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INTRODUCTION 

- - -  ------ -=-  

Soient E un espace vectoriel topologique sur R ,  U un ouvert 

n+ 1 de E. f une application de U dans IR et I Q ~ ~ ~ = ~  une famille de 

parties de U. 

Piroblème : 
n+ 1 

On cherche à minimiser f sur la partie Q = T\ Qi. 
i=2 

Si on introduit la partie : 

QI = {XE ~If(x) < f(x O 11 , 

une condition nécessaire et suffisante pour que f présente un minimum local 
n+ 1 

en un point x de Q est que : Q soit vide. En général., cette 
O 

i= 1 

condition est impossible à vérifier. On est amené à remplacer les parties 
n+ 1 

Q. par des approxinations K. convenables, telles que la conditon 
1 1 n Q ~ = @  

i= l 
n+ 1 

entraînerait K. = @, ce qui donne une condition nécessaire et telle 
1 

i= 1 

aussi qu'il serait plus facile de caractériser. 

Suivant que Qi a un intérieur vide ou non on prend une approxima- 

tion différente. 



Si 
Qi 

a un intérieur non vide, on appelle cône des directions admis- - 
sibles par la contrainte 

Q i 
au point x et le note K. l'ensemble 

O 1 

. C'est un cône ouvert de sommet dans - 

. - Si (2 est d'intérieur non vide, le cône K I  s'appelle aussi 
1 

cône des directions de décroissance de l'application au point 

Si 
Qi 

est d'intérieur vide, on appelle cône tangent à la contrainte - 

Q i au point x et on le note K.  l'ensemble : 
O 1 

On montre Cl] que : 

Si pour tout i compris entre 1 - et n, ' i est d'intérieur non 

vide et est d'intérieur vide, une condition nécessaire pour que 
n+ 1 

présente un minimum local en x sur Q est que : n Ki = fl. 
0 -  i= 1 

Dans l'hypothèse où les cônes K. sont convexes (on dit que l'ap- 
1 

plication f est régulièrement décroissante au point x si le cône 
O 1 

est convexe et on dit que la contrainte Qi est régulière au point x 
O 

si le cône K.  est convexe), le lemme de Dubovitskii-Milyutin suivant [l] 
1 

donne une condition nécessaire et suffisante pour que les cônes K. soient 
1 

d'intersection vide. 



1 - iii 

L m e  de Dubavi;énku-MiQuLt.n : 
l 

Etant donné un cône K de sommet O dans un espace vectoriel topo- 

logique sur IR, on note K* et on appelle cône dual de Ky l'ensemble des 

formes linéaires continues sur E, positives ou nulles sur K. 

Enancé du lemme : 

Soient E un espace vectoriel topologique sur IR, Kl,...,Kn+l 

des cônes convexes de sommet O - dans E. KI, ..., K sont ouverts et 
n n+ 1 

non vides, une condition nécessaire et suffisante pour que n Ki 
i= 1 

vide est qu'il existe pour tout compris entre une forme -- 
X 

linéaire f. appartenant à Ki, ces formes linéaires sont non toutes 
1 

nulles, telles que : 1 f .  = 0. - - 1 
i= 1 

Si E = C( [O, 11 ,R) muni de la norme de la convergence uniforme, 

son dual topologique E* est 1' ensemble des mesures sur 0 1 . Par consé- 

quent, les multiplicateurs f. ne sont pas réguliers. 
1 

Etant donné un espace de Banach de dimension infinie, l'objet du 

travail est de chercher les multiplicateurs f .  dans un sous-espace vectoriel 
1 

topologique El de E* assez régulier. On est amené à affaiblir la topologie 

de E et par conséquent on perd l'hypothèse d'ouverture des cônes 
K1 

K 
n 

qui est essentielle dans le lemme de Dubovitskii-llilyutin. L'outil de cette 

démarche ce sont les couples d'espaces de Banach en dualité [z]. 

. Le chapitre O est un rappel des principaux résultats utilisés 
sur les couples d'espaces de Banach en dualité. 



. Dans le chapitre 1, on démontre un lemme de Dubovitskii-Milyutin 
sur un couple d'espaces de Banach en dualité relatif à un sous-espace vectoriel 

de codimension finie, un cône convexe non vide ouvert pour la topologie de 

Mackey et un cône convexe d'intérieur vide pour la topologie de Mackey. 

. Dans le chapitre II, on applique ce résultat à l'étude de la 

régularité des multiplicateurs pour un problème de type min-max avec contraintes, 

sous des hypothèses faibles de dérivabilité directionnelle. 



CHAPZTRE O 

RAPPELS SUR LES COUPLES D 'ESPACES DE BANACH EN DUALZTE 

Dans ce chapitre, on énonce une série de résultats sur les couples 

d'espaces de Banach en dualité qu'on utilisera dans la suite. Certaines dg- 

monstrations classiques se trouvent dans [2] . Les propositions 1 1 ,  12 et 

13 donnent des résultats nouveaux avec leurs démonstrations. 

7 .  V é ~ i n L t i a n .  

On appelle couple d'espaces de Banach en dualitc un triplet 

IE = (E,E1,@) où E et E' sont des espaces de Banach et @ est une 

forme bilinéaire continue sur E' x E mettant E et E' en dualité 

séparante. 

2 .  V E d i W o n .  

Soient lE = (E,E',Q) et IF = (F,F',@) deux couples d'espaces 

de Banach en dualité. On appelle morphisme de IE dans IF. Un couple 

d'applications linéaires (u,ul) où u (respectivement u') est une 

application linéaire continue de E dans F (respectivement de F' dans 

E') vérifiant : 



3 .  P é ~ i W u n .  
l 

On appelle morphisme identité d'un couple d'espaces de Banach en 

dualité E = (E,E,) et on le note lIE , le morphisme de IE : (1 1 , ) . E' E 

4 .  CampobA;tian d a  ma/tp&rnu d e  c o u p l a .  

Soient IE, û? et 6 trois couples d'espaces de Banach en dualité, 

(u,u') un morphisme de iE dans F et (v,v') un morphisme de F dans G. 

Alors (v,vl) O (u,ul) = (v O u,u' O v') est un morphisme de iE dans 6. 

5. Dé~inLiXon.  

Soit (u,ut) un morphisme d'un couple E dans un couple IF. 

On dit que le morphisme (u,ut) admet une section, s'il existe un morphisme 

(s,st) de P dans E tel que : 

Soient E = (E,E1,@), IF = (F,Fr,Y) deux couples de Banach en dua- 

lité et (u,uf) un morphisme de G dans F. - Si Im u' - est (E1,E)-fermé 

en particulier si le morphisme admet une section, alors 

la forme bilinéaire O définie sur Coker u' x Ker u par : - 

o(i' (x') ,x) = @(XI ,x). 

met Ker u et Coker u' en dualité séparante. - - 
(Ker u, Coker u', O ) est un couple d'espaces de Banach en dualité 

qu'on note /~er(u,u'). 



Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en 

dualité par Q, on dit qu'une topologie localement convexe séparée T 

sur E est compatible avec la dualité Q si E' (identifié à un sous- 

% 
espace vectoriel de E ) est le dual topologique de l'espace localement 

convexe séparé obtenu en munissant E de la topologie T .  

8. V é d i n M o n .  

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en 

dualité par Q, la a(E,E1)-topologie sur E est la topologie définie 

par la famille de semi-normes : 

Si la dualité est séparante, la o(E,E1)-topologie est localement 

convexe séparée et compatible avec la dualité @. 

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en 

dualité par 0 ,  on appelle topologie de Plackey sur E et on la note la 

'r(E,E1)-topologie, la topologie de la convergence uniforme dans toutes les 

parties de E', convexes, équilibrées et compactes pour la ~(E',E)-topo- 

logie. Si la dualité Q est séparante, cette topologie est localement 

convexe séparée et compatible avec la dualité @. 

JO. Remmyue. 

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en 

dualité par Q, par symétrie on peut définir aussi sur E' les o(E1,E) 



Soit 1E = (E,E,@) un couple d'espaces de Banach en dualité. 

Alors la a(E1,E)-topologie sur E' est la topologie induite par la 

m m 
a(E ,E)-topologie via le plongement $ défini de E' dans E par : - - 

Pémoma?uuXon : 

La o(E',E)-topologie sur E1 est définie par le système fonda- 

mental de voisinages de O suivant : 

i i 
et la a(E ,E)-topologie sur E est définie par le système fondamental de 

voisinage de O suivant : 

û n a  v=$'(w). 

Soit E = (E,E1,<P) un couple d'espaces de Banach en dualité. - 
Si A' est un sous-ensemble a(E1,E)-fermé de E', on a : - - 

X 
où $(A') est l'adhérence de $(A1) dans E* pour la o(E ,E)-topologie. - - 

13. P&apoaiLion. 

Soient IE = (E,E1 ,@), IF = (F,F',Y) deux couples d'espaces de 



Banach en dualité et (u,ul) un morphisme de IE dans . Si Im u' est - - 
a(Et,E)-fermé dans E', alors la topologie quotient sur Coker u' coïncide 

avec la ~(Coker u' ,Ker u)-topologie associée à la dualité entre Ker u 

et Coker u'. - 

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du théorème sui- 

Soient E fi, 
(pi'ic~ une famille 

de semi-normes définissant la topologie de F un sous-espace vecto- 

- 
rie1 de E. On note x la classe de x dans l'espace quotient E/F. 

Alors, si on pose 

{Pi}irI est une famille de semi-normes sur E/F et la topologie quotient 

sur E/F est définie par cette famille de semi-normes. - 

- 
{PX~XEE-~OI - { ~ Q ( . ~ x ~ I } , ~ ~ - ~ ~ ~  est une famille de semi-normes 

définissant la cr(EV,E)-topologie de El. D'après le théorème précédent, 

la famille de semi-normes définies par : 

définit la topologie quotient sur Coker LI'. On va montrer que cette topo- 

logie coïncide avec la ~(Coker u', Ker ut)-topologie. 



En effet, soit x un élément de E - {O). On a : 

. Si x appartient à Ker u, on a : 

. Si x n'appartient pas à Ker u il existe y:, 
appartenant à F', 

tel que : 

Y(Y:,,u(x)) # 0 

car la dualité Y est séparante et si on prend 

On a alors 

et par conséquent 

Finalement, la ~(Coker ul,Ker u)-topologie sur Coker u' coïncide 

avec la topologie quotient sur Coker u'. 



C H A P I T R E  1 

LEMME DE D U B O V 1 T S K l l - M 1 L Y U 1 N  D A N S  UN COUPLE D ' E S P A C E S  DE BANACH EN P U A L l T E .  

Soit iE = (E,E1,@) un couple d'espaces de Banach en dualité : 

. Si K est un cône de sommet O dans E, on note K t  le cône : 

K' = {x' E E' x E K, @(xl,x) 2 0 1. 

C'est le cône dual de K pour toute topologie localement convexe 

séparée et compatible avec la dualité @. 

. Si A' est une partie de El, on note K(A1) le cône : 

K(A1) = {x E El x' E: A', @(xl ,x) < O} . 

. On se propose de démontrer un lemme de Dubovitskii-Milyutin 
relatif à un sous-espace vectoriel de E de codimension finie, un cône 

convexe non vide ouvert pour la T(E,E')-topologie et un cône réunion de 

cônes de la forme K(A1). Au paragraphe 1 ,  on étudie certaines propriétés 

de ces cônes. Le lemme de ~ubovitskii-Milyutinest énoncé au paragraphe 2. 

7 - GEOEdETRl E  D E S  CONES K (A ' ) . 
7. PhopoaLtion. 

Soit A' une partie de E', vérifiant les hypothèses suivantes : - 



i) A' convexe, o(E1,E)-fermé dans E' et ne contenant pas 0. 

X 
ii) $(A') est borné dans E . 

Alors K(A1) est non vide et si on munit E de la O(E,E1)-topologie, 

+ 
le cône dual K1(A') - de K(A1) est égal à l'ensemble -R A'. 

Supposons que E '  soit muni de la O(E1,E)-topologie et que 

l'ensemble A' v é r i f i e  i) - et ii) de la proposition précé- 

+ 
dente. Alors le cône IR A' - est o(E1,E)-fermé dans Et. 

Pour démontrer ce lemme on a besoin de la proposition suivante [4] 

(Chapite II, p. 63-64) : 

Soient E un espace vectoriel localement convexe séparé et K 

+ 
un compact de E ne contenant pas 0. Alors le cône IR K est fermé dans E. 

' ~ ~ r n o m ~ o n  du lemme 2 : 

A' étant o(E1,E)-fermé dans E', on a : 

A' = 4-1 (W) 
- m 

où $(A') est l'adhérence de $(A') dans E% pour la o(E ,E)-topologie, 

donc : 

$A' = ,R+$-'(@(A')) = )-'(R+IJ(A~)) car ip est linéaire. 

Or $(A') étant borné dans E*, est contenu dans une boule fermée 

m m ix m 
de E , qui 0(E ,E)-compacte donc @(A1) est o(E ,E)-compact dans E . 

-1 - 
Par ailleurs, $(A1) ne contient pas O car sinon A' = IJ ($(A1)) 

+- m 
contiendrait O. Donc IR $(A1) est o(E ,E)-fermé dans E~ et, par consé- 

+ 
quent, sa trace IR A' est o(E1,E)-fermé dans E'. 



Démo~;DLation de la pho,ooaiAion I : 

. A' est convexe, a(E1,E)-fermé dans E' et ne contient pas 0. 

D'après le théorème de séparation de Hahn-Banach, il existe une forme 

linéaire u(E1,E)-continue sur El, c'est-à-dire un élément x de E, 

tel que : 

\d x' E A', Q(xl,x) < O = Q(0,x). 

Cet élément x appartient à K(A1), qui n'est donc pas vide. 

+ . Montrons maintenant que K1(A') = -W A'. 

D'après la définition de K(A), on a : -R+A'CK'(A'). 

Deuxième i n d u n i o n  (pm L'nbauhde) : 
+ 

Supposons qu'il existe x' dans K1(A') n'appartenant pas à -W A'. 
O 

Comme A' est convexe, -R+A' l'est aussi et d'après le lemme 2, il est 

a(E1,E)-fermé dans E'. En appliquant le théorème de séparation de Hahn- 

Banach on a : 

+ =/ - ~ E I R , ~  X E E ,  Q(X;,X) < a ,  V X > ~ - R A ' ,  @(x',x) >a. 

Puisque O appartient à -R+A', on a nécessairement : 

a < O, donc Q(x~,x) < O. 

Par ailleurs, on a : 

a X > O, a E A', @(al,x) < - - X en faisant tendre X vers 

+ m, on obtient : 

a' E A', Q(al,x) ,< 0. 



Ce qui implique que x appartient à K(A') et comme x' appartient 
O 

3 K'(A') = K(A') et @(xA,x) < O, il y a une contradiction. . 
3 .  P k o p o b ~ o n .  

Soient iE = (E,E',@), F = (F,F1,Y) deux couples d'espaces de Banach 

en dualité et (u,ul) un morphisme de IE dans - IF tel que Im u' soit de 

dimension finie. Supposons que l'ensemble A' vérifie . les hypothèses i) - et ii) 

de la proposition 1 et que A' f l  Im u' = 0. Alors en posant L = Ker u, on a : 

Supposons que Im u' soit de dimension finie et que l'ensemble A' 

vérifie les hypothèses i) - et ii) de la proposition 1. Alors si on munit E' 

de la a(~'-E)-topologie i' (A') - est ~(Coker u' ,Ker u)-fermé dans Coker u' . 

l7émonh~at ion : 

D'après la proposition 0.13, la topologie quotient sur Coker u' 

et la o(Coker ul,Ker u)-topologie coïncident sur Coker u' et i'(Af) 

est fermé dans Coker u' pour la topologie quotient si et seulement si 

m 
A' + Im u' est O(E1,E)-fermé dans E'. $(A1) est o(E ,E)-compact 

8 X 
puisque c'est une partie bornée et o(E ,E)-fermée dans E . $(1m ut) est 

un sous-espace vectoriel de dimension finie car $ est linéaire et injective, 

;r: X X 
donc o(E ,E)-fermé dans E . Alors g(A') + $(1m u') est o(E ,E)-fermé 

X 
dans E . A' étant o(E',E)-fermé dans Et, on a : 

A' = $"(@(A')) et donc : 

-1 - A' + Im u' = $ (@(A') + @(Im u')) est o(E1,E)-fermé dans E'. I 



D é m a n h M o n  de la p n a p a ~ i t i a n  3 : 

Posons : 

H = K(A') n L. 

Comme Im u' est de dimension finie, donc a(E1,E)-fermé dans E', 

on peut définir le couple d'espaces de Banach en dualité suivant 

(Ker(u,u1) = (Ker u,Coker ul,@) ( O est définie par 

O (il(x'),x) = @(xl,x). 

D'autre part, on montre aisément que : 

Pour déterminer le cône dual de H dans Coker u', on va montrer 

que i (A) vérifie les hypothèses i) et ii) de la proposition 1 

i 1 

. A' est convexe et i' est linéaire, donc A est convexe. 

. D'après le lemme 4, A est (Coker ul,Ker u)-fermé dans 

Coker u' . 
. Comme A'n Im u' est vide, O n'appartient pas à i1(A'). 

ii) 

. Soit 8 l'injection canonique de Coker u' dans le dual topo- 

logique fort de Ker u définie par : 

û(il (x') = 0 (il (x'), .) 

IIW'(x1))II . - - SU IO(i'(x1),x)I = SUPI @(xl,x) 1 
Ker u XE:Ker lX7lKer UG1 xcKer u,l 1x1 1 < 1 

Ker U' 



et puisque x' appartient à A', on a : 

W 
Donc ( ( A  est borné dans Ker u . 

Conc&ion : 

+ 
H' = (K(A') fl L)' = -IR i1(A'). 

Et en identifiant ( A )  à l'ensemble A' + Im u', on a : 

5. Théotème. - 

Soient E un espace vectoriel topologique séparé sur IR, (Ki) i e ~  

(1 est un ensemble ordonné) une famille décroissante de compacts de E .- et 

F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors sous les hypo- 

thèses suivantes : 

- 
2) 3 Ko compact de E, i E 1, Ki C Ko , on a 

 inclusion (R'K~) + F C (R+K.+F) est évidente. 
is 1 

1 
iê1 

Soit x un élément de n (R+K~+F). On a donc : 
iê 1 



S'il existe un j tel que A. = O, on aura : 
J 

x = O + f qui appartient à n (~R*K~) + F. 
j i~ I 

Supposons donc que pour tout i dans 1, A. > 0. 
1 

Par conséquent, on a : 

x-f . 
- 1 - -  

hi hi 

La famille (kiIiCI est incluse dans le compact K car chaque 
O 

K. l'est. Il existe donc k appartenant à Ko vérifiant : 1 

Donc appartient à l'adhérence de K qui est fermé puisqu'il est 
j 

compact et, par conséquent, k appartient à n K i .  
if1 

+ 
D'autre part, k appartient à l'dhérence de IR x + F. Comme IRx + F 

+ 
est de dimension finie car F l'est, il est fermé dans E et puisque IR x + F 

est fermé dans iRx + F, il l'est aussi dans E. Donc : 

Comme pour tout i appartenant à 1, K i n  F = @, h est néces- 

k f 
sairement strictement positif. Finalement, x = - - - X X qui appartient à 

+ 
IR ( n K i )  + F et comme IR+(~K.) est inclus dans ~IR'K~ , on a : 

ic 1 1 i ~ 1  i~ 1 



2 - LEEME DE DUBOVZTSKZZ-M7LYUTZN --. DAFJS UN COLlPLE D'ESPACES DE BANACH EN UUALZTE. 

Soient IE = (E,E',@), IF = (F,F1,Y) deux couples d'espaces de Banach 

en dualité, (u,ul) un morphisme de E dans F, {Ai}icI 
une famille ordonnée 

de parties de E' et Kt un cône convexe de sommet O de E. On pose : - - 

L = Ker u 

et on suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées : 

1) Im u' est de dimension finie et pour tout i appartenant à 1, 

A; n Im u1 = @. 

2) Pour tout i - dans 1, A! est convexe, o(Et ,E)-fermé dans E' 
1 

* W 
et ne contenant pas O et il existe une boule B (0,r) de E , telle que 

pour tout i appartenant à 1 : $(A;) C ~~(0,r). 

3) K2 T (E,E1 )-ouvert et non vide dans E. 

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que KI K2 n L soit 

vide est que : 

3 xi E K; , 3 X; E K; , 3 X' E L '  = ïm u', 
3 

non tous nuls, x' + x' + x' = 0. 
1 2 3 

DQmoa&iation : 

Quand on munit E de la -r(E,E1)-topologie, on ne sait pas si le 

cône KI est ouvert dans E pour cette topologie et on ne peut donc pas 

appliquer le lemme de Dubovitskii-Milyutin classique. Cependant, les cônes 

K2, K n L sont de sommet 0, convexes et 
1 

K2 est T(E,E')-ouvert et 



non vide dans E. En appliquant le lemme de ~ubovitskii-Milyutin dans E 

muni de la T(E,E')-topologie 3 ces deux cônes, les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

i) K~ n (K, n L) = @ 

ii) 3 x; E Ki , 3 y;  c (KI n L) ', non tous nuls, x; + y; = O. 

Montrons maintenant que : 

(KI " L)' = K' + L'. 
1 

En effet : 

Et on sait que Cl] : 

Puisque Im u' est de dimension finie et pour chaque i, A! 
1 

vérifie les hypothèses de la proposition 1.3., on a : 

(Ki " L)' = Kf + L'. 

Ensuite, A! vérifie aussi les hypothèses de la proposition 1.1. 
1 

Donc 

+ 
(Kin L)' = -IR A! + Irn u'. 

1 

Donc 

+ 
Montrons que : (-R'A! + Im ut) = n (-R A;) + In u'. 

1 icI itz1 



Il est clair que n (-R+A!) + Im u'C r\ (-R+A~ + Im ul). 
1 

i ~ 1  ic 1 

Soit x' unélément de n (-R+A! + Imu'). Donc $(xl) appartient à 
1 

itz1 

et comme {Q(A;)I~~~ et $(Im u') vérifient les hypothèses du théorème 1.5., 

et, par conséquent : 

. S'il existe un j, tel que A .  = O, on aura : 
J 

$(XI) = $(u1(y')) et comme $ est injective, on a : 

x' = u' (y') qui appartient à n (++A;) + Im u'. 
ic1 

. Supposons que pour tout i dans 1, X; > 0. 

Par conséquent 

qui appartient à Im u', donc peut s'écrire sous la forme : 

Ci = $(ai) avec a! appartient à A!. 
1 1 



Finalement, on a : 

x t  = -hSa. + qui appartient à n ( -R+A~)  + Im u t -  
1 1  i~ 1 



CHAPITRE II 

APPLICATION A UN PROBLEME D'UPTIMlSATIUN. 

. Si E = (E,E1,@) est un couple d'espaces de Banach en dualité 

et A' l'ensemble : 

on définit l'application N de E dans IR par : 

N(x) = Sup @(x1,x) 
x'cA' 

. Soient 1 l'intervalle [O, 11, U un ouvert de IR x  IR^, f 

une application de U à valeurs dans IR' W l'ensemble : 

et soit w l'application définie de W dans c(l,lRP) par : 
f 

. Soient g l'application de W à valeurs dans Utq qu'on 

4 suppose différentiable relativement aux couples (c(I,~R~) et IR . 

. Dans ce chapitre, on se propose de trouver une condition néces- 

saire pour que l'application N O wf présente un minimum local en un point 

ho sur Q n g-l ({O)). Le paragraphe O est un rappel sur la dérivabilité 



l 
l 

i 
directionnelle. Aux paragraphes 1 et 2, on étudie l'application N respec- 

tivement sur un couple quelconque et un couple fonctionnel. Au paragraphe 3, 

on étudie le cône des directions de décroissance de l'application N O 9. 

Le théorème d'optimisation est énoncé au paragraphe 4. 

O - RAPPEL SUR LA DERlVABIL7TE DTRECTTUNNELLE. 

Soient E un espace vectoriel topologique sur R, U un ouvert 

de E et f une application de U dans IR. 

1 .  C o n W o n  ( 0 ) .  

On dit que l'application f vérifie la condition (D) en un point 

x de U si les deux propriétés suivantes sont vraies : 
O 

1) L'application f admet en x une dérivée directionnelle, 
0 y 

f'(xo,h), dans toute direction h. 

2 ) v h  O E E ,  V ~ > O , ~ E ~  > O, 3 V c V(ho), h E V, E E ]o,E~G 

2.  C o n W a n  (2)'  ) . 
On dit que l'application f vérifie la condition (Dg) en x 

0 y 

si elle vérifie la condition (D) en x et la condition supplémentaire 
O 

suivante. 

'L 
3) L'application fl(xo,!) est convexe et il existe un h 

O 
CL 

dans E, tel que, fl(xo,ho) < O. 



Si f vérifie la condition (D') en un point x de U, le cône - O - 
KI des directions de décroissance de l'application f au point x est 

O - 
égal à l'ensemble : 

Soit ho un élément de KI. Par définition de KI, on a : 

=[ -. vcV(ho), 3~, > O ,  v h  E V, V E  E]O,E~[, 

f (xo + ~ h )  < f (xo). 

Donc, on a : 

En faisant tendre E vers O+, on obtient : 

fl(xo,h) h O. 

D'autre part, il existe y > O, tel que 

h = ho + y(ho-ho) appartienne à V. 
Y 

L'application f1(x0,.) étant convexe, on a : 



Deuxième induhion : 

Soit ho un élément de E, f'(xo,ho) < 0. 

Posons f'((xo,ho) = - B < O. Puisque f vérifie la condition (D) en x O y 

B on a en prenant p = 3 : 

Par conséquent, on a : 

B \d h E V, y &  E]O,E~[, f ( x ~ + E ~ )  - f (x0) b - y . E+ 

D'où ho appartient à K I .  

4 .  ThEohèrne. - 

Soient E -6, £ une application localement lipschiz- 

tienne en x de rapport K et admettant une dérivée directionnelle, 
O 

f1(x0,h) - en xo suivant toute direction h. Alors f vérifie la condition 

(Dl en xo. 



~ h à n n , t t ~ o n  : 

Soient ho 
un point fixé de E et B(xo,r) la boule de E où 

f est localement lipschiztienne p > O, - on a : 

Soit = I ~ £ ( E ~ , E ~ ) .  

1 - ETUDE D E  L'APPLICATION N. 

Soient iE = (E,EV,Q) un couple d'espaces de Banach en dualité 

et A' l'ensemble : - 

{x' E E'I \l~(x')ll 6 11. 
E 

Alors l'application N définie de E dans IR - par : 



N(x) = sup @(xt,x) 
x '&A ' 

est une norme sur E continue pour la structure banachique de E. 

P é m o v ~ - l ~ n  : 

A' étant symétrique, on a : 

Donc N est une semi-norme sur E et comme la dualité @ est 

séparante, cette semi-norme est une norme. D'autre part : 

Donc N est continue pour la topologie associée à la norme I I  I I  E. . 
2. P ~ o p o b X o n .  

Soient IE = (E,E1,Q) un couple d'espaces ---. de Banach en dualité 

et A' l'ensemble: - 

< 11 . {x' E1 1 IJS(xl)I 1 . 
E 

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que : 

est que la boule unité B(0,l) de E soit a(E,E1)-fermée dans E. - - 



Supposons 

Alors, on a 

B(091) = {x c E 1 Sup @(xl,x) 6 1 ) .  
x'cA1 

Donc B(0,l) est 5(E,E1)-fermée dans E. 

CondiLion aua&sante : 

Supposons que B(0,l) soit o(E,E1)-fermée dans E et posons : 

Donc A' est le polaire de B(0,l) dans E' et par conséquent 

le polaire de A' dans E est égal au bipolaire de B(0,l) qui est exac- 

tement B(0,l) car elle est convexe et a(E,E1)-fermée dans E. 

D'où : 

et comme l'application définie dans E par 

N (x) = Sup Q (x ' , x) 
x'&A1 

est une norme sur E, on a finalement pour tout x dans E : 



3 .  Pttu p a b ~ o  n . 
S i  x e s t  nul ,  Nf(x0,x)  = N ( x ) .  S i  x e s t  n o n n u l ,  o n p o s e  - O - O 

pour t o u t  6 r é e l  p o s i t i f  : 

On a a l o r s  : 

N1(xo,x) = l i m +  Sup @ ( x t , x ) .  
6- X'EA; 

Pour tout  x non nu l  f i x é  dans E ,  on a : 

Pour tout  e > O  e t  t o u t  x '  dans A '  : 

Donc s o i t  x' dans A '  : 1 

@ (x' , xo+&x) - Q(x'  , xo) 

E 

E t  par  conséquent en prenant l a  borne supér ieure  : 

= l@(xl  ,x) 1 $ N(x). 

 autre p a r t ,  s i  x '  O appar t i en t  au complémentaire de A i  dans A '  : 

@(x~, .xo+ X) = @(x: ,xo) + E@(X;,X) < N(xo) - G + EN (x) . 



Donc si : 

N(xo) - 6 + &N(x) < - &N(x) + N(xo), c'est-à-dire si E appartient 

Sup @ (x' ,xo+Ex) < Sup @(x' ,x +EX) . 
X'EA'-A' X'EA' 

O 

6 

Et par conséquent : 

sup @(xl,x +EX) = Sup @(xl,x +EX). 
x'EA' 

O 
X'EA' 

O 

6 

Si x est nul, on a pour tout E > O : 
O 

Donc : 

Supposons que x et x soient des éléments non nuls de E, 
O 

P k d è n e  inég&E : 

Pour tout x' dans A' et tout E > O : 
O 

Donc quelque soit x' dans AS 
O 



Et par conséquent : 

+ 
En faisant tendre 6 vers O , on obtient : 

N(xo) + E lim+ Sup @ (x' ,x) 6 N (x +EX) . 
6-a x'EA' 

O 

 où l'inégalité : 

N(X~+EX) - N(xO) 
lim+ Sup @(xl,x) I E 
6% x'cAi 

C'est-à-dire en faisant tendre E vers O+ : 

lim+ Sup @(xl,x) I N'(X~,X). 

&-+O X'EA' 6 

Deuxième L n é g U é  : 

Pour tout x' dans A: : 
O 

 autre part : 



Donc : 

Sup @(xl ,x0+&x) 6 N(x O ) + & lim+ Sup @(xl ,x) + &a 
x'oAi 6+û X'EA~ 

6 
Et d'après le lemme 4, pour tout & appartenant à 

N(x + EX) = Sup @(xl,x +EX). 
O O 

x ' E A ~  

Et, par conséquent : 

N(x~+Ex) L N(x O ) + E lim+ Sup (xl,x) + &a. 
6 W  x E A ~  

C'est-à-dire 

N(X~+EX) - N(xo) 
L lim Sup @(x',x) + a 

E 6+0+ X'EA~ 

Finalement, en faisant tendre E et a vers O+, on obtient l'inégalité : 

N'(x O ,x) s lim sup Q(xl ,x). m 
6x>+ x 'SA' 

Le cône des directionsde décroissance de l'application N en un 

point x non nul est : 
O 



PQmonb&a;tian : 

On va montrer que l'application N vérifie la condition (D') en xo. 

1 N étant une norme continue pour la topologie associée 3 la 
1 
1 
I norme 1 1 1 IE, elle est lipschiztienne. 

D'autre part, elle admet une dérivée directionnelle en x suivant 
O 

toute direction. Donc elle vérifie la condition (D) en x . 
O 

Soit 6 = N(X~), on va montrer la propriété suivante : 
O 

Puisque 

{x E: E] SUP < 0) c {x E: E 1 Sup Q(xl,x) < 0)  SE^ x'cAi 

il suffit de montrer que l'ensemble : 

(x E E 1 Sup < (x) < 0) est non vide. 
SE$ (Ai) 

Ai est convexe, A' est o(E1,E)-fermé dans E' car il est 

iI( 
l'image réciproque par l'injection $ de la boule unité de E et Ab 

est o(E1,E)-fermé dans A', donc A' est o(E1,E)-fermé dans E' et 
6 

pour tout 6 appartenant à 1 0 , 6 ~ G  AS ne contient pas 0. Donc $(Ai) 

est convexe et ne contient pas O. On a : 



X  autre part, l'application A définie de E dans R par : 

A(E> = E(x> 

* W 3 
est 0(E ,E)-continue et $)(Ai) est o(E ,E)-compact dans E , on a : 

'L 
=lEo E m, sup <(XI = 5, (x) . - 

5€9(ng ) 

% 
Donc x appartient à l'ensemble : 

Le cône des directions de décroissance de l'application N - en x 
0 ' 

vérifie les hypothèses du lemme 1.2. 

V E t n o n s ~ o n  : 

D'après la proposition 5, le cône 
KI 

des directions de décroissance 

de l'application N en xo est : .  

K I  = {XE E 1 In£ Sup @(xl,x) <O). 
6>0 X'EAC; 

Comme pour 6 b 60 , A: contient O, on a : 

K I  = U Kg où K g =  { X E E  1 Sup @(xl,x) <O). 
O<&<& 

O X'EA' S 

- 
On va montrer que la ~(E,E')-fermeture, Kg de K dans E 

6 
est : 

et que la famille 
("~)6~]0,6 [ vérifie les hypothèses du lemme 1.2. 

O 



Soit z un élément de Cg, comme Kg est non vide ; il 

existe un point z de E tel que Sup @(x',zo) < O. La suite o x'o~i (Xn)n> i 

définie par : 

est incluse dans Kg et converge vers z pour la o(E,Et)-topologie 

dans E. 

L'ensemble A' = {x' F A' 1 Q(xV ,xo) 2 N(xo) - 61 est convexe, 
6 

o(E' ,E)-fermé dans E' et pour tout 6 appartenant à ]0,6~[, il ne 

contient pas O. La famille 'Ai'6~]0, 6 [ est décroissante et $(A') est 
O 

6 
* 

inclus dans $(A') qui est inclus dans la boule unité de E .  autre part, 

si Ai n Im u' # pour 6 appartenant à ]0,6,[, il existe y' dans F'  

tel que Q(u'(y'),xo) > O et comme Q(u'(y1) ,xo) = Y(yt,u(x0)) et x O 

appartient à Ker u, on aurait O > O. D'où la contradiction. W 

2. L'APPLICATION N SUR UN COUPLE FONCTIONNEL. 

1 .  N o U o ~ n .  

On notera : 

1 1 (respectivement 1 1 1 1 ) une norme quelconque sur iRn 

(respectivement sur IR') . 

1 l'intervalle @,l] . 

1 1 (respectivement 1 1 1 lm) la norme de la convergence 

n 
uniforme sur C(1,R ) (respectivement sur c(I,IR~)). 

n 
< , > le produit scalaire usuel sur fRP et IR . 



n  
E = E 1  = C ( I , R ) ,  m u n i d e l a n o r m e  1 lm 

n  
F = F' = C(1,lR ), muni de l a  norme 1 1 1 1 . 

S i  on d é f i n i t  l a  forme b i l i n é a i r e  @ s u r  E '  x E pa r  : 

on a  a l o r s  un couple  d 'espaces  d e  Banach en d u a l i t é  qu'on n o t e  ~ ( 1 , l R ~ ) .  

D e  même, on d é f i n i t  s u r  F '  x F l a  forme b i l i n é a i r e  Y pa r  : 

< h ( t ) , l ( t ) > d t  e t  on a  a u s s i  un couple d 'espaces  de  

Banach en  d u a l i t é  : c ( I , w ~ ) .  

S o i t  A '  = {k E F' 1 ~ u p  1 < k ( t )  , l ( t ) > d t  G 11. - 
J O  

Alors  il e x i s t e  une norme 1 1 1 1 s u r   IR^ t e l l e  que - 

Dérnon.h;Dra,tio~ : 

Pour t o u t  x  dans IR' posons 

sup <x,y> = 11x1 I l  
{ ymP,  1 I Y I  1611 

1 1 1 1 e s t  une, norme s u r  U I ~ .  

On va  montrer que pour t o u t  élément k  de F ' ,  on a  : 



Soit k un élément de F' . Par dé£ inition de 1 1 1 1 1, on a : 

La fonction définie sur 1 par : 1 lk(s)I 1 - E - <k(s),yt> 
étant continue au point s = t, on a : 

t c 1, 3 v t  voisinage ouvert de t dans 1, s E V t 

1 1 k(s) 1 1 - E C <k(s) ,yt>. 

D'autre part, l'intervalle 1 étant compact et la famille (vt)CE~ 

forme un recouvrement ouvert de 1, il existe une partition : 
q 

0 r to < t < ... < t r 1 telle que : 1 = u Vi. 
1 Cl i=O 

D'après le théorème de partition de l'unité, il existe des fonctions 

(ei)i=o, 
définies et continues sur 1, à valeurs dans 1 vérifiant : 

La fonction L définie sur 1 par : 



appartient à F' et o n a  : )llllm6 1. 

On va montrer que pour tout t dans 1 on a : 

1 Ik(t) 1 1 - E 4 <k(t) ,l<t>>. 

Soient t un point de 1 et J l'ensemble : 

{i = o,q 1 t E vil. 

Pour i n'appartenant pas à J, on a : 

e(t) = O 

et par conséquent : 

D'autre part, 1 ei(t) = 1, on a : 
i€J 

En intégrant sur 1, on a : 

Finalement, on a : 



3. PnopobiAion. 

Pour tout élément 1 de F, on a : 

1 
Sup [ <k(t),e(t)>dt = 1, 
k€A1 O 

Démo~n&a;tion : 

D'après la proposition 1.2., il suffit de montrer que la boule 

unité, BF(O,l) de F est. ~(F,F')-fermée. Pour ceci, on va montrer 

que tout élément de F n'appartenant pas à B F (0,l) peut être séparé 

strictement de B F (0 , l )  par un hyperplan o(F,Ft)-fermé de F. En effet, 

soit ko appartenant à F avec 1 1 ko 1 1, > 1. Comme 1 est compact, 

il existe un point to dans 1, tel que k = k o t 0  et comme 

la boule unité B(0,l) de R est convexe et formée, on a : 

 autre part, la fonction 1 O définie sur 1 par : 

1 (t) = <5,k0(t)> 
O 

est continue. Donc, on a : 

Soit maintenant la fonction LI = 0.c 0" est définie par 

son graphe : 



et comme sur l'intervalle 

on obtient la minoration suivante : 

D'autre part, pour tout élément k appartenant à B;(O,I), on a : 

Donc : 

Et, par conséquent, l'hyperplan défini par la fonction l, et la constante 
rt +n 
O a e(t)dt sépare strictement k et BF(O,l). 

O 



3. CONE DE DECROZSSANCE DE L'APPLICATION N O wf. 

7. D é ~ i W o n  de l'appfidon wf . 
n 

Soient U un ouvert de tR x IR , tel que sa projection sur IR 

contienne l'intervalle 1, f une application continue de U dans IR' et 

Il est bien cornu que W est un ouvert de E. 

On définit alors l'application w de W dans F par : f 

et d'après la proposition 2.3., on a : 

1 
(N O wf) (h) = Sup j <k(t),f(t,h(t))>dt = 1 If (.,h(.)) 1 lm. 

k€Af O , 

vérifie l'hypothèse suivante : 

1) L'application f admet une dérivée directionnelle, f1(t,x,3) 2 

par rapport à la deuxième variable suivant la direction X - de ' R ~  et ceci 

pour tout (t,x) dans U. 

2) L'application g définie par : 

et - g(t,x,X,O) = f;(t,x,X) 

est continue. 



Alors l'application w vérifie la condition (D) en tout point de W et 
f - 

de plus, on a : 

Soient K, E, F trois espaces métriques avec K compact et 

g une application de K x E dans F continue en tout point (a,xo) - 
oh x est fixé dans E. Alors, o n a  : - O -- 

K étant compact, il existe une sous-suite 
(m)rn> i 

de la suite 

(an) na 1 
et un point a de K, tels que : 

lirn a = a .  
m++m 

Et puisque, on a : 

on a aussi 

lim b = a  lim x = x .  
m m O 

rn- m++m 

 a autre part, l'application g est continue au point (a,xo), 



Comme les deux suites (am)m> I 
et (bm)m2 I convergent vers a 

et (Xm)ma 1 converge vers x on a : 
O y 

et par conséquent pour m 2 N, on a : 

Donc 

s d(g(arn,xm) ,~(b~,x~)) 6 2P 

et si on prend 2p < p on a une contradiction. 
0 ' 

Qémunn&af,ion ch ;th&otreme 2 : 

Soient h un élément de W et H un élément de E fixés. 
O O 

Posons : 

n 
K = {(t,ho(t),H0(t)+X),t F 1, X 5 IR Y 1x1 * 

K est un compact. Si H appartient à E tel que I H - H ~ I _  S 1, alors le 

point (t,ho(t),H(t)) appartient à K. Soit maintenant g la fonction 

définie sur K x p,+m[ - par : 



g est continue car f vérifie la condition (D2) et, donc, 

d'après le lemme précédent, on a : 

Donc 

Si f vérifie la condition (D2), l'application N O w vérifie - f 

la conditon (D) en tout point h de W et on a : 
O - 

PSmonb,ttaiAon : 

L'hypothèse (D2) étant vérifiée, l'application w vérifie f 

la condition (D) en h . Soit H un élément fixé de E, on a : 
O O 



avec lim p(h,~) = o. 
h+Ho 

EW+ 

D'autre part, l'application N vérifie la condition (D) en uf(ho), 

Comme lim p(h,~) = O, on a : 

Finalement, 

Supposons que pour tout point (t,x) - dans U, l'application f 

ait une application différentielle par rapport à la deuxième variable et - 
'L 

qu'il existe un point h - de E tel que (N O wf) ' (ho,h) < 0 .  

Alors le cône des directions de décroissance de l'application 

N O wf en un point ho W vérifie les hypothèses du lemme 1.2. 



Démann;DtatLon : 

Comme l'application o;(ho, .) est linéaire et N' (w (h ), .) f O 

est convexe, l'application (N O wf)'(ho,.) est convexe. Par conséquent, 

elle vérifie la condition (Dl) en h . Donc son cône des directions 
O 

de décroissance en h est : 
O 

11 existe 6 appartenant 3 J0,/lf<-,ho(.)>(l,[ tel que : 
O 

- - V K g  avec 
K 1  6c]0,6 O C 

K = {h € E / <k(t) ,D2f (t,h (t)) .h(t)>dt < O}. 
6 O 

 application D f(.,h (.)) a une application transposée 
2 O 

t D2f(.,ho(.)) définie de F dans E. En posant : 

Kg = {h E E Sup j <k(t),~~f(t,h (t)) .h(t)>dt < 0 ) .  
kEA' O 

O 



Soit Ci la o(E1 ,E)-fermeture de Ci dans E' . 
On va montrer que : 

Kg = {h E E 1, Sup d(t) ,h(t)>dt < 0). 

En effet soit h un élément fixe de E, l'ensemble 

est a(E1,E)-fermé dans E' et contient Ci. 

Donc il contient aussi Ci 
et par conséquent on a : 

1 
Sup 1 <l(t),h(t)>dt 6 Sup <t(t),h(t)>dt. 
t e g  O 

R = h c E  1 Sup <l(t),h(t)>dt < O  1. 
6 

Prenons maintenant 86 = Cg. 

t . AS étant convexe et l'application ~~f(.,h~(.)) est 

t 
linéaire, l'ensemble CS = B i  = D2f(.,ho(o))(~:) est convexe. 

. Puisque 

Kg = {h E E 1 Sup <l(t),h(t)>dt < 0) est non vide, 8' 

ne contient pas 0. 



. Soit 1 un élément de Ci , il existe k dans A' tel que : 

t 1 = ,  D2f(.,h (.)).k et puisque l'application D2f(.,ho(.)) est continue 
O 

de E dans F munis respectivement de leurs normes 1 l m  et 1 ( 1 l m  
on a : 

,< SUP y )  1 1  . n2f(*7h0(e)>hl 1,1 
h€E, Ihl_tl F 

X 
et comme 'l'(Ag) est inclus dans la boule unité de F et en posant 

r = / /D2f ( *  .ho(-)) 1 JL(E,F) 7 On a 

X 
Donc $(B ' )  est inclus dans la boule B*(o,~) de E . 

6 

. Comme la famille 
'Ag)6~10,6 [ est décroissante, il en est - O 

de même pour (B6)6~~~,6 I 
O 

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées : 

1) L'application f vérifie l'hypothèse (D ) et il existe un 
2 

'Il 
point h de E, tel que : 



. L'application déf inie de E - dans F - par fi(. ,fo(. ) ,h( -1) 

continue de E muni de la a(E,E1)-topologie dans F muni de la a(F,F1)- 

topologie 

. 3 r > O ,  Sup 1 If;(..ho(*) ,h(.)) 1 l m  4 r. 
(~EE, lhlm&l} 

3) Pour tout 6 > 0, l'application Gô définie de E - dans IR 

par : - 

est convexe. 

Alors le cône des directions de décroissance de l'application 

N o m  en ho, vérifie les hypothèses du lemme 1.2. 
f -  

Soit X un ensemble convexe fermé dans un espace localement - 
convexe. Alors toute fonction convexe, semi-continue inférieurement f 

dans - est l'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions qui sont des 

restrictions à X de fonctions affines continues dans E. 

D&mom;titaLLon de la p&opoah%n 6 : 

 a application définie de E dans IR par 

/l<k(L) ,f;(t,ho(t) ,h(t))>dt est o(E,E1)-continue dans E comme composée 
'0 
de deux fonctions continues. Donc l'application 



est semi-continue inférieurement dans E pour la a(E,E1)-topologie. Comme 

Gô(0) = O, il existe d'après la proposition précédent un sous-ensemble B 
de E', tel que, pour tout h dans E : 

1 
G6(h) = Sup 1 <x(t),h(t)>dt. 

CEC' O 

i - 
Prenons Bi = Cg. 

Comme dans la démonstration du cas linéaire, on a : 

. En désignant par conv(~'), l'enveloppe convexe de B' on a : 
6 ô' 

= (h E E 1 Sup 
L~Conv (B ' ) 

Donc on peut supposer que Bk est convexe. 

. Comme Kg est non vide pour tout 6 appartenant à I o , ~ ~ G  8' 
6 

ne contient pas 0. 

. Soit C un élément de Bi, on a : 



1 
Ç Sup ( Sup 1 l(t)',h(t)>dt) 
' '  h~~, lb ' I ,< l  , &%: O 

' <  , ; ~. 
1 )  L1appl,ication g est diff6rentisble relativement aux couples 

@(l,tRn) 0, IR', qtrictem&nt. d i t  flreztFiable .,. au point ho a t @ c a t i o n  

Dg($) egt sarjeetivs. 
' ' i  , 'l<, *-.. t r  ! 7 , , * r  < I  , . " 

, .  

2) Q est  dl interieur con vida, rqgulilre au point ho et son , 

- cene E2 de. direcricns rdniesibles au point est r(JG,E')-ouvvt dans E. 
ho - 

1 ,  l , I 5 '  

3) L'appli~riqn f v6rifi.a 1.6 hypothesei da la  proposition 3.6 .  



Alors une condition nécessaire pour que soit un minimum locale de l'ap- 

plication N O wf (( n g-l ({O}) pour la topologie associée à la 

norme de E est qu'il existe hl appartenant à Ki, h2 appartenant à 

K;, h3 appartenant à Im D'g(h ) non tous nuls, tels que : hl + h2 + h = 0. 
O 3 

Dëmovz,!,;trt&on : 

L'application g étant strictement différentiable au point h 
O 

et Dg(h ) est surjective, d'après le théorème de Lyusternik Cl], le cône 
O 

tantent 
K3 

de g-l ({O}) au point h est égal à Ker D.g(h0). 
O 

 autre part, l'application f vérifie les hypothèses de la 

proposition 3.6., donc le cône 
K1 

des directions de décroissance de l'ap- 

plication N O w au point h vérifie les hypothèses du lemme 1.2 et 
f O 

puisque h est un minimum local de N O w sur Q n g-l ({O}), on a : 
O f 

KI n K " Ks = (4. Ensuite, (~.g(h~),D'g(h ) )  est un morphisme du couple 
2 O 

c(I,(R~) dans le couple  IR^, Im D1g(h ) est de dimension finie dans 
O 

n 
C(1,IR ) et finalement en appliquant le théorème I.2.1., on a : 

3 h 1  5 Ki , 3 h 2  E K i  , q h 3  - E Im D1g(ho), non tous nuls, 

Soient Hl, ..., H des fonctions définies de W à valeurs dans IR 
9 

différentiables relativement aux couples ~ ( 1 3 ~ ~ )  et IR et soit Q la 

partie de W : 



qu'on suppose d'intérieur non vide et régulière au point h . On va montrer 
O 

que le cône KÎ des directions admissibles à la contrainte Q au point 

h et T(E,E')-ouvertdans E. 
O 

Q = {h e E, ~ u p  ~.(h) 1 6 O). 
i=l ,q 

Chaque H. étant différentiable au point ho , elle vérifie 1 

la condition (D) au point ho et l'application H définie par : 

H(h) = Sup Hi (h) 
i=l ,q 

vérifie aussi la condition (D) au point h et en posant 
O 

J = {i=l,q H(ho) = ~ ~ ( h ~ ) }  , on a : 

HV(ho,h) = Sup DHi(ho).h. 
i€J 

Si on suppose que pour tout i dans J, DHi(h ) est non nulle, il existe 
O 

'-b 'b 
un h dans E tel que : H'(h ,h) < O et, par conséquent, l'application 

O 

H vérifie la condition (D') e n  h . Donc on a : 
O 

Chaque application H. étant différentiable relativement aux 
1 

couples c(l,aln) et IR, il existe une application linéaire continue 



D'H. (h ) de IR à valeurs dans C(I,IR*) telle que (DHi(hO) ,D'H. (h ) )  soit 
1 O 1 O 

un morphisme de c(1,IRn) dans le couple IR. Donc l'application DH. (h ) 1 O 

est o(E,Ef)-continue dans E et finalement il existe h. appartenant à 
1 

c(I,R~) tel que : 
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Le problème qu'on v a  é t u d i e r  a un i n t é r ê t  écologique.  I 

11 s ' a g i t  de t rouve r  une s o l u t i o n  (u(x ,y) ,  v ( x , y ) )  ( (x ,y )  a p p a r t i e n t  l 

+ l 

à W a) ,  2ll-périodique en y du problème de Cauchy (P) s u i v a n t  : 

au au 
LA (u) = - - A - -  - au+bv-UV a x ay 

a v 1 L, (v) = - - av 
ax 

~ i - -  a Y - C U + ~ V + U V  

. A , ~ , a , b , c  e t  d son t  de s  cons t an t e s  r é e l l e s  avec A < u 

. 4 e t  $ son t  des  f o n c t i o n s  numériques de c l a s s e  C* e t  

On pose : 

e t  on cherche l a  s o l u t i o n  du problème (P) en u t i l i s a n t  l a  méthode proposée par 

M. Y M G U I I - S .  NIIZEK [ l]  pour l e  problème : 



Sachant que (uo,vo) e s t  s o l u t i o n  du problème (P ) : 
O 

e t  que pour tou t  n 3 1 (un,vn) e s t  s o l u t i o n  du problème (Pn) c o n s t r u i t  

p a r  récur rence  

Dans l e  c h a p i t r e  1, on r é s o u t  l e  problème (Pn) pour t o u t  n dans N .  

Dans l e  c h a p i t r e  II, on montre l a  convergence uniforme des s é r i e s  
m Cn -- 

n n 
un c , 1 vn E e t  des  s é r i e s  dé r ivées  e t  l a  c o n t i n u i t é  de l a  s o l u t i o n  

n=O n=O 

(u,v)  du problème P par  r appor t  aux condi t ions  i n i t i a l e s  



CUAPZTRE 1 

RESOLUTZON DU PROBLEME (P ) 
n  

-=-=-=- 

Z.I. RESOLUTZON DU PROBLEME (P ) [2] 
O 

C ~ 0 ù  X = v # O  

En f a i s a n t  l e  changement de  v a r i a b l e s  s u i v a n t  : 

e t  e n  p o s a n t  : 

l e  problème (Po) d e v i e n t  : 

- - 
' U V  

O O 

q u i  es t  é q u i v a l e n t  a u  problème s u i v a n t  : 



- - 
Donc iO(c,-,) + ;,(e,n) = g(c) et comme uo(<,S) = et vo(S,c) = 

on a : 

g(S) = 9(5) + $(SI 

par conséquent G0(c,n) = Q(S) + $(E) - ;0(5,n). L'équation 
auo - - 

- 2A - = -u v devient a TI O 0 

qui est une équation de Bernouilli. La solution du problème : 
- 

a pour solution : 

Donc 

qui est 2fl-périodique en y. 



Toute so lu t ion  du système : 

s ' é c r i t  sous l a  forme : 

2 + 
où @ appar t i en t  à C ((R xR,W) e t  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

PQmam,tka;tio~. 
2 + 

S ' i l  e x i s t e  une fonction @ dans C (R xR,W) v é r i f i a n t  : 

a l o r s  

e s t  une so lu t ion  du système : 

puisque L (L ) = Lu(LA) .  
A lJ 



Réciproquement : Soit (u ,v0) une solution du système : 
O 

L (u) = - U V  
0 0 

L ( v ) = u v  . i : .  0 0 

2 + 
Cherchons @ dans C (W %,IR) vérifiant : 

Ce qui est équivalent à : 

Par conséquent, on a : 

2 + 
et corne h < p ,  on peut déterminer complètement @ dans C (R XR,W). 

Posons ,@ = - log Y 

~ ~ ( m )  L (m) =  log Y) L (-log Y) = Litlog Y) L (log Y)) 
1-i U U 



D'autre p a r t ,  on a : 

- [LA (Lu (Y) ) Y  - LA (Y) - L  (Y)] 
L (L (-log Y)) = 1-i 

A v Y 2  

Donc 

s i  e t  seulement s i  Le(LA(Y)) = O o r  

a 2~ a 2~ 
2 

a 2 ~  + Ap 7 . L (L (Y) ) = -- - (A+1.i) - 
1-i A axay ax  a Y 

So i t  l e  changement de va r i ab les  su ivant  : 

On pose : 

YJ(x,y) = F(Xl ,X2). 

0 

Par conséquent L L (Y) = O e s t  équivalente à a %  = 0 .  
A 1-i axl ax2 

Donc F ( x ~ . x ~ )  = F (X ) + F2(X2) où 
1 1  

F1,F2 sont  des fonct ions  numé- 

1 
r iques  de c l a s s e  C . 

De même on a : 



avec 

S i  l e s  fonc t ions  d e t  $ v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  (R) su ivan te  : - 

alors l a  so lu t ion  (u , v  ) du problème (Po) s ' é c r i t  sous l a  forme su ivante  : 
0 O 

u0(x,y) = 
w ( y + ~ x )  ~ ( Y + A x )  

1 y+ Xx 
1 + u, [Io $(r )w(r )dr  + [Y+ux$ ( r )  w ( r )  d r  

J O  1 

On a  vu que l a  s o l u t i o n  (u ,v0) du système : 
O 

s ' é c r i t  sous l a  forme : 

Pour x = O,  on d o i t  avoi r  

( P A )  F; (Y) 

= FI (y)  + F2(y) O 
= *(Y) 

F;(y) 

vo("'y) = FI (y)  + F2(y)  = *(Y) 



En posant w(y) = Fl(y) + F2(y) on a : 

Donc . 

1 - u-h [r ($(T)++(T))dT] 
O 

avec K = w(0). 

D'autre part : 

Donc 

De même : 

Et finalement : 



Une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que l a  s o l u t i o n  du 

problème (Po) - s o i t  2n-périodique en y e t  que l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  Q 

s o i e n t  2n-périodiques. 

. CoMdi;tian nécuaahe  : 

S i  u e t  v s o n t  Zn-périodiques en y ,  comme uo(O,y) = $(y) 
O 

e t  vo(O,y) = $(y ) ,  $ e t  $ s e r o n t  Zn-périodiques. 

. CovdiLLon au66i~ante : 

Supposons que Q e t  $ s o i e n t  pér iodiques  e t  de pér iode  Z n .  

Il s u f f i t  de montrer que : 



D'autre part on a : 

et en faisant le changement de variable : T = s + 21i et comme 

w(y+2l l )  = w ( 2 n ) w ( y )  pour tout y dans R on a : 

Finalement on a : 

De même, on a : 



1 ' - 1 ($(.r)+ili(î-))d-r 
J O  

D'autre  p a r t  w(y) = K*e = Ky(y). Donc 

e t  de même on a : 

7 . 7 . 6 .  Cavl;tin.uLtE de La noLlLtian du pho bL2me ( P  ) pah happa& aux 
O 

c o n ~ o n f i  ini-tida. 

1 
S o i t  E = 19 : [0,2ll] -+ R de c l a s s e  C e t  211-périodique). 

1 

On munit El de l a  norme su ivan te  : pour $ appar tenant  à 1 

e t  s o i t  maintenant : E = E1xEl muni de l a  norme : 

Pour l 'ensemble des  s o l u t i o n s  du problème (P ) ,  on prend comme espace 
O 

1 F1 = {U : [o,T]x[o,~II] + IR, de c l a s s e  C e t  2ll-périodique en  y ) .  F1 s e r a  

muni de l a  norme : 



On prend F = F ~ x P ~  muni de la norme (((u,v)II = Ilull * Ilvl 1 -  
D'autre part, la solution (uo,v0) du problème (P ) est donnée explicitement 

O 

en fonction des conditions initiales : 

donc elle est continue par rapport à ($,$) pour les normes définies 

précédemment. I 

Soit le problème de Cauchy pour un système hyperbolique (S) suivant : 

l L (v) = v u + u v + b  
O O 2 

où (uO,vO) est solution du problème (P ), bl ,b2 des fonctions définies dans 
O 

R = [O,T]X [0,2II] à valeurs dans IR de classe c2 et 2Q-périodiques en y, et 

2 hl et h2 sont des fonctions numériques de classe C et 2n-périodiques 



On pose : 

h =  sup ( ~ ~ h i ~ ~ m )  
i=1 ,2  

1 . 2 . 7 .  PmpabiALan. 

Le problème (S) admet une s o l u t i o n  s u r  fiT, 2lT-périodique en y, 

unique e t  e l l e  v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  de  Haar su ivan te  : 

Avec l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  l e  problème (S)  e s t  équ iva l en t  à : 

On u t i l i s e  l a  méthode des  approximations succes s ives .  S o i t  donc l a  

s u i t e  de fonc t ions  1 
(Wnyyn n a i  d é f i n i e  par  : 



pour n 2 1 

Montrons par  récur rence  s u r  n que l a  s u i t e  (Wn,yn) e s t  2II-périodique 

en y : 

- n = O  

h l  e t  h2 é t a n t  2II-périodiques, donc (W0,yo ) e s t  2R-périodique en y. 

Supposons que (wn,yn) e s t  III-périodique e n  y. 

Comme (G, (Wn,yl), G2(Wn,yn) e s t  2n-périodique en Y ,  (Wn+, ) e s t  

2II-périodique en y. 

Montrons a u s s i  pa r  récur rence  s u r  n que l a  s u i t e  (WnyYn) v é r i f i e  

l ' i n é g a l i t é  

n+ 1 
n n x  

(x ,Y)-w~(x ,Y)  I e t  (x,Y)-Y,(x,Y) I s M 2 a (n+i> ! 

avec M = 2ah + b. 

En e f f e t  pour n = O, on a : 

e t  de même on a : 



Supposons maintenant  que : 

n+ 1 
n n x  

= M 2  a (n+ 1)  ! 

e t  de même on a : 

De l a  même manière s i  on pose : 



on montre par  récurrence su r  n que : 

Prenons maintenant : 

Comme 

n+ 1 Tn+ 1 n n x  s M 2  a < M 2n an pour tou t  (x,y) dans 
(n+ i>!  . (n+i> ! R~ 

03 

pour t o u t  (x,y) dans RT l a  convergence des s é r i e s  1 ( w ~ + ~ - ~ )  e t  
a n=O 

1 (yn+ , y,) e s t  normale su r  RT e t  puisque l a  s u i t e  de fonct ions  
n=O 

e s t  continue,  son t  continues. 

Donc (u,v) v é r i f i e  

u(x,y> = G l  (u,v) (x,Y) 

v(x,y)  = G2(u,v) (x,Y) 

1 au 
Pour montrer q u ' e l l e  e s t  de c l a s s e  C , il s u f f i t  de montrer que - 

a Y 
av e t  - e x i s t e n t  e t  sont continues.  a Y 



Puisque on a 

a w  ayn 
n e t  l a  s u i t e  de fonc t ions  (-- , -) e s t  cont inue ,  on a a l o r s  s u r  

a Y  ay n Q~ : 

l Donc (u,v) e s t  une s o l u t i ~ n  2 -pér iodique en  y du problème (S ) .  

U n i c L t E  de la ho&U&iofl. 

'L 'L 
Supposons q u ' i l  e x i s t e  une a u t r e  s o l u t i o n  (u,v)  du problème (S) 

e t  posons 

On va montrer que N e s t  n u l .  Puisque on a : 



On montre facilement par récurrence sur n que 

et par conséquent on a : 

et en faisant tendre n vers +m, le terme (2a T)~*' 
(n+l) ! tend vers O donc 

N est nécessairement nul.. 

On a vu que (uO,vO) solution du problème (P ) dépend d'une façon 
O 

continue de ($,+) et supposons de même pour les fonctions b l  et b2. 

Montrons que la solution (u,v) du problème (S) est continue par rapport 

La suite (Wn,yn) définie par 

W (x,y) = hl (Y+W 
O 

y0(x,y) = h2(y+llx) 

In+ 1 (x,Y) = Gl (n,~n) (X~Y) pour n 3 1 

'n+ 1 (x,Y) = G2 (Wn>~n) (x,Y) 

est continue par rapport à ($,+) pour tout n. 



 a autre part (u,v) = lim (wn,yn) dans F. On a : 
n++w 

1 1 u ,  , v(IP,$)) - (u(iDo9$,) 3 l l 

Comme (u,v) = lim (Wn,y,) dans F et (Wn,yn) est continue en 
n++m 

($,,$,) pour tout n, on a : 

boule de E tel que chacun des termes ci-dessus est 5 ~ / 3 .   où la continuité 

de (u,v) par rapport à @ 

Rmahyue. 
2 

Comme ($,$) sont supposées de classe C , (uO,vO) le sont aussi 

et si on suppose que 
2 

b,,b2 h l  et h2 sont de classe C , on montre que la 
2 

solution (u,v) du problème (S) est de classe C . 



CHAPITRE 11 

CONVERGENCE UNIFORME DES S E R Z E S  : 

- .  - - 
n n n 

e t  1 xi- € .  

n=O n=O 

m m 
n  II. 1.  CONVERGENCES UNI FORME DES S E R I  E S  : un E. E T  vn E . - 

n=O n=O 

S o i t  l e  problème de Cauchy (P ) su ivan t  : 
n 

( 2  
-!- (e2AT - 1 ) )  L = sup 6 ( e2AT-1) ,  



1 T . l . f .  L m e .  

Pour tou t  n  2 1 e t  t o u t  (x,y) dans S$ on a  : 

où (an)n> 1 
e s t  l a  s u i t e  numérique d é f i n i e  corne s u i t  : 

S i  on prend b  = sup 1 1 u +av 1 lm, 1 1 Buo+yvo 1 lm , l a  s o l u t i o n  du 
O O 

problème (P l )  v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  de Haar : 



1 
Comme b ( A et la fonction de a : fT(a) = - (e2aT - 1) est. croissante sur 

2a 

] o,+w[ on a finalement : 

1 2AT 
lul<x.y> 1 et Ivl(x,y) 1 r 2 (e - 1) s L r % = alqT 

Supposons maintenant que cette inégalité soit vérifiée pour tout k < n. 

On a : 

i n 1 1 n 

+ 2n- 1 I u ~ - ~ I I v ~ I + * . * + I u ~ I I v ~ - ~ I  L an QT (i+la1+2~) + 

a +...+a a ) Q ~ ~  
+ (an-l 2 2 n-1 T 

et en appliquant l'inégalité de Haar à v ) o n a :  
(Un+i> n+i 

I un+ l (X~Y) / et I v ~ + ~  (6+2L)+(an-l a2+. . .+a 2 a n-1 ? 

2AT - 1 
2A 

2n 2n-1 L(2L+6) + (an-l a2+.-. .+a a )L qT s an alQT 2 n-1 

2n+l . , 
5 (an a 1 +. . .+a2 an-l)~;n+l = a n+l 'T 



2 2 . 1 . 2 .  Lemme. 
n 1 

La s é r i e  e n t i è r e  
an z 

a pour rayon de convergence - 
n 1 

3 -  

Démomfia.tLon. 

La su i t e  (anIn> i e s t  dé f i n i e  par : 

Supposons que c e t t e  s é r i e  a i t  pour rayon de convergence R. On a donc : 

n 
en posant f (z) = 1 a z , on v é r i f i e  facilement qu'on a : 

n n= 1 

En résolvant c e t t e  équation du second degré e t  sachant que £(O) = 0, 

I on trouve : 

1 
qui e s t  holomorphe dans l e  disque D(0, -1. 8 

3 

Pour tout  r é e l  T s t r ic tement  p o i s i t i f  e t  tout  E appartenant à 



convergent uniformément sur n~ ' 

Donc : 

2 
m 

2 n 
et corne QTlol < 113, la série an(QT&) converge et par conséquent les 

n? 1 
n n 

deux séries une et v n &  convergent uniformément sur QT. 8 
nb 1 n? 1 

1 1 . 2 .  CONVERGENCE UN1 FORME DES S E R I E S  DER1 VEES. 

2 
puisque 4 et sont de classe C , d'après la remarque du 

2 'L ?1 
chapitre 1, (unSn) est de classe C . Donc (un,vn) vérifie le système 

suivant pour n 2 1 : 



1 
- - 

L (; ) - v ü + u v + + +,-, + ( Y S  +...+ u; ) 
II n o n  o n  n O 1 n-1 

-, i.. { V I  

,,., ." .. -- - . v +. .+ü v ) 
+ %-i i O n 

Pour les conditions initiales 



7 1 . 2 . 7 .  Lemme. 

- - % % 
Pour tout n 5 1 et tout (x,y) dans QT, u v u et v 

n' n' n - n 

vérifient les inégalités suivantes : 

où les suites et (d 
(Cn)nzi - sont définies par : 

n nll 

Montrons par récurrence la première inégalité : , vérifie le 

problème de Cauchy suivant : 



De même on a : 

Donc en appliquant l'inégalité de Haar au système précédent, on a : 

- 
Supposons que l'inégalité soit vraie pour tout k ,< n, ( U ~ + ~ , V ~ + ~  - I 

vérifie le problème de Cauchy suivant : 



En appliquant l'inégalité de Haar à ( u ~ + ~ ~ v ~ + ~  ) o n a :  

De la même façon on montre par récurrence sur n que : 

n 
Les séries cn z - et 1 d zn ont pour rayon de convergence 113. 

n 
n= 1 n= 1 



Démo ~n M o  n. 

n 
Supposons que la série 1 cn z a pour rayon de convergence R. 

n= 1 
03 m .. 

n n 
Soient f(z) = 1 an z et g(z) = 1 cn z . La suite 

n= 1 n> 1 
n= 1 

vérifie par définition la relation suivante : 

Donc pour lzl < Inf(R, 113) on a : 

1 
et sachant que f (z) = (z + 1 - r/(l+z) (1-3zj, 

qui est holomorphe dans le disque D(0,1/3) et de la même façon, on déduit que 
03 

sa série entière 1 dn z a pour rayon de convergence 113. 
n= 1 

Pour tout réel T strictement positif et tout E dans l'intervalle 

convergent uniformément sur 
Q~ 



E l l e  e s t  analogue à c e l l e  de l a  propos i t ion  1 . 1 . 3 . .  

Pour t o u t  r é e l  T p o s i t i f  e t  t o u t  E appartenant  à l ' i n t e r v a l l e  

1 - - -!- [, l e  problème (P) admet une so lu t ion  îT[-périodique en y ] 3 ~ :  ' 3,: 

(u,v) s ' é c r i v a n t  sous l a  forme : 

De p lus  tou te  s o l u t i o n  du problème (P) s ' é c r i v a n t  sous l a  forme précédente e s t  

unique e t  e s t  continue par  r appor t  aux condi t ions  i n i t i a l e s .  

Véma Mn;DL&an. 

Unirh; té de La saLuLLon. 

Pour tou t  n l e  problème ( P  ) admet une s o l u t i o n  (un,vn) unique. 
n 

Donc l e  problème (P) admet 

con-me so lu t ion  unique. 



Ca M ; t i W é .  

Pour t o u t  n  dans iN (u , v  ) e s t  cont inue par  r appor t  à ($,$J). 
n n 

Il s u f f i t  donc de montrer que l a  convergence des  s é r i e s  e s t  uniforme s u r  t o u t  

compact de  E.  En e f f e t  (IT e s t  une fonc t ion  cont inue en  (9,q) .  Donc on a  l a  

convergence uniforme s u r  t o u t  compact de E des  deux s é r i e s  : 

C a n d u i a n .  

1) Etant  donné l e  problème de Cauchy su ivan t  : 

pour a ,  b ,c ,d  des  paramètres "assez  p e t i t s " ,  on t rouve  une s o l u t i o n  2ll-périodi- 

que e n  y s u r  Lo,T]x[o~~II] cont inue  par  r appor t  à ($,$). 

2) La méthode précédente d e v r a i t  s ' app l ique r  au système : 

L (u) = f  (u ,v ,E)  IA 
soumis aux mêmes cond i t i ons  i n i t i a l e s  où f  e t  g  dés ignent  des  fonc t ions  : 



On résout d'abord le problème : 

et on cherche la solution sous la forme 

avec (un,vn) solution du problème pour n 2 1 
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