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1ERE PARTIE

LEMME DE DUBOVITSKII-MILYUTIN SUR UN COUPLE D'ESPACES DE BANACH

EN DUALITE. APPLICATION,



INTRODUCTION

Soient E un espace vectoriel topologique sur R, U un ouvert

*

) . ) : + : . ;
de E. f wune application de U dans R et {Qi}?=; une famille de
parties de U.

Probleme :
, _ n+l
On cherche 3 minimiser f sur la partie Q = Q; -
i=2

Si on introduit la partie :

Q = {xe Ul £(x) < £(x )}

une condition nécessaire et suffisante pour que f présente un minimum local
n+l

en un point X de Q est que : M Qi soit vide. En général, cette
i=1

condition est impossible 3 vérifier. On est amené i remplacer les parties

n+1
Qi par-des approximatiomns Ki convenables, telles que la conditon () Qi =9
i=1
n+]
entrainerait M Ki = @, ce qui donne une condition nécessaire et telle
i=1

aussi qu'il serait plus facile de caractériser.

Sulvant que Qi a un intérieur vide ou non on prend une approxima-

tion différente.




Deginition 1.-

Si Qi a un intérieur non vide, on appelle cOne des directions admis-

sibles par la contrainte Qi au point X, et le note K.1 1'ensemble

xee|3q vev® ,He >0, Vyev, Veeloe,[, x +eye ol

. C'est un céne ouvert de sommet O dans E.

. Si Q1 est d'intérieur non vide, le cOne K1 s'appelle aussi

cdne des directions de décroissance de 1'application f au point X

Definition 2.-

Si Qi est d'intérieur vide, on appelle cdne tangent 3 la contrainte

Qi au point x et on le note Ki 1'ensemble :

{x e | Je_> 0, Ve eJoe [, 9 x_eq € o E_)OA o

On montre [1:] que :

Proposition.

Si pour tout i compris entre 1 et n, Q.l est d'intérieur non

est d'intérieur vide, une condition nécessaire pour que f

vide et
vide et Q_

+1
n+l
présente un minimum local en x_ = sur Q est que M K, = @.
i=1

Dans 1'hypothése oii les cOnes K.1 sont convexes (on dit que l'ap-
plication f est régulidrement décroissante au point X si le cOne K1
est convexe et on dit que la contrainte Qi est réguliére au point X
si le cdne K.l est convexe), le lemme de Dubovitskii~Milyutin suivant [E

donne une condition nécessaire et suffisante pour que les cdnes K.1 soient

d'intersection vide.




Lemme de DubovitskiL-MLyutin :

\
Etant donné un cdne K de sommet O dans un espace vectoriel topo-

. * ~
logique sur R, on note K et on appelle cdne dual de K, 1'ensemble des

formes lindaires continues sur E, positives ou nulles sur K.

Enoncé du Lemme :

Soient E un espace vectoriel topologique sur R, Kl""’Kn+l

des cdnes convexes de sommet O dans E. Si Kl,...,K sont ouverts et
n+1
non vides, une condition nécessaire et suffisante pour que () K, soit
i=1

vide est qu'il existe pour tout i compris entre 1 et n+l, une forme

. s . X e o
linéaire fi appartenant a Ki’ ces formes linéaires sont non toutes

n+l
nulles, telles que : z fi = 0.
i=1

Si E = C(BLI],R) muni de la norme de la convergence uniforme,
. X ’
son dual topologique E est l'ensemble des mesures sur Ehi]. Par consé-

quent, les multiplicateurs fi ne sont pas réguliers.

Etant donné un espace de Banach de dimension infinie, 1'objet du

travail est de chercher les multiplicateurs fi dans un sous—espace vectoriel

. * . L = . . .
topologique E' de E assez régulier. On est amené& 3 affaiblir la topologie

de E et par consdquent on perd 1'hypothése d'ouverture des cOnes Kl, Kn
qui est essentielle dans le lemme de Dubovitskii-Milyutin. L'outil de cette

démarche ce sont les couples d'espaces de Banach en dualité Eﬂ.

. Le chapitre O est un rappel des principaux résultats utilisés

sur les couples d'espaces de Banach en dualité.
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. Dans le chapitre I, on démontre un lemme de Dubovitskii-Milyutin
sur un couple d'espaces de Banach en dualité relatif 3 un sous—espace vectoriel
de codimension finie, un cb6ne convexe non vide ouvert pour la topologie de

Mackey et un cOne convexe d'intérieur vide pour la topologie de Mackey.

. Dans le chapitre II, on applique ce résultat 3 1'€tude de la
régularité des multiplicateurs pour un probléme de type min-max avec contraintes,

sous des hypoth&ses faibles de dérivabilité directionnelle.




CHAPITRE 0

RAPPELS SUR LES COUPLES D'ESPACES DE BANACH EN DUALITE

Dans ce chapitre, on énonce une série de résultats sur les couples
d'espaces de Banach en dualité qu'on utilisera dans la suite. Certaines dé-
monstrations classiques se trouvent dans [f]. Les propositions 11, 12 et

13 donnent des résultats nouveaux avec leurs démonstrations.

1. Deginition.

On appelle couple d'espaces de Banach én dualité un triplet
E = (E,E',®) ol E et E' sont des espaces de Banach et & est une
forme bilinéaire continue sur E' X E mettant E et E' en dualité

séparante.

2. Déginition.

Soient E = (E,E',®) et F = (F,F',®) deux couples d'espaces
de Banach en dualité. On appelle morphisme de IE dans F. Un couple
d'applications linéaires (u,u') oli u (respectivement u') est une
application linéaire continue de E dans F (respectivement de F' dans

E') wvérifiant :

V’y' erf',Vxe E, o(u'(y"),x) = ¥(y',ux)).




3. Déginition.

On appelle morphisme identité& d'un couple d'espaces de Banach en

dualité E = (E,E',®) et on le note 1_ , 1le morphisme de E : (Il

iE E’IE')'

4. Composition des morphismes de couples.

Soient {E, F et & trois couples d'espaces de Banach en dualité,
(u,u') un morphisme de E dans F et (v,v') un morphisme de [ dans 6.

Alors (v,v') o (u,u') = (v o u,u' o v') est un morphisme de IE dans G.

5. Déginition.
Soit (u,u') un morphisme d'un couple E dans un couple .

On dit que le morphisme (u,u') admet une section, s'il existe un morphisme

(s,s') de [ dans E tel que :

(u,u') o (s,s') = IF .

6. Provosition.

e

Soient E = (E,E',9), F

(F,F'",¥) deux couples de Banach en dua-

1ité et (u,u') un morphisme de &€ dans F. Si Im u' est (E',E)-fermé

dans E', en particulier si le morphisme (u,u') admet une section, alors

la forme bilindaire (} définie sur Coker u' x Ker u par :

BU"(x"),x) = o(x',x).

met Ker u et Coker u' en dualité séparante.

(Ker u, Coker u', @ ) est un couple d'espaces de Banach en dualité

qu'on note Ker(u,u').




7. Déginition Dﬂ.

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en
dualité par ¢, on dit qu'une topologie localement convexe séparée T
sur E est compatible avec la dualité ¢ si E' (identifié & un sous-
espace vectoriel de E*) est le dual topologique de 1l'espace localement

convexe séparé obtenu en munissant E de la topologie T.

8. Definition.
Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en
dualité par &, 1la o(E,E')-topologie sur E est la topologie dé&finie

par la famille de semi-normes :

{lQ(X"')I}x'eE'—{O} .

Si la dualité est séparante, la o(E,E')-topologie est localement

.convexe séparée et compatible avec la dualité ©o.

9. Déginition.

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en
dualité par '®, on appelle topologie de Mackey sur E et on la note la
T(E,E')-topologie, la topologie de la convergence uniforme dans toutes les
parties de E', convexes, équilibrées et compactes pour la o(E',E)-topo-
logie. Si la dualité & est séparante, cette topologie est localement

convexe séparée et compatible avec la dualité o.

10. Remarque.

Si E et E' sont deux espaces vectoriels topologiques mis en
dualité par ¢, par symétrie on peut définir aussi sur E' 1les o(E',E)

et T(E',E)-topologies.




11. Proposition.

Soit & = (E,E,?) un couple d'espaces de Banach en dualité.

Alors la o(E',E)-topologie sur E' est la topologie induite par la

* . ..
o(E ,E)-topologie via le plongement 1 défini de E' dans o par :

Jdix') = o(x',.).

Demonsthation :

La o(E',E)-topologie sur E' est définie par le systéme fonda-

mental de voisinages de O suivant :

veixer' |V, 1cken, [oGxx)| <€, x e ceR )}

k
* . * .. o
et la O(E ,E)-topologie sur E est définie par le systéme fondamental de

voisinage de O suivant :

w={{¢e¢ E¥]\V Kk, 1 <k < n, IE(xk)l <€, x €E, ceR }}

k

Ona V= w‘I(W). .

12. Corollaine.

Soit £ = (E,E',®) un couple d'espaces de Banach en dualité.

Si A' est un sous—ensemble O(E',E)-fermé de E', on a :

A =9 @@EN

UIEND)

* .
est 1'adhérence de Y(A') dans E pour 1la O(E¥,E)-£9polog1e.

13. Proposition.

Soient E = (E,E',0), F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de




Banach en dualité et (u,u') un morphisme de IE dans F. Si Imu' est

o(E',E)-fermé dans E', alors la topologie quotient sur Coker u' coincide

avec la o(Coker u',Ker u)-topologie associée 3 la dualité () entre Ker u

et Coker u'.

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du théoréme sui-

vant Eﬂ :

Soient E un espace vectoriel semi-normé, (pi)iel une famille

de semi-normes définissant la topologie de E et F _un sous-espace vecto-

riel de E. On note x la classe de x dans 1'espace quotient E/F.

Alors, si on pose :

pi(x) = Inf pi(y)
yEX

{p.}. est une famille de semi-normes sur E/F et la topologie quotient
Pi'ier

sur E/F est définie par cette famille de semi-normes.

Démonsthation de La proposiiion :

{px} = {IQ(.,X)|} est une famille de semi-normes

x€E-{0} x€E-{0}
définissant la o(E',E)-topologie de E'. D'apré&s le théoréme précédent,

la famille de semi-normes définies par :

5 (§') = Inf[@(z',x)l
X 1ot
z'ex

définit la topologie quotient sur Coker u'. On va montrer que cette topo-

logie coincide avec la o(Coker u', Ker u')-topologie.




En effet, soit x wun &lément de E - {0}. On a :

I

Inf |8(z',%) ] Inf [&(x"+u'(y'),x)|
z'ex! y'eF'

i}

Inf(|0(x',x) + ¥(y',ux)])
y'SF'

-~

. Si x appartient 3 Ker u, on a :

I oGz, 0| = [ex', 0| = |0 G 0.
Z €£X

Si x n'appartient pas & Ker u il existe yé appartenant a TF',

tel que :

¥(yl,u(x) # 0

car la dualité VY est séparante et si on prend

Lol = @(X',X) '
YT TG u@) Yo

On a alors

o(x',x) + ¥(y',u(®)) =0

et par conséquent

Inf |0(z',x)| = 0.
z'ex'

Finalement, la o(Coker u',Ker u)-topologie sur Coker u' coincide

avec la topologie quotient sur Coker u'.




CHAPITRE 1

LEMME DE DUBOVITSKII-MILYUIN DANS UN COUPLE D'ESPACES DE BANACH EN DUALITE.

Soit E = (E,E',®) un couple d'espaces de Banach en dualité :
. Si K est un cOne de sommet O dans E, on note K' le cdne
K' = {x' e 8"|Vxek, ox,x)s0kL
C'est le cbne dual de K pour toute topologie localement convexe
séparée et compatible avec la dualité 9.
. S1i A' est une partie de E', on note K(A') le cbne :
RK(@A") = {x € EI V x' e A', o(x',x) <0} .
. On se propose de démontrer un lemme de Dubovitskii-Milyutin
relatif 3 un sous-espace vectoriel de E de codimension finie, un cOne
convexe non vide ouvert pour la T(E,E')-topologie et un cdne réunion de

cones de la forme K(A'). Au paragraphe 1, on &tudie certaines propriétés

de ces cOnes. Le lemme de Dubovitskii-Milyutinest énoncé& au paragraphe 2.

1 - GEOMETRIE DES CONES K(A'").

1. Proposition.

Soit A' une partie de E', vérifiant les hypoth&ses suivantes :
S01t P hyp




i) A' convexe, O(E',E)-fermé dans E' et ne contenant pas O.

.. . *
ii) ﬁ(A') est borné dans E .
Alors K(A') est non vide et si on munit E de la O(E,E')-topologie,

" le cdne dual K'(A'") de K(A') est égal 3 l'ensemble —R+A'.

2. Lemme.

Supposons que E' soit muni de la O(E',E)-topologie et que
D

1l'ensemble A' vérifie les hypothé&ses i) et ii) de la proposition précé-

dente. Alors le céne R A' est o(E',E)-fermé dans E'.

Pour démontrer ce lemme on a besoin de la proposition suivante Eﬂ

(Chapite II, p. 63-64) :

Soient E un espace vectoriel localement convexe séparé et K

~ + -
un compact de E ne contenant pas O. Alors le cone R K est fermé dans E.

gDémoVvsf/uu",éon du Lemme 2 :

A' étant o(E',E)-fermé dans E', on a :
_1 emrmareen.
A' =Y @A)

ot Y(A') est 1'adhérence de Y(A') dans o pour la O(E*,E)—topologie,

donc

RIAY = m+w_1($(KT)) = w_IOR P(A")) car ¥ est linéaire.

or Y(A') étant borné dans E¥, est contenu dans une boule fermée
de E, qui O(E ,E)-compacte donc Y(A') est o(E ,E)-compact dans E
Par ailleurs, Y(A') ne contient pas O car sinon A' = w_l(w(A'))
. . ——— * . .
contiendrait O. Donc IR+w(A') est o(E ,E)-fermé dans B et, par consé-~

+
quent, sa trace R A' est 0o(E',E)-fermé dans E'.




Démonstration de La proposition 1 :

A' est convexe, O(E',E)-fermé dans E' et ne contient pas O.
D'aprds le théoréme de séparation de Hahn-Banach, il existe une forme
linédaire o(E',E)-continue sur E', c'est-3-dire un élément x de E,
tel que :

¥V x' e A", ®(x',x) <0 = 8(0,x%).

Cet &lément x appartient & K(A'), qui n'est donc pas vide.

) +
. Montrons maintenant que K'(A') = -R A'.

e Prnemidre Lnclusion :

+
D'aprés la définition de K(A), on a : ~-R A'C K'(A").

o Deuxieme inclusion (par L'absurde) :

) +
Supposons qu'il existe xé dans K'(A') n'appartenant pas 3 -R A'.

+ . - .
Comme A' est convexe, -R A' 1'est aussi et d'apré&s le lemme 2, il est
O(E',E)-fermé dans E'. En appliquant le théoréme de sé&paration de Hahn-

Banach on a :

— +
— o€ R, 53 x € E, @(xé,x) <a, Vx'e-RA', ox',x)>o.
. . - + . .
Puisque O appartient & -R A', on a nécessairement :
a < 0, donc @(xé,x) < 0.
Par ailleurs, on a :
Vi>o0, Va'e A', &(a',x) < - %—, en faisant tendre A vers

+ o, on obtient :

Vae A', ®(a',x) < 0.
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Ce qui implique que x appartient & K(A') et comme X appartient

a K'(A'") = K(A") et @(xé,x) < 0, 11 y a une contradiction. ®

3. Proposition.
Soient € = (E,E',d), F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de Banach

en dualité et (u,u') un morphisme de [E dans F tel que Im u' soit de

dimension finie. Supposons que 1l'ensemble A' vérifie les hypoth&ses i) et ii)

de la proposition | et que A'N Im u' = . Alors en posant L = Ker u, on a :

(K(A") N L)' = K'(A") + L.

4. Lemme.

Supposons que Im u' soit de dimension finie et que 1l'ensemble A'

vérifie les hypoth&ses i) et ii) de la proposition 1. Alors si on munit E'

de la o(E'-E)-topologie i'(A') est o(Coker u',Ker u)-fermé dans Coker u'.

Démonsitration :

D'aprés la proposition 0.13, la topoiogie quotient sur Coker u'
et la o(Coker u',Ker u)-topologie coIncident s;r Coker u' et 1i'(A")
est fermé dans Coker u' pour la topologie quotient si et seulement si
A' + Im u' est O(E',E)-fermd dans E'. P(A'") est O(E*,E)—compact
puisque c'est une partie bornée et O(Ex;E)—fermée dans E*. P(Im u') est
un sous-espace vectoriel de dimension finie car 1§ est lindaire et injective,
donc O(E¥,E)—fermé dans E*. Alors m?KTT + J(Im u') est 0(E¥,E)—fermé

¥
dans E . A' étant O(E',E)-fermé dans E', on a :

A' = @—l(w(A')) et donc :

A" + Imu' = w_l(w(A') + P(Im u')) est O(E',E)-fermé& dans E'. ®
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Démonstration de La proposition 3 :

Posons :
H=K(A'"Y) N L.
Comme Im u' est de dimension finie, done o(E',E)-fermé dans E',

on peut définir le couple d'espaces de Banach en dualité suivant

Ker(u,u') = (Ker u,Coker u',@) (O est définie par

G, = o:',x).
D'autre part, on montre aisément que :
H={x¢€ L|‘V x' e A', G (i'(x"),x) < 0} .

Pour déterminer le cbne dual de H dans Coker u', on va montrer
ue 1i'(A') vérifie les hypoth&ses i) et ii) de la proposition 1
q A prop

i)

A' est convexe et 1' est linéaire, donc i'(A') est convexe.

D'aprés le lemme 4, 1i'(A') est = (Coker u',Ker u)-fermé& dans
Coker u'.

Comme A'MN Im u' est vide, O n'appartient pas & i'(A'").

ii)
Soit 6 1'injection canonique de Coker u' dans le dual topo-

logique fort de Ker u définie par

B(L'(x") = BGE'&x"Y,.)

on a @
et x| ‘= sup |B@GE'&Y,x)| = Sup|d(x',x)]
Ker u x€Ker u,||xT <1 xeKer u, | |x <l
. Ker u Ker u
s sw|WEY ] = [[PEH]] .
x€E, | |x <1 E

E
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et puisque x' appartient 3 A', on a :
p q PP

Il\ﬂ(x')ll *‘Sr *
E

Donc 6O(i'(A')) est borné dans Ker u¥.

Conclusion :
H' = (RGA") N L)' = R i'(A").

Et en identifiant i'(A') 3 1l'ensemble A' + Imu', on a :

H' = (R(A) N L)' = R (A" + Imu') = R A' + Imu' =K'(A") +L'. ® %

5. Théoneme. -

Soient E wun espace vectoriel topologique séparé sur R, (Ki)ieI

(I est un ensemble ordonné) une famille décroissante de compacts de E et

F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors sous les hypo-

théses suivantes :

1y Vier:, K, NF=9 ;

2) 3 Ko compact de E, \V/iel, KiCKo’ on a

N ®RK +F = N®REK) + F.
. 1 . 1
1el iel

Demonstrnation :

«  Premiere Lnclusion :

. . + + .
L'inclusion (M (R Ki) +FC MR Ki+F) est &vidente.
iel iel

«  Deuxiéme Linclusion :

. +
Soit x un &lé&ment de MR Ki+F)' On a donc :
iel
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Vier, E}Xi 30, - k. €K, = f. € F,x = Aiki + £

S'il existe un j tel que Aj = 0, on aura :

-~

. . +
x =0+ f, qui appartient 3 () (R K.) + F.
J iel t

Supposons donc que pour tout i dans I, Ai > 0.

Par conséquent, on a :

La famille (ki)'

el est incluse dans le compact K0 car chaque

K. 1'est. I1 existe donc k appartenant 3 K, vérifiant :

Vvevw, Vier,Jier, isij, k, € V.

-~

Donc appartient & 1l'adhérence de Kj qui est fermé puisqu'il est

compact et, par conséquent, k appartient 3 f“\Ki.
iel

. -~ - +
D'autre part, k appartient & 1'dhérence de R x + F. Comme Rx + F
. . .. . . . +
est de dimension finie car F 1l'est, il est fermé& dans E et puisque IR x + F

est fermé& dans Rx + F, il 1l'est aussi dans E. Donc

g rxz20, feF, k=2ix+f.

Comme pour tout 1 appartenant a I, K F=¢, A est néces—

. . . - . k . . <
salrement strictement positif. Finalement, x = T~ qui appartient 3

+ .
R ({"\Ki) + F et comme IR+(f"\Ki) est inclus dans f\lR+Ki , on a:
iel ' iel i€l

) (fR+Ki+F) cCNA®REK) +F. &
iel iel L
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2 - LEMME DE DUBOVITSKII-MILYUTIN DANS UN COUPLE D'ESPACES DE BANACH EN DUALITE.

Théoneme.

Soient E = (E,E',®), F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de Banach

en dualitd, (u,u') un morphisme de E dans F, {A.}

. une famille ordonnée
i"1el
de parties de E' et K2 un cGne convexe de sommet O de E.

On pose @
L = Ker u
K

| = UK, ot K = {xeE| Vx'eAi,@(x',x')<O}
iel

et on suppose que les hypothé@ses suivantes sont vérifiées

1) Im u' est de dimension finie et pour tout

i appartenant 3 I,

Ai N Imu' = @.

2) Pour tout 1

dans I, Ai est convexe, o(E',E)-fermé dans E'

et ne contenant pas O et il existe une boule B (0,r)

X
de E , telle que
pour tout i appartenant 3 I : w(Ai) CZB*(O,r).

3) K2 -est T(E,E')-ouvert et non vide dans

E.

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que K1 N K2 N L soit

vide est que :

53 x; € K; s E] xé € Ké . Eﬂ xé €elL'=1Imu',

non tous nuls, x'! + x! + x!

Démonsthation :

Quand on munit E de la T (E,E')-topologie, on ne sait pas si le

cone K

1 est ouvert dans E pour cette topologie et on ne peut donc pas

appliquer le lemme de Dubovitskii-Milyutin classique. Cependant, les cdnes

K2, K1 N 1L sont de sommet O, convexes et K2 est T(E,E')-ouvert et
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non vide dans E. En appliquant le lemme de Dubovitskii-Milyutin dans E
muni de la T(E,E')-topologie d ces deux cOnes, les propriétés suivantes

sont &quivalentes :
i) K2 ﬁ(K1 NL)=¢

ii) 53 xé € Ké s Eﬂ yi € (K1 N L)', non tous nuls, xé + yé = 0.

Montrons maintenant que :

(Kl nLy's= K{ + L'.

En effet :

K. NL= UK. NL).
ier

Et on sait que [ﬂ :
(UK, N1)" = MK NL).
iel ier *
Puisque Im u' est de dimension finie et pour chaque i, Ai

vérifie les hypoth&ses de la proposition 1.3., on a :
N1L)'=kK! '.
(K.l L) Kl + L

Ensuite, Ai vérifie aussi les hypothéses de la proposition 1.1.
Donc

® NL)' = ﬂR+Ai + Imu'.

Donc

(Kln L'= M (—R+Af + Imu').
. i
1€l

+ +
Montrons que : M (R Ai + Imu') = M (R Ai) + Imu'.
iel iel
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I1 est clair que M (—R+Ai) + Imu'C M (—ER+Ai + Im u').
iel iel

Soit x' wun élément de M (-R+A! + Imu'). Donc Y(x") apparéient i
iel t
N (RPE]D + P(Im u")).
iel
Et comme {lﬂ(Ai)}ieI et Y(Im u') vérifient les hypoth&ses du théoréme 1.5.,

on a

N (RP@AD + 9m u')) = N (RP@D) + P(Im u")

i€l iel

et, par conséquent :

Eﬂ y'er', Vierl, 4 A, 20, Ejgi € m(A{),

P(x') = - A&+ Pu’y").

S'il existe un j, tel que Aj = 0, on aura :
P(x') = P(u'(y')) et comme Y est injective, on a :

x' = u'(v') qui appartient a M) (-R+Ai) + Imu'.
iel

. Supposons que pour tout i dans I, Xi > 0.

Par conséquent

g, = = D' M) - Px) = ¥ @' - x")
1

1
1

-

qui appartient & Im u', donc peut s'écrire sous la forme :

. = a! avec a! appartient & A!.
gl 4 1) i PP i




Finalement, on a :

vV o AR
X Xiai‘*l{ Gh
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qui appartient 3 M (—R+Ai'_) + Imu'. W

iel




I -18

CHAPITRE 11

APPLICATION A UN PROBLEME D'OPTIMISATION.

. 81 € = (E,E',®) est un couple d'espaces de Banach en dualité

et A' 1'ensemble :

e v 19D, < 1L,
E .
on définit l'application N de E dans R par :

N(x) = Sup ®(x',x)
x'eA'

Soient I 1'intervalle BL]], U un ouvert de R XIRn, f

une application de U 3 valeurs dans RP W 1'ensemble :
fhe c(I,RY) | Yee1, (t,n(t) €U}

et soit We 1'application définie de W dans C(IJRP) par :

wf(h) = £(.,h(.)).

Soient g 1'application de W & valeurs dans rRY qu'on

suppose différentiable relativement aux couples C(I;Rn) et RrY,

. Dans ce chapitre, on se propose de trouver une condition néces-—

saire pour que 1'application N o we présente un minimum local en un point

h sur QN g_l({o}). Le paragraphe O est un rappel sur la dérivabilité
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directionnelle. Aux paragraphes | et 2, on &tudie 1'application N respec-
tivement sur un couple quelconque et un couple fonctionnel. Au paragraphe 3,
on étudie le cdne des directions de décroissance de l'application N o We

Le théoréme d'optimisation est &noncé au paragraphe 4.
P

0 - RAPPEL SUR LA DERIVABILITE DIRECTIONNELLE.

Soient E un espace vectoriel topologique sur R, U un ouvert

de E et f wune application de U dans IR.

1. Condition (D).
On dit que l'application f vérifie la condition (D) em un point
X de U si les deux propriétés suivantes sont vraies :

1) L'application f admet en X » une dérivée directionnelle,

f'(xo,h), dans toute direction h.
Z)Vher, VQ>O,T__{€O>O,3 Ve V), Vihev, vgejo,so[,

f(xo+€h) - f(xo)

€

_
f (xo,ho) <p .

2. Condition (D').
On dit que l'application f vérifie la condition (D') en X
si elle vérifie la condition (D) en x et la condition supplémentaire

suivante.

N
3) L'application f'(xo,/) est convexe et il existe un h0

n
dans E, tel que, f'(xo,ho) < 0.



3. Théoneme.-

Si f wvérifie la condition (D') en un point X, de U, 1le cone

K, des directions de décroissance de 1l'application f au point X est

1 i

égal 3 1l'ensemble :

fher | £(x,h) <o}

Demonstrhation :

¢ Premidre inclusion :

Soit ho un &lément de KI' Par définition de Kl’

on a :
=| Vel(n), 550 >0, Vhev, V £ € ]O,eo[,

f(xo + ch) < f(xo).

Donc, on a :

f(x0+€h) - f(xo)

Veejo,eo[, < 0.

€

. + .
En faisant tendre € vers O , on obtient :
f'(xo,h) £ 0.
D'autre part, il existe 7y > O, tel que
= + h -h ti a V.
hY ho v ( o o) appartienne i

L'application f'(xo,.) étant convexe, on a :
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1 iy
' = f1 - N
f (xo,ho) f (xo, Ty hY + Ty ho)

.__1__' ___Y__l'\’
'S Ty f (xo’hY) + Ty f (xo,ho).

"
Comme f'(xo’hy) £0 et f'(xo,ho) < 0, f'(xo,ho) < 0.

o Deuxilme Lnclusion :

Soit h un é&lément de E, f'(x ,h ) < O.
o o’ o

Posons f'((xo,ho) = - B < 0. Puisque f vérifie la condition (D) en x ,

rojm

on a en prenant QO

::]EO>O,3V€ V(n ), Vhev, Vee]o,eo[,

f(xo+€h) - f(xo)

€

' 8
- f (xo’ho) < 2

Par conséquent, on a :

' B
v h € v, \VIE e:loa(‘:o[, f(Xo+€h) - f(Xo) £ - E . €.
D'od ho appartient 3 K, . ®

1

4. Théonéme.-

Soient E wun espace normé, f wune application localement lipschiz-

tienne en X de rapport K et admettant une dérivée directionnelle,

f'(xo,h) en x suivant toute direction h. Alors f vérifie la condition

(D) en X
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Démonmstrhation :

Soient h0 un point fixé de E et B(xo,r) la boule de E oi

f est localement lipschiztienne \/ p>0, ona:

f(x0+€ho) - f(xo)

D Je, >0, Yecloel, . - £'(x,h )| <
2) 3&:2 > 0, V h € B(ho’p/ZK)’ \7’ £ €]O,€2[,

x0+€h € B(Xo,r).

Soit €, = Inf(el,ez).

o

VheBh, ), Veeloe[, ona:

.f(xo+€h) - f(xo) ' f(xo+€h) - f(xo+€ho)
- f'(x ,h )| < +
5 o’ o €

f(xo+€h) - f(xo)

€

_ £ JOR .
f (xo,ho) < 5 + 5 p. &

1 - ETUDE DE L'APPLICATION N.

1. Proposition.

Soient IE = (E,E',®) un couple d'espaces de Banach en dualité

et A' 1'ensemble :

e | [[9D]] , € 1},
E

Alors 1'application N définie de E dams IR par :

Njo
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N(x) = sup &(x',x)
x'eA'

est une norme sur E continue pour la structure banachique de E.

Demonstration :

A' @&tant symétrique, on a :

Vxe E, Sup &(x',x) = sup |®(x',x)|.
x'eA' x'eA’

Donc N est une semi-norme sur E et comme la dualité ¢ est

séparante, cette semi-norme est une norme. D'autre part :

Sup|®(x',x) = SuplEﬂ(x'X](x)l < Supl||¥&E"|| *.IIXIIE S IIXIIE .
x'eA’ x"€eA’ x'eA' E

Donc N est continue pour la topologie associde 3 la norme ||

2. Proposition.

Soient [E = (E,E',0) un couple d'espaces de Banach en dualité

- et A' 1'ensemble :

{x' e | [[Y&"]| , <1}
E

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que :

Sup 0(x',x) = !IXIIE
x'eA'

est que la boule unité B(0,1) de E soit O(E,E')-fermée dans E.
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Demonsthation :

o Condition nécessaine :

Supposons que :  Sup &(x',x) = l[xIIE.
x'eA'

Alors, on a

B(0,1) = {x € E| Sup &(x',x) < 1}.
x'eA'’

Donc B(0,1) est O(E,E')-fermée dans E.

« Condition suffisante :

Supposons que B(0,1) soit o(E,E')-fermée dans E et posons

A' = {x' e E'"|||Px)]] LS 1= {x'e E'| Sup &(x',x) < 1}.
i /] o1

Donc A' est le polaire de B(0,1) dans E' et par conséquent
le polaire de A' dans E est &gal au bipolaire de B(0,1) qui est exac-

tement B(0,1) car elle est convexe et O(E,E')~fermée dans E.

D'oli :-

{x € E I Sup ®(x',x) < 1} = {x € E] I!XIIE < 1}
x'eA’

et comme 1l'application définie dans E par

N(x) = Sup 0(x',x)
x'eA'

est une norme sur E, on a finalement pour tout x dans E :

[1x]]; = Sup o(x',x)
- x'eA'
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3. Pnogo&iiion.

Si X est nul, N'(xo,x) = N(x). Si X est non nul, on pose

pour tout & réel positif :

AL = {x" € A'"| o(x',x ) > N(x)) - s}.

On a alors :

N'(xo,x) = lim+ Sup d(x',x).

§->0 x'eAé

4. Lemme.

Pour tout x non nul fixé dans E, on a :

- ?
k/S > 0, 5380 > 0, Vee ]O,eo[, N(xo+ex) = ?up'Q(x ,x0+ex).
X €A6

Démonsthation :

‘ Pour tout € >0 et tout x' dans A' :

o(x',x +ex) - O(x',x )
0 ° = |@(x',x)| £ N(x).

£

Donc soit x' dans A' : !

- eN(x) + @(x',xo) < @(x',xo+€x).
Et par conséquent en premant la borne supérieure :

- eN(x) + N(xo) < N(x0+€x).

’ D'autre part, si xé appartient au complémentaire de Aé dans
' - ' ' ' -
@(xo,xo+ X) @(xo,xo) + €®(xo,x) < N(XO) § + eN(x).
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Donc si :

N(xd) - §+ eN(x) < - eN(x) + N(xo), c'est-3-dire si € appartient

a 0 ——£i- on aura :
> 2N(x) _’ :

Sup d(x',x +ex) < Sup O(x',x +ex).
x'eA'-A} ° x'eA' °

Et par conséquent :

Sup @(x',xo+€x) = Sup @(X',xo+€x).

x'eA' x'eAé

Démonstration de La proposition 3 :

+ Si X, est nul, on a pour tout € > O :

N(O+€X)€‘ N(O) _ E.N(X) = N(x).

Donc :

N'(0,x) = N(x).

* Supposons que Xo et x solent des &léments non nuls de E,

«  Premilre inlgalité :

Pour tout xé dans A' et tout € >0 :

@(xé,xo+€x) < N(xo+€x).

Donc quelque soit xé dans Aé




I - 27

N(xo) -8 + €¢(xé,x) < N(xo+€x).

Et par conséquent :

N(x ) - 8+ ¢ sup ®(x",x) € N(x _+ex).
o oy o
X €A6

. + .
En faisant tendre & vers O , on obtient :

N(xo) + € 1im+ Sup ®(x',x) N(xo+€x).

§+0 x'eA'
D'oll 1'inégalité :
N(xo+€x) - N(xo)
1im, Sup &(x',x) < .
+ €
>0 x'eAé

o e . +
C'est—3-dire en faisant tendre € vers O :

1im+ Sup d(x',x) € N'(x ,%).
At o
&0 x eACS

~+ Deuxilme inégoalite :

Pour tout xé- dans Aé :

t = t ' '
@(xo,xo+€x) @(xo,xo) + s@(xo,x) < N(xo) + € ?up'é(x WX) .
X €A6

D'autre part :

Ya>0, Js >0, eSup o(x',x) <€ Inf Sup @(x',x) + e

\] 1 ] \
xeAao §>0 X€A6
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Donc :

Sup @(x',xo+€x) < N(xo) + € lim+ . Sup d(x',x) +.co0

x'eAé 60 x'eAé

§
Et d'aprés le lemme 4, pour tout € appartenant 3 ](L EE%ET[ on a :

N(xo + €x) = Sup @(x',x0+€x).

\J ]
X €A6

Et, par conséquent :

N(xo+€x) < N(xo) + € lim+ Sup (x',x) + co.

§-0 x'eAé

Clest-3-dire

N(xo+€x) - N(xo)

€

€ lim Sup ®(x',x) + o .

s»ot x'eAé

. ' . + . . . s
Finalement, en faisant tendre € et o vers O , on obtient 1'inégalité :

N'(x ,x) € lim  sup ®(x',x). ®
° + x'eA'
50

5. Proposition.-

Le cOne des directionsde décroissance de 1'application N en un

point X, hon nul est :

K, = {x€eE| N'(x_,x) < O},
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Démonstrhation :

On va montrer que l'application N vérifie la condition (D') en X

e N é&tant une norme continue pour la topologie associée 3 la

norme || I[E, elle est lipschiztienne.

D'autre part, elle admet une dérivée directionnelle en X, suivant

toute direction. Donc elle vérifie la condition (D) en X

* Soit 60 = N(xo), on va montrer la propriété& suivante :

Y s e:lO,cS [, :{ ;\{, € E, Sup @(x',;\(l) < 0.
° - x'eA'

Puisque

{x € E|] Sup £(x) <0} C{x e E I Sup ¢(x',x) < 0}

ge@(Aé) X'EAé

il suffit de montrer que l'ensemble :

{x ¢ E| Sup £(x) < 0} est non vide.
€€¢(Aé)

1
As

1'image réciproque par l'injection 1 de la boule unité de EX et Aé

est convexe, A' est Oo(E',E)-fermé dans E' car il est

est o(E',E)-fermé dans A', donc Aé est O(E',E)-fermé dans E' et

pour tout ¢ appartenant 3 ]0,60[, Aé ne contient pas 0. Donc w(Aé)

est convexe et ne contient pas 0. On a :

JXer, VeeDE) , £ <o.
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D'autre part, l'application A définie de E'K dans R par :
A(E) = £(x)

x ) —— " X
est O(E ,E)-continue et w(Aé) est O(E ,E)-compact dans E , on a :

Je e PGED,  swE® =g @ .
Eef(a})

~

v .
Donc X appartient 3 l'ensemble :

{x e E| Sup &(x) <0}. ®
EeP(A")

6. Proposition.

Le cdne des directions de décroissance de l'application N en X

vérifie les hypoth&ses du lemme I.2.

Démonstrhation :

D'aprés la proposition 5, le cdne K1 des directions de décroissance

de 1'application N en X, est :

K1 = {x € E [ Inf Sup &(x',x) < 0}.
>0 x'eA!l

§
Comme pour & > 60 s Aé contient O, on a :
K, = U K oi K., = {xe€eE Sup &(x',x) < O}.
1 § 8 ot
0<6<50 X EAS

On va montrer que la 0(E,E')-fermeture, K6 de KG dans E
est :
c6={er | \/x'eAé, o(x',x) < O}

. ' P «
et que la famille (Aé)éejo,do[ vérifie les hypothéses du lemme I.Z2.
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e Soit 2z un élément de C@’ comme K6 est non vide ; il

. . ' <o. .

existe un point 2z de E tel que ?up'Q(x ,zo) 0. La suite (xn)n>1
X €A6

définie par :

1
X =z+ -2z
n n o

est incluse dans K6 et converge vers =z pour la o(E,E')-topologie

dans E.

*+ L'ensemble Aé = {x' € A" | @(x',xo) 3 N(xo) - 8} est convexe,

o(E',E)-fermé dans E' et pour tout & appartenant & ]O,Go[, il ne
. . ' 2 . v
contient pas 0. La famille (Aﬁ)ﬁéjo,éo[ est décrolssante et ﬂ(AG) est

. . . *
inclus dans Y(A') qui est inclus dans la boule unité de E . D'autre part,

si Aé NImu'#¢@ pour § appartenant 3 ']0,60[; il existe y' dans F'

tel que @(u'(y'),xo) >0 et comme @(u'(y'),xo) = W(y',u(xo)) et x_

appartient 4 Ker u, on aurait 0 > O. D'oli la contradiction. ®

2. L'APPLICATION N SUR UN COUPLE FONCTIONNEL.

1. Notations.

On notera :

. , | (respectivement Il l!) une norme quelconque sur R"

(respectivement sur Rp).
«+ I 1'intervalle [@,E] .

. [ lw (respectivement l‘ []w) la norme de 1la convergencé

uniforme sur C(I,Rn) (respectivement sur C(I,Rp)).

. . . n
* <, > le produit scalaire usuel sur RP et R".
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E' = C(I,Rn), muni de la norme l

L]
=1
[

L]
L]
]

F' = C(I,Rn), muni de la norme II Ilw .

Si on définit la forme bilinéaire & sur E' X E par :
1
®(h,h) = f <h(t1,£(t)>dt
0 .
on a alors un couple d'espaces de Banach en dualité qu'on note G(I,Rn).
De méme, on définit sur F' X F la forme bilindaire VY par :
1
Y(h,h) = f <h(t),£(t)>dt et on a aussi un couple d'espaces de
0

Banach en dualité : C(I,Rp).

2. Proposition.-
1
Soit A' = {k € F' | Sup [ <k(t),L(t)>dt < 1}.

‘0
{LeF,||L]] <1}

Alors il existe une norme || Ill sur RP telle que

1
av=er || k@]l ae < 1.
)

Démonstrnation :

Pour tout x dans R posons

Sup <x,y> = HXHI
{yer?, ||y] <1}

II lll est une norme sur Rp.

On va montrer que pour tout &lément k de F', on a :
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1 1
Sup <k(t),L(t)>dt = f Ik (e)>|]at.
o !

(eer|||e]]_ <1} °

Soit k un &lément de F'. Par définition de || |l1’ on a :

Ves>o,Veer, 3 ytelRp,, HytH <1, ||k(t)||1 - £ <<k(t),y >

La fonction définie sur 1 par : Hk(s)ll1 - - <k(s),yt>
gtant continue au point s = t, on a :
V tel, :\Vt voisinage ouvert de t dans I, Vse Vt

Hk(s)]ll - € < <k(s),y,>-

D'autre part, l'intervalle I é&tant compact et la famille (Vt)tel

forme un recouvrement ouvert de I, il existe une partition :

q
0t <t, < ... <t gl elle qu : I = -
0 1 q t que U Vl
1=0
D'aprés le théordme de partition de 1'unité, il existe des fonctions
(8.) définies et continues sur I, 3a valeurs dans I vérifiant :

i’1=0,q
. Vi=o0, q Supp®)CV,

. Veer, ] e =1

On a :

Vi=o, 4, I v e®P, HylH <1, ||k(ti)||1 - e < <k(t;),y;>-

La fonction £ définie sur I par :

£(t) = f 6, )y,
1=0
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appartient 3 F' et on a : I]KHoo < 1.

On va montrer que pour tout t dans I on a :
llk(t)H1 - € < <k(t),L(t)>.
Soient t wun point de I et J 1l'ensemble :

{i=0,q| te v.}.

Pour i n'appartenant pas 3 J, on a :
6(t) =0

et par conséquent :

2(t) = } 0,(t)y,-
ieg *t t

D'autre part, z ei(t) =1, on a:
ieJ

L 8,k ], - e ¢ ] 8. (6)<k(e),y,>
ieJ ieg * t

= <k(t),L(t)>.

En intégrant sur I, on a :

1 1
f e [],de - e < [ <o), £(e)sae.
‘0 Jo

Finalement, on a :

1
{keF' | Ssup <k(t),L(t) dt < 1}

teer||[2]] 1 °

1
{k eF’ lf ]Ik(t)l]ldt < 1},
0]

A'

[l
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3. P/mgom)tc’an.

Pour tout &lément £ de F, on a :

1
Sup f <k(t),L(t)>dt = ||| .
keA' ‘0

Demonsthation :

D'aprds la proposition 1.2., il suffit de montrer que la boule
unité, BF(O,I) de F est, o(F,F')-fermée. Pour ceci, on va montrer
que tout élément de F n'appartenant pas a BF(O,I) peut étre séparé
strictement de BF(O,I) par un hyperplan o (F,F')-fermé de F. En effet,
soit k_  appartenant 3 F avec |‘ko|lm >1. Comme I est compact,
i1 existe un point t dans I, tel que ||ko||°° = llko(to)l‘ et comme

1a boule unité B(0,1) de RP est convexe et formée, on a :

JeerP - {0}, Faer, <k (t)>>a, VxedO,D, <Ex> <oa

D'autre part, la fonction Ko définie sur I par :
= < >
ﬂo(t) E,ko(t)
est continue. Donc, on a :

3 n>0,Vvt e:]to—n,to +’n[, lio(t) > .

Soit maintenant la fonction Kl = 0.5 ol 6 est définie par

son graphe :

1 A | °

v
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On a :

1 1

f <2 (t),k (t) dt -r B(t)<g,k (t)>dt

1 o o)
0 ‘0

(et

= e(t)<£,ko(t)>dt

J to—n

rt M
=9 0(t)L_(t)de

g -
tO n

L — .
et comme sur 1l'intervalle ]to n,to+n[, on a :
6(t) > 0 et Eo(t) > o,

on obtient la minoration sulvante :

i t +n
f <£l(t),k (t)>dt > o .f ° g(t)dt.
(o]
0 to—n

D'autre part, pour tout &l&ment k appartenant 3 Bﬁ(O,l), on a :
Vte I, <E,k(t)> < o.

Donc :

1 t +n
f <L (e),k(t)>de = [ © <£,k(t)>dt

0 t —n
O

N

€N
o e J 6(t)dt.
to+n

Et, par conséquent, 1'hyperplan défini par la fonction Zl et la constante

t +n .

o e J © B(t)dt sépare strictement ko et BF(O,I). |
t -n
o
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3. CONE DE DECROISSANCE DE L'APPLICATION N o W

1. Déginition de L'application W

. n . .
Soient U un ouvert de R xR, tel que sa projection sur IR

contienne 1'intervalle I, f une application continue de U dans RP et

w=1{hekE|Vtel, (c,h(t)) € U}

I1 est bien comnu que W est un ouvert de E.

On définit alors 1'application We de W dans F par :
wf(h) = £(.,h(.))
et d'aprés la proposition 2.3., on a :

!
(N o w.)(h) = Sup J <k(t),£(t,h(t))>dt = |[£C.,hCD]] .
keA' ‘0

2. Théoneme.

Si f wvérifie 1'hypothése (DZ) suivante : %

1) L'application f admet une dérivée directionnelle, fé(t,x,X)
par rapport 3 la deuxime variable suivant la direction X de R" et ceci

pour tout (t,x) dans U.

2) L'application g dé&finie par :

E(t,x+eX)-f(t,x)
€

g(t,x,X,e) = si €#0

et g(t,x,X,O)' fé(t,x,x)

‘est _continue.
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Alors 1'application W vérifie la condition (D) en tout point de W et

de plus, on a :

m%(h,H)(t) = fé(t,h(t),H(t)).

3. Lemme.

Soient K, E, F trois espaces métriques avec K compact et

g une application de K x E dans F continue en tout point (a,xo)

oli X est fixé dans E. Alors, on a :

Vo>o0, Ja>o, Eﬂao >0, Va,beXK, d(a,b) < a,

YV x e E, d(x,xo) < eo, d(g(a,x),g(b,x)) < p.

Démonstration (par L'absunde) :

1
e, >0, Vonx1 , Ja,b ek, da,b) <,

1
- x €E, dlx ,x) <—, dlgla,x ), gb ,x)) >0 .

K @&tant compact, 11 existe une sous-suite (am)m;] de la suite

(an)n>1 et un point a de K, tels que :

a

lim a = a.
m
m-—)-f-(x)

Et puisque, on a :

1 1
d(am,bm) < - et d(xm,xo) < =

on a aussi

lim bm = a et lim Xm =x .
m>+oo oo

D'autre part, l'application g est continue au point (a,xo),

on a
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Vo>0, Ja>o, e, > o, Vbek, db,a) <a, VxeE, d(x,x ) < €_,

d(g(b,x),g(a,xo)) < p.

Comme les deux suites (a ) et (bm)

convergent vers a
m m21 g

m31

m31 converge vers Xo, on a

53 N € N, Vm>: N, d(am,a) < 0, d(bm,a) < O, d(xm,xo) < eo
et par conséquent pour m 2 N, on a :
d(gla,x J),8( ,x )) < d(t(a_,x ),g(a,x))) + d(g(a,x ),g(b ,x )).
Donc

pO < d(g(amyxm)ag(bmyxm)) < 20

et si on prend 2p < py,s On a une contradiction.

Démonstnation du théonéme 2 :

Soient hO un élément de W et Ho un élément de E fixé&s.

Posons :

K = {(t,h_(£),H (£)+X),t.€ T, X e R, [x| < 1}

K est un compact. Si H appartient & E tel que IH—HOIoo < 1, alors le

point (t,ho(t),H(t)) appartient & K. Soit maintenant g 1la fonction

définie sur K X E),+°°E par :

f(t,ho(t)+sH(t)) - f(t,ho(t))

€

g(t,ho(t),H(t),e)

si >0

i

et g(t,h (£),H(),0) = £5(t,h (£),H_(£)).
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g est continue car f vérifie la condition (DZ) et, donc,

d'aprés le lemme précédent, on a :

Vo>0, Ja>0, Je_ >0, V (£, (t),H(t)) €K

V (t,h (t),H (£)) € K, [H-H | < Inf(l,0),

£(t,h (t)+eH(t)) - £(t,h (t))

€

Veeloe [, - £5(e,h (€),H ()} < p-

Donc

wf(ho+eH) -~ wf(ho)

— ' :
wf(ho,Ho) < p. N

oo

€

4. Pronosition. -

—

Si f wvérifie la condition (D2), 1'application N o We vérifie

la conditon (D) en tout point hO de W et on a:

(N 0 w.)'(h_,h) = N' (W, (h),wl(h ,h))

1
Inf Sup ( <k(t),f'(t,ho(t),h(t))>dt

§>0 keAé Jo

I
AL = (ke A" |[ <k(t),E(t,h (£))>dt > |[£Ch (]| - 6}
) 0 o (o] o

Demonsthation :

L'hypothése (D2) étant vérifiée, 1'application We vérifie

la condition (D) en ho' Seit. Ho un élément fixé de E, on a :
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wf(ho+€h) = wf(ho) + E(wé(ho’ﬂo) + p(h,€))

avec lim p(h,e) = 0.

hH
o
e>0"

D'autre part, l'application N vérifie la condition (D) en

on a 3

Vo >o, Eﬂ We V(w%(ho,Ho)), Eﬂe

Vee]msﬂ,

Comme

L 0, Vkew,

N(wf(ho+sk) - N(wf(ho))

- ' Y
= N (wf<ho),wf(ho,Ho) < p.

lim p(h,e) = 0, on a :

h>H
o

>0t

wf(ho),

- / v
Eﬂ Ve V(HO), :]82 > 0, Vhe v, Ve €‘]0,82[7 wf(hO,Ho) + p(h,e) € W.

Finalement,

A p > 0, :—_l Ve V(Ho), :leo = Inf(z—:l,az), Vhev

Veeloe [, |Nw(h +eh)-N(we(h)) - N'(w (h ),wi(h ,H))| <p. m

5. Proposition. -

Supposons que pour tout point (t,x) dans U, 1'application f

ait une application différentielle par rapport 3 la deuxiéme variable et

n
qu'il existe un point h de E tel que (N o w.)'(h ,h) < O.
_—— £ o

Alors le cdne des directions de décroissance de 1'application

N o w, en un point ho de W vérifie les hypothéses du lemme I.2.

f




Demonstration :

Comme 1'application w%(ho,w) est linéaire et N'(wf(ho),.)
est convexe, l'application (N o wf)'(ho,.) est convexe. Par conséquent,
elle vérifie la condition (D') en ho' Donc son cone des directions

de décroissance en h0 est

~
[

{heE|®Wo wg) ' (h_,h) < 0}

1
{h e E | Inf Sup J <k(t),sz(t,ho(t)).h(t)>dt < 0}.

§>0 keAé 0

I1 existe 50 appartenant 5.410’(!f("ho('))le[ tel que :

K, = U K
8e]0,8 L

avec

~
n

1
{h € E| Sup J <k(t),D2f(t,hO(t)).h(t)>dt < 0}.

v
k€A6 0

L'application sz(.,ho(.)) a une application transposée

tsz(.,ho(.)) définie de F dans E. En posant :

'_t L
¢y = ,E(.,h () @ah,

on a 3

~
]

1
{h € E Sup J <k(t),D2f(t,h (t)).h(t)>dt < 0}.
: keA' Jo °

|
{h e E ,Sup ( <tD
keA' ‘0

2f(t,ho(t))k(t),h(t)>dt < o}

1
{h ek | Sup [ <€(t),h(t)>dt < 0}.

zecé lo




Soit C! la o(E',E)-fermeture de C!

S

On va montrer que :

1
Ks = {h e E | sup f
LeCy ‘0

En effet soit h un élément fixe de E,

1
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S

<f(t),h(t)>dt < 0}.

{L e E' IJ <l(t),h(t)>dt

dans E'.

1'ensemble

1
< Sup [ <f(t),h(t)>dt}

1
0 KeC6 0

est O(E',E)-fermé& dans E' et contient Cé.

Donc il contient aussi Cé et par conséquent on a :

1 1 .
Sup J <€(t),h(t)>dt £ Sup f <£(t),h(t)>dt.
LeC. ‘0 Lect ‘0
8 8
D'ol :
1
Kg= hek | Sup f <L(t),h(t)>dt < 0 }.

Keﬁé 0

Prenons maintenant B!

$
1°)

A'

'
C5°

5 gtant convexe et 1l'application tsz(.,ho(.)) est

SmBal { v_v=t '
linéaire, l'ensemble Cd = B6 sz("ho(o))(AS) est convexe.

. Puisque

KS ={heE l Sup
LeB'
ne contient pas O.

|

1

0

<f(t),h(t)>dt < 0}

est non vide,

BV
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Soit £ un élément de C! il existe k dans A' tel que :

6 b
L=, tsz(.,ho(.)).k et puisque l'application sz(.,ho(.)) est continue

de E dans F munis respectivement de leurs normes | |w et || I[m

on a :

,
[P , = sup lf <tD2f(t,ho(t)).k(t),h(t)>dtl
; heE]hImSIO

.
= Sup |J <k(t),D2f(t,ho(t)).h(t)>dtl

0
hek |h| <1
< Sup IHyao ] . b fC,h_())h]]_|
heE, |h| <l 2 ©
< Sup [ya ||, 1D R ()] LI
heE, |h|_<I * 2 © L(E,F)

. . *
et comme W(Aé) est inclus dans la boule unité de F et en posant

t = Db (D] g gy » ona

|, < x.
E
. * X
Donc ﬂ(Bé) est inclus dans la boule B (0,r) de E .

2 ] - . .
Comme la famille (A5)5€jo,50[ est décroissante, il en est

2 ] -
de méme pour (B6)6§]0,6 l: L
o

6. Proposition.-

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

1) L'application f vérifie 1'hypothése (D2) et il existe un

: "
point h de E, tel que :
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(N o wf)'(ho,ﬁ) < 0.

2)

L'application définie de E dans F .par fé("fo(’)’h(')) est

continue de E muni de la o(E,E')-topologie dans F muni de la o(F,F')-

topologie

= r>o0, Sup [1£5Con (LRGN, < £
{heE, |h|_ <1}

3) Pour tout &§ > 0, 1l'application G6 définie de E dans R

1
Gd(h) = Sup J <k(t),fé(t,ho(t),h(t))>dt

]
keA6 0

est conveXxe.

Alors le cdne des directions de décroissance de 1'application

N o we en ho, vérifie les hypothéses du lemme I.2.

7. Proposition [4] (Chapitre 11, p. 42-43).

Soit X wun ensemble convexe fermé dans un espace localement

convexe. Alors toute fonction convexe, semi-continue inférieurement £

dans X est 1'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions qui sont des

restrictions 3 X de fonctions affines continues dans E.

Démonstration de La proposition 6 :

L'application définie de E dans &R par

1

f <k(t),fé(t,ho(t),h(t))>dt est o(E,E')~continue dans E comme composée
0
de deux fonctions continues. Donc 1'application
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1
Gé =  Sup f <K(t),fé(t,h (t),0)>dt
keal Jo ©

est semi-continue inférieurement dans E pour la o(E,E')-topologie. Comme
G6(O) = 0, il existe d'apr@s la proposition pré&cédent un sous—ensemble G'

8

de E', tel que, pour tout h dans E :

1
Gé(h) = Sup f <2(t),h(t)>dt.
LeC' Y0

Prenons B! = C!.

S $

Comme dans la démonstration du cas lin8aire, on a :

1
{h € E | Sup [ <€(t),h(t)>dt < 0}

~
fl

8 Lec' Jo
1
= {hekE| su j <€(t),h(t)>dt < 0}.
Lec' ‘0
En désignant par conv(Bé), 1'enveloppe convexe de Bé, on a :
1
Ky = {hekE | Sup f < (t),h(t)>dt < 0}
LeB! JO
8
1
= {heE | Sup <f(t),h(t)>dt < 0}.
LeConv(B') 0

Donc on peut supposer que B! est convexe.

S

. Comme K6 est non vide pour tout § appartenant 5110,60[; Bé

ne contient pas O.

Soit £ un élément de Bé, on a :
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1
9|l , = sup J<£<c>,h<t>>dt
E hek, |h|_s1 ‘0
1
< Sup ( Sup J £(t) ,h(t)>dt)
heE, |h|_x<1 e ‘0
1
£ 'Sup (Sup ! k(t),fé(t,'h (t),h(t)>dt)
heE, |h,|<1 kea} ‘o g
< Sup (sup [[¥@) || - I1£5Csn C)snCD ) < 1.
heE, |h| <1 keAj F

Donc ﬁ(Bé) est inclus dans la boule B*(O,r) de E.

> 1 - . .
Comme la famille (AS)GQJO,SOE est décroissante, 11 en est

A '
de méme pour (Bd)dcjo,é [. [
o

4 - PROBLEME D'OPTIMISATION.

1. Theoreme.-

Soient g une application de W dans R4 et Q une partie de W

et supposons que les hypoth@ses suivantes sont vérifiées :

1) L'application g est différentiable relativement aux couples

G(I,Rn) EEAIRq, strictement . différentiable au point h0 et 1l'application

Dg(ho) est surjective.

2) Q est d'intérieur non vide, régulidre au point ho et son

cOne K2 des directions admissibles au point ho est T(E,E')-ouvert dans

3) L'application f vérifie les hypothéses de la proposition 3.6.
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Alors une condition nécessaire pour que h0 soit un minimum locale de 1'ap-

lication N o w, sur QN g_l({o}) pour la topologie associée 3 la
plication ; osur

norme de E est qu'il existe hl appartenant i Ki, h2 appartenant

jvg

-

Ké, h3 appartenant 3 Im D'g(ho) non tous nuls, tels que : h1 + h2 + h3

Démonsthation :

L'application g &tant strictement différentiable au point h
et Dg(ho) est surjective, d'aprés le théoréme de Lyusternik [i], le cdne

tantent K, de gul({O}) au point h_ = est égal 3 Ker Dg(h)).

D'autre part, l'application f vérifie les hypothéses de la

proposition 3.6., donc le cdne Kl des directions de décroissance de 1'ap-

plication N o w,. au point h0 vérifie les hypoth&ses du lemme I.2 et

f

puisque ho est un minimum local de N o we sur QN g_l({O}), on a :

Kl n K2 N K3 = . Ensuite, (Dg(ho),D'g(ho)) est un morphisme du couple
C(I,R™) dans le couple qu, Im D'g(ho) est de dimension finie dans

C(I,Rn) et finalement en appliquant le théoréme I.2.1., on a :

Eﬂhl € K; , :jhz € K! , EﬂhB € Im D'g(ho), non tous nuls,

h1 + h2 + h3 = 0. ®

Exemple :

Soient Hl,...,Hq des fonctions définies de W & valeurs dans
différentiables relativement aux couples C(IJRn) et IR et soit Q 1la

partie de W :

Q=1{he W|i=l,q,H.1(h) < 0}

IR
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qu'on suppose d'intérieur non vide et réguliére au point ho' On va montrer

que le cdne K2 des directions admissibles 3 la contrainte Q au point

h et T(E,E')- ouvert dans E.

On a

Q ={heE, Sup H, (h) < 0}.
i=1,q

Chaque Hi étant différentiable au point ho ,» elle vérifie

la condition (D) au point ho et 1'application H définie par :

H(h) = Sup H,(h)
i=1,q
vérifie aussi la condition (D) au point hO et en posant

J = {i=l,q H(ho) = Hi(ho)} , on a :

L P
H (ho,h) = ?up DHi(ho)'h'
1eJ

Si on suppose que pour tout i dans J, DHi(ho) est non nulle, il existe
n,
un B dans E tel que : H'(ho,h) < 0 et, par conséquent, l'application

H vérifie la condition (D') en ho. Donc on a :

~
[]

{h e E | Sup DH, (h ).h < 0}
. 1 [0}
1ed

L

MN{h e E | DH, (h ).h < 0}.
ieJ e

Chaque application Hi étant différentiable relativement aux

n . . . . . . .
couples C(I,R') et R, il existe une application linéaire continue
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D'Hi(ho) de R 3 valeurs dans C(I,Rn) telle que (DHi(ho)’D'Hi(ho))

un morphisme de C(I,Rn) dans le couple fR.

Donc l'application DHi(ho)

est O(E,E')-continue dans E et finalement il existe hi appartenant 3

C(I,Rn) tel que :

{hekE| DH, (h ).h < 0} = {hekE | [

I

o)

<hi(t),h(t)>dt <0}l. m

soit
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INTRODUCTION

1) Position du problime.

Le probléme qu'on va &tudier a un intérét &cologique.

11 s'agit de trouver une solution (u(x,y), v(x,y)) ((x,y)

Qs

R+XR), 2N-périodique en y du probléme de Cauchy (P) suivant :

( - du _, 3u _ -
LA(u) o py 3y au+bv-uv
_ ov _ v _
Lu(v) iy H 5;— cu+dv+uv
(P) <

U(O,Y) = $(Y)

V(O’Y) = w(Y)

\

. Asusa,b,c et d sont des constantes réelles avec X < u
2

. J et Y sont des fonctions numériques de classe C et

2ll-périodiques.

7) Methode utilisie.

On pose :

a=g¢g, b = ae, c = Be, d = ye

appartient

et on cherche la solution du probléme (P) en utilisant la méthode proposée par

M. YAMAGUII-S. NIIZEK [1] pour le probléme :
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LA(U) = gu - uv
Lu(v) = yev + uv
u(0,y) = ¥(y)

v(0,y) = ¥ (y)

~1 8

<

il
<
™

Sachant que (uo,vo) est solution du probléme (Po) :

( Lk(uo) - -uovo
L(v)=uv

(Po) ﬁ oo oo
u_(0,y) = ¥()

KVO(()’y) = \p(Y)

]

et que pour tout n > 1 (un,vn) est solution du probléme (Pn) construit

par récurrence

( Lx(un) U + v _y (voun + L.+ uovn)

@) Lu(vn) =Bu__; tyv gt vu + ...+ uovn)
n un(O,y) =0
\vn(O,y) =0

Dans le chapitre I, on ré&sout le probléme (Pn) pour tout n dans N.

Dans le chapitre II, on montre la convergence uniforme des séries

[ee]
n n L. e . e .
Z u e, Z vn £ et des séries dérivées et la continuité& de la solution
n=0

(u,v) du probléme P par rapport aux conditions initiales (#,9).
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CHAPITRE 1

RESOLUTION DU PROBLEME (Pn)

I.1. RESOLUTION DU PROBLEME (P ) (2]

Cas oi A =u#0

En faisant 1le changement de variables suivant :

y '+ ax

é =
n=y-2AX
et en posant :
ué(X,Y) = Go(im)
v (%,y) = V_(£,n)
le probléme (PO) devient :
. -
ou -
-2 —2=-uy
an oo
ov _
- 2 -2 = uv
ﬁ on oo
uo(E,E) = §(&)
v (£,8) = ¥(&)
\

qui est &quivalent au probléme suivant :
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S o aoy o
r = 2X —é-TT (UO+VO) = 0

Bu_
j - 2x .3-1’;— = —roo
u (£,8) = J(&)
\ (6,8 = w(®

Done u_(,n) + ¥ (&,n) = g(€) et comme u (£,8) = P(&) et v (£,8) = ¥(&)

on a :
g(E) = J(&) + v(&).
_ Par conséquent Go(g,n) = (&) + v(&) - GO(E,n). L'équation
3u
- =2 = v devient
on oo
3u
=2 = -G (epmn ) = o - (H)u
on 0 o (o} o

qui est une &quation de Bernouilli. La solution du probléme :
ju

o _ =2 _ =
- 22X —51']— = uo (lD‘f‘lP)uo

u(g,8) = §(&)

a pour solution :

- gle) + (&)
uy(Esn) = WO+ (E)) (o=
1 + () e

Donc

Jy+ax) + P(y+rx) —
(P (y+Ax) +y (y+2x))*

uo(x,y) =

1 + P(y+ax) e

qui est 2N-périodique en y.
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Cas X <y

1.1.1. Proposition.

Toute solution du systéme :

f
!
=
<

Lx(uo)

]
c
<

Lu(vo)

s'écrit sous la forme :

u

o Lu(¢)

1}

v

o - LX(Q)

-~

. 2, + s 2 .
oi ¢ appartient 3 C (R *R,R) et vérifiant la propriété suivante :

L, (L, () = 1,(8) L (9)

Demonstrnation.

§'il existe une fonction ¢ dans CZ(R+XR,R) vérifiant :
LK(LU(¢)) = LA(Q)'LM(Q)

alors

u = Lu(@)
vO = - LX(Q)
est une solution du systéme :
Ll(uo) = -uovo
Lu(vo) =-u v

puisque LA(Lu) = Lu(Ll)'
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Réciproquement : Soit (uo,vo) une solution du systéme :

|
{
[+~
<

Lx(uo) =

It
[
<

L (v)
H o

Cherchons ¢ dans C2(R+XR,R) vérifiant :

u = Lu(®)
Vo= - LA(¢)'
Ce qui est &quivalent 3 :
39 29
ERE
22 A CLge -V .
9x 3y o
Par conséquent, on a :
(A=u) %§'= u v
(A-1) %§-= Auo + uv

. - 2, +
et comme A < u, on peut déterminer complétement ¢ dans C (R xR,R).

1.1.2. Résolution de £'Equation.

LX(LU(®)) = LA(¢) . Lu(®).

Posons ¢ = - log ¥

LX(Q) . LU(Q) Lx(—log ¥) - Lu(—log ¥) = Lk(log ¥) Lu(log )

LX(W)'Lu(W)

WZ
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D'autre part, on a :

=[L (@ (1)Y= L (V)L (V)]
L. (L (-log ¥)) = —2 M A 2
A lP2

Donc
LA(<I>) . Lu(é) = LX(LU(Q))

sl et seulement si Lu(LA(W)) =0 or

2 2 2
ks Y Y
L (L, (¥)) = -—5 = (A+p) + Al
A axz X3y 8y2
Soit le changement de variables suivant :
X1 =y + AX , X2 =y + ux.
On pose @
\P(X’Y) = F(XI’XZ).
32F
Par conséquent L.L (¥) = 0 est équivalente 3 ———=— = 0.
AT BXIBXZ

Donc F(XI’XZ) = FI(XI) + FZ(XZ) ol FI’FZ sont des fonctions numé-

riques de classe Cl.

uo(x,y) = Lp(@)(x,y) = - Lu(log ¥y (x,v)
L [F o)+ F, )] (u=2)F] (y+ax)
= Fl(y+)\x) + Fz(y+px) = Fl(y+)\x) + Fz(y+px)

De méme on a :

(u-2) Fé(Y+UX)
Fl(y+xx) + F2(y+ux)

VO(X,Y) =
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1.71.3. P&OEOALiion.

Si les fonctions ¥ et ¢ vérifient la relation (R) suivante :

yHAx yHrux
Vy € [O,ZH], Vx 2 0, u-) + J P(Dw(t)dr + j y(w(t)dt > 0O
0 0]

avec
y

— (P () +p(r))dr
- Jo
w(y) = ¥

alors la solution (uo,v )} du probléme (Po) s'écrit sous la forme suivante :
o —PIODICme

w(y+Ax) ¢ (y+ix)
[y+lx

1
I + — =
u=A L

UO(X’Y) = [Y+UX

P(D)w(t)dr +

w(T)w(T)dT]
0 Jo

Démonstrhation :

On a vu que la solution (uo,vo) du systéme :

Ll(uo)

[
|
[
<

1]
<

u
Lu(vu) 00
s'écrit sous la forme :

(u=2) F(y+ix)

uO(X,Y) = FI(Y‘*?\X) Iy FZ(Y+UX)
(u=2) Fé(y+uX)
VO(X’Y) =

F (y+ax) + F, (y+ix)

Pour x = 0, on doit avoir

(u=2) Fi(y)

uO(O,Y) = Fl(y) + Fz(y) = 11’(3’)
(u=2) F,(y)

VO(OaY) = = ‘b(Y)-

Fx(Y) + Fz(y)
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En posant w(y) = Fl(y) + Fz(y) on a :

wi(y) o 1
7Gx PO+ v

Donc

L. [y (B(r)+y(1))d ]
wx L, )+ (T))dT

w(iy) =K . e

avec K = w(0).

D'autre part :

Fi(y) = w(y) ¥(y) .

u=a
Donc
Y 9(0w(n)
F (y) = F (0) + JO -_Iigxl_ dr .
De méme :
y
- Y(t)w(T)
F,(y) = F,(0) + JO LR ar
Et finalement :
u (x,y) = w(y+Ax) ¥ (y+ux)
(o] ’ y+)\x y+ux
1+ [[ P(w(r)dt + [ w(T)W(T)dT}
WA 10 Jo
v (x,y) = w(y+ux)y (y+ix)
o ’ y+)\x y+ux
1 + —‘1“ U P(r)w(t)dr + [ w(T)w(T)dT]
WA Lo io
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1.1.4. Pendiodicite de La solution de (Po) par happort & y.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la solution du

probléme (Po) soit 2H—péfiodique en y et que les conditions initiales { et

¥ soient 27-périodiques.

Démonstrhation.

. Condition nécessaire :

Si u et v sont 2n~périodiques en y, comme uo(O,y) = ¥(y)

et vo(O,y) =y(y), ¥ et ¢ seront 2-périodiques.

Condition suffisante :

Supposons que ) et 1 soient périodiques et de période 2II.

On a :
- w(y+Ax)J(y+Ax)
UO(X’Y) = : Y+AX yHux
1 + Y [[ P(t)w(t)dt + J W(T)W(T)dT}
Jo 0
I1 suffit de montrer que :
w(y+Ax)
1 y+Ax y+ux
1 + =y [( P()w(r)dr + [ w(T)w(T)dT]
H JO Jo
- w(y+2I+Ax)
1 y+Ax+21 y+ux+2Il
1 + = [J P(tyw(t)dT + J w(r)w(T)dT]
0 0 -
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D'autre part on a :

1 y+AX+21 yHux+211
1+ =y {J Pd(t)w(t)dr + J w(T)w(T)dT]
0o 0
1 y+Ax+210
= w(y+x+20) + E:X [ P(t)w(t)dT
Jy+ax+2n

et en faisant le changement de variable :

T s + 2 et comme

w(y+2ll) = w(2N)w(y) pour tout y dans R on a :
1 y+Ax+211
w(y+ux+2I) + ary [ J()w(t)dr
A gauxe2n
y+Ax
= w2M)w(y+rx) + Eégﬂl ( J(s)w(s)ds
H y+ux
) MARS S
= W(ZH)[W(y+AX) + — ( W(s)w(s)ds}
yH+ux
Finalement on a :
uo(x9y+2H) = uO(x’Y).
De méme, on a :
vo(x,y+2H) = vo(x,y). ]

I.1.

5. Unicité de La sofution du probleme (Po).

w(y+ix) P(y+rx)

uo(x,y) = , ey oo
1 + — [[ J()w(t)dt + [ w(T)w(T)dT]
WALy Jo
- w(y+ix) Y(y+ix)
- y+AX
w(y+ x) + = J P(t)w(t)dr

yHux
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1 7
Ty | (B(0)+p(r))dr
o Jo
D'autre part w(y) = Kee = Ky(y). Donc

Y(y+ax) P (y+Ax)

UO(XQY) = . VAR yHux
I+ — [[ J(t)y(r)dr + ( w(T)Y(T)dT]
WA Ly Jo
et de méme on a :
v (x,y) = YéZIEX) b (y+ux) S s
o
1+ e [{ P()y(r)dr + ( w(T)Y(T)dT]
W2 Lo Jo

1.1.6, Continuité de Ra solution du probfeme (Po) par rnapport aux

conditions Anitiales.

Soit E1 = {§ : [0,211] * R de classe CI et 2M-périodiquel.

On munit E. de la norme suivante : pour 1 appartenant 3 E

1 1

el = 1, + Tl

et soit maintenant : E = Ele1 muni de la norme :

Hop,oltl = dloit + Hwll.

Pour 1'ensemble des solutions du probléme (Po), on prend comme espace

1 1

muni de la norme :

F, = {u: [0,T]x[0,2n1] > R, de classe ¢! et 2M-périodique en y}. F, sera

[l = hull, + gL+ TS
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On prend F = FIXFZ muni de la norme ||(u,v)|| = |]u]] + Vvl .
D'autre part, la solution (uo,vo) du probléme (Po) est donnée explicitement

en fonction des conditions initiales :

w(y+ix) P(y+ix)

uO(X,Y) = : VAKX YUK
1 + ——i'[{ w(t)P(r)dr + ( W(T)w(r)dT]
Al ’ Jo
_ w(y+ux) v(y+ux)
VO(X’Y) = yHux

1 y+)\X
1 + — [[ w(t)P(t)dr + J w(T)w(T)dT]

Jo

=
1
>

0

donc elle est continue par rapport & (¥,¥) pour les normes définies

précédemment. @

1.2. RESOLUTION DU PROBLEME (s) [3].

Soit le probléme de Cauchy pour un syst&me hyperbolique (S) suivant :

(L (u) = vou-uv+ b1

L (v) vu+uv+hb
o o]

2
(s) 4

u(0,) = h,(y)

\V(O,Y) = hz(}')

ol (uo,vo) est solution du probléme (Po)’ bl’b2 des fonctions définies dans
Q= EO,T]X[O,ZH] 3 valeurs dans R de classe C2 et 2n—périodiques en y, et
h1 et h2 sont des fonctions numériques de classe C2 et 2f]-périodiques

et X < u.
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On pose :

2= supCllulls Ilvgl1h v = sw dllngll)

et
b= suwp (lIn]1)
i=1,2

1.2.1. Proposition.

Le probléme (S) admet une solution sur QT’ 2N-périodique en vy,

unique et elle vérifie 1'inégalité de Haar suivante :

lu(an)l ’ IV(X’Y)I <h eZax

Démons thation.

Avec les caractéristiques le probléme (S) est &quivalent 3 :

X
hl(y+xx) + J [—Vo(y+k(x—r),T)u(y+x(x—T),T)

r UO(X’Y) 0

uo(y+x)(x—r),T)v(y+x(x—r),T) + bl(y+x(x—T),T)]dT

G, (u,v) (x,y)

vo(x,y) = h, (y+ux) + J Evo(y+u(x-f),T)U(y+u(x—r),T)

+

u (yru(x=1), )v(y+u(x-1),71) + bz(y+u(x-r),1)]dT

]

L

On utilise la méthode des approximations successives. Soit donc la

Gz(u,V)(x,y)-

suite de fonctions (Wn’Yn)neN définie par :

wo(x,y) hl(y+XX)

yo(x,y) = hz(y+UX)
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W&y = Gl(Wn,yn)(x,y) pour n 3 1

yn+1(X,y) = Gz(Wn,yn)(x,y)

Montrons par récurrence sur n que la suite (Wn,yn) est 2M-périodique

en y @

en=20

hl et h2 étant 2M-périodiques, donc (wo,yo) est 2ll-périodique en y.

« Supposons que (Wn,yn) est 2M-périodique en vy.

Comme (Gl(wn’Yl)’ GZ(Wn,yn)) est 2N-périodique en y, (W ) est

n+1°n+1

2N-périodique en y.
- Montrons aussi par récurrence sur n que la suite (wn,yn) vérifie
1'inégalité

n+1
n n X
Iwn_'_l(xa}')—wn(xsy)l et |Yn+](st)°Yn(x9Y)| <M2 a W

avec M = 2ah + b.

En effet pour n = 0, on a :

X
[OEfVO(Y+K(X'T),T)hl(y+XX)'uo(y+k(X—T),T)hz(y+kx)

le(x,y)-wo(x,y)l =

+ bl(y+x(x—r),T)]dTi < (2ah+b)x = Mx

et de méme on a :

Iy, )=y o) | s M
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Supposons maintenant que 3

W _(x,y)-W__ G,y | et v o)y, (ey) | s M2 T ea

Comme on a :

X
|wn+l(x,y)-Wh(x,y)| = |JO[-vo(y+A(x-T),T)(Wn(y+A(x-T),T)

- Wn_l(y+k(x—r),T)) + uo(y+k(x-r),T)(yn(y+k(x-1),r)

* n-1 .n-1 Tn—l
- v (y+x(x—r),T))]dT| < [ 2a M a 2 dt
n—l JO n!
n n xn+1
=M2 a TE:TTT

et de méme on a :

n
n X

n
|Yn+1(X,Y)“Yn(XsY)l $M2 a !

De la méme maniére si on pose :

- s 1152110 1152 o)

b' = ii??z ( N Erves || )
h' = ii?Pé (llh'llm)

3

n-l.

=}

X

n!
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on montre par récurrence sur n que :

o oW 3y 3y
n+l n n+1 __n
I 3y (X9Y) 3y (XaY)| et I 3y (X9Y) 'a"—y"' (X’Y)I
n n-l1 xn+1
' ' L. ' ' '
£ 2 D) (na'M+aM) ol M (2ah' + 2a'h+b').
Prenons maintenant :
u = W0 * E (wn+]_wn)
n=0
ve=y ot ) (pep = Yo e
n=0

Comme

lwn+l(x,y)-wn(x,y)l et

Y Gy) =y (u3) |

n n Xn+1 n Tn+l
< M2 a DT < M2 a T pour tout (x,y) dans QT.
0
pour tout (x,y) dans QT la convergence des séries z (wn+1—wn) et

o

)

L (Yn+1’Yn) est normale sur §

(wn’Yn)ndN est continue, u et

n=0

c et puisque la suite de fonctionms

v sont continues.

Donc (u,v) vérifie
u(x,y) = Gl(u,V)(x,y)
V(X,Y) =

Gz(u,V)(x,y)

Pour montrer qu'elle est de classe

et existent et sont continues.

oy

Cl, il suffit de montrer que

oy
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Puisque on a

W oW oy 3y
n+l n n+l n
gy (o) = 57 G| et 5= () - 2 ()|
n n-l xn+] n n-l Tn+1
1 1 1 1
<2 a ST na'M+aM) ¢2 a w7 (na'"M+ aM")

oW Y .
et la suite de fonctions (—53 ,-—gs)n est continue, on a alors sur §

du o nt+l n
. _9 5 ( - et
3y 3y 2=0 3 3y
oy 3V  a=0 Y ay

Donc (u,v) est une solution 2 -périodique en y du probléme (S).

- Undeite de La solution.

Ny
Supposons qu'il existe une autre solution (u,v) du probléme (S)

et posons
N = sup ]]u—ﬁl]m, llv’ellw

On va montrer que N est nul. Puisque on a :

X

u(x,y)—a(x,y) = J [}vo(y+x(x-1),T)(u(y+k(x—T),T) - U(y+a(x-1) ,1))
0

- uo(y+x(x—r),r)(V(y+A(x-T),T) - 3(y+x(x—r),r))]

et
X

V((x,y)-e(x,y) = J Evo(y+u(x—T),T)(u(y+u(x—T),T)—u(y+u(x—r),T))

0

+u (4 (er) 1) (v (i (1) 1) = vy (1) ,1))] de
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On montre facilement par récurrence sur n que

+1 n+l
(2ax)" (2aT)
luGe,y)-uCx,y) | et |v(x,y)-vix,y)|¢ N DT S YNt
et par conséquent on a :
+1
(2a )"
N N=ainT
(2a T)n+1
et en faisant tendre n vers +w, le terme ERCTIE tend vers O donc

N est nécessairement nul. ®

1.2.2. Continuité de fLa solution du probleme (S) par rapport & (P,¥).

On a vu que (uo,vo) solution du probléme (Po) dépend d'une fagon
continue de ({J,y) et supposons de méme pour les fonctions b1 et b2.

Montrons que la solution (u,v) du probléme (S) est continue par rapport

a ).

La suite (Wn,yn) définie par

(W (%,y) = h (y+rx)

Yo (5y) = hy (y+ux)

wn+1 (Xay) Gl (Wn’Yn) (X9Y) pour n > 1

. Yn+1 (XsY) G2 (wnsYn) (X’Y)

est continue par rapport a (J,¥) pour tout n.
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D'autre part (u,v) = 1lim (W ,y ) dans F. On a :
ot DD

| @)y v(0,9)) = @@ 50 ) v v )]

"

H(u(lﬂ,‘l’), V(‘p,lb)) - (Wn(‘ﬂ,W), Yn(‘ﬂ’w)) + (Wn(lp,‘l)),Yn(lﬂ,‘P))

(@) v (W0 )+ @ W), v (90 = @ v ), vi,v ]

IA

H(u(‘ﬂ’w)s V(’ﬂﬂb)) = (Wn(lﬁ,lb), Yn(\ﬁ,‘b)) H

1O W), v () = @ sy v B sv D
+ 11O @ v )y v (B8 0) = b ), v v )
Comme (u,v) = linl(wn,yn) dans F et (wn,yn) est continue en

n->+o©

(Wo,wo) pour tout n, on a @

Ve >0, IN_ e N, Jn>N_, Jr >0, VW) e B ¥ )),r)

boule de E tel que chacun des termes ci~dessus est < e€/3. D'oll la continuité

de (u,v) par rapport 3 (ﬁo,wo).l

Remargue.
Comme (f#,y) sont supposées de classe Cz, (uo,vo) le sont aussi
et si on suppose que bl,b2 hl et h2 sont de classe Cz, on montre que la

solution (u,v) du probléme (S) est de classe Cz.
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CHAPITRE 11

CONVERGENCE UNTFORME DES SERIES :

I1.7. CONVERGENCES UNIFORME DES SERIES : ) u et ET ) v E

Soit le probléme de Cauchy (Pn) suivant :

/ Lk(un) =u + av

-~ (vu+...tu v
n-1 n—-1 ( on o n)

y Lu(vn) = Bun_l + Yo, + (voun+...+uovn)

k un(osY)

il
<
j=]

~
o

<
~

1]
(@)

Notations :
2, = [0,1] x [0,2]

Ha 1, = suwp |u Gy, |lv |l = suwp |v (x,9)]
© (x,y)ey ° ST e, °

o>
1]

sup(1+|a|, sup(1, v|+18D) - sup(||uo||m, v 11,

O’.
1}

sup( 14151, sun (1, [al+Iy)

L= sup(-g- (eZAT— 1), -i% (eZAT— l))
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du
P=Sup|| || =211 || H || =211,
Q, = /L(5+2L) M = sup(||P+av||_, ||8d+yul|

IT1.1.1. Lemme.

Pour tout n 21 et tout (x,y) dans QT on a :

2n-1
lu Gyl et v Gy)| s a Q
n n T
ol (an)n>1 est la suite numérique définie comme suit :

1 si n=1,2,3
a -
n
a_qa; +t ..ot oa, an_2 si n3> 4
Démons thation
n=1
( Lx(ul) B —voul - uovl * uo * 0Lvo
{ Lu(vl) = voul + uov1 *ogu_ gV
®)
Lul(O’Y) = VI(OQY) =0

Si on prend b = sup ||uo+avo|‘m, ||8u0+yv0||w ,» la solution du

probléme (Pl) vérifie 1'inégalité de Haar :

N 2T sup(‘lué!lm,||v0‘|m)

23up(||u0||wa||V01LQ

o Gy | et v, G,y <
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Comme b £ A et la fonction de a : fT(a) = E%_(eZaT - 1) est croissante sur
]0,+w[ on a finalement :
1 2AT _
|u1(x,y)| et |v1(x,y)| £ 5 (e - D sLsq=a0

Supposons maintenant que cette inégalité soit vérifiée pour tout k < n.

)

+...+u v

/L (un+l) =u + avn - (vu A

o n+l

®_.) { L (v )

Bu +vyv + (v u +...4u Vv
n+l n n ( o )

n+l n+l o n+l

k un+1(0;Y) = Vn+1(O’Y) = 0.

u v = Cuveooruv) | s fulwlalfv |+ fu[fv,] + fullv |+

2n-1
+ Iun_l||v2!+...+|u2|]v —ll s a QTn (1+]|a|+2L) +

2n
+ (an_] a2+...+a2 an-l)QT

et en appliquant 1'inégalité de Haar & (u ) on a:

v
n+l’ "n+l

2n—1
Iun+1(x,y)| et lvn+l(x,y)| < (an Qp (6+2L)+(an_1 a,*...+a, an_l)

2AT
2n| e -1
2n-1 . 2n
< an alQT L(2L+8) + (an—l a2+...+a2 an_])L QT
2n+l  _ 2n+]
s (@ apreeray 3 NG " U -®
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11.1.2, Lemme.

P .o n 1
La série entiére 2 a z a pour rayon de convergence 3 -

nl B
Démonstration.
La suite (an)nZl est définie par :
1 n=1,2,3
a =
n
an—l al+...+a2 an_2 n 4

Supposons que cette série ait pour rayon de convergence R. On a donc :

o
n e ps .
en posant f(z) = 2 a z , on vérifie facilement qu'on a :

(£(2))% = (z+1)E(z) + 22 + 2 =0 .

En résolvant cette &quation du second degré et sachant que £(0) = O,

on trouve :

£(z) =+ (z+1 - /(1+2) (1-32)" )

1
2

qui est holomorphe dans le disque D(O, %p. 8

11.1.3. PnoEOALtLon.

Pour tout réel T strictement poisitif et tout € appartenant a

1'intervalle |- 1 ,-—l— les séries :
- 2 2

30p  30;
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y u_ e et Z v g"
’ n n
n=1 n=1
convergent uniformément sur QT.
Demonstration.
On a :
a
2n~1 _ “n 2:n
[, Con | et Jv ol < e, " =gt (@

Donc :

2

a
|un(x,y)enl et Ivn(x,y)enl < 53 (QTlel)n

et comme Q%|e| < 1/3, la série ) an(Q,ie)n converge et par conséquent les
n3l

s n . .
deux séries E u e et Z v E convergent uniformément sur QT. ]
n31 nx1

IT.2. CONVERGENCE UNIFORME DES SERIES DERIVEES.

Posons :

aun _ v avn =
oy n ’ oy n
Ju v
n_3 -2 -3
o9x n ’ 9x n

puisque ¥ et ¥ sont de classe C2, d'aprés la remarque du

. 2 PR -
chapitre I, (un,vn) est de classe C~. Donc (ﬁn’gn) vérifie le systéme
1

suivant pour n >

-
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(un,vn) vérifie le syst@me suivant pour n > 1

( Lk(an) T T b (unvo+"'+ulvn-l)
(U__ v +eeetu v )

ﬁ L(v) = voun +uv + Bu b + Y;n-l + (un§0+...+u1§n_1)
( n_1v1+ AUV )

t

Pour les conditions initiales
u;(0,5) = u_(0,y + av_(0,y) = ¥(y) + av(y)

v,€0,y) = Bu_(0,y) + yv_(0,y) = Bd(y) + v¥(y)
pour n > 2 on a :

En<o,y> = v_(0,y) = 0.

( LA(u Yy = (-v)u + (=u)v +u s + a%n_l - (uneo+ ..+u1%n_1
(an_1v1+ S v)
{ Lu(v ) = voﬁn + uv + Bu 1 + yv_ + (u vo+...+u13n_l)
(gn—lvl+ ..+30v )
L 8,0 =V (0, = o.
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11.2.1. Lemme.

- - n "
Pour tout n > 1 et tout (x,y) dans QT’ U Vs u et v
vérifient les inégalités suivantes :
- - 2AT 2n-2 2n
lu, Gom) | et |v Goy)| s d ne™ QT v P e Qp
l& (x,y)| et I% (x y)l < Pec 2n
n n "’ = n QT
ol les suites (cn)nal et (dn)n;l sont définies par :
{l , n=1
C =
n .
2(an+an_1 c +...+a1 Cn-l) n-1° nsx 2
1 s si n=1
d =
n
2(a1dn_l+...+an_1 dl) - dn—l’ si n 3 2
Demonstrhation.

Montrons par récurrence la premiére inégalité& : (ul,vl) vérifie le

probléme de Cauchy suivant :

( LA(Gn) =-vyu, -—uv,+u +av -vu -uv

v U. +u V., +BU + vyv + v +u
Lu(vl) vou1 uov1 Buo yvo vou uv

[

Gl(O,Y) P(y) + ap(y)

L ;l(O,Y) = BP(y) + yy(y).
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On a :

u+ vo-youl—uovll < P(1+|a|+2L) < P(8+2L)

De méme on a @

|3§0+y§0+§oul+ﬁov1| < p(|Bl+ly]+2L) < P(8+2L)

Donc en appliquant 1'inégalité de Haar au systéme précédent, on a :
PPilq g y %

- - 2AT 1 2AT
[a, G| et [V G| s Me AT 4 B(s#2L) o5 (™ - D)

2AT 2
dl Me +cy p QT

A

Supposons que 1'inégalité soit vraie pour tout k <n, (u SV 1)
P q g P n+l1’ n+l

vérifie le probléme de Cauchy suivant :

)y = -vu ~uv +u +av - (U v +...+u v
o n+l o n+l n n ntl o 1 n)

4 Lk(un+1

- (unv1+...+uovn+1)

v
n+l o

=vu +uv + Bu +vyv + (u +...40,V
o n+l o n+l n Y n ( 1 n)

~
t

4 Lu(vn+l

+ (U vV, +e.4u v
( n l (o} n)
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On a :

|un+ocvn - (“n+lvo+"'+ulvn)__ (unv1+...+uovn+l)|

A

gl # lal o]+ Tyl |+ T [yl + g gLty D

+

(Ju_yHvg et o fv 0D

2AT 2n-2
e

2n
< (d M Q; e PQ)+ o] + 2L)

2n+1 2n-1 2AT 2
+ 2(an+1 P QT + a_ QT (d1 Me + <y P QY) + ...

03(d M e2AT 2n-4 + 2n-2

2 %l Q ¢ PO )

2AT 2n-2 2n
d Me Qp +c PQp(1+ |a] + 2L)

2n+1 2AT ] 2n-1
+ 2 (a +a c +...+a2cn_]) PO + Me (and1+;..+a2d

n+tl nl T n-1

En appliquant 1'inégalité de Haar a (u

n+1’vn+l) on a
- 2AT 2n 2n+2
|un+1(x,y)| et Ivn+l(x,y)| < dn+1 Me QT + P c QT

De la méme fagon on montre par récurrence sur n que :

2
8 )| et [V G| cPec o . @

11.2.72. Lemme.

o0
.. n n
Les séries X c z et z dn z ont pour rayon de convergence 1/3.
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Démonstration.

n
¢z a pour rayon de convergence R.

ne~18

Supposons que la série

n=1 ®
. _ n - n .
Soient £f(z) = 2 a z et g(2) z c .z . La suite (Cn)nal
n=1 n=1
vérifie par définition la relation suivante :
a c, + ... +a, c -1 {(c_+c ) - a
n-1 "1 1 n-1 2 n n-l n

Donc pour |z| < Inf(R, 1/3) on a :

£(2) g(z) =% (z+1) g(2) - £(2) + 5 z
et sachant que f£(z) =-% (z + 1 = /(1+2) (1-32),

g(z) = ——— 4+ 1
V(1+2) (1-32)

qui est holomorphe dans le disque D(0,1/3) et de la méme fagon, on déduit que

00
. . m n
sa série entiére Z dn z a pour rayon de convergence 1/3. ®
n=1

11.2.3. PnoBOALtion.

Pour tout réel T strictement positif et tout € dans 1l'intervalle

‘ 1 1 P
-5 » T , les séries

3Q 3Q
T T
o aun a L aun n § avn % avn n
n
2 - € s 2 - € , -~— € et -~ €
n=| 3y n=0 ox n=1 oy n=1 °%

convergent uniformément sur Q..
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Démonstration.

Elle est analogue 3 celle de la proposition I.1.3.®

11.2.4. Théonéme.

-

Pour tout réel T positif et tout e appartenant 3 1'intervalle

2 ]
QT 3QT

]- ;l—- —17 [, le probléme (P) admet une solution 2N-périodique en vy

(u,v) s'écrivant sous la forme

=

I
I~ 8

o

m

De plus toute solution du problé&me (P) s'&crivant sous la forme'précédente est

unique et est continue par rapport aux conditions initiales.

Démonstration.

Unieite de La solution.

Pour tout n le probléme (Pn) admet une solution (un,vn) unique.

Donc le probléme (P) admet

AL

comme solution unique.
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Continuwite.

Pour tout n dans N (un,vn) est continue par rapport 2 (§,¥).
I1 suffit donc de montrer que la convergence des séries est uniforme sur tout
compact de E. En effet OT est une fonction continue en ({f,¥). Donc on a la

convergence uniforme sur tout compact de E des deux séries :

Conclusion.

I) Etant donné le probléme de Cauchy suivant :

_ ou _ ou - _ .
( Lx(u) I A 3; au + bv - uv
A vV _
< LU(V)-—B-")Z us—};-—cu+dv+uv

u(0,y) = ¥(y)

\ v(0,y) = v(y)

pour a, b,c,d des paramdtres "assez petits", on trouve une solution 2T-périodi-

que en y sur [O,TJXEQ,ZHJ continue par rapport a ({,¢).

2) La méthode précédente devrait s'appliquer au systéme :
p

LA(u) f(u,v,e)

Lu(v) g(u,v,e)

soumis aux mémes conditions initiales ot f et g dé&signent des fonctions :

f(u,v,e) = au + bv - uv + z en £ (u,v)
nxl n
g(u,v,e) = cu + dv + uv + Z el gn(u,v).

nx1
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On résout d'abord le probléme :

it

4 _
LA(uo) au + bvo uv

o0

L(v)=cu +dv +uv
4 U o o o oo

B$(y)
. vo(O,y) = y(y)

uo(O,y)

et on cherche la solution sous la forme

n
u=u + 2 une
nxl
n
v =~y + y vV e
o . n
n1

avec (un,vn) solution du probl&me pour n 3 1

4 Lk(un) sau ¥ bvn - (vounf"'+uovn) * fn(un—lvn-l)

= v
ﬁ Lu(vn) cu + dvn + (Voun+...+uO n) + gn(un—lvn—l)
un(O,y) =0
= Ot

L Vn(OsY) =
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