| 50376
t 1984
A2y 12

N° d’ordre : 1152

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE

THESE

présentée &
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE
pour obtenir le titre de
DOCTEUR DE 3eme CYCLE
Mathématiques Appliquées
Alami LEMBARKI

METHODES DE PROJECTION ET EXTENSIONS :
ETUDE THEORIQUE ET PRATIQUE.

Lo

o 4 e
A A ?

Theése soutenue le Jeudi 22 mars 1984 devant la Commission d’Examen

Membres du Jury : C. BREZINSKI Président et Rapporteur
J. BEUNEU Rapporteur
F. CHATELIN Examinateur

B. GERMAIN BONNE Examinateur



M.

M.

M.

M.

M.

M.

M.

M.

M.

M.

PROFESSEURS CLASSE EXCEPTIONNELLE

CONSTANT Eugéne
FOURET René
_GABILLARD Robert
MONTREUIL Jean
PARREAU Michel
TRIDOT Gabriel
VIVIER Emile

WERTHEIMER Raymond

BACCHUS Pierre -
BEAUFILS Jean-Pierre
BIAYS Pierre

BILLARD Jean (dé&t.)
BOILLY Bénoni

BOIS Pierre

BONNELLE Jean-Pierre
BOUGHON Pierre
BOURIQUET Robert
BREZINSKI Claude
CELET Paul

CHAMLEY Hervé

COEURE Gérard
CORDONNIER Vincent
DEBOURSE Jean-Pierre

DYMENT Arthur

I.E.E.A.
Physique
I.E.E.A.
Biologie
Mathématiques
Chimie
Biologie

Physique

PROFESSETURS lére classe

(dét.)

Mathématiques
Chimie

G.A.S.
Physique
Biologie
Mathématiques
Chimie
Mathématiques
Biologie
I.E.E.A.
Sciences de la Terre
Biologie
Mathématiques
1.E.E.A.
S.E.S.

Mathématiques

1984



PROFESSEURS_lére_classe_(suite)

M.

= oz o=

ESCAIG Bertrand

FAURE Robert

FOCT Jacques

GRANELLE Jean-Jacques
GRUSON Laurent
GUILLAUME Jean

HEéTOR Joseph
LABLACHE COMBIER Alain
LACOSTE Louis

LAVEINE Jean Pierre
LEHMANN Daniel
LENOBLE Jacqueline
LHOMME Jean

LOMBARD Jacques
LOUCHEUX Claude
LUCQUIN Michel

MIGEON Michel Recteur & Grenoble
MIGNOT Fulbert (dét.)
PAQUET Jacques
PROUVOST Jean
ROUSSEAU Jean-Paul
SAIMER Georges
SEGUIER Guy

SIMON Michel
STANKIEWICZ Frangois

TILLIEU Jacques

VIDAL Pierre

ZEYTOUNIAN Radyadour

Physique
Mathématiques

Chimie

S.E.S.

Mathé&matiques
Biologie
Mathématiques

Chimie

Biologie

Sciences de la Terre
Mathématiques
Physique

Chimie

S EnS..

Chimie

Chimie

E.U.D.I.L.
Mathématiques
Sciences de la Terre
Sciences de la Terre
Biologie

L.E.E.A.

I.E.E.A.

S.E.8.

8.E.8.

Physique

I.E.E.A.

Mathématiques



PROFESSETURS 28&me classe

M. ANTOINE Philippe Math&matiques (Calais)
M. BART André Biologie

Mme BATTIAU Yvonne : . Géographie

M. BEGUIN Paul Mathématiques
M. BELLET Jean Physique

M. iERZIN Robert Mathématiques
M. BKOUCHE Rudolphe Mathématiques
M. BODARD Marcel Biologie

M. BOSQ Denis Mathématiques
M. BRASSELET Jean-Paul Mathématiques
M. BRUYELLE Pierre Géographie

M. CAPURON Alfred Biologie

M. CARREZ Christian I.E.E.A.

M. CAYATTE Jean-Louis S.E.S.

M. CHAPOTON Alain C.U.E.E.P.

M. COQUERY Jean-Marie .Biologie

Mme CORSIN Paule Sciences de la Terre
M. CORTOIS Jean Physique

M. COUTURIER Daniel Chimie

M. CROSNIER Yves I.E.E.A.

M. CURGY Jean-Jacques Biologie

Mle DACHARRY Monique Géographie

M. DAUCHET Max I.E.E.A.

M. DEBRABANT Pierre E.U.D.I.L.

M. DEGAUQUE Pierre I.E.E.A.

M. DELORME Pierre Biologie

M. DELORME Robert S.E.S.

M. DE MASSON D'AUTUME Antoine S.E.S.

M. DEMUNTER Paul C.U.E.E.P.



PROFESSEURS 2&me classe (Suite 1)

M. DENEL Jacques

M. DE PARIS Jean-Claude
Mle DESSAUX Odile

M. DEVRAINNE Pierre

M. -DHAINAUT André

Mme DHAINAUT Nicole

M. DORMARD Serge

M. DOUKHAN Jean-Claude
M. DUBOIS Henri

M. DUBRULLE Alain

M. DUBUS Jean-Paul

M. FAKIR Sabah

M. TFONTAINE Hubert

M. TFOUQUART Yves

M. FRONTIER Serge

M. GAMBLIN André

M. GLORIEUX Pierre

M. GOBLOT Rémi

M. GOSSELIN Gabriel (dét.)
M. GOUDMAND Pierre

M. GREGORY Pierre

M. GREMY Jean-Paul

M. GREVET Patrice

M. GUILBAULT Pierre

M. HENRY Jean-Pierre
M. HERMAN Maurice

M. JACOB Gérard

M. JACOB Pierre

M. JEAN Raymond

M. JOFFRE Patrick

I1.E.E.A.
Mathématiques (Calais)
Chimie

Chimie
Biologie
Biologie
S.E.S.
E.U.D.I.L.
Physique
Physique (Calais)
I.E.E.A.
Mathématiques
Physique
Physique
Biologie
G.A.S.
Physique
Mathématiques
S.E.S.

Chimie

I.P.A.

S.E.S.

S.E.S.
Biologie
E.U.D.I.L.
Physique
I.E.E.A.
Mathématiques
Biologie

I.P.A.



PROFESSEURS 2&me classe (suite 2)

M.

M.

M.

M.

JOURNEL Gérard
KREMBEL Jean
LANGRAND Claude

LATTEUX Michel

Mme LECLERCQ Ginette

M.

-LEFEVRE Christian

Mle LEGRAND Denise

Mle LEGRAND Solange

Mme LEHMANN Josiane

M.

M.

M.

M.

M.

LEMAIRE Jean
LHENAFF René
LOCQUENEUX Robert

LOSFELD Josph

LOUAGE Francis(dét.)

MACKE Bruno

. MAIZIERES Christian

MESSELYN Jean
MESSERLIN Patrick
MONTEL Marc
MOUNIER Yvonne
PARSY Fernand
PAUPARDIN Colette
PERROT Pierre
PERTUZON Emile
PONSOLLE Louis
PORCHET Maurice
POVY Lucien

RACZY Ladislas

RAOULT Jean Frangois

RICHARD Alain

E.U.D.I.L.

Biologie
Mathématiques
I1.E.E.A.

Chimie

Sciences de la Terre
Mathématiques
Mathématiques (Calais)
Mathématiques
Physique

Géograﬁhie

Physique

C.U.E.E.P.
E.U.D.I.L.

Physique

I.E.E.A.

Physique

S.E.S.

Physique

Biologie
Mathématiques
Biologie

Chimie

Biologie

Chimie

Biologie

E.U.D.I.L.

I.E.E.A.

Sciences de la Terre

Biologie



PROFESSEURS 2éme Classe (suite 3)

M.

Mme

RIETSCH Frangois

ROBINET Jean-Claude

ROGALSKI Marc
ROY Jean-Claude

SCHAMPS Joé€l

"SCHWARZBACH Yvette

SLIWA Henri
SOMME Jean

SPIK Geneviéve

STAROSWIECKI Marcel

STERBOUL Frangois

TAILLIEZ Roger

TJOTTA Jacqueline (dét.)

TOULOTTE Jean-Marc
TURRELL Georges
VANDORPE Bernard
VAST Pierre
VERBERT André
VERNET Philippe
WALLART Francis
WARTEL Michel
WATERLOT Michel

ZINN JUSTIN Nicole

E.U.D.I.L:
E.U.D.I.L.
Math&matiques
Biologie
Physique
Mathématiques
Chimie

G.A.S.
Biologie
E.U.D.I.L.,
E.U.D.I.L.
Institut Agricole
Mathématiques
I1.E.E.A.
Chimie
E.U.D.I.L.
Chimie
Biologie
Biologie
Chimie

Chimie

Sciences de la Terre

Mathématiques



CHARGES DE COURS

M. ADAM Michel

M.

M.

CHARGES DE CONFERENCES

-BAFCOP Joé€l

DUVEAU Jacques

HOFLACK Jean

LATOUCHE Serge

MALAUSSENA DE PERNO Jean-Louis
NAVARRE Christian

OPIGEZ Philippe

S.E.S.

I.P'A.

S.E.S.

I.P.A.

S.E.S.

S.E.S.

I.P.A.

S.E.S.



A la mémoire de mon pére,
A 1a mémoire de ma mére.

A mes fréres et soeurs,

A tous les ami(es),

A eux tous, qui, sans leur compréhension et
leur aide, je n'aurais eu la chance d'élaborer
ce travail.



Je nemencie 2128 vivement Monsieun CLaude BREZINSKI, Professeurn
L'Univernsite de Lille T de m'avoin proposé ce sujet et d'avoin voulu pré-
sdden Le Juny de La These.

Je nemencie tnes vivement Monsieun Jean BEUNEU, Assistant @ £'Undlvernsité
de Litle 1 d'avoirn suivi mon travail avec beaucoup d'inténit et une gentiflesse
sans pareille.

Je nemencie thes vivement Monsieur Bernand GERMAIN-BONNE, Professeun
a £'Univensité de Lille T d'avoir voulu fuger ce travail.

Je nemencie tniés vivement Madame Frangoise CHATELIN, Prodesseun de
Grenoble d'avoin accepté de fugen ce travail.

Je nemencie tnes vivement Madame Béngdicte VANDROEMME pour Le s04in et
La napidité qu'elle a apportée dans La dactyloghaphie de cette these, et a
Madame Henndiette DEBOCK pour Le tirage.



KEKKKKKKKKKKKKKKKKKK KK
KEKKKKK KKK KKK KK KKK KK

xK *xx
*x KK
xX x¥
*x .- XX
K ¥
KX w) *K
K = X
xK o [90) £33
£33 — L XK
£33 (72] _— XK
% = (er/] £33
& [N — K%
% b — x¥
XK ><< M *K
¥ (NN} K
KK a. L2
Xx¥ UI._ XK
XX | XK
*X Ll XK
L33 = k¥
£33 (an] w L33
£33 i Ll &
¥ — oD xK
KK (5] (er ] £33
X% L — x¥
*xk - o= XX
33 (en] (e XK
XX o= Ll X ¥
X oo m XK
*xx K
*x (W] * K
*K [ (7p] K
'Y Ll *x
L33 (70] =) ¥
x¥ L o 23
XX [ _Ll.._ xK
XK o KX
¥ Tn_m xK
xx K
£33 Ll KK
x¥ = ¥
K% *%
x4 *k
*xX KK
K% K

KEKKKKKKKKKKKKKKKKK KK
KKEKKKKKKKKKK KKK KKK K



INTRODUCTION

En 1953, dans son livre "Principles of numerical analysis" (1)
A.S. HOUSEHOLDER, propose dans le cadre de la résolution des systémes li-
néaires, un formalisme des méthodes de projection (minimisation) 3 plusieurs
pas. I1 met en évidence et sans condition de convergence, trois classes de

méthodes, qui correspondent 3 des choix différents de produits scalaires.

En 1963, N. GASTINEL (2) introduit la surdécomposition de normes,
en vue d'obtenir des conditions suffisantes de convergence linéaire de 1l'une

des trois classes.

En 1976, J. BEUNEU (3) propose des conditions suffisantes de conver-

gence linéaire plus faibles.

En méme temps (1977), C. ESPINOZA (4) introduit les matrices liées
en gradient, affaiblissant les conditions de la surdécomposition. Mais il

obtient des conditions plus fortes que celles de J. BEUNEU.

Nous établissons dans le chapitre 1, une correspondance entre les
trois classes de méthodes, par considération de systémes linéaires équiva-
lents. Ceci nous permet dans le chapitre 3, la recherche des méthodes cor-

respondantes (ou homologues) & des méthodes de projection connues.

Nous montrons dans le chapitre 2, des insuffisances de la surdécompo-
sition de normes vis-d-vis de la classe pour laguelle elle a été introduite.
Ceci nous permet d'introduire une généralisation que nous désignons par "A-
décomposition de normes'" et que nous étendons aux trois classes. Nous donnons
ensuite une caractérisation théorique de la convergence linéaire des méthodes
de projection. Nous proposons dans un dernier temps des conditions suffisantes
de convergence plus faibles, englobant ainsi des cas de convergence logarithmi-

que.

Dans le chapitre 3, nous donnons deux fagons de mettre en oeuvre les

méthodes de projection, par utilisation de 1l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI.



Nous considérons dans le chapitre 4, les méthodes de projection par
partitionnement. Nous proposons un critére de choix du vecteur & partitionner.

Différents choix répondant aux conditions du critére sont donnés.

Nous définissons dans le chapitre 5, les méthodes d "itérations paral-
les" & partir de méthodes de projections connues. Des conditions de convergence
sont données. Ces méthodes pourraient avoir un grand intérét lorsqu'on utilise

des machines travaillant en paralléle.

Dans le dernier chapitre, nous proposons des méthodes itératives ol la
direction de progression est choisie de sorte que : la suite des itérés soit
contenue dans une région donnée de l'espace, la suite des erreurs soit décrois-
sante au sens d'une certaine norme. Ces méthodes sont désignées par "méthodes

itératives 3 contraintes".

Références

(1) A.S. HOUSEHOLDER, "Principles of numernical analysis". Mc Graw-Hill Book
Company, Inc (1953).

(2) N. GASTINEL, "Sur-décomposition de normes géntrales et procédés itéra-
ti4s". Num. Math. 5, pp. 142-157, (1963).

(8) J. BEUNEU, "Résolution des systemes d'équations Linéaines par Les mé-
thodes des compensations". ANO 69, Université de Lille I, (1976).

(%) C. ESPINOZA, "Contribution @ La nésolution numérnique de certains sys-
temes d'éequations". Thése de 3éme Cycle, Université de Grenoble (1977).
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CORRESPONDANCE ENTRE
METHODES DE PROJECTION

0 - INTRODUCTION

Les méthodes de projection considérées par HOUSEHOLDER et BAUER pour la
résolution d'un systéme linéaire Ax=b peuvent se scinder en trois classes
principales [1], [2], [3], [4].

Ces méthodes ont été introduites comme constituant une méme méthode pour
résoudre un méme systéme linéaire, la spécification d'une classe se fait par le

choix du produit scalaire utilisé [1], [2], [51].

On montrera que ces méthodes peuvent &tre considérées comme constituant

une méme méthode de projection pour un méme produit scalaire et que le passage
d'une classe 3 une autre se fait par considération de systémes équivalents.

1 - RAPPELS

Soit a& résoudre le systéme linéaire Ax=Db, ol A(nXn) est réguliére et

b e]Rn.

Soit E. un sous-espace vectoriel de R" de dimension k, k<n;et soit
V. = (y%,..., y?) une matrice dont les colonnes y;, i=1,..., k constituent

J
une base de Ej.

On s'intéressera aux trois classes de méthodes de projection considérées
par A.S. HOUSEHOLDER et BAUER [1], [2]

* Classe A :

T -1 .T
oz ox. -V.(vr AV v o,
Xip1 T ¥3 V(Y5 AV T VS Ry
(M.R.R.)
. = Ax.~-Db
Ps j

ol A est supposée symétrique définie positive.



On désignera cette classe par méthode de minimisation du résidu réduit.

* Classe B :

%, . = %, -V.(viATav. ) 1yTaTp,
;7Y 3 ;%5
(M.R.)

dite méthode de minimisation du résidu ou de compensation [2], [3].

* Classe C :

T T T -1 .T.T
X. . = x.-A V.(V,AA V. V.A .
J+1 J 33 J) ] J

(M.E.)

p. = Ax,-b
j T 8%

sera désignée par méthode de minimisation de 1l'erreur [1], [2], [u4].

2 - CORRESPONDANCE ENTRE CLASSES

Considérons les systémes é€quivalents suivants :

(1) Ax = b
(2) AT Ax = A" b
(3) AATy = b, x = AT y

Si A est symétrique définie positive, on considére en plus :

(W) B x =B 1h
(5) By =b, y = B x
_pﬁ A =B BT

i) (A) appliquée au systéme (2) :

T T -1._T
0 btient . = x.-V.(V.A AV, V. r.
n obtien X541 5=V LV J) e

r. = AT Ax.~AJ b
j j



T, T -1.T,T
.o . 0 = .-Vo(VoA AV. VoA .
e€ HE T N B D 30 V3R P
(B)
pP. = Ax. -Db
3 ]
On obtient ainsi la méthode (B) pour résoudre (1).
ii) (A) appliquée a (3) :
T, ,.T -1.7
Cela donne ., T y.~V.(V,AA V., V. P,
Y341 7 Y37 N9y 39 V5 P
T
pP. = AA .-b
J y]
T
Posons x. = A" y.
J J
On obtient |x. . = x.-A> V. (V:aaTv.) 1v] p,
4173 33 3 373
()
P. = Ax. -Db
xR
Inversement : Supposons A symétrique définie positive, A =BBT.
iii) (B) appliquée a (4) :
On obtient [x., ., = x.-V.(V'I..BBT V.)_l VTBr.
j+1 333 ] 377
r. =B %, -B 1b
J ]
. T -1 .,T
i.e. X... =X, -V.(V.AV,) ~ V. p,
j+l I A 3
(a)
P. = Ax.-Db
J J

iv) (C) appliquée a (5) :
T T T -1 .7
Cela donne ... =2y.-B V (V.BB V. V. p.
PRE 141 T Yy i3 37 V5 P

. = By.-Db
Py = BY;
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Posons y. = BT X.
3 3

On obtient :

T -1 .7
Ko oo = %, = V.(VLAV, V. P,
1+l 333 J) 3 %3
(A)

P. = AX.-Db

J J
Remarque : On a vu dans i) et ii) que les méthodes (B) et (C) s'obtiennent par
application de la méthode (A) aux systémes (2) et (3) dont la matrice (AT A ou

T P PP o
AA") est symétrique définie positive.

Ainsi pour passer de (B) & (C) ou inversement on peut supposer que A est
symétrique définie positive, passer & (A) puis vers (B) ou (C) selon le besoin.
L'hypothése sur A sera affranchie lors de 1'étude de la convergence.

On peut évidemment faire un passage direct comme on peut le voir ci-aprés.

Considérons les systémes suivants :

(6) : A AT b, y = Ax

«
"

(7) : A

«
n
x>
o
3
"
fo -
«

v) (C) appliquée & (6) :

On obtient :

T T 1T, T T
o=y, —AV.viATAv ) EvEaT g, - AT
Y41 = Y5 5V 50 VA ys )

définissons x. pour y. = AX..
j POUF Y5 j

Ce qui donne :

T T 1T T
X, . T Xe=V.(VEATAV.Y TviaTp.
41 7 %5 V509 30 TVyA ey
(B)
. = Ax.-b
j j

c'est donc la méthode (B) pour résoudre le systéme (1).
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vi) (B) appliquée & (7) :

. T T -1_.T T -1
On obtient y. = y.-V.(V.AA V., V. A(A .-A b
Y541 7 Y575 S Y5 )

T T T T T -1_T T -1
donc A . = A .=A" VL(V.AA V. V. A(A .-A " Db
Y541 Y5 i3 50 TV Ay )
T
comme X. = A .
© Y3
On a :
T T T -1.T
X. = x.-A V. (V.AAV, V. P.
j+l ;| 33 J) JpJ
(c)
. = Ax.-b
pJ J

qui est la méthode (C) pour résoudre le systéme (1).

Définition 1.2.1.

Etant donnZes deux methodes (x) et (xx) pour nésoudre (1) et appartenant
a deux classes différentes. On dina qu'elles sont homologues 84 L'une 4'obtient

por application de £'autne & L'un des systémes de (2) a (7).

Les différents passages précédents peuvent se résumer dans le schéma

suivant :

Remarque : Une autre fagon de rattacher ces méthodes serait de les considérer

comme étant des méthodes de minimisation avec des normes différentes :
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Soit M une matrice carrée de taille n, réguliére.

Munissons R" du produit scalaire : (x, y)M = (Mx, My), soit | .HM

la norme associée.

Cherchons Xx. =x. + AT V. A*
jtl 3 J

ol : Vj une matrice 3@ k colonnes linéairement indépendants.

* k . : 2
A" € R" solution du probléme des moindres carrés :

min,_ ||x. —x*ll = min le.—x*+AT
Adgk J+1 M /\E'le 3

Vj AHM

* Pl . ~
X étant la solution du systeme Ax =Db.

Ona A = -(ngMTMAvj)'lngMTMSj

avec S. = x.-X .
!
T

dhal %, =x. -AL V.(VEAMI MAV.) TviaMiMs,
j 1% j j j

Cas particuliers :

i) M= I on obtient (C)

ii) M= A et Wj = AT Vj on obtient (B)

iii) Si A est symétrique définie positive, A = CTC,

en prenant M = C et Wj = AT Vj on obtient (A).

Remarque : La classe de méthodes (*) est identique a celle dans [5], qui sont
évidemment des méthodes de projection de HOUSEHOLDER et BAUER. O

Théoneme 1.2.1. (de cornrespondance)

£) Une methode de (B) est convergente s4i et seulement 84 son homologue
dans (C) est convergente.
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4L) S4 une méthode de (B) ou de (C) est convergente, et s4i A est symétni-
que déginie positive alons son homolLogue dans A est convergente.

L) S4 une méthode de (A) est convengence alons ses homologues dans (B)
et (C) sont convergentes.

Preuve :
Par définition méme de deux méthodes homologues. a
Références

(1) A.S. HOUSEHOLDER and F.L. BAUER, "On certain iterative methods for
s0lving Linearn systems", Numerish Mathematick 2 (1960), pp. 55-59.

(2) A.S. HOUSEHOLDER, "Principles o4 numerical analysis". Mc Graw-Hill Book
Company, Inc (1953).

(3) J. BEUNEU, "Résolution des systemes d'equations Lintaires par La mé-
thode des compensations”. ANO 69 (1976).

(%) N. GASTINEL, "Sur-décomposition de nromes géntrales et procedis Ltératifs".
Numer. Math. 5, pp. 142-157 (1963).

(5) C. ESPINOZA, "Contribution & La nésolution numérique de certains systémes
d'équations”. Thése de 3éme Cycle, Université de Grenoble (1977).
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A-DECOMPOSITION DE NORMES
ET CONVERGENCE
DES METHODES DE PROJECTION

0 - INTRODUCTION

La sur-décomposition de normes introduite par N. GASTINEL [1] semble

avoir deux buts :

1° Caractérisation d'une sous-classe convergente d'une classe de methodes

de projection considérée par A.S. HOUSEHOLDER [2].

20 Construction de nouvelles méthodes de projection de la dite classe

On montrera que cette classe est une méthode de minimisation de 1'erreur,
qu'on désignera par (M.E.). Ceci nous permettra la mise en évidence de certaines
insuffisances de la sur-décomposition de normes vis-a-vis de la M.E. Des condi-

tions de convergence utilisant la sur-décomposition seront proposées.

On généralisera la notion de sur-décomposition de normes en introduisant
la A-décomposition de normes. Ce qui nous permettra de caractériser les métho-

des M.E. 3 convergence linéaire.

On utilisera la correspondance entre classe définie dans le premier
chapitre pour étendre la notion de A-décomposition aux autres classes. Des

conditions suffisantes de convergence linéaire seront proposées.

On proposera ensuite des conditions de convergence englobant certains

cas de convergence logarithmique.
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1 - METHODE DE MINIMISATION DE L'ERREUR ET SUR-DECOMPOSITION DE NORMES

1° Méthode M.E.

Soit 3 résoudre le systéme lindaire Ax=Db ol A(n*n) régulidre, b ¢ R".
* ~
Soit x 1la solution du systéme.

Itération

n . . *
* x € R une approximation connue de x .

n

. s 1 k i T, ,T ’ Y
* Choisire v, © (yx,..., yx) 3y, €R, k<n:V _AA v, régulieére.

* Chercher y, successeur de x :

y=3x+ AT Vx A*, A* € ]Rk solution de :

T
min Hy-x*l] = mi Hx—x*+A \Y AH
AeR¥ o ®
Expression de y :

* T
La soclution de mink Hx- X + A VXAH
A€R

T

est donnée par : V;ri A(x-x* + A Vx/\*) = 0.

Ce qui donne

>
1

e ool g aTy 10T g
(VXAA Vx) Vx A(x-x )
d'ou

- *
x-A vV (VAATvV )L v ax-x).
X X X X

<
H

D'une fagon itérative la méthode s'éerit, en notant Vj au lieu de v
3
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rxO donné
Vj choisie
1 T T, Ty -1 T (M.E.)
X. . = X.~-A" V.(V.AA"V, V. P,
jt+1 3 33 3) JpJ
p. = Ax.-Db
Lj j

Dédinition 2.1.1,

La méthode précédente sera désignie par méthode de minimisation de
£'erreun (MLE.).

On va rappeler 3 présent la sur-décomposition de normes ainsi qu'un

théoréme de convergence de la méthode M.E. ; on peut consulter (1).

Déginition 2.1.2,

On appelle sur-décomposition d'une nonme vectorielle ¢ & L'ondre k par
rapport & A toute application :

v :mr’»GRn)k,x-»vX:
T T, T. =1.T T T 2
X V (VAR V)TV x trace (V, AA" V) = 6%(x)

ELle est dite bornde 84 Les ELéments de Vx sont bornis.

Déginition 2.1.3.

La mZthode M.E. est dite associle 4 une sun-décomposition d'une norme
¢ a £'ordre k par rappont & A, 84 :
T

n.k T T,.T -1 T, .T 2
V. et p. V.(V.AA V. V. P, thace (V.AA V,)= .
3 e (RV) oj j( 3 j) 5 P 3 j) ¢ (pj)

Pour toute la suite chaque fois qu'on parlera d'une sur-décomposition

-3

de normes, ce sera celle correspondant & la M.E. considérée.

On confondra donc la sur-décomposition et la donnée des Vj servant dans

1'itération de la méthode associée.
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On reléve dans (1) les deux théorémes suivants :

Théoneme 2.1.1.

Pour tout 1 < k < n, A négulidne, ¢ donnés, L exisie une inginité
de sun-décomposition de ¢ par rapport a A a L'ondre k.

On peut choisin v, tel que :

1° Les colonnes de v, do0ient onthogonafes pour Le produit scalaire
(x, y)* = (Ax, Ay).

2° La sur-décomposition s0it bonnte.

Theoneme 2.1. 2.

-

Tout procedée M.E. associé a une sur-décomposition bornée d'une noame ¢,
a £'ondre k, par nappont a A, pour résoudre Le systime Ax = b, est convergent.

Proposition 2.1.1.

On a £'équivalence entre :
L) Les élLéments de Ve sont bornés
iﬂme(ﬁAﬂ‘J&th@.

Preuve :

T 42
ul

k
T, .0 _
Trace (VXAA Vx) =7 ||a .

i=1
~ 1 k
ou Vx = (yx,..., yx).

ordm> 0, M >0 :m |y = [[aT y[12 <m0 |15l

X 1012 T T X 17,2
donc, m .21 HYXH < Trace (VXAA VX) <M .Zl HYXH g
1= 1=
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Definition 2.1.4.

La sun-décomposition de nonme sera dite partiellement boanée, 4'iL
existe une infinite d'indices j, tels que Trace (V§1\AT Vj) 804t bonnée.

Théoneme 2.1.3.

Une sun-décomposition est partiellement bornie &4 et seulement 8L La
M.E. associle est convergente de convergence non Logarithmique.

Preuve :
T T, . T -1 .T
On a x. = x.-A V.(V_AA" V., V. p.
j+1 J J( J J) 3 pJ
Posons S. = x.-x*.
] 3
T T, T -1 T
donc S. = S.-A" V.(V.AA  V.) " V. p.
j+1 J J 3 ] Jp]
donc,
2 2 T.T T, T -1 T
S. = |[s. - 2 S.A V.(V.AA V.,) ~ V.AS.
1 3+1” ] JH i 33 3 33
+ s ATy, (viaAT vyl viaaT v.oviaaT vyt vias,
3 i3 ;| J j 3 3 1773
donc,
2 2 T T, T -1 .T
S. = ||s. - p. V.(VIAA V. V. p.
”3+1H ”:1” P3 J(J J) 3 3

C.N.

La sur-décomposition étant partiellement bornée, on a :

T T T -1 . T T T 2
. V.(V.AA" V. V. p. T VLAA V.) = .
p] :1( 3 ]) 5 DJ race ( 3 J) ¢ (DJ)

et IN' ¢ N infini, 36 > 0 : Trace (V';‘AAT Vj) <8 ¥jeN'.

T T T -1 $°(p.)
Done, Py V. (ViAA V)TV, b, 2 —xd ¥ e N'
one, Py V5(Vy 57 V5 P J
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2
¢ (p.)
2
done, |Is...]1% = |Is.]|? |1 - —2= ¥i e N
e 2 JIEAT
it
62(p.)
or, 4m > O : TT——Tfa-Z m ¥3.
S.
j

Donc,
1541 = 1185117 [2 - 3] v ew

La suite {IiSjII}N, converge donc vers O, et de convergence linéaire.

D'autre part la suite totale {IISjll} est décroissante minorée par O,

donc convergente de limite forcément O.

CelSe
2 _ -1 T
Ona||8j+1|| _llsjll -p v(v AAT v) Vs Py
¢? (p.)
2
= |5, ]2 - el
J Trace(V:AA" V.)
5 J
donc,
2
s, 12 #ep 1
2 T T
S. S T V. A Vs
To,I77 TS 117 meaee T4 #T v
¢2(p)
or, 3m > 0, IM> 0 : m £ ~————J—-< M
JEF Ik
2
ll ]+1ll KY T
done ————— —¥—> 1 => Trace (Vj AA Vj) partiellement bornée. 0
S.
15,112
Lemme

Soit E un sous-espace vectoriel de R™.

Soient vV et W deux matrices telles que Les colonnes de chacune consti-
Ztuent une base de E.

Ators, WWE W)™ Wt = vevt vyl
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Preuve :
Posons P = W(WT w)-1 T
P est idempotent et Px € E ¥x € R
de plus, (x-Px, h) = O ¥x eIRn, ¥h ¢ E.

En effet ;

k

he E=>3IAeR 1

(k=dim E) : h

T . T T ..v-1.T

done hT Px = A" W W(W W) W x

Px est donc la projection orthogonale de x sur E.

Q od Q= v(vl vy 1T,

Comme la projection est unique on a P

Proposition 2.1.2,

Pour toute méthode M.E. on a :

2
|| J+1Il < |1s; 1% [

ol y% i=1,..., k sont Les vecteurs colonnes de Vj’ et YQ(A) Le condition-
nement de A mesuné par La nonme euclidienne.

25 ullenll, A
- 3/ 11P51 s 4/ 11Y5

i=1l

Preuve :

o

1
y

Yy Y5 *
Hy]l

Hyljfll

Posons W

=
v
(2]
"
by
J
b

ianc-eresaP SR NI

D'aprés le lemme précédent on a encore :

T T, . T -1
X. . =X, — A" W.(W.AA W.) " W. p.
j+1 3 i3 ] o3

donc, ||s 54 || Hs 112 -2s Al W(W AAT W) We Py
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o Wi AAT Wt Wi AAT W AAT W)W b,
7 "5 j 3 Sl j i3
= 1sal1? - e wowlaaT vt W o,
j i '3 j j 3
donc,
[T e, )12
2 2
llSj+1|| < |Isyl17 |1 - T l]23 e
S.. Woaal W,
s PUH, 5)]
or P(W. AAT W.) < p(A AT) P(W. W.)
j j 5
< k p(A A).
Soit A la plus petite valeur propre de A AT,
On a,
T 2 i 2 2
W op, X . ; .
LU e sl
. 5. 1
S. -1 : S..
15511 i j Hyjl[_. i ]ll
p. i
= 22 % J 73
LT T T
i=3 3 IijI\
W egll? a2, K[ AT .
donc 2= °Y_(A TT—lTT
llstQ p(ngAij) R = L LT ||y;||

Soit une méthode M.E. associée 3 une sur-décomposition de normes on a :

Theoneme 2.1.4.

k
Si fa quantits }

i=1

ne tend pas vers 0 afons, £La

sur-décomposition est partiellement bornZe.

Preuve :

T T, .T -1 T s U o 2
0 P, V.(V.AA" V. V. P. Tra V.AA  V.) =0°(.
na 3 j( 5 J) s & ce ( : 3) ])
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1 k
v Vs
Soit W, = |—4—,..., —3
AT TS
T i1,2
k |1a'yil]
On a Trace (W'I.‘AAT W.) = 2 —l?
J L S A
J
< k A2
T 2
ou A2 = max le
x#0 | |x]]
2
Posons M = max ¢ (x)2.
x70 | |x]|]

D'aprés le lemme on a :

T T T . =1.T T T T . -1.T
P. V.(ViAA V.Y T V. pP. =0, W.(W.AA" W.) L W: p.
RENE 57 7 Vg Py = Py Wy ) W5 Py
donc,
2
o°(p.)
or w.wiAaAat Wyt Wt op, = |
333 J 3 ) Trace(V: AA vV.)
3 j
or,
T 2
[w: 0.]]
ol w.iiaat wy twlop, 2 TJTJ
333 3 33 owiaa W)
3 3
2
1w 0.1
> J 3
Trace(WT.‘AAT W.)
3 3
donc,
2
2 T T 2
¢ (pj) lle pjll lle pj'l
2 T T 2 2
Trace (VI AAT V.) Trace(W-AAL ¥.) k A
3 3 3 3
d'ou
T 2 i 42
y LT LU T BT
- , —3
Trace(V'j?AAT Vj) k/\2||pj||2 k A% i1 Ulpjl IIy;II
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i i |
donc 5 =
i=1 (1105117 153

—*%—> 0 => Trace (V?AAT Vj) —&—> © 0

Voyons quelques insuffisances de la sur-décomposition de normes.

Proposition 2,1.3,

1° Toute méthode M.E. est Equivalente a une méthode M.E. associie
a une sur-décomposition de nonmes s4 et seulement a4 vg pj # 0, poun pj # 0.

2° Soit ¥ une norme gueleongue de R™

Si une méthode M.E. est associée 3 une sur-décomposition d'une norme ¢

elle est équivalente a une méthode M.E. associée 3 une sur-décomposition de la

norme Y.
Preuve :
1° C.N.
. T s N, O [ 1 K
Soit x. = x.-A V.(V.AA" V.) " V. p., V., = (y.s... ).
j+1 %3 i3 j g Pye V3 T Wgeeeee ¥y
T T T -l T 7 z .
Soit y. =vy.-A W.(W.AA W.) = W. p., une méthode équivalente et
o y:]+l yJ 53 j 3 pj’ ne e €q e

associée 3 une sur-décomposition d'une norme ¢.

Supposons que pj Z 0.

2
T ¢ (pj)

T T 1T
c ol w.wiAaT Wyt w: ol =
omme P Wy (W 37 W

] Trace(wg A AT

W.)
3

T
a W p.#o0.
Qo i W B

Donc vy. ., O X. = V. ¥
Yi41 F Y50 55y VI

donc x.

341 7 X et par suite V':I.; Dj £ 0.
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s a2z 1 k
C d 2. = (A, Yogeoes AL ¥2)s AL #£0
onsidérons ( 5 Yyoeens Ay yj), 3 7

J
T T T <=1 T
on a encore X. =x. - A Z.(Z.AA 2. Z. p. (lemm
n 541 5 5025 3) D] ( e)
2 T T T -1.T T T
Posons H: = p. V.(V.AA V. V. P. T V.AA V., 0
11] 5 Y595 j) j Py Trace ( 3 3) #

Prenons )\ ¢(O )/11

on a,
T T T _ -1.T T T 2
ol 7.z aaT 2.yt 2t b, X Trace (Z:AA" Z.) = ¢°(p.
3 25%2; 5 7 25 Py ce 4y 3) = 7Py
car
T T T _ -1.T T T
ol 7. zTaaT 2.7t 2zt p. x Trace(Z.AA' Z.
5 24(2; j i "3 e(Z; 5)
=22 oL v (v aAT v.) 1 T b, x Trace(viaAT V.).
57355 j i3 j 3
20
T T T . -1.T T, T 2
. viaal v,y = )
Supposons que : P Vj(VjAA Vj) Vj Py x Trace ( 3 j) ¢ pj)
2 2 .2
on a (p.) = 8V (D. £ 0.
o= (e, j ) jk
! ‘
Y3 Y5
Prenons, Zj = -5;’ ves -5-]—

La méthode M.E. définie par Zj est équivalente 3 celle définie par Vj'

T T T _ -1.T T T
On a . Z.(Z.AA" Z. Z. p. X Trace (Z.AA" Z.)
na, Py 25(Z; 37 25 Py j j

T T, T 1,7 T, T 1
= p, V,(V.AA" V, V. p. X Trace (V.AA" V,) X =
ERERE MRER N it g2
2 3
¢ (p.)
2
2
8.
3
= v%(p.). D

J
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Exemple :

Considérons la méthode M.E. définie par :

2
osl1® o
X =X, - ———= A" P,
Jj+1 J T 2 3
A" F,
1T e, 1]
i.e. v. = {p.}
J 3
10 La méthode considérée n'est associée 3@ aucune sur-décomposition de norme.

En effet, par définition d'une sur-décomposition d'une norme ¢, on a :

y
[1e.]]
T ] 5 # l‘AT D.IIQ = ¢2(D.) i.e.l'xI,Q = ¢(x) ¥x ce qui est
a7 ¢ ]| ] ;
3
impossible.
28 La méme méthode est équivalente 3@ une méthode M.E. associée & une sur-

décomposition d'une norme Y quelconque de R".
Soit U une norme de R'.

Y(p.)
Prenons V. = J

5 TT——TTf Dj , ce qui ne modifie pas la méthode, compte tenu
pP.
J

du lemme.

Le premier membre de la sur-décomposition s'écrit :

2 4 2
l? (Zj) leH 8 w (pj)q HAT P-HQ i.e. wQ(p.). 0
y 1% (Dj) T2 ||pj|] 2 3
oy 1* == 1187 o]
10511

On voit ainsi que la sur-décomposition de deux normes différentes peut
conduire & deux méthodesidentiques. Donc le fait de sur-décomposer des normes

différentes ne fournit pas des méthodes différentes.
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Remarque : Il est 3 noter toutefois que l'expression algébrique d'une norme
peut nous guider dans le choix des directions y;, comme on le constate dans
[3], ou dans 1l'exemple suivant :
V., pj)

. - ]
Soit x. T X, - ————— A" v,
j+1 3 HAT ijQ |

La sur-décomposition de la norme euclidienne se traduit par :

2 _ 2
(Vj’ pj) = Hpjll

On voit que 1l'ensemble des solutions est donné par les Vj ¢ R" vérifiant :

P.
v. = . . .) = 0.
5 -”E:'—rl— + u:J avec (uj, pj) 0 o

]

On verra dans ce qui suit une généralisation de la notion de sur-décompo-

sition de normes, qui respecte l'invariance de la méthode par changement de base
. n . ‘o

(Lemme) et 1'équivalence des normes dans R, contrairement & la sur-décomposition

de normes.

2 - METHODE M.E. ET A-DECOMPOSITION DE NORMES

Définition 2.7.1.

On appelera A-décomposition d'une norme ¢ a £'ondre k par rappont @ A,
Zoute application :

VR —s @M xm:

x —> (V, Ax)

Lelle que :

T

%' v (viaaT
X X

-1 _ .2
Vx) Vxx-)\x—d) (x)
ELle est dite bornie 84 Ax est bonnie.

o1 K
Posons v, s (yx,..., yx)
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Propriits 2.7.1.

1° Toute sun-décomposition (nesp. bornée) d'une norme ¢ est une A-décom-
position (nesp. bornie) de ¢.

2° La A-décomposition d'une nowme ¢ est indépendante de La base choisie
dans E,, sous-espace engendné pan {yi,..., yi}.

3° Toute méthode M.E. telle que Vg P # 0, est associZe @ une A-décompo-
sition de norme.

4° Une méthode M.E. associle a une A-décomposition d'une nomme ¢ est
associle a une A-décomposition de toute autre nonme.

Preuve :
. T T
1° I1 suffit de prendre Ax = Trace (VxAA Vx).
20 Soit la A-décomposition d'une norme ¢ définie par (Vs Ax).

T

On sait que %7 Vx(V:}\A Vx)_l Vi x reste inchangé par changement de

base dans EX (Lemme).

Done x° Vx(ViIXAT Vx).l Vz Ay = ¢2(x) n'est pas modifiée par changement
de base.
a2 Soit la méthode M.E.
it T T -1 ..T
. = xX. - A" V.(VLAA V. Ve D
*j41 7 %3 A 397 V5 0y
i T 1 T =3 T
V. p. 0=>p. V.(V.AA" V., Vi P 0.
J 3 d p] 3 3 ]) 3 -
$%(0.)
I1 suffit donc de prendre Aj =
]
N T T T -1 T
8. = p. V.(V. AA™ V., V. P..
ol 85 = P; V50V 377 V3 P
. T T -1 .,T 2
yo Soit p. V.(VLAA" V. Vi Ps: A = -
oit p; J( : j) s By A ¢ (DJ)

Soit ¥ une norme de R" (quelconque).
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2

vi(p.) 2
Prenons M. = A. — o i.e. M= A ‘PQ(X)
T e%ky 02(x)
T T -1 T .2 ,
On a Py V(VAA v) Jpj uj-w(pj), 0

Dé4inition 2.2.7.

On dirna qu'une méthode M.E. est associle a4 une A-décomposition d'une
noame ¢, partiellement bornte, 84 La suite {Aj} possede une sous-sulte bornée.

Théoneme 2.2.1.

1° Une méthode M.E. est convergence de convengence non Logarithmique s4 et
seulement 84 elle est associle & une A-décomposition parntiellement bornte.

Preuve :

T T T -1 .T 2
C.N. On a p. V.(V.AA" V. V., P. A, = .
p] j( 3 j) 3 pj 5 ¢ (DJ)

T -1 T
et x. -A V V AA V .
J+l 3 ( ) J pj

Posons S. = x.-x*
J J

On a
2 -1 T
I!Sj+1|| ||s|l -p v(v AAT v) vy Ry
s, 117 $2(p.)
donc——jtl—-——= 1 -———?,2———
S. S. A
15,112 15117,
La convergence étant non logarithmique, il existe donc N' ¢ N infini
tel que :
2
S.
1
TN
62 (p )
Or Im >0, IM>0 :m<s—I—< M ¥j e N
15117

donec A. —X—u> 400,
N'
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T =1 T

C.S., Soit x. , =x. - A v (v AAT v 0.

B TS B ) Vs ey
avec
. o T -1 .7 2
i) p. V.(V.AA V., V. A. = ¢°(p.

j 33 J) J J)
ii) IN' ¢ N infini, 36 > 0 : Aj <é Vi € N'

2 2 i s P & -1 T .
On a S. = S. - p. Vs(VLAA" V., V. P. donc la suite
18550117 = sy 117 = 3 wsvl aaT v vl o,

{l |Sj| I} est décroissante, de plus elle est minorée par O, donc convergente.

Montrons qu'elle posséde une sous-suite qui converge vers O et de conver-

gence non logarithmique.

On a
2 _ 2 .2
s 117 = 1ssl1” -0 (eI
2 -
®°(p.)
= |]s.]]? [} R .,7%_
32 15511 i
Posons Y = min ¢ (Ax)
x#0 ||x]|?
done llSj+lll < |Is; 11% 11 - ¥j e N'
s, ,,lu
d S —_> 0 s 1.
e 15l =2 0 e e - 0

Proposition 2.2.1,

k g 3
S{ ) (Dj/|l0j‘|s y;llly;ll)2 ne tend pas vens 0

i=1

alons,

toute X-décomposition de norme associée a La M.E. est partiellement
bornée.



Preuve :

X, . = x.-AL V.(viAAY vyl
j 5U'3 j

j+1

Soit ¢ une norme de R" (on s

Il existe alors {Xj} >0 :

T T,.,.T -1.,T
P, V.(V.AA" V., V. P, X A,
J (3 J) J 3] J
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T 1 K
VoL, V. o= (vh e, ¥
3 P32 V5 % 05senes vg)

uppose que Vg Dj £0 ¥j).

.
-¢(oj)

-1 T

donc A, = ol Y. V (V AA V p.
J S YJ y 3 J

. K
or Y. = PL W.(W-AAT W) L WE p. ob WL —l— .—L—
R R J 1] 37 ||YH IIYH
[T o.]]2
donc 6. = TJT]
W X
p( ]AA wj)
2
T 2 T
| W Dj|| lle Pj||
2 2
Trace (W-AA® W.) k A2
3 3
2
x#0 | |x]]
T 2
. . Fws p.]]
done 3 . /ety virlly3Ih? = ———
i=1 SR |1e.]1
j
2 .2
8. k .
< x A% 325 " ¢(p3;
sl A el
¢(o) J 33
comme dm > 0, M > 0 : m € —=—— < M
Holl
On a,
F ol losl ] il Iy 1% < k A2 e

i=1
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donc si le membre de gauche ne tend pas vers O, la suite {Aj} posséde une

sous-suite bornée. 0

* Soit Vj = (y%,..., y?) ; les y; linéairement indépendants.

Supposons que :
1) Vip. 20 ¥ el
J 3

5 T 4 T 1 1912 q
ii) (A y%, A y;) = IIAT y%ll qu 3i,g=1,..., k

ot 8§, =0sii#qet §,. = 1.
q i1
Soit ¢ une norme de R et {kj} la suite correspondant 3 la A-décomposition

pour les Vj.

s T T T -1 _T
i.e. P. V.(V.AA" V. V. P, A. = pP.).
e 3 J( r ]) 1 P o (p.)

Proposition 2.2.2.

Avec Les notations et hypotheses précédentes, on a :

k 5
i i 2
2 (pj/llpjl], Yj/lIlel) _"fx;_> 0

i=1 e

84 et sewlement s4 La A-dZcomposition est parntiellement bornée.

Preuve :
a7 y311? 0
T, T _ 3.
On a, ViAA' V, = e
S T k12
0 147 55112
donc,
i 2
k y%
T T, , T, 1T ‘
p: V.(ViAA V) " V.p. = ¥ |p., —=ero0
. T
4 1 3 J 3 J i=1 | 3 llA Y;ll
$2(p.,)
= ——7TJL— (définitions des Aj)

3
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2 iy42
$2(p.) k C [yl
1 i i 2
donc —_—x = 2 (D-/]ID-]] y./lly-||) 3
’ 2 X, T, ’ T 2
oy 17 %5 am 303l S T
or, 4m > 0, 4M > O, dm' > 0, dM' > O tels que
2 1112
6%(p.) Al
n]S-——-—1—§ S Metm' < —_—irlT—_ﬁ'S
i
e 11 I
k T T
d'od Ay > = <> T (/] lpslls v3/1Hy3I D 0. O

i=1

Proposition 2.2.3.

)

i)

Une méthode M.E. dont Les matrnices Vj vénigient :

I'Vg pjll = Uj ¢(pj)g Uj >0 Uj —x—> 0

T

Trace (V?AA Vj) <M

est assocdile a une A-décomposition partiellement boante.

Preuve :

donc,

T
on a ||V; pjll >0 (pour py # 0)

T T, ,.T -1,T
A. >0 : p, V.(VLAA V., V.
3 ] p] 13 J) ]

_ a2
pj x Aj - ¢ (pj)o

T
Soient mj et Mj la plus petite et la plus grande valeur propre de V§}\A Vj’

. :m, < aj < Mj tel que

T 1

T T - T T 2
. V.(VL A V. V. p. = O, V. p.
pJ VJ(VJ A J) J pJ J ll J pjll

T 2., _ .2
donc o ]IVj Djll Aj = ¢ (Dj)

2 ,2 - 42
donc aj uj ¢ (pj) Aj = ¢ (pj)

donc
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Or Trace (VgAAT V) S M ¥

==

donc = < O, ¥j

J
d'autre part : uj —x> 0=>38§ >0, IN' c N : uj >38 ¥jeN'.

M
L 0
62

Donc A. <
J

Remarque : Si on impose dans la condition i) que uj 21 ¥j eN, les Vj sont

dits liées au gradient [5].

EXEMPLE D'APPLICATION

Soit la méthode M.E. définie par :

T i
X. ., = X. - A V.(V.AA
j+1 T % 33

T -1 . T
V. V. . *
j) s g (%)

Soit Ej le sous-espace engendré par les colonnes de Vj.

Proposition 2.3.1.

S }:j est tel que :
IN' ¢ N infini, IN" c N find :
Vien 3q.enm: AT a) T o, ek
. e ' Bl
ALons,
La méthode (*) est convergente de convengence non Logarithmique.
Preuve :
Posons V. = (y%,..., y?)

J

On sait d'aprés le lemme que l'itération (%) n'est pas modifiée par

changement de base dans Ej.

. T Y
Si (A" A) Py € Ej prenons pour base :
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2} 2 1 T 9
avec zj = (A" a) pj qu'on a complété.

0y = e, —
=217 T

Pour assurer la convergence non logarithmique il suffit de montrer que :
1 2
o]

Z> .
g.6>0: J ,Tl—ll—'- >4
e
m. L. L. m. 2
o. 2 |2 p. (T ayd ATy a3y aTaydop,
or et ThT| T e 3 : )
30 115l . ™ a3 o]
ol q. = 2m., + L. avec L. = 0 ou 1.
J ] J ]
m. L. T m.
Posons D J = A J(a" A) 3
On a,
r m.T m. 2
(p 3)" pJ Z
(x) = pj/”pjlls - mj
[l 3y o ojll
'm. m, 2
DI p, pdop,
e T
I [l oIl
\ J
mj 2 mj 2
. X D - p.
o el >l plll2
m. m.
He.112 [l 3T b3 p.]]
] ]
)\zm
>
A2m.
]
mj mj
ou A =min-l-|-]|)-T—ﬁE-|-L e‘c/\m =max-l-|—1|)-‘;-ﬁ{-|—l>
B %70 % j  x#0
Alz..m.
commemjeN"fini, 36 > 0 : 5 1>
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P. z%

2
done -”-‘T?-”-, ——-31—— 26 ¥j e N'.
J ”ZJ”

1 <
Remarque : Soit q € N, si on prend vy = (AT I pj qu'on compléte pour
Y5seees y}; d'une maniére arbitraire la méthode est de convergence linéaire. []

3 - METHODES DE PROJECTION ET A-DECOMPOSITION

On a vu dans le paragraphe précédent la notion de A-décomposition de
norme comme outil permettant de fournir des conditions de convergence de la
méthode (M.E.). La corresvondance établie dans le chapitre 1 nous permet

d'étendre cette notion aux méthodes (M.R.) et (M.R.R).

Soit la méthode (M.R.) définie par :

T T -1.7T .,T
Xi, . T X.=V.(V.A AV, V., A" p.
Jtl 3 13 3) J J
(M.R.)

P. = Ax. -b

]
N - .1 k n i1 .,_ P
ol Vj = (yj,..., yj), les vecteurs de R yj i=1,..., k sont linéairement
indépendants.

Definition 2.3.1.

La méthode (M.R.) est dite assocife a une A-décomposition d'une norme
¢ a £'ondre k, par happort a A 84 :

1 T

T T T -1 T 2
Vi dA, > 0 : piAV.(V. ATAV,) T V. AT DL AL = .
3 3 P35 AV, (V5 30 V5 APy Ay = 00(es)

Elle est dite associle a une A-décomposition de norme borne nespecti-

vement partiellement bornée 84 La suite {Aj} est bornZe respectivement posséde
une sous-suite bornte.
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Théoneme 2.3.1.

Une méthode (M.R.) est convergente de convengence Linaire 84 et seule-
ment s{ elle est associle a une A-décomposition de nonme parntiellement bornde.

Preuve :

Démonstration identique 3 celle du théoréme 2.1.3. en raisonnant sur

O

llpj+1l| au lieu de lISj+1||.

Proposition 2.3.1.

oo

. . 12
1051112 < 1o 11 [1 B VI RIPEAIPE]) ’

i=1

Preuve :

Méme démonstration que celle de la proposition 2.1.2. en considérant
105,411 0

Théondme 2.3.2.

1o, 11

Pour que £a (M.R.) s0it convergente et que Lim 71
3o 1104]

A sufgit que :
K 32
(s2) ] [p./np.|1,Ay%/HAy%||] ne tend pas vers 0.
4o, U370 j j

84 en plus, Les y% i=1,..., k sont tels que : (Ay§, Ay?) = Gip ||Ay§||2
La condition (xx) est alons nécessaire et suffisante pour que La convergence de
La (M.R.) ait Lieu et que :

21 1
S TTRSTT

J

Preuve :

On procéde de la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 2.1.4.

o

et celle de la proposition 2.2.2. en considérant 'lpj+ll|’
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Supposons la matrice A symétrique définie positive.

Soit la méthode (M.R.R.) définie par :

T -1.T
X. . =x.-V.(V.AV. V. p.
J+l1 XJ J( ] J) ] pj
(M.R.R.)

©
1

Ax.-b
J

1
T

FERRES y? linéairement indépendants.

1 k
V. = (Yja'“, y]) 3y

Définition 2.3.2.

La méthode (M.R.R.) est dite associe a une A-décomposition d'une norme
¢ a L'ondre k parn rapport & A 84 :

. T T -1 T 2

¥j eN A, >0 : p. V.(V.AV, V. P, A, = DR

je 3 3 P j( 3 J) 5 P52 ¢ (pj)

Elle est dite associBe & une A-decomposition de nonme bornée respective-
ment partiellement bornie 84 La suite {Aj} est bornge nespectivement posséde
une sous-suite bornée.

Théonéme 2.3.2.

Une méthode (M.R.R.) est convergente de convergence Linaire &4 et
seulement s4 elle est associle & une A-décomposition de nonme partiellement
bornée.

Preuve :

A étant symétrique définie positive elle s'écrit A = BT B.

On procéde de la méme fagon que pour le théoréme 2.3.1. en considérant

la norme du résidu réduit
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Proposition 2.3.2.

[ T (A) k . -

2 2 2 i i 2
[egysl17 5 mgl1? |1 - Z= 1 @yllegl s 3115310

u k -1

1 1 i i 2

T
ol - r, = ij -t b, Lamatrnice B est telle que A = B! B.

- FQ(A) est Le nappont de La plus petite et La plus grande valeur propre de A.
Preuve :

Le premier point se démontre de la méme fagon que la proposition 2.3.1.

en considérant llrj+1|"

Le deuxiéme point s'obtient a partir du premier en remarquant que

2

AEFA L Hrjﬂll2 et |Ins[1% = 55 lloyl1?

ol A' et A' sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
de A. O

‘Théondme 2.3.4.

Une condition sugfisante pour que La (M.R.R.} s0it convergente et que

e,

24 7 1 est que :
M T T q

J

k . .
(x) Y o./lle.ll, y%/lly%ll)2 ne tend pas vers 0.
i=1 i ] 1 ]

S4 en plus Les y r=1,..., k sont tels que (y ‘s Ayp) 8 P(yi, Ayi),
La condition (x)est une condition nécessaire et Auﬁﬁ&éante pour que £a (M R.R.)
804t convergente et de convergence Lintaire.

Preuve :

Démonstration identique 3 celle du théoréme 2.3.2, en considérant

Ilrj+1ll- 0
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4 - AFFAIBLISSEMENT DES'HYPOTHESES'DE'CONVERGENCE

Les théorémes précédents fournissent une condition suffisante de con-
vergence non logarithmique (linéaire), condition basée sur les majorations

des propositions 2.3.1, 2.3.2, et 2.1.2.

On va voir que ces majorations peuvent &tre raffinées, ce qui nous con-

duira 3 une condition suffisante de convergence logarithmique.

Utilisons le lemme suivant qu'on peut voir dans [6].

Lemme 2.4.1.

Soit {uj} une suite nélle telle que :

auec,uj>0@t6j20 ¥j e N
Alons :
jil
H. <y, Exp |- 8
30 p=0 P

ol Exp désigne £a fonction exponentielle.

Dans les propositions 2.1.2, 2.3.1. et 2.3.2. uj correspond respective-

ment 3 :

1% eyl et {1xg]1%.

En utilisant le lemme on'a :

Proposition 2.4.1.

Pour Les méthodes (M.E.), (M.R.) et (M.R.R.) on a nespectivement :

” 2 < 2 - ] 6
O lsgyl12 < sl zxp{ 1 p]
Ya(A)

P k- 121 [OP/IIpp|l’ y;/lly;II]Q

ol 8
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.. 2 2 ]
W@ ey 112 < Hlegl I B [ ) ap]
p=0
or o =2 3 ol lls agisllagt]])?
p k& e Tl W
.. 2 2 ]
@ eyl < il 70 - 1)
B T T Sd ST TR VT TTR
P k . P p!ls Yp/ 1Yy

i=1

Theoneme 2.4.1.

Une condition suffisante pour que Les méthodes (M.E.), (M.R.) et (M.R.R.)
sodent converngentes est qu'on ait nespectivement :

4) Lim g § = 4
j—)oo p=0 p

4/(.) 2im % O = 4
e p=0

ALA) Lim § Bé +o aqvec Asymétrnique déginie positive.

oo p=0
Preuve :

Evidente & partir de la proposition 2.4.1. ]
Remarque : Dans le théoréme précédent 6P, ap et Bp peuvent tendre vers 0, la
convergence (pouvant &tre logarithmique) est assurée tant que chacun soit le
terme général d'une série divergente.

On donne Ci-dessous une deuxiéme extension des résultats de convergence.

Lemme 2.4.2.

Soit {Aj} une suite néelle, Aj >0 ¥j eN

On a :
A —> 0 84 et seulement &4 ~—— - )\i est Le terme géntral d'une suite
T e #1%

divergente.



41

Preuve :

11 g 1 '1}
j+1 Xg- p=0 >‘p+1 X;

donc A, .. = A, [1+ A g XAL-- 1
o0 { % p=0 [ p+l X;I} .

Avec les notations de la proposition 2.4.1. on a :

Théondme 2.4.2.

Une condition suffisante de convergence des méthodes (M.E.), (M.R.) et
(M.R.R.) est qu'on ait nespectivement :

i s
L) £im E __R_E = 4o
3 p=0 |[p ||
i a
,(,(,, 2im g —2—2- = 40
= p=0 |le ]|
i B
L) 2m § ———-P—2 = +o avec A symitrnique définie positive.
7= p=0 |le ]

Preuve :

2
[

I1 suffit de prendre Aj = |!Sj||2 (resp. llpjllQ, [[rj )s la démons-

tration dans chacun des trois cas est la méme.
Voyons (M.E.) 3

Avec Aj = IISjH2 une condition nécessaire et suffisante de convergence

est que :
2 2
1511 - 115,11

2 2
llsjll * Ilsj+1ll

soit le terme général d'une série divergente.
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T 1,T

2 2 T T -
. ||sj|| -llsj+1|| Py Vs (VAR VT VL Pl
s 2 7" 2 2_ T T, T -1 T
. . S. . -p. V.(V, . . P
151 1Isy 12 11,112 s, 17 -8 v, adt v v o3
T T, ., T -1 T
. V.(VLA V. V. P,
. 5 3V AA H:L) i P
s
T
119 o]
b (x)
Is.]]* p(viaal v.)
;1T etvyant v
_yl yk
Prenons V., sous la forme Vj = i sevesy —~—%4— ce qui ne change en
; T T
rien 4 1'itération (pareillement pour (M.R.) et (M.R.R.)).
On a X . A
Loy, ys/llyslD
(x) 2 2 J TR
IGEX
ol A2 est la plus grande valeur propre de A AT.
Soit A% 1a plus petite valeur propre de A AT,
m
s, 11"
On a — 5'1:.
s I17 &
k froiry2
DRV
Donc (x) 2 izl
2
k= eI
a3
At s
= > —2)
k A ”0.1”2
S, 7 1
Donc si -—-Jl—-ﬁ est le terme général d'une série divergente 5~ 5
o511 118541117 118511

l'est aussi et donc ||Sj!| > 0. O

j-)oo
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Remargues :

10

Le théoréme 2.4.1 est un cas particulier du théoréme 2.4.2.

En effet, si Gp, up ou Bp est le terme général d'une série divergente,

la méthode est convergente.

Donc il existe un rang N : llpjll <1 ¥j=z2N

8 S.
Donc-———l——§ 2 Gj (pareillement pour ap et Bp), done ———l——§ est le
[1e.]] [e. 11
3] J
terme général d'une série divergente. 0

20

Dans le théoréme 2.4.2. on n'a pas besoin a ce que Gp (ap ou Bp) soit

le terme général d'une série divergente, mais d'une condition encore plus fai-

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

ble. La convergence peut dont &tre logarithmique. 0
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MISE EN OEUVRE
ET APPLICATIONS

0 - INTRODUCTION

On commencera par donner deux fagons de mettre en oeuvre les méthodes

de projection en utilisant l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI [1], [2].

Comme application de la correspondance on considérera des méthodes de
projections connues dont on déterminera les homologues, ce qui dans plusieurs
cas nous fera retomber sur des méthodes connues. On proposera en méme temps
des majorations de 1l'erreur, ce qui nous conduit entre autres 3 proposer quel-

ques variantes de la méthode de SOUTHWELL.

Quelques essais numériques seront exposés & la fin.

1-MISE EN OEUVRE

Les méthodes relevant des classes (M.R.R.)(M.R.)et (M.E.) ont 1l'avantage de
ramener la résolution d'un systéme linéaire de grande taille 3 la résolution
d'une suite de systémes dont la taille est choisie par l'utilisateur (k). Pour
de tels systémes une résolution par des méthodes directes est certainement in-

téressante.

Dans cet esprit on propose ci-dessous deuxutilisations possibles de
1l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI [1], [2].

Rappelons un algorithme d'interpolation se déduisant du R.P.A. qu'on

désignera par R.I.A. (Algorithme récursif d'interpolation) [2].

* . n s g
pelN ;x;,2z 1i=1,...,p des vecteurs de R donnés et vérifiant :

(zl, xl)....... ..... .(zl, Xi)

n

) T ceseses| # O i=1,...,p

(zi’ xl).............(zi, xi)
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Le polynome Pp = ay %, te.t aP xP vérifiant (Pp, zi) =W, i=1,...,p

ol w, i=1,..., pdes scalaires donnés, se calcule par :

’po =0 (R.I.A)
gO,i = xy i21
w -(z_, P .)
-1

4Pp = Pp-l + l(jz —gP _Pp) gp-l p ) 1

P’ P_ls s

(z_, )

- _ P’ "p-1,i i

‘gp,l &p-1,i " Tz, p_l,QT'gp-l,p P

Cas 1 :

a - Mise en oeuvre de (M.R.R.)

- —— - — - ——

La méthode est définie par :

T -1 .7
X, = x., - V.(V,AV, V. p.
41 = ¥y 7 V3V AV TV Ry
< _ .1 k i, _ . s _ s s sz
ou Vj = (yj,..., yj) H yj, i=1,..., k sont linéairement indépendants.
T -1 _T
Posons t. = V.(V,AV. V. P,
ns ty = V(U3 AV) T Vs R

(1) _x

(3) .1
al yj +ouot ak yj

ce qui s'éerit tj =
tj ainsi écrit est caractérisé par :
T
' .~At.) =0
3 (pJ J)
ie. Wyl ty =i 0y 1=1,..., K
] ] 3

J

Pour j fixé, prenons :

N

"

>
<

€

1

~~

e e

-»

©
[h

S’
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L'algorithme R.I.A. s'écrit alors :

(p() .
PO =0
801 TVi ATl k
D _apd
1,60 . o), 5325 AR (5 S 1,k
P - (3) Ep-1 D= Saeees
(y5, A g y (PO
3 pz%sp
b J
PN I LN L) i
Ps1 p-1,i (yP Ag(]) ) p-1,p
! 3’ p-1,p

Co(3) _
Ona.Pk -tj

_ (3)
Donc xj_'_1 = xj Pk .

b - Mise en oeuver de (M.R.)

- — —— - —— ———— - — - - — — —

La méthode est définie par :

1v§ AT p.

X. . = % - V.(VE ATAvV.)”
3 Iy 3 3

J+1

On effectue les mémes démarches que celles dans a, ce qui nous conduit

>~
d prendre :

- L1
xl-yj
_ AT i
z; = A ij
w, = (Ay%, P.)
1 J J

d'ou,



On a alors : Xx. = xj

j+1
c - Mise en oeuvre de (M.E.)

T

L7

-1

T

Onaxj+1=xj-A V(VAA V) jpj
Posons S. = x. - x*, Ax* = b.
J ]
Calculons ‘cj AT 2 (v v V) -1 § 2
- (3 ,T (i) ,T .k
i.e, tj =a, A +...4 ay A yj
T
et V. A (S. - t.) =0
J J ]
ou encore
T i i
A .y t.) = . .
( vy J) (yj, Dj)
On doit donc prendre :
_NT i
X; = A yj
z, = X,
i i
Rt
Le R.I.A. s'écrit :
(
(3) _
PO =0
(3) _ \T i .
go ;= A yj i=1,..., k
D
. - (A P
1p0G) - (), (y s Ps) ;_;J’ o-1)
P o1 AT )
( yj,gp_l,p)
T i _(3)
A N . .
gld) - 3) (A ¥5» Bpo3,1) g(3)
o p-1,i (AT y% g(:]) ) p-1,p
{ i’ ®p-1,p
- 3)
On a xj+l XJ Pk .
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Remarque : Par le fait que les y; i=1,..., k sont linéairement indépendants
le déterminant (*) n'est jamais nul.
Pij) est donc toujours calculable.

Cas 2 :

Soit & résoudre le systéme linéaire Cx = d ol C une matrice carrée d'ordre

2 N . * .
m, réguliere. Soit t la solution.

*
Onat = al el +...F am em

. . m ey = .
ou e, 1= l,..., m la base canonique de R (on aurait pl prendre n'importe

qu'elle base).

Prenons :
Xi b ei
T
z, = C e
i i
w, =d i=1 ., M
i i 4 b}

PO =0
gO,i T8y
T
d - (C L) P )
-1
s s c1yeiim
(*) P p_l (CT g ) gP‘l,P p ] t ]
p’ “p-1,p
T
e - g i (CP, gp_l’i) . .
Ps1 P—l,i (CT g ) p-1,p
| p’ °p-1,p
- ) (p) Ty _ .
On a PP =a;" et aP ep avec, (Pp, Ci) = di’ i=1,...,p

~

ol Cz, la transposée de la 1°me ligne de la matrice C.

Donc, P_ = t*.
m
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T E

Remarques : Posons C_ = (Cl,..., Cg) s cP = (Cl,..., cP)

E
b

od ¢t i=1,..., m sont les m colonnes de C.

P
E Cyee ceveenCh a;
CE = .l > 0 ¢ 5 900 s 0 ® ® 6 v e ;dE : .
Poodet. ..., ve...CP P .
P d
P

~
. €me
ol d; est la i composente du vecteur d.

E
1 - La condition (%) se traduit ici par det(CEp) £0,p=1,..., m. On aura donc

P
besoin du controle des mineurs (ou pivots) en changeant l'ordre de la base

e i=1,..., m. Situation qu'on retrouve dans la méthode d'élimination de

Gauss.

2 - Le polyndme Pp est donné par :

,
E A
py-1
(CB ) dE
P P
0
P = .
P L
\ 0 J

En effet,

- (p) -
On a Pp = Etp ag”’ ol Eﬁp = (el,..., ep)

donc (PP, ei) =0 ¥i >p

y
P
A . p
Soit Pp le vecteur a p composentes tel que : PP = 1o
L0
E
n
-p P (P
OnaP_ = EE ap :
P P ’
. . ¢T - s vZ2oss AT -
or par construction de PP on a : EE o PP = dE ce qui s'écrit CB PP = dB s

p b p
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E o

Pp =
donc CE Pp dE
P P
,
E
L py-1
d'od (CE ) QE
P P
0
P = .
P
{ 0 J 0

3 - On peut voir également que :

- - T - z
Pp = Pp—l EE (CE EE ) ~ Cc. (P X ) Pp=1l,ee.sm
P P P P

I1 suffit pour cela de voir que Cg (Pp-x*) = 0 ; chose évidente puisque :

D
T - T % _ T *
CE Pp = dE et CE x = EE C x
D P P p
:dE. dJ0
P

L'itération (*) s'écrit également :

E
-1 T
P =P . -E(CPYTE. p

-1 E E Pp-1
- pEj 5 P
pp—lchp’l-d p=1,...,m

Qui est une méthode de la classe (M.R.R.).

I1 est claire qu'une telle itération est incalculable en pratique,

uisque la m°™€ itération exige le calcul de C-l.
puisqg g

Ceci montre le rdle important que joue la suite auxiliaire gp 5
2

Utilisation de l'algorithme (%) pour la mise en oceuvre de (M.R.R.) ; (M.R.)
et (M.E.).

On a les quantités respectives & calculer ;

-1.,T.,T

T -1.T T.,T T, T T
(V. AV, V. p., (V. A"AV, V. A" P, (V.AA
3 J) 3 p:l’ ¢ ;| :1) i 3 3

-1
V. V. P. ;
3) i3
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ce qui revient & la résolution d'un systéme de taille k de la forme :

o3 (3) . 4(3)
Soit (ei,..., eﬁ) la base canonique deimk.

L'algorithme (*) s'écrit :

(L) .
Py’ = 0
3 _ _, .
Bo,i T % i=z1 .
() _ ) o)
RCHINC DI S S LR € A
{ T Tp-1 o\ T . p-1,p p=2 >
P P (C(]) (3) ) >
P T, p-1.p
(3) (3)
. . (c , E . .
Gy, )y __7» “p-1,i°  _(3)
gpsi gP'lai (j)T (3) gP‘laP t>p
\ (CP ? gp-l,p)

Pour C<3) t(j) = d(J) correspondant 3 (M.R.R.), (M.R.) et (M.E.) res-

pectivement on a :

. _ _ve p(3)
(M.R.R.) : Xj+l = xj Vj Pk
)
(M.R.) : xj+l = xj Vj Pk
RV e 3
(M.E.) : xj+1 = xj A Vj Pk . 0

2 - APPLICATION DE LA CORRESPONDANCE

La matrice A est supposée symétrique définie positive.

La méthode est définie par :



52

' ERIE
Kiyy T g - s B r
] J IlBrII J
(6.)
1
r, = BT X, - B-1 b
{ ] ]

ol B est telle que A = B B,

C'est une méthode de (C) pour résoudre le systéme BT x =B 1b et

s'écrit

T_T -1.T
X. , = %. -~ BV.(V. BBV, V. r.
j+1 - % 3( ] 3) 5 5

r, = Bl x, - B b, v. = {r.}
] ]
i) Homologue de (G,) dans (a).

On considére le systéme BT x =871 p jouant le rdle de Ax = b. On appli-

que ensuite 1° iv) avec B supposée symétrique définie positive.

On obtient

2
He, ]l
xj+l T irj, B rj) T3 -
2
r. =Bl x. - B 1 b

Remarquons que ni (Gl) ni (G2) ne peuvent €tre utilisées en pratique puisque

B est 3 priori inconnue, sauf si le systéme est donné sous la forme B Bl x = B b.
ii) Homologue de (Gl) dans (B) :

On utilise 1° i) pour le systéme Bl x =B"1 b

Ce qui donne :

X. =xj-V(VBB v)1

3+1

Py =B BT x5 - B Blb ;v.=Br. =0,
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2
1-e ) [e.]]*
%541 % X5 T P %
] ] (G,)
pj = Ax. - b

Qui est la méthode de la plus profonde descente.

Théonéme 3.2.1.1.

1- S4 A est symétnique définie positive Les méthodes (G,) et (G;) sont
convengentes.

Z- Si en plus B est symitrique définie positive, (Gz) est convengente.
Preuve :
r. Ve r, r,
o T ﬁ] : [ﬂ—lrr Trlrr] SV ) ),
T, . . .
[ ] Y3 "3 73 I ]
Le théoréme 2.1.4. conclut la convergence de (Gl).

(Gl) étant convergente donc (G3) aussi d'aprés le théoréme 1.2.1. i).

2- Si B est symétrique définie positive, comme (Gl) est alors convergente,
(G2) 1l'est également, d'aprés le théoréme 1.2.1. ii). 0
1 bis :

Lorsque A est seulement réguliére on peut considérer le systéme des

moindres carrés AT Axc= AT b.
Ce qui donne :

i) Méthodes du gradient "aux-moindres carrés"

La méthode s'écrit :

2
p: ||
:x.-_._.!_l__ll_ ATp

X. o

.= Ax.-Db
P 5
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Méthode dite associée 3 une décomposition de la norme euclidienne [6].

ii) Homologue de (Gi) dans (A).
On obtient la méthode de la plus profonde descente.

iii) Homologue de (Gi) dans (B) :

On obtient :
T 2
el
X. = X. - P.
j+1 | T 2 3
(14 a7 o] (6
pj = A xj - b

Conollaine 3.2.1.1.

Les méthodes (G;) et (Gé) sont convenrgentes,
De plus :
2 2
- Pour (G}) on a : ||SJ.+1|| < HSjH [1- Yg(A)]

- Pour (Gy) ona : |lp 2 < llij12 [1- Yg(A)]

el
oil Y,(A) est Le conditionnement de A mesuné pan La nonme euclidienne.
Preuve :

La convergence est assurée par le théoréme 1.,2.1.

- Pour G! on a :

1
esht?
1850217 = 115311 - o=
o | etz e l?
S TP T TP

. 2 2
d'od Ilsj+1||2 < |81 01 - v3an
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= Pour G,
18" o511
2 _ ) 2 _ 3
10343117 = 11e;1] o
TS A A L
I T T

IA

llpjll2 [1- Yg(A)].

La méthode est définie par :

= x. - A
017 %5 7 (Pyo o)
i (G6.S8.1.)

pj = A X3 - b ; j+1 = i mod(n)

ol 1'on suppose Ai 0 1i=1,..., m

Itération qu'on peut écrire :

T -1.T
X = x, - V.(VLAV. V. P.
] ]( J J) J p]

P. = Ax. -b ; j+l1 = i mod(n)

J 3
qui est une méthode de la classe (A).
i) Homologue de (G.S.1.) dans (B) :
En utilisant 2° i) on obtient :
Al
X. =X, = |P.y ——5| €,
j+1 j j? 'IAlll2 i

Dj - A Xy - b ; j+1 = i mod(n)

(6.8.2.)

On obtient ainsi la méthode de la GARZA [10, 5]
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ii) Homologue de (G.S.1.) dans (C) :

Par 2° ii) on obtient :

AT

) —t
i T2
1421

Xipp T %5 ° (Dj, e

(6.5.3.)
pj = A xj - b ; j+1 = i mod(n)

ol A’ et Ai sont respectivement la 1™ colonne et la i ligne de A.
La méthode (G.S.3.) obtenue est la méthode de S. KACZMARZ [u4, 5].

Theoneme 3.2.2.1.

Les méthodes (G.S.2.) et (G.S.3.) sont toujours convergentes.
De plus :

- Poun (G.S.2.) on a :

. i 2
oo 1% = 1. 112 1-[ i A } L 541 = 1 mod(n)
™ : o5t et

- Pour (G.S.3) on a :
5 2 P, e 2
185,117 = Hlsg1™ {2 - ﬂ-sjj-ﬁ,m
i

Preuve :

(G.S.1.) étant convergente pour A symétrique définie positive ; le
théoréme 1.2.1. assure la convergence de (G.S.2.) et (6.S.3.) pour A régulidre.
0
On voit & travers les expressions de ||Dj+1|! et ||Sj+ll| pour (G.S.2.)
et (G.S.3.) que les meilleurs indices i font que les méthodes deviennent res-

pectivement :



57

y (G.S.4,)

i3 p
N e
‘ Ha® 1] p=1,...,m 114711
et
(x = x. - (P ) Agj
J+l J 3* Tij IIAT.lIQ
13 (6.S.5.)
4 :
P. = A X, - H [Q., —_—1] = max P.,
J J 37 ||aT ] =1,.. J AT}
| I et n |37 TITIY
De la méme maniére en supposant A symétrique définie positive et en
minimisant |rg, 1| = ||Bxg,) -2 bl o2 & = 87 B, (6.5.1.) dévient :
= - N
41 T %5 7 (Pye egy) 53
iJ
(G.5.6.)
s 2
P. =Ax.-Db p. d = max p
prosee el P A

On remarque que si les éléments diagonaux de A sont identiques, (G.S.6.)

coincide avec la méthode de SOUTHWELL.

Théoneme 3.2.2.2.

* Les méthodes (G.S.4.) et (G.S.5.) sont toujours convergentes.

* S& La matrice A est symétrique définie positive (G.S.6.) est con-
vergente.

Preuve :

I1 suffit de montrer la convergence de (G.S.4.), le théoréme 1.2.1.
conclu pour (G.S.5) et (G.S.6.).
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P. e,.
Montrons que TTfijju ]];%ATT ne tend pas vers O.
1]

1

Raisonnons par l'absurde :

P.
On a TTB:TI' ¢ S(0, 1) sphére unité de R".

3
Donc,
p.
AN' ¢ N infini : TTBJTT > p e S(0, 1)
j N
pj eij P. e
or Se———_._=—_.__—> _.L Se :l... n
(TSI e P5TT” J1aT]) S
ij P
e
donc, ||P, ———%?—} <€ P =1,..., n ce qui est impossible puisque P # O.
12211 :

Voyons une classe de méthode englobant celle de Gauss-Seidel qu'on peut

voir dans [6] et [5],
Soit Vysee+, V, Uune base de R", tel que (vi, Avi) £0 i=1,...,n

Soit la méthode définie par :

(V', P.)
x = X, - l_J v
(G6.G.S.1.)
pj = ij - b, j+1 = i mod(n)
Homologue de (G.G.S.1.) dans B
On obtient :
_ i (Avi, Dj)
j+1 3 2 i
lav, 1] (6.6.5.2.)
P. = Ax. - b3 j+1 = i mod(n)

Homologue de G.G.S.1l. dans (C).
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On obtient :

X = X. - (vi’ p.? AT v

i+l 3 HATV”2 i
i (6.G6.5.3.)

pj = ij - b ;3541 = i mod(n)

L'étude de convergence de ces méthodes sera fait dans le chapitre 5.

Yy = Po
(uj, P.)
41758 T, Auo) Y
ﬁ I (6.C.1.)
(p., Au. )
u., = P, ~ J, J-1 u
| J 3 (u_q, AuJ 1) 31
Homologue de (G.C.1.) dans (B).
Par 2° i) on obtient :
r _ LT
Uy = A DO
P., Au.
X = X. - f—l:———ll
j+1 3 2 3j
{7 [ au 1] (6.C.2.)
T (al p., ATAu. )
- J J-1
uj = A Dj - 5 uj-l
| Tas, 1|

Méthode qui accentue le mauvaiS conditionnement de A. une variante

de celle-ci peut &tre consulter dans [71].

*
On a évidemment X, =X .

Homologue de (G.C.1.) dans (C).
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Par 2° ii) on obtient :

Yo = Po
o (P, ul)
- 3 J T
X, = X, - —=———— A" u,
373 AT uj||2 3 (G.C.3.)
T T
A .o A .
u. = p. - ( ij’ 21_1) u. 1
R AT

On retombe ainsi sur la méthode qu'on peut voir dans [8] et [9].

Voyons quelques propriétés de cette méthode :

Théondme 3.2.3.1.

Pour tout p < jon a :

4) (pj, pp) =0

AL (AT Py AT up_l) =0
L) (AT u, AT u) =0
iv) (AT uss AT pp) =0
v) oy 0= u £0

vi ) (Dj, up) =0

(G.C.3.) converge en au plus n Ltérations.

Preuve :

On peut procéder par récurrence, d'une maniére analogue d ce qui est
fait dans [3] et [7]. A

Proposition 3.2.3.1.

sj+1 est La profection de Sj sun £'onthogonal du sous-espace engendri

T

par {AT Uyseses A uj} s ol Sj = xj-x*.
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Une telle projection se caractérise par montrer que :

S

i+l

ol Uj = (uo,..., uj)

sj - AT U (U !&A U )

1 uTas,
55°5

or d'aprés le théoréme 3.2.3.1. la matrice U?AAT Uj est diagonale et on a :

,

1

T 2
12T ul]

|14

T -1 T _ T T
A U(U AA U) jASj-(A uo,. uj)
§ ) 2
= u., P.
iz 373 T w12
Or (pj, up) =0 ¥p <] (Théoréme 3.2.3.1., vi))
(u., D )
donc, (*) ‘-—-—-J— u, = S. - S, ..
||aT H2 11
Proposition 3.2.3.2.
. _ 2
4) (ug, P3) = llpjll
»(./(',) (uja pj) = ('L'l [ pj 1)
2
T T 1 ”pjll
L) (AT pL, AT u, L) =
-1 T 2 2
ST P e

1

T
u

3

2
||

(*)

1

,

w
(uo, Dj)

J

(u., p.)
. J J
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Preuve :

.(AT Dj,.AT.u
T 2

187 w11

2
) =0 ; donc (uj, Dj) = Ilpjll .

3=

. - 2 -
i) (Pj, uj) = HDJH (uj—l’ Dj)

or (Dj, uj-l
ii) on a
(p. T

< 4)
- 31> Y5-1
P. = p. - A A" u.
3 j-1 ”AT uj-1”2 i-1

(p, u. .)
-1° Y-1) 7 T
done (P., u.) = (P, ., u:) - 3 (A" u, ,, A" u.)
] 3 j-1 J HAT u-_l”2 3-1 3

]

T

Comme (AT u. A uj) =0 on a

j-1°

(Dj, uj) = (pj-l’ uj).

(AT Dj, AT uj—l)
iii) u. = p, - u.
T T

T T
(A" P55 A7 uy )

donc (uj, pj—l) = (pj’ pj-l) - T 5 (uj-l’ pj—l)
8% ug_, [
or (Dj, pj-l) =0
T T
tone (A" gy AT u, ) - (ug, Ps ;)
147 _, 117 ©-10P5-0)
e, 112
= - ____.3__2 ]
e, 4!l

Compte-tenu des propriétés précédentes la méthode (G.C.3.) devient :
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Ug = Do
2
] o 11 4 o
‘ j
[1e,112
uJ = P. + -———;L——7§ u._1
0 ey 117 7

Remarque :

La méthode habituelle du gradient conjugué (G.C.1.) s'écrit :

0
2
] e, 11
+xj+1 - xj T ., AuL) uj
10 (G.C.1.)
2
o112
Uy TPy YT Yk
I
{ -1

On voit que du point de vue nombre d'opérations les deux méthodes (G.C.1.)
et (G.C.3.) sont & égalité. L'avantage de (G.C.3.) est qu'elle converge dés que
A est réguliére. Son inconvénient est qu'elle accentue le mauvajs conditionnement
de A, bien que cette accentuation n'est pas aussi importante que celle correspon-
dant au probléme des moindres carrés tel ila méthode C.R. de [7]. Une illustration
de ce qu'on vient de dire sera faite par des essais numériques 3 la fin de ce

chapitre.

Proposition 3.2.3.3.

Pour La méthode (G.C.3.) ona :
£) (uj, pj) = (uj, DO) Rl

AL) Sj+1 est La projection de 8, sur £'onthogonal du sous-espace engendn?

T T .
par {A Ugseees A uj}
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Preuve :

i)

H.R.

d'ol (uj+1, o) = [

ii)

; A
or AT Uj(L%:AAT Uj)'1 tgAs I T S S

D'aprés la proposition 32.32., ii) on a :

Suposons : (uj, Dj) = (uj, DO).
Montrons que c'est encore vrai pour j+l.
On a :

j41° Po)

(u (p

j+1° pO

ey 112

1
-
Lo
~
“
[¢]

o]
> ]
~~
©

u. . . p
||DJHQ 3 i j+1* "0

]|2 = (u,

j+1 j41° P341

On doit montrer que :

=s -AT ucdaaT uyt Fas
5 3 5 " %0

5541 = So

0

D'autre part,

(u., P.)

__ 373 T
S F S T T oA Yy
. l‘A uj‘l

i (uj—l"pj~l) T
|1aT w,  ||?
j-1

u -
j-1 -1
J J ”A

T

(u., P.)

J

(ul, DO) = (ul, Dl)

u,.
1

] T

A" u.
2
wll?
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de proche en proche on obtient :

(u,, p.)
S.., =S, - 11 T,
j+l 0 120 I'AT ui'|2 i
o _ 4T T 41
i.e. Sj+1 = SO A Uj([%‘AA Uj) l%:ASO.

Proposition 3.2.3.4.

La suite {llsjl[} génénde par (G.C.3.) est strictement décroissante.

La diminution est donnée par :

2
1830117 = 11,112 Lell
j B gt . T 2 2
s ] llAij||2 iz .y a7 e 17 lesll
RL LS SR SISl L
AlesI17 120 He; 117 e,
Preuve :
m
: , eyl
ona |ls. 11" =[s]]" - —2—
j+l | IIAT uleQ
ce qui montre la stricte décroissance.
2
. o el
D'autre part : ||A ujll ]IA p 1€+ 2 TT_—l_TT_ (A pj, A
e 11
T 2
+ J T IIA u._ ]I
Ie._ 1 =
j-1

En utilisant 1la proposition.3 2.3.2. iii) on obtient :
T 2
I u” 'IT—L—!I” _1||
p

I
T 2 -3+l
p H = J7ir

Posons : B. = ||A" p. et a. .
3 3 S | A

Avec ces notations on a :

T u
j-1
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T 2 _ - - -
J1a uj|| = By -0 (Bl g =0y (Bs paeee) = 9y(By - ag B)..L))
j'il 5-1 j-1
= B, ¢+ (-1) a | 8.
I =0 p=i Py 3
. Y M
=1 g lle 1Y el
or ap = ! [T L
p=i p=i |le,l| e, 11
y
j-1 . o] T )
pone a7 w 1% = [1aT 0,112+ T 03t I 11T o, )12 O
] J i=0 [1e.]]
i
3 - ESSAIS NUMERIQUES
1. On procédera dans ce qui suit 3 une comparaison des méthodes :

i) (G.c.1.)
ii) (c.c.3.)
iii) (C.R.)

On peut consulter [7] pour cette derniére méthode.

Dans un premier temps on mettra en évidence l'instabilité numérique de
(6.C. 3) par rapport & (G.C.1.) et en méme temps 1'instabilité de (C.R.) par
rapport a (G.C.3).

On montrera dans un deuxiéme temps la compétitivité de (G.C. 3) par

rapport & (G.C.1.) et (C.R.) lorsque la matrice A n'est pas symétrique.

Les matrices utilisées sont de taille 25 qu'on peut consulter dans [1],

et sont :

Matrice de PEI (avec 4 = 2)
Matrice de GIVENS

Matrice d'ORTHGA

Matrice de NEWMAN,

Pour briser la symétrie de ces matrices on prendra A(3, 2) = 10, on dira

alors qu'on a une matrice perturbée.
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2. Deux essais sur la méthode de SOUTHWELL et sa variante (G.S.6.) seront

donnés. ORj désignera ||pj|l.

- S O b S

Matrice de GIVENS

©-C.4 G.C.3 ! C.R.
\\PA“ .50824725473617120*02 | .‘_)(‘.):._;nl;"w"x. TiaT, 4 N .50772?4';167'506‘);
Mol T163660901599641D+01 | 0 n 21n,7.0/7 /%0, tul ’ 70955RBT4U649R38R]
Wholl Lof1a417706.7 0055 a8 1 o0 2 7 7 05 a0m =0t .843919733759233
N IS TN FE PLIATASE LA I -8300232289312620
i .
Matrice de PEI
G : .
y l G .3 C'-EL
Lalt c17320hnt 1207000 40D S 10UNLA G a0 >
win R TR LR PALIVALE RAPRE - I ‘ -ffSnﬂnuéglugl Lot «1733437428306393D+02

SO =R JRU2523696216091 D400

-."Dul-'(,t;'gc'/'f\,l;‘l.’7- -

\\(’«l\ e Nl aBRST /1,5,4853,.-17 P2
X i =i? .18988650863q09380-01

l W, 1] -635403qséxo?77a3u.na

Matrice de PEI perturbée

6
. : L2
G, A | G, | (i
hEi ,4386236304829130D402 .59003020055325510402 | .a17°354922823:823
hRe iy C20434R8727862606D+03 .20093389131070570+402 .43303097192

e ‘ Wi 2 1217953601221621D=11 .
““*“\ -17720942122011840+08 ’Qﬁzn:a77aaeove7zoanaeo-1? “&w.u11133009630o6a80f

' “n“”,86013?7006339?340-13ih&ﬂ-“3113309963006“70f
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Matrice d'ORTHGA 1°¥ espéce perturbée

G.C.H GCn L L}'Q;77aasP309ao*oz
lifas| ,5500292706698941D+402 .7632219082500594D+07 'g;a;3350233037u1040?
it .3736138706655664D402 .10468039651899000fOKJ . the
gl ,2R179487880320550405,  ,77804015745321870=09
wfio1 ,2920965978524358D405 LU45952R200589162R8D=10
ki34 ,3023100652245400D405 .1916490305952540D=11
Wiizj) «31243R75684629930+05 -30292125473700190=12

lf.cj . 136R859A550299640-07
Wfo -1750736651360374D=07
[ ) wily ) -
| i “Vﬂﬂ;-"“a3360660124690 0e
Matrice de NEWAN perturbée
G.C. 1 - R ) .
: 956D +02 .96672978846925R96D+02 +53165R9099435732D+02
(it «5325693392454 ! 10167004076220510407
h&}{ ’ 9636015131870425D+01 .51519247461463450+402 0 :

hizay
©oWezy

cco-
3D

cC
X

£

C
o
Y

C
D
nnHunNn

[
o)
o

cc
o 2
1

o™

.10430251031566850+08
L19285612379934690+408

32 3 N4949D=01
Wfy, | +50370613420 ‘

nhs".1323A021425365130fm
h&ml.l323aa210Pa707530+0

Méthode de SOTHWELL : Méthode (G.S.6.)
Matrice de GIVENS N = 10 Matrice de GIVENS N =10
10RB.9310l4906560RT OR. = 10R.93104903A60R7
28,790910725095] UR, = 13,.7024142%4%307
16.56005121909317 OR; = S,946606%0R 1925
‘17.030Y843474418 1 OR; = 12, 0R205890204,9¢
Q R2P2279F 1167207 OR, = U, ,RB26191075559
12.0%30102025T243 OR; = R_7837111544RuhH2
. 1610747371245 0 OR; = 3,.B734037164760Y
L2TUS0610587hA760 URy= 1350807396571

e 30610529637 2633 OR,.= ,161£0193819P0R1
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OR,
OR,
OR,
OR,
ORs
OR.

ORy=
0 Rl|.=
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Matrice d'ORTEGA, 1°¥ espéce N = 10 Matrice d'ORTEGA, 1°T espice N = 10
14.1400809476139 . OR. = 14.1400809476139
13.77634419090R0 OR, = 13,70665500569R84
13,0230084P220182 OR, = 14.08506RTOYRQT2
12.1745928170800 ORs = 13.5RB44N404A03S
12.5590537244927 OR, = 12.438R214751209
11.1316802517283 OR: = 10,95874R1367423%
9.9099719271099% ORc = Q.R5100564%204P]
4.5G20752770742976=02 e ee
1.%66150120931955L=07 OR,,= #.3728732453279076-07

OR..= N,3044080447050373L=0G2

On reléve d travers ces essais numériques que dans le cas des matrices
symétriques considérées (G.C.) est meilleure que (G.C.3.) et cette derniére
méthode est meilleure que (C.R.). L'écart entre les valeurs numériques four-

nies par (G.C.) et celles fournies par (G.C.3.) n'est cependant pas trés grand.

Dans le cas ol l'on a détruit la symétrie des matrices, (G.C.) diverge
dans chaque cas par contre (G.C.3.) converge assez rapidement et nettement mieux

que (C.R.).
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METHODES DE PROJECTION
PAR PARTITIONNEMENT

0 - INTRODUCTION

On a vu dans le chapitre 1 l'ensemble des méthodes de projection de
HOUSEHOLDER et BAUER [11, [2] réparties dans les trois classes usuellement
rencontrées [1], [2]1, [3], [4], [51.

Une itération de ces méthodes exige le choix d'un sous-espace vectoriel

suivant lequel on définit la projection.

Pour créer des simplifications sur le plan des calculs on considére un
vecteur de R" qu'on partitionne, constituant ainsi une base du sous-espace

servant dans la projection. On peut voir [5], [6], [7]....

On proposera pour chacune des trois classes un critére suivant lequel

on choisit le vecteur & partitionner.

Différents choix répondant aux conditions du critére seront proposés,

dont certains constituent une amélioration de choix connue [5], [8].

En montrant qu'un vecteur choisi selon le critére assure la convergence
pour tout partitionnement de celui-ci, une tentative sera faite pour choisir

un "bon" partitionnement.

On fera dans un deuxiéme temps une hypothése d'orthogonalité des lignes
ou des colonnes de la matrice A, ce qui nous permettra l'obtention d'un vecteur
optimal. Ce vecteur sera repris dans le cas général en montrant qu'il vérifie

les conditions du critére.

Certains essais numériques portant sur certains choix seront exposés

3 la fin.
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Rappels et définitions

Soit a résoudre un systéme linéaire Ax = b ol A(nXn) réguliére.

Reprenohs les méthodes du chapitre 1 [1], [2], [3], [4], [5].

10 Méthodes de minimisation du résidu :
{ d ,
X, donné
T . T -1.7T.7T
X. = x.-V.(V. AAV, V. A" p.. (M.R.
{ Jt+l J J( N 3) ] ] )
P. = Ax. - b
L J
20 Méthodes de minimisation de 1'érreur :
’XO donné
T T T -1.T
X. = x., - A V.(V.AA" V., V. P. (M.E.
* j+1 J 33 3) 373 )
p. = Ax. - b
L ]
30 Méthodes de minimisation du résidu "réduit"
{ d ”,
x, donné
T -1 .7
X.,, = %X, = V.(VLAV.) ~ V. p. (M.R.R.
$%5+1 J 1 I j 3 )
P. = Ax, - b
- 3
Dédinitions :

1) Soit E., i=1,..., k un partitionnement de {1,..., n}. Soitye€R",

Les vectewns yo, i=1,..
vant Le mode (Bi, iz1,..., k) 44 ¢

., k sont dits obtenus pan pantitionnement de y sui-

(yi, ep) = (y, ep) GE oll e, Le péme vecteur de La base canonique de
i,p
ne/tGE =18{peckE, ets$ =04ip¢E,.
. i E. i
1,p 1i,p
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2) L'une des méthodes précédentes est dite de parntitionnement 84 Les
vecteurs colonnes de Vs sont obtenus pax pantitionnement d'un vecteur de R".

1 - METHODES DE MINIMISATION DU RESIDU (M.R.)

K .
Posons Vj = (y%,..., yj), y% e R"

On se place dans le cas ol la méthode (M.R.) est de partitionnement,

et on la désigne par (M.R.R.).

On supposera donc que les y;, i=1,..., k sont obtenus par partition-

nement d'un vecteur yj eIRn, suivant un mode (E%,..., E?).
Lemme
Si v5 est choisd tel que :

Signe(y., e ) = Signe(p., AP
gnelyss p) gne(P., )

X .
Alons, I (P., Ayr) = 0 <=>p, =0
421 3 j 3
éme &me

oil e est Lo p~* vecteur de fa base canonique de R°, et AP La p™"¢ colonne

de A.
ol Signe(Py, AP) = +1 84 (e APy > 0;0 &4 (pj, AP) = 0 et -1 84 (pj, APy < 0.
Preuve :
on a Ayt = (y. AP
v L Yss )

donc .o A % = . . AP

(DJ, yj) ) ; (y], ep)(pj, )

peEj

k . n
donc ) (Dj, Ay%) =y

(., e )p., AP)
i=1 p=1 3 P

or (yys )Py, AP) = 0 <= (o5 APy = o

X .
done )} (p., Ayr) = 0 <> p. = O. 0
401 37773 3



74

Remargue : Ce lemme est essentiel pour ce qui suit, puisqu'il fournit une

premiére approche d'un choix possible de yj.

En effet, on a vu au chapitre 2 théoréme 2.3.2. qu'une condition suf-
fisante de convergence est que :
Ay%
I {e. /llp 1, —3 | ne tendait pas vers O.
i=1 [lay3 ]

Ce qui signifie que D ne doit pas "s' ecraser contre le supplémentaire

orthogonal du sous-espace engendre par {Ay 5w ia e Ay } d moins que pj =0.0
Posons :
g Slgne(p , AP)
(y., e ) =¢€bal of > o,
Vs p) = €5 %50 04

Théoneme 4.1.1.

S oclj?, p=1,..., n sont choisis tels que :

q
Q]
M > 0, IN' ¢ N infind : _%7'5 M, ¥ € N', q = 1,..
a.]
j

.s N

ofl ps verifient : 31 > 0, 3T > 0, arg, p=1l,...sn, j €N
P p.
TSR S A l(p , A )] = max 18 |(p., AY)], 5 € N'.
3 Q=1 00esn 3
Alons, La M.R.R. est convergente pour tout partitionnement de Ve
De plus La swite {Ilpjll} n'est pas & convergence Logarithmique.
Preuve :

Compte-tenu du théoréme 2.3.2, il suffit de montrer que :

k i s
ERCVAIERIR Ay%/'lAy%ll)Q ne tend pas vers O.
3=1 3 J J J
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k . .
Ce qui revient 3 montrer que : ) (Dj/llpjli, Ay%’/”y_?”)2 ne tend
i=1 -

pas vers O, vu que A est supposée réguliére.

Y . el aP (p, ) APy 2
PEE% 5 ol (pjlllo]ll, )
3

1/2
1 { T . (e9)? (a?)Q)
qerl 3 j

J

k . .
i i 2
i§1 (oj/llpjll, ij/llyjll> .

t
n o~1x*

1098 oy/llegll, ]2
J

75
1 [ 7. ()2 (ag)Q}

"
I e~1x

i

eE% L
q 3

[£57 1eey/llegll, #701)

qy2 (49y2
ngi (ej) (aj)
3

p.
332
(oj/llpjll, Al

Q132
Q7

b 97 '%T}
€E: aPs
q€E; 53

ou E; celui contenant 1l'indice Py

or, " e N' : p./]|]o.]] —— 0, l|p]] =1
j ] N"

o
Comme Tl(pjlllpjll, APy s T l(oj/||0j||, ANl g=1,...,n;33 €N

D.
(D./IID.I], A3d) ne peut tendre vers O dans N", car sinon on aura
l(p, AP)]| = 0 p=1,..., n ce qui contredit ||p|] = 1.

D.
Donc, IN"' < N", 36 > 0 : |(pj/||pj||, A 28 ¥5 e,

ad )2 .
D'autre part |} (Eg)2 —%r- < u? Card(E%)
quj.' o .j
3 3

< M2 (n-k+1)
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T o.M lesl1, ayi/lvi )2 s O
donc ./, Ayi/iyi 1) 2 ——m™ ——1.
j=1 3 ] J J M2(n-k+1)

Remarque : En prenant Tg =1l,p=1,..., n ou bien Tg = l/IlApll 1'indice

P; est celui réalisant respectivement :

p-
« [(p., &) = max lco., AY)]
J q=1l,...,n ]
P
A ] Ad
o (P, : = max l{pj, -__zr_}
”APJH q=l,...,n I ”A H

Conollaine 4.1.1,

Si on prend a? p=1,..., n fels que :
Im >0, M > 0, IN' c N (Linfind) :msalj?sm,pm,...,n j e N'
Alons La M.R.P. est convergente pour tout parntitionnement de Vi

La convergence de‘{llpjll} n'est pas Logarithmique.

Preuve :
m a? M
Ona:<<—=<-= p,q=1,..., n3 j e N,
M a? m
]
Le théoréme 4.1.1. conclut. O

Proposition 4.1.1.

Sous Les conditions du corollairne 4.1.1., on a :

, L leyiegl AP/HAPmrr

Y2(A) 2 3

mn_
1 Card E;

1 X

ey, 17 < ey 1® 42 - =5 %



77

Preuve :
. 2 _ 2 T T T -1 .7 ,T
On a : llpj+1ll = Hpjll PIAV, (VS ATAV)TT Vo A P,
Yl Yk
Posons Vj = '+""’ }2
H " Tk
1112
k |layi]]
Donc P(VE ATAV,) < )) ——4—3
J I =1 |y
J
< k /\2
2
ol a2 = max _Uﬂ_l_l_i
x#0 HxH
p'od |]e. 1125 ]]p.]]? -; N . E CIERIN IR
galh TSR T g, T T
i 7. ob 3 p]|]
. . O TT——TT- A
E Py Ay% 2 E .p€E§ J [ 21 }
o LTI Troin| 52 172
i=1 j ||yj|| i=1 [z (692 (u?)Q]
qu% J J
]
. p -l 2
s [Hojn’ y H
2 k 1 j p
,A2n? K (PEy 37 1aPT]
2 ., i
M i=1 Card Ej
2
ou A2 - min ”—A§J|—2 O
x70 Hx”
CHOIX PARTICULIERS
o . = E:p
1 (v5s ep) = &
ol €§ = Signe(pj, AP) p=1,...,n

2}
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2° (Yjs ep) = (pjg Ap)s P=1l,..., mn
T
i.e .= A" p
y] J
30 o<656;‘151 i=1,...,k,jeN

i
1. Pour p ¢ Ej, (yj, ep) =

EP/G% sinon
1l 3]

\

2, E%' . =
D e j’(yj’ ep)

E?/G; sinon

\

Proposition 4.1.2.

Pour Les choix prnEcedents La (M.R.P.) converge pour tout partitionnement

de y..
y]
Preuve
10 Ona0l-133=1,p=l, . N, jeN
aP
20 a? = l(pj, Ap)l avec 7 = 1 on a -%—-S l g=1,...,n, jeN
o,
J
30
1. Oon a af = pip 5 = ry ) 5% P € E%
“ilj p || ¢
Tle.
STV
donc 1 s of < 1 p=1 » D
i® ¥ ’

(eP p P 3 P p
€5 1¢oy/llegI 1, aP7118PI D] i [eog/l e, 1, aP/]14P|]) 2

S571Ces/1log s #7118 1101 st 1o/ 1o 11, 487]18]]

(o]
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Le théoréme 3.1.1. conclut. il

Remarque : 1) Le premier choix consiste @ prendre le vecteur yj de composentes +1
ou -1 selon que (Dj, APy est positif ou négatif. En comparaison de ce choix on
peut voir la méthode de correction additive [5]1, [6]1, [7] ol ys est pris comme

ayant toutes ses composantes valant +1.

2) Des conditions sur le meilleur choix des 5; du choix 3 seront wvues

d la suite de la proposition 4.1.4.

yo Choix du type correction multiplicative :
Les méthodes de corrections multiplicatives consistent 3 prendre
vy = xj, ¥j [51, [81].

On propose plutdt les choix suivant de yj

= €P ) .
(Yjs ep) e:] '(st ep)l P 7 P]

ol p; est celui définit dans le théoréme 3.1.1.

b. D.
(y. = e J ol
yj’ er) J
P ](xj, e )]
od &, 2 0 telle que : IM > 0, IN' ¢ N (infini) ;—32—L— <M, p = 1,..., n
3
On peut prendre en particulier :
P3
i) 0.° = max | (%, e_)]
L t=1,...,n J P
P3
ii) Olj =Y ouYeR,Y>O0.

P
iii) {ajj} une suite positive ne tendantipas vers O.
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Proposition 4.1.3.

Avec Les choix prnicidents La (M.R.P.) converge pour tout partitionnement
de Yy

Preuve :
of
. Par construction on a : _%T'S M, p=1,..., n, le théoréme 3.1.1. conclu.
Q.]
]
. Pour les suggestions i), ii) et iii) on a :
of
i) 4 =1
a,J
3

2
. . 2 _ A 2
i1) on a fle,f] < [lepll ¥3 € W done |[s, | <3 JENY
< 2 2 . T
ou A" et A" la plus grande et la plus petite valeur propre de A~ A.

Donc
lejll - llx*ll < §-||SO|| ol x* la solution du systéme Ax = b
ol

donc l(xj, ep)’ < ||x*]] + §-||S

P.
or a? = l(Xj, ep)l et ajj =Y
ofF w * A
donc -S;'S ¥ oo o Mro= [xT]] 4 X'llsoll
%

P.
iii) ajj 2 0 ne tendant pas vers O donne :

p.
IN' ¢ N (infini) 3T > O : ajJ >T ¥jeN'

'
S'M_ P=1,...,n, jeN'

donc =

u.Q Lo Il;lgd
wJ.

Dans les trois cas le théoréme 4.1.1. conclut. O
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On dispose & présent d'un critére permettant le choix d'une famille de

vecteurs yj, dont tout partitionnement assure la convergence de la méthode (M.R.P).

I1 est clair que pour Yy choisi selon les conditions du théoréme 4.1.1,
avec a? > 0, le meill?ur partitionnement est celui pour lequel k est ajusté,
de sorte que chaque y;, i=1,..., k ne contient qu'une seule composente non
nul ; la solution s'obtient alors en une seule itération. Situation qui ne pré-
sente d'intérét que si les quantités (pj, AP) sont presque toutes nulles, vue

que la matrice A et & priori de grande taille.
On est amené a se poser deux questions :

10 Pour une taille k fixée et un mode (B;, i=1,..., k) fixé, quel est le
meilleur vecteur V5 a partitionner suivant le mode (E;, i=1,..., k) et répon-

dant aux conditions du théoréme u4.1.1.

20 Pour une taille k fixée et V5 choisi selon le théoréme 4.1.1, quel est
le meilleur mode de partitionnement (E%, i=1,..., k). Le meilleur dans le
sens de celui qui fournit la plus petite valeur de llp.

autre partitionnement. Vue l'expression de Ilpj+1|l il semble impossible de

par rapport a tout

fournir des réponses définitives aux questions posées. On peut cependant con-

sidérer une majoration de ||Dj+1|J.

1. On peut voir 3 travers la démonstration de la proposition 4.1.1.
qu'on a :
(1, aB Rp./llos]], P/|[4P][3)2
oot 3 33

3
1/2 ()

20 x
o501 < 1og1% [2- 22

.

i=1 J . (ec.l)Q (agl)2

i
E.
| 195 J
Posons :
[ 1 1y (1) 1
.o A A . . 0
Cj = S 3 aj = :: 3 ej = ', .
n n n 'n
(P52 /1D, 3} ° "3
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L'égalité (*) s'écrit alors :

. 75

EX i El

o125 o7 -2 F Lo &

it J Ile.]1? i=1 |] 2 X2
j ed .
J -
gl CardE% E? ;
ou Cj eR dont 1les compos?ntes sont (Cj . ep) = (Cj, ep), D € Ej'
el

I1 en est de méme pour Gij.

i

€j3 la matrice diagonale de taille CardE;, dont les éléments diagonaux

D i
sont €7 e E..
* P

On voit donc que les vecteurs yj = Ej aj minimisant le second membre de

(*) doivent satisfaire :

Ei Ei 2
eda.l 1 et
max { 3i ji , cj3 ,ajj 2 0fpour i = 1,..., k
E. E.
a 3||
€ o,
{ j

Ce qui admet comme solutions :
E; E: E;

. EL . Er L
ejJ ajj = A cj:| ,i=1,..., k ol A% # 0.

On peut prendre A; = 1 vue que 1l'itération de la (M.R.) n'est pas modi-

fier si on multiplie une colonne de Vj par un scalaire non nul.
D'ol :

Proposition 4.1.4.

Avec Les notations préciédentes, Le vecteur Vs assurant Le minimum de £a

quantité (x) est :



83

Avec ce choix on a :

2 -

Y,(A) n
2 2 2
1650117 < 11o,]] [1- e L @yrllogll, #1112
Preuve :
On a vu précédemment que :
- .. Ny
) Eg E% B% 2
2 5 Y5 (A) k le,” a.’, C.
!lpj+ll| s 'lpjll TV d 3 ] j %
x |le.]] i=1 |] 2 £
J e.Jd a3
_ J ] -
Avec y. = Cj’
on a i Ei 2
e,d a,J E |2
< — ¢ = {]c.]
E: E: J J
e d ol
J J
4 p 2
Y2(8) X
N 2 2 2 \ 2
- P b
atod |fe, 1% < [le,]] {1 - pgl os/lles 11, aP/] 1A ll>]- D

(3

On a vu dans le choix 3 des quantités 5; qui sont comprises entre O et 1,
Voyons dans quelle mesure on doit les prendre voisines de O ou de 1. On utilise

pour ceci la majoration (*).
Posons ag = I(Dj/llpjll, AP/] AP )]
i, i,¢p
F {pe Ey @ € # 0}

Pour les choix 3° 1. et 3° 2., 1'inégalité (%) s'écrit respectivement :
2
Y5(R)

2 2
* Ilpj+1ll < l'pjll 1- k dj
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) 2

2
< _ i
ol dj = [;21 dj(G ;l
a:

adeely= 1 J /// ) CE-
33 P &1 s p 11,2
pe F; max(dj, 81) qeFl max(aj, Gj)

_ J
’ 2
YL (R) 1
2 2 2
. P. < . 1 - a!
155,312 < 1oy [ —a
]f i a2
avec 4! = at~ (8))
U P
afeed) = [ 1 af max(a?, 5?) %//// ) ; —
peF; qul max(a:l 6 )
- J
Proprnidte :
i) d;.‘(O) > d%(l) <> (CardF§)2 S aP|?
. 12 . 3
qeF j peF
L) drt(o) = ar*(1).
J ]
Preuve :
ai(0) = (CardF 2,1 A2
] K
qe}" j
i 2 i
a;(1) =} / CardF.
J Fi J
ol j

at(o) . .
donc — - 1= {(carari)? - )) L ! ab 2 /z L
d;(l) J 3 s

d'od 1l'assertion i).
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D'autre part,

atoy =1 @®2PF/ 7 &2
y ] i 1a2
per qel
. r 2
dél(l) =17 ag //CardF
peF
\

d'ol déi(o) s,dél(l). D

Remargues :

1. Supposons qu 'un mode (E s 1=1,..., k) ait été fixé. On prendra dans le choix
3° 1, 6 petit si les ag, p € E] sont voisins, i.e. vérifiant i) ; dans le cas

contralre on prendra 63 grand (voisin de 1).

On remarque aussi que si la condition i) est vérifiée pour un mode
(E%, i=1l,..., k) la (M.R.P.) est convergente bien que les conditions du
théoréme 4.1.1. ne soient pas vérifiées. Ceci provient du fait que le théo-
réme 4.1.1. assure la convergence pour tout partitionnement, alors que dans

P4

notre cas on a la convergence seulement pour le mode considéré.

2. Dans le choix 3° 2, le meilleur 6; suivant la majoration (*) est 6; = 0,

i.e. yj = C:.| suivant les notations de la proposition 4.1l.4. 0
2. Choix du mode (E;, i=1,:.., k), pour yj et k fixés.
On peut 13 aussi considérer la quantité (a).

Le meilleur partitionnement est celui réalisant :

max
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Une approche serait de prendre E; = {i.} i =1,..., k-1 ol les indices
ij correspondent aux k-1 plus grande valeurs de |(pj, Ap/llAp||)| ; et E? con-

tenant le restant des indices. 0

50  Jusque 13 on a basé notre choix de y. sur une majoration de 1'erreur,

a cause de la complexité de la relation reliant ||0j+1[|-et Ilpjll.

Pour obtenir une relation plus simple, on se placera dans le cas ol la
matrice A est a colonnes orthogonales.

17118112 0

.

Posons D = .
0 “.o1/7]]a"] |2

Proposition 4.1.5.

S4{ £a matrnice A est a cofonnes onthogonales, Le meifleur chodix de v5
est donné pan v5 =p AT pj

Avec un tel choix La (M.R.P) converge en une seule Literation, <ndépen-
damment du mode de partitionnement choisi.

Preuve :

Posons V. = (y%,..., y?) obtenu par partitionnement de yj suivant un

mode (E%, i=1,..., k).

On a,
T T q - (ayP. ayd
(VjA AVj)P (ij, yj)
t
meEP
]
2
= ||AyP )
148117 6
2 _ _ -1 T T
or, Hpjﬂll = Hpjll p AV(V AT AV) Vi A Py
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k .
_ 2 i 11142
= ”pj” l:l’ Z (pj/”pj”a AYJ/Hij“)‘l

i=1
Posons : -
dl
Yj = .
&)
r 1
I, d(p., AP) 2
i p 3
k . $41.2 k |peEL
On a : z (Dj, Ay;/HijH) =} 2
i=1 i=1 (z . d2 HAqHQ)l/2
i q
-qEEj |
k [ v 2
= Z ——-—-——j a%
#1 {I7
J
. ° dEi .
ot YJ% e R-7%% de composentes deAPH, p € E;.' 3
. i ) .
as € ]RCardEj de composentes {P., - s D€ E.
3 )
Yi 2
Or. minimiser ”pj-t»l” revient 3 maximiser, T]T;]‘T]-’ aj 3 ce qui
]
admet Yj% = )\; a]% comme solution, A; Z 0.
On peut prendre )\;.Z = 1,
p'od 4 | |#7]] = (o5, #%/||AP]]) p e E;' i=1,..., k.
T
i Avec yj =DA pj on a ||pj+1|l = 0, en effet ;
n AP
ps = ¥ (ps» AP/||API])
7o 114°]]

donc ”pj”2= If {D 4 }2

29
p=1 (7 |]47]]
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3 AP ad
D'autre part, ]IAy%l|2 Z [D., }_[D,, ————-—3) (AP, Aq)
; N R S R R T

ek
P ]

i
ek,
e ]

L, [ i)

eE.
PE25

i, IRE
et (pg, Ay3) = ) . {p ]

peE; DTl
‘ou 2: 2" ) Ap 2
Dol [leg, 17 = Heghl™ - 1 pEEi {pj’llAPllJ
) 2 n AP 2
= llogll" - 1 [pj’ ||AP||J
= 0. ’

Le choix yj =D AT pj est optimal pour les matrices a colonnes orthogo-

nales.
Adaptons-le dans le cas général (A seulement réguliére).

Proposition 4.1.6.

Pour tout partitionnement de y5 =D AT Dj la M.R.P. est convergente.

De plus,
2
Y,(A) n

2 2 |, _ 2 Pr11aP]1)2

[IEPRITAl E . Igl<pj/||pju,A/HAH>]
Preuve :
~ P
On a af = P.y A 2]
: [ 11401
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Pj 2 pj
o TP |(p., A |]a 77 T
donc, ~— = —3 J . J vee T8 = 1
i I T Ik
o 1.3 |(p,, A D] 3
3 J ]
oP
Donc, —— < 1 et le théoréme 4.1.1. conclu la convergence.
o)
]
. On a vu dans la proposition 4.1.1. que :

izl

i p- 2 2
3 T )) . (yj, ep)(pj, AP) /// 2 . (s ep)
3 PEEj qéBj

k .
2 2 _ 1 i i 2
[oguq 117 = Tlesl [} — Loes/llesll, vy s HyslD

o
o]
-
©
-
()
(1]

1

.,
> [pj’ I

l -
peEj

o) 2
22 L {pj’ IIAPH}
i A
: .peEj )
Y. (a)
2 2 2
pone 105,117 = 110117 [1- 32 1 1
peEj

2

p=1

Y,(A) n
N 2 2 _ 2 P P1142
arod |1oy, 112 < 110,11 [1 — 1 wyrllogll, /1180l

2 q 2
I [o., I
/qug ) llAqll]

149112

I es/llesll, #2/]1a7]]y?
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2 - METHODE DE MINIMISATION DE L'ERREUR (M.E.)

La méthode est définie par :

T T,.,T -1 .7
X, = X, -~ A" V.(V.AA V., V. P
i+l 3 J( 3 3) 373
pP. = Ax, - b
] ]
N -1 ky .1 . . P . gz
ou Vj = (yj,..., yj) H yj, i=1,..., k linéairement indépendants.
On peut par utilisation du chapitre 1, Reprendretout ce qu'a été fait
précédemment

On se placera pour toute la suite dans le cas ol la (M.E.) est de par-

titionnement, qu'on désignera par (M.E.P.).

Lemme :

Si V5 est choisd telk que : signe(yj; ep) = signe(pj, ep)

alons :
X i
(P., y3) = 0 <> p. = 0.
izl 3° y] ]
Preuve :
Démonstration identique 3 celle du lemme du paragraphe 1°. a

Tout comme, pour la (M.R.P.) ce lemme permet de nous guider dans le choix

de yj en sorte de rendre grande la quantité :

§ At IRE

Py y3/] 1yl 1)

4o 37730

ce qui assurerait la convergence compte-tenu du théoréme 2.1.4.

Posons :

e? = Signe(pj, ep)
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Théoneme 4.2.1.

En choisissant a?, p=1,..., n tels que :
ol
M > 0, IN' € N (infini) : -%7 <SM,q=1,..., 033 €N
o’
ot £'indice Py est tel que :J
Jtr>o0,3t>0, 22T, p=1,...,mn, 5N

J

et

p.

7.3 i > 2| (p. = .

5 l(o], epj>| le(pj, ep)l p=1,..., 1
Alons,

La (M.E.P.) est convergente de convergence non Logarithmique, et ceci
powr tout partitionnement de Yy

Preuve :

Immédiat en utilisant le théoréme 1.2.1. O

Conollaine 4.2.1.

Si Les coefficients of p = 1,..., n sont choisis tels que :
5 P q
dM > 0, 9m > 0, IN' ¢ N (infini) : m < a? <SM,p=1,...,n3 Je€N'
Alons,

La méthode (M.E.P.) est convergente de convergence non Logarithmique,
et cecl pour tout parntitionnement de Yy

Preuve :

Pour le théoréme 1.2.1, une démonstration directe est évidemment possible.
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Proposition 4.2.1.

Sous Les conditions du corollaine précédent on a :

[ 10pliegll. epl]

2
YE(a) 2 X EX
s, 112 [Is, )12 |2 - 2—n § 27 .
+1 k 2 i
J J M° -1 CardEy
ou encone
2
T
) I, 167118511, ag/11a51 D]
Yi(A) 2 k (pEX
HS-+1||25 1s.]1? l-—2T<—-m—§ 2 T
J J M- i=1 CardE:
Preuve :

Pour la premiére inégalité on peut procéder de la méme fagon que dans la

proposition 4.1.1., en remarquant que :

AT i=1

k
2 2 1 i i 2
50112 < 115,11 [1-]( ) <oj/l|sj||,yj/||yjn>]

La premiére inégalité se déduit facilement de la proposition 4.1.1. et

la définition de deux méthodes homologues du chapitre 1.

Une démonstration directe serait analogue @ celle de la premiére iné-

galité. a

CHOIX PARTICULIERS

1° . = P
(yj, ep) 3
ol €§ = Signe(pj, ep), Pp=1,...,n 3 j eN.
20 . = P.y j eN,
y'_] pjs J €

30 o<6563%51 iz1,...,k ;3 eN
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p . p
Ej/l(pj, ep)l si I(pjlllpjll, ep)l > Gj
(yj, ep) =

eg/ég sinon

Proposition 4.2.1.

Pour Les choix précédents La (M.E.P.) converge powr tout partitionnement
de ¥y

Preuve :

Les choix 1° et 2° sont les homologues de 1° et 2° de la (M.R.P.). Le

théoréme 1,2.1. conclut.

Pour le choix 3° on a :

aP = min T 7T] lll 5],.-£-
] j pj ] ei 63:
J
donc 1 < a? < %u Le corollaire précédent conclu. 0

Remarque : Le choix 1° colncide avec celui de la décomposition de la norme ¢1

qu'on peut voir dans [9].
yo Choix du type corrections multiplicatives

Identique & celui du paragraphe 1, avec les mémes suggessions en adap-

tant les nouvelles significations de €§ et de l'indice Py

La convergence est assurée, soit par une démonstration directe et utili-

sation du théoréme 4.2.1. ; soit par application du théoréme 1.2.1. 0
Tout comme dans 1° on peut rechercher soit le meilleur vecteur 3 parti-

tionner soit le meilleur mode de partitionnement pour un vecteur Y5 choisi

selon le théoréme 4.2.1,

L3 aussi on aura besoin d'une majoration de 1'erreur.
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Proprniite :
Soit y, € R® de composentes e? o&j? €R, p=1,..., n.

Soit Vj = (y%,.. .s y;f) obtenu parn parntitionnement de Y5 sdwtvant un

mode (E;, i=1,..., k).

Ona : _ -
e
D oP —P
: 2s 30 ["3” IIATH”
YS(A) k |peE: D
s, 112 = s 1?1 - 20— 1 23 —
] J kl|s.]]° iz} (eH* (oD
3 o 3 3
qe
i _
Preuve :
S1 k
y | V3 Y3
Itérons dans la (M.E.P) avec Vj = T ey T
S 1K
On a :
2 _ 2 T T, T \-1.T
Hsj+1H _Hst oy Vs (VjAA Vj) Vs P
T 2
o llvy el
<185l 17 - —
p(VLAA" V.)
3 3
v e, l]?
2
< ls,l1? - —33—
J Trace(V, AA" V.)
3 3
T 2
2 . P
<1517 - 1Yy oyl
k A2
ou A = max 2
x#0 | |x]]
BRY
k y% ’
2 2 1
Donc S. < S.I - Z P. J
Mgl s Hlsgli? - 25 1 s, Bl
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L'expression (*) s'obtient en explécitant yi, i=1,,.., ket en mi-

T2 J

norant IIAPII par T 5
min llé——fll— ol Ag désigne la transposée de la pleme

ligne de A. 0

Proposition 4.2.2.

Pour k et (Ej%, i=1,..., k), jeN, §4xs Le ¥ nendant minimum La quantité
(*) est y. = C,
J J

o 1
C. = . —_—
o ( 52 ep) (PJ, ep) ||AT||
b
De plus :
v2(a) n >
2 ¢ 2 _ 2 T T2
1550112 5 11s,1) [1 — L, /il gimn
( e. f ] A
Preuve : 5 % E%- 0 a%
' [1a7]] . :
Posons : Cj = g : ej = '... : aj = :
: e . .
5 ? | O Eg Q?)
a1l ‘ )

Avec ces notations la majoration (*) s'écrit :

p— 4 . -

Ei £y
2 3 3 i{2
Y,(A) k €7 o, E.
2 33
lspal 12 Nsil1? {2 - 20— ] —, ¢
] 3 x |ls.]11° i=1 EL E:
3 leg o711

or le minimum suivant ag 20,p=1,..., n du membre de droite est donné par

Ei
les ajj réalisant :

1 El ]
€. a.d et
max ] — c.’ i=1, s k
i_i Topt 3
555 ey 31
e.%.3 375
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ce qui donne :

gl g2 gl
eJdaJd=cr i=1,...,k
i 3 j
_p
ie. (y-,e): p’
3° P J ”A:;H

De plus pour un tel yj on a :

r

gl 2
k e Jald i gl 2
)
021 ———igf—iz——, c.’ _Zl Ilcjjll
1= . . 1=
He.d o,3]]
. ] ]
e 2
A BT
=1 A
P D
T T 2
= S. o
I ( 50 AP/IIAPII) 0

2,
Supposons cette fois-ci que la taille k et le vecteur Ys soient fixés.
Une approche du meilleur mode de partitionnement est celui minimisant
la quantité (*). r o o 9
k €. a.J e
i.e. max z L , C.
i . i=1 E: ES 3
Ej,l—l,...,k l e.J a.j”
R
Une heuristique serait de prendre E; = {ij} i=1,..., k-1 correspondant
© X
aux plus grandes valeurs de Dj, ]T_%—_ ; et Ej le restant des indices. [
A

Il
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50 L3 encore et pour les mémes raisons que dans la (M.R) on considérera

le cas ol la matrice A est 3 lignes orthogonales.

Posons :

Proposition 4.2.3.

Si La matrnice A est & Lignes onthogonales Le meillewr choix de v est
donné par :

Avec ce choix La (M.E.P) converge en une seule itération, indépendamment
du partitionnement.

Preuve :

On peut utiliser le théoréme 1.2.1, ou faire une démonstration analogue

Y . » (] ” 2
d celle de la proposition 4.1.5, en considérant [ISj+1'| . ]
Supposons que la matrice A est seulement réguliére.

Proposition 4.2.4.

Pour tout partitionnement de ys = D' oy La (M.E.P) est convengente.

De plus,
2

Y.(A) n
2 2 {, T2 T, 11,7142
M85, 017 = ||Sj|| 1 n pzl (Sj/llsjll, AP/HAPH)‘]
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Preuve :

La démonstration de la majoration se fait de la méme fagon que celle de

la proposition 4.1.6.

La convergence est assurée par le théoréme 1.2.3, O

3 - METHODES DE MINIMISATION DU RESIDY REDUIT (M.R.R.)

La matrice A sera supposée symétrique définie positive.

La méthode est définie pab :

T,.T -1 .T
X.. . = X. - V.(V.AV,)) ~ V. p.
j+1 J Y B 33

(M.R.R)

La méthode s'écrit alors :

T
r.

X, . = %, - V.(VL B -1 T T
IR j j

BVY.)
J

On peut donc reprendre tout ce qu'a été fait pour la (M.R.P) en l'adap-

tant au systéme Bx = gl -t b.

La méthode partitionné sera désignée par (M.R.R.P).
Les indices P; désigneront ceux pour lesquels :

3'r>o,3-r'>o,-3'r'ztg.’z'r:

1}

D P
3 3
T l(pj, ep)lzrj ](pj, eq)] qQ=1,..., n.

J

Posons : €P = Signe(p., e ).
3 gnetfye Sp

= ¢P oP P
v, el aP, a? > 0.
( 3’ eP) i R
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Si Les alj?, D =1,..., n sont choixis tels que :

Théoneme 4.3.1.

Im > 0, IN' c N (infind) : =~ < m g=1,....,n3; JjeX

Alons, La (M.R.R.P) convenge pour tout partitionnement de Yy

Q
[}
(]

Preuve :

Par application du théoréme 1.2.1. 0

Cornollairne 4.3.1.

Pour a? choisis tels que :
iM > 0, 9m > 0, IN' ¢ N (Lngind) :msag.)SM;p:l,...,jeN'
Alons, La (M.R.R.P) converge pour tout partitionnement de Vs

Proposition 4.3.1.

Avec a?, p=1,..., n choisis suivant Le conollaire précédent, on a :

2
) ; (oj/llojll, )

2 k (pE
Heo 112 < e })? o - BAn 3 ] :
j+i 3 ko M52 Card BJ%

1
ol T(A) = %.— 3 A" et A', La plus petite et La plus grande valeur propre de A.
Preuve :
Démonstration identique & celle de la proposition 4.1.1, ]

Une majoration analogue a celle figurant dans la démonstration de la
proposition 4.1.1. est donnée par :

k .
2 2 1 i i 2
[legyal 12 11y 12 - g5 T Cog, 53711531 *)

i 5=



100

Proposition 4.3.2.

Le vecteur v5 minimisant (*) est : y; = pj

On a alons :

[Ty l1? < eyl 12 [o - K62

Preuve :
* Identique & la proposition 4.1.4.
* Pour la majoration il suffit de remarquer que :

o silsE 2= 1eul 12 :
TR MR AR gH

CHOIX PARTICULIERS

1. . = SP
(yj, ep) 3
2 ., =
Y5 = P5
3, 0<ys6s<1 i21,...,k, 5 €N
P . i
et . . . > 8.
j/l(pj, ep)l si lcp]/llpjll, ep)] 3
(Yj’ep)- i
eP /st sinon
3773

D€ B%, i=1,..., k.

Proposition 4.3.3.

Avec Les choix prnécédent La (M.R.R.P) converge pour tout partitionnement

de vy..
y]
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Preuve :

Les choix 1° et 2° sont les homologues de 1° et 2° de la (M.R.P) le

théoréme 1.2.1. conclu,
Pour le choix 3, on a :

P. - i
of mn(l/l(pj/llpjll, e ) » 1/63)

donc 1 < ag < 1/8, le corollaire 4.3.1. assure la convergence. 0
yo Choix du type corrections multiplicatives.

On reprend le méme choix et suggestions que ceux concernant la (M.R.P)

avec pj 1'indice réalisant :

max l(p., et)]
t=1,..., n J
La convergence est assurée par le théoréme 1.2.1. i

50
L*hypothése d'orthogonalité des colonnes de A pour la (M.R.) se traduit
ici par 1l'horthogonalité des colonnes de la matrice B. Ce qui signifie puisque

A= BT B, que A est une matrice diagonale.

Posons 1/A 0

" Proposition 4.3.4.

Si La matrnice A est diagonale, y5 = D P5 assure La convergence de La
(M.R.R.P) en une seule itZration.

‘s ) i - .
Remarque : Dans cette proposition on ne suppose pas que les Ai sont de meme signe.
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On s'affranchit & présent de l'orthogonalité de B.

Proposition 4.3.5.

Si a matrice A est symétiique définie positive, La (M.R.R.P) converge
powr tout partitionnement de vy = D pj.

De plus,

2 2 T(a
ERR IR ENIEREEpEts

I 1%
=

I (og/llnglls o) x

1
D
* PeE; %

legql17 5 Hegl 12 1 - Tea?]

Preuve :

* La convergence est assurée par la proposition 4,1.6, et le théoréme
1.2.1.

k . ~
2 2 1 1 3 2
* On a, Ilrj+1|| s llrj'l [% "X A izl (pj/llrjlls Yj/|IY§I|)
) (P., e )2 L2
k peEi 7P Ag
k . .
or } (pj’ y;)2 =} ] :
i=1 i=1 2
! i 50 p) (AP)?
quj P
K
21
2 A igl ) . (Oj, ep) e

i
EL
pe 3 p
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D'autre part Ag A

2
. ) ) A llojll

d'OUHPjﬂ” SHPJ-” l-:‘—fW
L 3

_ _

2

2 A
< Hlngli? 2= 3] 0

Remarque : La direction D pj différe de celle de la méthode de la plus pro-

fonde descente par la normalisation D. 0

ESSAIS NUMERIQUES

On présentera quelques essais numériques portant sur la (M.R.P).

T, T -1 . T, T
i.e. X, o =x.-V. (V. A AV,) ~ V. A" p.
i+l J 33 3 3 J
ol Vj est obtenu par partitionnement 'naturel" (par tranches) du vecteur yj

défini suivant les cas par :

1/(p., AP/]1API ) si (p., AP/7]|AP|]) # 0
10 (yj, ej) = J ]
0 sinon
20 (55 eb) = (Ps, AP/| AP ])
30 (yj, eP) = (xj, ep) (correction multiplicative)
P (x5 e)
ex ‘s
yo (y.s ) = ] J P ( +3 de " 1tipli ]
J o] pj correction de "type multiplicative")
e.” Tl
J
50 (y., e ) = eP (correction de "type additive")
Yi* %p’ T %5 P
6° (yj, ep) =1 (correction additive)

On prendra comme matrice A celles, de PE1 (d=2), de GIVENS, de NEWMAN
et celle d"ORTEGA du 1°% espéce, [10].
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La taille de ces matrice sera fixée 3 25, et celle du partitionnement

1174
wn

b
On prendra comme point initial (x., e_) = —&.
0® "p” 4P
p
ws désignera ijll.

Matrice de PEI

VACI al/) 1t

(yes €.) = R (v:s ) = (ps, A27)]8% D
I o osi P INVAITSED, Il ]
W,= 780,206305518469 W, = T7R0,208305518469
Wy= 3.50076264053794 Ha= 3,5%3030784974175
W= 2.85248552400839 We= 1.597813507222208F=072
W= 2.65760933431049 W 2 T.2316869P1231743F-05
4 ex W, = 3,273053770991458F=07
Wios 1.Y62RuT416015537
ez 1.9a139300:‘q,58 o= 1. 4R13B0620041445F=00

We= 6. 704712729270,7¢F =12
W= 3.0348457406° 3 064F =14
WBE 1,3730321P1R5293Faty,

W. .= 1.50109u1363x453

- . e s . _ i
(yj, ei)-(xj, ei) (correction multiplicative) (yj, ei) -ej(xj, ei) et

- P
(Yj: epj) = Ej lejll

W, = 7RY,205305516469 W, = 7R0,208305518409
Wiz 13.8395201365651 W.= 23.1089653947620
W= 7.5 Woz= .P02301587662631

o= 7+5144238R 147008 W= .199958220689077

W= 4.459530386966897E-02
Wie= 3.6012671R0356163F—03
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(yj, e;) = 83 (yj, e;) = 1. (correction additive)
Wo= 7R0,.208305518449
by = 3,535533904593274 W, = 780.208305518469
We= 1.36301161146730 Wy = 3'?352?%3822??3?
We= 1.35316971321935 Hp 2 30535 0~
Wey= 1,34359682617811
W= 1.33364184473895
stationnaire
Matrice de GIVENS
l/(Pj, kl/]iAll]) i ll il’
(y,’ e.) = . . (y., e.)=(p-,A/ A )
A (o, /1AM = o Il J
We= 1117.518089R9U30
w’\= 1.289R4§8395750959 w;,: 1]17.%18039%9“30
W,= 1.21870224857526 A, = 1.28840131905223
Wy S 1.2180111R721795 K= .787018380748208
W, .615271R29383555
W= .350561R22947519 "
WS «X50514883997489 W,= .3428452392461R37
W.= .350016663908514 WS 34187989297 0Rp1
Wo.s .34R119021550455 WS .340921760920940

(yj, ei) = (xj, ei)

W,= 1117.51808989430
W= 1,32995826179214
W, = 1,32939647878324
W, S 1,32939006637166
W, S 1,379390001R98¢1
Wes 1,32939000125847
Wes 1,32939000125213
W, = 1,32939000125207
W. = 1,3293900012%207
stationnaire

W= .339971R3R692R77

) , i
(correction multi (yj, ei) = Ej(xj, ei) et

plicative)

. D
= J <
(Yjs ep-) Ej ]llel

o

1117.51808989430
2.96367034700945
2.3616390R5164273
2.0380166450195%
1.9829343588502°2
1.,92753727344504

«S095R4272575605
.S0R093186754294
«50570617185468%
L50U4542%4R035017
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(yj’ ei) = E; (yj, ei) = (pj’ Ap)
Wo= 1117.5180R989430 ‘ W.= 1117.5180R989430
W = 1,28873492478374 W, = 1.2RBU6131905223
Wi= 1.11115566129910 W,= .787018380740422
W; = 1,030B1010382207 W, = .6@9168567188081
W,z ,910267823039526 ‘
-z JR40S5R9B40497052 W,= .342845308631R59
W,= .341879557975158
W= L 1335595064254360 W,= .34092182559886!
Wy= A33497671111117 W.= .339971903104004

W= .433435838566748
W..= .433374267623283

Matrice de NEWMAN

Jurces, Arsn

(yss ) = : (v.» e,) = (P, AY/]]83]])
Y lo st I ATy = 0 33 J

W, = 9N8,056R3R651756 W.= 908,05683R651756
W = 4,07646331625658 W, = 2.59199891210788
W.Z 3,99906233824653 W.= 1.62799%9R877438
W= 3,760139170981684 Wi; = 1,3RSRU6TOBNLR26
Wy = 3,74418995172R27 Woe= 1.,23741383303587
W”: 2.25643063320757 Wie= LOU1900277353777
WHa= 2.,25532941410559 Wy = L9U1S5TIS109R4RSD

W..= 2.25504045855329 W .941243138778672

. e qs . i
(yj, ei) z (xj, ei) (correction multiplicative) (yj, ei) = e, (x., ei) et

D.
=g J
(Y’, ep_) - Ej '(ij‘

J ]
W.= 906,056R3R651756
W. = 908,056R3R051756 W, = 6.26841977046339
W= 2.55700971090375 W, = 5.31272556975790
W: = 2.55631876294335 W= 4,9622633082950R
W:=_2,55631R759506082 W,= 1.04972193007875

Wy, = 1.04874184999265
Wyy= 1,04807600500402
stationnaire W 1.08763059215062
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i .
. .) = EX = 1
(yj, e;) 3 (yj, e;) (pj’ A%)
o= 908,.056R3R651756 W,z 908,056B38651756
W = 3.17153014510514 W, = 2.59199891210789
Wez= 2.48531794451370 W,= 1.67799698877382
W; = 2.268R6574162R5% Wy 1,3B5R46706B8935
. Wu= 2.08124346407327 W.= 1.,237413830R1732
W= .697693782224143 W,,= .942229425391705
W, = .697630032085269 W,z .941900261687771
Wy= .A975674402R4939 W, = .941571495319688
W= .697505951655995 W= .941243123114442
(Yja ei) = (pja Al/I)Alll)
We= 908.056R3R651756
W, = 3.150R96801179%63
W,z 1.9R655006655278
W; = 1.,61815127004079
W, = 1,48394656680714
W= .779421582815947
W= .7785R6895911619
Wos JTT7T7761068519R96
W.z .776943901281770
Matrice d'ORTEGA lére espéce
, ) 1/Cpy, 87/[ 87| s
Y.y €;) = . (y.s €:) = (p., AT/[]|AT])
J 1 0 s (pj, Al) =0 j° %1 50 ’l ll
W:= 62,7921579515284
W,= 49,5567770082108 W.= 62.7921579515284
W,= 47.9145R60406448 W, = 4R.2850637365346
W:= 47,7132013904456 W. = 43.3584435265656
We= 47.2178633582410 W, = 40,8278902052063
= RD03S
W= 43.9571811299110 C o
W,.= 43.9571811229560 W,= 8.338330468416865
W= 43.9571811165756 Wy= 8.21594964610452
hyy= 8,09536500275987
W= 7.97655017364595
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(yj, ei) = (x,, e,) (correction

(ys:s €.) =e%(x., e.) et
J multiplicative L J 31

P
=g J
(Yja epj) = Ej 'Ilel

Wos 62.7921579515284
W, = 2R,.9901523015855 hWe= 62.7921579515284
W, s 2R.7424601438272 W= 4R,18U7547126503
Wy= 2R.7378615199954 Wes 45,.0309210202590
W.= 28.7377881920361 W.= 4.9215666P6R6300
We= 2R.737745254519% 5"
Wiy= 4.82551821167906
W.= 28.7377451777500 b
_ Woe= 4475039703465169
N R T TR Tl W= 4,63919406391157
wez 2R,.7377451756884 = B
stationnaire
. _ i
(Yj, ei) - ej (y]', ei) - (pj, A )
We= 62.7921579515284 Wo= 62.7921579515284
W, = 4R,2436922098750 W, = 4R,26850637365346
W,z 43.1586232658019 W,= 43.3584435265656
W.= 39,9356RB7796950 W,= 40,8278902052063
-WL: 37,2223506551267 W,= 3R.7658706680035
| X © Wr= 37.8863129948052
W, = 14.9795380395714 A
W,.= 14.RB96SU20TI4RTS Wo = 8.,3383304684180
Wz 14.BU9BR39634161 N 3.2159496a61057§
w.= 14,R102262141766 Wy= 8.,0953650027611
" Wz 7.97655017364722

i 5014012
(Yj, ei) = (pj’ A /IIA ll )

W.= 62.7921579515284
W = 4R,.1977222950524
W, 43.1933529967832
W, = 40,5711705032119
W. = 3R.4336058144160
W = 36.9900579665284
W= 6.7353735R164218
S 6,019T4851466879
Wys= 6.50610836454877
W= 6.39““1905b§13a6

Ces quelques essais numériques montrent que les choix utilisés sont
1égérement meilleurs que ceux habituellement utilisés tels les choix de cor-

rection additive, multiplicative et le choix consistant 3 prendre pj comme vec-
teur & partitionner.

O
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METHODES A ITERATIONS PARALLELES

0 - INTRODUCTION

Parmi les méthodes itératives de résolution de systéme linéaire, on

rencontre des méthodes itératives “basées sur des méthodes de projection" comme

on peut le voir sur 1l'exemple suivant :

Reprenons la méthode de Gauss-Seidel (G.S.1) :

) (pj, e;)
= R = =m————
Al

i

i
j+1 = i mod(n)

Une variante de cette méthode est de considérer pour j fixé :

i (p],ei) .
VY. = X - —F———— e, i=1,...,n
3 3 al i
i
Izl ii § i
X. = Y. y. avec Y. =1
Ly 1 iz1 3
n .y €.
i.e . = X, - z Y% (Q], l) e.
i+l 3 121 | A; i
n (p,, e,)
ou encore X. = x. =Y. z -——7—3— e..
St =
i

Pour Yj = 1 on obtient la méthode de JACOBI.

On dira que la méthode de JACOBI est une méthode & itérations paralléles

(basée sur la méthode de GAUSS-SEIDEL).
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On considérera dans ce qui suit la méthode de ESPINOZA [1] sur laquelle

ainsi que sur ses homologues, on basera des méthodes 3 itérations paralléles.

On cherchera pour les méthodes obtenues des valeurs optimales de 'Yj et

on proposera des condition de convergence.
Rappelons la méthode de Espinoza et ses homologues.
Soit Viseees Vv uUne base de R", tel que (vi,Avi) £0 i=1,..., n.
Considérons la méthode suivante :

_ (Vi, pj)

41 - %5 7 T, Avy) Vi
(G.G6.S5.1)
pj = ij-b 3 J+1 = i mod(n)

Ses homologues dans (B) et (C) respectivement sont :

X. = X. ‘Mv.
e [av 1172 (G.G.5.2)
pj = ij-b ; 3+1 £ i mod(n)
et
. . (vi, p.) T
o |'ATVil'2 : (6.G.5.3)

pj = ij-b s 3+1 £ i mod(n)

"1° Méthode basée sur G.G.S.l

Considérons :
n (v., P.)
= -Y = ) v
Xe1 T %5 7 1y o s AV A
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1/(vl, Avl). 0
Posons V = (vl,..., Vn)’ W= i
0 '1/(vn, Avn)

La méthode s'écrit :

T
X. = X. . VWYV .
j+l J ) YJ p]

. = Ax.~-Db
Py = Axy

i) Supposons A symétrique définie positive.

Soit A = BT B.
ll l|2 l 2 T T 2 l T 2
On a BS. = BS. -2Y, P, VWV pP. +Y, BVWV 0,
j+l | 3” YJ 3 J ] | 3”
La valeur de Yj rendant minimum ||BSj+l|| est donnée par :
pTVW VT p.
Lz 3 J
J HBVWVijH2
( D?VW VT P. T
Soit donc : X:iiq = X, - % J T VWV p.
JJ b (vwv b s AVH V" p.) J
(G6.6.S.1")
. Ax. - b
~p3 J
Remargue :
On a : VVVVT =1 <= (v,, v) =26, (v., Av)
’ R i’ 'p ip- i’ p’’

S'il en est ainsi la méthode (G.G.S.1') n'est autre que la méthode de la

plus profonde descente. 0
ii) Prenons Yj = Y (indépendante de j).

T
X. = x, - VWYV .
j+1 J Y p]

(6.G.s.1™)

. = Ax. - b
Py = A%y
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Avec v, = e, i=1l,..., netY =1;(6.6.5.1") est la méthode de JACOBI.

Théonéme 5.1.1.

L) Si A est symétrique dédinie positive Les méthodes (G.G.S.1) et (G.G.S.1')
sont convergentes.

) S{ A est seulement néguliirne et 84 :
- (vi,Avi) 0 i=1,..., n
- Les valewrs propres de AVW v et v sont de méme s4gne.

Une condition nécessaine et sufgisante pour que £a méthode (G.G.S.1")
804t convergente est que :

0< |y] < —Q'T

P(AVW V)

L) S A est symitrique définie positive une condition nécessaire et suf-
gisante de convengence de G.G.S.1" est que :

0<yx« ——i—T-—.
p(AVWV)
Preuve :
i) e Pour la démonstration de la convergence de (G.G.S.1) on peut voir [11.
* A étant symétrique définie positive, elle s'écrit A = BT B.
_lT
Posons ry = ij -B b.

Les normes des résidus de G.G.S.1 sont reliés par :

T 2
(p.,VW V p.)
pj, pj

r. 2= r. 2"
[rspal 12 = 113 | oo T
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T g i
donc (Oj, VWV p.) = } ]

Soit M

"
g
]
b
~~
<

Posons K = HBVW N
On a
T
evuv™ o 1] = x |loy]

donc,

2 2
ee 112 Teali? o= | § oo 50 29
jeal 1" = ey & TR T

Soit A la plus petite valeur proper de A.

On a,

e 11

Or une condition suffisante de convergence est que z
i=
ne tend pas vers O.
po
Or TTBllT e S(0, 1) sphére unité de R",
]
P

donec, 4N' c N : J
1

>pet ||p]] = 1.
N|

V.,
1[1
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2
n

o.
V., TT—JTT tend vers O on aura alors Z (v., 0)2 = 0 ce qui
1 Hesl j=1 ¢

Si
i

" e~

est impossible.
Donc. G.G.S5.1 est convergente.
ii) (G.c.s.1"™)
Onap, .= (I-YAVW V) p..
341 ]
La méthode est donc convergente si et seulement si :

P(I - YAVW VT) < 1.

Soit A une valeur propre de AVW VT.

l1-vA| <1<>0<vr<2.
I1 faut donc que Y et X soient de méme signe.

0<YA<2<=>0¢<|y] |A] <2  (pour tout })

2

<= 0< |y| < ™

<=> 0 < |y| < 2

pP(AVW VT)

iii) Remarguons que si deux matrices E et F sont symétriques définies positives,
les valeurs propres de EF sont alors positives.

En effet ; E s'écerit E = ¢l ¢ (C réguliére).

Si (A, x) est tel que : EFx = Ax.

OnaCTch=)\x.

Soitye]Rn:x=CTy.

T T

crcfy=acly

<> CFCly=ly

Donc CT ¢ Fx = Ax < C
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donc A .est valeur propre de cret qui est symétrique définie positive, donc A > 0.

Donc si A est symétrique définie positive les valeurs propres de A\IWT v

sont de méme signe (positives) on conclut avec ii). 0

Remarque : Dans le cas de la méthode de JACOBI on a vi Se;etys= 1.

On a :
¢ 3
2 n
Al A1
1 '-5- ceeeees =
A2 An
1 n
Ay By
- 1l .e.ie.. "—n
avw vi= |21 A
Al AQ ,
o1 1
1 5 eeeeens _
A1 A )

Posons : AVW V2 = I + C.

La condition de convergence se traduit par :

p(Cc) <1
.
2 nW
Al _A1
0 S EREEREREE '—n
A2 An
1 n
A2 A2
-1 O ceveenes —n
. A
ou C= A1 n
1,2 :
An Al
_i' _'2'c"o--\ono
A1 A2 )
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2° Méthode basée sur (G.G.S.2)

1/||av, | |? 0
Posons W' = . 5
0 "1/ av |

La méthode basée sur (G.G.S.2) est donnée par :

T T
X, . T X, - Y.VW'V A" p.
j+1 3 YJ ]

0. = Ax.-Db
3] 3

i) Yj rendant minimum l|0j+1|l

2 2 T T T
0 0. = | e, -2 Y. P: AVW' V' A" p.
na 1o, 017 = 1o, 1? - 2 v, o] 3
+ y§ [lavwr vT AT ojll2
ol av W' VT AT p,
Ce qui est minimisé pour Y, = — T J
3 Jlavwr vt oA pﬂl
d'ol :
( D';:AV W vl oA 0. -
X, = xX. - VW'V A p.
T3 qjavee v AT )2 J
! J (6.6.5.2")
P. = Ax. - b
\ J ]
ii) Fixons Yj =Y
T ,T
X, .= X. -YVW'V A p.
j+1 J Y J
(G.G.S8.2")
pP. = Ax. - b
i 3
Théoneme 5.2.1.
L) Les méthodes (G.G.S.2) et (G.G.S.2') sont convergentes.

iL) Une condition nécessaine et suffisante pour que (G.G.S.2") so0it conver-
gente est que
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2
Pp(AVHW' V

2
Trace(AVW' VI AY)

0<yc<

T AT)

En parnticulien 84 : 0<ys<

; (6G.G.S.2") est convengente.
Preuve :
i) C'est dG au théoréme 2.2.2, iii).

ii) On a :

T T
d - 1
pj+1 (I-YAVW' V" AT) oj

T

Soit A une valeur propre de AVW' V AT, onal>o0

donc,
2
0<YA<2<=>0¢<Y <‘X
d'oll 0 <Y < 2 T comme condition nécessaire et suffisante de con-
' T
P(AVW' V7 A7)
vergence.
. ¢ ol AT sy PP eis
La matrice AVW' V' A" est symétrique définie positive,
donc

P(AVW' V' AT) < Trace(AVW' VT AT). 0
- - vyl ATy -
Remarque : Pour v; Teg, 1= l,..., nona Trace(AVW' V- A") = n.

Il s'en suit qu'une condition suffisante de convergence de (G.G.S.2")

est que 0 < Y < %u 0

3° Méthode basée sur G.G.S.3.

Posons

RREVIFSRIE

@]

La méthode basée sur (G.G.S.3) est donnée par :
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Xj+1 = xj - Yj ATVW" VT pj
Dj = ij-b
i) Y; minimisant ]lsj o1l
on a [Isg,,11% = 1185117 - 2v; el var v7 o,

+ Yj? [[aTvwr vT ijIQ.

Le minimum est obtenu pour :

oLy v op.
Y, = —L J
3 AT v vT ojH2
Soit donc,
png" yT P T T
- R . " .
541 % %5 ”Ava" . ||2 ATVW" V p:|
3 (6.6.5.3'")
P. = Ax. - b
3 3
ii) 'Yj =Y, ¥j e N,
i.e. xj+1 = xj -Y ATVW" VT Dj
(G.6.8.3™M)
p. = Ax. - b

Théonéme 5.3.1.

L) Les méthodes (G.G.S.3) et (G.G.S.3') sont toujours convergentes.

L) La méthode (G.G.S.3") est convengente &4 et seulement 84 :

2

p(aT vur v Ay
2

Trace(AT VWM V

0<yYX<

En panticulien 64 0 < Y <

TA)

, (G.G.S.3") est convergente.
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Preuve :

i) Due au Théoréme 2.2. iii).

ii) S = (I—YATVW" v A) S. d'ou cqgfd
j+1 3 )

* La matrice ATVW" VT A est symétrique définie positive donc
p(AT v VT A) < Trace(ATVW" V' A)

2
T un
Trace(A” VW" V

donc pour O < Y < la convergence est assurée. O

T a

T

Remarque : Pour v, = e i=1,..., nona Trace(ATVW" V' A) = n, (G.G.8.3") est

ainsi convergente pour Y € 10, -g], ce qui englobe le cas des deux formes de la
g P = g

méthode de CIMMINO [2] & savoir Y = -i- et Y = -21;
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METHODES ITERATIVES A CONTRAINTES

0 - INTRODUCTION

Pour la résolution du systéme linéaire Ax =D selon les notations pré-

cédentes, on considérera les méthodes itératives de la forme :

_ n
xj+l-xj +)\j Vj’ )\j eR et vy eR".

Ce qui englobe les méthodes précédemment étudiées.

Les inconnues Aj et vj seront déterminées de sorte que les deux condi-

tions suivantes soient vérifiées.

* . .
1° La norme de 1l'erreur Sj = xj-x soit décroissante (tout comme pour

les méthodes de projection des chapitres précédents).

Les normes utilisées suivant le cas sont, la norme euclidienne, la

norme définie par : (x, y), = (Ax, Ay) et la norme définie par :
(x, y),, = (x, Ay) lorsque A est symétrique définie positive.

20 Les itérés {xj} seront astreints 3 demeurer dans une région de l'espace

n . * .
R, contenant la solution x et fixée 3 1l'avance.

Dans chaque cas la suite {x } possdde une limite qu'on rattachera 3 la

solution x" » Ppar une expression permettant un calcul effectif de celle-ci.

PREL IMINAIRE

. . n . s
On considérera les régions de R~ définies par :

{x e R / (ax, B) = ||b]|2}

[
I
=}
1

{y eR® / (y, AT b) = 0} + {x"}
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translaté d'un hyperplan.

*
X € H

2-  K={xe®R /||ax||? = |[b]|%
ellipsoide passant par x*
3- H ={x eR"/ (x, b) > 0}
demi-espace passant par x*, lorsque (x*, b) > 0.
Remarque :

-Hn K= {x}

- AH < H'

- Si A est symétrique définie positive, x" € H'.
Représentation géométrique

4

AH

10

AK < \
| H'

—————

T

(D) / Fig. 1
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/

Fig. 2 (c)

La figure 1 représente H' (hachuré) ainsi que les images par A de K
(sphére) et de H.

Le plan (D) est défini par {x ¢ R" / (x, b) = 0}.

La figure 2 représente H' (hachuré),K (ellipsoide) et H.

Le plan (C) est la frontidre de H' : (C) = {x / (x, b) = 0}.

On imposera dans ce qui suivra que les itérés successifs restent cons-
tamment dans 1l'une des régions K, H ol H' selon le cas et moyennant des choix

convenables du point initial et des directions suivant lesquelles on génére

les itérés.
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Notations

{xj} : la suite des itérés.

l

*|| 1a norme euclidienne.

Y2(A) : le conditionnement de A mesuré par ||+]]

1° DOMAINE H

H={x eR”/ (Ax, b) = ||b]|?%}

a) Méthodes aux résidus décroissants

On entend par décroissance des résidus la décroissance de {llpjll}
Considérons 1'itération :

xj+1 = xj + Aj vj
()

A. €R, v, e R"
CJ J

Proprniéte 6.1.a.1.

(ij+l’ b) = (ij, b) (Avj, b) =0
<= J(Avj, Ax;) # 0
[os 1< THesl] (av;, 03)
N o= A
] 3 [lav.l]
J
;uj e Jo, 2
Preuve :

(Ax b) = (ij, b) + Aj(Avj, b)

j+1°



1)

125

donc

(ij+1, b) = (ij, b) <= Aj(Avj, b) = 0
. 2 _ 2 2 2
Hogyal12 = 1105117 + 22, Chv, 00 + 32 []av,]]

2 .
donc, Ilpj+1l| < Ilpjll <> 2 [2(av,, p.) + A ]]Avjl) <o

(Av., p.)
Posons A, = -|. —-—;L——é%-
3775 T,

(Av., p,)2 5
R R A [—2uj + uj] <0

e [Taw 112

orl 1 < Hegl] <

(Avj, Dj) Z0

<=>
uj e Jo, 2[

d'ol, uj(Av pj)(Avj, b) =0 ; (Avj, pj) 70 et uj e Jo, 2[.

j’

i.e. (Avj, b) = 0, (Avj, ij) 70 et uj e Jo, 2[. [

La méthode (*) répondant aux éxigences de la propriété l.a.l. s'écrit

done :

( (Av., P.)

X = Ko = P, ——dI v,
j+l 3 3 ||AV~||2 3

J
(Av., b) = 0
J
(Ha) ﬁ

(Avj, ij) £0

. € Jo, 2L
3 ?

* Recherche d'une direction

P Av., Ax.) = .
osons ( Vs j) ua

Vues les expressions que doit vérifier v4 on est amené 3 prendre Vs sous

la forme :
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v, = O, AT b + E. ATAx.
] J J J

dj et Bj sont donnés par le systéme suivant :

T . 112 T T .\ _
o |]a" bl] + Bi(a Ax;, A" D) = 0

T T T 2 _
o (A" Axg, A b) + B, [[A Ax[]° = ¥,

Le déterminant principal est donné par :

HﬂbHQHﬁA%HQ—(ﬂA%,HbF

(>
1}

Propriéts 1.a.2.

(Axo, b)

A, =0 <> X, T ———x x
2
! bl

*

«Six. e€H, alorsd : A, = 0 <= x, = x"
0 3 3

Preuve :
Aj=o<=>ATij=AA b
< x, = Ax"
]
or (ax*, b) = [|b]]?
2
donc, A = (ij, b)/||v]]°.
D'autre part, par construction de la méthode on a :

(Ax., b) = (Ax., b).
3 0

(Axo, b)

D'ol, Xj = B X*
|1p]]

De plus si x, € H on a, (Axy, b) = Ilbll2

0

i.e. A =1,
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Supposons d présent que Aj Z 0.

V.

= _ 3 . (AT T
aj = 1—3— (A ij,A b)
On a :
TR ST
3] "K' HA bH
v J
D'od, v, = g% [-(ATax., ATb) AT b+ [|aT b]|” ATAxT
J 3 ] ]
v,
Posons v, = % u.
3TA S
]
On peut remarquer que la méthode Ha est invariante par multiplication
de vj par un scalaire non nul. On considérera donc uj.
Propriete 6.1.a.3.

() A. = (Au. .
£) 3 ( uj, pj)

.. 2 _ 11,T 112
) [lug[1% = [[a% p[]" 4,
A2
2 _ 2 .2 5
L) llpj+ll| = Hpjll (2u, uj)-_—HAu.Hz
i
Preuve :
i) (Auj, Dj) = (Auj, ij)
= [|aT b]|? HATij||2 - (ATij, AT )2
= A,
3
1i) HujH2 = ||a%s||* HATijHQ + |1aTp] ]2 (ATij, ATb)?

T

2| |aTb| |2 (ATij, ATb)?

b)

|187011% 8,

|1aT]12 ]]aT b]|? HATijH2 - (ATij, AT )%
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2
AZ
112 2 - 2
HE Y egea] 12 = [leg]1? - ; (uy - 2. 0
|20,
La méthode s'écrit :
'xo eR" ; (Axo, b) # 0
A,
. =X, -~ U. u.
S gl
 1aTg12 11,T 2 _ T T, |2
{5 = [|a'b]]“ ||a ijH (A Ax,, A'D) (H,)
u, = |[|a™]]% aTax, - (ATax,, aATb) AT b
i i 3
tuj e Jo, 2L

Theonéme 6.1.a.1.

Soient 0 <o < B < 2,

S4 on prend uj e [a, Bl ¥j e N, alonrs ;

La suite {xj} génénie
(

Y
X

Si en plub,.xo € H alo

Preuve :
La suite {]lpjll} est
Donc llpjll < llpoll
i.e. ||A(xj-x*)|| < 'lpoll

Soit A la plus petite

ona |[xg|| s [[x7]] +

par (Hl) est convengente de Limite :

Axo, b) .

sz

L" *
S X =X .

par construction décroissante.

¥j e IN.
¥j e N.

valeur propre de AT A,

el
—x M
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La suite {Xj} est donc contenue dans le compact B(0O, m) (la boule fer-
mée de centre O et de rayon m), elle posséde donc au moins une valeur d'adhé-

rence,

Montrer la convergence de {xj} revient ainsi 3 montrer que ses valeurs

d'adhérence sont identiques (et valent
(Axo,,b)
2
ls]]

" . N
Soit x une valeur d'adhérence de {xj} et P = Ax - b.

*
X ).

Comme la suite {llpjll} est convergente sa limite est donc Ilpll

A2
2 2 2 5
0 . = . - (2. - uo) —=——o
oy 117 = el 1™ - comy uj)HAu.HQ
]
A2
donc £im (QHi- u?) —-——JL__ﬁ =
e LA
%
Comme U, € [o, B], on a Lim ————l——§ =0
] > |||
A2
ou encore f2im ———!——§-= 0
o [l
A2 A,
Or J 5 = % = (propriété 6.1.a.3.ii)
[T 172 17871]

donc £im A. = 0.
jre J

xe

Or IN' € N infini tel que : fim x, =
N'

De plus %im A, = O
N' ]

i.e. tim  []]aATb])? ||ATij||2 - (ATij, AT)27 = 0

n, n, -
donc, |[aTb]]% |1aTax]])? - (aTax, aT5)% = 0

T,
n
donc, Ax = E_U.IL_A_XJ.J.]D

T
|1a"p ]|
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Or la méthode est congue pour que : (ij+1, b) = (ij, b) ¥j, donc
(AX, b) = (Ax., b)

”ATA;{IH (AXO, b)
T - 2
|1a°b]] |1}

L (Axo, b)
X = ——x .
|1p]1

donc, €

* Pour x, € H on a par définition de H : (Axo, b) = Ilbl|2.
O
Remarque : uj = 1 réalise le minimum de llpj+lll’ et fait que Ha soit une

méthode de projection (minimisation du résidu) [11, [2], [3].

b) Méthodes aux erreurs décroissantes

Considérons 1'itération :

X. =X, + AL W,
j+l ] J ]

A, eR, W, e R®
j 3

On déterminera Aj et wj de sorte que :

(Ax.

3410 b) = (ij, b) et la suite {IISjII} soit décroissante.

Propnitts 6.1.b.1.

r

- e (AT Ty =
(ij+l’ b) = (ij, b) J (A vj, A'b) =0
<>
. (Vj’ Dj) £0
S. < {]|S.
5,11 < 11,11 S
J I P, v.)
e AL = U, ——d
;57 T 112
' [1a%v. ]
' J
e u. €10, 2[
\ J
Preuve :
A est supposée réguliére, on peut toujours écrire : wj = Aij.
- T
(ij+1, b) = (ij, b) + )\j(A Avss b)
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donc,

(Ax b) = (Axy, b) <> A, (A Aij, b) = 0

j+1°

2 2 2 T 2
. . = . .(p, . ALl A v,
Hsgu 17 = 11ss]1 + 25005, vo) + 25| [alv, ]|

-

T 2 .
. . => A <> V. A . <
done, 15,11 <[5l <> A 2605, vy + 2 114, 1121< 0

Posons
\ - (p., vj)
] I (14T, ]|
s, 411 < 1181} <o C2275
donc, S 1 S <=> 5 [. u + u <VO
1147y H
(p., vj) £0
<=>
e Jo, 2
On a donc,
- T T .y _
(ij+1, b) = (ij, b) uj(vj, Dj)(A Vj’ A'b) = 0
<=>
uj eJo, 2[

La méthode cherchée s'écrit donc :

'xo quelconque

(v., p.)
UL L LI
J J J IIA lel J

(Hh)i T T

(Avj.,Ab):O

(Vj, pj) 0

. € 10, 2[
LuJ ?
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Posons (v., P.) = Y. . €R.
osons ( 50 P; Yj, Yj

* Recherche d'une direction

Prenons Vj sous la forme :
v. =0, b+ B. p,
J J J 3
ol Gj et Bj sont solutions du systéme :
a. |1a™]]? + B.(aTp., ATH) = 0
J ] J
a.(p., ) + B, |o.][? = v,
J 3 J J J
Imposons que X € H.

On a donc (Dj, b) = o.

Le déterminant principal du systéme vaut :

T 2 2
A, = ||A* D .
;= 1T w112 1o, 1|
On a donc,
A, = <& p, = .
3 0] p] 0
On voit donc que vj est calculable tant que xj # x*.

Supposons que, Aj £ 0.

On a alors,

Y, Y5
 _ 3 T Ty . =3 [|aTp||?
a; = - 2 (7 oy, ATb) 5 B; = g2 ||ATD]]
3 j
d'ol v..
j
Y3
P . = u,
osons V:l Z‘j‘ 3

On a : uy = ~(AT Py ATb)b + ||ATb||2
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Propridts 6.1.b.2.

Soit Xy € H
4) (uj, Dj) = Aj
) =0 <> _ U
AL uj- Xj—X
.. T 2 T 2
d) 1187 ugl| SHAMﬁIMT%H
Preuve :
. CaT 12 2 _ T T
i) (us, ps) = |12 b] | llpjll (A Ps, A'D) (b, pj)
= |1a"b]1? []p.]1? (car x. € H=> x. € H, ¥3)
J 0 J
= A,
3
i) =0 <= | [aTb] ]2 oy = (a” Py ATH)b

> x, = A, A £ 0

or, (hx, b = |[p]]?
donc, A = 1.
111)  ||AT uj||2 = (AT b5 ATb)2 |[aTb] ]2 + ||aTn||" |]aT pj||2

2(aAT Pss A%p) |[aTb] |2

1411 1187 0,112 - T oy, AT032 |]4]]?

A

[14T511* 14T o112

On obtient ainsi la méthode définie par :
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Xq € H
A,
= - _— 3 AT
S TSR
T 112 2’
A, = |]a .
{85 = Hapl® [lesl] (H,)
— 11aTut12 & _ (AT T

ug = | |a*b] | o (A Pss ATD)D

\uj e Jo, 2
Théoneme 6.1.b.1.
. 2 2 2y .2
L) ||sj+1|| < ||sj|| [1 - (2uy-u) v5(A)]

L) Si La suite M est chodisdie telle que uj(2—uj) ne tend pas vers 0

alors suite {x;} génirte par (H,) converge vers X .

Preuve :
A2 ' 2
85,0112 = Hsg 12+ vl g - 2w, — I
1 T 2
3 e w13 71wl
AQ
= IIS ll - (2U "U ) —__Trl—__Tf
147 u, ]
2
A
< |1s.]12 - (2us - ud) .
T
: R I TR IO AT
2 T L 4
5 [12%11* 1o ]|
or =
° T L 2
HAB1® 12T o 1% (1411|187 o,]12
I
, ) 2 ey 11
donc, ”Slll < |8 117 {2 - (2w - u2)
3* ) T s 1P ||A pil |2
or,
4 2 2
eI 1™ les | |1, 11

2 T 2 " 2
S. A . .
11851 HA™ o] |ISJII aT os ||
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v

2
A 2
— = Y,(A).
A2 2
ii) On a,
2 2 2, .2
S. < ||s. [1- T A)]
55,0112 5 18117 12 - c2n-u2) v2m)
Si uj(2-uj) ne tend pas vers O ils existent alors
T>0 et N' ¢NN tels que :
2u. - u? 2T ¥j € N',
] ]
Donc,

llsj+1]|2 < ||sjl|2 (1 -1 Yg(A)) Vi e N

donc IIS.II > 0.
J '

Comme {“Sj!l} est convergente on a :

2im |Is.]] = 2im |]s.|] = o. 0
: 3 Nt 3

3—)00

Remarque : La valeur de uj minimisant l!sj+1|| est uj =1,

Pour uj = 1, la méthode (Hb) est une méthode de projection (de minimi-

sation de l'erreur) [1]1, [2], [u4] et chapitre 1.

c) Méthodes aux résidus réduits décroissants

La matrice A sera supposée symétrique définie positive.

Soit B une matrice réguliére telle que : A = B'B.

Considérons 1'itération :

Posons : rj =Bx,.-B " b,Br =op,.
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On imposera & la méthode recherchée que :

* (Ax.

541 b) = (ij, b) ¥j eN

. {Ilrjll} soit décroissante.

‘Proprilte 6.1.c.1.

(Ax ) = (ij, b) r(Avj, b) =0

j+1°? b

<= J(Vj, pj) 0
i < )
[zgy 1< 1] .

A. = -U,
;57 (Vs BVS)

Jo, 2t

~
m

L]
Preuve :
. (ij+l’ b) = (ij, b)) <= Aj(ij, b)) =0
2 _ 2 2
egual17 = 1y 112+ 2250y, 0 + A5G, avy) < 0

donc, llrj+1|| < Ilrjll <> Aj[Q(vj, Dj) + Aj(vj’ AVj)] < 0.

Ceci exige en particulier que, lj(vj, Dj) £ O.

(v., P.)
- _ 3
Posons, >\j = ]Jj ijj’——A—vj—y
On a ainsi,
(v., P )2

SR Ml 2
”Pj+1H < ”rj” <= -(VJTTV? [Uj 2Uj] <0
<=> (vj, Dj) #0 et uy e Jo, 2[.

La méthode s'écrit donc :
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rxo guelconque
(Vj, pj)
ST B R CONY TR G

0

() J(Avj, b)

(vj, Dj) #0

uj e Jo, 2[

\

*
Pre : .o P.) =Y., . €eR .
nons (vj, ]) T Yj

* Recherche d'une direction

Cherchons vj sous la forme :

v. =0, p. + B. b
J ] p] BJ

aj et Bj doivent €tre solutions du systéme :

"
o

aj(pj, Ab) + Bj(b, Ab)

!
<

2 -
o ||pj|| + Bj(pj, b)

Prenons, x, ¢ H on a ainsi (pj, b) =0

2
On a, A -(b, Ab) [[pj|[

D A, = 0<= p, =0,
onc, 3 p]
Supposons que, pj £ 0.

v. est alors donné par :
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Propriété 6.1.c.2.

( . P.) = A,
4) (uj D]) 5

1?2 o, a) (4]

3 J
.., 2
Preuve :

La construction de uj est basée sur le fait que, x. € H,

0

i.e. que (Dj, b) = 0.

i) (u, P5) = = (b, AD) Ilpjll2 + (p5, D) (P, b)
= - (b, Ab) llojf!2
= Aj
) |l = e 80 [leg]1% + oy a7 [Ib] |
- 2(p35s D) (b, Ab) (p;, Ab)
= (b, 4b)2 llpjfl2 + (py, a)? [|p]]?
2 (b, Ab) [(b, Ab) ]]pj||2]

= +(b, Ab) lAjl

iii) (uj, Auj) (-(b, Ab) Apj + (Dj, Ab) Ab, uj)

(b, Ab)? (805, 05) - (b, a)2 (b, Ab)

(o35 Ab)2 (b, Ab) + (0. 2b)2 (b, Ab)

2 2
(b, Ab) (Apj, pj) (oj, Ab)” (b, Ab)

IA

(b, Ab)2 (AP, £3)
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On obtient ainsi la méthode :

'XO € H

A.
- - J
Xip1 T X5 7 W Tuj—Auj‘y Y3

Juj = -(ba Ab) pj + (pjs Ab)b (H3)
- 2
By = Ilpjll (b, Ab)
kuj e Jo, 2[

Theoneme 6.T.c.1.

. 2 2 2. A
A gy 1175 el 11 - caug -1y 3
ol A et A sont nespectivement fa plus petite et La plus grande valeun propre de A.

L) S4 v, e Jo, 2[ est choisie telle que La suite (2u] -u 2y e tend pas vers 0,
alons La suite {x } génénée pan (Hy) converge vers x".

Preuve :
_ , (w, 0) , A
1) Hl‘j,,l” = HP 15 LR T——y‘fu W
2
AL
- 2 _ -2 J
LRt vy )
A2 b, )2 |[o,]]|?
or 3 2 J
i 2(usy A e )12 @, )2 (AL, p.)
(15117 Cay, au, 117 @ 3 3

AN
IERTRTEATE
187 = |12 eyl
gl 1% 11z,

v

A
A
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N 2 2 _ 2y A
ot [leg, 117 ¢ Lyl 12 02 - Coug - 2y 33
ii) si (2uj-u§) ne tend pas vers O :

IN' ¢ N (infini) 3T > O : (2uj - u?) 2T ¥jeN

donc,
2 2 A

IESRIEER PRGNSR
donc,

Lim ||r.|] = 0

N3

Comme {Ilrjll} est décroissante minorée, elle est convergente et on a
2im ||e.|| = 2im ||r.|| = O. 0
oo ] N' 3

Remarque : En prenant My = 1 ¥j eN, la méthode (Hc) rentre dans le cadre des
méthodes de projection (minimisation du résidu réduit) [1], [2], [3] et chapi-
tre 2.

Dans toutes les méthodes précédentes on a vu que chaque fois que le
] » . . s > P4 Pd ” *
point initial X, est pris dans H, la suite générée converge vers x , la so-

lution du systéme considéré.

D'ol 1'intérét de proposer quelques choix de Xq-

Choix de Xq
2
(A, b)
ot Al est la i*™ colonne de A et e, le i*™ vecteur de la base canonique de R".
2

20 x =_Ltll Ty

0~ ||ATb112
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2
b .
o -
3 Xo = T#5, b) b si (Ab, b) # 0
yo Plus généralement :
2
X, = %léll—y u, avec u ¢ R" et (Au b) Z0
0 Au, b) ° ? :
‘Remarque :
2 2 1
om s logl 12 = ]3] -1

T

En considérant le choix 1°, le meilleurs indice i est celui rédalisant :
9

i D
[—-—Ai R b] = max [——AP . b” 0
[1a]] p=1,...,n |{|[AP]]
2° Domaine K
K=1{xeR?/ |1ax|| = lb] ]}
Considérons 1'itération :
xj+1 = X + Aj vj
Propriéte 6.2.1,
On a £'équivalence entre :
O Hmegll = gl et o)l < 1oyl
(Avj, Ax.)
/(/L) (AVj, pj) # Os (AVj, AXj)(AVj, b) <0 et )\j = =2 W
J
Preuve :
2 _ 2 2 2
HAXj+1H = 'Iijll + QAj(ij, AVj) + >\j HAVj”

donc,
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iy 1] = Tl <= fa = 0
ou
L (Avj, Axg)
3
Av,
[Tav, ]
2 2 2 2
. . = . A (Av., P, AL .
e 117 = TlogH + 2 scavy, 00) + A5 |av,]]
- 2
donc, |lpj+1|| < ||0j|| <=> Aj[2(Avj, Dj) + Aj ||Avj|| l<o.

C.N.
. < A =2 . .
Hesgl T < Hesll => tav, 0 # 0
car sinon on aura X; ||Avj||2 < 0 ce qui est impossible.

De méme Aj doit étre non nul.

Si, en plus IIij+l]| = IIijII
(Av., Ax.)
alors, A. = -2 R A
) [1av,]1?
]

La condition pour que llpj+1|| < l'pjll devient alors,

(Av., Ax.)
b —d—J_ T _(av., 0.) + (Av., Ax.)] < 0O
[avgl1* 7 T

i.e. (Avj, ij)(Avj, b) < 0.

c.s.
s s e i 1] = 1oy
Ona i, = = 2 —2u =2 = Ax, = Ax,
g v, ||® b ?
Avec une telle valeur de Aj on obtient :
2
, Ax.) (Av., Ax.)
oo, 112 = eyl 1% - —L= (v, o) + 0 —Ld
J ] |av.]| 2
: 1Al
( 9Ax-)
= ]o.|]? + 4 —2 s (Av., b)
J |av.]| J
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donc (Avj, ij)(Avj, b) <0 =b'|]pj+1|l < Ilpjll. 0

La méthode telle que llejII = IIAxoll et llpj+1|| < llijI Vi e N

s'écrit donc,

’XO quelconque non nul

J (Avj, ij)

0 Ax,=x -2 3

R R R TP TLR
]

., Ax. ., b) <
L(AVJ xj)(Avj b) 0

Remarque : On a omis la condition (Avj, Dj) # 0, car celle-ci est contenue
dans (Avj, ij)(Avj, b) < 0. O

Recherche d'une direction

Soient ¢j et wj deux réels tels que ¢j wj < 0.
Posons,

T\ . T )
(Vj, A'b) = ¢j et (vj, A ij) = IP].

I1 apparait naturel de rechercher vj sous la forme :

v, = Q. ATAx. + B. ATb
J ] ] ]

On a le systéme :

T T T.112 _
Otj(A ij, A'b) + Bj [1a™b]] -¢j

T 2 T T, \ _
o [1a ijll + Bs(ATAxs, AD) = Uy

Le déterminant principal est donné par :

A, = (AT

5 A%, aTp)2 - ||aTb]|? HATijHQ.
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Propritts 6.7.2.

( = 0 <= = : = si
L) Aj 0 X € X5 3 € Slgne(ij, b)

{ou encone

* ||b|12
® = ij, b)Y =5

£L) S4 Xy € K et (Axo, b) >0 o0na :

\

J 3
Preuve :
AT A x I )2
1) Aj = 0 <= T , 7 -
12T a7 112"l
T
A" Ax. T
<=> T J = ATb , E = %1
87w T 18T
T
<=> x* = € —lL%lﬂJ——-xj
1T 8] |

En composant par A et en prenant la norme des deux membres on a :

lIb] ] :.J_IAT_b_LL_H

T
1278,

ax. ||

J

T
Donc —LI-A—E-LL_ = b

14T TR
or, par construction de la méthode on a, IIijll = ||Axo|| donc,
* _ b
X = € A X]
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D'autre part,

b1 = (", b) = T}L% (%, B)

. el Haxgl
donc, € = Slgne(Ax b) ou encore € = (ij, b)
Done " = L2L*
onc X = ij’ ) Xj-
ii) 8i x, € K on a par définition, IIAXjII = ]IAxoll = |1]]

D'autre part,

(Axo, b) > 0= (ij, b) > 0, en effet ;

. V.
(Ax b) - 2 -—;L————— comme ¢ W <0

HAvl

(ij+l’ b) =

La suite’{(ij, b)} est croissante.
*

Donc € = 1, d'ol X5 T x . 0

On a ainsi vu que le fait que A soit nul, non seulement ne pose pas de

probléme, mais nous permet l'obtentlon de la solution x .
Supposons Aj Z 0.

a. et Bj sont données par :

J
1
aj.:Kj—[q)(A Ax,Ab)- ||Ab||]
=1 -
Bj"A [‘P(A Ax],Ab) ¢’ HA Axll]
d'ou Vj'
Posons Ej =7 et vj =5 uj
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On a,

[€j(ATij, ATb) - |[aTs[ % ATij

e
"

T

" [(ATij, A'b) - E, HATijH2] ATh

Propriéte 6.2.3.

L) (Auj, ij) = A,
L) La suite {(ij, b)} est croissante.
2 _ T L Tpg2
L) HujH = - A, ngA Ax, A'bl]
Preuve :
. _ T
i) (Auj, ij) = (uj, A ij)
- £ ax., A |[aTax. ]2 - |[aT]]? |]aTax,]|?
3 3 3 3
+ (aTax., ATY2 - £, |1aTax.]]? (aTax,, aTb)
3 3 3 j
= (T axg, AT - [aT] |7 ||ATAXJ.||2
= A..
3
ii) Voir la démonstration de la propriété 4.2,2, ii).
2
NI Hv Ik
vy
22 .
=J2-(oz ATAxs + B, ATb, vs)
8 J
3
A2
== (o5 ¥y + B 0.)
P
3
22
=;p-1(a + B €
3
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or,
;i—j-(a + B, E.) = o= [¢.(ATAx,, ATb) - ¥, ||aTp]]?
537373 WZ; 3 3° j
T T T 2
+ Ej(wj(A Axg, AD) - ¢, |a ijll )]
z Ej(ATij, aTb) - |]aTp])? + £ CaTax., AT
T 2
donc,
2 _ 2 1y,T 2 T, 112 _ T T
HujH = -b, [F,j | 1A ijH + ||a"b]] 2£j(A Axs, A'D))

T T, 112
-2, ng A" Ax, - A'b]]%.

On obtient ainsi la méthode définie par :

rxo #0
45
X. T Xy = 2 ————— .,
S P AT
u = [gj(ATij, a’p) - ||aT] ]2 ATij + [(ATij, ATb)
$ (x,)
T 2. T
- £.||aTax, b
E 1A% ax,]]"T A
Ay = (AT Ax., ATD)2 - ||aTax.[]? ||aTb]|?
j j j
. <0
SR
Propritts 6.2.4.
<) (Auj, b) = gj A
o, 112 = [1o,11? :
L) p. = |]p. + 4 &, —a
b 3 a1

AAL) Ej ntalisant Le minimum de Hpj+1|| stidvant La direction Aus est Ejj = -1,
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Preuve :
i) (8u,, b) = (u., ATb)
3’ R
= [Ej(ATij, A5) - | 18] % (ATij, ATh)
+ T axg, aT) -2 a7 ax,]]% |]aT0])?
=gy axg, )% - [[4D]|7 (AT Ax,, ATh)
+ |]aT] |2 (ATij, ATp)? - £ 1A} HATijH2
= gj[(ATij, ATb)? - ||ATij||2 18] |
= g5 8,
2
Ax.) (Au., Ax.)
.. 2 _ 2 3 3’
ii) Hes || el - (Au,, p.) + &
e g [awg 127 eyl
] J
A2
= [los]|7 + g :
: Ak
o & o A.
e Ty
]
On doit chercher gj de sorte que
Al
2 -l_r—J_ﬂ-Q— Auj soit la projection de pj sur la droite portée par Auj.
Au,
] A (Au., p.)
On doit donc avoir : 2 ——-—=’—§ Auj = ———j—-—%— Auj
o123 (A ]
l.e. 2Aj = (Auj, Dj)
or, (Auj, pj) = (Auj., {\.xj) - (Au_:l, b)
=857 85 4
donc, 2Aj = AJ - Ej A:j

d'O'tl gj = -lo D
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Théoneme 6.2.1.

Soient T et M deux nZels strnictement positifs.

SL on chodsit Ej e [-M, 1] ¥j e N, La suite {xj} gtnere par (K) a pour
Limite % vérifiant :

-~ N n
oll € = Signe(Ax, b).
ou d'une maniére Equivalente :

Preuve :

I1 suffit de montrer que toute valeur d'adhérence de {xj} vérifie

bl| ~
X

AxO

* n .
€ = X et que X est unique.

N P
* Soit x une valeur d'adhérence de {xj} et P = A?(’ - b.

La suite {||p.||} est décroissante minorée donc convergente, de limite

[1e]] A2

2 2 i
or, e, 115 = [lesl]® + 48 —3—
i ) ) g1
J
A2
donc %im &, 5 =0
oo IlAujII
ou encore, A2
. n
9:1m Ej — = 0
o 7 sl
or, Huj||2 = - Aj ng ATij-ATbH2 (Propriété 4.2.3.)
, oA,
donc, im £, J =0

2o |]g5 AT Ax - ATD]|?
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D'autre part,

T T 12 _ .2 11.T 2 T ‘
||EjAij—Ab|| < £ | A ijll +2|€j| | 1A ijH |1aT] | + ] ]a™b]]

sa’g?+2a8 |[aTb]] + [|a'p]|?
ol & = max (|M|, T
et 8 un majorant de HATijH, car HATijII < |]aT]] | 1ax, ||
< [1&TI1 Ip]] + [1egl]) vue que eIl < el ¥5 em.
Donc,
;]

N T TR Bt B—r T
[l&s a7 A%, -a'b]|° o 8%+ 20 8[|ab]] + []a"b]]

ol Y = min(M, T).

D'ol fim A, = O et en particulier £im A. = O.
30 N

or 8 = ||ATAXJ.||2 |1aTs[|? - (ATij, aTh)?

donc, ||aTa%]|? [[aTv|]? - aTa%, aTp) =

ce qui donne

1 v.o__€ o,
—rR— X T e X, +
a7 a%|| [1a’p]]
i T
done LU _ LIpl LI L))
T,V T,V
ATax]] (a5l [1&x]] |47 a%]]
d'ol Slgne(Ax, b) —Ji—ll-§
|1ax]|
or ||ax|| = |Axo|] ¥5 e N, done |[AX|] = |]ax||
d'ou Signe(Ax, b) Ag X=x"
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ou encore :

On a (AX, b) ;LD%LL.= € IIBIIQ donc € = (A&,'b) -
[1ax] | Holl |1ax]]

5
aron LRI ¥ - o,

(AX, b)

e Unicité
. - v - P .
Soient x et x deux valeurs d'adhérence de {xj}.
On a :

5] X = ¥ D X avec T = Signe(Ax, b)
AxO AxO

et € = Signe(A;, b).
—— _an
Donc € x = € x.
, - _n , —
Montrons que € = € ou encore que (AX, b) = (A%, b).

Supposons que (A%, b) > (A%, b)

Soit o = (A%, b) - (A%, b)

N
X

On a 2im x. X et 2im x. =
Nv j N'I

donc, 3N ¢ N" : ¥§ 2 N, § ¢ N" 0 < (AX, b) - (Axg, B) < a

donc (ij, b) > (&%, b) ¥j >N j e N"
or {(ij, b)} est croissante

donc, (ij, b) > (Ax, b) ¥j 2 Net j ¢ N' ce qui contredit le fait que

im x. = X et {(Ax., b)} croissante.
Nt ] 3

Donc (Ak, b) = (A%, b)



152
La suite'{xj} étant bornée ne possédant qu'une valeur d'adhérence donc
convergente de limite la dite valeur d'adhérence. O
Conollaine :

S4 on choisit {Ej} comme dans Le thZonlme pricident et x, e K verifdant
L'une des conditions suivantes.

L) (Axy, b) >0

&) |laxg-bll < 2lb]]
Alons X = x.

FPreuve :

n, *
Le théoreéme précédent assure la convergence de {xj} vers X = € X avec

€ = Signe(AQ, b).

i) si (Axy, b) > 0 on sait qu'alors (A%, b) > O, d'aprés la propriété 6.3, ii,

donc € = 1.

11)  ona ||ax-b]|% = {|ax]|% + ||p]]? - 2%, b)

2[[b]|? - 2(a%, b)

2|b]]2 - 2 ¢ |p]]?

n *
car X =T € X .

Donc, I]A&-—b||2 = {2u 5
4] 1]

Or {[]pjll} est par construction décroissante, donc si [|p || < 2||b] >

||aA%-b]| serait forcément nulle et donc X = x . 0

‘Remarques : 1) On a vu dans la propriété 2.4, iii) que Ej faisant que (Kl) soit
une méthode de minimisation du résidu et Ej = -1,
e 1o g1 = llogl[2 o 5 & —1 o
R 3 3 {2
: ]
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2 2
AS Hu.]]
2 3 j
= o€+ 4 &, x
J J 2 A 2
g1 1w )|
On peut ainsi envisager la recherche de Ej minimisant la quantité :
E.
K i
Ce qui est réalisé pour &, = A B[]

] |17 A x.]] 0
]
2) On peut également reprendre la direction uj de la méthode (Kl) et l'utiliser

dans des itérations de minimisation du résidu, comme on peut le voir ci-aprés :
On a : (Auj, Dj) = (1-—€j) Aj (propriété 4.2.3, i) et 2.4, i)).

La méthode de minimisation du résidu s'écrit donc :

’xo e R" X, 0
A,
T X = (1-E,) — .
L TP
j
) T Ty (1aTe112q o7
u; = [ES(A" Axg, AD) 18751 1%1 A" 2,
3 (x!)
+ [(ATij, ATb)—Ej HATijH2] ATh 1
A, = (ATij, 2™5)2 - |]a™])? HATijHQ

Théoneme 6.2.2.

S< dans (K) x, et Ej sont choisis tels que :
A |laxg-bl] < [Ib]]
L) |gj-;| 21>0

Alors, Lim x, = ¥ vinigiant

J"m

2
n
Signe(A%, b) - —ll%ll § = x* ou encore : —Jiﬁdl—-x = x".

|| Ax] | (Ax, b)
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Preuve :
La suite {|O-j|} est décroissante donc {xj} est bornée.
n
Montrons que toute valeur d'adhérence x de {Xj} vérifie :
Hpll2 ~ _ . " .
—rn—— X = X et qu'un tel x est unique.
(Ax, b)
1° Unicité
Soient X et x deux valeurs d'adhérence de {xj}.

A"
X, —> X et X.

> X
N' j NH
avec,
l|b||2 o * b 2 __ %
~ X =x et X = X
(Ax, b) (Ax, b)
On a " _
X X

(A%, b (A%, b)

Montrons que (A&, b) = (Ax, b).
Supposons que (A;, b) - (Ax, b) = a >0
INeN : ¥ 2N 3 eN, 0sx (4%, b) - (Ax;, b) < a
donc (ij, b) > (Ax, b) ¥j 2N j e N'
or Ej ¢ [0, 1] = {(ij, b)} croissante.
done (Ax;, b) > (A%, b) ¥ > Net3 el
ce qui contredit la croissance de {(ij, b)} et le fait que %2im x. = X.

N"

donc (AX, b) = (&%, b) et par suite ¥ = x.
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20
Soit % une valeur d'adhérence de'{xj} . %X = fim xj.
N'
Montrons que
(A%, b) )
on & [or, 112 = 116,117 - (1-£% —3_
D 3 3 w1

or {[[Ojll} est convergente

22

dmm,khlu—EJz———l—7=0
joco A

30

5 A
ou encore im (1-E.) 32
I B TNT

"
o

or, Ilujl|2 = Aj ]IEj AT}&xj-ATb||2 (Propriété 4.,2.3, iii)

2
(1-€j) Aj

done, fim
" oo g5 ATij-ATbH2

D'autre part {Ilpjll} décroissante entraine {IIAlelel} borné.

Soit M tel que ||ATijH <M ¥y,

On a,
2 2
(l-f‘j) IAjI 72T T 2(l - T 7
[Te, 4 ao - ATo] 17 E2 (18 A 112+ 2 151 18 agl] (12751 + |[a%8]]
2
Ej? M2 + 2 LA |1a™]] + |]a™b||?
2 ]
)
T 2 T T T 2
M + 2 ~————— M A’b + A’b
(1-1)° oz R e
2
(1-8.)" A,
donc %im J J

= 0=> %im |A,] = ©
= |1g, ATij-ATbH? S 3
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T

b)?

or |a,] = |1aTn] ]2 HATij||2 - (ATij, A

done 2im |4, ] = aTs]|? []aTax]]? - (aT ax, aTp)?
N'
e pius X 70 car |01 < 1logl] < IIn]] ¥
Donc AL A% = A ATb A Z£0
n,
ou encore Ax = Ab AFO

donc,

n,
AY - (Ax, b)

=22 D2 p et (X, B) 70
|[b]]

N (’\' *
etx:_&(_’_.b_;. pTe
1

Propritts 6.0.5.

L o (K. (ATij,Ab)—HATbH2
S{ on prend dans (K,), &. = ona :
s HATij||2-(ATij,ATb)
2 2
1oy, 1117 < T1esl [1 - ¥2(A)]
Preuve :
A2
2 2 2 j
onalle. 1= 1]e.|]" - (1-E ]
i+ 3 3 ] aug] )
J
2 2
A Iu.]]
_ 2 2 3 3
= |]e.|]* - (1-£.) 5 * 5
) Tl Al
2 _ T T2
or, Hujll = IAJI HEJ A ij A'b] ]
2
Posons a = HATij||2, b= (ATij, a’b), ¢ = ||aT]|

2
On a alors,‘][ujll = IAjl [a E§ -25b Ej + c]

b-c
a—

t . =
e 53

o
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ce qui domnme :

|]uj]|2 IAjl [a(b-c)? - 2b(b-c)(a-b) + c(a-b)21/(a-b)?

I [ab? + ac? - 2abc - 2ab? + 2b° + 2abe - 2cb?

+ ca2 + cb2 - 2abc]/(a—b)2

N (atc-2b)(ac-b2)/(a-b)>

12,1 |]aT pjn2 IAjl/(a-b)2

2 T 2 2
Aj |la Djll /(a-b)

: _£.)? = (1-by?
D'autre part, (1 Ej) = (1-)

(a—-2b+c)2/(a-b)2

t

|| AT 2 I1*/(a-b)?
2

2 A, - T 2
Donc (1 - £.)° —3— = [1a* o.]]
3 2 3
Tl
T 2 2
. , T ]
doquj_,,lH 'HDJH 1- ”DH2 ‘ HATuH2
3 ;|

, 2 .. 2
< llpjll [1 - v5(a)].

b-c = = - -
Remarque : e - 1<>a+c 2b = 0
_ T - . ¥
< ||a pjll =0 ie. x5 =x.
CHOIX DE X

10 Xy = T+%£H+-b si (Ab, b) > 0 et -xy si (Ab, b) <O

= JJELLL- e. si (Al, b) > 0 et ~Xq si (Al, b) <0

20 X
TR
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30 D'une fagon générale :
-~ |[b n
xo-E u u, u € R

tel que, (Au, b) # 0, € = Signe(Au, b).

Les choix ci~-dessus font que la suite {xﬁ} fournie par (Kl) converge

%
vers x . O

3° Domaine H'

H' = {x e R" / (%, b) > 0O}
a) Cas_ol_la matrice A est symétrique définie positive.
*
Dans ce cas ona, x € H'.
Considérons 1'itération :
(1 X, . =X, + A, v.
) j+1 3 i3

Proprieté 6.3.a.1.

Une condition sufgisante pour que :

L) xj e H' = xj+1 ¢ H'

A4) Hrj.,.l” < Hr]”

est que

') (Vj’ Dj) (vj, b) < 0 ; (vj, Dj) # 0

i) gj e J0, 2

‘ (vys 05)
ol uj est telle que : )\j = - }Jj m
J J
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Preuve :

° ( b) = (xj, b) + Aj(vj, b)

Xj+1’
donc Aj(vj, b)20= [(xj, b) > 0 = (xj+l’ b) > 0].

D'autre part, ||r. [|2 = ||r.||2 + 2X, (v., P.) + A?(v., Av.)

j+1 3 5 I R R R

done, ”rj+1H < Her <=> )\jEQ(Vj, pj) + )\j(vj, Avj)] < 0.

Ce qui exige en particulier que lj(vj, pj) # 0.
(vi, P.)
Posons Aj = ooy, 3

v., Av.
J 3? 3

On a : llrj+1|l < Ilrjll <=> (vj, pj) £ 0 et (—211j + u?) <0
<=> (Vj’ pj) Z 0 et uj e 10, 2[.
or,
Xj(vj, b) 2 0 <= -uj(vj, Dj)(vj, b) 20
(Vj’ Dj) £0
D'ol, (Vj’ Dj) £ 0, uj e 10, 2[ et (vj, Dj)(vj, b) < 0.

La méthode s'écrit :

HY 1<vj, ps) # 0

(Vjs pj)(vj’ b) <0

Luj € ]0, 2[
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* Recherche d'une direction

P : . )= 9. #0
osons (vj, p]) ¢3 ?

.o b) = Y.
(V]9 ) ‘Pj
Cherchons vj sous la forme :
. =0, p. + B.b
ViT TR
On a le systéme :
a, |]e.]]? + B:(p., b) = 9.
] J J 3 J
a.(p,, b) + B, ||b]]? = v.
J 2 ] J

Le déterminant principal est :

2 2 2
A, = . b - .9 D
5= Hesl1= 11p]]% - (py5 B
Propritte 6.3.a.2.
L) Sous Les conditions (4' et 4i') de La proprnieté 4.3.a.1, La suite
{(xj, b)} est croissante.
AL) S£ (xo, b) > 0 alons :
2
_ » b _
Aj =0 <= (ij, 5 xj = x
Preuve :
i) Sous les conditions i' et ii' on a : uj(vj, pj)(vj, b) < 0 comme
. = (x. - 2u.(v., p.)(v,,
(Xj+1, b) (xJ, b) uj(vJ pj)(vj b)

On a (x.

j41° b) 2 (xj, b).
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ii) (uj, b)

o 2
111) - [lugl]

162

2 2 2 2
[IBI17 oy ) - E.¢ps5 DY+ £ (e H1™ [In]]
- (o5, 3 |Ip]|?

_ 2 2 2
= & [p]] Hojll (P, b)

A..
]

1}
L]
.

Ik

"

a. p. . b .
(303+B] ,vj)

(cxj q>j + Bj \Pj)

A A ;
j J 5 ]

1
-e|l> e||> elr>
e DI N e D N e DU D

2 2
[¢j B[] - V(P55 b) o s 2 [Ip]° - ¢5(p5, b) w]
J

2 2 2
Aj[llbll + E llojll - 2£,(p,, b)]

2
A, ilaj ps - bl]“. O

La méthode s'écrit donc :

A

H'
A.
R R T—J—yuj, R U3
2 2
CIo}" - E5Cp s 23D oy + &5 [les}]™ - (g, DII B

(H!)
2 2 1
15112 11p511% = (g5 )

10, 2[
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Théonéme 6.3.a.1.

Si {uj} et {Ej} sont chodisis tels que :

2 -u/Es ] Hesll + [plD 21 %5 ew

ol T un niel strictement positif.
Alons,

La suite génerie par (H;) converge vers % verigiant,

2
Ap[]% v *

N
(Ax, b)
Preuve :
La suite {l]rﬁ]f} est décroissante donc la suite {xj} est bornée.

. v PP
On montrera successivement que toute valeur d'adhérence x de {xj} vérifie :

b2'\: *
X

= x
(Ax, b)

v . . . . s
et qu'un tel x est unique. L'assertion du théoréme serait ainsi démontrée.

Soit % une valeur d'adhérence de {xj} : im x, = %
Nl

La suite {]Irﬁ'[} est convergente donc de limite ||r|].

or,

%

2 _ 2 _ - J
”Pj+lH - HPJH uj(2 uj) (u., AujS

2 J
AL
donc %lm “j(2-uj) TU—T%U—T =0
7 ] J
2

1)
. 3 _ 2
done fim pj(g..uj) ___J?TE = 0 car (uj, Auy) < Hall llujll

I l'uj
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or ||uj||2 Ajllgj Dj - bH2 (propriété 4.3.a.4, iii)).

b5 Llgl 1oyl + [1p]17?

IA

donc,
(2-u0) AL
vim uj( uj) 3 -
P (el ot + 1IplD
H.(2=-1.)
comme, J J 5 >t? onafimA, =0
sl Hesll+ 11p1D oo
- 2 2 _ 2
or As = e 7 [[BI]" - (pss D)
donc,
e 116l - (o, )2 =0
ol P = AX - b
donc, P = Ab
2
*+SiA=0Oonax-= x* et donc _14?11_ ; = x*
(Ax, b)
e SiX#£0
On a X - x* = Xx*
donc X = (142) x* A#0

N

(%, b) <
(x*; b)

"
donc x
or (xj, b) 2 (xo, b) >0

N
donc (%, b) > O
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*
X b) *
s x,L,b)y

d'o =
(X, b)

Oou encore :
X = (1+)) x° = A% = (1+0) b

donc,

14 x o (8%, b)
2
o]

d'ou

2
ULITR

(AX, b)

. . Y
¢ Unicité de x.

v - P
Soient x et x deux valeurs d'adhérence de {xj}.

On a :

(x*, b) ¥ = (x*, b) —

%, b) (X, b)

n
]|

et fim x. = X 3 Lim x,
N' ] }H

Montrons que (;, b) = (x, b) :
n, —

Supposons (x, b) > (%, b)

. v —_
Soit @ = (x, b) - (x, b)
AN € N' : ¥n 2 N neN',OS(?(',b)-(xn,b)<0t

donc,

(xn, b) > (x,b) ¥n 2Netn €N

or la suite {(xj, b)} est croissante.
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Soit P2 N et P e N"

On doit avoir (xp, b) > (%, b) ce qui est impossible vue la croissance

de {(xj, b)} et le fait que x = %im x..
N"

N
Donc x = X. 0

La méthode (Hi) posséde deux paramétres uj € J0, 2[ et Ej < 0 qu'on

peut choisir comme dans le théoréme 6.3.a.l.

Propriété 6.3.a.5.

4) La vateur de My faisant de (H]) une méthode de minimisation du résidu
rneéduit est My = 1.
‘ (p;s b)
i) ks = —— minimise [fusl].
1511
(P:s b)
LAAL) Pou/LEjz—-———ﬁona:
o1
2 2 2, A
|'rj+lll S'IIrjll (1 - (QUj"Uj) XJ

o A et A La plus petite et La plus grande valeur propre de A.

Preuve :

A.
. - _ J s pA = By
i) On a rj+1 = rj uj ?E;:—KGET Buj ol A = B'B.

On doit chercher uj faisant que r., , soit la projection de r. sur le

j+1
supplémentaire orthogonale de Buj.

A. (psy uy)
) 3%
Hy Zuj, Aujs Buj uj, Auj Buj

or (pj, uj) = Aj (propriété 6.3.a.4.) donc uj = 1.

ii) ||uj|!2 = 851185 0y - b||2, propriété 4.3.a.4, iii))

or, |1g5 05 - bI[% = €2 [les |17+ [15]]% - 28500, b).
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(p., b)
La valeur annulant la dérivée par rapport a Ej est _T?:TTE
b
qui réalise bien le minimum.
(p;, b)
i1i)  Pour £, = __!___5
1o 11
On a :
2 2
(p,, b) (p.s B)
2 ’ s
a7 = a, —————”3 Tk -z._.__HJ Tk + ][] ]2
3 & i
Aj 2 2 2
= b . - (p,, b
T, TT CHelT= Tlesl1* - Ceys )7
A2
=_;1_2
1o, 11
D'autre part,
A2
2 _ 2 2 3
Hee 119 = Hesl 1 - (2 -ud) ———
3+l 3 5 3 (uj, Auj)
oL 12 [1uy] 12
2 2 j 3
= e |7 - 2060 -ud)
. 3 B
]
donc,

o esll® 1lul1?

He. . 112 = 1e.]1? |1 - cou. -u2)
b J SRR IENTETETE
- J I
< 2 2 2, A
d'ou Hrj'l'l” < Hrjll [1- (2uj-uj) 'X]. O
Remarque :
(p., b)
1) La valeur Ej = TTlTiﬁ— n'est pas forcément négative, il en résulte que
b

les itérés X peuvent €tre en dehors de H'.

Pour €j = (pj, b)/]|b]]? et My = 1 la méthode (H;) devient la méthode

de la plus profonde descente.
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2) Un autre choix de €j serait par exemple :

115112 [Cany, b))

2 eyl b, b

Avec ce choix ona : x. € Hn H' = x. e Hn H'.
3 j+1

Ce choix assure la convergence en prenant uj e [T, 2-T] ou T e JO, 2[,

le théoréme 4.3.a.1 conclu.

3) Dans la propriété 6.3.a.l. on a donné une condition suffisante pour

que :

(xj, b) > 0= (Xj+l’ b) >0
et

IESNIRRIEN]
On pouvait choisir 1'itération de sorte que :

( b) = (xja b) Vj

X341°

et

[ERIRNTEA]

ce qui se caractérise par :

(Vj, b) =0

(v., P.)
+k. = -l ] J
J ] Zvj, AVj5

. € 10, 2[
Luj ?

La méthode sera définie par :
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rxO quelconque non nul
(vj, Oj)
xj+l - xj B uj zvj’ Avjj vj
H" 4
. P 0 ; ., b) =0
(V], ]) # ° (ng )

My € Jo, 2

.

Remarque : (H") est un cas particulier de (Hé). Un choix de direction pourrait

€tre celui de (Hi) avec €j = 0,

Les méthodes Hé et en particulier Hi, sont basées sur le choix de Xy € H'.
CHOIX DE Xq
1) Soit u € R” quelcongue tel que (u, b) # 0.

On prend u si (u, b) > 0 et -u si (u, b) < 0.

2) Dans la remarque précédente 2) on a besoin de x. € H n H',

0
Prenons A = (Ab, b)2 - |‘Ab‘!2 Ilb}iQ.

Soit Ye R, Y > 0.

Soit x

o - lJbIIQ (Ab,Ab) — YlJAbIIQ b + 6(Ab, b)A- HbHDr Ab

On a X, € Hn H'. 0

b) A quelconque

On suppose cette fois-ci que la matrice A est seulement réguliére.
- ’ * rd
Dans ce cas la solution x n'est pas forcément dans H'.

Considérons 1'itération :
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. =X, + A, W,
*j+1 j J 3
(%)

A. e R, W, € R"
J J

Remarque préliminaire : On imposera & 1'itération précédente 3 ce qu'elle

vérifie entre-autres :

*

||Sj+1|l < ||Sj‘l3 Sj = xj"x .

or,
2 2 2
s = . .(S. . A .
854117 = 51T+ 20555 00 + 2, |
donc,

2
[ssyql b < lsgll <= agtacsy, wo) + Ay o f|"T <0

Ce qui exige en particulier que : (Sj’ wj) # 0.

On peut donc pour tout Aj écrire :

S., W,
- (J’ J)

A, = -, —————
R ATPTE

D'autre part, la matrice A est réguliére ; il existe donc vj unique,

V. elfh tel que : W, = AT Vi
3 ] 3

D'oll la possibilité d'écrire 1'itération (*) sous la forme :

Compte-tenu de la remarque précédente on considérera la méthode définie
par :
(Vj’ Dj) T

(*) X. = X. _u.__——.——A Vo
+1 T 2
] J J ”A vj” ]
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Propni6té 6.3.b.1.

Une condition nicessaire et suffisante pouwr que :
£) La suite {(xj, b)} s0it croissante
A sy < sl

Est que :
LALL) (vj, Dj) (vj, Ab) < 0, (vj, Dj) Z 0

4v) My o€ Jo, 2[.

Preuve :
(v], pj)
e (x b b) - u. Ab
(5,05 D) = (x5, D) = TR
J
donc,

(xj+l’ b) 2 (xj, b)) < uj(vj, pj) (vj, Ab) £ 0
. 2 _ .2
llsj+l|| < ||sj|| <> (v, pj) [2uj ujJ >0
(Vja pj) £0
<=
My € Jo, 2[. O

La méthode (*) pour laquelle on ait :

Ilsj+1ll < llsjll et (xj+1, b) 2 (xj, b), ¥j € N est donc donnée par :
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rxo quelconque

) ) (vj, Dj) T

X. = X. H, ——m—d A" v,
‘ j+l J J IIAT le|2 3

(vj, Dj)(vj, Ab) £ 0 3 (vj, Dj) £0

. € 30, 2C
My i

* Recherche d'une direction

Posons H (V- p. —¢. H V. Ab —w.
] i j ) j ? ( j ? ) j
Cherchons V. Sous la mee .

v, =0, p. + B. Ab.
J J 3] J

ce qui revient 3 résoudre le systéme :

2 .
o, . B.(P, =¢.
5 Hogl1™ + 8Py, ) = o,
2 _
o5(py, Ab) + By [[ab]]” = v,
d'ou le déterminant principal :
2 2 2
A, = . - .
S = e 112 1mbl 12 - (o, ab)
Propniéts 6.3.b.2.
Ab *
A. =0 <= x., - (p,, ——=)b =
] U ) m|)?
Preuve :
Ab
A. =0 <= p. = (p
3 U )
<> X - X = (P, b
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Supposons d présent que : Aj £ 0.

v est alors donné par :
5 .
A, v. =[}|ab . = (p., Ab) V.1 P,
33 I an] ] \ 50 A0) P3Py

2
+ [, llojll - ¢5(p,, AD)] Ab

v. Y

Posons : uj =$.—-JA—.-e‘c Ej =ﬁ-
J ] ]

On a :

u. =

2 2 _
[]]ab]] gj(pj, )1 oy 4+ [E; llojll (Py, Ab)] b

Proprite 6.3.b.3.

L) (uj, oj) = A
.. 2 _ 2
@l gl1? = g 1g, oy - m|

&LL) (uja Ab) = Aj gj

Preuve :

i) Evident

.. 2 _ 2 _ 2 2 2 _ 2 2
1) [luyl1" = CHap % - 85005, )T [ lo 117+ 85 o1 - (oys a2)I° [[ab]]

+

2 2 :
2(ps, AD) C|]ab|] g5(pss Ab)][Ej Ilojll (pj Ab)]

4 2 ;2 2 2 2 2
[m11* 1oy1 12+ 8205, w032 11,11 - 26, 1185117 (o5, a0) |lo,]17.

2 4 2 2 T 2 2 - 2
22 1oy 1* 11m117 + oy, w02 [14T112- 26 110112 oy, 07 |1l

+

+

2 2 qanl12 g2 2
20ps, Ab) L85 [[AB[]7 [log 1% - [1ap][%Cos, ab) -E5 [fog]|"Coy, aD)

+ Ej (pj’ Ab)].
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HATBI o l1® - 285 11anl1? [1es11%coy, a6) 82 [lo 1% []an]]?

2 2 .2 2 2 3
[[ap] ] Cps, aD) &2 1lesl1 (055 80)° + 2£,(p,, Ab)

2, _ 2 2
[Tap]]™ a5 - 28,05, Ab) By + €5 [legll™ Ay

2
A. . P. - Ab|}“.
5 11e5 oy - ]|
iii) Evident. O
On a ainsi la méthode définie par :

’XO quelconque

Aj T
xj+l-xj—uij uj
]
- 2 2 _ 2 .

us = Cl1m]]2 - £5C05, AD)] oy + [, HijQ-(pj, Ab)] Ab

M € 10, 2[

oy
A
(@]

Theongme 6.3.b.1.

SL My et gj sont choisies telles que ;

uj e 10, 2[ ; Ej <0:

»’uj(2-uj)/l|€j ps - Abl] 2T ol T>o0.

Alons :

La suite géntrie pan (H)) a pour Limite ¥ vérifiant :

* -

¥ - (B, Ab2)b=x,ou.'5=A?<-b.
| [ab] ]
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Preuve :

La suite {!]Sj||} est par construction décroissante, de plus minorée

par O donc convergente.
D'autre part {lllel} est bornée 3 cause de la décroissance de {IISjII}.

P4 '\‘ Pd . .
- Montrons que toute valeur d'adhérence x de {xj} vérifie :

On a %im x, = %
N'
donc %im ||s.]] = ||s]] od 5 = % - x
o
D'autre part,
2 2 2 Aj?
A ||Sj+1” = HS]” - (uy - uj)w
J
A2
donc £im (2u. - u?) —J =0
. 3 3 T 2
oo 147 ]
A2
ou encore 2im (2u.-u?) —3d _ -0
X j 3 2
Ei I
or l]u.||2 = A, g ps - AbH2 (propriété 6.3.b.3.)
] J J 3
donc,
x?
£im (2u. - u?) N =0

5 =
] J ] HEJ pj-AbH

donc %im Aj =0

Joo

i.e. gm[H%HQH%HQ-m?Am%=o
Jo0

donce, .
113112 |1ar]1? - (o, )2 = 0
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donc, B = (B Ab 5
||ab] |
d'ol g -3 Ab 2)b = x*
|[ab] |
ou encore :
B = A Ab=x - x* = Xb
SIS 5
[b]]

- 3 rd ’\l
- Unicité de x.

- Y - P
Soient x et X deux valeurs d'adhérence de {xj}.

%o

2im x. = et 2im x. = X
N t j N"

On doit avoir : ¥ - i’i;x_ébil =X - (x-x ’Qb)
) 151 IIo|
donc % - iﬁ;_é% =X - (x, b;
| [v]] 1]

or la suite {(xj, b)} est croissante (propriété 4.3.b.1, i)).
n —
Supposons que (x, b) > (x, b) :

Soit @ = (%, b) - (%, b)

IA

INEN : ¥j2N F €N 0 (?E,b)-(xj,b)<a

donc,

m
\"
=

(xj’ b) > (x, b) ¥j € N' j

v
=

dome (x5, b) > (X, b) ¥

> X.

ce qui contredit la croissance de {(xj, b)} et le fait que x.
N"

N
Donc x = X. 0
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Conollaine :
Soient T € 10, 2[ et ¥ > 0.
En prenant v e {1, 2-1] et IEjISM, ¥ eN ;

La suite {xj} dans (H3) a pour Limite X vernigfiant :

n, n, Ab *
-,
||ab]]

Preuve :

S

Identique a celle du théoréme précédent.

Remarque : 1) Dans (H ) on a (x b) 2 (xo, b) ¥j €N, donc si on ch0151t Xy

dans H' la suite {xj} sera entlerement dans H' et en particulier pour X.

2) On a :
(v., 0.)
2 2 i’ 73
185012 = 1185117 = oy -ud) —3—3
o : STVl

r AT

”Sﬂ'” e '”){”_lrf”—l” T ol 15,1
3

o 3 o o v, o. 2
851712 - Guy=up o) [lerr TleTF]

Une valeur remarquable de Ej pourrait donc &tre celle rendant maximum

IA

la quantité :

. . A
or, (UJ; ) 2 2 2
. i . . p. - Ab .

"
ide

A,
J

e, ey - m]1% 11ey]12
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Le Ej recherché est celui minimisant IIEj pj - Ab||2, ce gquni est donné
par :
- (p., Ab)
£, =_l__—2
3
e, ‘

En prenant dans Hé, H. = 1 et Ej = Ej, on obtient la méthode :

J
2
e, T
Xe . = K, = et .
3+1 Jj T 2 3
|18 o, ] (x.6.)
pj = ij -b

qui est une méthode du gradient et est convergente [6].

Seulement Ej n'est pas forcément négative, et donc la suite {xj} n'est

pas contrainte & demeurer dans H'.
3) Pour la méthode (*) (b) remarque préliminaire) on a :

( b) = (xj, b) (vj, pj) 0

Xj+1’
<> (vj, Ab) = 0

s, (11 < |]s:]]
A ] ug e Jo, 2

Conditions qui constituent un cas particulier de celles de (Hé), et se tradui-

sent dans (H)) par prendre Ej = 0. 0

ESSAIS NUMERIQUES

On a pris quelques-unes des méthodes précédentes, sur lesquelles on a

fait quelques essais numériques.

Le choix de ces méthodes est 4l soit a la simplicité de leurs expressions,

soit 3 la discussion que sussite le choix de 1'un de leurs paramétres.
Les matrices utilisées peuvent &tre consultées dans [5].
. . i .
Pour la matrice de PEI on a pris : Ai =2,1i=1,..., 25,

La taille de ces matrices est fixée 3 25,
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Points initiaux : xo :

2
_ b
Xy = %, b b pour (H2) et (H3), (xO € H).

bl
* Xy = |Ab 1 b pour (Kl), (xO € K)
’ |b][% ,T
* Pour (Hé) on a pris : Xy = A" b, (xo e H')

14" | |

{sauf pour l'essai 5) ol

‘XO =b
1/a7 0
* Pour (H}) : Xy = Db, ou D = . n
0 : .1/An

* Wy désigne :

. llpjll ol Dj = ij - b, lorsque {xj} converge vers, x*, tel le
cas de (H;) et (Hy).

. ||ij - bl| ot {yj} la suite déduite de {xj] par les théorémes de

convergence des méthodes (K.) et (H!).
1 2

2
- b '
vy = TK&%:l%T X4 pour (Kl) et (H])

J

Ab
Y5 = %y - (ij-b, TTKSTT)b, pour (Hé).

* ORj désigne Ilej-bl|.

MATRICE DE PEI

3018159307770t .. 415593077701
L BAUOIPARGULATI)F =1 9.181
0+ QAT ITALOTR0F=14 tﬁ, 3,689595076595u81£-1q

o

¥e4

v u



180

: = = - . = - _ T T
Kj s¥g =1, £5=-1 Kyt M5 =1, & =-][ap]]/]]a axll
W, = 35.7060965054698 M= 35.7060965054698
W, = 4 HOTHAN190140401E-11 W, = 2.45452543534230
W,= 2.332359048336805E-02
W, = 1.975304252028638E-06
t . - - Ab . _ _ .
H2 -Uj-lg gj - l(pj’ Il I 2)! Hé'uj-l, Ej-(pj,__—_é_) (l-e- M‘G)
pj' IIAjH
WQ= - - .
» = 36.4033R02472131 W= 36.4033802472131
Wos 37.9476903050416 . 2392
W,z 39,3712766987390 N = 34,3774051692
We= 36,1056596147355
 Wgs 8.600582457983517F=02 |
W= 4.296655542589087E-02 W.= 34,6531837026576
| o e Ws= 32,7246131667001
Wa= 1.677643325960143F=04 <l .
W= 8.390559634196558E=05 ;
K:2= 84590555 ! _ s
W= 7.378655035339056E=06 \
Wir= 5.569350088066919E=06 ' |
Wz 2B.2279154448611
Hé : uj =1, gj =0
Wo= 36,4033802472131
We= 1,391353535738621E~-13
TR = Ab = _ Ab ,
Hé -uj_l’ gj - j? 2 Hé‘ j'l’ Ej‘(pjs ———'2‘) (i.e. M.G)
[Tes11 o]
W = 3u.eaoa7uqszazz? Moz 30.6608749332356
W= 16.0925490761 Wi= 7.8R7693272943390E=13
: -02
o= 5.6522088110912068=02
E=05 °
Wao= 4.965469395453413E702
. - ugf=06
Wiz 2.332608096500075
Hy +Hy= 1,85 =0
W= 30.6608749332356

1.367291757235246E-12
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t . - . - 2 r . - . - 2
H2.uj-l.,ij-(pj/HOj||, b) HY:uo=138, =- (pj/Hpjll, b)

(Méthode de la plus
profonde descente)

W= 39.181559307770{ _ W= $9.1815593077701

W,= 6.312500075091382E~02 W= 9.213430132929359E-02
M= 2.400236533368352E-03 WiT 1.797715687387519E-04
Wy= 7.058344666955243E=13 Wy 5.540119134895038E-06

Wo = 39.1815593077791
Woy= 2.909716423516991E-14

MATRICE DE ORTEGA du ler espéce

H, H,
Wo= 53.256354707883%3 ‘W= 53.2563547028833
W,= 47,9141750783170 W,= 27.0007692957484
Wy= 59,1500188193951 W s 25,6248335793890
We= 43,7436898234329 . Wiz 19,R332B04047259
Wee= 27,.1917500044820 .= .%30107825599919
W= 30.1222043034562 :ﬂ= :3§§u307a§167abu
o= 26.8430564700048 WJ;= L276496942129197
T T
X : . = =1 . L= - .
Lt Es K+ &5 = = 1] 1/]1aT )
ORo = #5,4707103159703 _ OR. = #5,4707103159703
QRi = 39.9R23273619452 OR4 = 39-43“‘53§29§3?§
OR, = 37.8034580391626 ~ OR;= 37,450732890

ORys= 19,94500R7143654

ORs= 7.88 8526369 e
o= TLABITTA68R26 30 ORw= 19.8069165975822

. DRs= 7.84499 18738q317
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v, _— 2
Hy = &5 = = [(ey/]]e,]1%, ab)

identique au cas de

', - 2
Hy : &5 = (py/[lps] 17, D)

W, = 80.479844'3736344
Wge= 35.819869?0680u3

85 = (py/llesll, ap) W,= 33,5272106233264
Hy : £ =0
W,= 80,4798445736344
Wy,= 31.7292015915356
W,= 27.56B4678271226
Méthode de 1la
5 2
HY - gj = (pj/llpj[| » b) {plus profonde H} : Ej = - l(pj/llpjl’ ,
descente
We= 103, 7 ST
Wi= 80.4289159790774 W= B0.4289159790774
Wn= .536075347209547 = -336075347209547
W.S 602687041635 05 MWinz . 602687041635083
t . =
H) .aj 0

We= 103,718578703537

Wi = 4n.84R654U4006945
W= .155779931217158
W= ,122811749265817

MATRICE DE GIVENS

H)

7.4021690358539%5
3.65809479160532

JBROBS72075759419,
1.41192R12290535

7.37061595633080
3.27741198682875

«5R94B83I56H037548
.SR54138R6649001

Hy

W,= 7.402169035R5395

W= 2.71034745420133

W= .1225431339R2983

Woz .166302RB0S01496

T T

Ky 2 E5 = - | ATl [/]]a7 x|
OR. = 7.374815956330R0
ORI = 3.27744995076732
ORw= _602240579731180

ORu= ,598169831792651
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' T E. o= - . . 2 Ab H! : E. = . 2
Hy : &5 = = [(os/[]0s] 15 ab) 5t &y = e/l el
:vf 2'23325332353233 We= 8,057645335126403
T _ W= 4,36833227691R92
v:;,:_ '53%359930"57516 W = 1.4246%5699046689
= L N4SB6970286386 W = 1.42260897025783 °
- E. =0
. 3 .
W = 8,05765335126403 .
W= 3.72085222614590
W= .R435723680R2137
W = 1,4510908R354R99
Méthode de 1la
; -~ 1.7 = 2 . 1.8 = 2
H :ug =1 ,Ej —(pj/lfojl! » b) {plus profonde H! : My =1 ,gj -_Kpj/f[pj[f s b)|
descente
Wo= 10.8367626718218
W, = 55,6545590294072 W.= 10.8367624718218
- 4ebBR W= 5,.4R262400631668
:”: .zggzgg:2z43571é W= 7.244542999R75264F =02
MR ‘ W= U4.4655094R3726881F=02
H =y, =-1 :E. =90
] uj ,Ej
W,= 10.R367626718218
W= 2.31152276419713
Wy= .167771936342153
WS .119523107398345
MATRICE DE NEWMAN
H, Hy
o= 19.1673646076644 Wo= 19,1673646076644
W= 11,8677526753480 W= 8,06430451163871
Wis= 2.86676880385931 Wy= .339752074472853
Wo= 3.6607843321312¢ W= ,802198176297952
Kl : uj =1 Ej = -1

OR.= 18.7089597070021
DORy= 9, 79442871335032

ORv- 1.85664393182287
ORie= 1.800737%9?91513
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' .
H2 :

W= 23.3160803220579
Wi = 12.2827752698522 .

. Weg
‘ W=

=
o
0 n
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= 3 = - 2 e =1 = 2
My =15 By l(pj/llojll » Ab)| Hy:us = 158, (oj/llpjll , Ab) (M

Wez 23,3160803220579
W= 312.0770385613R65
4.441R4236860667
= 4.38835727393485

2.638445813R7284 " W
1.53756743798973 "W,

Wo= 23.3160803220579
W= 11.9714365010822

W= 2.69650598802452
Wes 3,89915463269245

Méthode de 1la

2 1 - - 2
U, =1 ;Ej = (Dj/llpjll s b) {plus profonde H :uj-l ;Ej --](pj/IIOle s b

] 1

1descente

19.1673646076644 :
40 ,3044602391740 Woe= 19.1673646076644
- . Wiz 10, 1
= .7754653492R6350 1S 10,091794644038

.681167707076208 Wo-= .124528576417380
W= .343605534192213

1T . - . -
CHESTES IR IRX

: s l°.167364607664ﬂ
]

8.06430051163872

W= L 4731R7815824596
W.= .344827627788265 "

On constate 3 travers ces quelques essais numériques que les méthodes

proposées peuvent &tre trés compétitives pour les matrices pas trop mal condi-

tionnées tel le cas de la matrice de PEI.

Pour des matrices quelconques ces méthodes semblent fournir des amé-

liorations sensibles 3 des méthodes voisines telles la méthode de la plus pro-

fonde descente ou la méthode du gradient [6]. O
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APPENDICE

On a vu dans 1'étude de convergence des méthodes précédentes que la
suite {xj} obtenue converge en général vers une limite différente de la so-
lution du systéme considéré. Pour illustrer une telle situation considérons

. - _ b .. .
la méthode (Kl) en prenant Ej = -1 et Xq = 0,8 TTKETT b, ainsi Xy n'est pas
dans K.

La matrice considérée est celle de PEI de teille 25 avec 2 sur la dia-

gonale. Les composantes de b valent respectivement 1, 2,..., 25.

(Kl) Ej = -1

DGRy = AR5 _22¢982010L4a23¢
e = 39,1815593077701
OF, = 15.3085L07632055
lig = 4.09007325615332
OFg = 14,871616271393¢
Wo= 0581133420460k
URy = 14.8601372455240
by = 5,04565786377T7002F=02
OP,= 14.860069%930123
W= 5.606322000975552F=03
ORg = 14,86006RTSTTHAL
We= 0.233975214591195F=04
OR, = 14 BELOORTATULOT
W= T7.23700R61G770101FE=05
OF, = 14,86600RT472170
by = 1.3R76529905R57622F=05

ORj désigne |}ij - bl]

2
2ot N _ b
Wj désigne ||ij bll ol ys = T%%;%LET xj.

On voit bien que W. tend vers O ce qui n'est pas le cas pour ORj qui
converge vers 0,2 X ||b|]| soit 1u4,86606... O
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