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INTRODUCTION

En 1953, dans son livre "Principles of numerical analysis" (1)
A.S. HOUSEHOLDER, propose dans le cadre de la résolution des systémes li-
néaires, un formalisme des méthodes de projection (minimisation) 3 plusieurs
pas. I1 met en évidence et sans condition de convergence, trois classes de

méthodes, qui correspondent 3 des choix différents de produits scalaires.

En 1963, N. GASTINEL (2) introduit la surdécomposition de normes,
en vue d'obtenir des conditions suffisantes de convergence linéaire de 1l'une

des trois classes.

En 1976, J. BEUNEU (3) propose des conditions suffisantes de conver-

gence linéaire plus faibles.

En méme temps (1977), C. ESPINOZA (4) introduit les matrices liées
en gradient, affaiblissant les conditions de la surdécomposition. Mais il

obtient des conditions plus fortes que celles de J. BEUNEU.

Nous établissons dans le chapitre 1, une correspondance entre les
trois classes de méthodes, par considération de systémes linéaires équiva-
lents. Ceci nous permet dans le chapitre 3, la recherche des méthodes cor-

respondantes (ou homologues) & des méthodes de projection connues.

Nous montrons dans le chapitre 2, des insuffisances de la surdécompo-
sition de normes vis-d-vis de la classe pour laguelle elle a été introduite.
Ceci nous permet d'introduire une généralisation que nous désignons par "A-
décomposition de normes'" et que nous étendons aux trois classes. Nous donnons
ensuite une caractérisation théorique de la convergence linéaire des méthodes
de projection. Nous proposons dans un dernier temps des conditions suffisantes
de convergence plus faibles, englobant ainsi des cas de convergence logarithmi-

que.

Dans le chapitre 3, nous donnons deux fagons de mettre en oeuvre les

méthodes de projection, par utilisation de 1l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI.



Nous considérons dans le chapitre 4, les méthodes de projection par
partitionnement. Nous proposons un critére de choix du vecteur & partitionner.

Différents choix répondant aux conditions du critére sont donnés.

Nous définissons dans le chapitre 5, les méthodes d "itérations paral-
les" & partir de méthodes de projections connues. Des conditions de convergence
sont données. Ces méthodes pourraient avoir un grand intérét lorsqu'on utilise

des machines travaillant en paralléle.

Dans le dernier chapitre, nous proposons des méthodes itératives ol la
direction de progression est choisie de sorte que : la suite des itérés soit
contenue dans une région donnée de l'espace, la suite des erreurs soit décrois-
sante au sens d'une certaine norme. Ces méthodes sont désignées par "méthodes

itératives 3 contraintes".

Références

(1) A.S. HOUSEHOLDER, "Principles of numernical analysis". Mc Graw-Hill Book
Company, Inc (1953).

(2) N. GASTINEL, "Sur-décomposition de normes géntrales et procédés itéra-
ti4s". Num. Math. 5, pp. 142-157, (1963).

(8) J. BEUNEU, "Résolution des systemes d'équations Linéaines par Les mé-
thodes des compensations". ANO 69, Université de Lille I, (1976).

(%) C. ESPINOZA, "Contribution @ La nésolution numérnique de certains sys-
temes d'éequations". Thése de 3éme Cycle, Université de Grenoble (1977).
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CORRESPONDANCE ENTRE
METHODES DE PROJECTION

0 - INTRODUCTION

Les méthodes de projection considérées par HOUSEHOLDER et BAUER pour la
résolution d'un systéme linéaire Ax=b peuvent se scinder en trois classes
principales [1], [2], [3], [4].

Ces méthodes ont été introduites comme constituant une méme méthode pour
résoudre un méme systéme linéaire, la spécification d'une classe se fait par le

choix du produit scalaire utilisé [1], [2], [51].

On montrera que ces méthodes peuvent &tre considérées comme constituant

une méme méthode de projection pour un méme produit scalaire et que le passage
d'une classe 3 une autre se fait par considération de systémes équivalents.

1 - RAPPELS

Soit a& résoudre le systéme linéaire Ax=Db, ol A(nXn) est réguliére et

b e]Rn.

Soit E. un sous-espace vectoriel de R" de dimension k, k<n;et soit
V. = (y%,..., y?) une matrice dont les colonnes y;, i=1,..., k constituent

J
une base de Ej.

On s'intéressera aux trois classes de méthodes de projection considérées
par A.S. HOUSEHOLDER et BAUER [1], [2]

* Classe A :

T -1 .T
oz ox. -V.(vr AV v o,
Xip1 T ¥3 V(Y5 AV T VS Ry
(M.R.R.)
. = Ax.~-Db
Ps j

ol A est supposée symétrique définie positive.



On désignera cette classe par méthode de minimisation du résidu réduit.

* Classe B :

%, . = %, -V.(viATav. ) 1yTaTp,
;7Y 3 ;%5
(M.R.)

dite méthode de minimisation du résidu ou de compensation [2], [3].

* Classe C :

T T T -1 .T.T
X. . = x.-A V.(V,AA V. V.A .
J+1 J 33 J) ] J

(M.E.)

p. = Ax,-b
j T 8%

sera désignée par méthode de minimisation de 1l'erreur [1], [2], [u4].

2 - CORRESPONDANCE ENTRE CLASSES

Considérons les systémes é€quivalents suivants :

(1) Ax = b
(2) AT Ax = A" b
(3) AATy = b, x = AT y

Si A est symétrique définie positive, on considére en plus :

(W) B x =B 1h
(5) By =b, y = B x
_pﬁ A =B BT

i) (A) appliquée au systéme (2) :

T T -1._T
0 btient . = x.-V.(V.A AV, V. r.
n obtien X541 5=V LV J) e

r. = AT Ax.~AJ b
j j



T, T -1.T,T
.o . 0 = .-Vo(VoA AV. VoA .
e€ HE T N B D 30 V3R P
(B)
pP. = Ax. -Db
3 ]
On obtient ainsi la méthode (B) pour résoudre (1).
ii) (A) appliquée a (3) :
T, ,.T -1.7
Cela donne ., T y.~V.(V,AA V., V. P,
Y341 7 Y37 N9y 39 V5 P
T
pP. = AA .-b
J y]
T
Posons x. = A" y.
J J
On obtient |x. . = x.-A> V. (V:aaTv.) 1v] p,
4173 33 3 373
()
P. = Ax. -Db
xR
Inversement : Supposons A symétrique définie positive, A =BBT.
iii) (B) appliquée a (4) :
On obtient [x., ., = x.-V.(V'I..BBT V.)_l VTBr.
j+1 333 ] 377
r. =B %, -B 1b
J ]
. T -1 .,T
i.e. X... =X, -V.(V.AV,) ~ V. p,
j+l I A 3
(a)
P. = Ax.-Db
J J

iv) (C) appliquée a (5) :
T T T -1 .7
Cela donne ... =2y.-B V (V.BB V. V. p.
PRE 141 T Yy i3 37 V5 P

. = By.-Db
Py = BY;
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Posons y. = BT X.
3 3

On obtient :

T -1 .7
Ko oo = %, = V.(VLAV, V. P,
1+l 333 J) 3 %3
(A)

P. = AX.-Db

J J
Remarque : On a vu dans i) et ii) que les méthodes (B) et (C) s'obtiennent par
application de la méthode (A) aux systémes (2) et (3) dont la matrice (AT A ou

T P PP o
AA") est symétrique définie positive.

Ainsi pour passer de (B) & (C) ou inversement on peut supposer que A est
symétrique définie positive, passer & (A) puis vers (B) ou (C) selon le besoin.
L'hypothése sur A sera affranchie lors de 1'étude de la convergence.

On peut évidemment faire un passage direct comme on peut le voir ci-aprés.

Considérons les systémes suivants :

(6) : A AT b, y = Ax

«
"

(7) : A

«
n
x>
o
3
"
fo -
«

v) (C) appliquée & (6) :

On obtient :

T T 1T, T T
o=y, —AV.viATAv ) EvEaT g, - AT
Y41 = Y5 5V 50 VA ys )

définissons x. pour y. = AX..
j POUF Y5 j

Ce qui donne :

T T 1T T
X, . T Xe=V.(VEATAV.Y TviaTp.
41 7 %5 V509 30 TVyA ey
(B)
. = Ax.-b
j j

c'est donc la méthode (B) pour résoudre le systéme (1).
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vi) (B) appliquée & (7) :

. T T -1_.T T -1
On obtient y. = y.-V.(V.AA V., V. A(A .-A b
Y541 7 Y575 S Y5 )

T T T T T -1_T T -1
donc A . = A .=A" VL(V.AA V. V. A(A .-A " Db
Y541 Y5 i3 50 TV Ay )
T
comme X. = A .
© Y3
On a :
T T T -1.T
X. = x.-A V. (V.AAV, V. P.
j+l ;| 33 J) JpJ
(c)
. = Ax.-b
pJ J

qui est la méthode (C) pour résoudre le systéme (1).

Définition 1.2.1.

Etant donnZes deux methodes (x) et (xx) pour nésoudre (1) et appartenant
a deux classes différentes. On dina qu'elles sont homologues 84 L'une 4'obtient

por application de £'autne & L'un des systémes de (2) a (7).

Les différents passages précédents peuvent se résumer dans le schéma

suivant :

Remarque : Une autre fagon de rattacher ces méthodes serait de les considérer

comme étant des méthodes de minimisation avec des normes différentes :
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Soit M une matrice carrée de taille n, réguliére.

Munissons R" du produit scalaire : (x, y)M = (Mx, My), soit | .HM

la norme associée.

Cherchons Xx. =x. + AT V. A*
jtl 3 J

ol : Vj une matrice 3@ k colonnes linéairement indépendants.

* k . : 2
A" € R" solution du probléme des moindres carrés :

min,_ ||x. —x*ll = min le.—x*+AT
Adgk J+1 M /\E'le 3

Vj AHM

* Pl . ~
X étant la solution du systeme Ax =Db.

Ona A = -(ngMTMAvj)'lngMTMSj

avec S. = x.-X .
!
T

dhal %, =x. -AL V.(VEAMI MAV.) TviaMiMs,
j 1% j j j

Cas particuliers :

i) M= I on obtient (C)

ii) M= A et Wj = AT Vj on obtient (B)

iii) Si A est symétrique définie positive, A = CTC,

en prenant M = C et Wj = AT Vj on obtient (A).

Remarque : La classe de méthodes (*) est identique a celle dans [5], qui sont
évidemment des méthodes de projection de HOUSEHOLDER et BAUER. O

Théoneme 1.2.1. (de cornrespondance)

£) Une methode de (B) est convergente s4i et seulement 84 son homologue
dans (C) est convergente.
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4L) S4 une méthode de (B) ou de (C) est convergente, et s4i A est symétni-
que déginie positive alons son homolLogue dans A est convergente.

L) S4 une méthode de (A) est convengence alons ses homologues dans (B)
et (C) sont convergentes.

Preuve :
Par définition méme de deux méthodes homologues. a
Références

(1) A.S. HOUSEHOLDER and F.L. BAUER, "On certain iterative methods for
s0lving Linearn systems", Numerish Mathematick 2 (1960), pp. 55-59.

(2) A.S. HOUSEHOLDER, "Principles o4 numerical analysis". Mc Graw-Hill Book
Company, Inc (1953).

(3) J. BEUNEU, "Résolution des systemes d'equations Lintaires par La mé-
thode des compensations”. ANO 69 (1976).

(%) N. GASTINEL, "Sur-décomposition de nromes géntrales et procedis Ltératifs".
Numer. Math. 5, pp. 142-157 (1963).

(5) C. ESPINOZA, "Contribution & La nésolution numérique de certains systémes
d'équations”. Thése de 3éme Cycle, Université de Grenoble (1977).
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A-DECOMPOSITION DE NORMES
ET CONVERGENCE
DES METHODES DE PROJECTION

0 - INTRODUCTION

La sur-décomposition de normes introduite par N. GASTINEL [1] semble

avoir deux buts :

1° Caractérisation d'une sous-classe convergente d'une classe de methodes

de projection considérée par A.S. HOUSEHOLDER [2].

20 Construction de nouvelles méthodes de projection de la dite classe

On montrera que cette classe est une méthode de minimisation de 1'erreur,
qu'on désignera par (M.E.). Ceci nous permettra la mise en évidence de certaines
insuffisances de la sur-décomposition de normes vis-a-vis de la M.E. Des condi-

tions de convergence utilisant la sur-décomposition seront proposées.

On généralisera la notion de sur-décomposition de normes en introduisant
la A-décomposition de normes. Ce qui nous permettra de caractériser les métho-

des M.E. 3 convergence linéaire.

On utilisera la correspondance entre classe définie dans le premier
chapitre pour étendre la notion de A-décomposition aux autres classes. Des

conditions suffisantes de convergence linéaire seront proposées.

On proposera ensuite des conditions de convergence englobant certains

cas de convergence logarithmique.
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1 - METHODE DE MINIMISATION DE L'ERREUR ET SUR-DECOMPOSITION DE NORMES

1° Méthode M.E.

Soit 3 résoudre le systéme lindaire Ax=Db ol A(n*n) régulidre, b ¢ R".
* ~
Soit x 1la solution du systéme.

Itération

n . . *
* x € R une approximation connue de x .

n

. s 1 k i T, ,T ’ Y
* Choisire v, © (yx,..., yx) 3y, €R, k<n:V _AA v, régulieére.

* Chercher y, successeur de x :

y=3x+ AT Vx A*, A* € ]Rk solution de :

T
min Hy-x*l] = mi Hx—x*+A \Y AH
AeR¥ o ®
Expression de y :

* T
La soclution de mink Hx- X + A VXAH
A€R

T

est donnée par : V;ri A(x-x* + A Vx/\*) = 0.

Ce qui donne

>
1

e ool g aTy 10T g
(VXAA Vx) Vx A(x-x )
d'ou

- *
x-A vV (VAATvV )L v ax-x).
X X X X

<
H

D'une fagon itérative la méthode s'éerit, en notant Vj au lieu de v
3
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rxO donné
Vj choisie
1 T T, Ty -1 T (M.E.)
X. . = X.~-A" V.(V.AA"V, V. P,
jt+1 3 33 3) JpJ
p. = Ax.-Db
Lj j

Dédinition 2.1.1,

La méthode précédente sera désignie par méthode de minimisation de
£'erreun (MLE.).

On va rappeler 3 présent la sur-décomposition de normes ainsi qu'un

théoréme de convergence de la méthode M.E. ; on peut consulter (1).

Déginition 2.1.2,

On appelle sur-décomposition d'une nonme vectorielle ¢ & L'ondre k par
rapport & A toute application :

v :mr’»GRn)k,x-»vX:
T T, T. =1.T T T 2
X V (VAR V)TV x trace (V, AA" V) = 6%(x)

ELle est dite bornde 84 Les ELéments de Vx sont bornis.

Déginition 2.1.3.

La mZthode M.E. est dite associle 4 une sun-décomposition d'une norme
¢ a £'ordre k par rappont & A, 84 :
T

n.k T T,.T -1 T, .T 2
V. et p. V.(V.AA V. V. P, thace (V.AA V,)= .
3 e (RV) oj j( 3 j) 5 P 3 j) ¢ (pj)

Pour toute la suite chaque fois qu'on parlera d'une sur-décomposition

-3

de normes, ce sera celle correspondant & la M.E. considérée.

On confondra donc la sur-décomposition et la donnée des Vj servant dans

1'itération de la méthode associée.
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On reléve dans (1) les deux théorémes suivants :

Théoneme 2.1.1.

Pour tout 1 < k < n, A négulidne, ¢ donnés, L exisie une inginité
de sun-décomposition de ¢ par rapport a A a L'ondre k.

On peut choisin v, tel que :

1° Les colonnes de v, do0ient onthogonafes pour Le produit scalaire
(x, y)* = (Ax, Ay).

2° La sur-décomposition s0it bonnte.

Theoneme 2.1. 2.

-

Tout procedée M.E. associé a une sur-décomposition bornée d'une noame ¢,
a £'ondre k, par nappont a A, pour résoudre Le systime Ax = b, est convergent.

Proposition 2.1.1.

On a £'équivalence entre :
L) Les élLéments de Ve sont bornés
iﬂme(ﬁAﬂ‘J&th@.

Preuve :

T 42
ul

k
T, .0 _
Trace (VXAA Vx) =7 ||a .

i=1
~ 1 k
ou Vx = (yx,..., yx).

ordm> 0, M >0 :m |y = [[aT y[12 <m0 |15l

X 1012 T T X 17,2
donc, m .21 HYXH < Trace (VXAA VX) <M .Zl HYXH g
1= 1=
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Definition 2.1.4.

La sun-décomposition de nonme sera dite partiellement boanée, 4'iL
existe une infinite d'indices j, tels que Trace (V§1\AT Vj) 804t bonnée.

Théoneme 2.1.3.

Une sun-décomposition est partiellement bornie &4 et seulement 8L La
M.E. associle est convergente de convergence non Logarithmique.

Preuve :
T T, . T -1 .T
On a x. = x.-A V.(V_AA" V., V. p.
j+1 J J( J J) 3 pJ
Posons S. = x.-x*.
] 3
T T, T -1 T
donc S. = S.-A" V.(V.AA  V.) " V. p.
j+1 J J 3 ] Jp]
donc,
2 2 T.T T, T -1 T
S. = |[s. - 2 S.A V.(V.AA V.,) ~ V.AS.
1 3+1” ] JH i 33 3 33
+ s ATy, (viaAT vyl viaaT v.oviaaT vyt vias,
3 i3 ;| J j 3 3 1773
donc,
2 2 T T, T -1 .T
S. = ||s. - p. V.(VIAA V. V. p.
”3+1H ”:1” P3 J(J J) 3 3

C.N.

La sur-décomposition étant partiellement bornée, on a :

T T T -1 . T T T 2
. V.(V.AA" V. V. p. T VLAA V.) = .
p] :1( 3 ]) 5 DJ race ( 3 J) ¢ (DJ)

et IN' ¢ N infini, 36 > 0 : Trace (V';‘AAT Vj) <8 ¥jeN'.

T T T -1 $°(p.)
Done, Py V. (ViAA V)TV, b, 2 —xd ¥ e N'
one, Py V5(Vy 57 V5 P J
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2
¢ (p.)
2
done, |Is...]1% = |Is.]|? |1 - —2= ¥i e N
e 2 JIEAT
it
62(p.)
or, 4m > O : TT——Tfa-Z m ¥3.
S.
j

Donc,
1541 = 1185117 [2 - 3] v ew

La suite {IiSjII}N, converge donc vers O, et de convergence linéaire.

D'autre part la suite totale {IISjll} est décroissante minorée par O,

donc convergente de limite forcément O.

CelSe
2 _ -1 T
Ona||8j+1|| _llsjll -p v(v AAT v) Vs Py
¢? (p.)
2
= |5, ]2 - el
J Trace(V:AA" V.)
5 J
donc,
2
s, 12 #ep 1
2 T T
S. S T V. A Vs
To,I77 TS 117 meaee T4 #T v
¢2(p)
or, 3m > 0, IM> 0 : m £ ~————J—-< M
JEF Ik
2
ll ]+1ll KY T
done ————— —¥—> 1 => Trace (Vj AA Vj) partiellement bornée. 0
S.
15,112
Lemme

Soit E un sous-espace vectoriel de R™.

Soient vV et W deux matrices telles que Les colonnes de chacune consti-
Ztuent une base de E.

Ators, WWE W)™ Wt = vevt vyl
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Preuve :
Posons P = W(WT w)-1 T
P est idempotent et Px € E ¥x € R
de plus, (x-Px, h) = O ¥x eIRn, ¥h ¢ E.

En effet ;

k

he E=>3IAeR 1

(k=dim E) : h

T . T T ..v-1.T

done hT Px = A" W W(W W) W x

Px est donc la projection orthogonale de x sur E.

Q od Q= v(vl vy 1T,

Comme la projection est unique on a P

Proposition 2.1.2,

Pour toute méthode M.E. on a :

2
|| J+1Il < |1s; 1% [

ol y% i=1,..., k sont Les vecteurs colonnes de Vj’ et YQ(A) Le condition-
nement de A mesuné par La nonme euclidienne.

25 ullenll, A
- 3/ 11P51 s 4/ 11Y5

i=1l

Preuve :

o

1
y

Yy Y5 *
Hy]l

Hyljfll

Posons W

=
v
(2]
"
by
J
b

ianc-eresaP SR NI

D'aprés le lemme précédent on a encore :

T T, . T -1
X. . =X, — A" W.(W.AA W.) " W. p.
j+1 3 i3 ] o3

donc, ||s 54 || Hs 112 -2s Al W(W AAT W) We Py
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o Wi AAT Wt Wi AAT W AAT W)W b,
7 "5 j 3 Sl j i3
= 1sal1? - e wowlaaT vt W o,
j i '3 j j 3
donc,
[T e, )12
2 2
llSj+1|| < |Isyl17 |1 - T l]23 e
S.. Woaal W,
s PUH, 5)]
or P(W. AAT W.) < p(A AT) P(W. W.)
j j 5
< k p(A A).
Soit A la plus petite valeur propre de A AT,
On a,
T 2 i 2 2
W op, X . ; .
LU e sl
. 5. 1
S. -1 : S..
15511 i j Hyjl[_. i ]ll
p. i
= 22 % J 73
LT T T
i=3 3 IijI\
W egll? a2, K[ AT .
donc 2= °Y_(A TT—lTT
llstQ p(ngAij) R = L LT ||y;||

Soit une méthode M.E. associée 3 une sur-décomposition de normes on a :

Theoneme 2.1.4.

k
Si fa quantits }

i=1

ne tend pas vers 0 afons, £La

sur-décomposition est partiellement bornZe.

Preuve :

T T, .T -1 T s U o 2
0 P, V.(V.AA" V. V. P. Tra V.AA  V.) =0°(.
na 3 j( 5 J) s & ce ( : 3) ])
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1 k
v Vs
Soit W, = |—4—,..., —3
AT TS
T i1,2
k |1a'yil]
On a Trace (W'I.‘AAT W.) = 2 —l?
J L S A
J
< k A2
T 2
ou A2 = max le
x#0 | |x]]
2
Posons M = max ¢ (x)2.
x70 | |x]|]

D'aprés le lemme on a :

T T T . =1.T T T T . -1.T
P. V.(ViAA V.Y T V. pP. =0, W.(W.AA" W.) L W: p.
RENE 57 7 Vg Py = Py Wy ) W5 Py
donc,
2
o°(p.)
or w.wiAaAat Wyt Wt op, = |
333 J 3 ) Trace(V: AA vV.)
3 j
or,
T 2
[w: 0.]]
ol w.iiaat wy twlop, 2 TJTJ
333 3 33 owiaa W)
3 3
2
1w 0.1
> J 3
Trace(WT.‘AAT W.)
3 3
donc,
2
2 T T 2
¢ (pj) lle pjll lle pj'l
2 T T 2 2
Trace (VI AAT V.) Trace(W-AAL ¥.) k A
3 3 3 3
d'ou
T 2 i 42
y LT LU T BT
- , —3
Trace(V'j?AAT Vj) k/\2||pj||2 k A% i1 Ulpjl IIy;II
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i i |
donc 5 =
i=1 (1105117 153

—*%—> 0 => Trace (V?AAT Vj) —&—> © 0

Voyons quelques insuffisances de la sur-décomposition de normes.

Proposition 2,1.3,

1° Toute méthode M.E. est Equivalente a une méthode M.E. associie
a une sur-décomposition de nonmes s4 et seulement a4 vg pj # 0, poun pj # 0.

2° Soit ¥ une norme gueleongue de R™

Si une méthode M.E. est associée 3 une sur-décomposition d'une norme ¢

elle est équivalente a une méthode M.E. associée 3 une sur-décomposition de la

norme Y.
Preuve :
1° C.N.
. T s N, O [ 1 K
Soit x. = x.-A V.(V.AA" V.) " V. p., V., = (y.s... ).
j+1 %3 i3 j g Pye V3 T Wgeeeee ¥y
T T T -l T 7 z .
Soit y. =vy.-A W.(W.AA W.) = W. p., une méthode équivalente et
o y:]+l yJ 53 j 3 pj’ ne e €q e

associée 3 une sur-décomposition d'une norme ¢.

Supposons que pj Z 0.

2
T ¢ (pj)

T T 1T
c ol w.wiAaT Wyt w: ol =
omme P Wy (W 37 W

] Trace(wg A AT

W.)
3

T
a W p.#o0.
Qo i W B

Donc vy. ., O X. = V. ¥
Yi41 F Y50 55y VI

donc x.

341 7 X et par suite V':I.; Dj £ 0.
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s a2z 1 k
C d 2. = (A, Yogeoes AL ¥2)s AL #£0
onsidérons ( 5 Yyoeens Ay yj), 3 7

J
T T T <=1 T
on a encore X. =x. - A Z.(Z.AA 2. Z. p. (lemm
n 541 5 5025 3) D] ( e)
2 T T T -1.T T T
Posons H: = p. V.(V.AA V. V. P. T V.AA V., 0
11] 5 Y595 j) j Py Trace ( 3 3) #

Prenons )\ ¢(O )/11

on a,
T T T _ -1.T T T 2
ol 7.z aaT 2.yt 2t b, X Trace (Z:AA" Z.) = ¢°(p.
3 25%2; 5 7 25 Py ce 4y 3) = 7Py
car
T T T _ -1.T T T
ol 7. zTaaT 2.7t 2zt p. x Trace(Z.AA' Z.
5 24(2; j i "3 e(Z; 5)
=22 oL v (v aAT v.) 1 T b, x Trace(viaAT V.).
57355 j i3 j 3
20
T T T . -1.T T, T 2
. viaal v,y = )
Supposons que : P Vj(VjAA Vj) Vj Py x Trace ( 3 j) ¢ pj)
2 2 .2
on a (p.) = 8V (D. £ 0.
o= (e, j ) jk
! ‘
Y3 Y5
Prenons, Zj = -5;’ ves -5-]—

La méthode M.E. définie par Zj est équivalente 3 celle définie par Vj'

T T T _ -1.T T T
On a . Z.(Z.AA" Z. Z. p. X Trace (Z.AA" Z.)
na, Py 25(Z; 37 25 Py j j

T T, T 1,7 T, T 1
= p, V,(V.AA" V, V. p. X Trace (V.AA" V,) X =
ERERE MRER N it g2
2 3
¢ (p.)
2
2
8.
3
= v%(p.). D

J
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Exemple :

Considérons la méthode M.E. définie par :

2
osl1® o
X =X, - ———= A" P,
Jj+1 J T 2 3
A" F,
1T e, 1]
i.e. v. = {p.}
J 3
10 La méthode considérée n'est associée 3@ aucune sur-décomposition de norme.

En effet, par définition d'une sur-décomposition d'une norme ¢, on a :

y
[1e.]]
T ] 5 # l‘AT D.IIQ = ¢2(D.) i.e.l'xI,Q = ¢(x) ¥x ce qui est
a7 ¢ ]| ] ;
3
impossible.
28 La méme méthode est équivalente 3@ une méthode M.E. associée & une sur-

décomposition d'une norme Y quelconque de R".
Soit U une norme de R'.

Y(p.)
Prenons V. = J

5 TT——TTf Dj , ce qui ne modifie pas la méthode, compte tenu
pP.
J

du lemme.

Le premier membre de la sur-décomposition s'écrit :

2 4 2
l? (Zj) leH 8 w (pj)q HAT P-HQ i.e. wQ(p.). 0
y 1% (Dj) T2 ||pj|] 2 3
oy 1* == 1187 o]
10511

On voit ainsi que la sur-décomposition de deux normes différentes peut
conduire & deux méthodesidentiques. Donc le fait de sur-décomposer des normes

différentes ne fournit pas des méthodes différentes.
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Remarque : Il est 3 noter toutefois que l'expression algébrique d'une norme
peut nous guider dans le choix des directions y;, comme on le constate dans
[3], ou dans 1l'exemple suivant :
V., pj)

. - ]
Soit x. T X, - ————— A" v,
j+1 3 HAT ijQ |

La sur-décomposition de la norme euclidienne se traduit par :

2 _ 2
(Vj’ pj) = Hpjll

On voit que 1l'ensemble des solutions est donné par les Vj ¢ R" vérifiant :

P.
v. = . . .) = 0.
5 -”E:'—rl— + u:J avec (uj, pj) 0 o

]

On verra dans ce qui suit une généralisation de la notion de sur-décompo-

sition de normes, qui respecte l'invariance de la méthode par changement de base
. n . ‘o

(Lemme) et 1'équivalence des normes dans R, contrairement & la sur-décomposition

de normes.

2 - METHODE M.E. ET A-DECOMPOSITION DE NORMES

Définition 2.7.1.

On appelera A-décomposition d'une norme ¢ a £'ondre k par rappont @ A,
Zoute application :

VR —s @M xm:

x —> (V, Ax)

Lelle que :

T

%' v (viaaT
X X

-1 _ .2
Vx) Vxx-)\x—d) (x)
ELle est dite bornie 84 Ax est bonnie.

o1 K
Posons v, s (yx,..., yx)



217

Propriits 2.7.1.

1° Toute sun-décomposition (nesp. bornée) d'une norme ¢ est une A-décom-
position (nesp. bornie) de ¢.

2° La A-décomposition d'une nowme ¢ est indépendante de La base choisie
dans E,, sous-espace engendné pan {yi,..., yi}.

3° Toute méthode M.E. telle que Vg P # 0, est associZe @ une A-décompo-
sition de norme.

4° Une méthode M.E. associle a une A-décomposition d'une nomme ¢ est
associle a une A-décomposition de toute autre nonme.

Preuve :
. T T
1° I1 suffit de prendre Ax = Trace (VxAA Vx).
20 Soit la A-décomposition d'une norme ¢ définie par (Vs Ax).

T

On sait que %7 Vx(V:}\A Vx)_l Vi x reste inchangé par changement de

base dans EX (Lemme).

Done x° Vx(ViIXAT Vx).l Vz Ay = ¢2(x) n'est pas modifiée par changement
de base.
a2 Soit la méthode M.E.
it T T -1 ..T
. = xX. - A" V.(VLAA V. Ve D
*j41 7 %3 A 397 V5 0y
i T 1 T =3 T
V. p. 0=>p. V.(V.AA" V., Vi P 0.
J 3 d p] 3 3 ]) 3 -
$%(0.)
I1 suffit donc de prendre Aj =
]
N T T T -1 T
8. = p. V.(V. AA™ V., V. P..
ol 85 = P; V50V 377 V3 P
. T T -1 .,T 2
yo Soit p. V.(VLAA" V. Vi Ps: A = -
oit p; J( : j) s By A ¢ (DJ)

Soit ¥ une norme de R" (quelconque).
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2

vi(p.) 2
Prenons M. = A. — o i.e. M= A ‘PQ(X)
T e%ky 02(x)
T T -1 T .2 ,
On a Py V(VAA v) Jpj uj-w(pj), 0

Dé4inition 2.2.7.

On dirna qu'une méthode M.E. est associle a4 une A-décomposition d'une
noame ¢, partiellement bornte, 84 La suite {Aj} possede une sous-sulte bornée.

Théoneme 2.2.1.

1° Une méthode M.E. est convergence de convengence non Logarithmique s4 et
seulement 84 elle est associle & une A-décomposition parntiellement bornte.

Preuve :

T T T -1 .T 2
C.N. On a p. V.(V.AA" V. V., P. A, = .
p] j( 3 j) 3 pj 5 ¢ (DJ)

T -1 T
et x. -A V V AA V .
J+l 3 ( ) J pj

Posons S. = x.-x*
J J

On a
2 -1 T
I!Sj+1|| ||s|l -p v(v AAT v) vy Ry
s, 117 $2(p.)
donc——jtl—-——= 1 -———?,2———
S. S. A
15,112 15117,
La convergence étant non logarithmique, il existe donc N' ¢ N infini
tel que :
2
S.
1
TN
62 (p )
Or Im >0, IM>0 :m<s—I—< M ¥j e N
15117

donec A. —X—u> 400,
N'
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T =1 T

C.S., Soit x. , =x. - A v (v AAT v 0.

B TS B ) Vs ey
avec
. o T -1 .7 2
i) p. V.(V.AA V., V. A. = ¢°(p.

j 33 J) J J)
ii) IN' ¢ N infini, 36 > 0 : Aj <é Vi € N'

2 2 i s P & -1 T .
On a S. = S. - p. Vs(VLAA" V., V. P. donc la suite
18550117 = sy 117 = 3 wsvl aaT v vl o,

{l |Sj| I} est décroissante, de plus elle est minorée par O, donc convergente.

Montrons qu'elle posséde une sous-suite qui converge vers O et de conver-

gence non logarithmique.

On a
2 _ 2 .2
s 117 = 1ssl1” -0 (eI
2 -
®°(p.)
= |]s.]]? [} R .,7%_
32 15511 i
Posons Y = min ¢ (Ax)
x#0 ||x]|?
done llSj+lll < |Is; 11% 11 - ¥j e N'
s, ,,lu
d S —_> 0 s 1.
e 15l =2 0 e e - 0

Proposition 2.2.1,

k g 3
S{ ) (Dj/|l0j‘|s y;llly;ll)2 ne tend pas vens 0

i=1

alons,

toute X-décomposition de norme associée a La M.E. est partiellement
bornée.



Preuve :

X, . = x.-AL V.(viAAY vyl
j 5U'3 j

j+1

Soit ¢ une norme de R" (on s

Il existe alors {Xj} >0 :

T T,.,.T -1.,T
P, V.(V.AA" V., V. P, X A,
J (3 J) J 3] J
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T 1 K
VoL, V. o= (vh e, ¥
3 P32 V5 % 05senes vg)

uppose que Vg Dj £0 ¥j).

.
-¢(oj)

-1 T

donc A, = ol Y. V (V AA V p.
J S YJ y 3 J

. K
or Y. = PL W.(W-AAT W) L WE p. ob WL —l— .—L—
R R J 1] 37 ||YH IIYH
[T o.]]2
donc 6. = TJT]
W X
p( ]AA wj)
2
T 2 T
| W Dj|| lle Pj||
2 2
Trace (W-AA® W.) k A2
3 3
2
x#0 | |x]]
T 2
. . Fws p.]]
done 3 . /ety virlly3Ih? = ———
i=1 SR |1e.]1
j
2 .2
8. k .
< x A% 325 " ¢(p3;
sl A el
¢(o) J 33
comme dm > 0, M > 0 : m € —=—— < M
Holl
On a,
F ol losl ] il Iy 1% < k A2 e

i=1
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donc si le membre de gauche ne tend pas vers O, la suite {Aj} posséde une

sous-suite bornée. 0

* Soit Vj = (y%,..., y?) ; les y; linéairement indépendants.

Supposons que :
1) Vip. 20 ¥ el
J 3

5 T 4 T 1 1912 q
ii) (A y%, A y;) = IIAT y%ll qu 3i,g=1,..., k

ot 8§, =0sii#qet §,. = 1.
q i1
Soit ¢ une norme de R et {kj} la suite correspondant 3 la A-décomposition

pour les Vj.

s T T T -1 _T
i.e. P. V.(V.AA" V. V. P, A. = pP.).
e 3 J( r ]) 1 P o (p.)

Proposition 2.2.2.

Avec Les notations et hypotheses précédentes, on a :

k 5
i i 2
2 (pj/llpjl], Yj/lIlel) _"fx;_> 0

i=1 e

84 et sewlement s4 La A-dZcomposition est parntiellement bornée.

Preuve :
a7 y311? 0
T, T _ 3.
On a, ViAA' V, = e
S T k12
0 147 55112
donc,
i 2
k y%
T T, , T, 1T ‘
p: V.(ViAA V) " V.p. = ¥ |p., —=ero0
. T
4 1 3 J 3 J i=1 | 3 llA Y;ll
$2(p.,)
= ——7TJL— (définitions des Aj)

3
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2 iy42
$2(p.) k C [yl
1 i i 2
donc —_—x = 2 (D-/]ID-]] y./lly-||) 3
’ 2 X, T, ’ T 2
oy 17 %5 am 303l S T
or, 4m > 0, 4M > O, dm' > 0, dM' > O tels que
2 1112
6%(p.) Al
n]S-——-—1—§ S Metm' < —_—irlT—_ﬁ'S
i
e 11 I
k T T
d'od Ay > = <> T (/] lpslls v3/1Hy3I D 0. O

i=1

Proposition 2.2.3.

)

i)

Une méthode M.E. dont Les matrnices Vj vénigient :

I'Vg pjll = Uj ¢(pj)g Uj >0 Uj —x—> 0

T

Trace (V?AA Vj) <M

est assocdile a une A-décomposition partiellement boante.

Preuve :

donc,

T
on a ||V; pjll >0 (pour py # 0)

T T, ,.T -1,T
A. >0 : p, V.(VLAA V., V.
3 ] p] 13 J) ]

_ a2
pj x Aj - ¢ (pj)o

T
Soient mj et Mj la plus petite et la plus grande valeur propre de V§}\A Vj’

. :m, < aj < Mj tel que

T 1

T T - T T 2
. V.(VL A V. V. p. = O, V. p.
pJ VJ(VJ A J) J pJ J ll J pjll

T 2., _ .2
donc o ]IVj Djll Aj = ¢ (Dj)

2 ,2 - 42
donc aj uj ¢ (pj) Aj = ¢ (pj)

donc
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Or Trace (VgAAT V) S M ¥

==

donc = < O, ¥j

J
d'autre part : uj —x> 0=>38§ >0, IN' c N : uj >38 ¥jeN'.

M
L 0
62

Donc A. <
J

Remarque : Si on impose dans la condition i) que uj 21 ¥j eN, les Vj sont

dits liées au gradient [5].

EXEMPLE D'APPLICATION

Soit la méthode M.E. définie par :

T i
X. ., = X. - A V.(V.AA
j+1 T % 33

T -1 . T
V. V. . *
j) s g (%)

Soit Ej le sous-espace engendré par les colonnes de Vj.

Proposition 2.3.1.

S }:j est tel que :
IN' ¢ N infini, IN" c N find :
Vien 3q.enm: AT a) T o, ek
. e ' Bl
ALons,
La méthode (*) est convergente de convengence non Logarithmique.
Preuve :
Posons V. = (y%,..., y?)

J

On sait d'aprés le lemme que l'itération (%) n'est pas modifiée par

changement de base dans Ej.

. T Y
Si (A" A) Py € Ej prenons pour base :



34

2} 2 1 T 9
avec zj = (A" a) pj qu'on a complété.

0y = e, —
=217 T

Pour assurer la convergence non logarithmique il suffit de montrer que :
1 2
o]

Z> .
g.6>0: J ,Tl—ll—'- >4
e
m. L. L. m. 2
o. 2 |2 p. (T ayd ATy a3y aTaydop,
or et ThT| T e 3 : )
30 115l . ™ a3 o]
ol q. = 2m., + L. avec L. = 0 ou 1.
J ] J ]
m. L. T m.
Posons D J = A J(a" A) 3
On a,
r m.T m. 2
(p 3)" pJ Z
(x) = pj/”pjlls - mj
[l 3y o ojll
'm. m, 2
DI p, pdop,
e T
I [l oIl
\ J
mj 2 mj 2
. X D - p.
o el >l plll2
m. m.
He.112 [l 3T b3 p.]]
] ]
)\zm
>
A2m.
]
mj mj
ou A =min-l-|-]|)-T—ﬁE-|-L e‘c/\m =max-l-|—1|)-‘;-ﬁ{-|—l>
B %70 % j  x#0
Alz..m.
commemjeN"fini, 36 > 0 : 5 1>
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P. z%

2
done -”-‘T?-”-, ——-31—— 26 ¥j e N'.
J ”ZJ”

1 <
Remarque : Soit q € N, si on prend vy = (AT I pj qu'on compléte pour
Y5seees y}; d'une maniére arbitraire la méthode est de convergence linéaire. []

3 - METHODES DE PROJECTION ET A-DECOMPOSITION

On a vu dans le paragraphe précédent la notion de A-décomposition de
norme comme outil permettant de fournir des conditions de convergence de la
méthode (M.E.). La corresvondance établie dans le chapitre 1 nous permet

d'étendre cette notion aux méthodes (M.R.) et (M.R.R).

Soit la méthode (M.R.) définie par :

T T -1.7T .,T
Xi, . T X.=V.(V.A AV, V., A" p.
Jtl 3 13 3) J J
(M.R.)

P. = Ax. -b

]
N - .1 k n i1 .,_ P
ol Vj = (yj,..., yj), les vecteurs de R yj i=1,..., k sont linéairement
indépendants.

Definition 2.3.1.

La méthode (M.R.) est dite assocife a une A-décomposition d'une norme
¢ a £'ondre k, par happort a A 84 :

1 T

T T T -1 T 2
Vi dA, > 0 : piAV.(V. ATAV,) T V. AT DL AL = .
3 3 P35 AV, (V5 30 V5 APy Ay = 00(es)

Elle est dite associle a une A-décomposition de norme borne nespecti-

vement partiellement bornée 84 La suite {Aj} est bornZe respectivement posséde
une sous-suite bornte.
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Théoneme 2.3.1.

Une méthode (M.R.) est convergente de convengence Linaire 84 et seule-
ment s{ elle est associle a une A-décomposition de nonme parntiellement bornde.

Preuve :

Démonstration identique 3 celle du théoréme 2.1.3. en raisonnant sur

O

llpj+1l| au lieu de lISj+1||.

Proposition 2.3.1.

oo

. . 12
1051112 < 1o 11 [1 B VI RIPEAIPE]) ’

i=1

Preuve :

Méme démonstration que celle de la proposition 2.1.2. en considérant
105,411 0

Théondme 2.3.2.

1o, 11

Pour que £a (M.R.) s0it convergente et que Lim 71
3o 1104]

A sufgit que :
K 32
(s2) ] [p./np.|1,Ay%/HAy%||] ne tend pas vers 0.
4o, U370 j j

84 en plus, Les y% i=1,..., k sont tels que : (Ay§, Ay?) = Gip ||Ay§||2
La condition (xx) est alons nécessaire et suffisante pour que La convergence de
La (M.R.) ait Lieu et que :

21 1
S TTRSTT

J

Preuve :

On procéde de la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 2.1.4.

o

et celle de la proposition 2.2.2. en considérant 'lpj+ll|’
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Supposons la matrice A symétrique définie positive.

Soit la méthode (M.R.R.) définie par :

T -1.T
X. . =x.-V.(V.AV. V. p.
J+l1 XJ J( ] J) ] pj
(M.R.R.)

©
1

Ax.-b
J

1
T

FERRES y? linéairement indépendants.

1 k
V. = (Yja'“, y]) 3y

Définition 2.3.2.

La méthode (M.R.R.) est dite associe a une A-décomposition d'une norme
¢ a L'ondre k parn rapport & A 84 :

. T T -1 T 2

¥j eN A, >0 : p. V.(V.AV, V. P, A, = DR

je 3 3 P j( 3 J) 5 P52 ¢ (pj)

Elle est dite associBe & une A-decomposition de nonme bornée respective-
ment partiellement bornie 84 La suite {Aj} est bornge nespectivement posséde
une sous-suite bornée.

Théonéme 2.3.2.

Une méthode (M.R.R.) est convergente de convergence Linaire &4 et
seulement s4 elle est associle & une A-décomposition de nonme partiellement
bornée.

Preuve :

A étant symétrique définie positive elle s'écrit A = BT B.

On procéde de la méme fagon que pour le théoréme 2.3.1. en considérant

la norme du résidu réduit
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Proposition 2.3.2.

[ T (A) k . -

2 2 2 i i 2
[egysl17 5 mgl1? |1 - Z= 1 @yllegl s 3115310

u k -1

1 1 i i 2

T
ol - r, = ij -t b, Lamatrnice B est telle que A = B! B.

- FQ(A) est Le nappont de La plus petite et La plus grande valeur propre de A.
Preuve :

Le premier point se démontre de la méme fagon que la proposition 2.3.1.

en considérant llrj+1|"

Le deuxiéme point s'obtient a partir du premier en remarquant que

2

AEFA L Hrjﬂll2 et |Ins[1% = 55 lloyl1?

ol A' et A' sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
de A. O

‘Théondme 2.3.4.

Une condition sugfisante pour que La (M.R.R.} s0it convergente et que

e,

24 7 1 est que :
M T T q

J

k . .
(x) Y o./lle.ll, y%/lly%ll)2 ne tend pas vers 0.
i=1 i ] 1 ]

S4 en plus Les y r=1,..., k sont tels que (y ‘s Ayp) 8 P(yi, Ayi),
La condition (x)est une condition nécessaire et Auﬁﬁ&éante pour que £a (M R.R.)
804t convergente et de convergence Lintaire.

Preuve :

Démonstration identique 3 celle du théoréme 2.3.2, en considérant

Ilrj+1ll- 0
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4 - AFFAIBLISSEMENT DES'HYPOTHESES'DE'CONVERGENCE

Les théorémes précédents fournissent une condition suffisante de con-
vergence non logarithmique (linéaire), condition basée sur les majorations

des propositions 2.3.1, 2.3.2, et 2.1.2.

On va voir que ces majorations peuvent &tre raffinées, ce qui nous con-

duira 3 une condition suffisante de convergence logarithmique.

Utilisons le lemme suivant qu'on peut voir dans [6].

Lemme 2.4.1.

Soit {uj} une suite nélle telle que :

auec,uj>0@t6j20 ¥j e N
Alons :
jil
H. <y, Exp |- 8
30 p=0 P

ol Exp désigne £a fonction exponentielle.

Dans les propositions 2.1.2, 2.3.1. et 2.3.2. uj correspond respective-

ment 3 :

1% eyl et {1xg]1%.

En utilisant le lemme on'a :

Proposition 2.4.1.

Pour Les méthodes (M.E.), (M.R.) et (M.R.R.) on a nespectivement :

” 2 < 2 - ] 6
O lsgyl12 < sl zxp{ 1 p]
Ya(A)

P k- 121 [OP/IIpp|l’ y;/lly;II]Q

ol 8
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.. 2 2 ]
W@ ey 112 < Hlegl I B [ ) ap]
p=0
or o =2 3 ol lls agisllagt]])?
p k& e Tl W
.. 2 2 ]
@ eyl < il 70 - 1)
B T T Sd ST TR VT TTR
P k . P p!ls Yp/ 1Yy

i=1

Theoneme 2.4.1.

Une condition suffisante pour que Les méthodes (M.E.), (M.R.) et (M.R.R.)
sodent converngentes est qu'on ait nespectivement :

4) Lim g § = 4
j—)oo p=0 p

4/(.) 2im % O = 4
e p=0

ALA) Lim § Bé +o aqvec Asymétrnique déginie positive.

oo p=0
Preuve :

Evidente & partir de la proposition 2.4.1. ]
Remarque : Dans le théoréme précédent 6P, ap et Bp peuvent tendre vers 0, la
convergence (pouvant &tre logarithmique) est assurée tant que chacun soit le
terme général d'une série divergente.

On donne Ci-dessous une deuxiéme extension des résultats de convergence.

Lemme 2.4.2.

Soit {Aj} une suite néelle, Aj >0 ¥j eN

On a :
A —> 0 84 et seulement &4 ~—— - )\i est Le terme géntral d'une suite
T e #1%

divergente.
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Preuve :

11 g 1 '1}
j+1 Xg- p=0 >‘p+1 X;

donc A, .. = A, [1+ A g XAL-- 1
o0 { % p=0 [ p+l X;I} .

Avec les notations de la proposition 2.4.1. on a :

Théondme 2.4.2.

Une condition suffisante de convergence des méthodes (M.E.), (M.R.) et
(M.R.R.) est qu'on ait nespectivement :

i s
L) £im E __R_E = 4o
3 p=0 |[p ||
i a
,(,(,, 2im g —2—2- = 40
= p=0 |le ]|
i B
L) 2m § ———-P—2 = +o avec A symitrnique définie positive.
7= p=0 |le ]

Preuve :

2
[

I1 suffit de prendre Aj = |!Sj||2 (resp. llpjllQ, [[rj )s la démons-

tration dans chacun des trois cas est la méme.
Voyons (M.E.) 3

Avec Aj = IISjH2 une condition nécessaire et suffisante de convergence

est que :
2 2
1511 - 115,11

2 2
llsjll * Ilsj+1ll

soit le terme général d'une série divergente.
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T 1,T

2 2 T T -
. ||sj|| -llsj+1|| Py Vs (VAR VT VL Pl
s 2 7" 2 2_ T T, T -1 T
. . S. . -p. V.(V, . . P
151 1Isy 12 11,112 s, 17 -8 v, adt v v o3
T T, ., T -1 T
. V.(VLA V. V. P,
. 5 3V AA H:L) i P
s
T
119 o]
b (x)
Is.]]* p(viaal v.)
;1T etvyant v
_yl yk
Prenons V., sous la forme Vj = i sevesy —~—%4— ce qui ne change en
; T T
rien 4 1'itération (pareillement pour (M.R.) et (M.R.R.)).
On a X . A
Loy, ys/llyslD
(x) 2 2 J TR
IGEX
ol A2 est la plus grande valeur propre de A AT.
Soit A% 1a plus petite valeur propre de A AT,
m
s, 11"
On a — 5'1:.
s I17 &
k froiry2
DRV
Donc (x) 2 izl
2
k= eI
a3
At s
= > —2)
k A ”0.1”2
S, 7 1
Donc si -—-Jl—-ﬁ est le terme général d'une série divergente 5~ 5
o511 118541117 118511

l'est aussi et donc ||Sj!| > 0. O

j-)oo
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Remargues :

10

Le théoréme 2.4.1 est un cas particulier du théoréme 2.4.2.

En effet, si Gp, up ou Bp est le terme général d'une série divergente,

la méthode est convergente.

Donc il existe un rang N : llpjll <1 ¥j=z2N

8 S.
Donc-———l——§ 2 Gj (pareillement pour ap et Bp), done ———l——§ est le
[1e.]] [e. 11
3] J
terme général d'une série divergente. 0

20

Dans le théoréme 2.4.2. on n'a pas besoin a ce que Gp (ap ou Bp) soit

le terme général d'une série divergente, mais d'une condition encore plus fai-

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

ble. La convergence peut dont &tre logarithmique. 0
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MISE EN OEUVRE
ET APPLICATIONS

0 - INTRODUCTION

On commencera par donner deux fagons de mettre en oeuvre les méthodes

de projection en utilisant l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI [1], [2].

Comme application de la correspondance on considérera des méthodes de
projections connues dont on déterminera les homologues, ce qui dans plusieurs
cas nous fera retomber sur des méthodes connues. On proposera en méme temps
des majorations de 1l'erreur, ce qui nous conduit entre autres 3 proposer quel-

ques variantes de la méthode de SOUTHWELL.

Quelques essais numériques seront exposés & la fin.

1-MISE EN OEUVRE

Les méthodes relevant des classes (M.R.R.)(M.R.)et (M.E.) ont 1l'avantage de
ramener la résolution d'un systéme linéaire de grande taille 3 la résolution
d'une suite de systémes dont la taille est choisie par l'utilisateur (k). Pour
de tels systémes une résolution par des méthodes directes est certainement in-

téressante.

Dans cet esprit on propose ci-dessous deuxutilisations possibles de
1l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI [1], [2].

Rappelons un algorithme d'interpolation se déduisant du R.P.A. qu'on

désignera par R.I.A. (Algorithme récursif d'interpolation) [2].

* . n s g
pelN ;x;,2z 1i=1,...,p des vecteurs de R donnés et vérifiant :

(zl, xl)....... ..... .(zl, Xi)

n

) T ceseses| # O i=1,...,p

(zi’ xl).............(zi, xi)
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Le polynome Pp = ay %, te.t aP xP vérifiant (Pp, zi) =W, i=1,...,p

ol w, i=1,..., pdes scalaires donnés, se calcule par :

’po =0 (R.I.A)
gO,i = xy i21
w -(z_, P .)
-1

4Pp = Pp-l + l(jz —gP _Pp) gp-l p ) 1

P’ P_ls s

(z_, )

- _ P’ "p-1,i i

‘gp,l &p-1,i " Tz, p_l,QT'gp-l,p P

Cas 1 :

a - Mise en oeuvre de (M.R.R.)

- —— - — - ——

La méthode est définie par :

T -1 .7
X, = x., - V.(V,AV, V. p.
41 = ¥y 7 V3V AV TV Ry
< _ .1 k i, _ . s _ s s sz
ou Vj = (yj,..., yj) H yj, i=1,..., k sont linéairement indépendants.
T -1 _T
Posons t. = V.(V,AV. V. P,
ns ty = V(U3 AV) T Vs R

(1) _x

(3) .1
al yj +ouot ak yj

ce qui s'éerit tj =
tj ainsi écrit est caractérisé par :
T
' .~At.) =0
3 (pJ J)
ie. Wyl ty =i 0y 1=1,..., K
] ] 3

J

Pour j fixé, prenons :

N

"

>
<

€

1

~~

e e

-»

©
[h

S’
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L'algorithme R.I.A. s'écrit alors :

(p() .
PO =0
801 TVi ATl k
D _apd
1,60 . o), 5325 AR (5 S 1,k
P - (3) Ep-1 D= Saeees
(y5, A g y (PO
3 pz%sp
b J
PN I LN L) i
Ps1 p-1,i (yP Ag(]) ) p-1,p
! 3’ p-1,p

Co(3) _
Ona.Pk -tj

_ (3)
Donc xj_'_1 = xj Pk .

b - Mise en oeuver de (M.R.)

- — —— - —— ———— - — - - — — —

La méthode est définie par :

1v§ AT p.

X. . = % - V.(VE ATAvV.)”
3 Iy 3 3

J+1

On effectue les mémes démarches que celles dans a, ce qui nous conduit

>~
d prendre :

- L1
xl-yj
_ AT i
z; = A ij
w, = (Ay%, P.)
1 J J

d'ou,



On a alors : Xx. = xj

j+1
c - Mise en oeuvre de (M.E.)

T

L7

-1

T

Onaxj+1=xj-A V(VAA V) jpj
Posons S. = x. - x*, Ax* = b.
J ]
Calculons ‘cj AT 2 (v v V) -1 § 2
- (3 ,T (i) ,T .k
i.e, tj =a, A +...4 ay A yj
T
et V. A (S. - t.) =0
J J ]
ou encore
T i i
A .y t.) = . .
( vy J) (yj, Dj)
On doit donc prendre :
_NT i
X; = A yj
z, = X,
i i
Rt
Le R.I.A. s'écrit :
(
(3) _
PO =0
(3) _ \T i .
go ;= A yj i=1,..., k
D
. - (A P
1p0G) - (), (y s Ps) ;_;J’ o-1)
P o1 AT )
( yj,gp_l,p)
T i _(3)
A N . .
gld) - 3) (A ¥5» Bpo3,1) g(3)
o p-1,i (AT y% g(:]) ) p-1,p
{ i’ ®p-1,p
- 3)
On a xj+l XJ Pk .
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Remarque : Par le fait que les y; i=1,..., k sont linéairement indépendants
le déterminant (*) n'est jamais nul.
Pij) est donc toujours calculable.

Cas 2 :

Soit & résoudre le systéme linéaire Cx = d ol C une matrice carrée d'ordre

2 N . * .
m, réguliere. Soit t la solution.

*
Onat = al el +...F am em

. . m ey = .
ou e, 1= l,..., m la base canonique de R (on aurait pl prendre n'importe

qu'elle base).

Prenons :
Xi b ei
T
z, = C e
i i
w, =d i=1 ., M
i i 4 b}

PO =0
gO,i T8y
T
d - (C L) P )
-1
s s c1yeiim
(*) P p_l (CT g ) gP‘l,P p ] t ]
p’ “p-1,p
T
e - g i (CP, gp_l’i) . .
Ps1 P—l,i (CT g ) p-1,p
| p’ °p-1,p
- ) (p) Ty _ .
On a PP =a;" et aP ep avec, (Pp, Ci) = di’ i=1,...,p

~

ol Cz, la transposée de la 1°me ligne de la matrice C.

Donc, P_ = t*.
m
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T E

Remarques : Posons C_ = (Cl,..., Cg) s cP = (Cl,..., cP)

E
b

od ¢t i=1,..., m sont les m colonnes de C.

P
E Cyee ceveenCh a;
CE = .l > 0 ¢ 5 900 s 0 ® ® 6 v e ;dE : .
Poodet. ..., ve...CP P .
P d
P

~
. €me
ol d; est la i composente du vecteur d.

E
1 - La condition (%) se traduit ici par det(CEp) £0,p=1,..., m. On aura donc

P
besoin du controle des mineurs (ou pivots) en changeant l'ordre de la base

e i=1,..., m. Situation qu'on retrouve dans la méthode d'élimination de

Gauss.

2 - Le polyndme Pp est donné par :

,
E A
py-1
(CB ) dE
P P
0
P = .
P L
\ 0 J

En effet,

- (p) -
On a Pp = Etp ag”’ ol Eﬁp = (el,..., ep)

donc (PP, ei) =0 ¥i >p

y
P
A . p
Soit Pp le vecteur a p composentes tel que : PP = 1o
L0
E
n
-p P (P
OnaP_ = EE ap :
P P ’
. . ¢T - s vZ2oss AT -
or par construction de PP on a : EE o PP = dE ce qui s'écrit CB PP = dB s

p b p
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E o

Pp =
donc CE Pp dE
P P
,
E
L py-1
d'od (CE ) QE
P P
0
P = .
P
{ 0 J 0

3 - On peut voir également que :

- - T - z
Pp = Pp—l EE (CE EE ) ~ Cc. (P X ) Pp=1l,ee.sm
P P P P

I1 suffit pour cela de voir que Cg (Pp-x*) = 0 ; chose évidente puisque :

D
T - T % _ T *
CE Pp = dE et CE x = EE C x
D P P p
:dE. dJ0
P

L'itération (*) s'écrit également :

E
-1 T
P =P . -E(CPYTE. p

-1 E E Pp-1
- pEj 5 P
pp—lchp’l-d p=1,...,m

Qui est une méthode de la classe (M.R.R.).

I1 est claire qu'une telle itération est incalculable en pratique,

uisque la m°™€ itération exige le calcul de C-l.
puisqg g

Ceci montre le rdle important que joue la suite auxiliaire gp 5
2

Utilisation de l'algorithme (%) pour la mise en oceuvre de (M.R.R.) ; (M.R.)
et (M.E.).

On a les quantités respectives & calculer ;

-1.,T.,T

T -1.T T.,T T, T T
(V. AV, V. p., (V. A"AV, V. A" P, (V.AA
3 J) 3 p:l’ ¢ ;| :1) i 3 3

-1
V. V. P. ;
3) i3
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ce qui revient & la résolution d'un systéme de taille k de la forme :

o3 (3) . 4(3)
Soit (ei,..., eﬁ) la base canonique deimk.

L'algorithme (*) s'écrit :

(L) .
Py’ = 0
3 _ _, .
Bo,i T % i=z1 .
() _ ) o)
RCHINC DI S S LR € A
{ T Tp-1 o\ T . p-1,p p=2 >
P P (C(]) (3) ) >
P T, p-1.p
(3) (3)
. . (c , E . .
Gy, )y __7» “p-1,i°  _(3)
gpsi gP'lai (j)T (3) gP‘laP t>p
\ (CP ? gp-l,p)

Pour C<3) t(j) = d(J) correspondant 3 (M.R.R.), (M.R.) et (M.E.) res-

pectivement on a :

. _ _ve p(3)
(M.R.R.) : Xj+l = xj Vj Pk
)
(M.R.) : xj+l = xj Vj Pk
RV e 3
(M.E.) : xj+1 = xj A Vj Pk . 0

2 - APPLICATION DE LA CORRESPONDANCE

La matrice A est supposée symétrique définie positive.

La méthode est définie par :
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' ERIE
Kiyy T g - s B r
] J IlBrII J
(6.)
1
r, = BT X, - B-1 b
{ ] ]

ol B est telle que A = B B,

C'est une méthode de (C) pour résoudre le systéme BT x =B 1b et

s'écrit

T_T -1.T
X. , = %. -~ BV.(V. BBV, V. r.
j+1 - % 3( ] 3) 5 5

r, = Bl x, - B b, v. = {r.}
] ]
i) Homologue de (G,) dans (a).

On considére le systéme BT x =871 p jouant le rdle de Ax = b. On appli-

que ensuite 1° iv) avec B supposée symétrique définie positive.

On obtient

2
He, ]l
xj+l T irj, B rj) T3 -
2
r. =Bl x. - B 1 b

Remarquons que ni (Gl) ni (G2) ne peuvent €tre utilisées en pratique puisque

B est 3 priori inconnue, sauf si le systéme est donné sous la forme B Bl x = B b.
ii) Homologue de (Gl) dans (B) :

On utilise 1° i) pour le systéme Bl x =B"1 b

Ce qui donne :

X. =xj-V(VBB v)1

3+1

Py =B BT x5 - B Blb ;v.=Br. =0,
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2
1-e ) [e.]]*
%541 % X5 T P %
] ] (G,)
pj = Ax. - b

Qui est la méthode de la plus profonde descente.

Théonéme 3.2.1.1.

1- S4 A est symétnique définie positive Les méthodes (G,) et (G;) sont
convengentes.

Z- Si en plus B est symitrique définie positive, (Gz) est convengente.
Preuve :
r. Ve r, r,
o T ﬁ] : [ﬂ—lrr Trlrr] SV ) ),
T, . . .
[ ] Y3 "3 73 I ]
Le théoréme 2.1.4. conclut la convergence de (Gl).

(Gl) étant convergente donc (G3) aussi d'aprés le théoréme 1.2.1. i).

2- Si B est symétrique définie positive, comme (Gl) est alors convergente,
(G2) 1l'est également, d'aprés le théoréme 1.2.1. ii). 0
1 bis :

Lorsque A est seulement réguliére on peut considérer le systéme des

moindres carrés AT Axc= AT b.
Ce qui donne :

i) Méthodes du gradient "aux-moindres carrés"

La méthode s'écrit :

2
p: ||
:x.-_._.!_l__ll_ ATp

X. o

.= Ax.-Db
P 5
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Méthode dite associée 3 une décomposition de la norme euclidienne [6].

ii) Homologue de (Gi) dans (A).
On obtient la méthode de la plus profonde descente.

iii) Homologue de (Gi) dans (B) :

On obtient :
T 2
el
X. = X. - P.
j+1 | T 2 3
(14 a7 o] (6
pj = A xj - b

Conollaine 3.2.1.1.

Les méthodes (G;) et (Gé) sont convenrgentes,
De plus :
2 2
- Pour (G}) on a : ||SJ.+1|| < HSjH [1- Yg(A)]

- Pour (Gy) ona : |lp 2 < llij12 [1- Yg(A)]

el
oil Y,(A) est Le conditionnement de A mesuné pan La nonme euclidienne.
Preuve :

La convergence est assurée par le théoréme 1.,2.1.

- Pour G! on a :

1
esht?
1850217 = 115311 - o=
o | etz e l?
S TP T TP

. 2 2
d'od Ilsj+1||2 < |81 01 - v3an
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= Pour G,
18" o511
2 _ ) 2 _ 3
10343117 = 11e;1] o
TS A A L
I T T

IA

llpjll2 [1- Yg(A)].

La méthode est définie par :

= x. - A
017 %5 7 (Pyo o)
i (G6.S8.1.)

pj = A X3 - b ; j+1 = i mod(n)

ol 1'on suppose Ai 0 1i=1,..., m

Itération qu'on peut écrire :

T -1.T
X = x, - V.(VLAV. V. P.
] ]( J J) J p]

P. = Ax. -b ; j+l1 = i mod(n)

J 3
qui est une méthode de la classe (A).
i) Homologue de (G.S.1.) dans (B) :
En utilisant 2° i) on obtient :
Al
X. =X, = |P.y ——5| €,
j+1 j j? 'IAlll2 i

Dj - A Xy - b ; j+1 = i mod(n)

(6.8.2.)

On obtient ainsi la méthode de la GARZA [10, 5]
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ii) Homologue de (G.S.1.) dans (C) :

Par 2° ii) on obtient :

AT

) —t
i T2
1421

Xipp T %5 ° (Dj, e

(6.5.3.)
pj = A xj - b ; j+1 = i mod(n)

ol A’ et Ai sont respectivement la 1™ colonne et la i ligne de A.
La méthode (G.S.3.) obtenue est la méthode de S. KACZMARZ [u4, 5].

Theoneme 3.2.2.1.

Les méthodes (G.S.2.) et (G.S.3.) sont toujours convergentes.
De plus :

- Poun (G.S.2.) on a :

. i 2
oo 1% = 1. 112 1-[ i A } L 541 = 1 mod(n)
™ : o5t et

- Pour (G.S.3) on a :
5 2 P, e 2
185,117 = Hlsg1™ {2 - ﬂ-sjj-ﬁ,m
i

Preuve :

(G.S.1.) étant convergente pour A symétrique définie positive ; le
théoréme 1.2.1. assure la convergence de (G.S.2.) et (6.S.3.) pour A régulidre.
0
On voit & travers les expressions de ||Dj+1|! et ||Sj+ll| pour (G.S.2.)
et (G.S.3.) que les meilleurs indices i font que les méthodes deviennent res-

pectivement :
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y (G.S.4,)

i3 p
N e
‘ Ha® 1] p=1,...,m 114711
et
(x = x. - (P ) Agj
J+l J 3* Tij IIAT.lIQ
13 (6.S.5.)
4 :
P. = A X, - H [Q., —_—1] = max P.,
J J 37 ||aT ] =1,.. J AT}
| I et n |37 TITIY
De la méme maniére en supposant A symétrique définie positive et en
minimisant |rg, 1| = ||Bxg,) -2 bl o2 & = 87 B, (6.5.1.) dévient :
= - N
41 T %5 7 (Pye egy) 53
iJ
(G.5.6.)
s 2
P. =Ax.-Db p. d = max p
prosee el P A

On remarque que si les éléments diagonaux de A sont identiques, (G.S.6.)

coincide avec la méthode de SOUTHWELL.

Théoneme 3.2.2.2.

* Les méthodes (G.S.4.) et (G.S.5.) sont toujours convergentes.

* S& La matrice A est symétrique définie positive (G.S.6.) est con-
vergente.

Preuve :

I1 suffit de montrer la convergence de (G.S.4.), le théoréme 1.2.1.
conclu pour (G.S.5) et (G.S.6.).
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P. e,.
Montrons que TTfijju ]];%ATT ne tend pas vers O.
1]

1

Raisonnons par l'absurde :

P.
On a TTB:TI' ¢ S(0, 1) sphére unité de R".

3
Donc,
p.
AN' ¢ N infini : TTBJTT > p e S(0, 1)
j N
pj eij P. e
or Se———_._=—_.__—> _.L Se :l... n
(TSI e P5TT” J1aT]) S
ij P
e
donc, ||P, ———%?—} <€ P =1,..., n ce qui est impossible puisque P # O.
12211 :

Voyons une classe de méthode englobant celle de Gauss-Seidel qu'on peut

voir dans [6] et [5],
Soit Vysee+, V, Uune base de R", tel que (vi, Avi) £0 i=1,...,n

Soit la méthode définie par :

(V', P.)
x = X, - l_J v
(G6.G.S.1.)
pj = ij - b, j+1 = i mod(n)
Homologue de (G.G.S.1.) dans B
On obtient :
_ i (Avi, Dj)
j+1 3 2 i
lav, 1] (6.6.5.2.)
P. = Ax. - b3 j+1 = i mod(n)

Homologue de G.G.S.1l. dans (C).
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On obtient :

X = X. - (vi’ p.? AT v

i+l 3 HATV”2 i
i (6.G6.5.3.)

pj = ij - b ;3541 = i mod(n)

L'étude de convergence de ces méthodes sera fait dans le chapitre 5.

Yy = Po
(uj, P.)
41758 T, Auo) Y
ﬁ I (6.C.1.)
(p., Au. )
u., = P, ~ J, J-1 u
| J 3 (u_q, AuJ 1) 31
Homologue de (G.C.1.) dans (B).
Par 2° i) on obtient :
r _ LT
Uy = A DO
P., Au.
X = X. - f—l:———ll
j+1 3 2 3j
{7 [ au 1] (6.C.2.)
T (al p., ATAu. )
- J J-1
uj = A Dj - 5 uj-l
| Tas, 1|

Méthode qui accentue le mauvaiS conditionnement de A. une variante

de celle-ci peut &tre consulter dans [71].

*
On a évidemment X, =X .

Homologue de (G.C.1.) dans (C).
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Par 2° ii) on obtient :

Yo = Po
o (P, ul)
- 3 J T
X, = X, - —=———— A" u,
373 AT uj||2 3 (G.C.3.)
T T
A .o A .
u. = p. - ( ij’ 21_1) u. 1
R AT

On retombe ainsi sur la méthode qu'on peut voir dans [8] et [9].

Voyons quelques propriétés de cette méthode :

Théondme 3.2.3.1.

Pour tout p < jon a :

4) (pj, pp) =0

AL (AT Py AT up_l) =0
L) (AT u, AT u) =0
iv) (AT uss AT pp) =0
v) oy 0= u £0

vi ) (Dj, up) =0

(G.C.3.) converge en au plus n Ltérations.

Preuve :

On peut procéder par récurrence, d'une maniére analogue d ce qui est
fait dans [3] et [7]. A

Proposition 3.2.3.1.

sj+1 est La profection de Sj sun £'onthogonal du sous-espace engendri

T

par {AT Uyseses A uj} s ol Sj = xj-x*.
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Une telle projection se caractérise par montrer que :

S

i+l

ol Uj = (uo,..., uj)

sj - AT U (U !&A U )

1 uTas,
55°5

or d'aprés le théoréme 3.2.3.1. la matrice U?AAT Uj est diagonale et on a :

,

1

T 2
12T ul]

|14

T -1 T _ T T
A U(U AA U) jASj-(A uo,. uj)
§ ) 2
= u., P.
iz 373 T w12
Or (pj, up) =0 ¥p <] (Théoréme 3.2.3.1., vi))
(u., D )
donc, (*) ‘-—-—-J— u, = S. - S, ..
||aT H2 11
Proposition 3.2.3.2.
. _ 2
4) (ug, P3) = llpjll
»(./(',) (uja pj) = ('L'l [ pj 1)
2
T T 1 ”pjll
L) (AT pL, AT u, L) =
-1 T 2 2
ST P e

1

T
u

3

2
||

(*)

1

,

w
(uo, Dj)

J

(u., p.)
. J J
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Preuve :

.(AT Dj,.AT.u
T 2

187 w11

2
) =0 ; donc (uj, Dj) = Ilpjll .

3=

. - 2 -
i) (Pj, uj) = HDJH (uj—l’ Dj)

or (Dj, uj-l
ii) on a
(p. T

< 4)
- 31> Y5-1
P. = p. - A A" u.
3 j-1 ”AT uj-1”2 i-1

(p, u. .)
-1° Y-1) 7 T
done (P., u.) = (P, ., u:) - 3 (A" u, ,, A" u.)
] 3 j-1 J HAT u-_l”2 3-1 3

]

T

Comme (AT u. A uj) =0 on a

j-1°

(Dj, uj) = (pj-l’ uj).

(AT Dj, AT uj—l)
iii) u. = p, - u.
T T

T T
(A" P55 A7 uy )

donc (uj, pj—l) = (pj’ pj-l) - T 5 (uj-l’ pj—l)
8% ug_, [
or (Dj, pj-l) =0
T T
tone (A" gy AT u, ) - (ug, Ps ;)
147 _, 117 ©-10P5-0)
e, 112
= - ____.3__2 ]
e, 4!l

Compte-tenu des propriétés précédentes la méthode (G.C.3.) devient :
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Ug = Do
2
] o 11 4 o
‘ j
[1e,112
uJ = P. + -———;L——7§ u._1
0 ey 117 7

Remarque :

La méthode habituelle du gradient conjugué (G.C.1.) s'écrit :

0
2
] e, 11
+xj+1 - xj T ., AuL) uj
10 (G.C.1.)
2
o112
Uy TPy YT Yk
I
{ -1

On voit que du point de vue nombre d'opérations les deux méthodes (G.C.1.)
et (G.C.3.) sont & égalité. L'avantage de (G.C.3.) est qu'elle converge dés que
A est réguliére. Son inconvénient est qu'elle accentue le mauvajs conditionnement
de A, bien que cette accentuation n'est pas aussi importante que celle correspon-
dant au probléme des moindres carrés tel ila méthode C.R. de [7]. Une illustration
de ce qu'on vient de dire sera faite par des essais numériques 3 la fin de ce

chapitre.

Proposition 3.2.3.3.

Pour La méthode (G.C.3.) ona :
£) (uj, pj) = (uj, DO) Rl

AL) Sj+1 est La projection de 8, sur £'onthogonal du sous-espace engendn?

T T .
par {A Ugseees A uj}
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Preuve :

i)

H.R.

d'ol (uj+1, o) = [

ii)

; A
or AT Uj(L%:AAT Uj)'1 tgAs I T S S

D'aprés la proposition 32.32., ii) on a :

Suposons : (uj, Dj) = (uj, DO).
Montrons que c'est encore vrai pour j+l.
On a :

j41° Po)

(u (p

j+1° pO

ey 112

1
-
Lo
~
“
[¢]

o]
> ]
~~
©

u. . . p
||DJHQ 3 i j+1* "0

]|2 = (u,

j+1 j41° P341

On doit montrer que :

=s -AT ucdaaT uyt Fas
5 3 5 " %0

5541 = So

0

D'autre part,

(u., P.)

__ 373 T
S F S T T oA Yy
. l‘A uj‘l

i (uj—l"pj~l) T
|1aT w,  ||?
j-1

u -
j-1 -1
J J ”A

T

(u., P.)

J

(ul, DO) = (ul, Dl)

u,.
1

] T

A" u.
2
wll?
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de proche en proche on obtient :

(u,, p.)
S.., =S, - 11 T,
j+l 0 120 I'AT ui'|2 i
o _ 4T T 41
i.e. Sj+1 = SO A Uj([%‘AA Uj) l%:ASO.

Proposition 3.2.3.4.

La suite {llsjl[} génénde par (G.C.3.) est strictement décroissante.

La diminution est donnée par :

2
1830117 = 11,112 Lell
j B gt . T 2 2
s ] llAij||2 iz .y a7 e 17 lesll
RL LS SR SISl L
AlesI17 120 He; 117 e,
Preuve :
m
: , eyl
ona |ls. 11" =[s]]" - —2—
j+l | IIAT uleQ
ce qui montre la stricte décroissance.
2
. o el
D'autre part : ||A ujll ]IA p 1€+ 2 TT_—l_TT_ (A pj, A
e 11
T 2
+ J T IIA u._ ]I
Ie._ 1 =
j-1

En utilisant 1la proposition.3 2.3.2. iii) on obtient :
T 2
I u” 'IT—L—!I” _1||
p

I
T 2 -3+l
p H = J7ir

Posons : B. = ||A" p. et a. .
3 3 S | A

Avec ces notations on a :

T u
j-1
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T 2 _ - - -
J1a uj|| = By -0 (Bl g =0y (Bs paeee) = 9y(By - ag B)..L))
j'il 5-1 j-1
= B, ¢+ (-1) a | 8.
I =0 p=i Py 3
. Y M
=1 g lle 1Y el
or ap = ! [T L
p=i p=i |le,l| e, 11
y
j-1 . o] T )
pone a7 w 1% = [1aT 0,112+ T 03t I 11T o, )12 O
] J i=0 [1e.]]
i
3 - ESSAIS NUMERIQUES
1. On procédera dans ce qui suit 3 une comparaison des méthodes :

i) (G.c.1.)
ii) (c.c.3.)
iii) (C.R.)

On peut consulter [7] pour cette derniére méthode.

Dans un premier temps on mettra en évidence l'instabilité numérique de
(6.C. 3) par rapport & (G.C.1.) et en méme temps 1'instabilité de (C.R.) par
rapport a (G.C.3).

On montrera dans un deuxiéme temps la compétitivité de (G.C. 3) par

rapport & (G.C.1.) et (C.R.) lorsque la matrice A n'est pas symétrique.

Les matrices utilisées sont de taille 25 qu'on peut consulter dans [1],

et sont :

Matrice de PEI (avec 4 = 2)
Matrice de GIVENS

Matrice d'ORTHGA

Matrice de NEWMAN,

Pour briser la symétrie de ces matrices on prendra A(3, 2) = 10, on dira

alors qu'on a une matrice perturbée.
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2. Deux essais sur la méthode de SOUTHWELL et sa variante (G.S.6.) seront

donnés. ORj désignera ||pj|l.

- S O b S

Matrice de GIVENS

©-C.4 G.C.3 ! C.R.
\\PA“ .50824725473617120*02 | .‘_)(‘.):._;nl;"w"x. TiaT, 4 N .50772?4';167'506‘);
Mol T163660901599641D+01 | 0 n 21n,7.0/7 /%0, tul ’ 70955RBT4U649R38R]
Wholl Lof1a417706.7 0055 a8 1 o0 2 7 7 05 a0m =0t .843919733759233
N IS TN FE PLIATASE LA I -8300232289312620
i .
Matrice de PEI
G : .
y l G .3 C'-EL
Lalt c17320hnt 1207000 40D S 10UNLA G a0 >
win R TR LR PALIVALE RAPRE - I ‘ -ffSnﬂnuéglugl Lot «1733437428306393D+02

SO =R JRU2523696216091 D400

-."Dul-'(,t;'gc'/'f\,l;‘l.’7- -

\\(’«l\ e Nl aBRST /1,5,4853,.-17 P2
X i =i? .18988650863q09380-01

l W, 1] -635403qséxo?77a3u.na

Matrice de PEI perturbée

6
. : L2
G, A | G, | (i
hEi ,4386236304829130D402 .59003020055325510402 | .a17°354922823:823
hRe iy C20434R8727862606D+03 .20093389131070570+402 .43303097192

e ‘ Wi 2 1217953601221621D=11 .
““*“\ -17720942122011840+08 ’Qﬁzn:a77aaeove7zoanaeo-1? “&w.u11133009630o6a80f

' “n“”,86013?7006339?340-13ih&ﬂ-“3113309963006“70f
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Matrice d'ORTHGA 1°¥ espéce perturbée

G.C.H GCn L L}'Q;77aasP309ao*oz
lifas| ,5500292706698941D+402 .7632219082500594D+07 'g;a;3350233037u1040?
it .3736138706655664D402 .10468039651899000fOKJ . the
gl ,2R179487880320550405,  ,77804015745321870=09
wfio1 ,2920965978524358D405 LU45952R200589162R8D=10
ki34 ,3023100652245400D405 .1916490305952540D=11
Wiizj) «31243R75684629930+05 -30292125473700190=12

lf.cj . 136R859A550299640-07
Wfo -1750736651360374D=07
[ ) wily ) -
| i “Vﬂﬂ;-"“a3360660124690 0e
Matrice de NEWAN perturbée
G.C. 1 - R ) .
: 956D +02 .96672978846925R96D+02 +53165R9099435732D+02
(it «5325693392454 ! 10167004076220510407
h&}{ ’ 9636015131870425D+01 .51519247461463450+402 0 :

hizay
©oWezy

cco-
3D

cC
X

£

C
o
Y

C
D
nnHunNn

[
o)
o

cc
o 2
1

o™

.10430251031566850+08
L19285612379934690+408

32 3 N4949D=01
Wfy, | +50370613420 ‘

nhs".1323A021425365130fm
h&ml.l323aa210Pa707530+0

Méthode de SOTHWELL : Méthode (G.S.6.)
Matrice de GIVENS N = 10 Matrice de GIVENS N =10
10RB.9310l4906560RT OR. = 10R.93104903A60R7
28,790910725095] UR, = 13,.7024142%4%307
16.56005121909317 OR; = S,946606%0R 1925
‘17.030Y843474418 1 OR; = 12, 0R205890204,9¢
Q R2P2279F 1167207 OR, = U, ,RB26191075559
12.0%30102025T243 OR; = R_7837111544RuhH2
. 1610747371245 0 OR; = 3,.B734037164760Y
L2TUS0610587hA760 URy= 1350807396571

e 30610529637 2633 OR,.= ,161£0193819P0R1
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OR,
OR,
OR,
OR,
ORs
OR.

ORy=
0 Rl|.=
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Matrice d'ORTEGA, 1°¥ espéce N = 10 Matrice d'ORTEGA, 1°T espice N = 10
14.1400809476139 . OR. = 14.1400809476139
13.77634419090R0 OR, = 13,70665500569R84
13,0230084P220182 OR, = 14.08506RTOYRQT2
12.1745928170800 ORs = 13.5RB44N404A03S
12.5590537244927 OR, = 12.438R214751209
11.1316802517283 OR: = 10,95874R1367423%
9.9099719271099% ORc = Q.R5100564%204P]
4.5G20752770742976=02 e ee
1.%66150120931955L=07 OR,,= #.3728732453279076-07

OR..= N,3044080447050373L=0G2

On reléve d travers ces essais numériques que dans le cas des matrices
symétriques considérées (G.C.) est meilleure que (G.C.3.) et cette derniére
méthode est meilleure que (C.R.). L'écart entre les valeurs numériques four-

nies par (G.C.) et celles fournies par (G.C.3.) n'est cependant pas trés grand.

Dans le cas ol l'on a détruit la symétrie des matrices, (G.C.) diverge
dans chaque cas par contre (G.C.3.) converge assez rapidement et nettement mieux

que (C.R.).
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METHODES DE PROJECTION
PAR PARTITIONNEMENT

0 - INTRODUCTION

On a vu dans le chapitre 1 l'ensemble des méthodes de projection de
HOUSEHOLDER et BAUER [11, [2] réparties dans les trois classes usuellement
rencontrées [1], [2]1, [3], [4], [51.

Une itération de ces méthodes exige le choix d'un sous-espace vectoriel

suivant lequel on définit la projection.

Pour créer des simplifications sur le plan des calculs on considére un
vecteur de R" qu'on partitionne, constituant ainsi une base du sous-espace

servant dans la projection. On peut voir [5], [6], [7]....

On proposera pour chacune des trois classes un critére suivant lequel

on choisit le vecteur & partitionner.

Différents choix répondant aux conditions du critére seront proposés,

dont certains constituent une amélioration de choix connue [5], [8].

En montrant qu'un vecteur choisi selon le critére assure la convergence
pour tout partitionnement de celui-ci, une tentative sera faite pour choisir

un "bon" partitionnement.

On fera dans un deuxiéme temps une hypothése d'orthogonalité des lignes
ou des colonnes de la matrice A, ce qui nous permettra l'obtention d'un vecteur
optimal. Ce vecteur sera repris dans le cas général en montrant qu'il vérifie

les conditions du critére.

Certains essais numériques portant sur certains choix seront exposés

3 la fin.






























































































































































































































































































































































