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**  **  **  * *  METHODES DE PROJECTION ET EXTENSIONS : **  **  

ETUDES THEORIQUES ET PRATIQUES 



INTRODUCTION 1 
En 1953, dans son livre "Principles of numerical analysis" (1) 

A.S. HOUSEHOLDER, propose dans le cadre de la résolution des systèmes li- 

néaires, un formalisme des méthodes de projection (minimisation) b plusieurs 

. pas. Il met en évidence et sans condition de convergence, trois classes de 
méthodes, qui correspondent à des choix différents de produits scalaires. 

En 1963, N. GASTINEL ( 2 )  introduit la surdécomposition de normes, 

en vue d ' obtenir des conditions suffisantes de convergence linéaire de 1 'une 
des trois classes. 

En 1976, J. BEUNEU (3) propose des conditions suffisantes de conver- 

gence linéaire plus faibles. 

En même temps (1977), C. ESPINOZA (4 )  introduit les matrices liées 

en gradient, affaiblissant les conditions de la surdécomposition. Mais il 

obtient des conditions plus fortes que celles de J. BEUNEU. 

Nous établissons dans le chapitre 1, une correspondance entre les 

trois classes de méthodes, par considération de systèmes linéaires équiva- 

lents. Ceci nous permet dans le chapitre 3, la recherche des méthodes cor- 

respondantes (ou homologues) à des méthodes de projection connues. 

Nous montrons dans le chapitre 2, des insuffisances de la surdécompo- 

sition de normes vis-à-vis de la classe pour laquelle elle a été introduite. 

Ceci nous permet d'introduire une généralisation que nous désignons par "A- 
décomposition de normes" et que nous étendons aux trois classes. Nous donnons 

ensuite une caractérisation théorique de la convergence linéaire des méthodes 

de projection. Nous proposons dans un dernier temps des conditions suffisantes 

de convergence plus faibles, englobant ainsi des cas de convergence logarithmi- 

que. 

Dans le chapitre 3, nous donnons deux façons de mettre en oeuvre les 

méthodes de projection, par utilisation de l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI. 



Nous considérons dans le chapitre 4, les méthodes de projection par 

partitionnement. Nous proposons un critère de choix du vecteur à partitionner. 

Différents choix répondant aux conditions du critère sont donnés. 

Nous définissons dans le chapitre 5 ,  les méthodes à "itérations paral- 

les1' à partir de méthodes de projections connues. Des conditions de convergence 

sont données. Ces méthodes pourraient avoir un grand intérêt lorsqulon utilise 

des machines travaillant en parallèle. 

Dans le dernier chapitre, nous proposons des méthodes itératives où la 

direction de progression est choisie de sorte que : la suite des itérés soit 

contenue dans une région donnée de l'espace, la suite des erreurs soit décrois- 

sante au sens d'une certaine norme. Ces méthodes sont désignées par "méthodes 

itératives à contraintes". 
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CORRESPONDANCE ENTRE 

METHODES DE PROJECTION 

O - INTRODUCTION 

Les méthodes de projection considérées par HOUSEHOLDER et BAUER pour la 

résolution d'un système linéaire Ax = b peuvent se scinder en trois classes 
principales 111, C21, C31, 141. 

Ces méthodes ont été introduites comme constituant une même méthode pour 

résoudre un même système linéaire, la spécification d'une classe se fait par le 

choix du produit scalaire utilisé 111, C21, C51. 

On montrera que ces méthodes peuvent être considérées comme constituant 

une même méthode de projection pour un même produit scalaire et que le passage 
d'une classe à une autre se fait par considération de systèmes équivalents. 

1 - RAPPELS 

Soit à résoudre le système linéaire Ax=b, où A(nxn) est régulière et 

b E Rn. 

n Soit E. un sous-espace vectoriel d e n  de dimension k, kln;et soit 
1 J k  i v = (yj, ..., 

j 
y.) une matrice dont les colonnes y i=l, ..., k constituent 

J j ' 
une base de E 

j 

On s'intéressera aux trois classes de méthodes de projection considérées 

par A.S. HOUSEHOLDER et BAUER 111, C21 : 

* Classe A : 

T -1 T = x -V.(V. AV.) V. P 
j+l j I J J J j 

où A est supposée symétrique définie positive. 



On désignera c e t t e  c l a s s e  pa r  méthode de minimisation du rés idu  rédu i t .  

* Classe B : 

-1 T T 
AV.) V . A  P 

3 I j 

d i t e  méthode de minimisation du rés idu  ou de compensation C21, C31. 

* Classe C : 

se ra  désignée p a r  méthode de minimisation de l ' e r r e u r  C l ] ,  C21, C41. 

2 - CORRESPONDANCE ENTRE CLASSES 

Considérons l e s  systèmes équivalents  su ivants  : 

S i  A est symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e ,  on considère en p lus  : 

i )  (A) appliquée au système ( 2 )  : 

-1 T AV.) V .  r 
I I j 



i.e. 
-1 T  T A V . )  V .  A  P 

I I j IPj = A x j  - b  

On ob t i en t  a i n s i  l a  méthode ( B )  pour résoudre (1). 

i i )  ( A )  appliquée à ( 3 )  : 

T T  - l T  - V . ( V .  A A  V . )  V .  P 
I I  3 3  j 

Posons x T  
'j 

I T  T T  - l T  On ob t i en t  xj+, = x - A  V . ( V . A A  v . )  V .  P 
j J I  3  I j 

T 
Inversement: Supposons A symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e ,  A = B B  . 

i i i )  ( B )  appliquée à (4 )  : 

i v )  ( C l  appliquée à (5) : 

T  T  T  - l T  - B  V . ( V . B B  V . )  V .  P 
I I 1 1 j 



T 
Posons y = B x 

j j 

On ob t i en t  : 

T -1 T -V.(V. AV.) V .  P 
j+l  'j 3 3 3 3 j 

Remarque : On a vu dans i )  e t  ii) que l e s  méthodes (B) e t  (C) s 'obtiennent  par  
T 

app l i ca t ion  de l a  méthode (A) aux systèmes ( 2 )  e t  ( 3 )  dont l a  matr ice (A Aou 
T 

A A  ) e s t  symétrique d é f i n i e  pos i t ive .  

Ainsi pour passer  de ( B )  à (Cl ou inversement on peut supposer que P e s t  

symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e ,  passe r  à (A) pu i s  ve r s  (B) ou (C) selon l e  besoin. 

L'hypothèse s u r  A s e r a  a f f ranch ie  l o r s  de l ' é t u d e  de l a  convergence. 

On peut  évidemment f a i r e  un passage d i r e c t  comme on peut l e  v o i r  ci-après.  

Considérons l e s  systèmes suivants  : 

V) (C) appliquée à (6)  : 

On ob t i en t  : 

- T T -1 T T T 
Yj+l ' Yj  -AV.(V. 3 3 A AV.) 1 V.(A 1 y j - A b )  

déf in issons  x j 'Our = Ax j • 

Ce qu i  donne : 

-1 T T 
AV.) V .  A P 

3 3 j 

c'est donc l a  méthode (B) pour résoudre l e  système (1). 



vi) (B) appliquée à ( 7 )  : 

On obtient yj+l = yj T T - l T  -v.(v. A A  v.) V. A ( A ~  y -A - '  b) 
3 3 3 3 j 

T T T T - l T  T . donc A Yj+l = yj - A  V.(V. A A  V.) V. A(A yj -A-' b) 
3 3 1 1 

comme x T 
j 'A 

T T T - l T  - A  V.(V. A A  V.) V. P 
3 3 3 I j 

qui est la méthode (Cl pour résoudre le système (1). 

€&nt d o n n é u  deux m u h o d u  (*) eX (**) p o u  t ~ é b o u h e  ( 7 ) CA appat-tcnant 
à deux &uau d i d d l h e n ; t u .  On à.Lm q u t & u  aont  homotoguu h i  L'une a 'ob i t i en t  
patr appfica;tion d e  L'auRhe à L'un d u  syal tému de  ( 2 )  à ( 7 ) .  

Les différents passages précédents peuvent se résumer dans le schéma 

suivant : 

Remarque : Une autre façon de rattacher ces méthodes serait de les considérer 

comme étant des méthodes de minimisation avec des normes différentes : 



Soit  M une matrice car rée  de t a i l l e  n ,  r égu l i è re .  

Mimissons 3Rn du p rodu i t  s c a l a i r e  : (x ,  y)M = (Mx, My), s o i t  1 1 1 
l a  norme associée .  

T * 
Cherchons xjtl = x + A V .  A 

j 3 

où : V .  une matr ice  à k colonnes l inéairement indépendants. 
3 

* 
A 6 IRk so lu t ion  du problème des  moindres c a r r é s  : 

* 
x é t a n t  l a  s o l u t i o n  du système Ax=b .  

* T T -1 T T 
0n .a  A = - ( V . A M  MAV.) V . A M  MS 

3 I I j 

* 
avec S = x - x  . 

j j 

d'où 
T T T -1 T T 

x = x  - A  V.(V.AM MAV.) V . A M  MS j+i  j I 3 3 I j 

Cas particul iers : 

i )  M =  1 on ob t i en t  (Cl 
m 

i i )  M = A e t  W = A' V.  on ob t i en t  (B) 
j 3 T 

i i i )  S i  A est symétrique dé f in ie  p o s i t i v e ,  A = C C,  

T 
en prenant M = C e t  W = A V .  on o b t i e n t  (A). 

j 3 

Remarque : La c l a s s e  de méthodes (*) est ident ique  à celle dans CS], q u i  sont 

évidemment des méthodes de projec t ion  de HOUSEHOLDER e t  BAUER. 0 

Tkéokéme 7 .Z.I. (de  cornespondance) 

i )  Une méthode de ( 8 )  est conve/rgen#e d i  e;t seulemenit s i  son homologue 
dans ( C )  est  convmgente. 



.ü) Si une méthode de (8) ou de ( C )  e s t  convagente, & AL A es t  a p n é w -  

que dédinie posMve & o u  &on homologue dam A est  convagente. 

&) Si une mUhode de ( A )  est  convetrgence & o u  AU homologues dans (8) 

et ( C )  ~ o n t  wnvmgentu .  

Par définition même de deux méthodes homologues. 

Références 

(1) A. S. HOUSEHOLDER and F.L. BAUER, "On c u n  i X W v e  me,tho& d o t  
Aotving fineuh Ay4;tem4". Numerish Mathematick 2 (1960), pp. 55-59. 

( 2 )  A .S. HOUSEHOLDER, "Phin&ptes 0 6  n u m d c d  a n d y s h " .  Mc Graw-Hill Book 
Company, Inc (1953). 

(3) J. BEUNEU, "RéaoMon d e s  A ystèmes d' équa;tions finéuhes puh h mé- 

thode d u  compensdons". ANO 69 (1976). 

( 4 )  N. GASTINEL, " S m - d é c o m p o ~ ~ o n  de morne4 généhda d phocédéh & % d d h v .  

Numer. Math. 5 ,  pp. 142-157 (1963). 

(5) C. ESPINOZA, "ConttUbdon à h rréboluCion num&@ue de cmtainh 4 ~jht&tn&5 

d'  é q u ~ o ~ " .  Thèse de 3ème Cycle, Université de Grenoble (1977). 



A-DECOMPOS I T I O N  DE NORMES 

ET CONVERGENCE 

DES METHODES DE PROJECTION 

O - INTRODUCTION 

La sur-décomposition de normes introduite par N. GASTINEL Cl] semble 

avoir deux buts : 

l0 Caractérisation d'une sous-classe convergente d'une classe de methodes 

de projection considérée par A.S. HOUSEHOLDER [21. 

2 O  Construction de nouvelles méthodes de projection de la dite classe 

C3, 41. 

On montrera que cette classe est une méthode de minimisation de l'erreur, 

qu'on désignera par (M.E.). Ceci nous permettra la mise en évidence de certaines 

insuffisances de la sur-décomposition de normes vis-à-vis de la M.E. Des condi- 

tions de convergence utilisant la sur-décomposition seront proposées. 

On généralisera la notion de sur-décomposition de normes en introduisant 

la A-décomposition de normes. Ce qui nous permettra de caractériser les métho- 

des M.E. à convergence linéaire. 

On utilisera la correspondance entre classe définie dans le premier 

chapitre pour étendre la notion de A-décomposition aux autres classes. Des 

conditions suffisantes de convergence linéaire seront proposées. 

On proposera ensuite des conditions de convergence englobant certains 

cas de convergence logarithmique. 



1 - METHODE D E  MINIMISATION DE L'ERREUR ET SUR-DECOMPOSITION DE NORMES 

1" Méthode M.E --------------: 

Soit  à résoudre l e  système l i n é a i r e  Ax = b où A(nxn) r égu l i è re ,  b 6 IRn. 

* 
Soit  x l a  so lu t ion  du système. 

Itération --------- 
n  * x  E IR une approximation connue de x  . 

1 k i Chois i re  V = (y x,.. . ,  yx) ; y, 
T T 

X 
E IRn, k 5 n  : V A A V r égu l i è re .  

X X 

Chercher y, successeur de x  : 

T * * 
y  = x  + A Vx A , A IRk s o l u t i o n  de : 

T 
min I I Y - x * l l  = m i n k  / l x - X * + A  v x ~ l J  
hmk Am 

Expression de y  : 

* 
La s o l u t i o n  de mink / l x - x  + A ~ v ~ A ~ ~  

hm 
T * T * e s t  donnée p a r  : Vx A ( x - x  + A V x A  ) = O. 

Ce qu i  donne 

d'où 

D'une façon i t é r a t i v e  l a  méthode s ' é c r i t ,  en notant  V .  au l i e u  de V : 
3 Xi 



I xO donné 
IVj choisie 

La m a o d e  ptrécédente h e m  débignée patr muhade d e  minimiA&on de 
L ' m e w r  (M.€ . ) .  

2" Rappels ----- --- 

On va rappeler à présent la sur-décomposition de normes ainsi qu'un 

théorème de convergence de la méthode M.E. ;on peut consulter (1). 

On a p p m e  AM-décompohXon d'une notune v e c t o d & e  9 à L1o&drr.e k pah 
mppo/Lit à A .toute a p p U d o n  : 

EUe es* c U e  botrnée h i  Les éléments de  Vx dont botrné6. 

La m m o d e  M.€. est diXe ashociée  à une AM-décompohXon d'une nome 
@ à L'ohdtre k parz. trappotr;t à A,  h i  : 

-1 T V. r mnlk ct et'! v.(v?AA~v.) V .  P. -ce (VTAA~V.)= @2(p.) 
3 3 3 3  1 3 3 3 3 1 

Pour toute la suite chaque fois qu'on parlera d'une sur-décomposition 

de normes, ce sera celle correspondant à la M.E. considérée. 

On confondra donc la sur-décomposition et la donnée des V servant dans 
j 

l'itération de la méthode associée. 



On relève dans (1) l e s  deux théorèmes suivants : 

Pom fit.& 1 I k s n, A )~égulièrLe, 9 d o n n a ,  U e h t e  une i n d i n i t é  

. de bw-dZwmpob.Won d e  4 pah mppo/rit à A  à L'ohdtre k .  

TOUX p o c é d é  M . € .  abaocié à une a m - d é c o m p o a ~ o n  botnée d'une nome 9, 
à L'oadrre k ,  pa/r m p p o u  à A,  powr &&houdrre &e bgatémcr Ax = b,  ait convehgent. 

3' Etude de la sur-décomeosition de normes ........................ ----------------- 

Preuve : 

T T ~ i 2  
Trace ( V x A A  Vx) = I I A  yxII 

2 - ?  

k T T k i 2 
donc, m 1 l l r k [ [ 2  5 Trace ( V x A A  Vx) ' M 1 Ilyxl[  

i=l i=l 



La swr-dLcompo~.fXon d e  n o m e  &e parr;ti&ement bo tnée ,  s ' a  
eriste  une o t @ n i t é  d' ind iced  j, .te& pue T m c e  (v? A V . boit botnée .  

3 3 

Une a m - d é c o m p o ~ . f X o n  ut pmuX&ement bo tnée  s i  et seLLemevLt s i  La 
M . E .  a640&8e edA c o n v m g e n t e  d e  convetcgence non bga&Lthique. 

Preuve : 

T  T T  - l T  = x - A  V . ( V .  A A  V . )  V .  P  
On a Xj+l j 3 3 I I j 

* 
Posons S = x - x  . 

j j 

T T  T  - l T  = S - A  V . ( V .  A A  V . )  V .  P 
donc 'j+l j 3 3 3 I j 

donc, 

donc, 

2 2 T T  T - l T  
+ = 1 Isjl 1 - P .  V . ( V . A A  V . )  V .  P  

I I I  3 3 j 

C.N. 

La sur-décomposition étant partiellement bornée, on a : 

T T T  - l T  T  T 2 
P .  V . ( V . A A  V . )  V .  P .  Trace ( V . A A  V . )  = $  ( p j )  

3 3 3 3 3 1 3 3 

T T 
et 3Nt c N  infini, 36 > O  : Trace ( V . A A  V . )  1 6  Yj c Nt. 

3 3 

T ( b 2 ( P . )  
Donc, P .  V . ( v T A A T  v.)-' V .  P .  s -+ 

3 3 3  
Yj E N' 

3 3 3 



donc, 1 ~ s ~ + ~ I  l2 5 1 l s j  I I  

(b2(P.) 
or, 3 m >  O : -2m 

I I s j  l I 
V j .  

Donc. 

La suite { 1 1 S j  1 1 IN converge donc vers O, et de convergence linéaire. 

D'autre part la suite totale { 1 1 S. 1 1)  est décroissante minorée par 0, 
3 

donc convergente de limite forcément 0. 

C.S. 

2 4)z(P. 1 
I I s j l I  - T T 

Trace(V. A A V.) 
3 3 

donc, 

2  I Isji1l l 
donc 

T T 
2  +> l=> Trace ( V . A A  V.) partiellement bornée. 

l l s j l  1 3 3 

Lemme 

SoLt E un hous-espace v e c t o ~ e l  de IR=. 

Wsnt v et w d u x  na&~&es rt.- que Sed colamu de ahacune cow&- 
babs de E. 



Preuve : 

T -1 WT Posons P = W(W W) 

P e s t  idempotent e t  Px E E YX E  IR^ 

de plus, ( x -  Px, h )  = O 

En e f f e t  ; 

donc hT Px = nT WT W(wT w)-1 WT x 

Px e s t  donc l a  projection orthogonale de x sur E.  

Comme l a  projection e s t  unique on a P = Q où Q = v(vT v)-' vT. D 

Pouh touite m a o d e  M.E. on a : 

où i = l,..., k 6 o n t l e a  v e o t e m  c o b n n u  de  v e t y 2 ( ~ )  l e  c o n ~ o n -  
j ' 

nement d e  A murné  pu.^ nome  e u m e n n e .  

Preuve : 

* 
s j = x  - x .  

j 

D'après l e  lemme précédent on a encore : 

2 T T donc, l l ~ ~ + ~ l l  = llsjll - 2s.  A W . ( W T A A ~  W.)-' P 
3 3 3 3 1 j 



T T T  T  T  - l T  + P .  w . ( w .  A A ~  W . ) - '  W T A A ~  W . W .  A A  W . )  wj  p j  3 3 3  3  3  1 3  3  

T  T  = 1 l s j l  l2 - PT w . t w .  A A  W.)-'  wT P 
1 3 3  3  1  j 

donc, 

T  
Soit 1 la plus petite valeur propre de A  A  . 

l l w ?  p . l l  
2 k 

donc 3  3  
11s. 1 l 2  P ( W T A A ~  W . )  

3  
i=l 

3  3  

Soit une méthode M.E. associée à une sur-décomposition de normes on a : 

su.-décomposLtion est puhaXeUment bohnée. 

Preuve : 

T  
on a P .  V . ( V T A A ~  v . )  -1 V~ T T 2 

3  3  3  J j 3  3  3  
P. Trace ( V . A A  V . )  = $  ( P j )  



2 
où A = max 1 1 ~ ~ x 1  l 2  

x + O  11x11~ 

Posons M = max 02(x)  
x # O  l lx1 1 2 '  

D'après l e  l e m m e  on a : 

T  -l vT P = P .  T  W . ( W . A A  T  T  W.) - l T  W. P  P .  V . ( V . A A  V . )  
1 3 3  I ~j 3 1 3  I I j 

donc, 

T  T  - l w T P  - PT W . ( W . A A  W . )  
3 3 3  3  j T r a c e ( V . A A  T  T  V . )  

3  3  

2 

P T w . ( w T A A ~ w . ) - ~ w T P . ~  
3 3 3  3. ' p ( W . A A  W. )  

3  3  
2 

2 
T  T 

T r a c e ( W . A A  W.) 
3  3  

donc, 
n 

2 
L 

o ( P j )  
2 

1 1'; p j I  I 
2 

T  T  
T r a c e  ( v T A A ~ v . )  T r a c e ( W . A A  W . )  k A 

2 

3  3  1 3  

d'où 



Voyons quelques insuffisances de la sur-décomposition de normes. 

1 T o d e  méthode M. E .  es t  EqLvdenite à une nt%hode M. E .  a b o c i é e  
T à une dm-décompob*üon de nomed d et  eul le nient h i  Vj pj # O, pom P # 0. 

2' SoLt Ji une nome qudconque d e n n  

Si une méthode M.E. est associée à une sur-décomposition d'une norme 4 
elle est équivalente à une méthode M.E. associée à une sur-décomposition de la 

norme 9.  

Preuve : 

l0 C.N. 

T T T - l T  1 k 
= x  - A  v.(V.AA Y.) Vj Pj,V = (yj, ..., yj). Soit x ~ + ~  

3  3  3  j 

Soit yj+l = yj T T - W. (W. A A W. )-l W; Pj , une méthode équivalente et 
1 3  1 

associée à une sur-décomposition d'une norme 4 .  

Supposons que P .  # 0. 
3  

T 7' T - l w T P  = Comme P. W.(W.AA W.) 
1 3 3  3  T T '  ' j Trace(W. A A W ) 

3 5 
T on a W. P. # 0- 
3 1 

Donc yj+l # yj, or x = yj 
j 

vj 

donc x ~ + ~  # xj et par suite vT P. # O. 
j I 



1 Considérons Z = (Aj yj,. . . ,  
k 

j 
y . ) ,  A j  # 0 

j 1 

T T T ---1 T 
on a encore x = x - A Z.(Z.AA Z.) Z .  P .  (lemme) j+l j 3  3  3  3  3  

T T T T T 
Posons 1i2 = P .  V.(V.AA V.)-' V? P .  Trace (V.AA V.) # O 

j I I I  I I I  I 3  

Prenons A = 9(pj) /pj  
j 

T T 2 PT Z . ( Z T A A ~  z.)-' ZT P .  x Trace (Z. A A  z.) = 9 (Pj)  
3 3 3  3  3  3  3  3  

c a r  

T T PT Z . ( Z T A A ~  z.)-' ZT P .  x Trace(Z.AA Z.) 
3 3 3  3  3  3  3  3  

T T 2 
Supposons que : PT V. (v? A V .  ) - l  V? P .  x Trace (V* A A  V * )  = O pj  ) 

3 3 3  3  1 3  7 3 

Prenons, 

La méthode M.E. déf inie  par  Z e s t  équivalente à ce l l e  déf inie  par  V 
j j 

T T T On a ,  p.  Z . ( Z ? A A ~  z.)-' Z? p .  x Trace (Z-AA Z- )  
3  3 3  3  3  3 3  3  

Trace 
T T 1 

(V. A A  V.) x - 
3  3 



Exemple : 

Considérons l a  méthode M.E. d é f i n i e  par  : 

2 I I P ~ I I  m 

La méthode considérée n ' e s t  associée  à aucune sur-décomposition de norme. 

En e f f e t ,  par  d é f i n i t i o n  d'une sur-décomposition d'une norme $, on a : 

2 
x 1 = @(XI Vx ce qu i  e s t  

J 

impossible. 

20 La même méthode e s t  équivalente à une méthode M.E. associée à une sur- 
n décomposition d'une norme q quelconque deiR . 

n S o i t  JI une norme de iR . 
N P j  1 

Prenons Vj = { IP j  Pl}, ce qu i  ne modifie pas l a  méthode, compte tenu 

du lemme. 

Le premier membre de l a  sur-décomposition s ' é c r i t  : 

On v o i t  a i n s i  que l a  sur-décomposition de deux normes d i f f é r e n t e s  peut 

conduire à deux méthodasidentiques. Donc l e  f a i t  de sur-décomposer des normes 

d i f f é r e n t e s  ne f o u r n i t  pas des méthodes d i f f é r e n t e s .  



Remarque : Il est à noter toutefois que l'expression algébrique d'une norme 

peut nous guider dans le choix des directions comme on le constate dans 
j ' 

C33, ou dans l'exemple suivant : 

La sur-décomposition de la norme euclidienne se traduit par : 

On voit que l'ensemble des solutions est donné par les V E vérifiant : 
j 

P, 
+ u. avec (u Pj) = 0. 3 j ' O 

On verra dans ce qui suit une généralisation de la notion de sur-décompo- 

sition de normes, qui respecte l'invariance de la méthode par changement de base 

(Lemme) et 1 ' équivalence des normes dans IR", contrairement à la sur-décomposition 

de normes. 

2 - M E T H O D E  M . E .  ET A - D E C O M P O S I T I O N  D E  NORMES 

On a p p d m  A-décompobXon d'une n o m e  4 à L'okche k parr mpp0h.t à A,  

,toute appfi&on : 

t U e  que : 

Eue ait di i t e  bohnée si A ait bahnée. 
X 

1 k 
Posons Vx = (yx, ..., y,) 



1' ToLLte b u - d E c o m p o ~ ~ o n  ( / r u p .  boanée) d'une nome $ u.t une 1-décom- 

p o ~ X o n  (aesp. boknée) de @. 

2' La 1-décompo~Xon d'une nome @ ut bndépendan;te d e  lu b u e  cho&e 
1 k dans E ~ ,  d0~6-upace  engenhé p a ~  {yx,. .., yx). 

3' ToLLte méthode M.€. t e U e  pue V? P .  # 0, est  udooiée à une 1-décompo- 
3 3 

b m o n  de nome. 

4' Une mwode  M.E. uaociée à une A-décompo~Xon d'une notune 9 ut 
a ~ o o i é e  à une A-décompo~k2on de itaLLte &e nome. 

Preuve : 

T T 
Il s u f f i t  de prendre Ax = Trace (VxAA Vx). 

S o i t  l a  1-décomposition d'une n o m e  @ d é f i n i e  p a r  (Vx, A x ) .  

T  T - l T  
On s a i t  que xT V (V A A Vx) Vx x r e s t e  inchangé p a r  changement de 

X X 

base dans Ex (Lemme). 

T -1 T 2 
Donc x vx(v; A AT Vx) Vx A x  = $ ( x )  n ' e s t  pas  modif iée p a r  changement 

de base.  

S o i t  l a  méthode M.E. : 

T T T T - l T  
V .  P. # O = >  P.  V.(V.AA V.) V .  P. # O .  

3 3 3 3 3 3 3 3 

O Z @ .  
Il s u f f i t  donc de prendre 1 = 

j 
3 

T T T - l T  où 6 = P .  V.(V. A A  V.) V .  P 
j 3 1 3  J 1 j '  

T T T - l T  2 S o i t  P .  V.(V. A A  V.) 
V j  Pj 

x j  = $ (Clj) 
3 3 3 3 

S o i t  @ une norme de IRn (quelconque ) . 



Prenons u = A i.e. ux q2(x) = A  - 
j 02(x) 

T T T - l T  2 On a P. V . ( V .  A A  V . )  
V j  P j  

p j  = $ ( P j ) .  
1 3  3  3  

On d&u qu'une m M o d e  M.€. ut a ~ o o c l é e  à une A-dEcompobLtion d'une 
n o m e  +, w & m e &  bohnée, h i  la o U e  { A .  3 poboède une 40u-ouX;te botrnée. 

3 

7 O Une mé;thode M . E .  es t  convmgence d e  convmgence non ~ o g ~ h m c q u e  b i  ct 
o&emenit o i  M e  est  aaboc iée  ti une A-décompobLtion p#rAA&emenit botrnée. 

Preuve : 

T C.N. On a P .  V . ( V .  A A  V . )  
2 - l v T ~  x = + ( p j )  

3 1 3  3 3 j  j 

T T T - l T  = x - A  V . ( V .  A A  V . )  V .  P  
et Xj+ï  j 3  3  I 1 j 

l lsj+ll l 2  O*( P .  
donc = 1 -  3  

2 2 I Isjl I llsjll Aj 

La convergence étant non logarithmique, il existe donc N 1  cïN infini 

tel que : 

donc A +co. 
j ,, 



avec : 

ii) 3 ~ '  c M infini, 36 > O : X I 6 
j 

Yj E N' 

On a 1 1 ~ ~ ~ ~ 1 ) ~  = s j 2  - PT vj(vTAAT v.1-l VT P. donc la suite 
3  3 3  3 1  

1 1 Sj 1 1 1 est décroissante, de plus elle est minorée par 0, donc convergente. 

Montrons qu'elle ~ossède une sous-suite qui converge vers O et de conver- 

gence non logarithmique. 

Posons y = min 
~ $ 0  11x1 l 2  

2 
donc I l ~ ~ + ~ 1 1 ~  IIsjl) Cl - 1 Yj É N I  

donc I1S.lI 
  EN' 

k i 
Si Z (pj/l lpj J I ,  yj/l lyil II* ne .tend pas v m  O 

i=l 

.toute A - d é c o m p o ~ ~ o n  de nome aahociée b M. E. est p d & m e n t  
boknée. 



Preuve : 

donc 

Soit  @ une norme de IRn (on suppose que vT P .  # O  Yj ) .  
j 3  

I l  ex is te  a lo r s  {X .) > O  : 
3  

1 k 
T  T  T  - l T  o r  Y = P .  W . ( W . A A  W . )  W .  P .  où w 

j 
5 

3 3 3  3  3 3  k 
T  2  1 lyj l  1 

l l W j  P j l l  
donc 8 1 

j ~ ( w T A A ~  W . )  
3  3 

2  

2 > 
I I )  P ~ I I  

T  T  
- 

Trace (W.AA W.) 
3  3  

k A *  

2  où A = max w 

k  
2  

donc 1 y:/lly:11>2 = 
i=l 2 l I ~ j l  l 

6 2 2  
k A 4 ( P . )  

s k A 2 - +  2  

I l ~ j l l  X j  I I P j l l  

comme dm > O ,  3~ > O  : m S 2 1 M  
l l ~ j l l  



donc s i  l e  membre de gauche ne tend pas  vers  O ,  l a  s u i t e  {h .) possède une 
3 

sous-suite  bornée. O 

1 k * S o i t  V = ( y j  , . . . , y .  ) ; l e s  yi l inéairement indépendants. 
j 3 j 

Supposons que : 

i i )  

Soi t  une norme de IRn e t  { A .  l a  s u i t e  correspondant à l a  h-décomposition 
3 

pour l e s  V 
j ' 

Avec l e s  notaaXom et hypothèoe~ ptrécédenXu, on a : 

hi et seulement h i  la A - d é c o m p o ~ ~ o n  ut W c i Y e m e n i t  boknée. 

Preuve : 

donc, 

( d é f i n i t i o n s  des  A . )  
3 



2  l I Y ~ I  l 2  
donc, T i 2  

I I A  y j l l  

o r ,  qm > 0, 3M > O,  3m '  > 0, 3M1 > O t e l s  que 

k 
i d'où À .  + <=> 1 (pj / l  l p j (  1 ,  y j / l  (y:! (12 + 0. 3 i=l 

Une mtXhode M. E .  d o n t  .tu ma;trrxce6 v .  vétLi6ient : 
3 

n 1 Ili; P j l l  = li. $ ( P . ) ,  LI .  > O 
3 J 1 I l j -  O 

Li) T T Trace (V. A A  V.) I M 
3 1 

es2 a s b o c i é e  à une A-décompobiAXon pmti&ement bo tnée .  

Preuve : 

T 
On a  I I v .  p.11 > O  (pour # O )  

3 3  

donc, 

T T T - l T  2 3).. > 0  : P .  V . ( V . A A  V.) V .  p  x À = $ (pj) .  
I 3 3 I I 3 j  j 

T 
Soient m .  e t  M .  l a  plus p e t i t e  e t  l a  plus grande valeur proppe de V.. A V 

3  I 3 j  

3aj : m .  a a .  c M .  t e l  que 
3 3 3  

2 2  2 
donc a. 1i. 4 (P . )  h = 4 (Pj)  

3  I I j  

1 
donc À = - 

j a.  p 2 
I j 



T T Or Trace ( V . A A  V . )  I M Y j  
3 3 

1 donc M S a 
j 

d'autre part : O==> 36 > 0, 3N' c N  : V .  2 6 Yj e Nt. " j 3 

M Donc A. S - 
3 62' 

Remarque : Si on impose dans la condition i) que Fi 2 1 Yj E IN, les V  sont 
j j 

dits liées au gradient C 5 1. 

EXEMPLE D ' APPLICATION 

Soit la méthode M.E. définie par : 

T T T - l T  = x - A  V . ( V . A A  V . )  'j+l j 3 3 3 vj j 

Soit E. le sous-espace engendré par les colonnes de V 
3 j ' 

PtropoaLtion 2.3.7. 

Si E .  ut .tee que : 
3 

La méXhode (*) ut convagente de convehgence non bgwdthmique. 

Preuve : 

1 k - 
Posons V = (yj, ..., yj)  j 

On sait d'après le lemme que l'itération (*) n'est pas modifiée par 

changement de base dans E 
j ' 

T 
Si (A  A  p .  r E .  prenons pour base : 

3 3 



1 
T w j  = [ l  l:jl l,..., -1 avec zi = ( A  A>°j p .  qulon a complété. 

z j l  l I 

Pour assurer l a  convergence non logarithmique il s u f f i t  de montrer que : 

où q j  = 2m. + L. avec L = O ou 1. 
1 3 j 

m L .  m 
Posons D j = A '(AT A )  j 

l2 m 
j comme m E N" f i n i ,  36 > O : - 2 6 

j 2 A m 
j 



Yj E N'. 

1 T 
Remarque : S o i t  q E H, si  on prend y. = (A A ) ~  P .  qu'on complète pour 

3 3 

2 k 
y j ,  ..., y.  d'une manière a r b i t r a i r e  l a  méthode est de convergence l i n é a i r e .  O 

3 

3 -  METHODES DE PROJECTION ET A-DECOMPOSITION 

On a vu dans l e  paragraphe précédent l a  notion de A-décomposition de 

norme comme o u t i l  permettant de fourn i r  des condit ions de convergence de l a  

méthode (M.E.). La corres~ondance é t a b l i e  dans l e  chap i t re  1 nous permet 

d 'étendre c e t t e  notion aux méthodes (M.R.) e t  (M.R.R). 

a - Méthode ~ M . R . )  associée à une A-décomeosition de norme ------------ ---- ....................... ---------------- 

Soit  l a  méthode (M.R.) dé f in ie  pa r  : 

1 où v = (yj ,  ..., k 
j 

y .  ), l e s  vecteurs de IRn Yf i =  1, ..., k son t  l inéairement 
3 

indépendants. 

La méthode ( M . R . )  ait d i t e  abboc iée  à une A-décompohLtion d'une n o m e  
@ à l'oadrre k, patr m p p o a  à A h i  : 

T T T -1 T T 2 
Vj 31. > O : p. AV.(V. A AV.) V .  A P Xj = ( p j )  

3 I I I  3 3 j 

W e  ut &.te a b a o c i é e  à une X-décompo~LtLon d e  n o m e  botrnée 1 ~ u p e a X -  
vernent p.mt&&!emevLt botrnée h i  ta s u 2 e  { A .  1 ut botrnée t rebpedvemeni t  p o h è d e  

3 
une h o u - 4 L t e  boanée. 



Théotème 2 . 3 . 1 .  

Une méthode (M. R .  ) ebi  convagen;te de convmgence &néa.&e o i  e.t o e d e -  
ment o i  &e e s i  asaociée h une A-décompobWon de nome p&&ement botnée. 

. Preuve : 

Démonstration identique à celle du théorème 2.1.3. en raisonnant sur 

I l au lieu de I lsjtll 1 .  O 

Preuve : 

Même démonstration que celle de la proposition 2.1.2. en considérant 

I I P ~ + ~ I  I 
P o u  que (M.R. ) bai2  convagente e;t que Rim 

j - w "  

il ~u{b.i. t  que : 

k 2 
(**) 1 [Pj/1lPjll, A y t / ~ ~ A ~ i l l J  n e i e n d  pa6 v m  0. 

i=l 3 

S i e n  p h ,  te6 i = 1,. .., k ~ o n t . t e e 6  q u e :  (Ay:, AyP) = 6 ~ ~ ~ y f l l ~  3 3 ip 
la co&on (**) est  u t o u  nécaaaihe  e.t aub{dante  pouh que la convmgence de 
la ( M . R .  ) aLt fieu d que : 

Preuve : 

On procède de la même façon que dans la démonstration du théorème 2.1.4. 

et celle de la proposition 2.2.2. en considérant 1 1 ~ ~ + ~ l  1 . O 



b - Methode i M . R  .R.) associée a une A-décomeosition de norme ----------- ------ ....................... ----------------, 

Supposons l a  matrice A symétrique dé f i n i e  posi t ive .  

Soit l a  méthode (M.R.R.) déf in ie  par : 

1 k 1 k V = (yj, ..., yj) ;y.,..., y. linéairement indépendants. 
j J 3 

La méAhode (M.R.R. ) es.t di;te a4aociée à une A-décornpaaLtLon d'une nome 
Q à C'otrdhe k m p p a ~  à A a i  : 

Eue UR &e aaac iée  à une A-décampoa&n de nome botnée teapecltive- 

ment patr;ti&emevtt batrnée a i  la a d e  { A  .) U R  botnée teapeuZvmertt paaaède 
3 

une h o u - s d e  botnée. 

Une m#zode (M.R.R. ) e6.t canvmgevtte de convetrgence f inéahe  a i  et 
aeLLeemevtt s i  &e eb.t a a o c i é e  à une A-décornpo~LtLan de name pamX&ment 

botnée. 

Preuve : 

T 
A étant  symétrique déf in ie  pos i t ive  e l l e  s ' é c r i t  A = B B. 

On procède de l a  même façon que pour l e  théorème 2.3.1. en considérant 

l a  norme du rés idu  rédui t  
- 1 T 

r = B x  - B  b. 
j j 



T où - r = Bx - ~ - l ' b , & n & c e ~  es$ t&e que A = B B. 
j j 

Preuve : 

Le premier point  s e  démontre de l a  même façon que l a  proposi t ion 2.3.1. 

en  considérant  1 Irjtl] 1 .  

Le deuxième po in t  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  du premier en remarquant que 

où A' e t  A '  sont  respectivement l a  plus p e t i t e  e t  l a  p lus  grande valeur propre 

de A. O 

Une concktion au66davtte powr que la ( M . R . R . )  aoLt  convmgente que 

k 
(*) 1 (pj/ l  lpj 1 1 ,  l y f  1 1  l2 ne *end pas v m  0. 

i=l 3 

i 
Ay.), S i  en peu6 tes  y: r = I. ,..., k dont ta que (y:, AJ$) : 6. (y , I l p  j' 

la condLtLon ( * ) u t  une condLthn nécesbahe e;t au66Aante p o u  que t a  (M.R.R. 1 
hait  convmgevLte e;t de convmence finéai/re. 

Preuve : 

Démonstration ident ique  à c e l l e  du théorème 2.3.2. en considérant  

I I r j+l  l l O 



4 - AFFAIBLISSEMENT DES ' RVPOTHESES ' DE ' CONVERGENCE 

Les théorèmes précédents fournissent une condition suffisante de con- 

vergence non logarithmique (linéaire), condition basée sur les majorations 

des propositions 2.3.1, 2.3.2. et 2.1.2. 

On va voir que ces majorations peuvent être raffinées, ce qui nous con- 

duira à une condition suffisante de convergence logarithmique. 

Utilisons le lemme suivant qu'on peut voir dans C61. 

Lemme 2 . 4 . 7 .  

Soi$ I V .  1 une 6 ~ 4 2 ~ 2  a W e  $&te que : 
3 

2 6. ' 
'j - "+i 3 j 

avec, IJ > O eit 6. 2 O vj E I N  
j 3 

Mou : 

où Exp dakgne la { o n d o n  exponen,ticUe. 

Dans les propositions 2.1.2, 2.3.1. et 2.3.2. y. correspond respective- 
1 

ment à : 

En utilisant le lemme on a : 

Pow lu méthodu (M. E .  ) , (M. R. 1 et (M.R. R. ) on a mupeotivement : 



Une conc&Lon auddhavcte pom que .lu meithodu ( M . E . ) ,  (M.R.) et (M.R.R.) 

boievct convmgevctu es.t qu'on aiA aespedvement  : 

4 R i m  f: a = 9  
j- p=O P 

L i )  R i m  j a = +  
j- p=o P 

1 R i m  j B = 9 avec AbyrnetiLipue cie&inie posLîive. 
j- p=O P 

Preuve : 

Evidente à p a r t i r  de l a  proposi t ion  2.4.1. 0 

Remarque : Dans l e  théorème précédent 6 a e t  B peuvent tendre  ve r s  O ,  l a  
P' P P 

convergence (pouvant ê t r e  logarithmique) e s t  assurée t a n t  que chacun s o i t  l e  

terme généra l  d'une s é r i e  divergente. 

On donne Ci-dessousune deuxième extension des r é s u l t a t s  de convergence. 

Lemme 2 . 4 . 2 .  

S o a  {A.) une buXe  aéeLte, Aj > O Vj E N 
3 

-, 0 h i  et d d e m e n t  h i  XI - pd.t l e  * m e  génE& d'une b d e  
j- jtl j 



Preuve : 

Avec l e s  nota t ions  de l a  proposi t ion  2.4.1. on a : 

Une concLUon hubbdavcte de convmgence des rnmodu (M. E .  ) , (M.R. ) ct 
(M.R.R. 1 U R :  qu'on aLt trespectivemenit : 

B 
) L i m  j = tm avec A h p ~ q u e  dédinie pohXve.  

j* P=O 1 Ippl I 

Preuve : 

2 2 2 
I l  s u f f i t  de prendre 1 = lIsjll ( resp .  1 1 ~ ~ 1 1  , Ilr.11 1, l a  démons- 

j I 
t r a t i o n  dans chacun des t r o i s  cas e s t  l a  même. 

Voyons (M.E.) i 

2 
Avec A = 1 1 S 1 1 une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de convergence 

j 
est que : 

l l s j l  l 2  - l l ~ j + ~ l  l 2 
2 2 s o i t  l e  terme généra l  d'une série divergente.  

I l s j I I  IIsjtllI 



T T T - l T  
P .  V . ( V . A A  V.) V. P .  

2 3 1 3  3 1  

1 k 

Prenons V . sous la forme V = 
j 

ce qui ne change en 
1 

rien à l'itération (pareillement pour (M.R.) et (M.R.R.)). 

T où h2 est la plus grande valeur propre de A A . 
2 T Soit A la plus petite valeur propre de A A . 

k 
i Z ( P j I l  IP. I l ,  Y j / l  lY;ll l2 

i=l 3 Donc (*) > 

Donc si 6j est le terme général dfune série divergente 1 1 2 l I P j  l l 2 - 2 l I j +  l l l s j  l l 
l'est aussi et donc 11s. 1 1  - > O. 

J j- 



Remarques : 

10 Le théorème 2.4.1 est un cas p a r t i c u l i e r  du théorème 2.4.2. 

En e f f e t ,  s i  6 a ou $ est l e  terme géné ra l  d'une s é r i e  d ivergente ,  
P' P P 

l a  méthode e s t  convergente.  

Donc il e x i s t e  un rang N : 1 I p j l  1 1 uj 2 N 

6 6 
(pa re i l l emen t  pour a e t  B 1, donc e s t  l e  

P P I I p j  l I 

terme généra l  d'une s é r i e  d ivergente .  0 

20 Dans l e  théorème 2.4.2. on n ' a  pas beso in  à ce  que 6 (a ou $ ) s o i t  
P P P 

l e  terme géné ra l  d'une s é r i e  d ivergente ,  mais d'une cond i t i on  encore p l u s  f a i -  

b l e .  La convergence peut  dont ê t r e  logari thmique.  0 
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MISE EN OEUVRE 

ET APPLICATIONS 

O -  INTRODUCTION 

On commencera par donner deux façons de mettre en oeuvre les méthodes 

de projection en utilisant l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI Cl], C21. 

Comme application de la correspondance on considèrera des méthodes de 

projections connues dont on déterminera les homologues, ce qui dans plusieurs 

cas nous fera retomber sur des méthodes connues. On proposera en même temps 

des majorations de l'erreur, ce qui nous conduit entre autres à proposer quel- 

ques variantes de la méthode de SOUTHWELL. 

Quelques essais numériques seront exposés à la fin. 

1 - FlISE EN OEUVRE 

Les méthodes relevant des classes (M.R.R. ) (MORO ) et (M.E. ) ont l'avantage de 

ramener la résolution d'un système linéaire de grande taille à la résolution 

d'une suite de systèmes dont la taille est choisie par l1uti2isateur (k). Pour 

de tels systèmes une résolution par des méthodes directes est certainement in- 

téressante. 

Dans cet esprit on propose ci-dessous deuxutilisations possibles de 

l'algorithme R.P.A. de C. BREZINSKI Cl], C21. 

Rappelons un algorithme d'interpolation se déduisant du R.P.A. qu'on 

désignera par R. 1 .A. (Algorithme récursif d'interpolation) C21. 

p E hl* ; xi, zi i = 1,. .., p des vecteurs de IRn donnés et vérifiant : 



Le polynome P = al xl +...+ a x v é r i f i a n t  (P zi) = U i = 1, ..., 
P P P P i P 

où U i = 1, ..., p des s c a l a i r e s  donnés, s e  ca lcu le  p a r  : i 

1 up - (2  9 F 
P = P  + 

¶pP) g ~ - l , ~  
p ' l  

P P-1 (zp>  gp-l 

Cas 1 : 

a - Mise en oeuvre de (M.R.R.) .......................... 

La méthode e s t  dé f in ie  par  : 

1 k i où V j  = ( y j .  y ; y j ,  i = 1 . .  k son t  l inéairement indépendants. 

T -1 T Posons t = V.(V. AV.)  V .  P 
j I I  3 I j 

( j )  1 c e  qui s ' é c r i t  t = al 
( j )  k 

j 'j + * O * +  % 

t .  a i n s i  é c r i t  est c a r a c t é r i s é  p a r  : 
3 

T 
V j  ( P  - A  t . )  = O 

j 3 

Pour j f i x é ,  prenons : 



L'algorithme R.I.A. s'écrit alors : 

P (j 
(j) - (j) + (yj¶ Pj - A Pp-l) (j) - P ~ - l  P 

j 1 (yj. A gk-l,p g ~ - l , ~  

(j Donc x ~ + ~  = xj - Pk . 

b-Mise en oeuver de (M.R.) ........................ 

La méthode est définie par : 

On effectue les mêmes démarches que celles dans a, ce qui nous conduit 

à prendre : 

d'où, 



( j )  On a a l o r s  : xjtl  = x j  - Pk . 

c-Mise en oeuvre de (M.E.) ........................ 

* * 
Posons S = x - x , Ax = b.  

j j 

Calculons t = v . (vT A V .  1-l VT P 
j I I  3 I j 

OU encore 

i UT yi j ' t j )  = ( y j ,  p . )  
3 

On d o i t  donc prendre : 

Le R.I .A.  s ' é c r i t  : 



i Remarque : Par le fait que les y i = 1, ..., k sont linéairement indépendants 
j 

le déterminant (*) n'est jhais nul. 

 PL^) est donc toujours calculable. 

Cas 2 : . - 

Soit à résoudre le système linéaire Cx = d où C une matrice carrée d'ordre 
* 

m, régulière. Soit t la solution. 

où e i = 1,. . . , m la base canonique de nm (on aurait pu prendre n'importe i 
qu'elle base ) . 

Prenons : 

Le R.I.A. s'écrit : 

T On a P = a?) el +...+ a(p) e avec, (P , ci) = di, i = 1 ,..., p 
P P P P 

T 
où Ci, la transposée de la ième ligne de la matrice C. 

* 
Donc, Pm = t . 



T E 
Remarques : Posons C = (Cl, 

1 
E . c p = (C ,..., cP) 
P 

i .... où C i = l ,  m sont  l e s  m colonnes de C.  

où d. est l a  ième composente du vecteur d. 
1 

Li 

= .., . 1 La condit ion (* ) s e  t r a d u i t  i c i  pa r  d e t  (C P, # O ,  p  1,. m.  On aura donc E 
P 

besoin du con t ro le  des mineurs (ou p i v o t s )  en changeant l ' o r d r e  de l a  base 

e  i = 1, ..., m. S i tua t ion  qu'on re t rouve dans l a  méthode d 'él imination de i ' 
Gaus S. 

2 - Le polynôme P e s t  donné pa r  : 
P 

En e f f e t ,  

donc (P ei) = O Y i  > p  
P ' 

C\, 

Soi t  P l e  vecteur à p c~mposentes t e l  que : P = 
P 

J 

o r  par  cons t ruct ion  de P  on a  : T 
P E: C P  = dE ce qui s ' é c r i t  C P  = dE , 

P P E p  P P  



E fb 

donc C P = dE 
P E p  P 

d'où 

3 -On peut voir également que : 

pp = pp-l - EE (c: EE 1-l CE (Pp-l - X * ) 
P P P  P 

* 
Il suffit pour cela de voir que cT (P - x ) = O ; chose évidente puisque : 

E P  P 

= dE . 
P 

L'itération ( * )  s'écrit également : 

Qui est une méthode de la classe (M. R. R. ) . 

Il est claire qu'une telle itération est incalculable en-pratique, 
ème - 1 puisque la m itération exige le calcul de C . 

Ceci montre le rôle important que joue la suite auxiliaire g 
p,i' 

Utilisation de l'algorithme (*) pour la mise en oeuvre de (M.R.R.) ;(M.R.) 

et (M.E. 1. 

On a les quantités respectives à calculer ; 



ce qui revient  à l a  r éso lu t ion  dlun système de t a i l l e  k de l a  forme : 

c ( j )  t ( j )  = d ( j )  

k  Soit e ,  . e t )  l a  base canonique de R . k  

L'algorithme (*) s ' é c r i t  : 

i r l  

( j l T  ( j ) )  d ( j ) - ( C  , P - l  ( j )  

( j l T  ( j )  ) g ~ - ~ , ~  
(CP * gp-l,p 

(C 
( j l T  ( j )  ) 

- p gp-i,i ( j )  

( j l T  ( j )  ) 'p-1 ,P 
(C P gp-l,p 

Pour C ( j )  t ( j )  = d ( j )  correspondant à (M.R.R.), (M.R.) e t  (M.E.) res-  

pectivement on a : 

(M.R.R. : x ~ + ~  = x  - V S P  ( j )  
j J k  

(M.R. : x ~ + ~  = X  - v  P ( j )  
j j k  

2 - APPLICATION DE LA CORRESPONDANCE 

11 Méthode du g r a d i e n t  C31 - ------------ ----------- 

La matrice A e s t  supposée symétrique déf in ie  posi t ive .  

La méthode e s t  dé f in ie  par : 



T où B e s t  t e l l e  que A = B B . 
T - 1 C'est une méthode de (C) pour résoudre l e  système B x = B b e t  

s ' é c r i t  : 

X 
T T -1 T = x - B V.(V. B BV.) V .  r j+l  j 3 3 3 3 j 

T r = B  x - B  - 1 
j j 

b,  V j  = {P.} 
3 

i Homologue de (G1) dans (A). 

T - 1 On considère l e  système B x = B b jouant l e  r ô l e  de Ax = b. On app l i -  

que e n s u i t e  l0 i v )  avec B supposée symétrique d é f i n i e  pos i t ive .  

On obt ient  : 

Remarquons que n i  ( G  ) n i  (G ) ne peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  en pra t ique  puisque 1 2 T B e s t  à p r i o r i  inconnue, sauf s i  l e  système e s t  donné sous l a  forme B B x = B b. 

i i )  Homologue de (G1) dans (B) : 

- 1 On u t i l i s e  l0 i )  pour l e  système B~ x = B b 

Ce qui  donne : 



Qui e s t  l a  méthode de l a  plus profonde descente. 

1- S i  A es* sgméakipue dédinie p o s X v e  l e s  .#hodes IG1 ) et ( G j )  sont 

convmg e n t a .  

Preuve : 

Le théorème 2.1.4. conclut l a  convergence de (G1). 

(G1) é t a n t  convergente donc (G3) auss i  d 'après l e  théorème 1.2.1. i ) .  

2- S i  B e s t  symétrique déf in ie  pos i t i ve ,  comme (G ) e s t  a l o r s  convergente, 1 
( G ~ )  l ' e s t  également, d 'après l e  théorème 1.2.1. i i ) .  0 

1 b i s  : 

Lorsque A e s t  seulement régu l iè re  on peut considérer l e  système des 
T T 

moindres carrés A A x = A b. 

Ce qui donne : 

i > Méthodes du gradient  "aux.:moindres carrés" ------------ ............................. 

La méthode s ' é c r i t  : 
.. 



~ é t h o d e  d i t e  associée  à une décomposition de l a  norme euclidienne C61. 

i i )  Homologue de (Gi) dans (A) .  

On ob t i en t  l a  méthode de l a  plus profonde descente. 

i i i )  Homologue de (Gi) dans (B) : 

On ob t i en t  : 

L e s  methoda ( G i  et (Gi) hont convengenteb. 

où Y ~ ~ A )  ut l e  concLXionnement de A mebuhé p a  la nome eu&dienne. 

La convergence est assurée pa r  l e  théorème 1.2.1. 

- Pour G' on a : 
1 



- Pour G; : 

2) Méthode de Gauss-Seidel - ........................ 

L a  méthode e s t  d é f i n i e  par  : 

i où l ' o n  suppose Ai # O i = 1, ..., m 

I t é r a t i o n  qu'on peut  é c r i r e  : 

[pj = A x - b ; j t l  E i mod(n) 
j 

qui  est une méthode de l a  c l a s s e  (A). 

i 1 Homologue de (G.S.1.) dans (B) : 

En u t i l i s a n t  2 O  i )  on ob t i en t  : 

On ob t i en t  a i n s i  l a  méthode de l a  GARZA [IO, 51 



ii) Homologue de (G.S.1.) dans (C) : 

Par 2O ii) on obtient : 

i où A et Ai sont respectivement la ième colonne ét la ième ligne de A. 

La méthode (G. S .3. ) obtenue est la méthode de S. KACZMARZ C4, 51. 

Preuve : 

(G. S. 1. ) étant convergente pour A symétrique définie positive ; le 

théorème 1.2.1. assure la convergence de (G.S.2.) et (G.S.3.) pour A régulière. 

0 

On voit à travers les expressions de 1 I P ~ + ~ ~  1 et 1 s 1 pour (G.S.2.) 

et (G.S.3.) que les meilleurs indices i font que les méthodes deviennent res- 

pectivement : 



De l a  même manière en supposant A symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  en 

minimisant 1 r j +  1 = 1 I B X ~ + ~ - B  T-l bl 1 où A = B T B .  (G.S.1.) devient  : 
1 

On remarque que s i  l e s  éléments diagonaux de A son t  ident iques ,  (G.S.6.) 

coïncide avec l a  méthode de SOUTHWELL. 

P j  = A x j - b ; 

Les méthode4 ( G . S . 4 . )  et (G.S.5.) sont Xoujow convugentes. 

S i  lu m&ce A es t  dymrn(2ue dédivcie podiaXve (G.S.6.) es;t con- 

vmgente. 

[ Y j ,  $1 i j 

Preuve : 

= max 
p=l , .  . . ,II 

Il s u f f i t  de montrer l a  convergence de (G.S.4. ), l e  théorème 1.2.1. 

conclu pour (G.S.5) e t  (G.S.6.). 

[ ~ j '  41 



Montrons que [&-, l:z ] ne tend pas vers  O. 

Raisonnons par  l ' absurde  : 

P.  
On a E S(0,  1 )  sphère u n i t é  de IRn. 

Donc, 

3 N '  c N i n f i n i  : > P E S(0, 1 )  

5 E p = 1,. . . , n ce q u i  e s t  impossible puisque P # 0. 

D 

2.11 Méthode de Eseinoza --- -------------- ----- 

Voyons une c la s se  de méthode englobant c e l l e  de Gauss-Seidel qu'on peut  

v o i r  dans C6] e t  151. 

Soi t  vl,  ..., vn une base delRn, t e l  que (vi, Avi) # O i = 1 ,..., n 

So i t  l a  méthode d é f i n i e  pa r  : 

(v 
Pj)  = X  - j v 

Xj+ l  j (vi, Avi) i 

= Ax - b,  j+l E i mod(n) 
j 

Homologue de (G.G.S.1.) dans B 

On o b t i e n t  : 

Homologue de G.G.S.1. dans (CI. 



On obtient : 

v i s  P.) T 

T 3 - 2  A vi 
j l l ~  vill 

i.jtï=x - * -  

L'étude de convergence de ces méthodes sera fait dans le chapitre 5. 

3) Méthode du gradient conjugué (Sti efel -Hestenes) - ------------ ----------- - --- ---------------- 

La méthode est définie par : 

Homologue de (G.C.1.) dans (B). 

, 

Par 20 i) on obtient : 

r 

= e0 
(uj, P.) 

X = x  - 
jtï j (U A:.) Uj 

j ' I 

( P . ,  Au. 1 
u = Pj - .*- uj-l 
j j-i= j-i 

(P Au.) 
X = X  - j ' I 
jti j 1 J A U ~  1 1  2 'j 

T T (A P., A A u  ) 
3 j - 1 

1 l 2  
u j-1 

Méthode qui accentue le mauvais conditionnement de A. une variante 

de celle-ci peut être consulter dans C i ' ] .  

* 
On a évidemment x = x . 

n 

Homologue de (G.C.1.) dans (C). 



Par 2 O  ii) on o b t i e n t  : 

On retombe a i n s i  sur l a  méthode qu'on peut v o i r  dans 181 et  191. 

Voyons quelques p ropr ié t é s  de c e t t e  méthode : 

Preuve : 

On peut procéder par  récurrence, d'une manière analogue à ce qui  est 

fa i t  dans C31 e t  C71. 0 

j+l 
ait la p t ~ a j e d o n  de S .   UR t 'oeClog0na.t du d o u s - e s p a c e  elsgenché 

1 

p<vr {AT 
T * 

u0,..., A u . )  ; où S = x  - x  . 
3 j j 



Preuve : 

Une t e l l e  project ion s e  ca rac té r i se  par montrer que : 

où U = (Ilo, ..., U.) 
j 3 

T T o r  d'après l e  théorème 3.2.3.1. l a  matrice U . A A  U .  e s t  diagonale e t  on a : 
3 1 

O r  (P j ,  up) = O Yp < j (Théorème 3.2.3.1., v i ) )  

(u j .  P . )  T 
donc, (*) = ' A u j  = Sj - Sj+l. 



Preuve : 

T T 
2 (A Pj ,  A u ~ ; ~ )  

i (P. ,  u.1 = 1 1 ~ ~ 1 1  - ( ~ j - ~ ~  P. 
3 3 I I *  l I A  uj-l 3 

2 or (Pj ,  u ~ - ~ )  = O ; donc ( u j ,  P j )  = 1 Ipjl 1 . 

( - 9  j 1  T 
donc ( P  u . )  = (Pj-l, u j )  - T 

j '  3 (A uj-l, A u . )  
3 

T Comme (A  u T 
j-1' A u . )  = O on a 

3 

(A' P., A' u ) 
i i i )  u = P - 3 j-1 

j j 1 1 2  
u j - 1 I I A  Uj-l 

T T 
(A P . ,  A u ) 

donc (U 3 ( ~ j - 1 ,  Pj-1 1 j - 1 
j P l  = P Pj-l) - j' I I *  l I A  Uj-l 

(u .  P. 1 
donc 

3-1 1-1 

Compte-tenu des p ropr ié t é s  précédentes l a  méthode (G.C.3.) devient : 



Remarque : 

La méthode h a b i t u e l l e  du gradient  conjugué (G.C.1.) s ' é c r i t  : 

On vo i t  que du point  de vue nombre d 'opérat ions l e s  deux méthodes (G.C.1.) 

e t  (G.C.3. ) sont  à é g a l i t é .  L'avantage de (G .C .3. ) e s t  q u ' e l l e  converge dès que 

A  e s t  r égu l i è re .  Son inconvénient e s t  qu ' e l l e  accentue l e  mauvaj s conditionnement 

de A ,  bien  que c e t t e  accentuat ion n ' e s t  pas  a u s s i  importante que c e l l e  correspon- 

dant au problème des  moindres ca r rés  t e l  f a  méthode C.R. de C71. Lhe i l l u s t r a t i o n  

de ce qu'on v ien t  de d i r e  s e r a  f a i t e  par des e s s a i s  numériques à l a  f i n  de ce 

chap i t r e .  



Preuve : 

i  après l a  proposi t ion  2 2 .  9 2 .  i i )  on a : ( 5 ,  Po) = ( 5 ,  Pl) 

H.R. Suposons : (u j ,  P j )  = ( u j ,  p0). 

Montrons que c ' e s t  encore v r a i  pour j+l. 

2 
- - l I P ~ + ~  l l 

(U  P . ) ,  car (pjtl ,  
2 j' I 

Po) = O 
l l P j  l I 

i i )  On d o i t  montrer que : 

D'autre p a r t ,  

(u  P . )  
= S  - 3 A~ T 

j I ~ A ~ U ~ I I  2 j 



de  proche en proche on o b t i e n t  : 

La suA;te ( 1 1 S .  1 1 1 génetrée pm (G. C .  3 .  ) est  ~ X c ; t e m e n i t  d é o r ~ o h ~ a n t e .  
3 

La  on est  donnée pah. : 

Preuve : 

ce  qu i  montre l a  s t r i c t e  décroissance. 

En u t i l i s a n t  l a  proposi t ion  3.2.3.2. i i i )  on o b t i e n t  : 

Posons : Bj = 1 1 ~ ~ ~ ~ 1 1 ~  e t a  j-i = J Ipj-r+i 4 
I l 4  

I I ~ j - ~ l  l 
Avec ces no ta t ions  on a : 



3 - ESSAIS NUMERIOUES 

1. On procèdera dans ce qui  s u i t  à une comparaison des méthodes : 

On peut consul ter  171 pour c e t t e  dernière  méthode. 

Dans un premier temps on met t ra  en évidence l ' i n s t a b i l i t é  numérique de 

(G .CI  3 par  rapport  à (G .C.1. ) e t  en même temps l ' i n s t a b i l i t é  de (C.R. ) p a r  

rappor t  à (G.C. 3.). 

On montrera dans un deuxième temps l a  compét i t iv i té  de (G.C. 9 )  p a r  

rappor t  à (G.C.1.) e t  (C.R.) lorsque l a  matr ice A n ' e s t  pas symétrique. 

Les matrices u t i l i s é e s  sont  de t a i l l e  25 qu'on peut  consul ter  dans [Il, 

e t  son t  : 

Matrice de PEI (avec d = 2 )  

Matrice de G I  VENS 

Matrice d'ORTEGA 

Matrice de NEWMAN. 

Pour b r i s e r  l a  symétrie  de ces  matrices on pren&a A(3, 2 )  = 10 ,  on d i r a  

a l o r s  qu'on a une matrice perturbée.  



2. Deux e s s a i s  s u r  l a  méthode de SOUTHWELL e t  sa var ian te  (G.S.6.) seront  

donnés. OR. désignera 1 l P .  1 1 .  
3 3 

Matrice de GIVENS 

Matrice de PEI 

Matrice de PEI ~ e r t u r b é e  

(1 . fi- 



Matrice d'ORTEGA ler espèce perturbée 

Matrice de NEWMAN perturbée 

Méthode de SOTHWELL : 

Matrice de GIVENS N = 10  

. - .  
OR, = 1 0 R . 9 3 1  t>49I)ohoA7 
OR, = ?8,7QoQ107?ciri<~'ii 
OR, = Jb.560051319Q317 
O R ,  = 1 7 , 0 Z ù 1 6 4 3 ~ 1 7 f J i c I  1 
UR,= 0 . 5 ? ? 2 ~ 9 ~ 1 1 h 7 2 n 7  
OR,= 12,Ot01o?ti?53243 
OR, = 6 ,  It~1t>747171?4~0 

Matrice de GIVENS N = 10 
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Matrice d'ORTEGA, ler espèce N = 10 Matrice d'ORTEGA, ler espèce N = 10 

ORO = I4.14OnCICI047bl'T9 
OR, = 1 3.7nbh5cion50<rnic 
OR, = 1 4 . 0 4 5 n 0 ~ 7 n < j ~ 0 7 ~  
O R j  = 13.5RH441)4O4h~7b 
OP, = 12.476PZI47a120( j  
OP* = 10.95874p 1307435 
OPc = Q.R5lOr\S6472ri4Pl 

On relève à travers ces essa is  numériques que dans l e  cas des matrices 

symétriques considérées ( G . C . )  e s t  meilleure que (G.C.3 . )  e t  cet te  dernière 

méthode e s t  meilleure que (C.R.  ). L'écart entre l e s  valeurs numériques four- 

nies par ( G . C . )  e t  cel les  fournies par ( G . C . 3 . )  n 'es t  cependant pas t r è s  grand. 

Dans l e  cas où l 'on a dé t ru i t lasymétr ie  des matrices, (G.C . )  diverge 

dans chaque cas par contre (G.C.3 . )  converge assez rapidement e t  nettement mieux 

que ( C . R . ) .  
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METHODES DE PROJECTION 

PAR PARTITIONNEMENT 

O - INTRODUCTION 

On a vu dans le chapitre 1 l'ensemble des méthodes de projection de 

HOUSEHOLDER et BAUER Cl], C21 réparties dans les trois classes usuellement 

rencontrées Cil, C21, C31, C41, C51. 

Une itération de ces méthodes exige le choix d'un sous-espace vectoriel 

suivant lequel on définit la projection. 

Pour créer des simplifications sur le plan des calculs on considère un 

vecteur de IRn qu'on partitionne, constituant ainsi une base du sous-espace 

servant dans la projection. On peut voir CS], C61, C71 .... 

On proposera pour chacune des trois classes un critère suivant lequel 

on choisit le vecteur à partitionner. 

Différents choix rependant aux conditions du critère seront proposés, 

dont certains constituent une amélioration de choix connue C51, C81. 

En montrant qu'un vecteur choisi selon le critère assure la convergence 

pour tout partitionnement de celui-ci, une tentative sera faite pour choisir 

un "bon" partitionnement. 

On fera dans un deuxième temps une hypothèse d'orthogonalité des lignes 

ou des colonnes de la matrice A ,  ce qui nous permettra l'obtention d'un vecteur 

optimal. Ce vecteur sera repris dans le cas général en montrant qu'il vérifie 

les conditions du critère. 

Certains essais numériques portant sur certains choix seront exposés 

h la fin. 



R a ~ ~ e l  s  e t  d é f i  n i  t ions 

Soi t  à résoudre un système l i n é a i r e  A x  = b où A ( n X n )  régul ière .  

~ e ~ r e n o n s  l e s  méthodes du chap i t re  1 C l ] ,  C21, C31, C41, C 51. 

- 
l0 Méthodes de minimisation du r é s i d u  : 

(xO donné 

2 O  Méthodes de minimisation de l ' é r r e u r  : 

I xO donné 

T T T - l T  = x - A V . ( V . A A  V . )  V .  P 1 j 3 3 1 7 j 

3O Méthodes de minimisation du r é s i d u  "réduit" 

I xO donné 

1 )  S o L t  E ~ ,  i =  1 ,..., k un pmaZtAnnentent de {i ,..., n). s o i t  y E xn, 
eu v e c t w h s  i = 1,. . . , k hont obtenu6 pair pah.tUonne.ment de y AU+- 

vant l e  mode ( E ~ ,  i = 1,. . . , k )  A i  : 



2 )  L'une des  m&thodeb p ~ é c é d e n t e s  e6.t d i i t e  d e  p#rZLtionnement h i  les  
v e c l t a m  c a l o n n a  d e  V. hont  0 6 X e w  p m  p W o n n m e n t  d'un veotewr d e  nn. 

3 

1 - METHODES DE MINIMISATION DU RESIDU ( V . R .  ) 

1 k i Posons V = (y j,..., yj), yj 
j 

E IRn 

On se place dans le cas où la méthode (M.R.) est de partitionnement, 

et on la désigne par (M.R.R.). 

i 
On supposera donc que les y,, i=l, ..., k sont obtenus par partition- 

J 

nement d'un vecteur y E Rn, suivant un mode (E 1 k j,..., Ej). 
j 

Lemme : 

S i  y. es;t c h o d i  X e l  que : 
3 

k i M O U ,  1 (Pj, Ay.) = O <=> P = O 
i=i 3 j 

où e e s X  t e  pème v e c t e w r  d e  lu base  canonique d e  nn, et lu pème colonne 
P 

d e  A .  

Preuve : 

i donc (P Ayj) = 1 . (yj9 eP)(pj, AP) 
j ' 

k i n 
donc 1 (P Ay.) = (yj, ep)(Pj. AP) 

i=l j' 3 



Remarque : Ce lemme e s t  e s sen t i e l  pour ce qui s u i t ,  pu isqu ' i l  fournit  une 

première approche d'un choix possible de y 
j ' 

En e f f e t ,  on a vu au chapitre 2 théorème 2.3.2. qu'une condition suf- 

f i s an t e  de convergence e s t  que : 

P j  ne tendai t  pas vers O. 
i=l 

Ce qui s i gn i f i e  que P ne do i t  pas "s'écraser1' contre l e  supplémentaire 
j 

orthogonal du sous-espace engendré par IAY 1 k 
j ' * ' * '  

Ay.1, à moins que P = 0. O 
I j 

Posons : 

EP = Signe(p AP) 
j j ' 

Si ap p =  ï,.. ., n dont  choi6+6 ta que : 
j ' 

A l o u ,  lu M.R.R. esZ convugen te  pouh t o d  ppahüüonnement de y 
j 

Preuve : 

Compte-tenu du théorème 2.3.2, il s u f f i t  de montrer que : 

k i 1 (pj/l Ipj1 1 ,  Ay:/l 1Ayjl Il2 ne tend pas vers O. 
i=l 



k 
Ce qui revient à montrer que : 1 (P / 1 1 P 1 1 , Ay;/ 1 1 1 ) ne tend 

i=l 3 

pas vers O, vu que A est supposée régulière. 

i 
où E. celui contenant l'indice p 

3 j 

P 
Comme ~I(P~/I~P~II, AP)I s T 1  I(Pj/llPjII, A '11 q = 1 , .  n ;  j E 8'. 

P 
P / 1 1 P 1 1 , A ) ne peut tendre vers O dans N1', car sinon on aura 

I(P, AP)1 = O p = 1 ,..., n ce qui contredit I I P I I  = 1. 

j Donc, 3N"' c NT', 36 > 0 : I(pj/l lPj 1 1, A 11 2 6 Yj E N"'. 

D'autre part 1 
i 

VEj ri 



- Remarque : En prenant T~ = 1, p - 
j 

1, ..., n ou bien 'CP = 1/I I A ~ I I  l'indice 
j 

p. est celui réalisant respectivement : 
3 

SL on ptrendcl? p = 1, ..., n $& que : 
3 

- 1(pj, Aj) l  = max I Wj, Aq)l  
q=l,. . . ,n Zj 

Atom la M.R.P. es* c o n v ~ e n t e  p o m  .tout p u o n n e m e n t  d e  yj.  

Preuve : 

-I 

Le théorème 4.1.1. conclut. 

(pj, 

I lnPj l I 
= max 

q=l,. . . ,n / ['j5 1 1 ~ ~ 1  Aq 1 1 



Preuve : 

T T Donc P ( V .  A  A V . )  S 1 J i-1 ~ ~ y ~ ~ ~ 2  

2  où A = max 1 1 ~ x 1  l 2  
x#O 1 1 x 1 ) ~ '  

où h2 = min l 1 ~ x 1  l 2  
x#O 1 1 x 1 1 ~ '  

CHO1 X PARTICULIERS 

l0 (Yj' ep) - - 8 ] 



sinon 

sinon 

Powl la choix p t é c é d e d  lu (M. R. P. ) convmge pouir .tout p u o n n e m e n t  

de yj. 

Preuve : 

a p 
2 O  a? = I(pj, AP)] avec rP = 1 on a i s  1 q = l,..., n y  j e N 

I j PZ 

donc 1 S a? s 1 I T  p = 1,. .., n. 

donc 6 S a? S 1. 
3 



Le théorème 3.1.1. conclut. 0 

Remarque : 1) Le premier choix consiste à prendre le vecteur yi de composentes t1 

ou -1 selon que (P  A ~ )  est positif ou négatif. En comparaison de ce choix on 
j ' 

peut voir la méthode de correction additive C51, 161, C71 où y. est pris comme 
1 

ayant toutes ses composantes valant t1. - 
i 

2) Des conditions sur le meilleur choix des 6 .  du choix 3 seront vues 
3 

à la suite de la proposition 4.1.4. 

4O Choix du type correction multiplicative : 

Les méthodes de corrections multiplicatives consistent à prendre 

On propose plutôt les choix suivant de y : 
j 

où pj est celui définit dans le théorème 3.1.1. 

J 

ep)l 
où (?.j 2 O telle que : 3, > O, 3 c JN (infini) ; - 

7 
HM, p - l,.. ., n 

~lp j 
j 

On peut prendre en particulier : 

iii) {a;') une suzte positive ne tendant. pas vers O. 



Avec l eb  c h o i x  p é c é d e d  îu (M.R.P. 1 c o n v u q e  pouh h u i t  p W o n n e m e r z t  
d e  y j .  

Preuve : 
- 

ap 
Par cons t ruct ion  on a  : 2 r M, p - - 1,. . . , n,  l e  théorème 3.1.1. conclu. 

a P j  
j 

Pour les suggestions i l ,  i i )  e t  i i i )  on a  : 

2 où n2 et A l a  p lus  grande e t  l a  p lus  p e t i t e  va leur  propre de AT A. 

Donc 

A 
] l x j ]  1 - )Ix*Il s 1 lsoll où X* i a  so lu t ion  du système AX = b 

donc I(x ep)I 5 IIx*Il + f  lIs0lI j  ' 

a p  
j M '  donc - S T ,  oùM1 = 
Pz l Ix*I I + l Is0l l 

i i i )  a?j s O ne tendant  pas v e r s  O donne : 
1 

3 N '  =IN ( i n f i n i )  3r > O : a!' 2- T Yj E N T  
1 

D 
aj M' 

donc - < - p = 1, ..., n,  j E N' 
P; - -T 

Dans les t r o i s  cas l e  théorème 4.1.1. conclut .  



On dispose à présent d'un critère permettant le choix d'une famille de 

vecteurs y dont tout partitionnement assure la convergence de la méthode (M.R.P). 
j 

Il est clair que pour y choisi selon les conditions du théorème 4.1.1, 
j 

avec aP > O, le meilleur partitionnement est celui pour lequel k est ajusté, 
j i de sorte que chaque y i = 1, ..., k ne contient qu'une seule composente non - j ' 

nul;la solution s'obtient alors en une seule itération. Situation qui ne pré- 

sente d'intérêt que si les quantités ( P  AP) sont presque toutes nulles, vue 
j ' 

que la matrice A et à priori de grande taille. 

On est amené à se poser deux questions : 

l0 Pour une taille k fixée et un mode ( E ~  i = 1,. . . , k) fixé, quel est le 
j ' 

meilleur vecteur y à partitionner suivant le mode ( E ~  i = 1,. . . , k) et répon- 
j j s 

dant aux conditions du théorème 4.1.1. 

20 Pour une taille k fixée et y choisi selon le théorème 4.1.1, quel est 
j 

le meilleur mode de partitionnement (E i = 1, ..., k). Le meilleur dans le 
j ' 

sens de celui qui fournit la plus petite valeur de 1 lPj+ll 1, par rapport à tout 

autre partitionnement. Vue l'expression de 1 1 ~ ~ + ~ l  1 il semble impossible de 
fournir des réponses définitives aux questions posées. On peut cependant con- 

sidérer une majoration de 1 1 P ~ + ~  1 1 . 

1. On peut voir à travers la démonstration de la proposition 4.1.1. 

qu'on a : 

Posons : 



~ ' é ~ a l i t é  (*) s ' é c r i t  a l o r s  : 

- 
Ei cardEi Ei 

où C j E IR i 
j 

j dont les composentes sont  (C j ,  e = (Cj, ep) ,  P E E j .  
j P 

EL 
j I l  en est de même pour ai . 

E i  i 
E j l a  matrice diagonale de t a i l l e  CardE dont l e s  éléments diagonaux 
j j ' 

i son t  €7, p Ej. 

On v o i t  donc que l e s  vecteurs y = E .  a.  minimisant l e  second membre de 
j 1 1  

(*) doivent s a t i s f a i r e  : 

pour i = I.,..., k 

Ce qu i  admet comme so lu t ions  : 

i 
On peut prendre A = 1 vue que l ' i t é r a t i o n  de l a  (M.R. ) n 'es t  pas modi- 

j 
f i e r  s i  on m u l t i p l i e  une colonne de V.  pa r  un s c a l a i r e  non nul .  

3 

D'où : 

Avec Les noMan6 p/réc&denitu, Le vectewr y .  abhwanit Le t n K m u m  de lu 
1 

quana%& (*)  est  : 



Avec ce choix on a : 

- 
Preuve : 

On a vu précédemment que : 

Avec y = C 
j j ' 

i 
On a vu dans le choix 3 des quantités 6. qui sont comprises entre O et 1. 

3 
Voyons dans quelle mesure on doit les prendre voisines de O ou de 1. On utilise 

pour ceci la majoration (*). 

Posons aP = I(~~/ll~~[l, A~/IIA~IJ)I 
j 

Pour les choix 3O 1. et 3 O  2., l'inégalité ( * )  s'écrit respectivement : 



Preuve : 

di(0) 
donc - - 1 =  

d3(1> 

d'où l'assertion il. 



D'autre part, 

i 
or O < a? 5 1, p E F. donc, 

3 3 

d'où d!i(0) S d!i(l). 
1 1 

Remarques : 

1. Supposons qu'un mode (Ei i = 1,. . . , k) ait été fixé. On prendra dans le choix 
j' 

3O 1, 6: petit si les aP p a E . sont voisins, i .e. vérifiant i) ; dans le cas 
3 . j' 1 

contraire on prendra 6: grand (voisin de 1). 
3 

On remarque aussi que si la condition i) est vérifiée pour un mode 
i 

(Ej, i = 1 , .  k) la (M.R.P.) est convergente bien que les conditions du 

théorème 4.1.1. ne soient pas vérifiées. Ceci provient du fait que le théo- 

rème 4.1.1. assure la convergence pour tout partitionnement, alors que dans 

notre cas on a la convergence seulement pour le mode considéré. 

i 2. Dans le choix 3O 2, le meilleur 6: suivant la majoration (*) est 6 ;  = O, 
J J 

i.e. y = C. suivant les notations de la proposition 4.1.4. 
j 3 

O 

2. Choix du mode (Ei i = l,:.., k), pour yj et k fixés. 
j ' 

On peut là aussi considérer la quantité (*). 

Le meilleur partitionnement est celui réalisant : 

k 
max 
i 

C 
i=l E i=l,.. . ,k 

j ' 



i Une approche serait de prendre E = Ci. 1 i = 1,. . . , k-1 où les indices 
j I k 

i correspondent aux k-1 plus grande valeurs de 1 (P AP/ 1 lAP 1 1 ) 1 ; et E . con- 
j j ' 3 
tenant le restant des indices. O 

50 Jusque là on a basé notre choix de y sur une majoration de l'erreur, 
j 

à cause de la complexité de la relation reliant 1 1 P l  1 1 et 1 1 Pj  1 1 . 
-- 

Pour obtenir une relation plus simple, on se placera dans le cas où la 

matrice A est à colonnes orthogonales. 

Si la maticice A es$ à colonnes o ~ h o g o n d e s ,  l e  m&em choix d e  yi 
m 

e6.t donné ptm y = D A'  pj. 
j 

Avec un t e l  choix la (M.R.P) c o n v a g e  e n  une heuRe L $ W o n ,  hndépen- 
damment du mode de  p W o n n e m e n t  c h o h i .  

1 
Posons V = (yj,..., y . )  k obtenu par partitionnement de y suivant un 

j I j 
mode E i = 1, ..., k ) .  

T T 
or, 1 I P ~ + , ~  l2 = 1 l p j l  l 2  - P T A V . ( V .  A A V . ) - '  VT P 

I I I  I I j 



i 
où yi e nlCardEj de composentes d 1 IAPI 1 ,  p É E: ; 

j P 

Posons : 

i i 
a c nlCardEj de composentes 
j 

- *  
Y j  - 

Or .  minimiser 1 1 P j+l 1 1 r e v i e n t  à maximiser, [ , ; ce qui 
l iy:i 1 

i i i i 
admet Y = A. a .  comme so lu t ion ,  A. # 0. 

j I I  I 

ldl 
\ 

d , n/ 

On peut  prendre Ai = 1. 
j 

~ ' o ù d  IIAPII = ( P ~ , A P / I I A P ~ I )  p c  E;, i = l , . . - , k .  
P 

1' 
Avec y = D A P .  on a I I P ~ + ~ ~ ~  = O ,  en e f f e t  ; 

j I 



D'autre p a r t ,  I I A ~ ~ ~  l 2  = Aq 
1 . [ ~ j '  1 1 ~ 1 1 ]  [pj '  1 1  21 ( * P * ~ q )  

PE E j I 

Le choix y = D A' P. e s t  optimal  pour l e s  matr ices à colonnes orthogo- 
j I 

Adaptons-le dans l e  cas  généra l  (A seulement r é g u l i è r e ) .  

Pouh RouA  onn ne me ni de y = D AT P. l a  M.R.P. e s t  convergente. 
j I 



aP r! I(pj, AP)I 
j 

j - I  
1 1 A ~ j 1 1 ~  Tj 

donc, - - , avec TP = 1 

01 'j TPj 1(pj, A 'j 1 1 P 2 P  Iln I l  Tj 
j j 

j I I A ~ I I ~  

Donc, -5- 5 1 et le théorème 4.1.1. conclu la convergence. 
j 01. 

• On a vu dans la proposition 4.1.1. que : 



2 - METHODE DE MIN IMISATION DE L 'ERREU9 (M. E . ) 

La méthode e s t  d é f i n i e  par  : 

1 k i où V = (yj , . .  . , y j )  ; y . ,  i = 1,. . . , k l inéairement indépendants. 
j I 

On peut  par  u t i l i s a t i o n  du chap i t r e  1, Reprendretout ce  qu'a é t é  f a i t  

précédemment : 

On s e  p lacera  pour tou te  l a  s u i t e  dans l e  cas où l a  (M.E.) e s t  de par- 

t i t ionnement,  qu'on désignera par  (M.E.P.). 

Lemme : - 
Si y .  ut choldi  t e l  que : s igne(y j  : e =  signe(^ e ) 

I P j y  P 

Démonstration ident ique  à c e l l e  du lemme du paragraphe Io. 0 

Tout comme, pour l a  (M.R.P.) ce  lemme permet de nous guider dans l e  choix 

de y .  en s o r t e  de rendre grande l a  quan t i t é  : 
1 

ce  qu i  a s s u r e r a i t  l a  convergence compte-tenu du théorème 2.1.4. 

Posons : 

E~ = Signe ( p j, ep ) 
j 

- (y j ,  ep )  = €?aP ; a P >  O ; p - l... n ; j c m .  
I j j 



En chohcbiddant ap p = 1,. .., n te(d que : 
j ' 

,q 
3 ~ >  O, 3 ~ '  .IN ( i n f i n i )  :i 5 M,  q = 1 ,..., n ; j E Nt 

P4 
a '  
j 

où l 'hc i ice  p .  u-t -tel que : 
3 

La (M.E.P.) e6-t convmgente de convehgence non %gahi;thmique, eX ceci 
pouh 2ou.t pWannemei l ; t  de y 

j 

Preuve : 

Immédiat en u t i l i s a n t  l e  théorème 1 .2 .1 .  

S i  lu coeddicievu2 a? p = 1,. . . , n bont chocbcb .t& que : 
3 

3 M > 0 9  3rn.0, 3 N t  cIN ( i n f i n i )  : ~ S $ S M ,  p = 1 ,..., n ; j N T  
3 

La méithode ( M . E . P . )  u-t convehger&e de converrgence non logahi;thmique, 

et ce& pouh .tout pn&Xonnement de y . .  
3 

Preuve : 

Pour l e  théorème 1.2.1,  une démonstration d i rec te  e s t  évidemment possible. 0 



Preuve : 

Pour l a  première i n é g a l i t é  on peut procéder de l a  même façon que dans l a  

proposi t ion 4.1.1., en remarquant que : 

La première i n é g a l i t é  s e  déduit  facilement de l a  proposi t ion 4.1.1. e t  

l a  dé f in i t ion  de deux méthodes homologues du chap i t r e  1. 

Une démonstration d i r e c t e  s e r a i t  analogue à c e l l e  de l a  première iné-  

g a l i t é .  O 

C H O I X  PARTICULIERS 



sinon 

Pouh tes choix ptrécéden:h la ( M .  E .  P. ) convmge p o m  ta&  p W 0 n n e m e n - t  

Preuve : 

Les choix l0 et 2O sont les homologues de l0 et 2O de la (M.R.P.). Le 

théorème 1.2.1. conclut. 

Pour le choix 3O on a : 

aP = min 
j 

1 donc 1 S a? S B. Le corollaine précédent conclu. 
3 

O 

Remarque : Le choix l0 coïncide avec celui de la décomposition de la norme 41 
qu' on peut voir dans C91. 

40 Choix du type corrections multiplicatives 

Identique à celui du paragraphe 1, avec les mêmes suggessions en adap- 

tant les nouvelles significations de cP et de l'indice p 
j j 

La convergence est assurée, soit par une démonstration directe et utili- 

sation du théorème 4.2.1. ; soit par application du théorème 1.2.1. 0 

Tout comme dans l0 on peut rechercher soit le meilleur vecteur à parti- 

tionner soit le meilleur mode de partitionnement pour un vecteur y choisi 
j 

selon le théorème 4.2.1. 

Là aussi on aura besoin d'une majoration de l'erreur. 



Preuve : 

1 k 

""o.. "n. 'a '".E.P) avec v = ,..., ] 
j 

Y.1 l Yjl I 

2 où A = max 1 lnT x 1 1 2  
~ $ 0  11x111~ 

k 2 2 
Donc, 1 l ~ ~ + ~ l l  lIsjII - -  2 

k A i=l 



L'expression (*) s ' o b t i e n t  en exp léc i t an t  i = 1,. . . , k ; e t  en m i -  
T 2 j ' norant 1 1 A 1 1 par  
P A x T min II 0112 A ddésigne l a  t ransposée de l a  p i ème 

x#O 11x1  l2 P 

l i g n e  de A.  O 

P k o p o a X o n  4 . 2 . 2 .  

P o w  k et ( E ~  i = i ,..., k), j r IN, dix& l e  y .  4endant rninUnum la quam%é 
j Y 

(*)  ut y = C 
j j 

Preuve : 

Posons : C = 
j 1 :  

Avec ces  nota t ions  l a  majoration (*) s ' é c r i t  : 

o r  l e  minimum suivant  aP r 
j 

Ei 
les a j r é a l i s a n t  : 

j 

max 

- O, p - 1, ..., n du membre de d r o i t e  est  donné par  



ce qui donne : 

De plus pour un tel y 
j 

Supposons cette fois-ci que la taille k et le vecteur y soient fixés. 
j 

Une approche du meilleur mode de partitionnement est celui minimisant 

la quantité (*). 

i.e. max 

i 
Une heuristique serait de prendre E = {ij} i = 1,. . . , k-1 correspondant 

j 

aux plus grandes valeurs de le restant des indices. O 



50 Là encore e t  pour l e s  mêmes ra i sons  que dans l a  (M.R) on considèrera 

l e  cas où l a  matr ice A est à l i g n e s  orthogonales. 

Posons : 

S i  la tna&ice A e i t  à f i g n u  oh,.thogonaLu Le rnuXLewr choix de y .  e s t  
1 

donné p a ~  : 

Avec c e  choix la (A4.E.P)  c o n v a g e  en une heuRe L t W n ,  &dépendamme& 
du p M o n n m e & .  

Preuve : 

On peut  u t i l i s e r  l e  théorème 1.2.1, ou f a i r e  une démonstration analogue 

à c e l l e  de l a  proposi t ion  4 -1.5, en considérant  1 1 S j+l 1 1 2. O 

Supposons que l a  matrice A est seulement r égu l i è re .  

Poiur t o u t  p M o n n e n i e n t  de  y j  = D' P .  la Lk4.E.P) ~ . t  convmggente. 
1 



Preuve : 

La démonstration de l a  majoration s e  f a i t  de l a  même façon que ce l l e  de 

l a  proposition 4.1.6. 

La convergence e s t  assurée par  l e  théorème 1.2.3. 0 

3 - METHODES DE MIN IMISATION DU RESIDU REDUIT (M.R.R. ) 

La matrice A sera  supposée symétrique déf in ie  posi t ive .  

La méthode e s t  dé f in ie  par : 

T Soit B une matrice régul ière  t e l l e  que : A = B B. 

La méthode s ' é c r i t  a l o r s  : 

On peut donc reprendre tou t  ce  qu'a été f a i t  pour l a  (M.R.P) en l'adap- 

t an t  au système Bx = gT-l b. 

La méthode par t i t ionné se ra  désignée par  (M.R.R.p). 

Les indices  p désigneront ceux pour lesquels  : 
j 

Posons : E? =  signe(^ e ). 
I j '  p 



Théotréme 4 . 3 . 1 .  

LILLE 0 
S i  l e s  a;, p = 1,. . . , n hont chai& .tee6 que : 

a? 
3m > 0, 3N' c N ( i n a i e )  : 3 I m q = 1, ..., n ; j E N' 

P4 
a J  
j 

keo/zn, lu (M.R .R.P) convmge p o w  itou2 p M o n n e m e v L t  de y ,. 
3 

Preuve : 

Par app l i ca t ion  du théorème 1.2.1. 

Pow a? c h o M h  .te-& que : 
3 

A l o u ,  la ( M . R . R . ? )  convetrge p o w  Xou2 pamXionnement de y 
j 

Avec ciP p = 1,. . . , n c h o h d  bu,ivant l e  c o t r o U e  ptrécédent, on a : 
j ' 

Preuve : 

Démonstration identique à c e l l e  de l a  proposit ion 4.1.1. 0 

Une majoration analogue à c e l l e  f i g u r a n t  dans l a  démonstration de l a  

proposit ion 4.1.1. e s t  donnée p a r  : 



Preuve : 

Identique à l a  proposi t ion 4.1.4. 

Pour l a  majoration il s u f f i t  de remarquer que : 

CHOIX PARTICULIERS 

1. ( y j ,  e = cP 
P j 

2. - 
Y j  - Pj 

i 
3. o < y 1 8  1 1  

j 
i = 1, ..., k ,  j E N  

i 
/ P y ep) 1 si  ~ ( P ~ / ~ I P ~ ~ I .  ep ) l  5 6 

j 

s inon 

i p c Ej, i = l,..., k.  

Avec Les  choix pécédevtt h (h4.R.R.P) c o n v q e  p o m  &ut p m % X o n n m e n t  

de y j .  



Preuve : 

Les choix l0 et 2O sont les homologues de l0 et 2 O  de la (M.R.P) le 

théorème 1.2.1. conclu. 

Pour le choix 3, on a : 

donc 1 5 aP S 1/6, le corollaire 4.3.1. assure la convergence. 
j 

O 

4O Choix du type corrections multiplicatives. 

On reprend le même choix et suggestions que ceux concernant la (M.R.P) 

avec p l'indice réalisant : 
j 

max 
t=l,.. . , n 

La convergence est assurée par le théorème 1.2.1. 

L'hypothèse d'orthogonalité des colonnes de A pour la (M.R.) se traduit 

ici par l'horthogonalité des colonnes de la matrice B. Ce qui signifie puisque 
T A = B B, que A est une matrice diagonale. 

Posons 

Si û1 W c e  A ~ d t  diagonaLe, yj = D P .  absue  La wnvmgence de ûz 
3 

(M.R.R.P]  en une s e d e  i t M o n .  

i 
Remarque : Dans cette proposition on ne suppose pas que les Ai sont de même signe. 



On s ' af f ranch i t  à présent  de 1 'orthogonalité de B. 

Preuve : 

La convergence e s t  assurée par  l a  proposit ion 4.1.6. e t  l e  théorème 

1.2.1. 



D'autre part AP S A 
P 

Remarque : La direction 0 P. diffère de celle de la méthode de la plus pro- 
3 

fonde descente par la normalisation V .  O 

ESSAIS NUMERIQUES 

On présentera quelques essais numériques portant sur la (M.R.P). 

où V. est obtenu par partitionnement "naturel" (par tranches) du vecteur y 
3 j 

défini suivant les cas par : 
r 

sinon 

(correction multiplicative) 

(correction de "type multiplicative1') 

50 (yj, ep) = E' 
j 

(correction de "type additive") 

6 O  (yj, e 1 = 1 
P 

(correction additive) 

On prendra comme matrice A celles, de PEI (d= 2), de GIVENS, de NEWMAN 

et celle d'ORTEGA du ler espèce, C101. 



La taille de ces matrice sera fixée à 25, et celle du partitionnement 

à 5. 

b 
On prendra comme point initial (x e ) = 9. 

O' P AP 
P 

w désignera 1 b.  1 1 . 
-- j I 

Matrice de PEI 

W,, = 7 8 0 . 2 n b 3 0 5 5 1 8 4 b Q  
W 4  = 3.5407t>?t ,11053794 
Mi, = i?et5524b552411c,nj9f139 
W , + =  Z , 0 5 7 6 0 9 3 ' 3 ~ ( 7 1 O ~ i ~  
Nib= 1 . Y h ; ! P r , 7 ~ + l o l  5 5 3 7  
W , , =  1 . 9 4 1 3 0 3 0 0 0 1 ~ ( 1 1 3 ~  

i 
(yj. ei) = (xj. ei) (correction multiplicative) (yj, ei) = Ç (x ei) et 

j j' 



(yj9 ei) = 1. (correction additive) 

stationnaire 

Matrice de GIVENS 

(yj9 ei) = ( X  ei) (correction muiti i 
j ' (yj, ei) = E (X ei) et plicative) j j' 

stationnaire 



Matrice de NEWMAN 

i (yj, ei) = (X j' e.) i (correction multiplicative) (yj, ei) = E (x ei) et 
j j' 

stationnaire 



Matrice d ' ORTEGA lère espèce 



( cor rec t ion  
mul t ip l i ca t ive  

s t a t ionna i re  

k, = 62,7921579515284 
W ,  = 4R.2436922098756 
h2 = 43.1586232658019 
hi, = 3Q.9356Rb7796950 
W,, z 37.?223500551247 

Ces quelques e s s a i s  numériques montrent que l e s  choix u t i l i s é s  son t  

légèrement me i l l eu r s  que ceux habituellement u t i l i s é s  t e l s  les choix de cor- 

r e c t i o n  add i t ive ,  mul t ip l i ca t ive  e t  l e  choix cons i s t an t  à prendre p comme vec- 
j 

teur à par t i t ionner .  O 
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METHODES A ITERATIONS PARALLELES 

L 

O -  INTRODUCTION 

Parmi l e s  méthodes i t é r a t i v e s  de r é s o l u t i o n  de système l i n é a i r e ,  on 

rencontre des méthodes i t é r a t i v e s  "basées s u r  des mgthades de project ion" comme 

on peut l e  v o i r  s u r  l 'exemple suivant  : 

Reprenons l a  méthode de Gauss-Seidel (G.S.1) : 

(Pj .  ei)  
X = x  - j t l  j e i 

j+l - i mod(n) 

Une va r i an te  de c e t t e  méthode e s t  de cons idérer  pour j f i x é  : 

x = Y: y: avec 
j+l i=l 

E yi.1 
i =l 

OU encore x jti = x j  - Yj T (pj3 ei) ei. 
i.1 A: 

Pour y = 1 on o b t i e n t  l a  méthode de J A C O B I .  
j 

On d i r a  que l a  méthode de J A C O B I  est une méthode à i t é r a t i o n s  p a r a l l è l e s  

(basée sur l a  méthode de GAUSS-SEIDEL). 



On considèrera dans ce qu i  s u i t  l a  méthode de ESPINOZA Cl1 sur laque l l e  

a i n s i  que sur s e s  homologues, on basera des méthodes à i t é r a t i o n s  p a r a l l è l e s .  

On cherchera pour les méthodes obtenues des va leurs  optimales de Y .  e t  
3 

on proposera des condit ion de convergence. 

4 

Rappelons l a  méthode de Espinoza e t  s e s  homologues. 

So i t  vl,.. . , vn une base de R ~ ,  t e l  que (vi, A V ~ )  # O i = la.. . , n. 

Considérons l a  méthode suivante  : 

Ses homologues dans (B) e t  (C) respectivement son t  : 

1' Méthode basée sur G . G . S .  1 

Considérons : 



l/(v,, Avl). O 
Posons V = ( v ~ ~ . . . ~  vn))  W = I o  I 

'1/(vn. A n >  1 
La méthode s ' é c r i t  : 

i )  Supposons A symétrique déf in ie  pos i t ive .  

T So i t  A = B B .  

La valeur  de Y .  rendant minimum 1 1 BSjtl 1 1 e s t  donnée p a r  : 
3 

T 
P .  V W  vT p 

= X  - I j 
j+l j v w v T p  

(vwvT pj ,  A V W  vT P . )  j 
3 

(G.G.s.I.') 

Remarque : 

S ' i l  en e s t  a i n s i  l a  méthode (G.G.S.1') n ' e s t  au t re  que l a  méthode de l a  

p lus  profonde descente. 0 



Avec vi = ei, i = 1,. . ., n e t  Y = 1 ; (G.G.S.1") e s t  l a  méthode de JACOBI .  

Théotrème 5.1.7. 

i) Si A est aymCh2i.q~ dédinie p o d U v e  l e s  mWhodes (G.G.S. 1 )  & (G.G.S. I ' )  

bont convage&u.  
- 

.Ü) Si A est seLLeemevLt trégu&èlre eZ a i  : 

- (vi,Avi) # O i = 1, ..., n 

- Les v d e w  pmpires de A v w vT et Y hont de mérne digne. 

Une c o n w o n  n é c u ~ & e  et hud&ante powr que î a  méfiade (G.G.S. 7 " )  

doit convetlgente e s t  que : 

) Si A esR ayméMque dédinie p o ~ Z v e  une cond&ion n é c u a h e  4R: bud- 

&inanXe de convetrgence de G.G.S.1" U R  que : 

Preuve : 

i Pour l a  démonstration de l a  convergence de (G.G.S.1) on peut voir 111. 

T A é tan t  symétrique définie posi t ive,  e l l e  s ' é c r i t  A = B B. 

-1 T 
Posons rj = Bx - B b . 

j 

Les normes des résidus de G.G.S.1 sont r e l i é s  par : 



(v . ,  P.) 
o r  VWV'  P j = i=l f , - + - + - v i  i, 

L 

T n (vis P j )  
donc (P V W V  P . )  = 1 

j ' 3 i = l ( i ,  v Avi) ' 

S o i t  M = max (vis Avi) 
i=l,.. . ,n 

Posons K = 1 I B V W  vT1 1 

On a 

donc, 

S o i t  A l a  p lus  p e t i t e  valeur  proper de A. 

O r  une condit ion s u f f i s a n t e  de convergence est que 1 
i=l 

ne tend pas vers 0. 

P 

O r  +- r S(0, 1 )  sphère u n i t é  de IRn, 

donc, 3Nt c IN : P e t  ~~P~~ = 1. 



n 
2 n 

S i  1 [ui, ,,~:,,] tend vers O on aura a lo r s  1 ( v  P)? = O ce qui 
i=l i =l i ' 

e s t  impossible. 

Donc, G.G.S.l e s t  convergente. 

it 
ii) (G.G.S.1") 

on a P ~ + ~  = ( 1  - Y A V W  vT) P 
j 

La méthode e s t  donc convergente s i  e t  seulement s i  : 

P(I  - Y A V W  vT) < 1. 

T 
Soit X une valeur propre de A V  W V . 

Il fau t  donc que Y e t  so ien t  de même signe. 

O < yX < 2 <=> O < lyl 111 < 2 (pour t ou t  A) 

i i i )  Remarquons que s i  deux matrices E e t  F sont  symétriques dé f in ies  posi t ives ,  

l e s  valeurs propres de EF sont  a l o r s  posi t ives .  

T 
En e f f e t  ; E s ' é c r i t  E = C C (C régu l iè re ) .  

S i  (A, x )  e s t  t e l  que : EFx = Ax. 

T 
O n a C  c F x = X x .  

Soit  y E R~ 



T donc A e s t  valeur  pmpre  de C  F C  qui  e s t  symétrique déf in ie  pos i t ive ,  donc A > 0. 

T 
Donc s i  A  e s t  symétrique déf in ie  pos i t ive  l e s  valeurs  propres de A V W  V 

sont  de même signe (pos i t ives )  on conclut avec i i ) .  O 

Remarque : Dans l e  cas de l a  méthode de J A C O B 1  on a vi = ei e t  Y = 1. 
3 

Posons : A V W  vT = I + C. 

La condit ion de convergence s e  t r a d u i t  par : 

P(C) < 1 



2 '  Méthode basée sur (G.G.S.2) 

O 
Posons W' = 

III l n l  l 

La méthode basée s u r  (G.G.S .2 )  e s t  donnée p a r  : 

(pj = AX - b 
j 

i ) Y. rendant minimum 1 1 P +l 1 1 : 
3 

T T P T A V  w t  v A P 
Ce q u i  est  minimisé pour Y = I j 

T T j I I A V W '  V  A  Pj l I  

d 'où : 

i i )  Fixons Y = Y 
j 

4 L e s  mUhodes ( G . G . S . 2 )  e.t ( G . G . S . 2 ' )  s o n t  convmevcteb .  

f i )  Une c o n ~ o n  néce6baLte e.t h u b ~ h a v c t e  p u t r  que (G.G.S. 2 " )  s o i t  c o n v a -  
gente ait que 



Preuve : 

- 
i )  C'est  dû au théorème 2.2.2, i i i ) .  

i i )  On a : 

j +i = ( 1 - Y A V W '  vT A ~ )  p j  

S o i t  A une va leur  propre de A V W '  vT AT, on a > O 

donc, 

d'où O < Y < 2 
comme condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  de con- 

vergence. P(A.VW1 vT AT) 

La matrice A V  W '  vT AT est symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e ,  

donc 

Remarque : P o u r v i  e i = l,.. ., n o n  a Trace(AVW1 vT AT) = n. i y 

Il  s ' en  s u i t  qu'une condit ion s u f f i s a n t e  de convergence de (G.G.S.2") 
2 est que O < Y 1< -. 
n cl 

3' Méthode basée sur G.C.S.3. 

Posons 

La méthode basée s u r  (G.G.S.3) e s t  donnée pa r  : 



T T = x - Y .  A VW" V P 
Ixjti j J j 

i Y .  minimisant 1 1 S 1 1 
1 j+l  

Le minimum e s t  obtenu pour : 

Soit  donc, 

T 

I P .  VW" vT P 
X = X  - 1 j ~ A T V W l l V T p  
j t l  j I I A ~ v w " v ~ ~ . ~ ~ ~  j 

3 (G.G.S.3') 

P j = A x  - b  
j 

i i )  Y j  = Y,  Vj E IN. 

i 1 La muhodu (G.G.S.3) et (G.G.S.3') dont toujoum convengentu. 

) La mé;thode (G.G.S. 3") at convwente h i  et heuRemu& si : 



Preuve : 

i Due au ~héorème 2.2. i i i )  . 

i i )  e s j t l  = ( I - Y A ~ V W "  vT A)  S .  dloù cqfd. 
1 

4 T T 
La matrice A VW" V A e s t  symétrique déf in ie  pos i t ive  donc 

2 
donc pour O < Y I T 

l a  convergence e s t  assurée. 0 
 trace(^^^^" V A) 

T 
Remarque : Pourv i  = e  i = 1 ,..., n o n  a Trace(A V W " v T  A) = n,  (G.G.S.3") e s t  i - 

L 
a i n s i  convergente pour Y r 30, $, ce qui  englobe l e  cas des deux formes de l a  

1 2 
méthode de C I M M I N O  C21 à savoir  Y = 5 e t  Y = n. 
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METHODES ITERATIVES A CONTRAINTES 

C 

O -  INTRODUCTION 

Pour la résolution du système linéaire Ax=b selon les notations pré- 

cédentes, on considèrera les méthodes itératives de la forme : 

X = x.. + A .  v 
j+l J 3 j9 '3 €IR et v nn. 

j 

Ce qui englobe les méthodes précédemment étudiées. 

Les inconnues A .  et v. seront déterminées de sorte que les deux condi- 
3 1 

tions suivantes soient vérifiées. 

l0 
* 

La norme de l'erreur S = x - x  soit décroissante (tout comme pour 
j j 

les méthodes de projection des chapitres précédents). 

Les normes utilisées suivant le cas sont, la norme euclidienne, la 

norme définie par : (x, y)* = (Ax, Ay) et la norme définie par : 

(x, y),, = (x, Ay) lorsque A est symétrique définie positive. 

2O Les itérés {x.) seront astreints à demeurer dans une région de l'espace 
1 * 

R", contenant la solution x et fixée à l'avance. 

Dans chaque cas la suite ix.1 possède une limite qu'on rattachera à la 
* 1 

solution x , par une expression permettant un calcul effectif de celle-ci. 

PRELIMINAIRE 

n 
On considèrera les régions de IR définies par : 

- H = {x ER" / (Ax, b) = 1lbll2} 

= {y rnn / (y, b) = 01 + {x*) 



t r a n s l a t é  d'un hyperplan. 

* 
e l l i p s o ï d e  passant  par  x 

* * 
demi-espace passant  par  x , lorsque (x , b) > 0. 

Remarque : 

- H n K = {x*) 
- AH c H' 

* - Si  A est symétrique d é f i n i e  pos i t ive ,  x E H'. 

Représentation géométrique 

Fig. 1 



Fig. 2 (C) 

La figure 1 représente H' (hachuré) ainsi que les images par A de K 

(sphère) et de H. 

Le plan (D) est défini par {X E IRn / (x, b ) = 0). 

La figure 2 représente H' (hachuré) ,K (ellipsoïde) et H. 

Le plan (C) est la frontière de H' : (C) = {x / (x, b) = O). 

On imposera dans ce qui suivra que les itérés successifs restent cons- 

tamment dans l'une des régions K, H où H' selon le cas et moyennant des choix 

convenables du point initial et des directions suivant lesquelles on génère 

les itérés. 



Nota t ions  

{x.) : la suite des itérés. 
3 

1 1 1 1 la norme euclidienne. 

Y* (A)  : le conditionnement de A mesuré par 1 1 1 1 

1' DOMAINE H 

a )  Méthodes aux r é s i d u s  decro issants  

On entend par décroissance des résidus la décroissance de { 1 1 P .  1 1 )  
1 

Considérons l'itération : 

( A  E IR, Y E IRn 
( j  j 

Preuve : 



donc 

2 2 
P l  = I I P ~ ~ ~ ~  + 2h.(Av 1 j' pj) + A. ~ ~ A v ~ ~ ~  2 

3 

2 
donc, I I P ~ + ~ ~ ~  < IIPjll A. [~(Av P . ) + A .  I I A v . ~ J  1 < O .  

3 j 1 1 3 

(Av., Pj) 
Posons Xj = -pj 2 l lnvj l l 

i.e. (Av b) = O, (Avj, Ax.) # O et Li . 10, 2C. 
j ' 3 I 

La méthode (*) répondant aux exigences de l a  propriété l.a.1. s'écrit 

donc : 

(Ha 1'Avl b, = O 

* Recherche d'une direction 

Posons (Av Axj) = 
j ' 

Vues les expressions que doit vérifier v on est amené à prendre v sous 
j 

la forme : 
j 



a. et B. sont donnés par le système suivant : 
3 3 

Le déterminant principal est donné par : 

Preuve : 

donc, X = (Ax b)/l lb1 12. 
j ' 

D'autre part, par construction de la méthode on a : 

(Axj, b) = (Axa, b). 

(Axa, b) * 
D'où, x = x 

j llb112 

De plus si xo 6 H on a, (Axa, b) = 1 lb1 l 2  



Supposons à présent que A. # O. 
3 

- 2 T 
'j [-(ATA. ATb) ATqT + A AIj]. 

D'où9 j = 3 j' 

Posons v - ' j j -ï S u j  
3 

On peut remarquer que la méthode Ha est invariante par multiplication 

de v. par un scalaire non nul. On considèrera donc u 
I j ' 

Preuve : 

i (Au P.) = (Aujy Ax.) 
j' 3 I 

= Aj 

2 ii) + I I A ~ ~ J ~ ~ ( A ~ A X  ATb12 
j 



La méthode s ' é c r i t  : 

IUj L I O ,  2C 

S i  on paend U .  E Ca, BI Y j  E N, dom ; 
1 

La u L î e  X I  géné.4ée pan ( H ~ )  est c o n v m g e n t e  d e  W e  : 
1 

Preuve : 

La s u i t e  { 1 1 p j  1 1 1 e s t  pa r  construction décroissante.  

Donc 1 1 ~ ~ 1 1  I I P ~ ~ ~  V j  EN. 

i . e .  1 I A ( x ~  - x*)] 1 S 1 lp0l 1 Y j  EN. 
T 

Soit X l a  plus p e t i t e  valeur propre de A A .  



La s u i t e  {x. 1 est donc contenue dans l e  compact B(0, m) ( l a  boule fer-  
3 

mée de cen t re  O e t  de rayon m l ,  e l l e  possède donc au  moins une valeur  d'adhé- 

rence.  

Montrer l a  convergence de (x.1 r e v i e n t  a i n s i  à montrer que s e s  va leurs  
3 

d 

d'adhérence sont  ident iques  ( e t  va lent  

% % 
Soi t  x une va leur  d'adhérence de l x . )  e t  P = Ax - b. 

3 

Comme l a  s u i t e  f 1 1 P .  1 1) e s t  convergente s a  l i m i t e  e s t  donc 1 1 P 1 1 
3 

L\ 

Comme p E Ca, BI, on a R i m  j = O  
j 

j I b u j ]  I 2 
A 2 

ou encore fim 1 = O.  
j- I luj  I l .  

O = (p ropr ié t é  6 . l . a .3 . i i )  
I lAT1 l 2  

donc R i m  A = 0. 
j- j 

% 
O r  3 ~ '  c N i n f i n i  t e l  que : R i m  x = x.  

j 

De p lus  a i m  A = O 
j 

T % 
donc, 1 1ATbl l 2  1 ~ A ~ A X ~  l 2  - (A Ax, ATb12 = O 

2' ~ I A ~ A ~ ~ L  donc, Ax = 8 

I lATb I I 



O r  l a  méthode e s t  conçue pour que : ( A X ~ + ~ ,  b )  = (Axj, b)  Y j ,  donc 
'L 

(Ax, b )  = (Axa, b )  

1 I A ~ A : ~  L - (Aro, b )  
donc, € - 

l b T b l  l . l lb1 l 2  

Pour xo r H on a  pap d é f i n i t i o n  de H : (Axa, b )  = 1 lb1 1 2 .  

Remarque : 
'j 

= 1 r é a l i s e  l e  minimum de 1 1 P j t l l  1 , e t  f a i t  que Ha s o i t  une 

méthode de projec t ion  (minimisation du rés idu)  C 11, 121 , 1 31. 

b )  Méthodes aux erreurs décroissantes 

Considérons 1 ' i t é r a t i o n  : 

= X  + A . w  
j+l  j 3 j 

E R ,  W E l R n  
j 

On déterminera e t  U de s o r t e  que : 
j j 

(Axj+p b )  = (Axj, b )  e t  l a  s u i t e  { 1 1 S .  1 1 1 s o i t  décroissante.  1 

Preuve : 

T 
A e s t  supposée r é g u l i è r e ,  on peut  toujours  é c r i r e  : UI = A v  

j j 



donc, 

Posons 

( P . ,  v . )  
A = - F i j  3 

j T 2 I ln  V j l l  

(P j ,  Vj) # O 

F i .  ' 30, 2C 
<=> i 3 

On a donc, 

La méthode cherchée s'écrit donc : 

I xO quelconque 

( y j ,  P j )  # O 

Fi. ' 1 0 ,  2C 1 3 



Posons (v P . )  = Y 
j' I 

j, Yj €IR. 

* Recherche d'une direction 

Prenons v sous l a  forme : 
j 

- 
v = a . b t B . ~  
j I I j 

où a e t  8.  son t  so lu t ions  du système : 
j I 

Imposons que x E H. 
O 

O n a  donc ( P  b) = 0.  
j ' 

Le déterminant p r i n c i p a l  du système vaut : 

On a donc, 

* 
On voi t  donc que v est ca lculable  t a n t  que x # x . 

j j 

Supposons que, Aj # O. 

On a a l o r s ,  

d'où v 
j ' 

- Posons v - 
j X j  



Preuve : 

T 2 2 
= I I A  bII IIP.II  ( c a r  xo E H-> x E H,  v j )  

3 j 

o r ,  (Ax b) = l l b l I 2  
j ' 

donc, 1 = 1. 

On ob t i en t  a i n s i  l a  méthode d é f i n i e  p a r  : 



ii) S i  la a&e p .  ait c h a h i e  t&e que v . ( 2  - p .  ) ne t end  p u  v m  O 
1 3 1 

a l a u  a d e  {x.} génhée p m  (fiî) convmge v m  x*. 
1 

Preuve : 



Si li . (2 - Fi. ) ne tend pas vers O ils existent alors 
1 1 

T > O et N t  c N tels que : 

Donc, 

donc 11s. 1 1  -> O. 
N' 

Comme 1 1 S. 1 11 est convergente on a : 
1 ' 

Remarque : La valeur de Fi . minimisant 1 1 s +l 1 1 est 1i = 1. 
I j 

Pour 1i = 1, la méthode (Hb) est une méthode de projection (de minimi- 
j 

sation de l'erreur) Cl], C21, C41 et chapitre 1. 

c )  Méthodes aux résidus r é d u i t s  décroissants 

La matrice A sera supposée symétrique définie positive. 

T Soit B une matrice régulière telle que : A = B B. 

Considérons l'itération : 

Posons : r = Bx - B-llb, sTr = p 
j j j j. 



On imposera à l a  méthode recherchée que : 

{ 1 1 rj 1 1 s o i t  décroissante. 

Preuve : 

Ceci exige en par t icu l ie r  que, A (v P ) # O. 
j j '  

(v . ,  P . )  
Posons, X = -p. 

j I vj , 
3 

On a a ins i ,  

La méthode s ' é c r i t  donc : 



(v j ,  Pj # 0 

F i .  E 10, 21 
\ 3 

(Hc) 

* 
Prenons : (v  Pj )  = Y j ,  Y .  E R  . 

j 3 

( v  P.)  
X j' 3 
j+l  = X j  ' '. 3 (v j .  AV j j 

4(Av b )  = O  
j 

* Recherche d'une direction 

Cherchons v sous l a  forme : 
j 

a .  e t  6 .  doivent ê t r e  so lu t ions  du système : 
3 3 

r j ( p j ,  Ab) + Bj(by Ab) = 0 

Prenons, xo c H on a a i n s i  (p b )  = O  
j 

On a ,  A j = -(b, ~ b )  1 l p j l l 2  

Supposons que, Pj # 0. 

v est a l o r s  donné p a r  : 
j 



4 (u P.) = A j  
j '  3 

Preuve : 

La construction de u e s t  basée su r  l e  f a i t  que, xo E H,  
j 

i . e .  que ( P  b )  = 0. 
j ' 

- 2(Pj3 b )  (b ,  Ab) (Pj ,  Ab) 

2 (b, Ab) [(b, Ab) 1 1 p . 1 1 ~ 1  3 

= +(b, Ab) Ibj 1 

i i i )  (U AU.) = (-(b, Ab) AP.  t (p j ,  Ab) Ab, u j )  
j '  I 3 

2 2 = (b, Ab) (APj, P . )  - (P.,  Ab) (b ,  Ab) 
3 3 

2 - (Pj, Ab) (b,  Ab) t (Pj,  Ab12 (b,  Ab) 

2 2 = (b, Ab) (APj. P . )  - (Pj ,  Ab) (b,  Ab) 
3 



O n  obtient  ainsi la m é t h o d e  : 

(iij € I O .  2C 

2 ii) S i  ii . r IO, 2C u.t chohie .t&e que la r d e  ( 211 - P. ne tend pas vem O ,  
3 3 

a l o u  la sui& {xjl  gEn6tée pm (H,) convmge v m  x*. 

hneuve : 

2 2 ( u  P . )  
2 

A 
i 1 lrj+ll 1 = 1 I r j !  1 - j 

j' 
+ p. 3 (u j ,  AU j 

1 j )  

or ,  - 2 J - .  2 2 
IIrjII (U j ' A U . )  I IIrjII ( ~ , A ~ ) ~ ( A P ~ , P . )  3 



2 
i i )  S i  (2pj - v j )  ne tend pas  vers  O : 

2 2 ~ '  c ï ~  ( i n f i n i )  3~ > O : (2vj - v j )  5 T Y j  r N I  

- 
donc, 

donc, 

e i m  IIrjII = O 
N ' 

Comme 1 Irj 1 1  1 e s t  décroissante  minorée, e l l e  e s t  convergente e t  on a 

A i m  llrjll = A i m  llrjII = 0. 
j* N ' 

Remarque : En prenant v = 1 Y j  EN, l a  méthode (Hf) r e n t r e  dans l e  cadre des 
j 

méthodes de projec t ion  (minimisation du rés idu  r é d u i t )  111, C21, C31 e t  chapi- 

t r e  2. 

Dans tou tes  l e s  méthodes précédentes on a vu que chaque f o i s  que l e  
* 

point  i n i t i a l  xo e s t  p r i s  dans H ,  l a  s u i t e  générée converge vers  x , l a  so- 

l u t i o n  du système considéré. 

D'où l ' i n t é r ê t  de proposer quelques choix de xo. 

Choix de xo 

2 

où est l a  ième colonne de A e t  ei l e  ième vecteur  de l a  base canonique de nn. 
n 



14 1 

3O si (Ab, b) # O 

Li0 Plus généralement : 

Xo = 
- 

J$~ AU, b U, avec u r IR" et A U  b) # O. 

Remarque : 

J 

En considérant le choix 1°, le meilleurs indice i est celui réalisant : 

2' Domaine K 

K = ix E IRn / 11~x1 1 = 1 lbl 1 )  

Considérons l'itération : 

Preuve : 

donc, 



1""- 2 
(Av Ax.) 

X~ - - j' I 
2 

2 2 1 P l  1 = 1 1 ~ ~ 1  l 2  + 2A.(Av P . )  + A. IIAvjl 1 2 - I j' I 1 

2 donc, 1 lpjtll 1 < 1 IPjl 1 <=> ~ . C ~ ( A V  P.) + Xj 1 IAV.) 1 3 < 0. 
I j' I I 

C.N. 

2 2 car sinon on aura A 1 IAvj 1 1  < O ce qui est impossible. 
j 

De même A. doit être non nul. 
1 

Si, en plus 1 I A X ~ + ~ ~  1 = 1 I A X ~ ~  1 
(Avj, Ax.) 

alors, X = -2 3 
j 2 I lnvj l I 
La condition pour que 1 1 P ~ + ~  1 1 < 1 1 P. 1 1 devient alors, 

1 

(Av., Ax.) 
4 32[‘(~vj, P.) + (AV AX.)I < O  

I I ~ vj I I 3 j ' I 

C.S. 

Avec une telle valeur de 1. on obtient : 
1 

(Av Ax.) (Av. ,  Axj) 
2 

2 2 l l j + l l l  = llpjll - j , 2 l (AV~, pj) t 4  

I IAvj I I l lAvj l l 2 
(Av Ax.) 

= 1 1 ~ ~ 1 1 ~  + 4 j ' 2 l (AV b) 
I Invj I I j ' 



La méthode t e l l e  que IIAx.ll = IIAx0ll e t  I I P ~ + ~ I I  < 1 1 ~ ~ 1 1  V j  EPI 
3 

s 'écrit donc, 

fXO quelconque non n u i  

(Av Ax.) 
j ' v 

I l I 2 j 

Remarque : On a omis l a  condit ion (Av;, P,) # 0 ,  c a r  c e l l e - c i  est contenue 

dans (Av Ax.)(Av b )  < o. 
j ' 1 j' 

Recherche d'une d i rec t ion  

Soient 4 .  e t  $. deux r é e l s  t e l s  que $.  $. < 0. 
3 3 3 3 

Posons, 

11 appara i t  n a t u r e l  de rechercher v sous l a  forme : 
j 

T T v = a. A Ax. + 6 .  A b 
j 3 3 3 

On a l e  système : 

Le déterminant p r i n c i p a l  est donné pa r  : 



Preuve : 

En composant par  A e t  en prenant l a  norme d e s  deux membres on a : 

Donc 

or, p a r  construct ion de l a  méthode on a ,  1 1 Axj 1 1 = 1 1 Ax0 1 1 donc, 



D'autre p a r t ,  

Donc x* = &~ Xj . 
j ' 

i i )  S i  x E K on a par  d é f i n i t i o n ,  ) ~ A x ~ I )  = IIAxOll = I l b l l  O 

D'autre p a r t ,  

( k g .  b )  > O 9 (kj, b )  > O ,  en e f f e t  ; 

o. 'bj 
( A X ~ + ~ ,  b )  = (Ax b )  - 2 

j ' l lnvj l l 2 3 3 
comme $. $. < O 

La s u i t e  ((AX b ) )  e s t  c ro i s san te .  
j ' 

* 
Donc E = 1, d'où x = x . 

j 

On a a i n s i  vu que l e  f a i t  que A .  s o i t  nu l ,  non seulement ne pose pas  de 
3 * 

problème, mais nous permet l ' ob ten t ion  de l a  s o l u t i o n  x . 

Supposons A f O. 
j 

a .  e t  B.  sont  données pa r  : 
3 3 

d'où v 
j 

'j 'j e t  v = - Posons 5 = - 
j i y j  j A j  j 



Preuve : 

i i )  Voir l a  démonstration de l a  p r o p r i é t é  4.2.2, i i ) .  

A f T = 3 (a .  A ~ A X  + B .  A b ,  v . )  
3 ' j j J I 

2 

- 'j (a .  + B. 5 . 1  -r 3 3 3 
3 



donc, 

On o b t i e n t  a i n s i  l a  méthode d é f i n i e  par : 

i l  ( A u  b ) = 5 . A  
j ' J j 

i i i) S j  ~Ea.Uhant l e  NnOnum de l l p .  I I  d i ü v a n t  la d&ecüon AU. est  5 = -1. 
3 +1 3 j 



Preuve : 

i )  (AU b ) = ( u  ~ ~ b )  
j ' j ' 

(Au Ax.) 
j ' (AU A X . ) ~  (Auj, p j )  + 4 j '  2 

l l ~ u j l  I 1 lAujl l 2  

i i i )  O n a p  - j+ï - P j  - 2 +  AU^ I I ~ u j l l  

On do i t  chercher 5 de so r t e  que : 
j 

A 
2 Au. s o i t  l a  project ion de p s u r  l a  d ro i t e  portée par  Au 

l l ~ ~ j  l I 2 I j j ' 

A (Au,, P,) 
On do i t  donc avo i r  : 2 ' Auj = ' Au 

I ' *Uj I l I l *~ j I l  2 j 

donc, 2Aj = A j  - 5. A 
J j 

d'où 
'j = -'* 



Soie& T e2 M deux té& ~ t t i c i t m e n t  p o k t i ~ a .  

'L 
02 E = Signe(Ax, b ) .  

ou d'une rnanihe éqLvdente  : 

Preuve : 

11 suffit de montrer que toute valeur d'adhérence de {x.) vérifie 
1 

* 'L -& X = x et que x est unique. 

'L 'L Soit x une valeur d'adhérence de {x .) et P = Ax - b.  
3 

La suite { 1 1 Pi 1 1) est décroissante minorée donc convergente, de limite 

OU encore, 

2 T T 2 
or, IIujll = - A j  lltj A Axj-AbIl (hopriété 4.2.3.) 

A 
donc, Rim 5 i T 2 = 0 .  

j j  1 ) ~ ~  A A X  - ~ ~ b l l  
j  



D ' a u t ~ e  p a r t ,  

où a = max ( ! M I ,  T) 

T T et  13 un majorant de llA AX-11, c a r  I ~ A  Ax.11 llATl1 llAxjll 3 3 

6 1 1 ~ ~ 1 1  (Ilbll + I l ~ ~ l l )  m e  que 1 1 ~ ~ 1 1  6 l l ~ ~ l l  Yi a. 

Donc, 

D'où R i m  A = O e t  en p a r t i c u l i e r  R i m  A = 0. 
j- 

j N ' i 

T'L 2 T %  T 
donc, ~ I A  Axll 1lATbll2 - (A AX, A b) = O 

c e  qui  donne 

1 CL E * 
T ' L  X = x , E = I l  

l l ~  ~ x l l  l bTbl I 

11~211 -,II~II IM . I I A ~ ~ I I  donc ,, - ou T CL I I A  ~ x l l  llATbll IIAXII I I A  ~ x l l  

Iloll:=x * d'où Signe(Ax, b) 
I 14 1 

'b 
o r  IlhjI1 = ~ I A X ~ I I  Yj E N ,  donc II~xll = Il~x~lI 

d'où signe(&, b) ,-#& X = X* 



ou encore : 

2 
. 

On a (A:, b )  * =  E Ilbl1 donc E = (Ax, b )  
l l ~ x l  I IIblI IIA:II 

1 1b[ l2  . * d'où . x = x .  
(Ax, b )  

Unicité  

CL 
Soient e t  x deux valeurs  d'adhérence d e  f x  . 1 . 

3 

x avec = signe(AG, b )  

'L 'I, 
e t  E = Signe (Ax, b ) . 

- - . . 
Donc E x = E x.  

. 'L 
Montrons que 5 = E ou encore que (Ax, b = (G, b )  . 

Supposons que (A;, b) > (AT, b )  

- . On a R i m  x = x e t  J?,im x = x 
j j 

'L 
donc, 3 N  E N" : Yj 2 N ,  j E NI1 O i (AX, b )  - ( A ~ ~ ,  b )  < a 

donc(Ax b ) > ( ~ F , b )  
j ' V j  2 N j E N" 

o r  C(AX b ) )  e s t  c r o i s s a n t e  
j ' 

( h j ,  b )  > (A;, b )  V j  2 N e t  j E N t  ce  q u i  con t red i t  l e  f a i t  que - 
i m x  = x e t  {(AX b ) )  croissante .  
,t j j ' . 

Donc (Ax, b )  = (&, b )  

- 
d'où 2 = x.  



La suite {x .) étant bornée ne possédant qu'une valeur d'adhérence donc 
3 

convergente de limite la dite valeur d'adhérence. 0 

- Si on c h o h d  {c I .1  conune dans t e  .théoh2me phécédeat tt xo c K vvéhi&i.~innt 

l'une d u  c o n W a  acLivartXu. 

Preuve : 

'L * 
Le théorème précédent assure la convergence de { x  ) vers x = E x avec 

'L 3 
6 = Signe(Ax, b). 

'L 
i Si (Axa, b) > O on sait qu'alors (Ax, b) > 0, d'après la propriété 6.3, ii: 

donc E: = 1. 

2 
Donc, 11~2-bIl 

Or { 1 1 pj 1 1 } est par construction décroissante, donc si 1 1 PO 1 1 < 2 1 lb 1 1 , 
* 1 1 A - b 1 1 serait forcément nulle et donc 2 = x . 0 

Remarques : 1) On a vu dans la propriété 2.4, iii) que 5 faisant que (KI) soit 
j 

une méthode de minimisation du résidu et 5; = -1. 



On peut ainsi envisager la recherche de 5. minimisant la quantité : 
3 

5; 

J - 1 1AT bl 1 Ce qui est réalisé pour 5 = - 
j 

2) On peut également reprendre la direction u de la méthode (KI) et l'utiliser 
j 

dans des itérations de minimisation du résidu, comme on peut le voir ci-après : 

O n a :  (AU P.) =(1-5.> A .  (propriété4.2.3, i) et 2.4, i)). ' 3 I I  

La méthode de minimisation du résidu s'écrit donc : 

Si ciai26 ( K i )  xo et 6. dont ch0+6^6 teed que : 
3 

C\, 
&MA, Rim x = x vW6ian.t : 

j- j 

~igne(Af, b) ,-&$ f = x* ou efiCOhe : f = x*. 
1 l A x l  1 (Ax, b) 



Preuve : 

La suite { 1 P .. 1 )  est décroissante donc {x. est bornée. 
3 3 

'L 
Montrons que toute valeur d'adhérence x de {x. 1 vérifie : 

3 

1 lb1 l 2  'L 'L 
'L x = x et qu'un tel x est unique. 

(Ax, b) 

l0 Unicité 

Soient 2 et deux valeurs d'adhérence de {x .) . 
3 

avec, 

'L 
Montrons que (Ax, b) = (A:, b). 

'L 
Supposons que (Ax, b) - (A;, b) = a > O 

donc (Ax b) > (A?, b) Yj 1 N j E N1 
j, 

or Cj C [O, 11 => {(AX b)) croissante. 
j ' 

donc (Axj, b) > (AF' b) Yj 2 N et j E Nl1 

- 
ce qui contredit la croissance de {(AX b)) et le fait que E i m  x = x. 

j ' N" j 

'L 'L - 
donc (AX, b )  = (A;, b) et par suite x = x. 



"b "b 
Soit x une valeur d'adhérence de {x.) : x = fim x 

3 N ' j 

Montrons que 

or 1 Ipj 1 11 est convergente 

donc, Rirn (1- 6 . 1 ~  4 = O 
J- 3 I I A u ~ I I  

J 

2 
ou encore Rim (1 - 5. ) j 2 = o  

J* I l ~ J l l  
T 

or, I lujI l 2  = Aj 1 ltj A A X  -ATbl l 2  (Propriété 4.2.3, iii) J 
2 

(1-Ej) A 
donc, Rim j = O 

j- I1cj A ~ A ~  - ~ ~ b 1 1 ~  
j 

T Dtautre part { 1 1 P. 1 1 décroissante entraîne II 1 A A x. 1 11 borné. 
1 1 

T Soit M tel que I J A  ~x.11 s M Yj. 1 

(1-5.1~ A 
donc Rim j = O-> Rim I A . ~  = O 

j- IItj ~ ~ ~ x ~ - ~ ~ b l 1 ~  + I 



T T 2 
donc R i m  A .  = 1 1ATbl l 2  I I A ~ A X ~  l 2  - (A Ax,  A b )  

Nt 

2, 
De p l u s  x  # O  c a r  l l ~ . 1 1  5 l I p o l l  < l l b l l  Vj. 

3 

T 2, T Donc A A x  = A A b  A # o  

" 
ou encore Ax = Ab x # O  

donc, 

Preuve : 

2  T T  2  
or, I1u j l l  = I A ~ I  I IS j  A A x j - A  b l I  

T 2  T  2  
Posons a = I I A  A X ~ ~  1 , b  = ( A ~ A X  A b ) ,  c  = ~ ~ ~ ~ b l l  

j 

2  
On a  alors, ) l u j I I  = I A j l  Ca E~ - 2 b  5.  + c l  

j 3 
- b-c e t  C j  - - 

a-b ' 



ce qui donne : 

b-c 12 D'autre part, (1-cj12 = (1-- 
a-b 

A' T Donc (1 - I I A  pjII 2 

b-c - 
Remarque : - - 1 <=> a + c - 2b = O a-c 

CHOIX DE xo 



3 O  D'une façon générale : 

tel que, (Au, b) # O, E = Signe(Au, b). 

- 
Les choix ci-dessus font que la suite x .  fournie par (KI) converge 

* 1 
vers x . O 

3' Domaine Hf 

a 1 Cas ......................... où la matrice A est symétrigue ----- ----------- définie positive. ------- 

* 
Dans ce cas on a, x E H'. 

Considérons 1' itération : 

Une c o n ~ o n  ~ u d d h a n t e   pou^ que : 

ut que 

(V j' P.) 1 (vj, b) s O ; (v~, pj) # O 

(vj, Pj) 
où p est .t&e que : Aj - - - 5 (vj, Av 

j ) 



Preuve : 

donc A (v b) 2 O -> [(x b) > O => (x 
j j' j j+l, b) > 01. 

- 2 2 2 D'autre part, Ilrjtlll = r .  t 2A. (v P.) + A  (v Av.) 
I 1 j' I j j' I 

donc, 1 Irjtl 1 1  < IIrjII <=> A.C2(v P.) + A.(v Av.)l < O. 
I jy I I j' I 

Ce qui exige en particulier que A (v Pj) # 0. 
j jy 

(vjr Pj 
Posons A - 

j - j -1' 
j ' I 

<=> (V P.) # O et p. E 10, 21. 
j' I I 

D'où, (V Pj) # O, p. E IO, 2C et (V P.)(v b) i O. j I j' I j' 

La méthode s'écrit : 

(v., P.) 
x j+i x j -vjj*vj 

j ' I 

'(vj, Pj) # O 

[Vj E IO' 2C 



* Recherche d'une direction 

Posons : (v Pj) = $j # O 
j ' 

Cherchons v sous la forme : 
j  

On a le système : 

Le déterminant principal est : 

Ci) S i  (xO9 b) > O & o u  : 

Preuve : 

i Sous les conditions i' et ii' on a : (v  P.)(vj,  b) 5 O comme 
j  j '  I 

( X j + ~ '  b )  = (X  j ' b) - 2~ j  (v j '  p . ) (v j ,  I b)  



' n 
Au' 
U 

+ 
S n  

Q 

n 
n 
A 
m 
' n 

Q 
w 
-n 

Au' 

I 

CV • n -n 
Au' a 



= 5 .  A . .  - 3 1 

= 2. (a .  p .  + B.  b ,  V.) 
0; 3 3  3 1 

= -$ ( a .  4 .  + B .  i l . )  
'j 

3 3  3  3  

La méthode s'écrit donc : 



Si {p.) (5.1 d o n t  chaiAiA t& que : 
3 1 

Preuve : 

La suite { 1 1 r . 1 1 ) est décroissante donc la suite {x .) est bornée. 
3 1 

'L 
On montrera successivement que toute valeur d'adhérence x de {x.) vérifie : 

3 

'L 
et qu'un tel x est unique. L'assertion du théorème serait ainsi démontrée. 

'L 'L 
Soit x une valeur d'adhérence de {x.) : Lim x = x 

J ,, j 

T ' L  T  -1 e t r = B  x - B  B b. 

La suite { 1 1 r. ( 1 )  est convergente donc de limite 1 1 r 1 1 . 
3 

donc Rim p.(2-p.) 
j- 

3 3 

2 A. 
donc kimlij(2-p.) +.=Ocar (u Auj)s 1 1 ~ 1 1  IlujII 2 

j- I luj I I  j ' 



2 
or 1 1 ~ ~ 1 1 ~  = ~ ~ 1 1 5 ~  pj - bI( (propriété 4.3 .a.4, iii)). 

donc, 

~ ~ ( 2 - u . )  
comme, > p2 on a RimA = O 2 - ( 1 ~ ~ 1  l l ~ ~ l l  + llbll) j- j 

donc, 

donc, P = Ab 

% * 
donc x = (1+1) X A # o  

% (x, b) * donc x = * X 

(X , b) 

'L 
donc (x, b) > O 



ou encore : 

- 
donc, 

d'où 

C\, 
Unicité de x. 

'L 
Soient x et x deux valeurs d'adhérence de Cx. 1. 

3 

'L 
Montrons que (x, b )  = (x, b )  : 

Supposons ( 4 ,  b )  > (x, b )  

'L 
soit a = (x, b )  - (Y, b )  

donc, 

or la suite {(x b) )  est croissante. 
j ' 



Soit  P 2 N e t  P E N" 

On d o i t  avo i r  (xD, b )  > ( y ,  b )  ce qu i  e s t  impossible vue l a  croissance 

de € ( x j ,  b ) )  e t  l e  f a i t A q u e  ; = t i m  x . .  
NlV 3 

'L - 
Donc x = x. 

La méthode (Hi) possède deux paramètres l.l E I O ,  2C et  5. S O qu'on 
j 3 

peut c h o i s i r  comme dans l e  théorème 6.3.a. 1. 

La v d e w  d e  v .  ,$aidant d e  (Hi) une methode d e  m . L n h d a t i o n  du t r b i d u  
3 

A 
On a rj+l = r j  - U .  

T 
i j ) Bu. où A = B B.  

1 (u j .  Au j I 

On d o i t  chercher p f a i s a n t  que rjtl s o i t  l a  p ro jec t ion  de r s u r  l e  
j j 

supplémentaire orthogonale de Bu 
j ' 

( P . ,  u . )  
'j ) Bu = ,* Bu 

j ( u j ,  AU 
j 

j j j j 

o r  ( P  u . )  = A .  (p ropr ié t é  6.3.a.4.) donc u = 1. 
j I I j 

i i )  I luj  I I = A j l l c j  p j  - bl 1 2 ,  p ropr ié t é  4.3.a.4, i i i ) )  



(Pj. b )  
La valeur annulant l a  dérivée par  rapport à 5 .  e s t  

3 I lb1 l 2  

qui  r é a l i s e  bien l e  minimum. 

( F ~ ,  b )  
i i i )  Pour 6 = 

j l lpjl  l 2  

- O n a :  

D'autre par t ,  

2 2 2 A 
IIrjtlll = IIrjII - (?ri - r i . )  j 

j 3 (u  j '  AU. '  
3 

donc, 

Remarque : 

(P.,  b )  
1) La valeur 6 = n i e s t  pas forcément négative, il en r é su l t e  que 

j l lb l  l 2  
l e s  i t é r é s  x .  peuvent ê t r e  en dehors de H l .  

3 

pour 5 = (pj ,  b ) / l  lb11 e t  rij = j 
1 l a  méthode (Hi) devient l a  méthode 

de l a  p lus  profonde descente. 



2 Un au t re  choix de 5 .  s e r a i t  par  exemple : 
1 

- Avec ce choix on a : xj s H n H '  * xjtl E H n H'. 

Ce choix assu re  l a  convergence 'en prenant Fi E [T ,  2 - 'Cl Ou T  E 10, 2 r ,  
j 

l e  théorème 4.3.a.l  conclu. 

3 Dans l a  p ropr ié t é  6.3.a. l .  on a donné une condit ion s u f f i s a n t e  pour 

que : 

On pouvait c h o i s i r  l ' i t é r a t i o n  de s o r t e  que : 

ce q u i  s e  c a r a c t é r i s e  par  : 

La méthode se ra  d é f i n i e  par  : 



I xO quelconque non nul 

Remarque : (H") e s t  un cas p a r t i c u l i e r  de (Ha). Un choix de d i rec t ion  pour ra i t  

ê t r e  c e l u i  de (Hi) avec 5 = O. 
j 

Les méthodes fft et en p a r t i c u l i e r  H i ,  sont  basées s u r  l e  choix de xo c H'. 
a 

C H O I X  DE xo 

1) Soi t  u E JRn quelconque t e l  que (u,  b) # 0. 

On prend u s i  (u ,  b) > O e t  -u s i  (u, b) < 0. 

2) Dans l a  remarque précédente 2 )  on a besoin de xo E H n Ht . 

Prenons A = ( ~ b ,  b)2  - ( ( ~ b 1 1 ~  Ilb112. 

S o i t  Y E IR, Y > 0. 

On a xo E H n Ht. 

b )  A quelconque 

On suppose cette fo i s -c i  que l a  matr ice  A est seulement r égu l i è re .  

* 
Dans ce  cas l a  solut ion x n 'es t  pas  forcément dans H'. 

Considérons 1 ' i t é r a t i o n  : 



Remarque préliminaire : On imposera à l'itération précédente à ce qu'elle 

vérifie entre-autres : 

donc, 

Ce qui exige en particulier que : (Sj, wj) # 0. 

On peut donc pour tout h écrire : 
j 

D'autre part, la matrice A est régulière ;il existe donc vi unique, 
T v E R ~ ,  tel que : w = A v.. 

-I 

j j 3 

D'où la possibilité d'écrire l'itération (*) sous la forme : 

(vjr P . )  T 
x j+l = Xj - Uj A v.. 

3 

Compte-tenu de la remarque précédente on considèrera la méthode définie 

par : 

- (*) Xj+l - Xj - Pj A v.. 
3 



Une cotui&%n nécesauhe eR: auddhante pom que : 

EaX que : 

u*) ( v j9  P.) ( v j ,  Ab) i 0,  (v . ,  pj)  # O 3 1 

i v l  1-i. € 10, 2C. 
1 

Preuve : 

(v j .  P . )  
(xjt19 b )  = ( x j3  b )  - l-ij 3 2 (y j9  Ab) 

donc, 

( X j + l *  b )  2 (X j ' b )  <=> 1-i j (v  j '  P . )  I (V j ' ~ b )  I O  

La méthode (*) pour l aque l le  on a i t  : 

I lS.  I I  < I IS j l l  e t  ( x ~ + ~ ,  b )  2 ( x j ,  b ) ,  Y j  € h l  est donc donnée par  : 
1+1 



* Recherche d'une direction 

Posons : ( v  P . )  = O j  ; ( v  Ab) = O j  
j' I j ' 

Cherchons v sous l a  forme : 
j  

v = a  p. + B. Ab. 
j  j l  I 

ce qui r ev ien t  à résoudre l e  système : 

d'où l e  déterminant p r i n c i p a l  : 

Preuve : 

Aj = O - p = (p., Ab ) A b  
j l l A b 1 1 2  



Supposons à présent  que : A .  # 0 .  
1 

v e s t  a l o r s  donné p a r  : 
j 

A .  v = c l ~ A b 1 1 ~  gj - (Pj, Ab) 'li.1 P 
1 j 1 j 

v 
Posons : u = -i et  E~ = 

j 4 j  Aj 
* j 5 

) ( u  Ab) = A. 5  
j ' I j 

Preuve : 

i 1 Evident 



2 2 
= IbTbl l 4  11pjl12 - 2cj I I A ~ I I  I I P ~ I I  ( P ~ ,  1 1 ~ ~ 1 1 ~  

2 - llAbl12 (Pj, Ab12 - 5; llPj112 (Pj, Ab) + 2Sj(Pj, Ab13 

2 = llml l 2  A~ - ~s.(P I j9 ~ b )  A~ + 5; 1 lpjl1 A~ 

2 A 1 .  P -AbII . 
1 j 

iii ) Evident . 

On a a i n s i  l a  mgthode d é f i n i e  par : 

Vj ' IO, 2r ; Sj c O : 



Preuve : 

La suite 1 1 S .  1 1 1 est par construction décroissante, de plus minorée 
3 

par O donc convergente. 

D'autre part ( 1 1 xj 1 1 1 est bornée à cause de la décroissance de 1 1 S .  1 1 1. 3 

'L - Montrons que toute valeur d'adhérence x de Cx.1 vérifie : 
3 

'L 
On a Rim x = x 

N ' j 

% * 
donc iim s = ~ I s I I  où S  = x - x 

D ' autre part, 

donc !Lim (aj - 
j- 

ou encore !Lim 
j* 

(propriété 6.3.b.3.) 

donc, 

donc Rim A = O 
j- j 

donc, 
'L 

118112 1 1 ~ i . 1 1 ~  - (P ,  Ab12 = O 



' I i ' L A b  * d'où x-(P, 

OU encore : 

'L * 
5 (x-x , b)b * => x - = X 

l lb1 l 2  
'L - Unicité de x. 

'L 
Soient x et deux valeurs d'adhérence de (x.1. 

1 

'L - 
Rim x = x et Rim x = x 
Nt j j 

'L * * 
'L (x-x 9 b) =;- ( y - x ,  b) On doit avoir : x - 

l lb1 l 2  l lb1 l 2  
'L ( k b )  - (Z,b) donc x - 

llb112 = - I I ~ I  l 2  
or la suite ((x b)) est croissante (propriété 4.3.b.1, i)). 

j ' 

'L 
Supposons que (x, b) > ( Y ,  b) : 

'L 
Soit = (x, b) - (F, b) 

donc, 

donc (X b)> (2,b) Y j i ~  
j ' 

ce qui contredit la croissance de ((x b)} et le fait que x - 
j' 

> z. 
j ,,, 

'L - 
Donc x = x. 0 



Com.l!&&e : 

Soient 'I E 10, 2C e t M  > O. 

E n p e n a n t F i .  E E T ,  2 - T I  1 5 . 1 1 ~ ~  Yj E N ;  
1 1 

- 
.ta r d e  {x.l daru (HG) a p o u  LthL-te 2 vWdiant : 

1 

Preuve : 

Identique à celle du théorème précédent. 

Remarque : 1 )  Dans (Hi) on a (x  b )  2 (x0, b )  Yj €IN, donc si on choisit xo 
j ' 2, 

dans H'  la suite {x.) sera entièrement dans H' et en particulier pour x. 
1 

2 2  2  (vj .  P . )  I I S ~ + ~ I I  = I I s j I I  - (aj -Fij) 1 
l l A T  ~ j l I  

2 

Une valeur remarquable de 5 .  pourrait donc être celle rendant maximum 
1 

la quantité : 



2 
Le 6 .  recherché e s t  c e l u i  minimisant 1 15. P - Ab 1 1 , ce qni  est donné 

I 3 j 
par  : 

- (P,, Ab) 

A 

En prenant dans H;, 
'j 

= 1 e t  6 = Fj, on o b t i e n t  l a  méthode : 

qui e s t  une méthode du gradient  e t  e s t  convergente C61. 

Seulement 6 .  n ' e s t  pas forcément négative,  e t  donc l a  s u i t e  {x. n ' e s t  
3 3 

pas con t ra in te  à demeurer dans H ' .  

3 )  Pour l a  méthode (*) (b )  remarque pré l iminai re)  on a : 

Conditions q u i c o n s t i t u e n t  un cas p a r t i c u l i e r  de c e l l e s  de (Hi), et  s e  t radui -  

sen t  dans (Hi) par  prendre 5 = 0.  
j 

O 

ESSAIS NUMERIQUES 

On a p r i s  quelques-unes des méthodes précédentes, sur l e s q u e l l e s  on a 

f a i t  quelques e s s a i s  numériques. 

Le choix de ces méthodes e s t  dû s o i t  à l a  s i m p l i c i t é  de l e u r s  expressions, 

s o i t  à l a  d iscuss ion que s u s s i t e  l e  choix de l ' un  de l e u r s  paramètres. 

Les matr ices  u t i l i s é e s  peuvent ê t r e  consultées dans L51. 

i 
Pour l a  matr ice de PEI on a p r i s  : Ai = 2, i = 1, ..., 25. 

La t a i l l e  de ces matrices e s t  f i x é e  à 25. 



Points initiaux : x o .  

b pour (H2) et (H3), (xo E Hl. 

X~ - - Mî1 b pour (KI), (x0 E K) 

Pour (H;) on a pris : / xo  AT^, - (xo H') 
l I A  bl I 

1 sauf pour l'essai 5) où 

* w désigne : 
j 

* 1 1 p j  1 1 où p  = Ax - b, lorsque {x. 1 converge vers, x , tel le 
j 3 

cas de (Hl) et (Hg). 

1 1 A y j  - b 1 1 où . la suite déduite de {x. par les théorèmes de 
3 1 

convergence des méthodes (KI ) et (Hi ) . 

- Ab Y j  - ~j - (kj - b, - m ) b ,  POUF (Hi). 

* OR. désigne llk -bll. 
3 j 

MATRICE DE P E I  

. . 
W, r 39.18-15593077701 
W,, = 9.b89595078595481E-14 





(Méthode de la plus  
profonde descente) 

MATRICE DE ORTEGA du ler espèce 



2 
: C = - P j / P j  , Ab) 

ident ique  au c a s  de 

5 j  = / P  1, Ab) 

Hi : E j  = O  

2 
: C j  = ( P j / l  l P j l  1 , Ab) 

Méthode de l a  
2 

Hi : E j  = ( P j / l  l p j l  1 , b )  plus profonde Hi : E j  - -  - 1 (P j / l  lpj1 12,  b)l 

descente 

MATRICE DE GIVENS 



H i  : c j  - - - 1 (p j / l  l p j  1 l! Ab) 2 
Hi : c j  = ( P ~ / ~ I P ~ I I  , Ab) 

Méthode de l a  

H i  : lij = l ; S  j = ( ~ ~ / l ) P . 1 1 ~ ,  b )  plus profonde H i : v  = 1 ; S  
2 

I j j - P 1 , b)1 
descente 

MATRICE DE NEWMAN 



Méthode de l a  
2 Hi : v j  ' ; t j  = ( p j / l  l p j  1 1  , b) plus  profonde Hi : p j  = 1 ; 6 = - 2 

j I (pj / I  Ipj  I I b 

On cons ta te  à t r a v e r s  ces  quelques e s s a i s  numériques que l e s  méthodes 

proposées peuvent ê t r e  t rès  compétitives pour l e s  matrices pas t r o p  mal condi- 

t ionnées t e l  l e  cas de l a  matrice de PEI. 

Pour des matrices quelconques ces  méthodes semblent fourn i r  des  amé- 

l i o r a t i o n s  sens ib les  à des méthodes vois ines  t e l l e s  l a  méthode de l a  p lus  pro- 

fonde descente ou l a  méthode du gradient  161. 0 



APPENDICE 

On a vu dans l'étude de convergence des méthodes précédentes que la 

s.uite {x.) obtenue converge en général vers une limite différente de la so- 
3 

lution du système considéré. Pour illustrer une telle situation considérons 

la méthode (KI) en prenant 5 = -1 et xo = 
j 

b, ainsi xo n'est pas - 
dans K. 

La matrice considérée est celle de PEI de teille 25 avec 2 sur la dia- 

gonale. Les composantes de b valent respectivement 1, 2, ..., 25. 

OR. désigne l l ~ x  - bll 
I j 

W. désigne lIAy - blI où yj = 
I j 

On voit bien que W tend vers O ce qui n'est pas le cas pour OR. qui 
j I 

converge vers 0,2 x 1 1 b 1 1 soit 14,86606.. . 0 
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