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(1)

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est 1'étude de l'existence, l'unicité et
la périodicité de la solution de l'équation d'évolution non linéaire et
non autonome

Jdu
- + L(t,Du = g(t,A,u)

E(t,)) ot

u(0,r) = uo(K)

oi A est un paramétre dans un ouvert A de R, t varie dans R et u
appartient 3 E un espace de Banach sur € oll g est "petite'", relativement
bornée et L(t,\) est une famille d'opérateurs linéaires non bornés 3 domaine
B dense dans E avec L(t,ho) inversible pour tout t. g et L sont

périodiques en t et u, € B.

. . du A -
Notons que la dérivée qc est supposée &tre la limite en norme dans

E de la différence finie correspondante.

G. Ize‘[ﬁj a donné une version, dans un espace de Banach, de la
bifurcation globale d'orbites périodiques & partir d'une position d'équili-
bre pour des équations d'&volution non linéaires autonomes utilisant des
outils topologiques. Il s'est occupé de la recherche de solutions périodiques

du probléme 3 deux paramétres (A et la période T inconnue)

24 L = gt

u(0,A) = uo(k).




(11)

Lorsque l'opérateur L ainsi que la fonction g dépendent de t et non

de XA, Sobolevskii Eﬂ et Friedman Eﬂ ont &tabli 1'existence et 1'unicité
d'une solution .u(t,uo) pour t € E);ﬂ. L'hypoth&se L et g périodiques
en t de période 1, nous permet de ramener 1'étude du probléme E(t,)\) 3

BLI], au moyen des méthodes basées sur le développement de la théorie des

semi-groupes (Sobolevskii Bﬂ, Friedman Eﬂ et Kato Bﬂ).

Ce travail est divisé en 3 chapitres :

Dans le premier, nous reprenons l'étude de 1'&quation linéaire d'édvo-
lution dépendant d'un paramétre )\ suivant les travaux de Sobolevskii,

Friedman et de Ize.

Nous inspirant alors des travaux de L. Césari, nous sommes amenés
a modifier 1'équation initiale par l'introduction d'un terme correctif qui
rend la solution périodique. Le chapitre II est consacr@ 3 cette &tude

(existence, unicité, dépendance continue...).

Le chapitre III basé sur le th&oré&me des fonctions implicites
nous donnera des conditions nécessaires d'existence de solution pé&riodique

du probléme initial.




CHAPITRE 1

EQUATION LINEAIRE D'EVOLUTION DEPENDANT D'UN PARAMETRE.

(A)  POSITION DU PROBLEME.

1) Rappels sur £'Equation Lindaine.

Considérons l'équation différentielle ordinaire

(1-1) | %%—= L(t,M)u

dans laquelle t d&signe une variable.rdelle et u un &lément d'un espace

de ‘Banach E. On notera par U(t,T,A) la solution satisfaisant 3 la condi-

tion, pour 0 < T € t € 1,
(1-2) , u(t,A) =1

de sorte que la solution du probléme

(1-3) %% = L(t,\)u + £(t,A,u)

(1-4) Yo, = u ()

est de la forme

t
(1-5) u(t,k,uo) = U(t,T,X)uO(X) + f U(t,s,A)f(s,k,u(s,h,uo))ds.
T

La détermination de U(t,T,A) Dﬂ peut se faire comme suit :




e(t—T)L(T,A)

Soit V(t,T,A) = solution de

(1-6) %% “ L,V =0 et V(t,T,\) = I.

On constate que U(t,T,A\) - V(t,T,A) vérifie 1'8quation

dv

(1-7) Tt - Le0v = [L(e,0) - L(T,A)] V(e,T,))
v(T,A) = O.

De ceci et de (1-5), il résulte que

t
(1-8)  U(e,T,0) - e FTOLHLA f U(t,s, W) [L(s,0) = L(r,0)]e SN g,
T
Nous allons considérer la relation (1-8) comme une équation définis-
sant 1'opérateur inconnu U(t,T,A). C'est une équation du type de Volterra
(par rapport 3 t). En la résolvant par des approximations successives, on a :

[oe]

(1_9) U(tsT,)\) = E Uk(taTsX)
k=0

o (E"TILAT,A) , et les U, sont définis par la relation

avec Uo(t,T,X) = K

de récurrence

t
- JA
(1-10) U (t,7T,2) = J(r 0, (6,5, [L(s,) = L(z,00]e®TOMTN s

Nous allons montrer que

' t
(1-11) 0 (6,7, = f e(t_S)L(S’X)ﬁk(S,T,X)dS, k= 1,2,...

T

ol @l(t,T,A) = [L(t,x) - L(T’A)]etL(T,A)

Al




t

(1-12) $k+](t,r,x) = f wk(t,s,x)wl(s,r,x)ds k=1,2,...
T

La relation (l1-11) est vraie pour k = 1 car d'aprés (1-10),

pour k =0

t
[ Uo(t’s’A)IE(S:X) - L(T,Xi]eSL(T’X)dS

T

Ul(t,T,K)

t
[C ety (e
T

Supposons que (1-11) soit vrai pour k = n. D'aprés (1-10)

t (e-
ot E)L(E,X)ﬂn(g’s,x)dg]ﬁl(s,T,K)ds

‘8

t rt -
- [0 [ EPMENy 65 0e, st ages.
T J

)

Pour s € [I,ﬁ], £ e [s,é]. Donc en changeant 1'ordre d'intégra~

tion, avec ¢ € [:T,t] et s € [T,?;] (théoréme de Fubini).

t
e(t—£>L<a,x>[ f

T

£
wn(i,s,X)¢l(S,T,k)ds}d€.

Un+l(t,T,A) = [
T

t
(t=8)L(E,Q)

T

Par consé&quent, (1-11) est démontré pour tout k. On pose
oo
(L, ToA) = ) $k<t,r,x).
k=0

D'aprés (1-12), ) ﬁk étant convergente vers @,
kz1




t
(1_13) @(t,T,A) = lpl (t’T’A) + f ‘I’(tsS’)\)lpl (S9T’>\)ds
T |
et
t
(1-14) UCe,T ) = e (ETDLILA) ( (BN 50+ A )ds.

T

Nous indiquerons les conditions pour lesquelles 1'équation (1-13)
admet une solution unique : &(t,T,A), et la relation (1-14) définit wune
solution continue unique de 1'é&quation intégrale (1-8) et du probléme (1-1),

(1-2).

2) Ecrnitune du probleme modifié et premithres hypothlses.

Nous int&ressant & la recherche des solutions périodiques de

période 1 de 1'Equation

du
= = L(t,\)u + g(t,A,u)
E(t,A) f dt

u(0o,A) = uo(X)

ou bien de
t

(1) u(t,A,uo) = U(t,O.A)uo(A) + [»U(t,s,l)g(s,K,u)ds
(o]

nous pouvons déji &crire que la solution du probléme E(t,A), u(t,k,uo) s

doit satisfaire &
u(l,A,uo) = uo(k)'

c'est-3~dire 3 la condition

1
0 = [U(1,0,)) - i]uo(x) + f U(1,s,M)g(s,A,u(s,Au))ds.
0




Notons alors par m(A,u),
1

m(A,u) = [ﬁ(l,O,A) - i]uo(k) + f U(l,s,A)g(s,A,u)ds.
0

Nous &tudierons donc 1'équation modifiée suivante oli u est telle

que u(l,A) = u(0,A) = uo(A).

t
(2) u(taxsuo) = U(t,O,A)uO()\) + f [U(t,s,k)g(s,)\,u) - m()\yu)]ds

(o]

n
Chercher une solution de (2) revient 3 chercher celle de E(t,A)

N = Lee,Vusgle,n,w + (e -0k,
E(t,))

u(0,r) = uo(A).

n
D'abord E(t,A) nous donne (2).
En effet, en posant v(t,A) = u(t,A) + tm(A,u) oli u est solution

n
de E(t,)), mnous avons

v(0,A) = uo(k)

et

dv du
it = ac T rOsw

]

L(t,\)u + g(t,A,u) + tL(t,A)m(A,u) = m(A,u) + m(A,u)

L{t,A)v + g(t,A,v-m)

[}

d'ol d'aprés (1-5),

t
V(t,k,uo) = U(t,O,A)uO(X) + f U(t,s,\)g(s,A,v(s,A)-m)ds
0

ou bien
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t
u(t,A,uo) = U(t,O,A)uo()\) + I U(t,s,)\)g(s,)\,u)ds - tm()\’u)-
0

\ .
Inversement, (2) nous donne E(t,)A) et donc elles sont équivalentes.

Premidres conditions sur L(t,A).

L(t,A) est une famille d'opérateurs linéaires fermés avec un
domaine commun B ne dépendant ni de t, ni de ), dense dans E. L(t,\) est
l1-périodique en t, continu en A et t pour la topologie de la norme

.
.

de B dans E, ot B est muni de la norme du graphe II

1/2

Hiull) = (lul}? + o] Aed etteR

L(t,KO) = L(t) est inversible pour tout t dans R. A est un petit inter-
valle autour de Xo. A est réduit en Ao de facon que L(t,A) soit inversible

pour A € AO et t € R.

Cette derni&re condition sur L(t,ko) nous permet de dire que

la norme du graphe || || de L(t) est équivalente 3 la norme de L(t)

dans B car

1/2

HIxl (] = el + [xDY2 = luos] 2+ L onexd] |52

115

1/2 1/2

<1+ [t w1

Heox|] € 1+ sw L@ 52 )Lex]] .
1

ogtsg
Nous supposerons de plus que pour tout t,T,s € R,A,u € Ao

il exiife 61 € 10,1] tel que

8
H1) e - wowle™ @] < e (amul+fe=t]

§
H2) LD - LA - L + L] L || € eylamulle=t] .




En fait, on peut remplacer dans (HI) et (H2) L-](s)

par L-l(s,v) pour Vv suffisamment proche de Ao ([ﬁ] pages 30-214)
de sorte que 1l'on a pour ¢t,T,s € R, AsU,V € Ao et AO réduit de fagon

que c1|v~Ao| < % R

- c 8
HIT) R - L] s,w]] < L (amu] + et D
I-c, [v=) |
1 o
_1 C2 61
HZ') (e, 0) = LT, D+L(T,w -L(t,w) L7 (s,W) || & — — | A=u| |t-1]
I-c, |v-A ]
1 o
De plus,

" Le spectre de {L(t), t € R} est supposé constitué de deux parties :

1) La premidre est contenue dans un secteur angulaire dans la moitié

gauche de €,

54 = {8/]8-n| < ¢ < %} .

2) La seconde consiste en un nombre fini de valeurs propres dans

c
S¢ s
0 (i.e. dim[Ker(L(t)—uI):l = codim[Im(L(t)—uI)], pour chaque t € R).

dont chacune engendre un opérateur de Fredholm L(t) -~ ul d'indice




D'aprés [6], chapitre IV-5, page 213, le spectre de

{L(t,A\), t €}, pour A € Ao , ol Ao est une restriction de A,

est formé aussi de deux parties, la premiére dans S, et la seconde

¢
. . " c . .
qui consiste en un nombre fini de valeurs propres dans S¢ qui varient
. -~ - . C
continliment par rapport & A si les valeurs propres de L(t) dans S¢

sont comptées en accord avec leur multiplicité. Une troisi&me hypothése

est émise sur L(t),

Ik >0, Juw>o0/ Veer, Yue s$ ,

3 -1 -1
H3) [t + 0T -~ L)) || « K (fu] + D
Posons -A(t) = L(t) - wl
I1 résulte d'aprés [:3] page 108, que pour T € [:O,l], -A(T)
engendre un sémi—groupe analytique e_tA(T) (t > 0),

e_tA(T) = E;—-J eut(uI + A(T))—ldu
im Jp

oi I est le bord de S¢.
Si A est un réel assez voisin de Ao , alors 1'hypothése (H3)

reste valable pour A(T,A) = wl = L(T,A) (Bﬂ dans 1'appendice).

Pour A tel que

CIIA—AO|(1+KOmax(I,w)) <1, tel[0,]] et ue S; R
H3')
€2

1—c1|x—x0|(1+K0max<1,w))

1

(1-15) I + ACt, ] < (ul+D”

et par suite

(1-16) o EA(TA) _ 5#— J Mt + A(t,A)) ldu , avec T bord de S,.
in Jp ¢




-A(T,A) est donc un opérateur infinitésimal générateur du semi-groupe forte-

ment continu e—tA(T’X) (t 3 0).

3) Premidnes estimations.-

Rappelons d'aberd que si ¢ ei]O, g{: et M est une constante
positive, un opérateur B dans un Banach X est dit de type (¢,M)
si

(i) B est un opédrateur fermé i domaine DB dense dans X H

(11) 1la résolvante de B contilent le secteur

T¢ = {uy, w#o0 /-g - ¢ < arg u < ég_+ ¢}

et

HraLBY || = [Jar -8 ] « 2 s per

Notre opérateur A(t,)\) est de type (a,M) ol o = g._ o et

Ko )
M = . En effet :

I—CIIA—AOI(I+KOmax(l,w))

p(-A(t,\)) = {u € €/ul - (FA(t,A)) = pI + A(t,)) est inversible}

contient S;. Donc p(A(t,A)) contient le symétrique de S; par rapport

-~

3 1'axe des imaginaires, 3 savoir le secteur

{e/¢<e<zn—¢}={e/%—(12‘-—¢)<e<-3-;1+(12‘~-¢)}=T£_¢
2

et par définition, A(t,A) est de type (a,M) lorsque X est voisin de Xo.

Nous pouvons conclure d'aprés [3], théoréme 2-1 que -A(t,A)

-TA(t, )

engendre un semi-groupe e analytique pour T > O,
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fortement continu pour T > 0, lorsque X est voisin de Xo et t € [b,l].

Nous avons alors les estimations suivantes :

l le-TA(t,A)I l < ¢ e—(ST

(1-17) 3

e T .

(1-18) ]|A(t,>\)e'TA(t’”|l < ¢ =6 -l
Montrons d'abord (1-17). Pour cela rappelons que pour tout ¢t € [b,l]
et pour A assez prés de Xo , L(t,X) est inversible. Donc O est bien

dans 1'ensemble résolvant de L(t,A), et en particulier dans S . D'aprés

00

1'hypothése (H3)', uI + A(t,)) est inversible pour tout u€S¢ , donc
pour Y = 0. La continuité de la résolvante de A(t,A), nous permet de
dire qu'il existe un voisinage VO de O dans € contenant un disque de

centre O et de rayon 60, dans lequel uI + A(t,A) reste inversible.

§ K
Nous choisirons un ¢ <.60 tel que 2 < 1 et on
1—cllx—xo|(1+Komax(1,m)) 2
montrera que
-1 X 1 o
@+ ace,0) - 617 || r Yuesg
' l—cllk—ko|<}+Komax(l,w» [u| + 5
K
0

)

auquel cas 1'opérateur A(t,A) - 8I sera de type (g-~¢,

. ~T(A(t,A) =01 .
et -(A(t,A)-8I) engendrera un semi-groupe e (A(t,0) ) analytique pour

T > 0, et fortement continu pour T 2 0, lorsque A est voisin de AO.

K
¢]

Appelons par M la quantité .
l—c1 I)\—KOI <1+K0max(l ,w))

I-c, |>\—Aol (1+k _max(1,w))
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(uI + ACe,A) - 61) 1 = 2 B_Iﬂ_%t_@_ _ oyl

g‘( 1)

- (1 - AL A

Pour U € S; s [[(BliééEi&l)-lll < ——Eg—-s M§ <1, donc
[ul+1
[T+ A, = D7 ¢ ——tpe— . — -« — L - ¢ M
1 - lul +1 Jul+ 5y
|u|+1

Considérons alors l'intégrale

o T(A(E,1)=6T) E%E J HTuT + AceL N -1 ~Lay

r

ol [ est une courbe Coo entourant le spectre de ~(A(t,A) - 8I) et son

int8rieur, se composant des 3 courbes suivantes :

reiel
-~ =0 \/
‘\\\ i0
e
Sd> 1
J
T
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« un arc de cercle centré en O,
—191 +'161
e et e , i.e. {(r,0)/r =

]
Soit le changement de variable U = E;

e—T(A(t’A)_él) et notons par TI'

de Cauchy nous permet de dire que le contour T'
puisqu'on reste toujours en dehors de spectre de

D'autre part :

K
o

le nouveau contour (' = 1T).

1, -8 sesel}.

1

dans 1l'expression de

E T+ aem - D7 <

KT
[¢]

1-cl|A—x0|(1+Komax(1,w))

<

I—CIIA-XO|(1+K0max(l,w))

ce qui nous donne

|| TACE, =8 M (BTL T+A(t, 1) =81)

T

- ks |

1 Ko

1—c1]x—xo|(1+xomax(1,w))

N

2m

J+w rcos@1 dr f+m rcos(-el
e — + e
r 1

N

| ey dad
1" ]

lu

de rayon 1, qui relie les points

Le théoréme
peut étre modifié em T
-(A(t,A) - OI).
u'y-1
]
(u'[_l pour T # 0O
et w' eT
T
T
v Jan
J |eU l du
T It |
) (6
S; . 1 cosede
_91
cose1
do = 2(ed, - = )
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6ﬁ cos 6] < 0. D'ol (1-17), c'est-id-dire

cosel K
e o

)
cosb) 1-c | A=A | (14K max(1,0))

He“TA(t,)\)lle(ST < % (ele -

Puisque A(t,A) est fermé, nous avons

(A(t,\)-6T)e T (A(E;1)=8T) 5{; f " (a(t,0)-61) (- T+A(t,\)=81) ) i%—

r

En écrivant

ACEN) = 6 = (A(e,0) - 6T + 1) - Koy

et en rappelant que f M du' = 0, on a
r

~T(A(T,\)=6T)_ _ 1

(A(t,A) - S8D)e [ (E% I+A(t,A)—GI)—leu'u' du
r

21T T2
et
‘ : cosf
. 1. K
ey ST(A(T, =6 1 ] e : o
|1 (A(E,\)=8T)e | Il <= . = (8 —=35

)
1 I—CIIA—A0|(1+KOmax(l,w))

On sait que (A(t;A)—GI) est inversible pour A voisin de Ao et

2K
1, - s < ©
I-c | A=A | (1+K max(1,w))
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En écrivant

-TA(t,A) -TA(t,A)

At,\)e = [L+61(ACE,1)=6T) '] (ACE, M) =6T)e

on montre que

cose1 K
e o

)
2089 1oe, A=A | (14K max(1,u))

_ =0t
[lace,ne ™ EN | g e 2 (ge -

d'ot (1-17) et (1-18) avec

cosB1 K
e o

)
cosB
1 l-cllx—Aol(1+Komax(1,w))

2
C3 =—T‘r' (ele -

On a aussi les résultats suivants :

v t,T,5 € R, AU,V € Ao, A assez voisin de Xo,

s -
ED) [|a(e,0A 1(r,u)ll <M

(1-19) { B [[[aC6,0) = att,w]a (5,0 ] < My(-ul + Je=t] h

o

c
\ E) [[AGe,0) - At + At - A, W | sz‘?'— M, | A-u| |-t
1

E2) impliquerait que la fonction d'opérateur (A(t,K)A_l(s,V))

est uniformément continuepour t e€/R et A € Ao un intervalle ouvert de R

autour de Xo et périodique en t et s, donc uniformément bornée sur

R XA, 1i.e.
o

E} M1 > 0 indépendant de t,A,s et Vv tel que llA(t,K)A_l(s,v)|| £ Ml

d'oll El).
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E.) est die essentiellement 3 la borne de L(s,\))A—l(s,\)) qui est

2
-1 w C2
HL(s,v)A (s, |] ¢ + 1
l-cllv—ko|(1+Komax(l,w))
C1 w C2
et on a EZ) avec M2=———-———— 1 +
l—cll\)—)\ol 1-c1|v—xo[ (14K max(1,w))

De la méme fagon E3) est obtenue.
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(B)  SOLUTIONS FONDAMENTALES DU PROBLEME DE CAUCHY.

Déginition :
Une fonction d'opérateur U(t,T,A) (& valeurs dans B(E) espace

de Banach dont les éléments T sont des opérateurs linéaires bornés muni

de la norme |IT|] = Sup lll§ll ), définieet fortement continueen t,
x#0 [ [x||

pour 0T £t<g 1, contineen A € Ao’ est appeléesolution fondamentale
de (1-1) si :

. olU . , . .

i) Sz(t,T,X) existe pour la topologie forte et appartient & B(E)

pour O £ T <t £1 et est aussi fortement continue en t

(t<tgl) ;3
ii) 1'image de U(t,T,A) est dans B = D(L(t,A)) V t,A
... AU
1i1) S (6, T, - L, DU(E,T,A) = 0 (t <tgl)
UCT,T,A) = I.

La construction d'une solution fondamentale est donnée dans les

prochains paragraphes.

1) Proprietés du semi-ghoupe e_TA(t’M.

Lemme B.1.17.-
Les inégalités suivantes ont lieu pour t,T,s,E,Nn € [b,l] et

AsU,V,0 € Ao :

§
(1-21) || TAGEM _TTAGS V) M203(ZC§+C3+1)[1K‘U| +le-s] e
(1-22) HA(E >\)E—'I‘A(t,]-l)_ 'TA(S,V)jII < MM (8 3+2 +1)[[)\— I""t" '61‘1 -81_~-1
JA) e e < M Mc,(8eg+2c, U s| Je T
(1-23) | |aE,n) [eTTAEH AT G ) <

2,2 CS1 -8t
< M Mycy(2e+ Q0 +1)eg+3) [[A-u[+[t-s] Je™°T .
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Preuve :

e‘(T“E)A(t,)\) e—gA(S’U)

Puisque les semi-groupes et sont

fortement continus pour 0 £ § < T, pour v € B, 1la fonction

—e—(+T-€)A(t’A)e_£A(S’U)v est continiiment différentiable

¢$(&) =
et ¢'(8) = e_(T—E)A(t’X)[}(s,u)—A(t,A)]e~£A(s’U)v. En intégrant la dernidre

égalité de 0 3 T, on obtient :

T
(1-20) [ AN _"TAGS W, [ TN gy ace, 0] e EAEWogr, v e .
0

En utilisant (1-20) et en procé&dant comme Sobolewski [E], on peut

écrire
T T T
- _ ' 2 =(z -o)A(t,w) o _ - = A(s,V)
e TA(t,U)_'e TA(S’\)) - j e 2 [A(S,\))_A(t,u)_lA l(s,\))e OLA(S’\))dOLA(s,\))p
O .
T T T ‘
-5 A(t’u) Py —("— _OC)A(tQU) -1 _
* Alee Jz e’ [AGs,W-aCe, WA (s,v)e %4 (5 Vg
O X
T i
- = A(t,p) _ - = A(s,V)
+ e 2 [A(t,U) - A(S,\)):IA 1(s,\))e 2
- AW R ) - acs, W] (s,W)

et d'aprés (1-17), (1-18) et (1-19) on a (1-21). (1-22) et (1-23) peuvent

étre vérifiées d'une maniére analogue (en utilisant (1-19)).

A partir de 1'identité
t
(1-24) (e AN msA(T, Ay, f AN A Ly (v e B)
s

nous pouvons énoncer le lemme suivant.




(1-25)

(1-26)
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Lemme B.1.2.-

Pour tout t,s,T,§ € L-_O,l], A, L€ Ao s

T P R I R R TS

TEAMTA) AT 72 0] € M Ce

Ce lemme 3 son tour nous permet d'&tablir :

Lemme B.1.3.-

-TA(s, 1)

La fonction A(t,\)e est uniformément continue pour la

-~

topologie uniforme (i.e., pour la norme de B(E)) par rapport a toutes

ses variables oi 0 < T T + A1, t et s € |}Ll] et A et Y€ Ao.

A(t+At,N)e

Preuve :

—-(T+AT)A(s+As,u) ~TA(s,p) _

- A(t,Ve

[A(t+ AC,X)_A(t,\))]A—l (S+AS,U)A(S+AS,u)e_(T+AT)A(S+AS’U)

+ A(t,v)[é-ATA(S+AS’U) _ e—v'A(S+As’u?]A_2(s+As,u)A2(s+As,u)e‘TA(S+AS’U)

+ A(t,v)[;—TA(S+AS’U) B e—TA(s,p)]

et d'aprés les bornes (1-17), (1-18), (1-19), (1-22) et (1-26),

8
IIA(t+At’A)e"(T+AT)A(S+AS,U) _ A(t,V)e—TA(S’p)I' < M2C3(T+AT)—1[|X—v!+At {JE-G(T+AT)

3
3

ot_-2

+ M c e °'T ‘At

3 -81_-1 61
+ M M,C,(8C3+2Co+1)e T [|u-p|+ds ]

—Smin{t,s}lt_si
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Nous avons alors le résultat suivant :

Conollaine :
Pour 0 TtT<tgl, XA et Ue€ AO, les fonctions d'opérateur

EA(T’A) _ A(t’u)]e-(t—T)A(T,k{ EACT,X)-A(t,uﬂ e—(t-T)A(t,u)’ e—(t—T)A(T,A)

e-(t-T)A(t,u)

et sont uniformément continues pour la topologie uniforme

en t,T,A et y.

Considérons maintenant 1'op&rateur A(t,\)e A(S’U)A”I(E,\)).

act,ne AW e oy 2 ae,0a T e ™G W 6 a2, vy

D'aprés (1-19), A(t,K)A—l(s,u) et A(s,u)A—l(E,V) sont uniformé-

. -TA(s .
ment continus et e TA(s, 1) est fortement continuepour T » O. Donc

A(t,A)e—TA(S’U)A—I(E,V) est fortement continu pour T > 0. En conséquence,

pour 0 £ T < tg1l, les fonctions d'opérateur

e-(t-T)A(T,u),e—(t-T)A(t,K) ot EA(T,u)—A(t,A)]e_(t_T)A(T’“)A_l(T,u)

sont fortement continues en t,T, A et .

Reprenons les é&quations (1-12) et (1-13).

ﬁl(t,o,x) = EL(t,A) - L(O’A)JetL(O,A)
= [a(0,)) - A(t,x)]e'tA(O,K)ewt
= Wl(t,O,X)ewt
ol qll (t903>\) = I:A(O,)\) - A(t’)\)]e—tA(O,)\). Soit
t .
(1—12)' Wk"’l(tgos}\) = {O Wk(t’s’k)\yl (S,O,A)ds et \P(t,o’)\) = kgl lyk(t’o’x).

on a alors
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t
(1_13)' Y(t,0,A) = wl(tsoax) + { W(t,S,X)WI(S,O,A)dS-
0

2) Existence et contdinuite de Y(t,s,\).

(1-13)' est une 8quation d'opérateurs du type de Volterra (par
rapport &4 T = 0). Son noyau Wl(s,O,K) est continu par rapport 3 s,A,
pour s > 0, d'aprés le corollaire du lemme B.1.3. Les estimations (1-18)

et (1-19) nous donnent :

§,~1
(1-27) |1¥, ey, || € M,C4 ] s L mo(e=s)

De ceci, on peut dire que (1-13)' a une solution (£,T,A)

unique et continue pour tout t et T lorsque t > T et qui vérifie

M,Cq

3 §. -1
1 1
(1-28) [1Y(e,,0) ] < M2C3{1+MZCBB(61,61)e Ht-1|

oi B représente la fonction d'Euler et pour k 3 2, Wk(t,T,A) est

définie par la relation de récurrence (1-12)' et satisfait a

k
F(6))"  _seem ks -1
1 e 5(t T)It"Ti 1

k
|]wk(t,T,x)|| < (M,Cy) ffﬁg;y

et (1-29) Y(t,T,A) L ¥ (6T,0.

k31

En multipliant (1-13)' & gauche par Wl(s,t,x) et en 1'intégrant

de T & s, on obtient
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s t
¥ (s,t,)¥(e,T,)dt f Wl(s,t,k)[jrvl(t,E,A)Wl(E,T,X)déjdt + ¥, (s,T,2)

T

S S
J [f ¥, (s, £, ) ¥(E,E,0)dt] ¥, (5,T,M)dE + ¥, (5,T,)).
T g

t
Ainsi la fonction H(t,T,)\) [ Tl(t,s,A)W(s,T,k)ds satisfait 4 1'@quation

T
t
(1-30) H(t,T,\) = Wz(t,T,A) + ( H(t,s,k)?l(s,T,A)ds.
T
Par conséquent :
) t
H(t,T,\) = Wl(t,T,A) + J Wl(t,s,k)?(s,T,A)ds
T
et la relation suivante a lieu
t
(1-31) Y(t,T,A) = Wl(t,T,A) + j Wl(t,s,A)W(s,T,A)ds
T

(1-31) nous permet d'établir la régularité de VY(t,T,A) en t. Soit

0 T<tgt+ At<1l. Alors, en premier lieu, grace a (1-27),

N

-6(t—T)|t_T!61—]

(1-32) |[wl(t+At,r,A) - ¥ (6,1, ] € 2M,Che

D'autre part,

¥ (E+AE,T,0) = ¥ (6,T,0) = [A(e,0)=A(erae, 1] e (FFAETDALD)

-AtA(T,A)_I]'(t‘T)A(t,A).

+

[A(T,M)-A(t, )] [e

La norme du premier terme du second membre ne dépasse pas




{
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$
(1-33) M,Cqe S(e=T)py ](t-T)—l

Puisque la norme du second terme ne dépasse pas celle de

Wl(t+At,T,X) - Wl(t,T,k), elle ne peut donc dépasser

1

6_
-8 (t- 1
(1-34) 2M,C e (t T)It—T]

D'autre part, ce terme est &gal &

AN - A8 e [ e ORI T 3y a% (1,0 ETDAA)

Sa norme ne dépasse pas

§,-2

2 ~§(t-1) 1

Fl—35) 4M,Cle At]e-t|
D'aprés (1-34) et (1-35), la norme du second terme est majorée
par

| § -1\1-8 _ §,~2\6 8, o s
2,C e S g ! } 1{4M2C§e 8D e (e-1) ! } b 2M2C3(2C§) R P

Ainsi la norme de la différence Tl(t+At,T,A) - Wl(t,T,k), ne dépasse pas

~ 81 _s(p—t) O -
(1-33) 2M,C, (1+(263) e ST Tie-ny™!
D'aprés ceci et (1-32), on peut &crire que

$

_s(e-1). &1 -
(1-36) [[¥, (exae,T,0-¥ (£, 10| < 2M,c, (14262 e §(e-Dpe 1) gmr !

pour N e(@,él]).
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Lemme B.2.1.-
Pour tout n € ]0,8 ], 0gT<.tgt+Atxgl, Xed
1" n-1
(1-37) [[¥(e+at,T,)-¥(t, T, || < 2M,C (1+(2c) )D*(za +B(n,6,))e(1-28)] At (t-1)" .
Preuve : Pour démontrer ce lemme, on utilise (1-31) ol
t+At
Y(t+At,T,A) = Y(t,T,A) = Wl(t+At,T,A) - Wl(t,T,A) + J Wl(t+At,s,A)W(s,T,X)ds
t

t
+ ( [¥, (e+dt,8,3) = ¥, (t,8,0)]¥(s,T,A)ds
T -

et en se sefvant de (1-28) et (1-36) pour n € ]O,éi] on a ce qu'on veut.

On a besoin aussi d'une estimation de la norme de
[¥(t+At,T,0) - ¥(t,T,0]A7 (s,1) -

Tout d'abord 3 partir de l'estimation

-8(t~-T) 61
(1-38) IIWI(t,T,X)A (s,)|| s M M,Cqe | t-1|

et de (1-13)', om a

5
(1-39) e, 1,087 (]| < Mpe (l+ el-28) g6, ,6,0) e

En utilisant (1-31), on &tablit de la méme maniére que pour (1-37)
1'inégalité
4

- ¢,-n .
Y(t+At, T ,A)=¥Y(t,T,A) |A 1(s,u) < e(1-40)At 1 le=t]" ot n e 10,6
o | R 1-

(1-40) ¢ 8 28

1 I C(1-28)
et C(1-40)= 2M 2CBSup(S l+3C ]+2C3 ) (1+ 5 8(61,61))

M€y
K {1 + B + MZCSB(H,SI)}.

1
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n
—

Soient A,u € Ao et 0<s <t

¥ (t,5,0)-¥, (E,5,1) = (A, 1) -a(e, 0] A7 (s,1)A(s,0) [o7 (ET9IA(E D)o~ (Eme)Als, 1

v [AGs,M)=ACE, V) =A(s, W+A(E,W]A T (5,10 ACs, e (7AW,

D'aprés (1-18), (1-19) et (1-22)

C §, -
3 2 1 -8(t-s
(1-41) llWl(t,S,A)-Wl(t,S,u)Il < M2C3[?2(BC3+ZC3+1) +-E;:}]A-u||t—s| e )
Nous pouvons énoncer le lemme,

Lemme B.2.2.-

Pour tout 0T <t g1l et A, ue A ,
o
M2C3

8. -1 8
(1-42) ||¥(e,T,)-¥(e,T,w ]| < |A-n]|e-T] ! LC(1=41)B(8 58 L 14M,C, (14M,C,B(8,,8 e b

MyCq

%)
1411,C,8(5,,6 e

Preuve : En utilisant (1-31), nous avons

t
\P(t,T,A)—‘P(t,T,U) = \yl(t,T,A)"\yl(t,T,U) + ‘( Eyl(t’s’k)-\yl (t,S,U)]\y(S,T,X)dS
T

t
+ f Wl(t,s,u)EP(S,T,X)—W(S,T,ui]ds-
T

Les estimations (1-27) et (1-28) rnious permettent d'écrire

MZCB

8§, -1 61

Ny (e, T, 0=¥(t, T, || € c(1=41) | A=n]|t-1| ! [+M,Cq | 144,C,B(5 |, 6, e B(8,,6,)

t 61—1
+ M,Cy f (t-s) [¥(s,T,0) = ¥(s,T,1) | |ds
T
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et d'aprés un lemme dans les équations différentielles ordinaires, on obtient

(1-42) (lemme de Gronwall).

3) Continuwité de U(t,T,A) par rapport & t, T et X ek sa

differentiabilite par rnapport & t > T.

En faisant le changement de variables v(t,)\) = u(t,)\)e_wt

dans le systéme

(l_l) ut = L(t,)\)u

(1-2) u(o,r) =1
on obtient le nouveau systéme 3 &tudier

(-0 v, = ~A(t,\)v

(1-2)" v(O,A) =1

Les équatiops en U(t,T,)A) se transforment en :

t
V(t,s,k)EA(T,x)-A(S’Ajje—(s—T)A(T,A)ds

T

(1-8)"  V(t,t,\) = e (FTDAMA) [

(1-9)"  v(t,T,0) = ) V. (£,1,)) avec
k30

e—(t—T)A(T,A)

Vo(t’T9>\) =
(1-10)" ¢ o
Vk+1(t’T’>\) = J’ Vk(t,S,A) [A(TQA)-A(S,A)]Q (S T)A(T,A)ds
T
b —(t=s)A(s,N)
(1-11)" Vi (ET50) = ( o~ (E=8)A(s, ¥, (s,1,A)ds kK =1,2,...

T

wt~T1)

~ce qui nous donne U(t,T,A) = e v(t,T,\A) et toutes les propriétés de

u(t,t,A) se déduiront de celles de V(t,T,A).
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. _ -(t-T
D'aprés les propriétés des fonctions d'opérateurs e (t=1)A(T, )

et V¥(t,T,\) &tablies ci-dessus, il résulte que V(t,T,A) est uniformément
continu en t > T et fortement continu én t 2 T. De plus V(T,T,A) = L.

La formule

t
(EDAT) J e (E7)AG: My (g 1 2yds
T

(1-14)" V(t,T,A) =

définit la solution unique continuede 1'équation (1-8)"'.

Sobolewskiil [7] prouve que la fonction d'opérateur V(t,T,A) est
fortement continiiment différentiable en t pour t > T et qu'elle vérifie

(1-1)'. Pour cela, il considére

t-p

Vp(t,T,X)v = e_<t_T)A(T’A)v + f e_(t-S)A(S’x)W(s,T,A)V ds

T

oi v est arbitraire dans E, t-T 2y >0 et 0 < p <yY.

Lorsque p - O, Vp(t,T,A)v -+ V(t,T,A)v uniformément par rapport

-

a t21t+Yy. De plus, Vp(t,T,A)v est continliment différentiable en t et

d'apraés (1-31),

3V (t,T,\)v o to .
e T o A e (ETDAMM Ly J e (A0, My o 4y )y ds
ot T

t .
+ f ¥ (6,8, ¥, 1,0y ds + e PPN g 00w e, T, 0]y
t-p

+ [e7PAEmO D) e, T, 00w

=I +I, +I +1I +I_.




(1-43) <
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I3 ’ I4 et 15 convergent uniformément vers O par rapport 3

t 2T+ 7Y lorsque P > 0. Il montre de plus que

D%
61

2
t M .C 8M.C §
-(t-s)A(s,A) 273 273 2,1
A(t,A)J e ds < e {1+c + + (1+(2c¢) )}
4 T I 356 (8- 3

oi ne ]O,GIJ.

Donc

P - (t-8)a(s, )

t
||A(t,x)J ds|| < 2c(1-43)
) T

Y(t,T,A)v &tant continue en t pour t » T+y, A(t,A) é&tant fermé et B

t-pe-(t—s)A(s,A)

dense dans E, il résulte que A(t,A)f
T

Y(s,T,A)v ds converge

te—(t—s)A(s,x)

T

uniformément par rapport & t 2> T+y Vers A(t,A)f Y(s,T,A)Vv ds.

Ainsi V(t,T,\) est fortement continliment différentiable en t pour ¢t > T

et satisfait 3

V(t,T,A)

(1-44) Tt

+ AL, M)V (t,T,A) = O.

Evaluons é:présent v(t,T,A) - V(t,T,Uu) pour A, U € AO et 0T tgl.

V(E,T,0) - V(E,T,0) = o (EmDA(T,A) -~ (e-T)A(T, W)

+

t
I [;—(t—S)A(s,k) - e'(t‘S)A(S’“)]W(s,T,K)dS
T

t
+ f e—(t—s)A(S’u)Ef(s,T,X) - ¥(s,T,H) [ds.
T
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En utilisant les inégalités (1-21), (1-28), (1-17) et (1-42)

( ) M,Cq
Sup(l,C3) 61
[v(e,t,0-v(e,T,m || < [A-uf ., 5 B(S,»8) |1 + MyCB(8,,8 e
(1-45)
M,Cq
14M,C. (14M 5,8 ° 2,0 +1) (1+4M, )+M, (8G2+2C. +1 +’C2
L M,Co(14M,C48(6 ;8 )e ) || (2C3+C+1) (14M,)+M, (8C,+2C+1) c,

4) Unicite de La sclution.

D'aprés ce qui précéde, il résulte que le probléme

(a) f %‘—é— + A(t,A) =0

(b) l v(0,0) = u (V)

a une solution v(t,A) = V(t,O,X)uO(X) (c)

qui est continue pour t > 0 et continiiment différentiable pour t > O

puisque uo(k) € B. Reste 3 prouver que cette solution est unique. Si

A(t,)\) est bornd, il est clair que v(t,A) est alors unique. Dans le cas

ot A(t,)) n'est pas borné, Sobolevskii [?] page 18,montre que le probléme (a),

(b) a une solution unique. Pour cela il approche le probléme (a), (b) par

dv _
(1-46) ¢t A (6Dv =0
(1-47) v(0,) = u ()

ol An(t,A) = A(t,A)[% + % A(t,k)}_l sont des opérateurs bornés pour chaque

n=1, 2,..
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I1 nous donne aussl le corollaire suilvant

Conolhaine. -

On a 1'identité de semi~-groupe suivante

N
V]
N
—
N
r

(1-48) V(t,8,\) = V(t,T,\)V(T,s,0), A\ € A, s O

Vv(t,T,A) est non seulement fortement différentiable mais aussi

uniformément différentiable en t pour ¢t > T.

<

l.
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(C)  PRINCIPALES ESTIMATIONS.

1) Puissances gractionnelles d'operateunrs.

La borne (1-17) nous permet de définir les puissances fractionnelles
négatives A %(t,\) d'un opérateur A(t,)) par la formule

(1-49) A%, =

+00
1 [ STTACE D) a1 > 0).

') 70

Pour tout o > O, on pose Aa(t,A) = EA-oc(t,)\):[_l. Cette définition
est raisonnable puisque si A_a(t,)\)v =0 => v =0 et alors il existe

un inverse [A_oc(t,)\)]—l.

Pour o > 0O, Au(t,)\) est un opérateur fermé, généralement non borné
dont le domaine de définition D[Aa(t,)\)] est dense dans E, ol
pa%e, ) c paP(e,1)) pour a 38, et BC DMA'(t,\)) CE pour 0 <7y < 1.

D'aprés Ize ESJVA,MGAO, te[O,l] et 0 ga<vy«<gl,

p[a¥o, 0] € %@, )],

Pour tout o, B et pour Vv € D[AY(t,}\)] o v = max{a,B,o+BR},

AO*B

1'identité A%, AP, v = APe, A% (e, v = (£, v a lieu.

Théoneme C.1.1.-
. Y
Soient o < B < y. Alors pour Vv € D[A (t,)x)]

il

B
A v [T

(1-50) 1148 e, v ] € c1-50) | |AY ¢t 00v] |

ot C(1-50) sera précisé ultérieurement.
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Preuve : Nous allons établir (1-50) dans le cas oi o =

et 1 < B < 0.

Pour tout € > O

€ -B-1 +00 _
Bty = J STA) T T f ACe,nye TACEN) 471 T
o T(-B) _

D'apraés (1-17) et (1-18)

c,lvll o cllatevl] .
&P, v ¢ —2——— B -3 e (-1
(-B)T'(~B) (-B-1)T(-R)

En minimisant pour tout € > Q, on a

€,

— 187 v 7By ] R
I'(1-B) (1+B)

4P e, v <

Ainsi (1-50) est prouvée pour =1 =0 < B <y =0. En
la substitution A_l(t,X)v = w, mnous é&tablissons sa validité pour

O=a<B<y=1,

20
|1aB e, 0w ] < -Eé IIA(t,A)WHBHWHl ",

-B~-1
(t,A)v —17-_3')_ dt.

< B < 0).

faisant

D'aprés cette inégalité et (1-18), pour B > 0, on a les bornes

suivantes :

28+ 2+ [B] gy [€] e

‘TA(t,X)II <
B - |8l

(1-51) IlAB(t,A)e -6t B

_TA(t,K)Il < m ‘STT—m

(1-51) | 1a™ (e, 0)e (mc,)"e
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2
2¢C
(1-51), ||A8(t,x)e'TA(t’)‘)l| < “‘gi e 0T 7P | 0<B<l
ol Eﬂ = partie entiére de x.
En écrivant
AB(t,A)v =
€ | -B-1 +0 -g-1
-y ~TA(t,\) T Y J -a —TA(t,\) T a ,
A T(t,\)e —— A'(t,\)v dT + | A T(t,N)e = A (t,A)v dt
[o I8 e T8
pour a < B <Y <O et o, Y ¢ Z, on montre que
8B e nv] | « —— S € o) Y e ayv] [T (4%, v | T
I'(-8) (y-B) (B~a)
cgz'Y(c3[—y] y =] ng_("(c3 [-a]) (-]
ot C(-y) = et C(-a) =
-+ [=v]) =(o+[~a])
et pour 0 <a<B<Y et 0o, Y¢€Z,
Y-8 5
. - B—d Y-
C,C(y-0) " *(y-a) B 8
|1aBce,ov]] « = 1A (e, 0] | Y7o 1A%, )| | Y7

I'(y-B8) (y-B) (B-a) '

ngy—a(% [v-o]) [
oi C(y-a) = et y-o ¢ Z

y-a- [y -ad

pour o, Y € Z, on utilise (1—51)2 , ce qui ach&ve la démonstration

de ce théoréme.
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On montre de maniére analogue que 1l'inégalité

Y-8 B-a
(1-52) 1148 e,0v] | < e By e Y™ AT (e 0v] ] + % | 1%, v |

est pour tout € > O, une condition nécessaire et suffisante & 1'accomplis-

sement de (1-50).

Definition. -
On dira qu'un opérateur B est subordonné 3 1'opérateur Ap(t,A) si

(1-53) - | 1B (e, 0] < c -

ne—————.

,Sobolevskii([i] page 22) a montré que Aa(t,X) est subordonné 3

AB(T,u) pour 00 <8 et a<1. On a alors

(1-54)

(1-55)

f 2 o~
4o s

IIAa(t,A)A_S(T,u)II < 31

y o (B-o)

oi 0<a<1, a<§

IIA'B(r,u)II S 036'8 pour 8 > 0 .

?) Bornes de L'opérateur V(t,T,\).

Lemme C.2.1.-
Si 0cag 1l et 0gvy<g 1l alors pour tout A, H, V € AO s

t, T€:[0,1] et 0<s <,

§
| 14Y (g, ) [ SAEW 7AYoy || < c(1-55) (Ju-v]+ | e-1] 1)e 9827,
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Preuve : D'aprés (1-20), pour x € B tel que x = A% (t,v)y, Yy EE

S
AY(g’A)Eé—SA(t’ule_SA(T’vEJX = [ AY(€,X)e-(SmO)A(t’“)EA(T,v)—A(t,u)]e—OA(T’V)x do
0

Pour 0 <y<1, 0<o<1, onutilise (1-50) en prenant

x = A_a(’r,\))y,

Pour o € JO,1[ , y e Jo,1[

(1-55) <

. 4
8MM, C 8
|18 (6,0 [ SACEW_ZSA T,y e 123 (fuoyfefem| He ™%
\ ; (0=0") Cy=y7)
Si a=0 et ye ]O,1[, onutilise (1-21), (1-22) et (1-50)
et on a
(
pour Y € ]0,1[
| ‘A’Y(g’x) [e_SA(t,U)_e—SA(Ty\))] ‘ l <
(1-55), <
MM, C2 8
¢ — 23 (8C3+2C3+1)Y(20§+C3+1)I_Y(Iu—vl se-t] De %Y

X v

f
pour o € ]0,1[_
2
(1-55) ~ _ _ 2M. C 3§ _
3 < IIE3 SA(tsU)_e SA(Ta\))']A Ol-(T’\))H < a_(l__z___a%_ (lU"\)l + It“T‘ l)e (SSSOL
\
4 pour O € ]O,l[
| [a(g, 0 [eSAEW) 7AYo oy ]|
(1-55), o
4 4
C4M M,C I
S ~T%:§3§-(2c§ + MGy Cyt &) (Ju~v] + |t-1| He 8s 0-1
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pour Y € ]O,l[
(1-55) ~ 3
5 2M M203

||AY(g,A)[é_SA(t’U)‘e_SA(T’\OJA—I(C’p)II < =1

-Gssl-y
y(1-v) )

6y
(Ju-vl+[e=t] De

En posant

[oc(l—oc)y(l:—y):r1 si o # {(1) et y # {c;
E(a,Y) = < l:oc(l-oc):l-'I si " et Yy=0 ou |1
E}(l—yi]—l si =0 ou | et vy # {T

(e ve B B e e (33, ()

étant exclus,

' 8
(1-55) < | [AY (g, 0) [ SAEW _T8A(T VI "0 1] ¢ (Jumv]+[e—1] 1ys® Ve 08

3
8c +2c +1|Y
Yor 2 2 3 3
8M'M.C sup(l,CB) s 3t Cy

17273
L 203+C3+1

22 C4¥CL+AE(,Y) -

Lemme C.2.2,-

Si 0<B<gacxg 1+<S1 alors pour tout U,A € Ao, £ € [0,1]

et O

N

T <t

N

1,

(1-56) 8% Ewe” CTAEDLTBE ] < ca-s6) | et ] BTOETD),

Pour pouvoir montrer (1-56), on aura besoin d'évaluer la quantité

||Ay(g,u)[§‘5(r,x) - A‘B(t,\ojll pour y < B et B > O.
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D'aprés (1-49), on a

+00
(1-58) A—B(T,X) - A—B(t,\)) = ______l___ f [e—SA(ts\))_e_SA(T,)\)]SB-ldS.
@ |,

En utilisant ceci, on montre que

pour Y <0 et B>0
_ _ B §
(1-59), HAY(E,M) EA—B(T,A)—A B(t,\))]H < 1\12c§(20§+c3+1)<‘5Y B{Ix—\)! + |t-1| 1}

et
r Pour 0<Y <B et vy g1

Y Y-Br a
2M1M2c35up(1,c3)6 I'(B Y)El(y)

(1-59), ¢ | ]AY (&, [}'B(T,A)—A'B(t,s)] I <
INE))

8 |

3 Y, nn2 1=Yri5 1 ;
\ (8C3+2C4+1) ' (2C5+C4+1) {r=v] + |t=t] '}
x-[EDH™Y sioxém
oll EI(X) =
1 si x e N .
Montrons 3 présent (1-56)
Aa(t,v)e—(t_T)A(t’V)A—B(T,A) _ Aa—B(t,v)e—(t—T)A(t,V) .

A% (e, vye” ETDAEM LB 3y 4B, 0]

La norme du premier terme du second membre se majore grace a (1-51)

et celle du second terme grice a (1-51) et (1-59). On a alors
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,
Pour 61 £ B<gocg 1+61
(1-56), < A ye (DA B
c(1-59)
-5 (t- - 2 2
{ e ST B “.8c33up<1,cB){El(a—s)+El(a—e+dl). ( y =83, )}
(
Pour O < B < 61 et R g acg 1+61
(1=56). < |[a%(e,ve” CTAEM B ) <
2
e_é(t_v)It-TI8—a26C3Sup(1,C;)LEI(G-B)+E1(d—8+61)( C(1-59)
Y=B-3,

Lemme C.2.3.-
Si 0O0gBgax<1+ 61 alors pour tout X € Ao , DT <t<gl,
on a 1'inégalité de base suivante :

(1-60) 1 a%Ce, v (e, 1,08 2@ || € c1-60) [e-r| P

Preuve : D'apréds (1-53) de Sobolevskii Dﬂ, pour X € D[AI—B(T,AH
et 0<Bgl1,

vt A B x = e DA LTB Lk

.
+ ( e"(t_S)A(t!A) [A(S’)\)_A(t,}\)]V(S,T,)\)A-B(T,A)X ds.
T

En composant 3 gauche par A(t,\) et en utilisant (1-56), on'a

|




(1—60)l ﬁ

0<Bxgl

N

A, DV(E, AP € Je-t]P7 e (8,8 e 1 y28¢,5up(1,C))

-

2M2C3Sup(1,C3)6 I SCg+2C3+l max(O,B-—cSl
El(l-B) + E2(8’61) 5 >
51 2C3+C3 +1
p
1 si B = 61
oli EZ(B,él) = <
1
si B # 51 s, 0<B<g H
188,

Appelons H(B) 1la constante de (1-60)1.

) 2
(ZC3+CB+1)

Soit maintenant un o

tel que 0 < B g o< 1+61. D'aprés (1-61), pour x € D[AI—B(T,A)] et

-~

0 < B< 1, en composant par Aa(t,k) a gauche, on obtient

(1—60)2

(1—60)3

4C"M2H(B)

8%, V(e T,0A P[] € {er + —— |e-t] 5
B(1+61—u)
0<le9 BSOL<1+§1
oi C' = C(1-56) et C" = C(1-51).
|1a% (e, )V (E,T,0A T, ]| €} C-56), + H(1){ (£-T)

BRgac< 1+61 et B> 1.

En utilisant (1-14)' on montre que

(a-l)(1+61—u)

B~o




(1—60)4

(1—60)5

(1-62)

...39_.

M. C

273
2C¢_Sup(1,C,) 2M,.C _
1A%, wvie,,0 ]| < w1 —2 3 g ()§1+ —-1—1<1+M C.B(S,,8)e + J[lt-t]™®
1T D . 1 5 273°4%1°%)
0<ac<l
et en écrivant, pour 1 € o < 1+c31 ,
_ 1 1
Ao{l(t,X)V(t,T,)\) = Aa(t,}\)V(t, P%I"A)A Z(E%I:A)Az(t;r ’A)V(t;’ryT’)\)9

| 1A% (e, ) v(e, T, 0 || < 2¢ 1(1-60)2C1(1—60)4|t—T|—a
(x..__ ——n
*2 2

ol 1 o<1+, (ici C"< 8C3Sup(1,C§)E1(oc)).

La borne (1-60) va nous permettre d'établir la régularité par

rapport 3 t des fonctions d'opérateurs V(t,T,A) et %% (t,ToA) =~A(t, )V (t,T,A)

Lemme C.2.4.-
Si 0gagl, 0B« 1l alors pour tout U, A € Ao s, £ € [b,l]

et 0T <tgl,

—(t— - 8. +B-o.
1A%, [V (e, T,0)-e  CETOAE B oy ¢ Cy g(1-62) [e=t| 17 .

Preuve :
Pour (o =0, BR=0) et (a=1, B=0) 1'égalité (1-14)' nous

donne ce lemme. Lorsque o e:]O,l[ et B =0, on applique (1-50) et on a
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pour o € ]:O,l], n (—:]O,él],
M,Cq
§.~a 24, C. Sup(1,C.,) $ 3
—(t- : 1 1
A% [ EDAED 1, 0] 1] ¢ el DR @) —EE——s ) De
(1-62), < n-é,
?gfg o I-a
M M.C S
1 273 1 3 2 2
L Gl—n (1 +—==e )(8C3+7C3+M2C3+24M2C3+2) 2C3+2C3+2M2C3+1

Lorsque « € L_O,l:] et 0< B g1, onutilise 1'identité (1-61) et on considére
les cas- (0 =0, 0<Bg 1), (a=1, 0<B<Z 1) et (O<a<l, 0<Bg1).

En les résumant, on obtient

’ ‘
pour 0gac<l1l, 0<B<gl

(]--62)2 ﬁ o
L _ 4M.M,C,Sup(1,C,) 8. +B~a
18% w0 [ (e, Ton-e EDAEDT B )|« L2 2— 3 B H@ |e-1] !
\ 1
Lemme C.2.5.-
Si 0gagl, 0gBgYX< 1+<S1 , 0<+vy-asgl alors pour tout u,Xer,
ge [0,1]], 0sgT<t<tritg]l
(1-63) | 1a%(E,w) [\J(tmt,T,x)—V(t,T,A)jA‘B(T,A)|| <€ g Y(1-63)/39("*(:;—1)E"Y.

Preuve : On écrit

A%(E, 1w [T (erde,T,0) - V(E,T,A]8 P (1,0 =

At :
{Aa(i,u) [F(trhe, e,0) - e BEACEFABNTA Y ¢ ) A“(g,u)[ A7V (erar, 1y TSA A ) g
[¢]
Q at —AA(t+At,A) - =Y a -B
+A (g,u)[ A(t+he,M)e M a5 [A7Y (e+AL, A) -A (t,kii}A (£, M)V(E,T,A)A (1)
(o]

= {(a) = (b) + () HdD).
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61+y—a
D'apras (1-62), , | @)]]| = C, Y(1—62)2At oi 0s0<1 et O<vy<gl,

Le terme (d) se majore en norme grice a (1-60), suivant les différentes valeurs
de vy et B, of 0B Yc< l+61. (b) et (c) se majorent en norme grice
a (1-50), (1-51) et (1-56), pour 0 £ o < vy < 1. Alors

(
Oga<ysl, 0gB<gyc< 1+61

_ _16M%sup(1,CHE, (@)
|1a%E,w [T (esat, 1,0 -v(e,1,0]A P, || € a7 % e-r) By 31

(1-63)1 < Y - O

MZH(Y)

CY,3(1—60){ 61 + 2E1(1-Y) + Cl,Y(l_56i}'

Pour 0 <o <1, O<y-acxl, 0 BgyYX< 1+61 et 1 <,

1'inégalité (1-63) est montrée dans [7J.

I1 résulte en particulier de (1-63) que pour tout A € Ao’

0T <t < t+éAt € 1,

0 Bgy<I+, , Yy > 1

(1-64)

[ [A(t+At,)\)V(t+At,T,)x)—A(t,)\)V(t,T,A)]A-B(T,)\)] | < Y(1-64)AtY'1 lt—TIB—Y.

“g
En effet, il suffit d'dcrire
[ACt+AL, ) V(E+AL,T,0) - ACE, DV (t,T,0)]a P, =

ACt+At, ) [V(E+AL,T,0) = V(t,T,A0] AP (1,0)

+ [ACe+at,0) - ACE, VAT, DAL DV(E,T, AP (T, ).

La norme du premier terme du second membre est bornée grice a (1-63)

et celle du deuxiéme grice 3 (1-19) et (1-60).




| (1-65)

(1-65)1

U 8%,
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R
Lemme C.2.6.-
Si 0gBgl, 0gac<arte < 61
gef0,1], O0OsgT<t&l,

| 18%(E,wace, ) [, T,0)-e (ETOAEA]

b

Preuve :

Ppour B >0, i.e. 0 < B <1,

, 0<Bxgl

0 <ac< 61

U)A(t$>\) [V(t,T,)\)-e

le cas oii a =0 et O0<Pg1

0 est donné par (1—62)1.

Pour R = 0, on é&crit

—(t‘T)A(t’x)]A—B(T,}\)H < (t_T)

alors pour tout U, A € Ao ,

s Pl < c, €(1_65)(t_T)B~a—1+61—e

,B

(1-65) découle directement de 1'iden-

tité (1-61) en utilisant (1-51) et (1—60)1. On a alors

8. —o+B-1 16MM,C

2
1M Sup(l,C3)H(B)

3
a.B(Gl—a)

est donné par (1—62)2 et celui

V(tr,n) - e ETOAED L@y b ) 4 (o) =
- _ Le-1)
t+T - (EEI)A(t’T )| -1 et t+T -1 7 MED
v(t, 5~ sA)—e A (—5—',K)A(—§“',X)A (t,MA(t, ) e
t-T t+T

_ - EDHaEE

sy, SR 0a ‘(t;T,A)Mt’Z’T,A)‘}(tf,r,x) —e 2007 ]
— t-T t+T t-T

B} ~EDHAESY - B

+ V(E, S5, DA ‘(%,xmﬁzf—,mte 272 e 2 ]



(1-65), <

(1-67)
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—G(E:IO

D'aprés (1-65) , | A% @€, WAL, @)]] < C, | (1-65) M C.2e 2 (b

1a%E,wae, ) ® || < [1a%E,wa™ @, 0] 11a% e, o] ]

§,-1-a~e 8M?C§6_€
< (t-T) G Carpee,1 (1760050, (1-62),

de la méme fagon, en utilisant (1-22),

§,—o~1

) 1

. +§ ~1-0-¢ 8M?C§6-€ ¢, (1-22)
AT, WA, M) () ]] 5 (e-1) —_— (1-60), ———

0E a+l+e,l M

1

Pour 0 < a < ote < 61 s

- §. —a-e~1
1%, wace 0 V(e T, 0= ETDAED] | gy ] 8C,5up (1,C,,

M1 C1(1—22)
Mlca,l(1_65)l + agCOL+I+€,1(1—6O)2(C1(1—62)l + M1

Conollaine. -

W Aedh ., Ee [0,1]] et 0T <tsl,

(1-66) [1a% @€ wae, v (e, T,08 @ ]| < (e f e 5. (1-66).

B :

Lemme C.2.7.-

W, Aeh ,Ee [0,1] et OsT<tgt+Ats<l,

lIAD(E,U)[}‘t+At’A)V(t+At,T,X)“A(t,A)V(t,T,A)JA_B(T,A)]| < Ata'p(t_T)B-Q-E—IC

Si 0 < a < aarte < 61 , 0 B< 1+61 , B <o+ 1, alors pour

Si 0sa<a+e—:<61, OB +a, 0 £ p §€a alors pour tout

a,B,0,

€(1—67)




(1-69)

[
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La preuve est dans Sobolevskii [ﬂ

.
Q
[}

0 =p (1-67) est donnée par (l-64) avec Y =0 + 1

.
©
]

0 et 0<qg < 3§ " " " " "
1

0 <o < o+e < 61 ’ 0 < p<ga, ORI +a,

1"‘3* E 1__ 9
_ 1 3 - o - o
C(1-67) = 4aE1(p)(a) Sup(l,C3)(Ca,B,€(l 66)) (Ca+1,8(1 64)) .

En particulier, il résulte de (1-67) que la fonction d'op8rateur
Aa(g,u)v(t,T,A) est uniformément continiiment différentiable en t pour

t >T et que

(1-68) = [EWI(ET,0] = -a%EWAEDVET,L) .

En ce qui concerne 1'équation conjuguée, Sobolevskii [i] a montré
que pour x € B, 1la fonction V(t,T,A\)x est différentiable en T pour

T £t et que

'ﬁ% [V(e,T,Mx] = V(E,T,)A(T,)x .

Lemme C.2.8.-
Soit 0 € o < 1. Alors pour tout U, A € Ao , 0Tt < t+tht
et pour toute fonction £f(t) continue sur B),E],
t+At t
{[A&(E,u)[fT V(t+At,s,A)f(s)ds - ( v(t,s,A\)f(s)ds] || & ¢, (1-69)
T

att (| Log At|+1)max]|[£¢s)|].
T<sStE+AL

1




(1-70)
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La démonstration de ce lemme a &té faite par Sobolevskii[i].

§ L.
Toutefols nous précisons que

[}

Cu(1—69) Ca’o(l—63) + 3Ca(1—60)4'

Lemme C.2.9.-
Si 0gacxgli, 0 < B 1 alors pour tout 4y, Vv, A € Ao ,

ge [0,]] et 0gsTcts,

1A%, v [V(t,T,0) - V(t,r,u)]A‘B(T,x)ll <C, B(1-70)|x-u| [t—TIB_u.

Preuve :

» Lecas ol & =B =0 est donné par (1-45).

Pour "R #0, i.e. 0 < B g1, d'aprés l'identité (1-61) on a,

1A%, [V (t,T,0) - V(e,T,w]a @] <

142, DA _ DM, 8

[ACs,M)-ACe,0]a™ (5,0 ]

t
N f ||Au(g,v)[é—(t—s)A(t,A)_e—(t—s)A(t,u{]
T

[[AaCs, V(s,T, A P (T,0) | | ds

-(t=8)A(t, 1) |,

[A (s, M) =A(t, A=A (s, W+ACE, W] (5,1 ]|

t o
+J | 1a¥(E,v)e

T

|IA(S,X)V(S,T,X)A—B(T,X)lIds

-(t-s)A(t, 1)

[ACs,w-ACt,w]a™ €W

t (¢}
+ f [ 1A™ (&, v)e

T

AW [V(s,To0) = V(s,T,w]A (1,0 | ]ds .
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Pour o = 1, d'aprés les inégalités (1-55), (1-22), (1—60)l

et un lemme dans les équations différentielles ordinaires :

,
Pour 0 < B g1
M M,Cq
S
- -8 _ Bl 1
(1-70) THA(E,\))[V(t,T,)\) Ve, T,W]A (L] < X ul Je-t) M1M2C3(1+Mlec35(g,5])e
3
3 8C3+2C3+1 9 3 CZ
EI(B)EI(I-B)SSup(l,CB) 3 (203+(M1+1)c3+4)+3(g,51) M, (8C5+2C,+1) +5= H(B)
L 2c3+c3 +1 | 1

Lorsque & =t et VvV =1,
2(1-70). = M.C,(1+M.C 8 Ty }
( )l = M,Cq M2 38(8, l)e Y te....

Pour O <o < 1, 0<Bg1
‘iAu(ﬁ,v) V(t,t,0) - V(t,T,u)]A-B(T,X)l < | A-u] (t-T)B—OL8M(iLM2CBSup(l,C:;)

8C +2C3+1 a2 - n
(1-70) E(a,B) (—5—) (203+(Ml+1)03+4)+5(6,1+<Sl~ot)'vEl(Ot)C(l—7O)l
2 2c; +Cy+1

w N w

8C

( +2C,+1 - ) c,
+ H(B) (M.E(at,0)] —5—)(2C5+(M +1)C +4)+ = E (a))-‘
2 2c2 +c_+1 374 3 c, 1 g

3

w NWw W

)




(1-70) .4

(1-70)4<

_47...

Pour 0 < B g1
( | [vce,t A;-V<t T]a PN ] € Pl fe-r] c(1-55) "2 + M,C,B(8,+1,B)
s by s ToH 5 H B€]O,IJ 273 1 s

€

n
[MH(B) + ET-H(B) + c(1-7o)1]} .

Reste le cas oi B = 0. Lorsque o € ]0,1[, d'aprés 1'identité

(1-14), les estimations (1-55), (1-28), (1—51)3 et (1-42), on a

(Pour 0 < o < 1

Ha%Ew [V, u0-ve,n,w] ] < A=y e ™ C(1-55), o +

M203 )
61 2C3
8(61,1~a) C(1*55)u’0M203(1+M2C36(61,GI)e ) + —GF-C(I-AZ) .




CHAPITRE 11

ETUDE DE L'EQUATION NON LINEAIRE MODIFIEE.

(A} INTRODUCTION.

Reprenons l'équation modifiée

,
%% = L(t,)u + g(t,A,u) + [tL(t,}) - IJm(A,u)
1
E(t,n) ¢ m(A,uw) = U1,0,A) - Du (A) + [ ucl,s,\)g(s,A,u(i,s))ds
0
\ u(0o,r) = uo(X)

o . . .
et cherchons sa transform@e E'(t,)A) par l'application qui 3 u(t,A)

associe v(t,A) telle que u(t,A) = ewtv(t,l)

-t
v, = e (ut—wu)

]

—A(t,)\)v+g(t,)x,&!wtv)e_wt + [ktw—])l - tA(t,K)]e—wtml(A,v)
1

o m (4,v) = (eV(1,0,)-Du (A) + f (1, s, 0207855 0 veS)ds.

0

Ainsi le nouveau systéme i &tudier est
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( g-‘é + ACt, )V = h(t,A,v) 0

N

t <1

v(0,)A) = uo(k)

B(E,A,v) = g(t,A,e ) S [(tw-1) T-tA(e, 0] e ™Fn, (A, v)

1
L ml(x,v) = (“V(1,0,0)-D)u_(A) + J V(l,s,))e
° 0

w(l_s)g(s,k,vews)ds

que 1'on peut écrire comme dans le premier chapitre sous la forme

t

v(t,h,u ) = V(E,0,0)u_(0) + J U(t,s,)\)g(s,)\,vews)e_wsds—te_wtml()\,v)

0

w(l-s)

‘ 1
ml(k,v) =<§wV(l,O,A)—i>uo(A) + [ V(l,s,\e g(s,k,vews)ds.

0

Pour X € A, soit 1l'opérateur Ao tel que

AO(A) = A(0,7)

Ao(xo) = Ao

et pour t € E),I] on pose A(t,)\o) = A(t).
On sait que AO a un domaine B dense dans E et vérifie grice

ia 1l'hypothése (H4),

c
our € S .
P H o

la + w7 <
4 lu]+1




(H4) 4
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v
(B)  EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION DE E'(t,A).

Soit o € [b,l[. et supposons que g, qui est 1-périodique en ¢t
vérifie 1'hypothé&se suivante sur E X Ao X BLI],

(
Ve,re [O,l],VuluzeE/ [|U1H < R, ||u2|| <R, W,veEN

_ 8
e -8 0,0 || € o]l 1+ Ty |13 [ 1,7y | T+ lumvl s [e=e] 1]

oi R est un réel positif et € une fonction continue croissante

de m+ dans IR+ telle que €(0) = 0. De plus g(0,A,t) = O dans

L A, x [o,1].

et que

\/ AsU,V E Ao, u est une fonction continue en A et vérifie

(H5)
[1a, ) [u G = u ][] < N [u=v].
Finalement, supposons comme Friedman [?] que
(H6) Ve Y 8% 0] < &

(H7) 4

assurant l'existence d'une solution définie sur un voisinage de 0 et

1'hypoth&se

( R et !le(u)uo(k)ll sont tels que pour tout A et U € Ao’

w
b4e Co‘(l--60)4 g

1 - e(2R) - 0
f 4e¥C(1-60 -1 4El(a)M?C38up(l,C3)6a~1(1+2ewcl(1—60)1)
R > {1-e(2R) ——— = 1A Gou O]
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qui permettra d'affirmer que la solution obtenue est définie sur [b,l].
Ici, les constantes Ca(l—60)4 s Cl(l-60)1, El(u) sont celles définies

dans le premier chapitre.

Theoneme 2.1.-
Sous les hypothé&ses (H1),...,(H7) et u, €B, 1l existe une
n
solution u unique de E(t,A) pour ¢t € [b,f] qui est continiiment

-~

différentiable par rapport &3 t € [b,i], dans le convexe ||u|]a< R.

Pour démontrer ce théor&me, nous introduisons les ensembles

QA(K,n) de ‘toutes les fonctions yx(t) continues sur BLI] telles que :

(6] o
v = Au

(2-1) yA(O) = Ao OsA 0 OpA

2-2) Yere 0,1, |y @ -y @] < xet]”
oi n est fixé dans ‘]O,l—a[ et K est un nombre positif vérifiant

pour A € V. ,

A
o
1
‘(AO(A)uOJJ(Ca’l(I 63) + R + Re(R)C(1-69) (1 + 7o) < K.
t
(2-3) Hy)\(t)ew || <R, Vie [0,1].
et une transformation w_ = Ty  définie par w_ = 2%, on w
Y A LAY 0"\ A

est solution de

dw - e
"a‘E + A(tQ)\)W - h(ts)\sAo Y)\(t))

w(0,A) = uO(A)

(%)
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ou bien de 1'équation intégrale

t
(%%) w(t,A) = V(t,O,K)uO’A+ JOV(t,s,X)g(é,A,A;ayA(s)ews)e_wsds—te_wtml(A,A;ayx).

Cette &quation est de la forme
t

u(e,)) = V(t,0,M)u_ + f V(t,s,\)f(s,\)ds + te
0

Wt .

Friedman [3] a montré que (lemme 6-1, page 122) V(t,O,)\)uO est

la solution unique du probléme.

du _ -
It + A(t,A)u =0 (Ot gl), u(0) = u
t
et que (page 129) x(t,A) = f V(t,s,A\)f(s,A)ds est 1l'unique solution de
0
%% + ACE,)x = £(E,0) 0<tgl
x(0) =0

si f est holdérienne. Notre fonction m, €tant indépendante de w(t,A)
et g étant holdérienne, &3 ) fixé, (%) ou (¥¥) admet une solution unique

w(t,A).

. o] e s
On montrera ensulte que wy = Aow = Ty dCfinie sur rb,ﬂ
appartient a QA et que T est une contraction, c'est-a-dire qu'il existe

" .
une fonction %X € Qk telle que T%A = vy Alors vy = Aoavx est la solution

cherchée de E'(t,k).
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Commengons par donner une estimation sur

-wt T

(1) = g(t,2,A y(0)e™)e™ — g(r,0,a  y(0)e e ™

Supposons d'abord que O £ t €T € 1.

(1) = [e(t, 0,8 Yy (0)e) - g(r,1,a %y (0 )]e ™"

+

[6(, 0,4 % (1)e™™) - g(1,2,4 %y(m)e ] e ™"

~WwT

).

+

g(T,A,A;Gy(T)ewT)(e—wt - e

D'aprés 1l'hypothé&se (H4), pour lly(t)ewt[[ <R et ||y(T)ewT|l < R,

§
] < ey 1% + [y@ e et 1+ [[y@® -y ][e?He™"

e el 1y 1% + [y ] 1D |y ] || t-e2T|e™e

+ e(]!Y(T)liewT)]Iy(T)ewTII‘e—wt - e-wt‘.

-wt —Wwt
le ™ - e |

On a < wlt-Tl et

y 1%t = [[yne ][ < &

donc

§
] < e@R(Je=t] P +]]y0) = vy |

+ €(2R)Rw|t~-T| + £(R)Rw|t-T]

$
< 2R {|e-1| by K|t-t]" + 2Rw|t-1|}

< €(2R) (1+K+2Rw) | t-T| pour 0 < t<7T¢g1
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Lorsque 0 T < t <1,

§
HAE = =11 s edlym e + [y [ (Je=t] 4| ly@-y) || He™"
r eIy + [y ][ lycer|||eT - e0Fer
+ ey [ | ly(oe [T - et
Dans ce cas, Hy(t)HewT = ||y(t)ewt||ew(T-t) < R et de la méme
manidre que précé&demment,
min(él,ﬂ)
[1C1)|] < €(2R) (1+K+2Rw) | t-T |
On-a donc montré que
- min(8;,m)

[le(t, 2,8y (e e ™ —g(r,2,4 % (1)e")e™ || < e(2R) (1+K+2Rw) | £~1]
(2-4)

Vt,T € B),l], A€ A, et y/ Hy(t)ewt][ < R pour tout ¢t € [O,l:].

-wt

et que g(t,k,A;ay(t)ewt)e est uniformément bornée en v,

llg(t,A,A;“y(t)ewt)e'th < Re(R)
(2—5) | wt
pour ||y(t)e |] <R et tout t € [b,l], A€ Ao.

Ces estimations permettent d'affirmer 1'existence d'ume solution
. . Q
de (*%¥) unique pour un y dans QA' Soit wy = Aow.
Montrons que wy qui s'écrit ainsi
t

_ .0 o -0 ws, -ws _ -wt o -0
wy(t,l) = AOV(t,O,A)uo’A + A0 foV(t,s,k)g(s,A,Ao v(s)e e ~ds - te Aoml()\,Ao y)
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appartient 3 QA' Pour cela, nous commencerons par donner une bornme sur la

o, -0,
norme de Aoml(}\,Ao V).

o -0, oW o
Ao ml()\,Ao v) Aoe V(l,O,A)uo,A - Ao uo,k

1
+ [ AuV(l,s,k)ew(l_s)g(s,X,A_ayews)ds
o © o

_ow,a,l -1 _ a0, o
= e AA (1,M)A(1,0)V(1,0,A)A (O,A)A(O,k)uo’x AA, (A)Ao(k)uo’x

1
+ e [ AuV(l,s,X)g(s,X,A 0‘yews)e_msds.
o © o

En utilisant des estimations du chapitre 1 et (2-5), on a

£, (0)ale,Sup(1,6,)6% (1+e”C, (1-60) ) Re(R)e“C_(1-60),
[|a_(Mu xll + =
1-o ° ©> 1-o

(2-6) || IAgml (A,A;“y) Il <

et d'aprés 1'hypothése (H7),

|82 (LA %n) || < R

Evaluons 3 présent wy(t+At,X) - wy(t,k) pour O < t £ t+At € 1.

a
w (e+de, ) - wo(£,0) = A [V(t+at,0,0) - V(t,O,}\)]uo’)\ +

o e+dt -0, +Ws, ~Ww t
+ Ao {J V(t+At,s,A)g(s,A,Ao v(s)e e Sds - J

V(t,s,X)g(s,A,A;uy(s)ews)e—wsds}
0

0

- l_(t+At)e““(t+At) - te"”'jAg‘ml(x,A;“y).
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En utilisant (1-63) pour O ca <1 et B=vy=1, et (1-69) nous

obtenons :

l_.
l|wy(t+At,A) —wy(t,x)|| € C, (1-63)A¢ ulle(X)“o,x‘l

+ C(l—69)At1—a[!Log At|+1] max |lg(s,K,Anay(s)ewS)e_wsl|
O<s<t+At ©

[0} -0
+ Atlleml(x,Ao ) ]

1- 1-
< Ca,1(1‘63)||A0(X)uO’A|lAt ® 4 c(1-69)Re (R)At  [Log|At|+1] + RAE.

On sait que O <o <1 et ne€ ]O,l—a[; donc

26! Log at|+1] = ae"[ae M Log At + pe! o]

Sachant que pour X € ]O,l] et ae€ 10,1[, xalLog xl < E% ’

||wy(t+At,A) - wy(t,A)ll < Atn{I‘AO(A)uo’xl]Ca’l(1—63)+C(1—69)R€(R)(1 +]_é_n) + g}

et d'aprés la condition (2-2),

||w (t+At,A) - w_(£,0)]] < Rat'.
y y

-

De plus, w (0,A) = A% . Il reste donc & vérifier que
y 0 0,A

||wy(t)ewtll < R pour que Vo soit dans Q-

IEXOLIE AT e 1] 1ae 000,087 0 ][40, 0 1]

t
+ J ||AgV(t,T,A)||.||g(s,x,A;“yews)e'wS|1ds et
o]

+t e_wtilAgml(A,A;ay)!|ewt
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o o-1 w
4M1C3Sup(1,C3)6 El(a)(e 2C1(1 60)1+1)

g IIAO(A)u
1-o

ol

w
. 2Re(2R)e Cu(l 60)4

1-o

et d'aprés (H7),

wt
| [w_(t)e || < R.
y
On considére 3 présent QA(t,n) comme un sous—espace de 1l'espace

de Banach Y = ([O,l],E) des fonctions continues yA(t) de I:O,l:l dans

E, muni de la norme

1y, 111 = sup  |ly,(e)]].
A 0<txl A
Nous allons montrer que T : Yy - Tyx = Wy est un opérateur

A

continu dans QA muni de la topologie induite par Y.

Soient yl(k) et yz(k) € QA (Pour plus commodité&, on note par

Y19Yqs les fonctions yl(k), yz(X), oi A est fixé dans Ao) et

z, = AW z, = AW
4 )
Puisque wy =Ty = Agw ol w est l'unique solution de (¥),
alors pour i = 1,2, Z.1 vérifie
dz.

i _ -0
<t A(t,>\)zi = h(t,)\,Ao yi)

Zi(O) = uo,h'
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On aura alors

d ~0. -a
f Tr 2172y + A0 (2,2, = h(t, Ay, (£)) = h(t,),A "y, (£))

L 2,(0) = 2,(0) = 0

ou bien, d'aprés (¥x),

2, () = 2,(t) = V(t,7,0) [2,(0) - Z,(0)]

t - :
+ J V(t,s,2) [g(s,k,Aoayl(s)ews) - g(s,A,Aoayz(s)ews)Je “®ds

0

_ . wt [' -0y -a
te ml(A,A0 yl) ml()\,Ao yZ)J.

|
|
\
|
|
|
I
Or, g é&tant uniformément continue au sens de Holder, la diffé- !

-0, ws —-a Ws\q —Wws
rence [é(s,A,Ao yl(s)e ) - g(s,)\,Ao yz(s)e )]e

1'est aussi par rap-
port &4 s, et donc Zl(t) - Zz(t) sera l'unique solution de cette &quation.

Ceci nous permet d'écrire

w

t
NORRENNON A‘c’)‘ J V(t,s,A) [g(s,A,Aoo‘yl(s)e‘*’s)—g(s,;\,A;O‘yz(s)e‘”s)]e"‘*’s ds

y52 .

_ -wt o =0 _ —=a
te A [mOLA Ty ) - m (LA TY,)]

t
fo AV(e,5,0) [B(s,2,8 % ()€ -g(s,1,4 ", ()e)] e ™ ds

1
T J 2U(,s,0e 0 [g(6,1,87%  ()e%) - g(s,1,A %, (s)e®%)]ds.
o © o o "1 o "2

L'hypothése (H4) permet d'établir l'estimation

||[g<s,A,A;°‘y1<s>e‘°S> - g(s,x,A;“y2<s>e‘”S)]e“”S|| < e[|y () - y,(]].
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Nous avons donc en utilisant 1l'estimation (1-60)4 pour 0 ga <1,

t
e (®) - (©]] sj
y Yy

1 ¢, (1-60) , (t=8) e (2R) | |y, (s) = y,(s)||ds

0

I
+ IO Cu(l—60)4ew(l—s)—a€(2R)|Iyl(s) - ¥,(s)||ds.

Alors :

2Ca(1—60)4€(2R)

I-a

e, =, 11 < 1y, = 3yl

. 2Ca(1—60)48(2R)
Sachant de plus, que <1 ((H7)), T est alors une
1—0(, \

contraction et poss@de donc un point fixe y € QA et

t
y(t) = ASV(t,O,A)uO \* Ag f V(t,s,x)h(s,x,A;“y(s))ds.

0

En posant v(t) = A;ay(t), on a alors

t
v(t) = V(t,O,)\)u0 N + f V(t,s,\)g(s,A,Vv ews)e—wsds -te tm1(>\,v)
? 0

qui est continliment différentiable sur BLI] et solution du probléme non

. s N, wt . Yy
linéaire E'(t,A). u(t) = v(t)e sera solution de E(t,)).
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(C)  DEPENDANCE CONTINUE D'UNE SOLUTION DE E(t,x) PAR RAPPORT A SA
CONDITION INITIALE ET A A.

*» ~ '\J -
Une solution de notre probléme E(t,)) est donnée par

t
u(t,A,u ) = eth(t,O,A)u + emt f V(t,s,K)g(s,A,u)e_des - tm(A,u).
0, A 0,A 0
Notons ||u(t,A,uo)||a = ||Agu(t,X,uo)||
et ||ul|a,t = Sup ||u(s)||a.

O<s<t

Théoneme 2.2.-

Avec les hypoth&ses du théor&me 2.1., pour O g a <o+ B <1,

0 TEK t,u,v dans Ao, ||u0|la . Ilvolla < R, on a pour

||u(t,X,uo) - v(T,v,vo)|‘a = ||u(t) - V(T)||a :

. 4ewCu(l—70)4
I|u(t)—v(T)||a < | a-v] {4e Ca,l(1-70)2[|Ao(A)uo|| + — Re(R) +1

* |[AO(A)(u0-vo)||C(1—54)(4ewcl(1~60)1 + 2)

I_ -
+ je-t| T B{lle(V)vo|Iew(Ca’l(l—63) +wC(1-54)C, (1-60) )

L

w
we
+ R(1 + —Z~) + (1 + fe

w
JRe(R)e (Cu,0(1—63) + 3Ca(l—60)4)}

oli (Iu(t)l|a et |lV(T)|lu < R pour tout t et T dans E),ﬂ.

Pour montrer ce théoré&me, nous aurons besoin de plusieurs estimations.

Nous commencerons par une &valuation de IIAz[@(A,u) - m(v,v)]]] oll
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lu ||, < ® et [Iv(]], <R Ve, te [0,1].

mOuw-n,w | < e“llagva,on - ve1,0,m]a |18 00ul |
+ew||AzA-l(l,v)||.|IA(l,v)V(l,O,v)Agl(v)ll.||Ao(k)(uo—vo)||
a, -1
] |aca o [ ][ a ) Cugv ) ||
1
- l_
' foIlAiLV<1,o,x> -~ vt,ow] |- e@awe ™ fdo
1 |
¥ ( | 1a2v 1,0, ||| [glosns0) - g(,v,v] e | do
JO

< éwCa,l(l—70)2|A—v|||A0(X)u0|‘+C(1—54)(ewcl(1—60)1+1)|IAO(V)(uo—vo)II

w
e Ca(l 70)

T el 0 el ool

e’c_(1-60)
I I I ML SR T

1-o

(

N

| [mO,w)-mu, ) || c<1—54)(e“c1(1—6o)1+1)|le(v)(uo—vo)||

ewCa(1-6O)4€(2R)
(2-7) < * = Hu=vily 4

e®c (1-70) ,Re(R)  e“C_(1-60) ,€(2R)
o (e 170 00 1+ ot s =

C

D'autre part,
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il

Sup ||u(s) - V(S)Ila

vl
’ 0<s<T

< sup || a%[V(s,0,) - V(s,0,v)]u ||
0<s<T ° o

+ Sup ||ewsAaV(s,O,v) (u-v )]
0<sgT ° o o
p0 w(s=-0)
+ Sup || Ao[V(s,c,x) - V(S,O,\))]g((j,)\,u)e dol |
0<s<T 0
"y r w(s=0)
+ Sup || Ao (S’O’V)LS(OsA,U)-g(O,V,v)]e d0||

0g<s<T 0

+ Sup | lS(Iﬂ()\,u) - m(\),V)) l |(X
0<s<T

N

ws 1-0
Sup e C (1-70) IA—VIS IlA (Mu ]I
0<s<T o, 1 2 o 0

+

sup e“°c(1-54)C, (1-60) | ||a_ (V) (u_-v )|
S

+

S
sup | ¢,(1-70), 13wl [s-0] e(| [ued | 1) [ uco) |1, Pao
s 0

s

+ Sup f Ca(l—60)4(s-o)a€(|lu(s)||a+[Iv(s)rla)[lk—v|+[Iu(s)—v(s)[Iu e
s 0

+ Tllm(k,u)—m(v,v)l|a.

e”c, (1-60) € (2R)
En utilisant 1'hypothése 7, on a <

1
= A et alors,

w(s=0)

do
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| |u-v] |0"T < €(1-54) (2¢”c, (1-60) +1) | [A () (u=v ) ||

1

' 1
+ g Ho=vlly o+ g Hevlly

w

2e C_(1-70) ,Re(R)
w 4 1

+ {Ze C, 1(1-70)2||A0(>\)u0|l + 2 S + 7} | A-v]

’

ce qui nous donne,

.
||u—v||oc,1 < 2c(1-54)(2e‘*’c1(1-—60)1+1)| |a () @ v )]

(2-8) <

| y 4e’c (1-70) ,RE®)
+{4e Ca’l(l—70)2HAo()\)uo|| + — + 1} | A-v]

Reprenons 3 présent Ag(u(t) - v(1)),

Ag(u(t,k,uo) - v(T,v,v ) = A‘(’)‘(e‘“tV(t,o,x)uo - ewTV(T,O,\))VO)

T

af (C w(t-s) (1-s)
+ Ao [ V(t,s,A)g(s,Au)e S/ds - f V(T,s,v)g(s,v,v)ew 78745

0 4]

- AZ[tm()\,u) - Tm(\),v)] .

Le premier membre de cette &galité se décowpose donc en la somme
de trois quantités : une partie lindaire, une partie non lin€aire et un

-~

terme correctif. Nous &valuerons chaque quantit@ 3 part.
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a) Pantie Lindaire.

182 (e, 0,0u_ - e“TU(r,0,vv ) || < e[ [AD [V(t,O,A)—V(t,O,xO]A;l(A)||.|IAO(A)uOII
. ewtllAgA_l(t,v)|[.||A(t,v)V(t,0,v)A;1(v)|[.l[Ao(v)(uo-vo)[|
+ 1 [U(e,0,v) - V(r,0,v]a 0,0 ]].]]a (v |]
+ (=" [ |8 || ] | v ] ]
< ewCu’l(l—7O)2||Ao(A)uo|| IA-v| + ewC(1-54)Cl(1-60)1|IAO(V)(UO-V0)||

+ ewlle(v)vo||(Ca,1(l—63) + wC(1—54)c1(1-6ojl)|t-r|““.

b) Parntie non Lindaire.

t w(t-s) o [t
V(t,s,A)g(s,A,u)e ds - AO f V(T,S,V)g(S,V,V)e

0

Aa w(T—s)dS
(o]
(o]

t T B
V(t’S’A)g(S’A’u)ew(t—S)dS - ( V(T’s,X)g(s,A’u)ew(t-S)dS

0 o =

0 ‘0 -
T

V(T,S,V)g(S,V,u)e
0

w(t—s)dS

' (t-s) ;]
{ V(T,s,v)g(s,k,u)ew s ds

O -

=T . i
+ Az f V(T,S:k)g(S’X9u)ew(t“S)ds - ( V(TaS’V)g(S,K,u)ew(t—S)dS
TT

(1-s) t w(t-s) ]
V(T,s,v)g(s,x,u)ew T78)4s - f V(t,s,v)g(s,v,v)e $)4s

0 0] -
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t T

V(t,s, 080w (s - J V(T,S,A)g(s,k,u)ew(t_s)d{]

o

0

—

J A(;[V(Tgs’A) - V(T’S’\)):lg(SJ\,u)ew(t_s)ds
J AgV(T,S,\))g(s,)\,u) [ew(t-s) _ ew(T—S)st
0

o

,..‘

= Aa[
[o]
+
+

rT
+ } AgU(T,s,v)ew(T-S)[g(s,x,u) - g(s,v,v)]ds
0

= (1) + (2) + (3) + (4).

D'aprés (1-69), pour a € [b,l[,

]| < ewtc(1—69)|t—T|1_°°[|Log(t_T)[+1] max | [g(s,A,u(s))e 8],
O<sst

b

Sachant que pour X € |:O,1_] et ae__]O,l:I, xaILog x| < =

nous avons pour 0 £ o < o+B < 1 et pour ||Agu(s)[i < R V’s € EQ,U,

1-0-B

1
[l(]] < a+ EEDRS(R)ew(Ca o(1-63) + 3 (1-60) )| t=T]

’
L'inégalité (1-70) nous donne pour O £ a < 1,

T -
@] < ewao c(1-70), |2-v] [ 78| (| [u@)| | )| [ucs) || ds

ewC(1—70)4R€(R)

< | x-v] .

1-a
(1-60) nous donne pour O < o < I,

T
113y < f C(l—60)4(T—s)_u€(|Iu(s)!!a)‘!u(s)Iluds Ly
0
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ewCu(1—6O)4R€(R)

= wew|t~T|

S

R
< we® " | t-t|

et enfin
T -
@] < ewT(Oca<1-6o>4<T-s> e u) |+ v v+l = vl Jas

w
e Ca(l—60)4€(2R)

¢ — [l + uvll, ]

1.
<t [+ el ]

ce qui nous permet d'avoir grice a (2-8),

w
e C _(1-70) ,Re(R)
& 4 + —;—}I)\—\)|

OIS { ewCa’l(l—7O)2||Ao(A)uO’| + —

1
+ 5-c<1—54)(zewcl(1-6o)l+1)||Ao(v)(uo—vo)|[.

Alnsi

t T ‘
IIAZ[] V(t,s,X)g(s,k,u)ew(t_s)ds - f V(T,S,V)g(s’VsV)ew(T—S)d?]|I <
o 0

|e-r| 17078 {(1+ E%)Re(R)ew(Ca,o(1-63)+3Ca(1—60)4) + we® %}

+ | IAO(\)) (UO'VO)'|C(1'54)(ew01(1—60)1 + -;-)

. zewca(1470)4Re(R)
v A=y { ¢y (1700, [ [a, || + .

).

N —

1-o
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c) Le tenme corrnectis.

) o
IIAg[;m(A,u) - Tm(v,v)]l | < |t-T] Ildzml(x,u)l | + TIIAO[EI(A,u) - ml(v,v)]ll.
D'aprds les estimations (2-6), (2-7) et (2-8), nous avons

| lAz[tm()\,u) - Tm(\),v)] || < R]e-1]+C(1-54) (e‘“c1 (1-60) 1+1)| |AO(\)) (u v ) |

4 w
ec_(1-60) & (2R)

DR el

e¥c (1-70) ,Re(R) % (1-60) €(2R)\
w o 4 o 4
+ {e Ca,l(l—70)2||Ao(>\)uo|| + T + - ]

< Rle=t| + c(1-54) (2e%, (1-60) | + D) | |8 ) (w v ) ||

2¢¥Cc_(1-70) ,Re(R)

o 4 1

+ = A-v
-0 2

+ {2e‘*’ca’l(1—7o)2| IAO(A)uol | +

En assemblant toutes ces parties, pour 0 £ T £ t € 1,
A et vel , Osga<a <, Hu(t)Hu, HV(T)HOL<R sur [0,1],

nous avomns

w
be COL(.I-7O)_4R€ (R)

1-o

‘|(u(t,x,uo)-v(r,v,vo)llds {x—vlléewca,l(1—7o)2|le(x)uo|| +

+ |le(v)(uo-vo)l|c(1-54)(4e“’c1(1-60)l +2)

(2-9) «

+ (1 gPREMEP(C, ((1-63) + 3%“‘60)4)} -

A=

)

w
+ -t TOB {lIAO(v)vollew(Ca’l(l—63) + wC(1-54)C (1-60) ) + R(1+ =)
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Remarque :

Grice 3 1'hypothé&se (H5), on peut donner une estimation sur la

norme de u(t,A,uo(A)) - u(t,u,uo(u)).

p
| JuCtsAu (V) - ult,mu W], < Ayl {NOC(1—54)(4e‘”C1(1-60)1 + 2)

(2-10) § ) aewca(l—70)4R€(R)
+ 4eC | (1-70), [ [A . (Du O] + = e




CHAPITRE 111

SOLUTION PERIODIQUE DU PROBLEME INITTAL

(A} INTRODUCTION ET HYPOTHESES.

La recherche des solutions périodiques en t de 1'équation

(1 = L, u + g(e,w

revient donc 3 choisir les conditions initiales assurant une solution de
1'équation modifiée

t

u(t,h,u ) = eth(t,O,)\)uo + f (e, e, e(s,0,we  E™ds — tn(h,uw)

o
telle que m(A,u) soit nulle. Pour cela nous utiliserons le théoréme des
fonctions implicites de L. Césari [E] et Dﬂ, que nous indiquerons ulté-
rieurement.

Soit Y0 la boule dans B définie par les fonctions u(t,})
périodiques de période ] en t telles que [|Agu(t,k)|| < R pour t

dans [b,l] et A dans Ao. Faisons les hypothé&ses :

(H8)| A(t,)A) est continlment différentiable en A. De plus, pour tout

t € E),ﬂ et A, A € AO s voisins de Ao, il existe un

L=
2 (6,08 D] s M, et

a € Jo,1[ tel que ]lgx

=0

a =- = - =
1135 (6,0 - o5 (t,mJA (&, < M x - 3],




R >

1

(H9)

(H10)

(H1D)

(H412)

et

-0 w
i 4] "l e c (1-60) b,

_70_

a A= )\0 correspond une solution de E(t,}), x(t,)\o,uo()\o)) telle

que m(}\o,x) = 0.

g est continfiment différentiable par rapport & u etVt,T € [0,1],
A,V € Ao et Hu”a < R, 1il existe b1 et C, des réels positifs

et Hg E]O,l] tels que

N

u
)
|l (w0 = g (0[] € c,(lt=t| ° + [A=v])
ol g (Wt N) = 2B (u,t,0)
gu » Ly u sLyA) e
g est continfiment différentiable par rapport a A et

Viere0,0], X et X € A, et [|ul], <R, il existe by, Cg >0

tels que

gyt ] < b,

g, (0, 6,0 - g (e D] < cg|A-R|

oli g)\(u,t,X) =98 (u,t,}:).

bl et R vérifient : pour A voisin de >‘o et pour tout u voisin
de u
0’
1-0
b

<
w =0l
be'c  (1-60),[|A "]

1 \

~ % sup (,c,) el

w
163 EI(OL)(Ze' Cl(l—60)1+1)

1-a 1-a

} HAO(A)AuO()\)H

ot Au (\) = GO(A) - u (M.
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On montrera que. (H8) nous permet d'affirmer que m(A,u) est
continliment différentiable dans Ao , et que (H10), (HI1) et (H(12)
entrainent la différentiabilité continue de m dans Yo' On notera par

Ly(A,u) 1la différentielle de m. On supposera de plus que :

(H13) Li(ko,x) est inversible dans L(YO,E).

(B) DIFFERENTIABILITE DE m PAR RAPPORT A .

Rappelons que V(t,T,\) est solution du systéme

v =
— + A(t,\)v =0
(a) ot

V(T,X) =1
ou bien de 1'équation
o - t - -
(a) v(t,T,A) =1 - [ A(s,M)v(s,T,A)ds.
T

Par analogie avec la différentiabilité par rapport au param@tre A

de la solution de 1'Bquation différentielle

d
—(ﬁ = f£(t,x,A)

il suffit que %% (t,A) appartienne a L(AO,E) pour assurer l'existeuce

. . . 1 s s
d'une solution au voisinage de Ao’ de classe C et vérifiant de plus

ot dA  9JA 9t
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On a donc dans (g),

v - P, = - toooav -
™ (t,T,A) = - fT-gx (s,\)V(s,T,\)ds —~ f A(s,A) Y (s,T,A)ds.

T

oV . . o
+— est ainsi solution du systéme

oA

s awDHym = - B, He,nD
y(t) =0

ou bien, d'aprés (1-5), chapitre 1, de 1'équation

— t _aA - -
y(t,T,A) = - f V(t,s,0) =y (s, )V(s,T,A)ds.
T
c'est-3~dire,
v - t e, T -
(3-1) = (t,T,A) = - V(t,s,K)Ax(s,A)V(s,T,A)ds
T

- 3 - ' by — il ke
pour XA assez voisin de Ko, oli Ax(s,X) = % (s,A).

1) Quelques propriétés et estimations.

Rappelons que si I' est le bord de S¢,

1

e—tA(T,)\) - __1_ f eut(u]'_ + A(T,A))  du.
21m T

Soit B(T,A,u) = (UI + A(T,A))_l, alors, pour A voisin de

BI(T,A, 1) = -B(T,X,u)Ai(T,X)B(T,X,u)-
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Donc

I

(3-2) == e_tA(T’A)' =i f HE A, ) 7 AL (1, ) (uisa(r, ) T an.
A=)

A r

Comme dans le premier chapitre, pour calculer la norme de

-tA(T,A P
e ( ’A), on écrit :

IS U RTATY oy~ At T (L Tyy~l du'
- = i fre 67; I+ A(T,))) Ay (T, ) (- T+A(T,A))

9 ~—tA(T,\) !
2 e ;
A=)

oA

et sachant que

K0 t

I-CIIX—AOI(I+KOmaX(1,w)) lu'|

HE T+ ae, )7
t

A

_ _ _ =0l _ o -1 _

Ha' @, Da D] « [la e, Da @] [1a° @D
ao-l
< M3C35

et — L — __1 \ ] L — -l

A E T+ a@NT ] = 11 -2 E s ae,in™)
KO
<1+

1—01|X-A0|(1+K0max(1,w»

nous avons

_ , K a -1
H a?\ e tA(T,A)l _H £ Zl'n J Ieu’, — o t M3C36 o Idtl'l
A=)\ r I-C A=A [ Gy ut ]
2
K o —1

1 J l u! o t o du'

+ — e M,C.8
2T r [1-c, 132 ] (..0]% fur] 373 i
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a -1
K M.C.8 ° K ' '
. %o 3_3 (1 + - 0 ) [ leu | Jdu I
2w[}—c1|x-xo|(...)] 1-c1|x-A0|<...) r lu'|
cosB OLO-1
(3_3) Hi tA(T,A) H < _1_ (eel _e 6] IfOMBC:SG
A Y U 08 T 1-¢, | A=A | (14K max(1,0))
K
(1 + ° )

1—q|»ﬂJ(ugﬂm«hw»

Reprenons (3-1). Alors la norme de %% (t,T,X) ne dépasse pas,

pour A voisin de Ao’

v - t - - % = % - -
||55-(t,r,x)|| < f ||V(t,s,k)||.||Ai(s,A)A (s, 1. ]]a (s, M V(s,T,A)|]|ds
T
M,C (1-60),Cy (1-60) 1-o
< 3 (o] 1 4 0 4 It"Tl (o]
-0
(o]
Soit a € ]0,1[ . Alors,
o oV = {t o - - —ao = 0‘o - =
A, 5% (t,T,0) || < | ||AOV(t,s,A)|I.llAi(s,A)A o011 %,V (s,T,0) || ds
T

. l 1 "‘O(.o =0,
< M3Ca(1—60)4ca0(1—60)46(a,uo) t-T

F(a)F(ao) P(u+1)F(ao+1)

or B(a,ao) = P(a+u0) = a.aoF(a+ao) < ao puisque a,Q e:]O,IE.




1
m@AM.p,mv>AM.wv«<ﬁ~m.w.pv> - (¢*sNq] % =
3

% 1
SP(Y*248)A(X*S), V(Y s D)) g +
3

1
SP(Y148)A(X*S) W(Y s D)n % - = ) - ) L2
. X

.o« 9p suTsSIoA Y 3@ Y 3JUDIOY

Y2 yvoddoy yod  (Y1¢3) w.m 2P PrMuUrU0) (7

J
0—1 ‘ PR g o
N FEEY : Sty v o= vl
ol 09-0' 197¢09-0)" _ ofot ! e e y (s-©)
-
‘1 >0 30 anog
Vs
4 11 €.€ Y 0. *
-spfco9-1' o oot (s-1)7(09-D% % >
. [- © ]
[ [ [4 [ 1 - [3 [4 .K . < [4 Y n._.. € [4 [ ‘Km o
sp| | (¥ 1) V18 s)V| ||| s) V(Y $).V] ] (s, V]| % s | 1) V(L uvmm o
1
“Ji‘0] @ © 3t08
\
o TL_ 1.7 Aown_woa st > () el
0-"0-1 ®) a7 (09-1) "®9” (09-1) 0" 1z At (o)
[ >0 30 inod
y,

: suoae snou TSUTy

- G/ -
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t - — -—
+ J V(t,s,X) D\;\(S,X) - A'A(s,)\)JV(s,T,X)ds
T
t et — = -
+ J V(t,s, M)A} (s,0) [V(s,toX) = V(s,T,N)]ds .
T

Soit cxe]O,l[. Alors :

(®]

||Ag[%% (t,T,A) - -—(t T Ai]||< J [A=X] (t=s)~ % o (1" 70), 0(1_60)4(S_T) %4s

t -0
-0 - = o
+ [T Ca(1—60)4(t—s) .M4|X—k|.cao(l—60)4(s-T) ds

t -
+ JT ¢, (1-60) , (t-s) %M .cao(1—70)4(s—r) %|%-X|ds

c'est-3-dire que

/
Vae:lo,][, X et A voisins de }\o,
I-a -a
o [V - v = = o )
(3-6) < 18 [ék (£,T,A) = 33 (t,T,A)}II < [x=AfL et s
{mM,c (1-60),C, (1-70), + M,C (1-60),C\ (1~ -60), + M,C  (1-70),C o(1-60) .}
o 0 0
\

D'autre part,

3V . _ t - -0,
|| == =5 (t,T,A) = 5 (t,T,A) || < ch(l-as)|A—A|M3cao(1—6o)4(s—w) °ds

3 t -0
— = o
+ [TCO(1—60)4M4|A—AICQO(I-GO)A(S—T) ds

t =Q
(o]
+ !TCO(1—60)4M3CGO(1—70)4(S—T) ds.
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Si A et X sont voisins de Ao alors

(3-7) ¢

(

(3-8) ¢

/

(3-9) ﬁ

oV = ' 1
|la>\ (t,T,A —é'x (t,TJ\)lls Il)\")\l.(t-'l') ° 1

-0
(o]

{M3Ca (1—60) .C(1-45) + M,C, (1—60) 4o (1 60) + MyC (1 70) 4Co (1 60) }.
[o]

soit o € Jo,1[.

185 [%% (t,T,2) - %% (t’T’ii]A-I(T’i)il <

o -1

t
T ¥ -0, o
JTCa(1—7O)4|A—A!(t—s) M,C,8 C, . 1 (1-60).,ds

o -1

f €, (1-60) , (t- s)~ M4|A—A|C36 Cl’l(l-6o)zds

-0
(o]

f c, (1-60) , (t- s) @ (1-70), |X-X|.|s-1] ds
0

On a donc montré que :

\/oc e:IO,l]:, X et X voisins de >\o’

]2 [’g—{ 00 - & @ 1.H]a @D« IE] et

a -1
1 o !
T:a‘{CBG Cl,l(l—60)2(M3Cu(1—7O) + M C (1 -60) ) + M C (l 70) C (1-60) }

et que

oV

& oD -2 eoba @Dl 135 el

{C36 ° c, | (1-60), (M,C(1-45) + M, C_(1-60) ) + M,C  (1-70),C (1 60)4}
0
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3) Continuwité de %\'— (h,u) par rapport & A.

Rappelons que m(A,u) s'écrit :

1
n(h,u) = (€*(1,0,0-Du + f U(1,s,Me(s,0, 0 e 17 gg
o
V(1,s,)) et g(s,\,u) &tant différentiables par rapport a A,
m(A,u) 1l'est aussi, et, en considérant X et u comme deux variables

indépendantes,

]
9 oV = -
P K (1,0, >\) J[ W, (1,s,M)g(s,A,u)e

o

%\E (Asu) = w(l_s)ds

1
+ f V(l,s,X) %% (s,X,u)ew(l_s)ds

De p'lus, sachant que -g—;\/ (E,T,A) et %%— (s,A,u) sont continus en A,

-g—;% (A,u) le sera aussi et pour o e]O,l[ et HAS:UH < R,

HAS)LE;% Ryu(V)) - %% (i,u(i))] || < e IAgB“% (I,O,X)uO(X) B —g% (l,O,i)uo(i)] ]

l E—] - —-—
f 1823 aued = 3 us D)1 et Rw ] [0
0 !
1 _ _ - _
IIAOL 4 (l,s,X)II.Hg(s,)\,u) - g(s,A,u)l Iem(l S)ds
o © R
! (1-5)
I IIA rV(l s,A) = V(1,s )\)-IH | ag (s,X,u)Hew ®/ds
0
1 = 8 (l_
+J HAS: V(l,s,M) ]| . H g(s)\u)————(sku)llw S)ds
0

Y Ty _ oV Hia G MDu_ (%
< & lAZ[:BT (1,0,0) - & (1,0,>\):|A0 Q[ ]-11a,Mu 1]




..79_

1182 3 (1,0, D87 D 11114, (@ B - u D]

I 1-OLo-_OL o ol w(l-s)
c,(3- 6) | X-X| (1-s) e(||A0u[|)|iAou||e ds
0

-0 -0

l — — —
f U (3-ay1-e) ° e]|a%] D (X4 [a% (X, 0)-u, )] )
0

l = — —
w(l"s)ca(1—70)4|X—X| .bzew(l ) (1-s) %s

0

[y

C, (1-60) ,C ]X-ile‘*’“'s)(l—s)'“ds.
0

D'aprés 1'hypothé&se (H5) et l'estimation (2-10)

¢ Pour A et X voisins de )\o’ oceJO,l[,
dm x = dm = = =
||Ag|:§£— (x,u(})) -—é-‘-‘)% X,u(X) J|] < |X-Ale {COL(3—5)NO+
(3-10) ¢
o [cu(3-7)||Ao(i)uo(X)|| + Re(R)C_(3-6) + €(2R)C_(3-4) (1+C(2-10))
+ b,C (1-70)  + csca(1-60)_4]}

et pour A et XA voisins de >\o’

1S Ku) - 22 )] < |- {Co<3-5)No + C-9 8, My, M|

3-11) K
+ Re(R)C(3-7) + e(ZR)co(3-4)(1+c(2—10)) + b20(1—45) + c5c'0(1—60)4}
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(C) EXISTENCE DE LA SOLUTION PERIQODIQUE DU PROBLEME INITIAL.

Proposition (Théoneme des fonctions implicites).-

Sous les hypoth&ses (H1)...(HI13),on peut trouver un voisinage ouvert
Io de AO dans Ao tel que pour tout voisinage ouvert I connexe de Ao’
IC Io’ il existe ¥ wune application continue unique de I dans Yo telle
que u_ = ﬁ(ko), LPO)) € Ao X Yo et m(\,f(})) = 0 pour tout X € L.
En outre 1 est continliment différentiable dans 1 et sa dérivée est donnée
par :

dtD_____( -1 3m
T odh oA

Preuve :

Nous allons montrer que les hypothé&ses (Hl),..,(HlI3) nous permettent

d'établir que m est continliment différentiable par rapport & u , auquel cas
o

nous serons dans les conditions d'application du théor&me des fonctions implicites.

Pour cela, nous nous aiderons du travail de Gérard Hecquet Eﬂ.

Reprenons 1'équation modifiée

t

u(t,A,ug) = eUL)tV(t’O’A)uo * f V(t’s’A)g(S,X,u)ew(t_s)ds ~ tm(},u)
E(t,0) 0
m()\’u) ) (ewV(l’O’)\)—I)uo * J V(lasak)g(s’)\,u)ew(l—S)d
0

Soient u, et u deux solutions de ce probléme avec des conditions

initiales respectives u et u_ . Soient Au=u,~u, Au =u .-u et
ol o 1 o ol o

Am = m(A,u])-m(A,u). Nous &tudierons alors Am pour une "petite' variation

de u i.e. pour Auo petit.

O’




- 81 -

t
Au = eth(t,o,x)Auo + f V(t,0,0) [B(s,h,urdu) - g(s,A,u)]e®E s - cam .
0

g étant de classe C1 en u, on peut écrire en posant a(s,\) = gu(s,A,u),
g(s,A,utAu) - g(s,A,u) = a(s,\).Au + al(s,A,Au)
et donc

Au(t,A)

t
eth(t,o,x)Auo+f V(e,s,0 [a(s, Maus)ve, (s,3,8u(s))] e " ds - tan
(*) 0

]
Am (eMV(l,o,x)-I)Auo+f V(1,5,0) [a(s, Mdu(s)+e, (5,1, 0u(s))] ™ ds.

O .

Soit le syst@me obtenu 3 partir de (%) par linéarisation

w(t-s)

t
() = e”V(t,0,1)0u_ + f [V(t,s,M)a(s, ) Au(s)e - Am)ds
0

(%x)
1

(ewV(l,O,}\)—I)Auo + ( V(l,0,A)a(o,A)Ar&(o)e“’(l'O)dO.
0

e
8¢
]

Ce systéme se présente de la méme maniére que celui du second

. N - . Y cq s
chapitre, (2), ot g(s,A,u) est remplacé par a(s,A)Au(s). On utilisera
donc la méme méthode pour prouver l'existence d'une solution unique de (¥x)

sous certaines hypothéses.
. ] NN ]
A A fixé, soit donc SX(K,n) 1'ensemble de toutes les fonctions
Ay(t) continues sur B),ﬂ telles que
(2-12)  Ay(0) = A%Au .
o o

N
(3-13) V t, T € [O,l], | |ay () ~ Ay(T)]|] < fI%|t—T|n oil 'r\]) est un
nombre fixé dans .]O,I—a[ et E un nombre positif vérifiant

pour X € A,

-0 1 Y
R + Cu’1(1—63)|]AO(A)Auo]| + C(1—69)bIR||AO |[( +1) $ K.
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+ t e_wtlIAgAal(k,A;aAy)|lewt

4M? C Sup(l,CS)Sa_lEl(a)(ew201(1—60)1+1)

1-o

< 3

|8y Gonu ]

2r| |A~%||e®c_(1-60) b
+ ° | 1_3 41 g,

Ce qui prouve que WAy € SA' On montre de la méme mani&re que
N i .
dans le chapitre 2 que T : Ay - TAy est une contractiomn.
Donc, il existe un point fixe unique Ay € S, tel que

t

Ay(t,)) = AXV(t,0,A)Au_ + AO‘J V(t,s,0)a(s,\)A TAy(s)ds - te
(o] [e] (o} o Qo

-Wt , o
A

Y -0
oAml()\,A0 Ay) .

En posant Ag(t,A) = eth;uAy(t), on a (%x).

"N
De plus, d'aprds (C) du chapitre 2, Au(t,\) est continue par

rapport 3 A et 3 sa condition initiale Auo.

D'autre part, d'aprés le lemme de Gronwall, dans la théorie des
. e . . v . .
€quations différentielles, si Auo est nulle, Au 1'est aussi. Ceci
e e N . . v, .
et 1'unicité de Au, 3 Auo fixé, mnous permet de dire que Au s'exprime
linéairement par rapport 3 Auo, i.e, 1l existe une application linéaire

continue Lz(t,l) telle que AG = L, (t,2)u,.

Reprenons le systéme (%%). Pour &tablir que Au \JﬂAE{ est la
o
différentielle cherchée, il suffit de montrer que AE-AU + 0 plus vite

que Auo.
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(3-14) |ay(e)e” || <r, Yee [o,1].

vy
S(K,n) est un convexe ferméd borné dans l'espace des fonctions

continues sur BLIJ.

D'autre part, d'aprés 1'hypothése (HIO), la fonction a(t,A)A;uAy(t)

est continue en t et vérifie 1'inégalité de Holder :

Ha(t,A)A;uAy(t) - a(T,)\)A;aAy(T)H < |[ae,n) - a(r,x)]A;“Ay(t)H
+ Ila(T,A)A;u(Ay(t) - Ay ()]

V]
- - N
¢ ¢ le-tPo [A% R + b | A= [K]e=r]"

c'est-d~dire
Vt,T € [O,l], A€ Ao et Ay tel que HAy(t)eth < R pour tout t‘€ [O,lj,

(3-15) - - - : v
[la(t, ) Ay (£)=a(t, DA Ay (D) ]| < }le“||(Rc4+blﬁ)!t-T]mln(“o’“)

et

16 [ Hanaay@l ] < o, 147 [x.

n
. . - P o “
Soit la fonction wAy TAy définie par wAy A0 Aw ol Aw

est solution de :
t -wt ,"v

bw(t,\) = V(E,0,\)Au_ + f U(t,s,k)a(s,A)A;aAy(s)ds - te Aml(x,A;“Ay).
0

D'aprés le chapitre 2, a(s,X)A;uAy(s) étant holdérienne, cette
équation admet une solution unique Aw(t,A). Donc, en &crivant
t -t , 0,V

_La o -0 _
wAy(t,k) = AOV(t,O,)\)Auo + [OAOV(t,s,A)a(s,A)AO Ay(s)ds -~ te AoAml.
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Montrons que wAv € S. Pour cela, nous donnerons d'abord une
estimation sur la norme de AgAEl(A,A;uAy).
0y -a or w 1 o w -0,
IIAOAml(X,AO Ay || < ||Ao[§ V(l,O,A)—I]AuOII +JO|1AOV(1,s,x)e a(s, A Ay(s)|]|ds

et d'aprés le second chapitre et (H!O),

( ac. sup(1,c.)6% g, (@) (1+e%C, (1-60) )
| [a%a% (1,8 %ay) || € —2 S ! L[ a,00bu |
(3-17) §
W =0
. Re Ca(1—60)4||A0 ||bl
\ 1-q.
et en particulier
!lAzABI(A,A;aAy)Il <R pour Au  assez petit.
1-a
[[wAy(t+At,A) - wAy(c,A)li € Gy, (1-63)4¢ IIAO(A)AuOII
]—Ot -0l
+ C(1-69)At [}LogAtLFJ max IIa(s,k)Ao Ay(s)|‘
O<sg<t+st

W -Q
+ AtlIAgAml(A,Ao Av) |

Y
-0 1
< At {Ca’](l—63)||Ao(A)Auo|| + c(1—69)bp1|A0 ||(1_a,% + 1) + R}»_

D'autre part, pour Auo assez petit

I!wAy(t)ewt|| < |IASA—l(t,A)ll.IIA(t,A)V(t,O,A)ASI(A)||.||A0(X)Au0||ewt

t
+ f [[a%V(t 5,00 ][ [a(s, 108 %8y (s) || ds ¥t

0
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Posons z(t) = Au(t) - A&(t). Alors

t
z(t) = “V(t,0,0)hu_ + f V(t,s,0 [aCs,Buls) + ) (s,0,0u(s))] e Fds - tan
0
t
- eth(t,O,X)AuO - f V(t,s,k)a(s,l)Aﬁ(s)ew(t_s)ds + tAg.
0
4
t (t-s)
Z(t) = f V(t,s,\)a(s,\)Z(s)e” ds
0
t (t-s)
< - + [ V(t,s,x)gl(s,x,Au(s))e‘” $/4s - t(Am-Am)
0
v (! w(1-0) ! w(1-0)
Am—Am = [ V(1,0,))a(o,\)Z(0)e do - f V(1,0,0)€,(0,A,8u(0))e do.
0

\ 0

. A N
Lorsque Auo tend vers O, il en est de méme pour Au et donc

pour Au. On peut donc écrire grice i la continuité de la fonction 8y °
Vx>0, gn > o/HAi‘;HOL + |z, s« n => llel(c,x,A%z)H < k(| |Aﬁ(t)||a+||z(c)| )

Ce qui nous permet d'établir

t
1A%z (0] ] < f ||AZV(t,S,K)!|.||a(s,x)||.||Aoa|!_|lAgZ(s)||ew(t $) 4,
0
t
+J I|AiV(t,s,X)l|.|IQI(S’A,AU)|‘ew(t'S)dS
0
1
' tf 182,00 |- a0 ] HAZ 1 8Y 2| [20 Va0
0
1 o w(l-0)
+t HAO (1,0,)\)'!.HQI(O,)\,Au(g))Ile do.
0

t
_ A0 -0 _w(t-s)
< foca(l 60, (t=s) b |[a "] [1z(s) ] e ds
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+

t .
| cq(1-60, (e0) eC] |46 | |2y ]| e ™ as

0

! ' -0, -o
+t I c,,(1-60) , (1-0) b1||AO -1z ]] e

w(1-0) 45

rl
r e | Cy(1-60),(1-0) (| a¥ @ ||+ Hz@ ] et ™ ao.

En rappelant que ![Z|[a’1 = Sup I[Azz(t)ll,
0gtxl

=0 W w
b1||Ao |lc, (1-60) e kC,(1-60) e

n
T o ally y + —mi— sy izl )
- _ w _ W
. bllle |{c, (1-60) € | . ke, (1-60) e el izl o
1-o a,l 1-a a,l Oy 1
2¢ (1-60) ,e”| 1A~ | 2kC_(1-60) "
4 o 4 v
2]l | ¢ = Gzl e,y
4Ca(1—60)4ew||A;u||
Par hypothése, 1=a b1 < 1. Donc pour un k assez
2¢ (1—60)4e@||A'“}i
petit, o 7 0 (b,+k) < 1 et alors,
-0 1
2C_(1-60) ek
o 4 N
2l I

(1—u)—2ca(1—60)4e”||A;“||(b1+k)
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Ceci aché&ve la preuve de la différentiabilité de m par rapport

-~

A u . Il reste a voir que la différentielle de la fonctio m
o ! n uo\/"

-

est continue par rapport 3 la condition initiale u- Pour cela, soient

u et u des conditions initiales voisines de (u,m) et (u,m) les

. - . v
solutions de 1'équation E(t,\) correspondantes, nous posons alors

Preuve :
Soient u et Go des conditions initiales voisines de (u,m)

- u
et (u,m) 1les solutions de 1'équation E(t,A) correspondantes, nous posons

alors
a(t,A) = gu(t,A,u)
a(t,A) = g (£,)\,u)
t
MECE,N) = eV (E,0,0)bu + f [V(t,s,Macs, au(s)e 578 - ands
0
Vv - t - v - L
Mu(e,2) = eV (t,0,0)0u + f [V(e,s,0a(s, ) hu()e? E™) - Az]ds
0
d'ot

o £ _ )
¢ ou - du = eTV(E,0,)) (Au_-0T )k f V(t,s,A) (a(s,\)-a(s, M) 0u(s)e” ) ds

0

t n, n
+ f V(t,s,\)a(s,\) [Al‘f(s)-AG(s)]e“(t's) - t(AE—AE,)
0

N 1
Am - Am = (ewV(l,O,)\)—I)(AuO—Aﬁo) + f V(1,0,)) (a(o,\)-a(0,A))Au(o)e
0

w(t-o)dG

i _ N _
+ f V(IQO,}\)a(U,A) (A&(O’)—Au(o))ew(l O)dO .
0
\
Lorsque u, et Go sont suffisamment proches, a et a sont

n i
peut différents. On obtient alors une majoration pour Au - Au. Ceci montre la

» 3 . 3 '\’
continuité de la différentielle u Au et donc celle de u A%.
0\./

o\ A
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(D)  CONCLUSION.

-~

Comme application & ce travail, on peut citer les équations du type

2

§ v ? v
-_— - a., (tyd,x) ——— + ) a,(t,A,x) =— + a(t,\,x)v =
at i,k=1 ik 3xiaxk i=1 1 8xi
- v ov
< g(t,A,X%,V, 5;; P )

v(t,A,x) =0 sur T

v(0,A,X) = vo(k,x) sur §

\.
oi x € § un domaine ouvert borné dans €" de bord 'y teR, ve LP(Q)

et A € A un intervalle ouvert de R autour de AO.

Les fonctions aik(t,k,x) sont continiiment différentiables en x,

da.
e s . ik
périodiques en t, et toutes les fonctions aik(t,k,x), —§;-(t,X,x),
i

ai(t,k,x) et a(t,A,X) sont continues en toutes leurs variables pour t € R,

Ae A et x € §l et qu'elles sont périodiques en t.

De plus, les aik(t,k,x), ai(t,k,x) et a(t,)\,x) sont continlment
différentiables en ), continues au sens de HOolder par rapport & t avec

un exposant 61 >0 et une constante C ne dépendant pas de x. A(t,\) est

un opérateur elliptique dont le domaine de définition B consiste en toutes

les fonctions de W;z)(Q) qui s'annulent au bord, avec
aik(t,k,x) = aki(t,X,x)

m

m
E aik(t,k,x)yiyk o ) |y,

Iz
=1 i=1 !

s o > 0, pour tout Yl,...,y .
i, :

et v, qul est dans B est régulier en A.
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Finalement g(t,A,x,v,vl,...,vm) est périodique en t, continue
en toutes ses variables, pour t € R, A€ A, x € ﬁ, v et v.1 avec
||v|| < R, ][vi[| <R, 1i=1,...,m oli R est un nombre positif.

Elle est holdérienne par rapport & t avec un exposant 51 > 0, conti-
nlment différentiable par rapport i A,v,vi, i=1,...,m.

De plus, on supposera qu'en Ao’ notre problé&me a une solution

périodique.
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La premiére partie de ce travail concerne les &quations linéaires
d'évolution dépendant d'un paramétre dans le cas ol les données sont pério-
diques ; en suivant les travaux de Sobolevskii, de Friedman et ceux de Ize,

nous précisons les différentes estimations.

La suite de ce travail repose sur la technique de L. Cesari
modifiant 1'équation initiale par 1'adjonction d'un terme correctif

assurant la périodicité de la solution.
La derniére partie donne alors des conditions nécessaires

permettant d'annuler ce terme correctif pour 1'existence d'une solution

périodique du probléme initial.
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