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L'objet de ce travail est l'étude de l'existence, l'unicité et 

la périodicité de la solution de l'équation d'évolution non linéaire et 

non autonome 

où A est un paramètre dans un ouvert A de IR, t varie dans IR et u 

appartient à E un espace de Banach sur (C où g est "petite", relativement 

bornée et L(t,A) est une famille d'opérateurs linéaires non bornés à domaine 

B dense dans E avec L(t,A ) inversible pour tout t. g et L sont 
O 

périodiques en t et u E B. 
O 

du 
Notons que la dérivée - 

dt 
est supposée être la limite en norme dans 

E de la différence finie correspondante. 

G. Ize (51 a donné une version, dans un espace de Banach, de la 

bifurcation globale d'orbites périodiques à partir d'une position d'équili- 

bre pour des équations d'évolution non linéaires autonomes utilisant des 

outils topologiques. Il s'est occupé de la recherche de solutions périodiques 

du problème à deux paramètres (A et la période T inconnue) 



(ii) 
l 

Lorsque l'opérateur L ainsi que la fonction g dépendent de t et non 

de A ,  Sobolevskii [7] et Friedman [3] ont établi l'existence et l'unicité 

1 d'une solution u(t,u ) pour t s [o,T]. L'hypothèse L et g périodiques 
O 

, en t de période 1, nous permet de ramener l'étude du problème E(t,X) à 
1 

1 [O, 1 au moyen des méthodes basées sur le développement de la théorie des 
l 

semi-groupes (Sobolevskii [7], Friedman [3] et Kato [6J). 

i 

Ce travail est divisé en 3 chapitres : 

Dans le premier, nous reprenons l'étude de l'équation linéaire d'évo- 

lution dépendant d'un paramètre X suivant les travaux de Sobolevskii, 

Friedman et de Ize. 

Nous inspirant alors des travaux de L. Césari, nous sommes amenés 

à modifier l'équation initiale par l'introduction d'un terme correctif qui 

rend la solution périodique. Le chapitre II est consacré à cette étude 

(existence, unicité, dépendance continue...). 

Le chapitre III basé sur le théorème des fonctions implicites 

nous donnera des conditions nécessaires d'existence de solution périodique 

du problème initial. 



CHAPITRE 7 

EQUATl ON L I N E A I R E  D ' EVOLUTTON DEPENDANT D ' UN PARAMETRE. 

-= -= -= -= -= -  

( A )  POSITZON DU PROBLEME. 

Considérons l'équation différentielle ordinaire 

dans laquelle t désigne une variable réelle et u un élément d'un espace . 
desBanach E. On notera par U(t,-c,X) la solution satisfaisacit à la condi- 

tion, pour O a T t 1, 

de sorte que la solution du problème 

est de la forme 

La détermination de U(t,r,X) [7] peut se faire comme suit : 



S o i t  V(t,-r,X) = e  (t-T)L(-r,X) solution de 

On consta te  que U(t,-r,A) - v ( t , ~ , X )  v é r i f i e  l ' équa t ion  

De ceci  e t  de (1-5), il r é s u l t e  que 

Nous a l l o n s  considérer l a  r e l a t i o n  (1-8) comme une équation dé f in i s -  

san t  l 'opéra teur  inconnu U(t,-r,X). C 'es t  une équation du type de Vol ter ra  

(par rapport  à t ) .  En l a  résolvant  par  des approximations successives,  on a  : 

avec U o ( t y ~ , h )  = e ( )  , et les Uk sont d é f i n i s  par l a  r e l a t i o n  

de récurrence 

Nous a l l o n s  montrer que 



La relation (1-11) est vraie pour k = 1 car d'après (1-IO), 

pour k = O 

Supposons que (1-11) soit vrai pour k = n. D'après (1-10) 

Pour s c [T , t] , 5 E [s , t] . Donc en changeant 1 'ordre d' intégra- 

tion, avec 5 £ b, t] et s t: [T ,cl (théorème d e  Fubini) . 

Par conséquent, (1-11) est démontré pour tout k. On pose 
00 

~ ' a ~ r è s  (1-12) , % étant convergente vers O, 
k>, 1 



Nous indiquerons les conditions pour lesquelles l'équation (1-13) 

admet une solution unique : a(t,~,X), et la relation (1-14) définit une 

solution continue unique de l'équation intégrale (1-8) et du problème (1-l), 

(1-2). 

2 ) EmLtune du paoblême modL&iZ Q;t pamièheh hypoXhQheh. 

Nous intéressant à la recherche des solutions périodiques de 

période 1 de l'équation 

ou bien de 

nous pouvons déjà écrire que la solution du problème E(~,A), u(t,A,uo) Y 

doit satisfaire à 

c'est-à-dire à la condition 



Notons alors par m(X,u), 

Nous étudierons donc l'équation modifiée suivante où u est telle 

que u(1,X) = u(0,A) = u0(X). 

l 
% 

Chercher une solution de (2) revient à chercher celle de E(t,X) 

où 

% 
D'abord E(t,X) nous donne (2 ) .  

En effet, en posant v(t,X) = u(t,X) + tm(X,u) où U est solution 

% 
de E(t,X), nous avons 

d'où d'après (1-5), 

ou bien 



'L 
Inversement, (2) nous donne E(t,A) e t  donc e l l e s  s o n t  équ iva l en te s .  

Ptremièncrn c o n ~ o ~  AWL L ( ~ , A ) .  

L(t,A) e s t  une f a m i l l e  d ' opé ra t eu r s  l i n é a i r e s  fermés avec un 

domaine commun B ne  dépendant n i  de  t, n i  d e  X, dense dans E. L(t,X) e s t  

I 1-périodique en t ,  con t inu  en  A e t  t pour l a  topologie  de  l a  norme 

de B dans E ,  où B e s t  muni de  l a  norme du graphe 1 I I  * (  ) 1 : 

A ~ A  e t  t o ~  I l  l u l l l  = (11u1l2 + I IL( t .A) l l  

L(t,A0) = L ( t )  e s t  i n v e r s i b l e  pour t o u t  t dans 8. A e s t  un p e t i t  i n t e r -  

v a l l e  au tour  de Xo.  A e s t  r é d u i t  en A. d e  façon que L(t,X) s o i t  i n v e r s i b l e  

pour A E e t  t o R.  

Ce t t e  d e r n i è r e  cond i t i on  s u r  L(t,A ) nous permet de  d i r e  que 
O 

l a  norme du graphe I I  1 - 1  I I  de  L ( t )  e s t  équ iva l en te  à l a  norme de L ( t )  

dans B c a r  

1 

Nous supposerons de p l u s  que pour t o u t  t , ~ , s  E R,A,y E A. 

il e x i s t e  61 o ].0,1] t e l  que . 



En f a i t ,  on peut  remplacer  dans (Hl) e t  (H2) L-l ( s )  

- 1 
p a r  L ( s , ~ )  pour v suffisamment proche de ho ([6] pages 30-214) 

de  s o r t e  que l ' o n  a pour t , i , s  E !R, h,p,li E a e t  A r é d u i t  d e  façon  
O 

1 
que cllv-hol < 2 , 

De p l u s ,  

Le s p e c t r e  de { ~ ( t ) ,  t E: R) e s t  supposé c o n s t i t u é  de  deux p a r t i e s  : 

1 )  La première e s t  contenue dans un s e c t e u r  a n g u l a i r e  dans l a  mo i t i é  

gauche de @, 

I 2)  La seconde c o n s i s t e  en un nombre f i n i  de  v a l e u r s  propres  dans 

I dont  chacune engendre un opé ra t eu r  de  Fredholm L ( t )  - p I  d ' i n d i c e  

O ( i. e .  d im[~er  ( ~ ( t )  -v1)1 - = c o d i r n [ ~ m ( L ( t ) - ~ ~ ) ~ ,  pour chaque t E iR ) . 



D'après [ 6 ] ,  c h a p i t r e  IV-5, page 2 13, l e  s p e c t r e  de 

{ ~ ( t , h ) ,  t E IR}, pour X E ho , où h est  une r e s t r i c t i o n  de A, 
O 

e s t  formé a u s s i  de deux p a r t i e s ,  l a  première  dans S e t  l a  seconde 
O 

q u i  c o n s i s t e  en un nombre f i n i  de v a l e u r s  p rop re s  dans sC q u i  v a r i e n t  
O 

continûment par  r a p p o r t  à X s i  les v a l e u r s  propres  de L ( t )  dans sC 4 
s o n t  comptées en accord  avec l e u r  m u l t i p l i c i t é .  Une t ro i s i ème  hypothèse 

e s t  émise sur  L ( t ) ,  

Posons -A(t) = L ( t )  - WI 

Il r é s u l t e  d ' ap rè s  [3] page 108, que pour r E @, 11, -A(T) 

- ~ A ( T )  
engendre un semi-groupe a n a l y t i q u e  e  ( t  2 0)  y 

où r e s t  l e  bord de  S 
O 

S i  X e s t  un r é e l  a s sez  v o i s i n  d e  A. y 
a l o r s  l ' hypothèse  (H3) 

r e s t e  v a l a b l e  pour A(r,A) = w I  - L(-r,X) ([5] dans l ' append ice ) .  

Pour X t e l  que 
C 

c l / h - h o ~ ( l + ~ o m a x ( l , w ) )  < 1 .  r E [0,1] e t  ,J E SO , 
H3 ' ) 

e t  p a r  s u i t e  

(1-16) e  
1 

= - eiit(l-l + ~ ( r ,  X))-'dv , avec T. bord de  S 2 1 ~  O 



-A(-r,X) est donc un opérateur infinitésimal générateur du semi-groupe fsrte- 

ment continu e -~A(T,X) (t 2 0). 

Rappelons d'abord que si $ CIO, ;[ et M est une constante 

positive, un opérateur B dans un Banach X est dit de type (@,M) 

I (i) B est un opérateur fermé à domaine DB dense dans X ; 

i (ii) la résolvante de B contient le secteur 

K 
Notre opérateur A(t,X) est de type (a,M) où a = - - 2 O et l 

K 
O 

M = . En effet : 
]-cl 1 A-ho/ (l+Komax(l ,d) 

p(-A(t,X)) = {p E (CIvI - (-A(t,X)) = FI + A(t,X) est inversible) 

contient sC Donc p(A(t,A) ) contient le symétrique de sC par rapport 
O 

à l'axe des imaginaires, à savoir le secteur 1 

et par définition, A(t,X) est de type (a,M) lorsque A est voisin de A . 
O l 

Nous pouvons conclure d'après [3 1, théorème 2-1 que -A(t,h) 1 
engendre un semi-groupe e -TA(t9h' analytique pour r > 0, 



l 
1 
1 

fortement continu pour r 2 0, lorsque h est voisin de A et t E [0,1]. 

l 
Nous avons alors les estimations suivantes : 

1 1 e-TA(t,A) -8r (1-17) 1 1  c C 3 2  

-TA (t , A) - 6  -1 
(1-18) 1 I~(t,h)e 1 1  <y T .  

Montrons d'abord (1-17). Pour cela rappelons que pour tout t E @,II 
et pour X assez près de Io , L(t,A) est inversible. Donc O est bien 

dans l'ensemble résolvant de L(t,A), et en particulier dans sC .  D'après 
(b 
C 

l'hypothèse ( H 3 ) ' ,  VI + A(t,h) est inversible pour tout w€Sg , donc 

pour u = O. La continuité de la résolvante de A(t,X), nous permet de 

dire qu'il existe un voisinage V de O dans G contenant un disque de 
O 

centre O et de rayon &O, dans lequel PI + A(t,A) reste inversible. 

6 K 
O Nous choisirons un 6 < Bo tel que & - 1 eton 

1 -cl 1 A-h O 1 (l+~~max( 1 ,w)) 2 

montrera que 

T l  
K 
O 

auquel cas l'opérateur A(t,h) - 6 1  sera de type ) 
1-cl 1 h-A0I (l+komax(l ,w)) 

et -(~(t,h)-61) engendrera un semi-groupe e -' (A(t'X)-61) analytique pour 

.r > O, et fortement continu pour T 2 0, lorsque A est voisin de ' 

O 
Appelons par M la quantité 

1 -cl 1 A-A 1 (I +~,max ( 1 , w)) 
O 



I+A(t,h) -1 
Pour p E sC 1 1 0' M6 c M6 < 1 ,  donc 1 I I  6- 

l,A1+1 

Considérons alors l'intégrale 

où r est une courbe cm entourant le spectre de -(A(t,A) - 61) et son 

intérieur, se composant des 3 courbes suivantes : 

iB1 
{re , l c r < + m }  avec $ < B l < n - @  



un arc de c e r c l e  c e n t r é  en O,  de  rayon 1,  q u i  re l ie  l e s  p o i n t s  
- i9  + i 9  

e  e t  e  , i . e .  r r  = 1 -O1 6 9 h 8 , ) .  

S o i t  l e  changement de  v a r i a b l e  = dans l ' e x p r e s s i o n  de  
T 

e A)-G1) e t  notons par  I" l e  nouveau contour  (  = TT). Le théorème 

de Cauchy nous permet de d i r e  que l e  contour  ï '  peu t  ê t r e  modif ié  en  I' 

puisqu 'on r e s t e  t ou jou r s  en dehors  d e  s p e c t r e  de -(A(t,X) - 61) .  

D 'au t re  p a r t  : 

f 
Kor 

p l  pour r z O 
]-cl  lh-hol (l+Komax(l ,w)) 

e t  p' ê r 

c e  q u i  nous donne 

rcosû 
1 

cos 
e  d r  + 2/:1 e d û = 2 ( e û 1 -  e 1 

cos0 
1 



où cos e l  < O .  D'où (1-17) c'est-à-dire 

Puisque A(t,X) est fermé, nous avons 

En écrivant 

et en rappelant que 1 e"duf = O, on a 
r 

On sait que (A(~,X)-61) est inversible pour X voisin de Xo et 



En écrivant 

on montre que 

d'où (1-17) et (1-18) avec 

COS~. 77 

On a aussi les résultats suivants : 

t,.r,s c IR, h,p,v E Ao, h assez voisin de ho, 

E ~ )  1 IA(~,x)A-' (.r,li) 1 1 6 M~ 

E ~ )  1 1  [A(~,x) - A(T,UTJA-' (S,V)I I s ~ ~ ( l h - u l  
1 

+ 1 t-.r 1 1 
C 

2 E ~ )  I I  @(t,h) - A t ,  + A ,  - A(T,A)]A-'(S,V)I 1 <cMZlh-li1 I t - ~ l  1 

1 

E2) impliquerait que la fonction d'opérateur (~(t, X)A-' (s ,v)) 

est uniformément continue pour t E IR et X B A. un intervalle ouvert de R 

autour de Xo et périodique en t et S. donc uniformément bornée sur 

3 M l  > O indépendant de t,h,s et v tel que 1 IA(~,A)A-' (.,y) 1 1  C M l  

d'où El). 



- 1 
E2) est dûe essentiellement à la borne de L(s,v)A (sYv) qui est 

1 L 
et on a E ) avec M = 

2 ~ - C ~ ~ V - X ~ /  1-cl IV-ho/ (l+Komax(l 

De la même façon E ) est obtenue. 
3 



(B) SOLUTIONS FONDAMENTALES DU PROBLEME V E  CAUCHY. 

Une fonction d'opérateur U(t,~,h) (à valeurs dans B(E)  espace 

de Banach dont les éléments T sont des opérateurs linéaires bornés muni 

de la norme 1 1 ~ 1  1 = Sup ) ,  définieet fortement continueen t, 
x+o I lx I I 

pour O L r & t < 1, continueen h o ho, est appeléesolution fondamentale 

de (1-1) si : 

au i) - ( t h )  existe pour la topologie forte et appartient à B(E) 
at 

pour O C T < t & 1 et est aussi fortement continue en t 

( T < t L l )  ; 

ii) l'image de U(t,r,h) est dans B = D(L(t,h)) t,X 

La construction d'une solution fondamentale est donnée dans les 

prochains paragraphes. 

Lemme 8.7.7.- 

Les inégalités suivantes ont lieu pour t,~,s,<,q E [0,1] et 

3 
6 

(1-22) 1 IA(S,X) [e -rA(tyri)-e-TA(s'v)] 1 1 c bIIM2c3 (8c3+2c3+1 ) 1 A-li / + / t-s / e-6rT-1 



Ptreuve : 

Puisque les semi-groupes e -(T-E)A(t,h) et -U(S,U) sont 

fortement continus pour O 4 5 < T, pour v E B, la fonction 

$(O = -e -(+T-E)A(t'A)e-SA(s9u)v est continûment différentiable 

et $'(<) = e -(T-5)A(t'A) k(s,u)-~(t ,A)] e -SA(s ~ ~ ) v .  En intégrant la dernière 

égalité de O à T, on obtient : 

En utilisant (1-20) et en procédant comme Sobolewski Cl], on peut 

écrire 

et d'après (1-17), (1-18) et (1-19) on a (1-21). (1-22) et (1-23) peuvent 

être vérifiées d'une manière analogue (en utilisant (1-19)). 

A partir de l'identité 

nous pouvons énoncer le lemme suivant. I 



Lemme 8.1.2.- 

Pour tout t,s,r,( E [0,1] , A, LI B ho y 

Ce lemme à son tour nous permet d'établir : 1 
I 

l 

La fonction A(t,X)e Y )  est uniformément continue pour la 

topologie uniforme (i.e., pour la norme de B(E)) par rapport à toutes 

ses variables où O 4 r h r + Ar, t et s s [0,1] et h et p c Ao. 

et d'après les bornes (1-17) ( 1 - 1 )  (1-19) (1-22) et (1-26), 
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Nous avons alors le résultat suivant : 

Pour O i r < t i 1, X et p e A les fonctions d'opérateur 

[A(T,x) - ~(t,li)]e -(t-T)A(T,X) , [~(-r,h)-~(t,pYJ e -(t-r)A(t ,pl -(t-r)A(r,X) 
3 e 

et e sont uniformément continues pour la topologie uniforme 

Considérons maintenant l'opérateur A(t,A)e - A(s9~)A-1 (t,v). 1 

A(t,X)e -rA(s")~-l (E,x) = ~ ( t  ,XIA-' (s,p)e y u  (5,~) I 
-~A(S,U)~(~ ) 

D'après (1-19), A(t,h)A-' (s,p) et A(s,p)A-l (5,~) sont uniformé- 

ment continus et e est fortement continuepour r 2 O. Donc 

A(t,h)e r A s p ~ l  , est fortement continu pour r 5 0 .  En conséquence, 

pour O a r & t G 1, les fonctions d'opérateur 

sont fortement continues en t , ,  X et p. 

Reprenons les équations (1-12) et (1-13). 

on a alors 



2 )  Exintence cavi;tinuLté de Y(t,s,h). 

(1-13)' est une équation d'opérateurs du type de Volterra (par 

rapport à T = O). Son noyau Y (s,O,X) est continu par rapport à s,X, 1 

pour s > 0, d'après le corollaire du lemme B.1.3. Les estimations (1-18) 

et (1-19) nous donnent : 

De ceci, on peut dire que (1-13)' a une solution (t,~,h) 

unique et continue pour tout t et T lorsque t > T et qui vérifie 

où 6 représente la fonction d'Euler et pour k à 2, Yk(t,'r,X) est 

définie par la relation de récurrence (1-12)' et satisfait à 

t , ,  = 1 Yk(t,~,A). 
k>l 

En multipliant (1-13)' à gauche par Y (s,t,A) et en l'intégrant 1 

de T à s, on obtient 



t 
Ainsi la fonction ff(t,r ,A) = j,Y1 (tysyh)Y (s,~,h)ds satisfait 3 1'6quation 

Par conséquent : 

et la relation suivante a lieu 

(1-31) nous permet d'établir la régularité de ( t ~  en t. Soit 

O -r < t 6 t + At 6 1. Alors, en premier lieu, grâce à (1-27), 

6 -1 
(1-32) -6 (t--r) 1 1 yl (t+~t,r,A) - Y t , ~  1 1 G 2M2C3e 1 t - ~  1 

D'autre part, 

Y, (t+At,~,h) - Yl (t>-rYA) = [A(t,A)-A(t+~t,h)]e -(t+At-T)A(T ,A) 

La norme du premier terme du second membre ne dépasse pas 



Puisque la norme du second terme ne dépasse pas celle de 

Yl (t+At,r,A) - Yl (t,r,A), elle ne peut donc dépasser 

I D'autre part, ce terme est égal à 

Sa norme ne dépasse pas 

I 
 après (1-34) et (1-35), la norme du second terme est majorée 

1 Ainsi la norme de la différence Yl(t+At,r,A) - Yl(t,r,X), ne dépasse pas 

D'après ceci et (1-32), on peut écrire que 

2 61 )e-6(t-r) n-1 
(1-36) 1lyl (t+ht,~,h)-~~ (t,r,~) II h 2~2C3(1+(2C3) ~t 1 t-.L 1 

pour n ~(@,6~])- 



Lemme B.2.1.- 

Pourtout ne]0,6J, O & r < . t & t + A t &  1, X e h  O 

Pneuve : Pour démontrer ce lemme, on utilise (1-31) où 

et en se servant de (1-28) et (1-36) pour n ~]0,6J on a ce qu'on veut. 

On a besoin aussi d'une estimation de la norme de 

[Y(~+A~,T,x) - Y(~,T,A)JA-' (s,u). 
Tout d'abord à partir de l'estimation 

En utilisant (1-31), on établit de la même manière que pour (1-37) 

l'inégalité . 



Soient h,p € A. et O 6 s < t é 1. 

l D'après (1-18), (1-19) et (1-22) 

c2 1 61-1 -6 (t-s) 
(1-41) 1 Y ~ ~ , S , - Y ~  , ,  1 r ~ ~ c . 3  + c Ih-pl lt-SI 

1 

Nous pouvons énoncer le lemme, 

Lemme 8.2.2.- - 
Pourtout O & T <  t 6 1 et X , ~ E ~ ~ ,  

Cs1-1 
1 - 4 2  1 t , ~ , - ~ t , ,  1 A -  1 t -  .C(l-41)B(S1 y61) { 1+M2C3(l+M2C3!3(61 

l+1f2C3B(ô1 ,Csl le 

Pteuve. : En utilisant (1-31), nous avons 

Les estimations (1 -27) et (1 -28) aous permettent d'écrire 



et d'après un lemme dans les équations différentielles ordinaires, on obtient 

(1-42) (lemme de Gronwall) . 

-ut 
En faisant le changement de variables v(t,X) = u(t,X)e 

dans le système 

on obtient le nouveau système à étudier 

Les équatiops en U(t,-r,A) se transforment en : 

w(t-T) ce qui nous donne ~ ( t  ,T,X) = e v(t,~,X) et toutes les propriétés de 

u(t,~,X) se déduiront de celles de v(t,~,X). 



 après les propriétés des fonctions d'opérateurs e -(t-T)A(T,A) 

et Y(~,T,A) établies ci-dessus, il résulte que V(t,-r,A) est uniformément 

continu en t > T et fortement continu en t 2 T. De plus V(T,T,A) = 1. 

La formule 

définit la solution unique continuede l'équation (1-8)'. 

Sobolewskii [7] prouve que la fonction d'opérateur V(t ,T ,A) est 

fortement continûment différentiable en t pour t > T et qu'elle vérifie 1 

1 ) ' . Pour cela, il considère l 

où v est arbitraire dans E ,  t-T 3 y > 0 et 0 < p < y. 

Lorsque p -+ O, V (t , T ,  A)v -+ V(t,+r,X)v uniformément par rapport 
P 

à t2T+y. De plus, V (t,~,X)v est continûment différentiable en t et 
P 

d'après (1-31), 



I3 , I 4  e t  I5 convergent uniformément v e r s  O par rappor t  à 

t 2 T + y lorsque p -+ O. Il montre de p lus  que 

Donc 

Y(t,'r,X)v é t a n t  continue en t pour t 2 ~ + y ,  A(t,X) é t a n t  fermé e t  B 

dense dans E ,  il r é s u l t e  que A(t,h)jt-'e- ( t - s ) A ( s 9 X ) ~  (s ,  r ,h)v  ds converge 
T 

uniformément par  rapport  à t a *+y vers  A ( ~ , A )  e - ( t - s ) A ( s y X ) ~ ( s , . r , ~ ) v  ds .  1: 
Ainsi  V ( t , ~ , h )  e s t  fortement continûment d i f f é r e n t i a b l e  en t pour t > T 

e t  s a t i s f a i t  à 

Evaluons à présent  V ( t , , )  - V ( t , , )  pour A ,  u c ho e t  O $ r < t $ 1 .  



! 
I En u t i l i s a n t  l e s  i n é g a l i t é s  (1-21), (1-28), (1-17) e t  (1-42) 

4 )  U n i & &  de la a u l u t i o n .  

au après ce q u i  précède,  il r é s u l t e  que l e  problsme 

a une s o l u t i o n  v( t ,A) = V(t,O,A)uo(A) (c) 

q u i  e s t  cont inue  pour t 3 O e t  continûment d i f f é r e n t i a b l e  pour t 2 O 

puisque uo(h) E B. Res te  à prouver que c e t t e  s o l u t i o n  e s t  unique. S i  

A(t,A) e s t  borné, il e s t  c l a i r  que v( t ,A)  e s t  a l o r s  unique. Dans l e  ca s  

où A(t,A) n ' e s t  pas borné, Sobolevski i  [7] page 18,montre que l e  problème ( a ) ,  

(b) a une s o l u t i o n  unique. Pour c e l a  il approche l e  problème ( a ) ,  (b) par  

où An(t,h) = A(t ,h)  sont  des  opé ra t eu r s  bornés pour chaque 

n = 1 ,  2 ,  ... 



Il nous donne aussi le corollaire suivant 

C o t l o w e .  - 

On a l'identité de semi-groupe suivante 

(1-48) V(t,s,A) = V(~,T,A)V(T,S,A), X c A. , O s s 6 T 6 t 6 1. 

V(~,T,A) est non seulement fortement différentiable mais aussi 

uniformément différentiable en t pour t > T.  



(C)  PRlNClPALES ESTTMATZUNS. 

I ) PLLinhance~ dtracLionn&a d' opéhatewln. 

La borne (1-17) nous permet de définir les puissances fractionnelles 

négatives ~"(t, h) d'un opérateur A(t ,A) par la formule 

-a l s w e  -rA(t ,h),a-ldr 
( 1-49) A (t,X) = - (a > O). 

r(a> O 

Pour tout a > O, on pose Aa(t,h) = [A-~(~,A)J-'. Cette définition 

-a 
est raisonnable puisque si A (t,X)v = O => v = O et alors il existe 

un inverse [A-~(~,A)]-'. 

Pour a > O, Aa(t,h) est un opérateur fermé, généralement non borné 

dont le domaine de dé£ inition D[A~(~,A)] est dense dans E, où 

B o(na(t,h)) c D(A (t,~)) pour a L B, et B c D(A~(~,A)) c E pour O 6 y s 1. 

D'aprèsIre r5] ~ h , p E \ ,  t a  [0,1] et O 6 a < y L  1, 

Pour tout a, et pour v E D[A~(~,A)] où y = rnaxia,~,a+B}, 

f3 B l'identité Aa(t,h)A (t,h)v = A (t,h)Aa(t,h)v = AaiB(t,h)v a lieu. 

Soient a < B < y. Alors pour v s D[AY(t,h)] 

1 où C(1-50) sera précisé ultérieurement. 



Ptteuve : Nous allons établir (1-50) dans le cas oh a = -1,  y = O 

et 1 < @ < O .  

Pour tout E > O 

D'après (1-17) et (1-18) 

En minimisant pour tout E > O, on a 

Ainsi (1-50) est prouvée pour -1 = a < < y = O. En faisant 

- 1 
la substitution A (t,X)v = w, nous établissons sa validité pour 

O = a < B < y = l ,  

D'après cette inégalité et (1-18), pour 8 2 O, on a les bornes 

suivantes : 





On montre de manière analogue que l'inégalité 

est pour tout E > 0, une condition nécessaire et suffisante à l'accomplis- 

sement de (1-50). 

On dira qu'un opérateur B est subordonné à l'opérateur AP(t,h) si 

Soboleuskii (M page 22) a montré que Aa(t,h) est subordonné à 

B A (T,p) pour O 6 a < P et a < 1 On a alors 

-6 1 IA-~(T,~)I 1 6 C36 pour @ > O . 

Lemme C. 2.7. - 

Si O $ a $ 1 et O $ y g 1 alors pour tout A ,  Il, V € no , 

t, T O ,  et O < s 6 1, 

(1-55) -s~(t ,V)_~-SA(T,V) 61 -6s a-y 1 IAY(E.,h)[e ]A-~(T,v)I 1 6 ~(1-55)(1lJ-vI+lt-~/ ) e  6 a 



-a 
Pheuue : D'après (1-20), pour x E B tel que x = A (T,V)Y, Y E E 

AY(5,1) [e 
-(s-.a)A(t,~) [A(T,v)-A(~,P)] e -a (T ,v) dG 

pour O < y < 1 ,  O < a < 1 ,  on utilise (1-50) en prenant 

-a 
x = A (T>v)Y, 

Si a = O et y E ]0,1 [, on utilise (1-21), (1-22) et (1-50) 

r pour y c]o,~[ 

I pour a E jO,l L 

pour a s ]o,~L 

1 I ~ ( 5 , u  Ce -SA(~,U)_~-SA(T ,v)- J A-% , O )  l 1 



En posant 

Lmme C.2.2,- 

Si O r 6 r or s 1+6 alors pour tout p,h E no, 5 E [0,1] 
1 

et 0 6 T < t & l y  

( 1-56) 1 / A ~ ( E . P)~ -(t-~)~(t,h) A -6 (T,A)~ 1 6 ~(1-56)lt-~/ 6-ae-6 (t-r) 

Pour pouvoir montrer (1-56), on aura besoin d'évaluer la quantité 

IIA~(s,P)@-~(T,A) -A-~(~,v)]II pour y <  f3 et 6 > O .  



D'après (1-49), on a 

En u t i l i s a n t  c e c i ,  on montre que 

Montrons à présen t  (1-56) 

La  norme du premier terme du second membre se majore g r â c e  à (1-51) 

e t  c e l l e  du second terme grâce à (1-51) e t  (1-59). On a a l o r s  



Pour 6 a 6 & a é 1+8 
1 1 

C(l-59) 
e -8(t-r) 1 t-r 1 B-a.8~3~~p(l E~ (a-8)+El (a-8+81) 

Pour O < < 61 et @ h a h L+6 1 

Lemme C.2.3.- 

Si O s B < a < 1 + 6 1 alors pour tout A E ho , O 6 r < t & 1, 

I on a l'inégalité de base suivante : 

Pkeuve : D'après (1-53) de Sobolevskii [7], pour x E D[A'-@(T ,Al 

et O < P ,< 1, 

- B -(t-~)~(t,h) -6 v(t,'r,X)A (T,A)x = e A (T,X)X 

+ \Ie-(t-s)~(ty~) [~(SY~)-A(~,~)]V(S,T,A)A -B (~,h)x ds. 

En composant à gauche par A(t,X) et en utilisant (1-56), on'a 



Appelons H(B) la constante de (1-60)1. Soit maintenant un a 

tel que O < 6 Ç a < 1+sl. D'après (1-61), pour x 4 D[A~-~(T,A)] et 

a 
O < f.3 6 1, en composant par A (t,h) à gauche, on obtient 

En utilisant (1-14)' on montre que 



et en écrivant, pour 1 t a < 1+6 
1 '  

1 IA~(~,A)v(~,T,A) 1 1 r 2c (1-60)2C1 (1-60)~l t - ~ l - ~  

(1-6OI5 a92 - 2 

où 1 t a c l+ô 2 
1 

(ici C" r BC3Sup(l,C3)El(a)). 

La borne (1-60) va nous permettre d'établir la régularité par 1 
av rapport à t des fonctions d'opérateurs V(t,r,h) et 5 (t,~,h) =-~(t,h)v(t,~,A) 

Pour (a = O, B = O) et (a = 1 ,  B = O) l'égalité (1-14)' nous 

donne ce lemme. Lorsque a r ]0,1[ et B = O, on applique (1-50) et on a 

Lemme C. 2.4. - 

si O t a t 1 ,  O 4 B 6 1 aiors pour tout v ,  A c lia , 5 r [0,1] r -  
( 1-62) 

et O , < T < t &  1, 

ô1+8-a 
1 IA~(C.P) [v(t.~,h)-e -(t-T)A(tyA~~-B(~y~)~( r c (1-62)lt-~l 

a, B 



Lorsque a E [o,l] e t  O < 6 6  1 ,  on u t i l i s e  l ' i d e n t i t é  (1-61) e t  on considère  

l e s  cas  ( a =  0 ,  O < B L l ) ,  ( a =  1 ,  O <  B L  1) e t  ( O < a <  1, O < L 1 ) .  

1 En l e s  résumant, on o b t i e n t  

pour O L ~ &  1 ,  O < @ &  1 

(1-62) 2 4ria, c sup( l , c3)  6 +B-a 
- ( t - ~ ) A ( t , h ) ] ~ - B ( ~ , h )  1 1  < 1 2 3  1 I A ~ ( E , U )  [ v ( t , ~ , h ) - e  5 E~ ( ~ ) H ( B )  1 t--c 1 

Lemme C . 2 . 5 . -  

S i  O a 6  1 ,  O c 6 c y < 1+SI , O < y - a &  1  a l o r s  pour t o u t  11, h e  A, , 

O 6 - r  < t < t + A t C  1  

Ptreuve : O n  é c r i t  

Aa((,u) F ( t + A t , i , h )  - v ( t , ? , h ) ] ~ - ~ ( r , h )  = 



Le terme (d) se majore en norme grâce à (1-60), suivant les différentes valeurs 

de y et 6, où O É 6 6 y < 1+61. (b) et (c) se majorent en norme grâce 

à (1-50), (1-51) et (1-56), pour O h a < y < 1. Alors 

Pour O 6 a h 1, O < y - a d l ,  O ~ B h y < 1 + 6 ~  et 1 < y ,  

l'inégalité (1-63) est montrée dans [i l. 

Il résulte en ~articulier de (1-63) que pour tout h E no, 
O < T < t < t+At 6 1 ,  

En effet, il suffit d'écrire 

La norme du premier terme du second membre est bornée grâce à (1-63) 

et celle du deuxième grâce à (1-19) et (1-60). 



Lemme C . 2 . 6 . -  - 
si 0 É 4 1, O 4 a < a+& < SI alors pour tout U, h € no . 

Pheuve : 

Pour B > O, i.e. O < B 4 1, (1-65) découle directement de l'iden- 

tité (1-61) en utilisant (1-51) et (1-60)~. On a alors 

I 

Le cas où a = O et O < fl < 1 est donné par (1-62) 2 et celui 

où a = = O est donné par (1-62) 1. 

pour B = O, on écrit 

-(t-T)A(t,A) = (,) + (b) + ((.) = 
v(t,~,X) - e 



~ 
de la même façon, en utilisant (1-22), 

Pour O < a < a+€ < 6 
1 ' 

l Si O 6 c t < a + ~ < 6  
1 '  

O 6 B < 1+6 , 6 6 a + 1 ,  alors pour 

Lemme C.2.7 . -  

S i  O 6 a < a+€ < S1 , 0 6 B 6 1 + a, O s p 6 a alors pour tout 

p, h c ho , < E [0,1] et O ~ T <  t 6 t + A t  6 1, 

[A(t+bt,h)~(t+~t,r,h)-~(t,h)~(t,~,h)]~-~(r,h) 1 1  < ~t~-~(t-r)'-~-~-l 
C a , ~ y ~ , ~  

(1 -67) 



La preuve est dans Sobolevskii [7J 

a = O r  p (1-67) est donnée par (1-64) avec ~ = a +  1 

p = O  et 11 11 11 11 II 

En particulier, il résulte de (1-67) que la fonction d'opérateur 

A~(E,~)v(~,T,A) est uniformément continûment di£ férentiable en t pour 

t > T et que 

En ce qui concerne l'équation conjuguée, Sobolevskii [7] a montré 

que pour x E B, la fonction V(t,-c,A)x est différentiable en T pour 

T ,< t et que 

a - [v(t,-c,h)x] = V(t,-r,X)A(-r,A)x . a-c 

l Lemme C.2.8.-  

Soit O 6 a < 1. Alors pour tout u ,  h € A. , O  & T & t < t+At 6 1 

I et pour toute fonction f (t) continue sur [O, 12, 



La démonstration de ce lemme a été faite par Sobolevskii [7]. 

d Toutefois nous précisons que 

Lemme C.2.9.- 

Si O 6 a 6 1 ,  O G B G 1 alors pour tout y, v ,  X e ho , 

Le cas où a = B = O est donné par ( 1 -45 ) .  

Pour ' B  # O, i.e. O < B i 1 ,  d'après l'identité (1-61)  on a, 



k 

Pour a = 1, d'après les inégalités (1-55), (1-22), (1-60) 

et un lemme dans les équations diff6rentielles ordinaires : 

Pour O < $ 4< 1 

M1M2C3 

A ,  ( ~ , T , A ) - V ~ , , ] A ~ T ,  1 1 6 1 A-PI 1 ~ - T ~ ~ - ~ M ~ M ~ c ~ ( ~ + ~ ~ M ~ c ~ B ( B , ~ ~ ) ~  
(1-70) 

Lorsque 5 = t et V = P, 

Pour O < a <  1, O < B S  1 

3 
1 /Aa(~,v) [V(t,r,h) - ~(t,r,p)lA-~(r,h) 1 $ / A-LI/ ( t - ~ ) B - a ~ ~ 2 ~ 3 ~ u p ( l  ,Cg) 



Pour O < 1 

Reate le cas où B = O. Lorsque cx E ]O,  1 [, d'après l'identité 

(1-14) ,  les estimations (1-55) ,  (1-28) ,  (1-51)3 et (1-42) ,  on a 

Pour O < a < 1 

a 1 l u D , ~ ]  1 1 

( 1 - 7 0 ) ~  



CffAPITRE 1 7  

ETUDE DE L' EQUATION NON LTNEAIRE MOD1 F I E E .  

-=-=-=-=-=-  

( A )  INTRODUCTION. 

Reprenons l'equation modifiée 

'L 
et cherchons sa transformée E'(~,X) par l'application qui à u(t,h) 

ut associe v(t,X) telle que u(t,A) = e v(t,X) 

Ainsi le nouveau système à étudier est 



que l'on peut écrire conne dans le premier chapitre sous la forme 

t us -us -ut 
v(r,h,uo) = V(t,O,A)u (A) + 1 V(e,s,A)g(s,A,ve )e ds-te ml(A,v) 

O 

(5) O 

Pour h c A, soit l'opérateur A tel que 
O 

et pour t E k,l] on pose ~ ( t , h ~ )  = A(t). 

On sait que A. a un domaine B dense dans E et vérifie grâce 

à l'hypothèse (H4), 



'IJ 

(8 )  E X l S T E N C E  ET U N Z C I T E  V ' U N E S O L U T Z O N V E  E1(t,X). 

Soit a E [0,1[ et supposons que p. qui est 1-périodique en t 

vérifie 1 'hypothèse suivante sur E x A x CO, 11 , 
O 

1 où R est un réel positif et E une fonction continue croissante 

I de IR+ dans IR+ telle que &(O) = 0. De plus g(O,X,t) = O dans 

et que 

X,p,v E Ag, uo est une fonction continue en h et vérifie 

1 IA~(X)[U~(V) - uo(v)] I I  G N ~ I V - V I .  

Finalement, supposons comme Friedman [3] que 

assurant l'existence d'une solution définie sur un voisinage de O et 1 
1 'hypothèse 

r R et ( (~~(p)u~(h) 1 1 sont tels que pour tout A et p o %, 



qu i  permet t ra  d 'a£  f  irmer que l a  s o l u t i o n  obtenue e s t  dé£ i n i e  s u r  [O, 1 1 .  

I c i ,  l e s  cons tan tes  Ca(I-60)4 , Cl(l-60)1,  E l ( a )  sont  c e l l e s  d é f i n i e s  

dans l e  premier c h a p i t r e .  

Théokème 2 . 1  . - 
Sous l e s  hypothèses ( H l . . , ( H 7 )  e t  u  EB, il e x i s t e  une 

O 
'b 

s o l u t i o n  u  unique de E(t,X) pour  t E: [O, ÏJ q u i  e s t  continûment 

d i f f i k e n t i a b l e  p a r  r appor t  à t E [O, 11 - , dans l e  convexe 1 1 ul l a <  R .  

Pour démontrer c e  théorème, nous in t rodu i sons  l e s  ensembles 

Q (K,q) de t o u t e s  l e s  fonc t ions  y A ( t )  cont inues  s u r  [o,I] t e l l e s  que : A 

a ~1 
(2-1) yh(0) = A v  = A u  O O ~ A  O O , X  

(2-2) v t ~ r  @,l ] ,  I \ y A ( t )  - y A ( r ) I I  < ~ l t - ~ l  
rl 

où 11 e s t  f i x é  dans IO, ]-a[  e t  K e s t  un nombre p o s i t i f  v é r i f i a n t  

pour A ~l VA , 
O 

e t  une t ransformat ion  w = Tyh d é f i n i e  par  w = où wA 
Y A Y?, 

e s t  s o l u t i o n  de 



ou bien de l'équation intégrale 

Cette équation est de la forme 

Friedman [3] a montré que (lemme 6-1, page 122) V(t,O,A)uo est 

la solution unique du problème. 

et que (page 129) x(t,X) = V(t,s,X)f(s,A)ds est l'unique solution de 1: 

si f est holdérienne. Notre fonction m étant indépendante de w(t,A) 
1 

et g étant holdérienne, à X fixé,(%) ou (%m) admet une solution unique 

w(t, A). 

a 
On montrera ensuite que w = A w = Ty Ùzfinie sur [O, 11 

Y 0  

appartient à Q et que T est une contraction, c'est-à-dire qu'il existe X 
% 'b % -a% 

une fonction vA E Qh telle que TvA = vX. Alors vX = A v est la solution 
O X 

% 
cherchée de E ' (t , A) . 



Commençons par donner une estimation sur 

Supposons d'abord que O 6 t G T G 1. 

D'après l'hypothèse (H4), pour 1 1 y(t)eWt 1 1 < R et 1 ly(-r)eWTI 1 < R, 

1 Wt -ut 1 1 r ~(lly(t)~ leWt + 1 ly(~11 leut)(1t-T~ + 1 ~y(t) - y(~) 1 le )e 

+ E(I IY(T) I leWt + 1 ly(~) 1 leWT) 1 (y(~) I I  IeWt-eWTIe-Wt 

+ E ( ~ I Y ( T ) I / ~ ~ ~ ) ~ \ Y < T > ~ ~ ~ I I ~ ~ - ~ ~  - e 

donc 

mi11(6~ ,n) 
& &(2R) (1+K+2Rw) 1 t-TI pour O 6 t 6 T 6 1  



Lorsque O 6 T 4 t C 1, 

Dans ce cas, / Iy(t) 1 1 eu' = 1 1 y(t)ewt 1 1 < R et de la même 

manière que précédemment, 

On a donc montré que 

ut ( Vt,' E P,I], A E A0 et y/ Ily(t)e I I  < R pour tout t E C0,l-J. 

ut -ut 
et que g(t,~,~~ay(t)e )e est uniformément bornée en y, 

1 ~ g ( t , h , ~ ~ ~ ~ ( t ) e ~ ~ ) e - ~ ~  1 1 h RE(R) 
(2-5) 

pour ily(t)eutl1 < R et tout t E [0,1], h E \ .  

Ces estimations permettent d'affirmer l'existence d'une solution 

a de ( X X )  unique pour un y dans . Soit w = A W. 
h Y 0  

Montrons que w qui s'écrit ainsi 
Y 



l 
l appartient à Q Pour cela, nous commencerons par donner une borne sur la 
l X ' 

norme de A:ml (A ,Aiay) . 

En utilisant des estimations du chapitre 1 et (2-5), on a 

1 

E~ (a)4~>~~up(l,~~)6~-~ (l+ewc1 (1-60)~) RE (R) ewca ( 1-60) 
(A,A~'Y) 1 1 6 1 I A ~ ( ~ ) ~ ~ ~ J ~  1 + 

1 -a 1 -a 

l 

et d'après l'hypothèse (H7), 

1 ~ A ~ m ~ ( h , A ~ ~ y )  I I  < R 

Evaluons à présent w (t+At,X) - w (t,A) pour O a t a t+At 1. 
Y Y 



En utilisant (1-63) pour O < a < 1 et $ = Y = 1, et (1-69) nous 

obtenons : 

+ c(~-~~)A~'-~[ILo~ AtI+l] max 1 ~g(s,h,~~y(s)e~~)e-~~I 1 
o&sat+At 

On sait que 0 a < 1 et q E: ]O, ]-a[, donc 

a 1 
Sachant que pour x ~]0,1] et a e10,1[, x ( L O ~  xl ,< - ea 

et d'après la condition (2-Z), 

rl 1 lwy(t+nt,h) - w Y (t,h)l 1 6 KAt . 

a 
De plus, w (0,h) = Aouoyh. Il reste donc à vérifier que 

Y 

Ilw (t)eutl\ < R  pour que w soit dans Qh. 
Y Y 



4 ~ F ~ S u ~ ( l  ,C~)G~-'E~ (a) (eU2c1 (1-60) 1+1) 
a I IAo(h)uo,hI l 

1 -a 

et d'après (H7), 

On considère à présent QX(t,q) comme un sous-espace de l'espace 

de Banach Y = (01]E) des fonctions continues yA(t) de [0,1] dans 

E, muni de la norme 

Nous allons montrer que T : yA + TyX = w est un opérateur 
yX 

continu dans QA muni de la topologie induite par Y. 

Soient yl(A) et y2(A) E Qh (Pour plus commodité, on note par 

ylYy2, les fonctions yl(h), y2(h), où X est fixé dans no) et 

a 
Puisque w = Ty = A w où w est l'unique solution de (*), 

Y O 

alors pour i = 1,2, Z. vérifie 
1 



On aura alors 

ou bien, d'après (*+), 

Or, g étant uniformément continue au sens de Holder, la diffé- 

us rence [g(s,h,~iayl (s)e ) - g(s,~,~oay,(s)euS)] e-WS l'est aussi par rap- 
.L 

port à s, et donc Zl(t) - Z (t) sera l'unique solution de cette équation. 
2 

Ceci nous permet d'écrire 

t 
w (t) - w (t) = A: 1 V(t,s,h) [g(s,h,~i%~ (s)ewS)-g(s,h,~~y~(~)e~~)]e-~' ds 
Y, 1 y32 O 

L'hypothèse (H4) permet d'établir l'estimation 

/ / [g(s,h,Aoaiyl (s)eWs) - g(s,h,A~y2(s)eWs)] eWS 1 1 6 E(ZR) 1 1 yl (s) - Y2(s) 1 1 . 



Nous avons donc en  u t i l i s a n t  l ' e s t i m a t i o n  (1-60) pour O 6 a < 1 ,  4 

Alors : 

2Ca( 1-60) 4& (2R) 
Sachant de  p lus ,  que < 1 ((H7)), T e s t  a l o r s  une 

1 -a 

c o n t r a c t i o n  e t  possède donc un p o i n t  f i x e  y E QA e t  

-a 
En posant  v ( t )  = A. y ( t ) ,  on a  a l o r s  

q u i  e s t  continûment d i f f  é r e n t i a b l e  s u r  [O, 0 e t  s o l u t i o n  du problème non 

% u t  % 
l i n é a i r e  E1( t ,A) .  u ( t )  = v ( t ) e  s e r a  s o l u t i o n  de E( t ,A) .  



'b 
(C) DEPENDANCE C O N T I N U E  D ' U N E  S O L U T I O N  D E  E(t , A) PAR R A P P O R T  A S A  

C O N V I T Z O N  I N l T l A L E  E T  A A. 

'L 
Une solution de notre problème E(t,X) est donnée par 

Avec les hypothèses du théorème 2.1., pour O & a < a + < 1, 

O 6 r & t,u,v dans Ao, u O a  , IIv0II, 6 R, On a Pour 

1 lu(t,h,uo) - V(T,V,V~) 1 1, = 1 lu(t) - v(r) 1 l a  : 

4eW~a(i-7~)4 
1 u(t>-v(r) 1 l a  6 A-VI {4eWc a, 1 (1-70)~l - ~ ~ ( i ) u ~  1 + - 1 -a RE (R) + 1 

p Ù  1 Iu(t)l 1, et 1 Iv(T) 1 1 ,  < R pour tout t et T dans [0,1]. 

Pour montrer ce théorème, nous aurons besoin de plusieurs estimations. 

Nous commencerons par une évaluation de 1 1 A:[m(h,u) - m(v,v)] 1 1 où I 



1 I u ( t )  1 1 ,  ' R et I I I ,  < v t ,  t o [0,1]. 

eWca(l -60) 4 ~ ( 2 ~ )  
+ u-v 1 1 -a I I  1 a , i  

 a autre p a r t ,  



w s 1 -a 
6 Sup e C (1-70)~1h-v/s 1 I ~ ~ ( h ) u ~ /  1 

06sGT a, 1 

W S + Sup e ~(1-54)Cl (1-60) 1 lA0(v) (uo-vo) 1 1 
S 

S ~ ( s - ~ ) ~ ~  
+  SU^ [ ~ ~ ( 1 - 6 0 ) ~ ( s - o ) ~ ~ ( /  Iu(s) 1 l a + l  Iv(s) 1 l a )  Ih-vI+I l " ( ~ ) ~ v ( s ) l  

s O 

eWca ( 1-60) ,E (2R) 
En utilisant l'hypothèse 7, on a l etalors, 

y 1 -a < 4  



ce q u i  nous donne, 

Reprenons à présent  A ~ ( U  ( t )  - v ( ~ )  ) 
O 

Le premier membre de c e t t e  é g a l i t é  s e  décoiiipose donc en  l a  somme 

de t r o i s  q u a n t i t é s  : une p a r t i e  l i n é a i r e ,  une p a r t i e  non l i n é a i r e  e t  un 

terme c o r r e c t i f .  Nous évaluerons chaque q u a n t i t é  à p a r t .  



b )  Patttie non LinZuhe. 

A: /tV(t,s,h)g(s,h,u)e ~ ( t - S )  V('rysyv)g(sYvyv)e W(T-s) d s 
O 



 après (1-69), pour a € [0,1[, 

W t  1 I (1) I I  6 e ~ ( 1 - 6 9 )  1 t-TI l-a[lLog(t-~)[ +;] max 1 Ig ( s ,h ,u ( s ) ) e -ws~  1 .  
ossst 

a 1 
S a c h a n t q u e p o u r  x ~ [ 0 , 1 ]  e t  a 0  x I ~ o g x l  S z ,  

nous avons pour O 6 a < a+B < 1 e t  pour 1 lA:u(s) 1 1  < R Y S .   CO,^, 

1 w 1 -a-6 1 / (1) 1 1  E (1 + a ) R € ( R ) e  (1-63) + 3 ~ ~ ( 1 - 6 0 ) ~ ) 1  t-rl 

L ' i n é g a l i t é  (1-70) nous donne pour O S a < 1 ,  

eWc ( 1-70) 4~~ (R) 
,< lx-VI . 1 -a 

(1-60) nous donne pour  O ,< a < 1 ,  



c e  q u i  nous permet d ' a v o i r  g r â c e  à (2-8),  

ewca ( 1 -70) 4 R ~  (R) 
I I 4  1 I r { ewc a, 1 O n 0 ( h ) u  0 1 + 1 -a 

A i n s i  



D'après les estimations (2-6), (2-7) et (2-8), nous avons 

En assemblant toutes ces parties, pour O G T & t G 1 ,  

h et v E A. , 0 r a < a+8 < 1 ,  I/u(t)/la, I / v ( T ) I I ~  < R sur [0,1], 

nous avons 



Grâce à l'hypothèse (H5), on peut donner une estimation sur la 

l norme de u(t,A,uo(A)) - u(t,P,u0(P)) 

1 



CHAPZTRE 177 

SOLUTION PERI UV1 QUE VU PRO8 LEEIE INITIAL 

( A )  INTROVUCTI O N  ET HYPOTH ESES. 

La recherche des solutions périodiques en t de l'équation 

revient donc 3 choisir les conditions initiales assurant une solution de 

l'équation modifiée 

telle que m(A,u) soit nulle. Pour cela nous utiliserons le théorème des 

fonctions implicites de L. Césari [1] et [2], que nous indiquerons ulté- 

rieurement. 

Soit Y. la boule dans B définie par les fonctions u(t,A) 

périodiques de période 1 en t telles que 1 1 A:U(~,A) 1 1 < R pour t 

dans [O, 11 et A dans Ao. Faisons les hypothèses : 

(Hg) A(t,A) est continûment différentiable en A. De plus, pour tout 

t E [0,g et h, 1 c no , voisins de * il existe un 



(HlO) g est continûment différentiable par rapport 2 u e t v  t,T € [0,1], 

h,v o A. et 1 lu1 l a  < R, il existe bl et C4 des réels positifs 

et p, E 10, il tels que 

(Hg) à A = ho correspond une solution de E(t,h), x(t,ho,uo(Ao)) telle 

que m(Ao,x) = O. 

- 
(H12) bl et R vérifient : pour A voisin de ho et pour tout u O voisin 

(Hl 1) 

- 
où Auo (A) = uo (A) - u0 (A) . 

L 

g est continûment différentiable par rapport à h et 
- 

t 1 ,  A et k E A. et llull,<R, ilexiste b2, C5 > O  

tels que 



On montrera que (Ha) nous permet d'affirmer que m(X,u) est 

continûment différentiable dans A. * et que (HlO), (H11) et (H(12) 

entraînent la différentiabilité continue de m dans Y . On notera par 
O 

L1(X,u) la différentielle de m. On supposera de plus que : 

(H13) 1 L I  (AO,x) est inversible dans L(Yo,E). 

(8) DlFFERENTlABlLlTE DE m PAR RAPPORT A A. 

Rappelons que v(~,T,!) est solution du système 

ou bien de l'équation 

(3 v(t,~,h) = I - ~(s,A)v(s,~,X)ds. 1: 
Par analogie avec la différentiabilité par rapport au paramètre 1 

de la solution de l'équation différentielle 

a A il suffit que - (t,X) appartienne à L(A ,E) pour assurer l'existeilce a x O 

d'une solution au voisinage de 
ho' de classe C I  et vérifiant de plus 



On a donc dans (a), 

a v - 
ah 

est ainsi solution du système 

ou bien, d'après (1-5), chapitre 1, de l'équation 

a A 
y(t,r,h) = - V(t,s,X) (s,h)V(s,r,b)ds. 

l c ' es t-à-dire, 

aA - 
pour X assez voisin de A ,  où ~i(s,h) = (s,A). 

7 )  2 u d q u u  paphié;téa ct uitimatiom. 

Rappelons que si r est le bord de S 0 ' 

Soit B(r,A,p) = (VI + A(T,A))-l, alors, pour b voisin de A O 

~i(i,h,p) = -~(r,h,~)~~(r,X)~(r,h,U). 



Donc 

Comme dans l e  premier c h a p i t r e ,  pour c a l c u l e r  l a  norme de 

e t  sachant  que 

nous avons 



a v 
Reprenons (3-1). A l o r s  l a  norme d e  ah ( t , ~ , h )  n e  d é p a s s e  p a s ,  

- ~ pour  X v o i s i n  d e  Ao> 

S o i t  a E: ]0,1[ . Alors ,  

-a a 
a a V  1 A t h  1 a ( t l  I A ~ V ( ~ , S , ~ )  1 1 . 1  I A ~ ( s , X ) A  O(s ,h )  1 1 . 1  ] A  O ( S , X ) V ( S , T , ~ )  1 l d s  

J T 
O 

r ( a ) r ( a o )  r ( a + l ) r ( a o + l )  
- - 2 

o r  B(a,ao) = r(a+ao) a . a o r ( a + a o )  a a.a puisque  a,a O E ] o , ~ [ .  
O 



n 
IIX 

n 
I I X  

n 

5 
U 
w 



Soit a s ]O, 1 [. Alors : 

c'est-à-dire que 

- - 
a E ]O, 1 [, h et h voisins de ho, 

- 1-a -a 2 
1 /A: [ t ~ )  - t ~ ]  1 6 Ih-hl. / t - ~ l  0 -  

(3-6) aa 
O 

{M C (1-60)4Ca(l-70)4 + M C (1-60)4Ca(l-60)4 + M (1-70)~~,(1-60),} 
a. a. 

D'autre part, 



- 
S i  h e t  son t  v o i s i n s  de X a l o r s  

O 

S o i t  a E ] o , ~ [ .  

1 I A ~  [g ( t . r , h )  - ( ~ , T , Z ) ] A - ~ ( T , T )  1 / g 

On a donc montré que : 

e t  que 

(3-8) 

- ( 1  1 [g ( t , ~ , , )  - - ax  (t.T,h;ln-l 1 1  < i - i  . ~ t - ~ l  

- - - 
~ a a 1 0 , l ~  - h  e t  h  v o i s i n s d e  xo' 

1 IA(, [ t - t ,  T ,  1 1 1 h-RI . I  c-rl 1 -a 
- 



I am 3 )  C o n t i r d t é  de (1,~) pan "appotct à 1. 
l 

1 
Rappelons que m(A,u) s'écrit : 

l , s , )  et g(s,h,u) étant différentiables par rapport 2 A, 

m(A,u) l'est aussi, et, en considérant A et uo comme deux variables 

indépendantes, 

a v ag - - 
De plus, sachant que - ax ( t h )  et ah (s,X,u) sont continus en A, 

am - 
(A,u) le sera aussi et pour a E 7 0 , l L  et 1 I A ~ u ~  1 < R, 



1 
W(1-S)~a(i-7~)41X-k~ .b2e W(I-s) 

+ 1; (~-s)-~ds 

1 
+ 1 ~~(1-60)~~~lX-XIe w(1-s) (1-S) -a ds. 

O 

D'après l'hypothèse (H5) et l'estimation (2-10) 

- - 
Pour X et X voisins de o s  a €loil[, - 

- 
et pour X et voisins de 

Xo> 

1 1 %  u - (u()) 1 & l~1.w{Co(3-5)No + ~(3-9) 1 I A  O (h)u O (h) 1 1  
(3-1 1) 

+ R&(R)C(3-7) + E (2R)Co(3-4) (l+C(2-IO)) + b2C(I-45) + c5c;(1-60) 



( C )  E X I S T E N C E  DE LA S O L U T I O N  P E R I O P I Q U E  VU PROBLEME I N I T I A L .  

I Sous les hypothèses (Hl) ...( H13),on peut trouver un voisinage ouvert 

1 de ho dans tel que pour tout voisinage ouvert 1 connexe de ho, I O 

I C  Io, il existe une application continue unique de 1 dans Y telle 
O 

que uo = $(A 1, (h,$(h)) c ho X Y. et m(h,@(h)) = 0 pour tout h E 1. 
O 

En outre 4 est continûment différentiable dans 1 et sa dérivée est donnée 

1 par : 

Ptreuve : 

Nous allons montrer que les hypothèses (H1),..,(~13) nous permettent 

d'établir que m est continûment différentiable par rapport à u auquel cas 
0 y 

nous serons dans les conditions d'application du théorème des fonctions implicites. 

Pour cela, nous nous aiderons du travail de Gérard Hecquet [il. 

Reprenons l'équation modifiée 

Soient u et u deux solutions de ce problème avec des conditions 
1 

initiales respectives u et u .  Soient Au=ul-u, Au,= u -u et 
O 1 O 01 O 

Am = m(h,ul)-m(h,u). Nous étudierons alors Ara pour une "petite" variation 

de uo, i.e. pour Auo petit. 



W t 
AU = e V(~,O,X)AU~ + v(~,o,x) Lg(s,h,u+~u) - g(s,~,u)]e 1: w(t-s)ds - tAm . 

1 g étant de classe C en u, on peut écrire en posant a(s,h) = gU(s,X,u), 

g(s,X,u+Au) - g(s,X,u) = a(s,h).Au + ~~(s,h,Au) 

et donc 

Soit le système obtenu à partir de (m) par linéarisation 

Ce système se présente de la même manière que celui du second 

'L 
chapitre, (2, où g(s, X,u) est remplacé par a(s,X)Au(s) . On utilisera 

donc la même méthode pour prouver l'existence d'une solution unique de (w) 

sous certaines hypothèses. 

Zi Zi 
A X fixé, soit donc S (K,n) l'ensemble de toutes les fonctions X 

Ay(t) continues sur [0,1] telles que 

(2-12) AY(O) = AZAU 0 . 
'L 

'L 2, 
(3-13) t, T c [0,1], 1 lAy<t> - A~(T)] 1 c ~lt-rl' où ri est un 

'L 
nombre fixé dans - 10,l-a[ et K un nombre positif vérifiant 

pour X E A, 



4 ~ ;  c3sup(l , C ~ ) G ~ - ~ E ~  (a) (eu2cI (1-60) 1+1) 
< 1 -a I IA~(A)Au~I I 

Ce qui prouve que w ê S On montre de la même manière que Ay A' 
'L 'L 

dans le chapitre 2 que T : Ay + TAy est une contraction. 

Donc, il existe un point fixe unique Ay & SA tel que 

'xl ut -a 
En posant Au(t,h) = e A. Ay(t), on a (**). 

2, 

De plus, d'après (C) du chapitre 2, Au(t,A) est continue par 

rapport à X et à sa condition initiale Auo. 

 autre part, d'après le lemme de Gronwall, dans la théorie des 
2, 

équations différentielles, si est nulle, Au l'est aussi. ceci 

'L 2, 
et l'unicité de Au, à Auo fixé, nous permet de dire que Au s'exprime 

linéairement par rapport à Auo, i.e, il existe une application linéaire 
'L 

continue L (t,A) telle que Au = L2(t,A)Auo. 
2 

'L Reprenons le système (36%). Pour établir que e Am est la 

'L différentielle cherchée, il suffit de montrer que Au-Au 3 O plus vite 

que Au . 
O 



(3- 1 4) l1Ay(t)ewtl/ < R, v t  E [o,I]. 

'Il rL 

S ( K , q )  est un convexe fermé borné dans l'espace des fonctions 

continues sur [O, I] . 
1 D'autre part, d'après l'hypothèse (HlO) , la fonction a(t,h)AiaAy(t) 

est continue en t et vérifie l'inégalité de H6lder : 

c'est-à-dire 

t,r tz [0,1], X c ho et Ay tel que 1 lby(t)ewtl 1 < R pour tout t c [0,1], 1 
(3-15) '-b r~ min (lJo 9 T l )  1 / / a ( t , h ) A ~ A y ( t ) - a ( r , h ) ~ i ~ A y ( ~ )  1 1  6 1 IA:~ 1 (RC4+blK) 1 t-TI 

'L 
Soit la fonction w = TAy définie par w = Aa Aw où Aw 

AY AY 0 

est solution de : 

D'après le chapitre 2, a (s, h)AiaAy(s) étant holdgrienne, cette 

équation admet une solution unique Aw(t,X). Donc, en écrivant 



Montrons que w E S. Pour cela, nous donnerons d'abord une 
AY 

a Q 
estimation sur la norme de AoAml (h,Aia~y). 

et d'après le second chapitre et (HlO), 

et en particulier 

1 I A ~ A % ~  ( A , A ~ ~ A Y )  1 /< R pour Auo assez petit. 

Q 
I? 6 KAt . 

D'autre part, pour Auo assez petit 



'L 
Posons z(t) = Au(t) - Au(t) . Alors 

ut w(t-s) 
Z(t) = e V(t,O,h)Au + V(t,s,h) [a(s,h)Au(s) + cl (s,h,hu(s))l - e ds - tAm 

O 

ut " ( t - ~ ) ~ ~  + - e V(t,O,X)Auo - V(t,s,X)a(s,X)Au(s)e 

[ A -  = ~~V(l,n,h)a(n,A)Z(o)e V(1 ,o,h)cl (a,h,Au(o))e w(1-a) da. 

Lorsque Au tendvers O, il enest demême pour A: et donc 
O 

pour Au. On peut donc écrire grâce à la continuité de la fonction gu : 

Ce qui nous permet d'établir 

t 
I I A ~ ( ~ ) I  I 6 1 IIA:v(~,~,A)II.II~(~,A)II.I I A ; ~ I I . I I A ~ ( S ) I I ~  ~ ( t - ~ ) ~ ~  

O 

1 
+ t/ 110 (l,o,h) 1 1 . 1  /cl(a,h,~u(a))l le w(1-a) da. 

O 



En rappelant que 1 1 z ( 1 a, 1 = Sup ( I A ~  (t) 1 1 , 
O,<t&l 

4C a (1-60) 4eU 1 1 Aial 1 
Par hypothèse, bl < 1. Donc pour un k assez 

1 -a 

2~,(1-60)~e~l (Aia/ 1 
petit, 1 -a (bl+k) < 1 et alors, 



Ceci achève la preuve de la différentiabilité de m par rapport 

à u . Il reste à voir que la différentielle de la fonction 
O U o u  

est continue par rapport à la condition initiale u . Pour cela, soient 
O - 

u et u des conditions initiales voisines de (u,m) et (;,il les 
O O 

'L 
solutions de l'équation E(t,A) correspondantes, nous posons alors 

- 
Soient u et u des conditions initiales voisines de (u,m) 

O O 
% 

et ( ,  les solutions de l'équation E(~,A) correspondantes, nous posons 

alors 

d'où 

'L 'k ut 'L w ( t-S) AU - AU = e V(~,O,A)(AU~-AÜ~) 4 V(~,S,A)(~(S,A)-~(S,~))AU(S)~ ds 

1. w (t-s) 'L 1. 
+ ~~V(t,~,i)~(~,h) CA:(s~-Au(s)lr - t (Am-Am) 

'L 'L 
A m -  A; = (e"~(l,O,A)-1)(Auo-~Ü0) + V(l,o,A)(a(o,h)-à(o,A))A:(o)e w (t-0) do 

- - 
Lorsque u et u sont suffisamment proches, a et a sont 

O O 
2 , 1 .  

peut différents. On obtient alors une majoration pour Au - Au. Ceci montre la 

'L 'L 
continuité de la différentielle 

uo u AU et donc celle de u 
O Lr Am. 



(D) CONCLUSION. 

Comme application à ce travail, on peut citer les équations du type 

1 v(t,h,x) = O sur I' 

I v(O,X,x) = v0(A,x) sur fi 

où x 6 Q un domaine ouvert borné dans am de bord r ,  t E IR, v € Lp(Q) 

et X iz A un intervalle ouvert de IR autour de Ao. 

Les fonctions a (t,A,x) sont continûment différentiables en x, ik 

aaik 
périodiques en t, et toutes les fonctions a (t,X,x), - ik hi- (t,X,x), 

ai(t,h,x) et a(t,X,x) sont continues en toutes leurs variables pour t E IR, 

X E h et x E et qu'elles sont périodiques en t. 

De plus, les a (t,A,x), a. (t,A,x) et a(t,A,x) sont continûment 
ik 1 

différentiables en A ,  continues au sens de Holder par rapport à t avec 

un exposant 6 > O et une constante C ne dépendant pas de x. A(t,A) est 
1 

un opérateur elliptique dont le domaine de définition B consiste en toutes 

les fonctions de w ( ~ )  (Q) qui s'annulent au bord, avec 
P 

et v qui est dans B est régulier en A. 
O 



Finalement g(t,A,x,v,vl, ..., v ) est périodique en t, continue 
m 

en toutes ses variables, pour t & IR, X & h ,  x E fi, v et v. avec 
1 

1 I V [  1 < R, 1 [vil 1 < R, i = 1 ,..., m où R est un nombre positif. 

Elle est holdérienne par rapport à t avec un exposant 6 1  > 0, conti- 

nûment différentiable par rapport à h,v,vi, i = 1, ..., m. 

De plus, on supposera qu'en Xo 
notre problème a une solution 

périodique. 
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La première partie de ce travail concerne les équations linéaires 

d'évolution dépendant d'un paramètre dans le cas oi3 les données sont pério- 

diques ; en suivant les travaux de Sobolevskii, de Friedman et ceux de Ize,  

nous précisons les différentes estimations. 

La suite de ce travail repose sur la technique de L, Cesari 

modifiant 116quation initiale par l'adjonction d'un terme correctif 

assurant la p4riodicité de la solution. 

La dernière partie donne alors des conditions ngceasa 

permet tant d'annuler ce terme correctif pour 1 ' exie tence d'une ~o'h-sti& 
périodique du problhe initial. 

1 

MOTS CLES : 

EQUATPON NON LINEAlRE. 

SOLUTION PERlODIcUE. 


