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1. INTRODUCTION 

Dans ce travail, nous étudions les nouvelles possibilités d'accélération 

de la convergence offertes par la composition de deux ou même de plusieurs 

transformations de suites, déjà connues ou non. 

Cette idée n'est pas nouvelle en soi, puisque plusieurs auteurs ont fait 

certaines tentatives en ce sens là. WYNN [171 a proposé une méthode d'intercala- 

tion de suites convergentes, afin de transformer des suites monotones en suites 

alternées. LONGMAN Cl31 et VAN-WIJNGAARDEN 151 se sont intéressés à la même 

question. Leur motivation commune sera explicitée dans le Chapitre 1. Le pro- 

cédé standard, étudié par GERMAIN-BONNE C71 et par KOWALEWSKI Cl21 est une com- 

position de deux transformations de suites. On peut aussi trouver beaucoup 

d'autres exemples dans la littérature. 

L'idée essentielle qui anime ce travail possède le schéma suivant : 

Etant donné un ensemble S de suites convergentes, S accélérable par une trans- 

formation de suites A ,  et étant donné une autre transformation de suites T, 

préalable, peut-on trouver un nouvel ensemble de suites convergentes U, tel que 

T : U + S ,  de sorte que la nouvelle transformation, obtenue par composition de 

A et deT, et que nous noterons A O T, accélère la convergence des suites de ? 

Notations, Défi nitions 

On désignera par (S ), n r 1, une suite convergente de réels, de limite 
n 

Comme (S 1, toutes les autres suites utilisées seront des suites de réels. n 

On notera par e l'erreur commise en prenant S comme approximation de S* : n n 

(en) est la suite erreur 

AS désignera l'écart entre Sn et Sntl : n 



II. PRESENTATION DES ENSEMBLES L I N  ET LOG A I N S I  QUE CERTAINS DE LEURS 

SOUS-ENSEMBLES 

Ensemble L I N  des suites à convergence 1 inéaire , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  ------------- 

I l  e s t  d é f i n i  p a r  : 

e n+ 1 
*:LIN = {( sn )  convergente,  S* = L i m  Sn : qP, -1 5 P < 1 e t  E i m  - = P? 

Il+=' 
e 

n-~x, n 

e n t 1  * LIN' = { ( s  ) convergente,  S* = Lirn Sn : 3 ~ ,  O < P < 1 e t  Lirn - = PI  
n e n- n 

t 
LIN e s t  l e  sous-ensemble de L I N ,  formé des s u i t e s  s t r i c t emen t  monotones à 

p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang .  

e 
n+ 1 * L I N  = s ) convergente,  S = P i m  Sn : 3 ~ ,  -1 5 P < O e t  Lirn  - = PI n w e 

v n 

LIN- e s t  quant à l u i ,  l e  sous-ensemble de LIN, formé des s u i t e s  a l t e r n é e s  

( c ' e s t - à -d i r e  e e < O), e t  ce ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang .  n n + l  

e 
n+ 1 * L I N 1  = { ( s n )  convergente,  S* = ! L i m  Sn : 3 ~ ,  O 5 1 P 1 < 1 e t  a i m  - = PI 

n+co e 
r r t ~ ~  n 

Par a i l l e u r s ,  s i  a e s t  une cons tan te  t e l l e  que -1 5 0 < 1, a l o r s  

e n t 1  * LIN(a) { ( s n )  convergente,  S* = L i m  S e t  !Lim - = a )  
rrtco 

e n* n 

* 
Remarque : (S ) é t a n t  une s u i t e  appar tenant  à L I N ,  e t  S é t a n t  s a  l i m i t e ,  on a : n 

"n+ i e n+ 1 R i m  ---. = R i m  -. 
e 

n* - n 

* en+ i 
LOG = { ( s n )  convergente,  S = Lirn Sn e t  Lirn  - = 1) 

m e n- n 

Toute s u i t e  (S  ) E LOG e s t  à convergence l e n t e .  Effectivement,  l e  rap- n 
p o r t ,  pour n suffisamment grand, de deux e r r e u r s  success ives  e e t  en+l n 

é t a n t  

t r è s  vo is in  de  1, s i g n i f i e  en f a i t  que ces  deux e r r e u r s  sont  presque éga le s ,  
* 

e t  donc que Sn+l r e s t e  encore t r o p  proche de Sn, e t  t r o p  l o i n  de l a  l i m i t e  S . 



Les suites de LOG sont en général difficiles à accélérer. Il n'existe 

d'ailleurs au'un procédé capable d'accélérer la convergence de toutes les 

suites de LOG. La raison en est que LOG est rémanent (J.P. DELAHAYE et 

B. GERMAIN-BONNE [ 6 I ) . 

Un sous-ensemble important de LOG est le suivant : 

ASn+ i 
LOGSF = {(s ) r LOG et kim -, = 1) 

n 
n-~x, n 

LOGSF est aussi rémanent C61. 

Ptro~tUéRé 7 : T o u t e  a u i R e  d e  LUGSF monoRone aitiuctment, a u  d e l 2  d ' u n  cet- 

KOWALEWSKI Cl21 exhibe une classe de sous-ensembles de LOGSF : 

- 
n 

* L~ = {(sn) c LOG : 3~ 1 [O, 11 et kim Ae = P) 
n-Kx, n+1 .. 

II 1. QUELQUES PROPRIETES D '  UNE TRANSFORMATION DE SUITES 

Soit E un ensemble de suites convergentes et P une transformation de 

suites, définie sur E. 

Soient aussi (Sn) c E, S* = kim Sn, et (tn) la suite transformée de (Sn) 
Il+=' 

par P. 



On note a l o r s  ( t n )  = P(Sn). 

Le procédé P e s t  d i t  : 

1. Exact s u r  E s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (Sn) E E, il e x i s t e  un rang N ,  N E lN, 
* 

t e l  que : Vn 2 N ,  t n =  S  . 
* 

2. Régulier  s u r  E s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (S ) appar tenant  à E, R i m  tn = S  . n  n"O 

3 .  D'accélérat ion de l a  convergence s u r  E s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (Sn) ,  

* 
tn -  S  

( S  ) E E, R i m  * = o. 
n  n- Sn - S  

- On d i t  p lus  simplement que P accé l è re  E .  

4. Synchrone s u r  E  s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (S  ) E Ey il e x i s t e  un r é e l  K y  n  

tn - S.. 
K # O t e l  que : R i m  * = K. 

5. Synchrone au sens  l a r g e  s u r  E  s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (Sn ) ,  (Sn)  E, 

Nous notons a l o r s  : P e s t  S.L. s u r  E .  

6 .  Ralen t i s san t  l a  convergence s u r  E s i ,  pour t o u t e  s u i t e  (Sn) ,  (Sn) E E,  

P e s t  r é g u l i e r  s u r  E 

* 
S  - S  

R i m  n  
* = O 

w t n - S  

On d i t  p lus  simplement que P r a l e n t i t  E. 

Remarque : Les d é f i n i t i o n s  3, 4 e t  5 e n t r a î n e n t  nécessairement que l e  procédé P 

e s t  r é g u l i e r  s u r  E .  



Suites svnchrones. définition : 

* * 
Deux suites (u ) et (v ) convergentes, de limites respectives u et v n n 

sont dites synchrones si et seulement si il existe un réel K non nul tel que : 

1 * nt1 * 
Exemple : u = - donc u = O et vn = - 2 '  

d'où v = O, et ce, Yn 2 1. n n' 
n 

u n Alors Rim - = 1. 
v n- n 

I V .  COMPOSIT ION DE DEUX PROCEDES. D E F I N I T I O N  

Soient U et S deux ensembles de suites convergentes, T un procédé régulier 
* 

sur U qui transforme toute suite (u ) E U, (U ) de limite S , en une suite n n 
(Sn) e S, et A un procédé régulier sur S, qui transforme (Sn) en (tn). 

A O T désigne le procédé obtenu par composition des procédés T et A et 

est défini par 

Pro~riétés des com~ositions : 

Faisons auparavant les remarques suivantes : 

Soient E un ensemble de suites convergentes, et P un procédé sur E. 

1. Si P est exact sur E, alors P accélère E. 

2. Si P accélère E, alors P est S.L. sur E. 

3. Si P est synchrone sur E, alors P est S.L. sur E. 

4. Si P est S.L. sur E, alors P est régulier sur E. 

5. Si P est ralentissant sur E, alors P n'est pas S.L. sur E. 



Composition de deux procédés de même na tu re  : 

I l  e s t  a i s é  d ' é t a b l i r  l e  t ab l eau  su ivan t  : 

1 Exact s u r  U i Exact s u r  S / Exact s u r  U I 

1 Ralent i ssan t  s u r  U i Ralen t i s san t  s u r  S Ralen t i s san t  s u r  U 
1 l , 1 1 

Accélère U 

Synchrone s u r  U 

Dans l a  composition de deux procédés de même n a t u r e  e s t  un procédé de 

même na tu re .  

* Si  l e  procédé A e s t  exac t  s u r  S : 

S.L. s u r  U j Ç . L .  s u r  -9 ! S.L. s u r  U 1 i 
l l 

Régul ie r  s u r  U ! Régul ie r  s u r  S 1 ~ é g u l i e r  s u r  U 
l 

Accélère S 

Exact s u r  U Exact s u r  S Exact s u r  U 

, Accélère U Exact s u r  5 Exact s u r  U 

I Synchrone s u r  U Exact s u r  S ' Exact s u r  U 
i 
I S.L. s u r  U Exact sur S Exact s u r  1' 
I I 

1 Ralen t i s san t  sur U Exact Sur  S Exact s u r  U 
1 1 Exact s u r  s I Régulier  s u r  U , i Exact s u r  U 
, 

1 

Accélère U 1 

Nous cons ta tons  que l 'hypothèse  d ' exac t i t ude  de A s u r  S e s t  t r è s  f o r t e .  

En e f f e t ,  quelque s o i t  l a  na tu re  de T ,  l e  procédé A O T e s t  exact  s u r  U. 

Faisons maintenant une hypothèse moins f o r t e  s u r  A : A accé l è re  S. 

Synchrone s u r  S 1 Synchrone s u r  U 



Nous ne pouvons rien conclure sur la nature de A O T, dans les deux 

derniers cas. Pour cela, il faudrait des hypothèses supplémentaires sur A 

et sur T. 

Exact sur U  

L'hypothèse que nous nous donnerons en général est la suivante : la donnée 

d'un ensemble S de suites convergentes, et A un procédé d'accélération sur S ,  

connu. 

Accélère S  1 Accélère U  

Nous souhaitons alors que A O T accélère S ,  avec une hypothèse faible 

sur T. 

Accélère U  i 
Accélère S Accélère U  

Synchrone sur 1 Accélère S  ~ccélère 
1 

S.L. sur U  I 1 ~ccélère S  , Accélère U  
I l 

Ralentissant sur U : Accélère S  ? 
1 l 

Régulier sur U 1 Accélère S / ? 
! ! 

Retenons alors la 

P t r o p o s ~ o n  7 : S o i e n t  U  e;t S deux evinemblu de suites convetrgentu, T une 

~ n s ~ o t u n a t i o n  de s d u ,  de U  d a a  S ,  et A un ptrocZdé q u i  accélètre S. 

Preuve : 

Soient (un) t U ,  (Sn) = T(un), (Sn) e S ,  S* = Rirn u = Rim Sn. 
m rr+oÛ 

* 
T étant S.L. sur U,  alors il existe M E IR', il existe N E M tels que : 



Le premier rapport du produit converge vers O, le second est borné. Il 

est alors clair que ce produit converge vers 0. 

c.q.f.d. 

* 
tn- S 

Le ~rocédé A 0 T accélère la convergence de (un) si Rim * = O. 

Cette démonstration nous permet de remarquer que l'hypothèse de régula- 

rité sur U est insuffisante. Par exemple, si T est un ~rocédé ralentissant sur 

U ,  il est alors nécessaire d'avoir des informations supplémentaires sur T pour 

lever l'indétermination O 

* 

Voici un résultat plus général, dont la démonstration est tout aussi aisée 

Pt~optLiEXé 2 : Soient U ct S deux ememblen de au iXu cvnvmqentu ,  T une hanb-  
dotundon de n & u  de U dam S ,  nynchone au nenb h g e  dutl U, eA A une a u t ~ e  

ak tnb~otundon n ynchone au nem l m g e  AWL S .  keotr/ll A O T en;t U M ~ L  nynchone 

* 

Considérons 1 c C-1, tlC, I y étant un sous-ensemble quelconque, et E 1 
le sous-ensemble de LIN construit comme suit : 

v u  - S  * 

* e n+ 1 
El = {(s,) convergente, S = Rirn Sn : 3P, P c 1 et Eim - = P} e 

n-t03 n- n 

Or 

P~oponLtion 2 : Soient P un phocédé n  ynchnvne AWL E ~ ,  (sn) une nuiXe convengente, 
et (tn) = P(Sn). 

Preuve : 

tn - S 
* 

u - S  

* 
* 'nt1 - 

= )  : Soient S = Rim Sn et R = Rim , R e 1  
w Ii" sli-s* 

n 

- - 
Sn- S u - S  n 

n 
tn- s 

* 
S - S  n 

* 



* 
tn- S 

P étant synchrone sur E, 3~ E IR - (01 tel que Rim A = K. 

* 
tn+î - - 1 

Par suite, Rim * = K.2.K = R. Puisque R E 1, alors (t,) E El. 
n-Ko tn-S 

La réciproque se démontre par intervertion des rôles de (Sn) et (tn). 

CotroUahe 7 : Un ptrocédé oyncktrone o ~ r  L I N  ne Ztmdotone aucune nui te  de LOG 

en oLURe de L I N ,  n i  aucune o u X e  de L I N  en ouiXe de LOG. 

En effet, il suffit de lire la proposition avec El = LIN. 

Le cas loearithmiaue : 

Ptropon+tion 3 : .Soient (Sn) E LOG, S* = 2im S . u o m  toute  ynchnone 
w n 

avec (s~) e~ t a convetgelzce ! o g < i > l ; + h w i q i i e .  

* 
u - s  n 

Preuve : Soit (un) une suite telle qu'il existe K E iR - O K = 2im * 
* * * * Tl+= Sn- S 

u - S  u - S  n+ 1 'n+i-' s - S  n+ 1 - n 
On a - * * * * 

u - s  'n+i - S - S  u - S  
n n n 

C'est-à-direque (un) E LOG. 



V . CONCLUSION 

Un ~ r o c é d é  synchrone sur un ensemble E ne modif ie  donc pas l a  "manière 

de converger" des  s u i t e s  de E .  , 

S i  nous prenons p a r  exemple S = LIN e t  pour  A l e  procédé 62 dfAi tken ,  

q u i  comme nous l e  verrons p l u s  l o i n  a c c é l è r e  L I N ,  e t  s i  T e s t  une transforma- 

t i o n  synchrone sur un ensemble E ,  envoyant dans LIN, on ne peut  a l o r s  e spé re r  

augmenter l e  domaine d ' a c c é l é r a t i o n  de A ,  puisque l e  domaine d ' accé l é ra t ion  

de A O T  s e r a  encore L I N .  En ce  sens  l à ,  l e  cas  où T e s t  synchrone au sens  

l a r g e  r i s o u e  f o r t  d ' ê t r e  p l u s  i n t é r e s s a n t .  



* * 
2: *.A. CHAPITRE 1 :: 

C O N D I T I O N N E M E N T  D ' U N E  S U I T E  C O N V E R G E N T E  

POUR U N E  T R A N S F O R M A T I O N  D E  S U I T E S  D O N N E E  



1. INTRODUCTION 

Certains auteurs ontremarqué que les divers procédés d'accélération de 

la convergence donnent des résultats assez stables lorsque la suite initiale 

est alternée, et moins stables lorsqu'elle est monotone. 

Diverses tentatives ont alors été effectuées pour rendre une suite al- 

ternée (Intercalation de Wynn C171, Longman C131, Van Wi jgarden [ 51 ). 

Notre propos est de préciser cette notion de stabilité pour le procédé 
2 8 dlAitken, qui, on le sait, est le procédé classique accélérant LIN. Pour 

cela,or!va définir auparavant, le conditionnement d'une suite convergente pour 

une transformation de suites régulière quelconque. Il s'agira, ensuite, d'établir 

rigoureusement que toute suite alternée de LIN est mieux conditionnée, pour le 

procédé dlAitken, que toute suite monotone de LIN. 

Cela nous amènera, par la suite, à définir la notion de "transformation 
+ 

de préconditionnement", c'est-à-dire une transformation de suites de LIN dans 

UN- qui, composée avec le procédé dlAitken nous permettrait d'accélérer la con- 

vergence des suites monotones et telle que ces suites aient un bon conditionne- 

ment pour ce nouveau procédé composé. 

Nous démontrerons qu'une telle transformation n'existe pas, ce qui ex- 

pliquera le constat cité plus haut. 

II. PRESENTATION DU PROCEDE 8' D'AITKEN 

* 
Soit (S ) une suite de limite S . On notera A le procédé 62 dlAitken. 

n 2 

Il est construit comme suit : 

A (n) (s,) A A2(sn) = (€in)) où la quantité E 2 est donnée par 



Il e s t  c l a i r  que (E2 ("'1 e s t  d é f i n i  pour t o u t  n  2 1 

III. CONDITIONNEMENT D'UNE SUITE POUR UNE TRANSFORMATION DONNEE 

Nous a l l o n s  adopter  c e t t e  d é f i n i t i o n  maintenant c l a s s ique  du condi t ion-  

nement : I l  r ep résen te ra  une inf luence  des e r r e u r s  absolues  i n t r o d u i t e s  dans 

l e s  données s u r  l e  r é s u l t a t  recherché.  Cet te  d é f i n i t i o n  ne t i e n t  pas  du t o u t  

compte des e r r e u r s  r e l a t i v e s ,  ce  qu i  s e r a i t  une a u t r e  d é f i n i t i o n  du condi t ion-  

nement, comme c e l l e  qu 'a  u t i l i s é e  A . J .  Geurts C81. 

Hv~o thèses .  d é f i n i t i o n s  

* 
Soient ( x  ) une s u i t e  convergente,  de l i m i t e  x  , e t  une t r ans fo rma t ion  n  

de s u i t e s  d é f i n i e  par  une app l i ca t ion  f ,  f d é f i n i e  s u r  IRpt1, où p E IN, e l  s o i t  

(y  ) l a  s u i t e  obtenue de ( x  ) comme s u i t  : 
n  n  

Hyporhèses s u r  f  : 

( i l  f e s t  continûement d i f f é r e n t i a b l e  au vois inage  de t o u t  ( p t l )  u p l e t  de l a  

forme (:<, x , . .  ., x ) ,  x E R .  

( i i )  f e s t  d i f f é r e n t i a b l e  en  t o u t  po in t  (a1, ci2,. . . , cx ) e Rptl. 
p + l  

- Appelons 6 l ' e r r e u r  commise s u r  l e  c a l c u l  de x  , q 2 1, e t  s o i t  E une 
S 
Q 9 s  

9 
majorat ion de 1 ô 1 . s 

9 

- Appelons 8 l ' e r r e u r  commise pa r  conséquent s u r  l e  c a l c u l  de y  n  2 1 : 
Y n  n  



ème 
où f' , 1 2  i S.p+l est la dérivée partielle de f par rapport à la i variable 

Xi et dont la valeur est calculée en un point voisin de (x,, x~+~,..., x ). 
n+p 

Une majoration de 1 6 1 est la suivante : 
Yn 

p+l 
La quantité 1 fi 1 est proportionnelle à la majoration et nous per- 

j=l i - - 
mettra, dans un premier temps, de définir le 

- Conditionnement asymptotique de la suite (x ) pour la transformation f. n 

Il est noté et donné par : 

. Les dérivées partielles f' étant calculées en un point du voisinage de 
X 
j 

(xi, xi+l,..., x i+p ). 

. L'hypothèse (1) permet alors de définir le 

- Conditionnement de la suite (x,) pour le procédé f. 

Il est quant à lui noté et donné par : 

P+ 1 * * 
CUX,), f) = E If; (X ,..., x I I  

j=l j 

IV. CONDITIONNEMENT DES SUITES DE LIN POUR LE  PROCEDE 6* D'AITKEN 

* 
Soit la suite (s ), de limite s , (s ) E LIN, et considérons l'appli- 

3n n 
cation f définie surlR de la façon suivante : 



Notre but étant 1' étude de f (s,, sntl , snt2) , nous nous intéresserons 
uniquement au cas (a )  ; dfautre part, l'application f n'étant pas définie en 

* * *  3 
tout point (s , s , s ), nous poserons f (x, x, x) = x Vx E IR . 

(Il est facile de constater que 9im f(x, y, z) = O lorsque x, y, z tendent 
x-t O 
w 
z+o 

Z vers zéro de façon que : Rim = I l i m  - = P). Lfapplication f sera donc consi- 
X Y 

dérée comme continue en tout point de la forme (x, x, x) et pour toute suite 
* * *  * 

(s ) E LIN on aura : Rim f(s s s ) = f ( s , s , s ) = s .  n 
P 

n' n+l' nt2 

Remarque : On a exactement, pour tout n 2 1 

Etude du cas (a) : 

- z-Y Notons : P(x, y, z) - - 
Y-x 

Alors f(x, y, z )  : x - (y-x) a(x, y, z) 

Le calcul des dérivées partielles donne : 

L 
f' = -2(a(x, y, z) + a (x, y, z)) 
Y 

Tableau des variations des signes des dérivées partielles, par rapport 

à celui de P(x, y, z) : 



Calcul de la quantité Ifil + If' Y 1 + If~l : 

ier cas : ~ ( x ,  y, 2) E [-1, 01 : 

2ème cas : P(X, y, 2 )  E 10, 

De l'étude de ces deux cas, nous pouvons déduire : 

Notons Pn = P(S,, Sntl, Snt2) 

En conclusion, le point E F )  calculé à partir des trois points successifs 

Sn, Sntl, Sn+2 respectivement affectés des majorations d'erreurs E , E 
'ntîY 

E , admet l'erreur 6 ~ ' ~ )  qui peut être majorée comme suit : 
'n+ 2 2 , - 

1 6 ~ p ) ~  5 Max(Es , E~ , E 
n ntl 'nt2 

Cette majoration d'erreur est effectivement calculable, puisque : 



Nous sommes maintenant en mesure de citer le résultat suivant, qui donne 

la valeur du conditionnement d'une suite de LIN pour le procédé dlAitken. 

P&oposiXion 1 : Soient (Sn) LIN, de W e  s*, f l'appficaüon dédinissant 
A 

et donc, en posant P = Lim pn 
n- 

Explicitons ce résultat pour les différentes suites de LIN, mais donnons 

auparavant la 

DédiniLion : soient (un) et (vn) 6 LIN. LU s d e  (u est &e mieux con&on- 
n 

nZe, poun Le pirocédé 6' d' ALtben, que L a  s d e  (vn) s i  : 

C((un), f) < C((vn), f) 

f é&nt L1appLication qui dédivu2 L e  pirocédé 62 d'ACthen. 

Remarque : De la proposition précédente, nous constatons immédiatement que 

Les suites de LIN- ont donc toutes un conditionnement égal à 1 sur LIN- 
+ 

est supérieur à 1 sur LIN . Ceci peut paraître surprenant, mais c'est non seu- 
lement une conséquence de notre définition du conditionnement, mais aussi du 

fait que le procédé dlAitken peut être interprété comme une formule d'extrapo- 
+ 

lation par une exponentielle sur LIN , et comme une formule d'interpolation sur 



LIN-. Pour cela, on peut se référer à [ 11. 

Nous en concluons alors le 

Théonème I : Toute n o e  de LIN- ea t  mieux c o n U o n n é e ,  pow l e  pocédé 62 

d 'Cithen,  pue ,toute nu i t e  de LIN+. 

Par ailleurs, la fonction donnée par C(x) = [%l2 et qui est strictement 

croissante sur l'intervalle 10, 1C nous permet alors d'affirmer le 

* * 
Théotème 2 : Soient  (un) et (vn) E LIN', u = Rim un, v = Rim v 

F 
n" 

* n- * 

pl = Rim Unti- a P2 = Lim Vn+i - * * 
w un-u F v - v  n 

S i  pl < p2, ~ O M  l a  ride (un) est  mieux c o n U o n n é e ,  p o u  l e  ptocédé 

62 dlALthen, que la n d e  (vn). 

Il faut donc remarquer, pour le procédé 6' dlAitken, que le conditionne- 
+ 

ment d'une suite de LIN s'accroît au fur et à mesure que sa constante asymp- 

tot ique P s 'accroît. 

t 
Donnons, à titre d'exemple, le conditionnement d'une suite de LIN 

pour le procédé dlAitken, relatif à certaines valeurs de P. 

Soit (sn) r LIN'. 



Le theorème 1 nous amène ainsi à rechercher une transformation régulière 
+ d e  soites T de LIN dans LIN-, de sorte que le procédé composé A2 O T accélère 

+ 
la convergence des suites de LIN et leur assure aussi un conditionnement infé- 

rieur ou égal à 1. 

On demandera alors à la transformation T d'être synchrone au sens large, 

ce qui est une condition suffisante pour l'accélérabilité du procédé A 2  0 T. 

+ 
Il est aussi naturel d'exiger des suites de LIN d'avoir un condition- 

nement 5 1 pour le procédé T, car si tel n'est pas le cas, elles seraient alors 

mal conditionnées pour le procédé composé A O T, ce qui n'arrangerait rien. 2  

Une telle transformation T sera définie plus loin comme étant une trans- 

formation de préconditionnement. Dans ce qui suit quelques tentatives seront 

faites en ce sens là. La'première se basera sur une méthode d'0pfer C141, la 

seconde sur une méthode de Longman C131. 

V .  RECHERCHE DIUNE TRANSFORMATION DE LIN' DANS LIN-, SYNCHRONE AU SENS LARGE, 

ET ASSURANT UN CONDITIONNEMENT 5 1 

V.a. Une memière t e n t a t i v e :  Par  une méthode dlOpfer Cl41 

Elle consiste à construire une transformation de suites, de LIN' dans 

LIN- dont l'idée essentielle est une méthode d'intercalation de suites de 

monotonies opposées. En effet, Opfer C141, construit, à partir d'une suite de 

mnotonie donnée, une autre de monotonie opposée. 

* 
Soit (un) E LIN', de limite u , vérifiant en outre : 

Ici la suite a été choisie décroissante, ce qui n'est point restrictif. 

E > O étant choisi suffisamment petit, on sait alors qu'il existe un 

rang NE, NE c IN*, tel que : 



Au n+ 1  où P = R i m  ; O < P < 1 .  
W n 

Posons k. = Alors O  < P  < k < 1  e t  il e x i s t e  un rang  N r IN*, t e l  

AU"+l < k < 1. que Yn 2 N ,  O  < r- 
- '  , il s u f f i t  de prendre N = NE. En c h o i s i s s a n t  p a r  exemple E = - 2 

u -kun  n t 1  Construisons v = , n 2 1. n 1-k 

Alors  : 

* * R i m  vn = u 
n- 

* l a  s u i t e  ( v  ) e s t  monotone, c r o i s s a n t e  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  
n 

rang.  

* 
En e f f e t ,  l a  s u i t e  (u  ) é t a n t  déc ro i s san te ,  a l o r s ,  Yn E IN , aun < O n  

* 
i 

> k A u n , Y n >  N .  Ce q u i e q u i v a u t à v  n + l  > v n '  V n 2  N .  

La s u i t e  (Sn) recherchée s e  c o n s t r u i t  p a r  i n t e r c a l a t i o n  des  deux s u i t e s  

(U  ) e t  ( v  ), comme s u i t  : n n 

* 
La s u i t e  (S  ) e s t  a l t e r n é e  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  s a  l i m i t e  S e s t  

* n 
t e l  que S* = u . 

1 
Preuve : Pour c e l a ,  ca lcu lons  R i m  - as 

rr"o n 



le* Cas : 

- k "  AU AU 
n n où u - v  = e t v  - u  = -  

n+l n 1-k n n 1-k 

Ce qui donne : 

2ème Cas : 

Et donc, 

- 
Rim '2n+2 '2n+l = - k ,  (où -1 < -k < -p < 0) 
n-i": '2n+i - '2n 

En conclusion, 

i Rim- =-k, où -1 < -k < -P < O 
AS - n *  

'n+ î - s 
c-à-d Rim * = - k , en d'autres termes, (Sn) e LIN'. 

n- Sn - S c.q.f.d. 

Aunt i 
En pratique, il est coûteux de calculer P = Rim - . On se propose 

n* 

i 
pour cela, de remplacer P par Pn = -. Au n 

Les v s'écriront ainsi : n 

Il est à remarquer que cette nouvelle transformation accélère l'ensemble 

L1/2 
défini par Kowalewski [ 12 1. 

Appliquons maintenant le procédé d'Aitken à la sous-suite de (sn) : 



C'est exactement le procédé dlAitken appliqué à la suite initiale, 

ce qui permet d'affiner que le conditionnement de (un) pour cette nouvelle 

transformation est supérieur à 1. 

Remarque : Il n'y a pas uniquement le procédé accélérant qui puisse trans- 

5rmer toute suite mo~otone, en suite de monotonie opposée. Effectivement : 

?liopohaon 3 : S o a  (u n ) r LIN', de h i X e  u*, 

T o u l  phocedé vn = un - A"n , O < 6 < i, iiccElZliaiant L ~ ,  change 

Lu monotonie de la huLte (un). 

En effet, Avn = Au n - Au n 

Quand n est suffisamment grand, nous avons les estimations suivantes : 

i Aunt î 
2, p, où P = Rim- 

n- Au n 

B- 1 Av 'b Aun 7 . Ce qui entraîne que 
n 

6-1 < O puisque O < B < 1. Avn Aun % Aun 

La suite (vn) a donc la monotonie opposée à celle de (un). 

* 
De plus, Rim vn = u . 

n- 



Nous pouvons, comme précédemment, montrer que la suite (Sn), obtenue 
-- 

par intercalation des suites (un) et (vn), appartient à LIN- et que le nouveau 

procédé obtenu par application du 62 dtAitken à (S ) ne donne pas un condition- n 
nement C 5 1 à la suite initiale. (u ). Nous pouvions nous en douter puisque le n 
calcul des vn fait intervenir une variante du procédé d'Aitken. 

V.b. Une deuxième t e n t a t i v e  : Par une méthode de Longman 

Description du procédé L de Longman Cl31 : 

Faisons les hypothèses suivantes sur une suite (u ) convergente : n 

* 
(il Rim an = a 

rr'==' 

(ii) (a ) strictement croissante n 

Ecrivons an sous la forme suivante : 

Posons : 

et considérons l'expression formelle : 

= (al x t (hal- al) x2 + (Aa2 - bal 3 + al) x t... 

2 3 = bl x + b2 x + b3 x +... 



n- 1 n + l  
b = Aa - Aan-2 + +. . .+ (-1) al ,  b a  l e  s igne  de (-1)  

n n- 1 

Remarquons que l ' o n  peut  déterminer  l e s  b  p a r  l a  r e l a t i o n  de reccurence n 
s u i v a n t e  : 

Pour x = 1, on dédu i t  : 

* 
S i  on appe l l e  tn = 2(bl  + b2 +...+ b , a l o r s  ( t  ) converge vers  a  ; ( t n )  n n  

e s t  a l t e r n é e ,  en e f f e t  : 

Atn t i  - bn+2 - - -  < O,  au vu du s igne  des  bn. 
Atn bn+ 1 

1 
Cependant, l e s  exemples numériques r é a l i s é s  avec l e s  s u i t e s  a  = 2 - - 

n 
2 

2n ' 
a n +  2 

n = 1, 2, 3, ... e t  a  - - -  
4 

, où a = 0.5 montrent que l e  procédé composé 
n t  1 1 

A O L n 'appor te  aucun ga in .  Une expérience iden t ique  f a i t e  avec l a  s u i t e  de  
2 

1 
L O G  an = 2 - -  n  = 1, 2 ,  3, ..., n ' e s t  pas  p l u s  concluante .  n  ' 



Expériences numériques : 

Nous avons les tests numériques suivants : 

3 " D  - 'd 
ai u 
O Z P I  
0 0 ' 3  

rt =i 6 P. 
(D I  (D 

: : ? +  
3 

'a P, PI, 
Pi '3 " P L  c r o z  
P i ' j -  

O 
" 
P .  

c 6 
(D 
'3 P 

% w  
V, 



S o i t  l a  s u i t e  de  poin t  f i x e  

LILLE 8 

2 6 d'Aitken a p p l i q u é a t  

ème 
La s u i t e  obtenue à l a  3 colonne n ' a c c é l è r e  pas  l a  convergence de ( an ) .  



rd 
ri 

'rd -G 
(d : w 

C 
al al 
t ' r i  

rd CI .d 
Ci 

al .ri 
Ci C 
.rl .rl 
3 
m a, 

tJ 
lu .rl 
rl 3 

ln 

(d 
0 ' 4  



Dans ce qui suit, nous allons montrer qu'une transformation dite de 
t préconditionnement de LIN dans LIN-n'existe pas. 

VI. TRANSFORMATION DE PRECONDITIONNEMENT 

a )  Conditionnement des suites de LIN et accélération de la conversence 

* 
Soit (S ) E LIN, de limite S , et considérons la transformation suivante : n 

Remarque 1 : Tout ce qui suit est valable pour tn = Snt@(Sn, Snt1, ..., S 1, 
n +P 

p 2 2. 

Remarque 2 : Une application @ :IR3 +IR est dite homogène d'ordre q, q > O, si 
3 

VA E IR, Y(x, y, 2)  E IR . 

Hypothèses 

H(i) : différentiable en tout point,continuement différentiable en 

(O, O, O) 

H(ii) : @ homogène d'ordre q, q > O 

* L'hypothèse (iii) assure la régularité du procédé. 

@ (S 
Remarque 3 : (tn) accélère la convergence de (S ) ssi lim 

ny snt~y Sn+'2) = -1. 
n * n- S - S  

n 

Introduisons maintenant l'application suivante : 

On a alors tn = f(Sn, Sntl, Sntî) 



Relation entre les dérivées partielles de @ 

L'application @ étant homogène d'ordre q, 1 ' identité d'Euler 
donne en tout point de la forme (x, y, z) : 

Lemme 7 : En ;tou;t poiMR de la dome (x, x, XI, x E IR, d w v é u  p ~ & ~  

de f v&&aielzt : 

f; + f' + f; = +l. 
Y 

En effet, d'après l'identité d'Euler et l'hypothèse (iii) : 

C'est-à-dire xC@'(x, x, x) + @'(x, x, x) + @~(x, x, x)l = O, Vx E IR. 
X Y 

Pour tout x # O, on déduit que 

Puisque $ est continuement différentiable au point (O, 0, O), alors 

Par ailleurs, f;(x, x, x) = 1 +  $'(x, x, x), Yx ER. 
X 

Donc, en tout point de la forme (x, x, x), x E I R ,  

* 
Lemme 2 : Soient (Sn) E LIN, de &Lte s*, et P = 2im 'n+i - 

* -  
rrtco S - S  n 

f dédind un pocédé g u i  accUtae l a  (sn)  si f;+ E' + P"f; = O, 
Y 

* 
chacune d u  déhivéu p d & u  Uant  cdcuRée au p o i n t  ( s*, s*, s ) . 



Preuve : Montrons p l u t ô t  que 

f d é f i n i t  un procédé q u i  a c c é l è r e  l a  s u i t e  (S ) ssi @: + & '  + ~ ' 4 '  = O ,  au 
* * *  n Y z 

po in t  (S  , S , S ). 

* * *  
En e f f e t ,  au vois inage  du p o i n t  ( S  , S , S ) on a : 

* * 
D'après i i i  , @ S *  , S , S ) = O ,  e t  l a  remarque 3 s e  t r a d u i t  par  : 

chacune des dé r ivées  p a r t i e l l e s  de  4 é t a n t  ca l cu lée  au  p o i n t  (Sn, Sntl, Snt2). 

* * 
O r  R i m  'nt1 - = P e t  R i m  'nt2 - 2 

* * = P e t  donc : 
n- S - S  n- S n -  S  n  

f d é f i n i  un procédé q u i  accé l è re  l a  s u i t e  (Sn)  ssi  @A 2 + ; + P 4; = -1, 
* * *  

où $A, @;, +: son t  ca l cu lée  au p o i n t  (S , S , S 1. 
c .q . f . d .  

Lmne 3 : Soient  (Sn)  c L I N ,  de l 5 n i . t ~  s*, et f  dédiniddant un piiocédé q u i  

a c c é l ~ e  la convehgence de ( s 1. ALou 
n 

C((S,, f )  i 1 6 6 i  fi B O ,  f '  B O et f' B O ,  cea dthivées p a h t i e l l e s  étant  c d -  
*Y z 

d é e s  CLU p o i n t  (s*, s*, S 1, CU d W v E e s  ne pouvant n 'annuleh en même t e m p s .  

Preuve : Toutes l e s  dé r ivées  p a r t i e l l e s  s o n t  supposées ê t r e  c a l c u l é e s  au p o i n t  
* 

(s*, s*,  S  ). 

Supposons pa r  l ' absu rde  que f i  2 O ,  f '  < O e t  fi B O. Ceci e s t  va l ab le  
Y 

pour l e s  a u t r e s  cas  de f i g u r e  ( p a r  exemple fX < O ,  f '  < O e t  fS t O). 
Y 

Alors C((Sn) ,  f) = f k - f l + f S  = f l + f ' + f ;  - 2 f 1 .  
Y X Y  Y 

En v e r t u  du lemme 1, e t  puisque f '  < O e n t r a î n e  que -2f1  > O ,  a l o r s  
Y Y 



C((Sn), f) > 1, c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' hypothèse .  

<= : Réciproquement, chacune des dé r ivées  p a r t i e l l e s  é t a n t  p o s i t i v e ,  

C((Sn),  f )  = f i  + f '  + f S  = 1 e t  ce ,  d ' ap rè s  l e  lemme 1. 
Y 

Ces t r o i s  lemmes permettent  d ' é t a b l i r  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

Si, pou4 une h u m  ~omQt ion  de 6 1 . 4 ~  dédinie pm f ,  C (  (Sn) ,  f) 5 1, 

alotrn f ne dE(init  pan un ptocZdE d l  accé4étLation b u t  LIN'. 

Démonstration : S o i t  P = R i m  'nt1 - Sn 
* y P E IO, 1 C  

rrtCO S n - '  

Alors, d ' après  l e  lemme 3, f '  2 O ,  f '  2 O e t  f l  2 0,  ce s  dé r ivées  é t a n t  
* * * X Y 

ca l cu lées  au p o i n t  (S , S , S ). 

Par s u i t e  P - f '  O e t  P 2 *  f '  O ,  d'où : 
Y z 

Du lemme 2,  on dédu i t  que f ne s a u r a i t  d é f i n i r  un procédé a c c é l é r a n t  

l a  convergence de  ( Sn). 

c .q . f .d .  

En conclusion,  nous ne pouvons c o n s t r u i r e  aucune t ransformat ion  qui  
+ 

permet à l a  f o i s  un bon conditionnement (C 5 1 )  aux s u i t e s  de L I N  e t  l ' a ccé -  

l é r a t i o n  de l e u r  convergence. Cela va nous permet t re  de démontrer qu'une bonne 

t ransformation de  préconditionnement n ' e x i s t e  pas .  Mais donnons d'abord une 

d é f i n i t i o n  p r é c i s e  de c e t t e  not ion : 



Dé6i&on : SoLt  T : U + S la M a r i 6 6 o m a t i o n  hégukXEte, qu* à la d&e <un) E U 

asdocx'e la (S ) E S. S* = Rim u . Suppodond q u e  T est d e d i n i e  p m l t a p p & -  
n Tl-"= 

n 

(i) @ d i d 6 é m n t i a b l e  e n  .ta& p o i n t ,  conCinuetnent c X d 6 é t e h b l e  en' (0, . . . , O) 
( 1  @ h o m o g é n e d t o r r & e q ,  q > o .  

) %x, x , . .  . , X) = O ,  Yx E IR. 

( a )  T e 6 X  synckrrone a u  send l m g e  6Wr U 

( b )  C((un), T) 1. 

Considérons le schéma suivant : 

Supposons que T est définie par 1 'application g(xl,. . . , xQ) k 2 3 et que 
le procédé A2 d'Aitken est défini par l'application f(yl, y2, y3 ) définie au 

Chapitre 1, § , 



Appelons h l ' a p p l i c a t i o n  qui  d é f i n i t  l a  t ransformat ion  composé A 2  O T .  

Considérons l ' é l émen t  t r 2 1, de l a  s u i t e  ( t  1. Alors r n 

Par conséquent,  l e  c a l c u l  de tr n é c e s s i t e  l a  connaissance des  éléments 

u r ¶  u r + l ~ - - ~  U donc de  k t 2  termes s u c c e s s i f s  de l a  s u i t e  ( u  ) .  Définis-  
r t q t l  ' n Rt2 

sons  donc l ' a p p l i c a t i o n  h s u r  R p a r  : 

tr = h(ur ,  urtl , . .  . , u r t ~ t i ) '  r ' 
- 

= f 0 g h r ,  U r t l , . .  . ,  u r t f i t l )  y 

- 
g : IRet2 -+ lR3 e s t  dé f in i e  comme s u i t  : 

avec g . ( u  ,?Y u r + l , - - m ~  U r+fitl) = g(ur t i - l0 . .  Y U r tR+i-2 ), i = 1, 2, 3. 

Cela va nous permet t re  de prouver  l e  lemme su ivant  : 

Lemme 4 : Soient (un)  E L I N '  et T :  LIN^ + LIN-, une 2huiamdomation négufi2ke 

de aLU;teh. 

t 
I l  s u f f i t ,  d 'après  l e  lemme 3,  de montrer que pour une s u i t e  ( u  n ) E L I N  , 

* 
de l i r i t e  S , nous avons : 

ème 
a h  désignant  l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e  de h p a r  r appor t  à l a  j v a r i a b l e  ax. 

3 



On supposera que toutes les dérivées partielles sont calculées en 
* * * 

( S  , s , . . a ,  s ). 

où pour i = 1, 2, 3 et j = 1, ..., R+2, 

si j = i,..., 2+i-1 

aii 
T T =  

3 
sinon 

Remarquons que : 

- 
agi - 
ax 

est calculée au (R+2) uplet ( S* , . . . , s*) et 8 est calculée au R-uplet 
j j 

Pour (Sn) ELIN', et f l'application qui définit leprocédé dlAitken, 

on sait que C( (Sn), f) = 1. Alors, d'après le lemme 3, 

+ 
Par hypothèse, pour (un) c LIN , C((un), g) 5 1. Il est alors clair que 

pour tout j = 1,. .., 1+2, 

Il en découle que : 



(2) et (3) montrent que (1) est un produit de deux matrices formées d'éléments 

tous positifs ou nuls. Il s'ensuit que 

Afin de bien compléter cette démonstration faisons les remarques suivantes 

Remarque 1 : Les applications f et g étant homogènes d'ordres respectivement ql 

et q2 alors h est homogène d'ordre ql q2. 

3 a f * * *  a + 2  agi 
Remarque 2 : Sachant que a-(S , S , S ) = 1 et que 1 (s*,..., s*) = 1, 

i=l Yi j=1 j 

a+2 ah 
i = 1, 2 ,  3, il est alors aisé de vérifier que 1 y = 1. 

j =l 

Démonstration : Supposons, par l'absurde, qu'il existe une transformation de 

préconditionnement, notée T, de LIN+ dans LIN-. 

T étant donc synchrone au sens large, et le procédé A2 accélérant LIN-, 

alors, d'après la proposition 1 (Chapitre O), le procédé composé A2 O T accélère 
+ 

LIN'. D'autre part, d'après le lemme 4, pour toute suite u n ,  (un) E LIN , on 
a C((u ), A2 O T) 5 1. Mais, d'après la proposition 4, le procédé A2 O T ne 

n 
peut alors accélérer la convergence de (u n 1, d'où la contradiction. 



.. ., **  **  * *  
$ 2  +*  CHAPITRE I I  :: 

C O M P O S I T I O N  DE C E R T A I N S  PROCEDES D E  

S O M M A T I O N  E T  DU PROCEDE 6 2  D ' A I T K E N  



1. INTRODUCTION 

L'ensemble LIN é t a n t  accéléré  p a r  l e  procédé A* dlAitken,  peut-on t rouver  

une transformation de s u i t e s ,  pqéalable , p lus  précisément un procédé de sommation 

que nous dé f in i rons  plus bas,  noté P.S, P.S envoyant nécessairement d'un sou- 

ensemble de LOG dans LIN e t  t e l  que l e  procédé composé A2 O P.S puisse  accélérer  

r e r  ce  sous-ensemble de LOG ? 

Thëokème I : S o a  (Sn)n2l une 61ute convmgente, rat 6 0 d  (tnInal h 6 " t e  

où A = ( a  ) e s t  un tableau i n f i n i .  Une condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  n,k n 2 l  
k 2 l  

pour que l a  s u i t e  (t,)nal converge ve r s  la même-limite que fSn)nsl, et cec i  

quelque s o i t  ( Sn , e s t  que l e s  t r o i s  condit ions suivantes so ien t  v é r i f i é e s  : 

( i i )  R i m  ank = O,  k = 1, 2 ,  3, ... 
n- 

w 

( i i i )  . R i m  1 ank = 1 
w k = l  

Dans ce c a s ,  on d i t  que A d é f i n i t  un procédé r é g u l i e r  de sommation. 

On d i r a  plus simplement que l e  tableau A d é f i n i t  une matrice de Toepli tz .  

II. PREMIERE TRANSFORMATION ENV1SAGEE:LE  PROCEDE DE CESARO 

Le t ab leau  A e s t  donné par  

1 a = -  j = l,..., i 
i j  i 

i = 1, 2, 3,... 

a . .  = O j > i  
13 

* 
(Sn)nal é t an t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S , l a  s u i t e  (tn)nal e s t  a l o r s  

donnée par  : 



Remarques : - La matrice A e s t  " t r i a n g u l a i r e  inférieuret1.  

- Les éléments de A sont  tous  p o s i t i f s  ou nu l s .  

Le procédé de Césaro transforme-t- i l  c e r t a i n e s  s u i t e s  de LOG en s u i t e  

LIN ? Avant d'y appor ter  une réponse, il est u t i l e  de f a i r e  l e  r appe l  suivant  : 

* e n+ 1 LIN1 = {(sn)  convergente, S = kim S : 3~ É 1-1, +l[ e t  L i m  7 = P l  
Ir'=" 

n 
rr+03 n 

Rappelons a u s s i  l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

Phophié té  I : S o a  (Sn) une sui te  convehgente, de LhLte s*, et p É 1-1, + i ï .  
k e 0 ~  

Le cas P = -1 e s t  épineux. Tout ce que nous pouvons d i r e  e s t  que, pour une 
* 

s u i t e  (S ) convergente, de l i m i t e  S , 
n 

Lemme 1 : SoLt ( sn )  une sui te  convagente, et ( t n )  la suiXe obzenue de (sn) PM 

Le phocédé de C h m o .  On a 

Preuve : De l a  d é f i n i t i o n  de l a  s u i t e  ( t n ) ,  nous avons : 

d'où Sn+1 = ( n + l )  tn+l - n tn  = n A t n  + tn+l, 

ce qu i  donne : 

Calcul du rappor t  Atn+l 
ot: 

n 



'n+i 
- - i=l 

Or 'n+i - t n + i  
, donc 

n+ 1 

Posons, pour t o u t  n 2 1 : 'n = n ASn +...+ 2 AS2 + AS1. 

I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que 

u 
n+ 1 

Appelons P = R i m  - u w n 

D'après l a  p r o p r i é t é  précédente,  s i  P E 1-1, + 1 C ,  a l o r s  

A U n + ~  un+ 1 R i m  - = R i m  - = P 
AU n- W n 

"n+1 n t 2  ASn+2 
Mais justement ,  = - - u implique que 

n+ 1 
n *'n+1 

"n+ 1 "n+ 1 R i m  - = R i m  r. 
n a  ASn n-io3 n 

Le lemme 1 e s t  a l o r s  démontré, e t  comme c o r o l l a i r e ,  nous avons l e  



Lemme 2 : Soit  (S ) une r m e  convqente ,  et ( t n )  Ca sui te  obzenue de n 
p-fi t e  ptocédé de Ctküio. On a 

La démonstration e s t  immédiate à p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  de LIN1 e t  

du lemme 1. 

Conséauence : 

Le procédé de Césaro ne transforme donc aucune s u i t e  de LOG en s u i t e  de 

L I N I .  Le s e u l  e spo i r  s e r a i t  a l o r s  que ce procédé transforme une s u i t e  de LOG 

en s u i t e  de LIN(-l), l e  lemme 1 n 'é t an t  pas v é r i f i é  s i  P = -1. Considérons a l o r s  
* 

une s u i t e  ( S  ) convergente, de l i m i t e  S . 
n 

E 

"+', quand n tend vers  1' i n f i n i ,  Etudions l e  comportement du rapport  7 
n 

e n+ 1 
relat ivement à c e l u i  du rappor t  - : e n 

e 
n+ 1 

Appelons, Vn 2 1, = . Cela permet d ' é c r i r e  : n e l + e  +...+ e 
2 n 

La s u i t e  (* ) converge-t-elle,  e t  s i  oui ,  q u e l l e  e s t  s a  l i m i t e  ? n 

Un c a l c u l  immédiat de donne : 



e 
n+l - * Supposons maintenant que ( S  ) E LOG, c'est-à-dire que Rim - - 1. n e 

TFJ n 

Il existe alors un rang N, que nous pourrons supposer, sans restreindre 

à généralité, égal à 1, au delà duquel 
e n+ 1 O<-< 1. 
e 
n 

(Ceci est donc valable, pour tout n 1 1). 

Considérons la suite itérative suivante : 

J O < X1 < 1, avec X1 = Ji1. 

Nous obtenons 

O < $2 < X2. En effet, 

Supposons maintenant, par réccurence, qu'au rang N, O < JiN < XN. 

e N t 2  
et O < - < 1 entraîne que O < JiNtl < XN+l. 

e Nt1 

Par conséquent, Yn Z 1, O < Jin 2 Xn. (2) 

Etudions la convergence de (X ), sachant que O < XI < 1 : n 

(Xn) est décroissante et minorée par 0. Effectivement, supposons par récurrence 

qu'au rang N, O < XN < 1. Alors A + XN > 1, et donc 

* * 
La suite (X ) possède donc une limite X . X vérifie nécessairement 

n 
l'égalité suivante : 



* 
(2) et (3) impliquent que la suite ($ est convergente, et est de limite $ = 0, n 
et par (l), on conclut que 

E 

Rim - *l- - 1. 
rr+oo Sn 

Ptropo4&Lon 7 : L 'ensemble  LOG U R  ~ l t a b l e  pouh l e  plracédé de Césatro. 

Le corollaire suivant découle immédiatement : 

CotroU&e 7 : Le ptrocédé d e  C é s m o  ne h a n h  d o m e  aucune b&e d e  LOG en 
d e  LIN. 

II 1. DEUXIEME TYPE DE TRANSFORMATIONS ENVISAGEES : L E S  PROCEDES DE SOMMATION 

DONNES PAR UNE MATRICE D I T E  A "BANDE DIAGONALE" 

C'est une matrice de Toeplitz dont le tableau est : 

A est donc donné par : 

= ... a = O pour j < 1 et j > p+i-1, i 1, 2, 3, 
i ,j 

* 
Soit (Sn) une suite convergence, de limite S . Sa suite (tn) déduite de 

(S ) par A est donnée par : n 



* * 
Appelons en = Sn - S et En = tn - S . On a alors 

E e 
n+ 1 n+ 1 Etudions le rapport - relativement au rapport - : E e 
n . n 

d'où 

Supposons maintenant que (S ) E LOG. Ecrivons alors, pour n assez grand, 
n 

e 
n+l - étant une quantité positive voisine de O. --1-Fin, e 
n 

Dans ce cas, 

a + a  E n+l,n+l n+l,n+2 (' -lin+l) an+î,n+p .f=t ( ~ - I J ~ + ~ )  
n+ 1 i=l - = (1-vn) E 
n a + a 1 -  +.. .+ a n,n n,n+l 1 

Puisque Rirn un = O, et que ce rapport porte haut et bas sur une somme 
w 

finie de produits finis, nous avons 

E 
n+l - an+l,n+l Rim - - Rim + O  * +  an+ï,n+p 
E 

= 1, et ce d'après la condition (iii) 
a +...+ a 

n+aJ n X F O  n,n n,n+p-1 

du ~héorème de Toeplitz. D'où le 

Théotrème 2 : L a  rnatxices d e  Toeplei/tz ckte~ à "bande d iagonde" ne Rhan~ doment  
aucune bUARe d e  LOG en A&C dc L I N .  L e 6  b & a  R/rans{omées app&Iennevrk 
encotre à LOG. 



I V .  TROISIEME TYPE DE TRANSFORMATIONS ENVISAGEES : LES PROCEDES DE SOMMATION 

DONNES PAR UNE MATRICE DE TOEPLITZ TRIANGULAIRE INFERIEURE AUX ELEMENTS 

NON NEGATIFS 

Considérons une matrice infinie A = ) vérifiant les hypothèses (an,k nS1 
ci-dessous : kll 

(ii) a = O, pour k > nJ 
n ,k 

(iii) Rim a = O, k = 1, 2, 3 ,... 
n- n ,k 

n 
(iv) 3~ E M  tel que 1 a = 1, Yn 2 N. 

k= 1 n ,k 

A est donc bien une matrice de Toeplitz, triangulaire inférieure, dont 

aucun des éléments n'est négatif. Démontrons qu'elle ne réalise pas du tout la 

transformation désirée. 

* 
Soit alors une suite (S ) E LOGSF, (Sn) de limite S . n 

Nous savons que pareille suite est strictement monotone à partir d'un 

certain rang. Pour plus de commodités, supposons que ce rang est n = 1. 

La suite (t ) transformée par cette matrice s'écrit : 
n 

Appelons Bn, n 2 1, l'ensemble suivant : 

Pour n 2 N, t s'avère être un barycentre, d'après les hypothèses (i) n 
et (iv), des points SI, S2, ..., Sn. 

Si E(B ) désigne l'enveloppe convexe de B alors tn e E(Bn). n n ' 



Supposons, e t  c e c i  n ' e s t  poin t  r e s t r i c t i f ,  que l a  s u i t e  (S ) e s t  s t r i c -  n  
tement cro issante .  I l  est a l o r s  c l a i r  que 

C e  qui  revient  à d i r e  que 

trie Cs1, S 1, n 2 1 n 

Dans ce  cas ,  l a  s u i t e  ( t n )  ne peut appar ten i r  à LIN. 

En e f f e t ,  supposons par  l 'absurde,  qu'au con t ra i r e ,  (tn) E LIN.  

Il e x i s t e r a i t  a l o r s  un r é e l  P ,  O < P < 1, P é t a n t  nécessairement p o s i t i f ,  

puisque, par cons t ruct ion ,  l a  s u i t e  ( t n )  ne s a u r a i t  ê t r e  a l t e r n é e ,  e t  P v é r i f i a n t  

* 
R i m  tn+ i  - 

* = P 
rr)oo t n - S  

Par a i l l e u r s ,  puisque (S ) E LOGSF, a l o r s  
n  
* 

R i m  'n+i - 
* = 1 

n-ccO S - S  n  
1- P 

Prenons maintenant E = - 3 

Il e x i s t e  a l o r s  un rang N E iN, suffisamment grand v é r i f i a n t  : 

* 
Sn+l - 

* 2 1 - E  

Sn - S * 
Sn- S  

Prenons pn E R - 101, e t  notons Rn = * I l  e s t  c l a i r  que O < Rn ' 1. 
t - S  
n  



Nous avons les inégalités suivantes : 

Nous pouvons choisir l'entier pn suffisamment grand afin que 

Et dans ce cas, 

* 
Bien entendu, tn-S < O, ce qui entraîne que 

Ce qui est en contradiction avec t E CS1, ..., S 1. 
n+Pn n+Pn 

Nous en déduisons le 

Théotrème 3 : Lu m W c u  d e  T o e p U z  mnguRai / re6  i n d h i e u t r u  à UémenA non 
n é g d 6 a  ne a%nb{otunent aucune acLiRe d e  LOGSF en acLiRe d e  L I N .  

Nous n'avons pu généraliser ce résultat aux matrices de Toeplitz trian- 

gulaires inférieures à éléments quelconques. Cependant, il semble bien difficile 

d'obtenir la transformation recherchée avec ces matrices. Nous nous retrouvons 

donc contraints à étudier d'autres transformations obtenues par un autre type de 

matrices de Toeplitz. 



V. LES MATRICES D'EXTRACTION DE SOUS-SUITES 

Les matrices de Toeplitz que nous venons d'étudier ne transforment 

aucune suite de LOG en suite de LIN. Mais cela ne nous permet pas d'affirmer 

qu'aucune matrice de Toeplitz n'est capable d'effectuer la transformation 

désirée. 

Considérons en effet la matrice de Toeplitz dont le tableau A, qui 

n'appartient à aucun des cas étudiés précédemment, est donné par : . 
I 

n 
Colonnne d'indice 2 

O 1 O O O O O O O ...... 
O O O 1 O O O O o.....: 

..... O O O O O O O 1 O : 

A = 

ligne ni o................................ 

A est donc donné par : 

a.. = 
sinon 

* 
Soit (Dn)n21 une suite convergente, de limite S . La suite (tn) déduite de 

(Sn) par ce tableau est donné par : 

La suite (tn) s'obtient donc de (S ) par une extraction des termes n n 
dont la suite des indices est (2 

1 
Considérons maintenant la suite (Sn)n21,définie par Sn = ;. (Sn) LOGSF. 

1 + . . Alors tn = - n = 1, 2, 3,.. La suite (tn)n21 appartient à LIN 
2" y 



La matr ice  A possède t r iv ia lement  l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

Pkop&&té 2 : SoCt ( s n )  une s d e  sfictement monotone au d d à  d'un cehtain 

Applicat ion : Au cours du Chapitre  0, nous avions vu que t o u t e  s u i t e  de LOGSF 

est s t r i c t ement  monotone à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. Donc, de t o u t e  s u i t e  de 

LOGSF, l a  s u i t e  e x t r a i t e  e s t  a u s s i  monotone, e t ,  p lus  précisément, de même 

mnotonie, e t  ce ,  bien s û r ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. 

Remarque 1 : Il  e s t  n a t u r e l  d 'appliquer c e t t e  t ransformation à des s u i t e s  mono- 

tones.  En e f f e t ,  pour des s u i t e s  qui  ne l e  sont  pas,  nous ne sommes plus  s û r s  

d e  l ' o b t e n t i o n  d'une sous-sui te  qui  a i t  un comportement r é g u l i e r .  

Remarque 2 : Cette p ropr ié t é  a i n s i  que l e s  commentaires qui  su ivent  ne son t  pas 

spéc i f iques  à l a  matrice A.  E l l e  e s t  encore v r a i e  pour t o u t e  matrice B dont l e  

t ab leau  e s t  de l a  forme : 

....... ...... Colonne p Colonne p2 Colonne p3 Colonne pn 
j 1 l l I 

où l ' a p p l i c a t i o n  cx : IN - {O} + ïN - O avec n + a ( n )  = pn, est monotone c ro i s san te .  

A s e  déduit  de B en prenant a ( n )  = 2", n 2 1. 

Accélérat ion de l a  sous-sui te  e t  de l a  s u i t e  i n i t i a l e  ..................................................... 

Supposons, pour l a  matr ice de Toepli tz  B ,  q u ' i l  e x i s t e  un sous-ensemble 

de LOGSF, noté  LS(B), non v ide ,  t e l  que, pour t o u t e  s u i t e  (S E LS(B), l a  s u i t e  n + 
( t n )  e x t r a i t e  par  B,  donc d é f i n i e  par  t = S , n 2 1, appartienne à LIN . 

Pn 



Sachant que le procédé h2 dlAitken accélère LIN', le ~rocédé composé 

A, O P(B) accélère-t-il LS(B) ? - 

Remarque : Nous pourrions être tentés de penser que le calcul de tn ne fait 

intervenir que les (n+p) premiers termes de la suite initiale (S n 1. Ceci n'est 
pas nécessairement vrai puisque l'extraction se réalise en réalité comme suit : 

Appelons (SI) la suite obtenue de la manière suivante : n 

pl - 1 fois 

s ->SI = s  
:pi p2 - p fois 1 

s ->SI = s  
: p2 2 2 \ 

p3 - p2 fois 

etc.. . 

Cette transformation est représentée par une matrice de Toeplitz dont 

le tableau est 

Colonne pl Colonne p 

T = ( 1  O O 
\1 ? L n  ........................................ 

ligne p n j  ................................... 0 1 O ...... 1 Pn+l- pn fois 
ligne pl -4 O ........... .................................. 

O ' ;"1 ..-pl fiis 



ième Le calcul du n terme S' comme on le voit, ne nécessite que la 
n ' 

connaissance des n premiers termes de la suite (Sj)j21. 

Le tableau T est celui d'une matrice triangulaire inférieure, dont les 

éléments non nuls ont tous la valeur 1. Ils se disposent en forme de marches 

d'escalier. 

D'après le théorème, cette matrice ne transforme aucune suite de LOG en 

suite de LIN. 

Le tableau de B se déduit du tableau T en prenant : 

ère pour 1 ligne, la ligne pl de T, 
ème pour 2 ligne, la ligne p2 de T, 

. . . . . . . a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

i ème pour n ligne, la ligne pn de T, etc... 

On évite ainsi les lignes qui se répètent. Cela se traduit par le fait 

que la suite (t ) est une "contraction" de la suite (Sn). n 

La procédure d'extraction, en tant que transformation terme à terme est 

donc réalisée par la matrice T. 

La question de l'accélération de la convergence --- ...................................... ---- 

+ 
Soit (S ) r LS(B). La sous-suite (tn) appartient alors à LIN et est 

n 
alors accélérée parle d'Aitken. Appelons Tn la quantité calculée par ce pro- 

cédé appliqué aux trois points consécutifs t tn et tn+l, n 2 2. n-1 ' 

La suite (t ) est, comme nous venons de le voir, une contraction de (S'). n n 

Nous ne pouvons donc comparer les convergences des suites (T,) et (SA) 
ou des suites (Tn) et (S . Pour cela, il faut "étirer" la suite (Tn) de la 

n 
façon suivante : 



Pour j < p 2, T; = Tl 

Pour p2 S j < p3, T; = T2 

Pour pn 5 j < P,+~, T' = Tn 
j 

LS(B) n' ut p u  vide, c d  emembbe en2 &a accU&& patl t e  p o c é d é  composé 

Démonstration : Soit (S ) E LS(B). La suite transformée par le procédé A2 O P(B) n 
peut, comme nous venons de le voir, être représentée par la suite (TA). 

Montrons que (TA) accélère (s,) : 

Pour pn I j < Pn+p On a 

tend vers O car (T,) accélère 

* 
P = !2im tn+i - * E 10, 1[. La quantité @ est donc bornée. 

W - m  tn-S 

* 
T T - S  

Ainsi Rim j * = O 
j- S - S  

j 

@ : 

* 
S - S 
Pn+ 1 

* 
S - S  
j 

< 1 puisque la suite (Sn) est monotone. 



Commentaire : 

Pour certaines matrices de type B, LS(B) est vide. Considérons par 

exemple la "matrice identité" dant le tableau est 

Ici la suite extraite de toute suite (S ) est encore (S ). 
n n 

En tout cas, si LS(B) n'est pas vide, on est sûr qu'il est alors accéléré 

par le procédé composé A2 O P(B). 

VI. ALGORITHME D'EXTRACTIOE DE SOUS-SUITE Pl 

Cet algorithme est proposé par C. BREZINSKI, J.P. DELAHAYE et B. GERMAIN- 

BONNE C31. 

On se propose d'exhiber un sous-ensemble de LOGSF sur lequel Pl envoie 
dans LIN'. 

Mais présentons auparavant cet algorithme : 

a) Description de 1 'algorithme Pl 

Soit un réel P E IO, 1C. 

Considérons une suite (S ) appartenant à LOGSF, que nous supposerons n 
monotone strictement, dès le premier rang. Nous supposerons la même chose pour 

la suite (AS,). 

Soit N E IN - (O]. On calcule ASN = SNtl - SN. 

* On recherche algorithmiquement le premier indice i(N) vérifiant : 

i p, la suite (AS ) étant supposé décroissante à partir 
n 

du rang N. 



* L'indice i(N) existe puisque tim ASn = 0. 
n+'" 

* L'indice i(N) étant connu, on recherche le premier indice i(i(N)) 

vérifiant Si(i(N)) p. 
Si(N) 

etc.. . 
Considérons dorénavant N = 1, ce qui n'est pas restrictif, et définissons 

la sous-suite (sOn)(p)), n 2 1, de la façon suivante : 

(n) Remarque : Il est évident que la sous-suite (A, (P)),~~ dépend du choix de P 

pris sur l'intervalle 10, 1C. 

D é d i W o n  : S o k t  u n  té& P E 10, 1C. 

Nous dircns que la sous-suite (S:)(P) ) est calculée par une Pl(-- 

extractioii de la suite (Sn). 

Si l'on parle uniquement du procédé P cela signifie que le choix de P 1 ' 
dans 10, 1C est arbitraire. 

D é ~ L n L C i o n  : Les emem6Le < o < a < rn S* 
n 

Sokt u E IO, WC. Appdom <, ltevuembLe de touXes les  sLted 
n 

(Sn) E LOGSF, de W e  S* synchnones avec l a  d L t e  [$] : 



a = {(s,) E LOGSF : 3~ # O et E i m  n ( sn - s* )  = KI 
n W 

b) Démontrons que pour t o u t  r é e l  P, P E 10, 11, P1(p) e x t r a i t  de chaque s u i t e  
* + 

(Sn) appartenant  à S , une sous-suite  (s:)(P)) appartenant  à LIN . 

Leme I : ~ 0 i . t  (Sn) LoGsF, Soient O < P < 1 et ( s ~ ) ( P )  ta b0~6-6UÜe obxenue 

pan une P1(~)-ex&acüon de (s,). 

Preuve : Prenons, pour des commodités de s igne ,  (Sn) monotone c ro i s san te .  Suppo- 

sons, par  l ' absurde ,  que 

- AS, (n  O + l ) ( p )  

3~ > O t e l  que VN E IN, 3no 2 N v é r i f i a n t  : - P [P-E., Pt€]  
AS:O)(P) 

- (no+l) .  
(P  l 

On peut s e  r e s t r e i n d r e  au cas où < P -  E puisque, par  construc- - Asr") ( p 

(n )  t i o n ,  l a  s u i t e  (Sa ( l ) )n21 v é r i f i e  toujours  : 

E > O é t a n t  c h o i s i  suffisamment vo i s in  de O,  chois issons  N E N ,  assez  grand, 

permettant à n de v é r i f i e r  l a  r e l a t i o n  : O 

Un t e l  e n t i e r  N e x i s t e  puisque (Sn) e s t  une s u i t e  de LOGSF. D'autre p a r t ,  



(no ) 
Puisque E X S ~  (P) > 0, a l o r s  

l (no) (no+l ) 

I l  e x i s t e  un e n t i e r  q t e l  que a ( P )  < q < a (P)  v é r i f i a n t  l ' i n é -  

g a l i t é  : 

(no+l> (no+l)  (no) (no) 
Esa ( P )  < -hsq <  ES^ ( p )  + E Xm ( P )  < P asa ( P l  

En e f f e t ,  puisqu'on a 

e t  par  conséquent, on o b t i e n t  l ' i n é g a l i t é  ( 2 )  : 

Les i n é g a l i t é s  ( 1 )  e t  ( 2 )  j o i n t e s ,  donnent l a  suivante : 

- (no+l)  - (no+l> 
ASE ( P )  < Asa 

(no+l )  
< 1 

(no+l)  (no) 
Esa ( P I +  ~ + i ï s a  ( P I  a s ( €  (P I  - 1 )  

(no+l)  
Comme  SE ( p )  > O ,  on déduit  que 

(no+l (no+l 1 (no+l ) (no) (no) 
~ s a  ( P )  < Zs(a  ( P )  - 1 )  < Esa ( p ) + ~ X s a  ( P ) < P * ~ S ~  (P I .  

no+ 1 
Nous pouvons donc prendre, pa r  exemple, q = cl (P) - 1. 

(no+l)  
I l  e x i s t e  donc b i e n  un ind ice  q précédant l ' i n d i c e  a ( p )  et  vé r i f i an l  

ce qui  e s t  en cont radic t ion  avec l a  cons t ruct ion  de l a  s u i t e  d ' indices  ( a ( n ) ( ~ ) ) l  



 me 2 : Q&E que B > O, h i  (sn)  s-$ , & o u  (AS n r s-&. 
n n 

Preuve : Soi t  un r é e l  > 0. 

* B * 
Appelons S = L i m  Sn. Par hypothèse, JK # O t e l  que kim n ( s n -  S ) = K. 

n- w 

B * Posons, pour t o u t  n 2 1, Kn = n (Sn- S ). Bien entendu, % i m  K = K. 
rr+03 

n 

* K 
n K n + ~  

K 
n 

Alors, Yn 2 1, Sn = S + T, d'où ASn = B- -8. 
n ( n + l )  n 

Pour n suffisamment grand, 

K # O en t ra îne  que (Asn) E s-&. 
n 

Pilaposition 3 : De ioute d o e  (5,) appahtenant à s*, t o u t e  Pl(p)-elLt>uiction, 

o i  P c IO, II, en exh&t une 6 0 ~ 6 - ~ & e  (sa(") (p))  appa,ttenant à LIN'. Peu6 

Preuve : Soi t  un r é e l  P > 0. 

1 
Soi t  ( sn )  E T, 8 > 0. Appelons S* l a  l i m i t e .  

n 

I l  e x i s t e  a l o r s  (Kn) de l i m i t e  K non n u l l e ,  t e l l e  que, 

So i t  (soi(")( P) ) l a  sous-suite  obtenue p a r  1' ex t rac t ion  pl(  P) . Lllaprès (11, 

~n 2 1, ~ a ( " ) ( p )  = f + K ~ ( " ) ( P )  e t  donc 
(U(")(P)IB 



D'autre p a r t ,  d 'après  l e  lernme 2,  il e x i s t e  un r é e l  K1 # O t e l  que 

(") '+l '0  ASn, n = 1, 2, 3,. . . Posons a l o r s  KI = c 
7 ,  (U(")(P)) 

O r ,  d 'après l e  l e m e  1, l a  s u i t e  des é c a r t s  (xs~(" ) (P) )  v é r i f i e  

De ( 3 ) ,  de (4), e t  puisque K1 = kim K Y )  non nu l ,  on déduit : 

Ilim ~ ( " + l ) ( ~ )  = P & 
n- a ( n ) ( p )  

NOUS concluons pa r  ( 2 )  e t  pa r  (5)  quz 

i+f3 
Corne O < P < 1 e t  6 > O ,  a l o r s  O < P&i < 1 e t  donc ( s ~ ( " ) ( P ) )  E LIN(P  

En conclusion, nous avons l e  c o r o l l a i r e  suivant  : 

Coho&tUhe 2 : POWL tol~t p E IO, IC, t e  p~océcié composé d2 O P ~ ( P )  accéeène s*. 

En d é f i n i t i v e ,  il s u f f i t  de s a v o i r  qu'une s u i t e  (S ) e s t  synchrone avec n 

une s u i t e  $1 , CI > O, pou^ pouvoir accé lé re r  s a  convergence par  c e t t e  méthode 

d 'ext rac t ion .  



c)  Féries appartenant a S* 

La propriété qui suit (réf. Cl61 page 19) va nous permettre de retrouver 
* 

un grand nombre de séries connues appartenant à S  : 

a l o u  ie eriéte des con6ttantes yj, j 2 1, t&a pue 

Remarque : Il est clair que toute série (Sn) vérifiant les hypothèses de la 
* 

propriété ci-haut appartient à S . Nous avons alors le corollaire. 
n 00 

C o i r o W e  3 : SoiA sÇn = 1 ak, S* = 1 ak. Si poux n 4 u d ~ & m n e n t  girand, 
k= 1 k= 1 

& a u  (sn) C S *  e* esf accéeéirabee pm tou* pirocédé composé A2 O P1(p), P r IO, 1C. 

n * 
Exemple : Toutes les séries harmoniques Sn = 1 k-P, où P > 1, appartient à S . 

k=l 

I V .  EXEMPLES NUMERIOUES 

Soit (Sn), (Sn) E LOGSF. NOUS calculons S j = 1,. .., 1000. 
j ' 

Nous appliquons les ~rocédés Pl( P) , P E 10, 11. 

P étant donné, nous appelerons (s~(~)(P)) la suite extraite sur les 1000 
(n) premiers termes de la suite (S.), et (E ) la suite obtenue par application du 

3 
procédé 62 dllitken à (W(")(P)). 



-' n 1 1 .  s * = o .  Exemple 1 : Sn - - n  ' 



n 
Exemple 2 : Sn 1 = 1 - n > 1. S* = 1.6449340668... 

k=l k 
2 ' 

LILLE @ 

n 
Exemple 3 : 

1 
Sn = 1 2 ' n 2 1. S* = 0.125. 

k=l (kk2 - 1) 

D ~ n s  cet exemple, la procédure d'extraction P1(0.61) a été réalisée sur 

les 2000 premiers termes de la suite (Sn). 



Exemple 4 : une s u i t e  de point  f i xe .  

Les procédés P1(P), O < P < 1 accélèrent  auss i  l e s  s u i t e s  de point f ixe .  
* 

Prenons par exemple l a  s u i t e  (si), de l im i t e  S = O,  générée par  

Les extract ions  sont i c i  r é a l i s ée s  sur l e s  999 premiers termes de l a  

s u i t e  (Sn). 

Nous constatons bien,  pour chaque valeur de P, que l a  s u i t e  ( E  (") ) accélère 

bien l a  convergence de l a  s u i t e  ( s u ( ~ ) ( P ) ) .  

Pourquoi y-a-t- i l  accélération de l a  convergence ? Le théorème de synchronisation 

qui e s t  démontré au Chapitre 3 nous permet d'affirmer que Plm n Sn = 1, 
1 

c'est-à-dire que (Sn) c Sn. n- 



******************  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  * *  **  * *  **  * *  i :  CHAPITRE I I I  2: 

P R O C E D E S  D ' E X T R A C T I O N  D E  

S O U S - S U I T E ,  D E  T Y P E  P2 



Procédés d'extraction de sous-suite de type P2 

Les indices d'extraction obtenus par le procédé Pl ne peuvent être 
connus à l'avance. Il ne le sout, en effet qu'après la réalisation d'un test. 

Néanmoins, il est possible, comme nous le verrons dans ce qui suit, d'effec- 

tuer directement nos extractions t = Sa(n) où l'application a : IN- (0) +IN- (O) n 
est croissante et définie d'avance. 

1. LES DIFFERENTES PGSSIBILITES D' EXTRACTION POSSIBLES 

1) Extraction de type périodique 

Elle est définie par une application a de la forme : 

2) Extraction de t v ~ e  loaarithmiaue 

Elle est donnée par 

3)  Extraction de t v ~ e  aéométrique 

où p, k E Cl., +WC et b E N  ( 2 )  

, E(k nP + b) désignant la partie entière de 
k *  nP+b. 

Dans ce cas, 

a(n) = ~ ( k ~ +  b) où k E Il, WC et b E N  ( 3 )  

Les procédés d'extraction de type géométrique seront appelés phocédb 

de type P2. 

4) Extraction de type superlinéaire 
n 

Ici, a(n) = E(k:2 + b )  où kl, k2 E 11, 4 et b E IN. (4 )  

Les extractions de type périodique ne sont d'aucun intérêt. En effet : 



Phopo&&ion 1 : Q u d q u e  6 0 a  h b&e (Sn), (Sn) 6 LOG, $ o d e  60&5-6~~&? d e  
(Sn: o b t e w e  pair une elt>raction d e  t y p e  pehiodique a p p a h t i e n t  à LOG. 

* * 
Preuve : Soit (Sn) E LOG. Appelohs S la limite et en = Sn- S , n 2 1. Soit 
(sa(,) )nll, la sous-suite obtenue par une extraction de type périodique donnée 

par (1). 

k fois 

e 
a(n+l) - Alors, Rim -- - 1, puisque chacun des k rapports converge vers 1. 
e n- a(n) 

D P . $ i U o n  : S o i A  k E Il, mC. Appdon6 ~o~Cl/kl l e  hou-enbemble  d e  LOGSF 
b u t  l e p u e l  *e e x M t e  un pocEdE d e  Xgpe PPI donnant des h o u - b l u t e s  app,pa<Ltenant 

Remarque 1 : ~o~[l/kI # O. En effet, Yk E Il, WC, la suite 

l'extraction donnée par a(n) = ~ ( k ~  + b). La suite extraite est donnée par 

Remarque 2 : C'est une bonne définition, au sens où elle est indépendante de b. 

Soit (Sn) E LOG, S* = Rim Sn. Supposons k r IN- {O}, b E b, et aussi 
n-K>3 

e 
n+ 1 
k Rim - = P, O < P < 1, c'est-à-dire que ( S  ) E LOG P , par l'extraction 

n 
P e; 

ci(n) = kn. Montrons que cela reste vrai même pour l'extraction ~ ( n )  = kn + b, 
* 

quelque soit b 6 IN : 



b f o i s  b f o i s  
1 

e n + l  
k  Le rapport  7 converge vers  P. Les 2b a u t r e s  rappor ts  convergent cha- 

A 
cun ve r s  1. Par conséquent, Lirn 

n  = P. 
n- e k + b  

1 Rappelons l a  d é f i n i t i o n  des ensembles %, a > O : 
n  

1 a = {(sn)  c LOGSF, S* = Lirn Sn : 3 K  # O e t  Lirn n  (S - s*) = K}. 
n  n+" 

n  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r ,  comme pour l a  s u i t e  , que t o u t e  s u i t e  

a > O,  appar t i en t  à LOG pour l ' e x t r a c t i o n  d é f i n i e  par  a ( n )  = E(kn t  b ) ,  

b €m. 

1 Cela e s t - i l  v r a i  pour t o u t e  s u i t e  de S a ? 
n  

1 * Prenons une s u i t e  (S ) E %, de l i m i t e  S  . 
n  n  

3K # O t e l  que L i m  na ( sn - s* )  = K. 

S o i t  k  > 1 e t  désignons pa r  (S n  ) l a  s u i t e  e x t r a i t e  pa r  (n) = E(kn), E(k 
n 2 1. 

Alors, d 'après (11, 

* 
( i i )  L i m  E(knIa S  ) = K. 

Il-=' * 
SE(kn t l )  - S 

(il et  ( i i )  impliquent que L i m  = R i m  - - 
n- 'E(kn) - S* 

I Puisque k  > 1 et a > 0 ,  a l o r s  - E ]O, 11, e t  donc 
ka 



Tliéoilème 1 : Vk > 1, Va > O, + c LOG 
n 

1 
Remarque : Pour une suite (S ) E n, quelque soit k E Il, WC, l'extraction 

n 
réalisée par a(n) = ~ ( k ~  + b ) dome une sous-suite à convergence linéaire. Ceci 

nous amène à nous poser la question suivante : 

Etant donnés une suite (S ) E LOGSF et un réel k tels que la sous-suite 
n + O 

( S  n ), appartient à LIN , est-ce que tout autre ~rocédé de type P2 donne 
E(ko 

une sous-suite de LIN+ ? 

* 
Avant de répondre à cette question, appelons S = kim S et désignons, 

w n' 
pour tout k E Il, +WC et tout n 2 1, l'application P par : n 

n+ 1 

Supposons alors qu'il existe un réel k ko E Il, +w[, tel que 
0 

(kg) 
Po = Rim Pn , Po E IO, 1[ 

n- 

l. 
Prenons p = a ko où a > -, c'est-à-dire p > 1. 

0 

Montrons alors qu'il existe un réel P E 10, 1[ tel que eim pn(p) = P . 
P n-ro P 

Pour cela, cherchons d'abord un réel Bn réalisant 

n B n Orp = ko * B n =  

B, 'n 
En pratique, l'indice k sera l'entier le plus proche du réel ko , et 

O 
sera considéré dorénavant comme tel. 

P 
Estimons maintenant la quantité - dans le cas où p > kg. 

Le cas p E Il, k C peut être traité de façon similaire. O 

On a, pour tout n 2 1 : 



6, - n f o i s  

Par a i l l e u r s ,  

- ( n + l )  f o i s  

Ce q u i  donne, pour t o u t  n 1 1 : 

Bntl - n-1 f o i s  B - n f o i s  
n 

Puisque 

Logcl - n = n e -  - 
'n 

LOgkO , 6n+l - (n.1) x, LogkO e t  que quand n e s t  a s sez  grand, il 

e x i s t e  donc un rée l  E suffisamment vo i s in  de O pour que n 

e n+ 1 ( n + l ) - -  -n Loga I+* - = Po LogkO l Po l Po LogkO + E = po 
Logk 

n O + E  
e n 
pn 

Ainsi 



- 1 
Comme ci > ko , a l o r s  Log< > -Logkg e t  donc > -1, d'où 

l 'exposant  1 + Loga e s t  p o s i t i f ,  ce  qu i  nous permet d ' a f f i rmer  que 
Logko 

Nous venons a l o r s  de démontrer l a  

Phoposaon 2 : SoLt (sn) É LOGSF. S i  p0t.n un héel ko É 11, +-[ l '  ex.txacZion 
,(n) = ~ ( k 3 ,  n 2 1 donne une ~ o u - s & e  (Sa(,) É LIN', dom Zou& e&ac- 

Zion de .type géornethique donne une sou-s&e appahtenant aubsi d LIN+. 

Nous pouvons auss i  formuler ce  r é s u l t a t  comme s u i t  : 

PhoposLCi.on 2 b h  : Soient ko É 11, +-[ et ( s n )  L 0 ~ C l / k ~ l .  MOU, poUh ZoLLt 

k r I l ,  +-1, (Sn) É LOG l / k  . 
1 1+= 

Preuve : On cherche a t e l  que = Po Logko, 

D é ~ i n M o n  : Appdona to~* l e  sou-ememble de LOGSF 6t.n l q u e l  $O& phocédé 
de .type P2 envoie ~ W L  LIN'. 

L,CX = { ( Ç  ) LOGSF : 3K + O et R i m  na Asn = K) 
n n- 

Démonstration : Soi t  a un r é e l ,  > 1, e t  considérons une s u i t e  (Sn) E La. 

a 
Posons K = n ASn. n 2  1. 

n 

Bien entendu, K = R i m  Kn. S o i t  (S ) l a  s u i t e  e x t r a i t e  pa r  
a ( n )  n2 l  

n+a3 



Montrons a l o r s  que (S ) r LIN' : 
( n )  n> l  

Puisque R i m  Kn = K,  a l o r s  
TF'' 

= R i m  
w 

a > i , o n a  Dans l e  cas où ( t n )  e s t  une s é r i e  harmonique, ( t n )  = Z - ,a' 
vu que s i  pour une ex t rac t ion  H n ) ,  il e x i s t a i t  P E Io, i C  te luque 

At ~ ( n  
a- 1 

aim P, a l o r s  on a v a i t  ( t  ) E LIN(PT). B(n) n l l  
rr*03 

Dans ce cas ,  que vaut  donc P ? 

p k n +  1 Kkn+ i 
P = R i m  = R i m  (knIa 1 

O - -  

K - a- - as,, - <kn+l)a kn 
k 

Ainsi ,  

Et puisque (s,) c LOGSF, (Sa(n))  e s t  donc s t r ic tement  monotone à p a r t i r  

d'un c e r t a i n  rang, e t  donc d 'après l a  remarque 1 (Ch. O ) .  



e kn+ 1 - 1 gim - - - c'est-à-dire que (S ) É LIN'. 
e ka- 1 - kn kn 

Cas des extractions de type superlinéaire : 

1 4 
La suite définie par sn = n r 1, n'appartient à LOG . En effet, 

Log(n+l)' 
pour tout k > 1, 

Donc 

Faisons cependant une extraction a(n) = kn- 1, pour k > 1. 

1 
On obtient alors la sous-suite définie par tn = - n Logk ' n = 1, 2, 3, ..., 

qui est de limite nulle. 

1 
Puisque Aim n tn = - 1 # 0, c7est-à-dire que (tn) E Sn. Logk n- 

Ceci signifie que si on appliquait à nouveau une extraction a(n) = kt", 
+ 

où k' > 1, on obtiendrait alors une suite de LIN . 
ktn 

Cette double extraction est du type suivant : B(n) = k , dite de type 
superlinéaire. La suite (S ) LIN'. En effet, pour simplifier, considé- 

B(n) n 1 
Fons B7(n) = k n - ,  et alors : 

e B'fntl) , Logk 
k'n 

- - ktn - 1 - -  - 7, quelque soit n 2 1, d'où 
e 
B'(n> 

kIn+l *?n+1 k 
Logk 



Il va de soit qu'une telle extraction est très coûteuse sur le plan 

pratique. 

Son intérêt ne sera donc que théorique, malheureusement. 

Nous pouvons, comme pour les extractions de type géométrique donner 

quelques définitions et propriétés similaires : 

D é d i w o n  : A p p d o m  E** l e  h o u - e n ~ e m b l e  d e  LOGSF dm l q u d  le6 ert>lactiom 
d e  @pe ~up&né&e donneni d u  ~ o u - ~ u i l a  app&enani ù LIN'. 

Nous avons de même la 

I (-1 Logn n22 ' 

A Logn = {(s r LOG / 3~ # O et aim LOF. (sn- s*) = p l  n 
S* = Rim S- n-=' 

Et, par une démonstration analogue à celle du théorème 1, nous avons la 

-L 
Remarque : L'inclusion U La c LOG est stricte. 

a> 1 

- 
En effet, nous allons exhiber un sous-ensemble de LOG d'intersection 

vide avec 

n Log(n+l))nll 

-* 
C'est bien un sous-ensemble de LOG : 

En effet, considérons, pour 0 r 10, lr, la suite Sn = 1 , n 2 1, 
n Log(n+l) 

et l'extraction donnée par a(n) = kn- 1, n É 1, où k E 11, FC. 



Alors 

e 
a(n+l) - B 

- Wn) Log(a(n) + 1) = - n Logk 
[k$l] ..(n+ 1). Log. n = 1, 2 ,  3, ... e a(n) a(n+llB log(a(n+l)+l) 

ea(n+i) -* 
Alors Rim = k-' 10, lr. Cette suite appartient donc à LOG . 

n+~ a(n> 
a 

Montrons qu'elle ne peut, en aucun cas, appartenir à un ensemble L , 
a > 1. 

Pour n suffisamment grand, nous avons l'équivalence suivante : 

A + %  1 
n ~ogn nB+' Logn 

et donc, 

1) Si on choisit a tel que 1 < a 5 B+l, on a : 

a 
Rirn n bgl = 0 
n- n Logn 

2) Et si on le choisit tel que a > Btl, on a : 

aim na A-&- = +W 

w n Logn 



II. EXEMPLES NUMERIQUES D'EXTRACTIONS DE TYPE P2 : 

Etant donné une suite (S ), nous calculons Sn, n = 1, ..., 1024. On en n 
extrait la sous-suite tn = S2n-1iy n = 1 . .  11. 

Nous appelons (E(")) la suite transformée de (t ) par le procédé 6 2 
n 

dlAitken. 

Cette suite appartient à L3 



II 1. UNE PROPRLETE DU PROCEDE 6' D t  AITKEN SUR LES ENSEMBLES L a  

Soient un r é e l  ci, ci > 1, e t  (Sn)ntl E Lci. On s a i t  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  
a 

une s u i t e  de' r é e l s  (Kn)n21, de l i m i t e  K non n u l l e ,  v é r i f i a n t  Kn = n ASn, Yn t 1. 

Kn+ 1 
Posons un = - - K 1 , n = 1 , 2 , 3  ,... n 

Bien entendu, R i m  Vn = O 
rr+03 

(n  > Appelons ( E 2  l a  s u i t e  obtenue de (Sn)n2l par  app l i ca t ion  du procédé 
2  

6 dfAitken. 

Nous a l l o n s  démontrer que s i  l e s  deux condit ions q u i  su ivent  sont  v é r i f i é e :  

a l o r s  

hELn) 1 
R i m  ,r = z. 
I-+J n 

( i )  R i m n p n = O  
v 

2 
( i i )  Rimn A p n =  O 

n- 
w 

1 
Exemple : La s é r i e  1 7 appar t ient  à L E l l e  v é r i f i e  de s u r c r o i t  l e s  condit ion,  

n + l  n  2 ' 
( i )  e t  ( i i ) .  

La d6rionstration : Posons Rn - 1 -r 
I I  

AC?) - 1 1 
Alors - - 

Asn 
a 

Puisque Rn = Kn+ 1 -, nous avons a l o r s ,  pour n  suffisamment grand : 
(n+i la  n  



Par conséquent, 

Développons c e t t e  dernière  quan t i t é  : 

S i  l e s  condi t ions  ( i )  e t  ( i i )  son t  v é r i f i é e s ,  il e s t  a l o r s  c l a i r  que c e t t e  
1 

quan t i t é  a  pour l i m i t e  E 10, 11. 

Il s ' e n s u i t  que R i m  1 
- E T  = 01, 

n- n  

Nous verrons p lus  l o i n  qu'une t e l l e  s u i t e  e s t  accélérée  p a r  l e  procédé 

standard.  

PiroposLtion 5 : Soient un hé& a, a > 1, et une d d e  (Sn)nal E La. Soient 
n (EL la s u i t e  obtenue de pair t e  pocédé 6* dtALtben, et 

( "n In> i une s d e  de LhLte nuUe dédinie parr 

- n +  1 a un --- 1, où K~ = n ASn. n  > 1. Suppodom que 
n 

(il L i m  n  u n  = 0 
w 

2 ( ~ 1  L i m  n  Aun = O 
w 



AC:) - 1 
k e ~ h b  R i m  - - - 

rrtco ASn 
a 

D C y W o n  : Appdona Ex. a > 1, l e  ~ o u ~ - e ~ e m b L e  de îa coridml2 d e s  s d t e  ( sn )  

viN&Lart.t la c o n W o ~  (i) et (fi). 

Remarque : S o i t  (Sn) E U m. S i  ( € 2 ) )  r ep ré sen te  l a  s u i t e  obtenue de (Sn) 
cl>l 

AC?) 
p a r  a p p l i c a t i o n  du 62 d' Aitken, a l o r s  3 C  # 1 t e l  que R i m  - = C. 

n- "n 

Rappelons maintenant l e  théorème su ivant  concernant l e  procédé s tandard ,  

démontré par Kowalewski 1121 : 

Théotrème 2 : S a 2  L un enbernbbe de buLtes sa2ictement mono~oneh pout Leyuel 

*e e u t e  une ~ m 6 o m a t i o n  a u W e  de duites, a3anbdomart.t (s,) E L 

en ( t  de ReAYe ~on;te que : n 

V(Sn) E L ,  R i m  tn = R i m  Sn 
v n- 

(c&e .tmnb~om&on a u W e  es2 donc kéguLièlLe AWL L) 

V(Sn) E L ,  3C # 1 tcd que R i r n  = C 
W n 

accU&e lc convmgence de. toute  b u X e  de L. 

Dédinition 7 : La ~av1.~6omat ion  ( sn )  + ( t  ) Arapp&e. pkocédé r.iandand. 
n 

La remarque précédente nous permet a l o r s  d ' ob ten i r  l a  



I V .  COMPOSITION DU PROCEDE D1EXTW.CTION P2 ET DU PROCEDE 62 D'A ITKEN ITERE 

Les ~rocédés d'extraction P2, donc de type géométrique, transforment 
0 ,  

toute suite (Sn), (Sn) E u Ur,. en suites à convergence linéaire dont cer- 
col 

taines peuvent appartenir au domaine d'accélération du procédé 62 dlAitken 

itéré. Le but de ce paragraphe est de donner un sous-ensemble de u L accé- 
a> 1 

lérable donc par la composition du procédé P2 et du procédé 62 itéré. 

Kateb Cl01 démontre le résultat suivant : 

Théotètne 3 : S o L t  (tn) E L I N ,  de UnLte t*. S ' a  a d t e  un h é e l  P, ( P I  '1 et 
une ~ r u * e  (u ) de W e  n&e, *&.te que = $(un), l 'appl ica t ion  $ étant n 
analytique au vohinage de O ,  v ih idhn t  : 

eX a i ,  poutr n oud&kmtnent gtrand on a 

2 e u  ci  nt non .tau n d ,  et un = cl .un + c2 un + . . .+ c uP + . . . convehgeant 
P n 

v m  O ,  a l o u  ûi ~ u i . t e  (tn) a p p d e n t  au domaine d ' a c c é e é e ~ o n  du pkocédé 
62 dlALthen Ltéhé. 

Considérons maintenant le sous-ensemble de U La des suites (Sn) de limite 
* a> 1 
S qui s'écrivent sous la forme suivante, pour n assez grand : 

les coefficients a étnat non tous nuls, le second membre de cette égalité 
i 

représentant une série convergente, de limite nulle. 



La suite qu'on extraira sera (S ), cas qui sera très représentatif, 
2n 

cette démonstration pouvant aisément être généralisée à toute extraction 

1 1  
pour tout n E ïN - (O), - < - ce qui signifie que S appartient 

2" n' 2" 

au disque de convergence de la série (2 ) .  Nous avons donc 

Montrons qu'il existe un réel P tel que 14 < 1 et une suite de réels 

(Ci) non tous nuls tels que, pour n assez grand, 

u - n - Yn21,etdoncu = - -  Dans ce cas, un - - $(u ) entraîne que 
2n' 

n+l 2 n 
X 

l'application $ est définie par $(x) = 2. 

$ vérifie bien l'hypothèse d'analycité au voisinage de O 

Il suffit donc de réaliser (1-bis), pour que la suite ( S  ) appartienne 

au domaine d'accélération du procédé 62 itéré. 
2" 

CO 

i 
Posons $(x) = 1 CIi x . L'égalité (4) devient alors 

i=l 



00 
i 

Posons $(x) = 1 ai x . L'égalité (4) devient alors 
i= 1 

Puisque $(O) = O et $ O $(O) = O, on suit alors, d'après la théorie des 
fonctions analytiques C41, qu'il existe une fonction 8, analytique au voisinage 

de O, et un entier q 1 1 tel que 

Par conséquent, 

c ' est-à-dire : 

Les fonctions 8 et $ étant analytiques au voisinage de O, et @(O) # O, 
@ O $  impliquent que la fonction - 
8 

est aussi analytique au voisinage de O. 

Il existe donc une suite (Bi) de réels non tous nuls, telle que, pour x 
voisin dé O : 

Des égalités (S), (6) et (71, nous en déduisons alors : 

En posant Ci = 

recherchée en (1-bis) 

L 

1 avec P = - (q 2 1). 
29 

nous obtenons exactement l'expression 



Remarque : Cette démonstration reste valable pour toute suite (Sn) de limite 

s*, telle que : 

8 > O et n suffisamment grand. 

Dé6inLCLon : A p p e X o ~  - LW l e  sou-erisemble de LOGSF, 6omé  des  suites (Sn) qu.i 

s' é d v e n t  AOUA l a  dome b ~ v a n t e  : 

* RU ai, i s 1, &tant non t o u b  nu& et al # O 

Cela nous permettra d'énoncer la 

Prropos&ion 7 : Les prrocédb P2 d l  e-ction de .type géométtcigue elLtnaient 

de  chaque su&e appdenant à LW une hou-6LLGte appMenavLt au domaine d1accZ- 

tëtat ion du prrocédé 62 d l U h e n ,  d é n é .  

ComUahe : L'en~mbRe LW es.t a c c U h b l e  pah l a  composLtton d e s  prrocédé~ - 

V .  SUITES ET SERIES APPARTENANT A LW 

n 
a) La série d ' Eu1 er définie par Sn = 1 ak où 

k=O 

appartient à 1 'ensemble LW. 



Preuve : Un calcul élémentaire montre que S peut aussi se mettre sous la 
n 

forme suivante : 

et un calcul détaillé dans Cl81 montre que 

Y désigne la constante d'Euler et où la fonction $(t) est définie par 

Appelons B(t) la fonction définie par B(t) = $'(t), t E 10, +WC. 

Alors Sn = Y + [ e n  e(r) dt 

Faisons maintenant le rappel suivant : 

1 TltEo&2rne C 1 5 3  : La donotion f (n) = 10 e-nt $(t) dt est une (onction entiène en n 
W t ) L  < ,* s i  et suLement si @ est e n t i b e  et Z G  Log I 

n- 

1 
Montrons donc que la quantité en = Sn-Y est une fonction entière en - n ' 

qui est une condition suffisante d'appartenance de (Sn) à LW : 

-t e 
et h(t) = et-1-t Les fonctions g(t) = - 

t 
sont entières, ce qui 

et-1 

implique que B(t) = g(t) h(t) est entière. De plus 

On a donc kim IJogIB (t)L < +w 
n- 

n+ 1 



Ce théorème-[cf. Wimp Cl61 page 191, va nous permettre de retrouver un 

g r a d  nofire de séries connues appartenant à LW : 

Tltéoirhe 5 : S o a  Sn = f ak, S * l =  1 ak. S i ,  poLM n d u d 6 A ~ ~ l e n t  gmnd, 
k=O k=O 

doira  2 exidte d e s  covudaantes Bj, yj, 6 j 2 1, $&.tes que : 
j ' 

8 
Exemple : Considérons la série harmonique définie par Sn = f p , €3 < -1, n 2 1. 

p= 1 

Dans ce cas, O = 1, ai = O i = 1 2, 3 . .  et A = 1. 

Alors il existe Y , Y2 , . . . tels que 

Par définition, (Sn) E LW. De même, toute une famille de séries connues 

sera incluse dans l'ensemble LW. Elle est donnée par la 

II  

PkoposLtion 8 : S o a  Sn = 1 ak, (Sn) &nt une s é ~ e  conveirgente v m  s*. 
k=O 

S i ,  p o m  n bubb.hamment gmnd, 

d o i r a  (Sn) c LW. 



VI. EXEMPLES NUMERIOUES 

1 )  S o i t  (S ) d é f i n i e  par  
n  

CI 

Cet te  s u i t e  appar t i en t  à LW. Appelons ( t n )  l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  t n=  S2n-1. 

Sur . l e s  1024 premiers termes de l a  s u i t e  (S ) nous calculons tl, ..., tll. n 

Appelons (C(")) l a  s u i t e  obtenue de ( t  ) par  appl ica t ion  du procédé 6 
2  

n  
( n )  dlAitken, (E?)) l a  s u i t e  obtenue de (E ) par  l e  même procédé, e t  de fason 

générale, €k+l '")) l a  s u i t e  obtenue de (ELn)). 

Dans ce  cas ,  

Dans l e s  exemples qui  su ivent ,  nous r é a l i s e r o n s  ce procédé d 'ext rac t ion  

i c i  d é c r i t ,  a i n s i  que l e s  mêmes nota t ions .  



2ème Exemple : La série d'Euler 



44.4-7-4444-4 

C C C C C C C C C C C  
+ + + + + + + + + + +  
C C C C C C C C C C C  
3 3 Y r - - + . T = r ? 4 3 - + 4  
C C Q U Q - = c c v n  
3 3 - = 7 7 - 3 4 = 3 m 2  
c c ~ u F r L - . c C F u  
O O - f ' J - ? . W J  92-10. 
~ c a v f i u r ~ n f i ~ c  
= 3 - 4 N Y - J 3 3  3 - b  
c c a c c w f i ~  r ~ o  
3 3 - n a - : 7 h f  -4.3 

cet - - L e F W P < r w  
3 3 - ' G T * 3 3 5 7 . >  

n C C O - - v < u 5 c r r  

fi 3 m H 3 J I 7 Z -  3 z Z  
w c r ~ a c c c ~ c c a . ~  

W C . - . - - - - - C ~ - -  . * . . * . . . . . .  l 

4 4 4 4 4 d d 4 4 4 . 4  

C C t C C C t C C C t  + + + + + + + + + + +  
C C C L C C C C C C C  
5 3 0 - 3 4 3 3 C r 3 3 2  
c c l r V - - - e + c F <  
~ 0 ~ 3 - f - m D ~ m S ~  

r c c c ~ ~  - = O  a < &  
0 3 r - + O Q ~ I n 2 - 3 l .  
c c o . c L r ~ O  c - U S !  
393333rnY&? 0 3  
C C l r ' C c ~ ~ C ~ C C  
s 3 - ' l 3 * Y l . = k  

n ~ c ~ e - t v ~ r ~ p r r r  
C , = 3 f i 3 0 D @ C ? : ? *  
wc'4 C C C r L C L ' - Z ~ . C ~  

W A .  , . - l ~ 3 m J s a  3 - 3 3  
c f L c - . L 9 < - c 9 9 5  
----.-.-8d-.+-.- . . . . . . . . . . .  
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C C C C C C C C C C C  
+ + + + + + + + + + +  
C C C C C C C C C C C  
3 0 = - q = . W M a 3 - , . Y  
' = c c c - F m u  c v u  
3 3 c a z 4 - m 4 w n  
c c c c ~ r ~ - ~ u z  0 3 3 - q  - % 3  n h - 4 3 -  

I c c c ~ v u c r - c d  
n 1 3 3 - ? - 4 h - a 3 3 - ? 4  2 
C C C + P . C V P C  c c c  

w m  
W 3 3 P - ^ l h d ? : q f 3  3 

c c ~ z w a v r w v r  
3 3 , ~ - ~ 3 3 P ~ î ? ~  
C C P d . - O U C ~ C ~ ~  
3 - ' 3 L ? 3 = = 1 3 " 3  

- - c ~ < . c ~ ü <  

* . . . . . . . .- 



I 
hème Exemple : La série d é f i n i e  par Sn = 1 , n 2 l  

k = l  4k2 - 1 



VII. THEOREME DE SYNCHRONISATION 

Introduction 

Soi t  (Xn)n21 l a  s u i t e  i t é r a t i v e  suivante : 

La s u i t e  (Xn)n>l e s t  de l i m i t e  nu l l e  

* Cette s u i t e  e s t  minorée par  O 

Sous l 'hypothèse O < Xn < 
1 

montrons que O < Xn+l 
( l+p )l'pY 

Puisque p 2 1, a lo r s  < 1 e t  donc O < Xn < 1 
( ~ + ~ ) ~ / q  

C'est-à-dire que O < X n + l *  

* La s u i t e  (Xn)n21 e s t  décroissante : 

,p+l 
- " < 0 , n = 1 . , 2 , 3  ,... En e f f e t ,  Xn+l - Xn - - - 

P 

(X,) e s t  donc une s u i t e  décroissante,  minorée par  0. E l l e  e s t  a l o r s  convergente. 

* * * X * ~ + l  
Appelons X s a  l im i t e .  X v e r i f i e  l ' é g a l i t é  suivante : X* = X -- tt X * = C  

P 

La s u i t e  (Xn)n21 e s t  donc de l im i t e  nul le .  

'n+ 1 
xp n 

Remarque : (X,) E LOG. En e f f e t ,  - = 1 - - , n = 1, 2 ,  3 ,... 
'n P 



'n+ i 
Puisque Rim Xn = 0, alors Rim - = 1. 

n+=o - 'n 
Lemme 7 : S0ien.t a et b deux /ré& vétUdhnt : 

l 

a 
O < b u  - a < b-a. 

Preuve : 

Soit f l'application suivante : 

r 11 

Montrons que f est strictement décroissante sur l'intervalle L, i.1. 
Pour cela, calculons le signe de la dérivée f'(x) sur cet intervalle : 

ft(x) : axa-' - 1 
1 - -  

a- 1 
Cette dérivée s'annule au point a . De plus, 

x E ] ci- => f ' (x) < 0. f y est donc strictement décroissante. 

1 - -  
On a donc, pour O < a < b < a a-1, f(x) > f(b), c'est-à-dire : 

Lemne 2 : L e s  6uiAes L t é ~ ~ X v e s  (xn) et (Yn) génhée6  pah 

1 -- 1 -- 
XI ' Io, ( l+plPc Y1 ' IO, (l+p)P~ 

, p = 1, 2, 3,. . . 
1 l+p - - x , n r l  - - l yl+p, 1 

'n+l = 'n P n 'n+i-'n p n 
1 -- 

~ o n t  . t a & ~  deux aMctement déoiro&6antu ~ U A  l ' intmvdeee IO, (I+~)~C ,hon;t 

de W u  nutlcu et vWdierzt 
'n Rim- = 1. 
Y rrw n 



Preuve : Soient p E N- {O), (X ) et (Yn) deux suites de limites nulles vérifiant n 
les hypothèses du lemme 2. Montrons que ces deux suites intercalées : Supposons 

qu'il existe deux indices n et m suffisamment grands tels que 

Cette situation se produit nécessairement, puisque les deux suites 

(Xn) et (Y ) convergent toutes deux vers O par valeurs positives. n 

Nous avons alors 

En effet, 

X et Y vérifient les conditions du lemme avec a = p+l n m 

Puisque p r 1, alors a 2 2, et donc 

Ceci entraîne que 

Ymtl 2 Xnt2 se démontre de la même façon. 

Par conséquent, pour tout entier J 2 0, 

Divisons par X n+j ' 



D'après la remarque précédente, la suite (X n étant à convergence loga- 

A n+ l+ j 
rithmique, alors Rim = 1. Ceci joint à la dernière inégalité et donne 

j* 'n+j 

'm+ j Rim - = 1. 
j* n + j  

Supposons, et cela n'est point restrictif, que m 2 n. Alors 

m - n fois 

Or Rim 
'k+j+l = l , k = m - 1 ,  ..., n. 

j 'k+j 

m +  j 'n+ j 
Et puisque Rim - = 1, alors Rim - = 1, ou plus simplement, 

j+ n +  j j+ 'nt j 

'n Rim - = 1. c.q.f.d. 
X 

n-~x> n 

Ce lemme peut se généraliser un peu plus par le 

Lemme 3 : Soient a et b deux hé& p o a Z d a ,  non nécua&ement égaux, p un 

e n t h  na;tuhc.i? non d, CLX 

M = Inf 
1 1 

a l / ~  ( ltp ) l / ~  > b l / ~  . ( ltp ) l/p 1 

60rû .toute6 deux sXtiLiotemenX déchobsantu sufz l'intehv&e Io, ME, sont de 

W u  n & a ,  ct vék.i&Lent 



Preuve : Multiplions, par exemple, Xn+l par a I/P . 

P et posons Xn = a Xn, n = 1, 2, 3,. .. 

La suite (Xn)n21 vérifie les hypothèses du lemme 2. 11 en est de même 

- 

P pour la suite (Yn)n21 définie par Yn = b Yn, n = 1, 2, 3,.. . . Par conséquent, 
1 

X 
n 

X 

Y Y llim - = 1, c'est-à-dire kim - = 
n w n 

Le théorème qui suit est une généralisation du lemme 3. Pour tout n 2 1 

nous remplaçons, dans les égalités donnant X n+l et Yn+l, les réels a et b par 

des réels an et Bn, de sorte que les suites (a,) et (Bn) convergent, sous ce, 
taines conditions, vers des réels a et B qu'on supposera tous deux valant 1. 

Nous l'appelerons "théorème de synchronisation". 

où &A d u * t e s  (an),,, et (B ) dont duppodéeb à &?.me6 ~ 0 6 x 6 6  et de i ! b k t e s  
n 1-21 

ZgdeA à 1, où O < M < 1 
1 EX où B > Sup - ndN ndN 

(l+plP B 
h o n t  à convmgence logWhmique  danb 18ivLtmv&e IO, M C ,  aont de l 5 n i . t ~  nuRee6, 

'n et v M d i e n t  kim y = 1. 
n- n 



Démonstration : Soient (a,) et (8,) deux suites de réels positifs, de limites 

égales à 1. 

Le réel B est choisi tel Que B > Sup(1, sup, (a), sup* (fi,)). 
n a  ndN 

Ce sup existe car les suites (a ) et (fin) convergent. n 

Le réel M est choisi dans l'intervalle 1 

Il existe alors un rang n tel que 
O 

Nous pouvons donc supposer, comme dans l'énoncé du théorème, que no = 1. 

Il est clair que cela n'est point restrictif. 

- - 
n Ces hypothèses étant bien fixées, montrons que le rapport - converge Y 
n 

vers la valeur 1. 

* Les suites (X ) et (Y ) ont tous leurs dans l'intervalle IO, ML, et sont n n 
décroissantes à partir du rang n = 1. 

Supposons que X E 10, MC, n 1 1. n ., 

Ce qui entraîne que 

x p 
P 2 et donc que O < Xn (1-a < Xn < M < a 

n n P 

Il en est de même pour la suite (Y ). n 



* Encadrement des suites (Xn) et (Yn) : 

Soit un réel il voisin de O tel qu'il existe un entier ~(0) E N - (0) de 
sorteque : YnZN(il), a et B n  Il-TI, l+nC n 

Pour des commodités d'écriture, écrivons N = N(n). 

Les suites (X ) et (Y ) vérifient donc 
n n 

Définissons, pour n 2 N, les quatre suites itératives suivantes : 

Nous pouvons, pour compléter ces suites, supposer que leur N-1 premiers 

termes sont ceux de (X 1 pour (x+) et (x-), et ceux de (Yn) pour (Y:) et (Y-). n n n n 

Montrons, par réccurence, que Yn 2 N, O < X + I- Xn s X; n < M, sachant que 

x; = x- = 
n xn, xn € 1 MC. 

Considérons les trois fonctions suivantes : 



* Ces trois fonctions sont à valeurs positives dans IO, MC. 

En effet, YZ e IO, MC, Z E ]O, 1C et donc O < ZP+' < Z < 1, car p 2 1. 

L'indice n étant choisi suffisamment grand, alors a = 1 + En, E voisin 
'n 

n n 
de O et permettant - < 1. Il s'ensuit que 

P 

Et donc, 

Nous pouvons bien sûr, tenir un raisonnement analogue pour f+(Z) et f-(Z). 

* Ces trois fonctions admettent des valeurs inférieures à M, puisque fn(z) < Z, 

f (z) < z et f (Z) < Z, pour tout Z E 10, MC. + - 

* Ces trois fonctions sont croissantes sur IO, MC car 

fA(Z) = 1 - a . p+l ZP 
n P 

LILLE 1 a -  1 
f3 - 

Le réel 6 a été donné tel que : B > Sup(l, ~ u p ( ~ ) ~ ,  s ~ P ( ~ ) ~ )  3 ce qui 

1 
n a  P n a  

- 
conduit à 2 < .($-)P. Or M avait été choisi tel que O < M < A) donc B 1 n - 

(l+plP B 

n 

Puisque Z 10, MC, alors O < Z < (&)'/P et donc O < zP < *, OU 
n 

encore O < a @ zP < 1, ce qui prouve que la dérivée fV(Z) est à valeur 
n P n 

positive sur IO, MC. 

Par ailleurs, 



ainsi que 

permettent d'arriver à des conclusions identiques à celle de f'(Z). n 

* Ces trois dérivées, toujours positives sur IO, MC, nous assurent la croissance 
des trois fonctions fn(Z), f+(Z) et f - (Z) sur cet intervalle. 

D'autre part, YZ e 10, ML, 0 < f+(Z) fn(Z) f - (Z) < 

En effet, on a d'abord 

O < f (Z) et f (2) < M car f et f ont leur valeur dans 10, MC et ensuite, + - + - 
puisque (1-i1) an 5 1 )  , alors pour tout Z e 10, MC, 

+ - 
L'hypothèse de reccurence O < X i Xn i Xn < M, les inégalités précédentes n 

ainsi que la croissance des trois fonctions impliquent : 

+ 
Nous retiendrons plus particulièrement que O < Xn+l 5 Xn+l i < M. 

+ 
n n 

< X: < M. La reccurence est donc démontrée. Ainsi, Yn 2 N, O < X 5 X - 

+ Par la même, Vn 2 N, O < Y i Yn i Y; < M. 
n 

X n 
Encadrement de la suite ( y ) .  

n 

Supposons, et cela ne restreint point la généralité, que XN 5 YN. Alors, 



x- 
X: n  n  

Par  conséquent, Yn 2 N, O < < - 2 - 
'n Y+ n 

So i t  a l o r s  E t  > O, E '  suffisamment vo i s in  de O. 

Vil E 10, E t [ ,  3N(il) E N - (0) t e l  que Yn 2 N(il), 

n  
x-(il>  il) Xn 

O < - < - < -  
~ i ( i l )  'n ~+n(r i )  

où l e s  s u i t e s  (x;(il)), i l ,  (Y;(il)) e t  i l  sont  d é f i n i e s  par  

x;(n) = xN L IO, M C  où N = NUI) $(il) = xn • IO, MC 

x-P(rl) 
n  

),n 2 N (il) = x-(i l )( l  - (1-ri) ), n n  P  

il é t a n t  cho i s i  vo i s in  de O ,  e t  p o s i t i f ,  l e s  quant i tés  (1+n) e t  (1-il) sont  a l o r s  

s t r ic tement  p o s i t i v e s  e t  vois ines  de 1. 

Les condit ions du lemme 3 é t a n t  réunies ,  nous pouvons a f f i rmer  que 

11 e x i s t e  deux fonct ions  0 (il) e t  $ (il) ,  pos i t ives ,  q u i  tendent  vers  0  
P  P  

lorsque il tend v e r s  O e t  t e l l e s  que : 

1 - 1 

l+il? = 1 + $ (il). - )  = 1 - 9 (il) e t  (m (Fi P P 



En conclusion, 

+ xn<ri> Xn x;(ri) 
Yn E 10, E'C, 3N(ri) E IN - 10) tel que Yn 1  ri), O < 7 - - 

yn(ri) y;(ri) 
b 

x;(ri) x;l(ri) 
avec Lim - = 1 - Op(n) et lim - = 1 + Ji (ri). 

w Y;(TI) - Y;(ri) P 

- - 
n * La suite (Y)n21 converge vers 1 : 
n 

ri > O étant choisi, fixons un réel 5 > O, voisin de O. Il existe un rang M(5, TI) 

qui peut être au moins égal à N(ri) et tel que : 

'xpl) 
Y$) 

et 

x,('?) 

Y+ (ri , n 
E 11 + Ji (Tl) - 5, 1 + * (ri) + SC 

P P 

Pour n 2 ~ ( 5 ,  ri) pour n 2 ~ ( 5 ,  ri) 

+ 
Xn(ri) x;(ri) 

appartient2 cet intervalle. appartient3 cet intervalle. 
Y;( ri) Y+(T~> n 

M(5, TI) étant supposé au moins égal à  ri), alors, 



Par conséquent,  

Yq r 10, E t [ ,  YS > 0 ,  ~ M ( S ,  n)  t e l  que 

V .  

Prenons un r é e l  P > O, v o i s i n  de O. 

Puisque R i m  ( 0 )  = 2im ( n )  = 0, a l o r s  3n E 10,  E ' C  t e l  que 
O P O  P 

P Pour c e t  n,  il e x i s t e  a u s s i  un 5 E 10, e t  prenons N(p) = M(n, 5 ) .  

Et donc, 

YP > O ,  G ( P )  t e l  que Yn % P I ,  1-P < 3 < I+P. 
n 

'n c ' e s t - à -d i r e  R i m  - = 1. 
n* 'n 

V I I I .  ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES SUITES DE POINT F I X E  

S o i t  Sn+l = f ( S  ) une s u i t e  i t é r a t i v e  admettant pour l i m i t e  un po in t  f i x e  n * 
S , l a  fonc t ion  f v é r i f i a n t  l e s  hypothèses su ivan te s  : 

* 
( i l  f est d é f i n i e  au  vois inage  de S , e t  e s t  à v a l e u r s  r é e l l e s .  

* 
( i i )  f e s t  de  c l a s s e  cq, q 1 2 ,  au  vois inage  de S . 

* 
( i i i )  f ( ~ * )  = S* ( i . e .  S e s t  un p o i n t  f i x e )  



a )  Etude du cas q = 2 

* 
Supposons que f est de c l a s s e  c2 e t  que f l ' (S ) # O. Alors, pour n assez  

p a n d ,  l a  formule de Taylor donne : 

sachant que L i m  E2(en) = O 

* * 
Puisque f"(S ) # O,  a l o r s  K = f"(s 2! ) # O. Ceci j o i n t  aux condit ions ( i i i )  

e t  ( i v )  en t ra îne ,  pour n assez  grand : 

Multipl ions l e s  deux termes de l ' é g a l i t é  ( 2 )  pa r  K : 

Posons, Yn 2 1, xn = Ken. Alors, pour n suffisamment grand, 

Remarque : S i  x = Ken e s t  p o s i t i f ,  l a  s u i t e  (x,) ne peut  a l o r s  converger. 
n 

I l  e s t  donc nécessa i re  que l e  produi t  Ken s o i t  toujours  n é g a t i f ,  du 

moins à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. 

Posons donc yn =-x n y 
n = 1, 2, 3 ,  ... 

Cette s u i t e  e s t  toujours  p o s i t i v e ,  après  un c e r t a i n  rang, e t  v é r i f i e ,  

pour n assez  grand, 

où (a ) e s t  une s u i t e  de r é e l s  qu'on pourra supposer v é r i f i e r  les condit ions du 
n -- 

théorème de synchronisat ion.  Bien entendu, kim oc = 1. 
Tl-+'= 

.n 

Ce théorème e s t  à considérer  dans l e  cas  p = 1. 



1 
La s u i t e  Z = - v é r i f i e  e l l e  a u s s i  l e s  hypothèses de ce  théorème dans 

n  n  
l e  même cas p =  1. En e f f e t  : 

2 n  
z = z - 8, zn avec  en, = - n+l  n  n + l  ( 5 )  

Les s u i t e s  (Y ) e t  ( 2  ) sont  donc synchrones e t  v é r i f i e n t  d 'après  ce  n  n 
même théorème : 

Y 
n  * R i m  - = 1 * R i m  n y, = 1 z 

fl n  n- 

Mais Yn = -Ke e t  c e l a  s e  t r a d u i t  donc p a r  n  

I * R i m  n o  en = - K. 
n+m 

De ( 6 ) ,  il s ' en  dédu i t  que 

* R i m  2n+1 l e - 1 - - -  
2n+ 1 n- K 

D'où 

e  ,n+ 1 - R i m  - - 1 
e 2 

2n 
1 

Autrement d i t ,  l a  s u i t e  e x t r a i t e  (S ) a p p a r t i e n t  à  LIN(^). De façon 
2n 

tou t - à - f a i t  s i m i l a i r e ,  nous pouvons démontrer que t o u t e  s u i t e  e x t r a i t e  ; 
1 

où k r I l ,  +m[ a p p a r t i e n t  à LIN(j-). Ci tons a l o r s  l a  

Piropodia%ion 9 : Les 6(.&U de p o i n t  dixe Sn+l = f ( S  , de M e  s*, ~ & e A  que : n  

* 
(i)  f ut déainie au vadinage de , et UR à v d e w  trP&u, 

( f i l  f  u X  de &.use c2 au vohinage de s*, 

1.ü.i) f(S*)  = s*,  

( i v )  f ' ( ~ * )  = 1 ct 

( V I  f ' l ( ~ * )  # O ,  

dont accUeirées pm tout  phocédé composé A, O P,. 



b) Généralisation : Etude du cas q 2 2 

Supposons maintenant que f E cq, q = p+l, p 2 1, et 

La formule de Taylor donne, pour n suffisamment grand : 

avec gim Ep+l(ed) = 0. 
n- 

Posons a = ~(P+~)(s ) , a # O. L'égalité précédente, tenant compte 
p+l 

des hypothèses initiales devient : 

Il existe donc une suite (a ) de limite a non nulle telle que, pour n n 
assez grand, 

Entre autre, 

Il est donc nécessaire, afin que la suite (en) converge, que le produit 

a eP ne soit pas positif au delà d'un certain rang. Ceci noas oblige à faire n n * 
l'hypothèse que les conditions p pair et f (p+l)(~ ) > O ne peuvent se réaliser 

simultanément. 



De plus ,  l a  nécess i t é  que ( S  ) s o i t  s t r ic tement  monotone au delà  d'un n 
c e r t a i n  rang nous obl ige  à supposer que l e  produit  an eP s o i t  même s t r ic tement  n 
négat i f  pour n assez  grand. 

l 

* Cas p p a i r  : 

Alors, nécessairement f ( p + l ) ( ~ * )  < O ,  d'où a = ,% (p+ l  ~(P+ ' ) (s*)  < O 

Posons = - a .  a > O e t  ( 7 )  s ' é c r i t  a l o r s  : 

-P . Multiplions l e s  deux termes de c e t t e  é g a l i t é  pa r  a  . 

Définissons l a  s u i t e  (un) par  un = aP e . D ' a p ~ è s  (9) ,  pour n assez  grand, n 

I l  e x i s t e  donc une s u i t e  a ) ,  a i m  an = 1 t e l l e  que 
n- 

u p + l  
= U  - a  n 

U - , n > l  n+ l  n n ? 

l a  s u i t e  (~i , ) ,?~ e t  l 'é lément u é t a n t  c h o i s i s  convenablement, se lon  l e s  hypo- 
1 

thèses  du théorème de synchronisation. Nous voulons donc u > 0 ,  c 'est-à-dire 
n 

e  > O , n 2 1 .  n 

1 
Par a i l l e u r s ,  l a  s u i t e  (-) v é r i f i e  e l l e  a u s s i  l e s  hypothèses du théorèm 

n I/P 

:,,p. Alors En e f f e t ,  posons, pour t o u t  n 2 1, Wn = - 
n 



Il existe donc une suite de réels (V  ), de limite v = 1 telle que n 

D'après le théorème de synchronisation, les suites (un) et (w ) n 
sont synchrones et vérifient en outre : 

u n Rim - = 1 
P Wn 

En d'autres termes, 

De (13), il s'en déduit que 

n+l)P - 1 * Rim (2 - - -  
2n+ 1 n- - l/p a 

D'où 

L - I * Rim - - - E 10, 1[, et ce, quelque soit l'entier p 2 1. 
e n- 21/~ 2n 

* Cas p impair : 

en conserve alors le même signe que en ce qui entraîne que 

Cela signifie qu'il faut que en doit être de signe opposé à celui de 

f(~+') ( S* ) . Nous résolvons ensuite comme précédemment. 

En définitive, il faut exclure l'hypothèse p pair et f (P+~)(s*) > O. 

Dans les autre cas, il suffit de choisir S1 de façon à ce que el = SI- S* 
et f(pfl)(~*) soient de signes opposés. Bien entendu, le choix de SI doit satis- 

faire aux hypothèses du théorème de synchronisation qui assurent la convergence 



de (S ). Nous pouvons donc généra l i se r  l a  proposi t ion  précédente : 
n 

P&0p06i~%n 9 b& : L e s  buLtu d e  p o i n t  6 i x e  Sntl = f ( S  1, de U e  s*, où n 

(i) f est d é d i n i e  au v o h i n a g e  d e  s*, d ut à v a l m  &&&es, 

(U) f ut d e  c h a e  cP+l au v o h i n a g e  d e  s*, p r €1, 2, 3 , . . : }  

( f ( s * )  = s *  
( i v )  f v ( s * ) = 1  

hont  a c c X E t é e s  pah t o u t  pocEdé  eompoaé d e  t y p e  A2 o P2. 

I X .  EXEMPLES NUMERIQUES 

Etant donnée l a  s u i t e  (Sn),  appelons t l a  sous-suite  d é f i n i e  par  
n 

Sur l e s  1024 premiers termes de (S 1, nous calculons t n 1, 9 tll. 

(E'")) désigne l a  s u i t e  obtenue de (t ) par  appl ica t ion  du procédé 6 
2 

n 
d' Aitken. 

1 )  Soi t  (Sn) l a  s u i t e  générée pa r  



Il  n ' e s t  pas étonnant d 'obteni r  i c i  une a u s s i  bonne accéléra t ion de l a  

convergence. 

1 1 
En e f f e t  l a  s u i t e  i n i t i a l e  (Sn) n ' e s t  a u t r e  que (D)n21. D'où tn = - *n- 1 ' 

4 

O r ,  pour tou t  n  I 1, 
tn+î  - - 

* - = , e t  l e  6' d ' l i t k e n  est exact 
t- - S n 

I l  
s u r  de t e l l e s  s u i t e s .  

2 )  S o i t  (Sn) l a  s u i t e  générée pa r  

3 )  S o i t  (Sn) l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  



La plupart des suites de point fixe que j'ai testées sont aussi accélérées 

par la composition du procédé 62 dlAitken itéré avec les procédés d'extraction de 

type Pz. Nous obtenons ainsi une meilleure qualité d'accélération. 

Dans ce qui suit, deux exemples illustrent cette constatation. 

(€y)) désigne la suite obtenue de E(") par application du procédé 62 d'liitken. 

De même, pour tout k 2 1, E désignera la suite obtenue de (ELn)) par appli- 

cation du même procédé. 

Exemple 1 : Soit (S ) la suite définie par 
n 



Cet te  s u i t e  e s t  donc accélérable  p a r  l a  composition du procédé d 'extrac-  

t i o n  P2 et  du procédé 62 dtAitken i t é r é .  

Exemple 2 : Soi t  (S ) l a  s u i t e  d é f i n i e  pa r  
n 



** 
:$ * *  CHAPITRE I V  2:  * *  ** 

E X T R A C T I O N S  D E  S O U S - S U I T E S  

E T  Q 2 - A L G O R I T H M E  



1. INTRODUCTION 

Existe-t-il un sous-ensemble de LOGSF tel que pour toute suite appartenant 

à cet ensemble, tout procédé d'extraction de type P2 donne une sous-suite appar- 
tenant au domaine d'accélération du Q2-Algorithme ? 

Un tel ensemble n'est pas vide. Considérons en effet la suite ( s ~ ) ~ > ~ ,  

définie par 

Soit (tk ,n)nrl la suite extraite par (n) = kn - 1, k = 2, 3, 4,. . . 

t - - n r l  
k,n n Logk' 

Il est connu que la suite (t ) est accélérée par le G2-Algorithme. k,n nrl 

Le but de ce chapitre n'est pas de trouver le sous-ensemble maximal de 

LOGSF répondant à cette question, mais de donner une classe assez large de sui- 

tes appartenant à ce sous-ensemble. Celui-ci est très certainement constitué 

de suites à convergence très lente. En effet, considérons la suite (Sn) donnée 

par (1). Alors toute suite (t ) extraite par P2 appartient encore à LOGSF. 
k ,n 

L'intérêt d'une telle extraction serait donc de pouvoir accélérer cette classe 

de suites qui n'est probablement accélérée par aucun algorithme connu. Vérifions, 

par exemple, que la suite donnée par (1) n'est pas accélérée par le 8 -algorithme: 2 

Prenons, pour plus de commodités, la suite tn Sn-l, n 2 2. Alors 

1 bEin) - 
tn - logn, et démontrons que !Lim - = 1, ELn) étant la quantité calculée 

m Atn 

par le proëédé €i2 d1Aitken, à partir des points tn, tn+l et tn+2 : 

Atn drhn) E(n) - 
2 -tn 

- , n 2 2. Ceci nous permet de calculer le r a p p o r t r -  : 
Atn+ï tn 



Nous devons alors réalise7 kim-F = 1 (cf. Chapitre III, 9.111). 
rr'a' n 

Démontrons alors que l'expression comprise entre les crochets converge 

vers O lorsque n tend vers l'infini. Nous avons : 

- 1 - I J. - -  
1 Logn - logo - logn - Logn + Log( 1 + ;) 

1 1  Or, pour n siiffisamment grand, Log( 1 + ;) 1. ;, d'où 

I - -  C'est-à-dire 
1 Logn' Logn+- n 

1 Atn+i 
Atn 

- . Donnons alors une estimation du rapport -. 
2 n( Logn) + Logn Atn 

2 2 1 
Or (~o~(n+l))~ = (Logn + ~o~(l+i))~ % (Logn) + - n Logn + - permet 

n 
2 

d'obtenir l'estimation suivante : 

2 1 2 1 (n+l)(~og(n+l)) +Log(n+l) % n(~og)~ + Logn + ( ~ o ~ n ) ~  + 2(1+;) 
n 

Par conséquent, pour n assez grand : 

1 
% (1 + ) % 1 - - et cela nous donne immédiatement une approximation 

Bt, n ') 

de l'expression entre crochets : 

- 1 1 
% - qui converge bien vers O. 

1-1 

Le principe de l'étude qui suit est le suivant : le sous-ensemble de 
A 

LOGSF, LOG2, dont nous donnerons une définition plus précise dans ce qui suivra, 

est accélérable par le G2-algorithme (réf. [121, propriété 9, p. 108). Nous 
1 

tâcherons alors de déterminer un sous-ensemble de S--- qui est l'ensemble des 
1 Logn 

suites de LOGSF, synchrones à la suite S = - n 2 2, de sorte que toute n Logn' 



1 A 

sous-suite (u ) d'une suite (un) appartenant à s, appartiennent à LOG2. 
2n Logn 

II. ACCELERATION DE LA SOUS-SUITE ET DE LA SUITE INITIALE 

Soit (U ) la suite initiale, (un) c L, t = u , la sous-suite, 
n Logn n ,n 

L * 
supposée accélérée par le e2-algorithme. u = Lim un. 

n-MO 

en est la quantité calculée par le e2-algorithme à partir des quatre 

points consécutifs t n-29 tn-p tn et tn+l$ n 2 3- 

Considérons alors la transformation suivante : 

Pour 1 r j < 23, le transformé de u est u 
j j 

3 pour 2 S j < 24, le transformé de u est Q3 

---- j 

pour 2n 5 j < 2"+l, le transformé de u est en, n 2 3. 
j 

Montrons que la convergence de la suite initiale est alors accélérée : 

Pour 2" r j < 2"+l, on a : 

hypothèse la sous-suite (t ). 
* n 

converge vers O puisque le G2 algorithme accélère par 1 - Le rapport 

à convergence logarithmique. En effet, par hypothèse, 3K # O : 

2" 

* en - u 
* 

U - u  

2 - Le rapport 

* 
Lim Logn(u -u*) = K => Rim n(u - u  ) = - 1 

n # 0, c1est-à-dire que (tn) C n, 
n- nw 2n Log2 

1 l'ensemble des suites synchrones avec (-), donc à convergence logarithmique. 
n 

u - u  
2" 

* 
u ?n+ I - ~  

converge vers 1 puisque la suite extraite (t ) reste n 



puisque (Sn), appartenant à LOGSF, e s t  s t r ic tement  monotone à p a r t i r  d'un 

c e r t a i n  rang. 

Conclusion : La s u i t e  transformée accé lè re  donc l a  convergence de l a  s u i t e  

i n i t i a l e .  

est s t r i c t ement  i n f é r i e u r  à 1, pour n assez grand, 

* 

A 'L 

I I I .  ENSEMBLES LOG2, G1 ET G1 

3 - Le rapport  

Appdonh G, t'ensemble des 6&ed (xn)  de W e  nuUe t&es que : 

u - u p+ 1 

* 
U - u  
j 

Remarque : Gl c LOGSF. 

- Axn En e f f e t ,  posons, pour t o u t  n 2 1, Cn - - - 2 '  Bien s û r ,  R i m  Cn = C. 
x.. 

11 

2 X X n+ 1 Alors Ax, = - Cn xn => - = 1 - n + l  - 
Cn cn. D'où 2im - - 1. 

xn X 
P n 

AXn+i - Xn+i  
Ax 

n t 1  - Par conséquent, - - - - , n 2 1, e t  donc R i m -  - 1. 
Ax n n n rrt.. AXn 

Donnons quelques c a r a c t $ r i s a t i o n s  de l 'ensemble G1 : 

La remarque 1 nous permet de donner immédiatement l a  

PnophiEté 1 : G~ es2 t lenaemble des dui tes  ( x  n ) 1-21 de W e  n u l l e  t e l l e s  pue 

poun chacune d'&es, on p u  &ouven une bu**e ( c ~ ) ~ ~ ~ ,  de W e  c non d e ,  

Phophiété 2 : Tou-te du**e X ,  (xn) G ~ ,  es2 dynchhone avec La d d e  ($1. 

En e f f e t ,  nous avions démontré dans l e  chap i t r e  précédent ,  que l e s  s u i t e s  

(xn) données p a r  ( 3 ) ,  moyennant c e r t a i n e s  hypothèses assurant  l e u r  convergence, 

é t a i e n t  synchrones, d'après l e  théorème de synchronisation, dans l e  cas p = 1. 



1 Nous avions aus s i  vu que l a  s u i t e  (--) v é r i f i a i t  ( 3 ) .  

I D'après ce même théorème, l i m n x n  = r. 
m 

Citons a l o r s  l a  

1 
P m p h i é t é  2 b*6 : S o i 2  (xn) G ,  (xn) donnée ptvz ( 3 ) ,  a l o u  l i m n x n  = C. 

w 

Pmptueité 3 : 
1 [(i) (xn) synchrone avec (;) 

(x,) E G1 <=> 
1 ( i i )  (Axn) synchrone avec (2)  
* 

Preuve : 

a -  La nécess i t é  : So i t  (x,) 
G1. 

( i l  e s t  r é a l i s é  d'après l a  propr ié té  2-bis. 

Montrons ( i i )  : 

2 2 2 
Ecrivons x = xn-  Cn xn. Alors n Axn = - C,(n xn) , Yn 2 1. n+ 1 

2 1  après l a  propr ié té  2-bis, R i m  n Axn = - - # 0. 
n-Kx, 

b -  La suff isance : Soi t  (x  ) v é r i f i a n t  ( i )  e t  ( i i ) ,  e t  définissons l a  s u i t e  
n 

(C,) par : 

( i )  e t  ( i i )  => R i m  Cn # O ,  e t  donc, d'après l a  propr ié té  ( l ) ,  (xn) G1. 

VE&X. . tLon 2 : 2 : S d e  d e h i v é e  p t m i h e .  S o i 2  (S ) E LOG, (Sn) d e  eoN*e 
n 

s*, e = sn-s*. n 2 1, kk h d e  e e m .  La q u a n t i t é  n 

e - n+ 1 A n - 1 - -  
e 

, n 2 1, d é a i n i t  la d d e  d e h i v é e  p t d h e  de  ( s,) . 
n 



Ceci permet à KOWALEWSKI Cl21 de d é f i n i r  l e  sous-ensemble suivant  de LOGSF 

4 " n 
Remarque 2 : D'après C l ]  page 10, s i  (Sn) E LOG2, a l o r s  kim -J- = K # 0. 

II- n 
A 

Autre c a r a c t é r i s a t i o n  de LOG2 : 

c " n 
LOG2 = {(s ) É LOG : 3K # O et R i m r  = KI. 

n n+ n 

En e f f e t ,  

A " n ' n 
Remarque 3 : S i  ( S  ) E LOG2, a l o r s  R i m  = K (~emarque 2) e t  puisque R i m  x : K n n- n n- n 
nous en déduisons que 

4 n R i m  - = 1 
n* 'n 

flv 
ce qui  r ev ien t  à d i r e  que R i m  - - = 1 ou encore que ( Y  ) E G1. 2  n 

n- '-L 

La p ropr ié t é  qui  s u i t  permet de c a r a c t é r i s e r  une s u i t e  de G1 pa r  l a  

notion de synchronisation. 

PmphiUé 5 : So*t (x,) LOG, R i m  xn = O ,  et 6 0 a  (1,) ha bf.ite d f i vPe  p h e d h e .  
w 

MOM (X ) r G~ <=> x b ynchnow avec (An). n 



2 Preuve : La nécess i t é  : Ecrivons x = x n -  C x n = 1, 2, 3,..., où cn,-c, n+ l  n n' 
C > @. n-Ka 

X n + l  - X 
Alors An = 1 - - - n 

X 
Cn xn, n = 1, 2, 3, ... Par  conséquent, Ilim- = C # O. 

n , n+co Xn 

i . e .  ( X  synchrone avec (An). 
n x 

n+ 1 
X (1 --1 
n x -Ax 

n La su f f i sance  : 3M # O : R i m  - = M <=> R i m  = M <=> R i m -  = M 
n- Xn F n n+os x X 2 

n 

ce  qui  r ev ien t  à d i r e  que (xn) E G1. 

c.q.f.d. 

En e f f e t ,  montrons d'abord l a  nécess i t é  : 

A 

Soi t  (S ) E LOG2. Les remarques (2 )  e t  (3) s e  t r a d u i s e n t  respectivement 
n 

p a r  ( i l  e t  ( i i ) .  

'n ( i )  3 K # O e t I l i m X - = K < = >  ( A )  E G  
rF0 n n 1 

l e s  deux dernières  équivalences é t a n t  obtenues pa r  l a  p ropr ié t é  5. 

La su f f i sance  :  après l a  même proposi t ion  : 

(An) E G1 = (A ) synchrone avec (un) n 1 => (An) synchrone avec (On) 

(un) E Gl => (1.i ) synchrone avec (On) 
n 

4 
et ,  d 'après l a  proposi t ion  4 ,  (Sn) E LOG2. 

c.q.f.d. 

Supposons maintenant que (1,) E G1. Que f a u t - i l  s avo i r  de p lus  pour 

que (pn) E G1 ? 

2 
(An) E G1 <=> 3(cn) ,  Cn A C ,  C f O e t ,  un t 1, = X - C X . 

Ti-to3 
n n n  



Aun - 
Alors Lin = Cn An, n 2 1, et (vn) e Cl <=> R # O t e l  que R i m ~  = C - 

I I  

*Fin 
Calculons l e  rapport  - 2 

Lin i 

- - 2 
An = Fin+l - Fin - Cntl Fin - Cn+l (An - Cn An) - Un 

D'où 

.L 
n+ 1 - (1-Fin) - 1 

AFin - - - 'n 
2 

, Yn 2 1. 
~ i -  Fi n 

L 

n+l 4 1. Posons a l o r s  : Par a i l l e u r s ,  puisque Cn + C ,  C # 0 ,  a l o r s  7 
n n+x' 

n 

En remplaçant, nous obtenons pour t o u t  n 2 1 : 

Aun 1 n l - F i n  - 1 En - - -  - - - -  
2 

1 - E .  

Fi n n 
n 

Fi n 

Le rapport  - 2 
admet donc une l i m i t e  non n u l l e  s i  e t  seulement s i  

E Fi n 
n 

( i )  l e  rapport  - converge 
Fi n 

E 
n 

( i i )  R i m - #  1 
n w  'n 

Mais que vaut ce rappor t  ? 

L 
n+l - -  
C 
n 

AC - - - --• e t  donc l e  
'n l n  2 X9 

C- n 
11 

ACn rapport  converge. 
n 

rapport  converge seulement 

'n "n 2 
D'autre p a r t ,  R i m  # 1 <=> R i m  r # C . 

n-103 n rrico n 



E 
n Un cas particulier intéressant est : Rirn - = 0, c'est-à-dire : 

Fi n- n 

ACn n  AC^ Rirn = O ou encore Rirn 
rr+co n IF=' 

~ x = O  
n 

l 

Puisque par hypothèse (An) E G1, alors Rirn n = L, L # O, et donc 
n+=J n 

E 
Rim" = O <=> Rim n AC = O. 

Fi rr+oo n n - ~ o  
n 

Nous pouvons donc énoncer la 

Piropoh*tion 1 : SoiA (Sn) E LOG. Si ûi 6dte dthiuée ptemièm (An) appahtient 

à Gl, c'ut-à-dine 6 '2 exhte une 6dte (C 1 de Lhdte non n&e C X&e pue 
n 

(X 6oi.t géneiée pat x ~ + ~  = x - c vn > 1, et 6i n n n n' 

A 
&oh6 (Sn) c LOG2, un ca6 pahticfim de 1 - Ü )  &tant Rim n ACn = O. 

w 

* 
Rappels Cl21 : Soit (Sn) L LOGSF, (Sn) de limite s*, et notons e = S - S , Yn > 1. 

n n 

- 
e 

Lp = {(sn) LOGSF : 3P c [O, 11 et Rirn Ae n = PI  
n-Ko n+l -- 

Aen 

Nous allons donner une condition suffisante sur une suite (S ) afin que 
n 

sa suite dérivée première ( A  ) appartienne à G En l'occurence nous avons la 
n .  1' 



e n+l  - 'en 
Preuve : Soi t  (Sn) t. On a ,  Yn 2 1, X = 1 - - - - -. 

n  e  e  n n  
AX 

n  Montrons que l a  quan t i t é  - - admet une l i m i t e  non nul le :  
1 - . . 

Ae 
l n  

n  
n  e  e  n  n- 

AX 
n  

Notons Cn = - e t  montrons que 3~ # O t e l  que C = L i m  Cn 
X 2  , w 
n  

Posons a l o r s  

- 

- - -  en [[ - 'n] [ - - -  e E ; ~  eE;~] 
e  n + i  

Aen+i en+i  
E n  = - r t  -, e  n  = 1, 2, 3, ... C n  s ' é c r i t  donc : 

n  n  

, e t  ce ,  pour t o u t  n  2 1. 

Pour que (An) E G1, il f a u t  e t  il s u f f i t  que (En) s o i t  synchrone avec (An) 

Donc, s i  (Sn) E i, a l o r s  il e x i s t e  un r é e l  P ,  O < P c 1, t e l  que 

(S ) E Lp,  e t  par  s u i t e ,  
n  

Remarquons que C e s t  un r é e l  p o s i t i f .  Ainsi (An) G1. 



Soit maintenant une suite (Sn), (Sn) E L P étant un réel fixé dans 
P ' 

13, 1[. Quelle condition doit-elle vérifier pour que Lim n AC = O ? Ce sera 
w n 

alors une condition pour la suite dérivée première 

de (A , c'est-à-dire , appartienne à G1. n 

Faisons l'hypothèse suivante : 

J. 
(Cn) est définie comme précédemment, d'où Lim cn = c = - - P 1 et pour n 

I suffisamment grand, Cn - C Q-. C'est-à-dire que si nous posons, pour tout n, 
n *  * * 

w = n(Cn-C), alors il existe w , w # O, tel que w = Lim wn. Ceci étant, n 
alors Lim n ACn = O. En effet : n- 

n- 

La suite (wn) étant convergente, alors Lim n ACn = 0. 
n- 

* 
Remarque 4 : Il n'est pas nécessaire que la limite w soit différente de O. 
* 

w = O permet aussi de montrer que Lim n ACn = O. La convergence de la suite 
rrCco 

(wn) suffit donc. 

1 w* = O signifie que la suite des erreurs Cn- C converge plus vite que (;). 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

Ae nt1 
7- n , et calculons wn : 
e nt1 

Pour tout n 2 1 : 

Par ailleurs, pour tout n 2 1 : 



Puisque (1,) E G1, (A ) &tant générée pa r  A = A - C l2 a l o r s ,  dlaprèi 
n n + l  n n n' 

1 1  
l a  p ropr ié t é  2-bis,  L i m  n A = - = (p - 1)-'. I l  s ' e n s u i t  que 

n+OO 
n C 

"*n 
fim .m (Rn- 1) = (+ - 1)-1 ( p -  1 1 )  = 1 
w n 

1 
Par conséquent, L i m  w = gim n(Rn - + 1 n 

Il+- rr+CQ 

1 
fim v e x i s t e  si e t  seulement s i  L i m  n(Rn - e x i s t e  

n 
n- n- 

1 
e t  Pim wn # O s i  e t  seulement s i  L i m  n(Rn - -) # -1. D'où l e  

n- P  
rr-' 

C o m U h e  I : Soient un t é e l  P. P  E JO, 1C , et une s&e (s,) c L ~ .  

En pra t ique ,  il f a u t  connaître  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  (S n ) pour savo i r  

s i  (Z  ) converge. 
n 

Nous a l l o n s  donner maintenant une c l a s s e  de s u i t e s  (S n ) dont on s e r a  s û r s  

que ( Z  ) convergera. n 

Considérons maintenant une s u i t e  S n  S n  e G1. I l  e x i s t e  donc une 

s u i t e  (an)  de l i m i t e  a non n u l l e  t e l l e  que l a  s u i t e  e r r e u r  (en)  e s t  générée pa r  : 

l 'é lément el  é t a n t  cho i s i  de façon convenable a f i n  d 'assurer  l a  convergence de 

cette s u i t e  v e r s  0. Cette  s u i t e  peut -e l le  appar ten i r  à un ensemble L P  O < P  < 1 



Lemme : SoLt  (S r G1. - n 

Si Rim n Aan = O, (S ) E L1. 
rr+ao 

n - 
2 

Montrer que (S ) r LI, revient à montrer que (R ) converge vers 2. n - n 
2 

a 
> O, alors = 1 + Iln, Un- Posons, Yn 2 1, a 

n IF- 

Nous avons les équivalences suivantes : 

-- 
C1 

l n Aa 
un = O <=> Rim n <=> Rim - a A = O <=> kim n Aan = O Rim 

rrr. en+i -- n- en+i -- n- n n rr" 
e e n n 

la dernière équivalence étant vraie puisque, d'après la propriété 5, S n  r G1 
I 

ssi (Sn) est synchrone avec ( . Par ailleurs, puisque - est synchrone avec n n .I 

(S ) (Théorème de synchronisation dans le cas P = 11, alors ( 1  est aussi 
n 

synchrone avec A ,  ce qui se traduit par Rirn n An # 0. 
n+ 

Le lemme est démontré. 

La suite ( S  ) de G1 qui vérifie la condition du lemme appartient à LI. 
n - 

Si la convergence de la suite Z = nCRn- 21, n = 1, 2, 3, où 2 
n 

Aen+l . - -1 
R = Aen , n = 1, 2, 3,. . ., est réalisée, alors d'après le corollaire 1, 
n e n+l 
7- 

e A n (Sn) r LOG2. 



Recherchons alors une condition suffisante pour assurer la convergence 

de la suite (Zn), 

Relation entre Ae et Aen : 
n+ 1 

Donc 

e n+ 1 
D'autre part, puisque, pour tout n 2 1, - - 1 = - a e alors 

e n n n' 

D'où 



Ae n 1 R i m  n - = - R i m  a n *  e = -1, c a r  R i m  n e = + -. e n n n a m n n+=~ rr+cx> 

n AUn 

Lim - = 0,  puisque p a r  hypothèse, R i m  n Aa = O a m n 
n m 

n2 ~a 
n 

Le rappor t  converge s i  e t  seulement s i  n2 Aan converge. 
ci2 ne n n 

Prenons a l o r s  comme hypothèse : n2 Au converge. 
n 

2 Donc 42 E R : E i m  n ban = P .  Cela en t ra îne  que P i m  n Aa = O ,  n 
n- 

c e  qui  s i g n i f i e  que l 'hypothèse du lemme est automatiquement v é r i f i é e .  

Par  conséquent (Sn) E G n L e t  de p lus  l a  s u i t e  Zn = n ( ~ ~ -  2) converge, 
1 1  

2 

c e  qui  implique, d 'après l e  c o r o l l a i r e  que (Sn) E LOG2. On a donc l a  

* 
S o L t  ( S  ) E G ~ ,  s de W e  s*. S u a  en = Sn - S ,  n z  1 , h b u A ; t e  

n 
mm. Il e a t e  &m une s d e  (an),  de W e  a non nuUe, veiLidiant 

'b 

Preuve : Toute s u i t e  (Sn) appartenant à G1 v é r i f i e  l e s  condi t ions  du c o r o l l a i r e  
1 

avec P = T. 



I V .  RECHERCHE DE SUITES DE LOGSF DONT LES SUITES EXTRAITES PAR LE PROCEDE P2 

APPARTIENNENT AU SOUS-ENSEMBLE 5 DE ~ & 2  

PI, 

Sachant maintenant que l , ,ensemble G1 e s t  a c c é l é r é  p a r  l e  G2-algorithme, 

e x i s t e - t - i l  un sous-ensemble de LOGSF c o n s t i t u é  de s u i t e s  à convergence t r è s  

l e n t e  de s o r t e  que t o u t  procédé d ' e x t r a c t i o n  de type  P2 en donne des sous- 
% 

s u i t e s  appar tenant  à G1 ? 

Un t e l  ensemble n ' e s t  pas  v ide  e t  c o n t i e n t  au  moins l a  s u i t e  

Considérons, en e f f e t ,  l ' e x t r a c t i o n  d é f i n i e  p a r  U(n) = 2" - 1. 

La s u i t e  e x t r a i t e  e s t  donc Sa(n)  - 1 - -  n 2  1, s u i t e  q u i  a p p a r t i e n t  
% nLog2 

b i e n  à G1. 

Remarque : Dans c e  qui  s u i t ,  nous a l l o n s  cons idé re r  l ' e x t r a c t i o n  d é f i n i e  pa r  

U(n) = 2n, n  2 1. 

Cela ne r e s t r e i n t  p o i n t  l a  g é n é r a l i t é .  

Rappelons maintenant l a  d é f i n i t i o n  de l 'ensemble % c o n s t i t u é  des 

s u i t e s  synchrones avec - na 2  

SI = {( sn )  r LOGSF : 3 K  # O e t  L i m  Logn l en  = KI 
Logn w 

S* = t i m  S- 

Pourquoi un t e l  ensemble ? 

1 * 
Prenons une s u i t e  (Sn) E ~ogn, de l i m i t e  S  . 

Alors,  il e x i s t e  K # O t e l  que L i m  Logn l en  = K. Ceci implique que 
n- 1 

K é t a n t  non nu l ,  (S n)  e s t  a l o r s  synchrone avec (;). J t i m n m e  = -  
2n Log2 ' 

n-=' 2 

Cherchons une condi t ion  s u f f i s a n t e  s u r  (S n  ) pour que (S ) appar t iennent  
PI, 2n 

à G1. 



Tout d'abord, pour que l a  s u i t e  e  = S - s*, n 2 1 appart ienne à G1, il 
2n 2n 

f a u t  encore q u ' e l l e  r é a l i s e  l a  condit ion ( i i )  de l a  p r o p r i é t é  3 ,  l a  condit ion 

(1 )  l ' é t a n t  dé jà  comme nous avons pu l e  cons ta te r  p l u s  haut.  

P o s o n s , p o u r t o u t n 2  2 , K n = L o g n * e  . A l o r s  K = n e L o g 2 * e  d'où n  2" 2n9 

Calculons l ' é c a r t  e  - e  n  ' n 2  2, e t  tâchons de t rouver  une condit ion 
2n+ 1 

-2 
s u f f i s a n t e  a f i n  que l a  quan t i t é  nz ( e  - e  ) converge vers  un r é e l  non nu l .  

2n+ 1 2n 

Nous avons, pour t o u t  n  2 2 : 

c e c i  admet une l i m i t e  non n u l l e  s i  e t  seulement s i  R i m  n(K .+, - K ) # K 
( é t a n t  b ien  entendu que c e t t e  l i m i t e  e x i s t e ) .  w 2 2n 

Prenons a l o r s  comme condit ion s u f f i s a n t e  l e  cas  p a r t i c u l i e r  suivant  : 

Ceci é t a n t ,  l a  sous-suite  (S n)  appar t i en t  à G1. Posons a l o r s ,  pour t o u t  

n 2  2 :  
2  

e  - e  2n+ 1 
a = -  2n 

2 
. Il  e x i s t e  a l o r s  un r é e l  cl non nul  t e l  que R i m  a = a. 

n w n 
e  

2n 'L 

La condit ion supplémentaire à ob ten i r ,  pour que (S ) appartienne à G 
2n 1 ' - 

e s t  c e l l e  qui  assure  l a  converge de l a  quan t i t é  n2 Aa . Définissons auparavant,  n  
pour des commodités d ' é c r i t u r e  : 

Alors, Yn 2  2, 

a n - m i  - n ~ o g 2  1 K -  1 :'21 - , e t  p a r  conséquent, 

2" 
2n 



Ce qui  condu i t ,  a p r è s  une réduct ion  au  premier  c roche t ,  e t  en f a i s a n t  
2 

l e  p rodu i t  p a r  n , à : 

n 
2 

n+ 1 

Il  s u f f i t  donc que l a  q u a n t i t é  n3 II K converge pour  que n2 Aa converge 
2n n 

a u s s i ,  e t  c e l a  nous permet d'énoncer l a  

PiroposXion 3 : SoCt (Sn) e , Logn de LimCte s*. A p p d o m ,  p o u  $ou* n 2 ,  

'L 

appahtient 5 G~ et es$ donc accelétée pm l e  e 2 - a X g o u h e .  

I 
Un sous-ensemble de - v é r i f i a n t  l e s  hypothèses ci-haut  e s t  c e l u i  

Logn 
des  s u i t e s  (Sn) pour l e s q u e l l e s  : 

3ci > O : 3M # O e t  L i m  K*) = M 
Il+=' 

3 
Effectivement,  dans c e  cas  L i m  n (K n+l-K2n) = O 

IV=' 2 

Exemples : 

1 1. S o i t  3 . -  = l e  sous-ensemble de des s u i t e s  ( sn )  de l i m i t e  S* t e l l e s  que 

a a a * a + -  S n % S  + -  +...+ 2 +... , n a s s e z  grand où a # O e t  où [ '+? Logn O n n n P 1 O 

l e s  a u t r e s  ai, i 2 1, s o n t  des  r é e l s .  



'L 

Alors si (Sn) E , (S n )  r G1. En e f f e t ,  pour n assez  grand, 
Logn 2 

e t  donc 

a 
1 

a 
K 'La + -  2 +-  +..., ce  qui  en t ra îne  : 

2" O 2" (2"12 

- a 
1 - K  ' L - -  

AK 2n = K2n+1 2n 2 n+l + ] , e t  nous déduisons facilement que 

3 R i m  n EK = 0. 
Il-'=" 2n 

'L 

2. 
1 1 Soi t  S- l e  sous-ensemble de formé des s u i t e s  (Sn) , de l i m i t e  S* , 

Logn 
t e l l e s ,  pour n suffisamment grand, 

I L 1  'L Alors, s i  (Sn) f k, (S n )  f G1. En e f f e t ,  pour n assez  grand, 
2 

a a 
Kn = Logn e 

2 +:. . , ce  qui  en t ra îne  : 
( Logn ) (Logn '+l 

K 'La Y 1 Y 2 

2n 
o + B + B + ~ + " *  

n n 
a 
i 

où Yi = i = 1, 2 ,  3, ..., et  donc 
( ~ 0 ~ 2 ) & ~ - l '  

Bey 
ZK = - K  ' L -  

K2n+1 - ~ + 1  + 0 8+i qui  donne 
2n 2n n in1 I 

3 R i m  n (K n+l- K2-,) = 
2 



Exemple de s u i t e  appartenant à : 
Logn 

1 * 
Soi t  l a  s u i t e  Sn = s i i r  n 2 2. Alors S = L i m  Sn = O, d'où 

Logn ' rr"D 

s i n x  - 
en 

LOS = Logn sii. + 1, puisque L i m  - - 1. 
Logn x- X v 

Cfest-à-dire que (Sn) E G. O r ,  pour x v o i s i n  de O ,  

x3 x5 
2p+ 1 

s inx  = x - - P x + - +. . .+ (-1) +. . . 3! 5: 2p+l . 

a l o r s  Prenons, pour n suffisamment grand, x = - Logn ' 

1 - 1 - - -  l +  +. ..+ (-19' 1 
S = s i n  
n Logn Logn 3 ! ( ~ o ~ n ) ~  S!(Logn) 5 (2p+l)  ! (Logn) 2p+l + * * .  

ce q u i  montre bien que (Sn) 6 avec B = 2. 
Logn 

V .  ETUDE NUMERIQUE 

Nous t e s tons  i c i  quelques s u i t e s  de l i m i t e s  n u l l e s  qu i  v é r i f i e n t  l e s  

hypothèses de l a  proposi t ion ... A t i t r e  purement expérimental,  nous i t é r e r o n s  
1 

une ou deux f o i s  l e  e2-algorithme. J ' appe le ra i  (en)  l a  s u i t e  obtenue de (en)  
+ 1 

par  appl ica t ion  du Q2-algorithme e t  (eP n ) l a  s u i t e  obtenue de (0:) t ou jours  

par  ce  même algorithme ( p  E N). 

Exemple 1 : Soi t  (S ) d é f i n i e  par  n 

1 
Cette s u i t e  appar t i en t  à &. Nous appelons ( t n )  l a  s u i t e  d é f i n i e  par  

Logn 
tn = S Sur l e s  1024 permiers termes de l a  s u i t e  (S ), nous pouvons calcu- 

2n-1' n 
ler  tl, ..., . tn 



( 0  ) accélère bien (t ) mais (0') ne semble pas accélérer (en). 
n n n 

Exemple 2 : 

1 
Testons maintenant une suite appartenant à 6, Logn en l'occurence, 

la suite (Sn) définie par : 

1 
Sn , n 2 1  LILLE 8 

1 
(€In) accélère bien (t,) 11 en est de même pour (8,) vis-à-vis de (9 n 1. 

Exemple 3 : 

1 
Logo 

Prenons Sn = exp(Log2/Log(n+l) ou encore Sn = 2 . S* = 1. 



- - -- 
1 , 1 7 1 ~ 2 8 1 8 ~ 0 4 5 9 0 5 ~ ~ 1 -  
2 .879357106200235D+OO 
3 ,538297919441157Dt00 
4 .7777047191959640+00 
5 .b899297494520330-01 

LILLE 6 .R40815670385753D-01 
7 .372621182052759D-01- 

' 8  .136bOi287613708D-01 
9 .449373459026893D-02 

10 .173334071685333D-02 
11 ,764594800970033D-03 - - . - -  - - -  -- - 

1 Log(nt1) Exemple 4 : Ici Sn = l +  2 S = O  
Log(n+l) 

n 



En définitive, il semble que la procédure e2 itérée donne de bons résul- 
tats sur la plupart des suites testées. Son application à la sous-suite (tn) 

n'est donc pas du tout donnés d'intérêt. Les résultats théoriques sur la pro- 

cédure 8 itérée, obtenus dans 1101 pourraient nous aider à expliquer ce phénomène. 

VI CONCLUSION 

Les suites accélérées par ce dernier procédé composé sont à convergence 

très lente, car il ne faut pas oublier que pour chacune de la suite 

erreur (e ) correspondante doit être synchrone avec la D'ailleurs, 
n 

même les suites de point fixe de classe cP+', n'entrent pas dans ce cadre car 

leurs suites erreurs sont, d'après le théorème de synchronisation, synchrones 

avec des suites du type 
[?]¶ P. "9 2, 3 ¶ * * * ' *  

1 - 2 
A titre d'exemple, pour atteindre l'estimation - = 10 , il faudrait 

43 Logn 
que l'indice n soit de l'ordre de 2,6881.10 

Les exemples précédents portent sur des suites de limites connues, ce qui 

facilite la vérification des hypothèses de la proposition 3. Il serait aussi 

intéressant de sommer des séries à termes positifs dont les suites erreurs (en) 

soient synchrones avec la suite [L&) - OU, pourquoi pas, avec toute suite du 
1 

type [ 1, O < < r, ces derniers résultats pouvant gtre généralisés en 
(Logn 

ce sens là. Toute la difficulté est alors de déterminer ces séries là. 
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