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I. INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions les nouvelles possibilités d'accélération
de la convergence offertes par la composition de deux ou méme de plusieurs

transformations de suites, déj@ connues ou non.

Cette idée n'est pas nouvelle en soi, puisque plusieurs auteurs ont fait
certaines tentatives en ce sens 13. WYNN [17] a proposé une méthode d'intercala-
tion de suites convergentes, afin de transformer des suites monotones en suites
alternées. LONGMAN [13] et VAN-WIJNGAARDEN [5] se sont intéressés 3 la méme
question. Leur motivation commune sera explicitée dans le Chapitre I. Le pro-
cédé standard, étudié par GERMAIN-BONNE [7] et par KOWALEWSKI [12] est une com-
position de deux transformations dé suites. On peut aussi trouver beaucoup

d'autres exemples dans la littérature.

L'idée essentielle qui anime ce travail posséde le schéma suivant
Etant donné un ensemble S de suites convergentes, S accélérable par une trans-
formation de suites A, et é&tant donné une autre transformation de suites T,
préalable, peut-on trouver un nouvel ensemble de suites convergentes U, tel que
T : U~> S, de sorte que la nouvelle transformation, obtenue par composition de

A et deT, et que nous noterons A O T, accélére la convergence des suites de U ?

Notations, Définitions

On désignera par (Sn), n 2 1, une suite convergente de réels, de limite

Comme (Sn)’ toutes les autres suites utilisées seront des suites de réels.

. . . *
On notera par e 1l'erreur commise en prenant Sn comme approximation de S

(en) est la suite erreur

Pd . 1 Z
ASn désignera 1'écart entre S et Sn+l



I1. PRESENTATION DES ENSEMBLES LIN ET LOG AINSI QUE CERTAINS DE LEURS
SOUS-ENSEMBLES

I1 est défini par :

e
* :.LIN = {(Sn) convergente, S = Lim S, : 3P, -1 <0< 1et Lim ptl o p}
o meo  °n
- Quelques sous-ensembfes de LIN
+ * “ntl
* LIN' = {(sn) convergente, §° = 2im S _:3p, 0 < P < 1 et Lim = p}

bomasd T~>co n

+ P4 . . -~
LIN est le sous-ensemble de LIN, formé des suites strictement monotones a

partir d'un certain rang.

e
n+l p}

* LIN = {(Sn) convergente, S = fim Sn : dp, -1 £ p <0 et 2m
> o n

LIN est quant 3 lui, le sous-ensemble de LIN, formé des suites alterndes

(c'est-a-dire eyt e g < 0), et ce, a partir d'un certain rang.
* ®n+1
* LIN1 = {(S_) convergente, S = fim S_ : 3p, 0 < |p] < 1 et Lim = p}
n n
oo me n

Par ailleurs, si O est une constante telle que -1 £ & < 1, alors

e
* LIN(a) = {(Sn) convergente, s¥ = 2im S_ et Lim ntl = a}

>0 T1=-00 n

e . ~ * P . -
Remarque : (Sn) étant une sulte appartenant & LIN, et S étant sa limite, on a :

. ASn+l _ s €n+l
£im AS = Qim Pt
o n oo n

e
LOG = {(Sn) convergente, S* = Lim S, et 2im ntl . 1}

T N> n

Toute suite (Sn) € LOG est @ convergence lente. Effectivement, le rap-

port, pour n suffisamment grand, de deux erreurs successives e, et e .4 étant

trés voisin de 1, signifie en fait que ces deux erreurs sont presque égales,

. *
et donc que Sn+ reste encore trop proche de Sn’ et trop loin de la limite S .

1



Les suites de LOG sont en général difficiles & accélérer. Il n'existe
d'ailleurs aucun procédé capable d'accélérer la convergence de toutes les
suites de LOG. La raison en est que LOG est rémanent (J.P. DELAHAYE et
B. GERMAIN-BONNE [6]).

Un sous-ensemble important de LOG est le suivant :

As

LOGSF = {(S ) ¢ LOG et %im Ag+1 = 1}
n o n

LOGSF est aussi rémanent [6].

Propnidté 1 : Toute swite de LOGSF est monotone strictement, au deld d'un cen-
Zain nang.

KOWALEWSKI [12] exhibe une classe de sous-ensembles de LOGSF :

e2+l_ 1
- . . n _
* Lp = {(Sn) e LOG : 30 € [0, 1] et 2im T ° p}
e n+l 1
Ke
‘ n
* L = L\_,) Lp
pef0,1]
*M:ULO
Pe]0,1]

*
(el
n
-
©

II1. QUELQUES PROPRIETES D'UNE TRANSFORMATION DE SUITES

Soit E un ensemble de suites convergentes et P une transformation de

suites, définie sur E.

Soient aussi (Sn) € E, s* = 2im S.» et (tn) la suite transformée de (Sn)

par P. e



On note alors (t_) = P(S ).
n n
Le procédé P est dit

1. Exact sur E si, pour toute suite (Sn) € E, il existe un rang N, N € W,

tel que : ¥n 2 N, t_ = 5™,

*

2. Régulier sur E si, pour toute suite (Sn) appartenant & E, %im t, =S,
nmree
3. D'accélération de la convergence sur E si, pour toute suite (Sn)’
*
tn— S
(s.) ¢ E, %im ———— = 0.

n *
bouad Sn-S

- On dit plus simplement que P accélére E.

4, Synchrone sur E si, pour toute suite (Sn) € E, 11 existe un réel K,
*
tn-S
K # 0 tel que : £im —F = K.
> S -S
n
5. Synchrone au sens large sur E si, pour toute suite (Sn), (Sn) € E,
*
+ % tn— S
dM e R", N ¢ N tels que ¥n 2 N, |———| < M.
Sn— S

Nous notons alors : P est S.L. sur E.
6. Ralentissant la convergence sur E si, pour toute suite (Sn)’ (Sn) € E,

e P est régulier sur E

S -8
e 2im 22— =0
*

me t -5
n

* On dit plus simplement que P ralentit E.

Remarque : Les définitions 3, 4 et 5 entralnent nécessairement que le procédé P

est régulier sur E.
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Suites synchrones, définition :

] . . . * *
Deux suites (un) et (vn) convergentes, de limites respectives u et v

sont dites synchrones si et seulement si i1l existe un réel K non nul tel que :

u -u
Lim — = K
e v_-v
n
* *
Exemple : u_ = i@ doncu =0et v, = Eil, d'oi v = 0, et ce, ¥n 2 1.
—_— n n n n2
Un
Alors %im el 1.
N+ n

IV. COMPOSITION DE DEUX PROCEDES. DEFINITION

Soient U et S deux ensembles de suites convergentes, T un procédé régulier
. . - * .
sur U qui transforme toute suite (un) e u, (un) de limite S, en une suite

(Sn) e S, et A un procédé régulier sur S, qui transforme (Sn) en (tn).

A O T désigne le procédé obtenu par composition des procédés T et A et

est défini par
A O T(u) = (tn).

Propriétés des compositions

Faisons auparavant les remarques suivantes

Soient E un ensemble de suites convergentes, et P un procédé sur E.

1. Si P est exact sur E, alors P accélére E.
2. Si P accélére E, alors P est S.L. sur E.
3. Si P est synchrone sur E, alors P est S.L. sur E.
4, Si P est S.L. sur E, alors P est régulier sur E.

5. Si P est ralentissant sur E, alors P n'est pas S.L. sur E.
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Composition de deux procédés de méme nature

Il est aisé d'établir le tableau suivant

AOT

Exact sur U
Accélére U
Synchrone sur U
S.L. sur U
Régulier sur U

Ralentissant sur U

l
|

Exact sur S
Accélére S
Synchrone sur S
S.L. sur S
Régulier sur S

Ralentissant sur S

Exact sur U
Accélére U
Synchrone sur U
. S.L.

sur U

Ve . !
Régulier sur U 4
' Ralentissant sur U
{

J

Dans la composition de deux procédés de méme

méme nature.

* Si le procédé A est exact sur S

nature

T A AOT
? Exact sur U Exact sur S Exact sur U |
{ Accélére U Exact sur S Exact sur U |
Synchrone sur U Exact sur S Exact sur U
S.L. sur U Exact sur S Exact sur U
Ralentissant sur u} Exact sur S Exact sur U
Régulier sur U Exact sur S Exact

sur U i

est un procédé de

Nous constatons que l'hypothése d'exactitude de A sur S est trés forte.
En effet, quelque soit la nature de T, le procédé A O T est exact sur U.

Faisons maintenant une hypothése moins forte sur A : A accélére S.
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T
: A aor |
Exact sur U Accélére S | Accélére U
Accélére U Accélére S | Accélére U
Synchrone sur U | Accélére S | Accélére U
S.L. sur U \ Accélére S | Accélére U
Ralentissant sur U! Accélére S ?

|

Régulier sur U ! Accélére S ?
{
f

Nous ne pouvons rien conclure sur la nature de A © T, dans les deux
derniers cas. Pour cela, il faudrait des hypothéses supplémentaires sur A

et sur T.

L'hypothése que nous nous donnerons en général est la suivante : la donnée
d'un ensemble S de suites convergentes, et A un procédé d'accélération sur S,

connu.

Nous souhaitons alors que A O T accélére S, avec une hypothése faible

sur T.
Retenons alors la

Proposition 1 : Soient U et S deux ensembles de suites convergentes, T une
transformation de suites, de U dans S, et A un procedé qui accélére S.

SL T est synchrone au sens Lange surn U, alorns A O T est un procedé qud,
aussd, accélere U.

Preuve :
Soient (u_) e U, (S_) = T(u ), (S.) € S, s = fimu = 2im S .
ol n n n n n

e - - . . *
T étant S.L. sur U, alors il existe M eZR+, il existe N ¢ N tels que :
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t_~-S
Le procédé A O T accélére la convergence de (un) si 2im — = 0.
me y -8
* * * n
t_-S t_-S S -5
n n n
Or = .
* * *
u_ -8 S_ -5 u -S
n n n

Le premier rapport du produit converge vers O, le second est borné. Il
est alors clair que ce produit converge vers O.

c.q.f.d.

Cette démonstration nous permet de remarquer que l'hypothése de régula-
rité sur U est insuffisante. Par exemple, si T est un procédé ralentissant sur
U, 11 est alors nécessaire d'avoir des informations supplémentaires sur T pour

lever 1l'indétermination O
Voici un résultat plus général, dont la démonstration est tout aussi aisée

Propniété 7 : Solent U et S deux ensembles de suites convergentes, T une Zrhans-
formation de suites de U dans S, synchrone au sens Lange sun U, et A une autre
transformation synchrone au sens Large surn S. Alons A © T est aussi synchrone
au sens Large sun U.

Considérons I ¢ [-1, +1[, I y étant un sous-ensemble quelconque, et El

le sous-ensemble de LIN construit comme suit

e
1
n+ p}

E, = {(Sn) convergente, s* = 2im S 40, P ¢ I et %im
n>e > n

Proposition 2 : Sodent P un procd? synchrone sur Ej, (8 ) une suite convergente,
et (t ) = P(s).

(Sn) € E, <> (tn) € E;

1

Preuve :

*
S -5 .
(=) : Soient S* = %im s, et L = 2im ntl » 2 el

™o mee S - S*
Tl



1n

On a
t s* s* s s -g
n+l _ n+l . ntl . n_
- * * °
tn-S n+l-s Sn-S tn-S
*
tn- S
P étant synchrone sur E, 3K ¢ R- {0} tel que Qinx-———-—; = K.
me § -5
n
Tne1” s” -1 :
Par suite, #im ————— = K.2.K © = 2. Puisque % ¢ I, alors (tn) € Ej.
> tn- S

La réciproque se démontre par intervertion des rdles de (Sn) et (tn).
c.qg.f.d.

Conollaine 1 : Un procldé synchrone sur LIN ne trhansforme aucune suite de LOG
en suite de LIN, ni aucune suite de LIN en suite de LOG.

En effet, il suffit de lire la proposition avec El = LIN.

Le cas logarithmique

Proposition 3 :-Sodlent (Sn) € L0G, S = %im S Alons toute sulite synchrone
, >

avec (Sn) est aussi a converaence fLogatiithmigue.

u - S
Preuve : Soit (un) une suite telle qu'il existe K e R - {0}, K = 2im z
S* S* S* g S* Sn -5
n+l n+l n+l n
On a = o .
-s* -s* s -8"  u -g"
Un n+l n n
S s s*
- u -
Puisque 2im —Enik—j;— = 1, alcors 2im —Iﬁj;-jr— = K.1.K 1. 1.
boaa Sn -3 e u - S

C'est-d-direque (un) e LOG.

c.q.f.d.
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V. CONCLUSION

Un procédé synchrone sur un ensemble E ne modifie donc pas la "maniére

de converger'" des suites de E..

Si nous prenons par exemple S = LIN et pour A le procédé 82 d'Aitken,
qui comme nous le verrons plus loin accélére LIN, et si T est une transforma-
tion synchrone sur un ensemble E, envoyant dans LIN, on ne peut alors espérer
augmenter le domaine d'accélération de A, puisque le domaine d'accélération
de AOT sera encore LIN. En ce sens 1la, le cas ou T est synchrone au sens

large risque fort d'étre plus intéressant.
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CONDITIONNEMENT D'UNE SUITE CONVERGENTE

POUR UNE TRANSFORMATION DE SUITES DONNEE
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I. INTRODUCTION

Certains auteurs ont remarqué que les divers procédés d'accélération de
la convergence donnent des résultats assez stables lorsque la suite initiale

est alternée, et moins stables lorsqu'elle est monotone.

Diverses tentatives ont alors été effectuées pour rendre une suite al-

ternée (Intercalation de Wynn [17], Longman [13], Van Wijgarden [5]).

Notre propos est de préciser cette notion de stabilité pour le procédé
§2 d'Aitken, qui, on le sait, est le procédé classique accélérant LIN. Pour
cela, onva définir auparavant, le conditionnement d'une suite convergente pour
une transformation de suites réguliére quelconque. Il s'agira, ensuite, d'établir
rigoureusement que toute suite alternde de LIN est mieux conditionnée, pour le

procédé d'Aitken, que toute suite monotone de LIN.

Cela nous aménera, par la suite, & définir la notion de "transformation
de préconditionnement", c'est-d-dire une transformation de suites de LIN' dans
IIN  qui, composée avec le procédé d'Aitken nous permettrait d'accélérer la con-
vergence des suites monotones et telle que ces suites aient un bon conditionne-

ment pour ce nouveau procédé composé.

Nous démontrerons qu'une telle transformation n'existe pas, ce qui ex-

pliquera le constat cité plus haut.

2

I1. PRESENTATION DU PROCEDE &~ D'AITKEN

Soit (Sn) une suite de limite S*. On notera A2 le procédé §% 4'Aitken.

Il est construit comme suit

2
(s_) L S s ) = (e(n)) ol la quantité E(n) est donnée par
n 2" "n 2 2

' ASn ASn+1
n TS i

(n) n+l__l n

€ = 4 As

2 n

g . ASn+1 -1
n St RS T

L n
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I1 est clair que (Eén)) est défini pour tout n 2 1

Proprieté 1 : Le procéde 8% d'Aitken accélene fa convengence de toute suite de
LIN.

IIT. CONDITIONNEMENT D'UNE SUITE POUR UNE TRANSFORMATION DONNEE

Nous allons adopter cette définition maintenant classique du condition-
nement : Il représentera une influence des erreurs absolues introduites dans
les données sur le résultat recherché. Cette définition ne tient pas du tout
compte des erreurs relatives, ce qui serait une autre définition du condition-

nement, comme celle qu'a utilisée A.J. Geurts [8].

Hypothéses, définitions

3 3 - - * .
Soient (xn) une suite convergente, de limite X , et une transformation
3 e » 3 . d ” . . +l -~ .
de suites définie par une application f, f définie sur RP s, ou pelN, e soit

(yn) la suite obtenue de (xn) comme suit

¥, * f(xn, X ), n=1, 2, 3,...

cees X
n+l? > “n+p

Hyporhéses sur f :

(i) f est continllement différentiable au voisinage de tout (p+1) uplet de la

forme (%, X,..., X), X € R,

(ii) f est différentiable en tout point (dl, o ) e RPTL,

20000 Op4

- Appelons 68 1l'erreur commise sur le calcul de xq, g2 1, et soit €, une

q
majoration de fés .
q

- Appelons 6y 1l'erreur commise par conséquent sur le calcul de Ve D 21
n
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ou f; , 1 <1< p+tl est la dérivée partielle de f par rapport a la 1™ variable

).

l ” Ll . d
et dofit la valeur est calculée en un point voisin de (x_, x I 4
n> “n+l n+p

Une majoration de |6y | est la suivante :

n
ptl
|6 | = Max(€x ey E NI} lf; .
In n n+p j=1 3
+1
La quantité 2 lf; ! est proportionnelle & la majoration et nous per-
3=1 ]

mettra, dans un premier temps, de définir le
- Conditionnement asymptotique de la suite (xn) pour la transformation f.
Il est noté et donné par :

ptl
C;((x ), £) = 1 [ [, i=1,2,3,...
n .2 X
=1 73
. Les dérivées partielles f; étant calculées en un point du voisinage de
3
).

X,, X. ees X,
( i? 7i+1°? > Titp

. L'hypothése (1) permet alors de définir 1le
- Conditionnement de la suite (xn) pour le procédé f.

Il est quant 3@ lui noté et donné par :

p+l « «
CUx), £) = 3 1f' (X 50uey %)
e N X.
j=1 ]

IV. CONDITIONNEMENT DES SUITES DE LIN POUR LE PROCEDE 62 D'AITKEN

Soit la suite (sn), de limite s*, (sn) ¢ LIN, et considérons 1l'appli-

cation f définie sur]R3 de la fagon suivante :

2
(y-%) . 2=
Ty eE = (2)
£(x, y, 2) =
g - )
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Notre but étant 1'étude de f(sn, s ), nous nous intéresserons

n+1® Sn+2
uniquement au cas (a) ; d'autre part, l'application f n'étant pas définie en

. * * * 3
tout point (s , s, s ), nous poserons f(x, x, x) = x ¥x e R,

(I1 est facile de constater que f£im f(x, y, z) = O lorsque X, y, z tendent
x>0

y+0
z>0

vers zéro de fagon que : Lim % = fim

z e s .
§-= P). L'application f sera donc consi-
dérée comme continue en tout point de la forme (x, x, X) et pour toute suite

*

(Sn) € LIN on aura : %im f(sn, s ) = f(s*, s*, sy = s,

s
b
n+l n+2

Remarque : On a exactement, pour tout n 2 1

egn) : f(s_, s )

n n+l? Sn+2

Etude du cas (a)

0
<

Notons : P(x, y, 2z) =

|

N
x

alx, y, z) = (0(x, y, z) -1)"*

Alors f(x, y, z) : x - (y-x) a(x, y, 2)

Le calcul des dérivées partielles donne :

. fé = (1 + alx, vy, z))2
. 2
. fy = -2(a(x%, y, z) + a (%, y, 2))
2
. f; = a"(x, y, 2)
Tableau des variations des signes des dérivées partielles, par rapport
a celui de P(x, y, z) :
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p(x, vy, 2) -1 0 +1
>
£! + + + +
£! + + 0 - -
£! + + + +

Calcul de la quantité |£!| + |£'] + |£'] :
X y z
ler cas : pP(x, y, z) € [~1, 0] :
[£1] + [f}'7{ + g1 = £+ £+ £, = 41,
2&me cas : p(x, y, z) ¢ 10, 1[

gl e 53] + 15yl = 8 - £ 4 ) = (14 20, y, 2))?

plx, y, z) + 1|2
p(X> ¥ Z) -1

De 1'étude de ces deux cas, nous pouvons déduire :

e ¥ (%, vy, z) € [~1, +1[,

pQ(x, y, z) + 2|o(x, y, z)| + 1
(p(x, y, 2) - 1)?

53]+ 1550+ 12y =

Notons p_ = Q(Sn, S 41 Sn+2)
En conclusion, le point Eén) calculé 3 partir des trois points successifs
. ”’ . 0 ] E E
Sn’ Sn+l’ Sn+2 respectivement affectés des majorations d'erreurs Sn, Sn+1’

(n)

& admet 1l'erreur 662 qui peut &tre majorée comme suit :

n+2 5 -
Pt 2[on| +1

(n)
|6e,"’| < Max(e, , € , € )
2 S.* S S 4o - 12

n ntl

Cette majoration d'erreur est effectivement calculable, puisque :

Sn+2 - Sn+1
n_ S -s
n+l n

n=1, 2, 3,...



22
Nous sommes maintenant en mesure de citer le résultat suivant, qui donne
la valeur du conditionnement d'une suite de LIN pour le procédé d'Aitken.

Proposition ! : Soient (s ) e LIN, de Limite s, £ L'application définissant
Le procéde 52 d'Aithen, et

_ Sne2 " Sne1
pn S -S "
n+l n
Alons )
oi +2le ]| +1
5 54 pi 1
(pi— 1)
C.((s), £) =1
L1 sip, =1

et done, en posant p = Lim o

n—-)-OO
02 + 2]p] + 1
(p-1)?

C((s ), £) =
n

Explicitons ce résultat pour les différentes suites de LIN, mais donnons

auparavant la

Déginition : Sodent (un) et (vn) e LIN. La suite (un) est dite mieux condition-

nee, powr Le procide §° d'Aditken, que La suite (v ) 84 :

C((upn), f) < C((vn), £)
£ dtant L'application qui déginit Le procéde §2 d'Aitken.

Remarque : De la proposition précédente, nous constatons immédiatement que

. V(Sn) e LIN, C((sn), f) = +1

« ¥(S_) e LINT, C((S_), £) > +1

n n

Les suites de LIN ont donc toutes un conditionnement égal & 1 sur LIN
est supérieur & 1 sur LIN'. Ceci peut paraltre surprenant, mais c'est non seu-
lement une conséquence de notre définition du conditionnement, mais aussi du

fait que le procédé d'Aitken peut &tre interprété comme une formule d'extrapo-

. . + . .
lation par une exponentielle sur LIN , et comme une formule d'interpolation sur
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LIN . Pour cela, on peut se référer a [1].
Nous en concluons alors le

Théondme 1 : Toute suite de LIN est mieux conditionnée, pour Le procld? 52
d 'Aitken, que toute suite de LIN' .

xX+1

. . . 2 . .
Par ailleurs, la fonction donnée par C(x) = {E:TJ et qui est strictement

croissante sur 1l'intervalle ]O, 1[ nous permet alors d'affirmer le

Thioneme 2 : Soient (u ) et (v)) « LINT, u* = 2im u_, v o= %im v,
n>-xo >0

* *
u -u v -V
P nt+l _ o= n+l
pl = fim —_— et 02 = Lim —
o un-u S mac Vn—V

S4 Py < Py alors La suite (un) est mieux conditiomnde, pour Le procéde
§2 d'Ailtken, que £a suite (v.)).

I1 faut donc remarquer, pour le procédé 82 d'Aitken, que le conditionne-
. + - N
ment d'une suite de LIN s'accroit au fur et @ mesure que sa constante asymp-

totique P s'accroit.

Donnons, a titre d'exemple, le conditionnement d'une suite de LIN'

pour le procédé d'Aitken, relatif 3 certaines valeurs de P.

Soit (S ) € LInt.

P C(s ), £)
0.1 1.488
0.3 3,422
0.5 9
0.7 32.35
0.9 361
0.96 2401
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Le theoréme 1 nous améne ainsi 3 rechercher une transformation réguliére
. + - Za N
de suites T de LIN dans LIN , de sorte que le procédé composé A2 0 T accélére
. + . ‘s .
la convergence des suites de LIN et leur assure aussi un conditionnement infé-

rieur ou égal a 1.

On demandera alors & la transformation T d'&tre synchrone au sens large,

ce qui est une condition suffisante pour 1l'accélérsbilité du procédé A2 o T.

. . . + . as
I1 est aussi naturel d'’exiger des suites de LIN d'avoir un condition-
nement < 1 pour le procédé T, car si tel n'est pas le cas, elles seraient alors

mal conditionnées pour le procédé composé A2 O T, ce qui n'arrangerait rien.

Une telle transformation T sera définie plus loin comme étant une trans-
formation de préconditionnement. Dans ce qui suit quelques tentatives seront
faites en ce sens 1l3. La premiére se basera sur une méthode d'Opfer [1u4], 1la

seconde sur une méthode de Longman [13].

V. RECHERCHE D'UNE TRANSFORMATION DE LIN' DANS LIN", SYNCHRONE AU SENS LARGE,
ET ASSURANT UN CONDITIONNEMENT < 1

V.a. Une premiére tentative : Par une méthode d'Opfer [14]

Elle consiste d construire une transformation de suites, de LINT dans
LIN  dont 1'idée essentielle est une méthode d'intercalation de suites de
monotonies opposées. En effet, Opfer [14], construit, 3 partir d'une suite de

monotonie donnée, une autre de monotonie opposée.

Hypothéses

. . * ” 3 .
» Soit (un) € LIN+, de limite u , vérifiant en outre :

Ici la suite a été choisie décroissante, ce qui n'est point restrictif.

€ > 0 étant choisi suffisamment petit, on sait alors qu'il existe un

rang Ne’ Ne eZN*, tel que
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Aun+1
vn2 N, 0< T‘Tn—-p <€,
- Aun+l
ol P = iiz —EE;— ; 0 < p <1,
1/2

Posons k = P . Alors 0 < P < k <1 et il existe un rang N EZN*, tel

Aun+l
que ¥n 2 N, 0 < T < k < 1.
sl

En choisissant par exemple € = E%e3 il suffit de prendre N = N..

u - ku
. n+l n
e Construisons v. = ————, n 2 1.
n 1-k

* Alors

. *
* £im v, T u
n—)oo

* la suite (vn) est monotone, croissante 3 partir d'un certain

rang.

” ”’ . *
En effet, la suite (un) étant décroissante, alors, ¥n e N , Aun <0

Au
et de plus, ¥n 2 N, O < _Egil < k implique que
n
*
S N > . . . ~ > > .
Aun+l k Aun, ¥n 2 N'. Ce qui equivaut a v ., > Vv, ¥n 2 N

La suite (Sn) recherchée se construit par intercalation des deux suites

(un) et (vn), comme suit :

’ -~ » . » . *
La suite (Sn) est alternée & partir d'un certain rang, sa limite 5 est

tel que s* = u”.

Proposision 2 : La suite (Sn) appartient a LIN .

AS
Preuve : Pour cela, calculons fim —Z%ii :
n

>0
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er

1 Cas :
52n+1_ 82n - Unt+1” Vn
Son~ Son-1 Yo~ Uy
-k M : Au
ol u AV B ety -y = =
n+l n 1-k n n 1-k
Ce quil donne :
S - 8
2n+1 2n
§-——:_-—§——=‘k, n=1, 2, 3,...
211 2n-1
2eme Cas
Sont2 ~ Sont1 _ Vol TUne1 1 Bne
S2n+1 - s2n un+l.-vn K un
Et donc,

S - S
Qim 202 20t oy (08 o1 < -k < -p < 0)

meo  Sontl T Son

En conclusion,

ASn+l
Q,im—-A-g—=—k, ot -1 <-k<-p<oO
o n
*
sn+l - S -
c-a-d 2im = -k, en d'autres termes, (Sn) ¢ LIN .

*
n* S - S
n

Au
En pratique, il est coliteux de calculer p = %im An+1
oS4
Au
our cela, de remplacer P par P_ = ntl
P > n Bu_ T
Les v_ s'écriront ainsi :
1/2
v = n+l pn un _ _ Au
n - 1 - o172 -t ha 1172
n n+l

~

c.q.f.d.

. On se propose

Il est 3 remarquer que cette nouvelle transformation accélére 1l'ensemble

L, ,, défini par Kowalewski (121,

/

Appliquons maintenant le procédé d'Aitken a la sous-suite de (sn) :
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S_=u
n n v_-u Au
- (n) _ n n
v > € = u = u -
nt+l n 2 n u -v n A
n+l n _ 1 n+l 1
nt2 - Yn+l YaT Y Bu

C'est exactement le procédé d'Aitken appliqué 3 la suite initiale,
ce qui permet d'affirmer que le conditionnement de (un) pour cette nouvelle

transformation est supérieur & 1.

Remarque : Il n'y a pas uniquement le procédé accélérant L1/2 qui puisse trans-

Hrmer toute suite monotone, en suite de monotonie opposée. Effectivement :

Proposition 3 : Soik (un) € LIN+, de Limite u*,

Au
Tout procéde LA U v - , 0 < B< 1, accélinant Lp, change
B n+l -1
Au
La monotonie de La suite (u_). - -
n Au
n+l
Bu 1
En effet, Av_ = 8u_ - Au = -
n n n Ay Au
8 n+2 1 8 n+l -1
Au Au
N n+1 _ n _

Quand n est suffisamment grand, nous avons les estimations suivantes

Aun+l N _ o Aun+1
e VP, o P = 2im Ao
n oo n

e 1
et vy ™ buy 1 -1gtmy * Ble-L)

" . B2 ; $
Avn Aun g Ce qui entrailne que
Av_ + bu_ v Du’ Bl puisque 0 < B < 1
n n n B :

La suite (vn) a donc la monotonie opposée a celle de (un).

*
De plus, Rim v,oSu .
n-roe
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Nous pouvons, comme précédemment, montrer que la suite (Sn), obtenue
par intercalation des suites (un) et (Vn)’ appartient & LIN et que le nouveau
procédé obtenu par application du 82 d'Aitken & (Sn) ne donne pas un condition-
nement C £ 1 3 la suite initiale~(un). Nous pouvions nous en douter puisque le

calcul des v, fait intervenir une variante du procédé d'Aitken.

V.b. Une deuxiéme tentative : Par une méthode de Longman

Description du procédé L de Longman [13]

Faisons les hypothéses suivantes sur une suite (un) convergente

(1) &im a_ = ar
i 0uasd

(ii) (an) strictement croissante

(iii) O <...<Aa < Aan <,..< Aal < aj, n = 2, 3, 4,...

n+l

Ecrivons a  sous la forme suivante :

Posons

- . L] 2 L] n
a(x) = a; *x+ Daq * x° +...4 Aan_l X Feeu,

et considérons l'expression formelle

¢ X + Aa1 . x2 +...4 Aan . xn-1 +...)(l-—x+x2--x2 +...)

a(x)

1+x = (a

1

(a

2 3
"X (Aal-al) X+ (Aa2 - Aa1 + al) X t+...

2 3
bl X + b2 X+ b3 X +...
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ot

bl =2 >0

b, = Aal -a; < 0

b3 = Aa2--Aal+al >0

b = Aa - Aa + Aa +o..4 (_1)n—1 a,, b_a le signe de (-1)n+l

n n-1 n-2 n-3 °° 1° 'n

Remarquons que l'on peut déterminer les bn par la relation de reccurence

suivante :

b= a_;-b _,,n=2,3 4.,

Pour x = 1, on déduit

1 * _
§-a = bl + b2 + b3 +...t bn +oes

. - * .
Si on appelle t_ = 2(bl + b2 LA bn), alors (tn) converge vers a ,(tn)

est alternée, en effet

At b
n+l n+2 .
= < 0, au vu du signe des b_.
At b n
n n+l
e . Pl * d . 1
Cependant, les exemples numériques réalisés avec les suites a = 2 - —>
2
ai+v2
n=1,2,3,...eta ,=—/ ol a, = 0.5 montrent que le procédé composé
A2 O© L n'apporte aucun gain. Une expérience identique faite avec la suite de

LOG a
n

= 2.~%, n=1, 2, 3,..., n'est pas plus concluante.
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-

Eriques

Pd

eriences num

z

Exp

ts @

erigques sulivan

z

Nous avons les tests num

La suite suivante appartient a erAM¢.

1
4 72

2
troisiéme colonne n'accélére pas la convergence de la suite initiale Amsv.

a = 2. Nous remarquons que la suite obtenue dans la

n a_ t, = mAvp¢.Um+...+ U:v §2 d'Aitken appliqué a Adsv
1 .1500000000000000+uvl __ .3000000000000000+01 . 18095231809523L10+01
«2 .1750000000000000+01 .500000000000000D+00 .1906976744186050+01
T3 .18750000000000600401 7 ,3250000000000000+01 .195294117647059L+01
4 .19375060000060000+01  ,6250000000G0000U+00 . 1976608187134500+G1
S  .1968750000000000401 .3312500000000000+01 2 1988269794721416+01
6 .19RA375000000000+01 .6562500000000000+00____ . 1594143484626650+061
7 .1992187500006000%01 T3328125000000000401 .1997069597009600+01
7787 .1996093750000000+01  ,6640625000000000+060 . 1998535335¢42110+01
9  .199804687500000U+01  .3332031250000000+01 _ .199926753341879L101
10 L1969023437500000+01 L0p60150250000000+00 -~(ccauwuccmu::w:4c
11 ‘cmwmw_q_aNUcco:+c, .3333007812500066+01 . 199981689173724lix01
12 1¥99755859375000+ 0t L 6665039062500000+00° 1999908 447964110101
) .H¢ocmqqomcomqmoc+o# .3333251953125600+01 .199995422305%1190401
14 .199993896484375D+01 L6666259765625000+00 L19999771110690604G])
15 .199$96SdR242137T0+01 .53%33512988281250+01 L159996855509724104 01
16 199996474121 059415+01 O?OOU?LOL—LCONU:+QC abc ocbmwwnfc 3wt ]
17 .199999237C60S4TDT 01 .3333326247070310401  .1999997138976370+u1
"'187 .199999618530273L+01  ,06666641235351560460 .199999R856948H706GU+01
19 .159999809265137D0+01 .3333332061767580+01 . 1999999284730 220t01
20 .1999G9%046325¢RU+01  .0b6hULOLVIVRE3TBYD+GO 1999999042372 1400+01
21 .196999%%23%162040tu1l 333333301544 1a39G+01 J1999999021 18006015401
22 1999696761581 420+0G1 L66666650TT209470+00. -Hccfcccc_cfiﬂ:Mr+:_
23 aﬂooeoeommoqooquc+=~ .3333333253566470+01 . 19999994955249n52i5+0 1
24  .1999996940395360+01 L H666666269302370+00 159999997 Than2entl
25 199999597019 7080+ul  .3333335351346512U+01 L19999G9%a8R2u) 30101
26 .19999949GA5N9A505+01 6666066507 525550+00 199599999491 20611 01

27 1999999436 2549420+41 U3333333328466230+01 ._ccocc:¢¢uw::ouz‘c~
28 .pooaoooooomwnu_:+op T b6Ab66641831400G+D0 .19999999948n0u30c1 101
29 .19996969G51373Su+ul iziuﬂuwwwuuumco_m~:+c~ mﬂ¢¢cmx::ecwcq-:+u;

30 n_<n¢f<¢cc<30?cxt+c~_ cbbLHEHELHH600S9ThY ()

2000000865660 +01 5533333538556 +u

<333

L
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Soit la suite de point fixe

ag = 0.5

1, 2
T e >
a .1 4(a +2),nz=21

s* = 0.585786437626905

n a _ 2 yns . s
n t 2(bl+—b2+...+ bn) 8° d'Aitken appliquéat
1T OUS000600600000000+00 A0000000000E0NHuD+Y Toe4e22121¢ )

.S0250u000u000000+0ﬂ 6509090000ﬂ0n00+)0 »:§a1ua§5§§§§§§335133

T s T et P TP I

: - LA 2t 2 A +40 S SUSLILLTTOT 51 +0

I EeRZiTraseesnurovun  PLi3sesgiagassosos i-- -~ 2R2aTR304ud0358k 00
.wg7 .qug))75ebQ141bu+oo 1352813907 138000D+0A e DESTSUBEYT 756335+ 00
“78” .%g._}/630199huéu*00 VN30 193877685R10+ (1 eDUSTT/1975%081adu+00
22857 172144p290960+00 1 1353504103731800+((0 <S857837515197000+00
IR i i R i s e R b
« 285 MHLAL 1L AU UL Y, . & 1+ 0 .':U‘jllﬁ()r'.’U.‘)dbd‘//s",r:'
Eawyiaa v coyec DB E o G ot 1 e LT

= . . . A358 +0( «DUSTHAU] 1492

—13 .'ﬂH/T0n068176 $YLFTD JI036215974824900+01" .5&5786u3z;é§&93ulﬁf
- 14 5o57£>m2¥oo O‘SU+00 «13935608K23812910r00 e DE85TBOULSY 1283 Lt 00
15 c;/aauuuyﬁ YEG20+ 00 103621595 7586UID+0Y " SASTBAHIZT 12097 71401
_Q__ SESTHRGL Ch ST R4 ) _LKbiﬁbﬁﬂhIJ“075L+Ut .SbSleq§7uHussﬁu+uf
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La suite obtenue & la 3 colonne n'accélére pas la convergence de (an).
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Dans ce qui suit, nous allons montrer qu'une transformation dite de

préconditionnement de LIN' dans LIN n'existe pas.

VI. TRANSFORMATION DE PRECONDITIONNEMENT

a) Conditionnement des suites de LIN et accélération de la convergence

L3 . k3 * . Pl . .
* Soit (Sn) € LIN, de limite S , et considérons la transformation suivante :

= = 2
t, =S, +9(8,,8 4,8 ,),n=1,2,2,...

* Remarque 1 : Tout ce qui suit est valable pour t_ = Sn-f¢(Sn, Sn+l""’ Sn+p)’

p 2 2.

* Remarque 2 : Une application ¢ ‘R >R est dite homogéne d'ordre q, q > O, si

VYA e R, ¥(x, v, 2) e]R3.
Q(Ax, Ay, Az) = A4 d(x, y, z)

Hypothéses

H(i) :9 différentiable en tout peint,continuement différentiable en

(0, 0, 0)
H(ii) : ¢ homogéne d'ordre q, g > O
H(iii) : ¢(x, x, x) = 0, ¥x ¢ R

* L'hypothése (iii) assure la régularité du procédé.

¢(Sn’ Sn+l’ Sn+2

e Remarque 3 : (t_) accélére la convergence de (S_) ssi Lim = -1,
——— n n *
bonacd Sn— S

Introduisons maintenant l'application suivante :
f(x, y, 2) = x + ¢(x, y, 2)

On a alors t_ = f(Sn, S 412 Sn+2)
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Relation entre les dérivées partielles de ¢

L'application ¢ étant homogéne d'ordre q, 1'identité d'Euler

donne en tout point de la forme (x, y, z) :
X o ¢; +y ¢} + 2z . ¢é =q - ¥x, vy, 2)

Lemme 1 : En tout point de La forme (%, x, x), x ¢ R, Les dénivies parntielles
de £ vernigient :

£+ £+ £ = +1.
X y z

En effet, d'aprés l'identité d'Euler et 1'hypothése (iii) :

x ¢;(x, X, X)+Xx * ¢§(x, X, X)+xX © ¢é(x, X, x) = q°* Px, %, x) =0
C'est-d-dire x[¢;(x, X, x)ﬁ-¢§(x, x, x)+%L(x, x, x)] = 0, ¥x ¢ R.

Pour tout x # O, on déduit que

b (x, %, x) + ¢§(x, X, X) + ¢;(x, X, x) =0

Puisque ¢ est continuement différentiable au point (0, 0, 0), alors

¢>'<(O, 0, 0) + ¢3'7(O, 0, 0) + ¢;(O, 0, 0) =0

Par ailleurs, f;(x, x, x) =1+ ¢;(x, X, X), ¥x € R.

Donc, en tout point de la forme (x, x, x), X € R,

f;(x, X, X) + f;(x, x, X) + fé(x, X, x) = 1+ ¢;(x, X, X) + ¢§(x, X, X) + ¢é(x, X,

*
S -85
Lemme 2 : Soient (S ) e LIN, de Limite S*, et p = %im ntl

*
me S -8
n
£ deginit un procld? qui accllere La suite (S) 884 £+ PE) + o’s! = o,

* *

chacune des dérnivies partielles étant caleulie au point (s*, s, s¥).
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Preuve : Montrons plutdt que

f définit un procede qui accélére la suite (S ) ssi ¢' + p¢' + P ¢z = 0, au
*

point (S . . s* ).

. . ' R * * *
En effet, au voisinage du point (S , S, S ) on a :

*

* *
-— - L] t
¢(Sn’ Sn+1’ n+2) ¢(S ? » 8+ (Sn ) ¢x(sn’ Sn+1’ Sn+2) *
- * PY ' - * . 1
(Sn+l ) ¢)y(sn’ Sn+1’ Sn+2) + (Sn+2 ) q)z(sn’ Sn+l’ Sn+2
~ s s o * * * .
D'aprés (iii), ¢(s, S, S ) = 0, et la remarque 3 se traduit par :
* * -
ntl” S nt2 S
f défini un procédé qui accélére (S ) ssi %im @; + < ¢§+ — ot} = -1,
n o S_-5S S -5
n n _
chacune des dérivées partielles de ¢ étant calculée au point (Sn, Sn+l’ Sn+2)°
* *
S -8 S -5
Or 2im —Eil——;— = p et Lim —Ei2~—;— = 02 et donc :
T S -5 > S -S
f défini un procédé qui accélére la suite (S_) ssi ¢' + D¢' + p ¢' = -1,

ol ¢;, ¢' ¢' sont calculée au point (s” R S*, s*y.

c.q.f.d.

Lemme 3 : Sodent (S_) e LIN, de £imite s*, et f définissant un procddé qui
accélene La convergence de (Sn). ALons

C((sn, F) £ 1 884 f}'{ >0, f}'f >0 et fé > 0, ces dernivies partielles Etant cal-
culées au point (S*, s*, s*y, ces thois denivies ne pouvant &'annulern en méme temps.

Preuve : Toutes les dérivées partielles sont supposées &tre calculées au point
*

(s*, s*, M.
=> : hypothése : C((Sn), f) <1

Supposons par 1l'absurde que f; 2 0, f§ <0 et f; 2 0. Ceci est valable

pour les autres cas de figure (par exemple f; < 0, f; < 0 et fé > 0).

- F1 _ £ t = ' vt '
Mwsﬂ@&,ﬂ—fxfffz §+%+% 2%.

En vertu du lemme 1, et puisque f; < O entralne que -2f§ > 0, alors
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C((Sn), f) > 1, ce qui contredit 1l'hypothése.
<= : Réciproquement, chacune des dérivées partielles étant positive,
C((Sn), f) = f; + f§ + £ = +1, et ce, d'aprés le lemme 1.
c.q.f.d.
Ces trois lemmes permettent d'établir le résultat suivant :

Proposition 4 : Soit (S ) e LINT, de Limite s*

S4, pourn une thansfoamation de suites définie par f, C((Sn), f) <1,
alons £ ne définit pas un procédé d'accélénation sun LIN .

S -8
Démonstration : Soit P = Lim -2 , P e Jo, 1l

meo S5 -5
n

*

I\

Alors, d'aprés le lemme 3, f; 0, f; 2 0 et f; 2 0, ces dérivées étant

. . * * *
calculées au point (S, S, S ).

0, d'ou

[\

Par suite P °f§ 2 0 et 02° fé

£1 4 pE! + P2 £l 2 p2[E 4 £ 4 £1] = 02 > 0,
b y z x Ty Tz
Du lemme 2, on déduit que f ne saurait définir un procédé accélérant

la convergence de (Sn)'
c.q.f.d.

En conclusion, nous ne pouvons construire aucune transformation qui
permet & la fois un bon conditionnement (C < 1) aux suites de LIN' et 1'accé-
lération de leur convergence. Cela va nous permettre de démontrer qu'une bonne
transformation de préconditionnement n'existe pas. Mais donnons d'abord une

définition précise de cette notion :
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Deginition : Soit T : U+ S La transformation rdgubitre, qui & £a suite (u ) e U

associe £a suite (S ) e S. s* = Lim u_. Supposons que T est deéfinie parl'appli-
Lol

cation f, f(xl, Xpseees xp)=x+,¢(xl, Koseees xp) . et ¢ viniglant

(£) b differentiable en tout point, continuement différentiable en (0,..., 0)
(££) ¢ homogene d'ondre q, q > O.

(iid) Hx, Xy.0.s X) = 0, ¥x € R.
La transformation T est dite de préconditionnement de U dans S 5484 :
(a) T est synchrone au sens Larnge sun U

ie. ¥(u) el, I eRT : vn eW, |2 <M

ot n

(b) Cl(u ), T) < 1.

Considérons le schéma suivant :

Supposons que T est définie par l'application g(xl,..., xg) 2 2 3 et que
le procédé A2 d'Aitken est défini par l'application f(yl, Yoo y3) définie au
Chapitre 1, §

b

e (u) e LIN
n
. (sn) = T(un) e LIN
. (tn) = A2(sn) = A2 o) T(un)
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Appelons h 1'application qui définit la transformation composé A2 oT.
Considérons 1'élément t,r2 1, de la suite (tn). Alors

ty F f(sr’ Sr+l’ Sr+2)

)

or * Sr = g(ur, Upt12 000 Upig-1

Sr+l = g(ur+l’ Upgpo oo ur+%)

)

S = u u ey U

r+2 g r+2° "r+3° > Tr+f+l
Par conséquent, le calcul de t, nécessite la connaissance des &léments

u ., donc de %+2 termes successifs de la suilte (un). Définis-

p? Yps12tt0 ur’+q+l” 249
sons donc l'application h sur R par :

+
1

h(ur, u ), r 21

ooy U
rt+l1° > Tptl+l

L

fo) - ~
f g(ur, U qoceeo ur+2+l)’ ol

- 242 La .
g : R ->IR3 est définie comme suit

g(ut’ Upp1o0 o ur+£+l) = (gl(ur"" ur+2+1)’ gQ(Ur""’ ur2+l)’ gs(ur,..., Y2+

avec éi(ur’ u ., u ) = i=1, 2, 3.

r+1°°° r+2+1 g(ur+i—i"" ur+£+i—2)’

Cela va nous permettre de prouver le lemme suivant :

Lemme 4 : Soient (un) e LIN' et T : LIN' » LIN , une thansgoumation régulilre
de suites.

SiC((u ), T) €1 alons C((u ), Ay ©T) < 1.
n n

I1 suffit, d'aprés le lemme 3, de montrer que pour une suite (un) ¢ LINT,

. *
de limite S , nous avons

* *
FX—-(S seeesy S )20, 3 =1,..., 242 et

~

ggl désignant la dérivée partielle de h par rapport a la jeme variable
3
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On supposera que toutes les dérivées partielles sont calculées en

(s*, s*,..., ).

oh 'afo" . OF , % * * ofF , *x % * 9f ., * * *
eran = —5——1 = (s, S,8) (S, S, S) (s, s, s)HIx
[3Xj]j‘:l,2+2 { xj ]j.=1,9,+2 [53’1 > ’ s 5}’2 s ’ > gya ’ )
fagi
X 5X. . (1)
\ J -

gxi sif = i,..., L+i-1
- J
Bgi )
5xj -
0 sinon

Remarquons que :
3g.

5;% est calculée au (2+2) uplet (S*,..., S*) et g%% est calculée au 2-uplet
] J

Pour (Sn) e LIN , et £ 1'application qui définit le procédé d'Aitken,

f

on sait que C((Sn), f£f) = 1. Alors, d'aprés le lemme 3,

of (g% &%, s*)20,i:=1, 2, 3. (2)

Par hypothése, pour (un) € LIN+, C((un), g) € 1. I1 est alors clair que
pour tout j = 1,..., £+2,

28, ..., 20

I1 en découle que :

. . agi *
¥i=1,2, 3, ¥ =1, 2,..., 242, T (S seees &) 20 (3)
J
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(2) et (3) montrent que (1) est un produit de deux matrices formées d'é&léments

tous positifs ou nuls. Il s'ensuit que

gg%(s*,..., s*y>0  §=1,..., 242,
j

Afin de bien compléter cette démonstration faisons les remarques suivantes

Remarque 1 : Les applications f et g étant homogénes d'ordres respectivement q,
et q, alors h est homogéne d'ordre q; * -

3 3 . N 242 agi . .
Remarque 2 : Sachant que ) ?r-(s , S ,8)=1cet que } T (S ,...,8) =1,
i=1 Y3 521 9%
242 3h
i=1, 2, 3, il est alors aisé de vérifier que )) pod 1.
j21 %%

Théondme 3 : 1L n'existe pas de transfornmation de préconditionnement de LINT
dans LIN .

Démonstration : Supposons, par 1l'absurde, qu'il existe une transformation de

préconditionnement, notée T, de LIN' dans LINT.

T étant donc synchrone au sens large, et le procédé A2 accélérant LIN ,
alors, d'aprés la proposition 1 (Chapitre 0), le procédé composé A2 O T accélére
LINT
a C((ﬁn), A, © T) < 1. Mais, d'aprés la proposition 4, le procédé A2 O T ne

< . +
. D'autre part, d'aprés le lemme 4, pour toute suite (un), (un) € LIN', on
peut alors accélérer la convergence de (un), d'ol la contradiction.

c.q.f.d.
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I. INTRODUCTION

L'ensemble LIN étant accéléré par le procédé A, d'Aitken, peut-on trouver
une transformation de suites, préalable, plus précisément un procédé de sommation
que nous définirons plus bas, noté P.S, P.S envoyant nécessairement d'un sou-
ensemble de LOG dans LIN et tel que le procédé composé A2 O P.S puisse accélérer

rer ce sous-ensemble de LOG ?

Theondme 1 : Soit (Sn)nZl une suite convengente, et s0it (tn)n21 La suite
deéduite de (Sn)nZl par :

Sl
Sy
= A .
ol A = (an k)n>l est un tableau infini. Une condition nécessaire et suffisante
Jk'n>

k21
pour que la suite (tn)ﬁzl converge vers la méme.limite quer(Sn)nZI, et ceci

quelque soit (Sn)n>1’ est que les trois conditions suivantes soient vérifiées:

[e2]
(1) )) lankl < M,¥nel, McR'

k=1

(ii) £im a, = 0, k=1, 2, 3,...
n,

@

(iii) . %im } a, =1

o k=1 nk

Dans ce cas, on dit que A définit un procédé régulier de sommation.

On dira plus simplement que le tableau A définit une matrice de Toeplitz.

I1. PREMIERE TRANSFORMATION ENVISAGEE : LE PROCEDE DE CESARD

Le tableau A est donné par

1]
|
(9%
11
[y

'3
-
W]

a,.
13

]
o
[ Y
v
[

a,.
1]

2 . T * .
(Sn)nZl €tant une suite convergente de limite S , la suite (‘tn)nzl est alors

donnée par :
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s n=1, 2, 3,...

11

H o~

i

- La matrice A est "triangulaire inférieure".

Remarques

Les éléments de A sont tous positifs ou nuls.

Le procédé de Césaro transforme-t-il certaines suites de LOG en suite
LIN ? Avant d'y apporter une réponse, il est utile de faire le rappel suivant :

e
LIN1 = {(Sn) convergente, s* = Lim S, ¢ 40 € 1-1, +1[ et %im ntl . e}

e bomard en

Rappelons aussi la propriété suivante :

Proprilt? 1 : Soit (S_) une suite convengente, de Limite s*, et p e 1-1, +1[.
Alorns

e AS
p = Lim 2*1 <> p = %im Tgﬂ'
> n finacy n
* Le cas P = -1 est épineux. Tout ce que nous pouvons dire est que, pour une

. . *
suite (Sn) convergente, de limite S,

As
. - 1 =~ 03 ntl _
2im = -1 => %im AS = -1.

N> en bamatd n

e
n+l

Lemme 1 : Soit (S ) une suite convergente, et (t ) £a suite obtenue de (s ) par
Le procédé de Césano. On a '

s At
2im Arg”l € F1, +1[ <> fim —Aéclﬂ- e F1, +1[.
N> n 1> n

Preuve : De la définition de la suite (tn), nous avons :

ntn = Sl + S

gteet S, m =1, 2, 3,...
LI - - -
d'ou Sn+1 = (n+l) t41 - Bty =@ Atn ot
ce qui donne :
_ 1
Atn - 5'(Sn+l tn+1)

At
Calcul du rapport —Z%ii :
n



Appelons P = fLim

nn

ntl _ n | n+2 "n+2
At n+l Sn+1.'tn+l
n
n* Sn+1 - izl Si
Or Sn+l B tn+1 = n+l » done
nil
(ntl) S - S.
Spt2 " Tne2 _ nel | nt2 4oy 2
Sn+l_ tn+1 nt2 nesS _ § s
ntl . i
i=1
. ntl (Sn+2— sn+l) + (Sn+2-sn) Fooot (Sn+2— Sl)
n+2 (Sn+1— Sn) P (Sn+1— Sl)

nel (n+l) Asn+1 +n Asn Foout 2 A82+ S
n+2 n AS_ +...+ 2 AS,. + A4S
n 2 1

1

Posons, pour tout n 2 1 : U_=n AS_ +...+ 2 AS, + AS,.
n n 2 1

I1 est alors clair que

MmAHHl'Qﬁn%Hl
it T U
nm*ee n > n
Un+l
e Un

D'aprés la propriété précédente, si p € 1-1, +1[, alors

. AUn+l _ s Un+l _
£1m—-z-6-—-2mu =P
> n n>®e n
. x AUn+1 _ n+2 ASn+2 . .
Mais justement, 0 Sl S implique que
n n+l
2im Bnes 2im f;Eil
-0 ASn N Un

Le lemme 1 est alors démontré, et comme corollaire, nous avons le
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Lemme 2 : Sodit (Sn) une suite convergente, et (t ) La sulite obtenue de
parn Ze procEdé de Césaro. On a

(S ) e LIN1 <= (t ) ¢ LIN1
n n

La démonstration est immédiate 3 partir de la définition de LINI et

du lemme 1.
Conséquence :

Le procédé de Césaro ne transforme donc aucune suite de LOG en suite de
LIN1. Le seul espoir serait alors que ce procédé transforme une suite de LOG
en suite de LIN(-1), le lemme 1 n'étant pas vérifié si p = -1. Considérons alors

. . . *
une suite (Sn) convergente, de limite S .

21
On a t) = ;(Sl + S, t...+ 8)
*
Notons le_ = S_-8
n n
n=1, 2, 3,...
e =t -8
n n
Etudions le comportement du rapport 2+1, quand n tend vers l'infini,
sl
. N R +1
relativement a celui du rapport =
n
€ e
ntl _ n n+l -
E_ ntl It g v 5|2 L 25 35
n 1 72 n
®n+1
Appelons, ¥n 2 1, V¥_ = . Cela permet d'écrire :
n e;te, t...te
en+1 n
= = =7 (1 + wn), n=1 2, 3,... (1)
n

La suite (wn) converge-t-elle, et si oui, quelle est sa limite ?

Un calcul immédiat de ¢n+l donne :
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e
n+l

* Supposons maintenant que (Sn) € LOG, c'est-3-dire que Lim =1,

nHo n

11 existe alors un rang N, que nous pourrons supposer, sans restreindre

-~ 4

a généralité, égal a 1, au deld duquel
®n+l <

0 < 1.

n
(Ceci est donc valable, pour tout n 2 1).

Considérons la suite itérative suivante :

< < =
0 Xl 1, avec X1 wl.

Nous obtenons

0 < w?_ < X,. En effet,

wl = Xl = 0 < Y, = Eg . wl < X. = Xl
1+l111 1+Xl 2 e, 1 1

< = = < =
0<y, =X, =>0 TF 2 T TFR

Supposons maintenant, par réccurence, qu'au rang N, O < wN < XN.

1 N Xy

1 1 1
Alors >e—=> 1+ >1 +—=>0¢¥ <
Uy Xy Uy Xy T+, Txg
EN+2
et 0 < - < 1 entralne que O < ¢N+1 < Xyp1e
N+1
Par conséquent, ¥n 2 1, 0 < ¢n <X . (2)

Etudions la convergence de (Xn), sachant que 0 < X, < 1:

. (Xn) est décroissante et minorée par O. Effectivement, supposons par récurrence

qu'au rang N, O < XN < 1, Alors A + X

XN < i <
1*'XN < XN l1i.e. O Xn+

N > 1, et donc

0 <

< < 1,
1 Xn 1
[ -~ . [ * * rd . . V4 .
La suite (Xn) posséde donc une limite X . X vérifie nécessairement
1'égalité suivante :
*

* X *
= —=> X = 3
X T—;T(—,; <> £ 0 ( )



w7

(2) et (3) impliquent que la suite (Wn) est convergente, et est de limite p* = o,

et par (1), on conclut que

€
ol

Lim
b omacd ED

Proposdition 1 : L'ensemble LOG est stable pour Le procédé de Césaro.

Le corollaire suivant découle immédiatement :

Corollainre 1 : Le procédé de Césano ne transforme aucune suite de LOG en suite
de LIN.

I1T. DEUXIEME TYPE DE TRANSFORMATIONS ENVISAGEES : LES PROCEDES DE SOMMATION
DONNES PAR UNE MATRICE DITE A "BANDE DIAGONALE"

C'est une matrice de Toeplitz dont le tableau est :

¢ 3

al,l’ a1,2" . teeseseeanan R al’P s O ssrescsscsscsnoanans
0 s a2’2, a2,3, ..... ceseaneny a2’p . a2’p+1, Ogivenencsnonncans
A= 10 , O . aq’s, aa’u, ....... . a2,p+l’ a2,P+2, O,\. ......... .
® 6 5 0 05 0 00 000 .\0 L] * e 000 ® O 06 0 8 00 0t 0o s 0o L - ...\ ..... e ® o 08 0
N \
\\ ~
N N
0 g eesesesy O o \an’n, .............. .y an’p+n_1, O, .....
L] \\ «
~
AN
\ J

ol p e N - {0}.

A est donc donné par :

.
]
n

Opour j < 1let j>pti-1, i =1, 2, 3,...

* . z .
Soit (Sn) une suite convergence, de limite S . Sa suite (tn) déduite de

(Sn) par A est donnée par :



48
. tn = an,n . Sn +ooot an,n+p-1 . Sn+p—l’ nz1

*
Appelons € =S5 ~-S5S et € =t - S*. On a alors
n n n n

T

s E_ = . +... . 2 1.
n %,;n ©n * an,n+p-l en+p—1’ nzl
n+l €
Etudions le rapport 3 relativement au rapport
n : n
e hd LI BN 2 M
. _ptl an+l,n+l ey Teoot an+l,n+p en+p ns 1
E . oot . > -
n an,n °n an,n+p-1 en+p--l
d'ou e e ' e .
. _nt2 . n+p n+p-1 n+2
€ e 1,0+l Pntl,nt2 | e *eee¥ A ntp e e et g
n+tl _“n+l | ’ ? nt+l ’ n+p-1 “n+p-2 n+1
E T e e e e
n +1 +p- 1
n a, ni—an n+1 . —g—— +..0t a nip-1 _ntp-l .. 2+
° ? n »DTP en+p-2 n

Supposons maintenant que (Sn) ¢ LOG, Ecrivons alors, pour n assez grand,

e
+ e . ” . . » K]
2 ! =1- un, un étant une quantité positive voisine de O.
n
Dans ce cas, -1
n+1 an+l,n+1+an+1,n+2 (1-un+1) Tooodt an+1,n+p i= (l-un+i)
e - (1-u) -
n

=
an,n + an,n+l (1.-un) Feoot an,n+p—l =1 (l-un-l+i)

Puisque %2im L 0, et que ce rapport porte haut et bas sur une somme
>

finie de produits finis, nous avons

L S
im - oim qn+1,n+1 a
+eeet @

e n bonard an,n n,n+p-1

En+l ntl,n+p _

1, et ce d'aprés la condition (iii)
du Théoréme de Toeplitz. D'ol le

Théondme 2 : Les matrnices de Toeplitz dites a "bande diagonale" ne Zransforment
aucune suite de LOG en swite de LIN. Les suites transformies appartiennent
encore a LOG.



49

IV. TROISIEME TYPE DE TRANSFORMATIONS ENVISAGEES : LES PROCEDES DE SOMMATION
DONNES PAR UNE MATRICE DE TOEPLITZ TRIANGULAIRE INFERIEURE AUX ELEMENTS
NON NEGATIFS

Considérons une matrice infinie A = (a vérifiant les hypothéses

n,k)n21
ci-dessous : k21

(i) a , %0, pour k <n
3
n=1, 2, 3,.
(ii) a x = 0, pour k >n
2
(iii) Lim an,k =0, k=1, 2, 3,...
n->ee
n
(iv) 3N €N tel que )} a =1, ¥n 2 N.
k=1 D,k

A est donc bien une matrice de Toeplitz, triangulaire inférieure, dont
aucun des éléments n'est négatif. Démontrons qu'elle ne réalise pas du tout la

transformation désirée.
*
Soit alors une suite (Sn) ¢ LOGSF, (Sn) de limite S .

Nous savons que pareille suite est strictement monotone & partir d'un

certain rang. Pour plus de commodités, supposons que ce rang est n = 1.
e La suite (tn) transformée par cette matrice s'écrit :

* S =1, 2, 3,...

k* B

n
t_ = z 2,

R

Appelons Bn’ n 2 1, 1l'ensemble suilvant :

B. = {s

n 1° s

pseees S )
Pour n 2 N, t_ s'avére étre un barycentre, d'aprés les hypothéses (1)

et (iv), des points Sys Spaeees S

Si E(Bn) désigne l'enveloppe convexe de B, alors t e E(Bn).
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Supposons, et ceci n'est point restrictif, que la suite (Sn) est stric-
tement croissante. I1 est alors clair que

E(B)) =[S s,d» n 2 1..

l’

Ce qui revient & dire que

Sn], nz1

Dans ce cas, la suite (tn) ne peut appartenir & LIN.

En effet, supposons par l'absurde, qu'au contraire, (tn) € LIN.

Il existerait alors un réel P, O < p < 1, p étant nécessairement positif,
puisque, par construction, la suite (tn) ne saurait &tre alternée, et P vérifiant

t g™
gim L -

*
et -8§
n

Par ailleurs, puisque (Sn) € LOGSF, alors

*
S -5
2im ‘Idﬂ;‘ir‘ =1
n S -8
n
. 1-p
Prenons maintenant € = -5

I1 existe alors un rang N € N, suffisamment grand vérifiant :

t -S
vn > N, 2L Sp+E
t_ -8
n
et
*
S -8
n+l
s o
n Sn" <*
Prenons p_ € N - {0}, et notons R_ = ———, Il est clair que 0 < R_< 1.
n n t - S* n



51

Nous avons les inégalités suivantes :

-S -8 t -8
n+pn _ n+pn . n+pn—l tn+1— S < (o + E)pn
t -8 -s¥ it -8t -s
n n+pn-l n+pn-2 n
et
* * *
-S S -85 S -S * *
"Pn M R "m178 578 Pl
+ -s¥ s -s* s -s* s -s* ¢t -g"
n n+pn—1 n+pn—2 n n

Nous pouvons choisir 1l'entier P, suffisamment grand afin que
P P
(p+e) <(1-e) "« R.

Et dans ce cas,

. * . -
Bien entendu, t_-S < 0, ce qui entralne que
n

* *
t -S > 8 -8 >t > 8 .
n+pn n+pn n+pn

Ce qui est en contradiction avec tn+pn € [Sl,..., Sn+P

Nous en déduisons le

Theondme 3 : Les matrices de Toeplitz triangulaines inférieures a eLéments non
négati4s ne transforment aucune suite de LOGSF en suite de LIN.

Nous n'avons pu généraliser ce résultat aux matrices de Toeplitz trian-
gulaires inférieures 3 éléments guelconques. Cependant, il semble bien difficile
d'obtenir la transformation recherchée avec ces matrices. Nous nous retrouvons
donc contraints & étudier d'autres transformations obtenues par un autre type de

matrices de Toeplitz.
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V. LES MATRICES D'EXTRACTION DE SOUS-SUITES

Les matrices de Toeplitz que nous venons d'étudier ne transforment
aucune suite de LOG en suite de LIN. Mais cela ne nous permet pas d'affirmer
qu'aucune matrice de Toeplitz n'est capable d'effectuer la transformation

désirée,

Considérons en effet la matrice de Toeplitz dont le tableau A, qui

n'appartient & aucun des cas étudiés précédemment, est donné par :

\
( J——————-Colonnne d'indice 2"
0 O eeees
0O © 0 1 o} 0 © 0 0 veves
0 0 O coven :
A : L] :
lignensi0.cieeneneesan Checsscesrsresnoaas 0 1 0 cieenoncenes
\ J

A est donc donné par :

1 sij =2t
d,.
ij

0 sinon

* z .
* Soit (Dn)n>1 une suite convergente, de limite S . La suite (tn) déduite de

(Sn) par ce tableau est donné par :

La suite (tn) s'obtient donc de (Sn) par une extraction des termes

dont la suite des indices est (2") .
n=1

UJH

Considérons maintenant la suite (S_)__,,définie par S_ = (S_) € LOGSF.
n nx1 n n

1 . . s +
Alors tn = ;H’ n=1, 2, 3,... La suite (tn)n21 appartient a LIN .
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La matrice A posséde trivialement la propriété suivante :

Propnieté 2 : Soit (Sn) une suite strictement monotone au deld d'un certain
nang. Alons La suite extraite (tn) = (S n) L'est aussd.

' 2
AEBlication : Au cours du Chapitre O, nous avions vu que toute suite de LOGSF
est strictement monotone d partir d'un certain rang. Donc, de toute suite de
LOGSF, la suite extraite est aussi monotone, et, plus précisément, de méme

mnotonie, et ce, bien slir, & partir d'un certain rang.

Remarque 1 : Il est naturel d'appliquer cette transformation & des suites mono-
tones. En effet, pour des suites qui ne le sont pas, nous ne sommes plus siirs

de l'obtention d'une sous-suite qui ait un comportement régulier.

Remarque 2 : Cette propriété ainsi que les commentaires qui suivent ne sont pas
spécifiques & la matrice A. Elle est encore vraie pour toute matrice B dont le

tableau est de la forme :

Colonne P, Colonne D, Colonne Dy ceseses Colonne P oeeeen

oo l

1igne 1 O 0 1 0 teuirieuitnriiiiiii et eeaereieeiraieaes ]
T2 0 ciiiiieit 01 0 e

B= 3 |0 teeevecersnonnennenee @ 1 0 tivinnnnvensanssonconnsanans

L R R R R K I I I R S B I I A I A A N A I A I SR A S RN A S S I S S SN S

ligne msl0 ceveennnieciiieeniieeiieeetninenennesss 001 0 vunnnnns
ol 1'application @ : N- {0} >IN - {0} avec n + a(n) = p_, est monotone croissante.

n

A se déduit de B en prenant a(n) = 27, n 2 1.

Accélération de la sous-suite et de la suite initiale
Supposons, pour la matrice de Toeplitz B, qu'il existe un sous-ensemble
de LOGSF, noté LS(B), non vide, tel que, pour toute suite (Sn) € LS(B), la suite
” () . 3 - +
(tn) extraite par B, donc définie par t) = Sp , n 21, appartienne & LIN .
n
Définition : Appelons P(B) Le procidé d'extraction défini par La matrice de
Toeplitz B.
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Sachant que le procédé A% d'aitken accélére LIN+, le procédé composé
A, o P(B) accélére-t-il LS(B) ?
Remarque : Nous pourrions &tre tentés de penser que le calcul de t, me fait
intervenir que les (nt+p) premiers termes de la suite initiale ( Sn). Ceci n'est

pas nécessairement vrai puisque 1'extraction se réalise en réalité comme suit:

Appelons (Sé) la suite obtenue de la maniére suivante :

Sq >8] =8

p, -1 fois
S —> s =S

pl-—l pl-l 1

\

S > 8! =§

Py Py Pq 4 b -p, fois
: . 2 P31
S —> g! =g

py~t Pyl Py

\

S > 8! =8

P2 P2 Py o. - p. fois
. . 37 P2
S —> 3! =S

Pyl Pyl Py,
S > g =8 )

i 73 73 } p,, - P, fois
: . y~ P3

: : ;

etc...

Cette transformation est représentée par une matrice de Toeplitz dont

le tableau est

Colonne P, Colonne P
T=(1 o0 o SEREEREEEREY Cereceaanes R RERRE
ligne py-1»j1 0 0
ligne pl___> O conecnnes vee O 1 O] ceveeescteriatcnciiisnnsttesananns
Py-Py fois .
lig‘ne Pn—-—ﬁ 0 R R N A A esscssecsessse () 1 O eeonee
L pn+l.-Pn fois
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.Y
ieme . .
Le calcul du n terme SA, comme on le voit, ne nécessite que la

connaissance des n premiers termes de la suite (Si)j>l'

-

Le tableau T est celui d'une matrice triangulaire inférieure, dont les
éléments non nuls ont tous la valeur 1. Ils se disposent en forme de marches

d'escalier.

D'aprés le théoréme, cette matrice ne transforme aucune suite de LOG en

suite de LIN.
Le tableau de B se déduit du tableau T en prenant :

e pour 157¢ ligne, la ligne Py de T,
* pour 2°me ligne, la ligne P, de T,

* pour ntome ligne, la ligne P, de T, etc...

On évite ainsi les lignes qui se répétent. Cela se traduit par le fait

que la suite (tn) est une '"'contraction" de la suite (S;).

La procédure d'extraction, en tant que transformation terme d terme est

donc réalisée par la matrice T.

: s +
Soit (Sn) e LS(B). La sous-suite (tn) appartient alors a LIN et est
alors accélérée parle A% d'Aitken. Appelons T _ la quantité calculée par ce pro-

cédé appliqué aux trois points consécutifs toqs Tpett 4.2 2.

n

La suite (tn) est, comme nous venons de le voir, une contraction de (Sé).

Nous ne pouvens donc comparer les convergences des suites (Tn) et (Sé)
ou des suites (Tn) et (Sn)’ Pour cela, il faut "étirer" la suite (Tn) de la

fagon suivante
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3 ! -
Pour j < Py Tj = T1

A

Pour p, j < Pys Té =T

A

s < '
Pour Pp J Pn+1’ 3 n

Proposition 2 : Pour toute matrice d'extraction de sous-suite de fype B, 44
LS(B) n'est pas vide, cet ensemble est alons accEéléni par Le procEdé composé

A2 o P(B).

Démonstration : Soit (Sn) € LS(B). La suite transformée par le procédé A, 0 P(B)

peut, comme nous venons de le voir, &tre représentée par la suite (TA).
Montrons que (Té) accélére (Sn)

Pour p < j < Pn+1’ on a :

* *
v _o* _o* _o* S -8 S -S
T!-S i Tn S 3 Tn S . P, . P41
s.-s"| |s.-8" s -s s -8 s.-s
] ] pn@ D1 j
) . @ ®
Tn-S Tn—
(:) = = , tend vers O car (T_) accélére (t_).
s. -S t_ - n n
2 n
*
spn—s ¢ s
(:) —| = —{ < 7 + 1 pour n suffisamment grand, ou
S -S t -5 '
Pre1 n+l
_S*
p = 2im ntl — € 10, 1[. Ia quantité <:> est donc bornée.
meo t -8
S -5
Pnt1 .
<:> : |————| < 1 puisque la suite (Sn) est monotone.
S.-8
3
T! -8
Ainsi Rim-—l———; =0
e Sj- S c.q.f.d.
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Commentaire :

Pour certaines matrices de type B, LS(B) est vide. Considérons par

exemple la "matrice identit&" dant le tableau est

[T
"

Ici la suite extraite de toute suite (Sn) est encore (Sn).

£ 7

En tout cas, si LS(B) n'est pas vide, on est sfir qu'il est alors accéléré

par le procédé composé A, 0 P(B).

VI. ALGORITHME D'EXTRACTION DE SOUS-SUITE P1

Cet algorithme est proposé par C. BREZINSKI, J.P. DELAHAYE et B. GERMAIN-
BONNE [3].

On se propose d'exhiber un sous-ensemble de LOGSF sur lequel Pl envoie
dans LINT.

Mais présentons auparavant cet algorithme :

a) Description de 1'algorithme Py

Soit un réel p e JO, 1[.

Considérons une suite (Sn) appartenant & LOGSF, que nous supposerons
monotone strictement, dés le premier rang. Nous supposerons la méme chose pour

la suite (ASn).

Soit N e N - {0}. On calcule AsN = Syy1 ~ Sy

* On recherche algorithmiquement le premier indice i(N) vérifiant :

AS; oy

—e— <k la suite (ASn) étant supposé décroissante & partir
N

du rang N.
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* L'indice i(N) existe puisque %im AS_ = O.
e n

* L'indice i(N) étant connu, on recherche le premier indice i(i(N))

vérifiant Si(i(N)) <o
sigyy T T
etc...

Considérons dorénavant N=1, ce qui n'est pas restrictif, et définissons

la sous-suite (Sin)(P)), n 2 1, de la fagon suivante :

sél)(p) =8
séz)(p) = S,
sy = s, (1)
580y = s2(1)

.(p+2) _ P
S (p) = Si(l), o2 1.

Remarque : I1 est évident que la sous-suite (Aén)(p))nzl dépend du choix de P

pris sur l'intervalle ]O, 1[.
Définition : Soit un neel p e 10, 1[.

Nous dirons que la sous-suite (Sén)(p)) est calculée par une P.(p)-

extraction de ia suite (Sn).

Si 1'on parle uniquement du procédé Pl’ cela signifie que le choix de P

dans ]0, 1[ est arbitraire.

Deginition : Les ensemble S 0 < a < = et S*

n

Soit a e Jo, =[. Appelons S, £'ensemble de toutes Les suites
n

(sn) e LOGSF, de Limite s* synchrones avee La suite f%% :
n
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S = {(S ) e LOGSF : 3K # 0 et Lim n'(S_-S*) = K}
n n
n Iy
et appelons aussi S* = U S—-t.
a>0 n

b) Démontrons que pour tout réel P, P € Jo, 1[, Pl(p) extrait de chaque suite

(Sn) appartenant a S*, une sous-suite (Sén)(p)) appartenant & LINT.

Lemme 1 : Soit (sn) € LOGSF, Sodlent 0 < p < 1 et (S&n)(o)) La sous-suite obtenue
par une P, (P)-extraction de (s ).

Ts," o) ( (n) (n)
. o} « =.(n) n n
Alons Lim = p, ol AS."7(P) = S "(P)+1) -~ S, "(P), ¥n 2 1.
-A_Sazn)(p) o o o

Preuve : Prenons, pour des commodités de signe, (Sn) monotone croissante. Suppo-

sons, par l'absurde, que

st (o)
3e > 0 tel que ¥N e¢ N, Inj 2 N vérifiant : — G ¢ [p-g, p+el

T\
Asa 0’ (p)
(n.+1),
s 0 (0)

. -~ a g
On peut se restreindre au cas ou B Y R < p - € puisque, par construc-

0
As, ~ (P)

. . (n Loses .
tion, la suite (Sa )(1))n21 vérifie toujours :

(n+1)
zsa (P)

£p,nz1
Zsinj(p)

€ > 0 étant choisi suffisamment voisin de 0, choisissons N ¢ N, assez grand,

permettant & n, de vérifier la relation :

__(n0+1)
As, (0)

€
1 - 6»< G <1 (1)
As(a (p)-1)

0

Un tel entier N existe puisque (Sn) est une suite de LOGSF. D'autre part,

(n0+1) n +1) (

ASa (n)(p) <p-e=>'A'sa(o (p) + € Asa

Zsa 0 (p)

) (n.)

n
0"(py < p» Asa ©

(r).
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(ng)
Puisque € ¢ Asc (p) > 0, alors
(no+l) (no+l) '(no) (no)
Eso (p) < Bsa (p) + € » 8BS0 ~ (P) <p +Bsa " (P)
o (n,) (n,+1)
I1 existe un entier q tel que O (p) <qg<a0 (p) vérifiant 1'iné-
galité :
(ny+1) (ny+1) (ny) (ny)

Esa (p) < Bsq < Aso (p) + € Aso (p) < p » Aso ()
En effet, puisqu'on a
X (ny+1) - (ny)

sa (P) sa (P) 1

(no) < p-¢€&, alors (no+1) > 5E > 0,
BAsa (P) Asa (p)
et par conséquent, on obtient 1l'inégalité (2) :

x (no+1)

se (p) _ 1 1 _ . _E

(ng7D) gy oo L= tTect
Asa (P) + € » Asa (P ;1 , ehse ~ (M) p-€
(no+l)
Bse (P)

Les inégalités (1) et (2) jointes, donnent la suivante :

_ (ngt1) _ (ngyt1)
Fse (0 . _ B ® <,
(no+l) _ () (no+l)

Eso. (p)+e+Bsa ~ (p) Bs(e (p)-1)
(no+l)

Comme ASE (P) > 0, on déduit que

(no+1) _ (no+l) (no+1) (no) (no)
Bso (p) < As(a (p)-1) < Asa (pYy+eBsa ~ (p) < p e+ Bsa 7 (P).
no+l
Nous pouvons donc prendre, par exemple, q = Q (p) - 1.

(n.+1)
I1 existe donc bien un indice g précédant 1l'indice Q (p) et vérifiant

859 .,
(no)
Esa (P

. . s . . . e n
ce qui est en contradiction avec la construction de la suite d'indices (G( )(D))I

c.q.f.d.
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Lemme 2 : Queble que s0it B> 0, &4 (S ) « s;% , alons (AS_) ¢ 5“31—1

Preuve : Soit un réel B > 0.

Appelons s* = 2im S,- Par hypothése, 3K # O tel que fim nB(Sn-S*) = K.

N> : L macd
Posons, pour tout n 2 1, Kn = nB(Sn-S*). Bien entendu, %2im X_ = K.
e
Al vn21,S =5 + “ d'od AS_ = ‘w1
ors, ¥n =« 1, n - —-B-, ou n - B —E.
n (n+l)” n

Pour n suffisamment grand,

1 KeR
AS N K~—————B -—E - 1
[(n+l ] n +1
- 1
K # O entralne que (ASn) € S;E:I.

c.q.f.d.

Proposdition 3 : De toute suite (s ) appa/z,tenan/t S Zoute P (p)-extraction,
o P e 10, 1[, en extrait une sous- Au&t@ (s n)(D)) appantenant & LIN'. Plus

précisément, 84 pour B > 0O, (sn) € ]é ’
n
P
alons (sa(n)(o)) e LIN (p17Py.

. Preuve : Soit un réel P > 0.

Soit (Sn) € ;%B’ B > 0. Appelons S la limite.

Il existe alors (Kn) de limite K non nulle, telle que,
Vn2 1, S_ =S + — (1)

Soit (Sa(n)(p)) la sous-suite obtenue par 1l'extraction Pl(p). D'aprés (1),

(n)
¥n 2z 1, Sa(n)(p) =g+ Ko _"(p) et donc

™ (pyy B

sl ™oy - ¢ k™) | aPp) ]B

s = (2)
Sa(n)(p) _g* mx(n)(p) &?n+l)(p)J
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D'autre part, d'aprés le lemme 2, il existe un réel Ky # O tel que

L£im nB+l « AS_ = K..
n 1
oo
Posons alors Kgn) = n6+1 . Asn’ n=1, 2, 3,...
@™ py)
Mors, ¥ 1, Ten(™(p) = — L (3)
] s -
(a(n)(p))g"l'l

Or, d'aprés le lemme 1, la suite des écarts (ZSa(n)(p)) vérifie

2in Bsa (™) (p)

b suad n) (4)

Bsa ™7 (p)
De (3), de (4), et puisque K, = Lim Kgn) non nul, on déduit :
Do) | F

Lim NC IS =p (5)

> o (p)
Nous concluons par (2) et par (5) que

(n+1) * B
. Sa (p)y-s _ B+

'erlu (n) ry =P (6)

n* SO (p)-5 8 B
Comme O < p<1let B>0, alors 0 <P *1 ¢ 1 et donc (Sa(n)(o)) € LIN(D1+

c.qg.f.d.

En conclusion, nous avons le corollaire suivant :

Conollaine 2 : Poun tout o € 1O, 1[, Le procidé composé A2 o) Pl(p) accétene S*.

En définitive, il suffit de savoir qu'une suite (Sn) est synchrone avec

. 1 . .
une suite |—-{, 0 > 0, pour pouvoir accélérer sa convergence par cette méthode
=1 > » pour p gence p
n

d'extraction.
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¢) Séries appartenant & S*

La propriété qui suit (réf. [16] page 19) va nous permettre de retrouver

. *
un grand nombre de séries connues appartenant &S :

n [+ o]
Propritté 3 : Soit s_ = E a., S = kzl a, . S pour n sugfisamment grand,

k=1
o
_ e 1 o
an—n(OtO+ n+...+?+...), ao#0,9< 1

alons 4L existe des constantes Yj' j 21, telles que

Remarque : Il est clair que toute série (Sn) vérifiant les hypotheéses de la

> 7 r'd 13 ] ~ * 13
propriété ci-haut appartient 8 S . Nous avons alors le corollaire.

n [
Conolbaine 3 : Soit s_= 1 a, s* = ] a,. S{ pour n suffisamment grand,
= k=1
p
t—teet teea)s %y #0etec<-1,

alons (Sn) e S* et est accilinable par tout procédé compost A, 0 Pl(p), p e Jo, 1[.

kP, ot p > 1, appartient & S”.

Exemple : Toutes les séries harmoniques Sn = .

k

1 o~

IV. EXEMPLES NUMERIQUES

Soit (Sn), (Sn) € LOGSF. Nous caleculons Sj’ j=1,..., 1000.
Nous appliquons les procédés Pl(p), p e Jo, 1L[.
p étant donné, nous appelerons (Sa(n)(p)) la suite extraite sur les 1000

premiers termes de la suite (Sj), et (E(n)) la suite obtenue par application du
procédé 62 d'Aitken a (Sa(n)(p)).



BxemEle 1: Sn

1) p = 0.21

2) ¢ = 0,27

38) p=0.39

1
n

n

,n21. 8" =o.

o}

A XxNITNIWNVY

—

SO DNIITNSNL

n

in
11
12
13
14

T

sa(n)(p)

¢333333333333335D4+00--

«125000000000000D4+00
5263 1S5T8YUTIHRUN=0]
«232558139530884D-01
L105263157R94737Dh=01
CHBUTH92307692310=02
«219760219730220D=0p
«100603621730382N0=0p

sa(™) (p)

«333333333333333))40
«1U2R5T1U2R57 143N+

.7}4?657142897I4U-01-

«357142857142857n~0

-« 1B1BIRIAIRIRLIB2D-01

.034579439252536D-02
.0830917”703°u140-02
.Bﬁobaésbbﬂlﬁouun-oe
.130059011703511D-HR

sa(™(p)

e(n)

«+3333333333333330400

«1250000000000000400
«14112903225800640=01 .

«318411687581944D=02

791993660 0S06B8RD=03

-+ 1431310355795470=03

hTOBUOTBTI20032D=05
~443754B835884081=05.

e(n)

«333333333333333)400
«142857142857143p+00

-.285714285714206D-01

+43368086RI942021)m )7
1275510204081 631-02
«3679502632747550-03
<113626679501359n93
« 3934086197591 43ha04
6308726066763 70%0=06

E(n)

LT14285714285714D=07

LAd4408444444444000=0p .

«277T00R310249307N=02

«1727115716753020=02 .

«10775B6206L9655N~02

LSBRAU29TIBTSR50D=04
C3941976140649801) =04
L320412003244100D=04

o 829123131654 T7860=y5

e5731174998B8149D=05
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n
Exemple 2 : S_ = ) —=, n 2 1. S* = 1.6449340668...
iy ot n 2
k=1 k
p=0.4 h
n Sa(n)(D) E(n)
° f1301 111111811040 131111111111 11040
3 «14913R8BBABARKAYD+O] «1192138R8888B88BB9D+0 1
n «155R032193976406N+0) «1627826598255040+01
5 . .159089316081053D+n) ~10228578R54BQ36D+0 1
A e1A1215011760159D¢+01 «105108995049924D+01
7 w162473273362158D+40] 1042984521 28841D+01
R «1632355616337560D+0 L1o0407163761167D+01
n .1637028969674200+01 L10410433619230060D+01
in »163994654601498D+0 L1ORYTINKASUSASEDH O
11 1641784063 15265N40] 106449131 7209640i1401
17 164294401775369D+01 - 1644926094858260+0.1
13 L160436769959R917N+01 L 100493645885921D+01
n 1 *
Exemple 3 : § = ] —p——, n2 1. 8 = 0.125.
— B k=1 (8k°-1)
p = 0.61
n sa{?)(p) e(®)

23 .121998949R00461D+00 - 31219999553 769000+00
24 «124999245392364D4+00- - - . 121999915768629D+00
es «124999459718793D+00-  -,125000024975046D+400 -
26 «124999613912730D0+0U «125000009302473D+00
27 .1249997240185520+0¢ «.1249999989972450+00
2R - .124999802223011D+00 --- ;121999993936983D+00 -
29 «124999858231796D+00-—-5121999999564929D+00 -
30 - 4 124699898364147D+00--,120999999810454D400 -
31 ¢ 1249999270490840+00 +124999998927823D+(0 -

32 «128999947633555D+00 .1249999999417060+00
33 «124999962387106ND+00 - ,12199999971693RD+00 -
34 12499997298 34806N+00) +1249999999930220+00
35 «124999980579103D+00 2 124999999805353D+00

36 +124999986046058D0400  ,125000000086605D+00
37 . 12499G989974290D+00 .1250000000027460D+00

Dans cet exemple, la procédure d'extraction P1(0.61) a été réalisée sur

les 2000 premiers termes de la suite (Sn).
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Exemple 4 : une suite de point fixe.

Les procédés Pl(p), 0 < p < 1 accélérent aussi les suites de point fixe.

Prenons par exemple la suite (Sﬁ)= de limite s* = 0, générée par

5, = 0.5
S = Sn(l-Sn), n=z 1.

Les extractions sont ici réalisées sur les 999 premiers termes de la

suite (Sn).

P =0.1

n sa(™ (p) et

2 .1523437500000000400  .1523837500000000+00

3 L4B1302409465893D=01  .AB1302409465B93D=01
B 15163181769R086N=0]—=s0129045508543890=04
- B 1 478220755 514998 Pe 02— 109235 6 2101445 6 Do -l
b 1512264 294897210 m 02y B604 07213011547 D=05 —

P = 0.6
o sa(n)(p) €(n)

11 193409659553606D=01 —=, 105842 1565360540=02.
w42-~u4u9332596884943n-nq~_-72a8854asugggggﬁg-gg—
T3 1146384407914 24020 1= 1 3646377695569 0D e 02—
B 8B10935695664420=02 ..., 1913881 05597494D=03
15 L6B1415569475397D-02  ,737402306009687D=03
163 526P81324551300D=02 -~=5140106615636647D=03-
TP 4060544402679 08P = 02— 2B02F3BTT 24405 100 -0 d—
B 53 189420359034670 02— 1215 11071249304 0 m 0 3--
19 - .202843626803510D=02  ,2294269183170611=04 .
el L187954457922942Dw02  ,207793843264052D=04
21 - 1ASA9686U40B08T8N =02 — 193655101866/ 760=05 -
~22~-~11426089595&6906D-OE~——74576$£04469¥##5n-05-

. . n 29
Nous constatons bien, pour chaque valeur de P, que la suite (E( )) accélere

bien la convergence de la suite (S@(n)(p)).

Pourquoi y-a-t-il accélération de la convergence ? Le théoréme de synchronisation

qui est démontré au Chapitre 3 nous permet d'affirmer que 2im n s, = 1,
1 T1-><0

1] _\_ 3
c'est-3-dire que (Sn) € SH‘
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PROCEDES D'EXTRACTION DE

SOUs-SUITE, DE TYPE P,
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Procédés d'extraction de sous-suite de type P2

Les indices d'extraction obtenus par le procédé Pl ne peuvent etre
connus & l'avance. I1 ne le sout en effet qu'aprés la réalisation d'un test.
Néanmoins, il est possible, comme nous le verrons dans ce qui suit, d'effec-
tuer directement nos extractions t)F s%(n) ol l'application & : N- {0} + I - {0}

est croissante et définie d'avance.

I. LES DIFFERENTCS PGSSIBILITES D'EXTRACTION POSSIBLES

1) Extraction de type périodique

Elle est définie par une application @ de la forme :

a(n) = ken+b od k e N- {0} et b eN (1)

2) Extraction de type logarithmique

Elle est donnée par

a(n) = E(k*nP+b) ol p, k € [1, +o[ et b e N (2)
, E(k nP+b) désignant la partie entidre de
ke*nP+b.
3) Extraction de type géométrique
Dans ce cas,
a(n) = E(x"+Db) ot k € J1, [ et b € N (3)

Les procédés d'extraction de type géométrique seront appeléds procZdés

de zype P,.

4) Extraction de type superlinéaire

kn

Ici, 0(n) = E(kl2 +b) ol k € [1, o[ et b e NN. (4)

1° k2

Les extractions de type périodique ne sont d'aucun intérét. En effet :
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Proposdition 1 : Quelque s0it La suite (Sn), (sn) e LOG, toute sous-suite de
(s ) obtenue par une extraction de type périodique appartient a LOG.

Preuve : Soit (Sn) ¢ LOG. Appelons s* 1a limite et e, = Sn-S*, n 2 1. Soit
(Sa(n))n>l, la sous-suite obtenue par une extraction de type périodique donnée

par (1).
On a :

fa(nt1) _ Sk(n+D)+b |, Sk(n+1)+b-1 ®kntb+1

Ca(n)  Sk(n+1)+b-1  Sk(nt+1)+b-2 Cxn+b
\ J
\F
k « fois
Ca(ntl) _

Alors, fim — = 1, puisque chacun des k rapports converge vers 1.

e a(n)

c.q.f.d.

Deginition : Soit k € 11, «[. Appelons LOGL1/k] Le sous-ensemble de LOGSE
swr Lequel AL existe un procld? de Zype P, donnant des sous-suites appartenant

5 1
a LIN[—E} .
1

. 1
Remarque 1 : LOG[1/k] # 0. En effet, ¥k ¢ 11, «[, 1a sulte{ﬁ] € LOG[E} pour
1'extraction donnée par a(n) = E(k"+b). La suite extraite est donnée par

1

t 2 ———
E(x"+b)

1
n , N 21, et (tn) € LIN[?].

Remarque 2 : C'est une bonne définition, au sens ol elle est indépendante de b.

Soit (Sn) e LOG, S* = 2im Sn' Supposons k € N~ {0}, b e]N*, et aussi
>
n+l
e

fim =p, 0 <p<1, clest-a-dire que (Sn) € LOG p , par l'extraction

nme e

k

a(n) = k". Montrons que cela reste vrai méme pour l'extraction @(n) = kn-+b,

*
quelque soit b e N :
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n+i n+il n+l n+l n+l n n n
& +b ) e +b . e +b-1 . . ey +1 . & . & ) ek+l . . ek+b-1
n T n+l n+l toe n+l n n n : n
ek+b ey +b-1 e +b-2 ey % ek+l ek+2 ek+b
\ ) A J
Vo N
b ¢ fois _ b « fois
n+l ‘
e
Le rapport converge vers P. Les 2b autres rapports convergent cha-
e
k en+1+b

cun vers 1. Par conséquent, £im ——— = p,
n
> ek+b

Rappelons la définition des ensembles Sia, a>0:
n
1 * . . o *
S = 1(8) € LOGSF, S = Lim S, ¢ I #0et Limn'(5 -57) = K.
n e

Il est facile de vérifier, comme pour la suite [%}, que toute suite f-%],

o > 0, appartient a LOG —ld- pour l'extraction définie par a(n) = E(k"+b), ‘"
k
b e N,
Cela est-il vrai pour toute suite de S —la— ?
n

Prenons une suite (Sn) € Sia, de limite S*.
n

*

IK # 0 tel que &im n(s_-5%) = K. (1)

Soit k > 1 et désignons par (SE(kn)) la suite extraite par (n) = E(k"),

Alors, d'aprés (1),

(1) %im EGPTH% . (Sp(m+ly - s*) = K
n—)OO
et
(ii) %im EG™Y - (Sp 3Py - s*) = K.
bowad
* a
S n+l, - S n
(i) et (ii) impliquent que 2im EGe ) = fim EG) oo L
S n * n+l o'
me “E(k)-S m |[E(kT 7)) k

Puisque k > 1 et a > 0, alors -—1& e 10, 1[, et donc
k
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o Qa

Théondme 1 : ¥k > 1, ¥a > 0, S~ c Loe[-l—_]'.
n k

. 1 . .
Remarque : Pour une suite (Sn) € S;, quelque soit k € 11, +<[, 1'extraction
réalisée par Q(n) = E(k"+b) donne une sous-suite 3 convergence linéaire. Ceci

nous améne & nous poser la question suivante :

Etant donnés une suite (Sn) € LOGSF et un réel k, tels que la sous-suite
(SE(kn))’ appartient a LINT, est-ce que tout autre procédé de type P2 donne

une sous-suite de LIN+ ?

P ~ . * . Pl .
Avant de répondre & cette question, appelons S Lim Sn, et désignons,
N0

pour tout k € J1, +°[ et tout n 2 1, l'application P, par :

en+1
plk) = K
n n
®k
Supposons alors qu'il existe un réel kos kg € J1, 4o, tel que
(ko)
P = Rim P p_ e Jo, il
0 o D >0 ?

Prenons p = & * kO ot & > 4L3 c'est-a-dire p > 1.

kO
Montrons alors qu'il existe un réel P_ ¢ 10, 1[ tel que fim p_(p) = P_.
P e D P
Pour cela, cherchons d'abord un réel Bn réalisant
Bn
e = & » 1D =1, 2, 3,...
0
n_,n - Log&
Or p~ = Kk, HBn-n(l+—-———Logko
B B

. 3 3 » ” n
En pratique, l'indice kon sera l'entier le plus proche du réel ko , et
sera considéré dorénavant comme tel.
°p
Estimons maintenant la quantité — dans le cas ol p > Ky
e n
kO

Le cas p € 11, ko[ peut &tre traité de fagon similaire.

On a, pour tout n 2 1 :
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e ek n ean e Bn-l ekn+1
. %o o Ko 0
e e e e e - pB —l(kO) pB -2(k0) : pn(kO)
" K2 Bn-l Bn-2 K0 n n
0 0 k kO 0]
“ —J
_—
Bn-nfois
Par ailleurs,
€ n+l
=p (k) *p (k.)... P (k)
ekn+1 n+ll 0 %ﬁlQ 0 n+l1'0
0 L -/
a4
Bn+l- (n+1) fois
Ce qui donne, pour tout n 2 1 :
e e e ntl e, n
Pn+1 _ Pn+l . kO . kO i
e e e e
n n+l n n
P ko ko P
o (k.) * 0 () vee b (k) = p (k) e 0, (kI Tep, (x)L.p (k)
B ..-10 B .-2°707 "' "n+170 n 0 B -1""0 B -2""0" """ "n"0
n+l n+l n n
N ~ ) \ -
Bn+l-n—l fois Bn-n fois
Puisque
B -n=n- Log B = (n+l) - Loga et que quand n est assez grand, il

T el ? T ol ?
n Logko ntl LogkO

existe donc un réel En suffisamment voisin de O pour que

€ ntl Lo Lo 14 Log%
2
Ainsi
€ n+l 1+%°—%
p_ = Lim o C8%q
o n

P
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Comme O > k-l, alors Logd > -Logk et donc Logx -1, d'ol
0 0 Logko

Logo

Togk est positif, ce qui nous permet d'affirmer que

l'exposant 1 +
0

Logo

1+
Logko < 1.

<
0 Py

Nous venons alors de démontrer la

Proposition 7 : Soit (S ) € LOGSF. S4 pour un nek k, € J1, +=[ £'extraction

a(n) = E(k ), n21 donne une sous-suite (Sa( )) 51 € LINT, alons toute extrac-
ion de type gomitrique donne une sous-suite appartenant aussi a LIN

Nous pouvons aussi formuler ce résultat comme suit :

Proposition 2 bis : Solent ke € ]1; +o[ et (Sn) € LOG[l/kO]. ALons, pour tout
k e 11, +[, (Sn) e LOG 1/k .

1+1"2ﬂ_

Preuve : On cherche O tel que %-= Do Logk .

Déginition : Appelons T0G" Le sous-ensemble de LOGSF sur Lequel tout procédé
de type P, envoie sur LINT.

Soit o e J1, +o[.

= {(5_) € LOGSF : 3K # 0 et Lim n bs_ = K}

N

Proposition 3 : ¥ = UJ L, © oG .
a>1

Démonstration : Soit @ un réel, & > 1, et considérons une suite (Sn) € Ly.

o
Posons K = n AS . n=1.
n n

) la suite extraite par

Bien entendu, K = fim K . Soit (Sa(n) n>1

ba gt

aln) = kT, ol k e 11, +[.
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+
Montrons alors que (S (n))n21 € LIN :
On a :
k(n+2)- 1 n+2
k -1 a
s  -s S N
kn+2 kn+l O=kn+l E;kn+l
S . -3 = 1 = T »n =123,
kn+1 Ry k -1 -1 o
) AS ! K /q
n 4 n a
q:k q:k

Puisque £im Kn = K, alors

bo et

k1'1-1-2 -1 .
S -8 I 1

n+2 n+l _, 0+l

. k _ ps:. DK
2im S =3 = 2im —T

N+ kn+l kn me k -1 a
) 1/q

q=k"

~ rd - . 1
Dans le cas ol (tn) est une série harmonique, (tn) = I 5> @ > 1, ona

n
vu que si pour une extraction B(n), il existait P ¢ JO, 1[ tel que

M) a-1
. - . ).
Lim B p, alors on avait (tB(n))nzl € LIN(p @ )
n*e n
Dans ce cas, que vaut donc P ?
Z§kn+1 Kkn+l (kn)a 1
P = Lim = 2im —T5 " X :-;u.
me AS n me (k7) n
k k
Ainsi,
-3 o-1
n+2 n+l o
pim g = | = ——r ¢ 10, 1I
>0 kn+1 n k k

Et puisque (Sn) ¢ LOGSF, (Sa(n)) est donc strictement monotone & partir

d'un certain rang, et donc d'aprés la remargque 1 (Ch. 0).
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e
kn+1 1 +
Lim = —5-7» c'est-a-dire que (S ) ¢ LIN .

e
o kn k k

c.q.f.d.

Cas des extractions de type superlinéaire :

La . L e l ] . \—-—’*
suite définie par s y> n 2 1, n'appartient a8 LOG . En effet,

n - Tog(n+tl
pour tout k > 1,

e
K - Log(k"+1) _ n Loglk(1+Xx ™13
ekn Log(kn+11-l) fn+l)Log[k(1+k-n-l)J

Donc

ekn+l

n->°°1
ekn

Faisons cependant une extraction &(n) = k™~ 1, pour k > 1.

1

On obtient alors la sous-suite définie par tn ='ETIQ§E’ n=1, 2, 3,...,
qui est de limite nulle,
Puisque f2im n t_ = 1 # 0, c'est-3-dire que (t_) ¢ s,
n  Logk ? n n

n->co

e ot scs . . N . n
Ceci signifie que si on appliquait @ nouveau une extraction a(n) = k',

ol k' > 1, on obtiendrait alors une suite de LINT.

'n
Cette double extraction est du type suivant : B(n) = kk , dite de type
superlinéaire. La suite (SB(n))n 1 LINT. En effet, pour simplifier, considé-
]
rons B'(n) = kk n--1, et alors :

n
e ' k' 'n
S (nt1) _ Logk . = kn+l - .ki,., quelque soit n = 1, d'ol
RB'(n) Logkk' k!
€n,
2im _B'(n+l) | f%-e Jo, 1l.

me  €B'(n)
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I1 va de soit qu'une telle extraction est trés coliteuse sur le plan

pratique.
Son intérét ne sera donc gue théorique, malheureusement.

Nous pouvons, comme pour les extractions de type géométrique donner

quelques définitions et propriétés similaires :

Déginition : Appelons TOG = Le sous-ensemble de LOGSF sur Lequed Les extractions
de type superlinéaine donnent des sous-suites appartenant & LINT.

Nous avons de méme 1la

e g 1 , 5
Definition : Appelons Sm Le sous-ensemble de LOG des suites synchrones a

1 ) .
Logn’'n22 °

1 . . _e*y -
sm-{(in)ewe/ap#oe/tmmgn (sns)-o}
S=,Q,imSn

n

Et, par une démonstration analogue 3 celle du théoréme 1, nous avons la

Proposition 4 : 2L ¢ tog
Logn

Remarque : L'inclusion ;;i La c LOG est stricte.
En effet, nous allons exhiber un sous-ensemble de LOG d'intersection

vide avec k--) L, .
(0
a>1

R

.____QL___J , 0 < B<1
n Log(n+l)jn21

C'est bien un sous-ensemble de LOG* :

1

B———'———-,DZI,
n Log(n+l)

En effet, considérons, pour B € 10, 1[, la suite S, =

et l'extraction donnée par Q(n) = k" - 1, n21, ot k € J1, +o[,
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Alors

€a(n+1) - 0‘(n)B Log(o(n) +1) _ [kn ]B. n - Logk =1, 2, 3
k

= gu.ba . n
a(n)  a(n+1)® Log(a(n+1)+1) ntl]  (nt+l)* Logk

e
o - « —
Alors !lim_——g-l—n-1ll =k 8 e Jo, 1[. Cette suite appartient donc a oG .

meo  Sa(n)

. o
Montrons qu'elle ne peut, en aucun cas, appartenir d un ensemble L,

a > 1.
Pour n suffisamment grand, nous avons 1l'équivalence suivante :
1 1
A N
+
nB Logn ABAl Logn
et donc,

1) Si on choisit @ tel que 1 < a < B+l, on a :

o
£im n 1 =0

N n Logn

2) Et si on le choisit tel que & > B+l, on a :

Q 1

£im n A—F——- = 4
e n Logn c.q.f.d.
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I1. EXEMPLES NUMERIQUES D'EXTRACTIONS DE TYPE Py

Etant donné une suite (Sn)’ nous calculons S, n = 1,..., 1024, On en

extrait la sous-suite t_ = S2n;1L n=1,..., 11.

Nous appelons (E(n)) la suite transformée de (tn) par le procédé 82
d'Aitken.

1) s = > n21, 8 =0 (sn) € Lg.
l1+n
(n)
n tn €
1 LISN0Ngngnedynu+01 LAS0NuNYNONUNOOLUD+NE
2 J17647058R23529MD4+00 L170070588235294P4+0¢
2 11RTIISITH09T2RD=01 = 11764TYS8R23529N=01
4 7322031087107 6M0=03 =« 457770656°00893N=N4
S 0577866870277 00=04 =, 1T8R1Z9N4984306N=00
A L28h102022073725D=05 -.698191931125208N=09
7 J1/RB139236A80310=0h =, 2T72048410531878DP=11
A 111 IRBTURSR752AD=0T =, 106581/4103392000=13
Q  _AYALOIQNTONEFTO,=09 =, d10T73T0342384340=10
10 N3ABSTASABNL4EASIU=1N =, 1A2A30325R723P6N=18
11 JPTPBNBUAINSTIAZNL=11  =,.06352T747104U07P5D=2)
n
2) s = 1 "‘?;i"‘ﬁ’ n21. 8 =0.125
k=1 (u4k“-1)

Cette suite appartient a L,

n + E(n)
n

1 SYITEIIPLT 111400 - L1 LIt HID+ 00
2 1200000000000 G0DFON- - - 120000000000000N+00-
T 1 3ANLTIOL2505T0+00 I 2H656565650566D+00
4 12450 7474094880430400 .12509720948535T71h+0Q
5 L1208 521879439T0+00 S 12501253I8B40T702D+00 -
b 1 2UGT 0814201 183D+N ~a125001628R92457D+00--
T ety a28B8R43218504+00 L12500020768R200D+N0D
B 120998107 4A5669D400 125000020223 3RGN+0Q
9 N NFGER28 020420+ 00 2 125000003294562DN40¢--
10 120999881 4231970D+00 - L 1P500000041PHA4N+ 00—
11 LN 2ity99970220753040u0 L125H0000000510640040y
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2

III. UNE PROPRIETE DU PROCEDE & D'AITKEN SUR LES ENSEMBLES La

Soient un réel @, @ > 1, et (Sn)n>l € La. On sait alors qu'il existe

'y e . . 2o e a
une suite de réels (Kn) de limite K non nulle, vérifiant Kn =n ASn, ¥n 2 1,

n=1?

Kn+1 _

K
n

Posons Moo= i, n=z1, 2, 3,...

Bien entendu, %im uoo= 0
b omacd

(

n) . . . £z
, Appelons (€2 )n21 la suite obtenue de (Sn)nZl par application du procédé
¢” d'Aitken.

Nous allons démontrer que si les deux conditions qui suivent sont vérifiée

alors
pelm)
Rim TQ—— = i.
e Sn @

(1) 2im n W= 0
o

(ii) %im n2 Ay =0
N0 n
0

Exemple : La série )) :%vappartient a L,. Elle vérifie de surcroit les condition

(1) et (ii). ntln
ASn+l
La démonstration : Posons Rn = X5
(n)
Alors ffz——-‘ R = - 1
s, DR, Re1” {
> K +1
Puisque R_ = —2 . 2 , nous avons alors, pour n suffisamment grand :
q x K
(n+1) n
o o
1 1 } (ntl) Kn (n+l) Kn
R -1~ & T a a Ta _ a
n n Kn+l 4 n Kn+1- (nt+l) Kn n (Kn-AKn)-—(n+l) Kn
(n+1)a K
o
Eﬁ% (1+3)K 142
= n n n n’ n n
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Par conséquent,

o o a a a o
1 o1 Mty o tram G, mmg) - G- )
R-1 R ,.-1 ' Q o a a
n ntl Y27 Mol TmET R v
Développons cette derniére quantité :
T +aun+1- o’ -H +9—-aun+ o
. ntl n+l n n(n+l) n n ntl n(n+l)
a a
U oeu B un _ un+1 + a2
n n+l n+l n n(n+l)
H H
1 1 n+l n
- (= - —— a(=== .
- (un+l un) * (n n+l) + n n+l)
n Y (nt+l) U1 __« o u - (D) u ) 4 __EE__
n(n+1) n(n+l) n n+l n(n+1)

q(n+l)A151+-a + ol (n+1) Mo,q- D un]

2
n Un (nt+l1) un+l-q[n uni-(n+1)un+l]1-a

S8i les conditions (i) et (ii) sont vérifiées, il est alors clair que cette

quantité a pour limite é-e Jo, 1[.

Ae(n)
. . 2 1
1 -
I1 s'ensuit que Lim ~ZE§T-— 5

n-ree

Nous verrons plus loin qu'une telle suite est accélérée par le procédé
standard.

Proposition 5 : Solent un néel o, o > 1, et une suite (Sn) >1 € Ly- Sodient
aussi (eén))ml La suite obtenue de (S)) .., par Le procdde §2 d'Aitken, et
(u ) ., une suite de Limite nulle définie pan

o a
u -1, ol K =n Asn, n 2 1. Supposons que

(£) 2im nu_ =0
nm

(44) 2im r? Aun =0
Ir)m
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ael®) 1
Alons Lim A5 = T
me  “n
Deginition : Appelons Ta, & > 1, Le sous-ensemble de L& constitul des suite (s)

venifiant Les conditions (&) et lid).

Remarque : Soit (Sn) € U Lo, Si (E:én)) représente la suite obtenue de (Sn)
o>1
aelm)

par application du 82 d'Aitken, alors 4C # 1 tel que £im x5 ° C.
N n

Rappelons maintenant le théor@me suivant concernant le procédé standard,

d émontré par Kowalewski [12] :

Théoneme 2 : Soit L un ensemble de suites strictement monotones powr Lequel
il existe une thansformation auxiliairne de suites, thansformant (Sn) €L
en (tn) de telle sonte que :

. V(Sn) € L, Lim t, = £im S
oo meo

(cette trhansformation auxiliaine est donc néguliere sur L)

At
e ¥(S_) € L, 3¢ # 1 tek que 2im 4= = C
n o 05,

Alons, Ra transformation

Sn..tn
T =5_ -~

n n A
n

1w

n

accélene Lo convergence de ftoute sudlte de L.

Déginition 7 : La trhansformation (s )~ (tn) s'appelle procédé standard.

DE4inition : Dans Le cas ol £a transfonmation auxilinire est Le procéds §° d'Aitk
Le procédé standand corrnespond alorns au 92-a£gonithme.

La remarque précédente nous permet alors d'obtenir la

Proposition 6 : Le ez-atgonithme accélene L_J Ia,
a>1
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IV, COMPOSITION DU PROCEDE D'EXTRACTION P, ET DU PROCEDE &~ D'AITKEN ITERE

Les procédés d'extraction P donc de type géométrique, transforment

toute suite (S ), (8 ) € k_) 1o, en suites 3 convergence linéaire dont cer-
a>1

taines peuvent appartenir au domaine d'accélération du procédé §2 d'Aitken

itéré. Le but de ce paragraphe est de donner un sous-ensemble de L,) L accé-
o>1

£z

lérable donc par la composition du procédé P, et du procédé §2 itéré.

Kateb [10] démontre le résultat suivant :
Thioneme 3 : Soit (t ) e LIN, de imite t*. S'4k existe un ndek o, |p| <1 et
une sudite (un) de Limite nulle, telle que U g c ¢(un), L'application ¢ étant
analytique au voisinage de 0, vérigiant :

- ¢(0) =

-0< o0y <1

et 44, pour n sugfisamment grand on a

*
-t

t
ntl =p+C, u +C u2 +oo.o+ C_uP +... (1)
* l1™n 2 n P n
t_ -t
n
Les Cs étant non tous nuls, et w =C u +C, ui to.ot Cp ug +... convergeant

uené O alorns La suite (t ) appant&ent au domaine d'accélération du procédé
§2 d Ailtken Lténe.

Considérons maintenant le sous-ensemble de L,) LA des suiltes (S ) de limite

a>1
s* qui s'écrivent sous la forme suivante, pour n asséz grand :

%y

_2+
n

s -s* =214
n n

(2)

+
qﬂ‘dg
<+

les coefficients @, é&tnat non tous nuls, le second membre de cette égalité

N e

représentant une série convergente, de limite nulle.
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La suite qu'on extraira sera (S n)’ cas qui sera trés représentatif,

2
cette démonstration pouvant aisément &tre généralisée 3 toute extraction
(s n ), o k > 1.
E(x) "
1 1 . e s .
Pour tout n ¢ N - {0}, Y <-H, ce qui signifie que S o appartient
2 2

au disque de convergence de la série (2). Nous avons donc

Q

a, o
+ tout —E— +... (3)

2 P (2™? (2™)P

wn
I
/3]
"

UIH

Montrons qu'il existe un réel P tel que |p] < 1 et une suite de réels

(Ci) non tous nuls tels que, pour n assez grand,

*
5 41”5 c, ¢, c
— =P+ =+ n2+...+——-1¢13L+... (1-bis)
s -8 2 (2™ (2%)P
ol
2
_l_ u

Dans ce cas, u_ =
9 n 2n3

1'application ¢ est définie par ¢(x) = %.

n -
> S e =
¥n 2 1, et donc u_ > ¢(un) entraine que

+1

« ¢ vérifie bien 1'hypothése d'analycité au voisinage de O
« $(0) = 0
« 0 < [¢"(0)] :%<1

I1 suffit donc de réaliser (1-bis), pour gque la suite (S n) appartienne

. p . 2 . 2
au domaine d'accélération du procédé 8° itéré.

D'aprés (3),

a a a
S s* ! 2 +...t +
2n+l ) 2n+l (2n+l)2 (2 +l)p
* o a a ()
S _=-S8 1 2
P —+ n2+...+-—n]?—+..
2" (2T (2™P
w »
Posons Y(x) = ) o, x*. L'égalité (4) devient alors

i=1



B4

«© -
Posons Y(x) = § ¢ xl. L'égalité (4) devient alors
i=1
82n+1 wLn+l vo ¢’[2J
T (5)
s L4 -
2" 2

Puisque ¥(0) = O et ¥ © $(0) = 0, on suit alors, d'aprés la théorie des

fonctions analytiques [4], qu'il existe une fonction 6, analytique au voisinage

de O, et un entier q 2 1 tel que

Y(x) = x? 6(x), et 6(0) # 0

Par conséquent,

59
Yo o(x) _¥x)¥e0(d(x)) _ 27 | 80 d(x)
P(x) <9 8(x) 4 8(x)

c'est-a-dire :

bottn 1. 80k, ©

Les fonctions 6 et ¢ étant analytiques au voisinage de 0, et 6(0) # O,

. . . 0 . . -
impliquent que la fonction © 5 ¢ est aussli analytique au voisinage de 0.

I1 existe donc une suite (B ) de réels non tous nuls, telle que, pour x

voisin de 0 :

o g ¢ (x) =1+ Bl x + 82 x2 +ooot Bp %P +... (7)

Des égalités (5), (6) et (7), nous en déduisons alors :

S S
n+1l g R B
2 — = E S P —% + i 5 teeot ——f%—~+. .
S -8 24 2 (2™ (2™)P
2" B

i, .
=—,1=1, 2, 3,... , nous obtenons exactement l'expression
2

recherchée en (1-bis) avec P = i% (q 2 1).
2

En posant Ci
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Rimargue : Cette démonstration reste valable pour toute suite (Sn) de limite
S, telle que :

o
_ 1 2 . P
S -8 = 5t 51 +...t n9+P toeo al # 0, (8)

® > 0 et n suffisamment grand.

Déginition : Appelons LW Le sous-ensemble de LOGSF, formZ des suites (s) qui
8'8enivent sous La forme sulvante :

o o
*

a
_ 1 2 D ,
s, -8 = 5 + B+ oot S +... , pouwr n suffisamment grand, et

* 8% = gim S_,
n
T

*x 6 etant un niel positif,
*x Lok a,, i 21, étant non tous nuls et a, #0

Cela nous permettra d'énoncer la

Proposition 7 : Les procédés P, d'extraction de type géométrique extralient
de chague suite appartenant & LW une sous-suite appartenant au domaine d'acce-
Lération du procéde 52 d'Althen, L{téné.

Conollaine : L'ensemble LW est accélénable par La composition des procedis
d'extraction P2 et du procédé §2 d'Aithen itend.

V. SUITES ET SERIES APPARTENANT A LW

n
a) La série d'Euler définie par S = ) a, ot

X

- -1 -
ag = leta =gt LOg(k+1)’ k=1, 2, 3,...

appartient 8 1'ensemble LW.
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Preuve : Un calcul élémentaire montre que Sn peut aussi se mettre sous la

forme suivante :
+
S = )} <= - Log(n+l)

et un calcul détaillé dans [18] montre que
n+l
)} %—— Log(n+l) = Y + [” e—(n+1)t dd(t) ou
k=1 0

Y désigne la constante d'Euler et ol la fonction ¢(t) est définie par

t
¢r(t) =e T2 L |- tle izt
[t et -1 t(et - l)_i

Appelons B(t) la fonction définie par B(t) = ¢'(t), t ¢ 1O, +=[.

(Dt priy ¢

Alors § = Y + f“
n 0

Faisons maintenant le rappel suivant :

ThEoréme [15] : La fonction £(n) = f: e T Y(t) dt est une fonction entidre en‘%
A\
AL et seulement 54 Y est entitrne et Lim Log 1YT%$21 < 4o,
N
Montrons donc que la quantité e, = Sn-Y est une fonction entiére en-%,

qui est une condition suffisante d'appartenance de (Sn) a LW :

-t t
et h(t) = & - t

* Les fonctions g(t) =
e -1

sont entiéres, ce qui

implique que B(t) = g(t)* h(t) est entiére. De plus

-t t
T Long(‘t) - T Log|e + T Logle - 1-1t]| T Logltl _
de AL TR vl B

| t]0

On a donc im Log|B (t) < oo
n+l

e c.q.f.d.
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Ce théoréme [cf. Wimp [16] page 19], va nous permettre de retrouver un

grand nombre de séries connues appartenant d LW :

bl = o]
Théonzme 5 : Soit s_ = ) a, s iz 7 a, . S4, pour n suffisamment grand,
k=0 k=0

Qo a .
_yn,. © 1 2
an-)\ n(0t0+—n—+;—2-+...),0t0¢0,

1 8 B8 B
AP g a 1 2
oD ( 0 + Yy + ;5 +...) si lll <1
s - 8" =4
n
6+1 Y Y
n 1 2 . -
_—Gw(ao.f_ﬁ_".;fh”) SlY—l,e<"l
S 62
S, = % Logn + — + —5 +... six=1,86=-1
n
T e
Exemple : Considérons la série harmonique définie par S, = ) p,6<-1,n>2
p=1

Dans ce cas, Oy = 1,0, =0, ¥i =1, 2, 3,... et A =1,

Alors il existe Yi, Yé,... tels que

6+1 Y Y
* _ N 1 2
Sn-S --m(l+_ﬁ—+;§+...)

Par définition, (Sn) € LW. De méme, toute une famille de séries connues

sera incluse dans l'ensemble LW. Elle est donnée par la

n
Proposition 8§ : Soit S, = )) a s (Sn) étant une sérnie converngente vers s*.
k=0

S4, pourn n suffisamment grand,

o o
a :ne(ao+—l+-g+...), 0y # 0, et 8 < -1,

I n 2
n

alons (Sn) e LW.
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VI. EXEMPLES NUMERIQUES

1) Soit (Sn) définie par

2
¥n 21, 8= nton s* = o.

3, 4 .5
n +n +n +n

Cette suite appartient & LW. Appelons (tn) la suite définie par t, 35S 1
Sur les 1024 premiers termes de la suite (Sn) nous calculons tl,..., tll' 2

Appelons (S(n)) la suite obtenue de (t ) par application du procédé 52

d'Aitken, (E(n)) la suite obtenue de (E( )) par le méme procédé, et de fagon

n)) la suite obtenue de (ﬁ(n))

générale, (€ sl

Dans ce cas,

n t (™) e(n)

n 1
1 LS00000NUNGNGNYALHYO L S0NNNTNGAUNUNOND+OD  L500AUNUNYNONINLNOG
; LTUN00UNUNGNYNENL+UN 10N ONONUNONONONDHON L1N00000N0N000NONEN0

.1ﬂ7o<992%5P901?U-01 - 4112109532713 =0? = dATITAYRTITOGRTIN=N]
JNGPANTAIDI0TA9P =2 =, 33NTALISEEP2T(UD=0T =, 890920370287 9690=03

=

S L2431906614785990=0  «_1097R3TTA0S2PRIL=0/  216002332A82929N=05
6 JROUETHNURIAGNBRD0N o T4RAOTNGRTRYATSU=UhA 174682094560 456D=07
7T 31476 LITUTLALAD=05 =, 109334059509000p=07  ,1376833390039306N=09
R LNT68080561039 [ Thmlh  «_ 2U420N0N219539420=009 JAOTRORTSAU191R4N=1
Q@ LRYADTTTHPIN5A600=T -, t(AINIPETAOGREID=10 L BA2735130991611N=14
0 JTUROSLP1TSI2282=0R =, 23000372790 2REO0=12 L6SBABN5R6R21223D=16
T L031321A8AUT70060=00 = 1004057UR0P /37PD=13 . 514056131040774N=14

Dans les exemples qui suivent, nous réaliserons ce procédé d'extraction

ici décrit, ainsi que les mémes notations.
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28me Exemple : La série d'Euler

-1 k
Posons donc S_ = (k ~ + Log i:T)’ nz1,

k

Ht~1

1

T

s* = 0,577215664901533, ..

- A

&

i

— N

t
n

E(n)

1 ,10000000000000Ub+0" «TUU000UO000UOVOD+0
2 «80A85781944n055D+A0  ,B068528194400550+00
3 (b97ARRO7T2212U443D4AD .55232999970002704+00
b 63841560117 7307D4n0 W 5712800734894480400
5 ,60814027098021204n0 s 5758066214466720+00
6  599759292634794D4+00 W S76875788763138D+00
7 585n07820344098Den0  ,3771324320591820+00
B 58411682866955604n0 WS77195084788390D¢00
®  W576467518337718D4n0 W 577210549043981D+00
0 .57p491909510246D4+00 W 577214389623400D400
1 4877703B66672681D4N0 W 577215346545238D+00
(n) (n)
n 81 €2
1 v T000000U00000000D+01 “H00000000000000F0T
2 JB06852819440055D+00 WB06B52849440055D+00
3 ,1607828021950920+04 W V62473600B4L2766D+00
b ,5699669440894620400 ¢115574B0R6L5503D+01
5  ,5772271920254300+00 WOTTIT67565392750400
6  «577206420206238D+09 WOT72064794655720+400
7 W5772134952397770+0¢ 5772116976900260+00
8 (577215319609810D+00 v9772159534965590400
9 W 577215616874R020+0p WST7215674740958D400
0 J5772156585894510+00 577215665398724D+00
1 577215666093129D+0n O772156649296280400
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4dme Exemple : La série définie par S_ = ) , I 2
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VII. THEOREME DE SYNCHRONISATION

Introduction

Soit (X)) la suite itérative suivante :
n'nz1 _

] [ s P eN - {0}
_(1+p) ‘
¥P
~ n
Xn+l - Xn{l .

La suite (X_) . est de limite nulle
n'nz1

* Cette suite est minorée par O

. 1
! < ) L <
Sous l'hypothese 0 < X /p montrons que O Xn+1
(14p)
Puisque p 2 1, alors -——3;57— < 1 et donc O < X < 1
(1+p)~"4
X
Or 0 <X <1=>0<-—=<X <1
n P n
xP xptl xP
n

It 0 << 1=0c¢< <X <1=>0<X|1-—
P n n D

[§ _\— 3
C'est-a-dire que 0 < Xn+1'

* La suite (Xn)nZl est décroissante :

Xp+1
n

En effet, Xn+1 - X = - <0,n=1, 2, 3,...

n

(Xn) est donc une suite décroissante, minorée par 0. Elle est alors convergente.

X*p+1

«— X =C

Appelons X" sa limite. X  wérifie 1'égalité suivante : x*=x" -

La suite (X ) est donc de limite nulle.
n’'n21

n+l Xﬁ
Remarque : (Xn) e LOG. En effet, X = 1- 3 n=1, 2, 3,
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Xn+1
Puisque f£im X, =0, alors £im 3

oo o n

= 1.

Lemme 1 : Soient a et b deux nZels vérigiant :

T

1
a-1

MOM0<ba-aa<b—a.

0 <a<bc«

, ol o e [2, +oof

Preuve :

Soit f l'application suivante :

.
£: 00,0 *How

x *+ f(x) = xa - x

Montrons que f est strictement décroissante sur l'intervalle [;,

Pour cela, calculons le signe de la dérivée f'(x) sur cet intervalle :

f'(x) = dxa_l -1

-1
2o 2 . Q-
Cette dérivée s'annule au point a l. De plus,

0-1

_1
a-1

On a donc, pour 0 < a <b <a , F(x) > £f(b), c'est-a-dire :

au -a> ba -b >0« ba - aa <b-a

Lemme 7 : Les suites iteratives (X ) et (Y ) génénées pan

1 1
X, € 1o, (1+p)PL Y, € Jo, (14p)PL
et s P
_ _ 1 ,1+p _ _ 1 1+p
Xnt1 = %n P X, an2z1 Yne1 © Yn D ¥, »n21

1
X e.]o, o [ => f'(x) < 0. f y est donc strictement décroissante.

c.q.f.d.

sont toutes deux strictement déeroissantes sun £'intervalle 10, (1+p)PL,s0nt

de Limites nulles et vérnigient
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Preuve : Soient p € N- {0}, (Xn) et (Y,) deux suites de limites nulles vérifiant
les hypoth&ses du lemme 2. Montrons que ces deux suites intercalées : Supposons
qu'il existe deux indices n et m suffisamment grands tels que

1
0 <X €Y € X € ——M
n+l m n (l+p)1/P

Cette situation se produit nécessairement, puisque les deux suites

(Xn) et (Yn) convergent toutes deux vers O par valeurs positives.

Nous avons alors

1
0 <X =Y < X < ——
. 1 1
n+2 m+1 n+ (1+p) /p
En effet,
_ _ _1  J4p_ J14p
L R e R P (xn Y )

X et Y vérifient les conditions du lemme avec O = p+l

Puisque p 2 1, alors @ 2 2, et donc

0 < l'(xp+l _ Yp+l) < Xp+1 _ Yp+l <X -¥
P n m n m n m

Ceci entraine que

_ 21 ptl _ . p+l, <> >
Xn Y P (Xn p )20 Xn+l ® Yoot

2 é & .
Ym+l Xn+2 se démontre de la méme fagon

Par conséquent, pour tout entier J 2 O,

< <
Xn+l+j Ym+j Xn+j

Divisons par Xn+j

Xn+1+j < Ym+j <1
X . X .-
n+Jj n+3j




95

D'aprés la remarque précédente, la suite (Xn) étant 3 convergence loga-

X .
rithmique, alors %£im _Dtit) . 1. Ceci joint 3 la derniére inégalité et donne
> “nt]
L£im Xm+j = 1.
3o Tnt]
Supposons, et cela n'est point restrictif, que m 2 n. Alors
Ym+j - Yﬁ+j . Ym+j-1 Yn+l+j . Yn+j
nti  Tmbi-l  mti-2 Thts ot
m~-n fois
Y .
Or 2im rdtd 1, k = m-1, s N
joe0 Vi
Yo Y,
Et puisque 2im ) = 1, alors &im 3 l=-1, ou plus simplement,
j*e “ntj j>® “n+j
I
Lim X = 1. c.q.f.d.
me 7

Ce lemme peut se généraliser un peu plus par le

Lemme 3 : Sodlent a et b deux nZels positifs, non nécessairement égaux, p un
entien naturel non nuk, et
1 1

M = Inf ]
al/P. (1+p)1/P p/P. (:L+p)l/P

Alons Les suites Ltérnatives (Xn) et (Y ) ., génénées pan

n’n2
Xy el 0, ML Y, € Jo, M[

x _=x -2xM™P 51 |y =y Dyl

2
n+l n pn ntl n pn °* nz1

sont toutes deux strictement décroissantes sur £'intervalle 1o, ML, sont de
Limites nulles, et vérnifient

1
X —_—
Lim — = F%P
n—)ooY
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Preuve : Multiplions, par exemple, Xn+l par a :

1
i l (P X )1/P
n

n+l n P

od aP X, el10, aP M[ < Jo, ————2;I7—{
(14p)~'P

et posons Xn = aP Xn’ n=1, 2, 3,...

La suite (Xn)n>1 vérifie les hypothéses du lemme 2. Il en est de méme

1
pour la suite (Yn)n>1 définie par Y = bP Yn’ n=1, 2, 3,... . Par conséquent,
B 1
X X B
£im ?E = 1, c'est-a-dire 2im ?E = Eﬂ
™o T n e n

c.q.f.d.

Le théoréme qui suit est une généralisation du lemme 3. Pour tout n 2 1

nous remplagons, dans les égalités donnant X 41 8t Y410

des réels o et Bn’ de sorte que les suites (Gn) et (Bn) convergent, sous cer-

les réels a et b par
taines conditions, vers des réels O et B qu'on supposera tous deux valant 1.

Nous 1'appelerons '"théoréme de synchronisation".

Theoneme 6 : Soit p e N {0}. Les suites itérnatives (X)) 5, et (Y) . ginerles
par

X, € Jo, ML Y, € Jo, M[
et
8n

n 1+ 1+
X .=X -2x"P n21 Y . =Y -=2y"P

2>
n+l n P n n+l n P n nz1

ot Les suites (an)nzl et (Bn)nZl sont supposles a termes positigs et de Limites

1 1

- 1 ~ A

ggales & 1, ol O < M < T— et ol B > sup|1, sup =3P sup |21,
= néN nelN
(1+p)P B
sont & convengence Logarithmique dans £'intervalle 10, ML, sont de Limites nulles,
XD

et venifient Lim v = 1.

nm* n
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Démonstration : Soient (un) et (Bn) deux suites de réels positifs, de limites

€gales a 1.

Le réel B est choisi tel que B > Sup(l, sup, (@ ), sup, (B)).
neN nelN

Ce sup existe car les suites (an) et (Bn) convergent.

Le réel M est choisi dans 1l'intervalle |O, ———j;f_——
(14p)P - B
I1 existe alors un rang n, tel que

*V¥nzn,, X ¢ Jo, ML et Y € Jo, ML.

]
0" " 0

Nous pouvons donc supposer, comme dans 1'énoncé du théoréme, que n. = 1.
H H O

I1 est clair que cela n'est point restrictif.

X
Ces hypothéses étant bien fixées, montrons que le rapport ?2 converge

n
vers la valeur 1.

* Les suites (Xn) et (Yn) ont tous leurs dans l1l'intervalle JO, M[, et sont

décroissantes d partir du rang n = 1.

. Xl e Jo, Ml

* Supposons que Xn e Jo, M[, n 2 1,
1

- 1
@ Ip =
Pour tout n 2 1, B > = donc M < ——-—ia——- < £-< 2P
P T "F fa
(1+p)® B
Ce qui entraine que
xP
P P < - Iy < <
X < s et donc que 0 < X (1 o p’) X <M

i < < 2
i.e. 0 < Xn+l Xn M,n21

I1 en est de méme pour la suite (Yn).
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* Encadrement des suites (Xn) et (Yn) :

Soit un réel N voisin de O tel qu'il existe un entier N(n) e N - {0} de

sorte que : ¥n 2 N(n), a et Bn’F J1-n, 1+nl
Pour des commodités d'écriture, &crivons N = N(n).
Les suites (Xn) et (Yn) vérifient donc

Xy € Jo, ML Yy € Jo, ML
xP et

= - _n 2> - - _3 >
X 41 Xn(l a p), n2N Y Y (1 B 5 ), n 2N

Définissons, pour n 2 N, les quatre suites itératives suivantes :

+ -
Xy = Xy Xy T Xy
X' P X P

XT o= X(1- (14n) =) X = X (1- (1-n) =)

n+l n ) n+l n P

+ - .
Yy = Yy LR S

: LIS I v
Yooq = Y (1= (14m) 2) Yoyq = Yyl - (1-n) =29

Nous pouvons, pour compléter ces suites, supposer que leur N-1 premiers
+ - + -
termes sont ceux de (Xn) pour (Xn) et (Xn), et ceux de (Yn) pour (Yn) et (Yn)'
Montrons, par réccurence, que ¥n 2 N, 0 < X;
X =X =X, X € Jo, M[.
n n’ “n

< X_ < X_ < M, sachant que
n n

Considérons les trois fonctions suivantes :

a
=7 . - BgP
£(2)=2+ (@1 5 z")
=z . (1 -4
£(2)=2- 01 5 z27)
£(2) =2+ (1~ 51;31 zZP)
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* Ces trois fonctions sont 3 valeurs positives dans JO, M[.

En effet, ¥2 € 10, M[, Z € 10, 1[ et donc 0 < 2" < 2 < 1, car p 2 1.

i

L'indice n é&ant choisi suffisamment grand, alors & =1+ €, € voisin

de O et permettan{ E? < 1. I1 s'ensuit que

¢ 1 1

0<—2 P« 7P ez <1
%

Et donc,

0Ln +1
£(z) =2 -—=72"" >0,
n P

Nous pouvons bien siir, tenir un raisonnement analogue pour f+(Z) et £ (Z).

* Ces trois fonctions admettent des valeurs inférieures & M, puisque fn(Z) < Z,

f+(Z) <Zet £ (2)<Z, pour tout Z ¢ 10, M.

* Ces trois fonctions sont croissantes sur 10, M[ car

F1(Z) = 1 -Q .ﬂlzp
n n D
o 1 8 1

Le réel £ a été donné tel que : B > Sup(1l, Sup(—)P, Sup(i§)p), ce qui
1

neN nelN
conduit a %-‘<_(éL)P. Or M avait été choisi tel que 0 < M < ———lLT——) donc
n —
1/ (14p)P B
0O <M< (un 1+p)) )

‘ 1/p P p
Puisque Z ¢ ]O0, M[, alors 0 < Z < (—_TE——T) et donc 0 < Z¥ < , ou
a 1+p an(1+p)

encore 0 < @ A 1, ce qui prouve que la dérivée fg(Z) est 3 valeur

positive sur 10, M[.

Par ailleurs,
1

-1 P+l ,p Dy
£1(2) = 1 - (14n) =27 et 0 < Z < M < (rypmyeaapy)
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ainsi que

1
\ = - - Eip P
£12) = 1 - (o) B 2P et 0 < Z < ¥ < iy

permettent d'arriver 3 des conclusions identiques a celle de f;(Z).

* Ces trois dérivées, toujours positives sur ]O, M[, nous assurent la croissance

des trois fonctions fn(Z), f+(Z) et £ (Z) sur cet intervalle.
D'autre part, ¥Z € J0, M[, 0 < £,.(2) < fn(z) < f (Z) <M.
En effet, on a d'abord

0 < f+(Z) et £ (Z) <M car f+ et £ ont leur valeur dans Jo, M[ et ensuite,
puisque (1-n) < a < (14n), alors pour tout Z € ]O, M[,

Zp Zp Zp
2(1 - (14n) 25y < 2(1 - a £ < 72(1 - (1-n) &
( (1+n) D ) (1 -oa p) < Z2(1 - (1-n) p)

L'hypothése de reccurence O < X; < Xn < X; < M, les inégalités précédentes

ainsi que la croissance des trois fonctions impliquent :

+ -
0<f£(X)=f(X)s= X)) =< £(X) s £(X) <M

+

. . . s +
< <
Nous retiendrons plus particulieérement que O Xn+l Xn+l

La reccurence est donc démontrée. Ainsi, ¥n 2 N, O < X; S X <X <M.

Par la méme, ¥n 2 N, 0 < YT <Y <Y <M.
n n n

X
Encadrement de la suite (?2).
n
Supposons, et cela ne restreint point la généralité, que Xy € Yy. Alors,
vn2 N, [x' <yt
n n
X <Y
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IA

:"-<' :,N
5% 5™

Par conséquent, ¥n 2 N, O <

‘C’%l Idx-l-
A

Soit alors €' > 0, €' suffisamment voisin de O.

¥n e Jo, €'[, IN(N) e N - {0} tel que ¥n 2 N(n),

+ —
X () X X_(m)
0 < 2 < ?13 < 1
- +
Yn(ﬂ) n Yn(n)
ol les suites (X;(ﬂ)), (X;(n) (Y;(n)) et (Y;(n)) sont définies par
xg(n) = Xy € 10, M[ od N = N(M) x (n) = x_ < Jo, M[
x'P(n) N ) X_P(n)
n+1(Tl) = X (m) (1 - (1+n) —T),n 2 N Xn+l(n) = Xn(ﬂ)(l - (1-1n) ), n:
+ _ - -
YN(n) =Yy € Jo, Ml YN(n) =Y ¢ Jo, ML
N . YTP(m) 1 v P(n)
YL =) - ) Eo n 2 N (Y ) = v m) (- (1) =)y

n étant choisi voisin de O, et positif, les quantités (1+n) et (1-m) sont alors

strictement positives et voisines de 1.

Les conditions du lemme 3 étant réunies, nous pouvons affirmer que

+ 1
X (M -
i B0 aon

bonacd Yn(n)

et
- 1
* g Xn(n) _ l+n-§
2im - = (l-ﬂ)
e Yn(ﬂ)

I1 existe deux fonctions ¢P(n) et wp(ﬂ), positives, qui tendent vers O
lorsque N tend vers O et telles que :
1 1

(i;ﬁ>P =1-0.(me (1*”>P = 1+¥ ().
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En conclusion,

¥n e 10, €'[, IN(M) €N - {0} tel que ¥n = N(n), 0 < —— < ?2 <. D
- +
N Yn(n) n Y (n)
T n
X7 (n) X (n)
avec fim — =1-¢ (n) et Lim =1+ 9y ().
e Y (1) o Y (n) P
n n
X

. n
* — .
La suite (Yn) >q converge vers 1:

n > 0 étant choisi, fixons un réel & > 0, voisin de 0. Il existe un rang M(§, n)

qui peut &tre au moins égal a N(n) et tel que :

(%7 (n)
Vn2ME, N) |[——eJ1-0¢ (M) -&, 1-¢(n)+¢&l
Y_(n) P P
n
4et
X (M
eJi+y (n)-&, 1+V¥ (n)+EL
vH(n) P P
\ N
L g - y3 g —_—
AY 7/ X 7
1 e m i 1 (J 14y ()
- - 1- 1 -
1 ¢p(n) g ¢p(n)+-E +¢P n-¢§ 1+wp(n)+-€
\ -~ -7 \ J
Pour n 2 M(§, n) Pour n = M(E, n)
X* () X~ (n)
— appartient d cet intervalle. appartient d cet intervalle.
Y_(n) YT (n)

M(E, n) étant supposé au moins égal a N(n), alors,

+ -
X X (n) X_(n)
o 2 M, M), &€ |——\ |-
n Yn(n) Yn(ﬂ)
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Par conséquent,
vn = Jo, €'[, ¥ > 0, IM(E, n) tel que

Xﬁ
gr'< 1+ wp(n) + £

vn 2 ME, n), 1-¢(n)-E&<
P n

Prenons un réel P > 0, voisin de O.
Puisque £im ¥ _(n) = 2im ¥_(n) = 0, alors 4n € 10, €'[ tel que
™0 mo P
P
0 < ¢p(n) <3

0 < wp(n) < %

Pour cet n, il existe aussi un § € 10, %[ et prenons N(p) = M(n, &).

X
Alors, ¥n 2 W(p), 1-p < 1 - 6. (M) - € < T Sl+ V(M) + € < 140
n
Et donc,
¥o > 0, IN(P) tel que ¥n 2 N(p), 1-p < 7 < 1+p.
n
Xn
C'est-a-dire %im ak 1.
n* n

c.q.f.d.

VIII. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES SUITES DE POINT FIXE

Soit Spe1 = f(Sn) une suite itérative admettant pour limite un point fixe

1
* » P . . - .
S, la fonction f vérifiant les hypotheses suivantes :

(1) f est définie au voisinage de s*, et est & valeurs réelles.
*

(ii) £ est de classe Cq, q 2 2, au voisinage de S .

(iii) £(5¥) = 8% (i.e. S* est un point Fixe)

(iv) £'(s%) = 1
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a) Etude du cas q = 2

Supposons que f est de classe ? et que £7(s*) # o. Alors, pour n assez

grand, la formule de Taylor donne :

*
i, _ LI Vergct 2, (™) | 2,
S, = £(S) = fle_+5™) = £(s™) + e+ £1(sT) + e e Tor 4 et E (e ) (1)

sachant que %im Ez(en) =0

'n-')m
* f"(S*)
Puisque £"(S ) # O, alors K = 57T # 0. Ceci joint aux conditions (iii)
et (iv) entralne, pour n assez grand :
_ 2 2
e, -t K e+ G(en) (2)

Multiplions les deux termes de 1'égalité (2) par K :

Ke = Ke + K2e2

2 2
n+l n u + 8(K en) (3)

Posons, ¥n 2 1, X, = Ken. Alors, pour n suffisamment grand,

- 2 2 :
X 41 T X Rt G(Xn) | (3")

Remarque : Si X = Ken est positif, la suite (xn) ne peut alors converger.

I1 est donc nécessaire que le produit Ken soit toujours négatif, du
moins & partir d'un certain rang.

Posons donc Yo S°Xps B T 1, 2, 3,...

n’

Cette suite est toujours positive, aprés un certain rang, et vérifie,

pour n assez grand,

ntl - In T % Y ()

ol (& ) est une suite de réels qu'on pourra supposer vérifier les conditions du
n

théoréme de synchronisation. Bien entendu, f£im a = 1.
n—)OO

Ce théoréme est 3 considérer dans le cas p = 1.
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0 l P4 . 13 . ~ Pl -~
La suite Zn = vérifie elle aussi les hypothéses de ce théoréme dans

le méme cas p= 1. En effet :

n

_ 2 _
=z Bn Z, avec B‘ni T n+l

z
n+l n

(5)

Les suites (Yn) et (Zn) sont donc synchrones et vérifient d'aprés ce

méme théoréme :

Y
* 21 Z~n=l<—>2imnyn=l
m® n >
Mais Yn = -Ken et cela se traduit donc par
* fimnee =-3 (86)
n X’

bomand

De (6), il s'en déduit que

« 2im 2™ . e N
n-o 2

x| =

et

*
PSS
e
=]
)

=}

*
o

]

|

x| =

e
2

Autrement dit, la suite extraite (S2n) appartient a LIN(%). De fagon
tout-3-fait similaire, nous pouvons démontrer que toute suit® extraite (SE(kn)) ;

ot k € 11, +°[ appartient & LIN(-]%-). Citons alors la

Proposition 9 : Les suites de point fixe s_,, = £(s ), de Limite s, telles que :

(L) f est définie au vodlsinage de ¥ et est a valeurns réelles,
(£L) £ est de classe c? au voisinage de s%,

(£id) £(s*) = g¥,

(fv)  £'(s") = 1et

(v)  £s™) # o,

sont accélénies par tout procidé composé A, 0P,
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b) Généralisation : Etude du cas q = 2

Supposons maintenant que f € Cq, qQq =ptl, p21, et

x £(s*) = &

* f'(S*) =1

x £7(s%) =...2 £P)(s%y = 0
« £ P g%y 4 0

La formule de Taylor donne, pour n suffisamment grand :

, * (p+l), *
_ _ *o_ o . erga* 2, f"(s) ptl f (s )
Sop1 = £(8) = fle +8) = £(S) +e *£(S ) 4+ e o7 +...4 e CYSOE
p+l . '
e p+1(en),

i € =
avec ﬁiz p+l(en.) 0.

Posons a = Tsf%TT f (S ), a # 0. L'égalité précédente, tenant compte
des hypothéses initiales devient :
ep+1
n

e —e_+ta°
"+l n a

+ 6P (7)

I1 existe donc une suite (an) de limite a non nulle telle que, pour n

assez grand,

eg+1
- . |

© 41 T € t A, 5 (7')
Entre autre,

b
e e
ntl o344 -2 (8)
e n D

I1 est donc nécessaire, afin que la suite (en) converge, que le produit

a, N eg ne soit pas positif au deld d'un certain rang. Ceci nous cblige a faire
*

1'hypothése que les conditions p pair et f(p+l)(8 ) > 0 ne peuvent se réaliser

simultanément.
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De plus, la nécessité que (Sn) soit strictement monotone au dela d'un

p

certain rang nous oblige 3 supposer que le produit a *ep soit méme strictement

négatif pour n assez grand.

* Cas p pair :

Alors, nécessairement f(P+l)(S*) <0, d'ot a = —_lLT- f(P+1)(s*) <0

(p+1)!
Posons a = - a. a > 0 et (7) s'écrit alors :
- e§+1 ptl
41 - € - 2" 5 + Q(en )
1
Multiplions les deuxltermes de cette égalité par 2P .
;% 4%' (35. en)p+l ptl
at'e ,=ae - — 5 + e(en ) (9)
1
Définissons la suite (un) par u_ = aP e . D'aprés (9), pour n assez grand,
up+l .
g T U - + e(un ) (10)

Il existe donc une suite (dn), L£im un = 1 telle que

nre
ug+1
= -0 e . 2
n+l un n p ° n 1 (11)
la suite (Otn)n>l et 1'élément uy étant choisis convenablement, selon les hypo-

théses du théoréme de synchronisation. Nous voulons donc u > 0, c'est-a-dire

e >0, nz1,

Par ailleurs, la suite ( ibp) vérifie elle aussi les hypothé@ses du théorém
n

En effet, posons, pour tout n2 1, W_ = —j;—. Alors
n nl/p
1 1 1 1 1 1 1
= . = e (1-2 0=+ 8()
(n+l)1/p nt/P (li~%)l/p nt/P p = n

_ 1 _l.(_l__p+1+e[(_lg_)p+1
n/p
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I1 existe donc une suite de réels (Vn), de limite V = 1 telle que

vn pt+l
nt1 - ¥n ” E; n (12)
D'aprés le théoréme de synchronisation, les suites (un) et (wn)
sont synchrones et vérifient en outre :
Un
limw—=l
n¥® n
En d'autres termes,
1
. P - 1
imn¥ * e_ = - . (13)

o n 3i/v

De (13), il s'en déduit que

1

* 2im (27) e = - ——

bouand 2" al/P

et
1
. +1.p 1

* fim (2"7)P . e = -

oo 2n+1 al/p

D'ou

€ n+l 1
* fim = e Jo, 1[, et ce, quelque soit l'entier p 2 1
e 1/p
nre on 2

* Cas p impair :

eg conserve alors le méme signe que e ce qui entraine que

p
a » < <=> ] < .
n e 0 a : e 0

Cela signifie qu'il faut que e, doit &tre de signe opposé & celui de

* P4 3 Pd P
f(p+l)(s ). Nous résolvons ensuite comme précédemment.

En définitive, il faut exclure 1l'hypothése p pair et f(p+1)(S*) > 0

Dans les autre cas, il suffit de choisir S de fagon 3 ce que e, = S s*
P+l)(S ) soient de signes opposés. Bien entendu, le choix de S, doit satls—

et f(

faire aux hypothéses du théoréme de synchronisation qui assurent la convergence
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de (Sn)' Nous pouvons donc généraliser la proposition précédente :

Proposition 9 bis : Les suites de point fixe s_,, = £(5 ), de Limite ¥, ot
({) £ est définie au voisinage de S*, et est & valeurs néelles,

(i) £ est de classe CPT1 au voisinage de s*, p e {1, 2, 3,..1}

(Lii) £s™) = s*

({iv)  £'(s%) =1

sont accélinZes par tout procldé compost de fype A, o P,.

IX. EXEMPLES NUMERIQUES

Etant donnée la suite (Sn), appelons t_ la sous-suite définie par
t_ =8 s n 21,

Sur les 1024 premiers termes de (Sn), nous calculons t t

13000 T

(E(n)) désigne la suite obtenue de (tn) par application du procédé 82
d'Aitken.

1) Soit (Sn) la suite générée par

Sl =1 ;
=2  n21,8 =0
n+l 148 ° I -
n
(n)
n t £
n
1 ,1000000000000000401 L100NgAU000000000+01
2 .B50000000000000002400 LH00N00000000000D+00
T ,25000004000000004+00 LUNONOAYOYNONVOYD+0Y
1

LH2R0N0000000UN00R+00
JHSS5000000000000L=0 ]
J312H00000000000D=01
LELHOE2S0000U000000=0]
LTH1e800000000030=02
9 LAY 002500Nn0000010=02
10 19531250000 00000=02
11 JO16S62%000000410=03

LO00000000000000D+00
-.55511151¢31 6
2232452905 780892D-1
= 173072307597 6R1D=10
- H33FB0B682994202D=17
=, 306940095195361N=106
1371515741941 6N=15
.259124319224036h=16

-~
-~

b N Be
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I1 n'est pas étonnant d'obtenir ici une aussi bonne accélération de la

convergence.
En effet la suite initiale (S_) n'est autre que 63) . D'od t_ =—o
: n n'nz21 n 2n--l’
nzl.
: *
t -5 At
Or, pour tout n < 1, ntl — = A2+1 =-%, et le 82 d'Aitken est exact
t_-S n
n

sur de telles suites.

2) Soit (Sn) la suite générée par

5, = 0.1
8 .17 %Jl—S%Q,rlzl,S*= 0
(n)
n ‘tn £
1 TUNONOHGOGNOOGG 40 100000y p0GHOOUN4NY
2 LBU0UBOUNODYNGAL=01 L 500000000000000D=01
30 L0l IS00000000p=01 179487 1T79487179D=01
N 1796992962368320=01 =, 424429457990949D=0
DL HOTADT6PABSTRYI2US01 - =5299005103096797D=02-
6 L550250353403499D02 =, 123530623640557D=02
7T JPU98TT3)53R8%6D=02 =, 434387764586869D=03
R L1A96339NUREBRGSD=02 ~, 1/10909274822995N=03
9 LTO28RLS1T2N2UR =0T cm 43470335399 T DT HN i
10 RES3N2T703PH5hD=(3 -.129533368322571D=ny
11 .1'1-1_‘ S B RS z‘lx‘;\“_“-‘ —__670’12‘)1"x-’”nr,’?()“-()'j

3) Soit (Sn) la suite définie par
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n t E(n)
n .

1 .200000000000000040L —,2500000000000000+01...

2 JPHTIARRLTHARARSTDHU . J2R7142857142857D+0] ...

3 LPH606660H0L6LGAGTLHYY L 2”88 T14285T71428D+01

4 P76Y22307692307704+01 «1333333333333248D+01

5 L0887 142357142660+01 - - ,338461538461537D+01 -~

6 PY1HOLRIIE9LRY2D40 - - 30649350 0493506D401 -
7 LPYR0S21739130430:401 «301501501501501D+01

A PY9TTHAR609022550+0 1 L300306R459B378760+01

9 SPTELESYSTUATI26420D401 - 2300091692646247D401

0 .29941972920696104+01 - -, 300022089691R071D+01 -

{

P

L29897084508104920+01 300005722591639D+01

La plupart des suites de point fixe que j'ai testées sont aussi accélérées
par la composition du procédé §2 d'Aitken itéré avec les procédés d'extraction de

type PQ. Nous obtenons ainsi une meilleure qualité d'accélération.
Dans ce qui suit, deux exemples illustrent cette constatation.

(n)

(Egn)) désigne la suite obtenue de € n

(n)

De méme, pour tout k 2 1, (€k

par application du procédé 82 d'Aitken.
+l) désignera la suite obtenue de (Eﬁn)) par appli-

cation du méme procédé.

Exemple 1 : Soit (Sn) la suite définie par

8, * 0.5

S .=28S(1-S8),n21,8 =0

n+l n n’? ?
o t e(n)

n

1 LSUNNNUNOREOGNYND4 YN LHNNOONUOGOUNUNOD+N0
2 LPL000000R00U0U0L4LD L250N00UDO00Ng0UN+0Y
T 1H23037500000000400 L a97N35807445897D=01
i LFIRLOGA811P4 01 =0 -.212214728995473Nh=0}
5 LS0T0NB13M2R9N61D=01 =, 1/4950255154R399D=0]
A 2T 2517670174% =01 -, 0176531182027P0=02
7 JNUBIOTHESTHO4 U083 0=(1 =~.21719%6P2293430D~02
P TP AG€22404323 =2 =, 704546370115071D=03
0O V3100 LRON1IP0M =07 = ,P173%107099Rp2/NaN]
10 J19267118581642500=02 =, 6NTALGABNL161T14N5N=NY
11 909267927T4RTABSD=0T = 1BB16P5PPAR5NISINANy
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n £ e(n)

SHYDONOOUOUNGOON+0Y
2500000000 UNYNUDE0Y
JHIB1L1818181818D+0y
-.285993137120507Dh+Ny

LB0Nnan0NUNNOON0ONDL4YN
LPHNUNUNUNUNENYNL+YN
= V6428571428571 0+00
N w P2T1uP0RIOIEYIOIL+ON

NN -

5 = 1528571591 72843he01 =, 2132706598115858D400
A = B0369R70308T93U=01  =.352070435377271N=0]
T 119067752 1RPT1550=02 =, 2312750674932673N=n]
R 1481217107226 29 =91 21720800947 0%5606D=03
T LP8R021R0R3TULUSY-(N cONGTTONYIR2TIG5ARONNY
0 e 13neh0hg111700-0R L791000612242695D=0¢
1Y L80G662LP2R2RTIL=yh 7721915993 28503N=07

Cette suite est donc accé&lérable par la composition du procédé d'extrac-

tion P, et du procédé 82 a'aitken itéré.

WY -

Faey

—_ D 0O Pd~NIN

()

L25n0np0pnNnoo0onb+0!
25T N2RLT L IZRYTU 40
LPH1UPB8T 14285710401
LLPOOINTTISRI020420401
LI9PITROLTITTIQAIGN 4+
IINBNIRYDPIYTEAZUD4 ()
L20ARTTTIALINQRUSD+ 0
LIUNGILTENTIS85% 5+ 41
LAV00NZP 35S TANAL+UY
LAUNUOUt 303 TUuRL+ U
LR0N0NOMLATII140D+01

egn)

25000000000 00000401

LPOTIA2AST LURRST D+
«POIYABPSTIA8P5N0+01
255 /A3RL4ATABNZ0D+0
. P55083631179460D+01
.P4189725A7550510+01
L301470P882R6304D401
L30000545T4A45020+01
L300000021316P860+01
30000000 0R3201D+ 0
L3000N000N0N0RL1UD+0Y

Exemple 2 : Soit (Sn) la suite définie par
Sl = 2.5
_ 9 *
w1l SE-ge D2 1, s =3
n
i - e(n)
1T . 250004000000000D4 01 250000 )
e unonOoONYN+Ny
? LASTINPBLTLH28 T4y .23714?6W714P8970701
3 .Poﬁbﬁbﬁnﬁbﬁbﬁb7b*01 Q??8?714?«3’\71“28“'&01
A LPT69240T692507 70401 «133333333333328N401
S LPUSTIUPBST14P8h0+01 .338”61530"01537D+01
6 ,P?tﬂq;ﬂ?1&q1ﬂ9?b+01 .300"93500493500”+01
7 .?9%0521/391304?U+U1, «301501501801501D+ny
R 29770436090 275504+¢ 1 . «30030R4SIRITRTLED+N])
o .?9985057”718641U+01 300091060 26462N0TN40 4
10 ,299419729200690104+0 1 «3N0022896%1B0T71IN+0]
11 .2997084654810092D4¢1 23000057225910639N+01

(n)
€3

.250000000000000D+01
G257 142857142057N+0
< PRUUSOSUOYS)RLD+0]
LP551158026721194D+0)
P552508041340790+01
JPSSRONOTBESIUNGDNEN]
2R2AT2UNL165TTODEN]
LIN0N3RTELZ3640AUNEN]
L300000000N9AINSD0]
L3A00NgNoNONo0NaD+NY
. 7299909999999 RHEN+ 0]
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KKKKKKK
KKKKKKKKK
K XX
£33 XK
£33 XX
KK > £33
x % — XK
xX KK
K nl XK
xK (a4 XK
XK — xx
£33 et KK
£33 o *K
* K < XX
£33 =X XK
K (&5 xK
K XK
XK L35
X% LTS
KKK KKKKKK
KKKKKKK

EXTRACTIONS DE SOUS-SUITES

ET 8,-ALGORITHME
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I. INTRODUCTION

Existe~t-il un sous-ensemble de LOGST tel que pour toute suite appartenant
d cet ensemble, tout procédé d'extraction de type P2 donne une sous-suite appar-

tenant au domaine d'accélération du 6.,-Algorithme ?

2

Un tel ensemble n'est pas vide. Considérons en effet la suite (Sn)n>1’

définie par

- 1 .
Sh = TeglerDy? B = 1s 25 3sees (1)

Soit (tk,n)n>1 la suite extraite par (n) = kn-l, k =2, 3, 4,...

_ 1
fn T Loge P71 2

)

Il est connu que la suite (t est accélérée par le 8,-Algorithme.

k,n'n=1

Le but de ce chapitre n'est pas de trouver le sous-ensemble maximal de
LOGSF répondant & cette question, mais de donner une classe assez large de sui-
tes appartenant 3 ce sous-ensemble. Celui-ci est trés certainement constitué
de suites & convergence trés lente. En effet, considérons la suite (Sn) donnée
par (1). Alors toute suite (tk,n) extraite par P2 appartient encore @ LOGSF.
L'intérét d'une telle extraction serait donc de pouvoir accélérer cette classe
de suites qui n'est probablement accélérée par aucun algorithme connu. Vérifions,

par exemple, que la suite donnée par (1) n'est pas accélérée par le Gz—algorithme:

Prenons, pour plus de commodités, la suite t, = Sn-l’ n 2 2. Alors

(n)
1 A, (n)
tn = EEEH’ et démontrons que 2im AT =1, 82 étant la quantité calculée

n->co

par le procédé 82 d'Aitken, & partir des points t,t et t

ntl n+2 °
(n) Atn . Aeén)
€ =t - Zﬁ;;:;_—-_’ n 2 2. Ceci nous permet de calculer le rapport —YE;:—:
T "1t

n
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(n)
hey L At 1/ 1 s o
55— = 1- - —|, n 2 2.
th (Atn+2/Atn+1)- 1 (Atn+l/Atn) {
(n)
Nous devons alors réalisep fLim _Zz—— 1 (cf. Chapitre III, §.III).

bomatd

Démontrons alors que l'expression comprise entre les crochets converge

vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Nous avons :

1 1 1 1

Aty = Tog(nt1l) ~ Togn Logn

Logn + Log(1 + %)

Or, pour n suffisamment grand, Log(lﬁné) w-%, d'od

1 1

At T~ Toon® C'est-a-dire
LOgT) +-E gn
1 Bt 41
At o~ 5 . Donnons alors une estimation du rapport e
n(Logn)” + Logn n

Bti1  (n#1)(Log(n+1))? + Log(n+1) ~*

"
At
n

n(Logn)2+-Log

Or (Log(n+l))2 = (Logn + Log(l-l--i—))2 N (Logn)2 +-% Logn + 4%—permet
n
d'obtenir 1l'estimation suivante :

(n+1)(Log(n+l))2+Log(n+1) N n(Log)2 + Logn + (Logn)2 + 2(1+;J;-) Log+%+.}2—.
n
Par conséquent, pour n assez grand :
At -1 1
—EE——-N (1 +<E) AV =, et cela nous donne immédiatement une approximation
n

de 1'expression entre crochets :

Atn+l/Atn 1 N 3
— - — = qui converge bien vers O.
/At ) (Atn+l/Atn)

(&t n+l

nt2
Le principe de 1'étude qui suit est le suivant : le sous-ensemble de
A
LOGSF, LOG2, dont nous donnerons une définition plus précise dans ce qui suivra,
est accélérable par le 8,-algorithme (réf. [12], proprlete 9, p. 108). Nous

tdcherons alors de déterminer un sous-ensemble de S———— qui est l'ensemble des

suites de LOGSF, synchrones & la suite Sn = Togn® n 2 2 de sorte que toute
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A

sous-suite (u ) d'une suite (un) appartenant a , appartiennent & LOG2.

s_1
2 Logn

II. ACCELERATION DE LA SOUS-SUITE ET DE LA SUITE INITIALE

Soit (u_) la suite initiale, (u ) € SL—E——, t_ = u _, la sous-suite,
n n Logn® ™n on
supposée accélérée par le 8,-algorithme. w = Lim u .
homas
8, est la quantité calculée par le 92—algorithme a partir des quatre

. P4 . >
points consécutifs tn-2’ tn-l’ tn et tn+1’ n 2 3.

Considérons alors la transformation suivante :

Pour 1 < j < 23, le transformé de ug est uy

pour 2% < j < 24, le transformé de u. est ©
| 3

j < 2n+1’ le transformé de uy est 6 , n 2 3.

IA

pour 2

Montrons que la convergence de la suite initiale est alors accélérée :

Pour 27" < j < 2n+1’ on a :
* * * *
e -S 6 ~-u Unpd Unt1™ Y
n < |_n . 2 . 2
S* - * * u u*
u, - u_-u u -u .=
3 on 2n+1 3
*
Gn-u
1- Le rapport —| converge vers O puisque le 92 algorithme accélére par
u2n—u
hypothése la sous-suite (tn).
*
u_-u
P
2 - Le rapport [———| converge vers 1 puisque la suite extraite (tn) reste
u -u
2n+1
& convergence logarithmique. En effet, par hypothése, 3K # O :
K 1
24 —u*) = K= 4 -u®) = — 'est-a-di € S=
im Logn(un u*) = K im n(u a-u) Tog? # 0, c'est-d-dire que (tn) -

n-® n® 2

1l'ensemble des suites synchrones avec (%), donc @ convergence logarithmique.
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3 - Le rapport est strictement inférieur & 1, pour n assez grand,

u.-u
3
puisque (Sn), appartenant & LOGSF, est strictement monotone 3 partir d'un

certain rang.

Conclusion : La suite transformée accélére donc la convergence de la suite
initiale.
n
ET G
1

A
II1. ENSEMBLES LOG2, G1

Définition 1 : L'ensemble G,

Appelons G, L'ensemble des suites (%) de Limite nulle tellfes que :

Ax
ac;eoe,tzim--—g:c.
nrw Xn

Remarque 1 : G1 < LOGSF.

Ax
En effet, posons, pour tout n 2 1, Cn = - *7;u Bien sir, %im Cn = C.
X o
X n X
Alors Ax_ = - C x2 — Dt 1~C_c_. Dol Rim ntl _ 1.
n n “n n n
n e n
Ax C X 2 Ax
Par conséquent, An+l = ntl “ntl ,n21, et donc im n+l = 1.
X C X Ax
n n bogacs n

Donnons quelques caractérisations de 1l'ensemble G1 :
La remarque 1 nous permet de donner immédiatement la

Propridte 1 : G, est L'ensemble des swites (%) 54 de Limite nulle telles que
pouwr chacune d'elles, on peut trhouver une suite (Cn)n21’ de Limite C non nulle,
veniflant :

X

2
41 = %n-Cp v x,n=1,2,3,... (3)

Propnidts 7 : Toute suite (x), (x) € G,, est synchrone avec fa suite (3).
En effet, nous avions démontré dans le chapitre précédent, que les suites

(xn) données par (3), moyennant certaines hypothéses assurant leur convergence,

étaient synchrones, d'aprés le théoréme de synchronisation, dans le cas p = 1.
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. . . 1, o ecs_
Nous avions aussi vu que la suite (E) vérifiait (3).

- - l
D'aprés ce méme théoréme, 2imnx_ = =.
n C

Citons alors la

Ol

Proprilte 2 bis : Soit (x ) € G, (x_) donnée par (3), alons Limnx
Do matd

Proprilte 3 :
(i) (xn) synchrone avec (%0

(xn) € G1 <=>

(ii) (Ax_) synchrone avec (:%0

n

Preuve :

a - La nécessité : Soit (xn) G, -

(i) est réalisé d'aprés la propriété 2-bis.
Montrons (ii)
Ecrivons x = x_ -C x2 Alors n2 Ax = - C. (n x )2 ¥n 2 1

n+l n n°'n’ n n n ° )
' ~ 242 . . 2 - 1

D'aprés la propriété 2-bis, f£im n Axn = - E-# 0.

<0

b - La suffisance : Soit (xn) vérifiant (i) et (ii), et définissons la suite

(Cn)par:
Ax n2 Ax
C :-_..E:_
n x2 '(n X )2
n n

(i) et (i1) = 2im C, # 0, et donc, d'aprés la propriété (1), (xn) €G-
n>ee

c.q.f.d.
Définition 2 : [12] : Suite dérnivée premilre. Soit (s) € LOG, (s) de Limite

*

s7, e = Sn-s*, n 2 1, La suilte evreuwr. La quantite

X =1 - en+1

n e
n

, n2 1, déginit La suite dérnivie premidre de (s ).
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Ceci permet & KOWALEWSKI [12] de définir le sous-ensemble suivant de LOGSF

Définition 3 : Ensemble LOG2 : (u ) tant fa suite dérivie premizre de (1),
n
£'ensemble LOG2 est défini parn :

Au
~ _ . . n _
LOG2 = {(sn) € LOG : 3K # 0 et Lim = = K}.
>0 n

u
Remarque 2 : D'apreés [1] page 10, si (Sn) € LOAG2, alors f£im 'XP_ = K # 0.
o n

N
Autre caractérisation de LOG2 :

Propri8xe 4 : (¢ ) ant La suite dénivie premilre de (un), alons

~ U
Loc2 = {(S ) ¢ LOG : 3K # O et limrn=1<}.
ol

m° 1
En effet,
[un+l -1
T _un.¢>n_¢n -
YD SN DS WA
n ntl n A [n+l_1] n n n
-
n
. u ¢
Remarque 3 : Si (Sn) € LOG2, alors #im x— = K (remarque 2) et puisque £im y— : K
Lo e n>® 'n
nous en déduisons gque
¢
Lim — = 1
o M
Mu
ce qui revient & dire que %im - —5 = 1 ou encore que (un) € G,.
T H

La propriété qui suit permet de caractériser une suite de Gl par la

notion de synchronisation.

Propri8té 5 : Soit (xn) € LOG, Lim x =0, et s04it (An) sa sulte dénivéie premiine.
>0

Alors (x ) e G <> (x ) synchrone avec ().
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2

Preuve : La nécessité : Ecrivons X4l = xn--Cn X, D= 1, 2, 3,..., ol Cn————> c,
R . oo
c > 0. % A
Alors A_ = 1 - ntl . C x,n=1, 2, 3,... Par conséquent, 2im L=-c Z 0.
n n ® ® X
n - meo “n
i.e. (xn) synchrone avec (ln). x
(1 - n+1)
A -Ax
La suffisance : 4M # 0 : Lim ;3 = M <= fim ——D2 = M <= Lin =
n* n no n n->°°xn
ce qui revient 3 dire que (xn) € B,.
c.q.f.d.

Proprieté é : (Sn) € LOG2 <=> (ln) € Gl et (un) € Gl.

En effet, montrons d'abord la nécessité :

A
Soit (Sn) € LOG2. Les remarques (2) et (3) se traduisent respectivement

par (i) et (ii).

u
. . no_ _
(i) JK#OetllmX——K<>()\n)eGl
n*° n
¢n
(ii) £im—=1<> (u ) e G
n—»mun n

1

les deux derniéres équivalences étant obtenues par la propriété 5.
La suffisance : D'aprés la méme proposition :

(kn) € G, => (X)) synchrone avec (W)

= (An) synchrone avec (¢n)

(un) € G

= (un) synchrone avec (¢n)

et, d'aprés la proposition U4, (Sn) € 1OG2.
c.q.f.d.

Supposons maintenant que (Xn) € G,. Que faut-il savoir de plus pour

que (u ) e Gy ?

(An) € Gl ‘<=> a(cn), cn —n::c, C#0Oet, ¥n 2 1, An+1 = An-cn An.
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Au
— . n —
= . 2 <= —— =
Alors M C, An’ nz1, et (un) € Cy = IC # 0 tel que Lim —5 = C
™oy
Aun
Calculons le rapport — ¢
LN
- - - . _ - _ 2y _
An L N An+1 Mo = Chst (An n An) Yh
c C C. )
_ nt+l ntl 2 _ n+l _ _
=T M c VY "M T W T (1 un) 1
n n n _
D'ol
C
n+l
Aun o (l—Un)-l
= s ¥n 2 1.
2 H
9! n
" C
Par ailleurs, puisque C, > C, C # 0, alors ntl 1. Posons alors :
n ne
Cn+1
=1+€,n=1,2,3,..., avec 8im €_ = 0
c n n
n gy
En remplagant, nous obtenons pour tout n 2 1 :
£ - - €
Aun=(1+ n)(1 un) 1:_3_1_E
ui u u n
Aun
Le rapport —3 admet donc une limite non nulle si et seulement si
e D
(1) le rapport ﬁB-converge
n
£
. .1
(ii) Lim ﬁ—-# 1
n>® 'n

Mais que vaut ce rapport ?

C
n+l _ 1
€ C AC 1 €
LT = —2 . N et donc le rapport — converge si et seulement si
Yo Cn >‘n C2 n LY
AC n

n
le rapport y— converge.
n

€ Ac 5
D'autre part, fim y— 1< fimy— £C.
n n n© ' n
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€
Un cas particulier intéressant est : Lim aﬂ = 0, c'est-3a-dire :
b gacd
Ac n AC
2im —= = 0 ou encore 2im L
X T A
me n e n

i

Puisque par hypothése (A ) € G,, alors imn A_ = L, L # 0, et donc
n 1 oo n

€
£im —E-= 0 <> fim n ACn = 0.

e b8 gt

t.‘

Nous pouvons donc énoncer la

Proposition 1 : Soit (S ) e LOG. Si £a suite denivie premilre (A,) appartient
a Gy, € "est-a-dine 5’41 existe une sulite (C ) de Limite non nuﬂke C telle que

2
(ln) 804t génenée pan Aer T A, C) A ¥n z 1, et 84
AC
(4] Le nappont —= converge
n
ACn 5
., 2im #C7.
I

A
alons (s ) e LOG2, un cas particulier de (4L) &tant Lim n Ac_ = 0.
N>

Rappels [12] : Soit (Sn) ¢ LOGSF, (Sn) de limite S*, et notons e = S -S, ¥n

n
e2+l -1
- . . N _
Lp = {(sn) e LOGSF : 3p € [0, 1] et %im = ° p}
Ae 1
n

De]O i[

Nous allons donner une condition suffisante sur une suite (Sn) afin que

sa suite dérivée premiére (An) appartienne & G,. En l'occurence nous avons la

1°

Propritte 7 : S& (s ) e ¥, alons sa suite dénivie premilre () appartient & G

1
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€n+1 Aen
Preuve : Soit (S)et. Ona, ¥fn2 1, A =1 - ——=3 - —,
—_ n n e e
n n
AX
Montrons que la quantité - —g admet une limite non nulle:
A
- n
A = - Aen+l - ﬁ].
n e e
n n_
Akn
Notons C_ = —=, et montrons que 3C # O tel que C = %im C
n 2 n
A e
po!
. - A)\h _ Aen en'Aen+1- e 1" Aen
n )\i Ae? €n ° ©n+1 _
e e e e
= o LE) I ntl o+l , et ce, pour tout n = 1.
e Ae e
ntl n n n
Posons alors
Ae e
€ = - ntl + n+l, n=1, 2, 3,... C_ s'écrit donc :
n Ae e n
n n
®n n
c_ = e . n=1, 2, 3,...
"oenn X;

Pour que ()\n) € Gy, il faut et il suffit que (En) soit synchrone avec ()\n)

en+1_ 1l - Aen+1 -1 Aen+l_ 1
€n e Ae Aen
= < = S -1, n=1, 2, 3,...
n 1- n+l n+l 1
e e
n n

Donc, si (Sn) € ¥, alors il existe un réel p, 0 < p < 1, tel que

(Sn) e L_, et par suite,

p

en 1
C=5leCn=R,m~X——:b--1=.___
N> e ‘n

Remarquons que C est un réel positif. Ainsi ()\n) € Gl'

c.q.f.d.
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Soit maintenant une suite (Sn), (Sn) € Lp, p étant un réel fixé dans
J0, 1[. Quelle condition doit-elle vérifier pour que f£im n ACn = 0 ? Ce sera
alors une condition pour la suite dérivée premiére

de (An), c'est-a-dire (un), appartienne 3 G, .

Faisons 1l'hypothése suivante :

(Cn) est définie comme précédemment, d'ol %im c,=¢C :,% ~ 1 et pour n
suffisamment grand, Cn - C W-%. S'es:-é-dire que si Eous posons, pour tout n,
W= n(Cn-C), alors il existew , w # O, tel que w = Zim LA Ceci étant,
alors %im n ACn = 0. En effet : e

n*o

2 = - <=> = -
Vn 2 1, Awn n ACn +C,-C n ACn Awn C + C.

La suite (wn) étant convergente, alors %im n ACn = 0.
n+eo

*
Remarque 4 : Il n'est pas nécessaire que la limite w soit différente de O.

*
w = O permet aussi de montrer que %im n AC_ = 0. La convergence de la suite

oo

n
(wn) suffit donc.

W o= 0 signifie que la suite des erreurs Cn— C converge plus vite que (%).

Posons, pour simplifier 1'écriture,

Aen+1_ 1
Ae
R = ———Jl———-, et calculons w
e n
ntl
-1
e
n
Pour tout n 2 1 :
en 1
wo = n(Cn-'C) = n (Rn- 1) -5t 1].
n+l

Par ailleurs, pour tout n 2 1 :
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A i A 1

w_=n 1+T:nx—(Rn‘1)"%+l -an_1+-f:IlX_(Rn-l)-6+l
n n

— -

1 n 1 oA,
= n Rn"—+ 1= N (Rn-l) =~n(Rn —-p-) +T:-X; (Rn—l)

L -t

Puisque (ln) € G, (ln) &tant générée par An+1 = An -C Xi, alors, d'apré:

la propriété 2-bis, &#imn A_ = L (l - 1)-1. I1 s'ensuit que
n C P
b s uand
nln
2im (R_-1) _ ,1 -1, 1 _
e A D = (5- 1 (-1 =1
Par conséquent, £im w_ = f£im n(Rn - %J + 1

n
bomand >

. . . . o 1 .
2im w existe si et seulement si %£im n(R_ - 50 existe
n>® n o n

et Lim W Z 0 si et seulement si %im n(Rn - %0 Z -1. D'ol le
I'!"°° n—)m

Conollaire 1 : Soient un néel o, p € 10, 1[ , et une suite (Sn) € L

e 11

en 1 A

S{ Z = n{—— - =| convenge, alons (S_) € LOG2.
n e p n
n+l
-1

e

= n —

En pratique, i1 faut connaftre la limite de la suite (Sn) pour savoir

si (Zn) converge.

Nous allons donner maintenant une classe de suites (Sn) dont on sera siirs

que (Zn) convergera.

Considérons maintenant une suite (Sn), (Sn) € Gl. I1 existe donc une

suite (an) de limite O non nulle telle que la suite erreur (en) est générée par :

1'élément eq étant choisi de facon convenable afin d'assurer la convergence de

cette suite vers 0. Cette suite peut-elle appartenir 3 un ensemble Lp, 0<pP<1
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Lemme : Soit (S ) € G,.
—— n l

S{ 2im n Aan = 0, alons (Sn) €L

1°
T 2
Montrer que (Sn) €L, revient 3 montrer que (Rn) converge vers 2,
2
o
Bere1 . o+l 1%nt1 2 1
°n 0‘1’1 n
Rn = — = = ,n=1, 2, 3,...
n+l 1 n+l 1
e e
n n
%l
Posons, ¥n 2 1, g =1+ un’ ! > 0, alors
n )
®n+l 2 -1+ €n+l 2 ®n+1 2
- | e n e e
Rn = n - n _ _ntl + 140 L n
n+l 1 n n+l 1
e e
n n
Nous avons les équivalences suivantes :
o
n+l
-1
un an n Aan
i = <> f4im ————— <> im - = <=> i o =
L£im ~ 0 L2im S £im T 0 f£im n A N 0
m® "n+l 1 o n+l__1 n>® n n jonardl
n n

la dernidre équivalence étant vraie puisque, d'aprés la propriété S, (Sn) € G
ssi (Sn) est synchrone avec (Xn). Par ailleurs, puisque (%J est synchrone avec
(Sn). (Théoréme de synchronisation dans le cas P = 1), alors C%) est aussi
synchrone avec (Xn), ce qui se traduit par fim n An £ 0.

fomary

Le lemme est démontré.

La suite (Sn) de G; qui vérifie la condition du lemme appartient & L,.

1
Si la convergence de la suite Zn = n[Rn- 2], n=1, 2, 3, ol 2
Aen+l -1
Aen
R =——— 1= 1, 2, 3,..., est réalisée, alors d'aprés le corollaire 1,
n+l
-1
e

A
n (Sn) e LOG2.
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Recherchons alors une condition suffisante pour assurer la convergence

de la suite (Zn),

Relation entre Ae et Ae_ :
n+l n
e e -0 e2 n=1, 2, 3 = Ae_ = - 0O -e2 n=1, 2, 3
n+1 n n n’ ] H 9t n n n’ 9 ] L RS
D'ou
2 2 2 2
= -0 = -0 = -0
Aen+1 n+l en+1 n+1[Aen*'en] n+l[Aen t 26n Aen + en]
o]
2 n+l 2
= -0 . - (6] . ) - .
041 Aen 2 ntl Sn Aen + @ ( o en)
»
o
2 n+l
= - 0 . - (o} . . . R
n+l Aen 2 n+l en Aen t an Aen
Donc
Ae a
n+tl _ ntl . _ -
e - an -2 an+l e un+l Aen, n=1,2, 3,...
Ae
ntl nt+l _
Fe 1= un - 11 -2 dn+1 e, - an+l Aen, n=1, 2, 3,...
en+l
D'autre part, puisque, pour tout n 2 1, = - 1=~ an- e_, alors
n
a
Aen+1_ 1 1 - n+l
Ae o o a Ae
R _ n + 2 n+l + n+l . - 1. 2.3
n-—a°e ‘CX, ¢ o o o ean-’ 9 Pasee
n n n n n n n
D'ol
Ao (o o
_ n n+l ntl | n -
Rn-2 = - 5 + 2 a -1 a ——e-—, =1, 2, 3,...
Q e L n n n
n n
et
n? Ao b o nle
n(Rn-2) = - + 2n 5 + a e n=1, 2, 3,...
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On a
Aen 1
Limn — =~ 2im & _*n*e_= -1, car 4imne_ = + =.
e n n n o

oo n o ‘ ™o

n Ao
2im — Z - 0, puisque par hypothése, %im n Ao =0
oo n n>e
n2 Amn 2
Le rapport ———— converge si et seulement si n® Aa_ converge.
a e ne
n n

2
Prenons alors comme hypothése : n Aun converge.

Donc 3% € R : %im n° Ad_ = £. Cela entraine que f#im n Ao = O,
n o n

ce qui signifie que 1'hypoth@se du lemme est automatiquement vérifiée .

Par conséquent (Sn) € Gl N L, et de plus la suite Zn = n(Rn- 2) converge,

2

ce qui implique, d'aprés le corollaire que (Sn) € LOG2. On a donc la

Definition 4 : Ensemble 81

Soit () € 6, (s ) de Limite S*. Soit e = s_-S", n 21, £a suite
eveun. 12 existe alorns une suite (an), de Limite o non nulle, vérifiant

- . o2
e+l ~ € " % T & n L
Si de plus, £a quantits n’ Aw_ converge, alors (S_) appantient au
"
sous-ensemble appel? G, de G, -
v A
P’LOE’L{',@té 2 : Gl c LOG2.
n
Preuve : Toute suite (Sn) appartenant a e vérifie les conditions du corollaire

avec P = %

N
Corollaine 2 : Le 62-a£gonithme accglere G, .
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IV. RECHERCHE DE SUITES DE LOGSF DONT LES SUITES EXTRAITES PAR LE PROCEDE Py
oA
APPARTIENNENT AU SOUS-ENSEMBLE é; DE LCG2

N

Sachant maintenant que l'ensemble G, est accéléré par le 92-algorithme,

1

existe-t-il un sous-ensemble de LOGSF constitué de suites @ convergence trés

lente de sorte que tout procédé d'extraction de type P2 en donne des sous-
n

suites appartenant d G, ?

. . 1
' . .
Un tel ensemble n'est pas vide et contient au moins la suite {fgéfﬁiijlnzl

Considérons, en effet, l'extraction définie par a(n) = 2"- 1.

1
L . . - > 1 . . s ont
ma suite extraite est donc Sa(n) EESEE’ n » Sulte qui appartien

bien a Gl'

Remarque : Dans ce qui suit, nous allons considérer 1l'extraction définie par

a(n) = 2%, n 2 1.
Cela ne restreint point la généralité.

Rappelons maintenant la définition de 1'ensemble nggﬁ constitué des

. 1
suites synchrones avec Togn)n22’
S - {(S) e TLOGSF : 3K # O et %im Logn * e_ = K}
Logn ke o n
S =2im S
meo B

Pourquoi un tel ensemble ?

1

Togn® de limite s*.

Prenons une suite (Sn) €

Alors, il existe K # O tel que 2im Logn* e, = K Ceci implique que
T~<0

fimnee _ = X __ X &tant non nul, (S _) est alors synchrone avec (EJ.
o of Log?2 oD n

Cherchons une condition suffisante sur (Sn) pour que (S n) appartiennent

v 2
a Gl'
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Tout d'abord, pour que la suite e n - S n - S*, n 2 1 appartienne a Gl’ i1
2 2

Ffaut encore qu'elle réalise la condition (ii) de la propriété 3, la condition

(1) 1'étant déj3 comme nous avons pu le constater plus haut.

Posons, pour tout n 2 2, Kn = Logn * e - Alors K n- D Log2 - e 0’ d'ou

2 2
K n
2
T — 2 2.
e2n nLog?2? nz2
Calculons l'écart e - e _,n 2z 2, et tichons de trouver une condition
2n+l of
suffisante afin que la quantité n2 (e nt1 " © n) converge vers un réel non nul.
2 2
Nous avons, pour tout n 2 2
K K _ |
n+l n 2
2 _ .2 2 2 _ 1 n _
n (e2n+1 e2n) =n (n+1)Log2 nLog2| ~ Log2 n(n+l) [n(K2n+1 K2n) K2n]'

ceci admet une limite non nulle si et seulement si f£im n(K n+l-'K Y # K

n
. . . . . 2 2
(étant bien entendu que cette limite existe). e

Prenons alors comme condition suffisante le cas particulier suivant :

2im nl[K n+l " K nj =0
e 2 2

Ceci étant, la sous-suite (S n) appartient a G,. Posons alors, pour tout

2
nz?2
62n+l— e2n
0 = - —————_ 11 existe alors un réel @ non nul tel que Lim O_ = O,
n 2 n
e n n>e
2 n

La condition supplémentaire a obtenir, pour que (S2n) appartienne & Gys

. . 2 . s
est celle qul assure la converge de la quantité n Aan. Définissons auparavant,

pour des commodités d'écriture :

KK2 ) K2n+1 ) Kgn’ mE 2 8, by
Alors, ¥n 2 2,
T K n
o = nﬁng Kl - n 22 , et par conséquent,
n K
2 n



131

A X n2 Z.K ~
Mo = Loga {[{mL) . _m 1, 1 (m1)? 2" 2"
- - - - 9
n (n+2) K o+l n+l K n (n+2) K2 (n+1) K2
2 2" 2n+l 2n

Ce qui conduit, aprés une réduction au premier crochet, et en faisant

le produit par n2, a:

, —nQKKn-2n°'EKn+Kn , Fx_..
22 Ax = Log? n . 2 2 22 2 )", 27

n - “°€ (n+1)(n+2) K n+2 2

. n K

2 n+l -

- 2

K

o, 2"

n+l K2n
2

I1 suffit donc que la quantité n3 T K , converge pour que n2 Aan converge

. 2
aussi, et cela nous permet d'énoncer la

Proposition 3 : Sodit (Sn) € Sﬁlg? de Limite s”. Appelons, pour tout n = 2,

K_ = Logn(S_- s¥). Si %im n3lK -K _J existe, alorns La suite extraite (S _)
n n oo 2n+l oh 2n

n
appartient & G, et est donc accéliénie pan Le 92—a£gofu'/thme.

vérifiant les hypothéses ci-haut est celui

Un sous-ensemble de 1
Logn
des suites (Sn) pour lesquelles :

do >0 : dM # 0 et Lim na(Kn-K*) = M
homac

Effectivement, dans ce cas 2im nS(K -K )=0
n+l n
N0 2 2

Exemgles :

1. Soit T 1 1. sous-ensemblfedefk-}—— des suites (S_) de limite S" telles que
Logn Logn n

o
* 1 1 2 p < N
6] — - e e s
Sn NS o+ Togn |%0 t—+ n2 +o..t D + , h assez grand ou %y £ 0 et ot

les autres ., i 2 1, sont des réels.



Alors si (S_) € EL—E—-,
n Logn
Q o
_ . 1 2
Kn—Logn en’\a010+n+—2
n
et donc
o o
Kav% * "%’* i 2
2 2 (27)
%
AK = K -K N - ———
2n 2n+1 2n 2n+1
. 3
£im n~ AK _ = 0.
n
o 2

2.
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n
(s2n) G

€ En effet, pour n assez grand,

1"

o
et =£ +...
P

n

+..., ce qui entralne :

2n+l

OF—E—J, et nous déduisons facilement que

telles, pour n suffisamment grand,

o o o

S '\Js*+r—— % 1 gt 2B+l +°"+_—Eﬁ+"° s O F

n oen (Logn) (Logn) (Logn) P
. 1! b
Alors, si (Sn) € SESEH, (SQD) € Gl' En effet, pour n assez grand
% %

Kn = Logn * e 3" aO + B + BTl +..., ce qui entralne :

(Logn) (Logn)
Y1 Y
Kn'\'ao'f-?'l"T-_'.l'l‘.-.
2 n n
o,
ol Yi =~——————B%§:I, i=1, 2, 3,..., et donc
(Log2)
B'Yl 1
= - n - i
BX o= K o4 m K =Tt @ B+l] qui donne
2 2 2 n n
-2Yl si B=2
3 K )
£im n" (X - =
P o o si B> 2

"N
Soit S—JL— le sous-ensemble de S—j;— formé des suites (S_), de limite S*,
Logn Logn n

0, B2 2,

E]

]

c.q.f.d.
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"
Exemple de suite appartenant 3 ngga :

Soit la suite S_ = sin—j;—, n 2 2, Alors s* = 2ims_ = 0, d'olu
n Logn oo n

sinx
= 1.

e_ * Logn = Logn* sini—% 1, puisque %im
n Logn
n—)co X0

s as 1 . s
tegt-3a-
C'est-d-dire que (Sn) € SESEH' Or, pour x voisin de O,

x3 X5 o x2p+l
sSinxX = X - 3—!- + —ST +...t (-1) 2P+l T teoo
. 1
Prenons, pour n suffisamment grand, x = Togn’ alors
Sn:Sir}fonzLoln— 1 3+ 1 +...% (-l)p' 1 Dt 1 te.n
& g 3!(Logn) 5!(Logn) (2p+1)!(Logn) P

Y
ce qui montre bien que (S ) € S L avec B = 2.
n Logn

V. ETUDE NUMERIQUE

Nous testons ici quelques suites de limites nulles qui vérifient les
hypoth&ses de la proposition... A titre purement expérimental, nous itérerons
une ou deux fois le 92-algorithme. J'appelerai (Qi) la suite obtenue de (en)
par application du 8,-algorithme et (9ﬁ+1) la suite obtenue de (eﬁ) toujours

par ce méme algorithme (p € W).

Exemple 1 : Soit (Sn) définie par

) 1
n = Log(n+l)

2

3
S (1+H—?)’n21

Cette suite appartient a Siggﬁ' Nous appelons (tn) la suite définie par
t_ =8

n n-1°
ler tl,..., tn.

Sur les 102u4 permiers termes de la suite (Sn), nous pouvons calcu-



o]

- b ;
—OOVD®NT UL E W -

=]

t
n

«113779903328355D+01
.B15502101609491D+00
547565784767 707D400

303036757070705D+00
«246866788224650D+00

«160873466304394D+00
«144530514999627D+00

.N00000000000000D+00

«392939434771316D+00
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]
n

".000006000000000D+00™
«113779903328355D0+01

«815502101609491D+00 '

+119832385928226D+01
JA4674572484208050400
«1727900569250850400
. «962311900745691D=01""
.208946726754286D+00
«181609822647051D+00 .

.1815068218434270~01]
.109744081449318D=01 '

el
n

«000000000000000D+00
«113779903328355D+01
«815502101609491D+00
+9UTBUL659649729D+00

972669664370767D+0G

_¢195551674267253D401 "
«946998694205852D~01""

oATI433114453375D+00
«275497565794401D+00

~.129369989545196D=01 -.1073380273890370 =01
.2203’7538087857D -01 '.196&&18277015760-01

(en) accélére bien (tn) mais (Qn) ne semble pas accélérer (Gn).

Exemgle 2

e 1
Testons maintenant une suite appartenant a SESEE’ en l'occurence,

la suite (Sn) définie par :

[y '
~ O VDN N E LN

ot
Sn = SIn[Log(n+l)}’ nz1l
t o el
n n n
.991806244393664D+00  ,991806244393664D400  ,991806244393664D+00
«789650541422532D+00  ,789650541422532D0+00 ¢ ,789650541422532D+00
.582121116976877D+00  ,582121116976877D400 ,582121116976877D+00
.439569754639723D+00  ,593556685455450D400 | ,5818326107157010400 _
+345673207271393D+00  ,2219228560662950+00 ~ ,5877722017005880+00
.282116653217989D+400  ,110120987180178D+400 ,621262178516512D+00
 «237271441392276D+00  ,639249473689365D=01 , ,170556537265779D=02
.204320251611919D0400  ,3889722518203650=01 =,407431740888508D~-01
.179236353720851D400  ,238100371591077D=01 =,182605710679315D0=01
«159564343367464D400  ,144792156344332D=01 =,346028458522274D=02
«143749459113149D400  ,874128933030097D=02 =, 739418474032921D=04

(en) accélére bien (tn). I1 en est de méme pour (Si) vis-3-vis de (en).

ExemEle 3 :

Prenons S _ = exp(Log2/Log(n+l) ou encore s,

- 2Log2n+13 S*

1
= 1.
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n t -g* o -s”
h o) n
1 .1718281828459050+01 ~ ,171828182845905D+01
;2 .879357106200235D+0Q  .879357106200235D+00
3 ,538297919441157D+00 .538297919441157D0+400
4 ,370896460787697D+00  ,823471813131185D=01
5 .277174916370054D400 «631692015818966D=01
6 .219254813075122D+00  .454027238176963D=01
7 ,180629352904278D+00  ,310079239031348D=01
8 .1533011346789200400  ,20323348233964iD=01
9 .133048942258468D+00 .128605952287493D=01
10 ,117480244107964D+400 .789791323135008D=02
11 .105155357421553D+00  ,473308298845771D=02
1 * 2 *
n 6 -S 6 -8
1 771718281 82845905D%01 ~ .1718281828459050+01
2 .B793571062002350400  .879357106200235D+00
3 ,538297919441157D+00 .538297919441157D+00
4 J7777047191959640400 .6053621993123820+00
5 ,889929749452033D=01 680092730185977D+400
6 .RU0B15670385753D=01 ~ ,692666793593258D=01"
7 372621182052759D=01" " L,866644L413327763D0=-01
8 L,136601287613708D=01 T ,7924190578109750=-01
9 ,449373459026893D=02 .281243334193828D=02
10 .173334071685333D=02 .1213325457030970=02
11 .764594808970033D=03 ~ .567097318684419D=04
Exemgle#:lcisn=fa—g%;fl—) 1+E-i(2—n+—l)—,8 =0
n 'tn Gn
1 ,244269504088896D401 T ,244269504088896D+01
2 .116023922662684D+01  .116023922662684D+01
3 .AB3B834934559612D+00  .683834934559612D+00
4 L 4707446133134190+00 .190677287170039D+00
5 ,356862373864761D400 .100881436127863D+00
6 .286976230002674D4+00  ,335135704195638D=01
7 .239800256372019D+00  ,2963517192536160=02
8 .205830294706784D+00 «,501310840101832D=03"
9 ,180225438772364D+00 ,250708465245530D=02
10 .160253140978872D+00 .394726991800706D=02
11 .144250144673020D400 = ,364B75523347799D~-02.
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n ol 02

n n
1° .244269504088896D+01 .2442695040888960+071
e e116023922662684D401  ,116023922662684D+01°
»3' «683834934559612D+400 «683834934559612D+00
_4; «113580997898831D+01 «795455621966773D+400
5. +1945080627347070+400° ,878940898225976D400
6 .252315984352606D400 T .336986165255744D+00°
T «1590180849106310=01 .225707197669644D+00"
8l .6671435176119750-03,-.1117179036412860+00
9 .509734948592449D=03 ' .5168732352572250=03
10 =, 470447145166504D=02 " .589236773203682D=03 .
11 ,.382896506059119D=02  .785024367946726D=03

En définitive, il semble que la procédure 8, itérée donne de bons résul-
tats sur la plupart des suites testées. Son application 3 la sous-suite (tn)
n'est donc pas du tout donnés d'intérét. Les résultats théoriques sur la pro-

cédure 6 itérée, obtenus dans [10] pourraient nous aider 3 expliquer ce phénoméne.

VI CONCLUSION

Les suites accélérées par ce dernier procédé composé sont & convergence
trés lente, car il ne faut pas oublier que pour chacune de ces suites, la suite

erreur (e ) correspondante doit &tre synchrone avec la suite D'ailleurs,

1
Lognjnz2"
méme les sultes de point fixe de classe CP , n'entrent pas dans ce cadre car

leurs suites erreurs sont, d'aprés le théoréme de synchronisation, synchrones

avec des suites du type 1

—|s Pe€ {1, 2, 3,...}.
nP

A titre d'exemple, pour atteindre l'estimation L. 10-2, il faudrait

43 Logn

que l'indice n soit de l'ordre de 2,6881.10

Les exemples précédents portent sur des suites de limites connues, ce qui
facilite la vérification des hypothéses de la proposition 3. Il serait aussi

intéressant de sommer des séries 3 termes positifs dont les suites erreurs (en)

. . 1 . .
soient synchrones avec la suite ESEH ou, pourquoi pas, avec toute suite du
type {————|, 0 < 0 < », ces derniers résultats pouvant &tre généralisés en

(Logn)
ce sens 13. Toute la difficulté est alors de déterminer ces séries 1la.
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