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INTRODUCTION

Soit X un espace nilpotent avec les groupes d'homologie de
rang fini. Ces conditions entrainent que les groupes d'homotopie sont
de rang fini, ce qui signifie que pour n 3 2 1les espaces vectoriels
Wn(X) ® @ sont de dimension finie et pour n =1, 1le groupe 'H#X) donne

une suite finie d'extension centrale :

0O > G > G + G -+ 1
a/G 1/6,,, 1/6,,
oi mX) =6 2G,D... G, Gge1 D+ 6,26, = {0} désigne 1a
- suite centrale descendante. Les Ga/G B Q= Aa ® @ sont abéliens et de
o+l

rang fini : dim(Aa ® Q) < + o,

Notons grad(ﬂl(x)) Q=06 A 8 0.
o [0

La restriction du crochet de Whitehead 3 ﬂl(X) X Wn(X) définit

une filtration sur ﬂn(X) (WI(X) opére d'une fagon nilpotente sur Nn(X)).

Notons & cette filtration grad(ﬂ*(x)) 80 = @ grad(ﬂi(x)) 8 Q
izl
le gradué associsg.

Le crochet de Whitehead habituel induit alors un crochet

L]

(grad(m, (X))8Q) 8 (grad(nn(x))eQ) —— (grad(m,(X) & @)

de fagon naturelle (cf. Proposition II.3). On désigne par X  le rationalisé

Q
de X et on note par : ﬂ*(X) 8 Q= n*(XQ).




Soit M) = AV le mod&le minimal de X. Il existe une base

homogé&ne {Va}aes de V=9 V. L'algébre symétrique V @ V est isomorphe
izl

en tant qu'espace vectoriel gradué, 3 la sous—-algébre de zvq engendrée par

les mots de longueur deux.

La partie quadratique de la différentielle d, par dualité définit

une application bilinéaire
Hom(V,®) ® Hom(V,§) —— Hom(V,Q).

Ceci définit une structure d'algébre de Lie graduée sur Hom(V,Q)

(graduation sur les degrés des générateurs).

Classiquement, on définit un isomorphisme
¥ o T (X) 8 @ — Hom(V,Q)
en tant qu'espaces vectoriels gradués (voir Dﬂ).

Le but de ce travail est de démontrer que Y est un isomorphisme

d'algébres de Lie graduées.

Les deux structures grad WI(X) 8 Q-module sur

grad W*(X) & 0 et Hom(Vl,Q)—module sur Hom(V¥,Q) sont isomorphes.

Ce résultat généralise au cas non l-connexe, le résultat de

P. ANDREWS et M. ARKOWITZ [10].

Plus précisément, nous établissons le théoréme suivant :




Théoneme 1.~

Le diagramme suivant commute dans la catégorie des espaces vectoriels

gradués :

P

Hom(V,Q) < Hom(V 8 V,Q)
b
o
Yy
Hom(V,®) 8 Hom(V,Q)
leos
C.]
T(X) 8 Q) wh M, (X)8Q)8(T, (X)8Q)

oi ® est l'isomorphisme canonique défini par

-DPY E(wv)gw) + g(V)Ef(w)  si (p,q) = (m,n)
d(£0g) (vBw) = {

0 sinon

f e Hom(V',®) ge Hm®W,Q vevh wewl

Dans le chapitre I, nous donnons quelques rappels sur 1'espace

nilpotent et son mod&le minimal.

X

Au chapitre 1I, nous construisons la structure de NI(X) 8 Q-module

sur -grad(ﬂ*(X) 8 Q.

Nous démontrons un résultat équivalent du th8oréme | dans le cas

universel, en construisant le n-iéme étage tronqué de la tour de Postnikov

de s'V s® au chapitre III.

Le chapitre IV sera consacré i la démonstration du th&oréme 1

fIVfZ

1'application SIVSn ———————> X induit un unique morphisme d'A.D.G.C.




© au niveau des modéles minimaux, rendant le diagramme suivant commutatif

sty s® ”7X

¢t
\ , e
on. - -

lorsque F1 et F2 sont des morphismes induits par f1 et f2.

Bien siir, le résultat de ce travail se généralise pour les produits

de Whitehead itérés, (Voir [IOJ et [12] dans le cas l-connexe).

Dans le cas X = K(G,1) oli G est un groupe nilpotent de type

fini voir [13] et [14].



1 - RAPPELS SUR LES ESPACES X NILPOTENTS ET LEURS MODELES
MINIMAUX.

IT - ETUDE DE LA STRUCTURE DE grad(ﬂl(X)QQ—moduﬁe SUR

grad(ﬂ¥(x)) 8Q= 0o grad(ﬂi(X)) 8 Qq
izl

INDUIT PAR LE PRODUIT DE WHITEHEAD.
111 - ETUDE DANS LE CAS UNIVERSEL DE L'ESPACE s'V s".
IV - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LA LOCALISATION DES ESPACES NILPOTENTS.

I.7.- GROUPES NILPOTENTS.

Soient m et G deux groupes. On dit que G est un Tmw-groupe,

s'il existe un homomorphisme de groupes T - Aut G. Si G, est un groupe

abélien, un Tm-groupe est classiquement appelé un Tm-module.
Dans la suite G opére sur lui-méme par automorphisme intérieur.

Une suite centrale descendante d'un T7-groupe G est une suite

de sous-groupes normaux

G=GODGID...DG].-DG.1_'_1 s s+

telle que :
a) Tous les sous—groupes sont invariants par l'action de .

b) L'action de T sur Gi/G est triviale.
i+l

Si un T-groupe G poss&de une suite centrale telle que

G . .=1{l}, pour un s, on dit que T opére d'une facon nilpotente sur G.

s+1
est 1'ordre de nilpotence

Le plus petit s tel que Gr =0, pour r > s
de G.

Si ww =G, on dit que G est nilpotent.




Déginition. -
Un espace topologique X est nilpotent si WI(X) est nilpotent

et si ﬂl(X) opdre d'une fagon nilpotente sur -ﬂn(x)’ pour n > 1.

1.2.- LOCALISATION DES GROUPES ET DES ESPACES NILPOTENTS.

Deginition. -

Une catégorie C (avec une sous-catégorie pleine L) est une
catégorie avec localisation, si pour tous les objets X € C il existe
un objet XE € L et un morphisme X - XE universel par rapport a L
CV Lel et le morphisme f : X+ L, il existe un unique g : X£ + L

tel que le diagramme suivant commute

X — XK

L'objet XK est appelé la localisation de X, le morphisme

£

X —> XZ est normé le morphisme de localisation et les objets de L,

les objets locaux.

Dépinition. -
Dans la catégorie des groupes, un groupe G est local si pour

. . . n
tout ge G et tout ne€ N, il existe un unique x € G tel que x = g.



1.3.- LEMME [7].-

Soit une extension centrale

0 — A — G — H —— 0

avec A et H locaux, alors G est aussi local.

Soit G=G03G1 ++D6,D6, , D... GSDGS+1={1}

1

la suite descendante de G, oi Gi+l est engendré par les &lé&ments

xyx”ly_l avec x € Go’ y € Gi.

La suite {Gi} induit une suite finie d'extensions centrales

o - Gl/G — Go/G — Go/G — 1
2 2 1
0 -> G. —_—r G —_—r G —_ ]
1/Gi+1 o/G.l+1 o/c;i
0 -> G — G —_ G —_— ] .
s o o/GS

Les G sont appellés les facteurs de la suite centrale.

1/Gi+l

Notons grad G 8 @ = & G 8 @. Rappelons que la catégorie
i

i/Gi+l

des groupes nilpotents est une catégorie avec localisation.

-~

Soit G 1la localisation d'un groupe nilpotent G et J : G> G

le morphisme de localisation (le complété de Malcev).



1.4.- LEMME [8].-

J induit un isomorphisme d'algébre de Lie graduée sur @

grad G 8 @ > grad G.

La structure d'algébre de Lie sur grad G ® § est donnée. par

le lemme suivant :

1.5.- LEMME [3].-

Sur grad G 8 @, il existe une structure d'algébre de Lie

graduée définie par :

- _ -1_-1
ot x. € G,, X, € G, et [#i’xj] = Xixjxi xj .

——er

1.6.- THEOREME.-  Bausfield-Kan .
Tout espace X nilpotent admet une localisation £ : X » X',

ol Z# : ﬂ¥(X) - ﬂ¥(X') est un morphisme de localisation.

I.7.- Notons A.D.G.C. la catégorie des K-algébres différentielles.
N-graduées, associatives et commutatives (au sens de gradué).
On dit qu'une A.D.G.C. (17,d) est minimale ou K.S.-minimale

(Koszul-Sullivan) si :
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1) fn7 est libre en tant que A.G.C. : il existe un K-espace

vectoriel V= & V' tel que ’7’7=AV.
nzl

2) Il existe une base homogéne {Xa}aes de V 1index&e par un
ensemble bien ordonné S telle que dxa appartient 3 1'algd@bre engendrée
par les x_, avec B < a.

B

3) L'application o - dim x, est une application croissante.

1.8.- THEOREME ([2], [9]).-

Soit (A,dA) une A.D.G.C. connexe. Alors il existe une A.D.G.C.

minimale (MA,6A) et un homomorphisme

P
M,,8,) — (A,d,)

* . .
tel que p, estun isomorphisme.
Si pA : (M',GA) > (A,dA) est une autre solution du probléme,

il existe un isomorphisme - -

d S(MA’GA) — (MA,SA)

unique 3 homotopie prés tel que o ¢ n pA.

Pa

s —

1.9.- REMARQUE.-

La restriction de d 3 Vl, d : V1 -> V1 ® Vl,

par dualité, donne une application bilinéaire alternée
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(Vl)* a (Vl);IE —_— (Vl)*, et la condition d2 =0
exprime que le crochet vérifie l'identité de Jacobi.

D'une facon analogue, la partie quadratique de la différentielle

définit une application bilinéaire.

[.]

Hom(v',Q) 8 Hom(v),Q) —=—2=> Hom(v**J~!

Q) .
11 suffit de la définir sur les générateurs.

Soient {Ei}, {§j}, {Et} un systéme de générateurs de Hom(V',Q),

i+j-1
b

Hom(VJ,Q) et Hom(V Q) et {xi}, {yj}, {zk} les générateurs duaux.

. o, B
Soit dzk = 2 as’ X

A yB + F ou F ne contient pas les produits des
0, B

o

couples de dimension i et j ; on définit

- - ~ 0,8 - -
<<[XU’YV]’ZS>> = a’ <K X > <<y Ly
a, B
= Z aZ’B 8 o 6v 8 = ag’v
o, B s » .
donc ;U’§Q] = z ag’vZé. On va vérifier que [ ,] posséde les propriétés

d'un produit de Whitehead ordinaire.

. = m * - n, ¥ - = (m-1) (n-1) - =
Soient X, e (V) , X, € V) alors [xl,xé]==—(-l) sz,xl]

est évident. ;

soient %, e (vh%, yf’) e (VRTly¥ nyl) e (vl ¥
(2) m+q-1, % 3) _ 1,2 N . -
Ve e (Vv ), on a dy.l p; ¥ A X, + fi’ oll f.1 ne contient pas

. ;- - = (3) 1,2
de terme multiple de X sz, donc <<[xl,x2],yi >> = pi’ .
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1)y _ 2,3 - . ;
dyj r. X, A x3+ yj ot yj ne contient pas des multiples de X, A x3

(1) 2,3
et on a <<|x . 3> =177,
(2730575 j
dy(z) = q3’1 x, Ax, +h ol h_ ne contient pas des termes
] ] 3 1 8 s
: : ~ -z (2) 3,s
multiples de X, A x, et ol <<[x3,x£],ys >> = qs’ .

Soit z, un générateur de degré m + n +q - 2

- i_(3) ' i (1) s _(2) .
dza = g ay A Xy + § ba?j A X, *+ g ¢y A x, + R.

R est la somme de termes dont dR ne contient pas les multiples

de X, A x2 A x3. On a

2 o o il,2 i 2,3
0=d"z = g ap’x A X, A Xy * § bar X, A X, A X, + z c

1 ) J s
+ g a fi A oxy+ § bayj Ax + Z cyhg A x,

aly® pax, + Z bly (1) A dx, + Z Sy p ax, + ar
OL1

+
Her

= {Z alpl’2 + (—1)mn+mq X q;rz’B + (—1)qn+mq Z c;qB’l}x1 A x2 Ax, + ..,

[ 3
j s
Par conséquent g a;p;’z + (- l)mn+mq § bJ i »3 (- l)qn+mq 2 ; 2 1 _ 0.
- - - i 1,2
On a [EXI’XZJ’XBJ = g ( { a;Pl’ VR
- - - i 2,3,-
[[Xz’xéj’xlj = z (Z b;rj )Za >
a J
- - 3,1,-
[[gB,le,xé] = g (Z cgq ) 0’

d'oli 1'identité& de Jacobi.
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1.10.- THEORIE DE SULLIVAN.

Soit X un espace topologique connexe nilpotent, C¥(X,Q)

1'ensemble simplicial des chailnes rationnelles sur X.

-~

Ag 1'espace vectoriel de q-formes polynomiales d coefficients

rationnels sur 1l'espace A = {(t ,...,t ) € Qp+l|2t.=l}.
P o P 1
¥ . . .
Ap est une A.D.G.C. avec la différentielle extérieur.

Ag est 1'espace vectoriel simplicial des q-formes rationnelles

sur 1'ensemble simplicial Ax'

Une P.L. forme rationnelle de degré q sur X est une applica-
tion simpliciale w : C*(X,Q) > A: qui & tout r-simplexe O associe une

q-forme w_ sur A .
0] r

Notons AgL(X) cet espace de ces P.L. formes. Avec le produit
extérieur (w A w')o =W A wé et la différentielle extérieure
*

(dw)0 = dDch’ APL(X) devient une Q-A.D.G.C.

L'intégration fournit une applicatibn d'espaces vectoriels
. . - * * . . . .
différentiels gradués APL(X) - C (X,9) induisant un isomorphisme

d'algébres graduées

H (A (0,d) —= B (X,0).

Réciproquement, &tant donné une k-A.D.G.C (k désigne un

corps de caractéristique z&ro), A , on associe 3 cette algébre
un ensemble simplicial <A> et on démontre 1l'existence d'un homomor-

phisme d'A.D.G.C. naturelle
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A
A —— APL(<A>)

qui induit un isomorphisme en cohomologie lorsque 1'algdbre A est nilpotente.

En particulier, si 1'algé@bre A est minimale, on démontre que (A,CA) est

le modéle minimal de A;L(<A>).

I.11.- Rappelons enfin le lemme de Hirsch qui donne la construction du modale

. . . . . n
minimal et 1'isomorphisme d'espaces vectoriels gradu&s entre Hom(V ,Q) et
P p g

grad Wn(X) ® Q qu'on va définir :

: _ N_ N N_ N N_ N _
Soit TTN(X)—GIDGZD"'DGiDGi-H "'DGrDGr+l 0
la suite descendante centrale de ﬂn(X), ol G§+l est le sous-module

engendré par les éléments hwy -y = [@,y], pour tout w € Wl(x) et

N .
.. : ”
tout y € G1 hw Wn(X) - Wn(X) est 1'opération canonique de 1(X)

sur T (X).
n

Les facteurs Gg/{N sont abéliens, méme pour N =1, on
i+
. _ -
note grad m (X) 8 Q=86 G, /N 8 Q.
n 3 Y6y

L'espace X nilpotent et de type fini est obtenu par ume suite

des fibrations principales -

q

o
— ————
K(Au’nu) Xu+1 Xa ael
ka
induit par une application classifiante Xa — K(Aa’na+l) H
n_+1

- . P o - N
ku détermine un &lément de H (Xa’Aa) [ka,K(Aa,nu+l)] ol les Au

sont les facteurs de m (x).
o
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n
. . o o
Notons Va = Homz(Aa,Q) qui est isomorphe & H (K(Aa’na)’Q)'

1.12.- LEMME [4].-
La fibration K(A ,n) » X +~ X est une fibration totalement
a o+l o

transgressive. Il existe un isomorphisme naturel
n v n+l]
o:H (K(Aa,n),Q) — H (K(Au’n+l)9Q)’

d'espace vectoriel, tel que 1l'application composé

*
' n g n+1 _ka n+1
[ : B ®R@A 0,0 — B (KA ,0¢1),Q ——— H (X ,Q

soit la transgression.

1.13.- LEMME [4].-

On a le modéle minimal de Xa+1 avec une différentielle d et

un quasi-isomorphisme p'

470“'1 ) ’)70L@ A(voc) —Q_*”APL(X“OLH)

oll APL est le foncteur de de Rham simplicial et 17& est le modéle

minimal de Xa.

Soit {Xi} une base de l'espace vectoriel Va, il existe une

X

a+1) dont la restriction 3 la fibre est une forme

A
£ . A
orme a; € Ay
fermée représentant x; et 11 existe une forme Bi € APL(Xa) telle que

n, . . . .
dai = APL(qq)(Bi)' g :7a > APL(Xa) étant un quasi-isomorphisme,

on peut choisir Ei en cohomologie tel que Bi = C(ai). Alors, on définit
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. dxi =a, p'(Xi) = &i , T(xi) = [ﬁi] R

on définit la dualité entre Vu et Aa en posant :

<<x,f>> = <x,h(f)> oli
<, > =H(K(a,0),0) x H (K(4,m),0) > Q

. " .. - e e e o n
est la dualité de Kronecker. Cette dualité s'é€tend par linéarité a V

et ﬂn(X) ® @ et on a 1'isomorphisme

Yo T (x) 8 Q@ — Hom(V™,Q) .




CHAPITRE 11

STRUCTURE DE grad(ﬂl(X)) 8 Q-module sur grad(m (X)) 8 0.

IT.1.- PROPOSITION.- Le produit de Whitehead
m @ xw (X > o7 (X)

@ , £ > [o,f]

induit une application

1 n
G. A1 X G, ,.n > G, ., n
1/Gi+1 J/Gj+l 1+J/Gi+j+l

Démons thation :

On démontre cette proposition par récurrence sur i :
. . 1 n
Pour 1 =1, solent O et we€G et feG., on a

1 i
[w,f] € G?+l et [o,w] € G;. Par 1'identité de Jacobi habituelle de 7 _(X)

nous avons :

Towadd] =+ [E08)d] + [l

12 A . . + N
Les deux E&léments du cOté droit appartilennent & G.+2 donc
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n . . . P .
[Ex,@],f] € Gj+2 et 1'application est bien définie pour i = 1.

Supposons que c'est vrai pour i - 1

1 // n g/ n
G, , /1 XG,/n G, . , /.0
i-1 Gi J/gj+l i+] ]/éi+j

et démontrons pour 1i.

1 1

. n n
Soient O € G1 , w € Gi et f e Gj , on a E»,ﬁ] € Gi+j’

par hypothése de récurrence dans 1l'identité de Jacobi

[lo,w] €] =+ [[w,£],0] + [[£,0],4].

PE -~ . . - n
Les &léments du cOte droit appartiennent & Gi+j+l

le résultat. O

—————

11.3.- PROPOSITION.-

I1 existe une structure d'algébre de Lie graduée sur

sl o (T, (X)) 8 @

ixl
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dslal = Jal - 1), o] = degré de @

avec le crochet de Samelson

s a,s718) = -1y lol=1g71 [@,8] .



CHAPITRE 111

ETUDE DANS LE CAS UNIVERSEL DE L'ESPACE s' V s,

S1 Vs™ n'est pas un espace nilpotent, car 1Tn(S1 V’Sn) n'est

pas de dimension finie.

Construisons le n-i8me &tage tronqué de la tour de Postnikov de

cet espace.

1

IT1I.1.- Notons T0 = 5" x 8" et construisons l'espace T image réciproque

1,
du fibré universel de base K(@,n+l1) et 1l'application classifiante

-~

ao € [Sl X Sn,K(Q,n+I)] correspondant 3 la classe fondamentale de

Hn+l(Slx Sn,Q).

Soientr w e 1rl(s1 x sn) et f0 € Trn(sI x sn). La fibration

principale

K(Q,n) — Tl - TO

est une fibration totalement transgressive et on a le diagramme commutatif

suivant :




K(Q,n) ————— K(Q,n)

-+ PK(Q,n+1)

—r S v s®

\ \a

-~ K(®,n+1)

A2

m désigne le produit de Whitehead universel.

relévent en w' et f'. Ew,f]
(o] (o]

1 ] P P I
To et Eb ,fé] représente un élé&ment de ﬂn(Tl).

LEMME TT1.7.-

La classe de f, = Eb’,f'] est non nulle dans
1 o)

Démonstration : _ .

w et f se
o

est la classe d'homotopie nulle dans

Tl'

Supposons que [@',f;] N 0O dans Tl’ donc elle se factorise

ad travers TO

= 1 v
SO(wvfo) wvfo.

: 1l existe une application s : To - T1 tel que

On a P os o (wyv fo) =W v f0 s C'est-a-dire que s est

une section. Donc la fibration T1 +-T0 est triviale.

o, est homotope & zé&ro, ce qui est absurde.

Par conséquent,
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LEMME TIT.2.-

La classe de E»',flj est nulle dans T,.

Demonstration :

La suite exacte d'homotopie de la fibration

P
J 1
K(®,n) > T1 > T0

est une suite exacte de ﬂl(Tl)—modules (cf. [i]).

Ty

Trn(K(Q,n)) — Trn(Tl) —_ nn(To) —> 0

fl € nn(Tl) est un élément qui provient de ﬂn(K(Q,n)),

puisque P # (fl) = 0. ﬂl(Tl) = ﬂl(To) opére trivialement sur

ﬂn(K(Q,n)) donc opére trivialement sur Im J#, car la suite exacte

est ﬂl(Tl)—module donc Eb,fi] v 0. O

On continue la construction de Tp - Tp-l en utilisant les deux

lemmes III.1 et II1.2 et on a ﬂ](Tp) = {w} et ﬂn(Tp) = {fo,f ,...,fp}

1

]

avec fp [@,fp_lj et fp nul dans T Le modéle minimal de To

p-1’
est {x,y, dx =0, dy = 0} et le moddle minimal de T, est

{x,y,tl,dx =0, dy = 0, dtl = xy}, d'aprds le lemme I.14, on a

* * X
T(tl) = X Xy ol
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*
G

2 HnH(K(ﬂz,nH),Q) — Hnﬂ(sl x S, Q)

T : H'(K(Q,n),Q) ——

0 est la transgression dans la fibration standard qui cerrespond

au connectant de la suite exacte d'homotopie de cette fibration.

LEMME TIT.3.-

n n n
On a <<t ,f > = (-1) ou J#(fl)

5 f1 = [w',f(';l.

Demonstration :

On a le diagramme commutatif suivant

K(Qn) ————— K(Q:n)

4

s — § vVvS§ W 'I'1 - PRK(Q,n+1)
0 - -
W
"f pl
° L o }
gl s> sl x " — 2 k(g,nt])

=2

La classe de P, O [w',fc')] = [w,fc:] est nul dans S1 X Sn, et,

par conséquent homotope 3 une application constante.
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Donc on peut envoyer _Sl v s" sur le point base de S1 xS" et considérer

1'application suivante :

n+l _n
Hl H (E ,S ) — (K(an"'l)s*()
n+] . v ~ N
E + K(Q,n+!) est la composée ao o ol iy est une
application qui envoie s™ le bord de En+1 sur le point base de S1 x g™

et envoie l'intérieur d'une facon identique.

L'application H, définit la classe fondamentale de ﬂn+l(K(Q,n+l)).

1

Dans la suite exacte d'homotopie de la fibration standard

Tri(K(Q’n)) —_— TTi(PK(Q’n"'l)) — ﬂi(PK(Q,n"'l),K(Qan)) “i+ ﬂi_l(K(Q’n))

T, (K(@yn)) — 7, (PR(Q,n+1)) — 7, R(@n+1)) ——— 7. (K(Q,n)

n
L'application connectant envoie H1 sur la classe de fl,
. Ny -
élément de Wn(K(Q,n)), donc la classe de f1 est la classe fondamentale

de ﬂn(K(Q’n))-

"
Par cons&quent, on a T*(X*Xy*) = h([fl]) ol T est la trans-—

gression en homologie et X, Xy, est la classe fondamentale de Hn”(sl X Sn,Q).

On a

v * v

<<t f1>> <tl’h(fl)>
*

= <t1 ’T* (X*Xy*) >
*

= <Tt1,x¥xy*>
* %

= <X Xy ,x¥xy*>

n

= (-1)




d'oti le lemme. 0O

LEMME T111.4.-

f\l .
On a <<ti’f >> = Q, i>1 et <Ky,
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Hhe

>>

Demonstration :

t, est le nouveau générateur de 77(Ti)

M) e Aty

-

qui provient de la fibre de T, et f. ne se reld@ve pas 3 cette fibre

(cf. Lemme III.2).

De méme,

1

y ne provient pas de la fibre de

T

1" o



CHAPITRE 1V

DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit 47 le modé&le minimal de X. ’77 = AV.

Il existe une base homogéne de V 1ndexée par un ensemble bien

| ol ges
ordonné S tel que dva appartient 3 1'algébre engendrée par vB avec

B < a.

n o . P P
Notons {Va}aes le systéme de générateurs donné oli n désigne

le degré des générateurs.

Le théoréme &noncé dans l'introduction est &quivalent au théoréme

suivant par dualité.

Hom ﬂ*(X) ® @,9) est un espace vectoriel gradué
avec la graduation, des degrés des groupes d'homotopie et V = & v
n>]

est un espace vectoriel gradué avec les degrés des générateurs.

THEOREME 1. -
Le diagramme suivant commute dans la catégorie des espaces

gradués.
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d
v 2 >V 8 V
lw 8y
Hom (T, (X)8Q, @) 8Hom(T, (X)8Q, @)
6
Hom(m, (X)8Q,Q) ——  Hom(7_ (X)8¢8T_(X)8Q,Q)

Dans 1'énoncé du théoréme 1, 1'application d, est la partie

2

quadratique de la différentielle d.

On note V 8 V, 1l'algébre symétrique, qui est isomorphe, en
tant qu'espace vectoriel gradué a la sous-algébre de 47 engendrée
par les mots de longueur deux : F2(77)/3 ol FP(77) désigne
F (17)
1'idéal de 47‘= AV  engendré par les mots en V de longueur supérieure

ou égale 3 p.

® est l'isomorphisme canonique définit par

NP gw+g(MEW si (p,q) = (m,n)
O(f vg)v vw) =

0 sinon

fe Hom(ﬂp(X) 8 Q,9) g € Hom(ﬂq(X) 8 Q,Q)

v € nm(X) 8 qQ w € 1Tn(X) 8 Q.
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Démonstrhation :

Soient £, € grad ﬂl(X) 8 Q@ et f

| € grad ﬂn(X) 8 Q@

2

et vY un générateur de degré n. On démontre que

(Y 8 V) (d,yv ) () @ £) = <<vY,[fl,f2’_]>> . (1)

On a le diagramme commutatif suivant :

f
Sl ﬁl\
f. v f
st v g? L2,
Sn fz

I1 suffit de construire O tel que le diagramme

(1) Sl v g" e 477 commyte

ol F1 et F2 sont les morphismes au niveau des modéles associés &
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CONSTRUCTION DE ©

Soit I( )
/721 v Sn

n. On remarque que 1(77 )1 est engendré par e
S1 v S

n . P <
< 1l'espace vectoriel des générateurs de degré

1 tel que

del =0 et I( 1 n)a =0 , pour 1 <o <n et 1(471 n)n
775 v S S v S§

est engendré par I = {en,t oot 5e..l) avec de =0,

1

dtp = eltp-l"'

1°) On définit © : V! » 1(07 1 n)‘.
sl vs

1 1
Par O(v) = a.e avec a = <<y ,f1>>.

Pour v%, 1 <q<n O(vq) = 0.

On construit © par récurrence. Supposons que l'on a construit

( OB)B<G . Be€ S, 1'ensemble d'indice de base de V.
Pour définir @a+1(v§+1), on remarque qu'il faut avoir
n _ n
d( @a+l(vu+l)) = Oa(dva+l)'
On a
dv3+1 = z c B“v1 vg + c 8 v- _vZ
Beyga 0 Y r,s#(l,n) Y Y
Y, B<a
n _ 1 n
6,(dvy, ) = ) <8 0,(v )0, (vp).

Y,B
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D'autre part, @a+1 peut s'exprimer comme suit :

’oc+1(vg+1) = izl a;+l €+ a;+l e .
Oa+] est parfaitement déterminé si on connait les a§+1 et ag+i,
Or dOa+1(vg+l) = igl a;+l el ti—l et on a
0, (%) = <<l £ >ve, 0,(v) = g ag t, + ag e,
donc @a(dv§+1) = g Q,Bza <\ .8 aé<<v\1{,fl>>e1 t,

o] 1
+ z c a <<v_,f >>e_ .e
Y,B<a YsB 8 vl 1 ™n
_ n g i
d a+1(va+1) 2 Bo+1 © tl—l
d'ot a;+l = ) e a _]<<v1,f >>

Ainsi 6a+ est bien défini.
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2°) © é&tant un morphisme d'algé&bre. On a l'écriture de O(VY)

en somme fini pour v de degré =n :

O(vy) = ae + a]t1 + iZ] alti
de = a,BZY K&:g V;vg + a’g<Y K;:% v; v% + F.
(i,i)#(1,n)
Calculons le cOte gauche de 1'égalité (1)
o(¥8Y) (d, (VY))(flefz) = OEB Ké:rB‘E—l)n<<v;,fl>><<vg,f2>> + <<v§,f1>><<v;,f2>g1, (2)

On remarque que

G(¥(v)) YD (F8E) =0 (i, # (Ln).

a! B)

Ion 1l'expression du cdte droit de 1'égalité (2)
bl

Notons v(A

ol A?’E est la matrice
b

‘ 1 1
<<vu’fl>> <<v&,f2>>

n n
<<VB’fl>> <<V8’f2>>

on a donc

1,n
(Y 8 ¥)(d,v, ) (£,0f,) = ) K

0,8
J, Ker e 3

Donc pour avoir 1'égalité (1), il faut démontrer que
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= l,n s B
<<Vy’Bl’f2]>> a,BZY KOL,BV(AI,H) . %)

On remarque que [fl,fé] = (f1 v f2) o [}l’ié]'

Ieci f1 € WI(X) et f2 € Wn(X), [;l,lﬁj le produit de Whitehead universel,

Donc 1'égalité (4) est &quivalente 3

.. 1, B
<<@Vy’[ll’ln] >> = N Ka,rBl v(a® 0 (5)

3°) On se propose d'tablir 1'égalité (5)

Ov

ae +at + ) a.t
on Py
1>1

<<@Vy’[1l’iﬁ]>> ao<<en,[§l,i;]>> + a]<<t1’[i1’iéj>> + ) aa<<ta’[}1’iﬁj>>'

i>1
D'aprés les lemmes III.3 et III.4, on a

. . n
<<®vY,[1l,1n]>> = (-D7a,

On va calculer le coefficient a dans les expressions

dov. = QOdv
Y Y
dovy = ajepe, * .Zl 21151
oav = J k! 8 B(v,) O(vp) + } 0Lﬁe<v>e<vJ) + o(F).

% Bey o, B<y

(1,1)#(1,n)
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Les seuls termes qui risquent de contenir le générateur

l,n 1 n
est ] RS Gy Blv,)s
a,B<y X e 3

Le diagramme I étant commutatif, on a
| 1
O(Vd) = <<y ,f >>e

1 1

n L
O(VB) = <<y ,f2>>en

Yomo o1 n
donc a, = z Ka,8<<v ,f1>><<v ,f2>>

a, B<Y :
et, par conséquent

(-l)na1

H
I~
Wﬂ—‘
™5
<
~
b
.
-7 o
N’

e <<evy’[il’ig]>> = <<vY i [El,fé]>>.

En comparant avec l1'égalité (3), on a la commutativité de

diagramme du théoréme 1

o(¥8Y) (d,v. ) (£ 6f)) = <<vY,[f1,f2]>>

e

e

I n
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La théorie de Sullivan affirme 1l'existence d'une équivalence entre

la catégorie homotopique T, des espaces rationnelles et la catégorie

Q

homotopique (M-ADGC) des Q—algébfes différentielles graduée commutaw

Q

tives (mod&les minimaux)

TQ S (M—ADGC)Q.

Dans ce travail, nous démontrons que le produit de Whitehead se lit

par la partie quadratique de la différentielle de 47X et plus préci-

sément : il existe un 1somorphlsme entre 1'algébre de L1e graduée V

(dual des générateurs indécomposables de 77 induit par d) et
Q

4 algebre de Lie U (X ) induit par le produit de Whitehead.

; MOTS CLES :  Modele minimal, homotopie nationnelle,
algebre de Lie, espace nilpotent,
produit de Whitehead.




