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INTRODUCTION

Dans ce travail, on s'intéresse au calcul des groupes de K-théorie
réelle des H-espaces finis, simplement connexes, engendré par les éléments
primitifs, de rang 2 et, dans le cas sans torsion, de rang 3. Pour ces cas,
la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch et la suite exacte de Bott reliant
la K-théorie complexe 3 la K-théorie réelle nous permet de décrire la
structure additive de KO*. L'étude des opérations d'Adams sur KO(X)
lorsque X est un H-espace de type (3,5,7) nous donne certains renseignements
sur 1l'application d'attachement de la cellule de dimension 12 dans le cas

oi X est une SU(3)-fibration principale de base $7.

En utilisant toujours les mémes techniques et en connaissant peu
de différentielles de la suite spectrale, on &étudie le cas plus général des
H-espaces sans torsion de méme type que le groupe de Lie SU(n). Aussi,

est le groupe de Lie exceptionnel

on calcule le groupe KO(F4) ol F4

de rang 4.

D'autre part, on vérifie que le groupe KO(X) ne contient pas
d'éléments primitifs lorsque X est 1'un des H-espaces précités. Par contre,
lorsque X est l'un des espaces projectifs PR(3) ou PR(7), 1'étude de
l'existence d'éléments primitifs dans KO(X) nous am@ne & nous servir de
la construction du plan projectif associé 3 un H-espace. Nous montrons
alors que KF(PR(3)) (F =U ou O0) ne posséde pas des éléments primitifs,
mais 1'8lément d'ordre 2 de KF(PR(7)) est primitif. Par ailleurs, on

montre de manidre générale que 1'existence d'éléments primitifs dans KF(PR(7))
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est indépendante de la multiplication choisi sur PR(7).

Ce travail est organisé comme suit : dans le chapitre O, nous
rappelons les techniques utilisés (suite exacte de Bott, suite spectrale
d'Atiyah-Hirzebruch). Dans le chapitre I, on étudie la K-théorie réelle
des H-espaces finis de rang 2 et 3. Nous terminons ce chapitre par 1'étude
des opérations d'Adams sur KO(X) lorsque X est un H-espace de type
(3,5,7). Dans le chapitre II, on &tudie la K-théorie réelle des H-espaces
de méme type que SU(n). Dans le chapitre III, on &tudie la K-théorie
réelle de certains H-espaces dont la cohomologie entiére contient de la
torsion, plus précisément, les H-espaces de type (3,11) et le groupe de
Lie exceptionnel F4. Enfin, dans le chapitre IV, on &tudie 1'existence
d'éléments primitifs dans 1'anneau KF(PR(i)) pour i =3 et 7

(F = U ou 0).




CHAPITRE 0 - SUITE EXACTE DE BOTT ET SUITE SPECTRALE
D'ATIYAH-HIRZEBRUCH.

1, 2.- L'ameau KF (5°)
3 - La suite spectrale de Bott
4 - La suite spectrale d'Atiyah-Hirnzebruch

CHAPITRE T - LES GROUPES ﬁb—i(x) DES H—ESPACES SANS TORSTION
DE RANG 2 ET 3.

Les neésultats

Le type (3,5)

- H-espaces de type (3,5,7)

- H-espaces de type (3,3,5)

H-espaces de type (3,7)

- H-espaces de type (3,7,117)
- H-espaces de type (3,3,7)

- H-espaces de type (3,7,7)

Operations d'Adams sur éb(x) pour X de
Zype (3,5,7)
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CHAPITRE 11 - K-THEORIE REELLE DES H-ESPACES DE MEME TYPE

QUE SU(n).
1 - H-espaces de type (3,5,...,2n+1)
2 - H-espaces de type (3,5,7,9)

CHAPITRE 11T - KO-THEORIE DE CERTAINS H-ESPACES AVEC TORSTION.

1 - H-espaces de type (3,11)
AY;
2 - Le groupe KO(F4)




CHAPITRE IV - EXISTENCE D'ELEMENTS PRIMITIFS DANS LA K-THEORIE
DE PR(3) ET PR(7).

Introduction
Plan projectif associ 4 un H-espace
Le cas PR(3)
Le cas PR(7)
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CHAPITRE 0

‘ SUITE EXACTE DE BOTT ET SUITE SPECTRALE D'ATIYAH-HIRZEBRUCH

Rappelons quelques propriétés €lémentaires de la K-théorie

topologﬂ?hges CW-complexes finis.

V]
0.1. - L'anneau KU (8°).

- LV
On a KU 1(So) =0 et KU 2(So) = KU(SZ) = Z dont un générateur

: est la classe stable du fibré de Hopf, [n - 1 avec la relation
- 2 . . . . . ' .
(Uﬂ -~ 1) = 0. La multiplication par Dﬂ - 1 1induit 1'isomorphisme de
periodicits B : KUT(X) ~ Ku' 2 (x) (3.

V]
0.2. - L'anneau KO*(SO).

Cet anneau est engendré par 4 éléments, 1, e e4 et e8 avec

Y -1, 0 . 3 2 .
e, € KO "(8) et les relations 2el = 0, e = o, e, = 4e8. La multi-
. . . . 'e . e ae e . N =] v -i-8
plication par e induit 1'isomorphisme de périodicité KO "(X) - KO x).

8

La structure additive est décrite dans le tableau suivant

(Voir [6])




0.3. - La suwite exacte de Bott.

Nous avons la suite exacte suivante diie a Bott

|
SRR 7 R . DR o IR e T e |

ol c est le morphisme de complexification, r celui de réélification et
d une certaine opération de cohomologie Bﬂ. Rappelons que r n'est pas

un morphisme d'anneaux.

n
Lemme 0.3.71.- Soit X un CW-complexe fini pour lequel KU*(X)
Y
est sans torsion. Alors le sous-groupe de torsion de KO*(X) est forcément

de la forme (ZZ)S (s 20) ;3 il est égal 3 Imd (s =0 si d =0).

n, ¥ & ~ .
Preuve : Comme KU (X) est sans torsion et rc = 2, on déduit
U . : : :

que KO (X) n'a pas de torsion impaire et ne contient pas d'éléments de

torsion d'ordre strictement supérieur 3 2. Soit maintenant, pour un certain
G"

entier n, x non nul dans KOn(X) avec 2x = 0. Alors c(2x) = 2c¢(x) =0 ;
1

f 4 ,
par conséquent c(x) = 0 et il existe vy € kO™ (X) tel que d(y) = x.

Enfin, puisque rc = 2, les éléments non nuls de Imd ont de la 2-torsion.

0.4. - La suite spectrhale d'Atiyah-Hinzebruch.

n
Soit X un CW-complexe fini. A 1l'anneau gradué KF*(X)

(F=U ou 0), muni de la filtration naturelle

FPRF(X) = Ker (RF™(X) —— %Fn(xp_l))

1
oi 1i° est le morphisme induit par 1'inclusion canonique 1i = Xp—l S &
du (p-1)-iéme squelette Xp_] dans X, est associ& une suite spectrale

{Er(X)} avec




s ny n,
Eg’q(X) = #HP(x;kFY(s®)) ==> ®KeP 9(x).

Les différentielles de cette suite spectrale sont des opérations
stables de cohomologie et sont des dérivations [}6]. Dans le cas de la

K-théorie complexe, la différentielle d, est donnée par le carré de Steenrod

3
3 . .
Sq . En K-théorie réelle, la différentielle d2 est donnée par les formules
suivantes
-1
dg’Sk = sq”0p : Eg’sk(x) - Wx;z) > E‘z’"“z(x)8k te Hp+2(x;z2)
dg,Sk—l - Sq2 . Eg’Sk_l(X) =’ﬁp(X;Z2) N E12)+2(X)8k—2 =‘hp+2(X;Z2)

-~

. X ‘
oli qu désigne le carré de Steenrod et p : H (X3;Z2) ~ H*(X;Zz) 1'homo-
morphisme de restriction induit par la projection canonique Z 9—22. On a

aussi

dp,8k—2 2 . Ep,8k-2

3 =.808q 3

N E§+2,8k—4(x)

x)
oli § désigne l'opérateur de Bockstein associé 3 la suite exacte

o—+zz—>z—9+zz—+o

(pour les détails voir [4] et EIO]).
Rappelons aussi que 1'on a un isomorphisme
¥ *
ch : KU (X) 8 @ — H (X;Q)

ol ch désigne le caractére de Chern. Si X est sans torsion (c'est-d-dire,
* . . P .

H (X;Z) est sans torsion) alors la suite spectrale en K-théorie complexe
est triviale, c'est-i-dire, toutes les différentielles ds’ s » 2, sont

nulles. Dans le cas de la K-théorie réelle, on a le lemme suivant :




Lemme 0.4.7.- Soit X un CW-complexe fini sans torsion, alors

dans la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en K-th&orie réelle, on a :

(1) dz’q =0 pour s 2 2, q = -2,~4 (mod 8) et p quelconque ;

(ii) dz’Sk =0 pour s 25, s = 1,5 (mod 8) (p et k quelconques).

Démonstration :

(i) Le morphisme de réélification r induit un homomorphisme de
la suite spectrale {'Ez’q(X)} en K-théorie complexe dans la suite spec-
trale {Ez’q(x)} en K-théorie réelle. On va montrer que r induit un
épimorphisme pour q = -2,-4 (mod 8). Pour s = 2, puisque H*(X;Z) est

sans torsion, on a

y "\
e = B (x;2) 8 Kul(s%), b’ 9 = wP(x;2) @ Ko¥(s°) ;
d'ol le morphisme r,=18r: 'Eg’q > Eg’q. Ecrivons la suite exacte

de Bott pour $°

- Cn, g
S s — R0I(s%) — FoT!(s%)

B_\ /
Kud(s®)

Comme KO_3(SO) = KO_S(SO) =0, r est un &pimorphisme pour q = -2
et -4 (mod 8) ; 1il en est donc de méme pour r,. Supposons maintenant
que r_ (pour un certain s % 2) est un épimorphisme dans le diagramme

commutatif suivant :




1
d
'Ep—59q+s.—1 3 'Ep’q 5 ) IEP+S9q_S+1
s s s
s
d
gP~8,>q+s-l 5 gP»d s pPtssq-s+l
s ]

Puisque 'ds =0, on a ds = 0, ce qui entralne que

. txPsq . 15Psq Psq _ P54 - -
Tarl © Bguy Eq T Eger T Eg //;mdz s,q+s-l

est encore un épimorphisme. Comme r, est surjectif pour q = -2, -4 (mod 8),

2

le résultat s'ensuit.

(ii) Le morphisme de complexification ¢ induit un homomorphisme
de la suite spectrale {Ez’q} en K-théorie réelle, dans la suite spectrale

{'Ez’q} en K-théorie complexe. En particulier :

Ep,8k c ,Ep,8k 8,8k-4 c ,Ep,8k—4

— et E —

2 2 2 2
ce sont des monomorphismes. Remarquons aussi que
. -P,8k 1P, 8k—4
C : E5 — E5

Ep,8k(: Ep,8k ot ,Ep,8k—4 - ,Ep,8k—4.

est encore un monomorphisme car 5 5 5 5

1t
—

Supposons maintenant que pour un certain s X 5 et s

ou 5 (mod 8) on ait, pour tout entier p, d'une part

Els),Sk c Ep,8k

, Ep’8k est libre
2 s

c'est-3-dire,

et, d'autre part, dans le diagramme suivant




d

Ep—s,8k+s—l E§’8k 3 Ep+s,8k—s+l
S S
L
1 gP=5 5 8k+s-1 gPs8K dg 1P+, 8k=s+1
S s S

¢ est un monomorphisme. Alors, puisque 'dS = 0, dS = 0. Il s'ensuit que

5 (mod 8)) est

Ep’8k m=3 si s=1 (mod 8 ou m=4 si s

s+m
p,8k
E2 .

pour s = 5 (mod 8) les différentielles d§:§s+2),8k+3+1

encore un sous-groupe de En effet, il suffit de remarquer que

p-(s5+3) ,8k+s+2
et ds+3

sont nulles car elles partent de groupes de torsion et aboutissent & un

groupe libre. Le lemme en résulte.

La partie (ii) de ce lemme est, en fait, un cas particulier de la

propriété plus générale suivante :

Proposition 0.4.2.- Soit X un CW-complexe fini. Alors pour tout

.

0N, -
rang KO n(X) = rang 2 ﬁp(X;Z) .
pzl

p+n=0, 4 (mod8)

Démonstrhation : Puisque KU*(X) ® @ = H*(X;Q) il résulte que les

éléments d'ordre infini des termes EP’? de 1a suite spectrale en K-théorie
r p

-~

. . . - . = +r-

complexe n'appartiennent i 1'image d'aucune différentielle dg TLqrr l,

pour tout r 3 2. En passant en K-théorie réelle a 1'aide de la complexifi-
. v -i Yy -i . . . .

cation c¢ : KO 1(So) -+ KU 1(SO) qui est un isomorphisme pour 1 = 0 et un

monomorphisme pour i = 4, on dé&duit qu'il en est de méme pour les &l&ments

d'ordre infini des termes Eg’q, q =0 ou 4 (mod 8), r 3 2, de la suite




spectrale en K-théorie réelle. Comme

- AT 1] P,—Pp—n ~ .. P
olt G¥KO (X) = ® E (X) est le groupe gradué associé, la proposition

en résulte.

P

n, —
rang KO n(X) = rang G

*

n
KO

-0

X)




CHAPITRE 1

LES GROUPES Eo_i(x) DES H-ESPACES X SANS TORSION DE RANG Z ET 3.

I.7. - Les nesultats.

On sait ([15]) que les H-espaces finis simplement connexes,

engendré par les éléments primitifs, de rang 2 qui peuvent avoir un type

d'homotopie distinct de celui d'un produit de sphéres sont de type (3,5)

ou (3,7). De méme, la classification pour le rang 3 conduit ([kﬂ . [Hﬂ)

aux types (3,5,7), (3,3,5), (3,3,7), (3,7,7) et (3,7,11). Dans ce chapitre,

nous démontrons les deux résultats suivants

Theoneme 1.1.1.- Soit X

un H-espace fini simplement connexe

N i
sans torsion de type (3,5), (3,5,7) ou (3,3,5). Alors les groupes KO l(X)

sont donnés par le tableau suivant :

type de i 0 1 2 3 4 5 6 7
(3,5) Z Z@Zz Zz VA Z Z (0] Z
(3,5,7) Z(z) (3)@2 l®Z§3) Z@Zéz) Z(z) Z(B) Z Z
(3,3,5) z® (3) gz zez, z A IFAC) zezéz) zgzéz)




(3,7,11) ou (3,7,7). Alors les groupes %o'l(x) sont donnés par

Théeoneme 1.1.2.- Soit X

comme en I.1.1. mais de type (3,7), (3,3,7),

le tableau

sulvant :
i

type de X g . 2 * « ! ¢ ;
(3,7) k z(2) zez, z, 0 PAG zoz,, zéz)
£3:3;17)

o1, ; z(z) 2(3) Z(B)Q)Zz zez(z) z(z) .z(3)63z2 2(3)M§2) zazgl’)
(3,7,11) #

3,7,7) | 2 | 2Pz z(B’)@zz(z) mzf’) z, z3 z(”azz zez(23)

1.2.. Le Luype (3,5].

On sait qu'un H-espace

X de type (3,5) sans torsion a le méme

type d'homotopie que le groupe de Lie

avec la relation

Sq2x

3

SU(3). On a

#
H (X;Zz) = A(x3,x5)

caractérisation des différentielles

Hirzebruch, décrite en 0.4,

E

Remarquons que

Lemme 1.2.1.- La différentielle d3’

I1 résulte alors trivialement de la

de la suite spectrale d'Atiyah-

= X5. [}Cﬂ.
d2
que
5,8k~1 % 5,8k—2 e 3,8k-1
3 Lok Pa

= 0.

* * fe s L !
5 om0 (5. A i e 5 (X;ZZ) est ici un épimorphisme.

5,8k

est nulle.
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Preuve : Soit p : X > $5 la projection canonique de la fibration
$3 - X > SS. I1 est clair que p induit un isomorphisme en cohomologie

en dimension 5. On a alors le diagramme commutatif

: d
H5(X;Z) - E5’8k(X) 3 E8,8k-—2 - H8(X;Z )
3 3 2
*
=l P
0 (s”52) = %) ————— 5776 -0
qul montre que d3 = 0.

Les différentielles dg’q pour q = 0 et =4 (mod 8) &tant
nulles d'aprés (0.4.1), la machinerie habituelle des suites spectrales

permet d'obtenir directement les groupes ko"l(x) annoncés en I.1.1. sauf

k0—7(X).' Pour ce dernier, on a

N =7 . =3,-10 5,-12 _
G¥KO (X) = E2 ® E2 = ZZ ® Z.

Ecrivons la suilte exacte de Bott

— n, — Ny -
veh — B 4 R S W) — ...

. N - * } P
Puisque KO 6(X) =0 et KU (X) est sans torsion, on déduilt

N -
que KO 7(X) ~ 7.

Remarque 1.2.72.- On a la cofibration suivante :

e —- x 2 g8

ol X5 = $3t,)e5 est le 5-igme squelette de X. On déduit alors aisément
o

n n,
que p! : KO($8) -+ KO(X) est un isomorphisme ; de méme, pour




_11_

1) ¢ 1% > Y.

1.3.- H-espaces de Lype (3,5,7).

La cohomologie d'un H-espace fini X sans torsion de type (3,5,7)

est donnée par

* *
H (X;2) = AZ(h3,h5,h7), H (X;Zz) = A(x3,x5,x7)

ol x, = p(hi), 1=:3:5.7.

De plus, selon [20] §UMOR A

= qux = 0.

qux = X et qux 7

3 5 5

Ainsi, i1l résulte trivialement de la caractérisation de dg’q

et de la formule de Cartan que pour tout k € Z.

Eg’sk_l =0 pour p=3,5,10 et 12,
Eg,Sk—Z =0 pour p = 5 et 12.

Lemme 1.3.1.- Les différentielles dp’8k sont nulles pour p = 5,7

3
et 12,

Preuve : Puisque les différentielles sont des dérivations, on a

5

12,8k
g 3

3

7,8k

3 )

_ 45,8k
(hoh,) = d3*° (b )h, + heds™" (hy

1,8k

5 = Hi(X;Z) (i =5,7).

ot hi e E
i

5,8k _
3

de 57 avec comme fibre un espace ayant le méme type d'homotopie que SU(3),

Montrons d'abord que d 0. Selon [lé], X se fibre au-dessus

soit

S ) M e B b
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Il est clair que 1 induit des isomorphismes en cohomologie en
. . . ¥ % * . ,
dimension 3 et 5. Puisque i : H (X) -~ H (F) est un homomorphisme d'anneaux,

on aura aussi un isomorphisme en dimension 8. D'oll le diagramme commutatif

d -
£58K () 3 5898K2 gy
3 3
* L ¥
(1 (1
ld3
E§’8k(F) - Eg’gk-z(F).

or 'd3 =0 d'aprés I.2.1., donc d, = O.
7,8k

Pour d3 ,

on procéde de la méme maniére en remarquant que

7 . . . . . . .
p:X~—>8 induit un isomorphisme en cohomologle en dimension 7.

5,8k

10 sont nulles.

Proposition 1.3.2.- Les différentielles d

Démonsthation : Soit Y : X x X > X wune multiplication sur X

pour laquelle les générateurs h3, h5 et h7 sont primitifs. Comme les

différentielles sont des opérations stables de cohomologie, 1l'image d'un

primitif est primitif modulo 1'ind&termination sur X X X. Nous devons

15,8k~1

10 (XxX). On a

donc calculer E

2 2
E;3’8k(XxX) Sq op Eé5,8k I(XXX) Sq E;7’8k 2(XXX)

S 2( x.8x.) = § 2(x Bx_) = x_Bx
q AXgx,0%, q WXg%, 850 = X5y %5

2 2
Sq (x3@x5x7) Sq (x5®x3x7) = x5@x5x7

2 _ 2 2 _ 2 -
Sq (x3x5x7®1) = Sq (1@x3x5x7) Sq (x3x5®x7) = Sq (x78x3x5) 0

et qu(x3®x3x7) = x5®x3x7 + x38x5x7

2
Sq (x3x78x3) = x5x7@x3 + x3x7®x5.




_13..

E15,8k—l

3 (X<X) est engendré par les éléments

I1 s'ensuit que

suivants :

x3x5x781, 18X3X5x7, x3x5@x7 et x78x3x5.
-
. ' 6,8k~1

Remarquons aussi que l'on a E3 (XxX) =0 car
qu(x3®x3) = x3®x5 + x5®x3. On vérifie maintenant aisdment, grice au
lemme 0.4.1. et pour des raisons de dimension, que Eig’8k_l(XXX) = E;S’Sk_l(XXX).
De méme, on a

5,8k 5,8k 5,8k, _ 5,8k
EIO (XxX) = E2 (XxX) et EIO (X) = E2 x).

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

d

5. .. _ 5,8k 10 15,8k=9 ,_. _ 15,
B (X32) = E))7 (%) > Ejg (X) = B~ (X;Z,) )
* * |
H H
HB(XXX;Z) = E5’8k(XXX) e E15’8k—9(XXX)
10 10
. B 15,8k-9
Si d10 # O alors le(hS) = XXX Or, sur E10 , on a

*
u (x3x5x7) = x3x5x7@1 + l®x3x5x7 + x3x58x7 + x7@x3x5

ce qui entraine que le(hS) ne serait pas primitif : par conséquent d10 =0

C.Q.F.D.

Moyennant (0.4.1), on voit que toutes les autres différentielles -

. . vy =i
sont nulles, ce qui nous permet maintenant de calculer les groupes KO ~(X).

Lemme 1.3.3.- KO(X) = Z @ Z.



- 14 -

Preuve : On vérifie que

¢ o) = Ez’_B(X) e 9% 0> 2x)2202, 02

© 0 2

et

E;O,—‘)

i
G;ko (X/X,) = (X/X,) =0

n,

oll X, est le 7-iéme squelette de X. Il s'ensuit que KOI(X/X7) =0 et,
n,

en se servant de la suite exacte de Bott (0.3), on a KO(X/X7) =7 8 Z

. N\ . a . .
Remarquons malntenant que KO(X7) = 0 ce qui entraine que la projection

canonique p : X »> X/X7 induit un &pimorphisme
ry
p! ?o(x/x7) — > RO(X)
d'oll le résultat.

Lemme 1.3.4.- ko_l(x) 2ZHLOLZOLZ,

o, Ny -
Preuve : Il suffit de v8rifier que 1'opération d : KO(X) - KO 1(X)

n'est pas nulle puisque

-
G*KO 1(X) = Z 07 6 ZZ e Z.

D'une part, de la suite exacte de la paire (X’XS)’ on voit que
Y 0y . . 1 '
i': KOX) ~ KO(XS) est un épimorphisme car %o (X/X8) =0 ; d'autre

N, -
part, G_KO 1(X8) = Z ®Z ® Z_, ce qul montre que

2
-1
%o (X) 22 6282,

Le diagramme commutatif

%0 (x) » K0 (X)

3 3

AY] n, —
Ko(xg) ————— KO (Xg)
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permet alors de voir que d # O.

C.Q.F.D.
Ny =2
Lemme 1.3.5.- KO "(X) =z Z @Zz@zzezz.
Preuve : Montrons d'abord que l'inclusion canonique i : X8 + X
1 - N~ ) n, "Pai
induit un Spimorphisme i° : K0 ' (X) - KO 1(x8). Soit ch : RU(X) - H 2T (x;q)

" oy .
le caractére de Chern. Comme KU(X) et KU(X/XS) sont sans torsion, on a

le diagramme commutatif suivant :

KU (x/%,) P s RUE)
ch ch
*
av) 3 V) 3
BT (x/%g50) —t . WP

. : . Y
qui montre que p  est un monomorphisme. Remarquons que KO(X/XB) z Z car

kol(x/xs) =0, d'od le diagramme

%o(x/xs) P %0(x)
C (o4
Ku(x/xg) > Ru(x)

. ' A a ) .
I1 s'ensuit que p KO(X/XS) -+ KO(X) est aussi un monomorphisme. Par

1 o — N - . . -
conséquent : i~ : KO 1(X) + KO 1(X8) est bien un épimorphisme d'aprés la

suite exacte de la pair (X,X8). Maintenant, on v8rifie que

v ~1 L o15,-16 -
G, KO (x/xS) x E (X/XB) z Z,
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E8

N, =2 7,-9 ,-10 .
GRO “(Xg) = B (X)) O E (Xg) 22,02

29

— Ny e
donc ko l(X/X8) z Z et KO 2(X Yz2Z, 0 Z d'aprés (0.3.1). Enfin, le

8 2 2

diagramme commutatif

ny, = -

KO 1(x) S l(X8)
d

o o ! " o
Ko < (X) = >~ Ko (Xg)

0N, -
montre qu'il existe x et y dans KO 2(X) tels que 2x =2y =0 et X # y.

D'autre part, comme E;S’_17(X) =1 Z2 et E;O’_IZ(X) = Z, on voit que
! o -2 < . Ny =2
Ker i = FKO "X) 2Z ® Zz. Par consdquent, la 2-torsion de KO "(X) est
isomorphe 3 Zz 8 ZZ ® Zz.
C.Q.F.D.

AV
Pour calculer KO 3(X), on vérifie que

-3, 5,-8 _7,-10 . _15,-18 _
G KO “(X) = E°T @ E_ ®E_ =2082,0L,.

N -
D'aprés (0.3.1), on conclut alors directement que KO 3(X) = A ZZ ® Zz.

Ny ~1 s P -
Pour KO 1(X), lorsque i = 4,5 et 6, le lecteur vérifiera aisément les résul-

tats en &crivant les gradués associés respectifs.
Ny e
Lomme 1.3.6.- Ko '(X) = .

Preuve ¢ On a

5,-

[eed

Vv oo -
G*KO 7(X) = Ei’ 10(X) ® E 12(X) = Z2 e Z.

- . . N - N~
I1 s'ensuit que ngo 7(X) = 0, c'est~3-dire, 1  : KO 7(X) -+ KO 7(X8)




_17_

t
O

. . N -6 ' N -6
est un monomorphisme. D'autre part, G*KO (X8) = 0, donc KO (X8) =
Alors, en écrivant la suite exacte de Bott pour le 8-i&me squelette X

de X, le résultat annoncé s'ensuit.

1.4.- H-espaces de type (3,3,5).

Soit X un H-espace fini sans torsion de type (3,3,5). On a

X <. = '
H (X,ZZ) A(x3,x3,x5).

De plus, selon [?Q], il existe un él&ment primitif dans H3(X;Z2),

tel que Sq2x = X_.

soit X 3 5

3,

Lemme T.4.7.- quxé = 0.

Preuve : Selon [)8] X a une structure cellulaire du type
X {s3 x ($3U e5)} U el Ue“.
n B Y
3 3 5 .
Prenons le sous-complexe 8§ X ($ U e ) et soit
4]

P ¢ $3 X ($3 %{ e5) > 83 la projection sur le premier facteur. Le diagramme

commutatif
33 p* 3 3 3 5
H (87;2,) > H (8" x (87 U e )iZ,)
2 n 2
qu qu
0 = H5(83;ZZ) HS(S3 X ($3u eS);izz)
n

*
montre que x. €Imp et donc qux' = 0,

3 3

Ainsi, il résulte trivialement de la caractérisation des diffé-

4P»

rentielles 9

que
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gD 8Kk-1 p3s8k=2 _

3 =0 pour p =5 et 6, 3 0
3,8k-1 _ 8,8k-1 _ 8,8k=2 _
E3 = Zz et E3 E3 = /Zz.
Proposition 1.4.2.- Les différentielles d§’8k sont nulles pour
p =3 et 8.
o . ' 8,8k <
Démons thation : Montrons d'abord que d3 =0 : & cet effet

nous utilisons le théoréme de Browder—Spanier [i] qui affirme qu'un H-espace

fini est S-réductible. Soit la projection canonique

p: X~ x/X7 N (ssv $8) Ue“.

PLY
On a alors le diagramme commutatif :
8 8,8k d3 11,8k-2 11
H(X32) = B> (X) > ByC (X) = H " (Xz,)
* *
P (P
'd

3 11,8k-2

8 oy _ 8,8k = pll .
H (X/x7,z) = E, (x/x7) —— K, (X/x7) H (x/x7,z2)

(remarquons que p;K : H8(X/X7) > H8(X) est un isomorphisme car H7(X7;Z) = 0).

Puisque X est S-réductible, on a

N N
Y € Ker(Z : HIO(XS) > ﬂN+lO(Z X8))

pour un certain entier N. Par conséquent

Py € Ker (s : ﬂ10(88 v 5% N sd vsdyyy.

TN+10
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i = ! i 'd 0.
Or ce dernier noyau est trivial, donc p.Y = 0. 1I1 s'ensult que 3

et donec d, = O.

3 -
Pour d§’8k, remarquons que l'indétermination de cette opération
6,8k-2 6,8k-2 .
de cohomologie sur X X X est nulle, en effet E3’ (XxX) = E2’ (XxX).
. P 3,8k _
Les &léments de E;’Sk(x) étant primitifs, on déduit que d3’ =0 du
fait que x3xé n'est pas primitif. C.QuF.D.

Maintenant le lemme 0.4.]1 montre que toutes les autres différen-
5,8k
3 .

. ,\J -
est aussi nulle comme conséquence du résultat du calcul de KO 2(X).

tielles sont nulles sauf éventuellement d En fait cette derniére

Lemme 1.4.3.- %o‘z(x) 220K, 4 .

Preuve : Remarquons que

6

o]

8

V- - -
G KO 2(X/X5) = E_’ 8(X/X5) ® E_’ IO(X/xs) ~782Z,.

2

N o~
Par conséquent KO 2(X/XS) * 7 8 Z Nous allons maintenant montrer que la

¢

projection p : X ~» X/X5 induit un isomorphisme

1 - -
p Eo 2(x/x5) > %o 2(x).

Yo~ . ! o . . . «
Puisque KO Z(XS) = 0, on déduit que »p est un épimorphisme. Aussi, d'aprés

!
la suite exacte de la paire (X’XS)’ P  est un monomorphisme si et seulement

.o v -3 v -3 o s . .
s1 1" : KO "(X) » KO "(X.) est un épimorphisme. Nous avons le diagramme

5

suivant en KU-théorie
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!

1 )
- i, Y3 Xo? P, KX — ...
LR e KT KU (X/X)
ch v ch

* .
ﬁpair(x/xs;ﬂn 2 0

. . *
Comme X a une seule cellule en dimension 6, p

1 — N, —
AR e R CBRde

est un isomorphisme, donc

5) est un épimorphisme. Notons maintenant que

N -4 _.5,-9 _
G, KO (X)) = E7 T(X) = 0.

Donc %0_4(X5) = 0. On déduit alors la suite exacte de Bott 0.3 que la rééli-

,\J - - v 3 3 3
fication r : KU 3(XS) - %O 3(XS) est un épimorphisme. Enfin, le diagramme

w33 —F— % 3w

RU7 (X)) ——— K0 " (X.)

1
montre que 1 est bien un &pimorphisme.

C.Q.F.D.

v -1 .
Les groupes KO "(X) pour i =0, 3 et 5 se déduisent trivialement

des groupes gradués associés respectives.

lemme T.4.4.- R0 '@x) 2202620 z,.

Preuve : Remarquons que
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v =] 3,8k 8,8k-1 ‘
G*KO (XS) = Ey (X8) ® E, (X8) =Z 0Z 6o Zz
et donc Eb—l(XS) =Z 076 Z2. I1 s'ensuit que 1'opération

n o
diits KO(XS) -+ KO l(X8) n'est pas nulle. Considérons le diagramme commutatif

W !
oy Cedis '1%0(x8) ST '8 W O ST T ]

L

SRR el %o"(xs) MRS

(@)

dont les suites horizontales correspondent 3 la suite exacte associée 3 la

cofibration
Xg B e ol X/Xg " e
- ! ny ny &
Puisque Imp = F9K01(X) = FIIKOI(X) = ELI’Sk 2(X) - 22 et kOI(Sll) = Zz,

1 1
P est un monomorphisme. Il s'ensuit que i’ est un &pimorphisme et

e %O(X) - kO-](X) n'est pas nulle.

CQ.F,D.

Lemme 1.4.5.- %0'4()() ~7Z 0 Z.

Preuve : Puisque X est sans torsion et contient une seule
5 6 !
cellule en dimension 6, le cobord ¢ : H (X5) + H (X/XS) de la suite

exacte de la paire (X’XS) est le morphisme nul. Il en résulte que :

E6

(o]

n

G - 2
6, K0 (/%) 8l (x/x,) = Rer sq” = 0,

et donc %b_3(X/X5) = 0. Ceci entraine, d'aprds la suite exacte de Bott,

que %O—Q(X/XS) ~7Z ® Z. D'autre part, on a vu dans I.4.3. que
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Ny -
KO 4(XS) = (. En utilisant alors la suite exacte en KO-théorie de
. L ! Ny ~4 N =4 _ .
la paire (X’XS)’ on déduit que p : KO (X/XS) + KO "(X) est un épi-

morphisme. D'oli le résultat.

Lemme T.4.6.- %0 ®x) =2z @ £,02,.

Preuve : Dans la démonstration de I.4.4, on a remarqué que

N - - 1 - -
rang KO 4(X/XS) = rang EO 4(X) et que p EO 4(X/XS) - EO 4(X) est un

. . ! . . P
épimorphisme. Donc p est un isomorphisme et on déduit alors que

1 - no—
i’ : KO 5(X) - KO 5(X5) est un épimorphisme. D'autre part, on vérifie que :
-6, . 3,-9 6,12 11,-17 _
G*KO (X) = Eoo o E00 ® Eoo 2 ZZ ®Z o ZZ'

Par conséquent

!
%0 (x) = Rer ®o 0y L1 %0"60(5)) zz02,

n, =
et KO 6(XS) = Zz. Le diagramme suivant permet maintemant de conclure

N N

KO 5(x) ___—_g‘._._..__> KO 6(X)

!

i

N - -

R0 x) ——n R0

Lemme 1.4.7.- qu(x) 2202, 0L,.

N -
Preuve : Dans la preuve de (I.4.5), on a remarqué que KO 6(X5) = ZZ'

De plus, on vérifie aisé@ment que
N - n, -
KO 8(X5) =0 et KO 7(X/X5) 2 Z O Z,.

Le diagramme suivant :




=2 A

1 el N
0 —> Xo 7(X/X5) EBETN. ad v 7(X5) N

o 00 s
s B0 ) — %o 6(xs) Lol

Yu8 (X) = 0

permet alors de conclure. O

Ce dernier lemme achéve donc la démonstration de I.1.1. Nous

abordons maintenant la démonstration de I.1.2.

1.5.- H-espaces de type (3,7).

On sait qu'un H-espace sans torsion de type (3,7) est une $3-
fibration principale au-dessus de $7. Il est muni d'une structure cellu-
laire du type

X n $3 W/ e7\,le10
kw
oli  est un générateur convenablement choisi dans ﬂ6(S7) = z12 et k¥ 2
(mod 4) ; pour plus de détails voir [Hﬂ.

En utilisant le lemme 0.4.1 et le fait que la projection p : X - $7

induit un isomorphisme en cohomologie en dimension 7, on vérifie aisément
que la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en KO-théorie est triviale.

Nous obtenons alors directement les groupes ko"l(x) sauf pour i =2, 6 et 7.

=7
Poudr i KOL (X enia

iy
G*'ko X) 22,02,

O se
D'ol KO 7(X) 2 Z, &z, d"aprés le lemme 0.3.1.
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n - N - ‘- . P
Pour KO 2(X) et KO 6(X), on vérifie aisément, en écrivant les
suites exactes de K-théorie associées 3 la paire (X,X7), que 1l'on a les

diagrammes commutatifs suivants :

- - AV N -
Rl —4 R R ® —— % 0w

- - - N —
Xo 1(x7) — > %o 2(x7) ¥o 5(x7) — X0 6(x7).
On voit donc que dans les deux cas d # O : par conséquent :

R02(x) 2z o r, et %0

n
[\

o Z

Remarque : La projection p : X > X/X7 N SIO induit un isomorphisme
! ny Y . ! Y Y .
p K0($10) + KO(X). Il s'ensuit que J(p°) : J(SIO) > J(X) est aussi

un isomorphisme et donc }(X) = ZZ ([14]).

1.6.- H-espaces de type (3,7,11).

Selon [Hﬂ, un H-espace X sans torsion de type (3,7,11) se
fibre au-dessus de Sll avec comme fibre un espace ayant le méme type
d'homotopie qu'une S3—fibration principale au-dessus de $7. Pour ces

espaces X nous avons la

Proposition 1.6.1.- La suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en

KO-théorie pour X est triviale.

Démonsitrnation : D'aprés (0.4.1), il suffit de montrer que les

différentielles di’q pour q = 0, -1 (mod 8) (r > 2) sont nulles. Remar-—

p,8k
ds

de définition dans le module des &€léments primitifs et leur image dans

quons que pour p = 7 et Il sont nulles car elles ont leur domaine
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celui des &léments décomposables et par conséquent non primitifs car X est

. . . . 18,8k .
sans torsion. Il s'ensuit par dérivation que d3 > est aussi nulle. Pour
4P 8k

11’
ont une indétermination nulle sur X X X. Par conséquent, pour les mémes

raisons que plus haut, elles sont nulles ; de méme pour di?’gk par déri-

p =3 et 7, on vérifie aisdment que ces opérations de cohomologie

vation. Enfin, pour d?éq, q =0, -1 (mod 8), on procéde de la méme

manidre en vérifiant que leur indétermination sur X X X est nulle.

C.Q.F.D.

N i
Le calcul des groupes KO 1(X) pour i =0, 1, 4 et 5 se déduit

aisément de cette dernidre proposition en utilisant (0.3.1).

N -
Lomme 1.6.2.- RO2(X) =Z 062 ®7Z @ z,.

Preuve : On a.

y =2
GKO“(X) zZ,0282Z8L.

N - n -
I1 suffit de montrer que 1'opération d : KO 1(X) + KO 2(X) n'est pas nulle.
A cet effet, en écrivant la suite exacte de la paire (X’XIO)’ on remarque

que 1l'inclusion 1 : X0~ X 1induit un épimorphisme

1 [

1 n -
(Xlo)'

i" : Ko 1(X) > Ko~

. . . v - .
D'autre part, il est aisé& de voir que KO 2(Xlo) = Z ® Z2 en &crivant la

suite exacte de la paire (X ). Nous avons alors le diagramme commutatif

lO’X7

W | d n, =2

KO (X) KO “(X)
3 |

1
ﬁo_l(xlo) d#0 ﬁo_z(xlo)
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n -~ ny -
qui montre que d : KO 1(X) -+ KO 2(X) n'est pas nulle.

C.Q.F.D.
Lemme 1.6.3.- KO >(X) = Z @ z,02,.
Preuve : L'étude du gfadué associé montre que
c;*%’o'?’(x) ~ gL710 g gl4sm17 g 215724 z,02,02.

Montrons d'abord que

1
n — [a VR 2" -
FL%%073(X) = Rer (R0 2 (x) —— o 3(X13)) zz0z,.

1oy -
La suite exacte de la paire (X,X13) implique que p  : KO 3(X/X13)

N -
3(X) est un monomorphisme (il suffit de remarquer que KO 4(X13) = 0),

14y -3 v =3 . :
donc F KO “(X) = KO (X/XIB)' Posons maintenant Y = X/X13 : 1l a une

N~
- KO

structure cellulaire du type
Y v $14\J e18 &Je21.

Soit Y18 = 814\¢3e18 le 18-i2&me squelette de Y. La suite exacte

de KO-théorie associée a la cofibration

14 21

§ —_— Y, — 5§

18

montre que K0_3(Y18) z Zz ; et celle associde 3 la paire (Y,Yls) montre

2 -2

que KO “(Y) = KO (Y18). Ainsi le diagramme commutatif
n =2 d n -3
KO “(Y) - KO ~(Y)
- N o—
%2 ) ——— Ko ()

18
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donne d #0, d'on F %03 zz e z,.

Ecrivons maintenant le diagramme commutatif suivant

%02 x) d > R0 )
! !
il i
d
. I -3
et et e et
Ko™ (X, ,) X0 (X, 5)

75710 Ly ona %0‘3(x13) =7 . Il

. -3
Puisque G¥&0 (X13) 2 E_ 9 5

s'ensuit que d1 est un épimorphisme. D'autre part, ii est aussi un

N, =—
épimorphisme du fait que KO I(X/XIB) = 0, Par conséquent, il existe

1
x € Imd tel que i'(x) # 0. Enfin, comme Ker i’ = Z @ Zz le lemme

est démontré.

Lemme 1.6.4.- ﬁo'G(x) 2Z202020LZ,07%,.

Preuve : De manidre analogue au lemme précédent, il est aisé de
voir qu'on a la suite exacte courte suivante

!
0 —> k0—6(x/x7) 2 k0'6(x) i, Xo 6(X7) — 0,

et le diagramme commutatif

n, =5 d v -6

KO ~(X) - KO " (X)
!
1
ﬁo_S(x7) §0-6(x7)

n, — 1
11 existe donc x € KO 6(X) tel que 2x =0 et 1 (x) #0. Il

; . ! . .
nous suffit maintenant de montrer que Ker i’ contient de la 2-torsion.
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On peut procéder de la maniére suivante : selon rlg] il existe une application

h:X~» Sll qui est un prolongement de la projection canonique

11

e : X”-+X”/X10 UV En 8crivant la suilte exacte associée 3 la cofibration
e 11
%10 X 5
. ! N - ny - .
on déduit que e’ : KO 6($”) - KO 6(X“) est un monomorphisme.

Puisque ho jnve ol j: X,, >X est l'inclusion cellulaire, il s'ensuit

11
6

] N -
($11) - KO 6(X) est aussi un monomorphisme. Enfin, remar-

N -
que h° : KO

quons que pour l'inclusion cellulaire 1 : X7 ~+ X, hoi est homotopiquement

!

. . Yy - . . .
triviale. Comme KO 6($11) =4 Ker i° contient de la 2-torsion.

2’

C.Q.F.D.

n -7 N
Lemme 1.6.5.- KO (X)) 2Z ® ZZ 0 Zz @ Zz 4] Z2 .

Preuve : Remarquons que

n 7
GRO (X ) =2, 02,02, 0¢8,.

- N =7 ~ 1 -~
Par conséquent KO (X18) = Zz 8 Zz ® Zz ® ZZ d'aprés (0.3.1)

. * . . . .
puisque KU (XIS) est sans torsion. Maintenant, la cofibration

X — X — $21

18

induit le diagramme commutatif suivant

- N, - n -
0o — R0 /(s?y — R T(x) — %o 7(X18) — 0
d
Ko 0 (x) — ﬁo"6(x18)

qui nous permet de conclure.
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1.7.- H-espaces de type (3,3,7).

En procédant de la méme manidre que dans la démonstration de la
proposition I.6.1, on vérifie aisément que la suite spectrale d'Atiyah-
Hirzebruch en KO-théorie pour un H-espace X sans torsion de type (3;3,7)
est aussi triviale. Par suite, le calcul des groupes %o"i(x) pour
i=0,1, 4 et 5 se déduit directement des groupes gradués associés res-

pectifs et du lemme 0.3.1.

Lemme 1.7.1.- %’o'z(x) 2ZLOZOLOL,.

Preuve : L'étude de la suite spectrale montre que

6,-8 ® E7,—9

[ee] 00

E10,--12
[o.e]

n, =
G¥KO 2(X) =z E (U] z=Z ®Z, 067 6 L.

2

[AVERE—
Nous devons donc montrer que F7KO 2(X) = Z 07O ZZ'

En écrivant la suite exacte de la paire (X,X6), on vérifie que
! n - A . y -
p  : KO 2(X/X6) + KO 2(X) est un monomorphisme. En effet, G KO 3(X6) x Zz

On en déduit que 1'inclusion cellulaire 1 : X6 » X
. . o . . L Ny -3 Ny =3 . - !
induit un épimorphisme i~ : KO ~(X) - KO (X6), ce qul entralne que p

. . ny - ! . .
est un monomorphisme. Maintenant, comme F7KO 2(X) = Im p, il suffit de

d Ro~3 ) = Z
et donc (X6 x Z,.

montrer que

%o"z(x/x()) 220202,

Posons alors Y = X/X6. Remarquons que Y_ S7 nous avons donc le

7 >

diagramme suivant :

> B0%(Y) —— Ro~ "

> %0 ) ——— %O (%)
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N —

qui montre que d # O. Par conséquent, KO “(Y) 2 Z 6 Z & Zz puisque
N =2

G¥K0 X)zZo0Z O 22.

C.Q.F.D.

Lemme 1.7.2.- ko°3(x) xz02,02,.

Ny -
Preuve : On vérifie aisément que KO 3(X7) = ZZ 0 ZZ,
N — AV
KO 2(X/X7) 2Z 87Z et KO 1(X/X7) = 0, en écrivant les groupes graduées

associés respectifs. Nous avons donc le diagramme commutatif :

AV n =3

%03 (%) ———— ¥o (X.)
d
%o_z(x) —_—s ﬁo'z(x )

qui permet de conclure.

N -1 . .
Le calcul des groupes KO l(X) pour i =6 et 7 s'obtient de la
méme maniére en &crivant le méme type de diagramme qu'en I1.7.2., pour les

paires (X,X3) et (X’XIO) respectivement.

I1.8.- H-espaces de type (3,7,7).

Soit X un H-espace sans torsion de type (3,7,7), alors selon [lé]

X a le méme type d'homotopie que le produit $7 X Ekw (k # 2, 6 et 10),

ol Ekw est 1'espace total d'une $3—fibration principale au-dessus de S7.

v o-i . . . .
Les groupes KO (X) s'obtiennent alors directement de 1'isomorphisme

v o-iL 7 A vo-i vl 7
IKO (8% Ekw) =z KO "(8') & KO (Ekw) ® KO "(8'A Ekw)

en utilisant les résultats du paragraphe I.5. Ceci ach&ve donc la démonstration

du théoréme I.1.2.
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n
Remanrque : La structure d'anneau de KO(X) pour un quelconque
des H-espaces X des théor@mes I.1.1 et I.2.2 se déduit aisément du groupe
. . Y . . 1
gradué associé G¥KO(X). En fait, si x et y sont deux &l&éments quel-

n
conques de KO(X), on a

1.9.- Opérations d'Adams sur Ro(x) pour X de type (3,5,7).

Un H-espace fini simplement connexe sans torsion de type (3,5,7)

posséde une structure cellulaire de la forme

X g3 \Je5 Ue7 Ueg L}eloka’e12 Uels.
o B Y 6 € c
Soit X7 le 7-idme squelette de X et p : X > X/X7 la projection

canonique. La structure cellulaire de Y = X/X7 est de la forme

g st Uel® U o2 U eld.

P8 PLE Pyl

Lemme 1.9.7.- L'application d'attachement p*ﬁ est homotopiquement

" n,
triviale. I1 s'ensuit que KO(X) est isomorphe i KO((S8 Vv Slo) U elz).

PLE
Démonstrhation : L'élément p¥6 € ﬂ9($8) = Zz est détecté par

le carré de Steenrod qu ([ii]). Considérons donc le diagramme commutatif

suivant :




_3p -

1 (x:2.) Sq. o 1%x;z.)
2 2
* *
3 Sq2 10 '
H(Y,2.) ! H (Y,Z.,)
2 2
1 1
H(s®Ue'%e,) - 10600 e%2)

Py S

ol 1 : SSLJ e10 - Y est l'inclusion cellulaire du 10-i&me squelette dans Y.
P,0
Remarquons que les fl&ches vecticales sont des isomorphismes. Puisque

qu(x3x5) = xg = 0, 1il s'ensuit que p*é = Q.

Pour la deuxi@me partie du lemme, rappelons que dans I.3.3, on a

montré que

p': o) - Koy

est un épimorphisme. Comme iO(Y) = Z ®Z, p est en fait un isomorphisme.

Maintenant, la cofibration

($8 V'$10)&J e12 i v S15

Py E
montre que
! N oy
it Ro(r) —— Ros® v 10 Uel?)
PyE

est aussi un isomorphisme. D'ol le résultat. O

Posons X' = ($8 v $]O)\Jle12 et étudions les opérations d'Adams
pP.E
*

o
sur KO(X'). La cofibration
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induit la suite exacte courte

] ]
4 ! i 5
o+ Roelty ol Youws) Al BatVEYH 0.

Y
Soit {x,y} un couple de générateurs de KO(X') ¥ Z ® Z choisis

i

1 1
de la maniére suivante : i’ (x) est un générateur de EO(SS) et 17 (y)
ny n,
est le générateur de KO(SIO) (modulo 1'isomorphisme KO(S8 \' Slo)
VA < AR 13 L iy 7 5 7
% KO($ ) ® KO($ )). Dans ces conditions, 2y € Im m!. D'aprés les résultats

; 3 v : k LR, o
bien connus sur 1l'action des opérations Y sur la K-théorie des sphéres,

1 1
on a Wk(Zy) = k62y et donc Wk(y) = k6y. On a aussi Wk(i'(x)) = kai'(x).

I1 existe donc un entier pair a tel que
¥ = K'x + ay.

En utilisant 1'égalité Wsz = szk, on déduit que

k4(k2—l)a£ B ¢

o
On peut donc définir un "invariant" X(p¥€) € O par la formule
Tk
Ap €)= . PR (k #1 et k #-1),
k' (k"=1)

une fois. x cholsi.

Remarquons que c'est de cette maniére que (dans El]) Adams définit

le e-invariant

a's ﬂi — O/Z.

En particulier
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e : n”(ss) — /L

est un monomorphisme ([i] 7-17).

Considérons maintenant le diagramme

‘/’21”,1111
Sll poE $8V S10
P

$

S8

ol et p sont les projections. Posons o, =p opo € et o, =p, 0OpoOE.
P 2 1 1 2~ P2

On peut choisir des générateurs X et X,

Proposition 1.9.2.-

de KO(X') et KO(S8 w elz) respectivement, tels que A(p*e) soit un
o
1

. multiple pair de e(al).

Démonstration : Le diagramme commutatif

$1] poc N $8 v le
o
1 8
sll 5

induit le diagramme commutatif (& homotopie prés)

$11 poE $8 Vv S10 i X' 1) s12
P, )
11 % 8 12 7 12
s —_—s § s Ue —_— .
o

1




N | g

v ’
En appliquant le foncteur KO, on obtient

|
R S LS b RO T S e SO 7 ST

UJ! pi
2 : :
) i1

n, 1° n,
8 s Wargt ey LN R YL e i

4

n
I1 s'ensuit que ! est un monomorphisme. Soit X € K0($8\_Ie12)
o

1 A 1
tel que i'(xo) soit un générateur de KO(SS) et Y, € KO($8\.Je12)

o

! 1

1'image par m d'un générateur de %0(812). On a alors
k iy 4.2
y (xo) =k B e(ul)k (k l)yo.
!
Posons x = &'(xo). Alors
Wk(x) = k4x + A(p¥€)k4(k2-l)y

1 n : !
ol y est tel que 1 (y) est le générateur de KO($10). Puisque (yo) = ny

pour un certain entier pair n, on a bien A(p*e) = ne(al).

C.Q.F.D.

Supposons maintenant que X est une SU(3)-fibration principale
au-dessus de $7. D'aprés Eﬂ, X est un H-espace, mais nous ne savons
pas si tout H-espace fini sans torsion de type (3,5,7) est une SU(3)-
fibration principale au-dessus de 87 (voir [l{]). Nous allons montrer que
pour X, 1l'application O =p,opPoOE est homotopiquement triviale.

3

Remarquons que ceci est &videmment vrai pour X = $ xSU(3) d'aprés la

construction cellulaire du produit cartésien. Notons aussi que, pour tout
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H-espace de type (3,5,7), l'application p o € n'est pas homotopiquement
ny

triviale, sinon le groupe KO d'un tel espace contiendrait de la 2-torsion.

Par conséquent, pour une SU(3)-fibration principale de base $7, 1'ap-

plication a, = P, opoE, en tant que classe d'homotopie de ﬂ11($10) = 22,

2
est non nulle et c'est donc la huiti&me suspension de 1l'application de

Hopf vy : $3 > Sz.

Proprosition 1.9.3.- Soit X un SU(3)-fibration principale

n
de base $7. Alors on peut choisir des générateurs x et y de KO(X)
pour lesquels

Wk(x) = k4x et Wk(y) = k6y.

Démonstrhation : La proposition est vraie pour $3 x SU(3) :

il suffit d'utiliser 1'isomorphisme

R v su3)) = Rosu3)) e Ko(s® A su(3)),

R

. n N8 . .
et le fait que KO(SU(3)) = KO(3) (I.2.2). On pourralt aussi remarquer

que, pulsque o, = 0, d'apréds I.9.2 A(p*e) = 0 pour un certain
"y
x € Ko(83x su(3)) et done . ¥¥(x) = k*x.

Rappelons maintenant qu'il y a quatre SU(3)-fibrations principales,

XO, Xl’ X2 et X3 avec des types d'homotopie distincts Bﬂ : Xo = $3 xsu(3),

X1 = SU(4), X2 et X3 sont construits 3 1'aide du diagramme suivant :
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oi o € ﬂ7(BSU(3)) = W6(SU(3)) = Z est un générateur convenablement choisi

6

et nm =6 avec n =2 ou 3. Montrons que &m induit un monomorphisme
! a ny
T =2 .
wm KO(Xn) — KO(XO) pour m ou 3

P . * * * . .
On vérifie aisément que @m : H (Xn;Z) >~ H (XO;Z) est un isomorphisme
en dimensions 3, 5 et 8, et un monomorphisme (multiplication par m) dans

les autres dimensions. Rappelons (I.3.3) que

8,-8 o gl0,=10 g £12,712 ., 6 s ez

G RO(X) = E
% = E, 2 2 2

Nous avons donc le diagramme commutatif suivant :

122 10 10
ettt B el °
0 — F KO(Xn) F KO(Xn) H (Xn,lz) - 0
! ! Y %
9 0 "

0O — Flzrl\(JO(Xo) ——————r F']O'I\(JO(XO) ——— HIO(XO;ZZ) —> 0

. * . . 4 . PP
Si m =3, alors Wm est un isomorphisme et on déduit immédiatement

l

f uY U *
que . : FIOKO(Xn) 5 F OKO(XO) est injectif. Si m =2, alors i =0 ;

10 12

. AY . A% n
mais FIOKO(Xn) 2 Z, donc si x € F KO(Xn) alors 2x € F KO(Xn), et,

1
par conséquent, wﬁ(x) # 0. Maintenant le diagramme commutatif

AY ny
0 — FIOKO(Xn) ———> KO(Xn) ————> H8(Xn;Z) —* 0

9 W’ -lxa:

1 8

AY ny \Y
0O — F OKO(XO) ————— KO(XO) ——— H (XO;Z) -— 0

R
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entraline que ﬂ; : EO(XD) > %O(XO) est un monomorphisme. Soit alors X
un générateur de QO(XQ) pour lequel Wk(xo) = kaxoo I1 s'ensuit

que v(xo) est un générateur de H8(XO;Z). Par conséquent, il existe un
générateur x € EO(Xn) tel que W;(x) =X - Puisque w; est injéctif,

on déduit que Wk(x) = k4x.

Enfin, pour X puisque la propriété est vraie pour Xn (n=2

l’

ou 3), on procé&de de la méme maniére en remarquant que
! n, a,
: KOX > KOX
9 = Ko(x)) x_)
est aussi un monomorphisme. O

Conollaine 1.9.4.- Pour toute SU(3)-fibration principale au-dessus
de S7, 1'application @ =p,opoce est homotopiquement triviale.
Preuve : 11 suffit d'utiliser I1.9.2, I.9.3 et le fait que

. 8 -5
e.n”(S) Q/z

est injectif I:l]



CHAPITRE 11

K-THEORIE REELLE DES H-ESPACES DE MEME TYPE QUE SU(n).

IT.7. - H-espaces de type (3,5,...,2n+1) avec n quelconque.

Dans ce paragraphe, nous démontrons le résultat suivant :

Théoneme 1I1.1.1.- Soit X un H-espace fini sans torsion de
type (3,5,...,2n+1) (n 2 1) engendré par les &léments primitifs. Alors

les groupes KO_l(X) pour 1 =0, 4 et 5 sont sans torsion.

La démonstration se fait en 3 &tapes :

Jene éxtape : On donne des renseignements sur la torsion des groupes
-1 - . . . .
KO "(X) dans le cas oi X est un CW-complexe fini sans torsion (Proposi-

tion II.1.2).

Zeme 8fape : On Etudie certains termes de la suite spectrale d'Atiyah-
Hirzebruch en utilisant l'action de 1'algébre de Steenrod A(2) sur la cohomo-

logie d'un H-espace sans torsion de type (3,5,...,2n+1) (Proposition II1.1.3).

3eme _éAape : Démonstration du théoréme.
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1ene étape :

Proposition 11.1.2.- Soit X un CW-complexe fini sans torsion et

N p- i ) N p-
soit z e KoP 1(X) (p € Z) un élément de torsion. Alors, si 2z € Fp+1K0p l(X),
. . p+1v . p - ' .
il existe y € F KO" (X) tel que d(y) =z ot d est l'opération de la

suite exacte de Bott 0.3.

Demonstration : Soit m : X ~ X/Xp la projection canonique consis-
tant 3 identifier le p-iéme squelette Xp de X a un point. Nous avons le

diagramme commutatif suivant :

— ﬁop(x/xp) 4 %op_l(x/xp) £ %Up'l(x/xp) —_ ...

" K

o Py —3 s Rl — WPy —

) n p- .
Soit z € FP+1KOp 1(X) comme dans 1'énoncé, donc tel que 2z =0
! . n p-1 ! .
et i (z) = 0. Il existe donc x € KO (X/Xp) tel que T (x) = z. 8i
. . . n,
x est un élément de torsion, il existe a € KOP(X/XP) tel que d(a) = x.
% , .
En effet, remarquons que H (X/XP;Z) est sans torsion ce qui nous permet
1
d'appliquer le lemme 0.3.1. Dans ces conditions, 1'élément y = 7 (a) est
pti% . p s s - -
tel que d(y) =z et y € F° KO (X). La proposition sera donc démontré

si nous montrons que x est nécessairement un Elément de torsion finie.
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1 1
A cet effet, remarquons que cT (x) =0 car 0 = 2z = 21 (x). Supposons
maintenant par 1'absurde que c¢(x) # 0, c'est-3d-dire que x est un
€lément de torsion infinie et posons Y = X/Xp. Le groupe gradué associé

d la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch pour Y est de la forme :

G*%bp'l(y) ~ Ezfl"z(Y) ® ... 0 EZ’_m+p_l(

Y) (m = dim Y).

Puisque

22 = PR e
FP k0P (1)

. . . +2% p-
est un groupe de 2-torsion, il s'ensuit que 2x € Fp 2KOp I(Y).

Soit i : Yp+1-+Y 1'inclusion cellulaire du (p+1)-iéme squelette
Yp+1 dans Y. Alors i!(2x) = 0 et donc i!c(2x) = 0. Comme %U*(Y) et
%U*(Yp+l) sont sans torsion, il s'ensuit que i!c(x) = 0, c'est-i-dire
c(x) € Fp+2%Up_l(Y). Soit maintenant

n, %
ch : KU*(Y) ~ H (Y;Q)
le caractére de Chern. Alors, d'aprés E{], on a
ch(c(x)) = a + termes de plus haut degré, avec a € Hq(Y;Z)

oi q 3 p+*2. De plus, ch est un monomorphisme et on a le diagramme commu-

tatif suivant :

*

n,
‘o) —u=5h

me

(Y;®)

3
—
:]*

ch

&

(X50Q)
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* . . .
Or m Hq(Y;Q) - Hq(X;Q) est un isomorphisme pour q 2 p+2. Il s'ensuit

* ! ! . .
que T ch(c(x)) # 0, donc 7 c(x) = cm (x) # O et on a une contradiction.

C.Q.F.D.

\

2eme etape :

Prowosition 11.1.3.- Soit X wun H-espace fini sans torsion de
type (3,5,...,2n+1) (n > 1) dont la cohomologie est engendrée par les

éléments primitifs. Alors, dans la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

r\'l .
en KO-théorie, on a

Eg’—l(x) = 0 pour p=1, 2, 4, 5 ou 6 (mod 8).

Demonstration : On a

x
H (X,Zz) = A(XB,XS,.. ).

2 Xon+]

j £ n, &tant primitifs, on a,

éné <
Les générateurs X2j+l’ 1 €3

selon [20] s

. 2x ) 25+1 ) _ X2j+3 s1 ] est impair et J < n
4 %5541 ) 2343 0 sinon.
Vu la caractérisation des différentielles dg’q donnée en 0.4,
nous devons montrer que la suite
-2,0 S 2o -1 S 2 +2,-2
BT (0 =2 BT —— BT

est exacte en Eg’-l(X) lorsque p =1, 2, 4, 5 ou 6 (mod 8). Notons que,
puisque H (X3;Z) est sans torsion, © est un &pimorphisme et SqI(H (X;Zz)) = 0,

Soit alors & un élément de HP(X;ZZ) ; £ est une somme finie d'éléments

de la forme :
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X,. . = x,_. eX, . ces X,
(Jl,...,J ) 23, +1 2]2+1 23a+1

o 1

o
avec 2 (2j.+41) =p et 1 £j, <j, < ...<3<g n.
i=1 1 1 2

Si qui = 0, alors qux . . = 0 pour toute suite
(Jl""’Ja)

(jl""’ju)’ ou bien, il existe des couples (jl""’ja)’ (kl""’ka) pour

lesquels Sq2x . . ) = qux ). Etudions d'abord ce dernier cas.
(Giseeesd (kysenesrk
1 o 1 8
D'aprés la formule de Cartan, on a :
o
2 2
Sq"x,. ., ) = 2 . .e. Sq°x,. cee X,
(Jl,...,Ja =1 231+1 ZJi+1 23a+l
Si S 2x = S 2x ) alors il existe i et i
q (Gpoeeesdy) q (kps-eesky o 1’

l1<i <o, 1 i, £ B (supposons que io < il) tels que

2 2
¥23 +1 Saxy 5 4 X5 +1 = Fok o+l 0t SUEgp wy ctr Fop 4y
1 i o 1 1 B
o 1
I1 s'ensuit que a = B, ji = k.l pour tout i # io, il,
;= k.l -1 et i, = k.l +1 De plus
o o 1 1
S 2x X =0 our tout i # 1
2j,+1 " q 25,41 77 F2j 41 P o

Dans ces conditions, 1'&lément vy € HP_Z(X;Z ) défini par
2

Y= X5 41 0 iji +1° %2k, +17%23,

+1 see X
1 1 i i+l 2]+

est tel que
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2
Sq"y = x,, L)+ x ).
(Jl---,JOL (kl”"’kB

Par conséquent, il nous suffit maintenant de montrer que si

X ) est un élément du noyau de qu, il existe y € Hp_Z(X;Zz)

=X, .
P (Jl""’Jd

tel que quy = xp pour toute suite 1 € j1 < j2 < ... <j<&n tel que

o
) (2j,+41) =p et p=1,2, 4,5 ou 6 (mod 8).
i=1

2 . .
Remarquons que Xp € Ker Sq 81 et seulement s1

2 .
. . ) = <1icga.
x2j + " Sq x21‘+1 sz ] 0 pour chaque i, 1 1 a
1 1 a
Nous avons alors deux possibilités pour chaque 1i :
soit S 2x = 0 auquel cas j est pair ou i =0 et j_ =n
q 2_]1"'1 q Jl p _]a
soit qux . # 0 et alors x,. = X, . (i.e. j. = j,.+1).
,+1 2j.,,+1 ZJi+3 i+1 i

2J1 i+l

Maintenant, remarquons que s'il existe io’ 1 <i ga

)
. . . . 2
< = =
(1o o, si Ja n avec n impair) tel que Sq X2j. ] 0 et
Yo
ji 1 < ji -1, alors j.l est pair et 1'&lément
) o o
y = X x X X x € HP—Z(X'Z )
. ce . Xy, X, R S 5
S R s B 2

est tel que quy = xp. Par conséquent, si un tel io existe lorsque
p=1,2, 4, 5 ou 6 (mod 8), la proposition est démontrée. Nous nous
placons alors dans la situation la plus défavorable en faisant 1'hypothese

sulvante :
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Hypoth2se A : Supposons que pour chaque i, 1 <iga (i<a

.. . . 2
si j =n avee n impair) tel que Sq x

o Zji+1 = 0, on ait J;p =3 -1.

len cas : p =1 ou 5 (mod 8).

Supposons d'abord ja <n ou j <£n si n est pair. Puisque

o
2 - ' o . . ' . .
Sq xszL+1 =0, d'aprés A, on a Iy iy 1. Il s'ensuit que Iy-1
est impair ce qui entralne que quxz. i 0, sinon on aurait
Jo-2
. - . . . ' - . _ _
Jo-1 | +1 et Jg-1 serait pair. Donc, d'aprés A, Ja_3 Jy=2 1.

En continuant ce procédé&, on obtient la suite suivante (rappelons que a

est impair car p est impair)

jl
iy iyt = g
By Byt =
Ja—l’Ju—l+l - Ja
ol j2’j4""’ja—l sont des entiers impairs. On déduit alors que j1 est

pair, sinon on aurait j1+1 = j2 qui serait pair. Dans ces conditionms, 1'élément
p-2 e s
vy € H (X;ZZ) défini par

Y = Xp: 1%, cee X,
25,=1°72j+1 25 +1

est tel que Sq2y = xp. I1 s'ensuit que lorsque n est pair, le terme

Eg’_l(X) est nul pour tout entier p impair avec la condition p < dim X.

Supposons maintenant que ja =n avec n impair. Alors ja—l

, . . . . 2 .
est nécessalrement alir sinon on aurailt S XA = X.. et
pair, %25, 417 F2i g

o-1
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serait pair. D'apré&s l'hypothése A, on a donc ju_2 = ja_l—l..,

En continuant ce méme procédé, on obtient la suite suivante :

Bpos 3y =M

iy >, < J3+1

Jgmg 2 dgo1 T dgop*t
joc =n

avec j,s3,s+-+sj . , des entiers pairs. Puisque p = E
2’4 a-1 i=1

(2ji+1), on déduit
que

p=4j2+4j4+.-.+4ja—l+2n+l

c'est-a-dire, p = 2n+l (mod 8). Comme p =1 ou 5 (mod 8), ceci entraine
que n est pair. Par cons&quent, 1'hypothese A n'est pas vérifiée dans
ce cas. Ceci termine donc la démonstration de la proposition pour p = 1

ou 5 (mod 8).

20me cas : p =2, 4 ou 6 (mod 8).
Supposons d'abord j <mn ou j £ n si n est pair. En procédant
de la méme manidre que précédemment en supposant que 1l'hypoth&se A est

vérifiée, on obtient la suite suivante (rappelons que dans ce cas O est

pair)
i > 3t =0,
J3 bl J3+l = 34
j s ] +1 =]




a7 -

o
oll j2’j4""’ja sont des entiers pairs. Puisque p = .z (2ji+1), on obtient

1=1

p = 4j2 + 4j4 + ... 0+ 4ju

c'est-a-dire, p = 0 (mod 8). L'hypoth&se n'est donc pas vérifiée dans ce

cas.

Supposons maintenant que ja =n avec n impair, Alors ja—l

est nécessairement pair et en supposant que A est vérifiée, on obtient 1la

suite

jl

i, J2+l =1,

I, > J4+1 = Jg
ju—z ? Ja—2+l = Jo-1

ja =n

ol 93, 00ee9] sont des entiers impairs. Il s'ensuit que j est pair
2774 o 1

(sinon j2 = j1+1 et j2 serait pair) et 1'élément

= p-2 .
y xzjl_l.xzjz+1 . ija+l € H (X’Z2)

2 . s - ~ <
est tel que Sqy = xp. La proposition est donc complé&tement démontrée.

3eme tape : Démonstration du théoreme I1.7.1.

Remarquons d'abord que si m = dim X, on a

m =
i

- (2j+1) = n(n+2)
1

I~0

et que n(n+2) =0, 3 ou 7 (mod 8) pour tout n € N%. Etudions d'abord
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N i m, -
les groupes KO l(X) pour i =0 ou 4. Le terme Ez’ T (x) (resp.
E:’_m—a(x)) est libre si m = 0 (mod 8) d'aprés le lemme 0.4.1, et

est trivial si m = 3 ou7 (mod 8). Dans ce dernier cas, le groupe E:_B’-(m~3)(x)

-3,-(m-3)-4

(resp. Ez (X)) est libre.

D'autre part, si Eo'i(x) posséde des &léments de torsion
pour i =0 ou 4, alors d'aprés 0.4.1 et II.1.3, ils ne peuvent provenir
que des groupes Fp§oq(x) pour p = 2 (mod 8) si q =0 (mod 8) et p =6
(mod 8) si q = 4 (mod 8). Soit alors x € Fpkoq(x) un &lément de torsion
(i.e. 2x =0) oli p est le plus grand entier inférieur 3 m = n(n+2)
avec p = 2 (mod 8) si q =0 (mod 8) ou p = 6 (mod 8) si q = 4 (mod 8).
Dans ces conditions, selon II.1.2, 1l existe y € Fp%0q+1(x) tel que
d(y) = x ; mais d'aprés II.l.3, Eg,—p+q+l(x) = 0. Par conséquent,
y € Fp+1%bq+l(x) = Fpk0q+](x) et donc X € Fp+1&bq(x). Or, ce dernier
groupe est sans torsion d'aprés le choix que nous avons fait de 1'entier p.
I1 s'ensuit que x = 0 et Fpkoq(x) est aussi sans torsion. Une simple
itération sur le choix de p permet maintenant de déduire le résultat..
Pour EO_S(X), vérifions que le premier groupe Fp%b_s(x) non trivial,
oi p est le plus grand entier inférieur ou &gal 3 m = n(n+2), est sans
torsion. Si m = 3 ou 7(mod 8), alors kao—s(x) = Ez’-m_s(x) est libre
car -m-5 = 0 ou 4 (mod 8) respectivement. Si m = O (mod 8) alors

m-3,-m-2

E:’—m_s(x) =0 et aussi E_ (X) = 0. En effet

m-3,-m-2 _ m3 0. -
E2 X) = H (X,Zz) = 22
dont le générateur est XS’X7""’X2n+1' Or
S 2(x X_X x ) = x_ X X
4 XgXg%g =t Foney 5 %7 700 Foney

c'est-a-dire, la différentielle
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2 _m=5,-] Em—3,-2

(X)

est un épimorphisme. Par conséquent, Eg—Z,—Z(X) = 0. Enfin, puisque

Hm—A(X;ZZ) = 0, 1le premier terme non nul est donc

m-5,-m
[20]

-, =
m SKO 5

E X) = F x)

qui est sans torsion car m = O (mod 8). En procédant maintenant de la méme
‘s P, . =5 « P
mani&re que précédemment, on remarque que si KO “(X) posséde des &léments
. . . Py =5
de torsion, alors ils ne peuvent provenir que des groupes FKO “(X) pour

5

P =5 (mod 8). Soit donc x € FP%O— (X) tel que 2x =0 avec p le

plus grand entier inférieur 3 m tel que p = 5 (mod 8). En utilisant
Ny .
IT1.1.2 et 1II.1.3, on vérifie que x € Fp+]KO 5(X) et donc x = 0. Une

simple itération permet maintenant de conclure.

C.Q.F.D.

. . . Vv ~i
Corollaine 11.1.4.- Si n est pair alors les groupes KO 1(X)

pour i # 1 et 2 sont sans torsion.

o
Preuve : Nous devons montrer que les groupes KO 1(X) pour

i = 3,6 et 7 sont sans torsion. Nous avons remarqué dans la démonstration

de IT.1.3 que si n est pair, les termes Eg’—l(x) sont nuls pour tout

entier p impair (p < m = dim X). D'autre part, puisque m = n(n+2) = O

(mod 8), les termes EZ’-m_B(X) est EE’-m_7(X)sont nuls et EZ_B’_m(X),
m-3,~m—-4 . . s . e
E_ (X) sont sans torsion. Enfin, on vérifie aussi aisément que

=10y — . . -5, .
i 10KO 6(X) est sans torsion du fait que EE =D l(X) = 0. Le corollaire

se démontre maintenant de la méme mani&re que II.I.I1.
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11.2. - H-espaces de type (3,5,7,9).

Dans ce cas, n = 4. Des résultats du paragraphe précédent, on

dédult aisément que

ﬁo—i(x) = Z(S) pour i =0 et 4
%ot ¢ 2@ pour i =3, 5 et 7
% 0 =z,

v -i .
Dans ce paragraphe, nous calculons les groupes KO “(X) pour 1i =1

et 2.

N -2
Caleul de KO “(X).

Lemme 11.2.7.- Soit X le 5-iéme squelette de X et p : X > X/_X5

la projection canonique. Alors, p induit un isomorphisme

1 Ny = Ny -
s K0Pk + Ko,

Preuve : On proc&de exactement de la méme maniére que le

lemme I.4.3, les arguments &tant les mémes. O

Proposition 11.2.2.- R0 2x) = 2P o z§3).

La démonstration de cette proposition se fait en trois é&tapes.

Posons Y = X/X5 et considérons le diagramme commutatif suivant :

n =2 3 -
KO “(Y) x s Ro7%(y. )
14

d
4
!

N - 1 -

%o (v) 1 ¥l )
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La premidre &tape consiste 3 montrer que

!
Ker 1" = FISKO (Y) = Z L Zz

N -
La deuxidme consiste 3 montrer que KO 2 yzZ B8Z O L

SN 2°

ce qui montre que d1 # 0. Enfin, on démontre que ii est un épimorphisme.

La proposition II.2.2 résulte immédiatement de ces résultats puisque

A= - - -
G¥KO 2(Y) = Ei, 10 ® EiO, 12 o E14 -16 o E;G, 18 o E24 -26

) )
et KO “(Y) =z KO "(X) d'aprés II.2.1.

A 15% -
Lemme 11.2.3.- Ker i = F "KO (Y) Z 0 Zz

Preuve : En utilisant 0.4.1. et II.1.3., on vérifie aisément que

6 - - - -
Ei?,Sk 2(Y) - Eé6’8k Z(Y) o Zz ot Eif,8k 2(Y) _ E24,8k 2(Y).
Nous devons maintenant montrer que E24’8k—2(Y) = E24’8k—2(Y).

4

A cet effet, il suffit de montrer que la différentielle

2

4 : E21,8k(X) N E§4,8k—2

3 ¢ g (X

est nulle. Pour cela nous utilisons le méme argument qu'en I.4.2. Plus

précisément, X a une structure cellulaire de la forme

X v U e 21 (W e24
190L R

Soit p : X - X/X19 v $21 ) e24 la projection canonique.

Py

Nous avons alors le diagramme commutatif :



21(X;Z) - E21’8k(X) 3 N E24,8k—2(x) - 24(X;Z )
3 3 2
* *
=|p zlp
1
d
HZI(SZI U e24;Z) - Egl’Sk($21 U e24) 3 E§4,8k—2($2] U e24):=H24(821 U e
p,B B B P,B
Or, d'aprés Browder-Spanier,
B e Rer(EN & (X, ) Mo VR )
ST 232 23+N 2177
Donc
N 21 21+N
p*B € Ker (X ﬂ23($ )y —— W23+N($ ))

pour un certain entier N. Comme ce dernier noyau est trivial, p¥B =0

et donc d3=_0.

N — - -
Maintenant on a FISKO 2(Y) = F16%0 2(Y) puisque E;S’Sk l(Y) = 0,

Enfin,

FIGﬁo_Z(Y) > E16’_18(Y) = 7. et Fl7ﬁb_2(Y) r24%0” (Y)
17y -2 o 2
F 'R0 “(Y)

Le lemme 0.3.1 permet de conclure. O

Lemme 11.2.4.- ﬁb'z(yl4) =20Z0L,.

Preuve : Puisque E;’ k_I(X) =0, ona
v ~2 . .8,-10 10,-12 14,-
6KOTT (Y, ) = ETU(Y,,) B E (Y,,) ® E_ (Y RIER A EA RS

Considérons le diagramme commutatif suivant :
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- AV
%072 (2) > Ko 2(29)
d d,
n 1 ! n, -]
K0~ (2) = Ko (zg)

n - . n
oli on a posé Z =Y Remarquons que KO 2(29) z Zz ce qui entraine que

14°
‘ .
dl # 0. Montrons maintenant que i est un &pimorphisme. A cet effet,
d'aprés la suite exacte de paire (Z,Zg), il suffit de montrer que

'
P %O(Z/Zg) > %O(Z) est un monomorphisme. Vérifions d'abord que kO(Z/Zg)

n, .
et KO(Z) sont sans torsion. On a

Yy 1 10,-9
G*KO (Z/Zg) E_ (Z/Z9).

IR

. 2 _ e . 10,-9 _
Du fait que Sq (x3x7) = x5x7+x3x9, on vérifie aisément que E3 (Z/Zg) 0.

m oy
Par conséquent KOl(Z/Zg) 0, ce qui entraine que KO(Z/Zg) est sans

"
torsion. Pour KO(Z), on a

;
%0y = Im(%(z/zg) —2 ., Ro@).

+

Y . . 10y
Si KO(Z) avait de la torsion, alors F KO(Z) = Z ® Z ® Zz. Or
oy n,
KO(Z/Z9) 2= Z 6 Z, par conséquent KO(Z) est sans torsion. En utilisant

maintenant le morphisme de complexification et le caractdre de Chern en

remarquant que

ny 1 s 1
* . Hpa“(z/zg;a)) — T (z;Q)

est un monomorphisme (Z ayant une seule cellule en dimension 10), on
L ! . . - . ! 2 .
déduit que p est bien un monomorphisme. Par conséquent i est un épi-

morphisme et d # O.

C.Q.F.D.
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oy v~
Lewmme 11.2.5.- i° : KO 1(Y) -+ KO l(YM) est un &pimorphisme.

Preuve : On procdde de la méme maniére que le lemme précédent
1 ny
pour montrer que p : KO(Y/Y14) -+ KO(Y) est un monomorphisme.

Le lemme s'en déduit d'aprés la suite spectrale de la paire (Y,Y14).

Ce lemme compl&te donc la démonstration de II.2.2.

Caleul de Ko~ l(x).

Soit X]6 le 16-idme squelette de X et considérons le diagramme

commutatif suivant :

% lx) —A—os Ro! (X, )

®o (x)

N
KO(X16)

N - ‘o .
Pour calculer KO 1(X), on procéddera de la maniére suivante : d'abord, on

montrera que ii est un épimorphisme ; ensuite, on montrera que

1 -

Im dl E.Zz @ Zz ; et finalement on montrera que Ker i = Fl7%0 l(X) =7 0 Zz.
Ces résultats avec le fait que

n, — - e — -— - - -
¢ ®o l(X) . E3, 4 ® E7, 8 ® E8, 9 ® EIS, 16 ® E16, 17 ® E19, 20 ® E24, 25

¥ oo o) co <] 00 oo o)
montrent la

.. v -
Proposition 11.2.6.- Ko 'w =2 e 25>

1 n n, .
Lemme I11.2.7.- 1~ : KO(X) ~ KO(XI6) est un épimorphisme.
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Preuve : Ceci est &quivalent 3 montrer que
! ] Y1
p- RO (X/X; ) > KO (X)
est un monomorphisme. Remarquons maintenant que

ny 2 _.19,-17 -
G KO (X/X16) = E_ (x/x16) 0.

n 2 . - v 1
Par consé&quent, KO (X/X16) = 0 ce qui entraine que KO (X/Xl6)

est sans torsion. Nous avons alors le diagramme commutatif suivant :

W c vl ch Vimpair
> > > :
KO (X/X16) KU (x/x16) H (X/x16 @)
! ! *
P P P
e
Rolx) » > @ > ~>  HHPAT x-).

. * .
Du fait que H (X;Z) est sans torsion et que X n'a qu'une seule
. . P * . .
cellule en dimension 17, on déduit que p est un monomorphisme. Le dia-

gramme permet donc de conclure.

- 2
Z =X alors Ro '@ =29 o z§ ).

Lemme 11.2.8.- ©Posons 16°

Preuve : Considérons le diagramme commutatif suivant :

! 1
oy A %l

P_, %o
L
Y]

ce. —> ﬁb'l(z/zg) — Yy — ...

9

!
1
— Ro@z) —s %0(29) — %ol(z/zg) — ...

'
Montrons que ii est un épimorphisme. En effet, remarquons que

10,-9
(Z/zg).

[o0]

o] N
G, KO (Z/Zg) = E
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3X;T XgX FEgXge

N ! .
(z/z,) = 0. 11 s'ensuit que KOI(Z/Z ) =0 et i, est bien
9 9 1

or u'%z/zyL,) = 1'0zz,) = HO(x52,) et Sq’x
10,-9
Donc E3

un épimorphisme.

Montrons maintenant que dl# 0. Pour cela, il suffit de vérifier

que ﬁo"l(zg) contient de la 2-torsion. On a Eg’Sk_z(Zg) =0, d'ol
Ny - - - -
G_KO 1(Z ) = E3’ 4 ® E7’ 8 ® E8’ ? =2 Z O0Z 6 Z
X 9 0o o0 0 2
et donc %o_l(zg) xZ 8 Z O Zz. I1 s'ensuit que d est aussi non nulle.
. ! 10y -1
Enfin, remarquons que Imp =TF KO (Z2) =Z & Z2.
N N
En effet, on a FIOKO l(Z) = FISKO ](Z),
| - N o— -
r' %0~ (2) =528 2z er P02 = gl08!
r %7 (2)

D'oti le résultat.

177 -1

Lemme 11.2.9.~- F 'KO (X) =2 Z 6 Z

n

2

Preuve : On a E;7’8k—2(X) = 0. En effet, Hl7(X;ZZ) z Zz dont
P, _ o2 -
le générateur est x3x5x9 = Sq (x3x5x7). Par conséquent
ny o~ n —
7% - R .
D'autre part
19y -1 - -
%% (%) =5 0% =gl 2z
207 -1 * 2
F7KO (X)
v — N -

et % - PP%07 ) - 24P ).

oo}

(z) = zz.



- 57 -

24,8k-1

24,8k-1
E ? 2

(X) = E x).

Il nous suffit donc de montrer que
En utilisant 0.4.1 et II.1.3, on vérifie aisément que toutes les différen-

-~

tielles qui aboutissent i ce terme sont nulles sauf &ventuellement

d . E14,8k — E24’8k_1.

10 10 10
or EM’8k = EM’8k = H14(X;Z) dont un générateur est h. h, ol
10 2 59
5,8k _ 5,8k . . 9,8k _ 9,8k
h5 € ElO = E2 (consé&quence de II.2.1) et h9 € E10 E2 (on
e . 9,8k
vérifie aisément que d3 = 0 en remarquant que x3 8 Xg + Xg 8 X,

n'appartient pas 3 1'indétermination de cette différentielle sur X X X).

Par dérivation, on déduit alors que d,., = 0 du fait que

10
p15,8k=1 _ 19,8k~

= [N -
10 10 0, d'ou le résultat.

Ce dernier lemme complé&te donc la démonstration de IT1.2.6.

On peut maintenant &noncer le résultat suivant :

Théoneme 11.2.10.- Soit X un H-espace fini sans torsion de type

(3,5,7,9) engendré par les éléments primitifs. Alors les groupes kO—I(X)

sont donnés par le tableau suivant :

Yool | 2 2) @) | L) | L@ | @

Z

$gz3) |
2

(3)
6z, z

(4)




CHAPITRE 111

KO-THEQORIE DE CERTAINS H-ESPACES AVEC TORSION.

I11.1. - H-espacesd de type (3,11).

C'est le seul type de H-espace fini, simplement connexe, de
rang 2, dont 1'homologie enti&re poss&de de la torsion (& savoir de la
2-torsion). Du point de vue homotopique ces H-espaces sont classifiés par
certaines $3—fibrations principales sur la variété de Stiefel réelle
V7’2 (pour les détails voir [}i]). Cette propriété permet de décrire la

cohomologie entidre d'un tel H-espace X. On a

z pour p =0, 3, Il ou 14

HP(X;Z) = Z, pour p =6 ou 9

N

0 ailleurs.

En ce qui concerne H*(X;Zz), on sait (EZQ]) que cette algébre
est isomorphe & H*(GZ;ZZ) aussi bien en tant qu'algébre de Hopf, qu'en

tant que A(2)-algébres ol G2 est le groupe de Lie compact exceptionnel

de rang 2 et A(2) 1'algdbre de Steenrod mod 2. Il s'ensuit que H*(X;Zz)

posséde un systéme simple de générateurs X,,X

3

2 .
S,X = x (deg X, = i)

6 3
tels que
1

Sq Xg = X

Sq3x = X

Sq2x X 3 6

3 5°

Sqlx 0 dans tous les autres cas (voir Eﬂ).
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) " .

Dans [)2], L. Hodgkin montre que KU (G) est sans torsion lorsque
G est un groupe de Lie connexe, compact dont le groupe fondamental est libre.
Sa démonstration dans le cas de G2 n'utilise que la structure de A(2)-

*
algébre de H (GZ;ZZ). Par conséquent, on peut &noncer

Proposition I11.1.1.- Soit X un H-espace simplement connexe
* .
de type (3,11), alors KU (X) est sans torsion. D'ailleurs

- ny
kU 2z ez et KUX) .

Maintenant, en KO-th8orie, l'examen des termes Eg’q de la suite
spectrale d'Atiyah-Hirzebruch et de la différentielle dZ’_l = qu, qui

est un isomorphisme, montre immédiatement la

Proposition 111.1.2.- Pour tout H-espace X simplement connexe

n
de type (3,11), on a KO(X) = O.

N, -
Le calcul de KO 1(X) se déduit aisément de ce résultat. En effet,

en dcrivant la suite (0.3)

0N -
d ! < wlx - ...

> Rox) -4 R '

. - . *
on voit que d'apré&s III.1.2, ¢ est un monomorphisme. Comme KU (X) est

. . . 1 . . P
sans torsion il s'ensuit que KO (X) est &galement sans torsion. On vérifie

alors aisément, d'aprés (0.4.2), que 1'on a la
.y ny -1
Proposition 111.1.3.- KO "(X) = Z ® Z.

Pour calculer les autres groupes, il est nécessaire de mieux

contrdler les différentielles de la suite spectrale. En fait, on a :
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Lemme I111.1.4.- Les différentielles d6’8k et d“’8k

3 3 sont nulles.

Demonstrhation : Puisque X est une $3-fibration de base V7 52
9’

la projection p : X induit des isomorphismes en cohomologie en dimen-

“Vs,2

sion 6 et 1l. Le lemme en résulte par fonctorialit& de la suite spectrale.

Proposition 111.1.5.- La différentielle dz’Sk-Z
3,8k
3

est un isomor-

phisme et d est un épimorphisme.

3,8k-2
3

2 3 5 . .

Sq” : H (x;zz) -~ H (X;Zz) est un isomorphisme.

Démonstrhation : On sait que d =8 o0 Sq2. Comme qux3 = X,

Maintenant la suite exacte de Bockstein

> ey L HS(X;ZZ) S, wxzy - ...

montre que & est aussi un isomorphisme car HS(X;Z) = 0, HS(X;ZZ) = Zz

et u0(x;2)

{114

ZZ'

3,8k
3 >

dans le cas complexe est le carré de Steenrod Sq3, en comparant les deux

En ce qui concerne d nous allons utiliser le fait que d3

suites spectrales 3 1'aide du morphisme de réélification r. On a

38 - 3 (xske® (5% = W xsz) @ KoK (s
¥ = R s%) - 1 (x;2) 8 Rutk(s%)
B %% - 10 (x; %0 2(5%)) = w®(x;2) 8 Ro®K72(5%)
B8 862 L B (xR 50y - W sz 0 T2 (50

D'oll les morphismes
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r., =18r: 'E3’8k > E3’8k

6.8k-2 _ _6,8k=2
1 s 9
2 2 2 2 Ey > B

1 8r: 2

”
1]

oll le premier est un monomorphisme et le deuxiéme un épimorphisme.

Maintenant, on a

3,8k _ 3,8k 6,8k-2 _ 6,8k-2
Im rzt: Ker d2 = E3 et E3 E2
d'oli le diagramme commutatif
'd
'E3’8k 3 ,E6,8k—2
3 3
) 2
E3,8k d3 . E6,8k—2
3 3
. 3,8k 3 3
' 4 = . éna ' = h =
Soit alors h3 £ E3 H (X3Z) un générateur. On a d3h3 Sq x3 x6,
par conséquent 'd3 est un épimorphisme et il en est de méme pour dg’Sk.

C.Q.F.D.

9,8k 8k-1

Rappelons aussi que d2’ sont des isomorphismes.

et dg’

Calculons maintenant les autres groupes.

N -3 .
Lemme 111.7.6.- KO "(X) = ZZ @ Z2 ] ZZ'

Preuve : 11 suffit de vérifier que

6,-9 g 2712 g g1%=17 oy g7 6z

c ¥ 3(x) = B2’
¥O “(X) = B % % 9 92y 9%

et utiliser ensuite III.l1.1 et (0.3.1).




Lomme 11T.1.7.- R0%(X) =z 0 z. ® Z_.

Preuve : On vérifie que

N =2
G;KKO (x) =Zz @ Z2 0 Z.

Nous allons alors montrer qu'il existe deux éléments X et y

N o=
dans KO 2(X) avec d'une part 2x = 2y = 0 et, d'autre part,
' !

N - i° N - !
x ¢ Ker (KO 2(X) 2 %o 2(X7)) et y € Ker i°. De la suite spectrale

* . e e
A-H-KO (-) pour les espaces X7 et X/X7 on tire immédiatement que

n =2 N n =13 . n, _
(1) KO (x7) =22 s KO (X7) :Zz et KO(X/X7) 0.

oy - ny -
Il s'ensuit, en particulier, que le morphisme i, : KO 3(X) -+ KO 3(X7),
compte tenu de III.1.6, est surjectif. En écrivant maintenant un diagramme

commutatif avec en horizontal les suites exactes de la paire (X,X7) et

en vertical le morphisme d décrit en 0.3

¥ ' .Y

ee. > ?(’o"z(x7) — ﬁo"l(xlx7) — Rl — %’o‘l(x7) > EO(X/X7)+---

! .
1

v o—- ) - o
Sk — K0Z(x) B ko o BTy .

N =3 N
KO "(X) — KO (X

¥ ¥ ¥

!
de (1) et d'aprés (0.3.1), on voit que d1 et ii ce sont des épimorphismes

1 1
et que p° est un monomorphisme. Par conséquent, on a, d'unme part, i'd # 0




e B

N - 8
ce qui entraine qu'il existe x € KO 2(X) avec x € Imd et i'(x) #0
et, d'autre part, si nous montrons que d2 # 0 alors il existe y € Im d

1
avec 1 (y) = 0. Soit alors Y = X/X_ qui a une structure cellulaire du

7
type

8

YVvSE U e9 V] ellLJela.

Comme Y/Y”'\:S14 nous avons le diagramme commutatif. suivant

%o~ (1) — %o (v,
d, dg
®~2(v) > %0 2(x..)

11

£ * 5 # n -
De la suite spectrale A-H-KO (Yll) on déduit facilement que KO 2(Y”) = Zz.

Par conséquent d. est un épimorphisme et d2 # 0.

3

C.Q.F.D.

)3/ e
Maintenant, pour le calcul de KO 4(X), dont le groupe gradué

i E14,—18
[ee)

se réduit 3 d'aprés III.1.5 et III.1.4, nous remarquons que ce

groupe ne peut étre triviale en utilisant dans la suite exacte de Bott (0.3),

¥

5 -5 T N -6 b B8
le fait que KU " (X) 2 Z ® Z. Pour les groupes KO "(X), KO (X) et KO "(X)

on vérifie que, moyennant II.1.5 et II.l.4,

AL Vol S0 e Y i ]
GO (X)) ST OB T zLeL
n - - Qo=
G*KO 6(X) ot El4’ 20 o 7 et G¥K0 7(X) = Q0 d'ol
s R .57
Lemme T11.1.8.- Ro *x) =2., B2 =2z 0z, RO =2

2,
v -7
et KO (X) = 0.
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On peut résumer tous ces résultats dans le thé&oréme suivant :

Théoreme 111.1.9.- Soit X un H-espace fini simplement connexe

N
de type (3,11). Alors les groupes KO 1(X) sont donnés par le tableau

suivant
i
type de X 0 1 2 3 4 5 6 7
(3,11) A zezéz) z§3) z, A 0

I111.2. - Le ghoupe Eo(F4).

On sait (Dﬂ) que le groupe de Lie exceptionnel F4 posséde les

propriétés cohomologiques suivantes :

2 * . -—
(1) H (F49Q) - A(X3)Xllax15,X23)

. * —
(ii) H (F,52,) = ZBLT51/<f;] 8 A(xy,%,,%) %, )
X

[xg

. 1
et on a les relations P3x3 = X, 63x7 = Xg-
(1i1) H¥(F4;Zz) posséde un systéme simple de générateurs x3,x5,
x6,x15,x23 et on a les relations
2 2 2 .
X3 = X Sq Xy = Xg o Sq x; =0 pour i # 3
1 _ 1 _ .
8q x5 = Xe s Sq X, = O pour i # 5
(iv) H*(FA;Z) est additivement et multiplicativement isomorphe
au produit tensoriel U ® H*(G2X$15;Z) ol U est un anneau unitaire gradué
dans lequel u° = U23 =Z, U8 = U8.U8= U16 2 Z3 s " = 0 sinon.
. . 52 . .
Rappelons que dim F4 = 52. Soit p : F4 > 8 la projection
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~

consistant 3 identifier le 51-iéme squelette de F4 d un point. Dans ce

paragraphe, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoneme 111.2.7.- La projection p : F, > $52 induit un iso-~
morphisme

1
o' i Ko(s?) - %o(p4).

D'abord, en utilisant la caractérisation suivante de certaines

différentielles de la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en KO-théorie :

dg,-l - s4%, d‘;’o = Sq%0p et dg’_z = Sosq”,  (0.4)

on démontre la

Proposition 111.2.2.~ Soit X wun CW-complexe fini vérifiant les

propriétés cohomologiques (iii) et (iv) de F4. Alors, dans la suite

spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en K-théorie réelle, on a :

(i) Eg"lcx) -0 pour p = 9, 41 et 49
Gy 7P =0 pour p =3, 11, 18, 26 et 34
(iii) EZ4"4(X) =0 et Eg’O(X) -0 pour p = 9, 24 et 32.

Démonstrhation :

. . 2 2 _
(i) Puisque Sq (x3x6) = XgXg et Sq (x3x15x23) = x5x15x23,

on déduit que dg’—l est un isomorphisme pour p = 9 et 41. D'autre

part, on vérifie aisément que le morphisme de restriction

o s vy — BV x5z

est un isomorphisme et que qu(x3x6x15x23) = XXX gXpqe Par conséquent,

47,0
d2

est aussi un isomorphisme.
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(ii) Pour p =3 : Puisque HS(X;Z) =0 et H6(X;Z) =4 Zz,

on déduit que 1'homomorphisme de Bockstein

S : H5(X;Z2) - H6(X;Z)

est un isomorphisme. Enfin, comme Sq2x3 = Xg d3’— est un isomorphisme.
16 . -
Pour p = 18 : Remarquons que H (X;Zz) = 0 ce qul entraine
18,-2 18,-2 . . 2 _ s 1l xs
que E3 (X) E2 (X). Puisque Sgq XaX o = XX g et : H (X,Zz) >

> HZI(X;Z) est un isomorphisme on déduit que d;S,—Z est aussi un iso-

morphisme.

Pour p =26 : On a H26(X;Zz) = Z, & Z dont les généra-

——————————— 2 2
2 1

teurs sont x3x23 et x5x6x15. Comme x5x6x15 = Sq (x3x6x15) on déduit
ue E26’_2(X) = 7 dont le générateur t xX.X De plus Sozx X,, = X.X
4 3 =% generateur est  X3¥os3: P 1 X3¥93 T X5¥a3
et 6(x5x23) # 0 car HZS(X;Z) = 0. Par conséquent, d§6’—2 est un mono-
morphisme.

Pour p_=_11 et 34 : On constatera aisément que les diffé-

. 9,-1 32,-1 . .
rentielles d2 et d2 sont des isomorphismes.
(iii) On remarque que pour p =9, 24 ou 32,

o Hp(X;Z) - Hp(X;ZZ) est un isomorphisme. On vérifie alors aisément

que dg,o = quop est un isomorphisme pour p = 9 et un monomorphisme

pour p = 24 ou 32.

Enfin, pour montrer que Eza’—4(x) = 0, on remarque d'abord que
H39(X;Zz) =0 ce qui entralne que Egl’—z(X) = Egl’_z(x). or, H4](X;ZZ) = ZZ

P s s 2 _ .
dont le générateur X3X 5%, vérifie Sq XX cXyy T XX Xog qui est le

générateur de H43(X;Zz). De plus, puisque H43(X;Z) =0 et H44(X;Z) = ZZ’

§ H43(X;Zz) - H44(X;Z) est un isomorphisme ; il en est donc de méme
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2 41,-2

pour §oSq~ = d3 . Ceci achdve donc la démonstration de III.2.2.

Cornollaine 1171.2.3.- Soit X comme en I1.2.2, alors on a

52,-52

8:8x) 0 E'®71%x) 8 E > (),

L]
(2.2 [>.23

v
GxKO(X) = E

(o]

ckol(x..) =0 donc Ko'(x..) =0
” (X15 = et donc 0 (X15 =

ol X15 est le 15-iéme squelette de X.

Nous rappelons maintenant les faits suivants :

Soit X un CW-complexe fini.

-

1) Pour définir la K-théorie 3 coefficients dans Zp (p 2 2)
on prend un espace de Moore M = Slkulez (e2 étant attachée par une
P

application de degré p). Alors par définition
%Ui(X;ZP) = %Ui+2(x ﬂpr) pour tout i
(pour plus de détails voir Eﬂ).
2) On a une suite spectrale {Er(X;Zp)} avec
E*z"*(x;/zp) - H*(X;KU*(MP))
et qui converge vers 1'anneau gradué KU¥(X;ZP).

Dans cette suite spectrale, on a (p é&tant un nombre premier

quelconque 3> 2)

(1) dr =0 pour 2 < r € 2p-2 de sorte que pour 2 £ r £ 2p-l
q,0 . ~ . crr s 9Q,v.
Er (X,Zp) peut étre identifié a H (X,Zp).

(ii) En utilisant cette identification, d2p—l est égal (&

multiplication pré&s par un &l&ment non nul de Zp) d 1'opération stable
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de Milnor Ql : Hq(X;Zp) - Hq+2p_l(X;Zp) (Ql = P15 - GPI) (Voir [32],

propos. 1-2, page 21).

*
3) L'anneau gradué KU (X) a de la torsion d'ordre p seulement
. *
si H (X32) 1'a ([}i], lemma 1.1, page 19). D'autre part

dlmpKU (X;zp) 2 dim KU (X;®) et 1'égalité a lieu si et seulement si KU (X)

Q
n'a pas de p-torsion ([}Z], lemma 1-2, page 20).

Proposition 111.2.4.- Soit X un CW-complexe fini vérifiant
les propriétés cohomologiques (ii) et (iv) de FA’ et soit X15 le

I5-i8me squelette de X. Alors KU¥(X15) n'a pas de torsion impaire.

Démonstrnation : Puisque H*(XIS;Z) n'a pas de p-torsion pour

p > 3, 1il suffit de montrer que KU*(XIS) n'a pas de la 3-torsion. Nous

allons donc montrer que

dim, KU™ (X

. * )
5 ) = dim KU (X, 3Q) .

15523 ()

Cherchons d'abord dimQKU*(X ®). D'aprés la suite exacte

15°
o » w1z » 8P g - wlaxgn) > B > o

et du fait que HIS(X;Z) ~ Z, on volit que HIS(XIS;Z) est un groupe libre.

Remarquons que rang HIS(X Z) > 1. En effet, d'aprés la formule des

15°

coefficients universelle, on a

15 15
H 7 (X g325) 2 B W (X 32) © Z,.

Or HIS(X ) contient Z_. @& Z car HIS(X;ZB) ~Z_ 0 Z (propriété (ii)),

15525 3 3 3 3

par conséquent rang HIS(Xls;Z) =n > 1. Il est alors aisé de voir, selon

. . *
la propriété (iv) que rang H (XIS;Z) = n+4 et donc
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dim Ku*(xls;m) = n+h.

Q

Prenons maintenant la suite spectrale {E (X15 3)} ;
Ps>q = yP :
Eg’ (X535 3) HY (X 53 3’) (q pair)
1
. - e e - _ - _
et d'aprés la propriété (ii) le3 63P3x3 Xg-
I1 s'ensuit que
sq = ’q =
(X 5325) (X 5324) = 0.
-~ = = - (] -~
De méme Ql(x3x7) Ql(x3)x7 x8x7, d'oil
0,q - 15,9 = e
6 (X15 3) 0 et dlmZ3E6 (X15 3) n-1.
Aussi, on vérifie aisément que dim Ell’q(X ) =2 et
23 6 15 3
dim, E ’q(x ) = dim, pl%x sz) = 1.
15 3 6 15773
3 3
Par conséquent,
dlmZ3E6(X15 3) = n+4.
Or
dlmZ Ew<X15’ZS) d1m KU (X15 3)
3 3
On a donc bien
dim_ KU (X ) = dim KU (X, ;@)
e 153%4) = dimg 153@

on a

C.Q.F.D.
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Conollaine 111.2.5.- Dans la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch

en K-théorie réelle, on a : la différentielle

. .3,8k-4
dg : Eg

8,8k-8

5 (F

(F,) -~ E )

4 4

est un &pimorphisme (pour tout k).

Démonsthation : Soit X le 15-i8me squelette de F,- On a

Qv -
G, KO(X ) = E (X,5) -

Puisque H8(X15;Z) =~ Z ko(xls) est trivial ou isomorphe 3 Z

3° 3°

v . . e qs .
Or, d'aprés I1I.2.3., KOl(XIS) =0 3 1l s'ensuit, en utilisant la suite

exacte de Bott que la complexification
y y
c : KO(X; o) > KU(X )

. . Y . . .
est un monomorphisme. Mais KU(XIS) est sans torsion impaire (III.2.4),

. Ny 8,-8 ..
par conséquent KO(X]S) = 0. Le terme E (XIS) est donc trivial.
11,8k=-2 . .
Comme E3 (XIS) =0 (III.2.2), on déduit que la différentielle
. p3s=b 8,-8
ds : Eg” (Xj5) — Eg7 T(X;5)

est nécessairement un &pimorphisme (rappelons que H13(X Z) =0). Le

15°

corollaire s'ensuit par fonctorialité

d
3,-4 5 .8,-8
Eg (F4) Eg (F4)
.= *
=1{1 = 1
3,4 8,-8
E7 (X5) Bg” (X5)

C.Q.F.D.
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Démonstration du théoneme 111.2.1. :  Soit X, et Xg des

générateurs de H3(F4;Z) z Z et H8(F4;Z) ZB' Alors d'aprés la propriété

"

Z, et est un générateur

3 *3%g
de la partie de torsion de Hll(F4;Z) 27 ® 23. I1 est clair que X Xg

subsiste jusqu'au terme E;l’—lz(Fa). D'aprés III.2.5, on a

1

(iv), x2 est un générateur de H16(F 3Z)
8 4

d5(§3) =n xg ne 23 n # 0.

I1 s'ensuit que la différentielle

o 11,-12 16,-16
d5 : E5 (F4) E5 (F4)
est un épimorphisme. En effet, dS étant une dérivation, on a
-2 3,-4 8,-8
dS(XBXS) nxg ol x;€ E5 (F4) et Xg € E5 (F4)°
On déduit alors, d'aprés III.2.3, que
. .52,-52
¢ Xo(r,) = B TVN(r)).
or ESZ’_SZ(F ) = B2 7% ) = HSZ(F Z) = Z d'aprés ( )
o 4 2 4 4
1
et comme Eiz’_sz(Fq) - Fszkb(pq) = ImRo(s*?) —P— Ko(r,)) = KO(F,),

. ! Y v . . .
on déduit que p : KO($52) > KO(F4) est bien un 1somorphilsme.

C.Q.F.D.

. y 52 y 52 . .
Remargue : Du fait que r : KU($™7) » KO($”") est un Epimorphisme,

on déduit, en utilisant la suite exacte de Bott, que

- N, =
c ko 1(F ) ~» KU l(F )

4 4

. . v -1 . .
est un monomorphisme. Il s'ensuit que KO (Fa) est aussi sans torsion.




CHAPITRE 1V

EXISTENCE D'ELEMENTS PRIMITIFS DANS LA K-THEORIE DE RP> ET ®e’.

IV.1. - Introduction.

Soit X,u et X',u' deux H-espaces et f : X -+ X' une

application topologique. On dit que f est un homomorphisme de H-espaces

si
fu vu'(f x £).
Supposons que X',u' est un H-espace associatif. Alors 1l'ensemble
des classes d'homotopie des applications pointés de X dans X' - noté
[X,X']* - a une structure de groupe induite par la multiplication u'.

Dans ce cas, f : X > X' est un homomorphisme de H-espaces si
n +
fu fp1 fp2

ot p, : XXX~>X, 1i=1, 2, sont les projections sur le premier et le
i pProj

deuxime facteur respectivement et + est au sens de la multiplication u'.

Posons X',u' = BF,® (F =U ou 0) ou ® indique la structure
de H-espace sur BF induite par la somme de Whitney des fibrés vectoriels.
Soit X un des H-espaces dont on a calculé les groupes de K-théorie
réelle dans les chapitres précédents et on se pose la question de 1'exis-

Y o a4
tence d'éléments primitifs x dans le groupe KO(X), c'est-a-dire,
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des &léments qui sont représentés par des homomorphismes de H-espaces

f : X,u > BO,d. Donc tels que

W' = pi 0 + ().

Du fait que KU (X) est sans torsion, il est trivial de voir qu'il
y s
n'existe pas de tels &léments dans le groupe KU(X) en utilisant le

caractére de Chern
ny “pai
ch : KU(X) »—— HPPY (x30) .

n . .
I1 en est de méme pour KO(X) 1lorsque ce dernier est sans torsion. En
effet, dans ce cas le morphisme de complexification ¢ est un monomor-
phisme. Il nous reste le cas des H-espaces de type (3,7), (3,3,7), (3,7,7)

a
et (3,7,11) pour lesquels on a vu que le groupe KO(X) est de la forme

n
KO (X)

it
N
@
<]
Ny

Mais pour tous ces types on a montré que la suite spectrale d'Atiyah-
Hirzebruch est triviale. En utilisant alors la fonctorialité des edges-

homomorphismes, c'est-i-dire, des homomorphismes
N - -
PR > B TP = ERTPX)

PR . Y . . P,
on vérifie aisément que KO(X) aussi ne contient pas des &€léments primitifs.

Nous avons alors &tudié le cas des espaces projectifs réels

3 7 ez P .
RP et RP° pour lesquels nous avons &té amené 3 nous servir de la

construction du plan projectif associé 3 un  H-espace.
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1V.2. - Plan projectif assocdé a un H-espace.

Soit X ¥ Y le joint de deux CW-complexes (finis) X et Y.

On a une application canonique
jeX¥Y > I(XXY) (voir [15:])

oi Z(X X Y) est la suspension du produit X XY des deux CW-complexes.

Si pI:xX'Y+x, pZ:XXY"*Y et A:XXY>*XAY
sont les projections canoniques, alors ([lﬂ)(ZA) 0o j est une équivalence
d'homotopie tandis que (Zpl) o j et (sz) o j sont homotopiquement

triviales. Ceci entraine que le noyau de

¥ PEER X)) —— BN x Y

est &gal 3

OpT(Hn—l(X)) ® Op;(Hn_l(Y)) pour n > 1

- vk k+1 ' . .
ot o : H (Z) > H (ZZ) est 1'isomorphisme de suspension.

De méme, le noyau de

n

SRR x ) (= RE TN % v)) — RN % )

~est égal 3

n

pi(%F' ) e p;(ﬁﬁ’n'l(Y)).

Soit maintenant X un H-espace avec une multiplication
u ¢ XXX - X. La composée

X x X o nx xx) — 1x
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H(U) = (Zu) o j est la construction de Hopf de u. Le cone de H(W) :

C = IX (U C(X%X) = P X
H 2 -
() 1)
est le plan projectif associé & 1'H-espace X (pour plus de détails voir [)5]). -

On a alors une suite de Puppe

X xx —B@ g i P,X —P2 s I xX) -

LI

qui induit une suite exacte longue

! !

i H(u)!

BTG )Y —R BT B O I Br ™

X ¥ X))~ ...
!
Comme le noyau de j° est égal 3

P& (0) © p, (T ()

on voit que le noyau de H(u)! est constitué précisément par les &léments

-n-|

No—n Y]
x € KF (ZX) = KF (X) tels que

u!(X) = pi(X) + p;(X)

. P N —-n-—-
c'est-3~dire, les &léments primitifs de KF n I(X).

Nous rappelons maintenant un résultat sur les cup-produits dans
* ) UK I -
H (PEX). Soient a et b deux &léments quelconques de H (X), le théoréme
. . . e: * * %
de Kiinneth identifie a 8 b avec 1'élé&ment pl(a) U p2(b) € BH XXX ;

on définit a x b = j*o(a@b) € H*(X*X) (o est 1'isomorphisme de suspension).

Théondme 2.1.- Soient u et v deux &léments quelconques de
¥ . AT . . ¥
H (PZX) et soit a, b € H (X) tels que 1*(u) = ¢g(a), 1 (v) = o(b).

* . . . .
Alors u uv = p o(a*b), c'est-a-dire, on a la situation sulvante :
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s * ux i¥ Ux

H (Z(X¥K)) ——F—  H (p,X) -~ H (IX)
u,v -~ d(a),o(b)

o (axb) uuv

(voir [15:], page 49).

TV. 3. - Le cas de RP3.

La cohomologie entidre de RP3 est donnée par

W= -z, uw -z H' =0 pour i # 0, 2, 3

et la cohomologie 3 coefficients dans Zz est donnée par

H*(RPB;Z ) =z,[a] ol a € HIORPB;Z ).
2 20 4 2
<g >
2

s ek . 3
Remarquons que o et o sont primitifs tandis que &  ne

l'est pas. Soit a € HZORP3;Z) un générateur. Puisque

u2 (ReOxRP>;2) = B2 @®RP;z) © HO(RPS;Z) © #° ®RP>;z) 8 HE (RP°;Z)

on a

u*(a) = pT(a) + p;(a)

c'est-a-dire, a est primitif, U RP3 X RP3 »—RP3 étant une multiplica-
tion.
. L ' 3 3 3 N
Soit b un générateur de H (RP";Z), on a p(b) = o ol
* * . .. . .
p : H (X;Z) - H (X;ZZ) est le morphisme de restriction induit par la

projection Z > Z I1 s'ensuit que b n'est pas primitif, donc

9"

W (b) = py(b) + py(b) + A" (2)
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ol z est un &lément non nul de HB(RP3 A RP3;Z). En utilisant la formule

de Kiinneth on montre que H3(JR.P3 A mPB;Z) = Zz ce qui entraline que tout
multiple pair de b est primitif.

. c s o s - 3 N
Pour des raisons de commodité, écrivons X & la place de RP .

Lemme 3.1.- La cohomologie de P,X i coefficients dans z,

est donnée

* . _ ~ - {
H (2,X32,) = Z,[y,,y,] ® S

3 2 2 3
<y2,y2y3,y2y3,y3>

dim v, = i et S a des générateurs en dimensions 6, 7 et 8.

2
De plus, Sq Y3 = ¥,¥5-

La cohomologie entiére est donnée par

’

22 pour p =3, 6
Z . 8L pour p =7
WX, = 4 272
V4 pour p =0, 4, 8
\ 0 ailleurs

Preuve : C'est une conséquence de la suite exacte de cohomologie

associBe i la suite de Puppe

X %X “—H‘(——U)’* X —— PZX — X(X ¥ X) -

, X
Les générateurs Y, et Vg sont tels que 1 (yz) = g(a),

i 2 . .
i (y3) = ¢g(a”). Pour le carré de Steenrod, il suffit de montrer que
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3 *
quy3 # 0. Or B8q Yy = y§ = p O(OL2 * az) #0 (2.1) et Sq3 = SqIqu,

par conséquent Sq2y3 # 0.

Pour la cohomologie enti&re, on procéde de la méme maniére.
(Voir L§] pour des résultats généraux concernant la cohomologie du plan

projectif P _X associé i un H-espace X).

2

Lemme 3.2.- EU(PZX) ~Z ®Z.

Preuve : On utilise la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch et on

vérifie que

n - - -
G.KU(P.X) = E4’ 4 o E6’ 6 ® E8’ 8
* 2 [es} [ee} (%)
et que Ei’—4 = Eg’—4 x Z, Ei’—8 = Eg’_8 =~ Z. Il suffit donc de montrer
que Eg"6 = 0. Or la différentielle
d3 E3,2q E6,2q-2

est donnée par le carré de Steenrod

Sq3 : H3(P2X;Z) —_ H6(P2X;Z).

¥
Le générateur x de H3(P2X;Z) x Z est tel que i (x) = o(a).

2

I1 s'ensuit d'aprés 2.1 que Sq3x = x2 = p¥o(a*a) # 0, d3 est donc un

isomorphisme, d'oli le résultat.
Ro! -
Lemme 3.3.- 0 (PZX) = 0.

Preuve : On a d'aprés 3.1

N -7 . 2,-9 _ _3,-10
G K0 (B,X) = E .

[ee]

® E
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2,-9 4,-10

La différentielle d2 : E2 > E, est un isomorphisme. En
2 2 , 2,-9 res s
effet dzy2 = Sq Yy = Yy 3 par conséquent, E3 = 0. La différentielle
_.3,-10 6,-12
d3 : E3 - E3
est aussi un isomorphisme. En effet, d3 =8 o Sq2 oi & est le morphisme

. .. - . . . 2
de Bockstein associé 3 la suite exacte de coefficients O > Z —> Z *-ZZ + 0

(0.0.4). D'aprés 3-1, quy3 = Y,Y5 et d'autre part
§ e HS(P X3Z,)) =~ H6(P X3Z)
' 2772 27
est un isomorphisme. D'oli le résultat.

Théoneme 3.4.- Pour X = RP3, il n'existe pas d'éléments primitifs

n,
dans KF(X) (F =U ou 0).

Démonsthation : Le cas réel résulte immédiatement de 3.3. En effet,

. LN
puisque KO (p2X) = 0,
] ] .
H(W)! : KO (ZX) ~» KO (X#*X) est un monomorphisme.

. PR . AY)
Pour la K-théorie complexe, on vérifie alsément que Ku(x) = Z2

v
et KU%X) 2 Z. Regardons maintenant la suite exacte
n o1 [ n
st an BWL R ey — WP em - .

associde a la construction de Hopf. En utilisant la formule de Kiinneth (Eﬂ)

a,
on vérifie que KU(X A X) =2Z @ Zz. Or

¥l = lGEr ) = WE A X

n 2 ’ R
et d'aprés 3-2, KU (PZX) est sans torsion ; par conséquent H(u)! est un

monomorphisme.
C.Q.F.D.
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IV.4. - Le cas de cRP7.

I1 est bien connu ([Hﬂ) que %F(RP7) (°" = U ou 0) est un groupe
fini d'ordre 8 dont le générateur G pour le cas réel est donné& par le
fibré linéaire canonique et pour le cas complexe est donné par le complexifié
p = ¢(0) de ce méme fibré.

Soit U : RP7 x RP7 - RP7 une multiplication. Nous allons démontrer

que les &léments d'ordre 8 de EF(RP7) ne sont pas primitifs. Nous démon-
trerons ensuite que l'existence d'éléments primitifs dans %TGRP7) ne dépend
pas de la multiplication U choisi sur RP7. Enfin, nous démontreronsrque
4p et 40 sont primitifs mais nous n'avons pas pu décider pour les Eéléments
d'ordre 4.

- -~  m, 3
On va procéder de la méme mani&re que pour le cas de RP en

étudiant 1'image de 1l'homomorphisme
Lot n, o,
i’ o KFI P 2X) — KlF] (ZX)
. P o e e Y AV
qui est constitué par les &léments primitifs de KF(X) = KF (ZX).

4.1.- Pour des raisons de commodité, écrivons X & la place

de RP7. Rappelons que

iR

H*(X;Zz)

1
Z_{a oi o€ H (X32.)
2[2///;a8> 277?
2

4 1z C e . .
0, o et o é&tant les seuls éléments primitifs. La cohomologie entiére

de X est donnée par

Zz pour 2 < p pair £ 6
HP(X;Z) = Z pour p =0, 7

0 ailleurs
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Soit a le générateur de H2(X;Z), alors p(a) = az oi p est

le morphisme de restriction induit par la projection Z - Z Remarquons

9°
que

2 7
e R N e AR 6 ) TN SR U X;Zz)
est un monomorphisme ce qui entraine que a est primitif. On vérifie aussi
W 2 T ;
alsément que a est primitif mais que a3 ne 1l'est pas.

Soit P2X le plan projectif associé 3 X.

Proposition 4.1.1.- Les éléments d'ordre 8 de %F(X) (F =U ou 0)

ne sont pas primitifs.

Démonsthation : Etudions le cas oii IF = U (le cas réel s'en

; ; ; L : v Y S
déduit a 1'aide du morphisme de complexification c¢ : KO(X) > KU(X) qui est
i 5. ¥ & A7)
ici un isomorphisme). Remarquons que les éléments d'ordre 8 de KUl(ZX)

(= kU(X)) appartiennent au degré 3 de filtration exacte, c'est-a-dire,

leur projection dans FBQUI(ZX) n'est pas nulle. Il nous suffit

X! ex)

5

1
donc de démontrer que i'(ﬁUl(PZX))(: F %UI(ZX). Pour cela nous avons le

diagramme commutatif suivant :

ﬁul(pZX) " F-%l(PZX) i S Prelex = ®wlexn

*

3

F ﬁUI(PEfl/// TLE A BEUI(%fi////
FS%UI(PZX) X! ©x)

’ 2 L S AP
Du fait que a € H (X3;Z) est primitif, on vérifie aisément que

& Pl
B (%)

1

5

R

o H3(P2X;/Z) s HO(EX:E)
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est un isomorphisme. I1 s'ensuit que Eg’_z(PZX) = Zz. Or la différentielle
d, : E272x > B 72X
3° 73 2 3 2

est donnée par le carré de Steenrod

s H3<P2x;z) > H6(P2X;Z)

Soit x

*
3 € HB(PZX;Z) le générateur, donc tel que i (x3) = g(a). On a

Sq3x3 = x§ = p*o(a¥a) # 0 selon 2-1.

3,-2

Par conséquent Ei’_z(sz) = E4

(p2X) =0 et il s'ensuit que

5

AL v o1
i (KU (P2X))C: F KU (ZX)

C.Q.F.D.

Remarque :

Soit W) : BO ~» K(Zz,l) et N : BU » K(Z,2) 1la premiére classe
de Stiefel Whitney et la premiére classe de Chern respectivement. Ce sont
des homomorphismes de H-espaces lorsque que BO et BU sont munis de la

structure de H-espace canonique, c'est-3-dire,celle induitepar la somme

de Whitney des fibrés vectoriels réels et complexes respectivement.

Soit f : X » KCZZ,I) et g : X > K(Z,2) des représentants de
o € HI(X;ZZ) et a € HZ(X;Z) respectivement. Puisque o et a sont
primitifs, f et g sont des homomorphismes de H-espaces. La proposition
4.1.1 nous dit que les relévements de f et g dans les diagrammes

suivants
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BO BU
£ v, g 1
Bt o
X - K(@,,1) X e K2

ne sont pas des homomorphismes de H-espaces.

) n,
Remarquons que selon 4.1.1, les éléments d'ordre 8 de KF(X) ne
sont pas primitifs quelle que soit la multiplication choisi sur X. Nous
allons maintenant démontrer de manié&re générale que l'existence d'homomor-

phismes de H-espaces

f: Xy ——— BF,®

ne dépend pas de la multiplication W choisi sur X = RP7.

Lemme 4.1.2.- KU(X A X) oz

n
N

.
zy et KU (X) = Z, on vérifie

aisément, en utilisant la formule de Kinneth (Eﬂ), que

n,
- Preuve : Du fait que KU(X)

1

Y
KUX xX) 2 Z © Z8 () Z8 ® ZS.

n,
11 s'ensuit que KU(X A X) =2 Z @ 28.

C.Q.F.D.
Proposition 4.1.3.~ 11 n'existe pas d'application topologique

n n
vi:XAX>X telle que v! : KU(X) > KU(X A X) soit un monomorphisme,

ou telle que Im v! soit un sous—groupe d'ordre 4.
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P . . Y P .
Démonsthation : Soit p € KU(X) le générateur canonique et

h : X>BU son représentant (& homotopie pré&s). Soit v : X AX > X une
application topologique et soit f = h o v. Nous avons le triangule com-~

mutatif suivant

H (X A X32) H (BU;Z)

Rappelons que h*(cl) = ae€ HZ(X;ZZ) oll ° est la premiére
classe de Chern et h*(cn) =0 pour n > ] car p est la classe stable
d'un fibré vectoriel complexe de rang 1. Puisque H2(X A X3Z) = 0, il
s'ensuit que le fibré vectoriel dont f est l'application classifiante
a toutes ces classes de Chern nulles. Remarquons maintenant que les éléments
d'ordre 8 de EU(X A X) sont de degré de filtration exacte 4. Il suffit
pour cela de démontrer que le terme E;’_4(X A X) est &ternel, c'est-d-dire

phs=b

oo}

X A% =B "® A% = H'X A X2) (22,). Modulo la projection
A+ X xX~>XAX, le génédrateur de HQ(X A X3Z) est identifié& avec
1'élément a ® a € H4(X X X3Z). Du fait que la suite spectrale est tri-
viale pour X et du fait que les différentielles sont des dérivations,

il s'ensuit que a @ a persiste 3 1'infini. Nous avons donc le diagramme

commutatif suivant




]
d
'Ei’Zk(X xX) ——t .Ei+r,2k—r+1(X < X)
TAx A*
4,2k dr 4t+r ,2k-r+1
Er’ (X AX) > Er ? (X AX)

o L 4 L .
ol 'dr = 0 (car les générateurs de H (X X X3;Z) sont les éléments suivants

a"®1l, 18 a2 et a @'a) et r est un entier impair. Supposons qu'il

) - * . .

existe {x} € Ei+r’2k r+1(X A X) tel que A {x} = 0. Alors il existe

6,2k-2 *
' ) [] - . ' -

y € Er—2 X x X) tel que dr_z(y) A (x). Mais dr-2 0 car

6 . U, . 3 3
H (X X X3Z) est engendré par les &€léments suivants : a ® 1, 18 a7,

a> ®a et a8 a2. I1 s'ensuit que {x} = 0 et donc d_=0. Par consé-
quent, on a bien Ei’—a(x AX) = Eg’_4(X A X).

Rappelons maintenant que le edge-homomorphisme
ny
W FRUG AR > B A X32)

de noyau F6§U(X A X) est donné par la deuxiéme classe de Chern ([?E]).
Par conséquent, un &lément 2z d'ordre 8 dans %U(X A X) est tel que
cé(z) =a®a#0 (vucomme un élément de HA(X A X3Z)). 1I1 s'ensuit
que v! : EU(X) > Eﬁ(x A X) ne peut pas étre un monomorphisme. Pour la
deuxi@me partie de la proposition, soit £ un fibré vectoriel complexe

sur X AX tel que =z soit sa classe stable. On a
¢, (B0E) = ¢, (B) + ¢, (B) U (B) + e () Ue (B) + ca(E) + ¢, (E).
Or  2¢,(&) = ¢ (€) Ucy(€) = (&) Jc (&) = 0.

Donc c4(£ ®E&) = cg(g) = a2 Q a2 ¢ 0.
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I1 s'ensuit que f ne peut pas €tre un représentant de
2z = [; ® 51, et de méme pour 6z, c'est-a-dire, les &léments d'ordre 4
y
de KUX A X).

D'oli le résultat.

Théoneme 4.1.4.- L'existence d'homomorphisme de H-espaces
f: X,u >~ BF,®8 (F = U ou 0) ne dépend pas de la multiplication

choisi sur X = RP7.

Dans la démonstration de ce théoré&me, nous allons nous servir

du critére suivant (Voir [?{], Propos. 1.5.1. page 30).

Crnitene 4.1.5.- Soit (X,u), (X',u') deux H-espaces et
h : X > X' une application topologique. Supposons de plus que (X',u")
est associatif et que X est de dimension fini. Alors X admet une
multiplication ﬂ telle que h est un homomorphisme de H-espaces pour

fi,u', si et seulement si
- b,
-HD(h,u,u") € IM([X A X,X] — [X A X,X'])
oi HD(h,u,u') est la H-déviation relativement & u,u'.

Demons thation de 4.1.4.- On va utiliser 4.1.5 pour X = RP7

m
et X',u' = BU,®. Soit p € KU(X) le générateur canonique et supposons
que pour une certaine multiplication u sur X, 2p ne soit pas primi-

tif, c'est-a-dire,
! ! ! ! |
v (2p) = P](zp) + pz(zp) + A (y) avec y # 0

Y
(y € KU(X A X) est la H-déviation de 2p relativement a 1y, ).
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S'il existait {l : X X X - X pour laquelle 2p serait primitif :
~ ! !
ut(2e) =p,(20) + p,(2p)

alors, selon 4.1.5, 1l existerait v : X A X > X tel que v!(2p) = -y.
Dans ces conditions, 1'élément z = v!(p) serait au minimum d'ordre 4

ce qui contredit la proposition 4.1.3. De méme, si
' ! z !
ut(ap) =p (4p) + p,(4p) + A (y) y#0
pour une certaine multiplication u et
~ ! !
ut(ap) = p, (4p) + p,(4p)

pour une autre multiplication U, il existerait v : X A X > X tel que
v!(4p) = -y et v! serait un monomorphisme. Ceci montre donc 4.1.4,

pour le cas complexe, compte tenu de 4.1.1.

Pour le cas réel, rappelons que le morphisme de réélification
ny ny
r : KU(X) — KO(X)

y
est tel que r(p) = 20 oli O est le générateur canonique de KO(X) et
p=c(0) o c est le morphisme de complexification. Supposons par

1'absurde que pour une certaine multiplication u on ait

U (20) = p;(20) + py(20) + A'(2) 2 # 0

-~

et pour une autre multiplication
A ! !
ul(2o0) = 91(20) + p,(20).

Puisque ¢(20) = 2p, ce dernier est primitif pour {1 et donc aussi
pour u d'aprés le résultat précédent pour le cas complexe. Or, selon 4.1.1,

0 n'est pas primitif pour toute multiplication, donc
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!
u (p)

ﬁ!(p)

pL(O) + py(p) + A () x #0

1]

pi(o) + Pé(p) + A!(X') x' # 0.

ona r(x) =z#0 et r(x') =0, mais

[}
N
Q

Puisque r(p)
ul(20) = fit(2), domc 2x = 2x' =0 ; come KU(XAX) 2Z0Zg,
d'aprés 4.1.2, nécessairement x = x' ce qui est contradictoire. Pour
1'élément d'ordre 2, 40 € EO(X), on procé&de de la méme maniére. Si 40
est primitif pour une ;ertaine multiplication {i alors c¢(40) = 4p est

primitif pour {iI et donc aussi pour toute multiplication . Mais si

40 n'est pas primitif pour une autre multiplication yu,
! ! ! !
w(bo) = p, (40) + p,(40) + A" (2) z #0

alors, puisque 1r(2p) = 40, 2p aussi n'est pas primitif quelle que soit

la multiplication. Par conséquent

! ! ! !
M (2p) = p(20) + p,(20) + AT (%) x#0
A ! ! !
H'(20) =p,(20) + p,(20) + M (x") x' #0
avec 2x = 2x' = 0, donc x = x' d'aprés 4.1.2. Mais r(x) =z # 0 et

r(x') = 0 puisque 4o est primitif pour {i. D'oii la contradiction.

Ceci achéve donc la démonstration de 4.1.4.

4.2.- Nous allons maintenant montrer que 1'élément d'ordre 2
Y . . . . - .

de KF(X) est primitif. A cet effet, nous avons besoin d'une série de
lemmes concernant certains termes de la suite spectrale d'Atiyah-

Hirzebruch en K-th8orie réelle de 1'espace PZX'
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6
3

Lemme 4.2.1.- La différentielle d, : E3’_2(P2X) S E

,~4
3 ¢ B3 (B,X)

est nulle.

Démonstration : Remarquons tout d'abord que, d'une part

i H3(P2X;Zz) - H3(ZX;ZZ) est un isomorphisme car az

est primitif et Hz(X*X;ZZ) =0 ; et, d'autre part

* .
i o H5(P2X;22) - HS(ZX;ZZ) est un épimmorphisme car a4

est primitif. Puisque quo(uz) = §4?6(a4), il s'ensuit que

qu : H3(P2X;ZZ) > HS(PZX;ZZ) est un monomorphisme.

Rappelons que d3 =48 o qu. Soit alors X3 € H3(p2X;Zz) le

< . 2 .
générateur ; on doit montrer que JSq Xy = 0. Nous avons le diagramme

commutatif suivant

.. ->H5(P2X;Z) S N HS(PZX;ZZ) N H6(P2X;Z)

. ¥ , %
1 1

0+ B (5X;Z) —Fs HS(ZX;/ZZ) — 0

~ . ~ L . 2 s e
la fléche verticale de gauche &tant un épimorphisme car a est primitif.

LK 2
On a 1 Sq x

3 O(a4) = pO(az), par conséquent, i1l existe y € HS(PZX;Z)

tel que opo(y) = qux3 et donc 6Sq2x3 = §p(y) = O.

C.Q.F.D.

. 2 3 5. .
Remarque 4.2.2.- Du fait que Sq~ : H (PZX,ZZ) + H (PZX’ZZ)
est un monomorphisme on a Eg’
que qu : H2(P2X;Zz) - H4(P2X;Z2) est un isomorphisme, en effet, le géné-

—l(P X) = 0. On pourrait aussi remarquer
2 p
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rateur x, € H2(P2X;Zz) est tel que i*(xz) = o(a), Sq2x2 = xg = p*d(a¥a)

2
selon 2-1 et H4(P2X;Zz) = HB(X¥X;22) 5 ZZ. I1 s'ensuit que
2,-1 _ Lh,-2 _
Eq (sz) = E, (sz) = 0.
Lemme 4.2.3.- E;I’Sk_l(PZX) = 0.

Démonstrhation : On doit montrer que la suite suivante

2

2
9,8k Sq op 11,8k-1 Sq 13,8k-2
E2 (P2X) E2 (PZX) — E2 (PZX)

est exacte. Commencons par &tudier le noyau de

Sq2 : HII(PZX;ZZ) —_— H13(P2X;Zz).

On a les diagrammes commutatifs suivants

2
1, Sq 13, ..
H O (P,X52,) H °(PX;2,)
‘ * *
z |p = |p
| 2
il caansz) —3—— 1Py

Q

il aomse) —Z— 10mxz) e 10cmmne) ~I— B iz,

e

5q2 5q2 s 5q2

Q

o]

H13(Z(X¥X);ZZ) g H‘Z(xxx;zz) — HIZ(Z(XAX;ZZ) 22— w1 xaxsz,)

1

I1 suffit donc d'étudier qu : Hg(XAX;Zz) - Hll(XAX;Z). On a
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2
Sq'(u7@a2) = a78a4, qu(a28a7) = a48a7
Sq2(a68a3) = u68u5, qu(a38a6) = a58a6
ot $q% (0°8a”) = sq° (a*80’) = o.

I1 s'ensuit que Ker Sq2 posséde deux générateurs :
* *
P 0(a5¥u4) et p 0(a4¥a5).

Etudions maintenant la différentielle
2 9 11
Sq7o p: H (P,X3E) ~ H (P,X:Z,).

Il est aisé de véBrifier que H9(P2X;Z) =z Z, ® Zz 3 11 s'ensuit
que

o ¢ H9(P2X;Z) - H9(P2X;ZZ) est un monomorphisme.

On a le diagramme commutatif suilvant
9 9 Sq° 11
H (P.X3Z) —FP—> H (p.X:Z.) —L—s H (P.X;Z.)
2 ) 2%3%)
1 *¥ * *
p p =|p
9 9 sq® 11
B (D) 32) —— B (S(00)32,) —2— B (L(X#X)3Z,)

~

]h3

0 (x\x;z) —s H7(XAX;ZZ)

Pour étudier l'image de p on va utiliser le fait que Sq1 =po d:

v’ (xaxzz) —L2—s H7(XAX;/ZZ) % L Bmxiz) —— o

N/

H8(XAX;ZZ)
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On a
Sql(a68a) = Sql(aS@az) = q68u2
Sq](u 8&6) = Sq](uzaus) = azea
et Sql(a48a3) = Sql(u38a4) = a48a4.
' . 9 S 10
I1 s'ensuit que Im p = Ker(H (Z(xxx);zz) — H “(Z(X¥X):2))
est engendré.par les éléments suivants : O(a2¥a5) + O(a*a6),
o(asxaz) + 0(u6¥a) et o(a4*a3) + o(a3*a4). Maintenant, on a
qu(o(a2¥a5) + 0(&*@6)) = G(u4*a5)
Sq2(0(a5¥u2) + O(aé*a)) = o(quaA)

4
qu(o(a+*a3) + o(a3*a4)) = o %) + ooy .

Remarquons que

H(u)*(oa7) = az*aS + asxaz + a*a6 + a6*a + a4*a3 + a3xa4.

%
I1 s'ensuit que Ker(Hg(Z(X*X);Zz) SN H9(P2X;Zz)) est isomorphe

for

*
Z? dont le générateur est OH(u) (Oa7). Par conséquent

quo o : HQ(PZX;Z) - HII(PZX;ZZ) est un monomorphisme et Im quo p = Ker qu.

C.Q.F.D.
Lemme 4.2.4.- £,2°%%(px) = o.
Demonstration : On doit étudier les deux différentielles suivantes
d2 - Sq2 . EéO,Sk-l(PZX) E;2’8k_2(P2X)
et dy =60 8q” : Eéz’gk_z(PzX) —_— EéS’Bk“‘@zxL
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\ Pour la premiére, nous avons le diagramme commutatif suivant

10 . Sq” 12 .
B (R, X5E,) B 7(P,%5E,)
0
* *
2ip Z| P
10 Sq° 12
CH(E(X¥K) 52,) 4 H 7 (2(X%X) 3Z,)

Or
Sq2(u78a) = Sq2(a®a7) = qu(a48a4) =0
Sq2(a6®a2) = a68u4, qu(a2@a6) = a48a6
Sq2(a58a3) = a66a4 + a58a5
Sq2(u38a5) = aS@us + a48u6.
10 S2 12
I1 s'ensuit que Im(H (P2X;Zz) A N (PZX;ZZ)) est engendré
par les éléments suivants : p*O(d6*a4), p*o(a4*a6) et p*o(a5¥a5). Par
conséquent, E;Z’Sk—z(PZX) est engendré par p*c(a7*a3) et p*c(a3¥u7).
. e . 2,7 3 7.5
Pour la deuxiséme différentielle, on a Sq (0'8a") = o 8a et
qu(u38a7) = a5@u7. Il nous faut maintenant calculer 6(@78a5) et
6(@58u7). Rappelons que Sq1 =po 6. Or Sql(a78a5) = a7®a6 et
1,5 7 6 7 . . 2 .
Sq (¢’8x’') = o 8a’ . Il s'ensuit que d3 = § 0 8§qg° est un monomorphisme.
C.Q.F.D.

|
|
|
|
t
8 Sq> 10
H (XAX;2Z,) 4 > H O (XAX;EZ,)

éo’8k(P2X) z Z, dont le générateur est p*o(az*az).

Lemme 4.2.5.- E 9




est isomorphe 3 Z
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Démonstrnation : On doit montrer que le noyau de la différentielle

d, = qu op E;O’8k

12,8k-1
2 2

(P2X) - E (PZX)

9 Nous avons le diagramme commutatif suivant :

2
10 p 10 Sq 12

. >_._.__.__.__.—} . .

H."(P,X;2) H(P,X52,) ——— H "(,X;Z,)

* * *
=|p =ip =(p

2
110z (xsx) 32) »—P— HIO(Z(XxX);Zz) Sa HIZ(Z(X*X);ZZ)

~ ~ ~

8 8 Sq’ 10
BO (xAX32) >——fe s W (XAX3Z,)) —— B (X0X3Z,)

On vérifie ais@ment que H8(XAX;Z) > Z. ®Z_ ® Z, dont les

2 2 2
générateurs sont : a38a, a@a3 et 32832. Or
Sq2 o p(a38a) = qu(u68a2) = a68a4,
qu o p(a@a3) = qu(a28a6) = a48a6,
et qu o p(a28a2) = qu(a4@a4) = 0. D'oli le résultat.
Lemme 4.8.6.- Ei4’8k‘4(PZX) - 0.
Demonstration : On doit &tudier les deux différentielles suivantes :
2 . _9,8k-1 11,8k~2
d, = Sq : B (B,X) —— E, (P,X)
_ 2 _11,8k-2 14,8k~4
et d3— § o Sq : E3 (PZX) —_ E3 (P2X).

On a vu dans la démonstration de 4.2.3 que H9(P2X;Z2) est engendré

1 ¥ i3y .. . .
par les éléments p aG(o *aJ), i+j =7, i, j 2 1, avec la relation
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y po@txad) = 0.
1,331

i+j=7

Pour la premiédre différentielle, on a

*
qup*c(a6xa) = qup O(u¥u6) =0
* *
Sq2p¥a(a5xu2) = Sq2p 0(a3¥a4) =p o(u5¥a4)
* *
qup O(a2¥a5) = qup*O(u4¥a3) =p O(a4¥u5).
On déduit que E11’8k-2(P2X) est engendré& par p¥0(u7¥a2),

3

* * * :
) o(a2¥u7), P 0(a6¥a3) et p o(a3¥u6). Pour la deuxiéme diffé&rentielle,

on a 3

qup*o(u7*a2) p*c(a7xa4), qup*o(az*a7) p*o(a4¥u7)

p*o(a5¥u6)

qup*o(a6¥u3) p*o(a6*u5), qup*o(qua6)

Pulsque Sql(a6®a5) = Sql(a58u6) = a66a6, on a

1

sp*0(abxa) = 6p%0(a’x®) = pYo(a’xad) e BB (2 2,
d'ol le résultat.

5,8k-4

Lemme 4.2.7.~ E,

(PZX) =A dont le générateur x est

2 5

tel que i*(xs) = O(az).

Demonstration : On doit &tudier la différentielle

4y 5o s E§,8k-2 5,8k-4

(PZX) —_— E3

(PZX).

On a vu dans 4.2.2 que si X, est le générateur de HZ(PZX;ZZ),

x
alors qux = p o(a*a) qui est le générateur de H4(P2X;Zz). Ecrivons

2

le diagramme commutatif suivant :
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4 S 5
H (PZX,ZZ) H (sz,z)
* *
p p
4 ) 5
H' (Z(®X)3Z,) —————— H (I (X¥X);Z)

* .
et remarquons que p : HS(Z(X*X);Z) - H5(P2X;Z) est un monomorphisme

car H4(ZX;Z) = 0. Or
1 2 2
p o S(o(a*a)) = Sq o(o*a) = o(a " *a) + o(oxa”).

. 2
I1 s'ensuit que &(o(axa)) # O ; par consdquent S o Sq %, # 0

et appartient 3

*
Im(H (I (X¥X) 3Z) —E—s HS(PZX;Z)).

Enfin, rappelons que i, HS(PZX;Z) -> HS(ZX;Z) est un épi-

morphisme et EZ’8k_4(ZX) = Eg’8k—4(ZX). D'oli le résultat.
Remarque :

Montrons que HS(PZX;Z) z Z On a la sulte exacte courte

4
suivante :

* . 4
0 — H(LG*X)8) —P HS(PZX;/Z) 1 5 wexz) — o
2| U |

ZZ Zz

1
On a H(u)'o(a3) = g(qz*a) + o(a*uz), par conséquent
* 1 % * 2 * 2
p o 8(p olaxa)) = Sq p olaxa) = p o(a *%u) + p o(oxa”™) = 0.

h

Or, on vient de démontrer dans le lemme précédent que

* . ..
8(p o(axa)) # O. Par conséquent, le morphisme de restriction
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o : HS(PZX;Z) - HS(PZX;ZZ) n'est pas injectif et donc HS(PZX;Z) = Z4

compte tenu de la suite exacte courte ci-dessus.

P "
Théondme 4.2.8.- L'élément d'ordre 2 de KF(X) (F =U ou O,

X = RP7) est primitif.

Démonstration : On vérifie aisément que les lemmes que 1l'on vient

de démontrer entrainent 'que pour connaitre les termes Ei’Sk—z(PZX) et
5,8k-4 . . - e .
E (PZX)’ il suffit de connaitre les différentielles
5,8k-4 10,8k-8
. ’ ey ’
d5 : E5 (PZX) E5 (P2X)
et
3,8k-2 10,8k-8
d7 : E7 (PZX) E7 (PZX)'
10,8k -
Selon 4.2.5, E3 (PZX) x ZZ s par consé@quent, une des deux
différentielles, d5 ou d7, est nécessairement nulle. Remarquons que si

n "
0 est le générateur de KO(X) wvu comme &lément de KOI(ZX), alors 20

‘et 60 appartiennent au degré de filtration exacte 3, tandis que

n
4o € FSKOI(ZX). Maintenant supposons que d5 40 ; alors d7 =0

et nous avons le diagramme commutatif suivant

v 1 N,
F3K01(P2X) —3i , len

| |

*

2272k, x) = R (2. X) A, 2l
2 2 2 5v 1 = 5V ]
F KO (PZX) F KO (ZX)

ce qui entraine que 20 et 60 sont primitifs et donc aussi 40. Si

n

3,-2
B, " (IX)

par contre d5 = 0, alors le diagramme suivant




R0l (p LX) = %! (Ix)
5,-4 5% 1 i * 5% 1 5,=4
E4’ (PZX) = F KO (sz - +~ 7% (ZX) = Ez’ EXx)
F6K01(P2X)

. ¥ .. C. -
ol 1 est un épimorphisme selon 4.2.7, entraine que 40 est primitif.

D'oll le théord@me pour le cas réel. Le cas complexe s'en déduit a 1'aide
P

du morphisme de complexification.

Remarque :
D'aprés la démonstration précédente, on voit que le fait que
Y . -
les &léments d'ordre 4 de KO(X) soient primitifs ou non ne dépend que

de la différentielle d7.
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M~

RES UM

Dans ce travail, on calcule les groupes de K-théorie réelle des
H-espaces finis simplement connexes de rang 2 et aussi, dans le cas sans
torsion, ceux de rang 3. Les opérations d'Adams sont &tudiées pour les H-

espaces de type (3,5,7).

Dans le chapitre II, on &tudie le cas plus général des H-espaces
sans torsion de méme type que le groupe de Lie SU(n). On montre que pour
i
un tel H-espace X, les groupes KO 1(X) pour i =0, 4 ou 5, sont sans

torsion.

On étudie ensuite le groupe KO(F4) oi F, est le groupe de Lie

4
exceptionnel de rang 4. On montre notamment que KO(F4) est isomorphe au

groupe KO(SSZ).
Enfin, dans le dernier chapitre, on é&tudie 1'existence d'éléments

primitifs dans 1'anneau KO(X) ol X est 1l'espace projectif RPB ou RP7.
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C.W.-COMPLEXE ; COHOMOLOGIE ; SUITE SPECTRALE ; OPERATION STEENROD ;
ELEMENT PRIMITIF ; H-ESPACE.




