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INTRODUCTION 

Dans ce travail, on s'intéresse au calcul des groupes de K-théorie 

réelle des H-espaces finis, simplement connexes, engendré par les éléments 

primitifs, de rang 2 et, dans le cas sans torsion, de rang 3. Pour ces cas, 

la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch et la suite exacte de Bott reliant 

la K-théorie complexe à la K-théorie réelle nous permet de décrire la 

structure additive de KO*.  étude des opérations d'~dams sur KO(X) 

lorsque X est un H-espace de type (3,5,7) nous donne certains renseignements 

sur l'application d'attachement de la cellule de dimension 12 dans le cas 

7 
où X est une SU(3)-fibration principale de base O . 

En utilisant toujours les mêmes techniques et en connaissant peu 

de différentielles de la suite spectrale, on étudie le cas plus général des 

H-espaces sans torsion de même type que le groupe de Lie SU(n). Aussi, 

on calcule le groupe KO(F ) où F4 est le groupe de Lie exceptionnel 
4 

de rang 4. 

D'autre part, on vérifie que le groupe KO(X) ne contient pas 

d'éléments primitifs lorsque X est l'un des H-espaces précités. Par contre, 

lorsque X est l'un des espaces projectifs PW(3) ou 7 , l'étude de 

l'existence d'éléments primitifs dans KO(X) nous amène à nous servir de 

la construction du plan projectif associé à un H-espace. Nous montrons 

alors que KF(PiR(3)) (iF = U ou O) ne possède pas des éléments primitifs, 

mais l'élément d'ordre 2 de K(F(PtR(7)) est primitif. Par ailleurs, on 

montre de manière générale que l'existence d'éléments  rim mit ifs dans KlF(PEt(7)) 



est indépendante de la multiplication choisi sur PiR(7). 

Ce travail est organisé comme suit : dans le chapitre O, nous 

rappelons les techniques utilisés (suite exacte de Bott, suite spectrale 

dlAtiyah-Hirzebruch). Dans le chapitre 1, on étudie la K-théorie réelle 

des H-espaces finis de rang 2 et 3. Nous terminons ce chapitre par l'étude 

des opérations d'~dams sur KO(X) lorsque X est un H-espace de type 

(3,5,7). Dans le chapitre 11, on étudie la K-théorie réelle des H-espaces 

de même type que SU(n). Dans le chapitre III, on étudie la K-théorie 

réelle de certains H-espaces dont la cohomologie entière contient de la 

torsion, plus précisément, les H-espaces de type (3,ll) et le groupe de 

Lie exceptionnel F4. Enfin, dans le chapitre IV, on étudie l'existence 

d'éléments primitifs dans l'anneau IUF(PW(i)) pour i = 3 et 7 

(IF = u ou O). 
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CHAPITRE 0 

SUITE EXACTE DE BOTT ET SUITE SPECTRALE D1AT1YAff-HIRZEBRUCH 

Rappelons quelques propriétés élémentaires de la K-théorie 

des CW-complexes finis. 
topolog% 

Q %  
0.1. - L'anneau KU (a0). 

-1 O 'L -2 2 On a KU ($  ) = O et KU ($O) = KU($ ) r iZ dont un générateur 

est la classe stable du fibré de Hopf, [n] - 1 avec la relation 

2 (Ln] - 1) = O. La multiplication par ] - 1 induit l'isomorphisme de 

i i-2 
périodicité B : KU (X) -t KU (X) ( E31) 

"J% 0.2. - L'anneau KO (go). 

Cet anneau est engendré par 4 éléments, 1 ,  el, e4 et e avec 
8 

3 2 e. E ?O-~(~O) et les relations 2el = O, e = O, e = 4e La multi- 
1 1 4 8 ' 

'L -i 'L -i-8 
plication par 

8 induit l ' i s o m o r p h i s m e d e p é r i o d i c i t é  KO (X)-+KO (X). 

La structure additive est décrite dans le tableau suivant 



0.3. - La b1U;te exacte. de BoaX. 

Nous avons la suite exacte suivante dûe à Bott 

où &!@sst le morphisme de complexification, r 1 celui de réélification et 

I l 
d une certaine opération de cohomologie [6] . Rappelons que r n'est pas 

L m e  0 . 3 . 1 . -  Soit 
' L *  

R un CW-complexe fini pour lequel KU (X) 
l 

est sans torsion- Alors j e  sous-groupe de torsion de $o*(x) 'est forcéme 

de la fc ) (s 2 O) ; il est égal à Imd (s - O si d - 0). 
1 

st sans tolrsion et rc = 

ire et ne contient pas d' 

torsion d'ordre strictemenf supérieur B 2. Soit maintenant, pour un certain 

entier n, :x ,- non nul dans KO (X) avec 2x = O. Alors c(2x) = 2e(x) = O ; 
&g:g{$y &* " ;isa: 

& '  n+l 
par conséquent c(x)'="u- et il existe"*y t K% (X) tel que d(y) = x. 

es éléments non nuls] de Imd ont de la 2-torsion. 

. , 8 . .  : , ;$''i?:;nV : -a..- ;' ..<+'Y&jE.', - '. 3;;; 
P ; g ~ ~ ' 2 . b  : ~ : ~ . q i r 6  . 7.g; - -Li  .. 1; @$':T :< , :-,: :. 

I f 
OB i. est le morphisme ipduit p q  1 ' inclusidi canonique i - X + X 

. - ," - 0 . - -. l . . . . - . . - P-1 
du (p-1)-i8me squelette X dans X, est associg uae mite spectrale 

* p-1 , - 1- :', 1 



I Les différentielles de cette suite spectrale sont des opérations 

stables de cohomologie et sont des dérivations Pb]. Dans le cas de la - 
K-théorie complexe, la différentielle d est donnée par le carré de Steenrod 

3 
3 

Sq . En K-théorie réelle, la différentielle d2 est donnée par les formules 

l 
1 suivantes : 

2 X r( 
où Sq désigne le carré de Steenrod et p : H (X;Ç) + H (X;Z2) l'homo- 

morphisme de restriction induit par la projection canonique G + - L  On a - 2 ' 

aussi 

où 8 désigne l'opérateur de Bockstein associé à la suite exacte ~ 

(pour les détails voir [4] et [lo]). 

Rappelons aussi que l'on a un isomorphisme l 

C 

où ch désigne le caractère de Chern. Si X est sans torsion (c'est-à-dire, 

H (X;Z) est sans torsion) alors la suite spectrale en K-théorie complexe 

est triviale, c'est-à-dire, toutes les différentielles ds, s 3 2, sont 

nulles. Dans le cas de la K-théorie réelle, on a le lemme suivant : 



Lemme 0.4.1.-  Soit X un CW-complexe fini sans torsion, alors 

dans la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch en K-théorie réelle, on a : 

dP'q = O pour s 2 2, q E -2,-4 (mod 8) et p quelconque ; (il 

(ii) d~ Y 8k = O pour s 3 5, s I 1,5 (mod 8) (p et k quelconques). 
S 

D é m o ~ & a t i o n  : 

(i) Le morphisme de réélification r induit un homomorphisme de 

la suite spectrale {'EPyq(~)} en K-théorie complexe dans la suite çpec- 
S 

trale {EPyq(x) en K-théorie réelle. On va montrer que r induit un s 
X 

épimorphisme pour q E -2,-4 (mod 8). Pour s = 2, puisque H ( X ; Z )  est 

sans torsion, on a 

d'où le morphisme r = 1 B r : ' Pyq + EPpq. Ecrivons la suite exacte 
2 2 2 

de Bot t pour $O : 

-3 O -5 O 
Comme KO (S ) = KO (S ) = O, r est un épimorphisme pour q - -2 

et -4 (mod 8) ; il en est donc de même pour r Supposons maintenant 2 ' 

que r (pour un certain s >, 2) est un épimorphisme dans le diagramme 
s 

commutatif suivant : 



Puisque 'd = O, on a d = O, ce qui entraîne que 
S s 

est encore un épimorphisme. Comme r est surjectif pour q E -2, -4 (mod 8), 
2 

le résultat s'ensuit. 

(ii) Le morphisme de complexification c induit un homomorphisme 

de la suite spectrale {EPYq} en K-théorie réelle, dans la suite spectrale 
s 

{ 'EPYq} en K-thgorie complexe. En particulier : 
S 

ce sont des monomorphismes. Remarquons aussi que 

est encore un monomorphisme car t E ~ ~ 8 k - 4  - - iE~,8k-4 

5 2 

Supposons maintenant que pour un certain s 1 5 et s E 1 1 1 

ou 5 (mod 8) on ait, pour tout entier p, d'une part 

, c'est-à-dire, 
s Epi8k c E!y8k E~~~~ est libre 

s 

et, d'autre part, dans le diagramme suivant 



c est un monomorphisme. Alors, puisque 'd = O, d = O. Il s'ensuit que s S 

p'8k (m = 3 si s 5 1 (mod 8) ou m = 4 si s : 5 (mod 8)) est 
Es+m 

encore un sous-groupe de ~ 2 ' ~ ~ .  En effet, il suff it de remarquer que 

p-(s+2),8k+s+l p-(s+3) ,8k+s+2 
pour s 5 5 (mod 8) les différentielles ds+2 et ds+3 

sont nulles car elles partent de groupes de torsion et aboutissent 3 un 

groupe libre. Le lemme en résulte. 

La partie (ii) de ce lemme est, en fait, un cas particulier de la 

propriété plus générale suivante : 

P h 0 p 0 h U 0 n  0.4.2.- Soit X un CW-complexe fini. Alors pour tout 

n C C ,  on a 

% -n 
rang KO (x) = rang P(X;C) 

p3 1 

m * 
Dérnork5fiatian : Puisque KU (X) 8 (P r H (X;@ il résulte que les 

éléments d'ordre infini des termes EPyq de la suite spectrale en K-théorie r 
dp-r, q+r- l 

complexe n'appartiennent à l'image d'aucune différentielle r 

pour tout r 3 2. En passant en K-théorie réelle à l'aide de la complexifi- 

% -i % -i O 
- 

cation c : KO (sO) -t KU (S ) qui est un isomorphisme pour i = O et un 

monomorphisme pour i = 4, on déduit qu'il en est de même pour les éléments 

d'ordre infini des termes P'q, q z O ou 4 (mod 8), r 3 2, de la suite Er 



s p e c t r a l e  en K-théorie r é e l l e .  Comme 

rang 
ri, -n % -n 
KO ( X )  = rang GxKO (X) 

Q -n 
où GxKO (X) = B E~'-'-" 00 (X) e s t  l e  groupe gradué a s s o c i é ,  l a  p r o p o s i t i o n  

P 

en r é s u l t e .  



CHAPITRE 7 

rL -i 
LES GROUPES KO (x) DES H-ESPACES x SANS TORSION DE RANG 2 ET 3 .  

7 .  7 .  - Leh &Eh-. 

On sait ([151) que les H-espaces finis simplement connexes, - 
engendré par les éléments primitifs, de rang 2 qui peuvent avoir un type 

dlhomotopie distinct de celui d'un produit de sphères sont de type (3,5) 

ou (3,7). De même, la classification pour le rang 3 conduit (Cl4 , Cl4 ) 

aux types (3,5,7), (3,3,5), (3,3,7), (3,7,7) et (3,7,11). Dans ce chapitre, 

nous démontrons les deux résultats suivants : 

Théokème 7 . 7 . 7 . -  Soit x un H-espace fini simplement connexe 

'L - 
sans torsion de type (3,5), (3,5,7) ou (3,3,5). Alors les groupes KO-'(X) 

sont donnés par le tableau suivant : 

i 
type de X O 

(3 Y 5) 

(3,5,7) 

1 

Z8Z2 

(3) c ez2 

k 

d2) 

3 

E 

(2) 
Cw2 

2 

z2 

(3 
zm2 

(3,3,5) z z 

4 

G 

(2) 

d2) 

5 

e 

z(3) 

z (3 

6 

O 

7 

l 
z 

(2) 
z8E2 

(2) 
z8E2 



Theohgrne 7.1.2.- s o i t  x coarene en,E.1.1. mais de type (3,7), (3,3,7), 

(3,7,11) ou (3,7,7). Alors l e s  groupes 2oei (X) sont donnks par le tableau 

@&Y* t 

r"Xg:.iE; fh$6dy$*i 4. % +W_lruo;" l,A & t 3 $ ! V  J * > '1 

,+ i x i r u * r  " a + ' ac,,"'.*i 9 " & 
$T"'a . 

5.4, .r,.q*r , ~ ; , ~ ~ ~ + & @ ~ ~ ; t ~ + & ~ g ; ~ ~  ". -: ~ ;$4**&4: 
On sait qu'un 8-qspace A ae rypr A i ~ , d ,  "sans torsion i la 

d'ho e que l e  grouipe de Lie SU(3).  On a 
c ,  

i* 
A (Xia2) l1tx3,x51 

1 
2 

, are= l a  relation Sq x3 = "5 [20]. 11 rgsulte alors triv5al-at de la 

carace6risation des-diff8rertiel las  d2 de l a  suite  npeetr&le d'ltiyih- i 
i Rinelruck, decrite ea 0.4,I que 



Pireuve : Soit p : X + s5 la projection canonique de la fibration 

.S3 -+ X -+ s5. Il est clair que p induit un isomorphisme en cohomologie 

en dimension 5. On a alors le diagramme commutatif 

5 5,8k 
H (X;E) = E3 (X) d3 + ~ 3 ~ ~ ~ - ~  = H~(x;L~) 

qui montre que d3 = 0. 

Les différentielles dz'q pour cl E O et -4 (mod 8) étant 

nulles d'après (0.4.1), la machinerie habituelle des suites spectrales 

- i 
permet d'obtenir directement les groupes 20 (X) annoncés en 1.1 .l. sauf 

'#0-7 (x) . Pour ce dernier, on a 

% -7 
G,KO (X) =_ E2 z E 2  $ d .  

Ecrivons la suite exacte de Bott 

-6 d -7 c Q -7 . . . -3 KO (X) --+ KO (X) --+ KU (X) --+ . . . 
% -6 x 

Puisque KO (X) = O et KU (X) est sans torsion, on déduit 

% -7 que KO (X) E %.  

Re.mcvtyue. 2 . 2 . 2 . -  On a la cofibration suivante : 

3 
où X5 = s (J e5 est le 5-ième squelette de X. On déduit alors aisément 

a 
% 8  % 

que p! : KO($ ) + KO(X) est un isomorphisme ; de même, pour 



2 . 3 . -  ~-e6pace6 de Xype (3 ,5 ,7) .  

La cohomologie d'un 8-espace fini X sans torsion de type (3,5,7) 

est donn€e par 

où x. = p(hi), i - 3,5,7. 
1 

De plus, selon [20] , on a 

2 et 2 2 
sq x3 = x5 Sq X5 - sq X7 - 0. 

d p ~ q  Ainsi, il résulte trivialement de la caractBrisation de 

odz doi la tsDmd&. ddl q ~ ,  p u r  t w t  k E 1;. r .  
1 

E~p8k-1 w D pour p - 3,5,10 et 12, 
3 

- O  pour p - S e t  12. 

sont nulles pour p - 5;7 Lemme 1.3.1.- Les différentielles 

~ t r ~ v e  : Puisque les différentielles sont des dérrvations, on a 

5 ,Bk 1 

Montrons d'bbOrd qpe dg ,= O. Selw (1 83 . X se f ibrc audesaus 
1 .  

de s7 avec conme fibre un espace ayant le idhm type d ' W t o p i i e  que SU(31, 

soit 



.*  
dimension 3 et 5. Puisque i : H*(x) + H*(F) est un homomorphisme d'anneaux, 

on aura aussi un isomorphisme en dimension 8.  où le diagramme commutatif 

Or 'd3 = O d'après I.2.1., donc d = 0. 
3 

Pour d7y8k, on procède de la même manière en remarquant que 
3 

p : X + s7 induit un isomorphisme en cohomologie en dimension 7. 

Pt~opobfion 1 . 3 . 2 . -  Les différentielles 5y8k sont nulles. 
10 

Démum&&an : soit p : x x x + x une multiplication sur X 

pour laquelle les générateurs hg, h et h7 sont primitifs. Comme les 
5 

différentielles sont des opérations stables de cohomologie, l'image d'un 

primitif est primitif modulo l'indétermination sur X x X. Nous devons 

donc calculer ~i:'~~-~ (XxX) . On a 



Il s'ensuit que (XxX) est engendré par les éléments 

suivants : 

1 

1 Remarquons aussi que l'on a E 6y8k-1 (XXX) = 0 car 
3 

2 
Sq (x38x3) = x Bx + x  Bx On vérifie maintenant aisément, grâce au 

3 5 5 3 '  
I 

I 15,8k-1 15,8k-1 
lemme 0.4.1. etpour des raisons de dimension, que EI0 (XxX) = E3 (XXX) . 

1 
1 De même, on a 

5,8k 5,8k 5,8k 
E~'~~(xxX) = E 2  (XxX) et EIO (x) = Eî  (X) . 

1 O 

Nous avons le diagramme commutatif suivant : 

Si d l 0 + 0  alors d IO (h) 5 = x x x  Or, sur E15y8k-9y on a 
3 5 7 '  10 

ce qui entraîne que d (h ) ne serait pas primitif : par conséquent d10 = O 
10 5 

C.Q.F.D. 

Moyennant (0.4.1), on voit que toutes les autres différentielles 

% -i 
sont nulles, ce qui nous permet maintenant de calculer les groupes KO (X). 



Ptreuve : O n  vérifie que 

8, -8 1 0 , - 1 0  12, -12 
G*?O (x) z E a3 (x) B E~ ( X I  @ Eoo (x) r z 8 z2 43 2: 

où X  est l e  7-ième squelette de X.  Il s'ensuit que h1 ( x / X 7 )  = O  e t ,  
7  

'L 
en se servant de la suite exacte de Bott (0.3),  on a K O ( X / x 7 )  " Z' 8 Z' 

'L 
Remarquons maintenant que KO(X ) = O  ce qui entraîne que la projection 

7 

canonique p : X  -+ X/X7  induit un épimorphisme 

d'où le résultat. 1 
% -1 Lemme 1.3 .4 . -  KO (x) z e @J z e c e z 2 ' 

% 
P t r ~ ~ e  : Il suffit de vérifier que l'opération d : KO(X) -+ 20-1 (X) 

n'est pas nulle puisque 

'L -1 
G%KO ( X )  2 E $ e @ E 2  @ Z.  

D'une part, de la suite exacte de la paire ( X , X 8 ) ,  on voit que 

1 'L 1  
i ' : KO ( X )  + 20 ( x ~ )  est un épimorphisme car $0 (X/X8) = O ; d'autre 

'L -1 
part, GxKO (X ) r Z fB 2: 8 Z 2  ce qui montre que 

8 

Le diagramme commutatif 1 



I 

I 
l 
1 

permet alors de voir que d # 0. 

C.Q.F.D. 

'L -2 Lemme. 1 . 3 . 5 . -  KO (x) r t $ Z2  43 Z2  43 Z2. 

P k e u v ~  : Montrons d'abord que l'inclusion canonique i : X8 + X 

i 'L -1 % -1 'L %Pair 
l induit un épimorphisme i' : KO (X) + KO ( x ~ ) .  Soit ch : KU(X) +- B (X;Q) 

~ 'L 'L 
le caractère de Chern. Comme KU(X) et KU(X/X ) sont sans torsion, on a 8 

i le diagramme commutatif suivant : 

t 'L 
qui montre que p' est un monomorphisme. Remarquons que XO(X/X8) E Z car 

1 
#O ( X / x 8 )  = O,  d'où le diagramme 

! % 'L 
Il s'ensuit que p : KO(X/X8) + KO(X) est aussi un monomorphisme. Par 

1 'L -1 'L -1 
conséquent : i' : KO (X) + KO (X8) est bien un épimorphisme d'après la 

suite exacte de la pair (X ,X8) .  Maintenant, on vérifie que 



'L -1 'L -2 
donc KO (x/x~) s & et KO (X ) Z 9Z2 d'après (0.3.1). Enfin, le 8 2 

diagramme commutatif - 

l 
% -2 i' 'L -2 
KO (XI KO (x8) 

'L -2 
montre qu'il existe x et y dans KO (X) tels que 2x = 2y = O et x # y. 

15,-17 10,-12  autre part, comme ECO (X);Z2 et Em (X) 2 E ,  on voit que 

! 9% -2 Q -2 
Ker i = F KO (X) z & (B Z2. Par conséquent, la 2-torsion de KO (X) est 

isomorphe à E 2  @ E2 9 R 2 ' 

C.Q.F.D. 

% -3 
Pour calculer KO (X), on vérifie que 

Q -3 5,-8 E7,-10 15,-18 
G ~ K O  (x) z E CO CO @ ECO E e e z2 61 z2. 

'L -3 
D'après (0.3.1) , on conclut alors directement que KO (X) 2 Z 63 Z2 63 t2. 

% -i 
Pour KO (x), lorsque i = 4,5 et 6, le lecteur vérifiera aisément les résul- 

tats en écrivant les gradués associés respectifs. 

'L -7 Lemme 7 . 3 . 6 . -  KO (X) r Z .  

'L -7 3,-10 5,-12 
GxKO (X) r Em (XI 9 Em (X) z E2 9 Z .  

92, -7 % -7 QJ -7 
Il s'ensuit que F KO (X) = 0, c'est-à-dire, i' : KO (X) + KO (X8) 



% -6 % -6 
est un monomorphisme. D'autre part, GWKO (x8) = O, donc KO (X8) = 0. 

Alors, en écrivant la suite exacte de Bott pour le 8-ième squelette '8 

de X, le résultat annoncé s'ensuit. 

1.4.- H-&5paC&4 de Rijpe ( 3 , 3 , 5 ) .  

Soit X un H-espace fini sans torsion de type (3,3,5). On a 

W 
H (X;L2) = /I(x3,x;,x5). 

3 
De plus, selon [20], il existe un élément primitif dans H (x;k2), 

soit 
2 

X3 y 
tel que Sq x3 = x 

5 ' 

2 Lemme 1.4 .1 . -  Sq x3 = 0. 

P ~ Q L L V ~  : Selon [lg X a une structure cellulaire du type 

Prenons le sous-complexe s3 x (g3 LJ e5) et soit 
rl 

3 5 
p : s3 x ( S  U e ) -+ s3 la projection sur le premier facteur. Le diagramme 

rl 

commutatif 

X 2 
montre que x' ~ I m p  et donc Sq xi = O. 

3 

Ainsi, il résulte trivialement de la caractérisation des diffé- 

rentielles diyq que 



E ~ * ~ ~ - ~  = O pour p = 5 et 6, 
3 

= 0 

. 
PnopodiLLon 1.4 .2 . -  Les différentielles dp98k sont nulles pour 

3 

p = 3  et8. 

Dérno~&t<lat*on : Montrons d'abord que d8'8k = O : à cet effet 
3 

nous utilisons le théorème de Browder-Spanier [7] qui affirme qu'un H-espace 

fini est S-réductible. Soit la projection canonique 

On a alors le diagramme commutatif : 

m 8 8 7 
(remarquons que p : H (X/X7) + H (X) est un isomorphisme car H (X7;Z) = O). 

Puisque X est S-réductible, on a 

pour un certain entier N. Par conséquent 



Or ce dernier noyau est trivial, donc P,Y = 0. 11 s'ensuit que Id3 = 

et donc d3 = O. 

Pour d3 3 8k, remarquons que 1 ' indé termination de cet te opération 

de cohomologie sur X x X est nulle, en effet ~3 8k-2 6,8k-2 
(XxX) = E2 ( X x X ) .  

d3y8k=0 du Les éléments de étant primitifs, on déduit que 
3 

fait que x x' n'est pas primitif. 3 3 C.Q.F.D. 

Maintenant le lemme 0.4.1 montre que toutes les autres différen- 

tielles sont nulles sauf éventuellement d:y8k. En fait cette dernière 

'L -2 est aussi nulle comme conséquence du résultat du calcul de KO ( X ) .  

'L -2 Lemme 2 . 4 . 3 . -  KO (x) a 6-1 e2. 

Pkeuve : Remarquons que 

'L -2 Par conséquent KO (X/X5)  = Z B Z2. Nous allons maintenant montrer que la 

projection p : X + X/X5 induit un isomorphisme 

'L -2 
Puisque KO (X5) = OY on déduit que p! est un épimorphisme. Aussi, d'après 

! la suite exacte de la $aire (X,X5)y p est un monomorphisme si et seulement 

'L -3 -3 
si i' : KO (X) -+ KO (X5) est un épimorphisme. Nous avons le diagramme 

suivant en KU-théorie : 



;K 
Comme X a une seule cellule en dimension 6, p est un isomorphisme, donc 

t % -3 't -3 
i' : KU (X)  + KU (x5) est un épimorphisme. Notons maintenant que 

'L -4 5,-9 
G*KO (X5) = E m  (X5) = O .  

'L -4 
Donc KO (X5) = O. On déduit alors la suite exacte de Bott 0.3 que la rééli- 

'L -3 'L -3 
fication r : KU (X5) + KO (X5) est un épimorphisme. Enfin, le diagramme 

'L -3 r 'L -3 KU (X)  -------+ KO (X)  

1 
montre que i' est bien un épimorphisme. 

C.Q.F.D. 

% -i 
Les groupes KO (X) pour i = 0, 3 et 5 se déduisent trivialement 

des groupes gradués associés respectives. 

'L - 1  
Lmme 1.4.4.-  KO (x) z a. e a s E 61 Z 2 .  

Ptreuve : Remarquons que 



et  donc b-' (X8) z C @ 2 . Z2. Il s'ensuit que ltop6ration 

% 
d : KO(X8) + 20-l (X ) n'est pas nulle. ConsidLrons le diagramme coinnitatif 

8 

C 
-+ &-lc 

dant les suites horiz suite exacte assaciLa B la 

I 

l *  )J >%@@!%.* F ~ 4 g & - " L i ~ ; ~ ! l C a * * t  $ l ' F m & *  7 "  9 t*8"4aL-&e. , %  *,.' i' ', f '; " - ,  
t / 

2 a 

p est un monomorphisme. Il s'ensuit que i' est un épiniorphieme et -.kt?; * 
d : ~ o ( x )  -+ 20-l (x) ni est pas nulle. 

C.Q.F.D. 

Pirpuve : Puisque X est sans torsion et contient une seule 
6 

cellule en dimension 6, le eobord 6 : H ~ ( x ~ )  + H (X/X 5 ) de la suite 

exacte de la paire (XtX5)  est le morphisme nul. I? en resulte que : 

(X/X5) = Ker sq2 = 0, 

et aonc 2,f3(x/x5) - O.  Csbi  cnttaîne, d'aprèe la suite exacte de Bott, 

pue % O - ~ ( X / X ~ )  s 2 @ L. D'autre part, on a YU daes 1.1.3. pue 



'L -4 
KO (X5) = O. En utilisant alors la suite exacte en KO-théorie de 

! 'L -4 'L -4 
la paire (x,x~), on déduit que p : KO (x/x~) + KO (x) est un épi- 

morphisme. D'où le résultat. 

Q -6 
Lemme 1.4 .6 . -  Ko (x) r z  @ Z  2 @ Z  2 '  

Ptreuve : Dans la démonstration de 1.4.4, on a remarqué que 

'L -4 % -4 1 'L -4 'L -4 
rang KO (x/x~) = rang KO (X) et que p' : KO (X/X5) -+ KO (X) est un 

épimorphisme. Donc p! est un isomorphisme et on déduit alors que 

1 'L -5 'L -5 
i' : KO (X) -+ KO (X5) est un épimorphisme. D'autre part, on vérifie que : 

-6 
G*KO (X) z Em z E 2 @ Z @ E  2  ' 

Par conséquent 

I 
6% -6 % -6 i' ' L - 6  

F KO (X) = Ker(K0 (X) ---+ KO (X5)) Z 9 E 2  

. % -6 et KO (X5) G R Le diagramme suivant permet maintenant de conclure 
2 ' 

'L -7 Lemme 1 .4 .7 . -  KO (x) z z @ Z2 8 e  2  ' 

% -6 
Pheuve : Dans la preuve de (I.4.5), on a remarqué que KO (X5) 2 E 2 .  

De plus, on vérifie aisément que 

Le diagramme suivant : 



* . - 1 .  

permet alors de conclure. 0 
' 

* .  
* i : i  ::., i J ; ' I * 

Ce dernier lemme achsve donc la démonstration de 1.1 .1 .  Hous 

abordons maintenant la démonstration de 1.1.2. 

aitequ1un If-espace sans torsion de type (3,7) est une s3- 
7 

e au-dessus de S . Il est muni d'une structura cellu- 

1 laire du type 

7 oii w est un générateur convenablement -loisi dans .rr- (S ? t et k i! 2 
12 

( m d  4) ; pour plus de détails voir [lg . 

induit un isomorphisme en cohomologie en dimension 7, on vérifie aishent  

que la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch en KO-théorie est triviale. 

Nous obtenons alora directement les groupes %O-~(X] sauf pour i - 2, 6 et 7. 

I 'L -7 Pour KO (X) , on a 



'L -2 'L -6 
Pour KO (X) et KO (X), on vérifie aisément, en écrivant les 

suites exactes de K-théorie associées à la paire (x,x~), que l'on a les 

diagrammes commutatifs suivants : 

CL -1 d % -2 'L' -5 d 'L -6 
KO (X) - KO (X) KO (X) - KO (X) 

On voit donc que dans les deux cas d # O : par conséquent : 

% -2 'L -6 KO (X)rZ $ Z 2  et KO (X) r Z  B E 2 .  

Remahque : La projection p : X + X / X ~  'L $1° induit un isomorphisme 

! 'L 10 % Q 10 'L 
p : KO(S ) +- KO(X). Il s'ensuit que ~(p!) : J(S ) + J(X) est aussi 

% 
un isomorphisme et donc J (X) z Z ( Cl43 ) . 2 

T.6.- H-apacea de Xqpe ( 3 , 7 , 1 7 ) .  

Selon Cl81 , un H-espace X sans torsion de type (3,7,11) se 

fibre au-dessus de S" avec comme fibre un espace ayant le même type 

3 7 
d'homotopie qu'une $ -fibration principale au-dessus de $ . Pour ces 

espaces X nous avons la 

P t r o p o b ~ o n  1.6.7.- La suite spectrale d'dtiyah-Hirzebruch en 

KO-théorie pour X est triviale. 

~ é r n o m & ~ o ~  : D'après (0.4.1), il suffit de montrer que les 

différentielles dPyq pour q E 0, -1 (mod 8) (r 2 2) sont nulles. Remar- 
r 

quons que dP'8k pour p = 7 et 1 1  sont nulles car elles ont leur domaine 
3 

de définition dans le module des éléments primitifs et leur image dans 



celui des éléments décomposables et par conséquent non primitifs car X est 

sans torsion. Il s'ensuit par dérivation que 1878k est aussi nulle. pour 
d3 

dp78k7 p = 3 et 7, on vérifie aisément que ces opérations de cohomologie 
1 1  

ont une indétermination nulle sur X x X. Par conséquent, pour les mêmes 

raisons que plus haut, elles sont nulles ; de même pour d:y78k par déri- 

vation. Enfin, pour q E 0, -1 (mod 8), on procède de la même d18 ' 
manière en vérifiant que leur indétermination sur X x X est nulle. 

C.Q.F.D. 

'L -i 
Le calcul des groupes KO (X) pour i = 0, 1, 4 et 5 se déduit 

aisément de cette dernière proposition en utilisant (0.3.1). 

'L -2 Lemme 7.6.2.-  Kû (x) r z e z 0 z 0 t 2 .  

'L -2 
GxKO (X) E Z2  63 Z @  Z W .  

,-b -1 Q -2 
Il suffit de montrer que l'opération d : KO (X) -+ KO (X) n'est pas nulle. 

A cet effet, en écrivant la suite exacte de la paire (X,XlO), on remarque 

que l'inclusion i : X10 -+ X induit un épimorphisme 

Q -2 
D'autre part, il est aisé de voir que KO (X ) e C E2 en icrivant la 10 

suite exacte de la paire (X107X7). Nous avons alors le diagramme commutatif 



% -1 'L -2 
qui montre que d : KO (X) -t KO (X) n'est pas nulle. 

C.Q.F.D. 

% -3 Lemme 1.6.3.- KO (X) ; Z 8 Z2 0 L 2 .  

Pkeuvc? : L'étude du gradué associé montre que 

Q -3 7,-10 
G,KO (X) 2 Ew @ EW 14*-17 0 E21y-24 g e2 @ e2 g 

Montrons d'abord que 

1 
14% -3 'L -3 i' 'L-3 

F KO ( X )  = Ker (KO (X) --" KO (X ) )  s E 8 d 2 .  13 

! 'L -3 
La suite exacte de la paire (xYxl3) implique que p : KO (x/x13) 

'L -3 'L -4 
+ KO (X) est un monomorphisme (il suffit de remarquer que KO (X13) = O), 

Q -3 donc F * ~ ~ O - ~ ( X )  2 KO (X/x13). Posons maintenant Y = x/x13 : il a une 

structure cellulaire du type 

Soit Y = s14ue18 le 18-ième squelette de Y. La suite exacte 
18 

de KO-théorie associée à la cofibration 

-3 
montre que KO (Y ) ; Z ; et celle associée à la paire (Y,Y18) montre 

18 2 
-2 - 2 

que KO (Y) E KO (Yl8). Ainsi le diagramme commutatif 



14% -3 
donne d # O, d'où F KO (X) r R. e d 2 .  

Ecrivons maintenant le diagramme commutatif suivant 

-3 7,-10 % -3 
Puisque G.$O ( x 1 3 )  2 E, Z Z2 on a KO (X 13 ) E L 2 .  Il 

I 

s'ensuit que dl est un épimorphisme. D'autre part, i: 1 est aussi un 

'L -1 
épimorphisme du fait que KO ( x / x I 3 )  = O. Par conséquent, il existe 

l 
x  c Imd tel que i (x) # O. Enfin, comme Ker i ! Z 8  C2 le lemme 

est démontré. 

% -6 Lemme 7 . 6 . 4 . -  KO (x) z z e c e e e z2  0  E 2 .  

Pkuve : De manière analogue au lemme précédent, il est aisé de 

voir qu'on a la suite exacte courte suivante 

et le diagramme commutatif 

% -6 
Il existe donc x E KO (X) tel que 2x = O et i )  O. Il 

! 
nous suffit maintenant de montrer que Ker i contient de la 2-torsion. 



On peut procéder de la manière suivante : selon r 1 q  - il existe une application 

h : X + S" qui est un prolongement de la projection canonique 

e : X I  + X I  1 / ~ 1 0  'L S I 1 .  En écrivant la suite exacte associée à la cofibration 

! Q-6 I l  Q - 6  
on déduit que e : KO (S ) + XO ( X I I )  est un monomorphisme. 

Puisque h O j 'L e où j : X l l  -+ X est l'inclusion cellulaire, il s'ensuit 

%-6 1 1  'L -6 
que h' : KO ($  ) + KO (X)  est aussi un monomorphisme. Enfin, remar- 

quons que pour l'inclusion cellulaire i : X -t X ,  h oi est homotopiquement 
7 

%-6 1 1  t triviale. Comme KO ( S  ) z E2, Ker i' contient de la 2-torsion. 

C.Q.F .D.  

'L -7 Lemme 1.6.5.- KO (x) r R 8 z2 8 z 8 z2 8 z 
2 2 .  

PhQLLve : Remarquons que 

'L -7 Par conséquent KO (X  ) E E 8 C2 B C2 El E d'après ( 0 . 3 . 1 )  
18 2 2 

f 
puisque KU ( X  ) est sans torsion. Maintenant, la cofibration 

1 8  

induit le diagramme commutatif suivant 

qui nous permet de conclure. 



1.7 . -  H-e~pacu de  ;type (3,3,7). 

En procédant  de l a  même manière que dans l a  démonstrat ion de  l a  

p r o p o s i t i o n  1.6.1,  on v é r i f i e  aisément que l a  s u i t e  s p e c t r a l e  dfAt iyah-  

Hirzebruch en KO-théorie pour un H-espace X s ans  t o r s i o n  de  type  (3,3,7)  

'L -i 
e s t  a u s s i  t r i v i a l e .  Par  s u i t e ,  l e  c a l c u l  d e s  groupes KO (X)  pour 

i = O,  1 ,  4 e t  5 s e  dédui t  d i rec tement  des  groupes gradués a s s o c i é s  res -  

p e c t i f s  e t  du lemme 0.3.1.  

P h ~ v e  :  étude de  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  montre que 

~ 7% -2 
Nous devons donc montrer que F KO (X) E Z 8 Z B L2.  

En é c r i v a n t  l a  s u i t e  e x a c t e  de l a  p a i r e  (XyX6), on v é r i f i e  que 

' 'L -2 'L -2 'L -3 
p '  : KO ( x / x ~ )  + KO (X) e s t  un monomorphisme. En e f  £ e t ,  G,KO (X6) z C2 

e t  donc K o - ~  (x6) E Z On en d é d u i t  que l ' i n c l u s i o n  c e l l u l a i r e  i : X6 + X 2 ' 
1 'L -3 'L -3 ! 

i n d u i t  un épimorphisme i '  : KO (X) -r KO (X6), c e  q u i  e n t r a î n e  que p 

7% -2 1 e s t  un monomorphisme. Maintenant,  comme F KO (X) = I m  p . ,  il s u f f i t  d e  

montrer que 

'L -2 
KO (x/X6) i E 8 E 8 Z 2 .  

7 Posons a l o r s  Y = X / x 6 .  Remarquons que Y7 'L P ; nous avons donc l e  

diagramme su ivant  : 

'L -2 'L -2 7 ... + KO (Y) - KO ( $ )  

'L - 1  1 7 ... + KO (Y)  - KO ( S )  



'L -2 
qui montre que d # O. Par conséquent, KO (Y) 2 Z 8 C 8 C2 puisque 

% -2 
GwKo (Y) : z 8 z @ z2. 

C.Q.F.D.  

'L -3 Lemme 1.7.2.- KO (x) + Z  R C 2  @ L  
2 ' 

'L -3 Pkeuve : On vérifie aisément que KO (X7) 2 C 8 C 
2 2' 

'L -2 'L -1 
KO (X/X7) I C R C et KO (X/X7) = O, en écrivant les groupes graduées 

associés respectifs. Nous avons donc le diagramme commutatif : 

'L -2 ZO-~ (X) ---) KO (X7) 

qui permet de conclure. 

% -i 
Le calcul des groupes KO (X) pour i = 6 et 7 s'obtient de la 

même manière en écrivant le même type de diagramme qu'en I.7.2., pour les 

paires (XyX3) et (XyXIO) respectivement. 

7.8.- H-UpucU de .type (3,7,7). 

Soit X un H-espace sans torsion de type (3,7,7), alors selon [18] 

X a le même type d'homotopie que le produit p7 x Eku (k # 2, 6 et IO), 

où Eku est l'espace total d'une $ 3 -fibration principale au-dessus de Z 7 . 
'L -i 

Les groupes KO (X) s'obtiennent alors directement de l'isomorphisme 

en utilisant les résultats du paragraphe 1.5. Ceci achève donc la démonstration 

du théorème 1.1 .2. 



% 
Remahque : La structure d'anneau de KO(X) pour un quelconque 

des H-espaces X des théorèmes 1.1.1 et 1 . 2 . 2  se déduit aisément du groupe 

% 
gradué associé GxKO(X). En fait, si x et y sont deux éléments quel- 

% 
conques de KO(X), on a 

1 .9 . -  OpEhatioizd dlAdamn nuh ?o(x) peut x -e ( 3 , 5 , 1 ) .  

Un H-espace fini simplement connexe sans torsion de type (3,5,7) 

possède une structure cellulaire de la forme 

Soit X le 7-ième squelette de X et p : X -+ X/X 
7 7 

la projection 

canonique. La structure cellulaire de Y = X / X ~  est de la forme 

k m m ~  7.9.7.- L'application d'attachement 6 est homotopiquement 

'L % 8 10 12 
triviale. Il s'ensuit que KO(X) est isomorphe à IZO((S V S ) U e 1. 

"EE 

8 DémoizdXt&on : L'élément pr6  E TT (S ) G a?2 est détecté par 
9 

le carré de Steenrod sq2 (CI 93 ) . Considérons donc le diagramme commutatif 

suivant : 



8 
où i : S " el0 -+ Y est l'inclusion cellulaire du 10-ième squelette dans Y. 

Px6 

Remarquons que les flèches vecticales sont des isomorphismes. Puisque 

2 2 
Sq (x3x5) = x5 = O ,  il s'ensuit que ps6 = 0. 

Pour la deuxième partie du lemme, rappelons que dans 1 . 3 . 3 ,  on a 

montré que 

! 2, 
p : KO (X) -+ ?0(Y) 

est un épimorphisme. Comme %o(Y) E ?4 B Z ,  p! est en fait un isomorphisme. 

Maintenant, la cofibration 

montre que 

est aussi un isomorphisme. D'où le résultat. Ci 

8 10 Posons X' = (S V $ ) el2 et étudions les opérations d'Adams 

P*& 
2, 

sur KO(X1). La cofibration 



induit la suite exacte courte 

Soit {x.v) un coupla de ggnérateurs de O )  z choisie - - 
8 .  I 

de la maniare suivante : x (x) est un générateur de &(l ) et i (y) 

't, '1'0 8 10 
est le g6nérateur de M(I ) (modulo llisomrphis.e &O(S V S ) 

'L 1 O 
E go(#) 4l ~O(I ) Dans ces conditi6ns. 2y c Im n!. ~'aprss les r6iultar 

bien connu. sur l'action des op#~+cionr yk w la SC-thgorie des sphères, 

6 k 5 k ! 4 1 
on a ~ ~ ( 2 ~ )  = k 2y et donc Y (y) - k y. On a aussi Y (i (x)) = lc i (x). 

En utilisant l'égalité Y = , on deduit que 

> c * ,  . &  > 

On peut donc définir un "invariant" r\(p*t) B y par ta formule 

une fois x choisi. 

Remarquons que c'est de cette manisre qw (dans LI]) Adams definit 

Le e-invariant 



e : n (s8) --+ q/e 1 1  

est un monomorphisme ( [l] 7-1 7) . 
(. 

Considérons maintenant le diagramme 1 

où PI et P2 sont les projections. Posons a 1 et a = p 2  o p o c .  
2 

1 Pnapaa iL ian  7 . 9 . 2 . -  On peut choisir des générateurs x et x 
l O 
l 

8 12 
de KO(X') et KO(S u e ) respectivement, tels que X(p%&) soit un 

a 1 

multiple pair de e(al). 

DQrnonbRtratian : Le diagramme commutatif 1 
I 

induit le diagramme commutatif (à homotopie près) l 



En appliquant le f oncteur , on obtient 

1 
'L i ' % 

O -. 20(s1*) - KO(XV) K O ( $ ~ V  s'O) -4 O 

a 1 , - ,' . . 
8 12 

Il s'ensuit que $! est U n  monomorphisme. Soit xo B 20(1 U e  a ) 

I 8 8 12 1 
tel que i' (xo) soit un ggnerateur de KO(S ) et y, = KO(E V e ) 

l'image par n! d9u4 gen6rateur de 20(fJ1'). On a alors 
* 1 

1 I 
y est  tel que i (y) e@ , Ir , gi@*atatir $ 1 ~ ~ 1  . , +- d. \&, x b~3~') Pu$Wa ,,:,' . ,# l (yo) ' C 

Supposons maintenant que X est une SU(3)-fibration principale 

7 
au-dessus de S . Dtapr&s [9], X est un Il-espace, mais nous ne savons 

pas si tout il-espace fini sans torsion de type (3,5,7) est the SU(3)- 

fibrition pr inb ip i l e  au-deosus de s7 (voir [ L ~ J ) .  Mous a l l ~ s  montrer que 

pour X, l'ipplication al - pl O p O e est homotopiquemut triviale. 

3 P8.niarquons que deci est Bvid nt vrai P u r  * xSw3) 143 

construction ed&luba,it~ du proQuit cirt&sien. Wo~ions aues& pus, . + pyyr tout 



H-espace de type (3,5,7), l'application p O E n'est pas homotopiquement 

'L 
triviale, sinon le groupe KO d'un tel espace contiendrait de la 2-torsion. 

7 
Par conséquent, pour une SU(3)-fibration principale de base $ , l'ap- 

plication a2 = p2 O p O E, 
1 O 

en tant que classe d'homotopie de TT ($ ) z G2, 
1 1  

est non nulle et c'est donc la huitième suspension de l'application de 

2 
Hopf y : s3 -+ % . 

Pn_op&oai&on 7 . 9 . 3 . -  Soit X un SU(3)-fibration principale 

7 'b 
de base $ . Alors on peut choisir des générateurs x et y de KO(X) 

pour lesquels 

k 4 k 6 Y (x) = k x et Y (y) = k y. 

,Démonh;trLaAion : La proposition est vraie pour s3 x SU(3) : 

il suffit d'utiliser l'isomorphisme 

'L 'L 8 
et le fait que KO(SU(3)) 2 KO($ ) (1.22) On pourrait aussi remarquer 

que, puisque a = 0, d'après 1.9.2 X(P%E) = O pour un certain 
1 

k 4 
x E %0(s3X SU(3)) et donc . Y (x) = k x. 

Rappelons maintenant qu'il y a quatre SU(3)-fibrations principales, 

XI, X et X avec des types d'homotopie distincts r9] : Xo 
3 

Xo ' 2 3 - = 3 XSU(3), 

XI = SU(4), X2 et X sont construits à l'aide du diagramme suivant : 
3 



où a. e n7(BSU(3)) z ir6(SU(3)) T Z est un générateur convenablement choisi 
6 

et nm = 6 avec n = 2 ou 3. Montrons que Qm induit un monomorphisme 

I CL % 

9; : KO(Xn) KO(Xo) pour m = 2 ou 3. 

X X 
On vérifie aisément que $* : H (Xn;Z) + H (X g) est un isomorphisme 

m O 

en dimensions 3, 5 et 8, et un monomorphisme (multiplication par m) dans 

les autres dimensions. Rappelons (1.3.3) que 

Nous avons donc le diagramme commutatif suivant : 

Si m = 3, alors est un isomorphisme et on déduit immédiatement 

1 0% 
que 4: : F KO(X ) -t F"?O(X ) est injectif. Si m = 2, alors 9: = 0 ; 

n O 

1 0% 1 2% 
mais F KO(Xn) ; Z, donc si x E F'~?O(X~) alors 2x E F KO(X,), et, 

1 
iar conséquent, $i(x) # O. Maintenant le diagramme commutatif 



2, 2, 
entraîne que 4: : KO(Xn) + KO(Xo) est un monomorphisme. Soit alors x 

0 

% k 4 
un générateur de KO(XQ) pour lequel Y (xo) = k x,. 3-1 s'ensuit 

8 que v(xo) est un générateur de H (Xo;Z). Par conséquent, il existe un 

2, 1 1 
générateur x c KO(Xn) tel que $i(x) = x . Puisque $ est injectif, 

O 

k 4 
on déduit que Y (x) = k x. 

Enfin, pour 
X1 ' puisque la propriété est vraie pour Xn (n = 2 

ou 3), on procède de la même manière en remarquant que 

est aussi un monomorphisme. Ci 

CohoacWLe 7 . 9 . 4 . -  Pour toute SU(3)-fibration principale au-dessus 

7 de S , l'application a = p l  O p O E est homotopiquement triviale. 
1 

Pheuv~ : Il suffit d'utiliser 1.9.2, 1.9.3 et le fait que 

est injectif [l]. 



K-THEORlE REELLE DES H-ESPACES RE AIEME TYPE 2UE SU(n). 

71. 7. - H-Uy~acU de ;type ( 3 , 5 ,  . . . , Zn+ 1 ) avec n y~&COfiyue. 

Dans ce paragraphe, nous démontrons le résultat suivant : 

ThZoirème 11.7.1.- Soit X un H-espace fini sans torsion de 

type (3,5, ..., 2n+1) (n 2 1) engendré par les éléments primitifs. Alors 

les groupes K O - ~  (x) pour i = 0, 4 et 5 sont sans torsion. 

La démonstration se fait en 3 étapes : 

7èire éZuj3e : On donne des renseignements sur la torsion des groupes 

- i 
KO (X) dans le cas où X est un CW-complexe fini sans torsion (Proposi- 

tion 11.1.2). 

2ème é;hpe : On étudie certains termes de la suite spectrale dlAtiyah- 

Hirzebruch en utilisant l'action de l'algèbre de Steenrod A(2) sur la cohomo- 

logie d'un H-espace sans torsion de type (3,5, ..., 2n+1) (Proposition 11.1.3). 

3 è m ~  éape : Démonstration du théorème. 



PrtopoaLtLon 11.1.2.- Soit x un CW-complexe fini sans torsion et 

5 p-1 p+l'L p-1 
soit z E: KO (X) (p E K )  un élément de torsion. Alors, si z E: F KO (X), 

il existe y E FP' lz~p(~) tel que d(y) - z où d est l'opération de la 

suite exacte de Bott 0.3. 

D é m o n ~ ; t i L ~ o n  : Soit n : X + X/Xp la projection canonique consis- 

tant à identifier le p-ième squelette X de X à un point. Nous avons le 
P 

diagramme commutatif suivant : 

d % p-1 c 5 p-1 . . . - $oP(x) - KO (X) - KU (x) ---+ . . 

p+l'L p-1 
Soit z E F KO (X) comme dans l'énoncé, donc tel que 22 = O 

! 'L p-1 1 
et i (z) = O. Il existe donc x E KO (X/X ) tel que n'(x) = z .  Si 

P 
'LP x est un élément de torsion, il existe a E KO (X/X ) tel que d(a) = x. 

P 
n 

En effet, remarquons que H (X/X ;&) est sans torsion ce qui nous permet 
P 

f 
d'appliquer le lemme 0.3.1. Dans ces conditions, l'élément y = n'(a) est 

tel que d(y) = z et y r FP+'$oP(x). La proposition sera donc démontré 

si nous montrons que x est nécessairement un élément de torsion finie. 



1 1 
A cet effet, remarquons que c~'(x) = O car O = 22 = 2ve(x). Supposons 

maintenant par l'absurde que c(x) # 0, c'est-à-dire que x est un 

élément de torsion infinie et posons Y - X/Xp Le groupe gradué associé 

à la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch pour Y est de la forme : 

G m 20'-'(Y) z EP+"-~(Y) Co @ . . $ Em w Y -+P- 1 (y) (m = dim Y). 

Puisque 

p+l,-2 p+1% p-1 
(Y) " F KO (Y) 

h + 2 K O p - 1  (Y) 

p+2'L p-1 
est un groupe de 2-torsion, il s'ensuit que 2x E F KO (Y). 

Soit i : Y +Y l'inclusion cellulaire du (p+l)-ième squelette 
P+ 1 

! 1 
Y 

?I m 
dans Y. Alors i (2x) = O et donc i'c(2x) = O. Comme KU (Y) et 

P+ 1 
I 

$u*(Y ) sont sans torsion, il s'ensuit que iSc(x) = 0, c'est-à-dire 
P+ 1 

C(X) E FP+~$uP-' (Y). Soit maintenant 

% * 'Lx 
ch : KU (Y) + H (Y ;Q)  

le caractère de Chern. Alors, d'après 131, on a - 

ch(c(x)) = a + termes de plus haut degré, avec a c H~(Y;z) 

où q 3 p+2. De plus, ch est un monomorphisme et on a le diagramme comrnu- 

tatif suivant : 



W 
Or n. : H~ (Y ;Q) + Hq (x;(Q) est un isomorphisme pour q 3 p+2. Il s 'ensuit 

X ! ! 
que IT ch(c(x)) # O, donc IT c(x) = CIT (x) # O et on a une contradiction. 

C.Q.F.D. 

Phapab,&ion 11.1.3.- Soit X un H-espace fini sans torsion de 

type (3,5, ..., 2n+1) (n 3 1) dont la cohomologie est engendrée par les 

éléments primitifs. Alors, dans la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch 

EPY-l 
3 (XI a 0 pour p Z 1 ,  2, 4, 5 ou 6 (mod 8). 

Les générateurs x 
2j+lY 

1 6 j $ n, étant primitifs, on a, 

selon [20], 

si j estimpairet j < n  
2 

Sq X2j+l = ( j l )  x2j+3 

Vu la caractérisation des différentielles d2'q donnée en 0.4, 

nous devons montrer que la suite 

est exacte en E;'-~(x) lorsque p : 1 ,  2, 4, 5 ou 6 (mod 8). Notons que, 

% 1 * 
puisque H (X;Z) est sans torsion, p est un épimorphisme et Sq (H (X;L2)) = 0. 

Soit alors 5 un élément de H~(x;L~) ; 5 est une somme finie d'éléments 

de la forme : 



2 
Si Sq 5 = O, 

2 
x(jl,...,ja) 

= O pour toute suite 

(j l...,ja), OU bien, il existe des couples (j l,...,ja, k 1  a pour 

2 
lesquels Sq x(j 

2 
) = S q x  ) Etudions d'abord ce dernier cas. 

ly..'y ja ( k l y - - * y k  B 
D'après la formule de Cartan, on a : 

2 Si Sq x = 
2 

) alors il existe i et i 
Cily.. . ,ja) Sq X(kl , . . . ,kB 0 1 

1 4 i < a, 1 6 i s f3 (supposons que i < il) tels que 
O 1 O 

11 s'ensuit que a = B ,  ji = ki pour tout i # i i 
0) 1) 

X 
2 

2j +l ... Sq X2j.+l ... X 2ja+l = O  pour tout i #  io. 
1 1 

Dans ces conditions, 1 'élément y r H'-~(X;Z ) dé£ ini par 2 

est tel que 



Par conséquent,  il nous s u f f i t  maintenant de  montrer que s i  

2 
x = X  ) e s t  un él6ment du noyau de  Sq , il e x i s t e  y r H P - ~ ( x ; z ~ )  

P ( j l , o o - ,  j a  

2 t e l  que Sq y = xp pour t o u t e  s u i t e  1 < j l  < j 2  < ... < j f n t e l  que 

a 
1 ( 2 j . + l )  = p e t  p Z 1 ,  2, 4 ,  5 ou 6 (mod 8).  

1 i= 1 

Remarquons que x B Ker sq2  s i  e t  seulement s i  
P 

X 
2 

2 j l + l  sq X 2 j . + l  ... x = O pour chaque i, 1 a i 6 a. 
2ja+l  

1 

Nous avons a l o r s  deux p o s s i b i l i t é s  pour chaque i : 

2 
s o i t  Sq x ~ ~ . + ~  = O auquel cas  ji e s t  p a i r  ou i = a  e t  ja 5 n 

1 

2 
s o i t  Sq x ~ ~ . + ~  # O e t  a l o r s  x = x ( i . e .  j i + l  = j i + l ) .  

2 j i + l + l  2 j i+3 
1 

Maintenant, remarquons que s ' i l  e x i s t e  i 1 < i  f a  
0 ' O 

L 

( i o  < a ,  s i  
j a 

= n avec n impair)  t e l  que Sq x2j  + 1 
= 0 e t  

i 
O 

ji - l  < j - 1  a l o r s  j i  e s t  p a i r  e t  l ' é lément  
O O O 

e s t  t e l  que 
2 

Sq y = X ~ *  
Par  conséquent,  s i  un t e l  i e x i s t e  lo rsque  

O 

p Z 1 ,  2,  4, 5 ou 6 (mod 8) ,  l a  p r o p o s i t i o n  e s t  démontrée. Nous nous 

plaçons a l o r s  dans l a  s i t u a t i o n  l a  p l u s  défavorable  en f a i s a n t  l 'hypothèse  

su ivan te  : 



I HqpaXhè6e A : Supposons que pour chaque i, 1 < i 6 a (i < a 

si ja = n avec n impair) tel que 
2 

Sq X2j.+i 
= O, on ait ji-l = ji-1. 

1 

7 e h  CU : p Z 1 ou 5 (mod 8). 

Supposons d'abord 
ja 

< n ou 'a a n si n est pair. Puisque 

2 
= 0, d'après A, on a - Sq X2j + I  ja- 1 - ja - 1. Il s'ensuit que ja-l 

a O 

est impair ce qui entraîne que ~~~x~~ = O, sinon on aurait 
a-2 

+ 1 

= ja-2+1 et serait pair. Donc, d'après A, ja-3 - - ja-2 - 1. 
ja- 1 ja-1 

i En continuant ce procédé, on obtient la suite suivante (rappelons que a 

est impair car p est impair) : 

où j2>j4>".> ja- 1 sont des entiers impairs. On déduit alors que j l  est 

pair, sinon on aurait jl+l = j2 qui serait pair. Dans ces conditions, l'élément 

y E HP-~(X;& ) dé£ ini par 2 

2 
est tel que Sq y = x . Il s'ensuit que lorsque n est pair, le terme 

P 

E:'-~ (X) est nul pour tout entier p impair avec la condition p < dim X. 

Supposons maintenant que 
j a 

= n avec n impair. Alors 
ja-1 

2 
est nécessairement pair, sinon on aurait Sq x2j +1 = x 2ja+l et ja 

a- 1 



- - serait pair. D'après l'hypothèse A, on a donc ja-2 ja-l-lg 

En continuant ce même procédé, on obtient la suite suivante : 

a 
avec j2>j4> • . , ja- 1 des entiers pairs. Puisque p = 1 (2j i+l) , 0" déduit 

i=l . 

c'est-à-dire, p E 2n+l (mod 8). Comme p F 1 ou 5 (mod 8), ceci entraîne 

que n est pair. Par conséquent, l'hypothèse A n'est pas vérifiée dans 

ce cas. Ceci termine donc la démonstration de la ~ro~osition pour p 1 

ou 5 (mod 8). 

22meca : p z  2, 4 ou 6 (mod 8). 

Supposons d'abord j < n ou j & n si n est pair. En procédant 

de la même manière que précédemment en supposant que l'hypothèse A est 

vérifiée, on obtient la suite suivante (rappelons que dans ce cas a est 

pair) : 



où j2, j4,. . sont des entiers pairs. Puisque p = 1 (2ji+l), on obtient 
j a i= 1 

c'est-à-dire, p E O (mod 8).  h hypothèse n'est donc pas vérifiée dans ce 

cas. 

Supposons maintenant que 
ja 

= n avec n impair. Alors ja- 1 

est nécessairement pair et en supposant que A est vérifiée, on obtient la 

suite 

où j2>j4, ...,j sont des entiers impairs. Il s'ensuit que j est pair a 

(sinon j2 = jl+l et j2 serait pair) et l'élément 

est tel que 
2 

Sq y = X ~ .  
La proposition est donc complètement démontrée. 

Remarquons d'abord que si m = dim X, on a 

% 
et que n(n+2) E 0, 3 ou 7 (mod 8) pour tout n E rN . Etudions d'abord 



'L -i E ~ " ~  (x) (resp . les groupes KO (X) pour i = O ou 4 .  Le terme , 

E?-m-4 (X)) est libre si m E O (mod 8) d'après le lemme 0.4.1, et 
m-3, - (m-3 ) 

est trivial si m 2 3 ou7 (mod 8). Dans ce dernier cas, le groupe Em ( X I  
m-3 ,- (m-3)-4 

(resp. Em (X)) est libre. 

'L -i 
D'autre part, si KO (X) possède des éléments de torsion 

pour i = O ou 4, alors d'après 0.4.1 et 11.1.3, ils ne peuvent provenir 

que des groupes FP?O~(X) pour p E 2 (mad 8) si q r O (mod 8) et p Z 6 

P"J q (mod 8) si q 5 4 (mod 8). Soit alors x E F KO (X) un élément de torsion 

(i.e. 2x = O) où p est le plus grand entier inférieur à m = n(n+2) 

avec p f 2 (mod 8) si q r O (mod 8) ou p 5 6 (mod 8) si q 5 4 (mod 8). 

P'L q+1 Dans ces conditions, selon II. 1.2, il existe y E F KO (X) tel que 

p9-pfq+1 (x) = O. Par conséquent, d(y) = x ; mais d'après 11.1.3, Em 

l y c Fp+'?Oq+' (X) = F PQ KO CI+] (X) et donc x E FP+'&~(X). Or, ce dernier 

l groupe est sans torsion d'après le choix que nous avons fait de l'entier p. 

P~ q Il s'ensuit que x = O et F KO (X) est aussi sans torsion. Une simple 

itération sur le choix de p permet maintenant de déduire le résultat. 

'L -5 p"J -5 
Pour KO (X), vérifions que le premier groupe F KO (X) non trivial, 

où p est le plus grand entier inférieur ou égal à m = n(n+2), est sans 

-5 -m-5 
torsion. Si m - 3 ou 7(mod 8), alors F%O (X) = E:' (X) est libre 

car -m-5 E O ou 4 (mod 8) respectivement. Si m 5 O (mod 8) alors 

Em, -m-5 m-3, -m-2 
(X) = O et aussi E, (X) = O. En effet 

00 

m-3, -m-2 
2 

(X) = H ~ - ~  (X ;C 2) 2 C 
2 

dont le générateur est x5,x7, ..., x . Or 2n+ 1 

c'est-à-dire, la différentielle 



e s t  un épimorphisme. Par conséquent,  (X) = O.  Enfin,  puisque 

,m-4 
(X;Z2) = O,  l e  premier terme non nu l  e s t  donc 

m-5% -5 
E ~ - ~  CO Y - ~ ( X )  = F KO (X) 

i qu i  e s t  sans t o r s i o n  c a r  m E O (mod 8 ) .  En procédant maintenant de l a  même 

CL -5 manière que précédemment, on remarque que s i  KO (X) possède des  éléments 

pQ -5 de t o r s i o n ,  a l o r s  i l s  ne peuvent proveni r  que des  groupes F KO (X) pour 

p'L -5 p r 5 (mod 8) .  S o i t  donc x c F KO (X) t e l  que 2x = O avec p l e  

p l u s  grand e n t i e r  i n f é r i e u r  à m t e l  que p E 5 (mod 8 ) .  En u t i l i s a n t  

p+l% -5 
11.1.2 e t  11.1.3,  o n v é r i f i e  que XE: F KO (X) e t  donc x = O. Une 

simple i t é r a t i o n  permet maintenant de conclure .  

C.Q.F.D. 

CL -i 
c O k O ~ U . i f i e  11.1.4.- S i  n e s t  p a i r  a l o r s  l e s  groupes KO (X) 

pour i # 1 e t  2 sont  sans t o r s i o n .  

CL -i 
Pkeuve : Nous devons montrer que l e s  groupes KO (X) pour 

i = 3 , 6  e t  7 s o n t  sans t o r s i o n .  Nous avons remarqué dans l a  démonstrat ion 

de 11.1.3 que s i  n e s t  p a i r ,  l e s  termes E;'-~ (x) sont  n u l s  pour t o u t  

e n t i e r  p impair (p < m = dim X).  a autre p a r t ,  puisque m = n(n+2) Z O 

m , -m-3 m -m-7 m-3, -m (mod 8 ) ,  l e s  termes Em (X) e s t  Ems (x) son t  nu l s  e t  Em (XI y 

m-3, -m-4 
CO 

(X) s o n t  sans t o r s i o n .  Enf in ,  on v é r i f i e  a u s s i  aisément que 

m-10% -6 m-5, -1 
F KO (X) e s t  sans t o r s i o n  du f a i t  que ECO (X) = O. L e  c o r o l l a i r e  

s e  démontre maintenant de l a  même manière que 1 1 . 1 . 1 .  



1 7 . 2 .  - H-eapacu de type ( 3 , 5 , 7 , 9 ) .  

Dans ce cas, n = 4. Des résultats du paragraphe précédant, on 

déduit aisément que 

'L -i 
KO (x) 2 C ( 5 )  pour i = O et 4 

'L -i 
KO (x) c e ( 4 )  pour i = 3 ,  5 et 7 

2, -6 (2)  
KO (X)  z G  . 

'L -i 
Dans ce paragraphe, nous calculons les groupes KO (X)  pour i = 1 

et 2. 

'L -2 CdcuR de KO ( X )  . 

Lemne 7 1 . 2 . 1 . -  Soit X5 le 5-ième squelette de X et p : X +- X I x 5  

la projection canonique. Alors, p induit un isomorphisme 

Pheuve : On procède exactement de la même manière que le 

lemme 1.4.3, les argumlents étant les mêmes. U 

La démonstration de cette proposition se fait en trois étapes. 

Posons Y = X/X5 et considérons le diagramme commutatif suivant : 



La première étape consiste à montrer que 

1 15% -2 
Ker i' = F KO (Y) : Z2 8 k 2 ' 

% -2 
La deuxième consiste à montrer que KO (Y ) "- E 9 R @ C2, 14 

I 
ce qui montre que dl Z O. Enfin, on démontre que i' est un épimorphisme. 1 

La proposition 11.2.2 résulte immédiatement de ces résultats puisque 

"J -2 8,-10 10,-12 14,-16 16,-18 24,-26 
G,KO (Y) z EW @ @ EW @ Ew @ Eco 

% -2 % -2 
et KO (Y) r KO (X)  d'après 11.2.1. 

! 15% -2 
Le.Mrfle 11.2.3.- Ker i = F KO (Y) Z E2 8 Z2. 

PtrClLv~ : En utilisant 0.4.1. et II.1.3., on vérifie aisément que 

l6,8k-2 16,8k-2 24,8k-2 24,8k-2 
Eco (Y) = E2 (Y) z E2 et E, (Y) = E4 (Y> 

24,8k-2 
Nous devons maintenant montrer que (Y) = E2 (Y> 

A cet effet, il suffit de montrer que la différentielle 

est nulle. Pour cela nous utilisons le même argument qu'en 1.4.2. Plus 

précisément, X a une structure cellulaire de la forme 

Soit p : X -t X/X 
19 

2i s21 v e24 la projection canonique. 

Nous avons alors le diagramme commutatif : 



Or, d'après Browder-Spanier, 

N N 6 E Ker(L : n (X ) n (L X21)). 
23 21 23+N 

Donc 

pour un certain entier N. Comme ce dernier noyau est trivial, p*B = O 

et donc d3= O. 

15% -2 16% -2 15,8k-1 
Maintenant on a F KO (Y) = F KO (Y) puisque E3 (Y) = O. 

En£ in, 

16,-18 17% -2 24% -2 
(Y) n Z2 et F KO (Y) = F KO (Y) : z 2 ' 

Le lemme 0.3.1 permet de conclure. O 

'L -2 Lemme. 7 1 . 2 . 4 . -  KO (Y ) E d 9 d 9 .E2. 
14 

Phuve  : Puisque E:>8k-1 (X) = O, on a 

'L -2 8,-10 10,-12 14,-16 
G*KO (Y ) 1 Eco (Yl4) 8 Em (Yl4) 8 Em (Yl4) z Z2 8 Z 9 z .  

14 

Considérons le diagramme commutatif suivant : 



'L -2 
où on a posé Z = Y 14 ' 

Remarquons que KO (Z ) g Z. ce qui entraîne que 
9 2 

1 
dl # O. Montrons maintenant que i' est un épimorphisme. A cet effet, 

d'après la suite exacte de paire (Z,Z9), il suffit de montrer que 

1 'L 
p .  : KO(Z/Z9) -+ $o(z) est un monomorphisme. Vérifions d'abord que ~o(z/z~) 

'L 
et KO(Z) sont sans torsion. On a 

2 
Du fait que Sq (x3x7) = x x +X x on vérifie aisément que 

5 7  39' (Z/Zg) = o. 
% 

Par conséquent 20' (z/z~) = O, ce qui entraîne que KO(Z/Z ) est sans 
9 

'L 
torsion. Pour KO(Z), on a 

'L lm 
Si KO(Z) avait de la torsion, alors F KO(Z) z & B E @ Z2. Or 

'L 'L 
KO(Z/Z~) E Z 9 C, par conséquent KO(Z) est sans torsion. En utilisant 

maintenant le morphisme de complexification et le caractère de Chern en 

remarquant que 

est un monomorphisme (Z ayant une seule cellule en dimension IO), on 

1 1 
déduit que p' est bien un monomorphisme. Par conséquent i' est un épi- 

morphisme et d # 0. 

C.Q.F.D. 



1 "J -1 % -1 
Leinme I I .  2 .5.  - i' : KO (Y) -+ KO (Y lb) est un épimorphisme. 

P t r e u v ~  : On procède de la même manière que le lemme précédent 

! % 'L 
pour montrer que p : KO(Y/Y~~) -+ KO(Y) est un monomorphisme. 

Le lemme s'en déduit d'après la suite spectrale de la paire (Y,Y14). 

Ce lemme complète donc la démonstration de 11.2.2. 

'L -1 
C a l c u l  de KO (x) . 
Soit X16 le 16-ième squelette de X et considérons le diagramme 

commutatif suivant : 

"J -1 
Pour calculer KO (X), on procèdera de la manière suivante : d'abord, on 

1 
montrera que i' est un épimorphisme ; ensuite, on montrera que 

1 
t 17% -1 

Im dl 2- E 2  B R ; et finalement on montrera que Ker i. = F KO (X) z L @ Z2. 
2 

Ces résultats avec le fait que 

% -1 
GxKO (X) z E~ CO y-4 @ Em 7,-8 g, E8,-9 Eco 16,-17 @ 19,-20 @ 24,-25 

montrent la 

'L -1 (4) (3  ) 
PtropoaiLLon11.2.6.-  KO (x) g e  B E 2  . 

! 'L 'L 
Lemme 11.2.7.- i : KO(X) + KO(X16) est un épimorphisme. 



Pkeuve : Ceci est équivalent à montrer que 

! ' L l  'L 1  
p : KO (x/xI6) -+ KO (X) 

1 est un monomorphisme. Remarquons maintenant que 

'L 2  'L 1 
Par conséquent, KO ( X / X  ) = O ce qui entraîne que KO ( X / x 1 6 )  1 6  

est sans torsion. Nous avons alors le diagramme commutatif suivant : 

Q 1  %impair %ol(x) P KU (X) H (x;q).  

% 
Du fait que H ( X ; Z )  est sans torsion et que X n'a qu'une seule 

X 
cellule en dimension 17, on déduit que p est un mononorphisme. Le dia- 

gramme permet donc de conclure. 

'L -1 
Lwme 1 7 . 2 . 8 . -  Posons Z = X 

( 3 )  
1 6 '  Alors KO ( Z )  i C O zi2) .  

Pireuve : considérons le diagramme commutatif suivant : 

1 1 
'L -1 . . . 3 KO ( z / z ~ )  P'F 2 o 0 - l ( z )  --A i a 'L KO -1  (z9) + ... 

1 
Montrons que i' est un épimorphisme. En effet, remarquons que 

1  



10 1 O 1 O 2 
Or H (Z/Z9;Z2) 1 A (Z;E2) 2 H (X;12) et Sq x x = x x +x x 3 7  5 7  39' 

% 1  l 
Donc E3 10y-9(~/~g) = O. Il s'ensuit que KO (Z/Z9) = O et i' 1 est bien 

un épimorphisme. 

Montrons maintenant que dl# O. Pour cela, il suffit de vérifier 

-1 que KO (Z ) contient de la 2-torsion. On a 
9 

(Zg) = O, d'où 

-1 
et donc KO (Z9) I Z 9 Z 9 L2. Il s'ensuit que d est aussi non nulle. 

! 10% -1 
Enfin, remarquons que Im p = F KO (Z) 2 k 9 E2. 

10% -1 15% -1 
En effet, on a F KO (Z) = F KO (Z), 

16% -1 16,8k-1 
( Z ) z t  et F KO (Z)=Em (Z) z L 

16% -1 
2 ' 

F KO (Z) 

D'où le résultat. 

17% -1 Lemme 11.2.9.- F KO (x) g z  e e2. 

Pkeuve : On a E3 
17 17y8k-2 (x) = O. En effet, H (X;Lî) z L2 dont 

2 
le générateur est x x x = Sq (x x x ) .  Par conséquent 

3 5 9  3 5 7  

17% -1 19% -1 
F KO (X) = F KO (X) . 

D'autre part 

19% -1 
F KO (X) 

19,-20 19,-20 
(XI = E2 (X) z n 

20% -1 24% -1 24,-25 
et F KO (X) = F KO (x) = E~ (XI 



24,8k-1 24,8k-1 
Il nous suffit donc de montrer que Em (0 = E2 (XI 

En utilisant 0.4.1 et 11.1.3, on vérifie aisément que toutes les différen- 

tielles qui aboutissent à ce terme sont nulles sauf éventuellement 

= E2 
14 

14y8k 14y8k = H (X;L) dont un générateur est Or E10 h5hg où 

h5 E: E 598k = E~~~~ (conséquence de 11.2.1) et hg r E 9,8k 9,8k 
10 2 1 O = E2 (on 

vérifie aisément que , 8k = O en remarquant que x 8 x + x 8 x 
3 9 9 3 

n'appartient pas à l'indétermination de cette différentielle sur X x X). 

Par dérivation, on déduit alors que 
d10 

= O du fait que 

15,8k-1 - 
10 - ~:0'"-' = O, d'où le résultat. 

Ce dernier lemme complète donc la démonstration de 11.2.6. 

On peut maintenant énoncer le résultat suivant : 

ThEofi2me 17.2.10.- Soit X un H-espace fini sans torsion de type 

'L -i 
(3,5,7,9)engendré par les éléments primitifs. Alors les groupes KO (X) 

sont donnés par le tableau suivant : 



CHAPITRE 117 

KO-THEOR1E DE CERTA1tJS H-ESPACES AVEC TOXS7ON. 

-- --------- - 

711.7. - H-UPCLCU d e R @ ~  (3,77). 

C'est le seul type de H-espace fini, simplement connexe, de 

rang 2, dont l'homologie entière possède de la torsion (à  savoir de la 

2-torsion). Du point de vue homotopique ces H-espaces sont classifiés par 

3 
certaines $ -fibrations principales sur la variété de Stiefel réelle 

V (pour les détails voir [17]). Cette propriété permet de décrire la 
792 

cohomologie entière d'un tel H-espace X. On a 

H'(x;z) = { a, pour p = 6 ou 9 

\ O ailleurs. 

m 
En ce qui concerne H (X;E2), on sait ([23]) que cette algèbre 

est isomorphe à H*(G~;L~) aussi bien en tant qu'algèbre de Hopf, qu'en 

tant que A(2)-algèbres où G2 est le groupe de Lie compact exceptionnel 

m 
de rang 2 et A(2) l'algèbre de Steenrod mod 2. Il s'ensuit que H (x;d2) 

possède un système simple de générateurs 
2 

x3 ,x5 ,x6 = x (deg xi = i) 3 

tels que 

i 
Sq xj = O dans tous les autres cas (voir Cs]). 



n 
Dans rl22 - , L. Hodgkin montre que KU (G) est sans torsion lorsque 

G est un groupe de Lie connexe, compact dont le groupe fondamental est libre. 

Sa démonstration dans le cas de G2 n'utilise que la structure de A(2)- 

algèbre de H * ( G ~  ;z2) Par conséquent, on peut énoncer 

Pirupobuofi  2 2 2 . 7 . 7 . -  Soit X un H-espace simplement connexe 

X 
de type (31 1 ,  alors , KU (X) est sans torsion. D'ailleurs 

'IJ 

KU-'(X) z e e z et KU(X) z Z. 

E ~ ' ~  de la suite Maintenant, en KO-théorie, l'examen des termes 

spectrale dVAtiyah-Hirzebruch et de la différentielle 
2 

= Sq , qui 

est un isomorphisme, montre immédiatement la 

P k ~ p ~ b & i ~ n  7 1 1 . 7 . 2 . -  Pour tout H-espace X simplement connexe 

'L 
de type (3,11), on a KO(X) = 0. 

'L -1 
Le calcul de KO (X) se déduit aisément de ce résultat. En effet, 

en écrivant la suite (0.3) 

'L d 'L -1 'L -1 . . .  + KO(X) - KO (X) -C-t KU (X) -+ ... 

on voit que d'après 111.1.2, c est un monomorphisme. Comme KU'(X) est 

'L -1 
sans torsion il s'ensuit que KO (X) est également sans torsion. On vérifie 

alors aisément, d'après (0.4.2), que l'on a la 

Pour calculer les autres groupes, il est nécessaire de mieux 

contrôler les différentielles de la suite spectrale. En fait, on a : 



Lemme 1 1 2 . 7 . 4 . -  Les différentielles d9y8k et '8k sont nulles. 
3 

3 DEmomktration : Puisque X est une $ -fibration de base '7,2' 

la projection p : X + V  induit des isomorphismes en cohomologie en dimen- 
7 , 2  

sion 6 et 1 1 .  Le lemme en résulte par fonctorialité de la suite spectrale. 

3,8k-2 est un isomor- PhopobiAion 1 1 2 . 7 . 5 . -  La différentielle dj 

phisme et d3y8k est un épimorphisme. 

2 2 DémomX4aLLon : On sait que d398k-2 = 6 O Sq . Comme Sq xg = x 
3 5 ' 

3 5 sq2 : H (X;Z2) + H (X;k2) est un isomorphisme. 

Maintenant la suite exacte de Bockstein 

5 5 
montre que 6 est aussi un isomorphisme car H (X;k) = O, H (x;L2) Z L 2 

6 
et H (X;Z) r Z 

2 ' 

En ce qui concerne d3y8k, nous allons utiliser le fait que 
3 d3 

3 
dans le cas complexe est le carré de Steenrod Sq , en comparant les deux 

suites spectrales à l'aide du morphisme de réélification r. On a 

D'où les morphismes 



où le premier est un monomorphisme et le deuxième un épimorphisme. 

Maintenant, on a 

6,8k-2 
Im r T, Ker d = E2 

2 2 

d'où le diagramme commutatif 1 
I 

3 3 
Soit alors hg 6 ' E ~ ' ~ ~  = H ( X ; C )  un générateur. On a 'd3h3 = Sq. x3= 3 X6 ' 

dg'". par conséquent 'd est un épimorphisme et il en est de même pour 
3 

C.Q.F.D. 

Rappelons aussi que et d;'8k-1 sont des isomorphismes. 

Calculons maintenant les autres groupes. 

'L -3 
L ~ m w i ~  7 7 7 . 1 . 6 . -  KO (x) z E 2  8 Z 2 d Z2. 

Ptr~uve : Il suffit de vérifier que 

QJ -3 
G,KO (X)  : Eco @ Eco 14y-172z 2 B k2 8 E 2 

et utiliser ensuite 111.1.1 et ( 0 . 3 . 1 ) .  



'L -2 
L Q Y H ~ ~ I ~  111.7.7.- KO (X) z Z 8 Z2 8 Z 2 -  

Pkeuve : On vérifie que 

'L -2 
G,KO (X) I L 2  fB L 2 B ai .  

Nous allons alors montrer qu'il existe deux éléments x et y 

'L -2 
dans KO (X) avec d'une part 2 x  = 2y = O et, d'autre part, 

1 
?. -2 i' ' L - 2  ! 

x ( Ker(K0 (X) KO (x~)) et y E Ker i . De la suite spectrale 

8 
A-H-KO (-) pour les espaces X 7 et X/X 7 on tire immédiatement que 

1 'L -3 'L -3 
Il s'ensuit, en particulier, que le morphisme i' 2 : KO (X) +KO (X7), 

compte tenu de 111.1.6, est surjectif. En écrivant maintenant un diagramme 

commutatif avec en horizontal les suites exactes de la paire (X,X7) et 

en vertical le morphisme d décrit en 0.3 : 

1 
i; ! 'L -2 i' ' L - 2  

'L -3 'L -3 'L -2 . . . - KO (X) - KO (X7) KO (x/x7) KO (X) KO (X7) -' . 

1 
de (1) et d'après (0.3.1), on voit que dl 

et i' 1 ce sont des épimorphismes 

! 
et que p est un monomorphisme. Par conséquent, on a, d'une part, i!d # O 



1, -2 i 
ce qui entra îne qu ' i l  e x i s t e  x JE. ,RD, 6x1 avec x E I m d  et i (x) )L O 

z t ,  d 'autre par t ,  s i  nous montroas que d # O a l o r s  il ex i s t e  y E fin d 2 
t 

avec i ' ( y )  = O. Soit  a l o r s  Y = X/X qui a une s t ruc ture  c e l l u l a i r e  du 
7 

Corne Y/Y nous avons' le  diagramme commutatif. su 

%O-' (Y) 2 - + ~ O - ~ ( Y ~ ~ )  

upe ne peut ê t r e  t r i v i a l e  en u t i l i s a n t  dans l a  s u i t e  exacte de Bott (0.3), 

-5 % -6 5 -7 re f a i t  que gU (X) : E @ L . Pour l e s  groupes %0-5 (x) , KO (X) e t  KO (X) 

;,.+ , 3 $ !  , w' -,-mu= mw . .~ , ,-.-. w,, .;s;'+,, , 7 , *$& .i!,;."r:$pw 
i f i e  que, myennànt 11.1.5 e t  ,,f& . t ,  , ,! ,:c:?!;g;$jh&~:8 ,fb! 2, ,~~~9:;.:*!~49gg~k,- ,:&$$,dg 

% -5 *3,-8 @ ELI,-16 C*KO (X) ; r t @ Ç  



On peut résumer tous ces résultats dans le théorème suivant : 

Théohème 171.1.9.- Soit X un H-espace fini simplement connexe 

2, -i 
de type (3,ll). Alors les groupes KO (X) sont donnés par le tableau 

suivant 

'-b 
111.2. - Leghoupe KO(F~). 

On sait ([53) que le groupe de Lie exceptionnel F4 possède les 

propriétés cohomologiques suivantes : 

1 et on a les relations P3x3 = x 7 y 63x7 - - X8' 

m 
(iii) H (F ;Z ) possède un système simple de générateurs 

4 2 x3 '3 Y 

X6yX15yX23 et on a les relations 

2 2 2 
X3 = Y Sq x3 = x5 , ~q xi = O pour i + 3 

1 1 
Sq x5 = x6 , Sq X. = O pour i # 5 

1 

m 
(iv) H (F ;E) est additivement et multiplicativement isomorphe 4 

W 
au produit tensoriel U 8 H (G~x$'~;z) où U est un anneau unitaire gradué 

23 8 8 8 16 i dans lequel UO = U = & ,  U 2 U .U = U  zZ3 , U = O  sinon. 

52 Rappelons que dim F = 52. Soit p : F4 + $ la projection 
4 



consistant à identifier le 51-ième squelette de F4 
à un point. Dans ce 

paragraphe, nous allons démontrer le résultat suivant : 

Théokème 7 7 1 . 2 . 1 . -  La projection p : F4 -+ $ 
5 2  

induit un iso- 

morphisme 

D'abord, en utilisant la caractérisation suivante de certaines 

différentielles de la suite spectrale dlAtiyah-Hirzebruch en KO-théorie : 

on démontre la 

Phopoai,tion 7 7 7 . 2 . 2 .  - Soit X un CW-complexe fini vérifiant les 

propriétés cohomologiques (iii) et (iv) de 
F4. 

Alors, dans la suite 

spectrale dlAtiyah-Hirzebruch en K-théorie réelle, on a : 

(i) ET'-' (x) = O pour p = 9, 41 et 49 

(ii) ~ p ~ - ~  (x) = O 4 pour p = 3, 11, 18, 26  et 34 

(iii) (x) = O et E~'O(X) = O 
3 

pour p = 9, 24 et 3 2 .  

'DQma~n;Dzua2on : 

2 2 (i) Puisque Sq (x3x6) = x 5 x 6 et Sq ( x ~ x ~ ~ x ~ ~ )  = x ~ x ~ ~ x ~ ~ ,  

on déduit que est un isomorphisme pour p = 9 et 41. D'autre 

part, on vérifie aisément que le morphisme de restriction 

L 
est un isomorphisme et que 

Sq (X3X6X1 5X23 ) = x x x  5 6 15~23' Par conséquent , 

di7'' est aussi un isomorphisme. 



5 6 
= 3 : Puisque H (X;C) = O et H (X;&) Z Z2, (ii) E o E  --E---- 

on déduit que l'homomorphisme de Bockstein 

2 
est un isomorphisme. Enfin, comme Sq x3 = x5, est un isomorphisme. 

16 
Pour ------------ p = 18 : Remarquons que H (X;C2) = O ce qui entraîne 

18,-2 18,-2 ' 2 (X). Puisque Sq x x = x x 
19 

que E3 (XI = E2 3 15 5 15 et 6 : H (x;z~) += 

2 1 
+ H (X;d) est un isomorphisme on déduit que est aussi un iso- 

morphisme. 

- 26 : On a H26(X;.Z ) : R B Z2 dont les généra- EE!E--P-z--- 2 2 

teurs sont x x et x x x 
2 

3 23 5 6 15' 
Comme x x x = Sq (x3x6x15) on déduit 

5 6 15 

26,-2 
(X) : C2 dont le générateur est x x 

2 
que E3 3 23' De plus Sq x ~ x ~ ~  = x ~ x ~ ~  

28 
et ~ ( x ~ x ~ ~ )  # O car H (X;C) = O. Par conséquent, est un mono- 

morphisme. 

Pour p = 1 1  et 34 : On constatera aisément que les diffé- ------------------ 
rentielles d l  et d 2 2 Y - 1  sont des isomorphismes. 

(iii) On remarque que pour p = 9, 24 ou 32, 

p : HP(x;2) + HP(x;ZZ2) est un isomorphisme. On vérifie alors aisément 

2 
dPyO = Sq op est un isomorphisme pour p = 9 et un monomorphisme que 2 

pour p = 24 ou 32. 

Enfin, pour montrer que E44y-4 (X) = 0, on remarque d'abord que 

3 9 41 ,-2 H (X;R2) = O ce qui entraîne que 4 1 
(XI = E2 (x). Or, H (x;z~) - C 2 

L dont le générateur vérifie - 
X3X1 5X23 Sq X3X15X23 - X5X1 5X23 qui est le 

4 3 43 44 générateur de H (X;Z2). De plus, puisque H (X;k) = O et H 7 Z2, 

4 3 4 4 6 : H (X;Z2) -+ H (X;L) est un isomorphisme ; il en est donc de même 



2 41 ,-2 
pour GoSq = d3 . Ceci achève donc la démonstration de 111.2.2. 

CohaMahe  7 7 7 . 2 . 3 . -  Soit x comme en 11.2.2, alors on a 

'L 8,-8 16,-16 52, -5% 
G*KO (X) : Em (X) 8 Em (XI 8 Em (x) 9 

'L 1 % 1 
GmKO (X15) = O et donc KO (X15) = O 

où X15 est le 15-ième squelette de X. 

Nous rappelons maintenant les faits suivants : 

Soit X un CW-complexe fini. 

1) Pour définir la K-théorie à coefficients dans E (p 2 2) 
P 

1 2 
on prend un espace de Noore M = S U e (e2 étant attachée par une 

P P 

application de degré p). Alors par définition 

'L i 
KU (x;e ) = ~ U ~ + ~ ( X  A M  ) pour tout i 

P P 

(pour plus de détails voir [ 2 ] ) .  

2) On a une suite spectrale {E~(x;L~) avec 

et qui converge vers 1 'anneau gradué KU* (X;Z 1. 
P 

Dans cette suite spectrale, on a (p étant un nombre premier 

quelconque 2 2) : 

(i) d = O pour 2 S r 6 2p-2 de sorte que pour 2 G r & 2p-1 r 

E~"(x;c r ) peut être identifié à H~(x;z~). 
P 

(ii) En utilisant cette identification, d est égal (à 2p-1 

multiplication près par un élément non nul de E ) à l'opération stable 
P 



de Milnor +. H9+2~-1 
1 1 

(VI : H~(x;z~) (x;z~) (Q1 = P 6  - 6P) (Voir [l2], 

propos. 1-2, page 21). 

* 
3)  anneau gradué KU (X) a de la torsion d'ordre p seulement 

si H'(x;z) l'a (Fil, - lemma 1.1, page 19). D'autre part 

8 m 
dirn KU (X;Z ) 2 dim K U  (X;Q) et l'égalité a lieu si et seulement si KU*(X) 

P P cP 
n'a pas de p-torsion (r12J - , iemma 1-2, page 20). 

PhoposiLLon 7 7 7 . 2 . 4 . -  soit x un CW-complexe fini vérifiant 

les propriétés cohomologiques (ii) et (iv) de F4, et soit 
X15 

1 e 

X 
15-ième squelette de X. Alors KU (X ) n'a pas de torsion impaire. 

15 

31C Démo~n;t)ta;tion : Puisque - H (Xl5;Z) n'a pas de p-torsion pour 

31C 
p > 3, il suffit de montrer que KU (X ) n'a pas de la 3-torsion. Nous 

15 

allons donc montrer que 

m * 
dirn KU (X15;C3) = dirn KU (X15;(V), 

3 Q 

X 
Cherchons d'abord dirn KU (X15;@.  après la suite exacte 

Q 

15 et du fait que H (X;Z) 2 E, on voit que 15 H (X15;E) est un groupe libre. 

Remarquons que rang H I5(Xl5;z) > 1. En effet, d'après la formule des 

coefficients universelle, on a 

15 15 Or H (x15;E3) contient Z 8 9. car H (x;z~) '_ C3 @ C3 
3 3 

(propriété (ii)), 

15 par conséquent rang H (x15;E) = n > 1. Il est alors aisé de voir, selon 

% 
la propriété (iv) que rang H (X ;d) = n+4 et donc 

15 



L 
dim KU (X15;Q) = "'4. 

Q # 

Prenons maintenant  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  I E , ( x ~ ~ ; L ~ )  1 ; on a 

E : ' ~ ( x ~ ~ ; z ~ )  = H ~ ( x ~ ~ ; ~ ~ )  ( q  p a i r )  

1 

e t  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  ( i i )  q lx3  = -6 3 P 3X3 = -X8* 
1 

Il s ' e n s u i t  que 

.Z ) = E ; ' ~ ( X , ~ ; Z ~ )  = 0.  E ~ ~ ~ ( x ~ ~ ,  3 

De même Q1 (x3x7) = Q1 (x3)x7 = -X8X7' d 'où 

l o ' q ( ~  Z ) = O e t  dirn E 
E6 15' 3 

1 5 ' q ( ~ , 5 ; ~ 3 )  = n-1. 
K3  

Aussi ,  on v é r i f i e  aisément que dimz E l l y q  . z ) = 2  e t  
3 

6 (X15' 3 

14,q dirn E ~ ' ~ ( x  ;Z ) = dim E (X15;K3) = 1. 
z3 15 3 z 3  

Par conséquent ,  

dirn E (X .Z ) = n+4. 
R 3 6  1 5 ' 3  

x 
dimz E,(x .E ) 2 dirn KU (X15;C3). 

3 
15' 3 ,Z 3 

On a donc b ien  

x m 
dirn KU (Xl5;k3) = d i m K U  (X15;9) 

z3 ;P 
C.Q.F.D. 



Ca&a,&ki&e 111.2.5.- Dans la suite spectrale dl~tiyah-~irzebruch 

en K-théorie réelle, on a : la différentielle 

est un épimorphisme (pour tout k). 

D é m o ~ f i d o n  : Soit X15 le 15-ième squelette de . On a 
F4 

8 'lJ 
Puisque H (X15;Z) z L KO(X ) est trivial ou isomorphe à . 

3 ' 15 
'-b 1 

Z 3  

Or, d'après III.2.3., KO (X15) = O ; il s'ensuit, en utilisant la suite 

exacte de Bott que la complexification 

'L 
est un monomorphisme. m ais KU(X ) est sans torsion impaire (III.2.4), 

15 
'L 8,-8 

par conséquent KO(X ) = O. Le terme ECO 
15 (x15) 

est donc trivial. 

Comme (X ) = O (1112.2) on déduit que la différentielle 
15 

est nécessairement un épimorphisme (rappelons que H ~ ~ ( X ~ ~ ; Z )  = O). Le 

corollaire s'ensuit par fonctorialité 

où i : X15 -+ F4 est l'inclusion canonique. 

C.Q.F.D. 



0émond;thaZion du théoiièrne 111.2.1. : Soit x3 et x 8 des 

3 8 
générateurs de H (F~;C) z C et H (F4;C) z C 3 ' Alors d'après la propriété 

16 2 
(iv> 3 X8 est un générateur de H (F~;z) z e3 et x 3 x 8 est un générateur 

1 1  
de la partie de torsion de H (F 4 ;C) 2 Z 9 C3. Il est clair que x x 

3 8 I 

1 subsiste jusqu'au terme y-1Z (F4). D'après 111.2.5, on a 

1 Il s'ensuit que la différentielle 

est un épimorphisme. En effet, 
5 

étant une dérivation, on a 

On déduit alors, d'après 111.2.3, que 

52 ,-52 5 2 
Or ECO (F~) = E2 529-52(F 4 ) H (F 4 ;z) i I d'après ( 

5 2% 'L 52 P! ~r % 
et comme EFy-52(F4) = F KO(F4) ' Im(KO(S KO(F4)) = KO(F4), 

! % 5 2  Ir 
on déduit que p : KO(0 ) + KO(F4) est bien un isomorphisme. 

C.Q.F.D. 

52 Ir 52 
~ C W l ~ q u e  : Du fait que r : KU(% ) + KO(S ) est un épimorphisme, 

on déduit, en utilisant la suite exacte de Bott, que 

'L -1 
est un monomorphisme. Il s'ensuit que KO (F4) est aussi sans torsion. 



CHAPITRE 1V 

EXISTENCE D'ELEMENTS PRIMlTlFS DANS LA K-THEORTE D E  I R P ~  ET I R P ~ .  

IV. 7. - lnttaducdian. 

Soit X, y et x y '  deux H-espaces et f : X -t X' une 

application topologique. On dit que f est un homomorphisme de H-espaces 

si 

fy CL UT(£ X f). 

Supposons que , y 1  est un H-espace associatif. Alors l'ensemble 

des classes d'homotopie des applications pointés de X dans X '  - noté 

[x,x']* - a une structure de groupe induite par la multiplication p' . 
Dans ce cas, f : X + X' est un homomorphisme de H-espaces si 

où pi : X x X + X, i = 1, 2, sont les projections sur le premier et le 

deuxième facteur respectivement et + est au sens de la multiplication p'. 

Posons X' ,p' = BF,8 (F = U ou O) ou 8 indique la structure 

de H-espace sur BF induite par la somme de Whitney des fibrés vectoriels. 

Soit X un des H-espaces dont on a calculé les groupes de K-théorie 

réelle dans les chapitres précédents et on se pose la question de l'exis- 

% 
tente d'éléments primitifs x dans le groupe KO(X), c'est-à-dire, 



des éléments qui sont représentés par des homomorphismes de H-espaces 

f : X,p -t BO,@. Donc tels que 

W 
Du fait que KU (X) est sans torsion, il est trivial de voir qu'il 

% 
n'existe pas de tels éléments dans le groupe KU(X) en utilisant le 

caractère de Chern 

2i 
Il en est de même pour KO(X) lorsque ce dernier est sans torsion. En 

effet, dans ce cas le morphisme de complexification c est un monomor- 

phisme. Il nous reste le cas des H-espaces de type (3,7), (3,3,7), (3,7,7) 

% 
et (3,7,11) pour lesquels on a vu que le groupe KO(X) est de la forme 

Mais pour tous ces types on a montré que la suite spectrale d1Atiyah- 

Hirzebruch est triviale. En utilisant alors la fonctorialité des edges- 

homomorphismes, c'est-à-dire, des homomorphismes 

'IJ 

on vérifie aisément que KO(X) aussi ne contient pas des éléments primitifs. 

Nous avons alors étudié le cas des espaces projectifs réels 

7 R P ~  et RP pour lesquels nous avons été amené à nous servir de la 

construction du plan projectif associé à un H-espace. 



7V.2. - Plan ,mojec-Lia u d o c i é  à un H-e~pace. 

Soit X * Y le joint de deux CW-complexes (finis) X et Y. 

On a une application canonique 

j : X * Y  + C(XxY) (voir [15]) 

où C(X x Y) est la suspension du produit X X Y  des deux CW-complexes. 

Si p : X x ' y + X ,  
1 P2 

: X X Y + Y  et h : X X Y + X A Y  

sont les projections canoniques, alors ([II] ) (LA) O j est une équivalence 

d'homotopie tandis que (CpI) O j et (Cp2) O j sont homotopiquement 

triviales. Ceci entraîne que le noyau de 

est égal à 

opp;((~~-* (x) ) B) op; (H"-' (Y) ) pour n > 1 

'Lk+ 1 où o : ;ik(,Z) + H (L Z) est 1 ' isomorphisme de suspension. 

De même, le noyau de 

2, -n % -n-1 
j! : K F  (P(xxY))(=w (XXY))--+~F-~(X*Y) 

est égal à 

Soit maintenant X un H-espace avec une multiplication 

11 : X x X  -+ X. La composée 



H(p) = (Cu) O j est la construction de Hopf de p. Le cône de H(p) : 

est le plan projectif associé à 1'H-espace X (pour plus de détails voir [15]). ,I 

On a alors une suite de Puppe 

l 
qui induit une suite exacte longue 

1 
1 t 

. . . -t 36 X)) p' %-n i ' 
KIF ( 2  

X) - KF-~(CX) 
! 

Comme le noyau de j est égal à 

4 (G-n- l (X) ) B p; (XI ) 

l 
on voit que le noyau de H(u)! est constitué précisément par les éléments 

, 
Q -n-1 

xE&-n(~~) = K F  (XI teisque 

'L -n-1 
c'est-à-dire, les éléments primitifs de KIF (X). 

Nous rappelons maintenant un résultat sur les cup-produits dans 

'Lm 
H* ( P2X). Soient a et b deux éléments quelconques de H (X) , le théorème 

m 
de Künneth identifie a B b avec l'élément pl((a) U pZ(b) E H~(X x X) ; 

m  
on définit a % b = j o(a8b) E H*(x+x) (o est l'isomorphisme de suspension). 

Théot2me 2.1.- Soient u et v deux éléments quelconques de 

' ~ m  %m m m 
H (P2X) et soit a, b E H (X) tels que i (u) = o(a), i (v) = o(b) . 

X 
Alors u u v = p ~(awb), c'est-à-dire, on a la situation suivante : 



%m 
m . * 

1 'Lm H (L(X*X)) Hm(p2x) -- H (EX) 

o (a*b) 

(voir E5] , page 49). 

IV. 3. - Le c a  de RP'. 

3 La cohomologie entière de RP est donnée par 

3 2 i 
HO = H = Z, H = z2, H = O pour i # O, 2, 3 

et la cohomologie à coefficients dans Z2 est donnée par 

2 3 Remarquons que a et a sont primitifs tandis que a ne 

2 l'est pas. Soit a E H (IRP~;z) un générateur. Puisque 

3 c'est-à-dire, a est primitif, IJ : I R P ~  x Rp3 + RP étant une rnultiplica- 

tion. 

3 3 Soit b un générateur de H (IRP ;2), on a p(b) = a3 où 

m m 
p : H (X;Z) -+ H (X;E2) est le morphisme de restriction induit par la 

projection h: + Z 2 .  Il s'ensuit que b n'est pas primitif, donc 



3 3 3 
où z est un élément non nul de H (RP A (RP ; E ) .  En utilisant la formule 

3 3 3 
de Künneth on montre que H (IRP A IRP ;Z) E L2 ce qui entraîne que tout 

multiple pair de b est primitif. 

3 
Pour des raisons de commodité, écrivons X à la place de IRP . 

Lmme 3 . 7 . -  La cohomologie de P 2 X à coefficients dans z2 

est donnée 

dim y. = i et S a des générateurs en dimensions 6, 7 et 8. 
1 

2 -  De plus, Sq Y3 - Y2Y3. 

La cohomologie entière est donnée par 

pour p = 3, 6 

pour p = 7 
H~(P,X,Z) = 

E pour p P O ,  4, 8 

ailleurs 1 

P t ~ u v e  : C'est une conséquence de la suite exacte de cohomologie 

associée à la suite de Puppe 

Les générateurs 
y2 et y3 sont tels que iX(Y2) a ~ ( a ) ,  

2 
= u(a ) .  Pour le carré de Steenrod, il suffit de montrer que 



2 3 2 3 1 2  
= pXo(a2 * a )  + O  (2.1) et ~q = sq ~q , sq Y, + O .  Or Sq Y) = y 3  

2 
par conséquent Sq y3 # 0. 

Pour la cohomologie entière, on procède de la même manière. 

(voir K8] pour des résultats généraux concernant la cohomologie du plan 

projectif P X associé à un H-espace X). 
2 

, %  
Lemme 3.2.- KU(p2X) E Z  9 E .  

Ptreuve : On utilise la suite spectrale d'btiyah-Hirzebruch et on 

vérifie que 

,4,-4 - - ,4,-4 = - Z ,  8,-8 8,-8 etque 2 ECO = E2 r C .  Il suffit donc de montrer 

6,-6 
que ECO = O. Or la différentielle 

I 

est donnée par le carré de Steenrod 

3 Z 
Le générateur x de H (P2X;Z) z G est tel que i (x) = o(a). 

2 
3 2 X 

Il s'ensuit d'après 2.1 que Sq x = x = p o(a*a) # O, d3 est donc un 

isomorphisme, d'où le résultat. 

Ptteuve : On a d'après 3.1 



La différentielle d : E ~ ~ - ~  + ES7-I0 est un isomorphisme. En 
2 2 - 

ef £et 
2 

d2Y2 
= ~q y2 - y2 ; par conséquent, = O. La différentielle 

2 

L 
est aussi un isomorphisme. En effet, d3 = 6 O Sq où 6 est le morphisme 

2 
de Bockstein associé à la suite exacte de coefficients O + L  -4 E + Z  -+ O 2 

2 
(0.0.4).  après 3-1, Sq y3 = y2y3 et d'autre part 

est un isomorphisme. D'où le résultat. 

3 ThQuhème 3.4.- Pour X = RP , il n'existe pas d'éléments primitifs 

'L 
dans W(X) (IF = U ou O). 

D ~ o ~ ~ u n  : Le cas réel résulte immédiatement de 3.3. En effet, 
, 

'L 1 
puisque KO (p2X) = O, 

'L 1 
H(p) ! : KO (LX) + h1 (X*X) est un monomorphisme. 

'L 
Pour la K-théorie complexe, on vérifie aisément que KU(X) 2 d 2  

et Ku~x) 2 k. Regardons maintenant la suite exacte 

associée à la construction de Hopf. En utilisant la formule de Künneth (L3]) 

'L 
on vérifie que KU(X A X) z &  @le2. Or 

'L 1 2/ 
KU (X*X) 2 ?U'(Z(X A X)) = KU(X A X) 

'L 2 
et d'après 3-2, KU (P2X) est sans torsion ; par conséquent H(p)! est un 

monomorphisme. 
C.Q.F.D. 



'L 7 
Il est bien connu ([lg) que W(RP ) (il? = U ou 0 )  est un groupe 

fini d'ordre 8 dont le générateur o pour le cas réel est donné par le 

fibré linéaire canonique et pour le cas complexe est donné par le complexifié 

p = c(o) de ce même fibré. 

7 
Soit ~i : P P  x IRp7 + fRp7 une multiplication. Nous allons démontrer 

'L 7 
que les éléments d'ordre 8 de KF(RP ) ne sont pas primitifs. Nous dénon- 

7 
trerons ensuite que l'existence d'éléments primitifs dans KiF(IRP ) ne dépend 

7 
pas de la multiplication 1 choisi sur iRP . Enfin, nous démontrerons que 

4p et 4 0  sont primitifs mais nous n'avons pas pu décider pour les éléments 

d'ordre 4. 

3 
On va procéder de la même manière que pour le cas de RP en 

étudiant l'image de l'hornomorphisme 

'L 'L 1 
qui est constitué par les éléments primitifs de HF(X) = HF (CX) . 

4.1.- Pour des raisons de commodité, écrivons X à la place 

7 
de iRP . Rappelons que 

2 4 
a, a et a étant les seuls éléments primitifs. La cohomologie entière 

de X est donnée par 

pour 2 6 p pair 6 6 

H~(x;c) = pour p = O, 7 

I o  ailleurs 



Soit a le g&nerateur de H~(x;~), alors a = a2 00 p e&t 

le ~#.xrpksew de restriction induit par la ptajection 

Que 
C> 'l 

est un monomorphisme ce qui entraîne que a est primitif. On vérifie aussi 

3 aisgrnent que a2 est primitif mais que a na l'est pas. 

" ~ W F M  
L: Soi; P X le plan projectif associé B X. 2 ; , > 

1 ,&A. r .  - , '  ,2 

a ', *<.A.$ Y *  

( 1  :L - . , .  7 ,  
I ( 

B (la cas r&2 s ' e ~  

&&$.gr a'i.it61.i drt Ab&ïBbeh**2 (r&L6 
1 

ici un isomorphisme). Remarquons que les élthmt* d'ordre 8 de Pb (Lx) 
(- %I(x)) appertiemient au deq8 3 de filtration exacte, c'est-idire, 

leur projection dans F32u1 (xH n'est pas nulle. Il noirs suffit 

F rhkT (CX) 
5% 1 donc de demontrer que it (2u1 (P2X)) C F KU (LX) Pour cela nous avons le 

diagramme commutatif suivant 

2 Du fait que a e H (X;Z) est primitif, on vérifie aisément que 
, I. , J 

3 i' : e (P ,z~ )  e H3<~x;&) 



est un isomorphisme. Il s'ensuit que E:'-~(?~X) ; C Or la différentielle 
2 ' 

est donnée par le carré de Steenrod 

3 X 
Soit x E H (P X;B) le générateur, donc tel que i (x3) - "(a). On a 

3 2 

3 2 X 
Sq x3 = x = p o(a*a) # O selon 2-1. 

3 ,-2 3,-2 Par conséquent Em (p2X) = E4 (p2X) = O et il s'ensuit que 

' % 1  5% 1 i '  (KU (pîX)) C F KU (LX) 

C.Q.F.D. 

Remahque : 

Soit w : BO -+ K(Z2,1) et c : BU -+ K ( Z , 2 )  la première classe 
1 1 

de Stiefel Whitney et la première classe de Chern respectivement. Ce sont 

des homomorphismes de H-espaces lorsque que BO et BU sont munis de la 

structure de H-espace canonique, c'est-à-dire,celle induitepar la somme 

de Whitney des fibrés vectoriels réels et complexes respectivement. 

Soit f : X -t K(R2, 1) et g : X + K(Z,2) des représentants de 

1 2 a E H (X;C2) et a s H (X;Z) respectivement. Puisque a et a sont 

primitifs, f et g sont des homomorphismes de H-espaces. La proposition 

4.1.1 nous dit que les relèvements de f et g dans les diagrammes 

suivants 



i ne sont pas des homomorpbismes de H-espaces. 

'L 
Remarquons que selon 4.1.1, les éléments d'ordre 8 de W(X) ne 

sont pas primitifs quelle que soit la multiplication choisi sur X. Nous 

allons maintenant démontrer de manière générale que l'existence d'homomor- 

phismes de H-espaces 

7 
ne dépend pas de la multiplication 1-i choisi sur X =iRP . 

'L 1 
P h e u v e  : D u  fait que KU(X) z Z8 et KU (X) E C ,  on vérifie 

aisément, en utilisant la formule de Künneth ( 3  que 

'L 
11 s'ensuit que KU(X h X) r E @ Z8. 

C.Q.F.D. 

Phoponi.tion 4 .1 .3 . -  Il n'existe pas d'application topologique 

'L 'L 
v : X h X -+ X telle que v! : KU(X) + KU(X h X) soit un monomorphisme, 

ou telle que Im v! soit un sous-groupe d'ordre 4. 



'L 
Démom;ttLa&Lon : soit p E le générateur canonique et 

h : X-tBU son représentant (à homotopie près). Soit v : X A X  -+ X une 

application topologique et soit f = h O v. Nous avons le triangule com- 

mutatif suivant 

X 2 
Rappelons que h (c ) = a & H (X;E2) où c est la première 

1 1 
;K 

classe de Chern et h (c,) = O pour n > 1 car p est la classe stable 

2 d'un fibré vectoriel complexe de rang 1. Puisque H (X A X;E) = O, il 

s'ensuit que le fibré vectoriel dont f est l'application classifiante 

a toutes ces classes de Chern nulles. Remarquons maintenant que les éléments 

l 'L 
d'ordre 8 de KU(X A X) sont de degré de filtration exacte 4. Il suffit 

pour cela de démontrer que le terme E;'-~(X A X) est éternel, c'est-à-dire 

4,-4 4, -4 4 
E_ (X A X) = E2 ( X  A X) = H ( X  A X;E) (2 Z î ) .  Modulo la projection 

4 A : X x X -t X A X, le générateur de H (X A X;d) est identifié avec 

4 l'élément a B a E H (X x X;Z). Du fait que la suite spectrale est tri- 

viale pour X et du fait que les différentielles sont des dérivations, 

il s'ensuit que a B a persiste à l'infini. Nous avons donc le diagramme 

commutatif suivant 



4 
où 'd = O (car les générateurs de H (X x X;&) sont les éléments suivants 

r 
2 
a B 1 ,  1 B a2 et a B'a) et r est un entier impair. Supposons qu'il 

4+r,2k-r+l K 
existe {x) & Er (X A X) tel que A {x) = O. Alors il existe 

, 6,2k-2 
Y Er-2 (X x X) tel que ' dr-2 (y) = AX(x). Mais 'dr-2 = O car 

6 3 3 
H (X x X;d) est engendré par les éléments suivants : a B 1 ,  1 8 a , 
2 2 
a 8 a et a 8 a . Il s'ensuit que {x) = O et donc dr = O. Par consé- 

4, -4 4,-4 
quent, on a bien Em (X A X) = E2 (X A X). 

Rappelons maintenant que le edge-homomorphisme 

6% 
de noyau F KU(X A X) est donné par la deuxième classe de Chern ( - r2q ) . 

% 
Par conséquent, un élément z d'ordre 8 dans KU(X A X) est tel que 

4 c (z) = a B a # O (vu comme un élément de H (X A X;Z)). Il s'ensuit 
2 

% % 
que v! : KU(X) + KU(X A X) ne peut pas être un monomorphisme. Pour la 

deuxième partie de la proposition, soit 5 un fibré vectoriel complexe 

sur X AX tel que z soit sa classe stable. On a 

Donc 



Il s'ensuit que f ne peut pas être un représentant de 

22 = CE. @ 5 3 ,  et de même pour 62, c'est-à-dire, les éléments d'ordre 4 

de hJ(x A X). 

D'où le résultat. 

ThéahErne 4.1 .4 . -  L'existence d'homomorphisme de H-espaces 

f : X,p -t BF,@ (IF = U ou O) ne dépend pas de la multiplication 

7 
choisi sur X = IRP . 

Dans la démonstration de ce théorème, nous allons nous servir 

du critère suivant (Voir r221 , Propos. 1.5.1 . page 30) . - - 

C u è h e  4.7.5.- Soit (X,), (X',') deux H-espaces et 

h : X +- X' une application topologique. Supposons de plus que (X1,p') 

est associatif et que X est de dimension fini. Alors X admet une 

multiplication telle que h est un homomorphisme de H-espaces pour 

p ' ,  si et seulement si 

où HD(h,p,pl) est la H-déviation relativement à p,pl. 

Démom;DtaLian de 4.1 .4 . -  On va utiliser 4 .1 .5  pour x = IRP 
7 

'L 
et X1,p' = BU,@. Soit p IZ KU(X) le générateur canonique et supposons 

que pour une certaine multiplication p sur X, 2p ne soit pas primi- 

tif, c'est-à-dire, 

! 1 1 1 
IJ (2~) = P; (2~) + pi(2p) + n'(y) avec y + 0 

(y c ~U(X A X) est la H-déviation de 2p relativement à p, 9). 



S'il existait 6 : X x X + X  pour laquelle 2p serait primitif : 

1 1 

C !  Op) = P; (2~) + p; (2p) 

alors, selon 4.1.5, il existerait v : X A X + X tel que v!(2p) = -y. 

Dans ces conditions, l'élément z = v!(p) serait au minimum d'ordre 4 

ce qui contredit la proposition 4.1.3. De même, si 

1 I 

lJ! (4~) = pi (4p) + pi (4p) + A! (y) Y f i o  

pour une certaine multiplication l~ et 

pour une autre multiplication , il existerait v : X A X + X tel que 

v!(4p) = -y et v! serait un monomorphisme. Ceci montre donc 4.1.4, 

pour le cas complexe, compte tenu de 4.1.1. 

Pour le cas réel, rappelons que le morphisme de réélification 

'b 
est tel que r(p) = 20 où a est le générateur canonique de KO(X) et 

p = c(a) où c est le morphisme de complexification. Supposons par 

I l'absurde que pour une certaine multiplication l~ on ait 

A 

et pour une autre multiplication p 

Puisque c(2a) = 2p, ce dernier est primitif pour et donc aussi 

pour p d'après le résultat précédent pour le cas complexe. Or, selon 4.1.1, 

p n'est pas primitif pour toute multiplication, donc 



1 1 1 I 

U' (Pl = p; (p) + p;(p) + A. (x) x # O 

Puisque r(p) = 20, on a r(x) = z # O et r ( x l )  = 0, mais 

'L 
V!(~P) = 1î !(2p), donc 2x = 2x' = O ; comme KU(X h X) 2 Z @ Cg, 

d'après 4.1.2, nécessairement x = x' ce qui est contradictoire. Pour 

'L 
l'élément d'ordre 2, 40 & KO(X), on procède de la même manière. Si 40 

est primitif pour une certaine multiplication fi alors c(40) = 4p est 

primitif pour 6 et donc aussi pour toute multiplication 1 .  Mais si 

40 n'est pas primitif pour une autre multiplication p, 

I 1 1 I 
U' (40) = pi (40) + pi(4o) + A -  (z) z # O  

alors, puisque r(2p) = 40, 2p aussi n'est pas primitif quelle que soit 

la multiplication. Par conséquent 

avec 2x = 2x' = O, donc x = x' d'après 4.1.2. Mais r(x) = z # O et 

r(xf) = O puisque 413 est primitif pour p. D'où la contradiction. 

Ceci achève donc la démonstration de 4.1.4. 

4.2.- Nous allons maintenant montrer que l'élément d'ordre 2 
'L 

de KiF(X) est primitif. A cet effet, nous avons besoin d'une série de 

lemmes concernant certains termes de la suite spectrale d'btiyah- 

Hirzebruch en K-théorie réelle de l'espace P2X. 



3,-2 6,-4 Lemme 4.2.1.- La différentielle d3 : E3 (P2X) + E3 (P2X) 

est nulle. 

Pérno~lcl;Dration : Remarquons tout d'abord que, d'une part 

.* 3 3 
i : H (P2X;Z2) + H (LX;C2) est un isomorphisme car a 

2 

2 
est primitif et H (XxX;Z2) = O ; et, d'autre part 

.* 5 5 
1 : H (P2X;Z2) + H (LX;Z2) est un épimorphisme car a. 

4 

2 2 4 
est primitif. Puisque Sq o(a ) = $o(a ) ,  il s'ensuit que 

2 3 5 
Sq : H (P2X;E2) + H (P 2 X;Z2) est un monomorphisme. 

Rappelons que 
2 3 

dj = 6 O Sq . Soit alors x 3 E H (p2X;Z2) le 

Z 
générateur ; on doit montrer que 6Sq x3 = O. Nous avons le diagramme 

commutatif suivant 

la flèche verticale de gauche étant un épimorphisme car a2 est primitif. 

* 2 4 2 5 
On a i Sq x = o(a ) = pa(a ) ,  par conséquent, il existe y 6 H (P2X;Z) 

3 
2 2 

tel que p(y) = Sq x3 et donc 6Sq x3 = 6p(y) = 0. 

C.Q.F.D. 

3 5 Remmque 4.2.2.- Du fait que sq2 : H (P2X;Z2) -+ H (P2X;C2) 

est un monomorphisme on a (P2x) = O. On pourrait aussi remarquer 

2 4 
que sq2 : H (P2X;C2) + H (P2X;E2) est un isomorphisme, en effet, le géné- 



2 ;K 2 X 
rateur x E H (Y2X;Z2) est tel que i (x ) = o ( a ) ,  Sq x2 = x2 = p o ( a + a )  2 2 2 

4 3 
selon 2-1 et H (P X;Z ) r H (XwX;Z ) z Z Il s'ensuit que 2 2 2 2 ' 

Déma~n&aCLon : On doit montrer que la suite suivante 

est exacte. Commençons par étudier le noyau de 

On a les diagrammes commutatifs suivants 

9 11 Il su££ it donc d'étudier sq2 : H (XAX;Z2) -* H (XN(;Z) .  On a 



L 
Il s'ensuit que Ker Sq possède deux générateurs : 

* 5 4  * 4 5  
p o(a*a) et p o(a ma). 

Etudions maintenant la différentielle 

9 
11 est aisé de vérifier que H (p2X;z) r z2 8 z2 ; il sVensuit 

que 

9 9 
P : H (P2X;Z) + H (p2X;K2) est un monomorphisme. 

On a le diagramme commutatif suivant 

1 
Pour étudier l'image de p on va utiliser le fait que Sq = p O 6 : 



9 6 1 O 11 s'ensuit que Im p = Ker(H (L(X*X) ;C2) - H (L(xxx) ;C)) 

2 5 6 est engendré,par les éléments suivants : ,(a ma ) + o(ama ), 

5 2 6 4 3 3 4 
o(a *a + o(a ma) et ,(a *a ) + 0(a ma ) .  Maintenant, on a 

2 2 5 6 4 5 (,(a ma ) + o(ama ) )  = o(a ma > 
2 5 2 6 5 4 

sq (,(a *a + a(a ma)) = ,(a ma 
2 4 3 3 4 4 5 
(,(a *a ) + ,(a ra ) )  = ,(a ma ) + o(a5ma4) 

Remarquons que 

* 7 6 3 4 + a5xa2 + .*a6 + a ia + a4ma3 + a ma . H(p) (oa ) = a *a 

9 Il s'ensuit que Ker(H (L(X*X) ;Z2) Pl, H 9 (P2X;E2)) est isomorphe 

rC à L dont le générateur est oH(y) (,a7). Par conséquent 
2 

2 9 1 1  2 2 Sq O p : H ( F  X;Z)  + H (P X;L ) est un monomorphisme et Im Sq O p = Ker Sq . 2 2 2 

C.Q.F.D. 

D E m v m & t a t i a ~  : On doit étudier les deux différentielles suivantes 

d2 = Sq 2 10,8k-1 
: E2 (P2X) - 

E:~ * 8k-2 (P2X) 

et 2 d g = 6 0 S q  : E  1 2,8k-2 
3 (P,X) -------+ (P~X). 



Pour la première, nous avons le diagramme commutatif suivant 

Or 
2 7 2 7 2 4 4  

Sq ( a  Ba) = Sq (aBa ) = Sq ( a  Ba ) = O 

2 6 2  6 4 2 2 6  4 6 
Sq ( a  Ba ) = a Ba , Sq ( a  Ba ) = a Ba 

2 5 3  5 5 
Sq ( a  Ba ) = a68a4 + a Ba 

2 3 5  4 6 
Sq ( a  Ba ) = a5Ba5 + a Ba . 

1 O 12 
Il s'ensuit que Im(H (P2X;Z2) S9-t H (P2X;E2)) est engendré 

m 6 4  m 4 6  m 5 5  
par les éléments suivants : p a ( a  *a ) ,  p o ( a  ma ) et p o ( a  ma ). Par 

conséquent, E 12,8k-2 m 7 3  m 3 7  
3 

(P2X) est engendré par p o ( a  %a ) et p o ( a  ma ) .  

2 7 3  
Pour la deuxième di£ férentielle, on a Sq ( a  Ba ) = a7Ba5 et 

2 3 7  5 7 7 5 
Sq ( a  Ba ) = a Ba . Il nous faut maintenant calculer 6 ( a  Ba ) et 

5 7 1 1 7 5  
6 ( a  Ba ) . Rappelons que Sq = p O 6. Or Sq ( a  Ba ) = a 7 ~ '  et 

1 5 7  6 7 2 
Sq ( a  Ba ) = a Ba . Il s'ensuit que d = 6 O Sq est un monomorphisme. 

3 

C.Q.F.D. 

m 2 2  
1 0 y 8 k ( ~ 2 ~ )  z 1. dont le générateur est p o(a ma ) Lmme 4 . 2 . 5 . -  E~ 

2 



Démonn;tttaLion : On doit montrer que le noyau de la différentielle 

est isomorphe à Z 2 .  Nous avons le diagramme commutatif suivant : 

8 
On vérifie aisément que H (xAx;L) z C2 B Z Q P. dont les 2 2 

3 3 2 2 
générateurs sont : a Ba, a@a et a Ba . Or 

Lemme 4 . 8 . 6 . -  E 
14,8k-4 
4 

(P2X) = o. 

Démoi~;ttta.,tCon : On doit étudier les deux différentielles suivantes : 

d = Sq 
2 9,8k-1 

2 
: E2 (P2X) + 

E: l ,8k-2 (P2X) 

et 
2 11,8k-2 

d = S o S q  : E 3  14,8k-4 
3 (p2X) _+ E3 (P2X) . 

9 On a vu dans la démonstration de 4 . 2 . 3  que H (P2x;a! ) est engendré 
2 

* i j  
par les éléments p a ( a  ma ) , i+j = 7, i , j > 1 , avec la relation 



Pour la première différentielle, on a 

2 %  6 2 m 6 
Sq p o(a ma) = Sq p a(ama ) = O 

2 %  5 2 2 %  3 4  5 4  
Sq p a(a ma ) = Sq p a(a ma ) = p o(a %a ) 

2 %  2 5 2 %  4 3 m 4 5  
Sq p a(a xa) = Sq p a(a ma) = p a(a ma ) .  

x 7 2  
On déduit que l l 8k-2 (P 2 ~ )  est engendré par p 0 (a *a ) , 

3 
8 2 7  * 6 3  x 3 6  
p a(a ma ) ,  p o(a xa ) et p o(a ma ) .  Pour la deuxième différentielle, 

2 m  7 2 m 7 4  2 m  2 7 m 4 7  
Sqpa(axa)=pa(axa), Sqpo(a*a)=po(a*a) 

2 %  6 3 ;K 6 5  2 %  3 6 m 5 6  
Sq p o(a xa) = p o(a ma ), Sq p o(a ma) = p o(a ma) . 

1 6 5  1 5 6  6 6  
Puisque Sq (a Ba ) = Sq (a Ba ) = a @a , on a 

d'où le résultat. 

5,8k-4 
Lemme 4 .2 .7 . -  E 4 (P2X) z C 2 dont le générateur x 5 est 
m 2 

tel que i (x5) = a(a ) . 

DZmam;tnaLLof i  : On doit étudier la différentielle 

2 
On a vu dans 4.2.2 que si x 2 est le gsnérateur de H (P2X;Z2), 

2 m 4 
alors Sq x2 = p o(a%a) qui est le générateur de H (P2X;Z2). Ecrivons 

le diagramme commutatif suivant : 



x 5 5 et remarquons que p : H (C(X*X);G)  + H ( P  X ; E )  est un monomorphisme 
2 

4 
car H ( C X ; ~ )  = O. Or 

1 2 2 
p O 6 (a (ma) ) = Sq a (axa) = o(a ma) + a(ama ) . 

2 Il s'ensuit que S ( o ( a + a ) )  # O ; par conséquent 6 O Sq x2 # O 

et appartient à 

* 5 5 Enfin, rappelons que i : H ( P 2 X ; L )  + H ( L X ; C )  est un épi- 

5,8k-4 morphisme et Em 5,8k-4 
(CX) = E 2  ( C X ) .  D'où le résultat. 

Remahque : 

5 
Montrons que H ( P 2 X ; R )  : G On a la suite exacte courte 4 ' 

suivante : 

3 2 2 On a H (p) 'o(a ) = 5 (a *a) + a (am ) , par conséquent 

Or, on vient de démontrer dans le lemme précédent que 

m 
6 ( p  a(a*a)) # O. Par conséquent, le morphisme de restriction 



5 5 5 
p : H (P2X;C) -+ H (p2X;Z2) n'est pas injectif et donc H (P2X;C) ? C 4 

compte tenu de la suite exacte courte ci-dessus. 

% 
Théonème 4 . 2 . 8 . -   élément d'ordre 2 de W(X) (IF = U ou O, 

7 x = RP ) est primitif. 

Démo~Rna f ion  : On vérifie aisément que les lemmes que l'on vient 

3,8k-2 
de démontrer entraînent *que pour connaître les termes Em (P2X) et 

5,8k-4 
%O (P2X), il suffit de connaître les différentielles 

Selon 4.2.5, (P2X) z L par conséquent, une des deux 2 y 

différentielles, dg OU d,, est nécessairement nulle. Remarquons que si 

% 'L 1 
0 est le générateur de KO(X) vu comme élément de KO (CX) , alors 20 

et 60 appartiennent au degré de filtration exacte 3, tandis que 

5% 1 
40 k F KO (CX). Maintenant supposons que d5 # O ; alors d7 = 0 

et nous avons le diagramme commutatif suivant 

ce qui entraîne que 20 et 60 sont primitifs et donc aussi 40. Si 

par contre d5 = O, alors le diagramme suivant 



m 
où i est un épimorphisme selon 4.2.7, entraîne que 40 est primitif. 

1 D'où le théorème pour le cas réel. Le cas complexe s'en déduit à l'aide 

1 du morphisme de complexification. 

Remmque : 

D'après la démonstration précédente, on voit que le fait que 

r\/ 
les éléments d'ordre 4 de KO(X)  soient primitifs ou non ne dépend que 

de la différentielle 
d7 - 
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