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INTRODUCTTION

La construction d'invariants algébriques facilitant 1'é&tude des
espaces topologiques constitue un principe fondamental de la topelogie algé-
brique. Leur détermination explicite reste d'ailleurs souvent un probl&me
ouvert, méme pour ceux exprimés sous formes d'entiers naturels. Parmi eux
la catégorie de Lusternick-Schnirelmann d'un espace topologique S, notée

cat S, tient une place prépondérante.

Définition. cat S est le plus petit entier n tel que §

soit réunion de (n+l) ouverts contraciles dans S.

P

Primitivement introduit en calcul de variation, il s'est révélé
de premiére importance en topologie algébrique, apré&s les travaux de
G. Whitehead. Ce dernier démontre son invariance homotopique, 3 partir de

la caractérisation suivante :

Théoneme [Wh]. Soit A : S > Sn+1 la diagonale et
i TV(S) ~ Sn+1 ‘1'inclusion du bouquet garni (fat wedge) dans le produit
. + . PR . . .
cartdsien S 1. cat S £ n si1 et seulement si il existe une application

continue Y : S ~> Tn(S) telle que 1 o ¢y soit homotope & A.

T. Ganea fournit une deuxiéme caractérisation, mieux adaptée 3
une dualisation au sens Eckmann-Hilton sur laquelle nous reviendrons. Pour
cela, il construit une suite d'espaces topologiques et d'applications
continues fn : En(S) -+ 8§ de la maniére suivante :

Soit fo : P(S) » S, la fibration universelle, posons
EO(S) = P(S). Supposons avoir construit fn : En(S) » 8§, et désignons par

.. ' . . . .
iz Fn(S) > En(S) 1'inclusion de la fibre homeotopique de fn 3
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En+1(S) s'obtient alors comme le cdne de jn. Le prolongement de fn a

En+1(S) envoie le cOne de Fn(S) sur le point base de S et définit ainsi

fn+l : En+1(S) > 8.

Théorneme [Ca]l : cat S < n si et seulement si il existe une
application continue s ¢ S > En(S) telle que fn o s soit homotope 2

1'identité de 8.

Le calcul général s'avérant toujours un probléme ouvert,
T. Toomer en consid&re une approximétion. Supposons désormais que S a le
type d'homotopie rationnelle 4'un CW-complexe, l-connexe a nombre de Betti
finis (S est dit de Q-type fini) et désignons par SO le rationnalisé

([B-M-R]) de 8.
Theoreme Ehﬂl : ecat 8§ < cat 8

Mais surtout s'ouvre la possibilité& de calculer cat S0 a2 partir de la suite
spectrale de Milnor-Moore de l'espace S. Cette derni&re fournit un nombre
e(S) minorant cat So et Toomer conjecture 1l'égalité.

Un contre exemple (e = 2, cat = 3) est donné par Lemaire-Sigrist
[1-s], un deuxime coﬁstruit par Félix-Halperin-Thomas [F*H—T]3(e = 2,
cat = ) enléve tout espoir d'une relation liant e(S) et cat SO.

Se pose alors le probléme de définir cat SO sans faire intervenir
la construction topologique du rationnalisé So’ c'est chose faite par
Y. Félix et S. Halperin, avec la théorie du modé&le minimal de Sullivan de
S : Notons (AX,d) wun tel modéle, AX se décompose naturellement suivant

la longueur des mots AX = ® ATX.
iz0




Théoneme [F—H] : cat S0 < n si et seulement si la projection

canonique (AX,d) - (A%///>n , d) admet une rétraction homotopique.
A X

Des invariants duaux, au sens Eckmann-Hilton ([Hi]l)’ sont égale-
ment introduits par T. Ganéa, P; Hilton et J. Hopkins. Plus précisément :

- Par une construction duale de celle donnée ci-dessus pour la
catégorie d'un espace S, T. Ganéa, définit dans [Ga]z la cocatégorie de
S. C'est un invariant homotopique, notons le cocat S.

- P.J. Hilton, définit dans EHi]z, un invariant noté '"class"
dans la catégorie des complexes semi-simpliciaux, en dualisant 1'interpré-
tation en bouquets garnis de G. Whitehead.

—- Beaucoup plus récemment J. Hopkins,’Bkﬂ, 34 partir des limites
homotopiques projectives et inductives, dualise la définition originale de
la catégorie d'un espace, il introduit ainsi 1'invariant "Sym cocat S"

et démontre :

cocat S < Sym cocat S.

Dans ce- travail, nous &tudions les deux premiéres dualisations,

avec la théorie du modéle minimal. Nous distinguons deux &tapes :

Premire étape.

-~ Nous dualisons lakdéfinition de la catégorie rationnelle d'un
espace telle qu'elle a &t& donn&e par Y. Félix et S. Halperin [F-H], on
définit ainsi 1'invariant homotopique noté cocatoS a4 partir du mod&le
minimal de Quillen de l'espace S. Nous le comparons par la suite 3 d'autres

invariants de 1'homotopie rationnelle de S (Théoréme 1.4.2.).
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- Nous définissons ensuite l'invariant eo(S) (dual de e(8))
3 partir de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de l'espace S. Désignons
par Nil m_(Q5) 8 Q la nilpotence de 1'algébre de Lie d'homotopie de 1l'es-

ace S ; nous avons alors
’

Théordme. Soit S un espace topologique, pointd, l-connexe

et de Q-type fini. Alors
Nil ﬂ*(QS) 8 0 < eo(S) < cocatoS.

. Lorsque S est coformel ces trois invariants sont égaux

. Lorsque S est formel eO(S) = coéatOS.

- L'adaptation de 1'invariant ''class' de Hilton [hi]z, a la
catégorie des algébres de Lie graduées et différentielles fournit un nouvel
invariant du type d'homotopie rationnelle d'un espace S, on le note

ho(S). Nous montrons hO(S) = eo(S).

- Le principe de dualité Quillen-Sullivan ([F~T]1) permet encore
d'exprimer cocatOS en terme de modéle filtré de S, au sens Halperin-

Stasheff (DPS]). Comme conséquence nous obtenons

Conollaine. St S est formel alors
cocat S < 2 ou cocat § = o,
o o

- Cependant un résultat fondamental (par ses différentes

applications [F—H—T] ) de [F-H], le "Mapping theorem" n'admet aucun

1,2,3,4
énoncé dual (III.2).




Deuxilme étape.

Nous mimons algébriquement, 3 1'aide des modéles de Quillen, le

procédé de construction de Ganéa, qui permet de définir cocat § [Ca]z.

Pour cela nous explicitons un modéle de Quillen de la fibre
homotopique d'une application continue entre espaces topologiques l-connexes.
Ceci permet de calculer un modé&le de Quillen des espaces de Ganéa, de définir

cocat So et de la comparer 3 Cocat S.

Théonéme. Soit S un espace topologique pointé, l-connexe,

-~

et de Q-type fini alors cocat S0 g Cocat S.

Conollaine. Lorsque S est coformel Cocat S = Cocat S .

Ceci confirme la conjecture COcatOS = cocat So pour tout
espace S, résultat dual de celui obtenu, pour la catégorie ratiomnelle,

par Y. Félix et S. Halperin dans [F—H].

Nous avons suivi les notations et définitions utilisées par
D. Tanré dans "Homotopie rationnelle : modéles de Chen, Quillen, Sullivan'.
Nous renvoyons le lecteur 3 cette référence, ce qui nous évite d'alourdir

plus ce texte par des rappels.




CHAPITRE 1

CO-CATEGORIE D'UNE ALGEBRE DE LIE
DIFFERENTIELLE GRADUEE

Dans ce chapitre nous rappelons les notations et définitions de
base. Nous définissons ensuite la cocatégorie d'une algébre de Lie différen-
tielle graduée et d'un espace topologique l-connexe, de type fini. Pour cela
nous dualisons au sens d'Eckmann-Hilton, la définition de la catégorie

rationnelle présentée par Y. Félix et S. Halperin [F,H].

Nous comparons ensuite cet invariant 3 la nilpotence de 1l'algébre
de Lie d'homotopie rationnelle et &tudions sa compatibilité au produit Carté-

sien de deux espaces.

Enfin, pour tout entier, nous exhibons un espace de cocatégorie n.

I.1. Rappels et déginitions.

I.1.1. a.£.d.g, modéle de Quillen.

. Les espaces vectoriels et les algébres sont définis sur @

. Une a-£.d-g(L,3) est une algdbre de Lie différentielle, graduée
(L = 30 L), 1l-réduite (L0 = 0) et de type fini (pour tout p, Lp espace
vectoziel de dimension finie). Rappelons que BLPCZ Lp—l'

. Etant donné un espace vectoriel gradué V, L(V) désigne
1'algébre de Lie libre, graduée, engendrée par V et V) le sous—espace

vectoriel de (V) engendré par les crochets d'éléments de V, de longueur i.

On pose maJ(V) = @ ml(V).

izj




. Un homomorphisme d'a.£.d.g. ¢ : (L,3) > (L',3") est un homo-
morphisme d'alg@bresde Lie graduées, compatible aux différentielles

. Un quasi-isomophisme est un homomorphisme d'a.f.d.g, induisant
un isomorphisme en homologie (il est désigné& par =)

. Toute a.£.d.g (L,8) posséde un modéle libre de Quillen [B—L]
unique 3 isomorphisme prés : il s'agit d'un couple ((L(V),3),¥) ou
¢y : (@L(V,3) > (L,3) est un quasi-isomorphisme. Le modéle de Quillen est
dit minimal si v C L*2(V).

S'il n'y a pas d'ambiguité on appelle &galement mod&le 1'a.f.d.g.

(L(V),3).

I.1.2. Retraction.

On considére h : (L,8) » (L',8') homomorphisme d'a.f.d.g et
(EWM,3),u) 3 (resp (W(V"),3"),1")) un modéle de Quillen de (L,8§)
(resp. (L',8")).

Deginition.

L'homomorphisme h fait de (L,§) un retractede (L',§') s'il
existe o et B deux homomorphismes d'a.f.d.g. tels que le diagramme sui-

vant commute & homotopie prés

(L,G) h — (L"G')
;’«
H
U ~ u' o~
]
(L(V),3) : @, —E—— @,
p' oavhou (o est appelé& modéle de Quillen de 1'homomorphisme h)
Boan IﬁL(V)'

B est une rétraction homotopique de h.




On dit aussi que (L,8) est rétractede (L',8").

",\}"

Le signe désigne 1'homotopie dans la catégorie LDG [B,L],

[Ta, Chap 11].

1.2. Cocatégonie d'une a.l.d.g (L,8)

s I.2.1. Définition. Seoit (L(V),3) un modéle minimal de Quillen
de (Ly6). On dit que cocat(L,8) < n si la projection canonique
mot (V) +lL(V54;>n(v) posséde une rétraction homotopique. S'il n'existe
aucun n pour lequel m posséde une rétraction homotopique en pose

cocat(L,8) = =,

I.2.1. Remarque. L'unicité & isomorphisme pré&s du mod&le minimal
de Quillen d'une a.f.d.g. montre que la définition précédente a bien un sens.

En particulier deux a.f.d.g. quasi-isomorphes ont la méme cocatégorie.

I.2.2. Lemme. S8i cocat(L,§) < n alors la projection cancnique

m induit une injection entre algdbres d'homelogie (i.e. )

L gy N ker scs@v).

-

Preuve : Par définition cocat(L,3) £ n &quivaut a : il existe

o et B deux homomorphismesd'a.f.d.g. tels que

m _

<m<v>< > WYy +D)
AN 3 ~
o \ N lP o~

.
\‘ @ (W) ,d) | e @),
() ypoanm (@(W),y) est un modéle de Quillen de

(++) Boan 4y v 1'a.l.d.g (oL(v%'Lm(V) , 3)




. _ -1 .
d'oli 1id = H*(B) o H*(a) = H*(B) o H*(w) o H*(ﬂ) et H*(ﬂ) est injectif.®

1.3. Cocatigornie rationnelle de S : cocato(S).

S désigne un espace topologique, pointé, Il-connexe qui a le
méme type d'homotopie qu'un CW-complexe de type fini (i.e. Vp dim Hp(S,Q)<+m).
Rappelons que le foncteur PL-forme construit par Sullivan [Su],
noté APL associe 3 chaque espace topologique, S, une algébre différentielle
graduée commutative (APL(S),dS) d'algdbre de cohomologie H*(S,Q).

I.3.1. Modéle de Quillen d'un espace, formalité&, co-formalité.

1) Une a.f.d.g (L,d) est appelée modéle de Quillen de 1l'espace S,

*
ETa], s'il existe pu : C (L,3) » APL(S) oli u est un homomorphisme d'algébre
différentielles graduées commutatives induisant un isomorphisme en cohomologie

* .
et C le foncteur cochaine de Koszul.

2) Si ce modele est minimal : L = L(V) et 3VC L32(v), il
vérifie [B-1] :

v

AVER V)
1) Vq = Hq+1(S,Q) oli H est le foncteur homologie réduite

n

2) H @.(V),3) = 7 (25) © @

isomorphisme d'algd@bres de Lie entre H*(L(V),a) et 1'algébre de Lie d'homo-

topie de S (pour le crochet de Samelson) notée n*(ﬂs) 8 qQ.

3) Espace formel : [L,é] 1'espace l-connexe S est dit
formel si 3V C [V,V]C L(V) : la différentielle du modéle minimal de Quillen
est purement quadratique.

4) Espace co-formel : [L,S] 1'espace l-connexe S est dit

coformel s'il existe un quasi-isomorphisme d'algébresde Lie

@),y ————s (r,(28) @ @,0).




I.3.2. Définition. Soit (L,3) un modéle de Quillen de l'espace ;

|
topologique S, cocato(S) = cocat(L,3) est appelé cocatégorie rationnelle |
|

de S.
L

I.3.3. Remarque. cocato(S) est un invariant du type de 1l'homotopie \

rationnelle de $S. En particulier pour un espace coformel

cocato(S) = cocat((n*(QS) e Q),0) 1
1.3.4. Exemples. 1

0) cocato(S) 0 é&quivaut 3 dire que S est contractile

1 cocato(S) 1 si et seulement si S a le type d'hometopie

rationnelle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. |
En effet si cocatO(S) = 1, la projection canonique ‘

m+ (L{(V,3) » (V,0), V étant muni de la structure d'algébre de Lie tri-

Tr i
viale, induit une injection H*GL(V),B)L—-J5~+ V ; (lemme I1.2.2,). Notons W

un supplémentaire de n*(H*(m(V),a)) dans V et p la projection canonique

p:V-~> V/% ; alors p o nw : (L(V),d) j£~+ (V,o0) N (Y/h,o) est un quasi-

isomorphisme @

3 .

2) pour tout n > 1, cocato(szn) =2

. D'aprés 1) cocato(szn) > 1,

. $2n a pour modéle de Quillen (L(x),0) |x| = 2n-1. La projection

canonique (L(x),0) - (m(xa/;>2(x), 0) est un isomorphisme d'oil cocato(szn)s:ZI

1.4. Cocat_ et fes autres invariants d' homotopie rationnelle. '

I.4.1. Définition. Soit L une a.f.g. L(l) =L et pour n > 2

L(n) = [L(n—l),LJ forme la suite centrale descendante. La nilpotence de L

notée Nil(L) est la longueur maximale des crochets non nuls d'éléments de L:

Nil(L) = inf{n/L(n+l) = 0}




I.4.2. Théoréme.

< Nil1(L)
a) Nil(H*(L,B)) < cocat(L,?d)

< Sup{p/Hp(L,a) # 0}
b) si (L,d) est un rétracte de (L',3') alors
cocat(L,3) < cocat(L',d'")

¢) cocat((L,3)x(L',3")) = Sup(cocat(L,3),cocat(L',3"))

La preuve est réportée en fin de chapitre.
I.4.3. Corollaire. Pour un espace coformel S

cocato(S) = Nil(w*(QS) e Q).

Preuve : D'apré@s a) lorsque la différentielle sur L est nulle
on a

cocat(L,0) = Ni11(L).
D'aprés la remarque (I.3.3).
cocato(S) = cocat(ﬂ*(QS) ® Q,0) = Ni_l(T\'*(QS) Q0.

I.4.4. Exemple ETH]I: une variété de Stiefel a le type d'homotopie

] . . - . . .
rationnelle d'un produit de sphéres impaires : So(zni/gO(Zn—2p+l) et

' . . ' 3 - . . '
SO(2n+la/;O(2n_2p+l) ; ou bien d'un produit de sphéres impaires et d'une

sphére paire :

S0(20) /oo (anzpy O S0(2n+1) /56 (2n-2p)

D'aprés le c¢) du théoréme I.4.1 et les exemples 1) et 2) de I1.3.4, les

variétés de Stiefel sont de cocat épale 3 1 dans le premier cas et é&gale

3 2 dans le deuxiéme cas.




I1.4.5. Remarques.
1) il n'existe en général aucune relation entre Nil(L) et
Sup{P/Hp(L,B) # 0.

En effet : %) premens L = (L(x),0), |x| = 4
Nil(L) =1 < sup{p/Hp(L,B) # 0} =4

*¥) si L est le mod&le minimal de Quillen de

K(Q,2)xK(Q,2) ; L n'est pas nilpotente (Nil(L) = ) alors que
Sup{p ; Hp(L,a) # 0} = 1.

2) La premi@re inégalité de la partie a) peut-@tre stricte.
Exemple : prenons pour L le modéle minimal de Quillen de
2 .
P . (m(x,x3),3) ‘xi‘ =1, axl = 0, 3x3 = [xl,xlj,
H*(E(XI,XB), ) = v*(QCPZ) ® @ est une algébre de Lie abélienne (de nilpo-

tence 1) alors que cocat(m(xl,x3),a) = 2 comme nous le verrons emn (II.53.1,).

3) Le principal intérét de cocat(L,3) < Sup{p ; HP(L,B) # 0},
est de pouvoir affirmer que t:ocatO d'un espace est fini lorsque ces
groupes d'homotopie sont nuls 3 partir d'un certain rang. Ce dernier ne
constituent cependant pas une bonne approximation de Cocato H

+1

Exemple : cocatc(iizr1 y =1 < sup{p/ﬂp(982n+1

) 8 @} = 2n

1.4.6. Corollaire. Soit S un espace topologique pointé, l-connexe

de type fini vérifiant ﬂq(S) ® Q=0 pour 9<n et 9>P alors

P
cocato(S) <z

La preuve est reportée en fin de chapitre.




Remarque. Cette majoration est encore grossiére puisque
cocato(cwz) =23 n=1, P =05, Elle permet cependant de faire la cons~

truction suivante :

T.4.7. Construction d'un espace topologique de cocatO égale a

n, pour chaque entier n donné,

On considére le CW-complexe l-connexe S obtenu en attacbant des

cellules a Si \Y $§ de manidre i annuler tous les groupes d'homotopie
T ($2 V'Sz) avec p > n+2.
a b -

On a donc d'aprés le corollaire précédent COcato(S) < n. D'autre
part, le mod&le de Quillen d'un tel espace est de la forme fL(a & b & V),3)
ot |a] = |b] =1 et YWweV |v|] 2n+2, 3a=23b=0 et si v, &lément
de V est tel que lv{ = n+t+2 alors 3v ¢ (L(a,b)n+1 = Ln+1(a,b). Donc tout
€lément vy de Ln(a,b) est un cycle non homologue 3 zéro, sa classe d'homo-
logie est un crochet de n classes d'homologie représentées par les cycles

a et b ainsi Nil(n*(QS) @ ©) > n. D'aprés le a) du théoréme 1.4.2

cocato(S) >n d'ol cocato(S) = n.

Démonstration du théoréme I.4.2.

a) + Nil H*(L,S) < cocat(L,8)

- vrai pour cocat(L,d) = «

- Notons (L{V),3) un modéle minimal de Quillen de (L,§) et
soit [Yl]’°"’EYn+l] (n+1) classes d'homologie (yi cycle dans L(V)
représentant de la classe [yi]). Le crochet vy des ces (ntl)-classes a pour
représentant un crochet formé par les (n+l) cycles Y;+ Y est donc un &lément

CL2n+l

de (V), or d'aprés le lemme 1.2.2. si l'on suppose que cocat(L,8) ¢ n

on a

>n+1

iL (M N ker 3 C 3@(V))




« cocat(L,8) < Nil(L).
Soit (L(V),?d) ———j%———+ (L,8) un modéle minimal de Quillen de
(L,8). Si Nil(L) = p alors w(m>p(V)) = 0, par suite ¥ induit un homomor-—

phisme d'a.£.d.g8  : (l(Va4;>p(V),8) »> (L,8).
Soit ((L(W),d),u) un mod&le de Quillen de (m(v%4£>p(v), 5),

d'qprés le lemme de relévement [ia, Chap II], il existe deux homomorphismes
d'a.f.d.g o et B (o modé&le de 7 et B modé&le de @) tels que le

diagramme suivant commute & homotopie prés

L(V),d)
o
™
wwy/ " ,3) «———  (L(W),d) JoBrdoy
L™P (V) L3 :
oo Vv

B
= (L(V),3)
4

On a alors JoBoanrvPopoandgorn=d.

¥ est un quasi~isomorphisme,donc d'aprés [Ta, Chap. II],
Boa~n~Id®

+ €ocat(L,§) < Sup{p/Hp(L,G) # 0}.

Considérons la décomposition en sous-espaces vectoriels engendrés

par les éléments de méme degré

L(V) = pfl (L(V))p ; B(L(V))p - (L(V))p_1




_]O_

si 1'on suppose que Hq(L,S) = HqOL(V),B) =0 pour q > P alors

w))

+ . s . . . .
>p+1 (S(L(V))p+1 est un idéal acycllqu§ et la projection canonique

L(V),d) ————| L(V) )9

rL(V)2P+1 + (arL(V))p+1

est un homomorphisme d'a.f.d.g. surjectif dont le noyau est acyclique, il
induit donc un isomorphisme en homologie, d'autre part comme V,=0 alors

2p+l
L (V) C (TL(V))2p+1 et

Nitlw(v)
\ LW pe1 * (am(V))p+1)

d'aprés le point précédant cocat(L,§) = cocat{L(V) i 3l<pm
@y, +1+<am(v>)p+J

b) Vrai pour cocat(L',s') = ». Supposons Cocat(L',§') < n,
soit h : (L,8) » (L',8') un homomorphisme d'a.f.d.g. possédant une rétraction
homotopique. Notons ((L(V),a),u) et ((@L(V'),3"),u"') 1les modéles minimaux
respectifs de (L,8) et (L',8'), f et g les deux homomorphismes
d'a.f.d.g. donnés par la définition de la rétraction. f£:(L(V),3) > (L(V'),3")

induit un homomorphisme d'a.f.d.g. f entre les algébre quotients

(m<V> on ,a) — (L(V'> L 5') + 81 1'on note  ((L(W),d) ),
(V) (V')

(L(W'),d"), {1) 1les modéles de Quillen respectifs de celles-ci nous obtenons
. . ce = . o Y o
le diagramme suivant, commutatif 3 homotopie prés, oli h est un modéle de
1

Quillen de f, w et les projections canoniques, o et a' leurs

modéles de Quillen respectifs.




e e e e

—111’L

|
f

1'homomorphisme d'a.f.d.g. B' : Gﬂ(w’),d')y+ (@(v'),s') wvérifie

B' o a' v Id par hypothése.

@) ,3) —E—— @y,
L(V) L 3 _E, (L(V") an @
/rf“m ’ fony™ |
4 //
h | - /
1 L

@ ,d) —2— @w'),d) £ @, B @wmw,s)

1 1

' o ofvn' of=formn

oaoavfopuoanfom

[= P

u' o

) . . . - v -
u' est un quasi-isomorphisme, d'oli o' 6 £ ~“ h o ¢ 1'homomorphisme

B=goB' oh : (LMW,d) + (L(V),3) est tel que

Boo~vId ®

c) Rappelons d'abord la construction du produit dans la catégorie
LDG, [Ta] :

. Soient (L,3) et (L',3') deux a.f.d.g. (L,3)x(L’,3') a pour
espace vectoriel sous jacent L ®#L'. Si xe L et x' elL', [x,xfl= 0

(L,3) et (L',3') sont deux sous-a.l.d.g de (L,3)=(L',3")

(L,3) —— (L,)x(L',3") —E— (1,3) poi=Id
(L',3") —— (L,)x(L',3") -B— (L',3") p' 0oi' =1d

Ll
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. les homomorphismes d'a.f.d.g. i et 1i' font de (L,3) et
de (L',3") des rétractes de (L,3)x(L',3') (notée aussi (LxL',3x3')).

D'aprés bh)
Sup(cocat(L,3), cocat(L',3')) g cocat(LxL',3x3"'),

. Supposons que cocat(L,a) < cocat(L',3') ¢ n (le cas ol 1'une

des deux cocatégoriesest Eégale 3 1'infini est trivial). Avec les notations’

précédentes nous avons le diagramme suivant :

@) ,)x@V'),8") 22 @), d)x@W",d") 2B @) ,)x@'),s")

lL(V/ ,5) x (:L(v') ,5')
( o™ (V) L)

]

uxu' produit de deux quasi-isomorphismes est un quasi-isomorphisme et

(BxB'") o (axa') = (Boa)x(R'od') = IdxId.

Comme Nil ! @L(V) x L(V") ) < n ; d'aprés a)
( /L”‘(v) / L(v)

Cocat (L(W)xL(W'),dxd') < n et d'aprés b)
cocat(L(V)xL(V'),9x3') < n ®

Démonstration du corollaire I.4.6.

Notons (L(V),3) un modé&le minimal de Quillen de S d'aprés

NV v

[B-1] : v=ifn v, oli Vi=Hi+l($,Q) avec V_ HnH(S,Q)

ne
ne

m,1(5) © @

ne

et Hq(m(V),a) nq(QS) ® @ =0 pour q > P-1,




Avec les notations de la démonstration du théoréme I.4.2. 1'idéal
IP = IL(V)p + (BL(V))p est acyclique et par suite la projection canonique
(L(V),3) ~» (IL(V)//I s 5) est un quasi-isomorphisme. Or 1'a.fl.g. L(V}/& est
P

. . e el s . P .
de nilpotence strictement inférieure 3 — buisque Vn # 0. La remarque

I.2.1. 1) et la partie a) du théordme I.4.2. permettent de conclure @




- 14 -

CHAPITRE 1II

CO-CATEGORIE RATIONNELLE ET SUITE SPECTRALE
- D'ETLENBERG-MOORE D'UN ESPACE

Nous rappelons d'abord que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

-~

d'un espace peut s'cobtenir i partir de la filtration en longueur des crochets

de son modgéle minimal de Quillen, s'introduit ainsi naturellement la longueur

maximale en crochet des cycles non homologues 3 z&ro dans le mod&le minimal ;
nous la notons eo(S). C'est un invariant homotopique, il minere la cocatégo;
rie rationnelle. Lorsque S est formel ou coformel 1'&galité

eb(S) = cogatO(S) permet de déterminer la cocatégorie rationnelle sur quel-

ques exemples.

Nous relions ensuite aO(S) A 1'invariant "class G" introduit

par Hilton dans EHi]Z.

I11.7. Suite spectrale d'Eilenberg-Moone.

Soit S un espace topologique pointé, l-connexe et de Q~type
fini, (L(V),3) son moddle minimal de Quillen.

-Ona 3= @ 8i ’ Bi dérivation de degré -1 telle que
. ix2 ‘
3, (M Cetw).

- 82 est une différentielle

~ 1'espace topologique dont le type d'homotopie rationnelle est re~

-~

présenté par (L(V),Bz) est appelé espace formel associ& & S et est noté

Sf.
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La filtration F_ (L(V)) = L*P(v) vérifie :

-F_CF_

- 3F CF
-p -(p+D)

- 81 S est r-connexe (r > 1), pour tout entier n, il existe
. n >N 1~ .
un entier N(N > ?) tel que (L (V))n = 0 d'oll une suite spectrale de
second quadrant convergente

2
E =
~Psq -ptq

P
(rL (V),az) — H_, (L(V),2).

1S 1S

4@ 5p) 8@ =—=—=1__ () 6.

Si U désigne le foncteur algébre enveloppante et i# note la dualisation
Hom(-,Q), 1'image de cette suite spectrale par {# U donne la s.s.E.M

classique [:Ta:] :

4 U EZ = Tor . (0,0) — H*(2S,0).
H (S,Q)

[ II.1.1. Définition : e (S) = sup {p tel que E° # 01.
—_— o “Py%

Cette définition est duale au sens Eckmann-Hilton de la définition
donnée dans [F-H] de 1'invariant de Toomer (El‘o]]) e (8).
Dans toute la suite nous utilisons la caractérisation suivante

de € (8)
o

I1.1.2. Proposition. ep(S) est le plus petit entier p tel que

L>p(V) N ker 3 C Imd.

>
Preuve : Pour tout p notons ip(tL p(V),a)c» @(V),s) 1'injectiomn

naturelle, c'est un homomorphisme d'a.£.d.g. on a alors
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0

E =
~p,* : 2p+1
H(1p+l)(H(!L (V),9))

H(ipxm?%w ,3))

supposons S r-commnexe (r > 1) et eo(S) = D,» soit o un cycle de
zp +1

degré n dans L ° (V). Comme Efp « - 0 pour tout p 2 po+l, a est
b

de proche en proche hemologue 3 un cycle dans LEN(V) oi N est tel que

-~

Nxr > n ; d'oll (ILZN(V))n = 0 et par suite a est homologue & zéro @

I1.1.3. Remarques.

-

1) 1'unicité 3 isomorphisme pré&s du modéle minimal de Quillen
montre que so(S) est un invariant du type d‘homotopie rationnelle de
1'espace S

2) eO(S) est le plus petit entier p tel que la projection

canonique L(V) ~ L(V) >p induise une injection en homologie
L (V)

3) la caractérisation de sO(S) donnée dans la proposition I11.1,2
ne dépend pas de la minimalité du modéle de Quillen de S en effet : soit
(L(V'),3') un modéle de Quillen de § avec 3' non décompesable (la partie
linéaire de 3' n'est pas nulle).

Cette a.f.d.g. poss&de un modéle minimal (L(V),3) -——{%——»-L(V'),a') et
d'aprés le lemme de relévement Era, Chap. II] il existe p', homomorphisme
d'a.f.d.g. p' : (@L(V"),5") » @(V),d) tel que u o u' v Id. p' est un

2p+l

quasi-isomorphisme et vérifie y'(L V") N ker 3") C L>’p+1(V) N ker 3

pour tout entier p.

IT.1.4. Exemples
o) eO(S) =0 si et seulement s1 S est contractile
1) si so(S) = 1 d'aprés la remarque 2) du II.1.3

H(m) : HWL(V),3) ~» HGL(Vi//>2 , 0) est injectif. La démonstration de 1)
L= (V

du €.3.4)s'adapte immédiatement : S a le type d'homotopie rationnelle
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d'un produit d'espacesd'Eilenbert-MacLane, on a alors cocat (8) = ¢ _(§) = 1.
~2) - pour tout n 3z 1, $2n a pour modé&le de Quillen (L(x),0),
|x] = 2n~1 d'otl 50(52“) = 2.
- CPZ a pour modéle minimal de Quillen (m(xl,x3),8)
|xi| =1, axl = 0, Bx3 = Ekl,xl]. Les seuls cycles de L(xl,XB) non home-

logues 3 zéro sont X et [XI’XBJ' En particulier tout cycle daqs mZB(xl,x3)

1
est homologue 3 zéro d'oll eO(CPz) < 2 d'aprés l'exemple 1) ci-dessus
EO(CPZ) # 1 ; le méme raisonnement s'adapte 3 cp” pour n > 3 (EIa]) donc

eo(GPn) =2, Vn non nul.

11.2. Proposition.

Soit f : § > 8' application continue entre espaces topologiques
pointés l-connexes, de Q-type fini telle que n(f) : 7(S) 8 Q@ > n(S') ® @

soit injectif alors eo(S) < EO(S').

L

Preuve :
- EO(S') = o 1'inégalité est vérifiée
_ - supposons eo(S) = n, notons (L(V),3) (resp. (L(V'),3"))
un modéle de Quillen minimal de S (resp. S') et ¢ un modé&le de Quillen
de f : (L(V),?) ———ﬂ——+ (@(v'),3') et H(P) = n(f).

L2n+1 n+l

Soit a un cycle dans ), P) e i (V') N ker 3' qui
est d‘aprés.(II.l.Z) inclus dans 3'(L(V')) : ¥(a) est homologue 3 zéro.

Comme H({J) est injectif le cycle o est homologue & zéro ®

I1.2.1. Remarque. Si f : § - S' admet une rétraction 3 homotopie
prés, w(f) est injectif d'ol so(S) < EO(S'). En particulier puisque 8 et
S' sont rétractes de SxS' on a Sup(aO(S),eo(S')) < eo(SXS'). En fait on

démontre
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11.2.2. Proposition.

eo(SxS') = SUP(€O(S),EO(S'))

nous utilisons aussi le lemme suivant
I11.2.3. Lemme. Soit (L,8) wune a.f.d.g. eo(L,G) s Nil(n),

Preuve : Etant donnée une a.f.d.g. (L,$) on considére ((L(V),d),u)
un moddle minimal de Quillen de celle-ci ; la filtration sur &(V) définie
dans II.1. permet de définir eo(L,a). On a évidemment gO(S) = eo(L,G) si (L,8)
est un modéle de Quillen de l'espace S au sens rappelé dans (I1.3.1),

- si Nil(L)

w 1'inégalité du lemme est vérifiée

= s "Nil(L) = p. on a u(L*P*l(y)) =m0, u induit 5 homomor~

phisme d'a.f.d.g. tel que

@) ,s) u (L,8)

1O 4

}

(L(V) , 3)
Kﬂ’m

On a : H(u) o H(m) = H(p)

- H(u) est un isomorphisme

H(m) est donc injectif et d'aprés (II.2) eo(L,G) <p ®
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Démonstration de la proposition II,2.2.

- vrale si EO(S) ou eo(S') est infini .

~ supposons eo(S) < eo(S') < n. Les projections caneniques

1
L(V) s L(V) on et L(V') —ﬂ;——q-m(v'z//>n induisent des injec-
(V) LS Q'AD ]

tions en homologie. Il en est de méme de 1'homomorphisme produit
mxa' o (L(V),3)x(L(V'),d") —+(IL(VV>H ,5) x(m(v'/>n ,'3')
L~ (V) f LTV

comme Nil ((IL(V)/>n ) x (m(v') on )) ¢n et que (L(V),3)x@(V'),3")
. . (V) L= (V"))

est un modéle de Quillen de l'espace produit Sx8' [ﬁa, Chap III], on a

d'apré&s la proposition (II.2) et le lemme (II.2.3.) go(SxS') <n 8

11.3. Lemme. [F,L].
La démonstration des propositionsII.3.2 et II.4.2 qui suivent

repose sur le r&sultat suivant :

II1.3.1. Lemme. Soit F —— E —B5 M une fibration entre espaces

pointés, l-connexes et de Q-type fini telle que i induise 1'homomorphisme
nul en homotopie alors

1) F a le type d'homotopie rationnelle d'un produit d'espaces
d'Eilenberg-MacLane

2) 1'application i . est homotope 3 une constante.

Une démonstration utilisant la K-S extension [Ha] est donnée en

fin de chapitre.
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Soit S un espace topologique pointé l-connexe de Q-type fini
et (L(V),d3) un modé&le minimal de S on considére th] 1'espace topolo-

gique l-connexe, rationnel ayant 1'a.f.d.g. @ww) on ,5) comme modé&le

(V)
de Quillen.
B 1I.3.2. Proposition. On note f : S »~ S[n] 1'application continue

qui réalise la projection canonique (L(V),3) »-(m(v;//>n ,3). Supposoné
L ()

eo(S) £ n alors la fibre homotopique de f (notée Ff) a le type d'homo~

topie rationnelle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane.
L_

Preuve : D'aprés ETa, Chap VI] la suite exacte d'a.f.d.g.

@ W,0) > @w,s) @) /., 45 représente la fibration
L (v)

Ff N S~—£—+ S[h] et (m>n(V),8) est un modéle de Quillen de 1'espace Ff.

Supposons eO(S) < n d'aprés le 2) de II.1.3. H(w) est injectif
d'oli H(j) est nul ; comme j est un modéle de Quillen de 1'application 1,
nous obtenons que 1i: induit 1'homomorphisme nul en homotopie le 1) du

lemme II.3.1. permet de conclure B

11.4. eo(S) et L' invarniant de Hilton ho(S).

Mimons la construction faite par Hilton DHi]zde 1'invariant
"class G" pour les groupes de chaines.
Soit S wun espace topologique pointé l-connexe de Q-type fini

et son modéle minimal de Quillen (L(V),d).

On définit par récurrence les algd@bres de Lie suivantes :

L L(V)

P =P U L) et i I:Lp'1 > 1P
-

1'inclusion canonique. Ce qui permet de définir L(p) = [i(p—l) Lp—l, L(V)]

en posant L = L(V).

(1)
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Notons jP : L(p) »> LP 1'inclusion naturelle et np : 1P > L)

défini par adjonction :

(al,...,up) —_— [.....[[al,azj,a3].....],ap]

L(p) est la sous-algébre de Lie de 1P formée des contributions effectives
de chacune des composantes du produit libre P,

Le composé m, o jp : L(p) + L(V) est donc 1'inclusjon canaenique
K, L P (V) & w(v).

On pose alors

II.4.1. Définition. ho(S) est le plus petit entier positif ou nul

tel que kp+1 soit homotope 3 zéro.

11.4.2. Proposition : ho(S) eo(S).

Preuve : - Supposons hO(S) p par définition k T 0 donc

p+l
H(k ) = 0 ceci entraine que la projection canonique ©L(V) -+ L(V)
p+1 EL>p W)

induit une injection en homologie d'oil EO(S) < p d'apré&s (II.1.3. (2))

: - Supposons eO(S) = p alors la syite exacte d'a.l.d.g
kp+ 1

p+l L =
(V),d) ——— (L(V),3) — (L(V) ,0) est telle que H(k ) = 0.
/) pl

@?

Cette suite exacte repré&sente une fibration entre espaces l-connexes
oti 1'inclusion de la fibre dans 1'espace total induit 1'homomorphisme nul en
homotopie. D'aprés le 2) du lemme II.3.1. cette inclusion est homotope &

1'application constante ; comme kp+1 est un modéle de Quillen de 1'inelusion

de la fibre on a kp+ v 0 d'oilt hO(S) <p®

1
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11.5. Théondme.

—

Soit S un espace topolgoique pointé l-connexe et de Q-type
fini alors :

a) Nil n*(QS) ®Q < eO(S) < Cocato(S)

b) si S est coformel, on a 1'égalité des trois invariants du a).

c) si S est formel eo(S) = Cocato(S).

II.5.1. Conséquences.

1) on a vu que eo(CPn) = 2, comme cP” est formel on a
cocat ce" =2, Vo 1.

2) si cocatO(S) = 2 .alors eq(S) = 2. En effet d'aprés le (a)
du théoréme ci-dessus eo(S) < 2. Or eo(S) = ] caractérise les produits

d'espaces d'Eilenberg-MacLane (II.l.4. 1)) qui sent de cocatégerie rationnelle

égale 3 1.

I1.5.2. Remarque. Nil(w*(QCPz) @0 =1 et eO(CPz) = 2

(on sait que GPZ n'est pas coformel).

Démonstration du théoréme.

Soit (L(V),3) un modéle minimal de Quillen de 1'espace §

We

(a) - comme H@(V),3) = = (QS) & @, [B-L], on obtient la premidre
inégalité,.

- si cocato(S) < n la projection canonique

w(v),3) »—(&(VZ//>H ,3) induit une injection en homologie et d'aprés
L (V)

la remarque (2) du II.1.3. eo(S) < n. Ce qui démontre (a).

(b) D'aprés (I1.4.3.) cocato(S) = Nil(n*(QS) e Q).

(c) Supposons eo(S) = n, Comme S est formel il posséde un modé&le

de Quillen (L(V),3) avec 3 purement quadratique.
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Soit Cn un supp@lmentaire des cycles dans m“(V) i.e.

Ln(V) = (ker 3 N Ln(V)) ® Cn' Puisque tout cycle dans L>n(V) est homologue
3 z8ro (II.1.2.) c'est nécessairement le bord d'up &l&ment dans L>n_;(V)
(3 est quadratique) il s'en suit que L>n(V) 6 Cn est un idéal acyclique

et que la projection canonique (L(V),3) ~ (!L(V)//>n ,3) est un
LW e Cn

quasi-isomorphisme. Comme Nil(L(V) ) <n le a) du théoréme T1.4.2

permet de conclure B

11.6. Démonstration du Lemme I11.3.1.

On considére la fibration F —~ 5 g -2 M. soit (AX,d) un mod&le
minimal de Sullivan de 1'espace M, d'apr&s [Ha, Chap 20] il existe un espace

vectoriel gradué Y et une différentielle D tels que dans
(AX,d) ———> (AX 8 AY,D) ————— (AY,D) (%)

1) 1+ et p sont les mod@les de Sullivan respectivement de
p et de 1i.

2) (AY,B) est un modéle minimal de Sullivan de la fibre F.

D'autre part, on calcule un modéle de QM et de 1'application

§, donnés par la suite de Puppe oM J F i E L2 M, a 1'aide de
la construction suivante [Th-2].
(AX,d) —'—> (AX 8 AY,D) —— (AY,D)
A
N
N

(AX@AX®AY,D') —— (AX,0).
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- on pose X = sX. s dérivation de degré -1, (2X,0) est un

modéle de Sullivan de OM

- la différentielle D est définie par D'|X =d D'lY =D et
D'x = x-sdx si x = sx € X
- 7w est tel que w(X) =0 ; w(Y) =0, n(i) =X

- n est l'homomorphisme surjectif d'a.d.g.c défini par n(X) = 0,
n(X) =0, n(¥) =Y
| n est un quasi-isomorphisme et pour tout choix d'homomorphisme
r : (AY,D) ~ (AX @ AX @ AY,D') tel que nor=1d, mor est un moddle
de Sullivan de 1'application OM ——é—*.F. On a donc morop™~a (pulsque
iod~O0).

ta condition "i induit 1'homomorphisme nul en homotopie" se

traduit sur la K-S extension (*),[Ha],par Ww(p) =0 et si 1'on écrit

la suite exacte longue de nw—homo;opie [Ha, Chap. 8]

m (1)
- L E"xevpy — 2yt 2, ™!

(o Dp désigne la partie lin&aire de la différentielle D). On obtient que

1'homomorphisme de connexion 3 est injectif. Posons T = 3Y et soit §

un supplémentaire de T i.e. X =T ®S d'ol X=T ® S. On considdre la

projection 7' : A(T ® S) > AT

« alors ©' o7 est un quasi-isomorphisme. En effet, les filtrar

tions en longueur des mots sur les deux algdbres Fp = AZPCX ® X ® Y) et
F' = A*P T sont telles que 7' o n(FpX: F; et engendrent chacune une suite

p

spectrale convergente avec

*
E1 = \H(S®T®SO&TE®E Y,Dk?
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D' est la partie lin8aire de la différentielle D'. Comme D' S =S et

£

Dk Y = T on obtient que E1 est isomorphe & T.

D'autre part E! = AT et 7' o 7 induit un isomorphisme au

1
niveau 1. C'est donc un quasi-isomorphisme et (AY,D) est quasi-isemorphe 2

(AT,O), ce qui démontre la partie 1) du lemme.

- Partie 2.
n possé&de une section, notons la r ;j ona : nor=1Id
et noron=n. Comme n est un quasi-isomorphisme on obtient r o n ~ Id ;

on en déduit que r est un quasi-isomorphisme, de méme que

" omo r:(AY,ﬁ) -+ (AT,O).

D'aprés le lemme de rel&vement ETa, Chap. II], il existe un
homomorphisme d'a.d.g.c ¥ : (AT,0) 9—(AY,5) tel que Y orm' omor~ Id,
d'oi Jorn' omorop~p et puisque morop V0O ona p~vo ce qui

exprime que 1 : F - E est homotope 3 une constante ®
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CHAPITRE III

1
CO-CATEGORTE D'UNE ALGEBRE DIFFERENTIELLE
GRADUEE COMMUTATIVE

Nous définissons maintenant la cocatégorie d'une a.d.g.c 3 par-

tir de son mod&le filtré de Halperin-Stasheff [H—S].

Si S est un espace topologique nous montrons que la cocatégorie
de S définie en terme d'algébre de Lie (cocatOS), coincide avec celle de
1'algébre des formes de Sullivan APL(S). Nous en déduisons que lorsque S
est formel, cocatos est soit inférieur 3 2, soit infini.

Rappelons le principal résultat de Félix~Halperin [F-H] sur

la catégorie rationnelle

"Théonéme : Soit f : S > T une application continue entre

espaces l-connexes et supposons que f,, : w,(S) 8 @ > w,(T) ® est injectif,
#7 Ty # J

alors

(3}
cato(S) < cato(T)

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous exhibons un contre-exemple 3

toute dualisation au sens Eckmann-Hilton de ce théoréme.

111.1. Cocatégonie d'une a.d.g.c.

ITIT.1.1. a.d.g.c-modéle filtré.

Soit (A,dA) une a.d.g.c (algdbre différentielle graduée commu-
tative) telle que HO(A,dA) =0, HI(A,dA) = 0 et pout tout 1i 3 2,

dim Hl(A,dA) est finie. On considére ((AZ,d),p) un modé&le minimal de

Sullivan ([Sd],[ﬁé]) de (H*(A,dA),O).




- 27 -

Halperin et Stasheff [ﬁ—S] définissent une graduation supplémentaire
sur l'espace vectoriel Z, Z = ® Z , elle s'étend en graduation d'algébre a

p>0
AZ  tout entier et vérifie de C (AZ)p_l, u  est bihomogéne de degré ( g )

H(n) : HO(AZ,d) > H*(A,dA) est un isomorphisme et H+( Z,d) =0
((AZ,d) ,u) est appelé& le modéle bigradué de l'a.d.g.c (A,dA). La différentielle
d et le morphisme u pouvant &tre déformés en D et 7 ([H—S]), pour fournir

un modé&le de (A,dA)

n : (AZsD) —— (AydA)
vérifie

(b-d)z_c & (AZ) pour p % 2
P - m
mgp-2

<

et la classe de cohomologie de n(zo) est &gale 3 u(zo) lorsque zo est
dans Zo' Ce mod3le est unique 3 isomorphisme prés. C'est le modéle filtré de
(A,dA).

Rappelons que lorsque (A,dA).:a méme mod&le de Sullivan que

(H*(A,dA),O) elle est dite formelle [Su].

Notons Z = @® Z . Pour tout n > 0 l'injection naturelle
psn-l
in : (AZ<n,D)¢» (AZ,D) est un homomorphisme d'a.d.g.c.

IT1I.1.2, Définition.
ocat(A,dA) est le plus petit entier n, positif ou nul, tel qu'il

existe un homomorphisme d'a.d.g.c. rﬁ:(AZ,D) > (AZ<n,D) vérifiant in o rn n IdAz

Si un tel entier n'existe pas, on pose

cocat(A,dA) = o,

~

Remarque. L'unicité 3 isomorphisme pré&s du modéle filtré montre que

cette définition a bien un sens.
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N .
I11.1.3. Exemple. Supposons H (A’dA) = Hpalre’ et dim Z, = 0,

2
d'aprés B}{J ceci Equivaut a dim Zq =0 pour q = 2, d'ol cocat(A,dA) = 2,

3

IIT.1.4. Remarque. S'il existe un quasi-isomorphisme entre deux
a.d.g.c, elles ont méme cocatégorie. En particulier, si (A,dA) est une

a.d.g.c formelle et si (AZ,d) désigne le mod&le bigradué
cocat(A,dA) = cocat(H*(A,dA),O) = gocat(AZ,d)

- .

III.1.5. L'invariant cocatOS et cocat(APL(S),dS).

Le foncteur PL-forme [SQ], noté APL’ associe 3 chaque espace topolo-
gique S une a.d.g.c. (APL(S),dS) d'algébre de cohomologie isomorphe i

% P -
H (S,Q). Un modéle filtré associe 3 (APL(S)’dS) est par définition un modéle
filtré de s [H-S].

I1T.1.6. Théoréme. Soit S un espace topologique pointé l-connexe

de O-type fini. Alors

coqatoS = cocat(APL(S),dS).

La démonstration est report8e en fin de la premidre partie.

I1I1.1.6.1. Exemples.
1) On vérifie sans difficultés que Cocato(S) =1 si et seulement si

H (S,Q) est une algébre libre (on retrouve ainsi cocatoS =1 si et seulement

si 8§
2) D'aprés (1.3.4) cocatOS2n =2, Vnz1 et d'aprés (II.l.4)

n - - . [} * .
cocatOGP =2, Vn 3z 1, ces deux résultats se généralisent de la maniére suivante

ITT.1.6.2. Proposition. Soit S un espace formel les conditions sui-

vantes sont &quivalentes
a) cocato(S) = 2

b) dim z, =0, Vi s 2.

a le type d'homotopie rationnelle d'un produit d'espaces d'Eilenbert-MacLane).
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.

Preuve : Supposons 00catoS = 2, soit r2:(AZ,d) > (AZ<2,d) tel que

i. o r, ~ 1d; puisque la différentielle d est décomposable, on peut modifier

2 2

tel que i,o0r, = Id.

~Soit 2z un €lément de Z

)

9 dze (AZ)1 et comme rz(z) e A(Zo ® Zl)?

d(rz(z)) = rz(dZ) appartient & AZO, d'oli
12 d(rz(z)) = d(rz(z)) =dz e A(ZO)

Or le seul él&mént de Z2 3 différentielle dans AZO est 1'&18ment O ®

III.1.6.3. Remarque. Dans la proposition précédente, 1'hypoth&se
"S formel" est nécessaire. En effet considérons 1'espace coformel S d'algébre

de Lie d'homotopie définie par = _(QS) @ Q = L(g,yz//>3 avee x| = |y| = 2
| | L7 (x,y)

cette algébre est de nilpotence &gale 3 2 ; d'aprés (II.5) ocato(S) = 2,
Nous allons montrer que
1) dim 22 #0

2) S n'est pas formel

1) S a pour mod&le minimal de Sullivan :

&*
C (n,(2S) ®Q,0) = (A(a,b,c),d) |a] = |b| =3, |c| = 5.

Son algébre de cohomologie s'en déduit directement :

Q, H3(S,Q) = a.0 & b.0Q

1 (S, Q)

H8(S,Q) = a,c.Q ® bc @, Hll(S,Q) = abc.®

Dans le calcul de son modé&le bigradu&, apparait i la colonne 1

un générateur t tel que t g Z, et dt = ab.

1

»
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On a alors deux cocycles t.a et t.b en colonne 1 d'oli nécessité

d'introduire deux générateurs, en colonne 2, u et u' tels que u et u'

appartiennent 3 Z, et du=ta, du' =tb
ta L
/" tb 8
u / t7
-

u' a.b L6
¢ > +5
2, ¢ . a,b T3

Z Z YA

2 1 o

2)- S a pour mod&le minimal de Quillen

L(x,y,z,2',w),d) oli [x[ = |y| = 2.

| 2] ="z']=7 [w] = 10

9% = 3y = 0

EX’ [X’Y:‘] dz' = [y’[x’YJ]
dw = I:x,z'] - fy,z]

o n'est pas purement quadratique, S n'est donc pas formel.

3z

Décomposition cellulaire de S :

S = Si \Y) $3 W) e8 U e8 (W] e11
[x, [x,v]] B” [x,y]] o
oi o est la calsse d'homotopie, du huitidme squelette de 8(8) de S
(o € Trl‘O(S(s))) qui a pour représentant le cycle [x,z'] - [y,z] ]
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III.1.7. Corollaire.
Soit S un espace formel tel que cocato(S) < ®, alors

dim Zi =0 pour i 2 2.

II1.1.8. Corollaire. Pour tout espace topologique §, si Sf

désigne 1'espace formel associé a §

‘ocat S < cocat §
- ¢ o *° ¢ o f

La preuve de ces deux corpllaires est reportée en fin de paragraphe,

III.1.9. Remarque. Tout espace § est dans 1'une des situations
suivantes :

1) cocatoSf = o

LAY

2) ‘cocatoS 2 et cocato(S) = cocatosf .

f

En effet, d'aprés III.1.7. cocatoS est soit infini, soit

f

inférieur a4 2 et dans ce dernier cas, cocatOS < 2, d'apréds III.1.S8.

0, S est contractile et Se 1'est aussi

1, 'S est un produit d'espacesd'Eilenberé—MacLane

~ 81 cocat S
o

- 81 cocat S
o

- Si cocat§§= 2, nécessairement cocatoS =2,8

f

Commengons la démonstration du théor®me III.1.5, elle repose

sur trois lemmes.

I11.1.10. Premier lemme. Notons (L(U),d) un modéle minimal de

i
avec

Quillen de 1'espace S, la différentielle se dé&compose em 3 = & 0
iz2

i

BiV(: LI(V). Pour tout entier =n » 1, désignons par :

- Cn un suppélmentaire des az—cycles dans 1'espace vectoriel

W) : @) = ker 3,C ) e c_
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~ T un supplémentaire de 3,C dans L (U)

\

x

n+l ' l

n+l 2°n : ]
!

(U) = 8 C ® T +1

Remarquons que L>n(U) ® Cn et n+1(U) ® T sont des idéaux différentiels.

+1

Lemme 1. cocatOS ¢ n si et seulement si la projection canonique

(L(B),3) -~ (L(Ub/ ,9) admet une rétraction homotopique.
>n
L () ecC
n
Preuve : lé&re é&tape.
>n+1

De (W 8T Pyc () 8 ¢ on déduit les pro-
n

1

jections canoniques

m

— 1 - _—%- -
LO arl gy gg D T LD H Hawy,, 3)

>n
41 L (0) (V) 8 C

le noyau de =, o«

9 est 1'idéal de E(Uz//

engendré par
+1

1 >n+1

(V) @ T

Cn ® azcn. Cet idéal est acyclique. En effet on a :

Vo <N n
tL(U)/>n+1 =L (D) & ker 3, NL(V) @ C 8 3,C
(W 6T .,

et

(L(U)/m(U) . 2 (U) @ ker 2, N L™ (W)

un &lément quelconque de 1'idéal (Cn ® 32Cn) s'écrit comme combinaison

linéaire d'éléments de la forme :

x=c® [uc'] ® azc" mod >n+1(U) ®T .,

¢,c',c" dans Cn et u dans U.
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Puisque 9 augmente la longueur du crochet d'au moins une unité

— -

ona [du,c'] = [u,3'] = S(azc") = 0 et par suite 93x = Jc.

. Si x est un 3-cycle, on a 3c =0 d'ol 9,6 =0 (3c = azc)

ce qui par définition des éléments de Cn entraine que c¢ = 0. x est donc

de la forme x = Ep,c'] + 3.c". C'est un élément de longueur de crochet ntl,

2

i1 est nécessairement dans 3.C et donc dans Im 3. Ainsi, le noyau de

Z'n
T, 0T est acyclique. De la suite exacte longue d'homologie associge, on
déduit que 7w, o m, est un quasi-isomorphisme

2 1

2éme Etape.

Introduisons les notations suivantes :

- a0 homomorphismes d'a.f.d.g, mod&les de Quillen respec-

2°%3

tivement des projections canoniques
P. : L(U) > L(D) , P, :@L(U) » L(V)
! /crfn+1 et 2 /afn(u)

et 7 : LU) > L(U)
/uf“(U) 6 C_

- ((L(W),8),u) un modéle minimal de Quillen de GL(Uz//>n ,5)
L."(U)

- (m(wl,al),ul) (respectivement (L(WZ,GZ),HZ)) un modéle de

Quillen de (L.(U)//’> (resp. m(U)// )
n+l >n
L ) o Tn+1 @ (U e Cn
u v - .
- et Ty les modéles de Quillen de ™ et de Ty

on considére le diagramme suivant :
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(L(V),3)

) O

- M - Ty ( -
@ »3) — (IL(U) »9) ~+{IL.(U) +3
/qf“”(u) o, A”‘(U) £ (U) @ c_
L H ui= H Uo |
" %
m R "2 R
@, 3,8) r (L(W), 6) > (L(W,),8,)
I“z 5,
w(,?)

a) Supposons oocato(S) < n j par définition, il existe B homo~

morphisme d'a.£.d.g. (L(W),8) > (L(U),3) tel que B o a, v Id de
" n n, N '
Wz o] Wl o] al Y a3, ﬂz o] “1 est un quasi

isomorphisme, d'oli, d'aprés le lemme de reldvement Era, Chap. II], il existe

w i o P, =w on déduit que

2 1

{ homomorphisme d'a.£.d.g. tel que @ o %2 o %1 ~ Id, nous avons alors

oy, il vérifie B' o a, v Id.

N
' =
a v ? o ag, notons B Bom 3

i

b) Supposons qu'il existe B8' homomorphisme d'a.f.d.g.

v

(L(WZ),SZ) + (L(U),3) tel que B' oa, v Id ; posons B =8"orw, on a

3 2

B o oy v Id 1i.e. CocatOS £n

I1I.1.11. Deuxiéme et troisiZme lemmes.

Soit S wun espace topologique l-connexe de @Q-type fini et
(L.(V),3) son modéle minimal de Quillen.

* . .
C désigne le foncteur cochaine de Kozsul. Posons

(s LM = @)

*
C (L(V),3) = A(Hom(s L(V),Q),dzqu), avec dl et dq'

|
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différentielles lindaire et quadratique respectivement-

LI = =t
dl s'écrit dl 121 dﬂ,i avec dl,i ai+l' Posons

Homp(m(V),Q) = Hom(s Lp+1(V),Q) pour p > O alors dz lHomp(fL(V),Q) C

Homp_]GL(V),Q) ; s'induit ainsi la graduation par colonne (ou inférieur

ou TJ-graduation) sur H#(Hom(s L(v),0),d ).
2,1

Notons pour tout entier p, p = O, Zp = Hp(Hom(s L(V),qQ),d )

2,1

On considére le modéle minimal (AZ,d) de

(A Hom(s L(V),Q), d ) obtenu & partir de la cohomologie induite par

+
2,1 dq

dl | Sur Hom(s L(V),Q) (EIa,chap.II]). La projection canonique
H4
C*(&(V),a) + (AZ,d) induit un isomorphisme en cohomologie compatible avec

d )-

la bigraduation. On note d' 1la différnetielle induite par (dz— o1
’

' Rappelons le résultat suivant ([Fe],[Ta]).

CIII.1.11.1. Lemme 2. (AZ,d+d') est le mod&le filtré& de l'espace

topologique 8.

Soit 7 la projection canonique (L(V),3) > (E(Vz//>n »9)
‘ L (M o Cn
ona T O 82 = 52 o avec 82 et 52 parties quadratiques des diffée

rentielles 3 et 3 respectivement. Notons =' 1la projection canonique

TT'

@(V),3,) ——— (V) »35)
) ec
n

t - . - .
', le transposé de 7", est un homomorphisme injectif d'a.d.g.c.

IIT1.1.11.2. Lemme 3.
* t . . .
1) H (n') est injectif

2) B (Hom(s(L(V) HQd, )= @ z
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Preuve : 1) il est &quivalent de montrer que H*(n') est surjectif

qui est plus simple 3 &crire. Soit Bﬂ une classe dans H*(IL(V)//>n ,52)
iL (V)QCn
de représentant le cycle c.
Comme L(V)/’>n est isomorphe en tant qu'espace vectoriel
L (V)@Cn
3 @ Ll(V) ® ker 32 n m“(v) et que 82 et 52 sont homogénes de de-

ign—-1

gré +1 en longueur de crochet, il suffit d'étudier les trois cas suivants :

(*) ce Ll(V) avec i < n-1, 7' est surjectif, il existe ¢, ¢ Ll(V)
1

n o
et c, € Cn L (V) tels que c =1 (cl 6 c2)

i+l >n
az(cl ® CZ) = 32 c, ® azcz e L (V) e L.” (V)
comme i+l g n~1 et que 52c = 0 on a nécessalrement Bzcl = 0, de
w'(cl) = ¢ on déduit que c, me peut étre dans Im By H*(w')[bl] = [e]

(+*) ce Ln—l(V). On a dans ce cas ¢ = 1'(c, ® ¢ avec c, e L© (V)
; . 1 2 1

et c, € Cn ® L>n(V).
2,¢, € ker 3, N e (W) 2,c, € LNV).
Comme n'(az cl) = azcl et que 52 c = 0 on obtient azcl = 0. Pour la
méme raison que dans () ¢, ne peut appartenir & Im 82.
(*++) Supposons que c € H ou H est le supplémentaire de 3 Ln_l(V) dans

2

la décomposition suivante

ker 3, N vy =5, V) 0w

2

on a alors ¢ = w'(c, @ c2), c, € H, c, € Cn ® L>n(V), 3,c. = 0 et

1 i 2 271

82c2 € m>n(v) on a donc

B e ] =[] =
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2) (L(Va//>n ,52) est isomorphe en tant qu'espace vectoriel
L (V)@Cn

différentiel 3 [(nél Ll(V) ® ker 32 n m“(V)),az] il a donc méme algébre
i=1

d'homologie que celui-ci, d'aprés les notations du début du paragraphe

on a

-1
* t_ )- n
H'{ Hom || s (L.(V) ),Q),B ® H.(Hom(s L(V),Q),d, .)
(' (( Af“(V)ecn 2] i 2,1

]
®
N
L

I11.1.11.3. Coﬂséquence.

Rappelons que le quasi-isomorphisme V¥ ,
(/A CfGL(V),a) > (AZ,d+d') du lemme 2 est compatible avec la graduation
inférieure de C*(m(V),B) et de AZ. D'autre part

Fmy c*(m(V) > CEW,?)

>n ,3)
L (V)QCn

est un homomorphisme injectif d'a.d.g.c.
1

Zi' D'aprés le lemme 3 :
-

n

*
| - =
Notons ¢' =19 o C (n) et Z<n

et

i

[ * N > v
p' : C (‘L(V%>H(V)QC ,a) (AZ(n,d+d )
n

est un quasi-isomorphisme. Si 1'on note in, 1'injection canonique
(AZ(n,d+d') > (AZ,d+d'), nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

i

(AZ,d+d") o (AZ__,d+d")
,t
i
Y| = lfl' o
* C*( ) * =
C (L(V),d) < U c (tL(V) on >3
L (V)ec,
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Remarque. Tout quasi-isomorphisme ¢ : (AX,d) = (AS,d') entre
a.d.g.c. libres admet un inverse homotopique.
En effet d'aprés le lemme de relévement [ha, Chap 5], il existe

¢' quasi~isomorphisme tel que ¥ o '~ Id

(AX,d)
v
// [p o~
P
///
(AX"d') e (AX',d')
notons alors § et ' les homomorphismes d'a.d.g.d. inverses homotopiques
des quasi-isomorphismes ¢y et y' = o C*(ﬂ) respectivement

III.1.12, Démonstration du théoréme III.

a) Supposons cocato(s) < n, d'aprés le lemme 1 (III.1.10. ), si
@ est un moddle de Quillen de la projection canonique 1w, il existe 8

homomorphisme d'a.f.d.g. tel que

(L(V),9) —l (IL(V)/>n ’5)
\ L (V)ec
n
o
u o~
(L(w),s) £, w(vy,?)
B oo v Id.

. * . . s .
Appliquons le foncteur C°  &d ce diagramme, les quasi-isomorphismes et les

. ~ . . *
homotopies sont conservés. Notons u' un inverse homotopique de ¢ (n).
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i
(AZ,d+d"') < L (Az__,d+d") < L (AZ,d+d")
4 4
Y= y' =
c*(m) =\
c*@(v),5) !L(V) 3)
/4L>n(V)mc J 0
* (@) ¢ (w) u'
* C*( * v
@), 6) < B) @ ,?)

Posons r =¢' o' o C*(B) o{, ona
in.o,r Ny oo C*(n) oun'o C*(B) oy
comme C*(a) o C*(u) N C*(n), on obtient
C*(a) N C*(ﬂ) ou'

donc in or vy o C*(a) 0 C*(B) oY n v o @ v Id.

Ceci démontre que cocat(APL(S),dS) <n

b) Supposons que cocat(APL(S),dS) <n, si (AZ,d+d') désigne
un modéle filtré de (APL(S),dS). Par définition il existe
r ¢ (AZ,d+d") -~ (AZ(n,d+d') tel que in or IdAZ on consid@re alors

le diagramme suivant, commutatif a homotopie prés
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~ v
r 1
o, ——— cfam ,3) ———— ¢ @), ?)
L (V)ecC
n
() e v'| = o
d r , i 1
(AZ,d+d") > (AZ(n, d+d') > (AZ,d+d")

-

n

r, et %n homomorphisme d'a.d.g.c. modeéles respectifs de r et de 1n.

. . . 0,
Nous avons la relation ¥ o % 0o ~ni or o Y, 1l.e. Y o % or ~NY
n n D n n n
N . . .
ceci Equivaut 3 %n or Id puisque  est un quasi-isomorphisme.
D'autre part L, = (L o #) désigne le foncteur adjoint & gauche
de C*, si (L,3) est une a.f.d.g. le morphisme d'adjonction
* — . . -
y: L, C (L,3) > (L,5) est un quasi-isomorphisme. Appliquons L, 2 la
premiére ligne du diagramme (%) ci-dessus. On obtient

n .
L, (r) L (i)

* * - * n #*
L C ({L(V),3) —————— L C (@L(V) 49) —— L C (L(V),3)
* * //ﬁgn(V)$Cn *

n o PR
avec L*(%n) o L*(rn) n~ Id, Le morphisme d'adjonction vy, appliqué 3 la

ligne ci-dessus montre que (L(V),d) est rétracte de (L(V) >>n
L (V)ﬁCn

»3)
cette derniére algébre de Lie est de nilpotence inférieur 3 n, on obtient

d'aprés le (a) puis le (b) du théodrme (I.4.2) que CocatOS = cocat(L(V),3) ¢ n

ce qui achéve la démonstration du théoréme @

IITI.1.13. Démonstration du corollaire III.1.7.

L'espace formel S poss@de un mod@le de Quillen 3 différentielle
quadratique (L(V),3,).

Supposons que CocatOS =p, P> 2, comme S est formel
cocatOS = EO(S) et comme 32 est homogéne en longueur de crochet, nous

obtenons Vﬁ > pt+l, Lq(V) N ker 82 = 32 &q—l(V)-




N
n

N
[
]

(IL(V),32)

H, (Hon(s L.(V),Q),
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Avec les notations du lemme 2 (III.1.10),

) =0 pour tout i > p ceci entraine que
2 P q

0o, Yizx 2 ([F,T~2], th.IV.5) ®

IIT.1.14. Démonstration du corollaire I1II1.1.8.

Si (L(V),d) désigne un modd&le minimal de Quillen de 8,

est un modé&le de 1'espace formel Sf associé

- cocatoS < CocatoS est vérifié si cocatoS = o

f f

- Si cocatOSf < o d'aprés (IIL.1.7.) cocatOSf <2 d'ei

dim z, =0 pour iz 2, lersque (A( ® Zi)’d) désigne le mod&le bigradué

asssocié 3

111.2. D&

ix0
1'espace S.

On en dé&duit que cocatoS <2 =

aut de dualit? entre cocat (S) et La_catigornie nationnelle.

pas dans 1

continue t

Cocato(s)

induit une

Le "Mapping theorem" rappelé en début de chapitre ne se transpose:
a dualité de Eckmann-Hilton.
En effet 1'énoncé dual serait "Soit f : S >~ S' wune application
* . .
elle que H (f) : H*(S',Q) > H*(S,Q) soit injectif alors
< cocat S' ".
)
2 3

. s g . . 3
Cette proposition n'est pas vérifiée : la projection § x§ - §

injection en cohomologie alors que

cocato(SBXSZ) = 2 et cocatOS3 = 1.

111.3. Autnes énoncis.

-~

1) Remarquons 3 ce propos que tout autre énoncé dual est aussi faux.

Enoncé 1. "f : S » 8' telle que H'(f) : H (S',Q) + H (S,Q)

injectif a

lors

cocat S > cocat §' ".
o o
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Enoncé 2. "f : S > S' telle que H (£) : H (8',Q) + H (5,Q)

surjectif alors cocatOS < cocatOS' ",

Enoncé 3. “f : S > S' telle que H'(f) : H (S',Q) > H (S,Q)

surjectif alors cocat S > cocatOS' v,

2) Contre-exemples aux trois énoncés précédents respectivement

1) S = $3x$3xs3 ——£—+ $6 v $6 = g’
X Vv z a b
*
H (f)
Ax,y,2) ( Q6a.qQe&b.qQ
v X.y <+ a
y.z2 +— b '
cocat § = 1 cocat §' = ®
o o
(1.4.2) ( a) du II.5)
2) § = $3 \"2 S3 —> 83X$3 = 8
cocat § = = cocat S§' = 1
o o
3) §= $5 —_— (53 \% $3) x 52 = g' avec [f] = x
cocat S = 1 cocat S' = o«
o o

c¢) de I.4.2 puis a) de II.5.
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CHAPITRE v

UN MODELE DE LA FIBRE HOMOTOPIQUE

D'UNE APPLICATION

Afin de calculer un modéle de Quillen des espaces de Ganéa
Gﬁ(S) d'un espace S (Nous en rappelons la définition en (V.1)), nous
somme amenés 3 construire des modéles adapté@s pour les fibrations et les

cofibrations dans la catégorie L.D.G. C'est & quoi nous employops ce

chapitre.

Tout d'abord nous étudions un probléme purement algébrique con~-
cernant les suites exactes courtes d'algdbres de Lie libres. A partir de ce
résultat et de ceux de Tanréklﬁa, chap. VI], nous explicitons un modZle
pour une fibration (en particulier nous calculons la différentielles sur
le modéle de Quillen de la fibre). Finalement nous rappelons la notion
de K-Q-modé&le d'une cofibration et traitons les cas particuliers que nous

utilisons dans la suite.

e

IV.1. Suite exacte d'algebres de Lie Libnes.

Iv.1.1. Lemme [c-M-N]. Toute suite exacte d'algébres de Lie libres
0 > LW —j—»-L(U) ——E—+ L(V) > 0 est scindée. De plus il éxiste des sec~
tions ¢ de I telles que o(V)C U.
Etant donnée une telle section o de II , posons U =K @ o(V) 3

alors W admet une structure de T(V)-module et il existe un isomorphisme

de T(V)-modules @ : T(V) © K Z W.
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Preuve : 1) Définition de la structure de module :

L'homomorphisme d'a.f.g est surjectif, il induit une surjection

T L(Ui// — (V)
2Z2(0) /1.2

2(vy

On définit application linéaire surjective a partir du diagramme
suivant :

L(U) —> L(V) /
/o2 /32,4,

119 IS

™

v —2 sy

6 : V> U section de

d'a.l.g

T, se prolonge de maniére unique en hoemomorphisme

(noté encore o), tel que 7o = Id.
Notons U = ¢(V) ® K. Définissons une structure de T(V)-module

sur W de la maniére suivante :

- soit o un élément de L(V)

et w un é&lément de W alors

ET(a),j(w)] ¢ ker 1w, soit !

w' dans GL(W) tel que

j") = [o(a),jw)]

- Notons p : L(W) ~> m(w%//zz

L (W)

la projection canonique, on
L(V)xW > W par p(a,w) = plw'),

définit o : p est bilindaire, d'oj
0 : L(V) ® W > W application linéaire qui définit 5 : L(V) =~ End(W) opar

;(a)(w) =p(a 8 w).

D'aprés la propriété universelle de 1'algébre enveloppante, il

existe un unique homomorphisme d'algébres associatives :
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P : UL 2 T(V) > End(W)

d'oli 1'homomorphisme lindaire ¢ : T(V) @ W > W qui définit une structure

de T(V) module sur W.

2) Construction de 1'homomorphisme ¢

Tout €lément u de K est dans ker I, comme u est indécomposable,
il est nécessairement dans W : K CW. ¢ est 1'homomorphisme de T(V)

module défini par

r ®(u) = u, ueKk

< 2 (v,8v,...8v,0u) = p[g(vl,JQ(VZSVS...@VIQU)]

Vue K et (vi) e V.

3) Pour montrer que ¢ est un isomorphisme, nous allons montrer
que W est un T(V)-module libre engendré par K.

L'image par le foncteur ¢’ de la suite exacte d'algébres de Lie
libres, donnée dans le lemme IV.l, est une K-S extension Era, Chap.VI] 3

Notons 1la :

(AX,d) —> (AX 8 AY,d) —> (AY,d)

2

ol les différentielles d et d sont quadratiques. On considére sur AX © AY

la filtration définie par :

>
F_ = A°Px 8 AY, Vo > 0.
> p

Elle vérifie Fp}C Fp__1 et de C Fp’ et engendre une suite spectrale, de

premier quadrant, convergente :
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Eg,q = Torg(v)(w, Torg(w)(Q,Q)) = H' (AX 8 AY,d) Torgiﬁev)(Q,Q) .

- puisque T(W) est une algébre libre Torz(w)(Q,Q) =0 pour

q 2 2, D&ﬂ, d'oa X9 =p pour q 2 2,

2
- puisque T(V) est une algébre libre Eg’* =0 pour p 2 2,
d'autre part on a
: ! ‘
Tors " (q,0) = @ et Tor "(9,0) =W .

La suite spectrale a donc son support réduit, a priori, & quatre points :

E)’° =0
. E;’° = Torf(v)(Q,Q) =V
. E;’l = Torz(v)(Q,W) = Qg OV
et . E;’l.

Un argument "de coin" montre que El’1 = El’] = iiee. = El’l. Comme T(V & K)
24 3 ©

2
T(V® 1,1
2( K)(Q,Q) = 0, donc E_’ et par la suite E;’l

sont nuls. Puisque E;’l = Torf(v)(Q,W), E;’l = 0 équivaut i

est une algébre libre Tor

W est un T(V) module libre (Dﬂa]). Soit M un esapce vectoriel tel que

W = T(V) 8 M, nous obtenons :

ne

9,1 BW=M doil E =06VSOM.

B = Oy 2

* .
D'autre part, E_ est isomorphe & H*(C L(K ® V)) et puisque

0 si seulement si p=q =0

it
—

T (K®V) ~ .
Torp+q (9,9) = Kev sl p+q

W
N

0] si ptq




- 47 -

4V
Nous obtenons H_(C'L(V ®K)) = 6V 6K = E_. Comme B, = E, M est
isomorphe 3 K et par la suite W est un T(V) module libre engendré

par K. B

e

IV.1.2. Lemme. Notons k 1'application linéaire injective

j o?, elle vérifie : 1) k(u) =u si uek

2) k(v] 2] Vo, e <] w 8 u) = EQI,E§2,...,Eyn,u1....]

Vvi e V, Yu e K.

Preuve : EL(G(V) o K)]l désigne le sous-espace vectoriel de
L(@(V) ® K), formé des crochets contenant un seul &lément de K :

Notons T 1'inclusion canonique

L(o(V) 8 K) & U L(c(V) & K) z T(c(V) 8 K)

On a

o i
Lo e r], - ‘( ® ) T(W)) 8 T '(K) 8 T(6(V)) @ ...

221 il+'12+‘ +12 =1

i
® T(c(V)) 8 T *(K) & T(s(V)).

Comme le T(V) module W est isomorphe 3 T(V) ® K, on a
jW) C BL(O(V) ® K)Jl’ il s'en déduit que pour tout &lément B dans

>
m’z(W), j(B) contient au moins deux éléments de K. D'oil :

Vvl;...,vn Eléments de V et VYue K

j_l(Evl,EVZ,...,Evn,u]]...J)e W.

Compte tenu de la définition de 1'isomorphisme ¢ et de
1'abus de notation qui consiste 3 remplacer o(v) par v pour tout &lé&ment

v de V, on a :
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j®(u) = j(u) ="u

Vv e v, Yu e K

jo(v 8w = ip(i [v,ul) = [v,u]

Supposons la deuxiéme relation du lemme vérifi&e pour tout ensemble

de n &léments de V et tout élément de K, et considérons vl,...,vn+1

(n+1)-€éléments de V et ueK

jo(v, 8 ...0v  8u) = jp(j-l[vl,j (v, 8v,8 ... 8v 8]
. -1
= 3o v lvy oo v ppoule D
= EVISEVZ)'O',[VTH_I,U]...] ]

Notons encore k 1'homomorphisme d'a.f.g. L(T(V) 8 K) > L(V & K) qui

prolonge j o @ .

1V.2. Remarque.

Dans Era], Tanré donne une construction, pour toute fibration de

Serre F > E > B entre espaces l-connexes de f-type fini, d'un mod&le de
Quillen surjectif : I : (L(U),D) > (L(V),d), oli (L(U),D) est un modéle
de E, (L(V),d) un modéle de B et ker I muni de la différentielle
induite est un modé&le de Quillen de la fibre F,

Ker I sous algébre de Lie d'une algébre de Lie libre est libre
i.e. il existe un espace vectoriel gradué W tel que Ker II = L(W) ; le

lemme IV.1.1. permet d'expliciter W.

1V.3. Une differentielle surn Le modele de La 4ibre.

Soit I : (L(U ® V),3) > IL(V),3) un homomorphisme surjectif
~d'a.£.d.g. avec II(U) = 0 et I(V) =V d'apréds (IV.l.1) et (IV.1.2) nous

avons la suite exacte
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0 > L(T(V) & U) —k L(U & V) ~——E-”'L(V) >0

puisque k est injectif, définissons sur @(T(V) 8 U) une différentielle
& par k 08 =3 o k. Afin d'expliciter § introduisons une représentation
de 1'algdbre de Lie L(U ® V) dans WL(T(V) 8 U), notée 4ad.

Rappelons que Der L(T(V)‘G U) désigne 1'algébre de Lie des

dérivations d'algébre de Lie de WL(T(V) 8 U).
IV.3.1. Définition. Considérons 1'application linéaire not&e ad
et définie par

. &d : U~——> Der L(T(V) 8 U)

u ﬁdu tel que

ad () = [u,¢], Y9 dans L(T(V) @ U)

&d : V > Der ©L(T(V) 8 U), p@uf tout v dans V, adv désigne
1'unique dérivation prolongeant 1'application lingaire ﬁdv tT(V) 80

T(V) ® U définie par

éhv(a) =v 8a _ Vo e T(V) @ U.

On définit &d : L(U & V) > Der L(T(V) ® U).icomme 1'unique dérivation prolon-

geant 1'application lindaire U ® V > Der L(T(V) 8 U) précédemment définie.

IV.3.2. Remarque. Soit o ‘un Elément de L(MHC L(U ® V) et
¥ un élément de L(T(V) @ U), il est clair que ﬁdu(ﬂ) = Ex,w]. En utili-
sant 1'homomorphisme d‘a.f.g, Kk, cette relation se généralise de la manidre
suivante :
IV.3.3. Lemme.

D VaeLevy, VieLT® 8uv).

k ad (9 = lo,k(h)]
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2) Y9 ew(r(v) & v), Vde T(V) 8 U

a 22
adk(w)(w) e L77(T(V) & U)

Preuve : 1) Soit v un élément de- V et ¢ un Elément de -
T(V) 8 U, k ﬁdv(W) = k(v 8 y) = Ev,k(w)] , fixons v dans V, pour &tendre
cette relation 3 tous les &léments de [L(T(V) 8 U), nous faisons une récurrence
sur la longueurvdu crochet : supposons que pour tout élément ¢ de |
LSr(v) 8 1), k ad (¥) = [V,k(W)], et soit ¥ = [¥,y'] un Elément de
™l o m.

Comme &d_ est une dérivation d'algébre de Lie de degré |vl,

on a :

ad (9 = [ad (9),¥'] + (-l)l"”‘”[w,adv(w')]

(—1)'“"‘”'([a,[a',km]]— <—1>|°‘”°‘"[a',[a,k<1ﬂ)]]

[[e,a'],k®]) =0

2) D'aprés 1) du lemme
k ad g () = k() k)] = k[¥,v].

comme k est injectif, on a adk(w)(W) = [ﬁ,w] € LEZ(T(U) RU) ®

IV.3.4. Calcul de la différentielle §.

Nous allons calculer & sur T(V) ® U 1'espace vectoriel des
générateurs du mod&le de Quillen de la fibre T(V) @ U =1U 8 T+(V) 8 U.

Comme k(U) = U on obtient du = 9du, Yu e U, pour les éléments
de T+(V) ® U le 1) du lemme précédent permet d'expliciter la différentielle

par la formule suivante :
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IV.3.4.1. Lemme.

Vvev, Y9eT(V)@U

s aa, ) = ad, 0 + 1) "laq_comy

Preuve : Nous faisons une récurrence sur la longueur du produit

tensoriel Tn(V) ® U. Lorsque n = 1, ve V et ue U

k& ad (u) =3 k(v 8 u) = 3[v,u] = [Bv,u] + (-1)|V|[v,au]
d'aprés (1V.3.3)

[ev,u] = [pv,k(w]

it

1}
P

adav(u)

et

Br,au]

It
~

[&,k(au)]

ad (3u).
v
Comme k est injectif, nous obtenons :

8 ad_(v) = ady (u) + (—I)IVIEdv(au).

Supposons la formule du lemme vérifiZe pour tout élément de

I(v) U, 1< 3j<n etsoit o' =v o avec d'oill

e ad (0 = [k Tl + 0V Ry, mrandl -

]

v, k), k" ]] = [v,k(].

la relation 1) du lemme est donc vérifiée pour tout o dans U & V et tout
€lément de [L(T(V) ® U). Pour &tendre ce ré@sultat & tout &lément de L(U & V) ;

il suffit de démontrer que si la relation 1) est vérifiée pour un couple
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(a,a') d'éléments de L(U ® V), elle l'est pour le crechet [b,a'].

Soit ¢ un élément de WL(T(V) 8 U)
kadp, ) = o, fatk(D]] - ol o k)] = [oar]ean]
en effet, d'aprés 1'identité de Jacobi
-1y le 119l [0, [0 k(D] + 0 e ey, fayer1] + oo TG ) o]

= (—l)lall,m[c,,[oc',k(lﬁ)]] + (-—1)’ IG'HW*“IOLH‘NH [[a’av],k(lp)]

+ (_I)IIOL! lOl.' I+|°'-l H’l"’l [av, [‘X-,k(lll)]] ,
veV et ae€ Tn(V) ®& U, on a :

k(8a')

3 k(a") = 3[v,k(a)]

Bv,k(a)] + (—l)‘v|[v,3k(a)]

[Bv,k(a)] + (—1)‘Vl[v,k(6a)]

d'apré&s (IV.3.3) cette dernidre expression est égale a
k(édav(a) + (—l)lvlﬁdv(éa)) 1'injectivité de 1'homomorhisme k permet

de conclure @

8§ se prolonge de manidre unique en dérivation d'algdbre de Lie
sur L(T(V) ® U), on munit 1'algébre de Lie Der L(T(V) ® U) de la diffé-

roritielle [5,—], [Ta]. Nous avons alors
IV.3.4.2. Corollaire.
ad: (L(U ® V),3) —— (Der L(T(V) & 1), [§,-])

:s¢ un homomorphisme d'algébres de Lie différentielles graduées.
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Preuve : Soit o e L(U ® V) et ¢ € L(T(V) 8 U) d'aprés

Iv.3.3 k ad () = [o,k(p)] d'oin :

1]

k(s ad (9)) = 3k ad_ ()

Ba,k(p)] + (-1) la] [o,k(59)]

A o lels
k(adw(tﬂ) + (-1) ada(Glﬁ))

coome k est injectif nous obtenons
A _ A - la]A
§ ad () = ady (V) + (-1) " 'ad (§4).

Comme & est une dérivation de degré -1, la formule précédente s'écrit

ad, () =6 ad () - (—1)1““‘”5%(6@) = [.aa ] »

IV.3.5. Minimalité de la différentielle §.

Notons &, la partie linéaire de § et End L(TV) @ U) 1'algdbre
de Lie des endomorphismes de 1l'espace vectoriel T(V) @ U. Elle est munie

de la différentielle d'algdbre de Lie notée [bg,—].

Rappelons que par définition de 4&d :

ad_(T(V) 8 ) C T(V) 8 U, Vv e V.

d'oli 1'homomorphisme d'algébres de Lie
4d : @(V) > End(T(V) 8 U)

si 1'on munit @(V) de la différentielle 3 = 1 o 9 nous avons :

—

Iv.3.5.1. Lemme.
ad: @L(v),3) — (End(T(V) @ ), [5,,-])

est un homomorphisme d'algdbres de Lie différentielles.
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Preuve : Soit o € L(V) et $ € T(V) @ U d'apréds IV.3.4.2

A _ oA la| 4
§ ad () = adaa('ﬂ) + (=1) ada(ﬁlﬂ)

on considére les deux de compositions suivantes :

k(y) @ 3o ., ye L(T(V) 8 V)

da

W=o00 OGN, N7 erPram e .

Nous obtenons d'aprés (IV.3.3)

53 (f) = [o] +ad 0 + -nlel 5 (8, P+(50) %)
a 50{, o
Comme éda est une dérivation ada : EEZ(T(V) ® U)C LZZ(T(V) ® U), d'ol

édl(ﬂ) = ad_ () + (—l)'mI ada(élﬂ), que 1l'on peut écrire sous la forme
o

ad_ (®) = [6,,8d ](9) ®
30 e

1V.4. Remarques.

1) Supposons que la suite exacte

0+ @(T(V) 8 U),8) —~> @W(U @ V),3) —— ~ (L(V),3) + O

soit le modéle de Quillen d'une fibration, pér ce dernier lemme, on d&finit
une action de 1'algébre de Lie d'homotopie de la base sur 1'homologie de

la fibre

0 : H*GL(V),g)XH*(T(V) ® U,8,) > H (T(V) 8 U,8))

pla), WD) = [2a (]

Cette action coincide avec 1'action d'holonomie de la fibration [F-T-3].
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2) D'aprés (IV.3.5.1) si 3 est nulle gt 82(0) = 0, alors
62 est nulle, nous donnons un exemple ol la différentielle du modéle de la
fibre est minimale alors que celle du mod&le de l'espace total ne l'est pas.

Considérons le modéle de Quillen surjectif de la fibration cano-
nique §S = PS > S lorsque S est un bouquet fini de sphéres.

Notons (L(V),0) un modéle minimal de § d'aprés [Ea, Chap VI]

un tel modé&le s'éerit :

1LV e s 'v),3) > @V),0)

ot s :V~*>s ! V isomorphisme tel que [s_lvl = |v|]-1
M(v) =v et Ms vy =0 ;5 av=sg v Vvev

3 n'est donc pas minimale. D'apré@s (IV.2) un modéle de la fibre est donné
par (L(T(V) © s_lv),é), ce modéle est minimal puisque 3 =0 et que
-1
az(s V) = 0.
D'aprés [B-L] 1'homologie ré&duite de la fibre est telle que

f— AV n, p—
s ! H*(QS,Q) = T(V) @ s 1V, on retrouve ainsi le résultat :

H 95,00 = T(v) ¥ U L(v) = (I, (98) e o)

3) 81 k : L(T(V) 8 U),8) > (L(U ® V),3) induit 1'homomorphisme
nul en homologie, 1'algébre de Lie d'homotopie de la fibre est abélienne,
en effet : le crochet de deﬁx classes dans 1'algébre d'homologie
H*GL(T(V) ® U),8) est représenté par Eﬁ,w'], crochet de cycles représentant
les deux classes choisies. Eﬂ,w'] e L(T(V) & U).

Comme H*(k) = 0, k(#) est un bord dans (L(U & V),d) :

3& e L(U B V) tel que k() = 2a, alors
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k[0,0'] = k@, k@] = Po,k@)] =k 24, (")  d'aprés (1V.3.3)

comme k est injectif, nous obtenons [¢,w'] = adaa(W'), et puisque '
est un cycle (IV.3.4.2) entraine Ex,a'] =§ éda(W'), ainsi tout crochet
de déux classes dans H*(m(T(V) ® U),8) est nul ; ceci n'entralne pas que
la fibre a le type d'homotopie rationnelle d'un‘produit d'espaces d'Eilenberg-
MacLane (II.5.2).

Une démonstration du résultat (IL.3.1) qui utilise 1'homomorphisme
k n'est donc pas immédiate, cependant le ré&sultat suivant sur les fibrations
est une conséquence directe de la comptabilité de k et de &d signalée

en (IV.3.3).

1V.5. Proposition.

Soit F > E > B une fibration de Serre entre espace l-connexes,

de @-type fini. Alors

Nil L (F) ® @ < Nil IL_(%E) @ q + 1

L

Preuve : Ecrivons un modéle de Quillen surjectif de cette

fibration :

0 > L(T(V) 8 U),8) ——— L(U ® v),3) _r, (L(V),d) > 0

et supposons Nil H*(QE) ® § < n ; on considére le crochet de n+2 classes
dans H*(QF) ® @, il est représenté par un crochet de (n+2) cycles dans
L(T(V) @ U). De 1'identité de Jacobi, ce dernier crochet s'écrit comme

somme d'éléments de la forme Eﬁ,ﬂ’] oi ¥ est le crochet de (n+l) cycles;:
Par hypothése il existe o, é&lément de L(U ® V) tel que k(y) = da ; nous

en déduisons :
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k[0,0'] = h@,k@)] = Pok@)] =k ad) (') =k & ad (")

et puisque 1'homomorphisme k est injectif, Eﬂ,ﬁ']r est homologue 3 zé&ro B

1V.6. R-Q modéle et cofibration.

— Rappel : Si h:(L,d) > (L',3') est un homomorphisme d'a.f.d.g,
il existe un espace vectoriel gradué C et un quasi-isomorphisme u rendant

commutatif le diagramme

(L,3) —D— (L',3")

~

ne
(L Al L(C),9) —> @(C),d)

tel que (L(C),d) soit minimal si h est le moddle de Quillen d'une
cofibration entre espace l-connexe, (L(C),S) est le modé&le minimal de la

cofibre.

Examinons un exemple que nous utiliserons ultérieurement .

IV.6.1. Exemple. Modéle de la suspension d'un espace topologique
S pointé et l-connexe.
Soit (L(U),d) un modéle minimal de Quillen de §, la cofibration

canonique S » CS -+ IS & pour K-Q modéle
T
(L(v),3) > (U & s U),D) — (L(s U),0)

oi II(u) =0, I(su) = su et s : U — U isomorphisme tel que
|sul = lu| + 1 que 1'on prolonge en dérivation d'algdbre de Lie sur ML(V).

D est définie par Du = du

Dsu = u - s Ju Vue U
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Comme 9 est décomposable et que s est une dérivation, on obtient

D su=1(Dsu) = 0 ; L(sU,0) est le modéle de IS.

1V.7. La condtruetion fibre-cogibre.

I %
Considérons le K-Q modéle (L(U),3) > L(U & V),D) — @(V),D)

d'une cofibration S B AETT . S Ce- Notons Fq la fibre homotopique de

q, coome qo f vo , f se reléve en g ¢ S -*.Fq ; notons Cg la cofibre

homotopique de g :

IV.7.1. Proposition. La suite exacte d'homolegie rationnelle
réduite de la cofibration S - Fq > Cg se réduit 3 la suite exacte

courte

v v v -
0 > H(5,@) — H(F ,@) — H,(C,,0) >0

Preuve : D'aprés (IV.3) la fibre Fq a pour modéle de Quillen
(L(T(V) 8 U),6).
Rappelons que 82 : T(V) ® U > T(V) ® U désigne la partie
linéaire de & (IV.3.5)
+ +
[: Lemme . 52(T (V) 8 U) C T (V) 8 U
Ce lemme se démontre par récurrence sur n 2 l. i.e.

»

8,(T"(V) 8 )C ™w) 8 U
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pour n =1 : d'aprés (IV.3.5.1)

8,(VeU) =ad (V) + -Vl CHORY

DV
5dv(D21ﬂ € VO U et puisque Dy e L(V) et que A&d est homomorphisme
d'algébre de Lie 4&d : L(V) ~ End(T(V) 8 U), 4d_ (w) est un Elément
: : Dv
de T (V) 8 U.
Supposons que GQ(TJ(V) ® U)C T+(V) ®U pour 1 < j £ n, soit
v 8 § dans Tn+l(V) U, veV, fe T(V) ®U, on a :
. lv| .
6, ve P =ad_ () + (- & (s, 9. |
- . v :
Dv . |
Pour les mémes raisons que dans le cas n = 1, ceci est une somme de deux

+ . L
€léments de T (V) © U, ce qui démontre le lemme.

T(V) 8 U se décompose sous la forme : U ® T+(V) ® U et d'apres
les propriétés de la différentielle & (IV.3.5), 1'injection
L(U) > LU & T+(V) ® U) est un homomorphisme d'a.f.d.g ; un K—Q modéle

de la cofibration S -g—ﬁ'Fq —~*—Cg est donné par

L(U),3) > L(U & T (V) @ U),8) -2 (T (V) 8 U,3)

0 si uelU

p(u)
p(¥)

¥ si fe (V) 8 U

et L(T+(V) ® U,5) est un modile de Quillen de Cg. D'aprés [B-L] 1'homo-

logie rationnelle réduite de S de Fq et celle de Cg sontdonnées par

-1 v

1) s H*(S,Q) = H¥(U,3 )
-1 n N +

2) s H*(Fq,Q) = H*(U ® T (V) 8 U,9,)
-1 n + -

3) s H*(C »Q = H (T (V) @ U,8,)
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Par construction de ¢ , GQ(U) = BR(U) et d'aprés le lemme

démontré plus haut : 62 = 62 et

+ +
H¥(U ®T (V) ® U’GJZ,) = H¥(U,32) @ H*(T (V) ® U,(Sl)

Y r_\_, n, A%
H¥(Fqu) = H*(S,Q) ® H*(Cg9Q) »
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CHAPITRE V

TYPE D'HOMOTOPIE RATIONNELLE DES ESPACES DE GANEA

La définition topologique de la cocatégorie rationnelle d'un
espace 8, [&o]z s'exprime 3 1l'aide des espaces de Ganéa Gn(S), [Ca]z .
Aussi dans ce chapitre nous en calculons le type d'homotopie rationnelle.

Ceci nous permettra d'une part, de faire quelques remarques sur
1'homologie rationnelle des espaces de Ganéa et de calculer cocat G](S)

et d'autre part d'établir la relation ocat So S cocat S (chapitre VI).

V.1. Espaces de GanZa.

Soit (S,*) wun espace topologique pointé dans EGa]Z, Ganéa cons-—
truit une suite d'espaces topologiques Gn(S) et d'applicatien continues

fn : S > Gn(S) de la maniére suivante. On pose GO(S) = % et fo T8 > %

1'application constante, supposons Gn(S) et fn définis, si G (S)

désigne le cdne de fn et q 1'inclusion de Gn(S) dans G_(S) alors

Gn+1(S) est la fibre homotopique de q, :

’n+l(s)
fn+ll,’/ j
o0 f q
§ —L c_(s) —8 c_(8)

coome q o f£ est homotope 3 une constante, f se reléve en f
n n n+

n 1°

Gn(S) est appelé le n-iéme espace de Ganéa de S.
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V.2. Modele de Quillen de Gn(S).

Notons (L(U),3) un modé&le minimal de Quillen de 1'’espace teopolo-
gique 1 connexe, de @-type fini S, et soit s un isomorphisme d'espace
vectoriel s : U= s U tel que lsul = Iul + 1.

Posons @

V =s U
o
+
= >
Vn T (Vn—l) ® U pour n > 1.

V.2.1., Proposition.

Pour tout entier n 2 O, il existe une différentielle an telle

que (L(U @& vn),an) soit un mod&le de Quillen de Gn(S).

Preuve : Nous proc&dons par récurrence sur n, pour &€tablir le

diagramme suivant qui mime la construction tepologique

+
L(UerT (vn) ® U),8n+l) ~—
kn+1
¥ P
n _
L(U ® V.),5 ) > L(V_),3 )
n n oo n n
¥ P, -
L(U ® Vl),a1) ” L(Vl))al)
k)
P
@) —E—— LU eV 3 ) ————— L(V_),0)

La construction de Ganéa a pour point de départ la cofibration

S > CS * I8, qui a pour K~-Q mod&le (IV.5.1) :
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i p
(@(U),d) —— L(U ® s0),2 ) L (L(sD),0)

1'algébre acyclique L(U & Vo),Bo) est un modéle de Quillen de CS qui
a le méme type d'homotopie que GO(S).
Supposons avoir construit une différentielle Bn telle que

Bn(U) =93(0) et que L(U ® Vn),Bn) soit un mod&le de Quillen de 1'espace‘

Gn(S). ;

, —
D'aprés (V.5) un K-Q modéle de la cofibration § —E*-Gn(s) L Gn(S)

est donné par :
i

P -
--L» —-_.ll_—) ~
(L(u),d) (U ® Vn),an) L(Vn),an)

ol in est 1'injection canonique et P, homomorphisme d'a.£.d.g. défini

par Pn(U) =0, pn(Vn) = Vn.

Comme Gn+1(S) est la fibre homotopique de q un modéle de

)

Quillen de G_,,(S) est domné par (IV.2 et IV.3) : (L(U ® T+(Vn) ® )0

+1

oll
3 (u) =0 s1 uell
_ vl .
3 (veyP = adan(v)(‘”) + (1) ad__

lorsque v e Vﬁ et ¥ e T(Vn) U &

V.3. Une description de H (G (8),0Q).

V.3.1. Proposition.
") N
H*(GI(S),Q) = T(sU) 8 U

Preuve : Comme la différentielle du modiéle (L(U),3) de 1l'espace

S est minimale, nous obtenons 30 =p o 80 = 0. D'aprés le critére de
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B 4

minimalité de la différentielle sur le modéle de la fibre (IV.3.5.1),
L(U @ Vl),Bl) est un modéle minimal de Gl(S) ; 1'isomorphisme entre
1'espace vectoriel des générateurs d'un mod&le minimal de Quillen d'um

' N
espace S, et 1l'homologie réduite H*(S,Q), [B,ﬁ], permet de conclure ®

V.3.2. Remarque :
Lorsque n 2 2, le modéle L(U @ Vn),én) de Gn(S) n'est pas

minimal : d'aprés (IV.7.1) §n =p, 0 N n'est pas nulle, la partie

linéaire (3 )2 de 9 n'est donc pas nulle (IV.3.5.1).

n+l n+1l

-1n n
' 5 . =
D'aprés [B,L] : s H,(C_(8),0) = H (T(V__) 8 U, (3))).
Le résultat suivant est une conséquence directe de (IV.7.1).

V.3.3. Corollaire
n, n, Vv 4
H*(Gn(s)yQ) = H*(SsQ) o H*(Gn(s)’Q) ]

Le lemme suivant permet :

- de calculer explicitement (an)ﬂ pour tout n 2 2

- de retrouver un résultat de EF—T, ]3 sur 1'homologie rationnelle des

espaces de Ganéa.

V.3.4. Lemme. Pour tout n 2 2 et tout p 2 1

-

[ooi]v. ]
0...8v ) 8 u = E -1 I i-1 édv 0...08d_ 0...édV (u)
P i=1 1 5 () P

|v

(Bn) (vlev2

lorsque v. € vn—l’ l£isp et ued

Preuve : Nous faisons une récurrence sur l'entier p.

Lorsque p = 1, Vv € Vn— Vue U d'aprads (IV.3.5.1)

1,
(3 ) veu=ad (u).
n (v)

B

n-1
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Supposons la formule vérifi&e pour tout &lément de TJ(Vn—l) eu

. . _ 1~ p+1i
1 £ j<p etsoit ¢ v, e vy ® ... 8 Vol ® u un élément de T (Vn_l)ell
n ] IV1| !
(an)z(\()) = adé_ (v28v38...@vp+l®u) + (-1) advl((an)z(vze...@vp+18u))
n-1"1
= ad5 (v2@v3...@vp+l@u)
v
n-1'1
v | ptl lv.l..]v. |
s+ (-1) laa_ | J n 2 lag o..aa o..0 4d_ )| (u)
V1li=2 V2 Vp+1
n-1 i-1 P
fb+l ]v I..Iv._
=Y ! tlad oi.08d _o...0ad (W ®
i=1 V1 v, Vp+l
n-1 i

. - n,
V.3.5. Corollaire. EF~T]3 : pour tout n 2 1, H¥(Gn+l(s)’Q)

—_— N
est un H*(Q Gn(S), Q) module libre engendré par H*(S,Q).

Preuve : Pour teut n 2 1, munissons 1l'algébre tensorielle
T(Vn) de la différentielle, notée dn, induite par la différentielle

Sn de L(Vn). D'aprds le lemme précédent Vy e T+(Vn)’ Yue U :

¢ Y ®u-= dn(ﬁ) ® u

h+l)2

AU B ) . N _
d'oli s H*(Gn+l(s)’Q)’ qui est isomorphe & H*(T(Vn)QU,(3n+l)2), ([} IJ),
est un H*(T(Vn)’dn) module libre sur 1l'espace vectoriel U 1lui-méme iso-

-1
morphe 3 s 1H*(S,Q).

n N -
Oor H¥(T(Vn)’dn) = H*(U &(Vn?,dn) =U H*(L(Vn)’an)

et comme H*“L(Vn)’gn) est isomorphe 3 Hi(ﬂ Gn(S)) ® qQ, [ﬁ-L], nous
obtenons

n, et
B(T(V ),d ) = H,(2 G (), @) w
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V.4. Caleul de cocat GI(S).

[: V.4.1. Proposition Cocat GI(S) = 1.
Pour les besoins de la d@monstration de ce résultat, nous intro-
duisons une graduation sur le modéle (L(U ® VO),BO) de GO(S), de 1la

maniére suivante : pour tout j 3 1
Lwev)], =k alwev)).
0o'-j 1 1

Comme k1 est injectif, nous obtenons une graduation sur Im kl. Par défi-
nition de 1"homomorphisme d'a.f.g. kltihm €lément de EL(U 9 Vo)]j est

une somme de crochets contenant chacun j léments de U. Nous avons donc

&
[Lw e v)] =e(V) et puisque L(U OV ) 2 Im k, ® L(V ), la graduation

est entiérement définie.

V.4.2. Remarque. Il est clair que la graduation définie ci-dessus
posséde la propriété suivante : si Y ¢ [L(U @ Vo)]i et VY € EL(U ® Vo)]j
alors Eﬂ,W] € EL(U o Vo)]

i+j°

On &tablit alors :

— V.4.3. Lemme :

a) Yy e), (), e [Lwev)l,

b Wetwev), k2 We Lwov)l,

Preuve : a) Par définition de 30, (3 )2 est telle que
—_— o

(BO)Z(V) =u lorsque Vv = su et (BO)QU = 0. 1i.e.

(), tV >UcCL(e vl

(BO)R se prolonge en dérivation de Lie sur L(Vo) et transforme

P 22 s 2
un élément de L”° (Vo) en une somme de crochets constitués d'une part
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d'éléments de L(Vo) = EL(U ® Vo):l0 et d'autre part d'élément de
U C BL(U ® Vo)]l’ d'aprés le (V.4.2), de tels crochets appartiennent

a (L e vl

b) d'aprés (V.3.2) 31 est minimale : Vﬁ e L(U & Vo)’

>
3 el 2(UBV), doi k() e & [LWOV)]. ®
1 o 11 332 0'+j

V.4.4. Démonstration de la proposition.

I1 suffit d'aprés (II.1.4) d'établir que €4 GI(S) = 1. Soit

¥ e Laz(U 0 Vl) N ker 3 kl(w) e L(U® Vo). Puisque (L(U ® vo),ao) est

l’
acyclique, il existe o &lément de WL(U ® Vo) tel que kl(W) = Boa. Ecrivons
a sous la forme a = kl(w) ®R avec Y e (UG Vl) et B e L(V ).
: o

Posons B = Z Bl, B} € m*(v ) et 9 (B) = E (3 B). avec

.5, o ) Sp © '3

121 12

° M

(3,8); € (L e vo)]j.

D'aprds (V.4.3 a)), nous obtenons la relation :
io >io
(%) (3,8), =00 v, ye Lwev)] Ne °wev).
Comme k () =3a =k (3, y) +23 B et que k (%) e [Lwe Vo)]>,2
(V.4.3. b)), on a nécessairement (Bdﬁ)1 = 0 et en particulier d'aprés (%)
i
o _
() 8 "~ =o0.

i
B ®  &lément de m(vo) = EL(U ® Vo)Jo’ ne peut étre dans

Im(Bo)l qui est un sous—espace vectoriel de ﬁL(U ) Vo)]1 (v.4.3. a)).

i
Puisque (L(U @ Vo),ao) est acyclique, B © est nul et cela

pour toute décomposition de B , i.e. B = 0, d'ol

k() =20 =0k (¥) =k (¥

comme kl est injectif, nous obtenons J = alw L




- 68 -

CHAPITRE VI

LA CO-CATEGORTE RATTIONNELLE D'UN ESPACE

TOPOLOGIQUE ET L'INVARIANT COCAT So

Dans ce chapitre, aprés avoir rappelé la définition et quelques
propriétés de la cocatégorie d'un espace (notée cocat S) et cocat So’
définie comme la cocatégorie de son rationnalis&, nous établissons le

théoréme principal :
cocat § £ cocat S,
o o

Nous ne disposons d'aucun exemple oll cette inégalité est stricte.
La démonstration du théor&me (VI) repose sur les propriétés d'une nouvelle
filtration du modéle de Quillen de Gn(S) que nous établissons au paragra-
phe (2).

Dans le dernier paragraphe, nous utilisons encore cette filtration
pour montrer que cocat Gn(S) = n, lorsque S est un bouquet d'au moins

deux sphéres.

VI.1. La cocatégornie d'un espace au sens de Ganéa.

Soit S un espace topologique pointé&, pour tout n > O, fn et

Gn(S) désignent les applications et espaces définis en (V.1).

o —

VI.1.1. Définition : [Ca]z. cocat S est le plus petit entier
positif ou nul tel qu'il existe une application continue rot Gn(S) ~ 8

telle que r o fn v oI dS' Si un tel entier n'existe pas, on pose

Cocat S = =,
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Etant donné un espace l-connexe S, désignons par So son rationa-
lisé&, d'apras ETd]z Toomer définit cocat S, et montre la relation

cocat So £ cocat S.

VI.1.2. Remarques.

cocat S =1 si et seulement si S est un

. N - . 3
H-espace. Par suites les seules sphéres de cocatérorie | sont 8 , § et $7,

1) D'aprés [Ga]z s
alors que pour tout entier impair n, $2 a le type d'homotopie d'un espace
d'Eilenberg-MacLame 1i.e. cocat $2 = 1.

2) Dans le cas oli S est l-connexe Tommer, [To]z, démontre que
tous les espaces de Ganéa Gn(S) sont l-connexés et construit une équivalence
d'homotopie entre Gn(so) et (Gn(S))o. Ces deux espaces ont donc méme modéle
de Quillen ; 1'a.f.d.g. WL(U ® Vn),an) définie précédemment comme modé&le de

Gn(s ) est aussi un modE&le de Quillen de Gn(S)o, d'olt la proposition suivante :
o

—

VI.1.3. Proposition. Avec les notations de (V.2.1) €ocat So <n

si et seulement si il existe un homomorphisme d'a.f.d.g. r,

r o LU ® vn),an) + (L(U),3)

i Y
w}el que r o1 IﬁL(U)'

VI.1l.4. Corollaire.

Nil H*(QS) ® Q < cocat s0

Preuve : Il résulte de la proposition (IV.5) que

Nil(L, 96 (S)) 8 Q< n Vn > o.

.

Supposons cocat So < n, 1'homomorphisme i induit alors une in-
n

jection :
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H(in) : H*GL(U),B) -—*——~f—”'H*(m(U ® vn),an)

1§ Is

I (s) 8 Q ——— H*(QGH(S)) 8 Q

D'od Nil 1 (%8) 8Qs<n ®

VI.ThZon@me. Soit S un espace topologique pointé, l-connexe et de

O-type fini alors cocat S < cocat S.
e (o} o

VI.1l.5. Corollaire.

-~

1) cocatOS = | @&quivaut & cocat S0 =1
2) si cocat S = 2, cocat § = 2
) 0

3) si S est un espace coformel cocat S0 = cocatoS

Preuve : 1) D'aprés [ba]z et (I.3.4), cocat Sy = 1 ou

Cocat S =1 &équivaut 3 : S a le type d'homotopie rationnelle d'un produit

d'espaces d'Eilenberg-MacLane.
2) D'aprés (VI), cocat So € 2 et d'aprés le 1) cocat So # 1.

3) D'aprés (I.3.3) et (VI.1.4)
cocatoS = Nil H*(QS) ® @ < cocat S0 .

VI.2. Une graduation sur WL(U @ V).

On définit sur le modéle L(U & Vn) de Gn(S) une graduation

suivant la longueur totale em U : on compte les &léments de U qui appa-

raissent dans 1'&criture en crochet ainsi que ceux qui proviennent de Vn :

VI.2.1, Définition. Notons T 1'inclusion canonique

) "
L(U & VO) > U L(U ® Vo) =T(U & Vo).
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Pour tout j > O, on pose :

i
1
? o T(Vo) ® T (U) 8.... T(Vo) ®

F.T(U ® Vo) =
J I i,0...8ig=]

L
iZ
8T (U) & T(V)

-1

et Fj LU e Vo) =1 Fj T(U & Vo).

Notons K =k, o ... o0k :@L(U®V)>L(UBV) ol k, désigne
n 1 n n o i

1'homomorphisme injectif d'a.f.d.g. défini en (V.2.1).

1

On pose alors : F, L(UBV) =K F.,L(UGV)
i n n h| o

sz L(U @ Vn) = i?j Fi (U & Vn).

Si ¥ est un Elément de Fj L(u e Vn). On note (@) = j.

Reman_que;

- Fovm(U o Vo) = m(vo), sur L(U ® Vo) cette graduation coincide
avec celle introduite en (IV.1.2).

- > =
pour tout n > 1, Fo (U ® Vn) 0.

On vérifie directement les propriétés suivantes :

VI.2.2. Progriétés.

1) pour tout n > 1, si a € Vn’ 2(a) 2 n

2) soit ae F. L(U BV ) et Be€e F.L(UBSV) alors
i n j n

2[a,8] = i+j

3) Soit v € Vn— tel que A(v) =i et a € Vn tel que

1
2(a) = j alors v ®a € Vn et (v ® a) = i+j

4) S1i a € Fi (U e Vn—l) et Y e Fj (v e Vn)

R(ad_ () = i+j
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5) Pour tout n > 1 et tout j > 1

knFj L(U @ Vn) C Fj L(U @ Vn_l).

—_
VI.2.3. Lemme. Pour tout n > O
Vi >
anFj L(U o Vn). C F2j+1 LU @ Vn), jz0

Preuve : Posons 1'hypothése de récurrence suivante

B Werw _poev 23 _9) 2 L) +1

est vraie pour tout q > 1

l,q

[]
—

. Soit v e V0 et uel (v @ u) et

81 veu-= adaov(u) + (—l)Ivlﬁdv(au)

-—3 ve (L(U)) 1'idéal de @L(U ® Vo) engendrg par L(U). Cet id&al corres-

pond 3 F>l LU ® Vo).

5 .
- puisque 3 est dé&composable 3du € L’Z(U) d'oli, d'aprés (VI.2.2.4))
l(al(v Q u)) > 2.

Ceci démontre que H1 p est vraie.
’

. Montrons que H entraine H , soient ve V_ et
l,q 1,q+1 o

7 e Tq(Vo) U, 2(vedd =21 +1 et Bl ved-= 5d3 W + (-1)IV1§d.(B‘¢).
oV 4 v 1

On a vu que Z(BOV) > 1, de plus H fait que l(Blw) > 2,

l,q

la remarque 4) du (VI.2.2) permet de conclure.

2) Hn—1,¥ entraine Hn,l :

Soit v e Vn—l et ue U, L(v @ u) = L(v)+]1 et

3n vOu-= édan_lv(u) + (-i)]vladv(au)
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v) > 2(v)+1, d'autre part £(3ud) > 2. Nous obtenons

-~

d'aprés H » 203

n-1,% n-1

d'apréds (VI.2.2.4))

2 (v 8 1)) 2 A(v)+2 @

3) si H est vraie alors H entraine H :
—  n-l,* n,q ————— n,q+l

Soient v € Vn-l et P e Tq(vn—l) ® U, d'aprés (VI.2.2.3))

L(vOP) = 2(v)+2(J). On a an v e{y-= éda v(‘ﬂ) + (-l)lvlédv( )

n-1
1 -
d'aprés Hn—l,*’

(3 (V&)= LN+ (@)+1  (VI.2.2.4)) B

oA 'apré i > | I
z(an_lv) > 2(v)+1, d'aprés Hn,q’ z(anﬁ) > L(P)+1 d'ob

La récurrence précédente permet d'établir la relation du lemme
pour tout &lément de Vn et ceci pour tout n 2 1 ; pour &tendre cette
relation 3 tous les &léments de L(U @ Vn)’ nous utilisons le (2) de

(V1.2.2). Ce qui achéve la démonstration du lemme.

V1.2.4. Corollaire. Lorsque l'espace S est formel, pour tout

gl

n > 0, il existe une graduation sur 1'algdbre de Lie d'homotopie de Gn(S)

- j
H,(L(U 8V ),3 ) jg)l HY(L(U & V_),3 )

Preuve : Nous montrons que an est homogéne de degré +1 par

rapport 4 la graduation F introduite précédemment :

-

Ya > 0 2(3_9) = L()+1, VoeLwev).

S posséde un modéle minimalde Quillen a différentielle purement

quadratique d'ol :

2
Vueu Bou € L7(U) et Bosu € EL(U ] Vo)]1
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Ceci permet d'entamer une double ré&currence 3 partir de 1'hypothése :

B o YWer v _))eu, 20 9 = L)+l n21 et q23 1.

n,q

La démonstration est en tout point identique 3 celle du

lemme VI.2.3. @

VI.2.5. Démonstration du théoréme VI.

Pour tout n 2 O, in ¢ (@W(U),3) >~ (LU @ vn),an) désigne 1'in-
clusion canonique.

Congidérons g, " homomorphisme d'algébres de Lie graduées défini

. : > = =
par : g L(U ® Vn) L(U) tel que gn(U) U et gn(Vn) 0.

Remarquons que 8, ne commutte pas aux différentielles. Notons

I 1la projection canonique (L(U),3) —{L(U)/, ,9] , et h_ 1'homo-
n W) n

morphisme d'algébres de Lie graduées Hn °g -

A-Lemme : h :L(UBV),0 )— ( m(gj/// ,5) est un
e n n"’ n >
L

homomorphisme d'algébresde Lie différentielles gradudes.

Preuve : Soit v un élé&ment de Vn’ d'aprés (1) de (VI.2.2)

2(v) > n et d'aprés (VIi.2.3) BnV e T L(U ® Vn).

>n+1l
Notons GL(Vn)) 1'idéal de L(U ® Vn) engendré par m(vn)

alors :

_ ~on+l
FZnHIL(U ® vn) =L () ® (fL(Vn)) Nr

Zn+1iL(U ® Vn).

+1

. >n
Soient a € L V(U) et Y e (L(Vn)) N Fam+1 L(U ® vn) tels

que aﬁy = 0 @® Y, nous obtenons
il ) = II = Il = I =
n © gn(anv) n(gn(a ® ¢)) n(gn(u)) n(ot) 0.

Puisque 3 o hn(V) = 0, hn commute aux différentielles.
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B - Suite de la démonstration du théoréme.

Supposons cocatoS < n et notons (LW),5),u) un mod&le de

Quillen de (&(U) >n ,5) . D'aprés (I.3.2), il existe o et B homomor-
iL (0
phismes d'a.f.d.g. tels que le diagramme suivant commute 2 homotopie prés :

I
w(v),3) L “(KL(U) .3
/aL>“<u> )

~ @)

u

w(w),s) —£& (@.(U),d)

et B oa ™V Id.

Notons ﬁ; : L(U @ Vn),Bn) -+ (L(W),8) un modéle de Quillen de

: "]
1'homomorphisme d'a.f.d.g., hn’ il est tel que u o hn v hn’ d'oll le

diagramme suivant :

i
L(U),d) —2— L(U ® V.),9.)

(L(U)/\[,>n(u)’5) < @, —E— W,

Par construction de 1'homomorphisme hn, nous avons hn o in =1

A"

Nous obtenons poh oi ~h oi =1,
n n n n n

D'aprés le diagramme donnant la définition de cocatoS £ n, nous

N

avons 4 o a Vv Hn done u o hn in “u o a. Puisque p est un quasi-

o
n
h oi " a.

isomorphisme, nous déduisons : o

Posons r = B o hn : (L(U o vn),an) > (L(V),3). Il vérifie

r oi ~“Id d'oli cocat S < n. ®
n n (o)
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VI.3. Espaces de GanZa d'un bouguet de sph2res.

VI.3.1. Cas oi S est réduit 3 une sphére impaire.

2p+1

Proposition. Cocat Gn($ =1 pour tout n > 1.

$2p+l a pour modéle de Quillen (L.(u),0) ‘lul = 2p. Nous utilisons le

lemme suivant : pour tout =n > O, considérons sur L(u @ Vn) la graduation

introduite en (IV.1.2).

Lemme. Pour tout n 2 1 et V& € L(Vn)

2 e L(ue vn)]sl ,

Preuve du lemme. Comme la graduation considérée est compatible

avec la structure d'algdbre de Lie, il suffit de montrer le lemme pour

élément de Vn.

Pour tout n > 1 et tout q > 1, posons l'hypothé&se de récurrence
suivante :

. <q :
it Werw _pev save Lwev)]

1) H est vrai pour tout gq.

l,q

- lorsque q = 1. Blsu ® u-= [U,@] =0

- H entraine
l,q

Hl,q+l : soit P € Tq(Vo) @u su@fe [L(uéd Vl)]o
et 3 su @y = [u,q] + (-1)!3“l ad_ (3,0, L,9] ¢ Lw o vo)]1 et puisque

31$ € EL(U @ Vl)]sl’ adsu(alw) et par sulte Bl(su ® ¥) sont dans

[L(u @ vl)]sl.
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2) Hn—l,* entraine Hn,l

Soit veV |, vOuce [Lwev)l =ww),

3, v eus ada lv(u}. Par hypoth&se, il existe x e Vn et ve L(Vn_l)
n—-

tels que 93 _ v = kn(x) ® y, d'ol

an Ou = ﬁdkn(x)(u) + ady(u).

D'aprés (IV.3.3), édk (x)(u) = [x,u]. C'est donc un &lément de Lo Vn)]l.
n .

D'autre part, ¥y € lL(Vn__l) = B[,(u ® Vn_l)] o’ done z‘idy(u) appartient 3

L@ o vn)]o =L(V) d'od

2 e we [L(ue vn)]slk

3)—8—1Hn-1,!f est vrai Hn,q entraine Hn,q+l

QA q
Soient Vv € Vn-l et P &T (Vn—l) ® u, v Y e VnC [lL(U o Vn)]o

= & |V|A ' =
et Bn veys= ada V(\P) + (-1 adv(an\D). D'aprés Hn—l

2
n-1 o*
1 ~
an__lv € [lL(u ® Vn—l)]sl d'oli
X
ad, (9 e Lu @ vn)]sl
n-1
D'autre part, comme éidV est une dérivation
advﬁL(u ® Vn)]sl - liL(u ) Vn):lsl’ Hn,q+l est donc vérifiée.

Ceci achéve la démonstration du lemme.

Démonstration de la proposition.

2p+1) =1

D'aprés (ITI.1.4), il suffit de montrer que eoGn(S

pour tout n 2 1.




- 78 -

2p+1l

Nous avons vu (V.4) que eoGl(S ) = 1. Supposons

2p+1

> \
Cocat0 Gn_l(S ) =1 et considérons un &lément ¥ de L‘Z(u ® Vn)‘w ker Bn.

kn(ﬁ) € Laz(u ® Vn—l) N ker 8 -1 5 par hypothése il existe ¢ élément de

L(u ® Vn) et vy éElément de L(Vn_l) tels que kn(W) = Bn_l(kn(w) ® v), ce

qui nécessite 8n—1Y =0, 1i.e. an_ly € Im kn' D'aprés le lemme ci-dessus,

= ' ol 1

3& € Vn N ker Bn tel que an_ly kn(a), d'oli la relation

kn(m) = kn(anw) + kn(a) et par suite, puisque kn est injectif, ¢ = an+a.
>

Comme 1 est dans L’z(u ® Vn), o = —(Bn)lw. Ainsi o est homologue a

zéro et ! l'est aussi. ®

VI.3.2. Cas oii S est réduit 3 une sphére paire.

Proposition. cocat G2($2p) = 2.

Preuve : Notons (L(u),0), |ul| = 2p-1, un modéle de Quillen de

$2p. On considére la dé&composition (VI.2.1)

L(u ® v2) = {LSZ(u) ® (Fzz"‘(“ ® Vz)) N (tL(Vz)),

d'aprés (VI.2.3) F>2l(u ® VZ) r\(m(vz)) est un idéal différentiel.

D'oli (L(u ® vz),az) est isomorphe a 1'algébre de Lie produit

L (u) ,0) x (F Lu® Vv, N@w.),d,|.

( Az3(u) 2 2 2 2,

Comme CocatO GI(SZP) = 1, 1'homomorphisme k2 :

ky t (F,, L(u ® V) N (@(V,)),3,) — @ (uov),3)

induit 1'homomorphisme nul en homologie. D'aprés [?—T], F>2 Lu ® V2) r\(L(Vz))
est modéle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. Il est donc de

cocat | égale 3 1,
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>3

d'autre part, cocato(!L(u)
"7 (u)

,0) = 2. Il résulte du (c) de (I.4.2)

que

2p, _ -
cocat G2(S ) = cocat(L.(u ® V2),82) 28

VI.3.3. Proposition. Soit S un bouquet de deux sph&res au moinms,

alors Vn > 0, cocat Gn(s)o = cocat Gn(S) = n.

Preuve : D'aprés (VI.2.4), Yn > o, an est homogéne de degré +1
par rapport 3 la graduation Fj L(U & Vn) définie en (VI.2.1). Comme BnU =0

et que VnC FanL(U ] Vn) nous obtenons
n n
H*(iL(U ® vn),an) =L (U) @ ker 3 n Vn N FnL(U ® vn)

d'ol Nil H*(Q Gn(S)) ® @ > n. D'autre part, pour tout espace pointé&, S,
Ganéa démontre : [Ga]z, cocat Gn(S) < n. Le corollaire (VI.1.4) pefmet

de conclure 8@
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La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d'un espace topologique

S est définie comme le nombre minimum, moins un, d'ouverts contractiles

dans S constituant un recouvrement de S. C'est un invariant homotopique

1ié 3 la structure multiplicative de la cohomologie. En 1960, Ganéa donne
une définition de la catégorie qui se dualise au sens d'Eckmann-Hilton, dé-

finissant ainsi un invariant homotopique appelé& cocatégorie de 1'espace S.

Cet invariant est 1ié a

la structure de 1'algébre de Lie d'homo-
topie de l'espace et par suite trés difficilement calculable.

L'objet de ce travail est la construction d'une approximation

notée cocatoS, de la cocatégorie d'un espace simplement connexe 8.

Nous démontrons que cocatoS est un invariant du type d'homotopie
rationnelle qui est calculable 3 partir du mod&le de Quillen de

S aussi
bien qu'd partir du mod&le filtré de

S.
Nous établissons des inégalités entre cocatoS, la nilpotence de
1'algébre de Lie d'homotopie rationnelle de
spectrale d'Eilenberg-Moore de
lisé.

S, un invariant 1ié 3 la suite

S, et la cocatégorie de 1'espace rationa-

Mots clés :

Homotopie, Fibration, Homotopie rationnelle, Cocatégorie.




