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I N T R O D U C T I O N  

La construction d'invariants algébriques facilitant l'étude des 

espaces topologiques constitue un principe fondamental de la topologie algé- 

brique. Leur détermination explicite reste d'ailleurs souvent un problème 

ouvert, même pour ceux exprimés sous formes d'entiers naturels. Parmi eux 

la catégorie de Lusternick-Schnirelmann d'un espace topologique S, notée 

cat S, tient une place prépondérante. 

D2dinLZian. cat S est le plus petit entier n tel que S 

soit réunion de (n+l) ouverts contraciles dans S. 

Primitivement introduit en calcul de variation, il s'est révélé 

de première importance en topologie algébrique, après les travaux de 

G. Whitehead. Ce dernier démontre son invariance homotopique, à partir de ' 

la caractérisation suivante : 

Th2ahème ri]. Soit A : S + S 
n+ l 

la diagonale et 

i : T~(s) + snfl l'inclusion du bouquet garni (fat wedge) dans le produit 

n+ 1 
cartésien S . cat S n si et seulement si il existe une application 

continue : S -+ T~(s) telle que i O I/J soit homotope à A. 

T. Ganea fournit une deuxième caractérisation, mieux adaptée à 

une dualisation au sens Eckmann-Hilton sur laquelle nous reviendrons. Pour 

cela, il construit une suite d'espaces topologiques et d'applications 

continues f : E (S) -+ S de la manière suivante : 
n n 

Soit f : P(S) -t S, la fibration universelle, posons 
O 

E (S) = P(S). Supposons avoir construit fn : En(S) + S, et désignons par 
O 

j n : Fn(S) -+ En(S) l'inclusion de la fibre homotopique de 
fn ; 



En+ 1 (S) s'obtient alors comme le cône de jn 
. Le prolongement de f à n 

En+ 1 
(S) envoie le cône de F (S) sur le point base de S et définit ainsi n 

fn+ 1 : E,+~(S) + S. 

Théonème [~a] : cat S ( n si et seulement si il existe une 

application continue s : S -+ En(S) telle que f O s soit homotope 2 n n n 

l'identité de S. 

Le calcul général s'avérant toujours un problème ouvert, 

T. Toomer en considère une approximation. Supposons désormais que S a le 

type d'homotopie rationnelle dtuh CW-complexe, 1-connexe à nombre de Betti 

finis (S est dit de Q-type fini) et désignons par 
O 

le rationnalisé 

( p-M-R] ) de S. 

Théonème [TOI : eat S i cat S 
O 

Mais surtout s'ouvre la possibilité de calculer cat S à partir de la suite 
O 

spectrale de Milnor-Moore de l'espace S. Cette dernière fournit un nombre 

e(S) minorant cat S0 et Toomer conjecture l'égalité. 

Un contre exemple (e = 2, cat = 3') est donné par Lemaire-Sigrkst 

[L-s], un deuxième construit par Félix-Halperin-Thomas CF-H-T] (e = 2, 3 

cat = w) enlève tout espoir d'une relation liant e(S) et cat So. 

Se pose alors le problème de définir cat S sans faire intervenir 
O 

la construction topologique du rationnalisé 
so> 

c'est chose faite par 

Y. Félix et S. Halperin, avec la théorie du modèle minimal de Sullivan de 

S : Notons (AX,d) un tel modèle, AX se décompose naturellement suivant 

i 
la longueur des mots AX = B A X. 

i>O 



Théat~ème [F-H] : cat s < n si et seulement si la projection 
O 

canonique (AX,d) + 2 )  admet une rétraction homotopique. 

Des invariants duaux, au sens Eckmann-Hilton ( [Hi] ] ) ,  sont égale- 

ment introduits par T. Ganéa, P; Hilton et J. Hopkins. Plus précisément : 

- Par une construction duale de celle donnée ci-dessus pour la 
catégorie d'un espace S, T. Ganéa, définit dans [ ~ a ] ~  la cocatégorie de 

S. C'est un invariant homotopique, notons le cocat S. 

- P.J. Hilton, définit dans un invariant not6 "class" 

dans la catégorie des complexes semi-simpliciaux, en dualisant l'interpré- 

tation en bouquets garnis de G. Whitehead. 

- Beaucoup plus récemment J. Hopkins, [HO] , à partir des limites 

homotopiques projectives et inductives, dualise la définition originale de 

la catégorie d'un espace, il introduit ainsi l'invariant "Sym cocat S" 

et demontre : 

cocat S < Sym cocat S. 

Dans ce.travai1, nous étudions les deux premières dualisations, 

avec la théorie du modèle minimal. Nous distinguons deux étapes : 

Pxemiètte &tape. 

- Nous dualisons la définition de la catégorie rationnelle d'un 

espace telle qu'elle a été donnée par Y. Félix et S. Halperin CF-H] , on 

définit ainsi l'invariant homotopique noté cocat S à partir du modèle 
O 

minimal de Quillen de l'espace S. Nous le comparons par la suite à d'autres 

invariants de l'homotopie rationnelle de S (Théorème 7 . 4 . 2 . ) .  



- Nous définissons ensuite l'invariant ro(S) (dual de e(S)) 

à partir de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de l'espace S. Désignons 

par Nil s*(RS) @ Q la nilpotence de l'algèbre de Lie d'homotopie de l'es- 

pace S ; nous avons alors : 

Théakéme. Soit s un espace topologique, pointé, 1-connexe 

et do Q-type fini. Alors 

Nil \(RS) 8 Q < L~(S) < c O C ~ ~  Si 
O 

. Lorsque S est coformel ces trois invariants sont égaux 

. Lorsque S est formel E (S) = cocat S. 
O O 

- ~'ada~tation de l'invariant "class" de Hilton [~i]~, à la 

catégorie des algèbres de Lie graduées et différentielles fournit un nouvel 

invariant du type d'homotopie rationnelle d'un espace S, on le note 

h (S)  . Nous montrons ho(S) = e0(S). 
O 

- Le principe de dualité Quillen-Sullivan ( CF-T] ) permet encore 1 

d'exprimer cocat S en terme de modèle filtré de S, au sens Halperin- 
O 

Stashef f ( CH-S] ) . Comme conséquence nous obtenons : 

Conolhike.  Si S est formel alors 

cocat S i 2  ou c.ocat S = m. 
O O 

- Cependant un résultat fondamental (par ses différentes 

applications [F-H-T] ) de [F-H] , le "Mapping theorem" n'admet aucun 
132,394 

énoncé dual (III. 2). 



D~uxième &tape. 

Nous mimons algébriquement, à l'aide des modèles de Quillen, le 

procédé de construction de Ganée, qui permet de définir cocat S [~a]~. 

Pour cela nous explicitons un modèle de Quillen de la fibre 

homotopique d'une application continue entre espaces topologiques 1-connexes. 

Ceci permet de calculer un modèle de Quillen des espaces de Ganéa, de définir 

cocat S et de la comparer à cocato S. 
O 

ThéokZme. Soit S un espace topologique pointé, 1-connexe, 

et de Q-type fini alors cocat S cocat S. o O 

Coko&?aitre. Lorsque S est coformel cocat S = cocat So. 
O 

Ceci confirme la conjecture Cocat S = cocat S pour tout 
O O 

espace S, résultat- dual de celui obtenu, pour la catégorie rationnelle, 

par Y. Félix et S. Halperin dans [F-HI . 

Nous avons suivi les notations et définitions utilisées par 

D. Tanré dans "Homotopie rationnelle : modèles de Chen, Quillen, Sullivan". ! 
Nous renvoyons le lecteur à cette référence, ce qui nous évite d'alourdir 

plus ce texte par des rappels. 



C H A P I T R E  1 

Dans ce chapitre nous rappelons les notations et définitions de 

base. Nous définissons ensuite la cocatégorie d'une algèbre de Lie différen- 

tkelle graduée et d'un espace topologique 1-connexe, de type fini. Pour cela 

nous dualisons au sens dlEckmann-Hilton, la définition de la catégorie 

rationnelle présentée par Y. Félix et S. Halperin [F,H]. 

Nous comparons ensuite cet invariant à la nilpatescq de l'algèbre 

de Lie d'homotopie rationnelle et étudions sa compatibilité au produit Carté- 

sien de deux espaces. 

Enfin, pour tout entier, nous exhibons un espace de cocatégorie n. 

1.1. Rappekb et d Z ~ i W a n n .  

1 . 1 . 1 .  a.l.d.g, modèle de Quillen. 

. Les espaces vectoriels et les algèbres sont définis sur Q l 

. Une a*l-d.g(~,a) est une algèbre de Lie différentielle, graduée 
(L = @ L ) , 1-réduite (Lo = O) et de type fini (pour tout p, L espace 

P>O P P 

vectoiiel de dimension finie). Rappelons que alP= Lp-I* 1 
I . Etant donné un espace vectoriel gradué V, L(V) désigne 

i 
l 

l'algèbre de Lie libre, graduée, engendrée par V et b (V) le sous-espace 

vectoriel de L(V) engendré par les crochets d'éléments de V, de longueur i. , i  
on pose L" (VI = 18 hi(v). 

i> j 



. Un homomorphisme dla.l.d.g. : (L,a) -+ (L',at) est un homo- 

morphisme d'algèbresde Lie graduées, compatible aux différentielles 

. Un quasi-isomophisme est un homomorphisme dla.&.d.g, induisant 

un isomorphisme en homologie (il est désigné par =) 

. Toute a.1.d.g (L,6) possède un modèle libre de Quillen [B-L] 

unique à isomorphisme près : il s'agit d'un couple L(V),),) ou 

$ : (k(V,a) -+ (L,a) est un quasi-isomorphisme. Le modèle de Quillen est 

dit minimal si aV C iLS2(v). 

S'il n'y a pas d'ambiguité on appelle également modèle 1'a.l.d.g. 

(IL(v), a). 

1.1.2. Retraction. 

On considère h : (L,6) -+ (LI,&') homomorphisme dla.&.d.g et 

((iT.,(v),a),il) ; (resp ((L(v') un modèle de 0uillen de (~,6) 

(resp. (L1,6')). 

Dé~iniXian. 

r L'homomorphisme h fait de (L,6) un retractede (L1,6') s'il 

lexiste a et f3 deux homomorphismes dla.l.d.g. tels que le diagramme sui- 

vant commute à homotopie près 

6 est une rétraction homotopique de h. 



On dit aussi que (LYS) est rétracwde (~'~6'). 

Le signe "0 désigne 1 'homotopie dans la catégorie LDG [B ,LI , 
[~a, Chap II] . 

1.2. CucaXégatUe d'une a.1.d.g ( ~ ~ 6 )  

1.2.1. Définition. Soit (lL(V),a) un modèle minimal de Quillen 

( de (L;6). On dit que cocat(L,d) 8 n si la projection panonique 

: ~L(v) + k(~)/,>n(~) possède une rétraction homotopique. S'il n'existe 

aucun n pour lequel T possède une rétraction homotopique sn pose 
n 

cocat(L,d) = 

- 
1.2.1. Remarque. L'unicité à isomorphisme près du modèle minimal 

de Quillen d'une a.1.d.g. montre que la définition précédente a bien un sens. 

En particulier deux a.L.d.g. quasi-isomorphes ont la même cocatégorie. 

r 1.2.2. Lemme. Si cocat(L,S) n alors la projection canonique 

induit une injection entre algèbres d'homologie (i.e. ) 
l n  

1 (VI n ker SC 6(L(V)). 

Preuve : Par définition cocat(L,a) c n équivaut à : il existe 

0s et $ deux homomorphismesd'a.~.d.g. tels que 

( 0 )  J , o a % T  ( ( i L ( W )  ,$) est un modèle de Quilleq de 
- 

( 0 . 3  O a % Id 
CV) 

~'a.L.d.~ (iL(~fi=>n(~~ , 2) 



- 1 
d'où id =Ht(B) O H,%(a)  =H*(B) OH*(+) O ~ * ( a )  et H*(T) est injectif.@ 

1 . 3 .  Qcatégohie ~aAionneUe de s : cocato (s) . 
S désigne un espace topologique, pointé, 1-connexe qui a le 

même type d'homotopie qu'un CM-complexe de type fini (i.e. vp dim IIP(S,4))<+m). 
Rappelons que le foncteur PL-forme construit par Sullivan [SU], 

noté ApL associe à chaque espace topologique, S, une algèbre différentielle 

graduée commutative (A (S) ,dS) d'algèbre de cohomologie A*($ ,Q) . 
PL 

1.3.1. Modèle de Quillen d'un espace, formalité, CO-formalité. 

1) Une a.L.d.g (L,a) est appelée modèle de Quillen de l'espace S, 

?k 
[~a], s'il existe : C (L,a) + ApL(S) où u est un homamorphisme d'algèbre 

différentielles graduées commutatives induisant un isomorphisme en cohomologie 

et C* le foncteur cochaine de Koszul. 

2) Si ce modèle est minimal : L = L(V) et aV C L'~(v), il 

vérifie [B-L] : 

'L 'L 'L 
1) Vq = H (S,Q) OU H est le foncteur homologie réduite 

q+ 1 

isomorphisme d'algèbres de Lie entre H*(L(V),a) et l'algèbre de Lie d'homo- 

topie de S (pour le crochet de Samelson) notée T (QS) 8 q. 
% 

3) Espace formel : [L,s] l'espace 1-connexe S est dit 

formel si aV C [v,v] C L(V) : la différentielle du modèle minimal de Quillen 

est purement quadratique. 

4) Espace CO-formel : [L,s] l'espace 1-connexe S est dit 

coformel s'il existe un quasi-isomorphisme d'algèbresde Lie 



1.3.2. Définition. Soit (L,a) un modèle de Quillen de l'espace 

topologique S, cocato(S) = cocat(L,a) est appelé cocatégorie rationnelle 

de S. 

'r 1.3.3. Remarque. cocato(S) est un invariant du type de l'homotopie 

1 rationnelle de S. En particulier pour un espace coformel 

1.3.4. Exemples. 

O) cocat (S) = O équivaut à dire que S est contractile 
O 

1) cocat (S) = 1 si et seulement si S a le type d'homotopiq 
O 

1 rationnelle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. , 
i 

En effet si cocato(S) = 1, la projection canonique 

T : ((v),) + (V,), V étant muni de la structure d'algèbre de Lie tri- 1 
" J: 

viale, induit une injection H*(iL(V),a)c---I V ; (lemme 1.2.2.). Notons W 1 
1 

un supplémentaire de T*(H*(IL(V),~)) dans V et p la projection canonique 

T 
p : v -+ v/~ ; alors p O n : (L(V) ,a) - (V,o) & (v/~,o) est un quasi- 

isomorphisme I 

2n 
2) pour tout n 3 1, cocato(S ) = 2 : 

2n . D'après 1) cocat (S ) > 1. 
O i 

2 n 1 . % a pour modèle de Quillen (L(x) ,O) 1x1 = 2n-1. La projection 

2n 
canonique (e(x) ,O) + (IL(x)/~>~(~), 0 )  est un isomorphisme d'où cocat ( S  ) s  2 8 

O 

1 .4. Cocat e;t au;Dre~ hnva,tian& d ' homo;topie muXonne&?e. 
O - - 
1.4.1. Définition. Soit L une a.e.e. L,(l) = L et pour n 2 2 

= CL(n-l) ,LI forme la suite centrale descendante. La nilpotence de L 

notée Nil(L) est la longueur maximale des crochets non nuls d'éléments de L: 



1.4.2. Théorème. 

s Nil(L) 

a) Nil(H,(L,a)) s cocat(L,a) 

s SUP{P/H (L,a) # 01 
P 

b) si (L,a) est un rétracte de (L' ,a') alors 

cocat(L,a) s cocat(~',a') 

C) cocat((L,a)x(L1,a')) = Sup(cocat(L,3),docat(L',a1)) 

La preuve est réportée en fin de chapitre. 

1.4.3. Corollaire. Pour un espace coformel S 

Preuve : D'après a) lorsque la différentielle sur L est nulle 

D'après la remarque (1.3.3). 

1.4.4. Exemple [~h] : une variété de Stiefel a le type d'homotopie 
1 

rationnelle d'un produit de sphères impaires : SO'~~,/,O (2,-2p+ 1 et 

s0(2n+ '&0(2n-2~+ 1 )  
; ou bien d'un produit de sphères impaires et d'une 

sphère paire : 

D'après le c) du théorème 1.4.1 et les exemples 1) et 2) de 1.3.4, les 

variétés de Stiefel sont de cocat égale à 1 dans le premier cas et égale 
O 

à 2 dans le deuxième cas. 



1.4 .5 .  Remarques. 

1) il n'existe en général aucune relation entre Nil(L) et 

SU~{~/H (L,a) z O). 
P 

En effet : a) prenons L = (IL(x),O), 1x1 = 4 

*) si L est le modèle minimal de Quillen de 

K(Q92)xK(Q,2) ; L n'est pas nilpotente (Nil(~) = w) alors que 

2) La première inégalité de la partie a) peut-être stricte. 

Exemple : prenons pour L le modèle minimal de Quillen de 

w2 : (E,(x,x~),~) lxi\ = i, ax = O ,  ax = [x,,~,], 1 3 
2 

Ha(iL(x ,x ), ) = IT ( R C P  ) 8 Q est une algèbre de Lie abélienne (de nilpo- 
1 3  * 

tente 1) alors que cocat(~L(x x ) , a )  = 2 comme nous le verrons en (11.5.1 ,). 1 3 

3) Le principal intérêt de cocat(~,a) r sup{p ; H~(L,~) # 01, 

est de pouvoir affirmer que cocat d'un espace est fini lorsque ces 
O 

groupes dlhomotopie sont nuls à ~artir d'un certain rang. Ce dernier ne 

constituent cependant pas une bonne approximation de Cocat : 
O 

2n+ 1 2n+ 1 
Exemple : cocat (%  ) = 1 < sup{p/~~ (OS ) 8 Q) = Zn 

O P 

I 1 . 4 . 6 .  Corollaire. Soit S un espace topologique pointé, 1-connexe 

de type fini vérifiant .rr CS) 8 Q = O pour Q < n et q > F alors 
q 

La preuve est reportée en fin de chapitre. 



l&ma/Lcl~e. Cet te  majora t ion  e s t  encore g r o s s i è r e  puisque 

2 
c o c a t  (W ) = 2 ; n = 1 ,  P = 5. E l l e  permet cependant de f a i r e  l a  cons- 

O 

t r u c t i o n  su ivan te  : 

1.4.7.  Construct ion d 'un  espace topologique de coca t  éga le  à 
O 

n ,  pour chaque e n t i e r  n donné. 

On cons idère  l e  CW-complexe 1-connexe S ~ b t e n u  en a t t a c b a a t  des 

2 2 
c e l l u l e s  à Sa V de manière à annuler  tous l e s  groupes d1homotopie 

2 2 
1~ ( S  V %  ) avec p > n+2. 

P a  b 

On a donc d 'après  l e  c o r o l l a i r e  précédent  coca t  (S) ' n.  autre 
O 

p g r t ,  l e  modèle de Qui l len  d'un t e l  espace e s t  de l a  forme &(a @ b $ V),a)  

où la1 = Ibl = i e t  'Vv e V Ivl > n+2, aa = ab = O e t  s i  v ,  élément 

de V e s t  t e l  que I V ]  = n+2 
n+ 1 

a l o r s  av 6 (lL(a,b)n+l = L ( a ,b )  . Donc t o u t  

n 
élément y de IL (a ,b)  e s t  un cyc le  non homologue à zéro ,  s a  c l a s s e  d'homo- 

l o g i e  e s t  un c roche t  de n c l a s s e s  d'homologie r ep ré sen tées  par  l e s  cyc l e s  

a e t  b a i n s i  Nil(n*(RS) 8 0) 3 n .  D'après l e  a )  du théorème 1.4.2 

cocato(S) 2 n d'où cocat  ( S )  = n .  
O 

Démonstration du théorème 1.4.2.  -- 

a )  N i l  H*(L,â) s coca t (L ,â )  

- v r a i  pour coca t (L ,a )  = 

- Notons (a (V) ,a )  un modèle minimal de Qui l len  de ( L , 6 )  e t  

s o i t  [yl] , . . . , (n+l )  c l a s s e s  d'homologie (yi cyc le  dans L(V) 

r ep ré sen tan t  de l a  c l a s s e  [y.] ) . Le crochet  y des ce s  (n+ l ) - c l a s se s  a pour 
1 

r ep ré sen tan t  un c rochet  formé par  l e s  ( n + l )  cyc les  
yi. 

y e s t  donc un élément 

de tL in+ l (~ ) ,  o r  d 'après  l e  lemme 1.2.2.  s i  l ' o n  suppose que coca t (L ,â)  6 n 

on a 

IL'"+ ' (v)  n k e r  a C a (a  (v) ) 



cocat(L,6) s Nil(L). 
- - 

Soit (lL(V), a) 
9 t (L,6) un modèle minimal de Ouillen de 

(L,6). Si Nil (L) = p alors $(L'~(V)) = 0, par suite J )  induit un homamcr- 

- 
phisme dla.l.d.g $ : (IL(V&>P(~) ,a)  -+ ( L , 6 ) .  

- 
Soit ( R(w) ,d) ,ri) un modèle de Quillen de (L(v)/~>P , a) , 

dlqprès le lemme de relèvement [Ta, Chap II], il existe deux homomorphismes 

dla.l.d.g a et f3 (a modèle de n et B modèle de 3) tels que le 
. . 

diagramme suivant commute à homotopie près : 

Onaalors $ o B o a % $ o p o a a $ o n = $ .  

$ est un quasi-isomorphisme, donc d'après [Ta, Chap. II] , 

Considérons la décomposition en sous-espaces vectoriels engendrEs 

par les éléments de même degré 



si l'on suppose que H (L,6) = H (IL(V) ,a) = O pour q > P alors 
q q 

(a(v) ) 2p+ 1 + (aL(v))p+l est un idéal acyclique et la projection canonique 

est un homomorphisme d'a.l.d.g. surjectif dont le noyau est acyclique, il 

induit donc un isomorphisme en homologie, d'autre part comme V < l  = O alo~s 

L'~+l (V) C 
) 2p+ 1 

et 

b) Vrai pour cocat(~',6') = m.  Supposons ~ocat(~',6') n, 

soit h : ( L , 6 )  + (L' ,ô1) un homomorphisme d1a.1.d.~. possédant une rétraction 

homotopique. Notons L V  a ) ,  et V , les modèles minimgux 

respectifs de (L,6) et (~',6'), f et g les deux homomorphismes 

dla.l.d.g. donnés par la définition de la rétraction. f :  (k(v> ,a> + ( ~ ( v ' )  ,a') 
- 

induit un homomorphisme dla.l.d.g. f entre les algèbre quotients 
- 
f 

('(';/;n IL (VI 93) -('(v',,/h>n(Vl)y à ' )  • si ilon note ((.(VI ,a> ,u>, 

(((~'),d', ) les modèles de Quillen respectifs de celles-ci nous obtenons 

'-b 

le diagramme suivant, commutatif à homotopie près, oc h est un modèle de 

Quillen de ?, et ' les projections canoniques, a et a' leurs 

modèles de Quillen respectifs. 



- 1 1  + 
1 

l'homomorphisme dla.C.d.g. f3' : (&(W1),d') -t (L(V'),al) vérifie 

f3' O a' % Id par hypothèse. 

'L 
p' est un quasi-isomorphisme, d'où a' O f 'L h O a l'homomorphisme 

'L 
B = g O B '  O h : (L(W) ,d) -+ (iL(V),a) est tel que 

c) Rappelons d'abord la construction du produit dans la catégorie 

LDGy [~a] : 

. soient (L,a) et (L',a1) deux a.l.d.g. (~,a)x(L',a') a pour 

espace vectoriel sous jacent L 8 )  L'. Si x î L et x' c L', (x,xl] O 

. (~,a) et (L' ,a1) sont deux sous-a.1.d.g de (L,a)xCL1 ,ar) 

i . (~,a) ----t (~,a)x(~',a') * (~,a) p o i =  
IdL 

i ' . (~',a') - (L,~)x(L',~') P' ~ a )  p' O i '  = ldL, 



. les homomorphismes dla.l.d.g. i et i' font de (L,a) et 

de (LI ,a1) des rétractes de (L,~)x(L', a ' )  (notée aussi (LXL' ,axat)). 

D'après b) 

. Supposons que cocat(L,a) cocat(ll ,a1) < n (le cas où l'une 

des deux cocatégorisest égale à l'infini est trivial). Avec les notations 

précédentes nous avons le diagramme suivant : 

axa ' (a(v) ,a)x(a(vl) ,a1) ---3 (IL(W) ,d)x(k(W1) ,dl) 8x8' + (LN) ,a)~(~(v'),a') 

x produit de deux quasi-isomorphismes est un quasi-isomorphisme et 

(f3x~') O (axa') = (~oa)x(~'od') = IdxId. 

x iL(V1) < n ; d'après a) 

Cocat(L(W)xL(W1),dxd') 5 n et d'après b) 

Démonstration du corollaire 1.4.6. 

Notons (iL(V) ,a) un modèle minimal de Quillen de S d'après 
'L % 'L 'L 

[B-L] : v = B vi où V. = H ~ + ~  
1 

(s,g) avec vn 2 H ( s , Q )  = nn+,  (S I  @ 9 
i2n 

n+ 1 



Avec les notations de la démonstration du théprème 1.4.2. l'idéal 

1 = + (alL(V)) est acyclique et par suite la projection canonique 
P P - 

(K(V) ,a) - (IL(v)/, , a) est un quasi-isomorphisme. Or 1'a.l.g. 
P 

P de nilpotence strictement inférieure à - 
a(Vy~P est 

puisque V + O. La remarque n n 

1.2.1. 1) et la partie a) du théorème 1.4 .2 .  permettent de conclure a 



C H A P I T R E  I I  

CU-CATEGORIE RATIONNELLE ET S U I T E  SPECTRALE 

, . D'EILENBERG-MOORE D'UN ESPACE 

Nous rappelons d'abord que la suite spectrale d'Eilenberg-~oore 

d'un espace peut s'obtenir à partir de la filtration en longueur des crochets 

de son modèle minimal de Quillen,s'introduit ainsi naturellement la longueur 

maximale en crochet des cycles non homologues à zéro dans le modèle minimal ; 

nous la notons E~(S). C'est un invariant homotopique, il minere la cocatGpo- 

rie rationnelle. Lorsque S est formel ou coformel l'égalité 

E (S) = cocat (S) permet de déterminer la cocatégorie rationnelle pur quel- 
O O 

ques exemples. 

Nous relions ensuite E (S)  à l'invariant "class G" introduit 
O 

par Hilton dans [ ~ i ] ~ .  

II. 1 .  SuiLe bpeottraee ci' Efienbmq-Mootre. 

Soit S un espace topologique pointé, 1-connexe et de Q-type 

fini, (L(V),a) son modèle minimal de Quillen. 

- 5 est une différentielle 

- l'espace topologique dont le type d'homotopie rationnelle e s t  re- 

présenté par (L(V),a2) est appelé espace formel associé à S et est noté 

S 
f ' 



La filtration F (IL(V)) = (L'~(v) vérifie : 
' P 

- si S est r-connexe (r > l), pour tout entier n, il e~igte 

n 
un entier N(N > --) tel que (L'~(v))~ = O d'où une suite spectrale de 

second quadrant convergente 

Si U désigne le foncteur algèbre enveloppante et # note la dualisation 

Nom(-,Q), l'image de cette suite spectrale par # U donne la s.s.E.M 

classique [~a] : 

2 # U E = Tor (@,Q)) -> H*(QS,Q) 
H*(s,Q) 

II. 1.1. Définition : E (S) = sup {p tel que E~ # 0). 
O -p,* 

Cette définition est duale au sens Eckmann-Hilton de la définition 

donnée dans @?-HI de 1' invariant de Toomer ( boll) e (S) . 
Dans toute la suite nous utilisons la caractérisation suivante 

de E (S) : 
O 

11.1.2. Proposition. E S )  est le plus petit entier p tel que 
P 

L' '(v) fi ker a C Ima. 

preuve : pour tout p notons i (IL?P(V) ,â)  + (a(v) ,a) l'injection 
P 

naturelle, c'est un homomorphisme d'a.L.d.g. on a alors : 



I_ supposons S r-connexe r 1 et E~(S) = po, soit a un cycle de 

>PO+ 1 
degré n dans IL (v). comme E~ = O pour tout p 3 p +1, a est 

-p," O 

de proche en proche homologue à un cycle dans k'-N(~) où N est tel que 

Nxr > n ; d'où (L'~(v))~ = O et par suite a est homologue à zéro . 
11.1.3. Remarques. 

1) l'unicité à isomorphisme près du modèle minimal de Quillen 

montre que E~(S) est un invariant du type d'homotcapie rationnelle de 

l'espace S 

1 2) E~(S) est le plus petit entier p tel que la projection 

canonique L(V) -+ &(v)/,~ induise une injection en homologie 
IL (V) 

1 3) la caractérisation de c0(S) donnée dans la proposicioo I T e 1 , 2  

ne dépend pas de la minimalité du modèle de Quillen de S en effet : soit 

V ' ) , )  un modèle de Quillen de S avec a' non décomposab$e (la partie 

I linéaire de a ' n'est pas nulle) . 
- 

Cette a. k?.d.g. possède un modèle minimal (iL(V) ,a) -- (L(V1) ,a1) et 
Fi 

l d1aprés le lemme de relèvement [~a, Chap. II] il existe homomorphisme 

dla.l.d.g. p' : (k(V'),al) + (!L(V),a) tel que P O ' 1 .  ' est un. 

quasi-isomorphisme et vérifie 'P+'(v') n ker 3 ' )  C L"+*'(v) n ker 2 

pour tout entier p. 

11.1.4. Exemples 

O) E (S) = O si et seulement si S est contractile 
l O 

1 
I 1 )  Si E~(S) = 1 d'après la remarque 2) du 11.1.3 

H(T) : H(C(V) ,a) -+ H(IL(V~~~~(~) , 0) est injectif. La démonstration de 1) 

du 6.3.4) s'adapte immédiatement : S a le type d'homotopie rationnelle 



d'un produit d1espacesd'~ilenbert-MacLanq, on a alors cocato($) = = 1. 

2) - pour tout n > 1, $2n a pour modèle de Quillen (fL(x) ,O), 

2 n 
1x1 = 2n-1 d'où E~(S ) = 2. 

- cp2 a pour modèle minimal de Quillen (L(xl ,x3) ,a) 

lxil = i, ax, = O, ax = lxl ,x,] . Les seuls cycles de L(x ,x ) non homo- 
3 1 3  

33 logues à zéro sont x et [xI,x3]. En particulier tout cycle d a ~ s  iL (xlYxj) 1 
2 

est homologue à zéro d'où E (CP ) c 2 d'après l'exemple 1) ci-dessus 
O 

2 
E,(CP ) # 1 ; le même raisonnement s'adapte à C P ~  pour n 2 3 ([~a]) donc 

E~(cP~) = 2, Vn nonnnl. 

f 1.2. hapab*-tion. 

Soit f : S -+ S' application continue entre espaces topologiques 

poiptés 1-connexes, de @-type fini telle que ~ ( f )  : r(S) 8 û) -+ T(S') 8 Q 

soit injectif alors E (S) 6 E~(S'). 
O 

L 

Preuve : 

- E (S') = l'inégalité est vérifiée 
O 

- supposons E (S) = n, notons (L(V>,a) (resp. (L(V1),a')) 
O 

un modèle de Quillen minimal de S (resp. S') et 9 un modèle de Quillen 

>n+ 1 >n+ 1 
Soit a un cycle dans L (V) , '(a) E L (V') n ker a' qui 

est d'après (11.1.2) inclus dans a'(L(vl)) : $(a) est homologue à zéro. 

Comme H($) est injectif le cycle a est homologue à zéro . 
11.2.1. Remarque. Si f : S -+ S' admet une rétraction à homotopie 

prèsy ~(f) est injectif d'où E (S) s E CS'). En particulier puisque 3 et 
O O 

S' sont rétractes de SxS' on a Sup(~~(s) ,E~(S')) i r0(SxS1) En faif on 

démontre 



- 
11.2.2. Proposition, 

nous utilisons aussi le lemme suivant 

11.2.3. Lemme. Soit (&,S) une a.1.d.g. c0(L,6) 6 Nil(Ll1 

Preuve : Etant donnée une a.1.d.g. (L,6) on considère ((&(V),a),p) 

un modèle minimal de Quillen de celle-ci ; la filtration sur L(V) définie 

dans II. 1. permet de définir c0(L,6). On a évidemment E~(S) = czO(L,6) si (L,S) 

est un modèle de Quillen de l'espace S au sens rappelé dans (1.3.1). 

- si Mil(L) = l'inégalité du lemme est vérifiée 

'P+ 1 
a - si ' Nil(L) = p. On a u(L V)) = O induit  howaiorn 

phisme d'a.l.d.g. tel que 

H(;) o H(a) = H(u) 

H(p) est un isomorphisme 

H(s) est donc injectif et d'après (11.2) E~(L,S) < p 



Démonstration de la proposition II,2.2. 

- vraie si c0(S) OU E (S') est infini 
O 

- supposons E (S) f E~(S') -( n. Les projections canoniques 
O 

Tr' et k(Vf) ---+ I'L(v')/,~ induisent des injec- 
a (VI) 

tions en homologie. 11 en est de même de l'homomorphisme produit 

n et que (&(v), a) X(&(V'>, a ' )  

est un modèle de Quillen de l'espace produit SxS' [~a, Chap III], on a 
' .  

d'après la proposition (11.2) et le lemme (11.2.3.) E (SxS') < n 
O 

22.3. Lemme. [F,L] . 
La démonstration des propositionsII.3.2 et 11.4.2 qui suivent 

repose sur le résultat suivant : 

i 
11.3.1. Lemme. Soit F ---+ E M une fibration entre espaces 

1-connexes et de Q-type fini telle que i induise l'homomorphisme 

nul en bomotopie alors 

1) F a le type d'homotopie rationnelle d'un produit d'espaces 

d'Eilenberg-MacLane I 2) l'application i e s t  homotope à une constante. 

Une démonstration utilisant la K-S extension [~a] est donnee en 

fin de chapitre. 



Soit S un espace topologique pointé 1-connexe de Q-type fin1 

et (!L(V) ,a) un modèle minimal de S on considère ~[n] l'espace topolo- 

" 
gique 1-connexe, rationnel ayant 1'a.t.d.g. 'L(VyL>n ,a) comme modèle 

. - 
de Quillen. 

11.3.2. Proposition. On note f : S -+ ~[n] l'application continue 
- 

qui réalise la projection canonique (&(V), a) -+ (~T.,(vl/,>~(\,) , a). Supposons 

E~(S) I n alors la fibre homotopique de f (notee Ff) a le type d'homoc 

topie rationnelle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. L 
Preuve : D'après [~a, Chap VI] la suite exacte d'a.l.d.e. 

7T 7 

(6'"~) ,,a) (a(v),a) - ('(')/L>n , a) représente lg fibration 

i f Ff - S --+ ~[n] et (&>"(v) , a )  est un modèle de Quillen de l'espace . 
Ff 

Supposons E~(S) c n d'après le 2) de 11.1.3. H(n) est injectif 

d'où H(j) est nul ; comme j est un modèle de Quillen de l'application i, 

nous obtenons que i * induit: l'homomorphisme nul en homofppie le 1 )  du 

lemme 11.3.1. permet de conclure I 

Mimons la construction faite par Hilton [~i] de l'invariant 
2 

"class G" pour les groupes de chaines. 

Soit S un espace topologique pointé 1-connexe de Q-type fini 

et son modèle minimal de Quillen (&(VI , a). 

On définit par récurrence les algèbres de Lie suivantes : 

l'inclusion canonique. Ce qui permet de définir L = 
(P) ci (p-l) LP-' , a(v)] 

en posant L = lL(V). 
(1) 



Notons : L -t L' l ' i n c l u s i o n  n a t u r e l l e  et: n  : L' +- &(Y) 
jP (PI P  

d é f i n i  pa r  ad jonc t ion  : 

( a ,  . a ) - ~ . . . . [ C ~ l > ~ 2 1 ~ ~ 3 1 . * . . ~ l . ~ p l  
P  

L (PI  
e s t  l a  sous-algèbre de  Lie de  LP formée des  c o n t r i b u t i o n s  e f f e c t j v q  

de chacune des composantes du p r o d u i t  l i b r e  LP. 

Le composé m O jp : L(p) + &(VI e s t  donc l ' i n c l u s j a n  çapqniqye 
P  

k : L"(v) - tL(V). 
P  

On pose a l o r s  

11.4.1.  Déf in i t i on .  h  (S) e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  p o s i t i f  ou n u l  
O 

t e l  que k s o i t  homotope à zé ro .  
P+ 1 

11.4.2. P ropos i t i on  : h (s) = E ~ ( s ) .  
O 

Preuve : - Supposons h  (S) = p par  d g f i n i t i o n  k O d o ~ c  
O P+ 1 

H(kp+l) = O c e c i  e n t r a i n e  que l a  p r o j e c t i o n  canonique L(V) +- L(V/a,P(V) 

i n d u i t  une i n j e c t i o n  en homologie d 'où cO(S) < p  d ' ap rè s  (11.1.3. ( 2 ) )  

- Supposons E ~ ( S )  = p  a l o r s  $a s u i t e  a r a c t e  d1a . t . d .g  
k - 

(aDP1 (v) , a )  P+'  ( a ( v ) , a )  2 , a )  e s t  t e i i e  que H(kp+l) 7 0. A'" (V) 

Cet te  s u i t e  e x a c t e  r e p r é s e n t e  une f i b r a t i o n  e n t r e  espaces 1-connexes 

où l ' i n c l u s i o n  de l a  f i b r e  dans l ' e space  t o t a l  i n d u i t  l'homomorphisme n u l  en  

homotopie. D'après l e  2)  du lemme 11.3.1.  c e t t e  i n c l u s i o n  e s t  homotope à 

l ' a p p l i c a t i o n  cons tan te  ; comme k  e s t  un modèle de Qu i l l en  4e l ' i n c l u s i o n  
P+ 1 

de l a f i b r e o n a  k % O  d'où ho(S) s p  
P+ 1 



I Soit S un espace topolgoique pointé 1-connexe et de Q-type 

fini alors : 

I a) Nil n.(QS) @ U) s E~(S) s Cocato(S) 

b) si S est coformel, on a l'égalité des trois invariants du a). 

L c) si S est formel E (S) = COC~~~(S). 
O 

11.5.1. Conséquences. 

n 
1) on a vu que E (CP ) = 2, comme Cpn est formel on a 

O 

cocat cpn = 2, 'dn 3 1. 
O 

2) si cocat (S) = 2 alors E ( S )  = 2. En effet d'après le (a) 
O a 

du théorème ci-dessus E (S) < 2. Or E (S) 9 1 caractérise les proluifs 
O O 

d'espaces d'Eilenberg-MacLane (11.1.4. 1)) qui sent de cocatégerie rationnelle 

égale à 1. 

2 2 
11.5.2. Remarque. Nil(n*(QEP ) B 9)  = 1 et co(EP ) = 2 

(on sait que @p2 n'est pas coformel) . 

Démonstration du théorème. 

Soit (L(V) , a )  un modèle minimal de Quillen de l'espace S 

- comme H(a(V), a) 2 n,(QS) B Q, [B-L] , on obtient la première 

inégalité. 

- si cocato(S) i n la projection canonique 

(%(VI , a) -+ (IL (VI/ ,a) induit une injection en homologie et d'après 
IL (VI 

la remarque (2) du II. 1.3. E~(S) É n. Ce qui demontre (a). 

(b D'après (1.4.3.)  cocat (S) = ~il(n,(~S) 6) 4). 
O 

(c) Supposons E~(S) = n. Comme S est formel il posséde un modPle 

de (ruillm (L(V) ,a) avec a purement quadratique. 



Soit C un suppélmentaire des cycles dans ILn(v) i.e. n 
'n an(v) = (ker a n ILn(v)) B Cn. Puisque tout cycle dans iL (V) est homologue 

à zéro (11.1.2.) c'est nécessairement le bord d'up $l$ment dans a,>Q- ' (V) 
( a  est quadratique) il s'en suit que L"(v) B Cn est un idéal acyclique 

- 
et que la ~rojection canonique (L(v),~) + (&(v)/>~ , a )  est un 

L (VI @ cn 

quasi-isomorphisme . Comme Nil (L(v/,~ ) 5 n le a) du théorème 1.4.4 
(V) @ C 

permet de conclure 8 

1 7 . 6 .  D é m o v l c l ~ o n  du Lcmme 7 1 . 3 . 1 .  

i 
On considère la fibration F - E M. Soit (AX,d) un piodele 

minimal de Sullivan de l.'espace M y  d'après [~a, Chap 201 il existe un espace 

vectoriel gradué Y et une différentielle D tels que dans 

1) I et P sont les modèles de Sullivan respectivement de 

p et de i. 

2) (AY,D) est un modèle minimal de Sullivan de la fibre F. 

D'autre part, on calcule un modèle de OM et de l'application 

6 i 
6, donnés par la suite de Puppe RM - F -----+ E M y  à 1 'aide do 

la construction suivante [~h-23. 

1 P (AX,d) --A (AX 8 AY,D) - (AY ,D) 



- on pose X = s X .  s d é r i v a t i o n  de degré - 1 ,  (oX,O) e s t  un 
I 

modèle de Su l l i van  de OM 

- l a  d i f f é r e n t i e l l e  D e s t  d é f i n i e  par  D '  = d D'  = D e t  I x l y - - - 
D'x = x-sdx s i  x = sx  e X 

- - IT e s t  t e l  que n(X) = O ; n(Y) = O, n(?) = X 

- q e s t  l'homomorphisme s u r j e c t i f  dla.d.g.c d é f i n i  par  n ( X )  = 0 ,  

n e s t  un quasi-isomorphisme e t  pour  t o u t  choix d'homomorphisnle 

r : (AY,:) + (AX 8 AX 8 AY,D') t e l  que q O r = I d ,  -rr O r e s t  un modèle 

6 
de S u l l i v a n  de l ' a p p l i c a t i o n  RM - F. On a donc IT O r Q p Q Q (puisque 

i O 6 % O ) .  

La cond i t i on  "i i n d u i t  l'homomorphisme n u l  en  homotopie" s e  

t r a d u i t  s u r  l a  K-S ex tens ion  (*)> [Ha], p a r  -rr ( p )  = O e t  s i  l ' o n  é c r i t  
iL 

la s u i t e  exac t e  longue de -homofopie [HP, Cbap. 81 
*dJ 

(où D L  désigne l a  p a r t i e  l i n é a i r q  de  l a  d i f f é r e n t i e l l e  D). On o b t i e n t  qve 

l'homomorphisme de connexion a e s t  i n j e c t i f .  Posons T = aY e t  s o i t  S 

un supplémentaire  de T i . e .  X = T @ S d'où % = B S. On cons idère  l a  

p r o j e c t i o n  IT' : A(T e ?) + AT 

a l o r s  I T  O rr e s t  un quasi-isomorphisme. En e f f e t ,  l e s  f i l t r a -  

~ t i o n s  e n  longueur des mots s u r  l e s  deux a lgèb res  F = A ' ~ ( x  B X 8 Y) et 
P 

F' = A" s o n t  t e l l e s  que n '  O n(F )C F'  e t  engendrent chacune une s u i t e  
P P P 

s p e c t r a l e  convergente avec 



D' est la partie linéaire de la différentielle D'. Comme D' S = S et e 1 - 
DQ Y = T on obtient que E l  est isomorphe à T. 

D'autre part E; = AT et n '  O n induit un isomorphisme au 

niveau 1. C'est donc un quasi-isomorphisme et (AY,;) est quasi-isomorphe à 

(AT,o), ce qui démontre la partie 1) du lemme. 

- Partie 2. 
n possède une section, notons la r ; on a : T-I O r = Id 

et n O r O 0 = n .  Comme n est un quasi-isomorphisme on obtient r O n % Id ; 

on en déduit que r est un quasi-isomorphisme, de même que : 

 après le lemme de relèvement [~a, Chap. II], il existe un 

homomorphisme dla.d.g.c @ : (AT,O) + (AY,D) tel que $ O n' O n O r % Id, 

d'où $ o n '  O T T  o r  o p  % p  et puisque T o r  o p  % O  o n a  p % O  ce qvi 

exprime que i : F + E est homotope à une constante I 



C H A P I T R E  I I I  

Nous définissons maintenant la cocatégorie d'une a.d.g.c à par- 

tir de son modèle filtré de Halperin-Stasheff [H-SI. 1 
Si S est un espace topologique nous montrons que la cocatégorie 1 l 

de S définie en terme d'algèbre de Lie (cocat S), coïncide avec celle de 
O 

l'algèbre des formes de Sullivan A (S). Nous en déduisons que lorsque S PL 

est formel, cocat S est soit inférieur à 2, soit infini. 
O 

Rappelons le ~rincipal résultat de Félix-Halperin [F-H] sur 

la catégorie rationnelle 

"Thëokëme : soit f : S -t T une application continue entre 

espaces 1-connexes et supposons que f : n#(S) (P 9 -+ n (T) B 6) est injectif, P 44 
alors 

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous exhibons un contre-exemple h 

toute dualisation au sens Eckmann-Hilton de ce théorème. 

111. 1 .  SocaXëao~e d'une a.d.9.c. 

III.l.1. a.d.g.c-modèle filtré. 

Soit (A,d ) une a.d. g. c (algèbre différentielle graduée commu- 
A 

i 
tative) telle que HO(~,dA) = O, H (A,d ) = O et pouf tout i 3 2, 

A 
i 

dim H (A,d ) est finie. On considère ((AZ,d),p) un modèle minimal de 
A 

Sullivan ( [SU], [Ha]) de (H*(A,~~) ,O) . 



Halperin et Stashef f [H-S] dé£ inissent une graduation supplémentaire 

sur l'espace vectoriel Z, Z = @ Z_, elle s'étend en graduation d'algèbye 3 
P'O l' 

AZ tout entier et vérifie dZ C (AZ)p-I, est bihomogène de degré 
P 

H(p) : H0(AZ,d) -+ HI(A,dA) est un isomorphisme et H+( Z,d) - O 
((AZ,d),p) est appelé le modèle bigradué de 1'a.d.g.c (A,d ). La différentielle 

A 

d et le morphisme p pouvant être déformés en D et q ([H-s]), pour fournir 

un modèle de (A,dA) 

- 
q : tAz,D) - (A,dA) 

vérifie 

et la classe de cohomologie de q(zo) est égale à p(zo) lorsque z est 
O 

dans Z . Ce modsle est unique à isomorphisme près. C'est le modèle filtré de 
O 

(A,dA) 

Rappelons que lorsque (A.dA) a même modèle de Sullivan que 

(H*(A,~~) ,O) elle est dite formelle [SU]. 

Notons Z<n = 43 Z . Pour tout n 2 O l'injection naturelle 
p~n-1 

i : (AZ ,D)- ( A Z , D )  est un homomorphisme dla.d.g.c. 
n <n 

111.1.2. Définition. 

ocat(A,d ) est le plus petit entier n, positif ou nul, tel qu'il 
A 

existe un homomorphisme dla.d.g.c. r : (AZ,D) + (AZ ,D) vérifiant 
in 

O r .i. IdAZ. 
n <n n 

Si un tel entier n'existe pas, on pose 

Remairque. L'unicité à isomorphisme près du modèle filtré montre que 

cette définition a bien un sens. 



* paire 
111.1.3. Exemple. Supposons H (AydA) = H , et dim Z2 = Q, 

d'après [G-L] ceci équivaut à dim Z = O pour q 5 2, d'où cocat(AydA) = 2. 
q 

111.1.4. Remarque. S'il existe un quasi-isgmorpbisnie engre deuq 

a.d.g.c, elles ont même cocatégorie. En particulier, si (AydA) est une 

a.d.g.c formelle et si (AZ,d) désigne le modèle bigradué 

* 
cocat(A,dA) = cocat (H (A,dA) ,O) = &car (AZ ,d) 

III. 1.5.  invariant cocat S et cocat(A (s) ,dS). 
O - PL 

Le foncteur PL-forme [SU] , noté %L, associe à chaque espace topolo- 

gique S une a.d.g.c. (ApL(S).dS) d'algèbre de cohomologie isomorphe à 

?R 
H ( $ , Q ) .  Un modèle,filtré associe à (ApL(S),dS) es t  par 4éfinitioy ru> modèle 

filtré de S [H-SI. 

r 111.1.6. Théorème. Soit S un espace topologique pointé 1-connexe 

@-type fini. Alors 

cocat S = cocat(A (S).dS). 
O PL 

La démonstration est reportée en fin de la première partie. 

111.1.6.1. Exemples. 1 

1) On vérifie sans difficultés que cocato(S) = 1 si et seulemenp si 

H*(s,@) est une algèbre libre (on retrouve ainsi cocat S = 1 si et seulement 
O 

si S a le type d'homotopie rationnelle d'un produit d'espaces dlEilenbert-MacLane). 

2n 2) D'après (1.3.4) cocatoS = 2, n 1 et d'après (11.1.4) 

n 
cocato8P = 2, b'n 5 1, ces deux résultats se généralisent de la manière suivante : 

111.1.6.2. Proposition. Soit S un espace formel les conditions sui- 
1 

l vantes sont équivalentes 

a) cocato(S) = 2 

1 b) dim Zi = 0, kfi 2 2. 
1 



Preuve : Supposons Cocat O S = 2, s o i t  r 2 :(AZ,d) -t (hZ < 2 ,d) t e l  que 

i2 O r2 2, I d ;  puisque l a  d i f f é r e n t i e l l e  d  e s t  décomposable, on peut  modi f ie r  

r t e l  que i2 O r = Id .  
2  2 

S o i t  z un élément de Z 2 ,  d z ~  (AZ)l e t  comme r 2 ( z )  E A(Zo B Z 1 ) ,  

d ( r 2 ( z ) )  = r2 (dz )  a p p a r t i e n t  3, AZoy d 'où 

2 
d ( r 2 ( z ) )  = d ( r 2 ( z ) )  = b z  E A(zo) 

O r  l e  s e u l  élémént de Z2  à d i f f é r e n t i e l l e  dans AZo e s t  1'Elément O 

111.1.6.3. Remarque. Dans l a  p ropos i t i on  précédente ,  l ' hypothèse  

"S formel" e s t  néces sa i r e .  En e f f e t  considérons l ' e space  coformel S d ' a lgèb re  

de L ie  d'homotopie d é f i n i e  p a r  .*(ils) 8 q = ~ ( x . ~ ) , / ~ ~  w e ~  1x1 3 Id 2 
rr, (x,y)  

c e t t e  a lgèb re  e s t  de  n i lpo tence  éga le  à 2 ; d ' ap rè s  (11.5) ocato(S)  2. 

1 Nous a l l o n s  montrer que 

1) dim Z 2  # O 

2) S n ' e s t  pas  formel 

1)  S a pour modèle minimal de S u l l i v a n  : 

da = db = 0, dc = a.b 

Son a lgèb re  de cohomologie s ' en d é d u i t  d i rec tement  : 

Dans l e  c a l c u l  de son modèle bigradué,  a p p a r a î t  à l a  colonne 1 

un géné ra t eu r  t t e l  que t E Z1 e t  d t  = ab. 



On a alors deux cocycles t.a et t.b en colonne 1 d'où nécessité 

d'introduire deux générateurs, en colonne 2, u et u' tels que u et u' 

appartiennent à Z2 et du = ta, du' = th 

2) S a pour modèle minimal de Quillen 

a n'est pas purement quadratique, S n'est donc pas formel. 

Décomposition cellulaire de S : 

où o est la calsse d'homotopie, du huitiPme squelette do s(~) de S 

(8) (a D IT (S  ) )  qui a pour représentant le cycle [x,zl] - [y,z] rn 10 



I 111.1.7. Coro l l a i r e .  

I S o i t  S un espace formel  t e l  que cocatolS)  < O ,  a l o r s  

dim Z. = O pour i > 2. L l 

111.1.8. Coro l l a i r e .  Pour t o u t  espace topologiquq S ,  s i  Si 

désigne l ' e s p a c e  formel a s soc i é  à S 

eoca t  S < coca t  S 
O O f  

La preuve de c e s  deux c ~ r o l l a i r e s  e s t  r epo r tge  en f i n  de paragraphe,  

111.1.9. Remarque. Tout espace S e s t  daqg l'une des sityafions 

su ivan te s  : 

1) cocatoSf = m 

2) cocat  S < 2 e t  eoca tD(S)  = cocatoSf . 
o f '  

En e f f e t ,  d ' après  111.1.7. coca t  S e s t  s o i t  i n f i n i ,  s o i t  
O f 

i n f é r i e u r  à 2 e t  dans ce  d e r n i e r  c a s ,  c o c a t  S < 2, d ' ap rè s  I I I . 1 . 8 .  
O 

- S i  coca t  S = O ,  S e s t  c o n f r a c f i l e  e t  Si l ' e s t  a u s s i  
O 

- S i  coca t  S = 1, S e s t  un produi t  d'espacesd'~i1enberg-MacLane 
O 

d 'où S = S .  
f  

- S i  c o c a t S  = 2, nécessa i rement  c o c a t  S = 2 . 1  
O O f  

Commençons l a  démonstrat ion du théorErne 111.1.5, e l l e  repope 

s u r  t r o i s  lemmes. 

III. 1.10. Premier lemme. Notons (b(U) , a )  un modèle minimal de 
i 

Qui l len  de l ' e s p a c e  S, l a  d i f f é r e n t i e l l e  s e  décompose en  a = $ a i  avec 
132 

3.V C &'(v). Pour t o u t  e n t i e r  n 5 1 ,  désignons par  : 
1 

- C un suppélmentaire  des 3 -cycles  dans l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  
n 2 

bn(u)  : C(U) = k e r  a2C  bn(u) 63 Cn 



- n+ 1 
Tn+ 1 un supplémentaire  de 

a2Cn 
dans E, (U) 

Remarquons que /L'"(u) B Cn e t  L > ~ * ~  (U) @ Tn+l s o n t  des  idéaux d i f g é r e n t i e l s .  1 
r 1 
I 

1 

L m e  1 .  coca t  S r n s i  e t  seulement s i  l a  p r o j e c t i o n  canonique 1 O - 
,a) admet une r é t r a c t i o n  homotopique. 

n 

Preuve : l è r e  é tape .  

De  IL>^* l (U) B Tn+ C tL>"(U) C iL>"(u) @ C on dedui t  les pno- n 

j e c t i o n s  canoniques 

l e  noyau de a O a e s t  l ' i d é a l  de L(U) 
2 1 /,>n+ 1 engendré p a r  

(U) @ Tn+l 

Cn B a2cn. Cet i d é a l  e s t  acyc l ique .  En e f f e t  on a : 

1 
1 

>n+ 1 2 a'"(u) e k e r  a 2  n Ln(u) @ Cn 8 aîCn 
(U) @ T n + l  l 

(')/ >n L'"(u) B k e r  a2  fi L"(IJ) 
a (U) e C 

n 

un élément quelconque de l ' i d é a l  (Cn B a2Cn) s ' é c r i t  comme combinaison 

l i n é a i r e  d 'é léments  de l a  forme : 

x = c e [u,c'] e a C" mod 
1 

2 (U) e Tn+I 

c ,c ' ,c"  dans C e t  u dans U. 
n 



- 
Puisque a augmente la longueur du crochet d'au moins une unité 

- .F - 
on a Làu.cl] = [u,acl] = a(a2d1) = O et par suite ax = ac. 

- - - . Si x est un a-cycle, on a ac = O d'oh a2c = O (ac = a2c) 

ce qui par définition des éléments de C entraine que c = O. x est donc n 

de la forme x = [u,cl] + a2c11. C'est un élément de longueur de crochet n+l, 

il est nécessairement dans a2Cn et donc dans Im 5. Ainsi, le noyau de 

IT2 O IT1 est acyclique. De la suite exacte longue d'homologie associée, on 

déduit que n2 O n est un quasi-isomorphisme 1 

2ème étape. 

Introduisons les notations suivantes : 

- a1>"2~"3 homomorphismes dVa.l.d.g, modèles 'de Quillen respec- 
tivement des projections canoniques 

- 
- ((L(W) ,6) ,p) un modèle minimal de Quillen de (&(u)/~>~(~) , a) 

- &(w 6 ),pl) (respectivement (k(W2>62) 'vZ)) Un ~~odèle de 
1, 1 

Quillen de L(U)/ ,n+ (resp. lL(U)/ ,n 1 
(W a (U) @ Cn 

- QJ QJ 
?rl et v2 les modèles de Quillen de IT et de 1 IT2 y 

on considère le diagramme suivant : 



a) Supposons cocato(S) c n ; par définition, il existe f3 homo- 

morphisme d1a.l.d.g. (L(W),6) + (L(U),a) tel que 8 O ci2 % Id de 

'-b 'b 'b % 

n2 O 1 O P l  = IT on déduit que n2 O n1 O ci1 % a3, r2 O n est un quasi- 
1 

isomorphisme, d'où, d'après le lemme de relèvement [~a, Chap. II], il existe 

'-b '-b $ homomorphisme dVa.l.d.g. tel que O n2 O nl '-b Id, nous avons alors 

'-b 
al % $ O aa3, notons 8' = 8 O n1 O $, il vérifie 8' O ci % Id. 

3 

b) Supposons qu'il existe B' homomorphisme dVa.l.d.g. 

% 
R(W2)362) + (L(U) ,a) tel que 8' O cig % Id ; posons 8 = fi' O n2 on a 

B O a2 '-b Id i.e. Cocat S s n 
O 

111.1.11. Deuxième et troisième lemmes. 

Soit S un espace topologique 1-connexe de Q-type fini et 

(&(VI ,a) son modèle minimal de Quillen. 

C* désigne le foncteur cochaine de Kozsul. Posons 

P 

l 
c*(L(v),~) = n(Hom(s L(V),Q),dl+d ), avec dl et d , 9 9 

1 



différentielles linéaire et quadratique respectivement* 

2 
s'écrit da = @ d ~ , i  

avec d = Lai+l. Pos~ns a,i 
i2 1 

Hom (L(V),Q) = Hom(s &P+~(v),Q) pour p 5 O alors d Hom (lL(V),Q) C 
P 2,l p 

Hom (L(V),Q) ; s'induit ainsi la graduation par colonne (ou inférieur 
P- 1 

ou TJ-graduation) sur ~'(~om(s L(V) ,O), d,, l) . 
Notons pour tout entier p, p 5 0, Z = H (Hom(s b(V) ,da, l) 

P P 

On considère le modèle minimal (AZ,d) de 

(A Hom(s L(V),Q), dQSl+dq) obtenu à partir de la cohomologie induite par 

d sur Hom(s &(V) ,Q) ( [~a,cha~. II] ) . La projection canonique 
2, 1 * 
C (L(V),a) + (AZ,d) induit un isomorphisme en cohomologie compatible avec 

la bigraduation. On note d' la différnetielle induite par (yk, 
Rappelons le résultat suivant ( [~e] , [~a] ) . 

r III.1.11.1. Lemme 2. (AZ,d+dV) est le modéle filtré de l'egpace 

I topologique S. 

L 
Soit n la projection canonique (L(V) ,a) + (L(v)A,~(~) . Cn 9:) 

- - 
o n a  n o a  = a 2 o n  

2 
avec a2 et a2 parties quadratiques des diffé- 

- 
rentielles a et a respectivement. Notons n1 la projection canonique 

t~', le transposé de nl, est un homomorphisme injectif dla.d.g.c. 

111.1.11.2. Lemme 3. 

1) Hf('n') est injectif 



Preuve : 1) il e s t  équ iva l en t  de montrer que H*(nt) e s t  s u r j e c t i f  

- 
q u i  e s t  p l u s  s imple à é c r i r e .  S o i t  [cl une c l a s s e  dans , a2) 

de r ep résen tan t  l e  cyc le  c .  

Comme &(V) e s t  isomorphe en t a n t  qu'espace v e c t o r i e l  

- 
à bi (v)  @ k e r  a2  n 0ln(v) e t  que a 2  e t  a2  s o n t  homogènes de  de- 

isn-  l 

g r é  + l  en  longueur de c roche t ,  il s u f f i t  d ' é t u d i e r  les t r o i s  ca s  s u i v a q t s  : 

( c E ki (v)  a i < - 1  , n t  e s t  s u r j e c t i f ,  il e x i s t e  c E L ~ ( v )  

n 
1 

e t  c E C B L (V) t e l s  que c = n ' ( c  B c2 )  2 n 1 

- 
comme i + l  s n-1 e t  que a2c = O on a nécessairement  

a2C 1 
= O,  de 

n ' ( c l )  = c on d é d u i t  que c ne peut  ê t r e  dans I m  a 2 .  H x ( ~ ' ) [ c l ]  = [c] 
1 

n- 1 
(-) c E L (V). On a dans ce c a s  c = n ' ( c l  B c ) avec c l  E hn-'(v) 

2 
e t  c e c h > n ( ~ ) .  

2 n 

1 a2c1 c k e r  a 2  n a, (v) a2c2 E L>"(v). 

- 
Comme n ' ( a2  cl) = a2cI e t q u e  a c = O  o n o b t i e n t  a c  = O . P o u r l a  

2 2 1 

même r a i s o n  que dans ( 0 )  c ne peu t  a p p a r t e n i r  à I m  a 2 .  1 

( a - 0 )  Supposons que c E H ou H e s t  l e  supplémentaire  de akn-'(V) dans 

l a  décomposition s u i v a n t e  

k e r  a 2  n = a2  kn-l(v)  O H 

on a a l o r s  
= n ' ( C l  @ 

c l  E H ,  c2 E cn B~L'"(v), a2cl  = O e t  

a c E L>"(v) on a donc 
2 2 



- 
2, (L(v%>n(v)@cn 

,a ) est isomorphe en tant qu'espace vectoriel 
2 

différentiel à [ri1 hi (v) $ ier 3 n an(V)) , a2] il a donc même algsbrr 
i= 1 2 

d'homologie que celui-ci, d'après les notations du début du paragraphe 

111.1.11.3. Conséquence. 

Rappelons que le quasi-isomorphisme $ , 

Q : Ci(!L(V) ,a) + (AZ,d+dl) du leme 2 est compatible avec la graduation 

inférieure de c*(&(v) , a )  et de AZ. D'autre part 

est un homomorphisme injectif dla.d.g.c. 
n- 1 " 

Notons $'  = $ O C  (n) et Z <n = B Zi. D'après le lemme 3 :  
i= 1 

est un quasi-isomorphisme. Si l'on note i n' l'injection canonique 

(AZ < n ,d+dl) -+ (AZ,d+dl), nous obtenons le diagramme comutatif suivant : 



Remanyue. Tout quasi-isomorphisme $) : (AX,d) 5 (AS,dl) entre 

a.d.g.c. libres admet un inverse homotopique. 

En effet d'après le lemme de relèvement [~a, Chap 51 ,  il existe ' 

$)' quasi-isomorphisme tel que $ O 9'5 Id 

notons alors IJ et 4' les homomorphismes dVa.d.g.d. inverses homotopiques 

* 
des quasi-isomorphismes $ et $' = g O C (IT) respectivement 

I 

111.1.12. Démonstration du théorème III. 

a) Supposons cocat (S)  s n, d'après le lemme 1 (111.1.10. ), si 
O 

a est un modèle de Quillen de la projection canonique T ,  il existe gj 

homomorphisme dfa.C.d.g. tel que 

B O a 5 Id. 

Appliquons le foncteur C* à ce diagramme, les quasi-isomorphismes et les 

homotopies sont conservés. Notons un inverse homotopique de C*(U). 



i 
(AZ,d+dl) 

n r (A~<~,d+dl) -+----------------- (hZ ,d+dl) 

# 
Posons r = Ji' O p1 O C (B )  O 9 ,  on a 

t 
i O r . Ji O C (n) O p' O ~ " ( 6 )  O J) 
n 

.T 

?k * Y 
comme C ( a )  s C ( u )  . C (T), on obtient 

c'(a) . O p1 

donc i O r % Ji O cC(a) O  fi) O Ji .i Ji O 9 z Id. 
n 

Ceci démontre que co~at($~(S),d~) s n. 

b) Supposons que cocat(A,,,(S),dç) ( n, si (~~,d+d') désigne 

un modèle filtré de (ApL(S),d ). Par définition il existe 
S 

r : (AZ,d+dl) + (AZ<n,d+dl) tel que in O r 'i Id on considère alors n n AZ 

le diagramme suivant, commutatif à homotopie près 

Ji' = 



'L 3, 
r et 1 homomorphisme dla.d.g.c. modèles respectifs de r et de i . 
n n n n 

3, 'L Nousavonsla relation + o i n o r  ~ . i  o r  O $ ,  i.e. $ J O ?  o r  % $  n n n n n 
9J 'L ceci équivaut à I O r 2. Id puisque $ est un quasi-isomorphisme. 

s i *  n n 

 autre part L* = (L O fj) désigne le foncteur adjoint Ci gauche 

* 
de C , si (L,a) est une a.l.d.g. le morphisme d'adjonction 

* 
y : L* C (L,a) + (L,a) est un quasi-isomorphisme. Appliquons LI à la 

première ligne du diagramme (*) ci-dessus. On obtient 

9J 'L avec L,(i,) O L*(r ) 'L Id. Le morphisme d'adjonction y, appliqué à la 
n - 

ligne ci-dessus montre que (L(V),a) est rétracte de (&(v) /a'" (V) %Cn 
, a >  

cette dernière algèbre de Lie est de nilpotence inférieur à n, on obtient 

d'après le (a) puis le (b) du théoèrme (1.4.2) que cocat S - coeat(L(V) ,a) 6 n 
O 

ce qui achève la démonstration du théorème 8 

111.1.13. Démonstration du corollaire 111.1.7. 

L'espace formel S possède un modèle de Quillen à différentielle 

quadratique (L(V), a2). 

Supposons que cocat S = p, p > 2, comme S est formel 
O 

cocat S = E (S) et comme a2 est homogène en longueur de crochet, nous 
O O 

obtenons bq 2 p+l, Lq(v) fl ker a2 = a, kq-'(v). 



Avec l e s  nota t ions  du lemme 2 ( I I I .1 .10) ,  

Z .  = Hi(Hom(s iL(V),Q), La2) = O pour t o u t  i 2 p c e c i  e n t r a i n e  que 
1 

Z. = O, \di 2 2 ([F,T-21, th.1v.5) iI 
1 

111.1.14. Démonstration du c o r o l l a i r e  111.1.8. 

S i  (lL(V),a) désigne un modèle minimal de Quil len de S, 

(!L(V),a2) e s t  un modèle de l ' e space  formel Sf a s soc ié  

- c o c a t  S cocat S est v é r i f i é  s i  coca t  S = 
O O f O f 

- S i  cocat S < d 'après  (111.1.7.) cocat S 5 2 d'eù 
O f O f 

dim Zi = O pour i 2 2, la rsque  ( A (  @ Z.),d) désigne l e  modèle bigradug 
1 i 2 0  

asssocié  3 l ' espace  S. 

On en  dédui t  que c o c a t  S 5 2 . 
O 

7 7 2 . 2 .  Védau;t de dua.LLt& evcthe c o c a t  (s)  et La &Egotue hcuXonn&e. 
O 

Le "Mapping theorem" rappelé en début de chap i t r e  ne s e  t ranspose.  

pas dans l a  d u a l i t é  de Eckmann-Hilton. 

En e f  f e t  l 'énoncé dua l  s e r a i t  "Soit f : S -t S' une appl icqt ion  

continue t e l l e  que H*(f) : H*(s' ,@) -t H * ( s , ~ )  s o i t  i n j e c t i f  a l o r s  

cocato(S) c c o c a t  S' ". 
O 

3 2  3 
Cet te  proposi t ion n ' e s t  pas v é r i f i é e  : l a  p ro jec t ion  xS + $ 

i n d u i t  une i n j e c t i o n  en cohomologie a l o r s  que 

3 2 
cocat ($  x$ ) = 2 

3 
e t  c o c a t  S = 1.  

O O 

2 7 7 . 3 .  AuA%~A Enoncéb. 

1 )  Remarquons à ce propos que t o u t  a u t r e  énoncé dual est a u s s i  faux. 

Enoncé 1. "f : S -+ S' t e l l e  que H*(£) : H*(s',Q) + H*(s,Q) 

i n j e c t i f  a l o r s  

cocat S 2 cocat  6 '  ". 
O O 



Enoncé 2 .  "f : S + Sv t e l l e  que Hl(£)  : H*(s',Q) t H * ( S , ~ )  

s u r j e c t i f  a l o r s  coca t  S s coca t  S' ". 
O O 

Enoncé 3. "f : S + S' t e l l e  que ~ * ( f )  : H*(s' ,Q) +- H * ( S , ~ )  

s u r j e c t i f  a l o r s  coca t  S 2 coca t  S' ". 
O O 

2) Contre-exemples aux t r o i s  énoncés précédents  respect ivement  

c o c a t  S = 1 
O 

coca t  S' = 
O 

( a )  du 11.5) 

3 3 3 3 2) S = %  V S  -t S X $  = S V  

cocat  S = 03 coca t  S v  = 1 
O O 

5 3 3 5 
3) S = S  ( V $ ) X % ~ = S '  avec [f] = x 

coca t  S = 1 cocat  S' = m 
O O 

c )  de 1.4.2 p u i s  a )  de 11.5. 



C H A P I T R E  1 V 

UN b!QVELE DE L A  F l B R E  HOMOTOPIQUE 

V '  UNE A P P L I C A T I O N  

Afin de calculer un modèle de Quillen des espaces de Gan&a 

G . ( S )  d'un espace S (Nous en rappelons la définition en (V.l)), nous 
n 

somme amenés à construire des modèles adaptés pour les fibrations et les 

cofibrations dans la catégorie L.D.G. C'est à quoi nous employopp ce 

chapitre. 1 1 
Tout d'abord nous étudions un problème purement alggbrique con- 

cernant les suites exactes courtes d'algèbres de Lie libres. A partir de ce 

résultat et de ceux de Tanré [~a, chap. VI], naus expliçitons un iqdile 

pour une fibration (en particulier nous calculons la différentielles sur 

le modèle de Quillen de la fibre). Finalement nous rappelons la notion 

de K-Q-modèle d'une cofibration et traitons les cas particuliers que nous 

utilisons dans la suite. 

l V . 7 .  SuLte exac;te d ' d g è b k a  de L i e  f i b a a .  

IV. 1.1. Lemme [c-M-N] . Toute suite exacte d'algèbres de Lie libres 
O + L(W) 

n & L(U) - L(V) + O est scindéq. De plus il eqiste des sec- 

tions o de II telles que o(V) C U. 

I Etant donnée une telle section o de , posons U = K $ O ( V )  ; 

1 alors W admet une structure de T(V)-module et il existe un isomorphism~ 



Preuve : 1) Definition de la structure de module : 

L'homomorphisme d'a.l.g est surjectif, il induit une surjection 

On définit ni application linéaire surjective à partir du diagranune 

suivant : 

a : V + U section de nR se prolonge de manière unique en honomorphisme 

dla.l.g (noté encore a), tel que na = Id. 

' Notons U = a(V) 8 K. Définissons une structure de T(V)-module 

sur W de la manière suivante : 

-soit a unélémentde &(V) et w unélémentde W alors 

b(a),j(w)! E ker n ,  soit w' dans L(W) tel que 

- Notons p : k(W) + iL(W)/,2 la ~rojection canonique, on 
n (W) 

définit p : L(V)xW+W par p(a,w) =p(wt), p est bilinéaire, d'où 
- A 

p : &(V) 8 W + W application linéaire qui définit p : L(V) + End(\.!) par 

D'après la propriété universelle de l'algèbre enveloppante, il 

existe un unique homomorphisme d'algèbres associatives : 



- 
9 : U &(V) 5 T (V) + End (W) 

d'où l'homomorphisme linéaire $ : T(V) B W + W qui définit une structure 

de T(V) module sur W. 

2) Construction de l'homomorphisme @ : 

Tout élément u de K est dans ker n ,  comme u est indécomposable, 

il est nécessairement dans W : K CW. @ est l'homomorphisme de T(V)  

module défini par 

3) Pour montrer que @ est un isomorphisme, nous allons montrer 

1 que W est un T(V)-module libre engendré par K. 1 
L'image par le foncteur C* de la suite exacte d'algèbres de Lie 

libres, donnée dans le lemme IV. 1, est une K-S extension [~a, c~~~.vI] ; 

Notons la : 

où les différentielles d et sont quadratiques. On considère sur AX @ AY 

la filtration définie par : 

Elle vérifie F C F et dF C F , et engendre une suite spectrale, de 
P P-1 P P 

premier quadrant, convergente : 



tW 
EPSq 2 = ~ o r ~ ( ~ ) ( g ,  ~ o r i ( ~ ) ( ( , g ) )  => H (M @AY,d) = Tor 

P 
(Q ,q) . 

P+4 

- puisque T(W) e s t  une algèbre l i b r e  ~ o r ~ ( ' ) ( Q , 9 )  = O pour 
4 

q ? 2, [ ~ a ] ,  d'où ~ 2 ' ~  = P pour q > 2. 

- puisque T(V) e s t  une algèbre l i b r e  EP'* = O pour p 2, 2 

d ' au t re  p a r t  on a 

T (W) T (.J) 
Tor (Q,@ = Q e t  Tor l  - (Q,0) = W . 

O 

La s u i t e  spec t ra le  a  donc son support  r é d u i t ,  a  p r i o r i ,  à quat re  po in t s  : 

Un argument "de coin" montre que ..... = E'". Comme T(V B K) 

e s t  une algèbre l i b r e  Tor2 1 , l  T(V") (Q,Q) = O,  donc E, e t  par  l a  s u i t e  

sont  nu l s .  Puisque E2 '" =  or^(^)(@),^), I3:'l 
1 

= O équivaut 3 : 

W e s t  un T(V) module l i b r e  ( ha] ) .  Soi t  M un esapce v e c t o r i e l  t e l  que 

W = T(V) €3 M ,  nous obtenons : 

D'autre p a r t ,  E_ e s t  isomorphe à H#(c%(K B V)) e t  puisqpe 

( O s i  seulement s i  p = q = O 

Tor 
T (KBV) 
P+9 



* C\, 

Nous obtenons HI(C L ( V  O K ) )  = û) @ V t3 K = E-. Comne E = E,, M e s t  2  

isomorphe à K et par la suite W est un T ( V )  module libre engendré 

par K. 8 

I V . 1 . 2 .  Lemme. Notons k l'application linéaire injective 

j O @, elle vérifie : 1) k(u) = u si u e K 

Preuve : [ L ( ~ ( v )  O K)] désigne le sous-espace vectoriel de 

L ( o ( V )  $ K ) ,  forme des crochets contenant un seul élément de K : 

Notons T l'inclusion canonique 

[I(o(v) O K ) ] ~  = T-l  ( 11 @ T ( o ( V ) )  8 T 1  (K) 8 T ( o ( V ) )  @ . .. 
2>,1 i +i +. ..+$ = l  

1 2  

Comme le T ( V )  module W est isomorphe à T ( V )  8 K ,  on a 

j (W) C [ ~ ( o  (V) @ K)] l ,  il s' en déduit que pour tout él6ment B dans 

fLt2(b1), j ( B )  contient au moins deux éléments de K.  où : 

hl,. . . ,V éléments de V et Vu e K 
n 

Compte tenu de la définition de l'isomorphisme et de 

l'abus de notation qui consiste à remplacer o(v) par v pour tout élément 

v de V, on a : 



Supposons l a  deuxième r e l a t i o n  du lemme v é r i f i é e  pour t o u t  ensemble 

de n éléments de  V e t  t ou t  élément de K ,  e t  considérons v l y * * * 9 v  n+ 1 

(n+l)-éléments de V e t  u  s K 

Notons encore k l'homomorphisme dla.C.p,. IL(T(V) t3 K) + L(V R) K) q u i  

prolonge j  O @ . 

l V . 2 .  R m q u e .  

Dans [ ~ a ] ,  Tanré donne une cons t ruc t ion ,  pour t o u t e  f i b r a t i o n  de 

Se r r e  F + E + B e n t r e  espaces 1-connexes de U)-type f i n i ,  d 'un  modèle de 

Qui l len  s u r j e c t i f  : II : (IL(U),D) -+ (IL(V) , a ) ,  où (L(U) ,D) e s t  un modèle 

de E ,  (fL(V),a) un modèle de B e t  ke r  Ii muni de l a  d i f f é r e n t i e l l e  

i n d u i t e  e s t  un modèle de Qui l len  d e  l a  f i b r e  F. 

Ker Ii sous a lgèbre  de L i e  d'une a lgèbre  de L ie  l i b r e  e s t  l i b r e  

i . e .  il e x i s t e  un espace v e c t o r i e l  gradué ? t e l  que Ker Ii = L(W) ; l e  

lemme IV.l.1. permet d ' e x p l i c i t e r  W.  

IV. 3 .  Une didd&~c?nti&e Ce madcte d e  t a  gibt~e. 

S o i t  Ii : (&(U R) V),a) -+ I L ( V ) , a )  un homomorphisme s u r j e c t i f  

d 'a.1.d.g.  avec n(U) = O e t  n ( V )  = V d 'après  ( IV . l . l )  e t  (IV.1.2) nous 

avons l a  s u i t e  exac t e  



puisque k est injectif, définissons sur (L(T(v) 64 U) une différentielle 

6 par k O 6 = a O k. Afin d'expliciter 6 introduisons une représentation 

de l'algèbre de Lie h ( U  @ V) dans &(T(V)  6 U ) ,  notée âd. 

Rappelons que Der & ( T ( V )  8 U) désigne l'algèbre de Lie des 

dérivations d'algèbre de Lie de & ( T ( V )  8 U ) .  

I V . 3 . 1 .  Définition. Considérons l'application linéaire notée âd 

et définie par 

. âd : U -" Der IL(T(V) 8 U) 

u --3 âd tel que 
U 

âd ($1 = [u,$I, u 
v$ dans L ( T ( V )  8 U) 

. âd : V + Der & ( T ( V )  63 U ) ,  poux tout v dans V ,  âd désigne v 

l'unique dérivation prolongeant l'application linéaire âdv : T(V) R U + 

T ( V )  8 U définie par 

On définit âd : U,(U B) V) + Der L ( T ( V )  8 Li) comme l'unique dérivation prolon- 

geant l'application linéaire U $ V -+ Der IL(T(V) 8 U) précèdemment définie. 

IV.3.2. Remarque. Soit a un élément de 5 ( U ) C  L(U @ V) et 

$ un élément de L ( T ( V )  63 U ) ,  il est clair que âd,($) = [a,$]. En utili- 

sant l'homomorphisme d'a.l.g, k, cette relation se généralise de la manière 

suivante : 

I V . 3 . 3 .  Lemme. 

1)  va 6 a(u e V I ,  c IL(T(V) 8 u) .  



Preuve : 1) So i t  v un élément de V e t  $ un élément de 

T(V) 8 U, k âdv($) = k ( v  8 $) = [v,k($)] , f ixons v dans V,  pour étendre 

I c e t t e  r e l a t i o n  3 tous l e s  éléments de L(T(V) 8 U), nous fa i sons  une récurrence i 

s u r  l a  longueur du crochet  : supposons que pour t o u t  élément $ de 1 
IL'"(T(v) B U), k âd ($) = [ ~ , k ( $ ) ] ,  e t  s o i t  4 = [q , ) ' ]  un élément de 

v 

an* l (T (v) 8 U) . 
Comme âd e s t  une dé r iva t ion  d 'algèbre de Lie de degré 1 vl , v 

2) D' après 1) du lemme 

comme k e s t  i n j e c t i f ,  on a ($1 
($1 = L ~ ~ ( T ( u )  8 u> rn 

IV.3.4. Calcul de l a  d i f f é r e n t i e l l e  6 .  

Nous a l l o n s  c a l c u l e r  6 sur  T(V) 8 U l ' espace  v e c t o r i e l  des 

générateurs du modèle de Quil len de l a  f i b r e  T(V) 8 U = U B T+(v) B U. 

Comme k(U) = U on ob t i en t  6 u  = au,  v u  E U ,  pour l e s  éléments 

+ 
de T (V) 63 U l e  1 )  du lemme précédent permet d ' e x p l i c i t e r  l a  d i f f é r e n t i e l l e  

par  l a  fornule suivante : 



IV.3.4.1. Lemme. 

v v e  V, VIJ E T(V) B u 

Preuve : Nous fa isons  une récurrence s u r  l a  longueur du p rodu i t  

t e n s o r i e l  Tn(v) d u .  Lorsque n =  1, v e V  e t  U E U  

k 6 âdV(u) = a k(v U) = a [v,u~ = [~v ,u]  + (-1) ( V I  C V , ~ U I  

d 'après  (IV.3.3) 

Comme k est i n j e c t i f ,  nous obtenons : 

6 âd v (u) = ad a v  (u )  + ( - 1 )  IvlâdV(au). 

Supposons l a  formule du lemme v é r i f i é e  pour tou t  élément de 

T'(v) B U, 1 < j < n e t  s o i t  a '  = v @ a avec dto?i 

= [v, [k(Ji> ,k(J i l ) f l  = l v ~ k ( g ) l  

l a  r e l a t i o n  1) du lemme e s t  donc v é r i f i é e  pour t o u t  a dans U 18 V e t  t o u t  

élément de IL(T(V) @ U). Pour étendre ce r é s u l t a t  à t o u t  élément de &(U 8 V) ; 

il s u f f i t  de démontrer que s i  l a  r e l a t i o n  1) e s t  v é r i f i é e  pour un couple 



(a,al) d'éléments de L(U B V), elle l'est pour le crechet b,a']. 

Soit 9 un élément de IL(T(V) 8 U) 

en effet, d'après l'identité de Jacobi 1 

(-1) I a I  b, [a' ,k($)]] + (-1) I s t  la' [k($), [a,al]] + (-1) l a '  la' l  [a', [k($) ,al3 

= (-1) l a '  l s '  [a, [a' ,k<$)ll + (-1) l a 1  I I @ I + I ~ I  191+1 [[a,al] ,k(g)] 

d'après (IV.3.3) cette dernière expression est égale à 

k(âdav(a) + (- 1 )  Iv1âdy(6a)) l'injectivité de l'homomorhisme k permet 

de conclure W 

6 se prolonge de manière unique en dérivation d'algèbre de Lie 

sur LL(T(V) 8 U) , on munit l'algsbre de Lie Der IL(T(V) Cl U) de la diffé- 

r tielle 6 , -  , LT~] . Nous avons alors 

IV.3.4.2. Corollaire. 

id: (a(U e, V),a) ---4 (Der IL(T(V) 8 U), [6,-1) 

k 

s ,  un homomorphisme d'algèbres de Lie différentielles graduées. 
1 



Preuve : Soit a E L(U @ V) et IJ c lL(T(V) 8 U) d'après 

IV.3.3 k âd ( 9 )  = b,k($)] d'oii : 
C1 

comme k est injectif nous obtenons 

Comme 6 est une dérivation de degré - 1 ,  la formule précédente s'écrit 

IV.3.5. Minimalité de la différentielle 6. 

Notons 6 %  la ~artie linéaire de 6 et End &(TV) 63 U) l'algèbre 

de Lie des endomorphismes de l'espace vectoriel T(V) 64 U. Elle est munie 

de la différentielle d'algèbre de Lie notée [P~,-]. 

Rappelons que par définition de âd : 

âd (T (V) 8 U) C T(V) 43 U, 
v vv E: v. 

d'oh l'homomorphisme d'algèbres de Lie 

âd : a(V) -+ End(T (V) 8 U) 

si l'on munit &(V) de la différentielle a = ïï O a nous avons : 

r IV.3.5.1. Lemme. 

est un homomorphisme d'algèbres de Lie différentielles. 1 
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1 

\ ff< 

Preuve : Soit a s k(V) et 19 tz T(V) (O U d'après I V . 3 . 4 . 2  

on considère les deux de compositions suivantes : 

Nous obtenons d ' après (IV. 3 . 3 )  

Comme âda est une dérivation âda : k ' 2 ( ~ ( ~ )  (O U) C L ? ~ ( T ( v )  (O U) , d'où 

âd,(O) = âd- (9 )  + (-1) l a '  âd (6 ) que l'on peut écrire sous la forme 
aa 

a R 

1 V . 4 .  R e m q u a .  

1) Supposons que la suite exacte 

soit le modèle de Quillen d'une fibration, par ce dernier lemme, on définit 

une action de l'algèbre de Lie d'homotopie de la base sur l'homologie de 

la fibre 

Cette action coïncide avec l'action d'holonomie de la f ibration [F-T-31 . 



- 
2) D'après (IV.3.5.1) si 3 est nulle et aQ(U) = O, alors 

B Q  est nulle, nous donnons un exemple où la différentielle du modèle de la 

fibre est minimale alors que celle du modèle de l'espace total ne l'est pas. 

Considérons le modèle de Quillen surjectif de la fibration cano- 

nique fis -+ PS -+ S lorsque S est un bouquet fini de sphères. 

Notons (L(V) ,O) un modèle minimal de S d'après [~a, Chap VI] 

un tel modèle s'écrit : 

11 L(V B s-'~) ,a) - (&(VI ,O) 

- 1 - 1 
où s : V + s  V isomorphisme tel que ls-'vl = IV]-1 

3 n'est donc pas minimale. D'après (IV.2) un modèle de la fibre est donné 

- 1 - 
par (IL(T(V) 8 s V) , 6 ) ,  ce modèle est minimal puisque a = O et que 

D'après [B-L] l'homologie réduite de la fibre est telle que 

'L - 1 s-l ;*(fisyQ) = T(V) (D s V, on retrouve ainsi le résultat : 

3) Si k : L(T(V) 8 U),6) + (&(U @ V),a) induit l'homomorphisme 

nul en homologie, l'algèbre de Lie d'homotopie de la fibre est abélienne, 

en effet : le crochet de deux classes dans l'algèbre d'homologie 

H T V )  8 U) 6 )  est représenté par [$,$'], crochet de cycles représentant 

les deux classes choisies [$,$'] E L(T(V) @ U). 

Comme ~ ~ ( k )  = O, k($) est un bord dans (&(U $ V),a) : 

3 a  e L(U 8 V) tel que k($) = aa, alors 



k i , ~ ) ' ]  = [k($),k($')] = [aa,k(@')] = k âda,($') d ' ap rè s  (IV-3-31 

comme k e s t  i n j e c t i f ,  nous obtenons [$,$II = Gdda,($'), e t  puisque $'  

e s t  un cyc le  (IV.3.4.2) e n t r a î n e  [a,at] = 6 âd ($'), a i n s i  t o u t  c roche t  
a 

de deux c l a s s e s  dans H*(IL(T(V) 8 U),6) e s t  n u l  ; c e c i  n ' e n t r a î n e  pas que 

l a  f i b r e  a l e  type d'homotopie r a t i o n n e l l e  d'un p rodu i t  d ' espaces  d1Eilenberg-  

MacLane (11.5.2). 

Une démonstrat ion du r é s u l t a t  (11.3.1) q u i  u t i l i s e  l'homomorphisme 

k n ' e s t  donc pas immédiate, cependant l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  s u r  l e s  f i b r a t i o n s  

e s t  une conséquence d i r e c t e  de l a  comptab i l i t é  de k e t  de âd s i g n a l é e  

I Soi t  F -+ E -+ B une f i b r a t i o n  de S e r r e  e n t r e  espace 1-connexes, 

de Q-type f i n i .  Alors 

N i l  (QF) 8 Q I N i l  n*(QE) 8 + 1 
# 

Preuve : Ecrivons un modèle de Qu i l l en  s u r j e c t i f  de c e t t e  

f i b r a t i o n  : 

e t  supposons N i l  rIi(OE) 8 9 S n ; on cons idère  l e  c r o c h e t  de n+2 c l a s s e s  

dans ~ . (QF)  8 (, il e s t  r e p r é s e n t é  par  un c roche t  de (n+2) cyc l e s  dans 

L(T(V) 8 U ) .  De l ' i d e n t i t é  de Jacob i ,  ce d e r n i e r  c roche t  s ' é c r i t  comme 

somme d 'é léments  de l a  forme , où 9 e s t  l e  c r o c h e t  de (n+ l )  c y c l e s .  . 

Par hypothèse il e x i s t e  a ,  élément de L(U (9 V) t e l  que k (+ )  = aa ; nous 

en  déduisons : 



et puisque l'homomorphismc k est injectif, [gr$'] est homologue à zéro 

T V . 6 .  K-Q mod2te. eA co&Lbtra;tion. 

Rapp& : Si h:(~,a) +- (L' ,a') est un homomorphisme d1a.t.d.g, 

existe un espace vectoriel gradué C et un quasi-isomorphisme p rendant 

le diagramme 

1 tel que (L(c) ,a) soit minimal si h est le modèle de Quillen d'une 

lcofibration entre espace 1-connexe, (&(c),:) est le modéle minimal de la 

cof ibre . 
L 

Examinons un exemple que nous utiliserons ultérieurement . 

IV.6.1. Exemple. Modèle de la suspension d'un espace topologique 

S pointé et 1-connexe. 

Soit (L (U) , a ) un modèle minimal de Quillen de S , la cof ibration 

canonique S + CS -+ CS à pour K-Q modèle 

où n(u )  = O,  SU) = SU et s : U 5 U isomorphisme tel que 

lsul lu1 + 1 que l'on prolonge en dérivation d'algèbre de Lie sur fL(V). 

D est dé£ inie par Da = a u 



C- a est d6eomposable et que s est une d€rivation, on obtient 
- 
D su = fl(Dsu) = O ; L(sU,O) est le modèle de ZS. 

:*;Ki 
L* 

1 V .  7. ~a com$~tuc4ion, gb/re-codibne; vjag &? LW 

TI 
Considerona le K-Q modele (tL(U) ,a) + L(U @ V) ,D) --+ 9 5 )  

d'une cofibration S S v  A Cf. Notons F Q la fibre homotopique de 

q, comme q o f rr 9 , 6 se relève en g : S + F 4 ; notons C g 1i eofibre 

homo topique de 

/ C 
S + S' Cf 

IV.7.1. Proposition. La suite exacte d'homlagie rationnelle 

~enw. sl(r+(v) eu) c T+(v) e u  

Oe lcéloim? se dGmmtre par récurrence sur n $ 1. 1.e. 



pour n = 1 : d'après (IV.3.5.1) 

62(V 8 U) = ad (U) + (-l)IV' âd (DQU) 
Dv v 

- 
âd (DRU) e V 8 U et puisque D y €  &(V) et que âd est homomorphisme 

v 

d'algèbre de Lie âd : !L(V) + End(T(V) 63 U) , âd (u) est un élément 
Dv 

de T+(v) 8 U. 

Supposons que 6%(TJ (V) 8 U) C T+(v) B U pour 1 f j S n, soit 

v R J) dans Tn'l(v) 8 U, v o V, 4 E Tn(V) @ U, on a : 

Pour les mêmes raisons que dans le cas n = 1, ceci est une somme de deux 

+ 
éléments de T (V) 8 U, ce qui démontre le lemme. 

T(V) B U se décompose sous la forme : U @ T'(Y) B U et d'après 

les propriétés de la différentielle 6 (IV.3.5), l'injection 

&(U) -+ b(U @ T*(v) (P U) est un homomorphisme d'a.1.d.g ; un K-<! modèle 

de la cofibration S -&+ F -+ C est donné par 
9 g 

et L(T+ (v) (O u,:) est un modèle de Quillen de C . 13'après [B-L] l'homo- 
g 

logie rationnelle réduite de S de F et celle de C sontdonnées par 
9 8 



Par construction de 6 , 6&(U) = a Q ( U )  et d'apres le lemme 

- 
démontré plus haut : \ = 6 %  et 



C H A P I T R E  V 

TYPE D1ffOhfOTOPIE RATIONNELLE DES ESPACES DE GANEA 

La d é f i n i t i o n  topologique de l a  cocatégorie r a t i o n n e l l e  d'un 1 
espace S, [TO]~  s'exprime à l ' a i d e  des espaces de Ganéa Gn(S), [ ~ a ] ~  . 
Aussi dans ce chap i t r e  nous en calculons l e  type d'homotopie r a t i o n n e l l e .  

Ceci nous permettra d'une p a r t ,  de f a i r e  quelques remarques s u r  

l'homologie r a t i o n n e l l e  des espaces de GanEa e t  de c a l c u l e r  cocat  GI(S) 
O 

e t  d ' a u t r e  p a r t  d ' é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  ocat  S B cocat  S (chap i t r e  V I ) .  
O O 

V .  1 .  Eapacu de Ganéa. 

Soi t  ( S , x )  un espace topologique pointé  dans Ganéa cons- 

t r u i t  une s u i t e  d'espaces topologiques G (S) e t  d 'appl ica t ion  continues 
n 

f : S +Gn(S) de l a  manière suivante.  On pose G (S) = * e t  f : S -+ * 
n O O 

l ' a p p l i c a t i o n  constante ,  supposons G (SI e t  f n  d é f i n i s ,  s i  G ( S )  n n 

désigne l e  cône de f e t  qn l ' i n c l u s i o n  de G (S) dans G ( S )  a l o r s  
n n n 

n +  1 
(S) e s t  l a  f i b r e  homotopique de qn : 

comme 
qn 

O f e s t  homotope à une constante ,  f s e  re lève  en 
n n f n + l >  

Gn(S) e s t  appelé l e  n-ième espace de Ganéa de S. 



V .  2 .  Mod2Le d e  Q&en d e  G (s) . 
n 

Notons (&(U),a) un modèle minimal de Quillen de l'espace topolo- 

gique 1 connexe, de q-type fini S, et soit s un isomorphisme d'espace 
,., 

vectoriel s : U s  s U tel que lsul = lu1 + 1. 

Posons : 

\ vn = T+(v~-,) B u pour n >, 1. 

V.2.1. Proposition. 

Pour tout entier n 2 O, il existe une différentielle a telle n 

(L(U @ V ),a ) soit un modèle de quillen de Gn(S). n n 
- 

Preuve : Nous procédons par récurrence sur n, pour établir le 

diagramme suivant qui mime la construction topologique 

La construction de Ganéa a pour point de départ la cofibration 

S + CS -+ CS, qui a pour K-Q modèle (IV.5.1) : 



l'algèbre acyclique k(U @ V ) ,a ) est un modèle de Quillen de CS qui 
O O 

a le même type d'homotopie que G (S). 
O 

Supposons avoir construit une différentielle a telle que n 

a (u) = a (U) et que k(U $ V ) ,a ) soit un modèle de Quillen de l'espace 
n n n 

G (S). n f 
Qn - 

D'après (Iv.5) un K-Q modèle de la cofibration S cn(S) --P G,(S) 

est donné par : 

où i est l'injection canonique et 'n 
homomorphisme d1a.l.d.g. défini 

n 

par pn(U) = O, pn<Vn> = V . n 

Comme Gn+ 1 (S) 
est la fibre homotopique de 'n' 

un modèle de 

Quillen de Gn+l (S) est donné par (IV.2 et IV.3) : (k(U B T+(V ) B U) ,an+l) n 

où 

lorsque v E V et $ e T(V ) B U O 
n n 

V . 3 .  Une d e n d p ; t i o n  de H.(Gn(S),Q). 

V.3.1. Proposition. 

Preuve : Comme la différentielle du modèle (fL(U) ,a) de l'espace 
- 

S est minimale, nous obtenons a = po O a = O. D'après le critère de 
O O 



b 

minimalité de la différentielle sur le modèle de la fibre (1~.3.5.1), 

L(U @ vl) ,a ) est un modèle minimal de G~ (S) ; l'isomorphisme entre 
1 

l'espace vectoriel des générateurs d'un modèle minimal de Quillen d'un 

'L 
espace S, et l'homologie rCduite H*(S,Q), b,~], permet de conclure 8 

V.3.2. Remarque : 

Lorsque n ) 2, le modèle L(U B Vn),an) de Gn(s) n'est Pas 
- 

minimal : d'après (IV.7.1) a = pn O a n'est pas nulle, la partie n n 

linéaire (an+l), de an+l n'est donc pas nulle (IV.3.5.1). 

'L 
D'après [B,LI : S-'$*(G ( s )  , q )  = H*(T(V,-~) B U, (an),). n 

Le résultat suivant est une conséquence directe de (IV.7.1). 

V.3.3. Corollaire 

% 

<(G (S) ,O) S )  @ HI(Gn(s),q) 0 
n 

Le lemme suivant permet : 

- de calculer explicitement (an)% pour tout n ) 2 

- de retrouver un résultat de [F-T, ] sur l'homologie rationnelle des 
3 

espaces de Ganéa. 

V.3.4. Lemme. Pour tout n >, 2 et tout p > 1 

lorsque v. a Vn-l, 1 6 i 6 p et u s  U 
1 

Preuve : Nous faisons une recurrence sur l'entier p. 

Lorsque p = 1 ,  vv c v n-1 ' vu E U d'après (IV.3.5.1) 



j Supposons la formule vérifiée pour tout élément de T (Vn-l) 8 U 

1 s  j $ p  etsoit $ = v  1 
Q v2 8 ... 8 v 63 u un élément de 

P+ 1 
TP+ ' (vn- 8 U 

IV2 1 lvi-l I 
+ (-1) âd o..âd v o..oâd )] (u) 

2 a v 
n-1 i-1 P+ 1 

% 
v.3.5. Corollaire. [F-T]~ : pour tout n > 1, H*(Gn+l (SI $ 9 )  

I - % 
est un H*(Q G (S), Q) module libre engendré par H*(s,Q). 

n 

Preuve : Pour tout n 2 1, munissons l'algèbre tensorielle 

T(V ) de la différentielle, notée 
dn> 

induite par la différentielle 
n - + a de L(V ). D'après le lemme précédent Vfl E T (vn), vu E U : 

n n 

- 1  % d'où s HI(Gn+l (S) ,@), qui est isomorphe à H*(T(V )@U,(a 1, ( 1, 
n n+l R 

est un H,(T(Vn) ,dn) module libre sur l'espace vectoriel U lui-même iso- 

- 1% morphe à s Hn(S,Q). 

% % 
Or H,(T(V~) ,dn) = H* (U L(V ,d = U H*(L(V 1 ,a 

n, n n n 

- 
et comme Hl(&(Vn) ,an) est isomorphe à n -(Q G (SI 8 9, [B-LI, nous * n 

obtenons 



V . 4 .  CalciLe de cocat Gl(s). 
O 

r V.4.1. Propos i t ion  c o c a t  Gl(S) = 1. 
O 

L 
Pour l e s  beso ins  de l a  démonstration de ce  r é s u l t a t ,  nous i n t r o -  

duisons une graduat ion  s u r  l e  modèle @ vol ,ao) de G (SI, de l a  
O 

manière su ivante  : pour t o u t  j 2 1 

Comme k e s t  i n j e c t i f ,  nous obtenons une graduat ion  s u r  I m  k Par  d é f i -  
1 1 ' 

n i t i o n  de l'homomorphisme d'a.1.g. k l  d'un élément de [L(U Sd V )] e s t  
O 

une somme de c rochets  contenant  chacun j éléments de U .  Nous avons donc 

[&(u e V )] = &(V ) e t  puisque L(U B V ) 2 I m  k l  B L(V ) ,  l a  graduat ion  
O O O O O 

e s t  ent ièrement  d é f i n i e .  

V.4.2. Remarque. Il e s t  c l a i r  que l a  graduat ion  d é f i n i e  ci-dessus 

possède l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : s i  ) o [L(U B e t  Y E [L(U B V ) I j  
O 

a l o r s  [$,Y] E I&(u e v )] i+j. 
O 

On é t a b l i t  a l o r s  : 

V.4.3. Lemme : 

Vy I,. tL(Vo), (aO),(,) 6 CL(U V 11, 
O 

Preuve : a )  Pa r  d é f i n i t i o n  de ao,  (ao)e  e s t  t e l l e  que 

(ao),(v) = u lorsque v = SU e t  (ao),U = o. i . e .  

(ao)e  s e  prolonge e n  d é r i v a t i o n  de L ie  s u r  L(V ) e t  t ransforme 
O 

un élément de K ' ~ ( V ~ )  en une somme de c roche t s  c o n s t i t u é s  d'une p a r t  



d'éléments  de L(Vo) = k ( U  @ vo) lo  e t  d ' a u t r e  p a r t  d 'é lément  de 

I U C [L(U 8 vol] l ,  d ' ap rè s  l e  (V. 4.2),  de te ls  c roche t s  appa r t i ennen t  

b)  d l  ap rè s  (V.3.2.) a ,  est minimale : y$ E L(U B V ) , l 

O l 

V.4.4. Démonstration de l a  p ropos i t i on .  1 
11 s u f f i t  d ' ap rè s  (11.1.4) d ' é t a b l i r  que c0 GI(S) = 1. S o i t  1 

4 c ~ ' ~ ( u  e Vl) fl k e r  a l ,  k,(lp) E L(U B V 1. Puisque (&(U B Vo),ao) est 
l 

O 
i 
l 

acyc l ique ,  il e x i s t e  a élément de iL(U B Vo) te l  que k l ( q )  = '2 a. ~ c r i v o n s  I 
O l 

u sous l a  forme a = k 1 ( 7 )  C f3 avec '4' E lL(U 8 VI)  e t  B E iL(Vo)- l 
i 

Posons B =  B ,  B ~ E I L ~ ( V ~ )  e t  a ( 8 ) =  1 (aOBlj avec 
i'io O i?l 

 après (V.4.3 a ) ) ,  nous obtenons la  r e l a t i o n  : 

= a a = r (a y) + ao6 Comme k l  ($1 
1 1  

e t  que k l ( a l y )  c 
@ Y ~ ) I , ~  

(V.4.3. b ) ) ,  on a  nécessa i rement  (aoB) = O e t  en p a r t i c u l i e r  d ' ap rè s  (*) 
i 

(ao) B O = o. 

i 
8 

B élément de L(VQ) = [L(u 8 v ~ ) ] ~ ,  ne peut  être dans 

Im(ao)L q u i  est un sous-espace v e c t o r i e l  de C ~ ( U  B V 11 (V.4.3. a ) ) .  
O 

i 
O Puisque (L(U @ Vo) ,ao) e s t  a cyc l ique ,  f3 e s t  n u l  e t  c e l a  

pour t o u t e  décomposition de f3 , i . e .  f3 = O, d 'où 

1 comme 
l 

k l  est  i n j e c t i f ,  nous obtenons >P = a I Y  



C H A P I T R E  V I  

LA CO- CAT~GORIE RATIONNELLE vt UN ESPACE 

TOPOLOGICUE ET 1 ' 1 NVARI A N  COCA1 So 

Dans ce chapitre, après avoir rappelé la définition et quelques 

propriétés de la cocatégorie d'un espace (notée cocat S) et cocat S 
0 y 

définie comme la cocatégorie de son rationnalisé, nous établissons le 

théorème principal : 

cocat S d cocat S. 
O O 

Nous ne disposons d'aucun exemple où cette inégalité est stricte. 

La démonstration du théorème (VI) repose sur les propriétés d'une nouvelle 

filtration du modèle de Quillen de G (S) que nous établissons au paragra- 
n 

phe (2) .  

Dans le dernier paragraphe, nous utilisons encore cette filtration 

pour montrer que cocat G (S )  = n, lorsque S est un bouquet d'au moins 
n 

deux sphères. 

VI. 7. La cocatégatLie d'un apace au bens de Ganéa. 

Soit S un espace topologique pointé, pour tout n 3 O, f et 
n 

G ( S )  désignent les applications et espaces définis en (V.l). n - 
VI. 1.1. Définition : [~a]~. cocat S est le plus petit entier 

positif ou nul tel qu'il existe une application continue r : G (S)  -+ S 
n n 

telle que r O fn Q, 1 dS. Si un tel entier n'existe pas, on pose 
n 

cocat S = m. 

- 



Etant donné un espace 1-connexe S, désignons par 
O son rationa- 

lisé, d'après [TOI Toomer définit cocat S et montre la relation 2 O 

cocat S 6 cocat S. 
O 

VI. 1.2. Remarques. 

1) D'après [~a]~ , cocat S = 1 si et seulement si S est un 

1 3  7 
H-espace. Par suites les seules sphères de cocatérorie 1 sont $ , 3 et $ , 

alors que pour tout.entier impair n, sn a le type d'homotopie d'un espace 
O 

d'Eilenberg-MacLane i.e. cocat $n = 1. 
O 

2) Dans le cas oit S est 1-connexe Tommer, [TOI démontre que 

tous les espaces de Gan6a G (S) sont 1-connexes et construit une équivalence n 

d'homotopie entre G (S ) et (Gn(S))o. Ces deux espaces ont donc même modèle 
n O 

de quillcn ; 1'a.l.d.g. k(U $ V ),a ) définie précédemment comme modèle de n n 

G ( S  ) est aussi un modèle de (iuillen de O(S)~, d'où la proposition suivante : 
n O 

VI.1.3. Proposition. Avec les notations de (V.2.1) cocat So 6 n 

si et seulement si il existe un homomorphisme d'a.1.d.g. r 
n 

telque r o i  1 n n % 1 ~ ( ~ ) *  

VI. 1.4. Corollaire. 

Nil ii*(QS) 63 Q s cocat S 
O 

Preuve : Il résulte de la proposition (IV.5) que 

Supposons cocat S 6 n, l'h~momor~hisme i induit alors une in- 
O n 

jection : 



i- D'où Nil n,(aS) 8 Q d n W 

VI .ThZIohi?me. Soit S un espace topologique pointé, 1-connexe et de 

fini alors cocat So i cocat S. 
O 

r VI. 1.5. Corollaire. 

1) cocat S = 1 équivaut à cocat So = 1 
O 

2) si cocat S = 2, cocat S = 2 
O O 

3) si S est un espace coformel cocat S = cocat S 
O O 

L 
Preuve : 1)   après [cal2 et (1.3-41, COcat so = 1 ou 

cocat S = 1 équivaut à : S a le type d'homotopie rationnelle d'un produit 
O 

d'espaces d'Eilenberg-MacLane. 

2) ~ ' a ~ r è s  (VI), cocat S 6 2 et d'après le 1) cocat So # 1. 
O 

3) D'après (1.3.3) et (VI.1.4) 

cocat S = Nil Tllz(nS) 63 Q i c.ocat S I 
O O 

V T . 2 .  Une grradLlation b w ~  h(U @ V ). 
n 

On définit sur le modèle &(U O Vn) de Gn(S) une graduation 

suivant la longueur totale en U : on compte les éléments de U qui appa- 

raissent dans l'écriture en crochet ainsi que ceux qui proviennent de V : 
n 

VI.2.1. Définition. Notons T l'inclusion canonique 



~ Pour t o u t  j  2 O, on pose : 

i 
F.T(U B v ) = B r 1 

O 
T(V ) @ T (U) B.... T(vo) @ 

J R? 1 i .@iR=j O 

2  
@ T (U) @ T(Vo) 

- 1 
e t  F. & ( U @ V )  = T F. T(U fB V ). 

J O J O 

Notons Kn = k l  O ... O k  : &(U @ V ) + L(U 8 V ) où ki désigne 
n  n  O 

l'homomorphisme i n j e c t i f  d 'a .  &d.g. dé£ i n i  en (V.2 1) 

- 1  
On pose a l o r s  : F. L(U B Vn) = Kn F. L(U (I V ) 

J J O 

1 
l 

S i  4 e s t  un élément de F.  L(U 8 V ). On note  R($) = j. 
J n i 

R m q u e .  

- F &(U 8 V ) = L(V ), su r  &(U 8 V ) c e t t e  graduation coïncide 
O O O O 

avec c e l l e  i n t r o d u i t e  en (IV.1.2). 

- pour t o u t  n  >, 1 ,  Fo iL(U B Vn) = 0. 

On v é r i f i e  directement l e s  p ropr ié t é s  su ivantes  : 

VI.2.2. Propr ié tés .  

1) pour tou t  n  ? 1 ,  s i  a  r. Vn, R(a) 3 n  

2) s o i t  a E F. L(U (I Vn) e t  B o F. &(U @ Vn) a l o r s  
1 J 

3) Soi t  v  E Vn - t e l  que R(v) = i e t  a  s V t e l  que 
n  

R(a) = j  a lo r s  v  @ a  s Vn e t  R(v @ a )  = i + j  

4) S i  a E F. L(U (I Vn ,) e t  $ E F. L(U @ Vn) 
1 - J 



l 5) Pour t o u t  n 2 1 e t  t o u t  j 2 1 

VI.2.3. Lemme. Pour t o u t  n : O 

Preuve : Posons l 'hypothèse  de récur rence  su ivan te  : 

n ?  1 e t  q 2 1 .  

l )  H l , q  
e s t  v r a i e  pour t o u t  q 2 1 : 

. S o i t  v c V e t  u s U a ( v  8 u) = 1 e t  
o 

- a v s (L(U) ) 1' i d é a l  d e  L(U B Vo) engendré pa r  L(U). Cet i d é a l  co r r e s -  
O 

pond à F lL(U @ Vo). 
>, 1 

' 2 - puisque a e s t  décomposable au  s iL' (U) d 'où,  d ' ap rè s  (VI.2.2.4)) 

a ( a l ( v  e u ) )  2 2. 

Ceci démontre que H e s t  v r a i e .  
1 , l  

. Montrons que 
Hl  ,q 

en t r a î n e  Hl  , q + l s  s o i e n t  v E Vo e t  

9 E ~ ~ ( v ~ )  B U, e 4) = a($) + i e t  a l  v B g = âiia ($1 + ( - i ) l v l â d  (al$).  
ov v 

On a vu que a(aoV) ? 1, de p lus  H l , q  f a i t  que %(al$)  3 2, 

l a  remarque 4) du (VI.2.2) permet de conclure .  

e n t r a i n e  H 2, Hn-l , r  n , l  ' 

S o i t  v s V e t  u s U ,  R(v 8 u) = R(v)+l e t  
n- 1 



d 'après  H n-l,* a(an-l  v) > R(v)+l ,  d ' a u t r e  p a r t  R(au) 3 2. Nous obtenons 

d 'après  (VI.2.2.4)) 

e s t  v r a i e  a l o r s  H e n t r a i n e  H 3) - s i  Hne1,* n,q n ,q+l  ' 

So ien t  v E V q 
n- 1 

e t  (l E T (Vn-l) (O U ,  d ' ap rè s  ( ~ 1 . 2 . 2 . 3 ) )  

a ( v  e 4) = !L(v)+a(lp). On a a n  v e $ = âda v 
n- 1 

d 'après  H &(an - 1 ~ )  3 a ( v ) + l ,  d ' après  n , q '  
( a )  2 1 d'où 

n-1,*' 

a(a (v e g)) 3 a(v)+a($>+l  (vI.2.2.4)) 8 
n 

La récur rence  précédente  permet d ' é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  du lemme 

pour t o u t  élément de V e t  c e c i  pour t o u t  n 3 1 ; pour é tendre  c e t t e  n 

r e l a t i o n  à tous  l e s  éléments de L(U $ V ), nous u t i l i s o n s  l e  (2) de n 

(VI. 2.2) . Ce q u i  achève l a  démonstrat ion du l e m e .  

VI.2.4. Coro l l a i r e .  Lorsque l ' e space  S e s t  formel ,  pour t o u t  

n 2 O, il e x i s t e  une graduat ion s u r  l ' a l g è b r e  de L i e  d'homotopie de Gn(S) : 

Preuve : Nous montrons que a n  
e s t  homogène de degré + 1  pa r  

r appor t  à l a  graduat ion F i n t r o d u i t e  précédemment : 

S possède un modèle minimalde Qui l len  Zi d i f f é r e n t i e l l e  purement 

quadrat ique d'où : 



Ceci permet d'entamer une double récurrence à partir de l'hypothase : 

La démonstration est en tout point identique à celle du 

lemme VI.2.3. 1 

VI.2.5. ~émonstration du théorème VI. 

Pour tout n ? O, i : (iL(U) ,a) + (L(U @ V ),a ) désigne l'in- n n n 

clus ion canonique. 

Considérons 'n 
homomorphisme d ' algèbres de Lie graduées défini 

par : 
'n 

: iL(U @ V ) + a(U) tel que gn(U) = U et gn(Vn) = O. 
n 

Remarquons que 
'n 

ne commutte pas aux différentielles. Notons 

11 la projection canonique (L(U) ,a) -+ 

n 
1 'homo- 

morphisme d'algèbres de Lie graduées n 0 gn* 

homomorphisme d'algèbresde Lie différentielles graduées. 

Preuve : Soit v un élément de 'n~ d'après ( 1 )  de (VI.2.2) 

!L(v) 2 n et d'après (VI.2.3) a v E F2n+lL(U B V ) .  n n 

Notons (&(V ) )  l'idéal de &(U @ V ) engendré par L(Vn) 
n n 

alors : 

>n+ 1 F L(U B v = a  (u) B (atvn)) n F?~+~L(U B v 1. 
?n+ 1 n n 

',n+ 1 Soient a E L (U) et $ E (L(Vn)) r) F, 
,n+ 1 

L(U 8 V ) tels 
n 

que a v = a @ +, nous obtenons 
n l 

- 
Puisque a O hn(v) = O, hn conmute aux différentielles. 



B - Suite de la démonstration du théorème. 

Supposons cocat S 4 n et notons W , ) , )  un modÈle de 
O 

Quillen de ,a)-. l'l'après (I.3.2), il existe a et B homomor- 
(U) 

phismes d1a.t.d.g. tels que le diagramme suivant commute à homotopie près : 

et B O a Q Id. 

Notons h : !L(U @ vn) ,an) + (L(w) ,S) un modèle de Quillen de 
n 

'L 

l'homomorphisme d'a.Ld.g., hn, il est tel que u O hn Q, hn, d'où le 

diagramme suivant : 

Par construction de l'homomorphisme h n , nous avons h n O in = nn. 
'L 

Nous obtenons p O hn O i h 0 i = n n n n 

D'après le diagramme donnant la définition de cocat O S ,< n, nous 

'L 
avons O a Q, Ii donc p O h O i Q p O a. Puisque p est un quasi- n n n 

'L 

isomorphisme, nous déduisons : h O i 'L a. n n 

Posons r = B O hn : (L(U D Vn),an) + (a(U),a). Il vérifie n 

l r o i  %Id d'où cocatS Sn.. 
n n O 



V I .  3. E ~ p a c a  de Ganéa d'un boucjud de aphètcu. 

VI.3.1. Cas où S e s t  r é d u i t  à une sphère impaire. 

r Pnoposition. cocat  G (gZp+l)  = 1 pour t o u t  n ? 1 .  
O n 

Li 

$ 2 ~ +  1 a pour modèle de Quil len (L(u) ,O) I u I  = 2p. NOUS u t i l i s o n s  l e  

lemme su ivan t  : pour t o u t  n >, 0, considérons su r  IL(U 8 V ) l a  graduation 
Tl 

i n t r o d u i t e  en  ( I V . 1 . 2 ) .  

Lemme. Pour tou t  n >, 1 e t  V$ E L(V,) 

Preuve du lemme. Comme l a  graduation considérée e s t  compatible 

avec l a  s t r u c t u r e  d 'a lgèbre  de L i e ,  il s u f f i t  de montrer l e  lemme pour $ 

élément de V . 
n 

Pour tou t  n >, 1 e t  t o u t  q ? 1, posons l 'hypothèse de récurrence 

suivante  : 

1 )  H l  e s t  v r a i  pour t o u t  q .  
9 9  

- l o r s q u e  q =  1 .  3 s u 8 u =  [u ,~]  = O  
1 

- H e n t r a i n e  H l , q + l  
1 ,cl 

: s o i t  i~ E T ~ ( v ~ )  B u su B 9 c [&(u t~ v t ) I o  

e t  a l s u  8 J )  = CU,$] + (-1) 1 su1 âdsu(a,B), &,$I c [L(U B ~ ~ ) 1 ~  e t  puisque 

ale [ ~ ( u  v l ) l r l y  âd (a l$ )  e t  par  s u i t e  a (su 8 9 )  son t  dans 
S U  1 



2, Hn-l,* entraine H 
n, 1 

Soit v E V n-1' v B u E k(u B v n )] O = a(vn), 

anv abu = âd (u) . Par hypothèse, il existe x r Vn et y o &(Vn-,) 
an- iv 

tels que v = k (x) $ y, d'où 
an- i n 

D'après (IV.3.31, âdk (u) = k,~]. C'est donc un élément de [L(U 8 v~)]~. 
n 

 autre part, y E a<vn-l> = [e(u @ V~-~)I donc âd (u) appartient à 
Y 

a~ vn)Io = e(v d'où n 

3) Hn-l,r est vrai H entraine H n9q n,q+l 

Soient v o V n- 1 
et 9 E T ~ ( v ~  - 1) A u , v B $ E V C [&(u @ V )Io n n 

et a v @ $ = â d  ($1 + (-l)Ivlâd (a 9 ) .  ~'après Hn-],+, 
n an- iv 

v n 

an- i v E [ ~ ( u  8 ~ ~ - ~ ) l ~ ~  d'où 

 a autre part, comme âdv est une dérivation 

âdv[L(~ 8 v n 61 c b ( ~  @ v,)],~, H est donc vérifiée. 
n,q+l 

Ceci achève la démonstration du lemme. 

Démonstration de la ~ro~osition. 

2p+ 1 
~ ' a ~ r è s  (II.1.4), il suffit de montrer que E G (S ) = 1 

O n 

pour tout n 5 1. 



NOUS avons vu (v.4) que E G (g2*+') = 1. Supposons 
O 1 

Cocato C, 
n- 1 

(sZp+l) = 1 et considérons un élément de @ V ) n ker an. 
n 

) ker an - ; par hypothèse il existe $ élément de n 

L(u 8 Vn) et y élément de b(V 1 tels que k ( 9 )  = an-l(kn(i) B y), ce n- 1 n 
- 

qui nécessite an-ly = O, i.e. a y E Im k . D'après le lemme ci-dessus, n- 1 n 

3a o vnnker a tel que an-ly = k (a), d'où la relation 
n n 

k (Ip) = kn(an$) + kn(a) et par suite, puisque k est injectif, n n 9 = anJl+a. 
' 2 

Comme 9 est dans IL0 (u B Vn), a = -(an)Q+. Ainsi a est homologue à 

zéro et $ l'est aussi. i 

VI.3.2. Cas où S est réduit à une sphère paire. 

2 P Pmpd&on. cocat G2(E ) = 2. 
O 

Preuve : Notons (L(u) ,O) , 1 u 1 = 2p- 1, un modèle de ~uillen de 

s2'. On considère la décomposition (VI. 2.1) 

d'après (VI.2.3) F iL(u B V2) n (L(V2)) est un idéal différentiel. 
2 2 

D'OÙ (L(u (i V2),a2) est isomorphe à l'algèbre de Lie produit 

2? Comme Cocato G1(â ) = 1, l'homomorphisme k2 : 

induit l'homomorphisme nul en homologie. D'après CF-T] , F iL(u B V2) n (L(V2)) 
?2 

est modèle d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. Il est donc de 

cocat égale à 1. 
O 



d ' a u t r e  p a r t ,  c o ~ a t ~ ( t L ( ~ ) / ~ ~  , O )  = 2. Il r é s u l t e  du ( c )  de (1.4.2) 
(u)  

2~ coca t  G ~ ( I  ) = cocat(&(u @ v2) ,a2)  = 2 II 
O 

VI.3.3. Propos i t ion .  S o i t  S un bouquet de deux sphères  au moins, 

l o r s  bn  2 O, c o c a t  Gn(S), = c o c a t  Gn(S) = n. 

Preuve : D'après (VI.2.4), Vn ', O, a n  e s t  homogène de degré + l  

p a r  r appor t  à l a  graduat ion  F.  lL(U 8 Vn) d é f i n i e  e n  (V1.2.1). Comme a n U  = O 
J 

e t  que V C F &(U 8 V ) nous obtenons : n >n n 

H;(IL(U B vn),an) = an (u )  b k e r  a n  n V n n F n L(U 8 V n ) 

d'où N i l  n*(Q Gn(S)) @ 0 3 n. D ' au t r e  p a r t ,  pour t o u t  espace po in t é ,  S ,  

Ganéa démontre : [ ~ a ]  2,  cocat  G ~ ( S )  a n. Le c o r o l l a i r e  (VI. 1.4) permet 

de conclure II 



B I B L I O G R A P H I E  

i [B,L] H .  BAUES, J.M. LEMAIRE - hknhd mode,& o n  homoXopy h e o h y .  
1' 

Math. Ann. 225, n03,  (1977),  219-242. 

[c,M,N] F .  R. COHEN,  J.C. MOORE, J .  A. NEISENDORFER - T o ~ i o n  *Ji homo.topy gkoups. 
Ann. of Math. 109, (1979) 121-168. 

[F,H] Y .  F ~ L I X ,  S .  HALPERIN - R a t i o n a l  L.S. c a t e g o k y  and h3 a p p U d a n .  
Trans. of A.M.S, Vol. 273, nO1 (1982), 1-37. 

[F,H,T] Y .  F ~ I X ,  S .  HALPERIN, J.C. THOMAS - S m  cehtaines a lg2bhes  d e  Lie d e  

d W v a t L o n .  Ann. I n s t .  Four r i e r  32, n04,  (1982) 143-150. 

[F,H,T] Y .  F ~ L I X ,  S .  HALPERIN, J.C. THOMAS - T h e  h o m o h p y  Lie e e b h a  do* d i m e  
compLexeh. Publ,  I.H.E.S. 5 6 ,  (1983),  387-410. 

1 [F ,H ,T]~  Y .  F ~ L I X ,  S .  HALPERIN, J.C. THOM@ - L.S. caAEgowe  et hpeot>raee 

l d e  W n o h - M o o h e .  Bul l .  S.M.F. 111, nO1,  (1983). 

1 [F,H,T] Y .  F ~ L I X ,  S .  HALPERIN, J.C. THOMAS - SUIL  l lhomo*op ie  d e s  espaced de. 
c a t é g o t u e  2 .  A p a r a î t r e  au  Math. Scand. 

[F,L] Y .  F È L I X ,  J.M. LEMAIRE - Mapping *heohem i n  T m e  homo2opy. 
A p a r a î t r e  i n  Topology. 

[F,T]~ Y .  F ~ L I X ,  J.C. THOMAS - V W é  et c o m p L e W é  de6 modè les .  

Bul l .  Soc ié t é  Math. de Belgique, Vol 33 (1981),  7-19. 
1 

[F ,T]~  Y .  FELIX, J.C. THOMAS - T h e  d a  0 4  c o n v m g e n c e  06 Poincané ~ e > r i ~  06 
1 Loop s p a c e n ,  Invent .  Math 68 (1982) 257-274. 

1 [F,T] Y .  F ~ ! L I X ,  J .  C .  THOMAS - Repi lésentakion d '  hoLonornie h a t i o n n a e .  

l 
I A p a r a î t r e .  

[ ~ a ]  T .  GANEA - Lu6Xmnih-Schmh&emann c a t e g o i u e  and n.t>Ling c a t e g o h y .  

I l l i n o i s  J .  Math. 11, (1967) 417-427. 

[ ~ a ]  T .  GANEA - A g e n m a l h a t i o n  0 4  .the homology and homoabpy AuspemLon .  
Comment, Math. Helvet .  39 (1965) 295-322. 

[G,L] GULLIKSEN-LEVIN - Homotopy 0 6  C o c d  &ingb. Queen 8 paper i n  pur  and a p p l .  
Math., n020, queen's univ.  Kingston out  (1969). 

[Ha] S .  HALPERIN - Lectwren o n  mivLimd mode&. Mernoire de l a  S.M.F. (1983) no 10. 

[~i] ,  P.J. HILTON - Homotopy Xheohy and dua&Ag.  New-York Gordon and Breach (1965). 

[ ~ i ] ~  P.J. HILTON - On a gen-ation od n L t p o t e n c y  Xo h e n t i - d h n p t i W  compCexe. 

Proc. London. Math. Soc. (3)  Vol (10) (1960) 604-622. 
[HO] M.J. HOPKINS - FotunUeation 06 coca tegokg  and d e  Ltmed s u s p e i ~ s i o n .  

Aster ique  113-1 14 (1984). 



[H,M,R] HILTUN, MILSON,  ROITBERG - Localization 06 nXpo.tent ghoup and spaces. 
Math. Studies n015 North Holland (1975). 

CH, S] S .  HALPERIN,  J. STASHEFF - 0bs;tttuc;tion .ta homo.topy equivdences. 
Adv. in Math. 32 (1979 233-279. 

[L, S] J.M. LEMAIRE, F. SIGRIST - S u h  l e s  i n v d a n t b  dlhomo.topie fi& à &a 
L.S catég~hie.  Comment. Math. Helvet. 56, (1981), 103-122. 

[~a] S .  MACLANE - H omolog y. Springer-Verlag, ( 1967). 

[QU] D. Q U T L L E N  - Ra;tioMae homo.topy .theohy. 
Ann. of Math. (2) 90, (1969), 205-295. 

[SU] O. SULLIVAN - l n ~ i ~ d . m c d !  c o m p W o n  i n  Itopology. Publ. I.H.E.S. 47 
(1977) 269-33 1. 

[Ta] O. T A N R ~  - HomoXoyzie hationndte : modèles de Chen, QLuReen, SutXivan. 
Springer Lec. Notes n01025 1 

[~h] J .  C. THOMAS - HomoXopie h a t i o n n d e  d e s  6 i b h b  de Seme. 
Ann de l'Institut Fourier 31-3 (1981), 71-90. 

[RI], J.C. THOMAS - ~udqued ques.tiom commentées l a  dibhe d '  Edenbmg-Mooire 
d'une & L b U o n  de S m e .  Pub. IRMA - Lille - Vol. 3 n06 (1981). 

[TOI G.H. TOOMER - Lu6Xehnih-SchnLxeûMnn categohy and *he Moohe s p e W  
sequence. Math. Z .  138 (1974), 123-143. 

[TOI G. H .  TOOMER - Topologiccd! locaeization, categohy and cocategohg . 
Can. J .  Math. Vol. XXVII, n02 (1975) 319-322. 

[wh] G. WH ITEHEAP - The homology superaion. ~011. top. Alg. Louvain (1956), 
65-89. 



L e  catégorie de Lustetaik-Schnirelmann d'un espace topologique 

S e s t  définie comme le nombre minimum, m i n s  un, d'ouverts contractiles 

dans S constituant un recouvrement de S. C ' e s t  un invariant homotopique 

l i é  à l a  s t ructure ml tkpl ica t ive  de l a  cohoaiologie. En 1960, Gangs donne 

une défini t ion de l a  catégorie qu i  se iiualise sni sens d'Eckmonn-Hilton, dé- 

f inissant  a ins i  un invariant homotopique appelé cocatdgorie de l'eepace S. 

Cet invariant e s t  l ié a l a  s t ructure de l 'algsbre de Lie d'homo- 

topie de l'espace e t  par suite tras difficilement calculable. 

L'objet de ce  t ravai l  elrt l a  construction d'une approximation 

n a t h  c o ~ a t  S, de le cocatggorie d'un espace simplement connexe S. . 
O .  

Rous d8montrmi que eocatol e s t  un invariant du typa d'hoiotopie 

rat ioanel le  qui est calculable B par t i r  du d a l e  de QuiIlen de S rusef 
bien qu'a p a r t i r  du apodele f i l t r é -  de S. 

Neus litablissons des i a P y i l i t b  entre cocstoS, l a  n i ï p o ~ e e  de 

l'alg2lbre cels Lie d'hoort3topi.e rationnelle &e S, ua invrr iant  I f6  b la eugta 

r p e  trale d'lileraberg-Maore de S, et la cocatagorie de 1 'espace ratimfa- 

%%a@. 


