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INTRODUCTION 

L'objet de ce mémoire est l'étude du comportement d'une coque conique 

élastique de révolution. 

Dans le premier chapitre, on rappelle les équations générales régissant 

une coque à courbure totale nulle en coordonnées curvilignes non orthogonales; 

on applique ces résultats, au chapitre II, à l'étude d'une coque conique élastique 

de révolut ion. 

Le tenseur linéarisé en coordonnées adimensionnelles fait apparaître 

deux infiniments petits 6 et E liés à la coque : 

demi-épaisseur € =  Longueur caractéristique 

6 = borne supérieure de la norme du gradient du 

vecteur déplacement. 

d 

En posant u (r,e,â)= u Ü(+,~,E); U; (P,B,~=u z( i ,e ,~ ,E)  - 
où U déplacement caractéristique, = 5 - A , l'élasticité linéaire 

L a= , 
permet de négliger tous les termes d'ordre 2 au moins en 6 et de comparer 

LI , et 6 ; conduisant aux hypothèses suivantes : 

h i  5 = 8s hypothèse employée par Raillon dans sa thèse (cf. [ 131 ) . 
L 

H 2 g= & celle employée par Hariri dans sa thèse (cf. C83 ) . 
L 

La seconde hypothèse où E indépendant de sera adoptée dans 

U ce travail et - z O@) justifie le fait de prendre un développement 
L 

polynomial en E dans l'hypthèse de coques minces en théorie de l'élasticité 

linéaire. 



- 
On écrit alors U; (z,B,J,£) = 

U 
M t o  

La loi de Hooke permet de voir que : 

Au Chapitre III, on obtient les équations adimensionnelles et par 

substitution des développements précédents dans celles-ci on trouve par réso- 

lution que : 

-cm) 
m -e  - 9 (si;)= 1 I h ~dP'($e). 
e=o l! 

avec des relations de récurrence entre les y"$ ($d 
Dans les Chapitres IV et V, nous étudions les coques coniques minces - 

11, et peu epaissesl'; pour cela on néglige tous les termes 

tels que d +  a02 et H - t g  7/ 3 respectivement. 

Les conditions aux limites en contraintes sur les faces 

permettent la détermination des "coefficients1' contraintes, 

relations contraintes-déformations nous permettent d'en déduire les déplacements : 

cl est-$-dire tous les CIO.' (2, ,8) 
de  

Au chapitre VI, on traite le cas de coques conique et cylindrique toutes 

deux soumises à une pression interne. On termine par l'examen de la condition 

de raccord entre les deux coques. 
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CHAPITRE 1 

RAPPELS DES EQUATIONS REGISSANT U N E  

COQUE A COURBURE TOTALE N U L L E  

7.1.  - DEFINITIONS GEOMETRIQUES. FORMES QUADRATIQUES DE LA SURFACE. 

1.1.7.- D&&&i..tion du domaine d e  La coque.  

So i t  J& l e  domaine de l 'espace a f f ine  Euclidien E. occupé par 

I l a  coque à l ' i n s t a n t  considéré. On notera par 

&f l a  surface moyenne de l a  coque, de point générique rn 

a#, l l épa isseur  de l a  coque. 
--+ 
N(Y) i a  normaie un i ta i re  au point YYL . 

I Ainsi l e  domaine RR occupé par l a  coque de surface moyenne O 

e s t  déf in i  par 

(1.1.1) 

Par l a  s u i t e  on supposera que peut ê t r e  décr i te  par une seule  
l 4 2 

ca r t e  qui e s t  uneapplixation d'un ouvert régul ie r  W de rep$ré 

par un système de coordonnées orthogonales (f :, 12) e t  à valeurs dans 

R~ lui-même rapporté à un système orthogonal ( '*, , zL , % 
On supposera en plus que e s t  au moins de c lasse  ta , 
Tout point de peut ê t r e  aussi  bien repéré par ( F a  , $2 

- C - -+ 
4 

que par ( 4 , x+ 13 e t  o n a  om = 9/&:3r) 



En tou t  point  m , on d é f i n i t  k p h n  -tUnqevLt à W qu'on  note,^ 
4 .II) 

- (w)  : pian engendré par  l e s  vecteurs Qq i '2 ( 4 =  1, 218 
a'lY 

supposés linéairement indépendants. 

Dans ce  cas l a  normale un i t a i r e  en tou t  point  m e s t  déf inie  par  : 
1 

4 

Avec l e s  hypothèses e t  dé f in i t i ons  précédentes, on a &? = ?!!? d l *  
al' 

-"  + 
dm = Q* d?q d'où l 'express ion de l a  longueur d'un élément d 'arc  

d'une courbe de : di = (dm: =)% 

-+ -* -b ', d +  
Nous poserons par  l a  s u i t e  : E = CLI.Qa , F c as-0, , G = ai. 4 

ce qui def in i  l a  première forme quadratique : 

I 1 

i) Notons par 0. l e  déterminant du tenseur fondamental a = E G  - FC ; 

G s ' i n t e r p r è t e  comme l ' a i r e  du parallélogramme cons t ru i t  à p a r t i r  

des vecteurs e t  . 
* 

ii) A l a  base ( % ,  ) (qu i  e s t  non orthogonale e t  non u n i t a i r e  généralement) 
3 + 

on l u i  associe sa base duale que nous noterons ( a' , CL8 ) dé f in i e  par  : 

ou j symbole de Kronecker ( 4 , p  )=1,2. 



Pour l a  s u i t e  nous u t i l i s e r o n s  l e s  nota t ions  suivantes  : 

avec 

7 , 1 .  3 . -  Seconde 6ome quachztique 

7 . 1 . 3 . 1  : En t o u t  point  irr de l a  surface  moyenne * ; 1 

L,-4 -3 
l e  vecteur normal é t a n t  u n i t a i r e  on a Ne ahl = O ce qui en t ra ine  que 

a7= 33w 
e s t  un vecteur du plan tangent ( w )  . I 

--+ l 

a l o r s  

En tenant  compte du f a i t  que O (c1est-à-dire 

on a a l o r s  l 

S o i t  me courbe de l a  surface  moyenne e t  l a  longueur d 'arc  compté 

positivement à p a r t i r  d'un point  m a  f i x e ,  nous avons 

Par l a  s u i t e  on posera : 



C 
D'après ce  qui précède on a : d s .  N(+ = , bsp dt* d ? p  

6 2  $'p d? *d$P 

La courbure normale tN de l a  surface  If au  point m e s t  dé f in i e  

à l ' a i d e  de l a  première jet de l a  seconde formes quadratiques par  

La courbure t o t a l e  I< e t  l a  courbure moyenne C sont  données 

par  : 

m 

k = L N -  h' c = Elu+GL-  Z F l y  , 
EG- f a  2( 156 - pe> 

k = et ta C = + ( P . + I + )  

03 (1 9 te sont l e s  courbures pr incipales  de \J . 

* - 
El le  e s t  dé f in ie  à l ' a i d e  du produit  s c a l a i r e  dF(- d~ s o i t  

OU encore 



7.7.5. - RelaLiom e&e l e s  coed&ide& d u  pmmiëhe e;t seconde 
6 o m u  y uadmtiy uea . 

Ces formules décrivent les variations des vecteurs de la base locale 
* 

( ": $ , ) lorsque le point nr se déplace sur la surface moyenne& 

1 

où les coefficients 'q , s 'expriment à 1 ' aide des 

coefficients de la première et de la seconde formes quadratiques et de leurs 

dérivées. 

On obtient d'après ( L. 1.5) 

Les coefficients coïncident avec ceux de la seconde forme 

quadratique. 
-* 

En multipliant scalairement l'égalité (1.1.12) par Qg ; s F 1,2 - 3 
et par différentiation de 3 = %. % as on trouve : 



, 

PW permutation cimillaire tics indices ( p , >. , 6 aaiu (a), 

- 1 

.s;- aa , s s  
* ? * $  d?' 

3- * d  
a, + -a "da- ?-= bf8  

Par des opérations élémentaires entre les relations fa) (b) ( c )  
'. 

2a;,&B 
on tire : 

Pour la suite on p s e m  : 

- .> . + Jrl) % sont les ooadcients  d i  ~ h ~ i s t o i i a l  de 2àne sa+e. , 
L I  - 

i r s  - 561 et CS 

FPSY = - q g .  



4 3 
Corne l e s  vecteurs ( C+ , , N ) sont  l inéairement indépendants, 

on a b o u t i t  aux formules de Gauss e t  de Pertesson Codazzi. 
f 

R 7.2.- ELEMENTS D E  GEUMETR7E DZFFERENTTELLE D A N S  JZ . 

l D'après l a  dé f in i t ion  de l a  coque e t  l e s  nota t ions  u t i l i s é e s  en ~2.1 

un point  N E  e s t  repéré par l e s  coordonnées curv i l ignes  ( , 12, 3 ) .  

l On d é f i n i t  l a  base l o c a l e  a u  point  fi par : 

(1.2.1) 

avec un endomorphisme symétrique du p lan  tangent d é f i n i  pa r  : 

où 4 e s t  l ' i d e n t i t é  dans % / w )  . 
B 4  + GS(5nZ = - br 

-5 -. e 
Nous supposerons que l e s  vecteurs ( $, , t , i'f ) sont  l i n é a i r e -  

4 

ment indépendants. Notons ( 3 P ) l a  base duale  de ( & ) d é f i n i e  p a r  

se .a: = s0: 
O n a a u s s i  e a . & = g $  

a 4 
On t i r e  op. Q = 

pt23 



&tant un e n m m i s m e  symétrique an obtient aussi : 
, . * * qP(jlj ii;' qui entrrine : 

... t 4 , '  ri &te ., - . ~uis ~~hyp~thèst de coques . - minces 0% on a .*Lp 4 - d e  
* iI , 

i 

iwe non f i m e .  

int  h s l é c r l t  donc : 



9 

l 
iii) En tout point on a l'identité suivante : 

où 3, l'application identité dans E l'espace vectoriel associé à l'espace 
3 ' 

affine E3. 
r?c 
3 = & QÛM désigne l'opérateur de projection sur le plan tangept i TIw) 

C 
désigne l'opérateur de projection sur la normale . 

A l'aide de l'identité (1.2.8) tout champ de vecteurs ou d'endomor- 
rS, 

phismes symétriques 6- de (définis tous les deux au point M r R~ ) 

se mettent sous la forme : 

3 * -r 9.5 
avec 1 ; vsN= N ~ N  (v)  . 

d b  

5 = C. fL,[d, rm[w.) 3 : applications linéaires de XI,) dans x[d 

4 -e 
5, s TC <XI %[<rr) : vecteur du plan tangent , 

J e *  G 3 =  N W  l'4 un réel. 

1 . 2 . 2 . 1  . - Ca.tcuR d ' un dép&mztnent élémenXahe. 

t soit ~ c f c  JL on a : 03 = an;t 8 N Z ~ J  



4 L - 
a l o r s  1~ s: & ? t d & ~ + ~ d ~  . 

D'après l a  r e l a t i o n  1.2.4 on a 

3 
' d 2  Par déf in i t ion  on a dv = (5 f l $ L  J A? ? 4 

D'après l e s  r e l a t i ons  (1.2.4) 

Pour une fonction s c a l a i r e  F ~ M )  déf in ie  en t ou t  point  N ê 

m e c  = w * Co(, R 2 e t  la.  c a r t e  dé f in i e  précédemment 

fa i san t  passer de ( 7 , i , 3 ) à ( 7 '  , f Z  ) e t  en uti l isant(1.6.2.2).  

On a : 



s o i t  : 

(1.2.14) 

R So i t  f l ~ )  une fonction s c a l a i r e  d i f f é r en t i ab l e  de 2 . 
D'après l a  dé f i n i t i on  du gradientBon a : 

I! 1 .2 .2 .4 . -  DEhivaLion d ' u n  champ de v e c t e w  d e n  . 
So i t  V ~ J  un champ de vecteur dé f i n i  e t  d i f f é r en t i ab l e  dans nt 

* - s - 4  
s'exprimant dans l a  base (4, s, N ) par  : 

D'après l a  dé f in i t ion  du gradient  d'un vecteur, on a : 

c e c i  avec l a  nota t ion suivante : 

Le même opérateur s'exprime dans l a  base duale (en posant dans - 4 

c e t t e  base que V(nJ = ~ ~ 3 4  r v3 N). 

cec i  avec l a  notat ion suivante : 



1.3.- EQUATTÙNS REGISSANT UNE CQUE 

'On supposera par l a  s u i t e  que : 

l a  coque e s t  const i tuée  d'un matériau é las t ique  isot rope e t  homogène e t  on 

prendra comme l o i  de comportement l a  l o i  de Hooke. 

Une coque soumise à 

- des forces  de volume de densité f(n) , N P  R' . 
- des forces  de surface de densité p) agissant  par tout  où 

sur  une pa r t i e  de '4 >aL ( l a  f ron t i è r e  de ) .  

R - des "déplacements" imposés par tout  ou sur  une p a r t i e  de s e  

déforme c'est-à-dire change de forme e t  de volume. 

Pour é tud i e r  l a  déformée dans l e  cadre de l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  

l i n é a i r e ,  on supposera que l e s  déformations r e s t en t  t r è s  p e t i t e s  e t  on in t rodui t  
A 

l e  tenseur l i n é a r i s é  des déformations à p a r t i r  de G%&, 7 oÙ v(+ 

e s t  l e  vecteur déplacement du point  considéré. 

-9 -$ 
Dans no t re  base de t r a v a i l  ( Qi , 3 , fl ) l e  tenseur des 

4 

déformations E a pour composantes : 



Nous l e s  introduirons à p a r t i r  du Pr incipe  des Puissances v i r t u e l l e s  

appliquées à un sous ensemble 9 du domaine de l a  coque e t  qui  s  'énonce 

a i n s i  : " la  puissance v i r t u e l l e  des e f fo r t s  i n t é r i eu r s  à un système & e s t  

nu l le  dans t o u t  mouvement v i r t u e l  s o l i d i f i a n t  l e  système R' à 1' ins tan t  

considéré". 

Puisque nous nous l imi tons  au cas de l a  s t a t i que ;  l e  principe des 

puissances v i r t u e l l e s  s e  t r a d u i t  par l ' é g a l i t é  : 

où $ e s t  l a  puissance des e f f o r t s  volumiques agissant  sur e) qui 

s'exprime sous forme d ' in tégra le  de volume sur  9 : 

=Jgis . 
l a  puissance v i r t u e l l e  des e f f o r t s  supe r f i c i e l s  qui s' exprime 

à l ' a i d e  d 'une in tégra le  de surface su r  l a  f ron t i è r e  . 
2 = J q ; u ;  dG 

a0 
$ l a  puissance v i r t u e l l e  des e f f o r t s  i n t é r i eu r s  qui s'exprime à 

l ' a i d e  d'une in tégra le  de volume sur  & . 

( Ul composantes du champ de déplacement v i r t ue l .  

r$ composantes du tenseur des contra intes  dans &) . 
3 composantes du tenseur des déformations. J 

e t  4; sont l e s  composantes des forces  de volume e t  de surface  agissant  sur 

ce, e t  su r  s a  f ron t i è r e  a@ ) . 

On a a l o r s  : 



=+ 6' 

Compte tenu des expressions de b en(1.2.10) et de ~ m d # e n  

(1.2.1 1) no'us obtenons : 

(1-3.4) 1 1 

On calcule le premier membre soit A de la relation(I.3 -3') 

avec (1.3.4). 

Par application du théorbe de la divergence, on obtient : 



En reportant l'expression de A dans(I.3.3')et par application 

du lemme fondamental nous obtenons les équations d'équilibre et les conditions 

aux limites en contraintes : 



CHAPITRE I I  

APPLTCATTON A L'ETUVE DE CUOUES CON2OUES 

Nous a l lons  appliquer l e s  r é s u l t a t s  précédents à l ' é t ude  des coques 

à surface moyenne conique. i 
12.7.- VEFIN1770N GEOME7Rl2UE 

Dans ce chapi t re  on é tudiera  l e  comportement d'une coque tronconique 

d 'épaisseur e t  de surface moyenneld: 

d de point générique W L  e s t  considérée comme un t ronc  de cône de 

sommet O p r i s  à l ' o r i g i n e  du repère car tés ien ( 0 ,  X, , XZ , X3 1. 

On a paramétré m d e  l a  façon suivante : 

s o i t  W& un point  courant de l a  sect ion dro i te  extrême de rayon e .  On pose que : 

do é t an t  l a  distance du centre de l a  sect ion dro i te  c i r cu l a i r e  à l ' a x e  OX3 ; 
3 

on l e  prendra toujours selon 4$ . 
Pour un point wl de W , par  des considérations géométriques simples 

9 
ou 0 : angle que f a i t  l a  projection du vecteur 0»2 avec l ' axe  OXg . 

: abscisse curvil igne selon une générat r ice  de l a  surface moyenne LU . 
3 =D(o, = ( R ~ + ~ $ - Z R & @ O ) ~ ~ .  



( % , X + ,  5 )  désignat l e s  coordonnées du point  , dans l e  repère car tés ien  

on a : 

La base l oca l e  au  point  WL s ' é c r i t  a l o r s  : 
1 

Rernquu : 

i )  lorsque do = O l e  cône e s t  de révolut ion d 'angle a u  sommet dé f i n i  

La base l oca l e  e s t  a l o r s  orthogonale. 

i i )  Les t r o i s  formes quadratiques fondamentales du cône sont  données respec- 

tivement à l ' a i d e  des r e l a t i ons  1.1.5, 1.1.7, 1.1.11, par l e u r s  coe f f i c i en t s  : 

(II. 1.3) 



iii) La courbure yrincipale non nulle a pour expression : 

ou Ri le rayon de courbure minimal. 

Les coefficients de Christoffel: non nuls sont donnés- par les 

formules suivantes: 

. ~ ' a ~ r è s  la relation (1.2.4) et avec le système de coordonnées 

<' 

e ( B  , h ,a ) dans le domaine de la coque& ; la base locale au point i<1 e R  

r 

5; = - d * h € J  
[QQ t ~ , l > o e ) -  2sbM2e CR] HZ+($- H Z +  P Z  

PZ - - ~ ~ s c ~ s r - h ~ d r l  , =- A 
A' - (Hz + 32J2 S 

H R ~  4 
= 7?iq5Tev 

s ' écrit : 
(II. 1.6) 

. Le tenseur métrique associé à une telle base a pour composantes 

définies par : 

c'est-à-dire que ses composantes s'expriment en fonction de celles des trois 

formes quadratiques du cône. 



. Le déplacement élémentaire dans d a pour expression : 

. Les composantes géométriques du tenseur de déformation dans 

d 4  4 
l a  base ( UL N ) s lécr ivent  d'après l a  re la t ïon  1 (1.2.16). 

2 1 . 2 . -  C A S  DE CU2UES CONZ2UES DE REVOLUTION 

La relat ion (11. 1.1 ) devient dans ce cas avec O( demi-angle au 

sommet du cône : I 1 

d 
Le vecteur OM défini  dans l a  re la t ion  (1.1.1) a pour composantes 

- 4 +  
dans la  base ( 4 $ 5  , %  ) de l 'espace vector iel  6 



X, = ( ~ E w I + ~ w )  aine 

La base locale  au point 0 de a% compte tenu de (II. 1.1 ) 

s  ' é c r i t  : 

Q oÙ ( 3 , 2 , 5 ) l a  base locale  orthonormée dans JL . 

La base locale  (g  ,% ,s ) e s t  orthogonale. Ainsi en tout  point 

on dé f in i t  un système de coordonnées rectangulaires où l ' axe  8 e s t  l a  direction 

de l a  tangente au cercle paral lè le ,  l ' axe  des % ce l l e  de l a  tangente à l a  

génératrice e t  l ' axe  8 ce l l e  de l a  normale à l a  coque. On se  placera par 

l a  s u i t e  dans l a  base locale  orthonormée. On exprimera l e s  coefficients de 

Chris toffel  e t  cer tains  opérateurs dans celle-ci .  

Remwues : 

i)  Dans l a  base (q , , ); l e s  variations des vecteurs de base s'expriment 

par : 



i i )  L'étude de l 'opérateur  de courbure permet de calculer  l a  courbure 

principale non nulle de l a  surface moyenne t~ . D'après l a  formule 

( 1.1.4 ), on trouve à ce t  e f f e t  : 

Ayant considéré un tronc de cône t e l  que , 907 0 ; 

(on exclut  l e  sommet du cône qui e s t  un point s ingul ie r ) .  

On prendra donc par l a  s u i t e  conme rayon de courbure minimal R' 

t e l  que 

J 4 
4 * 

Dans l a  base loca le  orthonormée ( @e , % 9 ï? 1; 

On en déduit a i n s i  l e  déplacement élémentaire d'un point & de J2t : 

4 
An = R e d @ $  .r Zds + 42. 

On obt ien t  l e  volume élémentaire en M Far l ' a i d e  de l a  r e l a t i on  

précédente : 



+ . Le gradient  d'un vecteur  Y de composantes ( % , ,Sk 9 %  1 
4 4  

dans l a  base  ( $  , 4 , ) e s t  l e  tenseur  d é f i n i  en chaque po in t  fi qui 
4 

par  d é f i n i t i o n  f a i t  correspondre a u  déplacement élémentaire d& l a  d i f f é -  

* 
r e n t i e l l e  de c 'est-à-dire l a  quan t i t é  J? = d ( %  3 4 li; g)+ 5 3' 

-9 
Connaissant l e s  dérivées des vecteurs  de l a  base  in tervenant  dans du 

( ca lcu lées  en 11.2.4) on obt ient :  1 

-* . Connaissant l e  gradient  d'un vecteur  Ir de composantes ( 5  , . , 5 1; 

par  con t rac t ion  sur l e s  deux de rn ie r s  indices  on o b t i e n t  l a  divergence de 2 
au  po in t  h donnée par  : 

1 1 . 2 . 2 . 2 .  - Divehgence d' wz Iten~eun du ~econd ohche 

Par u t i l i s a t i o n  du théorème c lass ique  de l a  divergence ou de l a  

d é f i n i t i o n  de l a  divergence d'un tenseur  Z de composantes E- ( i ,b = 8 ,X ,a ) 
4 + +  

d 
dans l a  base  l o c a l e  orthonormée ( % , & , N 1, on a : 



1 11.3. - EQUATZONS V' EQUZ L l  BRE V' UNE COQUE CONIQUE ELASTTWE DE REVOLUTION 

SOUS l'effet des forces volumiques de densité f et des forces 
1 de pression appliquées à la coque; celle-ci va se déformer. Le problème revient 

à la détermination de deux champs inconnus : le champ des contraintes et 

celui des déplacements. Nous disposons pour cela les équations d'équilibre 

les relations contraintes-déformations et les conditions de compatibilité 

qui sont les conditions d'intégrabilité des déformations assurant l'existence 

des déplacements. Ces différentes équations sont complétées par des condiCions 

l a u  limites appropriées. 

Il. 3.7. - RdcuXom con;DLain . tes -dé~orwi~o~ 

Avec l'hypothèse émise dans le paragraphe 1.3, on suppose en plus 

l'existence d'un état dit "naturel" ou état non déformé pour lesquelles les 

déformations sont nulles et qui servira de configuration de référence pour 

mesurer les déplacements. 
d9 * 

La loi de Hooke s'écrit avec U , tenseurs de contraintes et 

de déformations : 

(11.3.1) 

OU encore 

- 
iPZ d *  ==+ 
r - - ~ r c c ~ J 3 t e y E  

1 



ou E = P('X*ZP? est le module d'Young, 3 coefficient de Poisson. 
*+ Y 

'h et étant les coefficients de ~amé.  

Désignons par ( f e  , .fl , & ) les composantes des forces volumiques 
- 

3 4 
sur ( $ , a , n la base locale; les équations d'équilibre s'écrivent 

* 
avec densité volmique de forces. 



-4 R 7 1 . 3 . 3 , -  C o n d L t i o ~  aux f i d u  a ~ r l u  6ace.b a - -  . 
on note par  (\+(9,9) , Fhc) ; r(9,B) ) l e s  composantes 

du vecteur force de pression appliquée en t ou t  point h ( 8, ) a l a  

face 3s + k : l a  surface extér ieure  du cône. 

+ 3 
Dans l a  base loca le  ( , & , N ) c e t t e  face  a pour normale 

3 
h ( O ,  , 5 ); l e  vecteur con t ra in te  en un point p de c e t t e  face 

e s t  de l a  forme : 

Les conditions aux l im i t e s  sur c e t t e  face s 'écr ivent  a l o r s  : 

Dem$meenposant (p<((l,@,-R) ; t - f i ,$-~)  ;s-p,D,-R) 
l e s  composantes du vecteur force de pression appliquée à l a  face  in té r ieure  

8 = - &  de normale ( O ,  O , - i  1. 

On obt ien t  pour c e t t e  face e t  pour 3 f - & 



Dans l e  système de coordonnées curvilignes adopte, l e s  6qustioqs 

de compatibilit6 si6crivent : 

I124.-PEnTS PARAMETRES EN THEORTE DE COQUES 
:+ ,. 

>Id"$ .d 
I 

11.4.1.- lnthaductian de p W  pahaniè;trreo 

La coque es t  définie comme un milieu continu t 

une dimension (l'épaisseur) es t  pe t i  vant l e s  autres e t  devant l es  rayons 

de courbure de l a  surface moyenne de l a  coque. Ceci introduit deux pe t i t s  

paramètres adimensionnels l i é s  à l a  géométrie de la co,,z. ,a l e s  appellera 

1 + :., . paramètres géométriques de l a  coque e t  on l e s  notera : ?, % : ,- 
* ,  ,'-r 

i 1. 2' - 
: ,:fi,; 9": -*,+*$' - 

, - -8 * . - , ; . ' a  .. 
: rapport de l a  dani-6pdsstur sur le ilus petit rgaa d. courbure. ,. .. i; 

11  

47 * 

j.., '?l 
- ,  

-% : Rapp* de le demi-épaisseur sur une longue* caractéi?iatique. 
t 



En plus, l'élasticité linéaire classique introduit un autre petit 

parmètre par l'introduction d'une norme sur l'espace des tenseurs de second 

ordre : la borne supérieure de ((~~4711 . 
On pose : 

Des difficultés sont survenues pour exprimer les erreurs commises 

sur certaines quantités en fonction de ces paramètres et le rang à partir 

duquel on doit arrêter la linéarisation pour conserver au problème sa globa- 

lité dans les équations d'équilibre et de compatibilité. 

Il s'avère aussi indispensable d'étudier les corrélations existantes 

entre les petits paramètres. 

7 7 . 4 . 2 .  - VdabCen acümen6ionn&e~ 

Pour faire apparaître dans les équations d'équilibre, les relations 

contraintes-déformations et les équations de compatibilité; les infinhnents 

petits géométriques; on introduit les variables sans dimension dans le système 

de coordo~ées ( 8 , S  , b  ) de la façon suivante : 
Soient L une longueur caractéristique de la coque. 

R, le rayon de courbure minimal de la surface moyenne 

U un déplacement caractéristique dans le domaine de- 

la coque. 

une contrainte caractéristique ( G'r ) . 
Ro 

4 la demi-épaisseur de la coque. 

On pose le; variables adimensionnelles telles que : 



On note : 

- +  
On a d 'après l 'expression des composantes de ] ~ m ( t l ~ \ .  

A ce niveau nous pouvons formuler l e s  deux hy-pothèses suivantes 
- 

sur  6 . - 
H .L : s = i cela  entra ine  que = 6 E : hy-pothèse employée par  RAILLON 

L 
dans s a  thèse  ( c f .  [ 131 1. - 

U 2 : â=  s ce qui donne - = ê : hypothèse u t i l i s é e  par  HARIRI dans sa  
L 

thèse ( c f .  [BI 1. 

On re t i endra  par l a  s u i t e  l a  second hypothèse M 2  : = OCZ) ce q, 
L 

peut j u s t i f i e r  l e  f a i t  de prendre un développement polynomial en 1 dans 

l 'hypothèse des coques minces en théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  l i néa i r e .  

- f%,o,~), 5 E m  V-JP gd) On é c r i r a  par l a  s u i t e  ( s , @ , j , ~ )  - u ' / 
)nr o - 

La l o i  de HOOKE permet d ' é c r i r e  : 
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CHAPITRE I I I  

R E S O L U T l O N  DES EQUATlONS A D 1  MENS1 ONNELLES 

On se place dans le cadre de l'élasticité linéaire avec l'hypothèse %. 

Les équations d'équilibre avec les variables sans dimension ( 8  , d  ,a 
- 

9 Cg. ) donnent après transformation et apparition de petits paramètres : 



171.1.2.- Rela;tiam c a n ; t t t a X n t ~ - d Q ~ o s ~ n ~ o ~  

En variables adimensionnelles, elles s'écrivent 



, 2 1 7 . 1 . 3 . -  E q W o a d e  c o m p ~ b ~ é  

En variables adimensionnelles, elles s'écrivent : 

- - s - ~ + à - ~ & ) % +  € 3 3 - 4  &&+ ê*p,% a Z r ,  , 0, 
8 - v+ J)  sbe - * 

A ,ZF d ' A b  ~ ~ + E Â A v [ r o o w d + 9 - 3 '  +- l 

3% 
-r ] + ce [3%a20/ 2 + ( as!) &O),,,, "a" I 



111.2. - PROBLEME LINEARTSE 

On subs t i tue  dans l e s  équations d ' équ i l ib re  e t  dans l e s  re la t ions  

contraintes-déformations l e s  développements asymptotiques suivants dans l e  

cadre de l 'hypothèse Ut e t  des= conséquences: 

d 

ui [%,e,j,e) = 2 e m Tm' (a, e,~) . 
?Ur0 

Par l a  s u i t e  t ou t  indice  grec ( et , ) vaut ( B ,S  ) P 
t ou t  indice  l a t i n  ( i ,a ) vaut ( 8 ,% ,s ) 

On d é t a i l l e r a  l e  ca lcu l  e t  l e s  transformations successives unique- 

ment pour l a  première équation d ' équ i l ib re  e t  on s e  contentera de donner l e s  

r é s u l t a t s  pour l e s  au t res  équations d ' équ i l ib re  e t  l e s  r e l a t i ons  contraintes-  

déformations; l a  démarche r e s t an t  l a  même. 

La première équation devient : 

On transforme c e t t e  équation en fa i san t  l e  changement d ' indice  # = 1 + 4 + m  

dans ï lexpress ion C & M P < ~ ) R Q , ~ )  qui devient : 

a - I P - ~  LE qu'on peut encore noter  : 

k= e p &=O 
avec O tfi-d (P,BJ) = 0 pour h =v 



3 3 

La première équation s e  met donc sous l a  forme suivante  : 

En procédant de l a  même manière nous obtenons pour l e s  au t res  

équations : 

a (0 
Avec l a  même démarche que précédemment e t  en ayant posé U{ r " r 0 z )  ' 

(I C 0 l e s  r e l a t i o n s  can t r s in tesdé fo rmataons  donnent : 





1 111.3. - R&soLmXon du pmbLème f i n é d é  
f 
1 Par identification des termes de même puissance en dans les 
I 
I 

équations d'équilibre et les lois de comportement; nous obtenons la résolution 

aux différents ordres. 

111.3.7.- R&olcLtion de. L'ondrLe 0 

Les trois équations d'équilibre nous donnent : 

Compte tenu que Z A N  # 0 . , cela entraine que 

la suite. 

que nous noterons 9; ( ~ O J  Par 

i Les trois premières lois de comportement donnent de même : 
1 

- 
on en déduit que (g,% 8) = (rd O) (f8-e) notées par la 

suite $:(0~, 0) . 
En résolvant les trois dernières relations contraintes-déformations 

on trouve compte-tenu de solutions précédentes : 



iS (E, 3 1.a coanposentes de 
+ 3 

déplacement de membrane dans l a  base locale ( 4 , , 

En identificant l e s  termes de puissance 1 en E et  en tenant 

compte des résultats obtenus à l'ordre 0 ,  on a : 



Par intégration de ces équations on trouve que la solution à 

l'ordre 1 se met sous la forme : 

sont les constantes d'intégration à 

l'ordre 1 respectivement sur les contraintes et les déplacements. 



Les t r o i s  dernières  l o i s  de comportement donnent avec l e s  solut ions  

ci-dessus : 

- <a) 
46 ",Q,j) = &[( C?LCl+d) T@ f ws)  5 % ~  W 

Ces expressions s e  mettent  sous l a  forme suivante : 





1 
Par i d e n t i f i c a t i o n  des termes de  puissance 2 dans l e s  équations I 

( a - f ) e t  en tenant  compte des r é s u l t a t s  aux ordres  précédents,  on abou t i t  

à une so lu t ion  qui  s ' é c r i t  sous l a  forme ci-dessous pour l e s  con t ra in te s  e t  

l e s  déplacements : 





- 
c'" do (l, 6 )  constantes d'intégration à l'ordre 2 sur 

les composantes des contraintes et des déplacements. 

Supposons que la solution à l'ordre m se met sous la forme 

suivante : 

J ( 5  e) où l'indice m dans 3%. et 3") (z, 8) correspondant 
d e  

à l'ordre de résolution de 6 ) et , et 

l'indice 1 à celui de 1 exposant de 3 dans le développement polynomial 

en 5 . 



La r e l a t i o n  ( 111.3.4 ) e s t  v ra ie  pour l e s  ordres O , 1 , g 

d'après l e s  r é s u l t a t s  précédents. 

On l a  suppose v ra ie  à l ' o r d r e  m ( m ? & )  . On démontre qu 'e l l e  

e s t  auss i  v ra ie  à l ' o r d r e  ( m+a ) .  

On d é t a i l l e r a  l e  ca lcu l  pour l a  première équation d ' équ i l ib re .  

On donnera l e s  r é s u l t a t s  des au t res  équations e t  des l o i s  de comportement. 

Partons de l a  première équation d ' équ i l ib re ,  nous obtenons à 

l ' o r d r e  ( w,+ 2 ) en supposant que l e  r é s u l t a t  à l ' o r d r e  m e s t  de l a  

forme donnée par l e s  formules ( III. 3.4). 

On transforme l e s  deux derniers  du second membre : 



Par intégration en 3 , on trouve : 

On pose alors : 

e 3';: (g, 8) : la constante d'intégration à l'ordre ( b+i 1. 

De même on a pour les deux autres équations : 



- 
(a, 6) P 

constantes d'intégration à l'ordre 

( m+d) . 

Par la même démarche, on obtient pour les trois premières relations 

contraintes-déformations : 



les constantes 

d'intégration à l'ordre (m+ 1 )  sur les composantes des déplacements. 

Après avoir obtenu 

on en déduit 

des trois dernière lois de comportement : 

"+= - e -,mi,, Pcq+' ",B,'F)= 
Se $=O 1. (-5 Q!Z) 

cm+*) ,+% 3 e - ' "3' (A, 0) [ 3 , b d ) = ~ ~ & ~  e = o  s 

"+l geœ,wi!, 8) (m+l)(~,~,z) = - g ( 5 0  
4=o A! eee 



En conclusion s i  l a  solut ion à l ' o r d r e  m qui  s e  met sous l a  

forme III. 3.4 entra ine  qu'à l ' o rd r e  ( n+ 1 ) , e l l e  se  met sous l a  forme suivante : 

a lo r s  l a  r e l a t i on  111.3.4 e s t  v ra ie  pour tou t  m.0 . 

11 1.4. - EQUAT1 UNS DE BELTRAMI 

Dans l e s  équations de compatibil i té  1 ,  WL doi t  ê t r e  au moins éga l  

à 4 pour garder tous l e s  termes s i g n i f i c a t i f s  dans l e s  re la t ions  111.2.3. 

A l ' o rd r e  0 ,  e l l e s  sont automatiquement vér i f i ées .  Cette vér i f i ca t ion  

e s t  assez simple pour l ' o r d r e  0 ,  mais e l l e  s 'avère  de plus en plus  compliquée 

à é t a b l i r  pour l e s  ordres supérieurs. 

11 1.5 .  - RETOUR AUX GRANDEURS DlMENS10NNEL LES 

Pour avoir  l e s  r é s u l t a t s  précédents en var iables  dimensionnelles ($ , s ¶a)  
on pose : 



Ainsi les composantes du tenseur des contraintes et du vecteur-dépla- 

+ 
cement dans la base locale ( &4 , , N ) s'écrivent : 

OU encore : 

On transforme ces expressions pour obtenir des polynômes en 3 . 
L 





CHAPITRE IV 

ETUDE DE C O W E S  CONIQUES MINCES 

1 V . 7 . -  On s'intéresse dans ce chapitre à l'étude des coques minces pgw cela, 

on fait l'hypothèse suivante : 

H On négligera tous les termes en C 2 
3 

tels 

que * + P B  8 OÙ d , /3 sont des entiers naturels. 

Dans ce cas : 

üq' (se,$) et % ( % @ , g )  sont considérés comme 
1 

des polynômes de premier degré en 3 , dont les coefficients dépenant des 

variables ( 6, 3 ) sont définis par : 

a<? ($,O) = O (hypothèse classique de la théorie de membrane) 
$40 

@,O) (contraintes de membrane ( d , /3 = 4 , 
O 

1 )  

: (deplacements de membrane que nous noterons 

respectivement par la suite A <a,@) ~ ( 8 ,  &) 

et ~ ( 3 ~ 8 )  ) -  





as:') + k w  ( teo? J Q O ) ) ]  . s E 



On porte dans les équations d'équilibre les valeurs des %* &@,& 
données par les relations IV.1.I et, en négligeant les termes d'ordre 

* A B  4, =CEJ (L) où * + p w @  , en accord avec l'hypothèse 

des coques minces; on obtient par équation d'équilibre une expression de 

la forme A @,8) p 8 & ( ' , O )  + O (5) = 
On détaillera le calcul pour la première équation d'équilibre qui 

s ' écrit : 

soit : 



Les deux premiers termes de l a  dernière  l igne  s e  mettent dans O ( % )  . 
L'avant dernière l i gne  e s t  identiquement nu l l e  compte tenu de l a  dé f in i t i on  

11 nous r e s t e  a lo r s  à considérer,  quel  que s o i t  j e 7 - $, R C 
l ' équa t ion  suivante : 

['$4 +2&48(*)+ 3 ~ i * 8 ; $ ~  +A-* 92, + L- 
Ber 

ue 4 0 .  [ 3 ~ ? . + 2 ~ o < p é > $ 2 ~ ~ ~ $ ~ +  - 

En procédant de l a  même manière avec l e s  deux au t res  équations l 
d1 équ i l ib re ,  nous obtenons b$ e 3- &, C . 

LB'~"' + & w (qiiW- + A Mat ~9 + !* $2;; = O ae 

[B.& + m a  &' + Gp(*g{ - 80s0) R - 0. 
80 l J  +d.&W4'$$?~;!]~ - 



Pour que ces équations qui sont de l a  forme (g,@)+~ BO,@) = O  

puissent ê t r e  vér if iées  C I-C, f I: il faut que A Ir,@ J = O e t  

8 (0,s) = 0 ce qui donne l e s  équations suivantes : 



Pour résoudre ces équations, il faut tenir compte des : 

l V . 3 . -  CUNDlTlONS AUX LlA41TES 

D'après les relations 11.3.7.8, les conditions aux limites sur les 

faces 3 n f R s'écrivent : 

oùles r ( 3 . 8 )  @+@,@> %{$,O] sont les composantes des forces 

3 
de pression dans le repère local ( 3 , 9 , N ) appliquées sur la face 

SR et les g - ( g , ~ >  g0f%8J J g -0, a celles 

appliquées sur la face a = - R  . 
Elles constituent des données du problème.  après les relations 

111.3.16-18 en variables dimensionnelles; on trouve les coefficients intervenant 

dans l'expression de c'est-à-dire et g')O($,@) 
dans l'hypothèse des coques minces seulement en fonction des pressions inté- 

rieure et extérieure appliquées à la coque. 

On a ainsi : 



7 V .4. - DET238SI NAT1 ON DES CONTRA7 NTES 

7 V. 4 . 7 .  - C o n t d n t e s  de mernbtlane 

On calcule à l ' a i d e  des conditions aux l im i t e s  données e t  des 

équations IV.2.2. On a a lo r s  l e s  équations suivantes à résoudre : 

En portant  l a  valeur de dans l e s  deux premières équations 

on ob t ien t  un système d i f f é r e n t i e l  de 2 équations à 2 inconnues avec second 

membre qui s ' é c r i t  aussi : 



Par intégration partielle end , on trouve : 

où 4 " ' B  A sont des constantes d'intégration pue l'ondéterping r e I  
par les conditions aux bords de la coque lorsque le type de chargement est 

connu. 

1 V .  4 .2 .  - DéXeMnation ded coe 6 $ k i e n t s  [ 92, , g;& , g#! ) ). 

Ils interviennent dans le système suivant : 



On obtient dors un systèar diff'6ruitiel de trois Eqiatiaur twis 

1 g , &  : g &< i e l  wd ) p a u  D O B Z ~ ~  ou 4 6 m i é a s  
- ' C .  

> A -  ' .A-_ 

i l!.dde de. cooditims aux limites) , 



conditions aux limites données par les formules IV.3.4. On a un système de 

trois équations à 3 inconnues identiques aux deux précédents. Par la même 

démarche de résolution, on obtient : 

&:(@) ~gïg des constantes d'intégration que l'on détermine à l'aide 

des conditions aux bords supérieur et inférieur de la coque ainsi que les 

constantes d'intégrations précédentes. 

I V .  5. - DETERMI NATION DES DEPLACEMENTS 

Une fois les contraintes calculées, on détermine les déplacements 

à l'aide de ces dernières par l'utilisation des relations IV. 1.2. (5-6). 



I V . S . 1 . -  Ca&& des dEp&c~tert.t~ 36 d o m e  ~ * ~ L $ . v J  r[1,0) w&&J 

On les aktedne B l'aide des "equations IV:1.2. Ainsi un a 

nt'- J E#' ce qui iioMe par intégration sur 8 . 

ni portant la valeur l , de 9 CS, @) 
' 9 ' p .  V" 

#$&g&t; 
3 h e  équation des relations IV.i.2, on a" : 

et N. 1.6. skc la mi%& d6msrche pua ceiie qui préckde riox& s~ons les Aaatati 



2 V .  6.1. - î i g p o ~ h ~ e  a m  L u  donnéea aux f i r k t e c l  du pro bLèrne 

On cherche dans l e  domaine A' = CO, 2~ C S CPO, $.+Sa * #, 
4 

l e  tenseur de contraintes  c c ~ )  de composantes 644($181$) e t  l e  vecteur 
7 

déplacement U ( H) de composantes 9 (3,@, 8) au point  ($,8,~) d m s  

+ * 
l a  base loca le  ( ee, 9, g )  sous l a  forme : 

Lorsque A + 9, ou 8,+ $ OU pour 3, t , par c ~ n t i n u i t é  

on se ra  amené à prendre l e s  données aux bords ou sur  l e s  faces 8 i i sous 

l a  forme : 



Nom utiliserons ces données sur les bords a= Po et 8 go+ 

pour la détermination des constantes d'intégration sur les contraintes et 

les déplacements et celles sur les faces ar d $ pour 1' intégration des 

différents systèmes d'équations. 

7 V . 6 . 2 . -  C o n c h X o u  aux fimktu bun lu bor~ds  

Ce sont des données soit en contraintes soit en déplacements soit 

les deux à la fois. 

I V .  6 . 2 . 1 .  - Cas ol?i les déplacements et les contraintes sont 

connus dans 'deux domaines complémentaires de chaque bord. 

On pose : 

r, = C M  c ~ , s ~ ~ ~ ~ i 3 p . , p ~ ~ ~ t - ~ , ~  
5 le complémentaire de par rapport à $. x CO, Zn f u C- g, 41. 

~ ~ = [ ~ ( ~ , B , ~ ] ~ P . + ~ X J V ; , V ~ C L  E$,RI, O &  ~ 4 1  s 3 . 
Ti le complémentaire de par rapport à S.+% x Co, 2n [ * E q, (3. 

3 -3 J + 
Soit Ud, = Y&% 4 %& 6 4 US& IV le vecteur déplacement 

imposé dans le domaine . On $doit avoir avec l'hypothèse H3 et de I V . 6 .  



Ces expressions doivent ê t r e  égales  à Ug ( 8 ,  %, 8 , ~ )  & (Oc Po, @,J) 

e t  U3 {s 2 BO, 8 , ~ )  données par  l e s  r e l a t i o n s  IV. 6.1 . Ce qui donne pa r  

i d e n t i f i c a t i o n  9 équations permettant l e  c a l c u l  des constantes d ' i n t é g r a t i o n  

sur l e s  déplacements. 

. Données en con t ra in tes  aux bords ( = So e t  S = %+ $ 1. 

On examinera 2 cas de f i g u r e  de bords rencontrés.  

i )  La normale au  bord e s t  l ' u n  des vecteurs ( ) de l a  base  l o c a l e  _-____-____________------------------------------------------------ 

Désignons que ( % d 3 ( @ , a )  , kd , / qd )  , %dq/Q/d) l e s  com~osantes  

3 
dans l a  base  ( 5  , N ) des e f f o r t s  donnés au  bord S =  So dans Ta 

4 . Ce bord admet pour normale R de composantes ( O , -1 , O ) 

dans l a  même base .Levec teur  con t ra in te  l e  long de ce  bord s ' é c r i t  

nous déduisons que : 

Au bord supér ieur  où l a  normale e s t  l 'opposée de c e l l e  du bord 
L 

i n f é r i e u r  l e  vecteur con t ra in te  s l é c r i t  : T C M , - ~ )  = 5 + (gS g + Gs N1) 

composantes des e f f o r t s  donnés dans l e  domaine du bord supér ieur ,  on a : 

On o b t i e n t  a l o r s  avec l 'hypothèse U3 e t  des r e l a t i o n s  1v.6. 



Par i den t i f i c a t i on ,  on trouve l e s  constantes dl in tégra t ion  sur bge , & 

ii) coque à bords horizontaux _-________-____---------- 

Dans ce  cas  l a  normale au  bord inf 'érieur s ' é c r i t  ( O , - Cd# , s k )  
4 

e t  l e  vecteur con t ra in te  s ' é c r i t  : T ~ M , ~ ) = ~ E W ~ (  [se, S,J)  +&@ $2 ~#?,4j] 
Soi t  Si (@,a) l e s  composantes des e f f o r t s  à c e  bord 

en 63i&, . POUT 9 4 20 on aura  : 



De même dans l e  domaine Ti , où l a  normale vaut O told , - W 
--b 

on a T(M,*) = [C&W (g,@,~) - &(/1,@,3)] 9' e t  en désignant 

Par l e s  composantes des e f f o r t s  données dans on aura par  

passage à l a  l i m i t e  

On met S*(Q,3) CC g(ll,dJ 
d 

sous l a  forme I V . 7  e t  par  i d e n t i f i -  

ca t ion,  on trouve l e s  d i f f é r en t s  coef f i c ien t s  r e l a t i f s  aux contra intes .  



CHAPITRE V 

CAS DES COQUES "PEU EPATSSES'' 

Dans ce chapi t re ,  on é tudie  l e s  coques coniques peu épaisses en 

fa i san t  l 'hypothèse suivante : 

H 4 : On négligera tous l e s  termes en t e l s  

que q + p h 3  . 
Ainsi  l e s  composantes du tenseur des contra intes  e t  du vecteur dêpla- 

cement s e  mettent sous l a  forme : 

V .  I .- HYPOTHESES SUR LES SOLLICITATIONS EN a =$k . 
D'après l e s  conditions aux l imi tes  sur  l e s  faces i n t é r i eu re  e t  

extér ieure  déf inies  par l e s  r e l a t i ons  11.3.7.8, on obt ient  : 



Ainsi en remplaçant les fl-6 B )par leur développement, on a 'd ' 'a 

A ce niveau, on peut formuler deux hypothèses : 

1 a e  fi ypo;th& e 

< P;P,~) e ,%*(S,O) ) sont développables en 

a. polynômes de degré 2 en $ =  - ainsi par exemple : on aura 
L 



Ce qui s e  j u s t i f i e  mathématiquement d 'après l a  forme de l a  so lu t ion  
c+ 

en ( $ , 8 , ~ )  . Mais on ne s a i t  pas déduire l e s   fi,^) , ~'(48,~) ( l e s  P' d - 
9 

sont des données physiques du problème) de l a  connaissance des ~*(0 ,8 )  . 

Dans l e  but d ' a l l éger  l e s  calculs  on suppose que l e s  f?' +(@ (..,8) 

5 
d - 

sont d'ordre 1 en - , on peut éventuellement s ' assurer  que l e s  p * sont  
1 - 

ci d'ordre no en - , ceci  revient  à prendre f?' ("a seu ls  non nuls i c i  
L d 

on prend no = 9 

Dans l e s  5a Is,8,$) , on se  gardera que l e  premier terme en 3 ; 
I 
L 

on p o s e  que 43 ($,O) = 0 pour O _ L A ! S M S ~  
Ainsi on a l e s  (aetm)(9,8), ag ( ~ ~ 6 )  en fonction des pressions 

dao 
i n t é r i eu re  e t  extér ieure  en t iè res  e t  on n ' e s t  pas obligé de l e s  développer en , 

ce qui conseme au problème toute  s a  r é a l i t é  physique, ceci  s e  j u s t i f i e  par  

d'un point de vue mathématique, on garde l e s  termes e n t i e r s  en fonction des 

données et (9, g) . 
d 

* physiquement, l e s  contra intes  (8,B, 8) sont moins importantes 

que l e s  au t res .  

V.2.' D'après l e s  r é s u l t a t s  obtenus jusqu ' i c i ,  on t i r e  l e s  re la t ions  suivantes 

e n t e  e s  a<d)(s,B) L .t ~ ~ m ) ( ~ t e )  e t  l e s  d i f fé ren t s  ordres  de 

résolut ion grâce aux formules de réccurence 111.3.4 e t  avec l e s  notations déjà  

u t i l i s é e s  au chapi t re  précédent. 





((9@) = - [A ( $y+ $#+ *&,"249- 242 ?(&id)  %*oc as, 

LE 
@- d.) 

ZJ 6 3 ~  C Z ~  + a = -L$~~céP+~wg~ + SI ) 

- @- &[~;~,- -2)  d [$9+pJ  7. B 

c 2  A, e -- LE - actzJ S M ( ~ C ~ < : J + ~ ~ C ~ J  + ~ X C ~ J  
&?et( ) - y.dyCC,(s"+ 8 2  I 

8 -- @- $9 [aah- ~la;:i+gyJ. 
4 



(v. 1 .6 )  

(v. 1.7) 

(v. 1.8) 



(v.  1. IO) 



V .  2. - EQUATZUNS D' EQUT LIBRE 

En portant l e s  û'g($,e,â) données par  l e s  re la t ions  V . l . l  dans 

l e s  équations d 'équi l ibre ,  on obt ient  une expression qui se  met sous l a  forme : 

- O d ~ o ù o n t i r e l e s  équations A ( 8 , e )  ZB($ ,&)=  ~ ( $ , 8 )  - 
par équation d 'équi l ibre .  

On donnera l e s  r é s u l t a t s  pour l e s  t r o i s  équations d ' équ i l ib re  avec 

l a  même démarche que c e l l e  u t i l i s é e  dans l e  paragraphe I V . 2  du chapi t re  

précédent. 

La première équation d ' équ i l ib re  donne l e s  re la t ions  suivantes : 



Compte tenu des déf in i t ions  des en V .  1.2 à V. 1.5 8-4 
e t  de l e u r  n u l l i t é  pour mT/ 8 , on ob t ien t  a lo r s  l e s  6 équations suivantes : 

De même l e s  autres  équations d ' équ i l ib re  donnent : 

1 



On regroupe ces équations de l a  manière ci-dessous : 

(v.2.4) 





V .  3 .  - METff ODE DE RESOLUT1 ON 

On cherche d'abord l e s  contra intes  e t  après on ca lcu le  l e s  déplacements. 

Les condit ions aux l im i t e s  su r  l e s  faces  3 i + & r e s t a n t  inchangées avec 

l 'hypothèse Hq , l e s  équations V . 2  4-5-6 e t  V.1. 2-6 sont  c e l l e s  u t i l i s é e s  

dans l'hy-pothèse des coques minces du chapi t re  précédent. Nous aurons donc l e s  

résultats du chapi t re  précédent en compte. 



V . 3 . 1 . -  R é a o ~ ~ o n  dea aqatèma V . 2 .  ( 3 - 6 - 9 )  

l De l a  dernière  équation de ces r e l a t i ons ,  on t i r e  l a  valeur de 

1: o, i ,  2 qu'on por te  dans l a  première e t  seconde équation 

des mêmes re la t ions .  On ob t ien t  a lo r s  des équations d i f f é r e n t i e l l e s  dont 

i l ' i n t é g r a t i o n  e s t  analogue à ce l l e s  t r a i t é e s  dans l e  chapi t re  précédent. 

Après résolut ion on obt ient  l e s  r é su l t a t s  suivants : 



V .  3 . 2 .  - Detdna; than  den déplacements 

A l'aide des solutions précédentes pour les contraintes, on trouve 

par intégration des relations V . 1 . 5 ,  V . 1 . 7  et V . 1 . 8  les résultats suivants sur 

les déplacements 



V.4 . -  CONVlTl0NS AUX LIMITES SUR LES BORDS 

Sous l'hypothèse Ab, les conditions aux bords A = 9, et 8 = g,,,+s 

I. 
s'écrivent respectivement avec les relations 1v.6.5-6 et 1v.6.9-IO. 



Par identification de chaque coefficient, on trouve les différentes 

constantes d'intégrations issues des contraintes. 

Remaqueh 

De manière générale, pour avoir la solution à l'ordre rn ; 

i) a) On dispose respectivement de 

8 3 im+9))(nit~)- 3 et 3 (m +.t)(m+2) inconnues de contraintes et de x- 
déplacements et 

* * (mi  2) (m +2) et 3 cM+i)e relations issues des équations 

d'équilibre et de la loi de Hooke; soit 3% inconnues surabondantes. 

b) On supposePa que tous les coefficients relatifs aux contraintes 

( 6ia 9 "aa ) peuvent être complètement déterminées 

par la linéarisation des conditions aux limites en $ $ . On obtient 3' 
alors un système de 3 ~ m + a ) ~ m + 2 )  équations avec autant 

5 
d'inconnues. On en déduit les déplacements une fois les contraintes 

déterminées. 

ii) On peut aussi chercher les déplacements de membrane à l'ordre WL à partir 

des équations de Navier correspondantes au prix d'un calcul complexe des 

racines du déterminant caractéristique qui est un polynôme de degré 4 

On en déduit ensuite les contraintes. 



CHAPITRE VI 

C O g U E S  C H A R G E  E S  S Y E I E T R I Q U E M E N T  P A R  

R A P P O R T  A L E U R  A X E  D E  R E V O L U T I O N .  

En pratique on rencontre des problèmes où une coque conique se prolonge 

par une coque cylindrique et est soumise à l'action de forces réparties symétri- 

quement par rapport à leur axe de révolution commun. La distribution de contraintes 

dans un réservoir formé d'une coque conique et d'une coque cylindrique, soumis à 

la pression interne d'un liquide ou d'un gaz en constitue un exemple. 

Si l'on traite à part le problème de fluide pesant (ce qui est possible 

dans le cadre de l'élasticité linéaire) le problème admet une symétrie de révolution 

Il est classique de rechercher une solution indépendante de l'angle polaire 0 . 
On examinera les conditions à la jonction cône-cylindre une fois faite 

l'analyse des contraintes et les déplacements correspondants calculés pour la 

partie conique et la partie cylindrique respectivement. 

I V I .  1 .- C O g U E  CONIO,UE S O U M I S E  A L A  P R E S S I O N  D ' U N  L l o _ U l D E  

Considérons un réservoir tronconique de révolution rempli de liquide , I 

de poids spécifique sur une hauteur fi O( . Les composantes non 
I = l 

nulles des 

(v1.1.1) 

forces de pression au niveau du parallèle AB sont : ~3 9 



V1 .1 .1 .  - CONTRAlNTES ET DEPLACEMENTS DE MEMBRANE 

On en déduit à l'aide des données sur le chargement les contraintes 

usuelles de membrane 

5Tk)et %Jo)p) représenteront les contraintes réelles dans le 

réservoir si les appuis sont tels que les réactions sont tangentes au méridien. 

Habituellement les supports sont tels que les réactions appliquées au réservoir 

sont verticales; les composantes horizontales des contraintes dans la direction 

sont alors absorbées par un anneau de renforcement. Il se 

produit une flexion locale de la coque sur l'anneau de renforcement. 

Une lois les contraintes de membrane déterminées (elles vérifient 

automatiquement les équations de BELTRAMI; ce qui assure l'existence de déplacements 

correspondants), nous en déduisons les composantes de déplacements de membrane. 



VI. 7.2. - CONTRAZNTES ET DEPLACEMENTS A L 'ORDRE 7 

De même avec les données V I . l . l  et à l'aide des formules des paragraphes 
Iv.4.2 et Iv.4.3 on trouve : 

Pour avoir les constantes d'intégration à l'ordre 1  sur les contraintes 

il suffit de changer la pression interne en son opposée, ce qui donne : 

Les déplacements correspondants aux contraintes g14J , ?ci) 
8 2 4  y S P ~  

s 'écrivent grâce aux formules ( v.2.3) : 
%w 

I 
Dans l'hypothèse de coques minces on a les résultats suivants pour : I 



+ les contraintes 

-+ les déplacements 



V I .  1 . 3 .  - CONTRAINTES E T  DEPLACEMENTS A L ' ORDRE 2 

A l ' a i d e  des expressions V.3.1-3 e t  de VI.l.l l e s  con t ra in tes  1 
s ' é c r i v e n t  après r é so lu t ion  : 



Les déplacements correspondants en vertu de la loi de Hooke sont 

alors : 
I 

Il 0 

Pour les coques peu epaissesv les contraintes et les déplacements 

en vertu des formules V . 1 . 1  s'écrivent : 

t 

c,<')c~) ,) L9i& (44 4 bo) + 
2 6  Eumd E A 

aL2 ~ 2 4 ~  - - 
48 E %in a 

t 

gb ( 5 ,  b) z \ b i i n  4 - \ h - e $ l  M N  1 . 
Jih 

- a t a - 4 ) i h , + b o - b ) .  - c ( .  
9 h 



A'" AcQ bf), #:,) 
Ou ( AI/ , d, esignent respectivement 

I \ r i - l . i i  

1' 

les nouvelles constantes d'intégration sur les contraintes et les déplacements. l 

+ .*[3(%+44- 42% a]+ dhe L a'"4 

3 - f A(?) L -- -0. - 
+ -IL( ) L h 4 .  A. ,  "93 L n 8 4*P, - P K- ,r- 



. A l'ordre ai de sisolution, on dispose de (**' constantes do intb- 
2 

, 

gration sur les contraintes et les d6plarcsments. 
I 

4 

. A l'aide des &miu B s = sa (liniarisies) Bcritu unu la g o d  di y 

la s01uti011, on obtient pour identification les diff6rmtes aortstantes d8int6gration 
- < 

sur las contraintes et les diglacerioente. 



V1.2.- COQUE CYLINDRIQUE SOUMISE A LA PRESSION D'UN LIQUIDE 

V1.2.7.- EquaXLanh d'une caque cyfindruque 

On obtient les équations d'une coque cylindrique en partant de celles 

de la coque conique en remplaçant dans ces dernières, le rayon du parallèle de 

la surface moyenne %,&ma( par fm* et de prendre la limite pour d= O .  
I* 

Ainsi on a respectivement dans la base locale ( e)  , k , 1. 

les équations d'équilibre 

-" les relations contraintes-déformations 



4 l e s  conditions aux l im i t e s  su r  l e s  faces 8- 3 e . 

où e t  i f i n d i c e  3 devient h 
a 
eQ vecteur un i t a i r e  tangent au cercle  pa r a l l è l e .  

vecteur un i t a i r e  tangent à l a  générat r ice  du cylindre.  

l a  normale un i t a i r e  au cylindre.  

& e t  L' désignent respectivement l a  demi-épaisseur e t  une longueur 

caractér is t ique du cylindre ( l a  hauteur t o t a l e ) .  

Dans l e  cas de chargement symétrique par rapport à l ' a x e  v e r t i c a l  du 

cylindre l e s  composantes rad ia les  de forces de pression dues au l iqu ide  de poids 

spécifique 8 sont  : 



où L'= H hauteur remplie de liquide du cylindre. 

Les équations correspondantes aux différents ordres de résolution 

deviennent alors respectivement : 

à 1 'ordre O 

L 
à 1 'ordre 1 



à l'ordre 2 



V I .  2 . 2 .  - RéholuLion d u  é c j ~ a ~  du cyfindtLe 

A 1 ' a i d e  du chargement donné en V I .  2 .4  on o b t i e n t  avec l e s  express ions  

P o r t a n t  ce s  va l eu r s  dans l e s  équat ions  VI.2.5.10, nous obtenons les  

r é s u l t a t s  s u i v a n t s  a u  d i f f é r e n t s  o rd re s  pour l e s  c o n t r a i n t e s .  On prendra n u l l e s  

l e s  cons t an te s  d ' i n t é g r a t i o n  i s s u e s  de ces  équat ions,  

à l ' o r d r e  O 

Remarque 

La c o n t r a i n t e  normale 5<BOJ(x) e s t  directement  l i é e  à l a  p r e s s i o n  du l i q u i d e  

qu i  règne dans l a  coque. 



à l'ordre 1 

à l'ordre 2 

On a après résolution des équations correspondantes : 



Une fois les contraintes connues, nous en déduisons à l'aide des lois 

de comportement les déplacements correspondants. 

à l'ordre O 

à l'ordre 1 



En d é f i n i t i f  nous avons l e s  r é s u l t a t s  pour l e s  coques 

peu épaisses.  

cylindriques 

V I .  3 .  - J O N C T I O N S  DE C O 2 U E S  M I N C E S  

V I .  3.1. - L'analyse des contra intes  à l a  jonction de deux coques de 

géométries d i f fé ren tes  const i tue  l ' u n  des problèmes communs dans l ' é tude  des 

apparei ls  à pression. Il s ' a g i t  de f a i r e  l ' i nven t a i r e  des contra intes  e t  des 

moments de f lexion à in t roduire  pour assurer  l a  cont inui té  des déplacements 

e t  des rota t ions  des d i f f é r en t s  points  s i t ué s  de par t  e t  d 'autre  de l a  jonction. 



On ramènera tous les calculs qui vont suivre après le changement 

de variables ( 9, a ) en ( ,a ) à la base locale orthonormée associée à la 

coque cylindrique ( à  la jonction). Ainsi on a : 

A l'aide de ce changement de base, les composantes du vecteur-déplacement 

et du tenseur des contraintes relatifs à la coque conique deviennent respective- 

ment : 
I 

~ ,cx,e,x)  ; câa U~(*,d,t)-aLnd U d ( q ~ 4 ) ;  l$(*,@,*)fba b80$&$$ 

Fes1?@,2) c M q 5 e ( * , > L , ~ ) - h ~  %(><,s,hji 

k q  + mu $ ( ~ , $ h ) ~  

%(x,6,*1- ~ ~ a b d l ~  5 ( x / ~ , R )  + .&Mt)( F (TB/&..; 
8 28 

h Z d  gg~[x,~,&J+ 2 h @ b a  %(+~/d + b z d  % 3 ( ~ , ~ h J ;  

(M'a-&-) G3(%.,s,4.) + Aim@bcl  %a]. 
* 



D'après les formules 1v.6.9~10, les conditions aux bords deviennent : 

De même le vecteur contrainte au bord inférieur de la coque cylindrique 

s ' écrit : 

et le vecteur déplacement le long de ce même bord a pour expression : 

Les vecteurs rotations correspondants aux différents déplacements des 

points de la jonction des deux coques s'écrivent : 

V l  . 3 . 2 .  - C o n W a n  de mcco-td 

La condition naturelle de raccord imposerait l'égalité des déplacements 

et des rotations respectivement aux différents points situés aux bords des deux 

coques afin d'éviter toute déchirure de la coque complète à cet endroit. On 

devrait donc avoir : 



Ces condit ions ne sont  pas naturel lement r é a l i s é e s ,  pour y pa rven i r  

on peut i n t r o d u i r e  des con t ra in tes  e t  des moments de f l e x i o n  pour é l iminer  l e s  

d i f férences  respect ives  observées. 

Dans l a  p ra t ique  l a  surface  moyenne d'une coque cylindre-conique de 

révolut ion  e s t  engendrée par  l a  méridienne suivante  : 

- une généra t r i ce  du cône. 

- un a rc  de ce rc le  cent ré  s u r  ORC de rayon % e t  

- une gén6ra t r ice  du cyl indre  d'axe OX3 . 
( c a r  deux l i g n e s  s e  raccordent  s i  e l l e s  admettent à l e u r  point  de jonction l a  

même tangente ) . 
La zone de raccord e s t  une por t ion  de coque t o r i q u e  où sont  connus l e s  

con t ra in tes  e t  l e s  déplacements en 0 e t  9 = - 0( 

On e s t  a l o r s  ramené à l ' é t u d e  de l ' é q u i l i b r e  de c e t t e  por t ion  de coque, 

à su r face  moyenne t o r i q u e ,  sous l e s  données ci-dessus. 

S o i t  l e  rayon de l ' " axeu  du t o r e  

JZ l e  rayon de l a  s e c t i o n  c i r c u l a i r e .  

S o i t  M un point  quelconque du t o r e  de révolut ion  d 'axe O X 3  il e s t  

repéré  pa r  : 

angle des axes o x  e t  Or . 
'P angle e n t r e  O,,T e t  4 P  ( P pro jec t ion  de & s u r  l a  

su r face  moyenne). 

3 côte  du point  4 par  rapport  à l a  surface  moyenne. 

-+ '", 
Dans l a  base ( Q , p , Q ) de l 'Espace a f f i n e  Ej , l e  vec teur  3 

aura  pour composantes : 



La base locale orthonormée associée s'écrit : 

Par application du théorème de la divergence : on trouve les équations 

d'équilibre d'une coque torique élastique exprimées dans la base locale orthonormée 

associée aux coordonnées "toriquestt. 



A 1 'aide à '  un changement de base on exprime l e s  composantes 

du tenseur des contraintes de l a  coque tor ique en fonction de c e l l e s  d'une coque 

cylindrique e t  d'une coque conique respectivement pour Y z 0 e t  fi - 4 r 
l Compte tenu de l a  symétrie du problème on obt ient  : 



Pour O et y = - o( , on a respectivement : 

. 
"e ( t a )  = G e [ 3  * 

oef (a) = "ex(a)  

% a ( ~ )  = Geta) 

%b[~) = q x ( 8 )  

fG5(3) = (5 % (8) 

=a3@) = W d )  



D'après l e s  r é s u l t a t s  précédents, l e s  contra intes  non nu l l e s  s ' éc r iven t  

respectivement pour l e s  coques cylindrique e t  conique : 

Ce qui en t ra îne  que : 

( a )  =-= [ e + ~  -sa) 3 
2e 

= a l e - 3  ] 
ee 
-------- - - - - -II---- - -_ - _ - 

6; (3)- II gOf' . 'q - E(A,+~[* -+$] 
92 IL 4 

4 A(*) 
+-Cg ( ~ . + 8 4 )  L 

+LA"' 3<nr AJ, 
L +-zq- 

& 
@ 



De même on aura pour les déplacements à la jonction : 

+ pour la coque cylindrique en X = O 

+ pour la coque conique en =&+Sa - 

Afin d'assurer la continuité des déplacements au lieu de la fonction; 

on considèrera les 

V 1 . 3 . 2 . -  CancUions aux Umi;tu de la caque Xahiqu~ 

A l'aide de l'application du Théorème de divergence qui nous a fourni 

les équations d'équilibre d'une coque torique, il en résulte des conditions aux 

limites soit en contraintes soit en déplacements sur deux domaines complémentaires 

du tore. Ces conditions sont des données du problème. Dans le cas présent on les 

prendra en déplacements (on n'écrit que les composantes non nulles) : ( ~ i  9 8 



a lo r s  

On e s t  donc en présence du problème de l ' é q u i l i b r e  d'une port ion de coque tonique 

( - O ( &  Y =  O ) soumise SUI. [ l p =  O e t  Y = - @  
aux déplacements ci-dessus e t  su r  f - f 4 O ; a= & 3 3 3 - 
à des e f f o r t s  de densi té  surfacique F connue ( g= f== O e t  

Le matériau é tan t  supposé é las t ique  l i n é a i r e  homogène e t  i so t rope  

on s a i t  que ce problème admet en général  une solut ion e t  une seule.  



CONCLUSION GENERALE 

La solution du problème de l'équilibre d'une coque confque élastique 

de révolution se met donc sous forme polynomiale en &, et comme dans 
L 

le cas d' une coque cylindrique ( cf. C81) . 

Elle diffère de celle de la théorie de coque généralement basée sur 

les hypothèses de Kirchoff-Love valables pour des coques d'épaisseur quelconque. 

- La solution (a) n'assimile pas le déplacement de la surface moyenne ( 5 2 0 ) 

(qui est un polynôme en ) au déplacement de membrane comme dans (b). 
L 



- La surface moyenne ne se déforme pas de la même manière quelle que soit 

l'épaisseur de la coque comme dans (b). 

- La solution (a) est déterminée sans faire intervenir de condition de type 

"couche limite". 

Le problème de raccord entre une coque conique et une coque cylindrique 

mince d'axe commun revient à celui de l'équilibre d'une portion de coque torique 

élastique soumise sur $ 9 = 0  ak 131 R f à des 

déplacements imposées et sur [ - < * d \ ~  4 0  et a = ~ t 3 e t  

-i, 
a des efforts de densité surfaciques P . En élasticité linéaire, un tel 
problème admet une et une seule solution qui peut être déterminée, analytiquement 

dans des cas particuliers de chargement et, à coup sûr, approchées numériquement 

par des méthodes d'éléments finis isoparamétriques (problème que l'on étudiera 

ultérieurement). 
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Dans les hypoth&ses de coques glsstiqws er; peu 

lème en contrraintes grâce au 

, , , ' , a , ,  -. . 1 
t .-, , 4 5  

On appliqGe fe s .&sul ta t s  aux c o q i e ~  élastiques sbinnises 
'*. 

a fin l a  condition de  accord entre une 

axe de &volution. 
y.u+j $g&gd 
$$* 5 t z  


