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INTRODUCTION

L'objet de ce mémoire est 1'étude du comportement d'une coque conigque
élastique de révolution.

Dans le premier chapitre, on rappelle les &quations générales régissant
une cogue & courbure totale nulle en coordonnées curvilignes non orthogonales;
on applique ces résultats, au chapitre II, & 1'étude d'une coque conique €lastique
de révolution.

Le tenseur linéarisé en coordonnées adimensionnelles fait apparaitre

deux infiniments petits§ et € 1iés & la coque

£ = demi-épaisseur
Longueur caractéristique

° - borne supérieure de la norme du gradient du

vecteur déplacement.

—p i £ - - ; — - -
En posant U (319'3): U (5:9'(3, 8); w (‘31815)"" u (3;915,5)
on U déplacement caractéristique,§= 2, 3_ 2 , 1'8lasticité linéaire
"y

permet de négliger tous les termes d'ordre 2 au moins en § et de comparer

U, & et 8 ; conduisant aux hypothdses suivantes

H4 .l_L'.z 8€ nypothdse employée par Raillon dans sa thé&se (cf. [13] ).
H2 .::'_: & celle employée par Hariri dans sa thése (cf. [8]).

La seconde hypothése H2 o3 & indépendant de & sera adoptée dans
ce travail et % = 0(6') justifie le fait de prendre un développement

polynomial en £ dans 1'hypthdse de coques minces en théorie de 1'€lasticité

linéaire.




VI

On écrit alors Uy (8,9,3,2) = 4 = £ UL [8,3 9)
ot '

La loi de Hooke permet de voir que
T (3032) = == ™ Mz03) )
S (E03) = 3 €™ §(383) Li=945.

Au Chapitre III, on obtient les &quations adimensionnelles et par
substitution des développements précédents dans celles-ci on trouve par réso-

lution que :

avec des relations de récurrence entre les -g(':") (E,Q) et E.(m) (5/9)
e de

Dans les Chapitres IV et V, nous étudions les coques coniques minces
et peu "épaisses"; pour cela on néglige tous les termes (Z'Q «(-Lé-)p
tels que od 4 F 7 et 0(4/8 >3 respectivement.

Les conditions aux limites en contraintes sur les faces 3 =4 &
permettent la détermination des "coefficients” contraintes, g"z)(x,sj les
relations contraintes—déformations nous permettent d'en déduire les déplacements
clest-a-dire tous les Céf:) [3,3)

Au chapitre VI, on traite le cas de coques conique et cylindrique toutes

deux soumises & une pression interne. On termine par 1l'examen de la condition

de raccord entre les deux cogques.




CHAPITRE I

RAPPELS DES EQUATIONS REGISSANT UNE

COQUE A COURBURE TOTALE NULLE

1.1.- DEFINITIONS GEOMETRIQUES. FORMES QUADRATIQUES DE LA SURFACE.

1.1.1.- Déginition du domaine de La coque.

Soit Jzz' le domaine de l'espace affine Euclidien E3 occupé par
la coque & l1l'instant considéré. On notera par
v la surface moyenne de la coque, de point générique m
af 1'épaisseur de la coque.
—>
N(m) la normale unitaire au point m .

Ainsi le domaine .Jz,a- occupé par la coque de surface moyenne W

est défini par

..._y —

(1.1.1) | = {MCE_g OM = om +3 N(m) owec meufstlgl_sf}

Par la suite on supposera que W peut étre décrite par une seule
. 3 . PR A 2 2~
carte (f’ qui est uneapplication d'un ouvert régulier W de R repéré
par un systéme de coordonnées orthogonales (;‘, ;2) et & valeurs dans
'R3 lui-méme rapporté & un systéme orthogonal ( X, » X, » I ).
On su i t’é
pposera en plus que ‘f est au moins de classe '

Tout point ™ de W  peut &tre aussi bien repéré par ( Al ;Z )
que par ( T , X% , X )etona ‘_’B({,,;‘)

=%H39&
o X = P (317%) (ir1,2,3)




En tout point m , on définit Le pfan tangent & wr qu'on notenra

- —
Tm(w) : plan engendré par les vecteurs Qy = ?_’f' (& =1, 2) 1
)

supposés linéairement indépendants.

| Dans ce cas la normale unitaire en tout point M est définie par :

-ty
/]

‘ —p B —
(1.1.2) Nem) = (2,74, ) /18; Ad, |

1.1.2.- Premidnre forme quadrnatique gondamentale

e
Avec les hypothdses et définitions précédentes, on a dm = 27 d;"

- EYAS
- :
dm = Qq 47* d'od 1'expression de la longueur d'un élément d'arc
d'une courbe de W : 8 = (JM- E;))V"-
V= Egr) s oF dpt il 4 6(d3Y)°
- — , -
Nous poserons par la suite : E = a‘,-% , Fe 3:- Oe s G = a:- (l2

‘ce qui défini la premiére forme quadratique

(1.1.3) |4 =V E@) ¢ 2r eyt ¢ 67T

Remarquesd

i) Notons par @ 1le déterminant du tenseur fondamental a=€e6-F%
Va

s'interpr&te comme 1l'aire du parallélogramme construit 3 partir

-

. -l
des vecteurs @ et Qg .

-
ii) A la base ( a , @, ) (qui est non orthogonale et non unitaire généralement)

. . - - . s
on lui associe sa base duale gue nous noterons ( a* , a! ) définie par ;

L 4

->
L -
(I.1.4) @’ O—f = QP ou S',‘. symbole de Kronecker (a(,F )=1,2.




Pour la suite nous utiliserons les notations suivantes :

Z‘f = S“P 0—;3 ' avec

) o @ _ g
(1.1.5) g‘=Ei_Fg 909 E(,f;—e > 4 EG- F¢

1.1.3.- Seconde forme quadratique

1.1.3.1 : En tout point m de la surface moyenne W ;

—
. . . —y Y . .
le vecteur normal &tant unitaire on a M- 33_7&' = O ce qui entraine que .g_;’\_!(
est un vecteur du plan tangent Tom{w)
. . el
Posons ’ow,a OJ‘3 : ‘alors b«’g = -ay 2N .
é?* C P S ’
En tenant compte du fait que /s O (c'est-3-dire & Y + "’3'5’ o )
v P Nt =
on a alors
— =

bag = N. 28

(1.1.6) «p N 3

Cect antrnoduit La seconde forme quadratique fondamentale pan ses coedgicients

bapg .

Soit une courbe de la surface moyenne et 2 1la longueur d'arc compté
positivement & partir d'un point "% fixe, nous avons

J"’. N(m) -'ou,g ol d-;%zlg

dgt

Par la suite on posera :

(I.1.7) L = Lu ’ M=ch =.L¢1 ’ ”-’-L-u




1.1.3.2.- Courbures principales

D'aprds ce qui précéde on a ¢ d‘m N(..) - byg d3* d3f

d&‘ ) 3~Pdgfd;ﬁ,

La courbure normale Kjp, de la surface @ au point m est définie

d l'aide de la premiére et de la seconde formes quadratiques par

ko o LW 28 dztdit + NU32)?

(1.1.8)

EQs)'+ eFdzrche 4 G2
La courbure totale K et 1la courbure moyenne C sont données
par :
k = Ly-M? C - EN+GL-2FM
EG' F& 2(E6- Pe)
(I.1.9)
k= ¢ ¢ C=i¢-(e,+&)

ol ¢« , ¢ sont les courbures principales de W .

1.1.4.- Thoisieme fonme quadratique fondamentale

. - —
Elle est définie & 1'aide du produit scalaire dN- IN soit
— b
dN. dN ’aN dz¥) (QN J;F)
a‘;\’ a}p

< (b ) (B5) dr* P

= BNJL‘UP d?“diﬁ

ou encore

(1.1.10) | (48 JF)% =VG, ("5'}1'* 2Gg di*op? v Gy W72)?




ceci en posant :

2 4 3
ng = L,,L: 44‘!31 s Qg= Ll?"‘z + LZZ Lz

'(1.1.11)

c"8=%,=é’1 42 -‘é e

7 2 g 2

I1.1.5.- Relations entrne Les coefficients des premilre - et seconde
gormes quadratiques.

I.1.5.1.- Foumules de dérivation de Gauss et de Weingarten

Ces formules décrivent les variations des vecteurs de la base locale
- - N ) .
(% , 9 |, ) lorsque le point m se déplace sur la surface moyennet

on a ¢
_— ¥ - -
aa_?‘_!_?s = I',,F ay + Ba/aN

(I.1.12) .
3N . b LIV

< . r . <
ou les coefficients "a.lrg s B*,a R '0,3 s'expriment & 1l'aide des

coefficients de la premidre et de la seconde formes quadratiques et de leurs

dérivées.
On obtient d'aprés ( I.1.5)
4 rL.1 \
(I.1.13) bp = - bep g
. . qu - .
Les coefficients lg colncident avec ceux de la seconde forme
quadratique.
- - *
En multipliant scalairement 1'égalité (I.1.12) par Qg £ = 1,2
- =
et par différentiation de 375 = Qy-ar on trouve :
- ——y
(2) | 2ra 4 2a, = 2
ST 3P




Par permutation circulaire des indices (F s J -, & ) dans (a),

on obtient deux autres relations :

(b) 2_55?,3+’§71?}52 = 28ps

() ggzy + _9_71; 5;,: -e—ga'f

Par des opérations élémentaires entre les relations (a) (b) (c)

on tire : by :_l K :D uc
rﬂ% 2\ 703 oY q\,

ik < . 23
(1.1.14) ';ssar " ':—[ aZ;S ,,;_3383 aya’g]

L Ye
en posant ';SX = 27 f_‘_‘:f : 8‘ r\M

C 2ok
r"u,d, QJ&”FVK‘-"’P—( ﬁ!\ m

PR

i -
(I.1.15) "5'; o 3'”%87 7, AR 3103;8

Pour la suite on posera :

S wL
rdlk = ik F\Q&M r"\.,&\( :%mk r‘\;'
ol les . II sont les coefficients de Christoffel de 1&re espéce.
psY
';: sont les coefficients de Christoffel de 2&me espéce.
PPSV et PI!‘»"S sont symétriques par rapports aux indices (8,5 ).
T—IFSX = - ‘_K‘F(

1.1.5.2.- Relations de Gauss-Codazzi

Ces relations découlent des dérivées mixtes supérieures des vecteurs

iy
em et N(m) c'est-i-dire :

> = g
aﬂ»[ 37p - [ fap &+ Bep N {

'%T[ 335 aﬂs [ xS C_l’a- + Bas N]

(1.1.16)




: " - - . . -
- Comme les vecteurs ( &, , de , N ) sont linéairement indépendants,

on aboutit aux formules de Gauss et de Pertesson Codazzi.

+
r
-3

®
r

1]

sn . pp p¥ A

(I.1.17)

sbep | pr | _ obas . pP ;

1.2.- ELEMENTS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DANS J?,e‘ .

1.2.1.- Base focale au point .MerK

D'aprés la définition de la coque et les notations utilisées en I.1.4
uwn point Me J?-a est repéré par les coordonnées curvilignes ( 3* , ¢2, 3 ).

On définit la base locale au point M par :

- Y S
Qe = 'a'g‘a’f'(”)

(I.2.1)

- —_
gs — Q—A! 3 N
23

avec b un endomorphisme symétrique du plan tangent défini par :

p = L+36mdN

(I.2.2)

od I, est 1'identité dans Tmfw) .
— - -
CRdnN = - bw G ®0%
- - - P
Nous supposerons que les vecteurs ( 84 N 3¢ , N ) sont lin&aire-
-y
ment indépendants. Notons ( 8’3 ) la base duale de (34 ) définie par
- - p
gP -34: = S
-ty -
On a aussi Oﬁ-aq = Sop(

. AP -
On tire Qar. &y

"
a0

>
2°




(1.2.3)

P étant un endomorphisme symétrique on obtient aussi :

2"& = f’(gf) a-:' ce qui entraine :

W= p@) > G = p(3)

P°* existe dans 1'hypothése de coques minces ou on & "‘é/u = 2-3€

avec e

(1.2».1;)

la seule éourbl_rr‘e principale non nulle.

La base locale au point M s'éerit donc :

9, =-sk a, #(2-58)2
s W

et sa base duale associée est telle que :

(1.2.5)

Remargues

Tpo@ (-0 =W

- -
i) Le plan tangent engendré par (9s , 9, ) au point M &tant paralldle & celui

engendré au point m de w par ( as, 5: ); on prendra par la suite comme base

dy,

d'étude au point m la base ( Zl: a ? ). Ainsi tout vecteur du domaine
- ] ] »

<

de la cogque s'exprime dans une base ou dans 1l'autre par :

(1.2.6)

—_— . e —_ s
VM) = g v¥s VN V(*#1) = g M¥+ V, N.

ii) La matrice associée 3 M étant inversible, son inverse est donné par

(1.2.7)

peo= Igb-seid,'ﬁ + 33(GF':¢."DL+ ..... . +a)* (G N P R




iii) En tout point neﬁ& on a 1l'identité suivante :

— = - -
(1.2.8)] da =T+ NON

ol 33 1l'application identité dans ga : 1'espace vectoriel associé i l'espace

affine E, -
a ‘* - -~ ° ” : .
T = a« @aol désigne l'opérateur de projection sur le plan tangent xTn(u)

- =

N®N désigne l'opérateur de projection sur la normale N("‘) .

A 1l'aide de 1'identité (I.2.8) tout champ de vecteurs ou d'endomor-
=

phismes symétriques 0§ de Eg, (définis tous les deux au point me 2R )

se mettent sous la forme :

- — -5
vV = "’; +Vy N
(1.2.10)
=> R e —_ -
¢ = 6 G, ©ON + N®©§, + §, NON
=> - =5 - -
avec ‘\_T:-‘-‘- T"(;’) : VSN = N®N (V) .
- =
g = wenw e af[f;.lwb, Tm(w)] : applications lindaires de Ta/w) dans'(,',/,.a
-t => o5 -s) T : )
G, = T (NJ e m[w) : vecteur du plan tangent R(w) .
- zh, —h
G§3 = NO N un réel

1.2.2.- Expressions d'opérateuns dif4érentiels dans b

1.2.2.1.- Caleul d'un déplacement éLémentaire.

d vl
Soit Me Jz?‘ on a : oM = 5?1"-#3 mm)




alors J-'.‘T = -7: 4 da

om ol +39”d{ +d3N.

63“

[}

(G- 35 Bp )y s A

5:(0'-;*1*0%/?

D'aprés la relation I.2.4 on a

—ty

(I.2.11) | d4M =[(z- ;4’)01]0 +/Er% 348 o r g N
[ 3¢ [—54 Y72 j K

1.2.2.2.- Caleul d'un volume éLémentaire

- -
Par définition on a dv = (33 /‘3:) N c’;‘dfz 013

D'aprds les relations (I.2.L)

on a

(.1.2.12) | dv = (¢-347) Y& J?,dfe”% J

Pour une fonction scalaire F(M) définie en tout point M €Jl£
avec 2k e w x -£,83 et ¥

la carte définie précédemment

faisant passer de (% , % , % ) a (7*, g% ) eten utilisant(I.6.2.2).

On a :

(1.2.13) Fim)dv .—.S Fo}f(;t;?é) o d71dp? olg

& <1
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1.2.2.3.- Caleul du gradient d'une fonction scalaire

Soit F(m) une fonction scalaire différentiable de Jzﬂ .

D'aprés la définition du gradient,on a :

TR F = BE Gy 4 BF N
M 370( 23

soit :

—p
ooy | Gk = pro[GedF] 4 2 N

1.2.2.4.- Dérndvation d'un champ de vecteurs de 2k

—_—
Soit V(M) un champ de vecteur défini et différentisble dans Jze
) —
s'exprimant dans la base (5:, a,, N ) par :
> - —
vim) = v¥Qy, + V3 N

D'aprés la définition du gradient d'un vecteur,on a :

(I.2.15) Gr’a?d,’v = ['\f"lx_\);g:,]a’d@a‘x‘(%ivglsq)wmngw* a‘&-’k;‘s

cecl avec la notation suivante :

Wl = .,vsf""
l» %, ¥

Le méme opérateur s'exprime dans la base duale (en posant dans

— -
cette base que V(M) = V.,‘?"( + V; N).

(I.2.1 G:dnvz(\h,x LvP) Q@lef(a +\J’ b )IV&)?L'V; EL”ZV@TVJ. + % N@F

ceci avec la notation sulvante :

u’ﬂla = a‘;‘ S "S
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1.3.- EQUATIONS REGISSANT UNE COQUE

‘On supposera par la suite que :

la coque est constitufe d'un matériau €lastique isotrope et homogeéne et on
q

prendra comme loi de comportement la loi de Hooke.

1.3.1.- Etude de La défonmation

Une cogque soumise 3

.. —
- deg forces de volume de densité {(M)
—
q(®

(1a frontiére de 52%’ ).

- des forces de surface de densité

sur une partie de 32?"

~ des "déplacements" imposés partout ou sur une partie de 3.52& se

déforme c'est-a—-dire change de forme et de volume.

P

est le vecteur déplacement du point considéré.

=P
(1.3.1) & =

4[67d, T +TERY ]

Pour étudier la déformée dans le cadre de la théorie de 1'&lasticité
linéaire, on supposera que les déformations restent trés petites et on introduit

le tenseur linéarisé des déformations & partir de Gmd,,’\’

)”GJZK' .

agissant partout ou

—_—
ol V(M)

-—s
Dans notre base de travail ( &: s § , N ) le tenseur des
=iy
déformations € ‘a pour composantes :
— [ ov ¥ . > S
€4 -[37{‘3'*"«';4"'31’14] s e ’[gg“ﬁca".’s"az]'
(1.3.2) €0 =3[ 22038 1 AL0g-,4)] 5 &y =f[20 . 2%
«3. < 2 a;a 37’ 42 & 12 3 2 YY) 53
Ees =4[ 20,2 o y3 : = 9%
seglgesmegl] s e -
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1.3.2.- Equations d'equilibre

" Nous les introduirons & partir du Principe des Puissances virtuelles
appliquées & un sous ensemble 9 du domaine de la coque et qui s'énonce
ainsi : "La puissance virtuelle des efforts intérieurs 3 un systéme &) est
nulle dans tout mouvement virtuel solidifiant le systéme JZ" d 1l'instant
considéré".

Puisque nous nous limitons au cas de la statique; le principe des

puissances virtuelles se traduit par 1'égalité :

(1.3.3) @*@’@ = O

¢

ol (‘3 est la puissance des efforts volumiques agissant sur ? qui

s'exprime sous forme d'intégrale de volume sur ?

@:{55‘-& dv

la puissance virtuelle des efforts superficiels qui s'exprime

D

4 1l'aide d'une intégrale de surface sur la frontiére 99

D)
S = U, d¢
c ~g'b3"

la puissance virtuelle des efforts intérieurs qui s'exprime &

)

1'aide d'une intégrale de volume sur 68 .
= mb, -
2o o Dy de =- fFI6.end,U]dv
& X
( W composantes du champ de déplacement virtuel.
rld' composantes du tenseur des contraintes dans of) .
:Dod composantes du tenseur des déformations.
gi et 8;_ sont les composantes des forces de volume et de surface agissant sur
® et sur sa frontidre & ).

On a alors :

(1.3.3") SgTr[ﬁ-ib an’d,,'J] dv —.~.f¢ﬁ;)l.-l*olv t[g??) rde
R 99
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) =D =, —>
Compte tenu des expressions de § en(I.2.10) et de Grad, U en

(I.2.11) nous obtenons :

oV, % 4 & Y8 rfan v ¢ %3 ad' rb'3 ‘- a\l‘ rqb'
Lv'Gmd"\lJ _{G{(G‘ +V[I"¢'+ ]+63¢ +W +6 % -% Aw

T

(1.3.4) 1

On calcule le premier membre soit A de la relation(I.3.3')

“avec (I.3.4).

[r“’acr“(r"sa'r« b [ Ry 0TS % o1 ]V Vg dzrdr?ds 4
4 %

J(.,—‘s o 47 W -V bay € “¥ Vg dz*dp¢ ol o

%{ap’ Vg 0Ty o"’sV‘) (v,,, '@M{r“")w 4:{)}’)} dyedpedy +

J;{%(«g,vg-a-"h 5e33) - O agr;3 Pt PR ao"*).} dys dytely +
f{%‘ (- G.Sb'fé; + r”“L})- V Loy ,-‘*X} vy oze op? 0(3
)]

Par application du théoréme de la divergence, on obtient :

A =S[(‘\fxf°‘{\lsfn)'zaf + na(«-“-'*v“ v r33)jdd'

- (] 24 (g r?) , 20gery) il 2L ol
L£3 {4 Vg 33

Vg 238

_%%[M év_@aﬁﬁ by ™7 ]dv

A T ) (P de - SU(M) Dig, &
2%
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En reportant 1l'expression de A dans (I.3.3')et par a,bplication

du lemme fondamental nous obtenons les équations d'équilibre et les conditions

aux limites en contraintes :

(vg T4%) 78 pX of ~U3 _
ﬁ,«r ra's-"afr +D”,,_o
'aUET’a) + L 7“74 =0

(1.3.5) 5 574 XY {s

8': - rg 6'&" 3 Vg- =(4-3£:) Ya
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CHAPITRE II

APPLICATION A L'ETUDE DE COQUES CONIQUES

Nous allons appliquer les résultats précédents & 1'étude des coques

a4 surface moyenne conique.

I1.1.- DEFINITION GEOMETRIQUE

Dans ce chapitre on é&tudiera le comportement d'une coque tronconique
d'épaisseur Qg. et de surface moyenne .
W e point générique ML est considérée comme un tronc de cdne de
sommet O pris & 1'origine du repére cartésien (0, Xeo Xy X3 ).
On a paramétré rde la fagon suivante

soit M, un point courant de la section droite extr&me de rayon R . On pose que
—— . - . —3 —tp
om, = Riigo ¢ + (d.mRede)e + HE
do étant la distance du centre de la section droite circulaire & 1'axe OXgz ;
. ——lp
on le prendra toujours selon Oz .
Pour un point ™M de W , par des consid@rations géométriques simples

on a : o_..b:: m-—) (Ao_gme)z—’.'._!\__i_!_-a
" \FET M %+""V31+Hz"' R me,

ou @ : angle que fait la projection du vecteur Om avec l'axe OXg .

D : abscisse curviligne selon une génératrice de la surface moyenne W .

D =p(g) = (R +d2-2Rdo80)%e .
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(9% , Ay, Xj) désignat les coordonnées du point mew , dans le repére cartésien

on a 3

(IT.1.1)

X3

= _3

Voi+ 42

S G W Fed)

A
Vorrne

—
-

Rsim 6

3

(11.1.2)

La base locale au point wm s'éerit alors :

4
T (@Y

7= e 4 Rt RSO R oo Dingy Hidsine ]

[Rmes do- Reat§s H ]

4

-
az
N =

(HZJ&R Aocoae)z)%["‘s."“ei-”boe_; do @s 6- R]

Remarnques :

i) lorsque

par

- (R*+udYe

do= O le céne est de révolution d'angle au sommet A Qéfini

€ (040( (g).La base locale est alors orthogonale.

ii) Les trois formes quadratiques fondamentales du cbne sont données respec-—

tivement & 1l'aide des relations I1.1.5, I.1.7, I.1.11, par leurs coefficients :

(I1.1.3)

L=

Ga=

Vicips MeHR-do@)? ’

C;%%TB;&@-WQ)‘J , F=0 ; 6=4

RS A M= N=0

Wi W +(R-do @6) +&om9] 5 Crz= Cpg =Gy =
(W +E-d “down 0212
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iii) La courbure principale non nulle a pour expression :

(II.1.4)

SH[HZ*DZ ]%:.—4—-
€= R W (oot @2 R

ou R; le rayon de courbure minimal.

formules

(I1.1.5)

(e,9>,5

s'éerit :

(I1.1.6)

Les coefficients de Christoffel: non nuls sont donnés: par les

suivantes;
Mg = 2088 R +dycoag) - 28m20 d.2R
! ﬂ*+(R-olocowJ‘[( 49 i+ D2 _
2 _Res [ W3 (R-doos)?] 1 4
F - 2 b 12 T c———
14 (\,‘2 +-DZ.) }
[313_ HRA 4
4 - SEmcE———
\H2+D2" VHe+(R -doteo)2
. D'aprds la relation (I.2.4) et avec le systéme de coordonnées
) dans le domaine de la coque-Rﬂ ; la base locale au point ﬁ16-2£
- - 2—5 -y -, "'\- —
3 ‘("3‘:)6'1'3‘4% » 3. % = N

. Le tenseur métrique associé & une telle base a pour composantes

définies par :

(11.1.7)

3"(& = aa‘g,- %L«P +3’—Ce(,3.

c'est-d-dire que ses composantes s'expriment en fonction de celles des trois

formes quadratiques du codne.
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. Le déplacement &lémentaire dans JZ" a pour expression :

ds = V(aur- 23 bu Bt 32&Fy§’3§f;d3;

. Les composantes géométriques du tenseur de déformation dans

-l by ——y . ~ L e
la base (& , @, N ) s'éerivent d'apres la relation : (I.2.16).

<

& (v)= %‘f’ d,s;maf(mdme).sw;‘adaqm 3§ R

W + Bz 3
[N (R-dotat€)] MRS .
22+ H? " I Vareme \fH‘-l-(f dc(weﬁ

E"?("F(g’*%"aﬁ)“; » Ea(v)= BB
usle) = (202 + 254 4)2, §,(v)<1(2
) =2{o%, dV.

7
€33 (v) = %5

11.2.- CAS DE COQUES CONIQUES DE REVOLUTION

sommet du cdne :

(1I1.2.1)

11.2.1.- Coondonnées curvilignes orthogonafes

La relation (II.1.1) devient dans ce cas avec °< demi-angle au

X, = 3¥mACodB L = A9ma 4nb |, L = Scoi .

—— s pd -
Le vecteur OM défini dans la relation (I.1.1) a pour composantes

-lp el .
dans la base ( € , 'G: > & ) de l'espace vectoriel &
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X, = (Aéimd t3ma) 0 B
(II.2.2) YL.;(z%Aaf-fgmd) 2m B

La base locale au point M de .Szet compte tenu de (II.1.1)

s'éerit
- -
(I1.2.3) a; = ‘ru; é;

ou ( 2: ., & , ;5 ) la base locale orthonormée dans .JZa .

39=Am\a+3md » ‘g,g-.- f = 4.

La base locale ((-; ,é; ,% ) est orthogonale. Ainsi en tout point
on définit un systdme de coordonnées rectangulaires ol 1l'axe & est 1a direction
de la tangente au cercle paralléle, l'axe des 2 celle de la tangente a 1la
génératrice et 1l'axe 3 celle de la normale & la coque. On se placera par
la suite dans la base locale orthonormée. On exprimera les coefficients de

Christoffel et certains opérateurs dans celle-ci.

Remanques :
. Y s .
i) Dans la base (¢ ,& , § ); les variations des vecteurs de base s'expriment

par :
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- - -ty = -3 —ty
g—gﬁ‘:un@‘*uwﬂ‘ as,—a-“-“g;reg"uzs"’
(11.2.4)
N > o> € [ =8,8
3'9’"0’4199*'&:,&) > -5-:?-=° d =523
ou 494 - = 442 = Mq/ » Fz"z: O
(11.2.5)
’:'5=-L14 :CO%Q/ ) b,‘z:o

ii) L'étude de 1l'opérateur de courbure permet de calculer la courbure
principale non nulle de la surface moyenne ¢ . D'aprés la formule

(I.1.4% ), on trouve & cet effet :

& 4 - 4
¢ R4 Atgo

Ayant considéré un tronc de cdne tel que 3% So , 2> 0 ;
(on exclut le sommet du cdne qui est un point singuliery ,
On prendra donc par la suite comme rayon de courbure minimal K,

tel que

Ro = So (:30(

— - -
Dans la base locale orthonormée (o , & W ); OM =36 +3N.

On en déduit ainsi le déplacement élémentaire d'un point M de J'Le-

a™ = %edei’o + &ds + Glg-l?

On obtient le volume &lémentaire en M par 1l'aide de la relation

précédente :
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dV = (Soime ¥ 3miwr) de ds 0{3;]

11.2.2.1.- Gradient d'un vecteur v .

waly
. Le gradient d'un vecteur ¥ de composantes (% , % , vg )

- -ty
dens 1la base (@ & » N

) est le tenseur défini en chaque point M qui
D .
par définition fait correspondre au déplacement élémentaire dlM 1la aiffé-
-
rentielle de V' c'est-3-dire la quantité dv = ol(‘v‘o.F;-p g + |5 N)

Connaissant les dérivées des vecteurs de la base intervenant dans Jv

(calculées en II.2.L) on obtient:

Naq(v) = 2 [93[9 Smo g 3 Gaw Valv)= 3% , Vslvj=2%
" Avima+ 300 | 2P i 3] ’ % K

rg_g_s;mqvo‘] 5 Vb, )= 2% G, v)- 2%

(II.2.6) Va(") Y

,%sm.wfghd

%
4 : . 2 .
Vs.,('r)r PRI [_a_!é-‘”“ "”91 5 Yaolv) = 3B, %()=22

. . =
. Connaissant le gradient d'un vecteur V¥ de composantes (% , % ,g; )3
-
par contraction sur les deux derniers indices on obtient la divergence de T

au point M  donnée par :

Ds '\_J? = 2 8V 4+ 845 4 2% |
(11.2.7) " (B simxt 73(9:0!) ¥e S‘f Lp

11.2.2.2.- Divengence d'un tenseur du second ordre

Par utilisation du théoréme classique de la divergence ou de la
définition de la divergence d'un tenseur . de composantes 2.3. (¢ ,3 =0 ,3 ,g)

dans la base locale orthonormée ( € , & , N ) ona:




23

VI gy Ak B e e 2))

(11.2.8)

(Jzeﬁé(gﬂ -?-;4— §4€+ Z«S‘g—ﬁ)) +

FHw

%—(@% b (568 + 5s &+ Tpa M) |-

11.3.- EQUATIONS D'EQUILIBRE D'UNE COQUE CONTQUE ELASTIQUE DE REVOLUTION

—
Sous 1l'effet des forces volumiques de densité f et des forces

de pression appliquées & la coque; celle-ci va se déformer. Le probléme revient
3 la détermination de deux champs inconnus : le champ des contraintes et

celui des déplacements. Nous disposons pour cela les équations d'équilibre

les relations contraintes-déformations et les conditions de compatibilité

qui sont les conditions d'intégrabilité des déformations assurant 1'existence
des déplacements. Ces différentes équations sont complétées par des conditions

aux limites appropriées.

11.3.1.- Refations contraintes-dégormations

Avec 1'hypothése émise dans le paragraphe I.3, on suppose en plus
1'existence d'un état dit "naturel" ou état non déformé pour lesquelles les
déformations sont nulles et qui servira de configuration de référence pour
mesurer les déplacements.

=

- 9
La loi de Hooke s'éerit avec O , € tenseurs de contraintes et

de déformations

= = =
(II.3.1) ® = NTRC e]’]_f_+2,u£
ou encore
=) =
2 = 1i21 [ - SL 6?2]111
E E




ou

On a :

(11.

24

E= _N_M est le module d'Young, & coefficient de Poisson.
.5 M
2 et rJ &tant les coefficients de Lamé.
4 2V Sinol 4V q']:__'_'._-r - a .
] e s g [= %08+ ;)
Y 2V _ Sl V3 = 20 oo
,8\9 [, xé 9] —3759 E /&9
4 oV 2Ve = 2(1+9) 13
] 2Y3 —whra V, 2’8 = -
3.2) —,B,—E’[XG 9—.] + 3 E 63

9 U3 2Vz = 21+ .
+ Tﬁé E xa

W =] T 0T+ 55) |-

?F‘% = 2 [~ v a;a+gg)].

3

11.3.2.- Equations d'équilibre

Désignons par fO 62 . & ) les composantes des forces volumiques

sur ( 29 QZ N ) la base locale; les équations d'équilibre s'écrivent

avec

C‘G densité volumique de forces.

(I1.3.3)

A1 3050 4 25imu G 4 2eoa T ] + %Oé_ea, 2B6 4 ¢fg = ©

S LoD 23

P h bt Rl A O IR SR rete =

5 18 eyt oG] 3+ 3 ¢ O3

O .
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11.3.3.- Conditions aux Limites sur Les faces 3=2 L.
On note par ( 3,8 g"’ﬁ,o) : P;(S,Q) ) les composantes

du vecteur force de pression appliquée en tout point M ( A 3,3:&) a la

face 3=+ ﬁ : la surface extérieure du cdne.

B T
Dans la base locale (@y ,% , N ) cette face a pour normale

h (0,0, 4 ); le vecteur contrainte en un point P de cette face

est de la forme :

T(M ;?) = reg (3,9, R) ‘E':? 4 025 (319/ ﬁ)-é: + 05-3 (S;,&’, K)Tr

Les conditions aux limites sur cette face s'écrivent alors :

5_93 (8,0,3: K) = %*{3/9).

(11.3.%) | %z (8,6, 3= 4) Rt(3,0) .

Vg; (3,9, 3: z) - %+(2,9)

De méme en posant ( PQ- (5,6, -R) : P ) "/S’ )
les composantes du vecteur force de pression appliquée & la face intérieure
= de normale (0, & , -4 ).

On obtient pour cette face et pour 3= - 3

“-93(810;3:’“) = - PO-(S'S)‘
(I1.3.%) &3(%,9, 3:-3\) = - &.(",9).

%309, 3= L) = - B30
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11.3.4.- Equations de compatibilite

Dans le systéme de coordonnées curvilignes adopté, les équations

de compatibilité s'écrivent :

50+ 35(2 (5 )4 3 Gy Tl e 002 + 3)8}=0
10~ 21* S04 (- 8) ol o~ £ 2) % ] = ©

(11.3.5) A%g-{-;;— —435 ,,,U)Jz,[ 023 Jzae)qj i
A+ 3r[2(%e- §)-4¢ 250 + c.m) - W

Ag3-5%r_[g<3+3 Y 8] *"fd} &bé = O
& 2&5 +-2 ¥r - O

“+9) aao
=2 F | snx 3, ¥ D > \a : b '
b=t 2 éS'*Tag +$5'e+%'& W Rk '+ et -
01-: 0'9+g8+v§3‘

11.4.-PETITS PARAMETRES EN THEORIE DE COQUES

11.4.1.- Introduction de petits parametres

La coque est définie comme un milieu continu tridimensionnel dont
une dimension (1l'épaisseur) est petite devant les autres et devant les rayons
de courbure de la surface moyenne de la coque. Ceci introduit deux petité
paramétres adimensionnels 1iés & la géométrie de la coque. On les appellera

paramétres géométriques de la coque et on les notera :

-~
(1]

: Rapport de la demi-épaisseur sur une longueur caractéristique.

0
r‘lse Pl

: rapport de la demi-épaisseur sur le plus petit rayon de courbure.
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En plus, 1'élasticité lindaire classique introduit un autre petit
paramétre par 1l'introduction d'une norme sur 1l'espace des tenseurs de second

=$"~"§
ordre : la borne supérieure de ||(;raltq\/ ” .

On pose :

S = iggﬁ@.ﬁ@,fi//

Des difficultés sont survenues pour exprimer les erreurs commises
sur certaines quantités en fonction de ces paramétres et le rang & partir

duquel on doit arréter la linéarisation pour conserver au probléme sa globa-

I1 s'avlére aussi indispensable d'étudier les corrélations existantes

1ité dans les équations d'équilibre et de compatibilité.
entre les petits paramétres.
|

11.4.2.- Varniables adimensionnelles

Pour faire apparaitre dans les équations d'@quilibre, les relations
contraintes—déformations et les &quations de compatibilité; les infiniments
petits gfométriques; on introduit les variables sans dimension dans le systéme
de coordonnées (6§ ,R , é ) de la facon suivante :

Soient L une longueur caractéristique de la coque.

Ko, le rayon de courbure minimal de la surface moyenne
U un déplacement caractéristique dans le domaine de
la coque.
¥  une contrainte caractéristique (G‘:_%S_J ).
°

£ 1a demi-épaisseur de la coque.

On pose les variables adimensionnelles telles que :
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11.4.3.- Relation entre dijfférents paraméines

On note : _
g:_ SUP,Gad_-‘\-f.', 5.2& = EO, 217] %[0,1] X [:1,4]
MeRk M

Smdy, =
On a d'apreés l'expression des composantes de ] GYadM'\r‘ .

TR _u g
%_T% Max(i,él) = 5

A ce niveau nous pouvons formuler les deux hypothéses suivantes

H1: ‘§= 4 cela entraine que U _gg : hypoth@se employée par RAILLON
L
).

W2:%$=9S ce qui donne L:- = & : hypothdse utilisée par HARIRI dans sa

[Se]

dans sa thése (cf. [13

thise (cf. [81 ).
On retiendra par la suite la second hypothdése W2 L:— = o(z) ce qui
peut justifier le fait de prendre un développement polynomial en & dans
1'hypothése des coques minces en théorie de 1'élasticité linéaire.
On écrira par la suite ad (§,9_,§,€) = ‘.‘.;%&&Q = % g™ (%(n‘\ {i,gg)
Mo

La loi de HOOKE permet d'écrire :

= = &2 gm 2 e -)
N (882) = = " GTARS)
To
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CHAPITRE III

RESOLUTION DES EQUATIONS ADIMENSIONNELLES

On se place dans le cadre de 1'é€lasticité linfaire avec 1'hypothése Hy .

I11.1.- EQUATIONS ADIMENSIONNELLES

I11.1.1.- Equations d'équilibnre

Les &quations d'équilibre avec les variables sans dimension (9 , 3 ,3
s F‘d ) donnent aprés transformation et apparition de petits paramétres

e & Ny : = = i 363
Sarimy %‘.’oa +8[%{90 + 25meu ) §2MQ‘ 9‘93 + B.owmey 3559 +

-350&0( '%'05 + £ ovmer {;J +€2[ '%SE-“ +-E;J§MM = O

4

5

g+ e['%%e +wcﬁ,-«;9)+w&a§é+§m« Mgs 4

3%0( %35 43MVZ!,] +83£ %@8-&{: 75&4( = 0.

X simet 303, + s[%%o; +uorw (Fg-Gg) + Foimw B5; +3oinw 23 4

M

3"”“ %?';343'0;,"«{;]4. gz[ %;_%a 4.%]31;444' = O

——




111.1.2.- Relations contraintes-dépormations

En variables adimensionnelles, elles s'écrivent

Zoimy g + € __-‘?3 Al coAX | +3 corot ols - S(aw)is&w?‘p
- 3 cosw (149) 6?;5 ec =0

N, ol L - =

.53'5 +£[ _;33- 2.5(44»0)623? = O

25 - e[, ,1E)] = O

3

Qz—;‘-—e“-zl—eob"N-I»ES'-&no((é_;%s. 2Cﬂd)§9i) +

egmu[%‘e-s(aw)%q’;g] = O

%9 + Ay, oy 4 uécoéoz - Zhw{-—[ge-o( ,+r5)7

- e G- 0(fRs +35)] = O

W, L E E .
‘j)%l"z[ﬁis-‘)(oae'*%a)]
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I11.1.3.- Equationsde compatibilits

+ En variables adimensionnelles, elles s'dcrivent :

—

.. 3 W20 f.. . - = -
2%im’a %__;Hé‘(;smucmongi- 27 2 9° ) ”’LWI)] é‘%‘tosi\'xiﬁéaf %090 4 T oina

a"% 20¢
%6:-9 3 2__6-00 +3m2u 30‘90 +~2(§‘5_ 89)"4 _59 4@ MN.Q *é’“‘“;?)@] +
23 . i%

E3[35 enuaimu (2, e§2)69+b——-§r]+ €4 Jas L%o = O

3ty 280 4 £ Toumt ot (2 4«23e_)q- +83[3m‘v.§3_+ +Edmiy 2

33 % "E.
- A la- -
it M 1 il At kil

iy attg .,.é‘AMOI[MOI(.Q. +93 ,z) %3 * Goms ]+ee [éewu/z;ﬁ-
3
2 4 Toma 2 +3m~§+44~m‘¢.€.¢) '82.355-»%#’(553-57”%93?] +

833§woaakw(a -832)0‘ +£‘436mﬂ'9 93 - O,

+0) 3933

2%m %(%“Iyé‘:mm[awég *%654) 44} ]+€£[é8ao24’ .é.e'

20‘
B o Ring g Q)T - G e e Slimgns 2]

B3
+€53cmz 4ma(a+3 a,_)"‘ + ;_:cw ma]* é“’gwo‘a( 32‘53 = 0.
Ramy 3;3%4 + EMN.&MN( +83 ) + £‘[(g~‘—’ca’v£f+ 6‘+,om2.,&§,,
+3mu% + Blany 2 z)z ""8("50“5)‘4-59 + %‘E_ aza-]_,_ 5’3[43 X seng
(g2g)a gy ) "5~ g - <
Bhimly ‘:;33 +£(omamw(%+25£>33 2_,33(4_:%&& _{g@),s’[(g%«é

N ;.; +2 it 3 +3m«% + Baimin )T ]+e3[a3 €0t imag(2 +2a§)§3] +

Gi=R, .2 2 a
§c°5°(§=_t+84w0( _]Aﬁ)
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111.2.- PROBLEME LINEARISE

On substitue dans les &quations d'équilibre et dans les relations
contraintes~-déformations les développements asymptotiques suivants dans le
cadre de 1'hypothdse Hp et deses conséquences:

-E-:J {;“)9' g; e) = f gm E'.J'M)(‘E’ s’g)‘

mzQ

G652 = S em g .

m=0

Par la suite tout indice grec (& , ’a ) vaut (€ ,3 )

tout indice latin (¢ ,a'* ) vaut (8 , % 3 )-

On détaillera le calcul et les transformations successives unique-
ment pour la premidre équation d'équilibre et on se contentera de donner les
résultats pour les autres équations d'équilibre et les relations contraintes-—
déformations; la démarche restant la méme.

La premidre équation devient :

§£ omdy a%a E™ 4 emu[_“ ), 2sime T35V 4 2wt t‘{%"" 4 Zoimy %‘5«;"’

nep

_(,9
+ 3 toac! 3;'.3)_] +£‘"""’3m _igﬁ }:-.o

On transforme cette équation en faisant le changement d'indice B: Lrm

dans 1l'expression g 8""’9 E‘.ﬂ)()TS -) gui devient :
iy %3
m=o0
— k- = = (8.0 =
isa ﬁ,‘(g &) gu'on peut encore noter : Z 2@ T‘;G (8,9,3)

avegse -E.‘((ILE) (’(.,9,3’) = 0 pour b<2. ks..o
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La premiére &quation se met donc sous la forme suivante :

Z{_famtv 3"'5 + '9""" P o siny r‘"'=)+ Sconor G‘af"' 1) 4 Boimar & _ggm-:)
m=0

a -
- ga-m-a)_'_ aoigme)) }gm - O
En procédant de la méme manidre nous obtenons pour les autres
équations :
o0 - -(m - (nv’) et ‘“_a) . —‘ *‘ - (M. ‘)
S [ Eoimy 355 3BTV woaw TP 4 sl (B - T ) 4
meD 33
b

Bomer % - +3Ma{[aa~('n-a) 3¢ (n-a)] } gm -
%

* - Y tm=-1) (m-2) cn-q) tn-¢)
Z{hm“ 3}"33 + acr 3+MN 6‘3 + Codox %3 r 4
mep ) Q

= k) —) _
Avec la méme démarche que précédemment et en ayant posé Ud' 5'0'8 = 0

pour fco les relations contraintes~déformations donnent :

€™ 15 iy 3T 4 30t LD D ey B9
% oo
d mz
- . m-3)

C (g [rea Ty Jear E0 D] ] =

R [ OW™ U 2L ( .,)E"“"")} =0
| SR T ReET] -

mse
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£ onf B L oG UT )
i

m=p

-

a’w«v( dus™

f

f: { W™ s A 4 B 2L (L) TS 4
m=o0
- a9 WL Fem-
3604“‘(9“9 4 e(«z). g;; 1)

5
X o QU™ pime A G e - L e (Finl 0 (GG
AR ARl

O

tm) cn)j

oug™ i{-_o @;’2 0 (T8 + a;;~)))§ Em= 0

_Remargue

Dans

les dquations d'équilibre et les relations contraintes—déformations

m doit &tre au moins égal a 2 pour garder tous les termes significatifs.
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I11.3.- Resolution du probleme Lindarise

Par identification des termes de méme puissance en € dans les

équations q'équilibre et les lois de comportement ; nous obtenons la résolution

aux différents ordres.

ITT.3.1.- Résolution de £'ondne ©

s

Les trois &quations d'équilibre - nous donnent :

BMX 2233') = 0O

Toimy 285’ = O
omy 3G = O
3
Compte tenu que EAq'mo( # O , cela entraine que
'S;éo) (§'6,3)= ?30’)[2: 9) que nous noterons -};)o ( '5, 9) par

la suite.

Les trois premidéres lois de comportement donnent de méme :

3 5ok é.‘."“) =0 5 2_—""30): o) ’ 245 = 0
23. 23 23
on en déduit que [j—."’)(ge -) = 0% [56) notées par la
g H8) =5

. p= o)ro
suite C:f(o (8, 9) .
En résolvant les trois derniéres relations contraintes—-déformations

on trouve compte-tenu de solutions précédentes :
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9) 2 o - ¢o) A a‘l°J i
W00 B A ]

@o)(§'°) ( 6‘)“ +Mdll£°)+M«'l%"Jl¢Mv 35}"].
(XY (z 0) = L( ) ot UV e u“»m o _%“ﬂ
1-0*'

Remarque :

. A l'ordre 0 , on prendra SJ (39) O
. On notera Jl.(i,e) £ -\r(x’e) S w (8,9) les composantes de

4 =5 > =
déplacement de membrane dans la base locale (& , g .M ¥

I11.3.2.- Resokution a L'ondre 1 en £,

En identificant les termes de puissance 1 en & et en tenant

compte des résultats obtenus & 1'ordre O, on a :

é;’- (G5 2oma G)L 4 351

-]
i
e-(d-_[guljcmqagq)z e
o
aaéd Mco)J
3

9720 (% 7).




Par intégration de ces équations on trouve que la solution
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s

l'ordre 1 se met sous la forme :

“’(3,9,3) u) (s,a) +g“) (3,8)

U a5 ) =380 05,) +T005,6)

7« = . [(3%5e) 250 FLY 5
934 (3,6) = [('3'5”* %6 Zaw+ 55“

S 09) I t9) ____ -1 (’}
;;(3,9) [ 80' +01MU(UZ) 0‘9 e _‘E ]

)
41 e = s
31 Atgor

el (5,0) = - [(BB~ wa

;_!, MQ’]

- - 7(9)
‘ifa)(z,a) = . 9_%

59 6,6) = -0 (&5

U5, o8 et

C“’(%,Q) sont les constantes d'intégration &

l'ordre 1 respectivement sur les contraintes et les déplacements.




38

Les trois derniéres lois de comportement donnent avec les solutions
ci~dessus :

) -Z:G’ Pris
€ - + 2 t ,2_——" iu:p

76 Tomor &5 Bsnd B

- 3wy 9 (56)

D 30

-~ - ).
g;&w(o',@/(g) = _Ro _ (—-— + TRy

50 &MQ’+MN%

ce) M“)
)05‘“? ]
) L3MQ’ (U‘-w\ ‘k&l")}') + ‘)(44‘)) r(l—)

(4- 9 S

-— - 1)
a0 (n0.3) = o T(Te

= 6 4 Dindl u"h > “))
@-oyL

) ol -uD
ohy+ T:J

1 3 (=) Se0) T(2)
- u- [ Za’no/(o.“ J & )4 U(M‘D% J

Ces expressions se mettent sous la forme suivante

"a‘,;’ (3,%3) = 3 55/;1@’9) + g‘;;;o ,8) .

(4)
90 1

8‘;‘: (3, ) 2)_(1+o) Zoimy (_g;_l Mﬂl%"’ + oy 9& ’)_,,__gu]
gc (x 9) 5 3(") 9/9) -

)
aégyﬂﬁ
L(:-o¢) B dimoy 69 +swq§q)+g'/[0,q/>

1)
aJ 33({4{5 6) = *

(1 =
L( U /smw(%v?" iV Gy /*%g'j@“’)
R N R 9 c 0
?Eg j @-92) 3ty (%% og)
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a ! - " 4 ‘(1)- . "C’)) 38(4)]
8390( ) = 2% Md%j -l-gea

2L(1+«D Soimo/ ( 1]

=) ,~ - Ro 2/ Y1) =cq - ), 95y
8350(3’ 9_) L{(2-0%) [Z%w( a--;g/-/g‘“‘yfoj+b,y%(o).;ssﬁo J

CA) 6 41 3EY, i (V*@ycaj*‘);d,{]
daor)) Us- 092:39“0&69 s G )
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1171.3.3.- R8solution & L'ondne 2 en &
]

Par identification des termes de puissance 2 dans les &quations
( a4 - ¢ ) et en tenant compte des résultats aux ordres précédents, on aboutit

a4 une solution qui s'dcrit sous la forme ci-dessous pour les contraintes et

les déplacements :

- - 2
P (3:5,3) = L F6.0) 3§ 50) + T (50)

= - - 3% =) == 2o rIONT
0" (0,5 )= 2- G 6,0) 1 3G7A8) + G[30)

- =(9) g
a® (ze)=- 8, 4+ 2vna Y + 3n v 4 wna B335, + 394] .
ga;els’ ) ,sSmd( o1 3 3034 »

° )
42@043"’ t Sima (gt g ") Ftend ag;ﬂ"o* fgu]

= -

9,52

) . ag®
(__8‘ ),u«mv 4’+ mw(.egf’f o?s(-;i}* z% 1] '

- (% BT () 4 2mima P 4 Lo §H ) 4 %8%‘3.,]-

%(323:2(3 9) “[ B omol

.
%;5413'&) :.[ T Simed

) 4 CY TR 121 ey oS0 B S0 A Wt "{)'
f ) [ (G B i 1)

1) P astz)
gce) (8 9) =~ ;gawd( ?_3230 wa(gl')+(ooa{(¢a) 391*)0 + ‘ ]

88
m 1(20) = [?‘C”c’d W'C“)jzs».v +2;« :_ézég B
2 (#0) (maglo;’o + '3';;’4)
ce)(- 9) - -‘[ :%3‘3)- z(ufyé;‘:]

GeeE) = [ 3500 (80 T50.) ]
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sz) (2, &) = - [(%3{52_ X Egc;) f:;:: _ 2 (,,“,) §§;),] ‘

¥
) 4
C& (5,0) = [ 2S5 - 2[1#98’/‘3; 7
) 2) Y
Ce* [s,D) - [ o "(33;, gu) )]
tl) - 2 26 _sinw T2 9"9 D, ounae d “‘)] 2Fe)
o> &) Lg(uo) 3 5mer ( 5 3) B Y352

‘2) (‘3 9) (acg‘;”,,,;mxc” marcC;’D,. @)E,g ]

4- o’ﬂ[ B Simor

25 [ By i) 1% 35 0

062 (-otL| Zsiww\ 5B

g o) = il 5 az;iuwa,;;uw?as"}m%%”]

- & ‘n)[ 3“’ ;;)4 u)} 7 - J ¢zJ

) 2) cce) ) t")
q) (30 26 s 14 ) 2 + WV ] .
g%o 1 l ) uuo)L[,ssmo/( SS-S xpo

) ﬂo ) SW\ c(") ac U )
3§Z4f' ) L@—ot)[owu(j o G +eoa }4 252 ]:J s

- o (B0 G2 352 ]

[ K?C“’).‘_S‘M“C‘ 4‘"“%&))*()3&(2)’7
B Smol

Q) f
3064 % ) “- o?jL

- (B E085.) | 7 3
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3;20(8 ? = 2L(4+°) [b&md(gca) -sm o G5) 4 % w].
3“’ (x.0) = L(4 Lla-02) ol’-mo( (ac“’) + o E‘ég ””dzac':)) + %égéi]
e L
gg;o (% €) = L(-.' oy [Mwm(( wseg*xwﬂ’/ Cge“# ot c&@)).;. B _3(3)]
: (” (5,6) .
82 (3,8) d?)(" #) constantes d'intégration 3 1'ordre 2 sur

Ldo

les composantes des contraintes et des déplacements.

111.3.4.- Résolution & L'ondre m P

Supposons que la solution & 1l'ordre m se met sous la forme

suivante :
- o m 3l .
0".';."‘)(7;,0,3) = S % f_”;’ (%,8)
(II1.3.4) ¢=0 £ T4
I re3) = <= 32° ¢V
g™ ke3) = %D?T Cre (%,9)
ol 1'indice m dans -Qf;;' (5, 6) et ("‘){a,o) correspondant
a l'ordre de résolution de Ed (’5,9,&}') et Lzl'&-,ﬂ,j,é‘) et

1'indice I a celui de 1'exposant de § dans le développement polynomial

eng
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La relation ( III.3.4 ) est vraie pour les ordres o , 4 , &

d'aprés les résultats précédents.

On la suppose vraie & l'ordre m (m28) . On démontre qu'elle
est aussi vraie & l'ordre (m+4 ).

On détaillera le calcul pour la premiére &quation d'équilibre.
On donnera les résultats des sutres équations et des lois de comportement.

Partons de la premiére équation d'équilibre, nous obtenons &
1'ordre ( m+14 ) en supposant que le résultat & l'ordre m est de la

forme donnée par les formules (ITII.3.h).

- (™ - - -.(") - - . - m - - =cm - ——
A oy %_o;g “)I*:“/,j) =,[:_%g° (3,9,J)¢ 250 E; )[s,a,g) 4 2uwnor 0;3 J /"/"d')
4 3siaer OF, 2,9,7 )+ .2t ,23’""“‘(3‘,9,‘ 4 pj"‘"-“)(o p}
b‘So (; J/g <§63 J) 656 %z

£€=-o

3¢
+ Domes i:sse {3 9)>*5W[_a Zgln} ("/9)};—4

£ wGy ] |

\
-0 2‘

On transforme les deux derniers du second membre :

- - My =P o (m=-1) m. on .”) - -
Jue[ 3 B B (2 I 0)] = Z (_;,= ‘)(89»3@“

m-a2 ‘e_'f - )
361/ pgum) =
2-o —ET-( oL 3%%”(;,9})

_ s ("t) (m~.1)
= @A f=o‘P( 93 i‘s&’ )




L4

- -~ m <@ gm) m ) et -y
S (,03) = - Y [[Fhee 12 ile ) i g3, jzw«*%‘iﬂ?
4&6‘09« %-CM;J.)4:]

- - -—
Par intégration en 5 , on trouve :

e E83) = 3 %Z( i+ 250, ) o Gorbssam et hoes

L=-a

,m-s) - _ m+d 3
+-a) o 88‘,6 . |+ g;;#;)ld,ﬂ).:z‘;r, 8332

On pose alors :

< ( ) ("‘) W l"‘) .’_’_...
gt'nu) (s o) [zs&.a eae’ o ¥ 2m °(34 + é{“) 93( 1) B *
a?_gw 0.q + U-Y) 4 ﬂzae 2

%cmn) (3, 9) : 1la constante d'intégration & 1l'ordre ( w1 ).
(o]

De méme on a pour les deux autres équations :

mts o e_
o 1 tme3) /3 8) .

)

. mit -(
mt) (4,8,3)= qe*e) %8
0"'33 (5 13) %01,' 5 e ( )




Par la méme démarche,
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'3 tmet)

Py (%,) =-

+ (fra)cora gcnl ¢ S (Fem)o

A3 £

emy ™)
j%wq( 9880 €-1 3”(

3 _;5»5'3 + + U-9) o ?_gggm.ef) ]

- 2w m)
3( +4) (), 9) = -[,simd 93( PR a4 g("') 14- ta«(—e 5("’ 3;53
8(;)6 o + @2 o 9333 2’ ]

w\+4)(9, 9) > gLMH) (,, 9) constantes d'intégration & 1'ordre
A3o

9

(M),

on obtient pour les trois premiéres relations

contraintes—-déformations :

) 6,6,5) = 5 2 Ea056)
£=0 "
ugm (3, 3) = :M %,e é‘;") 1)
Ui (505 ) = :=_<3_f’ 55 (56)
ou
Fu0e0) = [(F56 - B
s G0 = - [ 052 - s ]
B 68) [ B 2 (B Fe)].
&=, 2, m + 1
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Eé"g’) (8,6) R 62(3“)(3, 9) ’ Eém;") (3, 9) les constantes
d'intégration 3 1'ordre (m+ 1) sur les composantes des déplacements.
_ Aprés avoir obtenu ‘3'""’) (2 9,5) (”’H)(X, 9, g) a-aéém“)(‘d—, gg)
Uy (3,9, 3‘) , L{g (8/6,3) (z 8,5) , on en déduit

des trois derniére lois de comportement :

50 e B Bl (98

%™ (383) = %éo_;_f ‘cmgz) (%9

W) - G

ol
G0l Tt B e ) s 3 4
Ao :-é‘ifi : -:,::i SV
‘("';4) (4, 6)- 4—-% 3'3“';*‘) /3, 9_) = (___%(mtrqu( g(”'")

CoRoY 5"“*') + /ww( ;gj‘u ;?';)1%;;»2/: 1=
+ 255

::;)( e)- gmﬂ)[g b= @M) ( +wu§e”’?&~ 5“"*”

-2 aqem m y,
aoex(gc ) 0(3(”{1 )(,)>'“" 03%&2"“)

Bﬂ?: 3 ,3ownv

|
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En conclusion si la solution & l'ordre m qui se met sous la

forme III.3.4 entraine qu'd 1l'ordre ( m+1), elle se met sous la forme suivante :

ot
~
3
£
—~
\_()0
o
Qg
I
lw
QO
i3
s -
L
Ch
N\

alors la relation III.3.4 est vraie pour tout m>» O .

111.4.- EQUATIONS DE BELTRAMI

Dans les &quations de compatibilité 1, wa doit &tre au moins &gal
a 4 pour garder tous les termes significatifs dans les relations III.2.3.

A 1'ordre 0, elles sont automatiquement vérifiées. Cette vérification
est assez simple pour l1l'ordre O, mais elle s'avére de plus en plus compliquée

a4 établir pour les ordres supérieurs.

I11.5.- RETOUR AUX GRANDEURS DIMENSTONNELLES

Pour avoir les résultats précédents en variables dimensionnelles (§,$ ,2)

on pose :
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m "‘)
8;‘1)(3 9) Eu&;ﬂ T )

C‘"‘)(g 8) Z/C(m)(___ 9>

Ainsi les composantes du tenseur des contraintes et du vecteur-dépla-

iy . .
cement dans la base locale ( é: . é: , N ) s'écrivent :

§(583)= = €™ (363),

%,6,3) = ZE"‘ ¢ (5,63) .

ou encore :

oo _e,nm
s E LG Fagin

m=1 ¢
o0 wm
W&f‘(sﬁ:é) = E}o :{:o L Q:;_)e 59

3

On transforme ces expressions pour obtenir des polyndmes en &
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5i (83 2 ("G00 HH S A g0 0) +

/32

égam?v(%) JC”: %,8) - {'(L) Z&Sm Mb 3,8)s--

wp(383) = SR 0EE G908 +
$@ £ (A gt ge.. RS St

U (58,3)= = SoRo™ () S 0 +
S S b 2SR g
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CHAPITRE 1V

ETUDE DE COQUES CONIQUES MINCES

IV.1.- On s'intéresse dans ce chapitre & 1'étude des coques minces pour cela,

on fait 1l'hypothése suivante :

” . -— 3' « a B
H3 On négligera tous les termes en 21 = (-ﬁ. 6.-_ tels

que W4RZ 22 ol d, P sont des entiers naturels.

Dans ce cas :

% (3,6,3)= g“’) SDORES ALY 9) -?-_- TALTIE
(Iv.1.1)

Wi 5,6,3) = G5 (%, A CJ"’{s 8) + B cfP(5,6).

P

T (8,8 .o
g (% 'é) et Lg (2.6,3) sont considérés comme
des polynlmes de premier degré en 3 , dont les coefficients dépendant des

variables (®, 8 ) sont définis par :

3“) (_8,9) = O (nhypothdse classique de la théorie de membrane)

oo

) 3 ®)= 8 = 4
3“’50( ) = /3 (8,) contraintes de membrane ( o , B | s 2 1))
%5;, {3, 0) : (déplacements de membrane que nous noterons

respectivement par la suite _¢¢ (4,8) Vv (3, &)
et wr(s,8) ).




(Iv.1.2)

(Iv.1.3)

(Iv.1.4)
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T e ]

G (3,6) = ’355?[(%“ VSmor + www)zt_{ﬁ:; + %%IJ

Ty B8) = 75 [(%L*m‘“ wm“)/z;‘«« 4.)%{]-

g o) e < g ]
2

o

sy ceo b
g 100) - [ it ) o L0

1) L -
d33" (%) = ifga o6

CD (3,0)=__L _ o0 _ _ycwte].
sa == |5 “]

CP(3,6) =~ L2Y.

) -
2 0) = - 2 [ G457 ],
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(i) 9) -

2852 sima @), 269, cosn 9"]
&Mw(ae

zcw»

: 4 cfP 4 tosa g (3)
(7V.1.5) 33‘5’1 B:0)- zr%é’s’«(”’e) &- a*)l;gmo(( 25 Lysina 43 & )

.\.%@-‘1’) +zg°_“’( V;éc“. J@O))] ]

952, (0)- 125852, (40) = fb'_[omx(_fu-}s«w Wy wugd

+J

247% oot 0g ] |

z) <)
g-%oo( %) = 2(«0)[ MO(( S0 —sime %o )+'5%‘?J
(VI.I.6) 3;:) (3,6)- —4—3“) (’3/9)‘@ 098%“( ?a?éz)+&ndﬁa’)+ cm«cé,,ﬂa

%) (1) (3
B0 T3 853000 = o [t (B v v o g 035
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1V.2.- EQUATIONS D'EQUILIBRE

On porte dans les équations d'équilibre les valeurs des cy {3,9)3)
données par les relations IV.1.1 et, en négligeant les termes d'ordre
g, =(_5'(%.)B ol ®tR > e , en accord avec 1'hypothd&se
des coques minces; on obtient par équation d'équilibre une expression de
la forme A (8,8) ¢ 38(% 8) +0(g) = O
On détaillera le calcul pour la premidre équation d'équilibre qui

s'éerit :

;;'oo-;z%wlrgp-;- 2 oot T +(6MN +3M'¥)(303"+ 30‘93) O.

on a 3
cs) (g,e)J_é__ +

[3_3901 + 2“«8;;,’ (8,9) + 2‘04“ 898’

385’304- 2Simor gta) (3,6) + 2o 3;3) (3,9_)] _‘E_ +
(/]

0, . ° R
%9‘0)429”! (gé ) +(8MO{+SM°() _L'!_ 8(.1) ‘ag,a) +

#3232

(8MN+3M,{)[3 %3") (89)4__ gésu) yo J-

=

soit : [_39'?‘-{- 2&4«0{8(1) + 3W8‘¢) + .8 onal z&}o‘ + Leotoy 8019 J_E_.'..
98¢y Losimaq@y 9 ) . B u)

[6_9.900 Guant 20smge, + Sonet B ]
WD : (o : ¢

[Sb" 3 25vnor “39) + Somux ggig + Q_L__d 8(031

Lm«&aa‘;’.) (3)( £)(Lcosw iag)o) +0(g) = O
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Les deux premiers termes de la derniére ligne se mettent dans 0(91)

L'avant derniére ligne est identiquement nulle compte tenu de la définition

e 99 (3,6)

631

I1 nous reste alors & considérer, quel que soit é e’ °K,, f C

1'équation suivante :

3 .
[;geeo + 2Swmof 88(;{4 3 Mﬁ’g;g‘ + 0 bimey %é;)’ 4 szasvigd

Y18 . .
[v—geeo-t 28imor 88“;)0.,. 2 @t gé?o 4+ domy %ﬁé?o :) .'.f:. = O

En procédant de la méme manidre avec les deux autres &quations

d'équilibre, nous obtenons Vée J- ﬁ, RE .

a%e + S’MO((G") w)-/- A sinoe &,Sﬁj.l. 8MA’ 8‘(313‘ =

[agc-‘l) +2a>owgl1) +%q(gcd -gu) )+4M« 8 59 + ZCMA’%'ﬁdjzg-

a?go" +ConX 80) + $in (81-1) Bl;)a)./_dmd’ ﬁ?ﬁ] 4 = O.

et 6 _ 2taw qus) = O
oe —.3..8351

[ 9393‘ + Smoy 8“)4.(,990((23(” gu)‘ 4 & ainoe D c;)’:)%.*
(]

89 . . )
[ =630 +Mo(gsf§)0 4 Cosdl (gggo-g;;)a) 43 MNB&J :) A
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Pour que ces dquations qui sont de la forme A (3'9)13 g(g,g) -0

puissent €tre vérifiées

B(s,0) = O

(Iv.2.1)

(1v.2.2)

(Iv.2.3)

Vs ¢ ]'K,Z C il faut que AB,6)=0 et

ce qui donne les équations suivantes :

:%é‘g,‘_,-ﬁ 29%«3;:;4- Bcudgog;.:. 3 onal 554 + Leosw ;gg"’

gy L2 : J . 99 °y
5.5.%»“- Mugsf;-l-&md(ggg—Je‘;d)-lquf 55&5, # Lna 3% = ©

ag“{ . . 2) -
5 o3 S 8,;;2 + waal (233;3-35311)4 & omo ggﬁéa = O

..:_3_9.90 +2Mo{&9) 4 2Coao(gn) 4 3Simo agsu) o
29:Y . . _
g?'eo-moo\ 8;;)0*9““(38%’30?%)* ABimar %_?,{;{, =

cz)
;_gégo +S’«Mo(38‘; ¥ ot (g"J %t;)o)-/uSMA’ 5%

et ) to)
% 0o 4 2 Bimal Gl +,%&ma{§ + 33 3931 =

35'8‘9 "‘9“'0((%0 q-(‘))*‘gmd ?g)" Ahq’gsl")“— ()
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Pour résoudre ces équations, il faut tenir compte des :

1V.3.- CONDITIONS AUX LIMITES

D'aprés les relations II.3.7.8, les conditions aux limites sur les

faces 3 = % .  srécrivent :

q-da ‘8;9,3= £)= Po+ 3, 8) Veg(’b%g’"‘) = - %-/’1:9)
(Iv.3.1) \53(3,9,3.-[{)= B+(3,6) (Iv.3.2.) “53(8,9,3=-ﬁ_) = -89

| créé(s,a,f&) = By(s,6) G386,3--R) = -5'/9,8)

oli les %"(x,e) B*(3, 0) 5"‘(3, 0) sont les composantes des forces
. o - - - . .
de pression dans le repére local ( € > -ﬁ s N ) appliquées sur la face
3= +5 et les %-(8,9) R g'(’?,a) , g'[z,a) celles
appliquées sur la face §="2'
Elles constituent des données du probléme. D'aprés les relations
III.3.16-18 en variables dimensionnelles; on trouve les coefficients intervenant
' . « _S_A4 (1)
dans l'expression de 6-3J (‘3,9,3) c'est—d-dire g e (53, 9) et 33‘3)0 (8, 9)
dans 1l'hypothése des coques minces seulement en fonction des pressions inté-
rieure et extérieure appliquées 3 la coque.

On a ainsi :

80, (%8)= [ 3.0)+ f (5,6)] .
(Iv.3.3)

80, 98) = [ B'Bo)+ B me)]

140,0,0)= L §o0 -]
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32 m0)=&] B0 § “(5,8) ].

(IV.3.4) ") ——{_. §'6.8)- £76 9)] :

830

3(.1) (3)9),%[}5"[8,9)- 5-/8,9) 3 .

1V.4.- DETERMINATION DES CONTRAINTES

1V.4.1.- Contraintes de membrane

On calcule 3 1l'aide des conditions aux limites données et des

équations IV.2.2. On a alors les équations suivantes 3 résoudre :

o)
+ 2%5

(:_;,ﬂ;’+ 25imer G5 )2 [BGe) B6.8) ]

2.
h

(28 s Smw (G 050) )5+ 35= ~ 5[ B0+ KGA]]

Tos™ (3,8) = &([ Pt(3,8) + 75 (3.8)].

Fn portant la valeur de d“e‘g) dens les deux premiéres équations
on obtient un systéme différentiel de 2 &quations & 2 inconnues avec second

membre gqui s'écrit aussi :

2= (O
WD = Alra 2 pas) + §15,8) ¢ Bs8) ¢ (0 B)]

W) = . 2 ) e ZI060 6765
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Par intégration partielle en® , on trouve :

% 0,0) =g g (a2 (TG 60)+ 55,64 B 5,8)) db
+ ARIO)].
W) - PGl (B & (500 503 (5
+ Ga)ds + d4515) +339( 86,5+ 589)- ST RMY+

B‘/z,v]} B + "')/eD_]

~

ou ") 8 A f) sont des constantes d'intégration que 1l'on détermine
89 "
par les conditions aux bords de la coque lorsque le type de chargement est

connu.

1V.4.2.- Détermination des coefbicients (g;’e)’ , 353)1 , 954 )

Ils interviennent dans le systéme suivant :

e(')4 . . 1 o _
d._goe + 2w gcd 34040(30(31{+£&|Ma/ %@Hvﬂm«%xe =0 ,

38394 + S'Mv(gfg gc*)) +2c¢=oa*r<9,s Y4 S%oney Séfse' ¥ 4@4:(%?1- o.

3 ")4 . . ) 1 : Y, -
a?‘sé 4%~8§3§+ww(23§5¢'c?a§f)+’gmo( gﬁ) = O
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On obtient alors un systéme différentiel de trois &quations & trois
inconnues que 1'on résoud de la méme fagon que le syst@me précédent
8:*) ,&(1) ; } 8",4 : q‘i") , G4? ) sont connues ou déterminées
l'alde des conditions aux limites).

On trouve aprés résolution :

9 (gfe) - ’%ut[ﬁ (R(%6AD« 68 +igr 208 ( 8H8)+ B18)
| +8 680 580
3«) (5,6) =- ___[S‘( cr(P*(s ,8)+ By @,9))4&”« 3G, )

*) (8 9) .__[S' }j&/ +2Loowgl4) ;‘Mygf.l).,[(ooo( );%‘.’
+ AgJr6)

1V.4.3.~ Resofution des Equations IV.2.27.

Le systéme défini par les relations IV.2.2 permet le calcul des

constantes d'intégration & 1'ordre 1 sur les contraintes et cela gréce aux
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conditions aux limites données par les formules IV.3.4. On a un systéme de
trois &quations & 3 inconnues identiques aux deux précédents. Par la méme

démarche de résolution, on obtient :

99 ( '9)=‘év‘L;’[‘i‘;&§(%+”’°)' 0 6,8) + Yo 2(3 (R 8)- K4 &))

660

+20089-866].

gt.‘l) (3,9_) S e _{Sl o P“'{Sﬁ)- P'ﬁ 9))4 tgd ﬁ— (%".(3/9) 8 P,Q))

8o

+2 208000 £13,8))- Swn(B68-556) 2L 4 42

o >(3,8) = R‘[ S [ 360 = S 930 - 2947 N + Afi,(8)]

ASwa 26

‘1’(3) A&)/Q) des constantes d'intégration que l'on détermine & 1l'aide
des conditions aux bords supérieur et inférieur de la coque ainsi que les

constantes d'intégrations précédentes.

1V.5.- DETERMINATION DES DEPLACEMENTS

Une fois les contraintes calculées, on détermine les déplacements

8 l'aide de ces dernilres par l'utilisation des relations IV.1.2. (5-6).
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1V.5.1.- Caleul des déplacements de membrane 4u(%,8) vw(3,8) w(8,8)

On les détermine & 1'aide des équations IV.1.2. Ainsi on &

Ge'o)_ O db‘é”: E%’. ce qui donne par intégration sur £

»(%,0) = f(qz-@) ;o)) ds + %(9)

" En portant la valeur de 'D(S,B) ainsi calculée dans la

38me équation des relations IV.1.2, on a :

%(i‘-): -2 %‘!’4%1__) "9 qui donne

4 (3,0) = .S&éamd f(a,'ggq c)o-co))dé.,.g dlo §“*"?§‘°>fc/£ +Uo(3)

Connaissant 4(3,6) et VB, 9) , on en déduit w(S/S)

i 4- 92 I°)
w(3,8) = al:gq [ Ty (ae,zomw*f 40 Dd')j

1V.5.2.- Autnes déplacements

Par intégration des &quations fournies par les relations IV.1.5

et IV.1.6, avec la méme démarche que celle qui précéde nous avons les résultats

suivants :

< 10) - {350 2953,) P + LD
v 8- It B0 2950, s E5E s 2P 1
+ £ ]

. ol
C"’(z,@) -5 3630([4-02 eai ( 35%‘932_;47;4 1 a0 ;g}))]
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1V.6.1.- Hypothése sun Les donnles aux Limites du probleme

On cherche dans le domaine JZE' = Co,2n[ » _tso, 3.,-&.33 » R, ﬁ]
le tenseur de contraintes 0 CM) de composantes 05 (36,3) et le vecteur
déplacement U-(MJ de composantes Lg(g, 9, 3) au point M (8,8,3) dans
= "‘) '

’

-l
la base locale (29, sous la forme :

d'%- (81 9/3 =

:M8

m -2 4 '

B H W0,
o0 m m

Ui (5,6,3) = Z Z_. &)m-ei) 9;1{ (%8) .

Lorsque 8 —» 3, OU 8.+ S ou pour 3_, + f > par continuité

on sera amené i prendre les données aux bords ou sur les faces 3= * £ sous

la forme :
o0 "t
(Iv.6.1.) Qd (80)9’3) B g’eo 2:;%7 (Li. (1—3 e g;;zdj(e 20)
(%% m.
' (3,63,) = 20%;:47_(% m-€ (:‘_3-7,6 3‘2,2‘(9,’0)
O S & 07318, m
(1V.6.2) Ylrahg) s Py #" 6237”35.2)4(,“9
IV.6.2
& (% S8 s pm-€(3)€ im
d (2*81;9/5,) = %OJZ:O i (’g @ 5’2(’1‘9’”%
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w m - - fm
e  |Brae)=E emPES BB 5D

m=g ms g

Nous utiliserons ces données sur les bords &=%, et 8=80+§
pour la détermination des constantes d'intégration sur les contraintes et
les déplacements et celles sur les faces 3::‘.2 pour 1l'intégration des

différents systémes d'équations.

1V.6.2.- Conditions aux Limites sun Les bonds

Ce sont des données soit en contraintes soit en déplacements soit

les deux & la fois.

I1V.6.2.1.- Cas ol les déplacements et les contraintes sont
connus dans deux domaines complémentaires de chaque bord.

On pose :

L={M303)es0xIB, B[R E] . O hep, s am |

Ty le complémentaire de 71' par rapport & 8, x Lo, 2n[ x C-f, £].

73 = EM(8,9,3)€3c+S,%374,7'¢ [»08 8], 0 %t =27 }
T, le complémentaire de T3 par rapport & 8.+§ x[Lo,2w[ x &, (J

Soit Uy = Upg, & sl N1 teur dépl t
. Soi d, = ody G + Usel, €, + Uz, N e vecteur déplacemen

imposé dans le domaine 77 . On doit avoir avec l'hypothése Hs et de IV.6.

Upay (9:3) = o, (8) +F= G554, (6) + 2552, (8):
(IV.6.4) Usa, (6, 3) = 00,4/9),; G /9),. ¢, /g)

Usos [13) = Cyou, 18+ 20y j8) + - cf7) 16)
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Ces expressions doivent gtre égales & Ug (3= %, b, 3) Uz(s_. 2,} 9/3)
et ué (8 = 2,) 9,3) données par les relations IV.6.1. Ce qui donne par
identification 9 équations permettant le calcul des constantes d'intégration

sur les déplacements.

. Données en contraintes aux bords ( 2= %, et B= %+ ).

On examinera 2 cas de figure de bords rencontrés.

i) La normale au bord est 1'un des vecteurs ( € de la base locale

R Rqu/@/cg) > %dq/p/é) ) les composantes
dans Tg

Désignons que ( Red, (% 3)
—y
e N ) des efforts donnés au bord L= 20

dans la base (2; > &
c )

—y
. Ce bord admet pour normale M de composantes (@ ,.4 ,

dans la méme base. Le vecteur contrainte le long de ce bord s'écrit

TMR) = - [ Go 33,08 + G (2,38) & + [s(%,63)V].

nous déduisons que

Roas (63)= - Bo (32,0,3) 5 B, (63)= -5 6:,°5) i Ko, [%3)= - Z;g(’o/é’/?)‘

-
Au bord supfrieur ol la normale ®  est 1l'opposée de celle du bord

pp—— =» — —4
inférieur le vecteur contrainte s'écrit : T("’f”) = 3¢9 €5 + Uge & + “55 N

 KEg) s &(83) ) e

du bord supérieur, on a :

En désignant par ( Ré {913)

composantes des efforts donnés dans le domaine T],

(1v.6.6) | Ro(613)=o(e5,0,3) LB 183)= Bltn$83) K5 (5,3)= G (8583) -

On obtient alors avec 1l'hypothése \-|3 et des relations IV.6.
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Roles) = G0+ £ 9.0 /0 F400/ O

(IV.6.7) Kz (8 5) = 0'~I°) |9)"' - ;;),,d,lg)* Zé: Xgidqle)’

Pg (9,3) "‘) /9)+ gf;)a ,(g) + S c?/") /.GD

?9’ (3,9) = 0~¢o) [9)+ __gg(efl) dz( ) " 33(4} (8)

(1v.6.8) K (3,8) = 8§q2/9)+ : g“){Q)’L Zgﬁg*?;:)dz/&)’

5 (5,0) - Ggle) + £90 ,0)+ Bg) ,18)

Par identification, on trouve les constantes d'intégration sur Gg , Uag

ii) coque & bords horizontaux

Dans ce cas la normale au bord inférieur s'éecrit (0 , - Coba , S'v:MO()
et le vecteur contrainte s'éerit : T(M ")-_"E . sinad Tp /8 Qﬂj
e : T(M, B = mtoss %[‘3«’,9/5)" d.a/p,/

Soit Sd (9,3) les composantes des efforts & ce bord

en 328, . Pour 28— 3o on aura :

(1v.6.9) gd' (9,3) = - Cosa 0%' (3)8,3) +&mal O}J (2o B/(f)
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De méme dans le domaine T , oll la normale vaut O ¢CoHo | _— S
. -
on a T(H,Vl") = [Co!q' % (8,9,3) - S/ 03'0;[8, 9,3)_7 Qd et en désignant
[
par SJ (9,3) les composantes des efforts données dans 72, on aura par

passage & la limite

(IV.6.10) gd'- (9;3) = cotor g (845,8,3) - Sinox Oéd (’3”51.9;3) :

On met Sd (9,5) et %-'[2,3) sous la forme IV.T7 et par identifi-

cation, on trouve les différents coefficients relatifs aux contraintes.
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CHAPITRE V

CAS DES COQUES "PEU EPAISSES"

Dans ce chapitre, on étudie les coques coniques peu épaisses en

faisant 1'hypothése suivante :

H L4 : On négli 50‘2’3
: gligera tous les termes en %: T 7 tels

que °(+ﬁ>/3

Ainsi les composantes du tenseur des contraintes et du vecteur dépla-

cement se mettent sous la forme :

u
T

6% (3,63) = gé.’; (3,6) + gm (5,6) + 5= 3 g“’ (3,6) +

&) 4 g 3 o (s
F(Ia 00+ 2 85 00 ¢ F 9,09
,8,3) = ccai(z )] + cdc:)(z 6) + f': cn)(s o) +

3 ¢ 2) 4 32 o
T(C (89)+ ¢ /“))"'3'7_33 32 (3,8)

V.1.- HYPOTHESES SUR LES SOLLICITATIONS EN §=i2, .

D'aprés les conditions aux limites sur les faces intérieure et

extérieure définies par les relations II1.3.7.8, on obtient :

%3 (%9, K) = P;(X,B) 065(&9;"&): - PO-(&IP)
TGy (3,8 k) = R*G,6) Gz (3,6,-%) = - & (3,0

Té% 3,6 2') = P;[S,B) 6-33 (319)"%) = ")3.(8)9)
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.(b,&,.a)par leur développement, on a

d
R*(3,6)= & g ) 2l gecd L oc )
(%,6) = (goc #)+ gt ) 4._,_1[3,304.303)14;3?;]
R u) (4) ), 4 qt®
(%,8) = —( .834 [ 330 iegz gjsa]
Breb) = - u) v) ) 4 ged), 29D
36,0) = (g [gééo+ aa* § 532]
P.- = ) 1 ) ) )
b 0= K80 - g Y & [3 Ss,t 885, ]
2 (Q) _ gt > )
o= 05 83) + 195 94 25 ]
Ps(3,6)= % tqw 9! B2 g
3 (%0)= 7 (83;o ) 77 [ 335" é;, 33‘;')2 ]

A ce niveau, on peut formuler deux hypothéses :

1ere Hypothose
( F¥G,6)

polyndmes de degré 2 en &=

, B2(3,6)

5

’ %*(319)

ainsi par

exemple

¢ On aura

) sont développables en

P(3,6) = b P2 gp) 4 & PR
d )) T d ) +—L-S. d (3,9) .
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Ce qui se justifie mathématiquement d'aprés la forme de la solution
+(e) *( Py
en 6‘.:4‘ (8,0,5) . Mais on ne sait pas déduire les (’; 0,9) . Pd g%’3,9) (les pt

%
sont des données physiques du probldme) de la connaissance des P% (8,9) .

22me hypothese

s +(#)
Dans le but d'alléger les calculs on suppose que les ? 3’9
—

sont d'ordre 1 en ._'%. , on peut &ventuellement s'assurer que les Pt sont
d'ordre My en ..:_ , ceci revient & prendre fj_)t("tb seuls non nuls ici

on prend Ny = 4

Dans les SZ {8,9) 3) , on se gardera que le premier terme en ._3_ 5
L
on posera que g("‘) (3,9) =0 pour 0 L <m=<dd
e
Ainsi on a les 3_‘”‘)(3,9, Sfm) (3,9) en fonction des pressions
d3o 431
intérieure et extérieure entilres et on n'est pas obligé de les développer en &£ ,

ce qui conserwve au probléme toute sa réalité physique, ceci se justifie par

¥ d'un point de vue math&matique, on garde les termes entiers en fonction des

données 5.4; (3,9) .

* physiguement, les contraintes G-éJ (3, 9, 3) sont moins importantes

que les autres.

V.2. D'aprés les résultats obtenus jusqu'ici, on tire les relations suivantes
m . P
entre les gfm) (3; 9) c'(e ){3, 6) et les différents ordres de
L d
résolution gréce aux formules de réccurence III.3.4 et avec les notations 4d8ja

utilisées au chapitre précédent.




(¥.1.2)

(Vi1.3)
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% 1 accY
3" 5 il ecw» (ac’( &““%("zm« 5 J

«)
gg 0 {3, 9) gj 30

4 €4 A ¢
Goltt)- S8 eed= Lol (37

2,0 ): L*Ejl;%.( Cp +Mo( 5“)_'_“,0« "")-}QCS“'J]
-4

)
;-}MO(

P+ gl 35

® = e K

g984 (g ) 2(1+d) Temol

2%, (4.0) = -LL{ (367

884 . 0t) Lgsima\ 26

850 40

(_A-oz) 060

ce) LE P4

do. (* 41 (-2 | 8o

- LS @i 850) ]

(357 o b s 35w gL,

+S1M°(CC2) + Cm«%(é))“ 5 J

( 4 .
.880

)

( c-aceJ_'_ Gmol CA(:)* Cooex cg(j) ) %%cﬁ




(V.1.4)

(v.1.5)

T1

T 08D = 355 [ - 5 4 e i
ce)( ) T “)Bmd(gf‘a‘ejg-&mozqfé# tomcéca/)-#.?;x“ﬂ

- gyl 8 9@+957) |

v s ey 3580]

(2)

692( > @ .)) g;:mcy(ad

~asg L8 - ailegp) .

2 = ) o 2) 2)
300 (%) ecm) zmo(\ 3930 —&M“&a)* %“’J

ce)(A' )..

@- &e) [gw“(acf¢)+hq¢8cu+ C”O(c&))‘L a%(aj

%00 (40) = iy s (30 it om0 298]




(V.1.6)
(v.1.7)
(v.1.8)

T2

csd (3,0) _-m”[ W U g

C“} [0 9) = - %’
cu) (0,6) -@ J)[(aa,, VEMK 4 A W mw"' J

1)
W0 0)e- L[5 e 62)ng + 5w 35
)) ) (1)
- QC‘E“’ (““‘qgo * 9. ) ]
ciY (2,6)s- L[g)ﬁ ¢V _ ?_"+_U) 3") ]

§200) < £ 99-90852953) ]

C‘e){o, )- - L [(E_cg(oﬂ Caoq/cv(‘f})g;“” ?Qfdjgﬁl
cca)/ 9)- ) L[QC")_ gc%g)g'ou J

G (n0) == AL 85 2 (e 8i2) ]




(v.1.9)

(V.1.10)

3

G (4,6) =

(aa L Som

% ]

0.‘;&(”)(3/9): é}%-ij[(gg* ‘I)QMO(JW(Mq):g_“%_; + %,-J

?Ciw)

056"( 9)-@ay£(%“a+v$w«+ur _'()6%4_]']

XS«MO(

¢l - g .
dsp4 (5. ) 2Ct+u) SSmo(( Cf"’““”%i’ﬂ" %é,q}.;.mN %“]-?‘;’},

u) [ )

@ ol)[d N(‘ac(4}+9mN§H)+ (”a(gtqj} c,):{

= g;i)" 4—oz (‘5”) Gs” )).

O, (49) = X134 1)
. 00) = A (35 v g

(1)

40)3&34 @u)(%"’ 56”) .
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V.2.- EQUATIONS D'EQUILIBRE

En portant les ugf(s,o,é) données par les relations V.1.1 dans

les équations d'équilibre, on obtient une expression qui se met sous la forme :

A,0) +38(3,6) + 32C(3,6) +tO(e) =0 V3e R, AL

d'oll on tire les équations A(S,O) = 8(3,6) = C(S,G)
par équation d'équilibre.

On donnera les résultats pour les trois équations d'équilibre avec
ls méme démarche que celle utilisée dans le paragraphe IV.2 du chapitre
précédent.

La premidére équation d'équilibre donne les relations suivantes :

3 P oy 3G o)
+ 2simy 07 dsmy 2990 + s____g o
% e %° LY

(—3990 + 25y 3"3 + 2Lowg(” + A% __33‘ o) 4

. 2
(3io0 + 2smw gyl + B QD) Fy = ©

9350 4 2gimer ¥ J my OF5S 2
8 +2s«»«g§91+3c¢4x&§é1 4 38md agv?x‘sn 4Lt d%r'

99 : 2) . @ a) -
( 3“4 +28mo¢ g;m-; ASimo (%3361 +lsa _3390) f =0

3?& + 28imy 3’5’2 4 3Smof %ggi?e 4 2lena 3882, = ©
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Compte tenu des définitions des 8;‘;‘) en V.1.2 & V.1.5

et de leur nullité pour Mm% , on obtient alors les 6 équations suivantes :

£9)
%6 4 2 simx 6—")-» gsma 3;'&9 + 43-""\*' Bdmx g

934 =

28550+ 28 GO & 2 cosn g4 dm 89 + &"“—Wa‘“ro

38990 +28ime gt") + 23000 33§ - O
(v.2.1)

2921 . “ . .
B s s s ¢ e

_39944 25omct 9€2 4 sptmn O 4 Leoae DY = O
) il el

@), gomer 09
_3992 +28mA Q5+ s5imar 8805 1 2L cotac :?ggg;. o

De méme les autres équations d'équilibre donnent :

303 Sn o ) aq“ ,SMQ’
9°+ (% aj,%)+zs¢mo( ?S‘e”' 3m = 0O

1)

29 4) ) ny
= 890+coo°lgf +9w0((3“) 3;310 + o8y 23“ 4 gf") o

a8 + g g () + dsin %’%




(v.2.3)

(v.2.4)
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294 ¥ 3W€é")4 B (9eo) _ 3!4)‘) + A% %ig‘ﬁ + Leoot ?‘2 0
-gaw + Sonw (3};?4'3534 4+ & $onoy %?)1‘3 = O

)
35“ + A8mo( ) _ qcd )./. ASned © éar g oty © 1)

%o - 29t g “)

M) )
g‘answ g ”(3§go 9((;’)")+£&vnq/%_;3° O

) - O

feo ~

agos.q + Mdgé') + coso:(egw gbc‘&:}) + ASndl ggsgi =0

» 4 9g¢Y . -
-850 + LS00 - 9oy, 1%L 2839 =0

On regroupe ces équations de la maniére ci-dessous :

b“'a¢9+2<f#w\«>( ‘°‘\+£S13no(9°5§q 4smd g() =
50 e 5.t L 3’8" =0

299 )y ot (G0 gL m«é_@& +A9w‘°’3f")

("J zg ggc;}”
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3ge> ; oot @CY) + Ssima B850, = ©
sgm +&8imor gCY 4 cose g3 oo
(V.2.5) 3§§)o+com gu) +&mol (&fz‘) g('l),cx:mx 0955 = 0

) . . 8g¢1)
%“’Jd"*‘““%“,’a*“"”(gg’,;#é{,)* asing 2 830 = (o)

935 Som 1) o Qcd Y 20,1 _ O
a-es?’oov + Lsima g1) ;3 cos 953, + Lo =

3-589

(V.2.6) 3389.1"' -?Coﬂo(g(:)-f&'wc((gul g(v)),ﬁgmo(gg??‘*lm“%uj

93'94 +8imot 810 4 Cooar (29:2- Siop) +38ime 8958, = O

38(2) Sim ) 8$imor ag(l) - 0O
7790 + 2 ? oot Ste0 =

(e)
(v.2.7) aguo +80mol (863 - 08 V4 20imu 2950 =

@ (9 0}
gaao{.) o
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.3994-}2&"‘0(3‘”*34%‘0( 39,+zmx_s9§a’a =
v.2.8 3 2 . 5952 89LyY
( ) -—3894 +&m o (9 —gb‘g')-/»wﬂ« asg.vs’ﬂlwx 3_53.6;,, =0

ta; - 1L 2—53; = O

_Besz + Lina gga) + 89ma _.3292 + 21‘0’-“(53894 =0

D o . )
(r29) | 3Hoe + e (843,943, )#Svim 4 k2 4 oo Bt = O

) L9 (2)
06" « 83 =0

V.3.- METHODE DE RESOLUTION

On cherche d'abord les contraintes et aprés on calcule les déplacements.
Les conditions asux limites sur les faces 3: ﬁ& restant inchangées avec
1'hypothése H), » les équations V.2 4-5-6 et V.1. 2-6 sont celles utilisées
dans 1'hypothdse des coques minces du chapitre précédent. Nous aurons donc les

résultats du chapitre précédent en compte.
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V.3.1.- Résolution des systemes V.2. (7-8-9)

De la dernifre équation de ces relations, on tire la valeur de
83’22 (8, ®) g=0 0,1, 2 gu'on porte dans la premidre et seconde &quation
des mémes relations. On obtient alors des équations différentielles dont
1'intégration est analogue & celles traitdes dans le chapitre précédent.

Aprds résolution on obtient les résultats suivants :

) (3,6 G(e) c® -
J360 ¢ ) 2T 660 (5,6

w ) (3,8) = -—uﬁ dee | ¢, (9.

3(?) (3,0)= I L2 g(g*(g,s)-g“(s,eﬂ.

NDE j?’q,mq,%[S'-——(E"(sxe) 073,00+ o L §52 + He) ] -

9R, (1O =3 L ROA- B+ 90 2 085 410,

8‘922(9,9) =21l §[ %’(319"* &6, 9)] ‘

) =1 2 (pt j td j
3392(3’9) PO u‘e' 3059 (% (”(9}“ (69 !"fm +he
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A 1'aide des solutions précédentes pour les contraintes, on trouve

par intégration des relations V.1.5, V.1.7 et V.1.8 les résultats suivants sur

les déplacements

c“’(se) ’S 3(2) 08( )ds + %(9)

QZ) S 0 (a) (é’ )
ceo( )= = S[ S tim of 3’95 3880 990 d& * BE
Z(tw) 3 ]d}s + GJ[B).
c(e) 3 6 %t 4,o2 c?.) accz)-i-_ 9 5 (_2)
30 (3,0) = 3“[ P 6 ,ss-mar"',% © 320

e (3,0)= ({955 - 9850 ) 8 + (D
¥ (%,8] = _8_‘%%“ 20(853, - 23 ')dm 3'5- ®) +
_N::_:_.O) g;;;) d + DufB).

caslg 0) —Sﬁgo{[ 402 8(2) Cma a.;%)"' C1J+ D2 sv))]

P(3,0)=—2{(2:23938), )48 + ol &)

c2) 2
G 00 2t RO 92 I

e(wd gOLd8 + E/B).

cu) (3 L 9’&3“ [4.62352& ‘-sswut@ _iz +9 %?a)]
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V.4.- CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES BORDS

Sous 1'hypothése H4, les conditions aux bords B=2,

s'écrivent respectivement avec les relations IV.6.5-6 et IV.6.9-10.

et 3= 8,+§

(520 E%00) +5 2 Gogl)

294d4

Bd. /95> <°) 43 4og(e) ﬁzg(e)/b?) n

380 d1

_Zg_ (32 ég) + B g(e)(ﬂ)) 43 9206 .

tg L2 99224,

Rod (9,3) = G 16 5 912 10) + & 8;2)0 f6) +

Ro (63) = Gpi2(0)+ “)/ég + A9 );(92/,,/9) +

Heou O £ 9200)+ 13 4010
Raf83) = Gyt 29008 £ 92,10 +

4 , e ¢/
2 (108 + + A 33%5)) § 580

%60, (%3) = - %o (0,3) ¥ + simw T (83)
.

%, (63) = -won Falgg)s oimy Gy(53)

S04, (8.3) = wox G, (83)- amw G183

§)d2 /9)5): (o> @g(ﬂ,§)~Ma 025/9/5)
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Par identification de chaque coefficient, on trouve les différentes

constantes d'intégrations issues des contraintes.

Remarques

De manidre générale, pour avoir la solution & l'ordre wm ;

i) a) On dispose respectivement de

* 3(m+a)(m+2)_3 et _g_(m-l-:l)(m-lz) inconnues de contraintes et de

déplacements et

% . . P -
*
3 (m+1)(m+2) et (m+1) relations issues des équations

d'équilibre et de la loi de Hooke; soit 2Ry, inconnues surabondantes.

b) On supposera que tous les coefficients relatifs aux contraintes

( & , Gz , G- ) peuvent &tre complétement déterminées
63 £3 23

par la linéarisation des conditions aux limites en 3= + a, . On obtient
alors un systéme de % {wm+d) (m+2) équations avec autant

d'inconnues. On en déduit les déplacements une fois les contraintes

déterminées.

ii) On peut aussi chercher les déplacements de membrane & l'ordre W & partir
des équations de Navier correspondantes au prix d'un calcul complexe des
racines du déterminant caractéristique qui est un polyndme de degré k (,WH-i).

On en dédult ensulte les contraintes.
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CHAPITRE VI

COQUES CHARGEES SYMETRIQUEMENT PAR
RAPPORT A LEUR AXE DE REVOLUTION.

En pratiqﬁe on rencontre des problémes ol une coque conigue se prolonge
par une coque cylindrique et est soumise a 1l'action de forces réparties symétri-
quement par rapport & leur axe de révolution commun. La distribution de contraintes
dans un réservoir formé d'une coque conique et d'une coque cylindrique, soumis &
la pression interne d'un liquide ou d'un gaz en constitue un exemple.

Si 1'on traite & part le probléme de fluide pesant (ce qui est possible
dans le cadre de 1'€lasticité linfaire) le probléme admet une symétrie de révolutién.
I1 est classique de rechercher une solution indépendante de 1'angle polaire b .

On examinera les conditions & la jonction céne-cylindre une fois faite
l'analyse des contraintes et les déplacements correspondants calculés pour la

partie conique et la partie cylindrique respectivement.

VI.1.- COQUE CONIQUE SOUMISE A LA PRESSION D'UN LIQUIDE

Considérons un réservoir tronconique de révolution rempli de liquide

de poids spécifique a’ sur une hauteur H1= 84 Co8 X . Les composantes non

nulles des forces de pression au niveau du paralléle AB sont

Rw=g@-0 |

(VI.1.1)

B(s)= ¥ coso/(525,- )
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VI.1.1.- CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS DE MEMBRANE

On en d8duit 3 1'aide des données sur le chargement les contraintes

usuelles de membrane : .

“’(3)- X,samoz[ <+ 8, __,3]

" 0) T -] 46

(Vvi.1.2)

«é\g)(")et %gw){A) représenteront les contraintes réelles dans le
réservoir si les appuis sont tels que les réactions sont tangentes au méridien.
Habituellement les supports sont tels que les réactions appliquées au réservoir
sont verticales; les composantes horizontales des.contraintes dans la direction

( Oiio)(-&)_) sont aloi's absorbées par un anneau de renforcement. Il se
produit une flexion locale de la coque sur 1l'anneau de renforcement.

Une fois les contraintes de membrane déterminées (elles vérifient

automatiquement les &quations de BELTRAMI; ce qui assure l'existence de déplacements

correspondants), nous en déduisons les composantes de déplacements de membrane.

()= 2’.8344/»01 Egﬁgq)(i 0)4_2(,)__)] + Ao [03‘3 + VO
v (s L ma )] Rgte- 32T a1 )
- t%}uv\4p

(VI.1.3)
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VI.7.2.~ CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS A L'ORDRE 1

De méme avec les données VI.1.1 et & l'aide des formules des paragraphes
IV.4.2 et IV.L.3 on trouve :

3‘;)94 (,’) = 'a'La»(x['g”za } 8]

4) _ s
‘3:84(3) - %‘?’3—[%(340'3;,%%]_ z[:%%, gg +£§'

Pour avoir les constantes d'intégration d& l'ordre 1 sur les contraintes

(VI.1.k)

il suffit de changer la pression interne en son opposée, ce qui donne :

Tooo 1) = - T2 [30r50-4]

A I e 2]

(VI.1.5)

Les déplacements correspondants aux contraintes Q¢4) Y 4))
gaw 93?1 g
s'écrivent gréce aux formules ( V.1.3) :

G (3)= T2t Begfe (3. 50) 3(5.0) ] + Lot

¥ Ao

¥ &
AA 1033 C(d)

3 /3) - D’LZMO([‘ 34*39(4/-{)— _{df-S)j M"

- e[ 4 rgd) + ]

Dans 1l'hypothdse de coques minces on a les résultats sulvants pour :

(VI.1.6)
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—> les contraintes

oo [3,3)= z_&i&_,_—é)[gm«-w({- 2s) ]

633 (Alg)"- YL of ]\842189_ %)_Z_%’.ﬂ:(/gd#'go-%)

SR AL S
l%?ﬁ’[i(oﬁxg.z,&j.
ng (43)= < [3 R x[8a+8.-8].

%3(%3)= T (%3)= %Gz(43) =0

(VI.1.T)

—> les déplacements

UO (3,3) =0

U.g(S,g) 3'43“’”“’[@”5)(1-0)‘;3(«) 4 ] ;_Agc»v

- ﬁ%—[@u&)(b‘{)- é_('i' ,))J+ % %

[-+2)(F-20)-2(3-2) [+ Vos 42 )
DY N1

(vi.1.8)
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LLJ (3,3)= z’ézgggo,s- (4+d)[3_45.}_&’—§ 8]+ a',sgn o
[2 (3453 (2-)- 28]l o 8 +73,an« .
[Ga+2)) (%Q_)_ 3;-(&-; IQJu(f.‘_‘i n «)( £y 2_ C@gq
-bg:x[[v +_5..Ci s 2 CI)-,%J%(AO 4._./L

+_.._‘3]

VI.7.3.- CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS A L'ORDRE 2

A 1'aide des expressions V.3.1-3 et de VI.1.1 les contraintes

s'écrivent aprés résolution :

(VI.1.9)

B V= U (2) = 92, (8) = O 92 4
3ggz(3)‘ %’[s[mzj __s:]+ 9&«.2«/?

,gsw\ql ,3
_ Bl Lot 2D (2)
284 (X) IR R GmX T+ Bom 2-\7- morél *
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Les déplacements correspondants en vertu de la loi de Hooke sont

(w.4.10)

Au)
“)(,b\ Lo%m [*ALﬂwazd (A + Do) & __E__} c‘? ;‘%«
_ 3l ety
4R € din &

IZ)( ) = 11l mdl (M +b—o) (\7-\\] f‘;— -‘;—U-V)
€

- \'%d{ \e, A [ e KBA*M]+ LAv9) ‘2(‘2»-& C?)}

I € cmak

"4 sl [ g o
(1) - _E.m[z(nu»o)\qn.z b] +__. \re )

L () @)
T M R

() oyl wa (149) [ 2 12 Ao
s (») - > Nwm - £ p] - ey

REC IR ALY | - & e

Pour les cogues peu "épaisses" les contraintes et les déplacements

en vertu des formules V.1.1 s'écrivent :

*

Gl3) = Tt | wdina —(hoegy ok |

v'bﬁ(b"by P XU:":‘) kb,\\-bo—AS- wa a.
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YT-1.13
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(0'5) ¥ X (dqua)[1+T(3 n _____caéq/) -5 ]
+ I_‘ﬁ"ﬂ——[S(oMto) 2&]+ '—{A“}# E,‘_,_"_))

X SS»ss-w\

U,g(,gg)_ ,gZMA’[(s *’%)("J'"J)*s@"i) Ao oy
- J%’L.[(&m,)i@a) *I@' -29 +£gy/éag.‘%g)}
_8 E%(%-Q+_Z%{§-a)_£} + g;otgwj

+ o+——C0443C“) +logg[g_ __L_‘:_ L},‘hf A‘:’]

€
2 le) ) L A‘D L Aqu 4(4)4’ 3
o [ b f S s (o tor Ae g

-2_%? . ég“ <4*?> AH) (A(e)(aég.)- C(())’@ j égc\,’ﬁAu)

5,3&

ta,bt A°+V+ _gqfo»)(o*+ugg.%ﬂﬂ+-zlz+o) C,@)-,L/ay&_g_;i—/

Us(o,3) = 2oz [una)felr- Jeghlpwrsd (2212 a—(-—)-g- 5
+ Q’_Eb;-g[(x,-mg {‘é[‘) +@;&8. fgzq/)-;- ("l-w)_é.e.} -Xgé (4—_{)__3:(4.,4)\}]

ou ( A, A‘l Acd A(?—J A‘d Acl’ ) et (Va ceY Cu) ccc) cle) c(,e)

oy %> o, %, ) désignent respectivement

les nouvelles constantes @' intégration sur les contraintes et les déplacements.
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(m+1) (m+2)

5 constantes d'inté-

. A l'ordre m de résolution, on dispose de
gration sur les contraintes et les déplacements.

. A 1l'aide des données en s = sy (linéarisées) écrites sous la forme de
la solution, on obtient pour identification les différentes constantes d'intégration
sur les contraintes et les déplacements.

. La méme démarche sera suivie pour la détermination des différentes

constantes d'intégration issues de la résolution des équations du cylindre du

paragraphe suivant.
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VI.Z.- COQUE CYLINDRIQUE SOUMISE A LA PRESSION D'UN LIQUIDE

VI.Z2.1.- Equations d'une coque cylindrique

On obtient les &quations d'une coque cylindrique en partant de celles

de la coque conique en remplagant dans ces dernidres, le rayon du paralldle de

la surface moyenne 2 Avno( par ﬁwo( et de prendre la limite pour o =0,

-**

-
Ainsi on a respectivement dans la base locale (e, ) 2y » %

—

(vi.2.1)

(vi.2.2)

les équations d'édquilibre

20pe , 26; 20xe 4 2026 = O
[ = JzeJ+ e+

['?“_g'ex+vz‘]+ s +3Fe = O
L

2920 4 6,-C. [+ 2% . 3G2 = O
w0 Baso [+ T+ Yo =

les relations contraintes-déformations

2] Uor ] = £ 0 - (%xs %)

4 rou dUp = 2(122) T
% [ S8+ 3% & %6

).
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— les conditions aux limites sur les faces 3: +e

9 e)= L[ frixe) +F, )]
(VI.2.38) ") (x,e):__‘_-_’_[P"’(!.G)J- -(4'/9)]

xlu

9s), (%6) = [ % 0e,8)+ B 08)]

43, (%6)= [ Brle)- 5 kel ]
(v1.2.30) ‘3“’ (a) =~% [ P (2)-%(eb)/
+ [ % bb)-57kel[

u) -.:

ol = e-}é et 1'indice 3 devient A
-
29 vecteur unitaire tangent au cercle paralléle.
£, vecteur unitaire tangent & la génératrice du cylindre.
% - . -
-Qg la normale unitalre au cylindre.
e et LI désignent respectivement la demi-épaisseur et une longueur
caractéristique du cylindre (la hauteur totale).
Dans le cas de chargement symétrique par rapport & 1l'axe vertical du

¢ylindre les composantes radiales de forces de pression dues au liquide de poids

spécifique X sont :
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B(x= R(Y=0 L
(VI.2.h)

RO =- 3(H-X)

/“‘-\

Y . .. .
ou L=H hauteur remplie de liquide du cylindre. x
]
Les équations correspondantes aux différents ordres de résolution
deviennent alors respectivement :

a4 l'ordre O

(VI.2.5) dgvxx-;--&g“) (x)=0

Toe, o (X- R gﬂ,CX) =0

a 1l'ordre 1

)
?iﬂgm + L é_"&'é’)wvs 80 (x)= 0

(VI.2.6)

_gxxi + L' g >§§)+ng"’ ()() =0
ééi fiu U+ R LA, =0

Rl




(VI.2.7)
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R 4850 +290 (x) = ©

R ds&‘%u 499 (0 = O

R48%0 1919 -9 (x) =0

Jzeo

a 1l'ordre 2

(vI.2.8)

(VI.2.9)

(VI.2.10)

rdg, = O
ia&fio = O
990(*)

) 1
Kg_xﬁfsz +L"l‘_3” = O
PMR. L 1ML - O

X

9oy - L fiee = ©

N

R dgqw kT4 &) ®)
5(3;93 - g X6
p dow + 20d W _ 0

- g(e) 5L igg(d) -
dyx

eoe
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V1.2.2.- Resolution des equations du cylindre

A 1'aide du chargement donné en VI.2.l4 on obtient avec les expressions

VI.2.3.
(‘1) - (") X -
Jze4 = Jeoo! ) =0
@ — QW -
(VI.2.11) ex4 = xo(x) - O

6, 00) =9 (x)=- 2£(H-%)

Portant ces valeurs dans les équations VI.2.5.10, nous obtenons les
résultats suivants aux différents ordres pour les contraintes. On prendra nulles

les constantes d'intégration issues de ces &quations.

a 1l'ordre O

9= - 2 H-%) = H Ry,
(VI.2.12)

63‘5’ x) = O, fxx(X)= Bo =cle
Remarque

La contrainte normale Ggg”(x) est directement 1iée i la pression du liquide

qui régne dans la coque.
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3(1"X):-3g)o(x)__ __(”_y

001
(Vi.2.13) g(‘) (X) x” } o
) o) )
S:u (}(): 84. 5 uxo(.x) = Bo

a l'ordre 2

On a aprds résolution des équations correspondantes :

@ (x) = g(&) X = 8(2) x)= 0

60 e61

(VI.2.14) g“) (x) = (zJ () _ 9%2 )= 0

3?3)0(*) Bo.; 3() (x)"" Bf) > t?-)(x)ﬂéli




o1

Une fois les contraintes connues, nous en déduisons a 1'aide des lois

de comportement les déplacements correspondants.

4 1l'ordre O

()= 2B+ 02 (h. ) T4,

w(X)-_--_.E/?.[D Bo+ ZH(H-x)]
e

(vI.2.15)

3 1l'ordre 1

C(”(X) X[8613+3‘)_2_lé_(” 3_)]_}-\/-(4)
()= £ [284-9) 21K ]

(VI.2.16)

e (%) = _X_I_'B* JZH(H. x>J+Vu)

%(K =--Er [«J B+ (4+o_)_g_é(y-x)\7

(VI.2.17)
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En définitif nous avons les résultats pour les cogques cylindriques

peu épaisses.

Yoo(x,8)=- TULX Y. 037,

Vier gx,g): ZL%X_)_[e- 3]

(VI.2.18) Vxx(x,g)z .,.,._B“) 3 Bu)

Ux(x,g)-.: %[0(4.4.2.’._'5-+F|€_) 33?"(”_594, B”'lg': 80‘"+_'_~'§. Br)

1) )
v & BL:)-t %—35 BY ".3_ Bédj*\ o435 Vo Vo _Q.V

(VI.2.19) 1
e qu (X,é):—_é_g_[ —Z—H—(H'x)(’i* eﬁ‘?— -}9@—)4- ()(Bw;-f— 3;"#5-3:)

VI.3.~ JONCTIONS DE COQUES MINCES

VI.3.1.- L'analyse des contraintes & la jonction de deux coques de
gbométries différentes constitue 1'un des problémes communs dans 1'étude des
appareils & pression. Il s'agit de faire l'inventaire des contraintes et des
moments de flexion & introduire pour assurer la continuité des déplacements

et des rotations des différents points situds de part et d'autre de la jonction.



de variables ( %,é Y en (X ,72)
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On ramdnera tous les calculs qui vont suivre  aprés le changement

coque cylindrique (3 la jonction). Ainsi on a :

3 la base locale orthonormée associée & la

S=2mo + X 8X , 3= RtosX - Xoma . E;(x,g):é’?(x,a)

- =v . — - . - -
%=Mu€x toimw g, , N = — Amd €y + Lo & .

A 1'aide de ce changement de base, les composantes du vecteur—déplacement

et du tenseur des contraintes relatifs & la cogque conique deviennent respective—

ment

Up(x,e,yc) 5 Rk Lg (%,6)2)—aumdl ué(a,x,fz) 5 aima Uy (x,62) 0 Llél X8 %)

Boo (%6, %) 5 Cosx Gy (x,2, 6)- imy B85 (%6,%2)
4imd g (%,6,2) + Lot T3 (x,0,%2);

X8 2);

cos™ Gy ( %,6,72) - L.a0na ool G5 (%62) + 4im T, (%8,
Bl G (X, 1) + 26im0l oot 023(;99/;2) ¥ A %5(X,E}12)~

3

(cot?ol - bina %) Teg (%6 R) + And @x (G, %8)'

\:\\.\-‘-
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D'aprds les formules IV.6.9.10, les conditions aux bords deviennent :

Sg(%0) =- % Gp(x,0)+ 4ima Go(%6)

S0 =-feN G (4D rain¥t T (x,0)-20mt b0t i, (1,0))
ga(x,e) = - [aun gggx,a)m%/oég (X,8) +20inw et % (x,s)] .

De méme le vecteur contrainte au bord inférieur de la coque cylindrique

s'éerit :

JESE——
-
TO-8)=- [ % & + 6x & + %x & J

et le vecteur déplacement le long de ce méme bord a pour expression :

—

UMY = Upg % + Uy & + U, &

Les vecteurs rotations correspondants aux différents déplacements des

points de la jonction des deux coques s'écrivent :

=G =(26- W) F 3 2= (- %

V1.3.2.- Condition de raccond

La condition naturelle de raccord imposerait 1'8galité des déplacements
et des rotations respectivement aux différents points situés aux bords des deux
coques afin d'éviter toute déchirure de la coque compléte & cet endroit. On

devrait donc avoir :

JQWl(J(8,§) = Mim lJ’(’g)l)
2—2%,480 K0

—_— ——
Lim S2(83) = Lim 2'(¥X%)
2—» U+ So X—> 0
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Ces conditions ne sont pas naturellement réalisées, pour y parvenir
on peut introduire des contraintes et des moments de flexion pour &liminer les
différences respectives observées.

Dans la pratique la surface moyenne d'une coque cylindro-conique de
révolution est engendrée par la méridienne suivante :

- une génératrice du cdne.

- un arc de cercle centré sur O%y, de rayon %’ et

- une génératrice du cylindre d'axe OXa .

(Car deux lignes se raccordent si elles admettent & leur point de jonction la
méme tangente).

La zone de raccord est une portion de coque torique oli sont connus les
contraintes et les déplacements en “P= O et Yea-&X .

On est alors ramené a4 1'étude de 1'équilibre de cette portion de coque,
d surface moyenne torique, sous les donndes ci-dessus.

Soit @ le rayon de 1'"axe" du tore

J2¢ 1le rayon de la section circulaire.

Soit M un point quelconque du tore de révolution d'axe OXg 11 est

repéré par :

6 angle des axes OX ¢t oT .

¥ angle entre O,T et O P ( P projection de M sur la
surface moyenne).

3 c¢dte du point _M par rapport & la surface moyenne.

o d .
Dans la base (ET T A E; ) de 1'Espace affine E?, , le vecteur 09

aura pour composantes : ZAX3 )5& /"‘\
M
X4z [a.+ (3+2)wsg ] s
@] 2 ¥ -
Xa=[a, +(3+2) r ] »mb X o, 7?

X3= (o) sim

Xe v T




102

La base locale orthonormée associée s'éerit :

=:(—Aﬁn\9, Ctbe, 0 )

mﬂ ,gw S

[ 4mY (b, 4imb), Y] =tin® g + (0¥ E:

s (e, Mm9> ] = (o ez +MY@<

Par application du théoréme de la divergence : on trouve les &quations

d'équilibre d'une coque torique élastique exprimées dans la base locale orthonormée

: ., Pl 1"t bt 1"
assoclée aux coordonnées toriques .

4 [3“36 Laimy Ty, + S*_Bi';f_(‘_aﬁ)r ]+F_.__1’9 #2063 = O .

o+ Gy+2)ef LB 3e " 23° "
6%, - 0 2a+3mLB+Q)¢ 5, A1, - .
M@m)wc[ b2 4 Am (4 - Spw)+ 03 ] i AR o

M(yﬂ)wg[?}:og_(maecpgmsec;,)+ 0_—.&?%(&?—) 33']+ ~ (29%s- % vp)+ 2 _33 =0
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A 1'aide d'un changement de base ) on exprime les composantes
du tenseur des contraintes de la coque torique en fonction de celles d'une coque
cylindrique et d'une coque conique respectivement pour ¥=O et P-- &

Compte tenu de la symétrie du probléme on obtient :

"00(53) = Spo(¥,3)-

To9(4,3) = Cof Txg(3)-4in? Gg(£3).

G3(%,3) = 4nE Sxp(93)+02 Gp('gg) -

TGo(6,3) = P T (£,3) + Am*E Gp(4,3)~ dima o Tu(, 2 ).
§53(¥,3) = 22 Te(9 )@ P Ru($3) + & oimd &ox G(53).

553(%,3) = 4m2e @ Txx -5, ot - aindy) B3

66(%3) = 6pe(y 3)-
Tyg(4,3) = (v bof - dimet aing) G (03 Homi ey s iy oing) 00 @y e)
T3 (4,3) = @md eo@ + ol oim¥) T3, (3)fed wt- sinvoing) Gy (3,4)
T (9'3) = (low - amv oim ¥)2 025 + Qé&h“%f'/- “”“’“"’"'—P) ("53(3/-?7

= 2 (e oY - St 6 2) (im0 4 o 2imy) G (43)
%3 (%3) = e et e sny g (39) 4 vy omv amy 6 (y2)

+ 2o by - oimo 4mP ) (ool e + o oim ¥ ) T3 [!’,5)
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Se3(¥,3) = (osex ¥ Himax A«'m;l’) (m‘mct Goy+ 4in¥ eou) (‘Eg - ";a)(‘fzg)

+[(co$0l wY - Abnyébnf)i(md @f +omyP o.,w)aj g%, [g,g .

Pour Y= 0 et Y= - X

%6(3) = Soo(3)
%e(3)= Yox(3)
%3(3) = %e(3)
Se(3) = xx(3)
- gl3) = Tex(3)
7533) = %2 (3)

on a respectivement :

%06(3, 95,75 = Tpp(3)
Gog(3, 8=5r+s) = O, (3)
%’5(3) = Ty (3, 3= 201S0)

Ye(3) = oo (3, 0= 2rtSy)
-

¥3(3) = G (3 4= 0.

v%%(g) = 0?75 (3] ne o,,-».r‘,) :
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D'aprds les résultats précédents, les contraintes non nulles s'écrivent

respectivement pour les coques cylindrique et conique :

'—6‘29(",3)= - ._g:e{"_?.[m.e-eajs
2la)s T fe-3]
Qx(&,g) = Bo+ He_ B + “3_ B:f’

TGe(3) = (».I;i,emv XT“(44+3.) [""‘3':773;-] {

. 4 h W, 3
+ ___-[ AL ALY By
(8-+3.) T ""“"""'@‘HO) o]

Ce qui entraine que :

Y’ (3) :-%’E"_’ [e+H-82) 7
V53(3) = Z&[e-3 ]

Sy (3)= Lbgilond 26 (4 )], o3 ]

3 AM SMlYA]

(8 o¥ 84) ('84"’8’)
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De méme on aura pour les déplacements & la jonction :

+ pour la coque cylindrique en X=0

e (3) = Vo r § Vg N

Wafg) =- g-[%gf(ue, + “)+D(B.,+°'8“,‘ S g h

H

+ pour la cogue conique en £=84% .

Us(3)= *@-*""”‘“(* 0)+ a:Lv_Q_l_b_. k- :.)+—(1-3):|

$2_Aowoo + V, +.f‘.c‘*’+ 3 c"J
@4"80) ‘E L

Log (4003 [ A2 4_5_ A, 3 Au)_]
u.é(gJ = - M&.&l M[s -\!D+ ( F4)/

AR E

- log(s+ 8 (A2 + - A‘” 2 Aw)]

g e[ rordff e

Afin d'assurer la continuité des déplacements au lieu de la fonction;

on considérera les

VI.3.2.- Conditions aux £imites de fa coque Lornique

A 1'aide de 1l'application du Théor@me de divergence qui nous a fourni

les équations d'équilibre d'une coque torique, il en résulte des conditions aux

limites soit en contraintes soit en déplacements sur deux domaines complémentaires

du tore. Ces conditions sont des données du probléme. Dans le cas présent on les

prendra en déplacements.(on n'éerit que les composantes non nulles)
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alors ¢ .
Wp(3)= Ves & Vs 2 v
pour Y= O
lUs(3) =- B[ 24(H+25+©)+0(8os £ 8-S &Y
et
Ef(s)- Y sina (3,44.)3 [7-120] + 3% Ao
36‘ E (80#-84) E
+Vo+—E- 512 604 bg lrwa)[ o 4 B A
f=-«

g)J + a«w,u{84+8a) ['5 bc)f—-(i-il)g

Us(s)= m[ D

E
.—l:au{vo-r +@+n)(£.co‘ 2-¢ ')) +

On est donc en présence du probléme de 1'équilibre d'une portion de coque tomique
<Y< O ) soumise sur {‘f:o et P= - ’\3\4%}

aux déplacements ci-dessus et sur E -z f<O; 3= 4 lt }
—_ =4S
3 des efforts de densité surfacique F  connue ( 3= el . F=0 et

3:-% ?: P? ).

b

oy

Le matériau étant supposé élastique linéaire homogéne et isotrope

on sait que ce probléme admet en général une solution et une seule.
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CONCLUSION GENERALE

La solution du probléme de 1l'équilibre d'une coque conique élastique

de révolution se met donc sous forme polynomiale en i_ et _é_ comme dans
L

le cas d'une coque cylindrigue (ef. [8]).

T (39,3) = Z H g"") (3,8) + .%. @m 3‘"‘*’)(3 8)+.. .. .
(a) g" 3 > Hm 8('“@)(9")9.)"" .

W (38,3) = %O@mgﬁm)(z,e),u _3_ Hm CimtY) oo

Elle différe de celle de la théorie de coque généralement basée sur

les hypothéses de Kirchoff-Love valables pour des coques d'épaisseur quelconque.

65 (9,9,3) = Z g 3‘"‘) $,0) .
Yi(38,3) = }j__ 3™ Cf™[3,9).

. 05(39,3) = io‘&m 029““’/3,9,5) .
X m (m
Glasg) =3 TN

- La solution (a) n'assimile pas le déplacement de la surface moyenne (5:0)

(qui est un polyndme en ;Z‘._ ) au déplacement de membrane comme dans (b).
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- La surface moyenne ne se déforme pas de la méme maniére quelle que soit

1'épaisseur de la coque comme dans (b).

- La solution (a) est déterminée sans faire intervenir de condition de type
"couche limite".

Le probléme de raccord entre une coque conique et une coque cylindrique
mince d'axe commun revient & celui de 1'équilibre d'une portion de coque torique
élastique soumise sur 5‘f=0 ot Yoo Iél < £ } a des
déplacements imposées et sur E ~x <P <O of 3= ig,} et
a des efforts de densité surfaciques ? . En élasticité linéaire, un tel
probléme admet une et une seule solution qui peut &tre déterminée, analytiquement
dans des cas particuliers de chargement ét, a coup sfir, approchées numériquement
par des méthodes d'&léments finis isoparamétriques (probléme que l'on étudiera

ultérieurement).
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MOTS CLEFS : |

COQUE CONIQUE ELASTIQUE

RACCORDEMENT .

L'objet de cette thése est 1l'étude du comportement d'une
coque conique élastique avec des conditions aux limites sur les faces z = + h

par la méthode des développements asymptotiques.

Dans les hypothéses de coques €lastiques minces et peu
"épaisses”, on peut déterminer la solution du probléme en contraintes gréce aux
conditions aux limites sur les faées z =+ h. On en déduit les déplacements
correspondants.

On applique ces résultats aux coques é&lastiques soumises
& une pression interne. On examine 3 la fin la condition de raccord entre une

coque conique et une coque cylindrique élastiques de méme axe de révolution.



