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INTRODUCTTION

Le probléme de Goursat pour les &quations aux dérivées partielles

du second ordre ou de l'ordre supérieur a été &tudié par plusieurs auteurs
0. Sjostrand Bﬂ, M.N. Oguztoreli Dﬂ, A. Bielecki et J. Kisynski Eﬂ.
Les conditions de bord sont en général données sur les caractéristiques

de 1'équation considérée.
Nous nous intéresserons au probléme de Goursat relatif 3

1'équation hyperbolique du 3&me ordre

33u _ 33u
3x23y  3xdy

= C(x,y,u)

avec des conditions initiales données sur trois demi~droites concourantes

en O.

u(x,o0x) = M(x)
u(By,y) = N(y) 0<a,Bgl
u(x,x) = P(x).

Cette &quation a été& dé&ja étudiée par 0. Sjostrand Bﬂ,
M. Winants [:9:[, [10], [:l l], [12] et G. Hecquet [5], [6] On s'est inspiré
de la méthode utilisée par A. Borzymowski [3], [4] dans la résolution de

ce probléme pour une équation polyvibrante de D. Mangeron, cette méthode




est basée essentiellement sur le théorZme du point fixe de Schaiider.
Ce travail est divisé en deux chapitres :
Dans le premier chapitre, nous &tudions le probléme

83u _ 83u

=0
szay 8x3y2

u(x,o0x) = M(x), u(By,y) = N(y), u(x,x) =P(x).

Nous aurons un systé@me d'équations fonctionnelles 3 résoudre,

d'abord dans le cadre analytique, ce qui nous permettra avant tout d'avoir

une forme des solutions de ce systéme quand on se place dans le cadre
général. Nous montrerens l'existence de telles solutions en se basant

sur le th&oréme de Schaiider, la procédure peut se résumer ainsi

» Existence d'un convexe fermé d'un espace de Banach ;
 Définition d'une application compl&tement continue ;

* Enoncé du théorédme d'existence.

Dans la suite, un raisonnement analogue & celui du chapitre I

|

i . . . 33u 33u
| nous permet d'étudier 1'équation non linéaire 5
9X 9y  9xdy
|
|
|
\
[
|

soumises aux mémes conditions initiales et ofi u est holdérienne par

rapport & x et vy, lipschitzienne par rapport a u.

2 = C(X,Y,u)



CHAPITRE 1

3%u 3

= 0
szay 8x8y2

ETUDE DE L'EQUATION

1. Introduction.

a) Préliminaires.

Congidérons 1'équation

(1.1) du o

=0
5x23y  dxdy’

et supposons qu'elle admette une solution v, elle admettra la solution u

obtenue 3 partir de v et des constantes a, b, ¢, d par la relation

u(x,y) = v(x,y) + ax + by + cxy + d.

On peut imposer & la solution u de satisfaire les conditions

initiales :

’ u(0,0) =

o

du

ox

(1.2) { du
oy

H
e

(0,0)

"
o

(0,0)

32u

L %3y (0,0) =

[
o

I1 suffit pour cela de déterminer les différentes constantes

a, b, ¢, d 3a savoir



d = - v(0,0)

v
a=—a_x(090)

av
b=—-§;(0,0)

2
=9V

c = 3x3y (0,0).

b) Solution générale de (1.1).

L'équation (I.1) peut s'écrire

% Su

du _
5x3y ax oy’ - O

I1 en résulte

Ju  du _
% 3y f(x) + g(y)

oi f et g sont deux fenctions arbitraires, ainsi nous obtenons une
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et nous 1'inté-
grons par la méthode habituelle. Nous aurons 3 résoudre d'abord le systéme

d'équations différentielles ordinaires.

la premiére é&quation donne :
x+y = £

et 1'autre devient

du = f(x)dx + g(£-x)dx



d'ot 1'on tire

u(x,y) = [f(x)dx + fg(ﬁ—x)dx + p(0)
u(x,y) = ¥, (x) + J,(-x) + ¥(L)

c'est-3~-dire enfin

(I.3) u(x,y) = ﬂl(X) + P, () + ¥(x+y)

-~

oil &1, &2, Y  sont trois fonctions arbitraires, ﬁl, @2 sont de classe

Cl et Y est de classe C2.

Les conditions (I.2) nous donnent

P,(0) + ¥,(0) + ¥(0) =0
P1(0) +y'(0) =0
1.4 4
(1-4) P00 + ¥'(0) =0
¥ () = 0
L 0)

En fait, on peut choisir dans 1l'expression ﬂ](x) + ﬂz(y) + Y(x+y)

des fonctions ﬂl, 02’ Y telles que

p
¥,0) = 4,(0) =¥(0) =0

(1.5) ¢ ¥ =91(0) =¥'(0) =0
Y'o) = O .

En effet, pesons

%(x) = ¥Y(x) - ¥(0) - ¥'(0O)x




avec

P(x) = 1) + P'(O)x + P(x).
On aura alors

ﬁl(X) +,(y) + ¥(xty) = WI(X) + ﬂz(y) + P(0) + P'(0) (x+y) + V(x+y)
=0, ) + ¥ (O)x - P, (0) + P,(y) + ¥ (0)y + P, (0)

n,
+ P(0) + Y(x+y)

Y V] ny
=9, x) + P, (y) + Vixty)

0 = 9,60 + ¥ (0)x - P, (0)
Y
By (y) = ,(y) + ¥'(0)y + ¥, (0) + ¥(0)

w(x) = Y(x) - ¥'(0)x - ¥(0).

En utilisant (I.4), on vérifie qu'on a bien

51(0) = %2(0) = @(0) =0
"] A%} Ny

w;<o> = wé(O) =y'(0) =0
n,

¥'"() = 0.

c) Position du probléme.

Nous voulons résoudre le probléme de Goursat dans le domaine

D = {(x,y) esz, 0 x<A, O0gy¢gAL (A désignant une constante

positive).

Nous montrerons l'existence d'une solution u de 1'équation




53 53
L Y =0 soumise aux conditions de bord.
2 2
90X oy 09Xy
u(x,o0x) = M(x)
(1.6) u(By,y) = N(y)

u(x,x) = P(x)
ol o et B sont deux constantes comprises strictement entre O et
0 <a,B <.
La premid&re condition relative 3 u(0,0) donne

M(0) = N(0) = P(0) = O.

De plus, on a les relations

ou ou R

'5)_{' (O’O) + o a—y— (0,0) =M (O)
82 0,00 + % (0,00 = N'(0)

ox ’ oy ’

du Jdu R

% (0,0) + 5;’(0,0) = P'(0)

qui ne sont compatibles que si
(@B-1)P'(0) + (1-a)N'(0) + (1-B)M'(0) =0

et qui de plus donnent

M'(0) = N'(0) =P'(0) =0

. ou _ du -
puisque 5;-(0,0) = 0, 3y (0,0) = 0.




. . N 2 . .
Si la solution du probléme de Goursat est de classe C, on peut écrire

pour M, N, P de classe C2 les relations

5% 324 2 5%

3x3y (0,0) + 2a 3%0y (0,0) + a 5;5 (0,0) = M"(0)
2 2 2

8228 0,0 + 28 2% (0,00 + 2L (0,0) = N"(0)
2 X0y 2

oxX By
2 2

22 0,00 + 22 (0,0) = P"(0)

9x 9y

qui ne sont compatibles que si
@%-DHM" ) + (@*-DN"(0) = (@*B2-1)P"(0).
En fait, il est possible de supposer P"(0) = 0, en effet,
posons
2
w(x,y) = u(x,y) - kx".

On vérifie qu'on a bien

82w

0x9y

w(0,0) = 3% (0,0 = $2 (0,0) = 557 (0,0) = 0

On a aussi

w(x,ox) = M(x) - kx2
w(By,y) = N(y) - kB2y?
w(x,x) = P(x) - kx’.

Et en posant

M(x) - kx2 = M(x)

2 2
N(y) -k 7y

P(x) - kx>

Ny
P(x)

L}



On voit bien que pour avoir P"(0) = 0 1il suffit de prendre

_ P"(O)
k = .

Nous remarquons qu'on a toujours

M) = N(0) = P(0)

M'(0) = N'(0) = P'(0).

En conclusion, nous pouvons dire qu'une solution u correspondant

au triplet (M,N,P) telle que
(1.7) BN ) + (@®-1HN"(0) = (a282-1)P"(0)

donnera une solution w pour le triplet (M,N,P) pourvu que

{ (" (0) (B2=1) - N"(0) (a’-1) = 0
(I.8)

P"(0) = 0.

Réciproquement, une solution w satisfaisant (I.8) donnera

une solution u satisfaisant (I.7) pourvu que l'on ait

N

P(x) - P"(0) X—z = P(x).

Enfin, la relation (I.8) est la traduction de 1'existence d'une

dérivée seconde nulle de la fonction T :

T(x) = M(Bx) - M(x) + N(ax) - N(x).

d) Formalisation du probleme.

Nous étudierons alors le probléme de Goursat suivant




et

(H.
(H.
(H.
(H.
(H.
(H.
(H.

(H.

2.

83u _ 83u -0

3%2dy  9xdy>

u(x,ox) = M(x)
u(By,y) = N(y) odf 0<a, B<I

u(x,x) = P(x)

P satisfont les hypoth&ses suivantes

Me cl(E),A],:R) o) = M) =0

81 (0

L]
It

N € Cl([O,A:l ,R)  N(0) 0
p e c’([0,A],R) P(0) = PPy =@ (o) =0
T e c2([0,4,R) T = M(Bx)Mx)+N(@x)-Nx), T2 () =0

Mz - M(l)(x)l < R(z-x)P

ImM
IN(I)(;() _ N(l)(x)| SK(}_(—x)h
PP - 2P ()] ¢ kG-

IT® @ - 1P ] € kGE-0)"

0O<x<x<A 3 he]old], K>o0

Résolution de £'équation dans Le cadre analytique.

a) Rechenche du systeme verifie pan 9, ¥, v.

Nous avons vu que la solution générale s'écrivait

ux,y) =¥, (x) + §,(5) + ¥(x+y)

avec \0], 1132 et Y trois fonctions arbitraires,



wi’ &2 appartenant 3 Cl([b,éJ,R) et ¥ 2 Cz[Q,ZA],m).

Nous supposons pour le moment que les fonctions M, N et P

sont analytiques. Elles peuvent s'écrire :

-
M(x) = ) A x"

.
_ n

< N(x) = g B x
_ n

\ P(x) = g Cnx

0, (x) =] ax
n
< ﬁz(x) = ; b x"
n
W3(x) = E cnxn
\

En utilisant les conditions initiales, nous obtenons le systéme

d'8quations fonctionnelles

P, ) + wz(X) + Y((1+0)x) = M(x)

(1.9) P, (Bx) + ¥, (x) + ¥((1+B)x) = N(x)

0, + P, 00 + ¥(2x) P (x)

qui est &quivalent au systéme
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( a +a"b + (1+u)nc = A
n n n n
n n
+ + (1+B) = 0.
¢ Ba b (I+) "¢ =B n 3
a + b + 2" ¢ =c¢
\ n n n n
et ceci pour tout n appartenant 3 IN.
Le déterminant principal Dn est :
1 o (1+a)™
_ n n
b = B 1 (1+8)
n

ou
D= 2%+ (1+)"8" + (148" - (1+)™ - (1+)" - 278" (n 3 0).

b) Etude de D_-

D, = 0 mais M(0) = N(O) = P(0) = 0 c'est-3-dire
A =B =C_ =0;le systéme sera alors compatible avec a_ =b =c¢ =0,
) ) ) o o o
soit

$,(0) = J,(0) = ¥(©) =o.

De méme D, = 2 + (1+a) + oa(l1+B) = (1+B) - 2aB = O 1la compatibilité

du systéme sera assurée si on prend a, =b.,=c, =0 soit

1 1 I

|
o

91(0) = 93(0) = ¥'(0) =

Etudions maintenant Dn pour n 2 2
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Dn peut s'écrire seous forme de Al(n) + Az(n) avec

Ay =27 - (1+)™ - (14)™

Ay(m) = (1+a) 8" - (1+8)™™ - 24"".
En prenant o < %—, B g %- Al(n) sera strictement positif :
en effet o g %—, B g %— entraine que (1+0L)n + (l+B)n < 2(§)n or

ch)n < 2" pour n > 2 et ceci donne (l+a)® + (1+B)n < 2" soit Al(n) > 0.

(Hu)ngn ¥ (1+8)nan _ 2nan8n

Az(n)

n n
) Cﬁak.Bn + ) CEBk.an - 2%

Az(n)
k=0 k=0

comme O <a<1, 0<B<let n3k ona ak > an, Bk > g™
ce qui donne

n, n ° k ﬁ n ° k n n.n
A,(n) >a'g" ] c +aB ) C -2aB
k=0 k=0

r~13
@]
=~

Az(n) > 2nan8n + znaan - 2nan8n car 2" = (l+l)n =

k=0

donc Az(n) > ZHGan

~ 1 .
Par conséquent, pour a g %-, B g 3 Dn est strictement

positif pour tout n > 2.

c) Caleuwl de a s bn, c pout n x 2.

n n
An o (1+0)
1 B 1 (1+R)"
a T — n
n D
n n
C 1 2
n
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A B C
a_ = [2“ - <1+B)“] -D—: + [(m)“ - 2“a“s'i| o Ex“(ue)“ - (1+a)“] 33

n

1 A (1+a)™
n
n n
b = 1 R Bn (1+B)
n D :
n n
1 C 2
n

A B c
b_ = [(HB)“ - 2“8“] 5 * [2“ - (1+a)“:' 5+ [Bn(lﬂx)n - (1+B)“J —Df

n

1 OLn A
n
c =+ | g® 1 8"
n D
n
1 1 C
n
n Ay n B nn. °n
c, = (B -l)'f)"'*'(OL —1)5—+(1'OLB)]—)‘—-
n n n

Introduisons trois fonctions analytiques A(x), p(x) et v(x)

( A(x) =¥ A x"
n n
¢ ue = §ux"
n
v(x) =) \)nxn.
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Tenant compte de Dn supposons que les fonctions M, N, P s'écrivent

M(x) = A(2x) + A((1+a)Bx) + A((1+R)ox) - A((1+a)x) - A((1+B8)x) - A(20Bx)
N(x) = p(2x) + pu((1+a)Bx) + u((1+R)ox) — p((1+a)x) = u((1+B)x) - u(2aBx)
P(x) = v(2x) + v((1+a)Bx) + v((I+B)ox) = v((1+w)x) - v((1+B)x) - v(20Bx)

Ce qui nous donnera

A =D
n nn
By = DpMy
C =Dw
n nn

Il en résulte que :

a_=[2% - a+»)"a_ + [+™ - 2%u_ + M) - () Tu,
b= [+®)" - 2"8"n_+ [27 - (+)®Ju + [B7(+w)” - (1eB)T v
c = [B%1Jr + [o™1]u + [y

Par conséquent, les fonctions cherchées ﬂl, ﬂz et ¥ s'écrivent :

(
lﬂl(X) A(2x) = A((1+B)x) + p((1+a)x) - p(2x) + v(a(l+B)x) - v((l1+0)x)

(1.10) ¢ 4, (x) = A((1+B)x) = A(2Bx) + u(2x) - u((1+a)x) + v(B(I+a)x) - v((1+8)x)

\Wx) A(Bx) = A(x) + plax) - p(x) + v(x) - v((aB)x).

I1 est bien entendu que ce qui préc&de est formel nous n'avons

pas recherché la convergence des différentes séries entidres introduites.




(I.11)
(1.12)

(1.13)
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Les conditions C2 =0 et c, = 0 (P"(0) =V¥"(0) =0)

imposent la relation :

2 2 _
(B~ - 1)A2 + (0° - 1)B2 =0

qui n'est autre que l'existence d'une dérivée seconde nulle de la fonction

T au point O.

d) Conclusion.

On vient de montrer 1l'existence d'une solution de notre équation
dans le cadre analytique, cela nous permet surtout d'aveir une forme des
fonctions \01, lﬂz, ¥ solutions du systéme (I.9) quand on se place dans

le cadre non analytique.

En prenant maintenant M et N appartenant 3 Cl([O,A] sR) .
P a C2(|:O,'A:] ,R), nous devons montrer l'existence des fonctions A(X)
et u(x) appartenant i Cl([O,ZA],IR), d'une fonction Vv(x) appartenant

a CZ(EO,ZA] ,R) telles que

M(x) = A(2x) + A((1+a)Bx) + A((1+B)ax) - A((1+a)x) - A((1+B)x) - A(2aBx)
N(x) = u(2x) + pu((1+a)Bx) + u((1+B)ax) - u((l+a)x) - u((1+B)x) - u(2aBx)
P(x) = v(2x) + v((1+a)Bx) + v((1+B)ax) - v((1+a)x) - v((1+B)x) - v(20Bx).

3. Résolution dans Le cadre général.

a) Existence de .

1°) Introduction.

L'équation (I.Ll) peut s'écrire sous la forme de
A(2x) = AQ20B8x) = M(x) - A((1+a)Bx) - A((1+B)ax) + A((1+a)x) + A((1+B)x)

clest-a-dire (1.14) A (x) - A(oBx) = Fl(x) avec



...15_

FLe0 = 4@ + M0 - a&EDheo + a0 - 2o

et considérons la relation (I.14) comme une &quation fonctionnelle oii la
fonction inconnue est A (on suppose pour 1instant que F1 est connue).

Pour la résoudre, on utilise le lemme :

Lemme 1.1. (Borzymowski Eﬂ).—

Si F1 est définie dans J = JO,AS et satisfait

lFl(x)l £C x1+Y

(x € J, C et Yy constantes positives), alors la fonction

(o]
k
Ax) = ) Fl((aB) X)
k=0
satisfait 1'équation (I.14) pour tout x de J. Elle est 1l'unique solution
de (I.14) dans la classe S des fonctions X vérifiant la condition
lim A (x) = 0.
x>0,
Preuve :
S k
On vérifie que si z Fl((aB)) X) converge dans J, sa somme

k=0
A(x) satisfait 1'équation (I.14).

En effet :
Ax) = ) F ((@B)'x) =F (x) + F, ((aB)"x)
k=0 k=1
MEpn = ] F @ = T F (e
k=0 k=1

d'ot  A(x) = FI(X) + A((oB)x)

soit A(x) - A((@B)x) = Fl(x).
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(o]
Il reste 3 montrer la convergence de la série ) Fl((aB)kx),
k=0

[u, )] < ¢C 47 oy T

+1 .
et comme (OcB)Y <1 on peut conclure que la série converge dans J.
Pour montrer 1l'unicité, il suffit de voir que toute fonction A(x)

satisfaisant (I.14) vérifie 1'équation

n
A - @) = ] (8.

k=0

En utilisant le fait que A € S en faisant tendre n vers +»

on obtient Alx) = E Fl((aB)kx).
k=0

On remarque que Ik(x)[ £C 2 (aB)k(l+Y)xl+Y.
k=0
: 1 1+y
Soit IA(x)l < C ——————TI? X .
1-(aB)
Donc toute fonction satisfaisant (I.14) s'dcrit ) Fl((aB)kx),
k=0

d'oli 1'unicité.

Nous supposons pour 1'instant que Fl(x) vérifie la condition

du lemme (I.1), (nous le montrerons par la suite). On a donc

Ax) = ) Fl((aB)kX)
k=0

avec

L = MG+ AEDD - A8 + AE Do - aE Do
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On montre l'existence de A en se servant du théoréme de Schaiider,

il faudra situer A dans un convexe fermé d'un espace de Banach et &tudier

son image par la transformation A - X :

Yo = 7 F (@@ %) pour 0<x<a
k=0
(1.15)

N
A(0) =0

En supposant que les assertions du théoréme de Schaiider vérifiédes,
notre application admettra un point fixe qui coincide exactement avec la

solution A cherchée.

2°) Existence d'un convexe.
Considérons l'espace A des fonctions A définies et de
classe c! dans [@,Aﬂ et 3 valeurs dans R, on introduit la norme || 1
définlie par
[IX] =[x + sup _|A'(x)].
xe[@,Aﬂ
A muni de cette norme est un espace de Banach. On considére

maintenant dans A 1'ensemble Z des fonctions A satisfaisant les

conditions
( A(0) =A'(0) =0
(1.16) % NG AT @] € LG-x)°
(0 < x€xg A, 0 <8 < h, L. constante positive).

I1 est clair que Z est un convexe fermé, notons aussi que

pour A € Z, on a

SIS

1. ) _L__ 6+1 6+1]
(1.17) A (x)| S gy X SL x




et

enfin d'apré&s les hypothéses (H.l) et (H.5),
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on a :

IM'"(x)| < K o

h+l

M(x)] € Kx

Nous devons trouver les conditions pour lesquelles 1'application

Z

en lui-méme, tout d'abord d'aprés les relations (I.16)

(1.18)
(I.15) transforme
et (1.18), on a :
h-6
KA
RN ey
2
et
h-6
KA
1
|F1(x)l < | =T
2
Soit

tend vers

(On remarque que F

+ ze‘;l [ar1y®* -8 + (8% (1o %] [ !

+

Ié Eowl)e(l—e)e + (g+1)""! (l—a)e:‘Jxe.
2

|Ffm) | < ¢ o™

= 0,1, C constante positive).

satisfait la condition du lemme I.1).

I1 en résulte que

Y C
=0, 1 5 U=y

LY "\
On en déduit que A(x) et A'(x) convergent vers O quand x

0, soit
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Y™w0)y =0 m=o,l

, LY
et que X € cl([b,qﬂ,m) car X se présente comme limite uniforme d'une
suite de fonctions dérivables.

. * 3 I3 ’\J . 3
On doit maintenant trouver sous quelles conditions A satisfait

la relation (I.16).

En utilisant 1'hypothé&se (H.5), la relation (I.16) on obtient :

-0 3
7' -F' ] < [KAhH . [(owl)e+lBe+1+(5+1)e+lae+1+(a+l)e+1+(6+l)GH:I] G-x)° .
2 2

pour O € x € x € A".
Il en résulte que

_ +h-9 |
X' - X' < E(Ahﬂ + 9111 [(a+1)6+1Be+1+(g+1)6+1a6+1+(a+1)6+1+(3+1)6+1:IJ
2 2

°§ [(aB) 6+l]k(}—(_x) 0
k=0

ce qui donne

|h"e
KA‘h+1 . eIll [(OHI)e+186+1+(8+1)e+loce+l+(a+l)e+l+(8+l)e+1:|
2

%) - Ny | < x-x)°

1 - (a8)?!

n
A satisfera alors la relation (I.16) si

h-0
KA L S 0+1 6+1 O+l 0+1 O+1
W T 8+ [fa+1) BT T PR AL PRAL D *']

2

1 - (o8)®*!
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Pour que cette derniére inégalité se réalise, il suffit de

prendre
—
o et B suffisamment petits :
0<a,B <0 tel que
_ (%)
.(&+1)6+l&e+1+(&+1)6+1+28&26+2 ¢ 26
(I.19)
K et L tels que
gah® a1 0+1 0+1  B+1.6+1 6+1 o+l B+1 _ B+l 0+1|
L2 — [1- (=) B - (=) o - (=) - (=)
2h 1 2 2 2 2

Nous pouvons conclure que 1l'application (I.15) transforme 2

en lui-méme pourvu que soit réalisée (I.19).

3°) Compacité de £'image de

. Y .
Soit Z 1'image de Z par 1'application (I.15)
sV n, Y
z={Xec[[0,a],R] : |X(x)] gL Oty
"

ona ZC2Z.

,

Z

Nous allons prouver la compacité de en nous basant sur le

théoréme d'Ascoli-Arzela.

Théonéme d'Ascoli-Arzela.

Pour qu'un ensemble E de fonctions continues soit relativement

compact dans C(K), K compact métrique il faut et il suffit que soient

réalisées les conditions suilvantes

G+1t6+1 +1+29t26+2

(*) La fonction t - (t+1) +(t+l)e

0.

[0,4e[

est continue sur

tend vers 1 lorsque t tend vers

et
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1) Les fonctions de E sont bornées dans leur ensemble

i.e. 1l existe une constante M telle que

Ix(e)| < M (x € E, t € K).

2) Les fonctions de E sont équicontinues.

o
X @&tant compris entre 0O et A A(x) est borné dans R,

-

N n
de plus les A appartenant 4 Z vérifient

Nvo- N - - .8 -

IX(x) - A(x)| € L x(x-x) (0 < x<xgA)

et ceci montre clairement leur &quicontinuité.
. Y P - 1 -
On remarque aussi que Z est €videmment fermé et d'aprés le

"
théoréme d'Ascoli-Arzela, on a alors la compacité de Z.

4°) Continuité de R'application.

Soit An une suite de fonctions de Z convergeant vers une

n 0y
fonction A de Z, soient An et A les images de Xn et A par notre

Y] Y

transformation, nous devrons montrer que An converge vers A c'est-a-dire

(I.20) limllx —%]l = lim sup|%'(x) - %'(x)| = 0.
e T me [0,4] °

Tout d'abord, on prouvera que pour m = 0,1

X o - X o] < ol 70O

(x € l:O,Aj 3y H constante positive)
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(m) (m)
w = max { sup )\ (x) - A (x)|}
" g=0,1 [0,a"] "

et § un nombre arbitraire tel que

0< 4§ < 1.

Soit x € [O,Azl

T k
X (o = kzo F_((08)%)
Yoo = ] F(@® .

k=0
On a

F(x) - FGO = [A (Ehex) - x<(9‘—+—‘>sx>_\ * |} (Ebax) - x((ﬁi'l)uxil

B+1

—Lx(i*iwx(ﬂ )l

B+1 )].

I1 en résulte que pour m = 0,1

ny
A o - X = - 2 L(ﬂ)m B)k]m[xf“)(<9‘—+2—1—)e(ue)kx) A‘“‘)«“*‘)e(as)kx)]

- L Eba @8)¥]" B““)«S*‘)u(us) x - 2™ (&HBs) k)
+ 2 (@ @ Sk Brﬂ‘“)«%—‘—) @B)x) - (m)<<°‘+1><as>kx>]

e 7 [ e[ ™ (B oo - 2™ (& (@8)*0)]
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On se donne § un réel tel que

0<4§ < 1.

On en dé&duit que

%ém)(x)-%(m)(x)

=)

o+1

¢ T [@heeemh™ (@ aes k0™ (@ g
k=0

A (@) g agy R -2 ) (@0 |

+ ] [c§§l>a<ae>?]mfx§m)((ﬁgl)a<ae>kx)—x(m’((ﬁgi)a(ae>kx>f1”5
k=0
I (EDaeertn - 2™ (&L gk

+ Z 355 8™ 1 (@) k-2 ™ (2L ey | 178

A8 (@) gy - 2™ (@) (apy 0 |9

¢ 2 B2 0y 1™ (Bl (g ) - 2 (B oy |17

& (D o - 2 (B ey |9

En majorant 2™ (180850 - 4™ (@) 0| par

Max { sup |A(m)(x) (m)(x)l}}l—é
m=0,1 [0,4]

on aura :
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1-8
5™ o X® o | < | Hax € sup NP @ - 23]
n m=0, 1 @ Aﬂ

"2 { <-°‘—“2‘i)e(as>] Dx‘“"("‘” 8o 0 | + |1 &DB(R) xl]
k=0

v B et [n ELaem ol «+ NP E aen’s Ik

. oc+l - B)] [P\(m) OL+1 )‘ . M(m)(ow-l (ocB)kx)l-Jd

el g B)] [le“) EL @) + W™ EE e 1]5

En utilisant le fait que kn et )\ appartiennent & Z, on obtient

N

5™ Go-X™ o | < ol E (fost B(ae)ﬂ‘“‘_zuf‘—‘i'— Bad)* )e”'ﬂ‘s

+

LB;I aad)k l:ZL(oc_i-_l_ Yy 8¥1-

B k )e+1

P [ ekt

) :[5
m{ o+l k .O+l-m ]6
]6

(aB
I T R W PN CT RS
(aB)

soit

I)\(m) ( ) r}\,(m) (X) | < Hw:l_GXG (6+1-m) .
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Utilisant le fait que )\n converge vers A, on peut conclure
I\' .
que Aém) (m = 0,1) tend uniformément pour X € [p’AJ vers l(m)(x)

et cela est équivalent & la relation (I.20).

Nous sommes 3 présent en mesure d'appliquer le théoréme de
Schaiider; en se basant sur celui-ci on peut affirmer qu'il existe un point
fixe de 1'application (I.15), c'est-a-dire une fonction A appartenant

a Cl(]_‘p,A_'],lR), satisfaisant pour x € [O,A'] la relation
A(2x) = A(20Bx) = M(x) + A((a+1)x) - A((o+1) x) + A((B+1)x) - A((B+1)ax).

Nous pouvons 3 présent formuler le lemme suivant :

Lemme 1.2.-

Sous les hypothéses

mec'([0,4],8) M(0) = M'(0) = 0O

IMKg) - M(x)]| < K(}_c—x)h 0<x<x <A

0 < a,8 £ o suffisamment petit pour satisfaire (1.19).
L'équation
A(2x) = X(208x) = M(x) + A((a+1)x) = A((o+1)Bx) + A((B+1)x) - A((B+1)ox)

admet une solution appartenant 3 Cl([b,ZA],DR).

b) Exdistence de u, v et o.

1°) Existence de .

L'énoncé du lemme suivant dont la démonstration se fait

exactement de la méme manidre que celle du lemme I.2 assure 1l'existence de .
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Lemme 1.3. -
Sous les hypothéses
N € CI([O,A] ,R) N(O) = N'(0) =0
IN'(x) - N'(x)]| € K (x-x) 1 0<xgx<A.
0 <0,8 €0a suffisamment petit pour satisfaire (1.19)
L'équation
u(2x) = u(20Bx) = N(x) + u((a+1)x) - u((a+1)Bx) + u((B+1)x) - u((B+1)ax)

-~

admet une solution appartenant & Cl([p,ZA],IR).

2°) Existence de v.

_________________________ 2°

Ecrivons l'équation (I.13) sous la forme :
v(2x) - v(20B8x) = P(x)-v((1+a)Bx)-v((1+B)ax)+v((1+a)x)+v((1+B)x)
c'est-a-dire
Ve = V(eB)x) = F,(x)

o+l

avec  F,(x) = PG + v(%‘l ) - vl gx) + v(-B-’zil— x) - v(B—‘z”l ax) .

On suppose pour 1'instant que F7(x) est connue et satisfait

la condition du lemme (I.1) en utilisant ce dernier, on obtient

o0

Ve = T F (@8)%).
k=0

. Existence d'un convexe.

Considérons W 1'espace des fonctions de classe C2 ‘dans [@,Aﬂ
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i valeurs dans R, on introduit la norme || || défini pour

[Vl = Jv) + [v'©)] + sup _[V'x)].
5.

W muni de cette norme est un espace de Bamach, on considére

dans W 1'ensemble B des fonctions V satisfaisant les conditions

v® 0y =0 pour m=o0,1,2

(1.21) P @ - v )] < LGx°

Il est clair que B est un convexe fermé, notons aussi que

pour Vv € B, on a :

(2-m)!
et, enfin, d'apré&s les hypothéses (H.3) et (H.7), on a
(m) K h+2~m _
!P (X)‘ Smx m= 0,1,2.

. . A"
On transforme B par l'opération suivante v -+ v :

Y@= T R o<xcn
k=0
(1.22) S) =0
P60 = B + v 0 - v g v o - vE L w.
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Nous devons trouver les conditions pour lesquelles 1l'application

(I.22) transforme B en lui-méme, tout d'abord d'apr&s les relations (I.21),

on a
IF. ()| < 2701 +1)%*2(1-p)°% + (B+1)9+2(1—a)9-, x0*2
2 2h+3 26+2 _J
1F$D 0| < LS. [:(owl)e“(l—e)e v (@) (10| [x0*1
2 2h+2 26+1 J

| h=6 -
[F§2)(x)| < @m_ + —Lé [(a+l)e(l-8)e + (B+1)e(1-a>e]]xe
2 2

soit
IFém) x)| < ¢ x°*2 ™
(m = 0,1,2).

(on remarque que F2 satisfait la condition du lemme I.1).

Il en résulte que :

I%(m)(x)! < % X9+2—m

(m = 0,1,2).

. v P . o
On en déduit que V(x) et ses dérivées jusqu'ad 1l'ordre 2 convergent

vers O quand x tend vers O soit

3™ 0y =0 m=o0,1,2

et que % € CZ(EQ,AQ,R.
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[

. % . .
On doit maintenant trouver sous quelles conditions Vv satisfait
la relation (I.21).
En utilisant 1'hypoth&se (H.3) et la relation (I.21), on

obtient

th—e .

17 &1 ] < b L Ty 84289724 (8417 926842, (41) %2, (341) 2] | (o) ©.
2 2 2h+2 26+2 -
I1 en résulte que
k"0 ¢ 0+2 042 +2 0+2 0+2 . 6+7] |
e (o+1)" "B "+ (B+1)” "o T+(o+l)” TH+(B+1)
V(2) = i (2) ht2 - ,0+2 - 8
[V @)~y ()] < 573 (x-x)
B 1 - (aB)
. ) . .
v satisfera la relation (I.21) si
g ® 0+2 642 +2 6+2 6+2 g+2
+ l_(oc+l) B™ "+(B+1)" Ta T+(arl)” T+(B+1)
h+2 6+2 -
2 2
g L
- (u8)6+2
Mais le choix déja fait de o,B,K et L (voir (I.19)) assure &galement

la réalisation de cette derniére indgalité.

On prouve facilement en se servant du théor@me d'Ascoli-Arzela

0
la compacité de B image de B par 1'application (I.22).

Un raisonnement analogue & celui du lemme I.l1 donne la continuité

de 1'application (I.22).
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Lemme 1.4.-

Sous les hypothéses

P e c2([0,4],R), P(0) = Py = 2P0y =0

PP @ - P )| < kG-0P

0 <a,B <0 suffisamment petit pour satisfaire 1.19.

L'équation

v(2x) = v(20Bx) = P(x) + v((l+a)x) - v((1+a)Bx) + v((1+B)x) - v((1+R)ax)

2
admet une solution appartenant a C {[p,ZA],IR}.

3%) Exdstence de o.

Nous venons de montrer l'existence des fonctions de Cl([p,Zé],IR)

A et u satisfaisant (I.11) et (I.12).

En remplagant dans (I.11) x par Bx et dans (I.12) x par ox

on obtient

M(BX)+K((u+1)BX)-X((a+1)82X)+ AC(B+1)Bx)=A ((B+1)aBx)

(I.24)  A(2Bx)-A(208%%)

N(aX)+u((a+1)ax)-u((a+l)qu)+u((B+1)GX)—u((B+1)a2x)

(1.25) u(Zux)-u(Zasz)

et en écrivant (I.24) + (I.25) - (I.11).(I.12) nous auromns
[ (28%) A (230) +11 (20 -1 (2x)] - [ (208%%) A (2083 #1120 Bx) - (208)] = [H(Bx) M)+ (o) - ()]

& Do+ 1) Bx)-A (0t 1) %)+ (ot 1)am) =1 ( (e 1)) ] + [ (ot 1) B2x) - (0t 1) Bx) +u (0 1) 0Bt ( (o+1) Bx)]

+ DB+1)Bx) A ((B+ 1))+ ((B+ D ax) —u ((B+1)x] + (A ((B+1)aBx) - ((B+1)0x) +1((B+1)a’x) = ((B+1)ox)] -




_31_

Nous remarquons alors que la fonction o(x) = A(Bx)-A(x)+u(ox)-u(x)

vérifie 1'équation
0(2x) = o(208x) = T(x)+o((a+1)x)-c((@+1)Bx)+c((B+1)x)-o((B+1)ax)

avec

T(x) = M(Bx) - M(x) + N(ox) - N(x).

Avec les hypothéses (H.4), (H.8) et par un raisonnement similaire
3 celui qui est fait dans la démonstration du lemme I.4 nous prouvons

1'existence d'une telle fonction o de classe C2 dans B),Zé].

d) Theoneme d'existence.,

Nous sommes maintenant en mesure de formuler le th8oréme d'existence.

Théoneme 1.

Avec les hypothéses

M e CI(EO,AJ & Mo =uDo) =0

N € CI(EO,A] JR)  N(0) = N(l)(O) =0
Pe Cz([O,A] &) ) =2 D) =P ) =0
Te CZ([O,A] R 5 T(x) = M(Bx)-M(x)+N(ox)-N(x) , T(z)(o) =0

h

D @D )] < kG-

N

NP &P < kG0l

IP(Z)(;()—P(Z)(X)! K (R-x) "

N

N

TP @ -1 )| < kG-

0 <a,B€a suffisamment petit pour satisfaire (1.19).
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Le probléme de Goursat

B3u _ 33u

szay Bxayz

(P)

u(x,ax) = M(x),

admet une solution dans D = {(x,y) : 0 < x £ A, O <y < A}

0

u(By,y) = N(y),

u(x,x) = P(x)




CHAPITRE 11

PROBLEME DE GOURSAT RELATIF A L'EQUATION

83u _ 83u

8x28y X9y

5 = C(x,y,u).

(A)  CAS LINEAIRE.

1°)  Formulation du probléme.

Considérons maintenant 1'équation

83u _ 83u

%23y  9xdy

5 = c(x,y)

soumise aux conditions initiales

u(x,0x) = M(x)

(11.7) u(By,y)

N(y) 0<o, Bgl

u(x,x) = P(x)

Définissons la fonction T par

T(x) = M(Bx)-M(x)+N(ox)~-N(x)

et supposons que les fonctions M, N et T satisfont les hypothéses :



(H.
(H.
(H.
(H.
(H.
(H.
(H.

(H.

)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)
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M e c ([0,4],8) M) = m(D

N e c'([0,A],8) N

e)

P e c2([0,A],8) P(O) = p(D)

(0) =

)

0) =

T e CZ(EO,A:I R), T(x) = MEX-MEHNED-NE, T ) =0

G
I8P &
12 )
1T? &

- M(l)(x)l € K(;(—x)h
- N(l)(x)l < K()_c—x)h
- P(z)(x)l < K(z-x)"

- 1@ 0] < kG-D

0<x«

Supposons, en outre, que la fonction ¢

suivante :

Hypoth2se H.9 :

domaine

une solution générale de 1l'Bquation sous la forme :

(11.2)

x <A, he]o,1],

satisfait 1'hypothése

La fonction ¢ est continue au sens de HGlder dans le

2
D= {(x,Y) €eR ; 0< x g A,

le(x,y)

+ h_ e Jh,1].

2°) Sofution du probleme.

0 <

h -
- c(x, )| < K(|x-x)] © +|y-y| ©

y < A,

h

x+y < A}

Suivant la procédure du chapitre précédent, nous &crirons

u(x,y) = ﬁl(X) + Y, () + ¥(x+y) + R(x,y)

K>0
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X v s
R(x,y) = f ds [ dt f c(r,s+t-r)dr
: 0

et wl’ Wz, Y sont des fonctions arbitraires, wl’ $2 appartenant 3 Cl([b,&],a)
et ¥ a3 c*(]0,24].R).

R(x,y) posséde les propriétés suivantes :

d - - d 2 =2-h,- h
(I1.3) IE§ R(elx,ezx) - I R(elx,ezx)l < £ eje,x (x~x)
2 2
(I1.4) 4= R(e,%,e,%) - - R(e x,e,x)| € L(e,e.)?x P (E-x)P
2 1 2 2 1 2 172
dx dx
e e]O,l[, e, (—:]O,l[ £ constante positive

0 ¢ xg<x <A, x+tx £ A.

En effet, nous pouvons &crire

e.Xx re.x
d d ! 2
= R(elx,ezx) = . { . m(s,t) dtl}ds

avec
S
m(s,t) = f c(r,s+t-r)dr
0
I1 en résulte que
. e x ; e, e,x
a;—R(elx,ezx) = . = { . m(s,t)dt}ds + e . m(elx,t)dt

c'est-3-dire



d

dx

dx

d

R(elg,ezx) = e

_36_

e, X e.X

1 2
m(s,e . x)ds + e J m(e X,s)ds
2(0 2 o 1

nous en déduisons

R(elx,ezx) -

dx

e1§ e x e,
R(elx,ezx) = e, ( m(s,ezx)ds—! m(s,ezx)ds te, [ m(elx,s)ds

0 0

e,
- ( m(elx,s)d%}.
0

0

Et en utilisant 1'hypoth&se (H.9), on obtient 1'indgalité (II.3).

2 3

x
De méme 4 R(x,x) = Zm(x,x) + ( 5% {m(x,s) + m(s,x)}ds

dx2 Jo

mais 2 m(x,y) - 5% m(x,y) = c(x,y) de sorte que

X

—= R(x,x) =

dx

X
fo {5% Eﬁ(x’s)+m(s’xi] -c(s,x) "+ c(x,s)}ds + 2m(x,Xx)

x
4m(x,x) - m(x,0) - m(0,x) + f [:c(x,s) - c(s,x):lds
0

X X
4 ( c(s,2x-s)ds + [ {c(x,s) - c(s,x) - c(s,x-s) }ds
0 0

et toujours en utilisant 1'hypoth&se (H.9), on obtient 1'indgalité (II.4).

c) Existence de La solution.

Comme dans le chapitre I, nous aurons & résoudre le systéme

-

d'équations fonctionnelles obtenu 3 partir de la relation (II.2) et les

conditions de bord, i savoir :
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I’ 0,0 + P, x) + ¥((1+)x) = M(x) - R(x,0%)
(11.5) B, (Bx) + P, () + ¥((1+8)%)

L @l(x) + wz(x) + ¥Y(2x) = P(x) - R(x,x).

N(X) - R(BX,X)

Ce systé@me peut s'écrire sous la forme

0,0 + 9,@x) + ¥((ra)x) = H(x)

(II.6) 0,(8x) + 9,(0) + ¥((L4B)D) = N(x)

0,0+ P, + Y20 = B

avec
a,
M(x) = M(x) - R(x,0x)
k(x) = N(x) - R(Bx,x)'
%(x) = P(x) - R(x,x).

On posera aussi
Tx) = MBx) - M(x) + N(ox) - N(x).

D'aprés le chapitre I, le systéme (II.6) sera résolu si les
. YR\ VI, VIRV .. - P
fonctions M, N, P, T vérifient les hypoth&ses du théoréme I. C'est ce

que nous allons montrer.

Tout d'abord, nous déduisons facilement des hypothé&ses (H.l) —— (H.8)

les conditions :

m " n
M(0) = N(0) = P(0) =0

K =¥ Py =3V =0

3@ 0y = TP oy = 0.




Et en servant des propriétés

les inégalités suivantes :

soit

D@ - ¥y

T Gy ¥ )

- v
P& - PP

TP @ - TP )|

_.38..

de R(x,Vy),

s(K+£A2

N

N

(K

+

K + £ A2

2 Al”

(II1.3) et (I1.4) nous obtenons

By G-t
Ty G-t

By G-x)P

< (K + 4ea™) G-0P

d}) Théoneme d'existence.

o,
M, N, P, T vérifient les hypothéses

du théoréme I et nous pouvons donc formuler le théoréme d'existence suivant :

Theoneme 11.7.-

Avec les hypothéses

M e cl([0,4,8) M)
N € CI(B),A] ,R)  N(O)
P e c2([0,A],R) P(0)

T € cz([o,A] ,R) , T(x)

M @ - u® o)
TIICNNC P
p@ @ - 2@ |
1D @) - 1® o]

K(;r-x)h

N

K (%-x) "

n

K(}_c-—x)h

N

K (x-x) "

IN

- M(l)(o)
- N(l)(o)
P(I)(o) -

=0

]

0

P ) =0

M(Bx)-M(x)+N (0x) -N(x) , ) =0
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c(x,y) continue au sens de Holder dans D.

Le probléme de Goursat suivant :

(
3% 3w
(") J 8x23y 8x3y2

= ¢(x,v)

\

admet une solution dans le domaine

D = {(x,y) e R , O<X<A, O0<5ycgA,

(B)  CAS NON LINEAIRE.

1°)  Fornmulation du probléme.

Considérons maintenant 1l'é&quation non linéaire

83u _ 33u
9x23y  9xdy

5 = C(x,y,u)

soumise aux conditions initiales

u(x,o0x) = M%)
u(By,y) = N(y) 0 < a,B < 1.
u(x,x) = P(x)

Définissons la fonction T par :

T(x) = M(Bx)-M(x)+N(ax)~N(x)

et supposons que nous ayons les hypothéses

0 < a,B < a suffisamment petit pour satisfaire (I.19).

u(x,0x) = M(x), u(By,y) = N(¥y), u(x,x) = P(x)

x+y € A}.




(H.1) Me cl(@,Aj & Mo =MDy =0
—ep

@.2) Nec (0,48 N (0) =0

(H.3) Pe CZ(EO,A:I & o) =20 =Py =0
(2)

(H.4) T e cP([0,4R), T = MEx)-Mx)+N@x)-Nx), T2 (0) =

@ 5 M@ - w0 € kG-0"
@e) PG - vV < kGt
@n PP @® - pP ] < kGo"
@) [1P® - 1P| < kGob

0O<x<x<A ; 0<y<y<A ; helo,i] ; K>0
et dans laquelle c¢(x,y,2z) vérifie l'hypoth&se suivante :
Hypoth2se H.10 :
La fonction c¢(x,y,z) est continue dans D X R
2
= {(x,y) €eR™ ; 0<x<A, O0£Lys<A, xty <A}
et vérifie les conditions :

. |c(x,y,z| < M(1 + Izl)

L _ b
le(x,y,2) - c(x,y,2)]| < K[IX-XI + |y- y| + |z- Zl]

M >0, h €]o0,I]

2°) Sofution du probleme.

Toujours suivant la méme procédure, nous écrirons une solution

générale de l'équation (II.7) sous la forme :




(I1.10)

(I1.8)

_4]_

u(x,y) = @ (x) + ¥,(y) + ¥Y(x+y) + R(x,y,u)

X y s
R(x,y,u) = j ds j dt f c(r,s+t-r,u(r+st-r))dr
0]

et wl’ wz, Y sont des fonctions arbitraires, wl et wz appartenant

a CI(EO,AJ,lR) et ¥ a cz([o,ZA],m).

b) Position du probleme.

A partir de la relation (II.8) et les conditions de bord,

nous obtenons le systéme suivant :

\ﬂl(X) + \DZ(OtX) + Y((1+a)x) = M(x) - R(x,0x,u(x,0x))

P, (Bx) + Y, (x) + ¥((1+B)x) = N(x) - R(Bx,x,u(Bx,x))

wl(Z) + wz(x) + ¥Y(2x) = P(x) - R(x,x,u(x,%x)).

Pour ré&soudre notre probléme, il suffit de trouver des fonctions

ﬁl, ﬁz, ¥ et u suffisamment réguliéres et satisfaisant la relation (II1.8)

et le systéme précédent ; la preuve de 1l'existence de telles fonctions est

basée sur le théoréme du point fixe de Schalider. Nous suivrons la procé&dure

du chapitre I, c'est—-3-dire nous montrerons d'abord 1'existence des fonc-

tions A et U appartenant 3 CI(EJ,Zé],R) de deux fonctions Vv et C©

2
appartenant 3 C“([O,ZA:] ,R) telles que :

M(x)
N(x)

P(x)

g(x)

[

[

R(x,0x,u(x,0x))+A(2x)+A ((1+0) Bx) +A ((1+B)ox) =A ((1+a)x=-A ((1+B)x) -\ (208x)
R(Bx,x,u(Bx,x) )+u(2x)+u ((1+a) Bx)+u ((1+8)ax) -p((1+0)x) -p ((1+B) x) —u(2a8x)

R(x,%x,u(x,%x) ) +v(2x) +v ((1+0) Bx) +v ((1+B)ax) -v ((1+a) x) ~v ((1+B)x) -V (2aBx) .

A(Bx) = A(x) + u(ox) - u(x).




Gl(X)

Gz(y)

G3(X)
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Ainsi les fonctions ﬁl, &2 Y définies par

QI(X) = A(2x) - A((1+8)x) + u((1+a)x) - pw(2ax) + v(a(1+f)x) - v((1+a)x)
ﬂz(X) = A((1+8)x) = A(2Bx) + u(2x) - p((I+a)x) + v(B(l+a)x) - v((1+B)x)
¥,(x) = A(Bx) - A(x) + u(ox) - ux) + v(x) - v(apx)

vérifieront le systéme (II1.9) et

X y s
U(X,Y) = lﬁl (X) + ‘92(}’) + W(X+Y) + f ds [0 dt ( C(r,S+t"r,u(r,s+tfr))dr
0 0

sera solution de notre probléme.

3°) Exdistence de La solution.

a) Preliminaines.

Le systéme (II.10) peut s'@crire sous la forme de

A(x) - A(aBx) = GI(X)
(11.12) u(y) - uaBy) =6, ()
v(x) - v(aBx) = G3(x)

avec

MG - G, §xuG o) + A& 0 - A& s a0 - aE Do

¥ - RE v.5ud v D)+ u@&t v - w@Dey + uEl v - uE oy
PG - RG L 3G, )+ v 0 - w(GDe v o - v D).

A partir de ces dernidres relations nous obtenons la relation suivante :
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o(x) -*G(QBX) = GI(BX) + Gz(aX) - Gl(x) - Gz(x)
c'est-3-dire

o(x)-0(aBx) = T(x) - [R(—g— % % x0-rEGS uwrE 2 x,0)-R(5 x,5 u)]

B+1

+ oG ©-0(EhB0+o L -0 (o)

soit
(1I1.12) o(x) - g@Bx) = G4(X)
avec

6,0 = TG0 - [R(% s F w0RG, § R0r@ g w-rEG 5 )l

+ 0(9%”1 x)—o((p"—Z—I)Bx)+O(‘B—;—I‘ x)—o((ﬁ—;l—)ax).

Considérons les relations du systéme (II.l11) et la relation (II.12)

comme &quations fonctionnelles oll les fonctions inconnues sont A, H, Vv et O.

(Nous supposons pour l'instant que Gl(x), GZ(Y), G3(x) et Ga(x) sont
connues et vérifient la condition du lemme (I.1), nous le montrerons par la

suite). En 1'utilisant nous aurons donc

(20 = ] 6%
k=0
s K
u@y) = J G, ((@B)"y)
k=0
(11.13) P,
Ve = § 6,(@8)
k=0
| ot = ] G, ((@8)x) .

k=0
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b) Existence d'un convexe.

Dans le but d'appliquer le théorZme de Schailider, consid&rons

1'espace A des systémes U

U= [Ax),u(y),v(x),0(x),ulx,y)]

.

A e ¢ ([0,28],R), we ¢ ([0,24] ,R)

v e c¢?([0,24],®), o€ c?([0,24] ,R)

u € C(D,R).

On introduit la norme || || définie par

lul| = math)l v sup NPl uo) | + sw_ P,
[0,24] [0,24]

1 1
S v® @) + sup_ VP, T 6™ @] + suwp_[cP o,
m=0 [0,2A] m=0 [0,2A]

sup Iu(x,y|]
D

et N muni de cette norme est un espace de Banach.

On considdre maintenant dans A 1'ensemble Z des points U e€ A

satisfaisant les conditions :

é A(m) 0) = u(m) (0) =0 m=0,l
IX(I)(E)—X“)(x) | < L()—(—x)e p
WP @HuP @ < LG-nd

(I1.14) ¢ v(m)(o) = c(m)(O) =0 m=0,1,2

M2 @ - v @] <L’

1P @ - P @] < LG
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0O<x<Xx€2h, O0<£y<yc<?2A
u(0,0) =0

- - - .8 - .8
luGx,y)-u@x,y)| € p((x=x)" + (3-y))

(O<x<x<A O05y<y<A x+ty<A, xty<A)
0 € ]O,min(h,ho)[; L. et p constantes positives.

Il est clair que Z est un convexe fermé, notons aussi que pour

U Z on a les inégalités suivantes

Ix(m)(x)| 1 Ot o
n™ )] <L YOI

(I1.15) ) V™ ] < TifiiT'Xe+2_m
16™ )| < TifﬁiT 0+2-m m=0,1,2
luGe,y) | € oGy’

En tenant compte des relations (II.13), on &tudie l'image de Z par la

transformation :
YR VRV VI
( ()\sU’V’O’u) — (>\1U9\)sosu) H
X = 1 6,
k=0
N pes k
M) = 1 6, ((aB)"y)
k=0
n, iy k
V) = T 6, (@) )
(I1.16) ﬁ k=0
6 = § 6, (@) %)
k=0
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pour O < x < 2A, O<y<2A

et  X(0) = 11(0) = V(0) = G(0) =0

ﬁ(x,y) = R(x,y,u)+A(2x) = A((1+B8)x)+u ((1+a)x) -u(20x) +v(a.(1+B) x)
“V((1+a)x) +A ((1+B) y) =A (2By) +u(2y) -u((1+a) y) +v(B(1+a)y)

=v((1+B)y) +o(x+y) +v(x+y) -V (aB(x+y))

L pour (x,y) € D.

Nous devons trouver les conditions suffisantes pour 1l'inclusion
n n,
ZC Z ou Z désigne l'image de Z par la transformation (II.16). Tout

d'abord nous avons besoin de quelques relations :

d - = d - - .6
(IT.17) % R(x,0x) - Tn R(x,ax)| € const(l+p)x(x-x)

d o == d - - .6
(I1.18) T R(By,y) - d_y- R(By,y)| € const(1+p)y(y-y)

% - - & - .8
(1I1.19) -3 R(e,x,e.x) - —5 R(e x,e, x)| € const(l+p) (x-x)

dx 1 2 dx2 1 2

<l, 0<e, <1

(0O<x<x<A x+tx<A ; O0<y<y<A, ytysA), 0<e 9

1

(I1.20) |R(x,¥) - R(x,y)]| < const(1+p)A3'e[__(§—x)e + (;—y)?J

O Xx<x<A OLy<ysA 3 xty <A, x+ty < A)

La notation const signifie une constante positive.

En effet, nous pouvons &crire

d d X (OX
= R(x,ax) = -d—);{fo {J( . m(s,t)dt}ds}
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avec
s
m(s,t) = [ c(r,s+t-r,u(r,s+t-r)dr.
0

Il en résulte que

X ox
m(s,ox)ds + f m(x,s)ds

4 R{x,ax) = a [
0

dx 0

nous en déduisons

d _ - - d (% - X =]
a;-R(x,ax) - E;-R(x,ax) = a-fOIEKs,ax)—m(s,ax)]ds + Jxm(S’QX)dﬁJ

r (654 - X _ -
+ ( Eﬁ(X,S)‘m(X,S)]dS + f m(x,s)ds|.
Jo ox J

En utilisant 1'hypoth&se (H.10) et les relations (II.14) nous

obtenons :

< K(1+p)a’% (3-x)°

x
4( Em(s,ou_() - m(s,ax)]ds
0

et
x - 1 ,-2 2 i ] -0+2  0+2
fm(s,ocx)ds <M [E (X -X ) + OLW (X -X ) -
X
I fk§+a_)e+2—(x+u§)e+2] + *l—-(a§)6+lf§—:]
(6+1) (8+2) LA*TOX 6+1 XX
< M7270G0® + o[G0 + 12 o0 ]
X
f m(s,ax)ds| < M(1+a?!) (140) %270 Goxy ©.

X
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Nous aurons aussi

¢ Ka(1+0) %2 -0 % + Mox(x-x) +

OX _
J En(x,s)—m(x,s)]ds

0
~ 8+2 - _,6+2 §+2_6+2
-6+1 ©6+1 (x-x+0x) (x—x) a X
' p["“" B O Y G B IS I GO <e+1)<e+2>}
et
0x = = 6+l = \6+2 6+2 —0+2_ 0+2
- - - o —=0+1 ,- (x+0x) (ox+0x) a (x “-x )
L m(x,s)ds| € M O‘X(x“’,‘)’“p[m X Gx) = Ty (ova) T (+D)(8+2) T (8+1) (8+2)

Finalement, nous aurons 1'indgalité (II.17)

4

e R(x,ox)| £ Const(l+p)§(§—x)

d - -
= R(x,0x) -

Un raisonnement similaire au précédent permet d'avoir les autres inégalités.

En utilisant les hypoth&ses (H.1) — (H.8) les relations (II1.15)

et les inégalité&s précédentes, on a

|G(m)(x)| € Const X6+l—m
1

m = 0,1
[G;m)(y)l £ Const y6+l—m
IGém)(X)‘ < Const x6+2—m

m= 0,1,2
IGim)(x)l £ Const X6+2—m

(on remarque que les fonctions Gys Gy» Gy et G4 vérifient la condition

du lemme I.1).
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Il en résulte que

l%(m)(x)l < Const X6+1—m

m= 0,1
W™ )| ¢ const y2 I
Is(m)(x)l £ Const x9+2._m

m=0,1,2

IO(m)(x)I € Const X9+2—m

2 n
Nous en déduisons que A(x) et X(l)(x) convergent vers QO
. " (1)
quand x tend vers O, u(y) et U (y) convergent vers O quand vy
A A n
tend vers 0, V(x), 0(x) et leurs dérivées jusqu'a 1'ordre 2 convergent

vers O quand x tend vers O seoit

Y™ 0y = 5™ 0y =0 m=0,l

5@ 0y = ™y - o m=0,1,2

et que X e c'([0,24] ,R),1 e c'([0,24],R),5 € c2([0,24] &), € cZ([0,24] R) .

Enfin, u est continue et vérifie u(0,0) = 0.

.. ) LV VI VI
On doit maintenant trouver sous quelles conditions les fonctions A,u,V,0
n
et u satisfont les conditions (II.13).
D'aprés les inégalités (II.17) — (II.20) les hypothéses H.5 — H.8

les relations (II.4), nous avons

[cl<zA>h‘e(1+p)+ L |'(oc+1>“ese”+(e+1)“eoc“e+(oc+x>”e+<6+1)“eﬂ
2 —

1 - (ag)®*!

!%(1)(£)_k(l)(x)l

<

(x-x) 6



[FD G -ED (5]
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CI(ZA)h—e(l+p)+

51 [ﬁa+1>‘*es‘+e+<e+1)‘+9a1*9+<u+1>‘+e+(s+1>‘+§]

2.

G-n°

N

- (g

6+2 _0+2

¢, @m " P apye Lo [fu+1) B +(B+1)9+2ae+2+(u+1)e+2+(8+1)e+%]
2

9

(x-x)

18® @)-¢P |

P
1 - (ag)?*?

L (0L+l)e+289+2+(8+1)e+20ce+2+(0c+1)e+2+(8+l)6+2]

h-6
€, (2a)" "(1+p)+ S8+

(§—X)e

’%(x,z)rx(x,y)l

5-x) %+ 5-y)

(c1 s C
si
¢, eah”

e(l+p) +

1 - (aB)®*?

< Cz(l+p+L)2A[%e+l+2(1+u)e+l+(2a)9+l+(a(a+l))e+2+(1+u)e+2+2ae+l+u4+%}

étant des constantes positives).

) AV VI VI ", ) ..
Les fonctions A,U,v, 0 et U satisferont les conditions (II.13)

5 [}“+1)1+ee‘+6+<e+1>‘*ea‘*e+<a+1>’*9+<8+l>l+§]
2

N
=

| - (&B)e+1
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+

C, (1+0+L) 24 [26+1+2(1+0L)e+1+(20c)e+1+(oa(l+oc))e+2+(1+oc)e+2+20ce Labes] <o

Pour que ces dernidres inégalités se réalisent, il suffit de

prendre

A suffisamment petit

a,B € 0. suffisamment petit pour satisfaire
(I1.21) (&+1)9+1&9+1 + (&+1)e+1 + 29&29+2 < 26

-1
L3 CA h—e(l+p)[l—(%—l—)eﬂBe+1—(8—;1—)6+1ae+1~(9%1—)9+1—(%l)eH‘l )

-t

On prouve facilement en se servant du théoréme d'Ascoli-Arzela

P N, .
la compacité de Z 1image de Z par notre transformation.

¢)  Continuite de £'application.

Considé&rons U, = [XI(X),UI(y),VI(X),Gl(X),ul(X,Yil et

U2 = [Xz(x),uz(y),vz(x),cz(x),uz(x,y)] deux points de Z. Soient

2

= [ 00, 0.5,60,8, 60,5 o] ee B, = [X,00,5, 00,5, 00,8, 60,8, (x,3))

les images de Ul’ U2 par la transformation (II.16), nous allons montrer

1'inégalité suivante :

max | max { sup__l%fm)(x)—kém)(x)[, sup lafm)(y)‘&(g)(Y)l},
m=0, | [0,24] [0,24]

max f sup '%fm)(x)—%ém)(x)l, sup ]gfm)(x)—gém)(x)[},
m=0,1,2 | [0,24] [0,24]

sup lﬁl(x,y) - xz(x,y){J
D N




< Const max

§

ol

On a :

G (-G,

Y™ 0-X™ (0] <

est un nombre positif arbitraire
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8 8
max sup I)\(m) (x)- )\(m) (x) | sup ‘U( )(Y) U(m) ) I:l
m=0,1 | [0,24] "[0,24]
) (m) (m) § (m) (m) 8
max sup |v1 (x)—\)2 (x)[ »| sup |0] (x)—02 (x)l
m=0,1,2 | [0,24] [0,24]

Lsup IUI(X,Y)—UZ(XsY)|]
D

|

0 <8<

tel que

En effet, soit x € E),2A:|,

(x) = -

X, ;EO G, (@) %)
X, 00 = kzo 6, (@8,
}%’_ x,u; Grg ©) = RGHg %0,y (5 5 )—j
j};<9§l x) -, &L 5] + [}1<§§l x) -, EL ]
. ((ﬁl—m ) - A, (Ehex )] l-kl((ﬁ—g—l—)ax) - x2(<~8§l)ax]

en utilisant les relations (II.15), il en résulte que pour m = O,]
” @, ., °
, max sup |A (x)- A (x) | +
m=0,1 |[0,24]
3 @*  a@e® @®*  a@e®
+ Z{ R x, 55— x,u)) - mR(O‘ x, 2B 0)
k=0 dx dx
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En se servant de 1'hypothé&se (H.10), nous obtenons

=438
|3\Jl(m) (x)—’)\\ém) x| < k1 max sup I)\I(m) (X)-)\z(m) (x) | + k2 sup |uI (x,y)-—u2 (%,7) I} )
w=0,1 |[0,24] D

k2 étant une constante positive.
De méme, on a pour m = 0,1, vy € [O,ZA]

- (m) (m) ° J
sup |\)1 (x)—\)2 (%) ﬂ + k2 [sup Iul (x,y)—u2 (x,v) I]
[0,24] i D

W™ )™ () | < k| max
m=0,1

pour m = 0,1,2, X € I:O,ZA]

- §
R)’fm) (x)-%ém)\(x) | < k, max I sup |\)§m) (%) -\)ém) (x) I:l *+ Kk, [sup Iu1 (x,v) -u, (x,y) i_’ S
m=0,1,2![0,24] D J

2

15 Go-6s™ G| €k, max [sup 6™ (0-0{™ () 1]6 + kz[sup |y G-,y (6 y) IJ(S
m=0,1,2|[0,24) D

Enfin, pour (x,y) € D et toujours d'aprés les relations (IL.15),

1"hypothése (H.10), on a 1'inégalité suivante :

&, G-, G,y | < d) [suplu (x,y)-u, (x,y) I]é +d, max [sup Mf‘”(x)—xz('“)(x) IJ‘S

LD m=0,1{[0,2A]

+ d, max (m) (m) § (m) (m) S
3 sup_[u (-, ™ () [|° + 4, max | sup _[v" (x)- (x) I]
w=0, | [@,2@ 2 ] “ m=0,l,2[j|.0,2A] : .

+dg  max l'sup |01(m) (x) - Oém) (x) |:]6
m=0,1,2| [0,24]
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d, d , d

1’ 2’ d

30 dy» d5 désignent toutes des constantes positives.

En utilisant les relations précédentes, nous aurons la relation (II.22)
qui nous donne immédiatement la continuité de la transformation (II.16). Toutes
les assertions du théorémes du point fixe de Schalider sont d présent vérifiées.

En se basant sur ce théoréme, on peut affirmer qu'il existe un point fixe
U= [}O(x),uo(y),vo(x),oo(x),u%x,y)] de la transformation (II.16), c'est-a-dire
o )

des fonctions w?, Wz , ¥, v’ satisfaisant le systéme (I1.9) et la relation

(1I1.8).

Conclusion :

Nous sommes en mesure maintenant de formuler le théoré&me d'existence

locale suivant :

Théonéme 11.17.-

Avec les hypothéses

M€ CI(I:O,A:I,IR) M(0) = 1\1(1)(0) =0

N e ¢ ([0,4],8) N(O) )

N

]

(0) =0
Pe cz([o,A] & p© =20 =P =0
T e ¢?([0,A],R) T(x) = M(Bx)-M(x)+N(ax)-N(x), 1) =0

M@ - vV | < kEP

D@ -8V < xG-nt .
>

PP @ - P < kG-0"

TP @ - 1P <« kG-x)"

c(x,y,2z) continue dans D xR et vérifiant les conditions

|c(x,y,z)| < M(l+|z|)

h h
[c(x,y,z) - c(x,y,z)l.s KL]X-X| ° . Iy_yl ° . |z—zﬂ s h0 e:]h,[
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a,B <
A et o suffisamment petit pour satisfaire (II.21).
Alors le probléme de Goursat suivant

83u _ 83u
3x20y  9xdy°

= C(X,Y,U)

u(x,ox) = M(x), u(By,y) = N(y), u(x,x) = P(x)

admet une solution dans le domaine

N

D={(x,y)€lR2 ; 0<x<A, 05y<A, x+ty < A}.
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1}
RESUME

L'objet de ce travail est 1'gtude du probléme de Goursat relatif
a4 1'équation :
33u 15 33u

8x28y 0x9dy

= c(x,y,u)

et aux conditions initiales :
u(x,ox) = M(x), u(Bx,x) = N(x), u(x,x) = P(x)
avec a, P, des constantes positives inférieures a 1.

Dans le premier chapitre, on recherche tout d'abord les conditions
satisfaites par les fonctions M, N, P et & 1'aide d'un systéme auxiliaire
on détermine une solution de 1'équation de Winants :

S D)

3x23y Bxayz

u(x,0x) = M(x), u(By,y) = N(y), u(x,x) = P(x).

Dans la suite, on &tudie principalement le cas non lindaire et on
établit 1'existence d'une solution du probléme de Goursat suivant la technique

de A. Borzymowski.

MOTS CLES : Equation aux dérivées pantielles,
Equation hyperbolique,
Equation non Linéaitre.




