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Le problème de Goursat pour les équations aux dérivées partielles 

du second ordre ou de l'ordre supérieur a été étudié par plusieurs auteurs 

O. Sjostrand [8], M.N. Oguztoreli [7], A. Bielecki et J. Kisynski [2]. 

Les conditions de bord sont en général données sur les caractéristiques 

de l'équation considérée. 

Nous nous intéresserons au problème de Goursat relatif à 

l'équation hyperbolique du 3ème ordre 

avec des conditions initiales données sur trois demi-droites concourantes 

en O. 

Cette équation a été déjà étudiée par 0 .  ~jostrand 181, 

M. Winants Cg], PO& [II], [12] et G. Hecquet CS] , [6] . On s'est inspiré 

de la méthode utilisée par A. Borzymowski [3], [4] dans la résolution de 

ce problème pour une équation polyvibrante de D. Mangeron, cette méthode 



l 
est basée essentiellement sur le théorème du point fixe de Schaüder. 

l ~ Ce travail est divisé en deux chapitres : 

Dans le premier chapitre, nous étudions le problème 

1 Nous aurons un système d'équations fonctionnelles à résoudre, 

1 d'abord dans le cadre analytique, ce qui nous permettra avant tout d'avoir 

i une forme des solutions de ce système quand on se place dans le cadre 

général. Nous montrerons l'existence de telles solutions en se basant 

1 sur le théorème de Schaüder,la procédure peut se résumer ainsi 

1 Existence d'un convexe fermé d'un espace de Banach ; 

j Définition d'une application complètement continue ; 

1 Enoncé du théorème d'existence. 

Dans la suite, un raisonnement analogue à celui du chapitre 1 
3 a u 3 a u 

nous permet d'étudier lt6quation non linéaire -- - = 
2 2 C(x,y,u) 

ax ay axay 

soumises aux mêmes conditions initiales et où u est holdérienne par 

rapport à x et y, lipschitzienne par rapport à u. 



CHAPITRE 1 

a) P/réRuni&e~. 

Considérons l'équation 

et supposons qu'elle admette une solution v, elle admettra la solution u 

obtenue à partir de v et des constantes a, b, c, d par la relation 

On peut imposer à la solution u de satisfaire les conditions 

initiales : 

Il suffit pour cela de dEterminer les différentes constantes 

a, b, c, d àsavoir 



L'équation (1.1) peut s'écrire 

Il en résulte 

où f et g sont deux fanctions arbitraires, ainsi nous obtenons une 

équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et nous l'inté- 

grons par la méthode habituelle. Nous aurons à résoudre d'abord le système 

d'équations différentielles ordinaires. 

la première équation donne : 

et l'autre devient 

du = f (x) dx + g (l-x) dx 



d'où l ' o n  t i r e  

c ' e s t -+d i r e  e n f i n  

où d l ,  Y son t  t r o i s  fonc t ions  a r b i t r a i r e s ,  e l ,  g2 s o n t  de c l a s s e  

1 2  
C e t  Y e s t  d e  c l a s s e  C . 

Les cond i t i ons  (1.2) nous donnent 

En f a i t ,  on peut c h o i s i r  dans l ' exp res s ion  $*(x)  + $2(Y) + Y(x+y) 

des  fonc t ions  gl, d2, Y t e l l e s  que 

En e f f e t ,  pwons  



d'où 

On aura alors 

avec 

'L 
$,(XI = + Y1(0)x - lp1(O) 
'L 

q2(Y) = d2(Y) + Y1(0)y + lJ1 (O) + Y(0) 

'L 

Y(x> = Y(x) - Y1(0)x - Y(0). 

En utilisant (I.4), on vérifie qu'on a bien 

Nous voulons résoudre le problème de Goursat dans le domaine 

2 D = {(x,y) E IR , O C x < A,  O 6 y < A ) .  (A désignant une constante 

positive). 

Nous montrerons l'existence d'une solution u de l'équation 



3 a u 3 a u 
P 

2 2 O  soumise aux conditions de bord. 
ax ay axay 

où a et 6 sont deux constantes comprises strictement entre O  et 1 

La première condition relative à u ( 0 , O )  donne 

M ( 0 )  = N ( 0 )  = P(0)  = 0. 

De plus, on a les relations 

qui ne sont compatibles que si 

et qui de plus donnent 

M 1 ( 0 )  = N 1 ( 0 )  = ~ ' ( 0 )  = O  

au au 
puisque - ( 0 , O )  = 0, - ( 0 , O )  = O.  a x a Y 



2 
S i  l a  s o l u t i o n  du problème de  Goursat e s t  de  c l a s s e  C  , on peut  é c r i r e  

pour M y  N ,  P d e  c l a s s e  c2 l e s  r e l a t i o n s  

q u i  ne s o n t  compatibles que s i  

(f12-1 )Pl" (O) + (a2-1 )N" (O) = ( a 2 @ 2 - ~ ) P " ( i )  . 

En f a i t ,  il e s t  p o s s i b l e  d e  supposer P"(0) = O,  en  e f f e t ,  

posons 

On v é r i f i e  qu'on a  b i en  

On a a u s s i  

Et  en posant  



On voit bien que pour avoir P"(0) = O il suffit de prendre 

Pl' (O) k = -  
2 

Nous remarquons qu'on a toujours 

M(0) = N(0) = P(0) 

M' (O) = N' (O) = P' (O). 

En conclusion, nous pouvons dire qu'une solution u correspondant 

au triplet (M,N,P) telle que 

(1.7) 
2 2 2 (6 -1)M1'(O) + (a2-~)N"(o) = (a 6 -1)P1'(0) 

donnera une solution w pour le triplet (M,N,P) pourvu que 

Réciproquement, une solution w satisfaisant (1.8) donnera 

une solution u satisfaisant (1.7) pourvu que l'on ait 

Enfin, la relation (1.8) est la traduction de l'existence d'une 

dérivée seconde nulle de la fonction T : 

d )  F o k r n ~ ~ o c z  du ptobtèrne. 

Nous étudierons alors le problème de Goursat suivant 



et M, N, P satisfont les hypothèses suivantes 

(H. 1) MEC'(@,~,R) M(O) =M(')(o) = O  

(H. 2) N E C'([O,A],R) N(O) = N(')(o) = O  

(H. 3) P E  c2([o,~],8) P(O) = ~("(0) =P(~)(o) = O  

(H. 4 )  T E  c~(co,A~,R) T(X) = ~(6x1-M(x)+N(~x)-N(x), T(~)(o) - O  

(H.5) ) (x) - M(') (x) 1 K(x-~)~ 

(H. G )  1 N(I) (;) - N(') (X) / r( K(x-~)~ 

(H. 7) 
(2) - I P  (x) -P(~)(x)~ h ~ ( x - x ) ~  

(H.8) 
(2) - 1 T (XI - T(~) (X) l 4 K(x-~)~ 

Nous avons vu que la solution générale s'écrivait 

avec Q I ,  Ji2 et Y trois fonctions arbitraires, 



g2 appartenant à c * ( ~ , ~ , R )  et Y à c~[o,~A],IR). 

Nous supposons pour le moment que les fonctions M, N et P 

sont analytiques. Elles peuvent s'écrire : 

Nous supposons alors fll, g2 et Y analytiques de sorte que : 

n 9, = 1 anX 
n 

x )  = )i bnxn 
n 

Y3 (x) = 1 C xn . 
n 

n 

En utilisant les conditions initiales, nous obtenons le système 

d'équations fonctionnelles 

qui est équivalent au système 



et ceci pour tout n appartenant à IN. 

Le déterminant principal Dn est : 

OU 

n n n  
Dn 

= 2" + (1+aInf + an(~+~)n - (i+aIn - (i+BIn - 2 a 6 (n 2 O). 

Do = O mais M(0) = ~(0) = P(0) = O c'est-à-dire 

= B = Co = 0 ;le système sera alors compatible avec a. = b = c = 0, A. O O O 

soit 

De même D l  = 2 + (l+a) + a(l+B) - (l+B) - 2afi = O la compatibilité 

du système sera assurée si on prend a = bl= c = O soit 1 1 

Etudions maintenant D pour n 2 2 n 



D peut  s ' é c r i r e  seus forme de Al(n)  + A2(n) avec 
n 

1 En prenant  ci S - 1 , B f  7 A (n) s e r a  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  : 
1 

1 1 4 n  e n e f f e t  a 6 7 ,  B f -  e n t r a î n e q u e  ( l + a ) " +  ( l + ~ ) " C 2 ( - )  o r  
3 3 

4 n 
2(7) < 2 "  pour R I  2 e t  c e c i  donne ( l + a l n  + (1+6In < 2n s o i t  A (n) > 0. 

1 

comme O < a <  1 ,  O < B < 1 e t  n  b k o n a  ak > a n ,  Bk > 6" 

ce  qui donne 

n n 
n n n  A2(n) > anBn 1 C! + anBn 1 C: - 2 a B 

k=O k=O 

n n n  n n n  n n n  n 
A2(n) > 2 a B + 2 a B - 2 a (3 c a r  2 " =  ( i c i ) "  = 

k-O 

donc n n n 
A2(n) ' 2 a B 

1 1 Par conséquent,  pour a S , 6 6 , D e s t  s t r i c t emen t  
n 

p o s i t i f  pour t o u t  n  a 2.  



In t roduisons  t r o i s  fonc t ions  ana ly t iques  X(x), y(x) e t  ~ ( x )  



Tenant compte de D supposons que les fonctions M, N, P s'écrivent n 

Ce qui nous donnera 

Il en résulte que : 

n 
a n = [2" - (i+@)?hn + C(l+a)" - zna"ln + [an(i+b)" - (l+a) _]vn 

b n = [(I+B) - ~ " B ~ J x  n + [2" - (1+ci)"]vn + [~"(i+a)" - (~+B)~]v, 

= cen- 11 A, + bn- II Un + rl . 
n - 

Par conséquent, les fonctions cherchées dl, d2 et Y s'écrivent : 

Il est bien entendu que ce qui précède est formel nous n'avons 

pas recherché la convergence des différentes séries entières introduites. 



Les conditions C2 = O et c = O (P"(0)  = Yt'(0) = O) 
2 

imposent la relation : 

qui n'est autre que l'existence d'une dérivée seconde nulle de la fonction 

T au point O. 

d )  C o n d u ~ i o n .  

On vient de montrer l'existence d'une solution de notre équation 

dans le cadre analytique, cela nous permet surtout d'avoir une forme des 

fonc t ions $1, q2, Y solutions du système (1.9) quand on se place dans 

le cadre non analytique. 

1 
En prenant maintenant M et N appartenant à C ([o,A] ,IR). 

P à c2 ( ~O,AJ - ,IR), nous devons montrer l'existence des fonctions A(x) 

1 
et p (x) appartenant à c ( [O,ZA] , IR), d 'une fonction v(x) appartenant 

à c2 ( r0,2~] - ,R) telles que 

7 ' )  TntrraducZlon. ----- ------- 

L'équation (1.Ll)peut s'écrire sous la forme de 

c'est-à-dire (1.14) A(x) - h(aBx) = Fl  (x) avec 



et considérons la relation (1.14) comme une équation fonctionnelle où la 

fonction inconnue est X (on suppose pour 1Instant que F1 est connue) . 
Pour la résoudre, on utilise le lemme : 

1 .1 .  (Borzymowski [3] ) . - 
Si F est définie dans J = ]O,A~ et satisfait 

1 

(x e J, C et y constantes positives), alors la fonction 

satisfait l'équation (1.14) pour tout x de J. Elle est l'unique solution 

de (1.14) dans la classe S des fonctions h vérifiant la condition 

lim X(x) = O. 
x*+ 

Ptreuve : 
CO 

On vérifie que si 1 F1 ( (a@) lkx) converge dans J, sa somme 
k=O 

h(x) satisfait l'équation (1.14). 

En effet : 



CO 

Il reste Zi montrer la convergence de la série P l  ((a~)~x), 
k-O 

.- . 

soit uk(x) son terme général, la condition  IF^ (x) 1 6 C x " ~  entraîne 

et comme (a~)~+l < 1 on peut conclure que la série converge dans J .  

Pour montrer l'unicité, il suffit de voir que toute fonction A(x) 

satisfaisant (1.14) vérifie l'équation 

En utilisant le fait que X c S en faisant tendre n vers +m 

CO 

On remarque que /X(x) 1 < c 1 (aB) k(l+yIxl+y 
k=O 

Soit IX(x)l a C 
1 1 +Y 

X .  

1 -(a@) 

00 

k 
Donc toute fonction satisfaisant (1.14) s'écrit Fl ( (aB) x) , 

k=O 
d'où l'unicité. 

Nous supposons pour l'instant que F (x) vérifie la condition 
1 

du lemme (I.l), (nous le montrerons par la suite). On a donc 

avec 



On montre l ' ex i s t ence  de A en s e  servant: du théorème de Schaüder, 

il faudra s i t u e r  A dans un convexe fermé d'un espace de Banach e t  é t u d i e r  

% son image par  l a  t ransformation X + A : 

03 
'L k 
h(x) = 1 Fl((aB) x) pour O < x L A 

k=O 
(1.15) 

En supposant que l e s  a s s e r t i o n s  du théorème de Schaüder v é r i f i é e s ,  

no t re  app l i ca t ion  admettra un po in t  f i x e  qui  coïncide exactement avec l a  

s o l u t i o n  A cherchée. 

2') ExAtence d'un convexe. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
Considérons l ' e space  A des fonct ions  A d é f i n i e s  e t  de 

c l a s s e  c l dans [o,A~ e t  à va leurs  dans R ,  on i n t r o d u i t  l a  norme 1 1 1 1 
d é f i n i e  par  

A muni de c e t t e  norme e s t  un espace de Banach. On considère 

maintenant dans A l'ensemble Z des fonct ions  X s a t i s f a i s a n t  l e s  

condi t ions  

- 
( (O d x $  x( A: O < 0 < h, L cons tante  p o s i t i v e ) .  

Il e s t  c l a i r  que Z e s t  un convexe fermé, notons a u s s i  que 

pour A E 2, on a 

IA1(x)l & L x 
0 



et enfin d'après les hypothèses (H.l) et ( H . 5 ) ,  on a : 

Nous devons trouver les conditions pour lesquelles l'application 

(1.15) transforme Z en lui-même, tout d'abord d'après les relations (1.16) 

et (I.18), on a : 

Soit 

(m = 0,1, C constante positive). 

(On remarque que F1 satisfait la condition du lemme 1.1). 

Il en résulte que 

% 8+1-ni 1 Vrn) (x) 1 4 L x 

% C 
( m - O ,  1 ; L = - 1 .  

1 -a6 

% % 
On en déduit que X(x) et X1(x) convergent vers O quand x 

l tend vers O, soit 
1 



'L 1 
'et que X e C ( ~ , A J  ,IR) car ?( se présente comme limite uniforme d'une 

suite de fonctions dérivables. 

'L 
On doit maintenant trouver sous quelles conditions X satisfait 

la relation (1.16). 

En utilisant l'hypothèse (H.5), la relation (1.16) on obtient : 

pour O G x a  ;GA'. 

Il en résulte que 

ce qui donne 

2, 
A satisfera alors la relation (1.16) si 



Pour que cette dernière inggalité se réalise, il suffit de 

prendre 

a et f3 suffisamment petits : 
--A. 

K et L tels que 

Nous pouvons conclure que l'application (1.15) transforme Z 

en lui-même pourvu que soit réalisée (1.19). 

3") CompaciXé de l'image de z. ------------------ ---- 

% 
Soit Z l'image de Z par l'application (1.15) 

2, 
Nous allons prouver la compacité de Z en nous basant sur le 

théorème d'Ascoli-Arzela. 

Pour qu'un ensemble E de fonctions continues soit relativement 

compact dans C(K), K compact métrique il faut et il suffit que soient 

réalisées les conditions suivantes : 

(ml La fonction t -t (t+1) t8+l+(t+l) 0+1+~8 t28+2 est continue sur @,+WC et 

tend vers 1 lorsque t tend vers O. 



1) Les fonctions de E sont bornées dans leur ensemble 

i.e. il existe une constante M telle que 

/x(t> 1 < M (XE: E, t E K). 

2) Les fonctions de E sont équicontinues. 

x étantcomprisentre O et A', ?(x) estbornédans IR, 

'L 'L 
de plus les A appartenant à Z vérifient 

et ceci montre clairement leur équicontinuité. 

'L 
On remarque aussi que Z est évidemment fermé et d'après le 

'L 
théorème d'Ascoli-Arzela, on a alors la compacité de Z. 

4 ' )   CO^^^ de R ' a p j ~ f i c a ~ o n .  ........................... 

Soit An une suite de fonctions de Z convergeant vers une 

'L 'L 
fonction X de Z, soient X et X les images de A et X par notre 

n n 
'L 'L 

transformation, nous devrons montrer que X converge vers X c'est-à-dire n 

Tout d'abord, on prouvera que pour m = 0,l 

(X E P,A~ ; H constante positive) 



o = max ( sup ~ ( ~ ) ( x )  - ~ ( ~ ) ( x ) l )  
n 

m=0,1 F , A ~  n 

e t  6 un nombre a r b i t r a i r e  t e l  que 

s o i t  x  & ~o,AT - - 

Il en r é s u l t e  que pour m = 0 , l  

w -  

(x) - k m (m) a + l  k  
m (XI = - k-o 1 l(9) B ( a ~ )  ] Chn ( (-5-1 B ( a ~ )  x) - ( ( T I  B ( 4 )  kx)] 

k  m (m) f3+1 - y [ ( y ) a ( a B ) ]  [A n  ( ( T ) a ( a ~ ) k x )  - A(m)((q)B(aB)kx)]  
k=O 

03 

k m (m) a+l 
+ 1 [(FI ] 6 n ( a ~ ) ~ x )  - ( ( 9 )  ( ~ B I ~ X ) ]  

k=O 

n 



- 23 - 

On s e  donne 6  un r é e l  t e l  que 

0 < 6 < 1 .  

On en d é d u i t  que 

CO 

n 
k=O n  

k  
I h ~ m ) ( ( ~ ) ~ ( a ~ )  x ) - h ( m ) ( ( y ) B ( a ~ > k x ) 1 6  

CO 

k  
+ 1 [ ( ~ ) a ( a @ ) ~ ] ~ l  ( ( y ) a ( a B )  X ) - X ( ~ )  ( ( y ) a ( a ~ ) ~ x )  1 1-6 

k=O n  

/ hAm) ( ( F ) a ( a ~ ) ~ x )  - A ( ~ )  ((y) ~ ( a ~ ) ~ x )  1 
CO 

+ (,BI k] 1 A:) ( ( a ~ )  kx) -A ( (Y) ( a ~ )  'x) 1 - 
k=O 

1 hLm) ( (a@) kx - h  ( (q) (af3) kx) 1 
CO 

k  
+ 1 [(y) <a@> k] ((2) <UB) X) - d m )  ((y) ( a ~ ) k x )  ( 

k=O 

/ h ( m ) ( ( ~ ) ( a B > k x )  n  - ~ ( ~ ) ( ( f  ) ( a 6 l k x ) I 6  . 

En majorant  ( ((9) ~ ( a p ) ~ ~ )  - h(m) ((F) B(aB)kx) / 1-6 n  Par  

Max { sup 1 h:)(x) - h  
rn=o,i [o,A. 

on a u r a  : 



(m) a+l k k /i { k ~ ) B ( ~ B ) i ] m I i  (TB(~B) X I I  +/A(+B(~B) x d 6  
k=O - 

En utilisant le fait que A n et A appartiennent à Z, on obtient 

a3 - 
"J(d k 8+1-m 6 

1-6 1 { ~ ( a a ) l  '~L(Y @(a,) x) ] 1 An (x) -?(m) (x) / 6 On 
k=O - 

soit 

[Fm) (x) - 1-6 6 (8+1-m) 
n 



Utilisant le fait que X converge vers A ,  on peut conclure n 

(m = O, 1 ) tend uniformément pour x E [O,A] vers X(m) (x) que 

et cela est équivalent à la relation (1.20). 

Nous sommes à présent en mesure d'appliquer le théorème de 

Schaüdeq en se basant sur celui-ci on peut affirmer qu'il existe un point 

fixe de l'application ( I .15) ,  c'est-à-dire une fonction h appartenant 

1 
à C (@,A~,IR), satisfaisant pour x E [o,A~ la relation 

A(2x) - A(2aBx) = M(x) + A((a+l)x) - A((a+l) x) + X((B+l)x) - A((B+l)ax). 

Nous pouvons à présent formuler le lemme suivant : 

Lemme 1.2.- 

Sous les hypothèses 

MEC'(~,A],R) M(o)=M'(o)=o 

1 M'(:) - M'(x) 1 r K(x-~) O C X S X G A  

O < a, B d a suffisamment petit pour satisfaire (1.19). 

L'équation 

A(2x) - h(2aBx) = ~ ( x )  + h((a+l)x) - X((a+i)Bx) + X((B+l)x) - X((B+l)ax) 

1 
admet une solution appartenant à C ( D,~A]  , W) . 

L'énoncé du lemme suivant dont la démonstration se fait 

exactement de la même manière que celle du lemme 1.2 assure l'existence de p. 



1-i ( 2 ~ )  

admet 

Lemme 1 . 3 . -  

Sous les hypothèses 

O < a,f3 C a suffisamment petit pour satisfaire (1.19) 

L'équation 

- u(2aBx) = N(x) + u ( ( a + l ) x )  - u((a+1)bx) + y ( ( ~ + l ) ~ )  - p ( ( ~ + i ) ~ ~ )  

1 
. une solution appartenant à C ( [o,~A] ,IR) . 

Ecrivons l'équation (1.13) sous la forme : 

c'est-à-dire 

v(x> - v(  (a8)x) = F ~ ( x )  

x a+ 1 a+ 1 B+ 1 
avec F2 (x) = P + v (T x) - v ( ~  ~ x )  + v (- 

B+ 1 
2  x) - v ( ~  ax) .  

On suppose pour l'instant que F7(x) est connue et satisfait - 
la condition du lemme (1.1) en utilisant ce dernier, on obtient 

ExAtence d'un convexe. ...................... 

Considérons W l'espace des fonctions de classe c2 dans ~ , A I  - 



à valeurs dans R, on introduit la norme 1 1  ( 1  défini pour 

W muni de cette norme est un espace de Banach, on considère 

dans W l'ensemble B des fonctions V satisfaisant les conditions 

v(m)(~) = O pour m - 0,1,2 

(O ,< x s x 4 A'). 

Il est clair que B est un convexe fermé, notons aussi que 

pour v E B, on a : 

et, enfin, d'après les hypothèses ( ~ . 3 )  et ( ~ . 7 ) ,  on a 

2> 
On transforme B par l'opération suivante v -+ v : 



Nous devons trouver les conditions pour lesquelles l'application 

(1.22) transforme B en lui-même, tout d'abord d'après les relations (I.21), 

on a 

soit 

1 F i m )  (x) ( h C x 8+2-m 

(on remarque que F2 satisfait la condition du lemme 1 .1 ) .  

Il en résulte que : 

2i 
On en déduit que ~ ( x )  et ses dérivées jusqu'à l'ordre 2 convergent 

vers O quand x tend vers O soit 

Ym)(o) = O m = 0,1,2 

et que V E c ~ ( [ o , A ~  ,IR. 



'L 
On doit maintenant trouver sous quelles conditions v satisfait 

la relation (1.21). 

En utilisant l'hypothèse (H.3) et la relation 1 .  on 

obtient 

Il en résulte que 

'L 
v satisfera la relation (1.21) si 

Maislechoixdéjàfaitde a,B,K et L (voir (1.19)) assure également 

la réalisation de cette dernière inégalité. 

On prouve facilement en se servant du théorème d'Ascoli-Arzela 

% 
la compacité de B image de B par l'application (1.22). 

Un raisonnement analogue à celui du lemme 1.1 donne la continuité 

de l'application (1.22). 



L m e  7 . 4 . -  

Sous les hypothèses 

O < a,$ $ suffisamment petit pour satisfaire 1.19. 

L ' équation 

~ ( 2 ~ )  - v(2aBx) = P(X) + v( ( l+a )x )  - v(( l+a)Bx) + v(( l+B)x)  - v(( l+B)ax)  

admet une solution appartenant à c2{ ~ 0 ~ 2 ~ 1  Y 

3 " )  Exhtence de a .  ------------ 

Nous venons de montrer l'existence des fonctions de c1([0,24 ,IR) 

h  et p satisfaisant (1.11) et (1.12). 

En remplaçant dans (1.11) x  par px et dans (1.12) x par ax  

on obtient 

l et en écrivant (1.24) + (1.25) - (1.1 1).  (1.12) nous aurons 

& ( 2 6 ~ ) - h  (2x) +p (2ax)-p (2x)] - (2aB2x) -A (2aBx) +p ( 2 A x ) - p  (2af3x)l = Fl(Bx) -M(x) +N (ax) -N ( x j ]  



Nous remarquons alors que la fonction a(x) = A(f3x)-A(x)+p(ax)-p(x) 

vérifie l'équation 

avec 

T ( x )  = M(Bx) - M(x) + N(ax) - N(x). 

Avec les hypothèses ( H . 4 ) ,  (H.8) et par un raisonnement similaire 

à celui qui est fait dans la démonstration du lemme 1.4 nous prouvons 

l'existence d'une telle fonction o de classe c2 dans [0,2~]. ' 

d )  Théai~ëme d ' exAtence. 

Nous sommes maintenant en mesure de formuler le théorème d'existence. 

1 Avec les hypothèses 

I O a, 6 5 6 suff isarnment petit pour satisfaire (1.19). 



Le problème de Goursat 

admet une solution dans D = ((x,y) : O S x 5 A ,  O ,< y 5 A ) .  



CHAPITRE 11 

PROBLEME DE GOURSAT RELATIF A L'EWATION 

3 a u 3 a u - - =  
2 2 C(x,y,u). 

ax ay axay 

( A )  CAS LINEAIRE. 

1 Considérons maintenant l'équation 

soumise aux conditions initiales 

(II. 7) 

Définissons la fonction T par 

T (x) = M ( Bx) -M (x) +N (ax) -N (x) 

et supposons que les fonctions M, N et T satisfont les hypothèses : 



(H.6)  I N ( ' ) ( G )  - N ( ' ) ( x ) (  r K(X-xlh 
O < x & X a A ,  h ~ ] ~ , q ,  K > O  

(H. 7) 1 P ( ~ )  (;) - P ( ~ )  (x) 1 6 K ( x - x ) ~  

Supposons, en ou t re ,  que l a  fonc t ion  c s a t i s f a i t  l 'hypothèse 

suivante  : 

La fonct ion  c e s t  continue au  sens de Holder dans l e  

2  
domaine D= { (x ,y )  e IR ; O a x  5 A ,  O s y  s A ,  x+y s A) 

a )  S o W o n  génétrde. ----------------- 
Suivant l a  procédure du c h a p i t r e  précédent,  nous é c r i r o n s  

une so lu t ion  générale de l ' é q u a t i o n  sous l a  forme : 

(II. 2) .(.,y) = d l ( x )  + $ 2 ( ~ )  + Y(x+y) + R(x,y) 



1 et QI , Q2, Y sont des fonctions arbitraires, g I ,  Qî appartenant à C ([o,A] ,R) 

et Y à c~(@,~A~,R). 

61 P t t o p t t X t é ~  de ~(x,y). 

R(x,y) possède les propriétés suivantes : 

(II. 3) 

(II. 4) 

d - - d 1, R(e x,e x) - - 2 -2-h - h 
1 2  dx R(elx,e2x) 1 G 1 e e x (x-x) 1 2  

d2 - - d 
R(elx,e2x) - - 2-1-h - h 2 R(elx,e2x) ( G l(e e ) x (x-x) 

dx dx 1 2  

1 constante positive 

En effet, nous pouvons écrire 

avec 

Il en résulte que 

c'est-à-dire 



nous en déduisons 

Et en utilisant l'hypothèse (H.9), on obtient l'inégalité (11.3). 

d2 a 
De même 7 R(x,x) = Zm(x,x) + \ - {m(x,s) + m(s,x)}ds 

dx '0 
a x 

a a mais - m(x,y) - - a x ay 
m(x,y) = c(x,y) de sorte que 

et toujours en utilisant l'hypothèse (H.9), on obtient l'inégalité (11.4). 

c )  E x A d e n c e  d e  !a aoluLkon. ........................ 

Comme dans le chapitre 1, nous aurons à résoudre le système 

d'équations fonctionnelles obtenu à partir de la relation (11.2) et les 

conditions de bord, à savoir : 



$l (x) + $2( X) + y ( ( l + a ) x )  = M(x) - R(x,ax) 

( I I .  5 )  d l ( 6 x )  + q2(x)  + Y((l+B)x) = N(x) - R(Bx,x) 

Ce système peut s'écrire sous la forme 

avec 

On posera aussi 

2, 2, 2, ?, ?, 
T(x) = M(Bx) - M(x) + N(ax) - N(x). 

~ ' a ~ r è s  le chapitre 1, le système (11.6) sera résolu si les 

' h ' L Z i 2 ,  
fonctions M y  N, P, T vérifient les hypothèses du théorème 1. c'est ce 

que nous allons montrer. 

Tout d'abord, nous déduisons facilement des hypothèses (H.1) - (H.8) 
les conditions : 



Et en servant des propriétés de R(x,y), (11.3) et (11.4) nous obtenons 

les inégalités suivantes : 

soit 

'L 
I$(')(x) - M(')(X)l s K(X-X) h 

IS")<X> - N(') (x) 1 r 'i<~-x)~ 

/Y2)(;) - Y2)(x)l 4 %(x-xlh 

- a(*) (x) 1 C â(~-x)~. 

ci) ThEotGme d ' exinrtence. .................... 
% % % %  

Ainsi les fonctions M, N, P, T vérifient les hypothèses 

du théorème 1 et nous pouvons donc formuler le théorème d'existence suivant : 

Avec les hypothèses 



c(x ,y)  cont inue  au sens  de Holder dans D. 

O < a,B f a suffisamment p e t i t  pour s a t i s f a i r e  (1.19).  

Le probleme de  Goursat su ivan t  : 

admet une s o l u t i o n  dans l e  domaine 

( B )  CAS NON LINEAIRE. 

7 ) FarrmLLeafio n du pka b l ê ~ e .  

Considérons maintenant l ' é q u a t i o n  non l i n é a i r e  

soumise aux cond i t i ons  i n i t i a l e s  : 

Défin issons  l a  f o n c t i o n  T par  : 

T (x) = M ( Bx) -M (x) +N (ax) -N (x) 

e t  supposons que nous ayons l e s  hypothèses 



1 et dans laquelle c(x,y,z) vérifie l'hypothèse suivante : 

ff ypoth2ae ff. 10 : 

La fonction c(x,y,z) est continue dans D x IR 

et vérifie les conditions : 

1 Toujours suivant la même procédure, nous écrirons une solution 

générale de l'équation (11.7) sous la forme : 



et ql, g2, Y sont des fonctions arbitraires, 9,  et g2 appartenant 

à c~(E,AJ,~R) et Y 3 C~([O,~A],IR). 

b] PosiaXon du pkoblème. .................... 

A partir de la relation (11.8) et les conditions de bord, 

nous obtenons le système suivant : 

l Pour résoudre notre problème, il suffit de trouver des fonctions 

dl , g2, Y et u suffisamment régulières et satisfaisant la relation (II. 8) 

et le système précédent ; la preuve de l'existence de telles fonctions est 

basée sur le théorème du point fixe de Schaüder. Nous suivrons la procédure 

du chapitre 1, c'est-à-dire nous montrerons d'abord l'existence des fonc- 

1 
tions h et p appartenant à C ([0,2~] ,IR) de deux fonctions v et 0 

appartenant à C' ([O, 2 ~ 3  ,IR) telles que : 



Ainsi l e s  fonctions Q1, J)2 Y d é f i n i e s  par 

v é r i f i e r o n t  l e  système (11.9) e t  

s e r a  so lu t ion  de n o t r e  problsme. 

Le  système (11.10) peut s ' é c r i r e  sous l a  forme de 

( I I .  12) 

h (x) - h (aBx) = G (x) 

P(Y) - V(aBy) = G2(y) 

v (x) - v (aBx) = G3 (x) 

avec 

A p a r t i r  de ces de rn iè res  r e l a t i o n s  nous obtenons l a  r e l a t i o n  suivante  : 



- o(aBx) = cl (Bx) + G2 (ax) - Gl (x) - G~ (x) 

c'est-à-dire 

a+ l a+ 1 B+ 1 B+ 1 
+ O(- 2 x)-~((-zj-)Bx)+~(- 2 x)-o((~)~x) 

soit 

(II. 12) 

avec 

Considérons les relations du système (11.11) et la relation (11.12) 

comme équations fonctionnelles où les fonctions inconnues sont A ,  p, V et O. 

(Nous supposons pour l'instant que Gl (x) , G2 ( y ) ,  G3 (x) et G4 (x) sont 

connues et vérifient la condition du lemme (I.l), nous le montrerons par la 

suite). En l'utilisant nous aurons donc 

(II. 13) 



6 ] ExAXence d'un convexe. ...................... 

Dans le but d'appliquer le théorème de Schaüder, considérons 

l'espace A des systèmes U 

On introduit la norme I I  I I  définie par 

sup lU(X,Yl] 
D 

et A muni de cette norme est un espace de Banach. 

On considère maintenant dans A l'ensemble Z des points U E A 

satisfaisant les conditions : 

(II. 14) 

(O) . (O) . 0 rn = 0,l 

- x  1 5 L(x-X)O 

l 1  ) 7 -  ) y 1 S ~(7-y)@ 

"(m)(o) = Jm)(o) = O rn = 0,1,2 

1 v 2  ( 1  - v(2) (x) 1 r L (:-XI 

1 d2) (XI - d2) (XI 1 L(X-~)' 



8 ~ ] ~ , m i n ( h , h ~ ) ~  L et p constantes positives. 

Il est clair que Z est un convexe fermé, notons aussi que pour 

U Z on a les inégalités suivantes 

(II. 15) 

En tenant compte des relations (II.13), on étudie l'image de Z par la 

transformation : 

(II. 16) 



pour 0 < x &  2A, O < y  2A 

Nous devons trouver les conditions suffisantes pour l'inclusion 

5 5 
Z C  Z où Z désigne l'image de Z par la transformation (11.16). Tout 

d'abord nous avons besoin de quelques relations : 

(II. 17) 
d. - - - R(x,ax) - - ~(x,ax)I i const(i+p)x(X-x) 9 1 dX dx 

d d 8 
(II. 18) Id.; R(B?,~) - d y  R(By,y) ( * const(l+p)y(y-y) 

- - 
(II. 19) 

d2 R(e x,e x) - - R(e x,e x) & const(l+p)(x-x) 9 

dx 1 2  dx 
2 1 2  

(II. 20) 
3-9 

IR(;,?) - R(xSy) 1 & const(l+p)A ~(x-x)' - + (y-y)? 

- - - 
( O & x < x & A ,  O & y & y & A  ; x+y&A, x+y6A) 

La notation const signifie une constante positive. 

En effet, nous pouvons écrire 



avec 

Il en résulte que 

nous en déduisons 

En utilisant l'hypothèse (H.10) et les relations (11.14) nous 

obtenons : 



NOUS aurons aussi 

Finalement, nous aurons l'inégalité (II. 17) 

Un raisonnement similaire au précédent permet d'avoir les autres inégalités. 

En utilisant les hypothèses ( 1  - ( 8  les relations (11.15) 

et les inégalités précédentes, on a 

1 G (x) 1 < Cons t x 0+1 -m 
m = 0,l 

I~:~)(y)l c Const y 
8+1-m 

8+2-m 
(x) 1 4 Cons t x 1 G3 

1 c?) (x) 1 6 Const x 
8+2-m 

(on remarque que les fonctions Gl, G2, G3 et G4 vérifient la condition 

du lemme 1.1). 



Il en r é s u l t e  que 

%(ml I X  (x)l  s cons t  x 
O+ 1 -m 

~ z ( ~ ) ( y ) l  4 Const y 
B+1-m 

8 +2-m 
I:(~) (x) 1 s Cons t x 

1 o(m) (XI 1 < Cons t x 
8+2-m 

% 
Nous en déduisons que h ( x )  e t  ? ( l )  (x) convergent v e r s  O 

"d 
quand x tend ve r s  O ,  ~ ( y )  e t  :( ')(Y) convergent vers  O quand y 

'L 'L 
tend ve r s  O ,  v (x ) ,  o(x) e t  l e u r s  dér ivées  jusqu'à l ' o r d r e  2 convergent 

ve r s  O quand x tend ve r s  O s o i t  

e t  que I o  C ~ ( F , ~ A ~ / , R ) , ;  E c 1 ( ~ 0 , 2 q , ~ ) , :  E C ~ ( [ O , % A ] , P ) , ; ~  C~(P ,ZAI ,~R) .  

Enfin,  u e s t  cont inue e t  v é r i f i e  u(0,O) = 0.  

T L ' L ' L ' L  
On d o i t  maintenant trouver sous que l l e s  condi t ions l e s  fonct ions A,p,v,o 

'L 
e t  u s a t i s f o n t  l e s  condi t ions  (11.13). 

D'après l e s  i n é g a l i t é s  (11.17) - (11.20) l e s  hypothèses H . 5  - H.8 

l e s  r e l a t i o n s  ( I I . 4 ) ,  nous avons 

"41)  
L 1 +e 

1 A <x)-P <x) 1 a + l )  1+8ge+1+(~+i)1+Da1+e+(a+i) +(fi+l)l+?] 

S 
2 

(X-x) 8 
1 - ( ~ B ) ~ + I  



IV(~) (;)-Y2) (x) 1 
L [(,+1)8+2 8+2 Cl (2~)~-'(l+p)+ D +(~+l)~+~cx~+~+(a+i) 8+2 +(B+I)'+~ 

a 2 

(X-x) 
8 

1 - 

L 0+2 0+2 8+2 
1 Y2) (z) -Y2) (x) 1 cl (2Alh-'( 1 +pl+ ;~; i  [(a+' ) B +(B+ 1 )e+2ae+2+(a+l ) + ( ~ + 1  )'+y 

(cl , c2 étant des constantes positives). 

% % %  % % 
Les fonctions A , ~ , v ,  o et p satisferont les conditions (11.13) 

si 



Pour que ces dernières inégalités se réalisent, il suffit de 

prendre 

l A suffisamment petit 

- 
a,B & a suffisamment petit pour satisfaire 

On preuve facilement en se servant du théorème d'Ascoli-Arzela 

Tl 
la compacité de Z image de Z par notre transformation. 

C )  CoM;ti&é de llapp&caZLon. - ------- ------- ------------ 

Considérons U, = [ ~ I ( ~ ) y ~ ~ ~ ~ i ~ I ( ~ ) ~ ~ I ( x ) y u l ( ~ i ~ ) ]  et 

U, = Ch2 (x) ,p2 (y) ,v2 (x) ,02 (x) ,u2 (xyY>1 deux points de Z .  Soient 

les images de 
U1' U2 

par la transformation (II.16), nous allons montrer 

l'inégalité suivante : 

max 



6 
< cons t max [ max [ sup A 1.1 (x) -A:.) (XI 1 

m=o,i [0,24 

où 6 e s t  un nombre posi ' t i f  a r b i t r a i r e  t e l  que O < 6 < 1 

En e f f e t ,  s o i t  x E. b , 2 ~ ] ,  

en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  ( I I . 1 5 ) ,  il en r é s u l t e  que pour m = 0 , l  



En s e  s e r v a n t  de  l ' hypo thèse  (H.10), nous obtenons 

1 i m  x m  x  1 6 k 1  max m x - m x  + k 2 b u p  u ~ ( x , ~ ) - u ~ ( x , ~ ) I ~  6 
D 

k2 é t a n t  une c o n s t a n t e  p o s i t i v e .  

De même, on a  pour m = 0 , 1 ,  y  E [0,2~] 

pour m = 0 , 1 , 2 ,  X E  [0,2A] 

1 Y(m) (x)  (x)  1 6 k  1 m-O, ma. I , 2 !  r 0 , 2 ~ 1  su. 1 v im)  (x i  -.:ml (XI ] 5 k2 lip 1 u  (x,  Y) -u2 (.y Y) 1 
L - 1" 

1 ;(ml 
1 (x)  (x) 1 6 k  ~ i ~ ) ( x ) - ~ ~ ~ ) ( x ) ] ~  + k2[.up ~ ~ ( x , y ) - ~ ~ ( x ~ y  

D 

Enf in ,  pour (x ,y )  E D e t  t o u j o u r s  d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  (II.15), 

l ' h y p o t h è s e  (H.10), on a  l ' i n é g a l i t é  s u i v a n t e  : 

max [ su. 1 v m  x  - (ln' (x )  1 " sUP J V ( ~ ) ( Y ) - V ; ~ ) ( Y ) ] ~  + di m = o , l , 2  r0,2A, + d3 mm~n:l [py2A1 - - - 

+ d, max sup o i m )  (XI - nim)  (XI ]' 
.=O, 1 y 2  [[O,..] 



dl, d2, d3, d4, dg désignent toutes des constantes positives. 

En utilisant les relations précédentes, nous aurons la relation (11.22) 

qui nous donne immédiatement la continuité de la transformation (11.16). Toutes 

les assertions du théorèmes du point fixe de Schaüder sont à présent vérifiées. 

En se basant sur ce théorème, on peut affirmer qu'il existe un point fixe 

O 
U = [~'(x) ,p (y) ,vo(x) ,oO(x), U'(X,~~ de la transformation (II. 16). c'est-à-dire 

O 
des fonctions ~ 7 ,  $; , Y', u satisfaisant le système (11.9) et la relation 

(11.8). 

Nous sommes en mesure maintenant de formuler le théorème d'existence 

locale suivant : 

ThéohCrne Z 7.7. - 

Avec les hypothèses 

T E c~(~,A] ,IR) T(x) = M(BX)-M(X)+N(CIX)-N(x), T(~)(o) = O 

IM(')(x) - M(')(X)~ Ç K(;-xlh 

IN(')(;) - ~(l)(~)l 6 K(;-~)~ 

1 P(~) (x) - P(~) (XI 1 s K(X-X) h 

/ T(2) (x) - T(2) (x) 1 ( K(;-xlh 

c(x,y,z) continue dans D xrR et v6rifiant les conditions 



a , ~  G 

A et a suffisamment petit pour satisfaire (11.21). 

Alors le problème de Goursat suivant 

admet une solution dans le domaine 
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