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INTRODUCTION m 
Ce travail se situe dans le cadre de l'optimisation en nombres entiers 

dont les applications sont répandues dans de nombreux domaines économiques et 

techniques (problèmes d'investissement, de planification économique, d'affec- 

tation, de gestion de stocks, de découpe industriel, etc...). 

Il conserne la résolution des problèmes de l'optimisation d'une fonction 
n n 

linéaire cx (c E IR , x E N ) soumise à des contraintes linéaires exprimées en 

égalité ou en inégalité de la forme ax 2 (= )  b(a E zn, x E INn, b E Z), par les 

méthodes de programmation dynamique, d'énumération implicite ou les deux appro- 

ches combinées. 

Cet exposé est scindé en quatre chapitres : l'exposé des techniques et 

des algorithmes de programmation dynamique dans le cas du knapsack général 

(max cx s.c ax 2 b, x 2 u, x E INn où u E INn) (Chapitre 1) utilisés dans les 

autres chapitres est suivi de l'étude de deux problèmes particuliers : 

* Problème du knapsack 0-1 à contrainte parallèle à la fonction écono- 

mique: (SI max ax s.c ax 5 b, x E (O, 1)" (Chapitre II). 

* Problème du knapsack 0-1 (Chapitre III) à contrainte d'égalité ou d'iné- 

galité : (B) rnax cx s.c ax 2 (= )  b, x E CO, lin. Le dernier chapitre est 
consacré au problème de rotation de contraintes : étant donné un problème 

d'optimisation en nombres entiers à plusieurs contraintes ;Kianfar C401 

a montré qu'il est possible d'obtenir une formulation équivalente avec 

un domaine épousant mieux l'enveloppe convexe des points entiers en fai- 

sant subir une rotation à une ou plusieurs contraintes (soit celles du 

problème initiale, soit des contraintes additionnelles) de sorte qu'elles 

viennent s'appuyer sur de nouveaux points entiers. 

Chacun des chapitres est précédé d'une introduction précisant les idées 

abordées. 



Le Chapitre 1 est consacré à l'étude théorique de la programmation dyna- 

mique pour le problème du knapsack général. De ce point de vue, tout ce qui sera 

développé dans ce chapitre peut être généralisé de manière naturelle au problème 

à plusieurs contraintes. Une formulation du problème du knapsack général est 

donnée dans le cas d'une contrainte d'égalité (le cas d'une contrainte d'inégalité 

est classique). Les différentes techniques et équations récursives de la program- 

mation dynamique ainsi que les algorithmes correspondants sont répertoriés : il 

s'agit d'abord du problème du knapsack général où les variables sont bornées 

explicitement, ensuite celui des variables bornées implicitement et enfin le cas 

particulier du knapsack 0-1. 

Les conclusions tirées de cette synthèse sont générales :les complexités 

temporelle et spatiale des algorithmes de programmation dynamique dépendent 

fondamentalement de la taille du problème (n) et du second membre de la contrain- 

te (b). C'est essentiellement le paramètre b qui constituera la limitation de 

l'application de la programmation dynamique d'un point de vue encombrement mémoire. 

Le Chapitre II est consacré au problème particulier du knapsack 0-1: 

(S ) max ax S. c ax 5 b, x E (O, lin. Dans le cas où très peu (voir aucune) des 
solutions réalisables permettant d'atteindre b, les schémas d'énumération im- 

plicite sont pratiquement inutilisables même si b est relativement petit ;par 

contre les algorithmes de la programmation dynamique sont efficaces pour ce type 

de problèmes. Les algorithmes rencontrés dans la littérature ;résumés au début 

de ce chapitre ne semblent être efficaces que pour des problèmes de données bien 

particulières (c'est-à-dire, selon n, b et le nombre de solutions permettant 

d'atteindre b on applique tel ou tel algorithme). La proposition d'une méthode- 

appelée IDS-généralisant les méthodes existantes dans le sens suivant: si un 

problème est résoluble par l'une des méthodes existantes alors il est résoluble 

par IDS avec des temps comparables (les résultats numériques donnés en fin du 

chapitre le prouvent) ;la réciproque étant fausse ;constitue la preribe contri- 

bution de cette thèse. 

Le Chapitre III est consacré au problème du knapsack 0-1 général. Les 

études faites sur ce problème conduisent aux conclusions suivantes : 



- Il y a des problèmes qui ne peuvent être résolus que par les algorith- 
mes d'énumération implicite, d'autres uniquement par la programmation dynamique. 

- La performance des algorithmes d'énumération implicite est liée à la 

nature des données :plus les données sont carrelées plus le problème est dif- 

f icile . 

- Les algorithmes de la programmation dynamique sont moins affectés par 
cette correlation ;mais leur performance dépend de la valeur du second membre 

b de la contrainte. 

La proposition d'une méthode générale et efficace-notée ID- combinant 

l'énumération implicite et la programmation dynamique constitue la deuxième 

contribution de cette thèse : elle permet de résoudre une vaste classe de pro- 

blèmes bien plus grande que celle résoluble par les deux approches considérées 

séparément. Cette classe inclue le problème du knapsack 0-1 avec une contrainte 

d'égalité ;celui-ci est transformé en un problème ayant les mêmes solutions op- 

timales avec une contrainte d'inégalité. La fin de ce chapitre regroupe les ré- 

sultats expérimentaux des problèmes testés répertoriés des plus faciles aux 

plus difficiles. 

Le Chapitre IV est consacré à la rotation de contraintes. Après un rap- 

pel de la formulation du problème et de son interprétation géométrique, nous 

introduisons le problème de la rotation d'une contrainte sous une contrainte 

additionnelle qui permet de serrer davantage le domaine. Cette idée a soulevé 

les problèmes suivants discutés dans ce chapitre: critère du choix de la con- 

trainte additionnelle et celui de la contrainte éliminant une contrainte donnée. 

En plus des applications classiques de la rotation de contraintes (dans les 

méthodes algébriques, d'obtention de formulations équivalentes) nous montrerons 

comment les tests d'élimination de contraintes peuvent être améliorés. 

Jusqu'à lors la rotation d'une contrainte de n variables et de second 
2 

membre b nécessite une complexité temporelle O(n b) ;la donnée C' i i -  L:,-c:-ithme 

de complexité temporelle O(nb) constitue la troisième contribution de cette 

thèse. 



Les notations utilisées dans cet exposé sont : 

L X ]  : partie entière d'un réel X ;rX1 = -L-XJ 

étant donné un ensemble J : 

1 J 1 : cardinal de J 

J\U : complémentaire d'un sous-ensemble U de J 

étant donnée A une matrice de format (IXJ) où 1 et J sont des ensembles finis : 

a.. : élément (i, j) E I X  J de A 
1 3  

Ai 
: ligne i E 1 de A 

étant donnéyun vecteur (ligne ou colonne) indicé par un ensemble 3 : 

Yj 
: élément j E J de y 

YJ ' : sous-vecteur de y composé des éléments y. j E J' c J 
1 

étant donné un problème d'optimisation (P) à n variables : 

v(P) : valeur optimale de (P) 

3 P 1 : (resp. y(P)) borne supérieure (resp. inférieure) de v(P) 

F(P) : domaine de (P) 

(P 1 x = E) : lorsque (P) est résolu avec la condition supplémentaire 
j 

x = E  
j 

j E (1, ..., n) et E E (O, 1) 
* 
x : solution optimale de (P) 

v = {X E nn 1 x = O ou 1, j = 1, ..., nl 
j 

(P) : problème (P) dans lequel V est remplacé par son enveloppe convexe [VI 
- 
x : solution optimale de (P). 



**************** * * * k CHAPITRE 1 * * * **************** 

L A  PROGRAMMATION DYNAMIQUE ET  L E  PROBLEME 

DU KNAPSACK 



INTRODUCTION 

La programmation dynamique est une méthode de résolution de problèmes 

d'optimisation. Il est rappelé que le terme llprogrammation" ne doit pas être 

compris dans le sens qu'on lui donne en informatique (écrire un algorithme 

dans un langage informatique) : il signifiera ici résolution de problème, mis 

sous une forme appelée "programme mathématique", qui à chaque décision possible 

est associée la valeur d'une variable. Les contraintes physiques ou économiques 

qui régissent le système étudié sont traduites en contraintes algébriques sur 

les variables de décision. On cherche une solution optimale vis-à-vis d'un cri- 

tère appelé fonction économique. 

Lorsque les contraintes et la fonction économique sont linéaires, on 

parle de programmation mathématique linéaire. Cette hypothèse de linéarité 

n'est aucunement nécessaire pour pouvoir appliquer la programmation dynamique. 

De nombreux problèmes non linéaires sont résolus par la programmation dynamique 

(par exemple : ~roblèmes variationnels par Bellman C7, 81 et Dantzing Cl51 ; pro- 

blèmes du knapsack non linéaires par Morin et Marsten C561). 

La programmation dynamique (où le terme "dynamique" signifie une réso- 

lution séquentielle de sous-problèmes qui s'obtiennent récursivement) peut 

apporter une solution effectivement calculable aux problèmes : de décisions 

séquentielles ; discrets ou continus ;aléatoires ou déterministes ; finis ou 

infinis (voir les ouvrages de Laurière C461 et Minoux C541). 

Ce chapitre est consacré à l'étude théorique de la programmation dyna- 

mique pour le problème du knapsack généra1;souvent utilisé comme base de ré- 

solution de problèmes d'optimisation plus difficiles (voir la Thèse de Fayard 

et Plateau C181). Du point de vue théorique, tout ce qui sera développé dans ce 

chapitre est généralisable de manière naturelle aux problèmes de plusieurs con- 

traintes (Balinski C41, Shapiro et Wagner C671, Weingartner et Ness C721, 

Nemhauser et Ullman C591, Minoux C541, Shapiro C681, Wolsey C751). 



Une formulation du problème du knapsack général (Section 1.1.1.) avec 

une contrainte d'égalité (le cas d'une contrainte d'inégalité est classique) 

précède une synthèse des différentes techniques et d'équations récursives de 

la programmation dynamique ainsi que les algorithmes correspondants. 

Cette synthèse est présentée selon les trois cas particuliers du problème 

du knapsack général : 

le problème du knapsack à variables bornées, 

* explicitement (cas général) (Section 1.1.2.) 
* implicitement (un cas particulier du précgdent ; (Section 1.1.3.) 
* par 1 (le cas du knapsack O-1;Section 1.2.) 0 

1 .l. LE PROBLEME DU KNAPSACK GENERAL 

1.1.1. Formulation 

Les données positives du problème nécessaires aux équations dynamiques, 

nous ont amenées à donner les deux formulations : 

a) Celle du problème du knapsack à contrainte d'égalité. 

b) Celle du problème du knapsack à contrainte d'inégalité. 

La première est plus difficile à réaliser que la deuxième. 

Nous allons discuter dans quels cas, les données du problème 

(où c a. E Z j E {l, ..., n) et b E IN) sont des entiers positifs. 
j' I 



- Cas 1 : a > O, j = 1, ..., n 
j 

En f a i s a n t  une transformation adéquate du problème (Pl, on peut obteni r  

un problème équivalent avec tous  l e s  c ( j  = 1, ..., n )  p o s i t i f s .  
j 

Posons : 

l e s  c! a i n s i  d é f i n i s  sont des e n t i e r s  p o s i t i f s .  
3 

Le problème ( P )  e s t  équivalent  au ~ r o b l è m e  ( P I )  su ivant  : 

x E N  j = l,..., n 1- j 

puisque Yx E F(P1) = F(P) 

n 
= 1 cj x j  - min O 
j =i 1 i=l,.. . ,n 

- C a s  2 : c 2 O j = 1 ,..., n e t  3 i  É {l, ... , n] : ai i O 
j 

Ecrivons l e  problème (P) sous l a  forme suivante : 



Puisque a .  e s t  n é g a t i f ,  l a  quan t i t é  b -  a .  x. e s t  p o s i t i v e  e t  l e  problème 
1 1 1  

(P) peut a v o i r  une valeur i n f i n i e  ou un domaine vide.  

r n - 
max 1 

j =i Xj  
j #i 

s . c  a j  x j  = b -  a .  1 xi 
j =l 
j #i 

x r N Y j f i  
- j - 

- Cas 3 : 2 i  r 11, ..., n l  : ci S O e t  ai 5 O 

J 

Dans ce  cas l e  problème ( P l  peut avo i r  ( su ivant  l e s  exemples) une va leur  

f i n i e  ou i n f i n i e .  Dans l e s  deux exemples qu i  su ivent ,  l e  premier i l l u s t r e  l e  

cas  où (P)  a  une valeur  f i n i e  e t  l e  deuxième l e  cas  où (Pl  a  une valeur i n f i n i e .  

Exemple 1 : 

Etant donné l e  problème 

e s t  équivalent  à 

dont t o u t e s  l e s  so lu t ions  r é a l i s a b l e s  sont  de l a  forme x  = (2a) avec a r  W 

e t  s a  va leur  optimale e s t  i n f i n i e .  11+4 



Rema raue 

S i  l e  problème (P) e s t  borné ;c ' e s t - à -d i re  : 

O I x .  I u j  = l,..., n 
3 j ' 

(où u sont des e n t i e r s  p o s i t i f s ) .  
j 

Alors on peut tou jours  s e  ramener à un problème où tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  

c  e t  a  sont des  e n t i e r s  p o s i t i f s .  
j j 

Pour c e l a ,  il s u f f i t ,  dans l e  cas  où il e x i s t e  un i t e l  que (ai  < O),  

de poser l e  changement de var iable  su ivant  : 

on s e  trouve a l o r s  dans l e s  conditions du cas 1. 

Le problème du knapsack à con t ra in te  d ' i n é g a l i t é  lorsque s a  va leur  n ' e s t  

pas  i n f i n i e  peut ê t r e  formulé aisément ( v o i r  Fayard e t  Plateau C181) : 

O 5 x 5 u j = l,..., n 
j j' 
E N  , j = 1, ..., n 

avec l e s  hypothèses 

(HI 

max a 5 b 
j 

I < j < n  



Dans l a  s u i t e ,  les hypothèses (H) s o n t ~ u p ~ o s é e s é t r e  v é r i f i é e s .  n 

1.1.2. Le knapsack a v a r i a b l e s  bornées expl i c i  tement 

La mise en équation dynamique du problème (B) nécess i t e  

- en premier l i e u  de décomposer l e  problème en une s u i t e  de sous-problèmes 

de même nature ,  

- ensu i t e  de r e l i e r  l e s  unes aux au t res ,  pa r  une équation récurs ive ,  l e s  

so lu t ions  optimales de ces  sous-problèmes . 

Pour un couple (k, y )  (k = 1,. . . , n,  y = 0,  1,. . . , b )  considérons l e  

sous-problème suivant  : 

En déf in i s san t  : f k ( y )  = v(Bk(y)) pour k r 11, 2 ,..., n} e t  y f {O, 1 ,..., b} 

l a  va leur  optimale de (B) e s t  à l 'évidence f n ( b ) .  

Dans l e  but de r e l i e r  fk  e t  f  pa r  une équation récurs ive -appe lée  k- 1 
équation dynamique - , i so lons  ck xk dans (Bi(y) ) : 



on déduit : 

sous l'hypothèse : 

max 
o<xk<min (u, , k/ak] 

(Bk(y 1) • 

L'algorithme dû à l'équation récursive (1.1) est à l'évidence de complé- 

- 
k-1 

\ 

max 1 c 
j =i j Xj 

k-1 
ç.c 1 a x < y - a  x 

j=i j j 
k k  

O < x. uj, xj € iN j = l,..., k-1 - 3 

r 

Ck Xk 
+ 

\ 

xité temporelle 0(b 1 uk) et spatiale O(b). 
k= 1 

b 

* 

kegotU;thmt A7 

But: Détermination de la valeur de ( B I  : v(B) = fn(b). - 

O pour y de O à b faire fO(Y) -+ O fait - - 

1 pour k de 1 à n faire -- 
pour y de O à b faire 

fk(y) + max (ck xk + fk-l(y - ak xk)) 
xk=O,. . . ,min(u k , k/ak 1 - 

fait 

fait - 



Notes : 

(i) Dans le cas où la contrainte du problème (B) est exprimée en égalité 

n 
(i.e. 1 a x = b), l'algorithme Al reste valable en remplaçant l'étape O par 0'. 

j j - - 
j=l 

(ii) L'algorithme Al est trivia1;il est moins performant que les algorithmes 

sophistiqués qui vont suivre, mais l'intérêt de sa présentation réside dans son 

aspect général qui le rend applicable aux problèmes non linéaires. 

1.1.3. Equations relatives aux problèmes a variables non expl ic i  tement bornées 

Eguati on due à G i  lmore e t  Gomor~-:-196l-C231 
, -  ............................. 

Dans le problème (Bk(~)) la variable xk peut être nulle ou différente 

de zéro dans une solution optimale. 

- si xk = O alors fk(y) = fk-l(y) (1.2) 

- si xk > O alors fk(y), = ck + fk(y - ak) (1.3) 

En combinant (1.2) et (1.3), on déduit l'équation récursive 

sous l'hypothèse 

fo(y) = O 



L'algorithme dû à l'équation récursive (1.4) est à l'évidence de complé- 

xité temporelle O(nb) et spatiale O(b). 

t 

UgatLthme A2 

But : ~étermination de la valeur de (B) :v(B) = fn(b). - 

O pour y de O à b faire fo(y) + O fait - -  - 

1 pour k de 1 à n faire - -  
pour y de O à a faire k-1 - 

fk(y) -+ fk-l(~) 

fait 

pour y de ak à b faire 

fk(y) max{f (y), ck + fk(y - ak)j k-1 
fait - 

fait 

Notes : 

(i) L'équation récursive (1.4) a été formulée par Dantzing en 1957 C151, 

dans le cas bivalent (i.e. x = O ou 1 j = 1, ..., n). 
j 

(ii) Dans le cas où la contrainte du problème (B) est exprimée en égalité, 

l'algorithme A2 reste valable en remplaçant l'étape O par 0'. - - 

O' fO(O) = O - 
pour y de 1 à b faire fO(y) + -CO 

fait 

(iii) La compléxité spatiale de l'algorithme A 2  pour déterminer une solution 
* 

optimale x du problème (B) est O(b) en utilisant l'indicateur 1 défini par : 



k = 1, ..., n y = 0, 1, ..., n 

Le dernier vecteur 1 suffit pour retrouver une solution optimale. n 

(iii) On peut trouver l'algorithme A2 détaillé en C211. 

* 
Détermination de x 

O y * b  - * 
pour j de 1  à n faire x * O fait 

j - 

1  Tant que fn(y) > O faire - 

* * 
X + x + l ;  
In(y) In(y) 

fait - 

1.1.3.2. Eguati on due à Gi 1 more e t  Gomory-i-~966-C24l ---------- ............................. 

Considérons les sous-problèmes de (B) 

En définissant par f(y) = v(B(y)) (y=O, l,.. ., b), la valeur de (B) 

est f(b). 



Considérons pour y  É (0, 1, . . . , b} donné 

I l  e s t  c l a i r  que l a  valeur f ( y )  de (B(y))  pour y r  (O, 1,. . . , b)  s e  

formule a i n s i  : 

1 j E s ( ~ ) }  s i  S(y) # 0 

sinon 

Cette formulation r e s t e  va lable ,  s i  on maximise sur un sous-ensemble de 

S(y) ,  à condit ion q u ' i l  a i t  une i n t e r s e c t i o n  non vide avec l 'ensemble D su ivant ,  

y  E {O, 1, ..., b} donné 

(k E D(y) s i g n i f i e  q u ' i l  e x i s t e  une so lu t ion  optimale de (B(y))  t e l l e  que l a  k 
ième 

composante e s t  s t r i c t ement  p o s i t i v e ) c e q u i  s e  t r a d u i t  par  

max c .  + f ( y  - a j )  1 j  E ~ ( y ) }  s i  Q(y)  # 0 
= 

\O s inon 

Yy r {O, ..., b} 

E il,. .., n} 1 j r ~ ( y ) )  s i  D(y) f 0 

sinon 



Démonstration 

Puisque Q(y)  c S(y),  il s u f f i t  de rrontrer que 

Q(y)  n D(y) # 0. 

Pour c e l a  il s u f f i t  de remarquer que l 'é lément d (y )  de D(y) appar t i en t  

également à Q(y), puisque Yj E ~ ( y )  on a 

Remarque : L'algorithme qui  c a l c u l e  f ( b )  ( l a  valeur de ( B ) )  e s t  d 'autant  p l u s  

e f f i c a c e  que d (y )  e s t  p e t i t  (y E {O, 1,. . . , b )  1. C'est  l a  r a i son  pour l a q u e l l e  

l e s  données sont  supposées par  l a  s u i t e  : c /a 2 c2/a2 2...2 cn/an. 
1 1  

A l g o a h m e .  A 3  

* 
But :Détermination de l a  va leur  f ( b )  e t  de l a  s o l u t i o n  optimale x . - 

O pour y de O à b f a i r e  - 
f ( y )  -+ O ; d(y)  + n ; 

f a i t  

1 pour y de min a .  à b f a i r e  - 1 l l i l n  

pour j de 1 à n f a i r e  

s i  a l y e t  j l d ( y - a . )  a l o r s  - j 3 - 
v + c; + f ( y - a ; )  ; 

J J 

s i  v > f ( y )  a l o r s  ; - 
f ( y )  +- v ; d(y) + j ; 

fs i  - 
fs i  

f a i t  - 
f a i t  



* 
2 % Calcul de la solution optimale x % - 

y f b  
pour j de 1 à n faire 

* 
x + O ;  
j 

fait - 
Tant que f(y) > O faire 

* * 
X + X  
d(y) d(y) f 1  ; y-ad(y) i 

fait 

1 1 

Note : 

L'algorithme A3 nécessite deux fois moins de places mémoire que l'algo- 

rithme A2. Deux listes seulement (de taille (b+l) chacune) sont utilisées ;Une 
b 

pour {f(Y)}~=O et l'autre pour 

L'exemple suivant illustre le déroulement de l'algorithme A3. 

Exemple : 

Les premières colonnes respectives 

de f(y) et d(y) représentent l'initiali- 

sation. La valeur optimale est f(y) = 13. 
* * 

La solution optimale est (xl=3, x2=l). 

Figure 1 

Remarque : Dans cet exemple, on constate que d(y) = 1 pour y 2 4. Ceci est la 
conséquence de l'existence du phénomène de périodicité, que nous allons aborder 

dans le paragraphe suivant. 



1.1.3.3. Périodicité e t  propriétés ........................ -- ------ 

1.1.3.3.1. Résultats préliminaires 

L'hypothèse suivante : cl/al 2 c2/a2 2...2 c /an est nécessaire pour la n 
suite de l'exposé. Etant donnés m E N ,  r E N  : 1 S m I r I n. 

Considérons les sous-problèmes suivants pour y = O, ..., b. 

x E N j = m,..., r ! j 

En définissant <(y) = v(BmYr (y)) pour y E (O, 1,. . . , b), il est évident \ ./ 
que : f(b) = f:(b). 

Considérons les coefficients a Bi E IN* vérifiant 
i 

posons : YO = am+i m + i  +...+ a a n n 

X d !  que : 



Démonstration 

Etant  donné y  r y O 

S o i t  y1 l a  p l u s  p e t i t e  va l eu r  t e l l e  que : 

n * 
(1.7)  y  - 1 a  X* (Lorsque x  d é c r i t  l 'ensemble des  s o l u t i o n s  opt imales) .  1 - 

j  = m + l  j j 

Lorsque yl  > y. ( s inon  l e  r é s u l t a t  e s t  t r i v i a l )  

. - -- * 
i . e .  a  x > a j  a j  = y. ( y  é t a n t  d é f i n i e  en  (1.6)),  

j = m + l  j j j = m + l  
O 

* il e x i s t e  i {rntl ,  . . . , n} t e l  que : xi > a.  (ai E w*) 
1 

En posant y; = yl - a .  a 
i i 

il e s t  c l a i r  que 

Nous a l l o n s  montrer que y '  v é r i f i e  (1 .8) ,  
1 

ce  q u i  e s t  c o n t r a d i c t o i r e  avec l a  d é f i n i t i o n  de yl : 

B. puisque a  a. = a Bi d ' après  (1.5)  Y; = Y1 - am i i m 

d'où 



n m n . . .  <(Y - Y;) + fm+l (y;) 2 f1(y- yl) + fm+,(y1) = f(y) (d'après (1.8)) 

f(b) = P b  - yl)/all cl + f;(y1)= 
- 

1.1.3.3.2. Pér iod ic i té  

D'après le Corollaire 1, si b est suffisamment grand (par exemple 
* 

b 2 y + al) alors P b  - Yl)/all 2 1, ctest-à-dire xl 2 1. f(b) peut s'écrire : O - 

Considérons, la fonction $ suivante : 

Le théorème suivant va permettre de conclure que la fonction $ est pé- 

riodique de période al. 



Théotème 3 : C24 1 

W 2 y  + a  O 1" 

La d o n c ü o n  $ dé6inie en ( 7  . l 1 )  est  pehiodique d e  p u d e  al. 

Démonstration 

D'après ce qui précède, si b 2 y. + a alors f(b) = f (b - al) + cl 1 

d'où : $(b) = f(b- al) + cl - pall cl 

d'où $(b) = $(b - al). 

Cette étude permet de donner la conclusion suivante : 

* 
Etant donné b (suffisamment grand), il existerait une valeur y (plus 

petite que b) pour laquelle il sera inutile de calculer 

* 
f (Y) y = y + l,..., b ; 

pour calculer f(b), il suffirait de calculer 



et de prendre 

* 
y. (1.6) donnée par Gilmore et Gomory C241 étant une borne inférieure de y . 

* 
Le paragraphe suivant est consacré à d'autres bornes inférieures de y . 

1.1.3.3.3. Conditions suffisantes 

* 
Le but est de donner une condition suffisante sur y tel que 

* 
si y 2 y alors f(y) = cl + f(y-al). 

Démonstration 

Etant donnés, un minorant de (B(y)) (v(B(y))= - cl ) et un majorant de 

(B(y) 1 x1 = O) (v(B(y) 1 xl = O) = c Y-) une condition suffisante pour que 
* 

x1 2 1 est : a2 

v(B(y) 1 x1 = 0) v(B(y)) - 

Montrons que sous les hypothèses du théorème, cette dernière est vérifiée : 



Dans l e  c a s  où cl/al = c2/a2,  

par  l e  théorème suivant .  

une a u t r e  condit ion s u f f i s a n t e  e s t  

O 

donnée 

S o u  11hypoZhè6e cl/al = c2/a2,  ~ . i y . y =  s amax(aï 
- 1 )  avec 

a  max = m a x  2s-j an ( a j ) d o k A  

Démonstration 

So i t  x  l a  var iable  d ' éca r t  : f a j  x j  + x  = y  l ' i n d i c e  de base e s t  i = l  e  e  j =l 
e t  on a  : 

1 ( y -  1 a j  x j  - x e )  2 O e t  x  e n t i e r .  = a- l j=2 
1 

o r  pour toute  s o l u t i o n  e n t i è r e  obtenue à p a r t i r  d'une s o l u t i o n  de base,  l e s  

va r i ab les  hors base  doivent v é r i f i e r  : 

x  + x  r a l -  1 ( v o i r  C661) 
j =2 j  



(il devient : 

Pour que xl > O il suffit que 

d'où y > a - 1) => x > 1 => f(y) 
max(ai 1 - = cl + f(y- al) 

Remarque : Les bornes inférieures y O, yh et y, sont souvent éloignées de la 
* 

valeur théorique de y . 

1.1.3.3.4. Appl ication de la périodicité dans 1 'al gori thme A3 

* 
Le test déterminant le seuil y dans l'algorithme A3 peut être réalisé 

comme suit : 

soient a = max k (a.) et y' appartenant à N. 
j=l,. . . ,n 3 

Supposons avoir calculé f(y) (par l'algorithme A3) pour y = 0, 1, ..., y' 
et qu'à partir de y', on constate que d(y) = 1 dans l'intervalle [Y', y' +ak[, 
il est inutile de continuer l'exécution de l'algorithme puisque, dans ce cas, 

d(y) = 1 dans tout l'intervalle [y', bl. En effet, si d(y) = 1 dans l'intervalle 

on déduit que d(y' + a  ) = 1. Ainsi, de proche en proche, on déduit que d(y) = 1 k 
pour tout y appartenant à [y' , bl . 

* 
Si en plus d(y'-1) > 1 alors on peut conclure que le seul théorique y 

est exactement y'. 

Dans l'exemple précédent (Figure 1) y = 6 ,  yh O 
= 18 et le seuil théorique 

* 
était y = 4. L'algorithme A3 peut s'arrêter à y' = 4 +  3 - 1  = 6. 

Pour plus de signification, considérons un autre exemple : 



Dans cet exemple y = 24 et yh = 132 alors que l'algorithme A3 s'achève 
O * 

dès que y' = 14, c'est-à-dire y = 14-6+1 = 9. 

1 . 2 .  PROBLEME DU KNAPSACK EN VARIABLES 0-1 

1 . 2 . 1 .  Formulation 

Le problème du knapsack en variable 0-1-appelé aussi problème du knapsack 

0-1 ou problème du knapsack bivalent-est un cas particulier du problème (BI for- 

mulé dans le paragraphe 1.l.l.b) et s'écrit : 

avec les hypothèses (voir les hypothèses (H) 1.l.l.b)) : 

max a I b 
j 

l l j l n  

La  articular ri té du problème ( B )  envisage différentes techniques en pro- 

grammation dynamique étudiées dans les paragraphes qui suivent. 



1.2.2. Equation récursive et  algorithme de programnation dynamique 

Pour un couple (k, y )  (k = 1, ..., n ; y  = 0, 1, ..., b )  considérons le 

sous-problème suivant de (B) : 

x = O ou 1 j = l,..., k 
j 

En définissant 

la valeur optimale de ( B )  est à l'évidence fn(b) et l'équation récursive (1.1) 

donnée en 1.1.2 devient dans ce cas 

L'algorithme Al donné en 1.1.2 est de compléxité temporelle O(nb) et 

spatiale O(b3 dans le cas du problème du knapsack 0-1 et s'écrit en détail comme 

suit (voir aussi Toth C701). 



But : Calcul Fb = v(B) = fn(b) où F = fk(y) - Y 

1 Pour k de 1 à n faire - - 
si 5 < b alors u + 6 ;L; + minlu+ak, bl ; F~ + F~ , - . l 

I 
y +  s - 1  ; Tant que y > u faire F + F U ; y + y - 1  ; 

Y 
fait - 

fsi - 
y+);; 

Tant que y 2 a faire z + y - a  ;F + ck+FZ ; k- k 
si F < F alors F + F ; - Y Y 
fs i - 

fait - 
fait 

1.2.3. Détermination d'une sol ution optimale d' un al gori thme de proorammation 

dynamique 

Comme on peut le constater, l'algorithme A4 ne donne pas une solution 
* 

optimale x mais uniquement la valeur du problème (B). 

* 
La détermination de x peut se faire par différentes techniques ;celles-ci 

sont applicables à tous les algorithmes de la programmation dynamique. 

* 
Les méthodes de détermination d'une solution optimale x , que nous avons 

pf rencontrer dans la littérature sont au nombre de trois : 

l0 La première méthode est basée sur une idée simple et classique : 

par exemple, à chaque étape k = 1, ..., n de l'algorithme A4, il suffit de 
gérer parallèlement le vecteur Ik défini par : 

Yy E {O, 1 ,..., b), Yk E (1 ,..., n) 
Io(y) = O 



* 
(fk étant définie en (1.20) (cf. 1.2.2)), et de déterminer x à la fin de 

l'algorithme A 4  par : 

* 
Détermination de x : 

.. 
O y + b  - 

1 pour k de n à 1 pas -1 faire - - * * 
Xk + Ik(y) ; y y - ak Xk 

fait - 

Cette méthode nécessite le stockage des vecteurs 1 (k=1, ..., n) de di- 
k 

mension (b + 1) chacun. Elle est donc de compléxité spatiale O(nb!. 

2 O Dans le cas de l'utilisation d'un calculateur ne permettant pas une telle 

place mémoire, Magazine et Oguz C48 1 proposent un algorithme, moins performant 

en temps d'exécution, de compléxités temporelle O(n log2 nb) et spatiale O(b). 

Pour plus de détails sur cette méthode, on peut consulter la thèse de Fayard et 

Plateau Cl81 (page 80). 

3O Dans le cas où le nombre de variables n du problème ( B I  est petit (n " 301, 
* 

Horowitz et Sahni C311 proposent un moyen de gérer x de compléxité spatiale ~(b), 

sans bien sûr augmenter la com~léxité temporelle de l'algorithme de programmation 

dynamique : par exemple à chaque étape k de l'algorithme A 4 ,  il suffit de gérer 

parallèlement le vecteur \ défini par : 

* 
et de déterminer x à la fin de l'algorithme A 4  en décomposant X (b) = XE 2k-1. 

n k=l 



O 3  5 
Par  exemple s i  X6(b) = 2 + 2 + 2 a l o r s  x* = ( 1 ,  0 ,  0 ,  1, 0 ,  1 ) .  

1.2.4. Fonctions knapsacks e t  a l  gori thme 

L'algorithme donné p l u s  l o i n  (1 .2 .4 .3)  e s t  basé s u r  l ' é t u d e  des  fonc t ions  

knapsacks d é f i n i e s  e r  (1 .20)  ( c f .  1 .2 .2) .  Cet te  é tude  montrera q u ' i l  n ' e s t  pas  

n é c e s s a i r e  de c a l c u l e r  l e s  f en tous  p o i n t s  de l 'ensemble € 0 ,  1,. . . , b) , mais k  
seulement en des  p o i n t s  p a r t i c u l i e r s  de  c e l u i - c i .  

1.2.4.1. Etude des fonc t ions  knaesack ................................ ---- 

Etant donné k  E IN*, s o i t  f l a  fonc t ion  knapsack d é f i n i e  par  : 
k 

pour  y = 0,  1,. . . 

En d é f i n i s s a n t  pa r  w . ( k )  l e s  sorrmes d'une p a r t i e  des  a  où j E (1, ..., k)  
1 j 

t e l l e s  que : 

l a  fonc t ion  knapsack f v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : k 

(1 .21)  

k  k  
w2(k) = min (1 a .  x .  1 wl(k) < 1 a  x  x = O  ou 1, j = l,.. , k l  

j =l I I j=i j j y  j 



Jk €,tant donnén k E ni* QA h U t e  w (k ) , a l o u  : 
{j )j=o 

w- (k) = +a 
Jk+l 

(ii) Pouh tou;t  y E N vt%i~i.ur~X w.(k) I y < w (k), on a : 
1 j+l 

c 'est-à-&e : l e s  { o n c t i o m  fk non t  cori6.iuntes pan mokceaux ( V O ~  6Lgu. t~  2 ) .  

La démonstration de (i) et (ii) est immédiate. 

5 - 

€&nt d o n n a  k r ni* et L a  utes {wj(ki)jra9 {wj(k+~)}:rO1, d o m  : 



Démonstration 

- 
(il : Etant donné m E (O, 1, ..., Jk+l} 

- - 
* * 

si x k+ 1 = 0 alors wm(k+i) est un 6iément de la liste {wi(k)}kO sinon x = 1 k+l 

et wm(k+l) est de la forme ak+l + w.(k) avec i E {O, l . . .  jk}. 
1 

- 
(ii) :  après (i), on a 1 + Jk I jk+l - < 2 5 +l on déduit à l'aide d'une démons- 

kk tration par récurrence sur k que k 2 Jk I 2 -1. 

1.2.4.2. Aepl ica t ion  au eroblème du knapsack 0-1 ---------- ------------ -------------- -------- 

En désignant par J k E {O, 1,. . . , n} 1 ' indice de la somme d 'une partie k 
de coefficients a vérifiant : 

j 

la propriété 1 - (ii) entraine que 

Contrairement à l'algorithme A4  (cf. 1.2.2) où les fonctions f sont cal- k 
culées en tous points y E 10, 1,. . . , b) ; celles-ci seront calculées uniquement 

aux points critiques W. (k ) i E {O, 1 , . . . , Jk} avec J en général beaucoup plus 
1 k 

petit que b. 



En faisant correspondre à tout point critique wi(k) i E {O, 1,. . . , ~ k }  

la valeur de la fonction fk;c'est-à-dire : 

les listes (wi(k), vi(k)) { pour tout k E 11, 2,. . . , n) seront construites 
récursivement en n étapes. 

Il est à noter que par construction, on a : 

2 O 0 = v (k) 2 vl(k) '...Sv (k) 6 v(B) O Jk 

En introduisant la notion de dominance entre les paires (Ahrens et Finke 

111, Horowitz et Sahni C311 et Toth C701) comme suit : 

La paire (W, V) est dominée par (W', V') si 

les inégalités larges dans 2 O  sont remplacées par des inégalités strictes. 

1.2.4.3. Algorithme A 5  ----------- ---------- 
J 

ième 
Connaissant la k jro, le principe pour cons- 

ième 
truire la (k+l) est le même que celui donné 

dans la propriété 2- (ii) c'est-à-dire : 

Cette relation récursive entre les listes permet de résoudre le problème 

(B) par un algorithme à n étapes. 



Cet algorithme est similaire à celui de Toth C701, mais avec une implé- 

mentation améliorée permettant de réduire la place mémoire de moitié : 

à chaque étape de l'algorithme, le principe est le suivant : 

- utiliser une seule pile pour les listes { w.(k) , et {wj(k*i)}~~~', 

J Jk+l - utiliser une seule pile pour les listes {vj(k)}j!o et {vj(k+ï))j=O , 

de manière à ce qu'il n'y ait pas de destruction d'informations utiles. Par 

exemple, pour fixer les idées, si les éléments de la liste w.(k) j=O { )Jk sont 

rangés à partir du bas de la pile alors les éléments de la liste 

seront rangés à partir du haut de la même pile, ainsi de suite. 

Pour illustrer l'implémentation de l'algorithme suivant considérons, 

l'exemple ci-dessous (figure 3) : 

Exemple : n = 4 , b =  19 

(ci) = (10, 9, 8, 7) 
(ai) = (8, 11, 7, 8) 

Figure 3 

* 
La solution optimale x = (1, 1, 0, O) de valeur V(B) = 19. 



Remarque : (i) Il est à noter dans l'exemple ci-dessus que le nombre total des 

couples (w v.) des quatre étapes est 15, alors que le nombre des différentes 
j' I 

sommes w inférieures ouégales à b est 24. Cette réduction est due à l'utilisa- 
j 

tion de la dominance entre les couples. 

But : Calcul de la valeur v(B). - 

% Initialisation % 

wlf O ; v l f O  ; w2 f al ; v2 f cl ; j f  2 ; w ~ + ~  4- b+l 

% h étant la hauteur maximale allouée aux piles % 

% j (resp. m) décrit l'indice des éléments de la nouvelle liste (resp. 

ancienne liste ) % 

Pour k de 2 à n faire - 

Tant que wi+a > b faire i + i-1 fait k - 

% Comparer (w.+a v.+ ck) et (w 
1 k' 1 m' m )  ;les classer dans l'ordre croissant 8 

Tant que i # O et m # O faire w f W. + a  ; v f  vi+ck ; l k  

% trois cas possibles : w > wm ; w = w ; w < w % m m 

* w > w : si w 2 w alors i f i-1 . sinon j f j-1 ; 
m - j- 9- 

si v 2 v alors wj f wm ; vj + vm ; i f i-1 ; m + m-1 ; - m 
sinon w 

j c w ; v j c v  
; i * i-1 fsi - 

fsi - 

* w = w : si w 2 w alors m + m-1 ; i * i-1 ; sinon j + j-1 m - j- 
si v < v alors v f v ; m * m-1 ; i f i-1 ; 

; " j C W ;  
- m j 

sinon v + v ; m f m-1 ; i f i-1 
j m 

fsi - 
fsi - 



* w < wm : t a n t  que w < wm f a i r e  

s i  wm 2 w a l o r s  m + m - 1  - j- 
s inon j + j  - 1 ; si v 5 v a l o r s  w * w ; m j 

v * v  ; w + w m ; m + m - 1 ;  i + i - 1 ;  
j 

sinon w + w 
j 

; V j  + Vm ; m 4 m - 1  - f s i  

f s i  

f a i t  

f a i t  

Tant que m f O f a i r e  j 4 j-1 ; w m ; m + m - 1  f a i t  
j ' w m i V j L V  - 

si  k = n s t o p  - 
k 4- k+l  

Tant ak wm f a i r e  j + j + l  ; w j  + wm ; v j  vm ; m + m + l  f a i t  

% Comparer (w .+ak ,  v . +  ck) e t  w ,  vm) e t  l e s  c l a s s e r  dans l ' o r d r e  
1 1 

croissant  % 

Tant que i # h e t  m # h f a i r e  w 4 w i  + a ; v + vi + ck ; k 

% t r o i s  c a s  poss ib les  : w > wm ; w = w m ; w < w m %  

* w > w : Tant que wm < w f a i r e  m 
s i  v I v a l o r s  m + m + l  ; - m j- 

sinon j 4 j+l ; W .  
c w m ; v j 4 w  . 7 m - 

s i  vi 2 v a l o r s  i + i+l ; v + vm ; m + m + l  ; - 
J 

s inon m + m + l  - f s i  

f s i  

f a i t  - 

* w = w : s i  v I v a l o r s  m +  m + l  ; sinon j + j t l  ; w + w ; m - m j- j 
v + v  ; s i v  < v a l o r s v  + v ; i + i + l ;  i m -  j  j - 

sinon m 4 m t l ,  i + i+l - fs i  

f s i  - 



* w < wm : v < v alors i + i+l ; sinon j + j+l ; w + w ; v + v ; 
j- j j 

si v S v alors m 4 mtl ; i f i+l ; sinon i + i+l fsi - m - 
fsi - 

fait 

Tant que i # h et w S b faire v +  vi + c k 
si v 5 v alors i f i+l ; w + wi + ak ; - j- 

sinon j + jtl ; wj + w ; vj f v ; i + itl, w 4 W. i + a  k- fsi 

fait 

fait 

A  chaque étape k E (1,. . . , n] , 1' algorithme A 5  construit Jk couple (w v. 1 
j' I 

(j = 0, 1 . .  J . Ce nombre Jk vérifie : 
k 

- k S Jk l 2k - 1 (cf. 1.2.4.1. Propriété 2 - (ii)) 

k d'où k S Jk S min(2 - 1, b) 

On déduit que l'algorithme A 5  a les complexités temporelle O(min(nb, 2")) 

et spatiale O(min(b, 2")). 

1.2.5.  Algorithme basé sur l a  fusion e t  l a  d i v i s i o n  de problèmes : Algorithme A6 

Dans le cas de l'utilisation d'un calculateur ne permettant pas l'en- 
n 

combrement en place mémoire O(min(2 , b)) donné par l'algorithme précédent A5, 

Horowitz et Sahni C311 proposent une méthode de compléxité temporelle 

0(min(2"/~, fi)) et spatiale 0(min(2~/~, b)). 

Le principe de la méthode est : 

@ Diviser le problème d'origine (B) en deux sous-problèmes (BI) et 82) 

de q = ln/21 - (respectivement r = n-q) variables et ayant tous les deux le même 
second membre b que celui de (B). 



@ Résoudre les sous-problèmes (BI) et (82) par l'algorithme A 5  (cf. I.2.Q. 3). 
il Désignons par LI (resp. L2) la liste {wl vlj )) jiO (resp. I(w2 v2 )le2 ) ob- 

j ' j '  j j=o 
tenue à la fin de la résolution de (BI) (resp. (B2)) par l'algorithme A 5 .  

@ Fusionner les listes LI et L2 pour trouver la valeur de (BI (voir figure 4) 

en utilisant l'algorithme suivant : 

Exemple : Considérons le problème (B) donné précédemment (cf. 1.2.4.3.) où ses 

données sont : 

A l g o m h m e  de d u i o n  : A l g o m i m e  A7 

But :Calcul la valeur de (B.) (v dB)) en fusionnant LI et L2 - 

% Initialisation % 

k + l ;  j * R l ; v * O  "*12+1 * b+l ; w * wl + ~2~ 
j 

Tant que (w 5 b ou j # O) faire 

tant que w 5 b faire k + k+l ; w +- wl + ~2~ fait 
j - 

p f vl + v2 
j k- 1 

si p > v alors v + p fsi - - 
tant que (w > b et j # 1) faire j f j-1 ; w * wl + w2 fait 

j k -  
si k  # e2+1 alors k  * k+l ; W 4 wl + w2 fsi - j k -  

fait 

Les trois étapes de la méthode sont : 

I 

* Division du problème (B) en deux sous-problèmes (BI) et (B2) suivants : 

l 





Remarque : L'amélioration apportée par Horowitz et Sahni, peut-elle l'être 

davantage si on divise le problème d'origine en k sous-problèmes ? 

La réponse à cette question n'est pas tout-à-fait négative. La résolution 

des k sous-problèmes est de comp16xités temporelle et spatiale 0(k2"/~). 

Cependant, il n'est pas possible de fusionner les k sous-problèmes dans un 

temps inférieur à O(în/*). 

Dans le cas où k = 4, Ahrens etFinkeC11 donne un algorithme de complé- 
xité temporelle 0(2 n'2) et spatiale O( 2"14). 

Dans le cas k = 6, Karnin C381 donne un algorithme de compléxités tempo- 
relle O(2 n/2) et spatiale O( , mais en utilisant plusieurs processeurs. 

1.2.6. S t ra tég ie  "Branch and Bound" dans 1 a programnation dynamique 

Les méthodes d'énumération implicite, dites aussi arborescentes par sé- 

paration et évaluation (branch and bound) sont considérablement améliorées par 

l'utilisation d'évaluations par défaut (minorants) et par excès (majorants) per- 

mettant ainsi une réduction importante que se soit au niveau de contraintes, de 

variables ou de sous-problèmes générés. L'utilisation de cette technique dans la 

programmation dynamique (voir Proschan et Bray 1631, Weingartner et Ness C721 

Morin et Marsten C55, 56, 571 Toth C701 et Minoux C541) évite - par exemple dans 
le cas du problème (B)-de stocker un nombre important de combinaisons inutiles 

à la détermination de la valeur v(B). 

Plaçons-nous à une étape k E (1, 2,. . . , n) de l'algorithme A5 (cf. 1.2.4.3) 
tout couple (w.(k), v.(k)) j E (1, ..., J vérjfiera l'un des tests a), b) ou c) 

1 3 k 
ci-dessous, sera écarté une fois pour toute dans les étapes qui suivent (voir 

Toth C701). 



b b - min {ai> < W. (k) < b et j < Jk 
i=k+l, ..., n 3 

c Soit xk(B) un minorant de la valeur du problème (B (b)) (défini en 1.2.2) k 
tel que : 

où v est un minorant de la valeur du sous-problème : - 

max f ci xi s.c. f ai xi < b - w (k), x. = O  eu 1, i = k+i ,..., n 
i=k+l i=k+l Jk 1 

et ; est un majorant de la valeur du sous-problème : 
k,j 

Test d'élimination 



***************** * * * : CHAPITRE II 2 * ***************** 

KNAPSACK 0-1 A CONTRAINTE PARALLELE 

A LA FONCTION ECONOMIQUE 



INTRODUCTION 

Les études faites, sur le ~roblème du knapsack 0-1 (B), montrent que 

les algorithmes d'énumération implicite, ont une mauvaise performance lorsqu'il 

existe une forte corrélation entre les coefficients de la contrainte et ceux de 

la fonction économique. Dans ce cas, les évaluations par défaut ou par excès 

de v(B) n'apportent pratiquement aucune amélioration (voir Martello et Toth C501). 

Le problème du knapsack 0-1, où c = a pour tout j ; appelé "knapsack 
j j 

à contrainte parallèle à la fonction économique" noté (SI-dans la littérature, 

on lui donne le nom du "Subset-Sum problem" (Martello et Toth C5111, ou "value- 

Independent problem" (Faaland C161, Balas et Zemel [31), ou "Stickstacking- 

problem" (Ahrens et Finke Cl]) - est un cas extrême de la correlation où tous les 
majorants de v(S) sont égaux à la valeur triviale b. 

Cependant, le problème (SI peut être résolu par truis types d'algorithmes : 

- Algorithmes de programmation dynamique pure (Ahrens et Finke Cl], 
Faaland C161, Toth C701). 

- Algorithmes d'énumération implicite pure pour le knapsack général (B) 
adaptés au problème (S). 

- Algorithmes hybrides combinant les deux types précédents (Martello et 
Toth C511) (cf. 11.1). 

L'analyse des résultats de ces méthodes conduit aux conclusions suivantes : 

. Les premiers sont inutilisables lorsque b est trop grand. 

. Les temps de calcul des seconds algorithmes augmentent exponentielle- 
ment lorsque très peu de solutions réalisables (voir aucune) attei- 

gnent le second membre b de la contrainte;ces problèmes sont dits 

  difficile^'^. 



. Les algorithmes de la troisième classe sont efficaces pour des pro- 
blèmes "difficiles" avec n petit (n 5 40) et des problèmes "faciles" 

(c'est-à-dire de nombreuses solutions réalisables atteignent le second 

membre b) avec n grand (n 1 1000). 

Mais leur désavantage est l'utilisation systématique de l'énumération 

implicite même lorsque l'encombrement en place mémoire pour la programmation 

dynamique n'est pas excessif ;ce principe aboutit à leur inéfficacité pour les 

problèmes "difficiles" avec n grand et b petit en regard de la capacité en place 

mémoire du calculateur. 

L'objet de ce chapitre est de donner un algorithme général noté 1 .D.S 

(cf. 11.2) capable de résoudre une vaste classe de problèmes tout en restant 

meilleur en temps de calcul par rapport aux méthodes précédentes (cf. 11.3). 

L'algorithme 1.D.S se déroule dans l'ordre suivant : 

- Dans un premier temps, une procédure de la programmation dynamique est 
utilisée ;elle peut être arrêtée dès qu'une solution de valeur b est trouvée. 

- Le schéma classique d'énumération n'est utilisé que lorsque la place 
mémoire pour la procédure dynamique devient excessive ;chaque sous-vecteur 

produit par l'énumération est complété par la partie dynamique à l'aide de l'al- 

gorithme A 7  de fusion (cf. 1.2.5). 

11.1. LES METHODES EXISTANTES 

11.1.1. Position du problème 

Etant données n valeurs a. (i=l, n), entières positives et une capacité 
1 

b entière positive, le problème du knapsack 0-1 dont la contrainte est parallèle 

à la fonction économique est de sélectionner parmi les n valeurs a. 
1 

i E (1,. .. , n) celles qui ont une somme maximale inférieure ou égale à b. Le 

problème se traduit mathématiquement par : 



On rappelle (cf. 1.1.1. b) ) que, sans perdre de généralité, les données 

satisfont les hypothèses suivantes : 

j = l,..., b 

* * 
On note x une solution optimale de (S) (v(S) = ax ). 

11.1.2. Méthode de Faaland Cl61 (1973) 

La méthode de Faaland est basée sur la gestion du nombre de solutions de 

l'équation (2.1) définie ci-dessous et non sur les valeurs des solutions de 

celle-ci, comme c'est le cas des équations classiques étudiées au Chapitre 1. 

Cette méthode améliore la complexité temporelle expérimentale de la programmation 

dynamique, de l'ordre de 50 % dans le cas du problème (SI : 

Etant donnés k E 11,. . ., n} et y E {O, l,.. . , n}, en définissant par 

g (y) le nombre de solutions de l'équation diophantienne : 
k 

alors, 

1 si y = O ou a 1 
O sinon 



e t  l a  valeur  opt imale de ( S )  e s t  : 

* 
La s o l u t i o n  optimale x e s t  donnée pa r  : 

% v(S) é t a n t  c a l c u l é e  pa r  (2.4) % 

y +  v (S )  

pour k de  n à 2 pas  -1 f a i r e  
* 

s i  gk-l(y - a k )  > O a l o r s  xk + 1 ; y + y - ak - 
sinon xc + O 

fs i  - 
f a i t  - * 
X1 + y/al 

Remarques : 

( i )  En rappelan t  que l ' é q u a t i o n  (1.20) ( c f .  1.2.2) s ' é c r i t  dans l e  c a s  du 

problème (S )  : 



il est clair qu'en (2.51, on fait une comparaison de plus par rapport à 

(2.3) entre ak et 5 .  On déduit qu'un algorithme basé sur (2.3) pourrai avoir 
un gain de calcul de 50 % par rapport à celui basé sur (2.5). 

(ii) Contrairement à (2.5), (2.3) est généralisable (Faaland C161) au problème : 

x entier 1 j 

11.1.3. Méthode dlAhrens e t  F inke : Algorithme A8 Cl1 

Cette méthode consiste, d'une part à diviser le problème (S) en quatre 

sous-problèmes ayant le même nombre de variables ; d'autre part à faire une 

fusion (cf. 1.2.5) des quatre sous-problèmes pour trouver la valeur du problème ( S I .  

Pour simplifier l'exposé, on pose n = 4m. En considérant les sous-problèmes 
de (SI suivants : 

(SA) max 1 
aj Xj 

s.c 1 aj xj b, x = O ou 1 Vj E A 
j 0. ~ E A  j 

(où A désigne un ensemble égal tour à tour à : 

H = (1 ,..., ml ; 1 ='(m+l, ..., 2nd ; K =  {2m+l, ..., 3rd ; 
M = {3m+l, ..., n}) 

L'algorithme A8 dlAhrens et Finke comporte deux phases principales : 



PHASE 1 : Construire parla programmation dynamique les listes L.A= 

I j ' (où WA. désignent les sommes partielles des a j E A, cf. 1 .2 .4 )  correspondant 

aux problèmes (SA) (A étant égal tour à tour à H, 1, K,  Ml. 

PHASE 2 : Fusionner les quatre listes (même principe que pour deux listes (cf. 

1 .2 .5 )  voir l'exemple ci-dessous) pour trouver v(S) : 

v(S) = max{~~. t W I .  + WKk + WMk = W 1 W 5 b) 
1 1  

- i = O , .  .., J,; j - O,  ..., JI ; k  = O , .  .., J K ; k  = O ,  ..., 
J~ 

Exemple : Considérons l'exemple suivant à 8 variables : 

x = O ou 1 j = l,..., 8 1 j 

Phase 1 : ------- 

Phase 2 : ------- 

But :trouver u = v(S). 

L'exploration des listes se fait dans le sens des flèches indiquées : 



f u s ion  



10.2, 4, 6 T 0 x 1  
\ -' 

o u i  

i -- 
1 O, 10, 12, 22 O, 14, 16, 301 

L 
non 

:O, 2 ,  4, 6 or67 

ou1 

non 

i 
non 

1 
O, 2, 4, 6 O, 6 . 

.-.. 
! 

non 

Io, 2, 4 1 2  j I '\, 

non 

* 

(2 ' 
f 

non 
l 

Fin - 



L'intérêt de diviser le problème en quatre sous-problèmes au lieu de 

deux, est uniquement pour réduire la com~léxité spatiale, puisqu'on ne peut 

pas faire mieux au niveau de la compléxité temporelle que de diviser par deux 

(cf. 1.2.5). 

Pour fixer les idées, supposons sur cet exemple que le nombre d'opéra- 

tions est égal au nombre d'éléments dans les listes : 

- Division Ear guatre --------- --- ----- 

. La phase 1 nécessite 4 x 22 = 16 opérations. 

. En ajoutant le nombre d'éléments des listes l'un à l'autre (puisque la fusion 

est linéaire (cf. 1.2.5) par rapport au nombre d'éléments des listes) la phase 

2 nécessite 140 opérations. 

Le nombre total d'opérations est donc 156. 

Il faut 4 X 22 = 16 places mémoire. 

- Division par deux --------- ------- 

. La phase 1 nécessiterai 2 z4 = 32 opérations. 

. Le nombre dl opérations de la fusion de deux listes (chacune ayant 24 éléments) 
4 4 est 2 + 2 = 32. 
Le nombre total d'opérations est donc 64. 

Il faut 2 x 24 = 32 places mémoire. 

Phase ------- 1 : La construction de chaque liste par la programmation dynamique néces- 
site une compléxité temporelle ~(min( 2n/4, bn14) ) et spatiale ~(min( 2"14, b) ) 

ce qui donne à la phase 1 les compléxités temporelle de 0(min(42"'~, bn)) et 

spatiale de 0(min( 42"14, 4b) ) . 

Phase 2 : On suppose que : ------- 
- IL.HI = I L . ~ ]  = ~ L . K I  = IL.M] = rnir1(2~/~, b) = a 
- WHJ < WI1 (WHJ (resp. KI1) étant le grand (resp. le plus petit) élément non 

!? H 
nul de la liste L.H (resp. L.1)). 



Sous les hypothèses précédentes, l'énumération de chacun des a plus grands 

éléments de la liste L.H u 1 (dans l'exemple: 20, 18, 16, 14) nécessite une fu- 
2 sion de 2a opérations;celles des a valeurs est donc de 2a opérations. En né- 

gligeant le coût de l'énumération des autres éléments de L.H u 1 et puisque le 

travail ci-dessus est le même que sur L.K u 1, on déduit 

- d'une part que la compléxité temporelle de la phase 2 est 
0(min( 2n/2 , 2b2 ) 

- d'autre part que les compléxités de l'algorithme A8 : 
2 - temporelle 0(min(22~/~ + ~ 2 " ' ~ ~  bn + 2b 1) 

- spatiale 0(min(42~/', 4b) ) . 

11.1.4. Méthode de Martello e t  Toth : 1982 C511 

La méthode de Martello et Toth est une méthode mixte utilisant de la 

programmation dynamique et de l'énumération implicite qui se déroule en deux 

phases : 

Phase ------- 1 : La programmation dynamique est appliquée à une partie du problème ( S )  

seulement. 

Phase 2 : Un schéma d'énumération implicite est appliqué à la partie complémentairi ------- 

PHASE 1 : 

J 
Etant donné, m un entier naturel (m < n), la liste L = {wj) j=O est cons- 

tituée par toutes les sommes des différentes combinaisons parmi les m derniers 

a vérifiant : i' 

Etant donnés, deux entiers naturels m' (m < m' < n) et 5 (b < b) , la 
liste L' = c ; } : : ~  contient toutes les sommes des différentes combinaisons par- 

mi les m' derniers a vérifiant : i 



En posant n = n - m  et n = n-m', la figure 5 montre la place occupée 1 2 
par les deux listes L et L'. 

Figure 5 

Les constantes m, m' et b sont fixées expérimentalement par les auteurs 
de manière à tenir compte de la "difficulté" de leurs problèmes traités : 

S'il existe de nombreuses solutions x telles que ax = b, alors le problème 
(S) est considéré comme facile ;par conséquent, il est plus intéressant d'avoir 

m, m' et b petits puisque l'énumération implicite est efficace pour un tel pro- 
blème. 

Pour les problèmes difficiles (peu de solutions x telles que ax = b) il 
faut au contraire favoriser la programmation dynamique en augmentant les paramè- 

tres m, m' et è. 

PHASE 2 : 

L'algorithme d'énumération implicite utilisé pour cette phase est une 

adaptation au cas du problème (S) de l'algorithme général de Martel10 et Toth 

C491. 



Lorsque la phase dynamique est terminée, l'énumération implicite est 

appliquée seulement aux n coefficients ai (i = 1,. . . , n ) puisque toutes les 1 1 
combinaisons réalisables des a. i = n1+l... n) sont gérées dans la liste L 

1 

construite initialement : 

Supposons être à l'itération k du schéma énumératif : 

soit x (1 = 11, 2,. . . , nl}) une solution partielle, courante de valeur 1 

et R la capacité résiduelle : R = b - w  la méthode détermine : 

En posant : A = max(w.*, W.*) 

31 32 

( A  est le complément maximal de R obtenu à partir des deux listes). 

si b - R + A = b  alors le problème (SI est résolu. 0 

Remaraues : 

(i) Cette méthode est implémentée avec le classement dans l'ordre décroissant 

des a (al 2 a2 2. ..> i an ) 
. Ainsi les listes contiennent des coefficients petits . 

proches les uns des autres, ce qui permet d'avoir des listes en général pas très 

grandes. 

D'autre part, le fait d'appliquer l'énumération implicite sur des données 

de grande taille implique que la capacité résiduelle R devient petite après quel- 

ques itérations ce qui permet d'utiliser les informations des listes plus rapide- 

ment. 



(ii) Pour les problèmes de grande taille (n 2 1000) et de coefficients a 
j 

relativement petits, il existe de nombreuses solutions atteignant b. Pour ce 

type de problèmes Martello et Toth proposent d'utiliser leur méthode seulement 

à une partie du problème ( S  appelée "noyau" du problème (fig . 6) (cette idée 
est donnée par Balas et Zemel C31 dans un algorithme d'énumération implicite). 

i-t i i+t 
i I 
I I '<- noyau du problème -)I 
l l 
I I 
I +-méthode précédente --'ri 

Figure 6 

i est définie par : 

et t est un entier donné (t 5 20). 

Il est à noter que si l'optimalité est non prouvée, la méthode peut être éven- 

tuellement répétée sur un noyau de taille plus grande. 

La méthode de Martello et Toth est efficace pour les ~roblèmes petits et 

difficiles (n I 40) ou grands et faciles (n 2 1000). 

Elle l'est beaucoup moins au niveau de la résolution des problèmes grands 

et difficiles ( n  1 50). En effet la phase d'énumération implicite, occupe une 

grande partie du problème d'origine (nl = n - m avec m S 24) contrairement à la 

phase dynamique limitée à m (m S 24) donné. 

Par conséquent son temps d'exécution peut devenir excessif. 

D'où l'idée de donner une nouvelle méthode plus générale, où, la phase 

dynamique est prépondérante par rapport à celle de l'énumération implicite ; 

c'est l'objet du paragraphe suivant. 



11.2. NOUVELLE METHODE GENERALE : ALGORITHME IDS 

II .2.1. In t roduct ion 

Les méthodes précédentes sont destinées à des formes particulières du 

problème (S ) . 

D'où l'idée de donner une méthode générale qui soit au moins aussi effi- 

cace que toutes les méthodes précédentes. 

Cette méthode cumule les avantages de la programmation dynamique et de 

l'énumération implicite : 

. Pour les ~roblèmes difficiles, il est conseillé d'utiliser la programmation 
dynamique lorsque la place mémoire le permet. 

. Au contraire, pour les problèmes faciles, c'est l'énumération implicite qui 
est conseillée. 

Mais comment reconnaître à priori qu'un problème est facile ou ne l'est pas 

La question reste ouverte. 

La nouvelle méthode est construite dans ce sens :elle tente de trouver 

un compromis entre la programmation dynamique et l'énumération implicite en 

donnant la priorité à l'utilisation de la première au sein de laquelle est in- 

corporé un test d'optimalité. 

Si le problème est facile alors au bout de quelques itérations l'optimalité 

est prouvée. 

Si ce n'est pas le cas, l'exécution de la programmation dynamique se 

poursuit jusqu'à épuisement des ressources permises en places mémoire. 

Lorsque la phase dynamique est terminée sans preuve de l'optimalité, 

une phase d'énumération implicite vient se combiner avec la précédente comme 

dans la méthode de Martel10 et Toth. 



Nous allons montrer en 11.2.2. que la programmation dynamique basée 

sur l'équation récursive (1.20) (donnée en 1.2.2.) est de compléxité spatiale 

O(b), pour trouver à la fois, la valeur et une solution optimale du problème 

(S) (alors que pour le problème général ( B )  la compléxité spatiale pour trouver 

une solution optimale est O(nb)). 

Les expériences numériques reportées en (11.3) montrent nettement les bonnes 

performances de notre méthode par rapport à celle de Martel10 et Toth. 0 

11.2.2. Phase hybride 

La compléxité spatiale de la programmation dynamique basée sur l'équation 

récursive : , 

est O(nb) pour trouver la solution optimale. 

Cette compléxité peut être réduite à O(b), en utilisant l'indicateur 1 suivant : k 

t 

Ik(y) ' ik-l(~) si fk-l(~) ' fk-l(~ -ak) + ak 

{k sinon 

k = 1, ..., n, y = 0, 1, ..., b 

Le dernier vecteur 1 contient les informations suffisantes pour trouver n * 
la solution optimale x du problème (S 1. 

* 
Détermination de x : 

y 4 fn(b) * 
pour k de 1 à n faire xk 4 O - fait 

Tant que y # O faire x 
+ 1 ; Y + Y - aIn(y) fait 

I,(Y) - 



La compléxLté s p W e  de la ptrogtrmation dynamique poutr &ouvm la va- 

L w  opZbm.z.te a i m i  qu'une soluR;ion op;tUnde du pt~oblême (s) est  ~(b). 

Démonstration : Evidente en utilisant (2.6). 

n = 4, b = 19 
(ai) = (8, 11, 7, 8) 

i = l,..., 4 

Dans cet exemple, l'indicateur 1 est géré parallèlement aux valeurs w 

(w étant la somme dlune partie des a j E (1,. . . , 4) ). La dernière colonne du 
j * 

tableau ci-dessous suffit pour déterminer la solution optimale x . 



Le principe de la phase dynamique ci-dessous est le suivant : 

Etant donné l'indice i défini par 

pour k = 1, 2, ... deux listes L et L2 sont construites par la programmation 
1 

dynamique : 

i-k-1 i-k-1 
si 1 a + max{~ + w1 Iw + i b - 1 a U LI et w' L*} est égal 

j =l j j =i j ' 

à b alors le problème (SI est résolu. 

. 
Trouver i tel que 

L I C @  ; L 2 + @  ; k + 1 (LI et L2 étant deux listes) 

2. Tant que k i n/2 - et la place mémoire est suffisante faire 

* Augmenter la liste L1 (resp. L2) en ajoutant des combinaisons avec 
a (resp. a ) inférieure ou égale à b. i-k i+k-1 

* Fusionner les listes L1 et L2 en supposant x = 1 pour 
j 

j = 1 , .  - 1  ; x = O j = i+k, ..., n (i.e. avec un second membre 
égal à i-k-1 

b(k) = b - 1 a.) 
j =l 1 



1 a n  
i-k i+k-1 j 
tii- 

I - s i  l a  va leur  fournie pa r  l a  fus ion e s t  égale  à b(k)  a l o r s  

l e  problème (S) est résolu .  
1 

i sinon k + k+ l  

I f s i  - 
f a i t  i - 

11.2.3. Phase de l'énumération implicite 

On suppose dans c e t t e  phase que l e  problème n'a pas pÛ ê t r e  r é s o l u  par  

l a  programmation dynamique ( i . e .  l e  problème e s t  d i f f i c i l e ) .  On note R l e  sous- 

ensemble d1 indices  (R é tan t  i n c l u s  dans (1, 2,. . . , n) ) complémentaires à ceux des 

données considérées-par l a  programmation dynamique. 

L'énumération impl ic i t e  génère un ensemble de décis ions  b i n a i r e s  en f i x a n t  

t o u r  à t o u r  l e s  va r i ab les  xi à O ou 1, i appar t i en t  à R ; l e s  combinaisons réa- 

l i s a b l e s  des ai ( i  r 11, ... , n ) \ ~ )  sont  dans l e s  l i s t e s  f i n a l e s  L1 e t  LÎ.  

Phase é n u m w v e  
1 

k  
Pour, chaque x  k  É 11, . . . , 2 I R '  }de RIRI généré pa r  1 >algorithme dl énumé- - R 

r a t i o n  impl ic i t e  d é c r i t  p lus  l o i n  (II.2.4), f a i r e  
J 

fusionner l e s  l i s t e s  LI e t  Lî avec pour second membre b ( k )  = b -  a R e  xI 

s i  l a  valeur fourn ie  par  l a  fusion e s t  égale  à b(k)  a l o r s  l e  ~ r o b l è m e  - 
(SI est résolu  

f a i t  



I I  .2.4. Algori thme d'énumération implicite : LIFO 

Cet algorithme est une adaptation de la méthode de Fayard et Plateau Cl81 

(p. 134 ) (donnée dans le cas du problème ( B  ) général ) au problème (S ) . 

Cette méthode utilise une technique énumérative dite L.I.F.O. (i.e. Last 

In First Out) qui consiste à gérer une liste PF d'indices des variables fixées 

à O ou 1 liée au déplacement dans l'arborescence. 

Etant donné un noeud de cette arborescence, c'est-à-dire une partition 

Ixo, XI, X2j de 1 , .  n) 

X, = {j lxj = O) 
X, = Ij lxj = 1) 
X2 = indices de variables libres 

et la particularité du problème (S), les choix de l'évaluation et la séparation 

en un noeud sont très simples : 

1 t 
- La séparation s'opère sur la variable du premier indice rencontré -J 4 PF 

(les données ne sont pas triées) pour fixer xt à 1. 
J 

2 - L'évaluation par excès :(SI en ce noeud est 

;(SI = min(b, 1 a.), 
jeX1uX2 3 

La liste PF est gérée de la manière suivante : 

(i) Lorsqu'une variable xk est fixée temporairement à : 

. O par le test de réduction 

alors PF devient PF u {-LI (Xo devient Xo u {k?). 



. 1 par le test de réduction 

alors PF devient PF u {-k} (XI devient X1 u {k}). 

Lorsqu'il est montré l'inutilité de résoudre un sous-problème ( P l  de (S) 

(soit ;(P) I Z où Z étant la meilleure valeur de (s) rencontré jusqu'à lors), 
la remontée jusqu'au noeud associé au dernier choix se traduit par la recherche 

dans PF de l'indice positif le plus à droite pour, 

- d'une part, le rendre négatif, 
- d'autre part, supprimer tous les indices négatifs situés à sa droite. 

I I  . 3 .  EXPERIENCES NUMERIQUES 

L'algorithme IDS présenté en partie 11.2 est codé en fortran IV et mis 

en oeuvre sur CI1 HB IRIS 80. La performance de l'algorithme IDS est comparée 

aux algorithmes suivants : 

- Algorithme d'bhrens et Finke [Il donné en 11.1.3. 
- Algorithme de Martello et Toth CS11 donné en 11.1.4. 
- Algorithme de Balas et Zemel C31 

les problèmes testés sont tirés au hasard dans les intervalles précisés dans les 

tableaux 1, 2, 3 suivant la loi uniforme à raison de 

- 10 problèmes de 16, 20, 24, 28, 32, et 40 variables (tableaux 1 et 2). 

- 20 problèmes de 1000, 2500 et 5000 variables (tableau 3). Pour illustrer 

la performance de l'algorithme IDS par rapport à celle de Martello et Toth [SI], 

nous avons construit un problème difficile (tableau 4) ne possédant qu'une seule 

solution x telle que ax = b. 

Les temps sont donnés en dixièmes de secondes qu'est le pas de la procé- 

dure de calcul des temps d'exécution du CI1 HB IRIS 80. 



Notes : 

Il est à noter, qu'à l'exception du tableau 4, les résultats fournis pour 

les méthodes de la littérature sont donnés par des calculateurs (CDC Cyber 730 et 

CDC 6600) au moins trois fois plus rapides que le CI1 HB IRIS 80. 

Tableau 1 

1 5 a I W ; b Wn/4 ;Moyenne (maximum) des temps pour 10 problèmes. 
j 

W 

1 0 3  

i o 6  

b 

n 

1 6  
2 0  
24  

2 8  

3 2  

3 6  

4 0  

1 6  

20  

24  

2 8  
3 2  

3 6  

4 0  

A h r e n s - F i n k e  * 
Cl1 

0 . 4 0  ( 0 . 6 7 )  
0 . 6 9  ( 1 . 1 2 )  
1 . 3 7  ( 2 . 0 3 )  

3 . 4 9  ( 5 . 3 1 )  

9 . 4 0  ( 1 9 . 3 4 )  

2 3 . 4 1  ( 3 6 . 7 2 )  

5 5 . 9 0  ( 9 3 . 0 6 )  

0 . 9 1  ( 1 . 3 4 )  
3 . 2 2  ( 5 . 4 3 )  

6 . 4 0  ( 1 2 . 8 2 )  

1 3 . 4 1  ( 1 8 . 4 4 )  

2 2 . 8 4  ( 5 9 . 2 3 )  

4 2 . 6 8  ( 1 2 9 . 1 7 )  

9 7 . 1 2  ( 2 5 3 . 4 6 )  

* * 
IDS 

O .  

O .  

O .  

O .  

O .  
0 .  

O .  

O .  ( O . )  
2 . 3  ( 3 . )  

5 . 2  ( 1 5 . )  

5 . 1  ( 9 . )  

4 . 7  ( 7 . )  

4 . 3  ( 9 . )  

5 . 2  (10 . )  

* T r e e - s e a r c h  
C491 

0 . 1 4  ( 0 . 2 1 )  
0 . 0 8  ( 0 . 1 6 )  

0 . 0 8  ( 0 . 1 4 )  

0 . 0 7  ( 0 . 1 8 )  

0 . 0 7  

0 . 0 8  ( 0 . 2 2 )  

0 . 0 9  ( 0 . 2 1 )  

2 . 2 9  ( 4 . 7 3 )  
2 1 . 3 8  ( 5 0 . 8 9 )  

101.66 ( 3 8 4 . 0 6 )  

115.59 ( 2 8 2 . 5 4 )  

7 3 . 4 4  ( 2 9 6 . 2 1 )  

5 5 . 4 4  ( 3 0 1 . 3 4 )  

5 5 . 7 4  ( 3 3 6 . 8 3 )  

Martello-Toth* 
C511 

0 . 1 1  ( 0 . 2 6 )  
0 . 0 7  ( 0 . 2 1 )  

0 . 1 0  ( 0 . 2 9 )  

0 . 1 0  ( 0 . 1 9 )  

( 0 . 1 2 ) 0 . 0 9 ( 0 , 2 4 )  

0 . 0 9  ( 0 . 1 8 )  

0 . 1 1  ( 0 . 2 6 )  

0 . 4 9  ( 0 . 7 4 )  

1 . 8 5  ( 2 . 6 3 )  

5 . 1 3  ( 9 . 9 2 )  

6 . 4 7  (10.54) 

6 . 6 1  (15.93) 

6 . 0 5  (17.32) 

6 . 6 3  (23.06) 



Tableau 2 

3 %  3 
1 5 a I 10 ; b = 10 n/4+l ; Moyenne (maximum) des temps pour 10 problèmes 

j 

pair impair 

* C D C  C y b e r  730 ; * *  C I 1  H B  I r i s  80 

Tableau 3 

ID5 
* * 

0.6 (1) 

1-9 (2: 

6.0 (7: 

15 -6(17) 

23.7(26: 

38.9(43: 

52.1(57) 

L 1  

10 S a. 5 W ; b = 0.5 1 a ; Moyenne (maximum) des temps pour 20 problèmes. 
I j=i j 

~ a r t e l l o - l o t h *  
C511 

0.53 (0.90) 

1.90 (2.20) 

5.25 (6.43) 

9.69 (12.13) 

14.96 (18.61) 

21.84 (24.37) 

29.41 (33.86) 

n 

1 6  

2 0  

24 

2 8  

32 

3 6 

4 0 
- 

* 
Ahrens-Fi  n k e  

Cl1 

0.90 (1.46) 

3.92- (5.13) 

18.04 (21.87) 

70.91 (86.42) 

219.61 (333.04) 
- 
- 

. 
W 

1o2 

103 

- 

lo4 

n 

1000 

2500 

5000 

1000 

2500 

5000 

1000 

2500 

5000 

1DS * * '  

O. 

O. 

O. 

O. 
O. 

0.1 (1.) 

0.20 (1.) 

0.55 (1.) 

0.60 (1.) - 

B a l a s - Z e r n e l  * 
C31 

0.06 (0.24) 

0.09 (0.18) 

0.18 (0.62) 

0.27 (0.75) 

0.30 (0.61) 

0.30 .(0.58) 

2.45 (8.82) 

1.93 (3.98) 

2.37 (10.71) 

M a r t e l l o - T o t h  * *  
C513 

0.09 (O. 16) 

0.16 (0.37) 

0.25 (0.41) 

0.25 (0.41) 

0.32 (0.47) 

0.34 (0.62) 

0.83 (1.25) 

0.92 (1.30) 

1.00 (1.42) 



Tableau 4 

{ 
p( j+1) /2 ,  pour j impair  

Y j ~ a  = ; b =  C a 
j p ( j / 2 ) + 1 , p o u r  j p a i r  j impair  j 

S i  p 3 L(n+1)/21 a l o r s  ce  problème a une s o l u t i o n  unique t e l l e  que ax  = b .  

* CDC 6600 ; ** CDC Cyber 730 ; *** C I 1  HB IRIS 80. 

Tableau 4 b i s  

Les problèmes S e t  S2 t i r é s  de  l a  Thèse de Ribe i ro  C641 s o n t  donnés en 1 
d é t a i l  dans l ' annexe .  

* C I 1  HB IRIS 80. 



****************** * * * : CHAPITRE III ; * ****************** 

METHODE HYBRIDE POUR LE KNAPSACK 0-1 



INTRODUCTION 

Le problème du knapsack 0-1 

(B) l.c j y =1 aj xj 5 b 

x = O OU 1 j = l,..., n 
j 

où les données vérifient (cf. 1.1) : 

* 
cj, aj E R  j E Il,..., n) ; b E IN* ; max a 5 b < 

j 
f a 

l<j ln j =l j 

peut être résolu par deux types d'algorithmes : 

- Algorithmes de la programmation dynamique étudiés aux Chapitres 1 et II. 

- Algorithmes d'énumération implicite (branch and bound) : Kolesar C421, 
Greenberg et Hegerich C271, Horowitz et Sahni C311, Nauss CSEI, Barr et 

Ross C51, Zoltners C771, Martel10 et Toth C491 Fayard et Plateau C191. 

La performance des algorithmes du type deux, dépend largement de la nature 

des données du problème (B) . Plus les c et les a j c (1, 2,. . . , n) sont corré- 
j j 

lées, plus le problème est difficile à résoudre. 

Par contre les algorithmes du premier type sont moins affectés par cette 

corrélation, mais nécessitent un encombrement en place mémoire important (O(nb)) 

et ne peuvent résoudre dans un temps raisonnable que des problèmes avec un second 

membre b petit. 

D'où l'idée de donner dans ce chapitre, une méthode hybride-notée par ID- 

combinant, la programmation dynamique et l'énumération implicite, dans le but de 

résoudre une vaste classe de problèmes (B) que les deux approches considérées 

séparément. 



Cette classe, contiendra aussi bien les problèmes (B) résolubles par 

l'énumération implicite-représentés par (1)-que ceux résolubles par la pro- 

grammation dynamique-représentés par (D) - (voir figure 7). 

L'algorithme ID décrit en (111.1) fait appel à l'algorithme IDS donné 

dans le Chapitre II dans le cas où le problème (B) est équivalent à (S) (au sens 

de l'ensemble des solutions optimales). Les résultats numériques (partie 111.3) 

montrent l'efficacité de l'algorithme ID, en particulier pour le problème du 

knapsack 0-1 avec une contrainte en égalité (partie 111.2). 

III. 1. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME HYBRIDE 

* 
L'algorithme ID résoud le problème (B) (dB) = cx ) en trois phases : 

PHASE 1 : RECHERCHE DE PROBLEMES PARTICULIERS 

Une analyse simple des données permet de reconnaltre les trois cas par- 

ticuliers suivants : 

a) Toutes les composantes de c sont égales : 

La résolution de (B) revient à chercher le nombre maximum des plus petits 

a parmi al, a*, ..., a telle que leur somme soit inférieure ou égale à b. Cette 
j n 

recherche est réalisée par un algorithme de compléxité temporelle linéaire en 

moyenne (voir Fayard et Plateau C201). 



b )  Toutes les composantes de a sont égales : 

La résolution de (B) revient à chercher le nombre maximum des plus grands 

c parmi cl, c2, ..., c telle que la somme des a correspondants soit inférieure 
j n j 
ou égale à b. 

Cette recherche est aussi réalisée par un algorithme de compléxité tem- 

porelle linéaire en moyenne C201. 

c )  Tous les rapports c./a j = 1, ..., n sont pratiquement égaux : 
1 j 

Quand les données satisfont la condition du théorème ci-dessous, le pro- 

blème (B) est résolu par l'algorithme IDS (voir Chapitre II). 

l e  p,toblème ( 8 )  ut équ iva l en t  (au a e a  de  l ' ensemb le  d u  ~ o l u R ; i o n ~  o p Z i m l e ~ )  
au duivant  : 

n n 
(SI max C 

aj Xj 
S.C 1 a x s b , x  = O o u 1  j = l ,  ..., n. 

j =l j =l j j j 

Démonstration 

Les problèmes (S) et (B) ont même ensemble de solutions réalisables : 

* 'b 
soit x (resp. x) une solution optimale de (BI (resp. de (S)) : 

* % - 
Montrons que cx = cx. Posons r = max c./a et r = min c./a 

1 j - 
1s jln lrjrn 3 j 



* * 
cx* = E Cj Xj 

j =l j=l =+cx - c x a r a x  ' L - *  - r a x  - ... 
'L 

n 
'L 'L 

cx = 1 cj xj 2 r - E "j Xj v(S) = ax * ax I ax 
j -1 j =l 

* 'L 
d'où cx - cx = O 

PHASE 2 : REDUCTION DE LA TAILLE DE (B) 

De manière classique, la résolution de 6)  (par des algorithmes de complé- 
xité temporelle linéaire C3, 19, 471) et la détermination d'une borne inférieure 

v(B) - de v(B) permettent de fixer à O ou à 1 une partie de variables du problème 

(BI 117, 19, 29, 33, 451. 

Soient ainsi : 

XE = (j E {l, ..., n} 1 x est fixée à E} , 
j 

si (B) est non résolu (v(B) < 1 - v(B> - 1 alors désignons par i l'indice de la varia- 

ble de base et par 

les coûts réduits optimaux du problème 6). 

PHASE 3 : RESOLUTION DU PROBLEME REDUIT 

Le principe de la phase 3 de 1 'algorithme FPK 79 (Fayard et Plateau Cl91 ) 

est généralisé de la manière suivante : une bipartition des données du problème 

réduit 



/cXl e + max c x 
X2 2 

est réalisée dans le but de combiner l'énumération implicite et la programmation 

dynamique : 

Etant donnée une bipartition (1, D) de X2 (voir plus loin a) pour la 
k construction de (1, D)), pour chaque solution x E V (k = 1,. . . , 21 I 1 ) géné- 

rée par le schéma lexicographique suivant Cl91 : 

. Etant donnée la hiérarchie suivante entre les variables : 

à partir de x1 définie par x1 = LXj]  Yj E 1 (x étant la solution optimale 
j 

du problème (Ë)), les 2 1 ' 1 - 1 autres sommets du cube unité x j 
( j = 2 , . . . , 2 1 I 1 ) sont générés dans 1 ' ordre suivant : 

le problème auxiliaire suivant : 

est résolu par une procédure de programmation dynamique donnée plus loin en b). O 



a) Construction de la bipartition de X . 
2 .  

Cette bipartition est réalisée par une inspection des coûts réduits 

optimaux du problème 6) dans le but d'appliquer la programmation dynamique 
aux données ayant les plus petits Id. 1 (les tests d'énumération implicite sont 

3 
inefficaces pour de telles données) et l'énumération implicite aux autres. 

a.1) Cas d'éguivalence avec un problème du type (SI : ------------ ------------------ ------------ ----- 

Lorsque l'ensemble 

J = (j E X2 1 1 d. 1 < max( l/ 1 x2 1 , a. /bl )} est égal à X2, nous montrons 
1 J 

dans le théorème ci-dessous que le ~roblème (RB) est équivalent (au sens de 

l'ensemble des solutions optimales) au suivant 

qui est résoluble par l'algorithme IDS (Chapitre II). 

(RS) 

C ; .  
1 v(B)-cx= 1 - Idj]+- (b - ax) 
a. 

Xi #xi 1 

xk + max a x a = e + a I  
X1 

D D 

S.C a x 5 b' - a x k 
D D 1 1 

où i est t ' i n d i c e  de lu vahiabte de base. 



I Si la données d u  pt~obtème (8) vM+$ievtt : 

1 Idjl < max (- a.lîb)Yj É {1, ..., n} 
n' 1 

I (SI max ax S.C. ax 5 b, x E V. 

@ Montrons que si Id. 1 i l/n Yj E {l,. . . , n} alors ( B )  et (s) ont les 
3 

mêmes solutions optimales. 

* 'L 
Soient v(B) = cx et v(S) = ax 

d'après le lemme on a : 

CX* + 1 
x'r #X 
I j 

C .  
1 

Idj! + - (b-ax a. 
1 * ... 

C. 
1 'L Idj] + - (b-ax) 

a. 
1 

* 'L 
cx - cx est un entier 



@ M o n t r o n s q u e s i  ld.1 < a . / 2 b Y j e  11, ..., n ) a l o r s ( B ) e t  ( S ) o n t l e s  
3 3 

mêmes s o l u t i o n s  opt imales .  

Posons F = max c .  /a = c-/a- ; r = min c ./a = c ./a 
~j j j  - 3 j  a i  

( i )  e t  ( i i )  => cx* - cX r ( ! d l  a + Id1 ./a.) b - - 
i i 1 2  

* % 
c x  - cx < 1 

* % => CX = CX. 

* * o r  cx - c x  2 O e t  e n t i e r  

a .2)  Construct ion e f f e c t i v e  de l a  b i p a r t i t i o n  .................................... -------- 

Lorsque l 'ensemble J ci-dessus n ' e s t  pas  é g a l  à X2, l 'ensemble D e s t  compo- 

sé p a r  l 'un ion  de  J e t  de l 'ensemble 

où p e s t  un paramètre donné expérimentalement au vois inage  de 0.8 e t  d B )  - e s t  une 

borne i n f é r i e u r e  de  v(B), améliorée pendant l a  cons t ruc t ion  i t é r a t i v e  de l'ensem- 

b l e  J '  pa r  l a  procédure s u i v a n t e  basée s u r  l a  programmation dynamique. 



But : Construire (1, D) e t  préparer  l a  r é s o l u t i o n  des problèmes a u x i l i a i r e s  - 
(vo i r  b )  ) . 

% I n i t i a l i s a t i o n  % 

D + J ; J' + (l ; 1 + X2\D;f in  + faux 

Tant que I D !  < s e u i l  ( s e u i l  é t a n t  l a  t a i l l e  maximale f i x é e  pour l a  

p a r t i e  dynamique) e t  non f i n  f a i r e  - 

1 1. Appliquer l a  programmat ion  dynamique 

1 

pour cons t ru i re  une ou deux l i s t e s  (su ivant  

1 
' par  des éléments ou des p a i r e s  du type 

problème 

E D 

t a i l l e  de 

f v é r i f i a n t  l a  p ropr ié t é  de non dominance : 
i 
à 

i i . e .  é t a n t  donnée une l i s t e  L ,  

1 2. Rechercher l a  mei l leure  so lu t ion  sous l 'hypothèse 

( v o i r  cons t i tuées  

- 
x  = x V j  E 1 ( i . e .  pour un secondmembre é g a l  à b' - 

a j  Xj) j j j e1  

où X e s t  l a  s o l u t i o n  optimale de (B). 

l (dans l e  cas  de deux l i s t e s ,  c e t t e  recherche e s t  r é a l i s é e  pa r  l e u r  fus ion)  

S o i t  xD l a  s o l u t i o n  obtenue, a l o r s  : 



si J' # 0 alors 

D 4 D u Imin(5, I J ' ~ )  plus petits Id.! j r J'} ; 1 -+ X ~ \ D  
J 

sinon fin -+ vrai 

fsi - n 
fait 

b) Résolution des ~robièmes auxiliaires : 

k La résolution des problèmes auxiliaires (PA ) k = 1, 2, ..., est préparée 
dans la phase 1 de la procédure dynamique précédente (voir a)). 

k Pour chaque problème auxiliaire (PA ) k = 1, 2, ..., sa résolution est 
réduite à une simple exploration des R ( 2  = 1 ou 2) listes construites pendant 
la détermination de la bipartition (1, D) : 

k 
(i) R = 1 : la valeur du problème (PA ) s'obtient facilement par une recher- 

che dichotomique sur l'unique liste L ;de compléxité temporelle 

O(rnin( 1 D 1 , log2 b' ) . 
k 

(ii) R = 2 :la valeur du problème (PA ) est atteinte par la procédure de 

fusion (voir Chapitre 1.2.5) des deux listes L et L2 ; avec une compléxité 
1 

temporelle O(min(2 b ' ) ) ; les listes L et L étant associées chacune à 
1 2 

la moitié des données du problème (PA). D 



I n i t i a l i s a t i o n  

I 

Recherche de l ' u n  des  t r o i s  
problèmes p a r t i c u l i e r s  de (B) (phase 1) 

---- 

Résoudre le cas  p a r t i c u l i e r  

I 

Réduire l a  t a i l l e  de ( B I  (phase 2 )  
1 ,  2 . .  n} = X O u X 1 u X Î  

Résoudre (RB)  p a r  IDS SI 
Cons t ru i r e  l a  b i p a r t i t i o n  ( 1 ,  D) du 
~ r o b l è m e  r é d u i t  (RB) e t  l a  ou l e s  

I 

Résoudre le problème a u x i l i a i r e  (PA ) ; p l  



III .2. LE PROBLEME DU KNAPSACK 0-1 AVEC UNE CONTRAINTE D '  EGALITE 

III .2.1. I n t r o d u c t i o n  

Le problème du knapsack 0-1 avec une contrainte en égalité peut se for- 

muler ainsi : 

pax cx 

L X E V  

Ce problème peut être rencontré dans de nombreux problèmes, comme celui 

- de "change monaitaire" ; problème connu sous le- nom de "the change- 
making probleml' (voir Chang et Gill C131, Wright C7611, 

- du plus court chemin (voir Ribeiro 1641), 

- de cryptographie et de signature de messages codés (voir C30, 34, 44, 521 

- de contraction de contraintes (voir Plateau et Guerch C611). 

Le problème (E) appartient également à la classe des problèmes 

NP-complets (voir Garey et Johnson 120 bis]) mais sa compléxité expérimentale 

est encore plus grande que celle du knapsack 0-1 avec une contrainte en inégalité 

(B) : l'obtention d'une borne inférieure v(E) (i.e. la recherche d'une solution - 
réalisable) est en soit un problème NP-complet. 

Le problème (E) peut être résolu par des algorithmes de programmation dynam 

(voir Chapitre 11, dl énumération implicite adapté à ce problème et de plus courts 

chemin (voir Ribeiro C641). 

Cependant, ces algorithmes sont inefficaces pour les exemplaires du pro- 

blème (E) les plus difficiles ;c'est-à-dire lorsque (E) possède peu de solutions 

réalisables. 



Nous proposons dans c e t t e  p a r t i e  de transformer l e  problème ( E l  en un 

problème é q u i v a l e n t - a u  sens de l 'ensemble des so lu t ions  opt imales-avec  une 

con t ra in te  en i n é g a l i t é  (sec t ion  I I I .2 .2 ) ,  dans l e  but  de résoudre ce lu i -c i  par  

l ' a lgor i thme I D  d é c r i t  en (111.1). 

Cet te  t ransformation a  permis de résoudre effectivement des problèmes 

d i f f i c i l e s  du type (El par  I D  ( sec t ion  111.3, tableau 6 ) .  0 

111.2.2. Problème équivalent avec une contrainte en inégalité 

'L 
Une so lu t ion  optimale x  pour l e  problème (E) peut ê t r e  t rouvée en résol -  

vant l e  problème du knapsack 0-1 suivant  avec une con t ra in te  en i n é g a l i t é  : 

+ où l e  paramètre u  E IR s a t i s f a i t  l a  condit ion du théorème ci-dessous. 

Lemme 2 

€&nt donné u r R+, 6 0 a  une d o l u t i o n  op.tbmte du pmblènie ( E ( u ) )  : 

'L 
S i  ax(u)  = b a l o u  :(LI) e6.t une b o l d o n  op; t imde du p o b l è t n e  (E)  

'L 
( L e .  V(E)  = CX(U)) .  

Démonstration 

2, 'L 'L 
Soi t  v(E) = cx (x  é t a n t  une so lu t ion  optimale de (El )  x (u )  so lu t ion  

'L 'L 2, 'L 
optimale de ( E ( u ) ) = >  cx + u ax S cx(u) + u ax(u) 



Démonstration t 

'L 'L 'L 
On suppose que F(E) # @ soient v(E(u)) = cx(u) + u  x(u) et v(E) = cx 

'L 'L 'L 'L 'L 
x(u) solution optimale de (E(u)) => cx+u ax r cx(u)+u ax(u) 

'L 'L 'L 
soit u(ax-ax(u)) 5 cx(u) - cx 3 - 'L 

-> ... 
ax = b 

u > u  

d'où (i) 

'-LI @ et b > ax(u) est impossible, d'où (ii). 

Notes : 

- Une borne inférieure triviale sur u est 

- Les valeurs expérimentales de u aboutissant à l'équivalence sont petites (voir 
' 

les résultats de la section 111.3, tableau 6). 

- Les données du problème (E(u)) vérifient trivialement les propriétés suivantes : 



c + u a  c + u  a2 
1 1 2  n n 

c + U  a 
2 a) si cl/al 2 c2/a2 >...> c /an alors 2.. .2 n a 1 

a 2 a n 

b) si on note par d.(u) j E (1,. . . , n) les coûts réduits optimaux du problème 
3 

(E(u)) alo~s 

d.(u) = d 
3 j 

j = l¶...¶ n 

(où d désignent les coûts réduits optimaux du problème ( B ) ) .  
j 

111.3.  EXPERIENCES NUMERIQUES 

L'algorithme ID présenté en 111.1. est codé en fortran IV et mis en oeuvre 

sur le calculateur CI1 HB IRIS 80. Tous les résultats sont donnés en dixièmes de 

secondes. Ils montrent bien l'efficacité de cet algorithme, aussi bien pour le 

problème du knapsack 0-1 avec une contrainte en inégalité qu'avec une contrainte 

en égalité. 

111.3.1.  Problèmes avec une contrainte d'inéqalité 

L'algorithme ID est comparé à deux algorithmes performants : 

- FPK 79 : algorithme d'énumération implicite pure (donné par Fayard et Plateau 
C191). 

- DPT 3 : algorithme de programmation dynamique pure (donné par Toth C701). 

Les données des problèmes tests sont tirées au hasard dans les intervalles 

spécifiés (tableau 5) suivant la loi uniforme. L'analyse des résultats du tableau 

5 dégagent les conclusions suivantes : 

- L'énumération implicite est affectée par la corrélation des données. 



- La programmation dynamique e s t  a f f e c t é e  pa r  l a  t a i l l e  du problème (c ' e s t -  

à-dire nb grand). 

- L'algorithme I D  e s t  général puisque il résoud des problèmes où l e s  a u t r e s  

méthodes ont échouées e t  l a  t a i l l e  de l a  p a r t i e  dynamique ( [DI )  augmente 

avec l a  d i f f i c u l t é  du problème. 

Tableau 5 

Min ( resp .  max) = Moyenne des 10 p lus  p e t i t s  ( resp .  p lus  grands) 

temps parmi 40. 

(Av) = Moyenne des temps de 40 problèmes. 

Avt ( r e sp .  maxt) = Moyenne ( resp .  maximum) des temps de 200 problèmes. 

[Dl : Moyenne des t a i l l e s  des 40 problèmes a u x i l i a i r e s .  

* C I 1  HB IRIS 80 ; ** CDD 6600 

i '  = s i g n i f i e  l e  nombre de ~ r o b l è m e s  réso lus  en moins de 4 minutes. 

a 
j 

b 

données non cor ré lées  

" 

1l,l0~1 

FPK 79, * 
M i n  (Av) Max 

[1,1031 

données peu cor ré lées  

1 O * 
I D 1  Min (Av) Max 

0.5 1 aj 
j=l 

3 [1,10 1 

Toth  
8 * 

( A v t )   ait 

1000 

5000 

2 2 [aj-l0 .aj+ïO 1 

données co r ré lées  

2.4 (4 .85)  9.5 
13.3 (19.3) 27.5 

n 
0.5 1 a j  

j=l 

1000 
5000 

2 11,lO 1 

I1,lO 1 

6 
12 

3.4 (11.55)25..3 

14.8 (21.65)35.9 

cj = a.+10 
J 

= a.+10 
cj J 

d o n d e s  fortement cornélées  

3.0 (4.73)a.l 
16.2 (18.3)22.4 

9 
10 

n 
0.5 1 aj 

j=l 

n 
0.8 1 a j  

j=1 

2 .  
[I,lG j 

- 
- 

3.7 (10.85)24.e 

17.5 (24.) 34.1 

50 

100 

200 

50 
100 

c j  = a.+l 
J 

- 
- 

18' 

3' 

2' 

17' 

4' 

O' 

n 

j=l 1 aj 

21 

48 

51 

20 

40 

50 

1000 

5000 

- 
- 

0.2 (10.) 28.1 

4.6 (27.) 42.4 

6.8 (29.8)40.6 

0.4 (7.2)18.2 

1. (19.7)42.3 

2.9 (29.3)41.5 

- 
- 

(1.8) 3.7 

(7.) 15.2 

(19.1) 50. 

(0.7) 1.9 

(2.7) 6.8 

(10.5) 26.9 

2.7 (3.9) 5.5 

18.5 (23.2)33.5 

- 
- 



111.3.2. Problèmes avec une contrainte d'éaalité 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  il s ' a g i t  de l a  r é s o l u t i o n  de problèmes en minimisation 

pa r  l e s  algorithmes I D  e t  FPK 79, après les avo i r  transformés en problèmes 

équivalents  de maximisation : C e  + ma* cxl  

S.C axl  = a e - b 

X'  = e - x ,  x  E V 

l e s  problèmes (El a i n s i  obtenus sont t ransformés aux problèmes du type (E(u))  

( v o i r  III. 2 ) .  

Les ~ r o b l è m e s  ( P )  sont  d é c r i t s  dans l e  t ab leau  6 où l e s  données son t  t i r é e s  

au hasard suivant  une d i s t r i b u t i o n  uniforme dans l e s  i n t e r v a l l e s  s p é c i f i é s  ( l e  

d é t a i l  de chaque problème a i n s i  qu'une s o l u t i o n  optimale correspondante son t  don- 

nés dans 1 ' annexe ) . 

Il  est à noté  que pour les problèmes d i f f i c i l e s  : 

- PZ, P3 e t  P4 l a  va leur  v(P) e s t  é lo ignée  de l a  va leur  v(P) ((P) é t a n t  

l e  problème en continu).  

- P4 e t  P5, I D  e s t  5 f o i s  plus r a p i d e  que FPK 79. 





***************** * * * * CHAPITRE I V  * * * ***************** 

ROTATION DE CONTRAINTES 



INTRODUCTION 

Etan t  donné un problème (B) en nombres e n t i e r s ,  il e x i s t e  p lus ieurs  

méthodes d 'obtention de formulations équivalentes à c e l l e  de (B) avec exacte- 

ment l e  même ensemble de so lu t ions  r é a l i s a b l e s  ; p a r  exemple : 

. La contrac t ion  de con t ra in tes  

(Anthonisse C21, Bradley 110, 111, Chvatal 1141, Glover C251, Glover e t  Woolsey 

C261, Kaliszewski e t  Libura 1361, Kannau C371, Kendall e t  Zionts  C393, Mayer 

1531, Pla teau  e t  Guerch 1611, Rosenberg C651, Padberg C601). 

. La réduction de c o e f f i c i e n t s  de con t ra in tes  

(Bradley, Hammer e t  Wolsey C121, Wilson C741, Kostreva e t  Johnson C431). 

La r o t a t i o n  de con t ra in tes  (Kianfar C40, 411, Walukiewcz e t  Kalisezewsi 1711) 

r e n t r e  dans ce cadre de méthodes. E l l e  cons i s t e  à déplacer  l e s  c o n t r a i n t e s - s o i t  

c e l l e s  du problème ( B I ,  s o i t  l e s  coupes générées en cours des méthodes algébriques 

de r é s o l u t i o n  de (B) - d e  s o r t e  que l e s  nouvelles  con t ra in tes  obtenues passent  

par  au moins autant  de po in t s  e n t i e r s  que l e s  o r ig ina les .  

Les r é s u l t a t s  rappor tés  p a r  Beale e t  Tomlin C61, Crowder, Johnson e t  

Padberg C281 Geoffrion e t  Gravaves 1221, Williams C731 e t  Walukiewicz e t  

Kaliszewski C711 indiquent  que l e  ~ r o b l è m e  (B) e s t  d 'autant  p lus  f a c i l e  à r é -  

soudre que l e  domaine de (BI e s t  b ien  r é d u i t .  

Après un rappe l  de l a  formulation de l a  r o t a t i o n  de con t ra in tes  e t  de 

son i n t e r p r é t a t i o n  géométrique (Section IV.2) nous in t roduisons  c e l l e  avec une 

con t ra in te  add i t ionne l l e  (Section IV.3), c e l l e - c i  permet de r é d u i r e  davantage 

l e  domaine de (B). C e t t e  idée  a soulevé l e  choix de l a  con t ra in te  addi t ionnel le  

(IV.4) a i n s i  que c e l u i  de l a  con t ra in te  él iminant  une con t ra in te  donnée (réduc- 

t i o n  de c o n t r a i n t e s ) .  



En plus des applications classiques de la rotation de contraintes, nous 

montrerons (IV.4.2) comment celle-ci peut contribuer aux méthodes d'élimination 

de contraintes. 

Au paragraphe IV.5.3 nous donnons un nouvel algorithme, calculant les 

coefficients de la contrainte obtenue après rotation d'une contrainte de n varia- 

bles et de second membre b, de compléxité temporelle O(nb). Cet algorithme amé- 

liore considérablement celui de Kianfar [401 dont la compléxité temporelle est 
2 

O(n b) (Section IV.5.2). Une comparaison théorique et expérimentale entre ces 

deux algorithmes est présentée en section IV.5.4. 

I V . l .  FORMULATION DU PROBLEME 

On suppose, sans perdre la généralité C401, que la rotation est appliquée 

à des contraintes d'un programme linéaire suivant à m contraintes et n variables 

bivalentes : 

pax cx 

(dont les coefficients c de c, b. de b et aij de A (i=l, ..., m, j il, ..., n) 
j 1 

sont supposés être des entiers non négatifs). 

L'étude de la rotation de contraintes aura pour support l'utilisation des 

problèmes de knapsack extraits de (B) notés comme suit, pour p, q E Cl,. . . , ml 
donnés : 

P P 
x r V  A x < b  

9 9 
x r v  

où la contrainte A x  I b est obtenue par rotation de la contrainte A x 5 b . 
P P P P 



IV.2.1. Formulation 

La rotation géométrique de la contrainte 

consiste à déplacer l'hyperplan 

de sorte que le nouvel hyperplan 

passe par au moins autant de points entiers que l'original c'est-à-dire 

A 

Les coefficients â de A (j = 1, ..., n) sont calculés par le procédé 
P j P 

itératif suivant : 

Etant donné r E €1, 2,. . . , n) , considérons le problème 
n 

P 
n 

(Bp 1 xr = 1) a + max 1 
pi. a ~ j  Xj 

s.c 1 S b  - a  ; X  = O o u 1  Yj # r  
j =I j =i a ~ j X j  p pr j 

en posant 

Le procédé est alors réitéré sur un autre coefficient de la nouvelle con- 

trainte 



Si â > a alors le nouvel hyperplan 
P' Pr 

j #r 
passe par le nouveau point entier # défini par : 

* 
# = 1 et # = x j = l,..., r-1, r+l,..., n 
I> j j 

* P (x étant une solution optimale du problème (B 1 x = 1)). Ce qui n'était pas 
P r 

le cas pour l'hyperplan 

Exemple : Considérons la contrainte 

les solutions bivalentes de 2x + 3x2 < 4 sont (O, O), (1, O) et (O, 1) ; l'ap- 1 
plication du principe exposé ci-dessus permet, en deux rotations successives, 

d'aboutir à la contrainte 4x1 + 4x2 5 4 dont l'ensemble des solution bivalentes 

est identique à la précédente, mais qui s'appuie sur les deux points entiers 

(1, O) et (O, 1) alors que la contrainte d'origine ne s'appuyait sur aucun de 

ces deux points : 

rnax{îx 1 2x1 5 4 - 3  ; xl = O ou 1) = O => â2 = 4 
1 

=> la contrainte initiale est transformée en 2x1 + 4x2 2 4. 

maxI4x 1 4x2 2 4 - 2 ; 2 X2 
= O o u 1 } = O = > â  = 4  

1 

d'où la contrainte finale : 

(voir figure 8 ) . 



Figure 8 

Les coefficients â ( j  = 1, ..., n) se calculent de manière récursive 
P j 

par l'algorithme suivant : 

kegotLi;thme : 

I -+ il , 2y...y nl 

Tant que 1 # O {&e 
c h o A n h  r E 1 

a -+ a + b - V ( B ~  1 xr = 1) 
Pr Pr P P 
1 + 1 - Ir) 

&@ 

E h n t  donné p r €1,. . . , m 1, en  noatant A x s b lu c o n t n a i n t e  obtenue pi* 
P P 

/ r o W o n  d e  lu c o W n t e  A x r b e;t 
P P 



Démonstration 

1 )  Puisque Y j  E il, ..., n)  â 2 a  
=O -O a l o r s  F(B ) c F(B ) montrons que 

p j  p j  P -  P 
c e t t e  i nc lu s ion  es t  s t r i c t e  s i  R # (3. 

Pour t o u t  r E (1,. . . , n) , on r a p p e l l e  que 

* 
S o i t  x  une s o l u t i o n  opt imale  de (BP 1 xr = 1) dont l a  composante d ' i nd i -  

P  
c e  9, E 11 ,..., n)  est n u l l e  ( i . e .  x i  = O ) .  En d é f i n i s s a n t  x  p a r  - 

-0 
- - 

=O nous a l l o n s  montrer  que x  E F(B ) e t  x  4 F(B ) : 
P  P  

* Montrons que xQ I 1 : - 

-0 * Montrons que x  - E F(B ) ( i . e .  A x  2 b ) s i  r E R : 
P  P '  P  

n  
A x =  1 a  x  + a  (bp - V ( B ~  1 x 

P -  j=l p j - j  P& r 
= l ) ) l a p 9  

j #Q 

* * 
o r x  = x  Y j # R  e t x R = O  - j j 



=O * Montrons que x - B F(B ) (i.e. A x > b ) : 
P P -  P 

puisque 

jfret II 

A 

2 Il suffit de remarquer que H = H u R et H R = 0 
P P P  P P 

où R = {xr 1 r E R et xr solution optimale de (BP 1 x = 1))- P P r  

IV.2 .2 .  Exemple e t  interprétation géométrique 

Considérons la contrainte 



Figure 9 

Une rotation permet d'aboutir à la contrainte 

Avant la rotation, l'hyperplan 

4 9 10 1 2 5 6 7 8  
s'appuie sur les points x , x  et w ;les points x  , x  , x , x  , x , x sont 

strictement en dessous et x3 est au dessus de celui-ci. 

Après rotation le nouvel hyperplan 

2 7  
vient s'appuyer sur les points x  et x tout en restant appuyé sur x4 et élimi- 

9 
nant les points x et x1° à coordonnées non entières. 



La rotation a géométriquement forcé l'hyperplan 3x1 + 5x2 t 6x3 = 11 a 
bouger de façon à venir s'appuyer sur deux nouveaux points à coordonnées entières. 

IV.2.3.  Direction de la rotation e t  choix de l a  bonne direction 

a) Définition 

Etant donnée une contrainte A x I b ; S = (sl. s2, .... sn) est dite 
P P 

une d h e d o n  d e  &t h o a a o n  de cette contrainte si les coefficients â de A 
pj P 

sont calculés dans l'ordre suivan* : 

â y a y . . . ,  â 
PSI PS2 PSn 

b) Choix de la "bonne" direction 

Puisque la rotation d'une contrainte A x S b p E il, ..., rn) peut se 
P P 

réaliser dans n'importe quelle direction, Walukiewicz et Kaliszewski C711 propo- 
-0 sent de la faire suivant une direction permettant une diminution de v(B ), dans 
P 

le but d'améliorer par exemple les bornes d'évaluation par excès de (B) : 

-0 Etant donné p E il,. . . , ml et le problème (B ) résolu sous l'hypothèse : 
P 

où i est l'indice de base 

Walukiewicz et Kaliszewski suggèrent la direction suivante : 

SI= (1. 2,..., n). 



En désignant  p a r  

- -O . x  : l a  s o l u t i o n  opt imale de (B ) 
P 

=O . ? : l ' i n d i c e  de base du problème (B ) 
P 

L. 
1- d  = C  - -  -O 

j  
a  Yj : l e s  coû t s  r é d u i t s  optimaux de (B ) 

j spi p j  P 

A C - 
i -0 . d  = c  - - a  Y j  : l e s  coû t s  r é d u i t s  optimaux de (B ) 

j  j spi p j  P 

Notre choix de d i r e c t i o n  de l a  r o t a t i o n  : S2 = ( i ,  i-1, ..., n,  n-1, ..., i + l )  

est basé s u r  l e s  o b j e c t i f s  su ivan t s  : 

-O - Diminuer v(B 1, 
P 

- Eliminer x ( s i  X n ' e s t  pas  un e n t i e r ) ,  i 

- Augmenter l e s  p lus  grands Id.  1 (dans l e  b u t  de r end re  e f f i c a c e s  l e s  t e s t s  de 
1 

réduct ion  117, 19, 29, 33, 451) .  

Ces o b j e c t i f s  c o n s t i t u e r o n t  l ' o b j e t  du théorème ci-dessous. 

2' Soient E EX' <+ r r u u Ui1 .tee6 que : 

1 
a  

ES.-; â > a  a % -  E 5 a E T S S  
max c  p r  Pr c .  c c .  

1 1 r 1 



3 1 V r  2 i .id pue â = a ~j < r o r a  : ldrl 2 Idr!. 
p j  p j  

Démonstration 

--  

1) Montrons A # > b 
P  P  

â a 
Pour montrer que i 2 i, il s u f f i t  de  montrer que 2 * 

C C .  
F 1 

- 
si 1 a + a b a l o r s  U 3 U - I r )  u { i l ,  s inon  i = i e t  U = U - {r)  

jcu-{r) p j  pi P 

C; r 

2) (i) + 1 2 i => - 5 
a 
PT 



1) En effectuant la rotation dans la direction (i, i-1, ..., l), il y a de 

fortes chances que : 

- 
-0 -0 - X soit éliminée et que par conséquent v(B ) < v(B ). 
P P 

- Les premiers coefficients a de A auxquels sont en général associés les 
P j P 

plus grands coûts réduits ne soient pas modifiés ;ce qui contribue à renforcer - 
les tests d'élimination de variables puisque d 2 d (voir les méthodes de ré- 

j j 
duction C17, 19, 29, 33,  451). 

2) Lorsque â i a en effectuant la rotation dans la direction (n, n-1, ..., pi pi' 
i+l), il y a de fortes chances que les derniers coefficients a de A auxquels 

P j P 
sont en général associés les plus grands coûts réduits 1 d . ( soient augmentés 

1 
ce qui contribue, dans le cas aussi, à renforcer les tests d'élimination de va- 

riables. 

Dans l'exemple suivant, l'utilisation de la direction S2 permet d'élimi- 

ner davantage de variables que par l'utilisation de la direction Sl;en consi- 

dérant le test classique d'élimination de variakle : 



j e 1 , .  , 7 Lv(B - Idj LI > v(B) - donc aucune é l iminat ion .  

Après r o t a t i o n  de l a  con t ra in te  su ivant  l a  d i r e c t i o n  S = (1 ,  2, ..., 7) 
1 

l e  nouveau t ab leau  e s t  : 

Rotation suivant  l a  d i r e c t i o n  Sî = (4, 3, 2, 1, 7, 6, 5 )  : 

Y A 

v(B) - l d j U  5 x(B) V j  # 5 e t  6  => x e s t  f i x é e s  V j  # 5 e t  6. 1- j 



IV.3. ROTATION AVEC UNE CONTRAINTE ADDITIONNELLE 

Le p r i n c i p e  de l a  r o t a t i o n  de l a  c o n t r a i n t e  A x I b sous une c o n t r a i n t e  
P P  

add i t i onne l l e  A x  E b  (p ,  q E 11,. . ., m)) e s t  l e  même que c e l u i  de l a  r o t a t i o n  
9 9 

sans  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  : 

Les c o e f f i c i e n t s  â de A s o n t  c a l c u l é s  comme s u i t  
p j  P 

Etant donné r E 11,. . . , n) , considérons l e  problème 

en posant  â = a t b  - v(BP 1 xr = 1 ) .  l e  procédé e s t  a l o r s  r é i t é r é  s u r  un 
Pr P r  P  P  9 9 

a u t r e  c o e f f i c i e n t  de l a  nouvel le  c o n t r a i n t e  : 

1 xr = 1) 

Ce procédé e s t  résumé pa r  l ' a lgo r i thme  su ivan t  : 

- n  
a t m a x  1 a p j  x j  
Pr j=l 

j #r 

n 
s . c  1 a  5 b  - a  

j =i p j  X j  P p r  
j #r 

1' Tant que 1 # 0 f a i r e  ; c h o i s i r  r E 1 ; 

f a i t  I - 



L'introduction d'une contrainte additionnelle permet de réduire davantage 

le domaine de (5) comme le montre le théorème ci-dessous. 

Pour comparer les rotations avec et sans contrainte additionnelle, par la 

suite, le paramètre q sera ajouté à tout ce qui est relatif à la rotation avec 
A 

une contrainte additionnelle A x s b ; par exemple : A (q) x 5 b est la con- 
9 9 P P 

trainte obtenue après rotation de la contrainte A x L b sous la contrainte 
9 P 

3 1 S ' a  e d t e  r E 11,. . . , nl .tee pue â (q) > â alou F(B'(~)) F ( B ~ )  
Pr Pr P 

Démonstration 

â (q) = a + b - V(B' 1 xj = 1) 
P j pj P P Y ~  

=> a ' (q)-â 1 x = 1)- 
p j  pj j 

â = a + b  -V(B'~X = 1) 
pj pj P P j V(B~ 1 xj = 1) 

P Y ~  

or V(B~ 1 x = 1) 2 ~ ( B P  1 xj = 1) d'où â (q) 2 â 
P j P S ~  pj pj ' 

2)  et 4)  se déduisent facilement du 1). 

3 Soit r E (1, ..., n) tel que â (q) > â et 
Pr Pr 

xP telle que V(BP 1 xp = 1) = A xP, 
P P 

montrons que : 

XP , ~(6') et XP 4 F(BO(~)) : 
P P 



La r o t a t i o n  de l a  c o n t r a i n t e  ( 1 )  sans  l a  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  ( 2 )  
A 

donne Al = Al, p a r  con t r e  avec l a  c o n t r a i n t e  ( 2 ) ,  on o b t i e n t  

Remarques : 

A 

1 1 La c o n t r a i n t e  ( 1 )  obtenue a  él iminé l a  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  ( 2 ) .  

2 La c o n t r a i n t e  obtenue ap rès  r o t a t i o n ,  n 'é l imine  pas  en  généra l  l a  con- 

t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  comme l e  montre l 'exemple s u i v a n t  : 

Soient  l e s  deux c o n t r a i n t e s  



La rotation de la contrainte (1) avec la contrainte additionnelle (2) est 

la contrainte : 

A 

La contrainte (1) n'élimine pas la contrainte (2) puisque x = (1, 1, 0, O) vé- 
A 

rifie (1) mais ne vérifie pas (2). Il est à noter aussi que la rotation de la 

contrainte (1) sans contrainte additionnelle est (1). 0 

Ces remarques permettent de dégager deux problèmes importants : 

- Comment choisir la contrainte additionnelle (celle qui permet un grand dépla- 
cement de l'hyperplan d'origine) ? 

- Comment la rotation de contraintes peut-elle être utilisée dans les méthodes 
d'élimination de contraintes ? 

Ces deux points seront abordés dans la partie qui suit. 

IV.4. LES APPLICATIONS DE LA ROTATION DE CONTRAINTES 

La rotation de contraintes peut être utilisée : 

- Comme méthode d'obtention de formulations équivalentes : Etant donné un problème 
(B), il existe plusieurs méthodes pour obtenir un problème équivalent (B') 

(i.e. F(B) F(B1 ) et F(B' ) 5 F(B)). La rotation de contraintes rentre dans le 
cadre de ces méthodes avec la possibilité de les améliorer (partie IV.4.1). 

- Dans les méthodes d'élimination de contraintes en renforçant les tests 
d'élimination (partie IV.4.2) : 

Etant donnée une contrainte à éliminer par une autre contrainte du pro- 

blème (BI ;les tests d'élimination peuvent être efficaces si : 

. La contrainte dl élimination est bien choisie ; d'où un critsre de choix 
s ' impose. 



. La r o t a t i o n  de l a  c o n t r a i n t e  d ' é l imina t ion  e s t  r é a l i s é e  avec une con- 

t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  bien c h o i s i e  ( c e l l e  q u i  permet un grand déplacement) ; 

d'où un c r i t è r e  d e  choix s ' impose. 

- Dans les méthodes a lgéb r iques  ( p a r t i e  IV.4.3) en  

. r en fo rçan t  l e s  c o n t r a i n t e s  d ' o r i g i n e s  

. r en fo rçan t  l e s  coupes générées à chaque i t é r a t i o n  de l a  méthode. 

IV .4.1 Méthode d'obtention de problèmes équivalents 

Etant  donné l e  problème (B) formulé précédemment comme s u i t  

I l  e x i s t e  d i f f é r e n t e s  techniques d 'ob ten t ion  de formulat ions d i t e s  équi- 

v a l e n t e s  1 2 ,  9 ,  10 ,  11, 14,  25, 26, 35, 36, 37, 39, 43, 60, 61, 65, 69, 741 avec 

exactement l e s  mêmes s o l u t i o n s  e n t i è r e s  e t  r é a l i s a b l e s .  Les expériences r épe r to -  

r i é e s  dans C6, 22, 28, 71, 731 indiquent  que (B) e s t  d ' a u t a n t  p lus  f a c i l e  à r é -  

soudre, ou possède de me i l l eu re s  s o l u t i o n s  approchées (obtenues rapidement) l o r s -  

que son  domaine est l e  p l u s  r é d u i t  poss ib l e .  

Comme, il est montré dans l e s  théorèmes précédents ,  non seulement l a  ro-  

t a t i o n  de c o n t r a i n t e s  r e n t r e  dans ce  cadre  des méthodes, mais de p l u s  e l l e  per- 

met de  l e s  r e n f o r c e r  en r é d u i s a n t  encore l e s  domaines t rouvés  pa r  l e s  a u t r e s  

méthodes : v o i l à  quelques c o n t r a i n t e s  rencont rées  dans l a  l i t t é r a t u r e  e t  où l a  

r o t a t i o n  de c o n t r a i n t e  a b o u t i t  à des amél iora t ions  : 

Contra in te  c o n s t r u i t e  p a r  : 

. Réduction de ses c o e f f i c i e n t s  ( v o i r  l ' i n é g a l i t é  ( 9 )  page 275 de l a  r é f é rence  Cl2 

. Contract ion de  c o n t r a i n t e s  C I O ,  391. 

. La méthode de coupes profondes d i t e s  "deep c u t s "  ( v o i r  l 'exemple 2 ( a )  de l a  

r é f é rence  C 9 1 ) . 
. La t h é o r i e  de groupes e t  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  l ag rang iens  g é n é r a l i s é s  C35, 69 1. 

D 



IV.4.2. Méthodes de reduction 

Le but de cette partie est de montrer que l'élimination définitive de 

contraintes (celle des variables à déjà été abordée dans la partie V . 2 . 3 )  du 

problème ( B I  peut être réalisée efficacement par 1' introduction de la rotation 

de contraintes sur la "meilleure" contrainte d'élimination. 

IV.4.2.1. Eaepel de guel gues tests d'élimination de contrainte ------------ ------ --- ..................................... 

La contrainte 

peut être éliminée du problème (B) sous l'une des conditions suivantes (Fayard 

et Plateau C181) : 

3~ E (1,. . . , k-1, k+l,. . . , ml tel que 

-k 
où i(p) est l'indice de base du problème (B 1. 

P 

Dans le cas où la contrainte d'élimination 

A x l b  
P P 

définie par 

(une estimation - moins coûteuse que la résolution des m-1 problèmes (Ë~) - de 
P 

cette contrainte sera proposée en I V . 4 . 2 . 2 .  ) 



ne vérifie pas l'un des tests (C ) et (c4j, il est proposé en IV.4.2.3. de faire 3 
la rotation de celle-ci, avec de préférence une contrainte additionnelle "bien 

choisle" (i.e. celle qui permet une grande diminution de v(zk) 1. 
P 

n 

IV.4.2.2. "Estimation" de la contrainte d'élimination 

L'étude du cas particulier (a) permet de comprendre le critère "d'estima- 

tion" donné en b. 

a) Etude d'un cas particulier 

Etant donnée une contrainte 

A x l b  
k k 

k E (1, 2, ..., ml 

Considérons une contrainte 

et les deux ordonnancements suivants : 

en désignant par : 

k 
(B (e)) max A x s.c A (e) x s b x V 
P k P P ' 



(où c = (cl,  ..., cn) ,  a = (al  ,..., an ) 

nous avons l e s  r é s u l t a t s  su ivants  : 

Lemme 3 

1 I 2 2 
cos  (Ak, A ( e ) )  2 cos (Ak, A ( f ) )  

P P 

2 1 v ( ~ ~ ( e ) )  c v(ËYk(f)) 
P P 

~émons  t r a t  ion 

1 > Evident compte tenu de ( e )  e t  ( f ) .  

2)  En notant  pa r  : 

-k 
i ( e )  = i nd ice  de base optimale de ( B  ( e l )  

P 

i . .  3 c 1 , .  n : 1 a ~b < 1 a + a e t  
j EU pe j P jeu pej pei (e)  

i ( f )  = i nd ice  de base optimale de ( ~ ~ ( f ) )  
P 

a l o r s ,  v($(e)) = 1 a k j  + ( b p -  a ) r ( e )  
P j EU jeu pej  

-k 
montrons que v(B ( e ) )  - d k ( f ) )  s 0. 

P P 



si ~ u I  = i(f) - 1 alors r(f) 2 r(e) 1 

Ce cas particulier permet de donner la conclusion suivante : 

En considérant toutes les permutations (s) des coefficients de A il y a 
P 

de fortes chances que le "meilleur" knapsack (celui qui a la plus petite valeur 
2 v(B~( s) ) ) soit celui qui a le plus grand cos (Ak, A (s) ) . Géométriquement cela 

P P 
signifie que la contrainte du "meilleur" knapsack est celle qui a la plus petite 

"déviation" avec la contrainte A x I bk. 
k 



2 
La recherche de l a  con t ra in te  A x I b ayant l e  p lus  grand cos ( A  A ) 

P P 
n ' e s t  pas s u f f i s a n t ,  puisque s i  

k' P  

a l o r s  

n  
Pour c e l a  il f a u t  a u s s i  t e n i r  compte du rapport  b / 1 a  quand p  déc r i t  

P  j= l  P j 
l 'ensemble Cl,. . . , m)\{k). 

b )  C r i t è r e  " d ' e ~ t i m a t i o n ' ~  
- - 

Etant donnée une con t ra in te  

Ak x 5 bk k  = 1, ..., m 

l a  con t ra in te  

A x l b  
P  

p  = 1, ..., k-1, k+ l ,  ..., m 
P 

suscep t ib le  de v é r i f i e r  (1) e s t  "estimée" p a r  l e  c r i t è r e  su ivan t  : 

(II 

r 
b 

Ap) = min 
2 

n /COS (Ak, A ) ; Yq # k 
9 

j.1 

Remarque : En supposant que l e  "meilleur" knapsack e s t  t e l  que : 

une es t imat ion  n a t u r e l l e  de l a  con t ra in te  d 'é l iminat ion  s e r a i t  de prendre l a  

con t ra in te  

k  
(Tes ts  appliqués s u r  (BI) k  = 2 , . . . ,  m), 



Cette estimation n'est pas tout-à-fait réaliste puisqu'elle ne tient 

pas compte du tout de la contrainte Ak x S bk à éliminer comme l'illustre l'exem- 

ple suivant : 

. La contrainte 1 n'élimine pas les autres. 

(B) 

Dans cet exemple l'estimation (II) fournie la contrainte théorique donnée 

par (I), voir le tableau suivant : 

s.c A x = 5x + 2x + 4x2 S 8 = b2 
2 1 2 

A 3 x = 3 x  + x  + 2 x 2 S 4 = b 3  
1 2  

x = O o u l  j = 1 , 2 , 3  
- j 



* 
(I*) ( r e sp .  ( I I  ) )  désigne l e  numéro de l a  con t ra in te  v é r i f i a n t  (1)  ( resp .  ( I I ) ) .  

(c3)* indique s i  oui  ou non l e  t e s t  (C3) e s t  v é r i f i é .  

I l  e s t  a no te r  que l a  con t ra in te  1 n'a pas pÛ ê t r e  éliminée par  l a  con- 

t r a i n t e  3  ; p a r  cont re ,  s i  on f a i t  l a  r o t a t i o n  de l a  c o n t r a i n t e  3  avec l a  contrain-  

t e  add i t ionne l l e  1, l a  con t ra in te  su ivante  obtenue : 

élimine l a  con t ra in te  1; 

IV.4.2.3. Rotat ion de la con t ra in te  d'él i rninat ion ................................................. 

S i  l a  con t ra in te  

A x l b  k  k  k  E {l, ..., m l  

n ' a  pas pû ê t r e  éliminée par  l a  con t ra in te  

A x l b  ( con t ra in te  d 'é l iminat ion)  
P  P  

(où p  v é r i f i e  ( I I ) ) ,  a l o r s  en f a i s a n t  l a  r o t a t i o n  de c e t t e  de rn iè re ,  on espère 

que l a  con t ra in te  obtenue 

pour ra i t  é l iminer  l a  con t ra in te  Ak  x  5 bk. 

La r o t a t i o n  de l a  con t ra in te  A x l b e s t  d 'autant  p lus  e f f i cace  lorsque 
P  P  

e l l e  s ' e f f e c t u e  avec une con t ra in te  add i t ionne l l e  "bien choisie".  Nous avons 

cons ta té  ( s u r  des exemples) - que l a  con t ra in te  qui  répond à ce  choix e s t  c e l l e  
II 2 qui  a  l e s  q u a n t i t é s  (b / 1 a  ) e t  cos (A A ) p e t i t e s .  

4  j=l  q j  P, 9 

C'est l a  r a i son  pour l a q u e l l e  l a  con t ra in te  add i t ionne l l e  A x  5 b 
9  9 

q # p s e r a  cho i s i e  suivant  l e  c r i t è r e  su ivant  : 



( I I I  

Exemple : Petersen C621 ( e x t r a i t  du problème no 1 )  



* * * 
(1 1, (II ) et (C ) ont la même signification que précédemment. 3 

Une première constatation fournie par le tableau précédent conserne 

l'efficacité de l'estimation (II) qui donne la contrainte théorique vérifiant (1). 

La deuxième constatation est qu'aucune contrainte n'a été éliminée (test 

(C3) n'est pas vérifié). 

Puisque la contrainte 4 n'élimine pas la contrainte 1, on propose de 

faire la rotation de la contrainte 4 avec une contrainte additionnelle vérifiant 

le critère (III). Il se trouve que cette contrainte additionnelle est la con- 

trainte 1 : 

La contrainte suivante, 

*4 = llx + 13x2 + llx3 + 44x4 + 11x5 + 20x6 5 44 
1 

obtenue après rotation de la contrainte 4 avec la contrainte additionnelle 1, 

élimine toutes les autres. 

On obtient ainsi le problème réduit suivant : 

llx + 13x + llx3 + 44x4 + 11x5 + 20x6 1 4 4  
1 2 

IV.5. ALGORITHME DE ROTATION DE CONTRAINTES 

Introduction 

Considérons une contrainte du problème ( B ) ,  de la forme 

n 
(où 1 a > b et O S a < b j = 1, ..., n). 

j =l j j 



Le but des algorithmes de rotation est de calculer séquentiellement les 

coefficients â de la contrainte 
j 

obtenue après rotation de la précédente. Ce sont tous des algorithmes de pro- 

grammation dynamique. Kianfar en 1971 C40I a donné un algorithme de compléxité 
2 temporelle O(n b) et spatiale O(&) ;et l'a amélioré en 1976 C411 en minimisant 

le nombre d'itérations (voir section IV.5.2.). 

En section (IV.5.3), nous avons apporté une amélioration considérable à 

la méthode de Kianfar en donnant un algorithme de compléxité temporelle et spa- 

tiale O(&). 

Les résultats théoriques et numériques (section IV.5.4) montrent nettement 

l'efficacité du nouvel algorithme par rapport à celui de Kianfar. 

IV.5.1. Formulation 

Par simplification, les coefficients â. de â sont supposés calculés dans 
1 

l' ordre suivant : 

et sans contrainte additionnelle. 

8 

Etant donné k E 1 . .  , n} ; âk est calculé par : 

où la valeur du problème 

k- 1 n k-1 n n 
(Sk) max a S.C. a x + 1 â j x j 5 b - a k ; x  = 0 o u 1  

j =i j =i j j j=k+l j 
Vj # k 

O n 
(avec 1 a. x = 1 âj xj = O) 

j=i j j=n+l 



est calculée par : 

où Ln vérifie : k 

avec b = b - min a 
isjin j* 

IV .5 .2 .  Algorithme de K ian fa r  

En utilisant la programmation dynamique pour construire les listes L j 
k 

(Yj, Yk E {l, ..., n}), Kianfar C401 donne un algorithme de calcul des coeffi- 
2 cients â ( j  = n, n-1,. . . , 1) de compléxités temporelle O(n b) et spatiale O(nb) : 

j 

But : Calculer an, - âl 

1 2  n- 1 1 Construire L - n, Ln, ..., Ln en utilisant (4.3) : phase préliminaire 
n-1) â n + b-v(~:) (V(S:) est calculéepar (4.2) avec Ln = Ln 

k + k-1 

2 Tant que k # O faire - 
L + L (puisque L 

k 
pour j de k+l à n faire 

construire L: par (4.4), 
n" â + b - v(S ) (v(s:) étant calculée par (4.2)) k k 

fait - 



Démonstration 

Puisque on gère n listes de taille b chacune, la compléxité spatiale de 

l'algorithme A9 est à l'évidence O(nb). 

Pour la compléxité temporelle, il suffit d'étudier les compléxités tem- 

porelles des étapes - 1 et - 2 : 

1 2  n- 1 - La construction par la programmation dynamique des listes L 
n9 . . . , Ln est 

de compléxité témporelle O((n-1)b). 

n - Dans l'étape - 2 la construction de chaque liste L k=n-1, n-2, ..., 1 (la 
k - 

boucle Tant que) nécessite la construction des (n-k) listes LJ j = k+l,. . . , n k 
(la boucle pour) de taille b chacune ; ce qui donne à l'étape - 2 une compléxité 
temporelle 1 

I 

O(b 1 (n-k)) = O(b n(n-1)/2) 
k=n-1 

2 
On déduit que l'algorithme A9 est de compléxité temporelle O(n b). 

Exemple : Etant donnée la contrainte 

5x + llx + 3x3 + 6x4 I 12 
1 2 

Soit â1 xl 

la contrainte optenue après rotation de la contrainte précédente suivant la 

direction (4, 3, 2, 1). 



- O 
b = 12-3 = 9, L4 = {O} 

2 3 4 6 Li = {O, 51, L4 = 10, 51, L4 = {O, 3, 5, 81 = L4 v(s~) = 5, a4 = 12 - 5 = 7 
2 4 4 

L3 = L4' L3 = Io, 5, 71, v(S3) = 7, â3 = 12- 7 = 5 
3 

1 4 4 L; = L4' L3 = {O, 51, L* = Io, 5, 71, v(S2) = 0, â2 = 12-0 = 12 2 
1 -  O 2 3 4 L1 - L4, LI = Io}, L1 = {O, 51 ; L4 = Io, 5, 71, v(S1) = 7, al = 12-7 = 5 

1 

d'où â x = 5x + 12x + 5x + 7x4 S 12 
1 2 3 

Dans l'algorithme Ag, l'étape 1 nécessite (n-1) itérations de (4.3) et 

l'étape 2 nécessite 
1 
1 (n-k) = n(n-1)/2 

k=n-1 

itérations de (4.4). 

En désignant par 

le nombre total d'itérations de (4.3) et (4.4), Kianfar C411 montre qu'il est 

possible d'améliorer l'algorithme A9 en minimisant le nombre d'itérations u(n) : 

O Etant donné un entier naturel q 
O 

- n (qn a n-1) et Ln + IO) 

1 Tant que n > 1 faire - 
1.1. Calculer â n y  â n-l~ - Y 2 par l'algorithme Ag, 

n-q +1 
* n 

1.2. Pour j de n - qn + 1 à n faire - 
O L O ~ L O "  { w + â . I w E  L n , U + â  Sb} 

n n 3 j 

fait - 
n * n -  qn ; donner q ; L0 + L0 n n n+qn 

fait - 



* 
Détermination de qn : 

En désignant par 

f(n) = le nombre minimum d'applications de (4.3), (4.4) ou (4.5) dans 

l'algorithme A10, 

il est clair qu'après l'étape 1.1 

.- 

f(qn) = n-1 + 1 (n-k) = n-1 + q,(qn- 1)/2 
k=n-1 

* 
et il reste n - q  coefficients à calculer. L'idée de Kianfar est de trouver qn 

n 
optimum ; solution de l'équation suivante : 

f(n) = min {f(qn) + f(n - qn)} (4.6) 
qn=l ,..., n-1 

En résolvant par la programmation dynamique l'équation (4.6) pour diffé- 

rentes valeurs de n, l'auteur obtient les résultats suivants : 

Vn E N *  la nolu.tion opltunde dei ( 4 . 6 )  ut : 

Il est à noter que la compléxité temporelle de l'algorithme A10 est O(b f(n) 

Exemple : Considérons la contrainte précédente 

5x + llx + 3x3 + 6x4.1 12 1 2 



Le gain - en nombre d'itérations de (4.3 ), (4.4) ou (4.5) - de la deuxième 
méthode par rapport à la première*est : 

Dans l'exemple précédent, u(4) - f(4) = 1 ; 

IV .5 .3 .  Nouvel algorithme : DF 

Cet algorithme est basé sur la programmation dynamique et la procédure 

de fusion étudiée dans le Chapitre 1. Il est de compléxités temporelle et Spa- 

tiale O(nb). 

Il se déroule en deux phases : 



Phase 1 : Cette phase  e s t  analogue à l a  première é tape  du premier  a lgori thme A 9  ------- 
(phase p r é l i m i n a i r e ) ,  c ' es t -à -d i re  : 

0 1  n-1 . on c o n s t r u i t  l e s  l i s t e s  L n ,  L n , - - - ,  Ln 3 

. puis on c a l c u l e  ân p a r  (4.1) : â = b - V(S:) où V(S;) e s t  ca l cu lée  
n n- 1 par  (4 .2 )  ou en fusionnant  l e s  l i s t e s  L e t  10) pour  l e  second mem- 

n 
bre b - an. 

Phase 2 : k + n-1, L + {O} ------- 

Tant que k # O f a i r e  

L + L u {w + âktl 1 w É L ,  u + âk+l b) 
k- 1 â + b - v ( s n )  (v ( sn )  é t a n t  donnée p a r  l a  f u s i o n  des l i s t e s  L 

k k k n 
e t  L pour l e  second membre b - a k )  ; 

f a i t  - 

Les deux phases  sont  schématisées  a i n s i  : 

fus ion  

Phase 1 Phase 2 ------- 



Démonstration 

Dans l a  phase 1, on c o n s t r u i t  (n-1) l i s t e s  ; l a  t a i l l e  de chacune d ' e l l e s  

é t a n t  majorée par  b.  

Dans l a  phase 2, on cons t ru i t  (n-1) l i s t e s  à l a  place des  (n-1) l i s t e s  

de l a  phase 1. 

On déduit  : 

- D'une p a r t  que l a  compléxité s p a t i a l e  de DF e s t  O(nb). 

- D'autre p a r t  (sachant que l a  compléxité temporelle de l a  fus ion de deux 

l i s t e s  e s t  O(2b) = O(b)) que l a  compléxité temporelle est 

0(2(n-l)b + 2b(n-1)) = 0(4(n-1)b) = O(nb). 0 

Exemple : Considérons l a  con t ra in te  précédente 

5x + l l x  + 3x3 + 6x4 i 1 2  1 2 

Phase 1 

La c o n t r a i n t e  obtenue après  r o t a t i o n  e s t  

Phase 2 



IV.5 .4 .  Corn~araison de ces deux alaorithmes 

I V .  5.4.1. Comearai son théor i  gue ------------- -------------- -- 

Nous allons comparer l'algorithme DF avec l'algorithme amélioré A10. 

D'après ce qui précède, le nombre : 

. minimum d'opérations élémentaires théoriques 
- pour l'algorithme A10 est bf(n) 
- pour l1algor?.thme DF est 2(n-l)b 

. maximum d'opérations élémentaires théoriques 
- pour A10 est b(n-l)(nt2)/2 
- pour DF est 4(n-l)b 

En désignant par Tl et T2 les nombres d'opérations élémentaires pratiques, 

respectivement de DF et de A10, les doubles inégalités suivantes sont vérifiées : 

Il est à noter que b(n-1) est le nombre d'opérations élémentaires théori- 
1 2  n-1 

ques nécessaires pour la construction des listes Ln, Ln, ..., L (phase préli- 
n 

minaire) dans les deux algorithmes ; soit donc T = (n-1)b. 

En désignant par : 

m- 1 * - 1  a et en remplaçant dans f(n) qn = , nous avons : - 

. f(n) = n-i + "-1 
3 

2 i R  < 4  
1 - . 1 + J8n-/3 i R2 i (n+1)/2 - . g = T2/T1 2 f(n)b/4(n-l)b = (1 t J8n-7/3)/4 = g 

Le dernier point signifie que l'algorithme DF est au moins g fois plus 
rapide que A10. 



I V .  5 .4.2.  Comparai son expérimentale ------------- ---------- ---------- 

Les algorithmes DF et A10 sont codés en fortran IV et mis en oeuvre sur 

le calculateur CI1 HB IRIS 80. Ils sont testés sur quatre contraintes de 40, 60, 
2 3 80 et 100 variables où les a sont tirés au hasard dans l'intervalle 110 , 10 1, 

3 j 
et b est fixé à n+10 . 

Les temps T, T et T2 sont donnés en dixième de secondes. Tous les para- 1 
mètres du tableau 7, ont été définis dans le paragraphe précédent. 

Tableau 7 

L'analyse des résultats de ce tableau indique que : 

- L'algorithme DF est en moyenne 6 fois plus rapide que A10. 

- Lorsque n augmente, R et R2 ont tendance à s'approcher des bornes 1 
3 

inférieures ;cela s'explique par le fait que b = 10 + n  n'augmente 

pas beaucoup lorsque n varie ;en conséquence le nombre d'éléments 

de chaque liste de la phase préliminaire a tendance à se stabiliser. 



* : ANNEXE ; * *********** 

+ 

PROBLEMES DETAILLES DU CHAPITRE II 

(Tableau 4 b i s )  ET DU CHAPITRE III (Tableau 6) 



* 
x ( j )  : fixée variables 
par la réduction 

O x (  1 )  
O x (  2 )  
O x (  3 )  
- x (  4 ) .  , 

O X (  5 )  
O X (  6 )  
O x (  7 )  
O X (  e )  
- x (  9) 
- x (  1 0 )  
- x (  11) 
O x (  1 2 )  
- x i  13) 
- X (  1 4 )  
O X (  1 5 )  
O X (  1 6 )  
O X (  1 7 )  
- x i  16) 

O X (  1 9 )  
O x (  2 0 )  
O x (  2 1 )  
- x (  2 2 )  
0 X (  2 3 )  
O x i  2 4 )  
O X (  2 5 )  
O X (  2 6 )  
O X (  2 7 )  
O X (  2 8 )  
O 
- X (  2 9 )  

X (  3 0 )  
O X (  3 1 )  
O - X (  3 2 )  

- -x( 3 3 )  
- x (  3 4 )  - - X (  3 5 )  

O X (  3 6 )  
O x (  3 7 )  
O X (  3 8 )  
O x (  3 9 )  
O X (  4 0 )  
O X (  4 1 )  
O X(  4 2 )  
O - lx( 4 3 )  

.X ( 44 ) 
O 
O 

X( 4 5 )  

O 
X (  4 6 )  

- X(  4 7 )  

O 
X (  4 8 )  

- X (  4 9 )  
X (  5 0 )  



* 
x ( j )  : fixée p a r  
l a  r éduc t i on  
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PROBLEME P.l 

variables 

second membre 



PROBLEME P.2 

* 
x (j) : f i x é e  par  
l a  réduction 

variables c(j) a (  j 



PROBLEME P.2 

* 
x ( j )  : fixée par 
la réduction 

variables 

X (  5 1 )  
X (  5 2 )  
x (  5 3 )  
x (  5 4 )  
x (  5 5 )  
X (  5 6 )  
x (  5 7 )  
X (  5 8 )  
x (  5 9 )  
X (  6 0 )  
X (  6 1 )  
X (  6 2 )  
X (  6 3 )  
X (  6 4 )  
x (  6 5 )  
x i  6 6 )  
X (  6 7 )  
X (  6 8 )  
X (  6 9 )  
x i  7 0 )  
X (  7 1 )  
X (  7 2 )  
x (  7 3 )  
x (  7 4 )  
x (  7 5 )  
X (  7 6 )  
x (  7 7 )  
x (  7 8 )  
x (  7 9 )  
x (  8 0 )  
x (  8 1 )  
x (  8 2 )  
X (  8 3 )  
X (  8 4 )  
X (  8 5 )  
X (  8 6 )  
X (  8 7 )  
X (  8 8 )  
X (  8 9 )  
X (  9 0 )  
X (  9 1 )  
X (  9 2 )  
x (  9 3 )  
x (  94 j  
x (  9 5 )  
X (  9 6 )  
X( 9 7 )  
X (  9 8 )  
x (  9 9 )  
x (  100 ) 

second membre = 502968 



PROBLEME P.3  

* 
x (j) : fixée par 
la réduction variables 



* 
x (j) : fixée par 
la réduction 

variables 

x( 51) 
X( 52) 
x( 53) 
x( 54) 
X (  55) 
X( 56) 
x( 57) 
X( 58) 
.x( 59) 
.x( 60) 
X( 61) 
X( 62) 
X( 63 
X( 64) 
X( 65) 
x( 66) 
X( 67) 
x( 68) 
X( 69) 
X( 70) 
X( 71) 
X( 72) 
X( 73) 
x( 74) 
x(  75) 
x( 76) 
X( 77) 
xi 78) 
x( 79) 
X( eo) 
X( 81) 
X( 02) 
x( 83) 
X( 84) 
X( 85) 
x i  86) 
x( 87) 
x( 88) 
x( 89) 
xi 90) 
xi 91) 
x( 92) 
x( 93) 
x( 94) 
x( 95) 
X( 96) 
x( 97) 
xi 98) 
X( 99) 
x( 100 ) 

second membre = 507884 



PROBLEME P.4 

* 
x (j) : f ixée  par 
la réduction variables 
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PROBLEME P.4 

x* ( j ) : fixée par 
la réduction 

v a r i a b l e s  

X (  5 1 )  
x i  5 2 )  
x (  5 3  
x (  5 4 )  
x (  5 5 )  
X (  5 6 )  
x (  5 7 )  
X (  5 8 )  
x (  5 9 )  
x (  60)  
X (  6 1 )  
X (  62)  

. x (  6 3 )  
X (  6 4 )  
X (  6 5 )  
X (  6 6 )  
X (  67)  
X (  6 8 )  
X (  69)  
X (  70)  
x (  71)  
X (  72)  
x( 73)  
x (  74)  
x (  75)  
X(  76)  
x (  77)  
X (  78)  
x (  79)  
X (  eo) 
x i  8 1 )  
x (  82)  
X (  8 3 )  
x (  8 4 )  
X (  8 5 )  
x i  8 6 )  
X (  8 7 )  
x (  8 8 )  
x i  8 9 )  
X (  9 0 )  
X (  91)  
x (  ,92) 
x (  93)  
x (  9 4 )  
x (  9 5 )  
X (  96)  
x (  9 7 )  
x i  98)  
x (  99)  
x ( 100 

second membre = 4578665 



PROBLEHE P.5 

x*(j) : fixée par 
la réduction 

variables 



* 
x ( j ) : f i x e e  par 
la réduction 
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PROBLEME P.5 

variables 

second membre 



PROBLEME P.6 

* 
x ( j  ) : fixée par 
la réduction 

variables 



* 
x ( j )  : fixée par 
la ~éduction 

138 

PROBLEME P. 6 

variables ~ ( j )  



PROBLEME P.6 

* 
x ( j )  : fixée par 
la réduct ion  

variables 



PROBLEME P.  6 

* 
x (j ) : f ixée par  
l a  réduction variables 

second membre = 192429 



PROBLEME P.7 

* 
x ( j  ) : fixée par 
la réduction variables cil) 



PROBLEME P.7  

x* ( j ) : f ixée  par  
la réduct ion  variables 



PROBLEME P.7 

* 
x ( j )  : fixée par 
la réduction variables C( j 



* 
x ( j )  : fixée par 
la réduction 
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PROBLEME P.7 

variables 

,,, - 
second membre,.'= 



PROBLEME S.l 

variables 



variables 

14 6 

PROBLEME s . l  
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PROBLEME S . l  

variables 

x (  101)  
x (  102) 
x (  103 ) 
X( 104 ) 
x (  105 ) 
X(  106 ) 
X (  107)  
x (  108 ) 
X (  109) 
x (  110 ) 
x (  111) 
x (  112 ) 
x (  113 ) 
x (  114 ) 
X (  115 ) 
X(  116) 
x (  117 ) 
x (  118 ) 
x (  119) 
x (  120 ) 
x (  121) 
x (  122 ) 
x (  123 ) 
X(  124) 
X(  125)  
~ ( 1 2 6 )  , 

x (  127 ) 
X (  128 ) 
x (  129 ) 
X(  130 ) 
x (131)  
x (  132)  
x (  133 ) 
~ ( 1 3 4 )  
~ ( 1 3 5  ) 
x (  136 ) 
x (  137 ) 
x (  138) 
x (  139)  
x ( 140 ) 
~ ( 1 4 1 )  
~ ( 1 4 2  ) 
X(  143 ) 
~ ( 1 4 4 )  
X( 145 ) 
X( 146 ) 
x (147 )  
x (  148 ) 
~ ( 1 4 9 )  
X(  150 ) 



PROBLEME S . l  

variables c ( j )  a( j 

second membre = 



PROBLEME S.2 

variables 



PROBLEME S.2 

variables 



PROBLEME S.2 



PROBLEME S.2 

variables ~ ( j )  
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