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INTRODUCTION

Ce travail se situe dans le cadre de l'optimisation en nombres entiers
dont les applications sont répandues dans de nombreux domaines économiques et
techniques (problémes d'investissement, de planification économique, d'affec-

tation, de gestion de stocks, de découpe industriel, etc...).

I1 conserne la résolution des problémes de l'optimisation d'une fonction
linéaire cx (c eiRn, x € N') soumise 3 des contraintes lindaires exprimées en
égalité ou en inégalité de la forme ax < (=) b(a € 2", x ¢ N, b € Z), par les
méthodes de programmation dynamique, d'énumération implicite ou les deux appro-

ches combinées.

Cet exposé est scindé en quatre chapitres : 1'exposé des techniques et
des algorithmes de programmation dynamique dans le cas du knapsack général
(max cx s.c ax £ b, x € u, x el o u el (Chapitre I) utilisés dans les

autres chapitres est suivi de 1'étude de deux problémes particuliers

contrainte paralléle & la fonction écono-
b, x ¢ {0, 1}" (Chapitre II).

* Probléme du knapsack 0-1

N

mique : (S) max ax s.c ax

* Probléme du knapsack 0-1 (Chapitre III) 3 contrainte d'égalité ou d'iné-
galité : (B) max cx s.c ax < (=) b, x ¢ {0, 1}". Le dernier chapitre est
consacré au probléme de rotation de contraintes : étant donné un probléme
d'optimisation en nombres entiers a plusieurs contraintes ; Kianfar [40]

a montré qu'il est possible d'obtenir une formulation équivalente avec
un domaine épousant mieux l'enveloppe convexe des points entiers en fai-
sant subir une rotation 3 une ou plusieurs contraintes (soit celles du
probléme initiale, soit des contraintes additionnelles) de sorte qu'elles

viennent s'appuyer sur de nouveaux points entiers.

Chacun des chapitres est précédé d'une introduction précisant les idées

abordées.



Le Chapitre I est consacré 3 1'étude théorique de la programmation dyna-
mique pour le probléme du knapsack général. De ce point de vue, tout ce qui sera
développé dans ce chapitre peut &tre généralisé de maniére naturelle au probléme
3 plusieurs contraintes. Une formulation du probléme du knapsack général est
donnée dans le cas d'une contrainte d'égalité (le cas d'une contrainte d'inégalité
est classique). Les différentes techniques et équations récursives de la program-
mation dynamique ainsi que les algorithmes correspondants sont répertoriés: il
s'agit d'abord du probléme du knapsack général oli les variables sont bormnées
explicitement, ensuite celui des variables bornées implicitement et enfin le cas

particulier du knapsack 0-1.

Les conclusions tirées de cette synth@se sont générales : les complexités
temporelle et spatiale des algorithmes de programmation dynamique dépendent
fondamentalement de la taille du probléme (n) et du second membre de la contrain-
te (b). C'est essentiellement le paramétre b qui constituera la limitation de

1'application de la programmation dynamique d'un point de vue encombrement mémoire.

Le Chapitre II est consacré au probléme particulier du knapsack O-1:
(S) max ax s.c ax < b, x € {0, 1}7. Dans le cas ol trds peu (voir aucune) des
solutions réalisables permettant d'atteindre b, les schémas d'é&numération im-
plicite sont pratiquement inutilisables méme si b est relativement petit ; par
contre les algorithmes de la programmation dynamique sont efficaces pour ce type
de problémes. Les algorithmes rencontrés dans la littérature ; résumés au début
de ce chapitre ne semblent &tre efficaces que pour des problémes de données bien
particuliéres (c'est-a-dire, selon n, b et le nombre de solutions permettant
d'atteindre b on applique tel ou tel algorithme). La proposition d'une méthode -
appelée IDS - généralisant les méthodes existantes dans le sens suivant : si un
probléme est résoluble par 1l'une des méthodes existantes alors il est résoluble
par IDS avec des temps comparables (les résultats numériques donnés en fin du
chapitre le prouvent) ; la réciproque étant fausse ; constitue la premiére contri-

bution de cette thése.

Le Chapitre III est consacré au probléme du knapsack O-1 général. Les

études faites sur ce probléme conduisent aux conclusions suivantes



- I1 y a des problémes qui ne peuvent €tre résolus que par les algorith-

mes d'énumération implicite, d'autres uniquement par la programmation dynamique.

- La performance des algorithmes d'énumération implicite est liée 3 1la
nature des données : plus les données sont correlées plus le probléme est dif-

ficile.

- Les algorithmes de la programmation dynamique sont moins affectés par
cette correlation ; mais leur performance dépend de la valeur du second membre

b de la contrainte.

La propositioﬁ d'une méthode générale et efficace - notée ID- combinant
1'énumération implicite et la programmation dynamique constitue la deuxiéme
contribution de cette thése : elle permet de résoudre une vaste classe de pro-
blémes bien plus grande que celle résoluble par les deux approches considérées
séparément. Cette classe inclue le probléme du knapsack 0-1 avec une contrainte
d'égalité ; celui-ci est transformé en un probléme ayant les mémes solutions op-
timales avec une contrainte d'inégalité. La fin de ce chapitre regroupe les ré-
sultats expérimentaux des probleémes testés répertoriés des plus faciles aux

plus difficiles.

Le Chapitre IV est consacré & la rotation de contraintes. Aprés un rap-
pel de la formulation du probléme et de son interprétation géométrique, nous
introduisons le probléme de la rotation d'une contrainte sous une contrainte
additionnelle qui permet de serrer davantage le domaine. Cette idée a soulevé
les problémes suivants discutés dans ce chapitre : critére du choix de la con-
trainte additionnelle et celui de la contrainte éliminant une contrainte donnée.
En plus des applications classiques de la rotation de contraintes (dans les
méthodes algébriques, d'obtention de formulations équivalentes) nous montrerons

comment les tests d'élimination de contraintes peuvent &tre améliorés.

Jusqu'd lors la rotation d'une contrainte de n variables et de second
Pl . . Pd 2 e ~ i .
membre b nécessite une complexité temporelle O(n"b) ; la donnée d'ur «igcrithme
de complexité temporelle O(nb) constitue la troisiéme contribution de cette

thése.



NOTATIONS

Les notations utilisées dans cet exposé sont
LAJ : partie entiére d'un réel A ;A1 = ~L-AlJ
étant donné un ensemble J :

IJI : cardinal de J

J\U : complémentaire d'un sous-ensemble U de J

étant donnée A une matrice de format (IXJ) ol I et J sont des ensembles finis :

34 : €lément (i, j) € IXJ de A
Ai : ligne 1 € I de A

étant donnéy un vecteur (ligne ou colonne) indicé par un ensemble J :

v3 : élément j € J de y

Yy : sous-vecteur de y composé des éléments Y3 jeJdgeyd

étant donné un probléme d'optimisation (P) & n variables :

v(P) : valeur optimale de (P)
v(P) : (resp. v(P)) borne supérieure (resp. inférieure) de v(P)
F(P) : domaine de (P)
(p| X, = €) : lorsque (P) est résolu avec la condition supplémentaire
. X = € 3¢ {1,..., n} et € € {0, 1}
X : solution optimale de (P)
v = {x e R"| x5 =0Ooul, j=1,..., n}
(P) : probléme (P) dans lequel V est remplacé par son enveloppe convexe [V]

X : solution optimale de (P).
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LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE ET LE PROBLEME
DU KNAPSACK




INTRODUCTION

La programmation dynamique est une méthode de résolution de problémes
d'optimisation. Il est rappelé que le terme "programmation" ne doit pas etre
compris dans le sens qu'on lui donne en informatique (écrire un algorithme
dans un langage informatique) : il signifiera ici résolution de probléme, mis
sous une forme appelée "programme mathématique", qui 3 chaque décision possible
est associée la valeur d'une variable. Les contraintes physigues ou économiques
qui régissent le systéme étudié sont traduites en contraintes algébriques sur
les variables de décision. On cherche une solution optimale vis-a-vis d'un cri-

tére appelé fonction économique.

Lorsque les contraintes et la fonction économique sont linéaires, on
parle de programmation mathématique linéaire. Cette hypothése de linéarité
n'est aucunement nécessaire pour pouvoir appliquer la programmation dynamique.
De nombreux problémes non linéaires sont résolus par la programmation dynamique
(par exemple : problémes variationnels par Bellman [7, 8]et Dantzing [15] ; pro-

blémes du knapsack non linéaires par Morin et Marsten [56]).

La programmation dynamique (ol le terme "dynamique" signifie une réso-
lution séquentielle de sous-problémes qui s'obtiennent récursivement) peut
apporter une solution effectivement calculable aux problémes : de décisions
séquentielles ; discrets ou continus ; aléatoires ou déterministes ; finis ou

infinis (voir les ouvrages de Lauriére [46] et Minoux [54]).

Ce chapitre est consacré a 1l'étude théorique de la programmation dyna-
mique pour le probléme du knapsack général ; souvent utilisé comme base de ré-
solution de problémes d'optimisation plus difficiles (voir la Thése de Fayard
et Plateau [18]). Du point de vue théorique, tout ce qui sera développé dans ce
chapitre est généralisable de maniére naturelle aux problémes de plusieurs con-
traintes (Balinski [4], Shapiro et Wagner [67], Weingartner et Ness [72],
Nemhauser et Ullman [59], Minoux [54], Shapiro [68], Wolsey [75]).
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Une formulation du probléme du knapsack généra

1 (Section I.1.1.) avec

une contrainte d'égalité (le cas d'une contrainte d'inégalité est classique)

précéde une synthése des différentes techniques et d'équations récursives de

la programmation dynamique ainsi que les algorithmes correspondants.

Cette synthése est présentée selon les trois cas particuliers du probléme

du knapsack général :

le probléme du knapsack a variables bornées,

* explicitement (cas général) (Section I.1.2.)

* implicitement (un cas particulier du précédent ; (Section I.1.3.)

* par 1 (le cas du knapsack 0-1; Section I.2.)

I.1. LE PROBLEME DU KNAPSACK GENERAL

1.1.1. Formulation

Les données positives du probléme nécessaires

nous ont amenées & donner les deux formulations :

a) Celle du probléme du knapséck contrainte

b) Celle du probléme du knapsack & contrainte

La premiére est plus difficile a réaliser que

a) Knapsack a contrainte d'égalite

Nous allons

~ n
max Z C. X.
j=1 J ]
(P) n
s.c Z a. x. =b
j=1 J 3
[ xj elN j=1,..., n

aux équations dynamiques,

d'égalité.

d'inégalité.

la deuxiéme.

discuter dans quels cas, les données du probléme

(ot cj, aj € Z je {1,..., n} et b € N) sont des entiers positifs.
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- Cas 1 : aj >0, j=1,..., 1

En faisant une transformation adéquate du probléme (P), on peut obtenir

un probléme équivalent avec tous les c; (§ = 1,..., n) positifs.

Posons
aj = - a. Win (ci/ai) j=1,..., n
[i=1l,...41 _
¢! = c. + 0, j = 1,..., n
J J 3 J 2

les cé ainsi définis sont des entiers positifs.

Le probléme (P) est équivalent au probléme (P') suivant :

max Z cl x.
j=1 3
1
(P") n
s.c z a. ¥. = b
521 373
x.¢eN j=1,..., n
- J
puisque ¥x ¢ F(P') = F(P)
) ) ) ) )
el x! = c. X. + 0, X. = c. X. - |min(c./a.) a. X.
. . . . i’71 .
T T li=l,...,n j=1
)
= c. X. - |min (c./a.)| b O
21 3 3 Ji=1,...,n 1_'

- Cas 2 : e 20 j=1,..., net 3i e {1,..., n} : a; <0

Ecrivons le probléme (P) sous la forme suivante :
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r — n -\
max|c. X, + [max 2 c. X.
i”i 551 i3
xiem j#i
l n
(P) s.c ) a, %, = b-a; x, .
531 373
34
X. e N ¥ i
\ _ ] j¢_)

Puisque a, est négatif, la quantité b--ai x, est positive et le probléme

(P) peut avoir une valeur infinie ou un domaine vide.

<Q0Oeta. =0

- Cas 3 : 3i ¢ {1,..., n} : s 1

Dans ce cas le probléme (P) peut avoir (suivant les exemples) une valeur
finie ou infinie. Dans les deux exemples qui suivent, le premier illustre le
cas ou (P) a une valeur finie et le deuxiéme le cas ol (P) a une valeur infinie.
Exemple 1 :

Etant donné le probléme

max -x, +
axxlx

est équivalent &

max X,
s.c 2x2 = 2+x1
X1s X, e N
20
dont toutes les solutions réalisables sont de la forme x = aveec & ¢ N
1+a

et sa valeur optimale est infinie.
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Remarque
Si le probléme (P) est borné ; c'est-a-dire :
0= xj < uj, j=1l,..., n

(ol uy sont des entiers positifs).

Alors on peut toujours se ramener 3 un probléme ol tous les coefficients

cj et aj sont des entiers positifs.

Pour cela, il suffit, dans le cas ou il existe un i tel que (ai < 0),

de poser le changement de variable suivant :

on se trouve alors dans les conditions du cas 1.

b) Knapsack a contrainte d'ingalité

Le probléme du knapsack @ contrainte d'inégalité lorsque sa valeur n'est

pas infinie peut &tre formulé aisément (voir Fayard et Plateau [18])

(B) J

0<x.<u., 3=1,.ee, 1

l1,..., n

b
m
=
(o]
»
(S 1Y
"

avec les hypothéses

p—

cj, aj e N (j =1,..., n) et b e N

max a. £ b
]

(H) 1<j<n
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Dans la suite, les hypoth&ses (H) sont Supposées €tre vérifiées. 0

1.1.2. Le knapsack a variables bornées explicitement

La mise en équation dynamique du probléme (B) nécessite

- en premier lieu de décomposer le probléme en une suite de sous-problémes

de méme nature,

- ensuite de relier les unes aux autres, par une équation récursive, les

solutions optimales de ces sous-problémes.

Pour un couple (k, y) (k = 1,..., n, y = 0, 1,..., b) considérons le

sous-probléme suivant :

- k
max ) C. X.

(Bk(y))

0 < x, < uj ;xj eN J=1,...,k

(ou uy e N j= 1,004, k).

En définissant : f,(y) = v(B (y)) pour k ¢ {1, 2,..., n} et y € {0, 1,..., b}
k k

la valeur optimale de (B) est & 1'évidence fn(b).

Dans le but de relier f| et f| . par une équation récursive - appelée

équation dynamique - , isolons ¢, x dans (B,.(y)) :
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kil
max c + |max c. X.
OSkamin(uk,[?/akl) k "k j=1 ) ]
4 k-1
< -
(Bk(y)) s.c 'z a; %, S y-a X
j=1
0= xj €u., x. €N j = 1, , k-1
\ -
on déduit :
[fk(y) = max{ck X, + fk_l(y-ak xk)}
(1.1) Xy = Oupeves min(uk, Ly/aKJ)
k=1l,..., nety=0, 1,..., b

sous 1'hypothése
fo(y) =0 y=0, 1,..., b

L'algorithme di 3 1'équation récursive (1.1) est & 1l'évidence de complé-

n
xité temporelle O(b } uk) et spatiale 0(b).
k=1

Algornithme Al

But : Détermination de la valeur de (B) : v(B) = fn(b).
O pour y de 0 @ b faire fo(y) <0 fait

1 pour k de 1 & n faire

our y de 0 & b faire

£.(y) < max . (e 3 + £ _4(y-3 %))
xk—O,...,mln(uk,[?/akI)

fait

fait
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Notes :

(i) Dans le cas ol la contrainte du probléme (B) est exprimée en égalité

: n
(i.e. } a. x, = b), l'algorithme Al reste valable en remplacant 1'étape 0 par 0'.

o' £4(0) =0
pour y de 1 3 b faire foly) « ==
fait

(ii) L'algorithme Al est trivial ; il est moins performant que les algorithmes
sophistiqués qui vont suivre, mais 1'intérét de sa présentation réside dans son

aspect général qui le rend applicable aux problémes non linéaires.

1.1.3. Equations relatives aux problémes a variables non explicitement bornées

Dans le probléme (Bk(y)) la variable x, peut &tre nulle ou différente

de zéro dans une solution optimale.

- si x = 0 alors fk(y) = fk_l(y) (1.2)

- six > 0 alors fi(y) = ¢ +f (y-2a.) (1.3)

En combinant (1.2) et (1.3), on déduit 1'équation récursive

fk(y) = fk_l(Y) y = OQ"'S ak_l
(1.4)

t
s}

max{fk_l(y), cki-fk(y-ak)} Y = 8seees ¥
sous 1'hypothése

fo(y) =0 y=0,1,..., b
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L'algorithme di a 1'équation récursive (1.4) est 3 1'évidence de complé-

xité temporelle O(nb) et spatiale 0(b).

Algornithme A2
But : Détermination de la valeur de (B) : v(B) = fn(b).
O pour y de 0 & b faire fo(y) <+ 0 fait
1l pour k de 1 & n faire
pour y de O a a_q faire
fk(y) <« fk-l(y)
fait
pour y de a, a b faire
£.(y) « max{fk_l(y), e t £ (y-a)}
fait
fait
Notes :
(1) L'équation récursive (1.4) a été formulée par Dantzing en 1957 [15],

dans le cas bivalent (i.e. %5 =0Ooul J=1,..., n).

(ii) Dans le cas ol la contrainte du probléme (B) est exprimée en égalité,

1'algorithme A2 reste valable en remplagant 1'étape O par O'.

0" £,(0) = 0
pour y de 1 3 b faire fo(y) + -
fait

(iii) La compléxité spatiale de 1'algorithme A2 pour déterminer une solution

. * -~ 3 . . » P >
optimale x du probléme (B) est O(b) en utilisant 1'indicateur I défini par :
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I(y) = 0 y = 0,1,..., b
Ik(y) = Ik_l(y) si fk(y) fk-l(y)
k si fk(y) = ck-ffk(y-ak)
k=1, s I y=0,1, > N

Le dernier vecteur In suffit pour retrouver une solution optimale.

(iii) On peut trouver l'algorithme A2 détaillé en [21].

- [ *
Détermination de x

O y=*b

*
pour j de 1 & n faire X5 + 0 fait

|

S .
Tant que fn(y) 0 faire

*

*
b4 <« X + 1 3
In(y) In(y)

y“«y—a H
In(y)

fait

Considérons les sous-problémes de (B)

n
max z c. X.

j=1 J 3
(B(y))
n
s.c z a. x. <y
j=1 J 3
xj eN j =1, , N

En définissant par f(y) = v(B(y)) (y=0, 1,..., b), la valeur de (B)
est f(b).



19

Considérons pour y € {0, 1,..., b} donné
S(y) = {3 ¢ {1,..., n} | as < yl}

I1 est clair que la valeur f(y) de (B(y)) pour ye {0, 1,..., b} se

formule ainsi :

fly) = max{cj+~f(y-aj) |5 € S(y)} si S(y) # ¢

0 sinon

Cette formulation reste valable, si on maximise sur un sous-ensemble de

S(y), & condition qu'il ait une intersection non vide avec l'ensemble D suivant,
y e {0, 1,..., b} donné
D(y) = {k e {1,..., n} | £(y) = ck+-f(y-ak)}

(k € D(y) signifie qu'il existe une solution optimale de (B(y)) telle que la Keme

composante est strictement positive) ce qui se traduit par

f(y) = [max Cj*’f(Y"aj) 15 € oy)} siQly) # ¢

0 sinon
ol Q(y) c S(y) et Q(y) n D(y) # &
Théonreme 1
¥y ¢ {0,..., b}

En déginissant par

d(y) = [min{j ¢ {1,..., n} | 7 e D(y)} si D(y) # &
n sinon
y) = {3 esty) | 3 = d(y-aj)}

on a :
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f(y) = max{(cji-f(y-aj), 0) |3 e Uyt

Démonstration

Puisque Q(y) < S(y), il suffit de montrer que
Qly) n D(y) # @.

Pour cela il suffit de remarquer que 1'élément d(y) de D(y) appartient

également & Q(y), puisque ¥j € D(y) on a
D(y-aj) c D(y) ;d'ol d(y) < d(y-aj). 0
Remarque : L'algorithme qui calcule f(b) (la valeur de (B)) est d'autant plus

efficace que d(y) est petit (y € {0, 1,...,b}). C'est la raison pour laquelle

4 4 . . > >
les données sont supposées par la suite : cl/a1 2 c2/a2 2,..2 cn/an.

Algonithme A3

Pl 3 . . 3 *
But : Détermination de la valeur f(b) et de la solution optimale x .

O pour y de 0 3b faire
f(y) « 0 ; d(y) + n ;
fait

[

pour y de min a, & b faire
1<isn *

pour j de 1 @ n faire
si aj Syet]< d(y-—aj) alors
v« cj+f(y-aj) 3
si v > f(y) alors ;
fly) < v ; dly) «3J
fsi

fsi

fait

fait
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2 % Calcul de la solution optimale X" %
y<b
pour j de 1 & n faire
xf « 0
J
fait
Tant que f(y) > O faire
*

*
« X

ay) T Fa) T3 Y Y3y 3

X

fait

Note :
L'algorithme A3 nécessite deux fois moins de places mémoire que 1l'algo-
rithme A2. Deux listes seulement (de taille (b+1) chacune) sont utilisées ; Une
b ' b
pour {f(y)}y=0 et l'autre pour {d(y)}yzo‘
L'exemple suivant illustre le déroulement de l'algorithme A3.

Exemple :

max 3x. + 4x

1 2
s.c 12x1+3x2 <9
] Xqs xze]N
Les premiéres colonnes respectives y f(y) d(y)
2z P TS e ———— T -1
de f(y) et d(y) représentent 1'initiali 0 o o 5 5
sation. La valeur optimale est f(y) = 13. 1 0 0 2 2
La soluti timale est (x) =3, x5=1) 2 0 s 2 !
solution optimale est (x;=3, x,=1). 3 o M 5 o
4 0 6 2 1
5 0 7 2 1*
& 0 S 2 1
7 0 10 2 1*
Figure 1 8 0 12 2 1
9 0o 13 2 1*

Remarque : Dans cet exemple, on constate que d(y) = 1 pour y 2 4. Ceci est la
conséquence de l'existence du phénoméne de périodicité, que nous allons aborder

dans le paragraphe suivant.
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1.1.3.3.1. Résultats préliminaires

L'hypothése suivante : Cl/al 2 c2/a2 2,..2 Cn/an est nécessaire pour la

suite de l'exposé. Etant donnés m e N, r e N : 1 <m<r <n.

Considérons les sous-problémes suivants pour y = O,..., b.

by
max z c. X.

52m 33

(B, (1)) r

En définissant fi(y) = v(Bm r(y)) pour y € {0, 1,..., b}, il est évident’
]
que : f(b) = f?(b).

) ” - » * ” . 3
Considérons les coefficients ai’ Bi e N vérifiant
a. &, = a Bi’ i=mtl,..., n (1.5)

+ a o (1.86)

: = o +...
posons yO am+l m+l n n

Theoneme 2 : Gilmore et Gomory [24]
Etant donre y 2 Yor L existe v, € {o, 1,..., yo}
Zel que :
£(y) = F1y-yp) + £,,Gp)

vme {1, 2,..., n-1}.
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Démonstration

Etant donné y > Yo

Soit 2 la plus petite valeur telle que :
o *
(1.7) y, = z a. xj (Lorsque x* décrit 1'ensemble des solutions optimales).
j=m+l

(1.8) f(y) = fnl](y-yl) + frnn+1(yl)

Lorsque y; > y, (sinon le résultat est trivial)

n n

. * - z P T

i.e. ._z aj X. > ._z a. uj = Y, (yo étant définie en (1.6)),
j=m+l j=m+l

il existe i ¢ {m+l,..., n} tel que : x; >a. (a; € N*)
En posant yi = yq - a; o

1

il est clair que
0 < yi <y,

Nous allons montrer que yi vérifie (1.8),
. - - ] n 1)
i.e. f(y) = fT;(y yl) + fm+1(yl)
ce qui est contradictoire avec la définition de yi ¢

t = - 2 = 1 a .

yi =Y - &, Bi puisque a, o, = a_ Bi d'aprés (1.5)

d'otl

fl(y-y)=f(y-y +a B;) > £(y-y)) + £1(a_ B8;)

=>
or f?(am Bi) 2 ¢ Bi
1 n ' n '
ces f?(y-—yl) + fﬁ+l(y1) > f?(y-yl) +c, Bt fm+1(yl) (1.9)
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c c. c_ B, c. 0O,

m, _i_, m Bl > i al

a a. a . a.

m i m i i ir=¢ B, 2c. 0 (1.10)

=> = a
(1.5) a_ Bi a;

= - <! n ' - n _
(1.9) et (1.10) = £1(y yD+E2 (y]) 2 fl(y-y ) +e, 0 + £ (yy-a; O)

=

. Y>oa, > ; = ¢, Q n -a, a,) = £
(1.8) et x; 420 1c {m+1,..., n} c; @, + £ L(y,-a; &) £.10vq)

e By -y HER L (y1) 2 iy -y )+ E (y)) = £(y) (d'aprés (1.8))

me_ n ,
or f(y) 2 fl(y yl) + fm+1(y1)
! A - — ! n 1
d'ou f(y) = f?(y yy) o+ fm+l(y1)' 0

Conollaine 1 : Gilmonre et Gomory [24]

Sim=1, alons pour tout b 2 Yoo 12 existe Yy S Vg
- n

£0) = |-y )/ay| eg + £y

1.1.3.3.2. Périodicité

D'aprés le Corollaire 1, si b est suffisamment grand (par exemple
*

;21 f(b) peut s'écrire :

bzy 1-al) alors L(b--yl)/a1 2 1, c'est-d-dire x

0

f(b) = f(b-—al) +cy

Considérons, la fonction Y suivante :

Vb 2y ta, : W(b) = £(b) - Lb/all c; (1.11)

0]

Le théoréme suivant va permettre de conclure que la fonction Y est pé-

riodique de période a,.
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Théoreme 3 : [24]

¥b 2 yo+al,

La fonction ¥ déginie en (1.11) est périodique de periode aj.

Démonstration

D'aprés ce qui précéde, si b 2 Yo +a, alors f(b) = f(b-al) + ey

d'ou : Y(b)

f(b-al) +eq- Lb/all cy

f(b-al) - (Lb/al{ -1) ¢y
or Lb/all -1= l_(b-al)/all

d'od Y(b) = ¥(b-a,).

Cornollaine 2

Sib=ka; +y, k e N e/tyZyO
alons :
V(b)) = ¥(y).

Cette étude permet de donner la conclusion suivante :

*
Etant donné b (suffisamment grand), il existerait une valeur y (plus

petite que b) pour laquelle il sera inutile de calculer
£(y) y=y +1,..., b ;
pour calculer f(b), il suffirait de calculer

£(y) Y= 0heuns ¥
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et de prendre
* *
£) = |(b-y )/ay| e; + £(y7)
Yo (1.6) donnée par Gilmore et Gomory [24] étant une borne inférieure de y*.
Le paragraphe suivant est consacré & d'autres bornes inférieures de y*.
1.1.3.3.3. Conditions suffisantes
Le but est de donner une condition suffisante sur y* tel que
¥y ¢ NN

siyz2 y* alors f(y) = ¢, + f(y-al).

1
Thenondme 4 : HU 1966 [32]
Cl -

S cy/a; > c,/a, akons pour tout 'y 2y, = I:c___l

On a :

f(y) = cl+f(y-al).

Démonstration

Etant donnés, un minorant de (B(y)) (v(B(y))= cq

gl;) et un majorant de
1

(B(y) | Xy = 0) (v(B(y) | X, ® 0) = cz-gL) une condition suffisante pour que

* 2
> N
X, 2 1l est :

v(B(y) | x, = 0) = v(B(y))

Montrons que sous les hypothéses du théoréme, cette derniére est vérifiée :
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\
>
Cl/al c2/a2
c
>=>y2 1
c c
ey ‘122
y 2 a a
f1_%2 toe
g1 % J
c o]
=>y._l.—y_2201=>..
4 2
y y )
=2 c, == -, 2 Cy =
1 a, 1 2 a, ; .
y=> ¢ - 2 c. = .
Y , 1 [?%J 2 a,
or ¢ -c, £ ¢ -
1 a, 1 1 [?{L

Dans le cas ol cl/a c2/a2, une autre con

par le théoréme suivant.
Théoneme 5 : Salkin [66]

Sous £'hypoth2se c /a; = c,/a,, 44y >3 =

a . = max (a.) alons
2<9<n
f(y) =c1+f(y-al)
Démonstration
n
Soit X, la variable d'écart : ) aj xj + %
et on a : 1=1
1 n
X, = g—-(y-'z aj xj-xe) 2 0 et x, entier
1 j=2
n n
1 1
x, =— (y- } a. x.-x)2— (y-a___(}
1 ay 522 3 3 e a; max 5=

dition suffisante est donnée

amax(al- 1) avece

e TV 1'indice de base est i=1

, %y + xe)) (i)

or pour toute solution entiére obtenue & partir d'une solution de base, les

variables hors base doivent vérifier :

n

)

322

x. + <a- 1 (voir [66])

3

X
e

a
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(i) devient :

1
*1 = EI (v - amax(al- 1))

Pour que x, > 0 il suffit que

1

y > amax(al- 1)

d'ol y > amax(al-l) => %, 2 1=>1£(y) =c, + f(y-—al) a

Remarque : Les bornes inférieures Yo ¥y et yg sont souvent €loignées de la

valeur théorique de y*.
1.1.3.3.4. Application de la périodicité dans 1'algorithme A3

7 . . * - - P . Pd
Le test déterminant le seuil y dans l'algorithme A3 peut etre réalisé

comme suit :

soient a) = max (a.) et y' appartenant a N.
s = J
i=l,...,n
Supposons avoir calculé f(y) (par l'algorithme A3) pour y = 0, 1,..., y'
et qu'd partir de y', on constate que d(y) = 1 dans 1'intervalle [y', y'-fak[,
il est inutile de continuer l'exécution de l'algorithme puisque, dans ce cas,
d(y) = 1 dans tout 1'intervalle [y', bl. En effet, si d(y) = 1 dans 1'intervalle

[y', y'+a,[ alors d(y'+a, - a.) = 1 pour tout j ; puisque f(y) = max c.+ f(y-a.)
k k
3 1<j<n 3

on déduit que d(y'+a 1. Ainsi, de proche en proche, on déduit que d(y) = 1

[y', bl.

1)
pour tout y appartenant

ulld

*
Si en plus d(y'-1) > 1 alors on peut conclure que le seul théorique y

est exactement y'.

Dans 1l'exemple précédent (Figure 1) yo==6, Yy = 18 et le seuil théorique
était y* = 4, L'algorithme A3 peut s'arréter & y' = 4+3-1 = 6,

Pour plus de signification, considérons un autre exemple :
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max llxl + 7x2 + 5x3 + X,

s.c 6x1 + ux2 + 3x3 + X, < 25

X1s Xos x3, X, €N

Dans cet exemple Yo = 24 et Yy = 132 alors que l'algorithme A3 s'achéve
dés que y' = 14, c'est-da-dire y* = 14-6+1= 9,

1.2. PROBLEME DU KNAPSACK EN VARIABLES 0-1

1.2.1. Formulation

Le probléme du knapsack en variable O-1- appelé aussi probléme du knapsack
0-1 ou probléme du knapsack bivalent - est un cas particulier du probléme (B) for-

mulé dans le paragraphe I.1.1.b) et s'éecrit :

- n
max 2 C. X.
j=1 J 0
() .
s.C z a. %x. b
j=1 J ]
xj =0Qoul j =l 1

avec les hypothéses (voir les hypothéses (H) I.1.1.b)) :

., aj e N* (§=1,..., n) etb e ¥

La particularité du probléme (B) envisage différentes techniques en pro-

grammation dynamique étudiées dans les paragraphes qui suivent.
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I1.2.2. Equation récursive et algorithme de programmation dynamique

Pour un couple (k, y) (k =1,..., n3;y =0, 1,..., b) considérons 1le

sous-probléme suivant de (B) :

[ k

max ) C. X.
j=1

(Bk(y))

En définissant
fk(y) = v(Bk(y)) k=1,..., n y=0, 1,..., b

la valeur optimale de (B) est a 1'évidence fn(b) et 1'éguation récursive (1.1)

donnée en I.1.2 devient dans ce cas

foly) = 0 y=0,1,..., b
r
fk_l(y) Y= 050058 4

fk(y)=+max{fk_l(y) ;ckd-fk_l(y-ak)} Y = seees b (1.20)
fk(B) y = b+1,..., b

k
ot b = min{ z ~a., b}
j=1 J

L'algorithme Al donné en I.1.2 est de compléxité temporelle O(nb) et
spatiale O(b) dans le cas du probléme du knapsack O-1 et s'écrit en détail comme

suit (voir aussi Toth [70]).



31

iAlgonithme A4 ]

| |

But : Calcul F, =v(B) = £ (b) ol F, = £.)

vy ¢ {0, 1,..., b} et ¥k € {0, 1,..., nl}.

i O b+o0,Fy+0
1 Pour k de 1 & n faire

Ei b < b alors u<b ;B « minfu+a, , b} 3 F= « Fu H

k? b
i y «b-1; Tant que y > u faire Fy “F,sy*ty-13
fait
£si
y<bs ;
Tant que y 2 a) faire z < y-g ;F«c +F ‘

si F_ < TFalorsF <F ; f
y y

fsi

y€y-13

fait

fait

1.2.3. Détermination d'une solution optimale d'un algorithme de programmation
dynamique

Comme on peut le constater, l'algorithme A4 ne donne pas une solution

optimale x" mais uniquement la valeur du probléme (B).

rd . . * . . P4 . .
La détermination de x peut se faire par différentes technigues ; celles-ci

sont applicables & tous les algorithmes de la programmation dynamique.

. . . . *
Les méthodes de détermination d'une solution optimale x , que nous avons

pu rencontrer dans la littérature sont au nombre de trois

1° La premiére méthode est basée sur une idée simple et classique :
par exemple, d chaque étape k = 1,..., n de l'algorithme A4, il suffit de

gérer parallélement le vecteur I défini par :

vy € {0, 1,..., b}, ¥k ¢ {1,..., n}
Io(y) =0
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0 sif (y) =1 _.(y)
Ik(y) - k k-1

1 si fk(y) ¢ t fk_l(y-ak)

(fk étant définie en (1.20) (cf. I.2.2)), et de déterminer x* & la fin de
1'algorithme A4 par :

*
Détermination de x

o

y+*b

|

pour k de n 8 1 pas -1 faire
*

*
X, * Ik(y) A Al
fait

Cette méthode nécessite le stockage des vecteurs Ik0<=11..., n) de di-

mension (b+ 1) chacun. Elle est donc de compléxité spatiale O(nb).

20 Dans le cas de l'utilisation d'un calculateur ne permettant pas une telle
place mémoire, Magazine et Oguz [48] proposent un algorithme, moins performant
en temps d'exécution, de compléxités temporelle O(p log, nb) et spatiale O(b).
Pour plus de détails sur cette méthode, on peut consulter la thése de Fayard et
Plateau [18] (page 80).

30 Dans le cas ol le nombre de variables n du probléme (B) est petit (n = 30),
Horowitz et Sahni [31] proposent un moyen de gérer x" de compléxité spatiale O(b),
sans bien siir augmenter la compléxité temporelle de l'algorithme de programmation
dynamique : par exemple & chaque étape k de l'algorithme A4, il suffit de gérer

parallélement le vecteur X, défini par :

vy ¢ {0, 1,..., b}, ¥k € {1,..., n}

Xo(y) =0
X1 () si £,(y) = £ _,(y)
X (y) = -1 .
Xk_l(y-ak)+2 si fk(y) = fk__l(y-ak)+ck
* . ¥ % k-1
et de déterminer x & la fin de 1l'algorithme A4 en décomposant Xn(b) ) x 2.

k
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0

Par exemple si X (b) = 2 + 23 4 2° alors x¥ = (1, 0, 0, 1, O, 1).

1.2.4. Fonctions knapsacks et algorithme

L'algorithme donné plus loin (I.2.4.3) est basé sur 1l'étude des fonctions
knapsacks définies er (1.20) (cf. I.2.2). Cette étude montrera qu'il n'est pas
nécessaire de calculer les fk en tous points de 1'ensemble {0, 1,..., b}, mais

seulement en des points particuliers de celui-ci.

Etant donné k e N*, soit f, la fonction knapsack définie par :

k
fk(y) = max{ 2 ey 5

X
2 a,. Xx. <y, x.=0o0ul, 3=1,..., k}
j:l j:

pour y = 0, 1,...

En définissant par wi(k) les sormes d'une partie des ay ot j e {1,..., k}

telles que :
wo(k) =0
k k
wl(k) = mln{.gl aj xj Iwo(k) < '21 aj xj, xj =0Ooul, j=1, , k}
J= J=
k k
w2(k) = min {} aj xj lwl(k) < ] aj xj, xj =0Ooul, j=1,..., k}
(1.21) =1 =1
k k
wi (k) = min{jzl aj xj lwi-l(k) < jzl a; X5 xj::O oul, j=1,..., k}
ok
w_ (k) = ) a,
-Jk j:l J

la fonction knapsack £ vérifie la propriété suivante :
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Proprni81e 1

J

Etant donnds k € N* et fa Liste {wj(k)}jk

-0’ alons :

(1) £ OL00) € f G 00, 5= 0,00, §

W_ (k) = 4+

Jk+l

(ii) Pour tout y € N véirnifiant wj(k) <y« wj+1(k)’ on a :
£.(y) = fk(wj(k)),
c'est-a-dine : Les fonctions £, sont constantes par morceaux (voin figure 2).

k

La démonstration de (i) et (ii) est immédiate.

fk(w_(k))Tl- L,
J '

ko
fk(w°(k)) - - - - - = = P . ’

J .
£ G (k) |
fk(wo(k)) —* - .- gy - . Sy

wo(k) wl(k) wj(k) wj+1(k) ces w3 (k)
Kk
Figure 2

Propriéte 2

J J
Etant donnts k e N* et Les Listes {wj<k>}j‘§o, {wj(k+,1)}j’;gl, alons :
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J
. k+1 _ . -
(1) {wj(k+l)}j=o = {wj(k)}j=0 U {wj(k)-fak+1 j=0, 1,..., Jk}
(i1) x Sjk < X_1.
Démonstration

(i) : Etant donné m e {0, 1,..., J_ .}

k+1
k+1 k+1 '
wm(k+l) = mln{.z aj xj 'wm_l(k+l) < .Z aj Xj’ xj =0oul, j=1,..., kt1
3=1 j=1 .
k+1
*
= ) a. x.
521 33 )
* jk *
i = 0 alors w_(k+1) est un élément de la liste Sw.(k)?. sinon x =1
51 %41 m i fi=0 k+1

et wm(k+l) est de la forme a + wi(k) avec i ¢ {0, 1,..., jk}'

k+1

(ii) : D'aprés (i), ona 1 +J <2 3k+l on déduit a l'aide d'une démons-
< Qk—l
X .

<J
k k+1
tration par récurrence sur k que k < J

En désignant par Jk k ¢ {0, 1,..., n} 1'indice de la somme d'une partie
de coefficients ay vérifiant :

Wy (k) £b < Wy +l(k)

k k

la propriété 1 - (ii) entraine que
v(B) = f (b) = fn(an(n))

Contrairement 3 1l'algorithme A4 (cf. I.2.2) ol les fonctions f, sont cal-
culées en tous points y € {0, 1,..., b} ; celles-ci seront calculées uniquement
aux points critiques wi(k) ie {0, 1,..., Jk} avec J, en général beaucoup plus

petit que b.
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En faisant correspondre 3@ tout point critique wi(k) ie {o, 1,..., Jk}

la valeur de la fonction fk ; clest-d-dire :
v (k) = £, (w (K))

J
les listes {(wi(k), vi(k))}iio pour tout k ¢ {1, 2,..., n} seront construites

~ . £
récursivement en n éetapes.

I1 est & noter que par construction, on a :

1° 0= wo(k) < wl(k) <...< ka(k) <b
20 0 = vo(k) < vl(k) <...< ka(k) < v(B)
30 v(B) = vy (n)

n

En introduisant la notion de dominance entre les paires (Ahrens et Finke

[1], Horowitz et Sahni [31] et Toth [70]) comme suit :

La paire (W, V) est dominée par (W', V') si

W' < WetV'2V

les inégalités larges dans 2° sont remplacées par des inégalités strictes.

)
k

3=0°

est le méme que celui donné

Connaissant la k"¢ liste {(wj(k), Vj(k)}

k+1
3=0

le principe pour cons-

truire la (k+1)*™€ 1liste (wj(k+l), vj(k+l)}

dans la propriété 2- (ii) c'est-a-dire :

N) J

k+1 k
{(wj(k+l), Vj(k+l)}j:o c {(wj(k), vj(k)}j=0 u {(wj(k)+ak+1’ vj(k)+ck+1) l

wj(k)+ak+15b 320y 1yuen, Jk}

Cette relation récursive entre les listes permet de résoudre le probléme

(B) par un algorithme & n étapes.
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Cet algorithme est similaire 3 celui de Toth [70], mais avec une implé-

mentation améliorée permettant de réduire la place mémoire de moitié :

chaque étape de 1l'algorithme, le principe est le suivant :

irg

J J
utiliser une seule pile pour les listes {wj(k)}j50 et {wj(k+1)}jigl,

J J
utiliser une seule pile pour les listes {vj(k)}jio et {vj(k+l)}jﬁgl’
de maniére 3 ce qu'il n'y ait pas de destruction d'informations utiles. Par
exemple, pour fixer les idées, si les éléments de la liste wj(k) j§O sont J

e - [ . e ” . - l
rangés a partir du bas de la pile alors les é€léments de la liste wj(k+1) jtg

seront rangés d partir du haut de la méme pile, ainsi de suite.

Pour illustrer l'implémentation de l'algorithme suivant considérons,

l'exemple ci-dessous (figure 3)

Exemple : n==u4, Db =19
(ci) = (10, 9, 8, 7)
(ai) = (8, 11, 7, 8)

T T ! [
7 ' 19 ' 19 | 19 , 19
f {
6 ' 8 1 10 | 15 ' 18
: | ' |
5 ' 0, 019 18]8 10
1
4 l | 15118 7 | 8 Figure 3
3 : ! 8 :10 010
i
2| 8! 10 718 |
!
11 0! © ! 0,0 ‘
..__.____.}. ________ -;. ——————— .J-__..‘__.....r-_--
Jow. !l v, Wo v w. v, {w. 'v.
o3y 3t 33y 333
S I P RN IR SN L SR
k=lj k=2 k=3 k=4

La solution optimale X" = (1, 1, 0, 0) de valeur v(B) = 19.
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Remarque : (i) Il est a noter dans l'exemple ci-dessus que le nombre total des
couples (wj, vj) des quatre étapes est 15, alors que le nombre des différentes
i

sommes W, nférieures ouégales 3 b est 24. Cette réduction est due d 1'utilisa-

tion de la dominance entre les couples.

Algorithme détaillé : Algorithme A5

But : Calcul de la valeur v(B).

o

Initialisation %

w, + 0 3 vy « 0 ; w2 + a; 3 v, « cl s J <2, wh+l <+ b+l

h étant la hauteur maximale allouée aux piles %

o

oe

j (resp. m) décrit 1'indice des éléments de la nouvelle liste (resp.

ancienne liste ) %

Pour k de 2 & n faire
m<j3i«]; J«htl;

Tant que weta > b faire i « i-1 fait

% Comparer (wid-ak, vi-rck) et (wm, vm) ; les classer dans l'ordre croissant %

. s - D e < .
Tant que i1 # O et m # O faire w w.ta 3 VeVt s

% trois cas possibles :w > WesWEwWoos W < wo %
* W > Wl siwz2 wj alors i « i-1 ; sinon j <« j-1 ;
si v 2 v alors wj Wy Ve eV i+ i-1:m+m1;
sinon wj < w vj «v ; 1<« i-1fsi

fsi

* WS W 181wy wj alors m <« m-1 3 1 « i-1 ; sinon j < j-1 ; wj “w
si v < v alors vj <viym<m1l;3i+i-1;
sinon vj v osm<e m-1; i<« i-1 fsi

fsi
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* w < Wl tant gue w < W faire

siw_ 2w, alors m « m-1
sinon j + j-1 3 si v < v alors wj “ w3
vj CViwWEw o sm< m-1 ; 1<« 1i-1
sinon wj €W o3 VL eV o sme m-1 fsi
fsi
fait

fait

Tant que m # O faire j « j-1 ; w. < w_; V. *V
si k = n stop
k « ktl

m<j;i<«3d;

Tant que ay < W faire j <« j+1 ; wj WS vj

% Comparer (wi-fak,

%

croissant %

Tant que 1 # h et m # h faire w « wita, ;v

% trois cas possibles : w > w

=
]
=
=
A
=

m m

* W > W Tant que W < w faire

si Vo < v. alors m « m+l ;
sinon j * j+1 ; w., € wWw_ 3 V. €W
E— ] m ] m
s VEYV

si vj > v alors 1 <« i+l

sinon m « m+l fsi
fsi

fait

vj alors m + m+l ;
v.+ v 3 8iv, <valors v, « v
] m ° = ] — ]

sinon m + m+l, 1 « i+l fsi

we

o

m < m-1 fait

sy m< m+tl fait

1]
vi-+ck) et (wm, vm) et les classer dans 1l'ordre

“v.tc
i

k

sinon j « j+1 wj “ W

i<« i+1
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* w < W siwv < Vj alors i <« i+l ; sinon j <+ j+1 3 wj “ w vj “ v
§i_vm £ valorsm*« mtl ; 1 « i+l ; sinon i « i+l fsi
fsi
Tant que 1 # h et w £b faire v« ve t o
sivs Vj alors i « i+l ; w « we + ay 3
sinon j <+ j+1 3 wj “w vj + v 3 i<« i+l, we w.ta fsi

fait

fait

Complexité de £'algornithme A5

A chaque étape k € {1,..., n}, 1'algorithme A5 construit Jk couple (wj, Vj)
(5 =0, 1,004, Jk). Ce nombre J, vérifie :

K
-k <J s K_1  (cf. I.2.4.1. Propriété 2- (ii))
-3 <b

d'od k < J,_ < min(2°- 1, b)

On déduit que 1l'algorithme A5 a les complexités temporelle O(min(nb, 2™))
et spatiale O(min(b, 2™)).

1.2.5. Algorithme basé sur la fusion et la division de problémes : Algorithme A6

Dans le cas de l'utilisation d'un calculateur ne permettant pas 1l'en-
combrement en place mémoire 0(min(2", b)) donné par 1'algorithme précédent A5,
Horowitz et Sahni [31] proposent une méthode de compléxité temporelle
O(min(2n/2, nb)) et spatiale O(min(?n/z, b)).

Le principe de la méthode est :
(:) Diviser le probléme d'origine (B) en deux sous-problémes (Bl) et B2)

de q = Lp/gJ (respectivement r = n-q) variables et ayant tous les deux le méme

second membre b que celui de (B).
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<:> Résoudre les sous-problémes (Bl) et (B2) par l'algorithme A5 (cf. I.2.4.3).
. 2 L
Désignons par L1 (resp. L2) la liste {wlj, V1j)}ji0 (resp. {(w2j, v2j)}jgo) ob-
tenue d la fin de la résolution de (B1l) (resp. (B2)) par 1l'algorithme A5,

(:) Fusionner les listes L1 et L2 pour trouver la valeur de (B) (voir figure 4)

en utilisant l'algorithme suivant :

Algonithme de fusion : Algonithme A7

But : Calcul la valeur de (B) (v = v(B)) en fusionnant L1 et L2

9
°

% Initialisation

k<+1,;73+« Ql 3 v<e 0 w22 +1

“ b+l ;3 w* wl., + w2
2 3

k

Tant que (w £ b ou § # 0) faire

tant que w £ b faire k « k+1 ; w <« wlj + w2k fait
D+ vlj + v2k_l
si p > v alors v « p fsi

tant que (w > b et j # 1) faire j « j-1 ; w < wlj + w2k fait

sik # 22+1 alors k <« k+1 ; w < wlj + w2k fsi

fait

z

Exemple : Considérons le probléme (B) donné précédemment (cf. I.2.4.3.) ol ses

données sont :

n=z4%;>b =19
(Ci) = (10, 9, 8, 7) ; (ai) = (8, 11, 7, 8)

Les trois étapes de la méthode sont :

* Division du probléme (B) en deux sous-problémes (Bl) et (B2) suivants :
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max 10xl + 9x2 max 8x3 + 7xu
(B1) |s.c Bxl + llX2 < 19 , (B2) [s.e 7x3 + 8x4 < 19
xj =0oul j=1, 2 xj =Qoul j=3,4u

* Résolution de (B1l) et (B2) par l'algorithme A5, soient L1 et L2 leurs

listes respectives (figure 4)

L1 L2
3 19 ' 19 15 « 15 3
T 1 0

2 ' 10 10 7 | 2
1 oo ]| o o o oo .o 1
J wl.,‘vl wl.; vl v2, v2 w2. | v2, ]

3 i i i o]

k=1 k=2 k=u k=3

-> -«

Figure 4

* Fusion de L1 et L2 en parcourant les listes dans le sens des fléches

(figure 4) par 1'algorithme A7 :

(19, 19) + (0, 0) = (19, 19) ; v < 19

(8, 10) + (7, 8) = (15, 18) pas d'amélioration de v

(0, 0) + (15, 15) = (15, 15) pas d'amélioration de v

v(B) = 19 0

Compléxite de La méthode

Dans la phase <:> de la méthode, la résolution de chaque sous-probléme

n/2’ bn/2)) (voir 1l'algorithme AS5-1.2.4.3),
n/2

est de compléxité temporelle O(min(2

on déduit une compléxité temporelle O(min(2"/°, nb)) pour les deux sous-problémes.

Dans la phase (:) 1l'algorithme de fusion & une compléxité temporelle
0(%; + 2,) (2, +1 = [L1] et L,+1 = |L2] et fs % < min(2™2, b)). on déduit
alors que l'algorithme A6 est de compléxité temporelle O(m:'Ln(Qn/2
tiale 0(min(2n/2, b)).

, nb)) et spa-
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Remarque : L'amélioration apportée par Horowitz et Sahni, peut-elle 1'&tre

davantage si on divise le probléme d'origine en k sous-problémes ?

La réponse a cette question n'est pas tout-a-fait négative. La résolution

n/ky,

des k sous-problémes est de compléxités temporelle et spatiale 0(k2

Cependant, il n'est pas possible de fusionner les k sous-problémes dans un

n/2).

temps inférieur a 0(2

Dans le cas ol k = 4, Ahrens et Finke[1] donne un algorithme de complé-

xité temporelle O(2n/2) et spatiale O(2n/4).

Dans le cas k = 6, Karnin [38] donne un algorithme de compléxités tempo-

relle O(2n/2) et spatiale O(2n/6), mais en utilisant plusieurs processeurs.

1.2.6. Stratégie "Branch and Bound" dans la programmation dynamique

Les méthodes d'énumération implicite, dites aussi arborescentes par sé-
paration et évaluation (branch and bound) sont considérablement améliorées par
1'utilisation d'évaluations par défaut (minorants) et par excés (majorants) per-
mettant ainsi une réduction importante que se soit au niveau de contraintes, de
variables ou de sous-problémes générés. L'utilisation de cette technique dans la
programmation dynamique (voir Proschan et Bray [63], Weingartner et Ness [72]
Morin et Marsten [55, 56, 57] Toth [70] et Minoux [54]) évite- par exemple dans
le cas du probléme (B)- de stocker un nombre important de combinaisons inutiles

d la détermination de la valeur v(B).

Plagons-nous d une étape k € {1, 2,..., n} de 1'algorithme A5 (cf. I.2.4.3)
tout couple (wj(k), vj(k)) 5 e {1,..., Jk} vérifiera 1'un des tests a), b) ou c)
ci-dessous, sera écarté une fois pour toute dans les étapes qui suivent (voir
Toth [70]).
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n
a) w.(k) <A =max{b- ] a,, 1} etw. <A
3 k b 541 © Ok
b) b - min C{a,} <w.(k) <b et j<Jd
. 1 Jj k
izk+l,...,n
c) Soit yk(B) un minorant de la valeur du probléme (Bk(B)) (défini en I.2.2)
tel que :
vo(B) =0
v, (B) = max{vJ (k) +v, Yk-l(B)}

k

ol v est un minorant de la valeur du sous-probléme :

max E c; X; S.C. § a; X £b - w5 x), Xy =0oul, i=%k+1l,..., n
izk+1 izk+1 k
et ;k,' est un majorant de la valeur du sous-probléme :
n ' n
max i:£+1 c; X, S.C. i:E+1 a, % <b - wj(k), x; = Ooul, i = k+l,..., n
Test d'élimination
v (k) + Gk’j < v, (B). 0
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% CHAPITRE II

kkkkhkkkkhkkkhhkkhkkk

o %k

KNAPSACK 0-1 A CONTRAINTE PARALLELE
A LA FONCTION ECONOMIQUE
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INTRODUCTION

Les études faites, sur le probléme du knapsack O-1 (B), montrent que
les algorithmes d'énumération implicite, ont une mauvaise performance lorsqu'il
existe une forte corrélation entre les coefficients de la contrainte et ceux de
la fonction économique. Dans ce cas, les évaluations par défaut ou par excés

de v(B) n'apportent pratiquement aucune amélioration (voir Martello et Toth [50]).

Le probléme du knapsack 0-1, ol ey = a; pour tout j ; appelé "knapsack
d contrainte paralléle & la fonction économique' noté (S) - dans la littérature,
on lui donne le nom du "Subset-Sum problem" (Martello et Toth [51]), ou "value-
Independent problem" (Faaland [16], Balas et Zemel [31), ou "Stickstacking-
problem" (Ahrens et Finke [1]) - est un cas extréme de la correlation ol tous les

majorants de v(S) sont égaux & la valeur triviale b.

Cependant, le probléme (S) peut &tre résolu par trois iypes d'algorithmes :

Algorithmes de programmation dynamique pure (Ahrens et Finke [1],
Faaland [16], Toth [701]).

Algorithmes d'énumération implicite pure pour le knapsack général (B)

adaptés au probléme (S).

- Algorithmes hybrides combinant les deux types précédents (Martello et
Toth [51]) (cf. II.1).

L'analyse des résultats de ces méthodes conduit aux conclusions suivantes

. Les premiers sont inutilisables lorsque b est trop grand.

. Les temps de calcul des seconds algorithmes augmentent exponentielle-
ment lorsque trés peu de solutions réalisables (voir aucune) attei-

gnent le second membre b de la contrainte ; ces problémes sont dits

"difficiles".
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. Les algorithmes de la troisiéme classe sont efficaces pour des pro-
blémes "difficiles" avec n petit (n < 40) et des problémes "faciles"
(c'est-a-dire de nombreuses solutions réalisables atteignent le second

membre b) avec n grand (n > 1000).

Mais leur désavantage est l'utilisation systématique de 1'énumération
implicite méme lorsque 1'encombrement en place mémoire pour la programmation
dynamique n'est pas excessif ; ce principe aboutit 3 leur inéfficacité pour les
problémes "difficiles" avec n grand et b petit en regard de la capacité en place

mémoire du calculateur.

L'objet de ce chapitre est de donner un algorithme général noté I.D.S
(cf. II.2) capable de résoudre une vaste classe de problémes tout en restant

meilleur en temps de calcul par rapport aux méthodes précédentes (cf. II.3).

L'algorithme I.D.S se déroule dans 1'ordre suivant :

- Dans un premier temps, une procédure de la programmation dynamique est

utilisée ; elle peut &tre arrétée dés qu'une solution de valeur b est trouvée.

- Le schéma classique d'énumération n'est utilisé que lorsque la place
e . rd » » 3
mémoire pour la procédure dynamique devient excessive ; chaque sous-vecteur
produit par 1'énumération est complété par la partie dynamique a& 1'aide de 1'al-

gorithme A7 de fusion (cf. I.2.5).

IT.1. LES METHODES EXISTANTES

I1.1.1. Position du probléme

Etant données n valeurs a; (i=1, n), entiéres positives et une capacité
b entiére positive, le probléme du knapsack O-1 dont la contrainte est paralléle
d la fonction économique est de sélectionner parmi les n valeurs a;
i e {1,..., n} celles qui ont une somme maximale inférieure ou égale 3 b. Le

probléme se traduit mathématiquement par :
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(s)

xj =0oul j§j=1,..., n

On rappelle (cf. I.1.1. b)) que, sans perdre de généralité, les données

satisfont les hypothéses suivantes :
0 < a <b j=1,..., b

§
a. > b
j=1

On note x une solution optimale de (S) (v(S) = ax’ ).

I1.1.2. Méthode de Faaland [16] (1973)

La méthode de Faaland est basée sur la gestion du nombre de solutions de
1'équation (2.1) définie ci-dessous et non sur les valeurs des solutions de
celle-ci, comme c'est le cas des équations classiques étudiées au Chapitre I.
Cette méthode améliore la complexité temporelle expérimentale de la programmation

dynamique, de l'ordre de 50 % dans le cas du probléme (S) :

Etant donnés k € {1,..., n} et y € {0, 1,..., n}, en définissant par

gk(y) le nombre de solutions de 1'équation diophantienne :

}
a. X, =y (2.1)
551 373
alors,
gl(y) = {1 siy =0 ou a, (2.2)
0 sinon

gk(y) = gk-l(y)’ ¥y € {0, l,..., ak-l}
gk-l(y) + gk__l(}"ak), Vy € {ak,..., b} (2.3)

0 ¥y ¢ {b+1,..., b}
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k
b = min{ z a., b}
j=1

et la valeur optimale de (S) est :

(1)

(2.5)

k
ou £, ( = ma a. Xx. s.
(od £ (y) x L 5 %5 )

v(S) = max{y |y < b et g (y) > 0}

. * 4
La solution optimale x est donnée par :

% v(S) étant calculée par (2.4) %
y « v(S)
pour k de n & 2 pas -1 faire

. *
si gk_l(y-ak) > 0 alors X € l3y <« y-a

sinon xi « 0

fsi
fait
* - /
X, *yla;
Remarques :

(2.4)

En rappelant que 1'équation (1.20) (cf. I.2.2) s'écrit dans le cas du

probléme (S)

fo(y)

Ll
@)
«
U}
O
“w
[y
v

., b

"

£ fk_l(y) y=1ee., g -1

k -
Y a. y=b+1,..., b
j=1

k

a. X.
j=1 j=1 7

{max{fk_l(y) ;ak-rfk_l(y-ak)} Y = @

og}
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i1 est clair qu'en (2.5), on fait une

comparaison de plus par rapport a

(2.3) entre a et b. On déduit qu'un algorithme basé sur (2.3) pourrai avoir

un gain de calcul de 50 % par rapport & celui basé sur (2.5).

(ii)

- n
max )
321

X,
J

a.

5.C 2 aj x. £b

J

entier

X.
]

ol us € N je {1,..., n}.

Contrairement & (2.5), (2.3) est généralisable (Faaland [16]) au probléme :

I1.1.3. Méthode d'Ahrens et Finke : Algorithme A8 [1]

Cette méthode consiste, d'une part & diviser le probléme (S) en quatre

sous-problémes ayant le méme nombre de variables ; d'autre part a faire une

fusion (cf. I.2.5) des quatre sous-problémes

Pour simplifier 1'exposé, on pose n

de (S) suivants :

<

max Z a. X, s.c ) a. X.

(SA)
jeb jeA 3

b, xj

pour trouver la valeur du probléme (8).

4m. En considérant les sous-problémes

Ooul ¥jeA

(ol A désigne un ensemble égal tour a tour a :

H
M

{1,..., m} 3 I = {m+1,...
{3mt1,..., n})

, 2m} 3 K

= {2m+1,..., 3m} ;

L'algorithme A8 d'Ahrens et Finke comporte deux phases principales :
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a

3=0
(ol WAj désignent les sommes partielles des aj, i € A, cf. I.2.4) correspondant

PHASE 1 : Construire par la programmation dynamique les listes L.A=:{WAj}
aux problémes (SA) (A étant égal tour a tour & H, I, K, M).

PHASE 2 : Fusionner les quatre listes (méme principe que pour deux listes (cf.

I.2.5) voir 1l'exemple ci-dessous) pour trouver v(S)
v(S) = max{WHii-WIji-WKk+-WM2 = W|Ws b}

120,005 Jy33 = 0sueey Jp3k = 0punny Jp32 2 0puney Iy

Exemple : Considérons 1l'exemple suivant & 8 variables :

max 2x1 + 4x2 + (Sx\,‘3 + 8x,+ + 1Ox5 + 12x6 8

(S) |s.c 2xl+4x2+6x3+ 8x4+10x5+l2x6+ 14x.7+16x8 < 17

+ 1L&x,7 + 16x

xg=O0oul §=1,...,8

Fhase 1 :
H={1, 2}, 1={3, s}, x=1{s, 6}, M= {7, 8}
i = {o, 2, 4, 6}, L1 = {0, 6, 8, 14}, LK = {0, 10, 12, 22},
M = {o, 14, 16, 30}

Phase 2 :

But : trouver u = v(S).

L'exploration des listes se fait dans le sens des fléches indiquées :



20

30

32

34

36

(obtenu par

fusior)

52

> —y
[0, 2, 4, 6 | ,yul [o Tol
'S QOkf ~——3 (obtenu par fusion)
it
i ;
l_' 2040 g 3%
3 0, 10 | 0, 14
¥
| D
: ouli
; 20+ 10 < 3 1
:
i 0, 10, 12 | 0, 14]
| @{
0+12 < 3p>oul »
i [0, 10, 12, 22 | 0, 14|
i
[}
[0, 10, 12, 22 | 0, 14, 16|
=
[0, 10, 12, 22 ] .0, 14, 15, 30|
22
<20+ 22 £ 3
'o, 2,4,6 |0, 6, 8, 14 |
18;
non 8+22 < 3
|o, 2, 4, 6 | 0, 6, 8, 14|
‘_\,/
@®)
non
6+22 € 37
fo,2,u4,86 [0, 6,8, 14|
o
oul
h+22 € 37
fo, 20, 12, 22 | 0, 14, 16, 30
24
non
— L+ 24 < 37




[0, 2, 4,61]06,8|
’/

T}
&2

I

\ oui
2+24 £ 3 -

F), 10, 12, 22 | 0, 14, 16, 30|

26

oul
O0+26 < 3

0, 10, 12, 22 | 0, 14, 16, 30 |
I

[0, 10, 12, 22 [0, 14, 18, 30|

non
0+28 < 37
0, 2, 4, 8| 0, 6,/8|
\ pd
8)
B+28 < 37 out
30

0, 10, 12, 22 | 0, 14, 16, 30|

&

non

6+36 < 37

non

“\+365/37

non

+ 36 < 37

u=v(S) = 36

Fin
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L'intérét de diviser le probléme en quatre sous-problémes au lieu de
deux, est uniquement pour réduire la compléxité spatiale, puisqu'on ne peut

pas faire mieux au niveau de la compléxité temporelle que de diviser par deux
(ef. I.2.5).

Pour fixer les idées, supposons sur cet exemple que le nombre d'opéra-

tions est égal au nombre d'éléments dans les listes :

. La phase 1 nécessite 4 X 22 = 16 opérations.

. En ajoutant le nombre d'éléments des listes 1'un & l'autre (puisque la fusion
est linéaire (cf. I.2.5) par rapport au nombre d'éléments des listes) la phase
2 nécessite 140 opérations.

Le nombre total d'opérations est donc 156.

I1 faut 4 X 2?2 - 16 places mémoire.

—— o T o —

. La phase 1 nécessiterai 2 X 24 = 32 opérations.

. Le nombre d'opérations de la fusion de deux listes (chacune ayant 2u éléments)
est 2% + 2" = 32,
Le nombre total d'opérations est donc 64.

I1 faut 2 x 2% = 32 places mémoire.

Complexité de L'algornithme A§

Phase 1 : La construction de chaque liste par la programmation dynamique néces-

site une compléxité temporelle O(min(2n/4, bn/4)) et spatiale O(min(2n/4, b))
ce qui donne 3 la phase 1 les compléxités temporelle de O(min(42n/u, bn)) et
spatiale de 0(min(42n/4, 4b)).

Phase 2 : On suppose que :

- |L.H| = |L.1] = Ju.x| = |L.M] = min(2™*, b) =

- WHJH < WI; (WHJ (resp. WI,) étant le grand (resp. le plus petit) élément non

nul de la listeHL.H (resp. L.1)).

- WH. + WI. » b.
Iy Jy
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Sous les hypothéses précédentes, 1l'énumération de chacun des @ plus grands
€léments de la liste L.H u I (dans 1l'exemple : 20, 18, 16, 14) nécessite une fu-
sion de 20 opérations ; celles des O valeurs est donc de 20,2 opérations. En né-
gligeant le colit de 1l'énumération des autres éléments de L.H u I et puisque le

travail ci-dessus est le méme que sur L.K u I, on déduit

- d'une part que la compléxité temporelle de la phase 2 est
o(min(2™/2, 2b°)

- d'autre part que les compléxités de l'algorithme A8 :
- temporelle 0(min(22™/2 + 4™ bn + 2b%))
- spatiale O(min(42n/4, 4b)). 0

11.1.4, Méthode de Martello et Toth : 1982 [51]

La méthode de Martello et Toth est une méthode mixte utilisant de la
programmation dynamique et de 1'énumération implicite qui se déroule en deux

phases :

Phase 1 : La programmation dynamique est appliquée 3 une partie du probléme (S)

——————

seulement.

Phase 2 : Un schéma d'énumération implicite est appliqué 3 la partie complémentaire

PHASE 1 :

2 . . J
Etant donné, m un entier naturel (m < n), la liste L = {wj}j=0 est cons-

tituée par toutes les sommes des différentes combinaisons parmi les m derniers

as, vérifiant :

W < W

0 1 Civwy W <D

J
Etant donnés, deux entiers naturels m' (m < m' < n) et b (b < b), 1a
1
liste L' = {w:'].}J

j=0
mi les m' derniers as, vérifiant :

contient toutes les sommes des différentes combinaisons par-

Wy < Wl <ee., Wl S b
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En posant n, = n-m et n, = n-m', la figure 5 montre la place occupée

par les deux listes L et L'.

Figure 5

Les constantes m, m' et b sont fixées expérimentalement par les auteurs

de maniére & tenir compte de la "difficult&" de leurs problémes traités

S'il existe de nombreuses solutions x telles que ax = b, alors le probléme
(S) est considéré comme facile ; par conséquent, il est plus intéressant d'avoir
m, m' et b petits puisque 1'énumération implicite est efficace pour un tel pro-

bléme.

Pour les problémes difficiles (peu de solutions x telles que ax = b) il
faut au contraire favoriser la programmation dynamique en augmentant les parameé-

tres m, m' et b.
PHASE 2 :

L'algorithme d'énumération implicite utilisé pour cette phase est une
adaptation au cas du probléme (S) de l'algorithme général de Martello et Toth
[49] .
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Lorsque la phase dynamique est terminée, 1'énumération implicite est
appliquée seulement aux n, coefficients a; (i=1,..., nl) puisque toutes les

combinaisons réalisables des a, (i = ny+1,..., n) sont gérées dans la liste L
i

construite initialement :
Supposons €tre d l'itération k du schéma énumératif

soit x. (I = {1, 2,..., nl})une solution partielle, courante de valeur

et R la capacité résiduelle : R = b-w la méthode détermine

-* . -
. i1 ¢ max{] ]wj <R j=0,1,..., J}
j* = max{] Iw' SRetx,y.=0 i=n n.}
' 2 j 173 20+t Ty
Bl
5] 1 =
ou w3 = ) a; ys
i=n,

y. = 1lou0 1i-= Npseves Dy

En posant : A = max{w.*, w..}
192

(A est le complément maximal de R obtenu & partir des deux listes).

. si b~ R+ A =Db alors le probléme (S) est résolu. 0
Remarques :
(1) Cette méthode est implémentée avec le classement dans 1l'ordre décroissant

des a, (al 2 a, 2...2 an). Ainsi les listes contiennent des coefficients petits
proches les uns des autres, ce qui permet d'avoir des listes en général pas trés
grandes.

D'autre part, le fait d'appliquer 1'énumération implicite sur des données
de grande taille implique que la capacité résiduelle R devient petite aprés quel-
ques itérations ce qui permet d'utiliser les informations des listes plus rapide-

ment.
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(ii) Pour les problémes de grande taille (n 2 1000) et de coefficients ay
relativement petits, il existe de nombreuses solutions atteignant b. Pour ce
type de problémes Martello et Toth proposent d'utiliser leur méthode seulement
d une partie du probléme (S) appelée "noyau" du probléme (fig. 6) (cette idée

est donnée par Balas et Zemel [3] dans un algorithme d'énumération implicite).

4
4

+ ~+
i

|
:é————-noyau du probléme ——3
|
' |
| &—méthode précédente —3!

Figure 6
i est définie par :
i-1 i
X a. <bc< z a.
j=1 J j=1 J

et t est un entier donné (t < 20).

I1 est d noter que si 1l'optimalité est non prouvée, la méthode peut &tre éven-

tuellement répétée sur un noyau de taille plus grande.

La méthode de Martello et Toth est efficace pour les problémes petits et
difficiles (n £ 40) ou grands et faciles (n 2 1000).

Elle 1'est beaucoup moins au niveau de la résolution des problémes grands
et difficiles (n 2 50). En effet la phase d'énumération implicite, occupe une
grande partie du probléme d'origine (nl = n-m avec m £ 24) contrairement 3 la

phase dynamique limitée & m (m < 24) donné.
Par conséquent son temps d'exécution peut devenir excessif.
D'ol 1'idée de donner une nouvelle méthode plus générale, ol, la phase

dynamique est prépondérante par rapport 3 celle de 1'énumération implicite ;

c'est 1'objet du paragraphe suivant.
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II1.2. NOUVELLE METHODE GENERALE : ALGORITHME IDS

I11.2.1. Introduction

Les méthodes précédentes sont destinées 3 des formes particuliéres du

probléme (S).

D'oll 1'idée de donner une méthode générale qui soit au moins aussi effi-

cace que toutes les méthodes précédentes.

Cette méthode cumule les avantages de la programmation dynamique et de

1'énumération implicite

. Pour les problémes difficiles, il est conseillé d'utiliser la programmation

dynamique lorsque la place mémoire le permet.

. Au contraire, pour les problémes faciles, c'est 1l'énumération implicite qui

est conseillée.

Mais comment reconnaitre 3 priori qu'un probléme est facile ou ne l'est pas

La question reste ouverte.

La nouvelle méthode est construite dans ce sens : elle tente de trouver
un compromis entre la programmation dynamique et 1'énumération implicite en
donnant la priorité & l'utilisation de la premifre au sein de laquelle est in-

corporé un test d'optimalité.

Si le probléme est facile alors au bout de quelques itérations l'optimalité

est prouvée.

Si ce n'est pas le cas, l'exécution de la programmation dynamique se

poursuit jusqu'd épuisement des ressources permises en places mémoire.

Lorsque la phase dynamique est terminée sans preuve de l'optimalité,
une phase d'énumération implicite vient se combiner avec la précédente comme

dans la méthode de Martello et Toth.
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Nous allons montrer en II.2.2. que la programmation dynamique basée
sur 1'équation récursive (1.20) (donnée en I.2.2.) est de compléxité spatiale
0(b), pour trouver & la fois, la valeur et une solution optimale du probléme
(S) (alors que pour le probléme général (B) la compléxité spatiale pour trouver

une solution optimale est O(nb)).

Les expériences numériques reportées en (II.3) montrent nettement les bonnes

performances de notre méthode par rapport a celle de Martello et Toth. 0

I1.2.2. Phase hybride

La compléxité spatiale de la programmation dynamique basée sur 1'équation

récursive :

£.(y) = max{fk_l(y), a, + fk_l(y-ak), a < y}

k=1,..., n, y=0,1,..., b
est O(nb) pour trouver la solution optimale.

Cette compléxité peut €tre réduite 3 O(b), en utilisant l'indicateur I, suivant :

Ik(y) = ik_l(y) si fk_l(y) > fk_l(y—ak) +a

k sinon (2.6)

k=1,..., n, y=0, 1,..., b

Le dernier vecteur In contient les informations suffisantes pour trouver

la solution optimale x* du probléme (S).

*
Détermination de x

y *« fn(b)

*
pour k de 1 & n faire X, 0 fait

Tant que y # O faire xIn(y) «1l3;y=<y —-aIn(y) fait
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Théoneme 6 :

La complexité spatiale de La programmation dynamique pour thouver La va-
Leun optimale ainsi qu'une solution optimale du probfeme (S) est 0(b).

Démonstration : Evidente en utilisant (2.6).

ExemEle :

n=4u4, b =19
(ay) = (8, 11, 7, 8)
i=1,..., 4

Dans cet exemple, l'indicateur I est géré parallélement aux valeurs w
(w étant la somme d'une partie des aj j e {1,..., 4}). La derniére colonne du

tableau ci-dessous suffit pour déterminer la solution optimale x .

T T T 1 *
[ ' 3 -
7 . \ : 19 ¢ -2- . - X2 -
I -~
6 : : 19 2 |13 [
' | ! , ,19-11
5 | | 18 8 116 b ,
1
' ;
4 ! . 154 3 |15 3 | !
; ' | i !
3 : 19, 2 [ 11 2 11,2}
| f 'k: R N *
2 | 114 2 8 I 1§ 8 1 1 >x, =
¥
| | ! | '
1] 8,1 g , 1 7, 8| 7,3 ], 8-8
! | ! 1
oj 0,0 0 0 o ! o o, o K
——-—’r-———f————r-————-L ——————————— ;— ———————————————
worI, b oW I W I, |w., ' I
33 J 3 3N 133
J p-———t-—— ..L_.___..1 ——————————— SIS S
k=1 k=2 k=3 k=4

v(S) = 19 et x* = (1, 1, 0, 0)
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Le principe de la phase dynamique ci-dessous est le suivant :

Etant donné 1'indice i défini par

i-1

"n e~
o
IA
o
A

H -1
)

3
pour k = 1, 2,... deux listes L, et L, sont construites par la programmation

1
dynamique :

[~
"

IA

1 {1 a.l )) a:.I

b et XK ¢ {i-k,..., i-1}}
jek I jek

L,={] a,| I a,<betke{i,..., itk-1}}
jeK J jeK J
i-k-1 i-k-1
si ) a.+max{w+w|wu+w <b- } a,, Wel etwe L2} est égal
521 j21 0 d !

d b alors le probléme (S) est résolu.

Phase dynamique

1. Trouver i tel que

iil %
a. £bcx« a.
j=1 J j=1 3

Ll « @ L2 « @ s k<1 (Ll et L2 étant deux listes)

2. Tant que k < n/2 et la place mémoire est suffisante faire
* Augmenter la liste L, (resp. L2) en ajoutant des combinaisons avec

a (resp. a,

14k-1) inférieure ou égale 3 b.

* Fusionner les listes Ll et L, en supposant xj = 1 pour

i = 1,000, i-k-1 3 X5 =0 j = itk,..., n (i.e. avec un second membre

égal a $-k-1

b(k) =b - ] a.)
j=1 J




i-k i i+k-1
ya & AN
N 7 X 7

si la valeur fournie par la fusion est égale a b(k) alors
le probléme (S) est résolu.

sinon k <« k+1

fsi

fait

11.2.3. Phase de 1'énumération implicite

On suppose dans cette phase que le probléme n'a pas pu &tre résolu par
la programmation dynamique (i.e. le probléme est difficile). On note R le sous-
ensemble d'indices (R &tant inclus dans {1, 2,..., n}) complémentaires a ceux des

données considérées parla programmation dynamique.

L'énumération implicite génére un ensemble de décisions binaires en fixant
tour 3 tour les variables x. 3 0oul, i appartient & R; les combinaisons réa-

lisables des as (i € {1,..., n}\R) sont dans les listes finales Ll et L2.

Phase énumérative

Pour, chaque xg ke {1,..., 2‘R!}deIR!ngénéré par 1l'algorithme d'énumé-
ration implicite décrit plus loin (II.2.4), faire
fusionner les listes Ll et L2 avec pour second membre b(k) = b-ag* xi
si la valeur fournie par la fusion est égale & b(k) alors le probléme
(S) est résolu
fsi

fait
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Algorithme d'énumération implicite : LIFO

(p. 134) (donnée dans le cas du probléme (B) général) au probléme (S).

In First Out) qui consiste a gérer une liste PF d'indices des variables fixées

3 0 ou

Cet algorithme est une adaptation de la méthode de Fayard et Plateau [18]

Cette méthode utilise une technique énumérative dite L.I.F.0. (i.e. Last

1 1iée au déplacement dans 1'arborescence.

Principe

{X., x

O’

et la particularité du probléme (S), les choix de 1'évaluation et la séparation

15

Etant donné un noeud de cette arborescence, c'est-3-dire une partition

X,} de {1,..., n}
X = G| x5 = 0}
X, = {3 x5 = 1}

indices de variables libres

H

en un noeud sont trés simples :

1

I

(1)

. . . . 3s *
La séparation s'opére sur la variable du premier indice rencontré j ¢ PF

(les données ne sont pas triées) pour fixer xg ai.

L'évaluation par excés v(S) en ce noeud est

v(S) = min(b, ) a.).
jeXluX2

La liste PF est gérée de la maniére suivante :

- Descente dans £larborescence
Lorsqu'une variable x) est fixée temporairement & :
. 0 par le test de réduction
a, >b ~ Z a.
k . 3
]eXl

alors PF devient PF u {-k} (Xo devient Xo v {k}).
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. 1 par le test de réduction
a, + Z a. £b - 2 a.
k . J . 3j
j€X2 jEXl

alors PF devient PF u {-k} (Xl devient Xl v {k}).

- Remontee dans t'arborescence

Lorsqu'il est montré 1l'inutilité de résoudre un sous-probléme (P) de (S)
(soit v(P) £ Z ol Z étant la meilleure valeur de (S) rencontré jusqu'd lors),
la remontée jusqu'au noeud associé au dernier choix se traduit par la recherche

dans PF de 1'indice positif le plus & droite pour,

- d'une part, le rendre négatif,

- d'autre part, supprimer tous les indices négatifs situés d sa droite.

I1.3. EXPERIENCES NUMERIQUES

L'algorithme IDS présenté en partie II.2 est codé en fortran IV et mis
en oeuvre sur CII HB IRIS 80. La performance de l'algorithme IDS est comparée

aux algorithmes suivants :

- Algorithme d'Ahrens et Finke [1] donné en II.1.3.
- Algorithme de Martello et Toth [51] donné en II.1.4.
- Algorithme de Balas et Zemel [3]

les problémes testés sont tirés au hasard dans les intervalles précisés dans les

tableaux 1, 2, 3 suivant la loi uniforme 3 raison de
- 10 problémes de 16, 20, 24, 28, 32, et 40 variables (tableaux 1 et 2).

- 20 problémes de 1000, 2500 et 5000 variables (tableau 3). Pour illustrer
la performance de 1l'algorithme IDS par rapport a celle de Martello et Toth [51],
nous avons construit un probléme difficile (tableau 4) ne possédant qu'une seule

solution x telle que ax = b.

Les temps sont donnés en dixiémes de seccndes qu'est le pas de la procé-

dure de calcul des temps d'exécution du CII HB IRIS 80.
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Notes :

I1 est 3 noter, qu'd 1l'exception du tableau 4, les résultats fournis pour
les méthodes de la littérature sont donnés par des calculateurs (CDC Cyber 730 et

CDC 6600) au moins trois fois plus rapides que le CII HB IRIS 80.

Tableau 1

[y
IA
0

IA

W ;b Wn/4;Moyenne (maximum) des temps pour 10 problémes.

W | n [Ahrens-Finke *| Tree-search *(Martello-Toth* 1DS *~
[1] [49] [51]
16 | 0.40 (0.67)| 0.14 (0.21)]0.11 (0.26)| O.
20 | 0.69 (1.12)] 0.08 (0.16)(0.07 (0.21){ oO.
24 | 1.37  (2.03)] 0.08 (0.14)]0.10 (0.29)| oO.
10| 28 | 3.49 (5.31)| 0.07 (0.18)|0.10 (0.19)] o.
32 | 9.40 (19.34)] 0.07  (0.12)]0.09 (0.24)| oO.
36 {23.41 (36.72)| 0.08  (0.22)]0.09 (0.18)| O.
40 [55.90 (93.06)( 0.09 (0.21)|0.11 (0.26)| oO.
16 | 0.91  (1.34)] 2.29 (4.73)]0.49 (0.74)]0. (0.)
20 | 3.22  (5.43)[21.38 (50.89){1.85 (2.63)[2.3 (3.)
24 | 6.40 (12.82)|101.66 (384.06)|5.13 (9.92)|5.2 (15.)
10%] 28 |13.41 (18.44){115.59 (282.54)|6.47 (10.54) (5.1 (9.)
32 [22.84 (59.23)|73.44 (296.21)(6.61 (15.93)|4.7 (7.)
36 |42.68 (129.17)|55.44 (301.34)6.05 (17.32) |4.3 (9.)
40 [47.12 (253.46)(55.74 (336.83)|6.63 (23.06) |5.2 (10.)
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Tableau 2

1<a. <10 3 b = 10° n/4+1 3 Moyenne (maximum) des temps pour 10 problémes

pair impair

n Ahrens-Finke * [Martello-Toth] 1DS **
[1] - [51]

16 0.90 (1.46)| 0.53 (0.90) 0.6 (1}
20 3.92- (5.13) 1.90 (2.20) 1.9 (2)
24 18.04 (21.87) 5.25 (6.43) 6.0 (7)
28 | 70.91 (B6.42)| 9.69 (12.13) 15.6(17)
32 1219.61 (333.04)(14.96 (18.61) 23.7(26)
36 - 21.84 (24.37) 38.9(43)
40 - 29.41 (33.86) 52.1(57)

x CDC Cyber 730 ; «x CI1 HB Iris BO

Tableau 3

10 £ a ay 3 Moyenne (maximum) des temps pour 20 problémes.

A

=

vg

1"

o

o
"~

1

W n |Balas-Zemel *|Martello-Toth ** 10S *- =
L3l [51]
1000|0.06  (0.24)0.09 (0.16)
10%|2500(0.09  (0.18)|0.16 (0.37)
5000|0.18  (0.62)|0.25 (0.41)
1000{0.27 (0.75)|0.25 (0.41) 0.
10%|2500|0.30  (0.81)|0.32 (0.47) 0.
5000(0.30 . (0.58){0.34 &  (0.62)]0.1 (1.)
1000{2.45  (8.82)|0.83 (1.25)0.20 (1.)
10%2500{1.93  (3.98)(0.92 (1.30)0.55 (1.)
5000(2.37 (10.71)1.00 (1.42)10.60 (1.)
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Tableau 4

p(j+1)/2, pour j impair
¥j € a. = 3 b= z a.
p(3/2)+ 1, pour j pair j impair ]

Sip»> Lﬁn+l)/2j alors ce probléme a une solution unique telle que ax = b.

n D b Martello et Toth™ IDS***
[51]
56 29 | 11774 > 2400 40

* CDC 6600 ; *x CDC Cyber 730 ; **x CII HB IRIS 80.

Tableau 4 bis

Les problémes g, et S, tirés de la Thése de Ribeiro [64] sont donnés en

détail dans l'annexe.

n a. b 8™
3
_________________________ ;________5__-____-__-___"______-
S, 200 | [1, 2x10'1|0.1 } a.=192 429 | 0.1
j=1
_____ RS B S A
S, 200 | [1, 2x10°1{0.5 } as =962 148 | 0.1
j=1

* CII HB IRIS 80.
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METHODE HYBRIDE POUR LE KNAPSACK 0-1
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INTRODUCTION

Le probléme du knapsack 0-1

- n
max Z c. X,
j=1 J 3
(B) .
s.C z a. x. £b
j=1 13
xj = 0Ooul j=l,i.., 1

ol les données vérifient (cf. I.1) :

n
c.,a.elN*je{l,..., n};be]N*;max a. <bc< z a.
3 1<i<n 5=

peut &tre résolu par deux types d'algorithmes :
- Algorithmes de la programmation dynamique étudiés aux Chapitres I et II.

- Algorithmes d'énumération implicite (branch and bound) : Kolesar [42],
Greenberg et Hegerich [27], Horowitz et Sahni [31], Nauss [5€], Barr et
Ross [5], Zoltners [77], Martello et Toth [49] Fayard et Plateau [19].

La performance des algorithmes du type deux, dépend largement de la nature

des données du probléme (B). Plus les cj et les aj j e {1, 2,..., n} sont corré-

z

lées, plus le probléme est difficile & résoudre.

Par contre les algorithmes du premier type sont moins affectés par cette
corrélation, mais nécessitent un encombrement en place mémoire important (O(nb))
et ne peuvent résoudre dans un temps raisonnable que des problémes avec un second

membre b petit.

D'ol 1'idée de donner dans ce chapitre, une méthode hybride - notée par ID-
combinant, la programmation dynamique et 1'énumération implicite, dans le but de
résoudre une vaste classe de problémes (B) que les deux approches considérées

P'd P4
séparement.
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Cette classe, contiendra aussi bien les problémes (B) résolubles par
1'énumération implicite - représentés par (I) - que ceux résolubles par la pro-

grammation dynamique - représentés par (D) - (voir figure 7).

Figure 7

L'algorithme ID décrit en (III.1) fait appel & 1l'algorithme IDS donné
dans le Chapitre II dans le cas ol le probléme (B) est équivalent & (S) (au sens
de l'ensemble des solutions optimales). Les résultats numériques (partie III.3)
montrent l'efficacité de 1l'algorithme ID, en particulier pour le probléme du

knapsack 0-1 avec une contrainte en égalité (partie III.2).

IIT.1. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME HYBRIDE

L'algorithme ID résoud le probléme (B) (v(B) = cx") en trois phases
PHASE 1 : RECHERCHE DE PROBLEMES PARTICULIERS

Une analyse simple des données permet de reconnaitre les trois cas par-

ticuliers suivants :

a) Toutes les composantes de c sont égales

La résolution de (B) revient & chercher le nombre maximum des plus petits
ay parmi @15 355.045 & telle que leur somme soit inférieure ou égale d b. Cette
recherche est réalisée par un algorithme de compléxité temporelle linéaire en

moyenne (voir Fayard et Plateau [20]).
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b) Toutes les composantes de a sont égales :

La résolution de (B) revient 3 chercher le nombre maximum des plus grands
cj parmi Cqs Chseees C telle que la somme des aj correspondants soit inférieure

ou égale a b.

Cette recherche est aussi réalisée par un algorithme de compléxité tem-

porelle linéaire en moyenne [20].

c) Tous les rapports cj/aj j=1,..., n sont pratiquement égaux :

Quand les données satisfont la condition du théoréme ci-dessous, le pro-

bléme (B) est résolu par l'algorithme IDS (voir Chapitre II).
Theoneme 7
4{ max c./a. <min c./a. + 1/b alons :
1<jsn 3 3 1gjsn

Le probleme (B) est Equivalent (au sens de £'ensemble des solutions optimales)
au swivant :
n

n
(S) max ) aj xj s.c z a. xj < b, xj =0Qoul j=1,..., n.
j:_‘]_ j:l

Démonstration

Les problémes (S) et (B) ont méme ensemble de solutions réalisables :

.e. F(B) = F(S)

e

a

soit x (resp. x) une solution optimale de (B) (resp. de (S))
"

i.e. v(B) = cx et v(8) = ax

* Y - .
Montrons que ¢x = cx. Posons r = max ¢./a. et r = min c./a,
1<j<n 3 1<i<n
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n n \
- *
cx* = z cj x; < r Z a] xj
et ‘o _ n
=1 =1 b => ox - c& <r ax* - r ax
n n = ...
n N
cx = ) c. gj 2 r ) aj xj v(S) = a; = ax’ < ax
j21 j=1 J
- n
cx’ - cx £ (r-r) ax
= ox* - c% < (p - r) b<1
n
ax < b
n
d'od cx” - cx = 0 0

PHASE 2 : REDUCTION DE LA TAILLE DE (B)

De maniére classique, la résolution de (B) (par des algorithmes de complé-
xité temporelle linéaire [3, 19, 47]) et la détermination d'une borne inférieure
v(B) de v(B) permettent de fixer 3 O ou & 1 une partie de variables du probléme

(B) [17, 19, 29, 33, u5].

Soient ainsi :

<
n

{5 € {1,..., n} | x; est fixée & €}, e € {0, 1}

=
n

{1,..., n}\(Xo U X))

si (B) est non résolu (v(B) < |v(B)]) alors désignons par i 1'indice de la varia-
ble de base et par

C.
1 .
d. =c, - — a. ¥j € X
i1 ey i R

les cofits réduits optimaux du probléme (B).
PHASE 3 : RESOLUTION DU PROBLEME REDUIT

Le principe de la phase 3 de l'algorithme FPK 79 (Fayard et Plateau [191)
est généralisé de la maniére suivante : une bipartition des données du probléme

réduit
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(RB) s.c a * x, <b'=Db-a L)

X5 € {0, 1} ¥j e X,
est réalisée dans le but de combiner 1'énumération implicite et la programmation

dynamique :

Etant donnée une bipartition (I, D) de X, (voir plus loin a) pour la
construction de (I, D)), pour chaque solution xk e Vi(k=1,..., QIII) géné-
rée par le schéma lexicographique suivant [19] : N

. Etant donnée la hiérarchie suivante entre les variables :

Idll < ldzl <... ldllll

a partir de x1 définie par x% = lijj ¥j € I (x étant la solution optimale
du probléme (B)), les 2|Il-l autres sommets du cube unité xJ

(3=2,..., Q'Il) sont générés dans l'ordre suivant :

1 1 1 1
x2 : (l-—xl, Xys Kgseees xn) ‘
1 101 1 '
x3 : (%7, l-x2, Kyseoes xn)
4 1 1 1 1
X (l-xl, 1-x2, Xgseres Xn)
5 1 1 1 1
x" (xl, X5 1-x3,..., xn)
P 1 1 1 1
X : (l-xl, 1-x2,1-x3,..., l-xn)

le probléme auxiliaire suivant :

k
. Cy et cy v Xy + Max cp ¢ Xp .
. L.
(pPA™) s.c ap * %p <b ap Xq

X; € {0, 1} ¥j €D

est résolu par une procédure de programmation dynamique donnée plus loin en b). [
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a) Construction de la bipartition de X2 :

Cette bipartition est réalisée par une inspection des colits réduits
optimaux du probléme (B) dans le but d'appliquer la programmation dynamique
aux données ayant les plus petits Idjl (les tests d'énumération implicite sont

inefficaces pour de telles données) et 1l'énumération implicite aux autres.

Lorsque l'ensemble

J=1{3 e X2! ‘djl < max(l/‘le, aj/b')} est égal a X,, nous montrons
dans le théoréme ci-dessous que le probléme (RB) est équivalent (au sens de

1l'ensemble des solutions optimales) au suivant

-

k
aXl e+ ap x; tmaxay -+ xy

(RS) s.ca. * X.<b'"-a. *x

X5 € {o, 1} ¥jeD

(ej=]. ¥j € X))
qui est résoluble par 1l'algorithme IDS (Chapitre II).

Lemme 1 : [29]

Soit x € F(B) et v(B) = cx alors :

c.
v(B) - ex = ] l[d.] + = (b-ax)

= ] a,

X. 7%, i

(o)
(o)

oli i est L'indice de fLa variable de base.
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_Théoneme &
S4 Les donnies du probleéme (B) vérnifient :
ldjl < max (%, aj/Qb)Vj e {1,..., n}

alorns :-

(B) a Les memes solutions optimales que Le problLeme

(S) max ax s.c. ax < b, x € V.

Démonstration

<:> Montrons que si ldjl < 1/n ¥j e {1,..., n} alors (B) et (S) ont les

mémes solutions optimales.
. * n
Soient v(B) = cx et v(S) = ax

d'aprés le lemme on a :

« c. w )
v(B) = cx + ) |d.| + = (b-ax)
x*#x, %
J 3 P =5 ee
- n i n
v(B) = ex + ) ld.| + = (b-ax)
Y 0 3
1755 )
ox® - X + -2 (aX-ax’) = YoJal - I Jad = b 4]
375 > 5775
=>
ex” - cg z 0, a¥ - ax* 2 0 et Idjl < %
* no %A *
0<ex” -cx+—(ax -ax ) <1
a, . "
* => cx = cx

* n .
cX = ¢cxX est un entier
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(:) Montrons que si Idjl < aj/2b ¥j e {1,..., n} alors (B) et (S) ont les
mémes solutions optimales.

Posons 1-" = max c./a. = C a s r = min c./a. = ¢c./a.
i3 / s’ - 3/ J 1/

33 d
* -n *W
ex < ] a. X.
5210373
* n, - *
»=> cXx - CX <r ax - r ax
n
cx2r 2' a. X I
351 3 3 ax” < aXx < b
ex* - cX¥<(r-1r)b (1)

r-pr= c_:/a:.j - ci/ai + Ci/ai - cj/aj )
3 = r-p = q_/a_ - dj/aj (ii)

a,
Vi d.=c. -—*a, 3
J J ¢; J

(i) et (ii) = cx™ - oX < (1d|_/a_+-§d[j/aj) b

3] -
¥jli,|< a./2b
31350 < ay

* n,
cx - cx< 1

* * .
or cx =~ cx 2 0 et entier 00

Lorsque l'ensemble J ci-dessus n'est pas égal a X2, 1l'ensemble D est compo-

sé par l'union de J et de 1'ensemble
J' = {5 € X,\0 | !djl <u(v(®) - v(e)}

ol U est un paramétre donné expérimentalement au voisinage de 0.8 et v(B) est une
borne inférieure de v(B), améliorée pendant la construction itérative de 1l'ensem-

ble J' par la procédure suivante basée sur la programmation dynamique.
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Procédure dynamique

But : Construire (I, D) et préparer la résolution des problémes auxiliaires
(voir b)).

% Initialisation %
D«J ;J'« @ 3 I« XQ\D 3 fin « faux

Tant que lD[ < seuil (seuil étant la taille maximale fixée pour la

partie dynamique) et non fin faire
1. Appliquer la programmation dynamique au probléme

max CD hd XD

(PA) ap * xp < b'

i xj e {0, 1} ¥j e D

pour construire une ou deux listes (suivant la taille de D (voir b))) constituées

par des éléments ou des paires du type
§ (V9 W) = ( z C.y z a.)
i jek 37 jex J

ol KecDet ) a., <b'
jeK

vérifiant la propriété de non dominance :

ort e

.e. étant donnée une liste L,

e

¥(v, w) €L, 3(v', w') e L : v' 2 vetw <w.

2. Rechercher la meilleure solution sous 1'hypothése

X. = X. ¥j € I (i.e. pour un second membre égal 3 b' - ] a. X.)
s jer 373

oll x est la solution optimale de ().

(dans le cas de deux listes, cette recherche est réalisée par leur fusion)

Soit Xp la solution obtenue, alors :
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v(B) = cXl ‘et ey xp eyt oy

| w

Soit J' = {§ e 1 | |dj| < u(v(B) - v(B))}

si J'" # @ alors
D+« D u {min(5, |J']) plus petits ldjl jed'l 5 T«X,\D

sinon fin <« vrai

fsi 0

fait

b) Résolution des problémes auxiliaires

La résolution des problémes auxiliaires (PAk) k =1, 2,..., est préparée

dans la phase 1 de la procédure dynamique précédente (voir a)).

Pour chaque probléme auxiliaire (PAk) k=1, 2,..., sa résolution est
réduite d une simple exploration des £ (£ = 1 ou 2) listes construites pendant

la détermination de la bipartition (I, D)

(1) 2 =1 : la valeur du probléme (PAk) s'obtient facilement par une recher-
che dichotomique sur 1l'unique i liste L ; de compléxité temporelle

O(min([D], log, b").

(ii) 2 = 2:1la valeur du probléme (PAk) est atteinte par la procédure de

L4

fusion (voir Chapitre I.2.5) des deux listes L, et L, ;avec une compléxité
!D‘/Q, b')) ; les listes Ll et L2 étant associées chacune a

la moitié des données du probléme (PA). 0

temporelle O(min(2
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Arbre d'amlyse descendante de 1D.

Lecture des données,
Initialisation

Recherche de 1'un des trois

problémes particuliers de (B) (phase 1)

Si

f1l

ks2

il n'en existe

Réduire la taille de (B) (phase 2)
{1, 2,..., n} = XoUX  UX,

—

Résoudre le cas particulier
Fin

N

Construire la bipartition (I, D) du
probléme réduit (RB) et la ou les
listes du problémes (PA)

et 1'optimalité
non prouvée

Résoudre (RB) par IDS
Fin

Résoudre le probléme auxiliaire (PAk);
k « k+1

Fin
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II1.2. LE PROBLEME DU KNAPSACK 0-1 AVEC UNE CONTRAINTE D'EGALITE

III.2.1. Introduction

Le probléme du knapsack O-1 avec une contrainte en égalité peut se for-

muler ainsi :
max ¢x
(E) |{s.c ax=b
x eV

Ce probléme peut €tre rencontré dans de nombreux problémes, comme celui

- de "change monaitaire" ; probléme connu sous le nom de "the change-

making problem" (voir Chang et Gill [13], wright [76]),

- du plus court chemin (voir Ribeiro [64]),

de cryptographie et de signature de messages codés (voir [30, 3u, uu, 52]

de contraction de contraintes (voir Plateau et Guerch [61]).

Le probléme (E) appartient également 2 la classe des problémes
NP-complets (voir Garey et Johnson [20 bis]) mais sa compléxité expérimentale
est encore plus grande que celle du knapsack O-1 avec une contrainte en inégalité
(B) : 1'obtention d'une borne inférieure v(E) (i.e. la recherche d'une solution

réalisable) est en soit un probléme NP-complet.

Le probléme (E) peut &tre résolu par des algorithmes de programmation dynam
(voir Chapitre I), d'énumération implicite adapté 3 ce probléme et de plus courts ©

chemin (voir Ribeiro [641).

Cependant, ces algorithmes sont inefficaces pour les exemplaires du pro-
bléme (E) les plus difficiles ; c'est-d-dire lorsque (E) posséde peu de solutions

réalisables.
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Nous proposons dans cette partie de transformer le probléme (E) en un
probléme équivalent - au sens de 1'ensemble des solutions optimales - avec une
contrainte en inégalité (section III.2.2), dans le but de résoudre celui-ci par
1'algorithme ID déerit en (III.1).

Cette transformation a permis de résoudre effectivement des problémes

difficiles gy type (E) par ID (section III.3, tableau 6). 0

II1.2.2. Probléme équivalent avec une contrainte en inégalité

r\" -~ - ’ Pl
Une solution optimale x pour le probléme (E) peut &tre trouvée en résol-

vant le probléme du knapsack O-1 suivant avec une contrainte en inégalité :
max cx + u ax

(E(u)) ax< b

_ x eV
~ -~ + . . L P .
ol le parametre u € R satisfait la condition du théoréme ci-dessous.
Lemme 2

Etant donnt u € R, s0it %(u) une solution optimale du probleme (E(u)) :

Si ax(u) = b alons x(u) est une solution optimale du problfeéme (E)
(i.e. v(E) = ex(u)).

Démonstration

NN v .
Soit v(E) = cx (x étant une solution optimale de (E)) x(u) solution

n "N n "
optimale de (E(u)) => ex + u ax < ex(u) + u ax(u)

ce. = u(ax - ax(u)) € cx(u) - cx

> c¥(u) = ox 0
=> cx(u) = ex

" A n "
u € If+, ax = b = ax(u) et cx 2 cx(u)
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Théonéme 9

0 mlax<b,er}a£0M:

i X - ax
S{u>u, = max{

(i)  Toute sofution optimale %(u) de (E(u)) est optimale pour (E).

(ii) Si ax(u) < b alors F(E) = @.

Démonstration
. " " "
On suppose que F(E) # @ soient v(E(u)) = cx(u)+u x(u) et v(E) = ex
;\('(u) solution optimale de (E(u)) = cX+u ax < c?i(u)i—u a;\{'(u)
soit u(ar>\<'—ar>\<l(u)) < c?c’(u) - cx
" = ...
ax = b
" n "
@ u(b - ax(u)) < cx(u) - cx " " "
=> b = ax(u) = cx(u) = cx
>
u > ug
d'ol (i)
@ et b > a;\;(u) est impossible, d'ol (ii). 0

Notes :

- Une borne inférieure triviale sur u est
lv(®)| - minfex|ax 2 b ; x € [VIF].

- Les valeurs expérimentales de u aboutissant 3 1'équivalence sont petites (voir

les résultats de la section III.3, tableau 6).

- Les données du probléme (E(u)) vérifient trivialement les propriétés suivantes :
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c +ual c2+u a2 cn+u an
. 2 2.‘.2 . 2 2.002
a) si Cl/al c2/a2 cn/an alors N 3, 2

b) si on note par dj(u) i e {1,..., n} les cofits réduits optimaux du probléme
(E(u)) alors

dj(u) = dj j=1,..., n
(ol dj désignent les colts réduits optimaux du probléme (B)).

c) v(E(w)) = v(B) + ub 3 v(E) = v(E(u)) - u b. O

I11.3. EXPERTENCES NUMERIQUES

L'algorithme ID présenté en III.1. est codé en fortran IV et mis en oeuvre
sur le calculateur CII HB IRIS 80. Tous les résultats sont donnés en dixiémes de
secondes. Ils montrent bien 1'efficacité de cet algorithme, aussi bien pour le
probléme du knapsack 0-1 avec une contrainte en inégalité qu'avec une contrainte

en égalité.

I111.3.1. Problémes avec une contrainte d'inégalité

L'algorithme ID est comparé 3 deux algorithmes performants :

- FPK 79 : algorithme d'énumération implicite pure (donné par Fayard et Plateau

[19]).
- DPT 3 : algorithme de programmation dynamique pure (donné par Toth [70]).
Les données des problémes tests sont tirées au hasard dans les intervalles
spécifiés (tableau 5) suivant la loi uniforme. L'analyse des résultats du tableau

5 dégagent les conclusions suivantes :

- L'énumération implicite est affectée par la corrélation des données.
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- La programmation dynamique est affectée par la taille du probléme (c'est-

d-dire nb grand).

- L'algorithme ID est général puisque il résoud des problémes oll les autres
méthodes ont échouées et la taille de la partie dynamique ([D]) augmente

avec la difficulté du probléme.
Tableau 5

Min (resp. max) = Moyenne des 10 plus petits (resp. plus grands)
temps parmi 40.

(Av) = Moyenne des temps de 40 problémes.

Avt (resp. maxt) = Moyenne (resp. maximum) des temps de 200 problémes.

[D] : Moyenne des tailles des 40 problémes auxiliaires.

FPk 79. % I " Toth %7
Min (Av) Max [D] Min (Av) Max |(Avt) Maxt

données non corrélées

s n
(1.10%3011,10%] 0.5 1000| 2.4 (4.85) 9.5| 6| 3.0 (4.73)8.1 -

L2

§=1 9|5000(13.3 (19.3) 27.5{12]16.2 (18.3)22.4 -

données peu corrélées

[1.1033 [aj_]02.35+1023 0.5 7 a, 1000| 3.4 (11.55)25.3) 9 3.7 (10.85)24.4 -

n

=1 15000{14.8 (21.65)35.9(10{17.5 (24.) 34.1

données corrélées

] s0 18" 21] 0.2 (10.) 28.1] (1.8) 3.7
[1,10%]c; = a;410 0.5 ) ay]200 3 48| 4.6 (27.) 42.4] (7.) 15.2
3=1 1200 2! 51| 6.8 (29.8)40.6|(19.1) 50.
e 17" 20] 0.4 (7.2)18.2](0.7) 1.9
{refafeg = 2010 o8 ) 2 (100 4 40| 1. (19.7)42.3/(2.7) 6.8
=1 1200 0" 50| 2.9 (29.3)41.5/(20.5) 26.9
données fortement corrélées
. n  |1000 . -l 2.7 (3955 -
1,307 0¢5 = 2+l 08,1125 5000 . - 18.5 (23.2)33.5] -

* CII HB IRIS 80 ; **x CDD 6600

i' = signifie le nombre de problémes résolus en moins de 4 minutes.
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I11.3.2. Problémes avec une contrainte d'égalité

Dans cette partie, il s'agit de la résolution de problémes en minimisation
(P) {s.cax = b

par les algorithmes ID et FPK 79, aprés les avoir transformés en problémes

équivalents de maximisation :

ce*e + max cx'
(E) s.c ax' =a*e-b
i x'ze-x%x,x€eV
les problémes (E) ainsi obtenus sont transformés aux problémes du type (E(u))
(voir III.2).

Les problémes (P) sont décrits dans le tableau 6 ol les données sont tirées
au hasard suivant une distribution uniforme dans les intervalles spécifiés (le
détail de chaque probléme ainsi qu'une solution optimale correspondante sont don-
nés dans 1'annexe).

I1 est & noté que pour les problémes difficiles :

- Py, Py et P, la valeur v(P) est éloignée de la valeur v(P) ((F) étant

le probléme en continu).

- PL+ et PS’ ID est 5 fois plus rapide que FPK 79.



87

Tableau 6 [6u4]

Problem| n aj cj b
P.1 [100(r1, 10%7 |[r1, 1003 49802 = 0.1 a
P.2 |100|(1, 1057 |1, 1007] 50296¢ = 0.1 ra
.3 [100|r10%, 10°3|C1, 1003| 507884 = 0.1 s
P.4 [100[[1, 10°3 [[1, 1001[4578665 = 0.1 Ia,
P.5 |100[r10°, 10°3|[1, 10014909599 = 0.1 Ia,|
P.6 |200|C1, 2x10%3|C1, 1001| 192429 = 0.1 Ia
P.7 |200[r1, 2x10%3{C1, 1001| 962148 = 0.5 s,

r = Le nombre total de variables fixées & la fin des méthodes.

Problemes| v (F) | v(P) | u Y I 7 kg
P.1 21.45 42 | 10 | 73 |20| 16. 53.
P.2 25.86 | 100 | 10 | 27 |20| 1395, 1030.
P.3 51.67 79 | 10 | 65 |20 56. 58 .
P.4 46.06 | 102 | 50 | 35 |20| 2710.  |13440.
P.5 48.98 | 112 | 10 | 38 |20| 566. 3007.
P.6 68.02 77 | 10 | 179 |20] 31, 57.
P.7 |1927.26 | 1936 | 10 | 164 |20  75. 57.

* CII HB IRIS 80.
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ROTATION DE CONTRAINTES
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INTRODUCTION

Etant donné un probléme (B) en nombres entiers, il existe plusieurs
méthodes d'obtention de formulations équivalentes d celle de (B) avec exacte-

ment le méme ensemble de solutions réalisables ; par exemple :
. La contraction de contraintes

(Anthonisse [2], Bradley [10, 11], Chvatal [14], Glover [25], Glover et Woolsey
[26], Kaliszewski et Libura [36], Kannau [37], Kendall et Zionts [39], Mayer
[53], Plateau et Guerch [61], Rosenberg [65], Padberg [601).

. La réduction de coefficients de contraintes
(Bradley, Hammer et Wolsey [12], Wilson [74], Kostreva et Johnson [43]).

La rotation de contraintes (Kianfar [40, 41], Walukiewcz et Kalisezewsi [71])
rentre dans ce cadre de méthodes. Elle consiste a déplacer les contraintes - soit
celles du probléme (B), soit les coupes générées en cours des méthodes algébriques
de résolution de (B) - de sorte que les nouvelles contraintes obtenues passent

par au moins autant de points entiers que les originales.

Les résultats rapportés par Beale et Tomlin [6], Crowder, Johnson et
Padberg [28] Geoffrion et Gravaves [22], Williams [73] et Walukiewicz et
Kaliszewski [71] indiquent que le probléme (B) est d'autant plus facile & ré-

soudre que le domaine de (B) est bien réduit.

Aprés un rappel de la formulation de la rotation de contraintes et de
son interprétation géométrique (Section IV.2) nous introduisons celle avec une
contrainte additionnelle (Section IV.3), celle-ci permet de réduire davantage
le domaine de {(B). Cette idée a soulevé le choix de la contrainte additionnelle
(IV.4) ainsi que celui de la contrainte €liminant une contrainte donnée (réduc-

tion de contraintes).
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En plus des applications classiques de la rotation de contraintes, nous
montrerons (IV.4.2) comment celle-ci peut contribuer aux méthodes d'élimination

de contraintes.

Au paragraphe IV.5.3 nous donnons un nouvel algorithme, calculant les
coefficients de la contrainte obtenue aprés rotation d'une contrainte de n varia-
bles et de second membre b, de compléxité temporelle O(mb). Cet algorithme amé-
liore considérablement celui de Kianfar [40] dont la compléxité temporelle est
O(n2b) (Section IV.5.2). Une comparaison théorique et expérimentale entre ces

deux algorithmes est présentée en section IV.5.4.

IV.1. FORMULATION DU PROBLEME

On suppose, sans perdre la généralité [40], que la rotation est appliquée
3 des contraintes d'un programme linéaire suivant @ m contraintes et n variables

bivalentes :

max cx
(B) s.c Ax £ b

x eV

(dont les coefficients e, de c, bi de b et a3 de A (i=1,..., my j=1,..., 1)

sont supposés &tre des entiers non négatifs).

L'étude de la rotation de contraintes aura pour support l'utilisation des

problémes de knapsack extraits de (B) notés comme suit, pour p, q € {1,..., m}

donnés :
‘max cx max A x
0 D
B s.cA x<b ; (B*) {s.c A x<b
( P) c P P q q q
- x eV _ x eV
[max cx max A x
(Bo) A x<b 3 (8° ) [s.c A x<b
)2 P P P,Q P
L x eV A x<b
: q q
xeV

ol la contrainte Ap X < bp est obtenue par rotation de la contrainte Ap x < bp.
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IV.2. ROTATION SANS CONTRAINTE ADDITIONNELLE : KIANFAR [40]

IV.2.1. Formulation

La rotation géométrique de la contrainte
A x<b pe {1,..., m}

consiste a8 déplacer 1'hyperplan

de sorte que le nouvel hyperplan
A x=b
p p
passe par au moins autant de points entiers que l'original c'est-3-dire

H ={xeV|A x=b}tcH ={xeV|A x=b}
p - X | p " Pp p X | p X" %p

Les coefficients apj de Ap (7 = 1,..., n) sont calculés par le procédé

itératif suivant :

Etant donné r ¢ {1, 2,..., n}, considérons le probléme

n n
(8P ]x = 1) a _ + max a.X. S.c ) a.x.<b_-a 3 Xe 0oul ¥ #r
p' pr j=1 Pl 13 j=1 PJ ] P pr J
3#r 3#r
en posant
& =a_+b_-vEP]x_ =1).
pr pr P p

Le procédé est alors réitéré sur un autre coefficient de la nouvelle con-

trainte

n
a _ x_+ 2 a . x. <b_.
pr T j=1 Pl J P

j#r
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ia_ >
Si apr apr alors le nouvel hyperplan

X. = Db

n
& x_ + ) a_.
Pl 3 %

pr r 521
j#r
passe par le nouveau point entier X défini par :

X = 1let X. = x, j=1,..., r-1, r+1,..., n

(x* étant une solution optimale du probléme (Bg Ixr = 1)). Ce qui n'était pas

le cas pour l'hyperplan

n
Z a . X. = b .
3=1 Pl ] P

Exemple : Considérons la contrainte

2x1 + 3x2 <y
Xy 5 Xy = Ooul

les solutions bivalentes de 2x1 + 3x, < 4 sont (0, 0), (1, 0) et (0O, 1) ; 1l'ap-

plication du principe exposé ci-dessus permet, en deux rotations successives,

d'aboutir 3 la contrainte 4x1 + Hx2 < 4 dont l'ensemble des solution bivalentes

est identique a la précédente, mais qui s'appule sur les deux points entiers
(1, 0) et (0, 1) alors que la contrainte d'origine ne s'appuyait sur aucun de

ces deux points :

=Ooull=0= 3§, =4

max{2xl| 2xl £4-3 ;3 x 5

1

=> la contrainte initiale est transformée en 2xl + ux2 <y,

max{4x2] 4, S 4-2 3 x,=00ull=0=>4a =4

2

d'ol la contrainte finale :

4xl + uxz <y (voir figure 8).
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Figure 8

Les coefficients apj (§ =1,..., n) se calculent de maniére récursive

par l'algorithme suivant :

Algorithme :
I+« {1, 2,..., n}

Tant que I # 0 dainre

choisin r e 1

a_<a_+b - v(Bpl x = 1)
pr 28 P r
I+«1I-{r}

fait

Théoneme 10 :

Etant donng p ¢ {1,..., m}, en notant Xp x < bp La contrainte obtenue par
notation de La contrainte Ap x < bP et

R={je {1,..., n} | 3a.>a.}
J veees o) | pj = “pj

alons :

1° R#Qg= r(éﬁ) 5 (Eg)
2° Card(HP) = Card(HP) + Card(R).
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Démonstration
1) Puisque ¥ € {1,..., n} 4_. 2 a_. alors F(;b) c F(EO) montrons que
PJ PJ P - P

cette inclusion est stricte si R # @.

Pour tout r € {1,..., n}, on rappelle que

-

= - p = 1
apr apr +b V(Bp l X, 1) (1)

Soit x  une solution optimale de (Bg l X, = 1) dont la composante d'indi-

[ * P . .
ce % ¢ {1,..., n} est nulle (i.e. Xy = 0). En définissant x par

*
. = . ¥i £ 2
% % 7
- D = 1 =
(b, = v} | x =1)/a, j =8

=

nous allons montrer que X € F(Eg) et x ¢ F(Bg) :

* Montrons que Xy <1:

it

=> v(BP | x 1) £ b < v(BP Ix = 1) + a
b p T

r
P -
v(BpI X, = 1) b = 0<x, <1

- p =
or Xy (bp v(Bpl X, = l)/apz

* Montrons que x € F(Eg) (i.e. Ap X < bp) sireR:

n
_ — o(rP ,
AP x = jzl apj X, + ap2 (bp V(Bp lxr l))/ap9
j#e
§ D
= a .x.+b -v(BY|x = 1)
521 PICI T TROUP %
3# =

* . *
or x, = xj ¥j £ 2 et Xy = 0

"
o

— (=P - D _
... A_x = v(B =1)+b_-v(BP|x =1
p %=V pI Xp = 1)+ by = vl pl p =D
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= -

* Montrons que x ¢ F(Bo) (i.e. A_x>Db )
- b b - p

2)

IV

n 3

A x = a.x.+3 x + 3 X
P - j§1 Pj =3~ “pr =r " “pi =4
jfret P => ,..
(i)=>3 . 2 a . ¥
) pj  %pj VI J
Ax 2}
. A x 2 X. + a b4
P 4o pj =j © “pr “r L=L
j#r et L =

- —w(rP -
or x, = (bp v(BP l X, l))/apz

- n
A x2 )} a.x.+t+3d_x_+b -v(BP|x =1)
P 4o pi =3 " pr cr r
j#ret
* . . * . pl
or §j z xj ¥j # retfl ; x, = x, =1let apr = apr + bp--v(Bp xr-l)
- n *
A xS )) a . xXx.+a _+b -v(Bpl X =1) +b -v(Bpl X
P24 PRI Tpr TP PN P p'r
jFret 2
puisque E a_. xfi—a =v(BP|x =1)ona :
je1 P33 Tpr p T
j#ret L
A x2Db +b - v(BP | x_ = 1)
b - P P p T -

J
>
1%
%
o

reRet (i)=b -v(B®|x_=1)>0
oV I %, = D)
I1 suffit de remarquer que H_ = H_ U R et H_ N R
P p P P P

RP = {x" | r € R et x° solution optimale de (Bi !xr

.2.2. Exemple et interprétation géométrique

Considérons la contrainte

3x1 + 5x2 + 6x3 < 11

n}-

o e
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~ 1
2| x9 2/5
X -~ X |o
3 A L
N
Y
N
S
; R 3x1+ 5x2+ 6:»(3 = 11
10
b4
4
E
, 1
RANF
. ) 5xl+ 5x2+6x3 =1
//
Ve
7
Ve
- X,
] 0
x5 0 x8 1
) o
Figure 9

Une rotation permet d'aboutir & la contrainte

5xl + 5x2 + 6x3 < 11.

Avant la rotation, 1'hyperplan

3x1 + 5x2 + 6x3 = 11
. . 4 9 . 2 5 8
s'appuie sur les points x , x et wlO 3 les points xl, X , X, x6, x7, X sont

strictement en dessous et x3 est au dessus de celui-ci.
Aprés rotation le nouvel hyperplan

5x1 + 5x. + 6x3 = 11

2

. . 2 7 . 4 Ly s
vient s'appuyer sur les points X et x tout en restant appuyé sur x et élimi-

. 9 10 .
nant les points x~ et X* & coordonnées non entiéres.
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La rotation a géométriquement forcé 1'hyperplan 3xl + 5x2 + 6x3 =11 a

bouger de fagon 3 venir s'appuyer sur deux nouveaux points & coordonnées entiéres.

1V.2.3. Direction de la rotation et choix de 1a bonne direction

a) Définition

Etant donnée une contrainte Ap X < bp 3y S = (sl, Spsrees sn) est dite
une direction de fa notation de cette contrainte si les coefficients apj de Ap
sont calculés dans l'ordre suivant :

a_ ,4  ,..., 8
ps,” “ps, S

b) Choix de 1la "bonne" direction

Puisque la rotation d'une contrainte A_ x < bp p € {1,..., m} peut se
réaliser dans n'importe quelle direction, Walukiewicz et Kaliszewski [71] propo-
sent de la faire suivant une direction permettant une diminution de v(ﬁg), dans

le but d'améliorer par exemple les bornes d'évaluation par excés de (B) :
Etant donné p € {1,..., m} et le probléme (Eg) résolu sous l'hypothése :

cl/apl > c2/ap2 >,,.2 cn/apn

¢y i-1
c; t == (b_ - ) a

)

iil
551 pj
ol 1 est 1'indice de base

i-1 i
i.e. Z a.<b < Z' a_ .
j=1 pJ p j=1 PJ
Walukiewicz et Kaliszewski suggérent la direction suivante :
§,=(1, 2,..., n).
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En désignant par

. X : la solution optimale de (Eg)

.u=1{1, 2,..., i-1}, L = {1,..., n}

. I : 1'indice de base du probléme (Bg)
s —0
.d. = c, -——a_. ¥j: les colts réduits optimaux de (B_)
J J a s PIJ P
pi
- Ci 70
.d. =c. -=——a_. ¥j: les colits réduits optimaux de (B])
J ] a ~ PIJ
pl
Notre choix de direction de la rotation :S2 = (i, i-1,..., n, n-1,..., i+l)

est basé sur les objectifs suivants :
- Diminuer v(ﬁg),
- Eliminer x (si ;i n'est pas un entier),

- Augmenter les plus grands ldj[ (dans le but de rendre efficaces les tests de

réduction [17, 19, 29, 33, 45]).
Ces objectifs constitueront l'objet du théoréme ci-dessous.

Théoneme 11

1° Soit r e Uy {i} tel que &__ > a__, alons La contrainte A_x < b_ eLimine x.
pr  pr p P

2° Soient € e R' et v € U u {i} tels que :

a_ . a a_ .
1 - pi pr pi
€< ;38 >a_ et - € < <
maxl Cj F pr pTY Ci Cr Ci
jetu{i}
alons :
(£) 12ietU>U- {r} u {i} a4 )) a.+a.=<b
jeU-{r} P13 Pl b
i2ietU=U- r s4non
(i) wj<rtelque § . =a . ona:d, 2d..

pi ~ °pJ j 3
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3) ¥r2>23itel que 3 . =a . ¥j<rora:
P3 P3
Démonstration
1) Montrons A_ x > b
p p
- _ n _
A x= )} 3.+3_ =%
b j=1 pJ pr r - _ -
. => A x>A x=b
jfr P D D
d.2a. Vi#Fretidi_ >a
Pl P] pr pr
2) (1)
a p 3s
Pour montrer que I 2 i, il suffit de montrer que 7?— 2-??—
r i
i a i _-a_|
“pr _Zpr, “pr “pr
c c c
r r r - - \
a a_. g _-a
b = P& PX_ ¢, P DT
a a a_. ‘r ¢4 °r
P e < PP _PT
c. c c, b =
i r i | -
a_-a 1
3 > a =>__E£_.Rr_>.__
pr pr c c
r T}
a 94
ad_ .
LR > P oe oy 2
c c. c
T i r - a
, = P > _PI
c, cy
< L => - € + €L-2 0
max}cjf c,
J

<

b_alors U> U - {r} v {i}, sinon 2

= d. 2 c. - EJLvaj =d
J ] pi J

ietU=U-{r}
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- c.
3) r2ietd.=a. ¥<r=>1izi=|d|==—3_-c
pi ~ pj r' Ta,. “pr r
pi
o>
a 2 a
pr pr
-~
D ——— - =
ldrl_a.apr c, ldrl O
pi
Interprétation du Théoréme :
1) En effectuant la rotation dans la direction (i, i-1,..., 1), i1 y a de

fortes chances que :
oyt s, Zeas_e_ 2 z -O _O
-~ x soit éliminée et que par conséquent v(Bp) < v(BP).

- Les premiers coefficients apj de Ap auxquels sont en général associés les
plus grands cofits réduits ne soient pas modifiés ; ce qui contribue d renforcer
les tests d'élimination de variables puisque dj 2 dj (voir les méthodes de ré-

duction [17, 19, 29, 33, 451).

2) Lorsque épi o api’ en effectuant la rotation dans la direction (n, n-1,...,
i+l1), il y a de fortes chances que les derniers coefficients a_. de A_ auxquels
sont en général associés les plus grands colits réduits ldjl soient augmentés

ce qui contribue, dans le cas aussi, 3 renforcer les tests d'élimination de va-

riables.

Dans 1'exemple suivant, l'utilisation de la direction S2 permet d'élimi-
ner davantage de variables que par l'utilisation de la direction §;sen consi-

dérant le test classique d'élimination de variatle :

*
x. =1 s8i3jedU
lv@) - Ja.l = v3%) = {3
P J p xj = 0 sinon

max 52x, + 17x +-H0x3 + 793xu + 813x,. + 768x. + 724xu

1 2 S 6
(B) |s.c '45x1 + 15x, + 4Ox, + 793x4 + 820x5 + 777x. + 737x7 < 870

2 3
xj =0oul j=1,..0.,7

6
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v(B) = 52+813 = 865, x" = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0)F ([18] p. 129 ol b = 837).

1 2 3 i=h 5 6 7
cj 52 17 L0 ! 793 ; 813 768 724 b
aj L5 15 40 l 793 l 820 777 737 870
r-;;-L-; _______ 2 o 6 -------- :;--_—-t;;_--—-zzg-—-r-;;;-q

v(B) = 879, v(B) = v(B) = 865
¥ie {1,..., 7} |v(B - ldjLJ > v(B) donc aucune élimination.

Aprés rotation de la contrainte suivant la direction Sl = (1, 2,00., 7)

le nouveau tableau est :

1 y 1=5 6 3 7 2
oy 52 793 | 813 } 768 40 724 17 b
3, 50 793 ' 820 ' 777 43 750 27 870
I o, S
dg 2.4268 6.7695 0 -2.367 -2.6329 -19.5975 -9.7695 1=5
v(B) = 871.7695
= A * i 2 oo *
lv(B) - la,l] < v(B) = %, = 05 [v(B) - [d,]] <v(B) = x5 = 0
Rotation suivant la direction 82 = (4, 3, 2,1, 7, 6, 5)
1 2 i=5 Y 6 3 7
e 52 17 : 813 T 793 768 L0 724 b
5} 45 15 825 | 810 780 45 765 870
d; 7.654  2.218 0 -5.218 -0.654  -4.,345  -29,872 i=5

v(B) = 867.218

= A
Ly(B) - IdjLJ < v(B) ¥j #5 et 6= X3 est fixées ¥j # 5 et 6.
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IV.3. ROTATION AVEC UNE CONTRAINTE ADDITIONNELLE

Le principe de la rotation de la contrainte Ap x < bP sous une contrainte
additionnelle Aq X € bq (p, q € {1,..., m}) est le méme que celui de la rotation

sans contrainte additionnelle :
Les coefficients apj de AP sont calculés comme suit
Etant donné r ¢ {1,..., n}, considérons le probléme

a_ _ +max ) a_. X.
j=1 P3 3

i#r
n

s.c ) a_. X.
550 P33T TR v
1)

r j#r

A
o
1
ol

D
(Bp,q l X

n

L a . x.

s @ 3T e T
i#r

A
o
|
s}

Ooul ¥ #r

X.
]

en posant & _ = a__ +b_ - v(BP | x_ = 1), le procédé est alors réitéré sur un
pr pr P ps@ T
autre coefficient de la nouvelle contrainte :

n
8 x.+ ) a.x.<b_.
pr 3 L5 P33 TP
j_
j#r

Ce procédé est résumé par l'algorithme suivant :

Algonithme :
o] I<«{1,..., n}
1 Tant que I # @ faire ; choisir r € I ;

- P _
« +b - v(B x_ = 1)
%pr © %pr P ¢ P»q | r )3
I<«I-{r}

fait
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L'introduction d'une contrainte additionnelle permet de réduire davantage

le domaine de (B) comme le montre le théoréme ci-dessous.

Pour comparer les rotations avec et sans contrainte additionnelle, par la
suite, le paramétre q sera ajouté d tout ce qui est relétif d la rotation avec
une contrainte additionnelle Aq x < bq ; par exemple : Ap(q) x < bp est la con-
trainte obtenue aprés rotation de la contrainte Aq x < bp sous la contrainte

A x<b.
q q

Théoneme 12 :

S SCVEE 521,...,n
2) F(gg(q)) c F(Eg) = F(Bg)
3) Sl existe v e {1,..., n} ek que & (q) > & alons r(ég(q)) ; F(ég)
4) F(;g(q) c F(;g).
Démonstration
1) vji e {1,..., n}
épj(q) = apji-bp-v(Bg,ql x5 = 1)

3 .=a.+b -v(BY|x, = 1)
P] PJ P P 3

P P - 1aN = ~
B . 1) 2 v(B .= 1) d'ot &_.(q) 2 &_..
or v( 5 Ix] ) 2 v( b,q | x ) pi'd

J PJ

2) et 4) se déduisent facilement du 1).

3) S;it r e {l,...,Pn} tel que épr(q; > épr et
x* telle que v(BpI X, = 1) = Ap x5,
montrons que :

%P ¢ F(gg) et xP ¢ F(gg(q)) :
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1) = A (q) xP > A, xP
=> A (q) xP > A xP
D D

i3 (q) > 3 — A Psp
prld) > & p(a) x P

pr -
or A_xP =b
p P
0
Exemple : Soient les deux q/H4
contraintes :

5xl + 4x2 <9

(1) A1 X

8/6 |

(2) A2 X = 3x2 + 6x2 <8

=8

9/5 8/3

La rotation de la contrainte (1) sans la contrainte additionnelle (2)

donne Ay = Al’ par contre avec la contrainte (2), on obtient

(1) A1(2)><= 9xl + 9x2 < 9,

Remarques :
1) La contrainte (1) obtenue a éliminé la contrainte additionnelle (2).
2) La contrainte obtenue aprés rotation, n'élimine pas en général la con-

trainte additionnelle comme le montre l'exemple suivant :
Soient les deux contraintes
<
(1) 1Oxl + l'-&x2 + 25x3 + 32xu < 46

(2) 32x%, + 25x2 + 1ux

1 + 1Ox4 < 46

3

xj = 0Ooul j=1, 2, 3, 4
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La rotation de la contrainte (1) avec la contrainte additionnelle (2) est

la contrainte :

(1) 1‘+xl + 14x2 + 32x3 + 32x4 < 46

La contrainte (1) n'élimine pas la contrainte (2) puisque x = (1, 1, 0, 0) vé-
rifie (1) mais ne vérifie pas (2). Il est & noter aussi que la rotation de la
contrainte (1) sans contrainte additionnelle est (1). 0

Ces remarques permettent de dégager deux problémes importants

- Comment choisir la contrainte additionnelle (celle qui permet un grand dépla-

cement de 1l'hyperplan d'origine) ?

- Comment la rotation de contraintes peut-elle &tre utilisée dans les méthodes

d'élimination de contraintes ?

Ces deux points seront abordés dans la partie qui suit.

IV.4. LES APPLICATIONS DE LA ROTATION DE CONTRAINTES

La rotation de contraintes peut &tre utilisée :

- Comme méthode d'obtention de formulations équivalentes : Etant donné un probléme
(B), il existe plusieurs méthodes pour obtenir un probléme équivalent (B')
(i.e. F(B) = F(B') et F(B') c F(B)). La rotation de contraintes rentre dans le

cadre de ces méthodes avec la possibilité de les améliorer (partie IV.4.1).

- Dans les méthodes d'élimination de contraintes en renforgcant les tests

d'élimination (partie IV.4.2) :

Etant donnée une contrainte & éliminer par une autre contrainte du pro-

bléme (B) ; les tests d'élimination peuvent &tre efficaces si :

. La contrainte d'élimination est bien choisie ; d'ol un critére de choix

s'impose.
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. La rotation de la contrainte d'élimination est réalisée avec une con-
trainte additionnelle bien choisie (celle qui permet un grand déplacement) ;
d'ol un critére de choix s'impose.

- Dans les méthodes algébriques (partie IV.4.3) en

. renforgant les contraintes d'origines

. renforgant les coupes générées 3 chaque itération de la méthode.

IV.4.1 Méthode d'obtention de problémes équivalents

Etant donné le probléme (B) formulé précédemment comme suit

n
max c. X.
Loy %
(B)
e
1 1373

Ooul, j=1,..., n

l,..., m

0
o

" e~
]
b
IA

b
n

I1 existe différentes techniques d'obtention de formulations dites équi-
valentes [2, 9, 10, 11, 14, 25, 26, 35, 36, 37, 39, 43, 60, 61, 65, 69, 74] avec
exactement les mémes solutions entidres et réalisables. Les expériences réperto-
riées dans [6, 22, 28, 71, 73] indiquent que (B) est d'autant plus facile a ré-
soudre, ou posséde de meilleures solutions approchées (obtenues rapidement) lors-

que son domaine est le plus réduit possible,

Comme, il est montré dans les théorémes précédents, non seulement la ro-
tation de contraintes rentre dans ce cadre des méthodes, mais de plus elle per-
met de les renforcer en réduisant encore les domaines trouvés par les autres
méthodes : voild quelques contraintes rencontrées dans la littérature et ou la

rotation de contrainte aboutit & des améliorations
Contrainte construite par :

. Réduction de ses coefficients (voir 1'inégalité (9) page 275 de la référence [12

. Contraction de contraintes [10, 39].

. La méthode de coupes profondes dites "deep cuts" (voir l'exemple 2(a) de la
référence [91).

. La théorie de groupes et les multiplicateurs lagrangiens généralisés [35, 69].

0
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IV.4.2, Méthodes de réduction

Le but de cette partie est de montrer que 1l'élimination définitive de
contraintes (celle des variables & déjd été abordée dans la partie V.2.3) du
probléme (B) peut &tre réalisée efficacement par 1l'introduction de la rotation

de contraintes sur la "meilleure" contrainte d'élimination.

- . - - - - e B e e e e e e = L T L L T T

La contrainte

A, x £ b ke {1,..., m}

peut &tre &liminée du probléme (B) sous l'une des conditions suivantes (Fayard
et Plateau [18]) :

(c,)

1 a, . <b

k3 k

1"t~

j=1

Ip e {1,..., k-1, k+1,..., m} tel que

(c,) 35 < as vj e {1,..., n} et b, 2 bp

(cy) l_v(§];)_| < b,

(c,) Lmax{v(gk | x = 0), v(E | x = 1} =b
4 p ' “ilp) i p ' “i(p) - "7k

ol i(p) est 1'indice de base du probléme (Eg).

Dans le cas ol la contrainte d'élimination

définie par
(1) V(E;) = min{v(ﬁk), qQ=1,..., k-1, k+1,..., m}
q

. . . - z . - ""k
(une estimation - moins coliteuse que la résolution des m-1 problémes (Bp)-—de

cette contrainte sera proposée en IV.4.2.2.)
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ne vérifie pas l'un des tests (CB) et (C4§, il est proposé en IV.4.2.3, de faire
la rotation de celle-ci, avec de préférence une contrainte additionnelle "bien

choisie" (i.e. celle qui permet une grande diminution de v(ﬁg)). O

IV.4.2.2. "Estimation" de la contrainte d'élimination

L'étude du cas particulier (a) permet de comprendre le critére "d'estima-

tion'" donné en b.

a) Etude d'un cas particulier

Etant donnée une contrainte

A x <D k e {1, 2,..., m}

Considérons une contrainte

A x<Db pe {1,..., k-1, k+1,..., m}

et les deux ordonnancements suivants :

k k k
(e) ! 2 n
a 2 a 2. Zae
P& P% Pes
2 2
akl > ak2 2, akn
(£)
a <a <...<2a
pfl pf2 pfn
en désignant par :
Afe) =(a  ,ee., @)
P pe; pe_
A(f) = (a__. yeees @a_. )
P 123 20

k
(B_( max A, x s.c A(e) x<b ,x¢ V
P e)) max > D €

k

(B;(f)) max A, X s.c Ap(f) X < bp’ xeV
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5 n 5, D n
cos“(c, a) = ( } c. a.)/ ) c2 z as.
=1 33 j=1 J j=

s, ¢ ), a=(a

(ol ¢ = (cl,... n 1orees an)

nous avons les résultats suivants :
Lemme 3

1) cosQ(Ak, Ap(e)) 2 cosQ(Ak,

A (£))
P
2) v(ﬁz(e)) < v(ﬁi(f))

Démonstration

1) Evident compte tenu de (e) et (f).
2) En notant par :
i(e) = indice de base optimale de (Eﬁ(e))

ie. e lt,...,nt: ¥ a <b < }) a

+ a et
. pe. P . pe. pe.
€U 3 jeU 5 ile)

a, ./a 2a . \/a - :
k3" “pe, ki(e) “pe; y = r(e) ¥j €U

i(f) = indice de base optimale de (§§(f))

i(iz’)-l i(Zf)
i.e. a <b < a , soit r(f) = a,. /a
ss1 PRy TP gz P K5y
=k
alors, v(B(e)) = ¥ a .+ (b - a_ ) rle)
P jeu X3 P scu P8y
et
i(f)-1 i(f)-1
X i
v(B(f)) = )} a..+ (b - a
. R f. f
P j=1 k3 P 455 P j) r(f)

montrons que v(ﬁz(e)) - v(ﬁg(f)) < 0.
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_ 1(f)-1
% =k +
1 v(B() -vEBE)) = () a.- L a. )+ (b - I a_)rle)-
O P P jeu 3 g M P jeu P8y
1(%?-1
b - a ) r(f)
=1 P
; i(fz)—l @
(e) et (f) = ( a . - a. .) <0
seu K 3z KD

et |U] = i(f)-1

si |u] = i(f) - 1 alors r(f) > r(e)

i(£)-1 o e
et ) = (B (e) - v(B () = 0

j=1 y jeu 3

Sinon : |U| <i(f)-1

i(f)-1
> .EU 5t Aice) .21 3 ®
(e) et (f) J ”
or : (b - z a )r(e) < a.
. pe. ki(e) ) -
jeu Py - v(B};(e))- V(B];(f)) <0 O

®. ®

Ce cas particulier permet de donner la conclusion sulvante :

En considérant toutes les permutations (s) des coefficients de Ap il ya
de fortes chances que le "meilleur" knapsack (celui qui a la plus petite valeur
v(ﬁg(s))) soit celui qui a le plus grand cos2(Ak, Ap(s)). Géométriquement cela
signifie que la contrainte du "meilleur" knapsack est celle qui a la plus petite

"déviation" avec la contrainte Ak x < bk'
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La recherche de la contrainte Ap x £ bp ayant le plus grand cosQ(Ak, Ap)

n'est pas suffisant, puisque si

)
b = a .
P j=1 Pl
alors
n
=%
v(B) = ] a,.
PTo5op XD

n
/Y a_. quand p décrit
j=1 P3

Pour cela il faut aussi tenir compte du rapport b
1'ensemble {1,..., m}\{k}.

P

b) Critére "d'estimation"

Etant donnée une contrainte

la contrainte

AP x < bp p=1,..., k-1, k+l,..., m

susceptible de vérifier (I) est "estimée" par le critére suivant :

b b
P 2 s qQ 2 .
(11) ———1/cos"(4,, Ap) = min{ |———/{/cos" (4, Aq) ; ¥q £ k
-Z %pi .§ %qj
Jj=1 j=1

Remarque : En supposant que le "meilleur" knapsack est tel que :
v(ﬁg) = min{v(ﬁg) k= 2,..0., m}

une estimation naturelle de la contrainte d'élimination serait de prendre la

contrainte

A. x<b

1 1

(Tests appliqués sur (B?) k=2,.0., m).
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Cette estimation n'est pas tout-a-fait réaliste puisqu'elle ne tient
pas compte du tout de la contrainte A x < b, d éliminer comme 1'illustre 1'exem-

ple suivant :

max Hxl + 5x2 + 2x3

= 2xl + 3x2 + x, £3 = bl

o
b
|

(B) |s.c A2 x 5x1 + 2x2 + 4x2 <8 = b2

+ 2x2 <4 =b

x>
b
!

3 = 3xl + X,

xj =0Ooul 3j=1,2,3

. La contrainte 1 n'élimine pas les autres.

Dans cet exemple 1'estimation (II) fournie la contrainte théorique donnée

par (I), voir le tableau suivant :

SR — , ,
3 1 2 s a®y aar’y (Cg™)
-1 —
V(Bi)
3 non
(b./ z a..)/cosQ(Al, A.)
j=1 M
v(§?)
i
3 oui
2
(b /jz aij)/cos (A2, Ai)
’— ———————————————————————————
=3
v(Bi)
3 oui
2
(bi/jzl aij)/cos (A3, Ai)
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(1) (resp. (11%)) désigne le numéro de la contrainte vérifiant (I) (resp. (II)).

)" indique si ouiou non le test (C3) est vérifié.

3

I1 est & noter que la contrainte 1 n'a pas pl &tre éliminée par la con-
trainte 3 ; par contre, si on fait la rotation de la contrainte 3 avec la contrain-

te additionnelle 1, la contrainte suivante obtenue

= < 1
A3 X 4x1 + 4x2 + ux3 < 4

élimine la contrainte 1;

IV.4.2.3. Rotation de la contrainte d'élimination

Si la contrainte
A x<b ke {1,..., m}
n'a pas pl &tre éliminée par la contrainte

Ap X < bP (contrainte d'élimination)
(od p vérifie (II)), alors en faisant la rotation de cette derniére, on espére

que la contrainte obtenue

A x<5b
P P

pourrait éliminer la contrainte A x < bk’

La rotation de la contrainte AP x < bp est d'autant plus efficace lorsque
elle s'effectue avec une contrainte additionnelle "bien choisie". Nous avons
constaté (sur des exemples)nque la contrainte qui répond & ce choix est celle
qui a les quantités (b_ / '21 a j) et cosQ(Ap, Aq) petites.

J:

C'est la raison pour laquelle la contrainte additionnelle Aq X < bq

q 7 p sera choisie suivant le critére suivant :
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n n
(11| /1 al) cos’(A_, = min{(b./ } a,.) cos?(A_, A)}
q 3=1 q P 1 3=1 1] P i
Vi#p
Exemple : Petersen [62] (extrait du probléme n°® 1)
max lOOxl+-600x2+~13x3+-64xu+-22x51-41x6 < 80
Al X = 8xl + 12x2 + 13x3 + 5”X4 + 22x5 + ulx6 < 80
s.C A2 X = 3xl + 6x2 + 4x3 + 18x‘+ + 6x5 + Hx6 < 20
(B) _
A3 X = 5x1 + le2 + 8x3 + 32x4 + 6x5 + l2x6 < 36
A,4 X = 5xl + 13x2 + 8x3 + l+2x4 + 6x5 + 2Ox6 < 4y
A5 X = 5xl + l3x2 + 8x3 + 48xq + 6x5 + 20x6 < 48
xj =0oul j=1l,06e, 6
i (11 )l(c
v(§%)
i
5 nor
(bi/.z )/cos“(A;, £.)
j=1
initet, bttt '} """
V(Bi)
o not
(b, /2 a;)/cos (A A,) .
=] 20 N N N S
v(§§) 46,5 41.33 | 51.5 38.14 | 39.66 | u
6 2 "
(b;/ ] agi)/cos™(Ag, A) | 0.53 | 0.50 | 0.u9 o.u7 | o.u8 [ 4

-

=1

(b,/ Z a, )/cos (4, A;) 0.52 | 0.52 | 0.u49
j-l
——————————————————————————— . __-_-—~-1 - - o ——— - -“—-—--
v(§?) 63.5 62.66 1 56 W 50
(b./ Z ay )/cos (Ag, A) | 0.53 | 0.52 | O.u8 0.46

nc
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(1), (I1%) et (C;) ont la méme signification que précédemment.

Une premiére constatation fournie par le tableau précédent conserne

1l'efficacité de l'estimation (II) qui donne la contrainte théorique vérifiant (I).

La deuxiéme constatation est qu'aucune contrainte n'a été éliminée (test

(C.) n'est pas vérifié).
3 p

Puisque la contrainte 4 n'élimine pas la contrainte 1, on propose de
faire la rotation de la contrainte 4 avec une contrainte additionnelle vérifiant
le critére (III). I1 se trouve que cette contrainte additionnelle est la con-

trainte 1 :
La contrainte suivante,
= <
Au X llxl + 13x2 + 1lx3 + Huxq + 1lx5 + 2Ox6 < Ly

obtenue aprés rotation de la contrainte 4 avec la contrainte additionnelle 1,

élimine toutes les autres.
On obtient ainsi le probléme réduit suivant :

max lOOxl + 600x2 + 1200x3 + 2l+00x‘+ + 500x. + 2OOOx6

5

11xl + 13x2 + 11x3 + uuxu + 11x5 + 20x6 < Uy

xj =0oul 3 =1,..., 6

IV.5. ALGORITHME DE ROTATION DE CONTRAINTES

Introduction

Considérons une contrainte du probléme (B), de la forme

n
ax = z a. X. <b j;xeV

n
(d } a,>betO<a.<b 3j=1,...,n)
521 3 i



116
Le but des algorithmes de rotation est de calculer séquentiellement les
coefficients éj de la contrainte

a. x.<b
1 J J

o]
%
1

1 ~13

3
obtenue aprés rotation de la précédente. Ce sont tous des algorithmes de pro-
grammation dynamique. Kianfar en 1971 [40] a donné un algorithme de compléxité
temporelle O(n2b) et spatiale O(nb) ; et 1'a amélioré en 1976 [41] en minimisant

le nombre d'itérations (voir section IV.5.2.).

En section (IV.5.3), nous avons apporté une amélioration considérable a
la méthode de Kianfar en donnant un algorithme de compléxité temporelle et spa-

tiale O(nb).

Les résultats théoriques et numériques (section IV.5.4) montrent nettement

1'efficacité du nouvel algorithme par rapport d celui de Kianfar.

IV.5.1. Formulation

Par simplification, les coefficients éi de 3 sont supposés calculés dans

Yordre suivant

a, a

ce., @
n’ n-1° > 71

et sans contrainte additionnelle.

Etant donné k ¢ {1,..., n} ; 3, est calculé par :

k
- n
g = b- v(Sk) (4.1)

ol la valeur du probléme

n k-1 n k-1 n
(Sk) max jzl ay + j:£+1 a; x4 s.c. jzl ay %y + j:£+1 8 %y <b-a 3%y = 0oul
vi # k
0 n
(avec )} a, x.= ) &.x.=0)
=1 4 7 g=ner 3
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est calculée par :

n
v(sy) = max{w|w e Lz, w<b-al (4.2)
~ n ” - -
ou Lk vérifie :
o _
Ly = {o}
Ll = Lj.-l ufw+a.|we Lj-l, W+ a, < b} F=l,00., k-1 (4.3)
k k k 3
k _ k-1
Ly = Iy
. . A - A _ .
Li = Li u {w + i lwe Li TREN B} 4 = k+1,..., n (4.4)

avec b = b - min a..
1<i<n

IV.5.2. Algorithme de Kianfar

]
k
(¥j, ¥k € {1,..., n}), Kianfar [40] donne un algorithme de calcul des coeffi-

En utilisant la programmation dynamique pour construire les listes L

cients éj (j = n, n-1,..., 1) de compléxités temporelle O(n2b) et spatiale O(nb) :

Algornithme A9
But : Calculer a s an-l""’ a,
0 k<«n
. l 2 n—l . . 2. . .
1 Construire Ln’ Ln,..., Ln en utilisant (4.3) : phase préliminaire
- n n , n _ .n-1
a < b-v(Sn) (v(Sn) est calculée par (4.2) avec L =1L )
k « k-1
2 Tant que k # O faire
k k-1 . k-1 _ k-1
Lo« L) (puisque L, = =1L )

pour j de k+1 & n faire

construire Li par (4.4),

ék “ b-v(Si) (V(Si) étant calculée par (4.2))
k « k-1

fait

fait
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Theoneme 13
L'akgonithme A9 est de complixites temporelfe 0(n’b) et spatiale O(nb).

Démonstration

Puisque on gére n listes de taille b chacune, la compléxité spatiale de

1'algorithme A9 est 3 1'évidence O(nb).

Pour la compléxité temporelle, il suffit d'étudier les compléxités tem-

porelles des étapes 1l et 2 :

- La construction par la programmation dynamique des listes Li, Li,..., L est

de compléxité témporelle 0((n-1)b).

n
k
boucle Tant que) nécessite la construction des (n-k) listes L

- Dans l'étape_g la construction de chaque liste L k=n-1, n-2,..., 1 (la

3
k

(1a boucle pour) de taille b chacune ; ce qui donne & 1'étape 2 une compléxité

j=k+l,..., n

temporelle

1
o(b ] (n-k)) = 0(b n(n-1)/2)
k=n-1
On déduit que l'algorithme A9 est de compléxité temporelle O(n2b). 0

Exemple : Etant donnée la contrainte

5xl + llx2 + 3x, + 6xL+ < 12

3
Soit a; Xq + a2 X, + Ay X4 + a, x £ 12

m

la contrainte optenue aprés rotation de la contrainte précédente suivant la

direction (4, 3, 2, 1).
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Derowlement de ﬂaﬁgolu)thme A9

b=12-3=9, LE = {o}

Li = {0, 51, Li = {0, 5}, 12 = {0, 3, 5, 8} = Lﬁ v(Sz) =5,8,%12-53=7
Lg - Li, Lg = {0, 5, 7}, v(Sg) =7,8, =12-7=5
Lg = Li, Lg = {0, 5}, Lg = {0, 5, 7}, V(S;) =0,8,=12-0= 12
l_o 2_ 3_‘ LI'_' L.' -
kLl =Ly, L] = {0}, Ly = {0, 5} ; L = {o, 5, 7}, v(s8]) =7, 8 =12-7 =5
TN 2 -
d'oll § x = 5x1 + l2x2 + 5x3 + 7x, < 12 0

Dans 1l'algorithme A9, 1'étape 1 nécessite (n-1) itérations de (4.3) et

1'étape 2 nécessite 1

I  (n-k) = n(n-1)/2
k=n-1

itérations de (4.4).
En désignant par

u(n) = ntl + n(n-1)/2

le nombre total d'itérations de (4.3) et (4.4), Kianfar [41] montre qu'il est

possible d'améliorer 1l'algorithme A9 en minimisant le nombre d'itérations u(n) :

Algonithme A9 amélioné : Algornithme 10

0 Etant donné un entier naturel q, (qn < n-1) et Lg « {0}
1l Tant que n > 1 faire
~ a - ' .
1.1, Calculer a5 8 _qscees an—qn+l par l'algorithme A9,
1.2, Pour j de n - q; + 13 n faire
Lo+Lou{w+5.|weLo,w+a.sS} (4.5)
n n ] n J
fait
*n<n-q_ ; donner q_ ; LO « Lo
n n *> "n ntq
fait
2 8§, «b -~ max{wl w e LO w<b-a,}
= " n® 1°-
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2z > . *
Détermination de q

En désignant par

f(n) = le nombre minimum d'applications de (4.3), (4.4) ou (4.5) dans
1'algorithme AlO,

il est clair qu'aprés 1'étape 1.1
n-qn+l
£(g ) = n-1 + ) (n-k) = n-1 + g (q - 1)/2
k=n-1
et il reste n-q coefficients & calculer. L'idée de Kianfar est de trouver q;

optimum ; solution de 1'équation suivante :

f(n) = min {f(q ) + f(n-—qn)} (4.6)
qn=l,...,n—l n

En résolvant par la programmation dynamique 1'équation (4.6) pour diffé-

rentes valeurs de n, l'auteur obtient les résultats suivants :

Theoneme 14 : Kiangar [41]

vn e N' La solution optimale de (4.6) est :

% _ |/8n-7-1
9, - i 2

5 1 =3

* f(n) = n—1+q:(n-€) -5 9,

I1 est 3 noter que la compléxité temporelle de 1l'algorithme A10 est O(b £(n)
Exemple : Considérons la contrainte précédente

5x, + llx2 + 3x

1 + GXH'S 12

3
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Dérnoulement de L'algornithme AlQ

1.1 Lg = {o}, L& = {0, 5}, Li = {o, 5}, Li = {0, 3, 5, 8}, L: = Li-»'v(sﬁ) =5
éq_= 12-3=7
3 2 .4 4
L3=L4,L3={o, 5, 7}+v(53)=7
&, = 12-7=5
1.2 LS « {0, 5}, LS+ {0, 5, 7}
* 0 0
neb4-222,q,=1;L,%L
0 1 2 1 2 -
1.1 L2={O, 5, 7},L2={O, 5,7},L2=L +v(52)=o,a2=12-o=12
0
1.2 L2+{o,5,7},n+2-1=1
2 3, = 12-maxf{w|w e 1)|w<12-5) = 12-7 = 5. 0

Le gain- en nombre d'itérations de (4.3), (4.4) ou (4.5) -~ de la deuxiéme

méthode par rapport & la premiére.est :

u(n) - £(n)

Dans 1l'exemple précédent, u(4) - £(4) = 1 3

Si n = 100, u(100) - £(100) = 5049 - 1030 = 4019. O

IV.5.3. Nouvel algorithme : DF

Cet algorithme est basé sur la programmation dynamique et la procédure
de fusion étudiée dans le Chapitre I. Il est de compléxités temporelle et spa-

tiale O0(nb).

I1 se déroule en deux phases :
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Phase 1 : Cette phase est analogue & la premiére étape du premier algorithme A9

(phase préliminaire), c'est-d-dire :

n-1

n L]

. 0
. on construit les listes Ln’ Li,..., L

- puis on calcule & par (4.1) : & = b-—v(SE) ol V(SE) est calculée
par (4.2) ou en fusionnant les listes Lg—l et {0} pour le second mem-

bre b-a_.
n
Phase 2 : k « n-1, L « {0}

- ————

Tant que k # O faire

L+Lu{w+ak+llnweL,w+ak_'_1sb} -
ék +-b-—v(S§) (v(Sk) étant donnée par la fusion des listes Ln
et L pour le second membre b-ak) 3
k + k-1
fait
Les deux phases sont schématisées ainsi :
fusion
- v ¥
Ln 1 > a < LO = {O} =L
n n n
T ta + & l
n-2 - n-1 _
Ln > a4 < Ln - L
Lk . Lk+l -1
n n
T + a, * ak+ll
k-1 - k
> <- =
Ln 3 Ln L
rt > &, < 12=1
n 2 n
]‘ +a; + &, l
0 - 1
= > < =
L = {o} &, L =L
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Théoréme 15
L'algornithme DF est de compléxités temporelle et spatiale O(nb).

Démonstration

Dans la phase 1, on construit (n-1) listes ; la taille de chacune d'elles

étant majorée par b.

Dans la phase 2, on construit (n-1) listes & la place des (n-1) listes

de la phase 1.
On déduit :
~ D'une part que la compléxité spatiale de DF est O(nb).
- D'autre part (sachant que la compléxité temporelle de la fusion de deux
listes est 0(2b) = O(b)) que la compléxité temporelle est
0(2(n-1)b + 2b(n-1)) = 0(4(n-1)b) = O(nb). 0
Exemple : Considérons la contrainte précédente
Sx, + llx2 + 3x, + 6%, < 12

1 3 L

Dénoulement de £'algonithme DF

L3= {o, 3, 5, 8}->V(St:) =5, 8, = 12-5 = 7 « {0} =L8
2 4 - 3
L, = {0, 5} » v(s;) = 7, 8, =12-7 =5+« {0, 7} = L,
Li= {o, 5}+v(sg) =0, & =12-0 = 12 « {0, 5, 7} :Li
4 o _. n - 1 v
L, = {0} »v(s)) =7, & =12-7 =5« {0, 5, 7} = I
Phase 1 Phase 2

La contrainte obtenue aprés rotation est

5%, + 12x%,. + 5x%

1 5 3 + 7x4 < 12
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IV.5.4. Comparaison de ces deux algorithmes

- - W a0 = o]

Nous allons comparer l'algorithme DF avec l'algorithme amélioré A10.

D'aprés ce qui précéde, le nombre :

. minimum d'opérations élémentaires théoriques
- pour l'algorithme AlO est bf(n)
- pour l'algorithme DF est 2(n-1)b

. maximum d'opérations &lémentaires théoriques
- pour Al0 est b(n-1)(n+2)/2
- pour DF est 4(n-1)b

En désignant par T, et T, les nombres d'opérations élémentaires pratiques,

respectivement de DF et de A10, les doubles inégalités suivantes sont vérifiées :

2(n-1)» < T
f(n)b < T2

< 4(n-1)b
b(n-1)(n+1)/2

AN =

I1 est d noter que b(n-1) est le nombre d'opérations é&lémentaires théori-

z ® . . 2 -l Las
ques nécessaires pour la construction des listes Li, Ln""’ LE (phase préli-

minaire) dans les deux algorithmes ; soit donc T = (n-1)b.
En désignant par :

- R =T1/T;R

1 = T2/T

2

*
et en remplagant dans f(n) q, = , Nous avons

2

v8n-7-1 v8n-7-1
5 par

. f(n) = n-1 + E%l v8n-17

.2 < Rl <4

.1+ /8n-17/3 < R, < (n+1)/2

. g = T,/T; 2 £(n)b/4(n-1)b = (1 + /Bn-7/3)/4 = g

Le dernier point signifie que l'algorithme DF est au moins g fois plus

rapide que AlO.
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Les algorithmes DF et A1l0 sont codés en fortran IV et mis en oeuvre sur
le calculateur CII HB IRIS 80. Ils sont testés sur quatre contraintes de 40, 60,

80 et 100 variables ol les a. sont tirés au hasard dans 1'intervalle [102, 103],

~

et b est Fixé 3 n+103.

Les temps T, T1 et T2 sont donnés en dixiéme de secondes. Tous les para-

métres du tableau 7, ont été définis dans le paragraphe précédent.

¥8n -7 n+l =

=2 < Jar=
n T T, T, 2R b4 | 1+—5— <R, = g g

______________ QPR £ £y S USRI ORI P

40 3. 12. 61. L 6.9 20.3 20.5 1.7 5
60 72. 260. 1838. 3.61 8.2 25.5 30.5 2.1 7
80 169, 485, 2881, 2.87 9.4 17.1 40.5 2.4 6
100 305. 723. 4806. 2.37 10.4 15.4 50.3 2.6 6.6

Tableau 7
L'analyse des résultats de ce tableau indique que :
- L'algorithme DF est en moyenne & fois plus rapide que Al0.
- Lorsgue n augmente, R1 et R2 ont tendance & s'approcher des bornes
inférieures ; cela s'explique par le fait que b = 103+-n n'augmente

pas beaucoup lorsque n varie ; en conséquence le nombre d'éléments

de chaque liste de la phase préliminaire a tendance 3 se stabiliser.
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PROBLEMES DETAILLES DU CHAPITRE II
(Tableau 4 bis) ET DU CHAPITRE III (Tableau 6)
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x (3) : fixée
par la réduction

I OO0O0OO0O 1 OO0

o

1t OO 1 O0OO0OO0OO0OQOO0OtI OO0OO I OO0

I O1 OO0 1 OO0OO0OOCOO0OO0OO0 I

PROBLEME P.1

variables

x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x{
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
.x(
x(

1)
2)
3)

4).

5)

6)

7)

8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
a44)
45)
46)
47)
48)
49)
50)
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c(j)

B2 -
S1
48

40
57
86
56
21

10
97
14

89
62
56

51
40
a3
16
26
85
68
92
89
98
82
13
60
48

19
23
56
27
41
56
85
54
45
35

L]
60
59
13
586
20

a(j)

1307
4052
5608
8556
3754
7429
1656

225
7603

7621
679 -

312
3178
314,
8531
7629
7594
7570
8267
8694
3189
6563
6658
772
2578
3971
1421
1816
2984
1974
2003
8507
2591
4013
9358
9943
437
9309
2594
8340
4174
3167
7215
466
1545
7955
8581
4171
6533
2517

I OO0 1 OO K It 1

fory

o1 o
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x (j) : fixée par
la réduction

I OO0 1 Ot

t
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PROBLEME P.1

variables c(3)
x{ 51Y) 1
x{ 52) 24
x( 53) 1l
x( 54) 77
x{ 55) .88
x( 86) 10
x{ 57) 16
x( 58) 4
x( 89) 46
x( 60) 2
x( 61) 76
x( 62) 52
x( 63) 39
x( 64) 6
x( &%) g1
x( B86) 11
x( 67) 71
x( 68) 62
x( 89) 65
x( 70) 72
x( 71) 51
x( 72) 33
x{ 73) 29
x( 74) 20
x( 75) 48
x( 76) 62
x{( 77) Y
x{ 78) 84
x( 79) 46
x{ B80) 40
x( Bl) 45
x( B2) 34
x{ B83) g2
x( 84) 5
x( €5) 88
x( 86) 41
x( B87) 55
x( B8) 28
x( B9) B85
x( 80) 30
x{ 91) 2
x({ 92) 88
x{ 93) 59
X! 84) 39
x({ 95) 66
x( 86) 43
x{( 97} g2
%( 9B) 70
x( 99) 28
¥»(100) 73

second membre

a(j)

7181
3289
l0ie
3975
8864
6775
8139
9149

787
4986
1272
7116
9271
7910
9814
5342
3772
3338
7254
1548

264
6475
6975
2485
7358
7986
6745
7464
7282
3197
5041
B8S31
2382
4857
2654
BB13
7558
4339
2620
5834
6325
8646
9004
4413
4968
4326
5974
9863
8022
3013

= 49802

(ISP R

It =1 OO0 O

[T B |
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x (j) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.2
variables c(3)
x( 1) 93
x( 2) 18
x( 3) 74
x( 4) , 2
x( 5) 43
x( 6) 89
x( 7) 99
x( 8) 34
x( 9) 72
x( 10) 86
x( 11) 91
x( 12) 43
x( 13) 1
x( 14) 94
x( 15) 51
x( 16) 88
x( 17) 71
x( 18) 87
x( 19) 23
x( 20) 67
x( 21) 65
x( 22) S 31
x( 23) =]
'x( 24) 43
x( 25) 57
x( 26) 62
x( 27) 94
x( 28) 2
x( 29) 95
x( 30) 24
x( 31) 34
x{ 32) 39
x( 33) 70
x( 34) €65
x( 35) 83
x( 36) 54
x( 37) 35
x( 38) 38
x( 39) 40
x( 40) 33
x( 41) 43
x( 42) 83
x( 43) ‘67
x( 44) 36
x( 45) 48
X( 46) 40
x( 47) 57
x( 48) 76
x( 49) 62
x( 50) B4

a(3)

602
6998
62757
24848
54533
90738
230
12926
80253
89176
38949
40958
94762
74672
69480
2015
52014
9608
69475
90890
80934
82484
55156
3275
24956
87516
19230
22798
48087
63508
23048
86152
71766
79562

21861

8615

33379

75234
15869
72566

8868
28785
32556
25711
75772
B6E73
32070
62920
74279
27222

x*(j)

i OO0OO0O0

1t OO 1

I OO0 OO0 ! OO0OO0OO0OO0O0O 1 OOO0O0O0O I RI OOOOODOOO!I OI1I O PO



x*(j) : fixée par
la réduction

O
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PROBLEME P,2

variables c(3j)
x( 51) 70
x( 52) 48
x{ 53) 72
x( 54) 67
x( 55) 62
x( 56) 83
x( 57) S0
x{ 58) 81
x( 59) 92
x( 60) 32
x( 61) 4
x( 62) 17
-x( 63) 16
x( 64) 33
x( 65) 10
x( 66) 82
x( 87) 27
x( 68) 7
x( 89) 65
x( 70) 38
x( 71) 62
x( 72) 35
x{ 73) 35
Xx( 74) 30
x( 75) 51
x( 76) 89
x{ 77) 21
x( 78) 44
x( 79) g
x( B0O) 85
x( 81) 1
x( 82) 15
x( 83) 88
x( 84) 55
x( 85) 2B
x( 86) 37
x( 87) 86
x( 88) 19
x( 89) 25
x( 90) 24
x( 91) 25
x( 82) 79
x( 93) 74
x( 94) 42
x( 95) B9
x( 96) 3
x( 57) 96
x( 98) 80
x{ 99) 78
x(100) 59

second membre

a(3)

67078
49093
B0618
95745
21004
64996
78355
40695
25932
63933
60545
40008
53418
27810
83593
10114
80285
85651
29883
B2484

6035

3739
68096
89121
18328
35249

1842
74253
77003
55945
86342
93289
33081

6990

5821
76767
67477
26140
30914
71158
76167
54157
91244
85667
B5727
38008
58351
14532
47691
83001

= 502968

x*(j)

I OO0 O0OOO0

I O1 OO0 1 OOO0OO0O 1 OQOQO 1 OO 1 OO0 I OFrFOO0OO0OO0OO0OFRDOOKRRrOKRO

O



x*(j): fixée par
la réduction
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variables

x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
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PROBLEME P.3

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

e)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44)
45)
46)
47)
48)
49)
50)

c(3)

29
71
58
14
81
26
23
74
10
37

3
46
36
62
34
39
38
47
43
72
86
78
25
39
B9
88
27
33
77
48
75
63
10
46
16
93
86
67
10
20
35
82
31
58
&5
8O
71
17
o8
81

‘a(3)

66990
35948
48108
80943
60387
45380
41178
62828
49097
17025
61758
49435
46966
14011
42093
44544
91626
78625
12872
30625
72201
40667
41664
11442
86545
68845
74365
95346
41681
56458
95044
48179
64695
44507
35855
66604
79947
23511
51542
68278
34192
75073
54494
36543
52332
16117
89371
11395
99110
10186

x (3)

(@]

P =1 O1 OO 1 Ot

I o1t o1 i

O

POl L1111 1 OOt



x*(j) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.3

variables c(3)
x( 51) 7
x( 52) 36
x( 53) 9
x( 54) 70
x( 55) 27
x( 56) 25
x( 57) 55
x( 58) 55
“x( 59) 21
.x( 60) 35
x( 61) 37
x( 62) 88
x( 63) 12
x( 64) 70
x( 65) 71
x( 66) 71
x( 67) 10
x( 68) 71
x( 69) 79
x( 70) 79
x( 71) 90
x( 72) 68
x( 73) 62
x( 74) 46
x( 75) 38
x( 76) 1
x( 77) 1
x( 78) 25
x( 79) 25
x( 80) 6
x( 8l1) 10
x( 82) 80
x( 83) 9
x( 84) 73
x( 85) €6
x{ 86) 91
x( 87) 68
x( 88) 74
x( 89) 52
x( 90) 40
x( 81) 41
x{ 92) 74
x( 93) g8
x( 94) 76
x( ©5) 53
x( 96) 71
x( 97) 71
x( 98) 20
x{ 99) ag
x(100) B3

second membre

a(j)

17657
92975
40751
82622
82481
22417
39078
68134
32863
64844
49401
37110
21806
50936
17160
89536
21558
B0OOSS
10961
88085
14976
22083
56189
76118
12117
86604
39485
33582
40888
43649
96349
10083
12280
94818
78770
76882
60782
21074
72626
78144
98095
55069
40897
25172
33880
45998
18253
12608
99488
84338

= 507884

x*(j)

I O 1 OOO

t 1Ot

(@)

1t Ot =R OORKF I I

1 OO0 1 O |



x*(j) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.4

variables c(3)
x( 1) 8
x( 2) =1}
x( 3) 7
x( 4) 2
x( 5) 30
x( 6) 39
x( 7) 28
x( 8) 32
x( 9) 18
x( 10) 64
x( 11) 67
x( 12) 5
x( 13) 42
x( 14) 74
x( 15) 74
x{ 16) 50
x( 17) 45
x( 18B) 36
x( 19) 20
x( 20) 83
x( 21) 1
x( 22) 69
x( 23) 68
x( 24) 56
x( 25) 95
x( 26) 25
x( 27) 55
x( 28) 21
x( 29) 54
x( 30) 50
x{ 31) 35
x( 32) 37
x( 33) 31
x( 34) 67
x{ 35) 15
x( 36) 72
x( 37) 1l
x( 38) 34
x( 39) 77
x{ 40) 32
x( 41) 89
x( 42) g1
x( 43) 48
x( 44) 23
x( 45) 28
x( 46) g2
x( 47) 86
x( 48B) 12
x( 49) 77
x( 50) 97

a(3j)

73074
224965
773687
130881
931832

20771
742949
487652
209133

62247
911354
673151

2047
152438
562055
563768
279803
853666
189247
472969

64386
869239
480645
464919
273103
944376
823776
836530
656674
125714
119794
5983388
360250
414801
250934
155108

48122
337651
121498
963766
277461
107167
573917

85813

43408
140590
358342
324058
231432
807782

% (3)

1 OO 1T OO0OO0OO0O0O0O0O 1 -

1 O1 OO 1 O1 OO0O00DO0O0OO0OO0O 1 O! I O1I OO0OO0O0 !

I OO0 O

o
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PROBLEME P.4

x*(j): fixée par variables c(3) a(j) x*(j)
la réduction
_ x( 51) 6 170580 1
o x( 52) 98 342991 -
z x( 53) 61 729076 0
_ x( 54) 60 471495 0
_ x( 55) 5 253860 1
0 x( 56) 84 279127 -
- x( 57) 16 472107 0
_ x( 58) 22 269334 0
_ x( 59) 50 741142 0
- x( 60) 35 648624 0
0 x( 61) 80 697646 -
0 x( 62) a9 598856 -
_ x( 63) 4 98106 0
0 x( 64) 95 971658 -
- x( 65) 40 687525 0
- x( 66) 20 579463 0
- x( 67) 60 362872 0
- x( 68) 43 851786 0
- x( 69) 6 959318 1
- x( 70) 53 636891 0
0 x( 71) 58 125964 -
_ x( 72) 34 433520 0
0 x( 73) 83 922713 -
0 x( 74) 99 832693 -
0 x( 75) 83 212185 -
- x( 786) 15 648788 0
- x( 77) 63 968319 0
- x( 78) 38 340288 0
0 x( 79) 93 726438 -
- x( 80) 3 632337 0
0 x( 81) 96 502759 -
- x( 82) 35 592358 0
- x( 83) 10 700534 1
- x( 84) 41 99125 0
0 x( 85) 96 652885 -
0 x( 86) . 82 773797 -
0 x( 87) 98 255117 -
- x( e8) 26 65543 0
0 x( 89) 70 616781 -
- x( 90) = 290387 1
- x( 91) 26 157708 1
- x( 92) 35 677163 0
- x( 93) 10 553455 1
0 x( 94) 85 384743 -
- x( 95) 27 187298 0
- x( 96) A 38 827502 0
0 x( 97) 79 882038 -
0 x( 98) 89 512962 -
- x( 99) 17 746598 1
- %(100) 18 778182 0

second membre = 457B665



x*(j) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.5

variables c(3)
x( 1) 88
x( 2) 84
x( 3) © 80
x( 4) 4 40
x( 5) 94
x( 6) 19
x( 7) 15
x( 8) 47
x( 9) 14
x( 10) 73
x( 11) 76
x( 12) 74
x( 13) 88
x( 14) 37
x( 18) 14
x( 16) 63
x( 17) 77
x( 18) 33
x( 19) 3
x( 20) 17
x( 21) 21
x( 22) 48
x( 23) 84
x( 24) 28
x( 25) 18
x( 26) 99
x( 27) 91
x( 28) 78
x( 29) 54
x( 30) S0
x( 31) S6
x( 32) 81
x( 33) 48
x( 34) 86
x( 35) 53
x( 36) 78
x( 37) 82
x( 38) 83
x( 39) 35
x( 40) 94
x( 41) 64
x( 42) 61
x( 43) 88
x( 44) 23
x( 45) 31
x( 46) 46
x( 47) 48
x( 48) 97
x( 49) 13
x( 50) 43

a(3)

289235
108638
516893
390417
616161
219580
510556
845438
229910
228201
854569
831877
661946
316269
£94878
784481
177044
374336
288861
204254
851083
1678655
515240
245708
©88450
816621
860111
601177
547793
428939
404812
637695
233633
267955
666508
855306
385385
607687
658836
875290
232680
563877
406432
938861
561405
380136
310155
585601
214054
777048

x (3)

1 OO0 1 OOO0OKHRKFP I OO0 ! OO I OCOOO0O 1 OO |
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x (3) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.5

variables c(3)
x( 51) 65
x( 52) 61
x{ 53) 10
x( 54) 78
x( 55) 56
x( 56) 6
x( 57) 82
x( 58) 20
x( 59) 49
x( 60) 2
x( 61) 74
x( 62) 96
x( 63) 71
x( 64) 27
x( 65) 72
x( 66) 40
x( 67) 33
x( 68) 73
x( 69) 15
x( 70) 12
x( 71) 94
x( 72) 98
x( 73) 65
x{( 74) 29
x{ 75) 14
x( 786) 60
x( 77) el
x( 78) 72
x( 79) 46
x( 80) 80
x( 81) 70
x( 82) 43
x( 83) 59
x( 84) 83
x( 85) 55
x( 86) 41
x( 87) 34
x( 88) 83
x( 89) 1
x( 90) 16
x( 91) 81
x( 82) 687
x( 93) g1
x( 94) 717
x( 95) 22
x( 96) 12
x( 97) 16
x( 98) 94
x( 99) 56
x(100) 75

second membre

a(3j)

470200
595704
489159
897997
510452
941754

885127 .

323361
961978
921584
586650
871645
928903
441833
155257
594250
661289
522591
628155
718686
943309
358866
467536
563708
910657
166063
335667
216024
467445
108921
153308
498696
119418
945600
691842
864396
787174
526035
523657
141073
824434
888686
400728
526720
440795
574662
641227
346096
632301
523991

4909599

x*(j)
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x*(j): fixée par
la réduction
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PROBLEME P.6

variables c(

x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44 )
45)
46)
47)
48)
49)
50)

3)

31

2
20
25
82
64
66
94
67
48
28
28
28

2
30
22

7
63
17
50
38
86
16
39
84
70
75

5
47
85
41

S
86
21
42

6
i3
86
85
g2
39

8
72
47

1

3
43
12
22
46

a(3j)

4205
191
9264
6453
11470
2657
9123
16565
2886
2848
18990
16263
12487
4805
10897
15210
1712
6096
4219
2316
16650
1503
8227
3237
19743
18147
16891
11137
9950
7309
6775
11948
2969
3732
12589
16784
6341
11281
12418
17228
2948
10310
6808
18643
10253
6225
4€70
10791
2534
15045



x*(j): fixée par
la réduction
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PROBLEME P.6

variables c(3)
x( 51) 72
x( 52) 35
x( 53) 25
x( 54) 43
x{ 55) 39
x( 56) 83
x( 57) g2
x( 58) 92
x( 59) 73
x( 60) 82
x( B1) 36
x( 62) 63
x( 83) BO
x( 64) 23
x{ 65) 24
x( 66) 16
x( 87) B6
x{ 68) 50
x( 69) 57
x( 70) 75
x( 71) 30
x( 72) 7
x{ 73) 95
x( 74) 19
x( 75) 46
x( 76) 24
x( 77) 78
x( 78) 43
x( 79) B2
x{ 80) 1
x( 81) 14
x( 82) 99
x( 83) g1
x( 84) 75
x( B5) 56
x( 88) 65
x( 87) 58
x( 88) 50
x( 89) 12
x( 90) 1
x( 91) 38
x( 92) 35
x( 93) 18
x( 94) 85
x( 95) B3
x( 96) 97
x( 97) 37
x( 98) 65
x( 99) 95
x(100) 19

a(j) -

8226
11015
8647
17733
9121
18705
17447
4963
19155
18257
10814
17147
18420
7596
1227
10983
12473
9390
11736
13753
18740
5752
8167
10304
18014
1468
5237
2578
8165
198
1184
8859
431
18791
13152
16986
15270
9467
9414
912
16098
17526
6682
9462
7573
10548
12027
5468
11828
9422
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x (3) : fixée par
la réduction
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variables

x(101)
x(102)
x(103)
x(104)
x(105)
x(106)
x(107)
x(108)
x(109)
x(110)
x(111)
x(112)
x(113)
x(114)
x(115)
x(118)
x(117)
x(118)
x(119)
x{120)
x(121)
x(122)
x(123)
x(124)
x(125)
x(126)
x{(127)
x(128)
x{129)
x(130)
x(131)
x(132)
x(133)
x(134)
x(135)
x(1386)
x(137)
x(138)
x(139)
x(140)
x{141)
x{(142)
x(143)
x(144)
x(145)
x(146)
x(147)
x(148)

- x(149)

x(150)
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PROBLEME P.6

c(3)

BO
52
4
43
65
31
81
71
33
50
80
11
23
5
94
74
79
47
33
16
62
51
1
2
62
58
21
€8
63
25
27
67
51
20
22
15
99
84
S4
7
73
76
54
83
S7
92
18
28
6
23

a(3j)

1461
4499
15473
2619
18836
415
14858
85853
4182
1244
18227
13463
40
3048
11241
11275
5596
17073
3784
9459
1287
11384
9612
9298
5462
18887
18475
16738
13133
2514
2385
11887
7205
82386
5018
3102
862
6753
2428
19275
5549
2143
11478
1718
ges
2811
7966
6481
4628
12155



x*(j): fixée par
la réduction
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PROBLEME P.6

variables c(3)
x(151) 1
x(152) 90
X(153) 79
x(154) 40
x(155) 7
x(156) 50
x(157) 37
x(158) 94
x(159) 8
x(160) 7
x(161) 27
x(162) 84
x(163) 74
x(164) 90
x(165) 44
x{(166) &
x(167) 1
x(168) 87
x(169) g9
.x(170) 1
x(171) 14
x(172) a0
x(173) 83
x(174) 6
x(175) 39
x(176) 9
x(177) 26
x(178) 95
x(179) 72
x(180) 67
x{181) 20
x(182) 26
x(183) 47
x(184) 10
x(185) 88
x(188) 34
x(187) €9
x{188) 80
x(189) 68
x(190) 74
x(1381) 64
x(192) 36
x(183) 41
x(194) 45
x{195) 3
x(196) 55
x(197) 72
x(198) 33
x(199) 64
x(200) 93

second membre

a(3)

3411
6859
14581
9429
5077
5582
9442
5386
14822
12972
13952
11977
1962
19433
13750
11589
7257
17035
19186
12737
2519
8670
18454
16653
4243
12975
19366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
1310
12335
5807
3154
13543
11069
7694
3745
16550
17640
10259
14931
15563

= 192428
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x*(j) : fixée par
la réduction
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variables

x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(

-x(

x{
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
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PROBLEME P.7

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
i8)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44)
45)
46)
47)
48)
49)
50)

c(3)

" 31

2
20
25
B2
64
66
94
87
48
28
28
28

2
30
22

7
63
17
50
38
86
16
39
84
70
75

5
47
85
41

S
96
21
42

6
13
g6
85
g2
39

8
72
47

1

3
43
12
22
46

a(j)

4205

181

9264
6453
11470
2657
9123
16565
2886

2848 .

18850
16263
12487
4805
10987
15210
1712
6096
4218
2316
16690
1503
9227
3237
19743
18147
1e851
11137
9950
7308
6775
11848
2968

© 3732

12589
16784
6341
11281
12418
17228
2548
10310
6809
18643
10283
6225
4670
10791
- 2534
15045

x*(j)
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x (j) : fixée par
la réduction
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variables

x(
x(

51)
52)
53)
54)
55)
56)
57)
58)
59)
60)
61)
62)
63)

" 64)

65)
66)
67)
68)
£9)
70)
71)
72)
73)
74)
75)
76)
77)
78)
79)
80)
Bl)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
91)
92)
83)
94)
95)
96)
97)
98)
99)

x(100)
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PROBLEME P.7

c(3)

72
35
25
43
39
83
92
g2
73
82
36
63
BO
23
24
i6
B6
50
57
75
30

9
895
19
46
24
78
43
82

1l
14
8s
Sl
75
56
65
58
50
12

1l
38
35
8
85
83
97
37
65
85
19

al3)

8226
11015
B647
17733
9121
18705
17447
4963
18155
18257
10814
17147
18420
7596
1227
10983
12473
8390
11736
13753
18740
5752
8167
10304
18014
1468
5237
2578
8165
198
1184
8859
431
18791
13152
16986
15270
8467
9414
812
16098
17526
6682
89482
7573
10548
12027
5468
11828
9422

I = 1 PB,+= 1 =t
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x (j) : fixée par
la réduction
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PROBLEME P.7

variables c(3)
x(101) 80
x(102) 52
x(103) 4
x(104) 43
x(105) 65
x(106) 31
x(107) 81
x(108) 71
x(109) 33
x(110) 50
x(111) 80
x(112) 11
x(113) 23
x(114) 5
x(115) 94
x(116) 74
x(117) 79
x(118) 47
x(119) 33
x(120) 16
x(121) 62
x(122) 51
x(123) 1
x(124) 2
x(125) 62
x(126) 58
x(127) 21
x(128) 68
x(129) 63
x(130) 25
x(131) 27
x(132) 67
x(133) 51
x(134) 20
x(135) 22
x(136) 15
x(137) 89
x(138) 84
x(139) 94
x(140) 7
x(141) 73
x(142) 76
x(143) 54
x(144) g3
x(145) 97
x(146) 92
x(147) 19
x(148) 28
x(149) 6

x(150)

23

a(3j)

1461
4493
15473
2618
18636
415
14858
9853
4182
1244
18227
13463
40
3048
11241
11275
5596
17073
3784
9459
1287
11384
9612
8298
5462

18887

18475
16738
13133
2514
2385
11867
7205
8296
5018
3102
962
6753
2425
18275
5548
2143
11478
1718
868
2811
7966
6481
4628
12155



x*(j): fixée par
la réduction
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PROBLEME P.7

variables c(3)
x(151) 1
x(152) 90
x(153) 79
x(154) 40
x(155) 7
x{156) 50
x(157) 37
x(158) 94
x(159) 8
x(160) 7
x(161) 27
x(162) 84
x(163) 74
x(164) S0
x(165) 44
x{166) 6
x(167) 1
x(168) 87
x(169) g9
x(170) 1
x(171) 14
x(172) 90
x(173) g3
x{174) 6
x(175) 39
x(176) g
x(177) 26
x(178) o5
x(179) 72
x(180) 67
x(181) 20
x(182) 26
x(183) 47
x(184) 10
x(185) 88
x(186) 34
x(187) 69
x(188) 80
x(189) 68
x(180) 74
x(191) 84
x(192) 36
x(193) 41
x(194) 45
x(195) 3
x(196) 55
x(197) - 72
x(1988) 33
x(199) 64
x(200) 93

second membrg/

a(j)

3411
6859
14581
5429
5077
5582
9442
5386
14822
12872
13952
11977
1962
15433
13750
11589
7257
17035
19186
12737
2519
8670
18454
16653
4243
12975
19366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
1310
12335
5807
3154
13543
11068
7694
3745
16550
17640
10259
14931
15563

~
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variables

*(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
%(
x(
x(
x(
x(
x(
%
%
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
386)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44)
45)
46)
47)
48)
49)
50)

145

PROBLEME S.1

c(3)

4205
191
9264
6453
11470
2657
9123
16565
2886
2848
18990
16263
12487
4805
10987
15210
1712
6096
4219
2316
16690
1503
9227
3237
19743
18147
16891
11137
9950
7308
6775
11948
2969
3732
12589
16784
6341
11281
12418
17228
2948
10310
6808
18643
10283
6225
4670
10791
2534
15045

a(3)

4205
181
9264
6453
11470
2657
9123
16565
2886
2848
18990
16263
12487
4805
10957
15210
1712
6096
4219
2316
16680
1503
9227
3237
19743
18147
16881
11137
8850
7309
68775
11948
2869
3732
12589
16784
6341
11281
12418
17228
2548
10310
6809
18643
10253
6225
4670
10751
2534
15045

]
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variables

x(
x(
x(
x(
x(
x(
- x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x{
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(

51)
52)
53)
54)
55)
56)
57)
58)
59)
60)
61)
62)
63)
64)
65)
66)
67)
€8)
£9)
70)
71)
72)
73)
74)
75)
76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
91)
92)
93)
94)
85)
96)
97)
o8)
99)

x(100)

146

PROBLEME S.1
c(3) a(3j)
8226 8226

11015 11015
8647 8647
17733 17733
9121 9121
18705 18705
17447 17447
4963 4963
19155 19155
18257 18257
10814 10814
17147 17147
18420 18420
7596 7596
1227 1227
10983 10983
12473 12473
9390 9390
11736 11736
13753 13753
18740 18740
5752 5752
8187 8167
10304 10304
18014 18014
1468 1468
5237 5237
2578 2578
8165 8165
198 198
1184 1184
8859 8859
431 431
18791 18791
13152 13152
16986 16986
15270 15270
9467 9467
9414 9414
912 912
16098 16098
17526 17526
6682 6682
9482 9482
7573 7573
10548 10548

112027 12027
5468 5468

11828 11828
9422 9422

w
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variables

x(101)
x(102)
x(103)
x(104)
x(105)
x(106)
x(107)
x(108)
x(109)
x(110)
x(111)
o x(112)
x(113)
x(114)
x(115)
x(11l6)
x(117)
x(118)
x(119)
x(120)
x(121)
x(122)
x(123)
x(124)
x(125)
x(126)
x(127)
x(128)
x(129)
x(130)
x(131)
x(132)
x(133)
x(134)
x(135)
x(136)
x(137)
x(138)
x(139)
x(140)
x(141)
x(142)
x(143)
x(144)
x(145)
x(146)
x(147)
x(148)
x(149)
x(150)

147

PROBLEME S.1
c(3) a(3j)
1461 1461
4499 4499

15473 15473

. 2619 2619

18636 18636

415 415

14858 14858
9953 9953
4182 4182
1244 1244

18227 18227

13463 13463

40 40
3048 3048

11241 11241

11275 11275
5596 5596

17073 17073
3784 3784
8459 9459

1287 1287

11384 11384
9612 9612
9298 9298
5462 5462

18887 18887

18475 18475

16738 16738

13133 13133
2514 2514
2395 2395

11867 11867
7205 7205
8296 8296
5018 5018
3102 3102

962 962
6753 6753
2429 2429

19275 19275
5549 5549
2143 2143

11478 11478
1718 1718

868 868
2811 2811
7966 7966
6481 6481
4628 4628

12155 12155

x*(j)
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variab

x(151)
x(152)
x(153)
x(154)
x{155)
x(156)
x(157)
x(158)
x(159)
x{(160)
x(161)
x{(162)
x(163)
x(164)
x(165)
x(1€86)
x(167)
x{168)
x(189)

x(170).

%x(171)
x(172)
x(173)
x(174)
x(175)
x(176)
x(177)
x(178)
x{179)
x(180)
x(181)
x(182)
x(183)
x(184)
x(185)
x(186)
x(187)
x(188)
x(189)
x(190)
x(181)
x(192)
x(193)
x(1%4)
x(195)
x(196)
x(197)
x(198)
x(199)
x(200)

les c(4)

3411
6859
14581
9429
5077
5582
9442
5386
14822
12972
© 13952
11977
1962
19433
13750
11589
7257
17035
19186
12737
2519
8670
18454
16653
4243
12975
19366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
£1310
12335
5807
3154
13543
11069
7694
3745
16550
17640
10259
114931
15563

second membre

148

PRORLEME S.1

a(j)

3411
6859
14581
8429
5077
5582
9442
5386
14822
12972
13952
11977
1962
19433
13750
11588
7257
17035
18186
12737
2518
8670
18454
16653
4243
12975
19366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
1310
12335
5807
3154
13543
11068
7694
3745
16550
17640
10259
14831
155€3

= 192428

x*(j)
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PROBLEME 5.2

variables c(i) alj)
x( 1) 4205 4205
x( 2) 191 131
x( 3) 9264 9264
x( 4) 6453 6453
x( 5) 11470 11470
x( 6) 2657 2657
X( 7) 8123 9123
x( 8) 16565 16565
x( 9) 2886 2886
x( 10) 2848 2848
x( 11) 183390 18930
x( 12) 16263 16263
x( 13) 12487 12487
x( 14) 4805 4805
x( 15) - 10997 10997
x( 16) 15210 15210
x( 17) 1712 1712
x( 18) 6096 6096
x( 19) 4219 4219
x( 20) 2316 2316
x( 21) 16690 16690
x( 22) 1503 1503
x( 23) 9227 9227
x( 24) 3237 3237
x( *25) 19743 19743
x( 26) 18147 18147
xt 27) 16891 16891
x( 28) 11137 11137
x{ 29) 9950 9950
x( 30) 7309 7309
x( 31) 6775 6775
x( 32) 11948 11548
x( 33) 2969 2969
x( 34) 3732 3732
x( 35) 12589 12589
x( 36) 16784 16784
x( 37) 6341 6341
x( 38) 11281 11281
x( 39) 12418 12418
x{ 40) 17228 17228
x( 41) 2948 2948
x( 42) 10310 10310
x( 43) 6809 6809
x( 44) 18643 18643
x( 45) 10253 10253
x( 46) 6225 6225
x( 47) 4670 4670
x( 48) 10791 10791
x( 49) 2534 ' 2534

x( 50) 15045 15045
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variables

x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(
x(

51)
52)
53)
54)
55)
56)
£7)
58)
59)
60)
61)
62)
63)
64)
65)
66)
67)
68)
€9)
70)
71)
72)
73)
74)
75)
76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
81)
92)
93)
94)
95)
96)
87)
98)
99)

x(100)

c(3)

8226
11015
8647
17733
9121
18705
17447
4963
18155
18257
10814
17147
18420
7596
1227
10883
12473
8390
11736
13753
18740
5752
8167
10304
18014
1468
5237
2578
8165
158
1184
8859
431
18791
13152
16986
15270
9467
5414
912
16098
17526
6682
5482
7573
10548
12027
5468
1ls28
8422

150

PROBLEME S.2

a(j)

8226
11015
B647
17733
8121
18705
17447
4963

19155

18257
10814
17147
18420
7596
1227
10983
12473
9350
11736
13753
18740
- 5752
81867
10304
18014
1468
5237
2578
8165

158
1184
8859

431
18791
13152
16986
15270
8467
8414

812
16098
17526
6682
8482
7573
10548
12027
5468
11828
9422

x*(j)
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variables

x(101)
x(102)
x(103)
x(104)
x(105)
x(106)
x(107)
x(108)
x(109)
x(110)
x(111)
x(112)
x(113)
x(114)
x(115)
x(116)
x(117)
x(118)
x(119)
x(120)
x(121)
x(122)
x(123)
x(124)
x(125)
x(126)
x(127)
x(128)
x(129)
x(130)
x(131)
x(132)
x(133)
x(134)
x(135)
x(1386)
x(137)
x(138)
x(139)
x(140)
x(141)
x(142)
x(143)
x(144)
x(145)
x(146)
x(147)
x(148)
x(149)
x(150)

c(3)

1461
4499
15473
2619
18636
415
14858
9953
4182
1244
18227
13463
40
3048
11241
11275
5596
17073
3784
9459
1287
11384
9612
9298
5462
18887
18475
16738
13133
2514
2395
11867
7205
8296
5018
3102
962
6753
2429
19275
5549
2143
11478
1718
868
2811
7966
6481
4628
12155
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a(3)

1461
44989 -
15473
2619
18636
415
14858
9953
4182
1244
18227
13463
40
3048
11241
11275
5598
17073
3784
9459
1287
11384
9612
9298
5462
18887
18475
16738
13133
2514
2395
11867
7205
8296
5018
3102
962
6753
2429
19275
5548
2143
11478
1718
868
2811
7866
6481
4628
12155

b

*

~~
e
R
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variab

x(151)
x(152)
x(153)
x(154)
x(155)
x(156)
x(157)
x(158)
x(159)
x(160)
x(161)
x(162)
x(163)
x(164)
x(165)
x(166)
x(1867)
x(168)
x(169)
x(170)
x(171)
x{(172)
x(173)
x(174)
x(175)
- x(176)
x(177)
x{178)
x(178)
x(180)
x(181)
x(182)
x(183)
x(184)
x(185)
x(186)
x(187)
x(188)
x(189)
x{(190)
x(191)
x{(192)
x(193)
x(194)
x(195)
x(196)
x(197)
x(198)
x(199)
x(200)

les c(j)

3411
€858
14581
9429
5077
5582
9442
5386
14822
12972
13952
11977
1962
19433
13750
11589
7257
17035
19186
12737
2519
8670
18454
16653
4243
12975
19366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
1310
12335
5807
3154
13543
11069
7694
3745
16550
17640
10259
14931
15563

second membre
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PROBLEME S.2

a(3j)

3411
€858
14581
9429
5077
5582
9442
5386
14822
12872
13952
11977
1962
19433
13750
11589
7257
17035
19186
12737
2519
8670
18454
16653
4243
12975
18366
6805
14528
12646
10055
11847
14010
1982
13057
15475
5102
1310
12338
5807
3154
13543
11088
7654
3745
16550
17640
10259
14931
15563

= 962148

x*(j)
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