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AVERTISSEMENT au LECTEUR (le 29/01/1985)
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ainsi étre utilisé comme un ensemble d'annexes que l'on pourra consulter,

si besoin est, en commencant la lecture au deuxiéme chapitre.

Ce dernier dont le volume constitue l'essentiel de la Thése, est

organisé en sous-ensembles ayant chacun la structure d'un chapitre.
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Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution

3 1'étude des propriétés de stabilité des systemes dynamiques.

L'esprit dans lequel le probléme est abordé est celui de la synthése

d'asservissement.

I1 s'agit alors de définir une loi de commande physiquement réali-
sable par bouclage du processus étudié, telle que l'asservissement ainsi
constitué ait un comportement stable autour d'une trajectoire nominale

choisie a priori.

La technique de synthése utilisée est celle de la synthése paramé-
trique : la structure de la loi de commande étant définie par un choix
a priori répondant & des spécifications concernant la trajectoire nomi-
nale souhaitée ainsi que les couplages entrée—sortie réalisables, il
s'agit alors de déterminer la valeur des gains ajustables a l'intérieur
de cette structure de maniére a stabiliser la dynamique nominale choisie

pour cet asservissement.

La partie essentiellement originale de ce travail est présentée a

partir du deuxiéme chapitre.

Le premier chapitre quant a lui, regroupe les définitions relatives
aux processus et au probléme abordés ainsi que des rappels concernant a
la fois la propriété de stabilité ainsi que les techniques (hyperstabi-
1ité et agrégation par normes vectorielles) utilisées dans la suite, pour

la mettre en évidence.

Une étude bibliographique des méthodes de synthése cloture ce premier
chapitre en dégageant des outils conceptuels qui définissent la trame

de la présentation des chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre constitue le corps de ce mémoire et développe
une méthode de synthése construite a partir de 1l'analyse de la stabilité
par les techniques d'agrégation par normes vectorielles. Dans le souci
d'alléger les notations, on y considére essentiellement les processus

en temps continu.



Les processus envisagés étant non linéaires, nous nous heurtons a
la difficulté de mettre en évidence leurs propriétés de stabilité par
des méthodes qui conduisent & des conditions suffisantes qui peuvent se
révéler, par la-méme, restrictives en regard des propriétés intrinseques

(mais non connues) du processus.

La technique adoptée dans ce mémoire pour obvier a cet inconvénient
consiste & considérer un outil d'analyse de la stabilité choisi a priori
puis & "ajuster" le mode de représentation dans l'espace d'état de 1l'as-
servissement étudié, de maniére a obtenir des conditions de stabilité
les moins restrictives possible. Cette recherche peut alors s'effectuer
simultanément 2 celle des gains ajustables de la loi de commande ; elle
est mise en ceuvre en minimisant un critére numérique par une technique
d'optimisation de fonctions non différentiables voisine de 1'habituelle

méthode du gradient.

On y présente d'abord la spécification d'un critére numérique dont
l1'optimisation constitue l'objet de la méthode de synthése paramétrique
proposée ainsi que la méthode de calcul de sa direction de plus grande
pente. Parallelement, on définit des formes canoniques homologues de
celles usuellement envisagées pour les systémes linéaires mono ou multi-
variables pour caractériser les processus étudiés en les classant par

le "rang'" de leur non linéarités.

On peut alors définir un mode de représentation original des systemes
étudiés qui permet de développer complétement la méthode de synthése para-

métrique.

La représentation proposée est construite sur 1'idée de la descrip-
tion des systémes monovariables linéaires par la mise en série de systémes

élémentaires du premier ordre (ce qui justifie le néologisme "forme série’).

Dans un souci de généralité, la méthode de synthése proposée est
développée 2 partir d'une autre représentation désormais classique, des

processus non linéaires : la forme 'en fleche".



Enfin, ce deuxiéme chapitre s'achéve sur la mise en évidence de son

applicabilité aux systémes en temps discret.

Le troisiéeme chapitre est une extension du précédent. On y développe
une application de la méthode proposée qui est alors présentée sous forme

condensée dans la logique de son utilisation.

La quatriéme partie, trés bréve, étend l'application de la technique
consistant & mettre en paralléle un mode de représentation des systémes
dynamiques avec une méthodologie d'analyse de la stabilité en vue de la
synthése des propriétés d'hyperstabilité des processus en temps continu

a non linéarités de rang 1.
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INTRODUCTTON

Cette premiére partie constitue une introduction aux méthodes ori-
ginales développées dans ce mémoire. Nous proposons ainsi d'y effectuer
un rappel des concepts et des méthodes auxquels nous nous référons par

la suite.

La synthése d'asservissement d'un processus qui constitue le théme
du travail présenté est naturellement introduit en définissant la classe
des processus étudiés (§ I.1 et § I.2). Ce choix & priori est validé en
montrant qu'un grand nombre de modéles de systémes appartient & la classe

envisagée (§ I.2).

Nous proposons ensuite (§ I.3) d'expliciter le probléme de la syn-
thése d'asservissement d'un point de vue externe, puis de 1'aborder sous

1'angle d'une étude de stabilité.

Nous sommes ainsi naturellement amenés a préciser (§ I.4) les défi-
nitions et les propriétés relatives au concept de stabilité puis a rap-

peler (§ I.5) certaines méthodes qui permettent d'analyser ces propriétés.

A partir des théorémes de Lyapunov, nous introduisons la notion de
systéme de comparaison. La formation de systémes de comparaison a partir
de normes vectorielles est ensuite rappelée et la mise en ceuvre pratique
de cette méthodologie est abordée. D'un point de vue distinct, les prin-
cipes fondamentaux de la théorie de 1'hyperstabilité sont également rap-—

pelés.

Enfin, dans un dernier volet (§ I.6), une analyse bibliographique
des différentes méthodes de synthese d'asservissement connues nous per-
met de dégager des concepts méthodologiques utilisables de maniére géné-

rale dans les méthodes de synthese d'asservissement.






I.1-SYSTEMES DYNAMIQUES / PROCESSUS : GENERALITES

Par définition, un systeme dynamique caractérise 1l'évolution, dans

le temps, d'un ensemble de variables.

I.1.1 - Temps continu / Temps discret

Dans ce contexte, il est nécessaire de distinguer les systémes pour
lesquels le temps est une variable continue des systéemes pour lesquels

cette variable est discréte.

Le temps continu est le temps de la Physique et constitue ainsi une
dimension de la réalité. Par contre, un algorithme itératif de calcul
fonctionnant sur un ordinateur (machine séquentielle) constitue par exem—
ple un cas typique de systéme en temps discret par nature : on ne peut
en effet, définir la quantité calculée par l'algorithme entre deux pas

successifs de calcul.

Un systéme en temps discret peut d'autre part résulter de 1'observation
et de la commande par un calculateur d'un systéme en temps continu. Dans
ce cas, dufait de la nature séquentielle de lamachine qui contrdle le

processus, ce dernier lui apparait comme un systéme évoluant en temps

discret.
De maniére formelle, le temps t appartient & un ensemble T.

To= e, .+l (r.1)

et

Tec Z dans le cas des systémes en temps discret
ou

Te R dans le cas des systémes en temps continu

Dans ce mémoire, nous considérons toujours l'instant initial t,
comme fixé, afin de ne pas alourdir le formalisme. Cette hypothése n'est

par ailleurs généralement pas nécessaire.



état
I.1.2 - Causalité o > : systeémes déterministes
entrée > sortie

L'évolution d'un processus se caractérise par 1'analyse de grandeurs
mesurables sur le systéme. Ces mesures a4 l'instant t constituent les com-

m . .
posantes d'un vecteur y(t) € R noté sortie du processus.

Dans ce mémoire, nous envisageons 1l'étude des systemes pour lesquels
1'évolution de la sortie est essentiellement causée par des actions exté-
rieures a celui-ci. Nous supposerons donc qu'il existe un vecteur d'en-
trée u(t) € R® dont les composantes représentent les différentes actions

exercées sur la sortie y(t).

La relation Entrée -+ Sortie étant de type fonctionnel, on préfére

substituer & celle~ci une relation faisant intervenir la notion d'état.

L'état x(t) € R® /Faure & Depeyrot, 1974/ peut €tre défini comme

un vecteur tel que :

- la sortie & 1'instant t ne dépend que de 1'état et de 1l'en-

trée & 1'instant t,

- la valeur de 1'état a 1'instant t + 0t immédiatement posté-
rieur & 1'instant t ne dépend que de 1'état et de l'entrée a 1'ins-

tant t.

Nous envisageons dans ce mémoire les systémes déterministes pour
lesquels les valeurs des compcosantes de 1'état et de la sortie ne sont

pas assocides a une distribution probabiliste.

L'évolution du processus peut ainsi &tre représentée par une équa-

tion d'état (I.2) ou g et f sont des applicatioms.

x(t+6t) = £ (x(£), u(t))
y(t) = g (x(t) , u(e)) (1.2)

x € R" ueR® yE—:]Rm



Ces concepts généraux nous ont permis de cerner les modéles de pro-
cessus étudiés dans ce mémoire. Nous proposons maintenant de les définir
en particularisant la classe d'équations d'état (I.2) qui définit la dy-

namique des processus envisagés.

I.2 - DESCRIPTION DES SYSTEMES DYNAMIQUES ENVISAGES

Dans cette section, nous définissions la classe des processus pour
laquelle nous définissons une méthodologie de synthése d'asservissements.
Apres avoir précisé la classe d'équations d'état considérée, nous propo-
sons de justifier 1'intéré&t pratique de ce choix en montrant qu'un nom-—

bre significatif de modéles classiques appartient & la classe envisagée.

I.2.1 - Définition générale

Les notations employées sont les suivantes :

* t désigne le temps teT

* x(t) e R" y(t) e R™ u(t) e R® désignent respec-

tivement 1'état, la sortie et la commande du processus.

L'équation de progression des systémes étudiés est alors la suilvante :

D(x(t)) = A (t, x(t), u(t)) . x(e) + b (t,x(t), ult))
(1.3)
y(t) = g (t, x(t), u(t))

nxn’ b(.) e Rnx1

et g(t,x(t),ult)) e RmX1 sont des fonctions de (t,x(t),u(t)). Il con-

* Les composantes des matrices fonctionnelles A(.) € R

vient de noter que, en regard des méthodes de synthése développées
dans la suite, il n'est pas nécessaire de connaltre exactement les
fonctions composant A(.), b(.), g(.) mais qu'il suffira générale-
ment de connaitre leur plage de variations dans des bornes connues
avec certitude.

* L'opérateur D est 1'opérateur dérivée a droite par rapport au temps :

D(x(£)) = & (x(6)) (1.4)
dt

(respectivement 1'opérateur de translation temporelle D(x(t)) =x(t+1))



dans le cas des systémes en temps continu (respectivement discret).
y P

Nous proposons maintenant de montrer que les systémes linéaires ainsi
qu'une classe importante de modeles non linéaires de processus appartien-—

nent 3 la classe envisagée (I.3) de modeles.

I1.2,2 - Systémes lindaires stationnaires rationnels

Ces modéles sont décrits par l'équation d'état suivante :

D(x(t)) = A x(t) + B u(t)
(1.5)
y(t) = C x(t) + D u(t)

A, B, C et D sont des matrices a coefficients constants de dimensions

appropriées.

Le comportement Entrée - Sortie du systéme peut &tre décrit par une
fonction de transfert F(E) : gain opérationnel défini par rapport a la
variable de Laplace §=p (resp §£=2z) dans le cas d'un systéme en temps

continu (resp discret) :

F(E) =D +C (EI-A)"' B ‘ (1.6)

(A, B, C, D) est une réalisation de la fonction de transfert F. Cette
réalisation est d'ordre (n) minimal si la paire EA ,B] est complétement

contrdlable® et si la paire EA, C] est complétement observable®*.

* La paire EA, B] est complétement contrdlable si le rang de l'espace
engendré par le systéme générateur {B, AB, ..., AiB, ...} est égal a
la dimension n du vecteur état x (c.a.d. de la taille de la matrice A).
#* [A, C] est compldtement observable si et seulement si la paire [AT, CT].

est completement contrdlable.

Systémes linéaires non stationnaires :

Ces systemes satisfont comme les précédents, au principe de super-

position, mais on ne peut leur associer une fonction de transfert.



_L'équation d'état suivante permet de les définir formellement :

D(x(t)) = A(t) x(t) + B(t) u(t)
(1.7)
y(t) = C(t) x(t) + D(t) u(t)

I.2.3 - Modéles de processus non linéaires / Introduction

Parmi les modéles linéaires, les systémes linéaires stationnaires
ont d'abord retenu 1'attention des automaticiens, du fait du cadre ma-
thématique bien connu dans lequel il est situé : celui de 1'algébre 1li-

néaire.

Dans la plupart des cas concrets, le choix d'un tel modéle est jus—
tifié dans la mesure ol il traduit relativement bien une dynamique défi-
nie pour de faibles variations autour d'un point de fonctionnement moyen
/Landau, 1979/.

Cette hypothése se justifie aisément dans le cas ol on régule bien
les sorties d'un processus donné autour de valeurs de consignes fixées.
Dans ce cas, la validation du modéle s'opére en fonction du but fixé :
on calcule un "bon'" régulateur a partir du modéle linéaire. Le systéme
asservi ainsi constitué maintient les composantes de la sortie du pro-
cessus autour de leurs consignes fixes, le choix d'un modéle linéaire

est ainsi généralement validé /Foulard & al, 1978/.

La justification précédente ne peut néanmoins pas toujours &étre
retenue. Des situations pour lesquelles les entrées du processus admet-—
tent des variations de grande amplitude conduisent & rejeter 1'hypotheése

de linéarité autour d'un "point de fonctionnement'.

Le caractére non linéaire du processus modélisé doit alors appa-

raitre explicitement dans le modéle.

I.2.4 - Systémes de Lur'e Postnikov

Dans une premiére approche, un systéme de Lur'e Postnikov peut &tre
défini comme un systéme linéaire bouclé pour lequel les actionneurs et

les capteurs sont décrits par des caractéristiques non linéaires.



Les premidres études de ce type de modele /Aizerman, 1949/ /Lur'e,
1951/ envisagent des systeémes décomposables sous la forme du schéma-bloc

suivant (Figure I.1) :

Partie
linéaire
stationnaire

K:\\ u(t)

A

r(t) y(t)

non
linéarité [§
statique

FIGURE I.1
pour lequel’le capteur est supposé non linéaire.
I1 convient de remarquer que, dans le cadre des études de stabilité
en régime libre (r(t) =0) de ce systéme, il n'est pas utile de distinguer
quelle partie (capteur ou actionneur) induit le comportement non linéaire

du systéme comme le montre l'équivalence des schémas-blocs suivants

(Figure I1.2) :

9 AR Partie Partie
- linéaire linéaire
= 0
non non
linéarité linéarité
0 A non Partie
- linéarité linéaire

non

linéarité

FIGURE I.2
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En généralisant, une forme générique des systemes de Lur'e Postnikov
peut étre donnée sous la forme de 1'équation d'état suivante /Grujié, 1978/

/Borne, 1976/

D(x(t)) = A(t).x(t) + B(t).u(t)
u(t) = £(t,x,0) (1.8)
o =r(t) - C(t,x,u).x(t)

avec dim(r) = dim (C(.).x) = dim(f) = m.

Envisageons le cas ol la fonction f est telle qu'on puisse toujours

définir le gain statique édquivalent ¢ de la maniére suivante (I.9)

(¥ (t,x,0) admissible :
dim (¢(t,x,0)) = dim (£f(t,x,0)) = m

N £.(t,x,0) (1.9)
¥Yi=1, ..., m ¢i(t,x,0)=__l__._____

ag.
1

|¢i(t,x,0)[ < +®

Une nouvelle description du processus en régime libre peut alors

étre proposée (I.10)
D(x(t)) = [A(t) - B(t).Diag (¢(t,x,0).C(t,x,u)].x(t)  (I.10)

Cette derniere forme appartient bien a la classe des systmes envi-

sagés (I.3) dans un fonctionnement en régime libre.

I.2.5 - Systemes bilinéaires / & état affine /Levine, 1983/

/Bourdon, 1982/

L'équation d'état définissant les systémes bilinéaires est la sui-

vante /Fliess, 1978, 1981/

D(x(t)) = (A +
° i

oo

u. (£).A.) x(t)
i i

1 (I.11)

y(t) = C.x(t)



Dans cette définition, les matrices Ao’ A cany Ae, C sont a coef-

1,
ficients constants.

Les systemes 3 état affine /Fliess, 1980/ constituent, dans le cadre

des systémes en temps discret, une généralisation des systémes biliné-

aires. Ils sont définis par 1'équatiom (I.12) :

x(t+1) = (Ao +

[ =]

p. (u, (), ..., u (£)).A.,).x(t)
1 1 e 1

i=1 (1.12)

y(t) = C.x(t)

Les matrices AO, A, .., Am sont également a coefficients constants,

19

les p; sont des mondmes en les indéterminées u_, u u

12 Ugs cees U

Les systémes a état affine présentent une spécificité remarquable ;
en effet, le produit de deux systemes i état affine est & état affine
(cette propriété n'est par contre pas vérifiée dans le cadre des syste-

mes bilinédaires).

11 est important de souligner la validité de ces modéles vis i vis
de dynamiques non linéaires & partir de deux points de vue complémentai-
res. En premier lieu, un théoréme d'indiscernabilité d & Fliess /Fliess,

1981/ assure la cohérence théorique de ce choix de modeéle.

Par ailleurs, une classe de méthode d'identification de tels pro-
cessus a partir d'expériences telles que des réponses a des échelons

est disponible /Bourdon, 1982/.

La validité des modeéles obtenus par ces procédés a pu @tre montrée
sur de nombreux cas concrets. De plus, ils recouvrent les modeles "li-
néaires a coefficients variables" déja utilisés dans la pratique sans

une aussi solide justification théorique (ex : /Lecouturier, 1971/).

Nous proposons d'expliciter en conclusion de ce paragraphe un exem—
ple illustrant le lien entre la classe des modéles étudiés (I.3) avec
les systemes a état affine (cet exemple est issu de la référence /Dang-

Van-Mien, 1980/).
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I.2.5.1 - Exemple de représentation d'un systéme "linéaire i

coefficients variables”

Considérons un systéme monovariable pour lequel la sortie évolue

sous l'effet de deux entrées e(t) et £(t).

e(t) est une entrée permettant le contrdle du processus ; £(t)
influence la sortie mais nous supposerons qu'il n'est pas possible d'a-

gir sur elle.

Lorsque &(t) est constante, le processus peut &tre modélisé par

un modéle de Strejd :

G(p) = 3 = (1.13)

-1 -2 -
a, 2z + a, z + a,z

3 _Y(2)
3 7 E(z)

G(z) = (1.14)

_] ..2 -
1+b12 +bzz +b32

Sous l'effet de l'entrée £(t) (i(t) € !:g , 5] e R] le gain sta-

tique GO et la constante de temps T varient suivant les lois suivantes

1
T

(I.15)
G = goi * 8,

Les expressions correspondantes des coefficients a;, bi de G(z)
(I.14) dépendent ainsi de & et leurs variations peuvent 8tre suffisamment
bien approximées par des polynOmes en vertu du théoréme de Stone-Weiers-

traB.

Les auteurs proposent alors une modélisation du systeéme sous la

forme suivante {(I.16)
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+A1g(t) +A2€2(t) +A3£3(t)

+a,e(8) +Ae()E(E) +Ae (D) E (1) +A,e ()€ () +Age() E' (D)

m o)

(1.16)

y(e) = [1,0,0, 0|
Dans cette expression, les matrices Ao’ ...,A8 a4 coefficients

constants ont les structures suivantes :

~

x 1 01]0
L =X 0 1o
© x 0 010
L0 0 1
"x 0 o]0~
A, = x 0 0 0 1 =1, 2, 3
L x 0 010
0 0 0 ]O0_
"0 o0 o] x_
A, = O 0 00X i=4,5,6,7,8
L 0 0 0| x
\ o 0 010

I x(t) ~
1
duite 3 des fins de cohérence formelle (dimension), on peut

est intro-

La derniére composante du vecteur état augmenté L

de ce fait décrire le systéme par un modele "linéaire a coefficients

variables" tel que le suivant

| - -
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f-a,@® 1 0 b, (&)1
x(e+1) = | —a,(®) 0 1 [.x(t) + | b,(8) |.e(t)
< —ay® 0 0 lt.b3(5) (I.17)
\ y(e) = [ 1 0 0 ].x(t)

Les ai(E) et les bi(E) sont des polyndmes en & d'ordres respectifs
3 et 4.

Ce dernier modéle appartient a4 la classe des processus étudiés (I.3).
La classe des processus envisagée étant définie (I.3), il convient

maintenant de préciser des notions supplémentaires indispensables a la

formulation du probléme de commande (ou contrdle) des processus.

I.3 - CONTROLE DES PROCESSUS

Dans cette section, nous définissons d'un poinﬁ de vue général, les
notions essentielles qui permettent de formaliser les problémes pratiques
de contrdle de processus. Nous serons ainsi amenés & préciser l'effet des
entrées d'un processus et a dégager la notion d'information disponible

Sur un processus.

Nous proposons ensuite de formuler le probléme général du contrdle
des processus du point de vue dynamique de la stabilité d'une trajectoire

nominale.

I.3.1 - Sorties contrdlées, sorties accessibles, entrées de com-

mande, entrées de perturbations / Définitions

Soit un processus décrit par une équation d'état de la classe en=-

visagée en (I1.3)

D (x(t)) = A (x, t, u).x(t) +3B (x, t, u.u(t)

(1.3)
v(t) = g (x, £, w



Nous appellerons sortie contrGlée 1'ensemble des composantes de
y(t) auxquelles le concepteur souhaite assigner un comportement (par
exemple, celui de tendre vers une constante donnée dans un probléme de
régulation ou celui d'@tre insensible i une entrée donnée dans un pro-

bléme de découplage).

Par définition, la sortie du systéme est un vecteur dont les com-
posantes sont constituées de 1l'ensemble des grandeurs mesurables (con~

trolées ou non).

La sortie du processus peut &tre pilotée par 1l'entrée de commande
constituée par l'ensemble des composantes de u(t) qui sont affectables

(sur lesquelles on peut agir).

Les autres composantes de u(t) qui agissent sur le comportement
du systéme et donc a priori sur la sortie contrdlée sans que 1'on puis-

se agir sur elles, définissent une entrée de perturbation du systéme.

Ces concepts étant posés, nous proposons de regrouper les notations

qui découlent des remarques précédentes :

D (x(t)) = A (&, x, w.x(t) + B (t, x, uw.ult)
Processus
y(t) =¢C (t, x, w.x(t)

xe ScR! ,
u € R (1.18)
y e R®

c me . s ~
vy €R : vecteur des sorties a controler
d md . a2
y € R : vecteur des sorties non controlées
c ec .
u € R : vecteur des entrées de commande

e S, .
upe PcR P : vecteur des entrées de perturbations

c c
u=|" e = ec + ep y=17 J m = mc + md



I.3.2 - Rétro-action / Dualité des problémes statiques et dynamiques

La commande d'un processus consiste, aprés avoir précisé les sorties
contrdlées et les criteéres qui leur sont associés, a définir les lois
de commande & appliquer sur les entrées de commande dé maniére & satisg-

faire les criteres imposés malgré l'action des entrées de perturbations.

La structure de commande par rétro-action est directement issue de
cette derniére formulation puisque les lois de commande, pour contreba-
lancer 1l'effet des entrées de perturbations, doivent disposer des infor-
mations relatives 2 celles-ci. Ces informations n'étant par définition
disponibles que dans les sorties mesurables du processus, elles sont
donc injectées dans le bloc définissant la loi de commande du procédé

a partir des criteres imposés (cf Figure I1.3).

Il convient de remarquer que l'état x(t) n'est généralement pas ac-
cessible 4 la mesure dans sa totalité. En conséquence, une commande par
retour d'état ne peut &tre implémentée que si on place, dans la loi de

commande de la Figure I.3, un observateur d'état.

Le schéma prend ainsi en compte les difficultés lides A ce type de

commande lorsque le processus est mal connu.

uP ()

|

Processus

uS () y(t)

Loi de

commande <:===;

T

Critéres relatifs aux
sorties contrdlées

FIGURE 1.3



Cette représentation du probléme de contrdle est conforme 3 celle
définie dans la référence /Savonov, 1980/ pour introduire 1'étude de 1la
stabilité par la méthode des sections coniques de Zames /Zames, 1966-a,b/.
Il met donc en évidence le lien existant entre les problémes de contrdle

et ceux relatifs 3 la stabilité.

Le schéma conceptuel de la Figure I.3 peut &tre explicité dams le
cas envisagé usuellement de perturbations et de consignes additives ap=

pliquées en entrée. Il vient alors le diagramme représenté ci-dessous :

u
P
Processus
Processus
+ = non
perturbé
Loi de commande &
Consignes
FIGURE T.4

i e e e A e e s i

— e e s e o e e e i e, e e s S S P B e T S e i et e A A i D S i o S

Ayant formalisé le probléme de commande de processus dans le méme cadre
(Figure I.3) que celui envisagé dans 1'étude de la stabilité des systémes,
le lien existant entre les deux questions peut étre mis en évidence dans
le cas de la régulation correspondant 3 l'exemple d'illustration suivant
(Figure I1.5) :



oP
c
u(t) Processus non y (&)
perturbé
c
uS () o +_8_1_ e (®) ~\ ¥4 (8)
1 P -
+
B. | e.(t) y5(£)
o, + 2 1 € (Ne t
L P -
+
e (t) ¢
Bmc me ymc(t)
o+ : J
me P =
] ;
T r. r
1 1 me

dim(yc) = dim(u®) = dim(v?) = dim(r) = me
FIGURE I.5

Dans cette structure, on envisage le fonctionnement en régulateur
du processus soumis i une entrée de perturbation additive u” constante

et a une entrée de référence r également constante.

La pratique de la régulation des systémes linéaires nous conduit 2z
mettre en place des régulateurs de type proportionnel et intégral dans

1'optique de réguler y (t) autour de la valeur constante r.

Supposons qu'on puisse définir un vecteur état du processus tel que
. s c . . -
les sorties contrdlées (yi(t) ; i=1,...,mc) solient des composantes de

ce vecteur.

Les variables —Ei(t) sont alors les mémes-composantes du vecteur

état du processus avec un état initial translaté de T, . De méme, la per-

turbation additive constante uf peut 8tre interprétéde comme la condition

i
initiale de 1'intégrateur situé en aval de e.(t) (cf Figure I.6) :
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< T
e 0] Y W 4

ei(t)

v

FIGURE 1.6

Par une translation des variables d'état apparaissant dans le pro-
cessus et dans le régulateur, 1'asservissement proposé sur la Fig. I.5
peut 8tre ainsi ramené 3 la structure en contre-réaction suivante (Fig.
I.7) pour laquelle les seules perturbations envisagées sont des modifi-
cations des conditions initiales dans le processus et/ou dans la loi de

commande .

c
u (£) Processus - (t)
avec conditions

1 initiales translatées

Régulateur
proportionnel
et intégral avec =1
conditions initiales
translatées

FIGURE 1.7



L'objectif de la régulation étant décrit par :

lim e(t) =0
£+

celui-ci est atteint si le point d'équilibre & l'origine du vecteur
état de l'asservissement (processus + régulateur) est asymptotiquement
stable, c'est-a-dire si le vecteur d'état tend vers zéro en restant

borné au cours de son évolution.

La démarche de synthése proposée dans notre travail s'ap-
parente & 1l'esprit de l'exemple précédent. Nous proposons main-
tenant d'aborder 1les notions utiles & la compréhension de la notion
de stabilité puis la définition des grandes classes de méthodes d'analyse
sur lesquelles reposent les méthodes que nous expliciterons dans ce mé-

moire.

I.4 - NOTIONS DE STABILITE / DEFINITIONS

Dans cette section, nous proposons de rappeler les notions essen-—
tielles relatives & la propriété de stabilité d'une trajectoire. Afin
d'alléger 1'exposé, nous nous limiterons dans le corps du chapitre, &
1'énoncé des principes fondamentaux en renvoyant les définitions for-

melles en annexe.

Considérons les trajectoires possibles dans l'espace d'état d'un

asservissement tel que celul représenté dans la Figure I.3.

me . ccs e s

Notons r(t) € R, l'entréde de référence caractérisée comme un vec—
teur dont les composantes définissent les consignes des sorties contrd-
lées. x(t) désigne 1'état du processus, son évolution est alors carac-

térisée par la relation suivante :
{x(t) = x(t,r(T;TeT, 1<), uP(r;TeT, Tét),x(to))} (1.20)
Considérons x(t) comme une trajectoire nominale vis a vis de 1l'en-

trée r(t), c'est a dire comme une trajectoire possible matérialisant le

comportement souhaité de 1'asservissement en réponse a r(t).



En remarquant que l'état initial x(to) agit sur la trajectoire comme
une entrée de perturbation particuliére, la stabilité de la trajectoire
nominale (I.20) se définit par rapport aux trajectoires (I.21) du sys-
téme soumises & d'autres entrées de perturbation et 3 la méme entrée de

référence r(t).
x*(t) = x*(t,r(T;TeT;T§t),u*p(T;TeT;TSt),x*(to)) (1.21)

La stabilité de la trajectoire nominale x(t) exprime qu'il existe

deux ensembles S et P :
o )

- un sous-ensemble SO de l'espace d'état S tel que :
* -
x*(t ) €S S, = x(t D} =9

- un sous-—ensemble Po de 1l'ensemble P des entrées de pertur-

bation u®(t ;t € T) tel que :

P () e P P - {PHr=¢

tels que l'écart entre la trajectoire nominale et toute trajectoire x*(t)
obtenue pour u*P(.) € Po et x*(to) € So soit bornée uniformément par rap-

port au temps.

La notion de stabilité asymptotique conduit 3 assurer, en plus des
propriétés citées précédemment, que les trajectoires perturbdes x*(t)
convergent vers la trajectoire nominale x(t) lorsque t augmente indéfi-

niment.

.Dans de nombreux cas, les propriétés asymptotiques du systeme ne
sont pas suffisantes. Par exemple, un dispositif de contrdle latéral
de la trajectoire d'un avion & l'atterrissage doit permettre de recaler
cette trajectoire dans l'axe de la piste au bout d'un temps fini, en

particulier avant la fin de la piste d'atterrissage.

En fonction de ce besoin, la stabilité pratique introduite par
Lj.T. Gruji¢ /Grujié, 1975/ permet de spécifier un temps ty (temps de
réponse / setling time) i partir duquel toutes les trajectoires
x (13 1e E kg > * o"[:) appartiennent 3 un domaine défini & priori autour

de la trajectoire nominale.
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La stabilité exponentielle constitue un cas particulier de stabilité
asymptotique qui permet de définir une majoration du temps de réponse.
Dans ce cas, on caractérise la décroissance exponentielle d'une mesure

de 1'écart entre les trajectoires.

I1 est intéressant d'introduire & ce niveau l2 notion de robustesse

de la stabilité.

La stabilité d'un systéme ne peut &tre étudiée que sur des modéles
formels de processus. Or, en général, un processus donné admet un grand
nombre de modéles dont les comportements dynamiques sont voisins. Il est
donc indispensable qu'une propriété telle que la stabilité (asymptotique)
soit établie pour toute la classe des modeles prétendant décrire le sys—

téme.

L'indissociabilité des notions de stabilité et de robustesse est
par ailleurs mise en exergue par les démarches de précurseurs tels que
Nyquist, Bode et Black dans des études de circuits électroniques a tubes

/Bellman, 1964/ /Mayr, 1970/ /Faure, 1974/.

La notion de stabilité absolue est 3 rapprocher de la robustesse
dans le sens oll cette propriété décrit la stabilité d'un point d'équi-
libre pour 1'ensemble des trajectoires de systémes non linéaires dont
les termes intrinséquement non linéaires satisfont & une propriété donnée
(par exemﬁle, dans le cas de caractéristiques statiques non linéaires de
dimension 1, le fait d'appartenir 3 un secteur donné du plan /Aizerman,
1963/ /Grujié & al, 1979/). La généralisation de cette notion de stabi-
1ité absolue a conduit Popov & formuler le concept d'hyperstabilité

/Popov, 1973/.

I1 convient de remarquer que les propriétés précédentes ont été in-
troduites pour une entrée de référence r(t) (I.20) donnée. La prise en
compte d'une classe R d'entrées de référence possibles ne modifie en rien
les concepts introduits. Il suffit alors de considérer r(t) comme une

perturbation supplémentaire de 1l'asservissement.

Les principales définitions formelles relatives aux propriétés

énoncées sont reportées en Annexe I.2, il convient maintenant d'aborder



les méthodologies qui permettent de caractériser la stabilité d'une tra-

jectoire nominale d'un processus domnné.

~

1.5 - METHODOLOGIES D'ETUDE DE LA STABILITE

Les méthodes d'étude de la stabilité des trajectoires d'un systéme
dynamique sont essentiellement liées au type de modéle utilisé pour dé-

crire le processus.

Les propriétés des systémes linéaires stationnaires rationnels élé-
mentaires ont permis de dégager des conditions nécessaires et suffisantes
de stabilité féxponentielléT relatives aux descriptions fréquentielles

et temporelles (dans l'espace d'état) de ces modéles.

La transformation homographique permet par ailleurs de mener & bien
1'étude des systémes en temps continu ou discret en utilisant indiffé-

remment les outils de stabilité définis dans l'un ou l'autre cadre.

L'analyse des propriétés de stabilité de ces systemes est ainsi rendue
aisée puisqu'on dispose d'une condition nécessaire et suffisante. Dans cet es-
prit, les premiers travaux menés dans le cadre des systémes asservis et relatifs
3 lastabilité des modéles non linéaires se sont fixés pour objectif de montrer
l'existence de conditions de stabilité aussi fortes dans le cadre des

systémes non linéaires.

Cette démarche a conduit Aizerman /Aizerman, 1949/ a formuler une
conjecturé exprimant que les propriétés de stabilité d'un modile non
linéaire peuvent &tre induites i partir des propriétés de stabilité de ses

modéles linéaires tangents.

Cette conjecture n'a jamais pu &tre prouvée d'une maniére générale
et elle s'est parfois révélée restrictive /Richard, 1981 -c/. L'ambition
des automaticiens s'est alors 1limitée & définir des comditiomns suf-
fisantes de stabilité a partir d'outils propres a l'analyse mathématique
au lieu des conditions nécessaires et suffisantes que permettait d'exhi-

ber la manipulation d'outils algébriques.
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La redécouverte des travaux de Lyapunov /Lyapunov, 1892, 1949/ gé-
néralisant la notion de distance, a permis de fixer un cadre rigoureux

2 1l'analyse de la stabilité des systémes non linéaires.

Dans cette section, nous proposons d'abord de rappeler les théorémes
de Lyapunov. L'application de ces théorémes n'édtant pas, en général, ai-
sée, voire possible d'un point de vue pratique, nous présentons ensuite
les techniques d'agrégation par utilisation de normes vectorielles ainsi
que les résultats relatifs a l'hyperstabilité qui constituent le support
des méthodologies de synthése que nous présentons dans ce mémoire (§ II

a Iv).

I.5.1 - Théorémes de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov envisage de caractériser la stabi-

1ité du point stationnaire x =0 du systéme en temps continu suivant :

g(t) = f (x(£), t)
. (1.22)

teT ;xeSck

On est amené & définir une fonction v(x,t) vérifiant les propriétés

suivantes lui conférant le rdle de '"norme généralisée" de x(t).

a) v(x,t) est une application de T x § » R+

b) Vte T : {vix,t) = 0} & {x = 0}

N

c) v(x,t) est continue par rapport a t et a x.

d) v(x,t) est minorée par une fonction ¢(||x||) de classe K au sens

de Hahn de

nie positive.

X

| (cf Annexe I.2) ; on dit alors qu'elle est défi-

Ces définitions étant posées, 1l vient les résultats suivants :
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Théoréme 1

$'il existe une fonction v(x,t) satisfaisant aux propriétés a, b,
¢, d et non croissante par rapport au temps le long des mouvements
X (t,x(to)) du systéme (I.22), alors le point d'équilibre x=0 (la tra-

jectoire nominale x(t) = 0) est stable.
Théoréme 2

S'il existe une fouction v(x,t) satisfaisant aux propriétés a, b,

c, d et dont la dérivée par rapport au temps est définie négative (I.23)

% (v (x(£))) = =-x (v (x (), t)
(1.23)

X (vx (), t) 2¥ x|

¥ : fonction de classe K au sens de Hahn (cf Annexe I.2) le long des mou-
vements du systéme (.) alors le point d'équilibre x=0 est asymptotique-

ment stable.

Les théorémes de Lyapunov peuvent &tre envisagés comme la défini-
tion, & partir du systéme initial d'un systéme de comparaison d'ordre 1

(I.24)

d
— (z(t)) = - x (z(t), t) zelR
d X (1.24)

z(e ) = v (x(£ ), t )
o) o o

déduit de 1'inégalité caractérisant 1'évolution dans le temps de v (x(t))

(1.23).

La stabilité (asymptotique) du systéme de comparaison (I.24) induit

le méme type de propriété sur le systéme initial (I.22).

Un cas particulier de stabilité asymptotique : la stabilité exponentielle

—— e e e i e s . e s e e e

S$'il est possible d'établir un systéme de comparaison (I.24) liné-

aire défini par 1'équation (I.25)
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£ (2(e) = ezl
z(to) =v (x(to), to) (1.25)

€ <0

Si de plus {v(.,t) ;t:;to} est uniformément équivalente 3 la norme
euclidienne, alors la trajectoire x(t) = 0 du systéme (I.22) est expo-

nentiellement stable dans le sens de la définition suivante :
VYy>0;5¥teT ;¥xlt)eq |[xC)l sv;
Jaly) >0 ; B() >0 (1.26)

lx (t, x(to))ll < alhc(to)ll.exp (-B(t-t))

Cette propriété permet ainsi de caractériser un majorant du temps
de réponse d'un systéme non linéaire. L'utilisation pratique des théo-
rémes 1 et 2 ne peut en général &tre envisagée directement. On a aini
été conduit a introduire le concept de systéme de comparaison, inter-
médiaire entre la donnée initiale du modéle de processus a étudier et
la définition d'une fonction de Lyapunov permettant de mettre en évi-

dence les propriétés de stabilité de ce systéme.

Cette définition permet de mieux dominer le processus d'agrégation
qui consiste a proposer, a partir de la donnée du systeme initial (I.22),
une fonction de Lyapunov v (x(t),t) caractérisant ses propriétés de sta-—

bilité de la maniére la moins restrictive possible.

I.5.2 - Systemes de comparaison

La seconde méthode de Lyapunov conduit 3 reporter 1'étude de la sta-
bilité d'un systéme d'ordre supérieur & 1'unité & celle d'un systéme de

comparaison du premier ordre.

L'étude de stabilité de systémes de grande dimension composés de
1'interconnection de systeémes élémentaires a nécessité 1'introduction

de la notion de systémes de comparaison d'ordre supérieur 2 1l'unité.
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En particulier, la définition de fonctions vectorielles de Lyapunov
/Bellman, 1962/ /Matrazov, 1962/ /Grujié et al, 1976/ dont les composan-
tes sont des fonctions de Lyapunov des sous—-systémes (supposés stables
isolément) permet de définir un systéme de comparaison d'ordre égal au

nombre de sous-systémes considérés.

Les propriétés de stabilité du systéme de comparaison (introduisant
les mémes propriétés sur le systeme initial) sont alors étudiées en ap-
pliquant la méthode de Lyapunov, c'est & dire en définissant un systéme

de comparaison d'ordre 1 pour le systéme de comparaison intermédiaire.

Les conditions de stabilité de ce dermier conduisent le plus sou-
vent a définir des contraintes que doivent satisfaire les interactions

entre les sous-systeémes.

L'introduction des normes vectorielles par Borne et Gentina /Borne
et al, 1973, 1974/ /Gentina et al, 1979/ /Borme et al, 1976/ /Gentina,
1976/ /Borne, 1976/ permettent de définir systématiquement des systémes
de comparaison non linédaires d'un ordre quelconque indépendamment de
la structure du systéme. Les propriétés de stabilité du systéme initial
étant induites par celles du systéeme de comparaison, il est important
de noter que la définition par Borne & Gentina de systémes majorants
non linéaires d'ordre supérieur a 1 s'accompagne de la définition de

théorémes permettant 1'étude de la stabilité d'une grande classe de pro-

cessus majorants.

Ces derniers outils permettent pour un systéme donné, de guider le
choix des normes vectorielles qui induisent un systéme majorant appar-

tenant a la classe de ceux pour lesquels existe un critére de stabilité.

Nous proposons a ce niveau d'effectuer un rappel des définitions
formelles liées a la méthode d'étude de la stabilité des systimes & par-

tir de l'utilisation des normes vectorielles.
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I.5,3 - Notion de norme vectorielle

Soit E, un espace vectoriel de dimension n, défini sur le corps des
complexes, on définit une norme vectorielle p(.), application de E dans
Rﬁ (k £ n) a partir de ses composantes pi(.) définies de la maniére sui-

vante :

# On note {51, E., «vu, Ek} un recouvrement de E :

2)

E = E1(J EZ vu...u Ek

* pi(x) (E -~ R+) désigne une norme de la projection de x dans
E, (i=1,...,k)

pi(.) satisfait aux axiomes de norme suivants

r .
V (x,9) e EiZ;VAeC;Vi=1, o k

4 pi(Xx) = |)| pi(x)

p;(x+y) S p.(x) +p.(y)

{pi(x) = 0} e {x = 0}

I.5.4 - Définition des systémes de comparaison (cf Annexe I.1)
Considérons simultanément

* Le systeme défini par 1'équation d'état suivante

D (x(t)) = A (t, x(t), up(t)) . x(t)
telT

(1.28)
up(.) e P

x(t) e K"
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. n k . . . .
# Une norme vectorielle p(x) : K = R introduite précédem-

ment (I.27).

I1 vient, le long des trajectoires du systéme (I.28) le systeme

d'inégalités suivantes :

D (p(x())) s [M <t,x(t>,up<t>>]. p (x(t)) (1.29)

PO . . kxk
La définition des matrices fonctionnelles M (t, x, up) € R

est explicitée en Annexe I.1.

Leurs éléments hors—diagonaux sont non négatifs par construction.
De plus, les éléments diagonaux des matrices M(.) relatives aux systémes

en temps discret sont aussi non négatifs.

Considérons alors la trajectoire générée par le systéme suivant

D (z(t)) =M (t, x(t), oP(£)) . z(t)
(1.30)

2(t) =p ((c) e Ry

Les propriétés de non négativité des éléments de M(.) permettent
d'assurer 1'inégalité suivante (I.31) le long des trajectoires du sys-

téme (I.28) /Borne, 1976/ /Gentina, 1976/.

YteteT: z(t) 2 p (x(£)) (1.31)
Cette derniere inégalité permet de définir le systéme (I.30) comme
étant un systéme de comparaison du systéme initial (I.28) au sens des

remarques suivantes

*# Si ||z(t) || est borné par une fonction de classe K de i]z(to)H
alors ||x(t)|| est borné par une autre fonction de classe K de Hx(to)H

. P n . . .
puisque les normes définies sur € sont uniformément équivalentes.

* Si ||z(t)|| tend vers zéro lorsque t augmente indéfiniment,

il en est de méme pour {|x(t)|| d'aprées (1.31).
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I.5.5 - Criteres pratiques de stabilité

L'intérét porté au systéme de comparaison (I.30) pour lequel la ma-
trice de régime libre a ses éléments hors—diagonaux non négatifs a permis

»

de construire des critéres de stabilité

.

a4 partir de théorémes relatifs
aux matrices (& coefficients constants) 2 éléments non négatifs, en par-

ticulier du théoréme de Péron-Frobenius et du lemme de Kotelyanskii
/Gantmacher, 1966/.

En particulier, il existe /Grujié & al, 1976/ /Gentina & al, 1979/
des théoremes de stabilité relatifs aux systémes de comparaison (I.30)
dont la matrice de régime libre M(t,x(t),uP(t))
- posséde ses éléments non linéaires isolés dans une seule rangée,
- ou bien, lorsque celle-ci peut €tre factorisée sous la forme du pro-

duit d'une matrice constante avec une matrice diagonale non constante.

I.5.6 - Analyse des méthodes d'études de la stabilité a partir de

1'utilisation des normes vectorielles

L'avantage majeur de cette méthode par rapport 3 la méthode directe
de Lyapunov (§ V.1) réside essentiellement dans l'existence de résultats

concernant la stabilité du systéme majorant intermédiaire.

Ces résultats de stabilité peuvent d'ailleurs s'appliquer i des sys~-
témes de comparaison définis & partir de fonctions vectorielles de Lya-

punov /Grujié¢ & al, 1978/.

Le choix d'une norme vectorielle peut ainsi &tre conduit de maniére
4 identifier le systéme de comparaisom obtenu & la classe des systémes

pour lesquels on peut établir des conditions (suffisantes) de stabilité.

Cette démarche a motivé d'importants travaux qui ont abouti & propo-
ser des structures particuliéres /Meizel, 1979/ /Benrejeb, 1976, 1978/ de
systémes non linéaires pour lesquels les outils d'analyse précédents

étaient particuliérement bien conditionnés,



- 32 -

Une démarche complémentaire visant & élargir la classe des processus
étudiables & partir des outils déduits de l'utilisation des normes vec—~
torielles consiste 2 transformer un systéme initialement donné en un

systéme possédant 1'une de ces formes particulieres.

Dans cet esprit, des théorémes d'appartenance & l'une ou l'autre

classe de systémes remarquables ont été établis /Richard, 1981-a,b/.

D'un point de vue distinct, des algorithmes constructifs des trans-
formations permettant de ramener un systéme étudié sous une des formes
remarquables ont été mis en évidence /Meizel et al, 1980/ /Meizel, 1981/
/Meizel & Gentina, 1981, 1982/ pour une grande classe de processus non

linéaires en temps continu ou discret.

L'ensemble de ces méthodes lides aux normes vectorielles est déve-

loppé dans la deuxieme partie de ce mémoire.

Nous proposons de terminer ce rappel des méthodologies d'analyse
de la stabilité par la théorie de 1'hyperstabilité, restreinte aux sys~
témes en temps continu, pour laquelle nous développerons de méme une

méthode de synthése dans la suite (§ IV) de ce mémoire.

I.5.7 - Hyperstabilité /Popov, 1973/ /Faure & al, 1979/ /Landau, 1980/

Dans cette sous-section, nous envisageons les processus dont le nom—

bre d'entrées égale le nombre de sorties.

Cette théorie généralise les travaux concernant la stabilité des
systémes non linéaires & non linéarités séparables décrits par le schéma-

bloc suivant (Fig. 1.8 - a) :



- 33 -

0+ u(t) H(p)
f‘i’(y(t)) @

wueR"; v e R"

y(t) / /

>y

a)

/

FIGURE I.8

Sachant que la non linéarité satisfait une condition de type secteur,
composante par composante, on aboutit ainsi au concept de stabilité ab-
solue (cf § I.4) permettant d'établir quelles conditions doit satis-

faire la partie linéaire H(p) pour que l'asservissement représenté
P P

(Fig. 1.8 - a) soit stable pour toutes les contre-réactions satisfai-

sant les conditions de type secteur décrites sur la figure I.8 - b.

Un changement de variable :

"

u(t) = u(t) + A.y(t)
y(t) = u(e) + B.y(t) (1.32)
AeR™® BeR™™; A = Diag (@;), B = Diag (8,)

équivalente suivante :

L ~
W
.i(y)

transforme 1'asservissement initial (Fig. I.8 - a & b) sous la forme
0 +~ u(t)

ﬁ(p) y(t) {;//
T v(.)

H(p) = (I+B.H(p))(1+A.H(p))—1 / // L =~
¥ / b)

FIGURE I.9
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La non linéarité transformée Y¥(.) doit alors satisfaire une condi-

tion standard de positivité composante 3 composante
y;-¥:. 3 20 Yi=1, ..., n (1.33)

permettant ainsi d'établir des conditions standard sur la partie linéaire
H(p) assurant la stabilité absolue de l'asservissement représenté ci-

dessus (Fig. 9). Il s'agit alors du critére du cercle /Faure & al, 1979/

En généralisant ce probléme de stabilité absolue, Popov /Popov, 1973/

/Faure & al, 1979/ a introduit le concept d'hyperstabilité de la manidre sui-

vante :

Etant donné un systéme dynamique d'entrée u(t) et de sortie y(t)
(y(r) € R™ ; u(t) e R™, on dit que c'est un bloc (asymptotiquement)

erstable s'il est (asymptotiquement) stable pour toute commande uf(t)
ymp q j2

satisfaisant la relation suivante (I.34) dite "inégalité de Popov"

[ u(t) = - w(t)
. , o2
] 3«(0 eR ;¥VteT; n(e »t) 2 =y, (1.34)
t o7 T
n(e .0 4 f (@) y (@) +y () wla)) da
L t
o]

On peut interpréter l'inégalité de Popov dans le cas monovariable

(m=1) en constatant que l'intégrale

t
f w(a).y(a).do (I1.35)
t

o)
ne peut &tre bornée inférieurement que si la condition :
w(t).y(t) 20 ee e ,+e=l (1.36)

est '"dominante" 1le long des mouvements du systeme.
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Nous retrouvons ainsi, en moyenne, la condition de positivité (I.33)

envisagée pour les rétro~actions par non linédarités statiques.

Il convient 2 ce niveau de préciser les définitions et les princi-

paux résultats de cette approche de stabilité des systémes non linéaires.:

1.5.7.1 - Définition_1_: Bloc linéaire hyperstable

Le systeme représenté par l'équation d'état suivante d'ordre mini-
mal (I.37)

D (x(t)) = A.x(t) + B.u(t)

[}

y(t) = C.x(t) + D.u(t) (1.37)

x(t) e " 5 u® e %5 y() e R®
a) est hyperstable :

si il existe § > 0 telle que
pour toute constante Y > 0 et pour toute entrée u(t) satisfaisant
1'inégalité de Popov (I.34)
2
. 2 -
VeeT:nle ,0) 2=y,

les trajectoires du systéme (I.37) satisfont 1'inégalité suivante
YeeT: ||x(e)] s 6.(Hx(to)]] +Y,) (1.38)
b) est asymptotiquement hyperstable

si il est hyperstable et si

lim x(t) =0

t—‘rw

L'intérét de cette définition réside dans le fait que 1'on peut
caractériser aisément les blocs linéaires hyperstables et asymptotique-—

ment hyperstables décrits sous forme opérationnelle ou d'état.
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Nous restreignant & 1'hyperstabilité asymptotique, un systeme 1i-
néaire stationnaire est asymptotiquement hyperstable si et seulement

si il est strictement réel positif au sens des définitions suivantes :

1.5.7.2-Criteres de stricte-positivité d'un systéme linéaire

Le systéme décrit par la fonction de transfert H(p) ou par la repré-

sentation d'état minimale :

Ax + Bu

"o
[}

xeR ; ueR®; y eR® (1.39)
Cx +Du

<
it

est strictement réel positif si et' seulement si l'une des deux conditions

suivantes (I.40 - a) et/ou (I.40 - b) est satisfaite :

- Les parties réelles des pdles de H(p) sont strictement néga-
tives.
<:> (1.40)
. T, . . .. P
-YweR ; H(jw) + H (~-jw) est une matrice hermitienne définie

positive.

Les parties réelles des valeurs propres de A sont inférieures

3 une wvaleur u < 0.

B! -JpeR™™ ;p=2 ;P50 (1.40)
.
—P@A-pl) - (a-pD P ; cl-PB
. tq 20
’ C"BTP ; D'+DT

1.5.7.3 - Propriétés fondamentales des systémes hyperstables

Les définitions et théorémes précédents ne conférent pas, & premiére

vue, un caractére tres pragmatique a la théorie de 1'hyperstabilité,

La puissance de cette méthodologie provient de la proposition sui-

vante d'expression trés simple.
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Propriété fondamentale des blocs hyperstables :

TOUTE COMBINAISON EN PARALLELE (cf. Fig. I.10-a) OU EN CONTRE-REACTION
(cf. Fig. I.10-b) DE BLOCS HYPERSTABLES EST HYPERSTABLE.

N N
u, () v, () [ u, (t) vy, () N
: ! sy - | ule)  Hy | HS1 |1 Ly(t)
ao! | () , \F |
| | l !
HS2 | HS2
: uz(t) y2(t) | | yz(t) uz(t) :
a) b)

FIGURE I.10

L'analyse de la stabilité d'un systéme non linéaire provient alors

directement de ces propriétés en suivant la démarche suivante

1) On décompose le systéme étudié en blocs élémentaires arran-~

gés en paralléle ou en contre-réaction.

2) On caractérise l'hyperstabilité (asymptotique) des blocs

linéaires.

3) On vérifie que les blocs non linédaires satisfont 1'inéga-

1ité de Popov.

Les propriétés de stabilité du systéme global sont alors issues

de ses propriétés d'hyperstabilité.

Comme dans le cas des méthodes issues du théoréme de Lyapunov et
de 1'utilisation de normes vectorielles, cette derniére démarche doit

N

étre envisagée de maniére critique quant 2 sa mise en ceuvre.

En effet, la démarche précédente donne des conditions suffisantes
de stabilité issues en derniére analyse du choix de la décomposition

d'un systéme a étudier en blocs élémentaires.
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Dans le quatriéme chapitre de ce mémoire, nous proposons de préci-
ser cette heuristique de décomposition & partir des structures remarqua-

bles de systémes non linéaires définies dans le second chapitre.

De cette maniére, l'utilisation de la méthodologie précédente en
trois points peut &tre abordée dans une optique de synth&se pour une

grande classe de processus en temps continu.

Aprés avoir établi (§ I.3) un lien entre la synthése d'asservis-
sement et la propriété de stabilité, nous avons défini (§ I.4) cette
propriété et rappelé (§ I.5) les principales méthodologies d'étude de

la stabilité.

Nous proposons maintenant de dégager les lignes directrices d'une

méthodologie de synthése & partir d'une revue bibliographique.

I.6 — SYNTHESE DE SYSTEMES ASSERVIS : METHODES ET PRINCIPES

La conception d'asservissements est une opération créative dont
la base de connaissances devrait, en toute rigueur, intégrer tout le

savoir faire élaboré dans la modélisation et 1'analyse des processus.

Dans cette section, nous proposons de passer en revue un ensemble
significatif de méthodes liées au probléme de la conception de lois de

commande de systémes dynamiques.

Les spécifications sous jacentes a un probléme de syntheése sont
aussi proches que possible de la réalité et on peut les résumer par

la liste suivante (S1), (S2), (83) :

(S1) Le modéle mathématique associé au processus pour 1l'étude de syn-
thése ne donne qu'une approximation du comportement de celui-ci.
Il conviendra donc de valider la loi de commande obtenue par uti-
lisation d'un modéle pour une large classe de modeles dont le com-—
portement entrée/sortie est voisin du modele qui a présidé a la

syntheése.
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On spécifie (cf Notations (I.18)) :

- les vecteurs d'entrées de commande (u" (t)) et de perturbation
(uP(t)) ainsi que les domaines auxquels ils appartiennent respec-
tivement (spécifications des saturations, par exemple).

- un vecteur de sortie y(t) comprenant les sorties contrdlées yc(t)
et les sorties non contrdlées.

En particulier, 1l'application d'une loi de commande par retour

d'état nécessite en général unestimateur d'état dynamique chargé de

reconstruire 1'état du processus a partir de ses sorties. On est
ainsi amené a considérer cet estimateur comme partie de la loi de

commande.

La structure d'un processus définie comme 1'interconnection d'un
ensemble de sous-processus peut atre telle que 1'échange d'infor-
mations entre les sous—processus soit difficile (songeons par exem-
ple au réseau européen d'énergie électrique).

Dans ce cas, on sera amené & imposer une structure de commande
décentralisée. Cette structure correspond i définir, pour chaque
sdus-systéme, une loi de commande élaborée & partir des seules in-
formations disponibles sur ce sous—systeme.

A 1l'inverse, quand on peut é€laborer les lois de commande de tous
les sous-systémes & partir de la totalité des mesures disponibles

sur le processus, on parlera de commande centralisée.

Les spécifications qui définissent 1'objectif de 1'asservissement

peuvent €tre scindées en deux niveaux (N1), (N2) :

(N1)

(N2)

Un premier probléme consiste & assigner des trajectoires nominales
aux sorties de l'asservissement comme par exemple dans le probléme
de régulation.

La trajectoire nominale est généralement explicitée sous la forme
d'une entrée de référence r(t) (dim(r(t)) =dim (yc(t)D ou d'une

classe d'entrées de références.

Lorsqu'une clas$e de solutions a pu &tre dégagée pour le premier
niveau, un deuxieéme probléme consiste alors & préciser la solution

cherchée par des spécifications de type dynamique.
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La stabilité résymptotiquéT de la trajectoire nominale constitue
alors une exigence minimale.

Par ailleurs, on peut souhaiter minimiser des critéres tels que
le temps de réponse (dliment spécifié) ou contraindre le taux de
dépassement transitoire en dessous d'une valeur donnée ou bien
méme juger la courbe résultant de la simulation de l'écart entre
la trajectoire nominale et la trajectoire dans des conditions

données.

Notre exposé envisage successivement les références qui traitent

de ces deux questions (N1) (N2).
Ces références concernent essentiellement les modéles linéaires
stationnaires de processus et nous concluerons chaque partie en notant

1'extension de ces méthodes au cas des processus non linéaires.

Enfin, nous dégagerons les grands traits communs aux méthodes de

synthése en conclusion.

I.6.1 - Méthodes de synthése relatives & un comportemert entrée - sortie

Structure d'une loi de commande

Dans cette étape, la loi de commande doit &tre telle que la sortie
y(t) d'un processus poursuive sans erreur permanente une classe spéci-
fiée d'entrées de référence r(t) et ceci indépendamment de 1'action
P

d'entrées de perturbation précisées par ailleurs.

Dans la cadre des modéles linéaires de procédé, le schéma unifi-
cateur de cette classe de méthode est le principe du modeéle interne

/Francis & Wonham, 1976/.

Ce principe est applicable dans la configuration suivante

(Fig. I.11)
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de perturbations et de références

Processus générateur des entrdes !
|
j

T
H
!

(ja\ y(£) M x(t)
;}———e Processus +

y(t)

Loi de commande le——ruu

FIGURE I.11

Les équations d'état correspondantes sont les suivantes

¢

%P = AP xP(e) + BI; xT(t) + Bg u®(t)
x5 = A" x ()
) y ) =ch (o) + ch x (o) .
y(&) = cf xP(e) + ¢} x"(t)
xS = a% x%(t) + B y(v)
x u“(e) = ¢ x%) + 0 y(r)

x (t) est 1'état d'un processus générateur des entrées de référence
(r(t)) et de perturbation

yc(t) est le vecteur composé de 1'ensemble des variables & contr8ler

y(t) est le vecteur de sortie du processus perturbé par les entrées
(cf Fig. I.11)

u®(t) est 1'entrée de commande générée a partir de y(t) par un compen-

., c ¢ ¢ _c
sateur linéaire (A™, B~, C, D).
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Le résultat essentiel est le suivant

- Poursuite

c , . ,
Le correcteur (AC, BC, CC, D) assure 1l'objectif de poursuite

lim (y©(t) -r(t)) =0
t [e0]

si : - 3(1 tg yc(t) = Q.y(t)

- le correcteur contient un modéle du processus géndra-
T :
teur de X (t) qui est contrélable par y(t) et obser-
vable par uS(t).

-~ Robustesse :

Si le correcteur a été calculé pour d=s matrices (Ap, Bp) du pro-
cessus, 1l existe un v0151nage V de (Ap Bp) tel gue tout proces-
sus décrit par (AP ’, Bp ) € V et contrélé par la méme 101 de com-

2
mande satisfait 1'objectif de régulation.

AAA

Ce principe est & priori peu contraignant. En particulier, il a
permis de mettre en évidence des méthodes de synthése de commande dé-
centralisée /Corfmat & Morse, 1976/ /Davison, 1976 -a,b/ /Ramakrishna &
Viswanadham, 1982/.

La généralisation de cette méthode au cas non linéaire est en
germe dans les travaux de Francis et Wonham /Francis & al, 1976/ ou la
robustesse de 1'asservissement vis a vis de la transformation du pro-
cessus initial (I.41) en un processus non linéaire (I.42) est abordée

de maniére locale par la premier théoreme de Lyapunov.

2P = AP <P+ PPy + B? x (t) + Bg uC(t)

lim (PN /]1<P1) = o (1.42)
<"1l ~0
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Une généralisation plus globale peut &tre trouvée dans /Doraiswami,
1981/. Le processus envisagé est de type Lur'e Postnikov avec des non
linéarités stationnaires. Cet auteur propose une méthode de synthése de
commande décentralisée sous réserve que les signaux définis comme la
sortie des non linéarités soumises aux entrées de référence et/ou de

perturbation soient rationnels.

Dans le cas des systémes de Lur'e Postnikov soumis 2 des entrées
de référence et de perturbations constantes, 1'étude de Grujié et Porter
/Porter & Grujil, 1980/ /Grujid, 1982, 1983 (a & d)/ étend trés large-
ment les travaux du linéaire en utilisant la notion de stabilité abso-
lue. On trouvera aussi dans la deuxiéme partie de ce mémoire (§ IT.1.1)

une autre interprétation de ce probléme.

I1.6.2 - Méthodes de synthése relatives aux comportements dynamiques

de 1'asservissement

Dans cette classe de méthodes, on suppose que le probléme de com-
mande a pu €tre ramené a un probleme de stabilité d'une famille de tra-
jectoires nominales. On étudie ainsi la convergence vers l'origine de
l'espace d'état de 1'écart entre les trajectoires possibles de 1'asser-

vissement et 1'une des trajectoires nominales.

La structure de la loi de commande étant supposée choisie de ma-
niere a répondre au premier niveau de spécification, on est amené
a préciser numériquement les éléments laissés libres a "1'intérieur de

celle~ci de maniére & stabiliser 1'asservissement.

Les méthodes de synthese du premier niveau (I.6.1) ont été développées de
maniere 3 définir une solution satisfaisant cette contrainte minimale

de stabilité /Sebakhy & Wonham, 1976/ /Davison & Ozgiiner, 1982/.

Dans le cas multivariable, on doit noter qu'on introduit
souvent le'découplage ou le quasi-découplage comme une spécification du
systéme asservi. Cette condition précise qu'une entrée de référence
affecte une sortie controlée et n'affecte que peu ou pas du tout

les autres sorties controlées.
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L'introduction du découplage dans une étude de synthése d'asser-
vissement consiste & ramener le probleme global a celui de la synthése
de tous les sous-systeémes non connectés puis de vérifier a postériori
que les interconnections sont suffisamment faibles pour que la stabi-
1ité de tous les sous~systemes implique celle de 1'asservissement:en—

tier qui est qualifié alors de diagonalement dominant.

/éiljak & Vukleviéd, 1976/ proposent une méthode de ce type dans
le cas linéaire. La notion de systeéme diagonalement dominant est détail-
1ée dans /Araki, 1978/ dans le cadre des systemes linéaires ou non, dé-

crits par des représentations d'état et/ou des relations entrée/sortie.

La notion de systéeme diagonalement dominant permet également une

synthése fréquentielle des systémes multivariables /Rosenbrock, 1974/.

Nous proposons a ce niveau, de présenter les méthodes fréquentielles
qui tiennent une place particuliére dans les méthodologies de synthése.
Nous aborderons ensuite le traitement de spécifications plus précises
que celles que nous avons considérées jusqu'ad présent (stabilité asymp-—

totique & découplage).

1.6.2.1 - Méthodes fréquentielles de_synthése

Ces méthodes ne prennent en compte que l'aspect dynamique de la
synthése, en considérant que la structure de la loi de commande a été

définie en amont de 1'étude.

Le champ typique d'application de ces méthodes est naturellement
la classe des systémes linéaires stationnaires en temps continu, mais
elle peut @tre étendue 3 la classe des systémes non linéaires de type
Lur'e Postnikov. La transformation homographique permet d4' etendre 1'ap-

1lcatlon de ces méthodes a des systeémes en temps discret.

Le théoreme central de stabilité sous jacent a ce type de synthese
est’ le critére de Nyquist auquel on ajoute des marges de stabilité telles
que la marge de gain, la marge de phase et une limitation du facteur de
résonance (nous laissons de cdté les notions de fréquences de résonance

et de coupure qui ne sont pas fondamentales dans cet exposé).
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Afin de montrer l'originalité de la méthodologie employée par rap-
port a la simple connaissance du critére de Nyquist, nous proposons d'a-
bord de détailler la méthode de 1'abaque de Black usuellement appliquée

aux systémes monovariables linéaires stationnaires.

1.6.2.1.1 - Méthode de synthése par utilisation de
1'abaque de Black :

La configuration typique envisagée pour la loi de commande est la

sulvante

r(t) y(t)
RC(p) FEE £ (o)

ne>

— <:>—~—H(p)

FIGURE I.12

F(p) représente le processus connu par son lieu de transfert,

k.RC(p) est la fonction de transfert de la loi de commande & spécifier,

RC(p) est construit & partir d'une base de réseaux correcteurs classiques
dont les fonctions de transfert sont normalisées,

k permet d'ajuster le gain scalaire de la chaine d'action.

L'abaque de Black permet, a partir de la donnée d'un nombre complexe
z décrit dans les coordonnées de Black, de lire le gain et la phase de

z / (1+z) dans un systéme de coordonnées curvilignes (cf Fig. I.13).

Annn

A NNITITHENINE

\
e

\
i

FIGURE I.13
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Ainsi, le tracé du lieu de Black de H(p) permet en surimposant
une abaque en papier calque, d'estimer d'un coup d'oeil la valeur du

facteur de résonance, la marge de gain et la marge de phase.

Nous proposons maintenant de montrer que l'utilisation de cette
technique comme outil de synthése est essentiellement liéde & 1'usage des

coordonnées de Black.

Considérons en effet l'introduction d'un réseau correcteur RC(p).
Le lieu de Black de RC(p).F(p) est aisément construit & partir des lieux

de Bode de RC(p) et de F(p)

{Lieu de Black de RC(p).F(p)}

f

{Lieux de Bode de RC(p).F(p)} = (I.43)

= {Lieux de Bode de RC(p)} + {Lieux de Bode de F(p)}

A 1'inverse, & partir d'une base de connaissance contenant les dif-
férents réseaux correcteurs classiques, leurs propriétés qualitatives
et leurs lieux asymptotiques de Bode, il est relativement aisé d'imagi-
ner la forme du lieu de Bode du réseau correcteur RC(p) & implanter pour
transformer le lieu de Black initial (celui de F(p)) en un lieu de Black
souhaité (celui de k.RC(p).F(p)) : il suffit en effet d'effectuer men-
talement une soustraction de lieux de Bode et de rapprocher la forme ob-—
tenue de celles des réseaux correcteurs connus. On a ainsi un guide qui

permet de proposer des réseaux correcteurs réalistes.

En conclusion, l'efficacité de la méthode de synthese utilisant
1'abaque de Black provient d'une bonne définition graphique des con-—
traintes de stabilité et de la simplicité de la transformation (I.43)

ui permet de passer du systéme '"initial'" au systéme corrigé.
p p y g

On notera de méme que la synthése du gain k de la chaine d'action
est immédiate. Cette méthode, comme 1'ensemble des méthodes fréquen-
tielles, donne une intuition graphique des transformations 2 appdfter
a un processus. La version plus britannique de cette méthode est celle
du lieu de Nyquist inverse qui donne aussi une base graphique a 1l'intui-

tion du concepteur.
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1.6,2.1.2 — Méthode du lieu de Nyquist inverse :

Considérons la configuration classique d'asservissements

= [ N
Processus :F(p)Lﬂr— é-—#R.C 1(p)‘f H(p) e
L i I | L____!
?

|
i
%

? ]
L—(:)(——-$Rc( ) e
'L____p_v k <—J
FIGURE I.14
Définissons : H(p) = F(p) . RC(p)
6(p) = (1+kF(p) . RC(p)) . F(p) . RC(p)
Fp) = F ' (p)
&) = ¢
i) = H ' (p)
on a
G(p) = F(p) + k.RC(p) (1.44)

La simplicité de la relation (I.44) reliant les fonctions de trans-—
fert inverse en boucle ouverte et en boucle fermée permet la synthése

du réseau correcteur k.RC(p).

Ainsi, lorsque le seul gain k fait 1l'objet de la synthése, il doit
8tre choisi tel que le nombre d'encerclements du point (-k) par le lieu
de Nyquist inverse de H(p) (i.e. le lieu de Nyquist de H(p)) assure la
stabilité du systeéme (I.44) par le théoréme de Nyquist.

Une base de connaissance similaire & celle nécessaire & la synthése

par abaque de Black permet 1'implémentation de réseaux correcteurs clas-

siques.

L'essence de cette méthode repose, encore une fois, sur la simpli-
cité de la transformation {boucle ouverte = boucle ferméel} (I.44). A
1'inverse de la méthode de Black, la définition de critéres concernant

le facteur de résonance (1ié au caractére oscillatoire des trajectoires
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du processus) et la pulsation de coupure (liée autemps de réponse) est

mal-aisée.

Par contre, on peut généraliser dans le cadre des systémes multi-

variables, 1l'utilisation des lieux de Nyquist inverses

I.6.2.1.3 - Généralisation de la méthode du lieu de
Nyquist inverse aux systémes multivariables
/Rosenbrock, 1974/ /Edmunds, 1979/

/Mac Farlane, 1979/ :

Cette méthode s'appuie sur la connaissance de la méthode corres-
pondante aux systémes monovariables. Le principe de la synthése consiste
alors a remarquer que l'on sait faire la synthese d'un systéme diagonal

composé de la mise en paralléle de systémes monovariables.

D'un point de vue pratique, on peut étendre cette interprétation
aux systémes diagonalement dominants. La synthése consiste alors & dé-
finir un pré-compensateur et un post-compensateur qui transforment le
systéme initial en systéme diagonalement dominant /Rosenbrock, 1974/

puis de faire la synthése de chaque boucle du systéme diagonal associé.

La configuration typique d'asservissements étudiée par cette méthode

est la suivante :

r(t) /7 ule) F(p) | y(t)

v 1
l ES S

dim (r(t)) =dim (y(t) K = Diag (ki)
FIGURE I.15

Dans cette configuration, toutes les parties dynamiques sont re-
présentées dans la chalne directe (en particulier les compensateurs

qui rendent F(p) diagonalement dominant).
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La robustesse de la commande est définie par la plage de varia-
tion admissible des gains ki (on peut en particulier s'assurer de la
stabilité de 1'asservissement lorsqu'une des boucles est ouverte par

accident).

Une matrice de transfert F(p) de dimension mXm est diagonalement
dominante si 1'ine ou l'autre des relations suivantes (I.45) est satis-

faite :

-1

Soit D un contour de Nyquist pour la fonction F(p) 4 F (p)
(
Vpel?
-~ m ~
Vi=1, ..., m IFii(p)l--ji1 IFij(p)I >0
9 71 (1.45)
ou
m -~
Yi=1, ..., m |Fii(p), —jil |Fji(p)| >0
\ i=i

On peut tester cette propriété graphiquement & partir des bandes

de Gershgorin définies comme l'enveloppe de la famille de cercles de

m m
centre Fii(p) et de rayon L ]?ij(p)l (ou I lei(p)I) lorsque p ba-
j:" ) j=1
=i =i
laie le contour D (cf Fig. I.16, /Rosenbrock, 1974/).

Fia. 3.15. Inverse Nyquist array-and Gershgorin bands for O = K, G, where G
is given by Fig. 3.14 and K, by equation (7.8).

FIGURE I.16
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Si, pour tout i, ces bandes excluent l'origine du plan complexe,

alors le systéme est diagonalement dominant.

L'utilisation des bandes de Gershgorin, de laméme maniére que les
lieux de Nyquist inverse dans le cas monovariable, constitue le support
graphique de mise en ceuvre de cette méthode de synthése. Il convient
toutefois de remarquer que les conditions de stabilité obtenues de cette
maniére sont seulement suffisantes et peuvent donc &tre restrictives
vis & vis des propriétés intrinséques de stabilité du processus. Par
contre, ces conditions suffisantes sont explicites graphiquement et cons-

tituent un guide pour la synthése.

Pour compléter ce résumé, on doit citer la notion de bandes d'Os-
trowski /Rosenbrock, 1974/ permettant, dans le cas des systémes diago-
nalement dominants, de mieux apprécier les propriétés intrinseques de

1'asservissement.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons d'expliciter les généra-
lisations des méthodes précédentes permettant de les appliquer aux pro-

cessus non linéaires.

1.6.2.1.4 - Extension au cas non lindaire des méthodes

fréquentielles :

Les techniques précédentes ont été développées en prenant en compte

la structure suivante :

r(t) y(t)

t F(p)

K(Y9t)

dim r(t) = dim y(t)

FIGURE I.17

K(y,t) est une matrice d'applications non linéaires.
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Dans le-cas de non linéarités stationnaires, des extensions de
la méthode du premier harmonique ont été proposées /Gray & Taylor, 1979/

/Gray & Janabi, 1976/.

En dehors du fait que les résultats issus de la méthode du premier harmonique
n'ont qu'une valeur qualitative, un inconvénient majeur de ces méthodes
réside dans la complexité des diagrammes qui servent de support 2 la
synthése. Cette complexité laisse planer un doute quant a 1'utilisation

de ces diagrammes comme support a 1'intuition.

Enfin, en présence de non linéarités quelconques K(y,t), 1'utili-
sation du critére de cercle permet /Rosenbrock, 1973/ une généralisation
aisée des méthodes fréquentielles multivariables. Le critére du cercle
généralise alors le critére de Nyquist utilisé dans la synthése de sys-—

témes multivariables lindaires par une approche friquentielle.

1.6.2.1.5 - Conclusion relative aux méthodes fréquentielles

de syntheése :

Dans ces techniques, les spécificationms et les caractéristiques du
systeme sont décrites sous forme graphique. Ceci permet de donner une
base concréte a l'intuition du concepteur. Un probléme multivariable
est ramené & un ensemble de problémes monovariables en utilisant la no-

tion de systéme diagonalement dominant.
Enfin, la synthése monovariable est facilitée par la simplicité
des relations permettant de tracer les caractéristiques d'un asservis-

sement proposé a partir de celles du systeéme initial.

I1.6.3 - Méthodes de synthese relatives a des spécifications complé-

mentaires

Le critere essentiel considéré jusqu'a présent est celui de la
stabilité asymptotique des trajectoires nominales de 1l'asservissement.

Le critére constitue & 1l'évidence une exigence minimale.

La notion de découplage introduite dans le cas multivariable est

un artifice pratique pour mener & bien cette étude de stabilité.
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Les spécifications d'une synthése d'asservissement sont en général
plus nombreuses. Celles ci peuvent &€tre d'ordre graphique (propriétés
des réponses temporelles ou fréquentielles de 1'asservissement) ou nu-
mérique (minimisation d'ume fonctionnelle, localisation de pdles), ou
méme concerner la structure de 1'asservissement (décentralisation d'un

ensemble de sous-systémes).

Le choix des critéres de spécification est un point essentiel dans
la conception. Néanmmoins, nous ne développerons pas ce point dans la

mesure ou il est intrinséque & chaque étude pratique.

Nous proposons plus modestement de passer en revue quelques criteéres

fréquemment rencontrés dans les problémes de synthése.

1.6.3.1 - Localisation de pdles d'un systeme_linéaire

Cette démarche différe de la détermination analytique d'une loi de
commande par placement de pdles, dans la mesure ol on restreint la re-
cherche des lois de commande a des structures plus simples que celles

conduisant au placement de pdles (estimateur + retour d'état).

Dans ce cas, la structure de loi de commande étant proposée i priori,
n
la synthése consiste i déterminer une valeur P du vecteur p € R P de
gains ajustables dans la structure, telle que les pdles de 1l'asservisse-

ment appartiennent 4 un domaine D fixé du plan complexe.

Dans ce cadre, on peut citer /Sirisena & Choi, 1975/. Ces auteurs
spécifient un domaine admissible du plan complexe gauche sous la forme

analytique suivante :
D={zel; o+jw 4 z ;3 h(o,w) £ 0 ; h de classe C1}

Pour une valeur donnée P des gains ajustables, ils calculent le

critére suivant :
J(p.) =X h(o.., w.. -A..éo..+jw..)
i i3 i3 7 Tij ij ij

la sommation s'effectue sur les pdles Aij de 1'asservissement

qui n'appartiennent pas a D
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Par utilisation de la sensibilité des valeurs propres d'une matrice
par rapport & ses coefficients, ils proposent alors de définir une di-~
rection de plus grande pente dans l'espace‘lRnp des parametres ajustables
de maniére 2 minimiser le critére J(p) par un algorithme de type gra-

dient.

Cette méthode ne fournit pas obligatoirement une solution pour un
choix quelconque de structure mais elle est avantageuse lorsque le vec-

teur p de gains ajustables est de grande dimension.

Dans un esprit différent, la localisation des pdles d'un asservis-—
sement linéaire en temps discret a été proposée par fAckermann, 1981/.
L'auteur propose alors de définir une approximation sous forme polyé-
drique des domaines dans 1l'espace des paramétres correspondants i des

localisations judicieuses des pdles.

I1.6.3.2 ~ Critéres de tiges fonctionnels

Ces critéres sont issus de la théorie de la commande optimale et

le plus usuel est le critére quadratique suivant :

J =J xT(t) Q x(t) + uT(t) Ru(t) dt 020 ; R>0 (I.46)
t

(e}

~On sait qu'il existe une solution centralisée de type retour d'état

au probléme de commande optimale associée & J. Par contre :

- cette solution n'est pas toujours acceptable et on est parfois
conduit & contraindre la complexité de la structure de la loi de com-

mande,

- les matrices Q et R intervenant dans le critére n'ont pas toujours
de signification physique précise et constituent elles-mémes des parame-

tres ajustables dans la loi de commande.

/Geromel & Bernussou, 1979/ envisagent une commande optimale rela-
tive a un critére quadratique (I.46) pour un systéme composé de 1'inter—
connexion de sous—-systémes ol les seules rétro—actions autorisées le sont

au niveau de chacun des sous-systemes.
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Avec cette contrainte, il n'existe pas de solution analytique au
probléme posé et les auteurs proposent de résoudre le probleme par une
méthode itérative de type gradient. Cette approche est reprise et géné-
ralisée dans /Guardabasi & al, 1981, 1982/ /Locatelli & al, 1981/
/Maffezzoni & Parigi, 1979/.

Le critére proposé par ces auteurs est de type quadratique et in-
corpore un terme contenant l'erreur (sortie contrdlée - entrée de réfé-
rence) ainsi qu'un autre dépendant de la dérivée de la loi de commande

qui concernent tous deux des spécifications pratiques.

La structure de la loi de commande peut &tre choisie arbitrairement.
Les auteurs proposent un systeme complet de C.A.Q. permettant une opti-
misation du critérg dans 1'espace des parametres ajustables en explici-
tant, encore une fois, le calcul du gradient du critére. Ce logiciel per-
met 3 priori de traiter tous les problémes linéaires correspondant au
choix & priori d'une fonctionnelle quadratique ainsi que d'une struc-

ture arbitraire de la loi de commande.

L'utilisation fréquente, dans un processus de synthése, de mini-
misations basées sur l'utilisation de gradients a, par ailleurs, motivé
des travaux concernant la structure d'un logiciel suffisamment souple
pour traiter par ce biais de nombreux problémes de synthese /H6ffler,

1981/.

Dans une optique distincte, la commande optimale avec critére qua-
dratique a été abordée du point de vue de la robustesse de l'asservis-—
sement constitué vis 3 vis de perturbations dans les paiamétres des ma-
trices qui décrivent le processus linéaire envisagé et/ou de perturba-
tions intervenant dans les rétro-—actioms /Wong & Athans, 1977/ /Savonov

& Athans, 1977/ /Bourles & Mercier, 1982/.

En dehors de la mise en paralléle des propriétés de robustesse de
la commande linéaire quadratique, avec les notions classiques de marges
de gain et de phase, on a pu mettre en évidence le lien existant entre
les domaines de stabilité dans l'espace des perturbations admissibles

et le choix des matrices de pondérations Q et R (I.46) /Wong & al, 1978/.



- 55 =

Cette derniére caractérisation permet, en conséquence, a partir de
la donnée d'un ensemble admissible de perturbations, de fixer des ma-

trices Q et R (I.46) fixant la loi de commande optimale.

Dans la méme lignée, la commande optimale 2 critére quadratique
a pu étre utilisée /Moreigne, 1982/ comme un outil permettant la loca-
lisation de pSles d'un systéme multivariable en utilisant les matrices
de pondération Q et R (I.46) comme des paramétres et en utilisant une
technique de gradient voisine de celle développée dans /Sirisena & Choi,

1975/.

Dans le cas des systémes non linéaires, /Savonov & Athans, 1977/
ont envisagé les systeémes de Lur'e Postnikov comme des systéme linéaires
soumis a des perturbations dans leurs organes de commande. Les résultats
de robustesse obtenus valident ainsi la commande optimale avec critére

quadratique pour ce type de processus.

D'un point de vue moins général, /Taniguchi & Yamashita, 1980/ va-
lident la commande optimale 3 critére quadratique dans le cas d'une é-
quation d'état non lindaire du second ordre en exprimant la stabilité
de la trajectoire nominale du processus étudié par une fonction de Lya-
punov de type quadratique plus intégrale /Lur'e, 1951/ construite & par-
tir des équations d'optimalité et des caractéristiques non linéaires du

processus.

I.6.4 - Quelques réflexions méthodologiques concernant la synthese

de systémes asservis

I.6.4.1 - Structure et gains ajustables

Les données initiales d'un probléme de synthése d'asservissement
spécifient généralement les trajectoires nominales souhaitées pour la
sortie du systéme ainsi que la liste des entrées de commande et des

sorties mesurables sur le processus.

Ce cahier des charges permet alors de chercher une partie de la
structure de la loi de commande qui permette d'obtenir la trajectoire
nominale souhaitée (en appliquant le principe du modele interme par

exemple).
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Un autre élément fixant la structure de la loi de commande est cons-—
titué par les informations disponibles sur le processus ainsi que la spé-
cification du réseau d'informations (les sorties d'un sous-systéme peu-

vent-elles @&tre raisonablement transmises & un autre sous-systéme ?).

A la fin de cette phase de synthése, le probléme initial de commande
est ramené 3 un probléme dynamique de stabilité d'une trajectoire nomi-

nale.

Dans la structure & contre-réaction envisagée alors sont explici-
tées les entrées et les sorties accessibles sur le processus ainsi que
certains éléments de la structure de la loi de commande. La deuxiéme
phase de synthése consiste a expliciter numériquement les gains (sca-

., .

laires ou opérationnels) qui ne sont pas encore spécifiés & ce niveau.

Cette étape permet de spécifier finement le comportement attendu
de 1'asservissement au~deld de 1'exigence minimale de stabilité asymp-

totique de la trajectoire nominale.

Le choix d'un critére doit s'établir selon un compromis entre les
spécificités pratiques du probléme traité et la base de connaissance du
concepteur qui lui permet d'exprimer concréetement le critére choisi en

fonction du modéle mathématique retenu pour décrire le processus.

1.6.4.3 -~ Analyse, synthése, conception

En reprenant les définitions de /Rosenbrock, 1974/, l'analyse d'un
asservissement correspond i 1'évaluation d'un critére donné lorsque 1'as-

servissement est complétement spécifié.

La synthése et/ou la conception d'asservissements est alors 1'opé-
ration inverse ol il s'agit de constituer un asservissement de maniére

4 ce qu'un ou plusieurs criteres satisfassent des propriétés données.

Notons qu'il existe des problémes suffisamment bien définis pour
n'admettre qu'une solution comme dans le cas de la commande optimale

a4 critére quadratique sans contraintes sur la structure de la loi de
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commande. Mais, en général, les problémes d'asservissement sont spéci-
fiés de maniere assez floue. Dans ce cas, la prise en compte de con-
traintes supplémentaires a4 celles exprimées dans le cahier des charges
initial est un moyen pour obtenir ume solution au probléme. La modifi-
cation des contraintes supplémentaires permet ainsi de balayer différents

types de solutiomns.

Aprés avoir marqué la distinction entre l'analyse et la synthése
d'un asservissement, nous proposons de mettre en évidence le lien qui
les unit. Il convient en effet de remarquer qu'une loi de commande is—
sue d'un processus de synthése doit, en derniére instance, €tre validée
par un théoréeme d'analyse. Cette remarque nous permet dans la suite, de

proposer un schéma général pour les études de syntheése.

1.6.4.4 - Schéma général d'une étude de synthese /

Spécificités d'un critére d'analyse utilisable dans

une méthode de synthése

Considérons un asservissement A(p) ou p est un descripteur des
parametres de la loi de commande qui fait 1'objet de la synthése. On
suppose a priori que A(p) est représenté par un processus évoluant en
régime libre, la synthése consiste alors 3 affecter une valeur P au
descripteur p, de maniére & garantir la stabilité asymptotique de 1'o-
rigine des trajectoires de A(P) et i satisfaire des critéres addition-
nels tels que la localisation des pdles de l'asservissement ou la mini-
misation d'une fonctionnelle donnée. L'évaluation de ces paramétres

pour 1'asservissement A(P) est essentiellement une étude d'analyse.
On peut donc énoncer la régle suivante :

La synthése d'asservissement est, de maniére Iintrinséque,

itérative et/ou intéractive.

et le processus de synthése peut €tre représenté par le synoptique suyi-

vant (Fig. 1.8) :



- 58 -

Calcul du critere
gﬁPlXSE d'analyse*

Proposition de SYNTHESE

on ité
valeurs des € - — - = = - = Qr tgre FIN
gains ajustables satisfalsant

m -~

i ~

1 e

i ~

|

Choix d'une méthode*
-~~~ d'analyse des propriétés
du systeme étudié

Définition du
systéme étudié

*# D'un point de vue terminologique, on distingue la méthode
d'analyse (généralement un théoréme) du critére d'amalyse
gui est un résultat évalué en appliquant laméthode d'ana-
lyse au systéme. Par exemple, le couple (marge de gain,
marge de phase) est un critére déduit de 1l'application de

la méthode de Nyquist & un systéme linéaire monovariable.
FIGURE 1.18

Dans ce schéma, les fléeches en trait plein correspondent aux phases
d'analyse que 1l'on peut facilement mettre en ceuvre. Par contre, les
fléches en trait discontinu correspondent 2 une prise de décision qui
consiste a proposer, en fonction des résultats déduits lors d'analyses
précédentes, une nouvelle valeur des gains ajustables qui tend a amé--
liorer la valeur du critére calculé lors de la phase d'analyse ulté-

rieure.

Cette derniére opération est difficilement automatisable et doit,
en général, faire intervenir un concepteur dont la base de commaissance

est plus étendue que celle des systémes numériques actuels.

Pour autoriser cette intéractivité, toute méthode d'analyse doit

fournir les résultats suivants :
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- un critére graphique ou numérique caractérisant les propriétés

du systeme,

- un guide permettant de proposer un nouveau réglage des parameétres
ajustables allant dans le sens d'une amélioration du critere gra-

phique ou numérique calculé au pas précédent.

Pour bienm marquer ce point, considérons le cas trivial des processus

lindaires stationnaires rationnels monovariables.

Les méthodes de Nyquist et de Routh sont complétement équivalentes
dans leurs résultats d'analyse de la stabilité asymptotique d'un sys-
téme. Néanmoins, le critére issu de la méthode de Nyquist est fréquem-
ment utilisé en synthése et celui de la méthode de Routh l'est trés ra-

rement . /Fortman, 1973/ constitue en ce sens une exception.

En effet, l'analyse des changements de signe des éléments de la
premiére colonne du tableau de Routh ne donne aucune indication pour
améliorer les propriétés de 1'asservissement, c'est-a-dire pour que les

é1éments de cette premiére colonne soient tous de méme signe.

A 1l'inverse, l'examen des lieux de transfert dans le cas des mé-
thodes fréquentielles donne un support concret pour améliorer les ca-
ractéristiques du systéme étudié. De méme, le calcul des sensibilités
des pOles d'un asservissement permet d'améliorer la localisation des

pdles d'un asservissement.

Cette remarque essentielle étant faite, nous proposons maintenant
d'envisager le probléme de synthése des systémes non lindaires pour en
dégager les spécificités qui le rendent i priori beaucoup plus délicat
que dans le cas généralement envisagé des systémes linéaires station-

naires.

e e o e e o e a4 i e e A e e e o S e i . e i Sy e S ot o et T A o e S i i . P St e

des processus_a contrdler

Si 1'on s'intéresse au probléme de la syntheése d'une loi de commande

stabilisante, une difficulté majeure apparalt dans 1'application de la
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procédure précédente (Fig. I.18) a des processus non linéaires. Celle
ci réside essentiellement dans la non unicité des outils d'analyse de

la stabilité mais surtout dans la non équivalence de leurs résultats.

A 1'inverse des systémes linéaires stationnaires pour lesquels on
dispose & priori d'une condition nécessaire et suffisante de stabilité
asymptotique, 1'analyse d'un méme processus non linéaire par un outil
ou par un autre, peut conduire 3 des résultats divers étant donné que

les conditions de stabilité obtenues ne sont en général que suffisantes.

I1 convient donc, a ce niveau, d'intégrer dans la recherche ité-
rative des paramétres d'une loi de commande, une procédure d'optimisa-—
tion de la méthode d'analyse de la stabilité conjointement a la procé-

dure d'optimisation des paramétres ajustables de la loi de commande.

Cette "optimisation" du choix de 1améthode d'analyse de la stabi-
1ité n'a évidemment de sens que dans le cas des systémes non linéaires

et/ou non stationnaires.

D'un point de vue pratique, ce choix ne peut s'opérer qu'a 1'inté-
rieur d'un ensemble cohérent de méthodes d'analyse de la stabilité.
Dans la suite de ce mémoire, nous proposons la définition de méthodes
de synthése basée sur la théorie de 1'hyperstabilité et les méthodes
d'analyse de la stabilité déduites des techniques d'agrégation par nor-

mes vectorielles.



CONCLUSION

Cette premiére partie nous a permis de préciser l'optique dans la-
quelle nous envisageons la synthése d'asservissement ainsi que la classe

de modéles de processus que nous proposons d'étudier.

Nous avons de méme rappelé les méthodes d'analyse de stabilité aux-

quelles nous nous référons dans la suite.

Apreés avoir défini, a partir d'une revue bibliographique, les prin-
cipales caractéristiques d'une méthode de synthése d'asservissement,
nous proposons, dans la suite de 1l'exposé, de développer des méthodes

originales de synthése applicables aux processus étudiés.






- 63 -

ANNEXE T.1

FORMATION D'UN SYSTEME DE COMPARAISON
CALCULEXPLICITE DE MATRICES PSEUDO~MAJORANTES

Nous rappelons dans cette annexe, les formules qui permettent d'as-
socier, a partir d'un processus non linéaire en régime libre d'équation
(A-1.1) et du choix d'une norme vectorielle (A-1.2), un systéme de
comparaison (A-1.3) satisfaisant 1'inégalité (A=~ 1.4) le long des tra-

jectoires du systeéeme (A-1.1).
Processus

D(x(t)) = A(t,x(t),uP(t)).x(t) (A-1.1)
teT =t ,+=[
xeScRk?

WP(t) ¢ PcR®

]
"

x(t )
o
La norme vectorielle

p:IRn->1R$ k

A
=]

(A-1.2)
est définie a partir des régles de constructions suivantes
-{S. ;1 =1, ..., k} note un recouvrement de S.

-V¥xeS§, PS (x) € Si désigne la projection dans Si de x.
i

_vl

1, «o., k VxesS

p.(x) = n. (P, (x)) ol n, note une norme de S..
i i Si i i
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Le systeme

D(z(t)) = M(p,t,x(t),uP(£)).z(t) (A=1.3)

z(t) e R

+

z(to) = p(x(to))

est un systéme de comparaison du processus (A-1.1) dans le sens ol 1'iné-

galité suivante (A-1.4) est satisfaite

Vtz2 £, z(t) 2 p(x(t)) (A-1.4)

Nous proposons & ce niveau de distinguer les systémes en temps con-
tinu des systémes en temps discret pour expliciter la formation des ma-

trices de régime libre du systéme de comparaison.

Pour chacun des cas, nous rappellerons l'expression des matrices

pseudo-majorantes déduites des normes vectorielles usuelles.

1 - Systémes en temps continu

Dans ce cas, la matrice M(p,t,x,up) (A-1.2) est dite pseudo majo-

rante et est définie par

’

M(p,t,x,uf) = {mij(t,x,up)}
Yi=1, ...,k
gradT (p(PS'(yD).PS'(A(t,x,up).PS (y))
mii(t,x,up) = Sup = = =
< vyeS pi(y)
(A-1.5)
Vi=1, ...,k;j=i
grad’ (p(Pg (y).Pg (A(t,x,uP).Pg (y))
mi.(t,x,up) = Max 10, Sup = * ]
\ ] yeS pj(y)

On peut naturellement définir des matrices pseudo-majorantes M

constantes en les définissant & partir des précédentes (A-1.5) par
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Vi=1, ..., k Vi=1, ..., k
(A-1.6)

8
i

. = Sup {m..(t,x,uP)}
B xes M

teT

uPeP

Afin d'illustrer ces définitions, nous proposons maintenant d'ex-
pliciter les matrices pseudo-majorantes (A-1.5) dans le cas des normes

vectorielles issues des normes usuelles.

Afin d'introduire les méthodes que nous développons, nous considé-
P . no, . R
rons dans ces définitions un vecteur état y(t) € € équivalent a un vec-

, n
teur état x(t) € R,

Nous considérons un partitionnement du vecteur état y(t) sous la

forme suivante (A~1.7)

[T T T T n
y (&) = [yj(®) 55,5 .. 5y]el

dim (y,(e)) = k(i)

. . v s c s .
2 Ki désigne 1'ensemble d'indice associé a y; ¢ (A-1.7)

R, = {1, ..., k(1)}
i-1 i
K. ={1+ T (@) ... T (k)D}
1 - . ]
L j=1 =1

Norme vectorielle déduite de la norme du max :

Elle est définie a partir du partitionnement (A-1.7) par les re-

lations

1/2}

Vi=1, ...,k | pi(y) = Max {[yjl = (yj.yj) (A-1.8)

] EKi

La matrice pseudo-majorante s'exprime alors sous la forme suivante,

directement 2 partir de la matrice de régime libre initiale (A-1.1) :
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CAle,x,dP) = {a.. (t,x,uP)}
1]

m.(t,x,u’) =Max {R(a () + T fa_ (|}
11 e em
eeKi mGKi

mEe (A-1.9)

mi.(t,x,up) =Max { I laem(.)I}
] e€K; mek,

Norme vectorielle déduite de la norme duale de la norme du Max :

Celle-ci est définie par :

¥i=1, ...,k p.(y) = L ly.] (A-1.10)
t jeKi J

La matrice pseudo-majorante associde a A(.) (A-1.1) posséde alors

une expression (A-1.11) voisine de la précédente (A-1.9).

mii(t,x,up) Max ‘ﬁm(aee(.) + I |aem(.)l}

e ek. meK.
i 1
m*e
(A-1.11)
m . (t,x,uP) =Max { I Ja_ ()]}
ij em
LS me K. e eK.
1#] 3 1
Norme vectorielle déduite de_la_norme euclidienne
Son expression est la suivante
Vi=1, ...,k
NV (A-1.12)
Pi M yi.yi

la matrice pseudo-majorante associée s'exprime alors par les équa-

tions suivantes :
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mii(t,x,up) = Max {R(aee(.) +%— I lame(.) +aem(.)[}

eeK. me€ K.
i 1

Z me (A-1.13)

m, . (t,x,uP) =1 {Max { 3 la ()|} + Max z la ()]}
1 2 em em
L.? meK, e€K, eeK. mek,
1#] k| 1 1 hi

2 - Systémes en temps discret

Dans ce cas, la matrice de régime libre M(t,x,up) du systéme de

comparaison est 3 éléments positifs.

Son expression, & partir de la norme vectorielle p (A-1.2) est

donnée par les identités suivantes

Yi=1, ...,k Yi=1 ..,k
: P
< pi (PS'(F-(t,X,u )‘PS_(y)> (A"1.14)
mi.(t,x,up) = Sup - :

Cette définition formelle peut, comme dans le cas des systémes en
temps continu, &tre illustrée dans le cas des normes vectorielles usu-
elles (A-1.7) (A~-1.8) (A-1.10) (A-1.12).

Nous ne rappellerons que celle associde & la norme vectorielle dé-

duite de la norme du Max (A-1.7) (A-1.8).
La matrice M(q,t,x,up) s'écrit alors

Vi:?, ..-,k V'j:’l’ ...’k
m,. () = Max { % |aem(t,x,up)|} (A-1.15)
eeKi meEK,.

J

En conclusion, il convient de noter que les expressioms (A-1.5)...
(A-1.14) correspondent aux matrices de régime libre minimales du systéeme

de comparaison.



- 68 =

En effet, on peut obtenir un autre systéme de comparaison en ra-
joutant aux matrices définies par (A-1.5) (A-1.14) une matrice (éven-

-

tuellement non constante) a éléments non négatifs.

On aboutit alors a une majoration plus dure qul peut toutefois &tre

utile.
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ANNEXE I.2

DEFINITIONS FORMELLES RELATIVES A LA STABILITE

Les notions classiques de stabilité /Hahm, 1967/ /Lasalle & Lefs-
chetz, 1961/ ont été introduites relativement a des systémes d'équation

d'état
D(x(t)) = £(x(t),t) (A-2.1)
pour lesquels la trajectoire mnominale envisagée est : x(t) = 0.

Seules des variations de conditions initiales (co ,x(to)) sont alors

cause de perturbations des trajectoires du systéme (A-2.1).

Les définitions originales relatives i la stabilité n'envisagent
donc que ces éléments de perturbation des trajectoires d'un systéme

non linéaire.

Nous proposons d'abord de les rappeler (Définitioms 1, 2, 3 et 4)
puis de les étendre, de maniere naturelle pour prendre en compte les

entrées de perturbations (Définitions 2', 3' et 4'),

I1 convient de remarquer que nous restreignons ces définitions au

cas ou l'instant de départ t, est fixeé .

Définition 1 : Fonction de classe K au sens de Hahn

. . -+
La fonction scalaire 9(r) de R dans RT est de classe K au sens
de Hahn (9 € KH) /Hahn, 1967/ si et seulement si elle satisfait les

relations suivantés
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¢ est une application de R” dansR"
$(0) =0 : 6 e KH (a-2.2)

¢ est continue et strictement croissante

Définition 1' : Fonction de classe L au sens de Hahn

D'une maniére analogue, une fonction ¢ de classe L (0 € LH) /Hahn,

1967/ est caractérisée par les relations suivantes :

} ) + +

0 est une application de R dans R

0 est continue strictement décroissante : o0& LH (A-2.3)
lim o(s) =0

s-)-i-oo

Définition 2 : stabilité /Hahn, 1967/

Le mouvement x (t, xo) (1.25) solution du systéme suivant

D (x(t)) = f (t, x(t))
x(t ) € Sc Rr™ (4=2.4)
Ve t, x(t) € S

est stable s'il existe une fonction ¢ de classe K au sens de Hahn par

rapport & l'écart des conditions initiales et telle que :

Il existe un voisinage So de 0 inclus dans S tel que :

onéSO;VteT; (A-2.5)

Ixteax )l 5 6 lx, D
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Définition 3 : Attractivité /Hahn, 1967/

Le mouvement x (t,x ) solution du systéme (A-2.1) est attrac-
o
tif s'il existe une fonction de classe L au sens de Hahn par rapport 2

t - tO et telle que :

I1 existe un voisinage So de 0 inclus dans S tel que :
’one SO;VtéT; (A-2.6)

!|x(t,xo)|| g0 (t-—to H xo)

Définition 4 : Stabilité asymptotique (vis a4 vis des conditions initiales)

Le mouvement x (t ,xo) solution du systéme (A-2.4) est asymp-
totiquement stable si et seulement si il est stable (Définitiom 2) et

attractif (Définition 3).

Considérons maintenant un systéme en régime libre décrit par 1'é-
quation suivante (A-2.7) ol 1'évolution de 1'état du systéme est pertur-
bée par des modifications des conditions initiales et par des entrées

de perturbations uP(t) & P ¢ (T - RP) .

D(x(t)) = A(t,x(t),uP(t)).x(t)

(A-2.7)
x(to) =X

La trajectoire de ce systéme est notée x(t,xo,up(f ; TSt)) et on

considére une trajectoire nominale ramenée 3 l'origine (x(t) Z0).

Nous proposons d'étendre les définitions précédentes (2, 3 et 4)

de maniere & prendre en compte l'effet des entrées de perturbations.

Définition 2' : Stabilité

Le point d'équilibre (x = 0) du systéme en régime libre suivant :

-
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D(x(t)) = A(t,x(t),uP(£)).x(t) (a-2.8)
est stable, s'il existe

-~ une fonction ¢ de classe K au sens de Hahn,
- un voisinage SO de 0 inclus dans S,

- un ouvert Po non vide inclus dans P.

tels que
. P
v x € So s VU () e Po
VeeT [x(e,x WPzl <o (lx [
Définition 3' : Attractivité

Le point d'équilibre (x = 0) du systéme (A-2.8) est attractif s'il

existe
- une fonction 0 de classe L au sens de Hahn,
- un voisinage So de 0 inclus dams S,
- un ouvert Po non vide inclus dans P.
tels que
A2 x € So
Pep
Y u e o
VeeT lx(t,x ,uP(Tse))|| <o ((e-t) 5 x)
"o o o
Définition 4' : Stabilité asymptotique

Le point d'équilibre x =0 du systéme (A-2.8) est asymptotiquement

stable s'il est stable et attractif.
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Définition 5 : Stabilité globale, stabilité asymptotique globale

Le caractére global des propriétés de stabilité introduites dans
les définitions 2, 3 et 4 caractérise le fait que le domaine d'attrac-
tion So de la trajectoire nominale dans l'espace des conditions initiales

est 1'espace d'état tout entier (S C'Rn).
La notion de globalité étendue aux définitions 2', 3' et 4' dénote
alors la robustesse des propriétés globales définies ci-dessus vis 2

vis d'un ensemble admissible Po': P d'entrées de perturbations.

Stabilité des systémes forcés :

Les définitions précédentes (2', 3' et 4') s'étendent sans aucun
probléme aux cas des trajectoires forcées pour lesquels la trajectoire
nominale n'est pas réduite 3 un point fixe (x=0). Il suffit alors de
caractériser l‘évo}ution dans le temps de la distance entre les vec-

teurs états de la trajectoire nominale et de la trajectoire perturbée.

En marge du propos de cette annexe, il convient néanmoins de remar-
quer que, si le concept de stabilité est inchangé, les méthodes d'analyse

correspondantes ne s'appliquent pas nécessairement de maniére directe.

Des notions telles que la stabilité entrée-bornée/sortie~bornée
/Zames, 1966/ ou bien la stabilité dynamique /Maiziéres et al, 1977/
et/ou la stabilité de mouvement sont donc apparues de maniere a établir
un lien entre les méthodes usuelles d'analyse de la stabilité et les

particularités des trajectoires forcées.

Le concept de stabilité entrée-bornée/sortie-bornée exprime que
1'on peut définir, pour un systéme d'entrée u (t € T) et de sortie y

(t € T), une relation de majoration de la forme suivante :

a>0,38@ >0;¥ceT,

{JJue) ! < a} = {i|y (¢, X, u (t ¢ t)] < B}E
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Cette notion est essentiellement destinée aux opérateurs décrivant

des comportements entrée -~ sortie /Zames, 1966 a-b/ /Lamnabi, 1980/.

Le concept de stabilité dynamique introduit dans la référence
/Maizidres et al, 1977/ conduit a définir une majoration de 1'écart
entre trajectoires forcées uniformément par rapport a un ensemble admis-

sible d'entrées de commande.
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PROPOSITION D'UNE METHODOLOGIE DE SYNTHESE D'ASSERVISSEMENT
DE PROCESSUS NON LINEAIRES LIEE A L'ANALYSE DE LA STABILITE
PAR UTILISATION DE NORMES VECTORIELLES

Dans cette section, nous abordons la synthése d'asservissement
sous l'angle de la stabilisation de 1'origine de 1'espace d'état
d'un systéme dynamique. Ce dernier représente a priori 1'évolution
dans 1'espace d'état de 1l'écart entre une trajectoire banale de 1'asser-
vissement et une trajectoire nominale satisfaisant & un premier niveau

des spécifications de synthése.

Nous sommes d'abord amenés a justifier cette approche, non triviale
dans le cas des processus non linéaires, a partir de 1'étude d'un pro-

bléme de régulation appliqué A un processus de Lur'e Postnikov,

Cet exemple permet d'illustrer comment un probléme initial de com~

mande peut @tre assimilé a un probléme de stabilité.

Nous abordons ensuite 1l'adaptation des méthodes d'analyse de la
stabilité par utilisation de normes vectorielles du point de vue de la
synthése d'asservissement. A ce niveau, nous sommes contraints de par-
ticulariser 1'exposé de la méthode aux processus en temps continu a la
seule fin de ne pas obscurcir les notations. L'adaptation aux processus
en temps discret de la méthodologie définie dans cette section, peut

s'effectuer d'une maniere directe explicitée en fin de chapitre (§ 11.7).

La méthode proposée est d'abord introduite & partir de la défini-

tion de systémes de comparaison lindaires stationnaires.

Nous définissons dans ce cas, & partir des travaux de Borne et Gen-—
tina, un critére numérique d'analyse de la stabilité ainsi que la ten-
dance d'évolution de ce dernier sous la forme d'une direction de plus

rande pente dans 1'espace des paramétres ajustables.
g P p P J
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Ces définitions sont ensuite généralisées dans le cadre des sys-
témes de comparaison non linéaires a partir de 1'adaptation d'un théo-

réme d'analyse de la stabilité /Gentina & al, 1979/.

Dans ce cadre, nous sommes amenés a étudier la formation, pour un
processus quelconque, d'une norme vectorielle qui conduise & un systéme
de comparaison pour lequel les conditions de stabilité sont les plus

larges possible.

Ce choix d'une norme vectorielle est abordé sous 1'angle du choix
d'une représentation du processus non linéaire étudié. On est ainsi con-
duit 2 introduire une classe de représentations originales des systémes
étudiés. Celles ci permettent de faciliter 1'étude de stabilité, en sim~

plifiant la procédure de calcul du critére numérique de stabilité,

La transformation d'un processus sous une forme remarquable est
explicitée en s'appuyant sur des structures de représentation analogues
a celles définies par /Luenberger, 1967/ dans le cadre des systémes li-

néaires stationnaires.

La méthode de synthése est alors explicitée a partir de deux formes
remarquables de représentation. La premiere, dite '"forme série' est due
2 1'auteur et la seconde, dite ''forme en fléche'" est extraite des tra-

vaux de Benrejeb et Borne.

IT.1 - SYNTHESE D'UN REGULATEUR POUR UN PROCESSUS DE TYPE LUR'E POSTNIKOV

Dans ce paragraphe, nous justifions notre approche de la synthése
d'asservissement sous l'angle de la stabilité. Cette derniére démarche
est d'un usage général dans le cas de processus linéaires pour lesquels
1'évolution d'une trajectoire quelconque et celle de 1'écart entre cette

trajectoire et une trajectoire nominale sont régies par les mémes équations.

Dans le cadre des processus non linéaires, cette transformation
d'un probleme de commande en un probléme de stabilité d'unm point d'équi-

libre ramené & l'origine n'est pas aussi triviale.



L'objet de cette partie n'est pas d'apporter une solution générale
a4 cette transformation, mais de 1'illustrer par un cas concret : la syn-

these d'un régulateur pour un processus de Lur'e Postnikov.

Aprés avoir posé le probléeme de régulation et précisé les notations
relatives aux processus envisagés, nous introduisons une structure de
loi de commande analogue a celles définies dans le cadre des processus
linéaires. Nous sommes alors amenés a chercher des trajectoires nominales
stationnaires. Lorsque celles ci existent, on pourra montrer que le pro-

bléme de régulation se raméne & un probléme de stabilité absolue.

IT.1.1 - Position du probléme

Considérons un processus non linéaire en temps continu. Soient :

yP(t) € R® 1a sortie
uc(t) € R® 1'entrée de commande (IT.1.1)

uP(t) € P c R™ 1'entrée de perturbations

L'objectif de synthese envisagé consiste a faire tendre le vecteur
sortie yp(t) vers un vecteur constant r choisi arbitrairement 3 1'in-
o e .. .
térieur d'un ensemble R ¢ R, et ceci indépendamment d'une entrée de

P

perturbation constante ug choisie arbitrairement dans P.

-

L'équation d'état du processus est la suivante (II.1.2) :

2 &Py =A% <P+ B £(e) + BD P
c p o
(I1.1.2)
yP(e) = g (cP xP(e))

En plus des notations précédentes (II.1.1), on pose :



,
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tel
xP € R™P désigne 1'état du processus
£ : R® > R®
. c c
Vi=1, ..., e fi(u ) = fi(ui)
g : R® +R®
. ~ (I1.1.3)
Vi=1, ..., e gi(y) = gi(yi)

Ap, Bz, Bg, c? sont des matrices de dimenmsions

appropriées

Le systéme linéaire décrit par le triplet (AP,BE, c?)

est supposé d'ordre minimal

r € R c R® désigne 1'objectif de poursuite de la sortie yP(t)

En étendant les résultats obtenus dans le cadre des systémes liné-

aires par le principe du modéle interne /Wonham, 1976/ /Davison, 1976/,

on est conduit a proposer une loi de commande dont la structure est la

suivante (II.1:4)

[ uS(e) = K1 z(t) + u'(t) + K, e(t)

) é% (z(t)) 4 e(t) 4 r, - yp(t)

z(t ) =0 (1I.1.4)
| 0

u'(t) est la sortie d'un compensateur linéaire défini par
[ 4 c c c

o= () = A% x%(e) + BS e(t)

{u'(r) = ¢t %)

xSt ) =0
o)

L'asservissement ainsi constitué est alors représenté par le schéma

bloc suivant (Fig. II.1)
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ug
BP
p
u(t) %P (t) y(t) vP (1)
£ 8P | f c? I g
C
AP
'uc(t)
z(t)
LIy
e(t)
+ je K2 L & -
u' (t) c r
X O
oc j 3¢
A,C
FIGURE II.1

Une premiére t3che consiste A caractériser une trajectoire nominale

de l'asservissement qui satisfasse l'objectif de régulation

p . P - =
v r € R, V u € P, VeeT; y(x) r 0

La sortie yp(t) correspondante étant constante, nous sommes amenés a
chercher une trajectoire nominale correspondante X qui soit stationnaire.
La détermination de celle-ci est, pour 1l'essentiel, inspirée de la référence

/Grujié & Porter, 1980/. Elle est caractérisée par les égalités suivantes
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A c T
X5 T (Xg’ Xgo zs)

0 (IL.1.5)

23]

d

EE (XS)

e () 2 - g (P =0
S [e] S

c _c . . . .
Notons u; = C Xs la sortie stationnaire du compensateur linéalre

(AC, BC, C%) (cf Fig. II.1). L'entrée es(t) est dans le cas de cette

solution identiquement nulle. L'état initial du compensateur étant sup-
posé nul, il vient alors

x =0 et par conséquent u; =0

L'état stationnaire x (II.1.5) étant régi par la dynamique (11.1.2)

(11.1.4) de 1'asservissement, il vient

0=AP xP + B8P £(u%) + 8P uP
s c ] P ©

[

c e .- . e s
Notons u, = f(us) e R™. xz est alors, s5'11 existe, défini par le

systeme d'équations suivantes

AP 8P xP -BP. P
c s p o
= (I1.1.7)
cP 0 u r
s e
P
u o= f(uc) (1I1.1.8)
S s
r, est unme solution de 1'équation r = g(re)
uC =K, z
s T s

Etant donné un ensemble R de consignes de référence et P d'entrées
de perturbations, constantes, l'existence de points stationnaires pour
toute valeur (ro,u%) dans R X P requiert la condition nécessaire sui-

vante

R c g (R®
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Cette condition étant supposée remplie, on sait que le systeme
linéaire d'équations (II.1.7) est inversible étant donné le-caractéere

minimal de la représentation (Ap, BE, cPy.

La condition suffisante d'existence d'un point stationnaire peut

alors s'exprimer sous la forme suivante (II.1.9) :

Vroe R, are : g(re) =1,

% ug € P, la solution u, du systéme suivant :

P P P _nP P
LA B ® Bp'uo (II.1.9)
Cp 0 u r
S e
satisfait u € f (R%)

Remarques :

- L'existence d'un point statiomnaire est en particulier assurée

si 1'image des fonctions non linéaires f et g est 1'espace‘lRe tout en-
tier : £(R%) = g (R%) =R®

- A 1'inverse des systeémes linéaires (f=g=1d) ou il existe un et
un seul point statiomnaire Xs pour un couple (rO ,ug) € R x P il peut en
exister plusieurs dans le cas ol les fonctions non linéaires f et g ne

sont pas monotones.

Envisageons maintenant 1'évolution de 1'écart entre une trajectoire

de 1'asservissement proposé (Fig. II.1) et un point stationnaire

(xz, ug, X; = 0) caractérisé a 1'étape précédente (II.1.7) (II.1.8). Soient :
2P(e) = =P (e) - =L
8%(e) = u(e) - ug (11.1.10)

Z(t) = z(t) - z

ces écarts.
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Par soustraction des équations définissant 1'état stationnaire
(IT1.1.7) aux équations de progression initiales (II.1.2) (II.1.4), nous dé-

duisons 1'équation d'état caractérisant 1'évolutionde 1'erreur (II.1.11) :

&P (t)) = AP P(r) + BE [f(uc(t))-f(ug)]

AP 2Pty + BP (£@C(t) +u) - £y
(o4 S S
£ 3 = el®)
3Se) = K, 2(t) + K,.e(t) + u'(t)
j (11.1.11)

e(t)

i}

_ b
r y (t)

[}

g(cP xg) - g (cPaP) + P x§>

= r - g (cP&P(e) + cPxP)
o s

LI}

g (re) - g (c? ip(t)‘ + cP xz)

L'expression des non linéarités apparaissant dans ces équations

nous permet de définir les non linéarités suivantes :

[}

¢(u: ,ﬁc) f (GC4~u§) - f (ug)

(I1.1.12)

[}

¥(r_,9%) =g (€ 2P(e) + ) - g(x)

Remarque : V ug e R® ¢(u§ ,0 =0

e
Ve, s (r,eR ;JreR, g(r)=x) ; ¥ ,0) =0

. . ¢ .C ~
Les expressions des non linéarités (b(uS ,4 ) et ‘P(re ,ye) (11.1.12)
. . . C e c
permettent d'interpréter celles-ci comme les non linéarités f(u ) et

g(ye) centrées autour d'un point de fonctionnement stationnaire défini

par u: et r_ (cf Fig. II.2).
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f(uc) A A ¢(U.C , GC)
£(uS)
S /
¥~ axes translatés
C Cd
u
i s
\ . .
axes d'origine

FIGURE II.2

L'asservissement initial (Fig. II.1) peut alors étre représenté de

maniére équivalente par le schéma-bloc suivant (Fig. II.3)

C aC

d(u,T7)
s

-4 (e
C

¥(x,,5,(c) I

-u'(t)

FIGURE II.3
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(dans ce schéma (Fig. II.3), on a représenté les intégrateurs en expli-
citant les conditions initiales :
t

ainsi u(t)—xA f x(t) représente x(t) =x(0) +{ u(T).d7).
0

x(0)

Cette derniére représentation (Fig. II.3) est obtenue en transfor-
mant les entrées (r ,up) de commande et de perturbation sous la forme
o’ o

. . , ~D AP .
de conditions imitiales (xg,zs) sur 1'état (%",2") de l'asservissement.

L'objectif de commande lim (e(t)) =0 est alors atteint si 1'asser-
> ©
vissement (Fig. II.3) est t asymptotiquement stable.

Si on considére des classes R X P d'entrées, on est confronté 3
un probléme de stabilité absolue (cf § I) puisque la stabilité asymp-
totique de 1'asservissement doit &tre caractérisée pour toutes les non
linéarités ¢(ug,ﬁc) et W(re,yp) (II.1.12) engendrées par translation &
partir de 1'ensemble des états stationnaires (xz,zs) (IT.1.5) > (I1.1.9)
définis pour tous les couples (ro,ug) € R x P d'entrées de commande

et de perturbation,

En conclusion, le probléme de régulation initial a été transformé
en une étude de stabilité absolue de 1l'origine pour une classe de sys-
témes de Lur'e Postnikov déduite du processus initialement considéré

et des ensembles R x P admissibles des entrées.
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Les références /Doraiswami, 1981/ et /Grujié, 1980, 1982, 1983,a-d/
mettent en ceuvre cette approche consistant a reporter 1'étude d'un pro-
bléme de poursuite d'entrées de références sur celle de la stabilité asymp=-

totique de l'origine pour un systéme en régime libre associé.

En particulier, /Doraiswami, 1981/ analyse le probléme de stabilité
associé en définissant des conditions suffisantes en termes de contraintes

sur les non-linéarités (statiques) du processus.

Les autres références citées /Grujié, .../ s'attachent 3 caractériser
les comportements dans l'espace d'état correspondant au comportement de
poursuite d'une entrée de référence et proposent une méthode pour définir
le systeme en régime libre associé. La stabilité de ce dernier est géné-

ralement amalysée par le critére de Popov /Faure & al, 1979/.

Dans ce mémoire, nous envisagerons plutdt la synthése corme la

c .c
, C7) assurant la

détermination numérique des matrices (K1, KZ’ AC, B
stabilité absolue de la classe de processus (Fig.II.3) définie pour un

ensemble R x P d'entrées données.

II.2-DEFINITION D'UNE METHODE DE SYNTHESE A PARTIR DES TECHNIQUES
D'AGREGATION PAR UTILISATION DE NORMES VECTORIELLES

Dans cette section, nous proposons de spécifier un critére d'ana-
lyse conduisant a une méthodologie de synthése i partir de travaux an-
térieurs portant sur la stabilité des systémes & partir de 1l'utilisa-

tion des normes vectorielles /Borne & Gentina/.

La classe des processus étudiée est celle dont les éléments sont

représentés par une équation d'état du type suivant
P P q YyP



- 90 -

é%(x(t)) = Fle,x(e), P (t),r(t),p).x(t) (11.2.1)

avec 1'hypothése (h) et les notatioms (a), (b), (c) suivantes

(a)

(b)

(c)

(h)

x(t) € S ¢ R"
uP(t) € Pc RP? : entrée de perturbation

e P .
r(t) € Rc R  : entrée de consigne

n (s . . N .

p €R P désigne un vecteur de gains ajustables a 1'inté-
rieur du systéme. (Dans 1l'exemple du régulateur envisagé
précédemment (II.1.11), pcontient les composantes des matri-

¢ ,C c .. , . .
ces K., K., A7, B', C  ainsi que la dimension de la matrice

1> %20
AS).

Afin d'alléger les notations dans la suite de 1'exposé, nous
définissons une variable synthétique X regroupant 1l'ensemble
des arguments des composantes de F(.) non nécessairement
constantes pour 1'ensemble des trajectoires du systéme

(I1.2.1). On écrit

X € X
x & (e,x)), WP(e),re)) (I1.2.2)
x =T xS xPxR

Les composantes de F(x,p) sont supposées bornées par rapport

a x ey

¥peR™P ; sup (JIFG,p)|]) < + = (11.2.3)

X €Y

Dans le premier chapitre (§ I.5), on a rappelé que l'utilisation

de normes vectorielles conduit 3 définir un systéme de comparaison

(I1.2.4) d'ordre inférieur ou égal a celui du systéme initial (II.2.1):

% (z(£)) =M (x,p).z(t)

2(t) e‘mﬁ
(I1.2.4)

aq
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Ce dernier systeéme peut 8tre choisi linéaire ou non linéaire et
la caractérisation de sa stabilité constitue une condition suffisante

de stabilité du systeme initial.

11 apparait ainsi naturel d'envisager d'abord d'adapter les cri-
téres relatifs 3 cette technique d'agrégation dans le cas des systémes
de comparaison linéaires stationnaires pour lesquels on peut immédia-

tement établir des conditions de stabilité.

Cette premieére approche nous permet d'introduire le critéere d'ana-
lyse cherché comme étant la valeur propre réelle maximale € d'une M-
matrice /Fielder & Ptak, 1962/ construite & partir de la donnée (II1.2.1)

du systeéme étudié et d'une norme vectorielle (§ I.5) choisie a priori.

L'interprétation de ce critére numérique de stabilité 3 partir d'un
ensemble de valeurs propres de multiplicité égale & 1 nous permet alors
de définir sa tendance d'évolution par rapport aux gains ajustables de
la loi de commande par le calcul simple du gradient de € dans l'espace

des gains ajustables.

Cette expression permet dans ce cas de proposer des nouvelles va-
leurs des gains ajustables déplacant € dans un sens souhaité (vers le

domaine des € négatifs).

Cette approche est ensuite généralisée par l'utilisation d'une classe
de systémes de comparaison non linéaires dans laquelle nous discutons
du choix d'une norme vectorielle conduisant 3 des conditions de stabi-

1lité aussi peu restrictives que possible.

Ce dernier probléme n'ayant naturellement pas de solution analytique,
nous proposons d'assimiler ce probléme formel (le choix d'une norme vec=-
torielle) & un probléme de type numérique (le choix d'une base de repré-

sentation de 1l'asservissement étudié).

Cette restriction dans le choix d'une norme vectorielle nous per-
met ainsi d'utiliser les outils numériques de minimisation pour le choix
itératif d'une "bonne" norme vectorielle (conduisant & des conditions de

stabilité aussi peu restrictives que possible).
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Dans ce paragraphe comme dans les suivants, nous supposons les cal-
culs des différentes expressions exécutées sur une machine numérique, ce
qui constitue en fait une hypothése réaliste étant données ces expres-—
sions. Nous nous attarderons donc sur la solution de problémes numéri-

ques délicats qui pourront apparaltre.
Enfin, nous avons été obligés de restreindre la formulation de ce
paragraphe au cas des systémes en temps continu & la seule fin de ne

pas introduire des notations qui soient trop complexes.

I1.2.1 - Systémes de comparaison linéaires stationnaires

Dans ce cas, la stabilité asymptotique du systéme étudié (II.2.1)
est induite par celle d'un systéme de comparaison (IIL.2.4) construit
tel que sa matrice de régime libre ne soit fonction que des gains ajus—

tables :

z =M _(p).z(t)
qq (I1.2.5)

z(t) e‘Ri ; z(to) = q(x(to))

En définissant l'utilisation des normes vectorielles, /Gentina,

1976/ a proposé le théoréme suivant de stabilité :

Le point d'équilibre x =0 du systéme non linéaire (II.2.1) est glo-
balement exponentiellement stable s'il existe une norme vectorielle g

telle que la matrice qu(p) (I1.2.5) soit 1'opposée d’'une M matrice.

Ce théoréme définit des conditions suffisantes de stabilité du sys-
téme étudié (II1.2.1) pour une valeur donnée des gains ajustables compo-
sant p. Ces conditions s'expriment concrétement par 1'application du
Lemme de Kotelyanskii /Gantmacher, 1966/ & la matrice qu(p) et permet-—

tent 1'amalyse des propriétés de stabilité.

D'un point de vue inverse, le probléme de synthése consiste 2 déter-—
miner une valeur de p telle que le théoréme précédent s'applique. Dans
cet esprit, nous proposons de reformuler ce théoréme sous la forme équi-
valente suivante (§ II.2.2.1) ol nous introduisons un critére numérique

de stabilité e€(q,p) € R optimisable par rapport a p.
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II1.2.1.1 - Définition de e(q,p)

Le point d'égquilibre x =0 du systeme non lindaire (II.2.1) est
globalement exponentiellement stable s'il existe une norme vectorielle
g telle gue la valeur propre réelle maximale €(g,p) de la matrice M q(p)

(IT.2.5) soit négative.

Remarques : * (- 1 / €(q,p)) peut @tre interprété comme un majorant du
temps de réponse du systéme en regard de la propriété de
stabilité exponentielle.

* qu(p) étant une matrice & éléments hors diagonaux non
négatifs, la valeur propre réelle maximale €(q,p) majore
les parties réelles des valeurs propres de qu(p). Sa né-
gativité ?mplique ainsi la stabilité exponentielle du sys-

téme de comparaison (II.2.5).

En pratique, €(q,p) est une fonction que 1l'on va chercher & mini-
miser (par rapport aux valeurs des composantes de p et a 1l'expression
de la norme vectorielle q) en vue de la rendre négative. On retrouve
ainsi la spécificité d'une étude de synthése de processus non linéaire
(§ 1.6.4.5) qui consiste & déterminer un réglage des éléments ajustables
(choix de p) permettant d'établir la stabilité des trajectoires du sys-—
téme par une méthode (choix de q) qui donne des conditions suffisantes

de stabilité les moins restrictives possible.

Vis & vis de la technique proposée, £(q,p) est donc un eritére d'a-
nalyse de la stabilité propre & une étude de synthése (§ I1.6.4.4). Le cal-
cul pratique de ce critére et de sa tendance d'évolution constituent

1'objet du paragraphe suivant.

II.2.1.2 - Calcul de €(q,p) et de sa sensibilité

£(q,p) est la valeur propre réelle maximale de qu(p) (1I1.2.5). La
formation de la matrice pseudo-majorante qu(p) (cf Annexe I.1) a par-
tir de la donnée du systéme initial détermine la relation entre £(q,p)
et ses arguments. Nous envisagerons le choix judicieux d'une norme vec-—
torielle ultérieurement, et nous attachons icil principalement & la re-

lation entre £€(q,p) et p.
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a) Calcul de e(q,p)

Etant donné qu(p) (I1.1.8), ce calcul peut &tre établi par des
algorithmes généraux de calcul des valeurs propres (et de vecteurs pro-

pres) d'une matrice (Méthodes de Krilov, Souriau, Danilevskii, ...).

Néanmoins, dans tous les cas /Wilkinson, 1965/ /Fadeev & Fadeeva,
1963/ recommandent de s'appuyer sur les propriétés caractéristiques des

matrices étudiées pour faciliter cette détermination.

Dans le cas des matrices pseudo-majorantes Maq(p) a éléments hors
diagonaux non négatifs qu(p), la recherche de sa valeur propre réelle
maximale £(q,p) peut &tre obtenue par application du Lemme de Kotelyan-

skii de la maniére suivante (II.2.6)

u désigne le terme général /Gantmacher, 1966/ d'une suite

convergent vers €.

On initialise u avec le maximum des éléments diagonaux de

kxk
M R .
qq(p) €

On calcule le minimum (A) des k mineurs principaux de

(uI, - M (p)).
k qq (1I1.2.6)

Si A est nul alors £ u
Si A est négatif il faut augmenter p

Si A est positif, il faut diminuer p

£(q,p) étant calculé, nous proposons maintenant d'expliciter le

calcul de sa tendance d'évolution par un (des) calcul(s) de gradient(s).
b) Calcul de la sensibilité de e(q,p)

Nous considérons en premier lieu les matrices qu(p) irréductibles.
Ce cas permet d'établir un calcul simple généralisé par la suite au cas

des matrices qu(p) réductibles.

Si qu(p) est irréductible, le théoréme de Perron-Frobenius /Gant-

macher, 1966/ montre que l'ordre de multiplicité de €(q,p) est égal a 1.
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Dans le cas d'une valeur propre simple de matrice, la variation
de cette valeur propre par rapport & des perturbations des coefficients
de la matrice est donnée par utilisation de la relation suivante /Deif,
1981 a-b/ /Deif, 1982/ :
{
A et B sont des matrices carrées de méme dimension

ueR, p« 1
€(A) désigne une valeur propre simple de A
u(e) désigne le vecteur propre de A relatif & la valeur

{ propre e(A) (11.2.7)

v{e) désigne le vecteur propre de AT relatif & la valeur

propre €(A) et tel que uT(E).V(E) =1
Avec ces notations :

E(A+uB) - (A) = uvi(e).B.ule) + O()

Considérons maintenant les éléments de qu(p) dérivables presque
partout par rapport aux composantes de p (cettg hypotheése est justifiée
dans les exemples d'illustration développés dans les paragraphes sui-
vants (§ II.2.1.3 - I1.3.2 - III). ‘

Dans ce cas, on peut (presque partout) exprimer la tendance d'évo-

lution de e€(q,p) par rapport a la variable p sous forme d'un gradient
(11.2.8) :

., np ~—§B—~—-= v (€) —_5%T_~ u(e) (11.2.8)

J v(e) : vecteur propre de qu(p) relatif & e€(q,p)

u(e) : vecteur propre de Mﬁq(p) relatif 2 e(q,p)

| VT(E).U(E) = 1

Cette étape fait appel 2 un algorithme de calcul de vecteurs pro-

pres dans la détermination de u(ge) et v(e).

Il est important de noter qu'un grand nombre d'algorithmes de déter-

mination des valeurs propres de matrices effectuent le calcul des vecteurs
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On obtient ainsi un ensemble de Yy gradients Vle(q,p) e R

par rapport i p € R"P définis par :

. i
i _ 9e 7 (q,p) =1, voay Y
Vj €(q,p) —T ; =1, .. np (11.2.13)

Dans ce cas, on définit la direction de plus grande pente &P du
critére £(q,p) & partir des vy gradients Vle(q,p) en résolvant le pro-

bléme d'optimisation suivant

~ l'lp

% eR (11.2.14)
Min (85 .V'e(q,p)) = Max { Min (x .9%e(q,p))}

i=1,...,Y xeR"™ i=1,....,y

x| =1

Le calcul de cette direction de plus grande pente & partir d'un en-—
semble de gradients (II.2.13) est abordé dans un cadre plus général lors
de 1'étude des systémes de comparaison non linéaires (§ II.2.2.3) et ex-

plicité en Annexe II.3.
Nous proposons maintenant d'illustrer 1'utilisation du critdre
d'analyse proposé et de sa sensibilité a partir d'un exemple de syn—

thése paramétrique d'asservissement non linéaire.

II.2.1.3 - Exemple d'application

Considérons le systéme non linéaire décrit par le schéma-bloc sui-

vant (Fig. I1.5)
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u(t) % x X
%* * *
O [V UL IR R I f Y, | e/
%* * *
-6 a3t— a4 a5<-—
k)
k*
3
k:‘:
5

FIGURE II.5

Les variables étoilées sont des gains variants de maniére non pré-

visible dans les intervalles suivants

Q

[*]
W ¥+ M ¥+ L % W *

4°

~ ~

P
Ul ¥ P~ %

=

*

<
[N

* %
Ygs Y,

m m
T
-~

1

N
—

N
-
[
—
[

e [-20 , -16]
e (5.8, 9.4]
e [8.0, 15.2]
e [20 ‘, 35.2]
e Jo , 1]

e Jo, 0.5]

(11.2.15)
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L'entrée de commande du systéme est u(t) et les composantes acces-—

sibles de 1'état sont Xq, X

40 X5

Proposons un schéma simple d'asservissement sous la forme suivante :

u(t)

Processus

(Fig. II.5)

x3(t)

xé(t)

x5(t)

®© ®

FIGURE II.6

L'équation d'état de 1'asservissement est alors .:

%, -6 k:

X, 1 0

%

ral 0 Bl U
X, 0 0
‘XS— i 0 0

Considérons maintenant

les expressions suivantes

0t 1R >R ;5 q(x) =

%* *
katpy K *p,
0 0

*
oy 0
* *
Y3 %
%
0 YA
la norme

- - -

k*
+
57Pg Xy
0 x2
0 X, (I1.2.16)
0 x4
*
o | %5 |

_Ix1 - x2(3-+3j)| T

vectorielle définie & priori par

(11.2.17)




- 100 -

Le choix de cette norme vectorielle particuliére est justifié 2

postériori dans la section relative & la représentation série (§ II.4).

La matrice pseudo-majorante constante induite par l'utilisation de cette

norme est alors définie par (II.2.18) (cf Annexe I.1)

-3 2 u13(p3) u14(p4) u15(p5)
1 -3 0 0 0
qu(p3,p4,p5) = 0 1 -2 0 0
0 0 0.5 -1 0
| 0 0 0 0.5 -1
= {uij} (I1.2.18)

La définition des éléments de la matrice pseudo~majorante qu(.)

est explicitée par les expressions suivantes (II.2.19) (II.2.20) ou le

signe := désigne

termes diagonaux

T V¥ xe €, R(x) e R note la partie réelle de x.

1'affectation ((x :=y) <> x est affecté par y). Les

sont donnés par

-3 := -6 -R (‘3-3j)
-3 ;=R (-3-33) 1

4,5 = Max (@)
, My, 3= Max ai

(11.2.19)

Les éléments hors diagonaux sont calculés par les relations sui-

vantes

)

%*
1 := Max (]Yzl)

*
0.5 := Max (|Y3{)
0.5 := Max (IYZI)

2 := max (|-(343))% 4 6(3+437) +13])

*
= Max (|p3-+k3|)

%
= Max (|p4-+k4|)

%
= Max (]p5-+k5l)

(11.2.20)
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Considérons le processus mon corrigé (p3==p4'=p5 =0), la matrice

pseudo-majorante est donnée dans ce cas par :

-3 2 9.4 15.2 35.2]
1 =3 0 0 0
qu(0,0,0) = |0 1 =2 0 0 (11.2.21)
0 0 0.5 -1 0
L0 0 0 0.5 -1 |

Le calcul de la valeur propre réelle maximale de cette matrice
donne sensiblement €(q,0,0,0) = 0.3. Dans ce cas, on ne peut pas con-
clure quant a la stabilité du processus initial. La matrice M (p) est
irréductible, on peut donc exprimer le gradient de £(q,0,0,0) = 0.3

(IT.2.6). Cette détermination nous améne & calculer les vecteur propres

correspondants de qu(0,0,0) et qu(0,0,0) notés respectivement u(0.3)

et v(0.3). I1 vient

[ 51.31 ] " 1.00 ]
15.55 3.30
u(0.3) = 6.76 et v(0.3) = 8.89
2.60 22.09

| 1.00 | | 27.04 |

Les fonctions p13(p3), u14(p4), u15(p5) (11.2.20) sont dérivables au
voisinage de pl = (p3,p4,p5) = (0,0,0). Il vient alors

r _ -
Bqu(p3,p4,p5)} i 00100
\ ap3 _ O
p=0 * -
M , (0001 0]
° qq(pg;p4 Ps) = O (1I1.2.22)
‘ 4 p=0 L S
{Bqu(p3,p4,P5) _ 0000 1
8p5 J Q
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Par application de 1'expression :

M (0,0,0)
838 - ! v1(0.3) - v(0.3)
Pi ¢7(0.3).u(0.3) P;
il vient
_3?’_8_ = + 0.2431
P
.5238_ = + 0.2324 (11.2.23)
P
4
B& | 0.1094
3p5

Par application de la méthode du gradient, il conviendra donc de
diminuer les valeurs des 1 dans les rapports des dérivées partielles
(11.2.23) pour diminuer la valeur de E(q,p3,p4,p5). Au bout de plusieurs

itérations, on trouve un réglage correct

Py = - 5.6
P, =" 11 (1I1.2.24)
Pg =~ 24.7

Pour ce réglage, E(q,p3,p4,p5) est sensiblement égal a -0.2, et per-
met donc de conclure quant a la stabilité asymptotique du systéme étudié

ainsi corrigé.

II.2.1.4 - Discussion de la méthode proposée

La démarche précédente s'apparente a la localisation itérative des
poles du systéme de comparaison a l'intérieur du demi-plan complexe gau-
che. Etant donnée la non négativité des éléments hors diagonaux de la
matrice de régime libre qu(p) du systéme de comparaison, cette procé-
dure est facilitée dans la mesure ol il suffit de déplacer la valeur
propre réelle maximale €(q,p) qui majore les parties réelles des va-

leurs propres de M (p).
prop qqp
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Cette technique s'apparente ainsi a la classe de méthodes de syn-
these d'asservissements linéaires construites autour de 1'optimisation
par une technique de type gradient d'un critére numérique caractérisant
1'objectif de synthese /Guardabasi & al, 1979; 1981, 1982/ /Davison &
Ferguson, 1981/ /Hofler, 1981/.

I1 convient toutefois de noter que le choix de la norme vectorielle
définissant le systeme de comparaison n'a pas encore été abordé alors que
ce choix est fondamental dans la mesure ol le théoréme d'analyse de la
stabilité (§ II.2.1.1) sur lequel s'appuie la méthode de synthése donne
des conditions suffisantes de stabilité qui peuvent &tre plus ou moins

restrictives selon la norme vectorielle choisie.

En reprenant 1'exemple d'illustration (Fig. II.5, II.6) précédent pour
lequel 1'expression de la norme vectorielle envisagée (II1.2.17) n'est
pas réellement immédiate, nous proposons de montrer qu'un choix appa—
remment. plus naturel conduit & un systéme de comparaison nécessairement

instable.

Considérons 1'équation d'état examinde dans 1'exemple (II.2.14).

L'utilisation de la norme vectorielle usuelle suivante :
' 5 5 '
q'(x) : R -*]R+ qi(x) = 'xi] (11.2.25)

conduit & 1'étude de la matrice pseudo~majorante suivante

-6 20 u13(p3) u14(p4) u15(p5)
10 0 0 0
Mq,q.(p3,p4,p5) 0 1 -2 0 0 (11.2.26)
0 0 0.5 -1 0
|0 0 0.5 -1

avec les notations déja introduites (II.2.18).

Cherchons maintenant & caractériser la valeur propre réelle maxi-

male de cette matrice & partir du lemme sulvant /Gantmacher, 1966/ :
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Lemme :

. . .

La valeur propre réelle maximale €(q ,p3,p4,p5)de Mq'q'(p3’p4’p5)
majore 1'ensemble des valeurs propres réelles maximales des sous matri-
ces dont les déterminants sont les mineurs principaux.

A

Considérons alors les matrices correspondantes aux deux premiers

mineurs principaux :

M11 1(p33943P5) = [_6]

q'q
-6 20
Mi%q,(p3,p4,p5) =
' 1 0

Les valeurs propres réelles maximales de ces deux matrices sont

respectivement :
-6 et (- 3+ v29)
En conséquence :
¥ (pq5p,,Ps5) e R, e(q",p4,p,,P5) 2 (-3 v29)

Le systéme de comparaison induit par q' (II.2.26) est donc non stable
de maniéere intrinséque et toute étude de synthése paramétrique menée a

partir de cette norme vectorielle conduit nécessairement a un échec.

Cet exemple illustre bien la nécessité de 1'optimisation du choix
d'une norme vectorielle dans la méthode de synthése proposée initiale-

ment en fonction des seuls gains ajustables.

Nous proposons d'aborder cette intégration du choix de la norme
vectorielle a 1'intérieur de la procédure de synthése par minimisation
d'un critére numérique dans le prochain paragraphe qui généralise 1'é-

tude précédente aux systémes de comparaison non linéaires.
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II.2.2 ~ Systéme de comparaison & non linéarité wuniligne ou

unicolonne

Dans ce paragraphe, nous proposons d'étendre les résultats de 1'é-
tude précédente au cas des systemes de comparaison non linéaires dont
on peut analyser les propriétés de stabilité au moyen d'un théoréme dd
a Borne et Gentina /Gentina & al, 1979/. Aprés avoir rappelé 1'énoncé
de ce théoreme, nous en déduisons une formulation équivalente mieux
adaptée aux spécificités d'une étude de synthése /Meizel & Gentina,
1982 a/. En particulier, nous spécifions un critére numérique de stabi-
lité défini, par extension du cas précédent, comme la limite supérieure
des valeurs propres réelles maximales de l'ensemble des matrices pseudo-

majorantes du systéme de comparaison.
Considérons un élément de la classe des processus étudiés (II.2.1) :
x(t) = F(x,p).x(t) (I1.2.29)

A titre de rappel : x(t) € S ¢ R"

X € X regroupe l'ensemble des arguments des compo-
santes non constantes de F(.,p)

n
p € R P est un vecteur de gains ajustables dont on
cherche une valeur qui stabilise le systéme (II.2.29)

Afin d'analyser la stabilité de 1l'origine (x=0) du systéme étudié,
définissons un systéme de comparaison non lindaire (cf Annexe I.1) 2

partir d'une norme vectorielle q :

q : R > RS (11.2.31)
I1 vient :
z=M (x,p).z 11.2.32
qq P ( )
X € X
k
z €]R+

Si la matrice pseudo-majorante non linéaire qu(x,p) est construite

telle qu'une seule de ses rangées (ligne ou colonne) comporte des é1é-
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ments non constants, nous pouvons analyser la stabilité du systéme de
comparaison (II.2.32) (donc du systéme initial (II1.2.29)) par utilisa-

tion du théoréme suivant di & Borne et Gentina /Gentina & al, 1979/.

Théoréme B-G 1 :

Considérons le systéme non linéaire (T.1) :

X = F(X).x(t)
x(t) e S cR” (T.1)

X € X : argument des composantes de F(X) non constantes le

long des trajectoires possibles du systéme

S'il existe une norme vectorielle g qul permet la définition d'une

matrice pseudo-majorante ng(x) satisfaisant aux propriétés suivantes :
i) ¥ x € X (X note la fermeture de X) qu(x) est irréductible.

ii) Les éléments non constants de qu(x) sont isolés dans une seule

ligne ou une seule colonne.
iii) 3 e <0, Vxe X, (EI-qu(x)) est une M-matrice.

Alors, le point d'équilibre x=0 de (T.1) est globalement exponen-—
tiellement stable : il existe v(x) fonction définie positive telle que
l'inégalité suivante (T.2) soit satisfaite le long des mouvements du

systéme :

4
dt+

(vix(t)) & e.v(x(t)) (T.2)

Dans cette formulation, la condition (iii) d'application du critére
dépend d'un parametre € < 0. D'un point de vue pratique, la satisfaction
de 1l'hypothése (iii) avec € = 0 constitue wune condition néces-

saire de satisfaction de cette hypothése avec € < 0.

Considérons maintenant un processus (II.2.29) dont la dynamique

dépend du choix de la valeur de gains ajustables composant le vecteur p,
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nous sommes amenés & rechercher des valeurs de p telles que les condi-
tions d'application du théoréme B-G 1 soient satisfaites vis 3 vis d'une
matrice pseudc-majorante qu(x,p).

La formulation du théoréme B-G 1 étaatr olutdt envisagée dans un
but d'analyse, nous proposons ainsi de transformer son expression de

maniére & pouvoir l'utiliser dans cette optique de synthése.

I1.2.2.1 - Définition d'un critére numérique de stabilité i

partir_du théoréme de¢ Borme_et Gentin

Nous proposons4ici de reformuler le théovréme B-G 1 sous une forme
équivalente plus appropriée & la synthése. Cette reformulation intégre la
définition d'un critére numérique de stabilité €(q,p) exprimant la condi-
tion (iii). Nous serons ensuite amenés & montrer que la condition (i) d'ap-
plication n'est pas restrictive mais peut au contraire &tre intéressante

dans une optique de réduction d'ordre du probléme traité.

Considérons la condition (iii) d'application du théoréme B-G 1.

Celle-ci est équivalente 2 la formulation suivante :

J e{q,x,p) & valeur propre réelle maximale de qu(x,p)
(11.2.33)
l B-G 1 (iil) <= {3 €<0, ¥xex e(q,x,p) £ €}

L'équivalence entre les deux formulations est une conséquence di-

recte du lemme de Kotelyanskii /Gantmacher, 1966/.

En définissant €(q,p) comme la borne supérieure des valeurs propres
réelles maximales {e(q,X,p) ; X € X} des matrices qu(x,p) a4 éléments

hors diagonaux non négatifs

e{q,p) L Sup {e(q,x,p)} (11.2.34)
X €Y

la condition (iii) d'application du théoréme B~G 1 est donc équivalente

a la négativité de e(q,p).

B-G 1 (iii) <= {e(q,p) < 0} (11.2.35)
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Sous réserve de la satisfaction des hypothéses (i) et (ii) du théo-
réme B-G 1, €(q,p) apparalt ainsi comme un critére numérique des
propriétés de stabilité du systéme étudié (II.2.29). On peut en donner
une interprétation ''physique’ en regard de la propriété de stabilité
exponentielle (T.2) analysée par le théoréme B-G 1. €(q,p) coustitue
un majorant de 1'ensemble des valeurs de € satisfaisant 1'hypothése
(iii). Si €(q,p) est négatif (-1 / €(q,p)) apparalt ainsi comme un
minorant du majorant du temps de réponse au sens de l'inégalité satis-
faite par la fonction de Lyapunov v(x(t)) (T.2) spécifiée dans le théo-

réme B-G 1.

I1 apparait de plus, que dans le cas des systemes linéaires appar-
tenant 3 la classe de processus étudiés (1I1.2.29), -€(q,p) constitue une
estimation par valeurs inférieures de 1'indice de Lyapunov /Lyapunov,
1949/ caractérisant les propriétés de stabilité exponentielle caracté-

ristique de cette classe de processus.

Cette interprétation justifie & postériori le choix de €(q,p) comme
critére de synthése, & condition naturellement que 1l'évaluation numérique
de €(q,p) soit possible. Bien que primordiale, cette question est déve-

loppée en Annexe II.6 afin de ne pas alourdir la présentation générale.

Nous proposons maintenant de simplifier encore l'utilisation du
théoréme B-G 1 en montrant que sa premiére condition d'application (i)
n'est pas restrictive et que l'on peut s'en affranchir dans la mesure
ou les composantes de la matrice F(X,p) de régime libre caractérisant

la dynamique du systéme (II.2.29) sont bornées (II.2.1).

Discussion_de_l'hypotheése (i) d'application du théoréme B-G 1 :

Nous proposons de montrer successivement que cette hypothése n'est
pas restrictive et qu'a l'inverse, la considération de matrices pseudo-
majorantes réductibles peut simplifier 1'étude de syntheése dans la mesure
ol on peut réduire la dimension du systéme de comparaison non linéaire

dont on souhaite caractériser les propriétés de stabilité.

Dans cette partie, nous considérons un systéme de comparaison cons—
truit a partir d'une norme vectorielle (II.2.31) et d'un processus (1I1.2.29)
de telle maniere que les éléments non constants de la matrice pseudo-
majorante qu(x,p) soient isolés dans une seule ligne ou une seule co-

lonne.
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Supposons par ailleurs que les parties réelles de valeurs propres

de M (x,p) (x € x) sont bornées supérieurement par unme valeur €(q,p)
qq

(I1.2.34) négative.

S'il existe X € ¥ tel que qu(x,p) soit réductible, on peut propo-
ser un nouveau systéme de comparaison dont la matrice de régime libre
Méq(X,p) est obtenue par perturbation de la matrice qu(x,p) de la ma=-

niere suilvante

( 0 <y« 1
0 1 —===1]]
\\ N |
) A LSRN (11.2.37)
M' (x,p) =M (X,p) + Moo N0 ! To
“qq 7P R B N N
A Y
[ N ‘\
N AN
L [ 1 =-===1 0]

Les éléments hors diagonaux de qu(xJp) étant non négatifs, ceux
de M&q(x,p) sont positifi, ce qui entraine l'irréductibilité de cette
matrice quelquesoit X € X. Or, la borne supérieure £'(q,p) de l'ensem—
ble des valeurs propres €'(q,X,p) des matrices M&q(x,p) peut &tre rendue

arbitrairement proche de la valeur négative e(q,p).

L'hypothése (i) du théoréme B-G 1 peut ainsi @tre relaxée dans la
mesure ou les conditions (ii) et (iii) de ce théoréme prouvent l'exis-
tence d'un systéme de comparaison satisfaisant toutes les conditions

d'application du théoréme B~G 1.

Dans un second volet, nous proposons de montrer comment la mise en
évidence d'une propriété d'irréductibilité peut au contraire faciliter

1'application du théoréme B-G 1.

Considérons un ensemble qu(x,p) (x € X) de matrices pseudo majo-
rantes dont les éléments non constants sont isolés dans une seule ligne
ou une seule colonne. Sans perte de généralité, on peut considérer que
cette ligne (colonne) d'éléments non constants est la premiére. Les ma-

trices pseudo-majorantes étudiées ont alors la structure suivante (IT.2.38)
(I1.2.39) :
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* 3#* 3% * *
M (x,p) = | * =+ - . . (Ir.2.38)
qq
ou bien :
r* . . . .-‘
3¢ ) . . L)
M (x,p) = | * * ° . (I11.2.39)
qq P .
3% . . - ]
L. n

Les # désignent des éléments non nécessairement constants par rap-—

port a X € ¥.

Les * notent des éléments constants par rapport 2 X € ¥.
Sous forme abrégée, on peut noter ces matrices par :

k T A kxk k
v1eR ;v1=[1,0...0] ;Mo(p) eR ;go(.,x) : x >R

T
qu(x,p) = Mo(p) v gO(X,p) (I1.2.40) <= (I1.2.38)
ou bien :

M (x,p) = Mo(p) + g (x,p) vt (I1.2.41) <= (I1I1.2.39)

qq “a 1
Envisageons le cas des matrices

T
qu(x,p) = Mo(p) * v, go(%,p) (1I1.2.42)

pour lesquelles Mo(p) est réductible.
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On peut toujours choisir la matrice Mo(p) (11.2.42) telle que les
composantes de sa premiéere lighe soient non nulles. La réductibilité
de M (p) est alors abordée dans ce cas comme la mise en évidence d'un
sous espace de coordonnées de IR ne contenant pas la premieére coordonnéde
et 1nvariant dans la transformation (z - Mo(p) z). Par une permutation
d'indices laissant invariant 1'indice 1, Mo(p) peut alors €tre trans-

formée sous la forme Mc')(p) suivante (II.2.43) :

M01(p) ! (»)
{
M (p) = +I (11.2.43)
0 { M(')3(p)
k,xk
avec : M(Y”(p) e R 1751

k,xk
2772
MO3(p) e R

k=k1+k2

Le systéme de comparaison ainsi obtenu peut alors &tre représenté

sous la forme partitionnée suivante :

-

1
T
T
My, (@) + v gy, (x,p)

No

-—

1
1 1§ T H
MO3(p) +v) goz(x,p) 21(t)

0 l M3, () 2, (0)

2
k, (I11.2.44)
g61(.) e R
k2 k1 +k2 =k *
g(')z(.) e R
Ty _ T T
gy (.)k [gm(.) ; goz:]
V;ER1 ;V;T=[1,O...0]

Cette représentation fait apparaitre le systéme de comparaison
(IT.2.44) comme la mise en série du systéme linéaire stationnaire de
vecteur état z, avec un systeme non linéaire d'ordre k <k et dont la

matrice de régime libre est M (p) +v! gm(x,p) (cf Flg I11.7)

1
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'3

]
T
1
MO3(p) tv, gOZ(X,p)

FIGURE 1I.7

Les éléments de la matrice d'interconnexion M63

par hypothése bornés (I1.2.1), le systéme complet (Fig. II.7) est asymp-

,T )
+v1g02(.) étant

totiquement stable si et seulement si les deux sous systémes LL et INL

le sont séparément (Théoréme de Malkin) /Grujié, 1984/.

La stabilité exponentielle du systeme linéaire IL est caractérisée
par la négativité de la valeur propre réelle maximale ez(p) de la ma-

s ]
trice MOZ(p)'

La stabilité exponentielle du systéme non linéaire INL d'ordre
k1 S k peut 8tre caractérisée par application des conditions du théo-
reme B-G 1 & ce systeéme.

Ces remarques sont intéressantes a deux titres

- D'une part, 1'application du théoréme B~G 1 peut &tre con-
sidérée en relaxant 1'hypothése (i) concernant 1'irréductibilité de la
matrice pseudo-majorante. Dans le cas ol les hypothéses (ii) et (iii)
sont satisfaites, on sait qu'il existe une décomposition série (Fig. II.7)
a 1'intérieur de laquelle le systéme non linéaire satisfait aux trois

hypothéses (i), (ii), (iii).

- D'autre part, on peut chercher a définir systématiquement
une décomposition série (cf Fig. II.7) de maniére & réduire 1'ordre du
probléme non linéaire posé tout en introduisant un probléme linéaire
plus facile a résoudre. Cet aspect est repris de maniére constructive
lors de prochains paragraphes concernant 1'étude des systémes a non li-

néarités de rang 1 et de rang n, 2z 1.
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Dans cette section, nous avons exprimé sous forme numérique le théoréme
B-G 1 /Gentina & al, 1979/. Lavaleur ducritére e(q,p) (IL1.2,.34) introduit
dépend a la fois des paramétres ajustables dans le systéme asservi et du choix d'une
norme vectorielle permettant de définir un systeme de comparaison du sys-
téme initial. Nous proposons maintenant d'aborder la question du choix de

cette norme vectorielle.

I1.2.3 - Choix des normes vectorielles permettant une utilisation

méthodique du théoréme de Borne & Gentina a des fins de

sznthése

Dans cette section, nous proposons d'assimiler la recherche d'une
norme vectorielle permettant de caractériser la stabilité d'un systéme

non linéaire & celle d'une base de représentation du systéme étudié.

Dans un premier temps, nous explicitons, & partir de
1'équation d'état du processus étudié, la formation d'une classe de nor-
mes vectorielles conduisant naturellement & un systéme de comparaison
dont la matrice de régime libre posséde des éléments non constants iso-
1és dans une seule ligne ou une seule colonne. Nous sommes ensuite ame-

nés & justifier ce choix,

Enfin, dans un dernier volet, nous proposons la définition de formes
remarquables de représentation d'état des systémes étudiés facilitant
la mise en ceuvre du théoréme B-G 1 et la définition du critére numéri-

que de stabilité défini dans la section précédente (§ I1I1.2.2.1).

Considérons les expressions suivantes de 1'équation d'état des pro—

cessus étudiés :

De
(}%(t) = [F(p) + I ui(p).glj.;(x,p)].x(t) (II.2.45-a)
i=1
{ ou
nC T
x(t) = [F(p) + T gi(x,p).ui(p)J.x(t) (I1.2.45-b)
L i=1
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avec

x(t) € S ¢ R®

n

[I7aN

n
Cc

X € X : argument des non linéarités
p N .
p € R ¥ : paramétres ajustables

.o . n i ci o -
Vi=1, ..., 0, ui(p) e R ; Rang ({u (p) ;i=1, ...,nc}) n,

n
gi(.,p) : x >R
.. i . .
En considérant les vecteurs u (p) intervenant dans les expressions
précédentes comme des vecteurs de base, on peut sans perte de générali-
té considérer les équations d'état suivantes (II.2.46-a) (IT.2.46-b) ol

. n
on substitue les wvecteurs Vi de la base naturelle de R aux vecteurs

ui(p)
( e
= [F (0 + T viof(,p)]x(t) (11.2.46~a)
i=1
<
Ne
f= [0+ I £ (Gp) v x(e) (11.2.46-b)
i=1
avec

>

Yi=1, ....,n ;v.eR"; (v.)
[} 1 1

Gij
j

Simultanément & ces équations d'état, considérons la norme vecto-
bl

rielle suivante :

I Y n-n_+1
qg (x) : R +HR+ c
qf(x) = Max {,xi]} (I1.2.47)
i=1,...,nC
qI(x) = |x - j=2 n-n_+1
i n_+j-1 s e IR

La matrice pseudo-majorante relative au processus d'équation d'état
(I1.2.46-a) (resp (I1I1.2.46-b)) posséde alors (cf Annexe I.1) ses éléments

non constants isolés dans la premiére ligne (resp la premiére colomnmne).
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Mais, comme on l'a vu dans le cas des systémes de comparaison li-
néaires, le choix & priori de cette norme vectorielle particuliere
(11.2.47) dans 1l'application du théoréme de Borne et Gentina, ne permet
pas systématiquement de conclure quant aux propriétés de stabilité du

systéme étudié méme lorsque cedernier est linéaire stationnaire.

Nous proposons ainsi de définir une classe de normes vectorielles
déduites de la précédente (II.2.47) par changement de base en conser-—
vant la propriété de la matrice pseudo-majorante associée d'avoir
des éléments mnon constants isolés dans la premiere ligne ou
la premiére colonne. Cette classe est définie de la maniére suivante

(11.2.48-a) (I1.2.48-b) (II.2.49)

1 2
v e ¢V ; det V203 V 4 (1I1.2.48-23)
0 \
3
n_ xn
avec V1 et ¢ ¢
v 0
nxn A 1
Vel ; det V20 ; VE . (I1.2.48-b)
v v
n_xn 2 3
avec V1 ef ¢ ¢
b
v é V—1 X )
. . nen +1 (I1.2.49)
q (x) : R" >R,
1= 2,...,0 nc+1 1q,(x) = Iync+i—1l
~ - 1/2
) h (yn +i-1"7n +i-1)
c c
q (x) = Max Uy, D
1 i=1,...,n
\ \ c

La matrice pseudo-majorante du systéme (II.2.46-a) (resp (I1.2.46-b))
relatif 3 une norme vectorielle qV définie avec la structure de change-

ment de base explicitée en (II.2.48-a) (resp (II.2.48-b)) posséde alors
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des éléments non constants isolés dans sa premiére ligne (resp sa pre-

miére colonne).

a)

b)

c)

Cette définition améne les remarques sulvantes :

Si on considére le systéme initial (II.2.46) comme un systéme non li-
néaire d'ordre n, couplé a un systéme linéaire d'ordre n-n_; nous en-
visageons ainsi des normes vectorielles qui aménent des systémes de
comparaison ol seule la partie non linéaire est soumise & un proces-—
sus d'agrégation et ol la dimension de la partie linéaire n'est pas

réduite.

Il convient aussi de noter que le choix de la norme vectorielle pro-
posée (II.2.48) s'effectue & partir de la considération de 1l'équation
d'état (II.2.46) du processus étudié. Ce dernier point permet & prio-
ri de mieux adapter l'utilisation du théoréme B-G 1 aux spécificités
intrinséques du processus de maniére a obtenir des conditions suffi-

santes de stabilité aussi peu restrictives que possible.

Vis 4 vis de ce choix de norme vectorielle (II.2.49), on peut noter
le critére numérique £(q,p) défini dans le théoréme B-G 2 sous la
forme suivante :

ev,p) 2 eqd”,p) (1I.2.50)

Les. arguments de ce critére étant numériques, la minimisation de

© €(V,p) en vue d'obtenir une valeur négative de ce critére est ainsi

d)

définie comme un probléme classique d'optimisation.

La prise en compte des matrices V de changements de base définies dans

le corps des complexes se justifie & postériori par la définition

des formes remarquables 'série" dans la suite du mémoire. On peut ce-
pendant valider cette complexification de l'espace d'état en montrant
de quelle maniére on peut caractériser la stabilité d'un systéme li-

néaire stationnaire par le théoréme de Borne et Gentina. Considérons

a4 cet effet le systéme suivant :

x(t) = A(p).x(t) y (II.2.51)
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Soit U(p) la matrice de changement de

sa forme de Jordan :

J(p) = U(p) Alp) U '(p)

{ { Gi(p) =0 ou 1

Foc1(p)
S, (p) a,(p)
<l I = 2 S~ 27
< RN

~

O

s 5_(p) ) o_(p)

coordonnées qui améne A(p) sous

(II.2.52)

L'expression de la matrice pseudo-majorante M(p) de A(p) (IIL.2.51)

définie par la norme vectorielle qU (11.2.49) associée au changement

de base U(p) (II.2.52) est la suivante (II1.2.53)

ﬁR(a1(p))

M(p) = <

O

5, R, ()

O

N 6n(p) R(an(p))J

(11.2.53)

I1 est alors manifeste que cette derniére matrice est une matrice

de régime libre d'un systéme asymptotiquement stable si et seule-

ment si les valeurs propres {ai ; 1=1,

., n} de A(p) sont i par-

tie réelle négative. Cette définition systématique de la norme vecto—

rielle qui associe la matrice de régime libre M(p) (II.2.53) & n'im-

porte quel systéme linéaire (II.2.51) améne en général un changement

de base U(p) complexe.

e) Une justification de la non agrégation des sous—-systémes linéaires

composant les systémes étudiés peut étre donnée en poursuivant 1'ap-

plication du théoréme de Borne et Gentina au cas limite des systémes

linéaires stationnaires.
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Considérons par exemple un systéme linéaire (II.2.52) d'ordre 4 asymp-
totiquement stable. Soient {ai(p) ;1 =1, 2, 3, 4} ses valeurs propres.
Conformément & la remarque précédente (d), le systéme majorant (II.2.53)
déduit d'une norme vectorielle de taille égale & 1'ordre du systéme

est asymptotiquement stable si et seulement si le systéme étudié pos-
séde cette propriété. A 1l'inverse, considérons la matrice pseudo-
majorante (II.2.55) associée & la norme vectorielle q' sulvante
(1I.2.54)

r

J(p) note la forme de Jordan de A(p)

-01.1 (p)

O

<:> 63(p) u3(p)
Sq(p) a4(p) |

§.(p) o, (p)
J(p) = 2 2

Gi(p) =Qoul ;i=2,3,4

1) 2 Ut A U

4 2
q' : R +R+

ne

y = U(p) x

(11.2.54)

q} ) =max (ly, |, ly,D

a5 () = Max (|y,4] , |y, D

L'expression de la matrice pseudo-majorante associée est alors

Max {R(a, (p)),8,(p) +R{a, (PN} 3 O
Mq,q. (p) =
6‘3(p) : Max{lR(ocB(p)) ,64(p) +IR(oc4(p))}

(I1.2.55)

Etant donnée 1'expression des termes diagonaux, les valeurs propres
de M¢¢(p) seront positives dans le cas ou les valeurs propres ai(p)
sont concentrées au point (-0.5) (par exemple), alors que dans le

cas voisin oll ces valeurs propres sont distinctes mais restent dans
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le voisinage de (~0.5), les valeurs propres de M¢E(p) sont négatives.
Cet exemple justifie ainsi le choix d'ume norme vectorielle (II.2.48)
(I1.2.49) qui ne contracte pas la partie linéaire des systémes étudiés
de maniere a obtenir systéematiquement des systémes de comparaison

dont les propriétés de stabilité soient aussi peu restrictives que

possible vis a vis de celles du systéme initial.

I1.2.3.1 - Normes_vectorielles et/ou représentations remar-

quables _des systémes étudiés

Considérons sans perte de généralité, le systéme non linéaire sui-
vant, ou les éléments non constants sont isolés dans les premiéres lignes

de la matrice de régime libre

x(t) = F(X,p).x(t)

x€ScRk"
n
¢ T
F(x,p) =F (p) + L wv. £.(x,p) (11.2.56)
(o] i=1 1 1

Vi
Vi

n
1, ooy n, s v, e R

1, evs, 0L 3 (vi)j = Gij

Définissons un systéme de comparaison & partir d'une norme vecto-

rielle appartenant 3 la classe envisagée (II1.2.49) (II.2.57) :

v 0 n—nc+1
qg :R ﬁ-R+

v(p) e €V
V1 VZ ncxn

V(p) = Vv, e ¢ ¢ (11.2.57)
0 v

y = V(p).x
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q1(x) = Max Iyil
i=1,...,n
c
! a,00 = o
{ 9n-n +1(x) Iy I

Soit M (V(p),X,p) la matrice pseudo-majorante issue du systeme étu-

dié (II1.2.56) et de la norme qv (11.2.57).

Le critére d'analyse que nous avons retenu pour mener une étude
de synthése paramétrique est la borne supérieure €(q,p) des valeurs pro-

pres réelles maximales de 1'ensemble de matrices {M (V(p),X,p) ; X € X}.

Le calcul de cette valeur (Annexe I1.6, § I1.1.4) est initialisé par lava-
leur maximale de toutes les valeurs propres réelles maximales des sous
matrices d'ordre k (k = 1, ..., n—nc) construites en retenant les éléments

des k derniéres lignes et k derniéres colonnes de la matrice M(V(p),X,p).

Ces matrices sont a éléments constants et sont donc & priori que
peu représentatives du caractére non linéaire de la dynamique des sys—
témes étudiés. On a donc intérét a conditiomner ces sous matrices de

maniére & simplifier le calcul de cette minoration de e(q,p).

Ceci est possible si M(V(p),X,p) est sous l'une des deux formes re-

marquables suivantes (II.2.58)

#* 3* * * #* ¥* # * #* #* #* 3*
. e . . e e ) 0 0 0
e 0 s o o e ¢ e e 0 0 O
ou
« 0 0 o s e o« s . « 0 0
. 0 0 s« o e . e+ 0
[ - 0 0 0 0 -] R « e o]

QD) (2) (11.2.58)
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Les * désignent des éléments constants non nécessairement nuls.

Les % désignent des éléments non nécessairement constants.

Dans ce cas €(q,p) est défini comme la racine supérieure ou égale

[0

Max (o, .0} avee  {w..00p)} 2 M(V(R),x,p)
i=2,...,n—nc+1 tt H

de 1'équation suivante en 1l'indéterminée (u € RR)

Inf (I - M (x,p)) =0 (11.2.59)
xeY qq

Si on considére la matrice V de changement de base (II.2.57) sous
. s . v . . . .
jacente a la norme vectorielle g choisie, 11 convient de noter que
seule la structure de la matrice bloc diagonale V, conduit & définir

3
une forme remarquable (II1.2.58).

Les matrices transformées par um tel changement de base et corres-
pondant aux matrices pseudo-majorantes remarquables (II.2,58) ont la

structure suivante (cf Fig. II1.10)
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n
c
[« #1 o iiie.. *_
|
3 | 3%
! n
. 1 c
' {
-1 i
v '(p) F(x,p) V(p) = | Z _*% ol
L .: ® ,..... [ ]
e 0: . °
i .. n-n
| c
O
| o . o o
ou
T T L o® ]
. . |
o
.
* #1 .... *
_______ _r____;_____
-1 ® ®
v (p) F(x,p) V(p) = Le. O
™ ® }o .. Q- n
. . N c
. - l -
- . l
. - I
_® ° }o ...... o |

Les o désignent des éléments constants non nécessairement nuls.

Les # notent des éléments non nécessairement constants.

FIGURE II.10

La matrice V3 (11.2.57) doit, a priori, étre choisie telle que les
éléments diagonaux de la matrice bloc diagonale inférieure d'ordre n-n
de ces matrices (Fig. II.10) soient & partie réelle négative de maniére
32 ce que les éléments pii(X,p) (i =2, ...,'n—nc+1) de la matrice pseudo-
majorante (II.2.60) soient négatifs. Cette propriété est en effet une

condition nécessaire de négativité de €(q,p) (II.2.59).

Deux types de formes remarquables ont été proposés /Benrejeb
& al, 1976 31982/ /Meizel, 1979 - a et b/, essentiellement dans un but

d'analyse des propriétés de stabilité.
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Dans les paragraphes suivants, nous proposons de les utiliser & des
fins de synthese. Il convient de noter, a la lumiere de ce paragraphe,
que celles-ci ne sont que deux éléments d'une classe plus générale de

représentations intéressantes.

En particulier, on a récemment proposé /Rotella, 1983/ une généra-

lisation de la forme en fleche de Benrejeb /Benrejeb, 1980/.

En conclusion des deux paragraphes précédents (§ II.2.2 et § I1I.2.3),
nous avons reformulé 1'expression du théoréme B~G 1 en caractérisant
la stabilité asymptotique d'un asservissement par la négativité d'um

critére numérique €(V,p) dépendant a la fois :
-~ des gains ajustables (p) sur le processus,

- d'un mode de représentation (caractérisé par une matrice de
changement de base V) du systéme laissant invariant la structure

de sa partie non linéaire.

L'effort de synthése doit alors porter sur la minimisation du cri-
tére e(V,p) par rapport 3 ses paramétres. Dans cet esprit, nous propo-
sons maintenant d'expliciter le calcul de la tendance d'évolution €(V,p)

dans 1l'espace de ses paramdtres.

IT1.2.4 - Calcul de la tendance d'évolution §(V,p) du critére €(V,p)

En suivant les résultats des paragraphes précédents (§ II1.2.2 et
§ I1.2.3), le processus de synthése associé a 1'utilisation du théoréme
de Borne & Gentina peut €tre envisagé comme la minimisation d'un critére

e(V,p) qui est une fonction :

- -des paramétres ajustables p dont on cherche la valeur,

. PR X
- d'une base de représentation définie par V € ¢ (5 11.2.3).

Afin de bien poser le probléeme d'optimisation, définissons d'abord

un espace E réel des arguments de £(V,p) :
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n
EeR © n =0 +2 ((a-n)%+nn) (I1.2.60)
e P c c

E est composé de 1'union de

- 1'ensemble des composantes de p eﬁRnp,

- 1'ensemble des parties réelles des composantes de V € ¢
non nécessairement nulles,

- 1'ensemble des parties imaginaires des composantes de

nxn , .
¢ non nécessairement nulles.

Ve
On a vu (§ II.2.2) que €(V,p) est défini a partir des valeurs pro-

pres des matrices pseudo-majorantes M(V,Xx,p).

Comme dans le cas des systeémes de comparaison linéaires, on peut
alors chercher 3 exploiter la définition de la sensibilité des valeurs
propres simples d'une matrice par rapport 2 ses coefficients pour mener

a4 bien cette minimisation.

Mais €(V,p) est lui-méme défini (II.2.34) comme le maximum des
valeurs propres réelles maximales €(V,X,p) de 1l'ensemble des matrices
M(V,x,p) (X € ¥X) pseudo-majorantes déduites du systéme initial et de la

norme vectorielle associée a V (II1.2.48) (II.2.49).

e(V,p) = Sup {e(V,x,p)} ' (11.2.61)
XeYy

La minimisation de €(V,p) est alors apparentée au probléme de type
"™inimax" /Hald & Madsen, 1979/ /Madsen, 1975/. Une difficulté surgit
alors dans la mesure ol ce type de probléme est généralement envisagé
comme une optimisation de fonctions non différentiables /Nurminski,

1979/.

Dans la suite de ce paragraphe, nous proposons néanmoins d'apporter
une solution pratique a ce probléme en définissant une direction de plus
grande pente §(V,p) e R® du critére €(V,p) dans l'espace E des parame-
tres dans le cas ol il n'existe qu'un nombre fini de matrices M(V,X,p)

(x € i) pour lesquelles £(V,p) est la valeur propre réelle maximale.
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Cette '"direction de plus grande pente' est construite a partir des
différents 'gradients'" de €(V,p) considérés successivement comme valeur

propre des matrices M(V,X,p).

Envisageons le cas ou :

,

a) il n'existe qu'un nombre y fini de valeurs 21 s eeey X de

X € X telles que

Vi=1, ...,v; e,p) = e(v,Zi,p)
< (11.2.62)

b) Vi

T, eouy Y 3 M(V,&i,p) est irréductible

) Vi

par rapport aux éléments de E.

T, vees Y 3 M(V,ii,p) est dérivable partiellement

Dans ce cas, V1 =1, ..., Y 3 €(V,ii,p) est une valeur propre sim—
- ; n
ple de M(V,xi,p). On peut alors définir un gradient V*(V,p) e R © de
E(V,zi,p) dans 1l'espace £ (II.2.60). Les composantes de ce gradient sont

calculées d'aprés les relations suivantes /Deif, 1981 - a et b/ :

VBRetE

ae(V,Xi,P) B T BM(V,Xi,p)
{ 98 v 3R

u (11.2.63)

u et v sont les vecteurs propres conjugués de M(V,zi,p) re-

latifs & E(V,zi,p).
\

La direction de plus grande pente 8§(V,p) du critére £(V,p) est alors
explicitée comme dans le cas linéaire stationnaire (II.2.1.2) par la dé-

finition suivante (II.2.64)

Do
§(v,p) e R (II.2.64)

Min  (87(V,p).V'e(v,p)) =  Min {Max_ L. Ve, p)}
i=1,...,Y ' i=1,...,y xeR©
l|x]]< 1



















































































































































































































































































































































































































































































































































































