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AVERTISSEMENT au  LECTEUR ( l e  29/01/1985) 

L 'organisa t ion  de l 'exposé de ce mémoire, i s s u  d 'un choix a p r i o r i  

de l i n é a r i t é  du d iscours ,  a  conduit au présent  découpage en chap i t r e s .  
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 





Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution 

à l'étude des propriétés de stabilité des systèmes dynamiques. 

L'esprit dans lequel le problème est abordé est celui de la synthèse 

d'asservissement. 

Il s'agit alors de définir une loi de commande physiquement réali- 

sable par bouclage du processus étudié, telle que l'asservissement ainsi 

constitué ait un comportement stable autour d'une trajectoire nominale 

choisie a priori. 

La technique de synthèse utilisée est celle de la synthèse paramé- 

trique : la structure de la loi de commande étant définie par un choix 

a priori répondant à des spécifications concernant la trajectoire nomi- 

nale souhaitée ainsi que les couplages entrée-sortie réalisables, il 

s'agit alors de déterminer la valeur des gains ajustables à l'intérieur 

de cette structure de manière à stabiliser la dynamique nominale choisie 

pour cet asservissement. 

La partie essentiellement originale de ce travail est présentée à 

partir du deuxième chapitre. 

Le premier chapitre quant à lui, regroupe les définitions relatives 

aux processus et au problème abordés ainsi que des rappels concernant à 

la fois la propriété de stabilité ainsi que les techniques (hyperstabi- 

lité et agrégation par normes vectorielles) utilisées dans la suite, pour 

la mettre en évidence. 

Une étude bibliographique des méthodes de synthèse cloture ce premier 

chapitre en dégageant des outils conceptuels qui définissent la trame 

de la présentation des chapitres suivants. 

Le deuxième chapitre constitue le corps de ce mémoire et développe 

une méthode de synthèse construite à partir de l'analyse de la stabilité 

par les techniques d'agrégation par normes vectorielles. Dans le souci 

d'alléger les notations, on y considère essentiellement les processus 

en temps continu. 



Les processus envisagés étant non linéaires, nous nous heurtons à 

la difficulté de mettre en évidence leurs propriétés de stabilité par 

des méthodes qui conduisent à des conditions suffisantes qui peuvent se 

révèler, par làlrÊm, restrictives en regard des propriétés intrinsèques 

(mais non connues) du processus. 

La technique adoptée dans ce mémoire pour obvier à cet inconvénient 

consiste à considérer un outil d'analyse de la stabilité choisi a priori 

puis à "ajuster" le mode de représentation dans l'espace d'état de l'as- 

servissement étudié, de manière à obtenir des conditions de stabilité 

les moins restrictives possible. Cette recherche peut alors s'effectuer 

simultanément à celle des gains ajustables de la loi de commande ; elle 

est mise en œuvre en minimisant un critère numérique par une technique 

d'optimisation de fonctions non différentiables voisine de l'habituelle 

méthode du gradient. 

On y présente d'abord la spécification d'un critère numérique dont 

l'optimisation constitue l'objet de la méthode de synthèse paramétrique 

proposée ainsi que la méthode de calcul de sa direction de plus grande 

pente. Parallèlement, on définit des formes canoniques homologues de 

celles usuellement envisagées pour les systèmes linéaires mono ou multi- 

variables pour caractériser les processus étudiés en les classant par 

le "rang" de leur non linéarités. 

On peut alors définir un mode de représentation original des systèmes 

étudiés qui permet de développer complètement la méthode de synthèse para- 

métrique. 

La représentation proposée est construite sur l'idée de la descrip- 

tion des systèmes monovariables linéaires par la mise en série de systèmes 

élémentaires du premier ordre (ce qui justifie le néologisme "forme série"). 

Dans un souci de généralité, la méthode de synthèse proposée est 

développée à partir d'une autre représentation désormais classique, des 

processus non linéaires : la forme "en flèche". 



Enfin, ce deuxième chapitre s'achève sur la mise en évidence de son 

applicabilité aux systèmes en temps discret. 

Le troisième chapitre est une extension du précédent. On y développe 

une application de la méthode proposée qui est alors présentée sous forme 

condensée dans la logique de son utilisation. 

La quatrième partie, très brève, étend l'application de la technique 

consistant à mettre en parallèle un mode de représentation des systèmes 

dynamiques avec une méthodologie d'analyse de la stabilité en vue de la 

synthèse des propriétés d'hyperstabilité des processus en temps continu 

à non linéarités de rang 1. 



C H A P I T R E  1 



C e t t e  première  p a r t i e  c o n s t i t u e  une i n t r o d u c t i o n  aux méthodes o r i -  

g i n a l e s  développées  dans c e  mémoire. Nous proposons a i n s i  d ' y  e f f e c t u e r  

un r a p p e l  d e s  concep t s  e t  d e s  méthodes auxquels  nous nous r é f é r o n s  p a r  

l a  s u i t e .  

La s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t  d ' u n  p rocessus  q u i  c o n s t i t u e  l e  thème 

du t r a v a i l  p r é s e n t é  e s t  n a t u r e l l e m e n t  i n t r o d u i t  e n  d é f i n i s s a n t  l a  c l a s s e  

des p rocessus  é t u d i é s  ( §  1 . 1  e t  § 1 . 2 ) .  Ce cho ix  à p r i o r i  es t  v a l i d é  e n  

montrant qu'un grand nombre de  modèles d e  systèmes a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  

env i sagée  ( §  1 . 2 ) .  

Nous proposons e n s u i t e  ( §  1 . 3 )  d ' e x p l i c i t e r  l e  problème de  l a  syn- 

t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t  d ' u n  p o i n t  de vue e x t e r n e ,  p u i s  d e  l ' a b o r d e r  s o u s  

l ' a n g l e  d 'une  é t u d e  de s t a b i l i t é .  

Nous sommes a i p s i  n a t u r e l l e m e n t  amenés à p r é c i s e r  ( 9  1 . 4 )  l e s  d é f i -  

n i t i o n s  e t  l e s  p r o p r i é t é s  r e l a t i v e s  a u  concept de s t a b i l i t é  p u i s  à rap-  

p e l e r  ( 9  1 . 5 )  c e r t a i n e s  méthodes q u i  pe rmet ten t  d ' a n a l y s e r  ces p r o p r i é t é s .  

A p a r t i r  des  théorèmes de Lyapunov, nous i n t r o d u i s o n s  l a  n o t i o n  d e  

système d e  comparaison.  La fo rmat ion  de  sys tèmesde  comparaison à p a r t i r  

de normes v e c t o r i e l l e s  e s t  e n s u i t e  r a p p e l é e  e t  l a  mise e n  œ u v r e  p r a t i q u e  

de c e t t e  méthodologie  e s t  abordée.  D'un p o i n t  de vue d i s t i n c t ,  l e s  p r i n -  

c i p e s  fondamentaux de l a  t h é o r i e  de  I ' h y p e r s t a b i l i t é  s o n t  également rap-  

p e l é s .  

E n f i n ,  dans un d e r n i e r  v o l e t  ( 9  1 . 6 1 ,  une a n a l y s e  b i b l i o g r a p h i q u e  

des d i f f é r e n t e s  méthodes de s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t  connues nous per-  

met de dégager  des  concepts  méthodologiques u t i l i s a b l e s  de  manière  géné- 

r a l e  dans  l e s  méthodes de s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t .  





1 . 1  - SYSTEMES DYNAMIQUES / PROCESSUS : GENERALITES 

Par d é f i n i t i o n ,  un système dynamique c a r a c t é r i s e  l ' é v o l u t i o n ,  dans 

l e  temps, d 'un ensemble de v a r i a b l e s .  

1 . 1 . 1  - Temps cont inu  / Temps d i s c r e t  

Dans ce contexte ,  il e s t  néces sa i r e  de d i s t i n g u e r  l e s  systèmes pour 

l e sque l s  l e  temps e s t  une v a r i a b l e  cont inue des systèmes pour l e sque l s  

c e t t e  v a r i a b l e  e s t  d i s c r è t e .  

Le temps continu e s t  l e  temps de l a  Physique e t  cons t i t ue  a i n s i  une 

dimension de l a  r é a l i t é .  Par c o n t r e ,  un algorithme i t é r a t i f  de c a l c u l  

fonct ionnant  s u r  un o rd ina t eu r  (machine s é q u e n t i e l l e )  c o n s t i t u e  par  exem- 

p l e  un cas typique de s y s t h ~  en temps discret par  na tu re  : on ne peut 

e n  e f f e t ,  d é f i n i r  l a  q u a n t i t é  ca l cu lée  par  l ' a lgo r i thme  e n t r e  deux pas 

s u c c e s s i f s  de ca l cu l .  

Un système en temps d i s c r e t  peut  d ' a u t r e p a r t r é s u l t e r  de l 'observa t ior ;  

e t  d e l a  commandeparun c a l c u l a t e u r  d'un système en  temps cont inu .  Dans 

ce  c a s , d u f a i t  de l a  na tu re  s é q u e n t i e l l e  de lamachine q u i  con t rô l e  l e  

processus,  ce  de rn i e r  l u i  a p p a r a î t  comme un système évoluant en temps 

d i s c r e t .  

De manière formel le ,  l e  temps t a p p a r t i e n t  à un ensemble 1. 

T C  e dans l e  cas  des  systèmes en  temps d i s c r e t  

ou 

T c  R dans l e  cas des systèmes en  temps cont inu  

Dans ce mémoire, nous considérons tou jours  l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t 
O 

comme f i x é ,  a f i n  de ne pas a l o u r d i r  l e  formalisme. C e t t e  hypothèse n ' e s t  

par  a i l l e u r s  généralement pas nécessa i re .  



é t a t  - 
1 . 1 . 2  - Causa l i t é  n Y : systèmes dé t e rmin i s t e s  

e n t r é e  -+ s o r t i e  

L 'évolut ion d 'un processus s e  c a r a c t é r i s e  par  l ' a n a l y s e  de grandeurs 

mesurables su r  l e  système. Ces mesures à l ' i n s t a n t  t cons t i t uen t  l e s  com- 
m 

posantes  d'un vec t eu r  y ( t )  E R  noté sortie du processus. 

Dans ce mémoire, nous envisageons l ' é t u d e  des systèmes pour l e s q u e l s  

l ' é v o l u t i o n  de l a  s o r t i e  e s t  essent ie l lement  causée par  des  a c t i o n s  ex t é -  

r i e u r e s  à ce lu i - c i .  Nous supposerons donc q u ' i l  e x i s t e  un vec t eu r  d'en- 
e  

t r é e  u ( t )  dont l e s  composantes r ep ré sen ten t  l e s  d i f f é r e n t e s  a c t i o n s  

exercées  s u r  l a  s o r t i e  y ( t ) .  

La r e l a t i o n  Entrée + S o r t i e  é t a n t  de type fonc t ionne l ,  on p r é f è r e  

s u b s t i t u e r  à c e l l e - c i  une r e l a t i o n  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l a  no t ion  d ' é t a t .  

L ' é t a t  x ( t )  E ~7~ /Faure & Depeyrot, 1974 /  peut ê t r e  d é f i n i  comme 

un vec teur  t e l  que : 

- l a  s o r t i e  à l ' i n s t a n t  t ne dépend que de l ' é t a t  e t  de l ' e n -  

t r é e  à l ' i n s t a n t  t ,  

- l a  va l eu r  de l ' é t a t  à l ' i n s t a n t  t + 6 t  immédiatement posté- 

r i e u r  à l ' i n s t a n t  t ne dépend que de l ' é t a t  e t  de l ' e n t r é e  à l ' i n s -  

t a n t  t .  

Nous envisageons dans ce mémoire l e s  systèmes déterministes pour 

l e s q u e l s  l e s  va l eu r s  des  composantes de l ' é t a t  e t  de l a  s o r t i e  ne sont  

pas associées  à une d i s t r i b u t i o n  p r o b a b i l i s t e .  

L 'évolut ion du processus peut a i n s i  ê t r e  r ep ré sen téepa r  une équa- 

t i o n  d ' é t a t  ( 1 . 2 )  où g  e t  f  sont  des a p p l i c a t i o n s .  



Ces concepts généraux nous ont  permis de c e r n e r  l e s  modèles de pro- 

cessus é tud ié s  dans ce mémoire. Nous proposons maintenant de l e s  d é f i n i r  

en p a r t i c u l a r i s a n t  l a  c l a s s e  d 'équat ions d ' é t a t  ( 1 . 2 )  q u i  d é f i n i t  l a  dy- 

namique des processus envisagés .  

1 . 2  - DESCRIPTION DES SYSTEMES DYNAMIQUES ENVISAGES 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous d é f i n i s s i o n s  l a  c l a s s e  des processus pour 

l a q u e l l e  nous dé f in i s sons  une méthodologie de synthèse d 'asserv issements .  

Après avo i r  p réc i sé  l a  c l a s s e  d 'équat ions  d ' é t a t  cons idérée ,  nous propo- 

sons de j u s t i f i e r  l ' i n t é r ê t  p ra t ique  de ce choix en  montrant qu'un nom- 

bre s i g n i f i c a t i f  de modèles c l a s s iques  a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  envisagée.  

Déf in i t i on  généra le  

Les no ta t ions  employées sont  l e s  su ivantes  : 

* t désigne l e  temps  ET 

* x ( t )  E lRn y ( t )  e l~~ u ( t )  e lRe désignent  respec- 

tivement l ' é t a t ,  l a  s o r t i e  e t  l a  commande du processus.  

L'équation de progress ion  des systèmes é t u d i é s  e s t  a l o r s  l a  s u i v a n t e  : 

nxn * Les composantes des  mat r ices  fonc t ionne l l e s  A(. E W , b ( .  E R~~~ 

e t  g t , t  u t  E R*' sont  des fonc t ions  de ( t , x ( t )  , u ( t ) ) .  Il con- 

v i e n t  de no te r  que,  en regard des méthodes de synthèse développées 

dans l a  s u i t e ,  il n ' e s t  pas néces sa i r e  de connaî t re  exactement l e s  

fonc t ions  composant A( . ) ,  b ( . ) ,  g ( . )  mais q u ' i l  s u f f i r a  générale-  

ment de connaî t re  l e u r  plage de v a r i a t i o n s  dans des  bornes connues 

avec c e r t i t u d e .  

* L'opérateur  D e s t  l ' o p é r a t e u r  dér ivée  à d r o i t e  par  rapport  au temps : 



dans l e c a s d e s  systèmesentemps cont inu (respect ivement  d i s c r e t ) .  

Nous proposons maintenant de montrer que l e s  systèmes l i n é a i r e s  a i n s i  

qu'une c l a s se  importante de modèles non l i n é a i r e s  de processus appar t ien-  

nent  à l a  c l a s se  envisagée (1.3)  de modèles. 

1 . 2 . 2  - Systèmes l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  r a t i o n n e l s  

Ces modèles son t  d é c r i t s  par l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  su ivante  : 

A ,  B ,  C e t  D sont  des mat r ices  à c o e f f i c i e n t s  cons tan ts  de dimensions 

appropr iées .  

Le comportement Entrée -t S o r t i e  du système peut  ê t r e  d é c r i t  par  une 

f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  F(S) : ga in  opéra t ionnel  d é f i n i  par rappor t  à l a  

v a r i a b l e  de Laplace 5 = p ( r e s p  5 = z )  dans l e  cas  d ' un  système e n  temps 

cont inu  ( r e sp  d i s c r e t )  : 

(A,  B ,  C ,  D) est une r é a l i s a t i o n  de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  F. Cet te  

r é a l i s a t i o n  e s t  d ' o rd re  (n) minimal s i  l a  p a i r e  [A , B] e s t  complètement 

con t rô l ab le*  e t  s i  l a  p a i r e  [A , C] e s t  complètement observableh*.. 

* La p a i r e  [A , B] e s t  complètement con t rô l ab le  s i  l e  rang de l ' e space  
i engendré par l e  système générateur  { B ,  AR,  . . . , A B ,  ... e s t  éga l  à 

l a  dimension n  du vec teur  é t a t  x (c .à .d .  de l a  t a i l l e  de l a  mat r ice  A). 

*" [A , C] e s t  complètement observable s i  e t  seulement s i  l a  p a i r e  [AT , cT] 
e s t  complètement con t rô l ab le .  

Systèmes l i n é a i r e s  non s t a t i o n n a i r e s  : 

Ces systèmes s a t i s f o n t  comme l e s  précédents ,  au pr inc ipe  de super- 

p o s i t i o n ,  mais on ne peut l e u r  a s soc i e r  une fonc t ion  de t r a n s f e r t .  



L'équat ion d  ' é t a t  su ivan te  permet de l e s  d é f i n i r  formellement : 

1.2.3 - Modèles de processus non l i n é a i r e s  / In t roduc t ion  

Parmi l e s  modèles l i n é a i r e s ,  l e s  systèmes l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  

ont d 'abord r e t enu  l ' a t t e n t i o n  des au tomat ic iens ,  du f a i t  du cadre ma- 

thématique b ien  connu dans lequel  il e s t  s i t u é  : c e l u i  de l ' a l g è b r e  li- 

néa i r e .  

Dans l a  p l u p a r t  des cas  conc re t s ,  1- choix d 'un t e l  modèle e s t  jus-  

t i f i é  dans l a  mesure où il t r a d u i t  re la t ivement  b i en  une dynamique d é f i -  

n i e  pour de f a i b l e s  v a r i a t i o n s  autour d'un poin t  de fonctionnement moyen 

/Landau, 1 97 9 / . 

Cette  hypothèse se  j u s t i f i e  aisément dans l e  cas  où on régule  b i e n  

l e s  s o r t i e s  d 'un processus donné autour  de va l eu r s  de consignes f i x é e s .  

Dans ce ca s ,  l a  v a l i d a t i o n  du modèle s ' opè re  en fonc t ion  du but  f i x é  : 

on c a l c u l e  un "bon" r égu la t eu r  à p a r t i r  du modèle l i n é a i r e .  Le système 

a s s e r v i  a i n s i  c o n s t i t u é  main t ien t  l e s  composantes de l a  s o r t i e  du pro- 

cessus autour  de l e u r s  consignes f i x e s ,  l e  choix d 'un  modèle l i n é a i r e  

e s t  a i n s i  généralement v a l i d é  /Foulard & a l ,  19781. 

La j u s t i f i c a t i o n  précédente ne peut néanmoins pas t ou jou r s  ê t r e  

re tenue .  Des s i t u a t i o n s  pour l e sque l l e s  l e s  e n t r é e s  du processus admet- 

t e n t  des v a r i a t i o n s  de grande amplitude conduisent à r e j e t e r  l 'hypothèse 

de l i n é a r i t é  au tour  d  'un "point  de fonctionnement". 

Le ca rac t è re  non l i n é a i r e  du processus modélisé d o i t  a l o r s  appa- 

r a î t r e  expl ic i tement  dans l e  modèle. 

1 .2.4 - Systèmes de Lur'e Postnikov 

Dans une première approche, un système de Lur 'e  Postnikov peut ê t r e  

d é f i n i  comme un système l i n é a i r e  bouclé pour l eque l  l e s  ac t ionneurs  e t  

l e s  capteurs  sont  d é c r i t s  par  des c a r a c t é r i s t i q u e s  non l i n é a i r e s .  



Les premières études de ce type de modèle /Aizerman, 19491 /Lurle, 

19511 envisagent des systèmes décomposables sous la forme du schéma-bloc 

suivant (Figure 1.1 ) : 

non 
linéarité 

u(t) > 
r(t> + 

I statique 

FIGURE 1.1 

Partie 
linéaire 

stationnaire 

pour lequel'le capteur est supposé non linéaire. 

- y(t) 

Il convient de remarquer que, dans le cadre des études de stabilité 

en régime libre (r(t) 5 0 )  de ce système, il n'est pas utile de distinguer 

quelle partie (capteur ou actionneur) induit le comportement non linéaire 

du système comme le montre l'équivalence des schémas-blocs suivants 

(Figure 1.2) : 
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En généralisant, une forme générique des systèmes de Lur'e Postnikov 

peut être donnée sous la forme de l'équation d'état suivante IGrujit, 19781 

/Borne, 19761 : 

avec dim(r) = dim ( C ( . )  .x) = dim(f) = m. 

Envisageons le cas où la fonction f est telle qu'on puisse toujours 

définir le gain statique équivalent @ de la manière suivante (1.9) : 

( v (t ,x,o) admissible : 
1 dirn (+(t,x,o)) = dirn (f(t,x,o)) = m 

Une nouvelle description du processus en régime libre peut alors 

être proposée (1.10) : 

Cette dernière forme appartient bien à la classe des systèmes envi- 

sagés (1.3) dans un fonctionnement en régime libre. 

1.2.5 - Systèmes bilinéaires / à état affine I~evine, 19831 

/Bourdon, 19821 

L'équation d'état définissant les systèmes bilinéaires est la sui- 

vante /Fliess, 1978, 19811 : 



Dans c e t t e  d é f i n i t i o n ,  l e s  ma t r i ce s  A 
0 ,  

..., Ae, C son t  à coef- 

f i c i e n t s  cons t an t s .  

Les systèmes à é t a t  a f f i n e  / F l i e s s ,  19801 c o n s t i t u e n t ,  dans l e  cadre 

des systèmes en temps d i s c r e t ,  une g é n é r a l i s a t i o n  des  systèmes b i l i n é -  

a i r e s .  I l s  sont  d é f i n i s  par  l ' é q u a t i o n  (1.12) : 

Les mat r ices  A 
0'  

..., A sont  également à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s ,  
m 

l e s  p  sont des  monômes en l e s  indéterminées u  
i 1 >  U2Y " ' Y  u  ' e 

Les systèmes à é t a t  a f f i n e  p ré sen ten t  une s p é c i f i c i t é  remarquable ; 

en e f f e t ,  l e  p rodu i t  de deux systèmes à é t a t  a f f i n e  e s t  à é t a t  a f f i n e  

( c e t t e  p r o p r i é t é  n ' e s t  par  c o n t r e  pas  v é r i f i é e  dans l e  cadre  des  systè-  

mes b i l i n é a i r e s )  . 

Il e s t  important de sou l igne r  l a  v a l i d i t é  de c e s  modèles v i s  à v i s  

de dynamiques non l i n é a i r e s  à p a r t i r  de deux po in t s  de vue complémentai- 

r e s .  En premier l i e u ,  un théorème d ' i n d i s c e r n a b i l i t é  dû à F l i e s s  / F l i e s s ,  

19811 a s su re  La cohérence théor ique  de c e  choix de modèle. 

Par a i l l e u r s ,  une c l a s s e  de méthode d ' i d e n t i f i c a t i o n  de  t e l s  pro- 

cessus  à p a r t i r  d ' expér iences  t e l l e s  que des réponses à des échelons 

e s t  d i sponib le  /Bourdon, 19821. 

La v a l i d i t é  des  modèles obtenus par  ces  procédés a  pu ê t r e  montrée 

su r  de nombreux c a s  concre ts .  De p l u s ,  i l s  recouvrent  l e s  modèles "li- 

n é a i r e s  à c o e f f i c i e n t s  v a r i a b l e s "  dé jà  u t i l i s é s  dans l a  p r a t i q u e  sans 

une a u s s i  s o l i d e  j u s t i f i c a t i o n  théor ique  (ex : /Lecoutur ie r ,  19711). 

Nous proposons d ' e x p l i c i t e r  en conclusion de c e  paragraphe un exem- 

p l e  i l l u s t r a n t  l e  l i e n  e n t r e  l a  c l a s s e  des modèles é tud ié s  (1.3) avec 

l e s  systèmes à é t a t  a f f i n e  ( c e t  exemple e s t  i s s u  de l a  r é f é rence  /Dang- 

Van-Mien, 19801) . 



c o e f f i c i e n t s  v a r i a b l e s "  ....................... 

Considérons un système monovariable pour l e q u e l  l a  s o r t i e  évolue 

sous l ' e f f e t  de deux e n t r é e s  e ( t )  e t  < ( t ) .  

e ( t )  e s t  une en t r ée  permettant  l e  c o n t r ô l e  du processus ; 5 ( t )  

in f luence  l a  s o r t i e  mais nous supposerons q u ' i l  n ' e s t  pas p o s s i b l e  d 'a-  

g i r  s u r  e l l e .  

Lorsque S ( t )  e s t  cons t an te ,  l e  processus peut  ê t r e  modél isé  par  

un modèle de S t r e j &  : 

Il v i e n t ,  ap rè s  échant i l lonnage  : 

Sous l ' e f f e t  de l ' e n t r é e  S ( t )  ( ~ ( t )  € [C - , E ]  o ZR) l e  gain s t a -  

t i que  G e t  l a  cons tan te  de temps T v a r i e n t  su ivant  l e s  l o i s  su ivan te s  : 
O 

Les express ions  correspondantes des  c o e f f i c i e n t s  a b .  de ~ ( z )  i' 1 

(1.14) dépendent a i n s i  de 5 e t  l e u r s v a r i a t i o n s  peuvent ê t r e  s u f f i s a m e n t  

bien approximées par  des polynômes en v e r t u  du théorème de Stone-Weiers- 

t r a6 .  

Les a u t e u r s  proposent a l o r s  une modél i sa t ion  du système sous l a  

forme su ivante  (1.16) : 



Dans c e t t e  express ion ,  l e s  mat r ices  A ..., A à c o e f f i c i e n t s  
O ' 8 

cons t an t s  ont l e s  s t r u c t u r e s  su ivan te s  : 

- 
La d e r n i è r e  composante du vec teur  é t a t  augmenté 

i x(;) -1 e s t  i n t r o -  
L ' -1 

d u i t e  à des f i n s  de cohérence formel le  (dimension),  on peut 

de ce  f a i t  d é c r i r e  l e  système par un modèle " l i n é a i r e  à c o e f f i c i e n t s  

va r i ab l e s "  t e l  que l e  su ivant  : 



Les a . ( < )  e t  l e s  b . (5 )  sont  des  polynômes en 5 d ' o r d r e s  r e s p e c t i f s  
1 1 

3 e t  4.  

Ce d e r n i e r  modèle a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  des processus é tud ié s  (1 .3) .  

La c l a s s e  des processus envisagée é t a n t  d é f i n i e  (1.31, il convient  

maintenant de p r é c i s e r  des no t ions  supplémentaires ind ispensables  à l a  

formulat ion du problème de commande (ou con t rô l e )  des  processus .  

1.3 - CONTROLE DES PROCESSUS 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous d é f i n i s s o n s  d 'ua  po in t  de vue généra l ,  l e s  

no t ions  e s s e n t i e l l e s  q u i  permettent  de fo rma l i se r  l e s  problèmes p r a t i q u e s  

de con t rô l e  de processus.  Nous se rons  a i n s i  amenés à p r é c i s e r  l ' e f f e t  des  

en t r ées  d 'un  processus e t  à dégager l a  no t ion  d ' in format ion  d i spon ib l e  

s u r  un processus .  

Nous proposons e n s u i t e  de formuler  l e  problème généra l  du c o n t r ô l e  

des processus du poin t  de vue dynamique de l a  s t a b i l i t é  d 'une t r a j e c t o i r e  

nominale. 

1 .3 .1  - s o r t i e s  con t rô l ées .  s o r t i e s  a c c e s s i b l e s .  e n t r é e s  de com- 

mande, e n t r é e s  de p e r t u r b a t i o n s  1 Déf in i t i ons  

S o i t  un processus d é c r i t  p a r  une équat ion d ' é t a t  de l a  c l a s s e  en- 

visagée en (1.3) : 



Nous appe l l e rons  s o r t i e  contrôlée l 'ensemble des composantes de 

y ( t )  auxquel les  l e  concepteur souhai te  a s s i g n e r  un comportement (par  

exemple, c e l u i  d e  tendre v e r s  une c o n s t a n t e  donnée dans un problème de 

r égu la t ion  ou c e l u i  d ' ê t r e  i n s e n s i b l e  à une e n t r é e  donnée dans un pro- 

blème de découplage).  

Par  d é f i n i t i o n ,  l a  s o r t i e  du système e s t  un vec t eu r  dont l e s  com- 

posantes  sont c o n s t i t u é e s  de l 'ensemble des  grandeurs mesurables (con- 

t r ô l é e s  ou non). 

La s o r t i e  du processus peut ê t r e  p i l o t é e  par  l ' e n t r é e  de commande 

c o n s t i t u é e  par l 'ensemble des  composantes de u ( t )  q u i  sont  a f f e c t a b l e s  

( su r  l e s q u e l l e s  on peut a g i r ) .  

Les a u t r e s  composantes de u ( t )  q u i  a g i s s e n t  su r  l e  comportement 

du système e t  donc à p r i o r i  s u r  l a  s o r t i e  con t rô l ée  sans que l ' o n  puis-  

s e  a g i r  s u r  e l l e s ,  d é f i n i s s e n t  une entrée de p e r t u r b a t i o n  du système. 

Ces concepts é t a n t  posés,  nous proposons de regrouper  l e s  no ta t ions  

q u i  découlent des  remarques précédentes  : 

D ( x ( t ) )  = A ( t ,  x ,  u ) . x ( t )  + B ( t ,  x ,  u ) . u ( t )  
Processus 

= c ( t ,  x ,  u ) . x ( t )  

E ZRmc : vec teu r  des s o r t i e s  à c o n t r ô l e r  
d  

y E TGrnd : vec teu r  des s o r t i e s  non c o n t r ô l é e s  

uC 4 ZRec : vec teu r  des e n t r é e s  de commande 

u P €  F'  CR^^ : vec teu r  des e n t r é e s  de pe r tu rba t ions  



1.3 .2  - Rétro-act ion / Dua l i t é  des  problèmes s t a t i q u e s  e t  dynamiques 

La commande d'un processus c o n s i s t e ,  ap rè s  avo i r  p r é c i s é  l e s  s o r t i e s  

con t rô l ées  e t  l e s  c r i t è r e s  q u i  l e u r  son t  a s s o c i é s ,  à d é f i n i r  l e s  l o i s  

de commande à app l ique r  s u r  l e s  e n t r é e s  de commande dé manière à s a t i s -  

f a i r e  l e s  c r i t è r e s  imposés malgré l ' a c t i o n  des e n t r é e s  de  pe r tu rba t ions .  

La s t r u c t u r e  de commande par  r é t ro -ac t ion  e s t  directement  i s s u e  de 

c e t t e  d e r n i è r e  formulat ion puisque l e s  l o i s  de commande, pour contreba- 

lancer  l ' e f f e t  des  en t r ées  de p e r t u r b a t i o n s ,  do ivent  d i spose r  des i n f o r -  

mations r e l a t i v e s  à c e l l e s - c i .  Ces informations n ' é t a n t  pa r  d é f i n i t i o n  

d isponib les  que dans l e s  s o r t i e s  mesurables du processus,  e l l e s  sont  

donc i n j e c t é e s  dans l e  b loc  d é f i n i s s a n t  l a  l o i  de commande du procédé 

à p a r t i r  des  c r i t è r e s  imposés (cf  F igure  1 .3 ) .  

Il convient  de  remarquer que l ' é t a t  x ( t )  n ' e s t  généralement pas ac- 

c e s s i b l e  à l a  mesure dans s a  t o t a l i t é .  En conséquence, une commande par  

r e tou r  d ' é t a t  ne peut ê t r e  implémentée que s i  on p l ace ,  dans l a  l o i  de 

commande de l a  Figure 1 . 3 ,  un observa teur  d ' é t a t .  

Le schéma prend a i n s i  en  compte l e s  d i f f i c u l t é s  l i é e s  à ce type de 

commande lorsque  l e  processus e s t  mal connu. 

C r i t è r e s  r e l a t i f s  aux 
s o r t i e s  con t rô l ées  

> 

FIGURE 1 .3  

Processus 
i 

u C ( t )  y ( t >  

- commande 
Loi  de < 



Cet t e  r e p r é s e n t a t i o n  du problème de cont rô le  e s t  conforme à c e l l e  

d é f i n i e  dans l a  ré férence  /Savonov, 1980/ pour i n t r o d u i r e  l ' é t u d e  de l a  

s t a b i l i t é  par l a  méthode des  s ec t ions  coniques de Zames /Zames, 1966-a,b/. 

Il met donc en évidence l e  l i e n  e x i s t a n t , e n t r e  l e s  problèmes de con t rô l e  

e t  ceux r e l a t i f s  à l a  s t a b i l i t é .  

Le schéma conceptuel  de l a  Figure 1 .3  peut ê t r e  e x p l i c i t é  dans l e  

cas  envisagé usuellement de p e r t u r b a t i o n s  e t  de consignes a d d i t i v e s  ap- 

p l iquées  en e n t r é e .  Il v i e n t  a l o r s  l e  diagramme rep résen té  ci-dessous : 

Consignes 

Processus 

Processus 
non 

pe r tu rbé  

FIGURE 1 . 4  

I 

Dua l i t é  des  problèmes stati-s e t  dpamiques  dans la  commande des p roces sus  ------------ -------------- ------- .............................. ------_-- 

Ayant fo rma l i sé  l e  problème de commande de processus dans l e  même cadre 

(Figure 1 .3)  que c e l u i  envisagé dans l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes, 

l e  l i e n  e x i s t a n t  e n t r e  l e s  deux ques t ions  peut ê t r e  mis en  évidence dans 

l e  ca s  de l a  r é g u l a t i o n  correspondant à l 'exemple d ' i l l u s t r a t i o n  su ivant  

(Figure 1 .5)  : 

A I ; 

7 

Loi  de commande 



r 
1 r r i mc 

dim(yc) = dim(uc) = dim(uP) = dim(r )  = mc 

FIGURE 1.5 

U(t)  
P ~ O C ~ S S U S  non * y C ( t )  

p e r t u r b é  
J 

Dans c e t t e  s t r u c t u r e ,  o n  env i sage  l e  fonct ionnement  e n  r é g u l a t e u r  

du p r o c e s s u s  soumis  à une e n t r é e  de  p e r t u r b a t i o n  a d d i t i v e  uP constante 

e t  à une e n t r é e  d e  r é f é r e n c e  r également constante. 

- 

La p r a t i q u e  d e  l a  r é g u l a t i o n  des  sys tèmes  l i n é a i r e s  nous c o n d u i t  à 

m e t t r e  e n  p l a c e  d e s  r é g u l a t e u r s  de  t y p e  p r o p o r t i o n n e l  e t  i n t é g r a l  dans  
C l ' o p t i q u e  de  r é g & l e r  y  ( t )  a u t o u r  de l a  v a l e u r  c o n s t a n t e  r .  

Supposons q u ' o n  p u i s s e  d é f i n i r  un v e c t e u r  é t a t  du p r o c e s s u s  t e l  que 
C l e s  s o r t i e s  c o n t r ô l é e s  ( y . ( t )  ; i = l ,  ..., mc) s o i e n t  des  composantes d e  
1 

ce  v e c t e u r .  

6 ,  
CL + - .  

1 P  

Les v a r i a b l e s  - ~ . ( t )  s o n t  a l o r s  l e s  mêmes composantes du v e c t e u r  
1 

é t a t  du p rocessus  a v e c  un é t a t  i n i t i a l  t r a n s l a t é  d e  - r . .  De rnême, l a  pe r -  
1 

t u r b a t i o n  a d d i t i v e  c o n s t a n t e  up peut  ê t r e  i n t e r p r é t é e  comme l a  c o n d i t i o n  
1 

i n i t i a l e  de  l ' i n t é g r a t e u r  s i t u é  en a v a l  d e  & ; ( t )  ( c f  F i g u r e  1 . 6 )  : 
& 

' E ,  ( t )  Y;(c) 

' l 
c 

y i ( t >  - 
+ 

+ 

- 

- C L  

B .  
1 ci + -  

i P 
b 

\ 

c i ( t )  .- 
\ 

+ 

13 mc + - .  
mc P  

E ( t )  mc , 
4 



Par une t r a n s l a t i o n  des  v a r i a b l e s  d ' é t a t  appa ra i s san t  dans l e  ixo-  

cessus  e t  dans l e  r égu la t eu r ,  l ' a sserv issement  proposé s u r  l a  Fig.  1.5 

?eut ê t r e  a i n s i  ramené à l a  s t r u c t u r e  en cont re - réac t ion  su ivante  (F ig .  

1 . 7 )  pour l a q u e l l e  l e s  s eu le s  pe r tu rba t ions  envisagées son t  des  modlf i -  

c a t ions  des  condi t ions  i n i t i a l e s  dans l e  processus e t / o u  dans l a  l o i  de 

commande. 

Processus - E  ( 

> avec condi t  ions 
i n i t i a l e s  t r a n s l a t é e s  

propor t ionnel  
e t  i n t é g r a l  avec 

cond i t i ons  i n i t i a l e s  
t r a n s l a t é e s  

FIGURE 1 . 7  



L 'ob jec t i f  de  l a  r égu la t ion  é t a n t  d é c r i t  par  : 

l i m  ~ ( t )  = O 
t - + + m  

c e l u i - c i  e s t  a t t e i n t  s i  l e  po in t  d ' é q u i l i b r e  à l ' o r i g i n e  du vec t eu r  

é t a t  de l ' a s se rv i s semen t  (processus + r égu la t eu r )  e s t  asymptotiquement 

s t a b l e ,  c ' es t -à -d i re  s i  l e  vec teur  d ' é t a t  tend ve r s  zéro en r e s t a n t  

borné au cours  de  son évolu t ion .  

La démarche de synthèse proposée dans n o t r e  t r a v a i l  s 'ap-  

parente  à l ' e s p r i t  de l 'exemple précédent .  Nous proposons m i n -  

t enan t  d 'aborder  l e s  no t ions  u t i l e s  à l a  compréhension de  l a  no t ion  

de s t a b i l i t é  p u i s  l a  d é f i n i t i o n  des grandes c l a s s e s  de méthodes d ' a n a l y s e  

s u r  l e s q u e l l e s  reposent  l e s  méthodes que nous e x p l i c i t e r o n s  dans ce  mé- 

moire. 

1 .4  - MOTIONS DE STABILITE / DEFINITIONS 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons de r appe le r  l e s  no t ions  essen-  

t i e l l e s  r e l a t i v e s  à l a  p r o p r i é t é  de s t a b i l i t é  d 'une t r a j e c t o i r e .  Afin 

d ' a l l é g e r  l ' exposé ,  nous nous l imi t e rons  dans l e  corps du c h a p i t r e ,  à 

l 'énoncé des p r inc ipes  fondamentaux en renvoyant l e s  d é f i n i t i o n s  f o r -  

mel les  en annexe. 

Considérons l e s  t r a j e c t o i r e s  poss ib l e s  dans l ' e space  d ' é t a t  d 'un 

asservissement t e l  que c e l u i  r ep ré sen té  dans l a  Figure 1 .3 .  

Notons r ( t )  E 7RmC, 1 ' en t r ée  de r é f é rence  c a r a c t é r i s é e  comme un vec- 

t e u r  dont l e s  composantes d é f i n i s s e n t  l e s  consignes des s o r t i e s  contrô-  

l é e s .  x ( t )  désigne l ' é t a t  du processus,  son évo lu t ion  e s t  a l o r s  carac- 

t é r i s é e  par l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

Considérons x ( t )  comme une t r a j e c t o i r e  nominaie v i s  à v i s  de l ' e n -  

t r é e  r ( t ) ,  c ' e s t  à d i r e  comme une t r a j e c t o i r e  poss ib l e  m a t é r i a l i s a n t  l e  

comportement souha i t é  de l ' asserv issement  en  réponse à r ( t ) .  



En remarquant que l ' é t a t  i n i t i a l  x ( t  ) a g i t  s u r  l a  t r a j e c t o i r e  corne 
O 

une e n t r é e  de p e r t u r b a t i o n  p a r t i c u l i è r e ,  l a  stabilité de la trajectoire 

nominale (1.20) s e  d é f i n i t  pa r  rappor t  aux t r a j e c t o i r e s  (1.21) du sys- 

tème soumises à d ' a u t r e s  e n t r é e s  de pe r tu rba t ion  e t  à l a  même en t r ée  de 

r é f é rence  r ( t ) .  

La stabilité de l a  t r a j e c t o i r e  nominale x ( t )  exprime q u ' i l  e x i s t e  

deux ensembles S e t  P : 
O O 

- un sous-ensemble S de l ' e s p a c e  d ' é t a t  S t e l  que : 
O 

x*(t  ) E So 
O 

S  O - { x ( t o ) 1  # 0 

- un sous-ensemble P de l 'ensemble P des  e n t r é e s  de per tur -  
O 

ba t ion  u P ( t  ; t 6 T) t e l  que : 

u*P(.) € P 
O 

P - {uP( . ) )  72 0 
O 

t e l s  que l ' é c a r t  e n t r e  l a  t r a j e c t o i r e  nominale e t  t o u t e  t r a j e c t o i r e  x* ( t )  

obtenue pour u*'(. ) E p e t  x*( t  ) E S s o i t  bornée uniformément par rap- 
O O O 

po r t  au temps. 

La not ion  de stabilité asymptotique conduit  à a s s u r e r ,  e n  p lus  des  

p r o p r i é t é s  c i t é e s  précédemment, que l e s  t r a j e c t o i r e s  per turbées  x*( t )  

convergent vers  l a  t r a j e c t o i r e  nominale x ( t )  lo rsque  t augmente indé f i -  

niment. 

.Dans de nombreux c a s ,  l e s  p r o p r i é t é s  asymptotiques du système ne 

sont  pas s u f f i s a n t e s .  Par exemple, un d i s p o s i t i f  de c o n t r ô l e  l a t é r a l  

de l a  t r a j e c t o i r e  d'un avion à l ' a t t e r r i s s a g e  d o i t  permet t re  de r e c a l e r  

c e t t e  t r a j e c t o i r e  dans l ' a x e  de l a  p i s t e  au bout d 'un  temps f i n i ,  en 

p a r t i c u l i e r  avant l a  f i n  de l a  p i s t e  d ' a t t e r r i s s a g e .  

En fonc t ion  de ce  besoin ,  l a  stabilité pratique i n t r o d u i t e  par  

Lj.T. Gruj i6  IGruj i6 ,  1 9 7 5 /  permet de s p é c i f i e r  un temps t (temps de 
S 

réponse / s e t l i n g  time) à p a r t i r  duquel t ou te s  l e s  t r a j e c t o i r e s  

x  (T ; T E [ tS , + a[ ) appar t iennent  à un domaine dé£ i n i  à p r i o r i  au tour  

de l a  t r a j e c t o i r e  nominale. 



La s t a b i l i t é  exponen t i e l l e  c o n s t i t u e  un cas  p a r t i c u l i e r  de s t a b i l i t é  

asymptotique qui  permet de d é f i n i r  une majora t ion  du temps de réponse. 

Dans ce c a s ,  on c a r a c t é r i s e  l a  décro issance  exponen t i e l l e  d'une mesure 

de l ' é c a r t  e n t r e  l e s  t r a j e c t o i r e s .  

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  d ' i n t r o d u i r e  à ce  niveau 1s not ion  de robus t e s se  

de l a  s t a b i l i t é .  

La s t a b i l i t é  d 'un système ne peut ê t r e  é tud iée  que s u r  des  modèles 

formels de processus.  O r ,  e n  généra l ,  un processus donné admet un grand 

nombre de modèles dont l e s  comportements dynamiques sont  v o i s i n s .  Il  e s t  

donc ind ispensable  qu'une p rop r i é t é  t e l l e  que l a  s t a b i l i t é  (asymptotique) 

s o i t  é t a b l i e  pour t o u t e  l a  c l a s s e  des modèles prétendant  d é c r i r e  l e  sys- 

t ème . 

L ' i n d i s s o c i a b i l i t é  des  not ions de s t a b i l i t é  e t  de robus t e s se  e s t  

par  a i l l e u r s  mise en  exergue par  l e s  démarches de précurseurs  t e l s  que 

Nyquist ,  Bode e t  Black dans des é tudes  de  c i r c u i t s  é l ec t ron iques  à tubes 

/Bellman, 1964/ /Mayr, 1970/ /Faure, 1974/. 

La not ion  de s t a b i l i t é  absolue e s t  à rapprocher  de l a  robus tesse  

dans l e  sens où c e t t e  p r o p r i é t é  d é c r i t  l a  s t a b i l i t é  d 'un po in t  d 'équi -  

l i b r e  pour l 'ensemble des t r a j e c t o i r e s  de systèmes non l i n é a i r e s  dont 

l e s  termes intrinsèquement non l i n é a i r e s  s a t i s f o n t  à une p r o p r i é t é  donnée 

(par  exemple, dans l e  cas  de c a r a c t é r i s t i q u e s  s t a t i q u e s  non l i n é a i r e s  de 

dimension 1 ,  l e  f a i t  d ' a p p a r t e n i r  à un s e c t e u r  donné du p l an  /Aizerman, 

19631 / ~ r u j i &  & a l ,  19791). La g é n é r a l i s a t i o n  de c e t t e  no t ion  de s t a b i -  

l i t é  absolue a  conduit  Popov à formuler l e  concept d ' h y p e r s t a b i l i t é  

/Popov, 19731. 

I l  convient de remarquer que l e s  p r o p r i é t é s  précédentes  ont  é t é  i'n- 

t r o d u i t e s  pour une e n t r é e  de ré férence  r ( t )  (1.20) donnée. La p r i s e  en  

compte d'une c l a s s e  R d ' e n t r é e s  de r é f é rence  poss ib l e s  ne modif ie  en  r i e n  

l e s  concepts i n t r o d u i t s .  I l  s u f f i t  a l o r s  de cons idérer  r ( t )  comme une 

pe r tu rba t ion  supplémentaire de l ' asserv issement .  

Les p r i n c i p a l e s  d é f i n i t i o n s  formel les  r e l a t i v e s  aux p r o p r i é t é s  

énoncées sont  r epo r t ées  en Annexe 1.2,  il convient maintenant d 'aborder  



l e s  méthodologies q u i  perne t  t e n t  de c a r a c t é r i s e r  l a  s t a b i l i t é  d'une t r a -  

j e c t o i r e  nominale d'un processus donné. 

METHODOLOGIES D 'ETUDE DE LA STABILISE 

Les méthodes d 'é tude de l a  s t a b i l i t é  des t r a j e c t o i r e s  d 'un  système 

dynamique sont  e s sen t i e l l emen t  l i é e s  au type de modèle u t i l i s é  pour dé- 

c r i r e  l e  processus.  

Les p r o p r i é t é s  des systèmes l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  r a t i o n n e l s  élé- 

mentaires  ont  permis de dégager des  cond i t i ons  n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  

de s t a b i l i t é  rexponent ie l le l  r e l a t i v e s  aux d e s c r i p t i o n s  f r é q u e n t i e l l e s  

e t  temporel les  (dans l ' e space  d ' é t a t )  de  ces modèles. 

La t ransformation homographique permet par  a i l l e u r s  de  mener à b ien  

l ' é t u d e  des  systèmes en temps con t inu  ou d i s c r e t  en u t i l i s a n t  i nd i f f é -  

remment l e s  o u t i l s  de s t a b i l i t é  d é f i n i s  dans l ' u n  ou l ' a u t r e  cadre.  

L ' ana lysedes  p r o p r i é t é s d e  s t a b i l i t é d e  ces  systèmes e s t a i n s i r e n d u e  

aiséepuisqu'ondisposed'uneconditionnécessaireet su f f i s an te .Dans  c e t e s -  

p r i t ,  l e s  premiers t ravauxmenésdans l e c a d r e d e s  systèmes a s s e r v i s  e t  r e l a t i f s  

à l a s t a b i l i t é d e s m o d è l e s  non l i n é a i r e s  s e  sont  f i x é s  pour o b j e c t i f  de montrer 

l ' e x i s t e n c e  de condi t ions  de s t a b i l i t é  a u s s i  f o r t e s  dans l e  cadre  des 

systèmes non l i n é a i r e s .  

C e t t e  démarche a  condui t  Aizerman /Aizerman, 1949/ a  formuler une 

con jec tu re  exprimant que l e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  d'un modèle non 

l i n é a i r e  peuvent ê t r e  i n d u i t e s  à p a r t i r d e s  p r o p r i é t é s d e  s t a b i l i t é d e  se s  

modèles l i n é a i r e s  tangents .  

Ce t t e  conjec ture  n ' a  jamais pu ê t r e  prouvée d'une manière généra le  

e t  e l l e  s ' e s t  p a r f o i s  r évé l ée  r e s t r i c t i v e  /Richard, 1981 - c / .  L'ambition 

des automaticiens s ' e s t  a l o r s  l i m i t é e  à d é f i n i r  des  cond i t i ons  suf- 

f i s a n t e s  de  s t a b i l i t é  à p a r t i r  d ' o u t i l s  propres  à l ' a n a l y s e  mathématique 

au l i e u  des  cond i t i ons  n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  que p e r m e t t a i t  d ' exhi -  

ber  l a  manipulation d ' o u t i l s  a lgéb r iques .  



La redécouverte  des  travaux de  Lyapunov /Lyapunov, 1892, 1949/ gé- 

n é r a l i s a n t  l a  no t ion  de d i s t ance ,  a  permis de f i x e r  un cadre r igoureux 

à l ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  des systèmes non l i n é a i r e s .  

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons d 'abord de r appe le r  l e s  théorèmes 

de Lyapunov. L ' a p p l i c a t i o n  de ces  théorèmes n ' é t a n t  pas ,  en  géné ra l ,  a i -  

s é e ,  v o i r e  p o s s i b l e  d 'un point  de vue p r a t i q u e ,  nous présentons ensu i t e  

Les techniques d ' ag réga t ion  par  u t i l i s a t i o n  de  normes v e c t o r i e l l e s  a i n s i  

que l e s  r é s u l t a t s  r e l a t i f s  à l ' h y p e r s t a b i l i t é  q u i  c o n s t i t u e n t  l e  support  

des méthodologies de synthèse  que nous présentons dans ce mémoire ( 4  II 

à IV). 

1.5.1 - Théorèmes de  Lyapunov 

La méthode d i r e c t e  de Lyapunov envisage de c a r a c t é r i s e r  l a  s t a b i -  

l i t é  du po in t  s t a t i o n n a i r e  x  = O du système en temps cont inu  su ivan t  : 

On e s t  amené à d é f i n i r  une fonc t ion  v ( x , t )  v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  

su ivantes  l u i  con fé ran t  l e  r ô l e  de "norme généra l i sée1 '  de x ( t ) .  

a )  v ( x , t )  e s t  une a p p l i c a t i o n  de T x S -+ R+ 

b) t E T : { v ( x , t )  = 0) {x = 0) 

c)  v ( x ,  t )  e s t  cont inue  par r appor t  à t e t  à x .  

d) v ( x , t )  e s t  minorée par  une fonc t ion  $(IIxII) de c l a s s e  K au sens 

de Eahn de Ilxli (cf  Annexe 1.2)  ; on d i t  a l o r s  q u ' e l l e  e s t  dé f i -  

n i e  p o s i t i v e .  

Ces d é f i n i t i o n s  é t a n t  posées,  il v i e n t  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 



Théorème 1 

S'il existe une fonction v(x,t) satisfaisant aux propriétés a, b, 

c, d et non croissante par rapport au temps le long des mouvements 

x (t, x(t 1) du système (I,22), alors le point d'équilibre x = O  (la tra- 
O 

jectoire nominale x(t) 2 0) est stable. 

Théorème 2 

S'il existe une fonction v(x,t) satisfaisant aux propriétés a, b, 

c, d et dont la dérivée par rapport au temps est définie négative (1.23) : 

Y : fonction de classe K au sens de Hahn (cf Annexe 1.2) le long des mou- 

vements du système (.) alors le point d'équilibre x = O  est asymptotique- 

ment stable. 

Les théorèmes de Lyapunov peuvent être envisagés comme la défini- 

tion, à partir du système initial d'un système de comparaison d'ordre 1 

déduit de l'inégalité caractérisant l'évolution dans le temps de v(x(t)) 

(1.23). 

La stabilité (asymptotique) du système de comparaison (1.24) induit 

le même type de propriété sur le système initial (1.22). 

Un cas particulier de stabilité asymptotigue : la stabilité exqonentielle ______________-____---------------------- .................... ----------- 

S'il est possible d'établir un système de comparaison (1.24) liné- 

aire défini par l'équation (1.25) : 



Si de plus (v(.,t) ; t b t  ) est uniformément équivalente à la norme 
O 

euclidienne, alors la trajectoire x(t) E O du système (1.22) est expo- 

nentiellement stable dans le sens d e  ] a  définition suivante : 

Cette propriété permet ainsi de caractériser un majorant du temps 

de réponse d'un système non linéaire. L'utilisation pratique des théo- 

rèmes 1 et 2 ne peut en général être envisagée directement. On a aini 

été conduit à introduire le concept de système de comparaison, inter- 

médiaire entre la donnée initiale du modèle de processus à étudier et 

la définition d'une fonction de Lyapunov permettant de mettre en évi- 

dence les propriétés de stabilité de ce système. 

Cette définition permet de mieux dominer le processus d'agrégation 

qui consiste à proposer, à partir de la donnée du système initial (1.22)~ 

une fonction de Lyapunov v (x(t) ,t) caractérisant ses propriétés de sta- 

bilité de la manière la moins restrictive possible. 

1 . 5 . 2  - Systèmes de comparaison 

La seconde méthode de Lyapunov conduit à reporter l'étude de la sta- 

bilité d'un système d'ordre supérieur à l'unité à celle d'un système de 

comparaison du premier ordre. 

L'étude de stabilité de systèmes de grande dimension composés de 

l'interconnection de systkmes élémentaires a nécessité l'introduction 

de la notion de systèmes de comparaison d'ordre supérieur à l'unité. 



En p a r t i c u l i e r ,  l a  d é f i n i t i o n  de fonc t ions  v e c t o r i e l l e s  de  Lyapunov 

/Bellman, 1962/ /Matrazov, 19621 IGrujiE e t  a l ,  19761 dont l e s  composan- 

t e s  sont  des fonc t ions  de Lyapunov des sous-systèmes (supposés s t a b l e s  

isolément)  permet de  d é f i n i r  un système de comparaison d ' o rd re  éga l  au 

nombre de sous-systèmes cons idé ré s .  

Les p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  du système de comparaison ( i n t r o d u i s a n t  

l e s  mêmes p r o p r i é t é s  sur  l e  système i n i t i a l )  sont  a l o r s  é t u d i é e s  en ap- 

p l iquan t  l a  méthode de Lyapunov, c ' e s t  à d i r e  en d é f i n i s s a n t  un système 

de comparaison d ' o r d r e  1 pour  l e  système de comparaison in te rmédia i re .  

Les condi t ions  de s t a b i l i t é  de ce  d e r n i e r  conduisent  l e  p lus  sou- 

vent  à d é f i n i r  des  c o n t r a i n t e s  que doivent  s a t i s f a i r e  l e s  i n t e r a c t i o n s  

e n t r e  l e s  sous-systèmes. 

L ' i n t r o d u c t i o n  des  normes v e c t o r i e l l e s  par  Borne e t  Gentina /Borne 

e t  a l ,  1973, 19741 /Gentina e t  a l ,  1979/ /Borne e t  a l ,  19761 IGentina, 

19761 /Borne, 19761 permettent  de d é f i n i r  systématiquement des  systèmes 

de comparaison non l i n é a i r e s  d'un o rd re  quelconque indépendamment de 

l a  s t r u c t u r e  du système. Les p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  du système i n i t i a l  

é t a n t  i ndu i t e s  par  c e l l e s  du système de comparaison, il e s t  important 

de n o t e r  que l a  d é f i n i t i o n  p a r  Borne & Gentina de systèmes majorants 

non l i n é a i r e s  d ' o r d r e  supé r i eu r  à 1 s'accompagne de  l a  d é f i n i t i o n  de 

théorèmespermet tant l ' é tude  d e  l a  s t a b i l i t é  d'une grande c l a s s e  de pro- 

cessus  majorants.  

Ces de rn i e r s  o u t i l s  permettent  pour un système donné, de guider  l e  

choix des  normes v e c t o r i e l l e s  q u i  i ndu i sen t  un système majorant appar- 

t enan t  à l a  c l a s s e  de ceux pour  l e sque l s  e x i s t e  un c r i t è r e  de s t a b i l i t é .  

Nous proposons à ce n iveau  d ' e f f e c t u e r  un r appe l  des d é f i n i t i o n s  

fo rme l l e s  l i é e s  à l a  ïnéthode d 'é tude  de l a  s t a b i l i t é  des  systèmes à par- 

t ir de  l ' u t i l i s a t i o n  des normes v e c t o r i e l l e s .  



1 . 5 . 3  - Notion de norme v e c t o r i e l l e  

S o i t  E, un espace v e c t o r i e l  de dimension n ,  d é f i n i  s u r  l e  corps des  

complexes, on d é f i n i t  une n o m e  v e c t o r i e l l e  p(  .) , a p p l i c a t i o n  de E dans 

R: (k S n) à p a r t i r  de  s e s  composantes p . .  d é f i n i e s  de l a  manière su i -  
1 

vante : 

* On note  { E l ,  E2 ,  ..., \ }  un recouvrement de E : 

* pi(x) (E -+ R+) désigne une norme de l a  p r o j e c t i o n  de x dans 

Ei ( i =  1 ,  ..., k) 

p . ( . )  s a t i s f a i t  aux axiomes de  norme su ivan t s  : 
1 .  

1 . 5 . 4  - D é f i n i t i o n  des  systèmes de comparaison (cf Annexe 1.1) 

Considérons simultanément : 

* Le système d é f i n i  pa r  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  su ivante  : 



* Une norme v e c t o r i e l l e  p (x )  :O<" +?Kk i n t r o d u i t e  précédem- 

ment (1.27).  

Il v i e n t ,  l e  long des  t r a j e c t o i r e s  du système (1.28) l e  système 

d ' i n é g a l i t é s  su ivan te s  : 

La d é f i n i t i o n  des mat r ices  f o n c t i o n n e l l e s  M ( t ,  x ,  up) e R~~~ 

e s t  e x p l i c i t é e  en  Annexe 1 . 1 .  

Leurs éléments  hors-diagonaux son t  non n é g a t i f s  pa r  cons t ruc t ion .  

De p l u s ,  l e s  éléments diagonaux des mat r ices  M(.) r e l a t i v e s  aux systèmes 

en temps d i s c r e t  sont a u s s i  non n é g a t i f s .  

Considérons a l o r s  l a  t r a j e c t o i r e  générée par  l e  système su ivan t  : 

i 
D ( z ( t ) )  = '1 ( t ,  x ( t ) ,  u P ( t ) )  * z ( t )  

k 
( t O )  = p  ( x ( t o ) )  e R+ 

Les p r o p r i é t é s  de non n é g a t i v i t é  des  éléments de Y ( . )  permettent  

d ' a s s u r e r  l ' i n é g a l i t é  su ivante  (1.31) l e  long des t r a j e c t o i r e s  du sys- 

tème (1.28) /Borne, 19761 IGentina, 19761. 

Cet te  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  permet de d é f i n i r  l e  système (1.30) corne 

é t a n t  un système de comparaison du système i n i t i a l  (1 .28)  au sens  des  

remarques su ivan te s  : 

* S i  I l z ( t )  1 1  e s t  borné pa r  une fonc t ion  de c l a s s e  K de t 1 
a l o r s  i lx ( t )  1 1  e s t  borné par  une a u t r e  fonc t ion  de c l a s s e  K de / I x ( t o )  I I  

n  puisque l e s  normes d é f i n i e s  su r  sont  unifom.ément équ iva l en te s .  

* S i  1 1  z ( t )  1 1  tend ve r s  zéro  lorsque  t augmente indéf in iment ,  

il en e s t  de même pour / / x ( t )  j /  d ' a p r è s  (1.31). 



1 .5 .5  - Critères pratiques de stabilité 

L'intérêt porté au système de comparaison (1.30) pour lequel la ma- 

trice de régime libre a ses éléments hors-diagonaux non négatifs a permis 

de construire des critères de stabilité à partir de théorèmes relatifs 

aux matrices (à coefficients constants) à éléments non négatifs, en par- 

ticulier du théorème de Péron-Frobenius et du leme de Kotelyanskii 

/Gantmacher, 19661. 

En particulier, il existe /Gruji& & al, 1976/ IGentina & al, 19791 

des théorèmes de stabilité relatifs aux systèmes de comparaison (1.30) 
P dont la matrice de régime libre M(t ,x(t) ,u (t)) 

- possède ses éléments non linéaires isolés dans une seule rangée, 
- ou bien, lorsque celle-ci peut être factorisée sous la forme du pro- 
duit d'une matrice constante avec une matrice diagonale non constante. 

1.5.6  - Analyse des méthodes d'études de la stabilité à partir de 

l'utilisation des normes vectorielles 

L'avantage majeur de cette méthode par rapport à la méthode directe 

de Lyapunov (5 V:I) réside essentiellement dans l'existence de résultats 

concernant la stabilité du système majorant intermédiaire. 

Ces résultats de stabilité peuvent d'ailleurs s'appliquer à des sys- 

tèmes de comparaison définis à partir de fonctions vectorielles de Lya- 

punov /GrujiE & al, 19781. 

Le choix d'une norme vectorielle peut ainsi être conduit de manière 

à identifier le système de comparaison obtenu à la classe des systèmes 

pour lesquels on peut établir des conditions (suffisantes) de stabilité. 

Cette démarche a motivé d'importants travaux qui ont abouti à propo- 

ser des structures particulières /Meizel, 1979/ /Benrejeb, 1976, 19781 de 

systèmes non linéaires pour lesquels les outils d'analyse précédents 

4taient particulièrement bien conditionnés. 



Une démarche complémentaire visant à élargir la classe des processus 

étudiables à partir des outils déduits de l'utilisation des normes vec- 

torielles consiste à transformer un système initialement donné en un 

système possédant l'une de ces formes particulières. 

Dans cet esprit, des théorèmes d'appartenance à l'une ou l'autre 

classe de systèmes remarquables ont été établis /Richard, 1981-a,b/. 

D'un point de vue distinct, des algorithmes constructifs des trans- 

formations permettant de ramener un système étudié sous une des formes 

remarquables ont été mis en évidence /Meizel et al, 1980/ /Meizel, 1981/ 

/Meizel & Gentina, 1981, 19821 pour une grande classe de processus non 

linéaires en temps continu ou discret. 

L'ensemble de ces méthodes liées aux normes vectorielles est déve- 

loppé dans la deuxième partie de ce ménoire. 

Nous proposons de terminer ce rappel des méthodologies d'analyse 

de la stabilité par la théorie de l'hyperstabilité, restreinte aux sys- 

tèmes en tenps continu, pour laquelle nous développerons de même une 

méthode de synthèse dans la suite ( §  IV) de ce mémoire. 

1 . 5 . 7  - ~~~erstabilité /Popov, 19731 /Faure & al, 19791 I~andau, 19801 

Dans cette sous-section, nous envisageons les processus dont le non- 

bre d'entrées égale le nombre de sorties. 

Cette théorie généralise les travaux concernant la stabilité des 

systèmes non linéaires à non linéarités séparables décrits par le schéma- 

bloc suivant (Fig. 1.8 - a) : 



Sachant quelanon linéarité satisfait une conditionde type secteur, 

composante par composante, on aboutit ainsi au concept de stabilité ab- 

solue (cf 6 1 . 4 )  permettant d'établir quelles conditions doit satis- 

faire la partie linéaire H(p) pour que l'asservissement représenté 

(Fig. 1.8 - a) soit stable pour toutes les contre-réactions satisfai- 
sant les conditions de type secteur décrites sur la figure 1.8 - b. 

Un changement de variable : 

= u(t> + A.y(t) 

Y(t) = u(t) + B.y(t) 

A E e x m ,  B E iRmxrn ; A = Diag (ai) , B = Diag (Bi) 

transforme l'asservissement initial (Fig. 1.8 - a & b) sous la forme 

équivalente suivante : 

FIGURE 1.9 



La non linéarité transformée +(.) doit alors satisfaire unt condi- 

tion standard de positivité composante à composante : 

permettant ainsi d'établir des conditions standard sur la partie linéaire 

6(p) assurant la stabilité absolue de l'asservissement représenté ci- 
dessus (Fig. 9). Il s'agit alors du critère du cercle /Faure & al, 19791 

En généralisant ce problème de stabilité absolue, Popov /Popov, 19731 

/Faure E: al, 19791 a introduit le concept d'hyperstabilité de la manière sui- 

vante : 

Etant donné un système dynamique dlentréeu(t) et de sortie y(t) 

(y(t) 6 IRm ; u(t) 6 IRm), on dit que c'est un bloc (asymptotiquement) 

hyperstable s'il est (asymptotiquement) stable pour toute commande u(t) 

satisfaisant la relation suivante ( 1 . 3 4 )  dite "inégalité de Popov" : 

On peut interpréter l'inégalité de Popov dans le cas monovariable 

(m=1) en constatant que l'intégrale : 

ne peut être bornée inférieurement que si la condition : 

est "dominante" le long des mouvements du système. 



Nous retrouvons ainsi, en moyenne, la condition de positivité (1.33) 

envisagée pour les rétro-actions par non linéarités statiques. 

Il convient à ce niveau de préciser les définitions et les princi- 

paux résultats de cette approche de stabilité des systèmes non linéaires." 

1.5.7.1 - Définition 1 : Bloc linéaire hy~erstable ............................... ------- 

Le système représenté par l'équation d'état suivante d'ordre mini- 

mal (1.37) : 

a) est hyperstable : 

si il existe 6 > O telle que : 
pour toute constante y > O et pour toute entrée u(t) satisfaisant 

O 

l'inégalité de Popov (1.34) 

ff t o T  : r,(t ,t) 2 - 
O Y0 

les trajectoires du système (1.37) satisfont l'inégalité suivante : 

b )  est asymptotiquement hyperstable : 

si il est hyperstable et si : 

lim x(t) = O 
t + C O  

L'intérêt de cette définition réside dans le fait que l'on peut 

caractériser aisément les blocs linéaires hyperstables et asymptotique- 

ment hyperstables décrits sous forme opérationnelle ou d'état. 



Nous restreignant à l'hyperstabilité asymptotique, un système li- 

néaire stationna ire es t asymptotiquement hyperstable si et seulement 

si il est strictement réelpositif au sens des définitions suivantes : 

1 . 5 . 7 . 2  - Critères de strictelpositivité d'un système linéaire ---------------- --------------- -------------- 

Le système décrit par la fonction de transfert H(p) ou par la repré- 

sentation d'état minimale : 

est strictement réel positif si etCseulement si l'une des deux conditions 

suivantes (1.40 - a) etlou (1.40 - b )  est satisfaite : 

, - Les parties réelles des pôles de H(p) sont strictement néga- 

tives. 

\ positive. 

- Les parties réelles des valeurs propres de A sont inférieures 
à une valeur p < 0. 

T 
C - B  P 

1.5.7.3 - Pro~riétés fondamentales des systèmes hvperstables --- --i---i---i----------i --------L --------- 

Les définitions et théorèmes précédents ne confèrent pas, à première 

vue, un caractère très pragmatique à la théorie de l'hyperstabilité. 

La puissance de 'cette méthodologie provient de la proposition sui- 

vante d'expression très simple. 



Pro~riété fondamentale des blocs hv~erstables : 

TOUTE COMBINAISON EN PARALLELE (cf. Fig. 1.10 -a) OU EN CONTRE-REACTIOh 

(cf. Fig. 1.1 0-b) DE BLOCS HYPERSTABLES EST HYPERSTABLE. 

---------,- ,,-,,-,--,-,2 

a > b 

FIGL? 1.10 

L'analyse de la stabilité d'un système non linéaire provient alors 

directement de ces propriétés en suivant la démarche suivante : 

1) On décompose le système étudié en blocs élémentaires arran- 

gés en parallèle ou en contre-réaction. 

2 )  On caractérise l'hyperstabilité (asymptotique) des blocs 

linéaires. 

3 )  On vérifie que les blocs non linéaires satisfont l'inéga- 

lité de Popov. 

Les propriétés de stabilité du système global sont alors issues 

de ses propriétés d'hyperstabilité. 

Comme dans le cas des méthodes issues du théorème de Lyapunov et 

de l'utilisation de normes vectorielles, cette dernière démarche doit 

être envisagée de manière critique quant à sa mise en ceuvre. 

En effet, la démarche précédente donne des conditions suffisantes 

de stabilité issues en dernière analyse du choix de la décomposition 

d'un système à étudier en blocs élémentaires. 



Dans l e  qua t r i ème  c h a p i t r e  de c e  mémoire, nous proposons de  p r é c i -  

s e r  c e t t e  h e u r i s t i q u e  de décomposi t ion à p a r t i r  d e s  s t r u c t u r e s  remarqua- 

b l e s  de  systèmes non l i n é a i r e s  d é f i n i e s  dans  l e  second c h a p i t r e .  

De c e t t e  maniè re ,  l ' u t i l i s a t i o n  de  l a  méthodologie ~ r é c é d e n t e  en  

t r o i s  p o i n t s  peut  ê t r e  abordée dans une o p t i q u e  de  s y n t h è s e  pour  une 

grande c l a s s e  de  p rocessus  e n  temps c o n t i n u .  

Après a v o i r  é t a b l i  (5 1 . 3 )  un l i e n  e n t r e  l a  s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s -  

sement e t  l a  p r o p r i é t é  de s t a b i l i t é ,  nous avons d é f i n i  ( §  1 . 4 )  c e t t e  

p r o p r i é t é  e t  r a p p e l é  (5 1 . 5 )  l e s  p r i n c i p a l e s  méthodologies  d ' é t u d e  de 

l a  s t a b i l i t é .  

Nous proposons maintenant  de dégager  l e s  l i g n e s  d i r e c t r i c e s  d 'une 

méthodologie  de s y n t h è s e  à p a r t i r  d 'une revue b i b l i o g r a p h i q u e .  

1 . 6  - SYNTHESE DE SYSTEMES ASSERVIS : METHODES ET PRINCIPES 

La concep t ion  d ' a s s e r v i s s e m e n t s  e s t  une o p é r a t i o n  c r é a t i v e  dont 

l a  base  d e  conna i ssances  d e v r a i t ,  en  t o u t e  r i g u e u r ,  i n t é g r e r  t o u t  l e  

s a v o i r  f a i r e  é l a b o r é  dans l a  m o d é l i s a t i o n  e t  l ' a n a l y s e  des  p r o c e s s u s .  

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons d e  p a s s e r  e n  revue un ensemble 

s i g n i f i c a t i f  de méthodes l i é e s  a u  problème de l a  c o n c e p t i o n  de  l o i s  de  

commande de  systèmes dynamiques. 

Les s p é c i f i c a t i o n s  sous j a c e n t e s  à un problème d e  s y n t h è s e  sont  

a u s s i  p roches  que p o s s i b l e  de l a  r é a l i t é  e t  on p e u t  l e s  résumer pa r  

l a  l i s t e  s u i v a n t e  ( S I ) ,  (S2) ,  (S3) : 

(SI )  Le modèle mathématique a s s o c i é  au p rocessus  pour  l ' é t u d e  de syn- 

t h è s e  ne donne qu'une approx imat ion  du comportement de c e l u i - c i .  

Il conviendra  donc de v a l i d e r  l a  l o i  de commande obtenue p a r  u t i - -  

l i s a t i o n  d ' u n  modèle pour  une l a r g e  c l a s s e  de modèles d o n t  l e  com- 

portement e n t r é e l s o r t i e  es t  v o i s i n  du modèle q u i  a p r é s i d é  à l a  

s y n t h è s e  . 



(S2) On spécifie (cf Notations (1.18)) : 
C - les vecteurs d'entrées de commande (u (t)) et de perturbation 

P (u (t)) ainsi que les domaines auxquels ils appartiennent respec- 

tivement (spécifications des saturations, par exemple). 
C - un vecteur de sortie y(t) comprenant les sorties contrôlées y (t) 

et les sorties non contrôlées. 

En particulier, l'application d'une loi de commande par retour 

d'état nécessite en géné ra lunes t ima teu rd ' é t a tdynamique  chargéde 

reconstruirel'étatdu processus à partir de ses sorties. On est 

ainsi amené à considérer cet estimateur comme partie de la loi de 

commande. 

(S3) La structure d'un processus définie comme l'interconnection d'un 

ensemble de sous-processus peut être telle que l'échange d'infor- 

mations entre les sous-processus soit difficile (songeons par exem- 

ple au réseau européen d'énergie électrique). 

Dans ce cas, on sera amené à imposer une structure de commande 

décentralisée. Cette structure correspond à définir, pour chaque 

sous-système, une loi de commande élaborée à partir des seules in- 

formations disponibles sur ce sous-système. 

A l'inverse, quand on peut élaborer les lois de commande de tous 

les sous-systèmes à partir de la totalité des mesures disponibles 

sur le processus, on parlera de commande centralisée. 

Les spécifications qui définissent l'objectif de l'asservissement 

peuvent être scindées en deux niveaux (NI), (N2) : 

(NI) Un premier problème consiste à assigner des trajectoires nominales 

aux sorties de l'asservissenent comme par exemple dans le problème 

de régulation. 

La trajectoire nominale est généralement explicitée sous la forme 

d'une entrée de référence r(t) (dim(r(t)) = dim (yC(r))) ou d'une 

classe d'entrées de références. 

(N2) Lorsqu'une classe de solutions a pu être dégagée pour le premier 

niveau, un deuxième problème consiste alors à préciser la solution 

cherchée par des spécifications de type dynamique. 



La s t a b i l i t é  rasymptotiquel de l a  t r a j e c t o i r e  nominale c o n s t i t u e  

a lo r s  une exigence minimale. 

Par a i l l e u r s ,  on peut  souhai te r  minimiser des  c r i t è r e s  t e l s  que 

l e  temps de réponse (dûment s p é c i f i é )  ou cont ra indre  l e  taux de 

dépassement t r a n s i t o i r e  en dessous d 'une va l eu r  donnée ou b i en  

même juger l a  courbe. r é s u l t a n t  de l a  s imula t ion  de l ' é c a r t  e n t r e  

l a  t r a j e c t o i r e  nominale e t  l a  t r a j e c t o i r e  dans des condi t ions  

données. 

Notre exposé envisage successivement l e s  ré férences  q u i  t r a i t e n t  

de ces  deux ques t ions  (NI ) (N2). 

Ces ré férences  concernent e s sen t i e l l emen t  l e s  modèles l i n é a i r e s  

s t a t i o n n a i r e s  de processus e t  nous concluerons chaque p a r t i e  en  no tan t  

l ' ex t ens ion  de ces  méthodes au cas  des  processus non l i n é a i r e s .  

Enfin,  nous dégagerons l e s  grands t r a i t s  communs aux méthodes de 

synthèse en conclusion.  

1.6 .1  - Méthodes de synthèse r e l a t i v e s  à uncompor temer t en t r ée - t so r t i e  

S t r u c t u r e  d'une l o i  de commande 

Dans c e t t e  é t a p e ,  l a  l o i  de commande d o i t  ê t r e  t e l l e  que l a  s o r t i e  

y ( t )  d'un processus poursuive sans e r r e u r  permanente une c l a s s e  spéc i -  

f i é e  d ' en t r ées  de r é f é rence  r ( t )  e t  c e c i  indépendamment de 1 ' a c t i o n  

d ' en t r ées  de p e r t u r b a t i o n  préc isées  par a i l l e u r s .  

Dans l a  cadre des modèles l i n é a i r e s  de procédé, l e  schéma u n i f i -  

ca t eu r  de c e t t e  c l a s s e  de méthode e s t  l e  p r i n c i p e  du modèle i n t e r n e  

/Francis  & Wonham, 1976,'. 

Ce p r inc ipe  e s t  app l i cab le  dans l a  con f igu ra t ion  su ivante  

(Fig. 1.11) : 



I 1 Processus  g é n é r a t e u r  d e s  e n t r é e s  , 
1 de p e r t u r b a t i o n s  e t  de r é f é r e n c e s  i 

I I ! 

Processus  

Lo i  de c o m a n d e  

FIGURE 1 . 1 1  

Les é q u a t i o n s  d ' é t a t  cor respondan tes  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  : 

P P ) y C ( t )  = C l  X ( t )  + c; X r ( t )  

r 
x ( t )  e s t  l ' é t a t  d 'un  p rocessus  g é n é r a t e u r  des  e n t r é e s  de  r é f é r e n c e  

( r ( t ) )  e t  de  p e r t u r b a t i o n  
C y ( t )  e s t  l e  v e c t e u r  composé de l ' ensemble  des  v a r i a b l e s  à c o n t r ô l e r  

~ ( t )  e s t  l e  v e c t e u r  de s o r t i e  du p rocessus  p e r t u r b é  p a r  l e s  e n t r é e s  

( c f . ~ i g .  1 . 1  1 )  . 
C u ( t )  e s t  l ' e n t r é e  de commande générée  à p a r t i r  de  y ( t )  p a r  un compen- 

s a t e u r  l i n é a i r e  (A', B', cc, o c ) .  



Le r é s u l t a t  e s s e n t i e l  e s t  l e  su ivant  : 

- Poursuite : 

C C C C  
Le  correcteur (A , B , C , D ) assure 1 'objec t i f  de poursuite : 

l i m  ( y C ( t )  - r ( t ) )  = O 
t *  

- l e  correcteur contient un modèle d u  processus généra- 

teur de x r ( t )  qui e s t  contrôlable par y ( t )  e t  obser- 

vable par uC(t) . 

- Robustesse : 

P P S i  l e  correcteur a é té  calculé pour dc:-.s matrices (A , B,) du  pro- 
L 

P P cessus, il ex i s t e  un voisinage V de (A , B ) t e l  que tout proces- 2 
sus décrit par (A' ', B P ' )  E V e t  contrblé par l a  même l o i  de com- 

2 
mande s a t i s f a i t  1 'objec t i f  de régulation. 

AAA 

Ce p r inc ipe  e s t  à p r i o r i  peu cont ra ignant .  En p a r t i c u l i e r ,  i l  a  

permis de met t re  en  évidence des méthodes de synthèse  de commande dé- 

c e n t r a l i s é e  /Corfmat & Morse, 19761 /Davison, 1976 -a ,b/  IRamakrishna & 

Viswanadham, 19821. 

La g é n é r a l i s a t i o n  de c e t t e  méthode au  cas  non l i n é a i r e  e s t  e n  

germe dans l e s  t ravaux de Franc is  e t  Wonham /Franc is  & a l ,  19761 où l a  

robustesse de l ' asserv issement  v i s  à v i s  de l a  t ransformat ion  du pro- 

cessus i n i t i a l  (1.41) en  un processus non l i n é a i r e  (1.42) e s t  abordée 

de manière l oca l e  par  l a  premier théorème de Lyapunov. 



Une g é n é r a l i s a t i o n  p lus  g loba le  peut ê t r e  t rouvée dans IDoraiswami, 

19811. Le processus envisagé e s t  de type Lur 'e  Postnikov avec des non 

l i n é a r i t é s  s t a t i o n n a i r e s .  Cet au t eu r  propose une méthode de synthèse de 

commande d é c e n t r a l i s é e  sous r é se rve  que l e s  signaux d é f i n i s  comme l a  

s o r t i e  des  non l i n é a r i t é s  soumises aux e n t r é e s  de r é f é rence  e t / o u  de 

pe r tu rba t ion  so i en t  r a t i o n n e l s  . 

Dans l e  cas  des systèmes de Lur 'e  Postnikov soumis à des e n t r é e s  

de r é f é rence  e t  de pe r tu rba t ions  cons t an te s ,  l ' é t u d e  de Gruj ib  e t  Po r t e r  

/Po r t e r  & ~ r u j i b ,  19801 IGruj ib ,  1982, 1983 ( a  à d l /  e tend  t r è s  la rge-  

ment l e s  t ravaux du l i n é a i r e  e n  u t i l i s a n t  l a  no t ion  de s t a b i l i t é  abso- 

lue .  On t rouvera  a u s s i  dans l a  deuxième p a r t i e  de ce mémoire (5 11.1.1) 

une a u t r e  i n t e r p r é t a t i o n  de ce problème. 

1 .6 .2  - Méthodes de synthèse r e l a t i v e s  aux comportements dynamiques 

de 1 'asservissement  

Dans c e t t e  c l a s s e  de méthodes, on suppose que l e  problème de corn- 

mande a  pu ê t r e  ramené à un problème de s t a b i l i t é  d 'une f a m i l l e  de t r a -  

j e c t o i r e s  nominales. On é tud ie  a i n s i  l a  convergence v e r s  l ' o r i g i n e  de 

l ' e space  d ' é c a t  de l ' é c a r t  e n t r e  l e s  t r a j e c t o i r e s  p o s s i b l e s  de l ' a s s e r -  

vissement e t  l ' u n e  des t r a j e c t o i r e s  nominales. 

La s t r u c t u r e  de l a  l o i  de commande é t a n t  supposée c h o i s i e  de ma- 

n i è r e  à répondre au premier niveau de s p é c i f i c a t i o n ,  on e s t  amené 

à p r é c i s e r  numériquement l e s  éléments l a i s s é s  l i b r e s  à . l ' i n t é r i e u r  de 

c e l l e - c i  de manière à s t a b i l i s e r  l ' a s se rv i s semen t .  

Les méthodes de synthèse dupremie rn iveau  (1.6.1) ont  é t é  développées de 

manière à d é f i n i r  une s o l u t i o n  s a t i s f a i s a n t  c e t t e  c o n t r a i n t e  minimale 

de s t a b i l i t é  /sèbakhy & Wonham, 19761    avis on & Ozgüner, 19821. 

Dans l e  cas  mu l t iva r i ab l e ,  on d o i t  n o t e r  qu'on i n t r o d u i t  

souvent 1e.découplage ou l e  quasi-découplage comme une s p é c i f i c a t i o n  du 

système a s s e r v i .  Cet te  cond i t i on  p réc i se  qu'une e n t r é e  de ré férence  

a f f e c t e  une s o r t i e  con t rô l ée  e t  n ' a f f e c t e  que peu ou pas du t o u t  

l e s  a u t r e s  s o r t i e s  con t rô l ées .  



L ' i n t r o d u c t i o n  du découplage dans une é t u d e  de s y n t h è s e  d ' a s s e r -  

vissement c o n s i s t e  à ramener l e  problème g l o b a l  à c e l u i  de  l a  s y n t h è s e  

de tous  l e s  sous-systèmes non connec tés  p u i s  de v é r i f i e r  à p o s t é r i o r i  

que l e s  i n t e r c o n n e c t i o n s  s o n t  suffisamment f a i b l e s  pour que l a  s t a b i -  

l i t é  de t o u s  l e s  sous-systèmes implique c e l l e  de  l ' a s s e r v i s s e m e n t  en- 

t i e r  q u i  e s t  q u a l i f i é  a l o r s  de diagonalement  dominant.  

/ S i l j a k  & ~ u k 6 e v i 6 ,  19761 proposent  une méthode de  c e  t y p e  dans  

l e  cas  l i n é a i r e .  La  n o t i o n  de système diagonalement  dominant e s t  d é t a i l -  

l é e  dans /Araki ,  19781 dans l e  c a d r e  d e s  sys tèmes l i n é a i r e s  ou non, dé- 

c r i t s  p a r  des  r e p r é s e n t a t i o n s  d ' é t a t  e t / o u  d e s  r e l a t i o n s  e n t r é e l s o r t i e .  

La n o t i o n  de  système diagonalement dominant permet également une 

syn thèse  f r é q u e n t i e l l e  des  systèmes m u l t i v a r i a b l e s  /Rosenbrock, 19741. 

Nous proposons à c e  n i v e a u ,  de  p r é s e n t e r  l e s  méthodes f r é q u e n t i e l l e s  

q u i  t i e n n e n t  une p l a c e  p a r t i c u l i è r e  dans  l e s  méthodologies  de s y n t h è s e .  

Nous aborderons  e n s u i t e  l e  t r a i t e m e n t  d e  s p é c i f i c a t i o n s  p l u s  p r é c i s e s  

que c e l l e ?  que nous avons c o n s i d é r é e s  j u s q u ' à  p r é s e n t  ( s t a b i l i t é  asymp- 

t o t i q u e  & découplage) .  

1 .6 .2 .1  - Méthodes f r é q u e n t i e l l e s  de  s y n t h è s e  ------------ --------------- ------ 

Ces méthodes n e  prennent  e n  compte que l ' a s p e c t  dynamique de  l a  

syn thèse ,  en  c o n s i d é r a n t  que l a  s t r u c t u r e  de  l a  l o i  de commande a é t é  

d é f i n i e  e n  amont d e  l ' é t u d e .  

Le champ t y p i q u e  d ' a p p l i c a t i o n  de c e s  méthodes e s t  n a t u r e l l e m e n t  

l a  c l a s s e  des sys tèmes l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  e n  temps c o n t i n u ,  mais 

e l l e  peu t  ê t r e  é t e n d u e  à l a  c l a s s e  des  sys tèmes non l i n é a i r e s  de  t y p e  

Lur ' e  Postnikov.  La t r a n s f o r m a t i o n  homographique permet d ' é t e n d r e  l ' a p -  

p l i c a t i o n  de c e s  méthodes à des  systèmes e n  temps d i s c r e t .  

Le théorème c e n t r a l  de s t a b i l i t é  sous  j a c e n t  à c e  t y p e  de s y n t h è s e  

e s t  l e  c r i t è r e  de  Nyquist  auque l  on a j o u t e  d e s  marges de  s t a b i l i t é  t e l l e s  

que l a  marge de g a i n ,  l a  marge de phase e t  une l i m i t a t i o n  du f a c t e u r  de 

résonance (nous l a i s s o n s  de c ô t é  l e s  n o t i o n s  de f réquences  de résonance  

e t  de coupure q u i  ne s o n t  pas fondamentales  dans c e t  exposé) .  



Afin  d e  montrer  l ' o r i g i n a l i t é  de  l a  méthodologie employée par  rap-  

p o r t  à l a  s imple  conna i ssance  du c r i t è r e  de Nyquis t ,  nous proposons d ' a -  

bord de  d é t a i l l e r  l a  méthode de  l ' a b a q u e  de Black usuel lement  a p p l i q u é e  

aux systèmes monovar iables  l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s .  

1.6.2.1.1 - Méthode d e  syn thèse  p a r  u t i l i s a t i o n  de 

l ' a b a q u e  de  Black : 

La c o n f i g u r a t i o n  t y p i q u e  env i sagée  pour l a  l o i  de commande e s t  l a  

s u i v a n t e  : 

FIGURE 1 . 1 2  

F(p)  r e p r é s e n t e  l e  p rocessus  connu p a r  son l i e u  de  t r a n s f e r t ,  . 
k.RC(p) e s t  l a  f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t  de l a  l o i  d e  commande à s p é c i f i e r ,  

RC(p) e s t  c o n s t r u i t  à p a r t i r  d 'une b a s e d e  r é s e a u x  c o r r e c t e u r s  c l a s s i q u e s  

dont l e s  f o n c t i o n s  d e  t r a n s f e r t  son t  normal i sées ,  

k permet d ' a j u s t e r  l e  g a i n  s c a l a i r e  de  l a  cha îne  d ' a c t i o n .  

L'abaque de  Black permet ,  à p a r t i r  de l a  donnée d 'un  nombre complexe 

z d é c r i t  dans  l e s  coordonnées de Black,  de l i r e  le  g a i n  e t  l a  phase de 

z  / ( l + z )  dans  un système de  coordonnées c u r v i l i g n e s  (c f  F i g .  1.13). 

FIGURE 1 . 1 3  



Ainsi, le tracé du lieu de Black de H(p) permet en surimposant 

une abaque en papier calque, d'estimer d'un coup d'mil la valeur du 

facteur de résonance, la marge de gain et la marge de phase. 

Nous proposons maintenant de montrer que l'utilisation de cette 

technique comme outil de synthèse est essentiellement liée à l'usage des 

coordonnées de Black. 

Considérons en effet l'introduction d'un réseau correcteur RC(p). 

Le lieu de Black de RC(p).F(p) est aisément construit à partir des lieux 

de Bode de RC(p) et de F(p) : 

{~ieu de Black de RC(p) .F(~)) 

If 
{~ieux de Bode de RC(p) .F(p) } = 

= {~ieux de Bode de RC(p) + {~ieux de Bode de F(p) 

A l'inverse, à partir d'une base de connaissance contenant les dif- 

férents réseaux correcteurs classiques, leurs propriétés qualitatives 

et leurs lieux asymptotiques de Bode, il est relativement aisé d'imagi- 

ner la forme du 1.ieu de Bode du réseau correcteur RC(p) à implanter pour 

transformer le lieu de Black initial (celui de F(p)) en un lieu de Black 

souhaité (celui de k.RC(p).F(p)) : il suffit en effet d'effectuer men- 

talement une soustraction de lieux de Bode et de rapprocher la forme ob-- 

tenue de celles des réseaux correcteurs connus. On a ainsi un guide qui 

permet de proposer des réseaux correcteurs réalistes. 

En conclusion, l'efficacité de la méthode de synthèse utilisant 

l'abaque de Black provient d'une bonne définition graphique des con- 

traintes de stabilité et de la simplicité de la transformation (1.43) 

qui permet de passer du système "initial" au système corrigé. 

On notera de même que la synthèse du gain k de la chaîne d'action 

est imédiate. Cette méthode, comme l'ensemble des méthodes fréquen- 

tielles, donne une intuition graphique des transformations à apporter 

à un processus. La version plus britannique de cette méthode est celle 

du lieu de Nyquist inverse qui donne aussi une base graphique à l'intui- 

tion du concepteur. 



1.6.2.1.2 - Méthode du lieu de Nyquist inverse : 

Considérons la configuration classique d'asservissements : 

FIGURE 1.14 

Définissons : H(p) = F(p) . RC(p) 
G(p) = (1 +kF(p) . RC(~))-' . F(p) . RC(p) 
F(p) = F-' (p) 
A 

G(p) = G-' (p) 

$(p) = H-' (p) 

La simplicité de la relation (1.44) reliant les fonctions de trans- 

fert inverse en boucle ouverte et en boucle fermée permet la synthèse 

du réseaü correcteur k.RC(p). 

Ainsi, lorsque le seul gain k fait l'objet de la synthèse, il doit 

être choisi tel que le nombre d'encerclements du point (-k) par le lieu 

de Nyquist inverse de H(p) (i.e. le lieu de Nyquist de ?I(p)) assure la 

stabilité du système (1.44) par le théorème de Nyquist. 

Une base de connaissance similaire à celle nécessaire à la synthèse 

par abaque de Black permet l'implémentation de réseaux correcteurs clas- 

siques. 

L'essence de cette méthode repose, encore une fois, sur la simpli- 

cité de la transformation {boucle ouverte -+ boucle fermée) (1.44). A 

l'inverse de la méthode de Black, la définition de critères concernant 

le facteur de résonance (lié au caractère oscillatoire des trajectoires 



du processus)  e t  l a  pu l sa t ion  de coupure ( l i é e  au temps de réponse)  e s t  

mal-aisée. 

Par  cont re ,  on  peut g é n é r a l i s e r  dans l e  cadre des systèmes mul t i -  

v a r i a b l e s ,  l ' u t i l i s a t i o n  des l i e u x  de Nyquist inverses  

1 .6 .2 .1 .3  - Généra l i s a t ion  de l a  méthode du l i e u  de 

Nyquis t inve r se  aux systèmes mult i v a r i a b l e s  

IRosenbrock, 19741 IEdmunds, 19791 

/Mac Far lane ,  19791 : 

Cet t e  méthode s ' appuie  s u r  l a  connaissance de l a  méthode cor res -  

pondante aux systèmes monovariables. Le p r inc ipe  de l a  synthèse c o n s i s t e  

a l o r s  à remarquer que l ' o n  s a i t  f a i r e  l a  synthèse d'un système d iagonal  

composé de l a  mise e n  p a r a l l è l e  de systèmes monovariables. 

.D'un point de  vue p r a t i q u e ,  on peut é t end re  c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  

aux systèmes diagonalement dominants. La synthèse cons i s t e  a l o r s  à dé- 

f i n i r  un pré-compensateur e t  un post-compensateur q u i  t ransforment  l e  

système i n i t i a l  e n  système diagonalement dominant IRosenbrock, 19741 

puis de f a i r e  l a  synthèse de chaque boucle du système diagonal  a s soc i é .  

La conf igu ra t ion  typique d 'asservissements  é tud iée  par  c e t t e  méthode 

e s t  l a  suivante  : 

dim ( r ( t ) )  = dim (y( t ) )  K = Diag (ki)  

FIGURE 1.15 

Dans c e t t e  con f igu ra t ion ,  tou tes  l e s  p a r t i e s  dynamiques s o n t  re- 

présentées  dans l a  chaîne d i r e c t e  (en p a r t i c u l i e r  l e s  compensateurs 

qui  rendent F(p) diagonalement dominant). 



La robus tesse  de l a  commande e s t  d é f i n i e  par l a  plage de var ia -  

t i o n  admiss ib le  des gains  k .  (on peut en  p a r t i c u l i e r  s ' a s s u r e r  de l a  
1 

s t a b i l i t é  de l ' asserv issement  lorsqu'une des boucles e s t  ouverte  par  

acc iden t ) .  

Une ma t r i ce  de t r a n s f e r t  F(p) de dimension mxm e s t  diagonalement 

dominante s i  l'Une ou l ' a u t r e  des  r e l a t i o n s  su ivan te s  (1.45) e s t  s a t i s -  

f a i t e  : 

S o i t  D un contour de Nyquist pour l a  fonc t ion  F ( p )  4 F-' (P) 

On peut  t e s t e r  c e t t e  p r o p r i é t é  graphiquement à p a r t i r  des bandes 

de Gershgorin d é f i n i e s  comme l 'enveloppe de l a  f ami l l e  de c e r c l e s  de 

- m m 
cen t r e  Fii(p) e t  de rayon I IF. . (pl  1 (ou I 1 F. . (p) / ) lorsque p ba- 

j = 1  1 J  . j =1 J l  

l a i e  l e  contour 0 (cf Fig. 1 .16 ,  /Rosenbrock, 1974/). 

FIGURE 1.16 



S i ,  pour t o u t  i ,  ces bandes excluent  l ' o r i g i n e  du p lan  complexe, 

a l o r s  l e  système e s t  diagonalement dominant. 

L ' u t i l i s a t i o n  des bandes de Gershgorin, de lamême manière que l e s  

l i eux  de Nyquist i nve r se  dans l e  cas  monovariable,  c o n s t i t u e  l e  support  

graphique de mise e n  œuvre de c e t t e  méthode de synthèse.  I l  convient  

t o u t e f o i s  de remarquer que l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é  obtenues de  c e t t e  

manière sont  seulement suffisantes e t  peuvent donc ê t r e  r e s t r i c t i v e s  

v i s  à v i s  des p r o p r i é t é s  i n t r in sèques  de s t a b i l i t é  du processus.  Par  

con t r e ,  ces  condi t ions  s u f f i s a n t e s  sont  e x p l i c i t e s  graphiquement e t  cons- 

t i t u e n t  un guide pour l a  synthèse.  

Pour compléter ce résumé, on d o i t  c i t e r  l a  no t ion  de bandes d'Os- 

trowski /Rosenbrock, 19741 permet tan t ,  dans le cas  des  systèmes diago- 

nalement dominants, de mieux appréc ier  l e s  p r o p r i é t é s  i n t r in sèques  de 

l ' asserv issement .  

Dans l e  paragraphe su ivan t ,  nous proposons d ' e x p l i c i t e r  l e s  généra- 

l i s a t i o n s  des méthodes précédentes permettant  de l e s  appl iquer  aux pro- 

cessus non l i n é a i r e s .  

1 .6.2.1.4 - Extension au cas  non l i n é a i r e  des méthodes 

f r é q u e n t i e l l e s  : 

Les techniques précédentes  ont  é t é  développées en prenant e n  compte 

l a  s t r u c t u r e  su ivan te  : 

FIGURE 1 . 1 7  

dim r ( t )  = dim y ( t )  

K(y, t )  e s t  une ma t r i ce  d ' app l i ca t ions  n o n l i n é a i r e s .  



Dans l e - c a s  de non l i n é a r i t é s  s t a t i o n n a i r e s ,  des  ex tens ions  de 

l a  méthode du premier harmonique ont  é t é  proposées /Gray & Taylor ,  1979/ 

/Gray & Janab i ,  19761. 

En dehors du f a i t  que l e s  r é s u l t a t s  i s s u s  de lamétfiode du premier harmonique 

n ' o n t q u ' u n e v a l e u r q u a l i t a t i v e ,  un inconvénient majeur de ces  méthodes 

r é s i d e  dans l a  complexité des diagrammes q u i  s e rven t  de support  à l a  

synthèse.  Cet te  complexité l a i s s e  p l ane r  un doute quant à l ' u t i l i s a t i o n  

de ces diagranmes comme support à l ' i n t u i t i o n .  

Enfin,  en présence de non l i n é a r i t é s  quelconques K ( y , t ) ,  l ' u t i l i -  

s a t i o n  du c r i t è r e  de c e r c l e  permet /Rosenbrock, 1973/ une g é n é r a l i s a t i o n  

a i s é e  des méthodes f r é q u e n t i e l l e s  m u l t i v a r i a b l e s .  Le c r i t è r e  du c e r c l e  

géné ra l i s e  a l o r s  l e  c r i t è r e  de Nyquist u t i l i s é  dans l a  synthèse de sys- 

tèmes mul t iva r i ab l e s  l i n é a i r e s  par une approche f r s q u e n t i e l l e .  

1 . 6 . 2 . 1 . 5  - Conclusion r e l a t i v e  aux méthodes f r é q u e n t i e l l e s  

de synthèse : 

Dans ces  techniques, l e s  s p é c i f i c a t i o n s  e t  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  du 

système son t  d é c r i t e s  sous forme graphique. Ceci permet de donner une 

base concrè te  à l ' i n t u i t i o n  du concepteur.  Un problème mul t iva r i ab l e  

e s t  ramené à un ensemble de problèmes monovariables e n  u t i l i s a n t  l a  no- 

t i o n  de système diagonalement dominant. 

Enfin,  l a  synthèse monovariable e s t  f a c i l i t é e  par  l a  s i m p l i c i t é  

des r e l a t i o n s  permettant  de t r a c e r  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d 'un  a s se rv i s -  

sement proposé à p a r t i r  de c e l l e s  du système i n i t i a l .  

1 .6 .3  - Méthodes de synthèse r e l a t i v e s  à des s p é c i f i c a t i o n s  complé- 

mentaires  

Le c r i t è r e  e s s e n t i e l  considéré jusqu 'à  présent  e s t  c e l u i  de l a  

s t a b i l i t é  asynptot ique des t r a j e c t o i r e s  nominales de l ' asserv issement .  

Le c r i t è r e  c o n s t i t u e  à l ' év idence  une exigence minimale. 

La no t ion  de découplage i n t r o d u i t e  dans l e  ca s  mu l t iva r i ab l e  e s t  

un a r t i f i c e  p r a t i q u e  pour mener à bien  c e t t e  é tude de s t a b i l i t é .  



Les s p é c i f i c a t i o n s  d ' u n e  s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t  s o n t  e n  g é n é r a l  

p l u s  nombreuses. C e l l e s  c i  peuvent ê t re  d ' o r d r e  graphique ( p r o p r i é t é s  

des  réponses  t e m p o r e l l e s  ou f r é q u e n t i e l l e s  de l ' a s s e r v i s s e m e n t )  ou nu- 

mérique (min imisa t ion  d 'une  f o n c t i o n n e l l e ,  l o c a l i s a t i o n  d e  p ô l e s )  , ou 

même concerner  l a  s t r u c t u r e  de l ' a s s e r v i s s e m e n t  ( d é c e n t r a l i s a t i o n  d 'un  

ensemble de  sous-systèmes) .  

Le c h o i x  d e s  c r i t è r e s  de  s p é c i f i c a t i o n  est un p o i n t  e s s e n t i e l  dans  

l a  concep t ion .  Néanmoins, nous ne développerons  pas  ce  p o i n t  dans l a  

mesure ou il e s t  i n t r i n s è q u e  à chaque é t u d e  p r a t i q u e .  

Nous proposons p l u s  modestement de p a s s e r  e n  revue que lques  c r i t è r e s  

fréquemment r e n c o n t r é s  dans l e s  problèmes de s y n t h è s e .  

1 . 6 . 3 . 1  - L o c a l i s a t i o n  de @ l e s  d 'un  système l i n é a i r e  ---------------- ----------- -------------- 

Cette démarche d i f f è r e  de l a  d é t e r m i n a t i o n  a n a l y t i q u e  d 'une  l o i  de  

commande p a r  placement de  p ô l e s ,  dans  l a  mesure où on r e s t r e i n t  l a  r e -  

cherche des  l o i s  de  commande à d e s  s t r u c t u r e s  p l u s  s imples  que c e l l e s  

conduisan t  a u  placement de  p ô l e s  ( e s t i m a t e u r  + r e t o u r  d ' é t a t ) .  

Dans c e  c a s ,  l a  s t r u c t u r e  de l o i  de commande é t a n t  proposée à p r i o r i ,  

l a  s y n t n è s e  c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r  une v a l e u r  p̂ du  v e c t e u r  p  E IRnp de 

g a i n s  a j u s t a b l e s  dans l a  s t r u c t u r e , t e l l e q u e  l e s  p ô l e s  de  l ' a s s e r v i s s e -  

ment a p p a r t i e n n e n t à u n  domaine D f i x é  du  p l a n  complexe. 

Dans ce  c a d r e ,  on p e u t  c i t e r  / S i r i s e n a  & Choi ,  19751.  Ces a u t e u r s  

s p é c i f i e n t  un domaine a d m i s s i b l e  du p l a n  complexe gauche sous  l a  forme 

a n a l y t i q u e  s u i v a n t e  : 

A D = { z  E E ; o + j w  = r ; h(o,w) 2 O ; h  de c l a s s e  C l }  

Pour une v a l e u r  donnée p .  des  g a i n s  a j u s t a b l e s ,  i l s  c a l c u l e n t  l e  
1 

c r i t è r e  s u i v a n t  : 

l a  sommation s ' e f f e c t u e  s u r  l e s  p ô l e s  X de  l ' a s s e r v i s s e m e n t  i j 
q u i  n ' a p p a r t i e n n e n t  pas  à 



Par u t i l i s a t i o n  de l a  s e n s i b i l i t é  des v a l e u r s  propres  d'une m a t r i c e  

par  r appor t  à ses c o e f f i c i e n ~ s ,  i l s  proposent a l o r s  de d é f i n i r  une d i -  

r e c t i o n  de plus  grande pente  dans l ' e space  ROP des  paramètres a j u s t a b l e s  

de manière à minimiser l e  c r i t è r e  J ( p )  par  un algori thme de type gra- 

d i e n t .  

Ce t t e  méthode ne f o u r n i t  pas ob l iga to i rement  une s o l u t i o n  pour un 

choix quelconque de s t r u c t u r e  mais e l l e  e s t  avantageuse lo rsque  l e  vec- 

t e u r  p  de gains  a j u s t a b l e s  e s t  de grande dimension. 

Dans un e s p r i t  d i f f é r e n t ,  l a  l o c a l i s a t i o n  des  pôles  d 'un a s s e r v i s -  

sement l i n é a i r e  en  temps d i s c r e t  a  é t é  p roposéepa r  /Ackermann, 1981/. 

L'au teur  propose a l o r s  de d é f i n i r  une approximation sous forme polyé- 

dr ique  des domaines dans l ' e s p a c e  des paramètres  correspondants  à des  

l o c a l i s a t i o n s  j ud i c i euses  des  pô les .  

1 .6 .3 .2  - C r i t è r e s  de tyges fonc t ionne l s  ------------ --------------- 

Ces c r i t è r e s  son t  i s s u s  de l a  t h é o r i e  de l a  commande optimale e t  

l e  p lus  usue l  e s t  l e  c r i t è r e  quadrat ique su ivan t  : 

On s a i t  q u ' i l  e x i s t e  une s o l u t i o n  c e n t r a l i s é e  de type  r e tou r  d ' é t a t  

au problème de commande opt imale  a s soc i ée  à J. Par  cont re  : 

- c e t t e  s o l u t i o n  n ' e s t  pas t ou jou r s  accep tab l e  e t  on e s t  p a r f o i s  

conduit  à con t r a ind re  l a  complexité de l a  s t r u c t u r e  de l a  l o i  de com- 

mande, 

- les mat r ices  Q e t  R in te rvenant  dans l e  c r i t è r e  n ' on t  pas t o u j o u r s  

de s i g n i f i c a t i o n  physique p r é c i s e  e t  c o n s t i t u e n t  elles-mêmes des paramè- 

t r e s  a j u s t a b l e s  dans l a  l o i  de commande. 

/Geromel & Bernussou, 1979/ envisagent  une commande opt imale  r e l a -  

t i v e  à un c r i t è r e  quadra t ique  (1 .46)  pour un système composé de l ' i n t e r -  

connexiondesous-systèmes où l e s  s e u l e s  r é t ro -ac t ions  a u t o r i s é e s  l e  s o n t  

au niveau de chacun des sous-systèmes. 



Avec c e t t e  c o n t r a i n t e ,  il n ' e x i s t e  pas  de s o l u t i o n  ana ly t ique  au 

problème posé e t  l e s  au teurs  proposent de résoudre l e  problème par une 

méthode i t é r a t i v e  de type g r a d i e n t .  Ce t t e  approche e s t  r e p r i s e  e t  géné- 

r a l i s é e  dans IGuardabasi & a l ,  1981, 19821 / L o c a t e l l i  & a l ,  19811 

/Maffezzoni & P a r i g i ,  19791. 

Le c r i t è r e  proposé par ce s  au teurs  e s t  de type  quadrat ique e t  in- 

corpore un terme contenant l ' e r r e u r  ( s o r t i e  con t rô l ée  - e n t r é e  de r é f é -  

rence)  a i n s i  qu'un a u t r e  dépendant de l a  dér ivée  de  l a  l o i  de commande 

qui  concernent tous  deux des s p é c i f i c a t i o n s  p ra t iques .  

La s t r u c t u r e  de l a  l o i  de commande peut ê t r e  c h o i s i e  a r b i t r a i r e m e n t .  

Les a u t e u r s  proposent un système complet de  C.A.O.  permettant  une o p t i -  

mi sa t ion  du c r i t è r e  dans l ' e s p a c e  des paramètres a j u s t a b l e s  en  e x p l i c i -  

t a n t ,  encoreune f o i s ,  l e c a l c u l  du gradien t  du c r i t è r e .  Ce l o g i c i e l  per-  

met à p r i o r i  de t r a i t e r  tous  l e s  problèmes l i n é a i r e s  correspondant au  

choix à p r i o r i  d 'une f o n c t i o n n e l l e  quadrat ique a i n s i  que d'une s t ruc -  

t u r e  a r b i t r a i r e  de  l a  l o i  de commande. 

L ' u t i l i s a t i o n  f r équen te ,  dans un processus de synthèse ,  de mini- 

misa t ions  basées s u r  l ' u t i l i s a t i o n  de g rad ien t s  a ,  par  a i l l e u r s ,  motivé 

des t ravaux concernant l a  s t r u c t u r e  d 'un l o g i c i e l  suffisamment souple 

pour t r a i t e r  par  ce b i a i s  de nombreux problèmes de synthèse /Hoff le r ,  

1981 1. 

Dans une opt ique  d i s t i n c t e ,  l a  commande opt imale avec c r i t è r e  qua- 

d r a t i q u e  a  é t é  abordée du p o i n t  de vue de l a  robus tesse  de l ' a s s e r v i s -  

sement cons t i t ué  v i s  à v i s  d e  pe r tu rba t ions  dans l e s  paramètres des ma- 

t r i c e s  qu i  décr ivent  l e  processus l i n é a i r e  envisagé e t l o u  de perturba-  

t i o n s  intervenant  dans l e s  r é t ro -ac t ions  /Wong & Athans, 19771 /Savonov 

& Athans, 19771 IBourles & Mercier ,  1982/. 

En dehors de l a  mise e n  p a r a l l è l e  des  p r o p r i é t é s  de robus tesse  de 

l a  commande l i n é a i r e  quadra t ique ,  avec l e s  no t ions  c l a s s iques  de marges 

de ga in  e t  de phase,  on a  pu met t re  en  évidence l e  l i e n  e x i s t a n t  e n t r e  

l e s  domaines de s t a b i l i t é  dans l ' espace  des pe r tu rba t ions  admissibles  

e t  l e  choix des mat r ices  de pondérat ions Q e t  R (1 .46)  /Wong & a l ,  19781. 



C e t t e  d e r n i è r e  c a r a c t é r i s a t i o n  permet ,  e n  conséquence,  à p a r t i r  de  

l a  donnée d ' u n  ensemble a d m i s s i b l e  de  p e r t u r b a t i o n s ,  d e  f i x e r  des  ma- 

t r i c e s  Q e t  R (1 .46)  f i x a n t  l a  l o i  de  commande o p t i m a l e .  

Dans l a  même l i g n é e ,  l a  commande op t imale  à c r i t è r e  q u a d r a t i q u e  

a pu ê t r e  u t i l i s é e  IMoreigne, 1982/ comme un o u t i l  p e r m e t t a n t  la  loca-  

l i s a t i o n  de  p ô l e s  d ' u n  système m u l t i v a r i a b l e  e n  u t i l i s a n t  l e s  m a t r i c e s  

de p o n d é r a t i o n  Q e t  R (1.46) comme d e s  paramètres  e t  e n  u t i l i s a n t  une 

t e c h n i q u e  de g r a d i e n t  v o i s i n e  de  c e l l e  développée dans / S i r i s e n a  & Choi, 

19751. 

Dans l e  c a s  des  sys tèmes non l i n é a i r e s , / S a v o n o v  & Athans ,  19771 

o n t  e n v i s a g é  l e s  systèmes de Lur ' e  Postnikov comme des  sys tème l i n é a i r e s  

soumis à d e s  p e r t u r b a t i o n s  dans l e u r s  o rganes  de commande. Les r é s u l t a t s  

d e  r o b u s t e s s e  obtenus  v a l i d e n t  a i n s i  l a  commande o p t i m a l e  avec  c r i t è r e  

q u a d r a t i q u e  pour c e  t y p e  de p r o c e s s u s .  

D'un p o i n t  d e  vue moins g é n é r a l ,  ITaniguchi  & Yamashita,  19801 va- 

l i d e n t  l a  commande op t imale  à c r i t è r e  q u a d r a t i q u e  dans  l e  c a s  d 'une  é- 

q u a t i o n  d ' é t a t  non l i n é a i r e  du second o r d r e  e n  expr imant  l a  s t a b i l i t é  

de l a  t r a j e c t o i r e  nominale du  p rocessus  é t u d i é  p a r  une f o n c t i o n  de Lya- 

punov d e  t y p e  q u a d r a t i q u e  p l u s - i n t é g r a l e  / L u r l e ,  19511 c o n s t r u i t e  à par- 

t i r  d e s  é q u a t i o n s  d ' o p t i m a l i t é  e t  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  non l i n é a i r e s  du 

p rocessus .  

1 . 6 . 4  - Quelques r é f l e x i o n s  méthodologiques concernan t  l a  syn thèse  

de systèmes a s s e r v i s  
# 

1 . 6 . 4 . 1  - S t r u c t u r e  e t  g a i n s  a i u s t a b l e s  ------------- a----- -------- 

Les données i n i t i a l e s  d 'un  problème de  s y n t h è s e  d ' a s s e r v i s s e m e n t  

s p é c i f i e n t  généralement l e s  t r a j e c t o i r e s  nominales s o u h a i t é e s  pour l a  

s o r t i e  du système a i n s i  que l a  l i s t e  des  e n t r é e s  de  commande e t  des  

s o r t i e s  mesurables  s u r  l e  p r o c e s s u s .  

Ce c a h i e r  d e s  charges  permet a l o r s  de chercher  une p a r t i e  de l a  

s t r u c t u r e  de l a  l o i  de commande q u i  pe rmet te  d ' o b t e n i r  l a  t r a j e c t o i r e  

nominale s o u h a i t é e  ( e n  a p p l i q u a n t  l e  p r i n c i p e  du modèle i n t e r n e  p a r  

exemple ) . 



Un autre élément fixant la structure de la loi de commande est cons- 

titué par les informations disponibles sur le processus ainsi que la spé- 

cification du réseau d'informations (les sorties d'un sous-système peu- 

vent-elles être raisonablement transmises à un autre sous-système ? ) .  

A la fin de cette phase de synthèse, le problème initial de commande 

est ramené à un problème dynamique de stabilité d'une trajectoire nomi- 

nale. 

Dans la structure à contre-réaction envisagée alors sont explici- 

tées les entrées et les sorties accessibles sur le processus ainsi que 

certains éléments de la structure de la loi de commande. La deuxième 

phase de synthèse consiste à expliciter numériquement les gains (sca- 

laires ou opérationnels) qui ne sont pas encore spécifiés à ce niveau. 

Cette étape permet de spécifier finement le comportement attendu 

de 1 'asservissement au-de là de 1 'exigence minimale de stabilité asymp- 

totique de la trajectoire nominale. 

Le choix d'un critère doit s'établir selon un compromis entre les 

spécificités pratiques du problème traité et la base de connaissance du 

concepteur qui lui permet d'exprimer concrètement le critère choisi en 

fonction du modèle mathématique retenu pour décrire le processus. 

En reprenant les définitions de /Rosenbrock, 19741, l'analyse d'un 

asservissement correspond àl'évaluation d'un critère donné lorsque l'as- 

servissement est complètement spécifié. 

La synthèse etlou la conception d'asservissements est alors l'opé- 

ration inverse où il s'agit de constituer un asservissement de manière 

à ce qu'un ou plusieurs critères satisfassent des propriétés données. 

Notons qu'il existe des problèmes suffisament bien définis pour 

n'admettre qu'une solution comme dans le cas de la commande optimale 

à critère quadratique sans contraintes sur la structure de la loi de 



commande. Mais, en  géné ra l ,  l e s  problèmes d 'asservissement  sont  spéci-  

f i é s  de manière assez  f loue .  Dans ce c a s ,  l a  p r i s e  en  compte de con- 

t r a i n t e s  supplémentaires à c e l l e s  exprimées dans l e  c a h i e r  des  charges 

i n i t i a l  e s t  un moyen pour o b t e n i r  une s o l u t i o n  au problème. La modifi- 

c a t i o n  des  c o n t r a i n t e s  supplémentaires  permet a i n s i  de ba layer  d i f f é r e n t s  

types de s o l u t i o n s .  

Après avoi r  marqué l a  d i s t i n c t i o n  e n t r e  l ' a n a l y s e  e t  l a  synthèse 

d 'un asserv issement ,  nous proposons de mettre  en  évidence l e  l i e n  qu i  

l e s  u n i t .  Il  convient en e f f e t  de remarquer qu'une l o i  de commande i s -  

sue d 'un  processus de synthèse  d o i t ,  en  de rn i è re  i n s t a n c e ,  ê t r e  v a l i d é e  

par un théorème d 'ana lyse .  C e t t e  remarque nous permet dans l a  s u i t e ,  de 

proposer un schéma général  pour l e s  é tudes  de synthèse .  

1.6.4.4 - Schéma géné ra l  d 'une étude de synthèse  / ------- ....................... ------ 
. S ~ i c i f  ~ ç ~ f ~ s , ~ ' g ; , ç ~ ~ & ~ r e  d ' a~~y~$-g&i=i~g~&e d a n ~  

une méthode de synthèse ---------------- ------ 

Considérons un asservissement A(p) où p e s t  un d e s c r i p t e u r  des 

paramètres de l a  l o i  de commande q u i  f a i t  l ' o b j e t  de l a  synthèse.  On 

suppose à p r i o r i  que A(p) e s t  r ep ré sen té  par  un processus évoluant en 

régime l i b r e ,  l a  synthèse c o n s i s t e  a l o r s  à a f f e c t e r  une v a l e u r  6 au 

d e s c r i p t e u r  p, de manière à g a r a n t i r  l a  s t a b i l i t é  asymptotique de l ' o -  

r i g i n e  des t r a j e c t o i r e s  de A($) e t  à s a t i s f a i r e  des c r i t è r e s  addi t ion-  

n e l s  t e l s  que l a  l o c a l i s a t i o n  des pôles  de l ' asserv issement  où l a  mini- 

mi sa t ion  d'une fonc t ionne l l e  donnée. L 'éva lua t ion  de ces  paramètres 

pour l ' a sserv issement  A(p) e s t  essent ie l lement  une é tude  d 'ana lyse .  

On peut donc énoncer l a  r è g l e  su ivante  : 

La synthèse d'asservissement e s t ,  d e  manière intrinsèque, 

i téra t ive  et/ou intéract ive.  

e t  l e  processus de synthèse peut ê t r e  représenté  par  l e  synoptique su i -  

vant (F ig .  1.8) : 
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Choix d 'une  méthode* 
d ' a n a l y s e  d e s  p r o p r i é t é s  

du système é t u d i é  

* D'un p o i n t  d e  vue t e rmino log ique ,  on d i s t i n g u e  l a  méthode 

d'analyse (généralement  un théorème) du critère d'analyse 

q u i  e s t  un r é s u l t a t  é v a l u é  e n  a p p l i q u a n t l a m é t h o d e  d 'ana-  

l y s e  au sys tème.  Par  exemple, l e  coup le  (marge de g a i n ,  

marge de phase )  e s t  un c r i t è r e  d é d u i t  de l ' a p p l i c a t i o n  de 

l a  méthode d e  Nyquist  à un système l i n é a i r e  monovar iable .  

FIGURE 1 . 1 8  

Dans ce  schéma, l e s  f l è c h e s  e n  t r a i t  p l e i n  cor responden t  aux phases  

d ' a n a l y s e  que l ' o n  p e u t  f a c i l e m e n t  m e t t r e  e n  œ u v r e .  Par  c o n t r e ,  l e s  

f l è c h e s  e n  t r a i t  d i s c o n t i n u  cor responden t  à une p r i s e  de d é c i s i o n  q u i  

c o n s i s t e  à p r o p o s e r , e n f o n c t i o n  des  r é s u l t a t s  d é d u i t s  l o r s  d ' a n a l y s e s  

p r é c é d e n t e s ,  une n o u v e l l e  v a l e u r  des  g a i n s  a j u s t a b l e s  q u i  t e n d  à amé-- 

l i o r e r  l a  v a l e u r  du c r i t è r e  c a l c u l é  l o r s  d e  l a  phase  d ' a n a l y s e  u l t é -  

r i e u r e .  

C e t t e  d e r n i è r e  o p é r a t i o n  e s t  d i f f i c i l e m e t n t  a u t o m a t i s a b l e  e t  d o i t ,  

e n  g é n é r a l ,  f a i r e  i n t e r v e n i r  un concep teur  don t  l a  base  de connaissance 

est p l u s  é tendue que c e l l e  d e s  systèmes numériques a c t u e l s .  

Pour a u t o r i s e r  c e t t e  i n t é r a c t i v i t é ,  t o u t e  méthode d ' a n a l y s e  d o i t  

f o u r n i r  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 



- un critère graphique ou numérique caractérisant les propriétés 
du système, 

- un guide permettant de proposer un nouveau réglage des paramètres 
ajustables allant dans le sens d'une amélioration du critère gra- 

phique ou numérique calculé au pas précédent. 

Pour bien marquer ce point, considérons le cas trivial des processus 

linéaires stationnaires rationnels monovariables. 

Les méthodes de Nyquist et de Routh sont complètement équivalentes 

dans leurs résultats d'analyse de la stabilité asymptotique d'un sys- 

tème. Néanmoins, le critère issu de la méthode de Nyquist est fréquem- 

ment utilisé en synthèse et celui de la méthode de Routh l'est très ra- 

rement. /Fortman, 19731 constitue en ce sens une exception. 

En effet, l'analyse des changements de signe des éléments de la 

première colonne du tableau de Routh ne donne aucune indication pour 

améliorer les propriétés de l'asservissement, c'est-à-dire pour que les 

éléments de cette première colonne soient tous de même signe. 

A l'inverse, l'examen des lieux de transfert dans le cas des mé- 

thodes fréquent ielles donne un support concret pour améliorer les ca- 

ractéristiques du système étudié. De même, le calcul des sensibilités 

des pôles d'un asservissement permet d'améliorer la localisation des 

pôles d'un asservissement. 

Cette remarque essentielle étant faite, nous proposons maintenant 

d'envisager le problème de synthèse des systèmes non linéaires pour en 

dégager les spécificités qui le rendent à priori beaucoup plus délicat 

que dans le cas généralement envisagé des systèmes linéaires station- 

naires. 

1 .6 .4 .5  - S~écificités inhérentes au caractère non linéaire - ............................................... 
des Erocessus à contrôler ---- .................... 

Si l'on s'intéresse au problème de la synthèse d'une loi de commande 

stabilisante, une difficulté majeure apparaît dans l'application de la 



procédure précédente (Fig. 1.18) à des processus non l i n é a i r e s .  Cel le  

c i  r é s i d e  essent ie l lement  dans l a  non u n i c i t é  des o u t i l s  d 'ana lyse  de 

l a  s t a b i l i t é  mais su r tou t  dans l a  non équivalence de l e u r s  r é s u l t a t s .  

A l ' i n v e r s e  des  systèmes l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  pour l e sque l s  on 

d ispose  à p r i o r i  d'une cond i t i on  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  

asymptotique, l ' a n a l y s e  d ' u n  même processus non l i n é a i r e  par  un o u t i l  

ou par  un au t r e ,  peut  conduire  à des r é s u l t a t s  d i v e r s  é t a n t  donné que 

l e s  condit ions de s t a b i l i t é  obtenues ne sont  en géné ra l  que s u f f i s a n t e s .  

I l  convient donc, à c e  niveau,  d ' i n t é g r e r  dans l a  recherche i t é -  

r a t i v e  des paramètres d'une l o i  de commande, une procédure d 'opt imisa-  

t i o n  de l a  méthode d 'ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  conjointement à l a  procé-. 

dure d ' op t imi sa t ion  des paramètres  a i u s t a b l e s  de l a  l o i  de commande. 

Ce t t e  "opt imisat ion" du choix de 1 î mGthode d ' ana lyse  de l a  s t a b i -  . 

l i t é  n ' a  évidemment de sens  que dans l e  cas  des systèmes non l i n é a i r e s  

e t j o u  non s t a t i o n n a i r e s .  

D'un point de  vue p r a t i q u e ,  ce choix  ne peut s ' opé re r  qu 'à  l ' i n t é -  

r i e u r  d 'un  ensemble cohérent de méthodes d 'ana lyse  de l a  s t a b i l i t é .  

Dans l a  s u i t e  de ce  mémoire, nous proposons l a  d é f i n i t i o n  de méthodes 

de synthèse basée s u r  l a  t h é o r i e  de l ' h y p e r s t a b i l i t é  e t  l e s  méthodes 

d ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  dédu i t e s  des techniques d ' ag réga t ion  par  nor-- 

mes v e c t o r i e l l e s .  



CONC LUS1 ON 

Cet te  première p a r t i e  nous a permis de p r é c i s e r  l ' o p t i q u e  dans l a -  

q u e l l e  nous envisageons l a  synthèse d 'asserv issement  a i n s i  que l a  c l a s s e  

de  modèles de processus que nous proposons d ' é t u d i e r .  

Nous avons de même r appe l é  l e s  méthodes d 'ana lyse  de s t a b i l i t é  aux- 

q u e l l e s  nous nous r é f é rons  dans l a  s u i t e .  

Après avo i r  d é f i n i ,  à p a r t i r  d 'une revue b ib l iog raph ique ,  les pr in-  

c i p a l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d'une méthode de synthèse  d 'asserv issement ,  

nous proposons, dans l a  s u i t e  de l ' exposé ,  de développer  des  méthodes 

o r i g i n a l e s  de synthèse a p p l i c a b l e s  aux processus é t u d i é s .  





ANNEXE 1 . 1  

FORMATION D ' U N  SYSTEME DE COMPARAISON 

CALCULEXPLICITEDE MATRICES PSEUDO-MAJORANTES 

Nous rappe lons  dans c e t t e  annexe,  les formules  q u i  pe rmet ten t  d ' a s -  

s o c i e r ,  à p a r t i r  d 'un p r o c e s s u s  non l i n é a i r e  e n  régime l i b r e  d ' é q u a t i o n  

(A- 1 .1)  e t  du c h o i x  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  (A- 1 .21 ,  un système de  

comparaison (A- 1.3) s a t i s f a i s a n t  l ' i n é g a l i t é  (A- 1.4) l e  l o n g  d e s  t r a -  

j e c t o i r e s  du système (A- 1 . 1 ) .  

P rocessus  : 

La norme v e c t o r i e l l e  : 

k l n  

e s t  d é f i n i e  à p a r t i r  des  r è g l e s  de c o n s t r u c t i o n s  s u i v a n t e s  : 

- {Si ; i = 1 ,  . . . , k} n o t e  un recouvrement de  S. 

- v x  E S, PS (x) E S. d é s i g n e  l a  p r o j e c t i o n  dans  S.  de x .  
i 1 1 

pi (x )  = ni(pS ( X I )  où n .  n o t e  une norme de S . .  
i 1 1 



Le système : 

est un système de comparaison du processus (A-1.1) dans le sens où l'iné- 

galité suivante (A-1.4) est satisfaite : 

rious proposons à ce niveau de distinguer les systèmesentemps con- 

tinu des systèmes en temps discret pour expliciter la formation des ma- 

trices de régime libre du système de comparaison. 

Pour chacun des cas, nous rappellerons l'expression des matrices 

pseudo-majorantes déduites des normes vectorielles usuelles. 

1 - Systèmes en temps continu 

P Dans ce cas, la matrice M(p,t,x,u ) (A-1.2) est dite pseudo majo- 

rante et est définie par : 

I ~(p,t,x,u') = Cm. 1.1 .(t,x,uP)) 

V i = 1, ..., k 

T 
grad (p (PS (Y)) .PS (~(t ,x,uP) . PS ( y ) )  

i i 1 tnij (t ,x,up) = Max O , Sup 
Pj (Y) 

On peut naturellement définir des matrices pseudo-majorantes M 

constantes en les définissant à partir des précédentes (A-1.5) par : 



l PI = {m. . )  
1 J 

Afin d'illustrer ces définitions, nous proposons maintenant d'ex- 

pliciter les matrices pseudo-majorantes ( A - 1 . 5 )  dans le cas des normes 

vectorielles issues des normes usuelles. 

Afin d'introduire les méthodes que nous développons, nous considé- 
n 

rons dans ces définitions un vecteur état y(t) e d: équivalent à un vec- 

teur état x(t) C w ~ .  

Nous considérons un partitionnement du vecteur état y(t) sous la 

forme suivante (A-1.7) 

dim (yi(t)) = k(i) 

K. désigne l'ensemble d'indice associé à y. : 
1 1 

i- 1 i 
K. = ( 1  + C ( k )  ; . ; 1 (k.1) 

j =1 j=1 J 

Norme vectorielle déduite de la norme du max : ............................................ 

Elle est définie à partir du partitionnement (A-1.7) par les re- 

lations : 

v i = 1, ..., k pi(y) = Max . = y 2  (A-1.8) 
j € K i  J J J  

La matrice pseudo-majorante s'exprime alors sous la forme suivante, 

directement à partir de la matrice de régime libre initiale (A-1.1) : 



m. (t ,x,uP) = Max {E(a (.) + z laem(-) 11 
ii ee e 6 K, m €Ki 

L 
mg e 

m (t,x,uP) = Max { 1 / a  ( a ) ) }  

ij em e € K i  m € K  
j 

Norme ______________-_--_-------------------------_----------------- vectorielle déduite de la norme duale de la norme du Max : 

Celle-ci est définie par : 

La matrice pseudo-majorante associée à A(.) (A-1.1) possède alors 

une expression (A-1.11) voisine de la précédente (A-1.9). 

(t,x,uP) = Max ( a e  + laem(.) 11 
e BK, ms K; 

Norme ---____-__-___--___------------------------------ vectorielle déduite de la norme euclidienne : 

Son expression est la suivante : 

La matrice pseudo-majorante associée s'exprime alors par les équa- 

tions suivantes : 



2 - Systèmes en temps d i s c r e t  

P  Dans ce c a s ,  l a  mat r ice  de régime l i b r e  M(t ,x ,u ) du système de 

comparaison e s t  à éléments p o s i t i f s .  

Son express ion ,  à p a r t i r  de l a  norme v e c t o r i e l l e  p  (A-1.2) e s t  

donnée par  l e s  i d e n t i t é s  su ivan te s  : 

Cet t e  d é f i n i t i o n  formel le  peut ,  comme dans l e  cas  des  systèmes en  

temps cont inu ,  ê t r e  i l l u s t r é e  dans l e  cas  des normes v e c t o r i e l l e s  usu- 

e l l e s  (A-1.7) (A-1.8) (A-1.10) (A-1.12). 

Nous ne rappel le rons  que c e l l e  assoc iée  à l a  norme v e c t o r i e l l e  dé- 

d u i t e  de l a  norme du Max (A-1.7) (A-1.8). 

P  La mat r ice  M(q,t ,x ,u  ) s ' é c r i t  a l o r s  : 

m ( 1  = Max G Iaem(t ,x ,up>l}  1 i j  e e K i m E K .  
3 

En conclusion,  il convient  de n o t e r  que l e s  express ions  (A-1.5) ... 
(A-1.14) correspondent aux mat r ices  de régime l i b r e  minimales du système 

de comparaison. 



En e f f e t ,  on peut  o b t e n i r  un a u t r e  système de comparaison en ra -  

jou tan t  aux ma t r i ce s  d é f i n i e s  par  (A-1.5)  (A-1 .14 )  une mat r ice  (éven- 

tuel lement  non cons t an t e )  à éléments non n é g a t i f s .  

On a b o u t i t  a l o r s  à une majora t ion  p l u s  dure q u i  peut t o u t e f o i s  ê t r e  

u t i l e  . 



ANNEXE 1 . 2  

DEFINITIONS FORMELLES RELATIVES h LA STABILITE 

Les no t ions  c l a s s i q u e s  de s t a b i l i t é  /Hahn, 1967/  / L a s a l l e  & Lefs- 

c h e t z ,  19611 ont é t é  i n t r o d u i t e s  re la t ivement  à des  systèmes d ' équa t ion  

d ' é t a t  : 

- pour l e sque l s  l a  t r a j e c t o i r e  nominale envisagée e s t  : x ( t )  = 0 .  

Seules des  v a r i a t i o n s  de condi t ions  i n i t i a l e s  ( t  , x ( t  1) sont  a l o r s  
O O 

cause de pe r tu rba t ions  des  t r a j e c t o i r e s  du système (A-2.1). 

Les d é f i n i t i o n s  o r i g i n a l e s  r e l a t i v e s  à l a  s t a b i l i t é  n 'envisagent  

donc que ces  éléments de p e r t u r b a t i o n  des t r a j e c t o i r e s  d'un système 

non l i n é a i r e .  

Nous proposons d 'abord de l e s  r appe le r  ( D é f i n i t i o n s  1 ,  2 ,  3 e t  4 )  

pu is  de l e s  é tendre ,  de manière n a t u r e l l e  pour prendre en compte les 

e n t r é e s  de pe r tu rba t ions  (Déf in i t i ons  2 ' ,  3' e t  4 ' ) .  

11 convient de remarquer que nous r e s t r e ignons  ces d é f i n i t i o n s  au 

cas  où l ' i n s t a n t  de dépa r t  t est f-. 
O 

D é f i n i t i o n  1 : Fonction de c l a s s e  K au sens de Hahn 

+ + 
La fonc t ion  s c a l a i r e  p(r) de P! dans e s t  de c l a s s e  K au sens 

de Eahn (? E K H )  IEahn, 19671 s i  e t  seulenent  s i  e l l e  s a t i s f a i t  l e s  

r e l a t i o n s  su ivan te s  : 



+ 
@ e s t  une a p p l i c a t i o n  d e R   dans^' 

+(O) = O : O e KH (A-2.2) 

6 e s t  cont inue e t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  

D é f i n i t i o n  1 '  : Fonction d e  c l a s s e  L au sens  de Hahn 

D'une manière analogue, une fonc t ion  u de c l a s s e  L ( 0  e LH) /Hahn, 

1967/ e s t  c a r a c t é r i s é e  par  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

+ 
o e s t  une a p p l i c a t i o n  deW danslRt 

o e s t  cont inue s t r i c t emen t  d é c r o i s s a n t e  : G E  Lff (A-2.3) 

l i m  U(S)  = O 
ç + - i = '  

D é f i n i t i o n  2 : s t a b i l i t é  /Hahn, 19671 

Le mouvement x ( t  , x ) (1.25) s o l u t  ion  du système su ivant  : 
O 

e s t  s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  une fonc t ion  @ de  c l a s s e  K au  sens de Hahn par 

r appor t  à l ' é c a r t  des cond i t i ons  i n i t i a l e s  e t  t e l l e  que : 

1 
Il e x i s t e  un vois inage  s O de O i n c l u s  dans s t e l  que : 



D é f i n i t i o n  3 : A t t r a c t i v i t é  /Hahn, 1967/  

Le mouvement x  ( t  , x  ) s o l u t i o n  du système (A-2.1) e s t  a t t r a c -  
O 

t i f  s ' i l  e x i s t e  une fonc t ion  de c l a s s e  L au sens de Hahn par  rappor t  à 

t - t e t  t e l l e  que : 
O 

/ Il e x i s t e  un vois inage S de O i n c l u s  dans S t e l  que : 
O 

D é f i n i t i o n  4  : S t a b i l i t é  asymptotique ( v i s  à v i s  des  cond i t i ons  i n i t i a l e s )  

Le mouvement x ( t  , x ) s o l u t i o n  du système (A-2.4) e s t  asymp- 
O 

totiquement s t a b l e  s i  e t  seulement s i  il e s t  s t a b l e  (Déf in i t i on  2) e t  

a t t r a c t i f  (Déf in i t ion  3 ) .  

Considérons maintenant un système en régime l i b r e  d é c r i t  par l ' é -  

qua t ion  su ivan te  (A-2.7) où l ' é v o l u r i o n  de l ' é t a t  du système e s t  pe r tu r -  

bée pa r  des modi f ica t ions  des condi t ions  i n i t i a l e s  e t  pa r  des en t r ées  

de pe r tu rba t ions  u P ( t )  E P C (T +- 7 ~ ~ ' )  : 

P La t r a j e c t o i r e  de ce  système e s t  notée x ( t , x  ,u (T ; r S t ) )  e t  on 
O 

cons idère  une t r a j e c t o i r e  nominale ramenée à l ' o r i g i n e  ( x ( t )  Z 0 ) .  

Nous proposons d ' é t e n d r e  l e s  d é f i n i t i o n s  précédentes  (2,  3 e t  4) 

de manière à prendre en  compte l ' e f f e t  des  e n t r é e s  de pe r tu rba t ions .  

D é f i n i t i o n  2 '  : S t a b i l i t é  

Le point  d ' é q u i l i b r e  ( x  E O)  du système en régime l i b r e  su ivant  : 



e s t  s t a b l e ,  s ' i l  e x i s t e  : 

- une f o n c t i o n  @ de c l a s s e  K au sens  de Hahn, 

- un vois inage  S de O i n c l u s  dans S ,  
O 

- un ouver t  P non v ide  inc lus  dans P. 
O 

t e l s  que : 

Déf in i t i on  3 '  : A t t r a c t i v i t é  

Le point  d ' é q u i l i b r e  ( x  Z O) du système (A-2.8) e s t  a t t r a c t i f  s ' i l  

e x i s t e  : 

- une fonc t ion  de c l a s s e  L au sens de Hahn, 

- un vois inage  S de O i nc lus  dans S, 
O 

- un ouver t  P non v ide  inc lus  dans P. 
O 

t e l s  que : 

Dé£ i n i t i o n  4 '  : S t a b i l i t é  asymptotique 

Le point  d ' é q u i l i b r e  x = O  du système (A-2.8) e s t  asymptotiquement 

s t a b l e  s ' i l  e s t  s t a b l e  e t  a t t r a c t i f .  



Déf in i t i on  5 : S t a b i l i t é  g loba le ,  s t a b i l i t é  asymptotique g loba le  

Le c a r a c t è r e  global  des  p r o p r i é t é s  d e  s t a b i l i t é  i n t r o d u i t e s  dans 

l e s  d é f i n i t i o n s  2,  3 e t  4  c a r a c t é r i s e  l e  f a i t  que l e  domaine d ' a t t r a c -  

t i o n  S de l a  t r a j e c t o i r e  nominale dans l ' e space  des  cond i t i ons  i n i t i a l e s  
O 

e s t  l ' e s p a c e  d ' é t a t  t o u t  e n t i e r  (S c R") . 

La no t ion  de g l o b a l i t é  étendue aux d é f i n i t i o n s  2 ' ,  3 '  e t  4 '  dénote 

a l o r s  l a  robustesse des p r o p r i é t é s  g loba le s  d é f i n i e s  ci-dessus v i s  à 

v i s  d'un ensenble admiss ib le  P c P d ' e n t r é e s  de pe r tu rba t ions .  
O 

S t a b i l i t é  des  systèmes fo rcés  : ............................. 

Les d é f i n i t i o n s  précédentes  ( 2 ' ,  3 '  e t  4 ' )  s ' é t enden t  sans  aucun 

problèmeauxcas des t r a j e c t o i r e s  fo rcées  pour l e sque l s  l a  t r a j e c t o i r e  

nominale n ' e s t  pas r é d u i t e  à un poin t  f i x e  ( x = O ) .  Il  s u f f i t  a l o r s  de 

c a r a c t é r i s e r  l ' é v o l u t i o n  dans l e  temps de l a  d i s t a n c e  e n t r e  l e s  vec- 

t e u r s  é t a t s  de l a  t r a j e c t o i r e  nominale e t  de l a  t r a j e c t o i r e  pe r tu rbée .  

En marge du propos de c e t t e  annexe, il convient néanmoins de remar- 

quer que, s i  l e  concept de s t a b i l i t é  e s t  inchangé, l e s  méthodes d 'ana lyse  

correspondantes ne s ' appl iquentpasnécessa i rement  de manière d i r e c t e .  

Des no t ions  t e l l e s  que l a  s t a b i l i t é  entrée-bornée/sortie-bornée 

/Zames, 1966/ ou b ien  l a  s t a b i l i t é  dynamique /Mak iè re s  e t  a l ,  1977,' 

e t / o u  l a  s t a b i l i t é  de mouvement sont  donc apparues de manitre  à é t a b l i r  

un l i e n  e n t r e  l e s  méthodes usue l l e s  d ' ana lyse  de l a  s t a b i l i t é  e t  l e s  

p a r t i c u l a r i t é s  des  t r a j e c t o i r e s  fo rcées .  

Le concept de stabilité entrée-bornée/sortie-bornée exprime que 

l ' o n  peut d é f i n i r ,  pour un système d ' e n t r é e  u  ( t  E 7) e t  de s o r t i e  y  

( t  G T ) ,  une r e l a t i o n  de majorat ion de l a  forme su ivante  : 



Cette notion est essentiellement destinée aux opérateurs décrivant 

des comportements entrée -t sortie /Zames, 1966 a - b / '  /~amnabi, 1980/. 

Le concept de stabilité dynamique introduit dans la référence 

IMaizières et al, 19771 conduit à définir une mjoration de l'écart 

entre trajectoires forcées uniformément par rapport à un ensemble admis- 

sible d'entrées de commande. 





C H A P I T R E  I I  







PROPOSITION D'UNE METHODOLOGIE DE SYNTHESE D'ASSERVISSEMENT 

DE PROCESSUS NON LINEAIRES LIEE A L'ANALYSE DE LA STABILITE 

PAR UTILISATION DE NORMES VECTORIELLES 

Dans cette section, nous abordons la synthèse d'asservissement 

sous l'angle de la stabilisation de l'origine de l'espace d'état 

d'un système dynamique. Ce dernier représente à priori l'évolution 

dans l'espace d'état de l'écart entre une trajectoire banale de l'asser- 

vissement et une trajectoire nominale satisfaisant à un premier niveau 

des spécifications de synthèse. 

Nous sommes d'abord amenés à justifier cette approche, non triviale 

dans le cas des processus non linéaires, à partir de l'étude d'un pro- 

blème de régulation appliqué à un processus de Lur'e Postnikov. 

Cet exeri-,lr ~ermst d'illustrer comment un problème initial de com- 

mande peut être assimilé à un problème de stabilité. 

Nous abordons ensuite l'adaptation des méthodes d'analyse de la 

stabilité par utilisation de normes vectorielles du point de vue de la 

synthèse d'asservissement. A ce niveau, nous sommes contraints de par- 

ticulariser l'exposé de la méthode aux processus en temps continu à la 

seule fin de ne pas obscurcir les notations. L'adaptation aux processus 

en temps discret de la méthodologie définie dans cette section, peut 

s'effectuer d'une manière directeexplicitéeen finde chapitre ( §  1 1 . 7 ) .  

La méthode proposée est d'abord introduite à partir de la défini- 

tion de. systèmes de comparaison linéaires stationnaires. 

Nous définissons dans ce cas, à partir des travaux de Borne et Gen- 

tina, un critère numérique d'analyse de la stabilité ainsi que la ten- 

dance d'évolution de ce dernier sous la forme d'une direction de plus 

grande pente dans 1 'espace des paramètres ajustables. 



Ces d é f i n i t i o n s  sont  e n s u i t e  géné ra l i s ées  dans l e  cadre des sys- 

tèmes de comparaison non l i n é a i r e s  à p a r t i r  de l ' a d a p t a t i o n  d 'un  théo- 

rème d 'analyse de l a  s t a b i l i t é  IGentina & a l ,  19791. 

Dans ce cad re ,  nous sommes amenés à é t u d i e r  l a  format ion ,  pour un 

processus quelconque, d 'une norme v e c t o r i e l l e  q u i  conduise à un système 

de comparaison pour lequel  l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é  sont  l e s  p lus  

l a r g e s  poss ib l e .  

Ce choix d'une norme v e c t o r i e l l e  e s t  abordé sous l ' a n g l e  du choix 

d'une r ep ré sen ta t ion  du processus non l i n é a i r e  é t u d i é .  On e s t  a i n s i  con- 

d u i t  à i n t r o d u i r e  une c l a s s e  de r ep ré sen ta t ions  o r i g i n a l e s  des  systèmes 

é t u d i é s .  Ce l l e s  c i  permettent de f a c i l i t e r  l ' é t u d e  de s t a b i l i t é ,  en  sim- 

p l i f i a n t  l a  procédure de c a l c u l  du c r i t è r e  numérique de s t a b i l i t é .  

La t ransformat ion  d 'un  processus sous une forme remarquable e s t  

e x p l i c i t é e  en  s 'appuyant s u r  des s t r u c t u r e s  de r e p r é s e n t a t i o n  analogues 

à c e l l e s  d é f i n i e s  par /Luenberger, 19671 dans l e  cadre des  systèmes li- 

n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s .  

La méthode de synthèse e s t  a l o r s  e x p l i c i t é e  à p a r t i r  de deux formes 

remarquables de r ep ré sen ta t ion .  La première,  d i t e  "forme s é r i e "  e s t  due 

à l ' a u t e u r  e t  l a  seconde, d i t e  "forme en  f lèche"  e s t  e x t r a i t e  des t r a -  

vaux de Benrej eb e t  Borne. 

11.1-SYNTlESE D ' U N  REGULATEUR POUR UN PROCESSUS DE TYPE LUR'E POSTNIKOV 

Dans ce paragraphe, nous j u s t i f i o n s  n o t r e  approche de l a  synthèse 

d 'asservissement  sous l ' a n g l e  de l a  s t a b i l i t é .  Cet te  d e r n i è r e  démarche 

e s t  d'un usage général  dans l e  ca s  de processus l i n é a i r e s  pour l e sque l s  

l ' é v o l u t i o n  d'une t r a j e c t o i r e  quelconque e t  c e l l e  de l ' é c a r t  e n t r e  c e t t e  

t r a j e c t o i r e  e t  une t r a j e c t o i r e  nominale sont r é g i e s  par l e s  mêmes équat ions.  

Dans l e  cadre des processus non l i n é a i r e s ,  c e t t e  t ransformat ion  

d 'un problème de commande e n  un problème de s t a b i l i t é  d 'un  poin t  d 'équi- 

l i b r e  ramené à l ' o r i g i n e  n ' e s t  pas  a u s s i  t r i v i a l e .  



L'obje t  de c e t t e  p a r t i e  n ' e s t  pas d ' appor t e r  une s o l u t i o n  généra le  

à c e t t e  t ransformat ion ,  mais de l ' i l l u s t r e r  par  un cas  concret  : l a  syn- 

thèse  d 'un r égu la t eu r  pour un processus de Lur 'e  Postnikov. 

Après a v o i r  posé l e  problème de r é g u l a t i o n  e t  p réc i sé  l e s  no ta t ions  

r e l a t i v e s  aux processus envisagés,  nous in t roduisons  une s t r u c t u r e  de 

l o i  de commande analogue à c e l l e s  d é f i n i e s  dans l e  cadre des processus 

l i n é a i r e s .  Nous sommes a l o r s  amenés à chercher  des  t r a j e c t o i r e s  nominales 

s t a t i o n n a i r e s .  Lorsque c e l l e s  c i  e x i s t e n t ,  on pourra  montrer que l e  pro- 

blème de r é g u l a t i o n  se  ramène à un problème de s t a b i l i t é  absolue.  

1 1 . 1 . 1  - P o s i t i o n  du ~ r o b l è m e  

Considérons un processus non l i n é a i r e  en  temps cont inu .  Soient  : 

yP ( t  1 E ?Re l a  s o r t i e  

uC ( t  ) E 1 ' e n t r é e  de commande (11.1.1) 

u P ( t )  E P c R~~ l ' e n t r é e  de pe r tu rba t ions  

L 'objec t i f  de synthèse envisagé c o n s i s t e  à f a i r e  tendre  l e  vec t eu r  

s o r t i e  y P ( t )  v e r s  un vec t eu r  constant r c h o i s i  a rb i t r a i r emen t  à 1 ' in-  
O 

e  
t é r i e u r  d'un ensemble l? c , e t  c e c i  indépendamment d 'une entrée de 

perturbation constante uP cho i s i e  a rb i t r a i r emen t  dans P. 
O 

L 'équat ion d ' é t a t  du processus e s t  l a  su ivante  (11.1.2) : 

( I I .  1 .2)  

En plus  des  no ta t ions  précédentes ( I I .  1.1) , on pose : 



1 xP E IRnP désigne l'état du processus 

APY B:, B cP sont des matrices de dimensions 
appropriées 

Le système linéaire décrit par le triplet (A', BC, cP) 
est supposé d'ordre minimal 

r 6 R c R~ désigne l'objectif de poursuite de la sortie yP(t) 
O 

En étendant les résultats obtenus dans le cadre des systèmes liné- 

aires par le principe du modèle interne /Wonham, 19761 /Davison, 19761, 

on est conduit à proposer une loi de commande dont la structure est la 

suivante (II. 1'. 4) : 

(LI. 1.4) 

L'asservissement ainsi constitué est alors représenté par le schéma 

bloc suivant (Fig. II. 1) : 

{ ul(t) est la sortie d'un compensateur linéaire défini par : 

\ 

I 

C A- (xC(t)) = xC(t) + B e(t) 
dt 

ul(t) = cc xC(t) 

xC(to) = O 
\ 



FIGURE 11.1 

Une première tâche  c o n s i s t e  à c a r a c t é r i s e r  une t r a j e c t o i r e  nominale 

de l ' asserv issement  qu i  s a t i s f a s s e  l ' o b j e c t i f  de r é g u l a t i o n  : 

La s o r t i e  y"t) correspondante é t a n t  cons tan te ,  nous sommes amenés à 

chercher  une t r a j e c t o i r e  nominale correspondante x q u i  s o i t  s t a t i o n n a i r e .  
S 

La dé termina t ion  de c e l l e - c i  e s t ,  pour l ' e s s e n t i e l ,  i n s p i r é e  de l a  ré férence  

/ ~ r u j i ; & P o r t e r ,  1980/ .El le  e s t  c a r a c t é r i s é e  par  l e s  é g a l i t é s  su ivantes  : 



C C 
Notons u' = C x la sortie stationnaire du compensateur linéaire 

S S 

(A', B', cc) (cf Fig. II. 1 ) . L'entrée e (t) est dans le cas de cette 
S 

solution identiquement nulle. L'état initial du compensateur étant sup- 

posé nul, il vient alors : 

C 
x = O  et par conséquent u' = O 
S S 

L'état stationnairex, (II.1.5)étant régi par la dynamique (11.1.2) 

(II. 1.4) de l'asservissement, il vient : 

Notons u = f (uC) € 1 ~ ~ .  xP est alors, :; 'i L existe, défini par le 
s S S 

système d'équations suivantes : 

r est une solution de l'équation r = g(re) l O 

(II. 1.7) 

Etant donné un ensemble R de consignes de référence et P d'entrées 

de perturbations, constantes, l'existence de. points stationnaires pour 
P toute valeur (ro,u0) dans R x P requiert la condition nécessaire sui- 

vante : 



Cette condition étant supposée remplie, on sait que le système 

linéaire d'équations (11.1.7)estinversible étant donné le,caractère 

minimal de la représentation (A', l3' cP) . 
c ' 

La condition suffisante d'existence d'un point stationnaire peut 

alors s 'exprimer sous la forme suivante (11.1.9) : 

I 

Vr06 R, g r e  ; g(r e 1 = r0 

V u: E P, la solution u du système suivant : 
S 

satisfait ii E f me) s 

Remarques : 

- L'existence d'un point stationnaire est en particulier assurée 
e 

si l'image des fonctions non linéaires f et g est llespace?R tout en- 

tier : f(?Re) = g (?Re) = ?Re 

- A l'inverse des systèmes linéaires (f= g =  Id) où il existe un et 

un seul point stationnaire x. pour un couple (ro , uP) E R x P il peut en 
S O 

exister plus%eurs dans le cas où les fonctions non linéaires f et g ne 

sont pas monotones. 

Envisageons maintenant l'évolution de l'écart entre une trajectoire 

de l'asservissement proposé (Fig. 11.1) et un point stationnaire 
P C C  (xs, us , xs = 0) caractérisé à l'étape précédente (11.1.7) (II. 1.8). Soient : 

ces écarts. 



Par soustraction des équations définissant l'état stationnaire 

(11.1.7) auxéquationsdeprogressioninitiales (11.1.2) (11.1.4), nous dé- 

duisons l'équation d'état caractérisant l'évolutionde l'erreur (11.1.11) : 

I P P = A 2 (t) + B: (f(ûC(t) +uC) -£(US)] 
S 

L'expression des non linéarités apparaissant dans ces équations 

nous permet de définir les non linéarités suivantes : 

C 
Remarque : ft u E 

S 
$(UC , O) = O 

S 

V re ; (re E ZRe ; 3 roc R, g(r ) r ; P(re , O) = O e 

Les expressions des non linéarités $(uC , ûC) et Y r ) (II. 1.12) 
S 

C permettent d'interpréter celles-ci comme les non linéarités f(u ) et 

g(y ) centrées autour d'un point de fonctionnement stationnaire défini e 
C 

par u et r (cf Fig. 11.2). 
s e 



" @(uC 
, û> S 

C 
f (us) > u AC - r - axes translatés 

axes d'origine f 
FIGURE 11.2 

L'asservissement initial (Fig. 11.1) peut alors être représenté de 

manière équivalente par le schéma-bloc suivant (Fig. 11.3) : 

FIGURE 11.3 



(dans ce schéma (Fig. 11.31, on a représenté les intégrateurs en expli- 

citant les conditions initiales : 

ainsi (t) représente x(t)=x(O) + 

Cette dernière représentation (Fig. 11.3) est obtenue en transfor- 
P mant les entrées (rO,u ) de commande et de perturbation sous la forme 
O 

de conditions initiales (xP s ,zs) sur 1 'état (x' ,zP) de 1 'asservissement. 

L 'objectif  de commande lirn (e (t)) = O est  alors atteint s i  1  'açser- 
t +a vissement f F i g .  I I . 3 )  est asymptotiquement stable. 

Si on considère des classes R x P d'entrées, on est confronté à 

un problème de stabilité absolue (cf S 1) puisque la stabilité asymp- 

totique de l'asservissement doit être caractérisée pour toutes les non 
C AC P linéarités @(u ,u ) et Y(re,y ) (11.1.12) engendrées par translation à 
S 

partir de l'ensemble des états stationnaires (xP,z ) (II. 1.5) -t (II. 1. 9 ) 
S S 

P définis pour tous les couples (r u e R x P d'entrées de commande 
O 

et de perturbation. 

En conclusion, le problème de régulation initial a été transformé 

en une étude de stabilité absolue de l'origine pour une classe de sys- 

tèmes de Lur'e Postnikov déduite du processus initialement considéré 

et des ensembles R x P admissibles des entrées. 



Les r é fé rences  IDoraiswami, 1981 / e t  /Gruj i 6 ,  1980, 1982, 1983 ,a-dl  

mettent en œuvre c e t t e  approche c o n s i s t a n t  à r e p o r t e r  l ' é t u d e  d 'un pro- 

blème de poursu i te  d ' e n t r é e s  de r é f é rences  s u r  c e l l e  de l a  s t a b i l i t é  asymp- 

t o t i q u e  de l ' o r i g i n e  pour un système en régime l i b r e  a s s o c i é .  

En p a r t i c u l i e r ,  /Doraiswami, 19811 analyse l e  problème de s t a b i l i t é  

a s soc i é  en d é f i n i s s a n t  des condi t ions  s u f f i s a n t e s  en termes de c o n t r a i n t e s  

su r  l e s  non- l inéa r i t é s  ( s t a t i q u e s )  du processus.  

Les a u t r e s  ré férences  c i t é e s  /Gru j i& ,  ... / s ' a t t a c h e n t  à c a r a c t é r i s e r  

l e s  comportements dans l ' e s p a c e  d ' é t a t  correspondant au comportement de 

poursu i te  d'une e n t r é e  de ré férence  e t  proposent une méthode pour d é f i n i r  

l e  système en régime l i b r e  assoc ié .  La s t a b i l i t é  de  ce d e r n i e r  e s t  géné- 

ralement analysée par  l e  c r i t è r e  de Popov /Faure & a l ,  19791. 

Dans ce mémoire, nous envjsagerons p l u t ô t  l a  synthèse corne l a  
C C dèterminat ion numérique des mat r ices  (K , , K 2 ,  h , B', C ) as su ran t  l a  

s t a b i l i t é  absolue de l a  c l a s s e  de processus ( F i g . I I . 3 )  d é f i n i e  pour un 

ensemble R x ? d ' e n t r é e s  données. 

11 .3  - DEFINITION D'LXE PIETHODE DE SYXTHESE A PARTIR DES TECHNIQUES 

D ' AGREGATION PAR UTILISATION DE NORYES VECTORIELLES 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons de s p é c i f i e r  un c r i t è r e  d 'ana-  

lyse  conduisant à une méthodologie de synthèse à p a r t i r  de t ravaux an- 

t é r i e u r s  po r t an t  s u r  l a  s t a b i l i t é  des systèmes à p a r t i r  de l ' u t i l i s a -  

t i o n  des normes v e c t o r i e l l e s  /Borne & Gent ina l .  

La c l a s s e  des processus é tudiée  e s t  c e l l e  dont l e s  éléments sont  

représentés  par une équat ion d ' é t a t  du type su ivant  : 



avec l 'hypothèse (h) e t  l e s  n o t a t i o n s  ( a ) ,  ( b ) ,  (c)  su ivan te s  : 

t 4 T = [t , +a[ 
O 

x ( t )  6 S C R~ 

u P ( t )  E P C R~~ : e n t r é e  de pe r tu rba t ion  

r ( t )  € R c Re : e n t r é e  de consigne 

p  6 7RnP désigne un vec t eu r  de gains  a j u s t a b l e s  à l ' i n t é -  

r i e u r  du système. (Dans l 'exemple du r é g u l a t e u r  envisagé 

précédemment ( I I . 1 .11 ) ,  p c o n t i e n t  l e s  composantes des  matri-  

1 ' K 2 ,  A', B', cc a i n s i  que l a  dimension de l a  matr ice 

Afin d ' a l l é g e r  l e s  no ta t ions  dans l a  s u i t e  de  l ' exposé ,  nous 

dé f in i s sons  une v a r i a b l e  synthé t ique  X regroupant l 'ensemble 

des arguments des  composantes de F(.) non nécessairement 

(c )  cons tan tes  pour l 'ensemble des t r a j e c t o i r e s  du système 

(11.2.1).  On é c r i t  : 

x e x  
A x = ( t , x ( t > > ,  u P ( t ) , r ( t > >  

x = T x S x  P x R  

i Les composantes de F(x,p) son t  supposées bornées par  rapport  

"" i à x s x  

fJ p e IRnp ; Sup ( I [ F ( X , P > ] ~ )  < + CO 

XEX 

Dans l e  premier chap i t r e  ( §  I . 5 ) ,  on a  rappelé  que l ' u t i l i s a t i o n  

de normes v e c t o r i e l l e s  conduit  à d é f i n i r  un système de comparaison 

(11.2.4) d 'o rdre  i n f é r i e u r  ou é g a l  à c e l u i  du système i n i t i a l  (11.2.1) : 



Ce d e r n i e r  système peut  ê t r e  c h o i s i  l i n é a i r e  ou non l i n é a i r e  e t  

l a  c a r a c t é r i s a t i o n  de s a  s t a b i l i t é  c o n s t i t u e  une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  

de s t a b i l i t é  du  système i n i t i a l .  

I l  a p p a r a î t  a i n s i  n a t u r e l  d ' e n v i s a g e r  d ' abord  d ' a d a p t e r  les c r i -  

t è r e s  r e l a t i f s  à c e t t e  t echn ique  d ' a g r é g a t i o n  dans  l e  c a s  d e s  sys tèmes 

de comparaison l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  pour l e s q u e l s  on peut  immédia- 

tement é t a b l i r  d e s  c o n d i t i o n s  de s t a b i l i t é .  

C e t t e  p remière  approche nous permet d ' i n t r o d u i r e  l e  c r i t è r e  d 'ana-  

l y s e  cherché comme é t a n t  l a  v a l e u r  p r o p r e  r é e l l e  maximale E d ' u n e  M- 

m a t r i c e  / ~ i e l d e r  & P t a k ,  19621 c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de la  donnee (11.2.1) 

du système é t u d i é  e t  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  ( §  1.5) c h o i s i e  à p r i o r i .  

L ' i n t e r p r é t a t i o n  de c e  c r i t è r e  numérique de s t a b i l i t é  à p a r t i r  d ' u n  

ensemble de v a l e u r s  p r o p r e s  de m u l t i p l i c i t é  é g a l e  à 1 nous permet a l o r s  

de d é f i n i r  s a  tendance d ' é v o l u t i o n  p a r  r a p p o r t  aux g a i n s  a j u s t a b l e s  de  

la  l o i  de  commande p a r  l e  c a l c u l  s imple  du g r a d i e n t  de & dans l ' e s p a c e  

des  g a i n s  a j u s t a b l e s  . 

C e t t e  e x p r e s s i o n  permet dans c e  c a s  de p roposer  des  n o u v e l l e s  va- 

l e u r s  des  g a i n s  a j u s t a b l e s  d é p l a ç a n t  E dans  un s e n s  s o u h a i t é  ( v e r s  l e  

domaine des  E n é g a t i f s ) .  

C e t t e  approche e s t  e n s u i t e  g é n é r a l i s é e  p a r  l ' u t i l i s a t i o n  d 'une  c l a s s e  

de systèmes de  comparaison non l i n é a i r e s  dans l a q u e l l e  nous d i s c u t o n s  

du c h o i x  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  conduisan t  à d e s  c o n d i t i o n s  d e  s t a b i -  

l i t é  a u s s i  peu r e s t r i c t i v e s  que p o s s i b l e .  

Ce d e r n i e r  problème n ' a y a n t  n a t u r e l l e m e n t  pas  de  s o l u t i o n  a n a l y t i q u e ,  

nous proposons d ' a s s i m i l e r  c e  problème formel  ( l e  c h o i x  d 'une norme vec- 

t o r i e l l e )  à un problème de type  numérique ( l e  c h o i x  d 'une  base  de  repré -  

s e n t a t i o n  de l ' a s s e r v i s s e m e n t  é t u d i é ) .  

C e t t e  r e s t r i c t i o n  dans  l e  cho ix  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  nous per-  

met a i n s i  d ' u t i l i s e r  l e s  o u t i l s  numériques de  min imisa t ion  pour  l e  c h o i x  

i t é r a t i f  d 'une  "bonne" norme v e c t o r i e l l e  (conduisant  à des  c o n d i t i o n s  d e  

s t a b i l i t é  a u s s i  peu r e s t r i c t i v e s  que p o s s i b l e ) .  



Dans ce  paragraphe comme dans l e s  s u i v a n t s ,  nous supposons l e s  c a l -  

c u l s  d e s  d i f f é r e n t e s  e x p r e s s i o n s  e x é c u t é e s  s u r  une machine numérique,  c e  

q u i  c o n s t i t u e  e n  f a i t  une hypothèse  r é a l i s t e  é t a n t  données c e s  expres -  

s i o n s .  Nous nous a t t a r d e r o n s  donc s u r  l a  s o l u t i o n  de problèmes numéri- 

ques  d é l i c a t s  q u i  pour ron t  a p p a r a î t r e .  

E n f i n ,  nous avons é t é  o b l i g é s  d e  r e s t r e i n d r e  l a  f o r m u l a t i o n  de ce  

paragraphe a u  c a s  des  sys tèmes e n  temps c o n t i n u  à la  s e u l e  f i n  de  ne 

pas  i n t r o d u i r e  d e s  n o t a t i o n s  q u i  s o i e n t  t r o p  complexes. 

11.2.1 - Systèmes de comparaison l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s  

Dans c e  c a s ,  l a  s t a b i l i t é  asymptot ique du système é t u d i é  (11.2 .1)  

e s t  i n d u i t e  p a r  c e l l e  d ' u n  système d e  comparaison (11.2.4) c o n s t r u i t  

t e l  que s a  m a t r i c e  de régime l i b r e  ne  s o i t  f o n c t i o n  que d e s  g a i n s  a j u s -  

t a b l e s  : 

En d é f i n i s s a n t  l ' u t i l i s a t i o n  d e s  normes v e c t o r i e l l e s ,  /Gen t ina ,  

1976/ a  proposé l e  théorème s u i v a n t  de  s t a b i l i t é  : 

Le p o i n t  d ' é q u i l i b r e  x = O d u  s y s t è m e  n o n  l i n é a i r e  ( I I .  2.1 ) est g l o -  

b a l e m e n t  e x p o n e n t i e l l e m e n t  s t a b l e  s'il e x i s t e  une norme v e c t o r i e l l e  q 

t e l l e  que  l a  m a t r i c e  M ( p )  ( I I . 2 . 5 )  soit 1 ' o p p o s é e  d ' u n e  M m a t r i c e .  
44 

Ce théorème d é f i n i t  des  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  du sys-  

tème é t u d i é  (11.2 .1)  pour une v a l e u r  donnée des  g a i n s  a j u s t a b l e s  compo- 

s a n t  p. Ces c o n d i t i o n s  s ' expr iment  concrètement p a r  l ' a p p l i c a t i o n  du 

Lemme de K o t e l y a n s k i i  /Gantmacher, 19661 à l a  m a t r i c e  M (p)  e t  permet- 
q  q  

t e n t  l ' a n a l y s e  d e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é .  

D'un p o i n t  de vue i n v e r s e ,  l e  problème de synthèse c o n s i s t e  à d é t e r -  

miner  une v a l e u r  de p  t e l l e  que l e  théorème précéden t  s ' a p p l i q u e .  Dans 

c e t  e s p r i t ,  nous  proposons de r e f o r m u l e r  ce  théorème sous l a  forme équ i -  

v a l e n t e  s u i v a n t e  (5 11.2 .2 .1)  où nous i n t r o d u i s o n s  un c r i t è r e  numérique 

de s t a b i l i t é  € ( q , p )  €a? o p t i m i s a b l e  p a r  r a p p o r t  à p .  



II. 2.1 .1  - D é f i n i t  i o n  de  &(g2p) ---------------- 

Le point d'équilibre x = O  du système non linéaire ( I I . 2 . 1 )  est 

globalement exponentiellement stable s'il existe une norme vectorielle 

q telle que la valeur propre réelle maximale &(q,p) de la matrice M (p) 
9q 

( I I . 2 . 5 )  soit négative. 

Remarques : * (- 1 / € ( q , p ) )  p e u t  ê t r e  i n t e r p r é t é  comme un majoran t  du 

temps de réponse du système e n  r e g a r d  de  l a  p r o p r i é t é  de  

s t a b i l i t é  e x p o n e n t i e l l e .  

* M (p )  é t a n t  une m a t r i c e  à éléments  h o r s  d iagonaux non 
q  q  

n é g a t i f s ,  l a  v a l e u r  p r o p r e  r é e l l e  maximale & ( q , p )  majore 

l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  des  v a l e u r s  p r o p r e s  de M ( p l .  Sa né- 
q  q  

g a t i v i t é  impl ique a i n s i  l a  s t a b i l i t é  e x p o n e n t i e l l e  du sys- 

tème de  comparaison (11 .2 .5 ) .  

En p r a t i q u e ,  & ( q , p )  e s t  une f o n c t i o n  que l ' o n  v a  c h e r c h e r  à mini- 

mise r  ( p a r  r a p p o r t  aux v a l e u r s  des  composantes d e  p  e t  à l ' e x p r e s s i o n  

de  l a  norme v e c t o r i e l l e  q )  e n  vue de l a  rendre  n é g a t i v e .  On r e t r o u v e  

a i n s i  l a  s p é c i f i c i t é  d 'une  é t u d e  d e  s y n t h è s e  de  p r o c e s s u s  non l i n é a i r e  

( 5  1.6 .4 .5)  q u i  c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r  un r é g l a g e  d e s  é léments  a j u s t a b l e s  

(cho ix  de p) pe rmet tan t  d ' é t a b l i r  l a  s t a b i l i t é  des  t r a j e c t o i r e s  du sys-  

tème p a r  une méthode (cho ix  de  q )  q u i  donne d e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  

de s t a b i l i t é  les moins r e s t r i c t i v e s  p o s s i b l e .  

Vis à v i s  de  l a  t e c h n i q u e  p roposée ,&(q ,p )  e s t  donc un critère d 'a-  

n a l y s e  de l a  s t a b i l i t é  p r o p r e ;  une é t u d e  de syn thèse  ( §  1 . 6 . 4 . 4 ) . L e  c a l -  

c u l  p r a t i q u e  d e  c e  c r i t è r e  e t  de s a  tendance d ' é v o l u t i o n  c o n s t i t u e n t  

l ' o b j e t  du paragraphe  s u i v a n t .  

11 .2 .1 .2  - C a l c u l  de  ~ ( 9 ~ 2 )  e t  de s a  s e n s i b i l i t é  ------------ ...................... 

~ ( q , p )  e s t  l a  v a l e u r  p r o p r e  r é e l l e  maximale de  M ( p )  (11.2 .5) .  La 
q  q  

fo rmat ion  de l a  m a t r i c e  pseudo-majorante M (p )  (cf  Annexe 1 .1 )  à par- 
9  9  

t i r  d e  l a  donnée du système i n i t i a l  détermine l a  r e l a t i o n  e n t r e  & ( q , p )  

e t  s e s  arguments.  Nous env i sagerons  l e  c h o i x  j u d i c i e u x  d 'une  norme vec- 

t o r i e l l e  u l t é r i e u r e m e n t ,  e t  nous a t t a c h o n s  i c i  p r i n c i p a l e m e n t  à l a  re-  

l a t i o n  e n t r e  & ( q , p )  e t  p.  



a) Calcul de &(q,p) : 

Etant donné M (p) (II.1.8), ce calcul peut être établi par des 
q q 

algorithmes généraux de calcul des valeurs propres (et de vecteurs pro- 

pres) d'une matrice (Méthodes de Krilov, Souriau, Danilevskii, ... ) .  

Néanmoins, dans tous les cas /Wilkinson, 19651 /Fadeev & Fadeeva, 

19631 recommandent de s'appuyer sur les propriétés caractéristiques des 

matrices étudiées pour faciliter cette détermination. 

Dans le cas des matrices pseudo-majorantes M (p) à éléments hors 
qq 

diagonaux non négatifs M (p), la recherche de sa valeur propre réelle 
q q 

maximale ~ ( q , ~ )  peut être obtenue par application du Lemme de Kotelyan- 

skii de la manière suivante (11.2.6) : 

i JJ désigne le terme général /Gantmacher, 19661 d'une suite 
I convergent vers E. 

1 On initialise JJ avec le maximum des éléments diagonaux de 

/ On calcule le minimum (A) des k mineurs principaux de 

(uIk - M (pl). 
9 9 

A . Si X est nul alors E = JJ 

I . Si X est négatif il faut augmenter JJ 

. Si A est positif, il faut diminuer JJ 

~(q,p) étant calculé, nous proposons maintenant d'expliciter le 

calcul de sa tendance d'évolution par un (des) calcul(s) de gradient(s). 

b) Calcul de la sensibilité de &(q,p) : 

Nous considérons en premier lieu les matrices M (p) irréductibles. 
qq 

Ce cas permet d'établir un calcul simple généralisé par la suite au cas 

des matrices M (pl réductibles. 
q q 

Si M (p) est irréductible, le théorème de Perron-Frobenius /Gant- 
9 9 

macher, 19661 montre que l'ordre de multiplicité de ~ ( q , ~ )  est égal à 1. 



Dans l e  c a s  d 'une v a l e u r  p ropre  simple de  m a t r i c e ,  l a  v a r i a t i o n  

de c e t t e  v a l e u r  p ropre  p a r  r a p p o r t  à des  p e r t u r b a t i o n s  d e s  c o e f f i c i e n t s  

de l a  m a t r i c e  e s t  donnée p a r  u t i l i s a t i o n  de l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  / D e i f ,  

1981 a - b /  /De i f ,  1982/ : 

A e t  B s o n t  d e s  m a t r i c e s  c a r r é e s  de  même dimension 

JJ ER, JJ<< 1 

&(A) dés igne  une v a l e u r  p ropre  s imple  de A 

1 U(E)  dés igne  l e  v e c t e u r  p ropre  de  A r e l a t i f  à l a  v a l e u r  

1 Avec c e s  n o t a t i o n s  : 

4 

Considérons maintenant  l e s  é léments  de M ( p )  d é r i v a b l e s  presque 
qq 

p a r t o u t  p a r  r a p p o r t  aux composantes de  p  ( c e t t e  hypothèse  e s t  j u s t i f i é e  

dans l e s  exemples d ' i l l u s t r a t i o n  développés  dans  les paragraphes  s u i -  

v a n t s  (5 11.2 .1 .3  - 11.3 .2  - I I I ) .  

p ropre  €(A) 
(11.2.7) 

V ( E )  dés igne  l e  v e c t e u r  p ropre  de r e l a t i f  à l a  v a l e u r  
T propre  &(A) e t  t e l  que u  (E) .v (E)  = 1 

Dans c e  c a s ,  on peut  (presque p a r t o u t )  expr imer  l a  tendance d 'évo- 

l u t i o n  de & ( q , p )  p a r  r a p p o r t  à l a  v a r i a b l e  p  s o u s  forme d ' u n  g r a d i e n t  

( 1 1 2 . 8  : 

V ( E )  : v e c t e u r  p ropre  de M~ (P) r e l a t i f  à ~ ( q , ~ )  
qq / u ( & )  : v e c t e u r  p r o p r e  de M (P) r e l a t i f  à & ( q , p )  
4 9 

C e t t e  é t a p e  f a i t  a p p e l  à un a lgor i thme de c a l c u l  de v e c t e u r s  pro- 

p r e s  dans  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  u ( & )  e t  v(&). 

Il e s t  important  de n o t e r  qu 'un grand nombre d ' a l g o r i t h m e s  de d é t e r -  

mina t ion  des  v a l e u r s  p r o p r e s  de m a t r i c e s  e f f e c t u e n t  l e  c a l c u l  des v e c t e u r s  





On obtient ainsi un ensemble de y gradients v ~ E ( ~ , ~ )  e Q"P 
n 

par rapport à p ê IR P définis par : 

Dans ce cas, on définit la direction de plus grande pente Bf5 du 
i 

critère &(q,p) à partir des y gradients V &(q,p) en résolvant le pro- 

blème d'optimisation suivant : 

,T i T i Min (Bp . V  &(q,p)) = Max { Min (x .v  ~(q,p))) 
i=l ,. . . ,y xe07"~ i=l, ...,y 

Le calcul de cette direction de plus grande pente à partir d'un en- 

semble de gradients (11.2.13) est abordé dans un cadre plus général lors 

de l'étude des systèmes de comparaison non linéaires ( §  11.2.2.3) et ex- 

plicité en Annexe 11.3. 

Nous proposons maintenant d'illustrer l'utilisation du critère 

d'analyse proposé et de sa sensibilité à partir d'un exemple de syn- 

thèse paramétrique d'asservissement non linéaire. 

11.2.1.3 - Exemple d'application ---- ------ -------- 

Considérons le système non linéaire décrit par le schéma-bloc sui- 

vant (Fig. 11.5) : 



FIGURE 11.5 

Les va r i ab l e s  é t o i l é e s  sont  des gains  v a r i a n t s  de manière non pré- 

v i s i b l e  dans l e s  i n t e r v a l l e s  su ivants  : 



L'entrée de commande du système est u(t) et les composantes acces- 

sibles de l'état sont x 3' X4, X5. 

Proposons un schéma simple d'asservissement sous la forme suivante : 

- x3(t> 
Processus x4(t) 

b 

(F ig .  11.5) x5(t) 

FIGURE 11.6 

L'équation d'état de l'asservissement est alors . :  

Considérons maintenant la norme vectorielle définie à priori par 

les expressions suivantes : 



Le choix de c e t t e  norme v e c t o r i e l l e  p a r t i c u l i è r e  e s t  j u s t i f i é  à 

p o s t é r i o r i  dans l a  s e c t i o n  r e l a t i v e  à l a  r e p r é s e n t a t i o n  s é r i e  (5 11.4) .  

La mat r ice  pseudo-majorante cons tan te  i n d u i t e  par l ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  

norme e s t  a l o r s  d é f i n i e  par  (11.2.18) (cf Annexe 1.1) : 

La d é f i n i t i o n  des éléments de l a  mat r ice  pseudo-majorante M (.) 
q q 

e s t  e x p l i c i t é e  par l e s  express ions  su ivantes  (11.2.19) (11.2.20) où l e  

s igne  := désigne l ' a f f e c t a t i o n  ( ( x : = y )  @ x  e s t  a f f e c t é  par  y ) .  Les 

termes diagonaux sont  donnés par  : 

e l l  : = - 3  : = - 6  - Z R  ( - 3 - 3 j )  

u Z 2  := -3 : = O 7  ( - 3 - 3  j )  t 

* 
i = 3, 4 ,  5  ui i  := Max (a .)  

1 

t 
v x  E g , R ( x )  E R  note l a  p a r t i e  r é e l l e  de x. 

Les éléments hors diagonaux sont  c a l c u l é s  par  l e s  r e l a t i o n s  su i -  

vantes  : 

* 
u32 := 1 := Max ( / y 2 / )  

* 
'-'43 

- 
:= 0.5 := Max ( [ y 3 ( )  

A 

u54 
:= 0 . 5  := Max ( 1 ~ ~ 1 )  

2  * 
p I 2  := 2  := Max (1-(3+3j) + 6(3+3j)  + k21)  

* 
riI3(p3) := Max ( / p 3  + k 3 l )  

* 
uI4(p4)  := Max ( / p 4 + k 4 1 )  

* 
~ ~ 5 ( ~ 5 )  := Max (Ip5 + k g /  



- Considérons l e  p rocessus  non c o r r i g é  ( p  = p 4  - p 5  = O ) ,  l a  m a t r i c e  3  
pseudo-majorante e s t  donnée dans c e  c a s  p a r  : 

Le c a l c u l  de l a  v a l e u r  p r o p r e  r é e l l e  maximale d e  c e t t e  m a t r i c e  

donne sens ib lement  €(q,O ,O,O) 0 . 3 .  Dans ce  c a s ,  on ne peut  pas  con- 

c l u r e  quant  à l a  s t a b i l i t é  du p rocessus  i n i t i a l .  La m a t r i c e  M (p)  e s t  
qq 

i r r é d u c t i b l e ,  on peu t  donc expr imer  l e  g r a d i e n t  de  &(q,O,O,O) = 0 .3  

(11.2 .6) .  C e t t e  d é t e r m i n a t i o n  nous amène à c a l c u l e r  l e s  v e c t e u r  p r o p r e s  

cor respondan ts  de M ( 0 , 0 , 0 )  e t  M~ ( 0 , 0 , 0 )  n o t é s  respec t ivement  u (0 .3 )  
49 qq 

e t  ~ ( 0 . 3 ) .  Il v i e n t  : 

Les f o n c t i o n s  fl 1 3 ( p 3 ) ,  f l I 4 ( p 4 ) ,  p I 5 ( p 5 )  ( I I  .2 .20)  s o n t  d é r i v a b l e s  a u  

v o i s i n a g e  de = ( ~ ~ , p ~ , p ~ )  = ( 0 , 0 , 0 ) .  Il v i e n t  a l o r s  : 



Par  a p p l i c a t i o n  de l ' e x p r e s s i o n  : 

il v i e n t  : 

Par  a p p l i c a t i o n  de l a  méthode du  g r a d i e n t ,  il conviendra  donc de 

d iminuer  l e s  v a l e u r s  des p .  dans l e s  r a p p o r t s  des  d é r i v é e s  ~ a r t i e l l e s  
1 

(11.2.23) pour diminuer  la v a l e u r  de  c ( q , p 3  ,p4 , p 5 )  AU bout de p l u s i e u r s  

i t é r a t i o n s ,  on t r o u v e  un r é g l a g e  c o r r e c t  : 

Pour ce r é g l a g e ,  & ( q , p  ,p  ,p  ) e s t  sens ib lement  é g a l  à -0.2,  e t  per-  
3 4 5  

met donc de c o n c l u r e  quant à l a  s t a b i l i t é  asymptot ique du système é t u d i é  

a i n s i  c o r r i g é .  

11 .2 .1 .4  - ~ i s c u s s i o n  de  l a  méthode pg~gmg~ 

La démarche p récéden te  s ' a p p a r e n t e  à l a  l o c a l i s a t i o n  i t é r a t i v e  des  

p ô l e s  du système de comparaison à l ' i n t é r i e u r  du  demi-plan complexe gau- 

che.  E t a n t  donnée l a  non n é g a t i v i t é  d e s  é léments  h o r s  diagonaux de  l a  

m a t r i c e  de régime l i b r e  M (p)  du sys t tme  de comparaison,  c e t t e  procé- 
4  4 

d u r e  e s t  f a c i l i t é e  dans l a  mesure où il s u f f i t  de d é p l a c e r  l a  v a l e u r  

p r o p r e  r é e l l e  maximale & ( q , p )  q u i  majore  l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  des  va- 

l e u r s  propres  de  M (p) . 
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Cet t e  technique s ' apparente  a i n s i  à l a  c l a s s e  de méthodes de syn- 

thèse d 'asserv issements  l i n é a i r e s  c o n s t r u i t e s  autour  de l ' o p t i m i s a t i o n  

par une technique de- type gradien t  d 'un c r i t è r e  numérique c a r a c t é r i s a n t  

l ' o b j e c t i f  de synthèse IGuardabasi 8 a l ,  1979, 1981, 19821 [Davison & 

Ferguson, 19811 IHofler ,  19811. 

I l  convient t o u t e f o i s  de n o t e r  que l e  choix de l a  norme v e c t o r i e l l e  

d é f i n i s s a n t  l e  système de comparaison n ' a  pas encore é t é  abordé a l o r s  que 
2 

ce choix e s t  fondamental dans l a  mesure où l e  théorème d 'ana lyse  de l a  

s t a b i l i t é  ( 4  11.2.1.1) s u r  lequel  s 'appuie l a  méthode de synthèse donne 

des condi t ions  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  qu i  peuvent être p l u s  ou moins 

r e s t r i c t i v e s  s e l o n  l a  norme v e c t o r i e l l e  c h o i s i e .  

Enreprenant  l 'exemple d l i l l u s t r a t i o n ( F i g .  11.5, 11.6) précédent pour 

lequel  l ' e x p r e s s i o n  de l a  norme v e c t o r i e l l e  envisagée (11.2.17) n ' e s t  

pas réel lement  immédiate, nous proposons de montrer qu'un choix appa- 

remment. p lus  n a t u r e l  conduit  à un système de comparaison nécessairement 

i n s t a b l e .  

Considérons l ' équa t ion  d ' é t a t  examinée dans l 'exemple (11.2.14).  

L ' u t i l i s a t i o n  de l a  norme v e c t o r i e l l e  u sue l l e  su ivante  : 

conduit  à l ' é t u d e  de l a  mat r ice  pseudo-majorante su ivante  : 

avec l e s  no ta t ions  dé jà  i n t r o d u i t e s  (11 .2 .18) .  

Cherchons maintenant à c a r a c t é r i s e r  l a  va l eu r  propre r é e l l e  maxi- 

male de c e t t e  mat r ice  à p a r t i r  du lemme su ivant  /Gantmacher, 19661 : 



Lemme : 

La v a l e u r  p r o p r e  r é e l l e  maximale € ( q 1 , p 3 , p 4 , p 5 )  de M , ( p 3 , p 4 , p 5 )  
q ' q  

majore l ' ensemble  d e s  v a l e u r s  p ropres  r é e l l e s  maximales des sous  mat r i -  

c e s  dont  l e s  d é t e r m i n a n t s  son t  l e s  mineurs  p r i n c i p a u x .  

A 

Considérons a l o r s  l e s  m a t r i c e s  cor respondan tes  aux deux premiers  

mineurs p r i n c i p a u x  : 

M" q 'q  ' ( P  3 ,P  4 9 5 = C-61 

2 2 
M q ' q  ' ( P , ~ , ~ I = [ ~ ~  3 4 5 y] 

Les v a l e u r s  p r o p r e s  r é e l l e s  maximales de  c e s  deux m a t r i c e s  s o n t  

respect ivement  : 

En conséquence : 

Le système d e  comparaison i n d u i t  p a r  q '  (11.2.26) e s t  donc non s t a b l e  

de manière i n t r i n s è q u e  e t  t o u t e  é tude  d e  s y n t h è s e  pa ramét r ique  menée à 

p a r t i r  d e  c e t t e  norme v e c t o r i e l l e  condui t  nécessa i rement  à un échec .  

Cet exemple i l l u s t r e  b i e n  l a  n é c e s s i t é  de l ' o p t i m i s a t i o n  du cho ix  

d 'une norme v e c t o r i e l l e  dans l a  méthode d e  syn thèse  proposée i n i t i a l e -  

ment e n  f o n c t i o n  d e s  s e u l s  g a i n s  a j u s t a b l e s .  

Nous proposons d ' a b o r d e r  c e t t e  i n t é g r a t i o n  du c h o i x  de  l a  norme 

v e c t o r i e l l e  à l ' i n t é r i e u r  de l a  procédure  de syn thèse  p a r  m i n i m i s a t i o n  

d 'un c r i t è r e  numérique dans l e  p rocha in  paragraphe q u i  g é n é r a l i s e  l ' é -  

tude p récéden te  aux  systèmes d e  comparaison non l i n é a i r e s .  



11.2.2 - Système de comparaison à non l i n é a r i t é  un i l i gne  ou 

unico lonne 

Dans ce paragraphe, nous proposons d 'é tendre  l e s  r é s u l t a t s  de l ' é -  

tude précédente au cas des systèmes de comparaison non l i n é a i r e s  dont 

on peut ana lyser  l e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  au moyen d'un théorème dû 

à Borne e t  Gentina /Gentina & a l ,  19791. Après a v o i r  rappelé  l 'énoncé 

de ce théorème, nous en déduisons une formulat ion équ iva l en te  mieux 

adaptée aux s p é c i f i c i t é s  d 'une étude de synthèse /Meizel & Gentina, 

1982 a / .  En p a r t i c u l i e r ,  nous s p é c i f i o n s  un c r i t è r e  numérique de s t a b i -  

l i t é  d é f i n i ,  par  ex tens ion  du cas  précédent ,  comme l a  l i m i t e  supér ieure  

des v a l e u r s  propres  r é e l l e s  maximales de l 'ensemble des mat r ices  pseudo- 

majorantes  du système de comparaison. 

Considérons un élément de l a  c l a s s e  des processus é t u d i é s  (11.2.1) : 

A t i t r e  de rappel  : x ( t )  B S c IRn 

x e x regroupe l 'ensemble des arguments des compo- 
san te s  non cons tan tes  de F ( . , p )  

p 6 IRnp e s t  un vec t eu r  de ga ins  a j u s t a b l e s  dont on 
cherche une va l eu r  q u i  s t a b i l i s e  l e  système (11.2.29) 

Af in  d 'ana lyser  l a  s t a b i l i t é  de l ' o r i g i n e  ( x = O )  du système é t u d i é ,  

dé f in i s sons  un système de comparaison non l i n é a i r e  (cf Annexe 1.1) à 

p a r t i r  d 'une norme v e c t o r i e l l e  q : 

Il v i e n t  : 

S i  l a  mat r ice  pseudo-majorante non l i n é a i r e  M (x ,p)  e s t  c o n s t r u i t e  
qq 

t e l l e  qu'une s e u l e  de ses  rangées ( l i g n e  OU colonne) comporte des élé- 



ments non cons t an t s ,  nous pouvons ana lyse r  l a  s t a b i l i t é  du système de 

comparaison (11.2.32) (donc du système i n i t i a l  (11.2.29)) pa r  u t i l i s a -  

t i o n  du théorème su ivan t  dû à Borne e t  Gentina /Gentina & a l ,  1979/. 

Théorème B-G 1 : 

Considérons l e  système non linéaire ( T . l )  : 

x e x : argument des composantes de F ( X )  non constantes l e  

long des trajectoires possibles d u  système 

S ' i l  existe une norme vectorielle q qui permet l a  déf ini t ion d'une 

matrice pseudo-majorante M ( X )  sat is faisant  aux propriétés suivantes : 
99 

i )  X € (i note l a  fermeture de X) M ( X )  e s t  irréductible. 
44 

ii) Les éléments non constants de M ( X )  sont i so lés  dans une seule 
44 

ligne ou une seule colonne. 

iii) 3 E < O ,  v X E X, (CI - M ( X I )  e s t  une M-matrice. 
44 

Alors, l e  point d'équilibre x = O de ( T .  1 )  e s t  globalement exponen- 

tiellement stable : il ex is te  v ( x )  fonction déf inie  positive t e l l e  que 

1 ' inégalité suivante (T.2) so i t  sa t i s fa i t e  l e  long des mouvements du 

système : 

Dans c e t t e  formula t ion ,  l a  condi t ion  ( i i i )  d ' a p p l i c a t i o n  du c r i t è r e  

dépend d'un paramètre E < O. D'un po in t  de vue p ra t ique ,  l a  s a t i s f a c t i o n  

de l 'hypothèse ( i i i )  avec E = O c o n s t i t u e  une condi t ion  néces- 

s a i r e  de s a t i s f a c t i o n  de c e t t e  hypothèse avec & < 0. 

Considérons maintenant un processus (11 .2 .29 )  dont l a  dynamique 

dépend du choix de l a  va leur  de gains  a j u s t a b l e s  composant l e  vec teur  p ,  



nous sommes amenés à rechercher des valeurs de p telles que les condi- 

tions d'application du théorème B-G 1 soient satisfaites vis à vis d'une 

matrice pseudc-majorante M (X,p). 

La formu~ation du théorème B-G 1 étaat olutôt envisagée dans un 

but d'analyse, nous proposons ainsi de transformer son expression de 

manière à pouvoir l'utiliser dans cette cptique de synthèse. 

Nous proposons ici de reformuler le théoième B-G 1 sous une forme 

équivalente plus appropriée à la synthèse. Cette reformulation intègre la 

définition d'un critère numérique de stabilité €(q,p) exprimant la condi- 

tion (iii). Nous serons ensuite amenés à montrer que la condition (i) d'ap- 

plication n'est pas restrictive mais peut au contraire être intéressante 

dans une optiquede réduction d'ordre du problème traité. 

Considérons la condition (iii) d'application du théorème B-G 1. 

Celle-ci e s t  equivalente à la formulation suivante : 

~(q,x,p) 4 valeur propre réelle maximale de M (x,p) 
qq 

(11.2.33) 

B-G 1 (iii) * {g E < O, X E x &(q,x,p) < E) 

L'équivalence entre les deux formulations est une conséquence di- 

recte du lemme de Kotelyanskii /Gantmacher, 19661. 

En définissant &(q,p) comme la borne supérieure des valeurs propres 

réelles maximales {E(~,x,~) ; x E X) des matrices M (xYp) à éléments 
qq 

hors diagonaux non négatifs 

(II. 2.34) 

la condition (iii) d'application du théorème B-G 1 est donc équivalente 

à la négativité de ~(q,p). 

B-G 1 (iii) ++ {e(q,p) < 0) (11.2.35) 



Sous r é s e r v e  de l a  s a t i s f a c t i o n  d e s  hypo thèses  ( i )  e t  ( i i )  du théo-  

rème B-G 1 ,  € ( q , p )  a p p a r a î t  a i r i s i  comme un c r i t è r e  numérique d e s  

p r o p r i é t é s  de  s t a b i l i t é  du système é t u d i é  ( 1 1 . 2 . 2 9 ) .  On p e u t  e n  donner  

une i n t e r p r é t a t i o n  "physique" e n  r e g a r d  de  l a  p r o p r i é t é  d e  s t a b i l i t é  

e x p o n e n t i e l l e  ( T .  2) a n a l y s é e  p a r  l e  théorème B-G 1 .  ~ ( q , p )  c o n s t i t u e  

un majoran t  de  1 'ensemble d e s  v a l e u r s  de  E s a t i s f a i s a n t  1 'hypo thèse  

( i i i ) .  S i  ~ ( q , p )  e s t  n é g a t i f  (- 1 / & ( q , p ) )  a p p a r a î t  a i n s i  comme un 

minoran t  du m a j o r a n t  du temps de  r é p o n s e  au  s e n s  d e  l ' i n é g a l i t é  s a t i s -  

f a i t e  p a r  l a  f o n c t i o n  de Lyapunov v ( x ( t ) )  (T.2) s p é c i f i é e  dans  l e  théo-  

rème B-G 1 .  

I l  a p p a r a î t  de  p l u s ,  que dans le cas des  sys tèmes  l i n é a i r e s  appar-  

t e n a n t  à l a  c l a s s e  de  p r o c e s s u s  é t u d i é s  ( I I . 2 . 2 9 ) ,  - & ( q , p )  c o n s t i t u e  une 

e s t i m a t i o n  p a r  v a l e u r s  i n f é r i e u r e s  d e  l ' i n d i c e  d e  Lyapunov /Lyapunov, 

19491 c a r a c t é r i s a n t  l e s  p r o p r i é t é s  d e  s t a b i l i t é  e x p o n e n t i e l l e  c a r a c t é -  

r i s t i q u e  de c e t t e  c l a s s e  d e  p r o c e s s u s .  

C e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  j u s t i f i e  à p o s t é r i o r i  l e  c h o i x  d e  € ( q , p )  comme 

c r i t è r e  de s y n t h è s e ,  à c o n d i t i o n  n a t u r e l l e m e n t  que l ' é v a l u a t i o n  numérique 

de  € ( q , p )  s o i t  p o s s i b l e .  Bien que p r i m o r d i a l e ,  c e t t e  q u e s t i o n  e s t  déve- 

loppée  e n  Annexe 11 .6  a f i n  de  ne pas  a l o u r d i r  l a  p r é s e n t a t i o n  g é n é r a l e .  

Xous proposons  main tenan t  de  s i m p l i f i e r  e n c o r e  l ' u t i l i s a t i o n  du 

théorème B-G 1 e n  montrant  que s a  p r e m i è r e  c o n d i t i o n  d ' a p p l i c a t i o n  ( i )  

n ' e s t  pas  r e s t r i c t i v e  e t  que l ' o n  p e u t  s ' e n  a f f r a n c h i r  dans  l a  mesure 

où l e s  composantes de l a  m a t r i c e  F ( x , p )  de régime l i b r e  c a r a c t é r i s a n t  

l a  dynamique d u  système (11 .2 .29)  s o n t  bornées  ( 1 1 . 2 . 1 ) .  

D i s c u s s i o n  de l ' h y p o t h è s e  ( i )  d ' a p ~ l i c a t i o n  du théorème B-G 1 : ----------------- -------------- .......................... 

Nous proposons  de m o n t r e r  success ivement  que c e t t e  hypothèse  n ' e s t  

pas r e s t r i c t i v e  e t  qu ' à  l ' i n v e r s e ,  l a  c o n s i d é r a t i o n  de m a t r i c e s  pseudo- 

m a j o r a n t e s  r é d u c t i b l e s  p e u t  s i m p l i f i e r  l ' é t u d e  de  s y n t h è s e  dans  l a  mesure 

où o n  peut r é d u i r e  l a  d imension du sys tème de comparaison non l i n é a i r e  

d o n t  on s o u h a i t e  c a r a c t é r i s e r  l e s  p r o p r i é t é s  de  s t a b i l i t é .  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous  c o n s i d é r o n s  un sys tème de comparaison cons- 

t r u i t  à p a r t i r  d 'une  norme v e c t o r i e l l e  (11.2 .31)  e t  d ' u n  p r o c e s s u s  (11.2.29) 

de t e l l e  maniBre que l e s  é l éments  non c o n s t a n t s  de  l a  m a t r i c e  pseudo- 

majoran te  Pl ( x , p )  s o i e n t  i s o l é s  d a n s  une s e u l e  l i g n e  ou une s e u l e  co- 
?q 

lonne . 



Supposons par  a i l l e u r s  que l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  de v a l e u r s  propres  

de M (x,p)  (x E X) sont  bornées supérieurement par  une v a l e u r  ~ ( q , p )  
q  q 

( I I .  2.34) néga t ive .  

S ' i l  e x i s t e  x a x t e l  que M (x ,P)  s o i t  r é d u c t i b l e ,  on peut propo- 
q q  

s e r  un nouveau système de comparaison dont l a  ma t r i ce  de régime l i b r e  

M '  ( x , ~ )  e s t  obtenue par  p e r t u r b a t i o n  de l a  m a t r i c e  M ( x , p )  de l a  ma- 
q q q q 

n i è r e  su ivante  : 

Les éléments hors diagonaux de M ( ~ , p )  é t a n t  non n é g a t i f s ,  ceux 
44 

de M'  (x ,p)  sont  p o s i t i f s ,  ce qu i  e n t r a î n e  l ' i r r é d u c t i b i l i t é  de c e t t e  
qq 

matr ice  que lquesoi t  X E 2.  O r ,  l a  borne supé r i eu re  E '  (q ,p)  de l'ensem- 

b l e  des va l eu r s  propres €'(q,X,p) des  mat r ices  M r  ( x , ~ )  peut  ê t r e  rendue 
q q 

a rb i t r a i r emen t  proche de l a  va l eu r  néga t ive  ~ ( q , p ) .  

L'hypothèse ( i )  du théorème B-G 1 peut a i n s i  ê t r e  r e l a x é e  dans l a  

mesure où l e s  condi t ions  ( i i )  e t  ( i i i )  de ce théorème prouvent l ' e x i s -  

tence  d 'un système de comparaison s a t i s f a i s a n t  t o u t e s  l e s  condi t ions  

d ' a p p l i c a t i o n  du théorème B-G 1 .  

Dans un second v o l e t ,  nous proposons de montrer cormnent l a  mise e n  

évidence d'une p r o p r i é t é  d ' i r r é d u c t i b i l i t é  peut au c o n t r a i r e  f a c i l i t e r  

l ' a p p l i c a t i o n  du théorème B-G 1 .  

Considérons un ensemble M (x ,p)  ( X  6 X) de mat r ices  pseudo majo- 
q q 

r an t e s  dont l e s  éléments non cons tan ts  sont i s o l é s  dans une seu le  l i g n e  

ou une s e u l e  colonne. Sans pe r t e  de g é n é r a l i t é ,  on peut cons idérer  que 

c e t t e  l i g n e  (colonne) d 'é léments  non cons t an t s  e s t  l a  première.  Les ma- 

t r i c e s  pseudo-najorantes é tud iées  ont  a l o r s  l a  s t r u c t u r e  su ivante  (11.2.38) 

(11.2.39) : 



ou b ien  : 

Les 9 désignent  des éléments non nécessairement cons tan ts  par  rap- 

port  à x 8 X. 

Les * notent  des  éléments cons tan ts  pa r  rappor t  à X e X. 

Sous forme abrégée ,  on peut no te r  ce s  mat r ices  par  : 

ou b ien  : 

Envisageons l e  cas des  mat r ices  : 

pour l e sque l l e s  M (pl e s t  r é d u c t i b l e .  
O 



On peut  t o u j o u r s  c h o i s i r  l a  m a t r i c e  M (p )  (11.2.42) t e l l e  que les 
O 

composantes de s a  première  l i g n e  s o i e n t  non n u l l e s .  La r é d u c t i b i l i t é  

de M ( p )  e s t  a l o r s  abordée dans  ce  c a s  comme l a  mise en évidence d 'un  
O 

sous  espace  de coordonnées de  Rk ne con tenan t  p a s  l a  première  coordonnée 

e t  i n v a r i a n t  dans l a  t r a n s f o r m a t i o n  ( z  + Mo(p) z ) .  Par  une permuta t ion  

d ' i n d i c e s  l a i s s a n t  i n v a r i a n t  l ' i n d i c e  1 ,  M ( p l  p e u t  a l o r s  ê t r e  t r a n s -  
O 

formée sous  l a  forme M1(p) s u i v a n t e  (11.2.43) : 
O 

k  xk 
avec : M ; I ~  (p l  E R 1 1 

M ; ~ ( P )  E R k2xk2 

Le système de comparaison a i n s i  obtenu peu t  a l o r s  ê t r e  r e p r é s e n t é  

sous  l a  forme p a r t i t i o n n é e  s u i v a n t e  : 

C e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  f a i t  a p p a r a î t r e  l e  sys tème  de comparaison 

(11.2.44) comme l a  mise e n  s é r i e  du système l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  de 

v e c t e u r  é t a t  z  avec un système non l i n é a i r e  d ' o r d r e  k < k  e t  dont l a  2  
1 T 

1 
m a t r i c e  de  régime l i b r e  est  M i 1  (p) + v ;  gOl (x ,p )  ( c f  F ig .  11.7) : 



FIGURE 11.7 

Les éléments de l a  m a t r i c e  d ' interconnexion M'  + v  g ' T ( .  ) é t a n t  
03 1 02 

par  hypothèse bornés ( I I . 2 . 1 ) ,  l e  système complet (Fig.  11.7)  e s t  asymp- 

totiquement s t a b l e  s i  e t  seulement s i  l e s  deux sous systèmes CL e t  CNL 

Le s o n t  séparément (Théorème de Malkin) / ~ r u j i & ,  1 9 8 4 / .  

La s t a b i l i t é  exponen t i e l l e  du  système l i n é a i r e  CL e s t  c a r a c t é r i s é e  

par  l a  n é g a t i v i t é  de l a  v a l e u r  propre r é e l l e  maximale E (p) de l a  ma- 2 
t r i c e  M '  oz ( P I .  

La s t a b i l i t é  exponen t i e l l e  du système non l i n é a i r e  CNL d 'o rdre  

k I k peut ê t r e  c a r a c t é r i s é e  par a p p l i c a t i o n  des condi t ions  du théo- 
1 

rème B-G 1 à ce système. 

Ces remarques sont  i n t é r e s s a n t e s  à deux t i t r e s  : 

- D'une p a r t ,  l ' a p p l i c a t i o n  du théorème B-G 1 peut ê t r e  con- 

s i d é r é e  en re laxant  1 'hypothèse ( i )  concernant 1' i r r é d u c t i b i l i t é  de l a  

ma t r i ce  pseudo-majorante. Dans l e  cas  où l e s  hypothèses ( i i )  e t  ( i i i )  

s o n t  s a t i s f a i t e s ,  on s a i t  q u ' i l  e x i s t e  une décomposition s é r i e  (Fig. 11.7) 

à l ' i n t é r i e u r  de l a q u e l l e  l e  système non l i n é a i r e  s a t i s f a i t  aux t r o i s  

hypothèses ( i )  , ( i i )  , ( i i i )  . 

- D'autre  p a r t ,  on  peut chercher  à d é f i n i r  systématiquement 

une décomposition s é r i e  ( c f  Fig.  11.7) de manière à r édu i r e  l ' o r d r e  du 

problème non l i n é a i r e  posé t o u t  en in t rodu i san t  un problème l i n é a i r e  

p lus  f a c i l e  à résoudre.  Cet aspec t  e s t  r e p r i s  de manière cons t ruc t ive  

l o r s  de prochains paragraphes concernant l ' é t u d e  des  systèmes à non li- 

n é a r i t é s  de rang 1 e t  de r ang  n 2 1 .  
C 



Dans c e t t e  s e c t i o n , n o u s  avonsexprimé sous formenumérique l e  théorème 

B-G 1 /Gentina & a l ,  19791 .  Lavaleur  d u c r i t è r e  &(q ,p )  (11.2.34) i n t r o d u i t  

d é p e n d à l a f o i s  des  paramètres a j u s t a b l e s  dans l e  sys tèmeasse rv ie tducho ixd 'une  

norme v e c t o r i e l l e  permettant de d é f i n i r  un système de comparaison du sys- 

tème i n i t i a l .  Nous proposons maintenant d 'aborder  l a  ques t ion  du choix de 

c e t t e  norme v e c t o r i e l l e .  

11.2.3 - Choix des normes v e c t o r i e l l e s  permettant  une u t i l i s a t i o n  

méthodique du théorème de Borne & Gentina à des  f i n s  de 

svn t  hèse 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons d ' a s s i m i l e r  l a  recherche d'une 

norme v e c t o r i e l l e  permettant de c a r a c t é r i s e r  l a  s t a b i l i t é  d 'un système 

non l i n é a i r e  à c e l l e  d'une base de r e p r é s e n t a t i o n  du système é tud ié .  

Dans un premier temps, nous e x p l i c i t o n s ,  à p a r t i r  de 

l ' équa t ion  d ' é t a t  du processus é t u d i é ,  l a  formation d'une c l a s s e  de nor- 

mes v e c t o r i e l l e s  conduisant naturel lement  à un système de comparaison 

dont l a  mat r ice  de régime l i b r e  possède des éléments non cons t an t s  i so-  

l é s  dans une s e u l e  l i gne  ou une s e u l e  colonne. Nous sommes e n s u i t e  ame- 

nés à j u s t i f i e r  ce choix. 

Enfin,  dans un d e r n i e r  v o l e t ,  nous proposons l a  d é f i n i t i o n  de foxmes 

remarquables de r ep résen ta t ion  d ' é t a t  des  systèmes é tud ié s  f a c i l i t a n t  

l a  mise en œuvre  du théorème B-G 1 e t  l a  d é f i n i t i o n  du c r i t è r e  numéri- 

que de s t a b i l i t é  d é f i n i  dans l a  s e c t i o n  précédente ( 5  11.2.2.1).  

Considérons l e s  expressions su ivan te s  de l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  des pro- 

cessus é t u d i é s  : 



avec : 

n 6 n  
C 

x 6 x : argument des  non l i n é a r i t é s  

p E IRnp : paramètres a j u s t a b l e s  

i Y i =  1 ,  ..., n ; ui(p) E R " ;  Rang ({u ( ~ 1 ; i . l  ,..., n C } ) = n c  
C 

g i ( . ,p )  : x 'Rn 

i 
En cons idérant  l e s  v e c t e u r s  u (p )  in te rvenant  dans l e s  express ions  

précédentes  comme des vec t eu r s  de base ,  on peut sans  pe r t e  de généra l i -  

t é  cons idérer  l e s  équat ions d ' é t a t  su ivan te s  (11.2.46-a) (11.2.46-b) où 
n 

on s u b s t i t u e  l e s  vec teurs  v .  de l a  base n a t u r e l l e  de R aux vec t eu r s  
1 

ui(p) : 

avec : 

Simultanément à ces équat ions  d ' é t a t ,  considérons l a  norme vecto- 

r i e l l e  su ivante  : 

1 j = 2 ,  ..., n-n +1 
n +j-1  c 

C 

La matr ice pseudo-majorante r e l a t i v e  au processus d ' équa t ion  d ' é t a t  

(11.2.46-a) ( r e s p  (11.2.46-b)) possède a l o r s  (cf Annexe 1.1)  s e s  éléments 

noncons tan ts  i s o l é s  dans l a  première l i g n e  ( resp  l a  première colonne) .  



Mais, comme on l ' a  vu dans l e  c a s  des  systèmes de comparaison li- 

n é a i r e s ,  l e  choix à p r i o r i  de  c e t t e  norme v e c t o r i e l l e  p a r t i c u l i è r e  

(11.2.47) dans l ' a p p l i c a t i o n  du théorème de Borne e t  Gentina,  ne permet 

pas systématiquement de conclure  quant aux p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  du 

système é t u d i é  même lorsque cedernier est  linéaire stationnaire. 

Nous proposons a i n s i  de d é f i n i r  une c l a s s e  de normes v e c t o r i e l l e s  

dédu i t e s  de l a  précédente (11.2.47) pa r  changement de base en conser- 

vant  l a  p r o p r i é t é  de l a  mat r ice  pseudo-majorante a s soc i ée  d ' avo i r  

des éléments non cons tan ts  i s o l é s  dans l a  première l igne  ou 

l a  première colonne. Ce t t e  c l a s s e  e s t  d é f i n i e  de l a  manière su ivan te  

(11.2.48-a) (11.2.48-b) (11.2.49) : 

e tnxn ; 

avec V 
1 

d e t  V f O 

E tnxn ; d e t  V t O 

n xn 
avec V E t 

1 

(XI = Max ( l y i l )  
i = 1  , . . . , n  

C 

La mat r ice  pseudo-majorante du système (11.2.46-a) ( r e sp  (11.2.46-b)) 
v r e l a t i f  à une norme v e c t o r i e l l e  q d é f i n i e  avec l a  s t r u c t u r e  de change- 

ment de base e x p l i c i t é e  en  (II .  2.48-a) ( resp  (II .  2.48-b)) ~ o s s è d e  a l o r s  



des éléments non cons t an t s  i s o l é s  dans s a  première l i gne  ( resp  s a  pre- 

mière colonne).  

Cet te  d é f i n i t i o n  amène l e s  remarques su ivan te s  : 

a )  S i  on considère l e  système i n i t i a l  (11.2.46) comme un système non li- 

néa i r e  d 'o rdre  n  couplé à un système l i n é a i r e  d ' o rd re  n-n ' nous en- 
C c ' 

visageons a i n s i  des  normes v e c t o r i e l l e s  q u i  amènent des systèmes de 

comparaison où s e u l e  l a  p a r t i e  non l i n é a i r e  e s t  soumise à un proces- 

sus d 'agréga t ion  e t  où l a  dimension de l a  p a r t i e  l i n é a i r e  n ' e s t  pas 

r édu i t e .  

b) Il convient a u s s i  de n o t e r  que l e  choix  de l a  norme v e c t o r i e l l e  pro- 

posée (11.2.48) s ' e f f e c t u e  à p a r t i r  de l a  cons idé ra t ion  de l ' é q u a t i o n  

d ' é t a t  (11.2.46) du processus é t u d i é .  Ce d e r n i e r  po in t  permet à pr io-  

r i  de mieux adap te r  l ' u t i l i s a t i o n  du théorème B-G 1 aux s p é c i f i c i t é s  

in t r insèques  du processus de manière à o b t e n i r  des  condi t ions  s u f f i -  

san tes  de s t a b i l i t é  a u s s i  peu r e s t r i c t i v e s  que poss ib l e .  

c )  Vis à v i s  de ce choix de norme v e c t o r i e l l e  (11 .2 .49)~  on peut  n o t e r  

l e  c r i t è r e  numérique ~ ( q , p )  d é f i n i  dans l e  théorème B-G 2  sous l a  

forme su ivante  : 

Les. arguments de c e  c r i t è r e  é t a n t  numériques, l a  minimisation de 

c(V,p) en vue d ' o b t e n i r  une va l eu r  néga t ive  de c e  c r i t è r e  e s t  a i n s i  

d é f i n i e  comme un problème c l a s s ique  d ' op t imi sa t ion .  

d) La p r i s e  en compte des mat r ices  V de changements d e b a s e d é f i n i e s  dans 

l e  corps des complexes se  j u s t i f i e  à p o s t é r i o r i  par  l a  d é f i n i t i o n  

des formes remarquables " sé r i e "  dans l a  s u i t e  du mémoire. On peut ce- 

pendant v a l i d e r  c e t t e  complexi f ica t ion  de l ' e space  d ' é t a t  e n  montrant 

de que l l e  manière on peut c a r a c t é r i s e r  l a  s t a b i l i t é  d 'un système li- 

néa i re  s t a t i o n n a i r e  par  l e  théorème de Borne e t  Gentina. Considérons 

à c e t  e f f e t  l e  système su ivant  : 



S o i t  U(p) l a  mat r ice  de changement de coordonnées q u i  amène A(p) sous 

s a  forme de Jordan : 

L'expression de l a  mat r ice  pseudo-majorante M(p) de A(p) (11.2'51) 

dé£ i n i e  par  l a  norme v e c t o r i e l l e  qU ( I I .  2.49) a s soc i ée  au changement 

de base U(p) (11.2.52) e s t  l a  su ivan te  (11.2.53) : 

Il e s t  a l o r s  manifeste  que c e t t e  d e r n i è r e  matr ice e s t  une matr ice 

de régime l i b r e  d'un système asymptotiquement s t a b l e  s i  e t  seule-  

ment s i  l e s  va l eu r s  propres  {a.  . i = 1 ,  ..., n) de A(p) sont  à par- 
1 '  

t i e  r é e l l e  néga t ive .  Ce t t e  d é f i n i t i o n  systématique de l a  norme vecto- 

r i e l l e  qu i  a s s o c i e  l a  mat r ice  de régime l i b r e  ~ ( p )  (11.2.53) à n'im- 

po r t e  quel  système l i n é a i r e  (11.2.51) amène en généra l  un changement 

de base ~ ( p )  complexe. 

e )  Une j u s t i f i c a t i o n  de l a  non agréga t ion  des sous-systèmes l i n é a i r e s  

composant l e s  systèmes é t u d i é s  peut ê t r e  donnée en  poursuivant l ' ap -  

p l i c a t i o n  du théorème de Borne e t  Gentina au cas  l i m i t e  des systèmes 

l i n é a i r e s  s t a t i o n n a i r e s .  





l e  vo is inage  de (-0.5),  l e s  va l eu r s  propres  de M , , ( p )  sont  néga t ives .  
q  q 

Cet exemple j u s t i f i e  a i n s i  l e  choix d'une norme v e c t o r i e l l e  (11.2.48) 

(11.2.49) q u i  ne con t r ac t e  pas l a  p a r t i e  l i n é a i r e  des systèmes é tud ié s  

de manière à o b t e n i r  systèrnatiquement des systèmes de comparaison 

dont l e s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  s o i e n t  a u s s i  peu r e s t r i c t i v e s  que 

poss ib l e  v i s  à v i s  de c e l l e s  du système i n i t i a l .  

II. 2.3.1 -   orme s - ~ g c g g ; ~ g ~ ~ g s - g ~ . ~ g ~ - ; g p g ~ ~ e n t a t  i o n ~ - ~ ~ m g z  

uables  des systèmes é t u d i é s  g------------ -------------- 

Considérons sans p e r t e  de g é n é r a l i t é ,  l e  système non l i n é a i r e  sui-  

van t ,  où l e s  éléments non cons tan ts  sont  i s o l é s  dans l e s  premières l i gnes  

de l a  matr ice de régime l i b r e  : 

( I I .  2.56) 

Définissons un système de comparaison à p a r t i r  d 'une norme vecto- 

r i e l l e  appartenant  à l a  c l a s s e  envisagée (11.2.49) (11.2.57) : 

n-n +1 
qV : 1R" - R+ C 



f 

ql (x) = Max lyiI 
i=l, ..., n 

C 

qn-n +1 i (XI = lynl 

Soit M (V(p) ,x,p) la matrice pseudo-majorante issue du système étu- 

dié (11.2.56) et de la norme qV (11.2.57). 

Le critère d'analyse que nous avons retenu pour mener une étude 

de synthèse paramétrique est la borne supérieure ~(q,p) des valeurs pro- 

pres réelles maximales de l'ensemble de matrices {M (V(p) ,~,p) ; x € XI. 

Le calcul de cettevaleur (Annexe 11.6, 5 11.1.4) estinitialiséparlava- 

leur maximale de toutes les valeurs propres réelles maximales des sous 

matrices d'ordre k (k = 1 ,  ..., n-n ) construites en retenant les éléments 
C 

des k dernières lignes et k dernières colonnes de la matrice M(V(p),x,p). 

Ces matrices sont à éléments constants et sont donc à priori que 

peu représentatives du caractère non linéaire de la dynamique des sys- 

tèmes étudiés. On a donc intérêt à conditionner ces sous matrices de 

manière à simplifier le calcul de cette minoration de ~(q,p). 

Ceci est possible si M(V(p),x,p) est sous l'une des deux formes re- 

marquables suivantes (11.2.58) : 



Les désignent des éléments constants non nécessairement nuls. 

Les 9 désignent des éléments non nécessairement constants. 

Dans ce cas €(q,p) est défini comme la racine supérieure ou égale 

à : 

Max 
A {pii(~,p) } avec I u .  . (x,P) = M(V(P) ,x,P) 

i=2, ..., n-n +1 1 J 
C 

de 1 'équation suivante en 1 'indéterminée (p  & R) : 

Si on considère la matrice V de changement de base (11.2.57) sous 
v 

jacente à la norme vectorielle q choisie, il convient de noter que 

seule la structure de la matrice bloc diagonale V conduit à définir 3 
une forme remarquable (11.2.58). 

Les matrices transformées par un tel changement de base et corres- 

pondant aux matrices pseudo-majorantes remarquables (11.2.58) ont la 

structure suivante (cf Fig. 11.10) : 



. n 
C 

, n - n  
C 

n - n  
C 

n - n  
C 

Les désignent des éléments constants non nécessairement nuls. 

Les 6 notent des éléments non nécessairement constants. 

FIGURE II. 10 

La matrice V (11.2.57) doit, à priori, être choisie telle que les 
3 

éléments diagonaux de la matrice bloc diagonale inférieure d'ordre n-n c 

de ces matrices (Fig. 11.10) soient à partie réelle négative de manière 

..... à ce que les éléments u. (x,p) (i = 2, n-n +1) de la matrice pseudo- 
i i c 

majorante (11.2.60) soient négatifs. Cette propriété est en effet une 

condition nécessaire de négativité de &(q,p) (11.2.59). 

Deux types de formes remarquables ont été proposés IBenrejeb 

& al,1976 à19821 /Meizel, 1979 - a et b / ,  essentiellement dans un but 

d'analyse des propriétés de stabilité. 



Dans les paragraphes suivants, nous proposons de les utiliser à des 

fins de synthèse. Il convient de noter, à la lumière de ce paragraphe, 

que celles-ci ne sont que deux éléments d'une classe plus générale de 

représentations intéressantes. 

En particulier, on a récemment proposé /Rotella, 19831 une généra- 

lisation de la forme en flèche de Benrejeb IBenrejeb, 19801. 

En conclusion des deux paragraphes précédents (5 11.2.2 et 5 II.2.3), 

nous avons reformulé l'expression du théorème B-G 1 en caractérisant 

la stabilité asymptotique d'un asservissement par la négativité d'un 

critère numérique &(V,p) dépendant à la fois : 

- des gains ajustables (p) sur le processus, 

- d'un mode de représentation (Caractérisé par une matrice de 
changement de base V) du système laissant invariant la structure 

de sa partie non linéaire. 

L'effort de synthèse doit alors porter sur la minimisation du cri- 

tère &(V,p) par rapport à ses paramètres. Dans cet esprit, nous propo- 

sons maintenant d'expliciter le calcul de la tendance d'évolution &(V,p) 

dans l'espace de ses paramètres. 

11.2.4 - Calcul de la tendance d'évolution ~(v,P) du critère &(~,p) 

En suivant les résultats des paragraphes précédents (5 11.2.2 et 

5 II.2.3), le processus de synthèse associé à l'utilisation du théorème 

de Borne & Gentina peut être envisagé comme la minimisation d'un critère 

&(V,p) qui est une fonction : 

--des paramètres ajustables p dont on cherche la valeur, 

- d'une base de représentation définie par V E cnxn (5 II. 2.3). 

Afin de bien poser le problème d'optimisation, définissons d'abord 

un espace E réel des arguments de &(V,p) : 



E e s t  composé de  l ' u n i o n  de  : 

n~ - l ' ensemble  des  composantes de  p E R  , 
nxn - l ' ensemble  des  p a r t i e s  r é e l l e s  des  composantes d e  V E '2 

non nécessa i rement  n u l l e s ,  

- l ' ensemble  d e s  p a r t i e s  i m a g i n a i r e s  d e s  composantes de  

v E tnxn non nécessa i rement  n u l l e s .  

On a vu ( 9  11.2 .2)  que c(V,p)  e s t  d é f i n i  à p a r t i r  d e s  v a l e u r s  pro- 

p r e s  des  m a t r i c e s  pseudo-majorantes M ( v , x , ~ ) .  

Corne dans le  c a s  des  sys tèmes de  comparaison l i n é a i r e s ,  on peut  

a l o r s  c h e r c h e r  à e x p l o i t e r  l a  d é f i n i t i o n  de  l a  s e n s i b i l i t é  des  v a l e u r s  

p ropres  s imples  d 'une m a t r i c e  p a r  r a p p o r t  à s e s  c o e f f i c i e n t s  pour mener 

à b i e n  c e t t e  min imisa t ion .  

Mais €(VYp) e s t  lui-même d é f i n i  ( I I .  2.34) comme l e  maximum des  

v a l e u r s  p r o p r e s  r é e l l e s  maximales &(V,x,p)  de l ' ensemble  d e s  m a t r i c e s  

M(V,x,p) ( X  E X) pseudo-majorantes d é d u i t e s  du système i n i t i a l  e t  de l a  

norme v e c t o r i e l l e  a s s o c i é e  à V ( I I .  2.48) ( I I .  2 .49) .  

La min imisa t ion  de &(V,p) est  a l o r s  apparen tée  a u  problème de type  

"Minimax" IHald & Madsen, 19791 /Madsen, 19751. Une d i f f i c u l t é  s u r g i t  

a l o r s  dans l a  mesure où c e  t y p e  de  problème e s t  généralement  env i sagé  

comme une o p t i m i s a t i o n  de  f o n c t i o n s  non d i f f é r e n t  i a b l e s  INurminski,  

19791. 

Dans l a  s u i t e  de  ce  pa ragraphe ,  nous proposons néanmoins d ' a p p o r t e r  

une s o l u t i o n  p r a t i q u e  à c e  problème e n  d é f i n i s s a n t  une d i r e c t i o n  de p l u s  
e 

grande p e n t e  6(V,p) & du c r i t è r e  € ( v , p )  dans l ' e s p a c e  E des  paramè- 

t r e s  dans l e  cas  où il n ' e x i s t e  qu'un nombre f i n i  de  m a t r i c e s  M(V,?,p) 

(2  E i )  pour  l e s q u e l l e s  E ( v , ~ )  e s t  l a  v a l e u r  p ropre  r é e l l e  maximale. 



Cet te  " d i r e c t i o n  de p l u s  grande pente" e s t  c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de s  

d i f f é r e n t s  "grad ien ts"  de &(V,p) cons idérés  successivemenr comme v a l e u r  

propre des mat r ices  M ( v , ? , ~ ) .  

Envisageons l e  ca s  où : 

- - 
a)  il n ' e x i s t e  qu 'm nombre y  fini deva leu r s  X I ,  . . . , X de 

Y 
X € t e l l e s  que : 

- 
V i = 1 ,  ..., Y ; E(V,P) = &(V,xi,p) 

( I I .  2.62) 
- 

b)  v i = 1 ,  . .., y ; M(V,X. ,p l  e s t  i r r é d u c t i b l e  
1 

- 
C )  V i = 1,  . . . , y ; M ( v , x ~ , ~ )  est dé r ivab le  pa r t i e l l emen t  

( par  r appor t  aux éléments de E .  

- 
Dans ce c a s ,  v i = 1 ,  . . . , y ; €(V,Xi ,p)  e s t  une v a l e u r  propre s i m -  

p l e  de M ( v , ~ ~ , ~ ) .  On peut a l o r s  d é f i n i r  un g rad i en t  v ~ ( v , ~ )  de 

& ( v , X ~ , ~ )  dans l ' e s p a c e  E (11.2.60).  Les composantes de ce  grad ien t  s o n t  

ca l cu l ée s  d 'après  l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  /Dei f ,  1981 - a  e t  b /  : 

- 
u e t  v  son t  les vec t eu r s  propres  conjugués de M(V,x.,p) r e -  

- 1 

l a t i f s  à c(V,xi,p).  

La d i r e c t i o n  de p lu s  grande pente Ô(V,p) du c r i t è r e  E ( v , ~ )  e s t  a l o r s  

e x p l i c i t é e  comme dans l e  cas l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  (11.2.1.2) par  l a  dé- 

f i n i t i o n  su ivan te  (11.2.64) : 

T i Min (GT(V,p) .v iE(~ , .p ) )  = Min {Max (x . V E ( V , P ) ) }  

i = 1 ,  . . . , y  i = i ,  . . . , y  X E R ~ ~  

IIxIIs 1 
























































































































































































































































































































































































