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A V A N T - P R O P O S  



I N T R O D U C T I O N  



DEFINITION D'INVARIANTS POLYNOMIAUX 

ADAPTES A LA MODELISATION ET A L'ETUDE 

DES SYSTEMES NON LINEAIRES ET NON STATIONNAIRES 

INTRODUCTION GENERALE 

Ce mémoire concerne la définition et l'utilisation d'invariants 

adaptés à l'étude des systèmes non linéaires et non stationnaires de 

gr ande dimens ion. 

Les principaux objectifs envisagés sont la modélisation, la sta- 

bilisation et l'identification de systèmes complexes.Cestrois ques- 

tions sont abordées parlebiais de propriétés d'invariance concernant 

des expressions de type polynomial. 

Le premier chapitre donneunaperçugénéral des travaux antérieurs 

consacrés à la notion d'invariance appliquée aux systèmes automati- 

ques : ce concept s'est notamment avéré performantdansl'étude de la 

stabilité, de la commandabilité,dela représentation et de la sensi- 

bilité, ainsi que dans l'approche des systèmes linéaires à coefficients 

périodiques. 

La deuxième partie de ce travailconcerneladéfinitiond'uninva- 

riant de représentation pour les systèmes non linéaires et non sta- 

tionnaires. Cet invariant, appelé symbolique"permet de ca- 

ractériser toutes les modélisations dans l'espace d'état qui se dé- 

duisent les unes des autres par changement de base. Sa définition, 

initialement proposée pour les systèmes monovariables, est ensuite 

généralisée au cas multivariable. L'apport principal de cet outil de 

modélisation consiste en la possibilité de proposer aprioriune forme 

matricielle arbitraire (canonique ou non) pour un système, et d'en 

identifier ensuite les coefficients. 

Ces nouvelles possibilités de m o d é l i s a t i o n s o n t u t i l i s é e s d a n s u n  

troisième chapitre, et permettent une approche originale de l'étude 





de stabilité de systèmes mono ou multivariables non linéaires : des mo- 

dèles réduits ou simplifiés sont proposés, dont la stabilité entraîne 

celle du modèle initial. La notion de polynôme symbolique est également 

envisagée parallèlement à celle de conjecture du linéaire. 

Enfin, le quatrième chapitre concerne l'utilisation d'un invariant 

polynomial dans l'identification des exposants caractéristiquesdes sys- 

tèmes linéaires à coefficients périodiques. Une application à l'étude de 

la machine synchrone permet d'illustrer la mise en œuvre de cette mé- 

thode sur un exemple concret. 









INTRODUCTION A LA NOTION D'INVARIANCE 

De nombreux travaux concernant les processus automatiques font 

intervenir la notion d'invariance. Il est en effet souvent utile de 

résumer certaines propriétés d'un système sous la forme de quantités 

mathématiques indépendantes de transformations pouvant affecter son 

évolution, sa structure ou sa représentation. 

L'objet de ce chapitre est de présenter différents aspects de l'in- 

variance, couramment rencontrés dans la littérature. Certaines défini- 

tions, qui seront utilisées par la suite, y sont également rappelées. 

L'étude de la stabilité ILiapounov, 18921 tient une place impor- 

tante dans l'approche des systèmes complexes : il s'agit en effet de 

pouvoir estimer l'influence de perturbations sur le comportement d'un 

système, sans pour cela qu'il soit nécessaire de résoudre les équations 

de son mouvement. 

Nous rappe lerons ici quelques dé£ init ions de base concernant' la 

stabilité d'un équilibre du système décrit par : 

Les propriétés d'existence et d'unicité de la solution x(t ; xo,to) 

de cette équation sont supposées vérifiées. La fonction f définit alors 

un système physique déterministe d'ordre q, caractérisé par son vecteur 

état x. Ce système est dit "en régime autonome" car la fonction f ne 

dépend d'aucune entrée autre que l'état et le temps. Un point x de 
e 

l'espace est une position d'équilibre pour (1.0) si et seulement si il 

vérifie les deux conditions suivantes I~ruji.6 & al, 1984/  : 



a )  x ( t  ; t ,x ) e s t  l a  s e u l e  s o l u t i o n  du système pour x  = x  Y to E O1 
O O O e '  

Nous supposerons que c e t t e  s o l u t i o n  x e s t  un poin t  s i n g u l i e r .  Dans 
e  

l a  s u i t e ,  / / X I /  dés igne  une norme de x ,  e t  T i  un ensemble connexe d ' i n s -  

t a n t s  i n i t i a u x  t . T  peut par  exemple ê t r e  un i n t e r v a l l e  de IR, ou IR 
O i 

t o u t  e n t i e r .  

Dé f in i t i on  de l a  s t a b i l i t é  (au sens de ~ i a ~ o u n o v )  /Hahn, 19631 l G r u j i 6 ,  

1975-a/ 

L ' é q u i l i b r e  x = x  e s t  s t a b l e  par r appor t  à T s s i  : 
e  i 

Cet é q u i l i b r e  e s t  s t a b l e  s i  e t  seulement s i  il e s t  s t a b l e  par  rap- 

po r t  à Ti = R. 

Le f a i t  que l ' é q u i l i b r e  xe s o i t  s t a b l e  s i g n i f i e  donc que pour des  

condi t ions  i n i t i a l e s  x  suffisamment proches de x  l a  t r a j e c t o i r e  r e s t e  
O e  ' 

dans l a  boule ouve r t e  de c e n t r e  x  e t  d e  rayon E f i x é  a r b i t r a i r e m e n t .  
e  

Déf in i t i on  de l ' a t t r a c t i v i t é  /Hahn, 19631 /Gruj iC,  1975-a/ 

L ' é q u i l i b r e  x = x  e s t  a t t r a c t i f  par  r appor t  à Ti s s i  : 
e  

Cet é q u i l i b r e  e s t  a t t r a c t i f  s s i  il e s t  a t t r a c t i f  par  rappor t  à 7. = R .  
1 

L ' a t t r a c t i v i t é  implique l a  convergence de 1 ' é t a t  ve r s  x  au bout  
e  

d 'un temps i n f i n i ,  lo rsque  l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  x  se  s i t u e n t  dans 
O 

une boule ouverte  de cen t r e  x  e t  de rayon A( to) .  
e  

Ces d é f i n i t i o n s  fon t  i n t e r v e n i r ,  à t r a v e r s  l ' e x p r e s s i o n  "par rap- 

por t  à Ti1 ' ,  l ' i n f l u e n c e  de l ' i n s t a n t  i n i t i a l  to.  E l l e s  permettent  a i n s i  

de compléter l a  d é f i n i t i o n  o r i g i n e l l e  de Liapounov : une p r o p r i é t é  de 

s t a b i l i t é  n ' e s t  en e f f e t  pas i n v a r i a n t e  p a r  r appor t  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  

dans l e  c a s  généra l  des  systèmes non s ta t ionnai res , .  



Définition de la stabilité asymptotique 

L'équilibre x = x est asymptotiquement stable s'il est à la fois 
e 

stable et attractif. 

D'autres définitions complémentaires seront données dans le troi- 

sième chapitre. Ces définitions peuvent être généralisées dans plusieurs 

directions : 

- soit en considérant la stabilité en tant que propriété d'une 
famille de systèmes (stabilité absolue /Lurie-Postnikov, 19441, 

hyperstabilité /Popov, 1973/), 

- soit en s'intéressant à la convergence de l'état vers un 

voisinage de l'équilibre, et non plus vers l'équilibre exact (sta- 

bilité pratique /Lasalle & Lefschetz, 19611 /Michel & Heinen, 19741). 

On peut éga-lement distinguer les propriétés des trajectoires avant 

et après un certain temps "d'établissement" /~rujiz, 1975 - b/ ou 
bien une définition de l'équation (1.0) sur un intervalle de temps 

fini /Weiss & Infante, 19671 /Gunderson, 19671, 

- soit en considérant le régime non autonome /~rujiE & Porter, 

19801 /Borne & al, 19781. 

Pour étudier de façon plus précise la stabilité des systèmes, dif- 

férents auteurs ont introduit ou utilisé la notion de sous-ensemble in- 

variant /Zubov, 19571 /Blinchevskii, 19591 /Hahn, 19631 /Yoshizawa, 19661 

I~rujic!, 1975 - a/ /Lasalle, 19761 /Kalitine, 19821 /. . . 1. 

La propriété est alors considérée sous l'aspect topologique, c'est- 

à-dire bour situer les trajectoires d'un système par rapport à un ensem- 

ble de l'espace d'état. 

Considérant un système dynamique défini sur un espace métrique X, 

un sous-ensemble Y de X est dit invariant (respectivement "positivement 

invariant") par rapport au muvernent du système si toute trajectoire 

passant par (respectivement "issue de") un point de Y reste dans Y. L'es- 

pace Y peut être, ou non, fonction du temps. Par exemple, si X est l'es- 

pace 7~~ considéré pour (1. O) , Y est positivement invariant si : 



Les cycles l i m i t e s  c o n s t i t u e n t  un cas  important d'ensembles inva- 

r i a n t s  : on appe l l e  cycle limite une t r a j e c t o i r e  fermée e t  i s o l é e  ( c ' e s t  

donc l a  t r a j e c t o i r e  d'une s o l u t i o n  pér iodique) .  

Leur étude, i n i t i a l i s é e  par  Poincaré en 1881, e s t  fondamentale dans 

l a  t h é o r i e  des o s c i l l a t i o n s  l i m i t e s  des  systèmes non l i n é a i r e s  s t a t i o n -  

n a i r e s ,  e t  notamment en ce q u i  concerne l e u r  s t a b i l i t é .  

Lorsque l ' a n a l y s e  e s t  menée dans l e  plan de phase, l ' i n t r o d u c t i o n  

de l ' i n d i c e  de Poincaré  permet de c a r a c t é r i s e r  l e  nombre e t  l a  na tu re  

des p o i n t s  s i n g u l i e r s  en tourés  par une courbe fermée, e t  permet d ' a f f i r -  

mer que tou te  t r a j e c t o i r e  fermée (cyc le  l i m i t e )  en toure  au moins un po in t  

s i n g u l i e r .  Cet i n d i c e  présente  lui-même c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  d ' i nva r i ance  

par  rappor t  à l a  forme de la  courbe fermée cons idérée .  

De nombreux au teu r s  ont  é t u d i é  l ' e x i s t e n c e  e t  l a  s t a b i l i t é  des cy- 

c l e s  l i m i t e s  /Bendixon, 19011, /Poincaré,  19281, IAndronov, 19291, /La- 

s a l l e ,  19491, /Malkin, 19561, /Lefschetz ,  19571, IMinorsky, 19621, /Bha- 

t i a  & Szeg6, 19701. Les concepts  qui  s ' y  r a t t a c h e n t ,  o r ig ine l lement  con- 

çus pour des systèmes d ' o rd re  deux, ont  é t é  g é n é r a l i s é s  à des ordres  

supé r i eu r s  (et  notamment l ' approche  par  l ' a n a l y s e  dans l e  p lan  de phase, 

ou l a  no t ion  d ' i n d i c e )  /Ku, 19581, I B s w  & Van Ness, 19581, IMinorçky, 

19621. 

Cependant, c e s  ex tens ions  s ' avè ren t  souvent d'emploi malaisé  ; c e c i  

e s t  dû principalement à l a  d i f f i c u l t é  de déterminer  e t  s u r t o u t  de visua-  

l i s e r  des  t r a j e c t o i r e s  dans un espace de phase de dimension supér ieure  

à deux ou t r o i s .  



Généralisant la notion d'ensemble invariant, Gruj i 6  /Gruj i6, 1975-a/ a 
introduitlapropriétéd'invarianced'unsous-ensemble~(t)parrapp~rtàune 

fonctionv(x,t) définie positive /Hahn, 19631. Cette fonctiondéfinit alors des 

domaines V (t) = {x : v(x,t) < 6 )  qui, sous certaines conditions initia- 5 
les, doivent rester inclus dans Y(t) à chaque instant, 

Enfin, la démonstration de nombreux théorèmes sur la stabilité uti- 

lise un principe d'invariance dû à Lasalle /Lasalle, 19761, et montrant 

l'égalité des valeurs que peut prendre une fonction v(x) aux différents 

points limites d'une trajectoire. 

II - INVARIANCE ET COMMANDABILITE 

Une imporante théorie sur les invariants a également été établie 

dans le domaine de la commande des processus linéaires multivariables, 

décrits par une équation du type : 

avec : 

Dans ce type d'équations, x est appelé vecteur état du système, s 

la sortie et u la commande. Le système (1.1) est alors noté S(A,B,C,D), 

ou S (A,B) suivant le nombre d'équations considérées. 

La paire (A,B) sera dite complètement commandable si le rang de 
2 C = (B ,AB ,A B, . . . ,A~-'B) est maximal, c'est-à-dire égal à q. Il existe 

O 

de nombreuses autres conditions équivalentes /Popov, 19731. Cette pro- 

priété signifie que le système peut être amené, dans un temps fini, de 

n'importe quel état x = x  à l'état x = O ,  pour une commande u(t) appro- 
O 

priée . 

Le nombre défini par rang (C ) est la dimension du sous-espace com- 
O 

mandable de S(A,B). 



De même, la paire (C,A) est dite complètement observable si la di- 

mension du sous-espace observable de S(A,C) est égale à q, c'est-à-dire 
T T T  T 2 T  

si : rang (C ,A C ,A C ,. ,A T(s-1ICT) = q. 

Cette propriété implique que l'observation d'une sortie s identi- 

quement nulle à entrée nulle n'est possible que pour un état identique- 

ment nul. 

Lorsque le système est en régime autonome (u(t) E O), on peut vou- 

loir rèstreindre les évolutions de son état x(t) à un certain sous-espace 

v de lRq, ceci pour tout t positif ou nul. Une condition nécessaire et 
suffisante est alors : 

A I/ désigne l'image de V par l'opérateur A. 

V est alors un espace vectoriel A-invariant. On retrouve ici le con- 

cept d'ensemble positivement invariant, rappelé dans la section précédente. 

La définition d'espaces vectoriels A-invariants /Gantmacher, 19591 

a été généralisée en introduisant la (A,B) -invariance IWonham & Morse, 

19701 IDesnoyers, 19821. Un sous-espace V de IRq est dit (A,B)-invariant 

lorsque : 

où A V est défini comme précédemment, et 8 désigne le sous-espace engen- 

dré par les colonnes de B. 

Le fait qu'un espace V soit (A,B)-invariant s'avère être une con- 

dition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une commande u(t) 

restreignant l'évolution de l'état x(t) au seul sous-espace V .  Cette 

approche du concept de sous-espace commandable est utilisée dans de nom- 

breux travaux, dont on peut notamment trouver un bilan dans IKarkanias & 

Kouvaritakis, 19781. 

Certaines de ces définitions, valables pour les systèmes linéaires, 



ont été transposées dans le cas non linéaire : la (A,B)-invariance d'un 

espace vectoriel devient alors la (f,g)-invariance d'une distribution 

/Isidori & al, 1981/, où f est une fonction de x et u, et g une fonction 

de u. 

Parallèlement, des invariants "structurels" ont été mis en évidence 

pour ce même type de systèmes (1.1) : invariants orbitaux /Brunovsky, 

1970/, de Kronecker /Morse, 1973/, de réaction /Wonham & Morse, 1972/, 

zéros invariants /Mac Farlane & Karkanias, 1976,'. Ces définitions sont 

étroitement liées avec les concepts précédents de commandabilité et de 

(A,B)-invariance, et reposent sur la notion de polynôme invariant /Gant- 

macher, 1959/ que nous allons développer. 

Les propriétés d'invariance de structure sont alors définies par 

rapport à un groupe de transformations /Yannakoudakis, 19821 qui comprend 

les changements linéaires et réguliers de coordonnées, ainsi que ceux 

du type réaction d'état (on pose u = F x, F E R ~ ~ ~ ,  dans les équations 

(1.1)). Ces transformations sont menées à partir de la matrice-système 

de S(A,B,C,D) /Rosenbrock, 1970/, que nous allons définir dans la par- 

tie suivante. 

III - INVARIANCE ET REPRESENTATION / POLYNOMES INVARIANTS 

Le système S(A,B,C,D) peut être décrit par une matrice P(p) résu- 

mant ses équations, et définie par : 

où p est l'opérateur de Laplace et 1 la matrice identité d'ordre q. 
4 

Deux matrices polynomiales P (p) et P~(P), de type (1.2) et de même or- 
1 

dre, représentent alors le même système si elles sont "strictement sys- 

tème-équivalentes", c'est-à-dire si il existe deux matrices polynomiales 

M(p) et N(p) unimodulaires (ce qui signifie de déterminant constant et 

non nul), et deux matrices polynomiales X(p) et Y(p) telles que : 



Les dimensions de (M,X,I , N , , ~  et (A,C,D) se correspondent. 
P 

Il a été montré /Rosenbrock, 19701 que deux matrices P1(p) et P2(p) 

du type (1.2) sont "strictement système-équivalentes" si et seulement si 

elles sont "système-semblables", c'est-à-dire qu'il existe une matrice 

H inversible vérifiant : 

Il est ainsi utile de pouvoir déterminer à quelles conditions deux 

matrices A et A2 sont semblables, c'est-à-dire : 
1 

L'intérêt des polynômes invariants d'une matrice A est qu'ils sont 

communs à toutes les matrices semblables à A. 

Définition 1 : Polynômes invariants d'une matrice polynomiale rectangulaire 

S o i t  ~ ( h )  une m a t r i c e  p o l y n o m i a l e  d e  r a n g  r ( a u  mo ins  un mineur  

d ' o r d r e  r non i d e n t i q u e m e n t  n u l  e t  t o u s  les  m i n e u r s  d ' o r d r e  s u p é r i e u r  

à r i d e n t i q u e m e n t  n u l s ) .  S o i t  D . ( A )  l e  p l  u s  grand commun d i v i s e u r  normal 
3 

d e  t o u s  l e s  mineurs  d ' o r d r e  j  d e  A ( h )  ( j  = I f  . . ., r ) ,  e t  D f h )  E 1 .  Les  
O 

polynômes i ( A )  d é f i n i s  par  : k 

s o n t  a p p e l é s  polynômes i n v a r i a n t s  de  A ( A ) .  



Une condition nécessaire et suffisante pour que deux matrices poly- 

nomiales A (A) et A (A) de même dimensions soient équivalentes est qu'elles 1 2 
aient les mêmes polynômes invariants /Gantmacher, 19591. "Equivalentes" 

signifie qu'il existe deux matrices unimodulaires MO) et N(X), de dimen- 

sions adéquates, et vérifiant : 

Ceci justifie le terme "invariant", puisque ces polynômes ne dépen- 

dent pas d'une transformation de type équivalence (M(X),N(A)). 

Définition 2 : Polynômes invariants d'une matrice carrée constante 

Les polynômes invariants d'une (qx q) matrice A sont ceux de sa 

matrice polynomiale caractéristique (XI - A ) .  Cette matrice e s t  de rang 
4 

q, e t  A possède donc q polyndmes invariants. 

Il vient alors le théorème suivant concernant la similitude de deux 

matrices : 

Théorème /Gantmacher, 19591 : 

Deux (qxq) matrices constantes sont semblables s i  e t  seulement si 

e l l e s  ont l e s  mêmes polynômes invariants. 

Ici encore, le terme "invariant" se trouve justifié : la propriété 

d'invariance est ici relative à toute transformation de type changement 

de base. 

Ces polynômes ont certaines propriétés, et notamment, ils peuvent 

être ordonnées en une suite : 

il (A), i2(h), . . . , it (A), it+l ( A )  = 1, ..., i (A) = l  
q 

dans laquelle les i (A) à it(X) ont des degrés positifs et, 1 
à partir du second, chacun d'eux divise le précédent. 



Déf in i t i on  3 : 

S i  g ( X )  est u n  polynôme d é f i n i  par  : 

n o u s  d é f i n i r o n s  l a  m a t r i c e  compagnon d e  t y p e  C ( c o l o n n e )  a s s o c i é e  à g(X) 

p a r  : 

T 
s a  t r a n s p o s é e  C  = C s e r a  d i t e  compagnon d e  t y p e  L ( l i g n e )  a s s o c i é e  

L c 
à g ( X ) .  

Il v i e n t  a l o r s  l e  théorème (énoncé dans /Gantmacher, 1959/) su ivant  : 

Théorème : 

T o u t e  ( q x q )  m a t r i c e  A est  s e m b l a b l e  à s a  p r e m i è r e  forme normale  

n a t u r e l l e  C  d é f i n i e  p a r  : 

( I . 5 )  C = d i a g  C ,  C 2 ,  . .., ct } 

o ù  les  Ci s o n t  les m a t r i c e s  compagnonsC a s s o c i é e s  à ses polynômes  in -  
C 

v a r i a n t s  dans  1 ' o r d r e  i ( A ) ,  i ( X I ,  . . . , it ( A )  d e f i n i s  p l u s  h a u t .  
1  2 

Ce-tte p r o p r i é t é  e s t  également v a l a b l e  avec des mat r ices  compagnons 

de type  L. *C 

Le produit  de  tous  l e s  polynômes i n v a r i a n t s  d'une mat r ice  A forme 

son polynôme c a r a c t é r i s t i q u e ,  également d é f i n i  par  : 



(1.6) ~(X,A) f det (XI -A) 
4 

Lorsque ce polynôme est le seul polynôme invariant de A de degré 

non nul, il caractérise ,de façon unique toutes les matrices semblables 

à A. 

Cependant, la proposition suivante est en général fausse : 

Proposition P : (fausse) 

Deux ( q x q )  m a t r i c e s  s o n t  semblab les  si  e t  seu lemen t  si el les  o n t  

l e  même polynôme c a r a c t é r i s t i q u e .  

L'objet du second chapitre de ce mémoire sera de montrer à quelles 

conditions cette proposition est vérifiée, en considérant cette fois des 

matrices à coefficients non constants par rapport au temps. Le polynôme 

invariant qui sera alors défini permettra un symbolisme de calcul analo- 

gue à celui utilisé dans les fonctions de transfert des systèmes linéai- 

res. Les applications d'un tel outil de calcul seront envisagées dans 

le troisième chapitre. 

IV - INVARIANCE ET SENSIBILITE 

De nombreux auteurs ont étudié les propriétés de sensibilité des 

sorties-d'un système par rapport aux variations possibles de ses coef- 

ficients /Guardabassi, Locatelli & Rinaldi, 19731 /Cruz & Perkins, 19661 

IGentina, Borne & Laurent, 19731 /.../. Inversement, la propriété de non 

sensibilité correspond à la notion de robustesse /Safonov, 19801. 

Le problème se pose, en effet de savoir dans quelle mesure la sortie 

ou l'état d'un système linéaire S(A,B,C) (11.1) sont affectés par une 

variation d'un certain paramètre IT e il7 définissant les matrices A=A(IT), 

B = B(IT), C = C(IT). On définit alors les coefficients de sensibilité d'é- 

tat et de sortie par : 



a désigne ici la valeur nominale des paramètres d'identification IT. 

Nous noterons également, si M(T) est une matrice dépendant de IT : 

Lorsque ~ ( t )  ou n(t) peuvent être rendus identiquement nuls, on parle 

alors d ' "invariance paramétrique" ou d' "invariance contrôlée". 

Ces propriétés ont été étudiées dans différents travaux, dont une 

intéressante bibliographie est donnée dans /Karlin & al, 19731 et dans 

IBonivento & al, 19731. 

La question est alors d'établir si, étant données cinq matrices par- 

mi {A, B, C, An, BIT, C }, la sixième peut être choisie de façon à ce que 
IT 

la sortie s soit insensible à T i .  En réponse à ce problème, il a été mon- 

tré IGuardabasi & al, 19731 /Cruz & Perkins, 19661 que les propriétés 

d'invariance paramPtrique sont directement en rapport avec la comanda- 

bilité et 1 'observabilité de S(A,B,C). 

I 

V - INVARIANTS DES SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES 

Le terme "invariant" apparaît également dans les travaux de /Lia- 

pounov, 18921 et /Floquet, 18831 relatifs aux systèmes d'équations à coef- 

ficients périodiques. 

La propriété d'invariance est alors considérée par rapport au temps : 

tout système linéaire à coefficients périodiques peut en effet être rame- 

né par un changement de variables adéquat à un système à coefficients 

constants. Le théorème correspondant peut s'énoncer comme suit : 

S o i t  l e  s y s t è m e  ( I . 7 )  : 

(1 .7)  X ( t )  = ~ ( t ) . ~ ( t )  

avec : 



A l o r s  il existe u n e  m a t r i c e  P ( t )  t e l l e  q u e  : 

V t e R  d e t  ( P ( t ) )  2 O e t  P ( t + T )  = ~ ( t )  

u ( t )  = P ( t ) . x ( t )  +- 6 ( t )  = M . u ( t )  

M E lRqxq : m a t r i c e  c o n s t a n t e  

Ainsi, les propriétés dynamiques du système défini par la matrice 

M sont caractéristiques de celles du système (1.7). 

A la matrice M peut être associée l'équation caractéristique : 

ème où 5 est une fonction scalaire du temps, sa dérivée i - par rap- 
port au temps, et où les m. sont définis par : 

1 

Les m. sont des invariants du système (1.7) ILiapounov, 1892-p. 4001 
1 ,  

car ils ne dépendent ni du temps, ni d'un changement de base sur le vec- 

teur x(t). Ils ne dépendent pas non plus d'un éventuel changement de va- 

riable périodique sur le vecteur x IMalkin, 1956-p. 188/. 

Les racines A. du polynôme défini par les m. sont les valeurs pro- 
1 1 

pres de M, et sont appelées exposants caractéristiques du système (1.7). 

Leurs exponentielles p. définies par : 
1 

sont les mulriplieurs caractéristiques de (1.7) /Cesari, 1950-p. 571 

IMinorsky, 1962-p. 1281. 



Une utilisation de ces propriétés sera proposée dans le quatrième 

chapitre. La mise en évidence et l'utilisation d'une autre propriété 

d'invariance seront alors effectuées dans le cadre de l'identification 

des systèmes . 

CONCLUSION 

Cette partie montre que la notion d'invariance intervient dans de 

nombreux domaines, souvent en étroite liaison. 

Deux aspects généraux de cette propriété peuvent être cependant 

di£ férenciés : 

- L'invariance de type topologique, c'est-à-dire concernant 
les trajectoires de l'état ou des sorties : c'est le cas de l'invariance 

par rapport au mouvement ou à une fonction, ou de la ( A - b )  invariance, 

ou encore de l'invariance paramétrique. 

- L'invariance par rapport à un groupe de transformations de 

type changement de coordonnées, ou retour d'état : c'est le cas des in- 

variants structurels, des polynômes invariants ou des multiplieurs ca- 

ractéristiques des systèmes à coefficients périodiques. 

11 s'en dégage notamment la notion d'invariant polynomial, qui sera 

reprise dans la suite de ce travail. 











DEFINITION D'UN INVARIANT DE REPRESENTATION 

POUR LES SYSTEMES NON LINEAIRES ET NON STATIONNAIRES 

INTRODUCTION 

La modélisation d'un système physique se fait en général au moyen 

d'équations de fonctionnement de type différentiel (systèmes continus) , 
récurrent (systèmes discrets) ou booléen (systèmes séquentiels). Parmi 

les formulations possibles de ces équations, celle qui est la plus cou- 

ramment utilisée est la représentation dans .l'espace d'état, qui permet 

d'introduire des notations vectorielles, et donc d'utiliser les résul- 

tats usuels de l'algèbre des matrices. Un des principaux avantages d'une 

telle représentation est d'avoir apporté une unité dans l'étude des sys- 

tèmes, qu'ils soient continus, discrets ou séquentiels IBellman, 19711 

/Borne & Gentina, 19741 /Gentka, 19751. 

Ainsi, la modélisation dans l'espace d'état est utilisée pour résou- 

dre de nombreux problèmes, comme ceux de la conmande IKalman, 19631 /Ro- 

senbrock, 19701, de la sensibilité /~okotovi& & Rutman, 19651 IGuardabas- 

si & al, 19731, de l'optimisation /Bellman, 1957/ IPontryagin & al, 19621 

IBoudarel & al, 19671 /Singh&Titli, 19781,delastabilité ILiapounov, 18921 

ILiapounov , Pliss &Basov, 1966 1 ,  ou de la simulation /Derusson & al, 1965 / . 

Une propriété fondamentale de la représentation d'état est sa non- 

unicité : il suffit de changer la base sur laquelle sont repérés les 

vecteurs pour obtenir une autre modélisation du système. Pour certains 

systèmes simples, les propriétés mises en évidence à.partir d'une repré- 

sentation donnée sont indépendantes de la base choisie : c'est le cas 

des propriétés de stabilité pour un système linéaire stationnaire. Ce- 

pendant, la représentation adoptée a une influence déterminante sur la 

qualité des résultats obtenus dans l'étude des systèmes plus complexes 

/Lhote & Laurent, 19661. 

11 est par conséquent intéressant de pouvoir disposer des différentes 

représentations d'état d'un même système. 



Dans cet esprit, les travaux présentés dans cette partie concernent 

une méthode de mise en équation rapide d'un système sous forme matriciel- 

le définie a priori /Richard & Laurent, 1981-a/ /Richard, 1981 -a/. 

En vue de simplifier la présentation, nous ne considérons ici que 

le cas des systèmes continus : en effet, les définitions et méthodes 

proposées sont strictement analogues en ce qui concerne les systèmes 

discrets /Richard & Laurent, 1981 -b/, car l'ensemble repose sur des 

formulations différentes de mêmes équations, à l'aide de matrices sem- 

blables. Ce n'est qu'au niveau du traitement des propriétés qui décou- 

lent de la modélisation que la différenciation continu- discret apparaît. 

L'étude est basée sur l'introduction d'un invariant de représenta- 

tion qui, sous certaines conditions, sera caractéristique de la struc- 

ture du processus : en effet, ce "polynôme symbolique", défini de façon 

simple, est conservé à travers toute transformation géométrique portant 

sur la matrice représentative du système. 

Cette méthode est valable pour toute une classe de processus non 

linéaires et non stationnaires, qui est décrite dans la première partie 

de ce chapitre. 

Dans une seconde partie, le polynôme symbolique est défini dans 

le cas des systèmes à commande non linéaire monovariable. Des règles 

sont énoncées, permettant de caractériser de façon unique la structure 

du processus en régime autonome, et ce indépendamment de sa modélisation. 

Le choix d'une entrée non nulle mène alors aux équations du régime non 

autonome dans la base d'état choisie. 

Ainsi, l'introduction d'un calcul symbolique permettra de traiter 

la mise en équation par des méthodes pratiques, semblables à celles em- 

ployées pour les systèmes linéaires stationnaires. L'implantation de ce 

calcul sur informatique sera également proposée. 

La généralisation de ces définitions est ensuite envisagée pour 

les systèmes multivariables. Elle repose sur la notion de déterminant 

matriciel /El Moudni, 1981 / /El Moudni, Richard & al, 1981, 1982/ et 

le passage à des modèles d'ordre supérieur. 



1 - DEFINITION DE LA CLASSE DE PROCESSUS ETUDIEE 

1.1 - Etat d'un système continu 

L'évolution d'un processus déterministe, considérée à partir d'un 

instant t ne dépend pas uniquement de l'influence immédiate de son 
0 

environnement, mais aussi de données internes. Il convient donc de dé- 

crire son comportement par trois ensembles de variables considérées à 

un instant t : 

- les entrées, qui représentent l'action de l'environnement 
n 

sur le système, et regroupées en un vecteur u(t) de R , 

- les sorties, qui sont ses réactions accessibles, formant 
s(t) E R ~ ,  

- enfin l'état, qui est un ensemble de q informations instan- 
tanées dépendant de l'évolution du système antérieurement à l'ins- 

tant t. Les q fonctions du temps définissent un vecteur x(t) appelé 

vecteur état du système. 

Par définition, la connaissance de l'évolution de u(t), pour t ap- 

partenant à [ t 
09'1 [ , et de l'état x(t ) doit déterminer le comporte- 

O 

ment du système de t à t (et notamment ses sorties s(t)). 
O 1 

Pour simplifier l'étude, on choisit dans la plupart des cas, un 

nombre q d'informations nécessaire et suffisant. Il est cependant pos- 

sible d'employer un ensemble redondant. 

L'évolution du système est ainsi représentée au moyen des trajet- 
+ 

toires décrites par l'extrémité M du vecteur x = OM, le point O étant 

l'origine d'un repère (0, el, e2, . . . , e ) de l'espace d'état lRq. La 
9 

représentation dépend donc du repère choisi. 

Toute combinaison linéaire des composantes d'un vecteur état est 

appelée variable d 'état. 



1.2 - Equations d'état, systèmes de type Lurie-Postnikov (mLP et 
MLP) - 

Les processus considérés dans ce mémoire sont décrits par des équa- 

tions du type : 

x : ensemble contenant un voisinage du point d'équilibre en x 
A : (qxq) matrice, dite d'évolution 

B : (q x n) matrice, dite de commande 

C : (p x q) matrice, dite d'observation 

D : (pxn) matrice, dite de transmission directe 

Les fonctions A(x,u,t) et B(x,u,t) doivent vérifier les propriétés 

requises pour l'existence et l'unicité d'une solution IBellman & Cooke, 

1963/. SiA,B,C et Dne dépendent quedet, le système estlinéairenonstation- 

naire. Si ces matrices ne dépendent pas de t , le système est stationnaire. 

Ces équations englobent la classe usuelle de processus lint5aifes 

décrits dans le premier chapitre (1.1). Dans le souci d'une gkriture 

simple, nous noterons souvent, lorsqu'aucune ambiguité ne sera possible : 

Lorsque la commande u(t) est identiquement, nulle, l'équation est 

du type (1.0) rencontré au premier chapitre : 

La matrice A(x,t) peut souvent être décomposée de façon à faire ap- 

paraître clairement les termes non constants : c'est le cas des systèmes 

de type Lurie-Postnikov /Lurie & Postnikov , 19441 multivariables IGruj i6, 
1977, 1978/ (en abrégé : MLP) décrits par : 



X(t) = A(t).x(t) + ~(t).f(~,t) 
(II. 3) 

s(t) = C.x(t) + u(t) 

les dimensions étant les mêmes que précédemment, avec pZn, et la fonc- 

tion f vérifiant les propriétés suivantes : 

nxn V (s~t) ER" R+, 3 Fm OR"'", 3 FEi E R  , F~ 2 F*(s,~) 5 F~ 

Les termes ++( .) seront appelés "gains équivalents" du système. En 
1 

régime libre, l'équation (11.3) s'écrit donc : 

La matrice d'évolution est alors : 

Les systèmes linéaires obtenus en fixant arbitrairement le vecteur 

x en une de ses valeurs de X sont appelés systèmes linéaires associés, 

ou tangents, au système (11.2). 

La structure correspondant au système (11.3) est décrite ~igure 11.1 : 



FIGURE 11.1 - Système de type Lurie-Postnikov mult ivariable (MLP) 

Un ensemble p a r t i c u l i e r  de c e t t e  c l a s s e  t r è s  générale e s t  souvent 

u t i l i s é  pour modéliser l e s  systèmes a s se rv i s  non l i néa i r e s  : lorsque l a  

matrice F* peut s e  réduire a un s c a l a i r e ,  on ob t ien t  un système de type 

Lurie-Postnikov monovariable (en abrégé : mLP), d é c r i t  par (11.6) e t  

schématisé Figure 1 1 . 2 .  Les f lèches  doubles représentent  l e s  t r a n s f e r t s  

vec to r i e l s  e t  l e s  f lèches  simples,  des s c a l a i r e s .  

FIGURE 11.2 - Système de type Lurie-Posnikov monovariable (mLP) 



Le schéma f a i t  a l o r s  a p p a r a î t r e  un sous-système l i n é a i r e  L, d'en- 

t r é e  e t  de s o r t i e  s c a l a i r e ,  e t  bouclé pa r  une r é t r o a c t i o n  non l i n é a i r e  

correspondant à l a  v a r i a b l e  de commande . 

Une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  de ces r ep ré sen ta t ions  e s t  t r è s  souvent en- 

v i sagée ,  e t  correspond au cas  où A( t )  e t  b ( t )  sont  cons t an t s  : 

Le sous-système 1 e s t  a l o r s  l i n é a i r e  e t  s t a t i o n n a i r e .  

De nombreux processus physiques peuvent ê t r e  é t u d i é s  au  moyen de 

ce  type  de modèle, q u i  e s t  souvent p lus  abordable que l e s  précédents  e t  

correspond à une s t r u c t u r e  d e  r é t r o a c t i o n  d é c r i t e  F igure  11.3 : 

FIGURE 11.3 

1 . 3  - Remarques s u r  l a  forme de l a  mat r ice  d ' évo lu t ion  

Comme nous l 'avons vu pour l e s  systèmes l i n é a i r e s  au premier cha- 

p i t r e ,  t ou t e  mat r ice  semblable à A(x,t)  représente  l e  régime l i b r e  de 

( I I .  1 1. 

Il s u f f i t  en e f f e t  de poser  : 

y = P x  P G R~~~ d e t  P t O 

pour o b t e n i r  une équat ion s i m i l a i r e  à (II .  1) : 

- 1 
; ( t )  = P ~ ( p - ' y , u , t )  P y ( t )  + P B ( P - ' ~ , U , ~ )  ~ ( t )  

( I I .  7 )  
~ ( t )  = c ( ~ - ' ~ , u , t )  P-l y ( t )  + D ( P - ' ~ , U , ~ )  ~ ( t )  



I l e s t é g a l e m e n t  poss ib l e  de c h o i s i r  unema t r i ce  P q u i n e s o i t p a s  cons t an te  

P ( t )  peut par exemple ê t r e  une t ransformat ion  de L i a ~ o u n o v  /Liapounov, 18931 

/Markus, 19551 ILangenhop, 19601 IEiarris & M i l e s ,  19811 /Shokooh i&a l ,  1983/.La 

mise en équat ions ( I I  .7) n ' e s t  a l o r s  p lus  v a l a b l e ,  mais l e  r é s u l t a t  e s t  p lus  géné- 

r a l .  Cependant, l ' u t i l i s a t i o n d e m a t r i c e s  de changement de base (P cons tan te)  

présente  p lus i eu r s  avantages : 

. D'une p a r t ,  un changement de base P conserve l e s  p r o p r i é t é s  d'ob- 

s e r v a b i l i t é  e t  de  commandabilité d 'un  modèle : dans l e  cas  d'un système 

l i n é a i r e  e t  s t a t i o n n a i r e ,  s i  l a  p a i r e  ( A , B )  e s t  commandable, l a  p a i r e  
- 1 

(P A P-' , P B) 1 ' e s t  a u s s i .  S i  (C , A) e s t  observable ,  ( C  P , P A  P-l)  

l ' e s t  a u s s i .  

. D'autre p a r t ,  l a  n a t u r e  du comportement dynamique d'un modèle e s t  

conservée : l ' o b s e r v a t i o n  de x ( t )  ou de  P x ( t )  donne l e  même r é s u l t a t .  

Ceci ne s e r a i t  pas  l e  c a s ,  par  exemple, s i  P é t a i t  une ma t r i ce  P ( t )  à 

c o e f f i c i e n t s  pér iodiques ,  i n t rodu i san t  a l o r s  une o s c i l l a t i o n  supplémen- 

t a i r e  dans l ' obse rva t ion  de P ( t )  x ( t ) .  

. Enfin,  une mat r ice  P constante  permet, corne  nous l e  ver rons ,  

d ' u t i l i s e r  de nombreux r é s u l t a t s  de l ' a l g è b r e ,  comme par  exemple l e s  

p r o p r i é t é s  des mat r ices  semblables.  

Le choix de l a  mat r ice  P e s t  souvent o r i e n t é  de façon à o b t e n i r  une 
- 1 

mat r ice  de régime l i b r e  PA( . )  P b i en  condi t ionnée ,  c ' es t -à -d i re  per- 

mettant  une ana lyse  performante des p r o p r i é t é s  du système ( s t a b i l i t é ,  

décompositlan e n  sous-systèmes, ... 1. 

Dans ce b u t ,  t r o i s  o b j e c t i f s  t r è s - l i é s  son t  souvent à cons idérer  o 

- Obtenir  un part i t ionnement  de l a  ma t r i ce  en b locs  m a t r i c i e l s  : 

ce part i t ionnement  peut ê t r e  simplement u t i l i s é  e n  analyse numérique 

(formules de Schur /Gantmacher, 19591, polynômes m a t r i c i e l s  /Rissanen, 

19731 / E l  Moudni, Richard & a l ,  1981, 19821, p rodu i t s  de Kronecker /Ro- 

senbrock & Storey ,  1970/ /Deif ,  19821) ou b ien  pour r e f l é t e r  une décom- 

p o s i t i o n  du système g loba l  e n  sous-systèmes in te rconnectés  : c ' e s t  l e  

cas  des  travaux e f f e c t u é s  s u r  l a  h i é r a r c h i s a t i o n  e t  l a  commande mult i -  

v a r i a b l e  l luenberger ,  19671 I T i t l i ,  19751 /Fossard,  19721 IBenrejeb, 19801 

/Singh, 1 9 8 0 / o u b i e n s u r l e s  processus à pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  /Fossard,  

19821 /Dauphin-Tanguy, 19831,ouencore s u r  l ' é t u d e  de s t a b i l i t é  à p a r t i r  de 

normes v e c t o r i e l l e s  IGentina,  Borne & Laurent ,  19721 I ~ r u j i k  & a l ,  19761. 



- Simplifier l'expression et le traitement de la matrice, en 
réduisant le nombre de termes non nuls. Dans cet esprit ont été propo- 

sées différentes formes canoniques /Gantmacher, 19591 permettant de ré- 

sumer une matrice constante d'ordre q par q coefficients, ainsi que la 

notion de matrice creuse (comportant peu de termes non nuls) ou dense 

(comportant peu de termes nuls) /Dei£, 19821 /Laurent, 19681 /genre jeb , 
19801. Ceci rejoint également le problème du partitionnement, et de l'ob- 

tention de matrices bloc-triangulaires /Gantmacher, 1959/ /Fossard, 1982/. 

- Réduire le nombre de termes non constants intervenant dans 
la matrice d'évolution : ceci permet l'application plus aisée de certains 

critères de stabilité IRosenbrock, 19631 /Laurent & al, 19791 /Borne 

& al, 19721 et conduit à des schémas de simulations plus performants 

IBenrejeb & al, 19801. 

Plusieurs auteurs ont ainsi proposé des représentations canoniques 

d'une matrice A constante ou non. Le positionnement des termes nuls et 

des coefficients non constants de A définit alors une forme matricielle, 

dont les coefficients doivent pouvoir être obtenus à partir de toute au- 

tre représentation semblable non canonique. Citons par exemple pour les 

matrices constantes (a. .) : 
=J  

- la forme diagonale (a # O 4 i = j ) ,  
i j 

- les formes, de Jordan (diagonales avec a = 1 ouO), i , i+1 
- les formes compagnon (cf Chapitre I), 
- les formes de Hankel et de Toeplitz /Rissanen, 19741 /Faure & al, 

19791, 

- les formes tridiagonales de Jacobi IRosenbrock & Storey, 19701, 

- le forme en flèche (diagonale, dernière ligne et dernière colonne 
non nulles) /Groumpos & Scott, 19771. 

Dans le cas de systèmes linéaires multivariables, une bibliographie 

très intéressante (formes canoniques de Kronecker, Hermite, Bosgra, Hes- 

senberg, ~runovsky), associée au problème de continuité des modèles pa- 

ramétrés, est proposée dans IHinrichsen, 19841. 

Certaines de ces représentations ont été généralisées et s'avèrent 

particulièrement intéressantes pour l'étude des systènes à coefficients 

non constants : c'est le cas de la forme compagnon et de la forme en 

flèche /Benrejeb, 1976, 19801 et des formes de type Jordan /Gentina & 

Meizel , 19781. 



1.4 - Définition d'une problématique relative à la représentation 

d'état 

Le passage d'une représentation matricielle A ( . )  à une autre B ( . )  

est en général assez complexe dès que l'une des deux formes A ( . )  ou B ( . )  

n'est pas canonique. Dans la pratique, le problème est souvent posé en 

ces termes : 

* S u k t  une rniuXce A ( .  ) quelconque trepn6aen;tavtt l e  aya;tème. 
* Un chadi-t une Johme mattUcie.Ue B ( . )  d o n t  l e  con&onnement u;t 

adopté à l ' i t u d e  que L'on veut mena ( n k a b i U é ,  aimutation, . . . ) .  Les 

coeddicients bij(.) de B ( . )  sont dm indétenminéa, cehtaina d!e&e 
eux pouvant &e &Lxéa a phiorti. 

* Quellu contilaiden doivent v é h i d i a  L u  bij (.) powt g a ~ ~ ~ n t h  . 

& a U u d e  de A ( . )  cî B(.), c'ut-à-dVre L'exAXence d'une nolua2on 
P (cona;tante et négcLeiètre) à L1iquation A ( . )  P - P  B ( . )  = O ? 

Cette question étant souvent insoluble, la problématique P7 peut 

être transformée en : 

* S o i 2  une mathice A ( . )  quelconque tr&phén&ntanZ Le nyaXème. 

* Un chohLt une ma&ice corntante eA hégcLeiène P de même dimernion. 

* La mahice B ( . )  = P-' A ( . )  P kepnéaente donc Le même ny~tème.  
* La Jume de B ( . )  convient - f ie  à L'étude menée ? 

Exceptés quelques cas standards, comme le passage d'une forme com- 

pagnon à une forme en flèche, le choix porte sur la matrice de passage 

P et non directement sur le modèle B ( . ) .  La forme B ( . )  résulte alors 

d'une infinité de choix possibles pour P. La problématique PI est donc 

beaucoup riche lorsqu'elle peut être résolue. 

Nous allons présenter une solution pour Pl  valable pour une classe 

donnée de système, que nous dirons "à non linéarités de rang k", et qui 

englobe le cas des systèmes de type Lurie-Postnikov mono ou multi-variables. 



1 .5  - Systèmes à non l i n é a r i t é s  de rang k ,  types  ~ ( k )  e t  C(k) 

L ' i n t roduc t ion  de l a  no t ion  de rang de  non l i n é a r i t é s  /Richard, 

1981/ / R o t e l l a ,  1983/ permet de r é d u i r e  l e  nombre de termes cons t an t s  

i n t e rvenan t  dans l a  ma t r i ce  d ' é v o l u t i o n  ~ ( x , t ) ,  conformément aux moti- 

v a t i o n s  du 5 1.3.  

Le p r inc ipe  e n  e s t  s imple : 

D é f i n i t i o n  1 1 . 1  : 

Une matrice A ( . )  de ex' e s t  à non linéarités de rang k s s i  e l l e  

e s t  semblable à une matrice F ( x , t )  dont l e s  termes non constants sont 

regroupés dans k rangées d e  même nature ( l igne ou colonne). 

S i  l e  regroupement e s t  en colonnes, l a  matrice e s t  d i t e  de type C ( k )  

e t  s ' i l  e s t  en l ignes,  de type L W .  

Une ma t r i ce  de type C(k) s ' é c r i r a  donc : 

S o i t  H l ' e s p a c e v e c t o r i e l  de dimensionk'  (k '  < k )  engendré p a r l e s  kco -  

lonnes de H ,  e t  s o i t  1 un espace complémentaire de id dans : H e 1 = R ~ .  

Dans l ' é c r i t u r e  ( I I . 8 ) , l e  vec t eu r  é t a t  xcor respondant  e s t e x p r i m é  dans une 

b a s e e  de l ' e space  d'état : 6 = (el, e2, ..., e )  e .  €2Rq. 
9 4 9 1 

On peut c h o i s i r  B de façon à ce que s e s  k '  d e r n i e r s  vec t eu r s  engen- 
4 

d r e n t  H ,  e t  que s e s  q-k' premiers engendrent 1 : dans c e t t e  base ,  l ' é c r i -  

t u r e  de H ( I I  .8 )  s e  s i m p l i f i e ,  e t  s e s  q-k premières l i g n e s  sont  n u l l e s  : 



Les k dernières colonnes de A(.) sont alors les seules à contenir 

des termes non constants (provenant de V(.)). 

Le terme "rang" employé pour cette définition se trouve alors jus- 
T 

tifié : le rang de la matrice V(.) H , correspondant à un regroupement 

de tous les termes non constants de A(.), est en effet inférieur ou égal 

à k à chaque instant t, et pour tout état x. 

De même, une matrice de type L(k) s'écrit : 

Cette écriture (11.9) est évidemment analogue à la précédente, puis- 

qu'elle s'obtient par transposition de (11.8) ; les propriétés des co- 

lonnes non constantesdeviennent alors celles des lignes. 

Les définitions suivantes peuvent être proposées : 

Définition 11.2 : 

1) Le s y s t è m e  d é c r i t  p a r  l e s  é q u a t i o n s  (II.lO) r 

a v e c  A, V . ,  H d é f i n i e s  en 1 . 8 ,  x E Rq, u e t  s E ~, e s t  d i t  à non  

l i n é a r i t é s  de  r a n g  k ,  d e  t y p e  C(k). 

2 )  Le s y s t è m e  d é c r i t  p a r  l e s  é q u a t i o n s  (II.ll) : 

a v e c  A ,  V . ,  K d e f i n i e s  en I I . ,  x E Rq, u  e t  s B 1Rk, est  d i t  à non  

l i n é a r i t é s  de  r a n g  k, d e  t y p e  L(k). 



Ces d é f i n i t i o n s  son t  e n  accord avec l e s  précédentes  : l e  régime au- 

tonome d'un système de type  C(k) ( r e sp .  ~ ( k ) )  e s t  r ep ré sen té  par  une ma- 

t r i c e  de type ~ ( k )  ( resp .  ~ ( k ) ) .  

Il e s t  à no te r  que l e s  c l a s s e s  de processus a i n s i  d é f i n i e s  sont  très 

v a s t e s ,  puisque t o u t e  m a t r i c e  non cons tan te  A(.) correspond à un système 

de rang k = q .  Cependant, p l u s  k  s e r a  f a i b l e ,  p l u s  l e s  méthodes de mise 

en équat ions que nous proposons s e r o n t  p ra t iques .  Ains i ,  t o u t e  mat r ice  

A(.) peut ê t r e  considérée comme é t a n t  de type t ( k l )  ou C(k2) ,  où k, e t  

k  sont  des  e n t i e r s  i n f é r i e u r s  ou égaux à q .  11 e s t  a l o r s  p ré fé rab le  de  
2  

cons idé re r  l a  décomposition assoc iée  au plus p e t i t  des deux rangs, c ' e s t -  

à-dire  L(k ) s i  k ,  < k2,  e t  C(k2) s i  k l  > k 2 .  
1 

Le type C(k) c o n s t i t u e  une c l a s s e  importante de systèmes, p u i s q u ' i l  

englobe l e s  Lurie-Postnikov mul t iva r i ab l e s  d é c r i t s  en (11.3) ; on a  a l o r s  

k = n  e t  V(s , t )  = B(t )  F * ( s , t ) .  

Le type L(k) correspond à une f a c t o r i s a t i o n  en l i g n e  in te rvenant  

dans l ' é t u d e  de  l a  D - s t a b i l i t é  des systèmes à p l u s i e u r s  é c h e l l e s  de temps 

IKha l i l  & ~ o k o t o v i 6 ,  19791. L a  mat r ice  K c o n t i e n t  a l o r s  l e s  éléments dé- 

f i n i s s a n t  l e s  rappor t s  d ' é c h e l l e s  de temps. 

1 1 . 1  - Décompositions canoniques 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous é tudierons  l e s  systèmes (11.10) e t  (11.11) 

dans l e  cas  où l e  rang k des  non l i n é a r i t é s  e s t  é g a l  à 1 .  On a  a l o r s ,  

pour l e  type C(1) : 

X(t)  = A x ( t )  + v ( . )  ~ ( t )  
(II. 12) T 

~ ( t )  = h x ( t )  + u ( t )  

e t ,  pour l e  type  L(1) : 

X(t)  = A x ( t )  + k ~ ( t )  
(II. 13) T 

~ ( t )  = v (.) x ( t )  + u ( t )  



Les matrices d 'évolution en régime l i b r e  sont : 

T (II. 15) A(.) = A + k v ( - 1  

Ce type de matrice présente plusieurs p ropr ié tés ,  que nous a l lons  

énoncer, e t  qui f on t  in te rven i r  l a  matrice F ( . )  suivante : 

(II. 16) 

avec : 



Forme compagnon 
9 iXqi constante, associée 

E 07 au polynôme Pi(h) 
(cf Chap. 1, 6 III) 
( i = l ,  ..., n-1) 

Matrice à termes 
qixqn 

e R non constants tous 
situés dans la 
dernière colonne 

(11.16-dl- v i = 2, ..., n-1 Pi(A) divise Pi - , ( A )  

Théorème II. 1 : 

T o u t e  m a t r i c e  d e  t y p e  C ( 1 )  ( I I .  1 4 )  est  s e m b l a b l e  à une  m a t r i c e  bloc- 

t r i a n g u l a i r e  du t y p e  F(.) d é c r i t  en ( I I . 1 6 ) .  

L ' o r d r e  qn d e  l a  m a t r i c e  C (.) i n t e r v e n a n t  d a n s  cette d é c o m p o s i t i o n  
n - 

est é g a l  à l a  d i m e n s i o n  du  sous -e space  o b s e r v a b l e  d e  s(2,hï') (Chap. 1, 

5 II) : 

T T2  
= R a n g  { h ,  A h ,  A h ,  ..., A T ( q - U h  1 

' n  

Démonstration : 

Considérons le régime libre de (11.12)~ donc u(t) 5 O. Le vecteur 

état x est choisi de façon à ce que sa dernière composante soit E,  et 

donc : 

Les coefficients non constants de ~(x,t) (11.14) sont alors tous 

situés dans sa dernière colonne : 



Notons : 

le  polynôme minimal de h p a r  rappor t  à 1 'opé ra t eu r  /Gantmacher, 1959/,  

c ' e s t - à -d i r e  l e  polynôme de p lus  bas  degré v é r i f i a n t  : 

S o i t  7 l e  sous-espace cyc l ique  (de dimension m) engendré par  les 2 
v e c t e u r s  : 

T 
S o i t  z un vec t eu r  de 7 e t  z '  son image p a r  A . 

2 



T Z 2  e s t  A - i nva r i an t  (Chap. 1, 5 I I ) .  S o i t  1 un espace complémen- 
1 

t a i r e  de l2 : 

T 
e t  s o i t  { e l ,  ..., e } une base de I l .  La mat r ice  A. de l ' o p é r a t e u r  A 

T 
a -m 

exprimée s u r  l a  base {e ..., e } v é r i f i e  : 1 y q 

T 
La d e r n i è r e  colonne de Q e t  Q-l e s t  (O - O 1) c a r  e = h .  

4 

ConsidéTons l e  changement de base d é f i n i  par  l a  bloc-diagonale : 



avec : 

- 1 * S I  matrice régulière telle que S 1 1  A S 1  
soit la première forme 

normale naturelle de Al (Chap. 1, 5 III), 

on a alors : 

Il vient : 

S A S-1 est une matrice bloc-triangulaire de même forme que F(.) 
O 

intervenant dans le théorème (II.I), avec q =m, mais à termes constants. 
n 

Le changement de base défini par : 

ne change pas la dernière composante E de l'état, car sa dernière ligne 
4 est (O - O 1 ) .  Déf inissons le vecteur w(.) de a7 par : 



Il vient : 

Cette matrice semblable à A(.) est de la forme F(.), et vérifie : 

qn = dim l 2  

Le théorème 11.1 concerne les matrices de type C(1), et peut aisé- 

ment être transposé au type L(1) : 

Théorème II. 2 : 

T o u t e  m a t r i c e  d e  t y p e  L(1) (II.15) est s e m b l a b l e  à une  m a t r i c e  bloc- 
T 

t r i a n g u l a i r e  du  t y p e  F (.), F(.) é t a n t  d é f i n i e  en (II.16). 

T 
L ' o r d r e  q d e  l a  m a t r i c e  C (.) i n t e r v e n a n t  d a n s  cette d é c o m p o s i t i o n  n n 

est é g a l  à l a  d i m e n s i o n  d u  sous -e space  commandable d e  S(A , k) : 

La démonstration de ce théorème découle immédiatement de la précé- 

dente, puisque (11.15) est la forme transposée de (11.14). Le changement 

de base à considérer est alors le transposé du précédent P. 

Remaraue sur la forme de F(.) : 

La décomposition F(.) obtenue permet d'isoler deux sous-systèmes 

interconnectés : l'un, (SI), est linéaire et correspond au bloc diago- 

nal diag {C 1 . m .  Cn-l ; l'autre, ( S 2 ) ,  est non linéaire (bloc C ( . ) )  n 
et les interconnexions B.(.) sont non linéaires. Une schématisation de 

1 

cette structure est proposée Figure 11.4 : 



e n t r é e  i7 e n t r é e  
> 

e n t r é e  

Systèmes de type C 

S I  

9 

B .  
1 

e n t r é e  
> 

Systèmes de type  L b 
* D * rn 

FIGURE 11.4 

- 
S 2  

11.2 - D é f i n i t i o n  du polynôme symbolique 

11.2.1 - D é f i n i t i o n  e t  ~ r o p r i é t é s  -------------- -- ------ 

I J 

T 
B .  
1 

+ 

A chaque ma t r i ce  C .  ( i  = 1 à n-1) e s t  a s s o c i é  un polynôme ca rac t é -  
1 

r i s t i q u e  p(X,C.) d é f i n i  p a r  : 
1 

w * 

qi- 1 

(11.18) V X e C  p(XyCi) = de t  (AI -Ci) = h 
i j 

q i +  I c . h  
i j =O J 

Nous pouvons, de l a  même façon, a s s o c i e r  à l a  mat r ice  non cons tan te  

C(.)  un polynôme à c o e f f i c i e n t s  v a r i a b l e s  : 

Déf in i t i on  11.3 : 

Nous a p p e l e r o n s  po lynôme s y m b o l i q u e  d e  l a  m a t r i c e  A ( . )  d e  t y p e  C ( l )  

o u  L ( l ) ,  l a  q u a n t i t é  p o l y n o m i a l e  en X : 

o ù  les  C .  s o n t  les  m a t r i c e s  i n t e r v e n a n t  d a n s  l a  d é c o m p o s i t i o n  c a n o n i q u e  
1 



Lorsque le système est linéaire stationnaire, ce polynôme est à 

coefficients constants et s'identifie au polynôme caractéristique du 

système. Ses coefficients définissent alors l'équation différentielle 

du régime libre, relativement à une quelconque variable d'état. 

Par contre, lorsque le vecteur v(.) n'est plus constant, il n'est 

pas toujours possible de définir à partir de p(X,A(.)) une équation dif- 

férentielle scalaire. C'est pourquoi nous employons le terme "symbolique" 

au lieu de "caractéristique". 

Il est important de noter que le calcul de p(X,A(.)) reste simple 

si on introduit la convention suivante : 

Convention : 

Le  d é t e r m i n a n t  d e  t o u t e  m a t r i c e  A ( . )  d e  t y p e  C ( 1 )  o u  L ( 1 )  est dé-  

f i n i  d e  l a  même m a n i è r e  que  s i  A ( . )  é t a i t  c o n s t a n t e ,  e t  es t  noté 

d e t  ( A ( . ) ) .  

Les calculs de déterminants s'effectueront alors conmie si les f.(.) 
1 

intervenant dans (11.16) étaient des coefficients constants écrits sous 

forme littérale. Les règles d'addition et de multiplication restent celles 

du corps des complexes. Ce n'est que lors de leur remplacement par des 

fonctions numériques que l'état et le temps interviendront comme opéran- 

des. Cette convention permet d'écrire : 

(11.20) p(X,C (.)) = det (XI - C 
n q- n 

Les règles de calcul de déterminant étant les mêmes que pour des 

matrices constantes, il vient la propriété suivante : 

Propriété 11.1 : 2ème définition et invariance du polynôme symbolique 

Le  polynôme s y m b o l i q u e  d ' u n e  ( q x q )  m a t r i c e  A(.) d e  t y p e  C ( 1 )  o u  

L  ( 1  ) est d é f i n i  par  : 



~ ( X , A ( . ) )  Z d e t  (AI - A ( . ) )  
Q 

C e  polynôme es t  i n v a r i a n t  par t o u t  changement de  b a s e  c o n s t a n t  P 

e f f e c t u é  s u r  A ( .  ) : 

Cette propriété est analogue à celle du polynôme caractéristique 

d'une matrice linéaire. Pour pousser l'analogie entre le linéaire et 

le non linéaire, il est possible de comparer la décomposition proposée 

F(.) (11.16) avec le forme canonique normale C vue au premier chapitre 

(5 III, (1.5)). Ces deux représentations sont proches, mais deux diffé- 

rences majeures sont à noter : 

- La présence des termes B.(.) dans F(.) provient d'une contrainte 
1 

supplémentaire sur le choix de la base vectorielle correspondant à la- 

forme canonique F(.) : il faut en effet que le vecteur h soit un des 

élements de cette base (dans le cas des matrices de type Cl, comme nous 

l'avons vu dans la démonstration du Théorème 11.1. Les coefficients non 

constants sont alors regroupés dans une seule colonne. Cette contrainte 

n'existe pas dans le cas d'une matrice constante, et le dernier vecteur 

de base e peut alors être choisi de telle façon que le polynôme mini- 
q 

mal de A par rapport à e soit le polynôme minimal de A (c'est-à-dire 
q 

par rapport à l'espace Rq entier) /Gantmacher, 1966, p. 1881, ce qui 

permet d'obtenir la forme C. 

- Les matrices de la diagonale de C définissent les polynômes inva- 
riants, qui forment une suite dont chaque élément est divisible par le 

précédent. Si on veut définir par analogie les polynômes invariants d'une 

matrice non linéaire à partir des polynômes p(X,C.) (i= 1, ..., n-1) et 
1 

( c ~ ,  cette propriété de divisibilité n'est plus respectée que 

pour les n-1 premiers. De plus, l'inconvénient principal d'une telle 

définition est que la condition nécessaire et suffisante de similitude 

de deux matrices n'est plus valable : deux matrices FI(.) et F~(.) de 

type F(.) peuvent présenter la même diagonale par blocs, et donc les 

mêmes polynômes {P(A,C~) , p(X,Cn(. ) )  1,  sans pour autant être semblables, 
puisque les B . .  peuvent être différents de F . à F~(.). Une telle 

1 1 
définition des polynômes invariants présente donc peu d'intérêt en modé- 



li sat ion. 

Par contre, lorsque les blocs compagnons constants C. n'existent 
1 

pas dans la décomposition de A ( . )  en F(.), le polynôme symbolique est 

le seul polynôme invariant du système, ce terme présentant la même si- 

gnification qu'en linéaire. On a alors n = q  et F(.) = C  (.). L'identité 
4 

des polynômes symboliques de deux matrices non linéaires est dans ce cas 

une CNS pour leur similitude. C'est ce résultat que nous allons énoncer. 

Propriété 11.2 : Observabilité 

T Pro~riété 11.2-a : S i  l a  p a i r e  (A,h ) est o b s e r v a b l e ,  c ' e s t - à - d i r e  --- ------------ 

T 
Rang {h, A h ,  ..., A 

a l o r s  l a  m a t r i c e  C ( 1 )  ( I I . 1 4 )  est semblable  à l a  forme compagnon non 

c o n s t a n t e  C a s s o c i é e  à Son polynôme symbol ique .  
C 

Propriété 11.2-b : S i  l a  p a i r e  (A ,k )  es t  comrnandable, c ' e s t - à - d i r e  --- ------------ 

Rang { k ,  A k ,  . . . , A(q- ')  k ]  = q 

a l o r s  l a  m a t r i c e  L ( 1 )  ( I I .  1 5 )  est  semblab le  à l a  forme compagnon non 

c o n s t a n t e  C a s s o c i é e  à s o n  polynôme symbol ique .  
L 

Ces propriétés d'observabilité et de commandabilité se retrouvent 

dans le polynôme symbolique, ce qui en constitue un autre avantage : 

Définition : 

Nous d i r o n s  qu 'un polynôme symbol ique  es t  non f a c t o r i s a b l e  s i  il 

n e  p r é s e n t e  aucun z é r o  indépendan t  d e  1 ' é t a t  e t  du t emps ,  c ' e s t - à - d i r e  : 

Propriété 11.3 : Non factorisation 

S i  l e  polynôme symbol ique  d ' u n e  m a t r i c e  d e  t y p e  C ( 1 )  ( I I . 1 4 )  ( r e s p .  

L ( 1 )  ( I I . 1 5 ) )  es t  non f a c t o r i s a b l e ,  a l o r s  cette m a t r i c e  est semblable  à 



l a  forme compagnon C ( r e s p .  C ) non constante a s s o c i é e  à s o n  polynôme 
C L 

symbol ique  . 

Démonstration de la ~ro~riété 11.3 : 

Nous démontrerons la proposition niée : 

S i  A(x,t) n ' e s t  pas semblab le  à une forme compagnon C a l o r s  s o n  
C' 

polynôme symbol ique  a au moins  un z é r o  indépendan t  de  x e t  t .  

Supposons donc que ladécomposition canonique (11.16) fasse intervenir 

des blocs compagnons constants C. (11.16-b) sur ladiagonale, de dimension 
1 

nonnulle. Alors, selonladéfinition (II.3), p(X,A(x,t)) se factorise en : 

Les zéros (constants) correspondant aux blocs C. sont des zéros du 
1 

polynôme symbolique de A(x,t), qui est donc factorisable. 

On peut noter que la propriété (11.3) exprime une condition su£fi- 

sante, mais pas nécessaire, pour que la matrice soit semblable à une 

forme compagnon. Ceci sera mis en évidence dans un exemple ultérieur 

(Exemple 11.3.2). Si la matrice A(x,t) vérifie la propriété 11.2 ou 

11.3, nous dirons qu'elle est "compagnonable". 

11.2.2 - Calcul informatisé du golynôme symbolique ...................... -- ------ ----- -- 
Non linéarités-ginératrices 

11.2.2.1 - Non linéarités génératrices : 

Pour simplifier la présentation, les calculs seront exposés à par- 

tir d'une matrice de type C(I), dont tous les éléments non constants sont 

dans la dernière colonne. Les résultats sont identiques dans le cas gé- 

néral de matrices de type L(1) ou C(1) quelconques. On a donc : - 



Le développement de det (AI-A(.)) par rapport à sa dernière co- 

lonne donne une expression de la forme : 

avec : po (A )  f det (AI - A) , polynôme de degré q 
pi(A), polynômes de degré q-1 

Parmi les fonctions v.(.), certaines peuvent être linéairement dé- 
1 

pendantes, c'est-à-dire vérifier des relations du type : 

Il est ainsi possible de définir une famille O(.) de g fonctions 

linéairement indépendantes @.(.) (g 6N) qui engendre les v.(.) par com- 
1 1 

binaisons affines (combinaison linéaire plus une constante) : 

Ces fonctions seront appelées non linéarités génératrices de A(.). 

(II. 2 2 )  ' 

Le polynôme symbolique de A(.) s'écrit alors : 

Y a o ~ ~  V a e R  aT @(.) = a + a = O 

V i E (1, ..., q l  1 ai E R  3 ai elRg-' 

(r. (A) polynômes de degré q-1 ) . 
3 



Ainsi, dans le cas d'un système non linéaire de type Lurie-Postnikov 

monovariable (cf Fig. 11.3) , on a g = 1 et $, (.) = $*(€,CI. Toutes les com- 

posantes v. (.) de v(.) sont alors des fonctions affines de $*(&,t) et on 
1 

a : 

Le calcul de p(A,A(.)) est donc immédiat dans ce cas, N(A) et D(X) 

étant les polynômes définissant la fonction de transfert de la boucle 

ouverte. 

Les décompositions (11.21) et (11.23) vont permettre d'utiliser 

dans le cas non linéaire, les algorithmes de calcul de polynômes carac- 

téristiques, proposés pour les matrices constantes. 

11.2.2.2 - Calcul informatisé du polynôme symbolique : 

Il existe différents algorithmes permettant de déterminer le poly- 

nôme caractéristique d'une matrice à coefficients constants. Ces méthodes 

font intervenir le calcul des traces des puissances successives de la ma- 

trice considérée (citons par exemple les algorithmes de Fadeev /Gantma- 

cher, 1966/ ou de Leverrier /Deif, 1982/ Dimster, 1984/).Laformule (11.21) 

nous donne une décomposition du polynôme symbolique sous la forme de q+l 

polynômes : 

4 
p , .  A + c vi(.)  pi(^) 

i= 1 

La formulation (11.23) ne fait intervenir que g+l polynômes : 

Nous allons montrer ici que les polynômes p A ,  pi(X) et ri(X) 
O 

sont décomposables en sommes de polynômes caractéristiques. 

Ceci est évident pour p (A), puisque : 
O 



po(U E det ( A I  -A) E p(X,A) 

De plus, en symbolisant les q colonnes de (XI-A) sous la forme : 

on obtient la décomposition suivante de p.(h) : 
1 

pi(A) = det 

- det 

Chaque polynôme p.(X) est donc défini comme la différence des deux 
1 

polynômes caractéristiques de deux matrices : 

premières 
colonnes 

premières 
colonnes 



Le calcul de p(X,A(.)) selon la décomposition (11.21) nécessite 

alors (q+2) calculs de polynômes caractéristiques. De même, on peut mon- 

trer que la décomposition (11.23) conduit à seulement (g+2) calculs de 

polynômes caractéristiques. Les matrices conduisant aux r.(X) sont alors : 
J 

premières 
colonnes 
de A 

a .  

premières 

où les a.. (i = 1, ..., q) ( j  = 1 )  ..., g) sont les composantes des vec- 
11 

teurs a introduits en (11.22) et liant les v.(.) aux non linéarités i 1 

génératrices . Les ai sont également définis en (11.22). 

Dans le cas d'un système de type Lurie-Postnikov monovariable, 

p ( X , A ( . ) )  est obtenu grâce au calcul programmable de 3 polynômes carac- 

téristiques. 

11.2.2.3 - Exemple d'application : 

Pour illustrer la partie précédente, considérons Pa matrice A ( € )  

correspondant au schéma-bloc de la Figure 11.5, avec comme vecteur état 
O O ( Y ~  ,yl , y2 ,E)*, en régime autonome (e - O) : 

Nous choisirons comme non linéarités génératrices : 

ml (€1 = fi(€) 42(~) = f p )  

(on suppose que f*(~) n'est pas une fonction affine a + $f;(~) de 1 



FIGURE 1 1 . 5  
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11.2.3 - Remarque sur l'existence de zéros constants ----- .................................... 

La propriété de non factorisation 11.3 fait intervenir l'absence de 

zéros constants (c'est-à-dire indépendants des termes non linéaires) dans 

le polynôme symbolique d'une matrice A(.). 

Il serait fastidieux d'avoir à calculer les zéros d'un polynôme 

à coefficients non constants pour tester cette propriété. La notion de 

non linéarité génératrice, présentée dans la partie précédente, permet 

de lever cette difficulté. On a en effet, d'après (11.22) et (11.23) : 

Le polynôme ~(X,A(.)) ne présentera de zéro constant que si po(A), 

r. (A) (j  =1, . . . , g) ont au moins un zéro A en commun (P~(X~) = r. (Ao) = 
J O J 

O ; ? j = 1, ..., g). 

Le test de la propriété 11.3 nécessite donc le calcul des q zéros 

de p (A) et des g(q-1) zéros des polynômes r.(A). 
O J 

Dans le cas d'un système de type Lurie-Postnikov monovariable, le 

polynôme symbolique ne présente de zéro constant que dans le cas où la 

fonction de transfert de la boucle ouverte est dégénérée /Popov, 1973/. 

On retrouve alors le cas Classique de non commandabilité ou non obser- 

vabilité du modèle matriciel adopté. 

11.3 - Condition nécessaire et suffisante de similitude, algorithme 
de modélisation du régime autonome 

Nous avons vu que l'égalité des polynômes symboliques de deux ma- 

trices était une condition nécessaire à leur similitude. Lorsque l'une 

des propriétés 11.2 ou 11.3 est vérifiée pour ces deux matrices, la con- 

dition est alors également suffisante. 



Ce théorème va permettre de résoudre la problématique ?1  (5 1.4) 

dans le cas de systèmes de type L(1) ou C(1). La démarche à suivre est 

schématisée Figure 11.6. Nous allons l'expliciter à partir de trois 

Théorème 11.3 : CNS de similitude de deux matrices C(1) (resp. L ( 1 ) )  

Soient A ( . )  e t  B ( . ) ,  deux matrices d u  type C ( 1 )  décrit en (II.14) 

(resp. L ( 1 )  décrit en ( I I .15))  e t  vérifiant chacune l e s  conditions d e  

l a  propri8té II.3 ou bien de II.2-a (resp. II.2-b) . 

A ( . )  e t  B ( . )  sont semblables (e t  représentent donc l e  même régime 

l ibre)  s i  e t  seulement si  e l l es  ont même polynôme symbolique : 

det (b - A ( . ) )  = det (% - B ( . ) )  
q 

V X s t  

exemples simples , correspondant aux trois cas de figure envisageable 

œ 

Un quatrième exemple sera traité ultérieurement ( S  II.6), qui concerne 

une représentation canonique particulière. 

Commentaires de l a  Figure 11.6 : 

* TEST T2 : l e  PS de  A(.) n'a-t-il aucun zéro constant  ? 

(CS pour que A(.) s o i t  semblable à une forme compagnon) 

T * TEST T3 : l a  pa i r e  (A ,h) e s t - e l l e  observable ? 

(CNS pour que A(.) s o i t  semblab1e.à une forme compagnon) 

* La branche (T3,T13,T4) e s t  plus complexe que (T2, T4), c ' e s t  

pourquoi e l l e  e s t  t r a i t é e  dans l e  cas T2 FAUX. 

* SiiTum, réduct ion  d'ordre poss ib le  par l 'algorithme proposé 

pour l a  démonstration du Théorème II. 1 (Etape no 6 ) .  on ne con- 

serve  a l o r s  que l e  bloc non l i n é a i r e ,  après avo i r  par exemple 

t e s t é  l a  s t a b i l i t é  du bloc l i néa i r e .  

* $i,T1 FAUX. on peut s e  ramener à une w 'dé l i s a t ion  admissible par 

aggrégation,  ou b ien  u t i l i s a t i o n  du PS mul t ivar iable .  

* Exxm~lel3.1 : Tl VRAI T2 VRAI 

E l g ~ l e  11.3.2 : Tl VRAI T2 FAUX T3 V R A I  

Exemple 11.3.2 : Tl VRAI T2 FAUX T3 FAUX 



i c - c  i 
: y \ !  l i  I ; / Gicomscs;::or. canonicur 
I ' \] 1 j Décmneï;cz ou bloc ' i 6. A .  . ou ~ ' i .  sous 

L 
i :&ni i i re  en vue 1 C'un cnuipamnc 

Irairamen: sépare 6.S , 
1 , ~ i o c s  i:aqonaux ' 

l ae rr 

l 
i 
l 

A C . :  n 'es:  pas rani;abir i' 
une i?m. comsagnor. samie; 

- .;S1 1 ' 3  

LX 1 

FIGURE 11.6 



Ce premier exemple correspond au cas  où l e s  deux t e s t s  Tl e t  T2  

sont  v é r i f i é s .  Le système é t u d i é  e s t  de type  d i s c r e t  e t  correspond à 

un moteur commandé p a r  une impulsion modulée en l a rgeu r  /Laurent & a l ,  

19721. Le schéma-bloc correspondant e s t  d é c r i t  Figure 11.7 : 

période T 
I 

FIGURE II. 7 

L a s o r t i e  f ( ~  ) de l ' é chan t i l l onneur  non l i n é a i r e  e s t  d é c r i t e  
n 

Figure 11.8; (nous poserons & =&(nT) )  : n 

T : période d 'échant i l lonnage  

* sg - nT (n+l )T t 6 = e  -T /-r 

FIGURE 11.8 

Sape  n o  1 : 

Une mise en  équat ions  par  l a  méthode modale donne : 

pour 1 cn 1 < T/k (cornande non s a t u r é e )  



O 'AT s g  sn 
pour 1 E, 1 > T/K 

X = 
n+ 1 [: 6 1  x n + [ A s g E I l  ( l - e - T 1 r ) ]  (commande s a t u r é e )  

Les deux vec t eu r s  de commande en régime s a t u r é  ou non s a t u r é  condui- 

s e n t  aux express ions  de deux non l i n é a r i t é s K * ( & )  e t K * ( & )  décr i tesc i -dessous :  
1 2 

Il v i e n t  a l o r s  l a  mise en  équa t ion  i n i t i a l e  : 

Le systeme e s t  du type  C(1) ,  puisque l e s  t e r n e s  mon cons t an t s  K* 
1 

e t  K* peuvent ê t r e  i s o l é s  dans deux colonnes p ropor t i onne l l e s  : 
2 

Le polynôme symbolique e s t  d é f i n i  pa r  l a  t r a c e  e t  l e  déterminant  

de l a  mat r ice  A(& ) ,  puisque l e  système e s t  d 'o rdre  2 : n 

p ( h , A ( ~ ~ ) )  = h2 - t r  A(E n 1. h + d e t  



* 
p(X,A(en)) n'a pas de zéro indépendant de & n ; en effet, K 1 et K; 

sont des non linéarités génératrices et pour T # O (6 t 1 ) ,  les trois 

polynômes suivants n'ont pas de zéro commun : 

x ~ -  (6 + 1) X + 6  (termes constants) 

X - 6 (coefficient K*) 
1 

- c i X + a  (coefficient K2) 

€,tape no 3 : 

On choisit la représentation suivante, dont la trace est a priori 

la même que celle de A(&,), mais dont les termes 6 et g(& ) sont à déter- 
n 

miner : 

Le déterminant de B(& ) est égal à : 
n 6-K;+d;-$g 

A(& ) et B ( E  ) sont semblables si et seulement si elles ont même n n 
polynôme symbolique, c'est-à-dire dans ce cas : 

Bg(&,) = - (1 - 6) K;(E,) par exemple 6 = 6 - 1 g = K: 

Cet exemple montre sur un cas très particulier que la condition in- 

tervenant dans la propriété II.3n1est pas équivalente à celle de la pro- 

priété 11.2. Considéronsle système décrit par : 

--f2 ( . ) 
Cette équation correspond 

-f,(.)-f2(.) 
à l'étape no 1 .  



Le système e s t  de type  C(1) (cf  (11.14)) avec : 

Uape no 2 : 

Son polynôme symbolique e s t  : 

Ce polynôme a un zéro cons t an t ,  l e  t e s t  T 2  e s t  donc néga t i f  : 

Ces t r o i s  vec t eu r s  sont  i ndépendan t s , ' l e s  condi t ions  de l a  p r o p r i é t é  

11.2-a sont  donc v é r i f i é e s .  

On c h o i s i t  pour B ( . )  une forme en f l è c h e  IBenrejeb,  19761 : 



Ces trois vecteurs sont indépendants si et seulement si ô est dif- 

férent de 1 ,  ce que nous supposons. 

Etape no 4 : 

det - B .  = l3 + A2[  1 + & + y ( * ) ]  

+ [a(.) + B ( . )  + ( 6 +  1 )  y ( . )  + 6 1  

+ B ( . >  + 6 ( a ( . )  + y ( . ) )  

On identifie a, et y  pour que B ( . )  soit semblable à A ( . ) .  

[ 
-1 O O 

B(.)  = O -6 - [ ô 2 - 6 f l ( . )  + f 2 ( . ) ]  

1 1 ô - f l ( . )  

est semblable à A ( . ) .  



11.3.3 - E x e m g l e n O  3 : (Tl )  = 1 (T2) = O  (T3) = O  ---- ....................................... 

Nous considérons i c i  l e  cas  d'une forme en  f l è c h e  p ré sen tan t  dans 

s a  diagonale  deux termes égaux : 

A(.) e s t  du type L(1) e t  C(1).  Nous considérons par  exemple l a  f o r -  

mulat ion L(1) (11.15) : 

Le polynôme symbolique de  A ( . )  e s t  a l o r s  : 

Ce polynôme a une r a c i n e  cons t an te  -1. 



L 
rang (k, Ak, A k) = 2 < 3 

T 
La décomposition F (.) est menée sur A(.). La matrice de changement 

de base est alors définie comme indiqué dans la démonstration du Théorème 

11.1 : 

Le système est alors décomposé en deux sous-systèmes interconnectés, 

dont l'un est décrit par la matrice réduite : 

11.4 - Modélisation en régime non autonome 

La méthode proposée précédemment permet de déterminer différentes 

mises en équations du régime autonome des systèmes de type c.(l), décrits 

en (II.l'2), ou de type ~ ( 1 ) ~  décrits en (11.13) : 

X(t) = ~.x(t) + v(.).~(t) 
(II. 12) T (rappel) 

~ ( t )  = h .x(t) + u(t) 

$(t> = A.x(t) + k.~(t) 
(II. 13) T (rappel) 

e(t) = v (.).x(t) + u(t) 



Ces deux équations s'écrivent également, en utilisant respectivement 

les définitions (11.14) et (11.15) des matrices d'évolution A(.) : 

Le polynôme symbolique est un outil pratique de calcul des matrices 

A(.) dans différentes bases. Nous allons montrer dans cette partie que 

le vecteur de commande (v(.) ou k) peut être calculé à partir de la nou- 

velle matrice A(.) choisie et de la formulation initiale (11.25) ou (11.26). 

11.4.1 - Systèmes de t y ~ e  ~ ( 1 )  - ----------- ------ 

Considérons l'équation (11.25) comme formulation originelle d'un 

système. Après changement de base P, elle devient : 

avec : 

Nous supposons que la matrice A(.) ne contient de termes non lin&- 

aires que dans sa dernière ligne, c'est-à-dire que kT = [ O - O ci], 

a o R .  

Le choix de la matrice B ( . )  est souvent fait de façon à ce qu'elle 

présente la même propriété, et c'est ce cas que nous considérons. 

Le vecteur k doit donc être P-invariant, c'est-à-dire que P k  = k. 
T 

La dernière colonne de P est alors (O - O 1) . Le vecteur de commande 
reste invariant entre les relations (11.25) et (II.26), c'est-à-dire 

que l'on a R = k. 

Ce résultat reste valable si k est quelconque, à condition d'être 

invariant par P. Le module de k peut notamment être non constant, pourvu 

que sa direction soit constante. 



C'es t  l e  cas  plus généra l  d 'un système d é c r i t  par (11.28) : 

Ains i ,  l a  dé te rmina t ion  du v e c t e u r  de commande e s t  immédiate dans 

l e  cas  d'un système de type  L(1).  

Systèmes de t y ~ e  C ( 1 )  / Détermination d e  l a  commande I I . 4 - 2  - - -- ------- -- ..................................... 
e t  du changement de base ---------- ------------- 

Nous envisagerons dans c e t t e  p a r t i e  l a  dé te rmina t ion  du vec t eu r  de 

commande w(.) as soc ié  à une matr ice-  B(.) dont t ous  l e s  termes non cons- 

t a n t s  son t  s i t u é s  dans l a  d e r n i è r e  colonne, e t  c e c i  à p a r t i r  d'une re -  

p ré sen ta t ion  i n i t i a l e  (11.25) présentan t  l a  même p r o p r i é t é .  La nouvel le  

r ep ré sen ta t ion ,  après  changement de base P ,  e s t  donc : 

avec : 

B ( . )  = P A ( . )  P-' w( . )  = P V ( . )  y ( t >  = P X ( ~ )  

De p lus ,  nous noterons à p a r t i r  de  ( I I .  12) : 

11 v i e n t  a l o r s  : 



La méthode d e  dé termina t ion  de B(.)  à l ' a i d e  de son polynôme sym- 

bol ique P(A,B(.)) permet de c a l c u l e r  l e  v e c t e u r  de commande w(.) à con- 

d i t i o n  d e  séparer  l ' i n f l u e n c e  de chaque composante de v ( . )  au  niveau du 

c a l c u l  des  polynômes, qui  s e  décomposent a l o r s  sous l a  forme d é j à  envi- 

sagée en (11.21) : 

q 
p(A,A(.)) = de t  (AI-A( . ) )  = po(A) + 1 v i ( * )  pi(A) 

i= 1 

avec : 

pour i = 1 ,  ..., q p.(A) polynômes de dégré i n f é r i e u r  
1 

ou é g a l  à q-1 

e t  po(A) polynôme de degré q 

La r e l a t i o n  w(.)  = P v ( . )  indique que chaque composante de w(.) e s t  

une combinaison l i n é a i r e  des v . ( . )  : 
1 

C e t t e  décomposition s e  re t rouve  expl ic i tement  dans l a  desn ik re  eo- 

lonne de l a  ma t r i ce  B( . ) ,  addi t ionnée  à une cons tan te  b venant  de  l a  
i 

de rn iè re  colonne d e  B : 

I l  s u f f i t  de r e t r anche r  l e s  cons t an te s  b pour déterminer  l e  nou- 
i q 

veau vec t eu r  de commande w(.) .  

Ce même c a l c u l  permet donc de déterminer  a postériori l e  changement 

de base P permettant  de pas se r  de A(.) à B(.). 



11.4.3 - Remarqws-sgg-ie c h o i ~ - ~ g - L a  décomposition informa- 

tis:e-i:-~oL~Goe-s,~boLi9~~ 

Nous avons vu dans l a  p a r t i e  "ca lcu l  informatisé"  (5 11.2.2.2) que 

l e  polynôme symbolique peut ê t r e  décomposé se lon  l e s  formules (11.21) 

(de rn i è re  colonne) ou (11.23) (non l i n é a r i t é s  g é n é r a t r i c e s ) .  La première 

méthode e s t  p lus  longue que l a  seconde, mais permet l e  c a l c u l  du vec t eu r  

de commande, a i n s i  que du changement de base.  Ceci e s t  résumé dans l e  

t ab l eau  p ré sen te  Figure 11.9. 

FIGURE 11.9 - Etude comparative des deux algori thmes de c a l c u l  du poly- 

nôme symbolique 

Nombre de c a l c u l s  
de polynômes 

c a r a c t é r i s t i q u e s  
d ' o r d r e  q  

Tes t  des 
"zéros cons tan ts"  

P o s s i b i l i t é  de 
c a l c u l  du vec t eu r  
de commande dans 

l e  ca s  L(1) 

P o s s i b i l i t é  de 
c a l c u l  du vec t eu r  
de commande e t  du 

changement de 
base dans l e  

cas  C(1) 

Développement par  
rapport  à tous  l e s  
termes v i  ( . ) de l a  

de rn i è re  colonne ( I I .  21 ) 

q + 2  

Nécessi té  de regrouper  
en  fonc t ion  des non 

l i n é a r i t é s  g é n é r a t r i c e s ,  
pu is  r> 

o u i  

(immédiat) 

o u i  

par l e c t u r e  de l a  
de rn i è re  colonne de 

l a  mat r ice  d ' évo lu t ion  

Développement par  
rappor t  aux g  non 

l i n é a r i t é s  géné ra t r i ce s  
( I I .  23) 

g + 2  

( 3  dans l e  cas  
Lurie-Postnikov 

monovariab l e )  

zéros d ' l  polynôme de 
degré q  

zéros de g  polynômes de 
degré maxi q-1 

(2 polynômes N(X) e t  D ( X )  
dans l e  cas  Lurie- 

Postnikov monovariable) 

o u i  

(immédiat) 

non 

sauf pa r  a p p l i c a t i o n  
d i r e c t e  de l ' a lgo r i thme  
d é c r i t  dans l a  démons- 

t r a t i o n  du théorème 
1 1 . 1 ,  5 1 1 . 1 ,  

Chapi t re  II 
J 



S o i t  l e  système d é c r i t  pa r  A ( & )  : 

Les non l i n é a r i t é s  géné ra t r i ce s  s o n t ,  par  exemple : 

Nous développerons i c i  l e  polynôme symbolique par  rappor t  à t o u t e s  

l e s  non- l inéa r i t é s  v .  du vec t eu r  de commande, de façon à cons idé re r  une 
1 

nouvel le  équat ion du régime fo rcé  : 

Il v ien t  : 

Soi t  l a  ma t r i ce  B(E) d é f i n i e  par  : 



Les polynômes symboliques de A(&) e t  B(E) sont  i den t iques  s i  : 

Le changement de base e s t  d é f i n i  à p a r t i r  des  c o e f f i c i e n t s  des vi : 

Le nouveau vec t eu r  de commande a s soc i é  à B(&) e s t  : 

11.5 - Applicat ion aux systèmes de type Lurie-Postnikov monovariables 

C e t t e  p a r t i e  a  pour but  de regrouper l e s  r é s u l t a t s  précédents  concer- 

nant l a  c l a s s e  de processus d é c r i t s  par  l e  schéma de l a  Figure 11.3, q u i  

r e n t r e  dans l a  ca tégor ie  des systèmes à non l i n é a r i t é s  de  rang 1 .  La ma- 

t r i c e  d ' évo lu t ion  en régime l i b r e  s ' é c r i t  a l o r s  (cf (11.6)) : 



Cet te  mat r ice  e s t  à l a  f o i s  de type  C ( 1 )  e t  L(1) ,  d é c r i t  e n  (11.8) 

e t  (11.9) : par  changement de base,  on peut  o b t e n i r  un regroupement des  

termes non cons t an t s  dans une s e u l e  colonne, ou b ien  dans une s e u l e  l i g n e .  

FIGURE 11.3  

De p l u s ,  l e  c a l c u l  du polynôme symbolique p(X,A(e,t))  d 'un t e l  sys- 

tème e s t  pa r t i cu l i è r emen t  s imple,  p u i s q u ' i l  correspond à c e l u i  du poly- 

nôme c a r a c t é r i s t i q u e  du système obtenu pour $*(E, t )  cons tan t  : 

La p rop r i é t é  (11.3) concernant l ' absence  de zéros cons tan ts  pour 

~ ( X , A ( E , ~ ) )  e s t  a l o r s  f a c i l e  à t e s t e r  e t  correspond au cas où l a  fonc- 

t i o n  de t r a n s f e r t  F(p)  n ' e s t  pas dégénérée, c ' es t -à -d i re  l o r s q u ' i l  n ' y  

a pas s i m p l i f i c a t i o n  d'un pôle  par  un zéro .  

La recherche du vec teur  de commande e t  du changement de base asso- 

c i é s  à une r ep résen ta t ion  peut ê t r e  menkg corne dans l e  cas  p l u s  géné- 

r a l  p résenté  précédemment. Cependant, Pa dé te rmina t ion  de l a  d i r e c t i o n  

du vec teur  de commande à p a r t i r  de l a  ma t r i ce  d 'évolu t ion  e s t  immédiate, 

à condi t ion  que l e s  termes non cons tan ts  s o i e n t  s i t u é s  dans une s e u l e  

rangée de l a  mat r ice  ; on a en e f f e t  : 

Le cas  d'une r e p r é s e n t a t i o n  L ( 1 ) ,  avec une seu le  l i gne  non cons tan te  

( l a  de rn i è re  par exemple) correspond à : 

qu i  e s t  l a  d i r e c t i o n  du vec t eu r  de commande. 



Le cas d'une représentation C(1) , avec une seule colonne non cons- 
tante (la dernière par exemple) correspond à : 

La direction b du vecteur de commande est alors connue en ne consi- 

dérant dans la dernière colonne de A(&,t) que les termes en facteur de 

$*(E, t) . Par exemple, pour : 

on peut définir a priori : 

- 1 Le vecteur de commande est alors, à la constante multiplicative y 

près : 

y est connue à condition que la dernière composante de l'état, qui 

est -y s, soit connue en fonction de la sortie s de F(p). 

11.6 - Cas de la forme en flèche mince. Polynôme représentatif 

Des travaux antérieurs IBenrejeb, 19801 ont mis en évidence et uti- 
T 

lisé la similitude de la forme compagnon C (.) (cf (11.16-a) et de la 
T q 

forme en flèche mince FM (.) : 



avec : 

et pour i = 1, ..., q-1 : 



De même, l a  matr ice C (.) e s t  semblable à FM(.). Les termes Bi(.) 
a 

in te rvenant  dans FM(.) sont a l o r s  d é f i n i s  comme l e s  v a l e u r s  du polynôme 
m 
1 

symbolique de C (.) aux p o i n t s  (-A.). Dans ces cond i t i ons ,  il y a b i e n  
4 1 T 

i d e n t i t é  des  polynômes symboliques de C (.) e t  FM(.). Dans c e t t e  modé- 
4 

l i s a t i o n ,  l a  d e r n i è r e  v a r i a b l e  du vecte;r é t a t  e s t  appelée coordinateur 

Les avantages de ce type  de modél isat ion sont  nombreux /Benrejeb, 

19801 /Dauphin-Tanguy, 19831 e t  reposent  su r  l e  f a i t  que l e s  paramètres 

A .  peuvent ê t r e  c h o i s i s  a r b i t r a i r e m e n t ,  'à cond i t i on  d ' ê t r e  d i s t i n c t s .  Le 
1 

choix des  A. correspond à c e l u i  d 'un polynôme R(A). Nous appelerons R(X) 
1 

"polynôme représentatif as soc ié  à l a  forme en f l è c h e  FM(.)". Cet te  no- 

t i o n  s e r a  é l a r g i e  dans un c h a p i t r e  s u i v a n t ,  en cons idérant  notamment l e  

cas  de r a c i n e s  A .  m u l t i p l e s ,  complexes ou non cons tan tes .  Notons dès à 
1 

présent  que s i  l e  polynôme symbolique, i nva r i an t  de r ep ré sen ta t ion ,  cor-  

respond à l a  s t r u c t u r e  du système, l e  polynôme r e p r é s e n t a t i f  correspond, 

l u i ,  à l a  modél i sa t ion  adoptée.  

III - POLYNÔME SYMBOLIOUE DES SYSTEMES MLTLTIVARIABLES C(k) ET L(k) 

La p a r t i e  précédente a montré cornent  é t u d i e r  l a  s i m i l i t u d e  de deux 

mat r ices  de type C(1) ou L(1) ,  c ' es t -à -d i re  dont l e s  termes non cons t an t s  

peuvent ê t r e  regroupés dans une s e u l e  rangée. Nous abordons i c i  l e  pro- 

blème p lus  généra l  d 'un système r ep résen té  par  l e s  équat ions  (11.10) ou 

( I I . 1 1 ) ,  e t  dont l a  mat r ice  d ' évo lu t ion  peut p ré sen te s  k rangées non 

cons tan tes  : 

OU 

T 
A(.) = A + K v ( . )  ( I I .  9) ( type L(k) 

avec : 

Nous é tudierons  principalement l e s  mat r ices  de type C(k) ,  l e s  dé- 

monstrat ions proposées é t a n t  en  généra l  va l ab le s  pour l e s  deux types.  



La notion de polynôme symbolique, proposée précédemment comme ou- 

til de modélisation pour les systèmes L(1) et C(I), peut être générali- 

sée en utilisant, non plus des notations scalaires, mais des notations 

matricielles. Les coefficients du polynôme sont alors des matrices car- 

rées d'ordre k. 

Cette présentation nécessite l'introduction de différents outils 

de calcul sur une classe de matrices décomposées en blocs commutatifs. 

Ceci sera envisagé dans une première section. 

Dans un deuxième temps, il sera montré que les matrices de type 

C(k) ou L(k) peuvent être conditionnées de façon à entrer dans la classe 

envisagée ci-dessus, sous réserve d'introduire un degré de redondance 

suffisant dans l'ordre du modèle. 

Ceci nous permettra enfin d'énoncer des règles d'utilisation du po- 

lynôme symbolique matriciel. 

Les resultats présentés ici ont été initialement destinés à l'étude 

des systèmes discrets de grande dimension /El Moudni, Richard & Borne, 

1981/ /El Moudni, 19811 /El Moudni, Richard & Dauphin, 19821. L'appli- 

cation aux systèmes continus a été plus récemment proposée dans /Rotella, 

19831. 

III. 1 Règles de calcul sur les matrices à blocs commutatifs 

III. 1.1 - gefjnitions-et n o t a t i ~  

SoitE un anneau de matrices d'ordre k (par exemple, 

E = R ~ ~ ~ )  . 
Soit E' un sous-anneau commutatif de E. 

Soit E l'anneau des matrices carrées d'ordre r à éléments dansIE1 

IRosenbrock & Storey, 19701 : E = IEtrXr. 

Afin d'insister sur le partitionnement d'une matrice A de E ,  nous 

emploierons quelquefois le terme "bloc-matrice". De &me, une colonne 

(resp. ligne) de blocs intervenant dans la partition sera appelée "bloc- 

colonne'' (resp. "bloc-ligne") . 



E, muni de l'addition, présente alors une structure de module à 

gauche sur E' /Chenin, 19821, à condition de lui associer une loi multi- 

plicative externe notée 8, et définie par : 

L'élément neutre de cette loi est la matrice identité 1 de IE' : 
k 

On peut noter que la structure de module rappelle celle d'espace 

vectoriel ; cependant, le module est défini sur un anneau et non sur 

un corps. 

Définition : 

On a p p e l l e  d é t e r m i n a n t  m a t r i c i e l  d e  A ê E l a  m a t r i c e  c a r r é e  d e  IE f  

n o t é e  DET ( A )  e t  t e l l e  que : 

DET A = L Sg ( n t  n k  Anl,l.An ,2- . - -  .Ank,k 
2 

où l a  somme est é t e n d u e  à t o u t e s  les  permuta t ions  ( n  . .., n  ) d e  
1' k 

(1, . . . , k) e t  Sg  est l a  s i g n a t u r e  d e  chaque p e r m u t a t i o n .  

Cette définition permet de calculer le déterminant matriciel de A 

par les règles usuelles des déterminants scalaires. 



Nous rappelons i c i  l e s  propr ié tés  de l a  fonction DET, qui  sont par 

a i l l e u r s  développées dans / E l  Moudni, Richard & Borne, 19811 e t  / E l  Moudni, 

19811. 

( 1 )  DET e s t  une fonction mrzltilinéaire par rapport aux bloc-colonnes 

de A. 

( 2 )  S i  A e t  A r  sont des matrices de E ,  

DET ( A . A r )  = DET A .  DET A' 

( 3 )  DET A peut être  calculé par l e s  méthodes scalaires usuelles de 

développement d'un déterminant par rapport à ses l ignes ou à ses colonnes, 

avec introduction d e  mineurs matriciels associés à chaque élément A . .  
13 

de A. 

( 4 )  L'inverse A-' de A ex is te  s i  (DET A)-' ex is te  e t  peut étre cal- 

culée comme par l e s  méthodes usuelles. On es t  alors amené à déf in ir  l 'ad-  

jointe matricielle de A. 

( 5 )  DET ( A ~ )  = (DET A )  
T T 

avec 
T A = ( A . . )  
31 

( 6 )  det A = det (DET A )  

( 7 )  On peut dé f in ir  l e  polynôme caractéristique matriciel de A par  : 

p(h,A) Z DET ( A  8 7 - A )  

1 matrice ident i té  de E 

A matrice de 33' 

p(h,A) poi ynôme en A 

On a alors : 



( 8 )  La m a t r i c e  A v é r i f i e  son é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  m a t r i c i e l l e  : 

C e t t e  p r o p r i é t é  correspond à l a  g é n é r a l i s a t i o n  du Théorènne de Cayley-  

Hamil ton /Gantmacher, 1959/.  

La notion de polynôme caractéristique matriciel va nous permettre 

de généraliser celle de polynôme symbolique. 

111.2 - Dilatation d'ordre. Définition du polynôme symbolique en 
mult ivariable (PSM) 

Le cas envisagé dans la partie précédente est assez particulier, 

car il suppose que toutes les matrices A composant A aient la même dé- i j 
composition d'espaces propres, de façon à présenter la propriété de com- 

mutativité. 

Il est cependant possible d'utiliser ces résultats dans le cas gé- 

néral d'un système de type C(k). Deux objections doivent alors être le- 

vées : 

- d'une part, les coefficients des k dernières colonnes ne sont 
pas constants, 

- d'autre part, la matrice ne présente pas de façon naturelle 
un partitionnement en blocs commutatifs. 

Le premier problème peut être résolu par le même symbolisme que 

dans le cas scalaire, où l'on est amené à définir un polynôme caracté- 

ristique "instantanét' comme si la matrice était constante. 

La deuxième difficulté peut être tau-rnée en introduisant un degré 
de redondance suffisant dans le modèle. C'est cette seconde méthode que 

nous allons tout d'abord présenter. 



Remarquons que la notion de redondance, en elle même, a déjà été 

utilisée par plusieurs auteurs dans le but d'améliorer l'analyse des 

systèmes complexes /Laurent & al, 19741 ISiljak, 19801 /El Moudni, 19811. 

111.2.1 - Notations --------- 

Considérons l'équation matricielle de type C (k) : 

où A(.) est décrite en (11.8). 

Un choix judicieux des k dernières composantes de x permet d'écrire 

(en posant 1- ) : 

Les (r-1) premières colonnes sont constantes, les k dernières varient 

avec 1 'état et le temps. 

Le vecteur état x est alors décomposé en : 



Ci E R  (i = 1, ..., q )  

(II. 34) 

Nous noterons de plus : 

i,j E {l, 2 ,  k} 

avec, par conséquent : 

La ième ligne de A2, sera notée (ligne i A ) : 2 1 

La jème colonne de B (.) sera notée (col j B. ( -1)  : 
12 12 

col j B12(.) = (BjY1(Jy ... Y B 
j ,r-1 ( . ) I I  j e ...,k) 

La dimension de certaines matrices fera intervenir le nombre entier: 

. Nous allons, à partir de la représentation (I1.33), définir des re- 

~résentations matricielles spécifiques, correspondant à un vecteur état 

d'ordre Q (c'est-à-dire k.r, en général supérieur à l'ordre initial q). 

Ces matrices seront dites "dilatées" et constituent des représentations 

redondantes du système, à partir desquelles un polynôme symbolique ma- 

triciel (PSM) pourra être défini simplement. 



111.2.2 - Première forme dilatée A l  ('1 ....................... 

Il est possible de représenter (11.33) par rapport au vecteur x 
1 

défini par : 

Plusieurs équations matricielles sont alors envisageables, mais 

nous retiendrons particulièrement la suivante : 

avec de façon symbolisée : 

(II. 36 ) k colonnes non constantes 

.1----1----1 



Cet te  forme comprend k2  b locs  m a t r i c i e l s  d ' o rd re  q .  Les termes non 

nuls  sont  regroupés dans k colonnes e t  dans l e s  k b locs  diagonaux. E l l e  

s e r a  appelée première forme dilatde à l'ordre k de A(.). La mat r ice  A (.) 
1 

e s t  à rapprocher de formes canoniques proposées par  /Luenberger, 19671 

ou IBrunovski, 1970/ q u i  présenten t  l a  même s t r u c t u r e  (bloc diagonaux 

e t  k colonnes) .  Cependant, l a  redondance a i c i  permis de f a i r e  apparaî-  

t r e  des b locs  m a t r i c i e l s  c a r r é s  e t  de même dimension. 

111.2.3 - Deuxième forme d i l a t é e  A ( ) matr ice  con t r ac t ab le  ----------------,---,-- 2 '-1--------------------- 

Nous pouvons également r ep ré sen te r  l e  système i n i t i a l  (11.26) par  

rapport  à un vec t eu r  x d 'ordre  Q = k r  e t  d é f i n i  par  : 
2 

avec : 

(11.26) s ' é c r i t  a l o r s  : 



(II. 

La matrice ainsi obtenue présente (r-1) bloc-colonnes composées de 

blocs commutatifs. Seuls les blocs de la dernière colonne sont non cornu- 

tatifs. Nous dirons que A 2 ( . )  est lal'deuxi&œ forme dilatée à l'ordre r" 

de la matrice A . .  A 2 ( . )  seradite contractable, de forme contractée 

A ( * ) .  

Le vecteur x est le même que x à une permutation des composantes 2 1 
près, et la matrice A 2 ( . )  est semblable à A  . par le changement de 

1 
base correspondant à cette permutation. Cependant, les partitionnements 

de A , ( . )  et A 2 ( . )  sont différents, puisque : 

A  . ) présente k2 blocs de dimension r x r 
1 

2 A * ( .  ) présente r blocs de dimension k x k. 



C'est à partir de cette matrice A2(.) que nous allons définir le 

polynôme symbolique matriciel. 

111.2.4 - Définition du polynôme symbolique matriciel (PSM) -------------- -- ------ ----- ------------------ 

La forme de la matrice A?(.) permet le calcul d'un polynôme matri- 

ciel défini par : 

kxk A diagonale (11.39) V A e R  

P A ~ )  DET (A e 1 - Al(.)) E IRkxk 

Ce polynôme peut être développé sous la forme : 

Par convention, ce déterminant caractéristique doit être calculé 

par les règles usuelles de développement par rapport à la dernière co- 

lonne, en tenant compte du fait que celle-ci ne cornute pas avec les au- 

tres. Les blocs non constants ne sont ainsi multipliés que par des blocs 

constants placés à leur gauche. 

Remarque : 

Cette règle présente deux avantages : 

* Elle assure l'unicité de définition de p(A,AZ(.)) et des Pi(.). 

** Elle permet d'adapter la théorie précédente sur les modules à 

gauche (produit scalaire à gauche). Ainsi, la propriété (8) vue au pa- 

ragraphe 111.1.2, analogue au théorème de Cayley-Hamilton, reste valable 

après restriction. Elle s'énonce alors : 

r- 1 
1' les k dernières lignes de la matrice A;(.) + L p. 1 (. ) 8 Ai( .) 

i=O 2 
sont nulles". 



Enoncée sous une autre forme, cette propriété a été btilisée dans 

l'étude des systèmes discrets /El Moudni, 19811. 

La matrice A2(.)présentant la structure décrite en (11.36) est défi- 

nie de façon unique à partir de A ( . )  (11.33). La règle de calcul de 

p(A,A2(. ) )  entraîne l'unicité du polynôme (11.40) pour une matrice A2(.) 
donnée. Nous pouvons ainsi adopter la définition suivante : 

Définition : 

Le polyndme symbolique de la matrice A ( . )  de type C(k) décrite en 

(II.33) est défini par : 

Pour établir le parallèle avec les systèmes C(1), il reste : 

- d'une part, à étudier les propriétés d'invariance du PSM, 

- d'autre part, de voir à quelles conditions il est utilisable 

en tant qu'outil de modélisation. 

C'est cette deuxième partie que nous allons envisager tout d'abord, en 

nous inspirant de la démarche suivie en monovariable C(1) et utilisant 

une forme canonique analogue à (11.16). Ceci devra permettre d'utiliser 

les propriétés de commandabilité ou d'observabilité du système, ou bien 

l'existence de zéros constants pour le PS, tout comme dans le cas mono- 

variab le. 

111.2.5 - Forme canodque dilatée 

Cette partie fait appel à des résultats présentés dans /Rotella, 

19831. 

Considérant la première forme dilatée A (.), il est possible d'ap- 1 
pliquer à chacun des k blocs de la diagonale la décomposition canonique 

è p  
(11.16) introduite pour les systèmes de type C ( 1 ) .  Le i bloc diago- 

nal de Al(.) (cf (11.36)) est noté, de façon analogue à (11.14) : 



n 

w 
hl 

1 
m 
.d 

r( 

O 
LI 

ligne i A 
21 'ii 

Il peut être décomposé (Théorème II. 1) sous la forme : 

(II. 43) 

C. est une matrice bloc-diagonale composée de blocs de forme 
1 

compagnon C( 1 ) , et où F?(. est une matrice compagnon non constante, 
1 

d'ordre qi égal à : 

T ~(k-1) 
9 i = Rang {hi, Aihi, ..., A. 

1 hi 1 

B.(.) est une matrice dont seule la dernière colonne est non 
1 

constante. 

Le changement de base P défini par : 

P =  diag { P i } ~ ~ Q X Q  
i=1 ,..., k 

associé à une permutation adéquate des composantes d'état regroupant 

celles relatives aux blocs C , puis celles relatives aux F?(.), permet i 1 

de conditionner la matrice A (.) sous la forme f(.) définie par : 
1 



( I I  .44) 

avec : 

Diag {ci) matrice constante de (Q-N)x(Q-N), composée d'une 

diagonale de blocs compagnons de type C(1)  

(Q-N) xN 8(.) matrice non constante de IR , dont seules les k der- 
nières colonnes sont non constantes 

C ( . )  matrice non constante de IRNxN, présentant la disposition 

particulière suivante : 

Ces formes F ( . )  et C ( . )  généralisent la décomposition canonique 

(11.16) présentée dans le cas monovariable. 

Une condition suffisante pour que la matrice A (.) (11 .36)  soit 
1 



semblable à une matrice de type C(.) (11.45) est qu'il n'existe pas de 

bloc Diag c dans la décomposition F ( .  ) II. 4 Cette condition s 'é- 

crit : 

c'est-à-dire : 

k T '(k-') hi) = k r (II. 47) ,X Rang {hi, A. h. . . . , A. 
1 1' 1 

i=l 

Les k matrices Ai sont d'ordre r, donc (11.47) est équivalente à : 

T T(k-1) 
(11.48) V i E { l ,  . . . , k} Rang {hi, Ai hi, . . . , Ai hi} = r 

Moyennant cette condition, la matrice C(.) s'écrit : 

avec : 

v i E {O, ..., r-1) F~(.) E R~~~ 

Cette forme est la généralisation de la forme compagnon C(1). Les 

scalaires sont remplacés par des blocs matriciels d'ordre k, définissant 

le polynôme symbolique matriciel de C(.) de la façon suivante : 



P r o p r i é t é  111.1 : 

S i  l a  m a t r i c e  C ( . )  ( I I . 4 9 )  d é d u i t e  ( l o r s q u e  c e l a  est  p o s s i b l e )  d e  

l a  m a t r i c e  A ( . )  ( I I . 3 3 )  correspond à un v e c t e u r  e t a t  don t  l e s  k d e r n i è r e s  

composantes s o n t  l es  mêmes que  dans l a  r e p r é s e n t a t i o n  A ( .  ) , a l o r s  l e  po- 

lynôme m a t r i c i e l  ( I I . 5 0 )  est l e  polynôme symbol ique  d e  A ( . )  ( I I . 3 9 )  ( I I . 4 1 )  : 

p ( A , C ( . ) )  E DET (A 8 1 - A 2 ( . ) )  

C e t t e  p r o p r i é t é  e s t  démontrée dans / R o t e l l a ,  1983/. La m a t r i c e  C ( . )  

e s t  a l o r s  e n t i è r e m e n t  d é f i n i e  par l e  PSM d e  A ( . ) .  

111.2.6 - Forme canonique compagnon Ear b l o c s  e t  o b s e r v a b i l i t é  ------------ -mm--- ---- ........................ 

Dans l a  p a r t i r  p r é c é d e n t e ,  nous avons  montré  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

S o i t  une m a t r i c e  A ( . )  ( I I . 3 3 )  e t  ses formes d i l a t é e s  A (.) ( I P . 3 6 )  
1 

e t  A 2 ( . )  ( I I . 3 8 ) .  

S i ,  dans l a  m a t r i c e  A (. ) , chacun d e s  b l o c s  A .  ( . ) d e  l a  d iagona le  
1 3 

v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  d ' o b s e r v a b i l i t é  ( I I . 2 - a )  vue  e n  monovariable  C ( 1 )  

( 5  I I . 2 . 1 )  à s a v o i r ,  pour t o u t  i d e  1 à k : 

T T ( k - 1 )  
rang { h i ,  Ai h i ,  . .., Ai h i }  = r 

a l o r s  les  formes d i l a t é e s  A (.) e t  A (.) s o n t  s e m b l a b l e s  à l a  forme com- 
1 2 

pagnon par b l o c s  C ( . )  décrite e n  ( I I . 4 3 ) ,  e t  e n t i è r e m e n t  c a r a c t é r i s é e  

par  l e  polynôme symbol ique  m a t r i c i e i  d e  A ( .  ) . 

Comme dans l e  cas  monovar iab le ,  o n  peut  éga lemen t  u t i l i s e r  l ' a b s e n c e  

d e  z é r o s  c o n s t a n t s  dans l e  polynôme symbol ique  : 



Propriété 111.3 : 

S o i t  une m a t r i c e  A ( . )  (II.33) et  ses formes d i l a t é e s  A (.) (II.36) 
1 

e t  A (.) (II.38). 
2 

S i ,  dans  l a  m a t r i c e  A (. ), chacun d e s  blocs A .  (.) de l a  d iagona le  
1 1 

v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  II.3 d e  non f a c t o r i s a t i o n  du PS vue en monovariable  

C(1) (§ II.2.1) à s a v o i r ,  pour t o u t  i d e  1 à k : 

a l o r s  l e s  formes d i l a t é e s  A (. ) e t  A (. ) s o n t  semblab les  à l a  forme com- 
1 2 

pagnon par  b l o c s  C ( .  ) d é c r i t e  e n  (II. 4 9 ) .  

Les propriétés 111.1, 111.2 et 111.3, valables en multivariable 

C ( k ) -  sont analogues aux II. 1 ,  11.2 et 11.3 vues en monovariable C ( 1 ) .  

Propriété 111.4 : 

Il a été montré /Rotella, 19831 que le changement de base P qui 

permet alors de passer de A . à C ( . )  est ~artitionné en r2 blocs dia- 
2 

gonaux de jRkXk dont certains sont nuls, sous la forme : 

On peut noter que les conditions intervenant dans la propriété 111.2 
T 

sont plus contraignantes que la simple observabilité de (A , H  ) dans 

l'expression de base (11.8) définissant A( .) : 



En effet, si la décomposition de A(.) est choisie de sorte que : 

* 
k-b 

on a alors l'implication suivante (11.52) =+ (11.53) : 

(II. 52) 

(II. 53) 

Par contre, 1 'implication réciproque (II .53) =+ (11.52) est fausse. 

La démonstration de (11.52) + (11.53) est donnée en Annexe 1I.A à la fin 

de ce chapitre et nous allons montrer sur un exemple que (11.53) n'impli- 

que pas (II. 5 2 ) .  



Contre-exemple de (11.53) -351 (11.52) 

Soit : 

avec : 

Il vient : 
, 

- T 
Rang (H,A H) = 4 T 

(A,H ) observable 

T T 
(Al,hl) e s t  observable, mais pas (A h ).  2' 2 



111.3 - Règles d ' u t i l i s a t i o n  du PSM 

L ' u t i l i s a t i o n  du polynôme symbolique m a t r i c i e l  en  t a n t  q u ' i n v a r i a n t  

de r ep ré sen ta t ion  e s t  à rapprocher de ce q u i  a é t é  montré en  monovaria- 

b l e .  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  sont  é tud iées  l e s  p r o p r i é t é s  d ' i nva r i ance  ou l e s  

tamsformat ions  éven tue l l e s  du PSM à t r a v e r s  d i v e r s  changements de bases  

concernant une r e p r é s e n t a t i o n  C(k) redondante ou non. 

Des r é s u l t a t s  concernant l a  s i m i l i t u d e  de deux mat r ices  à non l i n é -  

a r i t é s  de rang k s o n t  également proposés.  

111 3 1 - S~2~~i~5b~-b2-PSM-~5E~22~~0~1L-&-22~~k~2g~~521L-b5-k22$ 
a f f e c t a n t  l e s  s eu le s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  t r a i t é e s  non li- ..................................................... 
néairement ---------- 

La d é f i n i t i o n  précédente du polynôme symbolique d'une ma t r i ce  de  

type C(k) repose s u r  l e  choix de l a  d e r n i è r e  composante v e c t o r i e l l e  x r 
du vec teur  é t a t  x (express ion  (11.33)) .  Ce t t e  d e r n i è r e  composante x 

r 
d o i t ,  pour conduire à une mat r ice  de type  ( I I . 3 3 ) ,  ê t r e  d é f i n i e  par  une 

r e l a t i o n  t e l l e  que : 

où Q e s t  une ma t r i ce  r é g u l i è r e  de R~~~ e t  H e R~~~ e s t  d é f i n i e  en ( I I .  8) 
T 

par  A ( . )  = A + V(.) H . 

Un t e l  choix de x conduit  à une ma t r i ce  A ( . )  dont l e s  termes non 
r 

cons tan ts  sont e f fec t ivement  regroupés dans l e s  k de rn i è re s  colonnes. 

Considérons une a u t r e  express ion  de ( I I  .32) ,  sous l a  forme sembla- 

b l e  : 



avec : 

On a  a l o r s  : 

de t  \ f O 

La forme d i l a t é e  à l ' o r d r e  k de B ( . )  e s t  : 

Le symbolisme de c e t t e  no ta t ion  e s t  à rapprocher de l ' é q u a t i o n  (11.36).  

Il  e s t  a l o r s  a i s é  de  montrer que s i  A v é r i f i e  ( I I . 5 7 ) ,  on a  (11.58) : 



X ê W  1 matrice identité de 1R 
kxk 

(II. 57) A = AIk k 

(71.58) DET (A C3 - B(.)) = Rk.DET (A @ 1 - A(.)).%' 

et ainsi : 

p(A,RA(.) R ) 5 Rk.p(A,A(.)) .Rk 

à condition que R ne concerne que 

les k dernières composantes de l'état 

Un changement de base affectant les seules composantes de l'état 

traitées non linéairement laisse le polynôme symbolique de la matrice 

invariant à une similitude près. 

Invariance du PSM et CNS de similitude Eour certains 11143*2 - ....................................... ------------ 
changements de base ---- -------a------ 

En utilisant les résultats du paragraphe précédent ( §  II1.3.1), ainsi 

que ceux de la partie 111.2, il est possible d'énoncer le théorème suivant, 

qui généralise le théorème 11.3 (5 11.3) au cas multivariable : 

Théorème 11.2 : 

Soient A(x, t )  e t  B ( y , t )  deux matrices de type C(k) ( I I . 8 )  ayant 

toutes deux leurs éléments non constants regroupés dans l e s  k dernières 

colonnes, e t  vér i f iant  chacune l e s  conditions d'observabilité de l a  pro- 

priété III .2  ou bien celles de l a  propriété III .3 concernant l a  non fac- 

torisation de polynômes symboliques ( c f  § I I I .  2 . 6 )  . 

Soient respectivement A ( x , t )  e t  B ( y , t )  leurs deuxièmes formes 
2 2 

dilatées ( I I .  38). 

Une condition nécessaire e t  su f f i sante  pour que A ( x , t )  e t  B ( y , t )  
2 2 

soient semblables e s t  que leurs polynômes symboliques matriciels soient 

semblables. 



L e s  formes A ( x , t )  e t  B ( y , t )  s o n t  a l o r s  s e m b l a b l e s  e t  l e  changement 

d e  b a s e  correspondant  est d iagona l  par  b l o c s ,  s o u s  l a  forme : 

S i ,  de  p l u s ,  les  é t a t s  c o r r e s p o n d a n t s  x e t  y ont l e u r s  k d e r n i è r e s  

composantes i d e n t i q u e s ,  une CNS pour que  A ( x , t )  e t  g ( y , t )  s o i e n t  sem- 
2 2 

b l a b l e s  es t  que l e u r s  polynômes symbol iques  m a t r i c i e l s  s o i e n t  égaux.  O n  

a a l o r s  : 

Pz = Ik 

Démonstration d e  l a  CN : 

Soien t  A2(x , t )  e t  R 2 ( y Y t )  semblables,  e t  d é d u i t e s  de A(x , t )  e t  B (y , t ) .  

So ien t  f ( x , t )  e t  F ( y , t )  l e u r s  formes canoniques (11.44).  
A B 

En v e r t u  des  p r o p r i é t é s  (111.2) ou (111 .3)~  c e s  formes canoniques 

s e  r édu i sen t  à deux formes compagnon pa r  b loc  (11.49) respectivement 

CA(x, t )  e t  c B ( y y t ) ,  qu i  s o n t  semblables.  

Il est  p o s s i b l e  de montrer  (cf  Annexe 1I.B) que l e s  s e u l s  change- 

ments de  base P permettant de  passer  d 'une mat r ice  compagnon par  blocs  

à une a u t r e  ma t r i ce  compagnon par  b locs  sont  du type  : 

On a donc : 

DET (A @ 1 - Cg(.))  = P DET (A C3 1 - CA(.))  P-' 



Les PSM de C (.) et C A ( . )  sont semblables. 
B 

Si, de plus, x et y ont leurs dernières composantes identiques, 

on a P = I k  Les PSM sont alors égaux. 

Démonstration de la CS : 

Si A2(.) et 82(.) ont des PSM semblables, leurs formes canoniques 

C(.) (11.49) sont semblables. A2(.) et 8 2 . sont donc semblables. 

Démonstration de la forme du changement de base : 

D'après la propriété 111.4 exposée au paragraphe 111.2.6, on a : 

avec : 

kxk v i , j  & {l,...,r-1) Dij matrice diagonale de 07 

+j i E {17...,r) P. lr c R~~~ 

kxk V j E {l,...,r-11 D = O e R  
r j 

D'après (11.37, A2(.) correspond à l'état : 

B2(.) correspond à l'état : 



L'égali té x = P Y2 entraîne nécessairement : 
2 .  

Ceci entraîne à son tour : 

La matrice P du théorème e s t  a lors  déf inie  par : 

Ce théorème permet d'envisager, avec l a  méthode de mise en équation 

par PSM, tous l e s  modèles B(.) déduits d'un modèle i n i t i a l  A(.) par des 

changements de bases affectant séparément l e s  q-k premières composantes 

( t ra i tées  linéairement) e t  les k dernières composantes ( t r a i t ée s  non li- 

néairement) de l ' é t a t .  Dans le  cas par t icu l ie r  où k e s t  égal à 1 ,  on re- 

trouve l e  théorème 11.3 vu en monovariable C(1). 

111.3.3 - InvarianceduPSMdans l 'esgace d 'é ta t  redondant. Exem~le ......................... -------------------P_---- -- 

Le paragraphe précédent l imite les  changements de base envisagea- 

bles sur une matrice A(.) aux matrices de passage du type : 

Les poss ib i l i t és  sont donc réduites par rapport au cas monovariable, 

où les  changements de bases pouvaient ê t r e  quelconques. C'est pourquoi 

il peut ê t r e  intéressant de t e s t e r  l ' invariance du PSM relativement à 

un changement de base en t re  deux matrices A (.) e t  B ( . )  de l 'espace re- 2 
dondant , 



A2 (. ) étant la deuxième forme dilatée de A( .) , c'est-à-dire 
contractable, vérifiant les propriétés d'observabilité 

B ( . )  étant une matrice non contractable, correspondant à un 

vecteur état dont les k dernières composantes sont les 

mêmes que dans la formulation A ( . ) .  

On a alors la propriété suivante /Rotella, 19831 : 

S i  B ( . )  e t  A Z ( . )  o n t  &me PSM, a l o r s  el les s o n t  s e m b l a b l e s ,  l a  ma- 

trice d e  passage é t a n t  p a r t i t i o n n é e  e n  b l o c s  t o u s  d iagonaux.  

Exemple : i 

Soit : 

Il vient : 

f f , f 2 ,  go , g , g2 coefficients 

non constant s 



S o i t  : 

X e t  JJ son t  des r é e l s  a r b i t r a i r e s .  

B(.) est  semblable à A2(.) s i  : 

[ o  :] + [al ::] = [:: :] ( i g a l i t é  des  t r a c e s )  

On a  a l o r s  : 

Cet t e  méthode peut ê t r e  u t i l e  dans l a  mesure o ù , e n t r e  a u t r e s ,  l a  

s t a b i l i t é  de  B(.)  e n t r a î n e  c e l l e  de A ( . ) .  Le t r a i t emen t  du modèle B(.)  

d i l a t é  peut  s e  r é v è l e r  p lus  i n t é r e s s a n t  que c e l u i  de A ( . ) ,  puisqu'on 

d ispose  de deux paramètres a r b i t r a i r e s  X e t  JJ. 



Cependant, la matrice 8(.) n'est pas ici contractable en une ma- 

trice B (  . ) ; le changement de base i' tel que B(.) = i' A2 (.) i'-' est donné 

par : 

Il est toutefois possible de "contracter" la matrice B( .) à l'aide 

de méthodes d'aggrégation utilisant des normes vectorielles /~ruj i: & al, 

19761. 

111.3.4 - Diagramme résumé --- ------------ 

La méthode de mise en équation proposée, utilisant le PSM, peut être 

résumée par la figure 11.10. 

Ce diagramme fait apparaître deux espaces principaux, l'un redondant 

(7RQ) et l'autre non (Rq). Le degré de redondance est fixé par le nombre 
k de colonnes non constantes dans une représentation initiale A( .) du 

système. 

Cette méthode permet d'envisager toutes les matrices B( .) semblables 

à A(.) et déduites de A(.) par un changement de base affectant séparément 

les q-k premières composantes de l'état (traitées linéairement) et les k 
Q dernières (traitées non linéairement). Le passage de Rq à W s 'effectue 

simplement, en remplaçant A( .) par sa deuxième forme dilatée A (.) (11.38). 2 
Le calcul du PSM se fait alors par les règles usuelles de calculs de 

déterminants, mais en remplaçant les scalaires par des blocs carrés d'or- 

dre k. On peut alors proposer a priori (connue dans le cas C(1) monovaria- 

ble) une matrice contractable B(.), et tester l'identité des PSM de A (.) 2 
et B ( . ) .  Si les deux PSM sont égaux, et si la matrice A ( . )  initiale véri- 

fie les conditions des propriétés 111.2 ou 111.3, alors la forme contrac- 

tée B(.) de B(.) est semblable à A(.). 



I l  est  également p o s s i b l e  de  d é f i n i r  à p a r t i r  de A Z (  .) une forme 

8( . )  q u i  ne s o i t  pas c o n t r a c t a b l e ,  c ' e s t - à -d i r e  q u i  ne s o i t  pas  l a  deu- 

xième forme d i l a t é e  d 'une ma t r i ce  B(.). Un t r a i t emen t  d i r e c t  du modèle 

redondant peut  a l o r s  ê t r e  envisagé .  11 est également p o s s i b l e  d ' u t i l i s e r ,  

des méthodes c l a s s i q u e s  d ' ag réga t ion  p a r  normes v e c t o r i e l l e s  pour se 

ramener à un modèle d ' o r d r e  q ,  ou p l u s  généralement q '  < Q .  

ESPACE INITIAL lRq ESPACE REüONDANT xQ 

MATRICES TYPE c(k) e ~ 9 ' 9  MATRICES TYPE c (k) B R~~~ 

\ \ =  

+ propriétés 111.2 ou 111.3 

(observabilité ou non factorisation) 
CALCUL DE DET ( h  O 1 - A2(.)) + PSM 

Existence d'un 

changement de 
2 propositions de matrices 

base de type semblables possibles ayant 

NON CONTRACTABLE 

\ \ -  
. . 

\ \ 

ESPACE lRq 1 1 
AGREGATION EVENTUELLE 

ou IR*'- 

< (normes vectorielles) 

traitement direct 
dans l'espace 

d'état redondant 

FIGURE II. 10 



CONCLUS ION 

Dans ce chapitre, nous avons défini un invariant de représentation 

valable pour les systèmes non linéaires, appelé polynôme symbolique, qui 

généralise la notion de polynôme caractéristique introduite dans l'étude 

des systèmes linéaires. 

Le polynôme symbolique caractérise la structure du système, car il 

est invariant à travers toute transformation de représentation de type 

changement de base. Ainsi, dans le cas d'un système monovariable de type 

Lurie-Postnikov, il contient dans son expression le dénominateur et le 

numérateur de la partie linéaire, ainsi que la nature de la non linéa- 

rité de commande. 

Cette propriété d'invariance est utilisée pour résoudre un problème 

intéressant de modélisation : il s'agit de pouvoir proposer a priori une 

forme matricielle présentant un conditionnement spécifique, puis dans un 

second temps de calculer ses coefficients de façon à ce que la matrice 

obtenue représente le régime autonome d'un système donné. Il est ensuite 

possible d'en déduire les équations du régime non autonome. 

Les systèmes considérés ici sont de type continu, non linéaires, 

monovariables ou multivariables. Cependant, la méthode proposée permet- 

trait également d'envisager de façon strictement identique la modéliâa- 

tion des systèmes discrets. 

Dans le cas d'un système dit "à non linéarités de rang l n ' ,  c'est-à- 

dire, notamment, d'un système monovariable, la méthode est très facile 

d'emploi. Une informatisation des calculs permet de traiter des systèmes 

d'ordre élevé. Cette utilisation informatique fait l'objet de travaux 

déjà publiés IDimster, Rotella & Richard, 19841 ou en cours /Dimster, 

19841. 

Le cas de systèmes multivariables, dits "à non linéarités de rang 

kW, demande l'introduction d'un outil de calcul matriciel par blocs. Ceci 

permet de généraliser les résultats du monovariable, en conservant la 

même démarche et les mêmes calculs. Il est à noter que les définitions 

concernant les calculs de déterminants par blocs ont également permis 



une formalisation intéressante du calcul d'intégrales de formes quadra- 

tiques dans les systèmes continus linéaires /Richard & al, 19831, qui 

n'est pas présentée dans ce mémoire. 





ANNEXE II .A 

Démonstration de l ' i m p l i c a t i o n  (11.52) + (11.53) 

Par  d é f i n i t i o n  de Ai ((11.36) e t  ( I I . 4 2 ) ) ,  on a : 

e t  par  hypothèse, pour t o u t  i dans ( 1 ,  ..., k), l 'ensemble de  vec t eu r s  : 

e s t  de rang maximal, éga l  à r.  On peut ,  sans changer ce rang ,  r a j o u t e r  

(k-1) l i g n e s  n u l l e s .  On o b t i e n t  a l o r s  k s u i t e s  de rang r ,  formées de vec- 

t e u r s  d ' o r d r e  q : 

* pour i = 1 ,  s u i t e  no  1 



* pour i e 11, .. ., k ) ,  s u i t e s  n o  i 

* pour i = k ,  s u i t e  no  k 

D'autre  p a r t ,  en  u t i l i s a n t  l e s  n o t a t i o n s  (II.45), il v i e n t  : 

T T q T T q 
rang {H, A H ,  ..., A H ,  ... } = rang { h l ,  A h l ,  ..., A h l ,  . .. 



k-i 1 
T 

Les vec t eu r s  in te rvenant  dans l e  c a l c u l  du rang de {H, A H ,  ... 1 
sont  donc ceux q u i  f i gu ren t  dans l e s  k s u i t e s  de rang r d é c r i t e s  précé- 

demment. 

Le rang de l 'ensemble de ces  vec t eu r s  e s t  a i s é  à c a l c u l e r  : 

* d'une p a r t ,  il e s t  i n f é r i e u r  ou éga l  à q ,  

d ' a u t r e  p a r t ,  l a  s u i t e  n o  1 e s t  de  rang r ,  e t  on peut l u i  

ad jo ind re  l e s  k-1 vec t eu r s  h.  ( i  = 2 à k )  des a u t r e s  s u i t e s .  On a 
1 

a l o r s  un ensemble de r+k-1 vec t eu r s  indépendants.  Le rang de 
T 

{H, A H ,  . . .) e s t  donc supé r i eu r  ou éga l  à r+k-1 = q .  

On a par  conséquent : 

T 
rang {H, A H, . . . , T q A H, ... 1 = q 





ANNEXE II. B 

Similitude de deux formes compagnon par blocs 

Soient C (.) et C (.) deux formes compagnon par blocs (11.49) sup- 
A B 

posées semblables : 

(B. 1 )  ] P E R ~ ~ ~  P C ~ ( . ) = C ~ ( . ) P  det P t O 

Nous allons montrer que la matrice P présente nécessairement la 

forme suivante : 

P o Rkxk det P t O 

Démons t rat ion : ------------- 

Nous noterons : 



(B. 5 )  

P conserve la répartition des colonnes constantes et non constantes 

(k dernières colonnes de C et C non constantes) et donc : A B 

(B.I), (B.2) et (B.3) conduisent, en respectant la disposition des 

4 blocs matriciels, aux quatre équations suivantes : 

(B. 9 )  1 O I P  1 = 1 Q,-~. . .QI 1 =+ Qi = O 

(B. 8) 

1 O 



(B.11) [HI = IH' a 

Ainsi  ( B . 4 )  e s t  démontré e t  chaque b loc  de l a  d e r n i è r e  colonne de 

CA(. ) e s t  semblable au b loc  correspondant de  C . , à t r a v e r s  un chan- 
B 

gement de base P. On a : 

(8.12) DET ( A B 1  -CB(.)) =P.DET ( A @  I-CA(.)).p-' 





C H A P I T R E  I I I  





SUR LE CHOIX DE LA MODELISATION 

DANS L'ANALYSE DE LA STABILITE 

La conception d'un processus a s s e r v i  comprend nécessairement une 

phase d 'ana lyse  de se s  p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  : o u t r e  l e  simple f a i t  

que l ' é t a t  converge ou d iverge  par  r appor t  à un é q u i l i b r e ,  une étude 

de s t a b i l i t é  rense ignera  l ' u t i l i s a t e u r  s u r  l e s  q u a l i t é s  du comportement 

dynamique du système. 

Lorsque l e  processus e s t  complexe, l a  r é s o l u t i o n  de son équat ion  

d i f f é r e n t i e l l e  d ' é t a t  e s t  souvent t r è s  d é l i c a t e .  Les méthodes ana ly t iques  

proposées doivent  donc ê t r e  directement  app l i cab le s  à d i v e r s e s  modéli- 

s a t i o n s  d ' é t a t ,  sans  n é c e s s i t e r  l a  dé te rmina t ion  de se s  t r a j e c t o i r e s  

so lu t ions .  

D i f f é ren te s  problèmatiques sont  envisageables  : 

- Déterminer s i  un é q u i l i b r e  e s t  s t a b l e  ou i n s t a b l e .  Ce pro- 

blème de base peut  ê t r e  é l a r g i  à un mouvement dont l ' é q u i l i b r e  n ' e s t  

plus  un po in t ,  mais une t r a j e c t o i r e .  On cons idère  a l o r s  l ' é q u a t i o n  aux 

é c a r t s  e n t r e  l a  t r a j e c t o i r e  nominale e t  l a  t r a j e c t o i r e  pe r tu rbée  /Hahn, 

19631. Le problème de l a  poursu i te  d 'une  en t r ée  a  é t é ,  p lus  récemment, 

r e l i é  à c e l u i  de l a  s t a b i l i t é  / ~ r u j i è  & P o r t e r ,  1980/. 

- Donner une e s t ima t ion  l a  p l u s  r é a l i s t e  poss ib le  du domaine 

de condi t ions  i n i t i a l e s  assurant  l a  convergence de l ' é t a t .  Physiquement, 

c e c i  permet de déterminer  l e s  pe r tu rba t ions  maximales admissibles  i n t e r -  

venant s u r  l ' é t a t .  

- Donner une e s t ima t ion  l a  p l u s  r é a l i s t e  poss ib le  des  domaines 

de v a r i a t i o n  des  paramètres du système assurant  l a  s t a b i l i t é  : c e c i  e s t  

e f f e c t u é  a u s s i  b i e n  dans un but d 'ana lyse  (que l l e s  sont  l e s  condi t ions  

de fonctionnement admissibles  ?) que de synthèse (que l l e s  v a l e u r s  donner 

aux paramètres de rég lage  ? ) ,  e t  r e j o i n t  également l a  no t ion  de  robus- 

t e s s e  /Safonov, 19801 /Singh & Hassan, 19801. 



- Donner une e s t ima t ion  des  t r a j e c t o i r e s  s o l u t i o n s ,  e t  notam- 

ment en  ce qui  concerne l a  v é l o c i t é  du système. On peut a i n s i  chercher 

à comparer ces  t r a j e c t o i r e s  avec l e s  s o l u t i o n s  d'un ou p l u s i e u r s  systèmes 

p lus  s imples ,  t a n t  du point  de vue de l a  dimension (agréga t ion  à un o rd re  

p lus  f a i b l e  e t  réduct ion  de d imens ionnal i té  /Bertrand & a l ,  19761 /Gruj i& 

& a l ,  19761 /Dauphin-Tanguy, 19831) que du point  de vue l i n é a r i t é  ( l inéa-  

r i s a t i o n  de t o u t  ou p a r t i e  du modèle ILiapounov, 18921 /Liapounov, P l i s s  

& Basov, 19661, majorat ion pa r  un modèle l i n é a i r e  /Gentina & a l ,  19721 

/ S p i t e r i ,  19741 / ~ r u j i &  & a l ,  19761 /Richard & a l ,  19811). 

Les deux méthodes de Liapounov /Liapounov, 18921, e t  notamment l a  

seconde ( d i t e  également "méthode d i r e c t e " )  c o n s t i t u e n t  un o u t i l  majeur 

pour répondre à c e s  ques t ions .  

Excepté dans quelques c a s  /Zubov, 19571 I ~ r u j i i ,  19781, l e s  résu l -  

t a t s  obtenus pa r  l a  méthode d i r e c t e  de Liapounov sont  exprimés que sous 

forme de cond i t i ons  s u f f i s a n t e s .  Ceci expl ique l ' e x i s t e n c e  de  t r è s  nom- 

breux t ravaux s u r  ce s u j e t .  Une importante  b ib l iog raph ie  en e s t  donnée 

dans /Hahn, 19631 /Yoshizawa, 19661 /Narendra & Taylor ,  19731. Il appa- 

r a î t  a i n s i  que l e  choix de l a  r e p r é s e n t a t i o n  d'un système non l i n é a i r e  

e s t  une phase e s s e n t i e l l e  l o r s  de son ana lyse  : l e s  condi t ions  de s t a -  

b i l i t é  obtenues dépendent à l a  f o i s  de  l a  modél i sa t ion  adoptée e t  du c r i -  

t è r e  de s t a b i l i t é  u t i l i s é .  C ' e s t  pourquoi c e r t a i n s  modèles m a t r i c i e l s  

spéc i f iques  ont été proposés en  r e l a t i o n  é t r o i t e  avec des méthodes e t  

théorèmes su r  l a  s t a b i l i t é  /Laurent & Lhote,  19661 /Borne & Benrejeb, 

19771 /Meizel & Gentina,  19791 /Zambettakis,  Richard & R o t e l l a ,  19841. 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous proposons d ' u t i l i s e r  l a  méthode de modéli- 

s a t i o n  vue au deuxième c h a p i t r e  pour déterminer  de nouvel les  représenta-  

t i o n s  d ' é t a t ,  pa r t i cu l i è r emen t  adaptées  à une i n v e s t i g a t i o n  des  proprié-  

t é s  de s t a b i l i t é .  

Dans un premier  temps son t  rappelées  des  méthodes c l a s s i q u e s  d ' é tude  

de  l a  s t a b i l i t é ,  basées s u r  l a  méthode d i r e c t e  de Liapounov, e t  qu i  se- 

ront u t i l i s é e s  p a r  l a  s u i t e .  

Une étude e s t  ensu i t e  menée s u r  l e s  systèmes de type C(1) (monova- 

r i a b l e s ) ,  u t i l i s a n t  des modél i sa t ions  d e  type forme en  f l è c h e .  Alors que 

l e  polynôme symbolique c a r a c t é r i s e  l a  s t r u c t u r e  du système indépendarment 



de son modèle d'état, nous définissons inversement un "polynôme repré- 

sentatif" qui, quant à lui, caractérise la forme en flèche elle-même. 

Différents cas sont envisagés, selon que ce polynôme possède des zéros 

réels, complexes, simples ou multiples, constants ou variables dans le 

temps. 

A parsir de chacune des formes en flèche ainsi définies, des résul- 

tats concernant la stabilité des systèmes modélisés sont démontrés. Un 

résultat majeur concerne la définition d'un modèle de dimension réduite, 

dont la stabilité permet de conclure à celle du système initial. 

Une étude des systèmes multivariables est ensuite proposée, donnant 

également lieu à une simplification de modèle dans l'étude de la stabi- 

lité /Zambettakis, 19831. 

Enfin, la notion de conjecture du linéaire IAizerman, 19491 IKalman, 

19571 /Krasovskii, 19591 IGentina & Borne, 19721 /~ruji&, 19781 est abor- 

dée dans une dernière partie, en relation avec celle de polynôme symbo- 

lique. Dans un résumé, diverses classes d'asservissements non linéaires 

sont proposées, dont la stabilité peut être testée au moyen de méthodes 

propres aux systèmes linéaires. La notion de système de comparaison li- 

néaire est ensuite discutée à partir d'exemples de systèmes stables sans 

vérifier les conditions de stabilité des systèmes linéaires. 

1 - FONCTIONS CANDIDATES A LIAPOUNOV 

1.1 - Introduction 

Nous considérons ici la solution x(t ;t ,x ) de l'équation d'un 
O O 

système S : 

d 
(III. 1) - x = X = f(x,t) 

dx 

(III. 2) 

avec : x E x c 7~~ to E R t E T = [to,+m [ 
O 



La fonct ion f  e s t  t e l l e  que l a  s o l u t i o n  x ( t  ; t ,x ) s o i t  unique i 
O O 

f  peut par  exemple v é r i f i e r  l a  condi t ion  de L ipsch i t z  /Hahn, 19631. 

Outre  l e s  d é f i n i t i o n s  données au premier c h a p i t r e  e t  concernant l a  

s t a b i l i t é  d'un po in t  d ' é q u i l i b r e ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  de pouvoir é t u d i e r  

c e r t a i n e s  au t res  p r o p r i é t é s  du mouvement. Les no t ions  de domaines de 

s t a b i l i t é ,  d ' a t t r a c t i v i t é  / ~ r u j i & ,  1975-a/ a i n s i  que l e s  théorèmes pr in-  

cipaux r e l a t i f s  à l a  méthode d i r e c t e  de  Liapounov son t  rappelées  en 

annexe (Annexe 1II.A). 

La méthode d i r e c t e  de Liapounov repose s u r  l a  d é f i n i t i o n  de fonc- 

t i o n s  v ( x , t )  ou v (x )  p o s i t i v e s ,  dont l a  convergence v e r s  zéro d o i t  en- 

t r a î n e r  c e l l e  de 1 ' é t a t  v e r s  son é q u i l i b r e .  Ces fonc t ions  v  jouent a i n s i  

l e . r ô l e  de d i s t ance  géné ra l i s ée  de l ' e x t r ê m i t é  du vec t eu r  é t a t  à l ' o r i -  

gine (en d é f i n i s s a n t  c e t t e  o r i g i n e  x = O  comme é t a n t  l e  po in t  d ' é q u i l i b r e  

de S ) .  De façon schématique, il s ' a g i t  donc de t r o u v e r  une fonc t ion  con- 

t i nue  v ( x , t )  t e l l e  que : 

La s t a b i l i t é  d e  x = O  e s t  a l o r s  assurée  (un exposé p lus  rigoureux 

de c e  pr inc ipe  e s t  donné dans l'Annexe). La fonc t ion  v ( x , t )  e s t  a l o r s  

appelée "fonction de Liapounov pour l e  système SI'. 

Une d i f f i c u l t é  majeure dans l ' a n a l y s e  d'un système e s t  de proposer 

une fonc t ion  v ( x , t ) ,  d i t e  "candidate",  q u i  permette de conclure ,  c ' e s t -  

à-dire  q u i  s ' avère  ê t re  une fonc t ion  de Liapounov pour l e  système. 

Le choix d 'une  t e l l e  f o n c t i o n  peut ê t r e  guidé par  d i f f é r e n t e s  con- 

s i d é r a t i o n s  : 

- s o i t  par  l ' e x i s t e n c e  d'une s i g n i f i c a t i o n  physique, comme par  

exemple l ' éne rg i e  d 'un  système mécanique ou é l e c t r i q u e  /Minorsky, 19621, 



- s o i t  en  cons t ru i san t  une fonc t ion  à p a r t i r  de s a  dé r ivée  

(cas l i n é a i r e  ILefsche tz ,  19651) ou de son gradien t  (méthode du g rad ien t  

v a r i a b l e  IGibson, 1963/) ,  

- s o i t - e n  c h o i s i s s a n t ,  à p a r t i r  de r ep ré sen ta t ions  d ' é t a t  spé- 

c i f i q u e s ,  parmi un c e r t a i n  nombre de fonc t ions  candidates  remarquables. 

C ' e s t  c e t t e  d e r n i è r e  voie  que nous a l l o n s  envisager  dans c e  c h a p i t r e .  

Il e s t  a l o r s  néces sa i r e  de d isposer  d 'un "catalogue" de fonc t ions  candi- 

da t e s .  Nous rappelons i c i  c e l l e s  qu i  nous se ron t  u t i l e s  par  l a  s u i t e .  

1.2 - Fonct ions quadrat iques ILiapounov, 18921 IKrasovski i ,  19591 

S o i t  l e  système d é c r i t  par  (111.6) (également considéré en  (11.2) 

au 2ème c h a p i t r e )  : 

e t  l a  fonc t ion  quadrat ique d é f i n i e  p o s i t i v e  v(x)  : 

P v é r i f i a n t  l e s  i n é g a l i t é s  de  Kote l ianski  assurant  s a  p o s i t i v i t é  /Gant- 

macher, 1966, t .  1 ,  p. 3081 : 

(111.8) U , ( P )  i p1 ,  > O  p 2 ( ~ )  n = d é t  

... pq(P) 6 d é t  P > O 

On a a l o r s  : 

+ T T 
(111.9) D V(X)  =;(XI = X  [ A  ( x , t ) P  + P A ( x , ~ ) ]  x 



Si la forme quadratique : 

est définie négative pour tout (x,t) dans 
%,tO 

, alors 1 'équilibre x = O 

est asymptotiquement stable. 

Un cas particulier intéressant est celui où la matrice P est l'iden- 

tité 1 et où la matrice A(x,t) est : 
9' 

- soit symétrique (x,t) E l$, 
T 

A(x,t) = A (x,t) 
9 to 

la condition est alors que A(x,t) soit définie négative, 

- soit pseudo-antisymétrique /Zambettakis, 19831, c'est-à-dire 
telle que : 

D(x,t) matrice diagonale 
T 

~-(x,t) = - ~-(x,t) matrice antisymétrique 

la condition est alors que D(x,t) soit définie négative. 

1.3 - Normes scalaires et vectorielles. Critère pratique de Borne 
et Gent ina 

Il est possible de choisir pour v(x,t) une norme scalaire p.(x) du 
1 

vecteur état, comme par exemple les normes de Holder /Rosenbrock, 19631 

/Laurent & Lhote, 19661. On peut aussi généraliser la méthode de Liapou- 

nov en introduisant un vecteur p(x) dont les composantes sont des normes 

pi(x) /Robert, 19641 ou des fonctions de Liapounov IMatrosov, 19621 

/Belhan, 19621. On aboutit ainsi aux techniques d'agrégation ou de ma- 

joration, dont une importante bibliographie est donnée dans /~ruji; & 

al, 19761 /Gentha, 19761. 

Nous utiliserons par la suite le théorème suivant IGentina & Borne, 

19721 relatif aux systèmes à non linéarités de rang 1 : 



Critère : 

S o i t  l e  s y s t è m e  ( I I I . 6 ) ,  d é c r i t  p a r  une  m a t r i c e  A(x,t) d o n t  l e s  

t e r m e s  non c o n s t a n t s  sont r e g r o u p é s  dans  une s e u l e  rangée  ( l i g n e  o u  co -  

l o n n e ) ,  e t  soit  A*(x,t) une m a t r i c e  pseudo-majorante  d é d u i t e  d e  ~ ( x ,  t) 

en remplaçan t  t o u s  les t e r m e s  h o r s  d iagonaux  p a r  l e u r  v a l e u r  a b s o l u e .  

Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour  que  x = O  s o i t  a sympto t iquemen t  s t a b l e  est 

que  les  m i n e u r s  p r i n c i p a u x  s u c c e s s i f s  d e  - A*(x,t) s o i e n t  t o u s  s u p é r i e u r s  

à une  même c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,  e t  ce d a n s  un  domaine R e n t o u r a n t  
hYt0 

1 ' o r i g i n e .  

Ce critère est ainsi valable pour tout système de type L(1) ou C(1), 

et permet d'appliquer le lemme de Kotelianski /Gantmacher, 19661 à la 

matrice ~*(x,t). 

1.4 - Fonctions de type quadratique-plus-intégrale 

Une importante classe de fonctions de Liapounov a été introduite 

par Lurie /Lurie, 1951/, donnant lieu à de nombreux développements 

IYakubovitch, 19621 IKalman, 1963-b/ ILefschetz, 19651 /Popov, 19731 

/Narendra & Taylor, 19731 /~rujiC, 1978/. Ces fonctions sont en général 

constituées d'une forme quadratique de l'état et des non linéarités, 

plus une intégrale des non linéarités. Par exemple, dans le cas d'un sys- 

tème de type Lurie-Postnikov stationnaire (défini au chapitre II, 5 11.3) 

décrit par : 

on posera : 



avec : 

Q g R  (q+n)x(q+n) symétrique, déi inie positive 

D E IRnxn diagonale 

u E IRn variable muette 

symbolise l'intégration séparée de chaque composante @.(s) 
1 

O de f par rapport à la composante correspondante o. de s 
1 

Ce type de fonction a également été utilisé dans l'étude de systèmes 
q sortant de la classe (III.11), en considérant une fonction g(x) B R  et 

en posant IZambettakis, 19831 : 

X 

(III. 13) v(x) = 1 gT(u) du 
O 

Des résultats obtenus grâce à ce type de fonction /Zambettakis, 

Rotella & Richard, 19841 seront développés ultérieurement. Ils concer- 

nent plus particulièrement des modélisations de type C (1 ) ou C (k) . 

UTILISATION DE MODELES "EN FLECHE" POUR LES SYSTEMES MONOVARIABLES 

Nous avons présenté, dans le second chapitre ( §  11.6) une forme 

matricielle en flèche mince FM(.), dont les termes sont définis à par- 

tir de deux polynômes : 

- la polynôme symbolique du système, invariant pour toutes les 
matrices d'évolution semblables à FM(.), noté p(A,FM(.)), 

- le polynôme représentatif R(A) associé à la modélisation 

FM(.), et dont les zéros A. sont les q-1 premiers coefficients de la 
1 

diagonale de FM(. 1. 

Cette notion a été élargie, dans différents travaux, au cas de zéros 

A. constants mais complexes ou multiples /Rotella & Richard, 19831 /Ro- 
1 

tella, 19831 IDimster, Rotella & Richard, 19841, ou bien dans le cas où 



un zero de  R(X) dépend de l ' é t a t  /Richard, Ro te l l a  & Zambettakis,  19821. 

Toutes ce s  é tudes  reposent s u r  l e s  p rop r i é t é s  d ' i nva r i ance  du polynôme 

symbolique présentées  dans l e s  deuxième chap i t r e .  

Un choix  a r b i t r a i r e  des  zéros de R(X), e t  donc des termes bloc- 

diagonaux d'une forme en f l è c h e ,  e s t  a l o r s  poss ib l e .  P l u s i e u r s  r é s u l t a t s  

concernant l a  s t a b i l i t é  en découlent ,  e t  notamment en ce q u i  concerne 

l a  façon d ' o r i e n t e r  ce choix IBenrejeb, 19761 /Richard, 1981 / /Ro te l l a ,  

Zambettakis & Richard, 19821 IZambettakis,  Richard & R o t e l l a ,  1983, 19841. 

C ' e s t  l 'ensemble de ces  r é s u l t a t s  que nous proposons de p ré sen te r  

dans c e t t e  p a r t i e .  

Systèmes "compagnonablesl'. Déconnexion en  vue de l ' é t u d e  de 

s t a b i l i t é  

Nous avons envisagé dans l e  deuxième c h a p i t r e  l e  cas  généra l -d 'un  

système de type L ( 1 )  ou C(1 )  dont l a  décomposition canonique (11.16) 

e s t  une forme t r i a n g u l a i r e  par  b locs ,  que nous noterons i c i  : 

Nous d i rons  qu'un t e l  système e s t  "compagnonable" dans l a  cas q = q .  
n 

Ce c a s ,  où l a  forme F ( .  ) s e  r é d u i t  à l a  s eu le  mat r ice  compagnon C (.) , n 
e s t  l e  p l u s  avantageux pour l a  r a p i d i t é  de l a  mise en équat ion  du système 

par l a  méthode du polynôme symbolique. 

Cependant, dans l e  cas  où B ( . )  e s t  bornée, l a  s t a b i l i t é  de F(.) 

e s t  a s su rée  s i  e t  seulement s i  C e t  C (.) sont  s t a b l e s .  
O n 

C e s t  cons t an te ,  e t  s a  s t a b i l i t é  e s t  donc par fa i tement  d é f i n i e  par  
O 

ses  v a l e u r s  propres .  Cel le  de C (.) e s t  par  con t r e  p lus  complexe à ana- 
n 

l y se r .  

Du poin t  de vue s t a b i l i t é ,  l ' é t u d e  de F( . )  e s t  donc ramenée à un 

sous-système déconnecté : 



dont la matrice est compagnonable. 

Dans toute la suite, nous considèrerons directement des systèmes 

compagnonables. De plus, nous choisirons principalement des modélisations 

de type colonne C(1) ou C(k) ,  de façon à pouvoir appliquer à la fois le 

critère pratique de Borne et Gentina et les fonctions de Liapounov de 

type quadratique-plus-intégrale. 

Les systèmes monovariables de type Lurie-Postnikov (mLP) sont par- 

ticulièrement concernés dans cette étude, nous rappelons donc ici les 

notations que nous utiliserons (cf Chapitre II, 5 11.5). 

FIGURE III. 1 

(III. 16) 

N (pl 
F(~) = D(~) 

supposée non dégénérée 

$( .>  = $ * ( O ) . &  

* 
$ (.) dépend de t et de l'état x, en par- 

* ticulier on peut avoir $ (x,t) ou simple- 

ment $* (€ ) .  On notera aussi, pour alléger 

l'écriture, $*(.) = $*  

p(h,.) ou ~(X,E) est le polynôme symbolique du système, dé- 

fini par : 

p(X,.> - D(A) + $*(.).N(x) 



F(p) étant non dégénérée, p(X,.) n'a pas de zéro constant. Le système 

est donc compagnonable, sous forme arbitrairement choisie L ( 1 )  ou C (1) . 

11.2 - Polynôme représentatif R(X) d'une matrice en flèche épaisse 

FE(.) 

11.2.1 - Définitions. Polynôme R(X) à zéros constants ---------------- ........................... 

Nous avons vu dans le deuxième chapitre qu'un des avantages de la 

forme en flèche mince FM(.) réside dans la multiplicité des choix pos- 

sibles pour les (q-1) termes (-Xi) figurant sur la diagonale. Cependant, 

ces termes (-A.) doivent nécessairement être distincts, et si on désire 
1 

une matrice FM réelle, les (-A.) doivent aussi être des réels. 
1 

Le polynôme représentatif R(X) associé à une forme en flèche FM a 

été défini (Chapitre II, 5 11.6) comme un polynôme de degré (q-1) dont 

les zéros sont les (-A.). Les zéros de R(h) sont donc simples, et réels 
1 

si FM est réelle. 

Nous élargissons ici ces notions en considèrant d'une part un poly- 

nôme R ( X )  pouvant présenter des racines multiples, d'autre part une for- 

mulation en flèche à coefficients réels, mais pouvant correspondre à des 

zéros imaginaires pour R(A). 

La matrice considérée est alors de type en flèche épaisse IBenrejeb, 

1980/, ayant une diagonale formée de blocs matriciels A. pouvant appar- 
1 

tenir aux types suivants : 

- Scalaires réels ou complexes Ai = Ai e 6: tous dis- 

tincts. R(X) a alors des zéros simples. Nous envisagerons le cas où un 

de ces zéros A. peut être non constant Xi(x,t). 
1 

- Matrice de type Jordan : 

n.xn. 
R ( X )  a alors un zéro multiple 

d'ordre n.. 
1 



- Matrice de type r o t a t i o n  simple : 

- Matrice de type r o t a t i o n  m u l t i p l e  : 

R(X) a a l o r s  un zéro com- 

p lexe  m u l t i p l e  d ' o rd re  n . .  
1 

La c o n t r a i n t e  "R(X) n ' a  pas  de zéro  mult iple"  imposée pour l a  f l è c h e  

mince FM(.), s e  re t rouve  dans l e  cas de  FE(.) sous l a  forme moins res-  

t r i c t i v e  : "tout  zéro  mul t ip l e  de R ( 1 )  e s t  a s soc i é  à un s e u l  b loc  hif' ,  

c ' es t -à -d i re  que ne peuvent f i g u r e r  simultanément dans FE(.) deux b locs  

diagonaiix ayant des  va leurs  propres  é g a l e s  ; par  exemple e t  

s ' exc luen t .  
[ô :] 

Moyennant c e t t e  convention, nous proposons l a  forme FE(.) su ivante  : 



REELS Xj COMPLEXES 

ak f Bk j 

Nous noterons p(X,.) le polynôme symbolique du système représenté 

par cette matrice, et R(X) le polynôme représentatif associé défini par: 

Des formules donnant les coefficients b et 6 de la dernière co- 
i r 

lonne sont proposées dans /Rotella, 19831. Les expressions des b sont 
i 

relativement complexes dans le cas général, néanmoins elles permettent 

une application informatique intéressante. Un programme réalisant le 

calcul de FE(.) en fonction des données p(X,.) et R(X) a été réalisé en 

Fortran /Dimster, Rotella & Richard, 19841 IDimster, 19841. Nous en don- 

nons par la suite un exemple illustratif. - 
On retrouve une propriété intéressante qui avait été démontrée 

IBenrejeb, 19761 pour la forme en flèche mince : 



- Si les blocs de la diagonale ont pour valeurs propres les 
q-1 zéros du numérateur N(p), alors les termes hors diagonaux sont 

tous constants. 

- Si ces valeurs propres sont q-1 zéros du dénominateur D(p), 

les termes hors diagonaux de la dernière colonne sont tous propor- 

t ionne 1s au coefficient non linéaire $* ( . ) . 

Remarquons enfin que la matrice FE(.) représente un système de type 

C ( 1 ) ,  mais qu'il est bien sûr équivalent d'utiliser sa transposée dans 

le cas L(1), avec également la possibilité de pondérer les coefficients 

1 de la dernière ligne de FE. 

Exemple d'application informatique 

Le programme, dans sa partie modélisation, peut être résumé par 

1.' organigramme suivant : 

Acquisition des données-système sous forme 

- poiynomiale p(X,.) = ... (D(X)+~*(.)N(X) 
dans le cas mLP) 

- oumaericielle A(.) = --- - 

Possibilité, dans le cas mLp, de calculer les 

zéros de N(X), D(X) ou D ( X )  + aN(X), a E R,  
ceci pour orienter le choix de R(X) 

i 
Acquisition des données-représentation sous 

forme polynomiale (définition des zéros de R(X) 
et de leur ordre de multiplicité) 

# i 
i 

Sortie de la matrice FE(.) sur imprimante 

FIGURE 111.2 



Il a été réalisé en FORTRAN sur VAX 11/750. L'étape ( 2 )  sera déve- 

loppée dans la suite de ce chapitre. L'exemple ci-dessous correspond à 

un système mLP défini par : 

1 
C 

I 
II 

C + + + + +  il 
-1 7 
W  0 0 0 0 0  II 
P 0 0 0 0 0  il + + + + +  II 
0 W W W W W  Y 
W O 3 0 0 0  U 
Ci 0 0 0 0 0  Y 

0 0 0 C 0  I 
W 6eOoO Y 
z o o o c o  4 
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11.2.2 - Polynôme r$~~ésentatif~~-gg-z~gg-n_~n_-~onstant. 

Coordonateur l i n é a i r e  ..................... 

Cet te  p a r t i e  concerne l e s  systèmes de type Lurie-Postnikov monova- 

r i a b l e s  d é c r i t s  Figure 111.1, avec l e s  no ta t ions  (111.16). 

Nous proposons a  p r i o r i  l a  ma t r i ce  en  f l è c h e  mince su ivan te ,  dont 

l e  polynôme r e p r é s e n t a t i f  e s t  R(X) = (A + hl + a@*) (A + X2). . . (A + h ) : 
q-1 

( I I I .  19) 

Les termes non cons tan ts  de FCL sont  regroupés dans l a  première 

colonne, e t  par  conséquent l a  première composante du v e c t e u r  é t a t  cor- 

respondant à c e t t e  modél isat ion e s t  p ropor t ionnel le  à l ' e r r e u r  E. 

Dans l a  modél isat ion PM(.) ,  l a  v a r i a b l e  & correspondai t  au système 

coordonateur,  q u i  é t a i t  a l o r s  non l i n é a i r e .  I c i ,  par  c o n t r e ,  l e  système 

coordonateur de FCL( . ) e s t  l i n é a i r e .  

FCL(.) s e r a  appelée forme en f l è c h e  mince à coordina teur  l i n é a i r e .  

Le c a l c u l  du polynôme symbolique de FCL(.) s ' é c r i t  : 

(111.20) ~ ( X , F C L ( . ) )  = D,(X) + $*(.) . N ,  ( A )  

avec : 



Nous poserons : 

. . 

(111.23) S(A)  = ( A t h 2 )  ( A + X 3 )  ... ( X + X  ) et donc : 
q- 1 

La matrice FCL(.) représente le système (111.16)  si et seulement si: 

En identifiant ces polynômes, on obtient l'expression des termes 

Propriété 1 : Cas où d(N) = d(D) - 1 

S i  il ex i s t e  un réel X t e l  que le  polynôme 
1 

so i t  de degré q-1 ou q-2, 

de racines - ,  - -A3, . . . , -A ( peut ne pas e x i s t e r )  
2' q- 1 1 

vér i f iant  X t X v i t j ;  i,j = 2 ,  3, ..., q-1 
i j 



Alors la matrice FCL(. (III. 19) représente le système (III. 16) à 

condition que : 

(III. 27-a) a = b  
q- 1 

(III. 27-b) B = b  (a -A1)-b q-1 q-1 q-2 

q- 1 
(III. 27-C) Y = aq-l - C A. 

1 
i= 1 

( p  + Ai) N(p) 
(III. 27-d) v i = 2? 3, ..., q- 1 

p = -xi 

si v ,  n 'existe pas / : [bq-3 + A l  bq-2 ] - aq-2 
(III. 2 7-e) 6, = 

(d(P) = q-2) (B = 0) 
I 

si p l  existe (d(p) = q-1) (B # 0) 

Démonstration : 

L'identification du terme non constant (en $*) de la trace de FCL(. ) 

donne a = b (111.27-a). D'après (111.21), (111.22) et (111.25)~ il 
q- 7 

vient : 

Les A. (i=2àq-1) de la diagonale de EL(.) sont donc q-2 zéros 
1 

de P(p). 

De plus, d'après (III.21), (111.22) et (111.25) : 

d'où l'expression (111.27-d). 



D'après (III.28), f3 est le coefficient du terne de plus haut degré 
de P(p), c'est-à-dire de degré q-1, d'où l'expression (111.27-b) : 

La trace de FCL(.) est nécessairement : 

d'où Y (111.27-c). 

Enfin, on a d'après (111.26) et (111.22) : 

Les A. (i=2àq-1) sont racines de P(p) et : 
1 

P(p) = B (p+pl) S(P) si p 1 existe (B * 0) 
P(p) = (bq-l aq-2 - A - b  1 q-2 - b  q-3 ) S(p) si p n'existe pas (B.0) 

1 

On en déduit (111.27-e). 

Remarque : Choix ~articuliers de A 1 

b 
1) En choisissant A = a  - , on se trouve dans le cas 6.0, 

1 q-1 b 
q-l c'est-à-dire que ~ ( p )  est de 

degré q-2. Le terme f3 @* dispa- 
raît dans FCL(.), qui prend la 

forme suivante, avec un seul 

coefficient non constant noté X : 



b 
2) En c h o i s i s s a n t  pour A un zéro de D(p), avec h  f a  - * 1 1 q-1 b '  

on o b t i e n t  un q- 1 

polynôme P(p) de  degré  q-1. S i ,  

de p lus ,  s e s  r a c i n e s  sont  d i s -  

t i n c t e s ,  on a u l  = h l ,  e t  par  

conséquent 6 = O .  1 

EXEMPLE 1 : 

Les pôles s o n t  ( - 2 - f i ,  - 2 ,  - 2 + / ? ) ,  e t  l e s  zéros ( ( - 3 - & ) / 2 ,  

(- 3 + 6) / 2 ) ,  e t  s o n t  p lacés  dans 1 ' o rd re  su ivant  s u r  1 'axe r é e l  : 

En cho i s i s san t  X = 2 ,  
1- 

Les rac ines  de  P(X) sont  : s o i t  -pl = - 2 -A2 = - 1 

s o i t  -p l  = -  1 -A2 = - 2 

* Pour A2  = 1 (ul  = 2 ) ,  on a : 



On peut n o t e r  dès  à présent  que s i  4)*(x,t) e s t  p o s i t i f  que lquesoi t  

( x , t ) ,  on peut app l ique r  à FCL(.) l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é  des sys- 

tèmes l i n é a i r e s ,  c a r  FCL e s t  s a  propre pseudo-majorante (cf 5 1.3 .2) .  Ces 

condi t ions  s ' é c r i v e n t  : 

D(O) + $*(x , t )  N(O) > O 

s o i t  : 

4 + @*(x, t )  > 0 'd < x , t >  E x x T 
O 

La condi t ion  d ' a l t e rnance  des pôles  e t  zéros  de  D e t  N /Benrejeb, 

19761 n ' appa ra î t  p lus  néces sa i r e .  

* Pour X 2  = 2 (JJ = 1 )  , on a  : 
1 

En cho i s i s san t  X = 3 ,  
1- 

on o b t i e n t  P(p) = 1 ,  q u i  ne convient pas.  

EXEMPLE 2 : 



En choisissant X = 1, 
1- 

le polynôme ~(p) n'est plus que de degré 1 (6 = 0) : 

~ ( p )  = 4 (p+ 1) racine -A2 = - 1 

La stabilité asymptotique exponentielle (en e-t) est assurée s 'il 

existe une constante réelle c telle que : 

(Cette condition est obtenue en choisissant la fonction de Liapounov 
2 2 2  

V(X) = (25,) + E2 + 5 .  (Cl, E2, t3lT étant l'état x associé à FCL(. ) )  . 

La trace de la matrice est constante dans ce cas, et on a a=0. On 

retrouve les formules de la forme en flèche classique /Benrejeb, 1976/. 

propriété 2 : Cas où d (N) = d(~) - 2 

Si l e s  q-2 zéros de N(p) sont d i s t i n c t s ,  notés {-A2. -hg. ..., - 1 Aq- 1 
alors pour un réel  donné 1 (hl f hi ; Y iti), l a  représentation (111.19) 

est d é f i n i e  p a r  : 



Remarque : 

Si - 1 est un pôle, D(-A,)=O et 61 = o .  

Cette propriété sera utilisée dans la dernière partie de ce chapi- 

tre, qui concerne l'analyse des systèmes non linéaires à partir de cri- 

tères relatifs aux systèmes linéaires. 

11.3 - A~~lication coniointe du critère de Borne et Gentina et des 
fonctions de Liapounov de type quadratique-plus-intégrale 

Dans cette partie, nous exposons un résultat intéressant IZambet- 

takis, Richard & Rotella, 19841 concernant la définition d'un modèle 

d'ordre réduit dont la stabilité entraîne celle du système initial. Les 

processus concernés sont de type Lurie-Postnikov, décrits plus haut en 

(111.16) (~igure 111.1) avec de plus une non-linéarité dépendant de lié- 

cart entrée-sortie E défini sur un intervalle E : 

$(.> = $(E) 
(III. 28) V E E € =  CS,;] - E C O < ;  

O * ( . >  = $(E) 

11.3.1 - Modélisation ------------ 

Le théorème que nous proposons par la suite nécessite une modélisa- 

tion en flèche dont les q-1 termes hors diagonaux de la dernière colonne 

sont proportionnels à un même coefficient a*, constant ou non. A cet ef- 

fet, les termes (A.) de la diagonale peuvent être choisis de trois fa- 
1 

cons différentes : 

71.3.1.a 
'i = zi mcines de ~ ( p )  = O : 

Si le numérateur présente (q-1) zéros réels négatifs distincts z i '  

alors le système (111.16) (111.28) peut être représenté par la matrice : 



Les (q-1) premiers termes de la dernière colonne sont proportion- 

nels à a* = 1. 

Si le dénominateur présente (q-1) pôles réels et distincts p. 
1 ège (i = 1 à q-1) ainsi qu'un q pôle po (pouvant être égal à un des p i ' 

OU non) : 

alors le système (III. 16) (111.28) peut être représenté par : 

Les (q-1) premiers termes de la dernière colonne sont proportion- 

nels à a*(&> = $*(&>.  



S i  il e x i s t e  un r é e l  a t e l  que l e  polynôme P(p) d é f i n i  pa r  : 

ème 
a i t  (q-1) zéros  r é e l s  d i s t i n c t s  e .  ( i  = 1 à q-1) a i n s i  qu'un q - zéro 

1 

) JO)  

a l o r s  l e  système (111.16) (111.28) peut  ê t r e  r ep ré sen t é  par  : 

Les (q-1) premiers termes de l a  d e r n i è r e  colonne sont  proport ion-  

n e l s  à a*(&) = $*(€) - a .  

Les t r o i s  modél i sa t ions  (a, b e t  c )  peuvent ê t r e  u n i f i é e s ,  en con- 

venant de c h o i s i r  comme termes de l a  d iagonale  (q-1) zéros  d 'un polynôme 

P(p) d é f i n i  par  : 

Pour ana lyse r  l a  s t a b i l i t é  à p a r t i r  de c e s  modèles, il e s t  néces- 

s a i r e  de cons idé re r  des  termes diagonaux n é g a t i f s .  Le système (111.16) 

d o i t  donc v é r i f i e r  l ' hypothèse  su ivan te  : 



2 
I l  e x i s t e  (c ,d)  E R t e l s  que P(p) = c D(p) + d N(p) a i t  (q-1) 

zéros r é e l s  d i s t i n c t s  n é g a t i f s  { A  1 ,  A z y  . - e ~  $-, ) ,  plus  éven- 
ème 

tuel lement  un q - zéro  A quelconque. 
O 

Nous rappelerons par  l a  s u i t e  d i f f é r e n t s  moyens de t e s t e r  s i  des 

couples (c ,d)  v é r i f i a n t  (H) e x i s t e n t  (O 11.3.4).  

Lorsque (H) e s t  v é r i f i é e ,  une u n i f i c a t i o n  des t r o i s  cas  (a, b e t  c) 

e s t  poss ib l e  sous une forme f a i s a n t  a p p a r a î t r e  d i s t inc tement  l e s  f a c t e u r s  

p o s i t i f s  e t  n é g a t i f s  de a* dans l a  d e r n i è r e  colonne ; c e t t e  s épa ra t ion  

s ' o b t i e n t  par  une permutation adéquate des  termes A .  de l a  diagonale  : 
1 

(111.37) = C(E) .x (système ( S ) )  

avec : 

a*(&)  peut ê t r e  constant  ou non, s e l o n  l e  choix de c e t  d .  



Nous considèrons que le signe de a*(€) reste constant dans un voi- 

sinage de & = O. Ce signe est, sans que cela soit restrictif, supposé 

positif : 

De façon à schématiser l'expression de C ( & ) ,  nous posons : 

Rx R ( A+ = diag {hl. h2, ..., AR} A+ E R  

(III. 39) 1 4 = diag {A g+17 "+27 .... A 1.  (q-R- 1 ) x (q-R- 1 ) 
q- 1 

La matrice C(E) du système (S) s'écrit alors : 

C'est à partir de cette modélisation que nous allons étudier la sta- 

. bilité du système. 

11.3.2 - Théorème du système réduit ------------- ------------ 

Enoncé : 

Soient les deux sous-systèmes déconnectés définis à partir ,du sys- 

tème (S) (III.37) (III.38) (111.41) par : 



avec : 

- k  a*(€)  
matrice en flèche mince 

S i  (S+) e s t  asymptotiquement stable (A+ < O) e t  s i  (S - ) v é r i f i e  l e s  

conditions de s tab i l i t é  d u  l inéaire : 

(III. 44) A - < O 

alors 1 'équilibre x = O d u  système complet (S) (III.37) e s t  asymptotique- 

ment stable . 

Remarque : Les mat r ices  (S+) e t  (S - ) sont  faci lement  obtenues à p a r t i r  

de t o u t e  forme en f lèche  dont  l e s  c o e f f i c i e n t s  diagonaux son t  

l e s  zéros  de P(p) ( l 'hypothèse  (H) é t a n t  supposée v é r i f i é e )  : 

A+ s ' o b t i e n t  e n  ne conservant que l e s  A .  correspondant aux 
+ 1 

f a c t e u r s  de a* n é g a t i f s  (-ki). 

S - (E) s ' o b t i e n t  e n  conservant lesXicor respondant  aux f a c t e u r s  
- * 

de a* p o s i t i f s  (-ki) a i n s i  que ces  termes - k T a  . 
f 

Cet t e  matr ice S-(€1 e s t  a l o r s  s a  propre pseudo-majorante, e t  

l e  c r i t è r e  de Borne e t  Gentina peut l u i  ê t r e  directement  appl i -  

qué : c e c i  conduit  a l o r s  aux condi t ions  (111.44) e t  (111.45). 

Démonstration : 

Considèrons l a  fonc t ion  candida te  su ivante ,  assoc iée  à l ' é t a t  x 

(111.37) : 



1 1  
D+ = diag C7, 7, ..., - 1 ,  1 D+ ER+ Rx R 

kl  k2 
(111.47) 

1 1 1 (q-R-1) x(q-2-11 D = diag {- - - - - - 3 - 9 9 - 1 , D- E R +  
kR+l k ~ + 2  k q- 1 

D'après (111.381, v(x) est définie positive dans un voisinage de 

l'origine x=O. Sa dérivée est donnée par (111.48) : 

G(x) est définie négative dans ce voisinage de x = O  puisque : 

- la matrice D+ A+ est strictement négative, 

(III. 49) 

matrice A définie par (III. 49) 

R (q-R) x (q-R) 

vérifie les conditions de Kotelianski assurant sa négativité 

/Gantmacher, 19661 pour tout E tel que ]E( < h : 

(111.51) (-I)~-' d; A(&) = (-~)~-'[a*(&) ] -' det (D ) det S (E) < O - - 

Cette dernière égalité est obtenue en multipliant chacune des lignes - 
de A(&) (sauf,la dernière) par le terme -k. correspondant, et sa dernière 

1 * colonne par a . On doit alors, pour conserver le déterminant, le diviser 
par le produit des (-k:) et par ci*. Par exemple, à 1 ' ordre q - R = 3, on 

1 

obtient : 



d e t  A ( € )  = 

11.3.3 - Exemple 1 

Considèrons l e  système mLP d é f i n i  Figure 111.3 : 

FIGURE 111.3 

Le numérateur N(p) de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  n ' a  qu'un zéro r é e l  

n é g a t i f ,  par c o n t r e ,  l e  dénominateur D(p) p résente  t r o i s  pô les  s t r i c t e -  



ment négatifs. Nous choisissons donc ces trois pôles (-1, -2, -3) comme 

élgments diagonaux A. .  L'hypothèse (H) est ainsi vérifiée. Il est possi- 
1 

ble de calculer C(E) de façon informatisée : 

Le système réduit (S-) est immédiatement défini en ne conservant 

que les facteurs positifs de $* dans la dernière colonne : 

(S-) correspond au système de la Figure 111.4 : 

FIGURE 111.4 

(S-) vérifie la conjecture du linéaire, et la condition de stabi- 

lité asymptotique globale de (S ) assure la même propriété pour (S) : - 



S o i t  l e  système d P  d é c r i t  Figure 111.5 : 

FIGURE 111.5 

Il n ' e x i s t e  pas deux pôles  r é e l s  n é g a t i f s ,  pa r  con t r e  l e  numérateur 

présente  deux zéros (-1 e t  -2)  r é e l s  n é g a t i f s  d i s t i n c t s  : 

Le  système r é d u i t  (S-) a pour mat r ice  : 

e t  correspond au schéma de l a  F igu re  111.6 : 

FIGURE 111.6 

Une condi t ion  de s t a b i l i t é  asymptotique g loba le  e s t  a l o r s  : 

] Y > O  V & e R  $*(cl - 4 L y > O 



11.3.5 - Vérification de l'hy~othèse (HI. Choix des termes ------------------- ............................ 
diagonaux de la forme en flèche --- ........................... 

La contrainte principale de modélisation sous une forme en flèche 

adaptée au théorème du système réduit s'exprime sous la forme : 

2 
Il existe (c,d) E R tels que P(p) = cD(p) + dN(p) 

ait (q-1) zéros réels distincts négatifs {A ,, A2, 6 ,  Aq-,}, 
ème 

plus éventuellement un q - zéro X quelconque. 
O 

Cette contrainte, supposée vérifiée au paragraphe (II.3.1), peut 

être testéedirectement sur la fonction de transfert N(p) /D(P) du sys- 

tème, de plusieurs façons : 

- A partir d'un critère graphique basé sur le tracé du lieu 
d'Evans du système linéarisé /Rotella, Zambettakis, Richard, 19821. 

En posant k=d/c, on est ramené à étudier les zéros de ~ ( p )  +kN(p) 

en fonction de k, ce qui revient à effectuer le tracé du lieu des 

racines /Gille, Decaulne, Pelegrin, 19711. Ce tracé peut être ef- 

fectué de façon informatisée IPaillet, 19811, mais demande un temps 

de calcul assez long car il nécessite le calcul de toutes les racines 

de D + k N pour un grand nombre de valeurs de k. 

- A partir d'un critère algébrique IZambettakis, Richard, 
Rotella, 19841 basé sur le calcul (informatisable) d'un tableau de 

Routh modifié. Les coefficients de ce tableau, calculés par des opé- 

rations simples, peuvent être explicités en fonction de k. Le nombre 

de zéros négatifs distincts de D + k N  est fonction des signes de ces 

coefficients. Ceci permet de déterminer les valeurs de k admissibles, 

puis de calculer les zéros correspondants. 

C'est cette deuxième méthode que nous allons présenter, sans toutefois 

en rappeler la démonstration. 



S o i t  P(p,k)  un polynôme e n  p dont  l e s  c o e f f i c i e n t s  dépendent d 'un 

paramètre k .  

S o i t  P f ( p , k )  s a  dé r ivée  p a r  r appo r t  à p : 

On posera  : 

Un no té  Q ( P , P 1 )  e s t  d é d u i t  de P e t  P '  de l a  façon s u i v a n t e ,  

décomposée e n  deux é t apes  : 

1 O )  B g f i n i t i o n  d'un polynôme in t e rméd ia i r e  6 à p a r t i r  de P e t  P' 

pa r  de s  formules analogues à c e l l e s  de l a  c o n s t r u c t i o n  du t a b l e a u  de 

Routh-Hurwitz : 



* 
2") Déf in i t i on  de Q à p a r t i r  de P 1  e t  Q par  l e  même type  de formules : 

Le t ab l eau  de Routh modifié e s t  a l o r s  c o n s t r u i t  par  récur rence  : 

è r e  
1 - l i g n e  + c o e f f i c i e n t s d e  P = L I  . . . . . . . 
ème 

l i g n e  + c o e f f i c i e n t s d e  P '  = ~ 2  . . . . . .  
ème 

3 -  l i g n e + c o e f f i c i e n t s d e Q ( P , P 1 ) = Q ( ~ 1 , L 2 ) = L 3  

4 è g ?  
l i gne  + c o e f f i c i e n t s  de Q(L2,L3) = ~ 4  . . 

ème 
l i g n e  -+ coef f ic ien tsdeQ(L3,L4)  = ~ 5  . 

(q+l )e l i g n e  + c o e f f i c i e n t s  de Q(Lq-1 ,Lq) = Lq+l 

Ce t ab l eau  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  comportant (q+l )  l i gnes  e t  ( q + l )  co- 

lonnes. Nous u t i l i s e r o n s  l e  nombre pc(k)  de  changements de s ignes  e x i s t a n t  

dans s a  première colonne e t  l e  nombre dd(k) de  changements de s ignes  dans 

sa  d e r n i è r e  diagonale  : 

( I I I .  55) 



I l  a  é t é  montré /Zambettakis,  Richard,  R o t e l l a ,  1984/ que l e  nombre 

n(k)  d e  zéros r é e l s  d i s t i n c t s  n é g a t i f s  d'un polynôme P(p,k) de degré q  

e s t  donné par l a  formule : 

L'hypothèse (H) e s t  a i n s i  v é r i f i é e  à cond i t i on  de montrer  l 1 e x i s -  

tence d 'un r é e l  k  t e l  que n(k)  s o i t  é g a l  à q ou q-1 pour : 

ou b i e n  : 

Les va l eu r s  admissibles  de pc(k) e t  dd(k) sont  donc : 

- dans le  cas ( I I I  .57) : pc(k)  = O dd(k) = O 

- dans l e  cas  (111.58) : pc(k)  = O dd(k) = O 

pc(k)  = 1 dd(k) = O 

pc(k)  = O dd(k) = 1 

11.3.5.c - Pkerria exemple (non in~ohmatiné) : 

Nous a l l ons  dans un premier temps, i l l u s t r e r  l a  c o n s t r u c t i o n  du t a -  

b leau  à p a r t i r  d e s  données de l 'exemple 1 ( §  11.3.3) : 

3 
~ ( p )  = p (p + 6p2 + I l p  + 6)  

en c a l c u l a n t  le  nombre de zéros  r é e l s  d i s t i n c t s  n é g a t i f s  de N(p), pu is  

de D(p).  



Calcul  de N(p) : 

Les deux premières l i g n e s  du t a b l e a u  sont donc : 

La l i gne  in t e rméd ia i r e  (6) e s t  : 

La t ro is ième l i gne  du t a b l e a u  e s t  donc : 

Le t ab l eau  a s soc i é  à N(P)  e s t  : 

q  = 3 PC = 1 DD = 1 =+ N(p) n ' a  qu'une r ac ine  r é e l l e  néga t ive .  

Calcul  s u r  D(p) : 

1 
Le c a l c u l  po r t e r a  en f a i t  s u r  - D(p). Le t ab l eau  correspondant e s t  : 

P 



D(p) a donc une racine nulle et trois racines réelles distinctes 

négatives. 

11.3.5.  d - Deuxième exemple (in{o,tmc&&e) : 

Cet exemple correspond à 1 'utilisation informatisée de la méthode 

du tableau de Routh modifié appliquée à D(p) + a N(p) /Dimster, 19841 : 

nous avons conservé les données de l'exemple précédent (4 II.3.5.c), 

mais cette fois nous obtenons l'ensemble des valeurs admissibles du 

réel a. 

Denominateur de La f o n c t r ~ r ~  1 , ~  t ~ a n s f e r t  : D(r) 
==IPIPPD===p1=5p~P=----- - -2~-==----- - - - - - - - -  ----- -----a---.. - -  .- 

D(P) = O . L O O O O O O D + O ~ *  P X *  4 + n . A n w Q o o n t o l *  P 1~ 3 9 G . I L O O G G O U ~ O ~ Ç  x x  2 
+ 0 , 6 0 0 0 0 0 0 D t 8 l S  P ? X  1 

!.o ro!  ~ n o m e  est r c d u i t  2 ~ ~ n e  .:??.i!.,-r~te 

Le  danre l u  ~ o l r n u m e  e s t :  4 

L i s n e  8 ------- 
Le d e i i r e  du *ol?rnome e s t :  11; 



L i g n e  1 ------- 
Le desrei du ~ o l r n o m e  e s t :  1 

L i s n e  6  ------- 
L e  d e a r e  du ~ o l r n o m e  est: 4 

p 6 1 a )  r 0 , 1 1 2 0 0 0 0 D t 0 3 t  a $:r: + -\>.?1'1400\>?+\1<%! .: 2 . r  3 + <1,: ' -$=4>~?::~;1+.>.?:t  3 7 2  2 
+ -0,17~1=400UtOSL a S i  1 i V . 1 9 S 0 ~ 0 0 ~ 1 f C ~ b E  a C 

L i s n e  8  ------- 
Le cienre du ~ o l r n o m e  est: 13 

F 8(j) =-0,135?360lt+Oi:k a 7<fCj + ~.r!Fl5?9O,?ji+07$ p 2 6  9 + -O.&'/lJ::3:7f!+;,Er J 8 
+ 0.4CJ4317lIlfO9X a i<$ 7 $ -C,l.T9'i9CltiilCC 3 > C  f. + 0 . ~ 6 9 4 4 2 ~ T i L L ( , X  3 $(. 5 
$ -0 ,2458128D+101 a .? i 3.i321760P$09;!.  C- t i  7 + h , : G 6 . 5 i : l r 1 i O i r  ; t 2  2 
+ -O.l756345Dt09$ a J S  1 + 0.147456GL~tCHP 3 5 %  3 

i4osbru t,ui.,sl du  r a c i n e s  d i r t i n c t . e s : i 4  ..................................... . 
R a c i n e s  triees : 

A 13-0 .39357321+00  
A 2s-0 .3000000b+00  
n 3- o , o o o o o o o o t o o  
A 4= 0 .1065361Dt00  
A 5= 0.119?128D+00 
A 6 1  0 ~ 1 5 2 3 3 0 3 D t 0 0  
A 7 3  0 .2555192Dt00  
A 8- 0 + 4 8 2 8 1 7 5 0 + 0 0  
A 9n 0 . 7 7 9 3 6 5 4 b t 0 0  
A10= 0 .7044481Dt01  
n l i =  o . e s 5 3 9 6 e u + o i  
Al?= 0 .1132462Dt02  
4131  0 .11612260+02  
A14= 0.137?940D+02 

noihrr dm chins*+wnts di aisne. d r n r  1. +remlare  colonne 



CHOIX Dl1 PARAMETHE a 
I I = I I % = = ¶ P % P I I D I . = = =  

L e  nombre N de reol.; < O v e r i f i a n t .  t ; ' (~ )+a .N( r )=O.  
est donne p a r  l a  f o r m u l e  :N=m-F-i-1 

Avec: a*f  = m :nombre do  l i g r i e s  ~ J u  t a b l e a u  
lyc a F :nombre cis ch,~ris+cirrc?rit de. sir inec, dï:n:. !,? r r e m i e r c r  cc lc~r tne 
dd L :non~br.! rie riirr~~Scnio!ril, ,le ',i$ri?s d.:tri*i 1; ri iz.rr?nole 

CAS OU F=OvL=l?ET N=Q-1 ------------------------ 
I n t e r v a l l e  p o s s i b l e  : - O .  3?5157J+?Tit00.: 2 q: 0t00001.C)0Jli~30 

C A S  OU L=F=O ET N = Q  ------------------- 
I n t e r v a l l e  p o s s i b l e  : 0.000000Qf1t001 a  .: @ . 1 @ 6 ~ ~ 3 A I l : 1 t 6 0  

VALEUR DE9 LAMBDA( 1 )  
f I % l n D x I D a P f a J P P f z 0 =  

V a l e u r  dc a  c h o i s i e  :a  = 0.100000 
l 

L e s  ~ n r a m e t r e i  n e s a t i f s  v e r i f  i * r i t  D(;-~+;:+N(r)sosant, :  

lambda 1=-0.4?06RTlD+ÎC 

lambda 41-0,2965073DtC 1 
-.-. 

U a l e u ~  d e  a  c h o i s i e  : a  = ' - 0 . 3 G 9 C o c >  

lambda 30-0,1P16541Dt01 



11.4 - Méthodologie et aide informatique pour la synthèse d'un 
système monovariable de type Lurie-Postnikov 

Le choix d'une modélisation parmi l'ensemble présenté précédemment 

est guidé par les résultats auxquels elle est susceptible de conduire. 

Il dépend donc à la fois de la spécificité du système considéré et de la 

nature de l'étude menée. Dans cette étude, nous avons choisi de consi- 

dérer la stabilisation des systèmes de type mLP, bien que la partie con- 

cernant la modélisation puisse être utilisée dans d'autres types d'études. 

Les résultats de ce chapitre conduisent à un logiciel interactif 

d'aide à l'analyse et à la synthèse des systèmes de type mLP IDirnster, 

Rotella, Richard, 1984/ IDimster, 19841. Ceci permet d'évaluer rapide- 

ment les effets de paramètres de réglage sur la stabilité et la rapidité 

de convergence de ces systèmes. 

La nature non linéaire des systèmes considérés demande l'interac- 

tivité d'un tel logiciel : les propriétés mises en évidence pour le sys- 

tème sont obtenues à partir de conditions suffisantes, il est donc dif- 

ficile de mener une optimisation dans le cas général. 

Nous présentons, dans les pages qui suivent, des diagrammes hiérar- 

chisés correspondant aux fonctions principales d'un tel logiciel. Ceci 

permet de résumer et de classifier les résultats que nous avons proposés 

j usqu'à maintenant. 

Ce logiciel est en cours d'implantation sur un ordinateur VAX 11/750. 

Ses deux fonctions principales sont la modélisation et l'analyse. 

- Modélisation : 

Les paramètres du système (définissant son polynôme symbolique) sont 

introduits au niveau de la modélisation (1.1). Les matrices proposées sont 

en flèche mince ou épaisse (1.3) (1.41, il est cependant envisageable de 

rajouter des modules correspondant à d'autres formes (1.5). 

Les coefficients définissant la diagonale de la matrice en flèche 

(et donc son polynôme représentatif) peuvent être arbitrairement choisis 



(1.4.2) (1.3.1.2).  Cependant, des  modules d ' a i d e  à l a  déc i s ion  (1.3.1.1) 

(1.4.1) peuvent ê t r e  u t i l i s é s  pour p r é c i s e r  ce choix.  Ces modules f o n t  

principalement appel  à l a  méthode du t ab l eau  de Routh modif ié  (1.2) .  

- Analyse : 

Le module p r i n c i p a l  e s t  (2.1 ) " S t a b i l i t é " .  La na tu re  de l a  non l i néa -  

r i t é  y e s t  p réc isée  : c e c i  permet,  lo rsque  l a  non- l inéa r i t é  ne dépend que 

d'une va r i ab l e  d ' é t a t  (2 .1 .1) ,  d ' appl iquer  l e  théorème du système r é d u i t  

que nous avons p ré sen té  plus  hau t .  Dans l ' a u t r e  cas  (2 .1 .2) ,  l e s  c r i t è r e s  

envisagés sont ceux de Borne e t  Gentina (mat r ices  pseudo-majorantes) e t  

de Krakovskii  ( fonc t ion  de Liapounov quadra t ique) .  

Dans tous l e s  c a s ,  des  c a l c u l s  de déterminants  sont  néces sa i r e s ,  e t  

peuvent ê t r e  e f f e c t u é s  par  l e  module (2 .2) .  Ce programme ca l cu le  l e  dé- 

terminant  d'une ma t r i ce  ayant  une colonne non cons t an te ,  engendrée pa r  

g  non l i n é a r i t é s  g é n é r a t r i c e s  (cf Chapi tre  I I ) .  Dans l e  cas  où l e s  b locs  

de l a  diagonale correspondent à des zéros de C D  + dN,  l e s  termes hors  

diagonaux de l a  d e r n i è r e  colonne sont  propor t ionnels  à une même non li- 

n é a r i t é ,  e t  de même après  majora t ion  par  l e u r  v a l e u r  absolue : on a 

a l o r s  g = 2 .  Dans l e  cas  de termes diagonaux quelconques, g  e s t  au maxi- 

mum é g a l  à q. 





1.1.2 

( c f .  Chapi t re  11) 

1.2.1 1.5.1 

8.3.2.1 

FIGURE III .8  
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III - SYSTEMES MULTIVARIABLES 

Dans l a  p a r t i e  précédente ,  nous avons exposé un c r i t è r e  permettant  

d ' é t u d i e r  l a  s t a b i l i t é  d ' u n  système de type mLP à p a r t i r  d 'un  modèle 

de dimension r é d u i t e .  

Le r é s u l t a t  que nous proposons dans c e t t e  p a r t i e  concerne également 

une s i m p l i f i c a t i o n  du modèle en vue de l ' a n a l y s e  de s a  s t a b i l i t é .  Cepen- 

d a n t ,  c e t t e  s i m p l i f i c a t i o n  po r t e  c e t t e  f o i s  s u r  l a  complexité des termes 

composant l a  ma t r i ce ,  e t  non plus s u r  s a  dimension. La c l a s s e  de systèmes 

cons idérée  e s t  p lus  l a r g e  que précédemment, e t  correspond à des processus 

à non l i n é a r i t é s  m u l t i p l e s .  

Nous proposons i c i  une p r é s e n t a t i o n  résumée de  t ravaux qui  ont p a r  

a i l l e u r s  é t é  développés p l u s  largement par  '/Zambettakis , 19831 /Zambet- 

t a k i s ,  Richard, Laurent ,  1983/ / R o t e l l a ,  Richard, Zambettakis,  1983/. 



111.1 - Notations 

Nous considérons dans cette partie le système C : 

avec 
T 

x = ( E l ,  . . . , Cq) 6 7Rq 

en introduisant une décomposition spécifique de la matrice A(x,t), sous 

la forme : 

D(x,t) = diag {di(x,t) } matrice diagonale de R~~~ 

A(x,t) = [aij (x~t) 1 i,j matrice de 7Rqxq 

F*(x) o lRqxq matrice diagonale telle que : 

$i(S. ) fonctions intégrables, i E { 1 , . . . , q} , dé£ inissant des gains 
1 

équivalents $+(S.) bornés (4. pouvant éventuellement être constants) 
1 1  1 

F*(x) .x = F(x) 

La définition de F*(x) est analogue à celle introduite pour les sys- 

tèmes de type MLP (Chapitre II, 5 1 .2 )  à la différence près que chacun 

de ses coefficients $2 ne dépend ici que de la composante d'état corres- 
pondante S.. 

1 

* 
Nous supposons que A, F* et D sont des fonctions bornées pour tout 

x borné de x et tout t dans T . 
O 

Cette décomposition est très générale et peut être effectuée sur 

toute matrice A(x,t). Elle correspond à une factorisation de chaque co- 

lonne de A(x,t) par rapport à un terme non constant $* excepté pour les i ' 
termes diagonaux. On a par exemple à l'ordre 3 : 



Par la suite, nous utiliserons la fonction W candidate à Liapounov 

associée à F et définie par : 

Dans le cas où Q. est une fonction linéaire de 5 l'intégrale cor- 
1 i ' 

respondante est une simple forme quadratique de 5 . .  
1 

111.2 - Théorème du système simplifié 

Le choix de la fonction W pour le système (111.60) permet de ramener 

l'étude de A(x,t) à la forme matricielle simplifiée A(x,t) : 

Premier énoncé : 

 é équilibre x = O d u  s y s t è m e  (1) d é c r i t  p a r  (III.59) e t  (III.60) 
9 es t  s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  un domaine R d e  R c o n t e n a n t  un v o i s i n a g e  d e  1 ' o -  

r i g i n e  e t  t e l  q u e ,  pour  t o u t  x non  n u l  d a n s  il, pour t o u t  t dans  T , 
O 

- 
cl A(x,t) est s e m i - d é f i n i e  n é g a t i v e ,  c ' e s t - à - d i r e  que  l e s  v a l e u r s  pro-  

-T 
p r e s  d e  A(x,t) + A  (x,t) s o n t  n é g a t i v e s  ou  n u l l e s .  



-T 
S i  d e  p l u s  les  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  A + A sont i n f ë r i e u r e s  ou  é g a l e s  

à un réel E s t r i c t e m e n t  n é g a t i f ,  l a  s t a b i l i t é  est a s y m p t o t i q u e .  

Démonstration : 

D'après  ( a ) ,  W(x) es t  d é f i n i e  p o s i t i v e  d a n s  52. D e  p l u s ,  

T 
( I I I .  6 3 )  ;(XI = F (x) .X  

S i  (b )  e t  ( c )  s o n t  v é r i f i é e s ,  G(x) est  s e m i - d é f i n i e  n é g a t i v e  dans  0. 

 équilibre x = O es t  donc  s t a b l e .  

T 
S i  d e  p l u s ,  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  A(x,t) + A (x,t). s o n t  i n f é r i e u r e s  

à un r é e l  E < O, W(x) es t  d é f i n i e  n é g a t i v e ,  e t  x = O est  asympto t iquemen t  

s t a b l e .  

Remarques : 

1) Ce théorème apparaît comme une généralisation du critère de Kra- 
T 

sovski, concluant à la stabilité de A(x,t) si A + A  est semi-définie 

négative. Dans le cas de la décomposition (III.GO), ce critère est appli- - 
qué au système simplifié ~(x,t). 

2) Dans le cas où les colonnes de A(x,t) sont proportionnelles à des 

non linéarités $* la matrice D(x,t) est nulle, et la condition (bIsdis- 
i ' 

paraît. 

3)  La condition (a) est notamment vérifiée dans le cas où les gains 

équivalents $+ sont tous positifs. Cependant, les fonctions $;(ci) peu- 
1 

vent prendre des valeurs négatives sans que (a) soit mise en défaut. 



Second énoncé : 

 équilibre x = O du  s y s t è m e  (C) d é c r i t  p a r  (III.59) et  (III.60) 
q est s t a b l e  s ' i l  exis te  un domaine $2 d e  c o n t e n a n t  un v o i s i n a g e  d e  1 'or i -  

g i n e  e t  t e l  q u e ,  pour t o u t  x non n u l  dans  R, pour t o u t  t dans T , pour  
O 

t o u t  i d e  1 à q : 

ème 
fi) a. ( x , t )  é t a n t  l e  i - t e rme  d iagona l  d e  A(x,t) ,  c ' e s t - à - d i r e  : 

1 

S i  d e  p l u s  1  ' i n é g a l i t é  [ 5 O ]  d e  (fi) d e v i e n t  [ 2 E < 0 1, l a  s t a -  

b i l i t é  est a s y m p t o t i q u e .  

Démonstration : 

D'après  (a), W(x) es t  d é f i n i e  p o s i t i v e  d a n s  Q. D e  p l u s  : 

Remarques : 

1 )  Cet énoncé e s t  plus adapté que l e  précédent lorsque l es  termes 

a. de l a  diagonale de A(x, t )  ne sont pas explicitement décomposés en fonc- 
1 

t ion  des 4 . .  Il permet de t r a i t e r  l e  cas où l e s  a .  ( x , t )  sont nuls ,  a l o r s  
1 i i 

que dans ce cas ,  l a  condit ion (c) ne pouvait ê t r e  vé r i f i é e .  



2) Les conditions ( 6 )  correspondent à une généralisation du critère 
T 

de Rosenbrock /Rosenbrock, 19651 appliqué à la matrice A + A  . 

3) Lorsque tous les gains équivalents +* sont strictement positifs, i 
la condition (a) est vérifiée, et (6) est simplifiée. 

111.3 - Matrices pseudo-antisymétriques et pseudo-symétriques 

Les conditions obtenues par le critère précédent sont particuliè- 

rement simples lorsque la décomposition peut faire apparaître une matrice 
... 
A(x,t) "pseudo-antisymétrique", c'est-à-dire définie par : 

-T 
La matrice A(x,t) + A (x,t) est alors diagonale, et seule la diago- 

nale de A(x,t) intervient dans l'expression des conditions de stabilité. 

Dans ce cas, A(x,t) est également dite "pseudo-antisymétrique". 

Exemple : 

La matrice définie par : 

correspond à un équilibre x = O stable si V (x,t) € fi x To : 

i) $7, $5 sont toutes trois positives (ou toutes trois négatives) 

ii) dl, d2, d sont toutes trois négatives. 3 

Certains systèmes électromécaniques /Zambettakis, 19831 IZambettakis, 

Richard, Laurent, 19831 peuvent être mis en équations sous ce type de 

forme. 



Un autre cas intéressant est celui où la matrice A(x,t) est symétrique. 

On peut alors, pour tester la condition (cl, appliquer les conditions du 

linéaire directement au système simplifié A(x,t). A(x, t) est alors dite 

"pseudo-symétrique" . 

111.4 - Application aux systèmes mLP interconnectés 

La classe des systèmes concernés par la décomposition (111.60) est 

très large, et nous allons montrer qu'elle contient notamment des sys- 

tèmes composés de n sous-systèmes de type mLP, interconnectés linéaire- 

ment ou non. Nous allons pour ce faire, utiliser les résultats précédents 

concernant les modélisations en flèche des systèmes mLP. Les interconnexions 

considérées sont décrites Figure 111.10. 

FIGURE III. 1 O 



Chaque sous système S d'ordre q. est défini par : i ' 1 

Ni (pl 
- Une partie linéaire, de fonction de transfert ~.(p) =- 

I D, (pl ' 
L 

avec : 

- Une rétroaction non linéaire @. ( E . )  , de gain équivalent borné 
1 1  

Les n systèmes (S.) sont interconnectés par l'intermédiaire de n(n-1) 
-1 

coefficients 8 (i*j), qui peuvent être constants ou non constants. Le j i 
système (S) de la Figure 111.10 est alors décrit par les équations sui- 

vantes : 

i 
n 

I x ~ E R  vecteur état du sous système (S.) 1 1 q i = 4  
i=l 

En vue d'étudier la stabilité de (SI, nous considérons ce système 

en régime autonome (e. - 0  ; i =  1, ..., n). Il vient : 
1 



(III. 6 9 )  T 
M. = A. - Bi 

Ci 1  1  

M. est la matrice d'évolution du sous-système (S.). Il est possible 
1 1 

de choisir le vecteur état x correspondant, de telle sorte que M. soit 
i 1 

une forme en flèche du type (11.17). On choisit alors sa diagonale des 

scalairesoudes blocs correspondant à des zéros de D.(p). 
1 

D'après les résultats de la partie précédente (II), la matrice M. 
1 

est alors telle que les termes hors diagonaux de sa dernière colonne 

sont tous proportionnels à un même terme non constant que nous noterons 

@*(&. ) ,  ou @. Le terme de pointe de M noté y* est de la forme 
1 1  1  i ' i ' 

De même, étant données les expressions de T (111.69) et de 
T i j 
C. = (O - O 1 )  la matrice T a alors tous ses termes nuls, sauf ceux 
J i j 
de sa dernière colonne qui sont proportionnels à eji $2.  Notons que ces 
coefficients de proportionnalité sont directement obtenus à partir de la 

dernière colonne de M. : ils sont les opposés des coefficients de $!. 
1 

Si chaque vecteur x. est choisi de cette façon, la matrice M(x,t) 
1  

du système complet s'écrit sous la forme symbolisée (111.70) : 



( I I I .  70) 

La décomposition généra le  (111.60) a p p a r a î t ,  e t  correspond à : 

* F* = d i a g  (1,  ..., 1 ,  $7,  1, . 1 ,  $5,  1 ,  .... 1 ,  4.1 o~~~~ n 

* ~ ( x , t )  = D mat r ice  cons tan te  d iagonale ,  composée des termes 6 .  (déf i -  
1 

n i s s a n t  l e s  y.) (remarquons que D = O  s i  tous  l e s  dénominateurs D.(p) 
1 1 

ont un pôle n u l ) .  

* 

* A(x, t )  matr ice cons tan te  s i  l e s  interconnexions 8 sont  cons tan tes ,  j i 
non cons tan tes  dans l e  cas  c o n t r a i r e .  

Le théorème du système s i m p l i f i é  peut a l o r s  ê t r e  appl iqué .  



S o i t  l e  sys tème d é c r i t  F i g u r e  111.11, a v e c  <p* > O e t  $5 > O : 1 

FIGURE III. 1 1 



D'après l e  théorème du système s impl i f i é ,  l e  système de l a  Figure 

1 1 1 . 1 1  e s t  asymptotiquement s t ab l e  s i ,  pour toutes l e s  valeurs possibles 

de 8,  e t  e2,  les  valeurs propres de c e t t e  dernière matrice sont infér ieures  

à une constantes a < 0.  

Par exemple, s i  ( x , t )  E x x To, 

a lo r s  il e s t  suff isant  que e2 E E , 2 - E , E constante r é e l l e  posi- 1 1 
t ive.  

On a a lors  : 



A + iT 1 
det - = - 2 4 

111.5 - Forme en flèche totalement non constante 

Le critère proposé convient particulièrement à l'étude des systèmes 

modélisés par une forme en flèche mince, même lorsque tous les coeffi- 

cients en sont non constants. Considérons par exemple le système : 

avec k. e ZR et 
1 

V i E { l ,  . . . Y  q}, V t E Top V x E x : hi(x,t) > O ; $i(Ei) > O 
L 

Le deuxième énoncé, appliqué à F(x,t) après un changement de base 

diagonal (défini par les coefficients k. ) ,  permet de conclure à la JI ,i 
stabilité de (111.71) si, pour tout i correspondant à un k. pos i t i f  : 

1 

Par conséquent, si tous les k. sont négatifs, (111.71) est stable. 
1 



111.6 - Conclusions 

Le p r i n c i p a l  avantage de l a  méthode de s i m p l i f i c a t i o n  proposée dans 

c e t t e  p a r t i e  r é s i d e  dans l a  g é n é r a l i t é  des  systèmes concernés.  La décom- 

p o s i t i o n  (111.60) e s t  en e f f e t  v a l a b l e  pour de nombreuses c l a s s e s  de 

processus,  comme pa r  exemple l e s  interconnexions non l i n é a i r e s  ou non 

s t a t i o n n a i r e s  de systèmes mLP. Cependant, l a  mat r ice  s i m p l i f i é e  A(x, t )  

d o i t  e n s u i t e  ê t r e  t r a i t é e  à l ' a i d e  d'un c r i t è r e  de s t a b i l i t é  f a i s a n t  

i n t e r v e n i r  une fonc t ion  de Liapounov quadrat ique.  C ' e s t  pourquoi il e s t  

i n t é r e s s a n t  de pouvoir o r i e n t e r  1.a modél i sa t ion  de façon à o b t e n i r  une 
-T 

mat r ice  A + A l a  p lus  simple poss ib l e  ; c e r t a i n s  cas  sont  p a r t i c u l i è r e -  

ment favorables  : 

- 2 cons t an te  ou symétrique ( l e s  condi t ions  du l i n é a i r e  s 'ap- 

p l iquent  a l o r s  au modèle s i m p l i f i é )  

-T - A pseudo-antisyrnétrique (A + A e s t  a l o r s  d iagonale) .  

Notons e n f i n  que l a  forme en f l è c h e  s ' avè re  i c i  encore t r è s  p ra t ique  

en t a n t  q u ' o u t i l  de modél isat ion.  

I V  - CONJECTURE DU LINEAIRE 

L'analyse e t  l a  synthèse des systèmes à c o e f f i c i e n t s  non linGaires 

ou non s t a t i o n n a i r e s ,  mettent  en évidence l ' importance de l a  détermina- 

t i o n  de domaines de s t a b i l i t é  l e s  p l u s  grands poss ib l e s .  En ce  qu i  con- 

cerne l e s  systèmes non l i n é a i r e s ,  l a  première méthode de Liapounov per- 

met d ' u t i l i s e r  l e s  méthodes u s u e l l e s  d 'é tude  des systèmes l i n é a i r e s ,  mais 

l e s  r é s u l t a t s  n ' en  sont  va l ab le s  qu'au vois inage  immédiat d 'un  poin t  de 

fonctionnement. On i n t r o d u i t  a l o r s  un modèle l i n é a r i s é  au tour  de ce p o i n t .  

De même, il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  un modèle l i n é a r i s é  à chaque i n s t a n t  t 

e t  pour chaque é t a t  x. Ces modèles s e r o n t  d i t s  "tangents" aux t r a j e c t o i r e s  

( x , t > .  

Cependant, lorsque l e  système e s t  fortement non l i n é a i r e  ou non s t a -  

t i o n n a i r e ,  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  des  modèles tangents  cons idérés  sépa- 

rément, ne peut s u f f i r e .  On a a l o r s  recours  à des méthodes p lus  é la -  

borées ,  qu i  permettent  de conclure à l a  s t a b i l i t é  lo rsque  l e s  c o e f f i c i e n t s  



varient dans un domaine donné mais selon une loi quelconque. La stabilité 

est alors dite "absolue". Les conditions obtenues sont obligatoirement au 

moins aussi restrictives que celles des systèmes linéaires et station- 

naires, puisque le cas de coefficients constants entre dans la catégorie 

des lois de variations envisageables. 

Dans cet esprit, l'optimum qui peut être atteint en stabilité ab- 

solue est défini par les conditions de stabilité des systèmes linéaires 

stationnaires. Cet optimum, résumé sous l'expression "conjecture du li- 

néaire", a été atteint par plusieurs auteurs et pour certaines classes 

de processus /Nelepin, 19671 IPersidskii, 19691 IPiatnickii, 19701 

IMuhametzianov & Scherbaev, 19701 IMaygarin, 1970/ /Gentina & Borne, 

19721 IGayduk, 19761 /~rujiC, 19781 IBenrejeb & Borne, 19781 IBenrejeb, 

19801. 

Le problème initial, posé par Lurie et Postnikov en 1944, était de 

trouver des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité absolue 

pour des systèmes non linéaires. Aizerman IAizerman, 19791 proposé d'étu- 

dier si, pour un système à une seule non linéarité, la stabilité du modèle 

linéaire défini à chaque instant par le gain équivalent suffisait à con- 

clure à celle du système. Pliss /Pliss, 19581 et Krasovskii /Krasovskii, 

19591 ont montré que cela n'était pas le cas. Kalman IKalman; 19571 pro- 

posa le même type d'étude, le système linéaire associé étant alors défini 

par la dérivée de la non linéarité. Ceci fut également mis en défaut sur 

des contre-exemples /Fitts, 19661. 

Dans une première partie, nous proposons de'relier la notion de 

conjecture du linéaire avec celle de polynôme symbolique. 

Dans un second temps, nous définissons des classes de systèmes pour 

lesquels la conjecture du linéaire est validée. 

Enfin, nous proposons de montrer sur quelques exemples que le fait 

de comparer un système non linéaire ou non stationnaire à un modèle dont 

les coefficients sont constants peut constituer une perte d'information 

importante : les conditions obtenues sur le système tangent (à chaque 

instant) peuvent n'être jamais vérifiées, alors que le comportement du 

système réel reste asymptotiquement stable. 



IV.l - S t a b i l i t é  absolue. Conjecture du l i n é a i r e  

Le type de systèmes i n i t i a l e m e n t  envisagé par  Lur ie  e t  Postnikov 

dans l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  absolue e s t  de type monovariable s t a t i o n -  

n a i r e  d é c r i t  en régime autonome par  : 

[ $ : fonc t ion  cont inue 

Les non l i n é a r i t é s  $(&) envisagées doivent  p ré sen te r  une ca rac t é -  

r i s t i q u e  s t a t i q u e  comprise dans l e s  premier e t  t ro i s ième quadrans (cf 

Figure III. 12) ,  du p lan  ( $ ( E ) ,  E) , c ' es t -à -d i re  v é r i f i e r  (CI  ) : 

Cet t e  cond i t i on  (Cl) peut ê t r e  géné ra l i s ée  en  considérant  des  sec- 

t e u r s  d m i s s i b l e s ,  d é f i n i s  par  deux ga ins  l i m i t e s  a e t  l3 r é e l s  cons t an t s  : 

On peut a u s s i  d é f i n i r  des  cond i t i ons  po r t an t  non p lus  s u r  l a  carac- 

t é r i s t i q u e  s t a t i q u e ,  mais s u r  l a  dynamique du b loc  non l i n é a i r e .  La fonc- 

t i o n  $ peut a l o r s  dépendre de p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  e t  du temps. 

Les c l a s s e s  sont  a l o r s  d é f i n i e s  par  l a  cond i t i on  (C3), ou p lus  généra- 

lement s a  moyenne. (C4) : 

Enf in ,  il e s t  poss ib le  de cons idé re r  des  systèmes de type multiva- 

r i a b l e s  (MLP) en géné ra l i s an t  encore ces  not ions .  



FIGURE III. 12 

Dans le cas initial (III.73), la stabilité absolue est définie de 

la façon suivante /Hahn, 19631 : 

Définition : 

 équilibre x = O du système (III. 73) est absolument stable s 'il est 

globalement asymptotiquement stable pour toutes les fonctions @ vérifiant 

la propriété ( C l ) .  

Cette définition peut être étendue en remplaçant (CI) par une autre 

condition (C2), (C3) ou (C4). Dans le cas de (C4), on parlera plutôt 

d'"hyperstabilitél' /Popov, 19731. 

Il est intéressant de comparer les propriétés de stabilité absolue 

d'un système non linéaire (111.74) avec celles de stabilité asymptotique 

pour l'ensemble {MLT} des modèles linéaires tangents associés (111.75) : 

(III. 74) X = A(x,~) x x = x(t > e 7~~ 
O O 

t E To 

Dans cet esprit, nous emploierons par la suite l'expression de "con- 

jecture du linéaire stationnaire", ou plus brièvement "conjecture du 
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l i n é a i r e " ,  dans l e  sens su ivant  : 

D é f i n i t i o n  : 

Le système (III.74) vérifie la conjecture du linéaire si le fait 

que tous les systémes de {MLT) soient asymptotiquement stables en- 

traîne que (III.74) est globalement asymptotiquement stable. 

Dans l e  cas  de systèmes MLP, e t  avec des c o n t r a i n t e s  du type  (C2), 

l e  problème dlAizerman IAizerman, 1949/  / ~ r u j  i:, 19781 peut s 'énoncer 

a i n s i  : "sous q u e l l e s  condi t ions  néces sa i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  un système 

v é r i f i e - t - i l  l a  conjec ture  du l i n é a i r e  ?". 

Nous donnerons dans c e t t e  p a r t i e  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  (concer- 

nant l a  s t r u c t u r e  ou l a  modél i sa t ion  du système) assurant  l a  v é r i f i c a t i o n  

de c e t t e  conjec ture .  Des condi t ions  s u f f i s a n t e s  de s t a b i l i t é  sont  a l o r s  

obtenues en appl iquant  l e  c r i t è r e  de Routh-Hurwitz (ou un c r i t è r e  équi- 

v a l e n t )  à tous l e s  systèmes tangents  de {MLT). 

I V . 2  - Rela t ion  e n t r e  l a  con jec tu re  du l i n é a i r e  e t  l e  polynôme 

symbo 1 ique 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous proposons de r e l i e r  l a  no t ion  de conjec ture  

du l i n é a i r e  avec c e l l e  de polynôme symbolique. 

L'étude présentée  f a i t  a p p a r a î t r e  que l e  r é s u l t a t  de l ' a p p l i c a t i o n  

des condit ions du  l i n é a i r e  dépend de l a  modél i sa t ion  adoptée pour l e  

système non l i n é a i r e  ou non s t a t i o n n a i r e ,  e t  notamment du degré  de d é r i -  

v a t i o n  de l a  r ep ré sen ta t ion .  

L '  "optimum" a t t e i g n a b l e  pour l e s  domaines de s t a b i l i t é  e s t  donc re-  

l a t  i f .  

Cependant, lorsque deux modèles dans l ' e space  d ' é t a t  peuvent ê t r e  

dédu i t s  l ' u n  de l ' a u t r e  par  changement de base à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s ,  

l ' a p p l i c a t i o n  des  c r i t è r e s  du l i n é a i r e  aux deux r ep résen ta t ions  donne l e s  

mêmes condi t ions .  Par con t r e ,  des condi t ions  d i f f é r e n t e s  peuvent ê t r e  ob- 



tenues s i  on e f f e c t u e  des changements de v a r i a b l e s  f a i s a n t ,  par  exemple, 

i n t e r v e n i r  des dé r iva t ions  ou des i n t é g r a t i o n s  d 'équat ions .  

Pour l e s  systèmes cons idérés  dans l e  deuxième c h a p i t r e ,  il e s t  donc 

poss ib le  de d é f i n i r  des "c lasses  d'équivalence" de modèles v i s  à v i s  des  

condi t ions  du l i n é a i r e  : chaque c l a s s e  e s t  c a r a c t é r i s é e  par  son polynôme 

symbolique. Lorsque l a  conjec ture  du l i n é a i r e  e s t  v a l i d é e ,  l e s  condi t ions  

de s t a b i l i t é  absolue sont  c e l l e s  de Routh-Hurwitz, appl iquées à ce poly- 

nôme. 

I V . 2 . 4  - Cas d 'un  s ~ s t è m e  non l i n é a i r e  --------- ------------------ 

I l  e s t  poss ib l e ,  s u r  un premier exemple, de montrer que l e s  condi- 

t i o n s  de l a  conjec ture  l i n é a i r e ,  l o r s q u ' e l l e  s ' app l ique ,  ne sont  pas des  

p r o p r i é t é s  i n t r in sèques  d ' un  système non l i n é a i r e .  

Considèrons l e  système à non l i n é a r i t é s  de rang 1 ,  du t ro is ième 

o r d r e ,  d é f i n i  par  : 

où x,  y  e t  z sont  t r o i s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  r é e l l e s ,  

f* ,  g* e t  h* sont  t r o i s  fonc t ions  r é e l l e s  de z t e l l e s  que : 

Nous supposons de p lus  que : 

f e s t  cont inue par  rapport  à z ,  

g e s t  dér ivable  par  rappor t  à z ,  de dé r ivée  première g 
2' 

h e s t  deux f o i s  dé r ivab le  en  z ,  de dé r ivée  première hZ  e t  

de dér ivée  seconde h . 
z  Z 

Ces fonc t ions  ne dépendant que de  z ,  nous omettrons de l e  p réc i se r  

dans l e s  é c r i t u r e s .  



Par  d é r i v a t i o n  des  é q u a t i o n s  ( I I I . 7 6 ) ,  on peu t  o b t e n i r  deux a u t r e s  

r e p r é s e n t a t i o n s  du  même système : 

La r e p r é s e n t a t i o n  (111.76) e t  d e  t y p e  C ( 1 ) ,  e t  (111.75) e s t  de  t y p e  

En supposant  qu'on p u i s s e  a p p l i q u e r  l e s  c o n d i t i o n s  du l i n é a i r e  aux 

r e p r é s e n t a t i o n s  ( I I I . 7 6 ) ,  (111.77) e t  ( I I I . 7 8 ) ,  on a u r a i t  à a p p l i q u e r  l e s  

c o n d i t i o n s  de Routh-Hurwitz aux t r o i s  polynômes r e s p e c t i f s  : 

( I I I .  78-1 ) 
3 2  

p3(A,z) = h - h Z ( z ) . h  - [ g Z ( z )  + h  z  z ( z ) . ~ ]  . A  - f * ( z )  

Les c o n d i t i o n s  ob tenues  s u r  p s o n t  p l u s  r e s t r i c t i v e s  que c e l l e s  
3 

obtenues  s u r  p elles-mêmes p l u s  r e s t r i c t i v e s  que c e l l e s  ob tenues  s u r  2 
p l .  La d é r i v a t i o n  du modèle e n t r a î n e  donc dans  c e  c a s  une p e r t e  d e  pré-  

c i s  ion .  

IV.2.2 - Cas d ' u n  système non s t a t i o n n a i r e  ---------- ...................... 

Une é tude  s i m i l a i r e  peu t  ê t r e  menée à p a r t i r  d ' u n  système non s t a -  

t i o n n a i r e ,  de t y p e  C(1) e t  L(1) : 



I I I .  7 9  [ f ] = [ y )  :] [il 

avec a  e t  JJ r é e l s ,  a > O e t  A(t) fonc t ion  dé r ivab le  r é e l l e .  

On é c r i r a  a u s s i  A = A( t ) .  On peut app l ique r  l e s  condi t ions  du l i n é -  

a i r e  à (111.79) lorsque  a  e s t  p o s i t i f  : 

( I I I .  79-1 ) a  > O 

Ces condi t ions  de s t a b i l i t é  asymptotique de x = y = O sont  a l o r s  : 

a  (111.79-2) ] E > O ,  v t E To, A(t) 5 - - E 
IJ 

D 'au t re  p a r t ,  en dé r ivan t  (111.791, on o b t i e n t  : 

La conjec ture  du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e  s i  : 

p é t a n t  n é g a t i f ,  l e s  condi t ions  de s t a b i l i t é  asymptotique por ten t  a l o r s  

su r  l e  s igne  du déterminant de l a  mat r ice  (111.80) : 

Les condi t ions  e t  r é s u l t a t s  de l a  con jec tu re  du l i n é a i r e  dépendent,  

i c i  encore,  de l a  r ep ré sen ta t ion  adoptée. Les équat ions  r e l a t i v e s  à (111.80) 



peuvent a i n s i  ê t r e  v é r i f i é e s  sans que c e l l e s  de ( I I I .  79) l e  s o i e n t .  La 

fonc t ion  X(t) peut  ê t r e ,  pa r  exemple : 

i JJ 2 -t  
a  a + u  e2 

X(t) = - - - 
( I I I .  81 ) I-i 4 P 

(111.79-2) n ' e s t  a l o r s  pas v é r i f i é e ,  mais par  cont re  l e s  cond i t i ons  

(111.80-1) e t  (111.80-2), obtenues s u r  l ' é q u a t i o n  dé r ivée ,  s o n t  v a l i d é e s .  

La dé r iva t ion  du modèle ne diminue donc pas t ou jou r s  l a  q u a l i t é  des ré-  

s u l t a t s .  

Notons que dans c e t  exemple, l e  terme [ X ( t )  IJ - a ]  e s t  s t r i c t emen t  

n é g a t i f ,  e t  par conséquent x = y = O  e s t  l e  s e u l  é q u i l i b r e  poss ib l e  pour 

(111.79). L a  s t a b i l i t é  asymptotique du modèle d é r i v é  (111.80) e n t r a î n e  

donc l a  s t a b i l i t é  (s imple)  du modèle i n i t i a l  (111.79).  

IV.2.3 - Cas d ' un  changement de v a r i a b l e s  P(x t )  ,,,----,,,-,, -,,----,-,,,,,,-,,,---Z-- 

Considèrons un système à non l i n é a r i t é s  de rang 1 ,  de polynôme sym- 

bol ique  p(X,A(x,t))  e t  d é c r i t  par  : 

e t  une matrice de changement de v a r i a b l e s  P ( x , t ) ,  dé r ivab le  e t  inver- 

s i b l e  à chaque i n s t a n t  : 

p ( x , t )  : x x TO -+ R ~ ~ ~ ,  d e t  P ( x , t )  z O 'd ( x , t >  e x x T O 

d  
La dérivée - P(x , t )  l e  long des t r a j e c t o i r e s  de (111.82) dépend 

d t  
de x  e t  t ,  X é t a n t  exprimée e n  fonc t ion  de A(x , t )  e t  x .  Nous noterons 

c e t t e  dér ivée P ( x , t ) ,  ou p l u s  simpleinent t. So i t  : 



i = B(x , t )  .z 

( I I I  .84) 

B(x , t )  = P ( x , t )  A(x , t )  P - ' ( x , t )  + P ( x , t )  P - ' ( x , t )  

Ce modèle (111.84) n ' e s t  en généra l  pas de l a  c l a s s e  C(1) ou L(1) 

considérée pour (111.82). S i  on l u i  appl ique l e s  condi t ions  du l i n é a i r e ,  

on f a i t  i n t e r v e n i r  l e  polynôme : 

(111.85) p 1 ( X , ~ ( x , t ) )  = d e t  (XI - B(x , t ) )  
q 

= de t  (AI - A(x,t)  - ~ - ' ( x , t )  P ( x , ~ ) )  
4 

Ce polynôme e s t  en généra l  d i f f é r e n t  du polynôme symboliquedeA : 

(111.86) p(X,A(x,t))  = de t  ( X I  - A(x , t ) )  

Les conditons de  Routh-Hurwitz appl iquées à (111.82) ou (111.84) 

sont  donc d i f f é r e n t e s  s i  P v a r i e  dans l e  temps, sauf dans le  cas où 
-1 0 A et A + P P ont même polynôme symbolique. (Ces deux mat r ices  n ' é t a n t  

pas forcément semblables) .  Par exemple, A(x , t )  e t  P ( x , t )  peuvent avo i r  

l e s  formes su ivantes  : 

* A l  e t  P ma t r i ce s  ca r r ées  cons tan tes  de même dimension, 
1 .  

* A3(x,t)  e t  P ca r r ées  de même dimension, P constante .  
3 

\ 3 

On a a l o r s  : 

Cet t e  mat r ice  a l e  même polynôme symbolique que A(x , t ) .  Notons que 



(111.87) correspond au cas particulier de non observabilité rencontré 

au second chapitre. 

Conclusion . olynôme symbolique et classes IV.2.4 - ,,------,,,L,E-, ,--,,, ,,,-, ,,,,,,,,,-,,- 

d'équivalence --- --------- 

L'application directe des conditions du linéaire sur un système à 

non linéarités de rang 1, lorsqu'elle est justifiée, se conduit sur son 

polynôme symbolique, auquel on applique le critère de Routh-Hurwitz pour 

chaque couple (x,t) possible. 

Les autres critères applicables aux systèmes linéaires (de Lyapounov, 

de Kotelianski, ... ) sont équivalents car ils aboutissent à des conditions 

nécessaires et suffisantes de stabilité des systèmes linéaires. 

Si le système est linéaire stationnaire, une dérivation ou une in- 

tégration de son équation différentielle laisse son polynôme caracté- 

ristique inchangé. Nous avons vu que cela n'est plus vérifié pour un 

système à coefficients non constants ; les conditions obtenues sur le 

modèle dérivé peuvent être, selon le cas, plus restrictives ou moins 

restrictives que celles liées au nodèle initial. 

De même, un changement de variable à coefficients non constants 

change, sauf cas particuliers, le polynôme symbolique. 

On peut ainsi définir des classes d'équivalence de représentations 

vis à vis des conditions du linéaire pour des systèmes non linéaires et 

non stationnaires du type L(1) ou C(1). 

Deux représentations d'un même processus sont équivalentes vis à 

vis des conditions du linéaire si, linéarisées à chaque instant, elles 

mènent aux mêmes conditions de stabilité, c'est-à-dire si elles ont même 

polynôme symbolique. 

Chaque classe d'équivalence est alors associée à un polynôme sym- 

bo lique . 



IV.3 - Déf in i t i on  de  c l a s s e s  de svstèmes v é r i f i a n t  l a  

conjec ture  du l i n é a i r e  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous rappel le rons  dans un premier temps c e r t a i n s  

r é s u l t a t s  concernant des c l a s s e s  de processus pour l e sque l s  l a  conjec- 

t u r e  du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e .  Nous proposerons e n s u i t e  une ex tens ion  

de ces  c l a s s e s ,  basée s u r  l ' u t i l i s a t i o n  des r é s u l t a t s  exposés précédem- 

ment. Les systèmes concernés sont majori ta irement  du type mLP. 

I V .  3.1 - lZZppe 1 de-cert a i n s  c ;~ -dg -~gr i f  i c a t  ion  de l a  

conlec ture  du l i n é a i r e  --- ------------------ 

a) C a  d 'une mataice 4 y m é ~ q u e  : 

Nous avons vu, au début de ce c h a p i t r e ,  qu 'un système d é c r i t  par  
1 T 

(111.74) : X = ~ ( x , t )  . x y  e s t  s t a b l e  s i  l a  mat r ice  - [ A  ( x , t )  +A(x , t )  ] 
2 .  

v é r i f i e  l e s  condi t ions  de Routh-Hurwitz pour t o u t  x  e t  t o u t  t .  Ceci é t a i t  

obtenu en u t i l i s a n t  l a  fonc t ion  candidate  à Liapounov su ivante  : 

Ains i ,  s i  l a  mat r ice  A(x, t )  e s t  symétrique, l a  conjec ture  du l i n é -  

a i r e  e s t  va l idée .  

b ]  C a  d'une matiUce de Xype L ( 7 )  ou C ( f ) ,  à é&éme&  ho^ cLiagonaux 

D'après l e  c r i t è r e  p ra t ique  de Borne e t  Gentina,  s i  l a  matr ice A(x , t )  

a  tous  s e s  termes non cons t an t s  regroupés dans une seu le  rangée ( l i g n e  ou 

colonne) ,  e t  s i  s e s  termes hors  diagonaux sont p o s i t i f s  ou n u l s ,  a l o r s  

A(x , t )  e s t  s a  propre pseudo-majorante e t  l a  v é r i f i c a t i o n  des  condi t ions  

de Kote l ianski  implique l a  s t a b i l i t é  du système. Dans ce c a s ,  l e s  con- 

d i t i o n s  de Kote l ianski  son t  aus s i  c e l l e s  de Routh-Hurwitz. 



Le c r i t è r e  d e  Benrejeb u t i l i s e  l a  p r o p r i é t é  vue en ( b )  : 

C r i t è r e  : 

S o i t  un système de type  mLP d é c r i t  par  une fonc t ion  de t r a n s f e r t  

W(p) à pôles e t  zé ros  a l t e r n é s ,  e t  par  un gain non cons tan t  @*(x , t ) .  

Ce système v é r i f i e  l a  con jec tu re  du l i n é a i r e ,  e t  l e s  condi t ions  de s t a b i -  

l i t é  absolue correspondantes  sont : 

2 )  Les (q-1) zéros de  N(p) sont  s t r i c t emen t  n é g a t i f s  ( e t  par  consé- 

quent D(p) a  au moins (q-1) pô les  s t a b l e s ) .  

A p a r t i r  des  modél i sa t ions  en f l è c h e  épa i s se  vues dans ce c h a p i t r e ,  

l a  c l a s s e  des systèmes à p ô l e s  e t  zéros  simples peut  ê t r e  étendue au  cas  

de zéros  ou pôles  mu l t ip l e s .  Les processus sont  i c i  encore de type mLP, 

d é c r i t s  par une fonc t ion  de  t r a n s f e r t  W(p) = N(p) / D(p) e t  une non l i n é a -  

rit  é de  gain équiva len t  +* (x , t ) . 

La conjec ture  du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e  s i  : 

a des  c o e f f i c i e n t s  d é c r o i s s a n t s ,  c ' es t -à -d i re  : 



Les condi t ions  de s t a b i l i t é  absolue correspondantes  son t  a l o r s  : 

La conjec ture  du l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e  s i  : 

a des c o e f f i c i e n t s  d é c r o i s s a n t s ,  c ' es t -à -d i re  : 

v < O e t  v i = 0 ,  ..., q-3 v - W .  6 0  
O i + l  1 

Les condi t ions  de s t a b i l i t é  absolue sont  a l o r s  : 

1) 3 & > 0 ,  V X   ER^, V t E T O ' @*(x , t )  2 E > O 

2 ) B > O  

d31 pôle et z é m  muiXLple : 

Ce système à déphasage minimal v é r i f i e  l a  con jec tu re  du l i n é a i r e  s i  : 

( a + I > ( B - a )  - a V i e { I ,  . .., n-21, - ( B  - a l L  
i ( n -  i )  i (i + 1 )  ( n -  i ) ( n -  i + 1) 5 0 



La condit ion de s t a b i l i t é  absolue e s t  a l o r s  : 

E > O ,  v x   ER^, v t E T O ' @*(x, t )  2 E > O 

Ces t r o i s  p ropos i t i ons  sont  démontrées dans /Ro te l l a ,  1983/. 

IV.3.2 - Systèmes mLP à q-2 zéros  a l t e r n é s  avec 9-1 ~ Ô l e s  - ------------- ....................... --- ---- 

Nous proposons i c i  un r é s u l t a t  concernant l e s  systèmes mLP dont l a  

fonc t ion  de t r a n s f e r t  e s t  du type : 

1 ( p + h 2 )  ... ( p + A  1 N o = -  q- 1 - -Ip N( ) ( I I I  .89) W(p) = D(p)  
p + u l  (p+ l i2 ) (p+" )  ... ( p + u q )  p + p l  D,(p) 

La f r a c t i o n  W (p) e s t  donc à pôles  e t  zéros  a l t e r n é s ,  comme dans 
1 

l e s  hypothèses du c r i t è r e  d e  Benrejeb. Cependant, W(p) a  i c i  un pôle  sup- 

p lémenta i re ,  supposé asymptotiquement s t a b l e .  

Le gain équiva len t  de l a  non l i n é a r i t é  e s t  @ * ( x , t ) ,  e t  nous l e  sup- 

poserons négat i f  : 

Le c r i t è r e  su ivant  u t i l i s e  l a  forme en f l è c h e  mince avec coordonateur 

l i n é a i r e  présentée au paragraphe I I .2 .2 .b  de c e  c h a p i t r e  : 



C r i t è r e  : 

Le système mLp d é c r i t  par  (111.89) (111.90) v é r i f i e  l a  conjec ture  

du l i n é a i r e  s i  +*(x , t )  e s t  néga t i f  pour t o u t  x e t  t o u t  t .  Les cond i t i ons  

de s t a b i l i t é  absolue son t  a l o r s  : 

Démonstration : 

D'après l a  p r o p r i é t é  2  vue au 5 I I .2 .2 .b ,  l e  système e s t  représen-  

t a b l e  pa r  l a  mat r ice  en  f l èche  : 

avec : 

Les 6 .  sont  tous p o s i t i f s  s i  N e t  D forment une p a i r e  p o s i t i v e ,  
1 1 

c ' es t -à -d i re  s i  W (p) e s t  à pôles  e t  zéros a l t e r n é s .  
1 

S i  de p lus  +* e s t  n é g a t i f ,  tous  l e s  termes hors  diagonaux de FCL(.) 

sont  p o s i t i f s ,  e t  l a  con jec tu re  l i n é a i r e  e s t  v é r i f i é e .  

Remarques : 

1) Le pôle  p peut  ê t r e  égal  à l ' u n  des a u t r e s  pôles  p de W 1  ( p ) .  1 i 
Le système W(p) a  a l o r s  un pôle  double.  



2) Nous avons considéré v > O, mais la conjecture linéaire serait 2 
vérifiée sous les mêmes conditions avec j~ 5 0. Cependant, la condition 2 ' > O ne peut être validée que dans le cas où W(0) de stabilité '$* + - 

W(0) 
est positif, c'est-à-dire où p est strictement positif. 

2 

3) Le lieu de Bode des phases de W(p) est toujours compris entre 

0' et -180'. Celui de W (p )  est compris entre 0' et -90°. 
1 

W(p) est du type considéré, avec u1 = 2. O n a  : 

Ce système est absolûment stable et vérifie la conjecture du linéaire 

pour : 

IV.3.3 - Conjecture du linéaire Eour les modèles réduits --- ------------------- ....................... 
c m - ~ ~ ~ p ~ i f i é s  

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes de simplifica- 

tion des modèles en vue de l'étude de stabilité : 

- Dans le cas des systèmes mZP, nous avons proposé un théorème 
I I  du système réduit" (§  11.3.2) qui permet de diminuer la dimension de 

la matrice étudiée. Il est remarquable que le système réduit proposé 

vérifie toujours la conjecture du linéaire. 



- Dans le cas de systèmes multivariables, le paragraphe 111.2 
présente le théorème "du système simplifié" : la dimension du système 

à étudier ne change pas, mais sa complexité diminue. Un cas particulier 

a été exposé (5 111.31, concernant les matrices "pseudo-symétriques", 
.. 

c'est-à-dire ayant une matrice simplifiée A(x,t) symétrique. Dans ce 

cas, la conjecture du linéaire s'applique au modèle simplifié. 

IV.4 - Systèmes stables sans vérifier les conditions de stabilité 
des systèmes à coefficients constants 

Nous avons jusqu'à présent étudié les propriétés de stabilité absolue 

des systèmes. Pour cette forme de stabilité, les conditions des systèmes 

linéaires stationnaires constituent un optimum. La notion de conjecture 

du linéaire tient alors une place importante. 

Cependant, le fait d'étudier les systèmes non linéaires et/ou non 

stationnaires par le biais des systèmes linéaires stationnaires peut en- 

traîner une perte d'information importante, puisqu'on ne tient alors 

compte que du domaine de variation des gains non constants, sans envi- 

sager la façon dont ils varient dans ce domaine. 

Nous allons, dans cette partie, montrer sur quelques exemples, qu'il 

est parfois préférable (lorsque cela est possible) d'envisager directe- 

ment la nature non linéaire ou non stationnaire d'un système, sans passer 

par un système de comparaison linéaire stationnaire. Les méthodes mises 

en jeu y sont plus particulières, mais conduisent à des résultats plus 

larges ; les conditions de stabilité du linéaire stationnaire s'avèrent 

non nécessaires pour des systèmes à coefficients non constants. 

IV.4.1 - Système continu à coefficients périodiques - ............................. ------ --- 

Nous envisagerons dans cette partie les systèmes ( S )  décrits Figure 

111.13. Le schéma proposé fait intervenir deux espaces de représentation 

(temporel et fréquentiel) de façon à simplifier la lecture. En fait, 

l'asservissement est constitué d'une partie linéaire, de fonction de 

transfert F(p) sans numérateur, bouclée par un retour de gain pério- 

dique a + b cos ut. 



------------- 
I - x ( t >  , L 1 y ( t )  1 

a  + b cos ut  1 
I I 

Système (SI : 
1 

F(P)  = D(p) d(D) = q 

FIGURE III. 13 

On a  a i n s i  : 

- ~ ( t )  = y ( t )  (a  + b cos u t )  

Nous considèrerons p lus  généralement l e s  systèmes l i n é a i r e s  à coef- 

f i c i e n t s  pér iodiques dans l e  quatrième chap i t r e .  Des t ravaux a n t é r i e u r s  

I P i l l e t ,  Poloujadoff ,  Chassande, 19791 / P i l l e t ,  Poloujadoff ,  19821 

/Richard,  P i l l e t  & a l ,  19821 /Richard & Laurent ,  19831 ont considéré 

l e  type  de systèmes de l a  F igure  111.13, permettant l ' a p p l i c a t i o n  numé- 

r ique  du théorème de Floquet .  

F (p ) ,  a ,  b  e t  b~ é t a n t  donnés, il e s t  p o s s i b l e d e  c a l c u l e r  l e s  expo- 

s a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  A. du système l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  a s soc i é  à 
1 

(S) ,  l o r s q u ' i l s  son t  r é e l s  e t  d i s t i n c t s  (dans l e  cas  c o n t r a i r e ,  nous 

proposons une a u t r e  méthode dans l e  Chapitre  I V ) .  I l  e s t  a i n s i  poss ib le  

de t r a c e r  l e s  évolu t ions  de ces  i n v a r i a n t s  A .  en fonc t ion  de w ,  (F, a  e t  
1 

b é t a n t  f i x é s ) .  Le système (S) e s t  asymptotiquement s t a b l e  s i  e t  seulement 

s i  ces  va leurs  A .  son t  t o u t e s  s t r i c t emen t  néga t ives .  
1 

Notamment, lo rsque  l ' o n  pose a  = O e t  b  = 2 ,  avec : 



il apparaît que pour un certain intervalle de valeurs de w [ 1 , 3  ; 1 ,58 1 , 
les trois racines X 

1 y 
A ,  X sont négatives. Le système considéré est donc 3 

asymptotiquement stable, d'équilibre y = O. Ce résultat est confirmé par 

une simulation dont les courbes sont présentées Figure 111.14. 

FIGURE 111.14 



Cette simulation a été réalisée pour des conditions initiales nulles 

sur la vitesse et l'accélération de la sortie. Pour des valeurs de w sor- 

tant de l'intervalle considéré, on constate l'instabilité de l'équilibre 

y = o. 

Cependant, si l'on considère le système tangent à chaque instant t 
0 y 

on est amené à étudier le cas d'un retour constant K = a + b cos ut . La 
O 

construction du tableau de Routh-Hurwitz montre que quelquesoit la valeur 

de K, l'asservissement est instable. Ainsi, l'instabilité de l'ensemble 

des modèles tangents (à coefficients constants) n'implique pas celle du 

système réel. 

Remarque : 

Il est possible d'envisager un parallèle avec le cas continu, en 

considérant cette fois le calcul d'un asservissement échantillonné à 

réponse pile, dont le coefficient d'action proportionnelle est périodique. 

Ce type d'asservissement a été présenté antérieurement /Laurent & al, 

19691 de façon plus générale et permet d'annuler le transitoire en q 2 

périodes d'échantillonnage, où q est l'ordre du système. D'autres tra- 

vaux ont également conduit à un nombre inférieur de périodes q(q+1) 1 2  

/Moyaux, 19761. Le système est décrit Figure 111.15 : 

FIGURE 111.15 



Le système est alors décrit par : 

T 
dét M(k) = 1 + - k 2 

Une simulation a été effectuée pour T =  1 s, et les résultats en 

sont présentés Figure 111.16) et correspondent bien à une réponse pile 

en 4 S. (Les légères oscillations après 4 s sont dûes à l'imperfection 

des commutations des relais utilisés pour réaliser le gain périodique). 

Comme dans le cas continu envisagé précédemment, nous pouvons montrer 

que si le gain avait été constant, le système aurait divergé, et ce quelle 

que soit la valeur de ce gain k. 



FIGURE III. 16 

L a  majeure p a r t i e  des méthodes d ' ana lyse  des systèmes à c o e f f i c i e n t s  

non cons t an t s  i n t r o d u i t  une comparaison e n t r e  l e  processus e t  son modèle 

l i n é a r i s é ,  que ce s o i t  pour é t u d i e r  son comportement au tour  d ' un  po in t  

de fonctionnement ou en d é f i n i s s a n t  un "gain équ iva l en t  i n s t an t ané" .  

Jusqu ' à  p r é s e n t ,  il a v a i t  é t é  montré que l a  s t a b i l i t é  de tous l e s  

modèles tangents  n ' e n t r a î n a i t  que dans c e r t a i n s  ca s  c e l l e  du système 

rée 1. 

Nous avons montré i c i ,  qu 'en  ce q u i  concerne l e s  systèmes non s t a -  

t i o n n a i r e s ,  l e s  condi t ions  de  s t a b i l i t é  appl iquées s u r  l e  modèle tangent  

peuvent ê t r e  beaucoup plus r e s t r i c t i v e s  que l e s  cond i t i ons  de s t a b i l i t é  

r é e l l e s  du processus.  

En e f f e t ,  nous avons pu met t re  en évidence c e r t a i n s  systèmes à 

c o e f f i c i e n t s  pér iodiques q u i  sont  asymptotiquement s t a b l e s ,  b i en  

quV' ins  t a b l e s  à chaque i n s t a n t " .  



V - CONCLUSION 

11 est très intéressant d'aborder l'analyse de stabilité sous 

l'angle de la modélisation. Les principaux résultats présentés dans ce 

chapitre proviennent d'un choix de fonctions candidates à Liapounov di- 

rectement adaptées à des modèles spécifiques. 

Ces modèles, et notament les différents types de formes en flèche, 

peuvent être facilement conditionnés à l'aide des méthodes proposées dans 

le second chapitre. 

Les fonctions de Liapounov utilisées sont ici de type quadratique, 

quadratique-plus-intégrale, ou norme vectorielle. 

Les deux résultats majeurs de ce chapitre concernent la définition 

de modèles simplifiés, dont la stabilité suffit à conclure à celle du 

système initial : deux approches sont envisagées, l'une concernant la 

réduction de l'ordre du modèle (théorème du système réduit), l'autre 

permettant de réduire la complexité des termes du modèle, sans toutefois 

en diminuer la dimension (théorème du système simplifié). 

Enfin, nous avons envisagé, à travers la notion de "conjecture du 

linéaire", l'utilisation de critères propres aux systèmes à coefficients 

constants dans l'étude de stabilité de systèmes plus complexes : l'avan- 

tage réside dans la simplicité des critères mis en jeu, et dans l'opti- 

misation des domaines de stabilité absolue calculables. Cependant, cette 

notion peut s'avèrer restrictive lorsque les lois d'évolution des termes 

non constants du modèle sontdéterminées, c'est-à-dire lorsque la propriété 

étudiée n'est plus la stabilité l'absolue'l. 





ANNEXE 1II.A 

Déf in i t i ons  r e l a t i v e s  à l a  s t a b i l i t é  

Les r é s u l t a t s  e t  n o t a t i o n s  exposés dans c e t t e  annexe son t  i s s u s  de 

/ ~ r u j i 6 ,  1975-a/ en  c e  qu i  concerne l e s  d é f i n i t i o n s  r e l a t i v e s  à l a  s t a -  

b i l i t é ,  e t  de /Hahn, 19631 pour i a  méthode d i r e c t e  de Liapounov. 

A.l - Notations --------- 

x ( t  ; t ,x ) t r a j e c t o i r e  dans Wq,  p a r t a n t  du poin t  x  à l ' i n s t a n t  
O O O 

i n i t i a l  t 
O 

W+ ensemble des r é e l s  p o s i t i f s  ou nu l s  

llxll norme euc l id i enne  de x  E W 9 

4 x ensemble de d é f i n i t i o n  du vec t eu r  é t a t  x ,  i n c l u s  dans 07 e t  con- 

tenant  un vois inage R de x  = O 
h 

v ( x , t )  fonc t ion  cont inue de R dans W ,  d é f i n i e  p o s i t i v e  (cf 
k t o  

d é f i n i t  i on  III. 8) 

+ 
D symbole de d é r i v a t i o n  à d r o i t e  

+ ~ ( ~ ( t + e ; t , ~ ) , t + e ) -  v ( x , ~ )  : 
+ ,+] D v ( x , t )  = l imsup  

8 

7 .  un ensemble connexe d ' i n s t an t s .  i n i t i a u x  t 
1 O 

4  O( ) domaine de R xB r e l a t i f  à une p r o p r i é t é  notée  (. ) (ex : O ) 
S 

4 D ( . ) ( t  ) domaine de R r e l a t i f  à u n e  p rop r i é t é  notée (.) (ex : O ( t o )  
O s  



A.2 - D é f i n i t i o n s  r e l a t i v e s  à l a  s t a b i l i t é  .................................. 

Nous cons idérons  i c i  l a  s o l u t i o n  x ( t  ; t ,x  ) d e  l ' é q u a t i o n  d 'un  
O O 

système S : 

d  
( I I I  .A. 1 ) - x = $ = f ( x , t )  

d t  

( I I I . A . 2 )  ; t  , x )  = x  
X(to  O O O 

avec : 

La f o n c t i o n  f  e s t  t e l l e  que l a  s o l u t i o n  x ( t  ; t ,x ) s o i t  unique : 
O O 

e l l e  peut  par exemple v é r i f i e r  l a  c o n d i t i o n  de L i p s c h i t z  /Hahn, ,19631, 

D é f i n i t i o n  111.1 : Domaine de  s t a b i l i t é  27 
S 

S o i t  x = O l e  s e u l  é q u i l i b r e  du système S .  

D (Ti) e s t  s o n  domaine de  s t a b i l i t é  p a r  r a p p o r t  à T. s i  e t  s e u l e -  
s 1 

ment s i  : 

Le domaine de  s t a b i l i t é  de x  = O e s t  d é f i n i  p a r  D = D (W) . s S 

D ( t  ) e s t  l e  domaine de s t a b i l i t é  de  x =  O pour l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t . 
S O O 



Propriété : Invariance du domaine de stabilité 

Le domaine D est positivem6nt invariant par rapport au mouvement 
S 

du système, c'est-à-dire que pour tout t = : ' to 

(to , x0) E Ds 3 (t , ~ ( t  ; to,xo)) E DS 

Definition 111.2 : Domaine d'attraction D a 

Soit x = O le seul équilibre du système S. 

D (T.) est son domaine d'attraction par rapport à Ti si et seulement 
a 1 

si : 

Le domaine d'attraction de x = O est défini par D a = D  a (RI. 
D (t ) est le domaine d'attraction de x = O  pour l'instant initial t . 
a O O 

Propriété : Invariance du domaine d'attraction 

Le domaine D est invariant par rapport au mouvement du système : 
a 

Définition 111.3 : Domaine de stabilité asymptotique D 

Soit x = O le seul point d'équilibre du système S. 

Le domaine de stabilité asymptotique de x = O est défini par : 



Définition 111.4 : Estimation 0: d'un domaine 

Le domaine 0 :  de il? x IRq est une estimation du domaine 0. ssi : 

b) 3 to E [-a, + w  [, 0 :  = T x V, V voisinage de x = O 
O 

En général, il est difficile -voire impossible- de déterminer exac- 

tement le domaine de stabilité ou d'attraction d'un équilibre. On cherche 

alors à en calculer une estimation 0 ;  qui soit suffisamment proche du 

domaine effectif 0.. Cette estimation permet alors de fixer des condi- 

tions admissibles de fonctionnement du système, les conditions les moins 

contraignantes étant bien sûr celles qui sont liées à 0.. 

Définition 111.5 : 

Si 0 (t ) est constitué de tout l'espace de définition du vecteur 
a O 

état x, l'attractivité est globale. 

Si p (t ) est constitué de tout l'espace de définition du vecteur 
S O 

état x, la stabilité est globale. 

Si il y a à la fois stabilité globale et attractivité globale, l'équi- 

libre est globalemznt asymptotiquement stable. 

Définition 111.6 : Stabilité exponentielle 

L'équilibre x = O est exponentiellement stable si : 



A.3 - Méthode directe de Liapouno~ 

L'étude des propriétés de stabilité d'un équilibre repose sur la 

définition de fonctions v(x,t) ou v(x) positives, dont la convergence 

vers zéro doit entraîner celle de l'état vers son équilibre. Ces fonc- 

tions v jouent ainsi le rôle de distance généralisée de l'extrêmité du 

vecteur état à l'origine. Les définition et théorèmes qui suivent sont 

issus de /Hahn, 19631. 

L'équilibre considéré est x = O. Nous supposons que l'origine est 

un point singulier isolé pour f(x,t), c'est-à-dire qu'elle est le seul 

point d'équilibre de S dans un domaine R h ' 

Définition 111.7 : Fonction de classe K 

@(r) est une fonction de classe K ssi : 

m :  [O , h l  --+ h E R+ 

@(r) continue, strictement croissante, avec @(O) = O 

Définition 111.8 : Fonction définie positive (ou négative) 

Une fonction v(x,t) continue de R dans %? est définie positive 
h,tO 

(resp. négative) ssi il existe une fonction $(r) de classe K telle que : 

(III .A. 5)  v(x,t) 2 ~ ( I I x I I )  (resp. 6 - @(IIxII)> V(x,t) e R 
h,tO 

Définition 111.9 : Fonction non bornée en rayon 

v(x,t) est non bornée en rayon ssi l'inggalité (111.A.5) est véri- 

fiée pour des valeurs de h arbitrairement grandes, avec lim @(r) = +a. 
r+ + m  



Définition 111.10 : Fonction décroissante 

v(x,t) est décroissante ssi il existe une fonction Y(r) de classe 

K telle que : 

Pour que v(x,t) soit décroissante, il suffit qu'elle s'annule en 

x = O et que ses dérivées partielles av /3xi soient bornées sur R . 
h,to 

A partir de ces définitions, trois théorèmes importants peuvent 
e etre énoncés : 

Théorème III. 1 /Liapounov, 18921 : 

L'équilibre x = O du système S est stable s'il existe une fonction 
+ 

v(x,t) définie positive dont la dérivée D v(x,t) pour (111.~. 1) ne soit 

pas positive. 

Théorème 111.2 /Liapounov, 18921 : 

L'équilibre x = O du systène S est asymptotiquement stable s'il 

existe une fonction v(x,t) définie positive et décroissante, dont la 
+ 

dérivée D v(x,t) pour (III.A.l) soit définie négative. 

Théorème 111.3 /Barbagin & Krasovskii, 19541 : 

Soit x = O l'unique équilibre du système S. Ce point x = O est glo- 

balement asymptotiquement stable s'il existe une fonction v(x,t) qui soit, 

dans tout l'espace, définie positive, non bornée en rayon, décroissante, 
+ 

et dont le dérivée D v(x,t) pour (III.A.l) soit définie négative. 

Définition 111.11 : Fonction de Liapounov 

Une fonction vérifiant les conditions des théorèmes 111.1, 111.2 

ou 111.3 est appelée fonction de Liapounov pour le système S. 



Si v(x,t) est une fonction de Liapounov vérifiant les hypothèses du 

Théorème 111.3 pour le système Sa défini par : 

alors l'équilibre x = O du système S est globalement exponentiellement 

stable, i.e. : 





C H A P I T R E  I V  





SYSTEMES CONTINUS LINEAIRES 

A COEFFICIENTS PERIODIQUES 

INTRODUCTION 

La modélisation de nombreux systèmes physiques conduit à des équa- 

tions différentielles à coefficients périodiques ; de plus, les modèles 

choisis sont souvent de type linéaire, de façon à en simplifier l'étude. 

C'est le cas, par exemple, de certains systèmes considérés en physique 

du solide /Ziegler, 19771, en mécanique céleste /Sigrist, 19761 /Iswar, 

19801, en optique IElachi, 19761, en aéronautique /Borri & Mantegazza, 

19731, en automatique IMeerkov, 1973, 19801, en électrotechnique 

IChassande, 19811 /Lesenne & al, 19811, en aérospatiale IVanlandigham, 

1968) ILikins & Lindh, 19701 ICalico & Yeake, 19821 ou en mécanique des 

fluides /Joseph, 19801. 

De telles équations n'ont jusqu'à présent jamais été résolues dans 

leur généralité, mais /Liapounov, 18921 et /Floquet, 18831 ont proposé 

un résultat fondamental, que nous avons rappelé dans le premier chapitre : 

étant donné un système d'équations différentielles linéaires à coeffi- 

cients périodiques A(t), il existe un changement de variables périodi- 

que P(t) conduisant à un système équivalent M dont les coefficients sont 

constants. Les valeurs propres A .  associées à ce système sont des inva- 
I 

riants, appelés exposants caractéristiques. Leur connaissance est déter- 

minante dans l'évaluation des propriétés dynamiques du système. Malheureu- 

sement, la recherche du changement de variable P(t) pose le même pro- 

blème que la résolution directe du système d'équations à coefficients 

périodiques A(t). . 

Les méthodes proposées jusqu'à présent pour calculer une approxi- 

mation des exposants caractéristiques de A(t) sont essentiellement de 

type numérique, et la plupart supposent que ce modèle A(t) est connu. 

Elles sont basées sur des développements en séries /Malkin, 19561 

IMinorsky, 19621, ou bien sur des calculs de fractions continues 



/PiIlet & al, 19791 IPillet & Poloujadoff, 19821, ou encore sur une éva- 

luation des termes périodiques par des fonctions en escalier /Burgat & 

Mira, 19701. 

D'autres méthodes nécessitent la connaissance analytique de la ré- 

ponse impulsionnelle du système /Corail, 19791. 

Nous proposons ici de complèter ces résultats par deux approches dis- 

tinctes : l'une utilisant des moyens non plus numériques mais analogiques 

ou numériques /Richard, Laurent, 19841, l'autre considérant le cas d'un 

système dont le modèle A(t) n'est pas connu mais dont l'état est acces- 

sible (ou partiellement accessible) /Richard, Laurent, 1983/. Une appli- 

cation pratique est proposée dans le cas de la machine synchrone /Richard, 

Lesenne, 1984 1. 

De même que nous avons montré comment un invariant de type polyno- 

mial constitue un outil pratique de modélisation, il s'avère que les 

propriétés d'invariance que nous proposons dans cette dernière partie 

présentent un intérêt certain 'dans l'identification de systèmes à coef- 

ficients périodiques. Ces propriétés d'invariance concernent ici encore 

une expression comparable au polynôme caractéristiques des systèmes à 

coefficients constants. 

Tout au long de ce chapitre, les notations seront compatibles avec 

celles qui sont proposées au chapitre 1, 5 V. 

I - ENCADREMENT DES EXPOSANTS CARACTERISTIQUES PAR SIMULATION ANALOGIQUE 

Dans cette partie, nous proposons une méthode de majoration et de 

minoration des parties réelles des exposants caractéristiques, basée sur 

une propriété d'invariance. Cette démarche /Richard, Laurent, 19841 est 

originale dans le sens où les moyens mis en œuvre sont de type analo- 

gique. Ceci permet de dresser un parallèle avec les méthodes numériques. 



Translation des exposants caractéristiques 

Le système considéré est représenté par les équations (1.7) présen- 

tées au chapitre 1, et que nous rappelons ici (IV.11, ainsi que le ré- 

sultat du théorème de Floquet (IV.2) : 

(IV. I) ~ ( t )  e n79xq 

v t  E R  A(~+T) = ~ ( t )  

] P ( ~ > E ~ R ~ ~ ~  V ~ E R  P(~+T) = ~ ( t )  dét ~ ( t )  # O 

(IV. 2) 

u(t) = ~(t).x(t) ==+ G ( t )  = ~.u(t) 

M E R~~~ matrice constante 

Xi = 1 . q exposants caractéristiques de A(t), 

valeurs propres de M 

X ;T 
'i = 

multiplieurs caractéristiques de A(t) 

De ces équations, il vient : 

(IV.3) M = G(t) ~-'(t) + P(t) A(t) P-' (t) 

Cette matrice' ne dépend pas du temps, et donc : 

Nous proposons d'étudier l'effet d'une translation de valeur X sur 

le spectre de A(t). Dans ce but, considérons le système (1v.5) transfor- 

mé depuis (IV. 1 ) par translation : 

Une matrice constante associée à ce système à coefficients pério- 

diques est : 



Il  s ' e n  s u i t  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

P r o p r i é t é  d ' i n v a r i a n c e  p a r  t r a n s l a t i o n  : 

S i  l e s  exposan t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  A ( t )  s o n t  A .  ( i =  1 ,  . . . , q ) ,  
1 

ceux du système t r a n s l a t é  A ( t )  + X I  s o n t  Ai + A .  
q  

La correspondance ( P ( t ) )  e n t r e  A ( t )  e t  son modèle a s s o c i é  M e s t  donc 

i n v a r i a n t e  p a r  r a p p o r t  à une t r a n s l a t i o n  d u  s p e c t r e  de  A ( t ) .  

1 . 2  - Majora t ion  

Il e s t  p o s s i b l e  de c o n s i d é r e r  l e s  p r o p r i é t é s  d e  s t a b i l i t é  du système 

t r a n s l a t é  (IV.5) l o r s q u e  A v a r i e .  

S o i t  & l a  p l u s  grande v a l e u r  d e  X t e l l e  que l ' é q u i l i b r e  y = O de  

(IV.5) s o i t  s t a b l e  : 

(1v.7) A , G R : ; =  A ( ~ ) + A I  y 
M q  1 s t a b l e  

V A > AM, =  LA(^) +  XI^] y  i n s t a b l e  

C e t t e  p r o p r i é t é  de  $ e s t  également v a l a b l e  pour  le système (IV.8) : 

Par conséquent ,  X e s t  l ' o p p o s é  de  l a  p l u s  grande p a r t i e  r é e l l e  
M 

d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  de  M : 

(IV.9) A M = -  Max { ~ é e l  (Xi) } 
i = 1  ,..., q  

C e t t e  p r o p r i é t é  s e r a  u t i l i s é e  p a r  l a  s u i t e .  



1 . 3  - Minorat ion 

Nous cons idérons  main tenan t  le système i n v e r s é  d é f i n i  à p a r t i r  de  

(IV.1) p a r  : 

Le changement de v a r i a b l e  P(- t )  v é r i f i e  ( IV.4)  e t  c o n d u i t  à : 

P a r  un raisonnement i d e n t i q u e  à c e l u i  du paragraphe  p récéden t  ( O  1 . 2 ) ,  

l e s  p r o p r i é t é s  d e  s t a b i l i t é  d e  (IV.lO) : 

vont  p e r m e t t r e  de  d é t e r m i n e r  l a  p l u s  p e t i t e  p a r t i e  r é e l l e  d e s  v a l e u r s  

p r o p r e s  de  M. Ce système est e n  e f f e t  a s s o c i é  à l a  m a t r i c e  - (M+AI ) .  
4  

S o i t  X l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  de  X t e l l e  que l ' é q u i l i b r e  y = O de  
m 

(IV.lO) s o i t  s t a b l e  : 

(IV.11) Am E R : = [-A(-t) - 1 1 y s t a b l e  
m q  

V h < h  , = 1- A ( - t )  -  AI^] y  i n s t a b l e  
m 

Il  v i e n t  a l o r s  : 

(IV.12) Am = - Min { ~ é e l  (Ai)} 
i = l ,  ..., q  

1 . 4  - A p p l i c a t i o n  à l a  s i m u l a t i o n  

Les s i m u l a t i o n s  ana log iques  u t i l i s e n t  généralement  d e s  o p é r a t e u r s  

de b a s e  de t y p e  i n t é g r a t e u r  l / p .  I l  e s t  cependant p o s s i b l e  d e  remplacer  

c e s  o p é r a t e u r s  p a r  des  modules de p remier  o r d r e  d e  type  1 / (p-A), q u i  

f e r o n t  i c i  t o u s  i n t e r v e n i r  l e  même r é e l  A .  



La s imula t ion  d'un système à c o e f f i c i e n t s  pér iodiques f a i t  i n t e r -  

v e n i r  deux groupes d ' i n t é g r a t e u r s  : 

- l e  premier correspond aux q  d é r i v a t i o n s  des composantes de 

l ' é t a t  x ,  

- l e  second groupe peut ê t r e  u t i l i s é  pour r é a l i s e r  l e s  coef- 

f i c i e n t s  pér iodiques de A( t )  . 

Dans ce qu i  s u i t ,  c e s  c o e f f i c i e n t s  pér iodiques  seront  cons idérés  

comme de simples poten t iomèt res  v a r i a b l e s ,  e t  l e s  i n t é g r a t e u r s  cor res -  

pondants (second groupe) n ' on t  pas à ê t r e  changés. Par  con t r e ,  ceux du 

premier groupe pourront ê t r e  remplacés pa r  des opéra teurs  1 / (p-A). 

Le diagramme de s imula t ion  de ( I v . ~ ) ,  u t i l i s a n t  a l o r s  des opé ra t eu r s  

1 / (p-A) , e s t  ident ique  au diagramme de s imu la t ion  de (IV. 1 ) , u t i l i s a n t  

des  opérateurs  1 /p. 

Par conséquent, l a  t r a n s l a t i o n  du s p e c t r e  e s t  obtenue e n  e f f e c t u a n t  

une r é t roac t ion  (+ A) s u r  chacun des i n t é g r a t e u r s .  

Dans l e  cas  é t u d i é  e n  (1.2) (majora t ion) ,  une t r a n s l a t i o n  p o s i t i v e  

(A > O )  correspond à une " d é s t a b i l i s a t i o n "  de chaque i n t é g r a t e u r ,  e t  dans 

l e  cas  de l a  minorat ion ( 9  I . 3 ) ,  à une s t a b i l i s a t i o n .  

Du point de vue technique ,  il s u f f i t  de connecter  q  potent iomètres  

de même-valeur A en  r e t o u r  s u r  l e s  i n t é g r a t e u r s  concernés.  Cependant, 

l a  manipulation peut ê t r e  automatisée pa r  une méthode de sous-routine 

e t  explora t ion  paramétr ique.  

1 e t  correspondent aux bouclages rendant l e  système j u s t e  
m 

s t a b l e .  

1 .5  - Exemple : cas p a r t i c u l i e r  d 'un  système d 'ordre  3  

Nous reprendrons i c i  l e  cas  présenté  dans l e  chap i t r e  III, Figure 

III. 13, correspondant à une fonc t ion  de  t r a n s f e r t  : 



bouclée pa r  un g a i n  - 2 cos U t .  

La manipulat ion a  é t é  e f f e c t u é e  pour un domaine de v a r i a t i o n s  de 

w comprises e n t r e  0 ,7  e t  5 r d / s .  La majora t ion  e t  minorat ion des p a r t i e s  

r é e l l e s  des  exposants c a r a c t é r i s t i q u e s  de c e  système a  é t é  e f f e c t u é e  

pour chaque v a l e u r  de w, e t  l e s  r é s u l t a t s  sont  résumés F igu re  IV.l .  

11 a p p a r a î t  que dans l e  domaine : 

l e s  v a l e u r s  propres  de M on t  des  p a r t i e s  r é e l l e s  néga t ives  ou n u l l e s .  

Le système e s t  donc s t a b l e  pour w v é r i f i a n t  ( Iv .14) .  Ce r é s u l t a t  peut 

ê t r e  comparé au domaine de s t a b i l i t é  en w proposé par une méthode numé- 

r ique  / P i l l e t  & Poloujadof f ,  1982/ : 

(IV. 15) w E [ 1 , 3  r d / s  ; 1,58 r d / s  ] 

Les deux r é s u l t a t s  son t  donc comparables. I l  e s t  important  de remar- 

quer que dans l e  ca s  p a r t i c u l i e r  d 'un système d ' o rd re  3 ,  l a  t ro i s ième 

p a r t i e  r é e l l e  des va l eu r s  propres  peut  ê t r e  également éva luée  : on s a i t  

en e f f e t  que l a  t r a c e  de M e s t  éga l e  à l a  v a l e u r  moyenne de l a  t r a c e  de 

l a  ma t r i ce  A ( t ) ,  q u i  e s t  elle-même donnée i c i  pa r  l ' opposé  du c o e f f i c i é n t  

de degré 2 du polynôme symbolique du système : 

t p(X,A(t))  = (A + 0,4)(A - 0,4)(A + 1,5)  + 2 cos  u t  
(IV. 16) 

t r  A ( t )  = t r  M = - 1 , 5  

On remarque a i n s i  Figure IV.l que l e  système cons idéré  i c i  p r é sen t e  

des exposants  c a r a c t é r i s t i q u e s  complexes conjugués ou doubles  pour w 

compris e n t r e  1,45 e t  1,52 r d / s .  On a  a l o r s  deux p a r t i e s  r é e l l e s  é g a l e s .  



FIGURE IV. 1 

II - IDENTIFICATION DES EXPOSANTS CARACTERISTIOUES PAR ECHANTILLONNAGE 

Dans cette partie, nous proposons une méthode d'identification des 

exposants h basée sur la mesure échantillonnée d'un signal de sortie i ' 
du système. L'existence d'un modèle linéaire à coefficients périodiques 

A(t) est supposée, mais. la détermination de A(t) n'est pas nécessaire. 

Le problème de l'observabilité est envisagé, ainsi que celui de l'évalua- 

tion de l'ordre du modèle A ( t ) .  



La propriété de base, présentée dans un premier temps, concerne l'in- 

variance d'un polynôme caractéristique, et sera interprétée d'après des 

travaux antérieurs IMalkin, 19561. 

Les notations utilisées sont les mêmes que précédemment. 

11.1 - Invariance 

11.1.1 - Enoncé de la progriété de base P ------------- -- --------------- 

Considérons le système (Iv.~), ainsi que son système linéaire sta- 

tionnaire associé (Iv.2) : 

(1v.1) X=A(~).X (rappel) 

(IV.2) = M.u (rappel) 

L'idée de base est d'intégrer (IV.2) à partir d'un instant initial 

(T + nT) et pendant une période T : 

V ~ E N ,  V T  E [o,T[ 

(IV. 17) 

u (T + (n+l)T) = em u('r + n ~ )  

De plus, d'après (IV.2), on a : 

Nous poserons de manière évidente : 

Il vient alors : 



Cette équation (IV.20) est la discrétisation de (IV.1), avec la 

période d'échantillonnage T et partant d'un instant initial T. Nous pou- 

vons alors énoncerJ la propriété suivante : 

Propriété P d'invariance du polynôme caractéristique par rapport au pre- 

mier instant d'échantillonnage T : 

L'équation matricielle de récurrence à l'ordre 1 (IV.20) est équi- 

valente à l'équation scalaire de récurrence à l'ordre q suivante, et 

portant sur une quelconque variable d'état a : 

Les coefficients a. intervenant dans cette équation ne dépendent pas 
1 

de l'instant initial T, et sont égaux aux coefficients du polynôme carac- 
MT téristique de e : 

(1v.22) h q + a  
MT A + . + a h + a. = dét (AI - e ) 

1 
V h ~ d l  

q- 1 q 

Nous donnerons ici deux démonstrations possibles de cette propriété : 

la première permettra d'aborder par la suite le problème de l'observabi- 

lité du système par la sortie s, la seconde servira à interpréter cette 

propriété P par rapport à la démonstration du théorème de Floquet. 

Démonstration 1 : 

Soient les q réels a. définis par (IV.22). Il vient : 
1 



(IV. 23) 

MT 
La matrice e vérifie son équation caractéristique /Gantmacher, 

1959/, et donc : 

En additionnant les q lignes de l'équation (IV.23), et en multipliant 

à gauche par un vecteur quelconque s e IRq, il vient le résultat (IV.21). 

caractéristiques ------------ --- 

La propriété d'invariance concerne, ici encore, un polynôme de degré 

q. L'invariance n'est plus considérée par rapport à un changement de base, 

mais par rapport à un changement d'initialisation de l'échantillonnage, 

ou bien à un changement de sortie a ( t ) .  

Ceci peut être démontré d'une façon différente, faisant plus direc- 

tement appel à la démonstration du théorème de Floquet. 

Démonstration 2 : 

Soit X(t) une matrice intégrale /Gantmacher, 19561 du système (Iv.~), 

c'est-à-dire composée de q colonnes : 



l e s  x . ( t )  é t an t  q  s o l u t i o n s  l inéairement  indépendantes de (IV.1). 
1 

Toute s o l u t i o n  x ( t )  de (IV.1) e s t  a l o r s  une combinaison l i n é a i r e  

des x i ( t ) .  Le f a i t  que X ( ~ + T )  s o i t  également une mat r ice  i n t é g r a l e  en- 

t r a î n e  /Cesari ,  19591 l ' e x i s t e n c e  d'une mat r ice  cons tan te  C = em t e l l e  

que : 

e t  donc : 

Posons : 

I l  v i e n t ,  pa r  un procédé analogue à c e l u i  de l a  démonstration 1 

(IV.23) : 

Cet t e  équat ion e s t  v a l a b l e  que lquesoi t  t ,  e t  donc pour t = T  +nT. 

Le r é s u l t a t  (IV.21) s e  dédui t  a l o r s  de (IV.29), ~ ( t )  é t a n t  une combinai- 

son l i n é a i r e  des c o e f f i c i e n t s  de X( t ) .  

I l  e s t  important de n o t e r  que l e s  va l eu r s  propres  j~ de C ,  q u i  sont  i 
l e s  m u l t i p l i e u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de ( IV . I ) ,  pe dépendent pas du choix 

de l a  matr ice i n t é g r a l e  X( t )  /Malkin, 19561. 

Les va leurs  propres A. de M, quant à e l l e s ,  ne sont  connues qu 'à  
1 

p a r t i r  du logarithme de C ,  c ' es t -à -d i re  que seu le s  l e u r s  p a r t i e s  r é e l l e s  

sont  déterminées ; l e u r s  p a r t i e s  imaginaires  sont  c a l c u l é e s  avec une in-  

déterminat ion de 2kn / T (k 6 h )  . 



La démonstrat ion du théorème de Floquet u t i l i s e  (IV.26) en  cho i s i s -  

san t  X(t) de façon à ce que C s o i t  sous forme de Jordan. Nous pouvons 

l ' env i sage r  pour C diagonale  ; on a  a l o r s  : 

En posant : 

( t  log cii) /T 
(IV.31) x i ( t )  = e  . p i ( t )  

il e s t  a i s é  de montrer que p . ( t )  e s t  pér iodique ,  de période T. Ces fonc- 
1 

t i o n s  p . ( t )  d é f i n i r o n t  l e  changement de base P ( t )  pér iodique.  
1 

On peut e n f i n  remarquer une p r o p r i é t é  i n t é r e s s a n t e  de l a  t r a c e  de 

M, q u i  e s t  l a  moyenne de c e l l e  de A ( t ) .  En e f f e t ,  on s a i t  /Malkin, 1956/ 

que : 

T 1 t r a c e  A( t )  . d t  T ,  race 
(IV.32) de t  C = e  O 

= e  

e t  donc : 

Cet te  p r o p r i é t é  a  é t é  précédemment u t i l i s é e  (IV.16).  Le terme a  
O 

du polynôme i n v a r i a n t  dépend par  a i l l e u r s  de c e t t e  t r a c e  : 

11.2 - Mesure des m u l t i p l i e u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

Il e s t  poss ib l e  de connaî t re  l e s  m u l t i p l i e u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  ci. 
1 

d'un système A( t )  dès l ' i n s t a n t  où l ' o n  peut mesurer l e  polynôme inva- 

r i a n t  (IV.22). Ceci peut ê t r e  f a i t  en  r e l evan t  l e s  va l eu r s  échan t i l l on -  

nées d'une ou p lus i eu r s  s o r t i e s  d ' é t a t  a ( t ) ,  e t  en cherchant l ' é q u a t i o n  



de récurrence que tou te s  ces  s o r t i e s  v é r i f i e n t .  Ceci e s t  a l o r s  une dé- 

marche c l a s s ique  d 'ana lyse  du s i g n a l .  

Nous envisagerons,  à t i t r e  d'exemple, d i f f é r e n t e s  façons de procé- 

d e r ,  se lon  que l e s  mesures peuvent ê t r e  considérées  comme exac te  ou en- 

tâchées d ' e r r e u r .  

II. 2.1 - Mesure exac t e  d ' une sor t ie -gshant  i l l ~ m ; ~ g - ~ - ~ é r i o d e  x-; 
Obse rvab i l i t é  ------------- 

I I . 2 . l / a  - Pr inc ipe  : 

Une v a r i a b l e  d ' é t a t  5 e s t  mesurée aux i n s t a n t s  T ,  T+T, . . . , T+2nT. 

On o b t i e n t  l e s  données O ~ ( T ) ,  O1(T), . . . ,  on(^) , . . . , c I ~ ~ ( T ) ,  qu i  se ront  

également notées  5 o l ,  . . . Y  5 ... 3 52n. n ' 

Ces données sont regroupées dans un t ab l eau  (n+l )  x ( n + l )  d é f i n i  par  : 

Les mat r ices  Hn(r) sont  des ma t r i ce s  de Hankel /Gantmacher, 19561. 

des algori thmes ont  é t é  spécialement  é t u d i é s  en vue de l e u r  invers ion  

/Trench, 19651 /Rissanen, 1 9 7 4 / .  

La mesure de H ( T )  n é c e s s i t e  un temps de mesure de 2nT, avec un 
n+ l 

nombre de mesures 2n+l.  

S i  n e s t  supé r i eu r  ou éga l  à l ' o r d r e  q du système cons idé ré ,  l e  dé- 

terminant de  H (T)  e s t  n u l ,  puisque chacune de s e s  l i g n e s  v é r i f i e  l a  
n+ 1 

même équat ion de récurrence (IV.21). S o i t  p l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  v é r i -  

f i a n t  (IV.36) : 



d é t  H ( r )  ;f O 
P  

(IV. 3 6 )  

d é t  H p + i ( ~ )  = O Y i  2 1 

On a  a l o r s  p  < q .  

Ce nombre p  e s t  l ' o r d r e  de l ' é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  q u i  gouverne 

a ( T ) .  C e t t e  é q u a t i o n  p e u t  ê t r e  c a l c u l é e  comme s u i t  : n  

S o i t  A (T)  .un v e c t e u r  propre  a s s o c i é  à l a  v a l e u r  p ropre  O de 
P + I  

H (Tl : 
P + I  

La m a t r i c e  H (T)  e s t  r é g u l i è r e ,  e t  donc l a  d e r n i è r e  composante a (T) 
P  P  

de A (T)  n ' e s t  pas  n u l l e .  On c h o i s i t  : 
P + I  

Ce v e c t e u r  d é f i n i t  l ' é q u a t i o n  de  r é c u r r e n c e  v é r i f i é e  p a r  a (T)  : 
n  

a s s o c i é e  au polynôme 

c e c i  peu t  ê t r e  comparé avec (IV. 21) : p a r  hypothèse ,  a (T) v é r i f i e  
n  

( IV.21) ,  e t  l e s  mesures montrent  que a ( T )  v é r i f i e  également ( IV.39) .  Le 
n  

dégré  p  de (IV.40) e s t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à c e l u i  q  de  (IV.22).  Par  consé- 

q u e n t ,  l e s  p  z é r o s  de  (IV.40) son t  d e s  z é r o s  d e  ( IV.22) .  (Les termes a .  
1 

peuvent t o u t e f o i s  dépendre de T ,  c a r  p  p e u t  dépendre  de  T I .  

Ces termes ai s o n t  c a l c u l é s  à p a r t i r  d e s  p  p remières  l i g n e s  de 

H ( T I ,  sous  l a  forme : 
P+1 



Nous proposons de résumer ces  r é s u l t a t s  par  l a  formula t ion  su ivante  : 

Propr i é t é  : Quelquesoit  l e  choix de l a  s o r t i e  d ' é t a t  a ,  e t  de l ' i n s t a n t  

i n i t i a l  d ' échant i l lonnage  T ,  l a  formule (IV.41) mène à un 

sous-ensemble de m u l t i p l i e u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  du système 

(zéros de (IV. 40) ) . Cependant, dans l e  cas géné ra l ,  l e  choix 

ce a ou de T peut  i n f l u e r  s u r  l e  nombre d 'é léments  de ce sous- 

ensemble. 

Dans l e  cas  i d é a l  ( p = q ) ,  2q+l mesures sont  en  t h é o r i e  s u f f i s a n t e s  

pour c a l c u l e r  t ous  l e s  m u l t i p l i e u r s .  Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  l e  

cas  (p < q)  qu i  présente  un problème d ' o b s e r v a b i l i t é .  

II. 2.1 /b - Obse rvab i l i t é  (p < q)  : 

Il peut adveni r  que l a  s o r t i e  a (T) v é r i f i e  une équat ion  de récur- 
n  

rence dont l e  degré  p e s t  s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à l ' o r d r e  q du système 

global  ( IV . l ) .  Dans ce c a s ,  nous pouvons a f f i rmer  que l a  p a i r e  r eEii , sT P-' (T)  1 n ' e s t  pas observable.  En e f f e t ,  à p a r t i r  de (1v.39) 
L -1 
e t  d 'équat ions  analogues à (IV.23),  il v i e n t  : 

1 sT P-! (T) e  
m 

(Iv.42) dé t  = O pour P < Q  

Ceci peut dépendre à l a  f o i s  du choix de T e t  de s ,  ou b i en  de s  

seulement : considérons par  exemple une matr ice A ( t )  qu i  dans une cer-  

t a i n e  base s o i t  t r i a n g u l a i r e  par  b locs  : 



Dans ce cas particulier, la théorie de Floquet peut être appliquée 

au sous-système A22(t), conduisant à une matrice constante M Toute sor- 2 ' 
tie a qui ne dépend que du sous-vecteur x est régie par une équation n 2 

M2T de récurrence d'ordre q2<q, correspondant aux valeurs propres de e , 
et ceci quelquesoit le choix de T. 

On peut également envisager sur un découplage périodique, c'est-à- 

dire une matrice A(t) dont le bloc A (t) s'annule périodiquement. L'ob- 2 1 
servabilité dépendrait alors du choix de T et de o. 

Le schéma de la figure IV.2 permet de résumer les causes de non ob- 

servabilité : il représente l'application du théorème de Floquet consi- 

dérée du point de vue de l'automaticien (première ligne), et l'effet de 

l'échantillonnage proposé (deuxième ligne). 

, - - A - - - - - - - - - - A - - - - - - - - - - J - ,  
\ 

1 1 échantillonnage (~ériode T, instant initial T) r 

' - - r  - - - - - - - - - - - - - - - - - , , - - - - /  

I I 
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1 1 . 2 . 1 1 ~  - Exemple : 

De façon à t e s t e r  c e t t e  méthode, nous avons simulé une équat ion 

dusecondordre ,  d é f i n i e  par  : 

La s o r t i e  o considérée e s t  l a  première composante de x = P( t1 .u  : 

Pour d i f f é r e n t e s  va l eu r s  de (a ,B) ,  qua t re  choix d ' i n s t a n t s  i n i t i a u x  

ont é t é  proposés : T = 0.2 , 0.4  , 0 .6  ou 0.8 S .  

Sur ce t  exemple, nous voyons a p p a r a î t r e  t r o i s  causes poss ib l e s  d'im- 

p réc i s ion  : 

a e t  B << O 
1 'échant i l lonnage  (3 périodes d'une seconde) donne 

. a e t  B » O  1 .  des va l eu r s  n u l l e s  ou i n f i n i e s  

l e  système tend  v e r s  un premier o rd re .  Le dé ter -  
. a # B  minant de H2 diminue s i  a  tend v e r s  b  

( v o i r  par  exemple a = B = -1) 

Le tab leau  IV.3 propose : 

. l e s  va l eu r s  de (a,B) c h o i s i e s ,  

. l a  s u i t e  des i n s t a n t s  d 'échant i l lonnage  (en secondes) e t  l e s  

s o r t i e s  correspondantes ,  

. l e s  va leurs  des  déterminants  de H2 e t  H3 (mat r ices  de Hankel 

d ' o rd re  2 e t  3 ) ,  

1 ' éva lua t ion  numérique de ( a ,  B I .  
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11.2.2 - ggslye exacte d'une o y - ~ ~ ; s i e u r ~ - ~ g ; t i g s - ~ ~ ~ ~ ~ & ~ ~ ~ g g ~ ~ g ~  

à période T/k -- ---------- 

De façon à réduire le temps de mesure, et éventuellement les problèmes 

d'observabilité, on peut envisager d'une façon analogue de mesurer plu- 

sieurs sorties, échantillonnées à une fréquence k/T, k étant un entier 

non nul. On dispose alors de matrices de données S qui, comme les ma- n 
trices H permettront de définir l'ordre du système ainsi que ses mul- 

n 
tiplieurs caractéristiques. Les instants initiaux d'échantillonnage peu- 

vent prendre les valeurs : 

Par exemple, dans le cas de deux sorties O et o échantillonnées 
1 2 

à période T/2, la matrice S peut être : 
5 

En augmentant le nombre de sorties ou la fréquence d'échantillonnage 

(k), on peut ainsi obtenir une matrice de données S avec un temps de 
n+ 1 2 

mesure minimum de (n+l )T (pour un nombre maximum de mesures (n+l) ) . 

Le choix de la matrice S doit être effectué en fonction de son 
n+ 1 

conditionnement à l'inversion : si le temps d'échantillonnage est trop 

long, les dernières mesures vont être proches de zéro ou de l'infini 

(selon la convergence ou divergence de la sortie). Si ce temps est trop 

faible, les coefficients de chaque colonne de S seront très voisins. 
n 

Dans tous les cas, il est préférable de disposer de plusieurs sor- 

ties. L'organigramme de la Figure IV.4 résume la démarche suivie dans le 

cas où une seule sortie o est mesurée. 
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II. 2 . 3  - Mesures i g ~ z é c i s e s  

Dans t o u s  les c a s ,  l a  s o r t i e  c h o i s i e  a ( t )  d o i t  ê t r e  une v a r i a b l e  

d ' é t a t ,  e t  son é q u i l i b r e  e s t  donc z é r o .  Ceci  e n t r a î n e  qu 'un é v e n t u e l  r é -  

gime permanent o u  des  e r r e u r s  de mesures  d o i v e n t  ê t r e  é l i m i n é e s .  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous no te rons  S l e s  m a t r i c e s  d e  données mé- 
q+1 

s u r é e s ,  s u ' e l l e s  s o i e n t  de t y p e  H ou S . n  n 

I I . 2 . 3 1 a  - E r r e u r  d ' o f f s e t  : 

S i  l e s  a p p a r e i l s  de mesure p r é s e n t e n t  des  e r r e u r s  d ' o f f s e t  inconnues 

mais c o n s t a n t e s ,  l a  même méthode r e s t e  v a l a b l e  e n  c o n s i d é r a n t  l e s  d i f f é -  

r e n c e s  a u  p remier  o r d r e  d e s  s ignaux.  Il e s t  a l o r s  n é c e s s a i r e  d e  mesurer  

deux m a t r i c e s  S dont l e s  l i g n e s  s o n t  c o n s t i t u é e s  d e s  mêmes s o r t i e s  
q+ l  ' 1 

mais avec  des i n s t a n t s  i n i t i a u x  d i f f é r e n t s .  Leur d i f f é r e n c e ,  n o t é e  S 
q+l 

a  a l o r s  un dé te rminan t  n u l .  L ' a l g o r i t h m e  de  l a  f i g u r e  IV .4  e s t  conservé ,  

en remplaçant S  par  S 
1 

4+1 q+l ' 

C c e i  demande deux f o i s  p l u s  de mesures  que dans  l e  c a s  où il n ' y  

a  pas  d ' e r r e u r  s u r  l e s  s o r t i e s .  

I I .2 .31b  - E r r e u r  de d é r i v e  : 

S i  l e s  e r r e u r s  des a p p a r e i l s  de  mesure s o n t  p r o p o r t i o n n e l l e s  a u  

temps, il e s t  n é c e s s a i r e  de  c o n s t r u i r e  deux m a t r i c e s  de t y p e  S ' e t  
2  q+l ' 

de c a l c u l e r  l e u r  d i f f é r e n c e  S . L ' a l g o r i t h m e  e s t  a l o r s  a p p l i q u é  à c e t t e  
q+l 

m a t r i c e  de d i f f é r e n c e s  au second o r d r e .  

II. 2 . 3 1 ~  - Régime permanent : 

S i  l e  régime permanent d 'une s o r t i e  e s t  non n u l ,  inconnu mais pé r io -  

d ique ,  on peut c a l c u l e r  l a  d i f f é r e n c e  d e  deux m a t r i c e s  S  c o n s t r u i t e s  
q+l  

d ' a p r è s  l e s  mêmes s ignaux,  mais s é p a r é e s  d 'une p é r i o d e .  Ôn o b t i e n t  a l o r s  

une m a t r i c e  sT s u r  l a q u e l l e  l ' a l g o r i t h m e  s ' a p p l i q u e .  
q + l  



I I .2 .31d  - S o r t i e  b r u i t é e  : deux p r o p o s i t i o n s  : 

Il e s t  p o s s i b l e  que l a  s o r t i e  a s o i t  en tâchée  d ' u n  b r u i t .  Deux so- 

l u t i o n s  s o n t  a l o r s  e n v i s a g e a b l e s  : 

e - S o i t  a p p l i q u e r  une méthode d ' e s t i m a t i o n  de  l a  m a t r i c e  S 
q+l 

à p a r t i r  d e  p l u s i e u r s  mesures S ( e s t i m a t i o n  aux moindres c a r r é s ,  
q+ 1 

p a r  exemple).  

- S o i t  f i l t r e r  d i rec tement  l a  s o r t i e  a à l ' a i d e  d 'une  f o n c t i o n  

de t r a n s f e r t  connue F ( p ) .  On augmente a l o r s  l ' o r d r e  g l o b a l  du sys-  

tème d i f f é r e n t i e l ,  mais c e l u i - c i  r e s t e  à c o e f f i c i e n t s  p é r i o d i q u e s .  

L ' a p p l i c a t i o n  de l a  méthode proposée c o n d u i t  à deux ensembles de 

v a l e u r s  p r o p r e s  : c e l l e s  q u i  cor responden t  au système i n i t i a l ,  e t  

c e l l e s  venan t  de F ( p ) .  

Des e x p é r i m e n t a t i o n s  s u r  machine r é e l l e  s o n t  a c t u e l l e m e n t  e n  cours  

ou p révues ,  de f a ç o n  à t e s t e r  l ' e f f i c a c i t é  comparée de  c e s  deux s o l u t i o n s .  

III - APPLICATION AU MODELE DE PARK DE LA MACHINE SYNCHRONE 

Depuis que lques  années ,  un i n t é r ê t  c o n s i d é r a b l e  a é t é  sou levé  p a r  

des q u e s t i o n s  concernan t  l a  m o d é l i s a t i o n  d e  l a  machine synchrone e t  l a  

d é t e r m i n a t i o n  de  s e s  paramètres  à p a r t i r  d e  mesures.  

Cet i n t é r ê t  est  dû à l ' augmenta t ion  d e  pu i ssance  d e s  nouveaux géné- 

r a t e u r s ,  a i n s i  qu ' au  f a i t  que c e s  sys tèmes o p è r e n t  p l u s  p r è s  d e s  l i m i t e s  

de  s t a b i l i t é  : l e s  modèles proposés  d o i v e n t  donc ê t r e  de  p l u s  e n  p l u s  

p r é c i s .  

De nombreux t r a v a u x  o n t  a i n s i  é t é  c o n s a c r é s  à c e  s u j e t  /Canay, 19691 

ITakeda & Adkins,  19741 /Watson & Manchur, 19741 IShackshaf t ,  1974, 19751 

/Umans, Mal l i ck  & Wilson, 19781 /Maun, 19841. 

Nous proposons d ' a p p l i q u e r  l a  méthode d ' i d e n t i f i c a t i o n  proposée a u  

modèle de Park de l a  machine synchrone.  C e  modèle f a i t  en  g é n é r a l  i n t e r -  

v e n i r  c i n q  enrou lements ,  mais il e s t  p o s s i b l e  d ' u t i l i s e r  un modèle p l u s  

complexe, du moment que l a  l i n é a r i t é  e n  r e s t e  a c q u i s e .  



Le court-circuit symétrique est généralement utilisé pour détermi- 

ner les paramètres d'un tel modèle. L'enregistrement des intensités ro- 

toriques, après en avoir soustrait le régime permanent, donne le signal 

causé par cette perturbation. Les valeurs numériques sont alors traitées 

à l'aide de l'algorithme proposé dans la partie précédente, et condui- 

sent à trois racines réelles et deux complexes conjuguées, qui à leur 

tour donnent les constantes de temps et pseudo-pulsations de la machine. 

Cette méthode peut également utiliser la mesure des courants stato- 

riques, dont le régime permanent est périodique. 

Une simulation numérique d'une machine à rotor lisse permet d'il- 

lustrer cette étude. 

111.1 - Modèle de Park 

Le modèle de Park de la machine synchrone à l'ordre 5 est schéma- 

tisé Figure IV.5 : les enroulements amortisseurs sont modélisés par deux 

enroulements équivalents KD et KQ en court-circuit /Lesenne & al, 19811. 

FIGURE IV.5 



Ce modèle est supposé linéaire, c'est-à-dire que l'on néglige la 

saturation du circuit magnétique, les courants de Foucault, l'hystérésis, 

les couplages capacitifs entre enroulements, l'influence de la tempéra- 

ture et des pièces massives, ainsi que l'effet de peau sur les impédances. 

Moyennant ces hypothèses, les relations liant les variables : 

T 
V S = (v, , VB , VC ) tensions statoriques 

T 
v R = (v,, O ,  O) tensions rotoriques 

i = (iA , iB , iC)T intensités statoriques 
S 

i = (iF, i 
R 

i 1' intensités rotoriques 
KD ' KQ 

sont décrites par le système différentiel : 

où R S, RR, LSS, MSR, MT\S et L sont des matrices 3 x 3  dont les coeffi- 
RR 

O 

cients sont des fonctions trigonométriques de 8. Si la vitesse 8 est 

constante, le système est donc linéaire à coefficients périodiques. Nous 

poserons conventionnellement : 

(IV.47) 8 = w't W' = constante 

La transformation de Park considère un changement de variables noté 

P (8), permettant de passer des grandeurs statoriques v et i à leurs 
1 S S 

composantes relatives v et i sous la forme : 
CS CS 

T 
= (vo , Vd , vq) indice O = homopolaire 

.( indice d = direct ( ics = (i ,id , i ) 
T 

indice q = en quadrature 
O 9 



cos 8 

4 .rr cos ( 8  - -1 3 

- 
-sin 8 

- sin ( O - ? )  
- sin (8 - 4jn) 

4 

On obtient alors une équation différentielle à coefficients cons- 

tants : 

(les notations sont ici normalisées, p est l'opérateur de Laplace). 

Lorsque 8 tourne à vitesse constante, P (0 )  est périodique. La trans- 
1 

formation de Park est alors l'équivalent de l'application du théorème de 

Floquet au système (IV.46) . 

A partir de l'équation (IV.49), l'inversion de la matrice impédance 

M(p) /Lesenne, Seguier, 19821 conduit à : 

I Id(p) = Ydd(p) Vd(p) + Y (pl V (p )  + YdF(p) VF(p) 
d q q 

(IV. 50) 1 (pl = Y (pl Vd(p) + Y (p) Vq(p) + Y (pl vF(p) 
q qd 49 qF 

I~(P) = YFd(p) Vd(p) + Y (p) Vq(p) + yFF(p) VF(p) 
F q 

Les 'ij 
(pl sont les admittances opérationnelles de la machine syn- 

chrone idéalisée. Les expressions de ces admittances sont données dans 



/Richard & Lesenne, 1984/ /Lesenne & a l ,  19811. Les dénominateurs de 

ces  admit tances son t  t ous  égaux à D(p) d é f i n i  par  : 

Les ci. sont  donnés dans l e s  mêmes ré£  érences . Les va l eu r s  de V V e t  VF(p) 
1 d '  q 

dépendent du type de t r a n s i t o i r e  é t u d i é .  Dans l e  c a s ,  généralement é t u d i é ,  

du c o u r t - c i r c u i t  t r i p h a s é  symétrique, on a : 

e t  par conséquent : 

La mesure du courant  1 ( t ) ,  après  s o u s t r a c t i o n  du régime permanent, 
F 

donne l e  s i g n a l  i ( t )  causé pa r  l a  pe r tu rba t ion .  
F 

Les a u t r e s  courants  mesurables dans l e s  enroulements A ,  B e t  C son t  

des combinaisons de 1 e t  1 à c o e f f i c i e n t s  pér iodiques ,  données par 
d q 

(IV.48). Leur régime permanent e s t  s i n u s o ï d a l .  

La mesure de i F ( t )  i A ( t ) ,  i ( t )  ou i (t) permet donc d ' app l ique r  
B C 

l a  méthode que nous avons proposée. 

Les exposants c a r a c t é r i s t i q u e s  sont  a l o r s  l e s  r ac ines  du dénominateur 

D(p) (IV.51) commun aux admittances Y (p) : deux r ac ines  complexes conju- 
i j 

guées e t  t r o i s  r ac ines  r é e l l e s .  

111.2 - Remarques s u r  l ' o r i g i n a l i t é  de l a  méthode 

D i f f é r e n t s  t ravaux /Delhaye, 19791 i n s i s t e n t  s u r  l e s  nombreuses 

e r r e u r s  i n t r o d u i t e s  par  l a  chaîne de  mesure, e t  proposent des  méthodes 

s t a t i s t i q u e s  pour augmenter l a  p réc i s ion .  Parmi ces  d i f f é r e n t e s  méthodes, 

il appa ra î t  : 



- l'influence des erreurs d'offset des enregistreurs, 
- la nécessité de déterminer l'instant exact d'application du 

court-circuit. 

Les erreurs dues à ces deux causes disparaissent avec la méthode 

que nous proposons. 

Il est alors possible d'étudier la validité du modèle de Park de 

la machine synchrone. Ceci est faisable en testant les valeurs de déter- 

minants successifs des matrices S . Si le déterminant de S6 est nul ou 
n 

proche de zéro, le modèle usuel d'ordre 5 peut être retenu. Dans le cas 

contraire, il est nécessaire de passer à un modèle plus complexe mais 

plus précis, en calculant l'ordre à partir duquel les déterminants peu- 

vent être considérés comme nuls. Ceci mène à une représentation plus pous- 

sée des enroulements amortisseurs (cf Figure IV.6) et introduit des sous- 

sous-transitoires . 

FIGURE IV.6 



111.3 - SIMULATION NLNERIQUE 

De façon à illustrer l'algorithme proposé, nous avons effectué une 

simulation des équation d'une machine à pôles lisses, avec les valeurs 

numériques proposées Figure IV.7, et déjà utilisées dans d'autres tra- 

vaux /Lesenne, Kotny & Seguier, 19811 : 

FIGURE IV. 7 

Les équations des courants sont alors : 

- (3 ,925  c o s  295,5249 t + 1,443 s i n  295,5249 t )  e-92*7082t 1 
iA(t) = ~ ~ [ 0 , 0 1 5  s i n  100 n t  - 0,499 c o s  100 n t  ] 

(IV. 5 4 )  + EM[0.090  s i n  100 n t  - 3 , 1 7 4 ~ 0 s  100 n t  l e  -0,7181t 

+ E l * [ - 0 , 0 8 8 s i n  1 0 0 n t - 1 , 4 3 1  cos  100 n t ] e  -31,9105t 

+ ~ ~ [ - 0 , 4 0 ? s i n  1 0 0 n t  - 0 , 1 2 7 ~ 0 ~  100 n t ] e  -127,6629t 

+ E~ [ 0,384 s i n  100 n t  + 5,231 cos  100 n t  ] e-'*' 7082t cos 295 ,5249t  

+ E ~ [  5 ,253 s i n  100 n t  + 1,424 cos  100 n t  ] e-9217082t s i n  295,5249 t 

Ce modèle est proposé à l'ordre 5 : la prise de mesures doit par 

conséquent durer au moins 6 périodes de 30 ms. 



Nous proposons dans la table IV.9 les valeurs calculées de I (t) F 
et iA(t), ainsi que celles des différences entre 1 et son régime per- F 
manent (IA). Les allures de ces courants sont données Figure IV.8. Nous 

noterons : 

i (t) = IF(t) - IF(m) = IF(t) - 1 
F 

 AI,(^) = IF(t +A) - I,(t) différence d'ordre 1 sur 1 
F 

AI 't) = i (t +T) - iA(t) 
A 

différence d'une période sur i 
A A 

A = 0,004 s T = 0,02 s 

Dans un premier temps, la calcul est effectué d'après les données 

sur i (t) : la matrice S est présentée, et conduit aux déterminants 
F 6 

d'ordre 3, 4, 5 et 6. Le déterminant d'ordre 6 étant proche de zéro 

 IO-^^), et on calcule donc le polynôme de degré 5 associé aux cinq 
premières lignes de S (inversion de S5). Ceci conduit aux évaluations 
A 

6 
A. des données de simulation A .  : 
1 1 

L'erreur maximale est de 0,6 %, ce qui constitue une excellente 

approximation. On peut noter que, comme prévu (cf § 11.1.2) la partie 

imaginaire (pseudo-pulsation) est déterminée à k.rr près (k EN). 

Dans un second temps, le même calcul est conduit à partir des va- 

leurs AIF, puis AIA. Ceci permet l'élimination du régime permanent et 

d'une éventuelle erreur d'offset (qui bien sûr n'existe pas ici). Les 

déterminants sont alors plus proches de zéro, car les valeurs de AI F 
et AIA sont faibles. Cependant, les résultats sur les A. sont les mêmes 

1 

que précédemment. 





.iiii.r*.~~.ir~r~~~......~=ii~...~..I..rr 

TIME ( S I :  CURHENT IF: CLIRRENT I A :  I F - S T E A D I  STATE: 
i 7 - 1  

(CALCULUS ON ( I F  - STEADY S T A T E )  D A T A I  

3TH ORDER DETERHINf iNT* - 3 9 7 4 0 3  
4TH ORDCR D E T E R M I N A N T - - . I l O S I S E - T  

- -  -- 
5 T H  DCGRFF POL Y N f i M l A l  ! 

3Tt4 OfiDER DETERMlNfiNT--. 0 0 8 1 0 8  
4TH ORDER D E T C R H I N A N T I - . ~ ~ H ~ ~ ~ C - ~  

- - - - - - - 
OTH ORDER DETEfiHINfiNT--,988292E-23 
5 T H  DECREE POLIHOMIAL :  
- , 9 9 3 6 1 8 8 - 3  * . 2 7 4 7 5 9 ~ - i ~ - . 2 6 3 7 9 5 ? + 1  . l 2 7 3 3 ? - 1  . 8 0 3 1 7 ~ '  + b 5  
CO"- ' 0 7 7 9  T I H C  CONSTANT= . 7 0 3 5 9 8 E - ?  
ROOT- - 5 2 8 3  POLE- - 3 1  ~ 9 0 4 5  T l M C  CONSTAI+T= . 3 1 3 4 3 5 E - 1  
R00T= . 9 8 5 8  ~ 0 ~ . 7 1 5 0 0 0  TIII(CJflfiV$NT= 1 . 3 9 8 4 3  
COMPLEX ROOT-. t . 0 5 : ~ ~ ~ ~ ~  fg.i==9; ;3+2- -. ~.....r..-...**..-*==...-~=-=.-==~..~-I. 

TABLE I V .  9 



CONCLUSION 

La notion d'invariance permet d'aborder les systèmes linéaires à 

coefficients périodiques de différentes manières, selon que la matrice 

d'évolution est connue ou non. 

Dans un premier temps, nous avons utilisé l'invariance du change- 

ment de variables de Floquet par rapport à une translation du spectre 

de la matrice d'évolution, supposée connue. Une simulation analogique 

permet alors de majorer et minorer les parties réelles des exposants 

caractéristiques du système. 

Lorsque le modèle est inconnu, il est possible de calculer direc- 

tement ses exposants caractéristiques en mesurant ses sorties, échantil- 

lonnées avec une période multiple de celle des coefficients du système : 

ceci requiert l'existence d'un modèle linéaire à coefficients périodiques, 

et la connaissance de cette période. La propriété d'invariance qui est 

alors mise en jeu concerne les zéros du polynôme caractéristique mesuré, 

qui ne dépendent ni de la sortie, ni du premier instant d'échantillon- 

nage. Cependant, le choix de cette sortie ou de cet instant initial peut 

influer sur l'observabilité du système, et par conséquent sur le nombre 

de zéros mesurés. 

Cette dernière méthode peut être appliquée avec profit dans l'étude 

du modèle de Park de la machine synchrone : il est possible, en mesurant 

les intensités statoriques ou rotoriques d'une machine tournant à vitesse 

constante, d'évaluer ses constantes de temps et pseudo-pulsations, ainsi 

que l'ordre du modèle de Park associé. 

Ceci a été effectué à partir de la simulation numérique d'une ma- 

chine à rotor lisse, et donne alors d'excellents résultats. Dans.le cas 

d'une mesure'sur machine réelle (actuellement en cours), deux conditions 

doivent impérativement être vérifiées : 

- D'une part, les mesures doivent pouvoir être rendues exactes, 
c'est-à-dire que les seules erreurs admissibles sont un offset, une dé- 

rive ou un bruit filtrable linéairement. La connaissance de l'instant 

initial d'échantillonnage n'est pas nécessaire. 



- D'autre part, la vitesse de rotation doit rester constante 
et connue, de façon à procéder à un échantillonnage synchrone des inten- 

sités. Ceci est, dans la pratique, lié à l'existence d'un volant d'iner- 

tie su££ isant . 

La seule hypothèse qui reste alors est l'existence d'un modèle li- 

néaire à coefficients périodiques. Une étude systématique de la validité 

du modèle de Park est donc possible, tant du point de vue de la linéa- 

rité que de l'ordre. 



C O N C L U S I O N  





Ce mémoire montre l'intérêt qu'il peut y avoir à caractériser les 

propriétés d'un système automatique à lfaidede certaines quantités ma- 

thématiques indépendantes de transformations pouva%taffecter son évo- 

lution, sa structure ou sa représentation.Outre les invariantsexistant 

déjà dans la littérature et rappelés dans la première partie, la défi- 

nition d'autres expressions invariantes nous a permis, dans un second 

temps, de systématiser une approche de la modélisation dans l'espace 

d'état : 

L'outil de base est le polynôme symbolique du système, dont l'in- 

térêt est d'être invariant à travers toute transformation de représen- 

tation de type changement de base. Dans le cas d'un système linéaire 

stationnaire, il correspond au polynôme caractéristique ; cependant,dans 

le cas plus général d'un système non linéairemultivariable, ses coeffi- 

cients sont des matrices non constantes. 

L'identité des polynômes symboliques dedeuxmodèlesrnatriciels est 

une condition nécessaire pour qu'ils puissent représenter le même sys- 

tème à un changement de base près :le travail présentédans le deuxième 

chapitre a donc consisté à proposer des propriétés assurant que cette 

condition soit également suffisante. Ces propriétés portent sur l'obser- 

vabilité du modèle ou la non factorisation de son polynôme symbolique. 

Des règles d'emploi simples et informatisables en résultent, per- 

mettant d'accéder aisément à différentes formulations matricielles d'un 

même système. 

Le troisième chapitre, consacré à la propriété de stabilité, met 

en œuvre ces méthodes dans le but d'associerle choixdelamodélisation 

avec le problème de la détermination d'une fonctioncandidateà Liapou- 

nov. Parmi les formes matricielles utilisées, la forme en flèche cons- 

titue un outil très performant. 

Trois résultats principaux sont à retenir : 

- La définition de modèles d'ordre réduit pour les systèmes 
non linéaires monovariables de type Lurie-Postnikov, dont la stabilité 

assure celle du système entier (théorème du système réduit). 





- La définition de modèles de complexité réduite pour les sys- 
tèmes non linéaires multivariables, dont la stabilité entraine également 

celle du système initial (théorème du système simplifié). 

- La définition de nouvelles classes de systèmes non linéaires 
vérifiant la conjecture du linéaire, c'est-à-dire dont la stabilité peut 

être traitée directement à l'aide du critèredeRouth-Hurwitz appliqué au 

polynôme symbolique. 

Une dernière partie considère les propr i é t é sd ' i nva r i ancepo lynomia le  

sous un autre aspect : celui de 1'identification.Lamesure échantillonnée 

des sorties d'un système linéaire à coefficients périodiques permet de 

construire l'équivalent de son polynôme symbolique, et ceci de façon in- 

variante par rapport au premier instant d'échantillonnage. Ceci permet a- 

lors d'utiliser des méthodes d'identification propres aux systèmesàcoef- 

ficients constants, qui conduisent au calcul des exposants caractéristi- 

ques. Dans le cas de la machine synchrone, ces exposantsdonnentla valeur 

des constantes de temps et pseudo-pulsations de la machine. 

Il résulte de ce travail que l'approche d'un système à l'aide de cer- 

tains de ses invariants s'avère fructueuse, l'aspect principalement traité 

ici étant sa modélisation. 

La définition de modèles d'ordre ou de complexité réduite a été ici 

considérée sous l'angle de la stabilité. Il apparaît très intéressant de 

poursuivre cette voie d'étude en l'associant aux travaux existant sur le 

découplage de dynamiques, la validation de modèles, ainsi que l'analyse 

et la détermination de commandes quasi-optimales. C'est avec cette orien- 

tation que nous pensons poursuivre nos travaux. 
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