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INTRODUCTION



DEFINITION D'INVARIANTS POLYNOMIAUX
ADAPTES A LA MODELISATION ET A L'ETUDE
DES SYSTEMES NON LINEAIRES ET NON STATIONNAIRES

INTRODUCTION GENERALE

Ce mémoire concerne la définition et l'utilisation d'invariants
adaptés a 1'étude des systémes non linéaires et non stationnaires de

grande dimension.

Les principaux objectifs envisagés sont la modélisation, la sta-
bilisation et 1'identification de systémes complexes. Ces trois ques~
tions sont abordées par le biais de propriétés d'invariance concernant

des expressions de type polynomial.

Le premier chapitre donne un apergu général des travaux antérieurs
consacrés 3 la notion d'invariance appliquée aux systémes automati-
ques : ce concept s'est notamment avéré performant dans 1'étude de la
stabilité, de la commandabilité, de la représentation et de la sensi-
bilité, ainsi que dans 1'approche des systemes linéaires a coefficients

périodiques.

La deuxieme partie de ce travail concerne la définitiond'un inva-
riant de représentation pour les systemes non linéaires et non sta-
tionnaires. Cet invariant, appelé "polyndme symbolique'' permet de ca-
ractériser toutes les modélisations dans 1'espace d'état qui se dé-
duisent les unes des autres par changement de base. Sa définition,
initialement proposée pour les systémes monovariables, est ensuite
généralisée au cas multivariable. L'apport principal de cet outil de
modélisation consiste en la possibilité de proposer apriori une forme
matricielle arbitraire (canonique ou non) pour un systéme, et d'en

identifier ensuite les coefficients.

Ces nouvelles possibilités de modélisation sont utilisées dans un

troisiéme chapitre, et permettent une approche originale de 1'étude






de stabilité de systémes mono ou multivariables non linéaires : des mo-
déles réduits ou simplifiés sont proposés, dont la stabilité entralne
celle du modéle initial. La notion de polynSme symbolique est également

envisagée parallelement 2 celle de conjecture du linéaire.

Enfin, le quatriéme chapitre concerne l'utilisation d'un invariant
polynomial dans 1'identification des exposants caractéristiques des sys-—
témes linéaires & coefficients périodiques. Une application a 1'étude de
la machine synchrone permet d'illustrer la mise en ceuvre de cette mé-

thode sur un exemple concret.






CHARITRE 1






INTRODUCTION A LA NOTION D'INVARIANCE

De nombreux travaux concernant les processus automatiques font
intervenir la notion d'invariance. I1 est en effet souvent utile de
résumer certaines propriétés d'un systéme sous la forme de quantités
mathématiques indépendantes de transformations pouvant affecter son

évolution, sa structure ou sa représentation.
L'objet de ce chapitre est de présenter différents aspects de 1l'in-

variance, couramment rencontrés dans la littérature. Certaines défini-

tions, qui seront utilisées par la suite, y sont également rappelées.

I - INVARIANCE ET STABILITE

L'étude de la stabilité /Liapounov, 1892/ tient une place impor-
tante dans 1l'approche des systémes complexes : il s'agit en effet de
pouvoir estimer 1'influence de perturbations sur le comportement d'un
systéme, sans pour cela qu'il soit nécessaire de résoudre les équations

de son mouvement.

Nous rappelerons ici quelques définitions de base concernant la

stabilité d'un équilibre du systéme décrit par :

——dd x(t;x ,t ) =% = £(x,t) x e RY £ :RIxR +RY
t 0o’ 0
(1.0) .

x(t 3 x_,t ) =% t, e J-=+o [ te [tg,+= [

Les propriétés d'existence et d'unicité de la solution x(t ;Xo’to)
de cette équation sont supposées vérifiées. La fonction f définit alors
un systéme physique déterministe d'ordre q, caractérisé par son vecteur
état x. Ce systéme est dit "en régime autonome" car la fonction f ne
dépend d'aucune entrée autre que 1'état et le temps. Un point X, de
1l'espace est une position d'équilibre pour (I.0) si et seulement si il

vérifie les deux conditions suivantes /Grujié & al, 1984/ :
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a) x(t; to,xo) est la seule solution du systéme pour xo=xe,Vto eR

b) f(xe,t) =0,V¥t eR

Nous supposerons que cette solution x, est un point singulier. Dans
la suite, [|x]|| désigne une norme de x, et Ti un ensemble connexe d'ins-
tants initiaux Ey Ti peut par exemple étre un intervalle de R, ou R

tout entier.

Définition de la stabilité (au sens de Liapounov) /Hahn, 1963/ /Grujié,
1975-a/

L'équilibre x=x_ est stable par rapport & Ti ssi :
Vee]0,+°°[,VtOETi,35(tO,€)e]O,+00[,
{]Ixo-er < é(to,e) = Yt e [to ,+o [ ]|x(t ;xo,to)-er <eg}

Cet équilibre est stable si et seulement si il est stable par rap-

port a Ti = R.

Le fait que l'équilibre X, soit stable signifie donc que pour des
conditions initiales X suffisamment proches de Xy la trajectoire reste

dans la boule ouverte de centre x, et de rayon ¢ fixé arbitrairement.

Définition de l'attractivité /Hahn, 1963/ /Grujié, 1975-a/

L'équilibre x=x, est attractif par rapport a Ti ssi
Voe Jo,+o[,¥e T, Jak) >0
v x € {x : ]fx-—xefl < A(to)}, ] T(to,xo,p),

t >t + Tt ,x t,;t -X <
v o F Tl x 00, lx(e e x ) -x [ <p
Cet équilibre est attractif ssi il est attractif par rapport a Ti==R.

L'attractivité implique la convergence de 1'état vers x, au bout
d'un temps infini, lorsque les conditions initiales X se situent dans

une boule ouverte de centre X, et de rayon A(to).

Ces définitions font intervenir, & travers l'expression 'par rap-
port a Ti”, 1'influence de 1'instant initial t,e Elles permettent ainsi
de compléter la définition originelle de Liapounov‘: une propriété de
stabilité n'est en effet pas invariante par rapport a l'instant initial

dans le cas général des systémes non stationnalres.



Définition de la stabilité asvmptotique

L'équilibre x = x, est asymptotiquement stable s'il est a la fois

stable et attractif.

D'autres définitions complémentaires seront données dans le troi-
siéme chapitre. Ces définitions peuvent &€tre généralisées dans plusieurs

directions :

- soit en considérant la stabilité en tant que propriété d'une
famille de systémes (stabilité absolue /Lurie-Postnikov, 1944/,

hyperstabilité /Popov, 1973/},

- soit en s'intéressant 3 la convergence de l'état vers un
voisinage de 1l'équilibre, et non plus vers l'équilibre exact (sta-
bilité pratique /Lasalle & Lefschetz, 1961/ /Michel & Heinen, 1974/).
On peut également distinguer les propriétés des trajectoires avant
et aprés un certain temps "d'établissement" /Grujié, 1975-b/ ou
bien une définition de 1l'équation (I.0) sur un intervalle de temps
fini /Weiss & Infante, 1967/ /Gunderson, 1967/,

. . P ’ . - o« 1
- solt en considérant le régime non autonome /Gru]lc & Porter,

1980/ /Borme & al, 1978/.

Pour étudier de fagon plus précise la stabilité des systémes, dif-
férents auteurs ont introduit ou utilisé la notion de sous-ensemble in-
variant /Zubov, 1957/ /Blinchevskii, 1959/ /Hahn, 1963/ /Yoshizawa, 1966/
/Grujid, 1975 -a/ /Lasalle, 1976/ /Kalitine, 1982/ /.../.

La propriété est alors considérée sous l'aspect topologique, c'est-
-~ - * . - . . b
a~dire pour situer les trajectoires d'un systéme par rapport a un ensem-

ble de 1'espace d'état.

Considérant un systéme dynamique défini sur un espace métrique X,
un sous—ensemble Y de X est dit invariant (respectivement "positivement
invariant") par rapport au mouvement du systéme si toute trajectoire
passant par (respectivement "issue de") un point de Y reste dans Y. L'es-
pace Y peut &tre, ou non, fonction du temps. Par exemple, si X est l'es-

pace R? considéré pour (I.0), Y est positivement invariant si :



[\
o

q >
oneYclR Vto Vtez20 x(t,xo,to)EY

Les cycles limites constituent un cas important d'ensembles inva-
riants : on appelle cycle limite une trajectoire fermée et isolée (c'est

donc la trajectoire d'une solution périodigue).
J P q

Leur étude, initialisée par Poincaré en 1881, est fondamentale dans
la théorie des oscillations limites des systemes non linéaires station-

naires, et notamment en ce qui concerne leur stabilité.

Lorsque l'analyse est menée dans le plan de phase, l'introduction
de 1'indice de Poincaré permet de caractériser le nombre et la nature
des points singuliers entourés par une courbe fermée, et permet d'affir-
mer que toute trajectoire fermée (cycle limite) entoure au moins un point
singulier. Cet indice présente lui-méme certaines propriétés d'invariance

par rapport a la forme de la courbe fermée considérée.

De nombreux auteurs ont étudié 1'existence et la stabilité des cy-
cles limites /Bendixon, 1901/, /Poincaré, 1928/, /Andronov, 1929/, /La-
salle, 1949/, /Malkin, 1956/, /Lefschetz, 1957/, /Minorsky, 1962/, /Bha-
tia & Szegd, 1970/. Les concepts qui s'y rattachent, originellement con-
cus pour des systémes d'ordre deux, ont été généralisés a des ordres
supérieurs (et notamment 1'approche par 1'analyse dans le plan de phase,
ou la notion d'indice) /Ku, 1958/, /Bow & Van Ness, 1958/, /Minorsky,
1962/.

Cependant, ces extensions s'avérent souvent d'emploi malaisé ; ceci
est dU principalement & la difficulté de déterminer et surtout de visua-
liser des trajectoires dans un espace de phase de dimension supérieure

a deux ou trois.
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Généralisant la notion d'ensemble invariant, Grujié /Grujié, 1975-a/a
introduit la propriété d'invariance d'un sous—-ensemble Y(t) par rapport a une
fonctionv(x,t) définie positive /Hahn, 1963/. Cette fonction définit alors des
domaines Vg(t) = {x : v(x,t) < &} qui, sous certaines conditions initia-

les, doivent rester inclus dans Y(t) & chaque instant.

Enfin, la démonstration de nombreux théorémes sur la stabilité uti-
lise un principe d'invariance di & Lasalle /Lasalle, 1976/, et montrant
1'égalité des valeurs que peut prendre une fonction v(x) aux différents

points limites d'une trajectoire.

IT - INVARIANCE ET COMMANDABILITE

Une imporante théorie sur les invariants a également été établie
dans le domaine de la commande des processus linéaires multivariables,

décrits par une équation du type :

x(t) = A x(t) + B u(t)
(1.1)
s(t) = C x(t) + D u(t)
avec
x ¢ RY s e RP ueR?
Ae quq B e qun C e Rqu D e RP*

Dans ce type d'équations, x est appelé vecteur état du systéme, s
la sortie et u la commande. Le systéme (I.1) est alors noté S(A,B,C,D),

ou S(A,B) suivant le nombre d'équations considérées.

La paire (A,B) sera dite complétement commandable si le rang de
Co = (B,AB,AZB,...,Aq—1B) est maximal, c'est-a-dire égal 3 q. Il existe
de nombreuses autres conditions équivalentes /Popov, 1973/. Cette pro-
priété signifie que le systéme peut &tre amené, dans un temps fini, de
n'importe quel état X=X a4 1'état x=0, pour une commande u(t) appro-

priée.

Le nombre défini par rang (CO) est la dimension du sous-espace com-

mandable de S(A,B).



De méme, la paire (C,A) est dite complétement observable si la di-
mension du sous4espace observable de S(A,C) est égale & q, c'est-a-dire

si : rang (CT,ATCT,ATZCT,...,AT(q—”CT

) = q.
Cette propriété implique que 1l'observation d'une sortie s identi-
quement nulle & entrée nulle n'est possible que pour un état identique-

ment nul.

Lorsque le systéme est en régime autonome (u(t) = 0), on peut vou-
loir réstreindre les évolutions de son état x(t) & un certain sous=—espace

1% de'Rq, ceci pour tout t positif ou nul. Une condition nécessaire et

suffisante est alors :
AVcV
A 1) désigne 1'image de V par 1l'opérateur A.

/ est alors un espace vectoriel A-invariant. On retrouve ici le con-

cept d'ensemble positivement invariant, rappelé dans la section précédente.

La définition d'espaces vectoriels A-invariants /Gantmacher, 1959/
a été généralisée en introduisant la (A,B)-invariance /Wonham & Morse,
1970/ /Desnoyers, 1982/. Un sous-espace V de RY est dit (A,B)-invariant

lorsque :
AVecV+B

oll A V est défini comme précédemment, et B désigne le sous—-espace engen-

dré par les colomnnes de B.

Le fait qu'un espace V soit (A,B)-invariant s'avére &tre une con-—
dition nécessaire et suffisante pour 1'existence d'une commande u(t)
restreignant 1'évolution de 1'état x(t) au seul sous—-espace V. Cette
approche du concept de sous-espace commandable est utilisée dans de nom-
breux travaux, dont on peut notamment trouver un bilan dans /Karkanias &

Kouvaritakis, 1978/.

Certaines de ces définitions, valables pour les systémes linéaires,
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ont été transposées dans le cas non linéaire : la (A,B)-invariance d'un
espace vectoriel devient alors la (f,g)-invariance d'une distribution
/Isidori & al, 1981/, ou f est une fonction de x et u, et g une fonction

de u.

Parallélement, des invariants "'structurels' ont été mis en évidence
pour ce méme type de systémes (I.1) : invariants orbitaux /Brunovsky,
1970/, de Kromecker /Morse, 1973/, de réaction /Wonham & Morse, 1972/,
zéros invariants /Mac Farlane & Karkanias, 1976/. Ces définitions sont
étroitement liées avec les concepts précédents de commandabilité et de
(A,B)-invariance, et reposent sur la notion de polyndme invariant /Gant-

macher, 1959/ que nous allons développer.

Les propriétés d'invariance de structure sont alors définies par
rapport & un groupe de transformations /Yannakoudakis, 1982/ qui comprend
les changements linéaires et réguliers de coordonnées, ainsi que ceux
du type réaction d'état (on pose u=Fx,F € man, dans les équations
(I.1)). Ces transformations sont menées 3 partir de la matrice-systéme
de S(A,B,C,D) /Rosenbrock, 1970/, que nous allons définir dans la par-

tie suivante.

IIT - INVARIANCE ET REPRESENTATION / POLYNOMES INVARIANTS

Le systéme S(A,B,C,D) peut €tre décrit par une matrice P(p) résu-

mant ses équations, et définie par :

LA B
(1.2) P(p) =

-C D(p)

ol p est l'opérateur de Laplace et I 1la matrice identité d'ordre q.
Deux matrices polynomiales P1(p) et Pz(p), de type (I.2) et de méme or-
dre, représentent alors le méme systéme si elles sont "strictement sys=-
téme-équivalentes'", c'est-a-dire si il existe deux matrices polynomiales
M(p) et N(p) unimodulaires (ce qui signifie de déterminant constant et

non nul), et deux matrices polynomiales X(p) et Y(p) telles que



M(p) 0 N(p) 0
P, (p) = . Pz(p)
X(p) Ip Y(p) I

Les dimensions de (M,X,Ip), (N,Y,In) et (A,C,D) se correspondent.

I1 a été montré /Rosenbrock, 1970/ que deux matrices P1(p) et Pz(p)
du type (I.2) sont "strictement systéme-équivalentes' si et seulement si
elles sont "systéme-semblables'", c'est-a-dire qu'il existe une matrice

H inversible vérifiant

P.(p) = . Pz(p) .

I1 est ainsi utile de pouvoir déterminer a quelles conditions deux

matrices A1 et A2 sont semblables, c'est-a-dire

(1.3) A = HA H |

L'intérét des polynOmes invariants d'une matrice A est qu'ils sont

communs a toutes les matrices semblables a A.

Définition 1 : Polyndmes invariants d'une matrice polynomiale rectangulaire

Soit A(MA) une matrice polynomiale de rang r (au moins un mineur
d'ordre r non identiquement nul et tous les mineurs d'ordre supérieur
& r identiquement nuls). Soit Dj(k) le plus grand commun diviseur normal
de tous les mineurs d'ordre j de A(A) (j=1,...,r), et Do(k) = 1. Les

polyndmes ik(X) définis par :

Dr—k+1(x)

T4 LN =5
r-k

sont appelés polynémes invariants de A(MA).



Une condition nécessaire et suffisante pour que deux matrices poly-
nomiales A1(A) et AZ(A) de méme dimensions soient équivalentes est qu'elles
aient les mémes polyndmes invariants /Gantmacher, 1959/. "Equivalentes"
signifie qu'il existe deux matrices unimodulaires M(A) et N(})), de dimen-

sions adéquates, et vérifiant :

A Q) = MQ) 4,0 N

Ceci justifie le terme "invariant", puisque ces polynOmes ne dépen-

dent pas d'une transformation de type équivalence (M(X),N(X)).

Définition 2 : PolynOmes invariants d'une matrice carrée constante

Les polynémes invariants d'une (g X g) matrice A sont ceux de sa
matrice polynomiale caractéristique (AIq-—A). Cette matrice est de rang

g, et A posséde donc g polynémes invariants.

I1 vient alors le théoréme suivant concernant la similitude de deux

matrices :
Théoréme /Gantmacher, 1959/ :

Deux (q X q) matrices constantes sont semblables si et seulement si

elles ont les mémes polynémes invariants.
Ici encore, le terme "invariant" se trouve justifié : la propriété
d'invariance est ici relative 2 toute transformation de type changement

de base.

Ces polyndmes ont certaines propriétés, et notamment, ils peuvent

8tre ordonnées en une suite :

L0, 1,00, e B0, B D=1, e, £ ) =

dans laquelle les polyndmes i1(k) a it(x) ont des degrés positifs et,

a partir du second, chacun d'eux divise le précédent.
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Définition 3

Si g(A) est un polyndme défini par

g-1 ,
gM) =2+ £ oo X
i=0 *

nous définirons la matrice compagnon de type C (colonne) associée & g(A)

par :

[0 -a_ ]
o]
1 .
C. = :
0 -a
g-2
| 1 —dq_ld

T , , ,
Sa transposée CL==CC sera dite compagnon de type L (ligne) associée

a g(A).
I1 vient alors le théoréme (énoncé dans /Gantmacher, 1959/) suivant :
Théoréme :

Toute (gxgq) matrice A est semblable & sa premiére forme normale

naturelle C définie par :

oo, C )

(I.5) C = diag {C1' Cys «

ol les Ci sont les matrices compagnons C associées a ses polyndémes in-
c

variants dans 1'ordre iz(k), iZ(A), ey it(l) définis plus haut.

Cette propriété est également valable avec des matrices compagnons

de type L. “

Le produit de tous les polynOmes invariants d'une matrice A forme

son polyndme caractéristique, également défini par



(I.6) p(X,A) = det (XIq-—A)

Lorsque ce polyndOme est le seul polyndme invariant de A de degré
non nul, il caractérise de facon unique toutes les matrices semblables
a A,

Cependant, la proposition suivante est en général fausse :

Proposition P : (fausse)

Deux (g Xq) matrices sont semblables si et seulement si elles ont

le méme polyndme caractéristique.

L'objet du second chapitre de ce mémoire sera de montrer & quelles
conditions cette proposition est vérifiéde, en comnsidérant cette fois des
matrices a coefficients non constants par rapport au temps. Le polynOme
invariant qui sera alors défini permettra un symbolisme de calcul analo-
gue a celui utilisé dans les fonctions de transfert des systémes linéai-
res. Les applications d'un tel outil de calcul seront envisagées dans

le troisiéme chapitre.

IV - INVARIANCE ET SENSIBILITE

De nombreux auteurs ont étudié les propriétés de sensibilité des
sorties d'un systéme par rapport aux variations possibles de ses coef-
ficients /Guardabassi, Locatelli & Rinaldi, 1973/ /Cruz & Perkins, 1966/
/Gentina, Borne & Laurent, 1973/ /.../. Inversement, la propriété de non

sensibilité correspond & la notion de robustesse /Safonov, 1980/.

Le probléme se pose en effet de savoir dans quelle mesure la sortie
ou 1'état d'un systéme linéaire S(A,B,C) (II.1) sont affectés par une
variation d'un certain paramétre m € R définissant les matrices A=A(m),
B=B(m), C=C(m). On définit alors les coefficients de sensibilité d'é-

tat et de sortie par :

3x(t,T) _as(e,m)
T |- MO T
T=T =T

g(t) =



T désigne ici la valeur nominale des paramétres d'identification 7.
Nous noterons également, si M(m) est une matrice dépendant de T :

_oM(m)
T

m=T

Lorsque g(t) ou n(t) peuvent &tre rendus identiquement nuls, on parle

alors d'"invariance paramétrique' ou d'"invariance contrdlée".

Ces propriétés ont été étudiées dans différents travaux, dont une
intéressante bibliographie est donnée dans /Karlin & al, 1973/ et dans
/Bonivento & al, 1973/.

La question est alors d'établir si, étant données cinq matrices par-

mi {A, B, C, A, B

- CW}, la sixieéeme peut E@tre choisie de fagon a ce que
la sortie s solt insensible & 7. En réponse & ce probléme, il a été mon-
tré /Guardabasi & al, 1973/ /Cruz & Perkins, 1966/ que les propriétés

d'invariance paramétrique sont directement en rapport avec la commanda-

bilité et 1'observabilité de S(A,B,C).

+

V - INVARIANTS DES SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES

Le terme "invariant" apparait également dans les travaux de /Lia-

pounov, 1892/ et /Floquet, 1883/ relatifs aux systémes d'équations a coef-

ficients périodiques.

La propriété d'invariance est alors considérée par rapport au temps :
tout systeéeme linéaire a coefficients périodiques peut en effet &tre rame-
né par un changement de variables adéquat & un systéme a coefficients
constants. Le théoreme correspondant peut s'énoncer comme -suit :

Soit le systeme (I.7) :

(I.7) 2(t) = A(t).x(t)

avec
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x e R? ace) e RT9

Jrso VeelR A(t+T) = A(t)
Alors il existe une matrice P(t) telle gque :

VetelR det (P(t)) # 0 et P(t+T) = P(t)

u(t) = P(t).x(t) => 4(t) = M.u(t)

X
M e RTY . patrice constante

Ainsi, les propriétés dynamiques du systéme défini par la matrice

M sont caractéristiques de celles du systeéme (I.7).

A la matrice M peut €tre associée 1'équation caractéristique

(1)

(@) ,
€ Z «E(t)

(t)

N . . (1) c s . .Cme
ol & est une fonction scalaire du temps, & sa dérivée i — par rap-

port au temps, et ou les m, sont définis par :

q-1
det AT -M) =A%+ T m A
d i=0 *

i

VielkR

Les m, sont des invariants du systéme (I.7) /Liapounov, 1892 ~p. 400/
car ils ne dépendent ni du temps, ni d'un changement de base sur le vec-
teur x(t). Ils ne dépendent pas non plus d'un éventuel changement de va-

riable périodique sur le vecteur x /Malkin, 1956 -p. 188/.

Les racines Ai du polyndme défini par les m, sont les valeurs pro-
pres de M, et sont appelées exposants caractéristiques du systéme (I.7).

Leurs exponentielles Ky définies par :

sont les multiplieurs caractéristiques de (I.7) /Cesari, 1950 -p. 57/

/Minorsky, 1962 -p. 128/.
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Une utilisation de ces propriétés sera proposée dans le quatriéme
chapitre. La mise en évidence et 1l'utilisation d'une autre propriété
d'invariance seront alors effectuées dans le cadre de 1'identification

des systémes.

CONCLUSION

Cette partie montre que la notion d'invariance intervient dans de

nombreux domaines, souvent en étroite liaison.

Deux aspects généraux de cette propriété peuvent &tre cependant

différenciés :

- L'invariance de type topologique, c'est-a-dire concernant
les trajectoires de 1'état ou des sorties : c'est le cas de 1l'invariance
par rapport au mouvement ou & une fonction, ou de la (A-b) invariance,

ou encore de l'invariance paramétrique.

- L'invariance par rapport & un groupe de transformations de
type changement de coordonnées, ou retour d'état : c'est le cas des in-
variants structurels, des polynOmes invariants ou des multiplieurs ca-

ractéristiques des systemes a coefficients périodiques.

I1 s'en dégage notamment la notion d'invariant polynomial, qui sera

reprise dans la suite de ce travail.
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DEFINITION D'UN INVARIANT DE REPRESENTATION
POUR LES SYSTEMES NON LINEAIRES ET NON STATIONNAIRES

INTRODUCTION

La modélisation d'un systéme physique se fait en général au moyen
d'équations de fonctionnement de type différentiel (systémes continus),
récurrent (systémes discrets) ou booléen (systémes séquentiels). Parmi
les formulations possibles de ces équations, celle qui est la plus cou-
ramment utilisée est la représentation dans ‘1'espace d'état, qui permet
d'introduire des notations vectorielles, et domc d'utiliser les rdsul-
tats usuels de 1l'algébre des matrices. Un des principaux avantages d'une
telle représentation est d'avoir apporté une unité dans l'étude des sys-
téemes, qu'ils soient continus, discrets ou séquentiels /Bellman, 1971/
/Borne & Gentina, 1974/ /Gentina, 1975/.

Ainsi, la modélisation dans l'espace d'état est utilisée pour résou-
dre de nombreux problémes, comme ceux de la commande /Kalman, 1963/ /Ro-
senbrock, 1970/, de la sensibilité /Kokotovié & Rutman, 1965/ /Guardabas-
si & al, 1973/, de l'optimisation /Bellman, 1957/ /Pontryagin & al, 1962/
/Boudarel & al, 1967/ /Singh & Titli, 1978/, de la stabilité /Liapounov, 1892/

/Liapounov, Pliss &Basov, 1966/, oude la simulation /Derusson & al, 1965/.

Une propriété fondamentale de la représentation d'état est sa non~-
unicité : il suffit de changer la base sur laquelle sont repérés les
vecteurs pour obtenir une autre modélisation du systéeme. Pour certains
systémes simples, les propriétés mises en évidence & partir d'une repré-
sentation donnée sont indépendantes de la base choisie : c'ést le cas
des propriétés de stabilité pour un systéme linéaire statiomnaire. Ce-
pendant, la représentation adoptée a une influence déterminante sur la
qualité des résultats obtenus dans 1l'étude des systimes plus complexes
/Lhote & Laurent, 1966/.

Il est par conséquent intéressant de pouvoir disposer des différentes

représentations d'état d'un méme systéme.
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Dans cet esprit, les travaux présentés dans cette partie concernent
une méthode de mise en équation rapide d'un systéme sous forme matriciel~-

le définie a priori /Richard & Laurent, 1981 -a/ /Richard, 1981 -a/.

En vue de simplifier la présentation, nous ne considéromns ici que
le cas des systémes continus : en effet, les définitions et méthodes
proposées sont strictement analogues en ce qui concerne les systémes
discrets /Richard & Laurent, 1981 -Db/, car l'ensemble repose sur des
formulations différentes de mémes équations, a4 1'alde de matrices sem-
blables. Ce n'est qu'au niveau du traitement des propriétés qui décou-

lent de la modélisation que la différenciation continu-discret apparait.

L'étude est basée sur 1l'introduction d'un invariant de représenta-
tion qui, sous certaines conditions, sera caractéristique de la struc-
ture du processus : en effet, ce "polyndme symbolique', défini de facon
simple, est conservé a travers toute transformation géométrique portant

sur la matrice représentative du systéme.

Cette méthode est valable pour toute une classe de processus non
linéaires et non stationnaires, qui est décrite dans la premieére partie

de ce chapitre.

Dans une seconde partie, le polyndme symbolique est défini dans

le cas des systémes & commande non linéaire monovariable. Des regles
sont énoncées, permettant de caractériser de facon unique la structure
du processus en régime autonome, et ce indépendamment de sa modélisation.
Le choix d'une entrée non nulle méne alors aux équations du régime non

autonome dans la base d'état choisie.

Ainsi, 1l'introduction d'un calcul symbolique permettra de traiter
la mise en équation par des méthodes pratiques, semblables i celles em—
ployées pour les systémes linéaires stationnaires. L'implantation de ce

calcul sur informatique sera également proposée.

La généralisation de ces définitions est ensuite envisagée pour
les systémes multivariables. Elle repose sur la notion de déterminant
matriciel /El Moudni, 1981/ /E1l Moudni, Richard & al, 1981, 1982/ et

le passage 3 des modéles d'ordre supérieur.



- 27 -

I - DEFINITION DE LA CLASSE DE PROCESSUS ETUDIEE

I.1 - Etat d'un systéme continu

L'évolution d'un processus déterministe, considérée i partir d'un
instant t,s ne dépend pas uniquement de 1'influence immédiate de son
environnement, mais aussi de données internes. I1 convient donc de dé-
crire son comportement par trois ensembles de variables considérées &

un instant t :

- les entrées, qui représentent l'action de 1'environnement

R . n
sur le systéme, et regroupées en un vecteur u(t) de R,

- les sorties, qui sont ses réactions accessibles, formant
s(t) € RP,

- enfin 1'état, qui est un ensemble de q informations instan-
tanées dépendant de 1'évolution du systéme antérieurement 3 1'ins-
tant t. Les q fonctions du temps définissent un vecteur x(t) appelé

vecteur état du systeme.

Par définition, la connaissance de 1'évolution de u(t), pour t ap—
partenant a [:to,t1 [, et de l'état x(to) doit déterminer le comporte-

ment du systeme de t0 a t, (et notamment ses sorties s(t)).

1

Pour simplifier 1'étude, on choisit dans la plupart des cas, un
nombre q d'informations nécessaire et suffisant. Il est cependant pos-

sible d'employer un ensemble redondant.

L'évolution du systéme est ainsi représentée au moyen des trajec-—
. ‘ » . Vd + * pd
toires décrites par l'extrémité M du vecteur x = OM, le point O étant
1'origine d'un repére (0, €5 €ys oevs eq) de 1'espace d'état RY. La

représentation dépend donc du repére choisi.

Toute combinaison linéaire des composantes d'un vecteur état est

appelée variable d'état.
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1.2 - Equations d'état, systémes de type Lurie-Postnikov (mLP et
MLP)

Les processus considérés dans ce mémoire sont décrits par des équa-~

tions du type :

x(t) = A(x,u,t).x(t) + B(x,u,t).ult)

(I1.1)
s(t) = C(x,u,t).x(t) + D(x,u,t).ult)
x = (§;) excRy;u-= (ui) elUcR®; s = (s;) e RP
X : ensemble contenant un voisinage du point d'équilibre en x
A : (gxq) matrice, dite d'évolution
B : (gxn) matrice, dite de commande
C : (pxq) matrice, dite d'observation
D : (pxn) matrice, dite de transmission directe

Les fonctions A(x,u,t) et B(x,u,t) doivent vérifier les propriétés
requises pour l'existence et 1l'unicité d'ume solution /Bellman & Cooke,
1963/. Si A, B, C et D ne dépendent que de t, le systéme est linéaire non station-

naire. Si ces matrices ne dépendent pas de t, le systéme est stationnaire.

Ces équations englobent la classe usuelle de processus linéaires
décrits dans le premier chapitre (I.1). Dans le souci d'une écriture

simple, nous noterons souvent, lorsqu’aucune ambiguité ne sera possible :
f(x,u,t) = £(.)

Lorsque la commande u(t) est identiquement, nulle, 1'équation est

du type (I.0) rencontré au premier chapitre :
(11.2) &(t) = A(x,t).x(t) = A(.).x(t)

La matrice A(x,t) peut souvent étre décomposée de facon & faire ap-
paraltre clairement les termes nom constants : c'est le cas des systémes

de type Lurie-Postnikov /Lurie & Postnikov, 1944/ multivariables /Grujié,

1977, 1978/ (en abrégé : MLP) décrits par :
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x(t)

A(t).x(t) + B(t).f(s,t)
(11.3)

s(t) = C.x(t) + u(t)

les dimensions étant les mémes que précédemment, avec p=n, et la fonc-

tion f vérifiant les propriétés suivantes

"
£ : R® x R+-+Bf1

f(s,t) = (¢i(s,t))i=1 n’ fi(o’t) =0 V¥Vt eIR+

9% e ey

3 ¢, (s,t)
F*(s,t) = diag —3;6———— = diag {¢§(s,t)} €
i

nxn
R

n nxXn nxn
V(s,t) eR' xR, JF eR", JE, eR ", F S TF*(s,t) STy

\

Les termes ¢§(.) seront appelés "gains équivalents" du systéme. En

régime libre, 1'équation (II.3) s'écrit domc :
(II.4) % = [A(t) + B(t).F*x(Cx,t).C ] x

La matrice d'évolution est alors
(II.5)  A(x,t) = A(t) + B(t).F*(Cx,t).C

Les systémes linéaires obtenus en fixant arbitrairement le vecteur
x en une de ses valeurs de X sont appelés systemes linéaires associés,

ou tangents, au systéme (II.2).

La structure correspondant au systéme (II.3) est décrite Figure II.1:
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u s f(s,t) | p===—m
==:<E>==¢»F*(s,t) :

r Y h———-

Cx

4
[o-]
~
T
~

b g

X X
==9<3;}==> / % C

A(t) |«

FIGURE II.1 - Systéme de type Lurie-Postnikov multivariable (MLP)

Un ensemble particulier de cette classe trés générale est souvent
utilisé pour modéliser les systémes asservis non linéaires : lorsque la
matrice F* peut se réduire a un scalaire, on obtient un systeme de type
Lurie-Postnikov monovariable (en abrégé : mLP), décrit par (IL.6) et
schématisé Figure II1.2. Les fléches doubles représentent les transferts

vectoriels et les fléeches simples, des scalaires.

j x(t)
(I1.6)
'l e(t)

A(t).x(t) + b(t).aele,t)

cT.x(t) + u(t)

b, c e B o(e,t) = ¢*(e,t).e

ceR ue R X € Ff
T T T T T T T s s |
i Xo 1
i i
| ” |
u € d)(e,t)l —_— X '
—(* = o (e,0) b () | == )= S i
N i -—— i
1 1
t 1
! A(t) & l
i i
!_sous-systgme linéaire L_ _ _ _ _ _ _

FIGURE II.2 - Systéme de type Lurie-Posnikov monovariable (mLP)
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Le schéma fait alors apparaitre un sous-systéme linéaire L, d'en-
trée et de sortie scalaire, et bouclé par une rétroaction non linéaire

correspondant 2 la variable de commande .

Une classe particuliere de ces représentations est trés souvent en=-

visagée, et correspond au cas ol A(t) et b(t) sont constants :
A(t) = A b(t) =b VtekR
Le sous-systeme L[ est alors linéaire et statiomnaire.

De nombreux processus physiques peuvent &tre étudiés au moyen de
ce type de modele, qui est souvent plus abordable que les précédents et

correspond a une structure de rétroaction décrite Figure II.3 :

u € o(e,t) -
d*(e,t) o Np) NGp) | T (p1-8)""b

"N

D(p) D(p)

FIGURE II.3

I.3 - Remarques sur la forme de la matrice d'évolution

Comme nous 1'avons vu pour les systémes linéaires au premier cha-
pitre, toute matrice semblable a A(x,t) représente le régime libre de

(IL.1).

I1 suffit en effet de poser :

P x p ¢ RY det P # 0

D]
[}

pour obtenir une équation similaire a (II.1)

PAC 'y, u,t) P71 y(e) + P B 'y,u,t) ult)

y(t)
(II.7) -1 -1 -1
s(t) = C(P 'y,u,t) P y(t) + D(P y,u,t) u(t)
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11 est également possible de choisir une matrice P qui ne soit pas constante
P(t) peut par exemple &tre une transformation de Liapounov /Liapounov, 1893/
/Markus, 1955/ /Langenhop, 1960/ /Harris & Miles, 1981/ /Shokoohi & al, 1983/. La
mise en équations (II.7) n'est alors plus valable, mais le résultat est plus géné-
ral. Cependant, 1'utilisation de matrices de changement de base (P constante)
présente plusieurs avantages :

. D'une part, un changement de base P conserve les propriétés d4'ob-
servabilité et de commandabilité d'un modeéle : dans le cas d'un systeme
linéaire et stationnaire, si la paire (A, B) est commandable, la paire
(PAP"1 ,PB) 1'est aussi. Si (C, A) est observable, (C P_1 , PAP—1)

1'est aussi.

. D'autre part, la nature du comportement dynamique d'un modéle est
conservée : l'observation de x(t) ou de P x(t) donne le méme résultat.
Ceci ne serait pas le cas, par exemple, si P était une matrice P(t) &
coefficients périodiques, introduisant alors une oscillation supplémen-

taire dans l'observation dé P(t) x(t).

. Enfin, une matrice P constante permet, comme nous le verrons,
d'utiliser de nombreux résultats de 1'algeébre, comme par exemple les
propriétés des matrices semblables.

Le choix de la matrice P est souvent orienté de facon a obtenir une
matrice de régime libre P A(.) 1-"-'1 bien conditionnée, c'est-a-dire per-
mettant une analyse performante des propriétés du systéme (stabilité,

décomposition en sous=-systémes, ...).
Dans ce but, trois objectifs tres  liés sont souvent 3 considérer :

- Obtenir un partitionnement de la matrice en blocs matriciels :
ce partitionnement peut &tre simplement utilisé en analyse numérique
(formules de Schur /Gantmacher, 1959/, polyndmes matriciels /Rissanen,
1973/ /E1 Moudni, Richard & al, 1981, 1982/, produits de Kronecker /Ro-
senbrock & Storey, 1970/ /Deif, 1982/) ou bien pour refléter une décom—
position du systeéme global en sous-systémes interconnectés : c'est le
cas des travaux effectués sur la hiérarchisation et la commande multi-
variable /Luenberger, 1967/ /Titli, 1975/ /Fossard, 1972/ /Benrejeb, 1980/
/Singh, 1980/ ou bien sur les processus a perturbations singuliéres /Fossard,
1982/ /Dauphin-Tanguy, 1983/, ou encore sur 1'étude de stabilité 3 partir de

normes vectorielles /Gentina, Borme & Laurent, 1972/ /Grujié & al, 1976/.
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- Simplifier 1'expression et le traitement de la matrice, en
réduisant le nombre de termes non nuls. Dans cet esprit ont été propo-
sées différentes formes canoniques /Gantmacher, 1959/ permettant de ré-
sumer une matrice constante d'ordre q par q coefficients, ainsi que 1la
notion de matrice creuse (comportant peu de termes non nuls) ou dense
(comportant peu de termes nuls) /Deif, 1982/ /Laurent, 1968/ /Benrejeb,
1980/. Ceci rejoint également le probléme du partitionnement, et de 1'ob-

tention de matrices bloc-triangulaires /Gantmacher, 1959/ /Fossard, 1982/.

- Réduire le nombre de termes non constants intervenant dans
la matrice d'évolution : ceci permet 1l'application plus aisée de certains
critéres de stabilité /Rosenbrock, 1963/ /Laurent & al, 1979/ /Borne
& al, 1972/ et conduit a des schémas de simulations plus performants

/Benrejeb & al, 1980/.

Plusieurs auteurs ont ainsi proposé des représentations canoniques
d'une matrice A constante ou non. Le positionnement des termes nuls et
des coefficients non constants de A définit alors une forme matricielle,
dont les coefficients doivent pouvoir &tre obtenus & partir de toute au-
tre représentation semblable non canonique. Citons par exemple pour les
matrices constantes (aij) :

- la forme diagonale (aij z20=>1i=3),

- les formes de Jordan (diagonalesavec(xi =1 ou 0),

- les formes compagnon (cf Chapitre I), o

- les formes de Hankel et de Toeplitz /Rissanen, 1974/ /Faure & al,
1979/,

-~ les formes tridiagonales de Jacobi /Rosenbrock & Storey, 1970/,

- le forme en fléche (diagonale, derniére ligne et derniére colonne

non nulles) /Groumpos & Scott, 1977/,

Dans le cas de systémes linéaires multivariables, une bibliographie
trés intéressante (formes canoniques de Kronecker, Hermite, Bosgra, Hes-
senberg, Brunovsky), associée au probléme de continulté des modéles pa-

ramétrés, est proposée dans /Hinrichsen, 1984/.

Certaines de ces représentations ont été généralisées et s'évérent
particuliérement intéressantes pour 1l'étude des systémes a coefficients
non constants : c'est le cas de la forme compagnon et de la forme en
fleche /Benrejeb, 1976, 1980/ et des formes de type Jordan /Gentina &
Meizel, 1978/.
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I.4 - Définition d'une problématique relative a la représentation

d'état

Le passage d'une représentation matricielle A(.) & une autre B(.)
est en général assez complexe d&s que l'une des deux formes A(.) ou B(.)
n'est pas canonique. Dans la pratique, le probléme est souvent posé en

ces termes
Pl :

* Soit une matnice A(.) quelconque représentant Le sysiteme.
¥ On choisdt une forme matricielle B(.) dont Le conditionnement est

adopté a L'étude que L'on veut mener (stabilité, simulation, ...). Les
coefgicients bij(') de B(.) sont alons Lndéterminés, certains d!entre
eux pouvant ethe §4xés a pPALORL.

* Quelles contraintes dodlvent véndifien Les bij(.) pour garantin
La similitude de A(.) et B(.), c'est-a-dine £'existence d'une sofution
P (comstante et négulierne) a L'équation A(.) P-P B(.) =0 7

Cette question étant souvent insoluble, la problématique P! peut

étre transformée en :

* Soit une matrnice A(.) quefconque représentant fLe systime.

* On choisit une matrice constante et réguliere P de méme dimension.
* La matnice B(.) = P! A(.) P représente donc Le méme systéme.

* la fomme de B(.) convient-elle a L'étude menée 7

Exceptés quelques cas standards, comme le passage d'une forme com-
pagnon a une forme en fléche, le choix porte sur la matrice de passage
P et non directement sur le modéle B(.). La forme B(.) résulte alors
d'une infinité de choix possibles pour P. La problématique P! est donc

beaucoup plus riche lorsqu'elle peut &tre résolue.

Nous allons présenter une solution pour P! valable pour une classe
donnée de systéme, que nous dirons "a non linéarités de rang k', et qui

englobe le cas des systémes de type Lurie-Postnikov mono ou multi-variables.
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1.5 - Systémes 3 non linéarités de rang k, types L(k) et C(k)

L'introduction de la notion de rang de non linéarités /Richard,
1981/ /Rotella, 1983/ permet de réduire le nombre de termes constants
intervenant dans la matrice d'évolution A(x,t), conformément aux moti-

vations du § I.3.

Le principe en est simple :

Définition II.1 :

X . . ,
Une matrice A(.) de R¥"9 est A non lindarités de rang k ssi elle
est semblable 4 une matrice F(x,t) dont les termes non constants sont

regroupés dans k rangées de méme nature (ligne ou colonne).
D

Si le regroupement est en colonnes, la matrice est dite de type C(k)

et s'il est en lignes, de type L(k).

Une matrice de type C(k) s'écrira donc

(I1.8)  A(.) =4 + v(.) H

A e R¥4 V(.) & RqXR He Rqu

Soit H 1'espace vectoriel de dimensionk' (k' <k) engendré par les k co~
lonnes de H, et soit L un espace complémentaire de Hdans RY : H @ L = RY,
Dans 1'écriture (II.8), le vecteur état x correspondant est exprimé dans une

base B de l'espace d'état : B = (e ., e) e, eRL
q q q i

1, ez!
On peut choisir BG de facon a ce que ses k' derniers vecteurs engen-
drent H, et que ses g-k' premiers engendrent L : dans cette base, 1'dcri-

ture de H (II.8) se simplifie, et ses gq-k premiéres lignes sont nulles :

o -

}ax

Ik

N [<]

~{

\
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Les k derniéres colonnes de A(.) sont alors les seules a contenir

des termes non constants (provenant de V(.)).
Le terme "rang" employé pour cette définition se trouve alors jus-
e ez . T .
tifié : le rang de la matrice V(.) H , correspondant a un regroupement
de tous les termes non constants de A(.), est en effet inférieur ou égal

4 k 3 chaque instant t, et pour tout état x.

De méme, une matrice de type L(k) s'écrit :
T
(11.9) A(L) = A+KRV ()

AeR¥Y  y() eRY*® g e R¥E
Cette écriture (II1.9) est évidemment analogue & la précédente, puis-
qu'elle s'obtient par transposition de (IIL.8) ; les propriétés des co-
lonnes non constantes deviennent alors celles des lignes.

Les définitions suivantes peuvent @tre proposées :

Définition II.2 :

1) Le systéme décrit par les équations (II.10)

%(t) = A x(t) + V(.) s(t)
(II.10)

HT x(t) + u(t)

s(t)

avec A, V(.), H définies en (II.8), x € Rq, uet s € Rk, est dit & non

linéarités de rang k, de type C(k).

2) Le systéme décrit par les équations (II.I11) :

®(t) = A x(t) + K s(t)
(Ir.11)

V() x(t) + ult)

s(t)

avec A, V(.), K definies en (II.9), x € Rq, uet s e Eﬁ, est dit & non

lindarités de rang k, de type L(k).
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Ces définitions sont en accord avec les précédentes : le régime au-
tonome d'un systéme de type C(k) (resp. L(k)) est représenté par une ma-

trice de type C(k) (resp. L(k)).

I1 est & noter que les classes de processus ainsi définies sont trés
vastes, puisque toute matrice non constante A(.) correspond 3 un systéme
de rang k =q. Cependant, plus k sera faible, plus les méthodes de mise
en équations que nous proposons seront pratiques. Ainsi, toute matrice
A(.) peut @tre considérée comme étant de type L(k1) ou C(kz), ot k, et

1
k, sont des entiers inférieurs ou égaux & q. Il est alors préférable de

2
considérer la décomposition associée au plus petit des deux rangs, c'est-—
a-dire L(ki) si k1 <k2, et C(kz) si k.1 >k2.
Le type C(k) constitue une classe importante de systémes, puisqu'il
englobe les Lurie-Postnikov multivariables décrits en (II.3) ; on a alors

k=n et V(s,t) = B(t) F*(s,t).

Le type L(k) correspond 2 une factorisation en ligne intervenant
dans 1'étude de la D-stabilité des systémes & plusieurs échelles de temps
/Khalil & Kokotovié, 1979/. La matrice K contient alors les éléments dé-

finissant les rapports d'échelles de temps.

II - POLYNOME SYMBOLIQUE D'UN SYSTEME A NON LINEARITES DE RANG 1

IT.1 - Décompositions canoniques

Dans cette partie, nous étudierons les systémes (IL.10) et (II.11)
dans le cas ou le rang k des non linéarités est égal a4 1. On a alors,
pour le type C(1) :

x(t) = A x(t) + v(.) e(t)

(11.12) T
h™ x(t) + u(t)

e(t)

et, pour le type L(1)

x(t) = A x(£) + k €(¢)

(11.13)

e(t) = vi(.) x(t) + ult)



A e R¥*4

Al

- 38 -

x, v, h, k € R

u, € €R

Les matrices d'évolution en régime libre sont

(I1.14)  A(D)

(11.15) AC(.)

A+ v(.) hT

A+ kvi()

[cn]
[L(]

Ce type de matrice présente plusieurs propriétés, que nous allons

énoncer, et qui font intervenir la matrice F(.) suivante :

(I1.16) F(.) =

avec

(I1.16-a) C (.) =
n

O

B, (.)

1

Bi(.)

-

e R

q

e R4

X
n

q

n

Forme compagnon
non constante
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Forme compagnon

:::::: . q;%q; constante, associée

(II.16-b) C; eR au polyndme P;(})

(cf Chap. I, § III)

’ _Ci (i=1,...,0-1)
- . .
i
b1(.)
. q.xq Matrice a termes
_ . i" n non constants tous
(IT.16-c) Bi(')- . €R situés dans la
. derniére colonne
b ()
i S
(I1.16-d) ¥ i =2, ..., n-1 Pi(A) divise Pi_1(A)

Théoréme II.1 :

Toute matrice de type C(1) (II.14) est semblable & une matrice bloc-
triangulaire du type F(.) décrit en (II.l6).

L'ordre 9, de la matrice Cn(.) intervenant dans cette décomposition
est égal a la dimension du sous-espace observable de S(A,hT) (Chap. I,
§ I1) - V

T -
q, = Rang {h, 2°h, ATZh, ceny AT(q 1)h }

. e mm e e em em oem e mm e mm mm e e e me mm e e em we  we mm e e e wm e e e me e =

Démonstration :

Considérons le régime libre de (II.12), donc u(t) = 0. Le vecteur

état x est choisi de facon & ce que sa derniére composante soit g, et

donc :

hl = (0

0o 1

Les coefficients non constants de A(x,t) (II.14) sont alors tous

situés dans sa derniére colonne :
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A(x,t) =A+ (0 ... 0 v(.))
Notons :

m~1

p_ (M) = AT .

[

8 . Al 8. e R)
m-1 1

i=0

le polyndme minimal de h par rapport & l'opérateur AT /Gantmacher, 1959/,

c'est-a-dire le polyndme de plus bas degré vérifiant :
pm(A).h =0

Soit 12 le sous-espace cyclique (de dimension m) engendré par les

vecteurs :
[ e = h
4 T
e = A" h
q-1
) e. AT(q-l) h
i
_ LT(m1)
eq_m+1 = h
m-1 .
AT e e =~ L B, AT g
4 1=0
T Sm eq - Bm—1 eq—1 o T 81 eq-m+1

. . T
Soit z un vecteur de 12 et z' son image par A".

z = e + e + ... +
Eq %q * Bq-1 3

q q-1 q-m+1 eq—m+1

AhMz=¢8"e +E&' e Fo+E
& g &

q q-1 gq-1 -m+1 eq—m+1
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[ -8 1 £

q-m+1 m q-m+1

£ -8 0 1 O €

| - B —
E;q--1 B2 0 0 1 gq—1

£ -8 0 —— 0| | g

L

- e -

12 est AT—invariant (Chap. I, § II). Soit 11 un espace complémen-

taire de 12 :

_ 4
I, ® I, =R
. . T ' . T
et soit {eT, cees eq—m} une base de 11. La matrice A_ de 1'opérateur A
exprimée sur la base {e1, cees eq} vérifie
- T i -
A 1 0
L I
T (qg-m)x(q-m) '  (q-m)>m -1
Al = |=-=--=-=-- Fm-- - - - =QA Q
° R P =B 1
2 e \
(R 1
wlem) g 0—o0

La derniére colonne de Q et Q_1 est (0 — O 1)T car eq = h.

Considérons le changement de base défini par la bloc-diagonale :

I g i 0 ]
1 1
(q—m)*x(q-m) ! (q-m) Xm
S=|~=---=~- + - == - - -
0 : 82
mx (q-m) i mXm
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avec

* S1 matrice réguliere telle que S1 A1 SIi soit la premiere forme

normale naturelle de A1 (Chap. I, § III),

1 Bm . Bi oo 82
B;
* S2 = on a alors
Bm
= 1 —
-Bm ) : _81 0 ——0 _81
1 0 0 1 .
_1 .
S2 .52 =
O O \"° :
B 1 0 | 1 ! —%nd
I1 vient :
sQ ' Taqts ' =sa s

S Ao s™1 est une matrice bloc-triangulaire de méme forme que F(.)

intervenant dans le théoréme (II.1), avec q =m, mais 4 termes constants.
Le changement de base défini par :

p=sqT

ne change pas la derniére composante £ de 1'état, car sa derniére ligne

est (0 — 0 1). Définissons le vecteur w(.) de RY par :

PO —0 v())P =@ —0 wi.)
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I1 vient :

1 S A sV s (0 — 0 w(.)

P A(.) P

Cette matrice semblable a4 A(.) est de la forme F(.), et vérifie :

Le théoreme II.1 concerne les matrices de type C(1), et peut aisé-

ment &tre transposé au type L(1) :

Théoréme II.2 :

Toute matrice de type L(1) (II.15) est semblable & une matrice bloc-
triangulaire du type FT(.), F(.) étant définie en (II.16).

T , L
L'ordre q, de la matrice Cn(.) Iintervenant dans cette décomposition

est égal a la dimension du sous-espace commandable de S(A , k) :
2 -
qn=Rang{k, Ak, A &k, ...,A(q l)k}

La démonstration de ce théoréme découle immédiatement de la précé-
dente, puisque (II.15) est la forme transposée de (II.14). Le changement

de base a considérer est alors le transposé du précédent P.

Remarque sur la forme de F(.) :

La décomposition F(.) obtenue permet d'isoler deux sous-systémes
interconnectés : 1'un, (S1), est linéaire et correspond au bloc diago-
nal diag {C1 cee Cn-T} ; 1'autre, (SZ)’ est non linéaire (bloc Cn(.))
et les intercomnexions Bi(') sont non linéaires. Une schématisation de

cette structure est proposée Figure II.4
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entrée
—_—

entrée _J N
S B S

2 i —————— T2
entrée

entrée

Systémes de type C

Systémes de type L

FIGURE II.4

I1.2 - Définition du polyndme symbolique

IT1.2.1 - Définition et propriétés

A chaque matrice C, (i =1 3 n-1) est associé un polynOme caracté-

.

ristique p(A,Ci) défini par

0 Yl
(II.18) Y re € P(A,C) =det (AL -C) =A™+ I c A

i j=0

Nous pouvons, de la méme facon, associer 3 la matrice non constante

C(.) un polyndme & coefficients variables

q
(I1.19) ¥V aireC ¥ (x,t) p(1,C () = A R

Définition II.3 :

Nous appelerons polynéme symbolique de la matrice A(.) de type C(1)

ou L(1), la gquantité polynomiale en ) :

n-=1
p(XA(.)) =p(A,C_(.)) T p(Ar,C.)
n i=1 i

ou les Ci sont les matrices intervenant dans la décomposition canonique
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F(.) ou F(.)T (II.16) de a(.).

Lorsque le systéme est linéaire stationnaire, ce polynOme est a
coefficients constants et s'identifie au polyndme caractéristique du
systéme. Ses coefficients définissent alors l'équation différentielle

du régime libre, relativement & une quelconque variable d'état.

Par contre, lorsque le vecteur v(.) n'est plus constant, il n'est
pas toujours possible de définir a partir de p(A,A(.)) une équation dif~-
1

férentielle scalaire. C'est pourquoi nous employons le terme ''symbolique'

au lieu de "caractéristique".

I1 est important de noter que le calcul de p(A,A(.)) reste simple

si on introduit la convention suivante :
Convention :

Le détermigant de toute matrice A(.) de type C(1) ou L(l) est dé-
fini de la méme maniére gque si A(.) était constante, et est noté

det (A(.)).

Les calculs de déterminants s'effectueront alors comme si les fi(')
intervenant dans (II.16) étaient des coefficients constants écrits sous
forme littérale. Les regles d'addition et de multiplication restent celles
du corps des complexes. Ce n'est que lors de leur remplacement par des
fonctions numériques que 1l'état et le temps interviendront comme opéran—

des. Cette convention permet d'écrire :

(I1.20) p(A,Cn(.)) = det (Aan - Cn(.))

Les régles de calcul de déterminant étant les mémes que pour des

matrices constantes, il vient la propriété suivante :

Propriété II.1 : 2éme définition et invariance du polyndome symbolique

Le polynéme symboligque d'une (gXxq) matrice A(.) de type C(1) ou
L(1) est défini par :
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P(AA(.)) = det (qu - A(.))

Ce polynéme est invariant par tout changement de base constant P

effectué sur A(.) :

p(AA(.))

p(\pa(.)pt)

Cette propriété est analogue & celle du polynOme caractéristique
d'une matrice linéaire. Pour pousser 1l'analogie entre le linéaire et
le non linéaire, il est possible de comparer la décomposition proposée
F(.) (I1.16) avec le forme canonique normale C vue au premier chapitre
(§ III, (I.5)). Ces deux représentations sont proches, mais deux diffé-

rences majeures sont 3 noter

~ La présence des termes Bi(') dans F(.) provient d'une contrainte
supplémentaire sur le choix de la base vectorielle correspondant & la’
forme canonique F(.) : il faut en effet que le vecteur h soit un des
élements de cette base (dans le cas des matrices de type C), comme nous
1'avons vu dans la démonstration du Théoreme II.1. Les coefficients non
constants sont alors regroupés dans une seule colonne. Cette contrainte
n'existe pas dans le cas d'une matrice constante, et le dernier vecteur
de base eq peut alors &tre choisi de telle facon que le polyndme mini-

mal de A par rapport 3 e, soit le polyndme minimal de A (c'est—a-dire

q
par rapport i 1'espace RY entier) /Gantmacher, 1966, p. 188/, ce qui

permet d'obtenir la forme C.

- Les matrices de la diagonale de C définissent les polyndmes inva-
riants, qui forment une suite dont chaque élément est divisible par le
précédent. Si on veut définir par analogie les polyndmes invariants d'une
matrice non linéaire 3 partir des polyndmes p(k,Ci) i=1,...,n-1) et
p(A,Cn(.)), cette propriété de divisibilité n'est plus respectée que
pour les n—-1 premiers. De plus, l'inconvénient principal d'une telle
définition est que la condition nécessaire et suffisante de similitude
de deux matrices n'est plus valable : deux matrices F1(.) et FZ(') de
type F(.) peuvent présenter la méme diagonale par blocs, et donc les
mémes polyndmes {p(A,Ci) ,p(A,Cn(.))}, sans pour autant €tre semblables,
pulsque les Bi(') peuvent &tre différents de F1(.) a FZ(.). Une telle

définition des polyndmes invariants présente donc peu d'intér€t en modé-
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lisation.

Par contre, lorsque les blocs compagnons constants Ci n'existent
pas dans la décomposition de A(.) en F(.), le polyndme symbolique est
le seul polyndme invariant du systéme, ce terme présentant la méme si-
gnification qu'en linéaire. On a alors n=q et F(.)==Cq(.). L'identité
des polynOmes symboliques de deux matrices non linéaires est dans ce cas

une CNS pour leur similitude. C'est ce résultat que nous allons énoncer.

Propriété II.2 : Observabilité

Propriété I1I1.2-a : Si la paire (A,hT) est observable, c'est-a-dire

T T(g-
Rang {n, a h, ..., A (q “h} =q

alors la matrice C(1) (II.14) est semblable a la forme compagnon non

by

constante Cc associde a son polyndéme symbolique.

Propriété II.2-b : Si la paire (A,k) est commandable, c'est-a-dire

Rang {k, 2k, ...,A(q-“ k}

alors la matrice L(1) (II.15) est semblable & la forme compagnon non

constante CL associée a son polyndéme symbolique.

Ces propriétés d'observabilité et de commandabilité se retrouvent

dans le polyndme symbolique, ce qui en constitue un autre avantage
Définition :

Nous dirons gu'un polyndéme symbolique est non factorisable si il

ne présente aucun zéro indépendant de 1'état et du temps, c'est-a-dire
ﬁ A, el P(A ,A(x,t)) =0 ¥ (x,e) e RT xR

Propriété II.3 : Non factorisation

Si le polynéme symboligque d'une matrice de type C(1) (II.14) (resp.

L{(1) (II.15)) est non factorisable, alors cette matrice est semblable a
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la forme compagnon CC (resp. Ci) non constante associée a son polyndme

symbolique.

Démonstration de la propriété II.3 :

Nous démontrerons la proposition niée
Si A(x,t) n'est pas semblable a une forme compagnon CC' alors son

polyndme symboligue a au moins un zéro indépendant de x et t.

Supposons donc que la décomposition canonique (II.16) fasse intervenir
des blocs compagnons constants Ci (I1.16-b) sur la diagonale, de dimension

non nulle. Alors, selon ladéfinition (1I1.3), p(A,A(x,t)) se factorise en

n-1
p(A,A(x,t)) = p(A,C_(x,t)) T p(X,C.)
n =1 i

Les zéros (constants) correspondant aux blocs Ci sont des zéros du

polyndme symbolique de A(x,t), qui est donc factorisable.

On peut noter que la propriété (II.3) exprime une condition suffi-
sante, mais pas nécessaire, pour que la matrice soit semblable & une
forme compagnon. Ceci sera mis en évidence dans un exemple ultérieur
(Exemple II.3.2). Si la matrice A(x,t) vérifie la propriété I1I.2 ou

I1.3, nous dirons qu'elle est 'compagnonable'.

II.2.2 - Calcul informatisé du polyndme symbolique

Non linéarités génératrices

II.2.2.1 - Non linéarités génératrices

Pour simplifier la présentation, les calculs seront exposés a par-
tir d'une matrice de type C(1), dont tous les éléments non constants sont
dans la derniére colonne. Les résultats sont identiques dans le cas gé-

néral de matrices de type L(1) ou C(1) quelconques. On a donc

A+v() h

T T
[v1(.) vq(.)] h = [O vees. O 1]

AC))

v(.)
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Le développement de det (AI -A(.)) par rapport & sa derniére co-

lonne donne une expression de la forme :

q
(11.21)  p(X,A()) = p (M) + T v.(.) p; (V)
i=1

avec po(A) = det (AI-A), polyndme de degré q
pi(k), polyndmes de degré gq-1

Parmi les fonctions Vi(')’ certaines peuvent &tre linéairement dé-

pendantes, c'est-a-dire vérifier des relations du type :

I1 est ainsi possible de définir une famille ¢(.) de g fonctions
linéairement indépendantes ¢i(.) (g € N) qui engendre les vi(.) par com-

binaisons affines (combinaison linéaire plus une constante)

r

T
o(.) = [4@1(.) ..... ¢g(.)]

1.y [VaeRE  VaeR & o) =a=>a=0

Viel{1, ..., qa} 3 a; € R 3 a; eﬁRg—1

| Vi(') = az o(.) + oy

Ces fonctions seront appelées mon linéarités gémératrices de A(.).

Le polyndme symbolique de A(.) s'écrit alors

g
(IT1.23) p(A,A(.)) = pO(A) + I ¢.0C) . ()
51 9 i

(rj(A) polyndmes de degré q-1).
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Ainsi, dans le cas d'un systéme non linéaire de type Lurie-Postnikov
monovariable (cf Fig. II1.3), on a g=1 et ¢1(.) =¢*(c,t). Toutes les com—
posantes Vi(') de v(.) sont alors des fonctions affines de ¢*(g,t) et on

a
(11.24) p(OACGY)) =D(XA) + N(A) o*(e,t)

Le calcul de p(A,A(.)) est donc immédiat dans ce cas, N(A) et D(})
étant les polynOmes définissant la fonction de transfert de la boucle

ouverte.

Les décompositions (II.21) et (II.23) vont permettre d'utiliser
dans le cas non linéaire, les algorithmes de calcul de polyndmes carac-

téristiques, proposés pour les matrices constantes.
11.2.2.2 = Calcul informatisé du polynOme symbolique :

I1 existe différents algorithmes permettant de déterminer le poly-
ndme caractéristique d'une matrice & coefficients constants. Ces méthodes
font intervenir le calcul des traces des puissances successives de la ma-
trice considérée (citons par exemple les algorithmes de Fadeev /Gantma-
cher, 1966/ ou de Leverrier /Deif, 1982/ Dimster, 1984/). La formule (IIL.21)
nous donne une décomposition du polyndme symbolique sous la forme de gq+1

polyndmes :

q
po(k) + .Z Vi(') pi(k)

1=1

p(A,AC))

t

La formulation (II.23) ne fait intervenir que g+1 polyndmes :

g
POLAC))Y = p (A) + T ¢.() .M
o j=1 J J

Nous allons montrer ici que les polyndmes po(A), pi(K) et ri(k)

sont décomposables en sommes de polyndmes caractéristiques.

Ceci est évident pour po(A), puisque :
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po(x) = det (AI-A4) = p(),A)

De plus, en symbolisant les q colonnes de (AI-A) sous la forme

A+

q-tf , q

00y

on obtient la décomposition suivante de pi(A)

>
+
(o]

pi(K) = det T ] s eens q-1

>
+
> O—O ~ O

1
1

- det 1 AFEL L, L., q-1

3 oo ey

> O— 0 O O0—O

Chaque polynOme pi(k) est donc défini comme la différence des deux

polyndmes caractéristiques de deux matrices :

0 0
q-1 | q-1
premiéres ? ;oI 1Le et premiéres
colonnes OK" g colonnes
de A | de A
0 0
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Le calcul de p(A,A(.)) selon la décomposition (II.21) nécessite
alors (q+2) calculs de polynOmes caractéristiques. De méme, on peut mon-
trer que la décomposition (II1.23) conduit & seulement (g+2) calculs de

polyndmes caractéristiques. Les matrices conduisant aux rj(k) sont alors :

. 0
13 %
q=-1 . q-1 .
premiéres . premiéres .
colonnes c‘:i.j ’ colonnes et A+ 0 :
de A . de A .
o .
qi 0 %

ou les aij iL=1, ..., @ (=1, ..., g) sont les composantes des vec~-
teurs a; introduits en (II.22) et liant les Vi(‘) aux non linéarités

génératrices ¢i(')‘ Les a, sont également définis en (II.22).

Dans le cas d'un systéeme de type Lurie-Postnikov momovariable,
p(X,A(.)) est obtenu grice au calcul programmable de 3 polyndmes carac-

téristiques.
I1.2.2.3 - Exemple d'application :
Pour illustrer la partie précédente, considérons la matrice A(g)

correspondant au schéma-bloc de la Figure II1.5, avec comme vecteur état

(y1,§1,§2,€)T, en régime autonome (e =0)

0 1 0 0
1 -3,5 0 —(1-+ff)
A(e) =
-1 -1 -5 ~£3
-1,5 =2,75 -9 —0,5(1-+f?)-»2f§

Nous choisirons comme non linéarités génératrices

. ¢1(e) = f?(e) ¢2(e) = fg(e)

(on suppose que f?(a) n'est pas une fonction affine a-+8f§(€) de EE(S))'
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f1(€)
f?(s)‘ +
&
e=0
—-—9(?)———ﬂ‘e*e
€
£, (e)
> f;(e) 2

1+0,5p

= 1

p {p+4)

1+2p

FIGURE II.5

Y2

LE SYSTEME EST DEFINI PAR : ~ Sa matrice d'évolution :
ORDRE DU SYSTEME Q : 4
NOMBRE DE NON LINEARITES N : 2

astrinn O

m

[
(-

Ga0000000E+1]
1.,000000
-1.350000

-1.3000¢0 -z

#oiis=d= 0,300000
+ =0.10000

Gz
1o}

N 2(r)= 0.2000000E+01% » %% 3 +
+ ~0,1000000E+01% » % O

On a alors :

p(XA(e)) = A

(aue?

4

+

+

<+

< a:.) [ ]

des caoefficients
G J.9909000F %
o CLo0GH0008
3 =3.06050%
Ix} 3

A3[ 9+ 0,5 fk+ 2

A2[48+1,5f§+ 8

A [-3+

1 [-1-

+00% & ¥¥ I+ 0,1350350905451
E+Q0Ll% » %% 0

2 £%4+1,5

1
* =
1 f1

0,800G000F+01 «

1

fg]
f;]
fg]

fg]

0,20900008451 % p X%

0.1300000E+401 & & %X
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II.2.3 - Remarque sur l'existence de zéros constants

La propriété de nmon factorisation II.3 fait intervenir 1'absence de
zéros constants (c'est-a~dire indépendants des termes non linéaires) dans

le polyndme symbolique d'une matrice A(.).

I1 serait fastidieux d'avoir a calculer les zéros d'un polyndme
a coefficients non constants pour tester cette propriété. La notion de
non linéarité génératrice, présentée dans la partie précédente, permet

de lever cette difficulté. On a en effet, d'aprés (II1.22) et (II.23) :

g ,
p(A,AC.)) = pO(A) + L ¢.() .0
jo1 3 i

VaeR VaeIRg aT<I>(.)=a=a=o

Le polyndme p(A,A(.)) ne présentera de zéro constant.que si po(k),
rj(k) (GG =1, ..., g) ont au moins un zéro Ao en commun (po(ko) = rj(lo) =

0;¥i=1,...,08.

Le test de la propriété II.3 nécessite donc le calcul des q zéros

de po(A) et des g(q-1) zéros des polynOmes rj(A).

Dans le cas d'un systéme de type Lurie-Postnikov monovariable, le
polynome symbolique ne présente de zéro constant que dans le cas ou la
fonction de transfert de la boucle ouverte est dégénérée /Popov, 1973/.
On retrouve alors le cas classique de non commandabilité ou non obser-

vabilité du modéle matriciel adopté.

I1.3 - Condition nécessaire et suffisante de similitude, algorithme

de modélisation du régime autonome

Nous avons vu que 1'égalité des polynOmes symboliques de deux ma-~
trices était une condition nécessaire 3 leur similitude. Lorsque 1'une
des propriétés II.2 ou II.3 est vérifide pour ces deux matrices, la con-

dition est alors également suffisante.
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Théoréme II.3 : CNS de similitude de deux matrices C(1) (resp. L(1))

Soient A(.) et B(.), deux matrices du type C(l) décrit en (II.14)

(resp. L(1) décrit en (II.15)) et vérifiant chacune les conditions de

la propriété II.3 ou bien de II.2~a (resp. II.2-b).

A(.) et B(.) sont semblables (et représentent donc le méme régime

libre) si et seulement si elles ont méme polynéme symbolique

det - A¢(. = det (M - B(.
e (AIq (.)) et ( g {(.))

VielC

Ce théoréme va permettre de résoudre la problématique PI (§ I.4)

dans le cas de systémes de type L(1) ou C(1). La démarche i suivre est

schématisée Figure II.6. Nous allons l'expliciter a partir de trois

exemples simples, correspondant aux trois cas de figure envisageable

Un quatriéme exemple sera traité ultérieurement (§ II.6), qui concerme

une représentation canonique particuliére.

Commentaires de la Figure II.6 :

* TEST T2 : le PS de A(.) n'a-t-il aucun zéro constant ?

*

(CS pour que A(.) soit semblable 2 une forme compagnon)

TEST T3 : la paire (AT,h) est-elle observable ?

(CNS pour que A(.) soit semblable i une forme compagnon)

La branche (T3, T'3, T4) est plus complexe que (T2, T4), c'est
pourquoi elle est traitée dams le cas T2 FAUX.

§i T3_FAUX, réduction d'ordre possible par 1'algorithme proposé
pour la démonstration du Théoréme II.1 (Etape n° 6), on ne con-
serve alors que le bloc non linéaire, aprés avoir par exemple

testé la stabilité du bloc linéaire.

$i_T1 FAUX, on peut se ramener i une modélisation admissible par
aggrégation, ou bien utilisation du PS multivariable.

Exemple II.3.1 : T1 VRAI T2 VRAI

Exemple II.3.2 : T1 VRAI T2 FAUX T3 VRAI

Exemple II.3.3 : T1 VRAL T2 FAUX T3 FAUX
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II.3.1 - Exemple n° 1 : (T1) = 1 (T2) = 1

Ce premier exemple correspond au cas ol les deux tests T1 et T2
sont vérifiés. Le systéme étudié est de type discret et correspond 2
un moteur commandé par une impulsion modulée en largeur /Laurent & al,

1972/. Le schéma-bloc correspondant est décrit Figure II.7

période T
0 £ J_ f(E:n)\ 1 S R
p (1 +Tp)
1 +o0p

FIGURE II.7

La sortie f(en) de 1l'échantillonneur non linédaire est décrite

Figure II.8, (nous poserons €n==€(nT))

A

f(e )
n

T : période d'échantillonnage

Asge t----

§ = e—T/T

y
rt

T (n+1)T

FIGURE II.8
Etape n° 1 :

Une mise en équations par la méthode modale donne

1 0 klenlAsgen

n+l n ~kle |/t -T/t+k|e |/t
0 6 Asgen(1-e " )e "

pour ’En’ < T/k  (commande non saturée)
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1 0 AT sg En bour l€n| o /R
X+ = x *

0 S Asg En (1 -e"T/T) (commande saturée)
En = (‘1 , T—O.) xn

Les deux vecteurs de commande en régime saturé ou non saturé condui-

sent aux expressions de deux non linéarités KT(E:) et Kg(s) décrites ci-dessous:

N T ' x (o A
K1(s).e Kz(e,.e
AT t==== A(1=8) =---
{ I
| i
1 N ] o
0 T/k > € 0 T/k €

11 vient alors la mise en équation initiale :

1 K1(€n) aK1(en)
X = x = A(e ) x
n n n

* *
-Kz(en) 6-+uK2(€n)

Tesx T1 :

*

Le systéme est du type C(1), puisque les termes non constants K1

et K; peuvent &tre isolés dans deux colonnes proportionnelles :

-K? aK?
det . « = (0
K, XK

Etape n° 27 :

Le polyndme symbolique est défini par la trace et le déterminant

de la matrice A(En), puisque le systéme est d'ordre 2

p(LAE D) = A2 - er A€ ).\ + det Ale)

_ 32 N o8 o %
=27+ [ ) -akj(e ) -6-1]A=-6Kj(e ) +aKR (e ) +6
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Test T2 :

p(K,A(En)) n'a pas de zéro indépendant de € 5 en effet, K? et Kg

sont des non linéarités génératrices et pour T # 0 (8§ # 1), les trois

polyndmes suivants n'ont pas de zéro commun :

Az - (S +1)xX+38 (termes constants)
A =-8 (coefficient K?)
- aA + 0o (coefficient K%)
Etape n° 3 :

On choisit la représentation suivante, dont la trace est a priori

la méme que celle de A(€n), mais dont les termes B et g(en) sont a déter-

miner :

1 g(sn)

B(g ) =
n *
B §-K7(e ) +aK*(c )
1" ™n 2 ™n
Le déterminant de B(en) est égal a : 6-—K?-+aK§-Bg

Test T4

A(en) et B(En) sont semblables si et seulement si elles ont méme

polyndme symbolique, c'est-a-dire dans ce cas :

Bg(en) = - (1-3) KT(E:n) par exemple B=4-1 g=K’1"

I1.3.2 - Exemple n°® 2 : (T1) =1 (T2) =0 (T3) =1

Cet exemple montre sur un cas trés particulier que la condition in-
tervenant dans la propriété II.3n'est pas équivalente a celle de la pro-

priété IL.2. Considérons le systeme décrit par :

x = A(.) x
0 O "fz(.)
Cette équation correspond
AC) = | 1 0 =-£ (-£,() . X
1 2 a 1'étape n°® 1.
0 1 =1=£, ()
L. -




Test T1 :

Le systéme est de type C(1) (cf (II.14)) avec :

0 o0 © -fz(.) 0
A=|1 0 O v(.) = —f1(.)—f2(.) h=1|0
0 1 =1 -f1(.) 1

Etape n® 7 :

Son polyndme symbolique est :

POLACY) = &+ (1o £ () A+ (£,() +£,(.)) & + £,(0)
Test T2 :
Ce polyndme a un zéro constant, le test T2 est donc négatif :
POLACY) = A+ 1) (P4, (OA + £,()

Test T3 :

Ces trois vecteurs sont indépendants, les conditions de la propriété

II.2~a sont donc vérifiées,

Etape n’ 3 :

On choisit pour B(.) une forme en fléche /Benrejeb, 1976/ :
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-1 0 -a(.) -1 0 0 -a(.)

B(.) = 0 ~§ =B(.) = 0 -§ 0|+ =-B(.) [0 0 1]
1 1 -y(.) 1 1 0 -y(.)
Test T'3 .
0 1 -1.
T
h=10 B h= | 1 BZ2h=| -6
1 0 0

Ces trois vecteurs sont indépendants si et seulement si § est dif-

férent de 1, ce que nous supposons.
Etape n’ 4 :
det (AI-B()) = 2> + X[ 1+6+v()]
+ A [a()+8()+(8+1) y()+8]
+ B(.) + 8(al.) +v(.))
Test T4 :

On identifie o, B et y pour que B(.) soit semblable a A(.).

@

Etape n° 5 :
-1 0 0
BL) = | 0 -6 -[&°-6£()+5,()]
1 1 § -£,()

est semblable 3 A(.).
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11.3.3 - Exemple n° 3 : (T1) = 1 (T2) =0 (T3) =0

Nous considérons ici le cas d'une forme en fléche présentant dans
p

sa diagonale deux termes égaux :

-1 0 1
AC) = 0 -1 1
1 1 -f(.)

Test T1 :

A(.) est du type L(1) et C(1). Nous considérons par exemple la for-

mulation L(1) (II.15)

-1 0 1 0
Ay =10 =1 1}p+tfofl [+ 1 -]
0 0 o0 1

Etape n° 7 :

Le polyndme symbolique de A(.) est alors :
p(LAC)) = A+ D[ A+2) - +£() A+ 1) ]

Test T2 :

Ce polynOme a une racine constante -1.

Test T3 :
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rang {k, Ak, A2k} =2 <3

Etape n 6 :

P .. T . .
La décomposition F (.) est menée sur A(.). La matrice de changement

de base est alors définie comme indiqué dans la démonstration du Théoréme
IT.1

1 -1 0 1 1 0
1T oo 1 0 pPP-|o0o 1 o
0 -1 1 0 1 1
-1 0 0
P Al = | o 0 1 = FL(.)

Le systéme est alors décomposé en deux sous-systémes interconnectés,

dont 1'un est décrit par la matrice réduite :

N A

II1.4 - Modélisation en régime non autonome

La méthode proposée précédemment permet de déterminer différentes
mises en équations du régime autonome des systémes de type C(1), décrits

en (II1.12), ou de type L(1), décrits en (II.13)

x(t) = A.x(t) + v(.).e(t)
(1I1.12) T (rappel)
e(t) = h .x(t) + u(t)

x(t) = A.x(t) + k.e(t)
(11.13) T (rappel)
e(t) v () .x(t) + u(t)
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Ces deux équations s'écrivent également, en utilisant respectivement

les définitions (II.14) et (II.15) des matrices d'évolution A(.)
(I1.25) =x(t) = A(.).x(£) + v(.).u(t)
(11.26)  =(t) = A(.).x(t) + k.u(t)

Le polyndme symbolique est un outil pratique de calcul des matrices
A(.) dans différentes bases. Nous allons montrer dans cette partie que
le vecteur de commande (v(.) ou k) peut &tre calculé & partir de la nou-

velle matrice A(.) choisie et de la formulation initiale (II.25) ou (II1.26).

II.4.1 - Systémes de type L(1)

Considérons 1'équation (II.25) comme formulation originelle d'un

systéme. Aprés changement de base P, elle devient

(I1.27)  y(t) = B(.).y(t) + R.ult)

avec
B(.) = PACOP | g=Pk  y(t) = Px(t)
Nous supposons que la matrice A(.) ne contient de termes non liné-
aires que dans sa derniére ligne, c'est-a—-dire que kT = [ 0 = 0 ui],
a € R.

Le choix de la matrice B(.) est souvent fait de facon & ce qu'elle

présente la méme propriété, et c'est ce cas que nous considérons.

Le vecteur k doit donc étre P-invariant, c'est-a-dire que Pk = k,
. T
La derniére colonne de P est alors (0 —— 0 1)°. Le vecteur de commande
reste invariant entre les relatioms (II.25) et (II1.26), c'est—a=dire

que l'on a £ = k.

Ce résultat reste valable si k est quelconque, a condition d'étre
invariant par P. Le module de k peut notamment &tre non constant, pourvu

que sa directionm soit constante.
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C'est le cas plus général d'un systéme décrit par (II1.28) :

x(t) = A x(t) + k e(t)

VT(.) x(t) + ¢Cule),t)

e(t)
¢ult),t) = ¢*(u(t),t) u(t)
¢* : R +R,

(11.28) {

Ainsi, la détermination du vecteur de commande est immédiate dans

le cas d'un systéme de type L(1).

II1.4.2 - Systémes de type C(1) / Détermination de la commande

et du changement de base

Nous envisagerons dans cette partie la détermination du vecteur de
commande w(.) associé & une matrice- B(.) dont tous les termes non cons-
tants sont situés dans la derniére colonne, et ceci & partir d'une re-
présentation initiale (II.25) présentant la méme propriété. La nouvelle

représentation, aprés changement de base P, est donc :

(I1.29)  y(t) = B(.) y(£) + w(.) u(t)

avec

B(.) = PA(.) P! w(.) = Pv(.) y(t) = Px(t)

De plus, nous noterons & partir de (II.12)

AC) = A+ v(.) hT

v() = v () .. vq<.>>T
h=(-—0 a)T o eR
B=PAP |

I1 vient alors :

B(.) =B + Pv(.)h' =B + w(.) h
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La méthode de détermination de B(.) & 1'aide de son polynOme sym-
bolique P(A,B(.)) permet de calculer le vecteur de commande w(.) & con-
dition de séparer 1'influence de chaque composante de v(.) au niveau du
calcul des polyndmes, qui se décomposent alors sous la forme déja envi-

sagée en (II.21) :

q
p(AAC.)) = det (AI-AC(.)) = po(l) + 2z Vi(‘) pi(x)

1=1
avec :

pour 1 =1, ..., q pi(A) polyndmes de dégré inférieur

ou égal a q-1
et po(k) polyndme de degré q

La relation w(.) = P v(.) indique que chaque composante de w(.) est

une combinaison linéaire des vi(.)
q
Wi(.) = E P. - Vi(.)

Cette décomposition se retrouve explicitement dans la derniére co-
lonne de la matrice B(.), additionnée & une constante bi venant de la

derniére colonne de B :

Il suffit de retrancher les constantes biq pour déterminer le nou-

veau vecteur de commande w(.).

Ce méme calcul permet donc de déterminer a postériori le changement

de base P permettant de passer de A(.) a B(.).
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I1I.4.3 - Remarques sur_le choix de la décomposition informa-

tique du polyndme symbolique

Nous avons vu dans la partie "calcul informatisé" (§ II1.2.2.2) que
le polyndme symbolique peut &tre décomposé selon les formules (IL.21)
(derniére colonne) ou (II.23) (non linéarités génératrices). La premiére
méthode est plus longue que la seconde, mais permet le calcul du vecteur
de commande, ainsi que du changement de base. Ceci est résumé dans le

tableau présente Figure II.9,

Développement par
rapport a tous les
termes vy (.) de la
derniére colonne (II.21)

Développement par
rapport aux g non
linéarités génératrices
(I1.23)

Nombre de calculs
de polyndmes

g + 2

"zéros constants"

linéarités génératrices,
puis

P ) .+2
caractéristiques q (3 ﬁaﬁf le %fs
d'ordre q Lurie-Postnikov
monovariable)
zéros d'1 polyndme de
Nécessité de regrouper zéigfﬁz(q ol namésde
Test des en fonction des non g poly

degré maxi q-1
(2 polyndmes N(X) et D(A)

calcul du vecteur
de commande et du
changement de
base dans le
cas C(1)

par lecture de la
derniére colonne de
la matrice d'évolution

1 Vv dans le cas Lurie-
Postnikov monovariable)
Possibilité de i .
calcul du vecteur oui oul
de commande dans (immédiat) (immédiat)
le cas L(1)
. non
Possibilité de . . .
oul sauf par application

directe de 1'algorithme
décrit dans la démons-
tration du théoréme
II.1, § II.1,
Chapitre II

FIGURE II1.9 - Etude comparative des deux algorithmes de calcul du poly-

ndme symbolique
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II.4.4 - Exemple

Soit le systéme décrit par A(g)

0 0 -1+e2 €2
x=11 0 -2+2e4 x + 254 u(t)
2 4 2 4
0 1 -1-g +¢ -£ +£
! i i ]

X = (s

Les non linéarités génératrices sont, par exemple

]
m

¢1(s)

¢2(€) =

|
(Y]

Nous développerons ici le polyndme symbolique par rapport i toutes
les non-linéarités v, du vecteur de commande, de facon & considérer une

nouvelle équation du régime forcé

v, (e) = %
4
v2(€) = 2¢
v,(g) = = 82 + 64
3
I1 vient

pae) =[PnZ2n ] - v @ [1]-v, @[] -v (@) [A2]

Soit la matrice B(e) définie par :
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-1 0 o
B(e) = 0 -2 B
1 1 Y

Les polyndmes symboliques de A(e) et B(e) sont identiques si :

a=1+v, ~v, +v, =1- 84
1 2 3
B==-7=-v, +2v, - bv, =~-7+ 3€2
1 2 3
Y=2+ vy = 2 - €2 + 84

Le nouveau vecteur de commande associé & B(g) est :

-£

3e

2.4
-€ +¢€

II1.5 - Application aux systémes de type Lurie-Postnikov monovariables

Cette partie a pour but de regrouper les résultats précédents concer-
nant la classe de processus décrits par le schéma de la Figure II.3, qui
rentre dans la catégorie des systémes a non linéarités de rang 1. La ma-

trice d'évolution en régime libre s'écrit alors (cf (II.6)) :

Ale,t) = A +b ¢*(e,t) & o*(c,t) € R
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Cette matrice est a la fois de type C(1) et L(1), décrit en (II.8)
et (II.9) : par changement de base, on peut obtenir un regroupement des

termes non constants dans une seule colonne, ou bien dans une seule ligne.

u € d(e,t) S
16%(.) F(p) > F(p) = f)—‘%
FIGURE I1I1.3

De plus, le calcul du polyndme symbolique p(A,A(e,t)) d'un tel sys-
téme est particuliérement simple, puisqu'il correspond & celui du poly-

ndme caractéristique du systéme obtenu pour ¢*(e,t) constant
(II.30) p(A,ACe,t)) = D(A) + ¢%(e,t).N(X)

La propriété (II.3) concernant 1'absence de zéros constants pour
p(A,A(e,t)) est alors facile a tester et correspond au cas ol la fonc~
tion de transfert F(p) n'est pas dégénérée, c'est—a-dire lorsqu'il n'y

a pas simplification d'un pdle par un zéro.

La recherche du vecteur de commande et du changement de base asso-
ciés 3 une représentation peut &tre menée comme dans le cas plus géné-
ral présenté précédemment. Cependant, la détermination de la direction
du vecteur de commande a partir de la matrice d'évolution est immédiate,
a condition que les termes non constants soient situés dans une seule

rangée de la matrice ; on a en effet :

(11.31)  %(t) = (A +b 6%(e,t) o) x(£) + b ¢*(e,t) ult)

Le cas d'une représentation L(1), avec une seule ligne non constante
3

(la derniére par exemple) correspond i :

b=(—0 BT 8 eR - {0}

qui est la direction du vecteur de commande.
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Le cas d'une représentation C(1), avec une seule colonne non cons-

tante (la derniére par exemple) correspond & :

= (0 — 0 Y)T vy e R - {0}

La direction b du vecteur de commande est alors connue en ne consi-
dérant dans la derniére colonne de A(e,t) que les termes en facteur de

¢*(e,t). Par exemple, pour :

N{(p) 8p + 6

p3 + p2 -5p-3

D(p)

on peut définir a priori :

-1 =2 -1+$*(e,t)
A(g,t) = | +1  +1  3-40™(e,t)

0 +2 =1+00*(e,t)

Le vecteur de commande est alors, & la constante multiplicative Y-1

prés :

o*(e,t)

-1

b ¢*(e,t) = v -4¢%(e,t)

0

est connue 3 condition que la dermniére composante de 1'état ui
» 4

est —Ys, soit connue en fonction de la sortie s de F(p).

II.6 - Cas de la forme en fléche mince. PolynOme représentatif

Des travaux antérieurs /Benrejeb, 1980/ ont mis en évidence et uti-
1isé la similitude de la forme compagnon ct ( ) (cf (1I.16~a) et de 1la

forme en fléche mince FM (.)
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r h
0 1 0 0
T
c(.) =
q 0
0 0 1
i -fo(.) ........... fq-z(‘) ’fq-1(')
-A 1 a,
O
-A. a
T ‘ ‘
() = _
O
-).q_ 1 a.q_|
| Bl( ) ceeeen Bl( ) JE Bq_1' ) Bq( )_
avec
g=1
= + A, . . i i
R(A) 121 A+ , A E A Vi=z]j

et pour 1 =1, ..., q-1

A+A,
- [15]
ROV Ty,
1

..1 k
B.(H =12+ T £()2
1 k=0 k
A==\,
1
q-1
eq<.> = - fq_1( ) + 151 A
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De méme, la matrice Cq(.) est semblable 2 FM(')' Les termes Bi(.)
intervenant dans FM(.) sont alors définis comme les valeurs du polyndme
symbolique de C (.) aux points (- X ). Dans ces conditions, il y a bien
identité des polynomes symboliques de C (.) et FM(.). Dans cette modé-
lisation, la derniére variable du vecteur état est appelée coordimateur

/Benrejeb, 1976/.

Les avantages de ce type de modélisation sont nombreux /Benrejeb,
1980/ /Dauphin~Tanguy, 1983/ et reposent sur le fait que les paramétres
Ai peuvent &tre choisis arbitrairement, a condition d'étre distincts. Le
choix des Xi correspond 2 celui d'un polyndme R(A). Nous appelerons R(Q)
"polyndme représentatif associé i la forme en fléche FM(.)". Cette no-
tion sera élargie dans un chapitre suivant, en considérant notarment le
cas de racines ki multiples, complexes ou non constantes. Notons dés 2
présent que si le polynSme symbolique, invariant de représentation, cor-
respond & la structure du systéme, le polyndme représentatif correspond,

lui, 2 la modélisation adoptée.

III - POLYNOME SYMBOLIQUE DES SYSTEMES MULTIVARIABLES C(k) ET L(k)

La partie précédente a montré comment étudier la similitude de deux
matrices de type C(1) ou L(1), c'est-a-dire dont les termes non constants
peuvent &tre regroupés dans une seule rangée. Nous abordons ici le pro-
bléme plus général d'un systéme représenté par les équations (II.10) ou
(IT.11), et dont la matrice d'évolution peut présenter k rangées non

constantes :

AC) = A+ V() H (11.8) (type C(K))
ou
A(.) = A +K VT(.) (11.9) (type L(k))
avec
A € R¥ K, H, v(.) € R&K

Nous étudierons principalement les matrices de type C(k), les dé-

monstrations proposées étant en général valables pour les deux types.
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La notion de polyndme symbolique, proposée précédemment comme ou-
til de modélisation pour les systémes L(1) et C(1), peut €tre générali-
sée en utilisant, non plus des notations scalaires, mais des notations
matricielles. Les coefficients du polynOme sont alors des matrices car-

rées d'ordre k.

Cette présentation nécessite 1'introduction de différents outils
de calcul sur une classe de matrices décomposées en blocs commutatifs.

Ceci sera envisagé dans une premiére section.

Dans un deuxiéme temps, il sera montré que les matrices de type
C(k) ou L(k) peuvent &étre conditionnées de facon & entrer dans la classe
envisagée ci-dessus, sous réserve d'introduire un degré de redondance

suffisant dans l'ordre du modele.

Ceci nous permettra enfin d'énoncer des régles d'utilisation du po-

lyndme symbolique matriciel.

Les résultats présentés ici ont été initialement destinés a 1'étude
des systémes discrets de grande dimension /El Moudni, Richard & Borme,
1981/ /E1 Moudni, 1981/ /E1 Moudni, Richard & Dauphin, 1982/. L'appli-
cation aux systémes continus a été plus récemment proposée dans /Rotella,

1983/.

III.1 - Régles de calcul sur les matrices & blocs commutatifs

III.1.1 -~ Définitions et notations

Soit E un anneau de matrices d'ordre k (par exemple,
x

E = R%F),
Soit E' un sous-anneau commutatif de E.

Soit E 1'anneau des matrices carrées d'ordre r 3 éléments dans E'

/Rosenbrock & Storey, 1970/ : £ =E'*F,

Afin d'insister sur le partitionnement d'une matrice A de E, nous
emploierons quelquefois le terme '"bloc-matrice'. De méme, une colonne
(resp. ligne) de blocs intervenant dans la partition sera appelée '"bloc-

colonne" (resp. "bloc-ligne'").
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E, muni de 1'addition, présente alors une structure de module 2

gauche sur E' /Chenin, 1982/, & condition de lui associer une loi multi-
plicative externe notée @, et définie par

AetE A= (A..). . , A.. e E’
171,115, ,1 1]

Bek'

@ :E'xE-—>E

A—>B®A
A11.... A1r BA11 «ee. BA,
B® | . = . :
A, .... A BA , .... BA
| 1 rr | | 1 IT |

L'élément neutre de cette lol est la matrice identité Ik de E'

Ik®A=A VAet

On peut noter que la structure de module rappelle celle d'espace

vectoriel ; cependant, le module est défini sur un anneau et non sur
un corps.

Définition :

On appelle déterminant matriciel de A € L la matrice carrée de E'
notée DET (A) et telle gque :

DET A =T Sg (nl,...,nk) A

n I'An PEEEEE A

1’ 27 n ok

ou la somme est étendue a toutes les permutations (n

IRy nk) de
{1,

..., k} et Sg est la signature de chaque permutation.

Cette définition permet de calculer le déterminant matriciel de A

par les reéegles usuelles des déterminants scalaires.
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III.1.2 - Propriétés

Nous rappelons ici les propriétés de la fonction DET, qui sont par

ailleurs développées dans /E1 Moudni, Richard & Borne, 1981/ et /El Moudni,
1981/.

(1) DET est une fonction multilinéaire par rapport aux bloc-colonnes

de A.
(2) Si A et A' sont des matrices de E,
DET (A.A') = DET A . DET A’

(3) DET A peut étre calculé par les méthodes scalaires usuelles de
développement d'un déterminant par rapport a ses lignes ou & ses colonnes,
avec introduction de mineurs matriciels associés & chaque élément Aiﬁ

de A.

(4) L'inverse A-l de A existe si (DET A)-l existe et peut étre cal-
culée comme par les méthodes usuelles. On est alors amené a définir 1'ad-

jointe matricielle de A.
(5) pET (AT) = (DET A)T avec A" = (A7)
(6) det A = det (DET A)
(7) On peut définir le polynéme caractéristique matriciel de A par :

P(AA) S DET (A8 1 - A)
I matrice identité de E
A matrice de E'

P(A,A) polyndéme en A
On a alors :

r-1 .
PMA) = AT+ T b, AT P, eE’
i=0 .
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(8) La matrice A vérifie son équation caractéristique matricielle :

r r-l i

AW+ T P, 8 A" =0

i=

Cette propriété correspond 4 la généralisation du Théoréme de Cayley-

Hamilton /Gantmacher, 1959/.

La notion de polyndme caractéristique matriciel va nous permettre

de généraliser celle de polyndme symbolique.

III.2 - Dilatation d'ordre. Définition du polynOme symbolique en
multivariable (PSM)

Le cas envisagé dans la partie précédente est assez particulier,
car il suppose que toutes les matrices Ai' composant A aient la méme dé-
composition d'espaces propres, de facon & présenter la propriété de com-

mutativité.

I1 est cependant possible d'utiliser ces résultats dans le cas gé-
néral d'un systéme de type C(k). Deux objections doivent alors &tre le-

vées :

- d'une part, les coefficients des k derniéres colonnes ne sont

pas constants,

- d'autre part, la matrice ne présente pas de facon naturelle

un partitionnement en blocs commutatifs.

Le premier probléme peut &tre résolu par le méme symbolisme que
dans le cas scalaire, ou l'on est amené 2 défimir un polyndme caracté-

ristique "instantané" comme si la matrice était constante.

La deuxiéme difficulté peut @tre tournée en introduisant un degré
de redondance suffisant dans le modéle. C'est cette seconde méthode que

nous allons tout d'abord présenter.
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Remarquons que la notion de redondance, en elle méme, a déja été
utilisée par plusieurs auteurs dans le but d'améliorer 1l'analyse des

systemes complexes /Laurent & al, 1974/ /Siljak, 1980/ /E1 Moudni, 1981/.
ITI.2.1 - Notationms
Considérons 1'équation matricielle de type C(k)
(I1.32) x = A(.) x

ou A(.) est décrite en (II.8).

Un choix judicieux des k derniéres composantes de x permet d'écrire

(en posant [r-1+k=gq]) :

r -
4 O g By s B ()
a cee 0y . B () ol By, (L)
(11.33) A() = | 2,r-1 721 2k
| 01 e %y pet q1(.) cees qu(.)J
A4 By ()
(r=1) x (x-1) (r-1) Xk
A21 322(.)
kx (r-1) kxk
- .

Les (r-1) premiéres colonnes sont constantes, les k derniéres varient

avec l'état et le temps.

Le vecteur état x est alors décomposé en :
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( T q
x=(€1, 529 e gr_1a Er, vevy gq) e R

£. €R di=1, ..., @

i
(I1.34) A
_ T r-1
x, = (€, Eyy veey ) €R
T k -
L x_ = (Er, £r+1’ cees Eq) €eR k =q-1r+1
Nous noterons de plus :
B.,(.) = (0..) i,je {1, 2, ..., k}

avec, par conséquent :

g.. =8

ij i+r-1,]

La i®%¢ ligne de A,, sera notée (ligne i A21) :

21

ligne i Ay, = (o ceey O ) ie{t,...,k}

i+r-1,1° i+r-1,r-1

La jege colonne de B, (.) sera notée (col j B _,(.)) :

12 i2

col § Bi,() = (B (), ..., B, T etk

La dimension de certaines matrices fera intervenir le nombre entier :
Q=kxrelN

Nous allons, & partir de la représentation (II.33), définir des re-
présentations matricielles spécifiques, correspondant & un vecteur état
d'ordre Q (c'est-a-dire k.r, en général supérieur a l'ordre initial q).
Ces matrices seront dites "dilatées" et constituent des représentations
redondantes du systéme, a partir desquelles un polyndme symbolique ma=~

triciel (PSM) pourra €tre défini simplement.
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II1.2.2 - Premiére forme dilatée A1(;2

I1 est possible de représenter (II.33) par rapport au vecteur X4
défini par :

T
_ T T T kr _5Q
(11.35) Xy = [r—xo—-c, Er, —x_ £r+1’ cees X, Eq] e R =R

Plusieurs équations matricielles sont alors envisageables, mais

nous retiendrons particuliérement la suivante :

(11.36) &, = A, () X, A () e R¥C
avec de facon symbolisée :

(I1.36) k colonnes non constantes

o
Ay

N NN
JeolkB, (] <

O
AeBOY| <
O

N\.Q
Yy
&

A ) = O

£ ol kB ()

\\
\
=\
N COl\l(Ez(Q)\

E T | R0 [ mino]
\:3
= . )
\ﬁ\ \I\\YZ(- »
O

O
N

=

(1N
N
\\ d

3
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Cette forme comprend k2 blocs matriciels d'ordre q. Les termes non
nuls sont regroupés dans k colonnes et dans les k blocs diagonaux. Elle
sera appelée premiére forme dilatée 3 1'ordre k de A(.). La matrice A1(.)
est & rapprocher de formes canoniques proposées par /Luenberger, 1967/
ou /Brunovski, 1970/ qui présentent la méme structure (bloc diagonaux
et k colonnes). Cependant, la redondance a ici permis de faire apparai-

tre des blocs matriciels carrés et de méme dimension.

I11.2.3 - Deuxiéme forme dilatée Az(;li matrice contractable

Nous pouvons également représenter le systéme initial (II.26) par

rapport & un vecteur Xy d'ordre Q = kr et défini par :

T

T
——4,|—XT——|] ERQ
r—1 T

(11.37) X2=['—x’f—‘,'—xg-—‘,...,'—-x

avec

_ _ T _ - k
Vi=1, .y =1 x; = (Ei, Ei’ , 61) El 1k € R
_ T .k
1k = (1,1, ..., 1) &R
(I1.26) s'écrit alors :
° QxQ
(11.38) Xy = AZ(') X9 AZ(') eR
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(11.38)
B - Ta
o a, q, By () eenl By )
k
o, @, ay oy B”(.) B,k(-.)
- - 4
ey, %yy %y ey 82‘(.) . 821‘( )
| %1 %2 @ emq 1By () B2k () .
' ) U ! ' N
Az(.)= [ | |__,| i 1 |‘
N
Gt Cre12 et r=1 Broy 1 (B ()
k
Gret %rat2 L e L TRALY)
=T N
o, a, - S, oy B () oeiiB, ()
: k
1
i -
aq1 uqz cz“__1 Bq‘(.) ....qu(.) i

La matrice ainsi obtenue présente (r-1) bloc-colonnes composées de
blocs commutatifs. Seuls les blocs de la derniére colonne sont non commu-
tatifs. Nous dirons que A,(.) est la"deuxiéme forme dilatée i 1'ordre r"
de la matrice A(.). Az(.)seradite contractable, de forme contractée

AC).

Le vecteur X, est le méme que X4 32 une permutation des composantes
prés, et la matrice AZ(') est semblable a A1(.) par le changement de
base correspondant i cette permutation. Cependant, les partitionnements

de A1(.) et A2(.) sont différents, puisque

A1(.) présente K2 blocs de dimension rxr
et

AZ(') présente r2 blocs de dimension kX k.
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C'est 3 partir de cette matrice Az(.) que nous allons définir le

polyndme symbolique matriciel.

I11.2.4 - Définition du polynOme symbolique matriciel (PSM)

La forme de la matrice AZ(') permet le calcul d'un polyndme matri-

ciel défini par :

(11.39) VA E:Rka A diagonale

P(AA)()) S DET (A@ I - AZ(.)) eleXk

Ce polynOme peut &tre développé sous la forme :

r-1 .
(I1.40)  P(A,AN)) = [ P, (.)

i=0

Par convention, ce déterminant caractéristique doit &tre calculé
par les regles usuelles de développement par rapport a la derniére co-
lonne, en tenant compte du fait que celle-ci ne commute pas avec les au-
tres. Les blocs non constants ne sont ainsi multipliés que par des blocs

constants placés i leur gauche.

Remargue :

Cette régle présente deux avantages :
* Elle assure l'unicité de définition de P(A,A,(.)) et des Pi(.).

*% Elle permet d'adapter la théorie précédente sur les modules i
gauche (produit scalaire a gauche). Ainsi, la propriété (8) vue au pa-
ragraphe III.1.2, analogue au théoréme de Cayley-Hamilton, reste valable
aprés restriction. Elle s'énonce alors :

r-1 .
"les k derniéres lignes de la matrice A;(.) + I Pi(.) 8 A;(.)

l:
sont nulles'. 0
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Enoncée sous une autre forme, cette propriété a été utilisée dans

1'étude des systémes discrets /E1 Moudni, 1981/.

La matrice AZ(') présentant la structure décrite en (II.36) est défi-
nie de facon unique a partir de A(.) (II.33). La régle de calcul de
P(A,AZ(.))entraine 1'unicité du polyndme (II1.40) pour une matrice AZ(')

donnée. Nous pouvons ainsi adopter la définition suivante
Définition :

Le polynéme symbolique de la matrice A(.) de type C(k) décrite en
(II.33) est défini par :

(IT.41) p(MA(.)) = P(MNAY(L)) A=A A eR
Pour établir le paralléle avec les systémes C(1), il reste :
- d'une part, & étudier les propriétés d'invariance du PSM,

- d'autre part, de voir a quelles conditions il est utilisable

en tant qu'outil de modélisation.

C'est cette deuxieéme partie que nous allons envisager tout d'abord, en
nous inspirant de la démarche suivie en monovariable C(1) et utilisant
une forme canonique analogue & (II.16). Ceci devra permettre d'utiliser
les propriétés de commandabilité ou d'observabilité du systéme, ou bien
1'existence de zéros constants pour le PS, tout comme dans le cas mono=

variable.

III.2.5 - Forme canonique dilatée

Cette partie fait appel & des résultats présentés dans /Rotella,
1983/.

Considérant la premiére forme dilatée A1(.), il est possible d'ap-—

pliquer a chacun des k blocs de la diagonale la décomposition canonique
éme

(I1.16) introduite pour les systémes de type C(1). Le i - bloc diago-

nal de A1(.) (cf (II.36)) est noté, de facon analogue a (II.14) :
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A11 ol T kxk
= X
(I1.42) Ai(') = = = Ai + Vi(') hi e R
3]
ligne 1A21 o,

I1 peut étre décomposé (Théoreme II.1) sous la forme :

k=q; g

[ 1 a

y Ci Bi(.) k—qi

= = Y

(I1.43) F.(.) =P A ()P, (
*

0 Fi(.) q

Vv

L ,

Ci est une matrice bloc-diagonale composée de blocs de forme

compagnon C(1), et ou Ff(.) est une matrice compagnon non constante,
d'ordre q; égal a :

AT (=)

T
9 ~ Rang {hi’ Aihi’ i 1}

Bi(') est une matrice dont seule la derniére colonne est non
constante.

Le changement de base P défini par :

P= diag {2 }e R¥Q

i=1,...,k

associé a une permutation adéquate des composantes d'état regroupant
p q p D

celles relatives aux blocs Ci’ puis celles relatives aux Fi(.), permet

de conditionner la matrice A1(.) sous la forme F(.) définie par :
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Diag {Ci}
i=1, ..., k B(.)
(Q-N) x (Q-N) (Q-N) x N
(I1.44) F(.) =
O )
N X (Q-N) KX N
avec
k
N= X q.
i=1 *

-N)

Diag {Ci} matrice constante de R(Q—N)X(Q , composée d'une

diagonale de blocs compagnons de type C(1)

(Q-N) xN

B(.) matrice non constante de R , dont seules les k der-

niéres colonnes sont non constantes

. NxN P . .
C(.) matrice non constante de R~ , présentant la disposition

particuliére suivante :

O k

(I1.45) C(.) = 1

Ces formes F(.) et C(.) généralisent la décomposition canonique

(I1.16) présentée dans le cas monovariable.

Une condition suffisante pour que la matrice A1(.) (IT1.36) soit
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semblable 2 une matrice de type C(.) (II.45) est qu'il n'existe pas de
bloc Diag {Ci} dans la décomposition F(.) (II.44). Cette condition s'é-

crit
(11.46) N =4Q

c'est~3-dire :

T T(k=1) -
(I1.47) 151 Rang {hi, Aitﬁf ceny Ai hi} =kr

Les k matrices Ai sont d'ordre r, donc (II.47) est équivalente a :

A,r].:(k-1)h.} = r

R i

) . T
(11.48) VYV ie {1, «.., k} Rang {hi’ Aihi’ ..

Moyennant cette condition, la matrice C(.) s'écrit :

O ~Fo ()
ar.s9) ¢ =[] O B < R
O :
L Ik —Fr—1(') Ik
d
—> —>
K K
avec :
v ie {0, ceey r_1} Fi(.) ERkXR

Cette forme est la généralisation de la forme compagnon C(1). Les
scalaires sont remplacés par des blocs matriciels d'ordre k, définissant

le polyndme symbolique matriciel de C(.) de la facon suivante :

r—1 .
(II1.50) P(A,CC.)) = AT + P A F, ()

l=
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Propriété III.1 :

Si la matrice C(.) (II.49) déduite (lorsque cela est possible) de
la matrice A(.) (II.33) correspond & un vecteur état dont les k derniéres
composantes sont les mémes gque dans la représentation A(.), alors le po-

lynéme matriciel (II.50) est le polynéme symbolique de A(.) (II.39) (II.41) :

p(A,C¢.)) =DET (A9 1 - A2(.))

Cette propriété est démontrée dans /Rotella, 1983/. La matrice C(.)

est alors entiérement définie par le PSM de A(.).

I11.2.6 - Forme canonique compagnon par blocs et observabilité

Dans la partir précédente, nous avons montré la propriété suivante :

Propriété III.2

Soit une matrice A(.) (II.33) et ses formes dilatées A1(°) (II.36)

et Az(') (II.38).

Si, dans la matrice A1(.), chacun des blocs Ai(') de la diagonale
vérifie la propriété d'observabilité (II.2-a) vue en monovariable C(1)

(§ I7.2.1) 4 savoir, pour tout i de 1l & k :

T
A (.) = A+ Vi(') h,

ATy 1y 2
A

T
rang {hi’ Ai'hi, cees A =

alors les formes dilatées Al(') et A2(.) sont semblables a la forme com-

pagnon par blocs C(.) décrite en (II.43), et entiérement caractérisée

par le polyndéme symbolique matriciel de A(.).

Comme dans le cas monovariable, on peut également utiliser 1'absence

de zéros constants dans le polyndOme symbolique :
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Propriété III.3 :

Soit une matrice A(.) (II.33) et ses formes dilatédes A1(°) (I1.36)
et A2(.) (IT.38).

Si, dans la matrice Al(')' chacun des blocs Ai(.) de la diagonale

vérifie la propriété II.3 de non factorisation du PS vue en monovariable

C(l) (§ I1.2.1) & savoir, pour tout i de 1 & k :
j A, €€ pOa(xt)) =0 ¥ (x,t) e RIxR

alors les formes dilatédes AZ(') et A2(.) sont semblables & la forme com-

pagnon par blocs C(.) décrite en (II.49).

Les propriétés III.1, III.2 et III.3, valables en multivariable

C(k)- sont analogues aux II.1, II.2 et II.3 vues en monovariable C(1).

Propriété II1.4

I1 a été montré /Rotella, 1983/ que le changement de base P qui
permet alors de passer de A (.) a C(.) est partitionné en r2 blocs dia-

xk
gonaux de R dont certalns sont nuls, sous la forme

f

si A)() =PCOPT P || e RO

On peut noter que les conditions intervenant dans la propriété III.2
sont plus contraignantes que la simple observabilité de (A ,HI) dans

1'expression de base (I1.8) définissant A(.)

ACG) = A + V() HY
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En effet, si la décomposition de A(.) est choisie de sorte que :

- o -
A11 c1 c2 ..... Ck
it helindiesiiediieindi e A e]Rq-k
11
2119
O ¢, e RIK
T T
A = L o] -
2 2.. L. eRq k
1
O o. eR
T o
" k |
(I1.51) 4 - . -
(q-k) xk
= = qu
H 1\ (h1,h2, ...,hk)eR
Ik\
kXxk 1
L. J
- T q
hi—(O————O10—O) € R
>
L k-i

on a alors 1l'implication suivante (II.52) == (IL.53)

. T T(k-1) _
(I1.52) VYie{1,...,k} rang {hi, Aihi’ , A hi} r
(1I1.53) rang {H, AT H, ..., AT(q—” H} =q (observabilité de (A,HT))

Par contre, 1l'implication réciproque (II.53) == (IL.52) est fausse.
La démonstration de (II.52) == (II.53) est donnée en Annexe II.A a la fin

de ce chapitre et nous allons montrer sur un exemple que (II.53) n'impli-
que pas (II.52).
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Contre—exemple de (II.53) ==x (II.52)

Soit

AC) = A + V() H

avec
[0 1 0 1] [0
0 0 1 o0 0
AT = H =
1 0 1 0 1
| 0 1 0o 1] [ O
I1 vient :
o g
1 0 )
ATy = ‘ Rang {H,ATH} =4
1 0
[0 1 07 [0
Al =10 o 1 ho=1|o0 Alh
1 1 11
10 1 1]
fo0 1 1] 0]
T _ T
A,=]0 0 0 hy = |0 Aoh,
0 1 1] 1]

(A1,h$) est observable, mais pas (AZ’hg)'

VeR

4x2

(A,HT) observable
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III.3 - Régles d'utilisation du PSM

L'utilisation du polyndme symbolique matriciel en tant qu'invariant
de représentation est i rapprocher de ce qui a été montré en monovaria-

ble.
Dans cette partie, sont étudiées les propriétés d'invariance ou les
tarnsformations éventuelles du PSM & travers divers changements de bases

concernant une représentation C(k) redondante ou non.

Des résultats concernant la similitude de deux matrices & non liné-

arités de rang k sont également proposés.

I1I.3.1 - Similitude du PSM par_rapport_a_un _changement de_base

affectant les seules variables d'état traitées non_li-

néairement

La définition précédente du polyndme symbolique d'une matrice de
type C(k) repose sur le choix de la derniére composante vectorielle X
du vecteur état x (expression (II.33)). Cette derniére composante X
doit, pour conduire a une matrice de type (II.33), @tre définie par une

relation telle que :

(IL.54)  x_=Q 0l x

k

ol Q est une matrice réguliére de R et He Rk est définie en (II.8)

par AC.) = A + V(.) H.

Un tel choix de X conduit & une matrice A(.) dont les termes non

constants sont effectivement regroupés dans les k derniéres colonnes.

Considérons une autre expression de (II.32), sous la forme sembla-

ble :

(11.55) R % =R A(.) R px
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avec

I._, 0
R = Rkekak det R_# 0
o R
On a alors :
A B ()R
» 11 1277 7k
RA(.) R = = B(.)

-1
fefar RePar %

La forme dilatée & l'ordre k de B(.) est :

>
7
n

(I1.56) B(.) = \ \

=11 || %=1r-1Tk

1]

R, X RkAX RkR;1

Le symbolisme de cette notation est & rapprocher de 1'équation (II.36).

I1 est alors aisé de montrer que si A vérifie (II1.57), on a (II.58)
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(II.57) A= AIk AeR Ik matrice identité de kak

(IT.58) DET (A® I - B(.)) = R .DET (A ® 1- A(.)).R:

et ainsi :

p(A,RA(HR D) = Ry .p(A,AC.)) .le

a condition que R ne concerne que

les k derniéres composantes de 1'état

Un changement de base affectant les seules composantes de 1l'état
traitées non linédairement laisse le polyndme symbolique de la matrice

invariant a une similitude pres.

III.3.2 - Invariance du PSM et CNS de similitude pour certains

changements _de_base

En utilisant les résultats du paragraphe précédent (§ III.3.1), ainsi
que ceux de la partie III.2, il est possible d'énoncer le théoréme suivant,

qui généralise le théoreme II.3 (§ II.3) au cas multivariable :

Théoreme II.2 :

Soient A(x,t) et B(y,t) deux matrices de type C(k) (II.8) ayant

toutes deux leurs éléments non constants regroupés dans les k derniéres
colonnes, et vérifiant chacune les conditions d'observabilité de la pro-
priété III.2 ou bien celles de la propriété III.3 concernant la non fac=-

torisation de polynbémes symboliques (cf § III.2.6).

Soient respectivement A2(x,t) et Bz(g,t) leurs deuxiémes formes

dilatées (II.38).

Une condition nécessaire et suffisante pour que A2(x,t) et BZ(y,t)
soient semblables est que leurs polyndmes symboliques matriciels soient

semblables.
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Les formes A(x,t) et B(y,t) sont alors semblables et le changement

de base correspondant est diagonal par blocs, sous la forme

P= ! P, € R(9-k)*(q-k) P, € Rk p e RTY

Si, de plus, les états correspondants x et y ont leurs k derniéres
composantes identigues, une CNS pour que A2(x,t) et Bz(y,t) soient sem-
blables est que leurs polynémes symboliques matriciels soient égaux. On

a alors :

Démonstration de 1la CN :

Soient Az(x,t) et Bz(y,t) semblables, et déduites de A(x,t) et B(y,t).
Soient FA(x,t) et FB(y,t) leurs formes canoniques (II.44).

En vertu des propriétés (IIL.2) ou (IIL.3), ces formes canoniques
se réduisent a deux formes compagnon par bloc (II.49) respectivement

CA(x,t) et CB(y,t), qui sont semblables.

I1 est possible de montrer (cf Annexe II.B) que les seuls change-
ments de base P permettant de passer d'une matrice compagnon par blocs

a une autre matrice compagnon par blocs sont du type :

N\, O
O N,

P=pP@1I = det P= 0

On a donc :

DET (A @l =-Cg(.)) =PDET (A®1-C,(.)) p]
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Les PSM de CB(.) et CA(.) sont semblables.

Si, de plus, x et y ont leurs dernigres composantes identiques,

on a P==Ik. Les PSM sont alors égaux.

Démonstration de la CS

Si Az(.) et BZ(') ont des PSM semblables, leurs formes canoniques
C(.) (11.49) sont semblables. Az(.) et BZ(') sont donc semblables.

Démonstration de la forme du changement de base :

D'aprés la propriété III.4 exposée au paragraphe III.2.6, on a :

Dygeeee Dy ey Pir
A() =PB ()P = P=
2 2 D
r-1,1 r-1,r-1 r-1,r
0 ...... 0 P
avec
Vi,je {1,...,xr-1} Dij matrice diagonale de Rka
Vie (1,...,r} P, &RV
1r
vie{1,...,r-1} Drj=0e]Rka

D'aprés (II.37), A2(.) correspond & 1'état

- . T
X2 - (51 1k9 Ez 1k., MR gr_1 1k’ Er’ R ] Eq)
52(.) correspond & l'état
y, = (g, 1 1 i )T
2 51 k’ 52 k! ey Er_1 k’ Er’ e ey g
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L'égalité = P Y_ entralne nécessairement :
& 2507

Vi,je {1,...,0=1} Dij =dij I dijeR

Ceci entralne & son tour :

Vie {1,...,r~1} P, =0

La matrice P du théoréme est alors définie par :

P. = (d..) e R(akIx(q-k)
i,ie{r,...,r-1}
e]kak

P
2 rY

%
]

Ce théoreme permet d'envisager, avec la méthode de mise en équation
par PSM, tous les modéles B(.) déduits d'un modéle initial A(.) par des
changements de bases affectant séparément les q-k premiéres composantes
(traitées linéairement) et les k derniéres composantes (traitées non 1li-
néairement) de 1'état. Dans le cas particulier ol k est égal & 1, on re-

trouve le théoréme II.3 vu en monovariable C(1).

III.3.3 ~ Invariance du PSMdans 1'espace d'état redondant. Exemple

Le paragraphe précédent limite les changements de base envisagea-

bles sur une matrice A(.) aux matrices de passage du type :

e:kak

P = 1 e R¥¢ P, € R (a7k)x(gq=k)

Les possibilités sont donc réduites par rapport au cas monovariable,
ol les changements de bases pouvaient &8tre quelconques. C'est pourquoi
il peut @tre intéressant de tester 1'invariance du PSM relativement
un changement de base entre deux matrices AZ(') et B(.) de 1l'espace re-

dondant,
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A (.) étant la deuxidme forme dilatée de A(.), c'est-a-dire
contractable, vérifiant les propriétés d'observabilité
ITI.2,

B(.) étant une matrice non contractable, correspondant a un
vecteur état dont les k derniéres composantes sont les
mémes que dans la formulation A(.).

On a alors la propriété suivante /Rotella, 1983/ :

si B(.) et A2(.) ont méme PSM, alors elles sont semblables, la ma-

trice de passage étant partitionnée en blocs tous diagonaux.

Exemgle : i
Soit
0 fy g
aC) =1 £, g £qo £15 £55 85> 8,5 &, coefficients
1 f non constants
i 2 8
I1 vient
i
0 Oifo go
0 O}f g
Ay() = | ====- %_9___9
1 Oif1 g1
I
-0 1 =f2 g2-
et
2 £, 84 £ 8

p(MLACL)) = A" - A -



Soit

B(.) =

_99_

A et p sont des réels arbitraires.

B(.) est semblable AZ(') si 3

On a alors :

B(.) =

(égalité des traces)

Ag1*eg
- 2+ +
1] gzu go
&1

gz_“

&o
&

(égalité-des

déterminants)

Cette méthode peut &tre utile dans la mesure ou, entre autres, la

stabilité de B(.) entraine celle de A(.). Le traitement du modéle B(.)

dilaté peut se révéler plus intéressant que celui de A(.), puisqu'on

dispose de deux paramétres arbitraires A et u.
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Cependant, la matrice B(.) n'est pas ici contractable en une ma-
trice B(.) ; le changement de base P tel que B(.) =1’A2(.) P_1 est donné

par :

1 0 A O 1 0 -1 0
0 1 0 p » 0 1 0 -p
P = P =
o 0 1 0 0o 0 1 0
Lo 0 0 1] Lo 0o 0 1

I1 est toutefois possible de '"contracter" la matrice B(.) & 1'aide
de méthodes d'aggrégation utilisant des normes vectorielles /Grujié & al,
1976/.

I11.3.4 - Diagramme résumé

La méthode de mise en équation proposée, utilisant le PSM, peut &tre

résumée par la figure II.10.

Ce diagramme fait apparaitre deux espaces principaux, 1'un redondant
(RQ) et 1'autre non (R%). Le degré de redondance est fixé par le nombre
k de colonnes non constantes dans une représentation initiale A(.) du

systéme.

Cette méthode permet d'envisager toutes les matrices B(.) semblables
a A(.) et déduites de A(.) par un changement de base affectant séparément
les q-k premiéres composantes de l'état (traitées linéairement) et les k
dernidres (traitées non linéairement). Le passage de RrY é,RQ s'effectue
simplement, en remplacant A(.) par sa deuxieme forme dilatée AZ(') (11.38).
Le calcul du PSM se fait alors par les régles usuelles de calculs de
déterminants, mais en remplacant les scalaires par des blocs carrés d'or-
dre k. On peut alors proposer a-priori (comme dans le cas C(1) monovaria-
ble) une matrice contractable B(.), et tester 1'identité des PSM de AZ(')
et B(.). Si les deux PSM sont égaux, et si la matrice A(.) initiale véri-
fie les conditions des propriétés III1.2 ou III.3, alors la forme contrac-

tée B(.) de B(.) est semblable a A(.).
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I1 est également possible de définir 2 partir de A2(.) une forme
B(.) qui ne soit pas contractable, c'est—a-dire qui ne soit pas la deu-
xiéme forme dilatée d'une matrice B(.). Un traitement direct du modéle
redondant peut alors &tre envisagé. Il est également possible d'utiliser,
des méthodes classiques d'agrégation par normes vectorielles pour se

ramener 3 un modéle d'ordre q, ou plus généralement q' <Q.
q

ESPACE INITIAL RY ESPACE REDONDANT RQ

MATRICES TYPE C(k) ¢ RVd MATRICES TYPE C(k) ¢ RTQ

N a-k=r- N\ Q=i ¢ S

— ———

NN\
I V TA
Ay | ~ % ALY = \ \

+ propriécés 1II1.2 ou III.3

(observabilité ou nomn factorisation)
CALCUL DE DET (A @I - A,(.)) —> PSM

I

2 propositions de matrices
semblables possibles ayant
méme PSM que Az(.)

Existence d'un

changement de

base de type

[Jo

° D CONTRACTABLE NON CONTRACTABLE
NN
B = | - - % N\ = o8 |
.' -. .... .'. §

ESPACE RY
qt < AGREGATION EVENTUELLE
ou R -

(normes vectorielles)

q' < Q

Vv

traitement direct
dans 1l'espace
d'état redondant

FIGURE II.10
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CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons défini un invariant de représentation
valable pour les systémes non linéaires, appelé polyndme symbolique, qui
généralise la notion de polyndOme caractéristique introduite dans 1'étude

des systémes linéaires.

Le polyndme symbolique caractérise la structure du systéme, car il
est invariant a travers toute transformation de représentation de type
changement de base. Ainsi, dans le cas d'un systéme monovariable de type
Lurie-Postnikov, 11 contient dans son expression le dénominateur et le
numérateur de la partie linéaire, ainsi que la nature de la non linéa-

rité de commande.

Cette propriété d'invariance est utilisée pour résoudre un probléme
intéressant de modélisation : il s'agit de pouvoir proposer a priori une
forme matricielle présentant un conditionnement spécifique, puis dans un
second temps de calculer ses coefficients de fagon a ce que la matrice
obtenue représente le régime autonome d'un systéme donné. Il est ensuite

possible d'en déduire les équations du régime non autonome.

Les systémes considérés icl sont de type continu, non linéaires,
monovariables ou multivariables. Cependant, la méthode proposée permet-—
trait également d'envisager de facon strictement identique la modélisa-

tion des systémes discrets.

Dans le cas d'un systéme dit "& non linéarités de rang 1", c'est-a-
dire, notamment, d'un systéme monovariable, la méthode est trés facile
d'emploi. Une informatisation des calculs permet de traiter des systémes
d'ordre élevé. Cette utilisation informatique fait 1'objet de travaux
déja publiés /Dimster, Rotella & Richard, 1984/ ou en cours /Dimster,
1984/.

Le cas de systémes multivariables, dits "a non linéarités de rang
k", demande l'introduction d'un outil de calcul matriciel par blocs. Ceci
permet de généraliser les résultats du monovariable, en conservant la

méme démarche et les mémes calculs. Il est & noter que les définitions

concernant les calculs de déterminants par blocs ont également permis
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une formalisation intéressante du calcul d'intégrales de formes quadra-
tiques dans les systémes continus linéaires /Richard & al, 1983/, qui

n'est pas présentée dans ce mémoire.
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ANNEXE II.A

Démonstration de 1'implication (II.52) == (II.53)

Par définition de Ai ((I1.36) et (I1.42)), on a :

11 :Ci 0
Al = | - - --=--] eRYT h, = [ — s]Rq-kH=1Rr
1 T : 1

2. o. 1

1 1 1

et par hypothé&se, pour tout i dans {1, ..., k}, 1'ensemble de vecteurs :

est de rang maximal, égal & r. On peut, sans changer ce rang, rajouter
(k=1) lignes nulles. On obtient alors k suites de rang r, formées de vec-

teurs d'ordre q :

* pour 1 = 1, suite n° 1

0
T T2 T T 2
-k ( 1 A11%1 9%y At ohgep reglye toey s
vlo
" T 2 T,T T 3
T 11, 01 s )L1c1+cr1 s Q,1A11c1+221c101*01
S 0 0 0
k-1 ' l
Lol Lol L o ] L 0 |
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* pour i € {1, ., k}, suites n° i

+Tol T 7 5 7 -
T T2 T T 2
- + .c, +Qg.c.
a7k i Aei 9%y A11es t oA 8y Tey ey Yo
Y
\ 0 0 0
i~ | | |
¥ 0|’ 0 ? 0 ’ 0
I 0. Te. +0? 5aT ¢, +20%c 0, + 03
i 11 1 11171 ii71 i
T T T T
|0 0 0 ] 0
* pour 1=k, suite n® k
A I-'O— 2 ] B ]
-k C AT c, +0, ¢
4 k 1% " “kk
{ 0
" s o1, 0 y e
k-1
p 0 0
T 2
13 BRI

D'autre part, en utilisant les notations (II.45), il vient :

rang {H, AH, ..., AT9H, ...} = rang {h,, ATh1, ...,Ath1,
T Tq
h2, Ahz, ooy A h2’

by AThk, ., AT9
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F o - - _ _
-k AT c.+0.¢C
q €i 1151 7 %%
X 0 0 0
i1 | ]
T T2
i hl = K A hl = 0 , A hi = 0 s e
T 2
1 3 1 o, g e, +0]
0 0 0
i 1 |
2 _OJ | O | | 0 i

Les vecteurs intervenant dans le calcul du rang de {H, ATH, .
sont donc ceux qui figurent dans les k suites de rang r décrites précé-

demment .
Le rang de l'ensemble de ces vecteurs est aisé a calculer :
* d'une part, il est inférieur ou égal a q,

* d'autre part, la suite n° 1 est de rang r, et on peut lui
adjoindre les k-1 vecteurs hi (i=2 a k) des autres suites. On a
alors un ensemble de r+k-1 vecteurs indépendants. Le rang de

{H, ATH, ...} est donc supérieur ou égal a r+k-1=q.

On a par conséquent :

rang {H, ATH, e ATqH, ...l =q






- 109 -

ANNEXE TI.B

Similitude de deux formes compagnon par blocs

Soient CA(.) et CB(.) deux formes compagnon par blocs (II.49) sup-

posées semblables

@1 JPeR¥Y  PC(O=C) P  dec P=o

- =T e
I : E F
(B.2) c.(.)= \I — | = I=I eR
A O\I o [ i K
@0l |[EOE
N - T g=l0—0T1
- A 0
I
E= \\
E F' I0
(B.3) C, (.)=

[=]1

Nous allons montrer que la matrice P présente nécessairement la

forme suivante :

(B.4) P=pPgl= E PeRka det P#0

AN
° E

Démonstration :

Nous noterons :
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(B.5) P

L s J[P]

P conserve la répartition des colonnes constantes et non constantes

(k derniéres colonnes de CA et CB non constantes) et donc :

(B.6) S

it
o

(B.7) Pl . T=-q RP

(B.1), (B.2) et (B.3) conduisent, en respectant la disposition des

4 blocs matriciels, aux quatre équations suivantes

(B.8) QE+RG=EQ{ (B.10) QF +RH=ER+F'P
(B.9) PG=GQl|(B.11) PH=GR+H' P
(B.9) 0 [P =1}Q_;-+-Q [|=>0Q; =0 Vi=2, Tl , Q=

0 0

1 Q Q I
(B.8) 0 [R|= \ ° - ° \\\

10 0 |p 0 |p T 0
P
#Q: \ R= 0
P
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.11 [2] [E] = @] 2]

Ainsi (B.4) est démontré et chaque bloc de la dernidre colonne de
CA(.) est semblable au bloc correspondant de CB(.), a travers un chan-

gement de base P. On a :

(8.12)  DET (A® 1 -Cy(.)) =P.DET (A® 7 - cA(.)).P"‘






CHA&P T TRE 1l



| b.:.'

¥ L : %
) % o
Sl s vt

4 4 ald i o ) =) SILE

it e e 1)
L et R

S et RS- Ll ; P = E ,.";"’"' L AN,
g v L P e S e e A i ok ts
Ay e I - iy el d g oty i e

")

PET

P s=lySqn

: e - L g
RS VTR o s TRV R S Ll aets)
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SUR LE CHOIX DE LA MODELISATION
DANS L'ANALYSE DE LA STABILITE

la conception d'un processus asservi comprend nécessairement une
phase d'analyse de ses propriétés de stabilité : outre le simple fait
que 1'état converge ou diverge par rapport a un équilibre, une étude
de stabilité renseignera l'utilisateur sur les qualités du comportement

dynamique du systéme.

Lorsque le processus est complexe, la résolution de son équation
différentielle d'état est souvent trés délicate. Les méthodes analytiques
proposées doivent donc étre directement applicables a diverses modéli-
sations d'état, sans nécessiter la détermination de ses trajectoires

solutions.
Différentes problématiques sont envisageables :

- Déterminer si un équilibre est stable ou instable. Ce pro-
bléme de base peut @tre élargi & un mouvement dont 1l'équilibre n'est
plus un point, mais une trajectoire. On considére alors l'équation aux
écarts entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée /Hahn,
1963/. Le probléme de la poursuite d'une entrée a été, plus récemment,

relié i celui de la stabilité /Grujié & Porter, 1980/.

- Donner unme estimation la plus réaliste possible du domaine
de conditions initiales assurant la convergence de 1'état. Physiquement,
ceci permet de déterminer les perturbations maximales admissibles inter-—

venant sur 1l'état.

- Donner une estimation la plus réaliste possible des domaines
de variation des paramétres du systéme assurant la stabilité : ceci est
effectué aussi bien dans un but d'analyse (quelles sont les conditionms
de fonctionnement admissibles ?) que de synthése (quelles valeurs donner
aux parametres de réglage ?), et rejoint également la notion de robus-

tesse /Safonov, 1980/ /Singh & Hassan, 1980/.



- 116 -

- Donner une estimation des trajectoires solutions, et notam—
ment en ce qui concerne la vélocité du systéme. On peut ainsi chercher
4 comparer ces trajectoires avec les solutions d'un ou plusieurs systémes
plus simples, tant du point de vue de la dimension (agrégation 2 un ordre
plus faible et réduction de dimensionnalité /Bertrand & al, 1976/ /Grujié
& al, 1976/ /Dauphin-Tanguy, 1983/) que du point de vue linéarité (linéa-
risation de tout ou partie du modéle /Liapounov, 1892/ /Liapounov, Pliss
& Basov, 1966/, majoration par un modéle linéaire /Gentina & al, 1972/
/Spiteri, 1974/ /Grujid¢ & al, 1976/ /Richard & al, 1981/).

Les deux méthodes de Liapounov /Liapounov, 1892/, et notamment la
seconde (dite également '"'méthode directe") constituent un outil majeur

pour répondre & ces questions.

Excepté dans quelques cas /Zubov, 1957/ /Grujié, 1978/, les résul-
tats obtenus par la méthode directe de Liapounov sont exprimés que sous
forme de conditions suffisantes. Ceci explique 1l'existence de trés nom-
breux travaux sur ce sujet. Une importante bibliographie en est donnée
dans /Hahn, 1963/ /Yoshizawa, 1966/ /Narendra & Taylor, 1973/. Il appa-
ralt ainsi que le choix de la représentation d'un systéme non linéaire
est une phase essentielle lors de son analyvse : les conditions de sta-
bilité obtenues dépendent & la fois de la modélisation adoptée et du cri-
téere de stabilité utilisé. C'est pourquoi certains modéles matriciels
spécifiques ont été proposés en relation étroite avec des méthodes et
théorémes sur la stabilité /Laurent & Lhote, 1966/ /Borne & Benrejeb,

1977/ /Meizel & Gentina, 1979/ /Zambettakis, Richard & Rotella, 1984/.

Dans cette partie, nous proposons d'utiliser la méthode de modéli-
sation vue au deuxiéme chapitre pour déterminer de nouvelles représenta-
tions d'état, particulierement adaptées 2 une investigation des proprié-

tés de stabilité.

Dans un premier temps sont rappelées des méthodes classiques d'étude
de la stabilité, basées sur la méthode directe de Liapounov, et qui se-

ront utilisées par la suite.

Une étude est ensuite menée sur les systémes de type C(1) (monova-
riables), utilisant des modélisations de type forme en fléche. Alors que

le polynOme symbolique caractérise la structure du systéme indépendamment
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de son modele d'état, nous définissons inversement un ''polyndme repré-
sentatif" qui, quant 3 lui, caractérise la forme en fléche elle-méme.

Différents cas sont envisagés, selon que ce polynOme posséde des zéros
réels, complexes, simples ou multiples, constants ou variables dans le

temps.

A partir de chacune des formes en fléche ainsi définies, des résul-
tats concernant la stabilité des systémes modélisés sont démontrés. Un
résultat majeur concerne la définition d'un modéle de dimension réduite,

dont la stabilité permet de conclure a celle du systéme initial.

Une étude des systémes multivariables est ensuite proposée, donnant
également lieu & une simplification de modéle dans 1'étude de la stabi-

1ité /Zambettakis, 1983/.

Enfin, la notion de conjecture du linéaire /Aizerman, 1949/ /Kalman,
1957/ /Krasovskii, 1959/ /Gentina & Borme, 1972/ /Grujié, 1978/ est abor-
dée dans une derniére partie, en relation avec celle de polyndme symbo-
lique. Dans un résumé, diverses classes d'asservissements non linéaires
sont proposées, dont la stabilité peut €tre testée au moyen de méthodes
propres aux systémes lindaires. La notion de systeme de comparaison 1i-
néaire est ensuite discutée a partir d'exemples de systémes stables sans

vérifier les conditions de stabilité des systémes linéaires.

I - FONCTIONS CANDIDATES A LIAPOUNOV

I.1 - Introduction

Nous considérons ici la solution x(t ;to,xo) de 1'équation d'un

systeéeme S :
(IIT.1) —x =x = f(x,t)

(I11.2) x(tO ;to,xo) =X

. q =
avec : xexcR toeR teT-[to,+oo[
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La fonction f est telle que la solution x(t ;to,xo) soit unique i

f peut par exemple vérifier la condition de Lipschitz /Hahn, 1963/.

Outre les définitions donmées au premier chapitre et concernant la
stabilité d'un point d'équilibre, il est intéressant de pouvoir étudier
certaines autres propriétés du mouvement. Les notions de domaines de
stabilité, d'attractivité /Grujiéd, 1975-a/ ainsi que les théorémes prin-
cipaux relatifs 3 la méthode directe de Liapounov sont rappelées en

annexe (Annexe III.A).

La méthode directe de Liapounov repose sur la définition de fonc-
tions v(x,t) ou v(x) positives, dont la convergence vers zéro doit en-
trainer celle de 1'état vers son équilibre. Ces fonctions v jouent ainsi
le rdle de distance généralisée de 1'extrémité du vecteur état a l'ori-
gine (en définissant cette origine x=0 comme étant le point d'équilibre
de S). De fagon schématique, il s'agit donc de trouver une fonction con-

tinue v(x,t) telle que :
(111.3) v(x,t) =0 &» x =0

(I11.4) v(x,t) > O
Vx=0 Vte TO
(I11.5) p* v(x,t) <0

La stabilité de x=0 est alors assurée (un exposé plus rigoureux
de ce principe est donné dans 1'Annexe). La fonction v(x,t) est alors

appelée '"fonction de Liapounov pour le systéme S".

Une difficulté majeure dans l'analyse d'un systeme est de proposer
une fonction v(x,t), dite "candidate", qui permette de comnclure, c'est-

ad-dire qui s'avere €tre une fonction de Liapounov pour le systéme.

Le choix d'une telle fonction peut &tre guidé par différentes con-

sidérations :

- soit par l'existence d'une signification physique, comme par

exemple 1'énergie d'un systéme mécanique ou électrique /Minorsky, 1962/,
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- soit en construisant une fonction A partir de sa dérivée
(cas linéaire /Lefschetz, 1965/) ou de son gradient (méthode du gradient
variable /Gibson, 1963/),

- soit” en choisissant, & partir de représentations d'état spé-

cifiques, parmi un certain nombre de fonctions candidates remarquables.
C'est cette derniere voie que nous allons envisager dans ce chapitre.
I1 est alors nécessaire de disposer d'un "catalogue'" de fonctions candi-

dates. Nous rappelons ici celles qui nous seront utiles par la suite.

1.2 - Fonctions quadratiques /Liapounov, 1892/ /Krasovskii, 1959/

Soit le systéme décrit par (III.6) (également considéré en (II.2)

au 2éme chapitre) :
(III.6) % = A(x,t) x

et la fonction quadratique définie positive v(x) :

(II1.7) v(x) = x' Px
p e RY*Y P =P P = (p..)

P vérifiant les inégalités de Kotelianski assurant sa positivité /Gant-

macher, 1966, t. 1, p. 308/ :

Pi1 P2
A .
(I11.8) u1(P) =Py >0 uZ(P) = dét >0 -
P12 Po2
.. uq(P) = dét P> 0

On a alors

(I11.9) D' v(x) = v(x) = x* [AT(x,t) P + PA(x,t) ] x
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Si la forme quadratique :

(ITI1.10) FQ(x,t) = AT(x,t)P + PA(x,t)

est définie négative pour tout (x,t) dans Rh ¢ alors 1'équilibre x=0
»to

est asymptotiquement stable.

Un cas particulier intéressant est celui ol la matrice P est 1'iden-

tité Iq’ et ol la matrice A(x,t) est :
. s T
- soit symétrique V¥ (x,t) € Rh A(x,t) = A (x,t)
»Lo
la condition est alors que A(x,t) soit définie négative,

- soit pseudo-antisymétrique /Zambettakis, 1983/, c'est-a-dire

telle que
(IT1.11) A(x,t) = D(x,t) + A_(x,t)

D(x,t) matrice diagonale

T . . b e
A_(x,t) = - A_(x,t) matrice antisymétrique
la condition est alors que D(x,t) soit définie négative.

I.3 - Normes scalaires et vectorielles. Critére pratique de Borme

et Gentina

I1 est possible de choisir pour v(x,t) une norme scalaire pi(X) du
vecteur état, comme par exemple les normes de Holder /Rosenbrock, 1963/
/Laurent & Lhote, 1966/. On peut aussi généraliser la méthode de Liapou-
nov en introduisant un vecteur p(x) dont les composantes sont des normes
pi(x) /Robert, 1964/ ou des fonctions de Liapounov /Matrosov, 1962/
/Bellman, 1962/. On aboutit ainsi aux techniques d'agrégation ou de ma-
joration, dont une importante bibliographie est donnée dans /Grujic &

al, 1976/ /Gentina, 1976/.

Nous utiliserons par la suite le théoréme suivant /Gentina & Borme,

1972/ relatif aux systémes & non linéarités de rang 1
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Critére :

Soit le systéme (III.6), décrit par une matrice A(x,t) dont les
termes non constants sont regroupés dans une seule rangée (ligne ou co-
lonne), et soit A*(x,t) une matrice pseudo-majorante déduite de A(x,t)
en remplagant tous les termes hors diagonaux par leur valeur absolue.
Une condition suffisante pour que x =0 soit asymptotiquement stable est
que les mineurs principaux successifs de-—A*(x,t) solent tous supérieurs
& une méme constante positive, et ce dans un domaine R entourant

h,tqy
1'origine.

Ce critére est ainsi valable pour tout systéme de type L(1) ou C(1),
et permet d'appliquer le lemme de Kotelianski /Gantmacher, 1966/ i la

matrice A*(x,t).

I.4 - Fonctions de type quadratique-plus-intégrale

Une importante classe de fonctions de Liapounov a été introduite
par Lurie /Lurie, 1951/, donnant lieu 3 de nombreux développements
/Yakubovitch, 1962/ /Kalman, 1963-b/ /Lefschetz, 1965/ /Popov, 1973/
/Narendra & Taylor, 1973/ /Grujié, 1978/. Ces fonctions sont en général
constituées d'une forme quadratique de 1'état et des non lindarités,
plus une intégrale des non linéarités. Par exemple, dans le cas d'un sys-
téeme de type Lurie-Postnikov stationnaire (défini au chapitre II, § II.3)

décrit par :

X =Ax + Bf(s) e R

(II1.11) s = Cx e R®

It

£(s) = (6,(s)),_

1,...,00

on posera :

X S
(II1.12) v(x) = [x,£(s)] Q +J €7 (u).D.du
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avec

Q e.R(q+n)X(q+n) symétrique, définie positive
D e R¥™ diagonale
ueRY variable muette

s
J symbolise 1l'intégration séparée de chaque composante @i(s)

0 de f par rapport a la composante correspondante o, de s

Ce type de fonction a également été utilisé dans l'étude de systémes
sortant de la classe (III.11), en considérant une fonction g(x) € RY et

en posant /Zambettakis, 1983/ :

X o
(I11.13) v(x) = J g (u) du
0

Des résultats obtenus grice i ce type de fonction /Zambettakis,
Rotella & Richard, 1984/ seront développés ultérieurement. Ils concer-—

nent plus particuliérement des modélisations de type C(1) ou C(k).

II - UTILISATION DE MODELES "EN FLECHE'" POUR LES SYSTEMES MONOVARIABLES

Nous avons présenté, dans le second chapitre (§ II1.6) une forme
matricielle en fléche mince FM(.), dont les termes sont définis a par-

tir de deux polyndmes

- la polyndme symbolique du systéme, invariant pour toutes les

matrices d'évolution semblables & FM(.), noté p(A,FM(.)),

-~ le polynome représentatif R(A) associé a la modélisation
FM(.), et dont les zéros Ai sont les g=-1 premiers coefficients de 1la

diagonale de FM(.).

Cette notion a été élargie, dans différents travaux, au cas de zéros
Ai constants mais complexes ou multiples /Rotella & Richard, 1983/ /Ro-

tella, 1983/ /Dimster, Rotella & Richard, 1984/, ou bien dans le cas ol
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un zéro de R(A) dépend de 1'état /Richard, Rotella & Zambettakis, 1982/,
Toutes ces études reposent sur les propriétés d'invariance du polynCme

symbolique présentées dans les deuxiéme chapitre.

Un choix arbitraire des zéros de R(A), et donc des termes bloc-
diagonaux d'une forme en fléche, est alors possible. Plusieurs résultats
concernant la stabilité en découlent, et notamment en ce qui concerne
la facon d'orienter ce choix /Benrejeb, 1976/ /Richard, 1981/ /Rotella,
Zambettakis & Richard, 1982/ /Zambettakis, Richard & Rotella, 1983, 1984/.

C'est 1l'ensemble de ces résultats que nous proposons de présenter

dans cette partie.

IT.1 - Systémes ''compagnonables'. Déconnexion en vue de 1'étude de

stabi1lité

Nous avons envisagé dans le deuxiéeme chapitre le cas général-d'un
systéme de type L(1) ou C(1) dont la décomposition canonique (II.16)

est une forme triangulaire par blocs, que nous noterons ici

C B(.)
qnan
(IIT.14) F(.) = Cn(.) e R q q
0 cn(.)

A

Nous dirons qu'un tel systéme est 'compagnonable” dans la cas q,=4-
Ce cas, ou la forme F(.) se réduit & la seule matrice compagnon Cn(.),
est le plus avantageux pour la rapidité de la mise en équation du systéme

par la méthode du polyndme symbolique.

Cependant, dans le cas ou B(.) est bornée, la stabilité de F(.)

est assurée si et seulement si C0 et Cn(.) sont stables.

C0 est constante, et sa stabilité est donc parfaitement définie par
ses valeurs propres. Celle de Cn(.) est par contre plus complexe & ana-

lyser.

Du point de vue stabilité, 1'étude de F(.) est donc ramenée a un

sous—-systeme déconnecté :
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q

o _ n
(II1.15) X, = cn(.) %, x, € R

dont la matrice est compagnonable.

Dans toute la suite, nous considérerons directement des systéemes
compagnonables. De plus, nous choisirons principalement des modélisations
de type colonne C(1) ou C(k), de facon & pouvoir appliquer a la fois le
critére pratique de Borme et Gentina et les fonctions de Liapounov de

type quadratique-~plus—intégrale.

Les systémes monovariables de type Lurie-Postnikov (mLP) sont par-
ticuliérement concernés dans cette étude, nous rappelons donc ici les

notations que nous utiliserons (cf Chapitre II, § IIL.5).

€ * ¢ () 1 g
=0 . >
v ¢" () D(p)
2 N(.)
FIGURE III.1
F(p) = N(p) supposée non dégénérée
D(p)
D(p) = p? + 21 pq—1 * ... +a, ptag
- -1
N(p) bq__1p +”'+.b1p+b0
(111.16) A b(.) = ¢*(.).e ¢*(.) dépend de t et de 1'état x, en par-
ticulier on peut avoir ¢*(x,t) ou simple-
ment ¢*(€). On notera aussi, pour alléger
1'écriture, ¢*(.) = ¢*
p(A,.) ou p(A,e) est le polyndme symbolique du systéme, dé-~
fini par :
{p(x,.) =2 DA +¢*C).NO)
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F(p) étant non dégénérée, p(A,.) n'a pas de zéro constant. Le systéme

est donc compagnonable, sous forme arbitrairement choisie L(1) ou C(1).

II1.2 - Polyndme représentatif R()A) d'une matrice en fléche épaisse

FE(.)

I1.2.1 - Définitions. Polyndme R()) & zéros constants

Nous avons vu dans le deuxiéme chapitre qu'un des avantages de la
forme en fléche mince FM(.) réside dans la multiplicité des choix pos-
sibles pour les (q~1) termes (—Ai) figurant sur la diagonale. Cependant,
ces termes (—Ai) doivent nécessairement €tre distincts, et si on désire

une matrice FM réelle, les (—Ai) doivent aussi @tre des réels.

Le polyndme représentatif R()A) associé a une forme en fléche FM a
été défini (Chapitre II, § II.6) comme un polyndme de degré (q-1) dont
les zéros sont les (—Ai). Les zéros de R()) sont donc simples, et réels

si FM est réelle.

Nous élargissons ici ces notions en considérant d'une part un poly-
nome R(A) pouvant présenter des racines multiples, d'autre part une for-
mulation en fléche & coefficients réels, mais pouvant correspondre a des

zéros imaginaires pour R()A).

La matrice considérée est alors de type en fléche épaisse /Benrejeb,
1980/, ayant une diagonale formée de blocs matriciels Ai pouvant appar-

tenir aux types suivants :

- Scalaires réels ou complexes Ai = Ai el tous dis-
tincts. R(A) a alors des zéros simples. Nous envisagerons le cas ol un
de ces zéros Ai peut &tre non constant Xi(x,t).

- Matrice de type Jordan :

Ai 1 0
\\\ n.Xn.
Ai = Ji = \\\\\ 1 et * R(A) a alors un zéro multiple
O
i

d'ordre n..
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- Matrice de type rotation simple

A, =R, = e R-?

i s , V; 20 R(A) a alors un zéro complexe

i i simple My 3 ZE

- Matrice de type rotation multiple

- —

2n.><2ni
A. = RM., = eR R()) a alors un zéro com—

o 1 2 plexe multiple d'ordre n;.

La contrainte "R(A) n'a pas de zéro multiple" imposée pour la fléche
mince FM(.), se retrouve dans le cas de FE(.) sous la forme moins res-
trictive : "tout zéro multiple de R(A) est associé a un seul bloc Ai",
c'est-a-dire que ne peuvent figurer simultanément dans FE(.) deux blocs

diagonaux ayant des valeurs propres égales ; par exemple A et [é ;]

s'excluent.

Moyennant cette convention, nous proposons la forme FE(.) suivante :
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3, HL) 1
J b(.) n
2 O 2 *2
3. bc(.) .
. q-1
(I1I1.17) FE(.) = R0 O B R
R, bt+(2- Znit/‘_2
RMr-1 br-(f b, an-l
f X
Jom— ] 1—1 11 t=1] = e 1 Br(.) 1 ,
REELS Aj - COMPLEXES
ak * Bk i

Nous noterons p(A,.) le polyndme symbolique du systéme représenté

par cette matrice, et R(A) le polyndme représentatif associé défini par :

n.

t n. r-1 ]

i 2 2

(II1.18) R(A) = T (A-A.) Il [(x-u.) +\).:]
i=1 J j=t+1 ] ]

Des formules donnant les coefficients bi et Br de la derniére co-
lonne sont proposées dans /Rotella, 1983/. Les expressions des bi sont
relativement complexes dans le cas général, néanmoins elles permettent
une application informatique intéressante. Un programme réalisant le
calcul de FE(.) en fonction des domnées p(A,.) et R(A) a été réalisé en
Fortran /Dimster, Rotella & Richard, 1984/ /Dimster, 1984/. Nous en don-

nons par la suite un exemple illustratif.

On retrouve une propriété intéressante qui avait été démontrée

/Benrejeb, 1976/ pour la forme en fléche mince :
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- Si les blocs de la diagonale ont pour valeurs propres les

q~1 zéros du numérateur N(p), alors les termes hors diagonaux sont

tous constants.

- Si ces valeurs propres sont gq~1 zéros du dénominateur D(p),
les termes hors diagonaux de la derniére colonne sont tous propor—

tionnels au coefficient non lindaire ¢*(.).

Remarquons enfin que la matrice FE(.) représente un systime de type
C(1), mais qu'il est bien slir équivalent d'utiliser sa transposée dans
le cas L(1), avec également la possibilité de pondérer les coefficients

1 de la derniere ligne de FE.

Exemple d'application informatique

Le programme, dans sa partie modélisation, peut &tre résumé par

1'organigramme suivant

Acquisition des données-systéme sous forme
D - polynomiale p(X,.) = ... (D) +E£*()NQ)
dans le cas mLP)

- ou matricielle A(.) = ...

<4

Possibilité, dans le cas mLp, de calculer les
(2) | zéros de N(A), D(X) ouDdD()) +aN(N), a e¢R,

ceci pour orienter le choix de R(A)

b

Acquisition des données-représentation sous
(3) | forme polynomiale (définition des zéros de R(})

et de leur ordre de multiplicité)

- 1

(4) Sortie de la matrice FE(.) sur imprimante

FIGURE III.2
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FORTRAN sur VAX 11/750. L'étape (2) sera d

loppée dans la suite de ce chapitre. L'exemple ci-dessous correspond 2
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ini par
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Y
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I1.2.2 - Polyndme représentatif a un_zéro non_constant.

Coordonateur linéaire

Cette partie concerne les systémes de type Lurie-Postnikov monova-

riables décrits Figure III.1, avec les notations (III.16).

Nous proposons a priori la matrice en fléche mince suivante, dont

le polynOme représentatif est R(A) = (A*—A1-+a¢*)(k-+l2)...(X-qu_1) :

(I11.19) FCL(.) =

- 1
q-1
% -
i 61+-B¢ 62 ...... 6q~1 y~
¥s Ajs 85 0, BER ¢* = ")

Les termes non constants de FCL sont regroupés dans la premiére
colonne, et par conséquent la premiére composante du vecteur état cor-—
respondant 3 cette modélisation est proportionnelle & l'erreur €.

Dans la modélisation FM(.), la variable € correspondait au systéeme
coordonateur, qui était alors non linéaire. Ici, par contre, le systeme
coordonateur de FCL(.) est linéaire.

FCL(.) sera appelée forme en fléche mince & coordinateur linéaire.

Le calcul du polyndme symbolique de FCL(.) s'écrit :

(I11.20) p(A,FCL(.)) = D, (M) + ¢*(.>.N1<x>

avec
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(.21 N = [a O+ =B8] Q+A) (Aerg) o.un A+
—ad, (1) (kA ... A+ Ay

-8, A+r) C 1) e (>\+%\q_1)

—aéq_1 A+2) A+dy) one C 1 )

(111.22) D) = [A+y] A+2) (A+2) Ay ... A+ 2y
=8 C 1) (vex) (A+ry) L. +x )

S8, +x) (1) irdg) L +a

=8y QA OkA) C 1 ) L I

S8y A Qe (edg) e C 1)

Nous poserons :

()\+A2) (A+A3) ()\+}\q_

(I11.23) Ss(A) ) et donc :

1

(III.24) d(S) = q-2
La matrice FCL(.) représente le systéme (ITI.16) si et seulement si:

(I11.25) N1(p) = N(p) et D1(p) = D(p) VpelC

En identifiant ces polyndmes, on obtient l'expression des termes

o, B, v et cSi.

1T.2.2.a - Cas od d(N) = d(D) -1 (bq_1 z0) :
Propriété 1 : Cas ou d(N) = d(D) - 1
Si il existe un réel A1 tel gue le polyndme
(III.26) P(p) = bq_1.D(p) - (p+A1).N(p) (d(p) € q=1)
soit de degré q-t1 ou gq-2,
de racines -u1, —A?, -AB, ey -Aq—1 {u1 peut ne pas exister)

vérifiant Ai = Aj Yi=j,;1,i=2,3, ..., q=1



- 132 -

Alors la matrice FCL(.) (III.19) représente le systeme (III.16) a

condition que :

(IIT.27-a) a=b

g-1
(III.27-b) B = bq_1 (aq_1 -A) - bq_2
q-1
(III.27-c) Y = aq_1 - .§ Xi
i=1
(p+>\i) N(P)
(ITr.27-d) Si = - ——7;7535——“ Vi=2,3, » q-1
% =_>\i
é |:bq-3 +>\1 bq-z] -3, si p, n'existe pas
(III.27-e) 51 = (d(P) =q-2) (B=0)
5— (X1 —p1) si My existe (d(P)=q-1) (B=0)

Démonstration :

L'identification du terme non constant (en ¢*) de latrace de FCL(.)
donne o = bq-1 (I11.27-a). D'aprés (III.21), (III.22) et (III.25), il
vient

(111.28) P(p) = [B (p+}\1)-oa 61] S(p)

Les Ai (i=2aq-1) de la diagonale de FCL(.) sont donc q-2 zéros
de P(p).

De plus, d'aprés (III.21), (III.22) et (IIL.25)

1

_ SV . _
N(-')\i)- 6ia[_——>\.+>\] ., i=2,...,q1
i

d'ol 1'expression (III.27-d).
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D'aprés (III.28), B est le coefficient du terme de plus haut degré
de P(p), c'est-a-dire de degré q-1, d'ol l'expression (III.27-b)

B=b._y (a_y =X b,

La trace de FCL(.) est nécessairement :

q-1
* _ _ - *
aq_1 bq_1 " =~y -ad 151 Ai

d'out Y (III.27-c).
Enfin, on a d'aprés (III.26) et (III.22)

- P(_AT)

P(-A1) = gq_1 D(—A1) = —bq_1<51s(-x1) ==@»61==€;:7—§T:X77

Les )\i (i=22q~1) sont racines de P(p) et

P(p) 8(p-+u1) s(p) si My existe (B # 0)

P(p) (b

. _ . S _
q—1aq-2 A1bq~2 bq_3)S(p) si y, n'existe pas (B=0)

On en déduit (III.27-e).

Remarque : Choix particuliers de k1

1) En choisissant X1 =a - —ﬂ:g, on se trouve dans le cas B=0,
c'est-a-dire que P(p) est de
degré q-2. Le terme B ¢* dispa-
rait dans FCL(.), qui prend la
forme suivante, avec un seul

coefficient non constant noté X :

X
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2) En choisissant pour >\1 un zéro de D(p), avec )\1 2 3

EXEMPLE 1 :

N(p) _ p2+39+1

b
- 92
g-1 b _1’
on obtient un 4
polyndme P(p) de degré q-1. Si,
de plus, ses racines sont dis-
tinctes, on a u =A1, et par

conséquent 61 =0.

P2+3p+1

D(p) (p + 2)(p2 +4p +2)

p3+6p2+10p+4

Les pdles sont (-2-V2, -2, -2+V2), et les zéros ((-~3-V5)/2,

(-3+v/5)/2), et sont placés dans l'ordre suivant sur 1'axe réel :

-2-/2 -2 -2+/2 0
ot + + —t ' > R
-3-/5 -3+/5 0
2 2
On a :
P(p) = D(p) =~ (p-+l1) N(p)
2
= (3-A1) p- o+ (9-3>\1) p+4 - >\1
En choisissant 11512:
2
P(p) = p +3p+2=(p+2) (p+1
Les racines de P()\) sont : soit —u1=-2 —K2=-1
soit -u1—-1 —}\2=-2
* Pour AZ =1 (u1 =2), on a :
o =1 B =1 y=3 61 0 §, = —NGA2)=-N@1)=1
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-2-¢* 0 1
FCL(.) = 0 -1 1
¢* 1 -3

On peut noter dés a présent que si ¢*(x,t) est positif quelquesoit
(x,t), on peut appliquer & FCL(.) les conditions de stabilité des sys-
témes linéaires, car FCL est sa propre pseudo~majorante (cf § I.3.2). Ces

conditions s'écrivent

D(0) + ¢™(x,t) N(O) > O
soit :

4+ ¥ (x,t) > 0 ¥V (x,t) € X X T

La condition d'alternance des pdles et zéros de D et N /Benrejeb,

1976/ n'apparait plus nécessaire.
* Pour AZ = 2 (u1 =1), on a :

a =1 B =1 Y =2 §, =1 §, =-N(-2) =1

En choisissant A1 = 3,

on obtient P(p) = 1, qui ne convient pas.
EXEMPLE 2 :
2
N(p) _ __p +2p+2
D(p) p3+3p2+8p+6

P(p) = D(p) - (p-+k1) N(p)

(1=2)p% + (6=20)p + 6 - 2,
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En choisissant A1 = 1,

le polyndme P(p) n'est plus que de degré 1 (B = 0)

P(p) = 4 (p+1) racine —AZ = -1
o =1 B =20 Y = 1 61=4 62=—N(—1)=—1
-1-¢* 0 1
FCL(.) = 0 -1 1
-4 -1 -1

et . . . -t . .
La stabilité asymptotique exponentielle (en e ~) est assurée s'il

existe une constante réelle c telle que
V x,t) e x x T ¢*(x,t) 2 ¢ >0

(Cette condition est obtenue en choisissant la fonction de Liapounov

v(x) = (251)2-+£§-+€§, (51, EZ,EB)T étant 1'état x associé a FCL(.)).

I1.2.2.b - Cas 0@ d() = d(D) = 2 (b _, =0)

La trace de la matrice est constante dans ce cas, et on a ao=0. On

retrouve les formules de la forme en fléche classique /Benrejeb, 1976/.
Propriété 2 : Cas ol d(N) = d(D) -2

3 oees Thgy)

alors pour un réel donné K1 (A1 # Ai ; Vi#1), la représentation (III.19)

Si les q~2 zéros de N(p) sont distincts, notés {-Az,-k

est définie par : N

q-1
a =0 Y = aq_1 - -é Kl B =~ bq—2
1=1
(X-Pki) D(XN)
§, =-b _ ————— Vi=1, , q—1
i a2 | (A+A ) NQO |, _
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Remarque :

Si -k1 est un pdle, D(~A1) =0 et 8, =0.

Cette propriété sera utilisée dans la derniére partie de ce chapi-
tre, qui concerne l'analyse des systémes non linéaires a partir de cri-

téres relatifs aux systémes linéaires.

I1.3 - Application conjointe du critére de Borne et Gentina et des

fonctions de Liapounov de type quadratique-plus-intégrale

Dans cette partie, nous exposons un résultat intéressant /Zambet-
takis, Richard & Rotella, 1984/ concernant la définition d'un modéle
d'ordre réduit dont la stabilité entralne celle du syst%me initial. Les
processus concernés sont de type Lurie-Postnikov, décrits plus haut en
(I11.16) (Figure III.1) avec de plus une non-linéarité dépendant de 1'é-

cart entrée-sortie £ défini sur un intervalle E

() = ¢(e) - -
(I1I.28) VeeE=[e,e] e<0<ce
o*(.) = ¢(e)

II.3.1 - Modélisation

tion
sont
fet,

cons

(111

Le théoréme que nous proposons par la suite nécessite une modélisa-
en fléche dont les q—1 termes hors diagonaux de la derniére colonne
proportionnels 3 un méme coefficient a*, constant ou non. A cet ef-
les termes (ki) de la diagonale peuvent étre choisis de trois fa-

différentes
11.3.7.a Ai =z racines de N(p) =0
Si le numérateur présente (q-1) zéros réels négatifs distincts z;

29) Vi, j3=1, ..., g=1 N(zi) =0 z, # z &> i = j

alors le systéme (III.16) (III.28) peut Etre représenté par la matrice
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_21 -
O - 2p) o
Zi [N(p) (p zi)}p=z
(II1.30) FM(e) = t
Zq.__1
1 1 - +2t—2—b *
aq—1 b q-1 ¢
_ q-1 4

Les (q-1) premiers termes de la derniére colonne sont proportion-—

nels 3 a*=1.

11.3.1.b A =Py rhacines de D(p) = 0

Si le dénominateur présente (q-1) pGles réels et distincts P;
(i =1 & q-1) ainsi qu'un q°2¢ psle (pouvant étre égal a un des p.,
q pdle p_ g p;

ou non)

[]
o

D(pi)
(I1I.31) Vi, i =1, ..., g1 p. #p., &> i 2 j
D(po)

(]
o
[ n

alors le systéme (III.16) (IIIL.28) peut &tre représenté par :

—

Py
", . <:> i N(p) (p-po) (p'pi) | ¢*
(II1.32) FM(e) = . D(p) -
Q . ) P=P;
Py-1
: %
I 1 1 po-—bq_1 ¢

Les (q-1) premiers termes de la dernilre colonne sont proportion-

nels 3 o”(e) = ¢*(g).
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11.3.1.¢c >‘i = W nacines de D(p) +aN(p) =0, a€R :
Si il existe un réel a tel que le polyndme P(p) défini par :

(I11.33) ©P(p) = D(p) ¥ aN(p)

,

. . . .. . . .. eéme
ait (q-1) zéros réels distincts My (i =13agq-1) ainsi qu'un q - zéro

Moo

(111.34) Vi, j=1, ..., q-t P(ui) =0 N ¢“j = i=z]j

alors le systéme (III.16) (III.28) peut &tre représenté par

H
.. O i N(p).(p-uo).(p-ui) (6% - a
(I11.35) FM(e) = B P(p) . p=n;
o .
' i 1 1 uo—bq_‘1 (6% - a)

Les (gq-1) premiers termes de la dernidre colonne sont proportion-—

nels a o*(g) = ¢*(€)-—a.
IT1.3.1.d - Unification des modélisations :

Les trois modélisations (a, b et ¢) peuvent &tre unifiées, en con-
venant de choisir comme termes de la diagonale (q-~1) zéros d'un polyndme

P(p) défini par :
(111.36) P(p) = c D(p) + d N(p) (c,d) € IRZ

Pour analyser la stabilité a partir de ces modéles, il est néces-
saire de considérer des termes diagonaux négatifs. Le systéme (III.16)

doit donc vérifier 1'hypotheése suivante
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(H) zéros réels distincts négatifs {Al, A

eme .
tuellement un q - Zéro Ao quelconque.

I1 existe (c,d) € Rz tels que P(p) = c¢D(p) +d N(p) ait (q-1)

NIRTTE

}, plus éven-~

Nous rappelerons par la suite différents moyens de tester si des

couples (c,d) vérifiant (H) existent (§ II.3.4).

Lorsque (H) est vérifiée, une unification des trois cas (a, b et ¢)

est possible sous une forme faisant apparalitre distinctement les facteurs

positifs et négatifs de a* dans la derniére colonmne ; cette séparation

s'obtient par une permutation adéquate des termes Ai de la diagonale

(I11.37) x = C(g).x (systéme (S))
avec :
i >\1 . -k: )
B - K} a¥(e)
C(g) = A -k, ’ )

4+1 L+

A -k, a*(e)

q-1 q-1
| 1 -f*e)
x = (x ,XE , €) X, € r* X_ e R
Vi=1, .o, 25K >0 Vis= 2+, ..., q~1

VeetE a*(e).e = ale) e R

B*(e).e

B(e) € R

r -
X,
X =
xc
5
_ i
e eR
k. <0
1

o*(e) peut &tre constant ou non, selon le choix de c et d.



- 141 -

Nous considérons que le signe de o*(g) reste constant dans un voi-
sinage de € = 0. Ce signe est, sans que cela soit restrictif, supposé
positif

(I11.38) ]h >0 Veet le] < h ==0a*(e) >0

De facon & schématiser 1'expression de C(€), nous posons :

= d4 XL
A+ = diag {A1, Az, o AQ} , A+ € R
(111.39) :
L. (q-2-1)x(q-2-1)
A_ = diag {A2+1, K2+2, e Xq_1} , A_eR
_ + + + T 2
k+—(k1,k2, ...,kg) k+eR+
(I11.40)
P - - T q-4-1
k_ = (kg+1’ k2+2, cees kq_1) k€ R_

La matrice C(€) du systeme (S) s'écrit alors

A, 0 -k, a*(e)
(III.41) c(e) = | 0 A_  -k_a*(e)
1 1 - B*(e)

C'est a partir de cette modélisation que nous allons étudier la sta-

bilité du systéme.

II.3.2 - Théoréme du systeme réduit

Enoncé :

Soient les deux sous-systémes déconnectés définis a partir du sys-

téme (S) (III.37) (III.38) (III.41) par :

(III.42) (S+) iz, = A+ z,

(IT1.43) (S_)

N
0
wn
i
~
™
~
N
i



- 142 -

avec :

D )
S_(g) = \\\\ l matrice en fléche mince

1— 1 - B*(e)

Si (S+) est asymptotiquement stable (A+.<O) et si (S_) vérifie les

conditions de stabilité du linéaire :

(IIr1.44) A_< O

(rrr.45) Jh >0 VeekR le] < h = -9 get s_(e) >0

alors 1'équilibre x =0 du systéme complet (S) (III.37) est asymptotique-

ment stable.

Remarque : Les matrices (S+) et (S_) sont facilement obtenues & partir
de toute forme en fléeche dont les coefficients diagonaux sont
les zéros de P(p) (1'hypothése (H) étant supposée vérifiée)
./\.+ s'obtient en ne conservant que les Ai correspondant aux
facteurs de a* négatifs (-k;).
S_(e) s'obtient en conservant les A, correspondant aux facteurs
de o* positifs (-k;) ainsi que ces termeS‘-k;(x*.
Cette matrice S_(g) est alors sa propre pseudo-majorante, et
le critere de Borne et Gentina peut lui étre directement appli-

qué : ceci conduit alors aux conditions (III.44) et (III.45).

Démonstration :

Considerons la fonction candidate suivante, associée a 1'état x
(I11.37)

1 [T T €
(I11.46) v(x) = 5 x, D x_+x_D_x_| + a(g) dE
0

avec
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( . 11 1 153
D+ = dlag {1-(:, ;:, . 1—(—;_} , D+ e?R+
1 2 L
(IT1.47) A
D_ = diag {- J - J s eees ~ —iL—} D_ e‘REq—2-1)X(q-271).
L k2,+1 k2+2 kq—1

D'apres (II1.38), v(x) est définie positive dans un voisinage de

1'origine x=0. Sa dérivée est donnée par (IIL.48) :

1
1
° T TI - |

(I11.48) v(x) =x, D A+x++[x_: or.(f-:)] - - - :' -
I

v(x) est définie négative dans ce voisinage de x =0 puisque :
- la matrice D_ A _est strictement négative,

- la matrice A définie par (III.49)
[ 1]
|

i
[
1
(I1I1.49) A(e) = | = = = + = = =
1 *
- B
Ot*

- -

vérifie les conditions de Kotelianski assurant sa négativité

/Gantmacher, 1966/ pour tout € tel que lsl <h:

(II1.50) A < O

(111.51) D3 F det ae) = DI *[a*e) ]! det @) det 5 (e) <0

Cette derniére égalité est obtenue en multipliant chacune des lignes
de A(e) (sauf ‘la derniére) par le terme —k; correspondant, et sa derniére
colonne par o*. On doit alors, pour conserver le déterminant, le diviser
par le produit des (—k;) et par o*. Par exemple, &4 1'ordre q-2=3, on

obtient
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A
2t1 0 1
= Ko
A
det A(g) = 0 42 1
- koo
%*
1 1 - &
a*
Mot 0 TR
1 1 -
B Mz T
2+1 2+2
B*
1 1 - =
a*
_ - *
1 >\2+1 0 kzﬂa
- — 0
Kk
o __1_ 2+1 oy *
== 0 Aprp “Epi®
& 1
O - —-—
Ko42 1 1 - B*

II.3.3 - Exemple 1

Considérons le systéme mLP défini Figure III.3 :

$(e) P3+8p2+20p+17

] p (p+1) (p+2) (p+3)

Systeme (S)

? ¢*(€)

FIGURE III.3

Le numérateur N(p) de la fonction de transfert n'a qu'un zéro réel

négatif, par contre, le dénominateur D(p) présente trois pdles stricte~-



- 145 -

ment négatifs. Nous choisissons donc ces trois pdles (-1, =2, =3) comme
éléments diagonaux Ai. L'hypothese (H) est ainsi vérifiée. Il est possi-

ble de calculer C{ec) de facon informatisée :

- e
-2 +1¢*

C(e) =
-3 -1¢*
L1 =1

Le systéme réduit (S_) est immédiatement défini en ne conservant

que les facteurs positifs de ¢* dans la derniére colonne

(8_) correspond au systéme de la Figure IIL.4 :

rd

ﬂﬁ ¢*(€) (e) p+1

p(p +2)

FIGURE IIIL.4

(S_) vérifie la conjecture du linéaire, et la condition de stabi-

lité asymptotique globale de (S_) assure la méme propriété pour (S)

{vy>o0 YeekR ¢*€) 2y >0



- 146 -

Soit le systéme mLP décrit Figure III.5

b (€) (p+1)(p+2)
pip-1D(p+3)

¢'k

FIGURE III.5

I1 n'existe pas deux pOles réels négatifs, par contre le numérateur

présente deux zéros (-1 et -2) réels négatifs distincts :

-1 -4
c(g) = -2 6

11 1-9%()

Le systéme réduit (S_) a pour matrice :

-2 6
S_(e) =
1 1-¢*(e)

et correspond au schéma de la Figure III.6 :

o d(€) p+2
2
p-+p-8

¢ )=

FIGURE III.6

Une condition de stabilité asymptotique globale est alors :

Jy>o VeeR o*(e) -4 2y >0
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II.3.5 - Vérification de 1'hypothése (H). Choix des termes

diagonaux de la forme en fléche

La contrainte principale de modélisation sous une forme en fléche

adaptée au théoreéeme du systeéeme réduit s'exprime sous la forme

I1 existe (c,d) € R2 tels que P(p) = c¢D(p) + dN(p)

4:h) ait (q-1) zéros réels distincts négatifs {A1,A2, ...,Aq_1},

. éme
plus éventuellement un q - 2zéro Ao quelconque.

Cette contrainte, supposée vérifiée au paragraphe (II.3.1), peut
etre testée directement sur la fonction de transfert N(p) /D(p) du sys-—

téme, de plusieurs facons :

- A partir d'un critére graphique basé sur le tracé du lieu
d'Evans du systéme linéarisé /Rotella, Zambettakis, Richard, 1982/.
En posant k=d/c, on est ramené & étudier les zéros de D(p) +k N(p)
en fonction de k, ce qui revient a effectuer le tracé du lieu des
racines /Gille, Decaulne, Pelegrin, 1971/. Ce tracé peut étre ef-
fectué de facon informatisée /Paillet, 1981/, mais demande un temps
de calcul assez long car il nécessite le calcul de toutes les racines

de D+kN pour un grand nombre de valeurs de k.

- A partir d'un critére algébrique /Zambettakis, Richard,
Rotella, 1984/ basé sur le calcul {(informatisable) d'un tableau de
Routh modifié€. Les coefficients de ce tableau, calculés par des opé-
rations simples, peuvent &tre explicités en fonction de k. Le nombre
de zéros négatifs distincts de D + kN est fonction des signes de ces
coefficients. Ceci permet de déterminer les valeurs de k admissibles,

puis de calculer les zéros correspondants.

C'est cette deuxiéme méthode que nous allons présenter, sans toutefois

en rappeler la démonstration.
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11.3.5.a - Comstruction du tableau de Routh modifié
/lambettakis, Richard, Rotella, 1984/ :

Soit P(p,k) un polyndme en p dont les coefficients dépendent d'un

parametre k.

Soit P'(p,k) sa dérivée par rapport a p :

(II1.52) P'(p,k) = BP%EP,k)

On posera :

-1
(I111.53) P(p,k) = aq pq + aq_1 pq + .. 4 a, p + a d(P) = q
(II1.54) P'(p,k) = bo; pl e e peb A =g
b, = (1i+1) a; . Vi=0, ..., q-1

Un polyndme noté Q (P,P') est déduit de P et P' de la facon suivante,

décomposée en deux étapes
1°) Définition d'un polyndme intermédiaire Q & partir de P et P'
par des formules analogues a celles de la construction du tableau de

Routh=-Hurwitz :

P(p,k) —> A e e e 8, @, , e a a

P'(p,k) —> [b ... b, B o oeee b

d(p,k) < &, = q 1 4@ = q-1
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2°) Définition de Q & partir de P' et 5 par le méme type de formules :

P'(p,k) —> b ...b., b, . ...b, b

Q(p,k) —_> Cq—1 see € Cig e G <,
k————y———.——_J
!
¥
Cqmq by = b _y €
Qp,k) e ey = d(Q = q-2
q-~1

Le tableau de Routh modifié est alors construit par récurrence :

A ligne - coefficientsde P =L1 L
2°2€ ligne + coefficients de P’ =12 L
eme . . . . .
3= ligne - coefficientsde Q(P,P') =Q(L1,L2) =L3 + =+ =+ =« =
éme . ..
47 =" ligne - coefficients de Q(L2,L3) =L4 o & s .
éeme . . ..
57°=" ligne -~ coefficients de Q(L3,L4) =L5 ¢« &
(q+1 )¢ ligne + coefficients de Q(Lg-1,Lq) =Lg+1

Ce tableau est triangulaire, comportant (q+1) lignes et (q+1) co-
lonnes. Nous utiliserons le nombre pc(k) de changements de signes existant
dans sa premiere colonne et le nombre dd(k) de changements de signes dans

sa derniére diagonale :

U

(I1I.55) g «— \\ nombre dd de
- . changements
@ de signe
<

nombre pc de changements
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11.3.5.b - Utilisation du tabLeau de Routh modifdié :

I1 a été montré /Zambettakis, Richard, Rotella, 1984/ que le nombre
n(k) de zéros réels distincts négatifs d'un polyndme P(p,k) de degré q

est donné par la formule :

(II1.56) n(k) = q - pc(k) - dd(k)

L'hypothése (H) est ainsi vérifide a condition de montrer 1'exis-

tence d'un réel k tel que n(k) soit égal a ¢ ou gq-~1 pour :

(I111.57) P(p,k) = N(p)
ou bien :

(I11.58) P(p,k) = kN(p) + D(p)

Les valeurs admissibles de pc(k) et dd(k) sont donc :

- dans le cas (III.57) : pc(k) =0 dd(k) =0

- dans le cas (I1I1.58) : pc(k) =0 dd(k) =
pc(k) =1 dd(k) =
pc(k) =0 dd(k) = 1

I11.3.5.c - Premien exemple (non Lnpormatisé)

Nous allons dans un premier temps, illustrer la construction du ta-

bleau & partir des données de 1'exemple 1 (§ II.3.3)

N(p) p3 + 8p2 + 20p + 17

]

D(p) = p (p3 + 6p2 + 11p + 6)

en calculant le nombre de zéros réels distincts négatifs de N(p), puis
de D(p).
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Calcul de N(p)

N'(p) = 3p2 + 16 p + 20
Les deux premiéres lignes du tableau sont donc :

1 8 20 17

3 16 20
La ligne intermédiaire (Q) est :
8/3 -40/3 17
La troisieme ligne du tableau est donc :
8/9 7/9

Le tableau associé a N(p) est :

1 8 20 17
3 16 20
8/9 7/9
-531/64

q=3 PC=1 DD=1=> N(p) n'a qu'une racine réelle négative.

Calcul sur D(p)

Le calcul portera en fait sur %-D(p). Le tableau correspondant est :

2/3 4/3




- 152 -

D(p) a donc une racine nulle et trois racines réelles distinctes

négatives.

11.3.5.d - Deuxieme exemple {ingormatisé) :

Cet exemple correspond 3 l'utilisation informatisée de la méthode
du tableau de Routh modifié appliquée a D(p) +aN(p) /Dimster, 1984/
nous avons conservé les données de l'exemple précédent (§ II.3.5.c),
mais cette fois nous obtenons 1l'ensemble des valeurs admissibles du

réel a.

HORRKLR AR KRR RS Py F2hrd ¥
X TABLEAU DE ROUTH WKODIFYE ¥
KKK HOCK IR K R 3 h Y KR YA B Y KK

Numerateur do la fonction de transtert § WN(Gw)
2 2 2 2 L 2 E 2 2 2 2

NCp) = 0,10000000+01% » %% 3 +
+ 0.,17000000+02% = %% O

2+ 0.2000000040%4 & ¥k |

Denominateur de la foncticn e transfert | (s

R R eSS R SS SN T LS SSTEImIsSSIsIasSosnmEmmmm=
Dir) = 0,10000000+01% p XX 4 + 0,A0000000401% p %% I + 0,1100000D+02% » %% 2
+ 0.4000000D+01% » ¥¥ 1

FREMIERE COLONNE DY TARLEAY DE ROUT% MODIFIF

Le rolwnome est reduit 2 ume wansbonbe

F 1¢(3r= 0.1000000D+01% = #% 0

« e v e

Ligre &

Le desre du Polunome est! 4

P 4{a) = 0.12800000+03% a *¥ 2 + «0.20AG000N+04% » ¥: T +  O,V3IZRVDOTEIAE o ¥R 2
} + =0.,P47200CNH+0A% 3 ¥X 1+ 0,1280000NITAY o s O
Ligne 8
Le desire du roluncme est: 1O
P B(a) ==0,135934Q0+04%k 3 ¥¥1D + Q.ARTFF0AN4OTE P r =HLATISIONNIREY o KR B
+ 0,48543171040%% 3 ¥X T+ -0 1512950110 &+ 0.288842 RS S
+ =0.,24381280+10% 3 ¥¥ & + 0.53?1*465+09‘ T+ N, E0ARFD a ks 2
+ ~0.1754385U+0%% & ¥% 1 £ 0.14745:0L%GH )
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DIAGONALE DU TAELEAU DE ROUTH MODIFIE
PRSI RIS ISFTIITIIIIFTILIISTISZIIBIIIZTD
Ligne 1
Le desre du rolunome wsti i
F 1(a) = 0.1700000D+92% 3 %xx 1 +%
Ligne &
Le degre du Polynome esti 4
P 6(a3) = 0,1120000D+03% 3 Y& A + =0.2144D00M+QA% 3 2y I + G FTRARINNTEINE o Ay 2
+ =0.,1721A000+05% a Xk 1 + OJ1P2020GT+CAE & t4& C
Lisne 8
Le deare du sralunome wsti L9
F 8(a) ==0,13593460D+05% 3 22310 + D.ARTGIFOATIFO7H o 2% 2 + R Tk ¥ 8
+ 0.4543171D0+09% a ¥ T 4 =G, 155912950+ 10% & Ak & + 0. 25BL4IINHLN ¥k 5
+ ~0,245812804+10% 3 x¥ ¢ ¢  0.332176eN+0%E o 5 T 4+ 0O,304647TID+3F0 o ¥x 2
+ =0,17563ASD409% 2 *% 1 +  0,1474T5600L4CHE o 3 ¢ .
Hombre Lolsl de racinese distinctestidisd
o o o e e oyt e i e e e e e : ........
Racines triees ! .
A 1=-0,39357320+400
A 2==-0,3000000D+400
A 3= 0.00000000400
A 4= 0,10453461D400
A 9= 0.,11921281+00
A b= 0,15233030+00
A 7= 0.25551920400
A 8= 0.482817350+00
A %= 0,77934340+400
Al0= 0,70444810+01
All= 0.,835539480401
A12= 0,1132452D402
AL3= 0,1141226D402
Ald= 0.1372940D+02
TABLEAU DE VARIATION
NQ‘."‘FE de changements de sitnes dans la premiere colonne
-~ Al! Af Af Ah.--_fi----f?---_AI AE Ai A\S ‘I'-__fif AE: Azh ‘- (veleuts de o )
+ + + + + + + 4 -
+ + + + + + + + N : : ' : : ' '
+ + ¥ + + + + + + - - + + + 4
+ + + + + + - - - - - - - + +
- + + + - - -~ - + + + + - - -
1 o [ 0 1. 1 1 1 2 ) 2 2 2 ---I ----- 1 1
'.leutin- de changements de sisnes dans la diagonala
e e AR N SO O O S O T O O IO L W s Bl
- - - + + + + + + + + 3 + “;-. -_; ..................... >
A A A A A A O O
+ + + + + - . : : : M M N M M
- + + + - - - - + + + + - - -
2 1 1 0 1 1 1 t 2 2 2 2 1 -T 1

R R R R R R RN R AR XL RS E DA RN LN ISR IR R2E RS PR EN AL LRSI I I T T AL IR RN LR AR RL LI 2R R S 2NN



CHOIX DI FPARAMETRE a

XTI TEIZIIRNTIIIDI=E

Le nombre N de reels < 0 verifiant D(e)ta.N(p)=0
est donne rpar la formule IN=m-F-iL-1 :
Avec! a+l = m !nombre de lisgnes du tsbleau
¢a F lnombre e chenZement de sigrnes dons la rremiere
dd « L tnamhra de eihznzement Jde sidnnos dars 13 diadonale

CAS QU F=0,L=1,ET N=Q-1

- - - - - - - -

Intervalle rossible ! =-0,39I5732N+00-21 o < 0.0000000F+D0

CAS 0OU L=F=0 ET N=Q

Intervalle rassible ¢! 0.00000000+00< a « Q.10E0IA1N+0D

VALEUR DES LAMERDA(D)

STVAIIIIIJBIIIIRIITIS

Valeur do 3 choisie i3 = 0.100000

Les porametres nedgatifs verifiant I r}+uzN(n)w$ont:
lambda 1=2-0,420468210+00C
lambrds 2==0.,44308490+02
lambda JI=«0.20491500+01

lambda A==0,2965074D+01

Valeur de a choisie ta =  =0,360600

Les parametres nedatifs verifiamt Lird+o.N(rro0gant:
lambda 2=-0.,141301480+01
lambda 3I=-0,18145410+01¢

lambda 4=-0,30888320+01

cclonne



~ 155 -

II.4 - Méthodologie et aide informatique pour la synthése d'un

systéme monovariable de type Lurie-~Postnikov

Le choix d'une modélisation parmi 1l'ensemble présenté précédemment
est guidé par les résultats auxquels elle est susceptible de conduire.
I1 dépend donc a la fois de la spécificité du systéme considéré et de la
nature de 1'étude menée. Dans cette étude, nous avons choisi de consi-
dérer la stabilisation des systemes de type mLP, bien que la partie con-

cernant la modélisation puisse €tre utilisée dans d'autres types d'études.

Les résultats de ce chapitre conduisent 2 un logiciel interactif
d'aide 3 1'analyse et & la synthése des systémes de type mLP /Dimster,
Rotella, Richard, 1984/ /Dimster, 1984/. Ceci permet d'évaluer rapide-
ment les effets de parameétres de réglage sur la stabilité et la rapidité

de convergence de ces systémes.

La nature non linéaire des systemes considérés demande 1'interac-—
tivité d'un tel logiciel : les propriétés mises en évidence pour le sys-
téme sont obtenues & partir de conditions suffisantes, il est donc dif-

ficile de mener une optimisation dans le cas général.

Nous présentons, dans les pages qui suivent, des diagrammes hiérar-
chisés correspondant aux fonctions principales d'un tel logiciel. Ceci
permet de résumer et de classifier les résultats que nous avons proposés
jusqu'a maintenant.

Ce logiciel est en cours d'implantation sur un ordinateur VAX 11/750.

Ses deux fonctions principales sont la modélisation et 1'analyse.

- Modélisation :

Les paramétres du systéme (définissant son polyndme symbolique) sont
introduits au niveau de la modélisation (1.1). Les matrices proposées sont
en fléche mince ou épaisse (1.3) (1.4), il est cependant envisageable de

rajouter des modules correspondant a d'autres formes (1.5).

Les coefficients définissant la diagonale de la matrice en fléche

(et donc son polyndme représentatif) peuvent &tre arbitrairement choisis
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(1.4.2) (1.3.1.2). Cependant, des modules d'aide a la décision (1.3.1.1)
(1.4.1) peuvent étre utilisés pour préciser ce choix. Ces modules font

principalement appel & la méthode du tableau de Routh modifié (1.2).

- Analyse :

Le module principal est (2.1) "Stabilité'". La nature de la non linéa-
rité y est précisée : ceci permet, lorsque la non-linéarité ne dépend que
d'une variable d'état (2.1.1), d'appliquer le théoréme du systéme réduit
que nous avons présenté plus haut. Dans 1l'autre cas (2.1.2), les critéres
envisagés sont ceux de Borne et Gentina (matrices pseudo-majorantes) et

de Krakovskii (fonction de Liapounov quadratique).

Dans tous les cas, des calculs de déterminants sont nécessaires, et
peuvent &tre effectués par le module (2.2). Ce programme calcule le dé-
terminant d'une matrice ayant une colonne non constante, engendrée par
g non lindarités génératrices (cf Chapitre II). Dans le cas ou les blocs
de la diagonale correspondent & des zéros de ¢D + dN, les termes hors
diagonaux de la derniére colonne sont proportionnels & une méme non li-
néarité, et de méme aprés majoration par leur valeur absolue : on a
alors g=2. Dans le cas de termes diagonaux quelconques, g est au maxi-

mum égal a q.
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IIT - SYSTEMES MULTIVARIABLES

‘ Dans la partie précédente, nous avons exposé un critére permettant
d'étudier la stabilité d'un systéme de type mLP & partir d'un modéle

de dimension réduite.

- Le résultat que nous proposons dans cette partie concerne également
une simplification du modéle en vue de 1'analyse de sa stabilité. Cepen-
dant, cette simplification porte cette fois sur la complexité des termes
composant la matrice, et non plus sur sa dimension. La classe de systémes
considérée est plus large que précédemment, et correspond a des processus

4 non linéarités multiples.

Nous proposons ici une présentation résumée de travaux qui ont par
ailleurs été développés plus largement par /Zambettakis, 1983/ /Zambet-
takis, Richard, Laurent, 1983/ /Rotella, Richard, Zambettakis, 1983/.
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III.1 - Notations
Nous considérons dans cette partie le systeme I

Alx,t).x

(III.59) x
T q
avec X = (51, cees Eq) e R

en introduisant une décomposition spécifique de la matrice A(x,t), sous

la forme :

(III.60) A(x,t) = A(x,t).F*(x) + D(x,t)

D{(x,t) = diag {di(x,t)} matrice diagonale de R4

axq

Alx,t) [aij (x,t) ] i3 matrice de R

F*(x) € R patrice diagonale telle que :

¢i(5i)
F*(x) = diag { —=—— } = diag {¢*(£.)}
gi 1 1
¢i(Ei) fonctions intégrables, i € {1, ..., q}, définissant des gains

équivalents ¢f(£i) bornés (¢f pouvant éventuellement &tre constants)

F*(x).x = F(x)

La définition de F*(x) est analogue & celle introduite pour les sys-
témes de type MLP (Chapitre II, § I.2) & la différence prés que chacun
de ses coefficients ¢f ne dépend ici que de la composante d'état corres-—

pondante Ei.

Nous supposons que A, F* et D sont des fonctions bornées pour tout

x borné de Y et tout t dans To'

Cette décomposition est trés générale et peut &tre effectuée sur
toute matrice A(x,t). Elle correspond 2 une factorisation de chaque co-
lonne de A(x,t) par rapport & un terme non constant ¢§, excepté pour les

termes diagonaux. On a par exemple a 1'ordre 3
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(II1.61) A(x,t) =

d1(x,t)+a11(x,t)¢?(€1) a1z(x,t)¢§(€2) a13(x,t)¢§(€3)
a21(x,t)¢?(£1) dz(x,t)+a22(x,t)¢§(iz) a23(x,t)¢§(53)
I a31(x,t)¢?(£1) a32(x,t)¢§(€2) d3(x,t)+a33(x,t)¢§(€3)_

Par la suite, nous utiliserons la fonction W candidate i Liapounov

associée a F et définie par :

£.

X i
1 JO ¢i(ui) dui

FL(u) du =

(IT11.62) W(x) =J
0 i

n M0

Dans le cas ou ¢i est une fonction linéaire de Ei, 1l'intégrale cor-

respondante est une simple forme quadratique de Ei.

III.2 - Théoréme du systéme simplifié

Le choix de la fonction W pour le systéme (III.60) permet de ramener

1'étude de A(x,t) & la forme matricielle simplifiée K(x,t)

Premier énoncé

L'équilibre x = 0 du systéme (L) décrit par (III.59) et (III.60)
est stable s'il existe un domaine (i de Rq contenant un voisinage de 1'o-

rigine et tel que, pour tout x non nul dans ), pour tout t dans TO,

£.
X 1

a) J FT(u)du>O (= V¥i e’{1,...,q},£.¢0,[ ¢.(u,)du, >0)
0 1 0 1 1 1

b)  F*l(x) D(x,t) 0 (=>Vie{l,....q}, $4(£,) 4, (x,0)5 0)

c) A(x,t) est semi-définie négative, c'est-a-dire que les valeurs pro-

pres de K(x,t)-+§i(x,t) sont négatives ou nulles.
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Si de plus les valeurs propres de A+ KT sont inférieures ou égales

4 un réel € strictement négatif, la stabilité est asymptotique.

Démonstration

D'aprés (a), W(x) est définie positive dans fi. De plus,

(III.63) W(x) = Fl(x).5

~ T T
(III.64) %(x) FT(x) A(x,t) F(x) + x F* (x) D(x,t) x
Si (b) et (c) sont vérifides, ﬁ(x) est semi-définie négative dans (.

L'équilibre x = 0 est donc stable.

T P
Si de plus, les valeurs propres de A(x,t) + A (x,t) sont inférieures
a un réel € < 0, W(x) est définie négative, et x = 0 est asymptotiquement

stable.
Remarques :

1) Ce théoreéme apparait comme une généralisation du critére de Kra-

. s e s . T e g see s
sovski, concluant 3 la stabilité de A(x,t) si A+A" est semi-définie
négative. Dans le cas de la décomposition (III.60), ce critére est appli-

qué au systéme simplifié A(x,t).

2) Dans le cas ol les colonnes de A(x,t) sont proportionnelles & des
non linéarités ¢§, la matrice D(x,t) est nulle, et la condition (b) ‘dis-

parait.

3) La condition (a) est notamment vérifide dans le cas ol les gains
- équivalents ¢f sont tous positifs. Cependant, les fonctions ¢§(Ei) peu-

vent prendre des valeurs négatives sans que (a) soit mise en défaut.
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Second énoncé :

L'équilibre x = 0 du systéme (I) décrit par (III.59) et (III.60)
est stable s'il existe un domaine §) de RY contenant un voisinage de 1'ori-
gine et tel que, pour tout x non nul dans ), pour tout t dans To' pour

tout 1 de 14 q :

&
o) j cpi(ui) dui >0 v g = 0
0

B) ai(x,t) étant le i°F terme diagonal de A(x,t), c'est-a-dire

ai(x,t) = di(x,t) + aii(x,t).¢i(gi)

on a :
q laij(x,t)-+aji(x,t)[
ni(x,t) =¢§°(Ei). Oti(x,t) +¢§(£i) j; 5 <0
j=i

Si de plus 1'inégalité [ S 0] de (B) devient [< e < 0], la sta-

bilité est asymptotigque.

Démonstration :

D'aprés (o), W(x) est définie positive dans ). De plus :

o 2
< <
W(x,t) s ni(x,t).gi £0

H M0

Remarques :

1) Cet énoncé est plus adapté que le précédent lorsque les termes
a; de la diagonale de A(x,t) ne sont pas explicitement décomposés en fonc-
tion des ¢i. I1 permet de traiter le cas ou les aii(x,t) sont nuls, alors

que dans ce cas, la condition (c) ne pouvait &tre vérifiée.
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2) Les conditions (B) correspondent & une généralisation du critére

de Rosenbrock /Rosenbrock, 1965/ appliqué a la matrice A*-AT.

3) Lorsque tous les gains équivalents ¢§ sont strictement positifs,

la condition (o) est vérifide, et (B) est simplifiée.

III.3 - Matrices pseudo~antisymétriques et pseudo-symétriques

Les conditions obtenues par le critére précédent sont particulié-
rement simples lorsque la décomposition peut faire apparaitre une matrice

A(x,t) "pseudo-antisymétrique", c'est-i-dire définie par :

(III.65) Wi =3 aij(x,t) = - aji(x,t)

. ~ ~T . .
La matrice A(x,t) + A (x,t) est alors diagonale, et seule la diago-
nale de A(x,t) intervient dans 1'expression des conditions de stabilité.
Dans ce cas, A(x,t) est égélement dite "pseudo-antisymétrique".

Exemple :

La matrice définie par :

a,6,0) -, (,005(E,)  ~ay,(x,0)05(E,)
(I1I1.66) A(x,t) = a12(x,°t)¢*f(£1) d, (x,t) -2, (x,£)$%(5)
_a13(x,t)¢?(51) a23(x,t)¢§(€2) d3(x,t) |

correspond 4 un équilibre x = 0 stable si V (x,t) € Q X TO

i) ¢?, %, ¢§ sont toutes trois positives (ou toutes trois négatives)

ii) d,, d

1> 490 d

5 sont toutes trois négatives.
Certains systémes électromécaniques /Zambettakis, 1983/ /Zambettakis,
Richard, Laurent, 1983/ peuvent &tre mis en équations sous ce type de

" forme.
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Un autre cas intéressant est celui ol la matrice A(x,t) est symétrique.
On peut alors, pour tester la condition (c), appliquer les conditions du
linéaire directement au systéme simplifié A(x,t). A(x,t) est alors dite

"pseudo-symétrique".

II1.4 - Application aux systémes mLP interconnectés

La classe des systémes concernés par la décomposition (III.60) est
trés large, et nous allons montrer qu'elle contient notamment des sys=
témes composés de n sous-systémes de type mLP, interconnectés lindaire-
ment ou non. Nous allons pour ce faire, utiliser les résultats précédents
concernant les modélisations en fléche des systémes mLP. Les interconnexions

considérées sont décrites Figure III.10,

o
—_

~

(xl)
€
2
T 3 y 2
- 4, N R
(xz)

52

o
5

FIGURE III.10

=]
|

o
2
Bl
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Chaque sous systéme S;» d'ordre q;, est défini par :

N. (p)
- Une partie linéaire, de fonction de transfert Fi(p) =5&T§3’
avec t
( -1
qi ;
N.(p) = I b..p
. i
* j=0 M _ 2q;
(I11.67) < (a..,b..) €R
1) 1]
q.-1
qi 1 ]
D.(p) =p + I a..p
i Lo ij
{ j=1
- Une rétroaction non linéaire ¢i(€i)’ de gain équivalent borné
%*
fbi(ei)'

Les n systémes (Si) sont interconnectés par l'intermédiaire de n(n-1)
coefficients eji (i #j), qui peuvent &@tre constants ou non constants. Le
systéme (S) de la Figure III.10 est alors décrit par les équations sui-

vantes

(Yi=1, ..., n
. q;%q, a;
X, = A, Xx. + B, u. A. eR ; B. e R
i i1 i i i
q
s. = C? x. € R C.eR*
i il i
(11II1.68) A €, =e; s € R
n
= * -+ *
T jE1 %1 9 & 8j1 # xx Ty R
j=i
qi n
X, € R vecteur état du sous systéme (Si) z 4; =4
i=1

En vue d'étudier la stabilité de (S), nous considérons ce systéme

en régime autonome (ei.EO ; i=1,...,n). Il vient
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(1I11.69) <

.. =B, 6, oFC
ij i731 73 73
¢ (371)

Mi est la matrice d'évolution du sous-systéme (Si)' I1 est possible
de choisir le vecteur état X correspondant, de telle sorte que Mi soit
une forme en flé&che du type (II.17). On choisit alors sa diagonale des

scalaires oudes blocs correspondant a des zéros de Di(p).

D'aprés les résultats de la partie précédente (II), la matrice Mi
est alors telle que les termes hors diagonaux de sa derniére colonne
sont tous proportionnels a un méme terme non constant que nous noterons
¢f(€i), ou ¢§. Le terme de pointe de Mi’ noté Yf, est de la forme

% = *
Y} =9, +B; oF.

De méme, étant domnées les expressions de Tij (I11.69) et de

T .
Cj = (0 — 0 1) la matrice Tij a alors tous ses termes nuls, sauf ceux

de sa derniére colomnne qui sont proportionnels a eji ¢§. Notons que ces
coefficients de proportionnalité sont directement obtenus a partir de la

derniére colonne de Mi : ils sont les opposés des coefficients de ¢i.

Si chaque vecteur x; est choisi de cette facon, la matrice M(x,t)

du systéme complet s'écrit sous la forme symbolisée (III.70) :
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o
i

= M(x,t).x

M
|
—
"
o
=
o
=
1
=3
o
=
£

II1.70) . ° ., .
.70 o o NG | .
[o]

M(x,t) =

La décomposition générale (III.60) apparait, et correspond 4 :

*EH = diag {1, oo, 1, 0%, 1, L, 1,08, 1, o, 1, 0% e R4

& “

LN
4 L

q1 q2 qn

* D(x,t) = D matrice constante diagonale, composée des termes 6i (défi-
nissant les Yf) (remarquons que D=0 si tous les dénominateurs Di(p)

ont un pdle nul).

* A(x,t) matrice constante si les interconnexions eji sont constantes,

non constantes dans le cas contraire.

Le théoreme du systeéme simplifié peut alors &tre appliqué.
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Exemple :

Soit le systéme décrit Figure III.11, avec ¢? >0 et ¢§ >0 :

¢, () £

171 dx(e ) 1 0
171
OO
p (p+1)(p+2)

¢,(e,) ' €

22 2
¢§(€2) 0

o, o
1 p (p+0,5)

FIGURE III.11

€

On a :
-0 1 cf = [() 0 1]
A= 0 -2 0 B, = |2
1 2 0 1 o1(e) = o3
-1/2 0 -1 el = [() 1]
- 2
A, = B, =
2 -1 0 2 1
0%(e,) = 0%
© —ch % %
1 0 63 0 9%6
- - * *
0 2 24 0 2630
= —-d* =
M(€1,€2,61,62) 1 2 $3 0 50, D(x,t) =0
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-1 0 -1 0 8, ]
0 -2 =2 0 29,
11(61,92) = | 1 2 - 0 6,
0 0 -8, ~-1/2 1
|0 o s -1 -1 |
o1 o 0 0 1o ]
2 %2
o 0 -2 0 1o | 0,
5 = 0 0 -1 58, 3 (e1+ez)
0 0 -% 8, --;— 0
_% 8, 8, 7 (6,4, 0 S

D'aprés le théoréme du systéme simplifié, le systéme de la Figure
III.11 est asymptotiquement stable si, pour toutes les valeurs possibles
de 61 et 62, les valeurs propres de cette derniére matrice sont inférieures

a une constantes o < 0.

Par exemple, si V¥ (x,t) e x x TO,

alors il est suffisant que 8? € [%+€ > 2—8} » £ constante réelle posi-~

tive.

On a alors

[’-1 0 0 0
0 =2 0 0 ef
det 1 = 1 = T >0
0 0 -1 -5 8,
1 1
] 0 0 5 8, -7 |
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~ ~T 92
A+A" 1 2 1 oL 2
det 3 —Z(e1+62) 7 1 5 4+362
1 6? 2
=Z 1——2— -4+361 <0

ITI.5 - Forme en fléche totalement non constante

Le critére proposé convient particuliérement & 1'étude des systémes
modélisés par une forme en fléche mince, méme lorsque tous les coeffi-
cients en sont non constants. Considérons par exemple le systéme :

(% = F(x,t).x

i : ]
—X1(x,t) k, ¢q(5q)
-1, (x,t) O Ry 9 (B
F(x,t) = .'.’ :
(I11.71) A -Aq_1(x,t) kq_1 ¢q(£q)
08D 0,8 il b (B D A G0 ()

avec ki e R et

-

L Vied{l,...,q}, Vte To’ ¥V x e'x : ki(x,t) >0 ¢i(£i) >0

Le deuxiéme énoncé, appliqué & F(x,t) aprés un changement de base
diagonal (défini par les coefficients ]ki]), permet de conclure & la

stabilité de (III.71) si, pour tout i correspondant 3 un ki positif :

(111.72) ki§>\i(x,t) V (x,t) € Q x To

Par conséquent, si tous les ki sont négatifs, (III1.71) est stable.



- 172 -

III.6 - Conclusions

Le principal avantage de la méthode de simplification proposée dans
cette partie réside dans la généralité des systémes concernés. La décom—
position (II1.60) est en effet valable pouf de nombreuses classes de
processus, comme par exemple les interconnexions non linéaires ou non
stationnaires de systémes mLP. Cependant, la matrice simplifiéde A(x,t)
doit ensuite &tre traitée 3 1'aide d'un critére de stabilité faisant
intervenir une fonction de Liapounov quadratique. C'est pourquol il est
intéressant de pouvoir orienter la modélisation de facon & obtenir une
matrice K-+Zi la plus simple possible ; certains cas sont particuliére-
ment favorables :

- A constante ou symétrique (les conditions du linéaire s'ap-

pliquent alors au modéle simplifié)
~ . e s ~ T .
-~ A pseudo-antisymétrique (A+A est alors diagonale).
Notons enfin que la forme en fléche s'avére ici encore trés pratique

en tant qu'outil de modélisation.

IV - CONJECTURE DU LINEAIRE

L'analyse et la synthése des systémes 2 coefficients non lindaires
ou non stationnaires, mettent en évidence 1'importance de la détermina-
tion de domaines de stabilité les plus grands possibles. En ce qui con-
cerne les systémes non linéaires, la premiére méthode de Liapounov per-
met d'utiliser les méthodes usuelles d'étude des systémes lindaires, mais
les résultats n'en sont valables qu'au voisinage immédiat d'un point de
fonctionnement. On introduit alors un modéle linéarisé autour de ce point.
De méme, 1l est possible de définir un modéle linéarisé & chaque instant t
et pour chaque état x. Ces modéles seront dits "tangents'" aux trajectoires

(x,t).

Cependant, lorsque le systéme est fortement non linéaire ou non sta-
tionnaire, 1'étude de la stabilité des modeles tangents considérés sépa-
rément, ne peut suffire. On a alors recours a des méthodes plus éla-

borées, qui permettent de conclure & la stabilité lorsque les coefficients
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varient dans un domaine donné mais selon une loi quelconque. La stabilité
est alors dite "absolue'. Les conditions obtenues sont obligatoirement au
moins aussi restrictives que celles des systémes linéaires et station-
naires, puisque le cas de coefficients constants entre dans la catégorie

des lois de variations envisageables.

Dans cet esprit, l'optimum qui peut &tre atteint en stabilité ab-
solue est défini par les conditions de stabilité des systémes linéaires
stationnaires. Cet optimum, résumé sous 1'expression "conjecture du 1li-
néaire', a été atteint par plusieurs auteurs et pour certaines classes
de processus /Nelepin, 1967/ /Persidskii, 1969/ /Piatnickii, 1970/
/Muhametzianov & Scherbaev, 1970/ /Maygarin, 1970/ /Gentina & Borne,
1972/ /Gayduk, 1976/ /Grujié, 1978/ /Benrejeb & Borne, 1978/ /Benrejeb,
1980/.

Le probléme initial, posé par Lurie et Postnikov en 1944, était de
trouver des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité absolue
pour des systémes non linéaires. Aizerman /Aizerman, 1979/ proposé d'étu-
dier si, pour un systéme 2 une seule non lindarité, la stabilité du modéle
linéaire défini & chaque instant par le gain équivalent suffisait 3 con-
clure a celle du systéme. Pliss /Pliss, 1958/ et Krasovskii /Krasovskii,
1959/ ont montré que cela n'était pas le cas. Kalman /Kalman; 1957/ pro-
posa le méme type d'étude, le systéme linéaire associé étant alors défini
par la dérivée de la non linéarité. Ceci fut également mis en défaut sur

des contre-exemples /Fitts, 1966/.

Dans une premiére partie, nous proposons de relier la notion de

conjecture du linéaire avec celle de polyndme symbolique.

Dans un second temps, nous définissons des classes de systémes pour

lesquels la conjecture du linéaire est validée.

Enfin, nous proposons de montrer sur quelques exemples que le fait
de comparer un systeme non linéaire ou non stationnaire & un modéle dont
les coefficients sont constants peut constituer une perte d'information
importante : les conditions obtenues sur le systéme tangent (& chaque
instant) peuvent n'@tre jamais vérifiées, alors que le comportement du

systéme réel reste asymptotiquement stable.
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IV.1 - Stabilité absolue. Conjecture du linéaire

Le type de systémes initialement envisagé par Lurie et Postnikov
dans 1'étude de la stabilité absolue est de type monovariable station-

naire décrit en régime autonome par

Mo
L]

Ax +Db ¢(g)

T

(111.73) £ ¢ X

¢ : fonction continue

Les non linéarités ¢(e) envisagées doivent présenter une caracté-
ristique statique comprise dans les premier et troisiéme quadrans (cf

Figure III.12), du plan (¢(e), €), c'est-a-dire vérifier (C1) :
(c1) VeeR, e #0, ¢(e).e >0

Cette condition (C1) peut &tre généralisée en considérant des sec-

teurs admissibles, définis par deux gains limites o et B réels constants :
2 2
(c2) VeeR, e =20, ac < ¢(e).e < Be

On peut aussi définir des conditions portant non plus sur la carac-
téristique statique, mais sur la dynamique du bloc non linéaire. La fonc-
tion ¢ peut alors dépendre de plusieurs variables d'état et du temps.

Les classes sont alors définies par la condition (C3), ou plus généra-

lement sa moyenne. (C4)

(€3) Vte To, (L) e(t) 20
t

(ca) Vte To, J ¢(t) €(r) dt 2 0
t .
(o]

Enfin, 11 est possible de considérer des systemes de type multiva-

riables (MLP) en généralisant encore ces notioms.
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7 €

FIGURE III.12

Dans le cas initial (III.73), la stabilité absolue est définie de

la facgon suivante /Hahn, 1963/ : -
Définition :

L'égquilibre x = 0 du systéme (III.73) est absolument stable s'il est
globalement asymptotiquement stable pour toutes les fonctions ¢ vérifiant

la propriété (C1).

Cette définition peut €tre étendue en remplacant (C1) par une autre
condition (C2), (C3) ou (C4). Dans le cas de (C4), on parlera plutdt
d'"hyperstabilité" /Popov, 1973/.

I1 est intéressant de comparer les propriétés de stabilité absolue
d'un systéme non linéaire (III.74) avec celles de stabilité asymptotique

pour l'ensemble {MLT} des modéles linéaires tangents associés (III.75) :

(III.74) = = A(x,t) x x =x(t ) eR? teT
o] [o] o]

(II1.75) {1} = {§ = Alx, ,t )y X, e RY t,eT}

Dans cet esprit, nous emploierons par la suite 1'expression de 'con-

jecture du linéaire stationnaire', ou plus brievement 'conjecture du
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linéaire", dans le sens suivant :

Définition :

Le systéme (III.74) vérifie la conjecture du lindaire si le fait
que tous les systémes de {MLT} soient asymptotiquement stables en=-

tralne que (III.74) est globalement asymptotiquement stable.

Dans le cas de systémes MLP, et avec des contraintes du type (C2),
le probléme d'Aizerman /Aizerman, 1949/ /Grujié, 1978/ peut s'énoncer
ainsi : '"sous quelles conditions nécessaires et suffisantes un systéme

vérifie~t-il la conjecture du linéaire ?".

Nous donnerons dans cette partie des conditions suffisantes (concer-
nant la structure ou la modélisation du systéme) assurant la vérification
de cette conjecture. Des conditions suffisantes de stabilité sont alors
obtenues en appliquant le critére de Routh-Hurwitz (ou un critére équi-

valent) a tous les systémes tangents de {MLT}.

IV.2 - Relation entre la conjecture du linéaire et le polynOme

symbolique

Dans cette partie, nous proposons de relier la notion de conjecture

du linéaire avec celle de polyndme symbolique.

L'étude présentée fait apparaltre que le résultat de 1'application
des conditions du linéaire dépend de la modélisation adoptée pour le
systéme non linéaire ou non stationnaire, et notamment du degré de déri-
vation de la représentation.

L'"optimum" atteignable pour les domaines de stabilité est donc re-

latif.

Cependant, lorsque deux modéles dans 1l'espace d'état peuvent Etre
déduits 1'un de l'autre par changement de base a coefficients constants,
1'application des critéres du linéaire aux deux représentations donne les

mémes conditions. Par contre, des conditions différentes peuvent &tre ob-
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tenues si on effectue des changements de variables faisant, par exemple,

intervenir des dérivations ou des intégrations d'équations.,

Pour les systémes considérés dans le deuxiéme chapitre, il est donc
possible de définir des '"classes d'équivalence" de modéles vis a vis des
conditions du linéaire : chaque classe est caractérisée par son polynOme
symbolique. Lorsque la conjecture du linéaire est validée, les conditions
de stabilité absolue sont celles de Routh~Hurwitz, appliquées 2 ce poly-

nome.

IV.2.1 - Cas d'un systéme non linéaire

I1 est possible, sur un premier exemple, de montrer que les condi-
tions de la conjecture linéaire, lorsqu'elle s'applique, ne sont pas des

propriétés intrinséques d'un systéme non linéaire.

Considérons le systéme 2 non linéarités de rang 1, du troisiéme

ordre, défini par :

X 0 0 £%(z) X
d
g, = *
(111.76) T | Y 1 0 g*(z) y
z 0 1 h*(z) z

ol x, y et z sont trois variables d'état réelles,

f*, g* et h* sont trois fonctions réelles de z telles que :

f%(z).z = f(z) g*(z).z

[]

g(z) h*(z).z = h(z)

Nous supposons de plus que :

[oY

f est continue par rapport 2a z

»
g est dérivable par rapport a z, de dérivée premiere g,>
h est deux fois dérivable en z, de dérivée premiere h et

de dérivée seconde hzz'

Ces fonctions ne dépendant que de z, nous omettrons de le préciser

dans les écritures.
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Par dérivation des équations (IIL.76), on peut obtenir deux autres

représentations du méme systéme :

b * *
y 0 g, f£* + gz.h v
d
(II1.77) el A 1 0 0 y
z 0 1 h* z
z 0 1 0 z
(r11.78) S s =1 o 0 1 1] s
dt
7 f% g +h .z h z
V4 ZZ 2

La représentation (III.76) et de type C(1), et (IIL.75) est de type
L(1).

En supposant qu'on puisse appliquer les conditions du linéaire aux
représentations (III.76), (III.77) et (III.78), on aurait a appliquer les

conditions de Routh-Hurwitz aux trois polynOmes respectifs

(I11.76-1) p1(A,z) = A3 - h*(z).x2 - gx(z).x - £*(2)

A3 - h*(z).k2 - gz(z).A - £%(z)

(111.77-1) pz(k,z)

>\3 - hz(z).k2 - [gz(Z) +hzz(z).§] A - £%5(2)

(II1.78-1) pS(A,z)

Les conditions obtenues sur Py sont plus restrictives que celles
obtenues sur Py> elles-mémes plus restrictives que celles obtenues sur
Py La dérivation du modéle entraine donc dans ce cas une perte de pré-

cisiomn.

IV.2.2 - Cas_d'un systéme non_stationnaire

Une étude similaire peut &tre menée a partir d'un systéme non sta-

tionnaire, de type C(1) et L(1)
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x At) alflx
(IT11.79) 1=
vy 1 M y

A(t) p-a=0 VteR

avec a et p réels, a > 0 et A(t) fonction dérivable réelle.

On écrira aussi A = A(t). On peut appliquer les conditions du liné-

aire a (III.79) lorsque a est positif

(IT11.79-1) a>o0

Ces conditions de stabilité asymptotique de x =y = 0 sont alors :

- <2 .
(I11.79-2) Je>o, Vte T o A(e) s S €

D'autre part, en dérivant (III.79), on obtient

N [
oo + UA _ ai o
X A - a T -a X
oo o
y 1 u y

La conjecture du linéaire est vérifiée si :

A(t)
“——-———Mt)_a§1 ’v‘teTO

p étant négatif, les conditions de stabilité asymptotique portent alors

sur le signe du déterminant de la matrice (III.80) :

(111.80-2) Je>o, Ve T

u >\1<t)-a l:(“ M) - a)? + X(t) (a+u2)] 2e¢ >0

Les conditions et résultats de la conjecture du linéaire dépendent,

ici encore, de la représentation adoptée. Les équations relatives a (III

.80)
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peuvent ainsi &tre vérifides sans que celles de (III.79) le soient. La

fonction A(t) peut €tre, par exemple

K
)\(t)=i—a+u2 2t
(I11.81) - 4u
A(0) <0 (uz < 3a)

(IIT.79-2) n'est alors pas vérifiée, mais par contre les conditions
(II1.80-1) et (III.80-2), obtenues sur l'équation dérivée, sont validées.
La dérivation du modéle ne diminue donc pas toujours la qualité des ré-

sultats.

Notons que dans cet exemple, le terme [A(t);J- a:] est strictement
négatif, et par comséquent x=y=0 est le seul équilibre possible pour
(I1I.79). La stabilité asymptotique du modéle dérivé (II1.80) entralne
donc la stabilité (simple) du modéle initial (III.79).

1V.2.3 - Cas d'un changement de variables P(x,t)

Considérons un systéme a non linéarités de rang 1, de polyndme sym-

bolique p(A,A(x,t)) et décrit par

Q

(I11.82) x = A(x,t).x

et une matrice de changement de variables P(x,t), dérivable et inver-

sible A chaque instant :
P(x,e) : x xT_ > R¥Y, det P(x,t) = O VoGt ex x T

La dérivée é% P(x,t) le long des trajectoires de (III.82) dépend
de x et t, x étant exprimée en fonction de A(x,t) et x. Nous noterons

cette dérivée P(x,t), ou plus simplement P. Soit :

(I11.83) z = P(x,t).x
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z = B(x,t).z
(I11.84)
B(x,t) = P(x,t) A(x,t) P '(x,t) + P(x,t) P '(x,t)

Ce modéle (III.84) n'est en général pas de la classe C(1) ou L(1)
considérée pour (III.82). Si on lui applique les conditions du linéaire,

on fait intervenir le polyndme

(II1.85) p'(A,B(x,t))

det ()\Iq - B(x,t))

det (NI ~ Alx,0) = p x,t) B(x,t))
Ce polynOme est en général différent du polyndme symbolique de A :
(IT1.86) p(A,A(x,t)) = det (AIq - A(x,t))

Les conditons de Routh-Hurwitz appliquées & (II1I1.82) ou (III.84)
sont donc différentes si P varie dans le temps, sauf dams le cas ou
Aet A+ P—' P ont méme polynome symbolique. (Ces deux matrices n'étant
pas forcément semblables). Par exemple, A(x,t) et P(x,t) peuvent avoir

les formes suivantes

A Az(x,t) P Pz(x,t)
P(x,t) =
0 A3(x,t) 0 p

Alx,t) =
3
(I11.87) ¢

* A1 et P1 matrices carrées constantes de méme dimension,

-

constante.

* A3(x,t) et P3 carrées de méme dimension, P,

Y

On a alors

_1 ..‘] ]
» ] A1 Az(x,t)--P1 Pz(x,t) P3 Pz(x,t)
(I11.88) A(x,t) + P (x,t) P(x,t) =

0 A3(x,t)

Cette matrice a le méme polynSme symbolique que A(x,t). Notons que
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(I11.87) correspond au cas particulier de non observabilité rencontré

au second chapitre.

IV.2.4 - Conclusion : polynOme symbolique et classes

d'équivalence

L'application directe des conditions du linéaire sur un systeéeme 2
non linéarités de rang 1, lorsqu'elle est justifiée, se conduit sur son
polyndme symbolique, auquel on applique le critére de Routh-Hurwitz pour

chaque couple (x,t) possible.

Les autres critéres applicables aux systémes linéaires (de Lyapounov,

de Kotelianski, ...) sont équivalents car ils aboutissent a des conditions

nécessaires et suffisantes de stabilité des systemes linéaires.

Si le systéme est linéaire stationnalre, une dérivation ou une in-
tégration de son équation différentielle 1laisse son polyndme caracté-
ristique inchangé. Nous avons vu que cela n'est plus vérifié pour un
systéme a coefficients non constants ; les conditions obtenues sur le
modéle dérivé peuvent €tre, selon le cas, plus restrictives ou moins

restrictives que celles liées au modéle initial,

De méme, un changement de variable 4 coefficients non constants

change, sauf cas particuliers, le polyndme symbolique.

On peut ainsi définir des classes d'équivalence de représentations
vis & vis des conditions du linéaire pour des systémes non lindaires et

non statiomnaires du type L{1) ou C(1).

Deux représentations d'un méme processus sont équivalentes vis A
vis des conditions du linéaire si, linéarisées i chaque instant, elles
ménent aux mémes conditions de stabilité, c'est~a-dire si elles ont méme

polyndme symbolique.

Chaque classe d'équivalence est alors associée & un polyndme sym~

bolique.
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IV.3 - Définition de classes de systémes vérifiant la

conjecture du lindaire

Dans cette partie, nous rappellerons dans un premier temps certains
résultats concernant des classes de processus pour lesquels la conjec—
ture du linéaire est vérifiée. Nous proposerons ensuite une extension
de ces classes, basée sur l'utilisation des résultats exposés précédem—

ment. Les systémes concernés sont majoritairement du type mLP.

IV.3.1 - Rappel de certains cas de vérification de la

conjecture du linéaire

a) Cas d'une matrice symétrique :

Nous avons vu, au début de ce chapitre, qu'un systéme décrit par
. . T
(II1.74) : x = A(x,t).x, est stable si la matrlce-% [:A (x,t) +A(x,t) ]
vérifie les conditions de Routh-Hurwitz pour tout x et tout t. Ceci &tait

obtenu en utilisant la fonction candidate 3 Liapounov suivante :

T

v(x) = X X

1
2
Ainsi, si la matrice A(x,t) est symétrique, la conjecture du liné-

alire est validée.

b) Cas d'une matrnice de type L(1) ou C{1), a é&éments hons diagonaux
tous positigs ou nuls

D'aprés le critere pratique de Borne et Gentina, si la matrice A(x,t)
"a tous ses termes non constants regroupés dans une seule rangée (ligne ou
colonne), et si ses termes hors diagonaux sont positifs ou nuls, alors
A(x,t) est sa propre pseudo-majorante et la vérification des conditions
de Kotelianski implique la stabilité du systéme. Dans ce cas, les con-

ditions de Kotelianski sont aussi celles de Routh~Hurwitz.
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c) Systeme mlP a piles et zéros simples, réels et altennés [Benrejeb, 1976/:

Le critére de Benrejeb utilise la propriété vue en (b) :

Critére :

Soit un systéme de type mLP décrit par une fonction de transfert
W(p) & pdles et zéros alternés, et par un gain non constant ¢*(x,t).
Ce systéme vérifie la conjecture du linéaire, et les conditions de stabi-

1ité absolue correspondantes sont

1
w(0)

1)Je>0,’v‘xeRq,VteTo,¢*(x,t)+ 2e>0

2) Les (q-1) zéros de N(p) sont strictement négatifs (et par consé-

quent D(p) a au moins (q-1) pdles stables).
d) Systéme mLP a pdles et/fou zéros multiples [Rotella, 1983/ :

A partir des modélisations en fléche épaisse vues dans ce chapitre,
la classe des systémes a pOles et zéros simples peut Etre étendue au cas
de zéros ou pdles multiples. Les processus sont ici encore de type mLP,
décrits par une fonction de transfert W(p) = N(p) /D(p) et une non linéa-
rité de gain équivalent ¢*(x,t).

dl) zéno multiple :

N(p) = (p + oc)q—1 aelR

La conjecture du linéaire est vérifiée si

D(p - o) =

It~ 0
[e2]
)

i=0

a des coefficients décroissants, c'est-a-dire :

{ = - - <
50 <0 et WYi=0,...,q3 6i+1 Gi <0
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Les conditions de stabilité absolue correspondantes sont alors

1)3€>0,Vxe7Rq,VteTo, ¢*(x,t)+w(o)ze>0
2) >0
d?) péle multiple :
D =p (p+®YT BeR N0 >0
La conjecture du linéaire est vérifiéde si :
q-1 .
N(p-8) = I v, p
i=0
a des coefficients décroissants, c'est-a-dire :
v <0 et Vi=o0, ..., q3 Vi TV SO

Les conditions de stabilité absolue sont alors
1)36>0,VxeRq,VteTo, o*(x,t) 2 e >0

2)S>0

d3) pile et zéro multiple :

NG) _ _(p+a)”
b(p) p (p+8)n

0<a<8g

Ce systeme & déphasage minimal vérifie la conjecture du linéaire si :

* (1+a) (B-a) £ n

2
% o _ (a+1)B-a) _ a _ (B~-a)
Viell, o2l =0y~ T @D - GoDGotsh $0
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La condition de stabilité absolue est alors
]e>0,VerRq,\7‘teTo, ¢p*(x,t) 2 € >0

Ces trois propositions sont démontrées dans /Rotella, 1983/.

IV.3.2 - Systémes mLP & q~2 zéros alternés avec g-1 plles

Nous proposons ici un résultat concernant les systémes mLP dont la

fonction de transfert est du type :

N(p) _ 1 (+A) ... p+A )

(I11.89) W(p) = 5755 Cprny Gru)kru) e eru ) pruy D)

(111.90) My > 0, Az >0 et 0 < My < xz < My < v.. <A < u

La fraction W1(p) est donc A pdles et zéros alternés, comme dans
les hypothéses du critére de Benrejeb. Cependant, W(p) a ici un pGle sup-

plémentaire, supposé asymptotiquement stable.

Le gain équivalent de la non linéarité est ¢*(x,t), et nous le sup-

poserons négatif :
(III.91) ¢*(x,t) < O VxeRl, Vte T

Le critére suivant utilise la forme en fléche mince avec coordonateur

linéaire présentée au paragraphe II.2.2.b de ce chapitre
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Critére :

Le systeéme mLp décrit par (III.89) (III.90) vérifie la conjecture
du linéaire si ¢*(x,t) est négatif pour tout x et tout t. Les conditions

de stabilité absolue sont alors :

1
w(0)

Je>o,vxeRq,vteTo, o*(x,t) + 2e>0

Démonstration :

D'aprés la propriété 2 vue au § 1I.2.2.b, le systéme est représen-

table par la matrice en fléche

_“1 1
—kz ]
FCL(.) =
—Aq_1 1
_—¢* 62 ...... 6q_1 -y |
avec
(>\+>\i) D1(>\) .
61 = = N(}\) V 1= 2’ ’ q—1
A=-Ai

Les 6i sont tous positifs si N et D, forment une paire positive,

1
c'est-a-dire si'W1(p) est 4 pdles et zéros alternés.

Si de plus ¢* est négatif, tous les termes hors diagonaux de FCL(.)

sont positifs, et la conjecture linéaire est vérifiée.
Remarques :

1) Le pdle H, peut étre égal a 1'un des autres pdles My de W1(p).

Le systéme W(p) a alors un pdle double.
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2) Nous avons considéré My > 0, mais la conjecture linéaire serait

vérifiée sous les mémes conditions avec My $ 0. Cependant, la condition
cas s 1 ~ ... N

de stabilité 9% + ﬁ?ﬁj > 0 ne peut &tre validée que dans le cas ou W(0)

est positif, c'est-a-dire ol u, est strictement positif.

3) Le lieu de Bode des phases de W(p) est toujours compris entre

0° et -180°. Celui de W1(p) est compris entre 0° et -90°.
Exemple :

(p+1) (p+3)
(p+0,5) (p+2)% (p+4)

W(p) =

W(p) est du type considéré, avec My = 2. 0n a

-2 0 0 1]
0 -1 0 1
FCL(.) =
0 0 -3 1
| -¢* 0,75 1,25 -2,5 |

Ce systéme est absolUment stable et vérifie la conjecture du linéaire

pour

- 8/3 < ¢*x <0

Iv.3.3 - Conjecture du linéaire pour les modéles réduits

ou simplifiés

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes de simplifica-

tion des modéles en vue de 1'étude de stabilité

- Dans le cas des systéemes mLP, nous avons proposé un théoréme
"du systéme réduit" (§ II.3.2) qui permet de diminuer la dimension de
la matrice étudiée. Il est remarquable que le systéme réduit proposé

vérifie toujours la conjecture du linéaire.
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- Dans le cas de systémes multivariables, le paragraphe III.2
présente le théoréme '"du systéme simplifié" : la dimension du systéme
a4 étudier ne change pas, mais sa complexité diminue. Un cas particulier
a été exposé (§ III.3), concernant les matrices 'pseudo-symétriques",
c'est-a~dire ayant une matrice simplifiée A(x,t) symétrique. Dans ce

cas, la conjecture du linéaire s'applique au modéle simplifié.

IV.4 - Systemes stables sans vérifier les conditions de stabilité

des systéemes & coefficients constants

Nous avons jusqu'ad présent étudié les propriétés de stabilité absolue
des systémes. Pour cette forme de stabilité, les conditions des systémes
linéaires stationnaires constituent un optimum. La notion de conjecture

du linéaire tient alors une place importante.

Cependant, le fait d'étudier les systémes non linéaires et/ou non
stationnaires par le biais des systémes linéaires stationnaires peut en-
trainer une perte d'information importante, puisqu'on ne tient alors
compte que du domaine de variation des gains non constants, sans envi-

sager la facon dont ils varient dans ce domaine.

Nous allons, dans cette partie, montrer sur quelques exemples, qu'il
est parfois préférable (lorsque cela est possible) d'envisager directe-~
ment la nature non linéaire ou non stationnaire d'un systéme, sans passer
par un systéme de comparaison linéaire stationnaire. Les méthodes mises
en jeu vy sont plus particuliéres, mais conduisent i des résultats plus
larges ; les conditions de stabilité du linéaire statiomnaire s'avérent

non nécessaires pour des systémes a coefficients non constants.

Iv.4.1 ~ Systeme continu & coefficients périodiques

Nous envisagerons dans cette partie les systémes (S) décrits Figure
IIT.13. Le schéma proposé fait intervenir deux espaces de représentation
(temporel et fréquentiel) de facon 2 simplifier la lecture. En fait,
l'asservissement est constitué d'une partie linéaire, de fonction de
transfert F(p) sans numérateur, bouclée par un retour de gain pério-

dique a + b cos wt.
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x(p)
0 +_ > Fp) > y(p)
-x(e) T 7y

e &———la + b cos wt]

emeomooem ]
Systéme (S) :

- -
F(p) = oIeY) d(D) = ¢q

FIGURE ITI.13

On a ainsi :

- x(t) y(t) (a + b cos wt)

- x(p)

.
]

a y(p) + 5 b (y (prjw) +y (p=jw))

y(p) = F(p) x(p)

Nous considérerons plus généralement les systémes linéaires a coef-
ficients périodiques dans le quatriéme chapitre. Des travaux antérieurs
/Pillet, Poloujadoff, Chassande, 1979/ /Pillet, Poloujadoff, 1982/
/Richard, Pillet & al, 1982/ /Richard & Laurent, 1983/ ont considéré
le type de systémes de la Figure III.13, permettant 1l'application numé-

rique du théoréme de Floquet.

F(p), a, b et w étant donnés, il est possible de calculer les expo-
sants caractéristiques Ai du systéme linéaire stationnaire associé a
(S), lorsqu'ils sont réels et distincts (dans le cas contraire, nous
proposons une autre méthode dans le Chapitre IV). Il est ainsi possible
de tracer les évolutions de ces invariants Ai en fonction de w, (F, a et
b étant fixés). Le systéme (S) est asymptotiquement stable si et seulement

si ces valeurs Ai sont toutes strictement négatives.

Notamment, lorsque l'on pose a = 0 et b = 2, avec

1
FR) = G0 G 0.0 (v 1.5
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il apparalt que pour un certain intervalle de valeurs de w [1,3 ; 1,58{],
les trois racines 11, AZ’ AB sont négatives. Le systéme considéré est donc
asymptotiquement stable, d'équilibre y = 0. Ce résultat est confirmé par

une simulation dont les courbes sont présentées Figure III.14.

ﬁ Ll 1 A 1 1 i T i B
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Cette simulation a été réalisée pour des conditions initiales nulles
sur la vitesse et 1l'accélération de la sortie. Pour des valeurs de w sor-
tant de 1l'intervalle considéré, on constate 1l'instabilité de 1'équilibre

y = 0.

Cependant, si l'on considére le systéme tangent & chaque instant £ty

on est amené 3 étudier le cas d'un retour constant K = a + b cos we . La
construction du tableau de Routh-Hurwitz montre que quelquesoit la valeur
de K, l'asservissement est instable. Ainsi, 1'instabilité de 1'emsemble
des modéles tangents (& coefficients constants) n'implique pas celle du

systeéme réel.
Remarque :

I1 est possible d'envisager un paralléle avec le cas continu, en
considérant cette fois le calcul d'un asservissement échantillonné 2a
réponse pile, dont le coefficient d'action proportionnelle est périodique.
Ce type d'asservissement a été présenté antérieurement /Laurent & al,
1969/ de facon plus générale et permet d'annuler le transitoire en q
périodes d'échantillonnage, ol q est l'ordre du systéme. D'autres tra-
vaux ont également conduit a un nombre inférieur de périodes q(q+1) /2

/Moyaux, 1976/. Le systéme est décrit Figure III.15 :

T T
\m u k u 1
0 + — B L k(n) nn —_ S
- (o] p2
FIGURE ITII.15
k
’ n

5/2T e R—
i | | i
| |

0 51 2 3 ?4 0
i

-Z/TZ PR
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Le systéme est alors décrit par :

B 2
= M(kn) v, € R

yn+1
1 -Tk
2 2
M(k) = 2 k, ==-2/T k, =5/2T
T 1 2
T 1 -5 k

: 2
[M(k1) M(k2>] =0

yn+4 = O v yn

T2
dét M(k) =1+—§—k.

T2
tr M(k) = 2 - TT'k

Une simulation a été effectuée pour T=1 s, et les résultats en
sont présentés Figure III.16) et correspondent bien & une réponse pile
en 4 s. (Les légeéres oscillations aprés 4 s sont dles & 1'imperfection

des commutations des relais utilisés pour réaliser le gain périodique).

Comme dans le cas continu envisagé précédemment, nous pouvons montrer
que si le gain avait été constant, le systéme aurait divergé, et ce quelle

que soit la valeur de ce gain k.
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-
T

01 3

FIGURE III.16

1v.4.2 - Conclusion
La majeure partie des méthodes d'analyse des systémes & coefficients
non constants introduit une comparaison entre le processus et son modele
linéarisé, que ce soit pour étudier son comportement autour d'un point

de fonctionnement ou en définissant un ''gain équivalent instantané'.

Jusqu'a présent, il avait été montré que la stabilité de tous les
modéles tangents n'entrainait que dans certains cas celle du systéme

réel.

Nous avons montré ici, qu'en ce qui concerne les systémes non sta-
tionnaires, les conditions de stabilité appliquées sur le modéle tangent
peuvent &étre beaucoup plus restrictives que les conditions de stabilité

réelles du processus.

En effet, nous avons pu mettre en évidence certains systémes a
coefficients périodiques qui sont asymptotiquement stables, bien

qu'"instables a chaque instant'.
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V - CONCLUSION

I1 est trés intéressant d'aborder 1'analyse de stabilité sous
1'angle de la modélisation. Les principaux résultats présentés dans ce
chapitre proviennent d'un choix de fonctions candidates a Liapounov di-

rectement adaptées A des modéles spécifiques.

Ces modéles, et notamment les différents types de formes en fléche,
peuvent &tre facilement conditionnés a 1'aide des méthodes proposées dans

le second chapitre.

Les fonctions de Liapounov utilisées sont ici de type quadratique,

quadratique-plus—intégrale, ou norme vectorielle.

Les deux résultats majeurs de ce chapitre concernent la définition
de modéles simplifiés, dont la stabilité suffit & conclure a celle du
systéme initial : deux approches sont envisagées, 1'une concernant la
réduction de 1l'ordre du modéle (théoréme du systéme réduit), 1l'autre
permettant de réduire la complexité des termes du modéle, sans toutefois

en diminuer la dimension (théoréme du systéme simplifié).

Enfin, nous avons envisagé, & travers la notion de '"conjecture du
linéaire'", 1'utilisation de critéres propres aux systeémes a coefficients
constants dans 1'étude de stabilité de systémes plus complexes : 1l'avan-
tage réside dans la simplicité des critéres mis en jeu, et dans 1l'opti-
misation des domaines de stabilité absolue calculables. Cependant, cette
notion peut s'avérer restrictive lorsque les lois d'évolution des termes
non constants du modéle sont déterminées, c'est—a-dire lorsque la propriété

étudiée n'est plus la stabilité "absolue".
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ANNEXE ITI.A

Définitions relatives a la stabilité

Les résultats et notations exposés dans cette annexe sont issus de
/Grujid, 1975-a/ en ce qui concerne les définitions relatives & la sta-—

bilité, et de /Hahn, 1963/ pour 1la méthode directe de Liapounov.

A.1 - Notations

— e e e e e s s

x(t to,xo) trajectoire dans Rq, partant du point X 3 1'instant

initial t
o
R+ ensemble des réels positifs ou nuls

||x[] norme euclidienne de x e R%

TO={t:te[to,+eo[}, T,=R si t =-w
Rh:{x:xeRq, || < h} h >0
Rh,to = {(x,t) : x € Rh’ t g To}

¥x ensemble de définition du vecteur état x, inclus dans RY et con-

tenant un volsinage Rh de x = 0

v{x,t) fonction continue de Rh . dans R, définie positive (cf

k]
définition III.8) °

+ s . N .
D symbole de dérivation a droite

+ .
D v(x,t) =1lim sup

[v(x(t+6;t,x),t+6) - v(x,t)
9

e——>0+]

Ti un ensemble connexe d'instants, initiaux £,
D( ) domaine de RxRY relatif & une propriété notée (.) (ex : Ds)

D( )(to) domaine de R%relatif i une propriété notée (.) (ex : Ds(to)



- 198 -

A.2 - Définitions relatives & la stabilité

Nous considérons ici la solution x(t ;to,xo) de 1'équation d'un

systeme S

(II1.A.1) L -2 fx,0)
: dt ’

(IIT1.A.2) x(t0 ;to,xo) =X

avec

xexcqu;toeT.;teT =[to,+oo[

La fonction f est telle que la solution x(t ;to,xo) soit unique

elle peut par exemple vérifier la condition de Lipschitz /Hahn, 1963/.

Définition III.1 : Domaine de stabilité Ds

Soit x = 0 le seul équilibre du systéme S.

DS(Ti) est son domaine de stabilité par rapport 2 Ti si et seule-

ment si :

a)VE? ]O,+°°[’ VtoeTi

Ds(to,g) = {xo ¥t t0,||x(t ;to,xo)H < g}

b) D (¢ ) = u @ (£ ,e))
s o e>50 S ©
c) DS(Ti) = {(to,x) Pt e Ti’ X € Ds(to)}

Le domaine de stabilité de x = 0 est défini par DS = DS(R).

Ds(to) est le domaine de stabilité de x=0 pour l'instant initial to.
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Progriété . Invariance du domaine de stabilité

Le domaine Ds est positivemént invariant par rapport au mouvement

du systéme, c'est-a~dire que pour tout t 2 £, ¢
t D == (t,x(t;t
(c ,x) €D (t,x(tst ,x)) el

Définition III.2 : Domaine d'attraction Da

Soit x = 0 le seul équilibre du systeme S.

Da(Ti) est son domaine d'attraction par rapport a Ti si et seulement

si

a) ¥ t, € Ti’

Da(to) {xo :Vp>0, ] T(to,xo,p) 20, Vt> to+r(to,xo,p)
| x(t ;to,xo)ll < p}

b) D (T.)
a i

It
-~
~~

rt
e}

s

N

tO e Ti’ X € Da(to)}

Le domaine d'attraction de x = 0 est défini par Da==0a(R).

Da(to) est le domaine d'attraction de x=0 pour l'instant initial t,
Propriété : Invariance du domaine d'attraction

Le domaine Da est invariant par rapport au mouvement du systéme :

(t , x(t;t ,x)) el <= (t ,x)e?D
[0 RN o] a [0} O a

Définition III.3 : Domaine de stabilité asymptotique D

Soit x = 0 le seul point d'équilibre du systéme S.

Le domaine de stabilité asymptotique de x = 0 est défini par :

D=0 NP
a s
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Définition III.4 : Estimation U] d'un domaine D,

Le domaine D! de R X R? est une estimation du domaine D, ssi :
a) D! ¢ D,
- ' = 191 =
b) 3 t, € [ ©  +o [, D! To x V, V voisinage de x = 0

En général, il est difficile -voire impossible- de déterminer exac-
tement le domaine de stabilité ou d'attraction d'un équilibre. On cherche
alors a en calculer une estimation D! qui soit suffisamment proche du
domaine effectif D . Cette estimation permet alors de fixer des condi-
tions admissibles de fonctionnement du systéme, les conditions les moins

contraignantes étant bien siir celles qui sont lides a 7.

Définition III.5 :

Si Da(to) est constitué de tout 1l'espace de définition du vecteur

état x, l'attractivité est globale.

Si Ds(to) est constitué de tout l'espace de définition du vecteur

état x, la stabilité est globale.

Si il y a 2 la fois stabilité globale et attractivité globale, 1'équi-

libre est globalement asymptotiquement stable.

Définition I11.6 : Stabilité exponentielle

L'équilibre x = 0 est exponentiellement stable si :

(II1.A.3) 3&>O,}B>O,VtoeR,onex,VteTO

e s e ox )| < 8 e 5 |1 |
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A.3 - Méthode directe de Liapounov

L'étude des propriétés de stabilité d'un équilibre repose sur la
définition de fonctions v(x,t) ou v(x) positives, dont la convergence
vers zéro doit entrainer celle de 1'état vers son équilibre. Ces fonc—
tions v jouent ainsi le r8le de distance généralisée de 1'extr@mité du
vecteur état a4 l'origine. Les définition et théorémes qui suivent sont

issus de /Hahn, 1963/.
L'équilibre considéré est x = 0. Nous supposons que l'origine est
un point singulier isolé pour f(x,t), c'est-a-dire qu'elle est le seul

point d'équilibre de S dans un domaine Rh'

Définition III.7 : Fonction de classe K

¢(r) est une fonction de classe K ssi
¢$: [0,n] =R, hekR

-+

¢(r) continue, strictement croissante, avec ¢(0) = 0

Définition II1.8 : Fonction définie positive (ou négative)

Une fonction v(x,t) continue de R dans R est définie positive

h,t
. . .. . .0
(resp. négative) ssi il existe une fonction ¢(r) de classe K telle que :

|
(o]

(III..A.4) v(0,t) = Vtee To

(ITI.A.5) v(x,t)

v

o (x| (resp. £ - ¢o(||x]])) ¥ (x,t) € Rh .

(o}

Définition III.9 : Fonction non bornée en rayon

v(x,t) est non bornée en rayon ssi 1'inégalité (III.A.5) est véri-

fide pour des valeurs de h arbitrairement grandes, avec lim ¢(r) = +o,
r >+
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Définition III.10 : Fonction décroissante

v(x,t) est décroissante ssi il existe une fonction ¥(r) de classe

K telle que

(III.A.6) lvx,t)| s vlxlD) V (x,t) e R,
sto

Pour que v(x,t) soit décroissante, il suffit qu'elle s'annule en

x = 0 et que ses dérivées partielles 9v /Bxi soient bornées sur Rh .
»to

A partir de ces définitions, trois théoremes importants peuvent

etre énoncés

Théoréme III.1 /Liapounov, 1892/ :

L'équilibre x = 0 du systéme S est stable s'il existe une fonction
.. .. e ot .
v(x,t) définie positive dont la dérivée D v(x,t) pour (III.A.1) ne soit

pas positive.

Théoréme III.2 /Liapounov, 1892/ :

L'équilibre x = 0 du systéme S est asymptotiquement stable s'il
existe une fonction v(x,t) définie positive et décroissante, dont la

DU N S
dérivée D v(x,t) pour (III.A.1) soit définie négative.

Théoréme III.3 /Barbasin & Krasovskii, 1954/ :

Soit x = 0 1'unique équilibre du systéme S. Ce point x = 0 est glo-
balement asymptotiquement stable s'il existe une fonction v(x,t) qui soit,
dans tout 1'espace, définie positive, non bornée en rayon, décroissante,

P e e e .
et dont le dérivée D wv(x,t) pour (IIL.A.1) soit définie négative.

Définition III.11 : Fonction de Liapounov

Une fonction vérifiant les conditions des théorémes III.1, III.2

ou ITII.3 est appelée fonction de Liapounov pour le systéme S.
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Théoreme III.4 :

Si v(x,t) est une fonction de Liapounov vérifiant les hypothéses du

Théoréme III1.3 pour le systéme Sa défini par :

(II1.A.7) z = f(z,t) + oz a >0 z ¢ R¢

alors 1'équilibre x = 0 du systéme S est globalement exponentiellement

stable, i.e.

Je>0  lxtese )l s 8 e

A

x|l

(o}






CHAPITRE IV
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SYSTEMES CONTINUS LINEAIRES
A COEFFICIENTS PERIODIQUES

INTRODUCTION

La modélisation de nombreux systémes physiques conduit a des équa-—
tions différentielles a coefficients périodiques ; de plus, les modéles
choisis sont souvent de type linéaire, de facon a en simplifier 1'étude.
C'est le cas, par exemple, de certains systémes considérés en physique
du solide /Ziegler, 1977/, en mécanique céleste /Sigrist, 1976/ /Iswar,
1980/, en optique /Elachi, 1976/, en aéronautique /Borri & Manfegazza,
1973/, en automatique /Meerkov, 1973, 1980/, en électrotechnique
/Chassande, 1981/ /Leserine & al, 1981/, en aérospatiale /Vanlandigham,
1968/ /Likins & Lindh, 1970/ /Calico & Yeake, 1982/ ou en mécanique des
fluides /Joseph, 1980/.

De telles équations n'ont jusqu'id présent jamais été résolues dans
leur généralité, mais /Liapounov, 1892/ et /Floquet, 1883/ ont proposé
un résultat fondamental, que nous avons rappelé dans le premier chapitre :
étant donné un systéme d'équations différentielles linéaires a coeffi-
cients périodiques A(t), il existe un changement de variables périodi-
que P(t) conduisant 3 un systéme équivalent M dont les coefficients sont
constants. Les valeurs propres Ai assoclées A ce systeme sont des inva-
riants, appelés exposants caractéristiques. Leur connaissance est déter-
minante dans 1'évaluation des propriétés dynamiques du systéme. Malheureu~
sement, la recherche du changement de variable P(t) pose le méme pro-
bléme que la résolution directe du systéeme d'équations 3 coefficients

périodiques A(t).

Les méthodes proposées jusqu'a présent pour calculer une approxi-
mation des exposants caractéristiques de A(t) sont essentiellement de

type numérique, et la plupart supposent que ce modéle A(t) est connu.

Elles sont basées sur des développements en séries /Malkin, 1956/

/Minorsky, 1962/, ou bien sur des calculs de fractions continues
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/Pillet & al, 1979/ /Pillet & Poloujadoff, 1982/, ou encore sur une éva-
luation des termes périodiques par des forictions en escalier /Burgat &

Mira, 1970/.

D'autres méthodes nécessitent la connaissance analytique de la ré-

ponse impulsionnelle du systéme /Corall, 1979/.

Nous proposons ici de compléter ces résultats par deux approches dis-
tinctes : l'une utilisant des moyens non plus numériques mais analogiques
ou numériques /Richard, Laurent, .1984/, 1'autre considérant le cas d'un
systeme dont le modéle A(t) n'est pas connu mais dont 1'état est acces-—
sible (ou partiellement accessible) /Richard, Laurent, 1983/. Une appli-
cation pratique est proposée dans le cas de la machine synchrone /Richard,

Lesenne, 1984/.

De méme que nous avons montré comment un invariant de type polyno-
mial constitue un outil pratique de modélisation, il s'avére que les
propriétés d'invariance que nous proposons dans cette derniére partie
présentent un intérét certain dans 1'identification de systémes 3 coef-
ficients périodiques. Ces propriétés d'invariance concernent ici encore
une expression comparable au polynOme caractéristiques des systémes i

coefficients constants.

Tout au long de ce chapitre, les notations seront compatibles avec

celles qui sont proposées au chapitre I, § V.

I - ENCADREMENT DES EXPOSANTS CARACTERISTIQUES PAR SIMULATION ANALOGIQUE

Dans cette partie, nous proposons une méthode de majoration et de
minoration des parties réelles des exposants caractéristiques, basée sur
une propriété d'invariance. Cette démarche /Richard, Laurent, 1984/ est
originale dans le sens ou les moyens mis en ceuvre sont de type analo-

gique. Ceci permet de dresser un paralléle avec les méthodes numériques.
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I.1 - Translation des exposants caractéristiques

Le systéme considéré est représenté par les équations (I.7) présen-—
tées au chapitre I, et que nous rappelons ici (IV.1), ainsi que le ré-

sultat du théoréme de Floquet (IV.2)

x(t) = A(t) .x(t)

(Iv.1) x ¢ K1 A(t) e RY
T >0 VYteR A(t+T) = A(t)
] p(e) e R VteR  P(t+T) = P(t) dét P(t) # 0

u(t) = P(t).x(t) == 4(t) = M.u(t)

(Iv.2) l Me quq matrice constante

AL (i=1,...,q) exposants caractéristiques de A(t),

valeurs propres de M

i . s e
M. = e multiplieurs caractéristiques de A(t)

De ces équations, 11 vient

1

(1Iv.3) M = P(t) P-1(t) + P(t) A(t) P ' (t)

Cette matrice ne dépend pas du temps, et donc

1

(IV.4) M= 5(—c) P—1(-t) + P(-t) A(-t) P (~t)

Nous proposons d'étudier l'effet d'une translation de valeur A sur
le spectre de A(t). Dans ce but, considérons le systéme (IV.5) transfor-

mé depuis (IV.1) par translation :
(Iv.5) y(t) = [A(t) +>\Iq] y(t) AeR

Une matrice constante associée & ce systéme 3 coefficients pério-

diques est
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(1V.6) Bty P71 () + p(e) [A(t) + uq] P l(e) =M + uq

I1 s'en suit la propriété suivante :

Propriété d'invariance par translation :

Si les exposants caractéristiques de A(t) sont Ai i=1,...,9),

ceux du systeme translaté A(t) + AIq sont Ki + A

La correspondance (P(t)) entre A(t) et son modéle associé M est donc

invariante par rapport a une translation du spectre de A(t).
1.2 - Majoration

Il est possible de considérer les propriétés de stabilité du systeme

translaté (IV.5) lorsque A varie.

Soit AM la plus grande valeur de X telle que 1'équilibre y = 0 de
(IV.5) soit stable

(1v.7) My € R:y=1|A(t) + AMIq:] y stable

vai> XM’ ; A(t) + AIq:] y instable

b

Cette propriété de AM est également valable pour le systeme (IV.8) :
(Iv.8) v = (M + M)V

Par conséquent, AM

des valeurs propres de M :

est l'opposé de la plus grande partie réelle

(1v.9) A= - Max {Rée1 (A.)}
i=t1,...,q L

Cette propriété sera utilisée par la suite.
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I.3 - Minoration

Nous considérons maintenant le systéme inversé défini a partir de

(IV.1) par :
(Iv.1")  z(t) = - A(-t) z(t)

Le changement de variable P(-t) vérifie (IV.4) et conduit & :
(1v.2")  wv(t) = P(-t).z(t) == v(t) = - M.v(t)

Par un raisonnement identique & celui du paragraphe précédent (§ I.2),

les propriétés de stabilité de (IV.10)
(Iv.10)  y(t) = [— A(-t) - Hq] y(t)

vont permettre de déterminer la plus petite partie réelle des valeurs

propres de M. Ce systéme est en effet associé a la matrice - (M-*AIq).

Soit Xm la plus petite valeur de )X telle que 1'équilibre y = 0 de
(Iv.10) soit stable

(Iv.11) Am e R : y = |-A(-t) - kmlq] y stable

¥ X< )\m, vy = |-A(-t) —XICJ y instable

I1 vient alors

(Iv.12) xm == Min {Réel (Ai)}

I.4 - Application & la simulation

Les simulations analogiques utilisent généralement des opérateurs
de base de type intégrateur 1/p. Il est cependant possible de remplacer
ces opérateurs par des modules de premier ordre de type 1/ (p=A), qui

feront ici tous intervenir le méme réel A.
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La simulation d'un systéme & coefficients périodiques fait inter=-

venir deux groupes d'intégrateurs :

- le premier correspond aux q dérivations des composantes de

1'état x,

- le second groupe peut &tre utilisé pour réaliser les coef-

ficients périodiques de A(t).

Dans ce qui suit, ces coefficients périodiques seront considérés
comme de simples potentiometres variables, et les intégrateurs corres—
pondants (second groupe) n'ont pas a €tre changés. Par contre, ceux du

premier groupe pourront étre remplacés par des opérateurs 1/ (p-A).

Le diagramme de simulation de (IV.5), utilisant alors des opérateurs
1/ (p-A), est identique au diagramme de simulation de (IV.1), utilisant

des opérateurs 1/p.

Par conséquent, la translation du spectre est obtenue en effectuant

une rétroaction (* A) sur chacun des intégrateurs.

Dans le cas étudié en (I.2) (majoration), une translation positive
(A > 0) correspond & une '"'déstabilisation'" de chaque intégrateur, et dans

le cas de la minorationm (§ I.3), & une stabilisation.

Du point de vue technique, il suffit de connecter q potentiométres
de méme-valeur A en retour sur les intégrateurs concernés. Cependant,
la manipulation peut &tre automatisée par une méthode de sous-routine

et exploration paramétrique.

Am et KM correspondent aux bouclages rendant le systéme juste

stable.

I.5 -~ Exemple : cas particulier d'un systéme d'ordre 3

Nous reprendrons ici le cas présenté dans le chapitre III, Figure

III.13, correspondant a une fonction de transfert :
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_ 1
F(p) = (p+0,4)(p-0,4)(p+1,5)

(IV.13)

bouclée par un gain -2 cos Wt.

La manipulation a été effectuée pour un domaine de variations de
w comprises entre 0,7 et 5 rd/s. La majoration et minoration des parties
réelles des exposants caractéristiques de ce systeme a été effectuée

pour chaque valeur de w, et les résultats sont résumés Figure IV.1.

I1 apparailt que dans le domaine
(IV.14) we [ 1,3 rd/s ; 1,56 rd/s}

les valeurs propres de M ont des parties réelles négatives ou nulles.
Le systéme est donc stable pour @ vérifiant (IV.14). Ce résultat peut
8tre comparé au domaine de stabilité en w proéosé par une méthode numé-~

rique /Pillet & Poloujadoff; 1982/ :
(IV.15) w € [ 1,3 rd/s ; 1,58 rd/s ]

Les deux résultats sont donc comparables. Il est important de remar-
quer que dans le cas particulier d'un systéme d'ordre 3, la troisieéme
partie réelle des valeurs propres peut &tre également évaluée : on sait
en effet que la trace de M est égale & la valeur moyenne de la trace de
la matrice A(t), qui est elle-méme donnée ici par 1'opposé du coefficiént

de degré 2 du polyndme symbolique du systéme :

pPOLA(E)) = (A +0,4)(A = 0,4)(X + 1,5) + 2 cos wt
(1Iv.16)
tr A(t) =tr M= - 1,5

: On remarque ainsi Figure IV.1 que le systéme considéré ici présente
des exposants caractéristiques complexes conjugués ou doubles pour w

compris entre 1,45 et 1,52 rd/s. On a alors deux parties réelles égales.
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FIGURE IV.1

IT - IDENTIFICATION DES EXPOSANTS CARACTERISTIQUES PAR ECHANTILLONNAGE

Dans cette partie, nous proposons une méthode d’identification des
exposants Ai’ basée sur la mesure échantillonnée d'un signal de sortie
du systeme. L'existence d'un modéle linéaire & coefficients périodiques
A(t) est supposée, mais.la détermination de A(t) n'est pas nécessaire.

Le probleme de l'observabilité est envisagé, ainsi que celui de l'évalua-

tion de 1'ordre du modéle A(t).
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La propriété de base, présentée dans un premier temps, concerne 1'in-
variance d'un polyndme caractéristique, et sera interprétée d'aprés des
travaux antérieurs /Malkin, 1956/.

Les notations utilisées sont les mémes que précédemment.

I1.1 = Invariance

IT.1.1 - Enoncé de la propriété de base P

Considérons le systeéme (IV.1), ainsi que son systéme linéaire sta-

tionnaire associé (IV.2)
(Iv.1) X = A(t).x (rappel)

= M.u (rappel)

co

(1Iv.2)

L'idée de base est d'intégrer (IV.2) & partir d'un instant initial

(t + nT) et pendant une période T

VneN, ¥1e [(),TE[

(Iv.17)

MI u{(t + nT)

u (1t + (n+1)T) = e
De plus, d'aprés (IV.2), on a
(Iv.18)  u(t +nT) = P(t + nT) x(T + nT) = P(1) x(T +nT)
Nous poserons de maniére évidente :

(Iv.19) x(t + nT) = xn(T)

I1 vient alors

(IV.20) an(T) = [P—1(T) eMI P(r)] xn(r)



- 216 -

Cette équation (IV.20) est la discrétisation de (IV.1), avec la
période d'échantillonnage T et partant d'un instant initial T. Nous pou-

vons alors énoncer la propriété suivante :

Propriété P d'invariance du polynOme caractéristique par rapport au pre-

mier instant d'échantillonnage T :

L'équation matricielle de récurrence & l'ordre 1 (IV.20) est équi-
valente & 1'équation scalaire de récurrence a l'ordre q suivante, et

portant sur une quelconque variable d'état o :

]
g +q(T) *a 40 (1) + ... +a, 0 (D) +a

n 1 "n+q-1 1 'n On(T) =0

0

av.21) {4 o(t) = st.x(t)
¥ s eRY

6 (1) = st.x (1)
L n n

Les coefficients a; intervenant dans cette équation ne dépendent pas
de l'instant initial T, et sont égaux aux coefficients du polynOme carac-—

e s MT
téristique de e :

.22 A +a N7 v a A+ a = dét o - My  waec

—r em e wm = wn e e e mm e e 0 am wm e mm mm e e wm mm e mm s aa e me e wm em am s e mm em

Nous donnerons ici deux démonstrations possibles de cette propriété :
la premidre permettra d'aborder par la suite le probléme de 1'observabi-
lité du systéme par la sortie s, la seconde servira a interpréter cette

propriété P par rapport & la démonstration du théoréme de Floquet.

Démonstration 1 :

Soient les q réels a; définis par (IV.22). Il vient :
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-1

2, Xn(T) =P (1) (aO Iq) P(T) xn(T)
a,  x (T+T) =27 (1) (a, ) P(T) x_(1)
a, x_(T+21) = 27D (a, e 2Ty P(D) x_(1)

(1Iv.23) 3 . E .

p ) a . 9Dy pepy x_(1)

a4 xn(r+(q—1)T) -1

[}

x_(T+qT) P—1(T) (eqMT) P(t) x_(T)
n n

. MT . ... P . b e s
La matrice e vérifie son équation caractéristique /Gantmacher,

1959/, et donc

qMT

av.o4) WML, GlamDMr I

q-1 e, + a1 e + ag Iq =0

En additionnant les q lignes de 1'équation (IV.23), et en multipliant

4 gauche par un vecteur quelconque s € RY, il vient le résultat (IV.21).

I1.1.2 - Indétermination sur_la partie imaginaire des exposants

caractéristiques

La propriété d'invariance concerne, ici encore, un polyndme de degré
q. L'invariance n'est plus considérée par rapport a un changement de base,
mais par rapport a un changement d'initialisation de 1'échantillonnage,

ou bien & un changement de sortie o(t).

Ceci peut €tre démontré d'une facon différente, faisant plus direc-

tement appel & la démonstration du théoréme de Floquet.

Démonstration 2

Soit X(t) une matrice intégrale /Gantmacher, 1956/ du systéme (IV.1),

c'est—-a-dire composée de q colonnes

(1v.25) (x1(t) s xz(t) s eee s xq(t))
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les xi(t) étant q solutions linédairement indépendantes de (IV.1).

Toute solution x(t) de (IV.1) est alors une combinaison linéaire
des Xi(t)' Le fait que X(t+T) soit également une matrice intégrale en-
traine /Cesari, 1959/ 1l'existence d'une matrice constante C = eMT telle
que :

(Iv.26)  X(t+T) = X(t).C
et donc

(IV.27)  X(t+nT) = X(t).c®

Posons :

(Iv.28) dét (KIq -0C)

Hi
>

Na
+

I o
m
>

'—l

I1 vient, par un procédé analogue a celui de la démonstration 1

(Iv.23)

q-1
(Iv.29)  X(t+qT) + I a; X(t+iT) =0
i=0

Cette équation est valable quelquesoit t, et donc pour t =T +nT.
Le résultat (IV.21) se déduit alors de (IV.29), o(t) étant une combinai-
son linéaire des coefficients de X(t).

Il est important de noter que les valeurs propres My de C, qui sont
les multiplieurs caractéristiques de (IV.1), ne dépendent pas du choix

de la matrice intégrale X(t) /Malkin, 1956/.

Les valeurs propres Ai de M, quant a elles, ne sont connues qu'a
partir du logarithme de C, c'est-a-dire que seules leurs parties réelles
sont déterminées ; leurs parties imaginaires sont calculées avec une in-

détermination de 2kw /T (k e Z).
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La démonstration du théoréme de Floquet utilise (IV,26) en choisis-
sant X(t) de facon & ce que C soit sous forme de Jordan. Nous pouvons

1'envisager pour C diagonale ; on a alors

(IvV.30) xi(t+T) = u; xi(t) Vi=1, ..., q

En posant :

(t log ui)/T
(Iv.31) xi(t) = e ' .pi(t)

il est aisé de montrer que pi(t) est périodique, de période T. Ces fonc-

tions pi(t) définiront le changement de base P(t) périodique.
On peut enfin remarquer une propriété intéressante de la trace de

M, qui est la moyenne de celle de A(t). En effet, on sait /Malkin, 1956/

que

fT trace A(t).dt

(1Iv.32) det C =e?© - eT.trace M

et donc

(Iv.33) trace M =

Hf-

T
[ trace A(t).dt
0

Cette propriété a été précédemment utilisée (IV.16). Le terme a,

du polyndme invariant dépend par ailleurs de cette trace :

(1v.34) a, = (-4  I-trace M

I1.2 - Mesure des multiplieurs caractéristiques

I1 est possible de connaitre les multiplieurs caractéristiques g
d'un systeme A(t) dés l'instant ol 1l'on peut mesurer le polyndme inva-
riant (IV.22). Ceci peut étre fait en relevant les valeurs échantillon-

nées d'une ou plusieurs sorties d'état o(t), et en cherchant 1'équation
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de récurrence que toutes ces sorties vérifient. Ceci est alors une dé-
marche classique d'analyse du signal.

Nous envisagerons, a titre d'exemple, différentes facons de procé-
g pie, P

der, selon que les mesures peuvent €tre considérées comme exacte ou en-

tachées d'erreur.

II.2.1 - Mesure exacte d'une sortie échantillonnée a période T ;
R

Observabilité

1I1.2.1/a - Principe :

Une variable d'état O est mesurée aux instants T, T+T, ..., T+2nT.

On obtient les données GO(T), 01(T), ceey On(T), ceey Ozn(T), qui seront
également notées Oys Ops wovs Ops wens Oon*

Ces données sont regroupées dans un tableau (n+1) X (n+1) défini par :

Les matrices Hn(T) sont des matrices de Hankel /Gantmacher, 1956/.
des algorithmes ont été spécialement étudiés en vue de leur inversion

/Trench, 1965/ /Rissanen, 1974/.

La mesure de Hn+1(T) nécessite un temps de mesure de 2nT, avec un

nombre de mesures 2n+1.

Si n est supérieur ou égal & 1'ordre q du systeme considéré, le dé-
terminant de Hn+1(T) est nul, puisque chacune de ses lignes vérifie la

méme équation de récurrence (IV.21). Soit p le plus petit entier véri-
fiant (IV.36) :
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dét Hp(T) # 0
(1v.36)
dét Hp+i(T) =0 Viz

On a alors p £ q.

Ce nombre p est l'ordre de 1'équation de récurrence qui gouverne

Oh(T)' Cette équation peut €tre calculée comme suit :

Soit A +1(T)'un vecteur propre associé a la valeur propre 0 de
Hp+1(r)
Hp+1(T).AP+1(T) =0
(Iv.37)
T
Ap+1(T) = (a (D), ..., ap_1(r), ap(r))

La matrice HP(T) est réguliére, et donc la derniére composante ap(T)

de Ap+1(T) n'est pas nulle. On choisit
(1v.38) Ap+1(T) = (aO(T), cees ap (v, D

Ce vecteur définit 1l'équation de récurrence vérifiée par on(r) :

1(T) + ... +ra (t)o (1) =0
- o] n

(1Iv.39) 0n+p(r) + ap_l(T) On+p

associée au polyndme

(Iv.40) AP + ap_1(r) LI o, (1)

Cecl peut étre comparé avec (IV.21) : par hypothése, on(r) vérifie
(IV.21), et les mesures momntrent que On(T) vérifie également (IV.39). Le
dégré pde (IV.40) est inférieur ou égal & celui q de (IV.22). Par consé-
quent, les p zéros de (IV.40) sont des zéros de (IV.22). (Leg termes o

peuvent toutefois dépendre de T, car p peut dépendre de T).

Ces termes o, sont calculés a partir des p premieres lignes de

Hp+1(T), sous la forme :
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[0 (o]
o p
a o
(IV.41) L _— p+i
. p .
| %1 | 92p-1]

Nous proposons de résumer ces résultats par la formulation suivante

Propriété : Quelquesoit le choix de la sortie d'état g, et de l'instant
initial d'échantillonnage T, la formule (IV.41) méne a un
sous-ensemble de multiplieurs caractéristiques du systeme
(zéros de (IV.40)). Cependant, dans le cas général, le choix
ce 0 ou de T peut influer sur le nombre d'éléments de ce sous-

ensemble.

Dans le cas idéal (p =q), 2q+1 mesures sont en théorie suffisantes
pour calculer tous les multiplieurs. Nous allons maintenant étudier le

cas (p < q) qui présente un probléme d'observabilité.
I1I.2.1/b - Observabilité (p<q)

I1 peut advenir que la sortie On(T) vérifie une équation de récur-
rence dont le degré p est strictement inférieur & l'ordre q du systéme

global (IV.1). Dans ce cas, nous pouvons affirmer que la paire

[:eMT R sT P-1(T) ] n'est pas observable. En effet, & partir de (IV.39)

et d'équations analogues & (IV.23), il vient :

(Iv.42)  dét . = 0 pour p <q

Ceci peut dépendre 2 la fois du choix de T et de s, ou bien de s
seulement : considérons par exemple une matrice A(t) qui dans une cer-—

taine base soit triangulaire par blocs
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[ 41%44
A“(t) A12(t) AH e R
IV.43 A(t) =
( ) () 1,54,
0 Azz(t) Ay, € R
q, + g9, = ¢q
x(t)T = [XT(t) xT(t):] 1 2
1 2
444, =z 0

Dans ce cas particulier, la théorie de Floquet peut &tre appliquée

22(t), conduisant & une matrice constante Mz. Toute sor-

tie o qui ne dépend que du sous-vecteur x, est régie par une équatiom

au sous-systéme A

de récurrence d'ordre 49 <q, correspondant aux valeurs propres de e 2 ,

et ceci quelquesoit le choix de T.

On peut également envisager sur un découplage périodique, c'est-a-
dire une matrice A(t) dont le bloc A21(t) s'annule périodiquement. L'ob-

servabilité dépendrait alors du choix de T et de o.

Le schéma de la figure IV.2 permet de résumer les causes de non ob-
servabilité : il représente l'application du théoréme de Floquet consi-
dérée du point de vue de l'automaticien (premiére ligne), et l'effet de

1'échantillonnage proposé (deuxiéme ligne).

Systéme 2 premier second Equation
coefficients | u(t) observateur x(t) o(t) différentielle
constants i (per10@1que) ————4 observateur —> a’coeff1c1ents
u=Mu =1 T dépendant
P (t) s
du temps
L J __________ J __________ J - -
! [ échantillonnage (période T, instant initial T)
T L [
. Equation de
premier p
u observateur < second . récurrence
u =eMT u 1 (constant b observateur __E_é_d'ordre dépen-
n+1 n — ) ) dant de T,
dépendant de T) T . .
P_1(T) s mais de racines
constantes

FIGURE 1V.2
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I1.2.1/c - Exemple

De facon & tester cette méthode, nous avons simulé une équation

du second ordre, définie par

a O +1
M = e RF?  wo) =
0 B -1
cos 2Tt 2
(IV.44) < P(t) =
2 sin 2Tt

La sortie O considérée est la premiére composante de x = P(t).u :

sT = (1, 0)

Pour différentes valeurs de (a,B), quatre choix d'instants initiaux

ont été proposés : T = 0.2 , 0.4 , 0.6 ou 0.8 s.

Sur cet exemple, nous voyons apparaltre trois causes possibles d'im-

précision :

aet B <0 1'échantillonnage (3 périodes d'une seconde) donne

des valeurs nulles ou infinies
.aet B> 0 € 1 finie

le systeme tend vers un premier ordre. Le déter-
.0 *=B minant de H, diminue si a tend vers b
(voir par exemple o = B = -1)

Le tableau IV.3 propose

les valeurs de (a,B) choisies,
la suite des instants d'échantillonnage (en secondes) et les
sorties correspondantes,
. les valeurs des déterminants de H, et Hy (matrices de Hankel
d'ordre 2 et 3),

1'évaluation numérique de (a,B).
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1.2 §.50290%8ce~29
2.2 L2723s285E-15
3.2 J.427186258-22
4,2 3.98282328E-C3
DET2= 7, 82240893518
DETI= @
ESTIMATED VALLES:
-5 -i6
SER(E N'2
W4 1,25825675E-83
1.4 2,305822636-10
2,4 S5.26238365E~17
.4 L 3ITTESI8E-23
&,4  3.771455356-30

DET2= i.4373ES87E-20

0eT3= ¢

EST{MATED VALUZS:
-14,9385833  -iB

SSRIEN'S

.6 1.43384353E-85
t.6  -1.3513B6S8E-12
2,8 -1 13R873HE~i8
3.6 -4 2081676%E-25
&6 -{.378€3382E-31

DET2= -1, 83428536E~23

st

ESTIMATED VALUES:
-19. 630008 15

SERIE M4
.8 -8.E5636214E-€8
(.8 -3, 14EB1719E-13
2.8 -1, 28875793E-i%
I.8  -4.0IUBIS2E-2%
A.8 -1, 3067RZIIE-32
DET2= -8, 7813375%E-26
DETI= 0
ESTIMATED VALUES:

-5 -

TABLEAU 1IV.3
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EIGEWALLES: ~1E-23 5 -5

[EITET=2ARS

SEE W'Y

02 - 337963US
1.2 227012
2,2 .221801862
3.2 220782815
4.2 220562183

DET2= . Q373539973
DeT3= -1.67266281E-11
ESTIMATED VHLLES:

-1, 00Q82971£~83 -4, 99999374

SERIE W2

W4 263983377
1.4 187056741
2.4 .186376323
3.6, 136206531

4.4 16684346
DET2s . Q126652434
DETI= 2. 82:812%E-11
SSTIMATED VALUES:

-3.93915@645~38 -5, 4022217

SERIE W'

6 -,139085738

1.6 = 130973285
2.6 -.130991097

3.6 -, 130861163

6.6 - 133732385
DET2= -2,87328729E-83
DET3= S. $5587898€~12
ESTIMATED VALUES:

-1, 200483686~03 -4, 939983¢

SERIE X' 8
W3 - 6826078

c 1.8 = 268623

2.8 -, 255909745
3.8 ~.255643418

b8 -, 25538906
DET2= -2, 435T3299E-453

DER3= 3, B21183€-12
ESTIMATED VALUES:

-9,99385656E-84 5. 2TWABGLST

EIENVALLES: -1 § =i

SERENL

.2 .SB2EBTTSS

1.2 2270012

2.2 2761515013

3.2 .@2Beias2

£,2 . Q1e3R53ELE
DETZ= -4, 6012639E~11
DET3= -1, 61151973813

SERE N'2

W4 eR1TILEE

{4 (18125578

2.4 .06BERBIES

3.4 Q26537751
8.4 9, 21643531E-83
0ET2= 4, 320%3220E~11

0ET3= -2, 738533e4E-14

SEAIE N'3

B aATITER

1.8 2837312712

2.6 LR2343EIWI

3.6 8.5217€8656~43
4.6 3 ITMTTIS4E-E3
DET2= -2, 131628218~12

. DETI= 2. 434550T3E~13

SER[E "4

.8 (127170848

1.8 Q467847162
2.8 .@i72111348
3.8 6. I3162264E-03
4.8 2.329273656-23
DET2= 9. 28324eB4E~12
0ETS= 4, 2375168%E~16

[ 2N R

EIENVARLYSS: =10 5 -22

SESITTIRI=RS

SERE X°1
2 .23|ELEIES
W2 1. 3ERBRIE-GE
W2 Bl 17BeITE-LE
W2 2,523

T 42 LL2TTEASZE-LY

DET2= S8.27833181E~-13

0ET3= 8

ESTINATED VALLES:
-1 -12, 00645

SERIE N2

J4 0 3.264998612-23

1.4 1. 3EETRERE-T

2.4 E6.29543088E-12

b L3IMSEE

8.4 1,2STRELUIE-2E

DEi2= 1.198363:72-15

DETI= 8

ESTIMATED VALLES:
-8.63985392  -22.0912342

o8 =3, 20738535E-4
1.8 ~1.477853%228~¢3
2.8 -B.7BS52800E-12
3.6 -3.as3aiege-:
4.5 -1,385Q18725-
0ET2= -1, 8421721 16-18
DETS= 4
ESTIMATED VRLES:
-1g.uo0Red  -18,3382199

SERIE X'&
8- B B asvak
1.8 -3.S3031772-9
2.8 -l.77a%84H1E-13
3.8 -3.0SSetuss-1g
4.8 -3.69720788e-22
DET2= -1, Q7TLETITE-2D
DETS= @
ESTIMATED VALUES:

-i8  -22.E554263
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1I1.2.2 - Mesure exacte d'une ou plusieurs sorties échantillonnées

.

De facon 3 réduire le temps de mesure, et éventuellement les probléemes
d'observabilité, on peut envisager d'une facon analogue de mesurer plu-
sieurs sorties, échantillonnées & une fréquence k/T, k étant un entier
non nul. On dispose alors de matrices de données Sn qui, comme les ma-
trices Hn’ permettront de définir 1l'ordre du systéme ainsi que ses mul-
tiplieurs caractéristiques. Les instants initiaux d'échantillonnage peu-—

vent prendre les valeurs

Par exemple, dans le cas de deux sorties 01 et 0, échantillonnées

a période T/2, la matrice 55 peut étre

01(0) 61(T) 01(2T) 01(3T) 01(4T)
01(T/2) 01(3T/2) 01(5T/2) 01(7T/2) 01(9T/2)
(Iv.45) S, = 01(T) 01(21‘) 01(3T) 01(4T) 01(5T)

02(0) OZ(T) 02(2T) 02(3T) 02(4T)

OZ(T/Z) 02(3T/2) OZ(ST/Z) 02(7T/2) 02(9T/2)

b -

En augmentant le nombre de sorties ou la fréquence d'échantillonnage

x), on peut ainsi obtenir une matrice de données S avec un temps de

n+1
mesure minimum de (n+1)T (pour un nombre maximum de mesures (n+1) )

Le choix de la matrice Sn+1 doit Etre effectué en fonction de son
conditionnement 3 1'inversion : si le temps d'échantillonnage est trop
long, les derniéres mesures vont &tre proches de zéro ou de 1'infini
(selon la convergence ou divergence de la sortie). Si ce temps est trop

faible, les coefficients de chaque colonne de Sn seront treés voisins.

Dans tous les cas, il est préférable de disposer de plusieurs sor-
ties. L'organigramme de la Figure IV.4 résume la démarche suivie dans le

cas ou une seule sortie 0 est mesurée.
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Connaissance de T
supposée a priori .

N

Mesure de o(t) avec une
période d'échantillonnage T/k

Y
Choix de p e N

(approximation de
1'ordre par défaut)

N

p+1 mesures successives de T,
séparées par T, commencant a T,
donnent une ligne de Sp+1.

Changer T (p+1) fois pour
obtenir Sp+1

 augmenter p

ordre q du systéme = p

)

inversion de Sq

I

polyndme p(A) (IV.22)

I

calcul des zéros My de p(}A)

}

_ 1
Ai =7 log My

FIGURE 1IV.4
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II.2.3 - Mesures_imprécises

Dans tous les cas, la sortie choisie o(t) doit &tre une variable
d'état, et son équilibre est donc zéro. Ceci entralne qu'un éventuel ré-

gime permanent ou des erreurs de mesures doivent &tre éliminées.

Dans cette partie, nous noterons Sq+1 les matrices de données mé-

surées, su'elles soient de type Hn ou Sn.
I1.2.3/a - Erreur d'offset :

Si les appareils de mesure présentent des erreurs d'offset inconnues
mais constantes, la méme méthode reste valable en considérant les diffé-
rences au premier ordre des signaux. I1 est alors nécessaire de mesurer

deux matrices Sq+1’ dont les lignes sont constituées des mémes sorties

. . e s s . ‘ 1
mais avec des instants ilnitiaux différents. Leur différence, notée Sq+1

a alors un déterminant nul. L'algorithme de la figure IV.4 est conservé,
1

en remplacant Sq+1 par Sq+1'
Cceli demande deux fois plus de mesures que dans le cas ou il n'y

a pas d'erreur sur les sorties.
I1.2.3/b - Erreur de dérive :

Si les erreurs des appareils de mesure sont proportionnelles au

o et

. L'algorithme est alors appliqué & cette

. . . . . 1
temps, 11 est nécessalre de construlre deux matrices de type Sq

de calculer leur différence S§+1

matrice de différences au second ordre.
I1.2.3/c - Régime permanent :
Si le régime permanent d'ume sortie est non nul, inconnu mais pério-

+1
d'aprés les mémes signaux, mals séparées d'une période. On obtient alors

dique, on peut calculer la différence de deux matrices Sq construites

une matrice S§+ sur laquelle 1'algorithme s'applique.

1
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I1.2.3/d - Sortie bruitée : deux propositions :

I1 est possible que la sortie 0 soit entdchée d'un bruit. Deux so-

lutions sont alors envisageables :

. . . . . . e
~ Soit appliquer une méthode d'estimation de la matrice Sq+1

a partir de plusieurs mesures Sq (estimation aux moindres carrés,

+1
par exemple).

- Soit filtrer directement la sortie 0 & 1'aide d'une fonction
de transfert connue F(p). On augmente alors l'ordre global du sys-
teme différentiel, mais celui-ci reste a coefficients périodiques.
L'application de la méthode proposée conduit a deux ensembles de
valeurs propres : celles qui correspondent au systéme initial, et

celles venant de F(p).

Des expérimentations sur machine réelle sont actuellement en cours

ou prévues, de facon 2 tester l'efficacité comparée de ces deux solutions.

ITI - APPLICATION AU MODELE DE PARK DE LA MACHINE SYNCHRONE

Depuis quelques années, un intér@t considérable a été soulevé par
des questions concernant la modélisation de la machine synchrome et la

détermination de ses paramétres a partir de mesures.

Cet intérét est di & l'augmentation de puissance des nouveaux géné-
rateurs, ainsi qu'au fait que ces systémes opérent plus prés des limites
de stabilité : les modeles proposés doivent donc &tre de plus en plus

précis.

De nombreux travaux ont ainsi été consacrés a ce sujet /Canay, 1969/
/Takeda & Adkins, 1974/ /Watson & Manchur, 1974/ /Shackshaft, 1974, 1975/
/Umans, Mallick & Wilson, 1978/ /Maun, 1984/.

Nous proposons d'appliquer la méthode d'identification proposée au
modéle de Park de la machine synchrone. Ce modéle fait en général inter-
venir cinq enroulements, mais il est possible d'utiliser un modéle plus

complexe, du moment que la linéarité en reste acquise.



- 230 -

Le court-circuit symétrique est généralement utilisé pour détermi-
ner les parametres d'un tel modéle. L'enregistrement des intensités ro-
toriques, aprés en avoir soustrait le régime permanent, donne le signal
causé par cette perturbation. Les valeurs numériques sont alors traitées
4 1'aide de l'algorithme proposé dans la partie précédente, et condui-
sent 3 trois racines réelles et deux complexes conjuguées, qui a leur

tour donnent les constantes de temps et pseudo-pulsations de la machine.

Cette méthode peut également utiliser la mesure des courants stato-

riques, dont le régime permanent est périodique.

Une simulation numérique d'une machine a rotor lisse permet d'il-

lustrer cette étude.

III.1 -~ Modéle de Park

Le modéle de Park de la machine synchrone a 1l'ordre 5 est schéma-
tisé Figure IV.5 : les enroulements amortisseurs sont modélisés par deux

enroulements équivalents KD et KQ en court-circuilt /Lesenne & al, 1981/.

FIGURE 1IV.5
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Ce modéle est supposé linéaire, c'est-a-dire que 1l'on néglige la
saturation du circuit magnétique, les courants de Foucault, 1'hystérésis,
les couplages capacitifs entre enroulements, 1'influence de la tempéra-

ture et des piéces massives, ainsi que l'effet de peau sur les impédances.

Moyennant ces hypothéses, les relations liant les variables :

T . .

vy = (vA » Vg ,VC) tensions statoriques

T . .
o (vF ,0,0) tensions rotoriques
LT . .
ig = (lA > g ,lc) intensités statoriques
. . . . T . .. .
ip = (1F > igp ’lKQ) intensités rotoriques

sont décrites par le systéme différentiel :

(Iv.46)

u R,, R,, L M et L__ sont des matrices 3 x3 d s i -
ou Rg, Rpy Lggs Meps MRS RR e 3 dont le ocoeffl
cients sont des fonctions trigonométriques de 6. Si la vitesse O est
constante, le systéme est donc linéaire a coefficients périodiques. Nous

poserons conventionnellement :
(IV.47) H =w't w' = constante

La transformation de Park considére un changement de variables noté

P1(6), permettant de passer des grandeurs statoriques vg et iS a leurs
composantes relatives V.g et icS’ sous la forme :

T . . .
Vg = (vo Yy ,vq) indice o = homopolaire
indice d = direct
. . . . (T . .
ig= (1o iy ,lq) indice q = en quadrature
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cos B ~38in 6

vg =P, (8) v g

/3
(1V.48) P1(6)—v/:;

ig=P (8 1 4

21 s _ZE
cos (8 3) sin (@ 3)

S Sl &=

_ by _ _4m
cos (8 3 ) sin (6 3)

On obtient alors une équation différentielle & coefficients cons-

tants
T T
[vd Vq Ve 0 0] =M(p)[1d Iq I oo IKQ]
Ry +Lgp  ~Lywf MpP MepP My
de RS+Lp %m' mmw %mp
(Iv.49) M(p) = M.p 0 Rp +Lep MepP 0
MepP 0 MppP Rxp * LxpP 0
0 0 0 +L
i QP Req * MraP |

(les notations sont ici normalisées, p est 1l'opérateur de Laplace).

Lorsque O tourne & vitesse comnstante, P1(6) est périodique. La trans-
formation de Park est alors l'équivalent de l'application du théoréme de

Floquet au systéme (IV.46).

A partir de 1'équation (IV.49), l'inversion de la matrice impédance
M(p) /Lesenne, Seguier, 1982/ conduit a

Id(p) = Ydd(p) Vd(p) + qu(p) Vq(p) + Y ) VF(p)

ar (P
qu(p) Vd(p) + qu(p) Vq(p) + YqF(p) VF(p)

1v.
(1Iv.50) Iq(p)

IF(p) = YFd(p) Vd(p) + YFq(p) Vq(p) + YFF(p) VF(p)

Les Yij(p) sont les admittances opérationnelles de la machine syn-

chrone idéalisée. Les expressions de ces admittances sont données dans
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/Richard & Lesenne, 1984/ /Lesenne & al, 1981/. Les dénominateurs de

ces admittances sont tous égaux a D(p) défini par

+Q p2+a p + O

_ 5 4
(Iv.51) D(p) =p  + @, P+ 0P ) :

0

Les ozi sont donnés dans les mémes références. Les valeurs de V Vq et VF (p)

d’
dépendent du type de transitoire étudié. Dans le cas, généralement étudié,
du court-circuit triphasé symétrique, on a :

(IV.52) Vd(p) = VF(p) =0

et par conséquent

IF(p) = YFq(p).Vq(p)
(1v.53) Id(p) = qu(p).Vq(p)
Iq(p) = qu(p).Vq(p)

La mesure du courant IF(t), aprés soustraction du régime permanent,

donne le signal i_(t) causé par la perturbation.

F

Les autres courants mesurables dans les enroulements A, B et C sont

d
(IV.48). Leur régime permanent est sinusoidal.

des combinaisons de 1, et Iq a coefficients périodiques, données par

La mesure de iF(t)’ iA(t), iB(t) ou ic(t) permet donc d'appliquer
la méthode que nous avons proposée.

Les exposants caractéristiques sont alors les racines du dénominateur
D(p) (IV.51) commun aux admittances Yij(p) : deux racines complexes conju-

gudes et trois racines réelles.

I11.2 - Remarques sur l'originalité de la méthode

Différents travaux /Delhaye, 1979/ insistent sur les nombreuses
erreurs introduites par la chaine de mesure, et proposent des méthodes
statistiques pour augmenter la précision. Parmi ces différentes méthodes,

il apparait
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- 1'influence des erreurs d'offset des enregistreurs,

- la nécessité de déterminer 1'instant exact d'application du

court-circuit.

Les erreurs dues a ces deux causes disparaissent avec la méthode

que nous proposons.

I1 est alors possible d'étudier la validité du modele de Park de
la machine synchrone. Ceci est faisable en testant les valeurs de déter-
minants successifs des matrices Sn. Si le déterminant de S6 est nul ou
proche de zéro, le modéle usuel d'ordre 5 peut €tre retenu. Dans le cas
contraire, il est nécessaire de passer a un modéle plus complexe mais
plus précis, en calculant l'ordre a partir duquel les déterminants peu-
vent 8tre considérés comme nuls. Ceci méne & une ;eprésentation plus pous-
sée des enroulements amortisseurs (cf Figure IV.6) et introduit des sous=-

sous-transitoires.

FIGURE 1IV.6
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ITI.3 - SIMULATIQN NUMERIQUE

De facon & illustrer l'algorithme proposé, nous avons effectué une
simulation des équation d'une machine a pSles lisses, avec les valeurs
numériques proposées Figure IV.7, et déji utilisées dans d'autres tra-

vaux /Lesenne, Kotny & Seguier, 1981/ :

= ! =
Xd 2 Tdo 10

LI "o oo
Xd 0,275 Tdo 0,044
Xg = 0,2 T:i = 1,375

- no _
Xq = 2 Td 0,032
X" = 0,2 " = 0,08

q qo

w' =100 T T;l' = 0,008
TKD = 0,02

FIGURE IV.7

Les équations des courants sont alors :

L) - iFo[ 146,267 071818 Ly 3g04gy7 o7 31,9105¢ 0,076 o 127,629

- (3,925 cos 295,5249 ¢ + 1,443 sin 295,5249 ¢) e

-92,7032:]

i,(0) = £,[0,0155in 100 71t - 0,499 cos 100 ¢ ]

(Iv.54) + £, [0,090 5in 100 7t - 3,174 cos 100 7& Je ™0+ 7181¢
+ £, [ 0,088 sin 100 e - 1,431 cos 100 7¢ Jo~2'+2105¢
+ £, [-0,4025in 100 7 - 0,127 cos 100 ne Jo ' 27-662%¢
. -92,7082¢

£, [ 0,384 sin 100 mt +5,231 cos 100 1t Je cos 295,5249 ¢

-92,7082¢t

+

E,[5,2535in 100 e + 1,424 cos 100 e Je sin 295,5249 ¢

Ce modéele est proposé a l'ordre 5 : la prise de mesures doit par
prop

conséquent durer au moins 6 périodes de 20 ms.
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Nous proposons dans la table IV.9 les valeurs calculées de IF(t)

et iA(t), ainsi que celles des différences entre I_ et son régime per-

F
manent (1A). Les allures de ces courants sont données Figure IV.8. Nous

noterons

iF(t) = IF(t) - IF(°°) = IF(t) -1

= - 1 3 !
AIF(t) IF(t-+A) IF(t) différence d'ordre 1 sur I
vy o s . e ' . .
AIA t) 1A(t-+T) 1A(t) différence d'une période sur i,
A =0,004 s T =0,02 s

Dans un premier temps, la calcul est effectué d'aprés les données
sur iF(t) : la matrice S6 est présentée, et conduit aux déterminants
d'ordre 3, 4, 5 et 6. Le déterminant d'ordre 6 étant proche de zéro

(10723

premiéres lignes de S6 (inversion de SS)' Ceci conduit aux évaluations

, et on calcule donc le polyndme de degré 5 associé aux cing

Xi des données de simulation Ai

ii = - 127,616 A, = = 127,662 (0,03 2)
iz = - 31,904 A, = = 31,910 (0,6 7)
X3 = - 0,715 Ay == 0,718 (0,4 7)
R, =-92,73£295,51j A, = - 92,71£295,52 (0,02 %)

L'erreur maximale est de 0,6 7, ce qui constitue une excellente
approximation. On peut noter que, comme prévu (cf § II.1.2) la partie

imaginaire (pseudo-~pulsation) est déterminée a km pres (k € IN).

Dans un second temps, le méme calcul est conduit a partir des va-
leurs AIF, puis AIA. Ceci permet 1'élimination du régime permanent et
d'une éventuelle erreur d'offset (qui bien siir n'existe pas ici). Les
déterminants sont alors plus proches de zéro, car les valeurs de AIF
et AIA sont faibles. Cependant, les résultats sur les Xi sont les mémes

que précédemment.
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TIME (S): CURRENT IF: CURRENT TA: IF-STEADY STATE!

F i { b
0 t Q [}
+002 1.47207 2734374 472048
1004 3.21471 2.24211 2.21471
+ 006 4.91834 4.07029 3.910834
.008 4.23246 $5.83418 2.23266
.01 4.9023%7 4.485593 $.90257
+012 6.94899 $.68222 T.94877
.02 J.40821 -3.71203 4,40821
.022 $.42737 -2.80458 4.42737
024 3.624580 -.710841 4,4624%8
026 $.90202 1.74348 4.90202
«028 6.14599 3.468404 S.14599
.03 6,35481 4.38%722 S5.35481
032 4.44811 3.53039 G.44011
.04 6.33574 -3.91282 $.35574
2042 4.34051 ~3.0748%3 5+36038
044 4.39449 ~1.068%% 3.39449
048 S.48877 1.32789 S.44477
040 6.50344 3.20835 S.50344
.03 6.55288 3.87086 S.55268
032 6.50871 3.07043 5.58871
.06 ¢ 6,42935 ~3.746435 3.62935
4062 6.4357 -2.94219 T.6357
1044 6.64549 -1.05697 T.64549
086 b.65798 1.23328 5.45798
.048 4.67143 3.03391 5.67143
07 6.68400 3.67091 $.48408
072 4,69452 2.90%544 T.569452
+08 6.71292 ~3.400801 S.71292
.082 4.71444 ~2.85443 T.71466
.084 6.71638 ~1.0189%% S.71631
086 §.7179% 1.1943% S.7179S
.088 6.71945 2.93944 S.71943
.09 4.72057 3.52506 %.72057
1092 &.7211 2.81292 S.7211
o1 4.71439 -3,51238 5.71639
102 4.71392 -2.77%08 S.71392
104 6.71115 ~.989739 S.7111%
+106 6.70812 1.16908 s.70012
108 . 6.70487 2.87308 Y.70487
.11 6,70136 ~ 3.4747% S.70136
112 6.69759 2.74928 5.49757

|[EALCULYUS ON (IF = STEADY STATE) UATA|

MATRIX S4 C(INCLUDING MATRIX S$3) @
<672048 ° 4.42737 5,36051 5.4357 S5.71446 35.71392
2,21671  A4.5624T8 5.39449 T.44549 5,71431 S.7111S
3.91834  4,90202 $.44477 5.45798 S.71795 5.70012
5.23286 T.34599 S.30344 5.67145 S.71945  5,70487
5.90237 5.35481 5.53288 5.48408 $.720%7 $5,70136

3.94899 S.44811 5.58871 3,67432

3TH ORDER DETERMINANT= ,397403

4ATH ORDER DETERMINANTS=.110515€~2

STH ORDER DETERMINANT=~=,148108E-8

4TH ORDER DETERHMINANT® , 119824€£-22

STH DEGREE POLYNOMIAL S

=~ 99361BE~3 +.274759E~14~, “AS??qX‘l 1”733?-1.98347ﬂ~15
ROGT= .0779 3 TIME CONSTANT= ,783599E-2
ROOTa .5283 TIME CONSGTANT= 31343561
ROQT= .98%3 TIME COMSTANTa {,39843
COMFLEX ROOTs. C FOLE= -32.737295 51);

fcaLcuLus on <A1r> onata |

«7211 5.49739

o

ITH ORDER DETCRMINANT= .219312¢-2

4TH GRUER DETERMINANT==,346271E-6

STH ORDER DETERMINANT= -‘;0"495—1“

ATH ORDER DETERMINANT==,122447€-

STH BEGREE POLYNOMIAL: 3

= 993410E-3 3 . 274759E=1) -, 25579% Aol.l“733l ~1.883471 ‘A,
ROOY= ,0279 POLE='1"7 616 TIME CONSTANT= ,783398BE-2
ROOT= .4.83 FOl 3.9 TIME CONSTANT= ,31343LE-1
ROQT= ,98T £ ‘714089 |__TIME_CONSTANT= 1§, 39843
COMPLEX RO0T=~N7_. COMFLEY FOLE=-93.73:7235., ST 3

{CALCULUS ON (D 1A) UATA]

3TH ORDER DETERMINANT==.008108

ATH ORDER DETERMINANT=~,618279€-4

STH ORDER DETERMINANT= .2085E-10

4TH ORDER DETERMINANTw=,980292E-23

STH DEGREE POLYNOMIAL: 2 3 .

= 99T41BE=3 +,274759E-11 =, 2565795 11, 12733x- 1. 8034724 45
ROOT= ,0779 [T TIME CONSTANT= .783598€-2
ROOT= 5283 1.504 TIME CONSTANT= .313435E-1
ROOT= .98%8 {FOLE=-,715069] TIME_CONSTAMT= 1.39843
COMPLEX ROOT=.T47, 057 [COMFCEX TOLE® +37,73+295.310

xx®

TABLE IV.9
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CONCLUSION

La notion d'invariance permet d'aborder les systémes linéaires 2
coefficients périodiques de différentes maniéres, selon que la matrice

d'évolution est connue ou non.

Dans un premier temps, nous avons utilisé l'invariance du change-
ment de variables de Floquet par rapport & une translation du spectre
de la matrice d'évolution, supposée connue. Une simulation analogique
permet alors de majorer et minorer les parties réelles des exposants

caractéristiques du systéme.

Lorsque le modéle est inconnu, il est possible de calculer direc-
tement ses exposants caractéristiques en mesurant ses sorties, échantil-
lonnées avec une période multiple de celle dés coefficients du systéme :
ceci requiert 1l'existence d'un modéle linéaire 2 coefficients périodiques,
et la connaissance de cette période. La propriété d'invariance qui est
alors mise en jeu concerne les zéros du polyndme caractéristique mesuré,
qui ne dépendent ni de la sortie, ni du premier instant d'échantillon-
nage. Cependant, le choix de cette sortie ou de cet instant initial peut
influer sur 1'observabilité du systéme, et par conséquent sur le nombre

de zéros mesurés.

Cette derniére méthode peut €tre appliquée avec profit dans 1l'étude
du modéle de Park de la machine synchrone : il est possible, en mesurant
les intensités statoriques ou rotoriques d'ume machine tournant a vitesse
constante, d'évaluer ses constantes de temps et pseudo-pulsations, ainsi

que 1'ordre du modele de Park associé.

Ceci a été effectué a partir de la simulation numérique d'une ma-
chine a rotor lisse, et donme alors d'excellents résultats. Dans.le cas
d'une mesure sur machine réelle (actuellement en cours), deux conditions

doivent impérativement 8tre vérifiédes :

- D'une part, les mesures doivent pouvoir &tre rendues exactes,
c'est—-a-dire que les seules erreurs admissibles sont un offset, une dé-
rive ou un bruit filtrable linéairement. La connaissance de 1'instant

initial d'échantillonnage n'est pas nécessaire.
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- D'autre part, la vitesse de rotation doit rester constante
et connue, de facon & procéder & un échantillonnage synchrone des inten-
sités. Ceci est, dans la pratique, 1lié 3 l'existence d'un volant d'iner-

tie suffisant.

La seule hypothése qui reste alors est 1l'existence d'un modéle li-
néaire a coefficients périodiques. Une étude systématique de la validité
du modéle de Park est donc possible, tant du point de vue de la linéa-

rité que de 1l'ordre.
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Ce mémoire montre 1l'intéré€t qu'il peut y avoir a caractériser les
propriétés d'un systéme automatique & 1'aide de certaines quantités ma-
thématiques indépendantes de transformations pouvant affecter son évo-
lution, sa structure ou sa représentation. Outre les invariants existant
déja dans la littérature et rappelés dans la premiére partie, la défi-
nition d'autres expressions invariantes nous a permis, dans un second
temps, de systématiser une approche de la modélisation dans 1'espace

d'état :

L'outil de base est le polyndme symbolique du systéme, dont 1l'in-
térét est d'étre invariant & travers toute transformation de représen—
tation de type changement de base. Dans le cas d'un systéme linéaire
stationnaire, il correspond au polyndSme caractéristique ; cependant, dans
le cas plus général d'un systeme non linéairemultivariable, ses coeffi-

cients sont des matrices non constantes.

L'identité des polyndmes symboliques de deux modéles matriciels est
une condition nécessaire pour qu'ils puissent représenter le méme sys—
téme & un changement de base prés : le travail présenté dans le deuxiéme
chapitre a donc consisté & proposer des propriétés assurant que cette
condition soit également suffisante. Ces propriétés portent sur 1'obser-—

vabilité du modéle ou la non factorisation de son polyndme symbolique.

Des régles d'emploi simples et informatisables en résultent, per-
mettant d'accéder aisément 3 différentes formulations matricielles d'un

méme systéme.

Le troisiéme chapitre, consacré a 1la propriété de stabilité, met
en ceuvre ces méthodes dans le but d'associer le choix de 1a modélisation
avec le probléme de la détermination d'une fonction candidate & Liapou-
nov. Parmi les formes matricielles utilisées, la forme en fléche cons~

titue un outil trés performant.
Trois résultats principaux sont a retenir :
- La définition de modéles d'ordre réduit pour les systémes

non linéaires monovariables de type Lurie-Postnikov, dont la stabilité

assure celle du systéme entier (théoréme du systéme réduit).
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~ La définition de modéles de complexité réduite pour les sys=—
témes non linéaires multivariables, dont la stabilité entraine également

celle du systéme initial (théoreme du systéme simplifié).

~ La définition de nouvelles classes de systémes non linéaires
vérifiant la conjecture du linéaire, c'est~a-dire dont la stabilité peut
étre traitée directement 3 1'aide du criteére de Routh-Hurwitz appliqué au

polyndme symbolique.

Une derniére partie considére les propriétés d'invariance polynomiale
sous un autre aspect : celui de l'identification. Lamesure échantillonnée
des sorties d'un systéme linéaire a coefficients périodiques permet de
construire 1'équivalent de son polyndme symbolique, et ceci de fagon in~
variante par rapport au premier instant d'échantillonnage. Ceci permet a-
lors d'utiliser des méthodes d'identification propres aux systémes i coef-
ficients constants, qui conduisent au calcul des exposants caractéristi-
ques. Dans le cas de la machine synchrone, ces exposants donnent la valeur

des constantes de temps et pseudo-pulsations de la machine.

I1 résulte de ce travail que 1'approche d'un systéme a 1l'aide de cer-
tains de ses invariants s'avére fructueuse, 1l'aspect principalement traité

ici étant sa modélisation.

La définition de modéles d'ordre ou de complexité réduite a été ici
considérée sous 1l'angle de la stabilité. Il apparalt treés intéressant de
poursuivre cette voie d'étude en 1'associant aux travaux existant sur le
découplage de dynamiques, la validation de modéles, ainsi que 1'analyse
et la détermination de commandes quasi-optimales. C'est avec cette orien-

tation que nous pensons poursuivre nos travaux.
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RESIIME

~

4

L'étude montre 1'intérét gu'il peut y avoir a caractériser les pro-
priétés d'un systéme automatique (stabilité, commandabilité, modélisation, ' ,
sensibilité) a l'aide de quantités mathématiques invariantes par rapport
a des transformations pouvant affecter son évolution, sa structure ou sa

représentation.

La définition d'expressions polynomiales invariantes conduit & une
approche systématique de la modélisation dans l'espace d'état. Des régles
d'emploi simples et informatisables en résultent, permettant d'accéder
aisément aux différentes formulations matricielles (canoniques ou non)

d'un méme systéme.

Cette approche est mise en eeuvre dans le but d'associer l'el choix de
la modélisation avec le probléme de la stabilité et de la détermination

d'une fonction candidate a LIAPOUNOV. Trois résultats principaux sont pro-

posés

- La définition de modéles d'ordre réduit dont la stabilité
assure celle du systéme entier.

- La définition de modeéles de complexité réduite, mais sans
réduction de dimension, €galement représentatifs de la stabilité
du systéme initial. :

- La définition de nouvelles classes de systemes non linéaires
vérifiant la conjecture du linéaire, c 'est‘:—é-c.iiire pouvant étre étu-

diés a partir du critére de Routh-Hurwitz.

Les propriétés d'invariance polynomiale sont également considérées

sous un autre aspect : celui de 1l'identification des paramétres caracté-

ristiques des systémes lin€aires a coefficients périodiques. La mesure
des constantes de temps et pseudo-pulsations d'une machine synchrone il-

lustre cette derniére méthode.

MOTS-CLEFS

COEFFICIENT (S) PERIODIQUE (S) MACHINE SYNCHRONE
EQUATION (D')ETAT MODELISATION

ESPACE (D')ETAT POLYNOME CARACTERISTIQUE
FONCTION (DE) LYAPUNOV POLYNOME MATRICIEL
METHODE (DE) LYAPUNOV STABILITE

INVARIANT (S) SYSTEME NON LINEAIRE

SYSTEME NON STATIONNAIRE





