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I N T E R A T I O N S  ENTRE LA T f f E O R l E  D E S  CORPS 

LA TffEORZE D E S  MODELES 

...................... 

INTRODUCTION : 

MO idée centrale de cette thèse est de trouver des interactions 

entre la théorie des corps et la théorie des modèles. La démarche suivie 

a été la suivante : 

. Expliquer comment la théorie des corps a donné naissance à 

certains concepts de la théorie des modèles, et en retour, comment la 

théorie des modèles peut servir à l'étude des corps. 

Plus explicitement, de certaines notions spécifiques, anciennement 

connue en théorie des corps (corps algébriquement clos, domaines universels, 

théorème des zéros, principe de Lefschetz, etc...), on introduit des 

concepts plus généraux en théorie des modèles. Et, de certains résultats 

démontrés dans le cadre de la théorie des modèles, on trouve des interpré- 

tations et des applications en théorie des corps, qui s'étendent aux groupes 

et à d'autres structures algébriques. 



C H A P I T R E  1 : INTRODUCTION A LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE.  - 

 étude des solutions d'équations polynomiales sur un corps K 

est un point de départ de la géométrie algébrique. Les outils nécessaires 

sont la notion de domaine universel et le théorème des zéros de Hilbert. 

Ces outils nous permettent de faire le lien avec la théorie des modèles. 

Cependant, la formalisation originelle du théorème des zéros, 

n'est pas adéquate en théorie des modèles. On l'étudiera sous forme d'un 

théoreme de transfert, l'objectif étant de faire descendre un point d'une 

structure K', à une sous-structure K de K'. 

Subséquemment, ce principe de transfert s'avère être un cas 

particulier du principe de Lefschetz et permet d'introduire la notion 

de modèle existentiellement clos qui se révèle être pour les corps commuta- 

tifs, l'analogue de corps algébriquement clos. 

C H A P I T R E  11 : UN P R I N C I P E  DE LEFSCHETZ GENERALISE .  
-Pm-- - 

L'étude du principe de Lefschetz est poursuivi et on introduit 

la notion de modèle existentiellement clos et celles de théorie modèle- 

complète, de théorie modèle-complétion et de théorie modèle-compagnon. On 

donne deux preuves du fait que la théorie des corps algébriquement clos 

est modèle-complète, dont l'une résulte de la catégoricité et l'autre est 

inspirée par la preuve algébrique du chapitre précédent. On donne d'autres 

exemples de ces notions. 



C H A P I T R E  7 2 7  : CORPS D I F F E R E N T i E L S .  

L'étude des corps différentiels sera le champ d'application 

privilégié des notions vues précédemment et nous permet de préciser les 

résultats de Wood [30]. En particulier, on prouve en toute caractéristique 

que les notions de corps différentiellement clos, de corps contraintement 

clos et de corps existentiellement clos sont équivalentes. 

CHAPZTRE I V  : PROLEGOA4ENES A LA T H E O R I E  D E S  MODELES. 
7- 

Ce chapitre est essentiellement consacré à l'étude de certaines 

notions de théorie des modèles ; les motivations apparaîtront par la suite. 

On montre à partir de certaines analogies comment les domaines 

universels ont donné naissance aux modèles saturés et on étudie ensuite 

les théories w-stables, les modèles génériques et les modèles universel- 

homogènes. 

On démontre que tout modèle universel-homogène non dénombrable 

d'une théorie inductive complète est générique au sens du forcing infini 

de Robinson ; ce résultat généralise celui de H. SIMMONS qui dans [29] 

a montré que ces modèles sont existentiellement clos. 

CHAPITRE V : UN THEOREi'IE DE CARACTERISATIDN DES I~ IODELES a,- 
--.- 

E X I S T E N T 1  ELLEAIENT CLOS.  -- 

On introduit la notion de modèle w -existentiellement clos, 
1 

étudiéepar A. Macintyre dans [16], dans le cadre de la théorie des groupes. 

On fait le lien entre les notions de corps w -existentiellement clos, de 
1 

domaine universel et de corps w -saturé et on trouve une généralisation 
1 



de ces résultats à la théorie des modèles. 

Ainsi, on prouve que pour une théorie T et un modèle non dénom- 

brable M de T : 

. - si T admet l'élimination des quantificateurs, alors M 

u -existentiellement clos implique M LIJ -saturé ; 
1 1 

. si T est complète, alors M u -universel-homogène (qui - 1 
équivaut à M o -saturé), implique M u -existentiellement clos. 

1 1 

Comme application, on trouve une généralisation du théorème de 

P. Lindstrom, énoncé au chapitre II, qui nous permet de donner des exemples 

de modèle w -existentiellement clos d'autres théories. On démontre ensuite 
1 

les résultats suivants : 

1) si T est la théorie des corps ordonnés et M un modèle - 
non dénombrable de T, on a équivalence entre : 

(i) M est réel clos et u -dense ; 
1 

(ii) M est u -saturé ; 
1 

(iii) M est u -existentiellement clos ; 
1 

(iv) M est u -universel-homogène. 
1 

(la première implication est un résultat de Erdos-Gillman-Henriksen m).  
2) si T est la théorie des corps différentiels de caractéristique - 

zéro et M un modèle non-dénombrable de T, on a équivalence entre : 

(i) M est un domaine universel différentiel ; 

(ii) M est u -saturé ; 
1 

(iii) M est u -existentiellement clos ; 
1 

(iv) M est u -universel-homogène. 
1 

Ces résultats nous permettent de démontrer aisement un théorème 
- - 

de caractérisation des corps infinis w-stables, dû à A. Macintyre 114 : - 

soit K un corps infini de caractéristique fixée. Alors Th K est w-stable 

ssi K est algèbriquement clos. 



La démonstration de Macintyre utilise la théorie de Galois, mais 

bien que très constructive, elle est notablement plus longue que la nôtre. 

On généralise ce dernier résultat aux corps différentiels de caractéristi- 

que zéro et aux corps réels clos w -denses. 1 

CHAPITRE VI : GROUPES EXISTENTIELLEMENT CLOS ET wl-EXISTENTIEL- 

LEMENT CLOS. 

Après quelques rappels et résultats généraux sur les groupes 

existentiellement clos, on démontre les résultats suivants, dus à Fisher, 

dans une lettre non ~ubliée à Macintyre (page 82, ) . 

. si G est un groupe w -existentiellement clos et si H est 
1 

un groupe de type fini, alors H se plonge dans G, dans L 
W1 ,W y 

. un groupe G est générique ssi G est une sous-structure 

élémentaire d'un groupe w -existentiellement clos, dans L 
1 w, ,W y 

. deux groupes w -existentiellement clos sont élémentairement 
1 

équivalents dans L 
Wl ,W 

9 

. le forcing-compagnon de la théorie des groupes (non abéliens), 

via le forcing infini de Robinson est la théorie des groupes w -existen- 
1 

tiellement clos. 



TABLEAU DES ABREVlATZONS 

a . ~ .  = algébriquement clos 

v.c. = variété complète 

e.c. = existentiellement clos 

w - e.c. = w -existentiellement clos 
1 1 

u-h = universel-homogène 

w -u.h = w -universel-homogène 
1 1 

mono = monomorphisme 

rad 1 = radical de l'idéal 1 

P.A. = propriété d'amalgamation 

P.I. = propriété d'immersion 

ssi = si et seulement si 

tq = tel que 

resp. = respectivement 



DEFTNIT7ONS, NOTATIONS ET RESULTATS ELEMENTAIRES DE LA THEORTE DES MODELES. 

Les n o t i o n s  e t  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  de  l a  t h é o r i e  d e s  modèles 

s o n t  d é c r i t s  dans [ 3 ] ,  1123 , [27]. 

Lunyug~ ~~MCXGLL~E : 1 d é s i g n e  un l angage  f i n i t a i r e  du p remier  

o r d r e  dont  l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  s o n t  v  n  < w e t  l e s  c o n s t a n t e s  s o n t  
n  ' 

l e s  é léments  d 'un  ensemble - C. 

Lu~g~gcl~ -~xpun~iun : S o i t  M une s t r u c t u r e  d 'un  langage L e t  

s o i t  A un sous-ensemble de M ,  L(A) d é s i g n e  l e  langage expansion d e  1, 

dont  l ' ensemble  des  c o n s t a n t e s  e s t  A u S. 
On n o t e  a u s s i  souvent  LA pour  L(A) . 

(M,  a )  aEA d é s i g n e  l a  s t r u c t u r e  M du langage L(A). 

L U M ~ U ~ P  i~$iMA,tcLi,te : 1 e s t  l e  langage i n f i n i t a i r e  e x t e n s i o n  
W 1  , w  

de  1, obtenu  en a d j o i g n a n t  à 1, un nouveau connec teur  V ,  d i s j o n c t i o n  

dénombrable. Pour t o u t  ensemble dénombrable @ de  formules  de  1 , w y  

on a  V @ = V  e s t  une formule  de 1 
1 1 1 ~  @ 

a l  ,da 

1 e s t  d é f i n i  de l a  même façon que L seulement dans  c e  
" 9  fJJ al ,a' 

c a s  O d é s i g n e  un ensemble a r b i t r a i r e  quelconque de formules  de 1 . 
m,W 

Cukdinuux ex G~diviu~~x : l e s  l e t t r e s  a, 6, y , .  . ., A ,... ----- 

d é s i g n e n t  des  ca rd inaux .  



w est le type d'ordre des entiers naturels ; 

w est le plus petit ordinal non dénombrable. 
1 

Les cardinaux correspondants à et d sont xo et X I  
1 

respectivement. 

A l'aide de l'axiome du choix, on démontre que la relation d'ordre 

sur les cardinaux est un bon ordre. 

on a Hl a 2 
%O 

par définition de X,.  

Xo 
L'hypothèse du continu est (% = 2 . 

1 

En 1963, COHEN a démontré que cet énoncé est indépendant des 

axiomes de la théorie des ensembles (ZF + AC). On peut donc l'accepter 

ou le rejeter. 

Cmdinal  d ' u n  langage - 1 : c'est le cardinal de l'ensemble des 

formules de 1. 

Cutrdina4; ~~Zguldetr : un cardinal a est régulier si toute union -- 

d'une famille de cardinal strictement inférieur à a, d'ensembles de cardi- 

naux strictement inférieurs à , est de cardinal strictement inférieur à 2. 

+ 
Si a est un cardinal, a désigne le cardinal régulier succes- 

seur de a. 

E~zc~ncB : C'est une formule feri.née (sans variable libre). -- 



Fot~mule comi~abnXe  avec une XhEofiie : une formule $(x) est 

consistante avec une théorie T, s'il existe un modèle M de T qui 

réalise 0 .  

Un ensemble de formules S est consistant avec T, si pour 

tout s l ,  ..., s & S, la formule s A . I s est consistante avec T. 
n 1 n 

~A?Lucfuke ~ o ~ ~ 6 ~ n ~ e  U V Q C  une Xhéokce : soit T une théorie - -- 

et soit M  une structure du langage de T, on dit que 4 est consistante 

avec T, si M  est une sous-structure d'un modèle de T. 

La classe des structures consistantes avec T sera notée IT 

P~Alt ie  univeKc\eLtc! d ' u n ~  XhZoKie T : c'est l'ensemble des - 
énoncés universels définis dans T et déductibles de T ; elle sera 

notée TV • 

ThéohLe u v ~ i v q , ~ ~ e l l e  ( s ~ ~ p .  un ivek~e t t v -exLc \Xe~ l t i e lRe )  : une - 

théorie T est universelle (resp. universelle-existentielle) si T est 

axiomatisable par des énoncés universels (resp. universel-existentiels). 

Une théorie est universelle ssi chaque sous-structure d'un 

modèle de T est un modèle de T (Los-Tarski). 

Une structure est consistante avec une théorie T ssi elle 

est consistante avec sa partic uliiverselle TV i.e. Cs = C (Los-Tarski) . 
v 

Equivcdcirce éLérncMta.i?cc : Soient P.Il et M2 deux structures - -- -- -- - - 

d'un langage 1.  On dit que N et M sont Glémentairement équivalentes, 
1 2 

si tout énoncé qui est vrai dans M l  est vrai dans M 2  et vice-versa. 



On note M l  f M2, ou s'il n'y a pas de confusion possible, 

Pla~geme,n;t Q & Q r n ~ n ~ k e  : soient Ml et M2 deux structures d'un 

langage L, on dit que : 

est un plongement élémentaire, si pour toute formule ( v ,  , v n )  de L 

et pour tous a 1 9 * . . 7 a  n E MI MI + $(al,. . . ,an) ssi M2 C= 4( f  (al 1,. . . , f  (a,)). 

Si M I C  M2 et si l'injection canonique est un plongement élé- 

mentaire, on note Ml < M2 et on dit que M l  est une sous-structure élé- 

mentaire de M2, OU que M2 est une extension élémentaire de M l .  

Diagkamme : Le diagramme D(M) d'une structure M pour le 

langage L, est l'ensemble des énoncés basiques de L(M) qui sont vrais 

dans M. 

Théuk-ici cump&Q;tci -- d ' u ~ e  .s;ttruc;tUke M d e  A 1, est l'ensemble des 

énoncés de i. qui sont vrais dans M. On la note Th M. 

ThZufiie rnuds4e-co1z,~,ia,tc~nZe : une théorie Tl est modèle-consistante 

relative à une théorie T2, si tout modèle de T2 peut se plonger dans un 

modèle de 

Théukied rnua2~cUun~c)vLt  m u d P l e  -cci~?bi d;tu~~Le 1 : soient Tl et T2 

deux théories d'un même langage L. On dit que T l  et T2 sont rnutuel- 

lement modèle-consistantes (en abrégé m.in.c.), si T, est modèle-consistante 

relative à Tg et vice-versa. 



T h E o ~ e  c o m p l 2 X e  : une t h é o r i e  T d 'un l angage  L e s t  complète,  

s i  pour t o u s  modèles M l  e t  M 2  d e  T, on a M r M 
1 2 ' 

Phop&iéTC! d ' i m m e h - l i o n  ( P . 1 . )  : une t h é o r i e  T possède l a  

p r o p r i é t é  d ' immersion ( P I . ) ,  s i  deux modèles quelconques M l  e t  M2 

de  T, peuvent  ê t r e  p longés  p a r  d e s  tiomomorphismes i n j e c t i f s  dans  un 

modèle M d e  T .  

P h o p h i Q Z é  d tArnuL~arnuLLon  -- - ( P . A .  1 : une t h é o r i e  T possède 

l a  p r o p r i é t é  d 'amalgamation,  s i  pour  t o u s  modèles M l  e t  M2 d e  T 

q u i  s o n t  e x t e n s i o n s  d 'un  modèle M d e  T ,  il e x i s t e  d e s  plongements 

de M l  e t  M2  dans  un modèle M '  d e  T t e l  que l e  diagramme s u i v a n t  

cornmute : 

PtuduLX h é d u i , t  d ' s v i s ~ r n b l g h  --. a u i v a v ~ Z  t c r ~  i i&;ti lc  : s o i t  1 un 

ensemble e t  s o i t  F un f i l t r e  s u r  1. S o i t  A .  i c 1 une f a m i l l e  
1' 

de s t r u c t u r e s  de L .  

On d é f i n i t  une r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  s u r  

Ai : ( a . )  (b i )  s s i  {i  E 1 1 a .  = b .  } E F.  
1 1 1 ic 1 



"i 1% sera le produit réduit, on le notera ll AilF . C'est une structure 
i~ 1 iê 1 

du langage L .  

Ul;ttra)3truduLt : si F est un ultrafiltre sur 1, le produit 

réduit AilF sera appelé ultraproduit. 
iê 1 

Si tous les Ai, i E 1 sont égaux, A. = A pour tout i F. 1, 
1 

l'ultraproduit Ai/F sera appelé ultrapuissance et noté tout simplement 
ic 1 

L'application canonique : A : A ---" A 
F 

est un plongement élémentaire. 

R~LoLtiov~ dwni,$bablc : soient A une structure et R une rela- 

tion n-aire sur A. On dit que R est une relation définissable sur A, 

s' il existe une formule $ (v~,. . . ,vn) dans le langage de Th A telle que 

pour tout al,. . .,a € A, on a : n 

R(al,. . .,an) ssi A t $ ( a l , .  ..,an). 

R ~ l c L t i o n  C U M M Q X ( L  . ( T Q ~ ~ J .  c a r ~ m E ; t t i q ( ~ ~ > )  : soit M une structure et 

soit X un sous-ensemble de M. Une relation n-aire R définie sur M 

est connexe (resp. asymétrique) sur X, si pour tout x,, ..., x E X, il n 

il existe une permutation de , 2 ,  . n telle que R(xn(,) 9 . .  , X  ) 
n (n) 

soit vraie (resp. ne soit pas vraie) dans M. 



MudèRe p4em,L~n : un modèle M d'une théorie T est un modèle 

premier, si M se plonge dans tout modèle de T. 

Théuhie a-catligu4,iquc : une théorie du premier ordre T est 

a-catégorique, où a est un cardinal infini, si T a exactement un type 

d'isomorphisme de modèles de cardinal a. 

C t a n e  éeérnl?ntai4e (de structures) : soit f i  une classe de -- 

structures d'un langage 1. On dit que $.c' est élémentaire au sens large, 

s'il existe un ensemble d'énoncés C de L, tel que, pour toute structure 

M de L : M k Z  ssi MEP. 

est élémentaire au sens large ssi est close par ultra- 

produits et équivalences élémentaires. 

ThQuttCrne deJ3ce-lzdalzX de Lurue~hc..ïm -S ko le~n-TUA h i  : soient 14 - 

un modèle d'une théorie T dans un langage 1 , X C  34 un sous-ensemble 

de M et a un cardinal infini tq a 2 card L et card X ,< a L card M. 

Alors M a un sous-modèle N tq X C N < M et card N = a. 

Tlz2okGmc, abcevtdccri t dc LCituctr~lzc ?ni-Sko!cni-Tak~h ( : soit M 
- - - --- - 

une structure infinie d'un langage 1. Alors pour tout cardinal A tq 

m 
h a Sup (card 1, card H) , M a une extension élémentaire M' tq card M = A. 



C H A P I T R E  1 

I N T R O D U C T I O N  A LA G E O M E T R I E  ALGEBRZQUE 

( 1 . 1 . 1 ) . -  Rcrncctrqu~ : La géométrie algébrique classique étudie 

les solutions d'équations polynomiales sur un corps K : 

2 2 
L'exemple de l'gquation x + x + 1 = O sur IR, montre la 

1 2 

nécessité de rechercher les solutions pas seulement dans K, mais dans 

les corps extensions de K (et même les K-algèbres, d'après Cartier 

et Grothendieck). 

11 ne paraît pas suffisant, au premier abord, de considérer une 

clôture algébrique de K, puisque si ( x l ,  ..., xn) est une solution, 

les x. peuvent ne pas être algébriques sur K. Par contre, si K' 
1 

est un domaine universel sur K, c'est-à-dire un corps algébriquement 

clos de degré de transcendance infini sur K, alors on est assuré de 



l ' e x i s t e n c e  d e  tous  l e s  t y p e s  de  s o l u t i o n s  dans  K*. On a ,  en e f f e t ,  l a  

p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e .  

( 1 . 1 . 2 ) . -  Phvpvbi~vn : Pour t o u t e  e x t e n s i o n ,  E = K ( a l ,  ..., a ) 
n  

X 
d e  t y p e  f i n i  s u r  K ,  il e x i s t e  un K-plongement : E H K . 

( 1 . 7 . 3 ) . -  R Q ~ U ~ ~ U Q  : 11 e s t  b i e n  connu (théorème de  l a  b a s e  f i n i e  

de H i l b e r t ) ,  q u ' i l  e s t  é q u i v a l e n t  de c o n s i d é r e r  l e s  sys tèmes f i n i s  

d f B q u a t i o n s  polynomiales  (du t y p e  *) e t  l e s  id6aux d e  K L X ~ ,  . . . ,X 1 . n- 

( 7 . 1 . 4 . ) . -  llZ6inLLt'cin.b - : 

S o i t  K <-t L urie e x t e n s i o n  d e  c o r p s .  On n o t e  : 

E t  s i  1 = ( f l ,  ..., 
P )  

e s t  l ' i d é a l  engendré p a r  l e s  
f ;, 

on n o t e r a  V (1) = V L ( f l ,  ..., f p ) .  Et  s i  aucune confus ion  n ' e s t  à c r a i n d r e ,  
L  

on n o t e r a  t o u t  simplement VL ; e t  on d i t  que VL e s t  un sous-ensemble 

a l g é b r i q u e  de  L~ d é f i n i  s u r  K.  

. Un élément de V e s t  d i t  r a t i o n n e l  ( r e s p .  a l g é b r i q u e )  s i  l e s  
L 

- - 
a .  i = 1 , .  . n  s o n t  dans K ( r e s p .  dans K ,  oil K d é s i g n e  urie c l ô t u r e  
1 ' 

a l g é b r i q u e  de K) . 

( l . i . i ) . -  R<il i i&fif  - rll _ _ (  : S o i t  V; l ' ensemble  des  é léments  a l g b b r i -  

ques de V L .  On montre que : V; dé te rmine  VL d e  l a  maniè re  

s u i v a n t e  : 

S o i t  f  i K[x,, . . . ,x,] t e l  que f (v;) = (O}, a l o r s  f (VL) = ( O } ,  

e t ,  p a r  s u i t e ,  ( théorème des  z é r o s ) ,  f c r a d  1, avec 1 = ( f ] ,  ..., f ) .  
P 



Ce théorème des zéros joue un rôle majeur en Géométrie algébrique, 

mais il a été aussi un outil puissant dans le développement de la théorie 

des modèles. 

( 7 . 2 )  - FohmuLuLLon du ;théukème  de^ zQrrod en  ;théunie des modèLes. 

Soit K un corps commutatif a . ~ .  et soient 

f,fl,. . . ,f E K p l , .  . . ,xJ. Soit 1 = f , . . . f . Les conditions suivantes 
P P 

sont équivalentes : 

(i) f s'annule sur VK(I). 

(ii) f~ rad 1. 

Iléuiivnstiution : O ,  2 (page 66, Prop. 2 (iv)) . - - 

( 7 . 2 . 2 )  . -  Rc,marqucs @31. 

Le premier énoncé (i) s'exprime : 

Le deuxième énoncé (ii), dit qu'il existe un entier E IN et 

1 P 
des polynômes g l  , . . .,ln c K[x, , . . . ,x,;] tq f = I- sifi- 

i= 1 

On voit que (i) peut être formulé dans le langage du premier ordre 

des corps. Cependant, il n'est pas possible de le faire pour (ii), puisqu'on 

ne peut pas quantitifer sur les entiers. Mais Robinson a montré que l'on 

peut fixer des majorants à et aux degrés des polynômes 
gi, 

i = 1 ,  ... P 

et qu'alors (ii) peut être formulé dans le langage du premier ordre des corps. 

On va étudier dans ce qui sait des variantes du théorème des zi >rns 

et voir leurs généralisations à la thgorie des modèles. 



( 7 . 2 . 3 ) . -  L ~ m m e .  : S o i t  K un c o r p s  commutatif e t  s o i e n t  

, . . . , E K [ x ~ ,  . . . ,xJ e t  I = ( f l , .  . . , f p ) .  
P  

Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  son t  é q u i v a l e n t e s  : 

( i )  il e x i s t e  des polynômes g l , . . . , g  f K [ x ~ , . . . ~ x A  t 4  
P  

1 = g  f  + ... + gpfp  1 1  
(ce  q u i  r e v i e n t  à d i r e  que 1 E 1) ; 

( i i )  l e  sys tème d ' é q u a t i o n s  s u i v a n t  : 

ne possède aucune s o l u t i o n  dans aucune e x t e n s i o n  R '  de K .  

. non ( i i )  -t non ( i )  : en  e f f e t ,  supposons : 

n  
K -  K '  e t  s o i t  a E K '  une s o l u t i o n  de S .  A l o r s  t o u t  

- 
polynôme d e  1 s ' a n n u l e  en a ,  donc 1 & 1. 

. non ( i )  + non ( i i )  : s u p p o s o n s q u e  1 & 1 ;  

s o i t  M un i d é a l  p r o p r e  maximal con tenan t  1. K X ~ ,  . . . ,xA e s t  un corps  

e x t e n s i o n  de  K .  S o i t  x. l 1  irnoc;e de Xi dans K [ x ] ,  . . . ,xA IEI , 
1 

i = 1 , .  . . , n .  On a  a l o r s  f .  (x1 , . . . ,xn)  = O dans K '  = I < ~ x , ,  . . . ,xA lM , 
J 

n  
pour j = 1 ,  . . .  , p  ; ( x 1 ,  ..., xn) c K 1  e s t  a l o r s  une s o l u t i o n  d e  S .  

( 7 . 2  .-!) . - ThCurrenic - -. - - - ( N u P l s t e t l c i l s a A :  i j c c i b t c )  . 

Soient  K un corps  commutatif a . c . ,  f 1 9 . . . , f p  des  é léments  

de K r x 1 ,  - . . . ,xn] e t  1  = ( f  l , .  . . , f p )  



Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 

( i )  1 & 1 ; 

( i i )  il e x i s t e  un c o r p s  K '  e x t e n s i o n  d e  K e t  une s o l u t i o n  

de  S dans  K '  ; 

( i i i )  il e x i s t e  une s o l u t i o n  d e  S dans K .  

Démonh Xkation : 
.--- 

(i) 4-+ ( i i )  d ' a p r è s  (1 - 2 - 3 )  ; 

(i) +-+ ( i i i )  : il s u f f i t  de  p r e n d r e  f  = 1 dans  l e  théorème 

(1 - 2 - 1 ) .  

( 7 . 2 . 5 ) . -  Remutrque : L ' é q u i v a l e n c e  ( i i )  +-+ ( i i i )  montre  que l e s  

c o r p s  a . ~ .  v é r i f i e n t  une p r o p r i é t é  d e  t r a n s f e r t .  

C e  p r i n c i p e  de  t r a n s f e r t  e s t  un c a s  p a r t i c u l i e r  du " P r i n c i p e  de  

Lefsche tz" ,  b i e n  connu en Géométrie a l g é b r i q u e  : " t o u t  c e  qu'on p e u t  f a i r e  

pour  l e  c o r p s  C d e s  complexes, p e u t  ê t r e  f a i t  pour t o u t  c o r p s  a . c .  de 

c a r a c t é r i s t i q u e  zéro".  

I l  e s t  c l a i r  qu 'on p e u t  e n v i s a g e r  des  énoncés p l u s  gsnéraux  que 

des  sys tèmes d ' é q u a t i o n s  e t  é t e n d r e  c e  p r i n c i p e  dans d e s  l angages  m u l t i -  

s o r t e s  ( c f .  E k l o f ,  [5]). On peut  a u s s i  b i e n  p r é c i s e r  c e  s i  on 

t r a v a i l l e  dans  un l angage  du p remie r  o r d r e  à une s o r t e .  

( 7 . 2 . 6 )  . - - D f  - -- ~ i i i i t i c r ~ i ~  - - - - . : S o i t  L un langage du p remie r  o r d r e  

e t  s o i t  une formule  de L : 

-- ~ ~ u ~ n i u l c )  - - b a h i q i c ~ )  : On d i t  que e s t  une formule b a s i q u e ,  s i  e l l e  s ' expr ime  

sous  l a  forme de c o n j o n c t i o n s  e t  d i s j o n c t i o n s  de fo rmules  a tomiques  e t  de  

n é g a t i o n s  de  formules  atomiques ; 



- 6o4muLe exibXenfie&!e p~b- i . t i v~  -- : on dit que $ est existentielle positive, 

si elle est de la forme : ID = ( gxl). . . ( 4xn)l(xl,. - . .,xn), où Y est 

une conjonction ou disjonction de formules atomiques. 

do4muLe exibAenLLeUe --A : on dit que $ est une formule existentielle, si 

elle est de la forme : 

$ = ( - 7 X, ) . . . ( qxn)Y - (xI , . . . ,xn), où Y est une formule basique. 

( 1 . 2 . 7 ) .  - -- De$in,iZiunb : Soit T une théorie du premier ordre 

et soit CT la classe des sous-structures de modèles de T. Soit F I  c N 

un plongement entre éléments de . 
T 

+ 
On dit que 1 est variété complète dans N et on note M < N 

1 

(resp. M est existentiellement close dans N, et on note M N), si 

toute formule existentielle positive (resp. toute formule existentielle), 

à paramètres dans M, vraie dans N, est vraie dans M. 

On dit que E l  est varieté complète (resp. existentiellement close), 

+ 
si tout plongement, ?I C N est (resp. < l ) .  1 

On utilisera les abréviations V.C. pour variété complète et e.c. 

pour existentiellement clos. 

( 7 . 2 . b ) . -  R t ~ j ; ~ n ~ r j r l c s  -. - . - - -- : 

a) LES deux notions e.c. et V.C. coïncident dans la théorie des 

- . .- 
corps, car une inéquation ( 1 x 1.. . ( - -  x)P(x1,.. . x )  O est équivalente 

a une équation : ( gx,). . . ( q x n )  - ( qy) - : yP(xl,. . . ,xn) - 1 = 0. 

b) De même dans la théorie des corps, on a : V.C. ssi a.c. C'est 

ce qui est exprimé par le théorCrne des zéros ; nous allons en donner une 

démonstration algébrique (cf. Artin, Cl] ) : 



- 
Soit K c +  K' un plongement de corps a.c. et soit x = (x 1, . .,xn) 

une solution de S dans K', oiï S est un système d'équations polynomiales 

- 
à coefficients dans K. On extrait de x une base de transcendance 

x , . . . x (avec r < n) de KG) sur K. Chaque x i = r+l,..,n 
r i ' 

satifait une équation du ty-e : 

car les x 
i ' i = r+l,...,n sont algébriques sur K X ,  , x r )  On choisit 

xi, ...,xl dans K tq les coefficients 
r G,(x;, . . .,XI) # O (c'est possible r 

car K a.c. est infini). On considère le I<-homomorphisme : 

défini par $(x.) = x! i = l,..., ; et on l'étend à une place de 
1 1 '  

K(X) + k, (en utilisant le lemme de Zorn). 

Alors $ n'envoie aucun élément x. à l'infini. On pose 
1 

x! = $(xi), i = 1, ... ,n. x i ,  . x '  est alors une solution de S dans K. 
1 n 



CHAPITRE 11 

U N  PRINCIPE D E  LEFSCHETZ GENERALTSE 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

On é tend  à d ' a u t r e s  t h é o r i e s  l e s  r g s u l t a t s  é t a b l i s  pour  l e s  c o r p s  

dans  l e  c h a p i t r e  1. 

( 2 .  7 1 - - ,lludi?Pccr - - - - e x i a R c l ~ t i e k ~ c ) m e ~ R  - - - - - c l o s .  11i1 ;théot~$rnc de P. 1 L ~ d ~ ; t f L ü t ~ .  --- -- - ---- 

1 s e r a  un l angage  f i n i t a i r e  du p remie r  o r d r e .  

( 2 .  1 .  1 1  - -3- De'ii~iAiclrl  _ -- - ( R l i S u t i c  i n d u c & ' v ~ ] .  

S o i t  T  une t h é o r i e  de  L .  On d i r a  que T e s t  i n d u c t i v e  s i  

t o u t e  un ion  d ' u n e  c h a î n e  c r o i s s a n t e  de  modèles de T  e s t  un modèle de T 

( i . e .  l a  c l a s s e  des modèles de  T e s t  c l o s e  p a r  l i m i t e  i n d u c t i v e  f i l t r a n t e ) .  

( 2 .  1 . 2  1 - P7upo5 ( $ i o n  : S o i t  T une t h é o r i e  i n d u c t i v e .  Alors  

))i 
pour  chaque modèle M de T ,  il e x i s t e  un plongement M '+ M*, où M 

e s t  un modèle e . c .  de  T de  c a r d i n a l  é g a l  à Sup(card  L ,  c a r d  M). 

DVtriull3hntion : E l l e  e s t  t r è s  c l a s s i q u e  ; e l l e  p rocède  en deux - - -  

é t a p e s  : 



l è r e  é t a p e  : on b i e n  ordonne l ' ensemble  d e s  fo rmules  e x i s t e n -  - 

t i e l l e s  d é f i n i e s  s u r  I I  avec  un o r d r e  de  t y p e  a ,  où 

a = Sup(card  Y, c a r d  L). 

On c o n s t r u i t  une c h a î n e  de  s t r u c t u r e s  de  L : 

pour B < a, de l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  : 

- 
1 )  S i  qo a  une s o l u t i o n  n~ dans  une e x t e n s i o n  de  M ,  on pose  

- 
M = Fl(m) = l a  s t r u c t u r e  engendrÉe p a r  II L.J dans  c e t t e  e x t e n s i o n  ; 

O 

s i n o n  on Dose M = M. 
O 

2 )  S i  B a un p r é d é c e s s e u r  ( f i  - 1 )  e t  s i  on a  c o n s t r u i t  M 6-1 ' 
on c o n s i d è r e  l a  formule  dR e t  on u t i l i s e  l e  procédé p réc6den t  pour  d é f i n i r  

3 )  S i  e s t  un o r d i n a l  l i m i t e ,  on pose ?.If = U II , on c o n s i d è r e  y 
y<[3 i' 

l a  formule  $ e t  on u t i l i s e  l e  même procédé pour d é f i n i r  M a .  B 

Finalement ,  on c o n s i d è r e  l a  l i m i t e  i n d u c t i v e  IZ(i1) = X 2 .  
$.cl 

E l l e  a  l a  p r o ~ r i é t f  que pour t o u t e  formule ,? e x i s t e n t i e l l e  d é f i n i e  dans  i l ,  

il e x i s t e  6 a t e l  que $ = 3 e t  a l o r s  s i  d a  une s o l u t i o n  dans une 
(5 

e x t e n s i o n  de i i ,  a l o r s  51 a  une s o l u t i o n  dans  R(Y). 

2ème é t a p e  : on i t è r e  l a  c o n s t r u c t i o n  de K ( N )  : - 

K 
où K ~ ( M )  = K(K"- '(M)) e t  on pose ?1 = y R ~ ( M ) .  

n>O 
m 

Alors  4 a l a  p ropr iGté  vou lue .  



( 2 . 7 . 3 )  - Exemple-A. 

La t h é o r i e  d e s  groupes ,  l a  t h é o r i e  d e s  c o r p s  ordonnés ,  l a  t h é o r i e  

d e s  corps  d i f f é r e n t i e l s  de  c a r a c t é r i s t i q u e  z é r o ,  possèden t  suff isamment  

d e  modèles e . c .  On é t u d i e r a  que lques  unes d e  l e u r s  p r o p r i é t é s  dans  l e s  cha- 

p i t r e s  s u i v a n t s .  

( 2 .  7 .4 )  - Rernufiqu~ : 

On s a i t  que l a  t h g o r i e  d e s  c o r p s  a . ~ .  de  même c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  

w - c a t ë g o r i q u e ,  c ' e s t - 2 - d i r e  deux modèles d e  même c a r d i n a l  s o n t  
1 

isomorphes : 

( 2 .  1 . 5 )  - - T l z é c ~ ~ t è i ! ~ ~  de P .  Li~rci~Xfiiim - - ( c i .  [3] , paee 1 1 4 )  . 
S o i t  T une t h e o r i e  i n d u c t i v e ,  q u i  n ' a  que d e s  modèles i n f i n i s .  

S i  T e s t  a - c a t é g o r i q u e ,  avec a b c a r d  L ,  a l o r s  t o u t  modèle de  T e s t  

Nous a l l o n s  en  donner une preuve a s s e z  s i m p l e .  

D6viionii;t?citicçi : --- -- 

S o i t  4 un modèle i n f i n i  de T .  I'ar l e  théorème a s c e n d a n t  de 

Lowenheïm-Skolem-Tarski, ?I peut  ê t r e  3lon76 e lémenta i rement  dans  un modèle 

N de T ,  de  c a r d i n a l  4 . On neut  a l o r s  s e  r e s t r e i n d r e  au c a s  où 

Card !I 2 a ,  c a r  t o u t e  s o u s - s t r u c t u r e  $ l é m e n t a i r e  d 'un modèle e . c .  e s t  e . c .  

S o i t  a l o r s  c a r d  ?l > CY e t  s o i t  1 une formule  e x i s t e n t i e l l e  

d é f i n i e  dans M e t  v r a i e  dans une e x t e n s i o n  1 de  M .  Par  l e  théorème 
1 

descendan t  de  Lowenheim-Skolem-Tarçki,  i l  e x i s t e  une s o u s - s t r u c t u r e  élémen- 

t a i r e  Y '  de  Y de c a r d i n a l  a t q  s o i t  d é f i n i e  dans  1 '  I '  e s t  

a l o r s  e . c .  : en e f f e t ,  Pl' peu t  ê t r e  p longé  dans un modèle e . c .  Y" 

de c a r d i n a l  cx ; d ' a p r è s  13 c a t é g o r i c i t é  on a  a l o r s  = :1", 

e t  donc M' e s t  e . c .  



P a r  s u i t e ,  on a  M '  t 4 ( c a r  M '  c M I  e t  M' e s t  e . c . ) .  

 où M k $, c a r  4 e x i s t e n t i e l l e  e s t  p r é s e r v é e  p a r  e x t e n s i o n .  M 

e s t  donc e . c .  

( 2 . 7 . 6 )  - - Exempleb de- LhZotrie-a - -. vém'3/i,ant - l e  Xhéatrème d e  LLnd~Ltram 
.--- 

( c f .  [q , page 1 13) .  

l a  t h é o r i e  des c o r p s  a . c .  de  c a r a c t é r i s t i q u e  f i x é e  ( e l l e  e s t  

w - c a t é g o r i q u e )  ; 
1 

l a  t h é o r i e  des  c o r p s  d i f f é r e n t i e l l e n e n t  c l o s  de  c a r a c t é r i s t i q u e  

z é r o  ( e l l e  e s t  w -ca tGgorique nous l e  v e r r o n s  p a r  l a  s u i t e )  ; 
1 

l a  t h é o r i e  des groupes  a b é l i e n s ,  d i v i s i b l e s ,  s a n s  t o r s i o n  

( e l l e  e s t  a - c a t é g o r i q u e  pour t o u t  <u > K o )  ; 

l a  t h é o r i e  des grouFes  a b é l i e n s  i n f i n i s ,  dont  t o u t  é lément  

e s t  d ' o r d r e  p ,  avec  p premier  ( e l l e  e s t  o-caté ,yor ioue pour t o u t  a 2 Xo) ; 

l a  t h é o r i e  des e s p a c e s  v e c t o r i e l s  s u r  un corps  f i n i ,  

L i  ( e l l e  e s t  a - c a t é g o r i q u e  pour t o u t  <x 2 ; 

l a  t h é o r i e  de l ' o r d r e  t o t a l  d e n s e ,  sans  é léments  ex t rêmes  

( e l l e  e s t  ci\-catégorique) . 

Le p r i n c i p e  de  Lefsc l ie tz  d e v r a i t  a u  moins donner  que t o u t  mono : 

K - L où K e t  L son t  d e s  c o r p s  a . c .  e s t  é l é m e n t a i r e .  

(2.2.2) - ThBot<iinv ( T c ~ t  dc Robiii5c*iil [ 2 q .  - . - - - . - - - -- - - - - - - - - 

S o i t  T une t h f o r i e  de  L .  Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  

é q u i v a l e n t e s  : 



(i) pour tous modèles II, M' T, si M c M' , alors P l  < M '  ; 
1 

(ii) pour tous modèles M, M' k T, si M C M', alors P1 < M' . 

Elle est très générale et s'applique dans le cadre du calcul des 

prédicats ; nous renvoyons à l'auteur ([2g, page 92). 

( 2 . 2 . 3 )  - DC4iniiio~ : Une théorie T est modèle-complète, 

si elle satisfait à la condition (ii) du Test de Robinson, c'est-à-dire 

si chaque monomorphisme entre deux modèles de T est élémentaire. 

D'après le test de Robinson, il est equivalent de dire que T est 

modèle-complète si chaque modèle de T est e.c. 

( 2 . 2 . 4 )  - Théotrc'tne. : La théorie des corps a.c. de caractéristique 

fixée est modèle-com-lète. 

 après ce qui précède, il suffit de prouver que tout modzle est e.c. 

Ièf ie  ]JtrQUVe : C'est un corollaire de (2.1.5) et du fait que cette théorie -- 

est w -catGgorique. 
1 

--A 22tî1c ptreuve -. - : - Ptreuue di tec. to - - -- [23) : elle est inspirée par celle dlArtin 

au chapitre précédent (1.2.8,b). Elle démontre en fait que la théorie des 

corps a.c. est modele-complète. 

Soient T la ttleorie des corps a. c. et K c K' un mono de corps 

a.c. Si $ est une formule existentielle définie dans K et tq K' $ ( z ) ,  
- 

avec a dans K, il faut montrer que K $(a)  (d'après le test de Robinson). 



Cependant, comme e s t  e x i s t e n t i e l l e ,  e l l e  s ' é c r i t  : 

= ( 2 x 1 )  . . . ( 7 x n ) g o ,  où do e s t  s a n s  q u a n t i f i c a t e u r s .  A l o r s  s i  - 
- 

K' b ( :lxl) . . . ( 3 x n ) d O ( a ) ,  il e x i s t e  b dans K '  t q  K '  p 4 (6,;).  
O 

- 
P a r  a i l l e u r s ,  on a  : K c ~ ( b )  c ~ ( b )  c K ' .  

On a  a l o r s  ~ ( b )  (;,a), c a r  $ s a n s  q u a n t i f i c a t e u r  e s t  p r g s e r v é e  
O - 

p a r  s o u s - s t r u c t u r e .  On peu t  a l o r s  c o n s t r u i r e  l a  c h a î n e  de  c o r p s  s u i v a n t e  : 

e t  s e  l i m i t e r  à c o n s i d é r e r  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  s u i v a n t  : 

- 
K ï K(b) c K(b) , avec  b  d K e t  b  t r a n s c e n d a n t  s u r  K ; 

- 
e t  montrer  que s i  K(b) kS)(a), avec a dans  IZ e t  $ e x i s t e n t i e l l e ,  

a l o r s  Kk $(a) .  Supposons donc que 

Tout co rps  a . c .  K" q u i  e s t  une e x t e n s i o n  p ropre  de  Y,, c o n t i e n t  

- 
un sous-corps  K-isomorphe à K(b) ; e n  e f f e t ,  s i  cx t KIr - I<, on a : 

4 i 
IZ (a) c K(ci) c KI ' .  

E t  p a r  s u i t e  R ( i a )  k ~ ? ( a ) ,  c a r  t o u t  isomorphismc~ e s t  é l é m e n t a i r e .  

D'où K" I= $ ( a ) ,  c a r  t o u t e  formule  existentielle e s t  q r é s e r v é e  ? a r  e x t e n s i o n .  

A p r é s e n t ,  s o i t  c une n o u v e l l e  c o n s t a n t e  qu 'on a d j o i n t  au  l anxage  

1. On c o n s i d è r e  un ensemble de  formules  H ,  d é f i n i  de  l a  maniè re  su iva r i t e  : 

H = { ~ ( c )  # O ( i> non n u l ,  I> 6 F C ~ X - ] } .  



U D(K) U H, où D(K) est le diagramme de K. Posons T" = " 

T" est consistante car K(a) est un modèle de T". On a alors : 

T" + $ ( a ) .  
Par le théorème de compacité, il existe alors H c H, H fini 

O O 

tq T U  D(K) L I H  1 - $ ( . ) .  Ho(c) = {pi(c) # O ,  i = 1 , .  ; H 
O O 

dépend de c (car tous les éléments autres que c qui interviennent dans 

H sont dans K). On pose : 
O 

Y. (x) = ( P I  (x) # O) A . . . A (Pe(x) # 0) . 

On a alors : T ti D(K) I- I (c) -' $ ( a ) ,  et Far suite : 
O 

T u  D(K) c ((3x)'P0(x)) +$(,). Or 1: est modèle de T et de D(K). 

Mais comme K a.c. est infini, on a aussi K q x ~  (x) . D'où il existe 
O 

d t: K tq K t- $(d,i). 

c . q .  5 .d .  

( 2 . 3 .  1 )  - - . D e { i ~ i . t i u l ~  ----- (RlzGur-ce t r i c ~ d ? ~ c - c u n 1 ~ ~ 4 @ t ~ o n ) .  -- - - -- 

X 
Soient T et T deux théories d'un langage 1. On dit que T' 

est une théorie-modèle-conpletion de T, ou tout simplement T* est modèle- 

complétion de T, si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) T et TX sont mutuellement modèle-consistantes ; 

(ii) T' est modèle--com;~lète ; 

(iii) T* est modèle-complcte relative à T, i.e. pour tout modèle 

El de T, T' u D(i1)  est complète dans L(E1). 

( 2 .  3 . 2 )  - DG { { I I (  t t c j ~ l  ( t l l C o 7 t ~ )  I ~ I O ~ ? J ) V - C C ~ P : I ~ J C L ( ~ I I L ' C ~  ~ ' U I I C >  t h G ~ l t i e  ~OIICIQ'Q) . 
- - -- - . - - - - - - - - -- - - - - . -- --- -. -- -- - . -- - 

Soient T et T* deux théories d'un même langage 1.  On dit que 



que T* est une théorie modèle-compagnon de T, ou tout simplement T* 

est modèle-compagnon de T, si les conditions (i) et (ii) de (2.3.1) sont 

satisfaites. 

( 2 . 3 . 3 )  - Ranatrqueh : 

a) Robinson montre en 1963, qu'une théorie T a au plus un 

modèle-compagnon ; 

b) la modèle-complètion d'une théorie T, si elle existe, est 

le modèle-compagnon de T pg ; 

c) Réciproquement, Eli-Bers a montré que (cf. [7] ) : 

si T* est le modèle-compagnon de T, où T est une théorie 

f 
universelle ; alors T* est la modèle-complétion de T ssi T admet 

l'élimination des quantificateurs ; 

si T* est le modèle-compagnon de T ; alors T* est la 

modèle-complétion de T ssi T possède la propriété d'amalgamation. 

( 2 . 3 . 4 )  - Thi%tt;nic' . - Si une théorie T a un modèle-compagnon --- 

T*, alors les modèles de T* sont exactement les modèles e.c. de T. 

rn 
Soit 1 T . On le plonze dans uii modèle fl '  e.c. de T et on 

plonge ?If dans un modèle N de T* ; on a : 



Le plongernent M * M '  e s t  a l o r s  é l é m e n t a i r e  ; d 'où M e s t  un 

modèle e . c .  de  T .  

m ~~~~~~O~UQ : S o i t  M un modèle e . c .  d e  T. Comme T e s t  ---- 

modèle-complète, e l l e  e s t  i n d u c t i v e  ; il s u f f i t  a l o r s  de  p rouver  que M 

m 
e s t  un modèle des  théorèmes de  T . S o i t  a l o r s  4 un théorème 'd 3 - 

m 
de  T , il s ' é c r i t  : 

où Y e s t  s a n s  q u a n t i f i c a t e u r .  

Puisque T* e s t  modè le -cons i s t an te  r e l a t i v e m e n t  à T, on p e u t  

m 
p l o n g e r  M dans  un modèle N de  T . A l o r s ,  pour  t o u t  a  ] , . . . ,  a  € P l ,  

m 

l ' é n o n c é  e x i s t e n t i e l  : 0 = ( E l l y l ) .  . . (3 y n ) ~ ( a l , .  . . , a m , y l , .  . . ,yn) e s t  d é f i n i  

dans  M e t  e s t  v r a i  dans  N ; O e s t  donc v r a i  dans -1, d 'où  ?I ,k 9. 

On f a i t  a i n s i  l a  j o n c t i o n  e n t r e  l a  l o z i q u e  de  l ' E s t  e t  l a  l o g i q u e  

de  l ' o u e s t .  A l o r s  que l a  l o ~ i q u e  de  l ' E s t  f a i t  r é f é r e n c e  à une t h é o r i e  de  

~ o n s s o n  ( c  ' e s t - à - d i r e  une t h p o r i e  i n d u c t i v e  T q u i  possède  l a  p r o p r i é t é  d '  im- 

mers ion  e t  t q  T possède l a  p r o p r i é t é  d 'arnalgamation) e t  où l e s  morphismes 
Y 

s o n t  l e s  p l o n ~ e m e n t s ,  l a  l o g i q u e  de  l 'Oues t  c o n s i d è r e  à l a  p lace  une t h é o r i e  

complète  e t  l e s  morphismes s o n t  d e s  nlongements é l é m e n t a i r e s .  

Nous a l l o n s  à p r é s e n t  donner p l u s i e u r s  e x e m ~ l e s  de  t h é o r i e s  don t  

ori c o n n a i t  d é j à  l a  t h é o r i e  modèle-conplétioi i  ou l a  t h é o r i e  modèle-compagnon. 



On généralise ainsi les concepts précédents de la théorie des corps à la 

théorie des modèles. Et, en retour, les exemples déjR développés sur les 

corps apparaîtront comme des cas particuliers de ces derniers résultats. 

Les exemples relatifs aux corps différentiels seront traités au chapitre 

suivant. 

On désignera par : 

T = la théorie donné ; 

Tm = la modèle-complétion ou le modèle-compagnon de T ; et 

ET = la classe des modèles e.c. de T ; 

( 2 . 3 . 7 )  - Excrnplc 7 : 

T = la théorie des corps ; 

m 
T = la théorie des corps a.c. T* est modèle-complétion de T, 

m 
car T est modèle-ccmplète et admet l'élimination des quantificatcurs 

(2.3.3,~) ; 

E = la classe des corps a.c. (2.3.4). 
T 

2 . 3 .  - - L U  -- : Dans le langage des corps ordonnés, on 

dira qu'un corps K est réel clos, si K satisfait les axiomes de corYs, 

les axiomes de l'ordre total compatible et les axiomes suivants : 

. ( ' d x ) ~ ~ )  ( o i x  . x = y . y >  
X 

pour tout n F N impair : (a x,) . . . (d xn) ( 3 y )  : 

(2.3.9) - -- DC({lri&o~~ - : Dans 1'. langage de la théorie des ccrps, 

on dit qu'un corps K est un corps réel foimel, si K satisfait les axiomes 

X 
de corps et les axiomes suivants, pour tout n r IN : 



( 2 . 3 .  I L ' ]  - Exerni~,te 2 [27] : 

T = la theorie des corps ordonnés ; 

T* = la théorie des corps réels clos. T* est modèle complétion de T, 

car T est une théorie universelle, T* est modèle-complète et T* 

admet l'élimination des quantificateurs ; 

ET = la classe des corps réels clos. 

(2 .3 .711  - E x ~ m p 4 ~  3 : 

T = la théorie des corps réels formels ; 

T* = la théorie des corps réels formels clos. T* est le modèle-compagnon 

de T, mais n'est pas modèle-complétion car T* n'admet pas l'ili- 

mination des quantificateurs (cf. [7] ) ; 

C'est un exemple de théorie modèle-complète qui n'admet pas l'éli- 

mination des quantificateurs ; 

ET = la classe des corps réels formels clos. 

( 2 . 3 .  72) - Ex~r l i )~Le  4 [6], L7] : 

T = la théorie des groupes abéliens ; 

T* = la théorie des groupes abéliens, divisibles, admettant Four chaque 

entier premier p, une infinité d'éléments d'ordre p ; 

ET = 
la classe des groupes abéliens, divisibles, admettant pour chaque entier 

premier p, une infinité d'éléments d'ordre p. 



où k 2 , k > O e t  z ( ~ ~ )  e s t  l e  groupe m u l t i p l i c a t i f  de  t o u t e s  
P  

n  
l e s  r a c i n e s  p -ièmes de  l ' u n i t 6  dans d ,  où p  e s t  p remie r  fixG e t  

n  c IN (page 256, 5 2 ,  [7]). 

( 2 . 3 .  7 3 )  - ExempLe 5 pg : 
T = l a  t h é o r i e  d e s  modules s u r  un anneau c o h é r e n t  f i x é  A ; 

T* = l a  t h é o r i e  complète  d e s  g r o s  modules absolument  p u r s  ; 

ET = l a  c l a s s e  d e s  g r o s  modules absolument p u r s .  

( 2 . 3 . 7 3 )  - Exunp4e 6 : 

T = l a  t h e o r i e  de  l ' o r d r e  t o t a l  ; 
- 

T* = l a  t h é o r i e  de  l ' o r d r e  t o t a l  dense ,  s a n s  é lgments  ext rêmes C27J ; 

ET = 
l a  c l a s s e  d e s  ensembles t o t a l e m e n t  ordonnés  d e n s e s ,  s a n s  é léments  

ext rêmes.  

( 2 . 3 .  7 5 )  - R ~ r n U h q i ~ ~ c ~  : 

a )  l e s  t h é o r i e s  s u i v a n t e s  n ' o n t  pas  de modèle-conpagnon ( l a  c l a s s e  

de  l e u r s  modèles e . c .  n ' é t a n t  Das c l o s e  p a r  u l t r a p r o d u i t ,  n ' e s t  pas  Clémen- 

t a i r e  a u  s e n s  l a r g e )  [41, [7] : 

l a  t h é o r i e  des  g roupes  non a b é l i e n s  ; 

. l a  t h é o r i e  des anneaux commutat i fs  avec  é lément  u n i t é  ; 

. l a  t l i t 'or ie  des monoïdes ( i . e .  dcmi-groupes avec é16ment n e u t r e  

s p é c i f i é  e . ) .  

b) l a  t h é o r i e  s u i v a n t e  ne  possède Das de modèle P . C .  : 

T = l a  t h é o r i e  d e s  d e m i - g r o u ~ e s  avec é lemcnt  n e u t r e  non s p é c i f i é ,  don t  

l e s  axiomes s o n t  : 



En effet, puisque tout demi-groupe G peut être plongé dans un 

demi-groupe G', dont l'élément neutre est différent de celui de G 

alors T n'a pas de modèle e.c. 



CHAPITRE 1 7 1  

CORPS D I F F E R E N T I E L  

La théorie des corps différentiels est due en grande partie aux 

travaux de Ritt, Seidenbers, Kolchin et Robinson. 

Après avoir donné quelques notions élémentaires sur les corps 

différentiels, pour une lecture plus aisée, nous démontrerons un théorème 

de caractérisation des tyDes dlisomornhisme qui précise les travaux de 

Xood et qui permet de comparer les notions de corps contraintement clos, 

différentiellement clos et existentiellement clos. 

( 3 .  1 )  - -- C o r r ) ~ s  --- d i j ( G & u i ~ t i c Y s  -- -- - G?i . l? tc t i ' i  . . - - t é s .  - - 

( 3 . 1 .  1 ) - Dé - - j ( 1 l c X i 0 1 i s .  -- - --- - - LJn anneau conmutat if unitaire A est 

un anneau différentiel, s'il est muni d'une dérivation, c'est-à-dire une 

application D : A + A, telle que : 

Un corps différentiel K est un corns muni d'une dérivation D, 

on le note ( K , D ) .  

( 3 .  1 . 2 1  - D c { t n i t i u i ~ . -  - .  - - -  - Si (K,D) est un corps diffcrentiel, 

on définit l'ensemble des constantes : 



(C,D) est un sous-corps différentiel de (K,D). 

( 3 . 1 . 3 )  - ~ i r z L ; e . i v n  : Un homomorphisme d'anneaux différentiels 

( A , D )  + (B,D1) est un homomorphisme d'anneaux tq le diagramme suivant 

On le note encore $ : (A,D) + (B,D1). 

( 3 . 1 . 4 )  - E X Q ~ ~ I ~ J ~ ' L S  : - -- - -- - 

a) Q et Z 
/pz 

Dour premier, sont des (:orps différentiels, 

munis de la dérivation nulle. Ce sont les c o q s  différentiels premiers. 

b) Si K est un corps, l'anneau KrK] est un anneau différentiel, 

muni de la derivation : K[X] + K[X] : P &+ P l  

c )  le corps des fonctions méronorphes sur un domaine fixé C est 

un corps différentiel. 

( 3 . 7 . 5 )  - D e j ( ~ i t 4 u ~ 1 ~  : - . - -- - - -- - 

Soit K un corns différentiel (muni de la dérivation D) ; 

on lui adjoint des indéterminses en nombre dénombrable K ~ x ~ , x , ,  . . .] . 
On prolonge D, en posant : 



2  
On no te  K{X} = ( K ~ X , D X , D  - X , .  . .I] ,D) e t  

2  
K<X> = (K(X,DX,D X,  ...), D). K<X> e s t  l e  corps des f r a c t i o n s  de K{x}. 

Un polynôme d i f f é r e n t i e l  e s t  un élément de K{x). 

S o i t  f  ê K{X} un polynôme d i f f é r e n t i e l  ; l e  p lus  grand e n t i e r  

r r t q  D X i n t e rv i enne  dans f e s t  appelé  l ' o r d r e  de f .  

On d é f i n i t  l ' o r d r e  des cons t an te s  comme é t a n t  - 

Le degré de f  e s t  l e  degré en Drx ,  on l e  no te  d. 

Le b i o r d r e  de f e s t  l e  couple ( r , d )  ; on note  b i o r d r e  f  = ( r , d ) .  

S i  b io rd re  f l  = ( r l  , d l )  e t  b io rd re  f  = ( r  d  ) avec 
2 2, 2 

f , f E K{x}, on convient  que : 

( r l  , d l )  < ( r2 ,d2 )  s s i  r l  < r OU r = r e t  d l  < d2. On n o t e  a l o r s  
2 1 2  f l  < f 2 .  

Un i d e a l  d i f f é r e n t i e l  e s t  un i d é a l  s t a b l e  par  d é r i v a t i o n .  

S o i t  K un corps d i f f é r e n t i e l  e t  s o i t  P 6 K{X) de b io rd re  

r d ) .  On peut é c r i r e  P sous l a  forme : 

d 
P = B ( D ~ X )  + C ,  où E ,  C c  R{x}, avec ordre  B < r e t  

b io rd re  C < ( r , d )  ; B e s t  l e  c o e f f i c i e n t  dominant de P .  

On d é f i n i t  l e  séparant  de P : S = 
a P 

(dér ivée  formel le  
a (D'XI 

de P ,  par  r appor t  à Drx). 

Div is ion  dans { : s o i t  f  c K{x), f # O ,  de s épa ran t  S  

e t  de c o e f f i c i e n t  dominant B .  

So i t  f  l ' i d k a l  diffG;e:iricl erigendré par  f  e t  s o i t  g E K{x}. 

Alors il e x i s t e  des  e n t i e r s  m, n  e t  un polynôme d i f f é r e n t i e l  h c K{X} 

m n  
t q :  B S U - h ~  Cf] e t  h < f .  



Soi t  K un corps d i f f é r e n t i e l .  Une équat ion d i f f é r e n t i e l l e  

est une équat ion  de l a  forme : f ( x )  = O,  avec f  E K{x). En t rouve r  

une so lu t ion  dans une ex tens ion  L de  K y  c ' e s t  t rouve r  un élément b  

de L t q  f ( b )  = 0. 

So i t  K un corps d i f f é r e n t i e l ,  s o i t  K C  L une ex tens ion  

e t  s o i t  b  E L : 

~ { b )  e s t  l e  p lus  p e t i t  sous-anneau d i f f é r e n t i e l  de L, contenant  

K<b> e s t  l e  p lus  p e t i t  sous-corps d i f f é r e n t i e l  de L ,  contenant  

K u {b} ; c ' e s t  l e  corps  des f r a c t i o n s  de ~ { b ) ,  e t  on a  

On d i t  que b  e s t  d i f f é r e n t i e l  a lgébr ique  s u r  R,  s ' i l  e x i s t e  

f(X) & R{x), f(X) # O t q  f ( b )  = 0. 

S i  b  n ' e s t  pas d i f f e r e n t i e l  a lgéb r ique  s u r  K y  on d i t  q u ' i l  

e s t  d i f f é r e n t i e l  t ranscendant  s u r  K .  

(3 .  7.6) - P t r o p o h i ~ o n  : S o i t  K un corps d i f f é r e n t i e l .  

b e s t  d i f f é r e n t i e l  a lgébr ique  s u r  K s s i  K<b> e s t  de degré de t ranscen-  

dance f i n i  s u r  K. 

D é r n o ~ ~ ~ ~ ; t t L a f i u ~  : v o i r  [2g , page 1 7 5 .  

( 3 . 7 . 7 )  - C o t r o l l h e  : S i  b e t  c  sont  d i f f é r e n t i e l s  a lgé-  

1 
br iques s u r  K y  a l o r s  b+c, bc e t  - b  avec b  f O ,  sont  d i f f é r e n t i e l s  

a lgébr iques  s u r  K. 

( 3 . 7 . 8 )  - D é 6 i n i ; t i o ~  : Soient  K c  L ,  f r K{X} e t  b  E L. 



On dit que b est solution générique de f(x) = 0 si f(b) = O et si 

pour tout .g E K{X) tq ordre g < ordre f, on a g(b) # 0. 

( 3 .  7 . 9 )  - P ~ L O , O O A ~ ~ ~ O M  1 ( c w ~ u c ~ $ ~ ~ A ; ~ ~ Y u Q  Z G ~ O )  . 
Soit K un corps différentiel. Supposons b différentiel algé- 

brique sur K. 

Il existe un polynôme différentiel f(X) E K{X) tq b soit 

solution générique de f (x) = 0. 

Il suffit de prendre f = le ~olynôme de biordre minimal de b. 

(3.7.70) - P h ~ p u A , i f i O V I  2 ( c c v r a c X Z t u ~ ~ ' q u ~  z Z f i u ) .  

Soit K un corps différentiel et soit f c  K{X) d'ordre 2 1 .  

Il existe une extension différentielle de R,  qui contient une solution 

générique u de f(x) = O. Et, en plus, si f est irréductible, on a 

S(u) # O ,  où S est le séparant de f. 

Soit r = ordre f et soit un facteur irréductible de f, 

de même ordre et de plus bas degr6 en K. 

On pose K ~ u ~ ,  . . . ,U ] r 

et on étend la dérivation D de K à K(uo, ..., ur) en posant : 

Du = u 
1 '  

DU = u ..., DU 
1 2 ' = u et 

O r- 1 r 

Du = l'unique racine de : 
r 

ç = -  # O car deg S < deg 2. 

a 'r 



r 
Alors  u  = u  e s t  s o l u t i o n  de f(X,DX, ..., D X )  = O e t  u  e s t  s o l u t i o n  

O 

génér ique ,  c a r  pour t o u t  h E K{X) t q  o rd re  h < ord re  f ,  on a 

h ( u ) $ O  c a r  h &  ( g ) .  
O 

S i  f  e s t  i r r é d u c t i b l e ,  a l o r s  g = Af, avec A i n v e r s i b l e ,  

donc S(u) Z 0.  

c .q .  6.d.  

( 3 . 7 . 7 7 )  - DC$ivLcLLon -- : S o i t  K C L une ex tens ion  de corps 

d i f f é r e n t i e l s  e t  s o i e n t  Q ly - . - J ln  L. 

e s t  appelé  i d é a l  de d é f i n i t i o n  de l , . . . , n  s u r  K .  

( 3 . 7 . 7 2 )  - D@(in,iXion : Soient  deux ex tens ions  de K : 

On d i t  que ( S . .  . , ) e s t  une s p é c i a l i s a t i o n  de (r i1 , .  . . ,qn) 
n  

On d i t  que l a  s p é c i a l i s a t i o n  e s t  générique s i  on a  é g a l i t é . :  

I l  e x i s t e  a l o r s  un K-isomorpliisme canonique 



( 3 . 7 . 1 3 )  - DC!&ni;tiovz : S o i t  K un c o r p s  d i f f é r e n t i e l .  Une -- - 
f a m i l l e  q 1 , ,  d ' é l éments  d 'une  e x t e n s i o n  L de  K e s t  c o n t r a i n t e  

n  

s u r  K. s ' i l  e x i s t e  C ,  C F K{xl, ..., x t q  C ( q l ,  ...,") # O e t  t q  
n  

pour  t o u t e  s p é c i a l i s a t i o n  (SI ,..., S de  (v l  ,..., q n ) ,  s i  C(Sl ,..., S # 0 ,  
n  n  

a l o r s  l a  s p é c i a l i s a t i o n  e s t  génér ique .  

C s ' a p p e l l e  l a  c o n t r a i n t e .  

( 3 .  7 . 1 4 )  - Excrnpled r lb l  - - : 

a )  S i  q  e s t  a l g é b r i q u e  s u r  K ,  a l o r s  q  e s t  c o n t r a i n t  s u r  K ,  

d e  c o n t r a i n t e  C = 1 .  

b) ex e s t  c o n t r a i n t  s u r  , de  c o n t r a i n t e  C(x) = x # 0 .  

( 3 . 7 . 7  5 )  - R P . A L L ~ ; ~ ~ ~ R ~  c l a ~ c l i q c ~ e a  ( K o t c h . i ~ t  ri - 41 - ) . 
a )  S i  q  e s t  c o n t r a i n t  s u r  K ,  a l o r s  q  e s t  d i f f é r e n t i e l  

a l g é b r i q u e  s u r  K ; 

b) S i  K<ql ,  ...,n > = I'<c . , . . . , e t  s i  r , . . . , e s t  
n  m 

c o n t r a i n t e  s u r  K ,  a l o r s  ( S I ,  ..., S ) e s t  c o n t r a i n t e  s u r  K ; 
m 

c )  S o i t  K Y - +  L une e x t e n s i o n  de c o r p s  d i f f é r e n t i e l s  e t  

s o i t  ( q l ,  ..., rln) une f a m i l l e  d ' é léments  d e  L .  S o i t  C E K { X ~ ,  ..., x  1 
n  

un polynôme d i f f é r e n t i e l  t q  C ( q l ,  ..., rl ) # O .  Alors  il e x i s t e  une spéc ia -  
n 

l i s a t i o n  ( S I ,  . , ) de ( r l , ,  .. . ,rln) q u i  e s t  c o n t r a i n t e  de c o n t r a i n t e  C .  
n  

( 3 . 1 . 7 6 )  - P k ~ ) ~ ~ h i $ i ~ l l  - : S o i t  K un corps  d i f f é r e n t i e l  e t  s o i t  C 

son corps  de c o n s t a n t e s .  S ' i l  e x i s t e  un é lément  a  non c o n s t a n t  dans  K ,  

a l o r s  K e s t  de dimension l i n é a i r e  i n f i n i e  s u r  C .  

En e f f e t ,  s ' i l  e x i s t e  a  E K - C ,  a  e s t  t r a n s c e n d a n t  s u r  C ; 

c a r  s i n o n  il v é r i f i e  une 6 q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  f ( x )  = O ,  o r d r e  f  = O 



e t  f 6 C{x). On prend f  = l e  polynôme minimal de a  e t  on pose : 

n  n-l 
f ( x )  = x + c x + ... + c c. E C, i = O , .  . . ,n-1 . n- l O '  1 

n  n- 1 
O n a :  O = f ( a )  = a  + c  a  + ... + c 

n- 1 O 

en  d é r i v a n t ,  il v i e n t  : 

O r  a '  # 0 ,  c a r  a  E K - C ,  on a  donc 

é q u a t i o n  de degré  i n f é r i e u r  au degré  de  f ,  c e  q u i  e s t  f aux .  

( 3 . 2 .  7 )  - Thévireme dc l?'El?étncvzt -. j ~ , t i m i ; t [ ; j .  -. - - 

S o i t  R un c o r p s  d i f f é r e n t i e l .  S i  K c o n t i e n t  d e s  é léments  non 

c o n s t a n t s .  Quels que s o i e n t  i l l ,  ..., 'in d i f f é r e n t i e l s  a l g é b r i q u e s  s u r  K ,  

il e x i s t e  d i f f é r e n t i e l  a l g é b r i q u e  t e l  que K<ql ,  . . . , q  > = K < Q > .  
n  

U&moizb;ttlu~on : v o i r  k8] , page 1 7 6 .  

( 3 . 2 . 2 )  - - Tlzéu/'zCt)~c,. -. -- -- - S o i t  K un c o r p s  d i f f é r e n t i e l .  S o i t  $ un 

système d é f i n i  s u r  K d e  l a  forme : 

( 
f  (x )  = O 

g ( x >  # 0 

avec o r d r e  2 < o r d r e  f .  

A l o r s  il e x i s t e  une e x t e n s i o n  d i f f é r e n t i e l l e  de K ,  c o n t e n a n t  

une s o l u t i o n  de ce  sys tème.  



DZmonb;ttru;tion : -- 

On construit l'extension différentielle définie par la solution 

générique b de f(x) = O (d'après la proposition (3.1 .IO)) ; b 

satisfait alors le système S .  

( 3 . 2 . 3 )  - DG6ini;tion.- On dit qu'un corps différentiel K 

est différentiellement clos si tout système à coefficients dans K, de la 

forme : 

S / f (x) = O, avec ordre f 5 O 

avec ordre 2 < ordre f 

possède une solution dans K. 

( 3 . 2 . 4 )  - ~ t t ~ p h i e x e s  - : 

(i) tout corps diffSrentiellement clos est algébriquement clos ; 

(ii) si K est un corps différentiellement clos, son corps 

de constantes C est algébriquement clos. 

(i) résulte de la definition en prenant 5 = 1 ; 

(ii) il suffit de montrer que C est algébriquement clos dans K 

i.e. si x t: K est algébrique sur C, alors x F C. 

Comme x est algèbrique sur C, on peut considérer son polynôme 

minimal : 

n n- 1 
f(x) = x  + a  x + ... + a = O, avec a. c C. 

n- 1 O 1 

On a alors, en dérivant : 



n- 1 
Or n x  + ... + al # 0, car x est de degré n, donc 

D x = O  et X E C .  

c.q.  6.d.  

( 3 . 2 . 5 )  - Phopobi,tion - : Soit K un corps différentiellement clos. 

Il existe a E K tq a ne soit ?as une constante. 

On considère le système S suivant : 

S a une solution dans K. 

( 3 . 2 . 6 )  - ThZukZrne : Tout corps différentiel K se plonge dans 

m 
un corps différentiellement clos K . 

D&monh&a,tiun : 

On considère iin bon ordre sur l'ensemble des systèmes S à coef- 

ficients dans K : 

avec ordre g .: ordre f 

et on procède comme pour les corps algébriquement clos kg. 

( 3 . 2 . 7 )  - DZJinC5un : Un corps différentiel K est contraintement --- 

clos (en abrégé c.c), si pour toute famille (,,...,n) contrainte sur K, 



( 3 . 2 . 8 )  - Théoxème : S o i t  I< un corps d i f f é r e n t i e l ,  de dimension 

l i n é a i r e  i n f i n i e  s u r  son corps  de cons tan tes  C. Alors  K e s t  contraintement  

c l o s  s s i  pour t o u t  n ,  c o n t r a i n t  s u r  K implique & K.  

découle de (3 .2 .1)  e t  (3.1.15, b ) .  

(3 .2 .91 - ThQufiCrne : s o i t  K -+ K<Q> une ex tens ion  de corps 

d i f f é r e n t i e l s ,  avec n c o n t r a i n t  s u r  R e t  s o i t  f l e  polynôme non nu l  

de b i o r d r e  minimal t q  f ( n )  = 0. 

( i )  Il  e x i s t e  une c o n t r a i n t e  g de q t q  ordre  g < ordre  f ; 

( i i )  Le type d'isomorphisme s u r  K de K<q> e s t  déterminé pa r  

l e  système su ivant  : 

où S e s t  l e  séparant  de f ,  B l e  c o e f f i c i e n t  dominant de f e t  g 

dé£ i n i  comme au  ( i )  . 

Autrement d i t  : s a t i s f a i t  l e  système S e t  s i  5 s a t i s f a i t  

au  système S, il e x i s t e  un R-isomorphisme 3 q u i  envoie s u r  5 : 



D é i n a ~ n R h a ~ o ~  : --- 

( i )  : e s t  c o n t r a i n t  s u r  K,  donc il e x i s t e  une c o n t r a i n t e  

C de  q t q  C(n) # 0 .  

On va r é d u i r e  l ' o r d r e  de  C ,  j u s q u ' à  c e  qu 'on t r o u v e  un polynôme 

d i f f é r e n t i e l  g  t e l  que o r d r e  g, < o r d r e  f .  

11 e x i s t e  d e s  e n t i e r s  n ,  m e t  un polynôme d i f f é r e n t i e l  h  

n  m t e l  que B S C - h  ê [fll , avec  h  < f .  On v a  mont re r  que h  e s t  une 

c o n t r a i n t e  de  . En e f f e t ,  s o i t  S  une s p é c i a l i s a t i o n  de  t e l l e  que 

h(S) # O ,  il f a u t  mont re r  q u ' e l l e  e s t  génér ique .  O r  pu i sque  f ( q )  = 0 ,  

on a  a l o r s  f ( S )  = O,  ( c a r  S e s t  une s p é c i a l i s a t i o n  de ) Il  v i e n t  

e n s u i t e  : 

(13"srnc) ( s )  - h  ( S )  = O 

(Bnsrnc) (s) = h(S)  # O ,  donc C(S) # 0 .  

O r  C e s t  une c o n t r a i n t e  de Q, donc S e s t  une s p é c i a l i s a t i o n  

g é n é r i q u e .  

On cons idère  maintenant  deux cas  : 

o r d r e  h < o r d r e  f ,  a l o r s  c ' e s t  f i n i  c a r  on a t r o u v é  une c o n t r a i n t e  h  

de t q  o rdre  h  < o r d r e  f  ; 

o r d r e  h  = o r d r e  f  = r e t  deg h < deg f ; comme f ,  h  E K {no , .  . . , x r} ,  

on d i v i s e  f pa r  h .  Alors  i l  e x i s t e  un e n t i e r  n  e t  un polynôme d i f -  

f é r e n t i e l  P t q  ~ ; f  = hQ + P ,  avec deg P < den h  e t  B I  = c o e f z i c i e n t  

dominant de h. 

On montre que P e s t  une c o n t r a i n t e  de ri. 



On a ainsi construit une contrainte P de q tq deg P < deg h. 

On poursuit ce procédé jusqu'à ce qu'on trouve une contrainte de deçré O 

en D ~ X ,  c'est-à-dire d'ordre S r-1 < ordre f ; la construction est alors 

terminée. 

(ii) 

satisfait le systène : en effet, g est la contrainte de n ,  

donc g(n) # O ; f est le polynôme de biordre minimal de n ,  donc f(0) = O ; 

S étant le séparant de f, on a deg S < deg f et ordre S S ordre f, 

donc S(Q) # O ; de même on a ordre B < ordre f et donc B(n) # 0. 

Et est bien une solution du système S. 

si S est une autre solution du système S ,  il suffit de 

montrer que S est une spécialisation générique de q .  

* *  S est une spécialisation de : en effet, si P(q) = 0, 

on sait qu'il existe des entiers n, rn et un polynôme différentiel Q 

n m 
tq S B  P - Q E  Cf], avec (! < f et où S = séparant de f et B = 

coefficient dominant de f . 

P(n) = O et f ( r \ )  = O iripliquent Q(r1) = O ; donc Q = O 

car Q < f. On a alors : snBrnp c [ f i .  :lais puisque f(S) = O, on a 

donc ( s ~ B ~ P )  (S) = O ; or S(S) # O et B(S) Z O, donc P ( S )  = O. 

* *  La spécialisation est générique puisque g ( S )  # O. 

( 3 . 2 .  70) - ThC«~&no . - -- - - : Soit K un corps différentiel, K 

est différentiellement clos ssi K est contraintenent clos. 



~ @ r n 0 ~ ~ ~ 0 v l  : - 

Si K est différentiellement clos, il contient des éléments non 

constants (3.2.5) ; d'après le théorème de l'élément primitif, il suffit 

de montrer que si 0 est contraint sur K y  alors 0 E K. 

Soit alors contraint sur K et soit f le polynôme de biordre 

minimal de sur K, f (0) = O. D'après le théorème (3.2.9,i), il existe 

une contrainte g de r tq ordre g < ordre f. 

On considère ensuite le système suivant : 

où S est le séparant de f et B le coefficient dominant de f. Q 

est alors une solution du système S ,  d'après (3.2.9, ii). 

Par ailleurs comme K est différentiellement clos, le système : 

f (x) = O 

i g(x)+0 

avec ordre g < ordre f 

possède une solution dans K et, en  lus, comme f est irréductible, il 

existe une solution 6- K (la solution zénérique de f(x) = O) qui 

n'annule pas le separant et le coefficient dominant de f. 

D'après (3.2.9, ii), on a alors : 



ï l = 3-13(q) = 9-1 (5). Or 5 E K, donc $-l (5) E K, (car 4-1 est un 

K-isomorphisme) .  où q E K. 

Supposons que K soit contraintement clos. On considère alors 

le système suivant : 

avec ordre g < ordre f 

Soit q la solution générique de f(x) = O (elle existe toujours), 

alors g(q) # O (car ordre g < ordre f ) .  Soit 5 une spécialisation de q ,  

contrainte sur K, de contrainte g (d'après (3.1 .15, c)) ; on a alors 

g ( c )  # O. Or 5 est une spécialisation de donc f(q) = O implique 

f(r1) = 0. 5 est contrainte sur K, donc 5 E K (car K est contraintenent 

clos). 

On a donc trouvé une solution F, du système S tq 5 E: R, 

d'où K est différentiellenent clos. 

Soit K un corps différentiellement clos et soit le système suivant : 



système f i n i  d ' é q u a t i o n s  e t  d ' i n é q u a t i o n s  polynomiales  d i f f é r e n t i e l l e s  à 

c o e f f i c i e n t s  dans K.  

S i  S possède une s o l u t i o n  dans  un c o r p s  d i f f é r e n t i e l  e x t e n s i o n  

de  K ,  a l o r s  S possède une s o l u t i o n  dans  K. 

DQmuncl;ttra;tiun : 

S o i t  L une e x t e n s i o n  d i f f é r e n t i e l l e  de  R e t  s o i t  ( t 1 , . . . , E n )  

une s o l u t i o n  de S dans  L ; on a  a l o r s  : f e ( E 1 ,  . . . , S n )  = 0 ,  

1 = 1 , .  . r e t  g j  ( E l , .  . . , t n )  # O ,  j = 1 , .  . . , S .  

On pose g = 8, . . . g s .  On a  a l o r s  : 

E t  donc g ( S , ,  . . . , S  ) # O ( c a r  K { < ] ,  . . . , e s t  i n t è g r e ) .  
n  n  

D'après  l e  théorème (3 .1 .15 ,  c ) ,  il e x i s t e  a l o r s  une s p é c i a l i s a t i o n  

l , . . . , n  de ( t 1 , . . . , 5  ) q u i  e s t  c o n t r a i n t e  s u r  K ,  de c o n t r a i n t e  g .  n  

On a  donc g ( q l , .  . . ,Y ) # O e t  p a r  s u i t e  g , . . . , # O ,  j = 1 , .  . . , S .  
n  

De p l u s ,  comme h l , .  . . ,Iin) e s t  c o n t r a i n t e  s u r  R, on a a l o r s  Q. E K ,  
1 

i = 1 ,  ..., n  ( c a r  K e s t  c o n t r a i n t e m e n t  c l o s  ( 3 . 2 . 1 0 ) ) .  On a  a u s s i  : 



7 3 1 (car (rll,. . . ,qn) est une spécialisation de 
h l ,  ,nn) (<,,...,5 n ) 

(5 ,,..., 5,)). Et comme fe(<ly...,<n) = O, = 1 , .  r , on a 

fe(q ly...,q ) = O, L = 1 r .  D'où : 
n 

n 
On a ainsi trouvé une solution , . . ) E K au système S. 

n 

( 3 . 2 . 1 2 )  - CukuLLaikc - : Pour un corps diffgrentiel K y  de carac- 

téristique zéro, on a équivalence entre : 

(i) K est contraintement clos ; 

(ii) K est différentiellement clos ; 

(iii) K est existentiellement clos. 

DérnonclXtuLLon : 

(i) t--+ (ii) (3.2.10) 

(i )  +--+ (iii) (3.2.11) 

(iii) t-4 (ii) : trivial. 

( 3 . 2 . 1 3 )  - - C u k u l t ( ~ i 7 c  - -- - -- -- : 

T = la théorie des corps différentiels de caractéristique zéro ; 

T* = la théorie des corps diffErentiellenent clos de caractéristique zéro. 

T* est modèle-complétion de T, car T est universelle, T* est 

X 
modèle-complète et T admet l'élimination des quantificateurs 

(2.3.3, c). 

ET = 
la classe des corps différentiellement clos de caractéristique zéro 

(2.3.4). 



( 3 . 2 . 1 4 )  - DQijiniLi'tion (e-xz~nbiun - modèle-phemie,h) . -- -- 

Soient T une théorie et M une sous-structure de 
C ~ .  

On dit que N est une extension modèle-premier de i v l ,  si :I C N, N T 

et le diagramme suivant peut être complété, pour tout modèle L de T 

et tout monomorphisme 19 >-t L : 

( 3 . 2 . 1 5 )  - ThEu42me -. : Soit T une théorie w-stable (4.3.1) : 

i) existence (Morley) : pour toute sous-structure N de LT, 

il existe une extension modèle-premier de M, qui est un modèle de T 

- 
(cf. 1273 , page 202, cor. 32.4) . 

ii) unicité (Shelah) : deux extensions modèles-premiers quelconques 

d'une sous-structure f & sont M-isomorphes (cf. p73, page 249). 
&T 

( 3 . 2 .  16) - - App i ! i ccc t iu i r  - -- : 

Soit T la théorie des corps différentiellement clos de caracté- 

ristique zéro. T est u-stable (5.4.4), donc nour tout corps différentiel 

de caractéristique zéro, il existe un corps différentiellement clos de 
- 

caractéristique zéro K qui est une extension modèle-premier de K. 

- 
I< est unique à isomorphisme près et sera appelé tout natiirellenent 

- 
la clôture différentielle de K. Cenendant 1 n'est pas une extension mini- 

male au sens algébrique du terme. 



( 3 . 3 . 1 )  - R e m m q u e  : Le travail de Wood peut être précisé de la 

manière suivante 19-1. 

( 3 . 3 . 2 )  - -- DEdinLtLun  ( C U ~ ~ A  - did1jE4ent iQR pcut6cu;t) : 

La théorie des corps différentiels parfaits est la théorie des 

corps différentiels de caractéristique p, plus l'axiome : 

( 3 . 3 . 3 )  - -- R e m u x u e  - : Soit K un corns différentiel et soit 

P c ~ { x )  tq ordre P 2 O. Le séparant de P peut être nul. 

( 3 . 3 . 4  ) - ---- D E  $ i r u ; t i u ~  ( c u a p h  di,4 6 Q k e ~ n L L c l L e m ~ n X  ---- c l u b  1 : 

On dit qu'un corps différentiel K est différentiellement clos 

si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) K est parfait ; 

(ii) chaque système S défini sur K de la forme : 

f(x) = O, ordre f 2 1 

g ( x )  + O 

avec ordre g < ordre f 

et tq le séparant S de f, ne soit pas nul, possède une solution 

u dans R tq S(u) + 0. 

( 3 . 3 . 5 )  - P & C J t ~ c l l i  tien : Cllaclue corps différentiel parfait se ----- 

plonge dans un corps différentiellement clos. 



D E m o n b ~ a l i o n  : 

La preuve est pratiquement similaire à celle de (3.2.6). 

( 3 . 3 . 6 )  - - ThGot2me : Soit K un corps diffGrentie1 parfait 

et soit q un élément contraint sur K. Alors : 

(i) il existe un polynôme de biordre minimal f E K{X) tq 

£(il) = O ; et tq le séparant S de £ ne soit pas nul , 

(ii) il existe une contrainte g de Q telle que ordre g < ordre f ; 

(iii) le type d'isomorphisme de K < r ) >  sur K est déterminé par le 

système S suivant : 

où B est le coefficient dominant de f, et f, g, S définis comme aux 

énoncés (i) et (ii). 

D5iriu~z~.tiicc;tiu~c , 

(i) est un résultat de Seidenberg [28], page 188 ; 

(ii) et (iii) : la preuve est identique à celle de (3.2.9) car 

s # o. 

( 3 . 3 . 7 )  - T h $ c , l z ? ~ ~  . . - - -- . -- : Soit K un corns différentiel parfait. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) IZ est differentiellement clos ; 

(ii) R est contraintenent clos ; 

(iii) K est existentiellenent clos. 



D ~ m o n b ~ a ~ u n  -- : Elle est identique à celle de (3.2.12),  en 

utilisant (3.3.6) (cf. 1 9 1 ) .  

( 3 . 3 . 8 )  - CO~UUCLL~~) : ---- -- 

Soit T = la théorie des corps différentiels pafaits de caractéris- 

tique p # O  ; 

T* = la théorie des corps differentiellement clos de caracté- 

ristique p # O. T* est modèle-complétion de T (T* est modèle-compagnon 

et T possède la proprieté d'amalgamation) ; 

ET = la classe des corYs différentiellement clos de caractéristique 

p # o. 



CHAPITRE 1 V  

PROLUCUirllENES A LA T H E U R l E  D E S  MUDELES 

- - - - - - - - - - - 

A nartir de certaines analogies, on introduit les modèles saturés 

comme une généralisation des domaines universels. On étudie ensuite les 

notions de théorie w-stable, de modèles génériques et de modèles universels 

et homogènes. Les connexions entre ces notions apparaîtront par la suite. 

( 4 . 7 . 7 )  - R a p p ~ 4  : Soient K un corps commutatif et 1 un idéal 
.- 

de K~X], - . . . , x J .  Au cha~itre 1 ,  on a vu que les domaines universels K* 

sur I< sont assez "~ros'~ pour ctre suscentibles de contenir tous les "types" 

de zéro des idéaux 1 de KLY*, ..., XJ 

( 4 .  7 . 2 )  - P t u p c i h i L i o u  : Soient X un corps commutatif ---- 

(i) K se plonze dans un domaine universel R* ; 

(ii) Si L et L' sont deux domaines universels sur K tq : 

(H) : L et L' aient même degré de transcendance sur K. 

Alors, on a un K-isomorphisme de L sur L' 

(i) c'est trivial ; 

(ii) L n'est pas alsébrique sur K, à cause des degrés de trans- 



cendance. On considère alors une base de transcendance U de L sur K. 

On a alors : 

P + 
algeb. 

card U = card L = X . 

De même, soit V une base de transcendance de L' sur Ky 

on a aussi : 

K C-------t K(V) L-----t L', et card V = card L' = X 

card U = card V, donc il existe une bijection, 0 : U + V qui s'étend 

- 
en l'isomorphisme : K(U) K(V) . 

Or L est algébrique sur K(U) et L est a.c, donc L est la 

clôture algébrique de K(U). De même L' est la clôture algébrique de K(V). 

- 
Donc a se prolonge en un K-isomor~hisme : L L'. 

On peut remarquer que l'hypothèse (H) de (ii) est vérifiée 

K est dénombrable 

si i ou 
car L = card L' > card K. 

Ces résultats se généralisent à la théorie des modèles. 

( 4 . 2 . 7 )  - Dt?4 i r z i t i unn  -- (Lqpc)n  d c  (ahtnu!cb dnizs L ) .  

Soit T une théorie complète d'un langage dénombrable L .  

Un n-type sur T est un ensemble de formules p(v,, ..., v ) n 

(à  variables libres v I ,  ..., vn), maximal et consistant avec T. 



S (T) d é s i g n e  l ' e n s e m b l e  d e s  n- types  s u r  T. 
n 

Les 1- types  s e r o n t  t o u t  simplement a p p e l é s  t y p e s  e t  S 1 ( T )  s e r a  

souvent  n o t é  S ( ' f ) .  

Un n- type p(vl , . . . ,v  n ) s u r  T e s t  r é a l i s é  d a n s  un modèle 

FI de  T ,  s ' i l  e x i s t e  un n-uple (ml ,. . . , m  ) d 'é léments  de  Y t q  
n 

M k $(ml ,. ..,m ) pour  t o u t  $ c p. On d i t  a u s s i  que (ml ,.. .,m2) r é a l i s e  
n 

p dans  Y. 

On é t e n d  c e s  d é f i n i t i o n s  a u  l angage  expansion.  

(4.2.2 ) - Dé.jiniRXunh (;type de <okmu&  dan^ L(x)) .  

S o i t  M une s t r u c t u r e  d ' u n  l angage  du p remie r  o r d r e  1 e t  s o i t  

X C Pi un sous-ensemble du domaine de  M : 

On d i t  qu 'un  ensemble de  fo rmules  n (v )  de  1, ( a v e c  v comme 
-L 

s e u l e  v a r i a b l e  l i b r e )  e s t  un type  de  LX s u r  Th(M,x) s i  p ( v )  e s t  
xcx 

maximal e t  c o n s i s t a n t  avec  Th ( E ~ , X ) ~ ~ ~ .  

On d i t  qu 'un t y p e  p (v )  d e  LX e s t  r é a l i s é  dans  ( M , x ) ~ ~ ~  , 

s ' i l  e x i s t e  m c Y t q  
xcx 

i= $(m), nour  t o u t  $(v) E n (v) . 

S T ~ ( Y , X ) ~ ~ ~  = l ' ensemble  d e s  n - t y ~ e s  de LX s u r  Th(?I,x) 
n XEX ' 

(4.2.3) - - D+jiv~itiari ( i l l c~d$ l c  5c iAr i?@l .  

S o i t  M une s t r u c t u r e  de  L e t  s o i t  a un c a r d i n a l  i n f i n i .  

On d i t  que il e s t  a - s a t u r é  s i  Four t o u t  ensemble X C PI t q  c a r d  X < a ,  

chaque t y n e  p E S 1 ~ h ( ~ , x ) x c X  e s t  r é a l i s é  dans  ( ~ 1 , ~ ) ~ ~ ~ .  

On d i t  que PI e s t  sa.tur6 s i  Y e s t  ca rd  M -  s a t u r é .  

(4.2.4) - Théof i?mcb -. : 

a) S o i t  Y une s t r u c t u r e  i n f i n i e .  Pour chaque c a r d i n a l  i n f i n i  a, 

-t m m a 
il  e x i s t e  une s t r u c t u r e  yX,  a - s a t u r é  t q  < bf e t  c a r d  !l 6 (ca rd  $1) ; 



b) S i  M e t  N son t  deux s t r u c t u r e s  s a t u r é e s  de même c a r d i n a l  

e t  t q  M G N ,  a l o r s  M N ( c ' e s t  l e  théorème d ' u n i c i t é  d e s  modèles s a t u r é s ) .  

( v o i r  [27], pages 79 e t  81 ou [3], page 216).  

On v e r r a  a u  c h a p i t r e  s u i v a n t  que l e s  corps  s a t u r é s  s o n t  exactement 

l e s  domaines u n i v e r s e l s .  

( 4 . 3 . 7 )  - Dé&inLLLan : S o i t  T une t h é o r i e  sans  modèles f i n i s .  -- 

On d i t  que T e s t  A-stable,  a v e c  A un c a r d i n a l  i n f i n i ,  s i  pour  t o u t  

modèle M de  T e t  t o u t  sous-ensemble X C M t q  c a r d  X = A ,  l a  s t r u c t u r e  

(p!,~) r é a l i s e  A typesde S  1 Th(M,x) x&X ' 

( 4 . 3 . 2 )  - P h v p a h ~ f i ~ n  : Toute t h é o r i e  w -ca tégor ique  e s t  w-s table .  
1 

D é r n v ~ n ~ d v n  : v o i r  [3J , (pap,e 405 ( 7 . 1 . 4 ) )  

( 4 . 3 . 3 )  - Re.rnatrque - : Dans l e  c o n t e x t e  des  s t r u c t u r e s  a l g é b r i q u e s  

l e  théorème s u i v a n t ,  dû à Shelah e t  à Ehrenfench t  e s t  souvent  p l u s  commode 

que !a d é f i n i t i o n  pour  prouver qu 'une t h é o r i e  n ' e s t  pas  w-s tab le ,  nous en 

donnerons une i l l u s t r a t i o n  au c h a n i t r e  s u i v a n t .  

( 3 . 3 . 4 )  - Th@afi?mc : S o i t  M un modèle d 'une  t h é o r i e  T .  S i  -- 

l ' u n e  des  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  e s t  s a t i s f a i t e ,  a l o r s  T n ' e s t  pas  w-s table  : 

( i )  il e x i s t e  une r e l a t i o n  b i n a i r e  K d é f i n i s s a b l e  q u i  ordonne 

t o t a l e m e n t  un sous-ensemble i n f i n i  S  de Y ( c ' e s t  l a  c o n d i t i o n  de  She lah ,  

c f .  [27], page 228) ; 

( i i )  i l  e x i s t e  un sous-ensemble i n f i n i  S  de "' c t  une r e l a t i o n  

n - a i r e  R s u r  S t q  R s o i t  à l a  f o i s  connexe e t  a symét r ique  s u r  S 

- - 
( c ' e s t  l a  c o n d i t i o n  d e  Ehrenfench t ,  c f .  (22 , p .  227) . 



( 4 . 3 . 5 )  - Remahque  : Au c h a p i t r e  V ,  nous v e r r o n s  que l e s  corps  

i n f i n i s  dont l a  t h é o r i e  complète e s t  @ - s t a b l e  s o n t  exactement l e s  corps  

a lgébr iquement  c l o s .  

( 4 . 4  1 - MudèLeb géné iL igueb  au benb d u  d u h c i n g  i nd in i  de R o b i m o n  ( c f .  [13] , 

Pl, [2q* 
( 4 . 4 . 7 )  - R ~ m c v t q u e  : Le concept  d e  f o r c i n g  a é t é  f o r m a l i s é  de 

p l u s i e u r s  maniè res  en t h é o r i e  des  modèles.  Nous l ' i n t r o d u i s o n s  i c i  comme 

une g é n é r a l i s a t i o n  de l a  n o t i o n  de  s a t i s f a c t i o n  ( f o r c i n g  i n f i n i  a u  sens  

de  Robinson).  E t ,  à p a r t i r  du f o r c i n g ,  nous d é f i n i r o n s  l a  n o t i o n  subséquente  

de  modèle g é n é r i q u e ,  p l u s  f o r t e  q-ue c e l l e  d e  modèle e x i s t e n t i e l l e m e n t  c l o s  

e t  nous montrerons  que l a  c l a s s e  des  modèles génér iques  d 'une  t h é o r i e  donnée 

T ,  e s t  i n c l u s e  dans  l a  c l a s s e  d e s  modèles e . c .  de T .  

Le l angage  L s e r a  c e l u i  du c a l c u l  des  p r é d i c a t s  avec  é g a l i t é  ; 

l e s  symboles de  connec teurs  s e r o n t  7 , /\ , Il , 3. 

( 4 . 4 . 2 )  - Dé4i~ifiun - : S i  e s t  une formule  de L, on d é f i n i t  son 

r a n z  comme s u i t  : 

. s i  $ e s t  atomique,  r ($ )  = 1 ; 

. r ( $  A 'il) = r ( $  v Y) = r ($) + r ('Y) ; 

. r ( 1  4) = r (  qx$) - = r(i$) + 1 .  

( 4 . 4 . 3 )  - DE{iniR, ion .- : S o i t  T une t h é o r i e  dans L ,  nous l a  

supposerons  i n d u c t i v e  p a r  l a  s u i t e .  

On d é f i n i t  une r e l a t i o n  b i n a i r e ,  M 9,  ( 4  f o r c e  $1, e n t r e  

l e s  s t r u c t u r e s  M de C e t  l e s  énoncés dé f j -n i s  dans W, v a r  r é c u r -  
T 

rente s u r  l e  r a n g  de $ : 



. s i  e s t  a tomique,  III+ 4 ssi  MIk I$ 

. s i  4 = Y A û ,  M l @ $  s s i  -.II!=Y e t  xlti 8  

. s i  $ = Y v 8 ,  M I I = . $  s s i  M Y  ou  MI!= 0 

. s i  $ = ( 3 x )  ( ~ ( x ) ) ,  -i Il= s s i  il e x i s t e  a  E C t q  EI Ik Y(a) 

. s i  & = TY,  M i t  $ s s i  il n ' e x i s t e  p a s  !If E LT M C M '  t q  M ' I ~ Y .  

( 4 . 4 . 4 )  - Dé6iniLivn : Une s t r u c t u r e  non v i d e  M de ET e s t  T- 

génér ique a u  sens  du f o r c i n g  i n f i n i  de Robinson, s i  t o u s  l e s  énoncés  de T 

son t  d é f i n i s  dans 9 e t  s i  pour t o u t  énoncé $ d é f i n i  dans ?l, a l o r s  

M 1!= 3 s s i  !I I= 9. 

Le p l u s  s o u v e n t ,  on d i r a  t o u t  simplement génér ique  a u  l i e u  de T- 

génér ique ,  s i  aucune confus ion  n ' e s t  à c r a i n d r e .  

( 4 . 4 . 5 )  - DG{,L~ltiovl : S o i t  T une t h é o r i e  de  1. 
-- 

On d é f i n i t  T~ comme l ' ensemble  d e s  énoncés d é f i n i s  dans  T e t  

q u i  sont  v r a i s ,  dans t o u t e  s t r u c t u r e  T-générique.  

On a p p e l l e  T~ l e  forcing-compagnon de l a  t h é o r i e  T  e t  F 

F 
l ' o p é r a t e u r  f o r c i n g  F : T + T  . 

Dans [25], Robinson t r o u v e  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  s u i v a n t e  de  l a  c l a s s e  

GT des  s t r u c t u r e s  T-génér iques ,  T é t a n t  une  t h é o r i e  i n d u c t i v e  donnée. 

( 4 . 4 . 6 )  - ThGafiFrne : La c l a s s e  des  s t r u c t u r e s  T-généri,aues T 

e s t  une c l a s s e  i n d u c t i v e .  C ' e s t  l a  p l u s  p e t i t e  c l a s s e  de 1 q u i  s o i t  
T 

c a r a c t é r i s é e  Dar l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

X 
( i )  s i  Y E L a l o r s  i l  e x i s t e  Y* a GT t u  M s e  p longe  dans I I  ; 

T' 

( i i )  s i  M ,  M '  ~1 G ; M C M '  a l o r s  P 1 < ? l l  ; 
T 

( i i i )  s i  M F CT,  c G e t  M < M ' ,  a l o r s  !.l 6- G 
T  T  ' 



i.e. ces trois propriétés déterminent G de manière unique. T 

( 4 . 4 . 7 )  - Ca&o~cLihc? 1 . -  Soit M E C T .  Si M est T-générique, 

alors M est e.c. 

Soit $ une formule existentielle, définie dans M tq M' + 4, 
avec M c  M'. 

Soit M" T-générique tq Mlf 3 1.1' (4.4.6, i) ; Y" $, car 

4 est existentielle. Mais comme M et fl" sont T-génériques, avec hl c Ml', 

on a alors M pl" (4.4.6, ii) ; d'où 1.1 I= 4. 

( 4 . 4 . 8 )  - C o t u U c u 4 ~  - 2 . -  Soit T une théorie inductive. Alors tout 

modèle M de T de cardinal infini A, Deut être plongé dans un modèle 

f 
T-générique Yi de cardinal A .  

DQmuncl .th_ufivn : 

En effet, on peut plonger M dans un modèle T-générique M '  et 

d'après le théorème descendant de Lowenheïm-Skolem-Tarski, il existe un 

* m 
modèle 14* tq Y C M < 1 et card H = A. Or M '  étant T-générique, 

Y 
alors M est T-générique. 

(4.4.9) - Thé045i . l~ pg . - Soit T une théorie inductive. Si T 

m 
possède un modèle-compagnon T*, les modèles de T sont alors exactement 

les structures T-génériques. 

% 
Supposons que T possède un modèle-compagnon T . On considère 

la classe LT des sous-structures de modèles de T. On rapnelle que 



CT = C = la classe des modèles de T 
Tv v 

Soit G la classe des modèles de TV. 

% . G est une sous-classe de C ; en effet, T et T sont 

% Tv * 
mutuellement modèle-constantes, donc (T = TV ; or tout modèle H de T 

m 
est modèle de (T = TV. 

. G satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) du théorème 

(4.4.6). En effet : 

.. (i) : si M E LT, alors M est une sous-structure d'un 

modèle N de T et N est lui-même une sous-structure 

W: 
d'un modèle de T , donc M se plonge dans un modèle 

de T*. 

. . (i) : est vraie car T* est modèle-complète. 

.. (iii) : si M F CT , M '  E G et si M < Y ' ,  alors M E G : 

en effet, si \I e L comme on vient de le voir Y E L *. T 
W: 

T 
Par ailleurs, M' T* et M r Hf, donc N C T . 

On conclut d'après (4.4.6) que G = G 
T ' 

( 4 . 4 . 1 0 )  - CufiulPCLi4e.- Si T est une théorie inductive donnée, 
-- 

m G est une sous-classe de 2' et si T a un modèle-com?agnon T , . on a 
T T 

équivalence entre : 

(i) 14 est un modèle de T* ; 

(ii) 4 est unmodèle e.c. de T ; 

(iii) ?4 est un modèle générique de T. 

(résulte immédiatement des th6orèmes (2.3.4) et (4.4.9)). 



(4 .5 )  - ModèLen univeme& eL etdodélen hornogènea [Tl - , [27]. 

( 4 . 5 . 1  ) - -- Rmmque, : Nous verrons ici une connexion entre les 

modèles universel-homogènes et les modèles génériques, mais l'utilité des 

modèles universel-homogènes apparaîtra surtout au chapitre suivant 

(4 .5 .2 )  - Z)Q~ i~ i ; h ; t i on  (Modèle u n i v e m e l ) .  

Un modèle M d'une théorie T est a-universel, avec a un 

cardinal infini, si pour tout modèle N de T tq II N et card N < a, 

alors N se plonge élémentairement dans M. 

On dit que M est universel si M est card M-universel. 

(4 .5 .3 )  - DCl$iMAkion~. 

Soit M une structure infinie ; soient X, Y C M deus sous-ensembles 

de M et f : X + Y une surjection. 

On dit que f est un automorphisme partiel élémentaire de M, 

si on a : ( M , x ) ~ ~ ~  5 (H,~(x))~~~. 

On définit card f = card X. 

Et on dit que f est immédiatement prolongeable, si pour tout 

m E hl, il existe m' r H tq ( M , X , ~ ) ~ ~ ~  ' (!l,f(x),ml) xcx' 

( 4 . 5 . 4 )  - - D é j i ~ 4 f i o n  (l1od?lç ~ O I ? I U ~ Q I Z Q )  . 
Un modèle M d'une théorie T est a-homozène, si tout automor- 

phisme partiel élémentaire f de Y tq card f < a, peut être prolon- 

geable immédiatement. 

On dit que M est homogène si ! est card M-homogène. 



( 4 . 5 . 5 )  - Dé&iniLivn (Modè le  u -h l .  

On dit qu'un modèle M d'une théorie T est a-universel-homogène 

(en abrégé a-u-h), si M est à la fois a-universel et a-homogène. 

On dit que M est universel-homogène (en abrégé u-h), si M 

est universel et homogène à la fois. 

( 4 . 5 . 6 1  - Lemme 7 .  - Un modèle M d'une théorie T est homogène 

ssi tout automorphisme partiel élémentaire f de M tq card f < card M y  

peut être prolongé en un automorphisme de Y .  

Démun~&cttiun : Voir 124 , page 1 1 1 ,  Lem. 20.1 . 

( 4 . 5 . 7 )  - Lemme 2.- Un modèle FI d'une théorie T est w -u-h 
1 

ssi M est w -saturé. 
1 

DérnanAXtaLh~ : Voir [ 3 ] ,  page 221, théor. 5.1.14. 

( 4 . 5 . 7 )  - Thévh2me.- Soit T une théorie inductive complète. 

Alors tout modèle u-h non dénombrable de T est T-générique (donc e.c). 

DZr?lvnh;tn_uLLu~ : Soit ?.I un modèle u.h de T tq card M > C/ 
'O ' 

Il faut montrer que pour tout énoncé $ de L(?I), M IF $ ou M ik 1 $. 

Or, d'après le théorème descendant de Lowenheïm-Skolem-Tarski, 

si M est unmodèle de T tq cardM > % et $ E :  L(PI), il existe une 
O 

sous-structure élémentaire N de Y de cardinal tcq $ E :  L ( N ) .  a 
N peut s'étendre en une structure T-générique N* de cardinal 

x0, 

d'après le corollaire 2 (4.4.8) . Comme T est inductive et que N* est 

T-générique, alors N* est modèle de T. Far suite comme T est complète, 

X X 
on a N E M et alors N < M y  car 1 est universel. Soit 



m 
i : N >-+ M, et soit j la restriction de i à N ; j est 

alors un isomornhisme élémentaire de M dans TI et peut s'étendre 

en un automornhisme k de 1 car M est homogène. 

- 1 
Soit f = k O i, on a alors le diagramme : 

f est un isomorr>hisme de N* dans f f ,  qui fixe N, car : 

- 1 XX ;K 
f(N) = k-' O i(N) = kW' O j(N) = k O k(N) = El. On pose N = f(N ) .  

N%* est isomor~he à N*, donc N** est T-génériaue. Comme $ E: L ( N ) ,  

X* mx 
on a alors $ L ( N  ) et N étant T-qénérique, N** Ib $ ou 

N** Ib 1 . par suite comme !I est une extension de NI*, nar la 

propriété ascendante du forcing, on a alors, E L (?f)  et Y Ib ou 

M I k 1 $  . 



CHAPITRE V 

UN THEOREUE DE CARACTERISATION DES MODELES al-EXISTEMIELLEMENT CLOS. 

On fait ici le lien entre la notion de modèles w -e,c (introduite 
1 

par Macintyre dans le cadre de la théorie des groupes 6 ) )  et celle de 

domaine universel. On étend ensuite ces résultats à d'autres théories, en 

démontrant un théorème de caractérisation des modèles w e.c. 1 

Comme applic.ation, on démontre un théorème de caractérisation 

des corps w-stables, résultat que Macintvre a démontré de manière fort 

laborieuse. 

( 5.7 1 - In&vducLLon aux cvtrj.l/~ w - e .  C .  1 

Soit T une théorie. On dira qu'un modèle M de T est al- 

existentiellement clos (en abrégé w,-e.c) si pour tout modèle N de T, 

extension de II, tout système O dénombrable de formules existentielles 

à paramètres dans M, vrai dans N est vrai dans M. 

. Un tel système à paramètres a. i < w  dans Pl e t à  
1 '  

variables libres v , j < U, sera noté : 
j 



Se(ai,v.) = S' (ai,v.) 
J 1 J 

@(a. ,v.) = 
1 . 3  

T (a. ,v.) # T;(ai,vj) 
U l J  

. On notera, par ailleurs M Q(a.,m.), pour exprimer que 
1 J 

le système ( a i v j ,  à coefficients a. i < w, a pour solution 
1 '  

m 
j 

j < w  dans M. 

15.1.2 1 - Théoirèrne. - Soit K un corps tq card K > </b. 
Alors K est un domaine universel ssi K est w -e.c. 1 

D ~ W l ~ V l b f i a f i ~ V l  : 

Soit K' un corps extension de K tq K' k @(a. ,k!) ; 
1 J  

i < w, j < w. Soit F le sous-corps de K, engendré Dar les a i ' i < W. 

Nous allons distinguer trois cas : 

a) Pour tout j < w, k' est algébrique sur a ; alors k' 
j j 

est algébrique sur K et comme K est a.c, alors k! c K, j < w et 
J 

Q a une solution dans K. 

b) Pour tout j < w, k' est transcendant sur F ; on choisit 
j 

k . € K ,  j < w  tq kj soit transcendant sur F et k. # ki si j + i 
J J 

(kj existe car card F < card K et card K = le degré de transcendance 

de K). 

Soit F(k.) , la clôture algébrique de F(kj)j<u 
J j<u 

dans K ; 

on peut supposer K' a.c (quitte à le plonger dans un corps a.c K"). 

On a alors : 



Soit f : F(kj) + K' un mono tq f soit l'identité sur F 

et f (kj) = k!. 
J 

f est alors un plongement élémentaire, car la théorie des corps 

a.c est modèle-complète. f est donc un F-isomorphisme de F(k.) dans K' 
J 

- 1 
et on a alors : f (k!) = k j < w et ( a .  = a i < w. 

J j ' 1 i ' 

On a alors K' k @(a.,k!) ssi K t Q(ai,k.). Donc les k j < w 
1 3  J j 

sont une solution de dans K. 

c) Il existe m, n < w tq k: soit transcendant sur F et ki 

algébrique sur F. On fait une partition de l'ensemble des solutions k' 
j ' 

j < w dans Kr, en deux sous-ensembles : 

. l'ensemble des k' tq k' soit algébrique sur F (k: appar- 
n n 

tient alors à K). 

. l'ensemble des k' tq k' soit transcendant sur F et pour 
m m 

lesquels on construit les km E K tq km transcendant sur F, pour chaque 

m (comme au cas b) . 

Cette fois-ci, on construit f tq f soit l'identité sur F 

et tq : f(kl) = kn et f(k ) = k'. Comme au cas b) ; f est alors 
n m m 

un F-isomorphisme de F(k ) dans K', et on a alors : m 



- 1 
f-l(k;) = kn ; f-' (k') = k ; f (a.) = a.. Alors K' @(a. ,k!) ssi m m 1 1 1 . J  

K'  k0(a.,k',k1) ssi K p  @(ai,kn,km). Donc les k' , k sont une solution 
i n m  n m 

de @ dans K. 

<= trivial. 

( 5 . 1 . 3 )  - ThEuhème pg . - Soit K un corps. Alors K est un 

corps saturé ssi K est un domaine universel. 

<= En effet, soit Y c K, card Y < card K et soit p E SITh(K,y)yEy. 

Alors p est réalisé par un élément k' c K' où K' > K ()273, - page 73). 

On considère alors F, le plus petit sous-corps de K, contenant Y. 

La démonstration est alors similaire à la preuve des cas a) et b) 

du théorème précédent, en distinguant le cas où k' est algébrique sur F 

et celui où k' est transcendant sur F. 

- -> trivial : il suffit de considérer les types du genre "P(x) = O", 

où P E K[X] fixé ; ou pour tout n, les types du genre exprimant 

"x, , . . . ,~ algébriquement indépendants sur le corps premier de KI1. 
n 

( 5 . 7 . 4 )  - Cotro&u&e..- Tout corps a.c non dénombrable est w -saturé. 1 

( 5 . 7 . 5 )  - En t éhumé : Si T est la théorie des corps et si K 

est un corps non dénombrable, on a équivalence entre : 

(i) K est un domaine universel ; 

(ii) K est un corps w -saturé ; 1 

(iii) K est un corps w -e.c. 
1 

Nous allons à présent généraliser ces résultats à d'autres structures. 



( 5 . 2 . 7 )  - ThQuhème.- S o i t  T une t h é o r i e  i nduc t ive .  Alors  tou t  

modèle de T s e  plonge dans un modèle w -e.c. 
1 

~ é m a n b ~ c L t i u n  : 

E l l e  e s t  s i m i l a i r e  à c e l l e  de l a  propos i t ion  (2.1.2) ,  où l ' o n  omet 

l a  c a r d i n a l i t é  e t  dans l a  deuxième é tape  on remplace l a  chaîne C K ~ ( N ) I  

par  une cha îne  bien ordonnée {K'(M)} où y E m l .  

( 5 . 2 . 2 )  - PkOpOd&UVL.- Soi t  T une t h é o r i e .  S i  Y e s t  une 

s t r u c t u r e  wl-e .c  de LT , a l o r s  card M 2 

Z ) & Y V I U V L ~ . ~ / L C C ~ ~ U M  : 

Comme M e s t  e  . c ,  on a  card M 2 . On cons idère  a l o r s  un sous- 40 
ensemble dénombrable (mo,ml , m î , .  . .) de 1 e t  l e  système d ' inéquat ions  

su ivant  : 

m l  : x # m  i < W. 
i ' 

QI a  une so lu t ion  dans une extension de H, d ' ap rè s  l e  théorème 

ascendant de Lowenheïm-Skolem-Tarski, il a  donc une s o l u t i o n  dans M .  

( 5 . 2 . 3 1  - P 4 0 p ~ b d i U n .  - Soit  T une t h é o r i e  admettant 1 ' é l imina t ion  

des q u a n t i f i c a t e u r s  e t  s o i t  M un modèle non dénombrable de T .  S i  M e s t  

u -e.c a l o r s  M e s t  w - s a tu ré .  
1 1 

En e f f e t ,  s o i t  Y c M t q  ca rd  Y < XI e t  s o i t  p(v)  E SITh(l.l,y)yEy 

m 
p ( v )  e s t  r é a l i s é  par  un élément b  dans une ex tens ion  ?f > fil ([27] page 7 3 ) .  

On é c r i t  p (v)  sous l a  forme d 'un ensemble dénombrable de formules sans 

q u a n t i f i c a t e u r s  : 



où les 
'i 

sont des éléments de Y. On considère alors le système existentiel : 

X X 
@ a une solution dans Y , mais comme M est u -e.c et M C M  , 1 

@ a alors une solution m dans M ; d'où m réalise p(v) dans M. 

( 5 . 2 . 4 )  - C C J ~ ~ C J ~ & U & Q . -  Si T est l'une des théories suivantes, 

tout modèle w -e.c de T est w -saturé : 1 1 

. la théorie des corps a.c ; 

. la théorie des corps réels clos ; 

. la théorie des corDs différentiellement clos de caractéristique zéro 

(car ces théories admettent l'élimination des quantificateurs (2.3.7), (2.3.10), 

(3.2.13)). 

( 5 . 2 . 5 )  - CuajecZufie. : La proposition (5.2.3) reste vraie pour une 

théorie inductive quelconque. 

( 5 . 2 . 6 )  - PfiupobiLLun.- Soit T une théorie complète. Si Y est un 

modèle u-h non dénombrable de T, alors M est w -e.c. 1 

Soit ( a .  v . )  , i : w, j < w, un système comme au (5.1.1 ) et 
J 

soit >4' un modèle de T, extension de M t q  Y' @(ai,m!), i < w, j < w, 
J 

avec m E 4 j < w. 
j 

Soit A = l'ensemble des paramètres du système @ et 

soit N' un sous-modèle élémentaire dénombrable de M' contenant les a i' 



i < w et les m' j < ~ i ) .  On a N' E M, car T est complète. Comme M est 
j 

universel et que card N' < card M, il existe un plongement Glémentaire f 

de N' dans M : f : N' M. 

Comme A c N', on a : 

Et puisque M est homogène, l'automorphisme partiel élémentaire : 

a. c--t £(a.) définie sur A, se prolonge en un automorphisme g de M 
1 1 

(4.5.6). Par suite, o n a  : NT Î= O(ai,m!), i < u ,  j < w  ; d'où 
J 

M k @(f (ai) ,£(ml)), i < w, j < w , car f est élémentaire. Il vi-ent ensuite 
J 

Et comme g est un automorphisme : 

- 1 
g (f (ml)) est donc une solution de @ dans M. 

( 5 . 2 . 7 )  - CO/~U,&%&Q 1 . -  Soit Y un modèle non-dénombrable d'une 

théorie complète T. Alors 

(i) si M est u -u.h, alors M est w -e.c ; 
1 1 

(ii) si M est u -saturé, alors M est w -e.c. 1 1 

DErno~cihuLiun : 

(i) est immédiat. 

(ii) résulte de (4.5.7) et de (5.2.7, i). 

( S .  2 . 6 )  - CCJ/~O&CLL/~Q 2 .- Soit T une théorie qui n'a que des modèles 

infinis. Si T est w -catégorique, alors le modèle de T, de cardinal % 1 

(à  isomorphisme près) est w - e . c .  1 



D é m o ~ l t i t a t L u n  : 

T e s t  complète, d ' a p r è s  l e  t e s t  de Los e t  Vaught (page 113, r3] - ) . 

Par  a i l l e u r s ,  l e  modèle de c a r d i n a l  (à  isomorphisme près)  

e s t  a l - s a t u r é  (cor .  7.1.8, page 407, [3] ), il e s t  donc w -e. c .  
1 

( 5 . 2 . 9 )  - Exunplen d e  mudèlen  ml-e.c. 

. Tout groupe abé l i en ,  d i v i s i b l e ,  sans t o r s i o n ,  de ca rd ina l  % I  

e s t  -e .c  ; 
1 

. Tout groupe abé l i en  dont tou t  élément e s t  d ' o r d r e  p ,  avec p  

premier e t  de ca rd ina l  e s t  w -e.c ; 1 

. Tout espace v e c t o r i e l  de ca rd ina l  X I  s u r  un corps f i n i  e s t  

w -e.c. 
1 

( 5.3 ) - ReXuutr ù &a XhEoi~ie den cuiLpa. 

(5.3.1) - Lemme.- S o i t  T une t h é o r i e .  S i  T  e s t  modèle-complète 

e t  possède un modèle-~remier ( i . e  un modèle qui  s e  plonge dans t o u t  modèle 

de T),  a l o r s  T e s t  complète. 

DQmonhZtuLLon : - 

S o i t  P l e  modèle-~remier  de T e t  so i en t  Y ,  N deux modèles 

quelconques de T ; on a  a l o r s  : 

d'où M E N .  



( 5 . 3 . 2 )  - E x ~ m p L ~ b  : Les théories suivantes sont complètes : 

. La théorie des corps a.c de caractéristique fixée ; en carac- 
- 

téristique zéro, est modèle-premier ; en caractéristique p, " lpe est 

modèle-premier ; 

. La théorie des corps réels clos est complète, 6 0 IR est modèle- 

premier ; 

. La théorie des corps différentiellement clos de caractéristique 
zéro est complète ( muni de la dérivation nulle est modèle-premier). 

( 5 . 3 . 3 )  - V i i 5 i n . G t i u ~ .  - Soit (My&) un ensevble totalement ordonné 

et soit a un cardinal infini. On dit que M est un ua1-ensemble 

(avec a = w ) de Hausdorff (ou que M est a-dense), si -Our tous sous- 
a ' 

ensembles X, Y C  ? I ,  de cardinal < cx tq X < Y, il existe z E: M tq 

i.e : si (vx)(vy) j ' (xe  X) A ( ~ E  Y) + x <  q ,  alors 
- 

On dit que M est un Q -ensemble (ou que M est dense) si M 
O 

est w-dense. 

( 5 . 3 . 4 )  - -- Exernp1e.h. 

. les q0-ensembles ou ordres U-denses sont les ordres denses 

sans éléments extrêmes. 

. (LR,$) n'est pas w -dense dans les ensembles ordonnés : 1 
1 

on prend X = { l  - - , l }  
1 

et Y = { !  + - )  . 
n nbl n n>l 



( 5 . 3 . 5 )  - Lemme.- S o i t  M un o r d r e  dense .  A l o r s  M e s t  u - s a t u r é  
1 

s s i  M e s t  w -dense. 
1 

DérnundRhdon : 

=> Supposons que ( M y  s o i t  u - s a t u r é .  S o i e n t  M e t  II deux 
1 1 2  

sous-ensembles dénombrables de M t q  M l  < M On pose  X = M u M 
2  ' 1 2  

e t  on c o n s i d è r e  l ' ensemble  p(v)  d e s  formules  d e  LX , d e  l a  forme : 

m < v < m  
1 2 1 1 2  ' 

avec m E M e t  m2 E M Comme e s t  un o r d r e  dense ,  

p (v )  e s t  un t y p e  dans LX e t  comme M e s t  w - s a t u r é ,  p (v)  e s t  a l o r s  
1 

r G a l i s é  dans ( M , x ) ~ ~ ~  p a r  un é lément  m E M .  D'où 1 < m < M 
1 2  ' 

<= Supposons que (21,s) s o i t  w -dense e t  s o i t  Y C El t q  c a r d  Y < y)l ,  
1 

On c o n s i d è r e  un type p E S1 Th(M, y )  Comme l a  t h é o r i e  des  ensembles 
ycY ' 

t o t a l e m e n t  ordonnés  denses  admet l ' é l i m i n a t i o n  des  q u a n t i f i c a t e u r s  ( [ 2 7 3 ,  

pages  60, 67)  ; on p e u t  supposer  que t o u t e  formule $ (x  ) c p  e s t  sans  
O 

q u a n t i f i c a t e u r .  Les formules  de p  d e f i n i s s e n t  donc une coupure p a r  x  
O 

dans l ' o r d r e  d e  Y.  Il e x i s t e  a l o r s  Ml e t  Y2  t q  Y = FI 0 E l  e t  p 
1 2 

e s t  é q u i v a l e n t  à l ' ensemble  des fo rmules  : 

E t  p a r  s u i t e ,  puisque 1 e s t  w -dense ,  p  e s t  r é a l i s é  dans M .  
1 

( 5 . 3 . 6 )  - CuholPcu'ne.- S o i t  T l a  t h é o r i e  des  c o r n s  ordonnés 

e t  s o i t  K un modèle non dénombrable de  T .  Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 



(i) K est un corps réel clos u -dense ; 1 

(ii) K est w -saturé ; 1 

(iii) K est w -e.c ; 1 

(iv) K est w -u.h. 1 

V&manh;Dra/tian : 

La seule implication non prouvée (i) + (ii) est un résultat de 

Erdos, Gillman et Henricksen (cf. [8] ) . 

( 5 . 3 . 7 )  - D C & ~ M ~ L L O M . -  On dit qu'un corps différentiel K est un 

domaine universel différentiel, si K est un corps différentiellement clos 

de degré de transcendance différentielle infini sur son corps premier. 

( 5 . 3 .  b )  - L e m m e .  - Soit K un corps différentiel de caractéristique 

zéro. Alors K est saturé ssi K est un domaine universel différentiel. 

D E m a m X t a L L o n  : 

Elle est tout à fait similaire à celle du théorème (5.1.3) relatif 

au corps. 

( 5 . 3 . 9 )  - C O R O ~ ~ C L X ~ ~ Q .  - Tout corps di£ férentiellement clos (de carac- 

téristique zéro) non dénombrable est u -saturé. 
1 

( 5 . 3 . 1 0 )  - C o f i ~ U & h & . -  Soit T l a  théorie des cor?s différentiels 

de caractéristique zéro et soit K un modèle non dénombrable de T. Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) K est un domaine universel différentiel ; 

(ii) K est w -saturé ; 1 

(iii) K est w-e.c ; 1 

(iv) K est w -u.h. 
1 



(5.4.7) - RWCL+L~UQ~ : 

a) La théorie des corps a.c de caractéristique fixée est w - 1 

catégorique ; elle est donc w-stable (c'est aussi une théorie complète). 

b) Soit K un corps a,c de caractéristique fixée, on peut forma- 

liser le résultat ci-dessus, en disant que Th K est w -catégorique (donc 
1 

w-stable) . 
On va montrer la réciproque : 

( 5 . 4 . 2 )  - ThEuhème.- Soit K un corps infini de caractéristique 

fixée. Alors Th K est w-stable ssi K est a,c. 

En effet, si Th K est w-stable, il existe un modèle K* de Th K 

qui est w -saturé et tq card K* = X I  (d'après le lemme 7.1.6, page 406, 
1 

[3]). Comme Th K est complète, il résulte de (5.2.7, ii) que K* est 

?k 
wl-e.c. Donc K* est a.c et comme on a K G K , il en résute alors que 1: 

est a.c. 

c.y.  5 .d .  

( 5 . 4 . 3 )  - Remcvrqu~ : Ce résultat a été obtenu par A. Macintyre 

dans , en utilisant la théorie de Galois. Sa démonstration est très - 
longue et fort laborieuse. En voici les grandes lignes : 

a) On prouve que si K est un corps tq Th K soit w-stable, 

si KI est une extension algébrique de degré fini de K, alors Th K1 

est w-stable ; 

b) On prouve que si Th K est w-stable, alors K* (le groupe 

multiplicatif des éléments non nuls de K) est somme directe d'un groupe 

divisible et d'un groune fini ; 



c) En utilisant la condition de Ehrenfeucht, on raffine b), en 

prouvant que si K est infini et si Th K est w-stable, alors K* est 

divisible et l'équation xP-a = O, avec a E K et p premier, possède 

une racine dans K ; 

d) En caractéristique zéro : en utilisant a) et c) on prouve 

par la théorie de Galois que si K est un corps infini et si 'Th K 

est w-stable, alors K est a.c. 

e) En caractéristique p : on définit une filtration du groupe 

D 
additif de K, en utilisant l'endomorphisme T : x ----+ x--x. 

On prouve alors que si a e K, l'équation xP-x-a = 0, possède 

une solution dans K ; 

f) En utilisant a), c) et e), on prouve par la théorie de Galois 

que si K est un corps infini de caractéristique p et si Th K est 

w-stable, alors K est a.c. 

( 5 . 4 . 4 )  - Théakèm~ ( en  cwractEkLbZLque z@tu 1 . - 
Les seules théories complètes de corps différentiels infinis 

w-stables sont les théories complètes de corps différentiellement clos 

de caractéristique zéro. 

Démunb&aLiun : 

. La théorie T des corps différentiellement clos de caractéristi- 

que zéro est w -catégorique (elle est donc w-stable) : en effet, si K 1 

et K'  C T, et tq card K = card K' = X I ,  comme K et K' sont saturés 

(5.3.7) et que T est complète alors K - K', d'après le théorème d'unicité 

des modèles saturés. 



Donc si K est un corps différentiellement clos de caractéristique 

zéro, alors Th K est w-stable. 

. On démontre la réciproque de façon analogue à ( 5 , 4 , 2 ) ,  en utili- 

sant les résultats précédents nécessaires. 

(5.4.5) - Rmatrque : La theorie des corps réels clos n'est pas 

w-stable : en effet, W est un modèle infini et on peut définir sur R, 

une relation binaire d'ordre total définissable : 

Ce qui est interdit par la condition de Shelah ( 4 . 3 . 4 ) .  

Cependant, Erdos, Gillman et Henricksen ont montré que la théorie 

des corps réels clos w -denses est w -catégorique (cf. [8]), donc elle 
1 1 

est w-stable, et, par suite, le théorème de caractérisation des théories 

w-stables de corps réels clos w -denses reste valable. 1 



CHAPITRE V1 

GROUPES EXISTENT1 E L  1 €MENT CLOS 

-- 

al  -EXISTENT1 E LLEMEM CLOS 

.......................... 

Nous é tud ie rons  quelques p r o p r i é t é s  des groupes e . c  e t  w -e.c 1 

dans l e  langage i n f i n i t a i r e  1 e t  nous démontrerons l e s  r é s u l t a t s  
W 1  , W  

énoncés dans [16] , (page 82),  qu i  sont  dus à E.  F i she r ,  dans une l e t t r e  

non publ iée à A. Macintyre.  

(6 .11  - Cuelquecl h&cluPZa;tf, clun Led cjtracrp~b e. c. (dans l e  langage L de l a  

t h é o r i e  des  groupes) k a .  

( 6 . 1 . 1  ) - D é j d ~ a ~ i m .  - S o i t  L l e  langage de l a  t h é o r i e  des 

grouDes e t  s o i t  G un groupe. 

( i )  Un mot W(x. ,gk) en l e s  indéterminées x 
j ' j = 1 ,  ..., n,  

3 

d é f i n i  s u r  , e s t  un terme de L(G), dont l e s  v a r i a b l e s  l i b r e s  sont  l e s  

x = j = 1 ,  ..., n e t  qui  f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  cons tan tes  gk, k = 1 , . . . , m .  
j 

( i i )  S i  G e s t  un groupe avec &lément neu t r e  1 ,  une r e l a t i o n  

'"ix gk) = 1 ,  ( r e sp .  U ( x  gk) # 1 ) s u r  l e s  mots dé£ i n i s  su r  G ,  en 
j ' 

l e s  indéterminées x j = 1 , .  . n ,  e s t  une équat ion ( r e sp .  une inéquat ion)  
j ' 

5 c o e f f i c i e n t s  dans G .  



( 6 . 7 . 2  ) - R u p p e l  ( ThéokEmea d 'adjoncfion de B. ff . Neumann nutr 

( i )  S o i e n t  G un groupe e t  A ,  B deux sous-groupes de G .  

Si  p : A  -+ B es t  un isomorphisme de A s u r  B, a l o r s  il e x i s t e  un 

groupe H,  contenant  G comme sous-groupe e t  un élément t € H t q  : 

- 1 
t a t = ~ ( a ) ,  pour t ou t  a E A 

( i . e  t q  A e t  B so i en t  conjugués dans H). 

( i i )  S o i e n t  X e t  Y deux ensembles dénombrables d 'un groupe G 

e t  p : X -+ Y une a p p l i c a t i o n ,  a l o r s  une s o l u t i o n  t du système d'équa- 

t i o n s  su ivant  : 

peut ê t r e  a d j o i n t e  au  groupe G ss i  l ' a p p l i c a t i o n  p s e  prolonge en un 

isomorphisme du groupe A engendré pa r  X ,  s u r  l e  groupe B, engendré 

par Y .  

E t  un c o r o l l a i r e  de ce théorème exprime que : 

( i i i )  Tout  groupe de  type  f i n i  peut  ê t r e  plongé dans un groupe 

engendré pa r  deux éléments.  

( 6 . 7 . 3 )  - Q é ~ i n ~ i ~ n . -  Soi t  G un groupe avec élément n e u t r e  1 .  

On d i r a  que G e s t  e . c  ( r e s p .  v . c )  s ' i l  e s t  e . c  ( r e sp .  v . c )  au sens 

de l a  t h é o r i e  des modèles. 

On d i r a  a . c  au l i e u  de v.c .  



(6 .7 .41  - Phopohi,tion.- 

( i )  l e  groupe t r i v i a l ,  11 e s t  a . c  ; 

( i i )  t o u t  groupe e .c  e s t  i n f i n i  ; 

( i i i )  t o u t  groupe a . c  q u i  n ' e s t  pas t r i v i a l  e s t  e . c .  

( i )  e t  ( i i )  s o n t  év identes  ; 

( i i i )  e s t  un r é s u l t a t  de Neumann, 9) . 

( 6 . 7 . 5 )  - Phoponi; t ion.  - Soi t  G un grouDe e . c  e t  s o i t  

x l Y . . . , x  f G .  S i  f : < x l ,  ..., x > > <: e s t  un mono, a l o r s  il e x i s t e  
n  n 

- 1 
t c G t q  : £(xi)  = t x . t ,  1 pour t o u t  i E { l , . . . , n } .  

c ' e s t  un c o r o l l a i r e  du théorème d ' ad jonc t ion .  En e f f e t ,  f e s t  un 

isomorphisme de x  . x  > s u r  < f ( x l ) ,  ..., f ( x n ) >  ; d ' ap rè s  l e  théorème 
1 n  

(6.1.2,  ( i ) ) ,  il e x i s t e  a l o r s  un groupe H contenant  G comme sous-groupe 

- 1 
e t  un élément t l  E H t q  : t l  x i t l  = f ( x i ) ,  i = 1 ,  ..., n .  Mais puisque 

G < H ( ca r  G e s t  e . c ) ,  a l o r s  t o u t e  formule e x i s t e n t i e l l e  e s t  ? réservée  
1 

- 1 
par  sous-s t ruc ture .  Donc il e x i s t e  t E G t q  £(xi) = t x . t ,  1 pour t o u t  

i = 1 ,  ..., n. 

f 
( 6 . 7 . 6 )  - DZ&LniLiun.- S o i t  G un groune e t  s o i t  n  E IN . 

Sub (G) e s t  l a  c l a s s e  des groupes de type f i n i  n  q u i  sont plongeables  
n  

dans G. 

( 6 . 1 . 7 )  - P h o p o ~ i & ' o n . -  S o i t  G un groune e . c  e t  s o i t  H un 

sous-groupe de type f i n i  de G .  Alors il e x i s t e  un sous-groupe Fi (2 de 

G y  à deux généra teurs  t q  H s e  plonge dans H (2) ' 



Ddmom&a;tiun : 

S o i t  H = <h ..., h >. On plonge H dans un groupe à deux 1 ' n  

g é n é r a t e u r s  : H : ~ )  = <h'  h l >  (6 .1 .2 ,  i i i ) .  On forme e n s u i t e  l e  p r o d u i t  1 '  2  

l i b r e  s u i v a n t  en amalgamant s u r  H : 

On a  h.  = W.(h;,h;) dans H '  
( 2 ) '  

i = 1, ..., n donc a u s s i  dans 
1 1 

G m H '  
(2) ' 

L'énoncé e x i s t e n t i e l  : 
H 

e s t  v r a i  dans G * H '  
(2) ' donc il e s t  v r a i  dans  G .  I l  e x i s t e  a l o r s  

H 

g1 , g2 E G t q  : h.  = Wi(gl , g 2 ) ,  pour  t o u t  i t q  i = 1 , .  . . , n .  
1 

D'où H = <h ,..., h > s e  plonge dans H 
1 n  (2) 1 2  

= <g ,g > C G .  

( 6 . 7 . 8 )  - C O ~ ~ ~ U & Q . -  Soien t  G 1  e t  G2 deux groupes  e . c .  

m 
S i  Sub2 (Gl)  C Sub2 (G2), a l o r s  pour  t o u t  n E IN , on a  subn ( G , )  c subn(c2)  . 

m 
S o i t  n f i x é ,  n F SN e t  s o i t  H = <h l y . . . y h n >  t q  H E Subn(Gl) .  

1 1 
H e s t  a l o r s  isomorphe à un sous-groupe H de  G ; o r  H s e  plonge 1 



dans un sous-groupe H (2) à deux généra teurs  de G l .  H(2)  l  E Sub2(G1)C SubZ(G2) 

donc H l s e  plonge dans . On a a l o r s  : 
(2) 2 

D'où H € Subn(G2). 

( 6 .  7 . 9 )  - Phopobifion. - Soient  G l  e t  G2 deux groupes e .c .  

Supposons que Subî (G1) c Sub2(G2) . S i  H e t  r sont  deux sous-groupes 

de type  f i n i  de G1 t q  H C e t  s i  fil : R W G 2 
e s t  un mono, a l o r s  

H 
s ' é t e n d  en un mono f r  : G 2 .  

0érnonn;tçra;tion - : 
* 

Puisque Sub2(GI) c Cuh2(G2), on a a l o r s ,  nour t o u t  n & IN 

Sub (Gl) C Subn(G2) ( d ' a p r è s  (6 .1 .8 ) ) .  r e s t  donc plongeable dans G 2 .  
n 

Soi t  a l o r s  g : r G2 un mono de I' dans G 2  ; on d é f i n i t  

l ' a p p l i c a t i o n  : 

$ e s t  un isomornhisme.  après l a  p ropos i t i on  (6.1.5),  comme 

- 1 
G2 e s t  e . c ,  il e x i s t e  t E G 2 t q  $(x)  = t x t ,  pour t ou t  X E  g(H). 

On d é f i n i t  f y  : r -----+ 2 

x , f  r (x) = t - l g ( x ) t  

f r  e s t  un mono e t  on a : 



fy p r o l o n g e  fH,  c a r  pour t o u t  x € H, on a : 

( 6 . 2 )  - Gtroupe~ e. c dana 1 
W W '  1 

(6 .2 .1)  - ThéutCrne.- S o i t  1 l e  l angage  d e  l a  t h é o r i e  des  g roupes  -- 

e t  s o i e n t  G1 e t  G 2  deux g roupes  e . c .  A l o r s  : 

( i )  G 5 C (dans  1 ) s s i  Sub2(C1) = S u b 2 ( G 2 )  ; 
1 W l  ,W 2 W W  1 

( i i )  s i  G I C  G2 ,  a l o r s  G1 <Wl  yuG2 s s i  Sub2(G1) = Sub2(G2). 

Dërno~n;ttLcuX~n : 

( i )  ==> p a r  c o n t r a p o s i t i o n  : supposons que Sub2 (GI ) # Sub2 (G2) . 
Supposons s a n s  pe rd re  d e  g é n é r a l i t é  q u ' i l  e x i s t e  H ,  H e Sub2(GI) e t  

H t j  Sub2(G2). On pose  H = <x,y>  e t  on c o n s i d è r e  l e s  mots d n ( x , y ) ,  n < w, 

à v a r i a b l e s  l i b r e s  x ,  y t q  : H != ( J n ( x , y )  = 1 )  e t  l e s  mots Vm(x,y),  

m < w tq H i= (vm(x,y) # 1 ) .  

S o i t  a l o r s  , l ' é n o n c é  de L s u i v a n t  : 
W1 Y(" 

On v o i t  que  pour t o u t  groupe G y  G O s s i  H e s t  n l o n q e a b l e  dans  G .  

Il en r é s u l t e  a l o r s  que : 

G1 k (3 ( c a r  H E Sub2(G1))  

G2 -lm ( c a r  H d Sub2(G2)) .  

D'où G1  ?! G (dans  1 ) .  
W1 'W 2 W ,b) 1 



<= Réciproquement, supposons que Sub2(G1) = Sub2(G2). Pour tout 

n < w, on a alors : Sub (G ) = Sub (G2) d'après (6.1 -8). 
n 1 n 

On utilise la construction dite "va et vient" de Ehrenfeucht- 

Cantor-Fraissé (cf. 127II ) . 

On ordonne bien G1 et G2. 

. Soit a le premier élément de 1 
<a > E Subl(G1) or G1 > 1 

subi (G~) = subi (G2) Y donc <a 1 > E subi (G~) et <al > est alors plongeable 

CL 
dans G2. On choisit un élément bl de G2 tq : fl : <al> -+ <bl> 

et on considère le premier élément de C-2 - {bl} ; soit b2 cet élément 

b > E Sub (G ) = Sub (G ) ; <bl ,b2> est donc   longe able dans Gl. < b l >  2 2 2 2 1 

Or <bl> C <bl,b2> et fl : cb > >-" GI ; fl s'étend donc en un mono- 
1 

morphisme f2 : <b b > h G d'après (6.1 .9) . On peut donc choisir 1' 2 1 
CL 

un élément noté a2 E G tq f2 : <bl,b2> + <al,a2> et f2 ~rolonge 1 

. Soit a le premier élément de Cl - {al ,a2}, ainsi de suite, on obtient 3 

deux séquences (an)n<w et (bn)n<o tq pour tout n < w : 

(Gl ,al ,. . .,a ) E (G b , . . b ) Cela implique alors G 5 G 
n Wl yu 2 1 n 1 w , o 2 '  1 

(ii) => comme pour (i) 

<= supposons Gl C G2 et Sub (G ) = Sub2(G2). 
2 1 

Soient al *". ,a E G Alors la proDosition (6.1.8) Dermet d'utiliser la 
n 1' 

même construction de Ehrenfeucht-Cantor-Fraissé,  pour montrer que : 

(Gl ,a, ,. . .,a ) ' (G2,al,...,an). Comme cela est vrai pour tout 
n al al '...9a n ' 

on en déduit alors que 



(6 .2 .2  ) - Théohème. - S o i e n t  G1 e t  G2 deux groupes  e.  c (dans L)  . 
(i) s i  G1 e t  G2 s o n t  dénombrables,  a l o r s  G1 " G2 s s i  

Sub2 (GI) = sub2 (G2). 

( i i )  s i  G1 e s t  dénombrable, a l o r s  G1 s e  p longe dans  G s s i  2 

Sub2 (GI ) C Sub2 ( G ~ )  . 

( i )  n é c e s s i t é  : t r i v i a l  ; 

s u f f i s a n c e  : Sub (G ) = Sub (G ) impl ique  G E 2 1 2 2 1 w ,Ur.,. 1 
On a p p l i q u e  a l o r s  l e  lemme de ~ c o t t  (b  23 , P. 98) cl  e t  G~ s o n t  dénom- 

b r a b l e s ,  é lémentai rement  é q u i v a l e n t s ,  i l s  son t  donc isomorphes i . e  G = G 1 2 ' 

( i i )  n é c e s s i t é  : t r i v i a l  ; 

s u f f i s a n c e  - : supposons que Sub2 (G1 ) C Sub2 (G2) ; on va 

a l o r s  mont re r  que G 1  s e  plonge dans  G 2 ' 

On énumère l e s  é léments  de  G 1  : g o >  gl, g 2 v -  

U t i l i s a n t  a l o r s  l a  p r o p o s i t i o n  (6.1 .9 )  e t  l ' h y p o t h è s e  Sub2(Gl) C Sub2(G2), 

on o b t i e n t  l e s  monomorphismes f : G2 t q  : n 

f C f l  C f 2  C ... c f n  C f n + l  CI . . 
O 

On pose  f = U f ; a l o r s  f : G1 G e s t  unmonomorphisme. 
n n 2 

( 6 . 2 . 3 )  - ConoUcu4e. -  S o i e n t  G 1  e t  G2 deux groupes  e . c  

dénombrables. A l o r s  G 1  - G2 s s i  G s e  plonge dans 6 e t  v i c e  v e r s a .  
1 2 

S i  G 1  s e  plonge dans G 2 ,  a l o r s  Sub2 ( c l  ) C Sub (G ) . S i  G2 2 2 

s e  plonge dans 
G1  ' a l o r s  sub ( G  ) c Sub2 (Gl ) , donc on a Sub (G ) = Sub2 (62) ; 

2 2 2 1 

d 'où d ' a p r è s  ( 6 . 2 . 2 ,  i ) ,  on a G 1  = G 2 .  



( 6 . 3 . 1  ) - P t r a p o ~ U o n .  - Soi t  G un groupe w -e. c .  S i  H e s t  un 1 

groupe de type  f i n i ,  a l o r s  H e s t  isomorphe à un sous-groupe de G .  

D E m o n b & ~ o n  : 

S o i t  H = <h . . . ,h  >. On cons idère  l e s  mots 14 (h, ,.. .,hm) , 
1 ' m n 

n < w, à v a r i a b l e s  l i b r e s  h l  ,. . . ,h t q  H i= (Wn(hl,. . . , h  = 1 )  ; e t  m m 

l e s  mots V h l  . h m )  , D < w, à v a r i a b l e s  l i b r e s  h l , .  . . ,h  t q  
P m 

H k (Vp(hl , - . * Y  h ) # l ) ,  où 1 e s t  l ' é lément  n e u t r e  de H.  On cons idère  
m 

a l o r s  l e  système 0 su ivan t  : 

v v , . .  ) # 1 ,  p < 
P m 

- 
Il e x i s t e  une s o l u t i o n  de 0 dans l e  p rodu i t  l i b r e  G m 2, où H 

e s t  une copie  de H,  d i s j o i n t e  de  G : 

Considérant G comme sous-groupe de G * H, comme G e s t  w 1 e . c ,  

il e x i s t e  a l o r s  une s o l u t i o n  de Q dans G .  So i t  g I , . . . ,  gm c e t t e  s o l u t i o n  

on a  a l o r s  h 1 . . . h  > isomorphe à cgl , . . . ,gm> par  l 'isomorphisme m 

h .  Ci. gi, i = 1 , . . . , m .  
1 





( 6 . 3 . 4 )  - C a h a ~ u h ~ .  - Le forcing-compagnon de  l a  t h é o r i e  des groupes 

v i a  l e  f o r c i n g  i n f i n i  de Robinson e s t  l a  t h é o r i e  des groupes w 1  -e .c .  

S o i t  T l a  t h é o r i e  des  groupes e t  s o i t  T' = {$, énoncé de L 
w1 Y U '  

d é f i n i  dans T e t  v r a i  dans t o u t  groupe générique ; e t  s o i t  TI l a  

F 
t h é o r i e  des  groupes w -e.c.  On a T = T l .  1 

( 6 . 3 . 5 )  - R~mahque : Le c o r o l l a i r e  précédent  f o u r n i t  un contre- 

exemple d'une t h é o r i e  T  ( l a  t h é o r i e  des  groupes),  t q  T' l e  forcing-  

compagnon de T ,  ne s o i t  pas l e  modèle-compagnon de T (car  l a  t héo r i e  

des groupes n ' a  pas de modèle-compagnon (2.3.15,  a). 

( 6 . 3 . 6 )  - P4opabifiun.- Soi t  L l e  langage de  l a  t h é o r i e  des 

groupes e t  so i en t  G I ,  G2 deux groupes w 1  -e.c.  Alors  G 1  e t  C2 sont  

élémentairement équiva len ts  dans 

Dérnonb&aLLon : 

Résulte  de (6.2.1) e t  de  (6.3.1) .  
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, On montre comment certains concepts de l a  théorie des modèles (modèles 

existentiellement clos, théories modèle-completes, modèles saturés, e tc . .  .) 

sont nés de généralisation de notions étudiées en géométrie algébrique. 

On étudie l a  théorie générale des modBles e t  on trouve des connexions 

entre  plusieurs notions (modèles w -existentiellement c los ,  modèles w - 1 1 

saturés,  modèles w -universel-homogènes) B p a r t i r  de cer ta ins  r é su l t a t s  1 

spécifiques à l a  théorie des corps. Inversement, on trouve des interpréta- 

t ions e t  des applications en théorie des corps qui s'étendent aux groupes 

e t  3 d'autres structures algébriques. 

Ainsi, on donne des applications aux corps d i f fé rent ie l s  (caractéri-  

sat ion des corps différentiellement c los) ,  aux corps (caractér isat ion des 

(theories w-stables) , aux groupes (groupes ggnériques e t  groupes w 1 -existen- 

tiellement c los) .  

MOTS CLES : Logiquedu pemiaorrd/re,  b l a b m é ,  ca;tégotLidté. 
;théohie modèle-comptèite, mod&te.cl if p/ro@éit& 
hpécidea (.clatuJréh, homogbnu , univmet-û,  

e & t e n ~ e U m e n t  c loh ,  g~nirir-iques ) , dohcivlg,' 
cohph, cj'roupeh, d e g è h e  dL66then;tiefle. 




