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I N T R O D U C T I O N  

Les no t ions  de t h é o r i e  b i v a r i a n t e  e t  d ' o r i e n t a t i o n  b i v a r i a n t e ,  

ont é t é  i n t r o d u i t e s  p a r  W. Fu l ton  e t  M. Pherson. 

W. Fu l ton  e t  M. Pherson démontrent l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  des 

c l a s s e s  de St iefel-Whitney en t h é o r i e  b i v a r i a n t e .  I l s  conjec turent  l ' e x i s -  

tence  e t  l ' u n i c i t é  des  c l a s s e s  de Chern. L ' ex i s t ence  a  é t é  démontrée p a r  

J . P .  B r a s s e l e t ,  p u i s  p a r  C .  Sabbah. En supposant v é r i f i é e  l a  con jec tu re ,  on 

é t a b l i t  dans l e  premier  c h a p i t r e  une formule de Riemann-Roch, un théorème 

de Riemann-Roch Verdier  e t  un théorème de s p é c i a l i s a t i o n .  M.H. Schwartz a  

é tud ié  l e s  espaces à f i b r e s  l i n é a i r e s  v a r i a b l e s .  E l l e  a  d é f i n i  l a  c l a s s e  

de Chern-Mather CM e t  l e  c a r a c t è r e  de Chern ch* d'un espace l i n é a i r e  

r é d u i t .  

Au deuxième chapi . t re ,  nous en rappelons l a  d é f i n i t i o n  e t  e x p l i c i -  

tons  quelques exemples de c a l c u l .  

Au t r o i s i è m e  c h a p i t r e ,  nous géné ra l i sons  l a  not ion de K- théor ie  

à l a  c a t é g o r i e  des  espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s .  Nous démontrons e n f i n  l e  

théorème su ivant  pour l e s  espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  ( équ iva l en t  d 'un  r é s u l -  

t a t  d 'Atiyah pour l e s  espaces f i b r é s ) .  

ThZo~Qme. S o i t  X un espace ana ly t jque  r é d u i t ,  (w,p5x)  un f i b r é  -- 
v e c t o r i e l  r é e l  o r i e n t a b l e  de rang 2q de base  X e t  ( ~ ( w )  , n , x )  

( r e s p .  ( S ( W )  , f l I S ( w )  , X ) )  l e  f i b r é  en boules  ( r e s p .  en  sphères)  a s s o c i é  à 

( W , ~ , X ) .  S i  L '  e t  L" sont  deux espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  s u r  X ,  on 

a 
suppose que : n * ~ '  + n * ~ "  I s ( w )  I s ( w )  e s t  un isomorphisme, a l o r s  on a  : 



03 4. est l'isomorphisme de Thom H*(B(w),s(w)) -+ H*(x) et e(B) est la 

classe d'Euler du f i b r é  en boules ~ ( w ) .  



C H A P I T R E  1 

QUELQUES RESULTATS SUR LES CLASSES DE CHERN EN THEORIE BIVARIANTE 

W. Ful ton e t  M. Pherson ont  montré dans [6] l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i -  

c i t é  des c l a s s e s  de Stiefel-Whitney en t h é o r i e  b i v a r i a n t e  modulo 2 en conjec-  

t u r a n t  l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  des c l a s s e s  Chern en t h é o r i e  b i v a r i a n t e  

à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s .  J .P .  Bras se l e t  a  montré dans [3] l ' e x i s t e n c e  des 

c l a s s e s  de Chern dans c e t t e  t h é o r i e .  C .  Sabbah a  pa r  l a  s u i t e ,  également montré 

c e  r é s u l t a t  dans [12]. L ' u n i c i t é  r e s t e  un problème ouver t .  Nous étudions i c i ,  

l e s  conséquences du théorème de J . P .  B r a s s e l e t ,  en supposant v é r i f i é e  l ' u n i -  

c i t é  : 

Formule de Riemann-Roch 

Formule de Riemann-Roch-Verdier 

Théorème de s p é c i a l i s a t i o n .  

Ces r é s u l t a t s  on t  é t é  démontrés pa r  W. Fu l ton  e t  M. Pherson dans 

l e  ca s  des c l a s s e s  de S t i e f e l -Fh i tney .  

1 . 7 .  -. ff ypu;thh en : 

Les espaces cons idérés  i c i  sont  des ensembles ana ly t iques  complexes 

i r r é d u c t i b l e s  e t  l e s  a p p l i c a t i o n s  f  : X + Y son t  ana ly t iques  propres .  

7 . 2 .  Théotue d ' homolu( i ie biv&an;te ( [6] , S .  4 ) : 

Soient  f  : X + Y une a p p l i c a t i o n  e t  @ : X -> F? irn plongement 

fermé de X dans une v a r i é t é  ana ly t ique  complexe Y, de dimension r é e l l e  2m. 

L ' a p p l i c a t i o n  f s e  f a c t o r i s e  à t r a v e r s  l e  plongement fermé ( f , + )  ; s u i v i  

de l a  p r o j e c t i o n  canonique s u r  Y .  



i f i+2m 
Alors, pour tout i, on pose H (X -" Y) = H (YXM,YXM-x ) où + 
X = (f ,$ )  (x). Cette définition est indépendante de la factorisation ( f ,$ ) .  

4 
(cf. [6], s.4). W. Fulton et M. Pherson ont montré que l'on construit bien 

* f 
ainsi une théorie bivariante H (X --" Y) avec les trois opérations (pro- 

duit, image directe et image réciproque). 

1 . 3 .  T h é o ~ L e  b i v d a v z ; t e  F ( 13) ) . 
Un sous ensemble constructible d'un ensemble X est obtenu à 

partir des sous-ensembles analytiques de X par un nombre fini de réunions, 

intersections et complémentaires. 

On dit qu'une fonction a : X + E est constructible, si pour 

- 1 
tout n E ,  a (n) est un ensemble constructible. 

Il existe alors une triangulation cellulaire (K) de X telle 

que a soit constante sur l'intérieur des cellules de (K). On dit qu'une 

telle triangulation est a-adaptée. 

Si a : X + E est une fonction constructible et A une partie 

de X, on définit X(A ; a) comme l'entier 

Soit (K) une triangulation a--adaptée et A un sous-complexe de (K) ; 

X(A ; a) = L < - I > ~  1 1 
a(o), où sk (A) désigne l'ensemble des cellules 

i aesk (A) 

de dimension i de A et a(a) la valeur de a à l'intérieur d'une telle 



S i  f : X -+ Y e s t  une a p p l i c a t i o n  e t  (K) e t  ( L )  deux t r i a n -  

gu la t ions  de X e t  Y respect ivement .  On d i t  que f  e s t  c e l l u l a i r e  s i  

l ' image  par  f  de t o u t e  c e l l u l e  de ( K )  e s t  une c e l l u l e  de (L) e t  - s i  l a  

r e s t r i c t i o n  de f  à l ' i n t é r i e u r  de t o u t e  c e l l u l e  de ( K )  e s t  de rang  cons- 

t a n t .  

ConciLiion d'EuR~n lu cal)^. - 

On d i t  qu'une fonc t ion  c o n s t r u c t i b l e  a  : X -+ E s a t i s f a i t  l a  

condi t ion  d 'Euler  l o c a l e  en x E X ,  s i ,  pour  des t r i a n g u l a t i o n s  ( K )  e t  ( L )  

de X e t  Y ( respec t ivement )  t e l l e s  que ( K )  s o i t  a-adaptée e t  f ce l lu -  

l a i r e  e t ,  s i  X e s t  dans l ' i n t é r i e u r  de A c e l l u l e  de (K) , 
O' 

pour t o u t  y de 1' é t o i l e  ouverte  s  to( f  ( A o )  ) . 
O 

s t  ( A  ) désigne l a  réunion des i n t é r i e u r s  de t o u t e s  l e s  c e l l u l e s  qu i  rencon- 
O 

t r e n t  l ' i n t é r i e u r  de A . 
O 

S o i t  o une c e l l u l e  de (L) t e l l e  que f (Ao)  C o .  Alors  : 

pour t o u t  y dans s t o ( f ( A  ) ) ,  oi? A < A s i g n i f i e  que A. e s t  f a c e  de A 
0 O 

L~rnrne. ( c f .  M. ELHAOUARI: Sur l e s  c l a s s e s  de Stiefel-irkritney en 

t h é o r i e  h i v a r i a n t e .  ~ h ? s e  soutenue l e  8 décembre 1983 à l ' U n i v e r s i t é  des 

Sciences e t  Techniques de L i l l e  1). 

S o i t  f : X -+ Y une a p p l i c a t i o n  e t  a : X + PL une fonc t ion  cons- 

t r u c t i b l e .  On munit X e t  Y de l a  métrique i n d u i t e  par  l ' u n e  des  IRn. On 

a  : a v é r i f i e  l a  condi t ion  d 'Eu le r  l o c a l e  en x s i  e t  seulement s i  il 



e x i s t e  une boule fermée B ( X , E )  de c e n t r e  x ,  de rayon suffisamment p e t i t  

E > O ,  e t  une boule fermée ~ ( f ( x )  ; r i )  de  cen t r e  f ( x ) ,  de rayon suffisam- 

ment p e t i t  ri > O ,  t e l  que : 

O 
pour t o u t  y de ~ ( f ( x ) , q ) .  

D E ~ i W o n  de I F ( X &  Y )  [6]. Pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  

f  : x -+ Y ; IF(X 
f  _f, Y )  = @(x- Y )  e s t  l l ensemble  des fonc t ions  construc-  

t i b l e s ,  a : X +  .E s a t i s f a i s a n t  l a  c o n d i t i o n  d 'Euler  l o c a l e  en t o u t  po in t  

X E  X. On note  @ l e s  éléments de !F(x _f, Y ) .  On o b t i e n t  une t h é o r i e  

b i v a r i a n t e  avec l e s  3 opéra t ions  ( p r o d u i t ,  image d i r e c t e  e t  image rEc ip roq i~e ) .  

( c f .  C3-J). 

Une a p p l i c a t i o n  -. d 'Eu le r  e s t  une a p p l i c a t i o n  pour l a q u e l l e  l a  fonc- 

t i o n  cons tan te  1 s u r  X s a t i s f a i t  l a  cond i t i on  d 'Euler  l o c a l e  pour  tou t  

x c X. On l a  note 
I f .  

7.5. Théofiem~. 

Une t ransformat ion  de Grothendieck ff -* H e s t  une c o l l e c t i o n  -- 

d'homomorphismes F ( X  + Y )  + H ( X  + Y )  q u i  pr6çerve l e s  t r o i s  opé ra t ions  

(produi t  , image d i r e c t e  e t  image r é c i p r o q u e ) .  

ThQ~herî~~ [3]. 11 e x i s t e  une t ransformat ion  de Grothendieck y 

de P. dans H t e l l e  que, s i  X e s t  une v a r i 6 t 6  l i s s e ,  Y ( l f )  = C(TK) [x] . 



03 C(TX) désigne la classe de Chern du fibré tangent à X et; [XI la 

klasse fondamentale de la variété X. 

L'unicité des classes de Chern est conjecturée par R. Mac Pherson 

et J. P. Brasselet. 

On établit ici, une formule de Riemann-Roch, un théorème de 

Riemann-Roch Verdier et un théorème de spécialisation, en s'inspirant des 

démonstrations de R. Mac Pherson pour le cas des classes de Stiefel-Whitney. 

1.6.1 .  Formule de Riemann-Roch. Soit E l'ensemble des applications 

d'Euler. E est stable pour la composition des applications et contient les 

identités. Les applications 
f 

déterminent une orientation canonique de E 

dans F 05 f E E. La composition de deux applications normalement non-singu- 

lières est une application normalement non-singulière et les identités sont 

normalement non-singulières. Une ap~lication f, normalement non-singulière 

détermine une orientation canonique notée [f] . 

Les applications qui sont des applications d'Euler et normal-ement 

non-singulières sont appelées, applications lisses. 

De manière équivalente, f : X + Y est lisse si X possède un 

% 
recouvrement ouvert {u) tel que U = f (U)AR~ et f est la projection 1 u 

1 
: f (u)xmn + f(~). 

E x e m , ~ L u .  - 

8 Une fibration dont les fibres sont non-singulieres est une 
application lisse. 



a S o i t  l ' a p p l i c a t i o n  l i s s e  f  : X + Y, a l o r s  X admet un "micro- 

f  
f i b r é "  noté  TF = (XXX,P ,x) où XxX e s t  l e  p rodu i t  f i b r é  de X -" Y e t  

Y 1 
f 

Y 
X-"Y su r  Y. 

Pn-opanifian. S i  f  : X + Y e s t  une a p p l i c a t i o n  l i s s e ,  a l o r s  

~émons t  r a t i o n  : 

a Cas 05 Y e s t  une v a r i é t é .  D'après l e  théorème 2.5.  on a  : 

y ( 1 f )  = c (TX) . Considérons l e  diagramme su ivant  : 

Dans l e  t r i a n g l e  @ on a  y ( lx) = C(TX)* [XI en appl iquant  l e  théorème 2.5 

à l ' a p p l i c a t i o n  X + p t .  

- - Dans l e t r i a n g l e  @ o n a :  y ( l  ) =y(lf)~Y(ly), c a r  l x  l f 0 l y  e t  y 
X 

cornmute avec l e  p r o d u i t  b i v a r i a n t .  

Dans l e  t r i a n g l e  @ on n : [x] = [f] [Y]. C'es t  l a  d é f i n i t i o n  de [f] . 
1 

Dans 1.e t r i a n ~ l e  on a. : -- c (Tx) y ( lx) = [Y] c a r  C(TX) e s t  i n v e r s i b l e  

e t  y(iX) =c(Tx)*[Y]. 



Dans l e  t r i a n g l e  @ on a  : C ( T X )  = c ( T F ) * ~ * c ( T Y ) .  En e f f e t ,  f : X +  Y 

* t 
e s t  l i s s e  e t  TX = TF @ f  ( T Y ) .  Donc, C ( T X )  = C ( T F )  .f  C ( T Y ) ,  on a Sgalernent 

* * 1 * 1 
f ( c ( T Y ) ) * ~  (--1 = 1 .  D ' O Ù  : C ( T F )  = C ( T X ) - f  (- 

c(TY) C(TY)). 

Considérons maintenant l e  c a r r é  f i b r é  : 

On s a i t  que l a  t h é o r i e  homologique e s t  anti-commutative ( c f .  [6] ) . 
Cela veut  d i r e  : 

Pour t o u s  c a r r é s  f i b r e s  W g' > x  e t  W -fL Y ¶ 

i 
pour t o u t  a € H ( X  f+ Z) e t  6 E H J ( Y  Z ) ,  on a  : 

f  e s t  f i b r é  e t  
2 i 

Donc pu? sque X -- + Y ' c H ( Y ) ,  on a  : C ( T Y )  

De ces  5 é g a l i t é s ,  on di-duit que y ( l f ) * y ( l y )  = C ( S F ) * [ ~ ] * ~ ( I ~ ) .  puisque 

* y (  l y )  e s t  un isomorphisme, on a : y ( l f )  = C(TF)* [f] . 
- 



CAS GENERAL : 

Lemme. [6]. Tout espace Y admet un plongement i : Y+ N où 

e s t  une v a r i é t é ,  t e l  q u ' i l  e x i s t e  une r é t r a c t i o n  r : N -+ Y avec 

L 

r 
Soi t  N une v a r i é t é  t e l l e  que N --3 Y e s t  une r é t r a c t i o n  e t  

i 
Y - N e s t  un plongement. On forme l e  produi t  f i b r é  de X Y e t d e  

N d  r Y.  So i t  M = XxN . Alors l e  c a r r é  X -----t M e s t  f i b r é  . 

f '  
Puisque FI - X e s t  l i s s e  e t  N e s t  une v a r i é t é  on a : 

y (  I f  ) = c(TF' ) [f '1 . L'image réc iproque  de c e t t e  é g a l i t é  e s t  : 

Comme 

on a  l a  p ropos i t i on .  

1.6.2. Théorème de  Riemann-Roch-Verdier. 

So i t  f : X + Y une a p p l i c a t i o n  l i s s e .  Alors l e  diagramme 

I 
IFn( Y )  -----& H*( Y )  e s t  commutatif où f ' ( c x )  = a O f pour 

t o u t  a F F*(Y).  



~émonstration : On sait que tout élément 0 E IF(X Y) déter- 

* * 
mine une application û : F*(Y) +F*(x) définie par 0 (a) = 0'a pour tout 

f 
a dans ~F*(Y). Par fonctorialité, on a : si $ t: F(X ---' Y) et 

* * 
$ t: IF(Y * z), alors : ($*$)*(a) = $ ( $  (a)) pour tout a E ~ F * ( z ) .  

On veut démontrer que quel que soit a E lFn;(Y), 

1 
or, ~ ( T F )  n r.<y(~>> = <c(TF)*[~] )*(y(u)) = y ( ~ ~ ) * ~ ( u )  = y(lf*a) = y(aof) 

1 
car y commute avec le produit bivariant. D'autre part, y (f' (a)) = y(aof). 

D'où le théorème de Riemann-Roch-Verdier. 

1.6.3. Spécialisation. Soit r : X -+ Y une application et soit 

un point fixé dans Y. On considère a e IF(x-~-' (yo) + ) telle 

que a soit constructible sur X. soit h : [0,1] -+ Y un chemin dans Y 

tel que h(0) = y. et h(]~,l[) C Y-{ y 1 .  Le diagramme suivant est à carrés 
O 

PhOp06,i,tiOfl A .  11 existe un élément unique B t: F(XX [O, 1] 
3 

-- 
Y 

Co, 11 ) 

* ?R 
L 

tel que k (B) = h (a). 

D é ~ i W a v l .  On dgfinit p (a), spécialisation de a, comme étant 
h 

?R 
la restriction de B à IF(X + IYo}). Autrement dit : Ph(a) = j ( B ) .  

O 



P n u p u a i A i a n  B .  Sous l e s  hypothèses de 1.6.3 e t  s i  

x 10, 11 %-+ [O, 11 e s t  une f i b r a t i o n  au-dessus de ]O, 11 . C f  es t -à -d i re  : 
. Y 

XX]O,I] z ] ~ , l ]  x  X I  où X I  = f - ' ( h ( 1 ) )  a l o r s  on a  : 
Y 

H ( X X [ O , I ]  + [0,1])2 H ( x l  -+ p t ) .  
Y 

. * D é l ( i d u n  d e  oh.  So i t  i : H ( X X  [O, 11 + [O, 11 ) + H ( X ~  + Pt) 
O Y 

l ' isomorphisme d e  l a  p ropos i t i on  B e t  

f 

j O 
: H ( X X [ O , I ]  + [0,1] ) + H ( X  + p t )  

v O 

* .*-1 
l'homomorphisme r e s t r i c t i o n .  On d é f i n i t  O par  o  = j o  

h h  
1 

O 

T h é u i ~ Q m e  d e  d p Z c i n e i n a X i o n .  Les s p é c i a l i s a t i o n s  a ( en homologie) 
h  

e t  Ph  ( s u r  l e s  fonc t ions  c o n s t r u c t i b l e s )  commutent. Plus  précisément ,  s i  

* 
a  e s t  un élément de  F(X-x + Y - { ~ ~ ) ) ,  on a  : o h ( y ( i  ( a ) )  = y ( p h ( a ) ) .  

O 

Démonstration de l a  p ropos i t i on  A : 

a )  u n i c i t é .  Supposons q u ' i l  e x i s t e  B e t  B '  appar tenant  à 

Pl  # f f 
F ( X X [ O , I ]  -t [0,1]) t e l l e s  que k B = k B '  = h  (a). I l  e s t  év ident  que 

Y 
= B ' s u r  XX] O ,  1] . D'aut re  p a r t ,  on note  (*,O) un &lément de X . Soi t  

Y O 

A une c e l l u l e  de  (K), t r i a n g u l a t i o n  de X X [ O , I ]  qui e s t  à l a  f o i s  
O 

Y 
@-adaptée e t  BI-adaptée ( c f .  [6], s . 6 ) .  So i t  ( L )  une t r i a n g u l a t i o n  

de [0,1] t e l l e  que p l  s o i t  c e l l u l a i r e .  



O O 

Supposons que (x,O) t A. ( A  s i g n i f i e  i n t é r i e u r  de A ) e t  
O O 

s o i t  o  une c e l l u l e  de (L) t e l l e  que P 1 ( ~ o )  C o ,  a l o r s  on a  : 

- 1 
O 

B ( X , O )  = 1 (-1 d im(A ' p l  ( y ) )  B ( P )  pour t o u t  y c s t  p l ( ~ o ) ,  e t  
A 1 A ~ < A  

Y dim(A n p y l ( y ) )  B'(x,O) = L ( -1  B ' ( A ' )  pour t o u t  y 6 s t O P 1 ( ~ o ) .  
A / A ~ < A  

O 

Quel que s o i t  A t e l  que p l  ( A )  = o  e t  A < A , A e s t  dans 
O 

O O 
xx]O,l]. Donc p ( A )  = B f ( A ) .  D'oG l ' u n i c i t é .  
Y 

b )  Exis tence .  Soien t  ( K )  une t r i a n g u l a t i o n  de xx [O, 11 e t  
Y 

( L )  une t r i a n g u l a t i o n  de [O, 11 t e l l e s  que p l  s o i t  c e l l u l a i r e .  On d é f i n i t  

B pa r  : 

ii) s i  ( x , ~ )  c x , ,  s o i e n t  A a (K) t e l  que ( x , ~ )  r e t  o  une 
O O 

c e l l u l e  de L t e l  que p l ( A o ) < o ,  CI # O , o n p o s e  : 

pour t o u t  y de s t o ( p l ( ~ o ) ) .  

L a  fonc t ion  fi e s t  b i e n  d é f i n i e ,  c a r ,  s i  A e A ,  a l o r s  p l ( A )  = o # '0). 
O O 

Donc, il e x i s t e  t # O t e l  que ( x , t )  E A e t  @ ( A )  = a ( x ) .  

a La fonc t ion  B -. e s t  - constr ' ic t= : 

O 

Pour t o u t  A t e l  que A C X X ] O , ~ ] ,  on a ~ ( x , t )  = a(x) auc l  que 
Y 

O 
s o i t  ( x , t )  e A. Donc e s t  c o n s t r u c t i b l e .  



So i t  8 '  = f3 . Pour t o u t e  t r i a n g u l a t i o n  K de Xo t e l l e  que (K) s o i t  
1 XO O 

compat ib le  avec une sous t r i a n g u l a t i o n  ( K A )  de ( K o )  ; 8 '  e s t  cons tan te  

à l ' i n t é r i e u r  de chaque simplexe. 

@ 6 s a t i s f a i t  l a  cond i t i on  d 'Euler  l o c a l e  : 

i )  s a t i s f a i t  l a  condi t ion  d 'Euler  l o c a l e  au po in t  ( x , ~ ) .  S o i t  A e ( K )  
O 

O 

t e l  que (x,O) E: A o .  On a  p ( A  ) = < O > .  S o i t  o t e l  que p  ( A  ) < o .  On a  : 
1 O 1 O 

O 
pour t o u t  t e s t  p l ( A o ) .  

i i)  8 s a t i s f a i t  l a  condi t ion  d 'Euler  l o c a l e  en ( x , t )  E: X X ~ O , ~ ] .  Puisque 

* Y 
h ( a )  s a t i s f a i t  l a  condi t ion  d 'Eu le r  l oca . l e ,  il e x i s t e  une boule  fermée 

B ( ( x , ~ ) , E )  de X X ] O , I ]  e t  u n e b o u l e  fermée ~ ( t , ~ )  de ]0,1] t e l l e  que : 
Y 

( c f .  Lemme de 1 .3)  

O 
quel que s o i t  t '  E B ( t , q ) .  O r r  t # O e t  h * ( a ) ( x , t )  = @ ( x , t )  e t  

Donc 6 s a t i s f a i t  l a  condi t ion  d 'Eu le r  l o c a l e  pour t o u t  p o i n t  

~ é m o n s t r a t i o n  de l a  p ropos i t i on  B : 

S o i t  ( : X x  [O, l] + Rn un plongement fermé t e l  que ( pl ,$ ) s o i t  
Y 

un plongement fermg e t  que l e  diagramme su ivant  f a c t o r i s e  
P l  : 



Posons X I  = Xx [O, l] - X e t  A = [O, 11 %Rn - Xx [O, 1] . On a par  d é f i n i t i o n  
Y O Y 

de l a  t h é o r i e  b i v a r i a n t e  H e t  en t e n a n t  compte du f a i t  que A e s t  un ouvert  

de [0,l]XIRn. 

"osons X '  = xx [O, 1] - xo e t  A = [0,'l] xlRn - Xx [O, 1 1 .  On a  par  d é f i n i t i o n  
Y Y 

de l a  t h é o r i e  b i v a r i a n t e  H e t  en t e n a n t  compte du f a i t  que A e s t  un 

ouvert  de [O, 11 N R ~ .  

~ n T i n ,  puisque (1 0,1] xfRn, ] O ,  1] x ( I R ~ - X ~  ) ) s e  r é t r a c t e  pa r  déformation sur  

( R ~ , B ~ - x ~  ) on a : 

On peut donc d e f i n i r  a par  le diagramine commutatif su ivant  : 
h 



* 
où jo e s t  l ' a p p l i c a t i o n  i n d u i t e  p a r  l e  c a r r é  f i b r é  : 

Démonstration du théorsrne d e  s p é c i a l i s a t i o n  : -- 

Les n o t a t i o n s  é t a n t  c e l l e s  d é f i n i e s  pr&cédenxnent, on c o n s i d è r e  

l e s  c a r r é s  f i b r é s  : 

O n a :  k o i ' = i  e t :  
O O 

* - 1 - 1 * .* * * .* o,('(i ( a ) )  = jo io i a  = j i * ( y ( a ) ) !  



* * - 1 . * 
y(ph(a)) = Y(jo6) = j O (Y(~)). Il suffit de montrer que 1 O i*(y(a)) = y ( ~ )  

* . * 
ou i (y(a)) = lo Y ( ~ )  or, 

D'où le théorème. 

C U & O ~ ~ & Q .  Si f : X + Y est une application d'Euler, alors 

O~(C(TX, )=[xl]  1 = C(TX O ) *  [X O 1. 

~émonstration -- : Il suffit d'appliquer le théorème précédent à 

l ' élément lx qui appartient bien à I F ( X  Y) puisque f est une 

application d'Euler. 



C H A P I T R E  II 

EXEMPLES DE CALCUL DE CARACTERE DE CHERN D'UN ESPACE LINEAIRE 

On r a p p e l l e  l a  d é f i n i t i o n  d 'un  espace l i n é a i r e  r é d u i t ,  de 

c l a s s e  e t  c a r a c t è r e  de chern des  espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  ( c f  [9] ) .  On 

e x p l i c i t e  a u s s i  quelques exemples de c a l c u l  de c~ e t  ch*. 

2 . 1  . Rapp& [9] : 

Soient  L e t  X deux espaces ana ly t iques  e t  une app l i ca t ion  

holomorphe de L s u r  X t e l l e s  que s o i e n t  d é f i n i s  s u r  L une s truct ,ure  

v e c t o r i e l l e ,  conservant l e s  f i b r e s ,  e t  une sec t ion  n u l l e  pa r  : 

On appe l l e  espace l i n G a i r e  r é d u i t  ..- l e  r é d u i t  d 'un t e l  espace L. 

La c a t é g o r i e  de ces  espaces s e  d é f i n i t  de façon n a t u r e l l e .  

Pt~0;3CJb~fiCJn .- [cf. [9] page IO] . Un sous-espace l i n é a i r e  rédi l i t  L O 

de XXC" e s t  un sous-espace ana ly t ique  r é d u i t  dont l e  f a i s c e a u  d ' idgaux 
I o  

v é r i f i e  l a  cond i t i on  su ivante  : s i  
I l  

e s t  l e  soiis-raisceau engendré par  l e s  

formes l i n é a i r e s  appartenant  5 
I o  

on a  : r a d ( 1  ) = 1 . 
1 O 

2 . 2 .  T k n a  j iowé 2 de x - puk kap ,uokt  R L : 

S o i t  ( L X )  un espace l i n é a i r e  r é d u i t  de rang  presque p a r t o u t  

A 

égal 2 d.  S o i t  Y l ' e s p a c e  des d-plans des  f i b r e s  de L .  I l  e s t  muni d 'une 

a p p l i c a t i o n  canonique v s u r  X.  L 'espace e s t  ana ly t ique .  Le transformé 
1 ---- 

A 

de X <3_- X par rappor t  ?i L e s t  d é f i n i  par  : - 



A 

X = adhérence dans de v i l  ( $ 2 )  oG 52 e s t  l ' o u v e r t  dense oG 

L e s t  de rang d .  L 'espace 2 e s t  ana ly t ique .  On désigne pa r  v l a  r e s -  

. . 

t r i c t i o n  de v 5 X. 
1 

2 .3 .  F i b h é  canonique crnaocié à L : 

A A A A # 
Ce f i b r é  e s t  no té  ( E , ~ , x )  avec E  = { (v,;) s v L 1 v a p p a r t i e n t  

A A 

au  d-plan x) e t  11 : Ê + ? l a  p r o j e c t i o n  s u r  X. 

La c l a s s e  de Chern t o t a l e  d'un f i b r 6  e s t  notée c*( ) e t  l e  

* 
c a r a c t è r e  de chern e s t  no té  ch ( ) .  Ces deux c l a s s e s  sont  dans l a  cohomologie 

à va leu r s  r a t i o n n e l l e s .  La c l a s s e  de chern Mather Cbq e t  l e  c a r a c t è r e  de 

Chern en homologie ch* sont  d é f i n i s  par  : 

d 
Premier exem* -- : S o i t  X = . On cons idère  l ' e s p a c e  ana ly t ique  

S o i t  11 : L + X l a  p r o j e c t i o n  s u r  X .  Alors ( L , ~ , x )  e s t  un espace l i n é a i r e  

s u r  X. Le r é d u i t  de L e s t  l ' e s p a c e  : 



Fibres de L : 

d )  Dans l e s  a u t r e s  c a s  dim(LyZ) = O 

L'espace ? e s t  1 'ensemble des O-plans des f i b r e s  de L. On a : 

2 A %  
A 2 - E . On en d r d u i t  que X = F* .  S o i t  v : X -* @ l ' a p p l i c a t i o n  canonique. 

Fibré canonique E associé à L : 
A A A A 

Le f i b r é  canonique e s t  E = { (v,x) 1 v E x e t  x e s t  un o - ~ l a n } .  

* * - 
Alors C (Ê)  = 1 e t  ch  ( E )  = 1 .  D ' O ?  : 



2 
~ e u x i e m e  exemple : Soient  X = { ( Y , z )  e C 1 yz = 0 )  e t  

S i  Ii : L -+ X e s t  l a  p r o j e c t i o n  canonique s u r  X,  ( L , ~ , x )  e s t  un espace 

l i n é a i r e  r é d u i t  s u r  X. 

Fibres de L  : 

a )  s i  ( y , z )  = (O , ( ) )  dim( L 
(Y,Z))  = 

b) s i  ( Y , z )  # ( 0 , o )  dim ( L  ) = 1 
Y Z  

A 

Détermination de X : 

A 
* 

Soi t  . Y  l ' e s p a c e  des 1-plans des f i b r e s  de L .  Y s ' i d e n t i f i e  à 
A 

( X  - { ( 0 , 0 ) } )  U P, ( E ) .  On no te  v : Y -+ X l ' a p p l i c a t i o n  canonique s u r  X. 
1 

- 1 % 

S o i t  R = I ( y , z )  E X 1 d i m ( ~  ) = 1) = X - { ( 0 , 0 ) ) .  Alors v (Q) = X-{ (0 ,0)1  
( Y , z )  

e t  son adhérence dans e s t  ? =  ( x -  { ( 0 , 0 ) } )  U k l U k 2  O? I e t  I 
1 2 

sont  des éléments de P , ( c ) .  Donc on peut  i d e n t i f i e r  2 à deux copies  de C.  

Fibré canonique associé à L : 
A A 

A A 

s o i t  E = { ( v , x )  1 v  E x  e t  x  E: C -U C I .  I l  e s t  c l a i r  que 

* 'L A 
A A 

E = CxE. Par recollement de E  I c l et E l C s  
On v o i t  que E e s t  un f i b r é  tri- 

v i a l  s u r  K! il t!. On en dédu i t  : 

3 2 2 2  
~ r o i s i è m e  exemple : Soient  X = { (X,Y ,z) E 6! ( X +y -z = 0) 

3 e t  s o i t  L = ( ~ , y , z ) ,  ( u , v , w ) )  E Xxt! yu - zv = O 

z u - % = O  

Xv - yu = O 



Alors  X e s t  l e  cône : 

L'espace ana ly t ique  L a  une s t r u c t u r e  d 'espace  l i n é a i r e  s u r  X avec Ii 

l a  p r o j e c t i o n  canonique su r  X. 

Fibres de L : 

Détermination de - 2 : 

% A 

On a  Y = (x -{ (0 ,0 ,0 )} )  U ~ ~ ( 8 ) .  S o i t  u l  : Y + X l ' a p p l i c a t i o n  

- 1 
canonique. Alors  u (9,) = S2 = X - { ( 0 , 0 , 0 ) } .  Puisque t o u t e s  l e s  f i b r e s  sont  

des  d r o i t e s  complexes  ort té es par  l e s  & n é r a t r i c e s  du cône, ? e s t  l e  c y l i n d r e  

C obtenu en a j o u t a n t  3 chaque g é n é r a t r i c e  du demi-cône de ( 0 , 0 , 0 )  une 

d r o i t e  de P ( @ )  por t ée  par  c e t t e  
2 

A 

Définition de ?L? : 

* 
A A A 

* A * 

On pose E = { (v,x) / v  E x e t  x  c C I .  S o i t  : E  + X = y; 
A A 

l a  p r o j e c t i o n  canonique. Alors (E,R,L) e s t  un f i b r é  t r i v i a l .  D'oc 



où v : C + X e s t  l ' a p p l i c a t i o n  canonique i n d u i t e  p a r  v 
1 ' 

2 
Quatrième exemple : S o i t  X = û! . On cons idère  

2 
L = { ( ~ , z , v , w )  E: XxC [ ZV + yw = 01 e t  l a  p r o j e c t i o n  canonique de L 

s u r  X. Alors ( L , ~ , x )  e s t  un espace l i n é a i r e  r é d u i t .  

Fibres de L : 

2 
S o i t  Q = { ( y , z )  P c2 / d i m ( ~  ) = 1 ) .  Alors  = E - { ( 0 , 0 ) } .  

Yz 

* 
Détermination de X : - 

* 
S o i t  Y l ' e s p a c e  des 1-plans des f i b r e s  de L .  

$ 2  * 

Y = (a: - { ( o , o ) } )  U P , ( E ) .  S i  v : Y + X e s t  l ' a p p l i c a t i o n  canonique, 

- 1 % 
v ( $ 2 )  = e2 - { ( o , o ) } .  Puisque t o u t e s  l e s  d r o i t e s  de p l ( ( )  sont  l i m i t e s  

d 'une s u i t e  de 1-plans des f i b r e s  
L ~ Z  

avec ( y , z )  # ( 0 , 0 ) .  On a  : 



fibré canonique associé à L : 

A C - *  A A 

t i o n  II : E  + X confère à E une s t r u c t u r e  de f i b r é  s u r  X.  Comme 2 s e  

A 

r é t r a c t e  p a r  déformation s u r  P 1 ( 0 ) ,  a l o r s  E a l a  même c l a s s e  de Chern que 
A 

( Ê l p l ( @ ) ,  " p l ( ( F ) ,  P l ( @ ) ) .  Ce d e r n i e r  n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  que l e  f i b r é  canoni- 

2 * ^  
que s u r  P ( c ) .  Soi t  x un de H ( p l  ( c )  ) , a l o r s  ( E )  = l+x. 

1 
2 * ' 

Comme x E H ( p l ( @ ) ) ,  ch ( E )  = l+r ( x ) .  Donc : 

Par  f o n c t o r i a l i t é  du cup-produit ,  on a : 

~ f o ù  r'x 0 [?] = 1 e t  C) ( (L)  = [c2] + v,( 1 )  



C H A P I T R E  III 

CARACTERE DE CHERN RELATIF 

On d é f i n i t  l e s  groupes L ( X )  e t  L ( x , A )  qu i  géné ra l i s en t  l a  

no t ion  de K- théor ie  à l a  ca t égor i e  des espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s .  On d é f i n i t  

l e s  c a r a c t è r e s  de chern ch* : L ( X )  + H*(x) e t  ch* : L(x,A) + H*(x) e t  

on montre l e  théorème su ivant  : 

ThQanEme. Soient  X un espace ana ly t ique  r é d u i t ,  ( w Y p y x )  un 

f i b r é  v e c t o r i e l  r é e l  o r i e n t a b l e  e t  de rang 2q de base  X e t  ( ~ ( w )  ,n , x )  

(Tesp. (S(w) , l l l S ( w )  ,X)) l e  f i b r é  en boules  ( r e sp .  en sphères)  a s soc i é  

à ( w , p , ~ ) .  S i  L' e t  LI' sont deux espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  s u r  X .  On 

A 

note X l e  t ransformé de M.H. Schwartz de X par  r appor t  3 L '  63 LI1. On 

supposeque  u*(L') ~ U * ( L " )  1 s ( w )  e s t  un isomorphisme, a l o r s  on a : 1 s ( w )  

oc & e s t  l ' isomorphisme de Thom H ( ~ ( w )  , s ( w ) )  -t H*(x)  e t  e ( ~ )  e s t  * 
l a  c l a s s e  d 'Eu le r  du f i b r é  en boules  ~ ( w ) .  

S o i t  X un espace ana ly t ique  r é d u i t .  On no te  F ( X )  l e  groupe 

abé l i en  l i b r e  engendré pa r  l 'ensemble des c l a s s e s  d'isomorphismes d 'espaces  

1. inéaires  r 6 d u i t s  s u r  X.  A chaque t r i p l e t  t = ( L , L '  ,L1') d ' espaces  l i n é -  

a i r e s  r é d u i t s  s u r  X ,  t e l s  que L s o i t  isomorphe 2 L '  8 L", on a s soc i e  

l l é i émen t  [t] = [LI-[LI]-[L"], où CL] désigne l a  c lassed ' isornorphisrne 

de 1,. S o i t  G ( X )  l e  sous-groupe de F(X) , engendré par  l e s  616ments [t] . 
on pose L ( X )  = F ( x ) / & ~ )  . 
Dans l a  s u i t e  [L] dks ignera  l a  c l a s s e  de L modulo G ( x ) .  



Rmahqu~.  

@ S i  X e s t  r é d u i t  à un p o i n t ,  on v é r i f i e  fac i lement  que 

L ( X )  e s t  isomorphe à a .  

@ Puisque, t o u t  f i b r é  s u r  un espace ana ly t ique  r é d u i t  X e s t  

un espace l i n é a i r e  r é d u i t ,  on a une i n j e c t i o n  canonique K ( X )  L ( X )  . 
Cet t e  i n j e c t i o n  n ' e s t  pas  s u r j e c t i v e ,  c a r  l a  somme d i r e c t e  de  deux 

espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  qu i  ne sont  pas  des f i b r é s  n ' e s t  pas  un f i b r é .  

Donc ne peut ê t r e  isomorphe à un f i b r é .  Ce qui j u s t i f i e r a  l a  d é f i n i t i o n  

de L ( x ) .  

1 
D i i ~ i n & i . u ~  de f ' . S o i t  f : X '  + X une a p p l i c a t i o n  holomorphe. 

On suppose que X '  e s t  ana ly t ique  r é d u i t  i r r é d u c t i b l e .  S o i t  L  un espace 

l i n é a i r e  r édu i t  s u r  X. Alors  f*(L) e s t  un espace l i n é a i r e  r6dui.t s u r  X ' .  

1 
On d é f i n i t  f '  : L ( X )  -+ L ( X '  ) par  

3 . 3 .  C o m ~ u c Z i o n  de L ( x , A ) .  

So ien t  X un espace ana ly t ique  r é d u i t  compact e t  A un sous 

espace ana ly t ique  r é d u i t  fermé de X. On note  ~ ( x , A )  l ' ensemble  des t r i p l e t s  

d e l a  forme ( L f , L "  ; a )  t e l s  q u e :  L' & L u  s o i t  unisomorphisme I A I A 
d'espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s .  

a )  On d é f i n i t  l a  somme de deux t r i p l e t s  de T ( X , A )  comme s u i t  : 

b )  On d i t  que deux t r i p l e t s  de  ~ ( x , A ) ,  ( L '  ,L" ; a )  e t  

(M', M" ; 6) s o n t  isomorphes s ' i l  e x i s t e  deilx isomorphismes d 'espaces  

l i n é a i r e s  r é d u i t s  f '  : L '  + M' e t  f "  : L" -+ MT' t e l s  que l e  diagramme, 



c o m t e .  

c )  On appe l l e  t r i p l e t  é lémenta i re  t o u t  t r i p l e t  de I ' (x ,A)  de 

l a  forme ( L ,  L ; a )  où a : L + L e s t  homotope à l ' i d e n t i t é  s u r  L .  

d )  On d i t  que deux t r i p l e t s  de ~ ( x , A ) ,  ( L '  ,LI' ; a )  e t  

(M' ,Ml1 ; 6) sont  - équiva len ts  s ' i l  e x i s t e  deux t r i p l e t s  é lémenta i res  

( H , H  ; y) e t  (G,G ; A )  t e l s  que : ( L '  ,LI1 ; a )  + (H,H ; y )  s o i t  isomor- 

phe à ( P I ' , M "  ; B )  + (G,G ; A ) .  On d é f i n i t  a i n s i  une r e l a t i o n  d '6quivalence 

su r  ~ ( x , A ) .  

D Q , $ i W o n .  1,' ensemble des  c l a s s e s  d '  équivalence de r ( x , A )  e s t  

noté  L ( x , A ) .  On note  é ~ a l e m e n t  d ( ~ '  ,LI1 ; a )  l a  c l a s s e  d1Gquivalence de 

( L '  ,LI1 ; a ) .  

S o i t  ~ : ( x , A )  -+ ( x '  , A 1 )  un homomorphisme de p a i r e s  d 'espaces  

ana ly t iques  r é d u i t s  avec A un fermé de X e t  A '  un fermé de X'. 

X '  e t  X sont  supposos compacts e t  X' e s t  i r r é d u c t i b l e .  On d é f i n i t  : 

comme s u i t  : 

I X * X 
f"d(l ; '  ,LI1 ; a )  = d ( f  L '  , f  LI' ; f  ( a ) ) .  

Ceci a un sens  c a r  I.'image r6ciproqire d 'un  espace l i n é a i r e  r é d u i t  e s t  un 

* i 
espace l i n é a i r e  r é d u i t  e t  f  n e s t  un isomorphisme de Y*L' dans f' L" . 

I A I A 



3.5. PtopobLtLon. 

On a : 

i) ~(L',L" ; a) ne dépend que de la classe d'homotopie de a. 

ii) si Y = fl on a : 

iii) si j : x A est un plongement, l'application 

I 
je : L(X,A) -+ L(X) est telle que j!d(L' ,LI' ; a) = [LI] - [L"] 

iv) d(L' ,LI1 ; a) = O, si et seulement si, il existe un espace 

linéaire réduit G sur X tel que a 9 1 se prolonge en un isomorphisme 

L' $ G -+ L" 9 G sur X 

vi) si 6 : L" +- Ln' et a : LiA + L'iA sont des isomorphismes 
I A 1 A 

alors d(L',L1' ; a) + d(L",L"' ; B) = d(L',Lt" ; @a). 

Or, d(LV @ LI', L" $ L' ; a ei a-') est isomorphe à d(L' W LI1, L' @ L" ; B) 

où 6 est l'automorphisme donné par la matrice (: 
On a le diagramme commutatif suivant : 

a $ a-l LI $ LI' ---- ----- A LI1 8 L' (X,Y 
1 A I A 

id, 

i Y 

t? 

Y 

L I  @ L" - - - - -  -----" 1,' 8 L" dx,y) = (-y,x) 

I A I A 



- 1 
Pour que d(L' @ L", L" @ L' ; a @ a ) = O, il suffit de montrer que 

B ,est homotope à l'identité. Or, B peut s'écrire sous la forme : 

Il est clair que a = 1 et a = B ce qui achsve la démonstration. 
O 1 

i) Soient a et a' deux isomorphismes de L' dans L" 
I A I A 

tels que a est homotope à a'. D'après v )  on a : 

= d(L' @ L u ,  L' Q L "  ; 6') 

où 6' est l'automorphisme de L' Q Lw défini par la matrice 

O 
I A 

6' = ( . Piiisque a est homotope 2 a', 6 '  est homotope à 
a O 

R = ( 
l 

. Or, 6 e t  o m t o p e  2 l. ' identi t6, d' O$ 

d(L' ,LI1 ; a) = d(~' ,LI' ; a'). 

i i) si Y = @, d(L' ,Lw ; a) est essentiellement d6terrniné par 

L' et L", de 13. forme - CL'] 

I * .* X 
iii) j' ~(L',L" ; a) = d ( j  L' , J  L" ; j ( a ) )  c L(x). D'aprss ii) 

o n a  : j ! d ( ~ '  ,LW ; a) = [,j*L<] - b*~"] = [LI] - [idv]. 



i v )  S o i t  u : ( x , A )  -+ (x ,x )  une a p p l i c a t i o n  holomorphe. E l l e  in -  

1 
d u i t  l ' a p p l i c a t i o n  11' : L ( X , X )  -t L ( x , A )  

a )  Supposons q u ' i l  e x i s t e  G e t  un isomorphisme o : L'dG -+ L"$G 

qui  prolonge a d 1 ,  a l o r s  

I 
d(L1 @ G, LI' B C ; a 9 1 ) = u '  d ( ~ '  9 G y  L" 9 G ; a )  = 0 ,  

G 

puisque L ( X , X )  = 0 .  Comme 

b )  Réciproquement, s i  d(L1,L" ; a )  = O ,  il e x i s t e  ( H , H  ; i d H ) ,  

e t  i l  e x i s t e  ( G , G  ; i d G )  t e l s  que ( L '  Ri B, L" B H ; o d 1 ) soi- t  isomorphe H 

3 ( ; 1 . Si f : L '  9 H + G e t  g : L" 63 H + G sont  des  isomorphismes 
G 

t e l s  que l e  diagramme : 

ad 1 
( L ' e H )  ------ ---+ (L' @ H) 

- 1 
cornmute, on prend a = g O f. 

v i )  s e  démontre de  l a  même façon que v ) .  

3 .6 .  Rappel2 : P?tojiULtZh b w ~  1e.h ehpac.eh &nQa.hcn h E d u h 2  -- 
( c f .  Cg] $8) 

@ Soient  A un sous-espace ana ly t ique  r&di i i t  d 'un espace 

ana ly t ique  r édu i t  X e t  L un espace l i n é a i r e  r é d u i t  siIr X .  Noton:; 

i : A- X l ' i n j e c t i o n  canonique e t  1,' = L . On d é f i n i t  l e s  transl'ormés 
I A 



* * 

d e  X ( r e s p .  A )  par  r appor t  à L ( r e s p .  L I ) .  So ien t  X e t  A ces  t r a n s -  
* * 

formés- Par c o n t i n u i t é ,  il e x i s t e  une inc lus ion  canonique i de A dans 
* * * A 

X t e l l e  que au-dessus de A,  X co ïnc ide  avec i ( ~ )  e t  s i  Ê e s t  l e  
* 

f i b r é  canonique a s s o c i é  à L e t  Et  e s t  l e  f i b r é  canonique a s soc i é  i? 
* * 

L ' ,  a l o r s  E '  = E . 
I A 

@ Somme d i r e c t e  de deux espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  : 

Soient  L '  e t  L" deux espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  de même base 

X e t  de rang presque p a r t o u t  éga l  à d '  e t  d" respect ivement .  On no te  

d = d'+dn e t  L = L' @ L" (somme d i r e c t e  de L '  e t  L"). Alors  L e s t  

un espace l i n é a i r e  r é d u i t  s u r  X de rang  presque p a r t o u t  éga l  à d. On dé- 

* % 
s igne  par  ? 1' ensemble des p lans  x des f i b r e s  de L ,  e t  Y l 'ensemble 

* * * 
des x E Y t e l s  que l e  d-plan & correspondant à x v é r i f i e  : 

d i m ( l   LI) = d t  
X 

e t  d i m ( l ? n L i )  = i l "  avec x = v ( x ) .  Alors l?' = [  LI 
X 

A * * 
e t  el1 = e fl LIf correspondent à x '  E Y '  e t  x" E Y" respect ivement .  

X 

On no te ra  : 

Dans ( [9] $8 ) on a montré que L I  e t  p" sont  ana ly t iques  

e t  que l e  diagramme su ivant  e s t  commutati.f. 

3.7.  Dé~inLLLon. 

S o i t  CL] l a  c l a s s e  dans L ( X )  r ep ré sen tée  par  L,. On d é r i n i t  

 ch*([^]) = ch ( L ) .  Moyennant l e  theorsme ci-dessous  ch*[^] n e  dépend pas du * 
r ep ré sen tan t  de [LI c h o i s i .  



Théonème b]. Soien t  L' e t  L" deux espaces l i n é a i r e s  r é d u i t s  ---- 

de rang presque p a r t o u t  égaux à d '  e t  dl' respect ivement ,  on a  : 

3 .  a .  D é d i m o n  de ch.+ : L ( X , A )  - ~ ~ ( x ) .  

On va l a  d é f i n i t i o n  de ch, 5 L ( x , A ) .  Soient  

* * 
~ ( L ' , L "  ; a )  un élément de L ( x , A ) ,  X '  ( r e s p .  x", X )  l e  t ransformé de  

* * 

X p a r  rapport  à L '  ( r e s p .  LI1, L '  @ L " ) .  On note  E' ( r e s p .  E")  l e  

f i b r é  canonique a s soc i é  à L' ( r e s p .  L u ) .  Alors l e s  a p p l i c a t i o n s  

* * ,,Il A 

' i e t  x ---+ X -  XI'  s on t  l e s  app l i ca t ions  ana ly t iques  de  ( 4 . 4  @ ) .  

On a  l e  diagrammme suivant  : 



Dé~inLCi~n. On pose : 

* * 

oc  k,Â] e s t  l ' image  par  w de  l a  c l a s s e  fondamentale [?] de  X dans 

l a  s u i t e  exac t e  longue : 

* 
W . . . H ( Â )  - H H ( 2 , Â )  --- . ... 

n n 

Il e s t  c l a i r  que cht(Lt  ,Lu ; a )  H ( x )  e t  qu'on a  : * 
i )  c ~ , ( L , L  ; a )  = O pour t o u t  t r i p l e t  é lémenta i re  (L,IJ ; a )  

a  B 8 )  = ch+(Lf,L" ; a )  + c h i ( ? l t , ~ "  ; B )  i i )  ch (L' 4f T r i ' ,  1," @ Ni' , 
X 

iii) ch,(L1 ,L" ; ci) = ch (v',H" ; 6 )  s i  ~ ( L ' , L "  ; a )  - d(ll1,b?'' ; 8 )  
X 

D ' O G  la .  d é f i n i t i o n  de chr : L ( X , A )  -t B*(x) ,  en posant  : 

ch*d(L' ,Lw ; a )  = chi(L1 ,Ln  ; a ) .  

Soien t  (w,p,X) un f i b r 6  v e c t o r i e l  o r i e n t é ,  de rarig 2q s u r  X ,  

( B ( w )  ,n ,x)  ( r e sp .  (S(w) , I I l  S ( w )  ,X)) l e  f i b r é  en boules  ( r e s p .  en sph?res)  

2q a s soc i é  5 (w,p,X). S o i t  U un ~ é n é r a t e u r  de H ( B ( w ) , s ( w ) )  en t a n t  que 

2 q. II (x)-module. Soien t  L '  e t  LI' deux espaces l i n é a i r e s  r 6 d u i . t ~  s u r  X 

t e l s  que I[*L' -- a - -t e s t  un isomorphisme d 'espaces  l i n é a i r e s  
I s ( w )  l s ( w )  

* 

r é d u i t s .  On riote X l e  transf'orm6 de P4.H. Schwartz de X p a r  rappor t  à 
A 

* 

L '  CH L". Soient  B' ( r e s p .  B",;) Le transforrn6 ail sens de M.H. Schwartz 

$: * * 
de B pa r  rappor t  2 l i * ~ '  ( r e s p .  R*L", I l  L i  B) 11 1.") e t  S '  (resp. $",$) 

l e  t ransforme au sens  de H.H .  Schwartz de ~ ( w )  par  rnppc r t  à II*~,' 
lS(W) 

A 

( r e sp .  il*L1' , (TI*L' $ n k ~ ' l )  ) .  S i  X e t  X sont  des  v a r i e t é s  
I s ( w )  Is(w) 



homologiques, les isomorphismes de Thom pour (w,p,~) s'écrivent : 

* * 
Puisque II* : H (x) -+ H (B(w) ,s(w) ) est un isomorphisme, on peut définir la 

* 
classe d'Euler e(8) du fibre w )  , par la relation nX(e(8)) = j U 

O? j : (B(W),@)% (B(w),s(w)) est l'inclilsion canonique. On forme le 

diagramme suivant : 



X - 
L'isomorphisme a induit un isomorphisme â : fÏ*ul"Êt - II*ul' E" 

I s I S 

et Ê t  (resp. Ê") est le f i b r é  canonique associé à L' (resp. LI') . 



La démonstration du théorème A v a  r é s u l t e r  des  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

Théohème B. ( c f .  [5] ) . Soient  E e t  F deux f i b r é s  v e c t o r i e l s  

* a * 
s u r  X t e l s  que il E - - - - + n F  m i t  un isomorphisme e.  Alors  

I s ( w )  I s ( w )  

imme 1 .  Sous l e s  hypothèses du théorème A e t  ( 3 . 9 ) ,  on a : 

i )  Le t ransformé de X p a r  r appor t  à n*L1 fB n * ~ "  e s t  un 

f i b r é  en boules s u r  2. C ' e s t  l e  f i b r é  image réciproque par  v du f i b r é  

en boules  B s u r  X. 

i i) Le t ransformé de X par  rappor t  à ( n * ~ '  fB n * ~ " )  e s t  

A 

I s ( w )  
un f i b r 6  en sphères  s u r  X. C 'es t  l ' image  réc iproque  par  v du f i b r é  en 

sphères  S s u r  X. 

~ é m o n s t r a t i o n  : Evidente pa r  d é f i n i t i o n  des f i b r é s  images r é c i -  

proques (p rodu i t s  f i b r é s )  . 
A A A A A 

s o i e n t  9* : H ~ ( B . s ; Q )  -+ H (x ;Q)  e t  d* : H ~ ( X ; ~ )  -+ H P + ~ ~ & , S ; ~ )  
p-2q 

l e s  isomorphismes d e  Thom en homologie e t  en cohomologie respect ivement  

A 2 q 2q - [cf. Remarque 3.62. S o i t  LI un gén6r;tteur d e  H , )  s u r  H ( x , Q ) .  

P/ropoclidion. ( [hl ou [1] ) . On a l e  diagramme commutatif su ivant  : 

A A 

où d i m ( ~ )  = n-k e t  dim(I3) = n. 

A 

?k 

~ ~ ( j i , ~ )  --- - -  H * ~ ~ ( G , $ ; ~ )  

l A 

. n [B,;] 

J . *  Y 

H (X ; Q) - r[* -- 
n-2q-II - II. 

n-zq-p (;;CI) 



On en dédui t  que : 

fi l($cl) n [g,;]) = I n LX] 

D I O Ù  : [?] = QÛ n [$,SI). 
A A A A 

Lemme 2 .  S o i t  j : B + B l e  plongement n a t u r e l .  

Alors l e s  deux diagrammes su ivan t s  comrnutent : 

Démonstration du théorsme A.  : Par l e  thgorème pr6cédant ,  on a  : -- 

* ^* A 

( 1  
X *^ * e(Â)  n a-1 ~ ( I I  l i ' * F 1  y P * p ~ ~ * F ~ ~  = 1 E l  - ch k , l l * ~ l l  . 

En appl iquant  l ' isomorphisme de Poincaré à ( l ) ,  on au ra  : 



qui devient par application de la proposition prgcédente : 

Par fonctiorialité du cap-produit, 1.e premier membre de (3) devient : 

et par définition de l'isomorphisme de Thom : 

de nouveau, par isomorphisme de Thom : 



Appliquons v* 
aux deux membres de ( l i)  et utilisons 1.e fait que 

A 

v = v '  0 11' = " ' 1  0 Ut'  
* 

et e(B) = v e(B) et le lemme 2. On a : 

C . Q . F . D .  
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Dans l a  première p a r t i e  de c e  t r a v a i l ,  on  étudie les conséquences d'un 

r é s u l t a t  de J.P. Brasse le t  qu i  montre l ' e x i s t e n c e  des c l a s s e s  de  Chern e n  théor ie  

b i v a r i a n t e  ( e t  conjecture  l e u r  u n i c i t é )  . On é t a b l i t  a i n s i  une formule de  Riemann-Roch, 

un théorème de Riemann-Roch-Verdier e t  un  théorème de s p é c i a l i s a t i o n .  

Dans l a  seconde p a r t i e ,  on e x p l i c i t e  quelques exemples de c a l c u l  des 

c l a s s e s  de  Chern c t  c a r a c t è r e s  de Chern ( d é f i n i t i o n s  de M.H. Schwartz) d e s  espaces 

l i n é a i r e s  r é d u i t s .  On gén4ra l i se  l a  n o t i o n  de K-théorie a l a  c a t é g o r i e  d e s  espaces li- 

n é a i r e s  r é d u i t s  c t on dcmontre l e  théorème s u i v a n t '  pour l e s  espaces  l i n 6  a i r e s  r é d u i t s  

( équ iva len t  d 'un r é s u l t a t  d lAt iyah)  . 
ThSorèmc : S i  L' e t  L" s o n t  deux espaces  l i n é a i r e s  r é d u i t s  s u r  X e t  W 

e s t  un fibré o r i e n t a b l e  s u r  .X, on n o t e  (B(W) , IT,X) resp.  (S (u) , r  1 (W), X) ) l e  f i b r 6  e n  

boules ( resp .  e n  sphSres) a s s o c i é  Ci W. Si. on a un isomorphisme 

n '~ '  Is(W) 4 1 S(W)  , a l o r s  on a : 

où & e s t  llisoiaorpiiismc de  Thom : HI(B(B) ,S(B)) -t H,(X) e t  c(W) l a  c l a sse  d'Eu-', ,* 
di1 f ihi-C W. :.I 324 --!,L+ , 

MOTS C L ~ S  : Théories b i v a r i a n t e s  - C l a s s e s  de Chern - Caractère  de Chern - 
Espaces l i n é a i r e s .  


