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INTRODUCTTION

Les notions de théorie bivariante et d'orientation bivariante,
ont été introduites par W. Fulton et M. Pherson.

W. Fulton et M. Pherson démontrent 1'existence et 1'unicité des
classes de Stiefel-Whitney en théorie bivariante. Ils conjecturent 1'exis-—
tence et 1'unicité des classes de Chern. L'existence a été démontrée par
J.P. Brasselet, puis par C. Sabbah. En supposant vérifiée la conjecture, on
établit dans le premier chapitre une formule de Riemann-Roch, un théoréme
de Riemann-Roch Verdier et un théoréme de spécialisation. M.H. Schwartz a
étudié les espaces a4 fibres linfaires variables. Elle a défini la classe
de Chern-Mather C, et le caractére de Chern ch, d'un espace linéaire
réduit.

Au deuxiéme chapitre, nous en rappelons la définition et explici-
tons quelques exemples de calcul.

Au troisiéme chapitre, nous généralisons la notion de K-théorie
d la catégorie des espaces linéaires réduits. Nous démontrons enfin le
théoréme suivant pour les espaces linfaires réduits (équivalent d'un résul-

tat d'Atiyah pour les espaces fibrés).

Théon2me. Soit X un espace analytique réduit, (w,p,X) un fibré
vectoriel réel orientable de rang 2q de base X et (B(w),I,X)
(resp. (S(w)’H|S(w)’X)) le fibré en boules (resp. en sphéres) associé 3
(w,p,%X). Si L' et L" sont deux espaces linfaires réduits sur X, on

* o * . .
suppose que : L" > I L"l ) est un isomorphisme, alors on a

S{w



- ii -

ol ¢ . est 1'isomorphisme de Thom H*(B(w),S(w)) > H*(X) et e(B) est la

*

classe d'Euler du fibré en boules B{w).



CHAPITRE I

QUELQUES RESULTATS SUR LES CLASSES DE CHERN EN THEORIE BIVARIANTE

W. Fulton et M. Pherson ont montré dans [6] 1'existence et 1'uni-
cité des classes de Stiefel-Whitney en théorie bivariante modulo 2 en conjec—
turant 1'existence et 1'unicité des classes Chern en théorie bivariante
3 coefficients entiers. J.P. Brasselet a montré dans [3] 1l'existence des
classes de Chern dans cette théorie. C. Sabbah a par la suite, également montré
ce résultat dans [12]. L'unicit? reste un problime ouvert. Nous dtudions ici,
les conséquences du théoréme de J.P. Brasselet, en supposant vérifiée 1'uni-
cité

Formule de Riemann-Roch

Formule de Riemann-Roch-Verdier

Thécréme de spécialisation.

Ces résultats ont &té démontrés par W. Fulton et M. Pherson dans

le cas des classes de Stiefel-Whitney.

1.1. Hypotheses :
Les espaces considérés ici sont des ensembles analytiques complexes

irréductibles et les applications f : X > Y sont analytiques propres.

1.2. Théorie d'homologie bivariante ([6], §.U) :

Soient f : X > Y wune application et ¢ : X > M un plongement
fermé de X dans une variété analytique complexe M, de dimension réelle 2m.
L'application f se factorise & travers le plongement fermé (f,¢) ; suivi

de la projection canonique sur Y.



T i+2m(

Alors, pour tout i, on pose HY(X —— Y) = H YXM,YxM-X ) ol

¢

X¢ = (f,¢)(X). Cette définition est indépendante de la factorisation (f,¢).

(ef. [6], §.4). W. Fulton et M. Pherson ont montré que 1'on construit bien
. . .. . . * . P .
ainsi une théorie bivariante H (X SN Y) avec les trois opérations (pro-

duit, image directe et image réciproque).

1.3. Theorie bivariante ® ([3]).

Un sous ensemble constructible d'un ensemble X est obtenu &

partir des sous—ensembles analytiques de X par un nombre fini de réunions,
intersections et complémentaires.

On dit gu'une fonction o : X > Z est constructible, si pour

tout ne 7, a—1(n) est un ensemble constructible.

11 existe alors une triangulation cellulaire (K) de X telle
que o soilt constante sur l'intérieur des cellules de (X). On dit qu'une
telle triangulation est oa-adaptée.

Si o : X > Z est une fonction constructible et A une partie

de X, on définit x(A ; a) comme l'entier

x(Ajo0) = ; n x{A N a_1

ne’

(n))

Soit (K) wune triangulation a-adaptée et A un sous-complexe de (K) ;

x(A 3 a) =) (-0 )
i

1 i(
cesk™ (A)

a(o), ol sk (A) désigne 1l'ensemble des cellules

de dimension 1 de A et o(o) la valeur de o & 1'intérieur d'une telle

cellule.



Si f : X*> Y est une application et (K) et (L) deux trian—
gulations de X et Y vrespectivement. On dit que f est cellulaire si
1'image par f de toute cellule de (K) est une cellule de (L) et si la
restriction de f & 1l'intérieur de toute cellule de (K) est de rang cons-—

tant.

Condition d'Eulen Locale.

On dit qu'une fonction constructible o : X > Z satisfait la
condition d'Euler locale en x € X, si, pour des triangulations (K) et (L)
de X et Y (respectivement) telles que (K) soit a—adaptée et f cellu-

laire et, si X est dans 1l'intérieur de Ao’ cellule de (K),
e} =1
(1) al(x) = x(st (AO) Nt (y) ;o)

pour tout y de 1'étoile ouverte sto(f(Ao)).
sto(A ) désigne la réunion des intérieurs de toutes les cellules qui rencon-
o

trent 1'intérieur de AO.

Soit o une cellule de (L) telle que f(AO) C o. Alors

. -1

AN
ae) = ] (e 0f
A <b

) ol

et T(A)=g

pour tout y dans sto(f(Ao)), ol AO < A signifie que Ao est face de A

Lemme. {(cf. M. ELHAOUARI: Sur les classes de Stiefel-Whitney en
théorie bivariante. Thése soutenue le 8 décembre 1983 & 1'Université des
Sciences et Techniques de Lille T).

Soit f : X > Y une application et a : X > Z wune fonction cons-

tructible. On munit X et Y de la métrique induite par 1'une des ®". on

a : o vérifie la condition d'Euler locale en x si et seulement si 1l



existe une boule fermée B(x,e) de centre x, de rayon suffisamment petit
e > 0, et une boule fermée B(f(x) ; n) de centre f(x), de rayon suffisam—

ment petit n > 0, tel que

pour tout y de B(f(x),n).

Desinition de F(X e Y) [6]. Pour toute application

f @ X>Y ; IF(X ’i—*'Y) = IFO(X"f"—> Y) est l'ensemble des fonctions construc—

tibles, o : X > & satisfaisant la condition d'Buler locale en tout point
PO f . - «
Xx € X. On note Q@ les &léments de F(X —=> Y). On obtient une théorie

bivariante avec les 3 opérations (produit, image directe et image réciproque).

(ef. [3]).

1.4. Application d'Eulen.

Une application d'Euler est une application pour laquelle la fonc-
tion constante 1 sur X satisfait la condition d'Euler locale pour tout
x € X. On la note 1f'
1.5. Theonreme.

Une transformation de Grothendieck [ - H est une collection

d'homomorphismes F(X > Y) > H(X > Y) qui préserve les trois opérations

(produit , image directe et image réciproque).

— Théonéme [3]. 11 existe une transformation de Grothendieck vy

de [ dans H telle que, si X est une variété lisse, y(1f) = C(TX)'[?J.

X
&)
Ty T



ol C(TX) désigne la classe de Chern du fibréd tangent 3 X et [X] la

classe fondamentale de la variété X.

L'unicité des classes de Chern est conjecturée par R. Mac Pherson

et J.P. Brasselet.

1.6. Conmséquences du théoreme 1.5 en admettant vérnigite La

conjecture.
On établit ici, une formule de Riemann-Roch, un théoréme de
Riemann-Roch Verdier et un théoréme de spécialisation, en s'inspirant des

démonstrations de R. Mac Pherson pour le cas des classes de Stiefel-Whitney.

1.6.1. Formule de Riemann-Roch. Soit E 1'ensemble des applications

d'Euler. E est stable pour la composition des applications et contient les
identités. Les applications 1f déterminent une orientation canonique de E
dans (F ou f € E. La composition de deux applications normalement non-singu-—
liéres est une application normalement non-singuliére et les identités sont

normalement non-singuliéres. Une application f, normalement non-singuliére

détermine une orientation canonique notée [f].

Applications "lisses" [6].

Les applications qui sont des applications d'Euler et normalement

non-singuliéres sont appelées, applications lisses.

De maniére équivalente, f : X > Y est lisse si X posséde un

g

recouvrement ouvert {U} tel que U = £(U)xR et flU est la projection

p, : £(u)R" > £(v).

Exemoﬂu_.

(D Une fibration dont les fibres sont non-singulidres est une

application lisse.



(® Soit 1'application lisse f : X > Y, alors X admet un "micro-

fivré" noté TF = (XXX,P1,X) ol XxX est le produit fibré de X L Y et
£ Y Y
X—>Y sur Y.

Proposdltion. 81 f : X > Y est une application lisse, alors

c(tr)+[F], ot C(TF) e H'(X), [f] e H (X =— ¥) et

=
—
—_—
—
Il

f
* iy
y(1f) € H (X — Y).
Démonstration :
G) Cas ol Y est une variété. D'aprés le théoréme 2.5. on a
y(1f) = C(TX)’E{I. Considérons le diagramme suivant

[£]

Dans le triangle (D) ona vy(1 ) = C(TX)'EQ en appliquant le théoréme 2.5
a 1'application X > pt.

Dans le triangle (@ ona : y(1 ) = y(1
commute avec le produit bivariant.

Dans le triangle () on a : Dﬂ = [ﬁl'ﬁﬂ. C'est la définition de Eﬂ.

Dans le triangle ® on s : Er%ij-' y(1x) = [Y] ecar C(TX) est inversible

et y(1,) = c(rx)-[Y].



L3
Dans le triangle GD on a : C(TX) = C{TP)+f C(TY). En effet, £ : X > Y
* * ~
est lisse et TX = TF & f (TY). Donc, C(TX) = C(TF)+*f C(TY), on a également

1
C(TY))'

¥ * 1
£(c(TY) )T (E_(‘T_ﬂ

) = 1. D'od : C(TF) = C(TX)*f (

Considérons maintenant le carré fibré

f

ia ia

On sait que la théorie homologique est anti-commutative (cf. Bﬂ).

Cela veut dire :

1 ]
Pour tous carrds fibrés W —F— ¥ et Wy R
"Ik SR
y —f— 7 X —f— 7

pour tout a € Hl(X ~i;»~z) et B € HJ(Y —fr 72}, on a :

* 1Xj %
g (a) 8= (-1)"7 1(8) -0
. el 1 21
Donc puisque X - > Y est fibré et TOYY € H 7 (Y), on =
J id lld

De ces 5 égalités, on déduit que Y(1f)'y(1Y) = C(TF)'[ﬁ]'y(1Y). Puisque

) = c(TF)-[£].

'y(1Y) est un isomorphisme, on a : vy(1

f



CAS GENERAL :
Lemme., [6]. Tout espace Y admet un plongement 1 : Y N

N est une variété, tel qu'il existe une rétraction r : N> Y avec

S
ou

Soit N une variété telle que N L Y est une rétraction et

YCQ;Q'N est un plongement. On forme le produit fibré de X SN Y et

de

N £ Y. Soit M = XxN . Alors le carré X ——— M est fibré.
Y l
=
f lf Py
Y —> N
1
Puisque M —™> X est lisse et N est une variété on a :
y(Tf,) = C(TF" )+ [£']. L'image réciproque de cette égalité est
¥ .
Fy(1,,0) = 3T en(E )i D)
Comme
¥ . ¥
i (Y(1f,)) y(1 (Tf,)) = Y(1f),
*
i (C(TF')) = c(TF) et i [f'] = [f]

on a la proposition.

1.6.2. Théoréme de Riemann-Roch-Verdier.

Soit £ : X * Y une application lisse. Alors le diagramme

!

F*(Y) s> H*(Y) est commutatif o f (a) =a o f pour
! !
f c(re) N r

u?*(x) ——— H*(X)

tout a € F*(Y).



Démonstration : On sait que tout élément 6 € W(X e Y) déter-

. . . * P *
mine une application 6 : F*(Y) > F*(X) définie par 6 (a) = 6°a pour tout
a dans W*(Y). Par fonctorialité, on a : si ¢ € F(X *i;*'Y) et
* %, %
v e IF(Y £ 7). alors : (¢*w) (a) = ¢ (¢ (a)) pour tout a elF*(Z).

On veut démontrer que quel que soit «a elF*(Y),

CTF) A £ (y(a))

1
Q
—
}—b
Q

or, C(TF) N ' (y(a)) = (c(TF) [ *(y(a)) =

t
2

car y commute avec le produit bivariant. D'autre part, y(f (a)) = y(aof).

D'old le théoréme de Riemann-Roch-Verdier.

1.6.3. Spécialisation. Soit  : X > Y une application et soit

1

v, un point fixé dans Y. On considdre o € F(X-f (yo) > Y—{yo}) telle
que o solt constructible sur  X. Soit h : [0,1] > Y un chemin dans Y

tel que h(0) = Yo et n(J]o,1[) C Y—{yo}. Le diagramme suivant est & carrés

fibrés.
x © xx[0,1] « xx]0,1[ X-X
@] v Y o]
|
i
P v, f
ty cd [0,1] k >70,1[ b > Y—{yo}

Y

Definition. On définit ph(u), spécialisation de o, comme dtant

la restriction de B & F(XO > {yo}). Autrement dit : p (o) = 3 (B).



Proposition B. Sous les hypothéses de 1.6.3 et si

P
xx [0,1] - [0,7] est une fibration au-dessus de ]0,1]. C'est-a-dire
.Y

XX]O,T] = ]O,1] x X1 ol X1 = f—1(h(1)) alors on a :
Y

H(Xx[o,1] > [0,1)= H(X, > pt).
Y

Déginition de o

.- Soit i* 0 om(xx[0,1] » [0,1]) > H(X, > pt)
o) y 1

1'lisomorphisme de la proposition B et
*
i H(xx[0,1] > [0,1]) > H(X - pt)
o v o

1'homomorphisme restriction. On définit o, par o = jo i

Theoneme de spécialisation. Les spbeialisations oy, (en homologie)

et oy (sur les fonctions constructibles) commutent. Plus précisément, si

o est un élément de F(X—XO > Y—{yo}), on a : ch(y(i (o)) = y(ph(a)).
i* Py
DI S— — > Ve
F (X)) F(x-x_ > Y-{y_}) P (X))
Y Y
o
h
>
H,(X,) H (X))
Démonstration de la proposition A :
a) Unicité. Supposons qu'il existe B et B' appartenant 3
Py - * * *
F(XX[C,1] — [O,1J) telles que kX B =k B' =h (a). Il est évident que
Y
B =@' sur Xx|0,1]. D'autre part, on note (x,0) un élément de X Soit
Y

AO une cellule de (X), triangulation de XX[O,1] qui est & la fois
Y
B-adaptée et R'-adaptée (cf. [6], §.6). Soit (L) wune triangulation

de [0,1] telle que P, so0it cellulaire.



o] 6]

Supposons que (x,0) € A (AO signifie intérieur de AO) et

soit ¢ une cellule de (L) telle que p1(AO)(: o, alors on a :

-1
(A o
B(x,0) = | (-T)dlm( Noi ) B(A) pour tout y e st'p (A ), et
' 1 0
Ala <a
o
pT(A)=0
. -1
. dim(a Np, (y)) 5 .
' (x,0) = (-1) B'(A”) pour tout y € st p1(A ).
AlA <A o}
o]
p,(A)=o
0
Quel que soit A tel que p1(A) =g et Ao < A, A est dans

0 0
XX]O,TJ. Done B(A) = B'(A). D'ol 1'unicité.

Y

b) Existence. Soient (K) wune triangulation de XX[O,1] et
Y
(L) une triangulation de [0,1] telles que P, soit cellulaire. On définit

8 par :

1) si (x,t) e xx[0,1], B(x,t) = h'(a)(x,t) = alx)
Y

0
ii) si  (x,0) e X1, soient AO e (K) tel que (x,0) e AO et o une

cellule de L tel que pW(Ao)< g, o # 0O , on pose :

B(x,0) =} (-1)
Ala < A
O

P1(A)=o

pour tout y de sto(p1(AO)L

La fonction R est bien définie, car, si A e A, alors p1(A) =g # <0>.
0 o}
Donc, il existe t # O tel que (x,t) e A et B(A) = a(x).

C) La fonction B est constructible :

0 -
Pour tout A tel que A C ¥XxJ0,1), on a B(x,t) = a(x) quel que
Y

0
i A, > - i .
soit (x,t) € Donec B XXJO,1J est constructible
Y



Soit B' = B|X . Pour toute triangulation K de XO telle que (K) soit
, 0
e

compatible avec une sous triangulation (Ké) de (Ko) ; B' est constante

g 1'intérieur de chague simplexe.

C) B satisfait la condition d'Euler locale

i) B satisfait la condition d'Euler locale au point (x,0). Soit Ao e (K)

O
tel que (x,0) € A . Ona p1(Ao) = <0>., Soit o tel que p1(Ao) < 0. 0n a :
dim(A npﬂt)) o
B(x,0) = ) (-1) a(d)
AlA C A
O
lp (A)=0

pour tout t € stop1(A0)~

ii) B8 satisfait la condition d'Euler locale en (x,t) € XX]O,1]. Puisque
Y

* . . e . . P

h (a) satisfait la condition d'Euler locale, 1l existe une boule fermée

B((x,t),e) de XXJO,1] et une boule fermée B(t,n) de ]O,1] telle que

Y
(ef. Lemme de 1.3)

* 0 -1
h'(a)(x,t) = x(B({x,t),e) N p (') 5 h
quel que soit t' e %(t,n). Or, t # 0 et h*(a)(x,t) = B(x,t) et

X(B((x,8) 5 ¢) Ny '(+') 5 n"(a)) = x(B((x,8),e) N pT ' (£7) 5 8)

1

Donc B satisfait la condition d'Euler locale pour tout point

(x,t) e xx[0,1].
Y

Démonstration de la proposition B

Soit ¢ XXEO,Tj > ®" un plongement fermé tel que (p1,¢) solit
Y
un plongement fermé et que le diagramme suivant factorise P,
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(P1,¢’)

xx[0,1] > [0,1]&"

\J

Py
[0,1]
Posons X' = xx[0,1] - XO et A= [O,1]mRn - xx[0,1]. On a par définition
Y Y

de la théorie bivariante H et en tenant compte du fait que A est un ouvert

de [0,1]®".

1(xx[0,1] > [0,1]) = 5(Jo,]x&", a N (Jo,1]xR"™))
el

1(Jo, 11x8", Jo,1]xr" - ]o,ﬂxx])

1(Jo,1]xR",J0, 1]x(R™x,)).

Posons X' = xx[0,1] - X, et A= [0;1]Xﬂn - xx[0,7]. On a par définition

Y , Y
de la théorie bivariante H et en tenant compte du fait que A est un

ouvert de [O,?]an.

H(xx[0,1] > [0,1]) = 5(Jo,11>®™, & N (Jo,1 &™)

Y

1(]o,1]x&",]o,1]x®" - Jo,1] XX, )

i

H(]O,ﬂxﬁn,]o,w]x(mn—x1 )).

Enfin, puisque (]O,1]XBH, ]O,1JX(RH—X )) se rétracte par déformation sur

1

(Rn,Rn—X1) on a :

H(xx[0,1] — [0,1]) % B, — {y 1.
y

On peut donc définir o, par le diagramme commutatif suivant :



- 14 -

H(xx[0,1] > [0,1])_ H (X.)
Y

ol j_ est 1l'application induite par le carré fibré :

X € xx[0, 1]
y

J
{yo}‘ £ -~ [0,1]

Démonstration du théoréme de spécialisation :

Les notations étant celles définies précédemment, on considére

les carrés fibrés

X, S xx]0,1] ————————sr X=X X, xx[0,1]
| ’ l !
! [@
| ; b ;
{y,}S 2 Jo,1] ———————> v-{y !} ty ) e 0, 1]
X > xx[0,1] X, — %x]0,1] ———— %x[0,1]
'O Y Y Y
P (OL)E @ et @
l J 1!
y) 2 [0,1] r;re 2 > 10,1] — [0,1]
On a ko1i1' =1 et
O O



_.15._

*
o

*

Y(ph(a)) = vy(jB) = jo(y(S))-

*(

ou i (y(a)) = i: v(B) or,

*(

v(8))

D'ou le théorénme.

Corollaine. Si £ : X > Y

oh(C(TX1)°[X1]) = c(TxO)-[§j.

I1 suffit de

i i) =

est une application d'Fuler, alors

Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorcéme précédent a
Pl ”~ hd - - -~ f - -
1'&lément 1 qui appartient bien & IF(X = Y) puisque f

X

application d'Euler.

est une



CHAPITRE II

EXEMPLES DE CALCUL DE CARACTERE DE CHERN D'UN ESPACE LINEAIRE

On rappelle la définition d'un espace linéaire réduit, de
classe et caractdre de chern des espaces lindaires réduits (cf [9]). On

explicite aussi quelques exemples de calcul de CM et ch*.

2.1. Rappets [9] :
Soient L et X deux espaces analytiques et II une application
holomorphe de L sur X telles que-soient définis sur L wune structure

vectorielle, conservant les fibres, et une section nulle par

+
LxL, — L ; CxL, — L X Cm—> L,

On appelle espace lin€aire réduit le réduit d'un tel espace L.

La catégorie de ces espaces se définit de facgon naturelle.

Proposition [er. [9] page 10]. Un sous-espace linéaire réduit L

N . P . s s
de XxC€ est un sous—espace analytique réduit dont le faisceau d'idéaux IO
vérifie la condition suivante : si I1 est le sous-faisceau engendré par les

formes linfaires appartenant A IO, on a : rad(Iw) = Io.

2.2. Thansgormé X de X par happort & L

Soit (L,N,¥X) un espace linfaire réduit de rang presqgue partout

égal 4 4. Soit v 1'espace des d-plans des fibres de L. Il est muni d'une

~

application canonique \)1 sur X. L'espace Y est analytique. Le transformé

-~

de X de X par rapport 8 L est défini par




X = adhérence dans Y de v;1(9) ol & est l'ouvert dense ou

-~

L est de rang d. L'espace X est analytique. On désigne par v la res-

triction de v, i X

-~

2.3. Fibre canonique associl a L :

. - . it -~ -~ k3 .
Ce fibré est noté (E,I,X) avec E = {(v,X) € V L|v appartient

-~

au d-plan x} et I:E~>3X 1la projection sur X.

2.4. Deginitions :

La classe de Chern totale d'un fibré est notée C*( ) et le
caractére de chern est noté ch*( ). Ces deux classes sont dans la cohomologie
a valeurs rationnelles. La classe de chern Mather C et le caractére de

M

Chern en homologie ch, sont définis par

y v*(C*(ﬁ) r\[ij) € H¥*(X)

Q
=
1]

o

=

sl
1]

v (en®*(®) N [X]) e 1, (x).

2.5. Exemples de caleul :

. . 2 - .
Premier exemple : Soit X = € . On considére 1l'espace analytique

2
L={¢(y,z,v,w) € XxC | yv = 0

(y—zg)w =0

Soit I : L > X 1la projection sur X. Alors (L,I,X) est un espacé linéaire

sur X. Le réduit de L est 1'espace

s

2
LO = {(y,z,v,0) € XxC ‘ yv = 0

l (y—zg)w

1l
O



L :

2
zZ

Fibres de

et

0

d) Dans les autres cas

et Z #0

18 -

7z # 0 dim(L2)=‘|

z L7

1]
—

aim(L )
Yo

dlm(LYZ

(3

zZ=

~

Y .

Détermination de

-~

L'espace Y est

-~

X

l!
v

.. On en dé&duit que

=

=

Fibré canonique E

y:

ensemble des O-plans des fibres de L. On a :

~

2 . 2 . . .
€ Soit v X € 1'application canonique.

T .
1t .

assocté Q

Le fibré canonique

* * o~
AMors C (E) =1 et ch (E)

CM(LO)

est E={(v,x) | ve X et x est un O-plan}.

1. D'oll :

I
Il



{(y,2) € Cg | yz = 0} et

Deuxidme exemple : Soient X

£
1l

1]

2
(v,z,v,0) € XxC ZVHyW

fl

zv

Si T : L > X est la projection canonique sur X, (L,I,X) est un espace

linéaire réduit sur X.

Fibres de L :

Détermination de X :

PN

Soit Y l'espace des 1-plans des fibres de L. Y s'identifie &

-~

(x - {(0,00}) U P1(®). On note v Y > X 1'application canonique sur X.

Soit £ = {(y,z) € X | dim(L(y Z)) =1 =X - {(0,0)}. Alors \)‘1(&2) ¥-{ (0,0)}

et son adhérence dans Y est X = (X - {(0,0)}) U 21 U 22 ol 21 et 22

sont des éléments de PT(C)° Donc on peut identifier X i deux copies de €.

Fibré canonique associé 4 L

~

Soit E = {(V,;) | ve X et xet —LL'C}. I1 est clair que

- ~ -~

-~ V]
El@ = ExC. Par recollement de El@ et E‘C' On voit que E est un fibré tri-

vial sur € —LL C. On en dé&duit

cy(L) = v, (1 N[E) = v, [K] = []
en (1) = v (1 N[ =, [X] = [4]

(@8

N . 2
Troisieme exemple : Solent X = {(x,v,z) e ¢ ‘ X2+y2-z = 0}

3

et soit L =} (X,y,z),(u,v,w)) € Xx€~ | yw - zv =
zu — Xw =
Xv —yu =0
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Alors X est le cOne

L'espace analytique L a une structure d'espace linéaire sur X avec I

la projection canonique sur X.

Fibres de L

a) dim(L(O,O,O)) =3

b) dim(L_, ) =1 si (X,y,z) # (0,0,0)

XYz

Détermination de X :

v -~
Ona Y= (x-{(0,0,0)}) U Pg(m). Soit v, s ¥ X 1'application
canonique. Alors . v_1(Q) =0 =X - {(0,0,0)}. Puisque toutes les fibres sont
des droites complexes portées par les génératrices du cdne, X est le cylindre

L obtenu en ajoutant 3 chaque génératrice du demi-cdne privé<ﬂa(0,0,0) une

droite de PQ(C) portée par cette génératrice.

Définition de E

-~
-~

On pose E={(v,x) | ve X et xe &}. Soit I : E > X =7

la projection canonique. Alors (E,I,Z) est un fibré trivial. D'oul
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(@}
g
]

" v, (2] = [¥]
v, [2]

«Q
=
=
1l

I
1
fal

ol v : I >X est 1l'application canonique induite par V-

Quatriéme exemple : Soit X = mg. On considére

2 . . .
L ={(y,z,vo0) € Xx€“ | Zv + yw = 0} et I 1la projection canonique de L

sur X. Alors (L,II,X) est un espace linéaire réduit.

Fibres de L :

a) dim(L =2

(0,0’

b) dim(LYZ) = 1 si (y,z) # (0,0).

soit 2 = {(y,z) ¢° I dim(LYZ) = 1}. Alors % = ¢° - {(0,0)}.

Détermination de X :

Soit Y 1l'espace des 1-plans des fibres de L.
"

-~

Y (cg-{(o,o)}) U P1(®). Si v :Y~>X

est 1l'application canonique,
Ty ¥ e® o g b, opui : : .
v (%) =¢” - 1(0,0)!. Puisque toutes les droites de P1(®) sont limites

d'une suite de 1-plans des fibres LYZ aveec (y,z) # (0,0). On a :

X = (6 - {(0,001) U P (€).



- 20 -

Fibré canonique associé 4 L :

Soit E = {(v,x) | ve x et Xe (Cg—{(0,0)}) U P1(®)}.La projec—

-~ PN ~

tion I : § > X confdre & E une structure de fibré sur X. Comme X se

rétracte par déformation sur P1(C), alors E a la méme classe de Chern que
(EiP (€)’ H]P (¢)° P1(®)). Ce dernier n'est rien d'autre que le fibré canoni-
1 1
) . *,~
que sur P1(C). Soit x un générateur de H2(P1(C)), alors @ (E) = 1+x.

*
Comme X € H2(P1(€)), ch (E) = 1+r*(x). Done

CM(L)

\)_*((HX) N [}2])

(10%) +v, (% N3

Vi

2 * >
[c°] + \)*(r x N[x]).
Par fonctorialité du cup-produit, on a :

r () O [X]) = x N [p ()] = 1.

*

Dot rx N[X] =1 et C,(L) = (€] + v, (1).
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CHAPITRE III

CARACTERE DE CHERN RELATIF

On définit les groupes L(X) et L(X,A) qui généralisent 1la
notion de K-théorie 3 la catégorie des espaces linéaires réduits. On définit
les caractéres de chern ch, : L(x) > H*(X) et ch : L(X,A) > H*(X) et

on montre le théoréme suivant

Théonéme. Soient X wun espace analytique réduit, (w,p,X) un
fibré vectoriel réel orientable et de rang 2q de base X et (B(w),l,X)

(resp. (S{w),I X)) 1le fibré en boules (resp. en sphéres) associé

Is(w)’
i (w,p,X). 81 L' et L" sont deux espaces linfaires réduits sur X. On

note X le transformé de M.H. Schwartz de X par rapport & L' @& L". On

* ¥ . .
suppose que I (L')ls(w)gﬂ'ﬂ (L")lS(w) est un isomorphisme, alors on a :
*
e(B) N g, ch a(i*n',n 1" 5 o) = ch%(L') - ch*(L")

oy {, est l'isomorphisme de Thom H*(B(w),S(w)) > H*(X) et e(B) est

la classe d'Euler du fibré en boules B{w).

3.1. Comstruction de L(X).

Soit X un espace analytique réduit. On note F(X) 1le groupe
abélien libre engendré par l'ensemble des classes d'isomorphismeé d'espaces
linéaires réduits sur X. A chaque triplet t = (L,L',L") d'espaces liné-
aires réduits sur X, tels que L soit isomorphe 4 L' ® L", on associe
1'é1ément [t] = Dﬂ—-ﬁﬂ]—-ﬁfﬂ, ol EJ désigne la classe d'isomorphisme
de L. Soit G(X) 1le sous-groupe de F(X), engendré par les &léments [t].

On pose L(X) = F(Xa/;(x)

T

Dans la suite [L] désignera la classe de L modulo G(X).
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Remarques.
C) Si X est réduit i un point, on vérifie facilement que

L(X) est isomorphe a Z£.

C) Puisque, tout fibré sur un espace analytique réduit X est
un espace linéaire réduit, on a une injection canonique K(X)“'——Qh"> L(x).
l Cette injection ¢ n'est pas surjective, car la somme directe de deux
espaces linfaires réduits qui ne sont pas des fibrés n'est pas un fibré.
Donc ne peut &tre isomorphe a un fibré. Ce qui justifiera la définition

de L(X).

! . . .
Detinition de f°. Soit £ : X' > X une application holomorphe.

On suppose que X' est analytique réduit irréductible. Soit L wun espace
. .. L. . * . - U
linéaire réduit sur X. Alors f (L) est un espace linéaire réduit sur X'.

1
On définit f : L(X) > L(X') par

'] = FAo].

3.3. Comstruction de L(X,A).

Soient X un espace analytique réduit compact et A un sous
espace analytique réduit fermé de X. On note TI(X,A) 1'ensemble des triplets
o

de la forme (L',L" ; o) tels que : L'I —> L"[

A solt un isomorphisme

A

d'espaces linfaires réduits.

a) On définit la somme de deux triplets de T(X,A) comme suit
(L',L" 5 a) + (M',M" 3 B8) = (L' aM', L" &M ;a9 B)

b) On dit que deux triplets de T(X,A), (L',L" ; a) et
(M', M" ; B) sont isomorphes s'il existe deux isomorphismes d'espaces

linéaires réduits f' : L' > M' et f" : L" > M" tels que le diagramme,
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Lt . va
|A |A
£ £
la Iy
M! 3 — Mn +
IA |A commuce.

c) On appelle triplet &€lémentaire tout triplet de T(X,A) de

la forme (L, L 3 a) od o : L > L est homotope & 1'identité sur L.

d@) On dit que deux triplets de TI(X,A), (L',L" ; a) et
(M',M" ;3 8) sont Equivalents s'il existe deux triplets &lémentaires
(H,H 3 v) et (G,G 3 A) tels que : (L',L" 3 a) + (H,H 3 y) soit isomor-
phe & (M',M" ; B) + (G,G ; A). On définit ainsi une relation d'équivalence

sur T(X,A).

Définition. L'ensemble des classes d'équivalence de T (X,A) est
noté L(X,A). On note &également d(L',L" ; a) 1a classe d'équivalence de

(L',L" 5 o).

3.4, Dékinition de .

Soit f:(X,A) » (X',A') un homomorphisme de paires d'espaces
analytiques réduits aveec A un fermé de X et A' un fermé de X'.

X' et X sont supposés compacts et X' est irréductible. On définit

o L(X',A") > L(X,A).

comme suit

! * * *
AL, L" 5 a) = d(fLL,e L y f (a)).

Ceci a un sens car l1'image réciproque d'un espace linfaire réduit est un

.. P * ) ) * *
espace linéaire réduit et T o est un isomorphisme de 1 L' dans £ L" .
A A
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3.5. Proposition.

On a :

i) a(L',L" ; o) ne dépend que de la classe d'homotopie de a.
p

a(n',L" 5 ) = 1] - "]

iii) si J : (X,4) (X,A) est un plongement, l'application

1 1
3T L(X,A) > L(X) est telle que § d(L',L" 3 a) = [L'] - [L"]

iv) 4(L',L" 3 a) = 0, si et seulement si, il existe un espace
linfaire réduit G sur X tel que o ® 1 se prolonge en un isomorphisme

L' ®8G~>L"®G sur X

-1

v) a(L',L" 3 a) + A(L",L' ;& ) =0

vi) si B : L" =1L et a : L' > L" sont des isomorphismes
|a ln ln

alors 4d(L',L" 5 o) + a(L",L" 3 g) = a(L',L"" ; Ba).

Démonstration : v) on a :

-1 1

a(L',L" 5 ) + a(L",L' 30 ) =dL' L', L"® L' ;o ®a ).
Oor, d(L' ®#L", L" ® L' ; a & o)) est isomorphe & d(L' ® 1", L' ® L" ; g)

-1

0 -a
ol B est l'automorphisme donné par la matrice
a 0
On a le diagramme commutatif suivant
o_@ u_1
L' & L" > L" ¢ L' (x,¥y)
A | A
id; g
L' @ .L" £ L' e L" g(x,y) = (-y,x)
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-1 . .
Pour que d(L' & L", L" ® L' ;a ®a ) =0, il suffit de montrer que

B -est homotope & 1'identité. Or, B peut s'écrire sous la forme

-1 -1

1 -0 1 0 1 -0
B:
0 1 o 1 0 1
1 ~to ! 1 0 1 —to !
Soit Oy =
0 1 ta 1 0 1
I1 est clair que o, = 1 et o, = B ce qui achéve la démonstration.
i) Soient o et a' deux isomorphismes de L' dans LT
|A A

tels que o est homotope & a'. D'aprés v) on a :

-1
AL L", L" 8 L' 3 o ® o' )

I

a(L',L" 3 a) - a(L',L" ; a')

a(L' @ L", L' & L" ; B')

ol B' est 1'automorphisme de L' & L" défini par la matrice
|A
-1
0 -t
B' = ( . Puisque o est homotope & a', B' est homotope 3
o 0
0 —a“1
B = . Or, B est homotope & 1'identité, d'on
o 0

i) si Y =@, 4(L',L" ; o) est essentiellement déterminé par
L' et L", de la forme (L] - [L']

... ! L ¥ % LK o e
iii) j0 a(@',L" 3 o) = da{j L',3L" 3 j (a)) € L(X). D'aprés ii)

ona : ' a(lL',L" ;o) = Gl - ' o= k0] - [l
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iv) Soit wu : (X,A) > (X,X) une application holomorphe. Elle in-

1
duit 1'application wu  : L(X,X) = L(X,A)

¥

a) Supposons qu'il existe (¢ et un isomorphisme o : L'8G > L"®G

gui prolonge o ® 1, alors

!
a(L' e G, L"®G ; 0 ®1,) =u a(L' ®G, L" ® G 3 o)

[t
o
-

G
puisque L(X,X) = 0. Comme

AL 8G, L" 8¢ 5 0 ® 1G) = d(L',L" 3 o) + 4(G,G,1

we

G[A)

1
u 4a(G,¢ ; 1.,) = 0. D'od d(L',L" 3 a) = O.

on a d4d(G,C¢ ; 1G|A) = .

b) Réciproquement, si d(L',L" ; a) = 0, il existe (H,H ; idH),

et il existe (G,G ; idc) tels que (L' ® H, L" ® H ; o & 1y

i (G,G TF). Si £ : L' ®H>G et g: L" 8@ H> G sont des isomorphismes

) soit isomorphe

tels que le diagramme

Bl (L' & 1)

7y |a

(L' & H)

£ g
| A

commute, on prend o .= g o fT.
vi) se démontre de la méme fagon gue V).

3.6. Rappels : Proprietés sur Les espaces Linlaires néduits

(cf. [9:] §8)

C} Soient A un sous-espace analytique réduit d'un espace
analytique réduit X et L un espace linéaire réduit sur X. Notons

i : AS X 1'injection canonique et L' =L . On définit les transformés
A
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de X (resp. A) par rapport & L (resp. L'). Soient X et A ces trans—

~

formés- Par continuité, il existe une inclusion canonique i de A dans

-~ PN -~

X telle que au-dessus de A, X colncide avec i(A) et si E est le

fibré canonique associé & L et E' est le fibré canonique associé a

=)

L', alors E' = .
|A

(® somme directe de deux espaces linéaires réduits

Soient L' et L" deux espaces linfaires réduits de méme base
X et de rang presque partout égal & d' et d" respectivement. On note
d=4a'+d" et L =L"'"® L" (somme directe de L' et L"). Alors L est
un espace linéaire réduit sur X de rang presque partout égal & 4. On dé-
signe par Y 1'ensemble des plans x des fibres de L, et ¥ 1'ensemble
des xe€ Y tels que le d-plan £  correspondant & x vérifie
dim(L r‘L;) =d' et dim(€ N L;) =qd" avee x = v(X). Alors £' =2 IW'LL

et " =2 N L; correspondent & x' e Y' et x" e Y" respectivement.

On notersa :

>

(%',x") e Y' x y".
X

Dans ([9] §8) on a montré que u' et W" sont analytigues

et que le diagramme suivant est commutatif.

3.7. Deginition.
Soit EJ la classe dans L(X) représentée par L. On définit
ch ([LJ = ch_(L). Moyennant le théoréme ci-dessous ch*[LJ ne dépend pas du

représentant de ﬁJ choisi.
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Théondme [9]. Soient L' et L" deux espaces lindaires réduits

de rang presque partout égaux & d' et 4" respectivement,. on a :

' "y - ' '
ch*(L ® L") ch*(L ) + ch*(L ).

3.8. Déeginition de ch, : L(X,A) » Hx.(X).

On va généraliser la définition de ch, 4 L(X,A). Soient

>y

a(L',L" ; o) un élément de L(X,A), X' (resp. X", X) le transformé de
X vpar rapport & L' (resp. L", L' ® L"). On note E' (resp. E") 1le
fibré canonique associé & L' (resp. L"). Alors les applications

~ u' S - " o - : :

X —F-—> X' et X — X" sont les applications analytiques de (L.b @ ).

On a le diagrammme suivant

B

* A
u! Ev
L' L' L
N ﬁ"
X'\
EL///////, v!
b | \ !
X

X
4 \
u" \
5\\N§\§“‘-9 X" v

@ LH

Al
L 1
|

A <«

\ (L'QL")

la

" \\ d// la
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Déginition. On pose
* *a *~ - ~
chy (L',L" 3 o) = v (ena(w B, wE" 5 a)) N [x,A)

ol [i,ﬁ] est 1'image par w de la classe fondamentale [i] de X dans

la suite exacte longue :

L HR) o H () 2 H (XA ..
n n n

I1 est clair que ch*(L',L" ; o) € H*(X) et qu'on a :

i) ch*(L,L ; ) = 0 pour tout triplet &lémentaire (L,L ; o)

ii) ch (L' @M, L" & M ; o ®B) = ch¥(L',L" ;o) + ch (M, M" 5 B)

iii) eh (L',L" 5 o) = ch (M',M" 5 B) si 4(L',L" ; o) = a(M',M" ; 8)

D'ol la définition de ch, : L(X,A) » H*(X), en posant
ch*d(L‘,L" ;o) = ch¥(L',L" 5 o).

3.9. Hypotheses.
Soient (w,p,X) un fibré vectoriel orienté, de rang 2g sur X,

(B(w),II,X) (resp. (S(W)’Hl ),X)) le fibré en boules (resp. en sphires)

S(w
C LN ~ _* P 2 :
associé 4 (w,p,X). Soit U un générateur de H UB(w),8(w)) en tant que

2gq

H *(X)-module. Soient L' et L" deux espaces linéaires réduits sur X

* * . . e ..
tels que I L e " est un isomorphisme d'espaces linéaires
S(w) S{w) '

réduits. On note X Lle transformé de M.H. Schwartz de X par rapport a

L' ® L". Soient B' (resp. B",B) le transformé au sens de M.H. Schwartz

o ¥ x ¥ * - a A
de B par rapport & WU'L' (resp. ML", ' ¢ I'L") et S' (resp. S",S)
. - ok
le transformé au sens de M.H. Schwartz de S(w) par rappert & 1L’
S(w)
oK * X my x 5 sy s
(resp. 'L , (7' & L") ). 81 X et X sont des variétés

S(w) Is(w)
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homologiques, les isomorphismes de Thom pour (w,p,X) s'écrivent

*

0 (X)) ———— Ry

B(w),S(w))
x ———— 1¥(x) U U

et

. * *, * . . PO

Puisque " : H (X) > H (B(w),S(w)) est un isomorphisme, on peut définir la
. ) * %

classe d'Euler e(B) du fibré (B(w),l,X) par la relation I (e(B)) = j U

od j : (B(w),9)*> (B(w),S(w)) est 1l'inclusion canonique. On forme le

diagramme suivant
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ﬁn
u'*" un*Eu l L'
R ﬁ" L"
X
\ \)' L'@L"
u' \ /
-~ ’ V —>
X X
"
u |
+

\;{n

i n

A% e ﬁ* ¥ n"
u''E v B 1L
3 1l *
B' "
\ .
ﬁv v'
L e LY

<y
v

=z

N

B

1
T\ 5
' u

% \B \ ’ /\“ ¥ s

~x% K~ on > Siw

T ! S ( )\ * *_
- —~ (I8l L")
S , t

S"
. . . - . - -~ - *
L'isomorphisme o induit un isomorphisme o : I p' E' —— I u"

et &' (resp. E") est le fibré canonique associé & L' (resp. L").
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3.10. Démonstrnation du théoneme A.

La démonstration du théoréme A va résulter des résultats suivants

Théondme B. (cf. [5]). Soient E et F deux fibrés vectoriels

* * . . ;
sur X tels que II'E —E s I 801t un isomorphisme e. Alors

|s(w) s(w)

*— ¥ ¥* * % ¥
e(B) u { " en A(I"E,I'F ;3 a) = ch E - ch (F).

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme A et (3.9), on a :

) . A o ¥ *

i) Le transformé B de X par rapport & T L' ® I L" est un
fibré en boules sur X. C'est le fibré image réciproque par v du fibré
en boules B sur X.

.. Ve = ~ * *
ii) Le transformé S de X par rapport a (I'L' @ II L")| est
S{w)

un fibré en sphéres sur X. C'est 1'image réciproque par v du fibré en

sphéres S sur X.

Démonstration : Evidente par définition des fibrés images réei-

proques (produits fibrés).

. ~x ~ +
(X;0) et ¢ ¢ #2(%;0) ~ BPY8,550)

~ -~

Soi : H .S5:Q) —
oient W* p(B\S,Q) Hp—2q
les isomorphismes de Thom en homologie et en cohomologie respectivement

- e e ” g pnd 2 Ll
Bﬁh Remarque 3.6]. Soit U un générateur de H *(B,S,Q) sur H q(X,Q).

Proposition. (4] ou [1]). On a le diagramme commutatif suivant

%
~ + ~
#P(%,0) J e gPY2Y(5 5 0)
- N[X] . N [B,8]
. i
X 5 Q) N, (B:q)
n-2q-p =’ " ~n2q-p "
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On en déduit que

ﬁ*(@*(1) N (8,5]) = 1 n [x]
plod : [X] = I_(5 N [B,8]).

-~ -~

Lemme 2. Soit j : (B,#) >~ (B,S) 1le plongement naturel.

Alors les deux diagrammes suivants commutent

J ‘ g
* * >
H*(B) H*(B,S) H*(X)
Ve U*T Vi
J 4
-
H*(B) H*(B,S) H*(X)
Démonstration du théoréme A. : Par le théordme précédant, on a :
= Tk L JAat S SalNal N A - * x> * kD
(1) e(B) N ¢ ! ch (""" E',I"W"'E" 3 ) = ch u' BE' — ch " B"

En appliquant 1'isomorphisme de Poincaré 3 (1), on aura :
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=1

(2) () u 9 en*a(@u ¥, P05 5 &) n X

cn® w*E N [%] - en™ g N [x].

qui devient par application de la proposition précédente :

-

(3) [e(® u 0" en® a(rt™ e, u*Er ; @)] NE G NELED
I

* KA - * ¥ ~
ch® u' E' N [XJ - ¢h u"mE" a} I:X:l .
Par fonctiorialité du cap-produit, le premier membre de (3) devient

ﬁ*{ﬁ*[a*"’@*(e(é)) u ena(mu *E, TE S a)] NN Eﬁﬁ]}

- e B Y S T ~ ~ ~ o
H*{(H [0 (0 e(B) U ch aly* B, "W E" 5 a))] U U) N [B,s]}
et par définition de 1'isomorphisme de Thom :

~ e %Ak KA Ak s - A A
“*{(W e(B)u ch a(lw E', Iy E" 5 o) N [B,S]}

FN

ax o~ - NN N - -~ -
H*{uﬂ e(B) M, (en®a(™u ey, TH™er 5 o) N [B,sl}
de nouveau, par isomorphisme de Thom :

~ EN ~ - *_ ok ke = P - A o~
H*{(H (e(B)) v U) N (eh™a(u B, TWE" 5 o) O [B,§] )}
-~ “¥% =~ -~ " * ok %D ot IR 0 -~ ~ =
n*{u e(B) N [U Nj,(ena(uw e, ICW""E" 5 o) N [B,sm}
= a < ¥ s ke S I 2 -~ A
e(B)N T (U N j (eh™a(ilTu "', Tu"E" 5 o) N [B,5])

-~ -~

s e oK K LR o ~ ~ ~
e(B) N ﬂ*g*(ch AN pr B, ITW"E" 5 o) N [B,S])
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D'ol
- A LY R T I T ~ el
e(B) N Y j (en a(iCu g, I'wE 5 o) N [B,8])
¥ ¥a -~ L -~
ch u' & N[X] - en’ wE" N [X].

Appliquons v, aux deux membres de (4) et utilisons le fait que

~ *
v=vy'ou =v'ou" et e(B) =v e(B) et le lemme 2. On a :

(5) v, De(8) 09,5 (en*a (@ s, ™5 5 q) 0 [3,3])]

~ o *_nK K ~% ¥k~ ~ ~ o~
e(B) N v 0.j (cha(lluw "B, Tu"" E" 5 a) N [B,5])

. * *
e(B) N J*@* ch*(H L', I'L" 5 a)

¥ .
e(B) N ¥ cn (1LY, L a)

ch*(L‘) - ch*(L")

C.Q.¥.D.
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Dans la premiére partie de ce travail, on étudie les conséquences d'un
résultat de J.P. Brasselet qui montre 1'existence des classes de Chern en théorie
bivariante (et conjecture leur unicit&). On établit ainsi une formule de Riemann-Roch,
un théoréme de Riemann-Roch-Verdier et un théoréme de spécialisation.

Dans la seconde partie, on explicite quelques exemples de calcul des

classes de Chern et caractéres de Chern (définitions de M.H. Schwartz) des espaces
lindaires réduits. On généralise la notion de K-théorie ad la catégorie des espaces li-
néaires réduits ct on démontre le théor&me suivant pour les espaces lin&aires réduits

(équivalent d'un résultat d'Atiyah). :

Théoréme : Si L' et L" sont deux espaces lin&aires réduits sur X et W
est un fibré orientable sur X, on note (B(W),m,X) resp. (S(W),u S(W)’X)) le fibré en
boules (resp. en sphéres) associé 3 W. Si on a un isomorphisme

o, ¥ ~

*i | 1" .
i L 5 (W) — 1 (L )IS(W) , alors on a :

e (W) N lﬁx(chx(ﬂ*L',Tr{L",a)) = chy (L) = ch (L")

ol @x est 1'isomorphisme de Thom : H¥(B(W),S(W)) > H*(X) et e¢(W) la classe d'Euler
du fibré W, ' f 5

MOTS CLES : Théories bivariantes - Classes de Chern - Caractére de Chern -

Espaces linéaires.




