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Dans tout ce travail, toutes les dimensions sont des dimensions 

complexes sauf mention explicite du contraire. 

Soient M une variété analytique complexe de dimension 2, S 

une surface de Riemann compacte plongée dans M et F un feuilletage 

holomorphe de codimension 1, défini dans un voisinage de S, avec des 

singularités isolées L = {ql, ...,q r} telles que : 

(i) Z c S 

(ii) S - C est une feuille de F. 

C. CAMACHO et P. SAD [C et S] ont défini l'indice, en un - 
point q E 1, de F relativement à S, i (F;S), et ont démontré la 

r 9 

formule i (F;S) = c l  (E), où cl (E) est la classe de Chern du f ibré 
a= 1 4 

normal E à S dans M. 

Dans la première partie, nous rappelons la définition de 

l'indice et nous donnons une nouvelle démonstration du théorème de C. CAMACHO 

et P. SAD, à l'aide des résidus des connexions à singularités [L] . 
Nous illustrons ce théorème par deux exemples au chapitre 3. 

Nous montrons, en particulier, que pour les feuilletages définis au voisi- 

nage des singularités par une 1-forme w qui possède une intégrale première 

f (w = gdf), l'indice ne dépend que de l'intégrale première f, et que 

l'indice est un entier. 



Dans la seconde partie, nous généralisons les résultats précédents 

au cas de dimension supérieure. De façon plus précise, nous considérons une 

variété complexe M de dimension m, une sous-variété compacte S de M 

de dimension m-1, et un feuilletage complexe F de codimension 1 ,  défini 

dans un voisinage de S, admettant un ensemble singulier C tel que : 

(i) C est de codimension 1 dans S (stratifié en variétés 

analytiques complexes {Ckl). 

(ii) S - C est une feuille de F. 

(iii) F est défini au voisinage des singularités par une 1-forme 

holomorphe o admettant une intégrale première f (w = gdf). 

En notant C les strates de dimension maximale de C (i.e. 
a 

de dimension complexe m-2), nous définissons : 

a) l'indice le long de chaque strate Ca, qui est un entier n a' 

b) un (2m-4)-cycle de S ; a = 1 na.oa. 
a 

Nous démontrons, sous certaines hypothèses, le résultat suivant : 

où c (E) est la classe de Chern du fibré normal E à S et [O? est 
1 

* ;K 
la classe de cohomologie du cocycle dual a de a (i.e. a n - S = a, 

où - S désigne le cycle fondamental de la variété S). 

Au dernier chapitre, nous donnons des calculs explicites d'indices 

de feuilletages avec singularités dans , en particulier, un exemple où 

l'indice n'est pas un entier. 



CHAPITRE 1 

RAPPEL VU RESULTAT DE C.  CAMACHO ET P. SAP 

Soient M une variété analytique complexe de dimension 2, S une 

surface de Riemann compacte plongée dans M et F un feuilletage complexe 

de codimension 1 défini dans un voisinage de S avec des singularités iso- 

lées L = {ql,. . . ,qr} telles que : 

i C C  S 

(ii) S - C est une feuille de F. 

Soit q E C, on peut supposer le feuilletage F défini au voisi- 

7 
nage de q par une 1-forme holomorphe q telle que si 0 : (C-,O) + (M,q) 

est une carte locale vérifiant @(O) = q et {0(z,0) 1 z c (C)C S, alors 

avec A(0,O) = B(0,O) = O et A(z,O) = 0. 

1 . 1 . 1  .- VC!&ivLi;tian. 

L'indice de F,  relativement à S, au point q E S est 

a A 
i (F;S) = - Rés - (-)(z,O)dz. 

q z =O a w  B 

Il est facile de voir que cet indice est invariant par changement 

de coordonnées. 



1 . 1 . 2 . -  Remuhque : A priori, l'indice est un nombre complexe. 

1.7.3.- Exmple : 
m 2 

Soit (@%q)(z,w) = awdz + bzdw ; où (a,b) E (C ) 

alors : A(z,w) = aw et B(z,w) = bz. 

vl - { (.,O) 1 z E Q} et V2 = { (0,w) 1 w E C} sont deux sous-variétés 

2 
intégrales de @ qui passent par l'origine de cC . Si on note S1 et S2 

les sous-variétés intégrales de q, passant par q, qui correspondent res- 

pectivement à V1 et V2, alors 

Remarquons que i (P;Sl).i (F;S2) = 1. 
4 (1 

Une singularité m E M d'un feuilletage holomorphe est dite 

irréductible si le feuilletage est induit, au voisinage de m, par une 

1-forme écrite en cordonnées locales comme 

où x(m) = y(m) = O, et la matrice 



a des valeurs propres hl,h2 satisfaisant l'une des conditions ci-dessous : 

7 . 7 . 5 . -  P h u p a n ~ o n . -  Si m est une singularité irréductible 

du type (m), il existe deux sous-variétés intégrales Sl,S2 passant 

par m, admettant pour espaces tangents en m, les sous-espaces propres 

associés à h l  et h Et l'on a : 
2 ' 

Pour l'existence de S1 et S2 voir @.g. 
On peut trouver E I . F ~  un système de coordonnées dans lequel le 

jet d'ordre 1 de s'écrit 

1 
J (u,v) = -A vdu + X udv, 

2 1 

et SI et S2 s'écrivent respectivement v = O et u = O. Ainsi, 

d'où la proposition. 



ThEuteme de C .  Camachu ex  P. Sad. 

1 . 2 . 1 . -  Cluse d e  Chem d'un ( i b ~ é  d e  mng 7 .  

Soit 0 le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur 5, 

et O* le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur S qui ne 

s'annulent en aucun point. 

La suite de faisceaux sur S, 

où e (f) = exp(21~if), 

est exacte et induit un homomorphisme 

1 
On sait LHJ qu'il existe une bijection naturelle entre H (s;o*) 

et les classes d'isomorphismes de fibrés vectoriels complexes au-dessus de 

S, de groupe est structural GL(1 ; a )  (et fibre E) . 

1 1 . 2 . 1 . 1 .  - Déf'~inkCb7~. - Etant donné 5 E: H (s; O*), sa classe de 

Chern, c(c), se définit comme : c (5) = 6 ' ( ~ ) .  

Nous allons expliciter la définition de l'homomorphisme 6*. 

Pour cela, considérons un bon recouvrement U = (U,) de S, 

c'est-à-dire un recouvrement ouvert tel que les intersections Uan U B 
soient simplement connexes quand elles sont non vides. Nous avons alors 

la suite exacte 



Ainsi, si (5 ) désigne un 1-cocycle représentant 5 et si 
a6 

Alors, 

By 
= O  - 0  + O  représente 6 * ( < ) .  

By ay aB 

1 . 2 . 1 . 2 .  - - A&e d é d i w a n  de la & a s e  de C h a n  ~(5). 

On note EI le faisceau des germes de formes différentielles 

cm, à valeurs complexes, de degré r sur S. La dérivation extérieure 

des formes induit la suite exacte de de Rham, 

qui est une résolution fine du faisceau constant . Elle induit l'iso- 

morphisme de de Rham, 

r 
où r(S;E ) désigne le groupe des sections de E ~ .  

1 
Choisissons des éléments (T~) c r(U;E ) tels que, dans 

U n üB, T ~ - T  = d(aa). On définit une 2-forme Q sur S, en posant, 
a a 

dans Ua, Q = d-r . @ n'est pas exacte car les éléments T ne se 
a a 

recollent pas pour définir une 1-forme sur S. 

2 
La classe de Chern de 5, c(<) c H (S;Z) E C, peut aussi être 

2 
définie (dans H (S;C)) par : 



1 . 2 . 2 .  - Enoncé du XhZokèrne. 

Soit S une surface de Riemann compacte plongée dans une variété 

complexe M de dimension 2. Soit F un feuilletage complexe, de codimension 1 ,  

défini dans un voisinage de S avec des singularités isolées 

L = {ql , . . . ,q } telles que 
r 

(i) C C S  

(ii) S - C est une feuille de F. 

On note E le fibré normal à S et cl(E) sa classe de Chern. 

Alors, 



CHAPITRE 77 

NOUVELLE DEMUNSTRATTUN DU Tff EUREE.IE DE C. CAhiACffU ET P. SAD. 

Nous nous placerons dans la situation du théorème 1.2.2. Notons 

encore E le GL(1;E) fibré principal associé au fibré normal à S et 

p : E * S la projection de E sur S. Le but de ce chapitre est d'exprimer 

l'indice i (F;S), en un point singulier q E 1, comme le résidu d'une 
q 

connexion à singularités définie sur E. Ensuite, nous démontrerons le 

théorème 1.2.2 à partir du théorème des résidus, en utilisant les méthodes 

de CL] . 

m 
Pour toute variété différentiable S, on notera A (S) l'algèbre 

DR 

de de Rham des formes différentielles définies sur S. Soit un groupe de 

Lie G et 
k 

son algèbre de Lie. On note 1 (G) l'espace vectoriel des 

polynômes homogènes P de degré k sur (ou applications k-linéaires 

symétriques 1 X Ca( X . . . X Y -f ) qui sont invariantes par la 

représentation adjointe de G sur 7. 
Pour tout G-fibré principal différentiable p : E + S et 

toute connexion w sur S, on notera : I~(G) + A:~(S) l'application 

de Chern-Weil, à valeurs dans les 2k-formes fermées et A 
W ..., W 
O ' r 

2k-r 
I~(G) + (S) 1 'application linéaire dé£ inie en  BO^ - telle que : 

pour toute famille w ..., de (r+l) connexions sur E. 
O r 



Rappelons comment sont définies les applications h et 
w 

dans le cas où k =  1 et r = 1 [K] 
*w ..., w 
O ' r 

1 2 
2 . 1 . 7 .  - DEi(i&on de hw : I (G) +- A~~(S). 

1 
Si O =du + - w A w désigne la 2-forme de courbure de la connexion 

2 
1 

définie par la 1-forme w et si P E 1 (G), on définit une 2-forme sur E 

3 valeurs complexes P(O) en posant : 

Soit P(R) l'unique 2-forme fermée sur s telle que 

on pose hw(P) = P (O) . 

L'application induite en cohomologie par W est l'homomorphisme 

1 2 
caractéristique de Chern-Weil, noté h : 1 (G) -+ HDR(S) .  Il est indé- 

pendant de la connexion choisie. 

2 . 7 . 2 .  - D Q & L W o n  de A 
1 

: 1 (C) +A;~(S). 
'-"oywl 

Notons 1 le segment COy 11 . Soient w et w deux connexions 
O 1 

définies sur E par des 1-formes encore notées w et wl. On leur 
O 

% 
associe une 1-forme w définie sur le fibré E x 1 et à valeurs dans 

en posant : 
Y y 



1 
Pour tout polynôme P c 1 (G), on pose alors : 

L'intégrale : A ~ ~ ( E  2 x 1) + A 1 (E) désigne l'intégration 
DR 

"le long de la fibre" 1 ; c'est-à-dire, P(tno+(l-t)n,)dt, 

où R et 5 sont les 2-formes de courbure correspondant aux connexions 
O 

w et w respectivement. 
O 1 

- [LI 2 . 7  , 3 .  - Raaiduh den c u ~ n ~ x i a  ~n av cc aing W é a  . 
Donnons-nous 

- une variété différentiable S ; 

- une triangulation différentiable K de S ; 

1 - un ensemble fini C de points de S tel que L f? S~'K = QI (Sk K 

désigne le 1-squelette de K) ; 

- un groupe de Lie G ; 

- un G-fibré principal différentiable p : E -t S ; 

- une connexion w sur la restriction E ) S-C du fibré E à l'ouvert S-C 

(une telle connexion sera appelée "connexion à singularités" sur E ,  

d'ensemble singulier 1). 

On note c un 2-simplexe de K et s une section différentiable 

'L 
de E, définie au-dessus d'un voisinage w de c dans S. 

C 

 autre part, on désigne par w la connexion plate sur s 
C 

associée à la trivialisation définie par s, et caractérisée par la 

m 
relation s (us) = 0. 



La 1-forme Aws,W n'est évidemment définie que ,sur l'intersection 

'L 
w n (S-C) des domaines de définition de w et w (on remarquera, puisque 
C S 

1 'L 
C n sk K = $4 , que 3c a son support dans w n (S-C) ) . 

C 

1 2 . 1 . 3 . -  Dédin&Lon.- A tout polynôme P e 1 (G), on associe le - 

nombre, 

Rés c (w,P) = / Au ,w(P) 
)ac s 

que l'on appelle résidu sur c de w, relativement à P. 

Remanque : Cette définition ne dépend pas du choix de la section S. 

Avec les notations précédentes, on associe à tout G-fibré principal 

différentiable p : E -t V, à toute connexion w à singularités sur E 

1 
d'ensemble singulier C inclus dans (V - sk K), et à tout polynôme 

1 2 
P e 1 (G) une 2-cochaîne simpliciale Rés(w,P) E C (K;E) en posant, pour 

tout 2-simplexe c de K : 

1 2 
Notons Rés(w) : 1 (G) -+ C (K;E) l'application linéaire 

* r; 
P -+ Rés(w,P), et J : ADR(B) + C (K;C) l'intégration des formes diffé- 

rentielles : 

Rappelons que J induit en cohomologie un isomorphisme d'algèbres gradués, 



2 . 1  .4. - Théoirème (théoirème dea iréa~dua 1 [LI 
(i) L'application Rés(w) prend ses valeurs dans l'espace 

2 2 Z (K;C)  des cocycles de C (K;G). 

1 2 
(ii) Notant Fés(w)J : 1 (G) -+ H (K;@), l'application induite 

par Rés (w) en cohomologie, la composée [JI -' O [~és (w)] coïncide 

1 2 
avec l'homomorphisme caractéristique de Chern-Weil, h : 1 (G) -+ HDR(V), 

et est donc, en particulier, indépendante des choix de K, C et w . 
- 

(iii) Si w est une connexion sans singularités sur E(C = d ) ,  

Rés(w) = -7 O A- . 
W 

Soient M une variété muni d'un feuilletage F, TM son fibré 

tangent, T le sous-fibré tangent à F et v le fibré normal à F. 

Nous avons la suite exacte de fibrés au-dessus de My 

Notons U ( M )  l'algèbre des fonctions holomorphes sur M y  

Y ( T ) ,  T(v) et X = T(TM) les Ô(M)-modules des sections holomorphes de T ,  

v et TM respectivement. 

On sait que la donnée d'une connexion sur v est la donnée d'une 

application a-bilinéaire 



é c r i t e  V(X,s) = Vx(s) ,  t e l l e  que 

pour tous X E X, s  E: r (v )  e t  f E: O ( M ) .  

2 . 1 . 5 . 2 . -  VQ&iWon.-  Une connexion basique V s u r  v e s t  une 

connexion t e l l e  que : 

'L 2, 
avec s  cz X t e l l e  que q ( s )  = S .  

2 . 7 . 5 . 3 . -  Pkopoaifion.- S i  V e s t  une connexion basique s u r  V ,  

a l o r s  s a  2-forme d e  courbure R e s t  n u l l e ,  pour l a  p a r t i e  i n t r in sèque  de V ,  

2 . 7 . 5 . 4 . -  Rmahque : S i  V e s t  une connexion basique s u r  V ,  

2, 

a l o r s  VX(s) = q[~,<l e s t  indépendante du choix de s  dans X t e l l e  que 

2, 
q ( s )  = S .  On peut donc poser : 

2 . 2 .  - ExAXence d'une connexion à ainguRatU;tQa huh E .  

On r e v i e n t  à l a  s i t u a t i o n  du paragraphe 1.2.2 ( s i t u a t i o n  de Camacho). 

Soien t  (V ) e t  (U des  ouver t s  de l a  su r f ace  S  a a= 1 ,  ..., r a a = l ,  ..., r 
t e l s  que : 

1 )  l e s  V sont  des  ouver t s  de S ,  d i s j o i n t s ,  contenant  chacun un p o i n t  
a 



2) les Ua sont des ouverts de S, disjoints, ouverts de trivialisation 

pour le fibré E et contenant chacun un Va. 

Le feuilletage F défini au voisinage de S induit un feuilletage 

au voisinage de la section nulle de E. Nous noterons encore, F, ce 

feuilletage, S, la section nulle de E et p : E + S la projection du 

f ibré. 

Avec des coordonnées locales appropriées, F est défini dans 

- 1 
chaque p (U ) par une 1-forme telle que : 

a a 

avec Aa(O,O) = Ba(O,O) = O et Aa(z,O) = O. 

Si Ba est la 1-forme définie sur par : 

alors l'indice, défini en 1.1.1, s'écrit : 

2 . 2 . 7 . -  Lemme.- 11 existe une connexion V sur dont 

la 1-forme de connexion w vérifie : 

~QrnUhyue : Notons L la feuille S-1.  La suite exacte (n) du 

2.1.5. induit la suite exacte de fibrés au-dessus de L, 



est le fibré tangent à la feuille L ; noté TL, 

est le fibré vectoriel normal à L dans M et associé au 

GL(1,C)-fibré principal E I L '  

Notons O(S) l'algèbre des fonctions holomorphes sur S,  TL) 

et ~ ( E I ~ )  les O(S)-modules des sections respectives de TL et E I L' 
On définit une connexion V sur E en posant : I L 

x E r(TL) et z ET(E,~). vx<z> = s[x7Z3 , 

Avant de montrer que V est la connexion cherchée, noter que : 

1) une base de F (T ) est donnée par : 

2) une base de I'(TLI Ua) est donnée par : 

a 
3) une base de r(E ) est le champ de vecteurs, - 

1 ~a aw ' 

Par définition de la connexion V ,  on a : 



Par conséquent, 

1 a A 
E 

a 
W - (z,O).dz, d'où le lemme. 
u -  B~(Z,O) . aw 

2 . 3 . -  Dérnunn~a&ion du ;théakkme 7 . 2 . 2 . -  

Soit K une triangulation différentiable de S telle que : 

1 (i) Sk K n E = @ 

(ii) Chaque 2-simplexe C de Ky contenant un point q c C, 
a a 

est entièrement contenu dans un ouvert de trivialisation a. 
On note s : w + E une section de E défini au-dessus 

a c a I w cn, 
U 

d'un voisinage w de c dans S [sa existe puisque c est contractile . 
C 

TY 
a a -- 

1 
D'autre part, Pl €1 (GL(1;E)) désigne le polynôme caractéristique FI 

1 
(définit par Pl(z) = - 2) Y associé à la classe de Chern, Cl (E), 

2 in 

par l'inverse de l'homomorphisme de Chern-Weil 

Notons 
s 

la 1-forme de connexion plate sur E définie au 
a m 

I WC a 
2.1.3 (on a = O et sa(wS ) = O) et w la connexion définie dans 

a a 
le lemme 2.2.1. 

Lemme.- Rés (w,P1) = i (F;S). 
C 
a qa 



Si on note n : E x 1 -+ S x 1, la projection du fibré E x 1 

alors 0 = (sa,idI) : w X 1 -+ E x 1 est une section de E x 1 x 1 a c a 1 WC a 

D'où : 

m 
Mais, 4 tsa(dw) = 0 ,  par définition de l'intégration le "le long 

J 1 

de la fibre" 1. Ainsi 

C 
l / e = i  Rés (w,P1) = - -  

2 in a @;SI. 
a J aca qa 

Notons maintenant -yI 1 'unique 2-forme fermée CKl sur s 

* 
satisfaisant à : p (Y~) = Pl(R), où B est la 2-forme de courbure de la 

connexion V .  

Si [-yl] est la classe de 
2 

y1 dans HDR(S), on a aussi 

1 7 
A(?]) = [-yl] où A : 1 (GL(1;C)) -r HiR(S;E) a été défini dans 2.1 .l. 

Remarquons que, la surface S étant compacte, on peut supposer K 

finie. Soient cl,...,c ses 2-simplexes munis de leur orientation canonique 
n 

et soit CS] la classe fondamentale de la variété S. c'est la classe du 
n 

cycle fondamental, 1 ck, dans HZ (S) . 
k= 1 



On obtient, en faisant la somme de tous les indices 

Ruîmque : Si c ne contient pas de point singulier alors 
k 

-- -- 
Mais, 1 <R~s(w,P ),c > = <Rés(u)(P1), ck> 

k= 1 1 k  
k= 1 

2 2 
Comme [g est un isomorphisme entre HDR(S) et H ( K ; e ) ,  

il vient : 

Par le théorème 2.1.4., il vient 
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EXEMPLES 

3 . 7 . -  NaXion dlEdatemevct 

3.1 . 1 . - Edaternen;t  d ' un point. 

Eclater un point m d'une variété analytique complexe M de 

dimension n, consiste à remplacer le point m par l'espace projectif 

W(n-1) considéré comme l'espace des directions limites au point m. 

Plus précisément, soit A un atlas sur M tel que toute carte Y, 

définie sur un voisinage ouvert U de m, soit un isomorphisme sur an, 

avec Y(m) = 0. 

Notons P M l'espace projectif associé à l'espace tangent 
m TmM 

et v -+ [v] la projection canonique TmM - [ O }  -t IF' M .  m 

D é ~ i r ~ L t L ~ n . -  Le transformé de II par l'éclatement du point m 

est l'ensemble 

muni de la structure analytique complexe obtenue de la manière suivante ; 

soit (U,Y) une carte de M définie au voisinage de m par 

Y = ( x ~ ,  ... ,X ) : U + (Zn avec Y(m) = 0 .  
n 

(U,Y) est remplacée par les n cartes (Ui,Y ) i i=l, ..., n 
définies comme suit : 



- 1 1) U. = (U-x. (O)) U (IP~M-pi), où P. est l'ensemble des droites de 
1 1 1 TmM 

contenues dans le noyau de l'application linéaire tangente de 

x. : u + C.  
1 

'L 
2) Y = U. an est définie par : 

1 

X 
1 X X 

i-1 i+ 1 X 
Y. = (- , . . . y  
1 X. X. ,xi, - y . . . ,  2) X. X. 

; sur u-xll (0) 
1 1 1 1 

a a 1 a i-1 a i+ 1 a n 
Y.([E~. -1) = (r ,O, - , . . . ,  -1 . 

J a x -  a. a. a. 
j 1 1 1 1 

On note nm l'application analytique canonique : 

n (z) = z si z &iPm(M), nm(z) = m si z E IP M. 
m m 

La restriction de n à (Gm-pm~) est un difféomorphisme m 

sur M - {ml. 

3.1.2.- E&a;tmea d'une 1-dokrne [MM! 

Supposons que F soit un feuilletage complexe de codimension 1 ,  

d'un ouvert de M admettant une singularité isolée en m E M y  induit 

m 
par une 1-forme . On se propose d'étudier le feuilletage induit 'mF 

- 1 
au voisinage de n. (m) = IP M. 

m m 

Dans le cas où dim M = 2, et l'étude étant locale, on peut 
û 

2 
supposer M = et m = O. Soit, 

On note 
v 2 vV = Jo(q), le premier jet non nul de q en O E û , 

Alors, 



où AV et Bv sont deux polynômes homogènes de degré V, non simultanément 

nuls. Dans la carte (x,t), où y = tx, nous avons 

où Pv(x,y) = xAv + yBVy et Q,R des fonctions holomorphes. 

Deux cas se présentent, 

r 
C U  dégénéaé : P (x, y) E O. Dans ce cas ------------ V 

non est divisible 

par xv+l , d'où 

Il est clair que 
Bv 

n'est pas identiquement nul, par conséquent, 

en tout point où Bv(l,t) # O les feuilles de q1 sont transverses à 

n-'(~) = PE(I). 
O 

m 
Cab non dégénéhé : P(x, y) 9 O. Alors no T-I 

v 
est divisible par x , 

d'où 

X 

Ton 
v "1 = =  x p(i,t) + XQ(X,~)]~X + x[~~(i,t) + x~(x,t)]dt. 

Et, les points singuliers de 
TI, 

sont isolés et se trouvent 

dans n-' (O). 
O 

- 1 
Pour recouvrir T (0) en entier, on utilise la deuxième carte 

O 
- X (EyY) , où x = ty, (tf = 1 ) . Dans ce système de coordonnées, T peut 

O 



fini de singularités. 

Dans l'intersection de ces deux cartes, nl et n2 induisent 

le même feuilletage : par conséquent, elles définissent un feuilletage 

- 1 (I( 
global F(q) dans un voisinage de T (O). Celui-ci coïncide avec 

O ToF 
- 1 

en dehors de (O). 
O 

D é d i w o n  : Le feuilletage F(n) est appelé éclatement de F 

2 
en O C , et est indépendant du choix de n. 

3.2. - Ptemiet exemple. 

Soit une 1-forme sur cL admettant une singularité isolée 

2 
en O E C , induisant un feuilletage F. Après éclatement de la singu- 

- 1 
larité, nous obtenons pour TT (O) un espace projectif complexe \P = \Pl (C) 

O 

et un feuilletage F'  = F(q) défini au voisinage de P avec des singula- 

rités isolées ~ , Y - Y  . 
'r 

Soit ilv = Av(xyy)dx + Bv(x,y)dy, le premier jet non nul de n 

en zéro. 

Dans la carte (x,t), y = tx, le feuilletage F' est donné 

par la 1-forme 



On peut  supposer que l 'ensemble s i n g u l i e r  de F' e s t  contenu 

dans c e t t e  c a r t e .  Par s u i t e ,  l e s  coordonnées { t l  , . . . , t r }  de { q l , .  . . ,qr} 

son t  l e s  r ac ines  de P ( 1 , t ) .  Par l e  théorème des r é s idus ,  on a : 

r Bv(l , t )  
1 Rés = 1 

j= l  t=t P(l  , t )  
j 

e t  comme 

l a  propos i t ion  e s t  démontrée. 

3 . 2 . 2 .  - P n o p o h u o n .  - La c l a s s e  de  Chern du f i b r é  normal à IP 

2 
dans O = Co e s t  -1.  

Z ) é m o ~ n ; t i t ~ o n  : 

'Tr 
Notons E -+ îP ce f i b r é ,  on s e  propose de montrer que E 

e s t  isomorphe au  f i b r é  canonique au-dessus d e  P = ( 1 ,  d'où l e  r é s u l t a t ,  

(puisque l a  c l a s s e  de Chern de ce f i b r é  e s t  -1 [H]). 

La v a r i é t é  e2 peut ê t r e  regardée comme un sous-espace d e  
O 

2 2 
C x G(1,2;U), où G ( 1 , 2 ; )  e s t  l a  grassmannienne des 1-plans d e  C , 

de l a  manière su ivan te  : 

La p r o j e c t i o n  canonique n O : %2 O + a2 e s t  a l o r s  donnée par : 



rro(x,A) = X Y  

e t  rr-l (O) = ( (0 ,A) lo  c A l  n ' e s t  a u t r e  que P(E(1). 
O 

Notons n,  : a2 - {O) + P E ( l )  la  p r o j e c t i o n  canonique ; n, e s t  

a u s s i  l a  p ro j ec t ion  du f i b r é  canonique r au-dessus de  iPC(1) [HI 

Soient  E e t  l? l e s  f i b r e s  r e s p e c t i v e s  d e  E e t  I' au-dessus 
q  9  

d 'un  poin t  q E Pa : ( l ) ,  a l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  

qu i  envoie l a  f i b r e  E s u r  l a  f i b r e  I' pour tou t  p o i n t  q  E lP(E(l), 
4  q  

e s t  un isomorphisme d e  f i b r é s .  

3 . 3 .  - Deux.ième exemple. 

L'espace p r o j e c t i f  lPE(2) peut ê t r e  regardé comme l a  réunion 

2 
d i s j o i n t e  de  (E e t  lPE(1). En e f f e t ,  l ' a p p l i c a t i o n  : 

d é f i n i e  s u r  chacun d e s  f ac t eu r s  par  : 

e s t  un homéomorphisme . 
Remarquons que f 

IIPC ( 1 1 
= j  : IP(C(1) -+ P(C(2) e s t  l e  plongement 

d'un hyperplan e t  f  e s t  un difféomorphisme de (C2 s u r  l ' o u v e r t  dense l E2 

S o i t  X l e  champ de vec t eu r s  d é f i n i  sur  E2 par : 



fmX est un champ de vecteurs sur U, notons F(fxX) le 

feuilletage défini par ce champ sur U. Alors le feuilletage 

F = F(fxX)U Q&(l), PB(1) étant une feuille de F, est un feuilletage 

sur iPg(2). 

Le feuilletage F(fKX) est défini par la 1-forme 

ses feuilles sont données par 
2 

=2 
= Kz (K E C) ; ce sont des paraboles 

1 

qui referment au point à l'infini. 

On restreint le feuilletage F à un voisinage de tPa(1) qui ne 

contient pas l'origine (O E c L ) .  Notons encore F ce feuilletage ; 

les singularités de F sont les points q, = [l Y O Y ~  et 4, = [0,1 ,O] 

qui sont situés dans la feuille compacte 1 Nous sommes donc dans 

la situation du théorème 1.2.2. Nous allons calculer les indices 



i (F;PE(l)) et vérifier que leur somme est égale à la classe de Chern 
qj 

du f ibré normal à Pa (1) dans PIE (2). 

a) L'application 

est une carte locale au voisinage du point ql. F est défini au voisinage 

% 
de q par la forme glu, 09 g1 est l'application f - 1 1 I a 

2 0$1 

r( 1 u 1 
glu(u,v) = , ;) = - (v du + u dv). 

v 3 

La 1-forme, v du + u dv, définit aussi F au voisinage de q 
1 ' 

La feuille Pu:(l) s'écrit v = O dans la carte 4 Par conséquent 
1 ' 

a v i (F;iPE(l)) = - Res - (-)(u,O) = -1. 
41 u=o av 

b) L'application 

3, : a2 - ~ c ( 2 )  

(~9.) -- k.1 ,VI 



e s t  une c a r t e  l o c a l e  au vois inage  du po in t  q e t  F e s t  d é f i n i  dans 2 
x - 1 u  1 

c e t t e  c a r t e  par  l a  forme g2w, où g2 = f  O d2,  donc g2 (u,v)  = (: , --) . 
l a 

* l  (2v du - u dv) . E t ,  g 2 a = - -  
v 3 

F e s t  encore d é f i n i  au vois inage  de  q par  l a  1-forme, 
2  

2v du - u dv, e t  f f&( l )  s ' é c r i t  tou jours  v = O dans l a  c a r t e  4 2 ' 

Par conséquent,  

a 2~ 
i (F;PC(l)) = - Rés - (-)(u,O) = + 2. 

q av -U 2  u=O 

3 . 3 . 2 . -  Calcul de La c h s e  de Chan du aibn& nomcd à I P C ( ~ )  

da~n ~ ( 2 ) .  - 

Notons T l e  f i b r é  tangent  à Pa(2 ) ,  r l  l e  f i b r é  tangent  à 
2 

PC(1) e t  v l e  f i b r é  normal à PE(1) dans PE(2).  On a 

où j : PE(1) + PE(2) a  é t é  d é f i n i  au début du paragraphe. 

A ins i  , 

2 
o r  c(-r1) = (1 + h l )  1% ; où h l  e s t  l e  générateur  canonique de  

2 
H ( ( 1 ) ; )  Z, e t  l e  quo t i en t  désigne l a  t ronca tu re  par  l e s  éléments 

de degré p lus  grand que 4. Par s u i t e ,  



De même, c(i2) = (l+h2l2L = 1 + 3h + 3h2 où h2 désigne 2 2 
2 

le générateur de H (Pa(2) ;Z) . 
X 2 2 

Notons j : H (P(C(2) ;k) + H (Pa(1) ; L )  l'homomorphisme induit 

par le plongement j . On a : 

m 
d'où jXcl (T~) = j (3h2) = 3hl 

mais par naturalité des classes de Chern, on a : 

OU encore 

donc 

3 . 4 . -  C a n  d u  d U e , t ~ g ~ n  halomokpha d & d i n h  au vaiainage d u  aing&atM;téa 

pm une 1-6atune q u i  poaaëde une in;téghaXe pmniène. 

Soit w une 1-forme holomorphe sur un voisinage de O dans en. 

On dit que w est intégrable si la 3-forme w A du est nulle. 

Une fonction holomorphe f, définie au voisinage de O E cn, 

est une intégrale première de w s'il existe une fonction holomorphe 

g au voisinage de O ê an telle que : 

Soit alors M une variété analytique complexe de dimension 2. 

On suppose que le feuilletage F admet une singularité isolée en m E M 



et est défini au voisinage de m par une 1-forme holomorphe w possédant 

une intégrale première. Enfin, on note S une sous-variété intégrale de 

w passant par m. 

Théatr2me.- soit F un feuilletage singulier, défini au voisinage 

d'une singularité isolée m ê S par une 1-forme possédant une intégrale 

première, alors l'indice i (F;S) est un entier. m 

1 - Nous allons d'abord montrer que l'indice im(~;S) ne dépend 

que de l'intégrale première f de u. 

2 
Soit @ : ( O )  + ( H m )  @(O) = m, une carte locale définie 

au voisinage de m & 3 et telle que {@(x,o)]x E C} C S, alors : 

où f et g sont deux fonctions holomorphes définiesdans un voisinage 

2 
de O c , telles que 

Calculons alors l'indice de F relatif à S au point m. 

On a : 

a f 
a g'S i (F;S) = - Rés - (--ai) (x,O) 

m 
x=o ay g.- a Y 



- - - Rés axa 
a f 

x=o - (x,O) a Y 

d'où le résultat. 

2 - Calcul de l'indice. 

La fonction analytique complexe f se développe au voisinage 

de l'origine en série entière : 

avec 
akl 

des coefficients complexes. 

Les fonctions dérivées partielles de f s'écrivent, aussi, 

au voisinage de l'origine, 

Les hypothèses (H.1) et (H.2) deviennent alors : 

i (H.1)' a = a  = O  1 O O 1 

(H.2) ' a = O  
ko 

pour tout k > 1. 



Ainsi, 

a f Puisque - (x,O) ne doit pas être identiquement nulle, il existe a Y 

un entier k supérieur ou égal à 1 tel que le coefficient a k 1 
soit non 

nul. Il vient alors : 

Ce résidu est égal au terme constant de la fraction R(x), où 

Par conséquent, 

où k est le plus petit entier, k 2 1 tel que le coefficient a 
O k 1 

soit non nul. 

c.q.f.d. 



Remmque : 

Ce théorème reste vrai en dimension supérieure, la notion d'indice 

étant généralisée aucas des feuilletages de dimension supérieure ou égale 

à 2. 

 objet de la deuxième partie est de généraliser la notion d'indice 

aucas des feuilletages de dimension supérieure ou égale à 2, définis par 

une 1-forme holomorphe possédant une intégrale première, et d'énoncer, dans 

ce cas, une généralisation du théorème de C. CAMACHO et P. SAD. 



D E U X I E M E  P A R T I E  

......................... 

GENERALISATTON DU RESULTAT DE C. CAMACHO ET P. SAD 

AU CAS DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES DEFINIS AU 

VOISINAGE DES SINGULARITES PAR UNE 1-FORME qU1 POSSEDE UNE INTEGRALE PREMIER€. 



F E U I L L E T A G E S  ffOLOMORPHES D E  COOTMENSlON 1 ,  AVbfETTAîdT UN ENSEMBLE S l N G U L l E R  

DE CODlMENSlON 2 .  

Soient S une variété analytique complexe de dimension m-1, 

plongée dans une variété complexe M de dimension m, et F un feuilletage 

holomorphe de codimension 1 défini dans un voisinage de S dans M tel que : 

(i) les singularités de F forment un sous-ensemble analytique 

complexe C de S, de codimension 1 dans S, stratifié en variétés ana- 

lytiques complexes {Ekl. 

(ii) S-C est une feuille de F. 

(iii) F est défini au voisinage des singularités par une 1-forme 

possédant une intégrale première. 

On rappelle qu'une stratification { L k }  d'un ensemble analytique 

complexe C consiste en la donnée d'un recouvrement localement fini de C 

par des variétés analytiques complexes disjointes 
zk 

(appelées strates) - - 
telles que chaque Ck et chaque Ck - Ck est union de strates de dimension 

inférieure ou égale à celle de . 
Ck 

7.7. - Dé~ivu;thcrn de L'indice. 

Soit q un point de C, situé dans une strate C de dimension 
a 

maximale (i.e. de dimension m-2), et soit Q : (cm,O) + ( M , q ) ,  @(O) = q, 

une carte locale telle que : 



et 

alors 

où w est la 1-forme holomorphe qui définit F, f et g étant deux 

fonctions holomorphes définies dans un voisinage de O E cm, telles que 

(K. 1) 
a£ - (x1, ..., x ¶0,0) O pour i = 1,2, ..., m 
ax. m-2 

1 

(H.2) 
a f - (xl,. . . ,x ,O) E O pour i = 1,2, ..., m-1. 
ax. III-2 y xm- 1 

1 

1 . 1 . 1 . -  D2~iv i t i0n . -  Un plan de am sera dit générique s'il est 

donné par des équations du type : 

x = h x + pjx2 
j j l  

; (hj,5) E pour j = 3 , 4  ,..., m 

avec hjlik - hklij # 0 ; 3 ,< j,k < m. 

-1 Il est clair qu'un tel plan est transverse à 0 (La), 

7 . 1 . 2 .  - C d c u l  de l ' ind ice .  i n d d  ALUL un plan génchique P. 

Notons F' le feuilletage induit par F sur le plan P. Ce 

feuilletage est induit au voisinage de q par la 1-forme holomorphe 

wP définie par : 

P P w (x1,x2) = g (xl ,x2) dxl + afP ax2 dx] 2 



Faisant le changement de coordonnées suivant : 

on obtient, 

avec 
P G(uyv) = g (xl 9x2) 

h(uYv) = fP(xlYx2). 

Les hypothèses (H.0)' (H.l) et (H.2) deviennent : 

(H.0) ' G(0) # 0 

(H. 1) ' ah ah - (0'0) = - (0'0) = O au av 

(H.2) ' ah - au (u,o) - O. 
Notons sP la trace de la variété S sur la plan P, on a : 

Par conséquent, l'indice induit sur le plan P est : 

D'où le : 



P P 1 . 1 . 3 . -  Lerne.- L'indice i (F ;S ) ne dépend que de l'intégrale 
O 

première f de w. 

1 . 1 . 4 .  - P&oopohaon. - L' indice i (F'; sP) ne dépend pas du plan 
O 

générique P. 

D é m o ~ & ~ o n  : 

La fonction analytique complexe f se développe, au voisinage 

de O E (Cm, en série entière, 

1 k 
f(x)= 1 a x ... x m .. .k 1 m ; où a 

kl...k 
€ (C. 

k1,.,kna0 k l  m m 

 autre part, on a 

Il vient, alors : 



On obtient donc, vu la condition (H.2), 

d'où, vues les conditions (H.1) et (H.2), et remarquant que Bm = O : 

Ainsi, l'indice i (F';s') s'exprime à l'aide de f, comme 
O 

a2f x m- 1 
- -  ln a2f + a2f Am 

k axkaxrn 1 (xl Y -  - x $0) x1 >B3xl > . S .  ,Bm-l 1 
(axlaxm vm ax2axm k=3 

i (F';s') = - ~ é s  
'm 

O x =O a f X 
1 

m - (xl Y -  - ax x1 >P3xl y . . ,  P m - l ~ I  ,O) 
m 'm 

En posant, b 
k2* . .km-l 

on obtient : 



d'où, 

O -- O 
avec kly...,km-l les plus petits entiers kl,...,km-l (km-l # O) tels que 

le coefficient a 1 soit non nul. De tels entiers existent 
kl. .km-l 

a€ 
puisque la fonction - (xl, ..., x ,O) n'est pas identiquement nulle. ax m- 1 

m 

1 . 1 . 5 .  - Théotème eA d Z d i W o ~ .  - 

Soit q un point de C, situé dans une strate Ca de dimension m-2. 

L'indice du feuilletage F, relatif à S, au point singulier q est un 

entier égal à : 

O où ky, . . . ,km-l sont les plus petits entiers kl y ..ykm-l (km-l# O) tels 

que le coefficient a. 1 '  dans le développement en série entière 
kl 

de l'intégrale première f de w, soit non nul. 

1 . 7 . 6 . -  Ptopoa&on.- Soit C une strate c0nnex.e de C, de 
a 

dimension (m-2). L'application i(F;S) : Ca 4 Z, qui à un point 



q a La associe l'indice i (F;S), est localement constante. 
4 

Démo~n&aXion : 

Soit q E C et @ : (cm,O) -+ (U,q) une carte locale de M a y 

définie au voisinage de q et telle que @(O) = q, q(arn) = U, 

O O Prenons un point q1 de UnLa, alors @ q = ( X  ~ 0 ~ 0 ) .  m-2 

Nous avons toujours 

Faisons un changement de coordonnées pour amener le point 1 

à l'origine de la carte ( U ) ,  soient : 

Par un calcul analogue à celui fait dans 1.1.4., on obtient 

OU encore, 

iq, (F;S) = -Rés 
O 

X =x 
1 1  

k 21 
m- 1 

O >a 

k +. . .+km-l-l 
(xi -xi 1 b (x -x;>) 

1 
kl.. .km-? k,. . .km-, 

kl > .  . . ,km-120 



' sont les plus petits entiers kl , .. . ,km-l où k;,...,km-l (km-l tc 0) 
O O 

tels que a 1 
soit non nul. Mais, puisque i (F;S) = -(k, + O .  .+km-1) , 

kl-*.km-l 9 

le coefficient a est non nul. Et, comme c'est une fonction 
O 

kl . . .km-, 1 
continue du point x , x 2  Px a reste non nul sur un voisi- m O 

k, . . .km-,l 
-- - 

O O 
nage V de l'origine dans am.  autre part, puisque k l  Y .  . sont 

les plus petits entiers tels que a soit non nul, alors 
O 

kl" .k 
m- 1 

1 

1 O 1 O 
kl = kl, ..., k = 

m -  1 
. Par conséquent, i (F;S) = i (F;S) pour tout 

m- 1 1 O 

point q appartenant au voisinage ouvert W = Ca f l  @(V) de q dans . 
1 Ca 

7 . 1 . 7 . -  Théakèrne.- L'indice du feuilletage F, relatif à S, 

est constant le long de chaque strate Ca> de dimension maximum, de C. 

Démom;DtatLan : 

En effet, puisque toute strate Ea est connexe et que l'application, 

i(F;S) : Ca -+ d ,  est localenentconstante, il s'ensuit immédiatement que 

cette fonction est constante sur Ca toute entière. 

7 . 2 .  - D é ~ h W a n  du c y c l e  a .  

Soit n la valeur de l'indice le long de la strate Ca 
de C. 

a 

Soit (K) une triangulation finie de S (qui est compacte). Notons K 
j a 

les simplexes situés dans la strate Ca, et K 2m-4 ceux de dimension 2m-4. 
ja 

Ils sont orientes caiioniquement (puisque nous sommes en complexe) et la 

somme C K 2m-4 sur tous ces simplexes dans L définit un cycle fonda- 
ja a 

mental a de E .  a 



Alors o = C naoa est un cycle. En effet, le bord, 80, de 0 

est de dimension réelle 2m-5 et la partie singulière de C est de 

dimension réelle inférieure ou égale à 2m-6. Par conséquent, 30 = O. 

1.3. - Le Xhéohéme dam Le c a ~  où Le Qe.uAY&ge a k  de dimemion 6Mc;temenk 

Soit S une variété analytique complexe compacte de dimension m-1, 

plongée dans une variété complexe M de dimension m, et F un feuilletage 

de M holomorphe, de codimension 1 ,  défini dans un voisinage U de S, 

admettant un ensemble singulier C tel que : 

(i) C est un ensemble analytique complexe de codimension 1 

dans S, 

(ii) S - C est une feuille de F, 

(iii) F est défini au voisinage de C par une 1-forme holomorphe 

possédant une intégrale première. 

Soit {Ck} une stratification de C en variétés analytiques 

complexes, on note S la stratification de la variété S définie de la 

manière suivante : 

Sm- 1 
= S - C est la strate de dimension m-1, 

Sm-2 
désignent les strates Ca 

de C de dimension m-2, et a 

Sm-k 
désignent les strates de C de dimension m-k (3 G k C m). 

Pk 

Soit E le fibré normal à S dans M et cl (E) sa classe 

m 
de Chern. On désigne par o le 2-cocycle dual du (2m-4)-cycle a, défini 

m 
dans le paragraphe précédent : par dualité de Poincaré, on a o fi - S = a, 

où - S désigne le (2m-2)-cycle fondamental de la variété S. Enfin, la 

% 
classe de o dans k12(s) est notée [oy . 



1 . 3 . 7 . -  7héo~ëme.- On suppose qu'il existe une sous-variété ana- 

lytique complexe V de dimension 2 de M, telle que : 

(1) V est transverse à la stratification S (c'est-à-dire V 

est transverse à toutes les strates de S). 

(2) S - S n V est une variété de Stein ou une variété algébrique 

N 
dans un espace complexe 6 . 
Alors, on a : 

CI (E) = Lo*l . 

Avant de donner la démonstration du théorème, nous faisons quelques 

remarques sur les hypothèses et énonçons le résultat utilisé. 

7 . 3 . 2 . -  rem ah que^. 

1) Les hypothèses du théorème ne sont pas très restrictives. 

En effet, dans le cas cm, il existe toujours une variété V qui vérifie 

la condition (1). 

Si la variété S peut être considérée comme sous-variété algé- 

brique d'un espace projectif LP (a), la condition (2) peut être supprimée. 
N 

La démonstration se fait alors par récurrence en utilisant le théorème des 

sections hyperplanes de Lefschetz c*.g. 

2) La variété V, étant transverse à la stratification S, 

intersecte S en une variété V n S, notée Vs, de dimension 1. Elle 

rencontre toutes les strates 
Cay 

de dimension m-2, en des points isolés 

et ne rencontre pas les strates de dimension inférieure à m-2. D'autre 

part, on peut supposer qu'il y a un seul point q dans chaque intersection 
a 

V n C . Dans le cas contraire, il suffit de considérer une sous-stratifi- 
a 



cation de S de manière à ce que chaque nouvelle strate, Ca' 
n'admette 

qu'un seul point d'intersection avec V ; ceci est possible puisque les 

points qa sont des points isolés. 

3) Une variété de Stein est une variété complexe qui peut être 

biholomorphiquement plongée comme sous-espace fermé d'un espace gN. 

Il a été démontré [RI que cette propristé est équivalente à la 

définition usuelle d'une variété de Stein. Seule la propriété 

de plongement est nécessaire à la démonstration du résultat ci-dessous @-a. 
7 . 3 . 3 . -  R é b ~ h î ~ A  W é .  

On rappelle que si, 

X est une variété de Stein de dimension n 
n 

CA*q, ou si Xn, IE* 

est une variété affine algébrique de dimension n kg , alors 

Hi(Xn;R) = O pour i > n. 

DémamZtcuXan du Rhéahème : 

Notons @ : V + M l'inclusion de V dans M. Par image réci- 

proque par , la situation sur M se transporte sur la variété V comme 

suit : 

- 1 
@ S = VS est une variété complexe compacte de dimension 1 ,  

plongée dans la variété V. Soit Y : VS + S la restriction de 0 à VS. 

La variété S est supposée compacte, d'autre part V est 

transverse à toute strate de la stratification S. Le feuilletage F est 

défini dans un voisinage U de S dans M. Il existe donc un voisinage 

de VS dans V, noté W C O-' (U), tel que F induise sur W une feuil- 

;K 
letage noté @ F. 



X 
Le feuilletage 0 F admet des singularités isolées {q ) 

a a=l, ..., r 
qui sont les points d'intersection V fl La. (Cf. remarque 1.3.2. (2)). 

Par transversalité, le fibré normal à V dans V, noté N, 
S 

est isomorphe à la restriction à VS du fibré E (fibré normal à S 

dans M), noté Y*E. 

En résumé, dans un voisinage de VS dans V on a un feuilletage, 

complexe de codimension 1,  noté @*F, admettant des singularités isolées 

{qa'a==l,. . . ,r situées dans VS qui est compacte. On est donc dans la 

situation du théorème de C. Camacho et P. Sad. Il vient : 

où r~ 1 désigne la classe fondamentale de la variété VS dans H (V ; E ) .  - s- 2 S 

X  autre part, le point q étant dans a 1 'indice iqa(@ F;Vs) 

est égal à l'entier n défini dans le paragraphe précédent. On appelle a r 
rC 

alors a le O-cycle de 
0' 

Vs dé£ ini par o = na. qa, et a le 
O O a= 1 

2-cocycle dual : si VS désigne le 2-cycle fondamental de Vs, on a - 
m n vS = Do. 
O 

La relation (*) s'écrit donc, 

2 
cl (NI = [or] dans H (Vç ; L )  . 

Par naturalité des classes de Chern, il vient 

m x 
cl (NI = cl (Y E) = Y (cl (E)). 

Et, par définition de Y, a étant le (2m-4)-cycle de S, 



Ainsi, pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que 

l'homomorphisme, induit en cohomologie par Y, 

est injectif. 

Etant donnée la suite exacte de cohomologie associée à la 

paire (S,VS) ; 

cela revient à montrer que : 

Or, on a : 

2 2 
H (S,VS) = Hc(S-Vs) (voir par exemple [G] 

où l'indice c désigne la cohomologie à support compact. 

Par dualité de Poincaré, ce groupe est égal au groupe d'homologie, 

D'après le résultat 1.3.3. appliqué à la variété S-Vs , 

celui-ci est nul pour 2m-4 > m-1 ; autrement dit pour m > 3, 

d'où le théorème. 



1 . 4 .  - Le Xhéotrème dam Ce c a ~  où Le d U & u j e  ~ A X  de dunevuion 2 .  

Soit S une variété analytique complexe, compacte, simplement 

connexe, de dimension 2, plongée dans une variété analytique complexe M 

de dimension 3, et soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1 ,  

défini dans un voisinage de S dans M, admettant un ensemble singulier 

C tel que : 

(i) C est un ensemble analytique complexe de codimension 1 dans S. 

(ii) S - C est une feuille de F. 

(iii) F est défini au voisinage des singularités par une 1-forme 

holomorphe possédant une intégrale première. 

Soit E le fibré normal à S dans M et cl (E) sa classe de 

Chern. 

On note {Zk} une stratification de C en variétés analytiques 

complexes, C les strates de dimension 2 et a le 2-cycle de S, défini a 

W; 
Soit o le 2-cocycle dual (par Poincaré) de o et [aX_] sa 

classe de cohomologie. 

1.4.1. -  Théa~èrnc.- On suppose que tout 2-cycle de S est réalisable 

par une sous-variété analytique complexe de S, transverse à C.  

Alors, on a : 

cl (E) = [O?. 

Avant de donner la démonstration du théorème, faisons quelques 

remarques sur les hypothèses du théorème. 



1) Si S est une variété différentiable orientable, tout 2-cyle 

de S est réalisable par une sous-variété différentiable de S [TI , 
2) Si S est une variété complexe sans torsion, alors tout 

2-cycle de S peut être réalisé par une sous-variété complexe normale C!R.~ . 
rune sous-variété différentiable X de S est complexe normale s'il existe - 
un fibré vectoriel complexe au-dessus de X tel que le fibré réel sous-jacent 

soit le fibré normal à X dans . 
3) L'ensemble des applications, Y : X + S transverses à 1, est 

partout dense dans l'ensemble des applications Y : X -t S. Si l'image du 

plongement, Y : X -+ S, n'est pas transverse à C, on peut la déformer en 

un cycle homologue qui soit transverse à C. 

PZwia~n&alion du ;théohErne : 

Nous allons montrer que les deux classes de cohomologie cI(E) 

m 
et ro _] prennent la même valeur sur tout 2-cycle h de S. - 

Soit h un 2-cycle de S, et X la sous-variété analytique 

complexe de dimension 1 qui le réalise dans S. Le plongement de X dans S, 

noté Y : X -+ S, est transverse à C par hypothèse. X s'identifie à son 

image Y(X). La variété X ne rencontre donc que les strates Ia' de 

dimension 1 de 1, en des points isolés et on peut supposer que chaque 

intersection, X f i  Xa, contient au plus un point Soit J l'ensemble 

d'indicessuivant, J = {a : X n C # (3). 
a 

Notons U un voisinage tubulaire de S dans M y  qui est 

feuilleté par F, et fibré en fibres transverses à F. On restreint 

ce voisinage U, en tant que fibré sur S, à la sous-variété X. Notons 



V cette restriction, U 
lx ' 

et : V * M son plongement dans M. Le 

feuilletage F induit sur la variété V, qui est de dimension 2, un 

% 
feuilletage complexe de codimension 1, noté (3 P,  défini dans un voisinage, 

suffisamment petit, de X dans V avec des singularités isolées 

{qa'acJ 
qui sont les intersections XnL,, et qui sont toutes contenues 

dans la feuille compacte X. On est donc dans la situation du théorème de 

C. Camacho et P. Sad. Il vient, 

Le point qa étant situé dans la strate 
Ca* 1 'indice i (@*F;x) Qa 

est (d'après le paragraphe 1 . 2 )  un entier que nous désignerons par n 
01' 

 a autre part, par naturalité des classes de Chern, il vient : 

cl (Y*E) = yX(c ( E ) )  

donc 

où [x] désigne la classe fondamentale de X dans H2 ( X ; Z )  . 
Or, on a : 

où [A] est la classe d'homologie du cycle h dans H2(S,L). 

Par conséquent, 



Il reste, maintenant, à montrer que : 

Pour cela, on considère une triangulation finie (K) de S, 

compatible avec la stratification de C (tout simplexe ouvert est situé 

dans une seule strate), telle que : 

(i) les points a (intersections de X avec les C a ) soient 

barycentres des 2-simplexes de (K). 

(ii) la subdivision barycentrique (A) de (K) triangule X 

(ce qui est possible puisque X est transverse à 1). 

2 
On notera K2 les 2-simplexes de (K) et Ai les 2-simplexes 

j 

(A). Soit (D) [*rd la triangulation cellulaire duale de (K) , construite 

à l'aide de (A). On notera DT la 2-cellule duale du simplexe K~ , et 
3 j - 

la (D)-cochaîne duale de la (D)-chaîne élémentaire D~ on a : 
j 

2 
(resp. 1 . 1  ) le support de K2 (resp. Remanpue : Notant / Kj 1 

J j 
2 D~), et i2 l'intérieur du simplexe K2 on a : 

j j 

2 
si JK. 1 c E ,  KT est dans la partie régulière de C, alors la 

3 J 
2 

2-cellule duale, D2 de K2 est bien définie. Et si 1 Kj 1 C Ca, le 
j j 

2 
point q est le barycentre de K2 donc / D . ( C X. a j J 

D'autre part, notant K~ les 2-simplexes de (K), munis de leur 
j a 

orientation canonique, situés dans la strate Ca' le cycle fondamental 
- 

de la variété (compacte) Ca 
slécrito = 1 K' . 

a 
j a ja 

Alors, on a : 



2 
où la sommation, 1 y(Dj ), porte sur les cellules D2 duales des 

j a a j a 
2 

2-simplexes K tels que I K ?  1 C La. 
j a a 

D'autre part, 

Il vient alors, puisque X rencontre chaque strate Lay 01 E J, 

en un unique point qa' 

d'os le théorème. 

7.5. - ConaUainc. 

Soient S, M, F, E et C définis comme dans 1.3. (resp. dans 1.4.) 

Si l'ensemble singulier C est vide et si S vérifie les hypothèses du 

théorème 1.3.1. (resp. 1.4.1.), alors la classe de Chern cl(E) du fibré 

normal à S dans M est nulle. 

Remarquons que le corollaire 1.5. peut aussi se démontrer directement 

de la façon suivante : 



Le f e u i l l e t a g e  F é t a n t  sans s i n g u l a r i t é s ,  on peut cons t ru i re  une 

connexion p l a t e  sur l e  f i b r é  E ,  comme c e l l e  c o n s t r u i t e ,  dans l e  paragraphe 

2.2.  de l a  première p a r t i e ,  su r  E I  S-1. Le f i b r é  E -+ S e s t  a l o r s  un 

f i b r é  complexe dont l a  base e s t  compafte e t  dont l e  groupe s t r u c t u r a l  peut 

ê t r e  r édu i t  à un groupe d i s c r e t .  Par conséquent, il devient  t r i v i a l  
@ e t  fJ 

s u r  un revêtement f i n i  de l a  base e t  sa c l a s s e  de Chern e s t  donc n u l l e .  



CHAPITRE I I  

EXEMPLES DE CALCUL D'INDTCES DANS a3 POUR DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE 

CODIMENSION 1 .  

2.7.- C a  d'un BQLuReeAage d é d i n i  p h  une 1-6atune f i n é a i t e  d a m é e .  

Soit w la 1-forme linéaire fermée sur a' définie par : 

3 w définit un feuilletage holomorphe F sur admettant un 

ensemble singulier C de dimension 1 ,  donné par : 

Notons SI et S2 les deux sous-variétés intégrales de w contenant 

C .  O n a :  



catcl~e d e s  hd ices  en O E c3, he..tatids a sl - et s2. 

3 3 
Soit P un plan de transverse à C et passant par O € C , 

de la forme : 

z = Azl + p ((hd E ((0*12 et A # p . 
3 2 '  

Les traces respectives de S 1  et S2 sur le plan P sont : 

Notons FP, le feuilletage induit par F, sur le plan P. 

Avec le changement de coordonnées suivant : 

on obtient 

w (u,v) = vdu + ud7 
A Y l J  

D'où 
io(FP;s;) = - 1 pour j = 1,2. 

Remahque : Soit q = ( z - z  O )  un point quelconque de , et 
O 

P un plan transverse passant par q. Alors, effectuons le changement de 

variables : Z1 = zl-zo ; Z2 - = z + zo ; z3 - z3. 
2 

Nous sommes ramenés au même calcul que précédemment et nous 

obtenons encore des indices i (F'; s ~ )  = -1 pour j = 1 , 2. 
(1 J 



2 . 7 . 2 .  - G é n é n d a k i a n  de c d  exemple B tau;te dume f inéahe  detunée. 

3 
Soit w = 1 Ai(z)dzi 

i= 1 

et (a. ) une matrice symétrique (i.e. w est fermée). lj lai,j,<3 

3 
L'ensemble singulier C, du feuilletage F défini sur C par 

w, est de codimension 2 si et seulement si la matrice (a..) est de rang 2. 
1 J 

Supposons donc dét.(a..) = O, on peut supposer que le déterminant 
1 J 

, est non nul. 

Alors l'ensemble singulier C est la droite complexe 

3 
Soit P un plan de 9 , et i : P ---* a3 le plongement de ce 

3 
plan dans C . 

Le plan P est transverse à w si et seulement si : 

- 1 
C(imw) = i (C(w)) 

X 
codim. C(i w) = inf(dim P ; codim. C(w)) 

où la notation C(w) désigne l'ensemble singulier de w. 

Soit P un plan de g3 de la forme : z = hzl + pz (A,p) c (c')'. 3 2 y 



P est transverse si et seulement si l'ensemble singulier C 
Au 

du feuilletage F', induit sur P, est réduit à l'origine. Or, ce feuille- 

P tage F' est défini par la 1-forme w : 

Ainsi, = (01 si et seulement si I'(X,p) # 0, 

où r(Xyp) = [c(A,P)]~ - a(X)b(u). 

I'(A,p). s'exprime aussi en fonction de a, 6 et y comme 

r(h,u) = a - Bh - yu. 

Les sous-variétés intégrales de wP qui passent par O E P sont 

données par : 

Supposons a(X) # O, et soit 6 une racine carrée fixée Au 
du nombre complexe ( A ) .  Alors, dans le système de coordonnées suivant : 



nous avons 

uP (u, v) = vdu + udv 

e t  les sous-var ié tés  i n t é g r a l e s  passan t  pa r  O E P,  son t  

D'où l e s  i n d i c e s  

io(FP;sY) = - 1 pour j  = 1,2. 

Nous c a l c u l e r i o n s  de même l e s  i n d i c e s  i (FP;sP) en un p o i n t  
4 J 

quelconque q E C. Le r é s u l t a t  s e r a i t  i den t ique  

iq(~';!3!) = - 1 pour j  = 1,2. 

2.2. -  Cm d'un deudX&gc d é d i n i  PCVL une 7-donme i n t é g n a b ~ e  f i n é a i t e  non 

S o i t  w =  1 Ai(z)dzi avec A i ( z ) =  a i j z j  ; a i j c E .  
i= 1 j = l  

La mat r ice  ( a . . )  n ' e s t  p lu s  symétrique. On suppose t ou jou r s  que C e s t  
1 J 

de  codimension 2. Avec l e s  n o t a t i o n s  du paragraphe précédent ,  on a t ou jou r s  

S o i t  P un p l an  t r ansve r se  pas san t  par  O E a', donné pa r  : 

z3 = hz + pz 
1 2 ; (h ,u)  E (eX12  

r ( h , ~ i )  # 0 ; avec r (h ,y )  = a - PX - yp. 



Posons : 

2 
a(h) = ail+ h(a13+a31) + a33 

2  
b ( ~ )  = a22 + u ( ~ ~ ~ + ~ ~ ~ )  + u a33 

c(h,li) a12 + ha32 + v a l 3 +  huag3 

d(h,li) = a21 + hal3 + Vagl + huag3 9 

a l o r s  l e  f e u i l l e t a g e  F', i ndu i t  s u r  P ,  e s t  d é f i n i  par l a  1-forme : 

2.2.2. - C d c u R  dea indicen à L1ah,igine. 

Posons : 

e t ,  s o i t  M l a  matrice : 



J.F. Mattei  e t  R. Moussu o n t  montré que c e t t e  ma t r i ce  e s t  

transformée par  changement de coordonnées, en une mat r ice  semblable 

E . e .  de l a  forme A - ' . M . ~ .  - 

On peu t  donc d é f i n i r  l e s  v a l e u r s  propres  de  l a  forme top comme 

é t a n t  l e s  v a l e u r s  propres  v1 e t  v de c e t t e  matr ice.  I l s  o n t  aus s i  2 
2 

démontré qu'on peut  t rouver  un système de  coordonnées (u,v)  dans & , 

t e l  que 

Autrement d i t ,  l a  1-forme (vlvdu - v2udv) i n d u i t  l e  même f e u i l l e -  

t age  F* que wP (Lemme de d i v i s i o n  de  de  Rham). 

A ins i ,  l e s  sous-variétés  i n t é g r a l e s  passant  par  O E P sont  

d'où 

( s i  v l . v 2  # 0 ) .  

Cherchons ces  2 va leurs  propres  : 

2 
d6t(M - v. Id)  = v - v[d(hYF:) - c(hYFi)] + d é t .  M.  

D'après l a  remarque 2.2.1. ,  l e s  va l eu r s  propres v e t  V 
1 2 

s o n t  t ou te s  l e s  deux non n u l l e s .  



Soit 

Notons Ô une racine carrée fixée de ce nombre complexe. Alors, 

D'après la remarque 2.2.1., nous avons 

notons alors 
1 

une racine carrée fixée du nombre complexe 
2 

6hli [(a21-a12) -hl - Y 

les valeurs propres s'écrivent : 

Par conséquent, les indices en O ê P, deviennent : 

Remahque : Ces indices ne dépendent que des coefficients qui 

interviennent dans a. 



2 . 2 . 3 .  - Exanplu  exp&ci;tu. 

1) w = (z +2z )dz + (z +z -z )dz - (z1+3z +z )dz 1 2 1  1 2 3  2 2 3  3 

la matrice (aij)i~i, j&3 associée à w est 

La condition d'intégrabilité (i.e. w A dw = O), équivaut à 

ce qui est vérifié ici. 

On a aussi : 

d é t A = O  ; a = - 1 ,  B = - 2  et y = l  

C = ((-2t,t,-t)/t c a )  et r(A,y) = -1 + 21 - y. 

Nous obtenons les indices : 

2) Soit w = (iz +z +(l+i)z )dz +(iz -z +(i-l)z )dz +(2iz1+2iz )dz 1 2  3 1 1 2  3 2 3 3 

la matrice associée à w est 



w e s t  i n t é g r a b l e  e t  on a : 

dét A = O, a P - 2i, @ = 2 i  e t  y = - 2  

d'où 

Nous obtenons l e s  i n d i c e s  : 
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