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PREMIERE PARTIE

RESULTAT DE C. CAMACHO ET P. SAD
UNE NOUVELLE DEMONSTRATION DE CE RESULTAT -
EXEMPLES



(1)

INTRODUCTION

Dans tout ce travail, toutes les dimensions sont des dimensions

complexes sauf mention explicite du contraire.

Soient M une variété analytique complexe de dimension 2, §
une surface de Riemann compacte plongée dans M et F un feuilletage
holomorphe de codimension 1, défini dans un voisinage de S, avec des

singularités isolées I = {ql,...,qr} telles que

(i) T c s

(i1) S - I est une feuille de F.

C. CAMACHO et P. SAD rb et {I ont défini 1'indice, en un
point q € Z, de F relativement 3 S, iq(F;S), et ont démontré la
r
formule z iq(F;S) = cl(E), oll CI(E) est la classe de Chern du fibré
a=1

-~

normal E 3 S dans M.

Dans la premi&re partie, nous rappelons la définition de
1'indice et nous donnons une nouvelle démonstration du théoré@me de C. CAMACHO

-~

et P. SAD, 3 l'aide des résidus des connexions 3 singularités BJ .

Nous illustrons ce théoré&me par deux exemples au chapitre 3.
Nous montrons, en particulier, que pour les feuilletages définis au voisi-
nage des singularités par une I-forme ww qui possé&de une intégrale premiére
f (w = gdf), 1'indice ne dépend que de 1l'intégrale premiére £, et que

1'indice est un entier.



Dans la seconde partie, nous généralisons les résultats précédents
au cas de dimension supérieure. De fagon plus précise, nous considérons une
variété complexe M de dimension m, une sous-vari&té compacte S de M
de dimension m-1, et un feuilletage complexe F de codimension 1, défini

dans un voisinage de S, admettant un ensemble singulier I tel que :

(i) Z est de codimension | dans S (stratifié en variétés

analytiques complexes {Zk}).
(i1) S -2 est une feuille de F.
(1ii) F est défini au voisinage des singularité&s par une l-forme
holomorphe  admettant une intégrale premiére f (w = gdf).
En notant Za les strates de dimension maximale de X (i.e.
de dimension complexe m-2), mnous définissons :
a) 1'indice le long de chaque strate Zu’ qui est un entier na.’

b) un (2m-4)-cycle de S ; O = E 0Oyt
Nous démontrons, sous certaines hypothéses, le résultat suivant :

cl(E) = I:O*J

. *
oll CI(E) est la classe de Chern du fibré normal E 3 S et ﬁjJ est
la classe de cohomologie du cocycle dual O* de o (i.e. leﬁ S = o0,

ot S désigne le cycle fondamental de la variété §).

Au dernier chapitre, nous donnons des calculs explicites d'indices
. . . 3 . . N
de feuilletages avec singularité&s dans €, en particulier, un exemple oll

1'indice n'est pas un entier.



CHAPITRE 1

RAPPEL DU RESULTAT DE C. CAMACHO ET P. SAD

1.1.- Indices pourn des sous-varidtss intégrales e etfﬂ.

Soient M une variété analytique complexe de dimension 2, S une
surface de Riemann compacte plongée dans M et F un feuilletage complexe
de codimension 1 défini dans un voisinage de S avec des singularités iso-

lées I = {ql,...,qr} telles que :

i) zc s

(ii1) S -1 est une feuille de F.

Soit q € ¥, on peut supposer le feuilletage F défini au voisi-
I)
‘'nage de q par une l-forme holomorphe n telle que si ¢ : (€ ,0) - (M,q)

est une carte locale vérifiant ®(0) = q et {@(z,O)Iz € ¢lc S, alors
(2™ ) (z,w) = A(z,w)dz + B(z,w)dw
avec A(0,0) = B(0,0) =0 et A(z,0) = O.

T.1.1.~ Deginition.

L'indice de F, relativement 4 S, au point qe€ S est

i (F;8) = - Rés = (&) (z,0)dz.
q 2=0 ow B

I1 est facile de voir que cet indice est invariant par changement

de coordonnées.



1.1.2.- Remarque : A priori, 1l'indice est un nombre complexe.

1.1.3.- Exemple :
Soit (8™n)(z,w) = awdz + bzdw ; ol (a,b) € (€92

alors : A(z,w) = aw et B(z,w) = bz.

V1 = {(z,O)[z € €} et V2 = {(O,w)]w € €} sont deux sous-variétés

intégrales de &%n qui passent par 1l'origine de Cz. Si on note S1 et 82

les sous-variétés intégrales de 1, passant par q, qui correspondent res-—

pectivement 3 V1 et V2, alors
. .. 0d ,aw __a
lq(F’Sl) 523 BW (bz) (290) b b
et
. .. 0 ,bz __b
1q(F,Sz) Rés ™ (aw)(z,w) = S -

w=0

Remarquons que 1q(F;Sl).1q(F;Sz) =1.

1.1.4.~ Singularnits inndductible [C et 5]

Une singularité m € M d'un feuilletage holomorphe est dite
irréductible si le feuilletage est induit, au voisinage de m, par une

I-forme n @é&crite en cordonnées locales comme

n(x,y) = A(x,y)dx + B(x,y)dy

ol x(m) = y(m) = O, et la matrice

oB 9B

™ (0) 3y (0)

oA oA
v o) - 5;‘(0)



a des valeurs propres XI’AZ satisfaisant 1'une des conditions ci-dessous

(%) KI.AZ # 0 et AI/AZ ’ AZ/AI ¢ N

** = = .
(%) Al #0 et Az 0 ou Xl 0 et XZ #0
1.1.5.- Proposition.- Si m est une singularité irré&ductible
du type (¥), 1l existe deux sous-variétés intégrales SI’SZ passant
par m, admettant pour espaces tangents en m, les sous—espaces propres

associés 3 Xl et Az. Et 1'on a :

1m(F;SI).1m(F;82) f 1.

Demonstrhation :

Pour 1l'existence de S1 et S2 voir Eﬂbﬂ

On peut trouver [M.ﬁ] un systéme de coordonnées dans lequel le

jet d'ordre 1 de n s'derit
Jl (u,v) = —szdu + Aludv,

et S, et S, s'écrivent respectivement v = 0 et u = 0. Ainsi,

1m(F;Sl) = A] Az
: _ -l
L (F38)) = A -A
et i (F3S.) = A AL
m 72 1772

d'ol la proposition.



1.2.~ Théonéme de C. Camacho et P. Sad.

1.2.1.- Classe de Chern d'un §4ibré de nang 1.

Soit 0 1le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur 5,
* . . .
et 0 le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur S qui ne

s'annulent en aucun point.
La suite de faisceaux sur S,

0 — Z —> 0 = 0¥ — o
ol e(f) = exp(2mif),

est exacte et induit un homomorphisme
*
1 (3 8 2
H (5;0) —— H (5;Z).
N |1 N 1o %
On sait qu'il existe une bijection naturelle entre H (S;0)

et les classes d'isomorphismes de fibrés vectoriels complexes au-dessus de

S, de groupe est structural GL(1;C) (et fibre ().

1.2.1.1.~ Déginition.- Etant donné ¢ € HI(S;O*), sa classe de

Chern, c(£), se définit comme : c(§) = 6*(£).

. s P . *
Nous allons expliciter la définition de 1'homomorphisme §

Pour cela, considé&rons un bon recouvrement U = (Ua) de S,
c'est-3-dire un recouvrement ouvert tel que les intersections Uaﬂ UB
soient simplement connexes quand elles sont non vides. Nous avons alors
la suite exacte

1 X 1 x. & 2
H (U;0) ——— H (U;07) —=—> H(U3;Z) —> oO.



Ainsi, si (EQB) désigne un l-cocycle représentant & et si
o, = L Log &
af T 2im "8 Supe
Alors,

*
c =0, -~ 0 _ +0 représente § (£).

aBy By oy o

1.2.1.2.- Autre déginition de La classe de Chern c(&).

On note E' le faisceau des germes de formes différentielles

[ee]
C , & valeurs complexes, de degré r sur §S. La dérivation ext8rieure

des formes induit la suite exacte de de Rham,

qui est une résolution fine du faisceau constant €. Elle induit 1'iso-

morphisme de de Rham,
2 2
HO(8:0) = T(SED jqp(s;e!)

oli F(S;Er) désigne le groupe des sections de E .

Choisissons. des &léments (Ta) € P(U;El) tels que, dans
Ua n UB, TB—T@ = d(OQB)' On définit une 2~forme ¢ sur S, en posant,
dans Ua’ 9 = dTa' ® n'est pas exacte car les &léments T, he se

recollent pas pour définir une 1-forme sur 8.
La classe de Chern de &, c(§) € HZ(S;Z) % Z, peut aussi &tre

définie (dans H2(S;€)) par

c(g) = f d.
S



1.2.2.- Enoncd du théonéme.

Soit S wune surface de Riemann compacte plongée dans une variété
complexe M de dimension 2. Soit F un feuilletage complexe, de codimension 1,
défini dans un voisinage de S avec des singularités isolées

I = {ql,...,qr} telles que
(i) rcs
(11) S - est une feuille de F.
On note E 1le fibré& normal 3 S et CI(E) sa classe de Chern.

Alors,

Yy i (F3S) =c¢ (E).
=19 ‘



CHAPITRE 11

NOUVELLE DEMONSTRATION DU THEOREME DE C. CAMACHO ET P. SAD.

Nous nous placerons dans la situation du théoré&me 1.2.2. Notons

-~

encore E 1le GL(1;€) fibré principal associé au fibré normal 3 S et

p:E-+S laprojectionde E sur S. Le but de ce chapitre est d'exprimer
" 1'indice iq(F;S), en un point singulier q € I, comme le résidu d'une

connexion d singularités définie sur E. Ensuite, nous démontrerons le

théoréme 1.2.2 3 partir du théoréme des ré&sidus, en utilisant les méthodes

de DJ.

2.71.- Rappels et notations.

Pour toute variété différentiable S, on notera A;R(S) 1'algébre
de de Rham des formes différentielles définies sur S. Soit un groupe de 7
Lie G et %y son algébre de Lie. On note Ik(G) 1'espace vectoriel des
polyndmes homogénes P de degré k sur d? (ou applications k-linéaires
symétriques %7 X i? X ... X %? ——> €) qui sont invariantes par la
représentation adjointe de G sur iy.

Pour tout G-fibré principal différentiable p : E > S et

2k

DP(S) 1'application

. k
toute connexion @ sur S, on notera Kw : IT7(G) ~ A

de Chern-Welil, i valeurs dans les 2k-formes fermées et Aw w
sy
o

r
Ik(G) > A;Eﬁr(S)l'application linéaire définie en [Bi] telle que :
3 i
d.A = ) (-1)7A -
R WyseroWgseees

pour toute famille wo,...,wr de (r+1) connexions sur E.



Rappelons comment sont définies les applications kw et

A " dans le cas oi k=1 et 1 =1 Dé

L o 2
2.1.1.- Déginition de Xw : I (G) - ADR(S).

Si Q=dw + %-w AN w désigne la 2-forme de courbure de la connexion
définie par la l-forme w et si P € II(G), on définit une 2-forme sur E

3a valeurs complexes P({) en posant :

PO (XX =3 [POEX)) - POX,,X )]

Soit P() 1'unique 2-forme fermée sur S telle que

P (BE) = P()

on pose A ) = P(Q).

L'application induite en cohomologie par Kw est 1'homomorphisme

caractéristique de Chern-Weil, noté A : Il(G) - H;R(S)' I1 est indé-
pendant de la connexion choisie.
e e 1 1
2.1.2.- Déginition de Aw o G I (G) ~ ADR(S).

0’1
Notons I 1le segment BLIJ. Soient wy et w] deux connexions
définies sur E par des I1-formes encore notées w, et w. On leur
. ,\/ - 3 » » - ~
associe une l-forme & définie sur le fibré E x I et 3 valeurs dans %Z,

en posant :

7

ny

w[EX{t} = tub + (l—t)wl ; tel
4

o =0 E

w|{X}XI M X €




Pour tout polyndme P ¢ II(G), on pose alors

A (P) = j[ xu(P).

wo’wl /1

1

DR(E) désigne l'intégration

L'intégrale {- : A2 (Ex1I) > A
I DR

1
"le long de la fibre" I ; c'est-a-dire, {- Aw(P) = [ §(tQO+(l—t)Ql)dt,
1 o)

ol Qo et Q] sont les 2-formes de courbure correspondant aux connexions

W, et W, respectivement.

2.1.3.- Résidus des connexions avec singufaritis [L]

Donnons—nous
- une variété différentiable §
- une triangulation différentiable K de S
- un ensemble fini X de points de S tel que I N Sle =@ (Sle
désigne le I~squelette de K) ;
- un groupe de Lie G ;
- un G-fibré principal différentiable p : E + S ;

- une connexion w sur la restriction E du fibré E 3 l'ouvert S-I

Is-I
(une telle connexion sera appelée 'conmnexion i singularitéds'" sur E,

d'ensemble singulier I).

On note ¢ un 2~-simplexe de K et s une section différentiable

.. . . Y
de E définie au-dessus d'un voisinage w de ¢ dans S.
’ c

D'autre part, on désigne par W la connexion plate sur E v
c

~

associée 3 la trivialisation définie par s, et caractérisée par la

) *
relation s (ws) = 0.
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La 1-forme Aw w n'est évidemment définie que sur l'intersection
>

v . P .
w, N (S-L) des domaines de définition de W et w (on remarquera, puisque

~
I N sle =, que 9c a son support dans W, N (s-%)).

2.1.3.- D¢ginition.~ A tout polynéme P € Il(G), on associe le
nombre,

Résc(w,P) = [3CAws’w(P)

que 1'on appelle résidu sur ¢ de w, relativement & P.

Remarque : Cette définition ne dépend pas du choix de la section s.
remarque ‘

2.1.4.- Theornie de Chenn-leil wour Les connexions a singularités [L]

-~

Avec les notations précédentes, on associe & tout G-fibré principal
différentiable p : E » V, & toute connexion ww & singularités sur E
d'ensemble singulier ¥ inclus dans (V - sle), et 4 tout polyndme
P € Il(G) une 2-cochaine simpliciale Rés(w,P) € C2(K;¢) en posant, pour

tout 2-simplexe ¢ de K :
<Rés(w,P),c> = Résc(w,P).

Notons Rés(w) : II(G) > CZ(K;G) l'application linéaire
X . . s
P - Rés(w,P), et J : A;R(V) ~ C (K;€) 1l'intégration des formes diffé-

rentielles

<J(a) ,c> = [ o .

C

Rappelons que J induit en cohomologie un isomorphisme d'algé&bres gradués,



_ll_

I SO W (IR

2.1.4.- Thoondme |theoneme des résidus) 4

(i) L'application Rés(w) prend ses valeurs dans 1'espace
ZZ(K;C) des cocycles de CZ(K;G).

(i1) Notant [Bés(wi] : II(G) > HZ(K;G), l'application‘induite
par Rés(w) en cohomologie, la composée Ei]—l o) [?és(mf] coincide
avec 1'homomorphisme caractéristique de Chern-Weil, X : II(G) > HgR(V),

et est donc, en particulier, indépendante des choix de K, I et

(iii) Si ® est une connexion sans singularitds sur E(Z = @),

Rés(w) = J o Aa .

2.1.5.- Connexdions basiques [Bo] .

Soient M wune variété muni d'un feuilletage F, TM son fibré
tangent, T le sous—-fibré tangent 3 F et Vv le fibré normal i F.

Nous avons la suite exacte de fibrés au-dessus de M,

(%) 0 T > M —d— Yy ——— 0.

Notons O(M) 1'algébre des fonctions holomorphes sur M,
T(t), T(V) et X =T(TM) les 0 (M)-modules des sections holomorphes de T,

Vv et TM respectivement.

On sait que la donnée d'une connexion sur V est la donnée d'une

application €-biliné&aire

V: X xT() > TWW
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écrite V(X,s) = VX(s), telle que
(1) VX(fs) = X(f)s + fVX(s)

(2) fo(s) = f VX s

pour tous X € X, s € T'(V) et f e OM).

2.1.5.2.- Déginition.- Une connexion basique V sur VvV est une

connexion telle que :
n
V (s) = a[X,s) ;s Vxer(), VseTlWw
"
avec g € X telle que q(s) = s.

2.1.5.3.~ Proposition.~ Si V est une connexion basique sur v,

alors sa 2-forme de courbure { est nulle, pour la partie intrins&que de V,
Q(X,X') =0 V x,x" € T(1).

2.1.5.4.~ Remarque : Si V est une connexion basique sur v,
- "
alors VX(S) = qLX,gJ est indépendante du choix de s dans X telle que

"N
q(s) = s. On peut donc poser :

Ve = q[X,s] -

2.2.- Exdstence d'une connexion a sdinguloritis sur E.

On revient & la situation du paragraphe 1.2.2 (situation de Camacho).
Soient (V) et (U) des ouverts de la surface S
a’0= lye..,r A o=1l,...,T
tels que :

1) les Va sont des ouverts de S, disjoints, contenant chacun un point

9, € z.
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2) les Ua sont des ouverts de S, disjoints, ouverts de trivialisation

pour le fibré E et contenant chacun un Vu‘

Le feuilletage F défini au voisinage de S induit un feuilletage

au voisinage de la section nulle de E. Nous noterons encore, F, ce
feuilletage, S, la section nulle de E et p : E~+ S la projection du
fibré.

Avec des coordonnées locales appropriées, F est défini dans

chaque p—l(Ua) par une l-forme Ny, telle que :

*
na(z,w) = Aa(z,w)dz + Ba(z,w)dw s (z,w) € Ua x ¢,

avec Aa(0,0) = Ba(0,0) =0 et Aa(z,O) = 0,

Si eu est la l-forme définie sur Ua par :

0A
—a

T

B
o,

Ga(z) = (z,0).dz

alors 1'indice, défini en 1.1.1, s'écrit :

1
o 21m ava o

i (F;S)
qOL

2.2.1.- Lemme.- Il existe une connexion V sur E -3 dont

la l~forme de connexion w vérifie :

wl.. =86 sur U - {qa}.

Remarque : Notons L 1la feuille S-I. La suite exacte (%) du

2.1.5. induit la suite exacte de fibrés au-dessus de L,
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K e .
(%x) 0o — TIL (TM)[L — VlL —_— 0

Mais, TIL est le fibré tangent & la feuille L ; noté TL,
et vlL est le fibré vectoriel normal &4 L dans M et associé& au
GL(1,C)~fibré principal ElL.
Notons ((S) 1'algébre des fonctions holomorphes sur S, T (TL)

et F(EIL) les ((S)-modules des sections respectives de TL et EIL.

On définit une connexion V sur E|L en posant :
v, =ax7 3 ¥Xxeran) et VZeI‘(ElL).

Avant de montrer que V est la connexion cherchée, noter que :

1) une base de F(TI -1 ) est donnée par :
P (U)

- — 9 9 .
X= Ba(z,w) 2 + Aa(z,w) Py 3 (z,w) € Ua x@E

2) wune base de F(TLIU ) est donnée par :

o
X = - B (z,0) I zeU
L o’ 9z o”
3) une base de F(EIU ) est le champ de vecteurs, é% .
o
Par définition de la connexion V, on a :
——8— T i
Vg (aw) w(XL). Y
L
Or,
0 - qred Mo a3
xow W owdz T ow ow w | ow

oA

0y _ _ _0o 9
et (5;9 = Ny (Z’O)'Bw .

"%,
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Par conséquent,

JA

1 3 (z,0).dz, d'oli le lemme.

w = .
Ua__{qa} Bu(zso) a

7.3.- Démonstration du théorneme 1.2.2.-

Soit K une triangulation différentiable de S telle que :

(1) sk'Knr=¢

(ii) Chaque 2-simplexe Ca de K, contenant un point 9, € z,

est entiérement contenu dans un ouvert de trivialisation Ua'

On note s, W, * E une section de Elw défini au-dessus
o c
o
d'un voisinage w de ¢ dans S [% existe puisque ¢ est contractile g .
<, o o o

D'autre part, P1 eIl(GL(l;G)) désigne le polyndme caractéristique Dﬂ
(définit par Pl(z) = 5%? z), associé 3 la classe de Chern, CI(E)’

par l'inverse de 1'homomorphisme de Chern-Weil

1 2
A I (GL(1,€)) -~ HDR(S).
Notons W la 1-forme de connexion plate sur E w définie au
o Co
2.1.3 (on a dms = (0 et s:(ws ) =0) et W la connexion définie dans

o a

le lemme 2.2.1.

Lemme. - ResC (w’Pl) = 1q (F;S).
o o

Preuve :

n
£

da = d(twS + (I-thw)
' o
-tdw+ w A dt - ws A dt.
a
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Si onnote mw: E X I~>S x I, la projection du fibré E x I

alors o = (s ,id_ ) : w X I >E X1 est une sectionde E x I x I
a o} I c Iwc

o
a

% n,
et Aw(Pl) = g, PI(Q)'
D'ol :

b ey L T ® -l [ Fa a - st aw
W, W 177 I % F1 T T 2iw o S ¥ Sq W
o

. * e e . .
Mais, l tsa(dw) = 0, par définition de 1'intégration le "le long
1

de la fibre" I. Ainsi

1
1 |
by Lw®) == 5 [ O Adt = =37 §
s 0
a
p __1( . i
et, Rés (w,Pl) = - 5in | Ga 1q (F;S).
o aC o
o
c.q.f.d.

Notons maintenant Yy 1'unique 2~forme fermée Dq sur S

satisfaisant 3 : p*(Yl) = PI(Q), oi ) est la 2-forme de courbure de la

connexion V.
. 2 .
Si [Yﬂ] est la classe de Y dans HDR(S), on a aussi

- . . . 2 . e g
A(Pl) Lylj oi )X : I (GL(1;C)) - HDR(S,C) a été défini dans 2.1.1.

Remarquons que, la surface S &tant compacte, on peut supposer K

finie. Soient ¢ sc~ ses 2-simplexes munis de leur orientation canonique

R

et solt Eﬂ la classe fondamentale de la variété §S. C'est la classe du

n
cycle fondamental, 2 o dans HZ(S)'
k=1
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On obtient, en faisant la somme de tous les indices

n
i (F38) = ] <Rés(w,P)),c
1 Y k=1

>.
k .

o~

o

Remarque : Si ¢, ne contient pas de point singulier alors
Remarque. .

. <Rés(w,Pl),ck> = (.

c. >
1 k

Mais,

i o~18
0 ~3

<Rés(w,Pl),ck> <Rés(w)(P1),

k=1 k

n

<|jz§_s(w)] ®)),[s]>.

Comme [j] est un isomorphisme entre H;R(S) et HZ(K;G),

il vient :
<[Reés @] @), [s]> = <[] o [Res)] (2}, [$]>.

Par le théoréme 2.1.4., il vient

o~

iq (F;8) = <A(Pl),[s:|> = L Y, = ¢ ().

o=1 oL

c.q.f.d.
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CHAPITRE 111

EXEMPLES

5.1, Notion d'ctatement M

3.1.1.- Eclatement d'un point.

Eclater un point m d'une variété analytique complexe M de
dimension n, consiste 3 remplacer le point m par 1l'espace projectif

PC(n-1) considéré comme 1l'espace des directions limites au point m.

Plus précisément, soit A wun atlas sur M tel que toute carte
P . . . . . n
définie sur un voisinage ouvert U de m, soit un isomorphisme sur @€ ,

avec Y¥(m) = 0.

Notons PmM 1'espace projectif associé a 1l'espace tangent TmM

et v - Eﬂ la projection canonique TmM - {0} ~» PmM.

Déginition.- Le transformé de M par l'éclatement du point m

est 1l'ensemble
r\J R
Mm = (M - {m}) V] 'PmM9

muni de la structure analytique complexe obtenue de la maniére suivante ;

soit (U,¥) une carte de M définie au voisinage de m par

Y = (xl,...,xn) U > € avec Y(m) = 0.

(U,¥) est remplacée par les n cartes (Ui’wi)i=1,...,n

définies comme sult :
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= _-l _ ~ ' R
1) Ui U X, o)) v (@mM Pi)’ oli Pi est l'ensemble des droites de TmM

contenues dans le noyau de 1'application linéaire tangente de

x, + U~ ¢,
i
,\J . .
2) VY. =U, — € est définie par
i i
X X. X. X
_ 1 i-1 i+l n -1
Wi (Xi s e ey —;;— S Xs s x, seves ;;) ; sur U—xi (0)
o o o, o
3 _ 1 i-1 i+l n
Dy g D G 0 e )
i i i i

On note 7 1'application analytique canonique :

n
T : M - M
m m

m = 1 = 1 o
m(z) z si =z éle(M), ﬂm(z) m si ze€ PmM

. . - ny . . .
La restriction de ﬂm a (Mm—PmM) est un difféomorphisme

sur M - {m}.

3.1.2.- Eclatement d'une 1-forme Dﬂﬂ.

Supposons que F soit un feuilletage complexe de codimension 1,
d'un ouvert de M admettant une singularité isolée en m € M, induit
par une l-forme 1. On se propose d'étudier le feuilletage induit ﬂ:F
au voisinage de W;l(m) =|PmM.

Dans le cas oil dimaM = 2, et 1'étude 8tant locale, on peut

supposer M = Gz et m= 0. Soit,

n(x,y) = A(x,y)dx + B(xy)dy.

On note nv = Jz(n), le premier jet non nul de n en O € @2,

Alors,
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nv = Av(X,y)dX + Bv(x,Y)dY:

oll Av et Bv sont deux polynOmes homogénes de degré Vv, non simultanément

nuls. Dans la carte (x,t), ol y = tx, nous avons

(M) (x,0) = x [(B(1,6) + xQGx,0))dx + x(B,(1,8) + xR(x,t))dt],

It

XA + yB et Q,R des fonctions holomorphes.

oill Pv<X’Y) v

\)’
Deux cas se présentent,

e _ * v e .
Cas dégénéné : Pv(x,y) = 0. Dans ce cas mn est divisible

m™n
V+]

n, = = Q(x,t)dx + (B (1,t) + xR(x,t))dt

M

I1 est clair que Bv n'est pas identiquement nul, par conséquent,
en tout point ol Bv(l,t) # 0 les feuilles de nl sont transverses i

Tr;I(O) = Pg(1).

- o *
Cas non dégénéné : P(x,y) # 0. Alors m, N est divisible par xv,

*
i
ol

\Y
X

= [?(l,t) + xQ(x,t)]dx + x[Bv(l,t) + xR(x,t)]dt.

Et, les points singuliers de n1 sont isolés et se trouvent

-1
dans m 0).

. -1 . . .
Pour recouvrir ﬂo (0) en entier, on utilise la deuxiéme carte

- ~ - by - *
(t,y), ol x = ty, (tt = 1). Dans ce systéme de coordonnées, TN peut



ou avec un nombre

aussi étre remplacée par une Il-forme N, = i —

fini de singularités.

Dans l'intersection de ces deux cartes, n, et n, induisent
le méme feuilletage : par conséquent, elles définissent un feuilletage
. . - . . “ s *

global TF(n) dans un voisinage de WOI(O). Celui-ci coincide avec HOF

en dehors de ngl(o).

Définition : Le feuilletage F(n) est appelé éclatement de F

en 0 € Cz, et est indépendant du choix de n.

3.2.- Premien exemple.

Soit 1 wune l-forme sur CZ admettant une singularité isolée
en O € mz, induisant un feuilletage F. Aprés éclatement de la singu-
larité, nous obtenons pour ﬂ;1(0) un espace projectif complexe P =lP1(C)

et un feuilletage F' = F(n) défini au voisinage de P avec des singula-

rités isolées Qpseeesd -

3.2.1.- Proposition.-

Démonstration :

Soit nv&= Av(x,y)dx + Bv(x,y)dy, le premier jet non nul de n

en 2z&ro.

Dans la carte (x,t), y = tx, le feuilletage F' est donné

par la 1-forme
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m= [PU,0 + xQGx, t)]dx + x[B_(1,£) + xR(x,t)]dt
od P(1,t) = A (I1,£) + tB (1,8).

On peut supposer que l'ensemble singulier de F' est contenu
dans cette carte. Par suite, les coordonnées {tl,...,tr} de {ql,...,qr}

sont les racines de P(l,t). Par le théoréme des résidus, on a :

r B (1,t)
J Rés —— =1
j=1 t=tj P(1,t)

et comme
B,(1,¢)

P(l,t) °?

i (F';P) = - Rés
43 t=t,

la proposition est démontrée.

3.2.2.- P&OBOAiiion.— La classe de Chern du fibré normal a P

dans M = Cz est -1.
o o

Démonsthation :

il sy«
Notons E -— P ce fibré, on se propose de montrer que E

est isomorphe au fibré canonique au-dessus de ® = P€(l1), d'oll le résultat,

(puisque la classe de Chern de ce fibré est -1 Dﬂ).

s . V2 o P
La variété mo peut 8tre regardée comme un sous-espace de

Cz x G(1,2;€), od G(1,2;C) est la grassmannienne des 1-plans de Cz,

de la maniére sulvante :

2

Ny
mi = {(x,A) € € x G(1,2;€)/x € A et O € A}.

. . . 2 2 ~
La projection canonique T  : GO - @~ est alors donnée par :



- 23 -

WO(X,A) = x,

et W;I(O) = {(0,A)/0 € A} n'est autre que PEC(l).

Notons m, : Cz - {0} > PC(1) 1la projection canonique ; ™, est

aussi la projection du fibré canonique I au-dessus de PC(1) Dﬂ.

Soient Eq et Pq les fibres respectives de E et T au-dessus

d'un point q € P€(1), alors 1l'application

qui envoie la fibre Eq sur la fibre Pq pour tout point q € PE€(1),

est un isomorphisme de fibrés.

3.3.- Deuxieme exemple.

L'espace projectif PE(2) peut €tre regardé comme la réunion

disjointe de mz et WPE(l). En effet, l'application :

£ : ¢y PrC(l) — @C(2)

définie sur chacun des facteurs par :

= N 2
f(zl,zz) —-[}1,22,1] oll (21’22) € ¢

f([zl,zzl) = [zl,zz,O:] oli [zl,zz__l € PC(1)
est un hom&omorphisme.

Remarquons que f[ : PC(l) —> PC(2) est le plongement

pe(l) = 3

d'un hyperplan et £ 5 st un difféomorphisme de ¢2 sur l'ouvert dense
c

U = PC(2) - PC(1).

Soit X 1le champ de vecteurs défini sur GZ par :
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f*X est un champ de vecteurs sur U, notons F(f*X) le
feuilletage défini par ce champ sur U. Alors le feuilletage
F = F(f*X)(J Pc(1), PC(1) &tant une feuille de F, est un feuilletage

sur [PE(2).

Le feuilletage F(f¥X) est défini par la l1-forme

w = -222dz1 + zldz2

= Kz2 (Ke €) ; ce sont des paraboles

ses feuilles sont données par z, |

qui se referment au point 3 1'infini.
[0,1,0) = q,
.

On restreint le feuilletage F & un voisinage de PE€(l) qui ne
contient pas 1l'origine (0 € @2). Notons encore F ce feuilletage
les singularités de F sont les points q, = [1,0,0_-] et q, = [O,I,O]
qui sont situ@s dans la feuille compacte WE€(1). Nous sommes donc dans

la situation du théoréme 1.2.2. Nous allons calculer les indices
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iq (F;P€(1)) et vérifier que leur somme est égale 3 la classe de Chern
h]
du fibré normal 3 ®C€(1) dans PC(2).

3.3.1.- Caleul des indices iq (F;ee(1) pour j =1,2.
3

a) L'application
2
11)1 : ¢° > PE(2)

(u,v) = [],u,y]

est une carte locale au voisinage du point q;- F est défini au voisinage

de q, par la forme gTw, oli g, est 1'application f-l2 ) @1

le

(ll2 —_ PE(2)NT — (Ez

(u,v) ——— D,u,v:]

[?1,22,1] —_— (ZI’ZZ)

: 1 u
gl(u,v) = (;', ;)
et
* 1 u 1
glw(u,v) w(; s ;) = ;5 (v du + u dv).
La 1-forme, v du + u dv, définit aussi F au voisinage de q;-
La feuille PE(l) s'écrit v =0 dans la carte wl' Par conséquent

i (F;PC(1)) = - Res 53— ) (u,0) = 1.
ql u=0 v

b) L'application

1192 : ¢ — pe(2)

(u,v) —— [u,1,v]
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est une carte locale au voisinage du point q, et F est défini dans
* - -1

cette carte par la forme gow, ol g, = f
le

Et, g;w = - —% (2v du - u dv).

v

F est encore défini au voisinage de q, par la l1-forme,
2v du - u dv, et PC(1) s'Bcrit toujours v = 0 dans la carte ﬂz.

Par conséquent,

o ,2v
i (F;PC(1)) = - Rés m= (=) (u,0) = + 2,
q2 u=0 v ‘-u
2
D'od ) iq (F;P€(1)) = +1.

17

3.3.2.- Caleul de La classe de Chern du 44ibné normal & Pe(1)

dans IPC(2).

Notons T, le fibré tangent &3 PE€(2), Tl le fibré tangent 3

PC(l) et VvV 1le fibré normal 3 P€(l) dans PC(2). On a
j*T =71, &V

oi j : PE€(1) —~ WPC(2) a &té défini au début du paragraphe.
Ainsi,

¢ (1) = e (t) + ¢ (W)

or C(Tl) = (1 +h1)2/% 3y oli h est le générateur canonique de

1

Hz(Pm(l);Z) Z, et le quotient désigne la troncature par les &léments

1

de degré plus grand que 4. Par suite,

cl(Tl) = 2h1.

u
5, © ﬁz, donc gz(u,v) = (; R

1
ol
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. 2/ 2 L.
De méme, C(Tz) = (1+h2) /Q =1 + 3h2 + 3h2 ol h2 désigne

le générateur de Hz(Pm(Z);Z).

Notons j* : HZ(PG(Z);Z) +-H2(P€(l);z) 1'homomorphisme induit

par le plongement j. On a :

' .* = '* =
d'oll j cl(Tz) j (3h2) 3hl
mais par naturalité des classes de Chern, on a :
L% X
Jrep(ty) = e 3ty

ou encore 3h1 = 2h1 + cl(v)

donc cl(v) = hl'

c.q.f.d.

3.4.- Cas des fewilletages holomorphes deginis au voisinage des singularites

par une 1-forme qud posslde une intégrale premilhre.

Soit w une l-forme holomorphe sur un voisinage de O dans c”.

On dit que w est intégrable si la 3-forme w A dw est nulle.

. P . . n
Une fonction holomorphe f, définie au voisinage de 0 ¢ €,
est une intégrale premidre de w s'il existe une fonction holomorphe

g au voisinage de O € ¢ telle que :
w = g.df et g(0) # O.

Soit alors M une variété analytique complexe de dimension 2.

On suppose que le feuilletage F admet une singularité isolée en m e M
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et est défini au voisinage de m par une l-forme holomorphe w possédant
une intégrale premi&re. Enfin, on note S une sous-variété intégrale de

w passant par m.

Théonéme.- Soit F un feuilletage singulier, défini au voisinage
d'une singularité isolée m € S par une l-forme possédant une intégrale

remidre, alors 1'indice i (F;S) est un entier.
p > m »

Démonsthation :

1 - Nous allons d'abord montrer que 1'indice im(F;S) ne dépend
que de l'intégrale premiére f de w.
Soit @ : (CZ,O) + (M,m), ®(0) = m, une carte locale définie

au voisinage de m € M et telle que {9(x,0)|{x € €} C S, alors :

@) (6,7) = 8x,y). [%§-<x,y>dx ‘5 (x,y)d{]

oi f et g sont deux fonctions holomorphes définies dans un voisinage

de O € Cz, telles que

g(0) # 0
of _of _
(H'l) 5;(' (090) - ay (090) =0
of _
(H.2) 3% (x,0) = 0.
Calculons alors 1'indice de F relatif 3 S au point m.
On a :
g.-§£
i (#38) = - Rés = (—3D) (x,0)
X=0 y g.——_

oy
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3 f
. Txay %0

= Rés Y;
x=0 == (x,0)

dy

d'oll le résultat.

2 - Calcul de 1'indice.

La fonction analytique complexe f se développe au voisinage
de 1'origine en série entiére :
2 k £

a, , Xy
o M
£30

f(x,y) =

avec a, , des coefficients complexes.

Les fonctions dérivées partielles de f s'dcrivent, aussi,

au voisinage de 1l'origine,

of k-1 p
= (x,y) = ) ka x v
X K31 k

£20
of k £-1
— (x,y) = Z La,xy .
dy K30 kL

221

Les hypothéses (H.1) et (H.2) deviennent alors :

' = =
(H.1) a . a 0

' =
(H.2) a 0 pour tout k > 1.
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Alnsi,
%£ (x,0) = } akIXk » et
y k1
2
9°f k-1
= (x,0) = 2 k a .x .
9x9y K31 k1
. of . ~ . . . .
Puisque 5; (x,0) ne doit pas étre identiquement nulle, il existe
un entier k supérieur ou &gal 3 1 tel que le coefficient a soit non

kl

nul. Il vient alors :

z k a xk—-l
ki
R(x) = k21
X o xk—l
k>1
Par conséquent,
1m(F;S) = - ko

oll kO est le plus petit entier, k > 1 tel que le coefficient a1

soit non nul.

c.q.f.d.



- 31 -

Ce théoréme reste vrai en dimension supérieure, la notion d'indice
étant généralisée aucas des feuilletages de dimension supérieure ou égale
a 2.

L'objet de la deuxiéme partie est de généraliser la notion d'indice
aucas des feuilletages de dimension supérieure ou &gale a 2, dé&finis par
une |-forme holomorphe possédant une intégrale premi&re, et d'énoncer, dans

ce cas, une généralisation du théoréme de C. CAMACHO et P. SAD.



DEUXTEME PARTIE

GENERALISATION DU RESULTAT DE C. CAMACHO ET P. SAD
AU CAS DES FEUTLLETAGES HOLOMORPHES DEFINIS AU
VOISINAGE DES SINGULARITES PAR UNE 1-FORME QUI POSSEDE UNE INTEGRALE PREMIERE.
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CHAPITRE 1

FEUTLLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1, ADMETTANT UN ENSEMBLE SINGULIER
DE CODIMENSION 2.

Soient S wune variété analytique complexe de dimension m-1,
plongée dans une variété complexe M de dimension m, et F un feuilletage

holomorphe de codimension 1 d&fini dans un voisinage de S dans M tel que

(i) les singularités de F forment un sous-ensemble analytique
complexe I de S, de codimension 1 dans S, stratifié en variétés ana-

lytiques complexes {Zk}.

(ii) S-X est une feuille de F.

(iii) F est défini au voisinage des singularités par une l-forme

possédant une intégrale premiére.

On rappelle qu'une stratification {Zk} d'un ensemble analytique
complexe I consiste en la donnée d'un recouvrement localement fini de I

par des variétés analytiques complexes disjointes Zk (appelées strates)

telles que chaque I et chaque - Zk est union de strates de dimension

k Zk

inférieure ou égale 3 celle de I

K

1.7.- Deginition de £'indice.

Soit q un point de I, situé dans une strate Za de dimension
maximale (i.e. de dimension m-2), et soit & : (&m,O) - (M,q), @(0) = q,

une carte locale telle que :
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m-l}

{@(xl,...,xm_l,o)/(xl,...,xm_l) €C Cs
m-2
et {@(xl,...,Xm_z,0,0)/(xl,...,xm_z) eC } CLZa ,
alors
% o of
(P w) (x) = g(x).izl 5;; (dx; , ol x = (X,...,%)

oi w est la l-forme holomorphe qui définit F, f et g &tant deux

fonctions holomorphes définies dans un voisinage de O € Cm, telles que

(H.0) g(0) # 0
of - .
(H.1) 5;7-(x1,...,xm_2,0,0) =0 pour i =1,2,...,m
i
of - .
(H.2) T (X]"°"Xm—2’xm—1’o) =0 pour i = 1,2,...,m-1.
i

1.1.7.- Deginition.~ Un plan de " sera dit générique s'il est
donné par des &quations du type :
* 2 .
3 (lj,uj) e (€) pour j = 3,4,...,m

avec AU

M T Akuj #0 3 3 < j,k € m.

I1 est clair qu'un tel plan est transverse 3 Q_I(Za).

1.1.2.- Caleul de L'indice induit sur un plan générique P,

Notons FP le feuilletage induit par F sur le plan P. Ce

feuilletage est induit au voisinage de ¢ par la l-forme holomorphe

wP? définie par :

P p
P _ P of of "
W x5xy) = g (x5 xy) [éxl dx) + ox, dx,
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p =
g (XI’XZ) g(xl,xz,)\3x1 + “3X2”"’Amxl + umxz)

p =
f (XI’XZ) f(xl,xz,}\3xl + usxz,...,Amx1 + umxz)

Faisant le changement de coordonnées suivant :

on obtient,

h
wp(u,v) = G(u,v). [%G-(u,v)du + %%~(u,v)dv]
avec
G(u,v) = gp(xl,xz)
h(u,v) = fp(xl,xz).
Les hypothé&ses (H.0), (H.1) et (H.2) deviennent :
(1.0)" G(0) # 0
' oh - oh -
(H.1) Sa (0,0) v (0,0) =0
1 3 _a_tl =
(H.2) 5 (u,0) = 0.

Notons SP 1la trace de la variété S sur la plan P, on a :
P
s = {(u,0)|u e €}.

Par conséquent, 1'indice induit sur le plan P est :
q P

u=0 %%-(u,O)

2
9 h
~= (u,0)
iO(Fp;Sp) = - Rés dudv " 77
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1.7.3.- Lemme.- L'indice io(Fp;Sp) ne dépend que de 1'intégrale

premigre f de w.

1.1.4.- Proposition.- L'indice iO(Fp;Sp) ne dépend pas du plan

générique P.

Demonsthation :

La fonction analytique complexe f se développe, au voisinage

m o .
de 0€ €, en série entiére,

k
1 m
f(x) = z a X, v..X ; ol a e C.
kl’ Tk 30 kl"'km | m kl"'km
D'autre part, on a
4
9fP _ _of ‘i‘ A Of
Bxl Bxl 5=3 i BXJ
4
ot _ 3f ‘f of
3%,  ox, .l Y5 3k,
\ 2 2 j=3 ]
( P A P
oh _ off “m 3f
< au Bxl o sz
3h _ 1 afP
L ov Mo %,
Il vient, alors
. A
oh VR - B _ m
v (W0 = g+ Z Cax B T R BaXpeeeaBy %b0)
m 2 j=3 "m j m
Am
avec B. = A, - UJ a—' J = 3,4, >
m
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On obtient donc, vu la condition (H.2),

(0) —a—f(x -iﬂx B.x B__.x.,0)
U 1> 7371’ =171
*m m
Et,
I N & S W S I RPN = S B S . L :
dusv U d0x, X 2 2 o lu. T3 9x,9x 9%, 90X 2  9%,0X
1772 9x j=3 j 2 m
m 2 m
+ol - B 3 aif
3<3,ksm“k X X

d'oli, vues les conditions (H.l) et (H.2), et remarquant que Bm =0 :

m
Sugv (W0 = G T s T 5 B axkax Teox) KT ¥Ry By %0
m m m m

Ainsi, 1'indice io(Fp;Sp) s'exprime & 1'aide de £, comme

2 A 2 m-1 A
o f m o f 8 f m
(Bxlaxm W Sxex_ kz3 By 0%, 0% _ AT e X aBax s By %)0)
1 (Fp Sp)-—Res Y
X, = of m
1 &'— (Xl s '1_;' X1,63xla'°"Bm_1X1 90)

m m

A k kj

En posant, b = (- E_) h (B.) -,
2 m—-1 m  3<j<m-1

on obtient



L

1" "1 A
Kpseensk 30
1 km_lzl
. (¢P;8P) = - Rés { — .
° x,=0 { %1 K,+..o4k =1
1 a b < 1 m=-1
Kook Uk, k)
K seeak 030
k.2t
\ m-1
d'oii, b p o o
1O(F 38Y) = -(k1 + ..+ km-l)
o o) . .
avec kl""’km—l les plus petits entiers kl’ ,km_l (km_] # 0) tels que
le coefficient a solit non nul. De tels entiers existent

kpoook g

puisque la fonction §§£~(xl,...,xm_l,0) n'est pas identiquement nulle.

c.q.f.d.

1.1.5.- Théoneme et définition.-

Soit g un point de I, situé dans une strate Za de dimension

L'indice du feuilletage F, relatif 3 S, au point singulier q est un

entier &gal 3 :

i (F38) = - &2+ ...+ k%)
q 1 m-—1
- 0 o} . .
ol kl""’km—l sont les plus petits entiers kl""’km—l (km_l# 0) tels

que le coefficient a
k,...
1 m-1

de 1'intégrale premigre f de w, soit non nul.

1.1.6.- Proposition.- Soit Za une strate connexe de I, de

dimension (m-2). L'application i(F;S) : Za — X%, quil i un point

K 1 dans le développement en série entiére

m-2.
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associe 1'indice iq(F;S), est localement constante.

Soit q € Za’ et o : (Cm,o) -+ (U,q) une carte locale de M
définie au voisinage de q et telle que &(0) = q, @(Gm) = U,
®—1(S N = {(x s 0)/(x x )€ Gm-l}
127" " m-12 1277 -1
67 I MUY = ((yseeerx 030,00/ (X,severx ) € € 2},
o 1° >"m-2°7" 1’ >“m-2
. -1 o o
Prenons un point q, de U(\Za, alors ¢ (ql) = (xl,...,xm_z,0,0).
Nous avons toujours
k1 m
f(x) = ) ) . akl"'km X .. X ‘
EEERES .
Faisons un changement de coordonnées pour amener le point 9,
3 1l'origine de la carte (%,U), soient :
X. = x, - x? 1 =1,2,...,m-2
J J ]
X. = X, i = m-1,m.
i i J s
Par un calcul analogue & celui fait dans 1.1.4., on obtient
\\\ o k1+ '+km—-l—1
k/ - >O(k1+"°+km—l)ak1...km_ll b'kz...km_l(xl'xl)
127" 'm-2 %
k>l
m—1
X =X ) 0 k1+ -*k —1—l
bl Gy7xp) A ok P TR .
K,seeesk 20 717" " Tm-1 277 w1
1 m—1
k .21
m-1

ou encore,
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1

. 1
lq (F;S) - (kl + ...+ km_1

1

)

ot k! I - ;
1,...,km_1 sont les plus petits entiers kl""’km—] (km-l # 0)
tels que a soit non nul. Mais, puisque 1 (F;S) = —(ko +.. . +k° ),
kl"'km—l 1 q 1 m-1
le coefficient a o o est non nul. Et, comme c'est une fonction
k. ...k i
1 m-1
continue du point (X,,X,s...5X ), a reste non nul sur un voisi-
1’72 m (o} o
k,...k i
m 1 m-1 o o
nage V de l'origine dans € . D'autre part, puisque k. ,...,k sont
g q 1 m—]
les plus petits entiers tels que a o o soit non nul, alors
k,...k 1
1 m-1
kl = k° k1 = k° Par conséquent i (F38) =i (F;S) tout
| EERET el quent, q ; 1q H pour tou

1 o

point q, appartenant au voisinage ouvert W = Za N oW) de q dans Za.

1.1.%.- Théoreme.- L'indice du feuilletage F, relatif 3 S,

est constant le long de chaque strate Za’ de dimension maximum, de I.

Démonstrhation :

En effet, puisque toute strate Za est connexe et que l'application,
1(F;8) : Za + F#, est localementconstante, il s'ensuit immédiatement que

cette fonction est constante sur Za toute entiére.

1.2.- Deginition du cycle o.

Soit n, la valeur de 1l'indice le long de la strate Za de L.

Soit (K) wune triangulation finie de S (qui est compacte). Notons Kja
2m-4
ja

Ils sont orientés cauoniquement (puisque nous sommes en complexe) et la

4

les simplexes situés dans la strate Za’ et K ceux de dimension 2m—4.

somme X K§2~ sur tous ces simplexes dans Zu définit un cycle fonda-

mental o de I .
o o
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Alors o = X 0.0, est un cycle. En effet, le bord, 30, de O
est de dimension réelle 2m-5 et la partie singuliére de I est de

dimension réelle infé@rieure ou égale & 2m-6. Par conséquent, 00 = O.

1.3.~ Le théoneme dans Le cas ol Le feuilletage est de dimension strictement

superieune a 2.

Soit S wune variété analytique complexe compacte de dimension m-1,
plongée dans une variété complexe M de dimension m, et F un feuilletage
de M holomorphe, de codimension 1, défini dans un voisinage U de 8,

admettant un ensemble singulier I tel que :

(1) I est un ensemble analytique complexe de codimension 1

dans S,
(ii) S - I est une feuille de F,
(iii) F est défini au voisinage de I par une 1-forme holomorphe

possédant une intégrale premiére.

Soit {Zk} une stratification de I en variétés analytiques
complexes, on note S la stratification de la variété S définie de la

maniére suivante :

Sm—l =§ - % est la strate de dimension m-1,

32_2 désignent les strates Zu de I de dimension m-2, et

Sg_k désignent les strates de I de dimension m-k (3 € k < m).
k

Soit E 1le fibré normal &8 S dans M et CI(E) sa classe
de Chern. On désigne par o le 2-cocycle dual du (2m-4)-cycle o, défini
dans le paragraphe précédent : par dualité de Poincaré, on a 0* ns =o,
oi S désigne le (2m-2)-cycle fondamental de la variété S. Enfin, la

* -
classe de ¢ dans HZ(S) est notée [gfj.
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1.3.1.- Théoneme.- On suppose qu'il existe une sous-varidté ana-

lytique complexe V de dimension 2 de M, telle que :

-

(1) V est transverse & la stratification S (c'est-i-dire V

-~

est transverse 3 toutes les strates de S).

(2) S-S NV est une variété de Stein ou une variété algébrique

dans un espace complexe CN.

Alors, on a :
CI(E) = [0*_] .

Avant de donner la démonstration du th&or&me, nous faisons quelques

remarques sur les hypothéses et &nongons le résultat utilisé.

1.3.2.- Remarques.

1) Les hypoth&ses du th&oréme ne sont pas tr&s restrictives.
Q0O

En effet, dans le cas C , il existe toujours une variété V qui vérifie

la condition (1).

Si la variété S peut &tre considérée comme sous—varidté algé-
brique d'un espace projectif PN(C), la condition (2) peut &tre supprimée.
La démonstration se fait alors par récurrence en utilisant le théoréme des

sections hyperplanes de Lefschetz EAJﬂ.

2) La variété V, &tant transverse a la stratification 8,

intersecte S en une variété V N S, notde V de dimension 1. Elle

S’
rencontre toutes les strates Za’ de dimension m-2, en des points isolés
et ne rencontre pas les strates de dimension inférieure 3 m-2. D'autre

part, on peut supposer qu'il y a un seul point q dans chaque intersection
o

VN Za' Dans le cas contraire, il suffit de considérer une sous-stratifi-
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cation de S de mani&re i ce que chaque nouvelle strate, Za’ n'admette
qu'un seul point d'intersection avec V ; ceci est possible puisque les

points q, sont des points isolés.
3) Une variété de Stein est une variété complexe qui peut étre
biholomorphiquement plongée comme sous-espace fermé d'un espace &N.

frz a1z . |R P o e =

I1 a été démontré [:] que cette propriété est &quivalente 3 la
e [H.c] ., o . s

définition usuelle d'une variété de Stein. Seule la propriété

P . - P . " . A.F
de plongement est nécessaire 3 la démonstration du résultat ci-dessous E j.

1.3.3.- Reswliat utilise.

On rappelle que si,

Xn est une variété de Stein de dimension n [A'F:l, ou si ch (I:N

s . P . . M
est une variété affine algébrique de dimension n [], alors

Hi(Xn;Z) =0 pour 1i > n.

Demonsthation du théonime :

Notons & : V> M 1'inclusion de V dans M. Par image réci-
proque par &, la situation sur M se transporte sur la variété V comme
suit :

1

» 'S = VS est une variété complexe compacte de dimension 1,

plongée dans la variété V. Soit VY : VS + S 1la restriction de ¢ & VS'

La variété S est supposée compacte, d'autre part V est
transverse 3 toute strate de la stratification S. Le feuilletage F est
défini dans un voisinage U de S dans M. Il existe donc un voisinage
de V dans V, noté WC ®—1(U), tel que F induise sur W une feuil-

S

letage noté Q*F.
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* . o -
Le feuilletage ¢ F admet des singularités isolées {qa}a-l r
- ,l..’

qui sont les points d'intersection V N Za' (Cf. remarque 1.3.2. (2)).

Par transversalité, le fibré normal 3 VS dans V, noté N,

est isomorphe 34 la restriction & VS du fibré E (fibré normal a S

*
dans M), mnoté VY E.
En résumé, dans un voisinage de VS dans V on a un feuilletage.

. . - * . PR P
complexe de codimension 1, noté ¢ F, admettant des singularités isolées

{q }

situées dans V_ qul est compacte. On est donc dans la
ago=l,...,T S

situation du théoréme de C. Camacho et P. Sad. Il vient :

r
. *
(%) @Zl iq (07F;Vg) = <c, (), [Vg]>

ol [Vé] désigne la classe fondamentale de la variété VS dans H2(VS;Z).

. - P . * ’
D'autre part, le point q, ¢&tant dans Za’ 1'indice 1qa(© F;VS)

est égal 3 1'entier n, défini dans le paragraphe précédent. On appelle

T
P _ *
alors O le O-cycle de VS défini par 9, azl n -qys et 9 le
2-cocycle dual : si VS désigne le 2~cycle fondamental de VS’ on a
o NV, = g _.
o S o

La relation (¥) s'écrit donc,
c,(N) = [O*] dans H2(V 3Z)
1 o §=/
Par naturalité des classes de Chern, il vient
* "
c](N) = cl(W E) = V¥ (CI(E))'

Et, par définition de ¥, o é&tant le (2m-4)-cycle de S,
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[og) = ¥"[o].

Ainsi, pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que

1'homomorphisme, induit en cohomologie par VY,

v R (s —— B (vgD),

est injectif.

Etant donnée la suite exacte de cohomologie associée 3 la
paire (S,VS) 5

*
R Hl(vs) — HZ(S,VS) HZ(S) RN HZ(VS) —_— ...

-

cela revient 3 montrer que :
2
H (S,VS) = Q.
Or, on a :

2 2 .
H (S,VS) = HC(S—VS) (voir par exemple Bﬂ)

-~

oll 1'indice ¢ désigne la cohomologie & support compact.

Par dualité de Poincaré, ce groupe est égal au groupe d'homologie,

HZm—4(S—VS)'

D'aprés le résultat 1.3.3. appliqué 3 la variété S—VS s
celui-ci est nul pour 2m-4 > m—1 ; autrement dit pour m > 3,

d'oli le théoréme.

c.q.f.d.



_45_

1.4.- Le théonéme dans Le cas ou Le feuwillletage est de dimension 2.

Soit S wune variété analytique complexe, compacte, simplement
connexe, de dimension 2, plongée dans une variété& analytique complexe M
de dimension 3, et soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1,

défini dans un voisinage de S dans M, admettant un ensemble singulier

Y tel que :

(i) I est un ensemble analytique complexe de codimension 1 dans

(ii) S - 2 est une feuille de F.
(iii) F est défini au voisinage des singularités par une l1-forme

holomorphe possédant une inté&grale premiére.

Soit E 1le fibré normal 2 S dans M et CI(E) sa classe de

Chern.

On note {Zk} une stratification de I en variétés analytiques

complexes, Zu les strates de dimension 2 et 0 le 2-cycle de S, défini

. * . -
Soit ¢ le 2-cocycle dual (par Poincaré) de o et [Qf] sa

classe de cohomologie.

1.4.1.- Théoréme.- On suppose que tout 2-cycle de S est réalisable

par une sous-variété analytique complexe de S, transverse 3 I.

Alors, on a :

¢ ®) = [0"]

Avant de donner la démonstration du théoréme, faisons quelques

remarques sur les hypothéses du théoréme.

S.
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1.4.2.- Remarques :

1) Si S est une variété différentiable orientable, tout 2-cyle

de S est réalisable par une sous-variété différentiable de S Eﬂ.

2) Si S est une variété complexe sans torsion, alors tout
A 1oz oz [R.T]
2-cycle de S peut étre réalisé par une sous-variété complexe normale .
rbne sous-variété différentiable X de S est complexe normale s'il existe
un fibré vectoriel complexe au-dessus de X tel que le fibré réel sous-jacent

soit le fibré normal 34 X. dans S].

3) L'ensemble des applications, ¥ : X > § transverses & %, est
partout dense dans l'ensemble des applications V¥ : X+ S. Si 1'image du
plongement, ¥ : X - S, n'est pas transverse 3 I, on peut la déformer en

un cycle homologue qui soit transverse a I.

Demonsthation du théondme :

Nous allons montrer que les deux classes de cohomologie CI(E)

* ~
et ﬁ)J prennent la méme valeur sur tout 2-cycle A de S.

Soit A un 2-cycle de S, et X la sous-variété analytique
complexe de dimension 1 qui le réalise dans S. Le plongement de X dans S,
noté ¥ : X > S, est transverse a4 ) par hypoth@se. X s'identifie & son
image Y¥(X). La variété X ne rencontre donc que les strates Za’ de
dimension | de 7, en des points isolés et on peut supposer que chaque
intersection, X r\Zu, contient au plus un point 4y Soit J 1l'ensemble

d'indicessuivant, J = {a : XN Za £ 01,

Notons U un voisinage tubulaire de S dans M, qui est
feuilleté par F, et fibré en fibres transverses & F. On restreint

ce voisinage U, en tant que fibré sur S, 3 la sous-variété X. Notons
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V cette restriction, UI et ¢ : V < M son plongement dans M. Le

X’
feuilletage F induit sur la variété V, qui est de dimension 2, un

. . . . * P i
feuilletage complexe de codimension !, noté ¢ F, défini dans un voisinage,

suffisamment petit, de X dans V avec des singularités isolées

{q }

oloes qui sont les intersections Xr\Zu, et qui sont toutes contenues

dans la feuille compacte X. On est donc dans la situation du théorsme de
C. Camacho et P, Sad. Il vient,

] g (@'F3%) = ¢ (VE).
aed o

. ~ . P . . . *
Le point d, étant situé dans la strate Za’ 1'indice lq (0 F;3X)
o

est (d'aprés le paragraphe 1.2) un entier que nous désignerons par n,.
D'autre part, par naturalité des classes de Chern, il vient :
e, (W'E) = ¥ (c (£))
donc

[ n = <¥(c,ED,[X]>

aeJ

ol Dﬂ désigne la classe fondamentale de X dans HZ(X;Z).

Or, on a :

W e, (B), [X]> = <c (B),Y,[¥]>

<c, (B),[A]>

oli Eﬂ est la classe d'homologie du cycle A dans H2(S,Z).

Par conséquent,

<c1(E),D\J> = E n, .

oeJ
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Il reste, maintenant, & montrer que :

<",00>= 1 n.
aeJ

Pour cela, on considére une triangulation finie (K) de S,
compatible avec la stratification de I (tout simplexe ouvert est situé

dans une seule strate), telle que :

(1) 1les points q, (intersections de X avec les Zu) soient

barycentres des 2-simplexes de (K).

(ii) 1la subdivision barycentrique (A) de (K) triangule X

(ce qui est possible puisque X est transverse & 1I).
2 . 2 .
On notera Kj les 2-simplexes de (K) et A.1 les 2-simplexes

(A). Soit (D)[Bré] la triangulation cellulaire duale de (K), construite
3 1'aide de (A). On notera D? la 2-cellule duale du simplexe K, , et

y(D?) la (D)-cochaine duale de la (D)-chaine élémentaire Dg, on a :
2, 2
<y(Dj),Di> = Sij'
2 2 2
Remarque : Notant [Kjl (resp. |Dj}) le support de Kj (resp.
2 02 Ve . 2
Dj)’ et Kj 1'intérieur du simplexe Kj’ on a :
. 2y 02 . ~ .
si |Kj|c_ z, Kj est dans la partie régulidre de I, alors la
2-cellule duale, D?, de K? est bien dé&finie. Et si |K§|C: Za’ le

point q, est le barycentre de Ki, donc lD§|C: X.

2 . .
D'autre part, notant Kja les 2-simplexes de (K), munis de leur
orientation canonique, situés dans la strate Za’ le cycle fondamental

A = P 2
de la varié&té (compacte) Za s'écrit Oy = X Kj
iy, "o

Alors, on a :
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et, G* = Z n, .E y(D? )
o

Ju o

ol la sommation, E y(D? ), porte sur les cellules D? duales des

o
Ia Q

2~simplexes K? tels que lKi lcz .

o
Qa o
D'autre part,
I si |D§|cx
<y (D.),X> =
J 2
0 si IDj|¢.X

I1 vient alors, puisque X rencontre chaque strate Za’ o€ J,

en un unique point 9y
<Eﬁ,&b = Exh,

d'oll le théordme. -

1.5.- Conollaire.

Soient S, M, F, E et I définis comme dans 1.3. (resp. dans 1.4.)
Si 1l'ensemble singulier % est vide et si § vérifie les hypothé&ses du
théoréme [.3.1. (resp. 1.4.1.), alors la classe de Chern cl(E) du fibré

normal 3 S dans M est nulle.

Remarquons que le corollaire 1.5. peut aussi se démontrer directement

de la facgon suivante :
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Le feuilletage F @&tant sans singularité&s, on peut construire une
connexion plate sur le fibré E, comme celle construite, dans le paragraphe
2.2. de la premiére partie, sur E g-5* Le fibré E — S est alors un
fibré complexe dont la base est compafte et dont le groupe structural peut

~ o9 . P . . . . et S
étre réduit d un groupe discret. Par conséquent, il devient trivial Eb ]

sur un revéetement fini de la base et sa classe de Chern est donc nulle.
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CHAPITRE 11

3

EXEMPLES DE CALCUL D'INDICES DANS € POUR DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE

CODIMENSTION 1.

2.1.- Cas d'un fewilletage défini parn une 1-4orume Lindaire fermée.

2.1.1.- Exemple.

. . . ~ 3 P
Soit w la lI-forme linéaire fermée sur ¢ définie par :

- ) - 3
w(z) = z3(dz1+dz2) + (z1+zz)dz3 ; ol z = (ZI’ZZ’ZS) €C

w définit un feuilletage holomorphe F sur @3 admettant un

ensemble singulier I de dimension 1, donné par :

L = {(zl;—zl;O) / z. € C}.

1

Notons S1 et 82 les deux sous-variétés intégrales de ® contenant

wn
[

{(zl;zz;o)/(zl,zz) € mz}

wn
\

5 = {(zl;—zl;z3)/(zl;z3) e 1.
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.. 3 ,
Caleul des Aindices en 0 € €, redatifs a S et 8,-

Soit P un plan de C3 transverse 3 X et passant par O € CB,

de la forme :

2=z, +pz. 3 Ouw e (€% et A#u .

Les traces respectives de S1 et 82 sur le plan P sont :

sP = {(z, ; - A

TRAE O)/zle cl et

I (A*u)zl)/zI € C}.

Notons Fp, le feuilletage induit par F, sur le plan P.

Avec le changement de coordonnées suivant :

on obtient

wk’u(u,v) = vdu + udv

et

S? = {(u,0)/u € ¢}, Sg = {(0,v)/v € €}.

io(Fp;S?) = -] pour j = 1,2.

Remarque : Soit q = (zo,—zo,O) un point quelconque de I, et

P un plan transverse passant par q. Alors, effectuons le changement de
1 M = —_ 4 = + . = .
variables Z1 zl z, 3 Z2 z2 z 3 Z3 z3

Nous sommes ramen&s au méme calcul que précédemment et nous

obtenons encore des indices iq(Fp;S?) = -] pour j =1, 2.
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2.1.2.- Géneralisation de cet exemple a toute forme Lintaire gemée.

Soit w =

I ~100

. A.l(z)dz:.L
i=1
avec Ai(z) = ;

a..z. a,.. €¢@€
1 11 ] 1]

i} D1

et ( une matrice symétrique (i.e. w est fermée).

23511, j<3
L'ensemble singulier ¥, du feuilletage F défini sur €3 par

w, est de codimension 2 si et seulement si la matrice (aij) est de rang 2.

Supposons donc dét.(ai.) = 0, on peut supposer que le déterminant

j
11 %12
d'ordre 2, o = , est non nul.
%21 %22
Notons B = 12 313 et vy = - all 313 .
32 %23 221 P23

Alors 1'ensemble singulier X est la droite complexe
{(Bt;ytsat)/t € €}.

Soit P un plan de @3, et 1 : P —— C3 le plongement de ce

plan dans 63.

Le plan P est transverse 4 W si et seulement si :

{ p(i*o) = 17 @)

\  codim. £(i%w) = inf(dim P ; codim. Z(w))

oli la notation I(w) désigne l'ensemble singulier de w.

Soit P un plan de €3 de la forme : 2z, = le + uz, s (A, € (m*)z.

3
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P est transverse si et seulement si 1'ensemble singulier I
g

Au
du feuilletage Fp, induit sur P, est réduit i l'origine. Or, ce feuille-
tage FP  est défini par la 1-forme wP

WPzphzy) = [a0z) + cOumz)dz, + [eumz, + b(wz,)dz,

2
11 T 2850 tagg A

2
bW = ay, + 22,5+ ajy

a(d)

I
[+

(]
[

L}
]

c(su) = a;, *ajgh + a4+ ag, Au.

Ainsi, qu = {0} si et seulement si T(A,u) # O,

od TOLW = [c,w]? - a)baw).

I'(A,u) s'exprime aussi en fonction de o, B et Yy comme

A,y =0 - BA -~ yu.

p

Les sous—-variétés intégrales de w" qui passent par 0 & P sont

données par :

a(A)z% + b(u)z% + 2c()\,u)zlz2 =0,

Supposons a(l) # 0, et soit § une racine carrée fixée

Al

du nombre complexe TI'(A,u). Alors, dans le syst@me de coordonnées suivant :

c(A,y) + GAU
u = zZ + z

a(i)

2

a{M)b)
2[§(A,u)+6xﬁ]

2
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nous avons

wp(u,v) = vdu + udv
et les sous—variétés intégrales passant par O € P, sont
S? = {(u,0)/u € ¢} et Sg = {(0,v)/v € C}.
D'oll les indices
io(Fp;Sﬁ) = -1 pour i = 1,2.

Nous calculerions de méme les indices iq(Fp;S?) en un point

quelconque q € L. Le résultat serait identique

. P..PD .
F¥;8%) = -1 our =1,2.
1q( J) P ] s

2.2.- Cas d'un feuilletage dégini par une 1-forme intégrable LinZaire non

a..z. 3 a.. € €.
] 11 ] 1]

e~

2]
@]
[k
rt
€
I
I ~1w

A.(z)dz. avec A.(z) =

i i i .
1 j
La matrice (aij) n'est plus symétrique. On suppose toujours que X est

de codimension 2. Avec les notations du paragraphe précédent, on a toujours
T = {(Bt;yt;oat)/t € €}.
. 3 .
Soit P un plan transverse passant par 0 € €, donné& par :

2. = Az.+ yz 0w e (@92

3 1 2 ;

I'(A,u) #0 3 avec T'(L,u) =a - Br - yu.
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Posons :

a(l)

2
a11+ A(a +a3l) + A a,

13 3

2
b(w) = ay, + ulayy*az,) + wag,

c(A,u) =a,, +Aa +Ua

12 32 3+ Ana

1 33

d(A,1) = a,, + Aa

21 g3 T Hag *Aua

33 °

alors le feuilletage Fp, induit sur P, est défini par la 1-forme :

¥ = [az, + cwz,]dz; + [A0LWz, + bR)z,]dz, .

2.2.1.- Remarque :
,w]? = a[abm) - cOuwd(,u]
a - a

et d0uW) - e = 2—1Z .

2.2.2.- Caleul des indices a L'origine.

Posons

A(zl,zz) = a()\)zl + c()\,u)z2

et, soit M la matrice :

oB 9B
3;? (0) 5;; (0) d(A,u) b (1)
oA JA
- 5, (0) -5, (0) -a(}) - c(A,w

1 2
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. . | M. .
J.F. Mattei et R. Moussu ont montreée [ bﬂ que cette matrice est
transformée par changement de coordonnées, en une matrice semblable
; -1
[:1.e. de la forme A MA]

p

On peut donc définir les valeurs propres de la forme " comme

étant les valeurs propres 2 et Vo de cette matrice. Ils ont aussi

" - « P 2
démontré qu'on peut trouver un systéme de coordonnées (u,V) dans €7,

tel que

w? A (vl vdu -szudv) = 0.

Autrement dit, la l-forme (vlvdu - vzudv) induit le méme feuille-

tage FP que wP (Lemme de division de de Rham).

Ainsi, les sous-variétés intégrales passant par O € P sont

s = {(u,0)/u e €} et s?P = {(0,v)/v € ¢},

1 2
d'ol
v, u v
. P..P .9 1 1
i (F¥;8Y) = - Rés = (—) = —
o 1 u=0 ov Vyu v2
et -V, u v
. (7P.gP) = - Rés O (—2 ) = 2
10(F ’SZ) Rés 5 (v V) 3
v=0 1 1

(si ViV, # 0).

Cherchons ces 2 valeurs propres

dét(M - v.Id)

v = w[d0u - cQuw] + dét. M.

D'aprés la remarque 2.2.1., les valeurs propres Vl et vz

sont toutes les deux non nulles.
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Soit
2
AW = [dLw - cOLW]° - 4G - cOLWAM,W].
Notons SAU une racine carrée fixée de ce nombre complexe. Alors,
v = d(>\9U) - C()\y]-l) + 6)\11 ot . = d(A’U) - C()UU) - 6)\“
1 2 2 2
D'aprés la remarque 2.2.1., nous avons
_ LOLw 2, 42
AQLR) = CEED (e, ma) ) " da]
1 . . . _ 2_
notons alors 6ku une racine carrée fixée du nombre complexe [(321 alZ) AQH,

les valeurs propres s'écrivent :

DI (o sl

Vi 200 21" Al
et Vv, = LOLW (a, ~a -61 )
2 20 21 712 Tawu’

Par conséquent, les indices en O € P, deviennent :

1

a - a + ¢
io(Fp;Sp) - 21 12 ?p
31 T 3 T Sy
a,. —-a,, - 61
io(Fp;Sg) _ 21 12 ?u
a,. - + 6

21 ~ %12 7 O

Remarque : Ces indices ne dépendent que des coefficients qui

interviennent dans o.
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2.2.3.~ Exemples explicites.
1) w= (z1+2z2)dz1 + (zl+z2—z3)dz2 - (zl+3z2+z3)dz3
la matrice ( ) associée 3 w est

81371<i,3¢3

La condition d'intégrabilité (i.e. w A dw = 0), &quivaut &

32 T 223 0
A 213 7 %31 B 0
21 7 %12 0
ce qui est vérifié ici.
On a aussi :
dét A =0 3 o= -1, B ==2 et y =1

= {(-2t,t,~t)/t € C} et T(h,u) = -1+ 2x - u.

Nous obtenons les indices :

iél) - 3i;§ ot iéZ) _ 3:{?

2) Soit w = (1zl+zz+(1+1)z3)dzl+(1zl—zz+(1—'1)z3)dzz+(21zl+21z3)dz3

la matrice associée 3 ® est



_60..

2i

w est intégrable et on a :

%= {(2it,~-2t,2it)/t € ¢} et

Nous obtenons les indices :

(1) 1+ /3 - i(3+/3)
L - 4

= 21 et y = -2

F(A,u) = =21 - 2i) + 2u.

(2) _ /3 -1+ i(3-/3)
l =
o 2
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