
UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

présentée h 

L'UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

pour obtenir 

LE TITRE DE DOCTEUR DE 38me CYCLE 

MATHÉMATIQUES APPLIQUÉES 

Adelhak FDlL 

CHOIX AUTOMATIQUES ENTRE TRANSFORMATIONS 
DE SUITES 

SCIENCES 

Thbse soutenue le 4 octobre 1984 devant la Commission d'Examen 

Membres du Jury : C. BREZlNSKl Plesident 
B. GERMAIN BONNE Examinateur 
J.P. DELAHAYE Rapporteur 



P R O F E S S E U R S CLASSE EXCEPTIOKKELLE 

M. 

M. 

M. 

PI. 

Pl. 

M. 

M. 

M. 

M. 

M. 

M. 

M. 

M. 

M. 

hi. 

M. 

CONSTAST Eugène 

FOUXET René 

GABILLARD Robert 

MOSTREUIL Jean 

PARREAC Michel 

TRIDOT Gabriel 

VIVIER Emile 

WERTHE I?ER Raymond 

I.E.E.A. 

Physique 

I.E.E.A. 

Biologie 

Mathématiques 

Chimie 

Biologie 

Phys ique 

P R O F E S S E U R S lère classe 

BACCHCS Pierre 

BEACFILS Jean-Pierre (dEt.) 

BIAYS Pierre 

BILLARD Jean (dét.) 

BOILLY Bénoni 

BOIS Pierre 

BOSSELLE Jean -Pierre 

BOCGHON Pierre 

BOVRIQUET Robert 

BREZINSKI Claude 

CELET Paul 

CHAMLEY Hervé 

COEURE Gérard 

CORDOSSIER Vincent 

DEBOCRSE Jean-Pierre 

DYEST Arther 

Mathénatiques 

Chimie 

G.A.S. 

Physique 

Bioloyie 

Mathématiques 

Chimie 

Mathsrnatiques 

Biologie 

I.E.E.A. 

Sciences de la Terre 

Biologie 

Mathématiques 

I.E.E.A. 

S.Z.S. 

Mathénaîiques 



M. ESCAIG Bertrand 

M. FAURE Robert 

1:. FOCT Jacques 

M. GUYELLE Jean-Jacques 

M. GRCSON Laurent 

M. GUILLAUhIE Jean 

M. HECTOR Joseph 

M. LABLACHE COMBLER Alain 

M. LACOSTE Louis 

M. LAVEISE Jean Pierre 

M. LEKhiAhTN Daniel 

Mme LEXOBLE Jacqueline 

M. LHObDE Jean 

M. LOYBARD Jacques 

M. LOUCHEUX Claude 

M. LUCQüIN Michel 

M. MIGEON Michel Recteur à Grenoble 

M. MIGSOT Fulbert (dét .) 

M. PAQLTT Jacques 

M. PROLTVOST Jean 

P. ROUSSEAU Jean-Paul 

M. SALYER Georges 

M. SEGCIER Guy 

M. SIMOS Michel 

M. STANKIEKICZ Fran~ois 

M. TILLIEU Jacques 

M. VIDAL Pierre 

1 ZEYTOüNIA8 Radyadour 

Physique 

Mathématiques 

Ci imi e 

S.E. S. 

Mathématiques 

Biologie 

Mathématiques 

Chimie 

Biolagie 

Sciences de la Terre 

Mathématiques 

Physique 

Chimie 

S.E.S. 

Chimie 

Chimie 

E.U.D.I.L. 

Mathématiques 

Sciences de la Terre 

Sciences de la Terre 

Biologie 

I.E.E.A. 

I.E.E.A. 

S.E.S. 

S.E. S. 

Physique 

I.E.E.A. 

Mathématiques 



P R O F E S S E U R S 2ème classe .................................. 

M. AKTOINE Philippe 

M. BART André 

Mme BATTIAU Yvonne 

M. BEGUIN Paul 

M. BELLET Jean 

M. BERZIN Robert 

M. BKOUCHE Rudolphe 

M. BODARD Marcel 

M. BOSQ Denis 

M. BRASSELET Jean-Paul 

M. BRLYELLE Pierre 

M. CAPURON Alfred 

M. CARREZ Christian 

M. CAYATTE Jean-Louis 

M. CKAPOTON Alzin 

M. COQGERY Jean -Marie 

Mine CORSIN Paule 

M. CORTOIS Jean 

M. COUTURIER Daniel 

M. CROSKIER Yves 

M. CURGY Jean -Jacques 

Mle DACHARRY Monique 

M. DAUCHET Max 

M. DEBRABANT Pierre 

M. DEGAUQUE Pierre 

M. DELORVE Pierre 

M. DELORME Robert 

M. DE MASSOS D'AVTLWZ Antoine 

M. DEMUNTER Paul 

Mathématiques (Calais) 

Biologie 

Géographie 

Mathématiques 

Physique 

Mathématiques 

Marhématiques 

Biologie 

Mathématiques 

Mathenatiques 

Géographie 

Biologie 

I.E.E.A. 

S.E.S. 

C.V.E.E.P. 

Biologie 

Sciences de  la Terre 

Physique 

Chimie 

I.E.E.A. 

Biologie 

Géogra~hie 

I.E.E.A. 

E.U.D.I.L. 

I.E.E.A. 

Biologie 

S.E.S. 

S.E.S. 

C.U.E.E.P. 



PROFESSEURS 2ème classe (Suite 1) ------------------------------- 
M. DENEL Jacques 

M. DE PARIS Jean-Claude 

Mle DESSAUX Odile 

M. DEVRAINNE Pierre 

M. DHAINAUT André 

Mme DHAINAUT Nicole 

M. DORMARD Serge 

M. DOUKHAE' Jean-Claude 

M. DUBOIS Henri 

M. DUBRULLE Alain 

M. DUBUS Jean-Paul 

M. FAKIR Sabah 

M. FONTAINE Hubert 

M. FOUQUART Yves 

M. FRONTIER Serge 

M. GAMBLIN André 

M. GLORIEUX Pierre 

M. GOBLOT Rémi 

M. GOSSELIN Gabriel (dét.) 

M. GOUDMAND Pierre 

M. GREGORY Pierre 

M. GREMY Jean-Paul 

M. GREVET Patrice 

M. GUILBAULT Pierre 

M. HENRY Jean-Pierre 

M. HERMAN Maurice 

M. JACOB Gérard 

M. JACOB Pierre 

M. JEAN Raymond 

M. JOFFRE Patrick 

I.E.E.A. 

Mathématiques (Calais) 

Chimie 

Chimie 

Biologie 

Biologie 

S.E.S. 

E.U.D.I.L. 

Physique 

Physique (Calais) 

I.E.E.A. 

Mcthématiques 

Physique 

Physique 

Biologie 

G.A.S. 

Physique 

Mathématiques 

S.E.S. 

Chimie 

I.P.A. 

S.E.S. 

S.E.S. 

Biologie 

E.U.D.I.L. 

Physique 

I.E.E.A. 

Mathématiques 

Biologie 

I.P.A. 



PROFESSELXS 2ème classe (suite 2) ................................. 
M. JOURKEL Gérard 

M. KRE?BEL Jean 

M. LANGRAICD Claude 

M. LATTECX Michel 

Mme LECLERCQ Ginette 

M. LEFEVRE Christian 

Mle LEGRAND Denise 

Mle LEGRAND Solange 

Mme LEHMMX' Josiane 

M. LEMAIRE Jean 

M. LHEKAFF René 

M. LOCQUEXEUX Robert 

M. LOSFELD Josqh 

M. LOUAGE Francis (dét . ) 
M. MACKE Bruno 

M. MAIZIERES Christian 

M. MESSELYN Jean 

M. MESSERLIN Patrick 

M. MONTEL Marc 

Mme MOUNIER Yvonne 

M. PARSY Fernand 

Mle PAUPARDIN Colette 

M. PERROT Pierre 

M. PERTUZON Emile 

M. PONSOLLE Louis 

M. PORCHET Maurice 

M. POVY Lucien 

M. RACZY Ladislas 

M. RAOULT Jean François 

M. RICHARD Alain 

E.U.D.I.L. 

Biologie 

Mathématiques 

I.E.E.A. 

Chimie 

Sciences de la Terre 

Mathématiques 

Mathéaatiques (Calais) 

Mathematiques 

Physique 

Géographie 

Physique 

C.U.E.E.P. 

E.U.D.I.L. 

Physique 

I.E.E.A. 

Physique 

S.E.S. 

Physique 

Biologie 

Plathénatiques 

Biologie 

Chimie 

Biologie 

Chimie 

Biologie 

E.U.D.I.L. 

I.E.E.A. 

Sziences de 13 Terre 

Biologie 



PROFESSEURS 2ème Classe (suite 3) -------------------------------- 
M. RIETSCH François 

M. ROBINET Jean-Claude 

M. ROGALSKI Marc 

M. ROY Jean-Claude 

M. SCHAMPS Joël 

Mme SCHWARZBACH Yvet te 

M. SLIWA Henri 

M. SOMME Jean 

Mle SPIK Geneviève 

M. STAROSWIECKI Marcel 

M. STERBOUL François 

M. TAILLIEZ Roger 

Mme TJOTTA Jacqueline (dét.) 

M. TOULOTTE Jean-Mar c 

M. TURRELL Georges 

M. VANDORPE Bernard 

M. VAST Pierre 

M. VERBERT André 

M. VERNET Philippe 

M. WALLART Francis 

M. WARTEL Miche 1 

M. WATERLOT Michel 

Mme ZINN JUSTIN Nicole 

E.U.D.I.L. 

E.U.D.I.L. 

Mathématiques 

Bi~iogie 

Physique 

Mathématiques 

Cnimie 

G.A.S. 

Biologie 

E.U.D.I.L. 

E.U.D.I.L. 

Institut Agricole 

Mathématiques 

I.E.E.A. 

Chimie 

E.U.D.I.L. 

Chimie 

Biologie 

Biologie 

Chimie 

Chimie 

Sciences de la Terre 

Mathématiques 



CHARGES DE CJURS 

M. ADAM Michel S.E.S. 

CHARGES DE CONFEREKCES 

M. BAFCOP Joël 

M. DUVEAU Jacques 

M. HOFLACK Jean 

M. LATOUCHE Serge 

M. MALAUSSEKA DE PELVO Jean-Louis 

M. NAVARRE Christian 

M. OPIGEZ Philippe 

I.P.A. 

S.E.S. 

I.P.A. 

S.E. S. 

S.E.S. 

I.P.A. 

S.E.S. 



J e  r e m e r c i e  v i vemen t  Mons ieu r  C .  BREZINSKI, P r o f e s s e u r  à L ' U n i v e r s i t é  

de L i l l e  1, q u i  me f a i t  L 'honneur  de p r é s i d e r  l e  j u r y  de c e t t e  t h è s e .  

J e  s u i s  t r è s  r e c o n n a i s s a n t  à Mons ieu r  J.P. DELAHAYE, q u i  a d i r i g é  

mes t r a v a u x  avec une orande e f f i c a c i t é .  Ses c o n s e i l s ,  ses encouragements 

e t  sa grande d i s p o n i b i l i t é  m 'on t  pe rm is  de  f a i r e  p r o g r e s s e r  rap idemen t  

e t  a b o u t i  r ce t r a v a i  1. 

Je  t i e n s  à r e m e r c i e r  Mons ieu r  B. GERMAIN-BONNE, q u i  a a c c e p t é  de 

j u g e r  ce t r a v a i l .  

Mes remerc iemen ts  v o n t  à Madame P a t r i c i a  CARON, q u i  avec g e n t i l l e s s e ,  

r a p i d i t é  e t  p a t i e n c e  a mis  en forme e t  a d a c t y l o g r a p h i é  ces pages, e t  à 

Mons ieur  GLANC e t  Madame DEBOCK, q u i  o n t  a s s u r é  L ' i m p r e s s i o n  e t  La r e l i u r e  

de c e t t e  t hèse .  



TABLE DES MATIÈRES 

INTRODUCTION page 1  

NOTATIONS GENERALES 

Chapitre 1 : TRANSFORMATIONS DE K SUITES ET 
TRANSFORMATIONS A K REPONSES 

Introduction 

1 - Rappels 
2 - Transformations de suites à K réponses 

3 - Algorithmes pour suites à K réponses 

4 - Transformations à K réponses rationnelles 

5 - Transformations à K réponses linéaires 

6 - Transformations de K suites et algorithmes pour K suites 
7 - Transformations rationnelles de K suites 

8 - Transformations linéaires de K suites 
9 - Composition de transformations à K réponses et de 

transformations de K suites 

Chapitre II : ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE K SUITES 

Introduction 

1 - Accélération totale ; Accélération partielle ; devination 
1.1 - Propr ié tés  des fami l les  devinables  

1.2 - Propr ié tés  c'es familZes accélérabZes 

3 - Procédé E 
2 , 2  

3.1 - Calcu Z de la  rac ine  carrée d  'un nombre r é e l  a  > O à 1 'a ide  
du procédé E 

2,2 
3.2 - Résoiu t ion  de f f x )  = O 

3 .3  - Accélérat ion des s u i t e s  à convergence périodico-l inéaire 

4 - Procédé T 
1 9 2  

Chapitre III : CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE FINI DE 
TRANSFORMATIONS DE SUITES 

Introduction 

Notations 

1 - Méthodes de sélection entre K suites 
1.1 - Exemples de méthodes de s é l e c t i o n  e n t r e  K s u i t e s  



7.2 - Algorithmes de sé lect ion entre K s u i t e s  

1.2.0 - Algorithmes normaux de sélection entre K suites 

1 . 2 . 1  - Algorithmes à q memoires de sélection entre K su i tes  

1.3 - Algorithmes de décompte-sélection entre  K su i t e s  

2 - Coefficients de décompte 
2.0  - Rappels 

2.1 - Autres coe f f i c i en t s  de décompte 

2.2 - Exemples de re lat ions  (R!")) e t  coe f f i c i en t s  de décompte 
associés Z 

3 - Sélection entre K suites à l'aide des coefficients de décompte 
d' indices f r XO 

3.0  - Eléthodes fC, f c % de sé Zection en t re  K su i tes  
f 3.1 - Méthodes D, f E Xo de sé lect ion entre  K su i tes  c 

3.2  - hÎéthodes :E, f r i K o  de sé lect ion entre  K su i t e s  

4 - Méthodes de sélection entre K transformations de suites 

4.0 - Composition des méthodes de sé lec t ion  entre K su i t e s  e t  des 
transformations T ( A ~ ,  . . . , A ~ )  

4.1 - Définit ions 

4 .2  - Accélération e t  A-accé Zération de la  convergence 
f 5 - Transformations 'E(A, ,... .Ak). 'c(A] ..... Ak). eD(AI ,..., Ak),f E Xo 

q 

6 - Transformations 'll(~~, . . . ,Ak) . 3R(Al, . . . .%). f r X_ 
q 

6 .  O - Transformations f h ~ ~ l ,  . . . , A k ) ,  f. e 0 
4 

6.1 - Transformations f ~ ~ ~ ~ l , .  ..,A ), f c Xo 
9 k 

7 - Transformations f ~ ~ ( ~ l , .  . . .Ak) . f r lKo 
((Un) 9p.q) 

8 - Transformations f ~ ~ ( ~ l , .  ,%)y((un) f~~(~ly....qr)yf c K~ 
( (Un) Y 9) 

8 . 0  - Transformation f ~ ~ ( ~ l ,  . . . ,Ak)  
( fUn) ,q)  + 

8 . 1  - Transformation J ~ ~ ( ~ I ,  . . . , R ~ )  
( ( U n )  ,q) 

9 - Algorithmes d'échange automatique 

Chapitre IV : COMPARAISON NUMERIQUE DEE METHODES DE 
SELECTION DU CHAPITRE III 

Introduction 

Définitions et notations 

Expériences numériques 

1 - Suites monotones 
1.0 - Sui tes  monotones d'ordres plus grand que 1 

1.1 - Sui tes  monotones à conportement logarithmique 



2 - Sommation des séries alternées 
3 - Suites à convergence linéaire 

4 - Transformation des séries divergentes 
Conclus ion 

C h a p i t r e  V : SELECTION ENTRE UNE I N F I N I T E  DENOMBRABLE DE 107 
TRANSFORllATIONS DE SUITES 

Introduction 108 

1 - Sélection entre une infinité dénombrable de transformations de 110 
suites 

1 . 0  - Semi-coef f ic ien ts  de décompte - 110 
ô 1 1.1 - Transformations M I A I , .  . . ,An, . . . ), N I A 1 , .  . . ,An, . . . I 111 
9 9 

2 - Sélection entre une infinité dénombrab1e.de suites auxiliaires 114 
dans l'extrapolation de Richardson 

2.0 - D é f i n i t i o n s  e t  no ta t ions  115 

2.1 - Choix automatique entre  K-Sèmes colonnes 117 

2.2 - S é l e c t i o n  entre  diagonales rapides  119 

2.3 - Choix automatique en t re  K-ièmes diagonales descendantes 122 
1 B 2.4 - Sé l e c t i o n  e n t r e  Les transformations f Ta, . . . , . . ) 123 

3 - Sélections répétées dans le tableau d'une transformation de suites 126 
* 

3.1 - S é l e c t i o n s  répétées  en t re  l e s  colonnes d ' i nd ices  K E 117 , 127 
K pair de Z 'E-algorithme 

3.2 - SÉlec t ions  répétBes en t re  l e s  diagonales descendantes de 128 
l ' €-a Zgori thme 

3.3 - Essais  numériques 129 

4 - Détection de l'instabilité numérique dans le tableau d'une trans- 134 
formation de suites 

4.1 - Algorithme Ci ( q ,  e l ,  ~~1 

4.2 - Algorithme C2fq ,  E ~ ,  

4.3 - Essais  numériques 238 

Chap i t r e  V I  : CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NONBRE F I N I  DE 141 
TRANSFORMATIONS DE SUITES A 2 REPONSES 

Introduction 142 

1 - Contrôle des erreurs 145 

1.1 - Contrôle des  erreurs  à Z'aide d'une t r a n s f o m a t i o n  de s u i t e s  143 

1.2 - ContrôZe des  erreurs  à l ' a i d e  de 2 t r a n s f o m a t i o n s  de s u i t e s  145 

2 - Sélection entre un nombre fini de transformations de suites à 151 
2 réponses 

2.0 - D é f i n i t i o n s  et no ta t ions  152 

2.1 - S4 lec t ion  en t re  t r m s f o n a t i o n s  à 2 réponses de fl à 
2$ 

155 
valeurs  dans W 



r 
2.1.1 - Transformations à 2 réponses 

( (vn) . 9) L(A1t. - -Ak)/ f EO 
C 

2.1.2 - Transformations à 2 réponses 
((Bn) .q) L ~ ~ ( ~ l . - - . . ~ k ) ,  f C O  

2.1.3 - Transformations f ~ ~ ( ~ l .  . . . . Ak). 164 
f E luo (9, (bt CI  t (a1 r . t ak) ) 

2.2 - Sélect ion entre t rans fona t i ons  à 2 réponses de ? à 
2 8 uaiieurs dans f E  i 

2.2.1 - Transformations f ~ ( ~ l  ...., Ak). f r lKo 
9 

2.2.2 - Transforrations &RH (A1.. . . ,Ak). f c Xo 
4 

Annexe : SOLJS-PROGriÈSR,ME FCRTRAPI DE S E L E C T I O N  ENTRE t'N 

NOMBRE F I N I  DE TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  

REFERENCES 



INTRODUCTION 

Lorsqu'on veut accélérer une suite. on se trouve confronté au problème du 

choix d'un procédé d'accélération de la convergence ([Il, C21, K41, r51, r 6 1 ,  

[71,r18I,C191) ayant le plus de chance d'être efficace ; pour s'affranchir de cette 

difficulté, J.P. DELAHAYE ( r71 ,  C91) a proposé l'idée de mettre en compétition 

plusieurs méthodes d'accélération de la convergence et de choisir algorithmi- 

quement à chaque étape l'une des réponses des transformations en compétition, 

en d'autres termes, l'idée consiste à construire une nouvelle transformation 

plus efficace à partir des transformations en compétition. Le but principal de 

ce travail est de développer l'idée de la sélection en transformations de 

suites. 

Au chapitre 1, nous rappelons le formalisme général de la notion de transfor- 

mation de suites et d'algorithmes pour suites (C71, C81) et nous nous 

intéressons à 2 types de transformations de suites (Transformations à k 

réponses ; Transformations de k suites) et à 2 types d'algorithmes pour suites 

(algorithmes pour suites à k réponses, algorithmes pour k suites). 

Au chapitre 2, nous introduisons deux notions d'accélération de la convergence 

pour les transformations de k suites, ensuite nous donnons une condition suffi- 

sante de la non-accélérabilité à l'aide d'une transformation de k suites et 

nous terminons ce chapitre par l'étude de 2 transformations de 2 suites. 

Au chapitre 3, nous étudions des transformations particulières de k suites 

(méthodes de sélection entre k suites), nous étudions des méthodes concrétes 

de choix automatique entre un nombre fini de transformations de suites, permet- 

tant sous certaines conditions, l'accélération d'une réunion finie de familles 

de suites accélérables. 

Au chapitre 4, nous comparons numériquement les méthodes de sélection présentées 

au chapitre précédent, les résultats numériques de ce chapitre montrent bien 



l'intérêt du choix automatique entre les transformations de suites. 

Au chapitre 5, nous envisageons des méthodes de sélection entre une infinité 

dénombrable de transformations de suites, nous étudions des méthodes parti- 

culières de choix automatique entre une infinité de transformations de suites 

associées à une infinité dénombrable de suites auxiliaires dans l'extrapolation 

de Richardson ; nous introduisons des sélections répétées entre les réponses 

du tableau d'une transformation de suites, enfin nous proposons deux techniques 

permettant de localiser les points d'instabilité numérique dans le tableau 

d'une transformation de suites. 

Au chapitre 6, nous proposons une généralisation en un certain sens des méthodes 

de controle des erreurs C31 et nous en déduisons des méthodes de sélection entre 

transformations de suites à 2 réponses de Il? à valeurs dans ( R ~ ) ~ ,  enfin nous 

étudions des méthodes générales de sélection entre transformations de suites 

à 2 réponses. 



NOTATIONS GENERALES 

N : ensemble des entiers naturels. 

: l'ensemble vide ou la suite vide. 

Soit E un ensemble, nous désignons par : 

n (xn) : la suite de terme général x t E. 

: ensemble des suites infinies d'éléments de E. 

E@) : ensemble des suites finies d'éléments de E. 

Soit k E N*, nous notons par : 

E~ : le produit cartésien E x E x ... x E 
v 

k fois 

Lorsque E est muni d'une distance, nous noterons par : 

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E. 

Quand une suite (xn) E I?, est Convergente, nous noterons x sa limite et 

n n n 
nous écrirons lim x = x ou encore x -+ x ou plus simplement x -+ x. 

n- 

Soient E, F 2 ensembles, nous désignons par : 

f : E -+ F : fonction de E vers F. 

dom f : le domaine de définition de f. 



TRANSFORMATIONS D E  K S U I T E S  

ET 
TRANSFORMAT 1 ONS A K REPONSES 



INTRODUCTION 

Après un rappel des définitions générales de transformations de suites et 

d'algorithmes pour suites introduites dans C71, r81 nous nous intéressons à 

2 types de transformations de suites et d'algorithmes pour suites. 

1 - RAPPELS 

Pour plus de détail en ce qui concerne les définitions q.ue nous allons pré- 

senter dans cette section, consulter 171, C81. 

Soient E. F 2 ensembles. 

U i i  appelLe * n a u ~ u m n t i u i i  de suLtes de E? d v d e u h s  d a u  $, t o u t e  !oizcz%ticii 

de ? duvu p. 

Dans toute la suite, nous notons Trans(E, F) l'ensemble des transformations 

de suites de E? à valeurs dans p. 
Soit T E Trans(E, F) nous notons dom T le domaine de définition de T. 

D P / i n i i t i a i i  2 -3- 

On appelLe d g o U h i e  p o u  suiXe,  de I? à vaLeutrd dan3 $ la donnée : 

il d lunc  doncfi',un R : IN x E(") x F@) -+ F 

i i )  d'une  ~ u i ~ c t i o n  c = ( a ,  B) : N x E xFm' -+w x m .  

Appliqué à une suite (xn) E 8, l'algorithme A = (R, C) fonctionne de 

la manière suivante : 

Etape O - - 

al C d c u l e ~  ~ ( 0 ,  8, 0) = (cl(o>, B(o)) E N  xN. 

a(o> b)  c d c u l 4 h  tO = R (O, (x , . . . , x @(O)), 0) t F i  



Etape i 

a! C d c u l e t r  C(i, (x 
a(i-1) B(i-l)),(to i- l 

Y ...; x , . . . t ))=(a(i), B(i)) E N x m. 
i- 1 61 c a e c ~ e e t r  ti = R(i, <X , ..., .B(i)j, <tO, ..., t 11 . p. 

n L'ensemble des suites (x ) k pour lesquelles le calcul des réponses t i 

se poursuit indéfiniment (c'est à dire sans jamais sortir du domaine de 

définition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de l'algo- 

rithme A = (K, C) et sera noté dom A. 

Onnote par Alg(E, F) l'ensemble des algorithmes pour suites de l? à valeurs 

dans p. 
Soit A F Alg(E, F). 

On note par T~ la transformation de suites ayant pour domaine dom A et qui 

n n 
à (x ) E dom A fait correspondre la suite (t ) obtenue en appliquant A à 

(xn>. 

Soit T E Trans (E, F), s'il existe un algorithme A E Alg(E, F) tel que 

'A = T, on dira que T est une t rans fcmat icn  a l g o r i t h i q u e .  

T On note par A1g(Ey F) l'ensemble des transformations algorithmiques de 

? à valeurs dans p. 

V é ~ i v c i t L o n  3 

S o i t  k E N.  

On a p p e l l e  d q o d h m e  k-nohtncd d e  % à valeuha dam % la donnée d ' u n e  ~ u i X c  

d e  boizctioiza (fn) t e l l e  q u e  : v n E fn : E n+ k+ l 
-t F. 

Appf iquf  à une s u L t e  (xn) E ? l l d g o h L t h m c  k - n o m a l  A = (fn) fiuncfioiiiie 



Lorsque k = 0, l'algorithme est dit normal. 

n O n+k L'ensemble des suites (x ) r ? telles que Y n c N : (x , ..., x ) r dom f 
n 

est appelé domaine de définition de l'algorithme A = (fn). 

On note par Norm (E, F) 1 'ensemble des algorithmes k-normaux de 8 à valeurs 
k 

dans p. 
1 Soit A = (fn) un algorithme k-normal, on note A la transformation de suites 

dont le domaine de définition est celui de l'algorithme A et qui à (xn) r 

dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A à (xn). 

Soit T r Trans(E, F), s'il existe un algorithme A r Nor%(E, F) tel que 

T 
T = A, on dira que T est une transformation k-normale. 

L'ensemble des transformations k-normales de F? à valeurs dans l? sera noté : 

T 
Normk ( E ,  F) . 

SviR k E IN*. 

On a p , ~ e U e  aXgotLthme à k rnZmoMe~ de E? à v&eii.m dabu $ lu donnée : 

d'une n l u t e  de d o i ~ c t i o n ~  (£1 auec : 

n+ 1 f : E  - + F n i n < k .  n 
k f : E -+ F n i  n r k-1. n 

Ap,diqué à une n u i t e  (xn) .C F?, llulgo&hme à k rnhmoinen M = (fn) (;cnc-tioiiiic 

n L'ensemble des suites (x ) I? telles que : 

O 1 n T f n < k :  (x. x ,  ..., x )  E domfn. 

n-k+ 1 n 
Tf n r k-l : (x , ..., x ) c dom f n 

est appelé domaine de définition de l'algorithme M = f ,  et sera noté dom M. 

On note par Mém (E, F) l'ensemble des algorithmes à k mémoires de 8 à valeurs 
k 

dans p. 



A tout algorithme à k mémoires M E Mét(E. F), on associe la transformation 

T 
M E Trans(E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui, à 

n n 
(x ) E dom M, fait correspondre la suite (t ) définie plus haut. 

L 
Soit T r Trans(E, F), s'il existeM r Mémk(E, F) tel que M = T ondira que 

T est une transformation à k mémoires. 

On note '~ém (E, F) l'ensemble des transformations à k mémoires de 8 à 
k 

valeurs dans p. 

2 - TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  A K REPONSES 

* 
Soient E un ensemble ; k r IN . 

D é ~ i ~ z i ; t i o n  
k IN 011 appe t l e  &tzaizs?ozniat*on de nuite. ,  à k zéponne, de ? à v d e u n n  dan, (E ) , 

k IN t o u t e  .traiudozmaLion d e  suite, de 8 à v a t e u a  dan, (E ) . 

k W .  Soient 'ï une transformation à k réponses de 8 à valeurs dans (E ) , 
n 

(xn) dom T, on note par Tn = ( A ,  . . . , A ) le terme général de T(xn) . 
k 

Remarque 

La donnée d'une transformation de suites à k réponses est équivalente à la 

donnée de k transformations de suites dont l'intersection des domaines est 

non vide. 

3 - ALGORITHMES POUR S U I T E S  A K REPONSES 

* 
Soient E un ensemble ; k r N . 

Dé&inaon 

On appeUe d g o U h m e  pouz su*te, à K zépori6e~ d e  I? à v d e m  dan, (Eklrn 

.toux @ c h i t h e  pour, suites de  I? d v c d e u a  dari6 (E~)~. 



La transformation de suites associée à un algorithme à k réponses est dite 

transformation algorithmique à k réponses. 

Remaraue 

La donnée d'une transformation algorithmique à k réponses est équivalente 

à la donnée de k transformations algorithmiques dont l'intersection des 

domaines est non vide. 
k 

Soit Al, ..., % c Trans(E, E), n dom Ai # 0 ; T la transformation de suites 
k i= 1 

qui à (xn) E n dom A.  fait correspondre ( A ~  
1 , ..., $1. i= 1 

2) S o L t  p E m*. 

T P J . ~  une . t t a i u ~ c ~ ( v n a L i o n  à p rnernohea <=> i E Il, ..., k} : Ai en2 une 

&ar?n4o/uncLt iu~ 5 p rnérno iha .  

4 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES RATIONNELLES 

Soit IK un corps. 

k N 
Soient p c N ,  T une transformation à k réponses de K à valeurs dans (IK ) , 

associée à un algorithme p-normal (f ) .  n 
1 O k O (xn) E dom T : fn(xO,...,xn+P) = (fn(x ,-*.,x n+p) , . . . , fn (X , . . . , xn+p) ) . 

i 
Où Y n E N, Y i i E l ,  ..., k) : f est une fonction den( 

n+p+ 1 
à valeurs dans M. 

n 

On dit que T est une transformation p-normale à k réponses rationnelles ssi 

i Y n E N ,  fiT i E ( 1 ,  ..., k}, f est une fraction rationnelle des variables 
n 



r k 
On note par Norm @, IK ) l'ensemble des transformations p-normales à k réponses 

P 

rationnelles. 

On définit de la même façon : les transformations à p mémoires, à k réponses 

k rationnelles et on note par '~érn~@, K ) leur ensemble. 
P 

5 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES LINEAIRES 

Soit E un espace vectoriel. 

Soient p E N, k r Il* ; T une transformation à k réponses associée à un 

algorithme p-normal (f ) .  
n 

On dit que T est une transformation p-normale à k réponses linéaires ssi 

n+p+ 1 ff n E IN : f est une application linéaire de E k 
n dans E . 

-r 1 k On note Norm (E, E ) l'ensemble des transformations p-normales à k réponses 
P 

linéaires. 

De façon analogue, on définit les transformations à p mémoires, à k réponses 

-c e k linéaires et on note Mém (E, E ) leur ensemble. 
P 

5 - TRANSFORMATIONS DE K SUITES ET ALGORITHMES POUR K SUITES 

Soient k E N* ; E un ensemble. 

- On appelle transformation de k suites de (EklN à valeurs dans ? toute 
transformation de suites de (EklPI à valeurs dans 8. 

- On appelle algorithme pour k suites de (Eklrn à valeurs dans % tout algo- 
rithme pour suites de (EklN à valeurs dans ?. 
- Quand une transformation de k suites est p-normale (p E N) (resp. à p mémoires 

* 
(p E N  ) )  on dira que c'est une transformation de k suites p-normale (resp. 

a p mémoires). 



1 1  

7 - TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DE K SUITES 

Soient k E N* ; K un corps. 

Soient p E N ; T une transformation de k suites de CKklN 3 valeurs dans K 
IN 

N 
associée à un algorithme (fn) p-normal de CLKklN à valeurs dans W. . 

n O O n+P 
Si V (A1, ..., $) E dom T : £,((A1 ,..., Ak), ..., (A;+' ,..., Ak ) )  est une 

O O 1 An+P An+P 
fraction rationnelle des variables Al, ..., Ak, Al, ..., 1 '"" k ' 

Alors on dira que T est une transformation rationnelle, p-normale de k suites. 

On note par T~ormr (lKk, X) 1' ensemble des transformations rationnelles p-normales 
P 

N 
de k suites de (Kk)IN à valeurs dans M . 
On définit de façon analogue, les transformations rationnelles à p mémoires 

de k suites, et on note par T~émr CKk, X) leur ensemble. 
P 

8 - TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE K SUITES 

* 
Soient k E N ; E un espace vectoriel. 

Soient p E l ; T une transformation de k suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans F?, 

associée à un algorithme (f ) p-normal de (JZk)IN à valeurs dans p. n 
k n+p+l 

Si ff n E N  : f est une application linéaire de (E ) dans E alors, on 
n 

dira que T est une transformation linéaire, p-normale de k suites. 

7 k On note par Norm (E , E) l'ensemble des transformations linéaires p-normales 
P 

de k suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans p. 
De la même façon, on définit les transformations linéaires à p mémoires 

T de k suites et on note Mérne(Ek, E)  leur ensemble. 
P 

9 - COMPOSITION DE TRANSFORMATIONS A K REPONSES ET DE TRANSFOWATIONS 

DE K SUITES 

k 
Soient TI E Trans(E, E ) ,  T E ~ r a n s ( ~ ~ ,  E) avec Im T c dom T2 où 2 1 

Im Tl = {T~(X~) / (xn) t dom T]}. 



Définition 

On appelle transformation composée de T et T2, la transformation de suites 
1 

notée T O TI ayant pour domaine dom TI, définie par Y (xn) r dom T 2 1 '  

T2 O TI (xn) = T2(TI(xn)). 

Prt0pfLLé;té 2 

k k 1 )  S4 TI r Alg(E, E ) T2 r Alg(E , E) &oh6 T2 O Tl r Alg(E, E). 

2) S o i e n t  p, q E N. 

k T k T . S i  Tl r '~orm (E,E ), T2 r Norm (E ,E) d 0 U  T2 0 Tl r R0x-m (EyE). 
P q P+9 

T k r 
) ,  T2 s Normr(E ,E) &OU T2 O Tl r '~orm (E,E). 

9 P+9 
k ) ,  T2 E T~orm (E ,E) d o U  T2 o TI r '~orm' (E,E). 

P q P+q 

3 )  Soierzx p, q E N*. 

T k T k T . S i  TI r Mérn (E,E ) ,  T2 e Mérn (E ,E) d 0 U  T2 O Tl r Mérn 
P q p+q-] (E.E) . 

k k . S i  Tl E '~ém' (E, E ) , T2 r '~érn~ (E , E)   OU T2 O Tl r T~émr 
q p+q- * (E'E) e k  l k  

P q 
' ' (E,E). . S i  TI r T ~ é m  (E ,E ) , T2 r T ~ é m  (E , E) d c i i s  T2 O TI r Mérn 

p+q-l 

Vérifions le premier point de 3). 

Soient T T k 
1 Mérn (E,E ) ,  T2 r '~ém ( E ~ ,  E) telles que Im Tl c dom T 

P q 2 ' 
k T 

Il existe M = (f ) r Mérn (E, E ), N = (gn) E Mérn (Ek, E) tels que TI = M y  n - P 9 

Soit (xn) c dom Tl. 

n 
T~ (xn) = (A:, . . . , A ) avec : k 

O O 
Posons : tn = gn((Aly ..., Ak), ..., (A;, ..., ) si n < q. 

tn = gn ( (Al n-q+ 1 - - - - ,  , . (A], n ..., ) si n 2 q-1. 

Supposons p < q. 

On considère l'algorithme H = (hn) E Mém (E, E) ayant pour domaine 
p+q-l 

dom T ; H appliqué B une suite (xn) r dom T fonctionne de la manière suivante : 
1 1 



O n n 
En remplaçant fn(x , . . . , x ) par (A1, . . . , <) si n < p et 

fn (x"-~+ l , . . . , x n ) par (A1, n . . . , ) si n 2 p-1, nous obtiendrons 

O n n n- (p+q- 1 ) + 1 n n 
hn(x , . . . , x ) = t si n < p+q-1 et h (x , . . ,X ) = t si n 1 p+q-1. 

n 
T 

Soit H la transformation de suites associée à l'algorithme H. 

T T T n n n 
Nous avons dom H = dorn(T O T1)et id (xn) s dom H : H(x ) = T 2  0 TJ(x ) = (f ) 2 

par conséquent L~ = T O T E ' ~ é m  2 1 p+q- 1 (E, El. 

Pour le cas p r q, la démonstration est analogue à la démonstration précédente. 

l), 2) sont évidentes. 

Remarque 

Soient T T E Trans(E, E) telles que Im T c dom T 1' 2 1 2 ' 

Il se peut que T O T soit p-normale (p s N) sans qu'il existe r E { O ,  ..., pl 2 1 

tel que T est r-normale, T2 est (p-r)-normale. 1 

Exemple 

Soient T . 8 -+ E' , T~ : E' -+ 8 
1 '  

(Xn) - (x2") n Ln121 (xn> + (yn) avec y = x 

Cn/23 : partie entière de 1112. 

n 
Tî O T (xn) = (x ), par conséquent T O T est normale, nous avons 

1 2 1 
T T E Norm(E,E), T n'est pas normale. 

2 1 



ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 

DE K SUITES 



INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous introduisons au paragraphe 1 deux définitions d'accé- 

lération de la convergence pour les transformations de k suites "accélération 

totale", "accélération partielle". 

Au paragraphe 2, nous donnons une condition suffisante de la non accélérabi- 

lité d'une famille de suites par une transformation de k suites. 

La condition présentée ici est moins forte que la condition de rémanence 

restreinte et plus forte que la condition de rémanence C73, C141, 1151. 

Aux paragraphes 3, 4 nous étudions deux transformations de 2 suites. 

NOTATIONS 

E : espace métrique dont la distance sera notée d. 

E? : ensemble des suites infinies d'éléments de E. 

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E. 

n 
~onv*(~) = {(xn) c Conv(E) 1 3 no, V n 2 n : x # lim xn). 

O 

* 
Soit (xn) c Conv (E), nous notons : 

~ t i ~ ( x ~ )  = {(x i(n)) Conv(E) 1 V n : i(n+l) = i(n) ou i(n+l) = i(n)+l 

* 
Soit k E IN , nous notons : 

* n n k n 
Convk(E) = {(x ],..., x ) E Conv(E ) 1 3 n V n>n 3 ic{l, ..., k] : xr#lim x.}. 

k O y O y 1 - n n k n 
Convk(E) = {(x l,...,~ ) E Conv(E ) 1 lim x; = 

k 
. . . = lim xk) 

- * - * 
Convk(E) = Convk ( E )  n Convk (E) . 



Soient S . . . , Sk Conv (E) , nous notons ; 
1 y 

n n - 
S1 : ... . 

' Sk = {(xl, .... xk) Convk(~) l Y i r 1 .  ..., kl : (xr) r si} 

1 - ACCELERATION TOTALE, ACCELERATION PARTIELLE, DEVINATION 

n n - 
Soient (x ) c Conv(E), (Al, ..., $) c Convk(E), lirn xn = lirn A;= ...= lirn = x. 

n n - Nous dirons que (x ) accélére totalement (A . . . , <) ssi 1 y 

Y E > 0, 3 n Y n 2 n : d(xn, x) < E min d(A;, x). 
0 y O lrjsk 

n n - Nous dirons que (x ) accélére partiellement (A . . . , $) ssi 1 
n n 3 i E (1, ..., k} tel q u e Y ~  > 0, 3 no, Y n 2 n : d(x , x) c E~(A , x). O O i 

O 

n n n n - Nous dirons que (x ) devine (Al, ..., At) ssi 3 no, Y n Z n : x = x. 
O 

Soit S c ?onv,(~). 

- Nous dirons que S est totalement (resp. partiellement) accélérable ssi 
il existe une transformation normale T de k suites telle que : 

n n n n 
4 (A1, ..., Ak) E S : T(Al, ..., A-) accélére totalement (resp. partiellement) h 

- Nous dirons que S est devinable ssi il existe une transformation normale 
n 

T de k suites telle que Y (An .... <) c S : T(A~, ..., Ak) devine (A n 1 1,*..y4). 

Notations 

Dans toute la suite, on désigne parlPS i r (1, ..., k) la transformation IoY O 

n 
de k suites qui à (An . . . , $1 c ( E ~ ) ~  fait correspondre (A. ) .  1 1 

O 

k N 
Soit S c (E ) , nous notons par 

pi (SI = {(B") c P 1 3 (A;, ..., r S, Y n : B~ = A? 
O 

1 
O 

1.1 - Propriétés des famil les devinables 



S i  3 io c Il, ..., k} t e l  que si es t  devinable a l o u  sI : ........ . 
O 

sk 

es t  devinable. 

1 )  S i  3 i E I 1, . . . , k} t e l  que Pi (s) es t  devinable a l o u  S es t  devinable. 
O 

O 

2 )  LotLaclue K r 2, il ae peut que s aoiA devinable ct q u ' i l  e x h t e  

i E { 1, . . . , k} t e l  que pi (S) a o L t  non devinable. 
O 

O 

Preuve 

1) Résulte du fait que S c IP1 (S) : ... : IP (S) et de la propriété 1. 
k 

2) Prenons E = IR, k = 2. 

Soit A cIR, nous notons Conv (iR) l'ensemble des suites convergentes dont les 
A 

limites appartiennent à A. 

1 * 
Soiten B = ! (O) 1 x Conv (R), Bi = { (y) x Conv (IR), i e B . 

O (0) 1 {TI 
Nous avons : 

00 

S = u B. est devinable par IP 
1 

i=o 
1 ' 

P2 ( S )  = ~onv{P) 1 est non devinable, car est une famille , . . . ,- . . .) 
n ' 

rémanente. 

Soient  S c Eonvk(E) ; i c { 1, . . . , k} 
O 

s i  : 
il S Q ~ R  devinable 

ü) poun t ou t e  nii*te (B~) c ]Pi (S), il eu*n.te une et une 6eule nu i t e  
O 

(A:, ..., $) c s véhid*an,t : A: = B~ pou4 t o u t  n E B. 
O 

A l o h a  P .  (S) ut devinable. 
1 
O 



Preuve 

D'après i), il existe un algorithme normal (f ) de k suites tel que n 
O O n n n 

+J (A;, ..., <) r S : f ((A,,...,Ak) ,... ,(A; ,..., A ) )  devine (Al,...,A ) .  
n k k 

Considérons l'algorithme normal (g ) pour suites, défini de la façon suivante : 
n 

O n O n n Y (gn) c Pi (S) : gn(B , . . . B ) = fn((A:. . . . ,B ,.. . ,<) ,.. . , (A;, . . . ,B ,.. . ,Ak)) 
O 

où (A) , . . . , (A;) sont données par ii). 

Les fonctions g ne sont pas définies ailleurs. 
n 

D'après ii) l'algorithme (g ) est bien défini. 
n 

n La transformation T associée à (g ) vérifie bien : V (Bn) E Pi (S), :-(B ) 
n 

O 

devine (Bn). 

Notation 

Soit S c Conv(E), dans toute la suite nous désignons par 5 l'ensemble des 
n n k n suites (x , . .. , x ) E Conv(E ) avec (x ) E S. 

S o i t  S c Conv (E) . 
s ut devilzuble <=> eat dev inable .  

P4ophiété 5 

1 ) Eonvk(~) ut devinable <=> Conv(E) ut devinabte .  

2) o n  ut devinable  <=> ~onv* (E) ut devinable.  

Preuve 

1) =>l 

Supposons Conv (E) est devinable. k 

Comme Conv(E) c convk(~), il en résulte que Conv(E) est devinable par suite 

d'après la propriété 4, Conv(E) est devinable. 

<=] 

Supposons Conv(E) est devinable. 



Comme Conv (E) = Conv(E) : . . . : Conv(E), il en résulte d'après la 
k 

propriété 1 que Conv (E) est devinable. 
k 

2) Le raisonnement est analogue au raisonnement précédent. 

1.2 - Propriétés des familles accélérables 

Ptrupu~LtLvn 7 - 

Sk 
S o i e n t S l ,  ..., cConv(E),S=Sl : . . .  : Skf@. 
i) S i  3 i c il, ..., kl Xel que si ut accélé&able a l o m  S u Z  pah2 ie f l~ ) i e i z t  

O 
O 

accé lé tab le .  

L i )  Lotraque k 2 2, il ae peu2 que S a 0 i - t  XvMemenX accélétrable Q a m  q u ' i l  

e w h t e  io c { 1, . . . , k} t e l  que Si 60i-t accéléhable.  
O 

Preuve 

1) Evidente. 

2) E =IR,  k = 2. 

n n 
Soient S = {(x ) c ConvOR) 1 Y n, O s x 1 

n+l 5 x  2 1 )  ; 

n n+l s2 = i (xn) E ~ o n v m )  1 v n -1 5 x c x s O > .  

S1, S sont rémanentes C71, cependant S : S est totalement accélérable par 
2 1 2 

n n la transformation de 2 suites qui à (Al, A2) c S1 : S fait correspondre 
2 

la suite (O). 

PtropfiXété 6 

S u a  S c Conv (E) . 
s ut accé lé tab le  <=> S ut tozk lement  accélé&able <=> ut pazltieflemeizt 

accélé.table.  



i )  S i  3 io E { l  , . . . , k} -tel que Pi (S) e6-t accél&able a l o u  s ut p u e l -  
O 

lement accélé table .  

,) fouque  k 2 2, il be peux que s aoLt to&lemen;t accéléirable 4am q u ' i l  

e x h t e  io a 1 ,  . . . , k} t e l  que Pi (s) boiX accél&able. 
O k 

Preuve 

i) Résulte de la partie i) de la proposition 1 et du fait que 

S est totalement accélérable par la transformation de 2 suites qui à 

n n A~+A" 
(Al, A2) E S fait correspondre (- 2, 2 

1 1 PI (S) (resp. P2 (S)) contient Eti(-) (resp. Eti (--)) par conséquent 
n+ l n+ 1 

IP (S), IP (S) ne sont pas accélérables. 1 2 

iii) évidente. 

Soient k E N* ; S c Convk(E). 

Nous dirons que S est k-rémanente ssi S vérifie la condition suivante 

(appelée k-rémanence) . 

a )  i l  e x h t e  une 4uh;te (A") E ~onv* (E) . 
b )  i l  e u t e  (ATy0, . . ., A:'O), . . . , . . . , qi) , . . . taes que : 



cl Pou& tou t e  a&e d.thictement mo&dante d '  entieza (mi) on a : 

0 )  Pour, l ' e n t i e h  m o ,  il e x h t e  i l  ( m o l ,  ..., i k ( m o )  r i 1 ,  .... k} que 

1 )  Pour, l t e r z t i e i  m l ,  *C e x h t e  i l ( m l ) ,  .... i (m r i l ,  .... k inta que 
k 1  

, . . . .  Y k ' l )  E S V Ù  

i) Pour, l t e ~ z t i e i  mi,  il exAinte i l  ( m i ) ,  .... i (m. r { 1 ,  .... k} que k 1 



Remarque 

S est 1-rémanente <=> S est rémanente au sens restreint. 

ThéohPrne 7 

S u a  s c ?onvk (E) . 
1 )  Si S u-t rrémanente au h e m  rre~fied d o m  S ut k-rrémanente. 

2 )  Si S u-t k-hémanente d04b S UR: rrérnanente. 

3) SA. S ent khanevLte au h e m  g é n h d  alou V i E i l ,  ..., k), B.(S) u-t 
1 

hEmarzen2e au a e G  gén&d. 

4 )  Si s ait hémancnte au h e a  génékal alorrb S n'ut p u  pmfieRemertt 

accéli5table. 

Pour les notions de : rémanence, rémanence restreinte, rémanence généralisée 

consulter r71, C141, l-151. 

Preuve du théorème 1 

. 11, 2 ) ,  3) sont évidentes. 

.4) soit S c Eonvk(~), S rémanente au sens général. 

Supposons que S est partiellement accélérable, il existe un algorithme 

n n normal (f ) pour k suites tel que V (Aly ..., Ak) E S : 
n 

O 
f,((~, , . . . , ) , . . . , (A;, . . . , $1) accélère (An i y  . . . ,  $1. 

k IN 
Considérons l'algorithme (g ) pour suites de (EklN à valeurs dans (E ) n 

défini de la fason suivante : V (A;, ..., $1 E S : 

O O n n 
gn((Al, . - . y  Ak), ..., A ..., $)) = (t , ..., t ) avec 

k Munissons E de la distance D définie par : 
O 

Y x = (xl, . . . ,  xkIY Y = (yI. . . . y  yk) t E~ : ~ ~ ( x ,  y) = max d(xj, yj). 
l l j l k  n 

Comme (tn) accélère partiellement (A , . . . , ) , il est bien évident que 
n (tn, . . . , tn) converge plus vite que (A] , . . . . 1 p ar conséquent S est 

accélérable, contradiction. 



Remarques 

1) Dans la preuve de 4), nous avons utilisé la distance D nous pouvons 
O ' 

également prendre une distance quelconque équivalente à D . 
O 

2) La réciproque de 3) n'est pas vraie en général, en effet l'exemple pris 

dans la démonstration de la partie ii) de la proposition 2, vérifie : S est 

non rémanente au sens général, cependantlP1(S),P2(S) sont rémanentes au sens 

général. 

3 - PROCEDE E 
2 ,2  

n 
Le terme général E de la suite obtenue, en appliquant E à (A;, A;) c OR2)m 

2,2 2,2 

est donné par : 

sinon 

Ce procédé a été en même temps obtenu par C. BREZINSKI  C41 comme transformation 

composite de 2 transformations de suites. 

Remarques 

I) €2,2 
est une transformation 1-normale de 2 suites. 

n n 
2) soit (A;, A;) c ( R ~ ) ~  avec A A ~  + AA? pour tout n e N, nous avons : 

n n+l) 
3) les quantités obtenues en appliquant E à une suite (A , A 

292 
2 n 

vérifiant Y n:A A # O, sont les quantités obtenues en appliquant le A 2 

d'aitken à (An) . 
n 

4) Lorsque A A ~  # AA;, E est la valeur en O de la droite passant par 
2,2 

n+l n+l n+l 
A - A )  A ,  A -Al ),A 1 ) ,  par conséquent il est possible d'introduire 

plusieurs généralisations du procédé E 2,2' 



En prenant (A"-A") comme suite auxiliaire (resp. (A;) comme suite initiale) 2 1 

dans l'extrapolation de Richardson Cl1 nous obtiendrons d'autres transformations 

de 2 suites. 

Théotèrne 2 

n n 
SOAX ( A ,  A;) E Conv2 OR) , iim = iim A? = a. 

AA; 
Si 3 a, B c Ry ci < 1 < B, 3 no, n > n : - 4 Ta, 81 alors E 

O 
+ a. 

A A; n-tco 

La démonstration découle immédiatement de l'expression suivante : 

n n A; - A; 
E 
292 

= Al - pour n 2 n . 
A A: O 

n n n n 
SuiZ (Al, A2) Conv2@), lim Al = lim A2 = a. 

- - 
II  

A2 - a AA; n n 
Si lim = l i m - = X # l a & o t ~ ~ ~  -a=o(Al-a). 

A; - a 2,2 

Preuve 

A; - a 
- 1 

cn 
292 

- a A; - a 
= 1 -  

A; - a AA; - -  1 
A A ~  

A; - a A A; cn - a 
Comme lim = lim - = X # 1 ,  il en résulte 292 -+ O 

Al - a A A; A; - a n* 

Remarque 

Si X + O alors E" accélère totalement (A;, A;). 
2,2 



ThéotrPme 4 

2 N Soient a E R, (A;, A:) s OR ) . 
- Si 3 no, Y n 2 n : A; # A;, A A ~ # A A ~  a l u u  (3 n1 2 n Y n L n : c2,* - a) <=> O O y 1 

(3 n1 2 n 3 al, a2 'IR, a + ci2 # O, Y n 2 n : a (An-a) + a2(A;-a) = O). 0 ' 1 1 1 1  

La démonstration découle immédiatement de l'expression suivante : 

Les résultats des théorèmes 2, 3, 4 ont été également trouvés par 

C. BREZINSKI C41. 

3.1 - Calcul de l a  racine carrée  d'un nombre réel a O à 1 ' a ide  du procédé E 
2,2 

Soit a c IR: 

Considérons la suite (An An) définie par : 1' 2 

1 A; point de départ 

* 
A' est tel que A' s IR+, > a. 1 1 

On vérifie que Y n r N : A; < < & < < 
2 

. La suite (An An) est convergente vers (a, A). 
m 

1' 2 

n AS - & 
Comme (A )est strictement décroissante, il en résulte 

1 -t -1  (**) 
A; - &i n->m 



n 
D'après l e  théorème 2  e t  l a  r e l a t i o n  (*), on a  E + & e t  d ' ap rè s  l e  

2 ,2 
n  théorème 3 e t  l e s  r e l a t i o n s  (*), (**) on a  E - & = O(A; - &), 
2,2 

En 
2 ,2 

- & = o(A2 - &). 

n 
l a  s u i t e  E e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  

2 , 2  

6 )  Ehhai wmetUque ------------ -- 

Calcul  de = 3.60555127546399 

O En prenant  A = 9 dans ( l ) ,  nous obtenons l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 
1 

3.2 - Résolution de f ( x )  = O 

S o i t  f ( x )  = 0,  une équat ion  non l i n é a i r e  où f  e s t  une fonc t ion  d e n i  à 

v a l e u r s  dans ni. 

O n+l 
E tan t  donnée une s u i t e  (xn) générée par  un procédé i t é r a t i f  0, (x , x = @(xn))  

t e l l e  que : 

* * 
1)  xn + x avec f ( x  ) = O 

1 * 
2) @ e s t  de c l a s s e  C dans un vois inage  de  x.. 

3) @'(x*) # 1 ,  I@' (x  11 1 .  

n 2  N 
Considérons l a  s u i t e  (A A;) E (IR ) d é f i n i e  pa r  : 1 ' 

n 
A; = x , ~  n  



n La suite (An A ) vérifie les conditions des théorèmes 2, 3 par conséquent 1' 2 

3.3 - Accélération des su i tes  à convergence periodico-linéaire 

D é ~ i r G L i a i . 2  

n Soie& k E w*, (xn) E C o d ) ,  lirn x = x. 

On éLt que (xn) ut à convehgence pé4iodico-finé-e de p&iode k s s i  il 

k- 1 k k- 1 ex*nXe (BO, . . . , E ) t IR , BO, . . . , B c {O, 11  te^ que : 

i)  / B O  ... fik-'l < I 

X 
nk+ 1 - X X - X 1 X nk+k - nk+2 

Li) lim = BO, lim = B , .... , lim - nk 
- 

nk+ 1 nk+k- 1 
X - x  X - X X - X 

O n Les nombres réels B , . . . , Bk-' sont appelés les rapports de (x ) .  

Pour plus de détail sur les suites à convergence périodico-linéaire 

consulter [ J I ,  C131. 

Pour la démonstration de la proposition 3, voir r 7 1 .  

Soit (xn) E ConvCR) de limite x, à convergence périodico-linéaire de 

O 1 k- 1 
période k et de rapports B , B , ..., B . 
Considérons la suite (An An) définie par : 

1 '  2 
n A:=. , y n € ~ .  



n Le terme général E de la suite E (An, A;) est donné par : 
2,2 2,2 1 

Soit n r k 

- 1 n-k 
X - X 

sinon 

n-k 
X - X 

n+ 1 
X La suite ( -X) étant pseudo-périodique de période k, par conséquent n 
X -x 

AA; A ~ - x  n 
lim - = lim - , par suite d'après la proposition 3, on a 

4 n 
A -x 1 

4 A';-. k-1 -1 lim-= lim- = (8' ..... B ) # 1 ,  par conséquent d'après le 
A A; A;-. 

n théorème 3, E 
2,2 

- x = o(xn-x). 

Remaraue 

L'accélération d'une suite à convergence périodico-linéaire à l'aide du 

procédé E 
2'2' nécessite la connaissance de sa période, ce qui rend difficile 

l'utilisation de E 
2,2' 

cependant en utilisant la technique C71 qui consiste 

à combiner les transformations de suites accélérant les suites à convergence 

périodico-linéaire et les algorithmes de détermination de la période 171, on 

construit des algorithmes permettant l'accélération des suites à convergence 

périodico-linéaire à l'aide du procédé E 
2,2' 



4 - PROCEDE T, , 

n 
Le terme général T de la suite obtenue, en appliquant T à une suite 

1,2 1,2 
2 N 

(A;, A:) e (R ) est donné par : 

sinon. 

Remarques 

1) T ],~(A~,A~) = T~,~(A", A n+l) = ( E ~ )  n où (E n 2 ) est la suite obtenue en 

appliquant le a2 d'aitken à (An). 

2 n 
2) Lorsque A A # O, la quantité Tn est la valeur en O de la droite 1 1,2 

n n n+l n+l 
passant par (AA], A2), (AA1 , A2 ) ,  par conséquent il est possible d'into- 

duire plusieurs généralisations du procédé T 
1,2' 

n 
En prenant (AAl) (resp. (A:)) comme suite auxiliaire (resp. comme suite 

initiale) dans l'extrapolation de richardson, nous obtiendrons d'autres 

transformations de 2 suites. 

n n n n 
Soit (Al, A2) c conv2(R), lim Al = lim A2 = a. 

Une conséquence immédiate des théorèmes 5, 6 est la proposition suivante : 

A;+l - a A;+] - a 
Si lim = lim = A # 1 a l o u  

A: - a A: - a 



(A", A;) convehge v u 4  a p h 4  v d e  que <A;>. 
T ~ , 2  1 

(A", A;) convenge vens a p h  v a e  pue (A;) "' T1.2 2 

Les résultats de la proposition 4, s'appliquent à de nombreuses méthodes 

de résolution de l'équation non linéaire f (x) = O où f est une fonction 

de R à valeurs dansni. C11, C51, C181, C191. 

Essai numériaue 

-x Soit à résoudre l'équation x - e = O à l'aide de la méthode de Newton. 

On pose : 

TA? = O 

n 
lim A; = lim A2 = 0.567143290409784 

n n 
Soit ( ~ 1 , ~ )  = Tl ,2(Al, AZ), nous avons les résultats suivants 

2 N Soient a r a ,  (A;, A;) É ûR 1 

n 
Pour la preuve de "<=", la condition AA # O n'est pas nécessaire. 

1 



CHAPITRE III 

CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE F I N I  

DE TEANSFORMATIONS DE S U I T E S  



INTRODUCTION 

On suppose données S ..., S (resp. Al, ..., %) k familles de suites 1 ' k 

@esp. k transformations de suites) telles que chaque famille de suites S. 
1 

est accélérée par la transformation de suites A.. 
k 

Une question se pose : Est-il possible d'accélérer u S.? 
1 i= 1 

La réponse à cette question est négative en général C71, cependant il est 
k 

parfois possible d'accélérer u S en utilisant la technique de sélection 
i= 1 i 

automatique entre A ..., Ak, proposée par J.F. DELPHAYE r91. 
1 ' 

Au paragraphe 1 ,  nous étudions des transformations particulières de k sui- 

tes dites méthodes de sélection entre k suites, qui vont nous servir pour 

la construction des transformations de suites destinées à l'accélération 
k 

de u S.. 
1 

i= 1 
Au paragraphe 2, nous rappelons les coefficients de décompte introduits dans 

[ 9 3  et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte. 

Au paragraphe 3, nous étudions des méthodes de sélection basées sur les 

coefficients de décompte du paragraphe 2. 

Le paragraphe 4 est consacré à des définitions que nous utiliserons ensuite. 

Au paragraphe 5, nous étudions des méthodes de choix automatique entre 

transformations de suites basées sur le calcul du diamètre de l'ensemble 

constitué par les q (q E IN, q 2 2) dernières réponses de chacune des trans- 

formations en compétition et nous présentons de nouveaux résultats pour 

les méthodes de sélection introduites dans Cg]. 

Au paragraphe 6, nous étudions des méthodes de sélection entre transformations 

de suites, utilisant les termes de la suite à transformer. 
k 

Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de u S. 
k 

1 i= 1 
sont faciles à vérifier que les conditions d'accélération de u S. par les 

1 i= 1 
méthodes de sélection proposées au paragraphe 5. 

Au paragraphe 7, nous étudions des méthodes de sélection basées sur la 

pondération des distances entre les réponses consécutives des transformations 



en compétition. 

Ces méthodes de sélection, généralisent en un sens certaines méthodes de 

sélection du paragraphe 5. 

Au paragraphe 8, nous étudions des méthodes de sélection entre transfor- 

mations de suites, basées sur la pondération des distances entre les 

réponses consécutives de la suite à transformer et des transformations en 

compétition. 

Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de , 

k k 
u S. sont faciles à satisfaire que les conditions d'accélération de u S 

1 i= 1 i= 1 i 

par les méthodes de sélection du paragraphe 7. 

Nous terminons ce chapitre par l'étude, au paragraphe 9, des méthodes 

de sélection, basées sur la génération d'une suite d'ensembles de réponses 

privilégiées. 



NOTATIONS 

* a+ = {X E R  1 x > O}. 

Soient K E N* ; E, F 2 ensembles. On note par : 

Card E : le cardinal de E 

: l'ensemble des suites infinies délérnents de E 

Conv(E) : l'ensemble des suites convergentes de E 

~onv**(~) = {(x ) t Conv(E) 1 3 no, V n 2 n : x 
n O n ' Xn+ll* 

E~ : le produit cartésien E x ... x E .  
V 
k fois - k 

Convk (E) = { ( A ,  . . . , <) E C onv (E ) 1 lim A; = . . . = lim $1 

f : E -t F : fonction de E dans F. 

dom f : le domaine de définition de f 

Lorsque E est muni d'une distance d. On désigne par : 

E' :'l'ensemble des points d'accumulation de E ; 

Soient A c E, x E E, on note 2ar : 



1 - METHODES DE SELECTION ENTRE K SUITES 
* 

Soit E un ensemble non vide, k E N . 

1.0 - Dé f i n i t i on  

Une .t i ianbdomation S de k s u i t e s ,  ( s E ~ r a n s  ( E ~ ,  E) ûAX di-te méthode 

n de sé8ecaon e m e  k sui.tes d6- i  I A . . . , Ak) .C dom S : 

s (A:, . . . , $1 = (An) avec An E {A:, . . . , $1 ~ A Y L  XOUZ n E IN. 

T On note par Sélec (Ky E) l'ensemble des méthodes de sélection entre k 

suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans 8 

Exemple 1 
IP 
i - >  8 ; i c { I ,  ..., k}. (El - 

k N  Lesméthodes de sélection lP i E (1, . . . , k) ont pour domaine (E ) . i ' 

Exemple 2 

* 
a l >  ... 7 Oq E R +  

q 
Soient ( E ,  d) espace métrique ; q E IN , avec 1 a. = 1. 

1 i= 1 n n 
La transformation de k suites qui à (A .. . , Ak) c ( E ~ ) ~ ,  fait correspondre 

1 ' 
la suite (An ) où i(n) = 1 si n < q-1 et i(n) est le plus petit indice de 

i (4 
(1, ..., k) vérifiant : 
q n-j n-j+l q 
1 cij d(Ai(n), A i (n) ) = Ifin ( 1 aj (p-j L , A;-j + 1 1) ; si n 2 q, est 
j = 1 lslsk j=l 

k N 
une méthode de sélection entre k suites ayant pour domaine (E ) . 

1 . 2  - A t g o L t h m u  de s é l e c t i o n  enahe k ~ u i t e ~  -- .................................... 

Définitions 

. Un algorithme A pour k suites, ( A  c A ~ ~ ( E ~ ,  E) j est dit algorithme 

de sélection entre k suites ssi la transformation de k suites associée 



est une méthode de sélection entre K suites. 

. La transformation de K suites associée à un algorithme de sélection 

entre K suites est dite méthode algorithmique de sélection entre K suites. 

On note par : 

ALGséiec 
(K, E) : l'ensemble des algorithmes de sélection entre K suites de 

(EKIN à valeurs dans 8. 
T 

ALGsélec 
(K, E) : l'ensemble des méthodes algorithmiques de sélection entre 

K suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans p. 

1.2.0 - Algorithmes normaux d e  sé lec t ion  entre  K s u i t e s  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. Un algorithme de sélection entre K suites est dit normal ssi la transfor- 
mation de K suites associée est une transformation normale de K suites. 

. La transformation de K suites associée à un algorithme normal de sélection 

entre K suites est dite méthode normale de sélection entre K suites. 

On note par : 

Norm (K, E) : l'ensemble des algorithmes normaux de sélection entre K sélec 

suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans 8. 
L 
Norm (K, E) : l'ensemble des méthodes normales de sélection entre K 

sélec 

suites de (EK)IN à valeurs dans p. 

T KIN i r d  T E Norm (K, E) : dom T = SI = CV (x,) r (E ) , (Y i E IN, 3 (x,) E S) 
sélec 

i i 
x ,  . . . , x.) = (x0, . . . , Xi)) => (xn) ' SI. 

1 

T K k IN i 
13 T r Alg(E , E) : dom T = SI <=> [Y (x,) E (E ) , (Y i rhl, 3 (x,) E S : 

i i 
x ,  ..., Xi) = (xo, ..., X.)) => (x) € SI. 

1 1 n 



Pour la démonstration du lemme 1 consulter (C73, page 17) où la démonstration 

a été faite dans un cadre plus général. 

Preuve de la proposition 1 

T T =>l résulte du fait que N o m  sélec (K, E) c ~1~ ( E ~ ,  E) et du i m e  1 .  

<=] 
Considérons la transformation T c Trans ( E ~ ,  E) , associée à l'algorithme 

normal (f ) pour K suites défini de la façon suivante : 
n 

n O O n n 
V (A;, ..., Ak) c S : fn((Aly . . o .  Ak), . . * ,  (A;, * . . Y  Ak)) = A Pour tout 

1 

n E N  ; les fonctions f n ciN ne sont pas définies ailleurs. 
n 

Montrons que dom T = S. 

Par définition du domaine de T, nous avons : S c dom T. 

n 
Soit (A;, ..., Ak) c dom T. 

n n 
O O O O 

Soit n E N ,  nous avons ((A1, ..., Ak), ..., (Al , ..., Ak ) )  E dom f 
O n 

ny no n, n O 

par suite il existe une suite (Al , . O) c S telle que 
n n O Y ~  O Y ~  

O no y no 
((A;, ..., $1, .-., (Al0, ..., %O)) = ((Al , ..., % O), * - - y  (Al y 

n 
03no 

n, i n, i n 
. . . Y  Ak ) ) .  La suite (A1, ..., <) vérifie : Y i E N, 3 (Al , . .. , % ) 

O O i O, i O i 
E S telle que ((Al, ..., Ak), ..., (A;, ..., Ak)) = ((Al , ..., ) ,  ..., 

i i . . . , ) )  par conséquent, A . . . , ) E S. 

Une conséquence immédiate de la proposition 1 et du lemme 1 est la propo- 

sition suivante : 

P&opoaLtion 2 

S o a  S c (EKlm, S # 0. 
T C l  T c Norm 

K 
(K,  E) : dom T = SI <=> C3 T c ' ~ 1 ~  (E , E) : dom T = SI 

sélec 



1.2.1 - ~lgor i thmes  a q mémoires de sélection entre k su i tes  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 

Soit q E IN . 
. Un algorithme A E ALGsélec(K, E) dont la transformation associée est une 

transformation à q mémoires de K suites est dit algorithme à q mémoires 

de sélection entre K suites. 

. La transormation de K suites associée à un algorithme à q mémoires de 

sélection entre K suites est dite méthode à q mémoires de sélection entre 

K suites. 

On note par : 

T Mérn (K, E) : l'ensemble des méthodes à q mémoires de sélection entre 
sélec q 

K N 
K suites de (E ) à valeurs dans p. 

soit s c ( E ~ ) ~ ,  s # 0. 
T KIN 
Mém (K, E) : dom T = SI <=> TV (xn) r (E ) , (V i E IN '' séiec q 

KIN Soi2 S c (E ) , S # 0 
K KIN [ 3  T c '~ém (E , E) : dom T = SI <=> [V (x,) E (E ) , (V i E N ,  

q 
i i i ? (X ) f S : (xi, ..., X 
n i+q- 1 = (xi, ..., x i+q-1 1) => (xn) E SI. 

Pour la démonstration du lemme 2 voir (r71, page 31). 

Preuve de la proposition 3 

=>l résulte du fait que 
T K 

T ~ é m  (K, E) c Mém (E , E). sélec q q 

<= 1 
Considérons l'algorithme (f ) à q mémoires de sélection entre K suites 

n 

défini de la manière suivante : 



n O 
Y (A;, ..., A ~ )  É s : ~A(A~, ..., , . ,  A . 1 )  = A n si n<q 

f n ((A;-~+I . . . q l y .  . . , A . . . , ) )  = A n si nrq-1 

Les fonctions f n E N ne sont pas définies ailleurs. n 

Soit T la méthode de sélection entre K suites associée à (f ). 
n 

On vérifie aisément que dom T = S. 

Une conséquence de la proposition 3 et du lemme 2 est la proposition 

suivante : 

T T K 
Mérn (K, E) : dom T = SI <=> C3 T É Mérn (E , E) : dom T = SI. r 3 T s s é i e c  q q 

P ~ o p c ~ ~ ~ o n  5 
* 

SOLCM;~: Ky q E N  y K 2 2. 

T 
' )  sélec q sélec (K, E) c sélec(K, E). 

T 'r K 
2 )  Normsélec (Ky E) c Norm(E , E). 

T 3) Norrn T 
(Ky E) = ~ o r m  (EK, E) <=> card E = 1 . sélec 

'r T Mérn (Ky E) = sélec (K, E) <=> card E = 1 . 4 ,  séiec q 

Preuve 

. 1) et 2) sont évidentes. 

i 
. 3) =>1.  Supposons card E > 1. Soient a i, a2 E E, al # a2. 

Considérons l'algorithme normal (f ) pour K suites, défini par : 
n 

O n n 
Y A ,  . (E~)~, fn((nl, ..., <), ..., ( A ~ ,  , A = a?. 

En prenant (A" . .. , <) E (EKIN, vérifiant : Y i E { l ,  ..., K), Y n É h', 
1 ' 

O O n A; = a nous aurons f ((A , . . . , A  )y...y(~;y...yAk))#al pour tout n a ,  par conséquen 
1 n 1 k 

(fn) n'est pas un algorithme normal de sélection entre K suites). 



<=] é v i d e n t e  

4) <=l é v i d e n t e  

=> ]  supposons c a r d  E > 1 .  

S o i e n t  a l ,  a 2  E E, a # a 2 .  1 

s o i t  T : ( ~ ~ 1 ~  -+ 8 
A ,  . .., <) -+ (A:(,)) où i ( n )  e s t  t e l  que : 

( j n  s i  n 2 q ,  avec  j e s t  l e  p l u s  p e t i t  i n d i c e  d e  i l ,  . . . , kj v é r i f i a n t  : 
n 

An-q = An-q+l - - ... = . 
J n  j n j n 

i ' 
T . Nous avons T E Mém (Ky E) e t  a pour  domaine S donné p a r  : 

s é l e c  q+l  

Nous a l l o n s  mont re r  que T 4 L ~ é m  (Ky E) . 
s é l e c  q 

Supposons que T E T ~ é m  (K, E )  . 
s é l e c  q 

n K I N  n 
S o i t  S '  = { ( A l ,  ..., $) e (E ) / f i n  2 q,  3 j d l ,  ..., k} : A?-'+'= ...= A . }  . 

n 
J n J n  

S'  # fl c a r  S c S ' .  

n, no n, n 
S o i e n t  (An ..., PX) E s ' ,  n E N. Considérons  l a  s u i t e  (Al ,..., q< O) r 1 ' O 

K I N  (E ) d é f i n i e  p a r  : 

O pour  t o u t  i E ( 1 ,  . . . , k} / Ai s i n r n  
n- n O 

n, no n, no 
La s u i t e  (A , . . . , q< ) E S c a r  3 K E i l ,  ..., K} t e l  que : 

n+! , n  O 
n, no 

4( =4(  
O pour t o u t  n E N ,  p a r  s u i t e  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  3 

O O 

on a (An . . . , $) E S,  p a r  conséquent  S' c S. (*) 
1 ' 

n 
Considérons  l a  s u i t e  (A . . . , <) E ( E ~ ) ~  dé£ i n i e  p a r  : 1 ' 

2q f o i s  q f o i s  2q £ o i s  



n (A~) = ... = ( 1  = (al, ..., al, a29 - - y  a2' a l ¶  - * Y  al, a2, - * . Y  a2, . o . )  

VVV--7/--- 

(q+l) fois (3q-1) fois 3q fois 3q fois 

n 
La suite (An . , g) r S' mais (A1. . . . , <) 4 S ce qui contredit (*). 1 y 

Par conséquent T Mém (Ky E) L sélec T 
sélec q+l Mém (Ky E) et d'après 1) on a 

T 
9 

T ~ é m  (Ky E). sélec(K, E) L sélec 
9 

1.3 - Algorithmes de décompte-sélection entre K suites 
On appelle algorithme de décompte-sélection entre K suites la donnée : 

1) de K suites de fonctions (fy)naJ, i c (1, ..., KI où 
n n+l f T n c N , f f i c { l ,  ..., K I :  f. : E  + R+. 
1 

n 2) de K suites d'applications (Ci)n,, i c { 1, . . . , K} où 
~ n c ~ ,  ~i r II, ..., k~ : c : :  10, i ~ ~ + ~ + ï ~ .  

n (CF) On note Par A = ((fi)i=l,K, i=I,K ) l'algorithme de décompte-sélection 

donné par l), 2). 

L'algorithme A = ((fn) i i-1, K' (c~)i=l,K ) appliqué 3 une suite (A n ]y - - - Y  AK) n 

c ( E ~ ) ~  fonctionne de la fagon suivante : 

n n 0 n 1 )  C d c u l m  p o u  X C J L L ~  i r 11, .... KI : t. = fi(Ai, ..., Ai). 
1 

2 )  Pou? Ruut i E ( 1 ,  ..., KI, ponet : 

n 
1 h i  ti = min tn 

I < j  SK j 

O ninon 
O 

3 )  C d c d e 4  B? 1 = c:(m(ti). ..., m(t:>> puut t o u t  i c 1 ,  ..., KI. 
4 )  POA e4 = 

i (n) 
avec i(n) M X  l e  p& pe,tLt i nd i ce  de 1 1, 2 ,  . . . , KI 

véki&ia~zt : 
n 

'i (n) = max 6;. 
1 ~j IK 



Le domaine de l'algorithme A = ( (fl)i=, (cn) i=l, ) est l'ensemble des 

n 
suites (A1, ..., $1 E ( E ~ ) ~  telles que : V i s 1 ,  ..., KI, V n s DJ 

O n n 
(Ai, ..., Ai) E dom f.. Nous notons par dom A : le domaine de l'algorithme A ,  et 

1 

T 
nous notons par A ,  la transformation de K suites qui à (A" . . . , $1 s dom A, 1 ' 
associe la suite (An 

i(n))* 

. Une transformation T de K suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans pour laquelle, 

T il existe un algorithme A de décompte-sélection tel que T = A est dite 

méthode de décompte-sélection entre K suites. 

T 
On note par D-S(K, E) : l'ensemble des méthodes de décompte-sélection entre 

K suites. 

Remarque 

T T . D-S(K, E) c Norm sélec (K, E) 

sait s c ( E ~ ) ~ ,  s + 0 
? C d  T E D-S(K, E) : dom T = SI <=> 

KIN c v  (A;, . . . , ) (E , (Y i r a ,  3 : (A;:;, ..., ~ ~ ~ ~ 1 ,  . . . ,  
K, 1 

n i . . . , q<lK) c S XeUeee, que : Y j s (1, . .. , K}, 
i . . 

O O, i n n 
(Aj, ..., A.) = (A ..., A!'?)) = (A1, . .., AK) E SI 

J j,j' J 3 J  

Preuve 

=>] 

T Soit T E D-S(K, E) : dom T = S. Il existe un algorithme A = ((fl)i_l,K, 

(cn> ) de décompte-sélection entre K suites tel que rA = T. i i=l,K 

Soit (A:, . . . , ) c (EKla telle que pour tout i s N ,  il existe K suites 

n, i 
(A;:;, . , , . . . , (Al ,K, . . . , A~") s s telles que (A' ... , A.) i = 

K, K j ' J 
O, i ,i , i 

(Aj,j, ..., .) pour tout j E (1, ..., KI. 
j 33 



i i Comme S = dom T, il en résulte que (A0 . .., A;) e dom f. pour tout 
j J J 

n 
j c il, ..., KI, par suite (Al, ..., ) c  dom.^ = S. 

Considérons l'algorithme A = ( (£y) i=l (c:) i=l ,K ) défini par : 
n n O n . v (A]. ..., c S, v i É 1 ,  ..., kl, Y n E N ,  fi(~i, ..., = O. 

les fonctions fLL ne sont pas définies ailleurs. 
i 

O O n n . Y (x , . x n  c O I x , . x = x pour tout n c N. 

Sous l'hypothèse de la condition nécessaire, on vérifie aisément que 

dom A = S. 

Exemple d'algorithme de décompte-sélection entre K suites 

Soit (E, d) espace métrique 

n Considérons les familles d'applications ('2) i= 1 ,K définies 

de la manière suivante : 

La méthode de décompte-sélection associée à A = ((fy)i=l (c;)~=~ ,K ) est 

s i n 2 1  

n définie par : Y A ..., $1 c ( E ~ ) ~ ,  T~ (A;, . . . , $1 = ( A ~  (n) avec 

pour tout i E 11, ..., k} 

* 
i(o) = 1 et pour tout n E IN , i(n) est le plus petit indice de 11, . . . , K )  

O n n n-1, 
(X , ..., x ) + d(x , x , 

O O 
*f:<x ) = O pour tout x c E. 

C; : {O, ]ln+i +IN pour tout n E IN 

, (y0, . . . Y  Y"> + yn 

n- 1 vérifiant : A" ) = min d(~7-l~ A;). (*i (n) ' i (n) 1 lj lK 

2 - COEFFICIENTS DE DECOMPTE 

Dans ce paragraphe nous rappelons les coefficients de décompte introduits 

dans C f ]  et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte. 



2.0 - Rappels 

(n) Soient n r N, K r IN*, (Ri ) i r 1 ,  . K ,  n i n une famille de relations, 
O O 

R!~) est vraie ou fausse selon i et n. 
1 

On pose pour tout i E (1, ..., K) : 

1 O si n < n ou si R!") est fausse 
O 1 

l r  ("1 = 
i 

Card {q É {no, . . . , n) 1 ~ 1 ~ )  est vraie} sinon 

Or (n) = 
i 

1 O si n < n ou si R!") est fausse 
O 1 

1 si n i n et si R!~) est vraie 
O 1 

I si n i n et si R!~) est vraie 
O 1 

Zr (n) = 
i 

O (n), 1 n), 2 (n) sont appelées coefficients de décompte associés 
i r. 

i (n)l 
aux relations R. . 

1 

(n) max I q  c { I , . . . , n-n + l  } 1 R. , . . . ,R!~-~+') sont vraies} 
C 1 1 

Soient R, R' 2 relations quelconques. 

Dans toute la suite nous notons par : 

R (resp. R et R') (resp. R ou R'), la relation contraire de R (resp. la 

relation obtenue par conjonction de la relation R et de la relation R') 

(resp. la relation obtenue par disjonction de R et R ' ) .  

Remarque 

R est vraie (resp. (R et R') est vraie) (resp. (R ou R') est vraie) ssi R 

est fausse (resp. R, R' sont vraies) (resp. au moins l'une des 2 relations 

R, R' est vraie). 



si n 2 n et si R!") est vraie. 
O 1 

On pose pour tout i E (1, ..., K} : 

3 (n) = r .  
1 

. Soit p r N* 

O s i n c n  
O 

3 (n-1) si n n n et si R!") est fausse r. 
1 

O 1 

(4 

-(n-1) O si n a n + l  ou si (R:") ou (R 

max Iq r (1, ..., n-n + l }  1 Ri 
O 

, . . . , R!"-'*') sont vraies} 
1 

4 (n) = r 
O i et R!"-~))) est vraie 

1 

P5r (n) = 

i 1 si n s n +2 et si (R!") et ( R ~  (n- 1 (n-2) 
O 1 

OUR. ) )  estvraie 
1 

O si n < p+no 

O si n < n ou si RI") est fausse 

. Soient r, s E N, 1 5 r 5 s+l. 

i card tq r In-p, . .., n) 1 ~ 1 ~ )  est vraie} si n n p+n 
O 

6r (n) = 

7 (n) = r 
i 

1 O si n < n +s ou si R!~) est fausse 
O 1 

O 1 

O si n a n + l  ou si R!") est fausse 
O 1 

- (n-2) 1 si n 2 n +2 et si (R!~) et R:"-') et R~ 
O 

) est vraie 
1 

-(n-1) 2 si n a n+? et si (R:") et R~ 
O 

et ~ ! ~ - ~ 1  est vraie 
1 

(n- 1 )  - (n-2) 3 si n 2 n +2 et si (R!") et R. 
O 

et Ri ) est vraie 
1 1 

(n- 1 1 4 si n L n +2 et si (R!") et R~ 
O 1 

et R (n-2)) est vraie 

1 1 si n 2 n +s et si R!") est vraie et si 
O 1 

i card {p e {no, . . . , n} 1 Rjp) est vraie) si n n n et si R!") est vraie 
O 1 

i 

card {q r n - ,  . . . , n} 1 ~ i ( ~ )  est vraie) . r. 
I 

1 card {q r in-s, . . . , n} / Riq) est vraie} s r 

-(n-1) 1 O si n < n +I ou si (k!") et R. ) est vraie 
O 1 1 

I 

2 si n s n +s et si R!") est vraie et si 
O 1 

(n- 1 > 1 3 si n 2 n +I et si (R!") et R. ) est vraie 
O 1 1 

9 (n) r 
i 

(n- 1 > 1 si n 2 n +I et si (E!~) et R. 
O 1 1 

) est vraie 

-(ri-]) 2 si n 2 n + l  et si (R!") et R. ) est vraie 
O 1 1 



n 
. Plus généralement, considérons K suites d'applications (Ci), i E (1, ..., K} 

n 
avec C. : {O, lln+l +TJ 

1 

avec la définition des coefficients de décompte O (n), nous définissons 
r. 
1 

des coefficients de décompte que nous noterons C (n) de la façon suivante : 
r. 
1 

10 si n < no 

C (n) = r. 
1 cY(or (O), . . . , O (n) ) sinon 

i 
r. 
1 

Dans toute la suite nous n'allons utiliser que les coefficients de décompte 

on note par : K = {1,2,3,4,6,7,9} u tP5 / p c IN*} u { (ryS)8 / r s  E IN, lsrss+l} 
O 

* 
Soient E un ensemble non vide, K E N . 

(n) ) 2 .2 .0  - Relations (Ci--- ------------ 
n KIN 

Soient (A" . . . , Ak) c (E ) . 
1 ' 

Considérons les relations suivantes : 

définies pour n 2 1, i E (1, ..., K ) .  

nous notons par O n )  . 9 (n) les coefficients de décompte associés 
c: c: 

aux relations (c!"?. 
1 

(n) ) 2.2.1 - Relations ( D. ----------- 1-1--- 
n KIN 

Soient (E, d) espace métrique, (A;, . .., AK) É (E ) , 1 É IN. 

On définit les relations ( Il!")) par : 1 1  

(n) 
(e~i 

: max d ( A Y ~ ,  A~-P-' ) = min ( max d (A;-', AYP-') ) 
1 

O sp sl i 11jsk o l p d  J 

définies pour n 2 L+1, i c (1, ..., KI. 



Les coefficients de 

Pour 1 = O, on note 

décompte associés seront notés od (n), 1 
e i ld i 

par D!") la relation D!") et par od (n) , 
1 0 1 i 

les coefficients de décompte associés aux 

Id. (n) 9 

1 

relations 

(n) ) 2.2.2 - Relations ( E .  ----------- 
Tl--- 

* 
Soit q E N . 
Avec les notations précédenfes, on définit les relations ( E!")) par : 

max 
e 1' 

d (Aiy Ai ) = Min ( max 
e qé' 

d(Aj 9 A 1) 
n-q <l, 1 ' ln 11jIk n-q11,1'1n 

définies pour n 2 q, i 6 (1, ..., K I .  

On note par O (n), l E  (n), ..., etc les coefficients de décompte associés. 
E 
9 i q i 

. Une étude complète pour les relations de 2.2.0 ; 2.2.1 a été faite dans C71. 1 

3 - SELECTION ENTRE K S U I T E S  A L ' A I D E  DES COEFFICIENTS DE 

DECOMPTE D ' I N D I C E S  f r Xo 

* 
Soient E un ensemble non vide, K E PJ . 

K N 
Soit A ,  ..., <) E (E ) , on note par : 



f 3.0 - Méthodes C, f E K de sélection entre K suites 
V 

f S o i t  f  E H <  . La méthode T  = C d e  s é l e c t i o n  e n t r e  K s u i t e s  appl iquée 
O 

n  à une s u i t e  (A . . . , $) E ( E ~ ) ~  fonc t ionne  d e  l a  manière su ivan te  : 
1 ' 

n  n-l 
(c!")) : Ai = A.  

1 1 

2 )  i i q  calcule lu  c o e ~ d i c i e d  de décornpXe f (n) , i E { 1 ,  . . . , KI  
C .  
1 n  3 )  On poae T" = (,) avec i (n) eaX l e  plun p e m  ind ice  de { 1 ,  2,  . . . , k} 

véhi6iavLt : f  (n) = max f c  (n) .  
i (n> I s j l k  j  

La t ransformat ion  de K s u i t e s  T = f~ e s t  d i t e  méthode de s é l e c t i o n  e n t r e  

K s u i t e s  a s soc i ée  aux c o e f f i c i e n t s  de décompte f  (n ) ,  n  E N, i E { 1 , .  . . , K I .  
C .  
1 

2 )  S eaX devinable pan f c  pour, XouX f E i l ,  2,  3 ,  6 ) .  

Pour l a  d é f i n i t i o n  de f a m i l l e  d e  K s u i t e s  dev inab le  v o i r  c h a p i t r e  2. 

Preuve 

1) év idente .  

2)  Vér i f ions  que T = I C  devine S. 
S o i t  A ,  ..., $1 g. 
A 

J n  n  é t a n t  non v i d e ,  par  conséquent 3 n  V n  r n  V i n  n  : 
( A I , . - *  ,Ak) O y O y (AI ,.. ,Alr) 

A: = A?-', pa r  s u i t e  Y n  r n  v i E ; n  
0 ' : 1 (n) 2 n-n + 1. (*) 

1 A , C .  O 
1 



Si [~(AY, . ) = 0 alors T devine (A;, ..., $1 
- {1,2, ..., k} 

Sinon. 

Soit j 4 j n n . Il existe une infinité d'entiers n pour lesquels 
(A1,-*,A k ) 

A? # An-', par suite 3 n I n Y n 2 n : 1 (n) < n-n +1 .  
J j j O ' j c 

j 
O 

Soitm = m a x n  
O j 

n 

V n l m  Y j k ;  : i c  (n) < n-n +I. (**) 
0 ' O 

D'après (*), (**) o n a Y  n - m  i(n) E j n n par suite T devine 
O ' (A1,.-*,A k 

(A;, ..., A;). 
Pour les autres transformations, les démonstrations sont analogues 

à celle de T = 'c. 

Remarque 

. S n'est pas devinable par les transformations f~ avec f é K - {1,2,3,6J. 
O 

f 3.1 - Méthodes ,Dy f E D< de s é l e c t i o n  e n t r e  K s u i  t e s  
L 

Soient (E, d) espace métrique, K r N , f E Ko, l B. 

f n n 
La transformation de K suites T = D appliquée à une suite (A ,..., A ) E e 1 k 

K N (E ) fonctionne comme suit : 

&tape n r L+1 

1 ) On couidPiie Le, fieUom (L~:n)), i r il, . . . , KI dédinie, pah : 

n-p- 1 (pin)) : max d (AP-~, 1 ) = Min ( max ~(AY-', Aj n-p- l > 
O sp lL l < j < k  ospl1 



n 3 )  un pone T" = A ~ ( ~ )  où i(n) a;t Le p h  p e u  ind i ce  de { 1, . . . , K I  

vehiaiant fd (n) = max fd (n) . 
l i(n) 11jsk l j 

f f Pour l = O, on note par D, la transformation D .  
O 

La transformation f~ de K suites est dite méthode de sélection associée l 

aux coefficients de décompte f (n) , n E N ,  i r 11, . . . , KI. di 

Remarque 

Les transformations de K suites f ~ ,  f r K sont des méthodes de décornpte- e O 

sélection entre K suites. 

Définitions et notations 

n K N 
O A . . . , A ) 6 E ) on pose : 

K 
=l jn jn-1 J n n = {i 1 , .  K / 3 n V n 2 n 3 jn r {n-1, ..., n}:Ai #Ai } 
(Al Y ' . . >A ) K i' i' 

Une conséquence de ces définitions est la proposition suivante : 

SviZ € IN 

f 7 )  2' devinable pari [ D  p o u  ZOUZ f L K ~ .  

f 2 )  ^ç en-t devinable pm p p o u  ZvU* f L {1,2,3,6} 

La démonstration est semblable à celle de la proposition 7. 



Ptlopas&an 10 

S o i e n t e  E N ,  f  r K o -  11, 2 ,  3 ,  6 )  

f  f 6 es2 devinable   CUL lD <=> 8'" es2 devinable  paii e~ <=> E '  = 0. 

Preuve 
A . S i  S e s t  devinable  par  f~ a l o r s ,  d ' ap rè s  l a  p r o p o s i t i o n  8 on a e 

2e+ 1 
S e s t  devinable  par  f~ e *  

. Etab l i s sons  l ' i m p l i c a t i o n  su ivan te  : 

Se+' e s t  devinable  par  f~ = E '  = 0. e 
Supposons que E '  # @J. 

S o i t  x  E E ' .  I l  e x i s t e  (x ) E conv(E) t e l l e  que x  + x e t  ff n E N : x # x. n  n  n  

Pour s i m p l i f i e r  l a  démonstrat ion,  prenons f  = 0. 

n  K N  Considérons l a  s u i t e  (A . . . , An) E (E ) d é f i n i e  par  : 1 ' k 

n  
(Al) = ( x ~ ~ x ~ ~ ~ * - ~ x ~ ~  X 2 > X 2 > . - * , X 2 y  X 3 > - * * s X 3 ,  x4 ,  ..., x4,  ..., x ..., x ...). 

n ' - n 
v v-- - v- 7 

l + 2  f o i s  ( l+2 )  f o i s  ( l+2 )  f o i s  (L+2) f o i s  

n  
(A;) = . .. = (Ak) = (x, X ,  . . . X ,  ... ) .  

O La s u i t e  (An . A E Se+' cependant D ne devine  pas (An 
1 '  6 l 1 9  . . . Y  Cl' 

par  conséquent Se+' n ' e s t  pas  devinable  par  O 

eD. 
K N n+ 1 - n+ 1 . s i  E' ' 0 a l o r s  S = {(A: ,..., $)E(E ) /3noy ff n l n  : A;= ...= A ~ = A  - . . . A ~  1; 

O k  1 

par  s u i t e  S e s t  devinable  pa r  f~ pour t o u t  f  E K e O • 

f 3.2 - Méthodes , E y  f E IK, de s é l e c t i o n  e n t r e  K s u i t e s  
'1 " 

S o i t  q  E N .  

Avec l e s  no ta t ions  précédentes ,  l a  t ransformat ion  T = f~ appl iquée à une 
q  

K N s u i t e  ( A ~  . . . , An) E (E ) fonc t ionne  d e  l a  manière su ivan te  : 
1 ' k 



( dn)) : max l l1 l l '  d(Ai, A. ) = min ( max d(Aj, Aj ) ) .  
q i 1 II- qll,ll ~n lsjrk n-q<l,l1<n 

2) O n  c a l c u l e  la cued$icienX~ de décompXe fE (n), i (1, . .. , K I .  
q i 

n 3) On poae T" = A ~ ( ~ )  où i(n) M-f l e  plu peLiX i n d i c e  de { 1, . . . , KI 
v é k i j i a n t  fE (n) = max fE (n) . 

q i(n) 12ji.k q j 

La transformation f~ f É IKo est dite méthode de sélection entre K suites 

associée aux coefficients de décompte f (n), n E IN, i t (1, . . . , KI. 
qE i 

Remarques 

f 1) E, f E IK est une méthode de décompte-sélection entre K suites. 
9 O 

f f 2) E = D pour tout f E IK 1 O 

Ptropo~i;tic~c~ 7 7 

Scit q E IN*. 

1 ) Sq-l M* deviiiable p m  E pour tout f t w ~ .  
q 

2 )  S ut devinable  pah f~ pour tout f É ( 1 ,  2, 3 ,  G}. 
9 

La démonstration est semblable à celle de la proposition 7. 

La preuve est analogue à celle de la proposition 10. 



4 - METHODES DE SELECTION ENTRE K TRANSFORMATIONS DE SUITES 
* 

Soient E un ensemble non vide, k r N , Al, ..., Ak E Trans (E, E). 
k 

Dans toute la suite on suppose n dom Ai # 0. 
i= 1 

n n Soit (xn) E dom A i E (1, ..., k}. On note par (A.) = A.(x ), la suite i ' 1 1 

n 
obtenue en appliquant A. à (x ).  

1 

On note par T la transformation à k réponses qui à 
k (Al, * * m .  Ak)' 

n (xn) e n dom A fait correspondre la suite (A , . . . , A:). 
i= 1 i ' 1 

Unc f iana;5otzrnation 1 E Trans(E, E) dk te  mézhode de h é l e c t i o n  en the  
k 

Al, ..., q< ssi Y (xn) c n dcm Ai, T(xn) = (Tn) ai lec  
i= 1 

n n n T c {A], . . . , pou& t o u t  n t IN. 

Remarque 

La donnée d'une méthode de sélection entre A ..., Ak est équivalente à 1 ' 
la donnée d'une méthode de sélection entre ( K + I )  suites, ayant pour domaine 

n n n k+l IN k 
S = {(x, A l i  ..., Ab) E (E ) l x n  c n dom A. Y j E 11, ..., k} : 

i= 1 1 

n n ri n 
(Aj) = A. (xn)) et qui a (X , A l ,  . . . , A ) E S fait correspondre une suite 

3 k 

4.0 - Corn~os i t ion  des méthodes de s é l e c t i o n  en t re  K s u i t e s  e t  des t r a n s f o r -  

mations T (Ai, a . . ,  A k )  
k 

On note par Im T = {T 
A * ,  Ak) 

(xn)/(X) c n dom A ~ }  
i= 1 

appelé ensemble image de n dom A. par la transformation 3 k réponses 
1 i= 1 



S o i e n i  Al, ..., \ r Trans (E, E), R t '~élec (K, E) X&ea pue 

Im T c dom R. 
(Al, * * . ,  Ak) 

k 
La 2kan5$chmdtian de bi.~i,f&5 q u i  à (xn) E n dom A:, acidocie & dLiife 

Remarque 

R O T  est une méthode de sélection entre A 
(A1, ..., A . )  l, ..., %. 

Soient l r R, q t m*, f r Ko ( 9  2). 

Dans toute la suite on désigne par : 

f 
C(Al, ..., Ak) : la composée f~ O T 

(A,, . - * ,  A,.). 
1 

~ D ( A ~ ,  ... , Ah) : la composée lD O T 
(A., ..., A.): 

1 1 
E(A1, ..., Ak) : la composée E O T 
9 q (A1, . . , Ah)' 

4.1  - Définitions 

Soit A une transformation de suites de à valeurs dans p. 
Soit S c Çonv(E) n dom A. 

- On dit que A est semi-régulière sur S ssi 

n 
V (Y) 6 S, C3 no, V n z n  : A ~ = A  n+l , n 

-7 13 mo, V m 2 m : = lim x 1. 
O O 

n  - On dit que A est régulière sur S ssi V (x ) t S : (A") t Conv (E)  et 

n lim A" = lim x . 
n - On dit que A est exacte sur S ssi (xn) E S, 3 n v n 2 n : = lim x . 

O ' O 
* n - On dit que A est pseudo-régulière d'ordre q (q E IN ) sur S ssi V (X ) E S,  

m m +1 mn+q 
- ~ ~ n , g r n  ? ~ : A " = A ~  - n 1 

n ... = A  ] = > I l n o ,  Y n z n  O : A"= l i m x  .. 
Si A est pseudo-régulière d'ordre 1 sur S, on dira que A est pseudo-régulière 

sur S. 

Une conséquence de ces définitions est la proposition suivante : 



Ptropo~i,tiolz 1 3 
* 

Soient q,  q' E N , q'  5 q. 

iùow avoa  l e  schéma d ' h p L i c ~ o ~  4LLivaMf: : 

A U R  exacRe swr S => A U R  / réguRiè te  buh S => A ait semi-fiGgufihtc suh 

4.2  - Accélération e t  A-accélératbn de l a  convercence 

So i t  (E, d) espace  métrique. 

so i en t  (xn),  ( t n )  E Conv (E) ,  l i m  xn = l i r n  tn = x.  

n  n  - On d i t  que ( t  ) converge p l u s  v i t e  que (x ) s s i  

n n  
Y e > 0 ,  3 no, V n  2 n : d ( t  , x) 5 E d(x , x ) .  

O 

n  n - On d i t  que (t ) A-accélSre (x ) s s i  

n n-1 n  n-1 
Y ~ > 0 , 3 n ~ , Y n > n ~ : d ( t , t  ) r ~ d ( x , x  ). 

Soient  A E Trans (E, E), S  c Conv ( E ) .  

n  n  - On d i t  que A a c c é l è r e  resp(A-accélère) S  s s i  V (x ) E S : A(x ) converge 

n n 
plus v i t e  que (x ) resp  (A-accélère (x ) ) .  

* * - Soient  h  E N ,  S  c Conv (E). 

On d i t  que A e s t  h-nette s u r  S  s s i  pour  route  s u i t e  (x") E S on a  

n  
ou b i en  A a c c é l è r e  e t  A-accélère (x ) 

ou b i en  

d  ( A ~ - ~ ,  A 
n-r+ l  

3 E > 0 ,  3 no, Y n  2 n  : max ) >_ E. 
O n  n + i )  

o r r s h  d(x ,x 

Lorsque A e s t  O-nette sur  S, on d i r a  que A e s t  n e t t e  s u r  S. 

Remarque 

Soient  h ,  h '  E N, h '  h. 

S i  A e s t  h l -ne t t e  s u r  S a l o r s  A e s t  h -ne t t e  sur  S .  



f f f 
5 - TRANSFORMATIONS E(A1 ,..., Ak), C(Al ,..., q), ,D(Al ,..., %), f r K o  

q 

* 
Soient (E, d) espace métrique, q E N , 1 E N .  

S o i e r i t  S l, . . . , Sk c Conv (E) , Al, . . . , Ak E Trans (E, E) . 
S i  pou4 t o u t  i r { 1, . . . , K I ,  Ai MX e x a c t e  n u t  Si e t  pne.uho-fiégu.&iè.ie bu,? 
1- 

La preuve est immédiate à partir des propositions 7, 9, 1 1  ( 5  3). 

Remaraue 

Si on remplace dans le théorème 1 ,  l'hypothèse de pseudo-régularité des 
k 

transformations A. sur u S. par la se.mi-régularité de chaque transformation 
k 1 1 

i= 1 - 
1 A. sur u S. alors on ne peut rien dire en ce qui concerne C(Al, ..., Ak), 

1 1 
i= 1 

f ~ ( ~ l ,  ..., Ak), 2(AI9 ..., Ak), f r M - {1,  2, 3, 61. En fait il est 
q O 

possible de montrer à l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes 
k 

sur u Si, nous ne donnons ici qu'un contre exemple. 
i= 1 

On considère les transformations de suites A A définies par : 1' 2 

(1+2) fois n v (xn) convm) : AI(x 1 = 

I (0) 
n 

si lim x = O 

(l+2) fois 

n 
si lim x = 1 

sinon 

si lirn xn#O 

A est exacte sur S semi-régulière sur S A est exacte sur S 
1 1 ' 2' 2 1 S2 



O O O cependant les transformations C(Aly ..., Ak), eE(Al, ..., Ak), eD(Aly...y\) 

ne sont pas exactes sur S 2 ' 

Soient  S 1, . . . , Skc Conv (E) ; A l  , . . . , % E Trans (E, E) . 
S i  pou4 toLLt i E {l, ..., kl, Ai tu2 exacte 6LM Si, weudo-téguliëhe d ' o f i h e  

1 - 
r 

p 6U.k u Si d u h ~  poun t o u t  f E O, les  -thanb~onrnaZiori6 de 6u iXeh  eD(Aly.~..Ak), 
i= 1 

La démonstration est immédiate à partir des propositions 9, 1 1 .  

Remarque 

Pour tout f E I K  - Cl, 2, 3, 6 ) ,  l < p - 1 ,  q < p ,  onnepeut rienaffirmer 
O 

pour les transformations de suites f ~ ( ~ l ,  . . . , \), ~ E ( A ~ ,  . . . , A ) en fait 1 k 

il est possible de montrer à l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont 
k 

pas exactes sur u Si. 
i= 1 

Si poun t o u t  i 11, . . . , KI, ed.t exacte AU& si et demi-négue*Ene 6uz 
k 

La démonstration découle immédiatement des propositions 7, 9, 1 1 .  

Nous signalons que des démonstrations directes pour lc(Al, . . Ak), 

1 2 
2 ~ ( ~ 1 ~  . . a  % ) y  [D(AlY ..., %), eD(A1y ..., Ak) se trouvent dans r 7 1 .  



Théotrème 4 

** * 
S o i e n f  SI, .. . , Sk c Conv (E) ; Al, . . . , Ak 1 Trans (E, E), E IN, q r B . 
S i  pou.@ . tou t  i r Il, ..., K I .  Ai a c c é l è n e  ex A-accé lène si e* Ai esx  n&e 

k 
dWL u Si d o 4 4  pou& XotalLt £ E Ko, LM & ü ~ d o ~ n a t i o n h  d e  6 u h k b  :D(A], . . . ,q<) , 

i= l 

Lemme 3 

S o i e n t  (xn) , A ) ,  . . . , (a) r Conv(E) . 
Si v i a Il, . . ., k}, (A?) a c c é l 2 c e  l a  convengence d e  (xn) a l c m  p o m  f o u  a]?)- 'U 

1 

Le lemme 3 a été démontré dans r71. 

Démonstration du théorème 4 

O 1 Pour les transformations de suites Z(D(AI, . . . , Ak), P(AI, a - . ,  Ak) 9 

'l 

L~ (Al , . . . , Ak) , les démonstrations se trouvent dans T7 1. L k 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations qui accélèrent et 

1 # 0 car io r 1. 
n 

s i Ï = C 1  = 0 alors d'après le lemme 3, 3 ~ ( ~ 1 ,  ..., A ) accélère (x ) .  
Il, ..., kl Ji? k 

Sinon. 

n 
Soit j E Ï. A. étant nette sur (x) par conséquent 3 E > 0, 3 n Y n 2 n : 

J j j ' j 

Soit E = min E m = ma: n 
jcI j' 0 jrI j ' 

n n n-1 
Nous avons V n 2 rn V j r Ï : d(Aj, 

O ' j 
) 2 E d(x , x ) ,  par suite 

Y n 2 mo+l, Y j E Ï : max d (AY', AY-P" ) 2 E max d (xn-P, ,n-P- 1 ) .  (*) 
O lp ll 3 O ap al 



n Comme pour tout i E 1, A. 4-accélère (x ) ,  il en résulte que : 
1 

(n-p) An-p-l 3 ml ? m i l ,  V n  2 m  Y i  E 1 : max d(Ai ) < E max d (xn-P , ,n-P- 1 
O 1 y i 1 

o5psl O lp SC 
(**> 

D'après * , (**) on a Y n 2 ml, Y i E 1, Y j E f: ( D:")) est vraie, 

(n) ) est fausse, par conséquent 3 mî i m l ,  V n L mî : i(n) .c 1 et on en 

n déduit à l'aide du lemme 3 que 3 ~ ( ~ 1 ,  . . . , %) accélère (x ) Pour les autres L 
transformations, les démonstrations en découlent facilement. 

* ** 
Soient h, C, q C R  , 1 2  h, q 2 h+l ; SI, ..., Sk cConv E A1...A e k 

Trans ( E ,  E) . 

Preuve 

O Nous ne démontrons le théorème que pour P(AIy ..., q), pour les autres 
transformations les démonstrations en découlent facilement. 

k 
Soit (xn) c u n . 3 i E il, ..., k} tel que ( x )  E Si . 

O i= 1 O 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations qui accélèrent et 

A -accélèrent (xn) . 1 # (8 car io E 1. 

s i Ï = c ~  
n 

= 0 rlors d'après le lemme 3 : OD(A~ ,. . . ,Ak) accélère (x ) .  
il, ..., kl e 

sinon. 

Comme pour tout j E Ï, A est h-riette sur (xn), il en résulte que : 
j 

d(AP-r, An-r-l 3 ~ > 0 , 3 m ~ , Y n ~ m  V j c Ï :  max n n-1 
O ' j ) r E d(x , x ). 

O sr sL J 



n Comme pour tout i E 1, A. A-accélère (x ) ,  il en résulte que : 
1 

n-r n-r-1 3 ml 2 m  Y n 2 m  Y i  c 1 : rnax d(Ai ,Ai a: 
) < ~ . a  rnax ~ ( x ~ - ~ , x  

n-r- 1 
0 ' 1 ' 1. orrsl orrd 

d'autre part rnax d ( ~ ~ - ~ , x  n-r- 1 -1 n n-1 
) 5 a d(x ,x ) , par conséquent 

osrat 
n-r- 1 

V n 2 m  il i r 1 : max ~(A?-',A. n n-1 1 ' 1 
) < ~ d ( x , x  ) .  (. .> 

osrrt 

 après (.), (..) : il n 2 m i(n) E 1 et on en déduit à l'aide du lemme 3 1 ' 
O n 

que lD(A1, . . . , A ) accélère (x ) . 
k 

f 6 - TRANSFORMATIONS qM(AII.. . .Ak) I :ER (A1 I ,Ak) I f . xo 
Soient q 6 N*, Al, . . . , % E Trans (E, E) . 

f 6.0 - Transformations M(A ..., A&, f E K q-1 ' 
Soit f E n< 

O 

n k 
La transformation A = f ~ ( ~ , ,  ..., \) appliquée à une suite (x ) s n dom A. 

q 1 i= 1 
fonctionne de la manière suivante : 

étape n < q. 

n n 
A = A  

1 

étape n r q 

a )  Oiz  coizlidène le, ndationl ( M(~)), i E i 1,. . . ,k} dZ6iiuen pat : 
q i 
r ni il r E tn-q, ..., n-1) : x # x '+' on pose : 
n-j+l 

d (~2-j , A ~  1 d (A"-j ,A;-j+ 1 
(n) (qMi ) : rnax ( 

L 
) = min ( rnax ( 

n-j n-j+l n-j+l 1).  
11j~q d(x ,x ) 1 <t<k I <j <q d (x"-~ , x 

(n> n-j n-j+l ( M. ): rnax d(Ai , A. 
1 

) = min ( max d(~é-j ,A;-'+' 
9 1 

> 1 
l<jrq 1 <P<k 1 < j sq 

b )  O n  catcuee le6  coe5~iden& de décampXe fm (n) , i E t I , . . . , k) . 
q i 



C )  On poae A" = A!(~) avec  i(n) ut le plun pcXLt i n d i c e  de  il, . . . , k} 
t e l  que fm (n) = max fm (n) . 

q i(n) lljlk q j 

Remarque 

f Pour tout f E X la transformation de suites M(AI, . - -  
O 

, 4) est une 
9 

méthode de sélection entre A ..., % qui coincide avec la transformation 1 ' 
n k 

*D(A~ ,. . . >Ak) dans l'ensemble des suites (x ) E n dom A. telles que 
q- 1 r r + 1  i= 1 1 

n n V n 2 q, 3 r é n - q  . 1 : x = x 
n 

f 6 .1  - Transformations E u 1 ,  ..., A k ) ,  f E Mo 
9 

n k 
La transformation A = f ~ ~ ( ~ l ,  . . . $4) appliquée à une suite (x ) é n dom A. 

q 1 i= 1 
fonctionne comme suite : 

étape n 5 q 

n 
An = A] 

a )  Powz Xou$ i c t 1 . . . k on conbidèiie la k e û r t i o n  ( ER:")) df 5 i n i e  p a , ~  : 
q 

r r+ 1 SA V r E {n-q-l, ..., n-1) : x # x , on poae : 

~(A;,A: ) 
( ER!")) : max ( 
q 1 e e-i 1 11-1 = 

n-qll,llln min(d(x ,x ),d(x ,x ) )  

min ( max ( J J  
l b-1 1' 1'-1 1 1 lljlk n-q<lY1'lnmin(d(x,x ),d(x ,x ) 

Sinon 

on poae : 

max e PI c CI 
(d(Ai>Ai))= Min ( max (d(Aj9Aj))). 

n-qll,ll <n lljsk n-qsl,b'sn 

b] On calcu le  le, c o e $ $ ~ c i e ~  de décompte fE (n), i c { 1, . . k} 
q ri 



c )  On pone A" = 
i (n) où i (n) ut l e  p k  p e U  i n d i c e  d e  t 1, . . . , k) 

f ~ r  (n) = max 
f ~ r  (4. 

q i(n) 15jSk q j 

Remarque 

Pour tout f t K la transformation de suites f ~ ~ ( ~ l ,  . . . , f j )  est une méthode 
O 4 

de sélection entre A . . . , Ag, qui coincide avec f ~ ( ~ l ,  . . . , %) dans 1 ' q 
n k 

l'ensemble des suites (x ) c ;pl dom A. telles que n 2 q+l, 3 r E 

r + 1 1  n 
r n n {n-q-l, ..., n-1) tel que x = x 

ThéotiPme 6 

* 
S o i e n t  p, q c IN , q 2 p, SI, . . . , Sk c Conv(E), Al, . . . , Ak s Trans (E,E). 

S i  pour, t o u t  i t { 1, . . . , kl, e5.t e x a c t e  dm, Si e t  13~eiido-&égu&ër,e 
k 

d 'o t idne  p nllri u S. &oh) la . t > i a ~ < o > i m a t c o ~  d e  suL ta  f~~(~I,...,~k), 
1 

x? i= 1 k q 

Remarque 

* 
Soient p, q c N ,  p L 2 ,  q < p ,  f s K o - { l ,  2, 3, 6). 

Il est possible de montrer à l'aide de contre-exemples que le théorème n'est 

f 
pas vrai en général pour M(Al , . . . , Ak) , ~ E R ( A ~ ,  . . . , Ak) . 

q 

S o i e n t  f t 11, 2, 3, 6 1 ,  q t IN*, SI, . . . , Sk c Conv(E), Al, . . . , $ E Tram ( E , E ) .  
k 

S i  p o u  t o u t  i t { 1,. . . ,k}, Ai e A t  e x a c t e  bufi  Si et n e m i - , t é g u u è k e  nu? u Si 
f 

i= 1 
&oh) la .t>ianndonmaLiona d e  o u * t a  M(AI,. . . ,Ak), f ~ ~ ( ~ l , .  . . ,%) hokit exacte) 

k q q 

* * 
S o i e n t  q s IN*, A E Trans (E, E) , S c Csnv (E) . 



on  diit que A  AR Cql-n&e d u t  s a b i  p o u  ;tou,te ui..te (xn) E S, 

ou b i e n  A accéCZae eR A-accélëke (xn) . 
An-r+ I 

ou bie l i  3 E > 0, 3 no, Y n > n  : max ( 1 ) 2 E. 
O i sr sq d (xn-r, x 

n-r+ 1 
1 

P h ~ p ~ b . i / t i ~ n  74 
** 

S o i e n t  q EN*, A E Trans (E, E), S c Conv (E). 

Trans (E, E). 

Preuve 

O 
Nous ne faisons la démonstration que pour M(A1, ..., A ) ,  pour les autres cas, 

q k 

les démonstrations en découlent facilement. 

D'après 2) de la proposition 14 il suffit de le montrer pour q = p. 
k 

Montrons que ~ M ( A ~  , . . . , Ak) accélère u S..  
1 

k i= 1 n 
Soit (xn) E u Si, il existe i E i l ,  . .., k) tel que (x ) e Si . 

O 
i= 1 O 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations qui accélèrent et A-accélèrent 

(xn> 



1 Z 0 c a r  io E 1. 

S i  Ï = 
I O n 

C i l ,  ..., k} = 0 a l o r s  d ' a p r è s  l e  lemme 3 ,  M(Al, ..., A ) a c c é l è r e  (x ) .  
P k 

Sinon.  

n S o i t  j E Ï. A .  é t a n t  [ p l - n e t t e  s u r  (x ) p a r  conséquent  3 E > 0 ,  3 n 
J n-r+ 1 j j ' 

~ ( A ~ - ~ , A ,  ) 
V n n n  : max ( J ) > E .  

j i s r s p  ~ ( x ~ - ~ , x  n-r+ I 1 j 

Posons E 

V n r m  
O 

: max J 
n-r+ 1 ) 

~ r r r p  d(xn-',x 1 
n Comme pour t o u t  i E 1, A.  A-accélère (x ) ,  il en r é s u l t e  que : 

1 

n-r n-r+l 
d(Ai ,Ai  1 

3 m 1 2 m  V n 1 m  V i e I :  max ( 
O '  1 ' n-r+ 1 ) < E. (**> 

I sr r p  d (xn-r, x 1 

 a après (*) , (**) : V n r m i ( n )  c 1 p a r  s u i t e  d ' a p r è s  l e  lemme 3 
1 ' 

O n 
M(A1, ..., A ) a c c é l è r e  (x ) .  

P k 

* ** 
P, q r , q 1 p ,  f r K o ,  S I ,  ..., Sk c Conv (E), A l ,  ..., AK t Trans(E,E)  

k * 
al V (xn) r u Si ,  3 A c 10,  I r ,  3 u c R+, 3 no,  V n r n : 

i= 1 O 

b )  Pcu? t o u t  i E i l ,  . . k ,  A .  a c c é l è n e  e-t A - a c c é l è t e  Si e t  Ai ut ! p l - i i e t t e  
k 1 

La d é m o n s t r a t i o n  e s t  semblable  à c e l l e  du théorème 8. 



Remarque 

Pour q < p, les théorèmes 8, 9 ne peuvent rien affirmer pour les transformations 

'ER(A], . . . ,A.,), f ~ ( ~ l  ,. . . ,Ak) , f e KoY en fait voici un contre-exemple. 
q Q 

1 n 1 1 n 
Soient S 1 = {(1+(7) ) J ,  s2 = {(?+ (Z) ) } .  

Soient A A 2 transformations de suites définies par : 
1, 2 

Al (xn) = 

Les conditions des théorèmes 8, 9 sont vérifiées, cependant les transfor- 

n 
(1) si lim x = 1 

3 3 1 1 2n 1 1 2n 

1 n n 1 
l + (-) ) si lim x = 

mations de suites ~ E R ( A ~ ,  ..., 4,). :M(A~ , ..., 4,) n'accélèrent pas 
1 1 n 

+ 1. 

(?, 3,  .. ., 7 + , 7 + (z) , .. . ) si lim xn # 1 

n 
A2(x = 

I 7 - TRANSFORMATIONS ( q) GV(A1... ,AI<) , f E Ko 

(T 8 

* n, i 
Soient p E R +  ; k, q E N *  ; (al , ..., atyi) E ((IRt)q)N, i {l, ..., k, 
telles que Y n E N ,  Y i E (1, ..., k) : n,i 

1 *j = 1. 
j = l  

n, 1 n, 1 nyk n,k. On note par (U ) la suite de terme général U = ((al ,...>a ),...,(al ,..,a 
n n 'l q '  

Soient A .. . , $, k transformations de suites de E? à valeurs dans p, 
k 1 

La transformation de suites A = 'GV(A l,...,AI<) appliquée à une suite 
k ( (Un) YP Y 9) 

(xn) E n dom A. fonctionne de la manière suivante : 
i= 1 1 ' 



étape n < q 

é h p e  n 5 q 

a )  Un c o ~ a i d è t e  &en 4eLa t iom ( GV!")), i e II, ..., k} d é d i n i a  p u  : 
(Un,p,q) 1 

( (un,p,q) GV:")) : r f J a?yi(d(Ay-j,A?-j+l 1 min [ f ~~"d(n;-j,~;-j+~))~1 
j = 1 l<L<k j=l J 

( * )  6) Un calcule  lu coeOiiCien& de dZcompte f (n), i c t l ,  ..., k l .  
(un,~,q)gVi 

n ci On pone A" = A~(,) avec i(n) a;t l e  p W  p e m  i n d i c e  de  Il, ..., k) 
v énA$iant f = max (n>. 

(n) 1 <j sk 

Remarque 

La transformation A = f ~ ~ ( ~ ,  , . . . , Ak) est la composée de la trans- 
((Un) ,p,q) 

formation T ( 8  4) et de la méthode de sélection entre k suites 
(Al, " ' 9  qc) 

n k IN 
qui appliquée à une suite (A . . . , An) t (E ) associe la suite (A* ) 1 ' k i (4 
suivant le schéma (*) . 

dto.id,te q A U 4  u Si d u u  poun t o u t  f E X , l a  & a l i 6 5 ~ t m d 0 ~  de nilite,3 
z i= 1 k0 
'GV(A~, ..., Ak) est exacte sur u S.. 

((Un) ,p,d i= 1 1 

Preuve 

O 
Nous n'indiquons la démonstration que pour A = GV(AlY...,A ) ,  pour 

((Un) ,p,q) k 

les autres cas, les démonstrations en découlent facilement. 

n k 
n Soit (x) É u Si, d i e Il, ..., k} tel que (x) c S. . 

O 1 i= 1 O 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations exactes sur (xn). 



I Z O car io E I, par suite 3 m Y n .m Y i c I : f a?9i(d(~?-j,~y-j+1 
0 ' O' 1 ))p=o.( 

1 
j -7 

si = G l ,  ..., k} = 0 alors A est exacte sur (xn) . 
Sinon 

n soit j E Ï, Ai étant pseudo-régulière d'ordre q sur (x ) ,  par conséquent 

n-l n-l+l p > o. 3 m  > m  V n > < n  : .:>'(d'Aj ,Aj 
j O ' j l=] 1 1 

n-1 n-l+' P > 0 -  (**) Soit n = m a x m  ; Y n i n  Y j E Ï : aeyj(d(~j ,Aj 
O je1 j O ' 1 1 l= 1 

n D'après (*), (**) : V n 2 n i(n) E 1, Dar conséquent A est exacte sur (x ). 
0 ' 

Remarque 

Si on suppose que chaque transformation A. est exacte sur S pseudo-régulière 
1 i' 

d'ordre l > q alors on ne peut rien affirmer pour les transformations 

f 

( (Un) 'P ,  9) 
GV(Al,. . . ,Ak), f E Mo - {1,2,3,6}, en fait on montre à l'aide de 

k 
contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur u Si. 

i= 1 

SOAQJZ$ SI, . . . , Sk c COR-V(E) ; Al, . . . , A c Trans (E,E) ; f c {1,2,3,6). k 

Si pcui  Zcur i c { 1, . . . , k}, Ai e6.t exacte nw Si, nemi-négufieiète oiui 
k c k 
u Si aloks 

((Un) ,p,q) L~~(~I,...,\) M* exacte nw u S.. i= 1 1 i= 1 

Nous dirons que la suite (U ) vérifie la condition (m) ssi 
n 

3 h > O ,  i i n c m ,  Y i  r {l, ..., k}, Y j E i l ,  ..., q} anyi 2 1. 
j 

Soient S1, . . . , Sk c cDnv**(~) ; Al, . . . , % e Tram (E,E). 

b) Pow .tout i E 1 . . . , kl, A. accélène et A-accélène Si, Ai MX net te  nwi 
k 1 



Démonstration 

O 
Nous ne démontrons le théorème que pour A = GV(AI, ..., 

((Un) 'p>q) 
Ak). - 

Pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement. 
k 

Soit (xn) r u S .  . 3 i r Il, . . . , k} tel que (xn) r S . 
1 O i= l i 

O 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations qui accélèrent et 

n A-accélèrent (x ) .  1 0, car io E 1. 

- 1 
si 1 = c{], = 0 alors, on en déduit à l'aide du lemme 3 que la trans- . . . ,k} 

n formation A accélère (x ) .  

Sinon 

- n soit j E 1, A. étant nette sur (x ) ,  par conséquent : 3 E > 0, 3 n V n 2 n : 
J j j ' j 

n n+l 
d(~3, A~") 2 E d(x , x ) ,  par suite pour tout n 2 n.+q : 

j j J 

an' r j (d (A;-', A;-'+ ' n-r Y X n-r+l )lP. D'après a) du r r= l 
théorème 12, 3 A > O tel que V i E (1, ..., k), tr r E (1, ..., d, Y n E X  : 

q n-r+ l cxnyi r i A ; par suite v n 2 n.+q : 1 O,;'~(~(A;-~,A~ 
J 

))' z 7 
r= 1 j r=l 

(d (x"-~, x n-r+l))~. 

Soit E = m i n  E m = q+max n . 
j €7 j' O 

j €1 j 

soit E '  E IO, E r .  

n 
Comme pour tout i E 1, A. A-accélère (x ) ,  il en résulte que : 

1 

n-r+l p q 
3 ml L m O . Y n 2 m Y i E 1, y CX:~~(~(A~-~,A~ 

n-r n-r+ 1) p< 
1 ' ) s E" 1 (d(x ,X 

r= 1 r= l 

n q 
avec B = AEP 1 (d(xn-r,xn-rtl))P- 

r= l 

(*), (**), Y n 2 m ; i(n) E 1, par conséquent d'après le lemme 3, A 
1 

n 
accélère (x ). 

O 



Remarque 

n , l  S i  l a  s u i t e  Un = ( ( a l  , . . . , Q  n ,  1) , ..., ( a k . . . a n k ) )  e s t  t e l l e  que i 

9  9  
n ,  i 3 no, Y n  2 n  V i, j E i l ,  .... k},  Y r e { l ,  - - . y  q)  ; Ur = a n y j  a l o r s  

O y r 

l e  théorème 12 est encore  v r a i  s a n s  que l a  c o n d i t i o n  a) s o i t  s a t i s f a i t e .  

S o i e n t  S I ,  ..., sk c conv**(E) ; A l ,  . . . , Ak E Trans  (E ,  E ) .  

a )  l a  ~ u i t e  (U ) v é u j i e  Ba c o n ~ o n  (m). 
kn * 

6) v (xn) r u Si,  3 y c 10, 1 [ ,  3 1i E R , ,  3 no, V n  L n  : y 5 
d(Xn,Xnil) 

O 
5 lJ 

i= 1 d (xn- ' , xn) 

c )  Pouh Xout i r I l ,  . . . , k  , A. accélètie et A-accélètie Si et Ai en.t Iql-nette 
k  

1 

4uh u S . .  
i= l  1 

Remarque 

Dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  s u i t e  (U ) p r é s e n t é e  au débu t  du paragraphe ,  nous  n  

avons supposé que : V i c ( 1 ,  ..., k ) ,  Y r E ( 1 ,  ..., q ) ,  Y n  E N  : 

" Y i  > O ,  f a;yi 
ar = 1 ; on p e u t  remplacer  c e s  d e r n i è r e s  c o n d i t i o n s  p a r  : 

r= 1 n,  i 
3 b > 0 ,  3 no,  Y n  2 n  Y i c 1 . k  Y r E 1 . q : a > 0 ,  - O y r 

S b ,  en p r é s e r v a n t  les r é s u l t a t s  d e s  théorèmes 10. 11,  12, 13. 
r= 1 

f 
8 - TRANSFORMATIONS q j  RV(Alr 'Ak) r f~~ (A1 '. . . rAk) fao 

( (Un) 1 q) 

n ,  i 
S o i e n t  f é K q  e N* ; ( a l  , . . . , a n , i )  

O y 9  E (@:)q)m, i E { l Y . . . > k }  avec 

zyi = 1 pour t o u r  n  E N ,  i E 11 ,..., LI .  
r r= 1 



Soien t  A . . . , % e Trans (E, E) n dom Ai # 0. 1 
i= 1 

8.0 - Transformation f ~ ~ l ,  . . . , Ak) ((y,) Y q )  
n La t ransformat ion  A = f ~ ~ ( ~ I . .  . . ,Ak) appl iquée  à une s u i t e  (x ) E n dom A .  

( (U$ q) i= 1 1 

fonc t ionne  de l a  façon su ivan te  : 

é t ape  n < q 

An = A; 

a )  On c o a i d è t e  len teeatiouls ( (Un,q) R V ~ ,  i r 1 ,  ..., k l ,  d e d i n i a  j2at : 

r S i  Y r r {n-q, ..., n-11 : x + xri l  on pose : 

n-r+ 1 . d (A:-', 1 n-r+ I 
n , j  d ( J r , ~ .  

( ( u  ,qPvi n-r+ 1 )=  min ( y ar n-r+ I 1. n ) l l j s k  r = l  d  ( x ~ - ~ ,  x 1 

n-r+ 1 
: ( 7 a n y i d ( ~ : - r , ~ i  r ) )  = min ( 2" r ~ ( A ; - ~ . A ~  n-r+ 1 1) 

r= 1 I s j s k  r = l  

b )  an calcule la caeddiue& de décampXe f (n ) ,  i e i l ,  ..., k ) .  
(U n , q I rv i  

n  c l  an pane A" = A ~ ( ~ )  avec i (n) ~ A X  Le p . k ~  p c t L t  i nd i ce  de { 1 , .  . . , k) 

v a i d i a n t  f (n) = max ( n > .  
(U , q ) r v i ( n )  l s j ~ k ( u , q ) ~ ~ j  

n n 

Remarque 

f  
RV(Al ,. . . , A  ) e s t  une méthode de s é l e c t i o n  e n t r e  A . . . , Ak qui  

( (un) Y q) k 1 

co inc ide  avec , 

f  
CV(Aly ..., Ak) dans l 'ensemble des  s u i t e s  

((Un) 9 1 ,q )  
k  r r + l  

n n 
(xn) E n dom A.  t e l l e s  que Y n  t q ,  3 rn r in-q, . . . , 11-11 : x = x 

1 i= 1 



8.1 - Transformation f 
" " q )  A , l  

. . 

n k 
A = f ~ ~ ( ~ l ,  ..., A ) appliquée à une suite (x ) t n dom A. fonctionne ((Un) y($ k 1 i= 1 
comme suit : 

étape n < q 

al On cumidëae la t le lat iom ( RC!")) , i t { 1, . . . , k) d é d i n i a  put, (Unyq) 1 

n ' i l  exAia.te r t in-q, . . . , n-i 1 $el pue xr # xr*l , on pose : 
n-r n-r+l f anyid(Ai r ,Ai 1 f z y j d  r (AY-',A. n-r+ 1 

3 
) 

( RC (n) ) : (r= 1 
(un, 9) )=  Min (r=l n-r n-r+l 1 <j sk 

) y ~ * ~ d ( x  r ,X 1 f an, j (xn-r, ,"-ri 1 
r= 1 r r= 1 

1 

Sinon 

b )  U n  calcule lu c o e $ i . i c i e d  de décompte f (n), i 6 11, ..., kl. 
(un,q)"i 

r )  On puae A" = 
n 

Ai (n) avec i(n) aR l e  p u  p W  i nd i ce  de (1, . . . , k) 
v  PtLi diant f (n) = max f (n). 

(un,slrci(n) lsjck (Un,q) rc j 

~a transformation de suite A = RC (AI, . . . , A ) est une méthode de 
( (un), 9) 

k 

sélection entre A ..., Lik. 
1 ' 

On démontre facilement les théorèmes suivants : 

Soient Sl , . . . , Sk c Conv(~) ; Al, . . . , Ak t Trans (E, E)  ; f E Ko. 

S i  puuh h u i t  i t 1, . . . , kl , ut exacte nw Si, pheudo-héguUèke d1okd,te 
k 



So ien t  S 1 ,  ..., Sk c Conv(E) ; A l ,  ..., $ E Trans(E,  E ) ,  f E {1 ,2 ,3 ,6} .  
k -- 

S i  pou4 .tou.t i r t 1 ,  . . . , k} , A .  e6x exacte 6 U  si, derni-tépuUèile n a  u si 1 

f i= l 
a l o m  R C ( A ~ ,  ..., A ~ )  m"'Lt exacten du4 
k 
u S . .  

1 i= 1 

ThCcrkènie 16 

* * 
Scieil* S I ,  . . . , Sk c Conv ( E l ,  A l ,  . . . , $ c Trans(E,  E) . 
S i  p o u  t o u t  i r I l ,  ..., k},  Ai accZLCire et A-accElCte Si ex  Ai eh2 n c u e  

k 
nu4 u si do.& pou4 t o u t  f É mo, les .tnarzn6ozmc~Cionb de n u i t e ,  

i= l f k 
f ~ v ( ~ l ,  . S . ,  A k ) 9 ( ( i 1  ) , q )  R C ( A ] ,  . . . ,\) accélènerzt u si. 

( (Un), q >  n i= 1 

Remaraues 

1) Dans l e  théorème 16 nous n ' avons  pas  b e s o i n  d e  l a  c o n d i t i o n  ( m ) .  

2 )  Les r é s u l t a t s  des  théorèmes 14,  15, 16 r e s t e n t  v r a i s  pour  l e s  t r a n s f o r -  

mat i o n s  
f 

RC(A,, ..., A ) pour  l e s q u e l l e s  l a  s u i t e  
( (Un) 3 4) k 

n ,  1 n ,  1 n ,  k ü = (  ( a l  , . . . , a , . . . , a , . . . , v é r i f i e  : n q cl 

** 
S c i e n i  S I ,  . . . , Sk c Conv (E) ; A l ,  . . . , \ e Trans(E,  E) . 

Si : 

a )  u i r I l ,  ..., k ,  A.  accé lè te  et A-accélètie sie2Ai e n t  [ql-nette b u t  
k 1 

aeoin la &and dotniation de n u i t e n  ( (Un)  ,q;RV(AI,. . . ,%) , f r Ko accfLèhcbzi 
k 
u S . .  



u S.. 
i= 1 1 

9 - ALGORITHMES D ' ECHANGE AUTOMATIQUE 

Dans ce paragraphe nous proposons des méthodes de sélection en-tre k suites 

dont les algorithmes (appelés algorithmes d'échange automatique) qui consistent 

n n 
à associer à toute suite (A . . . , if) E ( E ~ ) ~ ,  une suite (A )telle que 1 y i (n) 

à chaque étape n le choix de la réponse An n (n) parmi A l, . . . , if s'effectue 
à l'aide de tests sur un ensemble de points défini antérieurement. 

n n k N  n Soient f E M  ( 8  2) ; a e 10, 11 ; (al, ..., a )  E (Fi) avec a ai c 1 
O k 

pour tout n E N ,  i E (1, ..., k). 

n n n 
L'algorithme E C (f, a, (a1, ..., a ) )  appliqué à une suite (A 

k 1, a . - ,  a) . 
k N 

(E ) fonctionne de la manière suivante : 

étape O 

O O O O 
i) BO = CO = { B ~ ,  ..., B 1 avec Bi = A. pour tout i E (1, .. ., k}. k 1 

- 

(EC~~)): (rx?d(~~,~?-~)+(1-a~)d(~~,~~-~))= 1 1 min (a?d(~~ ~~-l)+(l-~')d(~?,~~-')) 
1 sj sk J j'j J J 

2) o n  cdecute L u  coeddicien& de décompte fEC ("1 , i E I l  , ,kl. 
i 

3 )  U n  pobe T" = A" avec i (n) ut le p b  pe.tiR indice d e  { 1 , . . . , kl 
i (n) 



véhiSiant  fEC (n) = max fEC.(n). 
i (n) l < j < k  J 

On note par f~~ la transformation de k suites qui à ( A ~  
n n ,,.. . ,<) 

(a, ( a l , .  . . ,ak)) 
n 

(EklW fait correspondre la suite (T ) .  

Remarques 

(n) ) 1) Si a; = 1 pour tout i E { 1, . . . , k}, n E PI alors les relations (ECi 

(n) ) se réduisent aux relations (D. . 
1 

n 2 
2) L'algorithme EC(f, ala;, . . . , a ) )  nécessite à chaque étape au plus 2K +K k 

calculs de distance entre 2 points. 

On démontre facilement le résultat suivant : 

A f 
1 )  ut devinable p u  EC pour tau2 f t M ~ .  

(&(a], . ,<)) 

Soient A ..., A r Trans(E, E) avec n dom Ai # 0. 
1 ' k i= 1 

On note par 
f 

n n EC(A1, ..., Ak),  la transformation composée de la 
(a,(a l,...,%)) 

transformation à k réponses T et de la méthode de sélection 
(A1,.-.,A k 



entre k suites 
n n f ~ ~ .  

(a, (al, . . ,ak)) 

So ien t  Sl, ..., Sk c Conv(E), Al, ..., % c Trans (E, E). 

Si p o u  toU-t i E I 1 ,  . . . , k} , Ai ut exacte DWL si, pseudo-tégufiètie s u  
1 - 
K 

u S.  do^ pou& to& f E B < ~ ,  l a  X t a ~ ~ o . ~ m n t i o n  de suite, 
f 

1 n EC(A1,. .,Ak i= 1 k (&(a l,...,~ 1) 
e s t  cxacte s u t  u S. . k 

1 i= 1 

Sc ien t  Sl , . . . , Sk c Conv(E) , Al, . . . , A E Trans (E, E) . 
k k 

Si poua t o u t  i r i 1, . . . , k} , ut exacte su4 si, semi-aégufièke bu1 u Si 
i= 1 

a lo ,u  pou~z t o u t  f E (1, 2, 3, 61, RLI Z~~aiz,5~o,tn1uZiorz de s u i t u  
f k 

n n EC(A~, ..., ilk) e n t  exacte nu4 u si 
, .  ,ak)) i= 1 

Les théorèmes 18, 19 en découlent facilement de la proposition 17. 

Si pouh t o u t  i { 1, . . . , k), A. accélènc et A-accélène Si et Ai e ~ t  n e t t e  
k 1 

sun u si d o m  p o ~ t  touit f E M ~ ,  4.a Ztant<onmetion de a d e n  
i= 1 f k 

n EC(Al, ..., A ) accé tè te  u S . .  
n k 1 

(a, (al,. . . ,ak)) i= 1 

Preuve 

O 
Nous n'indiquons la démonstration que pour T = EC(Al,. . . , n n 

(a,(al,. . . ,ak) Ak) 

pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement. 
k n 

Soit (xn) c u Si, 3 i r Il, . . . , k} tel que (x ) t S . 
O i i= 1 O 

Soit 1 l'ensemble des indices des transformations qui accélèrent et A- 

n 
accélèrent (x ) .  1 # fl car io E 1. 



S i  Ï = 
1 

C I I , L ,  ..., kl = @ a l o r s ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3 ,  on e n  d é d u i t  que  T a c c é l è r e  

(Xn>. 

Sinon.  

n  Comme pour  t o u t  j E Ï, Ai e s t  n e t t e  s u r  (x ) ,  il en r é s u l t e  que : 

n  
Comme pour  t o u t  i E 1, A .  A-accélère  (x ) ,  il e n  r é s u l t e  que : 

1 

 a après (*),  (**) : +J n  r m i (n) i 1 p a r  s u i t e  d ' a p r è s  l e  lemme 3 
1 ' 

T a c c é l è r e  (xn) .  



COMPARAI SON NUEERIQUE DES FETHODES 

DE S E L E C T I O N  DU C H A P I T R E  II 1 



INTRODUCTION 

Dans ce chapitre nous testons les méthodes de sélection vues au chapitre 3 

sur 6 transformations normales déduites de 6 procédés d'accélération de la 

convergence : procédé de richardson, €-algorithme . p-algorithme, procédé 
2 

d'overholt, €)-algorithme, A itérée. 

Nous allons prendre des suites dans les 5 familles de suites suivantes : 

- suites monotones d'ordres supérieures à 1 

- suites monotones à comportement logarithmique 

- suites à convergence linéaire 

- séries alternées 

- séries divergentes. 

Dans les expériences numériques nous indiquons la suite des rangs(*) des 

réponses choisies par les différentes méthodes de sélection. 

La comparaison de 2 méthodes de sélection est basée sur la comparaison des 

suites de rangs associées. 

Nous concluons cette partie par des remarques qui donnent une idée sur 

l'ensemble des méthodes de sélection et les transformations en compétition 

(*! Les distances des 6 réponses à l a  l imi te  supposée connue de Za su i t e  
trans.formée, sont c lassées  par ordre croissant ,  nous appelons rang 
d'une réponse, l e  nqméro du classement de l a  distance de c e t t e  réponse 
à la l imi te .  



DEFINITIONS ET NOTATIONS 

A partir des 6 procédés d'accélération de la convergence 8-algorithme, 

€-algorithme, p-algorithme, procédé d'overholt, procédé de richardson, A 2 

itérée, on définit les transformations de suites Al, ..., Ag par : 

Al : la transformation de suites qui à (xn) E # fait corresoondre la 
suite (TO O O 1 

Tl' . . . Y  TI0Y TlO, . . . Y  ~Ilo y 
... ) ,  obtenue en appliquant 

n le procédé de richardson à (x ) .  Cl], C21, C5J 

0 1 0 1  
: (Xn) i 8 - (E0, Eoy E2, F2, ..., E O 1 n 

A2 ElO' " ' Y  E 10' ... ) 
n (cn) est obtenue en appliquant l'&-algorithme à (x ) .L II, C51, ~ 6 1  

k 

n n 
(pk) est obtenue en appliquant le p-algorithme à (x 1. [Il, 151, C61 

(v:) est obtenue en appliquant le procédé d'overholt à (xn). 111 

(8;) est obtenue en appliquant le +algorithme à (xn). C 13, C51 

2 
Ag = A itérée. [ 11 

* 
Soit q E IN , on note par : 

(Fq/21+l ,q) C = {0,1,2,3,4,q5,6,7, 
q 

8,9). Cq/21 est la partie entière de q/2. 



EXPERIENCES NUMERIQUES 

Dans les expériences numériques, nous allons tester les différentes méthodes 

de sélection vues au chapitre 3 sur les 6 transformations A , ,  A2'".9A6 

dont les réponses sont calculées par les programmes de C. BREZINSKI. Nous 

1 
prenons (-) resp. ( (n)nr ]) comme suite auxiliaire dans richardson n nrl 

resp. (dans le P-algorithme). 

1 - Suites monotones 

1 . 0 . 0  - Exemple 1 - - - - - 

lim S = 1 ; (Sn) est accélérée par A n 5' 

O 
a) Résultats de EC(A ..., A ) 

(112, (112, ... ,1/2))-1L 6- 

. notation 
O 

Dans tous les résultats numériques de la méthode 
(112, (112, ,112)) EC(A1 9 .  . ,A6) 

on note par : 

n n TS(N) : la réponse sélectionnée parmi A], ..., Ag. 

Il : l'indice i de la réponse choisie, i E (1, ..., 6). 
RANG : le rang de la réponse sélectionnée 

. Au tableau 1 nous indiquons les 23 étapes de la méthode de sélection 



Tableau 1 

Nous voyons sur le tableau ci-dessus qu'à partir de l'étape N = 8 ,  la méthode 

OEC(A~, . . . ,A ) propose les réponses des transformations 
(112, (1/2,.. ,112)) 6 

Ag, A et à partir de N=14, les réponses choisies sont les meilleures 
6 

réponses possibles. 

b) Dans toute la suite nous n'allons donner les résultats que pour 

les méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte d'indices 

(rq121+1 8,9} les résultats f E {O, 1, 2, 3, 4, '5, 61 car pour f E ( 7 ,  

sont souvent identiques aux résultats de la méthode de sélection associée 

aux coefficients de décompte d'indice 6. 

Aux tableaux 2, 3 nous indiquons les rangs des réponses choisies par les 

méthodes de sélection f ~ ( ~  ],..., A6), f E {O, 1, 2, 3, 4, '5, 61. 
q 



Tableau 2 

Les résultats ci-dessus montrent qu'à partir de l'étape N=17 les.7 méthodes 

de sélection, proposent la meilleure réponse. 

f 
N 4 5 6 7 8 9 10 11 12  13 14 15 16 17  18 19 20 21 22 23 
--------------------- 

O 5 3 2 4 4 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
--------------------- 

1 5 5 2 4 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
------------------ 

~ 5 3 2 4 4 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

355554444622222111111 
--------------------- 

4 5 5 4 4 5 1 2 2 2 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

5 5 4 4 4 4 1 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

1-76 5 
3 2 4 4 1 1 2 21 21 21 1 1  1 1 1 1 1 1  1 1  1 1  1 1  I I l I l I I I  

Tableau 3 

Les résultats du tableau 3 montrent que : 

a) La transformation des suites D A  . . . A ) propose la meilleure réponse 
6 

à partir de N = 10. 

b) Par comparaison avec les resultats du tableau 2, les rangs à partir 

2 desquels, les méthodes f ~ ( ~ l , .  . . ,A ) , f E {0,2,3, 5,6} proposent la meilleure 
q 6 

réponse, sont augmentés avec q. 



C )  Résultats des méthodes f ~ ( ~  , . . . , A , ) ,  f é C2 2-1 
f 

Les résultats des méthodes E ( A l ,  ..., A  ) f c C2 sont identiques aux 
2  6 

résultats des méthodes : D ( A ~ ,  . . . , A g ) .  

d) Résultats des méthodes f ~ ( ~  . . . ,A , ) ,  f é C  2-1 ' 2  
f 

Les résultats des méthodes M(A ..., A  ) ,  f E C  sont meilleurs que les 
2  1 '  6 2  

f 
résultats des transformations D ( A l ,  ..., A g ) ,  f E C2.  

2  

Les transformations de suites ~ M ( A ~ ,  . . . , A ~ ) ,  ( 2 , 2 ) 8 M ( A  l ,  . . . ,  A ~ ) ,  

;M(Al ,  . . . , A  ) ont proposées des réponses identiques aux réponses de 6 

~ M ( A ~ ,  ..., A 6 ) .  

e) Méthodes f ~ ~ ( ~ l ,  . . . , A,) ,  f E C2 2- 

Les résultats des méthodes : E R ( A ~ ,  . . . , A  ) ,  f E C  sont meilleurs que les 6 2  

résultats des transformations :M(A], . . . , A 6 ) .  

f f 
f) Les transformations de suites 

( ( 1 1 2 )  9 1  9 2 )  
G V ( A l ,  ..., A  ) 

6 ' ( ( 1 / 2 ) , 2 )  
R V ( A l , .  . < A 6 )  

r 
1 

( ( 1 / 2 ) , 2 )  
R C ( A I ,  ..., A 6 ) ,  f t C  ont données les résultats que nous résumons 

2  

dans le tableau ci-dessous. 

Tableau 4 

1.0.1 - Exemple 2 - - - - -  



lim Sn = 1 
n- 

(Sn) est accélérée par 49 
O 

a) Résultats de la méthode de sélection EC(A1, .. . , A,) (112, (112, . Y 1/2))- V 

O A partir de l'étape N = 8, 
~ 1 / 2 , ~ 1 / 2 , * . * , 1 / 2 ~ ~  

EC(A1,. . . ,A ) propose les 6 

réponses des transformations qui accélèrent (S ). n 

b) Méthodes f ~ ( ~  ..., A,), q E i l ,  2, 31,  f c C . 
,-q-1 y 

Pour q = 1 nous avons les résultats suivants : 



Tableau 5 

Pour q = 2 ,  les résultats sont légèrement plus bons que pour q = 1. 

Résultats pour q = 3 

Tableau 6  

Les résultats des tableaux 5 ,  6  montrent que l'augmentation de la valeur 

f 
de q a améliorée le comportement des méthodes de sélection D(AI, ..., A6) , f cC  . 

q q 

Avant de quitter cet exemple nous signalons que les méthodes de sélection 

f f f 
3E(A1,  . . a ,  A6)9 : M ( A ~ ,  . . . i  Ag) ,  

( ( 1 / 3 ) , 3 )  
ER(A1, ..., A ) 

6  ' ( ( 1 1 3 )  , 3 )  
R V ( A I , .  . . , 

f E C3, ont données des résultats identiques aux résultats des transformations 

f 
: D ( A ~ ,  . . . , A , ainsi que les résultats des méthodes 

6  ( ( 1 / 3 ) , 1 , 3 )  GV(Al , . ,A6) 

f ~ ~ ( ~ l , .  . . ,A ) , f E C sont identiques. 
( ( 1 / 3 ) , 3 )  6  3  



Remarques 

1) Les résultats des méthodes de sélection associées aux coefficients 

de décompte d'indice f = 1 sont souvent meilleurs que les résultats des 

méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte d'indices 

f E cq-i11. 

2 )  Seules les transformations de suites A A sont capables d'accélérer 
5' 6 

les suites des 2 exemples précédents. 

1.1.0 - Exemple 1 - - - - -  
n 

k+ 1 k+2) 
= 1 ~ o g  . L O ~  (- k+ 1 . n = 1, 2, 3 ,  ., 
k= 1 

lim S = 0.684724788564 
n 

(Sn) est accélérée par A 
1' 

O 
a) Résultats de la méthode de sélection EC (A1 , . . . , A6) ~1/2,~1/~,*.*,1/2~- 



O Dés l'étape N = 13, EC(A1, ..., A ) choisit les réponses (112, (112, . . . ,  112)) 6 

- -  -.-- 1-31 * - e ; r r J I  * Il* T S ( N 1  * D a n ~  
t***********+*****r******************************************* 

1 * ' , 2 @ l n 4 k 9 ~ b 5 d n o 0 8 n t O O  * 1 * ,2t310Ub~965006ORU+0P * 1 
2 * . 3 ~ 7 6 9 2 0 1 9 1 0 ~ o f o n t n o  * 2 * , 3 9 7 6 9 2 0 3 9 1 n a ~ 5 0 ~ + 0 n *  2 
3 * .461P66438U04372n+00 + 5 * .4618!!643R4n437?D+0fl* 6 

des transformations qui accélèrent (S  ) .  
n 

. 

b) Résultats des méthodes f ~ ,  f c C2 
2 

u * . s n 2 ~ 7 0 3 1 e n 0 p ~ l o n + ~ o  3 * , 6 8 ~ 0 5 7 3 8 6 2 ~ 8 ~ 2 ~ u + o ~  * 1 - 
5 + F , ~ ~ ù ~ 7 c ; 3 n 9 ~ ~ s 4 0 3 ~  * -  3 * .o807?u30~831?97c+un * 1 - --- 
t, * ' . 5 5 ' 1 2 5 ~ 2 o ~ ~ 4 6 6 1 3 n + a c i  ' *  3 * -- ,6847231 - I ~ ~ Q o ~ B z ~ , + o ~  * 1 

' -  7  * - ' , ~ 6 6 ~ 6 ~ 9 0 7 ? 2 ~ 5 s 4 6 + n c r  * -  3 * , 6 8 0 7 ~ 4 7 9 ~ 6 ~ o ~ 3 ? ~ + 0 O  * 1 
A * ,57939ht~79nYROfSntOO * 3 * ,684724797176554b+OO + 1 
9 * ,5A993q606?69b76PtOO * 3 * ,6&0724?67793Ob7D+(jCl * 1 

10 * ,5Q773107877FSR2n+?O * 3 * .6847?478546729?.D+On * 1 
11  * - .  . a n ; r ~ 1 9 6 3 n 4 0 f i ~ ~ ~ r > ~ t o r )  * 3 * . . . ~ ~ ~ ~ P ~ ~ ~ A S A ~ O Z P I ; + U  .- - .  * I 
12 + - - 6 1  0 6 ~ ~ i n 7 7 3 o 0 i ~ o t n n -  * 3 * , t , ô a 7 ~ 4 7 ~ ~ 4 5 0 ~ 7 n i , j + o n  * 1 
13  . o 1 5 7 4 1 0 ? ~ ~ 3 ~ ~ 7 4 ~ + 0 0 - *  5 * . L 8 4 7 2 ~ 7 8 5 1 2 o 9 7 6 ~ 1 + a n  Y 2 
14 * . b ? 0 i v f 7 ? 7 4 3 f 3 7 a ~ t n o  * 1 * . h ~ n 7 ? ~ 7 ~ 7 q ~ ~ a l n ~ + o 0 .  1 
1 ,0?41063C0RoQ933n+@O * 1 * .66072476QlQo33PC+CP* 1 

' 1 6  + . .- , t ,?7f7155bn9?on~n+nn * s * ,68n7?0&~11119n;+0n 2 
17 . h ? u ~ h l V ~ 4 ~ 0 1 1 5 0 ~ + 0 0  *-5 * ,66117P47CIR1076302+0cI * 2 
I R  *..- , h ~ 3 f i > ? ~ U 0 5 9 R 4 ~ 3 ~ + f l O  * 5 * ' . 6 8 f l 7 ? 4 7 h R j i 9 R ~ ~ i j + c ~ f J  * 2 
l o  * _ , t , T S o 3 7 ~ f i b f i 5 ~ 4 ~ ' 3 n + @ O  * 5 * ,h807;>478AZf75()?L+G(I * 2 
'29 * ,b7a?O?Sh805?474n+no * 5 * .6847?47dR456R613+06" 1 

Au tableau 7 nous résumons, les résultats des méthodes de sélection , 
:D 

121 * .640?754647422?7P+00 * 5 * .68.77478R5"Q97@0+00 * 1 
i ? Z  * -6 f i21 i>731461147A"+r)0 * 1 * ,6bL17?4711QbQZR2?b+OO + 1 

123 
+ . on3~ou ,~2~ ,auhhn tn0  + 1 * . ~ t 1 4 7 ? ~ 7 t i h s 7 7 ~ ~ + 0 q  * I 

?Li * , t ~ l J S c i ) c ~ 7 5 0 7 ~ 1 U ~ O ~ t n 0  * 5 * .6d l J7?4777657C) i I 2+V  * 2 

125 + . o a ~ o R ~ 9 C 3 2 ~ 0 i > 1 0 n + n r ~  i 1 *- . ~ ~ ÿ 7 ~ q 7 t ) ? 5 ~ ~ ? ~ h ~ + C ~  1 
1 2 6  * . ~ ~ ~ z s Q ~ R o ~ ~ P s R ~ ~ + ~ o  * 1 * , 6 d ~ 7 ? 4 7 6 7 ~ 7 5 3 3 5 ~ + ~ 0 +  1 

,sUYC3Ubhh73W719+Q(i * 5 * ,hdfi7?47d33TS5lOL+CP * 2 
, h ~ 0 Q 2 0 3 1 8 Q ~ ? 9 ~ 5 ~ + n o  * 5 n , f>d f i7?476333~1  ~ ) ~ L + G o  * 1 

?O + t > ~ l Q 3 ~ 9 4 4 7 Y 5 7 ~ 0 ~ + ~ 0  * 5 * ,6F i tJ7?47efSQ073~~+Or!  * 1 
3n + , t , q ? O 7 A 9 7 r 3 0 ; ? P 3 R t > n + n i )  * 5 * - h 8 f J 7 7 ~ 7 h b 3 ~ d ? o Z i ; + , ) ~  * 1 



Tableau 7 

Pour tout f E C les résultats des transformations de suites 2 ' 

f 
'Rv(A1 , . YA6)Y ((112) 9 2 )  ((112)YZ) 

RC (Al .. . . ,A6). :D(A], . . . .A ) sont souvent 
6 

1.1.1 - E x e m p l e  2 - - - - -  
n 

1 71 
2 

s n = 1 -7,lirnsn=-= 6 1.644934066848226 
k=l K 

(Sn) est accélérée par Al, A,. 

O 
a) Résultats de Ec(A1. .... A,) (112, (112.. ,112))- V 

Nous indiquons au tableau 8 la suite des rangs des réponses sélectionnées 

O 

par (112,(1/2, ... ,112)) EC(Aly . . a ,  A6). 



Tableau 8  

I 
Rang 

N 

Rang 

L e  tableau ci-dessus montre qu'à partir de l'étape N = 4 ,  

1 2  3  4  5  6  7  8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8  

1 2 6 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1  

19 20 21 22 23  24 2 5  26 27 28 29 30  31 32 33 34 35 36 

1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

O 

(112,  (112 , .  . . , 1 1 2 ) )  
EC(AI, ..., A ) propose les réponses des transformations 

O 

qui accélèrent (Sn) et à partir de N = 22 ,  propose la mailleure réponse possible. 

Tableau 9 



Pour les autres méthodes de sélection nous avons les résultats suivants : 

1) les méthodes ~ E ( A ~  ,.. . ,A6) Y ~ M ( A ~  9 ,A6) 9 ~ER(A~ 9 ,A6) 3 f É C29 ont 

donné des résultats identiques aux résultats des méthodes 'D(A], . . . , 
2 As> 

7 f 
2) Les résultats des méthodes GV(Al, ,A6) ~((112) ,2) RV(Al Y - ,A6) 9 

s ((112),1 92) 

((112),2) 
RC(A l,...,A ) ,  f É C sont identiques et sont meilleurs que les 6 2 

f résultats des méthodes D(Al, ..., A ) .  2 6 

1.1.2 - Exemple 3 --------- 
1 Sn = (n+1) sin - n = 0, 1, 2, ... . lim S = 1. n+ 1 n 

(Sn) est accélérée par A 1, A5, A3. 

O 
a) Résultats de EC(A;,***,A 

(112, (112,. . . ,112))- ---4 

* * * * * * * * * * * * * * * f ~ * * * r ~ x r . i r * * * * * * * * t * + R f * f * * * * * + * * * * * ~ * * * * * ü * * * * * *  

* N *  S f l i )  * i l *  T S ( M )  * Rang* 
*****************+**************t************************ . . .  - 

* I * . - . -  . 9 ~ b ~ 5 1 ~ 7 7 ? ~ ~ 1 ( n h n S 0 ~ )  i-t-- -_-. Q S R ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ W U O L + O ~ *  1 * 
. .- 

* 2 *  - - .. 
,9P156400038~457n+Ofi  * . - 2 - . .- * . - , Q & l 5 ! 3 4 0 9 ~ 3 R o 4 5 7 ~ i G n *  2 * 

* 3 * , 9 P 9 h 1 5 8 3 7 0 1 p . u ~ 2 ~ + ~ i ,  * 1 * , ~ O O C , ~ ~ Ç ! ~ Ü ~ ~ > I ~ ~ Ï , + O I  * 4 * 
- .  - - - . -  * O * ,99314ho530753nbn+Ob * 6 * , 9 9 ~ 5 R Z Q Z 9 9 0 3 6 2 2 u + 0 0 *  3 * 
* 5 * ,99537679616043ODt00 * 5 * ,Q9995711462997OL+00* 3 * 

-*-.6 * , 9 9 b 6 0 7 1 ~ 8 ~ 4 5 & 4 6 ~ + ~ 0  . -. * . 3 - * - ..- ~ 0 n 0 ~ 0 0 0 9 5 ? 1 1 3 6 3 + 3 1 *  . 1 * 
* 7 *"- - - -  - - ,9973976670 i1  t m n + o t , .  *-.3 *-- . 9 9 ? 9 9 9 9 9 ~ ? c i ~ ? 2 9 0 ~ ~ + 0 n  * 1 * 
* P * ,9F794Tbyb5bq(,77p+n~ * ~ ~ - ~ - ~ - - 1 9 9 ~ 9 9 9 q 9 9 0 9 7 1 1 Y 3 d + O O "  1 * -- - -  * 9 * . 9 9 6 ~ 3 U l 6 b f l b ~ Z P l ~ + n O  * 3 * , ~ 9 a 9 0 9 ~ 9 ~ 9 0 9 ~ 6 ' b + 0 0 *  1 * 
* 10 * , v ç ~ t i ~ ~ i ~ ~ ~ 9 7 ~ 7 r i ~ + , w j  * 3 * , J O O O O G ~ ~ O ~ O ~ O ~ ~ - ; L ~ + O ~ *  I + 

............................................................................ 
f Toutes les transformations D(A], . .., Ag), ..., A~), 
2 f ~ ( ~ l  3 ,A6) 9 

f f 
f ~ ~ ( ~ l  Y 9 ,A6) Y 2 ((1/2),1,2) GV(Al ' yA6)9 ((112) $2) RV(Al ,. . . , 

f 
((112) $2) 

RC(Al, ..., A ), f E C ont proposé les réponses de la transformation 
6 2 

A à partir de l'étape 6. 
3 

1.1.3 - Exemple 4 - . - - -  - 

(Sn) a pour limite S = 0.577215664901532 

(Sn) est accélérée par Al, A5. Ag. 



9 1 

a) Résultats de O EC(AI, ..., A,) 
(112, (112,.* ,112)- V 

Tableau 1 0  

l Rang 

O 
Les résultats ci-desms montrent que 

(112, (112,. ,112)) 
EC(A1, ..., A ) 6 

propose souvent la meilleure réponse possible. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 0  

1 2 2 2 3 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

b) Les méthodes de sélection :M(A], . . . ,A6), :E (A1, . . . ,A6), :ER(A], . . . ,A6), 

21 22 2 3  24  25 26  27  28  29 30  31  32  33 34 35 36  37 38 39  4 0  

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

ont proposé des résultats souvent identiques aux résultats des méthodes 

f 
2D(AI,...,A6), f E C que nous résumons dans le tableau 11 suivant : 

2 



Tableau 1 1  

Remarques 

1 )  La transformation A est plus performante sur les 4 suites monotones 
5 

à comportement logarithmique. 

2) Les méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte 

d'indices f r 11, 3 )  sont moins bons que les méthodes de sélection associées 

aux coefficients de décompte d'indices f r {O, 2, 4, 25, 6 ) .  



2 - Sommation des sér ies  alternées 

l i m  Sn = 0.60489864342162 

(Sn) est accélérée par A 2 ,  

O 
a) Résultats de la méthode de sélection EC(Al,. . . ,A,) (1/2,  (112, , 1/2))- " 

* * * * * * * * * * * * * * * * + * * * f * * * * * * u * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * w * * * * *  
* N +  S C t . )  * I l *  1 S ( h i )  *Fang* 
********+*******+*********+******%*********%**+****************  - 
* 1 *  , l f i o n o n ~ n , ~ ~ i ~ ~ , , n ~ ~ ~ t P i  * , 1 i ~ n O n u n ( ; n ~ q o ~ ~ f i ~  + o 1  * 1 + 

* ? , ~ ~ ~ p ~ ? ~ l ~ , ~ l t , ~ > ~ + ~ , !  * ,. * , ? Y ? ~ ~ 3 ? 1 P o 1 3 f i 5 ' z ~ + d ~  * 1 * 
* 7 , 6 7 0 ? 4 f r c a ~ i i 7 i , 7 ( . n ~ n , ,  x 2 n , h 1 r ) 7 3 ~ ~ ~ 4 ~ f i 9 ; 1 > 3 f ~ + j ~  + 1 * 
* 4 * , ~ 7 J 7 r Z y c o O u ' ; . 7 ; ; ~ + 0 ,  x 2 * . h ~ r ? Z Q ~ r ' Y 5 5 ' 1 9 5 6 ~ ~ + 2 i r i  * f * 
* 5 + , ~ 1 7 ~ 5 7 d ~ 3 ? , ~ 0 7 t ~ ~ + ' 1 1 1  * 5 * . 6 0 f l 4 ? 9 Q 3 ? 0 ? O ~ Y O C + 0 ~  * 3 * 
* 6 * . 4 C ) g ? ~ i ~ 7 Q 3 ~ j ~ 1 7 3 ~ + n i 1  * b x ,hOU6e;b~4900d?t?~+CCi * 1 * 
* 7 * . 7 P 7 1 7 Z r h ~ . ~ s ~ l + O t 1 ? + n : 1  * * . h ~ ( ~ Y O b 3 i ? 5 7 ~ p ~ ~ 7 V t u r ~  * 1 * 
* 8 + - . 4 ~ 3 ~ 1 ~ ~ ? ~ , o 5 ~ 1 3 7 ~ + n 1 1  ~r b  * , c > o u ~ Q ~ I ~ I ~ ~ o P J ~ L ~ + c , ~  * 1 * 
* 9 • , 7 6 0 o ~ l ~ n ~ ~ 7 ~ p , h 0 ~ t r ) ~ ,  * * . 6 0 4 8 o b 6 0 n 7 ? ~ 7 b R u + d f i *  1 * 
* I O  * . 4507?5~U2?71u22PtOb * o * ,6(jfJd0063~3R5P50~.+0n * 2 * 
* I I  * , 7 5 2 ? 3 ~ 7 ~ 7 z - r ~ 3 ~ 0 ~ + n 1 ,  * 5 * , 6 0 4 d o ~ 6 ; 1 ? 9 ~ 1 ~ y o , + ~ n  * 3 * 
*12 + . r r ~ 3 ~ ~ 1 b ~ ~ 7 s u s 7 ~ n t n n  t 6 rt * I * 
*lZ * , 7U0~117 '=uPo?IR7?+nD * u * ,6OUaQto~tl;?>IJblG+bO * 2 * 
* I L I  i . 4 7 3 ~ . 5 n 5 ~ ~ 0 1 j u 7 ~ ~ n + n ( i  * 5 * , o o a t r ~ a 6 4 7 4 ? 1 5 1 ~ , + , , ) ~  * 1 * 
*1S * . 7 3 1 F 4 Q 3 ° i ~ 7 C 1 9 ~ u ~ ~ n C ~  * 5 * ,fruQdoet6434?lhi16L+dn * 2 * 
*1& * , J P I R u Q ~ Q ~ ~ u ¶ Y ? u " + ~ , I  * b * .OOU83oh47y?lhZQ~/+Cin * 1 * 
*17 + . 7 ? 4 7 t S ~ ? 3 7 3 Q 2 c ; 7 Q + r i ~ ~  * 5 * . 6 6 0 3 Q n 6 4 3 4 ~ 1 6 3 ? u + O n  * 1 * 
*1P * ,4Pok6?76374?7/J1qtQt1 * b * .6Oda9G643rZih3f i~1tdP * 1 * 
*1Q * .71tOYp3Q7?173n3?tr,n * u * , ~ O ~ l t 3 Q o h ~ t 4 ? l h j P C . + u n  * 1 -i, 

*?n / , ; O ~ U ~ ~ ~ > Q Y U L , Z ~ ? - ~ ~ + O ~ I  * G rr ,At]U6Ot64Z-?ihjn:,+fi * 1 * 
........................................................................... 

b) Résultats des méthodes f ~ ( ~  , ..., A, ) ,  f r C2 2-1 

Au tableau 12 nous résumons les résultats des méthodes de sélection 



Tableau 12 

Nous signalons que les transformations de suites : D ( A ~ ,  . . . ,A6) , f ~ ( ~ l , .  . . ,A6) ,  2  

f ~ ( ~ l  9 . ,A6) Y ;ER(A] Y ,A6) Y 2 GV(AI ,. . . ,A ) 
( ( 1 / 2 ) , 1 ~ 2 )  6 ' ( ( 1 / 2 ) , 2 )  R V ( A l ~ - - - , A 6 ) ~  

RC(Al ,. . . ,A ), f 6 C ont proposé des résultats souvent identiques. 
((11.2) , 2 )  6  2 

lim Sn = log 2 = 0.693147180559945 
n- 

(Sn) est accélérée par A 2 9  A3,  

O 
a) Résultats de EC(Al, ..., A,) ( 1 / 2 , ( 1 / 2 , .  * . , 1 / 2 ) ) -  u 



rr) 
QI 

+ - r C * C C C C * + * + * $ . $ < C + * * * C *  
C LI, C * 
c c + - - - m m - - - - m m - ~ ~ - ~ . . ~ - . - - .  + 
* a *  C 
* K *  
c + + * + + * c + ~ c * c c + * + ~ ~ + * ~  * u * 
c C - C G C C C C C C C C C  C j C C . C C C  * * u . 3 ~ O O O O 3 O 0 3 ~ 3 C 3 r 3 . ~ G O O . ~ ~ ~  
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
ii * 3l.i ï .ï 3.1 O , . J , A  ~2 -2-3 .> .-I: .l 2 A i * 
c C C G O C ~ " ~ ~ U C O  - O . Q  = r a a ~ u i < u ~ ;  
C * ~ 2 3 O C T r ' l Q ~ 1 1 ~ 3 O r - - f  O c y . n c r - 3  3 
C  * G c \ C . - W b O  w L T . = I W b J o ' O  O 0  0 . :  * C O O , o O M a l y N m c g m ~ o C T ~ C T 0 ' ~  * 
c ~ c ~ c ~ o ~ F L T w ~ ~ M ~ ~ ~ : u u u w ( ~ +  
C o C 0 0 0 0 * ~ ~ e o o N ~ ~ ~ ~ m ~ m ~  

C @ + C O O ~ M ~ Q ~ W ~ - - - H - - - - - *  
* * * O 0 0  0 . 0 l n n  3 b r c - b b b b b b b b C  
4 * C.)GiCsb G C. 3.Q P CS 3 C l  9 J P P ;3 Q * 
C  C O O O Y b d d 4 d - + 4 - - 4 d d d d ~  * 4 C C G C N M  r . . w  )r, r'-4 (c M  In W .  r,pr,)E r. * 
C  C 0 3 0 ~ ~ 0 3 5 ~ 3 ~ ~ ~ 0 ~ 0 0 0 S *  

l 

C c -,c Cl.= c= O c ;: c,,c c; c .=.c sac O ,= * 
C  * C C 1 C . C  C C. C C ' C  C C C  C C  C C C C - ;  * C +,+.+.+  + + .+ .+  + + + + + + + + + + + 
C  C. ClC,L,C C C C C. C C c. c c L C c c. C. * * C O 4 ~ ~ v , e ~ ~ ~ ~ ~ ~ N r C y , 3 C O ~ S *  -- I s ~ c c , r ) c w ~ : - - ' n n - ~ u a u u ~ - . ~ *  * ç = c r s l r n m  O d 3 G O . i F . 3  O I - d - C a . - O  2 ;  * ~ ~ c ) s i ~ w ~ i ~ . r ~ z r ; ~ c w ~ ~ - + w a ~  
C  C = o r ' l * m  3 N W M I ' l  3 d f l r 2 b + a l u *  
4  2 4 c c , r  WVPC. *.ut u' 5 .LU & - r wr r rc ; C h  * o a r c l r J l r r l 0 ' 3 . 0 . 3  3 ~ ~ L n v l ~ ~ , O V . f  
* " * C C v . w ~ ~ ~ ~ C ~ C ~ & - r V . a L T . U ~ & :  
* o * o o , M m ~ ~ ~ 3 C T < r o O ~ ~ P r t ~ o *  
C  C C C V . M ) r . < W V G , 1 3 C V W - - K O  + * C 3 0 f 4 ~ t ' l a N f L ~ f ' l ~ 4 v O ~ ~ ~ M ~  
4  ~ C C ~ V M Q U U - ~ < ~ U  r ~ - . r r ; a < - +  * * O O ~ M M 9 0 ' J t f l U l  O P C I O . G & n N M . O *  
+ c c o ; r a a a - u r a ~ , a  w'u~riu I L < I L ? +  
C X ' m , J 1  a u\(C O i b . 9  b Q b  O b  G b  Y c 
Ç * .i O! O :  0 ; :  01 a, . m .  a * ,  r r r *  
U & I I -h 

V) (d W V )  
Q1 - n \al 
4 C P V I k  



2 . 2  - - - - -  Exemple ----  3 

- 2  
lim S = e = 0 .1353352  

n 

(Sn) est accélérée par A  2 9  A 3 9  

O 
a) Résultats de EC(AI, .  . . ,A,) ( 1 / 2 , ( 1 1 2 ,  ..., 112))- .l 

O 
La méthode de sélection 

( 1 / 2 , ( 1 / 2 , *  * . , 1 / 2 ) )  
EC(A I , . . . , A  ) n'a pas proposé 6  

les réponses de A  car il n t y  a pas une accélération assez remarquable 
3  ' 

de (Sn) par A3. 

*****************+***********************************+***. 
-- - 

S f i r )  - 
- - * h l *  * I l *  T S ( f J )  *Rang 

***************************************************+*******+*,* 
* 1 + - . l ~ O O 0 6 U ~ O O O ~ 0 0 0 ~ + 0 1  * 1 * - , 1 0 ~ u ~ 0 0 0 0 0 O 0 0 u ~ D + G 1  * 1 

- * 7 * . 1  c , o ~ o n o o 0 ~ 0 ~ 0 @ o n t n i - ~ ~ 2 - ~ - : 1  ~ o ~ o o n o o o n o @ o n ~ , + ~ ~  * 1 . 
- * - . 3 * -.3'3t33333337373r>+oK% - ~ * . ? o ~ ~ o o ~ o ~ o ~ o ~ o ~ u + ( ~ o  * 3 

* f i *  .37333~3~3?313~3Pt00-*-b* . 1 1 J l l l l f l ] l l l l l ~ + o ~ i *  3 
- *-5 * m6h66C>66666a6b67r)-01 + - 5  ¶333333373>333' .~+0@ * 3 . 

* 6 * ,155e;5555555~556nt00  * 6 * ,135531135531136D+OP * 1 ' 

* 7 * . 1 ~ 0 1 5 R 7 ~ O l ~ R 7 3 0 n + o o  * 6 * .135338filRb(r6R7?D+(,(! * 1 . -- - * 8 * .136KOf9365079f 7n+O-6-%-5-1ï--: j 3ei3355923?0115~+(jO * 1 . 
-* 9 . 13s~97OOl763668I ,+I , f i -~ '~- -%-,  1 3 5 3 3 5 2 4 1 7 0 7 9 3 5 ~ + 0 0  * 2  . 
* 10 * . -1~537QlP871?5??0+00 -*--a *-,1353'JS?841307tRS+OP + 2 . 
* 1 1  * . 1 ~ 5 7 ~ 7 a ~ i 9 9 r ( s n 9 n t 0 0  * 5 *--.13533528323614tl;+u0* 1 - 
* 12 .135T304331102110+00 * 5 * ,¶3C;335?8~236b5UI,+OCI * 1 . 

* 13 * ,13573?193~a60O?n+On * 5 * .135335?83237413b+OP * 1 
* * ~ l '?S~U~Of l3621900Q+OO * 5 * - -  ,J353352e123794JL,+ù!' * 1 
* 15 * , 1 3 5 3 7 ~ 6 5 4 P 5 3 o ? h h + O ~  * 6 *--;j35335?63241P32G+Gn * 1 
* 16 * . 1~5 'Jb l35~7b14QAn+Or~  * 5 * --;335335;)83236U923+Qn * 1 

- *  17 * . i 3 5 P l c ; ~ 4 i 6 9 ~ Z 1 9 Q t o o  * t, -*---  .13ei33s?a3lo353u~;+on * 1 . 
* lp  ,lt5527bh2K75035nt0O * 6 * .13533S?8U4192610+00 * 1 1  

b) Les méthodes de sélection : D ( A ~ ,  . . . , A ~ ) ,  :E(A],  . . . , A ~ ) ,  ~ M ( A ~ ,  . . YA6), 

f f 
;ER(A] w ,A6) ( ( 1 1 2 1 ,  192)  GV(AI > " >A6) 9 ( ( 1 1 2 ) , 2 )  

RC(AI, ..., A,-,), 0°C 

proposé les mêmes réponses. 

. 

.' 

. 

f 
Pour f E ( 1 ,  31 ,  les résultats des méthodes 

( (112192)  
RV(AI, ..., A  ) sont 

6  

* 19 * , 1 ~ 0 7 U ? 0 3 3 ~ 2 ~ 4 ? 4 r ) + O I )  * 6 * ,135335?819?310e;Li+O0 * 1 - 
* 20 * ,1t6?4~?1t)?1179Un+no * 6 S--Ji3q3352t)4;ir6749i;+on * 1 - 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * 2  





Dés l'étape N = 2, la méthode de sélection OEC(A~, . . . , A ~ )  
(112, (1/2,*.., 1/21) 

ne propose que les réponses des transformations qui accélérent (S ). n 

b) Les méthodes de sélection 'E(A1 ,. . ,A6), fll(~l,.. . .A6) y :ER(A* ,A6) 2 2 
f f 
GV(Aly. . >A 1, 

f 
((1/2), 1,2) 6 ((112) 92) R V ( A l y * * * y  Ag)' ((1/2),2) 

RC(Al Y YA6) 

f E C2 ont donné des résultats souvent identiques aux résultats de la 

méthode 2 f~(~l,...,A6). 

f Nous donnons ici les résultats des méthodes D(A ,... ,A6), f E C 
2 1 2 ' 

Tableau 15 

Remarque 

Pour les 4 examples de séries alternées, les résultats de 

O 

(112, (1/2,. Y 1/21) 
EC(Al, ..., A ) sont meilleurs que les résultats des 6 

différentes méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte 

d'indices f E C 2 ' 

3 - Sui t e s  à convergence 1 inéaire 

3.0 - Exan~lc  7 



(Sn) a pour limite 0.5671432904097 

(Sn) est accélérée par A 29 A4, 

a) Résultats de 
O 

EC(A A ..., A 
(1/2,(1/2,..*,112))- 1'-2 ' 

Tableau 16 

f  es méthodes :D(A~, . . • , A~), :M(A~, • . . ,A~), ((1 12), ,2) GV(A1 , ,Ao) , 

RV(Al,. . . ,A ) f f 
((112) ,2) 6 '((1/2),2) 

RC(A1, ..., As), 2ER(Al,...,A 1, f e C2 ont 
6 

proposé à partir de l'étape N=8, les réponses de la transformation A4 qui 

sont les meilleuresréponses possibles. 



3.7 - Exemple  2 ---- ---- 

SI = 4 II ,+, 1 
= 1 + 0.9 (Sn-l)(n sin-). n 

(Sn) a pour limite S = 1 

(Sn) est accélérée par A 2' 

O 
a) Résultats de EC(Al,. . . ,A,) (112, (112,. .* ,1/2))-  u 



O 
A partir de l'étape N = 6 

(1/2,(1/2,**.,1/2)) 
EC(Al , . . . , A ) propose les 6 

réponses des transformations qui accélérent (S ) et à partir de N = 29, 
n 

les réponses choisies sont les meilleures réponses possibles. 

b) Résultats des méthodes :LI&,. . . ,A,), f r C2 

Tableau 17 

Pour tout f s C les transformations de suites :E(A~,. . .,A~), :NA],. .,A~), 
2 

f f 
~ E R ( A ~  9 . ,A6) 3 ((1/2), 13.2) GV(A1,. ,A6), ((1121 92) 

RV(AI,. . ., 
f 

fRC(Al, . . . , Ag), 2D(Al, . . . , A ) ont donné des résultats identiques 
((112) , Z )  6 

à partir de l'étape N = 6. 



0, 
T-0 lm 

' d -  
o 
C 
1 

v- a 



b) Résultats des méthodes f ~ ( ~  . . . y A ), f e C2 2-1- 

Tableau 18 

Pour les méthodes d e  sélection ;D(A1, ..., Ag). EM(A~, ..., Ag). 
f f 

~ E R ( A ~ ,  * - . i  Ag), 
((112) ,192) 

GV(A1, ,A6) Y 
((112),2) 

RV(A1,. . . , 9 

f 

((112) 9 2 )  
RC(Al, ..., Ag), f r C2, les résultats sont tout à fait analogues 

aux résultats du tableau 17. 



Remaraue 

Pour les exemples 2, 3, les résultats obtenus par les méthodes de sélection 

associées aux coefficients de décompte d'indices f E C - ( 3 ,  43 sont 
2 

meilleurs que les résultats des méthodes de sélection associées aux coeffi- 

cients de décompte d'indices 4 .  

4 - Transformation des séries divergentes 

4 . 0  - - Exemple  - - - - - - - 7 

n Seules les suites (A2) , (A:), (A:) convergent vers log 3 = 1.0986122886681 1. 

a) Résultats de OEC(A], . . . ,A,) 
~1/2,~1/2,..*,1/2~~- U 



b)  A  partir de N = 2 0 ,  les méthodes f ~ ( ~ l , .  . . , A 6 ) ,  ' E ( A ~ ,  . . . , A 6 ) ,  2 2  
f f 

f ~ ( ~ l , . .  , A 6 ) ,  ~ E R ( A ~  9 ,A6) 9 2 ( ( I I 2 1 9  1 9 2 )  G V ( A 1 ,  . - .  > A 6 ) ,  ( ( 1  12) 92) R V ( A 1  9 . , A 6 )  3 

f ~ ~ ( ~ I , .  . . , A  ) ,  f É C ne proposent que les réponses des transformations 
( ( 1 / 2 )  , 2 )  6 2  

A 2 ,  A g ,  A g .  

4 . 7  - Exemple 2 - - - -  ----  

n 
Seule la suite (A  ) est convergente lim = 0 . 0 6 2 5 .  2 2  

Toutes les méthodes de sélection que nous venons de tester sur les exemples 

précédents sont exactes sur (S ). Nous ne présentons ici que les résultats 
n 

CONCLUSION 

a) Dans le cadre des exemples tests nous remarquons que : 

1 )  Les méthodes de sélection les plus performantes sur les suites 

monotones à comportement logarithmique sont les méthodes de sélection 

associées aux coefficients de décompte qui ne tiennent pas compte de 

l'historique du choix automatique. 



2) La méthode de sélection associée à l'algorithme EC, d'échange 

automatique est la plus puissante des méthodes de sélection pour la 

sommation des séries alternées. 

3) Les résultats des méthodes de sélection associées aux coefficients 

de décompte d'indices 0, 2, 6 sont souvent identiques. 

4) Il est possible de prolonger analytiquement une fonction à l'aide 

des méthodes de choix automatique. 

5) L'augmentation du paramétre q intervenant dans quelques méthodes 

de sélection peut améliorer l'efficacité de ces dernières. 

6) La transformation A a donné de bons résultats dans l'ensemble 
5 

des exemples tests de suites convergentes. 

7) Les transformations de suites A A sont plus performantes sur 
5' 6 

les séries alternées et les suites à convergence linéaire. 

b) Il est possible que pour certaines transformations candidates, la propa- 

gation des erreurs est catastrophique, pour celà, on peut utiliser des 

procédures d'estimation de la grandeur des erreurs accumulées pour les 

transformations en compétition et ne plus considérer en compétition les 

transformations pour lesquelles les accumulations des erreurs sont trop grandes 

c) Il se peut que l'une des transformations en compétition soit bloquée 

(à cause d'une division par 0, par exemple), dans tels cas, on peut utiliser 

l'une des 2 techniques proposées par J.P. DELAHAYE [ 7 1 .  



SELECTION ENTRE UNE INF IN ITE  DENOEBRABLE 

DE TRANSFORMATIONS DE SUITES 



INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous étudions au paragraphe 1 ,  des méthodes de sélection 

entre une infinité dénombrable de transformations de suites, permettant sous 

certaines conditions d'accélérer une réunion dénombrable de familles accélérables. 

Au paragraphe 2, nous étudions des méthodes particulières de sélection entre 

des transformations de suites, associées à une infinité dénombrable de suites 

auxiliaires dans l'extrapolation de richardson ; l'avantage de ces méthodes de 

sélection par rapport aux méthodes générales, proposées au paragraphe 1 est 

que dans les résultats obtenus, nous n'avons pas besoin de la condition de 

semi-régularité des transformations en compétition. 

Les résultats de ce paragraphe, généralisent en un certain sens les résultats 

obtenus par J.P. DELAHAYE r 7 1 ,  dans l'étude du problème de choix automatique 

entre un nombre fini de suites auxiliaires dans l'extrapolation de richardson. 

Le paragraphe 3 vise le problème suivant : 

Quand on veut accélérer une suite à l'aide d'un procédé d'accélération de la 

convergence, dont les réponses peuvent être disposées dans un tableau à 

double entrée, on se trouve confronté au problème du choix d'une suite de 

réponses parmi les quantités du tableau, permettant d'accélérer la suite 

donnée. 

Il se peut qu'on a parfois de bonnes raisons à choisir telle suite de 

. réponses, cependant le plus souvent on fait un choix arbitraire ; pour 

surmonter cette difficulté, nous proposons d'appliquer les méthodes de 

sélection entre une infinité de transformations, à la sélection entre les 

réponses du tableau associé à la transformations considérée, en interprétant 

le tableau comme la donnée d'une infinité de transformations de suites. 

Dans ce paragraphe, nous donnons une définition générale des méthodes de 

sélections répétées dans le tableau d'une transformation de suites et nous 



proposons dans la section 3.1 (resp. dans la section 3 .2 )  une méthode de 

* 
sélections répétées entre les colonnes d'indices k E N  , k est pair (resp. 

une méthode de sélections répétées entre les diagonales descendantes) de 

l'&-algorithme. 

La section 3.3  est réservée à des essais numériques. 

Le paragraphe 4  vise le problème d'instabilité numérique qui affecte les 

procédés d'accélération de la convergence dont les réponses peuvent être 

disposées dans un tableau à double entrée. 

Dans les sections 4 .1 ,  4 .2 nous proposons deux méthodes permettant de 

détecter l'instabilité numérique dans le tableau associé â une transformation 

de suites. 

Dans la section 4 . 3 ,  nous appliquons les méthodes proposées dans 4 . 1 ,  4 .2  

â la détection de l'instabilité numérique dans le tableau de l'€-algorithme. 



1 - SELECTION ENTRE UNE INFINITE DENOMBRABLE DE TRANSFORMATIONS 

DE SUITES 

Soient (E, d) espace métrique ; 
(An) ns 1 y 

une famille de transformation de 

suites d'éléments de E ; S c F? pour tout n a 1 telles que 
(Sn)n>i' n 

03 m 

" 'n c n dom A.. 
1 n= 1 i= 1 . 

Dans ce paragraphe, nous étudions des transformations de suites dites 

méthodes de sélection entre A ..., An, ..., qui sous certaines conditions 1 ' 
Co n CO 

accélèrent u S . Ces transformations appliquées à (x ) E u S , 
n n n= 1 n= 1 

fonctionnent selon le schéma suivant : 

n n 
A chaque étape n, on choisit à l'aide de tests, une réponse parmi A l ,  ..., A n 

n n 
avec A. est la réponse à l'étape n de la transformation A. appliquée à (x ) .  

1 1 

1.0 - Semi-coefficients de décompte 
Soit n EN. 

O 
* 

Etant données des relations R!") définies pour tout i r N et n 2 n 
1 0 ' 

* 
(R:") est vraie ou fausse selon i et n) ; pour tout n r N ,  i r N . 

On pose : 

1 O s i n  < m a x  (n i) ou si R?) est fausse. 
0 ' 1 

I O si n < max (n i). 
0 ' 

Or (n) = 
i 

A A * 
Les coefficients Or (n), 1 (n), n r N, i r IN sont appelés semi-coefficients 

r _. 

1 si n r max (n i) et si R!") est vraie. 

1 1 * 
de décompte associés aux relations R!"), i É N , n z n . 

1 O 

O' 1 



Il est possible de définir d'autres semi-coefficients de décompte en utilisant 

les coefficients de décompte présentés au chapitre 3. 

O 1.1. - Transformations ,l.l(A1,. . . ,A,, , . . .) , $ ! ( A ~ ,  . . . ,AR, .  . -1 
* 

Soient f r {ô, 7)  , q r R* ; (Ai) i,l , Ai r Trans (E, E) pour tout i IN avec 
03 

n domAi # (8. 
i= 1 

La transformation de suites A = fll(~l, ..., An, ... ) appliquée à une suite 
9 

m 
(xn) E n dom Ai, fonctionne de la manière suivante : 

i= 1 

étape n < q 

An = A; 

a)  0ii coiuidè~e le-,  on, (q~:n)), i É 11 ,  . . . , nl dëeinied FM : 

r Si r r In-q, ..., n-il : x # xr*' dona on pone : 

d (A; ,A;+') d(Ar 
( . max ( r r+l) ) = vin ( max r r+l) ( j' j ) )  

q i  n-q<r<n-ld(x ,x I<j<n n-q<r<n-1 d(x ,x 

011 pcac 

(n) ( M .  ) :  man (d(Af,Afii)) = Min ( max (d(Af,Ar+l))). 
9 1  n-qsrrn-1 1 1  1 <j ln n-q<r<n-1 J j 

b )  011 calcule & A  semi-coe3$icien& de décompte fm (n) , i E { 1 , .. . ,nl 
q i 

C) 011 p o b e ~ ~  = A" avec i(n) ut le p h  peAiRindice de (1, . . . Y  n, 
i (4 

vëtudiant f (n) = .max f (n) . 
qmi (n) 11j<n qmj 

La transformation de suites ( A  . . . A n  . ) est dite méthode de sélection 
en Al, ..., An, ... etc, associée au semi-coefficients de décompte f (n). 

qmi 



ThCohème 1 

SoieMt q c N* ; sl, ..., 
Sn 

. . . c Conv (E) ; Al , . . . , 
An y 

. . . E Trans (E, E) . 
Si p o u  tout i E N*, A: enz exacze  un S: , )36 eudo-nZgu&Cfie d' ondte q nm 

I l. 
A 

03 ô 
u S. dos PI(Al, . . . , Ai, . . . ) , >(A~. . . . , Ai, . . . ) dont exactes n u  

1 i~ 1 q -- 
u S.. 

1 i= 1 

Preuve 

Nous ne démontrons le théorème 1 que pour A = >(A~, . . . , Ai, . . . ) , pour 
A 

1 
1 M(Al, ..., Ai, ... ) la démonstration en découle facilement. 
q 

a3 

Soit (xn) E u S.. Il existe i E N* tel que (xn) E S . 
1 O i= 1 i 

O n Soit 1 l'ensemble des indices i E (1, . . . , i ) tel que A. est exacte sur (x ) .  
O 1 

1 # @ car i E 1. 
O 

- 1 n n 
Si 1 = CIl = 0 alors 3 m Y n 2 m : A" = Al = lim x . , . . . ,iol O' O 

Sinon. 

n Comme pour tout j E Ï, A. est pseudo-régulière d'ordre q sur (x ) ,  il en 
3 

résulte que : 3 ml, B n 2 n Y j E Ï, Ô (n) = 0, par conséquent 1 ' 
qmi n 

n r m : i(n) E 1 ; par suite A est exacte sur (x ) .  
1 

Remarque 

* 
Soit p E N , p > q. 

Si on remplace dans le théorème 1, l'hypothèse de pseudo-régularité d'ordre 

00 

q sur u S. par la pseudo-régularité d'ordre p alors le théorëme 1 n'est 
1 i= 1 A ,. 

pas vrai en général pour la transformation F ( A ~ ,  ..., A. ... ) en fait il 
-1' 

O est possible de montrer à l'aide de contre-exemple que M(Al, ..., A. ... ) 
q 1' 

a3 

n'est pas exacte sur u S.. 
1 i= 1 

On démontre facilement le théorème suivant : 



Théo~èrne 2 

S o i e n t  q r lu* ; S1 , . . . , Si, . . . c Conv (E) ; Al, ..., Ai, ... E ~rans(~, E). 

m 
S i  p o u  t o u l  i É N*, Ai ut exacte d m  Si, 6emi-héguLiEae d m  u Si 

A 

1 i= 1 d o m  M(AI, . . . , Ai, . . . ) es t  exac te  d u h  
Si. q i= 1 

Théoiième 3 
* ** 

S o i e n t  q r N , S1, .. ., Si, ... c Conv (E) ; Al, . .., Ai, .. . E Trans(E, E) 

S i  V (xn) E S. : l 1  ememble 1 des ind ices  i 6 ri*, tel que Ai accélèiie 
1 i= 1 

e t  A-accZlè4e (xn) est noii vidc . . j in i  e t  h i :  3 E > 0, 3 mo, V n a m  
0 

d(~;,~f+') 
V i l I :  max ( ) a E. d o h b  

n-qcrcn- 1 d (xr ,xril) 

Preuve 

NOUS ne démontrons le théorème 2 que pour A = OM(A~, ... , Ai, . .. ) pour .. 9 
1 

'M(A~, . . . , Ai, . . .), la démonstration en découle facilement. 
q 

00 

soit (xn) E u si. 
i= 1 

* 
Soit 1 l'ensemble des indices i E N , tel que A accélère et A-accélère (xn). 

i 
r r+l) 

d (Ai ,Ai 
par hypothèse, 3 E > 0, 3 m V n  2 m V i 1 1  : max 

O ' O ' ( r+l)) 2 E. :*j n-qsrsn-1 d (x ,x 

n Comme pour tout i E 1, A. A-accélère (x ) et 1 est fini, il en résulte : 
1 

d(~:,Af+') 
3 m 1 2 m  Y n a m  V j e I :  max 

O' 1 ( ; :+1 ) s E. 
n-qsrrrrl d (x ,x ) 

 après (*), (**) on a i(n) E 1 pour tout n 2 m par conséquent d'après 1 ' 
le lemme 3 du chapitre 3, A accélère (xn) . 



Remarque 

n 03 
Si une suite (x ) E u S , est accélérée et A-accélérée par une infinité 

i= 1 i 

de transformations de suites alors, il se peut que les transformations de 
A - n suites f ~ ( ~ l ,  . A ,  ... ), f r {O, 11 n'accélèrent pas (x ) en fait. 

q 
1 * A 

Prenons E = I R ,  Si = {(-)}, i , q = 1, f = 0. n+ 1 

Considérons les transformations de suites (A.). définies par : 
1 121 

* 1 n 
pour tout i E N , A. (-) = (Ai) avec 

1 n+l 

1 * La suite (-) est accélérée et A-accélérée par A .  i E N , cependant 
A n+ 1 1 

In(A,, ..., Ai, . . . ) n'accélère pas (-) 1 
n+ 1 

Pour terminer ce paragraphe, nous signalons qu'il est possible de définir 

d'autres méthodes de sélection entre A ..., An, ... etc, à l'aide 
1 ' 

des relations (Il!")) ( (  E!")), ( D(")), . . . etc ) présentées au chapitre 3 ,  en 
1 q 1  q i 

préservant les résultats des théorèmes 1, 2, 3. 

2 - SELECTION ENTRE UNE INFINITE DENOMBRABLE DE SUITES AUXILIAIRES 

DANS L'EXTPAP. DE RICHARDSON 

Il arrive souvent qu'on ne sache pas comment choisir les suites auxiliaires 

dans certaines applications du procédé de Richardson ; le problème de choix 

automatique entre un nombre fini de suites auxiliaires a été étudié par 

J . F .  DELAHAYE C7l;dans ce paragraphe, nous étudions des méthodes de sélection, 

entre des transformations de suites, associées à une infinité dénombrable 

de suites auxiliaires.  avantage des méthodes de sélection que nous allons 

présenter ici, est que, dans les résultats que nous allons obtenir, nous 



n'avons pas besoin de la condition de semi-régularité des transformations 

en compétition. 

La section 2.0 est réservée à des définitions que nous utiliserons ensuite. 

La section 2.1 est consacrée à l'étude d'un procédé de choix automatiaue 

entre les transformations "k-ièmes colonnes" (k fixé). 

Dans la section 2.2, nous étudions une méthode de sélection entre les 

transformations "diagonales rapides". 

Dans la section 2.3, nous étudions un procédé de sélection entre les trans- 

formations "k-ièmes diagonales descendantes" (k fixé). 

La section 2.4, est réservée à l'étude d'une méthode de sélection entre les 

BI1 transformations "Ta oG(a, sont 2 applications d e N  à valeurs dansDu, fixées). 

2.0 - Dé f in i t i ons  e t  notat ions 

Dans ce para~ra~he. les suites que nous considérons sont des suites de 

nombres réels ou conplexes. 

1 i 
Soient ( a ), ..., ( an), ... etc, une infinité de suites telles que 

n 
i i i fTicN*:lim a = O , f T n , m ~ N , n # m :  a # a .  
n n m 

i * La suite ( an), i c N est dite suite auxiliaire. 

* 
Soient k, n c IN, i c N . 
Etant donnée une suite (x ) nous notons par ( x  le polynome d'interoolation 

n 
n i 

de degré 5 k, vérifiant : % ~ ( ~ a ~ )  = x . . . 
anik) 

= x 
n n+k' 

On pose 

i n Les quantités T peuvent être disposées dans un tableau à double entrée 
k 

comme ci-dessous 



i n 
Les quantités T sont liées entre elles par les relations suivantes : 

k 

L'indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité i ~ n  désigne la k-ième 
k 

colonne (resp. la n-ième diagonale descendante). 

Soient k E N, i E IN*. 

i - La transformation de suites notée T qui à (x ) fait correspondre la k n 
i n 

suite ( Tk)nm est dite transformation k-ième colonne associée à 

i 
la suite auxiliaire ( a ) 

n n a '  
i k  - La transformation de suites notée T qui à (x ) fait correspondre 

n 
i k  

( Tn)na est dite transformation k-ième diagonale descendante associée 

i 
à la suite ( an)nm. 



- La transformation de suites notée i ~ (  ) qui à (x 1 fait correspondre 
n (i~n) na est dite transformation diagonale rapide associée à la suite 

i 
( an)nitti. 

- Soient a, B, 2 applications d e N  à valeurs dans N. On note par i,B 
a 

i B(n)) La transformation de suites qui a (x ) fait correspondre la suite ( T n a(n) n a  

Dans toute la suite, on désigne par : 

2 . 1  - Choix automatique en t re  k-ièmes colonnes 

Soit k E IN. 

avec les notations de la section 2.0, nous allons définir à partir des 

i * transformations Tk, i c N . Une nouvelle transformation que nous notons 
4 

1 1  A = P( Tk, 2 i 
Tk. ..., Tk, ... ) ,  qui appliquée à une suite (x ) fonctionne 

n 

comme suit : 

Etape O 

Etape n 2 1 

a )  011 con6idè'ie lu t l e h t i o w  (PI")), i 1 , . . . , n} d é d i n i a  pan : 

6 1 On cdcuee  l e s  A emi-coebdiwenta de décompte 7 (n) , i e { I , . . . , n} . 
'i 



C) On pobe = 
i (n) n 

Tk avec i(n) ut l e  p&n w e h 3  indice  de  Il, ... ,nl 
n A 

v é h i i i a n t  I p  (n) = max I p  (n) . 
i (n) 11jsn j 

A 

1 1  La transformation de suites P( Tk, ..., i 
Tk' 

... ) est dite méthode de 
sélection entre k-ièmes colonnes, associée aux semi-coefficients de décompte 
n * 
Ip (n), i E N  . n E N. 
i 

1 1  i i La ak.a~iu>unativi i  de A L L ~ ~ M  P( T ~ ,  . . . , T ~ ,  . . . ) M X  exacte ~ u t i  u 
i= 1 Ck ' 

Preuve 

i i 
Soit (xn) E u Ck. Il existe i c  N* tel que (x ) E O Ck, par suite, il 

i= 1 i O n 

existe un polynome ?IPk(x) de degré r k, un rang n 2 i tels que : 
i i O O 

Y n z n : ?IP~( 'an) = x . 
O n i 

O Les termes de la suite auxiliaire ( a ) sont deux à deux distincts, par 
i n 

i 
conséquent Y n z n , x : $:(x) = ?P~(x). 

O 

Soit m = n + l .  Nous avons pour tout n 2 m : 
O O O 

A 

par conséquent 1 (n) 2 n-m + 1  pour tout n 2 m . 
p ' O O 

* 
D'après la définition des semi-coefficients de décompte 1 (n), i E N ,  n E E, 

P. 
* A 1 

nous avons : 1i i E N . Y n 2 i : I p  (n) 5 n-i+l par conséquent Y n 2 m : 
i 

O 

Soit 1 l'ensemble des indices i E { 1, . . . , m 1 tels que : 
O 

1 # 0 car i E 1. 
O 

Soit i E 1. 

Pour tout n > m les polynomes %i(x), bn-' (x) se coincident sur (k+2) points 
i' k 

i i 
( ia a 

n' " * '  
a ) , par conséquent Y n 2 m. : = bk(x) n-1 ' n+k 1 



(polynome de degré Sk, indépendant de n), nous avons : 

Y n 2 m : x = %k(ian) ; par passage à la limite ; iim x = hk(0) 
i n n 

i n par suite Y n 2 m. : lim xn = %':(O) = Tk. 
1 

Posons n = max m.. 
l ~ E I  1 

i n 
f n s n  Y i e I :  T k E l i m x  

1 ' n 
A 

Dtaprès ( 2 ) ,  nous avons Y i E 1, Y n s n : 1 (n) 2 n-n +1 1 1 ( 4 )  
- 'i 

si Ï = 1 
Cf], ..., m } 

= !8 alors d'après (l), (3)' la transformation A est 
O 

exacte sur (x ). 
n 

Sinon. 

Soit j E Ï. Il existe une infinité d'entiers n pour lesquels, les relations 

(pin)) sont fausses, Dar conséquent, 1 1. 2 n tel que v n s 1 : î p  (n) <n-n si 
J 1 j 1 j 

posons l = max 1 
j '  

A - 
+J n 2 1, V j E 1 : l p  (n) < n-n +i 1 (5) 

j 

D'après (4). (5) nous avons +J n 2 l : i(n) E 1 et d'après (3), la transformation 

A est exacte sur x . n 

Remarque 

Il est possible d'introduire plusieurs généralisations de la méthode de 

sélection entre k-ièmes colonnes que nous venons de présenter, en utilisant 

à chaque étape n r p (p fixé), les polynomes d'interpolation 

%:(x), i E il, ..., n}. 

2.2 - Sélection entre  diaqonales rapides 

POU ZOUX i E N*, la Xtans~ciimaLLun de 6 d e o  ) u t  exacte 6uh 



Pour la démonstration voir (C71, p. 265). 

A partir des transformations i ~ (  , i e Tl* nous allons définir une transfor- 
A 

mation que nous notons A = 's('T( ), ..., i ~ (  , ... ) et qui appliquée à 

une suite (x ) fonctionne de la manière suivante : 
n 

Etape O 

Etape n 2 1 

a )  011 c u ~ ~ s i d è a e  l e n  ae&unn (sin)), i s 1, . . . . nl d é s i n i a  p u  : 

' n i  n-1 i (sin)) : max (I%n(an-l)-~n-l, Ikn-l(a2n-1) - X  2n- I 1 )  = 

A 

61 Orz calcule  la aemi-cue<4icienZ~ de dZcumpte 1 (n) , i { 1, . . . , nl. S. 
1 

c )  0n , 3 0 4 ~  = i(n)~n avec i(n) es.t l e  p e u  i n d i c e  de { i ,  ... , nl 
n 

Ci A 

véh i s ian t  : 1 (n) = max 1 (n). 
i (n> 

s l<j<n j 

î 1 0 La transformation de suites A = S( T , ..., iT( ) , ... ) est dite méthode 
de sélection entre diagonales rapides, associée aux semi-coefficients de 

A * 
décompte 1 (n), i E N , n E N .  

S. 
1 

Preuve 

i 
Soit (x,) E u C. 

i=l * i i O 
Il existe i E IN tel que (x ) E OC, par conséquent, 3 k r i tel que (x ) E  

O n O O n i 
Ck - 

O 
O Comme (x ) E Ck , il en résulte que : 

n 
O 



i i i 
3 % (x)(polynome de degré iko). 3 m L k . Y n r m : x 

o o O n-1 = ?O?k ( Oan-l ko i 
O 

O 

les termes de la suite ( a ) étant deux à deux distincts, Dar conséquent " : 

i O i i i 
Nous avons pour tout n L m : ?O?:( = Bk ( 'an-]) = x ~ - ~  y O 
i i i i O 

O n-1 O A 

pn- ( 1 = %k ( 0a2n-1 1 = x 2n-1' par suite Y n r m : 1 (n) L n-m + 1  
O 

O 
S. O 
1 

A O 

D'après la définition des semi-coefficients de décompte 1 (n), nous avons : 
s: * Li A. 

f i E l  , V n r i : l s  (n) 5 n-i+l, par conséquent Y n > m : i(n) E {l,...'m }.(l) 
i O O 

Soit 1 l'ensemble des indices i E ( 1 ,  ..., m tels que : 
O 

3 m. 2 i, Y n L m. : b:(ia ) = x 
n-1 i 

1 1 n- 1 n- 1 e t~n-l(a2n-1) = x  2n- 1 1. (2 

1 # 0 car i E 1. 
O 

Soit i E 1. Pour tout n 2 m les polynomes kn(x) (de degré 5 n), i ' n 
i bn-' (x) (de degré in-1) se coincident sur a 

i 
n-1 ' ..., a par conséquent n- 1 2n-1' 

bn(x) = %?n-l (x) = %(x) (polynome indépendant de n) vérifiant Y n 2 m. : n n- 1 1 

i n 
Nous avons lim x = %(O) = bn(o) = T pour tout n L m.. 

n n n 1 

Soit n = max m.. ' ~ E I  1 

D'après (2) : Y i E 1, Y n 2 n : 1 (n) 2 n-n +1 
1 s: 1 ( 4 )  

si Ï = c1 = 0 alors d'après (l), (3) la transformation A est exacte 
{l y...,m 1 

O 

sur (X ) .  n 

Sinon. 

Soit j E Ï. Il existe une infinité d'entiers n pour lesquels (S. ("'1 est fausse. 
J 

A 

par conséquent 3 1. z n V n 1 1  : l s  (n) < n-n +l. 
J 1 ' i l 1 

Soit 4 = max l 
j '  

Li 

Y n L L. V j E Ï : l s  (n) < n-n +l. 1 (5 
j 

D'après ( 4 ) .  (5)' nous avons Y n r 1, i(n) E 1 et d'après ( 3 ) '  la transformation 

A est exacte sur (x ) .  n 



Remarque 

Il est possible de définir plusieurs généralisations de la méthode de sélection 
A 

A = 1 ~ ( 1 ~ (  ), ..., i ~ (  ) , . . . ) , en utilisant a chaque étape n 2 p (p fixé), 

les polynomes d'interpolation il~n-p(x), . Gn(x) i E 1 ,  ..., n). n n 

2 . 3  - Choi x automatique entre k - i  èmes diagonal es descendantes 

Soit k E N. 

Pn_opobLtion 2 

Po, t o u t  i E N * ,  l a  ,tharzsdotunaaXon i ~ k  ut exacte nu4 i ~ .  

Pour la démonstration voir : (C71, p. 265). 

iTk * A partir des transformations , i E IN , nous allons définir une transformation 
l k  iTk 

de suites que nous notons A = 'DE( T , . . . , , ... ) qui appliquée à une 

suite (x ) fonctionne comme suit : n 

Etape n 2 1 

a )  0ii c o a i d h k e  l e s  t e l a t i o i a  (DE:")) , i E t 1 , . . . , n} dédinie,  pah : 

(DE!") 1 ) : 1 bn(ian+k+l 1 - X  n+ k+ 1 1 = Min (1hk(ja n n+k+l ) -Xn+k+l 1 )  
l ~ j ~ n  

c )  i n  pone = i(n)~k avec i(n) ea t  l e  p h  p e t i t  i n d i c e  de i 1, . . . , n} 
n 

A A 

v é h i j h n t  : Ide (n) = max I de (4. 
i (4 l<j<n j 

A 

l k  iTk 
La transformation A = IDE( T , . . . , , ... ) est dite méthode de sélection 
entre k-ièmes diagonales descendantes, associée aux semi-coefficients de 



La démonstration est semblable à celle du théorème 4. 

2.4 - Sélection entre les transformations (IT!, . . . , i TB , ... 
U 

Soient a, 2 applications d e N  à valeurs dans N. 

* 
A partir des transformations i ~ B  i N , nous allons définir une transformation 

a y 
A 

1 1 6  i B A = CH( Ta, ..., Ta ' ... ) qui appliquée à une suite (x ) ,  fonctionne de 
n 

la manière suivante : 

Etape O 

Etape n 2 1 

a )  P ~ ~ V L  .toux i e (1, . . . , nl, on comid2tLe la theeation (CH!"') dedinie nah : 
1 

a(n-l)+B(n-1) 
Min {max( 1 

1 lern j=B(n-1) j =B (n) 

b )  On cdcuLe  l e6  semi-coed6icienta de décumpXe îch. (n) , i E { 1, . + . , n}. 
1 

c )  On pose A" = i(n)~B(n) avec i (n) ed.t l e  p h  p& i nd i ce  de { 1. . . . , n) 
a (n) 

A A 

vZ&iAiarU : l ch (n) = max lch (n) 
i (n) 1~jsn j 

î 1 B  La transformation de suites A = CH( Ta, ..., i B Ta, ... i est dite méthode 

1 B i B de sélection entre ( T ..., Ta, ... ),  associée aux semi-coefficients a' 

de décompte (n), j CM*. n elN. ch 
j 



i) lim B(n) = a 

.U) 3 k E N t e l  que lim inf a(n) a k 
i 

d o t h  A ut exacte AWL u ck. 
i= 1 

O0 i 2) Si lim a(n) = m d o t r b  A ut exacXe b u h  u S. 
i= 1 

i 3) Si lima(n) = rn, lim B (n) = rn d c i u  A ut exacte b u t  u C 
i= 1 

Preuve 

Nous ne démontrons que la partie 1) du théorème 7, pour les parties 2) 3) 

les démonstrations sont semblables à celle de 1). 

Supposons les conditions i). ii) de 1) sont satisfaites. 

i i 
Soit (x) E u Ck. Il existe i E N *  tel que (x,) E O n O 

Ck, par suite 
i i= 1 

3 ?P (x) (polynome de degré ak), 3 no 2 i tels que : 
k O 

Comme lim inf a(n) r k et lin B(n) = il en résulte que : 

3 n1 2 n V n 2 n : a(n) 2 k, B(n) a n . D'autre part les termes de la 
iO' 1 O 

suite ( 
O an), sont deux à deux distincts, par conséquent V n 2 n Y x : 

i i 1 y 

?Pe'") (x) = ?Pk (X) . 
a (n) (2). 

Soit m. = n + 1. 
1 
O 

1 
A 

D'après (l), (2) nous avons V n a m. . ]ch. (n) 2 n-m. + 1 .  
1 
O 

1 
1 O 
O 

Les semi-coefficients de décompte 1 (n) vérifient : ch. 

+ J i  E ~ N ,  V n r i :  1 (n) an-i+l chl (4) 
- 

D'après (3), (4), nous avons Y n 2 m. : i(n) E {l,...,m.} 
1 1 (5) 
O O 

Soit 1 l'ensemble des indices i E (1, . . . , m: tels que : 

<ia.) = x $B(n-1) (i 
J j a(n-1) 

al) = x,. 

1 # @ car io E 1. 

Soit i E 1. ~ ' a ~ r è s  (6) pour tout n E N ,  n 2 m. les polynomes $B(n) 
1 y a (n) 

(de degré la(n) ) , bB("-') (de degré <a(n-1)) se coincident sur 
a(n-1) 



i + max(a(n), a(n-1)) points, par conséquent Y n r m. : $B(n-l) = jp(X) 
1 ah-1) 

polynome indépendant de n. vérifiant : Y 2 m., x =%(ia )>parsuite, 
1 B(n) B (n) 

lim x = %(O) ; conme %(O) = !IP~(~) a(n) (O) pour tout n 2 m. 1 il en 
6 (n) 

résulte aue : V n 2 m i B(n) = lim x . 
iy Ta(n) n 

Soit ho = rnax m.. 
1 ir 1 

D'après ( 7 ) ,  (6) nous avons. 

.. 
Y n > h  V i e I :  lch. (n) r n-h + 1  

0 y O 
1 

1 
si Ï = C I i  = @, alors d'après (5), (8) la transformation de suites A ,. . ,mio} 
est exacte sur (x ) .  n 

Sinon. 

Soit j E y .  Il existe une infinité d'entiers n tels que (CH est fausse, 
j 

A 

par conséquent 3 1 z h tel que Y n r 1 : lch (n) < n-h il. 
j O j O 

Soit 1 = max 1 . 
jrI j 

Nous avons : 

Y n 2 1, V  j r Ï : lch (n) < "-ho+] 
j 

 après (9), (10) nous avons V  n r 1 : i(n) E 1 et d'après (8) 

Remaraues 

a) La partie 3) du théorème 7 montre que la méthode de sélection 

î I B  
CH( Tay a . . ,  

i B 
Ta' 

... ) avec lim a(n) = lim B(n) = est plus efficace. 

b) Il est possible d'introduire plusieurs généralisations de la méthode de 
* 

sélection entre les transformations i ~ B  i r l , que nous venons de présenter, a ' 
en utilisant à chaque étape n r p (p fixé), les polvnomes d'interpolation 



3 - SELECTION REPETEES DANS LE TABLEAU D'UNE TRANSFORMATION DE SUITES 

Soit (E, d) espace métrique. 

Soit A une transformation de suites de l? a valeurs dans 8,  telle que en 
appliquant A à une suite (s ) E don A, nous obtenons un tableau de quantités 

n <, k = 0, 1, . . . , disposées comme ci-dessous 
n = 0, 1, ... 

Tableau 1 

A l'aide d'une méthode de sélection T entre une infinité de transformations 

de suites ( O  l), (par exemple en prenant en comvétition les colonnes du 
j (n) 

tableau 1). nous sélectionnons une suite de réponses. que nous notons( A 
1 il (n) ) 

où (il (n)), ( j  l(n)) sont 2 suites d'entiers. 
j , (n) j , (n) 

En appliquant A à ( A ) ,  (on suppose ( A ) E dom A) nous obtenons un 
1 il(") 1 il(") 

tableau de quantités, analogue au tableau 1 et par application à nouveau de 

la méthode de sélection T nous obtenons une nouvelle suite que nous notons 
j2 (n) 

(zAi2 (n) ), et ainsi de suite. La transformation de suites qui à (s ) fait 
j (n) 

n 

correspondre la suite ( A ) (p fixé, (i (n)) , (j (n)) sont deux suites 
P iD(n) P P 

d'entiers) est dite p-ième sélection répétée associée à T. 



Dans la section 3.1, nous présentons une méthode de sélections répétées entre 

* 
les colonnes d'indices k E N  , k pair du tableau de l'&-algorithme. Dans la 

section 3.2. nous proposons un procédé de sélections répétées entre les 

diagonales descendantes de l'&-algorithme. La section 3.3 est consacrée à 

des essais numériques. 

3.1 - Sélections répétées entre les  colonnes d l  indices k E N*, k paf r de 

Quand on applique l'€-algorithme à une suite (S ) ,  on obtient le tableau n 

ci-dessous. 

n  i indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité E désigne la k ' 
k-ième colonne (resp. la n-ième diagonale descendante). A chaque étape n, 

n 
on choisit une réponse qu'on note E parmi les réponses d'indices inférieurs, 

1 O 

pairs de la n-iëme diagonale montante, de la manière suivante : 



1 )  étape n 2 3 

1 d e 6 i n i e s  de La rnaniète s u i v a n t e  : 
I 

cl On pose l ~ z  = E 
n-i (n) 
i (n) 

avec i (n) eAX l e  p h  p& i n d i c e  paAtL d e  
* - 

i2, ..., n-ll vénAdiant  oSc (n> = max 
(Osc (n, 1 

i (n) 1 , .  . - 1  1 J 
j est pair 

n En prenant la suite ( E ) comme suite initiale et en appliquant l'€-algorithme 
1 O 

et la sélection suivant le schéma (.) entre les quantité du nouveau tableau 

n obtenu, nous obtiendrons une nouvelle suite qu'on note ( E ) ,  et ainsi de suite. 
2 O 

* 
Soit p E N  . 

n 
La transformation de suites qui à (S ) fait correspondre la suite ( E ) est 

n P O  
* 

dite p-ième sélection répétée entre les colonnes d'indices k r N , k est pair - * 
de l'&-algorithme, associée aux semi-coefficients de décompte O (n), i E N  , 

SCi 

i est pair, n E TJ. 

3.2 - Sélectionsrépétées entre les diaaonales descendantes de 1'~-algorithme 
Avec les notations utilisées précédemment, nous allons définir une méthode 

de sélections répétées entre les diagonales descendantes de l'€-algorithme ; 

de la façon suivante : 

1 n A chaque étape n, on choisit une réponse qu'on note , parmi les réponses 
O 

d'indices pair de la n-ième diagonale montante, comme suit : 



Etape n 2 2  

a )  On considèiie &es * e M o ~  (sD:")), i e {2, . . . , n} , i u.t pain, ded in ien  

de &a manihe suivante : 

j est pair 

(*) l b )  Un c d c u l e  les  semi-cce6dicients de décompte Ôsd (n), i E 2 , .  . n ,  i 
I i 

C ]  Un pose IE; = ~~~('wec i(n) t e  p l u  p u  indice pain de 12,. . . ,n} 
1 (n) 

A 

i 
A 

vEni6ian-t : OSd (n) = max OSd (n) 
i (n) 2 . .  n j 

- .. j est pair 

1 n 
En prenant la suite ( E ) comme suite initiale, et en appliquant 1'~-algorithme 

O 

et la sélection suivant le schéma (*), entre les quantités du nouveau tableau 

2  n 
obtenu, nous obtiendrons une nouvelle suite que nous notons ( E ), et ainsi de 

O 

suite. 

* 
Soit p E ~ N  . 
La transformation de swltes qui B (S ) fait carrespartdre la suite est 

n O 

dite p-%me seleceion répEt0es entre lés diagonales descendantes de 1 ' ~  algorithm 
L * 

associee aux semi-coeff icients de décumpte OSd 61, n É N, i 6 1 . i est pair. 
i 

3.3 - Essais numériaues 
Exemple 1 

1 
n 

S = ---- (- i l i  
1 7 3 -  , n = 0, 1 ,  ... ; lim S = 1. 

n Log 2 i=o n 

al Rém.Um% d u  ~ E l e c t i o m  kEpetEes e&e l e s  colonnes d'indices k E hi*, k pais ........................... ............................................. --- 
Dane taute la suite, TS(M) désigne la rgponse ~Blectfonrr&e B 116t&pe N. 



La  p remière  s é l e c t i o n  r é p é t é e  a  donnée l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

En p r e n a n t  comme s u i t e  i n i t i a l e ,  l a  s u i t e  T S ( N ) ,  l a  deuxième s é l e c t i o n  

r é p é t é e  a  donné l e s  r é s u l t a t s  c i -dessous .  



6 )  R E 6 u m  d a  s é l e c t i o m  *épEXZa en*e la diagonala descendantu ........................... ------------------- ------------------- 

- Résultats de la première sélection répétée. 
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- Résultats de la deuxième sélection répétée 

A titre de comparaison des résultats obtenus dans a), b) nous avons : 



- Les résultats de la deuxième sélection répétée entre les colonnes paires 
(resp. entre les diagonales descendantes) sont meilleurs que les résultats de 

la première sélection répétée entre les colonnes paires (resp. entre les 

diagonales descendantes). 

- Les résultats de la première sélection répétée entre les diagonales 
descendantes sont meilleurs que les résultats de la première sélection 

entre les colonnes paires. 

Exemple 2 

-1 ,4.xn n- l Sn = 1  + 3e , x = ( 1 , l )  ; n = 1, 2, ... n 

a )  Réau&& de La pemiEtre .clélec.tian trépéX.t& emhe lea c o l o n n u  d ' i n d i c a  ----------------  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

k - - - - - - - - - - L - - -  E N * ,  k aa ih  



Nous voyons sur cet exemple que les résultats obtenus à l'aide des sélections 

entre les réponses de 1'~-algorithme, sont meilleurs que les résultats de 

l'escalier (EO E 
1 

E O E 
1 

O' 0' "" Zny 2nY 
... ) .  

Nous terminons ce paragraphe par les remarques suivantes ; 

1) Il est possible d'envisager d'autres méthodes de sélections répétées dans 

le tableau de 1'~-algorithme, en utilisant les critères de sélection, vus 

au paragraphe 1 

2 )  Les méthodes de sélection présentées, utilisent le même critGrê 

de sélection dans les sélections successives ; il est possible de définir 

d'autres méthodes de sélections, en utilisant des critères différents dans 

les sélections successives. 

3) Il est possible d'adapter les méthodes de sélections répétées présentées 

dans 3.1, 3.2, à d'autres procédés d'accélération de la convergence. 

4 )  L'utilisation simultanée d'un procédé d'accélération de la convergence 

dont les réponses peuvent être disposées dans un tableau B double entrée 

et d'une méthode de sélection entre les réponses du tableau, peut donner 

des résultats intéressants en pratique. 



5) A l'aide de petites modifications, de la méthode de sélection proposée 

dans la section 3.1, on peut mettre en compétition, la colonne d'indice O 

avec les autres colonnes d'indices pairs de 1'~-algorithme ; car il semble 

intéressant de mettre en compétition la colonne d'indice O avec les colonnes 

d' indices k c IN*, k pair. 

4 - OETECTION DE L'INSTABILITE NUMERIQUE DANS LE TABLEAU D'UNE 

TRANSFORMATION DE SUITES 

Soit E un espace vectoriel normé, dont la norme est notée 1 1 . 1 ) .  
Soit A une transformation de suites de 8 à valeurs dans 8, telle que en 
appliquant A à une suite (s ) c dom A, nous obtenons un tableau de quantités n 

, n = 0, 1 ,  .. . , disposées conme ci-dessous 
k = 0, 1 ,  ... 



L'indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité if, désigne la 

k-iëme colonne (resp. la n-ième diagonale descendante). 

Dans toute la suite, on suppose que le calcul des quantités se fait if 
diagonale montante par diagonale montante. 

Il arrive souvent que le critère permettant l'arrêt du calcul des quantités 

$, n'est pas verifié quand on progresse du haut vers le bas du tableau 
ci-dessus, cependant il y a apparition d'une instabilité numérique et 

c e r t a i n e s v a l e u r s d e s q u a n t i t é s  s e r o n t t o t a l e m e n t f a u s s e s .  if 
Dans ce paragraphe, nous proposons deux méthodes, permettant de détecter 

les points d'instabilité numérique dans le tableau de la transformation A 

et dès qu'il y a apparition d'une instabilité numérique sur une colonne, 

seules les quantités des colonnes précédentes seront calculées ultérieurement. 

Algori thme C (q, E , ~~1 1- 1- 
* * 

Soient q E N , E* , E* E IR+. 

Le paramètre E (resp. E ) (resp. q) de l'algorithme Cl (q, E], E ~ )  , nous 1 2 

permet de déterminer l'étape à partir de laquelle on commence à tester sur 

une colonne du tableau s'il y a une instabilité numérique ou non (resp. nous 

permet de localiser les points d'instabilité numérique) (resp. nous permet 

d'utiliser, à chaque étape n, les points C e q ,  . . . , , pour détecter 1' insta- 

bilité numérique dans la k-ième colonne). 

L'algorithme Cl(q, E ~ ,  E ~ )  fonctionne de la manière suivante : 

n- i 
1)  Calcul de A:, A;-', . . . , ' ex détection de l1ivmizbiLité nwnZhique 

V 



i i) S i  i l  < n  alena U m  en LM) 

Sinon pobm ind(n-q) = O 

7 . 0 . 0  - S i  k  > n-q dom &m en 1 . 0 . 7  

Sinon &m en 7 . 7  

7 . 0 . 7  - k  := k+l 

Sinon a m  en 2 )  

7 . 7  - D&tec;tion de l ' i ~ & b i & t E  nunictlique autr & h-iPme colonne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Sinon aUetr en 7 . 7 . 2  

n-k- j + 1 -*;-k- j n-k-j + 1 7 . 1 . 7  - S i  3 j E i l ,  ..., q )  t e e  que 1 1 %  1 1 I A k  I l 

Sinon paa etr ind (k) = 1 eX &eh en 7 . O. 1 

1 . 7 . 2  - S i  I I A ; - ~ - < - ~ - ~ ~ /  E* d o x a  &m en 7 . 0 . 1  

Sino n  

i i) S i  i > O a l o u  a U m  en 2 )  1 

Sinon a U m  en 3 1 

2 . 7  - S i  i l  < n-1 do'u aUen  en  7 )  

Sinon ponetr i l  = n e t  a U e h  en 7 )  



4.2 - Algorithme C2(q, cl, ~~1 - 
L'algorithme C2(qy E~ , E ~ )  fonctionne comme Cl (q, El, c2) , seule l'étape 

1.1.1. est remplacée par : 

1 el 1.1.1' - si 3 1, 1' c In-k-q ,..., n-k) tel que 1 l%-% 1 l>cl 1141 / 

alors aller en 1.0.1 

Sinon poser ind(k) = 1 et aller en 1.0.1. 

Remarques 

1) Il est possible de définir des méthodes de détection de l'instabilité 

numérique, en utilisant des tests sur les colonnes et les diagonales 

descendantes. 

2) L'algorithme C (q, E E ) a été obtenu, par modification de l'étape 1.1.1 
2 1' 2 

dans Cl(qy c2) ; on peut également définir d'autres variantes de 

l'algorithme Cl(q, cl, E ~ )  en modifiant l'étape 1.1.2 dans Cl(qy E l y  c2) 

3) Les méthodes que nous venons de présenter, détectent l'instabilité 

numérique dans toutes les colonnes, mais si seules certaines colonnes 

sont intéressantes (par exemple, les colonnes paires) alors on peut 

facilement adapter les 2 algorithmes à ces types de transformations en 

ne faisant des tests que sur les colonnes intéressantes. 

4) Les paramètres E E doivent ftre choisis en fonction du nombre de chiffres 1 '  2 

avec lesquels travaille l'ordinateur et de la précision souhaitée sur le 

résultat. 



4.3 - Essais numériques 

Dans les essais numériques, nous allons appliquer les algorithmes Cl(q, El, E2), 

C2(q, E ~ ,  E ) à la détection de l'instabilité numérique dans le tableau de 
2 

Exemple 1 

Soit à transformer par 1'~-algorithme la suite (x ) donnée par : 
n 

Jusqu'au rang N = 80, seules les colonnes 44, 26 ou l'instabilité numérique 

-1 1 
a été localisée par C (q, E E~), C2(q, E ~ ,  E ) avec q = 2, E ]  = 10 , 1 1 ' 2 

- Résultats de la colonne 44 



- Résultats de la colonne 26 

LILLE @ 

Les 6 derniers résultats de la colonne 24 sont les suivants : 

Exemple 2 

6 5 3 2 
Soit à calculer la racine double r=-3 du polynome f (x)=x +6x +6x4-18x -31x -24x-3, 

à l'aide de la méthode de Newton 

~usqu'au rang N = 80, seule la colonne 8 ou l'instabilité numérique a été 

- 1  1 -10 
localisée par C (q, E], E~), 1 C2(q, E ~ ,  E ~ )  avec q = 2, = 10 , E~ = 10 . 
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CHOIX AUTOf lATIQUE ENTRE UN NOMBRE F I N I  

DE TRANSFORPATIONS DE S U I T E S  A 2 REPONSES 



INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous proposons au paragraphe 1, une généralisation du 

procédé général pour le contrôle des erreurs, introduit par C. BREZINSKI [31. 

Au paragraphe 2, nous étudions des méthodes de sélection entre un nombre 

fini de transformations de suites à 2 réponses . 
Certaines méthodes de,sélection entre transformations à 2 réponses de 

8 à valeurs dans 0 ~ ~ ) ~ ~  sont basées sur la généralisation du procédé 

général pour le contrôle des erreurs. 



1 - CONTROLE DES ERREURS 

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des suites réelles. 

Les méthodes de contrôle des erreurs, introduites par C. BREZINSKI C31, 

consistent a transformer une suite (S ) E Conv(iR) de limite S, en une suite 
n 

2 
(Tny Vn) E Convm ) telle que : 

1) Lim Tn = lim Vn = S, Tn - S = o(Sn-S), Vn-S = 0(Sn-S). 

2) 3 no, V n 1 n : S E [min (Tn, V,) , max (Tn, V,) 1. 
O 

1.1 - Contrôle des e r r e u r s  à 1  ' a i d e  d'une t rans fo rma t i on  de s u i t e s  

Soit (Sn) s #. Dans toute la suite, la notation S + S, signifie que S 
n n 

converge vers S. 

soient b, c r R, b < c ; T r Transm, IR), (Sn) Convm) n dom T. 

Nous notons par : (T,) = T(Sn), S = lim Sn, Dn = Tn - Sn. 
Dans toute la suite, on suppose que D # O à partir d'un certain rang. 

n 

On pose : 

In(b, c) = [min(Tn(b>, Tn(c> 1, max(Tn(b), Tn(c)) 1 
T -s 
n e = -  (Si Dn # 0). 
Dn 

ThZotènte 2 

Si Tn - S = o(Sn-S) d o > o )  Y b ,  c E R ,  b c < 0, 3 No, V n 2 N : S s 1,(b, c). 
O 

Remarque 

Si Tn - S = o(Sn-S), b c # O alors T (b), T (c) n'accélèrent pas la convergence n n 

de Sn. 

Soient (b,), (C ) E If? avec b < cn pour tout n E N. n n 



En remplaçant b ( resp .  c )  par  bn (resp.  c ) dans ce  qu i  précéde, nous 
n 

obt iendrons l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

Théaireme 3 

1 )  3 No,  V n 2 N : S In(bn ,  c,) <=> 3 N 1 ,  Y n i N : e E Ibn, c n l .  
O 1 n 

2 )  Si : i) Tn-S = O (Sn+) 

Z) b n + b ,  c + c ,  b c <  O 
n 

a l a u  3 No,  Y n i N : S 1 In(bn ,  c,) 
O 

3 )  S i  T -S = 0 (Sn-S) a l o u  
n 

. Tn(bn) - S = 0 (Sn-S) <=> b + O 
n 

. Tn(cn) - S = 0 (Sn-S) <=> cn + 0 

* N 
S o i t  (cn) E + , En + O 

On pose 

1 sinon 1 sinon 

Tn-S 
Si : il - 

Sn's + A d {O, 11 

1 
G) 3 a , B ~ I R , a < 1  < B , ~ N  V ~ ? N  : -  

O ' O AS C Ca, BI. 
n 

a l o a  

Tn(bn) - S = O (Tn-S) T n (C n ) - s = O ( T ~ - s ) .  

. Résul te  immédiatement d e  l a  p a r t i e  4) du théorème 3 .  



1 . 2  - Controle des erreurs à l 'aide de 2 transformations de suites 

Soient T T E Trans (IR, IR) ; (Sn) E dom Tl d o m  T2 ; b, c r R ,  b < c. 
1, 2 

Nous notons par : (T:) = T (S ) (TI;) = T (S ) S = lii T; = lim T; = lim Sn. 
1 n 2 n 

On pose : 

1 'n=* (on suppose 4 N O y Y n 2 N O : D~ # O). 

1 
Dans toute cette section on suppose que - -+ 1 # 1. TY- S 

l 
résulte du fait que e -t - n 1-1 

et du théorème 1. 

Soient (b ) ,  (c ) r (8) avec b < c pour tout n É N. 
n n n n 

En remplaçant dans (*) le paramètre b (resp. c) par bn (resp. c ) nous n 

obtiendrons le résultat suivant : 



Preuve 

1) La démonstration est analogue à celle du théorème 1. 

2 
T, (bn) -S T;-s D - - - -  n 

Sn-s S -s 
n 

bn 
n 

n 
TI -S D 

+ 0, 2 + -1' # O, par conséquent T (b )-S = O (s,-S) 
Sn-S Sn-S n n 

Le meilleur choix de (b,), (c,), consiste à prendre b = e c = e car n n' n n 

T (e ) = S, cependant ce choix, est impossible en pratique, car la n n 

connaissance de e dépend de la connaissance de S = lim S . 
n n 

Dans toute la suite, on suppose : 
A ,n+ 1 

L 
3 a , B ~ I R , a < 1 < @ , 3 N ~ , f i n > N  O :-  1 Ca, 81. 

AT; 

a) Soient b, c E E ,  b < c 

pour tout n E N, on pose : 



sinon c sinon 

Remarque 

n n-1 
AT; AT;-' 

Si nous prenons T 
= T l  

- 
2 

nous aurons Tn(bn) = T l  
A~TY-' 

qui n'est autre que le A2 dlAitken appliqué à (Tn-l). 1 

b) Soient b, c E ni, b < c, cc E 10, l r .  

Pour tout n, on pose 

sinon 

sinon 



Preuve 

n T Y - S - e  n D n = > A T  = e  A D n + A e n . D n + ]  
1 n. 

pour n assez grand nous avons : 

1 

n+l n+l  - 1 
Tl -T n+ 1 

T2 -S n+ 1 Dn+ I T~ -S - -  - 2 -  - 
n n -+ 1' , par  s u i t e  

Dn T ~ T ;  T]-s  T ~ - s  - -  1 
T ~ S  



b a ' d'après (*), (**), (***), 2 + ( 1  + (a-1) (a(l-l)+(I-a)). 
e 

C 
n 

n b n Pour -, il suffit de remplacer a par -a dans la limite de - . 
e n e n 

Remarques 
b n C n 

1) Si 1 # O alors - +  (1-a)+a(l-1) et - +  (]+a)-a(L-1) sans que e e n n 

b n C 

2) Si (a = 1 ou 1' = O) alors - + (1-a)+a(C-1) et $ + (]+a)-a(C-1) et e 
n n - - 

plus a est voisin de O, plus que b c sont de bonnes approximations n' n 

Preuve 

C 1) résulte du fait que b + a L + (1-a) - C 
c -+ -a C + (]+a) - n 1-1' n a-1 

2) évidente 

3) résulte des remarques l ) ,  2). 



Remarque 

La partie 3) de la proposition 3 montre que : plus a est voisin de O, plus 

T (b )-S T (C )-S T (b )-S Tn(cn)-S 
n n n n les rapports n n sont voisins de O. 
T;-s TY-s ' T ~ S  ' TZ-s 

*IN 
Soit (a,) E OR+) avec lim a = O et Y n, a < 1. 

n n 

En remplaçant le paramètre a dans les expressions de b c par a nous 
n' n n ' 

obtiendrons le résultat suivant : 

Preuve 

1) évidente 
b c 
n n 2) résulte du fait que - + 1 ,  - + 1 .  e e n n 

Remarque 

On n'a pas n6cessairement e c [min(b n c,) , max(bn, c,) 1 à partir d'un 
n' 

certain rang, ce qui ne nous garantit pas l'appartenance de S à l'intervalle 

Soit E > O-remplaçons b (resp. cn) par btn = b (I+E) (resp. c' = cn(l-E)). 
n n n 

plus b' c' sont de bonnes approximations de e . 
n ' n n 



Preuve 

1) résulte du fait que e L 
n f  

e ( l + € ) ,  c '  -+ - n 4-1 (1-€1. 

b ' n c ' 
n 2) résulte du fait que - -+ 1 + ~ ,  - -+ 1-E. 

e e n n 

Remarques 

1) La partie 2) du théorème 8 montre que, plus E est petit, plus il y a 

n n amélioration de la convergence de T T2 par ~~(b',), T,(c',). 1 ' 

2) Les résultats du théorème 8 et de la proposition 4 montrent qu'une petite 

modification de (b ) ,  (c,) nous assure le contrôle de S mais nous fait perdre 
n 

n n l'accélération de (Tl), (T2) par ~,(b,), Tn(cn). 

3) Si nous prenons b' = bn(l-E), cln = cn(l+€) , nous obtiendrons des n 

résultats analogues aux résultats du théorème 8. 

2 - SELECTION ENTRE U N  NOPlBRE F I N I  DE TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  

A 2 REPONSES 

Soit (E, d) espace métrique. 

Etant données, SI, . . . , Sk c Conv(E) ; (Tl, VI) , . . . , (Tk, Vk) (k fixé). 

k couples de transformations de suites, dites transformations à 2 réponses 

telles que pour tout i E (1, ..., k}, S. est accélérée par T V.. 
1 i' i 

k 
Dans ce paragraphe, nous étudions le problème d'accélération de u Si, en 

i= 1 
utilisant la technique de sélection entre les transformations à 2 réponses 



Les méthodes de sélection présentées au chapitre 3,peuvent s'adapter facilement 

au problème du choix automatique entre transformations de suites à 2 réponses 

2 N ie (de % à valeurs dans (E ) ) en interprétant ces dernières, comme des 

2 N 2 IN transformations de (E ) à valeurs dans (E ) . 
La section 2.0 est consacrée à des définitions que nous utiliserons ensuite. 

Dans la section 2.1, nous étudions des méthodes de sélection entre transfor- 

N 2 N mations de suites à 2 réponses deIR à valeurs dans (iR ) . 

La section 2.2 est réservée à des méthodes de sélection entre transformations 

2 N  à 2 réponses de $ à valeurs dans (E ) . 

2.0 - D é f i n i t i o n s  e t  no ta t i ons  

Soient A A E Trans ( E ,  E), dom Al n dom A2 # 0. 
1, 2 

Dans toute la suite, nous notons T = (A , A ) ,  la transformation de suites à 
Q 1 2  
L n n 2 réponses, qui à (x ) c n dom A fait correspondre la suite (A" A2) où 

i ' i= 1 2 1 y 

(A:) = Al (xn) , (A;) = A2 (xn) ; T a pour domaine n dom Ai. 
i;=] 

n 
Lorsque une suite (x ) c contr(E), nous notons par x sa limite. 

* 
Soient q E N  , S c Conv(E). 

- On dit que T = (A1, A2) est régulière sur S (resp. exacte sur S) ssi 

Al, A sont régulières sur S (resp. exactes sur S). 2 
n - On dit que T est semi-régulière sur S ssi Y (x ) c S : 

- On dit que T est pseudo-régulière d'ordre q sur S ssi 

Lorsque T est pseudo-régulière d'ordre 1 sur S, on dira que T est pseudo-régulière 

sur S. 

- On dit que T vérifie la condition (A) sur S ssi 



pour plus de détails en ce qui concerne cette définition, consulter C31. 

- On dit que T est q- (A) sur S ssi 
i i Y (xn) r S : [Y n, 3 m 2 n, Y i r i n ,  ..., rn + q-11 : Al = A21 => n n 

n 
C3 no, Y n 2 n : A; = A2 = XI. 

O 

Remarques 

1) Si Al, A sont semi-régulières sur S alors T = (A , A ) est semi-régulière 
2 1 2  

sur S. 

2) Si Al, A sont pseudo-régulières d'ordre q sur S alors T = (Al, A2) est 
2 

pseudo-régblière d'ordre q sur S. 

* 
3) Soit q' E N , q' I q. Nous avons le schéma d'implications suivant : 

T est q'-(A) sur S <= T est exacte sur S => T est pseudo-régulière d'ordre q' sur 

O 
T est q-(A) sur S JI u 

C 
T est pseudo-régulière d'ordre q sur L 

8 
T vérifie la condi- 1 est régulière sur S => T est semi-régulière sur S 
tion (A) sur S 

4) Soit A E Trans(E, E), S c Conv(E). 

n La transformation T à 2 réponses, définie par (x ) E don A : 

n 
T(x") = (A", A"+') où (A") = A(X ) ,  vérifie 

T est q-(A) sur S <=> A est pseudo-régulière d'ordre q sur S. 

Supposons maintenant que (E, d) est un espace métrique. 

Dans toute la suite, nous notons D la distance sur E ~ ,  définie par : 
O ' 

1 1  2 2  1 1  2 2 1 2  1 2  
Y (x, y 1, (x, y )  E E~ : D~((X, Y), ( x ,  y)) =max(d(x, x 1, d(y, Y )). 

n n n Soient (xn), (ty), (ty) É Conv(E) telles que lim x = lim t = lim t = X. 
1 2 

n n n - On dit que (tl, t ) converge plus vite que (x ) ssi 
2 

Y E > 0, 3 n Y n 2 n : Do((tf, t;), (x, x)) i E d(xn, x). 
0 ' O 

- On dit que (tn tn) A-accélère (xn) ssi 
1' 2 

n n n-1 n-1 n n-1 
Y E > O, 3 no, Y n 2 n : Do((tl, t2), (tl , t2 ) )  5 E d(x , x ). 

O 



Remarque 

n n n n n (tl, tn) converge plus vite que (x ) (resp. A-accélère (x ) = (tl). (t2) 
2 

n n convergent plus vite que (x ) (resp. (tI) , (t;) A-accélèrent (xn)) . 
- Soient A A E Trans (E, E) , S c Conv(E) . 

1' 2 
n On dit que T = (Al, A ) accélère (resp. A-accélère) S ssi V (x ) E S : 

2 
n n n n ~(x") = (A1, A2) converge plus vite que (x ) (resp. A-accélère (x 1). 

Remarque 

T = (A1 , A ) accélère (resp. A-accélère) S ssi A A accélèrent (resp. 
2 1' 2 

A-accélèrent) S. 

Soit q €IN*. 

* n - On dit que T = (A1, A2) est rql-(D) sur S c Conv (E) ssi V (x ) r s : 
n ou bien T accélère (x ) 

1 n-r+ 1 
>A, ) 

ou bien 3 E > 0, 3 no, V n L n : max ( ) 2 E. 
O (xn-r+ 1 1 ir 5q , XI 

- On dit que T = (Al, A2) est semi-(rql -nette) sur S c ~onv**(~) ssi 

n 
V (xn) E S : OU bien T accélère et A-accélère (x ). 

D~ (T"-~, T n-r+ 1 
1 

ou bien 3 €>O, 3 n Vnln : max ( 
O y 

) r E. 
O I ir sq d (xn-' , x n-r+ 1 1 

Remarques 

* 
Soient q, q' E N , q 5 q'. 

* 
1) Soit S c Conv (E) . 
Si T est Cq'l-(D) sur S alors T est Cql-(D) sur S. 

** 
2) Soit S c Conv (E). 

Si T est semi-(rq'l-nette) sur S alors T est semi-(rql-nette) sur S. 

3) Si A et A2 sont Cql-nette sur S alors T est semi-fql-nette) sur S. 1 



Définition 

- Soient A = (Tl, VI), ..., 4, = (Tk, V ), k transformations à 2 réponses 
1 k k 

de P à valeurs dans ( E ~ ) ~  avec n dom A: # 0. 
i= 1 A 

Une transformation à 2 réponses T de l? à valeurs dans ( E ~ ) ~  est dite méthode 
k 

de sélection entre A . . . , Ak ssi V (xn) E n dom Ai : Tbn) = (T~) avec 1 i= 1 
T" E {A;, . . . , <} pour tout n c N. 

Rappel de quelques notations 

K = {0,1,2,3,4,6,7,9} u t q5  1 q EN*) u { 
O 

(""8 1 r p E l, 1 i r s p+~). 

K est appelé ensemble des indices des coefficients de décompte 
O 

Soit k EN*. 

Etant données des relations R!") , i E { 1 , . . . , k}, n 2 n i 
1 O 

R!") est vraie ou fausse selon i et n. 
1 

Les quantités f (n) , i E 11, . . . , k}, n E N, f E Ko, désignent les coefficients 
r. 
1 

de décompte d'indices f, associés aux relations R!"), i E i 1, . . . , k). 
1 

2 N 
2.1 - Sélection entre k transformations à 2 ré~onses de ll? à valeurs dans IR I . 
Soit k E N*. 

Soient Al = (Tl, VI), ..., Ak = (Tk, V ) ,  k transformations à 2 réponses k 
k n n n n 

de II? à valeurs dans ( R Z ) ~ ,  n dom Ai # d ; ( b l ,  cl) , . . . , (bky C ) k suites 
i= 1 

k 
2 n 

deIR avec bn < c. pour tout i~ 11, ..., k), n EN. 
i 1 

n 
Dans toute la suite nous notons par (V ) la suite de terne général 

-- 
Soit (xn) E n dom Al . 

i= 1 l. 

On pose : 

pour tout i E (1, ..., k), n E N  : 



i I (bi, n ci) n = Inin( i Tn(bi), n i Tn(ci)), n max( i Tn(bi), n i T~(c~))I. n 

i n n i n n ~,(b~, ci) = /bl - c?/ ID?( la longueur de l'intervalle ~ ~ ( b ~ ,  ci). 
1 1 

Soit f E Ro. 

La transformation à 2 réponses T = f ~ ( ~ l ,  ..., $) appliquée 2 une 
k ( (vn) , q) 

n suite (x ) E n dom A fonctionne de la manière suivante : 
i= 1 i ' 

étape n < q-1 

T~ = A; = (T;, v?) 

étape n 2 q-1 

a) On co f i i dë t e   le^ heh t iona  ((,nYq) L!")), i c il, ..., kl d é d i n i a  , M I L :  

i n-r+l n-r+l 
(n) ) : max ( L,-,+ (bi 

j (b;-r+ 1 n-r+ 1 
((v",~) 'i ,ci ) =  Min ( max ( Ln-r+l , c 

1 srrq j 
1) 

1 lj 5k l lr lq 

b )  i n  calcule l u  coeg$icie& de décomp;te f (n), i E {l, ..., k l .  
'i 

(1, ..., kl vZtLi<in& 
f~ 

(n) = max n f ' ("1 
(vn,q) i(n) 15jrk (V ,q) j 

La transformation à 2 réponses T = f ~ ( ~ l ,  . . . , A ) est dite méthode 
( (vn> , q) k 

de sélection entre A ..., Ak, associée aux coefficients de décompte 
1' 

n n 
Pour q = 1, b. = -c, = b # O pour tout, i E (1, ..., k), n EN, f = 1, la 

1 1 

méthode de sélection 'L(A~, . . . , $) a été étudiée par C. BREZINSKI 
( (v"), q) 

dans C3 1. 



S o i e n t  Sl, ..., c Conv(E) ; Al = VI), ..., Ak sk 
= (Tky Vk) k . t h a m 6 o m a t i o m  

à 2 tépo1ise6 d e  # à v d -  d a m  m2lN. S i  p o m  .to& i { 1, . . . , k}, Ai es* 
k 

e x a c t e  duh Si, q-(A) 6 u h  u Si d o h b  pouh .tout f 6 Ko, h * n a n 6 6 o m a t i o n  à 2 
i= 1 k 

k é p o m  es f ~ ( ~ l y  ..., %) e6.t e x a c t e  d u t  u si. ((vn> ,q> i= 1 

Preuve 

O 
Nous ne démontrons le théorème que pour T = 

( (vn> , q) L(A1 , . . . , Ak) , pour les 
autres cas, les démonstrations en découlent facilement. 

k 
Soit (xn) E u S.. 

1 
i= 1 

n 
Il existe i E (1, . . . , k) tel que (x ) E S. , par conséquent A. est exacte 

O 1 1 
O O 

n 
sur (X ). 

n 
Soit 1 l'ensemble des indices i E 11, ..., k} tels que Ai est exacte sur (x ) .  

1 # 0 car i E 1. 
O 

3 m  ~ N t e l q u e V n r m  V ~ E I :  
O O y (!ln Y q) Oli (n> = 1. 

1 n 
si Ï = C{, = 0 alors T est exacte sur (x ). 

y . .  . ,k} 
Sinon. 

n 
Soit j c Ï. A = (Tjy V.) étant q-(A) sur (x ) ,  par conséquent 3 m 2 m 

j J j O 

tel que V n 2 m; ol (n) = O ,  
" (vn,q) j 

Soit n = ma5 m.. 
O j -' 

V n > n  V ~ E Ï :  ol (n) = O 
O y 

(vn,q> j 
LI 

D'après (*), (**) on a V n 2 n i(n) E 1, par conséquent T est exacte sur (x ) .  
0 y 

Remarque 

Soit p EN, p > q. 

Si pour tout i E {l, . . . , k}, A. est exacte sur S et Ai est p-(A) sur u Si 1 i i= 1 
alors on ne peut rien affirmer en ce qui concerne les transforamtions 



f ~ ( ~ l ,  . . . , Ak), f r KO - {1,2,3,6}, en fait il est possible de montrer 
( (vn) , q) k 
à l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur u S.. 

1 i= 1 

Théotrème 70 

Soient S 1 >  a., sk c Conv(E) ; Al = (Tl, VI), . . ., Ak = (Th, Vk) 

k Zxann~otunaZioa à à kiréporise~ de à vdeuh6 dana 0R2lm. Si p o u  t a u *  

i r I 1, . . . , k) , ut exacte AU si et ni vZhi3ie la condLtion (A) AWL 
k 
u si d a m ,  p o u  t o u t  f E il, 2, 3, 6 1 ,  la Ztamdotrmation ((V~Li)L(Ai,. f . ,A 1 

i= i k k 

Preuve 

Nous ne démontrons le théorème que pour T = 
1 

( (~9 4) 
L A ,  . . ,  pour les 

autres cas , les démonstrations en découlent facilement. 
k 

Soit (xn) c u si. 
i= 1 

Il existe i E ( 1 ,  . . . , k) tel que (xn) E S. . 
O 1 

O n Soit 1 l'ensemble des indices des transformations exactes sur (x ).  

1 # fj car io E 1. 

l m  ~ I N t e l q u e V n Z m  f T i ~ 1 :  
O' 

1 (n) 2 n-m +1 
O 

(vn,q) 'i 
O 

1 
si Ï = cil = (8 alors T est exacte sur (x n ) .  , . . . ,k} 
Sinon. 

n 
Soit j E Ï. A. = (T V.) vérifie la condition (A) sur (x ) par conséquent, 

J j' J 

il existe une infinité d'entiers n tels que ol (n) = O 
(vn,q> j 

par suite, 3 m > m tel que V n 2 m : 
j 

i l  (n) < n-mo. 
O 

j (vn,q) j 

Soit n = ma2 m 
O 

jrI j ' 

V n l n  V j r Ï :  
O ' l e  (n) < n-m 

(vn,q> j 
O 

D'après (*), (**), nous avons i(n) E 1 pour tout n > n , par suite T est 
O 

n 
exacte sur (x ) . 



SOLI (E, d) apace  méMque.  
2 IN 

Soient  Al, . . . , 4 k .tta»66omatiom à 2 i r h p o ~ e 6  de 8 à v d ~  dana (E ) , 
k 

(xn) E n dom A. . 
1 i= 1 

S i  A , . . . , (g) convetaent p h 6  vl*e que (xn) dom  pou^ 20u.te a p p f i c d o n  

i : N + N, 6 d e  (A:(,)) Convehge p h 6  vl*e que (xn) . 

* 
Soie& sl, ..., Sk c Conv OR) ; Al = (Tl, V1), ..., 4 = (Tk> Vk) 

k ttan6jotmation6 à 2 t é p o m a  de # à v d -  dam OR2?. 

1 ) Pout t o u t  i É { 1, . . . , k} , Ai accéeète Si eA Ai e6.t [ II- (D) 6U.h 
k 
u S.. 

1 
i= 1 

n 
2 )  3 A l ,  A 2  "1: $CC) pue i É 11, ..., k}, n : h l  2 Iby-cil 'A2. 

Preuve 

O 
k 

Montrons que T = 
( (vn) , q) L(A1 , . . . , q<) accélère u Si. 

i= 1 
k n 

Soit (xn) É u Si. 3 i E {l, . . . , k} tel que (x ) E Si , par conséquent 
O 

i= 1 O 

l'ensemble 1 des indices i E 11, . . . , k} tel que Ai accélère (xn) est non vide. 
1 

si Ï = c{, = (8 alors d'après le lemme 1, T accélère (xn). 
y . . . y  kl 

Sinon. 

Soit j E Ï. A. étant [ II-(D) sur (xn), par conséquent 3 E > 0, 3 n 
J j j 



n 
Comme la suite (b c?) vérifie la condition 2) du théorème 1 1  . 

jy J 
Il en résulte que : V n 2 n.+q : rnax j n-r+l n-r+l 

J 1 (bj Y C  
j 

2 en 
1 Srsq 

n-r+ l avec 6 = h2xaj rnax (lx n - X I > .  
1 lr lq 

Posons E = A2 min E., m = max n.+q. 
jcI J 0 1 

V n r m  V j c Ï :  max j (b;-r+ 1 n-r+ 1 n-r+ 1 
O y Ln-r+ 1 9 cj > 2 E max lx - X I .  (*> 

1 lrlq 1 lrlq 

E Soit E' E 10, -C. 
1 

(**> 

n n n 
Comme pour tout i E 1, A. accélère (x ) et la suite (b c.) est telle que 

1 i' 1 

IbY-cTI 5 hl pour tout n, il en résulte que : 
1 1  

i (b;-r+l n-r+l n-r+ 1 3 m12mo tel que Y n a  Y ieI : rnax 
1 ' Ln-r+ 1 ,c. )<hl E '  max lx - X I .  

1 1 Srlq 1 lr <q 

D'après (*) , (**) , (***) on a i(n) E 1 pour tout n 2 m par conséquent 
1 ' 

n 
d'après le lemme 1, T accélère (x ) .  

Pour les autres transformations, les démonstrations découlent facilement 

de la démonstration ci-dessus. 

Soient  sl, ..., Sk c ~onv*m) ; Al = (Tl. VI), .... Ak = (Tk, Vk) 

k jotmatio,u à 2 rrépom e, de # à v u l e w ~ l  dam m2lN. 

k 
2) P o u  t u &  i E il, ..., k}, Ai accélgte Si e t  Ai ut Tql-(D) nlvl u Si. 

i= 1 
n 

3 )  3 hl, h2 c t e &  que i c 1 1 ,  ..., k}, V n e IN : A 2 lb?-c. 1 2 h 
1 1 1  2' 

a l o u  p o u  ~ O U X  f c K ~ ,  la &am6otrnation de d i u * u  ti 2 *Zpomes 
r k 



161 

Pour terminer cette section, nous signalons qu'il est possible de définir 

d'autres méthodes de sélection, en utilisant B chaque étape nrq-1, les réponses l 
*n-q+ 1 n , ..., Ai, i E 11, ..., k} et en préservant les résultats des théorèmes i 

9, 10, 1 1  et les résultats de la proposition 5. 

n 
Soient ( B  . . . , (6:) c ) a Bi < 1 pour tout n c N, i c 1 , . . . , k} 

n n 
dans cette section, nous notons (6 ) la suite de terme général .B = (BI)> ..., BE) 
Soit f E Mo. 

La méthode de sélection T = 'RD(A~, ..., Ak) appliquée à une suite 
k ( (6") 7 q) -- 

(xn) L O dom Ai, fonctionne comme suit : 
i= 1 

étape n < q 

n 
yn = Al = (TI, v;) 

étape n 2 q 

a) On coiwidé.ie l e n  x e U o ~ m  ( (6n, q)~~:n)) , i E { 1, . . . , kl d é d i n i a  p ~ t  : 
i i+l Si i E {n-q, ..., n-1) : x # x a l o u  on pobe : 

n-r+l n-r+l-Tn-r n-r+l n-r+l 
i I Ti i l+(l-Bi )IVi 

-vYr 1 
RD~(~)) : max ( 1 

((en,g) 
1 = 

1 lrlq 
I xn-r+ l -xn-r 1 

n-r+l n-r+l n-r y r +  1 ) p-r+ 1 
@j I T~ -T. l + ( l - ~ ~  -vn-' 1 

Min [: max ( J 
-xn-r 1 ) 1 

llj<k Iarsq I xn-r+ l 

n-r+ 1 n-r+ 1 -Tn-r 1 + ( r 1 n-r+ 1 
Min [ max ( B  

j ITj j I V j  
-v"-~ 1 ) 1 

lrjlk llrlq j 

3 )  On calcule la c o e ~ { i c i e n h  de décompte (n), i c {1,...,k}. 
(6n,q:rdi 

n n n 
C) On pose T = Ai(n) ' (Ti (n) 'Y(n3 avec i(n) e ~ i t  l e  p u  peitit indicc d e  



11, ... , k) vZnAdiant £rd (n) = max n frd (4 • 
( B ~ ,  q) i(n) l c j l k  (B ,q) j 

Théotrème 72 

so ien t  sl, ..., Sk c Convm) ; Al = (Tl, V1), ..., Ak = (Tk> Vk) 

k thaizndotm&ons a 2 kZpame, de # 6 v d e w s  dart, mi2)N. 

s i  p o u  t o u t  i r 11, . . . , k), Ai ut exacte 6 u h  Si et Ai ut pbeudo-trégueiène 
k 

dlotr&e q sur, u si a l o u  p a w  t o u t  f tm0, la ~ a m ~ o m a t i o n  6 2 irspa~wcn 
i= 1 k 

f ~ ~ ( ~ l y  ..., q<) ut exacte *(Yi u si. 
,q) i= 1 

Preuve 

Nous ne démonstrons le théorème que pour la transformation 

O 

= ( ( 6 r l q )  
RD(A1, ..., %), pour les autres cas, les démonstrations en 

découlent facilement. 
k 

Soit (xn) E u Si. 3 i E Il, . . . , k} tel que (xn) E Si , par conséquent 
O i= 1 O 

n 
l'ensemble 1 des indices i E Il, ..., k) tel que Ai est exacte sur (x ) est 

non vide, par suite 3 m E M tel que : V n r n f i E 1 : O (n) = 1. 
O 0 ' 

( ~ ~ , q )  rdi 

S i Ï = C  
1 n 

= fl alors T est exacte sur (x ) .  
{l, ..., kl 

Sinon. 

Soit j c Ï. La transformation A = (Tj, V.) étant pseudo-régulière d'ordre q 
j J 

n 
sur (x ) ,  par conséquent : 3 n r m tel que : 

j O 

n-r+ 1 
V n  r n : max I T ~  -T?-~ I > O ou max IVY-~'' ] > O. 

j irrcq J 1 lr lq J 

Soit m = ma: n 
l j c 1  j ' 

Nous avons : V n 2 m V j E Ï : 
1 ' (n) = O (**> 

n 
D'après (*), (**) : V n 2 m i(n) E 1, par conséquent T est exacte sur (x ) .  1 ' 



Remarque 

Soit p E N, p > q. 

Si pour tout i r { 1, . . . , k}, Ai est exacte sur S. et A. est pseudo-régulière 
k 1 1 

d'ordre p sur u Si alors on ne peut rien dire en ce qui concerne les 
i= 1 

méthodes de sélection f ~ ~ ( ~ l y  Ak), 
((13% q) 

f E XO - {1 ,2 ,3 ,6}  ; en fait il 

est possible de montrer 3 l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas 
k 

exactes sur u S.. 
1 i= 1 

Soient  SI, ..., c ConvUR) ; Al = (Tl, VI), ..., % = (Tk, Vk) Sk 
2 IN k akavudoilmatioba à 2 aéponded de II? à v d m  dam @ ) . 

S i  p o u  .tO& i c { 1 , . . . , k}, Ai ut exacte AWL Si, benii-ilégufiëke duil 
k 
u Si & o u  p o u  t ou t  f c {1,2,3,6}, la Xkari66oivnation à 2 képvnnea 
i= 1 k 

f ~ ~ ( ~ l ,  . . . , q<) e6.t exacte A u 4  u S .  . 
( (Bn,q> 1 i=l 

7 )  P o u  tau$ i 6 ..., k}, Ai a c c é l è ~ e  et A-accélëiie Si et Ai ut 
k 

d o n a  pouil t o u t  f c IK~, la méthode de  élection f ~ ~ ( ~ l ,  ..., A ~ )  
k ( (fin> , q) 

Preuve 

O Montrons que T = 
((13") ,q) 

RD(A1, . . . , A accélère u S.. 
k k 1 i= 1 n Soit (xn) E u S.. Il existe i r {l, ..., k} tel que (x ) r Si , par 
i= 1 1 O 

O 

conséquent l'ensemble des indices i r { 1, . . . , k} tel que Ai accélère et 



n A-accélère (x ) est non vide. 

Si Ï = 
1 n 

ct 1 y . .  . ,kl = @ alors d'après le lemme 1, T accélère (x ) .  

Sinon. 

n Soit j E Ï. A. étant semi-(Cql-nette) sur (x ) ,  par conséquent 
J 

3 E .  > 0, 3 n 2 m (m est donné par la condition 2 du théorème 13), 
J j O O 

n-r+l n-r max(1 T n-r+ 1 
j 

-Tj 1 Y lvj -vYr 1 ) 
V n 2 n  : max C 1 2  E 

j iircq I x ~ - ~ ~  l -xn-r 1 j ' 

Soient E = mio E ; ml = mag n 
j €1 j j €1 j ' 

(* 1 
avec y = ~xmin(8 ]-O2) 

1 y 

Soit E'  E IO, y[. (**> 

n 
Comme pour tout i E 1, A. A-accélère (x ) ,  il en résulte que : 

1 

B;-r+llT;-r+l-Tn-r n-r+l n-r+l 
i I+(l-Bi ) Ivi -vT" 1 / 3 m 2 2 m l , V n 2 m  V i c I :  max ( 2 ' )<E'  

I sriq I xn-r+l -xn-r 1 

D'après (*), (**), (***) on a V n 2 m i(n) r 1, par conséquent d'après 2 ' 
n le lemme 1, T accélère (x ) .  

Pour les autres transformations, les démonstrations en découlent facilement. 

2 
Soient (b, c) clR , b < c ; al, ..., % E 10, Ir, f rXo. 

La méthode de sélection T = 'CE (A], . . . , \) appliquée 
- k 

(q,(b,c), (a1,.. y % ) )  

à une suite (x") r n dom Ai, fonctionne de la manière suivante : 
i=l 



étape n < q-1 

On pose : 

étape n 2 q-1 

a )  On cdcuLe b ,  c i ) ,  i r I l ,  . . . , k )  de la daçon sluvarzte : 

1 
- v;) aLohs on pose : s i  AV? + O ,  A D  + O (DY = T~ 

i (b;-r+l n-r+l j (b;-r+ 1 n-r+ 1  CE:^)) : max Ln-r+ 1 , C .  )=  Min ( max 
1 Ln-r+ 1 , c 

j 
1 1 

1 s r sq  l s j s k  l s r s q  

C )  On calcule Les coedi ic ients  de décomj2Xe fce  (n) , i r { 1, . . . , k) . 
i 

n n n d )  On pose T" = (n) = (Ti (n)  ' 'i(n) ) avec i ( n )  ut Le p l u  p e u  i nd i ce  

de (1 ,  ..., k ) ,  véhi$ulizt f c e  (n) = max f (n).  c e  
i ( 4  l s j s k  j 

Théotrhme 74 

k *tiaris~omatiouis à 2 h é p o ~ e s  de# à v d w  dam ( R ~ ) ~ *  

Si pouh tou t  i E { 1, . . . , k)  : 
k 

a )  e6-t exacte  AU^ si et ut q-(A) du& u S. .  1 
i= l 



d a h l  pouh t o u t  f E Ko, 60hmdon f ~ ~ ( ~ l , .  . . ,q<) 
k (4, (b,c), (a1,. . 

ut exacte 6u.t u si. 
i= 1 

Preuve 

O Nous ne démontrons le théorème que pour T = CE(Al,. . ,Ak) 
(9, (~,c),(cL~,.* . ,ak)) 

pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement. 
k 

n 
Soit (xn) r u Si. 3 i c II, . . . , k }  tel que (x ) E Si , par conséquent 

O i= 1 O n 
l'ensemble 1 des indices i E { 1, . . . , k }  tel que Ai est exacte sur (x ) 

est non vide, par suite : 3 no, n 2 n , V i r 1 :O (n) = 1 
O ce: (*> 

1 n 
Si = Cil, ..., k }  = 0 alors T est exacte sur (x ) .  

Sinon. 

n 
Soit j E Ï. A. étant q-(A) sur (x ) , par conséquent : 

2 - 
n-r+l n-r+l 

3 n  > n  Y n ~ n  : max ITj 
0 ' -v 1 > 0. 

j j icrcq j 

Soit m = ma2 n . 
O j €1 j 

n-r+ 1 n-r+ 1 
~ n > m  trj 6 7 :  max ITj - V 1 > O. 

0 ' 1 <r<q j 
- 

d'autre part, pour tout j E 1, A. vérifie la condition b) du théorème 14, 
3 

par conséquent 3 ml z m tel que V n 2 m tr j E Ï : O (n) = O (**) 
O 1 ' ce; 

J 

D'après (*), (**) on a i(n) c 1 pour tout n z m par conséquent T est exacte 1 ' 
n 

sur (X ) .  

Soient SI, ..., Sk c ConvCiR) ; Al = (TI, VI), S . - ,  % = (Tk, Vk) 

k f i am$owe t iom de s d e a ,  de # à v d e u u  dan, 0 ~ ~ ) ~ .  

S i  puut t u &  i E (1, ..., k )  : 
k 

a )  Ai u X  exacte 6 w ~  Si e t  Ai v E ~ j i e  k k  cundLtion (A) d m  u S.. 
1 i= 1 



k 
b )  Y (xn) E u Si, 3 no, V n 2 n : (AT:= O => A V ? =  O). 

O 1 i= 1 

d o h a  pou4 tou;t f E (1, 2, 3, 61, lu Rtram~otvnaZLon de Ù 2 k é p o n ~ e ~  
k 

fc~(~l,. . . ,%) ut exacte 6 U h  u si. 
(q, (b,c)Aaly. .. ,%)) i= 1 

Définitions 

Soient S c ~onv*CR) ; A = (T, V) une transformation à 2 réponses de II? 

2 N B valeurs dans (iR ) . 
- On dit que A vérifie la condition (F) sur S ssi V (xn) E S : 

n n 
1) (Tn, V ) converge plus vite que (x ) 

n 
T -x n 

2) y-- + l 0 , 1 2  (x = lim x ) .  
v -x 

Avn+ 
3) 3 Al, AZ C R ,  A < 1 < A2, 3no, Y n l n  : -  

1 O avn 4 [A,. A21* 

- On dit que A vérifie la condition (G) sur S ssi V (xn) E S : 

ou bien A vérifie la condition (F) sur (xl'). 

Remarque 

Si A vérifie la condition (G) sur S alors A est 1-(D) sur S. 

Tn-vn ou bien 3 E > 0, 3 no, f n 2 n : -  AT^ 
2 E, - (1 - 1 

) 1 1 Avn - -  AT" 1 

* 
Soient SI, ... , Sk c Conv (RI ; Al = T l  V ,  ..., q< = (Tky Vk) 

k Ztari66otunatiovu de ~ u L t u ,  de I? ù v d e w i ~  daizs m2lrn. 

z E. 

K i(n) n n 2 )  V (xn) E u Si, 3 n o , V n z n  O : x r  ln(bi (n) ci (n) ) ol? i(n) ut t e l  
i= 1 

pue T~ = A: (,) 



Preuve 

Nous ne démontrons l e  théorème que pour l a  t ransformat ion  

T = 
O CE(Aly.. . y 

$1, pour l e s  a u t r e s  ca s ,  l e s  démonstrat ions 
(q,  (b , c ) ,  ( a l , . .  . , ak) )  

en découlent  fac i lement .  
k 

n S o i t  (xn) 6 u Si. io e i l ,  ..., k} t e l  que (x ) r Si , par  conséquent 
i= 1 n " 

l 'ensemble 1 des  ind ices  i E ( 1 ,  ..., k )  t e l  que Ai v é r i f i e  l a  condi t ion  (F)  

s u r  (xn) e s t  non v ide .  

D'après  l a  p ropos i t i on  3 ,  pour t o u t  i r 1, 3 n.e  N t e l  que : 
1 

S o i t  m = max n . .  
O i~ 1 1 

s i Ï = C  1 = 0 a l o r s  d ' a p r è s  l e  lemme 1 ,  T a c c é l è r e  (x n ) e t  d 'aprés  
{ l  ,...,kI 

i (n) n n 
(*) pour t o u t  n I m x e 

O ln(bi  (n) y (n) ) . 
Sinon. 

n 
S o i t  j  E Ï. A .  v é r i f i e  l a  cond i t i on  (G)  sur  (x ) par  conséquent 

J 

n n 
Il  en r é s u l t e  : Y n 2 n . , j l n ( b j ,  c . )  L 2a E~ lxn - X I  

J J j  j 

L 
S o i t  E = 2mi2 (a E . ) ,  m l  = q + ma2 n . 

j c I  j  ' j e 1  j  

3 m 2 > m l ,  V n2m V i e 1 : max i (b;-r+ l n-r+ 1 n-r+ 1 
2 ' ln - r+  1 Y ci ) < E max lx - X I .  1 S r l q  1 l r  l q  (***> 

Nous avons : V n 5 rn V j  r Ï : max j (b;-r+ 1 n-r+ 1 n-r+ 1 
1 y Ln-r+ i Y C  

) r E max lx 
j 

-x 1 . 
1 Sr 51 1 sr sq 

D'après (**),(***), on a i ( n )  E 1 pour t o u t  n 2 m par  conséquent,  d 'après  
2 ' 

n n 
Comme, pour t o u t  i 6 1 : lbi-cil 

T?-v . 
1 1  - 
n 

x -x 

(**> 

-+ O ,  il en r é s u l t e  : 
n- 



n l e  lemme 1 ,  T a c c é l è r e  (x  ) e t  d ' ap rè s  (*) , x E 
i ( n )  n  n 

ln(bi  (n) ci (n) pour 

t o u t  n  2 m 
2 ' 

Remarque 

La p a r t i e  1) du théorème 15, r e s t e  encore v r a i e ,  même s i  on supprime 

l 'hypothèse 1 4  ( 0 ,  2) dans  l a  d é f i n i t i o n  de l a  cond i t i on  (F). 

Exemple d ' a p p l i c a t i o n  du théorème 15 

Soient  E ( resp .  El) l 'ensemble des  s u i t e s  (E") E Convm) t e l l e  que 
1 

En + O e t ?  a, B E R ,  a <  1 < B,  3 no, Y n m  : (]+En) En+] ( resp .  ( I+E") En+ l  
O 

1 
rr-too 2En 3~~ 

On pose : 

S1 = I(xn)rconv@) I ? ( ~ ~ ) i € ~ , 3 n ~ ,  Y n a  : x n+ 1 
1 = 2 l xn(l+En)1 

n n+l 1 n  
S2 = ( ( x n ) e ~ o n v ( R ) 1 3 ( ~  ) rE2 ,3n l ,  Y nan : x 

1 
= - x (]+En)) .  3 

n n+ 1 
So ien t  T . (xn) + (T") avec  T; = x - 2x . 

1 ' 1 
n  n n n+ 1 

T~ : (X + (T avec T~ = xn - 3x . 
2 

On pose : 
1 

= 2T ( (xn) + ( 2 ~ ; ) ) ,  V2 = 2T2 ( (xn) + (2~;) ) . 
Les t ransformat ions  de s u i t e s  à 2 réponses A l  = (Tl ,  V1)> A2 = (T2, V 2 1  

e t  l e s  f ami l l e s  d e  s u i t e s  S1 ,  S v é r i f i e n t  l e s  cond i t i ons  du théorème 15 
2 

2 . 2  - Sélection entre transformations à 2 réponses de ? à valeurs dans ( E  ) 2 N 

S o i t  (E, d) espace  métr ique.  

* 
S o i e n t  q  E N , 

A 1 
= (Tl ,  V I ) ,  ..., Ak = (T , V ) , k  t ransformat ions  à 2 réponses 

k k k  2 N d e  % à valeurs  dans (E ) , n dom Ai # 0. 
i= 1 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous proposons des  méthodes d e  s é l e c t i o n  e n t r e  A ..., Ak. 
1 ' 



Soit f C R .  
O 

La méthode de sélection T = f ~ ( ~ l ,  . . . , Ak), appliquée à une suite 
k q 

(xn) É n dom A fonctionne de la manière suivante : 
i= 1 i ' 

Etape n < q-1 

Etape n 2 q-1 

a )  On co~ididèze l e s  i e h f i o n a  ( H!")) , i É i 1, . . . , k} dédinien pm : 
9 1  

(n) n-r+l n-r+l ( H .  ) : max d(T. n-r+l n-r+l 
1 

,V. ) = Min ( max (d (T 
1 j , Vj 1)) 1 5rlq l~jsk 15r<q 

b )  On calcule le, coelj icievu2 de décompte fh (n), i (1, ..., k}. 
q i 

C) On pohe T~ = An - n 
i (n) 

vn ) avec i (n) ut l e  p h d  p e u  i ~ d i c e  - i n  i (n) 

de Il, ..., kl véh i f i an t  : fh (n) = max fh (n) . 
q i(n) lsjsk q j 

La transformation à 2 réponses 'H(A1, . . . , %) est dite méthode de sélection 
q 

entre A ... , a, associée aux coefficients de décompte f (n), i É {l,.. . ,k} 1 ' h 
q i 

S i  pou& t o u t  i E il, . . . , k}, Ai ai exacte nun Si e t  Ai ut q-(A) nui  u S 
i= 1 i 

f d o 4 h  pom .tout f E Ko, la Xtavu~ounaüon H(Al, . . . , 4) u.t exacte aun 
k q 

La démonstration du théorème, résclte immédiatement du fait que si une 

n 
k 

transformation A. n'est pas exacte sur (x ) r u Si, alors 2 n Y n 2 n. 
1 i ' 1 ' i= 1 

O (n) = O .  
h 
q i 



Remarque 

Soit p E Ny p > q. 
k 

Si pour tout i E { 1 , . . . , k}, A. est exacte sur S et Ai est p-(A) sur u S. 
1 i i= 1 1 

alors on ne peut rien affirmer en ce qui concerne les transformations 

f ~ ( ~ l  , . . . , 4) , f r Ko - { 1,2,3,6), en fait il est possible de montrer à 
9 k 
l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur u S.. 

1 
i= 1 

Si pouir tou t  i r { 1 , . . . , k} , Ai e 6 t  exacte 6 U k  Si e t  Ai véA&jie l a  condiLion 
k f 

( A )   LM u si d o n s  poun Lout f E {1,2,3,6], lu - t m ~ ~ o m a t i o n  H(Aly---yAI<) 
i= 1 k q 

e 6 t  exacte a ~ r  u S. . 
1 i= 1 

Soient S . . . , 
sk 

c ~onv*(E) ; Al = (Tl, VI), AI<' (Tk3 Vk) 

dohn p o u  t o u t  f E K o ,  l a  &ari66onmation *H (A1, . . . , 4) accélène 
k q 
u S.. 

1 i= 1 

Preuve 

O 
k 

Montrons que T = H(Al, . . . , AI<) accélère u S.. 
k 1 i= 1 

Soit (xn) E u S.. 3 i E (1, ..., k) tel que (xn) E S , par conséquent 
1 O i= 1 i 

O n 
l'ensemble 1 des indices i r { 1 , . . . , k} tel que Ai accélère (x ) , est non vide. 

Si Ï = 
1 41 ,...,k} = @, alors d'après le lemme 1, T accélère (xn). 

Sinon. 

Soit j E Ï. A étant Cll-(D) sur (xn), par conséquent 3 E > 0, 
j i 



Soit E = m i l  E ; m = m a z n  + q 
j EI j O j j 

~n z m  v j E Ï : max d ( ~ ~ - ~ + l  n-r+ I n-r+ l 
0 ' , vj ) 2 E max d(x 3 XI. (*> 

1 srsq 1 srlq 

n Comme pour tout i E 1, A. = (Ti, Vi) accélère (x ), il en résulte : 
1 

n-r+l n-r+l 
) < E max d (x n-r+ 1 3 ml>mo, V n 2 m Y i c 1 : max d(Ti 

1 ' ,vi Y x) 1 lrsq 1 srsq 
(**> 

d'après (*), (**) on a i(n) E 1 pour tout n 2 m par conséquent d'après 
1 ' 

n le lemme 1, T accélère (x ) .  

Pour les autres transformations, les démonstrations en découlent facilement. 

* so i en t  sl, ..., Sk c Conv (El ; Al = (Tl, VI), . . . y  Ak = (Tk, Vk) 

s i  
k 

7 )  Poh2 t o u t  i i { 1, . . . , k) , Ai accélè te  Si Ai ent  t ql- (D) n u  u Si. 
i= 1 

accélè te  u si. 
i= 1 

Avant de quitter cette section, nous signalons, qu'il est possible 

d'introduire d'autres méthodes de sélection, en utilisant à chaque étape n 2 q, 

n-q n les réponses A. , ..., Ai, i É 11, ..., k) et en préservant les résultats 
1 

des théorèmes 16, 17, et les résultats de la proposition 9. 

f 
-,,,,d,,,,,,,,-, f E Mo 2 . 2 . 2  - ~tianbjohniatioizl RH(AIL ,-%iL ------ q---- 

2 
Soient f E K ; D une distance sur E équivalente à D . 

O 1 O 

La méthode de sélection T = f ~ ~ ( ~ l ,  ..., A ) appliquée à une suite 
q k 



k 
(xn) c n dom Ai, fonc t ionne  de  l a  manière su ivan te  : 

i= 1 

Etape n 5 q-1 

Etape n 2 q 

a )  U n  con~idèae  l e s  aeea t iom ( RH'")), i .E { 1 ,  . . . , k} d é d i n i a  de l a  
q i 

i ( RH(") ) : max ( 
q i n-r+ 1 

) = Min ( max ( 1 1 
l s r s q  d(x , xn-r) I s j s k  l s r s q  d ( x  

n-r+ 1 
( RH(O))  : max D ~ ( A ~  ,A?) = Min ( max D (A n-r+ 1 
q  i 1 

) 
1 s r sq  l ~ j s k  l s r s q  l j  ' j  

b )  On c d c u l e  l e s  coe35iwenta de décompte f r  (n ) ,  i .E { 1 , . . . , k l .  
q  hi 

c )  Ui.1 pane T" = 
i (n) 

avec i ( n )  e ~ t  l e  p h 6  p e J L t  i nd i ce  de ( 1 ,  ..., k l  

véhidiaid f r h  (n) = max f rh ("1 • 

q i ( n )  l s j s k  q j  

La t ransformat ion  à 2 réponses ' R H ( A ~ ,  . . . , q<) e s t  d i t e  méthode de  s é l e c t i o n  
q 

e n t r e  A ..., Ak,  a s soc i ée  aux c o e f f i c i e n t s  de  décompte f (n) ,  i 6 { I , . . , k }  1 y qrhi 

n E N. 

Soient  Sl , . . . , Sk c Conv(E) ; A l ,  . . . , %, k Ztan6~onmation~ de au*tes d e  

2 N 8 à à d e u u  dam (E ) . 
k 

S i  paua t o u t  i E ( 1 ,  . . ., k ) ,  A. ut pbeudo-tréguliètre d'otrdtre q bufi u S. 
1 Y i= 1 

e,t Ai e s t  exacte hua si d o u  pou4 t o u t  f c K ~ ,  la t<La~domnafion 
c k 
'RH (A] , . . . , q<) ut exacte hua u S . .  
q  1 i= 1 



La démonstration résulte du fait que , si une transformation A. n'est pas 
1 

n k 
exacte sur (x) E u Si, alors 3 n Y n 2 n : max D~(A:-"' 

0 O 
,A?-~) > O. 

i= 1 1 1 rrrq 

Remarque 

Soit p E N, p > q. 

Si pour tout i E { 1, . . . , k), A. est exacte sur S. et A. est pseudo-régulière 
k 1 1 1 

d'ordre p sur u S. alors on ne peut rien dire en ce qui concerne les 
1 

i= 1 
transformations 'RH(A], . . . , Ak), f E lK0-{1,2,3,6}, en fait on montre à 

q k 
l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur u 

i= 1 'i 

S o i e n t  SI, . . . , c Conv ( E )  ; Al, 
Sk . . . , %, k x7LanbbokmatLonb d e  3 à v d e ~ ~ h ~  

S i  pou4 t o u t  i E { 1, . . . , k? , Ai M X  e x a c t e  nu4 Si e* A. M X  6 e~ni- / iéguf iE ' ie  nwi 
k 1 

' R H ( A ~ ,  ..., q<) M X  e x a c t e  n u t  u S.. 
9 1 i= 1 

* * 
S o i e n t  S I ,  ..., Sk c Conv (E) ; Al, . . . , 4, k & ~ M ~ o w ~ ~ ~ o M  6 2 k é l 3 o i a ~  

2 IN d e  8 à v a l w u  d a n ,  (E ) . 
S i  pou4 .tout i E 1 ,  . . . , kl, a c c é l 2 k e  e t  A - a c c é l è r e  si ex e~t nemi- 

k - r 
( [ q l - n e a e )  6U.I u S. d o m  lu &an! ,~ohmaf ion)  d e  biu*es RH(AI, ...,% ),  

i=l q 
f E K  accé lè t ren t  u S.. 

O 1 i= 1 

Preuve 

O 
Nous ne démontrons le théorème que pour T = RH(A1, ..., %) pour les autres 

q 

cas, les démonstrations en découlent facilement. 

k n 
Soit (xn) E u S.. 3 i E {l, . . . , k} tel que (x ) c Si , par conséquent 

i= 1 1 O 
O * 

1' ensemble 1 des indices i E { 1, . . . , k} tel que A. accélère et A-accélère (xl1) 
1 



est non vide. 

1 
Si Ï = C{, n 

= alors, d'après le lemme 1, T accélère (x ). , * * O ,  kl 

Sinon. 

Comme pour tout j E Ï, A. est semi-(lql-nette) sur (xn), il en résulte que : 
3 

D (A?-~+] ) 
3 ~ > 0 , 3 m ~ , Y n z m  O' Y j r Ï :  max ( ) 2 E. 

n-r+ 1 1Srsq d(x ,xn-r) 

n D'autre partepour tout i r 1, A. A-accélère (x.). par 

D'après (*) , (**) on a i(n) E 1 pour tout n 2 m par conséquent d'après 
1 ' 

le lemme 1 ,  T accélère (xn). 

Nous terminons ce paragraphe, en signalant qu'on peut facilement généraliser 

les méthodes de sélection, présentées ici, de la façon suivante : 

- en envisageant des méthodes de sélection entre une infinité de transformations 
à 2 réponses. 

- en envisageant des méthodes de sélection entre transformations à k réponses 

(k-uplets de transformations). 



A N N E X E  

- 1 SOUS-PROGRAMME FORTRAN D E  S E L E C T I O N  E N T R E  1 
UN NOMBRE F I N I  D E  TRANSFORMATIONS D E  S U I T E S  1 -  

Nous présentons ici le listing d'un sous-programme appelé SELEC qui utilise 

(n) ) les différentes méthodes de sélection associées aux relations ( D!~)), (qEi , 
q = 

vues au chapitre 3. 

1 - ARGUMENTS DU SOUS-PROGRAMME S E L E C  

N : correspond à l'étape de sélection 

S : Tableau d'éléments S(n) (S(n) est le n-ième terme de la suite à transformer). 

Q : Paramètre utilisé dans les relations de sélection du chapitre 3 

ko : Paramètre correspondant au nombre de transformations en compétition. 

MS : Paramètre qui permet au sous-programme SELEC d'utiliser l'une des relations 

de sélection plus haut de la manière suivante : 

Si MS = 1 (resp. MS = 2) (resp. MS = 3) (resp. MS = 4) (resp. MS = 5) 

resp. MS = 6) (resp. MS = 7) alors la sélection entre les transformations 

en compétition s'effectue à l'aide des relations ( Il!")) (resp. 
4 1  

( E!"))) (resp. ( M!"))) (resp. ( ER:"))) (resp. 
q 1  q 

CV(")) ) 
((un,l,q) i 

(resp. ( RV!~))) (resp. ( 
(un,q) 1 (un, q)  

RC:")) ) . 

Les listings des sous-programmes de ces relations seront présentés au 

paragraphe 3. 

La valeur de MS doit rester inchangée durant le traitement d'une suite. 



Pl, P2 : Les arguments P P correspondent aux paramètres P P intervenant 1 '  2 1' 2 
* 

dans les coefficients de décompte d'indices ('1 *P2)8 avec P l ,  P2 c PI , 

< P +1 (chapitre 3, 5.2). 2 

PON 

ITE 

: Tableau d'éléments anpi = PON((i-l)q+j), j c il, ..., q}, i c { l , . . ,  k 1 
j O 

an' est la j-ième pondération correspondant 3 la i-ème Transformation 
j 

en compétition, ces pondérations sont utilisées dans les relations 

n 
: Tableau d'éléments T" i c (1, . . . , k 1 où Ti est la n-ième réponse i' O 

de la transformation en compétition d'indice i. 

: Tableau d'éléments Il (j+l, n), j E {O, 1, ..., 9P où Il(j+l, n) est 

l'indice de la transformation dont la réponse a été choisie à l'étape n 

à l'aide des coefficients de décompte d'indices j. 

: Tableau d'éléments TS(j+l, n), j E {O, 1, ..., 9) où TS(j+l, n) est 

la réponse sélectionnée à l'étape n, à l'aide des coefficients de 

décompte d' indices j . 
: Tableau d' éléments ITE(i) , i E (1, . . . , k ), à chaque appel du sous- 

O 

programme SELEC, les quantités ITE(i) verifient : 

si la réponse de la i-ème transformation ne peut pas être 

en compétition (à cause d'une division par 0, par exemple). 

sinon 

Il faut bien noter que : 

a) SELEC ne fonctionne qu'à partir de l'étape N = q+l, 
O 

b) A l'étape No, il faut que ITE(j) = 1 pour tout j c 1 ,  ..., ko}, et si 

une transformation d'indice i c 1 ..., k est bloquée (ITE(i) = 0) à 

une étape N > N alors pour n 2 N SELEC prendra ( l i - 3  comme relation 
1 O 1 ' 



de sélection (R!")). 
1 

c) Pour une valeur choisie de MS (qui correspond au choix d'une famille 

de relations (voir l'argument MS)), SELEC calcule automatiquement les 

réponses des 10 méthodes de sélection associées aux 10 coefficients de 

décompte dont les listings des sous-programmes seront présentés au 

paragraphe 4). 

2 - SOUS-PROGRAMME SELEC 

S l l i i R ( . i I I T I r i E  S C L E I : t t r 1 5 : r i ~ , ~ ~ ~ : ~ r t ~ 1 r P Z , I T t r i ' O r P i ~ r ! , T t  J 1 , T S )  
l)nO!.?l-€ f ) ~ ~ E C I s I o r ~  T:; t 10,bO) , T  ( b , h O )  , f ' t ) 1 ~ t 2 4 ) ,  AI!, : i ( ~ j O )  ( b )  

I l.JTt:C;ER I i C 1 0 r ~ O ) ~ I T I : ( o l , ~ ~ , P 1 t C i ~ l ? L S ( ~ ) t I î , X ( ~ , f ~ i ~ ) , I i ~ ( o ~ , t 4 ; ?  
I F  ( f 1 . L T .  ( I J t l  1 ) E E T l . l ~ ' f i  
c;n T i ?  ( 1 , 2 # 3 , 4 , S , t > , 7 ) i ~ i S  

1 C o f ! T I  t i i I E  
C A L  1. E I : A I I A X  ( ! i l  [ I I  1 . 0 ,  I T t .  , 1 Ar l l  1;) 

G (:j T 1 i 2 0 
2 CALL  P I A l i E T ( ! i , i ; , i , ' n ,  I T t - , 1 ,  ?,i:,i;) 

cc'! T c 1  20 
3 CAI-L .  V l ~ I t ' l t r ! ,  t : n ,  I T E t T I S ,  A i ; , 1 ' \ 1  

C O  TC! 2 0  
4 C A L  1. ~ : t ~ t ~ i , ~ - ! , ~ . . n , ~ ~ t : ~ ~ ~ s , r , c : , t ~ )  

r;Ij 7;: 
5 C A L I -  G V ( f ! r f : t ~ ' C ~ ,  I T t - t T l l ~ ~ l ~ ~ ,  t , : ! l ! i )  

G 1-1 T (-1 2 n 
6 C j r 1 . L  i ? V ( r ~ , C t ~ O t  I T E , T , I ~ ! ' ~ i ~ t s t ~ ~ ~ , ~ ~ ~ )  

r;n T i 1  , î o  
7 CA[-1-  i f C ( f ~ t ~ l t l  O, ~ T t ~ t T , P i l l ! t ! - , t  A I ' I , ~ ~ )  

20 cFi11T I f i i l F  
c ct in Ix  1 L ' uilr I ~ E S  I ! f - T t i [ i i i t i S  A:;S:)CIETS A ~ J X  caEt .çIc  I E I : T I ;  
C l'y r f L n i l P T E  . ,- 



C TRAITEMENT P A R  L A  METHODE D ' I P I D I C E  O 
C ************************************ 
C CALCUL DU PLUS P E T I T  I N D I C E  PUIJtI LEQUEL LA HECATIOIJ  
C  DE S E L E C T I O t l  E S T  V R A I E  

J = l  
8 C O I ~ T I I J U E  

I F ( A l l , E o . D ( J ) ) G O  T f l  9 
J = J +  1 
I F ( J . L K * K O )  GO TO A 

9 CIiIJT 1 EJ~IE  
I l ( l , f l ) = J  
T s [ l , h ) = T ( J , ~ i )  

C  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C T I?AITEI~ I I~E.JT  PAl? L A  TbIETtIOIJE L) ' I N D I C I I  ] 

C  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I F ( N . G T . ( O + l ) ) G O  TO 1 0  
PO 11 I = l r K O  
I F ( A r l , E O . D ( I ) ) G O  T0 1 2  
C A R D ( I ) = O  
G(7 TL] 1 1  

1 2  C A R D t I ) = 1  
1 1 COIJT 1  JIJ JE 

GO TO 1 3  
1 0  C O I i T I ~ I i i F  

DO J 4  I = l , K O  
I F ( A I l . E O . D ( I ) )  60 TO 15 
GO T O  14 

1 5  C A R D ( I ) = C A l ' D ( I ) t l  
1 4  - -corn1 f?ilr 

-- --- - * -- - - - 

13 C O l i T I N l J E  
CALL TtJ~~(h:O,CAr?Ci,  12)  
Il ( 2 , N ) = I 2  
T S ( 2 r b J l = T ( I 2 , t d )  

************************************  
THAITCEIEIIT PAT! L A  ~ ~ I E T I ~ ~ I ~ E  r ) ' I r J n I c E  2 
************************************  

D O  16 1=1,t:o 
I F ( A l l . f Q . D ( I ) I G O  Ti1 17 
x ( I , r l ) = o  
GO TI', 1h 

17 X ( I , I I ) = l  
16 COIJT TfJlJF, 

C  CALCUL DES C O f F F I C  I E r i T S  Pt- i IECOi iPTE I C  (1  
DO l a  I = l , Y , O  
K = 1  
I C ( I ) = O  

1 7 COIIT IPii.iE 
I F ( X ( I r ( f J - K + l ) ) . E U e O ) G ù  TU 18  
I C ( I ) = K  
K = K +  1 
IF(K.LE. (F l -Q) )GO TO 1 9  

1 8  C O I i T I N I I E  
CAL-L I I J ~ l ( l ( 0 ,  I C r  12 )  
I I  (3,r<J)=J;! 
T S ( 3 r  N ) = T ( I Z , t J )  

* * * * * * * X * * * * * * * * * * X * * * * * * * * * * * * * * * * *  

THAITFPICIJT PAR LA I.It:TIiOI)E I l v i l J D I C E  3 



~ R ~ * ~ x ~ ~ * ~ ~ R ~ * * x ~ x x ~ ~ x ~ ~ x x x x ~ ~ ~ ( ~ * ~ ~ ~ *  

C A L L  M E T H 0 3 ( h r Q t K O t A f t r f ) ,  I C I  
CALL I r l M ( K O t  I C I  12) 
Il (4 tpJ )=12  
T S ( 4 t l 4 ) = T ( I Z I N )  

************************************ 
T I ? A I T C i 4 C i ? i T  PA(: LA blf Tt4Ol:Ç P '  I f r D I C E  4 
************************************ 

CALL C l L T t i O / l ( f 1 , Q , t : 0 ~  A ! ! r I )?  IC) 
I F ( ( I o L T o  ((2t3)IGO T O  21 
CA1.L I r I t i ( K 0 ,  I C t  12)  
11 (51 f i ) = I ?  
T S ( S 1 r 4 ) = T  ( 1 2 , ~ r )  
C O I l T  I NIJE 

************************************  
T R A I T E M E N T  PAR L A  r lET t1O l )E  D ' I f i D I C C  5 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * X R * * * * * * * * * * * * * * *  

CALL N E T I i 0 5 ( t l t f l l l : O I P t ~ f  D t  I C )  
I F ( N . L E e ( 2 * Q ) l C 0  T O  22 
C A I - L  I f l h l ( h ' O f  I C f  12)  
Il ( 6 1 N ) = I Z  

- - - - - - --- 
T S ( b t N ) = T ( I Z l t J )  

COIIT INUE 
************************************ 
T l : A I T E b I E I i T  P A f I  LA M t T i l n i ~ E  i I t I r i D I C E  o 
************************************  

CALL ~ ~ E T i 4 0 6 ( f i , O I  t ' O ,  A f i , n , I C )  
CAL1 I I I M ( K 0 ,  I C I  12) 
Il ( 7 , r l ) = 1 2  
T S ( 7 r r I ) = T  ( I 2 , f J )  

************************************ 
T R A I T E f . i E I J T  PAI '  LA ! . l E T t i O i ~ E  I > ' I t ) P I C f  7 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * *~*** * * * * * * * * * * * * *  

CALL M E T l i C i 7 ( t i ~ r l t E O t  A t r t  Il, I C )  
I F ( N o L T , ( O t 3 ) ) G D  T O  23 
C A L L  I t I E : ( K O t  TC, 12)  
11 (8, t J )= I2  
T S 1 8 r l i ) = T ( I Z r f i )  

C O I J T I I I i J F  
X ~ R * * * * * * * * * * * ~ * * * * R * * X * * * . * X * * X * * * * *  

T I 1 A I T C I l F t J T  PAt? 1-A lb i l .Tt i i i ! :S D f  I l l D I C C  8 
* * * * * * * * * * * * * * * * * x * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

C A L L  i F ~ E T t i f l l l ( ! I t O t k : O I  P l  r f '2,  E I ~ ! I ~ ~ ~ I C )  
I F ( i i . L T . ( O + P ? t l l ) C n  T O  211 
CALI- I f l f l ( U 0 ,  IC, 12)  
1 i ( 9 f t J l = I Z  
TS(9, t r ) = T ( I 2 , r i )  
COIJT IriiiE 

************************************ 
T R & I T E M T . I I T  PAF? LA I ~ i t T 1 t I i i ) E  D ' I I I D I C E  9 
* ***********************************  

CALL M C T t I 0 9 ( f ! t n t k : O t  A f l t l ) ,  I r )  
I F  ( t J ,LT ,  (0+2)  ) G f l  T i )  25  
CALL I t i M ( K O t  I C ,  12)  
I l  ( l O t I J ) = I ; >  
T S (  1 0 t t i l = T ( 1 2 f t i >  
C O I i T  IFJUE 
IIE T I I R h  
E 1"' [, 



Avant de présenter les listings des sous-programmes, nous précisons les signi- 

fications des arguments qui leur sont communes. 

Pour les arguments N, Q, ko, ITE, T voir le paragraphe 1 ; 

D : Tableau d'éléments D(i) , i E ( 1 ,  . . . , k avec ~ ( i )  est la valeur du 
O 

membre de gauche dans les relations (R?) (si nous prenons ( E (n) ) 
1 q i 

comme relations (R!")) alors D(i) = max L et  
1 n-qd; l '  5n m i ,  Ai )) .  

AM : Paramètre correspondant au min D(i) 
ie{l,. . ,ko} 

Il faut bien noter que les sous-programmes associés aux relations ( 

( E@L ( R C ~  (n) ) , ne fonctionnent que si q 2 2. 
9 1 (un (un q) 

3.1 - Sous-programme des relations ( D(")), i r 1 ,  . . . , 
9 i 

ko}. 
S U I ! R ~ U T I ~ J E - Z C A ~ I A X ( ~ ~ , O ,  k0, ITE,T,APl, I \ )  
DLiiiRLF: P H E C I S I O N  Al.i, l '(b), T ( h l 6 0 )  , V , U 0 ( 6 )  

I IbJTECER O, I T E ( 6 )  
: C CALCIJL D K S  D(I )  ECARTS l~lrlXIillUFIS fluTiiF DEUX TEIIIIES 

C COWSECUTIFS DE (T( I , t ! -Ql , . . . . . . . . . . . . ,T( I , t~J))  
f I l=Pr -O  
ti2=f1! 1 + 1 
F13=l\r- 1 
I F ( Q . E o . l ) C O  TO S 

I 
D O  2 I = l , K O  
I F ( I T E ( T ) . E Q , O ) G O  T O  4 

/ 

f 
n ( I > = D A t 3 S ( T ( I ~ ~ J l ) - T ( I , I ~ ~ 2 ) )  

PO 3 J=rr2,r i3 
\ V = D A I % S ( T ( I , J ) - T ( I ,  ( J t l ) ) )  

I F ( V . L E . D ( I ) ) G O  TO 3 
f D ( I ) = V  
J 3 CIJIITIi.JIJF: 

D O ( J ) = U ( I l  
GO TO 2 1 ' 4 D ( I ) = D O ( I )  

z CnnTIrr i iE  
60 TO 7 

i 5 CofiTIbiUC 
DO 6 I=l,KO 

f IF(ITE(I).CO.O)GO TO R 
D[I)=DABS(T~I~~il)-T(I~iiZ) 
D O ( I ) = D ( I )  
GO TCI b 

8 D(I)=DO[I) 
6 COI IT INUE 
7 Cot iT I  tJiJE 

C CALCUL DU t l l l i I t ? U l i  DES [ ) ( I l  
AM=D ( 1  
DO 9 J=S,KI) 
I F ( D ( J 1  . G E . A I I ) C O  Tri 9 
AM=R (J ) 

9 COliTIbiUE 
RETUEN 
rNn 



3.2 - Sous-programme des relations ( E("), i i É 1 ,  . . . , 
q i ko) 

SUMHOUTIf lE D I A t t E T ( t J , Q , K O , I T E , T , A f 4 , f ) )  
- DOUBLE PRECISI(.lN T(6,0O),A~rO(b),Vl(6I~V2(6),00(6) 

I k T E C E P  QvITE(6) 
C CALCUL DU DIAMETf?E DC (T~ItN-O)t.....,,.,T(I.~411POUH I=l,nO t'Il ZN-Q 



3.3 - Sous-programme des relations ( M!~))), i 1 . . . , 
q 1  kO1 

SUI3ROL.ITINE RI.l(tl lQ,KOl I T E ,  TIS,At,l,D) 
DOUBLE P R E C I S I O N  T ( 6 ~ 6 0 ~ , S ( h O ~ , A ~ ~ ~ ~ D ( 6 ~ ~ V l ( b ~ ~ Z k ~ V Z ~ h ~ ~ ~ 1 ~ E 2 ~ l ~ Ù ~  

- I ~~TF IC IER ' (J , r ] l r  I T E ( 6 )  

COrlTINUE 
D ( I ) = E l  
U O ( I ) = D ( I )  
G O  TC) 6 
D ( I ) = P O ( I )  
C O I J T  IFJIIE 
COIITI  t lUE 
CALCIIL 011 f l I t ~ I  tilIfl D E S  O ( 1 )  
Af.I=D ( 1  ) 
DO A I = l , K O  
I F ( D t 1 )  . G E . A f ! ) G O T O  8 
AM=D ( 1  1 
CGNTINiJE 
GO TO 9 
CALL ECAMAX( l l rU ,VO, ITF ,T ,  AhI I ) )  
DO 1 2  I = l , K O  
I F ( I T E ( I ) . E Q . O ) G O  TO 1 3  
D O ( I ) = D ( I )  
G O  T l1  1 2  
D ( I ) = D O ( T )  
COfITIIUlJE 
GO TO 1 4  
V I  ( o ) = s ( r i )  
J 1 = 0  
00 10  I=l,?i 

V 2 t I ) = V Z ( I t 1 )  
I F ( V 2 ( I ) . L T , Z E ) G O  TO 1 0  
J l = J l t l  

1 0  CObtTINUE 
RETURiJ 
END 



124 
3.4 - Sous-programne des r e l a t i o n s  ( ER(")), i c 1 . . . , 

9 i kol 

SUUROUTIHE EB(N,O,KO, ITE,T,S,Atl,Li) 
DOI~RLE P R E C I S I O N  T(6,bOl,S(60),A~l,D(6)~V1(7),LF.~V2(7)~El(6)rE2 
POUDLE P R E C I S I O h  DO(61 

CALCUL DU M A X I P l I M  DES EI(J),J=~,...,,,,IJ 
D ( I ) = E l ( I I  
D O  13 J=2,Q 
I F C E l ( J I . L E , D ( I ) ) G O  T O  13 
D ( I ) = E l ( J )  
C O P ~ T I N ~ J E  
DO(I)=o(I) 
G O  T @  6 
r)(I)=no(x) 
C O r r T l  NUE 
COlJTINUE 



CALCUL DU t l I b J I M ~ J l l  DES D ( I ) r I = l r  ... . . . .rKO 
Al- i=@ ( 1)  
D O  1 4  J = 2 r K O  
IF(D(J) .GE.Atsi)GO Tll 1 4  
AFi=P(J) 

1 4  C O f l T I  l J i l E  
GO T O  15  

4 CALL D I A ~ ~ E T ( I I ~ O ~  t:Or J T E f  TI A!lrI)) 
Po l R  I = l , K O  
IF(ITE(T).EO,O)GO TU 19 
DO(i)=D(I) 
G O  TC) 18 

19 D ( l I = D O ( I )  
18 C O l l T I t J U E  

G O  T O  20 
15 V I  ( O + l ) = S ( t l )  

J1=0 
f ) i i  1 6  I = l p Q  

V Z ( I ) = V Z ( I + l )  
I F ( V 2 ( I ) . L F . Z E l G O T O  1 6  
J1=51+1 

1 6  COIJTINUE 
f:FTIlI?IJ 

EllP 



3.5 - Sous programme des relations ( GV!~))) i E 11, ..., 
Y ¶  1 ko) 

C  CALCUL DES P ( I )  
DO 5 I = l , t ( O  

C CALCUL  DU t l I f . ! I f l U I I  DES P ( 1 )  
AM=D ( 1 )  
DO 7 I=Z,KO 
I F ( A ~ i . L E . D ( I ) ) C O T C i  7 
AM=P (1) 

7 COIJTINk ik  
D G  8 I = l r K O  
11=u-1 
no 9 J=i,11 
I Z = Q - J t 1  
V ( I 8 1 Z ) = v ~ I , ~ I 2 - 1 ) )  

9 C O i l T I N l J E  
8 C O I I T  IFJOE 

RETURN 
E tJ P 

Pour la signification de l'argument PON voir le paragraphe 1. 
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3.6 - Sous-programme des relations RV!"), i 11, ..., 
( ~ " 9 s )  kol 

SUBROUTINE RV(N,Q,KO,ITE,T,PON,S,AM,D) 
DOURLE P R E C I S I O N  P O N ( ~ ~ ) , A M ~ D ( ~ ) , T ( ~ ~ ~ O ) , R I V Z ( ~ ) ~ V ~ ~ V ( ~ ~ ~ ) , S ( ~  
DOUBLE P R E C I S I O N  DO(61,ZE 
INTEGER Q p Q l r I T E ( 6 1  
ZE=O,lD-60 
IF(N.GT, (Q+I l )GO TO 1 
Ql=Q-1 
J1=0 
00 2 J = l r Q l  
v ~ ( J ) = D A u s ( s ~ J ) - s ( J ~ ~ ) )  
I F ( V 2 C J )  ,LT,ZE)GO TO 2 
5 1 = 3 1 + 1  
CONTINUE 
V l = S ( Q )  
0 0  3 I = l r K O  
D O  4 J=2rQ 
V ( I r J ) = D A B S C T ( I ,  ( N - J I ) - T ( 1 ,  (f'J-Jt1))) 
CONTINUE 
CONTINUE 
COlJTINUE 
00 5 I = l . K O  
V ( I I ~ ) = D A B S C T ( I , ( N ~ ~ I ) - T ( I , N ) )  
CONTINUE 
V Z ( Q ) = D A B S ( V l - S ( M ) )  
I F ( V i ? ( Q )  ,LT.ZE)GO TO' 7 
I F ( J l . E Q . ( O - 1 ) I G O  TO 6 
GO TU 7 
DO 8 I = l r F O  
IF[ITE(I~.EQ'.OIGO T O  1s 
D(I)=o.no 
DO 9 J = l r Q  
R = V ( I r J ) / V t ( Q - J + l )  
D(I)=D(I)+PON((I-1)*UIJ~*R 
COliT I N i J E  
D O ( I ) = D ( I )  
GO 70 8 
D ( I ) = D O ( I  
CONTINUE 
CONTINUE 
CALCUL DU MIN IMUM DES D ( 1 )  
A M = D ( l )  
DO 1 0  I=Z,KO 
I F ( A M o L E o D ( I ) l G O  T O  1 0  
A M = D ( I I  
CONTINUE 
GO T O  11 
CALL GVCNrQ,KO, ITE ,T ,PON,AMpD)  
00 16 I = l r K O  
I F ( I T E ( I ) o E Q e O ) G O  TO 1 7  
D O ( I ) = D C I )  
GO T O  16 



1 7  O ( I ) = D O ( I )  
1 6  CONTINUE 

GO 7 0  1 8  
11 CONTINUE 

DO 12 I = 1 , K D  
DO 1 3  J = 1 , Q 1  
I Z t Q - J + l  
V ~ I # I Z ) = V c I , ~ I ~ - l ) )  

13 CONTXNUE 
12 CONTINUE 

V l = S ( N )  
J 1 = 0  
00 14 1 = 1 , Q 1  
V Z ( ~ ) = V Z ( I t l )  
I F ( V ~ ( I ) . L T . Z E ) G O T O  1 4  
J l = J l + i  

1 4  CONTINUE 
RETUHN 
END 

3.7 - Sous-programme des relations ( RC!"))~ i i l 9  
(u,9q) 1 k o l .  

2 CONTINUE 
V l = S ( Q )  
DO 3 I = l , K O  
DO 4 J = 2 , Q  
V(IPJ)=DABS(T(I,(N-J))-T(Ir(td-Jtl))) 

4 CONTINUE 
3 COIJTINUE 
1 CONTINUE 

DO 5 I = l r K O  

V Z ( Q ) = D A B S ~ V ~ - S C N ) )  
I F ( V Z t Q )  . G ~ . z ~ ) G o T o  6 
I F ( J l , G € . l ) G 0  TO 6 
GO T O  7 

6 CONTINUE 
C CALCUL DES D ( 1 )  

DO 8 I = l r K O  



9 CONTINUE 
D ( I ) = D ( T I / D ~  (11  
D O ( T ) = D ( I )  
GO 70 8 

- 15 D ( I ) = D O ( I )  
, 8 CONTINUE 

c O bit-IN u E 
CALCUL DU M I N I M U M  D E S  D ( I )  
AM=D ( 1  1 
DO 1 0  I = Z n K O  
I F ( A M . L E , D ( I I ) G O  T O  10 
AM=D ( 1  1  
CONTINUE 

DO 16 I = l r K O  
I F ( I T E ( I ) . E Q . O ) G O  T O  17 
D O ( f l = D ( I )  
GO TO 16 
O ( I ) = D O ( I )  
CONTINUE 
GO TO 18 
CONTINU€ . 

DO 12 I = l , K O  
DO 13 J = l , Q l  
I?=Q-Jt1 
V C I ~ I Z ) = V C I ~ ~ I Z - ~ ) I  
C O ~ J T I N U E  
COtJTINUE 
V l = S ( N l  
J 1 = 0  
DO 1 4  I = l , Q I  
V 2 ( I ) = V 2 ( I + j I  
I F ( V Z ( I ) . L T . Z E l G O T O  1 4  
J i = J l t l  
CONTINUE 
RETURN 
END 

4 - SOUS-PROGRAMMES CALCULANT LES COEFFICIENTS DE DECOMPTE 

Les coefficients de décompte d'indices 0, 1, 2 sont calculés dans le sous- 

programme SELEC ; nous présentons ici lessous-programmes de calcul des 
9 

coefficients de décompte d' indices 3, 4, 5 (q É N*) , 6, 7, (P~9P2)8, g. 

Avant de présenter les listings des sous-programmes, nous precisons les 

significations des arguments communes. 



Pour les arguments N, Q, Ko, D, AM voir le paragraphe 3. 

IC : Tableau d'éléments IC(j), j E ( 1 ,  ..., k ) où IC(j) est la valeur du 
O 

coefficient de décompte associé à la j-ême transformation en compétition. 

4.1 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 3 

- -_ - - o ~ J ~ ~ R U I I T I N F - $ ~ E T I I Q ~  (1.1, G t  K O r  A M r I i r  1 6 )  - - -  
- -- - - - - A - - Oct~IhLE-  MEC. ISInli U(U) ,AH------ 

I N T F G E I <  I C ( h ) r I C V ( 0 ) r X ( h r 6 0 ) r Q  
I F ( I I . G T . ( O + l ) )  GU T O  1  

- - - - - -- 
+ UQ-F T = l r K O  - - - - - - -- - - -- 

- - -- -- - 1F(4H.EQ.fsîT-I) CLi T o  

ICV(I)=O 
X ( I t l l ) = O  

- -----GO Tr ,  2 - -  - - - -  - - - - - - - --- - - - 
- - -3  f 1') - 1 - - -- - 

X ( I r l ~ ) = l  
7 CO~JTIPJUF 

- - - - .. - - . t ;o  Ta 9 - - - -  -- 

- - - 1 - ---C;-flt-jT JNljF- - -  - -  -- - 

DO 4 I = l i V O  
IF (A l i .E13 .0 (1 ) )  G O  Tn 5 

- - - - -- - - X ( f  , t j ) = O - -  --- - - - - - - - - - - -- - 

- . ~ n -  TU 4--- ----  - - - - - - - -- -- - - - 

5 X ( I , I 4 ) = 1  
4 ~ ( I I J T  1r.w- 

- C - - -Cf l tFFICTI  I J T S  -PL Of'ÇT)llP1E------------- 
- -- - - - - D O - 4 - - I = l T # O  - - -  - - - 

K r 1  
7 CIlIdTIFJUF 

- - ---- - -- I F ( x ( x , - ( ~ J - ~ ; + I  1 )  .cn.rr) LO--ru-+---- 
--- -ICA/ ( - l ) = Y  - -- -- 

K = K t l  
I F ( K . L E . ( P J - 0 1 1  G O  T O  7 

- -  - 6 - <QI.TIEJUF- - - -- - - 
-. ~--xnrdr l s ~ u ~ - - -  -- - - -- -- - 

U D  R T = I , K G  
IC(T)=ICVII) 

- - --- f i - - tQi ,T J [Jt)F - -- - - -. 
IiFTIJliFI - -  -- - - -  
LT b! 1: 



Sous-programme cal cul ant 1 es coefficients de décompte d' indices 4 



4.3 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte dl indices '5 

SUtiRùIJT-IIYF-Ylt T I i Q 5 ( i j t ( r r n a  8 414, U r  1G) - 
--447URLE-WFc-3SIWJ -D(G], A14 ---- 

INTFGFH C A R D ( b ) r A l ( h r b ) r ~ l r I C ( b )  
r;il =FJ-O 
01 -0-1  - --- - - - -  --- ---- - - ----- - 

---- - ~ ~ ( ~ i . ~ ~ - . n ) c , n r o  -1 ----- 
J F ( r ~ J I . C T . 1 ) C i I  T O  2 
Dn 3 J = I , K O  

-- - -- I F ( - A I - l . t Q . D ( - I ) ) G O 4 U - 4  - -A-- 

--- + 1  (-3 #-NI )=O--- ---- 

C A l i P  ( 1 )  = O  
GD T U  3 

- - - Y  A l  ( 1  p J l ) - l - - - - - - - -  - -- 
- & p u  C) (-F) = 1 -- 

3 C O l 4 T l r J b F -  

HFTIJI jM 
-2 -DO -5-Ir l7 #O 

1 R A *  'C T - . ~ C I - ~ ~ h - k ) ~ - - - -  
A 1  ( I# f ' !11=1 
C A f { P ( T ) = C A R n ( I ) + l  

- - 4 0  -Z&-Cj - ---- - -- - 
- +, --Ag-1 &Al )Co - - -- 

5 COIUTIPJIIF 
HFTIII<FJ 

-1 DO -7 I = l r t ( O  - -  - -- 
-- -1-F-(-A W. E R .+ (2 -3 360-'-T4j--M - 

I F ( A ~  ( I , I ) . F J . I I C ~  T(I 9 
I C ( T ) = C A R n ( T )  

- -%O -Tu 10 - -- 
4 4 C+-33 =Ç A-WCS ( 73-f-------- 

C A f ( P ( T ) = I C ( I )  
10  I F ( f l l . E t ' 7 . O ) G f ~  T O  12 

----+O - 1 1-J E t ,-O 1 -- --- 
A f« &)a l-t+,fJ-+-+t) 

11 C(7lrTINUE 
13 Al(IrO)=O 



4 .4  - Sous-programme ca l  cul  a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de décompte d ' i n d i c e s  6 

---- S I j H R t i L J T T R H F - T H D b ( W , U r t i O r  A f l r b r  IN- 
DBfltikf-PPEC-TS-I-Qfi+>(o3 t PFi-- 

INTEGFI(  U r I C [ 6 ) r C A R P ( h )  
I F ( N . G T . ( O + l ) ) G n T f l  1 

---- Un-?- E = 1 ,  K O  - - -  - 
- - ---- -1 F( Ftl;EQ,B( i l - )  G n T O  3 - - ------- 

C A R D ( I ) = O  
I C ( Y ) = O  
C;O Ti, 2 - ---- 

--- 3- -(%AR0 FI')-=: t ----- -- -- 
I C ( T I = l  

2 CCltiTIt'iUF 
HETUHfJ - -- - 

-pl ---- fLOfJ fi-trIj--- - 

DO U I = l , K û  
I F ( L t I . E O . D ( T ) ) C n T O  5 

IC( I ) - f - )  y----- - 
-- - sff-T,J-q 

5 C A I I P ( T ) = C A H D ~ J ) + ~  
I r ( n = c n r c n ( T )  

--u - C ~ ~ J T I F J U F  
-- - E F T [ I H N  - - - - -- . - - - 

t No 



4.5 - Sous-programme c a l  cu l  ant  l e s  c o e f f i c i e n t s  de décompte d ' i n d i  ces 7 

-4IJf tROl~TII . (E-P4tTt iO7 ( 1 4  r Crr kO r AN,+ r IE 1-- 
-- -O',oURLF-PHFC-TSTOci- PÇ6)r  AW- ---- - 

I N T F Ç E I (  l J r I C [ h ) , A l ( 6 ) , G 2 ( h )  
IF(FJ,GT. (0+?2)GnTfl 1 

- - - - I F ( N . F u , ~ Q + ? ) ) L ~ T ~  - -- 

- - - 4 0  3-7=Ir )c0 - - -- -- -- 

I F ( ~ l l . t n . D [ I ~ ) G i 7 T O  4 
A 1  ( I ) = o  

- -- ~ n ~ n - 3  --- -- - - - - -  - -- -- - - - -- - - - 
-4 --A 1-( J ) = 1 ---- -- - -  -- . - -- - 

3 co i~T l r l i iF  
I~FTlJftI'i 

-4- 5 - - - - - - 
-- - -IF( A 61 . E B . MT-) -1 tin TO -(, --- -. 

k ? ( T ) = U  
G O T O  5 

- 6  --k?(i)=l-------- - - 

- - C t - C 4 f 4  T I NI4 F - - -- --- 

RF1 IJI<FI 
1 COIJTINUF 

---I,n-7-3= 1 - , K O  - 

IF( AQL ~n ,n (-T-1-1 cn T n - a - - - - - -  - - 

I C ( T ) = i I  
A 1  ( T ) = A Z ( T l  ' 
A > ( - f ) = O  - --- - ---- 

- ---GO JO-7 - 

@ I F ( ~ A ~ ( J ~ . E ~ . O ~ . A ~ I I J , ( A Z ~ ~ ~ , F U . O ) ) ~ O T ~  9 
IF((A1[T).CO.l).ArJL~,(AZ(I),€W.l))GOTU 1 0  

- - -IF ( ~ 2 ~ 1 )  .FU.,. 1 )  cnTO 11 -- --  - - - 
- ---l c 4 1->-:2 --- -- -- - - 

t i n w  12 
9 I C ( I ) = 1  

-.-.-+~OT&~;r - -- -- - 

- 1 0  lf(T)=4 - - - - - -- - -- -- - - - - 

G C i T f l l ?  
1 1  Ir(T)=3 

--1;!--Aj ( I ) = A ? ( ~ )  - - ------------Wb----- 

- -  --A?(-T )= 1 -- - - -- - -- 

7 COI IT INUS 
I4FT~JIIFJ 



4.6 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 

- .- ... - SLIbRUilTTtdE--HtTHOO(1-/#OrhO#Pl-,P?r At.lrC,t.IC)------ 
- -- - +OURLE- -PHFCq% F(J&-AW, u( b-) .- - ----.--------- 

INTECEtt OrPl , P 2 r I f . ( h I  rA(brbO),CAftD(6) 
C L F S  ARGii t iF IJTS P l  FT f'? V E R I F I F N T  (1.LF.Pl .LF.P2+1) 

-- - ---. - -. . - . IF< -N .C-T . . - (Q+P~+~- . ) . )G~TU- -S- - -  -. . . - . - - . . - . - - - 
---+n-j <.=j ,.K 0 -- a - - - - .- 

I F ( A l ; . E O , D ( i )  I G f l T o  2 
X(IrIJ)=C) 
II:<I.)=O 



4.7 - Sous-~roaramme calculant les coefficients de décom~te d'indices 9 

---- S U U R U ~ J T I - I J F - M E T + . I ~ ~ ~ ( I ~ , C ~ ~ K O ~  AI-1, I I ,  1 C ) -  
--- DO[JRLF-PHF C-1 STOt.1 -AH, I, ( a )  

INTFGFR IC(6) ,O, A l  (6) 
IF(NoGT.(Q+Il)Ç~TO 1 
bn-2-1=1 , K O  .- - - -  

-- 4F(ACio-EC3.4(I)jGOT-n-3 
A l  (I)=O 
GnTn 2 

- 3  - A l  ( I ) = j  - - - 

--?---CIiIJT-I.pJI,F - -_-  - 
I?E TlJl?N 

1 C O I J T I N U F  
--- - ù04  I = l  *KO. - -  -- 

- ~ ~ ( m . r n . n c ~ , ~ c n  -TU -5 . - - 

IT(Al(I),FU,O) C O T U  G 
Ir(T)=l 

1 <x) =O -- --- - -------- 

5 - SOUS-PROGRAMME INM 

Le sous-programme SELEC utilise le sous-programme INM qui calcule le plus 

petit indice i E ( 1 ,  . . . , k vérifiant IC(i) = max IC(j). 
O lrjsk 

Arguments du sous-~roerarnmes INM : 

KO, IC, ont mêmes significations que dans le paragraphe 4. 

I2 : Argument correspondant au plus petit indice i c { l ,  ..., k } vérifiant 
O 

IC(i) = max IC(j). 
1 ~j ~k 

O 



- A--- SUBROIJT-TNF-i NM f K O ,-IC-#-l-i?)----..----- 
INTEGER J C ( 6 )  
I2= 1 

- . .MA) ( - I r  ( 1  )~ - .  
-- -00 1 J'Z ---..-.-.--..-.---p.*.--.- - # 

IF(IC(J).LE.MAX)GO 101 
12=J ' 

-- .hAX-IC - (J . )  

--1 ----CON T- %NIIF- --.- 

RFTUKN 
END 

Pour terminer,  nous s igna lons  que l ' u t i l i s a t e u r  d o i t  adapter  l e s  dimensions 

des  programmes à se s  beso ins .  
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