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INTRODUCTION 

Lorsqu'on veut accélérer une suite. on se trouve confronté au problème du 

choix d'un procédé d'accélération de la convergence ([Il, C21, K41, r51, r 6 1 ,  

[71,r18I,C191) ayant le plus de chance d'être efficace ; pour s'affranchir de cette 

difficulté, J.P. DELAHAYE ( r71 ,  C91) a proposé l'idée de mettre en compétition 

plusieurs méthodes d'accélération de la convergence et de choisir algorithmi- 

quement à chaque étape l'une des réponses des transformations en compétition, 

en d'autres termes, l'idée consiste à construire une nouvelle transformation 

plus efficace à partir des transformations en compétition. Le but principal de 

ce travail est de développer l'idée de la sélection en transformations de 

suites. 

Au chapitre 1, nous rappelons le formalisme général de la notion de transfor- 

mation de suites et d'algorithmes pour suites (C71, C81) et nous nous 

intéressons à 2 types de transformations de suites (Transformations à k 

réponses ; Transformations de k suites) et à 2 types d'algorithmes pour suites 

(algorithmes pour suites à k réponses, algorithmes pour k suites). 

Au chapitre 2, nous introduisons deux notions d'accélération de la convergence 

pour les transformations de k suites, ensuite nous donnons une condition suffi- 

sante de la non-accélérabilité à l'aide d'une transformation de k suites et 

nous terminons ce chapitre par l'étude de 2 transformations de 2 suites. 

Au chapitre 3, nous étudions des transformations particulières de k suites 

(méthodes de sélection entre k suites), nous étudions des méthodes concrétes 

de choix automatique entre un nombre fini de transformations de suites, permet- 

tant sous certaines conditions, l'accélération d'une réunion finie de familles 

de suites accélérables. 

Au chapitre 4, nous comparons numériquement les méthodes de sélection présentées 

au chapitre précédent, les résultats numériques de ce chapitre montrent bien 



l'intérêt du choix automatique entre les transformations de suites. 

Au chapitre 5, nous envisageons des méthodes de sélection entre une infinité 

dénombrable de transformations de suites, nous étudions des méthodes parti- 

culières de choix automatique entre une infinité de transformations de suites 

associées à une infinité dénombrable de suites auxiliaires dans l'extrapolation 

de Richardson ; nous introduisons des sélections répétées entre les réponses 

du tableau d'une transformation de suites, enfin nous proposons deux techniques 

permettant de localiser les points d'instabilité numérique dans le tableau 

d'une transformation de suites. 

Au chapitre 6, nous proposons une généralisation en un certain sens des méthodes 

de controle des erreurs C31 et nous en déduisons des méthodes de sélection entre 

transformations de suites à 2 réponses de Il? à valeurs dans ( R ~ ) ~ ,  enfin nous 

étudions des méthodes générales de sélection entre transformations de suites 

à 2 réponses. 



NOTATIONS GENERALES 

N : ensemble des entiers naturels. 

: l'ensemble vide ou la suite vide. 

Soit E un ensemble, nous désignons par : 

n (xn) : la suite de terme général x t E. 

: ensemble des suites infinies d'éléments de E. 

E@) : ensemble des suites finies d'éléments de E. 

Soit k E N*, nous notons par : 

E~ : le produit cartésien E x E x ... x E 
v 

k fois 

Lorsque E est muni d'une distance, nous noterons par : 

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E. 

Quand une suite (xn) E I?, est Convergente, nous noterons x sa limite et 

n n n 
nous écrirons lim x = x ou encore x -+ x ou plus simplement x -+ x. 

n- 

Soient E, F 2 ensembles, nous désignons par : 

f : E -+ F : fonction de E vers F. 

dom f : le domaine de définition de f. 



TRANSFORMATIONS D E  K S U I T E S  

ET 
TRANSFORMAT 1 ONS A K REPONSES 



INTRODUCTION 

Après un rappel des définitions générales de transformations de suites et 

d'algorithmes pour suites introduites dans C71, r81 nous nous intéressons à 

2 types de transformations de suites et d'algorithmes pour suites. 

1 - RAPPELS 

Pour plus de détail en ce qui concerne les définitions q.ue nous allons pré- 

senter dans cette section, consulter 171, C81. 

Soient E. F 2 ensembles. 

U i i  appelLe * n a u ~ u m n t i u i i  de suLtes de E? d v d e u h s  d a u  $, t o u t e  !oizcz%ticii 

de ? duvu p. 

Dans toute la suite, nous notons Trans(E, F) l'ensemble des transformations 

de suites de E? à valeurs dans p. 
Soit T E Trans(E, F) nous notons dom T le domaine de définition de T. 

D P / i n i i t i a i i  2 -3- 

On appelLe d g o U h i e  p o u  suiXe,  de I? à vaLeutrd dan3 $ la donnée : 

il d lunc  doncfi',un R : IN x E(") x F@) -+ F 

i i )  d'une  ~ u i ~ c t i o n  c = ( a ,  B) : N x E xFm' -+w x m .  

Appliqué à une suite (xn) E 8, l'algorithme A = (R, C) fonctionne de 

la manière suivante : 

Etape O - - 

al C d c u l e ~  ~ ( 0 ,  8, 0) = (cl(o>, B(o)) E N  xN. 

a(o> b)  c d c u l 4 h  tO = R (O, (x , . . . , x @(O)), 0) t F i  



Etape i 

a! C d c u l e t r  C(i, (x 
a(i-1) B(i-l)),(to i- l 

Y ...; x , . . . t ))=(a(i), B(i)) E N x m. 
i- 1 61 c a e c ~ e e t r  ti = R(i, <X , ..., .B(i)j, <tO, ..., t 11 . p. 

n L'ensemble des suites (x ) k pour lesquelles le calcul des réponses t i 

se poursuit indéfiniment (c'est à dire sans jamais sortir du domaine de 

définition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de l'algo- 

rithme A = (K, C) et sera noté dom A. 

Onnote par Alg(E, F) l'ensemble des algorithmes pour suites de l? à valeurs 

dans p. 
Soit A F Alg(E, F). 

On note par T~ la transformation de suites ayant pour domaine dom A et qui 

n n 
à (x ) E dom A fait correspondre la suite (t ) obtenue en appliquant A à 

(xn>. 

Soit T E Trans (E, F), s'il existe un algorithme A E Alg(E, F) tel que 

'A = T, on dira que T est une t rans fcmat icn  a l g o r i t h i q u e .  

T On note par A1g(Ey F) l'ensemble des transformations algorithmiques de 

? à valeurs dans p. 

V é ~ i v c i t L o n  3 

S o i t  k E N.  

On a p p e l l e  d q o d h m e  k-nohtncd d e  % à valeuha dam % la donnée d ' u n e  ~ u i X c  

d e  boizctioiza (fn) t e l l e  q u e  : v n E fn : E n+ k+ l 
-t F. 

Appf iquf  à une s u L t e  (xn) E ? l l d g o h L t h m c  k - n o m a l  A = (fn) fiuncfioiiiie 



Lorsque k = 0, l'algorithme est dit normal. 

n O n+k L'ensemble des suites (x ) r ? telles que Y n c N : (x , ..., x ) r dom f 
n 

est appelé domaine de définition de l'algorithme A = (fn). 

On note par Norm (E, F) 1 'ensemble des algorithmes k-normaux de 8 à valeurs 
k 

dans p. 
1 Soit A = (fn) un algorithme k-normal, on note A la transformation de suites 

dont le domaine de définition est celui de l'algorithme A et qui à (xn) r 

dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A à (xn). 

Soit T r Trans(E, F), s'il existe un algorithme A r Nor%(E, F) tel que 

T 
T = A, on dira que T est une transformation k-normale. 

L'ensemble des transformations k-normales de F? à valeurs dans l? sera noté : 

T 
Normk ( E ,  F) . 

SviR k E IN*. 

On a p , ~ e U e  aXgotLthme à k rnZmoMe~ de E? à v&eii.m dabu $ lu donnée : 

d'une n l u t e  de d o i ~ c t i o n ~  (£1 auec : 

n+ 1 f : E  - + F n i n < k .  n 
k f : E -+ F n i  n r k-1. n 

Ap,diqué à une n u i t e  (xn) .C F?, llulgo&hme à k rnhmoinen M = (fn) (;cnc-tioiiiic 

n L'ensemble des suites (x ) I? telles que : 

O 1 n T f n < k :  (x. x ,  ..., x )  E domfn. 

n-k+ 1 n 
Tf n r k-l : (x , ..., x ) c dom f n 

est appelé domaine de définition de l'algorithme M = f ,  et sera noté dom M. 

On note par Mém (E, F) l'ensemble des algorithmes à k mémoires de 8 à valeurs 
k 

dans p. 



A tout algorithme à k mémoires M E Mét(E. F), on associe la transformation 

T 
M E Trans(E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui, à 

n n 
(x ) E dom M, fait correspondre la suite (t ) définie plus haut. 

L 
Soit T r Trans(E, F), s'il existeM r Mémk(E, F) tel que M = T ondira que 

T est une transformation à k mémoires. 

On note '~ém (E, F) l'ensemble des transformations à k mémoires de 8 à 
k 

valeurs dans p. 

2 - TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  A K REPONSES 

* 
Soient E un ensemble ; k r IN . 

D é ~ i ~ z i ; t i o n  
k IN 011 appe t l e  &tzaizs?ozniat*on de nuite. ,  à k zéponne, de ? à v d e u n n  dan, (E ) , 

k IN t o u t e  .traiudozmaLion d e  suite, de 8 à v a t e u a  dan, (E ) . 

k W .  Soient 'ï une transformation à k réponses de 8 à valeurs dans (E ) , 
n 

(xn) dom T, on note par Tn = ( A ,  . . . , A ) le terme général de T(xn) . 
k 

Remarque 

La donnée d'une transformation de suites à k réponses est équivalente à la 

donnée de k transformations de suites dont l'intersection des domaines est 

non vide. 

3 - ALGORITHMES POUR S U I T E S  A K REPONSES 

* 
Soient E un ensemble ; k r N . 

Dé&inaon 

On appeUe d g o U h m e  pouz su*te, à K zépori6e~ d e  I? à v d e m  dan, (Eklrn 

.toux @ c h i t h e  pour, suites de  I? d v c d e u a  dari6 (E~)~. 



La transformation de suites associée à un algorithme à k réponses est dite 

transformation algorithmique à k réponses. 

Remaraue 

La donnée d'une transformation algorithmique à k réponses est équivalente 

à la donnée de k transformations algorithmiques dont l'intersection des 

domaines est non vide. 
k 

Soit Al, ..., % c Trans(E, E), n dom Ai # 0 ; T la transformation de suites 
k i= 1 

qui à (xn) E n dom A.  fait correspondre ( A ~  
1 , ..., $1. i= 1 

2) S o L t  p E m*. 

T P J . ~  une . t t a i u ~ c ~ ( v n a L i o n  à p rnernohea <=> i E Il, ..., k} : Ai en2 une 

&ar?n4o/uncLt iu~ 5 p rnérno iha .  

4 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES RATIONNELLES 

Soit IK un corps. 

k N 
Soient p c N ,  T une transformation à k réponses de K à valeurs dans (IK ) , 

associée à un algorithme p-normal (f ) .  n 
1 O k O (xn) E dom T : fn(xO,...,xn+P) = (fn(x ,-*.,x n+p) , . . . , fn (X , . . . , xn+p) ) . 

i 
Où Y n E N, Y i i E l ,  ..., k) : f est une fonction den( 

n+p+ 1 
à valeurs dans M. 

n 

On dit que T est une transformation p-normale à k réponses rationnelles ssi 

i Y n E N ,  fiT i E ( 1 ,  ..., k}, f est une fraction rationnelle des variables 
n 



r k 
On note par Norm @, IK ) l'ensemble des transformations p-normales à k réponses 

P 

rationnelles. 

On définit de la même façon : les transformations à p mémoires, à k réponses 

k rationnelles et on note par '~érn~@, K ) leur ensemble. 
P 

5 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES LINEAIRES 

Soit E un espace vectoriel. 

Soient p E N, k r Il* ; T une transformation à k réponses associée à un 

algorithme p-normal (f ) .  
n 

On dit que T est une transformation p-normale à k réponses linéaires ssi 

n+p+ 1 ff n E IN : f est une application linéaire de E k 
n dans E . 

-r 1 k On note Norm (E, E ) l'ensemble des transformations p-normales à k réponses 
P 

linéaires. 

De façon analogue, on définit les transformations à p mémoires, à k réponses 

-c e k linéaires et on note Mém (E, E ) leur ensemble. 
P 

5 - TRANSFORMATIONS DE K SUITES ET ALGORITHMES POUR K SUITES 

Soient k E N* ; E un ensemble. 

- On appelle transformation de k suites de (EklN à valeurs dans ? toute 
transformation de suites de (EklPI à valeurs dans 8. 

- On appelle algorithme pour k suites de (Eklrn à valeurs dans % tout algo- 
rithme pour suites de (EklN à valeurs dans ?. 
- Quand une transformation de k suites est p-normale (p E N) (resp. à p mémoires 

* 
(p E N  ) )  on dira que c'est une transformation de k suites p-normale (resp. 

a p mémoires). 



1 1  

7 - TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DE K SUITES 

Soient k E N* ; K un corps. 

Soient p E N ; T une transformation de k suites de CKklN 3 valeurs dans K 
IN 

N 
associée à un algorithme (fn) p-normal de CLKklN à valeurs dans W. . 

n O O n+P 
Si V (A1, ..., $) E dom T : £,((A1 ,..., Ak), ..., (A;+' ,..., Ak ) )  est une 

O O 1 An+P An+P 
fraction rationnelle des variables Al, ..., Ak, Al, ..., 1 '"" k ' 

Alors on dira que T est une transformation rationnelle, p-normale de k suites. 

On note par T~ormr (lKk, X) 1' ensemble des transformations rationnelles p-normales 
P 

N 
de k suites de (Kk)IN à valeurs dans M . 
On définit de façon analogue, les transformations rationnelles à p mémoires 

de k suites, et on note par T~émr CKk, X) leur ensemble. 
P 

8 - TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE K SUITES 

* 
Soient k E N ; E un espace vectoriel. 

Soient p E l ; T une transformation de k suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans F?, 

associée à un algorithme (f ) p-normal de (JZk)IN à valeurs dans p. n 
k n+p+l 

Si ff n E N  : f est une application linéaire de (E ) dans E alors, on 
n 

dira que T est une transformation linéaire, p-normale de k suites. 

7 k On note par Norm (E , E) l'ensemble des transformations linéaires p-normales 
P 

de k suites de ( E ~ ) ~  à valeurs dans p. 
De la même façon, on définit les transformations linéaires à p mémoires 

T de k suites et on note Mérne(Ek, E)  leur ensemble. 
P 

9 - COMPOSITION DE TRANSFORMATIONS A K REPONSES ET DE TRANSFOWATIONS 

DE K SUITES 

k 
Soient TI E Trans(E, E ) ,  T E ~ r a n s ( ~ ~ ,  E) avec Im T c dom T2 où 2 1 

Im Tl = {T~(X~) / (xn) t dom T]}. 



Définition 

On appelle transformation composée de T et T2, la transformation de suites 
1 

notée T O TI ayant pour domaine dom TI, définie par Y (xn) r dom T 2 1 '  

T2 O TI (xn) = T2(TI(xn)). 

Prt0pfLLé;té 2 

k k 1 )  S4 TI r Alg(E, E ) T2 r Alg(E , E) &oh6 T2 O Tl r Alg(E, E). 

2) S o i e n t  p, q E N. 

k T k T . S i  Tl r '~orm (E,E ), T2 r Norm (E ,E) d 0 U  T2 0 Tl r R0x-m (EyE). 
P q P+9 

T k r 
) ,  T2 s Normr(E ,E) &OU T2 O Tl r '~orm (E,E). 

9 P+9 
k ) ,  T2 E T~orm (E ,E) d o U  T2 o TI r '~orm' (E,E). 

P q P+q 

3 )  Soierzx p, q E N*. 

T k T k T . S i  TI r Mérn (E,E ) ,  T2 e Mérn (E ,E) d 0 U  T2 O Tl r Mérn 
P q p+q-] (E.E) . 

k k . S i  Tl E '~ém' (E, E ) , T2 r '~érn~ (E , E)   OU T2 O Tl r T~émr 
q p+q- * (E'E) e k  l k  

P q 
' ' (E,E). . S i  TI r T ~ é m  (E ,E ) , T2 r T ~ é m  (E , E) d c i i s  T2 O TI r Mérn 

p+q-l 

Vérifions le premier point de 3). 

Soient T T k 
1 Mérn (E,E ) ,  T2 r '~ém ( E ~ ,  E) telles que Im Tl c dom T 

P q 2 ' 
k T 

Il existe M = (f ) r Mérn (E, E ), N = (gn) E Mérn (Ek, E) tels que TI = M y  n - P 9 

Soit (xn) c dom Tl. 

n 
T~ (xn) = (A:, . . . , A ) avec : k 

O O 
Posons : tn = gn((Aly ..., Ak), ..., (A;, ..., ) si n < q. 

tn = gn ( (Al n-q+ 1 - - - - ,  , . (A], n ..., ) si n 2 q-1. 

Supposons p < q. 

On considère l'algorithme H = (hn) E Mém (E, E) ayant pour domaine 
p+q-l 

dom T ; H appliqué B une suite (xn) r dom T fonctionne de la manière suivante : 
1 1 



O n n 
En remplaçant fn(x , . . . , x ) par (A1, . . . , <) si n < p et 

fn (x"-~+ l , . . . , x n ) par (A1, n . . . , ) si n 2 p-1, nous obtiendrons 

O n n n- (p+q- 1 ) + 1 n n 
hn(x , . . . , x ) = t si n < p+q-1 et h (x , . . ,X ) = t si n 1 p+q-1. 

n 
T 

Soit H la transformation de suites associée à l'algorithme H. 

T T T n n n 
Nous avons dom H = dorn(T O T1)et id (xn) s dom H : H(x ) = T 2  0 TJ(x ) = (f ) 2 

par conséquent L~ = T O T E ' ~ é m  2 1 p+q- 1 (E, El. 

Pour le cas p r q, la démonstration est analogue à la démonstration précédente. 

l), 2) sont évidentes. 

Remarque 

Soient T T E Trans(E, E) telles que Im T c dom T 1' 2 1 2 ' 

Il se peut que T O T soit p-normale (p s N) sans qu'il existe r E { O ,  ..., pl 2 1 

tel que T est r-normale, T2 est (p-r)-normale. 1 

Exemple 

Soient T . 8 -+ E' , T~ : E' -+ 8 
1 '  

(Xn) - (x2") n Ln121 (xn> + (yn) avec y = x 

Cn/23 : partie entière de 1112. 

n 
Tî O T (xn) = (x ), par conséquent T O T est normale, nous avons 

1 2 1 
T T E Norm(E,E), T n'est pas normale. 

2 1 



ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 

DE K SUITES 



INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous introduisons au paragraphe 1 deux définitions d'accé- 

lération de la convergence pour les transformations de k suites "accélération 

totale", "accélération partielle". 

Au paragraphe 2, nous donnons une condition suffisante de la non accélérabi- 

lité d'une famille de suites par une transformation de k suites. 

La condition présentée ici est moins forte que la condition de rémanence 

restreinte et plus forte que la condition de rémanence C73, C141, 1151. 

Aux paragraphes 3, 4 nous étudions deux transformations de 2 suites. 

NOTATIONS 

E : espace métrique dont la distance sera notée d. 

E? : ensemble des suites infinies d'éléments de E. 

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E. 

n 
~onv*(~) = {(xn) c Conv(E) 1 3 no, V n 2 n : x # lim xn). 

O 

* 
Soit (xn) c Conv (E), nous notons : 

~ t i ~ ( x ~ )  = {(x i(n)) Conv(E) 1 V n : i(n+l) = i(n) ou i(n+l) = i(n)+l 

* 
Soit k E IN , nous notons : 

* n n k n 
Convk(E) = {(x ],..., x ) E Conv(E ) 1 3 n V n>n 3 ic{l, ..., k] : xr#lim x.}. 

k O y O y 1 - n n k n 
Convk(E) = {(x l,...,~ ) E Conv(E ) 1 lim x; = 

k 
. . . = lim xk) 

- * - * 
Convk(E) = Convk ( E )  n Convk (E) . 



Soient S . . . , Sk Conv (E) , nous notons ; 
1 y 

n n - 
S1 : ... . 

' Sk = {(xl, .... xk) Convk(~) l Y i r 1 .  ..., kl : (xr) r si} 

1 - ACCELERATION TOTALE, ACCELERATION PARTIELLE, DEVINATION 

n n - 
Soient (x ) c Conv(E), (Al, ..., $) c Convk(E), lirn xn = lirn A;= ...= lirn = x. 

n n - Nous dirons que (x ) accélére totalement (A . . . , <) ssi 1 y 

Y E > 0, 3 n Y n 2 n : d(xn, x) < E min d(A;, x). 
0 y O lrjsk 

n n - Nous dirons que (x ) accélére partiellement (A . . . , $) ssi 1 
n n 3 i E (1, ..., k} tel q u e Y ~  > 0, 3 no, Y n 2 n : d(x , x) c E~(A , x). O O i 

O 

n n n n - Nous dirons que (x ) devine (Al, ..., At) ssi 3 no, Y n Z n : x = x. 
O 

Soit S c ?onv,(~). 

- Nous dirons que S est totalement (resp. partiellement) accélérable ssi 
il existe une transformation normale T de k suites telle que : 

n n n n 
4 (A1, ..., Ak) E S : T(Al, ..., A-) accélére totalement (resp. partiellement) h 

- Nous dirons que S est devinable ssi il existe une transformation normale 
n 

T de k suites telle que Y (An .... <) c S : T(A~, ..., Ak) devine (A n 1 1,*..y4). 

Notations 

Dans toute la suite, on désigne parlPS i r (1, ..., k) la transformation IoY O 

n 
de k suites qui à (An . . . , $1 c ( E ~ ) ~  fait correspondre (A. ) .  1 1 

O 

k N 
Soit S c (E ) , nous notons par 

pi (SI = {(B") c P 1 3 (A;, ..., r S, Y n : B~ = A? 
O 

1 
O 

1.1 - Propriétés des famil les devinables 



S i  3 io c Il, ..., k} t e l  que si es t  devinable a l o u  sI : ........ . 
O 

sk 

es t  devinable. 

1 )  S i  3 i E I 1, . . . , k} t e l  que Pi (s) es t  devinable a l o u  S es t  devinable. 
O 

O 

2 )  LotLaclue K r 2, il ae peut que s aoiA devinable ct q u ' i l  e x h t e  

i E { 1, . . . , k} t e l  que pi (S) a o L t  non devinable. 
O 

O 

Preuve 

1) Résulte du fait que S c IP1 (S) : ... : IP (S) et de la propriété 1. 
k 

2) Prenons E = IR, k = 2. 

Soit A cIR, nous notons Conv (iR) l'ensemble des suites convergentes dont les 
A 

limites appartiennent à A. 

1 * 
Soiten B = ! (O) 1 x Conv (R), Bi = { (y) x Conv (IR), i e B . 

O (0) 1 {TI 
Nous avons : 

00 

S = u B. est devinable par IP 
1 

i=o 
1 ' 

P2 ( S )  = ~onv{P) 1 est non devinable, car est une famille , . . . ,- . . .) 
n ' 

rémanente. 

Soient  S c Eonvk(E) ; i c { 1, . . . , k} 
O 

s i  : 
il S Q ~ R  devinable 

ü) poun t ou t e  nii*te (B~) c ]Pi (S), il eu*n.te une et une 6eule nu i t e  
O 

(A:, ..., $) c s véhid*an,t : A: = B~ pou4 t o u t  n E B. 
O 

A l o h a  P .  (S) ut devinable. 
1 
O 



Preuve 

D'après i), il existe un algorithme normal (f ) de k suites tel que n 
O O n n n 

+J (A;, ..., <) r S : f ((A,,...,Ak) ,... ,(A; ,..., A ) )  devine (Al,...,A ) .  
n k k 

Considérons l'algorithme normal (g ) pour suites, défini de la façon suivante : 
n 

O n O n n Y (gn) c Pi (S) : gn(B , . . . B ) = fn((A:. . . . ,B ,.. . ,<) ,.. . , (A;, . . . ,B ,.. . ,Ak)) 
O 

où (A) , . . . , (A;) sont données par ii). 

Les fonctions g ne sont pas définies ailleurs. 
n 

D'après ii) l'algorithme (g ) est bien défini. 
n 

n La transformation T associée à (g ) vérifie bien : V (Bn) E Pi (S), :-(B ) 
n 

O 

devine (Bn). 

Notation 

Soit S c Conv(E), dans toute la suite nous désignons par 5 l'ensemble des 
n n k n suites (x , . .. , x ) E Conv(E ) avec (x ) E S. 

S o i t  S c Conv (E) . 
s ut devilzuble <=> eat dev inable .  

P4ophiété 5 

1 ) Eonvk(~) ut devinable <=> Conv(E) ut devinabte .  

2) o n  ut devinable  <=> ~onv* (E) ut devinable.  

Preuve 

1) =>l 

Supposons Conv (E) est devinable. k 

Comme Conv(E) c convk(~), il en résulte que Conv(E) est devinable par suite 

d'après la propriété 4, Conv(E) est devinable. 

<=] 

Supposons Conv(E) est devinable. 



Comme Conv (E) = Conv(E) : . . . : Conv(E), il en résulte d'après la 
k 

propriété 1 que Conv (E) est devinable. 
k 

2) Le raisonnement est analogue au raisonnement précédent. 

1.2 - Propriétés des familles accélérables 

Ptrupu~LtLvn 7 - 

Sk 
S o i e n t S l ,  ..., cConv(E),S=Sl : . . .  : Skf@. 
i) S i  3 i c il, ..., kl Xel que si ut accélé&able a l o m  S u Z  pah2 ie f l~ ) i e i z t  

O 
O 

accé lé tab le .  

L i )  Lotraque k 2 2, il ae peu2 que S a 0 i - t  XvMemenX accélétrable Q a m  q u ' i l  

e w h t e  io c { 1, . . . , k} t e l  que Si 60i-t accéléhable.  
O 

Preuve 

1) Evidente. 

2) E =IR,  k = 2. 

n n 
Soient S = {(x ) c ConvOR) 1 Y n, O s x 1 

n+l 5 x  2 1 )  ; 

n n+l s2 = i (xn) E ~ o n v m )  1 v n -1 5 x c x s O > .  

S1, S sont rémanentes C71, cependant S : S est totalement accélérable par 
2 1 2 

n n la transformation de 2 suites qui à (Al, A2) c S1 : S fait correspondre 
2 

la suite (O). 

PtropfiXété 6 

S u a  S c Conv (E) . 
s ut accé lé tab le  <=> S ut tozk lement  accélé&able <=> ut pazltieflemeizt 

accélé.table.  



i )  S i  3 io E { l  , . . . , k} -tel que Pi (S) e6-t accél&able a l o u  s ut p u e l -  
O 

lement accélé table .  

,) fouque  k 2 2, il be peux que s aoLt to&lemen;t accéléirable 4am q u ' i l  

e x h t e  io a 1 ,  . . . , k} t e l  que Pi (s) boiX accél&able. 
O k 

Preuve 

i) Résulte de la partie i) de la proposition 1 et du fait que 

S est totalement accélérable par la transformation de 2 suites qui à 

n n A~+A" 
(Al, A2) E S fait correspondre (- 2, 2 

1 1 PI (S) (resp. P2 (S)) contient Eti(-) (resp. Eti (--)) par conséquent 
n+ l n+ 1 

IP (S), IP (S) ne sont pas accélérables. 1 2 

iii) évidente. 

Soient k E N* ; S c Convk(E). 

Nous dirons que S est k-rémanente ssi S vérifie la condition suivante 

(appelée k-rémanence) . 

a )  i l  e x h t e  une 4uh;te (A") E ~onv* (E) . 
b )  i l  e u t e  (ATy0, . . ., A:'O), . . . , . . . , qi) , . . . taes que : 



cl Pou& tou t e  a&e d.thictement mo&dante d '  entieza (mi) on a : 

0 )  Pour, l ' e n t i e h  m o ,  il e x h t e  i l  ( m o l ,  ..., i k ( m o )  r i 1 ,  .... k} que 

1 )  Pour, l t e r z t i e i  m l ,  *C e x h t e  i l ( m l ) ,  .... i (m r i l ,  .... k inta que 
k 1  

, . . . .  Y k ' l )  E S V Ù  

i) Pour, l t e ~ z t i e i  mi,  il exAinte i l  ( m i ) ,  .... i (m. r { 1 ,  .... k} que k 1 



Remarque 

S est 1-rémanente <=> S est rémanente au sens restreint. 

ThéohPrne 7 

S u a  s c ?onvk (E) . 
1 )  Si S u-t rrémanente au h e m  rre~fied d o m  S ut k-rrémanente. 

2 )  Si S u-t k-hémanente d04b S UR: rrérnanente. 

3) SA. S ent khanevLte au h e m  g é n h d  alou V i E i l ,  ..., k), B.(S) u-t 
1 

hEmarzen2e au a e G  gén&d. 

4 )  Si s ait hémancnte au h e a  génékal alorrb S n'ut p u  pmfieRemertt 

accéli5table. 

Pour les notions de : rémanence, rémanence restreinte, rémanence généralisée 

consulter r71, C141, l-151. 

Preuve du théorème 1 

. 11, 2 ) ,  3) sont évidentes. 

.4) soit S c Eonvk(~), S rémanente au sens général. 

Supposons que S est partiellement accélérable, il existe un algorithme 

n n normal (f ) pour k suites tel que V (Aly ..., Ak) E S : 
n 

O 
f,((~, , . . . , ) , . . . , (A;, . . . , $1) accélère (An i y  . . . ,  $1. 

k IN 
Considérons l'algorithme (g ) pour suites de (EklN à valeurs dans (E ) n 

défini de la fason suivante : V (A;, ..., $1 E S : 

O O n n 
gn((Al, . - . y  Ak), ..., A ..., $)) = (t , ..., t ) avec 

k Munissons E de la distance D définie par : 
O 

Y x = (xl, . . . ,  xkIY Y = (yI. . . . y  yk) t E~ : ~ ~ ( x ,  y) = max d(xj, yj). 
l l j l k  n 

Comme (tn) accélère partiellement (A , . . . , ) , il est bien évident que 
n (tn, . . . , tn) converge plus vite que (A] , . . . . 1 p ar conséquent S est 

accélérable, contradiction. 



Remarques 

1) Dans la preuve de 4), nous avons utilisé la distance D nous pouvons 
O ' 

également prendre une distance quelconque équivalente à D . 
O 

2) La réciproque de 3) n'est pas vraie en général, en effet l'exemple pris 

dans la démonstration de la partie ii) de la proposition 2, vérifie : S est 

non rémanente au sens général, cependantlP1(S),P2(S) sont rémanentes au sens 

général. 

3 - PROCEDE E 
2 ,2  

n 
Le terme général E de la suite obtenue, en appliquant E à (A;, A;) c OR2)m 

2,2 2,2 

est donné par : 

sinon 

Ce procédé a été en même temps obtenu par C. BREZINSKI  C41 comme transformation 

composite de 2 transformations de suites. 

Remarques 

I) €2,2 
est une transformation 1-normale de 2 suites. 

n n 
2) soit (A;, A;) c ( R ~ ) ~  avec A A ~  + AA? pour tout n e N, nous avons : 

n n+l) 
3) les quantités obtenues en appliquant E à une suite (A , A 

292 
2 n 

vérifiant Y n:A A # O, sont les quantités obtenues en appliquant le A 2 

d'aitken à (An) . 
n 

4) Lorsque A A ~  # AA;, E est la valeur en O de la droite passant par 
2,2 

n+l n+l n+l 
A - A )  A ,  A -Al ),A 1 ) ,  par conséquent il est possible d'introduire 

plusieurs généralisations du procédé E 2,2' 



En prenant (A"-A") comme suite auxiliaire (resp. (A;) comme suite initiale) 2 1 

dans l'extrapolation de Richardson Cl1 nous obtiendrons d'autres transformations 

de 2 suites. 

Théotèrne 2 

n n 
SOAX ( A ,  A;) E Conv2 OR) , iim = iim A? = a. 

AA; 
Si 3 a, B c Ry ci < 1 < B, 3 no, n > n : - 4 Ta, 81 alors E 

O 
+ a. 

A A; n-tco 

La démonstration découle immédiatement de l'expression suivante : 

n n A; - A; 
E 
292 

= Al - pour n 2 n . 
A A: O 

n n n n 
SuiZ (Al, A2) Conv2@), lim Al = lim A2 = a. 

- - 
II  

A2 - a AA; n n 
Si lim = l i m - = X # l a & o t ~ ~ ~  -a=o(Al-a). 

A; - a 2,2 

Preuve 

A; - a 
- 1 

cn 
292 

- a A; - a 
= 1 -  

A; - a AA; - -  1 
A A ~  

A; - a A A; cn - a 
Comme lim = lim - = X # 1 ,  il en résulte 292 -+ O 

Al - a A A; A; - a n* 

Remarque 

Si X + O alors E" accélère totalement (A;, A;). 
2,2 



ThéotrPme 4 

2 N Soient a E R, (A;, A:) s OR ) . 
- Si 3 no, Y n 2 n : A; # A;, A A ~ # A A ~  a l u u  (3 n1 2 n Y n L n : c2,* - a) <=> O O y 1 

(3 n1 2 n 3 al, a2 'IR, a + ci2 # O, Y n 2 n : a (An-a) + a2(A;-a) = O). 0 ' 1 1 1 1  

La démonstration découle immédiatement de l'expression suivante : 

Les résultats des théorèmes 2, 3, 4 ont été également trouvés par 

C. BREZINSKI C41. 

3.1 - Calcul de l a  racine carrée  d'un nombre réel a O à 1 ' a ide  du procédé E 
2,2 

Soit a c IR: 

Considérons la suite (An An) définie par : 1' 2 

1 A; point de départ 

* 
A' est tel que A' s IR+, > a. 1 1 

On vérifie que Y n r N : A; < < & < < 
2 

. La suite (An An) est convergente vers (a, A). 
m 

1' 2 

n AS - & 
Comme (A )est strictement décroissante, il en résulte 

1 -t -1  (**) 
A; - &i n->m 



n 
D'après l e  théorème 2  e t  l a  r e l a t i o n  (*), on a  E + & e t  d ' ap rè s  l e  

2 ,2 
n  théorème 3 e t  l e s  r e l a t i o n s  (*), (**) on a  E - & = O(A; - &), 
2,2 

En 
2 ,2 

- & = o(A2 - &). 

n 
l a  s u i t e  E e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  

2 , 2  

6 )  Ehhai wmetUque ------------ -- 

Calcul  de = 3.60555127546399 

O En prenant  A = 9 dans ( l ) ,  nous obtenons l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 
1 

3.2 - Résolution de f ( x )  = O 

S o i t  f ( x )  = 0,  une équat ion  non l i n é a i r e  où f  e s t  une fonc t ion  d e n i  à 

v a l e u r s  dans ni. 

O n+l 
E tan t  donnée une s u i t e  (xn) générée par  un procédé i t é r a t i f  0, (x , x = @(xn))  

t e l l e  que : 

* * 
1)  xn + x avec f ( x  ) = O 

1 * 
2) @ e s t  de c l a s s e  C dans un vois inage  de  x.. 

3) @'(x*) # 1 ,  I@' (x  11 1 .  

n 2  N 
Considérons l a  s u i t e  (A A;) E (IR ) d é f i n i e  pa r  : 1 ' 

n 
A; = x , ~  n  



n La suite (An A ) vérifie les conditions des théorèmes 2, 3 par conséquent 1' 2 

3.3 - Accélération des su i tes  à convergence periodico-linéaire 

D é ~ i r G L i a i . 2  

n Soie& k E w*, (xn) E C o d ) ,  lirn x = x. 

On éLt que (xn) ut à convehgence pé4iodico-finé-e de p&iode k s s i  il 

k- 1 k k- 1 ex*nXe (BO, . . . , E ) t IR , BO, . . . , B c {O, 11  te^ que : 

i)  / B O  ... fik-'l < I 

X 
nk+ 1 - X X - X 1 X nk+k - nk+2 

Li) lim = BO, lim = B , .... , lim - nk 
- 

nk+ 1 nk+k- 1 
X - x  X - X X - X 

O n Les nombres réels B , . . . , Bk-' sont appelés les rapports de (x ) .  

Pour plus de détail sur les suites à convergence périodico-linéaire 

consulter [ J I ,  C131. 

Pour la démonstration de la proposition 3, voir r 7 1 .  

Soit (xn) E ConvCR) de limite x, à convergence périodico-linéaire de 

O 1 k- 1 
période k et de rapports B , B , ..., B . 
Considérons la suite (An An) définie par : 

1 '  2 
n A:=. , y n € ~ .  



n Le terme général E de la suite E (An, A;) est donné par : 
2,2 2,2 1 

Soit n r k 

- 1 n-k 
X - X 

sinon 

n-k 
X - X 

n+ 1 
X La suite ( -X) étant pseudo-périodique de période k, par conséquent n 
X -x 

AA; A ~ - x  n 
lim - = lim - , par suite d'après la proposition 3, on a 

4 n 
A -x 1 

4 A';-. k-1 -1 lim-= lim- = (8' ..... B ) # 1 ,  par conséquent d'après le 
A A; A;-. 

n théorème 3, E 
2,2 

- x = o(xn-x). 

Remaraue 

L'accélération d'une suite à convergence périodico-linéaire à l'aide du 

procédé E 
2'2' nécessite la connaissance de sa période, ce qui rend difficile 

l'utilisation de E 
2,2' 

cependant en utilisant la technique C71 qui consiste 

à combiner les transformations de suites accélérant les suites à convergence 

périodico-linéaire et les algorithmes de détermination de la période 171, on 

construit des algorithmes permettant l'accélération des suites à convergence 

périodico-linéaire à l'aide du procédé E 
2,2' 



4 - PROCEDE T, , 

n 
Le terme général T de la suite obtenue, en appliquant T à une suite 

1,2 1,2 
2 N 

(A;, A:) e (R ) est donné par : 

sinon. 

Remarques 

1) T ],~(A~,A~) = T~,~(A", A n+l) = ( E ~ )  n où (E n 2 ) est la suite obtenue en 

appliquant le a2 d'aitken à (An). 

2 n 
2) Lorsque A A # O, la quantité Tn est la valeur en O de la droite 1 1,2 

n n n+l n+l 
passant par (AA], A2), (AA1 , A2 ) ,  par conséquent il est possible d'into- 

duire plusieurs généralisations du procédé T 
1,2' 

n 
En prenant (AAl) (resp. (A:)) comme suite auxiliaire (resp. comme suite 

initiale) dans l'extrapolation de richardson, nous obtiendrons d'autres 

transformations de 2 suites. 

n n n n 
Soit (Al, A2) c conv2(R), lim Al = lim A2 = a. 

Une conséquence immédiate des théorèmes 5, 6 est la proposition suivante : 

A;+l - a A;+] - a 
Si lim = lim = A # 1 a l o u  

A: - a A: - a 



(A", A;) convehge v u 4  a p h 4  v d e  que <A;>. 
T ~ , 2  1 

(A", A;) convenge vens a p h  v a e  pue (A;) "' T1.2 2 

Les résultats de la proposition 4, s'appliquent à de nombreuses méthodes 

de résolution de l'équation non linéaire f (x) = O où f est une fonction 

de R à valeurs dansni. C11, C51, C181, C191. 

Essai numériaue 

-x Soit à résoudre l'équation x - e = O à l'aide de la méthode de Newton. 

On pose : 

TA? = O 

n 
lim A; = lim A2 = 0.567143290409784 

n n 
Soit ( ~ 1 , ~ )  = Tl ,2(Al, AZ), nous avons les résultats suivants 

2 N Soient a r a ,  (A;, A;) É ûR 1 

n 
Pour la preuve de "<=", la condition AA # O n'est pas nécessaire. 

1 



CHAPITRE III 

CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE F I N I  

DE TEANSFORMATIONS DE S U I T E S  



INTRODUCTION 

On suppose données S ..., S (resp. Al, ..., %) k familles de suites 1 ' k 

@esp. k transformations de suites) telles que chaque famille de suites S. 
1 

est accélérée par la transformation de suites A.. 
k 

Une question se pose : Est-il possible d'accélérer u S.? 
1 i= 1 

La réponse à cette question est négative en général C71, cependant il est 
k 

parfois possible d'accélérer u S en utilisant la technique de sélection 
i= 1 i 

automatique entre A ..., Ak, proposée par J.F. DELPHAYE r91. 
1 ' 

Au paragraphe 1 ,  nous étudions des transformations particulières de k sui- 

tes dites méthodes de sélection entre k suites, qui vont nous servir pour 

la construction des transformations de suites destinées à l'accélération 
k 

de u S.. 
1 

i= 1 
Au paragraphe 2, nous rappelons les coefficients de décompte introduits dans 

[ 9 3  et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte. 

Au paragraphe 3, nous étudions des méthodes de sélection basées sur les 

coefficients de décompte du paragraphe 2. 

Le paragraphe 4 est consacré à des définitions que nous utiliserons ensuite. 

Au paragraphe 5, nous étudions des méthodes de choix automatique entre 

transformations de suites basées sur le calcul du diamètre de l'ensemble 

constitué par les q (q E IN, q 2 2) dernières réponses de chacune des trans- 

formations en compétition et nous présentons de nouveaux résultats pour 

les méthodes de sélection introduites dans Cg]. 

Au paragraphe 6, nous étudions des méthodes de sélection entre transformations 

de suites, utilisant les termes de la suite à transformer. 
k 

Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de u S. 
k 

1 i= 1 
sont faciles à vérifier que les conditions d'accélération de u S. par les 

1 i= 1 
méthodes de sélection proposées au paragraphe 5. 

Au paragraphe 7, nous étudions des méthodes de sélection basées sur la 

pondération des distances entre les réponses consécutives des transformations 




















































































































































































































































































































































