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INTRODUCTION

Lorsqu'on veut accélérer une suite, on se trouve confronté au probléme du

choix d'un procédé d'accélération de la convergence ([13, [2], [4], [5], 6],
£71,0183,019]) ayant le plus de chance d'étre efficace ; peour s'affranchir de cette
difficulté, J.P. DELAHAYE ([7], [9]) a proposé 1'idée de mettre en compétition
plusieurs méthodes d'accélération de la convergence et de choisir algorithmi-
quement & chaque &tape 1'une des ré&ponses des transformations en compé&tition,

en d'autres termes, 1'id&e consiste 3 construire une nouvelle transformation

plus efficace & partir des transformations en comp8tition. Le but principal de

ce travail est de développer 1'idée de la sélection en transformations de

sultes.

Au chapitre 1, nous rappelons le formalisme général de la notion de transfor-
mation de suites et d'algorithmes pour suites ([7], [8]) et nous nous
intéressons & 2 types de transformations de suites (Transformations 3 k
réponses ; Transformations de k suites) et & 2 types d'algorithmes pour suites

(algorithmes pour suites 3 k réponses, algorithmes pour k suites).

Au chapitre 2, nous introduisons deux notions d'accélération de la convergence
pour les transformations de k suites, ensuite nous donnons une condition suffi-
sante de la non-accélérabilité 3 1'aide d'une transformation de k suites et

nous terminons ce chapitre par 1'étude de 2 transformations de 2 suites.

Au chapitre 3, nous étudions des transformations particuliéres de k suites
(méthodes de sélection entre k suites), nous &tudions des méthodes concrétes

de choix automatique entre un nombre fini de transformations de suites, permet-
tant sous certaines conditions, 1'acc&lération d'une réunion finie de familles

de suites accélérables.

Au chapitre 4, nous comparons numériquement les méthodes de sélection présentées

au chapitre précédent, les résultats numériques de ce chapitre montrent bien



1'intérét du choix automatique entre les transformations de suites.

Au chapitre 5, nous envisageons des méthodes de sélection entre une infinité
dénombrable de transformations de suites, nous &tudions des méthodes parti-
culiéres de choix automatique entre une infinité de transformations de suites
associées 3 une infinité dénombrable de suites auxiliaires dans 1'extrapolation
de Richardson ; nous introduisons des sélections répétées entre les réponses

du tableau d'une transformation de suites, enfin nous proposons deux techniques
permettant de localiser les points d'instabilité numérique dans le tableau

d'une transformation de suites.

Au chapitre 6, nous proposons une généralisation en un certain sens des méthodes
de controle des erreurs [3] et nous en déduisons des méthodes de sélection entre
5 ; - - IR'IN\ 2N 5
transformations de suites a 2 réponses de a valeurs dans (R”) , enfin nous
€tudions des méthodes générales de sélection entre transformations de suites

a 2 réponses.



NOTATIONS GENERALES

N : ensemble des entiers naturels.
N'=n - {0}

]R+={xe]R|x20}

R, =R, - {0}

l'ensemble vide ou la suite vide.

Q

Soit E un ensemble, nous désignons par :

n } _ n

(x7) : la suite de terme général x ¢ E.

ﬁN : ensemble des suites infinies d'éléments de E.
EGN) : ensemble des suites finies d'éléments de E.

. *
Soit k ¢ N , nous notons par :

tr

le produit cartésien E X E X ... X E

Y
k fois

Lorsque E est muni d'une distance, nous noterons par :
Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E.

. n ﬁN . .
Quand une suite (x ) ¢ , est convergente, nous noterons x sa limite et

.. . n n . n
nous &crirons lim X = X ou encore x - x ou plus simplement x - x.
n—)oo

Soient E, F 2 ensembles, nous désignons par :
f : E~>F : fonction de E vers F.

dom f : le domaine de définition de f.



CHAPITRE 1]

TRANSFORMATIONS DE K SUITES
ET
TRANSFORMATIONS A K REPONSES



INTRODUCTION

Aprés un rappel des définitions générales de transformations de suites et
d'algorithmes pour suites introduites dans [7], [8] nous nous intéressons 3

2 types de transformations de suites et d'algorithmes pour suites.

1 - RAPPELS

Pour plus de détail en ce qui concerne les définitions que nous allons pré-

senter dans cette section, consulter [7], [8].
Soient E, F 2 ensembles.

Desindition ]

On appelle transformation de sudites de EY & valeurs dans 1~JN toute foncticn

de B dans F.

Dans toute la suite, nous notons Trans(E, F) 1'ensemble des transformations
de sultes de QN d valeurs dans gN.

Soit T ¢ Trans(E, F) nous notons dom T le domaine de définition de T.

Désinition 2

On appelle algonithme poun suites de B & valeurs dans P La donnde :
LDJRVEs 1) g

® ™ L xxn.

£} d'une fonction R : N x E

AL) d'une 4onetion € = (o, B) : N x E

Appliqué 3 une suite (xn) € ﬁN, 1'algorithme A = (R, C) fonctionne de

la manidre suivante

Etape 0
a) Caleulen C(0, @, @) = (a(o), B(o)) ¢ K x N.
b) Caleulen t° = R(O, (xa(o), vy x‘B(O)), @) ¢ F.



Etape i

=1 ) xB(i-l)

a)l Calculen C(i, (x s e ),(to, ...,ti_l))=(a(i), R(1)) e N x N.

b) Calculen ti = R(i, (xa(i), - xs(i)), (t°, o ti_l)) e F.

(t' est Lo (i+1)-eme tenme de fa suite thansfommée).

. n _ i
L'ensemble des suites (x ) ¢ ﬁN pour lesquelles le calcul des réponses t
se poursuit indéfiniment (c'est & dire sans jamais sortir du domaine de
définition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de 1'algo-

rithme A = (R, C) et sera noté dom A.

On note par Alg(E, F) 1l'ensemble des algorithmes pour suites de ﬁh a valeurs

dans fm.
Soit A ¢ Alg(E, F).
On note par TA la transformation de suites ayant pour domaine dom A et qui

a (xn) € dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A &

Soit T e Trans (E. F), s'il existe un algorithme A ¢ Alg(E, F) tel que

>
|

= T, on dira que T est une transformation algorithmique.
On note par TAlg(E, F) 1'ensemble des transformations algorithmiques de

EN a valeurs dans fN.

Dedinition 3

Scit k e .

On appelle algorithme k-noamal de B & valeuwrs dans B La donnde d'une suite
de fonctions (fn) telle que : ¥ n e N, £ VR b,

Appliqué & une suite (x°) e ﬁN, L'algorithme k-nommal A = (fn) fonctionne

de La fagon suivante :

t% = f (xo, e xk)

o
t1 = fl(xo, y xl+k)
n o n+k



Lorsque k = 0, 1'algorithme est dit normal.

L'ensemble des suites (xn) € ﬁN telles que ¥ n e N : (xo, censy xn+k) ¢ dom fn
est appelé domaine de définition de 1'algorithme A = (fn).

On note par Normk(E, F) 1l'ensemble des algorithmes k-normaux de ﬁN 3 valeurs
dans fN.

Soit A = (fn) un algorithme k-normal, on note TA la transformation de suites
dont le domaine de définition est celui de 1'algorithme A et qui 2 &M e

dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A ? =M.

Soit T ¢ Trans(E, F), s'il existe un algorithme A ¢ Normk(E, F) tel que

T = TA, on dira que T est une transformation k-normale.

L'ensemble des transformations k-normales de éN 3 valeurs dans fN sera noté

TNormk(E, F).

Désinition 4

Soit k e N
On appelle algernithme & k mémodres de B 2 valeuns dans P La donnde :

d'une suilte de 4enctions (£ ) avec :
d n

£ 2 E™ 5 F oain < k.

n
fn:Ek - F 44 n 2 k-1.

Appliqué a une sudlte ") e ﬁN, L'algornithme & k mémoires M = (fn) jonctionne

de La 4agon sulvante :

t
"

fn(xo, xl, cens xn) A4 n < k.

t" = f bg}k+l
n

s ey X)) A4 m o2 k-1,
L'ensemble des suites (xn) € EN telles que :

1

¥n<k: (xo. Xy eaes xn) € dom fn.

¥n 2= k-! : (xn—k+1, ey xn) € dom fn

est appelé domaine de définition de 1'algorithme M = (fn), et sera noté dom M.

On note par Mémk(E, F) 1l'ensemble des algorithmes & k mémoires de ﬁN a valeurs

dans fN.



A tout algorithme 3 k mémoires M ¢ Mémk(E. F), on associe la transformation
T . P . -
M ¢ Trans(E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui, &

(xn) ¢ dom M, fait correspondre la suite (tn) définie plus haut.

Soit T ¢ Trans(E, F), s'il existe M ¢ Mémk(E, F) tel que ™M =T on dira que
T est une transformation 3 k mémoires.

On note TMémk(E, F) 1'ensemble des transformations 3 k mémoires de éN a

valeurs dans EN.

2 - TRANSFORMATIONS DE SUITES A K REPONSES

Soient E un ensemble ; k eIN*.

Dé4inition
. . . . X, k N
On appelle transfonmation de sudltes & k néponses de a valeuns dans (E7),

toute transjormation de suites de ® valeuns dans (Eka.

. . - . - N
Soient T une transformation & k réponses de ﬁN 3 valeurs dans (Ek) 3

(xn) ¢ dom T, on note par ™ = (AT, ceey AE) le terme général de T(xn).

Remarque
La donnée d'une transformation de suites & k réponses est équivalente 2 la
donnée de k transformations de suites dont 1'intersection des domaines est

non vide.

3 - ALGORITHMES POUR SUITES A K REPONSES

Soient E un ensemble ; k e'N*.

Dé4inition
On appelle algorithme pourn suites & K neponses de 2 a valeurs dans (Ek)]N

tout akgcnithme pour suites de £ & valewrs dans (Eka.



La transformation de suites associée 3 un algorithme 3 k réponses est dite

transformation algorithmique & k réponses.

Remarque
La donnée d'une transformation algorithmique 3 k réponses est &quivalente
3@ la donnée de k transformations algorithmiques dont 1'intersection des

domaines est non vide.

Soit Al’ oy ﬁk ¢ Trans(E, E), 151 dom Ai # ¢ ; T la transformation de suites
qui i (xn) € 121 dom Ai fait correspondre (A?, cees AE).
Propriéte 1
1) Soit p € N,
T est une trhansfcrmation p-nonmafe <=> ¥ i ¢ {1, ..., k}, Al est une thans-

formation p-normale.
2) Soit p e N,
T est une thansfenmation a p mémoines <=> ¥ i ¢ {1, ..., k} : A est une

thansformation & p mémoines.

4 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES RATIONNELLES

Soit K un corps.

. N , N . kNN
Soient p ¢ N, T une transformation & k réponses de K & valeurs dans ) ,
associée 3 un algorithme p-normal (fn)'

n o n+ 1, 0 n+ k, o n+
¥ (x') edom T : fn(x se oo X p) = (fn(x ye e sX p),...,fn(x yeee,X p)).

O ¥neN, ¥1e¢ {1, ..., k} : f; est une fonction deI]Kn+p+1 3 valeurs dans K.

On dit que T est une transformation p-normale & k réponses rationnelles ssi

¥nelN, ¥ie {1, ..., k}, f; est une fraction rationnelle des variables

0 n+
Xy evey X P
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13 k 5 & o
On note par NormpGK,ZK ) 1'ensemble des transformations p-normales a k réponses
rationnelles.
On définit de la méme fagon : les transformations & p mémoires, & k réponses

rationnelles et on note par TMém;GK,iKk) leur ensemble.

5 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES LINEAIRES

Soit E un espace vectoriel.

. * y o _ P .
Soient p e N, k ¢e N ; T une transformation & k réponses associée a un
algorithme p-normal (fn).

On dit que T est une transformation p-normale 3 k réponses linéaires ssi

el dans Ek.

¥nelN : f est une application linéaire de E
n
T £ k \ . - ~
On note Normp(E, E") 1l'ensemble des transformations p-normales 3 k réponses
linéaires.

De fagon analogue, on définit les transformations a p mémoires, & k réponses

linéaires et on note TMémﬁ(E, Ek) leur ensemble.

6 - TRANSFORMATIONS DE K SUITES ET ALGORITHMES POUR K SUITES

Soient k ¢ N ; E un ensemble.

- On appelle transformation de k suites de (Ek):lN a valeurs dans ﬁN toute

transformation de suites de (Ek)]N a valeurs dans ﬁm.

~

- On appelle algorithme pour k suites de (Ek)]N a valeurs dans ﬁN tout algo-
rithme pour suites de (Ek):IN a valeurs dans ﬁm.

- Quand une transformation de k suites est p-normale (p ¢ N) (resp. 3 p mémoires
(p € N*)) on dira que c'est une transformation de k suites p-normale (resp.

a p mémoires).
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7 - TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DE K SUITES

Soient k ¢ I\I* 3 K un corps.
Soient p ¢ N ; T une transformation de k suites de GkaN 3 valeurs dans K

associe 3 un algorithme (fn) p-normal de GkaN ad valeurs dans R.I{

. n n . o o n+p n+p
Si ¥ (Al’ ey Ak) € dom T : fn((A ,...,Ak), e (Al ,...,Ak )) est une
fraction rationnelle des variables A?, ey Ao, Ai, ey Ai, oo A?+p,...,AE+p.

Alors on dira que T est une transformation rationnelle, p-normale de k suites.
On note par TNorm;(]ﬁ(k,][() 1'ensemble des transformations ratioﬁnelles p-normales
de k suites de C|Kk)]N 3 valeurs dans IKN.

On définit de fagon analogue, les transformations rationnelles & p mémoires

de k suites, et on note par TMém;GKk,iK) leur ensemble.

8 - TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE K SUITES

Soient k € N ; E un espace vectoriel.
. . . kN . ém
Soient p ¢ N ; T une transformation de k suites de (E7) 2 valeurs dans s
... . kNN | éN
associée 3 un algorithme (fn) p-normal de (E°) & valeurs dans .

ntp+l dans E alors, on

Si ¥nel: fn est une application linéaire de (Ek)
dira que T est une transformation linéaire, p-normale de k suites.

On note par TNormﬁ(Ek, E) 1'ensemble des transformations linaires p-normales
de k suites de (Ek)]N d valeurs dans ﬁN.

De la méme fagon, on définit les transformations linéaires 3 p mémoires

de k suites et on note TMémﬁ(Ek, E) leur ensemble.

9 - COMPOSITION DE TRANSFORMATIONS A K REPONSES ET DE TRANSFORMATIONS

DE K SUITES

€ Trans(Ek, E) avec Im T, < dom T, ol

Soient T, ¢ Trans(E, Ek), T 1 )

1 2
Im T, = {1, &™) | &™) ¢ dom T L.
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Définition

On appelle transformation composée de T, et T la transformation de suites

1 2’

notée T, o T, ayant pour domaine dom T,, définie par ¥ (xn) € dom T

2 1

T, 0T " = Tz(Tl(xn)).

1’ 1

Propriéte 27

1) ST, ¢ Alg(E, Xy, T Alg(EX, E) alons T, 0 T, ¢ Alg(E, E).

2) Soient p, q e N.

. S T1 € TNormP(E,Ek), T2 € TNormq(Ek,E) alons T2 o T] € TNormp+q(E,E).

e S T1 € TNorm;(E,Ek), T2 € TNormz(Ek,E) alons T2 o T1 e TNorm;+q(E,E).

. Sk Tl € TNormﬁ(E,Ek), T2 € TNormﬁ(Ek,E) alons T2 o T1 € TNorm§+q(E,E).
3) Scient p, q e N".

L S{T e TMémp(E,Ek), T, ¢ TMémq(Ek,E) alons T, o T, « TMémp+q_l(E,E).

L ST e TMém;(E,Ek), T, ¢ TMém;(Ek,E) alorns Ty o T, « TMém;+q_1(E,E).

. S Tl € TMémﬁ(E,Ek), T2 € TMémﬁ(Ek,E) alons T2 o T1 € TMém£+q_l(E,E).

Vérifions le premier point de 3).

Soient T, « TMémp(E,Ek), T, e TMémq(Ek, E) telles que Im T, < dom T,.

. _ T
11 existe M = (fn) : Mémp(E, Ek), N = (gn) € Memq(Ek, E) tels que Tl = M,

Soit (xn) € dom T].
- AE) avec

fn(xo, —— xn) sin < p.

~

_‘D>

=
]

n n £ (Xn-p+1

(Al, ooy A = P xn) si n > p-1.

n o o n n .
Posons : t = gn((Al’ Ry Ak), i (Al’ NP Ak)) si n < q.

n-q+l n-q+l
1 >

" =g ((a PO i PP (A?, el AE)) sin > q-l.

Supposons p < q.

On considére 1'algorithme H = (hn) € Mém (E, E) ayant pour domaine

p+q-l

I : n . o s ;
dom T, ; H appliqué 2 une suite (x ) ¢ dom T, fonctionne de la maniére suivante :

1 1
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o o n .
gn(fo(x ),..,fn(x yeesX )) sin<p
o o p-1 1 P n-p+1 n
gn(fo(x ),..,fp_l(x yeosX ),fp(x yeesX ),..,fn(x yeesX ))
hn(xo,..,xn)= si p £n < q-l
o n-q+1] o -1 1 n-p+1] n
gn(fn—q+l(x se e X q )’°"fp—l(x ,..,xp ),fp(x ,..,xp),..,fn(x P yeesX ))
si g-1 £ n < p+q-2

b - (Pram1)+l Yoeaf TP

—(p+q-1
n (xn (p+q )+1’

n,_ n-g+1
seesX ) gn(fn_q+1 I 4

si n > p+g-l

En remplacgant fn(xo, e xn) par (AT, e AE) sin<pet

fn(xn_p+l, N xn) par (A?, N Az) si n 2 p~l, nous obtiendrons
n-(p+q-1)+1 n
ye

hn(xo, cees xn) =t" sinc< p+q-1 et hn(x esX ) = t" sin > p+q-1.

j=n}

.01 . . ce s .
Soit 'H la transformation de suites associe & 1l'algorithme

Nous avons dom TH dom(T2 o Tl)et ¥ (xn) e dom TH : TH(xn) T2 o Tl(xn) = (tn)

par conséquent TR T, o T, € TMém l(E, E).

2 1 pta-

Pour le cas p 2 q, la démonstration est analogue & la démonstration précédente.

1), 2) sont évidentes.

il
Remarque
Soient Tl’ T2 ¢ Trans(E, E) telles que Im T] c dom TZ'
I1 se peut que T2 o T1 soit p-normale (p ¢ N) sans qu'il existe r ¢ {0, ..., p}
tel que T1 est r-normale, T2 est (p-r)-normale.
Exemple
Soient T1 : EN - ﬁN y T2 : EN - ﬁN
(xn) R (X2n) (Xn) N (yn) avec yn _ X[n/2]
[n/2] : partie enti&re de n/2.
T, o T (xn) = (xn), par conséquent T, o T, est normale, nous avons

2 1

T2 € TNorm(E,E), T

2 1

] n'est pas normale.
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CHAPITRE 1

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DE K SUITES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous introduisons au paragraphe 1 deux définitions d'accé-
lération de la convergence pour les transformations de k suites "accélération

totale", "accélération partielle'.

Au paragraphe 2, nous donnons une condition suffisante de la non accélérabi-
1ité d'une famille de suites par une transformation de k suites.
La condition présentée ici est moins forte que la condition de rémanence

restreinte et plus forte que la condition de rémanence [71, [14], [15].

Aux paragraphes 3, 4 nous &tudions deux transformations de 2 suites.

NOTATIONS
E : espace métrique dont la distance sera notée d.
ﬁN : ensemble des suites infinies d'éléments de E.

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E.

Conv*(E) = {(xn) € Conv (E) [ 3 n_s ¥n>2 n ot <" # lim xn}.

. *
Soit (xn) € Conv (E), nous notons

EtiA(xn) {(xi(n)) € Conv(E) [ ¥n : i(n+l) i(n) ou i(n+l) = 1(n)+l
et i(n) - «}
n—)OC

EtiB(xn) = {(xi<n)) ¢ Conv(E) | ¥n : i(n+l) i(n) ou i(n+l) = 1i(n)+1

et 3 N, ¥n 2N : i(n) < NJ.
Eti(x") = Etia(x™) u EtiB(x").

. *
Soit k ¢ N , nous notons

* n k . ’ n,.. n
Convk(E) = {(x ,...,XE) ¢ Conv(E") l 3 n_s ¥ nxn _, 3 iefl,...,k} : xi#llm xi}.
= n n k . n _ o4 n
Convk(E) = {(xl,...,xk) € Conv(E") | lim X = ...0= lim xk}

- * - *
Convk(E) = Convk(E) n Convk(E).
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Soient Sl’ D Qb Sk ¢ Conv(E), nous notons :

_ n n - . . ,.n
Sl oL Sk {(Xl’ cee s xk) € Convk(E) |l v 1i¢e {1, ..., k} : (Xi) € Si}

1 - ACCELERATION TOTALE, ACCELERATION PARTIELLE, DEVINATION

Soient (x") e Conv(E), (A?,...,A;l) e Conv, (E), lim x" = lim AJ=...=lim A = x.
- Nous dirons que (xn) accélére totalement (AT, o Pk AE) ssi

¥e>0,dn, ¥n> n_ ot d(xn, x) < € min d(A?, %)
© 1<j<k
. n L . n n .
- Nous dirons que (x ) accélére partiellement (Al’ o Ak) ssi
3 io e {1, ..., k} tel que¥e > 0, 3 n_s ¥ n > n : d(xn, x) < Ed(A? 5 X)is
o
n

- Nous dirons que (xn) devine (A?, S AE) ssi d nos ¥n > nootx =X

Soit S c Eonvk(E).
- Nous dirons que S est totalement (resp. partiellement) accélérable ssi

il existe une transformation normale T de k suites telle que :

¥ (AT, RN AE) € 5 i T(AT, N0 AE) accélére totalement (resp. partiellement)
n n
(Al’ AR Ak).

- Nous dirons que S est devinable ssi il existe une transformation normale

n
k

n

T de k suites telle que ¥ (A?, Sl Ak) € S 3 T(AI’ ceey AE) devine (A?,...,A ).

Notations

Dans toute la suite, on désigne pariPio, io e {1, ..., k} la transformation

de k suites qui 2 (A?, R AE) € (Ek)N fait correspondre (A? ).
o

Soit S < (Eka, nous notons par

Pio(s) - {EBY e |3 (AT, e AE) €S, ¥n: B = A?O}

1.1 - Propriétés des familles devinables

Proprietd 1

Solent Sl’ ...s S c Conv(E), S

Kk 1:...:k
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S{ 3 io e {1, ..., k} tel que S, est devinable alons S
(o]
est devinable.

Propriete 7

Soit S <« Eonvk(E).

1) S84 13 i« {1, ..., k} zel que P, (8) est devinable alons S est devinable.
2) Lonsque K 2 2, AL se peut que S Zoi,t devinable et qu'il existe

io e {1, ..., k} zel que P, (S) s04it non devinable.
(o]

Preuve

1) Résulte du fait que § CZPI(S) I Pk(S) et de la propriété 1.

2) Prenons E =R, k = 2.

Soit A < R, nous notons ConvAGR) 1'ensemble des suites convergentes dont les

limites appartiennent 3 A.

Soiten B_ = {(0)} x Conv, ; @®), B, = {()} x Conv . (@), i ¢ N".
o {o} i i {l}
i
Nous avons :
oo
S= v B.1 est devinable par Pl.
i=0
Pz(S) = Conv{gR) 1 } est non devinable, car est une famille
seeeaTaees
rémanente.
O

Proprité 3

Solent S < Eonvk(E) ; io e {1, ..., k}

Sd
i) S est devinable
AL) pour toute sulte B") « P, (8), L€ existe une et une seule suifte
(AT, cees AE) € S vinifLant A? = B8 peur fout n e N.
(o]

ALons IP.l (S) est devinable.
(o]



18

Preuve

D'aprés i), il existe un algorithme normal (fn) de k suites tel que

(e] n

n . n n
k),...,(Al,...,Ak)) devine (Al""’A

k

Considérons 1'algorithme normal (gn) pour suites, défini de la facon suivante :

n n . o
¥ (A], ey Ak) € S fn((A],...,A )

o} (o} (o} n n n

¥ (8Y) eP, (5) : g (B ,...,BM) = fn((A‘l’,...,B poresly)yuvos (B0 oy B e ya))

o
ol (AT), ‘i (AE) sont données par ii).
Les fonctions g, ne sont pas définies ailleurs.
D'apres 1i) 1l'algorithme (gn) est bien défini.

La transformation T associée a (g ) vérifie bien : ¥ (Bn) e P, (S).T(Bn)
&n i

o
devine (Bn).
Notation

Soit S ¢ Conv(E), dans toute la suite nous désignons par S 1'ensemble des

suites (xn, T xn) € Conv(Ek) avec (xn) € S.

Proprietl 4

Soit S < Conv(E).

S est devinable <=> S est devinable.

PropriEts 5
1) Eonvk(E) est devinable <=> Conv(E) est devinable.

2) Eonv;(E) est devinable <=> Conv*(E) est devinable.

Preuve

1) =>]

Supposons Eonvk(E) est devinable.

Comme Conv(E) c Eonvk(E), il en résulte que Conv(E) est devinable par suite
d'aprés la propriété 4, Conv(E) est devinable.

<=]

Supposons Conv(E) est devinable.
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Comme Eonvk(E) = Conv(E) : ... : Conv(E), il en résulte d'aprés la

propriété 1 que Eonvk(E) est devinable.

2) Le raisonnement est analogue au raisonnement précédent.

0
1.2 - Propriétés des familles accélérables
Proposition 1
Sosent Sl, cees Sk c Conv(E), S = Sl R Sk # 0.
4) S4 3 i« {1, ..., k} tel que S, st accilirable alons S est partiellement
(o]
accélinable.

AL) Lonsque k = 2, 4L se peut que S s0it ftotalement accélérable sans qu'il

exdiste i e {1, ..., k} ted que s, 40it accélénable.
o]

Preuve
1) Evidente.

2) E=R, k = 2.

Soient Sl = {(xn) e Conv(R) | ¥n, 0 < xn+l < x" < 1}
S, = {(x™) e Conv(R) | ¥n -1 < x" < xn+l < 0}.
Sl’ S2 sont rémanentes [7], cependant Sl : 52 est totalement accélérable par

la transformation de 2 suites qui & (A?, A;) € S1 : 82 fait correspondre

la suite (o).

Proprilte 6
Soit S ¢ Conv(E).

S est accélinable <=> S est totalement accélirable <=> S est partiellement

accélinable.

Proposition 2

Soilt S c Eonvk(E)
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A) SL 4 i e {1, ..., k} tet que P, (S) est accélernable alons S est parntiel-
(o]
Lement accélénable.

L) Lomsque k 2 2, 4L se peut que S 404t totalement accélérable sans qu'il

existe i« 1Y, ccvy k} el que P, (S) s04it accélfénrable.
o k
AA) SL S est parntiellement accélérable alorns n 'Pi(s) est accelénable.
i=1

Preuve

i) Résulte de la partie i) de la proposition 1 et du fait que

S CIP] $ e Pk(S).

ii) E =R, k = 2.

Soit S = EtlA(n+l’ n+]) U (EtlB(———) EtlB(———J) U (EtlBC-———) EtlB(————O)

S est totalement accé&lérable par la transformation de 2 suites qui 2
AD+AT

n ,n . 2
(A], A2) € S fait correspondre ( 3 )

P (S) (resp. P (S)) contient Etl(———) (resp. Etl(- )) par conséquent
PI(S), PZ(S) ne sont pas accélérables.

iii) évidente.

2 - k-REMANENCE

Soient k ¢ N 31 S e Eonvk(E).

Nous dirons que S est k-rémanente ssi S vérifie la condition suivante

(appelée k-rémanence).

a) 12 exdste une suite (An) € Conv*(E).

b) 12 exste (AT’O, cens Ak Yy suey (AD? e A ), ... telles que :

b)) ¥ieN: (A?’l, A;"l) > b ..., Y.
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c) Poun toute suite strictement crnodlssante d'entiens (mi) on a :
0) Poun £'entier m, £L existe i@ ), ...y i (m) € {1, ..., k} tels que

n,o n,o o
("7 -+ ¥ ) e 5ol

] +1,1 m,]

(3% = (a9°°,...,AT000%, ATt 0, AT s ee )
| 1 1 1l(mo) 11(m0)
n,o 0,0 m ,0 m.+1,1 m, |

(v,27) = (A7, «ouy 0’7, A.O, >, ..., A’ , )
K Ay A i, @) i (m)

1) Pour £'entier my, AL existe i (@), ..., i, (@) € {1, ..., k} Zels que

n,l n,l o
(yl s o Vi Yy € S ol
1 0,0 m ,o ,m +1,1 my, ] my+1,2 m,2
(v )=(a%°, . ,AT02 0 AT0T L AT AT AT seed) ‘
1 1 1 1l(mo) 11(m0) 1](ml) 11(m])
1) 0,0 mg,o ,m.+1,] my, m,+1,2 m, 2
(yR ) =(a20, AT AT e AT AT P LA, et
Uk k k 1k(mo) 1k(mo) 1k(ml) 1k(m1)

-----------------------------------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

L) Pour £'entien my, L& existe i), ..., i, (m) e {1, ..., k} tels que

(y?’l, ey yz’l) e S ol
- i +1,1 m,,l mi+1,2 Mo, 2
(v Hy=(a%70, .., AT 0 AT o L L AT AT AT
1 1 1 11(m0) 11(m0) 11(m1) 1](m])
amitlL il me il
1l(mi) 11(mi)
+1,1 my,l m,+1,2 mo,2
()= (a0, L AT O AT o L AT AT 0T LA
K 0=y A i () i @ )R @) i @)
Am-+l,i+1 m; i+l )
B Y- Y yeoo
i (m) i, @)
d) La suite (zj‘, 22) appartient & S ol
o Ty _ 1,050 my,0 ,my+l,1 m],l m-_1+1,i mj,i
(zD=(A]"", .., ,Ail(mo),...,Ail(mo),...,Ail(mi_l),...,Ail(m 5L
m.+],i+1 mi4q ,i+l
.1 Y yeoe )
1](mi) 11(mi)
n 0,0 m,,0 .m_ +1,1 my,l mo+l 1
(Z )_( ’ ’ 9A o ,A_O i ’ ,A_l’ ’ ,A_l' i m:,1
W= k 1k(mo) 1k( ) 1k(mi-l)’ "Ai;(mi 1)’
mi+l,i+] mi4],i+l )
L ig(my) 777 i (@) e
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Remarque

S est l-rémanente <=> S est rémanente au sens restreint.

Théoneme 1

Soit S c Eonvk(E).

1) S{ S est némanente au sens hestreint alorns S est k-némanente.

2) SL S est k-nlmanente alors S est némanente.

3) Si S est némanente au sens général alons ¥ i e {1, ..., k}, ]Pi(s) est
nemanente au sens géntral.

4) S{ S est némanente au sens géneral alerns S n'est pas partiellement

accélinable.

Pour les notions de : rémanence, rémanence restreinte, rémanence généralisée

consulter [7], [14], T15].

Preuve du théoréme 1

.1), 2), 3) sont évidentes.

.4) soit S c Eonvk(E), S rémanente au sens général.

Supposons que S est partiellement accélérable, il existe un algorithme
normal (fn) pour k suites tel que ¥ (AT, cees AE) € S

o o n n . n n
fn((Al’ e Ak)’ Gty (Al’ Sw g Ak)) accélére (Al’ by Ak)'
N

~

Considérons 1'algorithme (gn) pour suites de (Ek)]N a valeurs dans (Ek)

défini de la fagon suivante : ¥ (AT, cersiy AE) €S

(o] (o] n
g (s oy By cons (B1s oo AE)) = (t", ..., t avec

n

_ o o n n
t = fn((Al, A e Ak)’ ST, (Al’ S5 Ak))'
Munissons Ek de la distance DO définie par :

k
¥ x = (Xl’ T xk), y = (yl, . yk) € B DO(X, y) = 1T?ik d(xj, yj).
Comme (tn) accélére partiellement (AT, 5 5w 3 AE), il est bien évident que

(tn, RPN t™) converge plus vite que (A?, s 0 AE) par conséquent S est

accélérable, contradiction.
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Remarques

1) Dans la preuve de 4), nous avons utilisé la distance Do’ nous pouvons
également prendre une distance quelconque &quivalente 3 Do'

2) La réciproque de 3) n'est pas vraie en général, en effet 1l'exemple pris
dans la démonstration de la partie 1i) de la proposition 2, vérifie : S est
non rémanente au sens général, cependantiPl(S),'Pz(S) sont rémanentes au sens

général.

3 - PROCEDE 82,2

n
2,2

n

de la suite obtenue, en appliquant ¢ a (Al’ A;) € GszN

Le terme général ¢
2,2

est donné par :

n, ,n n, . n
(AAZ)A1 (AAI)A2

- - si AA? # AATZ‘
(AAZ)—(AAI)

A?+] sinon

Ce procédé a été en méme temps obtenu par C. BREZINSKI [4] comme transformation

composite de 2 transformations de suites.

Remarques

1) €5 5 est une transformation l-normale de 2 suites.
3

2) Soit (A?, A;) € GRZfN avec AA? # AAE pour tout n ¢ N, nous avons
n .,n

n n
€y,2(8ys A

3) les quantités obtenues en appliquant ¢

€2,2
n+l

R . n
2,2 3 une suite (A, A )

vérifiant ¥ n:AzAn # 0, sont les quantités obtenues en appliquant le A2

dtaitken 3 (An).

n
2,2
n+l  n+l

((AS—A?),AT), ((A2 -A1 ),A?+1), par conséquent il est possible d'introduire

4) Lorsque AA? # AA;, 3 est la valeur en o de la droite passant par

plusieurs généralisations du procédé €y o
’
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n .n . e n . e
En prenant (AZ-AI) comme suite auxiliaire (resp. (A2) comme suite initiale)
dans 1'extrapolation de Richardson [1] nous obtiendrons d'autres transformations

de 2 suites.

Thécrneme ?

Soit (A?, Ag) € EODVZGR), 1im AT = lim A; = a.
o4 :
S{3o0,BeR, a<1<B 3n,¥nz2n :—¢7Ta, B] alors ¢ - a.
o) o n 252
AAI n—>«
La démonstration découle immédiatement de 1'expression suivante :
AD - A
i = An - _2______ our m =2 n
53,2~ B n P = Ty
AA
2
— = 1
AA1
U
Théoneme 3
Soit (AT, A;) € EonvZGR), lim A? = lim A; = g
A; - a AA; o n
S{ 1lim ——— = 1lim —— = A # | afors ¢ - a =o0(A -a).
n n 2,2 1
A - a AA
1 1
Preuve
n
A2 - a .
n n
€2,2 a - A] - a
An - a AAn
1 2 1
AA"
A; - a AA; e; 5 = &
Comme lim = 1im — = X # 1, il en résulte 2 - 0
n n n
A, - a AA Al - a n»
1 1 1
U

Remarque

Si A # 0 alors E; 9 accélére totalement (A?, Ag).
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Théoneme 4

Soient a ¢ R, (a7, AD) « ®3HY,
n
1 2,2

n n
+ a, # 0, ¥n2 n a](AI-a) + az(Az-a) = 0).

. n n n n
Si 3 n_, ¥no2 n_ Al # A2, AAW #AA2 aflons (3 n 2 n s ¥n22n, : ¢ = a) <=>

3 n 2n, 3 ap, a, ¢ R, o

La démonstration découle immédiatement de 1'expression suivante :

n n
A) )
AA" AAD
€n - 1 2 (n>n)
2,2 : : =0,
n n
BA) DAY

Les résultats des théorémes 2, 3, 4 ont &té &également trouvés par

C. BREZINSKI [4].

3.1 - Calcul de la racine carrée d'un nombre réel a > 0 & 1'aide du procédé €5

Soi R
oit a ¢ R,
Considérons la suite (AT, Ag) définie par :

A? point de départ

(n A

n_.a
2 n
1

b
]

A

° e]R*, (Ac;)2 > a.

o
A’ est tel que A1 +

1

On vérifie que ¥ n ¢ N : Ag < Ag+l < Va < A?+l < AT

. La suite (A?, A;) est convergente vers (Ya, va).

AAY
s — > -] (*)
AAn n-w
! n
A, - Ya
Comme (A?)est strictement décroissante, il en résulte - -1 (**)
A? - Va n»o
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D'aprés le théoréme 2 et la relation (x), on a € > Ya et d'aprés le

n
252

théoréme 3 et les relations (*), (%) on a €. ) = Va = O(AT - Va),

2.y
n n
€2,2 Va = o(A2 va).

a) Expression de eg p_en_fonction de a_et éT
n, 2
o ji_B(Al) +a
252

A" (AT)2+3a

. n . .
la suite Ez ) est strictement crolssante
]

Calcul de V13

3.60555127546399

o
1

En prenant A 9 dans (1), nous obtenons les résultats suivants :

n

A n

1 By o

.900000000000000D+01 . 30814810610B1480+01
.S22222222222222D+01 .3561530900212450401
.385579156217494D+01 .360527925097610D+01
361367157888024D401 .360555126520163ND+401
,3605560399055620+01 .3605551275463990+01

* X % A

3.2 - Résolution de f(x) =0

Soit f(x) = 0, une équation non linéaire ol f est une fonction de R &

valeurs dans R.

n+1

= o(x")

. . o AT Qe . 0
Etant donnée une suite (x") générée par un procédé itératif @, (x, x
telle que :

1) x" > x* avec f(x*) =0

2) ¢ est de classe C1 dans un voisinage de X"

3) ¢ (x) £ 1, [¢'(x )] = 1.

Considérons la suite (An, An) € GRZ):N définie par :
1 2

AT = xq ¥ n
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o _ o0
A2 =X
n n
Ag = Ai—l "+ (1 - Ai_]) xn+] n =1
Ax Ax

. n ,n PP s P .
La suite (Al’ A2) vérifie les conditions des théorémes 2, 3 par conséquent

n *_ n—*
82’2 X = O(A1 X ).

3.3 - Accélération des suites & convergence periodico-linéaire

Deginition
Solent k e?N*, =™ e Conv(R), lim %" = x.

On dit que (x™) est & convergence perniodico-Lintaine de pérniode k 584 4L

existe (8%, ..., Bl e &Y, 8%, ..., 85! ¢ {0, 1} tet que :
. 1 k-1

4188 ... BT <
nk+1 nk+2 nk+k

) lim 2T X o g% qgn E___ T X gl lim X___Z % _ gkl
nk ? nk+1 ot nk+k-1 ’
X - X b - X -

Les nombres réels Bo, ceey B - sont appelés les rapports de (xn).

Pour plus de détail sur les suites & convergence périodico-linéaire

consulter [7/1, [13].

Proposition 3

Pour la démonstration de la proposition 3, voir [7].

-

Soit (xn) € Conv(R) de limite x, & convergence périodico-linéaire de
période k et de rapports 80, Bl, e Bk_l.
Considérons la suite (A?, A;) définie par :

A? = xn, ¥ n e N.
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X sin<k
n
A2 =
xn_k sinz2k
Le terme général En de la suite ¢ (An An) est d é :
g 2,2 2,28 Ay s onné par :
n~-k, n n, n-k
(Ax )x -(Ax )x s Ax® 4 Axn-k, n >k
n-k n
Ax - Ax
En =
2,2
n+1l .
x sinon
Soit n = k
n—-k+1
n -1
AA2 N Axc? k i % k _ X <P k x
AA? Ax" xn+1 X _ " - x
n
X - X
Xn+1_
La suite 0—7;—35) étant pseudo-périodique de période k, par conséquent
X =X
bA, Ay=x
lim —= = lim , par suite d'aprés la proposition 3, on a
n n
AA A -x
2 1
847 Ay k-1,-1
lim —= = lim = (B ..... B ) # 1, par conséquent d'aprés le
n n
AA A-x
1 1
théoréme 3, En - x = o(xn—x).
2,2
Remarque

L'accélération d'une suite & convergence périodico-linéaire 3 1'aide du

-

procédé ¢ nécessite la connaissance de sa période, ce qui rend difficile

2,2°

1'utilisation de ¢ cependant en utilisant la technique [7] qui consiste

2,2°

a8 combiner les transformations de suites accé&lérant les suites & convergence

périodico-linéaire et les algorithmes de détermination de la période [7], on

-~

construit des algorithmes permettant 1'accé&lération des suites a convergence

périodico-linaire & 1'aide du procédé €) o
b4
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4 - PROCEDE Tl,2

P n . . - .
Le terme général T] 2 de la suite obtenue, en appliquant T1 o, @ une suite
H s

(A?, A;) € GszN est donné par :

n,.n
AAT AA
R
ATA
™, = ]
1,2
A?+l sinon.
Remarques
1) Tl 2(An,An) = T1 2(An, An+]) = (62) oli (eg) est la suite obtenue en
b b

appliquant le A2 d'aitken a (A").

2) Lorsque AZA? # 0, la quantité T? 9 est la valeur en o de la droite
bl
passant par (AA?, A§>, (AA?+1, A;+l), par conséquent il est possible d'into-

duire plusieurs généralisations du procédé T1 9
9
En prenant (AA?) (resp. (Ag)) comme suite auxiliaire (resp. comme suite

initiale) dans l'extrapolation de richardson, nous obtiendrons d'autres

transformations de 2 suites.

; n .n - ) n . n _
Soit (AI’ A2) € COHVZGR), lim A1 = lim A2 = a.
Théondme 5 AAn+l
Sida,BeR, a <1 <B,dn,¥nz=2n_ : 1 ¢ Ta, R] alons ™ - a-= o(1).
o o] 1,2
AA
1
Théonéme 6
Ag+l - a AAn+1 n n
S{ lim ———— = 1lim =A# 1 alonws T - a = o(A, - a).
n n 1,2 2
A2 - a AA1

Une conséquence immédiate des théor&mes 5, 6 est la proposition suivante :

Proposition 4

An+l - a An+1 - a

S{ lim —————— = lim 22— = ) # 1 alons
n n

A1 - a A2 - a
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4) T, 2(Arll, Ag) converge verns a pfus vite que (A;).

n

AL) T, 5 (Bys A?) converge vers a plus vite que (AT).
b

Les résultats de la proposition 4, s'appliquent & de nombreuses méthodes
de résolution de l'équation non linéaire f(x) = 0 ol f est une fonction

de R 3 valeurs dans R. [11, [5], (18], [19].

Essai numérique

Ty 2 ; =X < : 2
Soit 3 résoudre 1'équation x - e = 0 3 1'aide de 1la méthode de Newton.

On pose :

AT =0 ‘A, = 0.3
1 n & n
n, -A s n, -A
+ 1 ’ + z
— (1 Al)e ¥ (1 A2)e
A =t A =
1 Al 2 Al
(1+e ) (1+e 72)
. n : n
lim A1 = lim A2 = 0.567143290409784
: n n n - :
Soit (T ) =T (A, A.), nous avons les résultats suivants
152 b277] 2
n n n
b 2 1552
CUBINLNGRLOGOGRGT D, o U GOGHUWNYNYOUDEOU  JH91902 763105010+
B O L RV (VA RPN R RPN A O LRI PZOT DL EA LN 0y JH5ATP L R2Y T st T o (1Y
b TV UMY T U By BT T GPTSGAITART N JHAT I 020054500 29041y
SEBTEY AR BTG S RAD Nal CLETT A% eSS U g (AT RGO T rANe DY

Théoneme 7

Soient a e R, (a7, AD) ¢ @O

S dn,¥nz>n : AA" # 0, A2An #0 alors (4 n,y, ¥n > n, : ™ = a <=>
o o 1 1 1 1 1i 5.2
= n e N, 3CeR, ¥n > n A; = a+c AA?

. n _ .
Pour la preuve de '"<='", la condition AAl # 0 n'est pas nécessaire.
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CHaPITRE 1

CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE FINI
DE TRANSFORMATIONS DE SUITES



32

INTRODUCTION

On suppose données Sl’ vees Sk (resp. Als -eey Ak) k familles de suites

fesp. k transformations de suites) telles que chaque famille de suites Si

est accélérée par la transformation de suites Ai' .

Une question se pose : Est-il possible d'accélérer v ?i?

La réponse & cette question est négative en généra11E7], cependant il est
k

parfois possible d'accélérer u S, en utilisant la technique de sélection

.

i=1
automatique entre Ay vees Ak’ proposée par J.P. DELAHAYE [9].

Au paragraphe !, nous étudions des transformations particuliéres de k sui-
tes dites méthodes de s€lection entre k suites, qui vont nous servir pour
la construction des transformations de suites destinées & 1'accélération

k
de u S..

Nt

1i=1
Au paragraphe 2, nous rappelons les coefficients de décompte introduits dans
[97 et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte.
Au paragraphe 3, nous étudions des méthodes de sélection basées sur les
coefficients de décompte du paragraphe 2.
Le paragraphe 4 est consacré & des définitions que nous utiliserons ensuite.
Au paragraphe 5, nous &tudions des méthodes de choix automatique entre
transformations de suites basées sur le calcul du diamé&tre de 1'ensemble
constitué par les q (qQ e N, g 2 2) derniéres réponses de chacune des trans-
formations en compétition et nous présentons de nouveaux résultats pour
les méthodes de sélection introduites dans [9].

Au paragraphe 6, nous étudions des méthodes de sélection entre transformations

de suites, utilisant les termes de la suite d transformer.

k
Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de u Si
k i=]
sont faciles 2 vérifier que les conditions d'accélération de u Si par les

i=1
méthodes de sélection proposées au paragraphe 5.

Au paragraphe 7, nous étudions des méthodes de sélection basées sur la

pondération des distances entre les réponses consécutives des transformations





























































































































































































































































































































































































































































































































