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INTRODUCTION

Lorsqu'on veut accélérer une suite, on se trouve confronté au probléme du

choix d'un procédé d'accélération de la convergence ([13, [2], [4], [5], 6],
£71,0183,019]) ayant le plus de chance d'étre efficace ; peour s'affranchir de cette
difficulté, J.P. DELAHAYE ([7], [9]) a proposé 1'idée de mettre en compétition
plusieurs méthodes d'accélération de la convergence et de choisir algorithmi-
quement & chaque &tape 1'une des ré&ponses des transformations en compé&tition,

en d'autres termes, 1'id&e consiste 3 construire une nouvelle transformation

plus efficace & partir des transformations en comp8tition. Le but principal de

ce travail est de développer 1'idée de la sélection en transformations de

sultes.

Au chapitre 1, nous rappelons le formalisme général de la notion de transfor-
mation de suites et d'algorithmes pour suites ([7], [8]) et nous nous
intéressons & 2 types de transformations de suites (Transformations 3 k
réponses ; Transformations de k suites) et & 2 types d'algorithmes pour suites

(algorithmes pour suites 3 k réponses, algorithmes pour k suites).

Au chapitre 2, nous introduisons deux notions d'accélération de la convergence
pour les transformations de k suites, ensuite nous donnons une condition suffi-
sante de la non-accélérabilité 3 1'aide d'une transformation de k suites et

nous terminons ce chapitre par 1'étude de 2 transformations de 2 suites.

Au chapitre 3, nous étudions des transformations particuliéres de k suites
(méthodes de sélection entre k suites), nous &tudions des méthodes concrétes

de choix automatique entre un nombre fini de transformations de suites, permet-
tant sous certaines conditions, 1'acc&lération d'une réunion finie de familles

de suites accélérables.

Au chapitre 4, nous comparons numériquement les méthodes de sélection présentées

au chapitre précédent, les résultats numériques de ce chapitre montrent bien



1'intérét du choix automatique entre les transformations de suites.

Au chapitre 5, nous envisageons des méthodes de sélection entre une infinité
dénombrable de transformations de suites, nous &tudions des méthodes parti-
culiéres de choix automatique entre une infinité de transformations de suites
associées 3 une infinité dénombrable de suites auxiliaires dans 1'extrapolation
de Richardson ; nous introduisons des sélections répétées entre les réponses

du tableau d'une transformation de suites, enfin nous proposons deux techniques
permettant de localiser les points d'instabilité numérique dans le tableau

d'une transformation de suites.

Au chapitre 6, nous proposons une généralisation en un certain sens des méthodes
de controle des erreurs [3] et nous en déduisons des méthodes de sélection entre
5 ; - - IR'IN\ 2N 5
transformations de suites a 2 réponses de a valeurs dans (R”) , enfin nous
€tudions des méthodes générales de sélection entre transformations de suites

a 2 réponses.



NOTATIONS GENERALES

N : ensemble des entiers naturels.
N'=n - {0}

]R+={xe]R|x20}

R, =R, - {0}

l'ensemble vide ou la suite vide.

Q

Soit E un ensemble, nous désignons par :

n } _ n

(x7) : la suite de terme général x ¢ E.

ﬁN : ensemble des suites infinies d'éléments de E.
EGN) : ensemble des suites finies d'éléments de E.

. *
Soit k ¢ N , nous notons par :

tr

le produit cartésien E X E X ... X E

Y
k fois

Lorsque E est muni d'une distance, nous noterons par :
Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E.

. n ﬁN . .
Quand une suite (x ) ¢ , est convergente, nous noterons x sa limite et

.. . n n . n
nous &crirons lim X = X ou encore x - x ou plus simplement x - x.
n—)oo

Soient E, F 2 ensembles, nous désignons par :
f : E~>F : fonction de E vers F.

dom f : le domaine de définition de f.



CHAPITRE 1]

TRANSFORMATIONS DE K SUITES
ET
TRANSFORMATIONS A K REPONSES



INTRODUCTION

Aprés un rappel des définitions générales de transformations de suites et
d'algorithmes pour suites introduites dans [7], [8] nous nous intéressons 3

2 types de transformations de suites et d'algorithmes pour suites.

1 - RAPPELS

Pour plus de détail en ce qui concerne les définitions que nous allons pré-

senter dans cette section, consulter [7], [8].
Soient E, F 2 ensembles.

Desindition ]

On appelle transformation de sudites de EY & valeurs dans 1~JN toute foncticn

de B dans F.

Dans toute la suite, nous notons Trans(E, F) 1'ensemble des transformations
de sultes de QN d valeurs dans gN.

Soit T ¢ Trans(E, F) nous notons dom T le domaine de définition de T.

Désinition 2

On appelle algonithme poun suites de B & valeurs dans P La donnde :
LDJRVEs 1) g

® ™ L xxn.

£} d'une fonction R : N x E

AL) d'une 4onetion € = (o, B) : N x E

Appliqué 3 une suite (xn) € ﬁN, 1'algorithme A = (R, C) fonctionne de

la manidre suivante

Etape 0
a) Caleulen C(0, @, @) = (a(o), B(o)) ¢ K x N.
b) Caleulen t° = R(O, (xa(o), vy x‘B(O)), @) ¢ F.



Etape i

=1 ) xB(i-l)

a)l Calculen C(i, (x s e ),(to, ...,ti_l))=(a(i), R(1)) e N x N.

b) Calculen ti = R(i, (xa(i), - xs(i)), (t°, o ti_l)) e F.

(t' est Lo (i+1)-eme tenme de fa suite thansfommée).

. n _ i
L'ensemble des suites (x ) ¢ ﬁN pour lesquelles le calcul des réponses t
se poursuit indéfiniment (c'est & dire sans jamais sortir du domaine de
définition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de 1'algo-

rithme A = (R, C) et sera noté dom A.

On note par Alg(E, F) 1l'ensemble des algorithmes pour suites de ﬁh a valeurs

dans fm.
Soit A ¢ Alg(E, F).
On note par TA la transformation de suites ayant pour domaine dom A et qui

a (xn) € dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A &

Soit T e Trans (E. F), s'il existe un algorithme A ¢ Alg(E, F) tel que

>
|

= T, on dira que T est une transformation algorithmique.
On note par TAlg(E, F) 1'ensemble des transformations algorithmiques de

EN a valeurs dans fN.

Dedinition 3

Scit k e .

On appelle algorithme k-noamal de B & valeuwrs dans B La donnde d'une suite
de fonctions (fn) telle que : ¥ n e N, £ VR b,

Appliqué & une suite (x°) e ﬁN, L'algorithme k-nommal A = (fn) fonctionne

de La fagon suivante :

t% = f (xo, e xk)

o
t1 = fl(xo, y xl+k)
n o n+k



Lorsque k = 0, 1'algorithme est dit normal.

L'ensemble des suites (xn) € ﬁN telles que ¥ n e N : (xo, censy xn+k) ¢ dom fn
est appelé domaine de définition de 1'algorithme A = (fn).

On note par Normk(E, F) 1l'ensemble des algorithmes k-normaux de ﬁN 3 valeurs
dans fN.

Soit A = (fn) un algorithme k-normal, on note TA la transformation de suites
dont le domaine de définition est celui de 1'algorithme A et qui 2 &M e

dom A fait correspondre la suite (tn) obtenue en appliquant A ? =M.

Soit T ¢ Trans(E, F), s'il existe un algorithme A ¢ Normk(E, F) tel que

T = TA, on dira que T est une transformation k-normale.

L'ensemble des transformations k-normales de éN 3 valeurs dans fN sera noté

TNormk(E, F).

Désinition 4

Soit k e N
On appelle algernithme & k mémodres de B 2 valeuns dans P La donnde :

d'une suilte de 4enctions (£ ) avec :
d n

£ 2 E™ 5 F oain < k.

n
fn:Ek - F 44 n 2 k-1.

Appliqué a une sudlte ") e ﬁN, L'algornithme & k mémoires M = (fn) jonctionne

de La 4agon sulvante :

t
"

fn(xo, xl, cens xn) A4 n < k.

t" = f bg}k+l
n

s ey X)) A4 m o2 k-1,
L'ensemble des suites (xn) € EN telles que :

1

¥n<k: (xo. Xy eaes xn) € dom fn.

¥n 2= k-! : (xn—k+1, ey xn) € dom fn

est appelé domaine de définition de 1'algorithme M = (fn), et sera noté dom M.

On note par Mémk(E, F) 1l'ensemble des algorithmes & k mémoires de ﬁN a valeurs

dans fN.



A tout algorithme 3 k mémoires M ¢ Mémk(E. F), on associe la transformation
T . P . -
M ¢ Trans(E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui, &

(xn) ¢ dom M, fait correspondre la suite (tn) définie plus haut.

Soit T ¢ Trans(E, F), s'il existe M ¢ Mémk(E, F) tel que ™M =T on dira que
T est une transformation 3 k mémoires.

On note TMémk(E, F) 1'ensemble des transformations 3 k mémoires de éN a

valeurs dans EN.

2 - TRANSFORMATIONS DE SUITES A K REPONSES

Soient E un ensemble ; k eIN*.

Dé4inition
. . . . X, k N
On appelle transfonmation de sudltes & k néponses de a valeuns dans (E7),

toute transjormation de suites de ® valeuns dans (Eka.

. . - . - N
Soient T une transformation & k réponses de ﬁN 3 valeurs dans (Ek) 3

(xn) ¢ dom T, on note par ™ = (AT, ceey AE) le terme général de T(xn).

Remarque
La donnée d'une transformation de suites & k réponses est équivalente 2 la
donnée de k transformations de suites dont 1'intersection des domaines est

non vide.

3 - ALGORITHMES POUR SUITES A K REPONSES

Soient E un ensemble ; k e'N*.

Dé4inition
On appelle algorithme pourn suites & K neponses de 2 a valeurs dans (Ek)]N

tout akgcnithme pour suites de £ & valewrs dans (Eka.



La transformation de suites associée 3 un algorithme 3 k réponses est dite

transformation algorithmique & k réponses.

Remarque
La donnée d'une transformation algorithmique 3 k réponses est &quivalente
3@ la donnée de k transformations algorithmiques dont 1'intersection des

domaines est non vide.

Soit Al’ oy ﬁk ¢ Trans(E, E), 151 dom Ai # ¢ ; T la transformation de suites
qui i (xn) € 121 dom Ai fait correspondre (A?, cees AE).
Propriéte 1
1) Soit p € N,
T est une trhansfcrmation p-nonmafe <=> ¥ i ¢ {1, ..., k}, Al est une thans-

formation p-normale.
2) Soit p e N,
T est une thansfenmation a p mémoines <=> ¥ i ¢ {1, ..., k} : A est une

thansformation & p mémoines.

4 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES RATIONNELLES

Soit K un corps.

. N , N . kNN
Soient p ¢ N, T une transformation & k réponses de K & valeurs dans ) ,
associée 3 un algorithme p-normal (fn)'

n o n+ 1, 0 n+ k, o n+
¥ (x') edom T : fn(x se oo X p) = (fn(x ye e sX p),...,fn(x yeee,X p)).

O ¥neN, ¥1e¢ {1, ..., k} : f; est une fonction deI]Kn+p+1 3 valeurs dans K.

On dit que T est une transformation p-normale & k réponses rationnelles ssi

¥nelN, ¥ie {1, ..., k}, f; est une fraction rationnelle des variables

0 n+
Xy evey X P
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13 k 5 & o
On note par NormpGK,ZK ) 1'ensemble des transformations p-normales a k réponses
rationnelles.
On définit de la méme fagon : les transformations & p mémoires, & k réponses

rationnelles et on note par TMém;GK,iKk) leur ensemble.

5 - TRANSFORMATIONS A K REPONSES LINEAIRES

Soit E un espace vectoriel.

. * y o _ P .
Soient p e N, k ¢e N ; T une transformation & k réponses associée a un
algorithme p-normal (fn).

On dit que T est une transformation p-normale 3 k réponses linéaires ssi

el dans Ek.

¥nelN : f est une application linéaire de E
n
T £ k \ . - ~
On note Normp(E, E") 1l'ensemble des transformations p-normales 3 k réponses
linéaires.

De fagon analogue, on définit les transformations a p mémoires, & k réponses

linéaires et on note TMémﬁ(E, Ek) leur ensemble.

6 - TRANSFORMATIONS DE K SUITES ET ALGORITHMES POUR K SUITES

Soient k ¢ N ; E un ensemble.

- On appelle transformation de k suites de (Ek):lN a valeurs dans ﬁN toute

transformation de suites de (Ek)]N a valeurs dans ﬁm.

~

- On appelle algorithme pour k suites de (Ek)]N a valeurs dans ﬁN tout algo-
rithme pour suites de (Ek):IN a valeurs dans ﬁm.

- Quand une transformation de k suites est p-normale (p ¢ N) (resp. 3 p mémoires
(p € N*)) on dira que c'est une transformation de k suites p-normale (resp.

a p mémoires).
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7 - TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DE K SUITES

Soient k ¢ I\I* 3 K un corps.
Soient p ¢ N ; T une transformation de k suites de GkaN 3 valeurs dans K

associe 3 un algorithme (fn) p-normal de GkaN ad valeurs dans R.I{

. n n . o o n+p n+p
Si ¥ (Al’ ey Ak) € dom T : fn((A ,...,Ak), e (Al ,...,Ak )) est une
fraction rationnelle des variables A?, ey Ao, Ai, ey Ai, oo A?+p,...,AE+p.

Alors on dira que T est une transformation rationnelle, p-normale de k suites.
On note par TNorm;(]ﬁ(k,][() 1'ensemble des transformations ratioﬁnelles p-normales
de k suites de C|Kk)]N 3 valeurs dans IKN.

On définit de fagon analogue, les transformations rationnelles & p mémoires

de k suites, et on note par TMém;GKk,iK) leur ensemble.

8 - TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE K SUITES

Soient k € N ; E un espace vectoriel.
. . . kN . ém
Soient p ¢ N ; T une transformation de k suites de (E7) 2 valeurs dans s
... . kNN | éN
associée 3 un algorithme (fn) p-normal de (E°) & valeurs dans .

ntp+l dans E alors, on

Si ¥nel: fn est une application linéaire de (Ek)
dira que T est une transformation linéaire, p-normale de k suites.

On note par TNormﬁ(Ek, E) 1'ensemble des transformations linaires p-normales
de k suites de (Ek)]N d valeurs dans ﬁN.

De la méme fagon, on définit les transformations linéaires 3 p mémoires

de k suites et on note TMémﬁ(Ek, E) leur ensemble.

9 - COMPOSITION DE TRANSFORMATIONS A K REPONSES ET DE TRANSFORMATIONS

DE K SUITES

€ Trans(Ek, E) avec Im T, < dom T, ol

Soient T, ¢ Trans(E, Ek), T 1 )

1 2
Im T, = {1, &™) | &™) ¢ dom T L.
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Définition

On appelle transformation composée de T, et T la transformation de suites

1 2’

notée T, o T, ayant pour domaine dom T,, définie par ¥ (xn) € dom T

2 1

T, 0T " = Tz(Tl(xn)).

1’ 1

Propriéte 27

1) ST, ¢ Alg(E, Xy, T Alg(EX, E) alons T, 0 T, ¢ Alg(E, E).

2) Soient p, q e N.

. S T1 € TNormP(E,Ek), T2 € TNormq(Ek,E) alons T2 o T] € TNormp+q(E,E).

e S T1 € TNorm;(E,Ek), T2 € TNormz(Ek,E) alons T2 o T1 e TNorm;+q(E,E).

. Sk Tl € TNormﬁ(E,Ek), T2 € TNormﬁ(Ek,E) alons T2 o T1 € TNorm§+q(E,E).
3) Scient p, q e N".

L S{T e TMémp(E,Ek), T, ¢ TMémq(Ek,E) alons T, o T, « TMémp+q_l(E,E).

L ST e TMém;(E,Ek), T, ¢ TMém;(Ek,E) alorns Ty o T, « TMém;+q_1(E,E).

. S Tl € TMémﬁ(E,Ek), T2 € TMémﬁ(Ek,E) alons T2 o T1 € TMém£+q_l(E,E).

Vérifions le premier point de 3).

Soient T, « TMémp(E,Ek), T, e TMémq(Ek, E) telles que Im T, < dom T,.

. _ T
11 existe M = (fn) : Mémp(E, Ek), N = (gn) € Memq(Ek, E) tels que Tl = M,

Soit (xn) € dom T].
- AE) avec

fn(xo, —— xn) sin < p.

~

_‘D>

=
]

n n £ (Xn-p+1

(Al, ooy A = P xn) si n > p-1.

n o o n n .
Posons : t = gn((Al’ Ry Ak), i (Al’ NP Ak)) si n < q.

n-q+l n-q+l
1 >

" =g ((a PO i PP (A?, el AE)) sin > q-l.

Supposons p < q.

On considére 1'algorithme H = (hn) € Mém (E, E) ayant pour domaine

p+q-l

I : n . o s ;
dom T, ; H appliqué 2 une suite (x ) ¢ dom T, fonctionne de la maniére suivante :

1 1
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o o n .
gn(fo(x ),..,fn(x yeesX )) sin<p
o o p-1 1 P n-p+1 n
gn(fo(x ),..,fp_l(x yeosX ),fp(x yeesX ),..,fn(x yeesX ))
hn(xo,..,xn)= si p £n < q-l
o n-q+1] o -1 1 n-p+1] n
gn(fn—q+l(x se e X q )’°"fp—l(x ,..,xp ),fp(x ,..,xp),..,fn(x P yeesX ))
si g-1 £ n < p+q-2

b - (Pram1)+l Yoeaf TP

—(p+q-1
n (xn (p+q )+1’

n,_ n-g+1
seesX ) gn(fn_q+1 I 4

si n > p+g-l

En remplacgant fn(xo, e xn) par (AT, e AE) sin<pet

fn(xn_p+l, N xn) par (A?, N Az) si n 2 p~l, nous obtiendrons
n-(p+q-1)+1 n
ye

hn(xo, cees xn) =t" sinc< p+q-1 et hn(x esX ) = t" sin > p+q-1.

j=n}

.01 . . ce s .
Soit 'H la transformation de suites associe & 1l'algorithme

Nous avons dom TH dom(T2 o Tl)et ¥ (xn) e dom TH : TH(xn) T2 o Tl(xn) = (tn)

par conséquent TR T, o T, € TMém l(E, E).

2 1 pta-

Pour le cas p 2 q, la démonstration est analogue & la démonstration précédente.

1), 2) sont évidentes.

il
Remarque
Soient Tl’ T2 ¢ Trans(E, E) telles que Im T] c dom TZ'
I1 se peut que T2 o T1 soit p-normale (p ¢ N) sans qu'il existe r ¢ {0, ..., p}
tel que T1 est r-normale, T2 est (p-r)-normale.
Exemple
Soient T1 : EN - ﬁN y T2 : EN - ﬁN
(xn) R (X2n) (Xn) N (yn) avec yn _ X[n/2]
[n/2] : partie enti&re de n/2.
T, o T (xn) = (xn), par conséquent T, o T, est normale, nous avons

2 1

T2 € TNorm(E,E), T

2 1

] n'est pas normale.
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CHAPITRE 1

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DE K SUITES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous introduisons au paragraphe 1 deux définitions d'accé-
lération de la convergence pour les transformations de k suites "accélération

totale", "accélération partielle'.

Au paragraphe 2, nous donnons une condition suffisante de la non accélérabi-
1ité d'une famille de suites par une transformation de k suites.
La condition présentée ici est moins forte que la condition de rémanence

restreinte et plus forte que la condition de rémanence [71, [14], [15].

Aux paragraphes 3, 4 nous &tudions deux transformations de 2 suites.

NOTATIONS
E : espace métrique dont la distance sera notée d.
ﬁN : ensemble des suites infinies d'éléments de E.

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E.

Conv*(E) = {(xn) € Conv (E) [ 3 n_s ¥n>2 n ot <" # lim xn}.

. *
Soit (xn) € Conv (E), nous notons

EtiA(xn) {(xi(n)) € Conv(E) [ ¥n : i(n+l) i(n) ou i(n+l) = 1(n)+l
et i(n) - «}
n—)OC

EtiB(xn) = {(xi<n)) ¢ Conv(E) | ¥n : i(n+l) i(n) ou i(n+l) = 1i(n)+1

et 3 N, ¥n 2N : i(n) < NJ.
Eti(x") = Etia(x™) u EtiB(x").

. *
Soit k ¢ N , nous notons

* n k . ’ n,.. n
Convk(E) = {(x ,...,XE) ¢ Conv(E") l 3 n_s ¥ nxn _, 3 iefl,...,k} : xi#llm xi}.
= n n k . n _ o4 n
Convk(E) = {(xl,...,xk) € Conv(E") | lim X = ...0= lim xk}

- * - *
Convk(E) = Convk(E) n Convk(E).
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Soient Sl’ D Qb Sk ¢ Conv(E), nous notons :

_ n n - . . ,.n
Sl oL Sk {(Xl’ cee s xk) € Convk(E) |l v 1i¢e {1, ..., k} : (Xi) € Si}

1 - ACCELERATION TOTALE, ACCELERATION PARTIELLE, DEVINATION

Soient (x") e Conv(E), (A?,...,A;l) e Conv, (E), lim x" = lim AJ=...=lim A = x.
- Nous dirons que (xn) accélére totalement (AT, o Pk AE) ssi

¥e>0,dn, ¥n> n_ ot d(xn, x) < € min d(A?, %)
© 1<j<k
. n L . n n .
- Nous dirons que (x ) accélére partiellement (Al’ o Ak) ssi
3 io e {1, ..., k} tel que¥e > 0, 3 n_s ¥ n > n : d(xn, x) < Ed(A? 5 X)is
o
n

- Nous dirons que (xn) devine (A?, S AE) ssi d nos ¥n > nootx =X

Soit S c Eonvk(E).
- Nous dirons que S est totalement (resp. partiellement) accélérable ssi

il existe une transformation normale T de k suites telle que :

¥ (AT, RN AE) € 5 i T(AT, N0 AE) accélére totalement (resp. partiellement)
n n
(Al’ AR Ak).

- Nous dirons que S est devinable ssi il existe une transformation normale

n
k

n

T de k suites telle que ¥ (A?, Sl Ak) € S 3 T(AI’ ceey AE) devine (A?,...,A ).

Notations

Dans toute la suite, on désigne pariPio, io e {1, ..., k} la transformation

de k suites qui 2 (A?, R AE) € (Ek)N fait correspondre (A? ).
o

Soit S < (Eka, nous notons par

Pio(s) - {EBY e |3 (AT, e AE) €S, ¥n: B = A?O}

1.1 - Propriétés des familles devinables

Proprietd 1

Solent Sl’ ...s S c Conv(E), S

Kk 1:...:k
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S{ 3 io e {1, ..., k} tel que S, est devinable alons S
(o]
est devinable.

Propriete 7

Soit S <« Eonvk(E).

1) S84 13 i« {1, ..., k} zel que P, (8) est devinable alons S est devinable.
2) Lonsque K 2 2, AL se peut que S Zoi,t devinable et qu'il existe

io e {1, ..., k} zel que P, (S) s04it non devinable.
(o]

Preuve

1) Résulte du fait que § CZPI(S) I Pk(S) et de la propriété 1.

2) Prenons E =R, k = 2.

Soit A < R, nous notons ConvAGR) 1'ensemble des suites convergentes dont les

limites appartiennent 3 A.

Soiten B_ = {(0)} x Conv, ; @®), B, = {()} x Conv . (@), i ¢ N".
o {o} i i {l}
i
Nous avons :
oo
S= v B.1 est devinable par Pl.
i=0
Pz(S) = Conv{gR) 1 } est non devinable, car est une famille
seeeaTaees
rémanente.
O

Proprité 3

Solent S < Eonvk(E) ; io e {1, ..., k}

Sd
i) S est devinable
AL) pour toute sulte B") « P, (8), L€ existe une et une seule suifte
(AT, cees AE) € S vinifLant A? = B8 peur fout n e N.
(o]

ALons IP.l (S) est devinable.
(o]
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Preuve

D'aprés i), il existe un algorithme normal (fn) de k suites tel que

(e] n

n . n n
k),...,(Al,...,Ak)) devine (Al""’A

k

Considérons 1'algorithme normal (gn) pour suites, défini de la facon suivante :

n n . o
¥ (A], ey Ak) € S fn((A],...,A )

o} (o} (o} n n n

¥ (8Y) eP, (5) : g (B ,...,BM) = fn((A‘l’,...,B poresly)yuvos (B0 oy B e ya))

o
ol (AT), ‘i (AE) sont données par ii).
Les fonctions g, ne sont pas définies ailleurs.
D'apres 1i) 1l'algorithme (gn) est bien défini.

La transformation T associée a (g ) vérifie bien : ¥ (Bn) e P, (S).T(Bn)
&n i

o
devine (Bn).
Notation

Soit S ¢ Conv(E), dans toute la suite nous désignons par S 1'ensemble des

suites (xn, T xn) € Conv(Ek) avec (xn) € S.

Proprietl 4

Soit S < Conv(E).

S est devinable <=> S est devinable.

PropriEts 5
1) Eonvk(E) est devinable <=> Conv(E) est devinable.

2) Eonv;(E) est devinable <=> Conv*(E) est devinable.

Preuve

1) =>]

Supposons Eonvk(E) est devinable.

Comme Conv(E) c Eonvk(E), il en résulte que Conv(E) est devinable par suite
d'aprés la propriété 4, Conv(E) est devinable.

<=]

Supposons Conv(E) est devinable.
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Comme Eonvk(E) = Conv(E) : ... : Conv(E), il en résulte d'aprés la

propriété 1 que Eonvk(E) est devinable.

2) Le raisonnement est analogue au raisonnement précédent.

0
1.2 - Propriétés des familles accélérables
Proposition 1
Sosent Sl, cees Sk c Conv(E), S = Sl R Sk # 0.
4) S4 3 i« {1, ..., k} tel que S, st accilirable alons S est partiellement
(o]
accélinable.

AL) Lonsque k = 2, 4L se peut que S s0it ftotalement accélérable sans qu'il

exdiste i e {1, ..., k} ted que s, 40it accélénable.
o]

Preuve
1) Evidente.

2) E=R, k = 2.

Soient Sl = {(xn) e Conv(R) | ¥n, 0 < xn+l < x" < 1}
S, = {(x™) e Conv(R) | ¥n -1 < x" < xn+l < 0}.
Sl’ S2 sont rémanentes [7], cependant Sl : 52 est totalement accélérable par

la transformation de 2 suites qui & (A?, A;) € S1 : 82 fait correspondre

la suite (o).

Proprilte 6
Soit S ¢ Conv(E).

S est accélinable <=> S est totalement accélirable <=> S est partiellement

accélinable.

Proposition 2

Soilt S c Eonvk(E)
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A) SL 4 i e {1, ..., k} tet que P, (S) est accélernable alons S est parntiel-
(o]
Lement accélénable.

L) Lomsque k 2 2, 4L se peut que S 404t totalement accélérable sans qu'il

existe i« 1Y, ccvy k} el que P, (S) s04it accélfénrable.
o k
AA) SL S est parntiellement accélérable alorns n 'Pi(s) est accelénable.
i=1

Preuve

i) Résulte de la partie i) de la proposition 1 et du fait que

S CIP] $ e Pk(S).

ii) E =R, k = 2.

Soit S = EtlA(n+l’ n+]) U (EtlB(———) EtlB(———J) U (EtlBC-———) EtlB(————O)

S est totalement accé&lérable par la transformation de 2 suites qui 2
AD+AT

n ,n . 2
(A], A2) € S fait correspondre ( 3 )

P (S) (resp. P (S)) contient Etl(———) (resp. Etl(- )) par conséquent
PI(S), PZ(S) ne sont pas accélérables.

iii) évidente.

2 - k-REMANENCE

Soient k ¢ N 31 S e Eonvk(E).

Nous dirons que S est k-rémanente ssi S vérifie la condition suivante

(appelée k-rémanence).

a) 12 exdste une suite (An) € Conv*(E).

b) 12 exste (AT’O, cens Ak Yy suey (AD? e A ), ... telles que :

b)) ¥ieN: (A?’l, A;"l) > b ..., Y.
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c) Poun toute suite strictement crnodlssante d'entiens (mi) on a :
0) Poun £'entier m, £L existe i@ ), ...y i (m) € {1, ..., k} tels que

n,o n,o o
("7 -+ ¥ ) e 5ol

] +1,1 m,]

(3% = (a9°°,...,AT000%, ATt 0, AT s ee )
| 1 1 1l(mo) 11(m0)
n,o 0,0 m ,0 m.+1,1 m, |

(v,27) = (A7, «ouy 0’7, A.O, >, ..., A’ , )
K Ay A i, @) i (m)

1) Pour £'entier my, AL existe i (@), ..., i, (@) € {1, ..., k} Zels que

n,l n,l o
(yl s o Vi Yy € S ol
1 0,0 m ,o ,m +1,1 my, ] my+1,2 m,2
(v )=(a%°, . ,AT02 0 AT0T L AT AT AT seed) ‘
1 1 1 1l(mo) 11(m0) 1](ml) 11(m])
1) 0,0 mg,o ,m.+1,] my, m,+1,2 m, 2
(yR ) =(a20, AT AT e AT AT P LA, et
Uk k k 1k(mo) 1k(mo) 1k(ml) 1k(m1)

-----------------------------------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

L) Pour £'entien my, L& existe i), ..., i, (m) e {1, ..., k} tels que

(y?’l, ey yz’l) e S ol
- i +1,1 m,,l mi+1,2 Mo, 2
(v Hy=(a%70, .., AT 0 AT o L L AT AT AT
1 1 1 11(m0) 11(m0) 11(m1) 1](m])
amitlL il me il
1l(mi) 11(mi)
+1,1 my,l m,+1,2 mo,2
()= (a0, L AT O AT o L AT AT 0T LA
K 0=y A i () i @ )R @) i @)
Am-+l,i+1 m; i+l )
B Y- Y yeoo
i (m) i, @)
d) La suite (zj‘, 22) appartient & S ol
o Ty _ 1,050 my,0 ,my+l,1 m],l m-_1+1,i mj,i
(zD=(A]"", .., ,Ail(mo),...,Ail(mo),...,Ail(mi_l),...,Ail(m 5L
m.+],i+1 mi4q ,i+l
.1 Y yeoe )
1](mi) 11(mi)
n 0,0 m,,0 .m_ +1,1 my,l mo+l 1
(Z )_( ’ ’ 9A o ,A_O i ’ ,A_l’ ’ ,A_l' i m:,1
W= k 1k(mo) 1k( ) 1k(mi-l)’ "Ai;(mi 1)’
mi+l,i+] mi4],i+l )
L ig(my) 777 i (@) e
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Remarque

S est l-rémanente <=> S est rémanente au sens restreint.

Théoneme 1

Soit S c Eonvk(E).

1) S{ S est némanente au sens hestreint alorns S est k-némanente.

2) SL S est k-nlmanente alors S est némanente.

3) Si S est némanente au sens général alons ¥ i e {1, ..., k}, ]Pi(s) est
nemanente au sens géntral.

4) S{ S est némanente au sens géneral alerns S n'est pas partiellement

accélinable.

Pour les notions de : rémanence, rémanence restreinte, rémanence généralisée

consulter [7], [14], T15].

Preuve du théoréme 1

.1), 2), 3) sont évidentes.

.4) soit S c Eonvk(E), S rémanente au sens général.

Supposons que S est partiellement accélérable, il existe un algorithme
normal (fn) pour k suites tel que ¥ (AT, cees AE) € S

o o n n . n n
fn((Al’ e Ak)’ Gty (Al’ Sw g Ak)) accélére (Al’ by Ak)'
N

~

Considérons 1'algorithme (gn) pour suites de (Ek)]N a valeurs dans (Ek)

défini de la fagon suivante : ¥ (AT, cersiy AE) €S

(o] (o] n
g (s oy By cons (B1s oo AE)) = (t", ..., t avec

n

_ o o n n
t = fn((Al, A e Ak)’ ST, (Al’ S5 Ak))'
Munissons Ek de la distance DO définie par :

k
¥ x = (Xl’ T xk), y = (yl, . yk) € B DO(X, y) = 1T?ik d(xj, yj).
Comme (tn) accélére partiellement (AT, 5 5w 3 AE), il est bien évident que

(tn, RPN t™) converge plus vite que (A?, s 0 AE) par conséquent S est

accélérable, contradiction.
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Remarques

1) Dans la preuve de 4), nous avons utilisé la distance Do’ nous pouvons
également prendre une distance quelconque &quivalente 3 Do'

2) La réciproque de 3) n'est pas vraie en général, en effet 1l'exemple pris
dans la démonstration de la partie 1i) de la proposition 2, vérifie : S est
non rémanente au sens général, cependantiPl(S),'Pz(S) sont rémanentes au sens

général.

3 - PROCEDE 82,2

n
2,2

n

de la suite obtenue, en appliquant ¢ a (Al’ A;) € GszN

Le terme général ¢
2,2

est donné par :

n, ,n n, . n
(AAZ)A1 (AAI)A2

- - si AA? # AATZ‘
(AAZ)—(AAI)

A?+] sinon

Ce procédé a été en méme temps obtenu par C. BREZINSKI [4] comme transformation

composite de 2 transformations de suites.

Remarques

1) €5 5 est une transformation l-normale de 2 suites.
3

2) Soit (A?, A;) € GRZfN avec AA? # AAE pour tout n ¢ N, nous avons
n .,n

n n
€y,2(8ys A

3) les quantités obtenues en appliquant ¢

€2,2
n+l

R . n
2,2 3 une suite (A, A )

vérifiant ¥ n:AzAn # 0, sont les quantités obtenues en appliquant le A2

dtaitken 3 (An).

n
2,2
n+l  n+l

((AS—A?),AT), ((A2 -A1 ),A?+1), par conséquent il est possible d'introduire

4) Lorsque AA? # AA;, 3 est la valeur en o de la droite passant par

plusieurs généralisations du procédé €y o
’
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n .n . e n . e
En prenant (AZ-AI) comme suite auxiliaire (resp. (A2) comme suite initiale)
dans 1'extrapolation de Richardson [1] nous obtiendrons d'autres transformations

de 2 suites.

Thécrneme ?

Soit (A?, Ag) € EODVZGR), 1im AT = lim A; = a.
o4 :
S{3o0,BeR, a<1<B 3n,¥nz2n :—¢7Ta, B] alors ¢ - a.
o) o n 252
AAI n—>«
La démonstration découle immédiatement de 1'expression suivante :
AD - A
i = An - _2______ our m =2 n
53,2~ B n P = Ty
AA
2
— = 1
AA1
U
Théoneme 3
Soit (AT, A;) € EonvZGR), lim A? = lim A; = g
A; - a AA; o n
S{ 1lim ——— = 1lim —— = A # | afors ¢ - a =o0(A -a).
n n 2,2 1
A - a AA
1 1
Preuve
n
A2 - a .
n n
€2,2 a - A] - a
An - a AAn
1 2 1
AA"
A; - a AA; e; 5 = &
Comme lim = 1im — = X # 1, il en résulte 2 - 0
n n n
A, - a AA Al - a n»
1 1 1
U

Remarque

Si A # 0 alors E; 9 accélére totalement (A?, Ag).
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Théoneme 4

Soient a ¢ R, (a7, AD) « ®3HY,
n
1 2,2

n n
+ a, # 0, ¥n2 n a](AI-a) + az(Az-a) = 0).

. n n n n
Si 3 n_, ¥no2 n_ Al # A2, AAW #AA2 aflons (3 n 2 n s ¥n22n, : ¢ = a) <=>

3 n 2n, 3 ap, a, ¢ R, o

La démonstration découle immédiatement de 1'expression suivante :

n n
A) )
AA" AAD
€n - 1 2 (n>n)
2,2 : : =0,
n n
BA) DAY

Les résultats des théorémes 2, 3, 4 ont &té &également trouvés par

C. BREZINSKI [4].

3.1 - Calcul de la racine carrée d'un nombre réel a > 0 & 1'aide du procédé €5

Soi R
oit a ¢ R,
Considérons la suite (AT, Ag) définie par :

A? point de départ

(n A

n_.a
2 n
1

b
]

A

° e]R*, (Ac;)2 > a.

o
A’ est tel que A1 +

1

On vérifie que ¥ n ¢ N : Ag < Ag+l < Va < A?+l < AT

. La suite (A?, A;) est convergente vers (Ya, va).

AAY
s — > -] (*)
AAn n-w
! n
A, - Ya
Comme (A?)est strictement décroissante, il en résulte - -1 (**)
A? - Va n»o
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D'aprés le théoréme 2 et la relation (x), on a € > Ya et d'aprés le

n
252

théoréme 3 et les relations (*), (%) on a €. ) = Va = O(AT - Va),

2.y
n n
€2,2 Va = o(A2 va).

a) Expression de eg p_en_fonction de a_et éT
n, 2
o ji_B(Al) +a
252

A" (AT)2+3a

. n . .
la suite Ez ) est strictement crolssante
]

Calcul de V13

3.60555127546399

o
1

En prenant A 9 dans (1), nous obtenons les résultats suivants :

n

A n

1 By o

.900000000000000D+01 . 30814810610B1480+01
.S22222222222222D+01 .3561530900212450401
.385579156217494D+01 .360527925097610D+01
361367157888024D401 .360555126520163ND+401
,3605560399055620+01 .3605551275463990+01

* X % A

3.2 - Résolution de f(x) =0

Soit f(x) = 0, une équation non linéaire ol f est une fonction de R &

valeurs dans R.

n+1

= o(x")

. . o AT Qe . 0
Etant donnée une suite (x") générée par un procédé itératif @, (x, x
telle que :

1) x" > x* avec f(x*) =0

2) ¢ est de classe C1 dans un voisinage de X"

3) ¢ (x) £ 1, [¢'(x )] = 1.

Considérons la suite (An, An) € GRZ):N définie par :
1 2

AT = xq ¥ n
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o _ o0
A2 =X
n n
Ag = Ai—l "+ (1 - Ai_]) xn+] n =1
Ax Ax

. n ,n PP s P .
La suite (Al’ A2) vérifie les conditions des théorémes 2, 3 par conséquent

n *_ n—*
82’2 X = O(A1 X ).

3.3 - Accélération des suites & convergence periodico-linéaire

Deginition
Solent k e?N*, =™ e Conv(R), lim %" = x.

On dit que (x™) est & convergence perniodico-Lintaine de pérniode k 584 4L

existe (8%, ..., Bl e &Y, 8%, ..., 85! ¢ {0, 1} tet que :
. 1 k-1

4188 ... BT <
nk+1 nk+2 nk+k

) lim 2T X o g% qgn E___ T X gl lim X___Z % _ gkl
nk ? nk+1 ot nk+k-1 ’
X - X b - X -

Les nombres réels Bo, ceey B - sont appelés les rapports de (xn).

Pour plus de détail sur les suites & convergence périodico-linéaire

consulter [7/1, [13].

Proposition 3

Pour la démonstration de la proposition 3, voir [7].

-

Soit (xn) € Conv(R) de limite x, & convergence périodico-linéaire de
période k et de rapports 80, Bl, e Bk_l.
Considérons la suite (A?, A;) définie par :

A? = xn, ¥ n e N.
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X sin<k
n
A2 =
xn_k sinz2k
Le terme général En de la suite ¢ (An An) est d é :
g 2,2 2,28 Ay s onné par :
n~-k, n n, n-k
(Ax )x -(Ax )x s Ax® 4 Axn-k, n >k
n-k n
Ax - Ax
En =
2,2
n+1l .
x sinon
Soit n = k
n—-k+1
n -1
AA2 N Axc? k i % k _ X <P k x
AA? Ax" xn+1 X _ " - x
n
X - X
Xn+1_
La suite 0—7;—35) étant pseudo-périodique de période k, par conséquent
X =X
bA, Ay=x
lim —= = lim , par suite d'aprés la proposition 3, on a
n n
AA A -x
2 1
847 Ay k-1,-1
lim —= = lim = (B ..... B ) # 1, par conséquent d'aprés le
n n
AA A-x
1 1
théoréme 3, En - x = o(xn—x).
2,2
Remarque

L'accélération d'une suite & convergence périodico-linéaire 3 1'aide du

-

procédé ¢ nécessite la connaissance de sa période, ce qui rend difficile

2,2°

1'utilisation de ¢ cependant en utilisant la technique [7] qui consiste

2,2°

a8 combiner les transformations de suites accé&lérant les suites & convergence

périodico-linéaire et les algorithmes de détermination de la période [7], on

-~

construit des algorithmes permettant 1'accé&lération des suites a convergence

périodico-linaire & 1'aide du procédé €) o
b4
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4 - PROCEDE Tl,2

P n . . - .
Le terme général T] 2 de la suite obtenue, en appliquant T1 o, @ une suite
H s

(A?, A;) € GszN est donné par :

n,.n
AAT AA
R
ATA
™, = ]
1,2
A?+l sinon.
Remarques
1) Tl 2(An,An) = T1 2(An, An+]) = (62) oli (eg) est la suite obtenue en
b b

appliquant le A2 d'aitken a (A").

2) Lorsque AZA? # 0, la quantité T? 9 est la valeur en o de la droite
bl
passant par (AA?, A§>, (AA?+1, A;+l), par conséquent il est possible d'into-

duire plusieurs généralisations du procédé T1 9
9
En prenant (AA?) (resp. (Ag)) comme suite auxiliaire (resp. comme suite

initiale) dans l'extrapolation de richardson, nous obtiendrons d'autres

transformations de 2 suites.

; n .n - ) n . n _
Soit (AI’ A2) € COHVZGR), lim A1 = lim A2 = a.
Théondme 5 AAn+l
Sida,BeR, a <1 <B,dn,¥nz=2n_ : 1 ¢ Ta, R] alons ™ - a-= o(1).
o o] 1,2
AA
1
Théonéme 6
Ag+l - a AAn+1 n n
S{ lim ———— = 1lim =A# 1 alonws T - a = o(A, - a).
n n 1,2 2
A2 - a AA1

Une conséquence immédiate des théor&mes 5, 6 est la proposition suivante :

Proposition 4

An+l - a An+1 - a

S{ lim —————— = lim 22— = ) # 1 alons
n n

A1 - a A2 - a
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4) T, 2(Arll, Ag) converge verns a pfus vite que (A;).

n

AL) T, 5 (Bys A?) converge vers a plus vite que (AT).
b

Les résultats de la proposition 4, s'appliquent & de nombreuses méthodes
de résolution de l'équation non linéaire f(x) = 0 ol f est une fonction

de R 3 valeurs dans R. [11, [5], (18], [19].

Essai numérique

Ty 2 ; =X < : 2
Soit 3 résoudre 1'équation x - e = 0 3 1'aide de 1la méthode de Newton.

On pose :

AT =0 ‘A, = 0.3
1 n & n
n, -A s n, -A
+ 1 ’ + z
— (1 Al)e ¥ (1 A2)e
A =t A =
1 Al 2 Al
(1+e ) (1+e 72)
. n : n
lim A1 = lim A2 = 0.567143290409784
: n n n - :
Soit (T ) =T (A, A.), nous avons les résultats suivants
152 b277] 2
n n n
b 2 1552
CUBINLNGRLOGOGRGT D, o U GOGHUWNYNYOUDEOU  JH91902 763105010+
B O L RV (VA RPN R RPN A O LRI PZOT DL EA LN 0y JH5ATP L R2Y T st T o (1Y
b TV UMY T U By BT T GPTSGAITART N JHAT I 020054500 29041y
SEBTEY AR BTG S RAD Nal CLETT A% eSS U g (AT RGO T rANe DY

Théoneme 7

Soient a e R, (a7, AD) ¢ @O

S dn,¥nz>n : AA" # 0, A2An #0 alors (4 n,y, ¥n > n, : ™ = a <=>
o o 1 1 1 1 1i 5.2
= n e N, 3CeR, ¥n > n A; = a+c AA?

. n _ .
Pour la preuve de '"<='", la condition AAl # 0 n'est pas nécessaire.
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CHaPITRE 1

CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE FINI
DE TRANSFORMATIONS DE SUITES
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INTRODUCTION

On suppose données Sl’ vees Sk (resp. Als -eey Ak) k familles de suites

fesp. k transformations de suites) telles que chaque famille de suites Si

est accélérée par la transformation de suites Ai' .

Une question se pose : Est-il possible d'accélérer v ?i?

La réponse & cette question est négative en généra11E7], cependant il est
k

parfois possible d'accélérer u S, en utilisant la technique de sélection

.

i=1
automatique entre Ay vees Ak’ proposée par J.P. DELAHAYE [9].

Au paragraphe !, nous étudions des transformations particuliéres de k sui-
tes dites méthodes de s€lection entre k suites, qui vont nous servir pour
la construction des transformations de suites destinées & 1'accélération

k
de u S..

Nt

1i=1
Au paragraphe 2, nous rappelons les coefficients de décompte introduits dans
[97 et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte.
Au paragraphe 3, nous étudions des méthodes de sélection basées sur les
coefficients de décompte du paragraphe 2.
Le paragraphe 4 est consacré & des définitions que nous utiliserons ensuite.
Au paragraphe 5, nous &tudions des méthodes de choix automatique entre
transformations de suites basées sur le calcul du diamé&tre de 1'ensemble
constitué par les q (qQ e N, g 2 2) derniéres réponses de chacune des trans-
formations en compétition et nous présentons de nouveaux résultats pour
les méthodes de sélection introduites dans [9].

Au paragraphe 6, nous étudions des méthodes de sélection entre transformations

de suites, utilisant les termes de la suite d transformer.

k
Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de u Si
k i=]
sont faciles 2 vérifier que les conditions d'accélération de u Si par les

i=1
méthodes de sélection proposées au paragraphe 5.

Au paragraphe 7, nous étudions des méthodes de sélection basées sur la

pondération des distances entre les réponses consécutives des transformations
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en compétition.

Ces méthodes de sélection, généralisent en un sens certaines méthodes de
sélection du paragraphe 5.

Au paragraphe 8, nous étudions des méthodes de sélection entre transfor-
mations de suites, bas€es sur la pondération des distances entre les
réponses consécutives de la suite a transformer et des transformations en
compétition.

Pour certaines d'entre ces méthodes, les conditions d'accélération de

k k
U S.l sont faciles & satisfaire que les conditions d'accélération de u Si
i=1 i=]

par les méthodes de sélection du paragraphe 7.
Nous terminons ce chapitre par 1'étude, au paragraphe 9, des méthodes
de sélection, basées sur la génération d'une suite d'ensembles de réponses

privilégiées.
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NOTATIONS
]R+={xelR]x20}.
]R:={xe1R|x>0}.

Soient K e'N* ;s E, F 2 ensembles. On note par :
Card E : le cardinal de E
EN : 1'ensemble des suites infinies dé&léments de E

Conv(E) : l'ensemble des suites convergentes de E

Conv**(E) ={(x) ¢eConv(E) | 3In,¥n>n :x #x_  }.
n o o n n+1
Ek : le produit cartésien E X .., X E,
2 e T
k fois
= n n n - k . n _ g n
Convk(E) = {(Al, cees Ak) e Conv(E") I lim A1 = ... lim Ak}.

f : E->F : fonction de E dans F.
dom f : le domaine de définition de f
Lorsque E est muni d'une distance d. On désigne par :
E' : 1'ensemble des points d'accumulation de E ;
E' = {x ¢ E [ ¥ ¢ eIR:, JyeE:0<d(x,y) <c}.
Soient A ¢ E, x ¢ E, on note par :

d(x, A) = inf d(x, y)
yeA
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1 - METHODES DE SELECTION ENTRE K SUITES

. & *
Soit E un ensemble non vide, k ¢ IN .

1.0 - Définition
Une trhansfonmation S de k suites, (S ¢ Trans (Ek, E)) est dite méthode
de s8Lection entre k suites As4L ¥ (Arl’, e, AE) e dom S :

n
S(AY, .oy &) = (A") avec A" € {a], ..., AY} pour tout n e N,

On note par TSélec (K, E) 1'ensemble des méthodes de sélection entre k

suites de (Ek)]N a valeurs dans ﬁm.

Exemple 1

P, .

o R R S
n n n

(Al’ R Ak) — (Ai).

Lesméthodes de sélectioniPi, ie {l, ..., k} ont pour domaine (Eka.

Exemple 2

% q
Soient (E, d) espace métrique ; q ¢ N , Gps wees aq eiR+ avec 2 a, = 1

: i=1
La transformation de k suites qui & (AT, ceey AE) € (Ekfh, fait correspondre
la suite (A?(n)) ol i(n) = 1 si n < g-1 et i(n) est le plus petit indice de
{1, ..., k} vérifiant :
% o, d@aVA, ARy o win % o, aal, sy L gins g, est
. . ’ . = : . ) 9 = 9

j=1 J 10" “iln) 1<f<k j=1 3 . <

-z = ; ; : kN
une méthode de sélection entre k suites ayant pour domaine (E) .

Définitions
. Un algorithme A pour k suites, (A ¢ Alg(Ek, E) ) est dit algorithme

de sélection entre k suites ssi la transformation de k suites associée



36

est une méthode de s€lection entre K suites.
. La transformation de K suites associBe 3 un algorithme de sélection
entre K suites est dite méthode algorithmique de sélection entre K suites.

On note par

ALGSéleC(K, E) : l'ensemble des algorithmes de sé&lection entre K suites de
(EKfN a valeurs dans éN.
TALG (K, E) : 1'ensemble des méthodes algorithmiques de sélection entre

sélec

K suites de (EK)]N d valeurs dans EN.

1.2.0 - Algorithmes normaux de sélection entre K suites

Un algorithme de sélection entre K suites est dit normal ssi la transfor-
mation de K suites associée est une transformation normale de K suites.

. La transformation de K suites associée 3 un algorithme normal de sélection
entre K suites est dite méthode normale de sélection entre K suites.

On note par

Normsélec(K, E) : l'ensemble des algorithmes normaux de sélection entre K

suites de (EK)]N 3 valeurs dans ﬂN.
TNorm _ (K, E) : 1'ensemble des méthodes normales de s&lection entre K

sélec
sultes de (EK)]N a valeurs dans EN.

Propesition 1

Soit scENY, s # 6.

T KN . i
[3 T ¢ Normsélec(K’ E) : dom T = S] <—? (¥ (xn) e (BE)Y, W1 eN, 3 (xn) e 8)

i i _
(xo, ey Xi) = (xo, cees Xi)) => (xn) e SJ.
Lemme ]

Soits « EOYY, 54 ¢
T K kN . i
[3Te Alg(E, E) : dom T = S] <=> [¥ (xn)e(E), (Vlem,a(xn)es

i i
(x~, ..., Xi) = (Xo’ ey Xi)) => (Xn) e SJ.
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Pour la démonstration du lemme 1 consulter ([ 7], page 17) ol la démonstration

a été faite dans un cadre plus général.

Preuve de la proposition 1

=>7] résulte du fait que TNorm (K, E) c TAlg(EK, E) et du lemme 1.

sélec
<=] K
Considérons la transformation T ¢ Trans (E, E), associée 3 1'algorithme

normal (fn) pour K suites défini de la fagon suivante :

n n o o n n,, _ ,n
¥ (A], R Ak) e S : fn((Al’ 2 diog Ak), o niny (Al’ coog Ak)) = A1

n e¢N ; les fonctions fn’ n ¢ N ne sont pas définies ailleurs.

pour tout

Montrons que dom T = S.
Par définition du domaine de T, nous avons : S < dom T.

Soit (AT, e, AE) ¢ dom T.

n n
. o o o o
Soit no ¢ N, nous avons ((AI’ ..;’nAk)’ ...,n(ﬁl S ey Ak )) € dom fno,
par suite i1l existe une suite (A1 o’ . O) € S telle que
o o n n o,n 0,n_ n_sn
((Al’ ceey Ak)’ cees (A1 s e Ak )) = ((A1 s e Ak ), cees (A1 ,
AnO,nO)) La suite (A" Uy vérifie : ¥ i e N, 3 (An’l n’l)
o Ay i su ERREET Ak vérifie : 1 ¢ N, IR Ak
o o i i o,1 051
e S telle que ((Al’ ey Ak)’ ceey (Al’ vy Ak)) = ((Al’ 5 0066 Ak’ ), 5
(A}’l, “aw Ai’l)) par conséquent, (A?, — Aﬁ) e Si
O

Une conséquence immédiate de la proposition 1 et du lemme | est la propo-

sition suilvante

Proposition 2

Soit s ¢ EOY, s # 9.

[3Tc¢e TNormséleC(K, E) : dom T = S] <=>[3 T ¢ TAlg (EK, E) : dom T = S]J
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1.2.1 - Algorithmes & g mémoires de sélection entre k suites

Soit q ¢ N

. Un algorithme A ¢ ALGsélec(K’ E) dont la transformation associée est une
transformation 3 q mémoires de K suites est dit algorithme & q mémoires
de sélection entre K suites.

. La transormation de K suites associée 3 un algorithme & q mémoires de
sélection entre K suites est dite méthode & q mémoires de sélection entre
K suites.

On note par :

sélezMémq(K, E) : 1'ensemble des méthodes a q mémoires de sélection entre

K suites de (EK)]N a valeurs dans QN.

Proposition 3

Soit s « EOY, s 4 0.

T, ] _ ) KN .
3T« sélecMemq(K’ E) : dom T = S] <=> [¥ (xn) e (E)Y, (W1eN
i i

i -
3 (xn) €S : (Xi’ ces xi+q-]) = (X.y oeus X

= 1
i i+q—l)) g (Xn) € SJ

Lemme 2

Soit S ¢ (EKfN, S# 60

ER TMémq(EK, E) :dom T = 58] <> [¥ (x) e &Y, Wi en,
i i

3 i . -
3 (Xn) €S : (Xi’ cees xi+q—1) (X.5 -ve, X

i i+q—l)) = (xn) e 1.

Pour la démonstration du lemme 2 voir ([ 7], page 31).

Preuve de la proposition 3

=>] résulte du fait que eZMémq(K’ E) c TMémq(EK, E).

sél
Considérons 1'algorithme (fn) 3 q mémoires de sélection entre K suites

défini de la maniére suivante :
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n n (o] o n n n .
. = <
¥y (Al’ cees AK) € S ¢ fn«Al’ p—— AK), lelols (AI’ . AK)) A] si n<q
—qtl —qgt+l
BTG sray B Jmsng (B oot AD) = Al si n>q-l

Les fonctions fn’ n ¢ N ne sont pas définies ailleurs.
Soit T la méthode de sélection entre K suites associde 3 (fn)'

On vérifie aisément que dom T = S.

Une conséquence de la proposition 3 et du lemme 2 est la proposition

suivante :

Propesition 4

Seit s ¢ EYY, s # 0.
Tores T, K
[ Te ., Mém (K, E) : dom T =8S] <=>[3 T ¢ Mém (E, E) : dom T = SJ.
sélec” g q

Propesition 5

*
Sodient K, q e N , K > 2,

Tmes T T =
sélecMemq+1 c Normsélec(K’ E) ¢ 'sélec(X, E).

1)

Tz
sélecMemq(K’ E) <

T T K
2) Normsélec(K’ E) ¢ Norm(E, E).

T T K
= L<=> =
3) Normsélec(K’ E) Norm(E", E) card E 1
Tsim T .2
4) Mém (K, E) = sélec(K, E) <=> card E = 1
sélec q
Preuve

1) et 2) sont évidentes.

. 3) =>1]. Supposons card E > 1. Soient a,, a, ¢ E, a # a,.

17 72

Considérons 1'algorithme normal (fn) pour K suites, défini par

n n KIN o o n n
¥y (Al’ e AK) € (E), fn((AI’ N Ak)’ PR (Al’ Gy Ak)) = a,.

N o i . .
En prenant (A?, ceey AE) € (EK) , vérifiant : ¥ i ¢ {1, ..., K}, ¥ n ¢ NN,
o n -
A? = a; nous aurons fn((A?,...,Ak),...,(Ar]l,...,Ak))#a1 pour tout nelN, par conséquen

(fn) n'est pas un algorithme normal de sélection entre K suites).
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<=] évidente
4) <=] évidente
=>] supposons card E > 1.
Soient a;s a, € E, a # ay.

Soit T : (EOY » &

n n

(A

] sin < g-l

?, ey AK) > (Ai(n)) ot i(n) est tel que :

i(n) =
jn si n 2 q, avec jn est le plus petit indice de {1, ., k} vérifiant
P BN
In n In BU
Lites
T, - . . .
. Nous avons T ¢ sélecMemq+l(K’ E) et a pour domaine S donné par :
s={@% .o, A e EY S wnzq, 35 {1, oo, kY2 AY S22 AD ).
1 K n ] ]
n n
Tyz
Nous allons montrer que T ¢ sélecMemq(K’ E).
Tosz
Supposons que T ¢ sélecMemq(K, E).
soit §' = (%, ..., A € EON /¥nzaq, 33 ell, oo, kb AT T
1 n In In
S' # ® car S ¢ S'.
n, 0 n, n

. n n o
Soient (Al’ v AK) e §', n ¢ N. Considérons

(EK)]N définie par :

n
pour tout i ¢ {1, ..., k} A° si
n,n N
A ° = A" si
: fi +q-1
A.0 s1
i
n, n n, n

La suite (A °

n, n n+l ,n

n < n < n +qg-l
o o

n > no+q—1

s oeens Ay °y ¢ S car 3 K« {1, ..., K} tel que :

AK ° = AK © pour tout n ¢ N, par suite d'aprés la proposition 3

on a (A?, vy A;) e S, par conséquent S' c S.(x)

Considérons la suite (A?, cees AE) € (EKfN définie par :

n
(Al) = (al, cees @1y Bps eees 8y A ceey A9,

2q fois q fois 2q fois

cevees)
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n n
(A2) = ... = (AK) = (a], ees @1y 8ps eees Bys A1, eee, ays a,, s @y,
N V — V V
(g+1) fois (3g-1) fois 3q fois 3q fois

: n n . n n . :
La suite (A], ceey Ak) e S' mais (Al’ iy AK) ¢ S ce qui contredit (*).

Ty
Z Mé
sélec

Tsélec(K, E) ¢ 5

Par conséquent (XK, E) ¢ <&

Mg+l 3

Ty e
éleCMemq(K, E).

1.3 - Alcorithmes de décompte-sélection entre K suites

On appelle algorithme de décompte-sélection entre K suites la donnée

. . n . -
1) de K suites de fonctions (fi)néN’ ie{l, ..., K} od

il

¥neN, ¥ie{l, ..., K} : f? : En+1 > R,.

2) de K suites d'applications (C?) iedly eaes B} ot

nen’
Vnem,vie{h.“,k}:@:{o,HMI»N

e 7 | =
eCMemq(lx, E) et d'aprés 1) on a

_ n n ‘ . - e ;
On note par A = ((fi)i=l,K’ (Ci)i=l,K) l'algorithme de décompte-sélection
donné par 1), 2).

' : _ n n .. . n
L'algorithme A ((fi)i=], K’ (Ci)i=l,K) appliqué 2 une suite (Al’ o5 A

=

(Eth fonctionne de la fagon suivante :
¢tape n
1) Caleulern pourn tout i e {1, ..., K} : t? = f?(&i, vees AL
2) Pour tout 1 ¢ {1, ..., K}, posen :
1 44 th = min t9
m(t?) I<j<K

0 s4non

3) Cateuler B% = Com(t)), ..., m(t™) pour tout i € {1, ..., K}.
Pl X p & b

4) Posen A" = A?(n) avec i(n) est Le plus petit Aindice de {1, 2,
P n n
verigiant Bi(n) = max B..

1<j<K

ox Y

=



42

Le domaine de 1'algorithme A = ((f. )

suites (A?, cany AE) € (EK):N telles que : ¥ i ¢ {1, ..., K}, ¥neN

1]
i=1,K’ (Cl)1 1, ) est 1'ensemble des

(Ai’ cees A?) ¢ dom f?. Nous notons par dom A : le domaine de 1'algorithme A, et
T . . PR
nous notons par A, la transformation de K suites qui & (A?, AN A;) e dom A,

. . n
associe la suite (Ai(n))'

. Une transformation T de K suites de (EKfN 3 valeurs dans EN pour laquelle,
il existe un algorithme A de décompte-sélection tel que T = TA est dite
méthode de décompte—-sélection entre K suites.

On note par TD-S(K, E) : 1'ensemble des méthodes de décompte-sélection entre

K suites.

Remarque

T
D-S(K, E) c Normsél C(K, E)

Propesition 6

Soit s ¢ ENY, 54 ¢
[3T ¢ D-S(K, E) : dom T = §] <=>

n n KN . . n,i
[¥ (A cee Ak) e (E), (#1eN, 3J: (A1 1, BN AK,I)’ iy

(A 2 AK K € S telles que : ¥ j e {1, ..., K},

(A?, oo A Y = (AJ FYRRPR Aizé)) = (&), «..y A € 8]

Preuve

=57

Soit T ¢ TD—S(K, E) : dom T = S, Il existe un algorithme A = ((f?)i=l,K’
(c2)1=1,K) de décompte-sélection entre K suites tel que Ty = T.

Soit (A?, ooy AE) € (EK)]N telle que pour tout 1 ¢ N, il existe K suites
n,i
1,1°

o,1 i,1
AV, .., AV’)) pour tout j e {1, ..., K}.
( 3.3 5.0 P ] ,

n n,1 o iy
(A s AK,I)’ cees (A1 K’ ceey AK,K) € S telles que (Aj, ceey AY)

]
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Comme S = dom T, il en résulte que (A?, wis sy A?) € dom f; pour tout

jell, ..., K}, par suite (AT, oty AQ) e dom T = S.

<=]

i v : : _ n
Considérons 1'algorithme A ((fi)i=l,K’ i=1,K
n

n n “ n o
. ¥ (Al, AK) €8, ¥1ie{ly ¢osy kl; ¥1 e N, fi(Ai, cees A

(c?) ) défini par :
) = 0.
les fonctions f? ne sont pas définies ailleurs.

. ¥ (xo, o xn) e {0, ]}n+l’ C?(xo, oleieiy xn) = x" pour tout n ¢ N.

Sous 1'hypothése de la condition nécessaire, on vérifie aisément que

dom A = S.
0
Exemple d'algorithme de décompte-sélection entre K suites
Soit (E, d) espace métrique
i : ; ; : n n P
Considérons les familles d'applications (fi)i=l,K’ (Ci)i=1,K définies
de la maniére suivante :
fI.I:EnH-*]R sin=21
il -
o n n n-1
(X 5 svey X ) =dlx 5 x )
. (o 2. (]
pour tout i ¢ {1, ..., k} ﬁfi(x ) = 0 pour tout x ¢ E.
C? : 10, l}n+1 >N pour tout n e N
(% sess ¥ I *> 7
. . n n
S é -sé ce 3 A = ((f,), 2) t
La méthode de décompte-sélection associée 3 A ((f1)1=l,K’ (C1)1=1,K) es
o . n n KN T n n, _ n
définie par : ¥ (Al’ iw AK) e (EV), A(Al’ ey AK) = (Ai(n)) avec

i(o) = 1 et pour tout n e N', i(n) est le plus petit indice de {1, ..., K}

n ; n-1 n
Ai(n)) = min d(A., , Aj).

1<j<K

n-1

vérifiant : d(Ai(n)’

2 - COEFFICIENTS DE DECOMPTE

Dans ce paragraphe nous rappelons les coefficients de décompte introduits

dans [7] et nous proposons de nouveaux coefficients de décompte.
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2.0 - Rappels

Soient n e N, K eIN*, (Rin)), ied{l, ..., K}, n> n_ une famille de relations,

Rin) est vraie ou fausse selon i et n.
On pose pour tout i ¢ {1, ..., K} :
0 sin < n_ ou si Rén) est fausse
Or.(n) =
* (n)
l sin2> n et si Ri est vraie
0 sin<n
o
]r.(n) -
t (q)
Card {q ¢ {no, eees 0} | Riq est vraie} sinon
0 sin < n_ ou si Rén) est fausse
2ri(n) =
max {q ¢ {1, ..., n—nc+1} | Rin)’...’Rin—q+l) sont vraies}
sin 2 n et si Rin) est vrale

0r (n), lr (n), 2r (n) sont appelées coefficients de décompte associés
i i (n)i
aux relations Ri .

Soient R, R' 2 relations quelconques.

Dans toute la suite nous notons par

R (resp. R et R') (resp. R ou R'), la relation contraire de R (resp. la
relation obtenue par conjonction de la relation R et de la relation R')

(resp. la relation obtenue par disjonction de R et R').

Remarque
R est vraie (resp. (R et R') est vraie) (resp. (R ou R') est vraie) ssi R
est fausse (resp. R, R' sont vraies) (resp. au moins 1l'une des 2 relations

R, R' est vraie).



On pose pour tout i ¢ {1,

Soit

(n)

(n)

P

Soient

(n)

0 sin<n
o

3 (n-1) sin=>n et siR
T o

i

e.., K} =

(n)

i est fausse

sont vraies}

est vraie.

n—:Z)))est vraie

Rgn-Z))) est vraie

et si R

vraie

vraie

vraie

vraie

(n n-q+1
max {q e {1, ..., n-no+1} l RS ), ceey Ri q+1)
sin>n et si an)
o i
0 sin<n+!l ou si (ﬁgn) ou (ﬁfn—l) et §§
o i i i
] sin>n+*2 et si (Rgn) et (an-l) ou
o i i i
*
e N
. < s
0 sin<op n
card {q ¢ {n-p, ..., n} | Riq) est vraie} si n 2 p+n_
0 si n < no ou si Rin) est fausse
card {p ¢ {no, ., n} | Rip) est vraie} si n > n
. . _(n)
0 sin < no+1 ou si R.l est fausse
l sin>n+2 et si (Rgn) et ﬁgn_l) et ﬁfn—Z)) est
o) i i i
2 sin=>=n+*2 et si (Rgn) et ﬁgn_l) et RFn—ZB est
o i i i
3 sinz=n+2 et si (Rgn) et Rgn—l) et Rgn—Z)) est
0 i i g1
4 sin=>n+2 et si (Rgn) et Rgn_]) et an—z)) est
o i i i
r, s ¢ N, < r £ s+l.
5 . _(n)
0 si n < n0+s ou si R.l est fausse
. . _(n) . .
]l s1n > no+s et si Ri est vrale et si
card {q ¢ {n-s, ..., n} | Riq) est vraie!
. . . (n) . .
2 s1n 2 no+s et si Ri est vrale et si
| card {q ¢ {n-s, ..., n} | Riq) est vraie}
0 s1 n < n0+l ou si (iin) et ﬁin_l)) est vraie
l s1in 2> n0+1 et si (ﬁin) et Rin_l)) est vraie
2 sin > n0+l et si (Rin) et ﬁin_l)) est vraie
3 sin> n0+l et si (Rin) et Rin-])) est vraie

(n)

i

est vraie
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n
. Plus généralement, considérons K suites d'applications (Ci)’ iedl, ..., K}

}n+l

avec C? : {0, 1 - N

o n n, o n
(X, voey X ) > Ci(x s eees X ).

avec la définition des coefficients de décompte Or (n), nous définissons
i
des coefficients de décompte que nous noterons Cr (n) de la fagon suivante :
i
0 sin<n
o

Cr. (n) -

i n .
Ci(Or‘(O), cees Or.(n)) sinon

1 1

Dans toute la suite nous n'allons utiliser que les coefficients de décompte

Or.(n), ey 9r (n).

1 i

on note par : 'Ko ={1,2,3,4,6,7,9} u s / pe N*} U {(r’S)S / r,s ¢ N, l<r<s+1}

. N *
Soient E un ensemble non vide, K ¢ N .

2.2.0 - B§£e££9£§_£§§fil

soient (A7, ..., AD) « &Y,

Considérons les relations suivantes

(n), , ,n _ ,n-1l
(Ci ) s Ai = Ai

définies pour n > 1, i ¢ {1, ..., K}.
nous notons par 0C (n), ..., 9C (n) les coefficients de décompte associés

i
aux relations (C§n¥5.

2.2.1 - Relations (Kx_)i(i‘z)

Soient (E, d) espace métrique, (A?, cees AE) € (EKfN, £ e N.

On définit les relations (EDin)) par :

(ZDgn)) : max d(A} T, A?-p—l) = min ( max d(a% P, A?_p-l))
t osp<t  * * 1<j<k  os<p<l 3 J

définies pour n > £+1, 1 ¢ {1, ..., K}.
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Les coefficients de décompte associés seront notés o4 () 5 ld (1) o eny
£ it
2. ()ys sses 9, (M)

d. d.

i il (n) (n)
Pour £ = 0, on note par Din la relation oDin et par 04 (n), 13 (n),

i i

2d (), ooy 9d (n) les coefficients de décompte associés aux relations
o) '

1
2.2.2 - Beiézzeaé_iqﬁfle

. *
Soit q e N .
. e e ; n
Avec les notations précédentes, on définit les relations (qu )) par :

(qEFn)) : max d(Ai, Aﬁ') = Min ( max d(A@, Ag')).

. n-q<{, £'<n . 1<j<k n-q<f, £'<n

définies pour n > q, i € {1, ..., K}.

On note par op (n), lE (n), ..., etc 1les coefficients de décompte associés.
qi qi

. Une étude compléte pour les relations de 2.2.0 ; 2.2.1 a été faite dans [7].

3 - SELECTION ENTRE K SUITES A L'AIDE DES COEFFICIENTS DE

DECOMPTE D'INDICES f ¢ KO

. *
Soient E un ensemble non vide, K ¢ IN .

Soit (AT, ey AE) € (EKjN, on note par

= : . ,n _ ,n+l

J(A?""’AE) ={ied{l, ..., K} | 3 n, ¥nzmn o:A =A }

2 : n n+l

J(A?,...,AE) ={ie{l, ..., K} | 3 n,, ¥n > n, AL # A1 }

S = {(A], cees AK) € convk(E) ] J(A?,...,AE) # 0}

g = {(" ) g | 3, n n, u § n n, =1 K}}
g# ern Ad € (A]eeohh)) (ApseeesB) 3 ccc ‘
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f

3.0 - Méthodes 'C, f ¢ K de sélection entre K suites

Soit f eIKO. La méthode T = fC de sélection entre K suites appliquée

- . n n K.IN . . u .
3 une suite (Al’ ey Ak) e (E') fonctionne de la maniére suivante :

gtape 0
0 = A

Etape n 2 1

1) On considene Les nelations (™), i e {1, ..., K} definies par
(cin)) : A? = A?~l

2) On caleule Les coefpicients de décompte £, (), ie {1, ..., K}
3) On pose TV = A?(n) avec i(n) est Le plus pztit indice de {1, 2, ..., k}
vinigiant : fc. (n) = max fc.(n)'
i(n) 1<j<k 3
La transformation de K suites T = fC est dite méthode de sélection entre
K suites associée aux coefficients de décompte fc.(n), nelN, ie{l,...,K}.

1

Proposition 7

1) § est devinable par fC vour tout f e K

2) S est devinable par £, pour tout £ ¢ {1, 2, 3, 6}.
Pour la définition de famille de K suites devinable voir chapitre 2.

Preuve
1) évidente.

2) Vérifions que T = 1C devine S.

Soit (A?, e, AE) € S.

3 - . - t Z . ol
J(A?,...,Az) étant non vide, par conséquent 7 n, ¥n n,¥ie J(A?, ’AE)
n n-1 . . -
= A, > : > n-n +1.
Ai Al , par suite ¥ n n s ¥ 1e¢ J(A?"“’AE) lci(n) n-n 1. (%)
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n

k)'

Si (Ej(A?, s i A;) = @ alors T devine (AT, iis sng A
{1,2,...,k}
Sinon.
Soit j ¢ 3(AT""’AZ)'
AT 4 A?-l, par suite dn, 2n , ¥n>n, : 1 (n) < n-n +1.
J J J o J Cj o

Il existe une infinité d'entiers n pour lesquels

Soit m = max n.

jé3 n

n
(Al""’Ak)

¥n>m, ¥ j¢{ j, n n, :' 1 (n) <n-n +1. (*x%)
o (A], S Ak) cj o

D'aprés (), (xx) ona ¥ n 2 m_ s i(n) e J par suite T devine

n n
(Al,...,Ak)

n n

(Al, Ak).

Pour les autres transformations, les démonstrations sont analogues

a celle de T = ]C.

Remarque

PN

S n'est pas devinable par les transformations fC avec f eﬁko -{1,2,3,6}.

3.1 - Méthodes ED, f e Mo de sélection entre K suites

Soient (E, d) espace métrique, K e N , f e'Ko, £ e N.

-

La transformation de K suites T = ED appliquée 3 une suite (A?,...,AE) €

N . .
(EK) fonctionne comme suit :

gtape n < £

gtape n = £+1

(n)

1) On considere Les nedations (D7), i« {1, ..., K} dé4inies par :

(zD,(n)) H max d(An—p, A?—p_l) = Min (max d(Al:l'-p’ A?‘P—]))
* o<p<l t t 1€j<k os<p</{ J

2) On caleule Les coefbicients de décompte £, (n), i e {ls wsep Khs
i
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3) On pose T" = A’i’(n) o i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., K}
virnigiant £, (n) = max £, (n).
£71(n) I1<j<k 273

Pour £ = 0, on note par fD, la transformation iD.
La transformation ED de K suites est dite méthode de sélection associée
aux coefficients de décompte fd‘(n), nelN, ie {1, ..., K}.
1
Remarque
Les transformations de K suites ED, f e Rb sont des méthodes dé décompte-

sélection entre K suites.

Définitions et notations

Soit (AT, cees AE) € (EK)]N on pose :

5 n, ={ie{l,...,K} /3n,,¥nzmn., 3] e{n-z...n}:AJ“;eAJ“—l}

(AI""’AK) ’ ’ i, = i! n 3 s 1 i

2L n n - - 2f

st = {(@,, ..., s | J I~ n =
{(ay A €8 | (A‘l‘,...,AE) v (Al,...,AE)

Une conséquence de ces définitions est la proposition suivante :

{1, ..., X}}.

Proposition §

7) 8° =58
~ 1 ~
7) v e, £ em, £ <4z 80§ .

Proposdition 9

Solt £ e N
1) gﬁ est devinable pan ED pourn tout f e K .

2) S est devinable pax ED pour tout £ e {1,2,3,6}

La démonstration est semblable 3 celle de la proposition 7.



51

Proposition 10

Solent £ ¢ N, £ eK - {1, 2, 3, 6}

al+1

S est devinable pat ED <=>§ est devdinable parn ED <=> E' = §.

Preuve
. S1 S est devinable par ED alors, d'aprés la proposition 8 on a
§£+1 est devinable par ED.

. Etablissons 1'implication suivante :

§2+1 est devinable par ED => E' = @.

Supposons que E' # @.

Soit x ¢ E'. Il existe (xn) e conv(E) telle que x > X et ¥nel: X # x.

Pour simplifier la démonstration, prenons f = O.

Considérons la suite (A?, . AE) € (EK):]N définie par :

(An) = (X, 5%, s0595K, 5 KnsXpgoanoHny Koseos sBas KppenssKyyonesK gnsssX 586
1 1771 1 2772 2 3 3 4 4 n n
v v v Vv
£+2 fois (£+2) fois (£+2) fois (£+2) fois
n n, _
(A2) = ... = (Ak) = (X, Xy eee Xy oee )

. n n 20+1 o . n n
La suirte (Al’ i By Ak) e S cependant £D ne devine pas (Al’ i Ak),

204 )
par conséquent SZ 1 n'est pas devinable par ED.

§ s n n KN . AN _,n_,n+l_
si E @ alors S {(Al,...,Ak)g(E ) /ano, ¥onen i Ap=...=A =A)
par suite S est devinable par ED pour tout f e'Ro.
0
3.8 = MéthodesgﬁE, f ¢ K de sélection entre K suites
=> 4 o

Soit q € N.
; _ : f G g &
Avec les notatlons précédentes, la transformation T = qE appliquée a une

suite (A?, AT AE) € (EK)]N fonctionne de la maniére suivante :

etape n < g-1

Tk

n+l}

9
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Etape n > q
1) On considerne Les nelations (qunB, ie {1, ..., K} dé4inies pan :
(qun)) : max d(Af, Af') = min ( max d(Ag, Af‘)).

mq<f,{'<n 1<j<sk n-q<f,£'<n

2) On calcule Les coehficients de décompte fo (), ie {1, ..., K}.
qi

3) On pose T" = A?(n) ol i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., K}
verndgiant fE (n) = max f_ (n).
q i(n) 1<j<k q ]

) f . . . . .
La transformation qE f ¢ Rb est dite méthode de sélection entre K suiltes

associBe aux coefficients de décompte fE (n), ne N, i ¢ {1}, ..., K}.
qi

Remarques

nH f

E, f eIKO est une méthode de décompte-~sélection entre K suites.

2) JE = fD pour tout f eiKo

Propesition 11

Soit q € N,
1) 5971 sz devinable par E pour tout f ¢ K .

2) s est devinable par “E pour tout f e {1, 2, 3, 6}.

0 0 Fh

La démonstration est semblable & celle de la proposition 7.

Propesition 12

Soaqem,femo—{l, 2, 3, 6}

S est devinable par ZE <=> éq est devinable pan zE <=> E' = @.

La preuve est analogue & celle de la proposition 10,
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4 - METHODES DE SELECTION ENTRE K TRANSFORMATIONS DE SUITES

Soient E un ensemble non vide, k e'N*, A A, ¢ Trans (E, E).

12 e By

dom A. # @.
| i

Soit (xn) e dom Ai’ ie {1, ..., k}. On note par (A?) = Ai(xn), la suite

Dans toute la suite on suppose
i

n - =

obtenue en appliquant Ai a (xn).

On note par T °
K (Al’ oonis Ak)

(xn) e n dom Ai’ fait correspondre la suite (AT s ee.y A
i=1

la transformation & k réponses qui a

k)'

Dé4inition

Une transfonmation T e Trans(E, E) est dite méthode de sélection entrne
k

EEERED Ak ssi ¥ (xn) e n dem Ai’ T(xn) = (Tn) avec
i=1

Tn € {A?, & g AE} pour tout n e NWN.

A

Remarque

La donnée d'une méthode de sélection entre A], 50 p Ak est équivalente a

la donnée d'une méthode de sélection entre (K+1) suites, ayant pour domaine

n n n k+1 NN n .
s = {(x, Al oes Ak) e (ET )Y /(x) e n dom A, ¥ joe{l, ..., k}
i=1
(A?) = Aj(xn)} et qui a (xn, A?, o AE) € S fait correspondre une suite
n
(Ai(n))'

4.0 - Composition des méthodes de sélection entre K suites et des transfor-

mations T
_— (Al’ —_ Ak)

n n k
. Ak)(x Y/ (x) € n d om Ai}

1=1

= {

On note par Im T(A y eee, A) T(A ,
1 k 1
k

appelé ensemble image de dom A.l par la transformation & k réponses

i=1

T .
(Al, 55 Wy Ak)
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Dé4inition
Soient A], cees Ak e Trans (E, E), R ¢ TSélec (K, E) telles que

Im T c dom R.

Ay, vy A
o Ay )

La thansbcrmation de Awites qui & (x") ¢ n dom A, associe La sulte
i=1

" )(xn))eét dite Transformation composée de

R, ..., A = R(T
1 k (Al, ceey Ak

RetT

(Al’ ey Ak)'

Remarque

RoT est une méthode de sélection entre A, ..., Ak.

(AI’ cees Ak) 1

Soient £ ¢ N, ¢ EN*, f e]KO (§ 2).

Dans toute la suite on désigne par :

f . £

C(AI’ cees Ak) : la composée "C o T(Al’ L Ak)
f . £
£D(A1, ey Ak) : la composée ZD o T(Al’ ., Ak):
£ . £
qE(AI’ ces Ak) : la composée qE o T(Al’ e, Ak).

4.1 -~ Définitions

. . . T
Soit A une transformation de suites de gh 3 valeurs dans QN.
Soit S < Conv(E) n dom A.

- On dit que A est semi~-réguliére sur S ssi

n

¥ (xn) e S, 3 n_ s ¥no> n ot A = An+]] => [] m s ¥m2 m A" = 1im xM1.

- On dit que A est réguliére sur S ssi ¥ (xn) € S : (An) ¢ Conv (E) et
lim A" = lim x".

- On dit que A est exacte sur S ssi ¥ (xn) € S, 3 n_s ¥no>2 n : A" = 1im x".

- On dit que A est pseudo-régulidre d'ordre q (q eZN*) sur S ssi ¥ (x) ¢ S,

" mn+] mtd n n
(¥ n, 3 moznc AT = A = ... = A =>[3 s ¥n> n ¢ A" = 1im x 1.

Si A est pseudo-réguliére d'ordre | sur S, on dira que A est pseudo-régulidre
p g P

sur S.

Une conséquence de ces définitions est la proposition suivante :
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Proposdition 13

Soient q, q' eim*, q' < q.
Nows avons Le schéma d'implications sulvant :
A est pseudo-neguliene d'ondre q' sur S => A est pseudo-réguliene d'ordre q surn S

A est exacte sur S => A est négulilre sun S => A est semi-néguliene sun

4.2 - Accélération et A-accélératon de la converaence

Soit (E, d) espace métrique.
Soient (xn), (tn) ¢ Conv (E), lim x = lim t© = x.

- Ondit qxz(tn) converge plus vite que (Xn) ssi

¥e>0, 1 s ¥ n > noot d(tn, x) < € d(xn, X) .

- On dit que (tn) A-accélére (xn) ssi

¥ e >0, 4 n_s ¥ n2mnp s d(tn, tn-]) < g d(xn, x

Soient A ¢ Trans (E, E), S < Conv (E).

- On dit que A accélére resp(A-accélére) S ssi ¥ (xn) €S A(xn) converge

plus vite que (xn) resp (A-accélére (xn)).

. * %
- Soient h ¢ N, S c Conv (E).
. . . n
On dit que A est h-nette sur S ssi pour toute suite (x') ¢ S on a
. oy o e n
ou bien A accélére et A-accélére (x )

ou bien
d(An—r’An—r+l)

o<r<h d(xn,xn+])

Je>0, 3 s ¥n>n : max > .

o
Lorsque A est O-nette sur S, on dira que A est nette sur S.
Remarque

Soient h, h' ¢ N, h' < h.

Si A est h'-nette sur S alors A est h-nette sur S.
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f f f
5 TRANSFORMATIONS qE(AI""’A‘k)’ C(Al’””Ak)’ KD(A]""’AR)’ f e]Ko

Soient (E, d) espace métrique, g eZN*, £ e NN.

Théoneme 1
Sodent Sl’ cees Sk c Conv(E), Al’ cees Ak ¢ Trans (E, E).

S{ poun tout i e {1, ..., K}, A, est exacte sur 8. et pseuso-rlgulilre sur
k

u s, alons pour tout f e K, Les transfonmations de suites fC(Al, cees A,
ED(AI’ cees Ak), qE(A], . Ak) sont exactes sun §=lsi.

La preuve est immédiate 3 partir des propositions 7, 9, 11 (§ 3).

Remarque

Si on remplace dans le théoréme 1, 1'hypothése de pseudo-régularité des

k
transformations Ai sur u S.1 par la semi-régularité de chaque transformation
k i=1
Ai sur U S. alors on ne peut rien dire en ce qui concerne fC(A], ceey Ak)’
i=1
f f ., s
qE(Al, e B DAL ey A, f e K- {1, 2, 3, 6}. En fait il est
possible de montrer 3 1'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes
k
sur u Si, nous ne donnons ici qu'un contre exemple.
i=1]

= - = __..1_ = —l- =

On considére les transformations de suites A], A, définies par

2
n+2 n+2
(2, 2,000y 2, vuoeny sy EEEEE e SRR )
—_— Y
¥ (M) € cov®) ;A G = (£+2) fois (£+2) fois si lim x™40
(0) si lim x7 = 0
(1) si lim x° = 1
n
A2(x ) =

(0) sinon

A, est exacte sur S, uU §

A, est exacte sur Sl’ semi~-réguliére sur Sz, 9 1 9

1
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cependant les transformations oC(A], ey Ak), ZE(A], N Ak)’ zD(AI,...,Ak)
ne sont pas exactes sur 52'
Théordme 2

Soient p, q, L e N, p 22, £ > p-1, q > p.

Sodient Sl’ ..., S.cConv (E) ; Al’ e s Ak e Trans (E, E).

k
S{ pourn tout i e {1, ..., k}, A; est exacte sur 8.5 pseudo-régulierne d'ondre
k
pAuL U S, alorns poun tout f €K, Les thansjormations de sudltes ED(AI,...,AR),
; i=1 K
E(A,, .y A ) sont exactes sur u S,
q 1 k j=] 1

-~

La démonstration est immédiate & partir des propositions 9, 11.

Remarque
Pour tout f ¢K_ - {1, 2, 3, 6}, £ < p-1, q < p, on ne peut rien affirmer
pour les transformations de suites ED(AI’ SR Ak), ZE(AI’ R, Ak) en fait

il est possible de montrer a4 1l'aide de contre-exemples qu'elles ne sont

k
pas exactes sur u S..
i=1
Théondme 3
Sodlent Sps +ees Sk k 4famlles de suites ccnvergentes ; Al’ o A k thans-
jormations de suites.
S{ poun tout i e {1, ..., K}, Ay est exacte surn S, et semi-rlguliene sux
k
u 8, alors pour tout f e {1, 2, 3, 6}, Les transformations de suites
§=1 f f =
C<Al’ o Ak)’ qE(AI’ cees Ak)’ KD(AI’ EPp Ak) sont exactes sut §=1Si.

La démonstration découle immédiatement des propositions 7, 9, 1I.

Nous signalons que des démonstrations directes pour ]C(A], R Ak)’

2 1 2
. r71.
C(Al’ . Ak)’ ZD(AI’ . Ak)’ £D(A1, . Ak) se trouvent dans [ 7]
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Théoneme 4

Sodent S|, ..., S, < Conv " (E) 5 Ay vun, A, € Trans (E, E), £ e N, q ¢ N,

k 1’

S{ pourn tout i e {1, ..., K}. A; accélene et b-accilene S, et A, est nette

k
dur v S, alons pourn tout f e K Les thansformations de suites ED(Al,...,Ak),

i=1

k

f ~ o
qE(Al, cees Ak) accelenent :=lsi.
Lemme 3

Sodent (), (A]), ..., (&) ¢ Conv(E).
S{wied{l, ..., k}, (A?) accélene La convergence de (x7) alors pour toutn appld.

i:N-> {1, 2, ..., k}, La suite (A?(n)) accélene La convergence de =M.
Le lemme 3 a été démontré dans [7].

Démonstration du théoréme 4

. . o 1
Pour les transformations de sultes Z(D(Al’ e Ak)’ KD(AI’ ey Ak),

les démonstrations se trouvent dans [7].
k
Montrons que 3D(A s +e+5 A ) accélére u 8S,.
kﬂ 1 k j=) &
Soit (xn) € U Si’ 3 io e {1, ..., k} tel que (xn) € Si .
i=1 o

2
ZD(AI’ e Ak)’

Soit I 1'ensemble des indices des transformations qui accélérent et

A -accélérent (xn).

I # ¢ car io e I.

Si I = C{} o = @ alors d'aprés le lemme 3, zD(A], ceay Ak) accéleére (#n).
yeoos

Sinon.

Soit j e I. Aj €tant nette sur (xn) par conséquent 4 ej > 0, 3 nj, ¥ n > n,

J
n n-1 n n-1
d(A., A. >z e, dx, x .
31773 ) N )
Soit € = min €,, m_ = max n,.

jeI 3 9 5eI

Nous avons ¥ n 2 m ¥ j e I d(A?, A?—]) > € d(xn, xn_l), par suite
¥no> mo+£, ¥ 3j e I : max d(AP_p, A?-p—l) > £ max d(xn-p’xn—p—l). (*)
osp<d ] ] o<p<d
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v P n . e
Comme pour tout i ¢ I, Ai A-accélére (x ), il en résulte que

Im zm+l, ¥n2m, ¥iecl: max d(Ai(“‘P),Aril-p-l) < e max dGP,MPTly
osp<{ osp<{
(x%)
D'aprés (x), (**) ona ¥ n > m,¥iel, ¥je T: ( Dén)) ext wwals,
(£D§n)) est fausse, par conséquent 5 m, > m), ¥qno> m, : i(n) ¢ I et on en

déduit a l'aide du lemme 3 que %D(Al, S Ak) accéleére (xn). Pour les autres

transformations, les démonstrations en découlent facilement.

Thécneme 5

Scdent h, £, q € N*, £ >h, q > h+tl 3 S S, c Conv**(E), Al""’A €

10 Sy
Trans (E, E).

S
n k +1 -1 n
a) ¥ (x7) e v Si’ 3o e 10, 10, 3 ms ¥n > m, d(xn, x" ) = ad (x" % e
i=1
b) pourn tout 1 e {1, ..., k}, A, accéfene et A-accélene 5, et Ay est h-nette
k
AU U S..
‘ 1L
1=]
Alons pour tout f eZKO, Les trhansbonmations de sultes ZE(A], S Ak)’
k
fD(A se..sA ) accllénent u S.
£ 1 k 5
1=1
Preuve

P I o
Nous ne démontrons le théoréme que pour ZD(AI’ e Ak)’ pour les autres

transformations les démonstrations en découlent facilement.
n K n
Soit (x ) € U Si' 3 io e {1y wesy k} tel que (x ) ¢ S.1
i=1 o

Soit I 1l'ensemble des indices des transformations qui accélérent et
— n :
A -accélérent (x ). I # @ car i L

si I = C 1 = @ alors d'aprés le lemme 3 : ED(AI,...,Ak) accélére (xn).
i PR Y,

sinon.

- n, . =
Comme pour tout j € I, A. est h-nette sur (x ), il en résulte que :
J

n—1

il n—r—l) > € d(xn, X Ve

3e>0,dm, ¥n>m, ¥ je¢ I : max d(a. ~, A.
° © osr<f J J

()
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. P n . P
Comme pour tout i ¢ I, Ai A-accélére (x ), il en résulte que :

3 m 2 m ¥n > m s ¥iel: max d(Ag_r,A?_r-l)<e.de max d(xn—r,xn—r—l).
os<r<l : osr<f
d'autre part max d(xn—r’xn—r—]) < a_z d(xn,xn—]), par conséquent
osr<l '
¥nem, ¥iel: max a7 AT e g™ Y. ..)
osr</d t 1

D'aprés (.), (..) : ¥ n = m i(n) € I et on en déduit a 1'aide du lemme 3

que ZD(A], e Ak) accélére (xn).

f

f
6 TRANSFORMATIONS qM(Al,...,Ak), gER(Al""'Ak)' f e KO

Soient q e'N*, A . Ak ¢ Trans(E, E).

19

6.0 - Transformations fM(Al,...,Ab), f e RB
‘\1 N
Soit f ¢ K
© K
La transformation A = ZM(AI, cees Ak) appliquée & une suite (xn) € n dom Ai
i=1
fonctionne de la maniére suivante :
étape n < q.
A" = A"
1
étage nz4q
a) On considene Les nelations <in(?’)), e {1,...,k} dédinies par :
8 ¥ 1 e {n-q, ..., n-1} : x* # Mt on pose :
d (Al 4073t a (Al anmIt
(n) i i . 4 £
( Mi ) max ( SV ——— )= min ( max ( P a——— )Y,
q l<j<q dx" 3,x" 37 1<psx 1<j<q dx" 1,x" 370
Adnon on pose :
™y max a@™3, A" o nin ( max aay 3,407 )

q1i 1 1

l<j<q 1<f<k 1<j<q

b) On calcuke Les coefficients de décompte £ (), iedl, ..., k}.
qi
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n n
c) On pose A" = AL ()
tel que f (n) = max f (n).
q"i (n) 1<j<k  q"j

Remarque
Pour tout f eiko, la transformation de
méthode de sélection entre A], S0 Ak

fD(A ,...,A ) dans 1'ensemble des sui
q-1 1 k .
¥n>gq, 3 r o« {n-qy ..., n-1} : x " =

avec i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., k}

. f
suites qM(Al’ PR Ak) est une

qui coincide avec la transformation

6.1 - Transformations;ERgAl, i Ak),

La transformation A = gER(Al""’Ak) ap

fonctionne comme suite :

étape n < g

¢tape n > g+l

a) Pour tout i e {1,...,k}, on consider

k
tes (xn) € n dom Ai telles que
r +1 i=1
n
X
f e Ro
n k
pliquée 3 une suite (x ) ¢ n dom Ai
i=]

¢ La nelation (qER§“)> définie pax

1
, ON pose :

S{¥%r e {n-q-1, ..., n-1} : x' # <
(n) d(Af’Af )
( ERi )i max ( 7 7=1 7
q n-q<f,£'<n min(d (x",x~ ),d(x
d

1 T ) =
&5 13y

L g
(5,85 )

min ( max ( 7
1<j<k n-q<f,£'<n min(d(x",x

Sinon
on pose :
cERe™S 2 max (d(Ag,Af )) = Mi
1 n-q<f,£'<n * 1<j

= p—=r—=})
£ ]),d(xﬂ ’XZ l)

n max (d(Af,Af ¥}«

<k n-q<f,£'sn

b) On calcule Les coeffrcients de décompie £, (), i {ls wess ks

QT
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c) On pose A" = A7 ol i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., k}

i(n)
verniglant
f (n) = max f (n).
qFi(n) 1<jsk  q°F;
Remarque

Pour tout f e?Ko, la transformation de suites ZER(AI, e nes Ak) est une méthode
de sélection entre Al’ eeny Ak’ qui coincide avec ZE(A], cees Ak) dans

. k
1'ensemble des suiltes (xn) € i) dom A.1 telles que ¥ n = q+1, 4 r e
b r +1
n

{n-q-1, ..., n-1} tel que x " = x

Theoneme 6

Scient p, q e'N*, qz=2p, S S, < Conv(E), A

19 LR ] k l, .o
Si poun tout i e {1, ..., k}, A; est exacte sun S, et pseudo-réguliene

s Ak ¢ Trans (E,E).

k

d'ordne p sun U si alorns Les trhansformations de suites ZER(AI,...,Ak),
i=1 k

fM(A s eeas Ak), f e K sont exactes sun u  S..

q 1 o} 521 1t

Remarque

Soient p, q ¢ N, p=22,q<p, f e K - {1, 2, 3, e}.

I1 est possible de montrer & 1'aide de contre-exemples que le théoréme n'est

. . f f
pas vrai en général pour qM(Al’ ey Ak)’ qER(A], ooy Ak).

Théchome 7

Sodent £ ¢ {1, 2, 3, 6}, q e'N*, S S, « Conv(E), Al’ cees Ak ¢ Trans(E,E).

12t Sy

k
S{ poun tout i e {1,...,k}, A, est exacte sun S, et semi-négulithe sur v S;
i=]
alons Les transformations de sultes flM(Al,...,Ak), ZER(A],...,A.k) sont exactes
k
Aurn U S..
. 1
i=]
Désinition

Soient q ¢ N*, A ¢ Trans (E, E), S ¢ Conv**(E).



63

on dit que A est [ql-nette sur S 884 pour toute sudite ") € s,

ou bdlen A accékeérne et A-accélérne (xn).

ou bien 3 €>0, 3n, ¥n=zn : max (——F—x
lsr<q d(x X )

Proposition 14

Sodent q € N*, A € Trans (E, E), S c Conv**(E).
1) A et pette swr S <=> A eat [1]-nette sun S.
2) So4it q'k:N*, q' < q.

AL A est Tq'l-nette surn S alons A est [ql-nette sun S.

n n+l
n d(X,X )
3) S(¥ (x)eS, idbeR, 0O <b<1l, 4dn,¥n>n ¢ — >b alcrs
o o ] n
d(x ,X )
A est (q-1)-nette sun S => A est ql-nette sunr S.
] X d(xn’xn+1)
4)SZ.V(X)€S,3b€1R+,E]no,Vnzn :—ﬁ—sbaﬂom

© d(xn~ s X )

A est [ql-nette sur S => A est (q-1)-nette sun S.

Théondme §
. * * %
Se40hd gy pell 5 G2 ps £ eB_ 5 8y sews 5. € CGonv (BE) § Ay sews A &
o) 1 k 1 k
Trans(E, E).
SL poun tout 1 oe {1, .oy ki, A accilene et A-accélene S. et A, est [pl-nette
k k
sun v S, aloas fM(A s we s Ak) accéfére uv S..
s 1 q 1 , 3
i=1 i=]
Preuve

; _ ; o
Nous ne faisons la démonstration que pour qM(Al’ s o 5 Ak)’ pour les autres cas,
les démonstrations en découlent facilement.

D'aprés 2) de la proposition 14 il suffit de le montrer pour q = p.

k
Montrons que oM(A 5 ., A ) accélere u 8S,..
E 1 k 5= 1L
Soit (xn) € Si’ il existe io e {1, ..., k} tel que (xn) € S.1 .
i=1 o

Soit I 1l'ensemble des indices des transformations qui accélérent et A-accélérent

P
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I # 0 car i e I.

S - . o ) S n
Si 1 = C{l,...,k} ¢ alors d'aprés le lemme 3, pM(Al, cees Ak) accélere (x7).

Sinon.

Soit j € I. Aj étant [pl-nette sur (x") par conséquent 3 Ej >0, 1 n;

d(A?_r,A?—r+])

¥n=2n, : max ( e ) = €..
J Isrsp d(x 7,x ) J
Posons € = min €,, mo = max n,.
jel jel _ _
_ d(al7T ARTTH
¥n> m s ¥ jJ el : max ( %—r %-r+l ) = €.
I<sr<p d(x s X )

. PR n . -
Comme pour tout i ¢ I, Ai A-accélére (x ), il en résulte que :

d(AlTT, AT
( 1 1
I<r<p d(xn-r’xn—r+l)

Im = L ¥ n > m ¥iel: max ) < e.

1

(*)

D'aprés (x), (¥x) : ¥ n 2 m i(n) € I par suite d'aprés le lemme 3

o s n
pM(Al, e Ak) accélere (x ).

Théonlme 9

Scient p, q e'm*, qg=>p, f eiKo, S

k
A4
n k *
a) ¥ (x) ¢ 181 Si» I xe JO, 1T, 3 u eR,, 3 n, ¥nz> n
n n+l
AS_CI_(l.i__)_Su.

d(xn—l,xn)

> cees S < Conv™ ™ (E), Apy cees A

K

¢ Trans(E,E)

b) Poun tout i ¢ {1, ..., k}, A, accélene et A-accéline S, et A, est [pl-nette

k

AUt U S..
. 1
i=1

alons

La thanspomation de suites ZER(AI,...,Ak) accélene
i

La démonstration est semblable i celle du théoréme 8.

[ -
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Remarque

Pour g < p, les théorémes 8, 9 ne peuvent rien affirmer pour les transformations
i f : o

qER(Al""’Ak)’ qM(A]""’Ak)’ f e'Ko, en fait voici un contre-exemple.

E=R, k=2,p=2,qc=1.

1

Sofent 5, = {(1+@™M}, 5, = (@ + D1

Soient Al’ A2 2 transformations de suites définies par :

y (xn) e conv (R)

(1) si lim x = 1

Al(xn) =

2n 2n
3 3 1 1 1 1 5 . n
(Ew s cees 3 ¥ (Z) » 5t (ZO y +.. ) si lim x # 1
n
1 1 .. n 1
(§-+ (§) ) si lim x = 5
n

AZ(X ) =

(1) #i lim x“#%

Les conditions des théorémes 8, 9 sont vérifiées, cependant les transfor-

. . f f [] 9~
mations de suites lER(A], o Ak), lM(Al, B sy Ak) n'accélérent pas

] 1. >
G+ @)

f
7 - TRANSFORMATIONS ((Un),p,q)GV(Al’."'Ak)' £ e RO
Soient p e R, 5 k, q e N 5 "%, .o, ag™) € (DD, i€ {1, .on, K
; q By
telles que ¥ n e N, ¥ i ¢ {1, ..., k} : Z aj’ = 1.

j=1
n, l

1

Soient Al’ . Ak’ k transformations de suites de ﬁN 3 valeurs dans ém,
k

n domA. # @ ; £ eX (§ 2).

i=] * ©

ks

On note par (Un) la suite de terme général Un = ((a q

n,l n,k
”"’Gq ),...,(Gl 5 50 5.0

f
La transformation de suites A =

n . o % o
(x) ¢ n dom Ai’ fonctionne de la maniére sulvante

i=1

GV(AI""’Ak) appliquée a une suite
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étape n < ¢

AT = A?

2tape n 2 q
a) Un considerne Les nelations ((U .
n’

q)cvin)), ie {1, ..., k} définies par :

n-j ,n-j+l . n, 2 n-j ,n-j+l
3,8 3P min § o7 (d (A 3,477 )P

w®y ) omiaa 5
] 1<f<k j=1

(
(U >psq) i 51

b) Un caleule Les coefficients de décompte (n), 1 e {1, ..., kJ.

£
U ,p,0)8Y;

c) On pose A" = Aril(n) avec i(n) est Le plus petdit indice de {1, ..., k}

vendigiant fgV = max P (n).

U ,p,q)% i(n 1<j<k V.

(Uy»Pra (n) J (Un,p,q)g b
Remarque
La transformation A = ((Un),p,q)GV(AJ’ e Ak) est la composée de la trans-
formation T (§ 4) et de la méthode de sélection entre k suites

(AI’ ceey Ak)
qui appliquée 3 une suite (AT, cens AE) € (Ek)]N associe la suite (A?(n))
suivant le schéma (*).
Théonéme 10
Solent Sl,...,Sk c Conv(E) ; Al""’Ak ¢ Trans(E,E)
Si pourn tout i e {1, ..., k}, A, est exacte sur s, et pseudo-regulitne
k

d'ondre q sun U 8, alorns pourn tout f e K, La trhanshormation de sultes

i=1 k

f
(w),p, GV(AI, ceos Ak) est exacte sur 'B Si.
n 1=1

Preuve
Nous n'indiquons la démonstration que pour A = oGV(Al,...,Ak), pour

((Un) »P»q)

les autres cas, les démonstrations en découlent facilement.
n k
. . n
Soit (x ) ¢ U Si’ 3 i« {1, ..., k} tel que (x) ¢ Si .
i=1 o n
Soit I 1'ensemble des indices des transformations exactes sur (x ).
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I#0 car io e I, par suite 3 ms ¥nzm, ¥iel: % o (d(An ] An it

e I " i=1
81 I = C{l K} = (¢ alors A est exacte sur (x ).

. . == = - e n ~
soit j € I, A, étant pseudo-réguliére d'ordre q sur (x ), par conséquent

Im, >m, ¥n2>m, : ? ’J(d(A e £ AT Z+1)) > 0.
i~ o AIRPLS 4

_ g
Soitn =maxm, ; ¥nzmn,¥jel: ) ’J(d(An £ Am Bl 5 b, e

jel ] £=1 J

- . = n
D'aprés (x), (xx) : ¥ n 2 s i(n) ¢ I, par conséquent A est exacte sur (x ).

C

Remarque
Si on suppose que chaque transformation Ai est exacte sur Si’ pseudo-réguliére
d'ordre £ > q alors on ne peut rien affirmer pour les transformations

f . < ;
((Un),p,q)GV(Al""’Ak)’ f eZKO - 1{1,2,3,6}, en fait on montre a 1l'aide de

contre—exemples qu'elles ne sont pas exactes sur U S..
i

i=1
Theoxneme 11
Scient Sys »een S, © conv(E) ; A], P Ak e Trans (E,E) ; f ¢ {1,2,3,6}.
Sﬁ peur teut ioe {1, ..., k}, A, est exacte sur S, Aﬁmi—néguﬁié&e AUR
ii] s, alons ((Un),p,q§GV(A1""’Ak) est exacte sun iil S -

Nous dirons que la suite (Un) vérifie la condition (m) ssi

JA>0,¥neN, ¥iell, ..., k}, ¥jell, ..., q} a?’l > .

Theoneme 12

Soient Sl’ MNP - = Conv**(E) ;s A s Ak ¢ Trans (E,E).

]’
AL

a) La suite ) virnigie La condition(m) .

b) Poun tout i € {1, ..., k}, A, accélire et A-accilene Si’ A, est nette sun
k
u S.
_ 1

i=1

))P=0.(
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. . f
alons pour tout £ e K , La trhansformation de suites GV(A,,...,A)
k ° ((U_),»p,9) 1 k
accélérne u 8,.
. i
i=1
Démonstration
o -
Nous ne démontrons le théoréme que pour A = GV(A cees A ).
que p (W), A e A
Pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement.
k
Soit (xn) e uvu S, .31i {1, ..., k} tel que (xn) € S. .
i=1 1 © s
Soit I l'ensemble des indices des transformations qui accélérent et
A-accélérent (xn). I+# @, car io e I.
si I = C{¥ K} = @ alors, on en déduit 3 1'aide du lemme 3 que la trans-
s e vy

. P n
formation A accélére (x ).
Sinon

.. = . n -
soit j ¢ I, Aj tant nette sur (x ), par conséquent : ] Ej >0, 3 nj, ¥ n 2> n.

d(A?, A?+l) > Ej d(xn, xn+1), par suite pour tout n 2= nj+q :
? o™ I (@@lT, ATTT)yP L P ? oI (@™, %" T )P prapres a) du
r=1 T J J N
théoréme 12, 3 X > 0 tel que ¥ 1 ¢ {1, ..., k}, ¥r ¢ {1, ..., @, ¥n e N
. q : - -
a?t > ) ; par suite ¥ n = n,+q : 5 an’J(d(A? r,A? r+]))p > Aeb ?
r j o] T i iL5
@, )P,
Soit € = min €,, m_ = g+max n,.
jeI J jeI
- q : - - - -
¥nem,¥jel: ) a:’J(d(A? . A? THIY)P 5 aeP § @EYT,ETTTTIP
1 r=1 r=]

soit €' ¢ 1J0, AP el

. P n . -
Comme pour tout 1 ¢ I, A.1 A-accélére (x ), il en résulte que :

r n-r+1)p

. _ q vt
3 mozm ¥nxm.¥1iel, g an’l(d(A? JA. < ¢'P ; (d(xn r,xn r ]))p<3n
o 1 rel r 1 1 r=1

(x%)

n~-r n-r+l
X X ))p.

q
avec 8" = aeP ) (d(
r=1

D'aprés (x), (*x), ¥ n >m_ ; i(n) ¢ I, par conséquent d'aprés le lemme 3, A

1

e n
accélére (x ).
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Remarque

n, 1 n,l

. s _ n n,k .
Si la suite Un = ((OLl ,...,aq ) (oc1 ,...,aq )) est telle que :

.. n,1i n, j
J n_s ¥ n > n_, vi, jed{l, ...k}, ¥redl, ..., q} ; ar’ = ar’J

alors

le théoréme 12 est encore vrai sans que la condition a) soit satisfaite.

Théoreme 13

Soient Sl’ vy By € Conv**(E) ; A ., A ¢ Trans (E, E).

k 12 k
S4 ¢
a) La suite (U)) verndifde La condition (m).
0 k" N d(xn n+1)
b) ¥ x) e u S., 3 yelO, [, 3ueR,,dIn,¥n>n :7y< £y 2w u
’ 1 + o o n-1 n
i=1 d(x X )
c) Poun tout i € {1, ..., k}, Ai accélene et A-accélene Si et Ai est [ql-nette
k
surt U S, .
; i
1i=1
alons :
. . f
Pounr fout £ e K, La thansdormation de Aultes EV(A; yswss
L% : (W ),p,)%" A1
accélene u S..
. i
i=1
Remarque
Dans la définition de la suite (Un) présentée au début du paragraphe, nous
avons supposé que : ¥ i e {1, ..., k}, ¥r e {l, ..., q}, ¥neN:
n,i d ) I : R
ar’ > 0, Z ar’ = 1 ; on peut remplacer ces derniéres conditions par
r=1 .
Ib>0, 13 n,¥nzn,¥ iedl, .., K}, ¥re {1, ..., q} : u:’l > 0,
q ;
E a:’l < b, en préservant les résultats des théorémes 10. 11, 12, 13.
r=1
8 - TRANSFORMATIONS fRV(A pios v phha ) g fRC(A g os s opBy ) g ek
((Un),q) 1 k ((Un),q) 1 k o

n,i n,i
1 -,ocq’)

g u:’l = | pour tout n e N, i ¢ {1 ,..., k}.
r=1

Soient f eIKO, q € N s (o (GR:)qu, ie {1,...,k} avec
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= nal n,l
On pose Un = ((OL1 s eees aq ), '.i’ (al s . aq )).
Soient Al’ cees Ak € Trans (E, E) n dom A.1 # 0.
i=1

8.0 - Transformation fRV(A s «e.s A)

((Un)aq/ 1 k

. f . n
La transformation A = RV(A,,...,A ) appliquée 3 une suite (x) ¢
(" Ao fy .

fonctionne de la fagon suivante :

étape n < gq

elape n > q

a) On considene Les nelations ( q)RVi(n)), ie {1, ..., K}, déginies pax :

S{¥%re {n-q, ..., n-1} : % # xr+1 on pose :

LA (AR, AT . da™ A

n-r  n-r+l

My ) S S
1 r=1 T oa™ LT ek pei dx"Tx

(n) n, . ,
((Un’qfv DR § o L = 1 min ( ? a? J 1
Sinon

on pose

n-r+l

(n), . n,i n-r . n,j n-r
((Un,q)Rvi ) (rgl ar d(Ai ,Ai )) = min ( % o d(Aj .

1<j<k  r=1

b) on calcule Les coefficients de décompte fr (n), i e {1,

V.
(Un,q) 1

c) on pose A" = A?(n) avec i(n) est Le plus petit indice de {1,...

vend gLant frv (n) = max Fr (n).
W_,9) " im) 13k (U ,q)"']

Remarque

f
(@) ,a)

coincide avec ((Un),l,q)

") e
i

n o=

i

n-r n-r+l

A

RV(AI""’Ak) est une méthode de sélection entre Al’ “es

dom Ai telles que ¥ n > q, 1 rn e {n~q, ..., n-1} :x n

n

).

n-r+l

; )).

..y kl.

, kJ

s A qui

b
GV(A], cees Ak) dans 1'ensemble des suites

r +1
n
= x

1

dom A.
i



71

. f
8.1 - Transformation ((UnLq)RC(Al’ ees AV)

A=

n o=

((U 3, q,)RC(A o Ak) appliquée 3 une suite (xn) €

comme suit :

dom Ai fonctionne

étape n < q

etape n > g

a) On censddene Les nelations ( (n)

), i e {1, ..., k} définies pan,

(U n°d )
5'4L existe r € {n-q, ..., n—l1 tek que xT # x5 l, on pose :
. B _ —rt]
§ ol 1gahTT AP ? o Jd(An LATTETY
(n) =1 ¥ ot 1 r J
((U q)RC )i ( )= Min (& )
? a:’ld(xn—r,xn_r+l) 1<j<k ar’Jd(xn_r,xn—r+l)
r=1 r=1
Sinon
on pose :
q : - =
(w_ )RC( Dy:( ¥ ol (Al ,AT T )= min { ol ’1d(A F Tty
»4 r=1 1<j<k r=1 J
b) On calcule Les coefiicients de décompte frC (ndy & € {15 ws.sy kla
(U ,q) i
n

c) On pose A" = A?(n) avec i(n) est Le plus petit Lndice de {1, ..., k}

vernisiant frC (n) = max frC (n).
(Un,q) i(n) I<j<k (U _,q)
La transformation de suite A = E RC(A], ‘3 Ak) est une méthode de
(@ ),)

s€lection entre A., ..., A

1 k’

On démontre facilement les théorémes suivants

Théoneme 14

A € Trans (E, E) ; f e'KO.

§ “os C : oG
Solent S], . Sk c Conv(E) ; Al’ » A
Si poun tout i e {1, ..., k}, A, est exacte sur S, pseudo-nlqulilre d'ordre
k
q dur U S, alons Les trhansformations de suites fRV(Al,...,Ak),

i

1 ((Un),q)
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f§C(A s «ees A ) sont exactes sun ..
q 1 k i

t c =

(@),

i=1

Théondme 15

Sodent S], .., S, c Conv(E) ; A

K s A € Trans(E, E), £ ¢ {1,2,3,6}.

]’

k
S4 poun tout 1€ {1, ..., Kk}, A; est exacte sun S.> semi-néguliere sun v
f £ i=1
alors (@) )RV(Al, cees Ak)’((Un),q)RC(Al’ cees Ak) sont exactes sun
Kk n »q
U Si.
i=1
Thécneme 16
. * %
Scient Sl’ ey Sk c Conv (E), A], cees Ak ¢ Trans(E, E).
S{ peun tout 1oe {1, ..., Kk}, A, accilene et A-accilene S, ef A, est nette
k
sur v S, alors pour tout f €K, Les trhansforumations de sulites
i=1 k
f £ P
(U )’q>RV(A1, . Ak)’((U ),q)RC(AI""’Ak) accélfenent -8 S
n n i=]
Remarques

1) Dans le théoréme 16 nous n'avons pas besoin de la condition (m).
2) Les résultats des théorémes 14, 15, 16 restent vrais pour les transfor-

f
mations RC(AI, ceey Ak) pour lesquelles la suite

((Un),q)

n,l
] b

¥nelN, ¥iefl, ..., k}, ¥re{l, ..., q}, a

U =((a LLod™h, L @ ., oKy yerifie :
n q q

Théondme 17

Scdent Sy, ..., S < Conv " (E) ; A ., A ¢ Trans(E, E).

k 1’
SL o
a) ¥ ie {1, ..., k}, A, accéléne et A-accélere sie,tA.1 est [ql-nette sun
k
vy 8.
i=1 1t

b) (Un) viriqie La condition (m)

a£0n5 La thans formation de suites RV(A],...,Ak), £f ek accélfernent

£
(L),
n
iilsi.

i
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et s4 de plus
. d(xn Xn+1)
Si’ 3 ce JO,I1T, 34 eR,, 3 n_s ¥n>n et L S

n
c) ¥ (x) € : < -
1 o d(xn l,Xn)

< d

Nnc =

1
f
alons La thans4ormation de suites RC(A,,..., , f e K accélen
: 5 “ (), RCAp oAy ek 2.
U] Si'
i=1

9 - ALGORITHMES D'ECHANGE AUTOMATIQUE

Dans ce paragraphe nous proposons des méthodes de sélection entre k suites
dont les algorithmes (appelés algorithmes d'échange automatique) qui consistent

~ ; - . n n kN . n
3 assocler a toute suite (Al’ ceey Ak) e (E7)Y , une suite (Ai(n))telle que

n

parmi Al’

Y

chaque étape n le choix de la réponse A? wis o % AE s'effectue

(n)

d 1'aide de tests sur un ensemble de points défini antérieurement.

Soient f ¢ Rb (§ 2) ; ae JO, 1] ; (u?, ceey QE) € GkaN avec a < a? < 1

pour tout n e N, i ¢ {1, ..., k}.

_ABQIiE__S_E_Q_1f3_§4_19?4_;;;4_QE)2-

L'algorithme E C (f, a, (a?, aay aE)) appliqué 3 une suite (A?, ey AE) €
(E fN fonctionne de la maniére suivante :

étape O

i) B® = ¢° = {B?, iy BE} avec B? = A? pour tout i ¢ {1, ..., k}.

ii) 1° = A°

etape n > 1

1) On considene Les nelations (Ecin)). ie{l. ..., k} dé4inies par :
(n), .1 n  n-1 _n n o A-les e n n n-l _.n n _n-1
(EC:.L ).(aid(Ai,Ai )+ (1 ai)d(Ai,C ))= min (a.d(Aj,Aj )+ (1 aj)d(Aj,C ))

1<j<k
2) On caleule Les coefbdcients de decompte fr.(n),i e {1,...,k}.
p &

3) On pose T% = AT

L () avec i(n) est Le plus petit Lindice de {1,..., k}
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vérnigiant fpo - (n) = max fp.(n).
i(m) 1<jsk  j

4) Pour tout i € {1, ..., k} on pose :

n-1 n

B! 40 aB™h, T < d@a?, TV
i i i
B, =
i
AT sinon
i
5) On pose :
. n n n
L} B = {Bl, cees Bk}
.. n n n n
i) C =B u {Al, ceny Ak}
£ . . . n n
On note par EC la transformation de k suites qui & (Al""’Ak)

(a,(a?,---,aﬁﬂ

(Ek)]N fait correspondre la suite (Tn).

Remarques

(n))

1) Si a? = ] pour tout i ¢ {1, ..., k}, n ¢ N alors les relations (ECi

(n)).

se réduisent aux relations (D.1

. - . - - 2
2) L'algorithme EC(f, a(u?, ceny aﬁ)) nécessite 3 chaque étape au plus 2K +K

calculs de distance entre 2 points.

On démontre facilement le résultat suivant :

Preposition 15

2 f
1) S est devinable par n n. EC pour tout f e K .
(a,(ocl,...,cxk))

f
o EC poun tcut £ ¢ {1,2,3,6}
(a0 50 e 0500 ))

2) S est devinable pan

k
Soient Al’ .y Ak e Trans(E, E) avec n dom A.1 # Q.
i=1
f
On note par EC(A ""’Ak)’ la transformation composée de la
n n 1
(a,(al,...,ak))

transformation 3 k réponses T( ) et de la méthode de sélection

A <A

17 k
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. f
entre k suiltes EC.

(a,(an,...,azﬁ

Théoneme 18

Sodlent Sl’ ...y S, c Conv(E), A .y Ak ¢ Trans (E, E).

Kk 1> -

S{ pourn tout i e {1, ..., k}, A, est exacte sur S, pseudo-réguliene sur
k

u S, alorns pour tout £ e K, La trhansformation de suites fEC(A -
. i o n n 1
i=1 k (aial,...,ak))
est exacte sur U si.

i=l
Théoneme 19
Scient S., «.., S, cConv(E), A,, ..., A € Trans(E, E).
1 k 1 k X
Sd poun toeut i e {1, ..., ki}, A, est exacte sur S5 semi-négulilne sur U S,
i=1
afons pour tout £ e {1, 2, 3, 6}, La transfcrmation de suites
k
f
EC(A ,...’Ak) est exacte sun U S.
n n 1 . 1
(a0, 500,00, )) i=1
| k
Les théorémes 18, 19 en découlent facilement de la proposition 17.
Thécréme 20
. * %
Sosent Sl’ v Sk c Conv (E) ; Al’ ey Ak ¢ Trans (E, E)
S{ poun tout i e {1, ..., kI, A, accéléne et A-accélféne s, et A, est nette
k
sun U S alors pour tout £ ek , La transionmation de suites
i=1 k
f _ e
EC(A,,...,A ) accélferne u S,.
(a, %, ...y ! k i=1 1
b l’ . k
Preuve
Q
Nous n'indiquons la démonstration que pour T = EC(AI""’Ak)

(a,(a?,...,aﬁ)

pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement.
k
. n . n
Soit (x ) € v 8.5 =] i€ {1, ..., k} tel que (x) € s, -
i=] o)
Soit I l'ensemble des indices des transformations qui accéldrent et A-

accélérent (xn). I # 0@ car io e 1.
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Si I = C{} 5 K} = ¢ alors, d'aprés le lemme 3, on en déduit que T accélére
343y
).

Sinon.

. = n . .
Comme pour tout j ¢ I, Aj est nette sur (x ), il en résulte que :

. = n n ,n-l n n n-1 n-1 n
4e >0, 3 m s ¥n 2 m_s ¥jel: ajd(Aj,Aj )+ (1 aj)d(Aj,C Zza.ed(x WX ).
(*)
Comme pour tout i ¢ I, Ai A~accélére (xn), il en résulte que :
. n n ,n-l n n n-l n-1 n
3 m m ¥ nm, , ¥iel: aid(Ai’Ai )+(l-ai)d(Ai,C )<a.€d(g WX ). (*%)

D'aprés (%), (x*) : ¥ n = m s i(n) ¢ I par suite d'aprés le lemme 3

T accélére (xn).
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CHaPITRE IV

COMPARAISON NUMERIQUE DES METHODES
DE SELECTION DU CHAPITRE III



78

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous testons les méthodes de sélection vues au chapitre 3
sur 6 transformations normales déduites de 6 procé&dés d'accélération de 1la
convergence : procédé de richardson, e-algorithme ., p-algorithme, procédé
d'overholt, 6-algorithme, A2 itérée.

Nous allons prendre des suites dans les 5 familles de suites suivantes :

suites monotones d'ordres supérieures 2 1

- suites monotones & comportement logarithmique
- suites 3 convergence linéaire

- séries alternées

- séries divergentes.

(*)

Dans les expériences numériques nous indiquons la suite des rangs des
réponses choisies par les différentes méthodes de sélection.

La comparaison de 2 méthodes de sélection est basée sur la comparaison des
suites de rangs associées.

Nous concluons cette partie par des remarques qui donnent une idée sur

1'ensemble des méthodes de sélection et les transformations en compétition.

(x) Les distances des 6 réponses 4 la limite supposée connue de la suite
transformée, sont classées par ordre croissant, nous appelons rang
d'une réponse, le numéro du classement de la distance de cette réponse
a la limite.
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DEFINITIONS ET NOTATIONS

A partir des 6 procédés d'accélération de la convergence 8-algorithme,
€-algorithme, p-algorithme, procédé d'overholt, procédé de richardson, A2

itérée, on définit les transformations de suites A wesy A, DAr

1’ 6
. i .. n ﬁm .
A1 : la transformation de suites qui 3 (x ) ¢ fait correspondre la

fe) o 1 n
'EIEREE TIO’ TIO’ o w3 TlO’

le procédé de richardson i (xn). (13, (2], [5]

suite (Tg, T .. ), obtenue en appliquant

n o 1 o 1 o 1 n
A2 ! (x) € ﬁm - (Eo, Eor €93 Egs wrvs €10’ €107 0 €0 )
(e!') est obtenue en appliquant 1'e-algorithme 3 (xn).Llj, [51, [6]

n o 1 o 1 o] 1 n
A3 ¢ (x ) E]E\I—> (QO’ pos 02, 02, ceey plos plo’ ceey plos LI )

) est obtenue en appliquant le p-algorithme 2 (x™). 1, [51, [6]

n y ,0 1 .o o 0 1 n
RN C I T AN S (TR ORI oy < )
(VE) est obtenue en appliquant le procédé d'overholt i (xn). r1]

N o 1 2 o) 1 2 o 1 n
A (x) eR - (eo, 8, eo, 6 9yt 610, 610, g 610,

(62) est obtenue en appliquant le 6-algorithme 2 ™). (11 €51
2O
A, = A" itérée. [1]

. *
Soit g e N , on note par :

.
c = {0,1,2,3,4,q5,6,75Lq/2]+1’q) 8,9}. [q/2] est la partie entiére de q/2.
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EXPERIENCES NUMERIQUES

Dans les expériences numériques, nous allons tester les différentes méthodes

de sélection vues au chapitre 3 gsur les 6 transformations Al’ AZ”"’A
dont les réponses sont calculées par les programmes de C. BREZINSKI. Nous

prenons (%) resp. ((n)n>1) comme suite auxiliaire dans richardson

n21

resp. (dans le p-algorithme).

1 - Suites monotones

él =8
_ _py 1501
$n+1 =1+ 0.9 (Sn 1)
lim Sn =1 3 (Sn) est accélérée par AS’ A6.
o

a) Résultats de EC(A

(172,(1/2,...,1/2))EC A 5225 80)

. notation

(o}

(1/2,(1/2,...,1/2))

Dans tous les résultats numériques de la méthode

on note par :

TS(N) : la réponse sélectionnée parmi A?, vees Ag.
I : 1'indice i de 1la réponse choisie, i ¢ {1, ..., 6}.

1

RANG : le rang de la réponse sélectionnée

. Au tableau | nous indiquons les 23 &tapes de la méthode de sélection

o

(1/2,(1/2,...,1/2))EC(A 55 A

6)'

EC(A[,...,A

6)
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ko SC1) *x J1x TS(M) xRang
AR R T AR R R AR R A T R AR AR AP R IR R KA R P KRR KRR RRKA T AR AFTREAKRRRERFT R K % kkk

1 = LB8N00000NON300NGN+N] = 1 % <BUNON0000000000U+0Y * ]
2 * LTU2ITO2R3229569N¢NT % 2 % «T4P37928R2295090401 * 2
3« ,oRBI9%UAKGI6PTNTN401 % 5 x «68RI9I54699A870TL+01 * 5
4 = «63957Q9676694913N+01 % 2 «x .P4180168A6RILISL+U0 * 4
5 .S93RTAB265139S1N+01 = 5 = «10R0RYIIRI 122520401 » 2
ho* sST1647143620734N401 % 5 x «1072500455R12650+01 » 2
7 .S126556R(0316449N4+01 = 4 =% «9190620241736320+00 x 4
B * LUT6691842099437N401 x S x «100012R658744230401 * |
9 * LU0354R919501550N+4N1 % 5 x .10001169567230A0401 * 2
1n » C413032619NQUSRENGO] = 6 * 1000305664336 780401 * 2
11 » C3RUGHLTHNBULTITANH01 % 6 % L100024082179A620 401 * 2
12 » «359167C61731307D+01 = 6 % L1000277267259630401 * 2
13 + .3354822151399340401 % ¢ % .1000295095527170+01 * 2
10 = «31375A92GP(2E53N401 x & x L100001ROS05T74e0L+01 *x 1
16 % C293RLR2ATTITAENEDY) % & «1000002053836310401 * 1
16 » cPT5622050336901ND401 % 5 x L1000007634624030401 * ]
17 » LP5BA5P492T1RT2INENT x S5 « .1000003667169760L4+01 * 1
1R +2H3721759A573786N+N] % &5 % «1000N01I5RTAROTIP2L+01 * ]
19 » «PP9R109595175G8aD+01 x 5 =« «10000099A1A2903U+01 »
20 * «217142954366311N4+01 = © % .1000008262492390401 * |
21 + .2055956052373420401 % 5 x «10000025R56000LID+0Y * ]
2P + L19508T8N200H6T3N4+01 % 5 x 1000002544100 710401 * ]
|23 * L1PERITGRTIRLIIPONANT = & = 210000625470001900:401 * ]

Tableau 1

Nous voyons sur le tableau ci-dessus qu'ad partir de 1'étape N=8, la méthode

[0)

(]/2,(1/2,..-,1/2))EC(A1,...,A6) propose les réponses des transformations

A., A, et 3 partir de N=14, les réponses choisies sont les meilleures

57 76
réponses possibles.,
b) Dans toute la suite nous n'allons donner les ré&sultats que pour
les méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte d'indices
[
fe {0, 1, 2,3, 4, 35, 6} car pour f ¢ {7E“q/2]+l,q) 8,9} les résultats

sont souvent identiques aux résultats de la méthode de sélection associée

aux coefficients de décompte d'indice 6.

Aux tableaux 2, 3 nous indiquons les rangs des réponses choisies par les

méthodes de sélection gD(AI""’A6)’ fe {0, 1, 2, 3, 4, q5, 6}.
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q=1
£ y 41 5| 6| 7| 8| 9|10|11|{12|13|14|15|16/17(18(19{20(21{23|23
O [ 4] 2| 1| 4] 1| 1| 20 2 2 2( 1| 1 1| 1| 1| 1] 1] 1] 1] 1
A Y Y AR A s A A N A R A A A Y R A U
I A I R A A Y A N A N A Y A N A Y A U
T3 T & A A A XX 2 2 2 2 2 oo
T4 |4 2755 5| 15| 2| 2| 2 5| |0 o1
T;T_ATTT'TT_ZT_Z—T_I_IT—I—JT_TT'T
6 | 40 20 1| 4 1| 1| 2 2] 2 2| 1} 1| X 1| 1| 1| 1| 1] 1|1
Tableau 2

Les résultats ci-dessus montrent qu'd partir de 1'étape N=17 les 7

de sélection, proposent la meilleure réponse.

méthodes

q=2
£ N{ 4] 5| 6/ 7| 8| 9(10/11{12/13{14|15{16(17[18(19(20(21(22,23
TO0 | 5| 3| 2| & 4| T T 2 2| 2| 2Tt
I A A S D A A O R A N R A S A AR
2SI 2 A 22 2 2o o a1
3|55 5| 5| 4| 4| 4|6 2| 2 2| 2| 2| 1| 1| 1| 1| 1|1
4| S5 4l 4| 5| | 2 2y 2| s T T T 1111
25 | | S| 4| A A 4T T2 2 2 T O T OO oo
"6 | 5[ 3] 2] & & 1] 1] 2] 2] 2] 2] 1] 1] 1] 1] 1] 1 ll 1| 1

Tableau 3
Les résultats du tableau 3 montrent que :
a) La transformation des suites ;D(AI""’A6) propose la meilleure

a partir de N = 10.

réponse

b) Par comparaison avec les résultats du tableau 2, les rangs a partir

desquels, les méthodes ZD(AI""’A6)’ f e {0,2,3,25,6} proposent la meilleure

réponse, sont augmentés avec q.
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c) Résultats des méthodes ;E(AI’-"’Aa)’ f e C2

Les résultats des méthodes gE(AI, ceny A6) f ¢ C, sont identiques aux

2
résultats des méthodes gD(Ax’ ey A6)'
d) Résultats des méthodes gM(AI""’Aa)’ f e C2

Les résultats des méthodes gM(AI, ceey A6)’ fecC

? sont meilleurs que les

résultats des transformations fD(A s -e.5 A ), f € C,.
2 1 6 2
Les transformations de suites ;M(AI’ ooy A6), (2’2)8M(A1, cees A6)’

gM(Al, ceny A6) ont proposées des réponses identiques aux réponses de

6
2M(Al’ ceey A6).

e) Méthodes gER(AI, ...y A), feC

2

Les résultats des méthodes gER(AI,...,A6), f ¢ C, sont meilleurs que les

2

résultats des transformations gM(AI, v A6)'

f
((1/2),1,2) oheds ((172),2)

ont données les résultats que nous résumons

f) Les transformations de suites GV(AI,. RV(AI,..,A Y,

6

f
((1/2)’2)RC(A1,...,A6), felC

dans le tableau ci-dessous.

2

f\§ 41 57 6] 7] 81 9[10{11]12{13[14115]16{17{18[19]20{21 |22 23]
0 | 2y 3, 2 2| 4y Y| Y| 2y 20 22 1 1| 1} 1} 1} 1y 1; 1)1
I A e A N A N N A A A R A A Y A
I e A R A A A A B R A U A AU Y AN A
T3 |75 5. 5| 5| 5| 5| 1] 1| 1| 2| 2| 2| 2| 2| 1| 1|1} 1] 1|1
T || T5\Ts|Ts| 75 5|1 5 2 2| 2| & 1| 1|1 11111
—2”5—'_‘—5_3_1777—1‘7'—2'7_1_1__1_1'_1_1'—17_1‘
6 | 5 3l ) 2 37 1|1 2| 20220 1) 11 1)1t ll 1] 1
Tableau 4

Sn =1+3 e- 4. (1,1) , n=1, 2,
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(Sn) est accélérée par AS’ Ag-

a) Résultats de la méthode de sélection

. | 4 -—
A partir de 1'&tape N = 8, (1,5 (155 172y

réponses des transformations qui accélérent (Sn).

CLEZ2, 01025 vusdf2))

o

EC(A, ... A)

Y

DN AT NN -

o

10
|11
12
13
14
I
16
117
1R
19

20
21
2
l??

b 4

*

* % 4+ % % 4 % % F + %t ¢ % ¢ At Rt R

St x I1=x
FRARA RS R A AR A AT R RS AR T AR AR KRR R A RARARART AR RS RSN R AR RA N R

«173Q7Q0RY1E24P2N4NT %
1 FUTIUITNN2R()OTINSG (O
«1ES13URTLN2A0 0N 0
J1NOSAdTI2T2A5RNOTR 4N
< 13BAINGIITGAINCNENY
1147162857797 4+01
<1P511R231(11203N40
«119AGNIEGROAKPTNE N
11492082670 T78556N+0 Y
JIVINSPUPQGALAGNINSN Y
«1NTOURQN1P51841N40
JINGRP2RTS(ONLQ7REN L0
«10370A10GT71061D40
SIN2TLERIRGNLA2UBNE N
«101872975941703N4 01
cINORGEST717HO140GN4NY
JIN0LE2INGALNPOUNEN Y
2 1N0P83IT7E5LR1AGNT0
L100124G17499418N+N
s 1CUNKRTIELD9NAPLNENY
L100N2U3ALPT2T 1 0NE MY
210000045990 123A6N+ 0N
L1N0NOTITOROCLPI LN N

$ % % oF Ok % % % % % % % X % % % X % ¥ % ¥ *

LuurtUrcocournocuvnyuurIio=C ULTNLULIN -
o5k o O OF b % % ok % oF % Ok % % % o % ¥ ¥ ¥ %

x

TS(M)

c1739790B91R2UBP L+
.16431433N4280930:401
«15S5134RTA02009M04+0)
.12931955R444A010U+(C1
.121248793715S41760L+01
. 979861233950 ,9840L+(0 N
LS51027250651149°L+00

.101779%892RGT3P 40

LA98703255932714804+00
.9993281444382720L+00
. 9903941855646 CUL+0M
.999358A1R483164D+00
.999376513729101L400
.990379412(0N3125L 490
1014111004191 150+401
«999372R3T78N1194L+00
L1000006611919350L+01
.1000006561141300401
21000N0AT10106360L+01
<1000N0NISYRTULTL+0
.10M0N0C1S51C40P1+01
L100000G0155907920U+C1
L100QNONL11982NTRLU+01

*Rang‘

K *koxk A

R T S L A S

* ok

*

*

* ok ¥ o

1

RPN W N

RO RO R RO N et e e RO (WD —

el el ] e

(0]

b) Méthodes fD(A],
q

Pour ¢

] nous avons les résultats suivants

., A), qged{l, 2, 3}, fecC.

q

EC(A]""’A6) propose les




f*N 41 5y 61 7| 8| 9110|11|12{13}{14{15{16[17{18{19{20{21,22|23
0 20 20 1) 3] 20 1y vy 1] vy b on| o2y 2 20 2p 2 1) 1] 1)1
IZE|ETT|_1'T_1"T_1—1"T_2_1_IZZIIZ
2 20 2 1y 3y 20 % 1) 1y vy vy 2y 20 2 220 1101
32 2|2 3Oy 166, 2 2| 2 2|11
T4 | 2| 2| 3 3 s I oo e 2l 2|2 2|76 1| 1|1
Tg 2z 2 33| T O T a2 2T T T
6 20 20 Y| 3y 2y 1) Y|y gy 2y 02023020 02y 1) 1) 11
Tableau 5

Pour q = 2, les résultats sont légérement plus bons que pour q = 1.

Résultats pour

Nal
]
w

£ N| 4] 5; 6] 7| 8 9[10(11[12[13:14]15/16717118]|19201/21|2223
O | 2y 2y 2y 1| 2y 2y 1} 1p 14 10 1y 2y 20 Y0 1) 210 10 1) 1)1
V2| 2z o 2 a1
I N Y A R N A R A R A A A U A N A B A AR )
ERF RN IEREaEE
T4 2y s 2 s I e 2 1 el 11 1
q__'_—l_—l_"?—l_l_l’_f_]—l_z_l_l_l_l'_l_l_l
6 | 20 2y 2] 1| 2 2y 1} Yy 11y v 2y 2 1120 1) 1 1)1
Tableau 6

Les résultats des tableaux 5, 6 montrent que 1'augmentation de la valeur
de q a améliorée le comportement des méthodes de sélection iD(AI""’A6)’f€Cq'

Avant de quitter cet exemple nous signalons que les méthodes de sélection

f f f £
3E(Al, cees A6), 3M(Al’ cees A6), ((1/3)’3)ER(A1,...,A6),((]/3)’3)RV(A1,...,A6)

f e CB’ ont données des résultats identiques aux résultats des transformations

f f

BD(AI’ ey A6), ainsi que les résultats des mé&thodes ((1/3)’1’3)GV(A],...,A6),

£
((1/3)’3)RC(A1,...,A6), fecC

3 sont identiques.
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Remarques
1) Les résultats des méthodes de sélection associées aux coefficients
de décompte d'indice f = 1 sont souvent meilleurs que les résultats des

méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte d'indices

f e c-{1}.
q

2) Seules les transformations de suites AS’ A6 sont capables d'accélérer

les suites des 2 exemples précédents.

k+2

° k+1
S = z Log ( ) . Log (E:T

Y «.m =1, 2, 3,

lim Sn = 0.684724788564

A

(Sn) est accélérée par Al A

= _ . ; o
a) Résultats de la méthode de sélection (1/2,1/2,...,1/2 EC(AI""’AE)
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v

O B3N

'y -

‘4#‘\t#i4‘##)‘#‘ﬁﬁ‘*f!{*lﬁﬁ‘!*t!#!ﬁ#

SINY

L 2R1N4699650N008N+0D
T.39769203910R050N+00
LU61RBAL4TBUOU3IT2N400
L5N287031806P510N+N0

T .SR06TSINGAGRLETNEN])

.551259264946613N+00

T 56606A997T7285540+00

«5792966T79NGROSEN+00
«SR943RENETETLTEN+00
«597731678T755R82N+00
«00d69630406R235040DN

.61062R10773%9140400

«01574102953574N+00
6201937274373 76N400
20PU4106350RLI9TINLQO
P78 716586N9260804+00

T L 6T0R61984T01150N400

«63I3LZR24059R4RIN+NDN
L 6IBOITHLEREDPU403N400
«6RBP0TSARNS24TUNENG
0802754647422 7h+00
JHU216T31461T747874+N00
LoN300ULP2QLUUARNEND
JHNBEQETENT701420N+N0
<040 OBRIRZP2TAG10N+N(
LOUBIS/LRONGRERENEND
<OUIETULHKTINGTINENN
LHS0R2U4318022920N+00)
LT 1038944795720+
HB2CTAGTAALATIRGNEN)

* Ji1x

ft*********t’t***********t*******a*****t****i********t***”m*+*

i*)ﬁ#!l-)l».*)til****%*#*ﬁﬁii**‘t‘*'*iﬁﬁ

VOV e T = NNV = = N WWH MWW W W W WUN -

i*ﬂt}»'&ﬁ*ﬁﬁ&*iﬁ*il*!%ﬁ****ﬂﬁ#*

TS(N)

«”8104699650060RD+00
«397692039108050D+(N
+A618BR64A3RUNLTTIPD+00
+68U0573862985290+00
L680T203048315970+00
«68472311529058620+00

T L688724T996R093204+00

.6847247931765540+00
L6BUT24767709306704¢0
.68UT724T884KT29RD+0N
L 6BUTPATBRSAKLIN2R+0ND
LbBUTPUTERASOSTNU40N
LABUT24TBS1200T6L+0N
LABATPUTBT 654100400
L6BUTR2LTBRI963IIRL4CN
L6BATP4TBR111190040N
LOBNTPUTRRIOTAIOTH(N
L6BBTPUTBRIRIRS2[4 (D
LOBUT24TBR2ITEOPU400
L6BNT24TBRLESH6REID40D
L684T2478R5920700+00
L6BUTPUTEA6Q2R22D+00
LABUTP4TB65TTISTIN40N
6BATPUTTTESTOIDO+0N
LHhBUTP4T8T5902¢hkiL 40N
L68NT264TETETE3ISL400
LABUT25T7833358 140460
6BUT24T633381020460
LEBUTP4TEISO0TIEL4(N
-hBAT24THAS2QP03 0+l

* Rang |

*

* ook % ok % ok ok ok % F

N A T

L A S T

— e e PO e e PO e e s et BRI R DI RI e e B e e e b e et e b e N R e

By
°Ec(a A.) choisit les ré Uiig
(1/2’(1/2’...’1/2)) 1,..., 6 cnolsl es reponses

des transformations qui accélérent (Sn).

Dés 1'étape N = 13,

b) Résultats des méthodes gD, fe 02
Au tableau 7 nous résumons, les résultats des méthodes de sé8lection gD,

f e CZ'
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N of 1] 2| 3| 4% 6f|n f| ol 1} ol 3| u[?s] 6
41 3| 3| 3] 3 3 18| 2| 6] 2| 6] 2| 2| 2
TS| T3 1 3| 3| 1 1|19 24| 2|42 2| 2
6| I 1| I T I o200 1| 51| 51|11
B R A R E e
BRI RE e
T X Y| T I 23 1 s 111
BRI ENrARIE R E .
CIT| NI T T I O 25| 25 25 a1 2
I Y T Y A U Y AR Y A R N
I3 L r I I T 271 s s 11T
“T4 2| 3| 23] 1| 3 2|| 28| 1| 5| 1| 5| 2| 2|1
CIS| 1| AT o 29 T T s 10T
“l6| 1| 5/ 1|5/ 1| 171|730 1|1/ 15/ 1| 1|]1
17 20 5 25T Iy
Tableau 7
Pour tout f € C2, les résultats des transformations de suites
fea, conoan, My, o, ), fErGa, L, Ay, fovia,,...n)
2 ] 677 2 1 67’ 2 1 > 76 ((1/2),1,2) 1’ 76

£

RV(AI,---,Aé)’ ((1/2),2)

f f
((1/2),2) RC(AI,...,Aé), ZD(AI""’A6) sont souvent

identiques.

1.1.1 - Exemple 2

n 2
S = ) -, 1ims =T = 1.644934066848226
n & 2 n 6

k=1 K
(Sn) est accélérée par Al’ A5.

o

(1/2,(1/2,...,1/2))

Nous indiquons au tableau 8 la suite des rangs des réponses sélectionnées

a) Résultats de EC(Al, conrs A

6

A

( %Ec( )
PAT M5 (112, « wwy 120 B0 s wmnn Bpls
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N 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13 14 15 16 17 18

Rang 12 6 2 12 11 111 11 2 2 2 11

N 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

Rang 112 111111111111 111

Tableau 8

Le tableau ci-dessus montre qu'a partir de 1'étape N = 4,

(o}

(1/2,(1/2,...,1/2))

qui accélérent (Sn) et & partir de N

EC(AI""’AO) propose les réponses des transformations

= 22, propose la mailleure réponse possible.

b) Résultats des méthodes gD(AI,...,AL),f e C

6- 2

N E o 3 a2 s IINElol1]2]3]4/|%

N N
51 2 | I I T T ) 2001 212111
6 | 2 2021212 22 {11 | vl |22
713 31313 —3- 23 0111511
8 | 1 2 12211 26 |1 115111
9 | 1 2 0111 25 | 111511
10 |1 Ly |11 26 |1 1|15 1l
1|1 2 11 41 |1 27 f 1|1t br 1l
12 | 2 1 |2 |2 |2 28 L1 1|11
13 |1 31111 29 (1l
14 | - 3|1 (1 |2 O I U T A T T A O B
15 | 2 3121242 31 11117111
16 |2 4 L2 12 |2 N T T T T O T T O B
17 | 411|141 CICTEN N T T T I O S B
18 | 6 |11 |1 K7 O I T N N O
19 | 1 111 |1 35 11y
20 |1 2 11 1 36 |1 |1 | 1 |1 [ 1

Tableau 9
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Pour les autres méthodes de sélection nous avons les résultats suivants :

P f f f
1) Les méthodes 2E(Al,...,A6), ZM(AI""’A6)’ ZER(AI""’A6)’ f & C2, ont

donné des résultats identiques aux résultats des méthodes gD(Al,..., A6).
= f
2) Les résultats des méthodes Tevia .o a,1/2), )RV A sAl),
£ ((1/2),1,2) 1 6
((]/2),2)RC(A],...,A6), f e C2 sont identiques et sont meilleurs que les
résultats des méthodes gD(AI,...,A6).
1222 = Exemple 3
. 1 .
Sn = (n+l) sin —uF E B Oy T, 25 o = Yim Sn =1,
(Sn) est accélérée par Al’ AS’ A3.

a) Résultats de EC(A LA)

(1/2,(1/2,...,1/2))—=12—"2—p~

AR R TR R AR R R R AR R R R AR X T ZRR IR AIRRAR AR PR AR A RARARARRARARR AR KRR Kk kkh

x N = SC1) *x I1x TS(M) * Rang*
*******tt*****t***t*********x*r*t*****t****tx****t***tt*********
x 1 = C9SERL1(TT2UPUN6N+NY x 1 *x  OSRES10TT206406L+00* 1 *
x 2 % .9PI5EH0003BRASTNH00 x 2 % .9815R409N3ROUSTL+00 > 2 *
“x 3 %« _9P9A1IGBITNIRYO2N+Ny x 1 x . 10N63604U3A31TOL40Ix 4 *
x4 % e 993TYAK653975306N+00U % 6 =% .99A5R2029903622U+00* 3 +
x § = «995376796160490N+00 % 5 = .9999571146299700L+00* 2
* 6 9966021 085455460400 * 3 x  ,1000000095211360401+ 1 *
‘x 7 *  ,9973978670616821N400 * 3 x  .9999999968629650400 % 1 *
xR x  ,967943650569L77N400 * 3 x  .9909999999(097493u+00% 1 *
Tk 9 % _99633U16606R2PIN+N0 x 3 x  .99090GQ90G0G93EIL+00x 1 *
x 10 * L9GE623158597574N+00 x 3 x  ,1000000000N0205U+01* 1 ¥
+***~A***r******+**k******+***+***+****i—**-‘—*******************+**+**++*~k**+*~k
Toutes les transformations fD(A . s A) fE(A sasiyg A fM(A A)
2 ]’ L2E ] 6 ’2 P ’ 6, 2 1,-.” 6 Py
£ 3 f
ERGA s B0 s (1 /y 1 9)OV (A58 (110 9 RV(A, A
((1/2),2§RC(A1,...,A6), f e C2 ont proposé les réponses de la transformation
A, 3 partir de 1'étape 6.

3

1.1.3 - Exemple 4

(Sn) a pour limite S = 0.577215664901532

(Sn) est accélérée par Al’ Ag, A6'



a) Résultat
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o
s de

(1/2,Q/2,...,1/2

EC(A

1""’AE)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 1314 1516 17 18 19 20
Rang 1 2 2 2 3 1 2 1 2 12 11 11 1 1 1 11
N 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Rang 2+ 111111111 11111 1 1 11
Tableau 10
- . . o
Les résultats ci-dessus montrent que (1/2’(1/2’.‘.,1/2))EC(A1,...,A6)

propose souvent la meilleure réponse possible.

- . . f f f
b) Les méthodes de sélection 2M(Al,...,A6), ZE(AI""’A6)’ 2ER(AI,...,A

f
((1/2),1,2)

f

GV(As -+ 580) s ((1/2),2)

5

f
RV(AI,...,A6),«1/2),2)RC(A1,...,A6), fecC

ont proposé des résultats souvent identiques aux résultats des méthodes

f
2D(A1"°"A6)’ fecC

2

que nous résumons dans le tableau 11 suivant :

2
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6 1 1 1 1 1 1 1 24 (2 {212 |2 2122

7| 2 2 2 | 2 2 | 2|2 25 | 2 1 2 | 2 1 1 2

8 | 2 2 2 |2 2 |2 | 2 26 1 Z 1 1 1 1 1

9 1 1 1 1 1 1 ] 27 1 2 1 1 1 1 1

10 | 2 1 2 1 2 2 2 28 1 2 1 1 1 1 1

11 1 2 1 2 2 2 1 29 1 2 1 1 1 1 1

12 1 1 1 1 1 1 1 30 1 2 1 1 1 1 1

13 1 1 1 1 1 1 1 31 1 2 1 1 1 1 1

14 1 1 1 1 1 1 1 32 1 2 1 1 1 1 1

15 1 1 1 1 1 1 1 33 1 2 1 1 1 1 1

16 1 1 1 1 1 1 1 34 1 2 1 1 1 1 1

17 1 1 1 1 1 1 1 35 1 2 1 1 1 1 1

18 | 2 2 2 | 2 2 2 2 36 1 1 ) 1 1 1 1

19 1 2z 1 2 2 2 1 37 1 1 1 1 1 1 1

20 ] 2 1 Z 1 1 1 38 1 1 1 1 1 1 1

21 1 2 1 1 1 1 1 39 1 1 1 1 1 1 1

, 22 L 1 1 1 2 1 1 1 40 1 1 1 1 1 1 1

Tableau 11
Remarques

1) La transformation A_. est plus performante sur les 4 suites monotones

5

a comportement logarithmique.
2) Les méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte

d'indices f ¢ {1, 3} sont moins bons que les méthodes de sélection associées

2

aux coefficients de décompte d'indices f ¢ {0, 2, 4, “5, 6}.



2 - Sommation des séries alternées

2.0 - Exemple 1
n k+1

n

k=1 /k
lim S_ = 0.60489864342162

(Sn) est accélérée par A2, AS’ A6.

s = ) L&D a-, 0,3, ...

93

a) Résultats de la méthode de sélection

(1/2,Q1/2,...,1/2) ————]L;;;Léé_

o}

EC(A )

ARRRAKRFT R R A AR A AR AT AKX A A AR T AR KRR R AR KRR AR R KRR T RRRRRPAAAARA KR R ® K F hrkkokkk
*Rangx
KR AA R R R E AR AR A P A X A AR AR AR A AR IR AR AR XA R A RARRE R AR RTR KA KA AR Kk kk kkx

* N o S0i) x 1%
* 1 = LI00RUNYNHRNNLNLNERY % 3 x
* 2 * L PO2PGIL1RIALEINHN, % ¢ x
* T o« BT0P42u oy e Ny % o ox
* 4 % «e3TV244PE0URETENH00 =« O =
* & « JBITUSTORISZINTGN+N L * 5 %
* 6 * LUNI2LRTAININITINGN) x 6 x
* T * P71 73he 0% NUD NG % (o %
* B x4 T36198THUSKIPTNH00 % 6 %
* Q .76605130070QQ605*hU * U %
*10 % 25072544277 10220400 % o =%
*11 * « 7152723ATRTI4Q386N¢N; = 5 %
*12 JUEIRHI6R2754573N400 % 6 %
*13 & TUOSI17SURGTIRTD40G & o %
*14 % 4T3R505N80547A30400 = 5 %
*15 «TTIFLOIOATGIODUNLNN % § =%
*16 % SURIRLOZIQALTYIG2UNENG = ( %
*17 s TPE43BSUP23T73257N4+00u x & %
*x1P LJUPOREPTARITLYP2TALINEN Yy % & x
*1Q = 2 71009P4QT72133INT3N$+ND % O %
20 & G944Q16°94L324N400 & x

FohkkkhkhkhkkAhkrkhhkhkhkhkdhkhkbhkhhkkrdrhhkrxkhkk

b) Résultats des méthodes gD(A],

-, A), feC

* ¢~

2

18(M)

LHun0ngnGo0nNonNunNL+0d
WP9200321P5130852 49N
SAINTIHUOUYNI2IE 40
cHUP29429Y5571956u+(0h
LA0NGPQQZID 208G+ (N
QAOQOQBSQgOOS767U+CC
«bVUINGR 28T LRLT U+
«608893131460R44+(N
L6048O9B6LNTA0TSRL+DN
«H0UBOBH63IIRGRGQ .4+ N
«b04898642991P10L+00
.A0UBO864330INGOL 4N
«h0UBEL643452245104(0
L604898643421519.+00
«H0NR38AAIUPL1606L+0N
«60880AdTL4PLIHLF0+00
«60039086434216300400
«600389566U43ulib63N0+ul
60103934342 1650, 490
LADUACERLTL?2LASN0+(N

Au tableau 12 nous résumons les résultats des mé&thodes de sélection

£
2D(A1, ooy A), £ eC

6 2°

*

L S T S S S . S A S T T S T I S

*

1O N st b o O R = e

—m it bt bt N) e N

Khhkkkhhkdkhkkhhhkhhkhkhhkhkkkhkhhkhkkdhkddhk

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
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Tableau 12
Nous signalons que les transformations de suites gD(AI,...,A6), gE(AI,...,A6),
fva Ay, fERGA,...,A) fova,,...,A) fRVGA,...,A)
2 JEE e 2 1750 ((1/2)5152) 125 2 C1L2 ) 2) ik >’

£
((1/2),2)

RC(AI""’A6)’ f ¢ C, ont proposé des résultats souvent identiques.

2

lim Sn = log 2 = 0.693147180559945

A, A A

(Sn) est accélérée par A2, 30 Ay Age

CEC(A.,...,A)

a) Résultats de (1/2,(1/25...,1/2))y—1 :
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n k
} (-])k%,n=0’ 1,
k=0 '
-2
= e~ = 0.1353352
(Sn) est accélérée par A2, A3, A5, A6
a) Résultats de (/2,/2,.. ]/2))EC(A1 ""Ail

AR AR R AR AR A A A R A R AR R AR KRR AR TR AR AR IR AR EARRFTRA AR AR R RAR T KRR K 5> kx
*Rang-

x N # SIi) * 1= TTIS(N)

AR AR T AR AR R AR A AR R AR R R AR A AT AR AR R AR AR RARRI AR R PARR SRS RRR SRR K > X5 %

x ] % =_100000000000000N+01 % 1 = =_1000000000000000+0T *
2 * .1nononooonooooon;nf‘&"é‘?‘_“1ooooonooonooonu+o1*

3 x «32333333323232AIN400 % 2 =% .20000000000000N0+G0 *
a4 o= «333332332333333IN400 *x 6 = S1111131111111210400
T8 = cbhbbbh6b6b6666TN=01 %« 5 x  _13333333333333I0+00 *
6 » .155555555558556N400 %= 6 % «135531135531136D400 *

7 » «13015R73015R730N+00 = 6 % .13533851R666RT72D4+00 *
R = «136507936507937N400 = 5 = _1353355923201150400 »
9 + «135r97001763668N+00 % 5 x .1353352417979350400 »
10 » <1T52701RBT12522N400 *x 6 =% .135335284130T7¢R0400 *
11 » «1352278R1994549ND400 = S %  _135335283238143L400 *
12 * «135336433114211D+00 » 5 % «1353352832366540400 *
13 » .135332193N66002N400 % 5 = .1353352832374130400 *
14 » «1352450036219N0N+00 % & = «1353352832379G 10400 *
15 » «13532R654P53626N+00 % 6 x 135335283241 R320400 +
16 x « 135751354361 498N+00 % § x ‘““33*33 2832368920400 &
17 » «135R1CB6U169R229N400 % & x  ,135335283193534L4+40N *
1P » «1I552TEA2575035N+00 = 6 = «1353352844192610+0N *
19 = «130742033525424N+00 % 6 = .1353352839233050+00 *
20 * (130242 218211794N+N0 % 6 % —‘.13<33528u4167u0a+0n+

R R R R R R e T T "

Kk kkrhhk hkkhhkhhkd A Ak khF bk kb hhkh kA Ak hhk ok Frhkhkhkhkhkhhhhhkhkkhhk kAR hhkhhkhkhkkkhhrxrhFrxk

La méthode de sélection

(1/2, 0102,

les réponses de A3

de (Sn) par A3.
b) Les méthodes de sélection fD(A

£

2ER(A1, GV(A

B ((172),1,2)

proposé les mémes réponses.

Pour f ¢ {1,

<A

3}, les résultats des méthodes ((1/2)’2)RV(A1,

EC(A .,A6) n'a pas proposé

»1/2))

, car il n'y a pas une accélération assez remarquable

f f
.,A6), 2E(Al’ .,A6), 2M(Al,...,Ae),
£
6), ((1/2)’2)RC(A1,...,A6), ont
d A) t
-5A¢) son

]

]
3
3
]
]
1
2 J
2 |
1
1
]
]
]
1
]
1
]
1
*

* 3
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(o}

€172, (V25 uunsdfl))

ne propose que les réponses des transformations qui accélérent (Sn).

Dés 1'étape N = 2, la méthode de sélection EC(AI,...,A

6)

. = . f f f
b) Les méthodes de sélection 2E(A],...,A6), 2M(A1,...,A6), 2ER(A],...,A6),
£ f f
((1/2)’],2)GV(A1,...,A6), ((1/2),2)RV(A],..., A6), ((1/2),2)RC(A1,...,A6),
f e C2 ont donné des résultats souvent identiques aux résultats de la
= f
méthode 2D(A1""’A6)'

Nous donnons ici les résultats des méthodes gD(Al""’A6)’ f e C2.

4 2 6 6 7 6 2 1 6 1 2 1 1
25 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1
6 2 2 3 2 2 2 2 1 1 1 2 1 1
| | |
Tableau 15

Remarque
Pour les 4 examples de séries alternées, les résultats de
o ; o
o
(1/2’(1/2,...’1/2))EC(A1, ,A6) sont meilleurs que les résultats des
différentes méthodes de sélection associées aux coefficients de décompte
d'indices f ¢ C,.

2

3 - Suites a convergence linéaire

3.0 - Exemple 1
[ 5, =0

L Sn+1 = e ,n =1, 2,
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(Sn) a pour limite 0.5671432904097

(Sn) est accélérée par A

a) Résultats de

9 A4, AS’ A6.

(o]
(1/2,(172,...,1/2))EC A1 A

02 ees A

AT AT R AR RS KA AR R AR AR T KRR AL A AR AR RTAARAREARRARRRTARAARAA AR AR KR Rk kk %

*Rang*
AR AR R AR R AR AR A K FRRRE KA RA AR AKX KA KR T RRR KRR RS RAARAR KRR R IR I Rk kkkk

x M

b) Résultats des méthodes _E(A

*

S * 11x TS(N)

Les méthodes gD(AI, ceey ALY,

f
((1/2),2)

RV(AI,...

Tableau 16

£ £
o) MA s ((1/9y 1,2) L
£

f
’Aﬁ)’((l/Z),Z)RC(AI"°°’A6)’ ZER(Al""’A6)’ f e C2 ont

GV(AI,...,A

proposé 3 partir de 1'étape N=8, les réponses de la transformation A4 qui

sont les meilleures réponses possibles.

T I L00000000000N0ONONEN0 = 1 x LO0000000000003°0400 % 1 «
x 2 » J100000000CN0UNONUNE0T % 2 % L100000000000Ny0D40Y * 1 %
* T = JIRTRTICL4BIITIGA2DENG x 2 = Lb1P099RIKTR(OPH2u+00 * 1 %
x4 s L6922uNL2T7555346N400 % o % JSBPR20NM969956230. 400 x 3 *
x & » «50047350080363TN+NG % 4 % JSH698ETTHULTBLETL+GO * 1 %
A 6 % L6N6243I5IGOHBBLATNE0O0 *x 4 % B0T71346575349100400 * | «
x 7 * JHUSTQRTAGATRPTIN+0( = 4 % 50718387360 2271040N * 1 *
* R o« e5TY617233I5503379N+00 % 4 = 567183293361 60RL+0N x 1
x 9 = 560115461261 0R9N+N0 % 4 = 5671432903850 14,400 x 1 »
* 10 % LS711421150601T7N40C % 4 % S6T14329N409A58L 400 x 1 %
* 11 * JSAUPTASNTTYIOSON+O0 = & % .5671832904097840400 * 1 %
* 12 * JHEBNPRTIPHN200AINGN0 x 4 * 5671832904097 0U+00 * 1 ¥
kA A A A A A AT A A A A A A I AT A KA KA A A A KA A AR A A A AT IR Ak A T AR AT Ak kT I Ak dhk kR Ak kA khhkhkdhhkkhkkkhk
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. |
1 + 0.9 (Sn—l)(n sin E).

pour limite S = 1

(Sn) est accélérée par A2, A5, A6
a) Résultats de (1/2,(1/2, ]/2))EC(A ...,AGZ
x Moy S0 *x I1x TS(%) *Rangx
t*tt*’******’kt*-ﬁ****t**t***i**xi**x*!*********t*******!**** * F ok ok kK
x 1 % ,400600000003G0000D4+NT % | = L40N00000000G000L+CT * 1 %
X2 % J3REPRATAVRLAZTONHNT = 2 x ISRBRYTOAGULPTNL4LY * 2 *
_x 3 J326TC08°9PTR8P4N4NT & 5 & 32PTNGREQLT2RP2UL40] % 5
x4+ 303701436190 729N401 x o= c170790969469732L4G1 * 3 %
x 5 « SPP2111520N45023NeNT » 4 * «P229253P3U41R3CGEL4+(0 + 4 »
x 6 * cPE3IUPLPEAONTIINGNY x ( =% <10270E2G2075027L+01 = 1 %
x T o+ 24632945 8PYSYTON+01 x 6 % 1073970373006 710+01 * 1 =
xR+ 2156211 736A20+01 % 6 % 210P274067006202350401 * 2 %
X 9 x  L21707534134R3TIN40T x o x c1029027477041770401 2 *
* 10 20 6000932601917N401 % 2 = 100340284906191L401 » 1 »
* 11 » «1C52694R7570219"401 = 2 x L1001429877N001490401 » 2 »
x 12 ¥ <1P5642334215952N4N1 x 5 x  _10N01279617RS5197L 401 * 3 «
x 13 s c17T700RUNGBETGOON$NT % o % 1000452963384 +01 * 2 x
* 14 x (19243791 796096N+4N1 x 6 % c10N0USISTYESRALD 401 * 2 *
_*x 1S % 162273 2A0TUSETENENT % 6 % 1000U532682692304y] x 3 *
o * 1k *  _1F6N(94S319PT753N4NY x 5 x <1000031838221450+01 + 1 %
x 17 * L1SGTT7944225753E8N+4N01 % 5 =« .100003185534201L401 * 1 %
* R * S145T1P1TTRLIR0I4N+40] * 5 x 1000031772926 GRL+01 » 3 «
_* 19 % 10076757227 36210401 x (6 = «100000294RLLESDUH0T » 1 %
% 20 % 136FTRUAID2I4RTINL0T % 6 = L1000003534962340401 * 1 %
*x 21 % L17T20GSLTOEGEGAGNHENT % 6 x S100004829812976L401 * 3 %
X P2 % 1?7948 0OBTTR59KN+NT x 5 x L10N0048590097158L 401 * 3 «
x 27 » «12670%7122301379P+01 = 5 = .10N0048378P91EIL401 * 3 «
x 24 ¢ S12403N8PLIGI1RPIN4NT % § x .10000483R9489160L401 * 3 »*
_ % 25 % L121A22030620752N401 % 6 x .10000000226£6940401 * 2 *
_*x 26 *  ,119455020125671N401 = 2 x 21000000892766650+(01 * 3 %
_* 27 % _117505524295037N40) » 5 = .99999909G8223762L +G0 * 1 *
% 29'*___.1157%10?59076°H“+01 * 5 % . 9999990542141 200L+00 * 2 *
* 29 » S1141736L5124099240401 % 6 % 99099Q9QGT7201R5AL+00 * I x
x 30 » «1127539239800%6N4+01 % o x .100000000STIRGUD40T * 1 *
A 31 *  111087A58095R6T7N401 % 6 x L10N0N00026202600L+01 x 1 *
* 32+  .110327205R10945N+01 % ¢ =% 1000000 0P3N3HENC40T1 * ] %
*x 33 & _.109?91062P1°019h+01 x 6 % .1000M0NONGTES0AL+0T * 1 «
® 34+ 2108262550 73R429N4N) = L = 21000000 UNITOLSGAL+0T  + 1 %
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. ' < - o
A partir de 1'étape N = 6 (1/2,(1/2’...,1/2))EC(A1,..., A6) propose les

réponses des transformations qui accélérent (Sn) et 3 partir de N = 29,

les réponses choisies sont les meilleures réponses possibles.

b) Résultats des méthodes gD(AI""’Ac)’ feC

2
~_ f 2 f 2
N 0 1 2134 1°5]6 N 0 1 2 3] 4|75 6
4 6 | 6 6|6 6 19 ' 3 1 3 1 313 3

513613161 313 20 | 1 1 1 2 6 |3 1

6 | 2] 2 212 2 2|2 21 1 i | 2 1 1 1

7 1 2 1 2 |1 4 2 1 22 | 3 {313 1 5131]3

8 | 2 1 2 I 2 2 12 23 {313 ¢3 1 313 3

9 122 21212 }2 2 24 V3 |1 313 1 31313

10 1 1 1 2 | 4 1 1 25 | 2 {2 | 2 1 6 | 3|2

11 212 2 1 2 212 26 | 3 |13/ 3 1 6 |33

12 { 2 | 2 21212 212 27 | 3 313 1 313 3

13 2 1 2 1 4 1 2 28 | 2 2,213 6 |3 2

14 2 1 2 1 2 2 2 29 | 2 2 42 3 2 |2 2

15 313 31213 313 30 1 1 1 2 6 [ 3 1

16 | 313 3131313713 31 1 1 ] 2 1 ! 1

17 1 3 1 315 1 1 32 ! 1 1 1 1 1 1

| 18 1 3 | 1 3 1 31313 33 | 1 1 1 1 1 1 i

34 1 1 1 1 1 1 1

Tableau 17
. . f f
Pour tout f ¢ C2’ les transformations de suites ZE(A1’°"’A6)’ ZM(AI""’A6)’
f f f
2ER(AI,...,A6), ((1/2),1’2)GV(A1,...,A6), ((1/2),2)RV(A1,..., A6)
f L _ . .
((1/2),2)RC(A1, ey A6), ZD(AI’ cees A6) ont donné des résultats identiques

3 partir de 1'étape N = 6.
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3.2 - Exemple 3

W 0.8)K
k=1 k

Amdv a pour limite S =

S =
n

.6094379124341

Amnv est accélérée par >N. >u, >w, >o.

....,>mv

a) Résultats de (1/2, AH\M,...._\NVVMOA>

KRR T A AR R R AT R KA TR AR R TR R R AR A AR R R A RA AR R RRR A AR R A A AR AR KRR AR AR KRR Kk **kx

*

N

*

st

*

Tix

TS(N)

*®

Rangx

ﬁﬁﬁ!*ﬁ‘l*i!*i**i*ﬁ*$*‘ii‘**‘*"‘i‘i*»’i*i*!*!i*ﬁll‘ﬁ***#iﬁ*#*****

*

Xk % % 2% b ok b % R R b % R %k b % ok R R % b b b ok b R % O % % % % %

B

|

\

Doy NTEWN

it! » 0% ok % R o % % % % % % ¥ % %% % % # * % % ¥ % ¥ ¥ *

32
33
34
35

»

'

1

!

* % % % *

_.800000000000000D+00
©.112060000000000D+01
»129066666666667D+01
«139306666666667D0+01
«145860266666667D+01
«1502293333333330401

. 153225264761905N+01

«155322416761905D+01
«156B137248B50794D+01]
e 157RB7466674794D+01
«15866RT69E19521N+01
.159241032125654ND+01
«159663921213260D+01
«159978067392625N+01
«16021262°9873217D+01
+16038R551733661ND+01
«160521010546231D+01
«160621090537950D+01
. 160696940636937N+01
«16075458:7121680+01
«16079507531391D+401
«1E0R32047066070D401
.160R57712301303N+01
+160P77388628315ND401
+160892500201060D401
.160004124487788D+01
«160913079493859D+01
«160919987641399D+4+01
«160925323589845D+01

.160929450056642D401

.160932644740615N+01
.1609351206206930+01
.1609370413034210D401
.160938532657068N+01

.160939691651902D+01

****4*************%****************

*

*
*
*
®
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*®
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
N

*

uvyauouvunuuvocouUviniococcccccoconnccnIonNoNo 0D WU -

* o

&
*
*

*} ok ok b ok ok % % R R b % % ok ok Ok % R %% % ok % % % B % ok F % % B *

.8000000000000000+00
.112000000000000D+01
«12906666666666T70+C1
«1802666666666660+01
«1599780641852420+401
.16049544626593RD+01
«16072034576160E8D+01
«1609196501441870+01
.160947234218901D+01
«1609427441159460+01
«1609433215166620+401
. 16094375597729404+01
.160943440903775D+01
«1609437903352160+01
«160943791091125D0+01
.1609434350975090+01
.160943791267415D+01
«160943790993834D+01
«160943791066850D+01
«160943790489755D+01
«1609437908070780+01
«160943791206885D+01
.160943791189547D+01
«1609437912447720+01
«160943791236769D+01
«1609437912445050+01
.160943791224291D+401
.160943791237816D+01
«160943791238238D+01
.160943791240857D+01
«1609437912396220+01
«160943791239555D+01
«160943791233970D0+01
«160943791244053D+01
13,21609437912440130401
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b) Résultats des méthodes fD(Al, ooy A), f ¢ C2
Blolilals]lal®> el floli1la2l3lal?]s
N N .
4 5 5 5 5 5 20 2 2 2 2 2 2 2

55551515 |51}5 21 2124212 2 2|2

6 1 5 1 51515 1 22 1212 }2 2 2122

7 1 5 1 51513 1 23 V2 | 2 |22 2 12| 2

81416 |4 16| 4| 4|4 24 | 2 1 2 11 6 | 2,2

9 1 6 1 6 1 4 1 25 1 2 i 2 1 |1 1

10 1 5 1 515 1 1 26 | 1 1 1 6 6 | 2 1

I L 1S L2 27 2 T2 622 2 e
BUY

122225222282126222‘\{“1;{/

om0

13 1 1 1 6 1 2 1 29 1 2 1 1 1 1 }

14 2 2 2 5 2 2 2 30 1 2 1 1 1 1 1

15 1 1 i 5 1 3 1 31 1 2 1 1 1 1 1

16 1 1 1 6 i 1 ] 32 1 2 1 1 1 1 1

17 1 1 ! 1 1 ! 1 33121212 1 6 1 2

18 1 1 1 1 1 1 1 34 2 2 2 1 2 2 2

19 1 i 1 1 1 1 i 35 1 2 1 6 6 ) 1

Tableau 18
Pour les méthodes de sélection fD(A A) fM(A A)
) 10 o BAg)s 5 1> et BAg)s
f
2ER(A1, GV(AI,...,A6),

f
((1/2),2)

aux résultats du tableau 17.

f
((1/2),2)RV(A1,...,A6),

les résultats sont tout & fait analogues

£
A ((172),1,2)

RC(AI, s A6), f e C2,
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Remarque
Pour les exemples 2, 3, les résultats obtenus par les méthodes de sélection

associées aux coefficients de décompte d'indices f ¢ C, - {3, 4} sont

2
meilleurs que les résultats des méthodes de sélection associées aux coeffi-

cients de décompte d'indices 4.

4 - Transformation des séries divergentes

4.0 - Exemple 1

n k
E (_])k] 2?,11_], 2, 3’
k=1
Seules les suites (A;), (A?), (AZ) convergent vers log 3 = 1.09861228866811.
a) Résultats de (1/2,(1/2, .. ]/2))EC(A ’AE)
*— N8} —~x—It=x T8

AR AT AR R AR R A A A R AR T AR R A AR R AR AR R R R AR R A ARARAAR AR RRARRARA SRR A A RS A
* 1 % .200000000000000D4+01 % 1 % .20000000N0N000ND+0Y *
* 22— 00 0000000000000+ 0w 2w —000000600000060+00
—* 3 26666 GHUhUhtH TR0 x—— 1 42 R5T 42 B ST 4D+ Ot~
x 4 * =, 133333333333333D401 « 4 = «.1203R09523R09520+401 ~
x 5 x .50666666666666TN+N1 % 5 x «1090909090909090401 *
—&—6— *—n-—Sﬁeﬁﬂﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬂﬁ60B+ﬂ1—*—b—*————+ﬁ9445589443%90ﬁ+04
—%— T —— 1 P26R57142857143P4+02 x 610986841 42091850401~
* B8 % =_193142857142857N+02 % 6 = .1098576090893940+401 *
* 9 = 2 375746031746032N402 % 6 = .1098610050091000401*
“#+—30—* —=648253968253968P+ 0P w6 — 109861 44227431 SO+~
—x—tt 2+ — 1P 156471 I56421HP4A3 52— 10986121 B8P H356D4+ 0+~
x 12 * = _,219976911976912DP+03 x 6 «x «1098612272774740+01 »
*x 13 «x ~U10176934176934N+03 %« 6 % .10986122B9N04782D+01 *
At e TG ORTRGHORTBODHOI 45w 09861 D2EBEOROED O
* 54— A2 4L P 4S5 P 45 R+ 45— 10986122 R8T+ T 1 Bb+O1 =
* 16 *  =,267157544677545D404 x 6 x  .109861228866629D+01 *
x {7 = «S03R5422002R338N+04 %« 6 x .1098612288667530+01 *
—% 4P %= G525 13T5527 218D +Au—* 52— 10986122R866R02U+01
—& 40w _$ROLONOGIOATRBETINLAL o & o — 400864228 866800D4+54
* 20 * = _303597080921143D+405 % 6 x «1098612288668080+Q1 *
x 21 = 655NLETPBE0266TN+05 »« 6 % «109861228866R0BD+01 ~*
*ﬁHF*——':i?5+455£ﬁ9549i59+ﬁﬁ—*—5—*———7+0966%?288bﬁ3089+61*
232 ——23I95F 65T TR AP —x5— 109861 P2 RE668 0ROt *
£ 24 » = _U4S94740BB6ORO60OD+06 = 5 = «109861228866813D+01 *
* 25 » .8827031913319QOH+Oﬁ ®* 6 % . 10986122RB866R09D+01 *
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b) A partir de N = 20, les méthodes §D(Al""’A6)’ gE(A ""Ab)’

l’

f f
2M(Al,...,AG), 2ER(AI,...,A6), RV(A‘,...,A

f f
f /2,1, A8 (172),2) 6
((1/2),2)RC(A1""’A6)’ f e 02 ne proposent que les répomses des transformations

A2, AS’ A6.

it K
S = ) (k+1) 5%, n=0,1, 2,
n

k=0

n

5 = 0.0625.

Seule la suite (Ag) est convergente lim A

Toutes les mé&thodes de s&lection que nous venons de tester sur les exemples

précédents sont exactes sur (Sn). Nous ne présentons ici que les résultats

(o]
de (172,(1/2,...,1/2))EC B s e shg) -

—N—— S{H) —x—Ftw —F5-60 1
b8 o 82 d e d et s i aansesessss et st et R R R O 0SBy

* «100000000000000D+01 ®* 1 x «1000000000000000+01

* «110000000000000N+02 x 2 = «110000000000000D+02 %
8600600000000 00P+02 w4 w—=53R46L5IRE615290+00—

—l——— 5 R 60 0A0PO0R0H0 00D ~ )

® e371100000000000N+04 * 4 x =_,8930212501901350+00 o

® 224610000000000N+0S x 2 =« «62899999999QR746 =] =

CONCLUSION

a) Dans le cadre des exemples tests nous remarquons que :

1) Les méthodes de sélection les plus performantes sur les suites
monotones 3 comportement logarithmique sont les méthodes de sélection

associées aux coefficients de décompte qui ne tiennent pas compte de

1'historique du choix automatique.
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2) La méthode de sélection associée 2 1l'algorithme EC, d'Echange
automatique est la plus puissante des méthodes de sélection pour la

sommation des séries alternées.

3) Les résultats des méthodes de sélection associées aux coefficients

de décompte d'indices 0, 2, 6 sont souvent identiques.

4) 11 est possible de prolonger analytiquement une fonction a 1'aide

des méthodes de choix automatique.

5) L'augmentation du paramétre q intervenant dans quelques méthodes

de sélection peut améliorer l'efficacité de ces derniéres.
P

6) La transformation A_. a donné de bons résultats dans 1'ensemble

5

des exemples tests de suites convergentes.

7) Les transformations de suites A A6 sont plus performantes sur

5,

les séries alternées et les suites 3 convergence linéaire.

b) I1 est possible que pour certaines transformations candidates, la propa-
gation des erreurs est catastrophique, pour celd, on peut utiliser des
procédures d'estimation de la grandeur des erreurs accumulées pour les
transformations en compétition et ne plus considérer en compétition les

transformations pour lesquelles les accumulations des erreurs sont trop grandes.

c) I1 se peut que 1l'une des transformations en compétition soit bloquée
(2 cause d'une division par 0, par exemple), dans tels cas, on peut utiliser

1'une des 2 techniques proposées par J.P. DELAHAYE [7].



107

CHAPITRE V

SELECTION ENTRE UNE INFINITE DENOMBRABLE
DE TRANSFORMATIONS DE SUITES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous &tudions au paragraphe 1, des méthodes de sélection
entre une infinité dénombrable de transformations de suites, permettant sous

certaines conditions d'accélérer une réunion dénombrable de familles accélérables.

Au paragraphe 2, nous étudions des méthodes particuliéres de sélection entre
des transformations de suiltes, associées 3 une infinité dénombrable de suites
auxiliaires dans 1'extrapolation de richardson ; 1'avantage de ces méthodes de
sélection par rapport aux méthodes générales, proposées au paragraphe | est
que dans les résultats obtenus, nous n'avons pas besoin de la condition de

semi~-régularité des transformations en compétition.

Les résultats de ce paragraphe, généralisent en un certain sens les résultats
obtenus par J.P. DELAHAYE [7], dans 1'étude du probléme de choix automatique

entre un nombre fini de suites auxiliaires dans 1'extrapolation de richardson.

Le paragraphe 3 vise le probléme suivant :

Quand on veut accé&lérer une suite 3 1'aide d'un procédé d'accélération de la
convergence, dont les réponses peuvent &étre disposées dans un tableau i
double entrée, on se trouve confronté au probléme du choix d'une suite de
réponses parmi les quantités du tableau, permettant d'accélérer la suite

donnée.

I1 se peut qu'on a parfois de bonnes raisons 3 choisir telle suite de
réponses, cependant le plus souvent on fait un choix arbitraire ; pour
surmonter cette difficulté, nous proposons d'appliquer les méthodes de
sélection entre une infinité de transformations, & la sélection entre les
réponses du tableau associé& 3 la transformations considérée, en interprétant
le tableau comme la donnée d'une infinité de transformations de suites.

Dans ce paragraphe, nous donnons une définition générale des méthodes de

sélections répétées dans le tableau d'une transformation de suites et nous
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proposons dans la section 3.1 (resp. dans la section 3.2) une méthode de
sélections répétées entre les colonnes d'indices k ¢ N*, k est pair (resp.
une méthode de sélections répétées entre les diagonales descendantes) de
1'e-algorithme.

La section 3.3 est réservée 3 des essais numériques.

Le paragraphe 4 vise le probléme d'instabilité numérique qui affecte les
procédés d'accélération de la convergence dont les réponses peuvent étre

disposées dans un tableau & double entrée.

Dans les sections 4.1, 4.2 nous proposons deux méthodes permettant de
détecter 1'instabilité numérique dans le tableau associé a une transformation

de suites.

Dans la section 4.3, nous appliquons les méthodes proposées dans 4.1, 4.2

3 la détection de 1'instabilité numérique dans le tableau de 1l'e-algorithme.
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1 - SELECTION ENTRE UNE INFINITE DENOMBRABLE DE TRANSFORMATIONS

DE SUITES

Soient (E, d) espace métrique ; (An)n>l’ une famille de transformation de

suites d'él&ments de E ; (Sn)n>l’ Sn c ﬁN pour tout n 2z 1 telles que

(e

u § «c dom A..
- i

n 1

1 i

n o8

n

Dans ce paragraphe, nous étudions des transformations de suites dites

méthodes de sélection entre A cey An’ ..., qul sous certaines conditions

1’
(o] co
accéleérent U S . Ces transformations appliquées 3 (Xn) € U S,
n=1 " n=1 ©
fonctionnent selon le schéma suivant :

n n

A chaque &tape n, on choisit a 1'aide de tests, une réponse parmi Al""’An

n ~ - P . . . s ..M
avec A.1 est la réponse 3 1'étape n de la transformation Ai appliquée a (x ).

1.0 - Semi-coefficients de décompte

Soit n ¢ N.
I

(n)

. PR . *
Etant données des relations R.l définies pour tout 1 e N et n 2 n_s

n . ) . *
(Ri ) est vrale ou fausse selon i et n) ; pour tout n e N, 1 e N .

On pose :
. . . o (n)
0 sl n < max (no, 1) ou si R.1 est fausse.
Or.(n) -
t . . . (n) .
1 sin 2 max (no, 1) et si Ri est vraie.
0 si n < max (no, i).
lr‘(n) =
' : (q) . .
card{q ¢ {i, ..., n} | R, est vraie}. sinon

- " . * - . A
Les coefficients 0r (n), lr (n), n e N, i e N sont appelés semi-coefficients
i .

i
_ . . . n . *
de décompte associés aux relations Ri ), 1 eN, n=2 no.
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I1 est possible de définir d'autres semi-coefficients de décompte en utilisant

les coefficients de décompte présentés au chapitre 3.

-

1.1. - Transformations OM(A,,. 0B o)y M(A,...0A ,...)
=

A | 1

Soient f ¢ {6, T}, q € N* : (Ai)i>l’ A, « Trans(E, E) pour tout i e N* avec

(o]

n dom A. # @.
; i

i=1

La transformation de suites A = ZM(AI, 2008 An’ ... ) appliquée 3 une suite

(xn) €

N o8

dom Ai’ fonctionne de la maniére suivante :

étape n < ¢

étape n > ¢

a) On comsidere Les nelations (inn)), ie {1, ..., n} dé4inies par :

S{¥%¥re {n-q, ..., n-1} : x' # xr+1 alorns on nose :

) d(A?,A?l) atat x5
(™Yt max  (——=—2LX ) = Min ( max (—3—3 )
q1 r _r+] : r _t+l

n-q<r<n-l d(x ,x D) 1<j<n n-qs<r<n-] d(x ,x )
Sinen
On pese
¢ uBhy . mae  COMEE AT95 = Min { maw  (R0A 8559
4+ n—-q<r<n-l =k 1<j<n n-q<r<n-l 3]

b) On calcule Les semi-ccefiicients de décompte £ (), ie P ¥

qi
c) On pose A" = A?(n) avec i(n) est Le plus petit indice de {1,...,n}
verndifiant f (n) = max f (n).
qmi(n) 1<j<n qmj

La transformation de suites ZM(AI,...,AH,...) est dite méthode de sélection

.. etc, associée au semi-coefficients de décompte fm (n)s

ji2 et S .
q 1



Théoneme 1
Soient q e N* Sys ++es S een © Conv(E) 3 A, ..oy A, ... € Trans(E, E).

. R * - . a
S4 pour tout i e N, A, est exacte sun S, pseudo-réguliene d'ondre q sun

1

oo 0

u S, alons M(A,, ..y Ay oo ), M(A,, ..., A., ... ) sont exactes sun
o] & q 1 i q 1 i

100

v S..

i=1 *
Preuve

-~

Nous ne démontrons le théoréme | que pour A = SM(AI, vees Ai’ ... ), pour

. s Ai’ ... ) la démonstration en découle facilement.

. n oo . . * n
Soit (x') € wu Si. 11 existe 1€ N tel que (x) ¢ Si .
i=1 o
Soit I 1'ensemble des indices i ¢ {1, ..., io} tel que Ai est exacte sur (xn).

} = ¢ alors 4 m» ¥n>m : A" = A" = 1im x™.

.,1 o 1
o

Comme pour tout j € I, Aj est pseudo-réguliére d'ordre q sur (xn), il en

résulte que : 4 m ¥z m ¥ jel, 6m (n) = 0, par conséquent
q 1
¥nqn 2 m, : i(n) € I ; par suite A est exacte sur (xn).

Remarque
. *
Soit peN, p > q.

Si on remplace dans le théor@me 1, 1'hypoth@se de pseudo-régularité d'ordre

[e o]
q sur u Si par la pseudo-régularité d'ordre p alors le théoréme 1 n'est
i=] -
pas vrai en général pour la transformation gM(AI, cees

.5 «.. ) en fait il
i

M(Al’ cees Ay i)

A
est possible de montrer a 1'aide de contre-exemple que 2 ;

S..

n'est pas exacte sur ;

fl c8

i=1

On démontre facilement le théoré&me suivant
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Théoneme 2

Sodent q e N s g c Conv(E) ; A

2 teee Spe e EREEES
. . * o s
SL poun tout 1 e N, Ai est exacte sut Si’ semi-negulfitne sun
A i
alons (lqM(Al, PR Ai, ... ) est exacte sur

Ai’ ... € Trans(E, E).

S.
1

N c8

1

5.
o

N <8

i=1

Théoneme 3

S c Conv**(E) ;s A A.s +ss € Trans(E, E)

7 *
Soient q e N, Sl’ ees Sysoeen proceee Ay

Siv x™) e U s, : £'ensemble T des indices i ¢ N, tel que A, accigline
i=1
et A-acciéfine (xn) est non vdde, 44nd et 54 : 3 € > 0, 3 m s ¥n > L

aaf ax
1 1

¥idédl: max ( — ) = . alors

n-g<r<n-1 d(x ,x )
6M(A e Biy one )y MMCAL, cen, A., ... ) qocBlinent 5 S..
q l’ L | 1 i q 19 b 1, i=l l
Preuve

~

Nous ne démontrons le théoréme 2 que pour A = gM(AI’ g Ai’ ... ) pour

~

lM(Al, ...y A., ...), la démonstration en découle facilement.

Soit (x") S..

1

N c8 +

i=1

. v s ¥ * S 5 ais n
Soit I 1'ensemble des indices i € N tel que A. accélére et A-accélere (x ).
s q 1

a(al,arh

par hypothése, § ¢ >0, i m , ¥n>m, ¥1¢ 1 : max (———) > . (%)
o} o r T+l

n-q<r<n-1 d(x ,x )

. . n S _
Comme pour tout 1 € I, Ai A-accélére (x ) et I est fini, il en résulte

+
d(A?,Ag Ly
3 mozm, ¥n > m ¥ jel: max ( e ) £ e (%)

n-q<r<ml d(x ,x )
D'aprés (x), (**) on a i(n) ¢ I pour tout n > m,, par conséquent d'aprés

le lemme 3 du chapitre 3, A accélére (xn).
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Remarque

. . n © PO PN PP

Si une suite (x') ¢ U S,, est accélérée et A-accélérée par une infinité
i=1

de transformations de suites alors, il se peut que les transformations de

suites iM(AI’ feey Ai’ eee ), f € {6, 1} n'accélérent pas (xn) en fait.
1

. * by
EIT)}’ ieN,q=1, f=0.

Prenons E = R, S. = {(

Considérons les transformations de suites (Ai)i> définies par :

1

. * 1 _ ,,n
pour tout i e N, Ai(E:T = (Ai) avec
1 sin<i
AT =
i

1 . .
—— sinzi

(n+1)

. 1 PR, P . *
La suite (E:T) est accélérée et A-accélérée par Ai’ 1 ¢ N, cependant

0

1M(A

. Ai’ ... ) n'accélére pas (—l—)

1’ n+l

Pour terminer ce paragraphe, nous signalons qu'il est possible de définir
P grap g q P

d'autres méthodes de sélection entre Al’ ey An’ ... etc, 8 1l'aide

(n) (n)

des relations (Ri i ), ... etc ) présentées au chapitre 3, en

(n)
)((qE.1 ) (qD

Préservant les résultats des théorémes 1, 2, 3.

2 - SELECTION ENTRE UNE INFINITE DENOMBRABLE DE SUITES AUXILIAIRES

DANS L'EXTRAP. DE RICHARDSON

I1 arrive souvent qu'on ne sache pas comment choisir les suites auxiliaires
dans certaines applications du procédé de Richardson ; le probléme de choix
automatique entre un nombre fini de suites auxiliaires a &té &tudié par

J.P. DELAHAYE [7];dans ce paragraphe, nous &tudions des méthodes de sélection,
entre des transformations de suites, associées & une infinité dénombrable

de suites auxiliaires. L'avantage des méthodes de sélection que nous allons

présenter ici, est que, dans les résultats que nous allons obtenir, nous
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n'avons pas besoin de la condition de semi-régularité des transformations

en compétition.
La section 2.0 est réservée & des définitions que nous utiliserons ensuite.

La section 2.1 est consacrée a 1'étude d'un procédé de choix automatiaue

entre les transformations "k-iémes colonnes'" (k fixé).

Dans la section 2.2, nous étudions une méthode de sélection entre les

transformations ''diagonales rapides'.

Dans la section 2.3, nous &tudions un procédé de sélection entre les trans-
formations "k-iémes diagonales descendantes'" (k fixé).

La section 2.4, est réservée a 1'étude d'une méthode de sélection entre les

~

; Biv _u : . - i
transformations ”Ta” oli (o, B sont 2 applications de N & valeurs dans N, fixées).

2.0 - Définitions et notations

Dans ce paragraphe. les suites que nous considérons sont des suites de
nombres réels ou complexes.

: 1 i 6 o s .
Soient ( an), aawy G an), ... etc, une infinité de suites telles que

. * o L i i
¥ieN : lim a = O, ¥n, meN, n#m: a_ # "a .

m

. i ; * ; . cn 3
La suite ( an), i e N est dite suite auxiliaire.
o . *
Soient k, n e N, 1 ¢ N .
_ ; HPn i ;
Etant donnée une suite (Xn)’ nous notons par k(x) le polynome d'interpolation

) = x .

= PR , L nd _ in. i

de degré < k, vérifiant : ¥Pk( an) xn,...,ﬁPk( L o
in_in

On pose Tk = ﬁPk(O).

n

 Peuvent étre disposées dans un tableau & double entrée

e A
Les quantités T

comme ci-dessous
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)
i_o
T
i1 i,o
To T2
i1 i_o
T T3
i 2 i1 io
To T2 T4
IT? 1T1
i3 i 2
T0 T2 .
i3
T B
1T4
o

.. . i.n . . . .
Les quantités Tk sont liées entre elles par les relations suivantes

T in
To =X s n=20,1, .
i i n+l i i, n
iTn - &n Tk T Znik+l Tk = 0. 1
k+1 ia _ ia i YT e
I n n+k+1 k=20,1, ....
L'indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité 1TE désigne la k-i&me

colonne (resp. la n-iéme diagonale descendante).

. . *
Soient k e N, 1 ¢ N'.
. . . 1 . e .
- La transformation de suiltes notée Tk qul a (Xn) fait correspondre la
. i, n . . .o .. -
suite (1Tk)nélN est dite transformation k-iéme colonne associée 3

. ea. . i
la suite auxiliaire ( an)n

a
. . . 1.k . . .
-~ La transformation de suites notée T qui & (xn) fait correspondre
ik . . .o . . 2
T est dite transformation k-iéme diagonale descendante associée

n’ nelN

- . i
a la suite a .
( n)néN



117

)

. . - i .
- La transformation de sultes notée T qul a (xn) fait correspondre

i n
G
i
( an)néN'

1.8

- Soient &, B, 2 applications de N 3 valeurs dans N. On note par Tu

el est dite transformation diagonale rapide associée 3 la suite

i.B(n)

La transformation de suites qui a (xn) fait correspondre la suite (T

Dans toute la suite, on désigne par :

- k 2 .
1 1 J
= - e b g =
Ck {(xn) | 3 as s Oy 3 n_s ¥n > nootox, jzo uj( an) }
'c = U
k=0 s

i TN

B, = {(xn) | 3, , O, ¥mo:x = .Zo aj( a )’}

i = % B ’

S . k

2.1 - Choix automatique entre k-iémes colonnes

Soit k ¢ WN.

avec les notations de la section 2.0, nous allons définir & partir des

» 1 . * .
transformations lTk, 1 ¢ N . Une nouvelle transformation que nous notons
? :
A= lP(]Tk, Bs mary

~

o ), qui appliquée 3 une suite (xn) fonctionne

comme suilt :

Etape O

Etape n > 1
a) On considerne Les relations (Pin)), ie{l, ..., n} dé4inies par :

. . ) 1 -1 1
(Pin)) s max ([P Cay )= x 1 IHPE Copud = Fpupe) =

. ipP . - pr! (d -
Min (max(}%Pk( an_]) Xn—l" IJPk ( an+k) xn+k|))
1<j<n

b) On calcule Les semi-coef4icients de décompte EP (o), & & 11, ~esy TF.
i

a(n))ndN
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n i(n).n

c) On pose = T, avec i(n) est Le plus wvetit indice de {1,...,n}
vérniiiant 1P (n) = max TP (n).
i(n) 1<jsn 7 j

La transformation de suites 1P(lTk, e 1Tk’ ... ) est dite méthode de

sélection entre k-iémes colonnes, associée aux semi-coefficients de décompte

lP (n), 1 e]N*. n ¢ N.
i

Théoneme 4

-~

La transdommation de swites ]P(lTk, - lTk, ... ) est exacte sun U 1ck.
i=]
Preuve
. i
it (x) € ﬁ ‘e Il existe i e'N* tel que (x ) € °c ar suite, il
Soit n K o q n K’ P ’

i=1 i
existe un polynome ﬁﬁgx) de degré < k, un rang n 2 io tels que :

i i
. O =
¥n > no : QPk( an) X .

Les termes de la suite auxiliaire ( oan) sont deux 3 deux distincts, par
i n i

conséquent ¥ n > noo ¥ x 9wk(x) = %Pk(x).

Soit mo = no+l. Nous avons pour tout n 2 m0

iﬁpn io 1 io Yo n-1 io
p(C D= B (% _)=x_,et P (%
par conséquent ]P (n) = n—mo+1 pour tout n 2 m .
i
)

. .. . . . _ . * .
D'aprés la définition des semi-coefficients de décompte 1  (n), i ¢ N, n ¢ NN,
- i
. * . . .
nous avons : ¥1i1ieN , ¥n>1: 1P (n) < n-i+l par conséquent ¥ n 2 mO
i

i(n) ¢ {1, ..., mo}. (N

P

Soit I 1'ensemble des indices i ¢ {1, ..., md}tels que :

et HPE-I(ia ) = x (2)

) in, i
Im, >i, ¥n2m : ﬁk(%rp =X n+k’

i 1 n-1 n+k

I # 0@ car io e I.
Soit 1 e I.

Pour tout n > m. les polynomes HPE(X), ﬁPn—l(x) se coincident sur (k+2) points

k
ta, cees t ), par conséquent ¥ n = m, HPE(X) = HPk(x)

(ia a
n-1’ n n+k
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(polynome de degré <k, indépendant de n), nous avons :

¥n>m : X ﬁPk(lan) ; par passage 3 la limite ; lim X * HPk(O)

o n
: . i n i n
> e = = .
par suite ¥ n 2 m, lim X HPk(O) Tk
Posons n, = max m,.
1 .
1el
. i n .
> . =
¥n2 s ¥iel: Tk lim X (3)

D'aprés (2), nous avons ¥ 1 ¢ I, ¥ n > n (n) > n—nl+l @)

i

Si I = C%] n )" ¢ alors d'aprés (1), (3), la transformation A est
see s

1l

exacte sur (xn).

Sinon.

Soit j € I. Il existe une infinité d'entiers n pour lesquels, les relations

(P;n)) sont fausses, par conséquent, I ﬁj > n tel que ¥ n > Zj : 1P (n)<n—n1+l
b
posons £ = max £..
jel
¥n2{, ¥]c¢ I: 1P (n) < n—nl+l (5)
]

D'aprés (4). (5) nous avons ¥ n > £ : i(n) ¢ I et d'aprés (3), la transformation

A est exacte sur Xn'

(.

Remarque

I1 est possible d'introduire plusieurs généralisations de la méthode de
sélection entre k-iémes colonnes que nous venons de présenter, en utilisant
3 chaque étape n > p (p fix&), les polynomes d'interpolation

%Pi—p(x), o ;PE(X), ie {1, ..., n}.

2.2 - Sélection entre diaaonales rapides

Provosition 1

Poun tout i e N, La trans4camation de sultes lT( ) est exacte sun
i, e i1
C= i Ck.
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Pour la démonstration voir (7], p. 265).

i)

. . i . * e
A partir des transformations T » 1 e N nous allons définir une transfor-

1,0) ip()

mation que nous notons A = 1S( s e

... ) et qui appliquée a

une suite (xn) fonctionne de la maniére suivante :

Etape 0

Etape n 2 1
(n)
i

(n), . in, i _ in-11 _
(Si ) ¢ max (|HPn( an-l) xn—l” |HPn-l( aZn-l) *2n-1

a) On consddene Les nelations (S. ), i e {1, .... n} dé4{inies par :

) =

. in j _ i n-1,3 _
M]’.n (max([JIPn( an_l) Xn“ll’ |J]Pn_l( a2n—l) in—ll))
1<j<n
b) On caleule Les semi-coebiicients de décompte 1 (n), i e {1, ..., n}.
1

c) On pose A" = 1(n)T2 avec i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., n}
venidiant : IS (n) = max Ts (n).
i(n) 1<j<n 3

-~

1.() i ()

La transformation de suites A = ]S( T s eeosy T s, «+. ) est dite méthode

de sélection entre diagonales rapides, assocife aux semi-coefficients de
- ° . *
décompte ls (n), 1 e N, neN.
i

Théoneme 5

-~

La trhansbormation de suites A = lS(lT( ). cens lT( ), ... ) est exacte sun
v te.
i=1
Preuve
Soit (x ) € v ‘c.
n . .
i=] 1

I1 existe io

He o

(o}

Comme (xn) € Ck , 11 en résulte que :

[¢)

i

N tel que (Xn) € OC, par conséquent, ] ko > io tel que (xn)e ¢

K

(o}
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i i i
3 %Pk (x)(polynome de degré sko), 3 m, ko' ¥n>m : X = % ( %
o i
les termes de la suite ( oan) étant deux 3 deux distincts, par conséquent

v

)

n-1

i i
n-!
¥n2 m, ¥ x oE’n_](x) = QPk (x)
iqu i i i
Nous avons pour tout n 2 m : n( an-l) = %Pko( an—l) =X _
1o n-1 io i io 2
Pn-l( a2n-]) = ﬁPko( aZn-l) =X, .y Par suite ¥ n 2> m 1Si (n) 2 n-m0+1
R o
D'aprés la définition des semi-coefficients de décompte lS (n), nous avons :
- i
¥1ie N*, ¥n>i :ls (n) < n-i+l, par conséquent ¥ n > m i(n) € {1,...,mo}.(1)
i
Soit I 1'ensemble des indices i ¢ {1, ..., mo} tels que :
. in i _ i n-1 i _
3 m, >1i, ¥n 2 m, ¥Pn( an-l) =X et HPn_l( aZn-l) = x2n-1)' (2)

I # @ car io e I.
S . in <
Soit 1 ¢ I. Pour tout n 2 m. les polynomes HPn(x) (de degré < n),

ﬁPE:}(x) (de degré <n-1) se coincident sur 1a par conséquent

i n i n-1
HPn(x) = HPH_I(X)

1
n-1> **0 Zp-10

HP(X) (polynome indépendant de n) vérifiant ¥ n > m,

i1
x = P a).
Nous avons lim x = ﬁP(o) = HPn(o) = t7? pour tout n = m,.
n n n i
Soit n, = max m..
1 .
1el
¥n>n.¥iel: T = lim x (3)
1 n n
D'aprés (2) : ¥i e I, ¥ n 2 n, i lS (n) = n-nl+] (4)
i
si I = C%l m} ¢ alors d'aprés (1), (3) la transformation A est exacte
9 .
sur (x )
Sinon

Soit j ¢ I. I1 existe une infinité d'entiers n pour lesquels (S§n)) est fausse,
par conséquent 7 £j 2 n, ¥n> Zi : lS (n) < n—n1+l.
3
Soit £ = max £,.
jel
¥nx>/l.¥3¢ I: 1s (n) < n—n]+l. (5)
A
D'aprés (4), (5), nous avons ¥ n > £, i(n) ¢ I et d'aprés (3), la transformation

A est exacte sur (xn).
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Remarque

I1 est possible de définir plusieurs généralisations de la méthode de sélection
1 () i () - . < .o
A= "s(CT" 7, T s +++ ), en utilisant 3 chaque étape n = p (p fixé),

* ey

les polynomes d'interpolation HPE-p(x), ceus ﬁPz(x) ied{l, ..., n}.

2.3 - Choix automatique entre k-iémes diagonales descendantes

Soit k e N.

Proposition 2

Pour tout i ¢ N', La thans formation 1Tk est exacte sun S.
Pour la démonstration voir : ([ 7], p. 265).

. . ik . * P .
A partir des transformations T , i ¢ N, nous allons définir une transformation
. 1 1.k ik . < s
de suites que nous notons A= DE( T, ..., "T, ... ) qui appliquée 3 une

suite (xn) fonctionne comme sult @

Etape O

Etape n > 1

a) On consédene Les netations (DES™), i e {1, ..., n} définies par :

™) ¢ |'BEta Min (| PX(a

) - x I).
1<5<n n+k+1 n+k+1

k1) T Xn+k+1l =

b) On cakeule Les semi-coedficients de décompte 1,  (m), i {1, ..., n,
i

¢) On pose A" = 1(n)T§ avec i(n) est fLe pfus petit indice de {1, ..., n}
verigiant : 1 (m) = max 1, (n).
e (m) 1sjsn 98

. 1.k ik . P ~ .
La transformation A = lDE( T, ¢vey T, +.. ) est dite méthode de sélection
entre k-iémes diagonales descendantes, associée aux semi-coefficients de

décompte ]de (n), j e]N*, n ¢ N.
3
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Thécneme 6

-~

La thansformation de suites A = 1DE(ITk, eeey T, ... ) est exacte sun

La démonstration est semblable a celle du théoréme 4.

B )

2.4 - Sélection entre les transformationsgg}TE, 555 5

Soient o, B 2 applications de N 3 valeurs dans N.

. . i B . * S "
A partir des transformations Tu’ i € N, nous allons définir une transformation

1.1 i
A = "CH( TS, R TS,

la maniére suivante :

Etape O

o _ 1 B(o)
g = a(o)

Etape n > 1

) qui appliquée a une suite (xn), fonctionne de

a)-x|) =

)'le)}

a) Peur tout i e {1, ..., n}, on considere La relation (CHin)) déginie par :
a(n-1)+8(n-1) . . a(n)+R(n) _
(cE™) tmax ] lﬁPiEE;(la.)—x.~, ‘ szgﬁ }g ¢
j=8(n-1) Sl j=B(n)
a(n-1)+B(n-1) a(n)+6(n)
Min {max ( ) gwsgn; 2 )-x. |, |£m§§2 }; £
1<l<n j=R(n-1) = ] j= B(n)

b) On calcule Les semi-coefgicients de décompte ich M)s 4 & {1y weny nls

i

c) On pose A" - 1B e i(n) est Le plus petit indice de {1. ..., n}

a(n)
verisiant ¢ 1 (n) = max 1 (n)
©B5 (n) 1sjsn o0
. ; 1...1.8 i B : _
La transformation de suites A = ~“CH( Ta’ PR Tu’ ... ) est dite méthode
de sélection entre (] B ...,1TB, ... ), associée aux semi-coefficients

0

-~

de décompte lCh (n), j e N*. n ¢ N.

Théoneme 7

1) S&
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L) 1lim B(n) = =

AL} 3 k € N telf gue lim inf o(n) = k
alons A est exacte sun v IC
i=1
7} S4 1im a(n) = « alors A est exacte sun
i

K

ncg
w2

1
3) Si limo(n) = «, lim B(n) = « alers A est exacte sun

W c8g
O

Preuve

Nous ne démontrons que la partie 1) du théoréme 7, pour les parties 2) 3)

-

les démonstrations sont semblables 3 celle de 1).

Supposons les conditions i). ii) de 1) sont satisfaites.
i

. o i . . * o) .
SO}t (xn) € ii] Ck' I1 existe i« N tel que (xn) € Ck’ par suite

i
3 9wk (x) (polynome de degré <k), 13 n 2 io tels que :
i i
» = o
¥n2 noiox QPk( an). (1

Comme lim inf a(n) > k et lim R(n) = =, il en résulte que :

3n zn,¥nz=2n, :a@ =2k, B(n) = no. D'autre part les termes de la

1 .0 1
i
suite ( 0an), sont deux 3 deux distincts, par conséquent ¥ n 2> n, ¥ x
iqpe(n) i
OL(I'I) (X) = o]Pk(X). (2).
Soitm. =mn, + 1.
10 1
D'aprés (1), (2) nous avons ¥ n 2 m, °: Ich (n) = n-m. +I. (3)
1o i 1o
. o
Les semi~-coefficients de décompte 1Ch (n) vérifient :
* -~ i
Vie]N,Vnzizlch(n)Sn—iH (4)
i
D'aprés (3), (4), nous avons ¥ n 2 m. i(n) € {l,...,mi} (5)
o

Soit I 1'ensemble des indices i ¢ {1, ..., m, } tels que :
o
4 miZi, ¥ nzm, , ¥ je{B(n-1),...,8(n-1+a(n-1)},¥ Le{R(n),...,B(n)+a(n)} :

i B(n) i _ i,8(n=1) i _
J]Pu(n) Ca) = x, Poinory Cap) = %y (6)

I # @ car io e I.

Soit i € I. D'aprés (6) pour tout n ¢ N, n > m les polynomes ¥P§§2§

(n-1)
(n-1)

(de degré <a(mn)), %PE (de degré <a(n-1)) se coincident sur
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1 + max(a(n), a(n-1)) points, par conséquent ¥ n = m, : HPB(H—])(X) = HP(X)

g/ o(n-1)
polynome ind?pendant de n..vérifia?tez : > mis Xg(ny = ﬁP(laB(n))’ par suite,
. n .
lim X0 (n) ~ P (0) ; comme P (o) = HPa(n)(O) pour tout n > m, il en
_ . i R(n) _ ..
résulte que : ¥ n > m:, Ta(n) = 1lim X - (7
Soit h = max m..
o . i
1el
D'aprés (7), (6) nous avons.
Vnzh,VielleB(n)=1imx. (8)
o a(n) n
¥ n > ho, ¥iel:s lchi(n) > n—ho+l (9)

Si I = C%l = @, alors d'aprés (5), (8) la transformation de suites A

.,mio}
est exacte sur (xn).
Sinon.
Soit j € I. I1 existe une infinité d'entiers n tels que (Cﬁ§n)) est fausse,
par conséquent A Kj 2 h tel que ¥ n > ﬁj I (n) < n—ho+].
Soit £ = max £,.

jel
Nous avons :
¥n>4l,¥%¥jel: ]ch.(n) < n—ho+l (10)
D'aprés (9), (10) nous avons ¥n > £ : i(n) ¢ I et d'aprés (8)
i(n) 8 (n)

¥n=>/4: = lim x_.
a(n) n
O
Remarques
a) La partie 3) du théor&me 7 montre que la méthode de s&lectiomn
1.,1.8 i B . . ,
CH ( Tu’ T Tu’ ... ) avec lim a(n) = lim B(n) = =, est plus efficace.

b) Il est possible d'introduire plusieurs généralisations de la méthode de
- - . 1.8 * -
sélection entre les transformations Ta’ i ¢ N, que nous venons de présenter,

en utilisant 3 chaque étape n 2 p (p fixé), les polynomes d'interpolation

phlerpl e BE g e 1,

a(n-p)’ a(n) < T
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3 - SELECTION REPETEES DANS LE TABLEAU D'UNE TRANSFORMATION DE SUITES

Soit (E, d) espace métrique.
. . . N T
Soit A une transformation de suites de ﬁh a4 valeurs dans ﬁm, telle que en

appliquant A 3 une suite (sn) € dom A, nous obtenons un tableau de quantités

n

A, K

n

0, 1, ... , disposées comme ci-dessous
0

A= s
Al
S A
A} Ag
By =S, Aé\ &
I A; .
Ag =5 A§
A
Ag -5, .

Tableau 1

A 1'aide d'une méthode de sélection T entre une infinité de transformations

de suites (§ 1), (par exemple en prenant en compétition les colonnes du

iy

tableau 1), nous sélectionnons une suite de réponses. que nous notons(IAi (
1

)

n)

(n)) sont 2 suites d'entiers.

1 . .

) i;(m) 3, (m)

En appliquant A 3 (lAil(n))’ (on suppose (lAil(n)) ¢ dom A) nous obtenons un

od (i, (M), (j

tableau de quantités, analogue au tableau | et par application 3 nouveau de

la méthode de sélection T nous obtenons une nouvelle suite que nous notons
iy(m)

(LA, ), et ainsi de suite. La transformation de suites qui & (s ) fait

2 12(n) () n

correspondre la suite ( AP ) (p fixé, (i_(n)), (3 _(n)) sont deux suites
P 1P(n) p P

d'entiers) est dite p-i8me sélection répétée assocife & T.
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Dans la section 3.], nous présentons une méthode de sélections répétées entre
les colonnes d'indices k € N*, k pair du tableau de 1'e-algorithme. Dans la
section 3.2. nous proposons un procédé de sélections répétées entre les
diagonales descendantes de 1'e-algorithme. La section 3.3 est consacrée a

des essais numériques.

3.1 - Sélections répétées entre les colonnes d'indices k ¢ N, k pair de

1'c-algorithme

Quand on applique l'e-algorithme a une suite (Sn)’ on obtient le tableau

ci-dessous.

e = s
(o] (o]
(0]
€
1 o
Eo B Sl E2
El €o
] 3
2 _ 1 0
Bs %2 €9 By
€2 €1
1 3
3 2
eo S3 €2 5 .
E3
1 . .
4
EO = S4 5 :

ey — - i B G s
L'indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité Ek’ désigne la
k-iéme colonne (resp. la n-iéme diagonale descendante). A chaque étape n,

o _ n : _ T O
on choisit une réponse qu'on note € armi les réponses d'indices inférieurs,
q o

1

pairs de la n-iéme diagonale montante, de la maniére suivante :
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o_ o 1 1 2 0
01 leo eo’ 170

1) étape n > 3

(n)

a) On consdiderne Les relationd (8C,77), i« {2,...,n-1}, i est pain,

dedinies de La manidre sulvante :

(scin)) : el b - 82—1_1| = Min (|e? I - E?—J—ll
je{2,...,n-1} 3 J

j est pair

)

b} On caleule Les semi-coegiicients de décompte 0 c (m), i e {2, ..., n-1},

1

S
i est pain.

n-i(n)

c) On pose 182 = €y avec i(n) est Le plus petit indice pair de
(n) = max (asc (n)).
i(n) je{2,...,n-1} j
j est pair

{2, ..., n=1} venifdlant Ogc

n . . . . .
En prenant la suite (leo) comme suite initiale et en appliquant 1'e-algorithme
et la sélection suivant le schéma (.) entre les quantité du nouveau tableau
. . n . . .
obtenu, nous obtiendrons une nouvelle suite qu'on note (260), et ainsi de suite.
. *
Soit p e N .
. . . . . n
La transformation de suites qui 2 (Sn) fait correspondre la suite (pso) est
. . . . . o g * .
dite p-iéme sélection répétée entre les colonnes d'indices k ¢ N, k est pair
. - 13 13 I3 - ~ 3 *
de 1'e-algorithme, associée aux semi-coefficients de décompte 0SC (n), i eN,

i est pair, n ¢ IN.

3.2 - Sélectiors répétées entre les diagonales descendantes de 1'ec-algorithme

Avec les notations utilisées précédemment, nous allons définir une méthode
de sélections répétées entre les diagonales descendantes de l'e-algorithme ;
de la fagon suivante :

. . . < ' I n . -
A chaque étape n, on choisit une réponse qu'on note eo, parmi les réponses

d'indices pair de la n-iéme diagonale montante, comme suit :
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Etape n > 2
a) On considerne Les nelations (SDin)), ie {2, ..., n}, i est pain, dé4finies

de La maniere suivante :

in)) : [52—1 - ?:;I = Min (e d =~ g5
je{2,...,n} 3
j est pair

(sD

b) On calcule Les semi-ccegiicients de décompte O.. (n), i e {2,...,n}, i

Sdi
est pain.
c) On pose ]ez = e?}t?ﬂavac i(n) est Le plus petit indice pain de {2,...,n}
verniqiant 0 (n) = max 6 (n).
595 (n) jel2,...,n} 59

j est pair

: I n . N . c
En prenant la suite ( eo) comme suite initiale, et en appliquant 1l'e-algorithme
et la sélection suivant le schéma (%), entre les quantités du nouveau tableau

s 3 2 n __
obtenu, nous obtiendrons une nouvelle suite que nous notons ( 20), et ainsil de
suite.

. *
Soit p € IN .
Z . . = . . n

La transformation de suites qui 2 (Sn) fait correspondre la suite (peo) est
dite p-iéme sélection répétées entre les diagonales descendantes de 1'c algorithme,

4 . . e - . * .
assoclée aux semi-coefficients de décompte OSd (n)y, neN, i e N, i est pair.

3.3 - Essais numériques

Exemple 1

g -1 § D’
n Log 2 .t i

Dans toute la suite, TS(N) désigne la réponse sélectionnée i 1'étape N.
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La premiére sélection répétée a donnée les résultats suivants :

En prenant comme suite initiale, la suite TS(N), la deuxiéme sélection

A AR AT TR A KA AL A R KT AT AT X AR P A AR AT RNRXRX R AAN A RARARFTARNRRKRA KAk kk*k

&

[ 4

I I VOIS N S

t

* S(H) * TSCM)

r

»

¥ % X ¥ o % o % o » ¥ % % » > > 3

EXRA KRR KR AR R R K AR A AR TR AR A RS AT A A A AR KR A KA RA A KT ARNRRR A AKX AR R AR A
1 x CHGULAYRHUURGAYAL+GT % 144209504 06R88%90N10]
Pk = FT2A BUTR 20 G NG AR T D - ST 213U TH204444R 1D 0y
3 % 2120224506740 7470L4ut1 % L10098R052RL2227D101
4 = LRLGILT210T1RLH2220:400 = 901 UABTSES19NENS 0
Bowee 113011111530 T02 40tk - 1001871556172R5D+0]
S hRk — o REOHAIQGIVBIR2TH4+00 % —— GO0 1 66RYRYTTTID+N(
7 » L10957612324037090L+01 % L100N0T205429920N10]
B % C15U2435332507TNH4+00 = .999997926249559N+0(
5 a 107972360231 0AL+01-% - ,10y00Nyes727+Rr4N+01
To-% - - B314RUPYRLP4T 4814+ 00-%--- - [ 90908599 465073384N+0(
11 % JTUB2HLURIGCAL O L4001 % LINU00NV0164213T70E0]
12 x L94P23RZRGALIGPOTL 00 » LU99990G99KUGHLABD+0(
13 % - -, 108336054771 7100u+0d-%- - 100000000041 6920+01
14 k- 85031 T U 19T 2R 4 N - - -, Q0G0950909998A (326N 0 (-
15 x L1080 057133192 40,1 » L1000090000001099D+0]
16 = «95A321931 2703500400 = .99399G99999GRx1 3N+ N
17 -4 — 16l 11 865340544A300+GT % - - L 10000080NGOGN030D+0]
T % - Bo10266204952467( 400 *-- —,9049090G090G0G96(N1 0y

LILLE

répétée a donné les résultats ci-dessous.

AR SR d RARNARKAATK A AL AR A A AARRARRARARAR R AR AR K AK R A Kk k yKFIhFkkkk
xS () - e T8 (N) — -
AXRAER A AR AR AR AR R F AR XA AR R K AR AR AR AR KR AR A A RR A AT AR AKRKA XA XA KRR AR

*

DT LV

.
-

4
5

8
9

11-
12
13

I

b

-7 .

10

* LTA42695080RBRYAGN+OT »x _  14426950408R890D+N
X e S 2213878 205454081400 -% - T21347520444481D+0y

% VODYRBASRLAPP2TINA G =% —— 927446812000 043D400 -

* LO96140657585190TD+00 % D% 77111491509647D+0y
* LJ001RT715%017289D+01 % JINODIRTTSRGTLUDD4NY
k--- 99091 0bSLSA3TITNS 0% - 1000414206848 4R2N40
* — AU0G0320842992A1401 - % - 100N2RZ084258948N+01
] ,999997926249AHQ 40N % L100001019693044D+01
% J10000000RT2TP220D+01 % «100000012129900D+0)
Koo o BYQYQYOYS LT ITUALSO0 *x - - 1000000023 128106D+0

o 1 GHHDH 001 682187+ 1w —— 1000000001 05126D+01 -

* e 9999999984940 RL+ U0 2 L100000000031245N+0]
x L1000000000416920¢+01 = 2100000000000690LD+NYE

14 %=, 090099089995 802004 (G0 -%--— - . $0999999509672,N+00

A

A

¥ % % ¥ % ok ok % o o4 N o

ISR ) ¥ 0 ¥ 1Y YR WY N O YT POV RPN 0 10 W FT R R0 0 2 s P B
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- Résultats de la premiére sélection répétée.

EXKA XA XA AR KR A AR AR A AR A X R AR A A KRN AR AKX R AR AR XRRKX X AKRRAR AR AR A n A

P VI Y ITD e TSMN) e
EXXKRRKRKRARKRRRK KX KAKAAARRA A X FARK K KKK AR KKK KK ARKR KR AR A K A A 2
* 1 » <JUUPA9NH Q0L URBAYALTOT C1U420950U40B8RKAONTN] =

i

x 2 % 272138475204 044810L+00 % LT213475200440481D+00 &
* 3 % L120224586740747h401 % .10098R0L52Ru2227N+01 =
* o 4—x - Bd157210T71R5P22R+uN-x—— 996146575R51903D+0u
*— Bk 11T0111115930302L+ 01— 1000268501 0R3N1D+01
*x 6 % LBB890L6194I1LRIB2TU+D0 = «e9999160R4B4ITTIINSOU
* 7 % .1005761233037090+01 % L1000007609091A4P+01
H = Box——— 8154243533258 73 0400 —,999997926249059D+ 0y
*—Q x—— 10757236023 1364D+ 01— *——S310000R0P1RYAINANTOL -

R T O S S S

* 10 =% «9314542982247390,+00 = .999999945073384N+0y
* 11 x «106260839285101D401 = .100000000635101N+0]
* 12 * ——94d23838ubh110201D+00—%—— ;99999999 54%6468D+0vU
- 13 x— 105336034771 7100+ 01 - % - — A 000GO00001R498D+0H 11—
* 14 % «9503107019393220400 = «9949994%9G694580)29N+00
x 15 x L104649037133192D4+01 = L1000000000005400+01
* 16 x——-,6563219312763590400 -x ---,6069499G9458GR513N+0(
*—4 7% ——1 041 18634544b3IND+0—*——100000000N0A 01 oP+01
* 18 x L96103062095240704+00 * 999999999999 960D1+00

BU

LiLLE/

- Résultats de la deuxiéme sélection répétée

A A A A A A A AT A A AT A A A A A A A A A A A A A T A A A A AT A XA A A A A A A A A AR A XX TR XTXNNK
x N % S(M) * TS (M) »
AAKA A A A A AR R AR XA A A AT AR A AR A AR R A A AR KRR AT RAKR R AKX AR A RKA AR TR
1k —— 144269504 0BROBRIAL+ I —x— 1442695 0508%000N+01- =
* - Pk —— T2 1 BUTER2AL4UUUSI D+ 0N ————TFP 13475 26U444R 1D+ 00
x 3 % .1009R8652862°2270+01 % _ L927446812000048D+00
* U x L9961 UnSTSE51903D+00 % .996771119159647D+00
J999317334163527D+0y
*—6*x——0090051 66848437 73H+00-—*——— S90890874643P5178449D+00
* 7 x 2100000700909 1640+01 = .999995534075251D+00
* B8 x .999GQ7Q92/2U9A59,+00 « .39999980110R4R2N+ 0V
*— -G k- —— 1000000218993 0R+01—*—-_,100000000399567D+01]
*—10-x—— 0999959 4E (7384 +00—+——_ 5069500986 80589N+0(
* 11 x «100000000L3%101D+01 % «999999999727769D100
x 12 x .996999Q9RJALAHRD+N0 % .999999999Q89495D+00
*- 13- wn——— 30000000001 0B49BL+0Y —%—— 1000000800000 106D+01
w14 *x— 8989099909540 20,+00 —* ——_ 5090909940689 2GN+ 0]

D T VI S R A R

A titre de comparaison des résultats obtenus dans a), b) nous avons
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- Les résultats de la deuxiéme sélection répétée entre les colonnes paires
(resp. entre les diagonales descendantes) sont meilleurs que les ré&sultats de
la premiére sélection répétée entre les colonnes paires (resp. entre les

diagonales descendantes).

- Les résultats de la premiére sélection répétée entre les diagonales
descendantes sont meilleurs que les résultats de la premiére sélection

entre les colonnes paires.

Exemple 2

-1,4.x

n-1
Sn =1 + 3e n X = (i, 1) s n=1,2, ...

N S(N) TS (N)

* 24 x .100003078438701D0401 = .9999982041952220+00
* 25 =x .100000307866820D+01 = »1000000730034210D+401
—%—26—%———2100000077533082D+01 —» +1000000176045860+01
—* 27— —5100000017010756D¢01-% -100000003822180D+01-
* 28 % .100000003206889D+01 = .100000000738192D+01
* 29 % «100000000511658D+01 = .100000000125127D+01
—%-30 x———100000000067946D+01-x - ,100000000018336D+01
—%—3 1 -%-——-1000000000073730401-+—-100000000002284D+01--
* 32 % .100000000000641D401 = +9999999999985010+00
* 13 =« »100000000000044D401 = »999999999999879D+00
— 234 «#——=1000000000000020401 -* - ,996999999999952D+00

N s(N) TS(N)

* 24 *  .100001078436701D+01 %  ,1000017849554050+01 |
* 25 x  ,100000307866B20D+01 *  ,100000482193144D+01
| #*-P6 %*——,100000077533082D401 +-— ,100000301060093D+01
%27 —#-——,400000017010756D+01—+——;-1000000211063630+01-
* 28 *  ,100000003206889D401 *  ,100000003985776D+01
f% 29 x  ,100000000511658D¢01 * ,100000000672454D+01
F—30-%——100000000067946D¢01-+——,100000000100008D+01
31 —w——100000000007373D401—-+——,100000000012910D+03
* 32 = ,1000000000006410401 *  ,100000000001423N¢01
*+ 33 &+ _,100000000000044D401 *  ,100000000000131D+01
«-34 % —-,100000000000002D+01 % - .100000000000010D+01
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c) Résultats de L£'escalien (s , el, eo, L T )

24—* - _,A571768866453469D+00-
25 .680257098726744D+00
26 x .107830878063214D+01
27 *— ,9733792099R3058D+00
- 28 * —-,100010063543513D+01
29 = .985696888293598D+00
30 = «989122237449297D+00
31 - ,984879116621693D+00
~32 x——,100073030453456D+01
33 x «999213961695572D+00
34 x «999824745906531D+00

Nous voyons sur cet exemple que les résultats obtenus & 1'aide des sélections
entre les réponses de l'e-algorithme, sont meilleurs que les résultats de

1 ; o 1 o 1
l'escalier (EO, Eo’ oy €2n’ D

).

Nous terminons ce paragraphe par les remarques suivantes

1) I1 est possible d'envisager d'autres méthodes de sélections répétées dans
le tableau de 1'e-algorithme, en utilisant les critéres de sélection, vus

au paragraphe 1

2) Les méthodes de sélection présentées, utilisent le méme critére
de sélection dans les sélections successives; i1 est possible de définir
d'autres méthodes de sélections, en utilisant des critéres différents dans

les sélections successives.

3) I1 est possible d'adapter les méthodes de sélections répétées présentées

dans 3.1, 3.2, a d'autres procédés d'accélération de la convergence.
g

4) L'utilisation simultanée d'un procédé d'accélération de la convergence
dont les réponses peuvent étre disposées dans un tableau 3 double entrée
et d'une méthode de sélection entre les réponses du tableau, peut donner

des résultats intéressants en pratique.
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5) A 1l'aide de petites modifications, de la méthode de sé&lection proposée
dans la section 3.1, on peut mettre en compétition, la colonne d'indice 0O
avec les autres colonnes d'indices pairs de 1'e-algorithme ; car il semble
intéressant de mettre en compétition la colonne d'indice O avec les colonnes

d'indices k ¢ N*, k pair.

4 - DETECTION DE L'INSTABILITE NUMERIQUE DANS LE TABLEAU D'UNE

TRANSFORMATION DE SUITES

Soit E un espace vectoriel normé, dont la norme est notée ||.|

.

Soit A une transformation de suites de gN 3 valeurs dans ﬁN, telle que en

appliquant A 3 une suite (sn) e dom A, nous obtenons un tableau de quantités

A

n=20,1, ..., disposées comme ci-dessous
k=0,1, ...

AO = SO
A)
Ai = S, Ag
al Ag
Ai = s, A; AZ
Af A; .
A= s, Ag
K .
£, .
X
A =5 .



135

St SR At PR, o o
L'indice inférieur k (resp. supérieur n) de la quantité Ak’ désigne la

k-iéme colonne (resp. la n-iéme diagonale descendante).

Dans toute la suite, on suppose que le calcul des quantités AE se fait
diagonale montante par diagonale montante.

I1 arrive souvent que le critére permettant 1'arrét du calcul des quantités
AE, n'est pas vérifié quand on progresse du haut vers le bas du tableau
ci-dessus, cependant il y a apparition d'une instabilité numérique et

; I o
certalnes valeurs des quantités Ak seront totalement fausses.

Dans ce paragraphe, nous proposons deux méthodes, permettant de détecter
les points d'instabilité numérique dans le tableau de la transformation A
et dés qu'il y a apparition d'une instabilité numérique sur une colonne,

seules les quantités des colonnes précédentes seront calculées ultérieurement.

4.1 - Algorithme Cl(q, €15 522

Soi N R
oient q ¢ y El, €, € R, .

Le paramétre £, (resp. 62) (resp. q) de 1'algorithme Cl(q, £ 62), nous

1 1’

permet de déterminer 1'étape 2 partir de laquelle on commence & tester sur
une colonne du tableau s'il y a une instabilité numérique ou non (resp. nous
permet de localiser les points d'instabilité numérique) (resp. nous permet

i e - ’ y n-q n _ %
d'utiliser, a chaque étape n, les points Ak 5l (s1silsly Ak’ pour détecter 1 1nsta-

bilité numérique dans la k-iéme colonne).

L'algorithme C](q, € €2) fonctionne de la maniére suivante :

1’

0) ITnitialisation

0.1 - Calcuklen Les q+1 premilnes diagonales montantes

0.2 - il :

n
Na
+
o)
"
Nal
%

1) Caleul de A2, A', ..., & ! ot détection de £'instabilité numirigue
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i) AT = s
[o] n

AL) 84 ‘11 < n alons allen en LAiL)
Sinon posern ind(n-q) = 0

L) ko= 1

1.0 Cafeuler AN
1.0.0 - S{ k > n-q alons allen en 1.0.1
Sinon allen en 1.1
1.0.7 - k := k+l
1.0.2 - Si k < i] alons allern en 1.0

Sinon allen en ?)

1.1 - Détection de £'instabifit? numénique sur La_k-i2me cclonne

(HB Y

1.7.0 - 8{ ind(k) = 0 alorns allern en 1.1.1 \H§§>
Sinon allen en 1.1.2

1= SE3 5 e 1 s qd et que | AT ey 17|

alons ablern en 1.0.1

Sinon posen ind(k) = 1 et aller en 1.0.1

n-k-1

. -k -k
1.1.2 - Sk [|A;‘ - s e HA{(I || akors aller en 1.0.1
Sinon
L) 1y = k-1
L) S4 i, > 0 alons allen en 2)

1
Sinon allen en 3)

Z)
2.0 - n := n+l

2.1 - S{ i, < n-1 alors aller en 1)

1

Sinon posen il = n et allern en 1)
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3)

3.0 - n := n+l
3.1 - A" := 5
(o] n

3.2 - allen en 3.0.

4.2 - Mgorithme C,(q, €15 €5)

L'algorithme C2(q, el, Ez) fonctionne comme Cl(q, €15 82), seule 1'étape
1.1.1. est remplacée par :

1.1.1' = si 3 £, £' ¢ {n-k-q,...,n-k} tel que [[Aﬁ—Aﬁv{\>€1§[A§l{

alors aller en 1.0.1

Sinon poser ind(k) = | et aller en 1.0.1.

Remarques
1) I1 est possible de définir des méthodes de détection de 1'instabilité
numérique, en utilisant des tests sur les colonnes et les diagonales

descendantes.

2) L'algorithme Cz(q, €s 52) a été obtenu, par modification de 1'étape 1.1.1
dans Cl(q, s 52) ; on peut également définir d'autres variantes de
1'algorithme C](q, €1, 62) en modifiant 1'étape 1.1.2 dans Cl(q, El’ 62)

3) Les méthodes que nous venons de présenter, détectent 1'instabilité
numérique dans toutes les colonnes, mais si seules certaines colonnes
sont intéressantes (par exemple, les colonnes paires) alors on peut
facilement adapter les 2 algorithmes & ces types de transformations en

ne faisant des tests que sur les colonnes intéressantes.

, €, doivent &tre choisis en fonction du nombre de chiffres
1 2

avec lesquels travaille l'ordinateur et de la précision souhaitée sur le

4) Les paramétres €

résultat.
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4.3 - Essais numériques

Dans les essais numériques, nous allons appliquer les algorithmes Cl(q, € 62),
Cz(q, € 82) ad la détection de 1l'instabilité numérique dans le tableau de

1'e-algorithme.

Exemple 1
Soit 3 transformer par l'e-algorithme la suite (xn) donnée par :
X = 4

.1
x =14+ (xn-l)(n.31n H)’ n=1, 2,

Jusqu'au rang N = 80, seules les colonnes 44, 26 ou l'instabilité numérique

a été localisée par Cl(q, €y 62), Cz(q, € 62) avec q = 2, g, = 10—1],

1
- 1079
92 = 10 7.

— Résultats de la colonne 44

KXKAKXIR KA nmnnnnranannKXXARAR
* o copnpni IRSTLREF *
KAEXWNKEARKAARANAAARARKA XK R & & &

* 45 % LI000G0GAURLTGOIN+NT

* Up x LINAOONUNUNSTIAHLDEN T

* U7 = LINUGOONURGISTYGRANST O %

* 45 % LI0G0UNUOUNYRLIYD+0 1R -
*-UG-x - 1D OAUAHADNRIUIRE N -
* S0 x 1000 uNONGNHE6GTUDNE0 T %

* 51 % 1000060000047 291P+01 %
kB2 x 510000000 UN0AUISPDHN T R—-
-~k -53 % — 993993999 F)ALABD+A0R -
* 54 x 1000000000 4RGO5DN N %

* B85 x  _100N00G0ANUNS00OSDENY %
*-S56 % - 10000000 UNITTPED+O

57 x-S 10000000 OIS FID+A 1% —
x S8 x «HGYAYAYAGRL,TTAIINE N (%
* 59 % 1000000000040 017P+01%
- 6% -, 10000G0000039013NEN I x- -
F—h4 =k = 4 OUNGNUNUN IR AP *—
* 62 x 21000000000 URTIOYDN+O T %
* 63 x 1000000000 0ORGNTININ %
£ 64 xS 1000uNGOGNURINTDYO I -

bty % LA00D00000U00SEAYD+OT
x 67 x LI0000N000010813ANENT R
* A8 x—-.10UNONLOYNUL223DT 01 %
K—AY-x-—1O0UNGO0G0 I 14T RGP %
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- Résultats de la colonne 26

—

*x 6G %, 100000000006758D+01%
* 70 =% L1000000000UA9ARCND+0OT %
* Fl—a— A0U00000uNUTURAN+O] > -
w—TF2 % -— ADOPUNGOUOGRLUTDNHO 1 »-
* 73 x ,1000000000131110+01%
x 74 =% .99909999394(0T75N+0 (%
k-Th ok — (9999995099361 38D+00x
k-To * —-,9099394034935T720+00* -

Les 6 derniers résultats de la colonne 24 sont les suivants :

* 75 x ,999949999497025GN+0 (%
*— 76 *— ;400000 uNO0VITHZD+0 Y x
*TT XA 000000NNNTHOALDI+D ) x
*x 78 x  ,9999994999G3122D+00*
x 79 x LI1000000N0RYHGYIONENY %
* Ry x 1000000000 U81PLHITNY

Exemple 2

Soit a calculer la racine double x=-3 du polynome f(x)=x6+6x5+6x4—18x3—31x2—24x—36

~

3 1'aide de la méthode de Newton

f(xn)

SYPIRI: - S
n+1 n f (xn)

Jusqu'au rang N = 80, seule la colonne 8 ou 1l'instabilité numérique a été

. _ I 8 _ o-l0
localisée par C](q, € 62), C2(q, s 52) avec q = 2, € = 10 s € 10 .
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CHAPITRE VI

CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE UN NOMBRE FINI
DE TRANSFORMATIONS DE SUITES A 2 REPONSES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous proposons au paragraphe 1, une généralisation du

procédé général pour le contrble des erreurs, introduit par C. BREZINSKI [3].

Au paragraphe 2, nous &tudions des méthodes de sélection entre un nombre
fini de transformations de suites 3 2 réponses .
Certaines méthodes de, sélection entre transformations 3 2 réponses de
ﬁN 5 2N _ P . . 21z

3 valeurs dans (R") , sont bas&es sur la généralisation du procédé

général pour le contrdle des erreurs.
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1 - CONTROLE DES ERREURS

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des suites réelles.

Les méthodes de contrdle des erreurs, introduites par C. BREZINSKI [3],
consistent 3 transformer une suite (Sn) e Conv(R) de limite S, en une suite
(Tn’ Vn) € ConvGRz) telle que :

1) Lim Tn =limV =S8, T -8S = O(Sn—S), Vn-S = O(Sn-S).

2) dn,¥n=>n :S ¢ [min(T , V), max (T , V )1.
) o n’ n n’ 'n

1.1 - Contrdle des erreurs a 1'aide d'une transformation de suites

Soit (Sn) e'ﬁm. Dans toute la suite, la notation Sn + §, signifie que Sn
converge vers S.
Soient b, c e R, b<c ;3 T e Trans@®, R), (S ) € Conv@R) n dom T.

n
Nous notons par : (Tn) = T(Sn), S = lim Sn’ Dn = Tn - Sn.

Dans toute la suite, on suppose que Dn # 0 2 partir d'un certain rang.
On pose :

TMB)=T -bD, T(c)=T =-cD.
n n n n n n
In(b,Tczs= [min(Tn(b), T (), maX(Tn(b), Tn(C))]

n
e =

n D
n

(Si D_ # 0).

Théoneme 1

3 NO, ¥n > N0 : S € In(b’ c) <=> 4 Nl’ ¥n > N1 te € b, c]

Théoneme 2

S{T -S=0(S-S) aons ¥b, c e R, bc <0, IN,¥n>N :S¢e1I (b, c).
n n 0 o n
Remarque
Si Tn - S = O(Sn—S), b c # 0 alors Tn(b), Tn(c) n'accélérent pas la convergence
de S .
n

Soient (b ), (c ) ¢ H?q avec b < c_ pour tout n e N.
n n n n
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En remplagant b (resp. c) par b (resp. cn) dans ce qui précéde, nous

obtiendrons le résultat suivant :

Théoréme 3

1) 3 No’ ¥n>N :85¢ In(bn, cn) <=> 3 Nl’ ¥n>N

2) S{ ¢ 4) T -S O(Sn—S)
AL) b_+>b,c +c, bc<O
n n

alorns 3N, ¥n=2N :Sel (b, c)
) o n ' n’ n

3) S{T~-S =0(S -S) alorns
n n
. T (b) - §=0(5-8) <=>b_ >0
. T (c) -8 =0(s-5) <=>c_+0

n
- => —
o (T -8) < - 7 1

4) . Tn(bn) -8

oh
- = - => N
. Tn(cn) S O(Tn S) <=> = 1
n
. * N
Soit (En) € GR+) , En -0
On pose
ATn ATn
E;-En SlADn#O ZF"’EH SlADn#O
b= ;3 ¢ =
n n
€ sinon Eo sinon
Proposition 1
Tn-S
St 2 d) g > » ¢ {0, 1}
n
ASn+l
/L'/L')301,86]R,0L<]<B,3N0,VDZNO:—ZS——é[C}L,B].
n

alors

Tn(bn) -8 = o(Tn-S) et Tn(cn) -8 = o(Tn—S).

. Résulte immédiatement de la partie 4) du théoréme 3.
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1.2 - Contrdle des erreurs a 1'aide de 2 transformations de suites

Soient Tl’ T2 € Trans (R, R) ; (Sn) € dom Tl n dom T2 s by ¢ €eR, b < e
Nous notons par : (T}) = T (S ), (Th) = T,(S), S = lim T" = lim T. = lim S
par = 14 1 %07 g ¥R = mot Mlg T A oy
On pose
n
Dn = Tl = T2
n
Tn(b) = Tl b Dn
n
(%) Tn(c) = Tl = Dn
In(b,T%ZS= (min(T_(b), T (c)), max (T_(b), T ().
T - .
e, = Dn (on suppose 1 No’ ¥n > NO 3 Dn # 0).
T8
Dans toute cette section on suppose que = £ # 1.
T, =8
2
Théoqlme 4
¥b, ceR, b < yo= <c, 7 No’ ¥n > NO s 5 & In(b’ c)

résulte du fait que e~ ng et du théoréme 1.

Theoueme 5

3 n 5 _ iy _ _ _
1) S4 TI—S = o(Sn—S) et s4 £ # 0 alons Tn(b)-S = o(Sn S) et Tn(c) S o(sn S).
2) S« TT—S = 0(S -S) et 44 T-S = o(S -S) alorns T (b)-S = o(S =S) et
n 2 n n n
Tn(c)—S = O(Sn-S).

Soient (bn)’ (cn) € GﬁN) avec bn < c pour tout n e N.
En remplagant dans (x) le paramétre b (resp. c) par bn (resp. cn) nous

obtiendrons le résultat suivant :

Théoreme 6
1) 3 No’ ¥n > N0 : S ¢ In(bn, cn) <=> ] Nl’ ¥n=2N :e ¢ rbn, e 2.

2) S{ :
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. n _ _
L) T1 S = O(Sn S)
Tg-s
.. ,
M) g5 >4 #0
n
alons
a) Tn(bn)—s = o(Sn—S) <=> bn >0
b) Tn(cn)—s = o(sn—s) <=>c_ > 0

31 S{ T)-8 = o(T-5) alons
c) Tn(bn)-s = O(T;—S) <=>bh >0

d) Tn(cn)—s

O(Tg-s) <=>c_~+0

Preuve

1) La démonstration est analogue & celle du théoréme 1.

2) n
T (b )-S T.-S D
n on - 1 - b n
S -§ S -§S nsS =S
n n n
T?—S D_
— iy al S - = -
S5 - 0, S5 + -£' # 0, par conséquent Tn(bn) S O(Sn S)
n n
<=>b >0
n

1.2.0 - Choix_panticuliens des suites (b ), (c )

——— . . i e e e i s e e e e e e

Le meilleur choix de (b_), (c ), consiste 3 prendre b _=e¢ , c_ =
n n n n’ n

Tn(en) = §, cependant ce choix, est impossible en pratique, car la

connaissance de e dépend de la connaissance de S = lim Sn.

Dans toute la suite, on suppose : n+]

AT2
3o, BeR, a <1 <R, 4 No’ ¥no2 No : = ¢ Ca, RI.

AT2

a) Soient b, ¢ e R, b < ¢

pour tout n ¢ N, on pose :
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AT? AT?
— siAD #0 — si ATD £ 0
D n n 2
n AT2
b = 3 c =
n n
b sinon c sinon
Propcsition ?
£
) €n > 4 bn_> -1
2) SL 2 #0 alors
{) T (b) -5 =o0(T-s)
n n 1
Tn(cn) - S
AA) — - 2-{
T, = 8§
1
- = o (TB-
3) Tn(bn) S o\T2 S)
Tn(cn) - S
4) ————— > L(2-0)
2
Remarque = .
n n—-1 n ATl AT1
Si nous prenons T, =T nous aurons T (b ) = T, -
2 1 n n 1 A2Tn—l

qui n'est autre que le A2 d'Aitken appliqué a (TT_ ).

b) Soient b, ¢c e R, b < ¢, a € JO, 1I.

Pour tout n, on pose

AT? ATT .
a(——a) + (l‘a)(zﬁ-) si ATZ # 0, ADn #0
AT n
2
b =
n
b sinon
ATT AT? .
—u(——;) + (1+a)(zﬁ—) si AT2 # 0, ADn # 0
AT n
2
C =
n
c sinon
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Théonime 7
n+l_

T2 S
S zé)—-r—l——“’a@',/eyié]
T2-S
e
/(’/L) n+1 >
e
n
alons
bn z2'
e (1 + (a-1) ZT:T)(Q(E—1)+(1—G))
n
“n 2!
e (1 + (a-1) —z:T)('d(£‘1)+(l+a))
n
Preuve 1
™-S=e D => AT =e AD +Ae.D é
1 nn | n- n n n+l
pour n assez grand nous avons :
o(e AD +Ae .D ) D
_ n.n_ n n+l _ n+1
b G nmd +he b ¢ U (e + fe . 55—
n n n n+l n
D
+1
ale +he . )
) n n ADn + (1-0) ( + A Egil) _
- D “ €n a * D
(e -1)+he . -2t n
n n AD
n
Aen Dn+l
b e ~_ ' Ip_) de D
T C p_ " U= ) )
D e -Dy+pe. . 2L n n
n n -~ AD
n
n+}
T1 -S .
D Tn+1_Tn+l Tn+]_S Tn+l_s
n+l _ 71 2 _ 2 2 Y .
D = P = o . » par suilte
n T.-T T.,-S T.-S
1 ~2 1 -
n
T2 S
D
n+l '
ad, T-1 (x%)
Ae e
2= (2o > e (xx)
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b 1

d'apras (1), (xx), (), 2o (14 (a-1) =) @U-1)+(1-0)).
c n b
Pour 223 il suffit de remplacer a par -a dans la limite de EE 5
n n
Remarques
b ¢
1) Si £ # 0 alors EB > (1-a)+o(£-1) et ;E + (1+a)-a(£-1) sans que
n n
T;+1-S
n—'* £ 5‘ 1.
T2—S
b o
2) Si (a=1oud' =0) alors — > (I-0)+a(f-1) et = > (I+a)-a(L-1) et
n n

plus o est voisin de 0, plus que bn’ <, sont de bonnes approximations

de e .
n

Propesition 3

1) S¢ (£ #0et £ #2) alors IN, ¥n2N :SelI (b, c).
(o] (0] n n n
. n _ _ ’ o _ o o _
2) S{ (£ #0 et T]—S = O(Sn S)) alors Tn(bn) S o(Sn S) et Tn(cn) S o(Sn S)

3) SL (L #0o0ua=1o0u L' =0) alors

T (b )-S
i) 2T 5 a2-0).

T (b )-S T (¢ )-S
L) 22 5 PrO-py, —nn“— > o £(£-2)

T2—S T2—S

Preuve

1) résulte du fait que b_ > a £ + (1-a) & c_ > -af + (1+a) A ‘
n £-1° "n £-1

2) évidente

3) résulte des remarques 1), 2).
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Remarque
La partie 3) de la proposition 3 montre que : plus 0 est voisin de 0, plus

T (b)=-S T (c)-S T (b)-S T (c)-S
n n n n n n n . .
les rapports s , ’ sont voisins de O.

n n
T] S Tl S T2 S TZ—S

* IN .
it (o avec lim =0 et ¥n < 1.
Soit ( n) € 0R+) a e » 0
En remplagant le paramétre o dans les expressions de bn’ ¢ par un, nous

obtiendrons le résultat sulvant :

Propoesition 4

£ £
Ny > a7 =1

2) SL £ # 0 alons T (b )-S = o(Tfl’—s) 3 T (c )-8 = o(T?-S)

Preuve

1) évidente
bn

2) résulte du fait que E—-* 1,
n

mI:o

=]

Remarque
On n'a pas nécessairement e € [min(bn, cn), max(bn, cn)] 3 partir d'un
certain rang, ce qui ne nous garantit pas 1'appartenance de S a 1l'intervalle

[min(Tn(bn), Tn(cn)), max(Tn(bn), Tn(cn))].

. v - LI -
Soit € > O.remplagons bn (resp. Cn) par b n - bn(1+€) (resp. ¢ n cn(l £)).
b' c'
Si £ # 0 alors —EE > l+g, —EE-+ l-¢, ce qui montre que, plus € est petit
n n

' sont de bonnes approximations de e -

plus b'n, c

Théoneme §
S{L 2 # 0 alons

. 1] \
1} 3 No’ ¥n 2 N0 : S ¢ In(b o © n).
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Tn(b' )-S T (c¢' )-S
Z) = + —€, = + €,
TI-S T =
T (b' )-S T (c¢' )-S
e = —fE, — > Le
n : n
T2 T2 S
Preuve
1) résulte du fait que e -~ L b' - —éL-(]+E) c' » = (1-¢)
n 4£-1° n £-1 ? n £-1 '
b' c'
2) résulte du fait que _EE - l+g, _EE -+ l-g.
n n

Remarques

1) La partie 2) du théoréme 8 montre que, plus € est petit, plus il y a

n

P : n
amélioration de la convergence de T, , T2

1 1
par Tn(b n), Tn(c n).

2) Les résultats du théoréme 8 et de la proposition 4 montrent qu'une petite
modification de (bn), (cn) nous assure le contrdle de S mais nous fait perdre

i o . n n
l'accélération de (Tl)’ (T2) par Tn(bn)’ Tn(cn).

3) Si nous prenons b'n = bn(l—e), c'n = cn(l+€) , nous obtiendrons des

résultats analogues aux résultats du théoréme 8.

2 - SELECTION ENTRE UN NOMBRE FINI DE TRANSFORMATIONS DE SUITES

A 2 REPONSES

Soit (E, d) espace métrique.

Etant données, Sl’ P Sk c Conv(E) ; (Tl’ Vi)y sess (T

I Vk) (k fixé).

k’

k couples de transformations de suites, dites transformations & 2 réponses

telles que pour tout i ¢ {1, ..., k}, Si est accélérée par Ti’ Vi'

k

Dans ce paragraphe, nous &tudions le probléme d'accélération de U Si’ en
i=1

utilisant la technique de sélection entre les transformations & 2 réponses



152

(Tl’ Vl)’ cees (Tk’ v.).

k
Les méthodes de sélection présentées au chapitre 3,peuvent s'adapter facilement
au probléme du choix automatique entre transformations de suites & 2 réponses

. - 2N . - . n
ie (de ﬂN d valeurs dans (E”) ), en interprétant ces derniéres, comme des

transformations de (Ez)]N 3 valeurs dans (Esz.

La section 2.0 est consacrée 3 des définitions que nous utiliserons ensuite.
Dans la section 2,1, nous &tudions des méthodes de sélection entre transfor-

mations de suites 3 2 réponses deiRN d valeurs dans GRZfN.

La section 2.2 est réservée 3 des méthodes de sélection entre transformations

3 2 réponmses de o 3 valeurs dans (Esz.

2.0 - Définitions et notations

Soient A,, A, € Trans (E, E), dom A

1’ 72 1

Dans toute la suite, nous notons T = (A], Az), la transformation de suites &

n dom A2 # 0.

N

2 réponses, qui & (xn) € n dom Ai’ fait correspondre la suite (A?, A;) oll
. A 2
n dom A..
i
n 1=l
Lorsque une suite (x ) ¢ conVv(E), nous notons par X sa limite.

i=1
(A?) = Al(xn), (A;) = Az(xn) ; T a pour domaine

. *
Soient q e N, S c Conv(E).

- On dit que T = (A A2) est ré8gulidre sur S (resp. exacte sur S) ssi

l’
Al’ A2 sont réguliéres sur S (resp. exactes sur S).
- On dit que T est semi-réguliére sur S ssi ¥ (xn) € S :

[3n,¥n2n :T = Tn+1] =>[Im,¥n>m : T" = (x, x)1.
o o 0 o
- On dit que T est pseudo-réguliére d'ordre q sur S ssi
m m_+1 m +q

n n

¥ (x) ¢S :[¥n, 3 mo>mn:T Do ® o, .=T J=>[3n_, ¥nzn ™= (x,x) 1.

Lorsque T est pseudo-réguliére d'ordre ! sur S, on dira que T est pseudo-réguliére
sur S.

- On dit que T vérifie la condition (A) sur S ssi

n—-

v (xn) e S :[3 n_, ¥nz2 n Al

Al =>T3Im, ¥n2m : A" =AY = x].
2 o
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pour plus de détails en ce qui concerne cette définition, consulter [3].

- On dit que T est g- (A) sur S ssi

n . i i
¥ (x)eS:[¥n, ] m >n, ¥ice {mn, ceesm ¥ q-1} = Ay = A2] =>
[dn,¥n=>n : AT = A" = x]
o o 1 2

Remarques
1) si Al’ A2 sont semi-réguliéres sur S alors T = (Al’ A2) est semi-réguliére

sur S.
2) 81 Al’ A2 sont pseudo-réguliéres d'ordre q sur S alors T = (AI’ A2) est

pseudo-réguliére d'ordre q sur S.

3) Soit q' eiN*, q' < q. Nous avons le schéma d'implications suivant :
T est q'=(A) sur S <= T est exacte sur S => T est pseudo-réguliére d'ordre q' sur ¢
T est gq-(A) sur S Jl T est pseudo-réguliére d'ordre q sur S

T vérifie la condi- T est réguliére sur S => T est semi-régulidére sur S
tion (A) sur S

4) Soit A € Trans(E, E), S c Conv(E).
La transformation T & 2 réponses, définie par ¥ (xn) e dom A :
n n+l

T(x™) = (A", A" on (A™) = A(x"), vérifie

T est gq-(A) sur S <=> A est pseudo-réguliére d'ordre q sur S.

Supposons maintenant que (E, d) est un espace métrique.
Dans toute la suite, nous notons Do’ la distance sur E2, définie par :

1 1, ,2 2. 2 1 1, ,2 2 1 2. ., 1 2
¥ x',y) X, y)eE : D (x5 y), (x7, y7)) = max(d(x’, x7), d(y , y7)).
Soient (xn), (t?), (tg) € Conv(E) telles que lim " = 1im t? = lim t; = x.

. n .n : n :
- On dit que (tl’ t2) converge plus vite que (x ) ssi
n .n n
¥e>0, 4 n_s ¥n> n : Do((tl’ t2), (x, x)) <edix, x).
- On dit que (t?, tg) A-accéleére (xn) ssi

. n .n n-1 n—1 n _n-
VE>O,:Jno,VnZno.Do((tl,tz), (t1 ,tz )) e dkx, x ).
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Remarque
(t?, tg) converge plus vite que (xn) (resp. A-accélére (xn))<=> (t?), (tg)

convergent plus vite que (xn)(resp. (t?), (t;) A-accélérent (xn)) .

- Soient A,, A, € Trans(E, E), S c Conv(E).

1’7 72
On dit que T = (Al’ A2) accélére (resp. A-accélére) S ssi ¥ (xn) €S :

T(x") = (A?, A;) converge plus vite que (xn) (resp. A-accélére (xn)).

Remarque

T = (Al’ A2) accélére (resp. A-accélére) S ssi Al’ A, accélérent (resp.

2
A-accélérent) 8.
. *
Soit q e N .
- On dit que T = (Al’ A2) est [ql-(D) sur S < Conv*(E) ssi ¥ (xn) e S :

. o a n
ou bien T accélére (x )
n-r+l n-r+l

d(AI sA, )
ou bien J € > 0, 3 nos ¥n > n ¢ max ( n-r+1‘ ) 2 €.
l<r<q d(x »X)

- On dit que T = (A A2) est semi~(lq] ~nette) sur S c Conv**(E) ssi

]’
¥ (xn) € 8 : ou bien T accélére et A-accélére (xn).

Do(Tn--r’,rn—r+1)

ou bien 3 e>0, 3 n_s ¥n>n : max ( ) = €.

o n-r n-r+l

l<r<q d(x »X )

Remarques

4 ) * |
Soient q, ¢ eN , g 2 q'.
1) Soit S « Conv*(E).

Si T est [q"]-(D) sur S alors T est [q]-(D) sur S.

2) Soit S < Conv " (E).

Si T est semi-({q'J-nette) sur S alors T est semi-([ql-nette) sur S.

3) si A1 et Azsont [ql-nette sur S alors T est semi-(ql-nette) sur S.
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Définition
- Soient A] = (Tl, Vl)’ PP Ak = (T K’ \Y ), k transformations a 2 réponses
2N k
de éN a valeurs dans (E°) avec n dom A. # 0.
i=1
Une transformation @ 2 réponses T de éN i valeurs dans (E ) est dite méthode
k
de sélection entre A], iy Ak ssi ¥ (xn) e n dom Ai s T(xn) = (Tn) avec

i=1

n n n
€ {AI’ ceey Ak} pour tout n ¢ N.

Rappel de quelques notations

K= {0,1,2,3,4,6,7,9} 19 | g e X3 u (%P8 | £, p W, 151 5 pst).
RO est appelé ensemble des indices des coefficients de décompte.

. *
Soit k ¢ N .
(n)

Etant données des relations R, 7, i ¢ {1, ..., k}, n>2n 3
1 o
(n) y ;
R, "~ est vraie ou fausse selon i et n.

Les quantités fr (n), ie {1, ..., k}, neN, f eZKO, désignent les coefficients

o (n)

de décompte d'indices f, associés aux relations R, o4 e £1s =euxs Bl

2.1 - Sélection entre k transformations a 2 réponses de PN a valeurs dans (RZ)N.

. *
Soit k e IN .

Solent Al = (T V), ..., A = (T

12 71 k
de ﬁm 3 valeurs dans GRZfN

K Vk), k transformations & 2 réponses

n n n n .
e dom Ai # ¢ ; (bl’ c]), — (bk’ ck) k suites
de?lR2 avec b? < c? pour tout ie{l, ..., k}, n e N.

nox

: n . .
Dans toute la suite nous notons par (V) la suite de terme général

vt o= ((bl, c

n n
e (bk, ck))w
Soit (x ) €

)
k
n
1=

dom A..
i
1
On pose :

pour tout i € {1, ..., k}, neN :
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't =T - by DY

n i i i’i
T (¢ =TF - ¢l Dy

i i i1

i n n _ .. i n, i n i n, 1 n

In(bi’ Ci) = [min( Tn(bi)’ Tn(ci))’ max ( Tn(bi)’ Tn(ci))]'
YLy, M = lb? - c?[ iDPl la longueur de l'intervalle "I (b7, c).

n i’ 7§ i i i n i’ i

. S < f

2.1.1 - Transgormations a 2 néponses ((Vn),q)ggél,...l§k>, f e X,

Soit f e K .
o

La transformation 3 2 réponses T = L A . appliquée '3 une
p (v, q) ( , Ak) ppliqu u

o

. n . .
suite (x') € n dom Ai’ fonctionne de la maniére suivante :
i=1

étape n < q-1

étape n > q-l
a) On consdidene Les relations ((vn q) ; )), ie {1, ..., k} définies par :
(n) i n-r+] n-r+l . j n-r+l n-r+l
( L) max ('L (b. 5C. )= Min ( max (“L (b. ,C. ))
(V%,q) "4 l1<r<q n-r+l Tl 1 I<j<k l<rsq 2T J
b) On caleule Les coef4icients de décompte n Z (n), i e {1, ..., k}.
V',q)
n n _ 4D . P
c) On pose T = Ai(n) = (Ti(n)’ Ve i(n )) avec i(n) est Le wlus petit Lindice de
{1, ..., k} vérni4iant f (n) = max (n).
o b itk @

La transformation 3 2 réponses T = (™ )L(A ey Ak) est dite méthode
’

de sélection entre A], ceos Ak’ associée aux coefficients de décompte
K (n), i e {1, ..., k}, n e N.
(V ’q)
n

Pour q = 1, bi = —c? =b # 0 pour tout i ¢ {1, ..., k}, neN, f =1, la

méthode de sélection L(A e Ak) a été étudiée par C. BREZINSKI

((V),q)
dans [3].
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Théorneme 9

Sodent S], e.y S c Conv(E) ; A, = (Tl’ V]), cesy A = (Tk’ Vk) k thansbormations

k 1 k
< = ﬁm o 2N ; ;
a 2 neponses de a valeurns dans @R7) . S{L pourn tout i e {1, ..., k}, A, est
k
exacte sun S5 q-(A) sur v S, alons pour tout £ e K, La thansformation a 2
i=1 k
- f
neponses LA, ..., A 1 exact b 8. .
P (™, b4 W) T exacte sun v S
Preuve
Nous ne démontrons le théoréme que pour T = ((Vn),q;L(AI’ wieie Ak), pour les

autres cas, les démonstrations en découlent facilement.

e

soit (x™) ¢ u S..
: i
1=1

I1 existe io e {1, ..., k} tel que (xn) € S.l , par conséquent A.l est exacte

n o o)
sur (x ).

Soit I 1l'ensemble des indices i ¢ {1, ..., k} tels que A, est exacte sur ™).
I # @ car io e T

\ > i ; = 1.
e m e N tel que ¥ n > m_s ¥iel (Vn,q)oﬁi(n) 1 (%)

n
(,0..,k} - ¢ alors T est exacte sur (x ).

Soit j € I. Aj = (Tj’ Vj) étant q-(A) sur (xn), par conséquent 1 mj >m

tel que ¥ n > m, o, (n) = 0.
NGRS

Soit n = max m..
o G
Jel

> ¥iel
¥ n no, ]j e 1

" q)o£j<n> - o

1 ~ . - n
D'aprés (x), (¥x) ona ¥ n 2 s i(n) ¢ I, par conséquent T est exacte sur (x ).

O

Remarque
Soit p e N, p > q.

S.
1

Nnc =

Si pour tout i ¢ {1, ..., k}, Ai est exacte sur Si et A, est p-(A) sur
i=1
alors on ne peut rien affirmer en ce qui concerne les transforamtions
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f . . .
((Vn),q)L(Al’ cees Ak), f eIKo {1,2,3,6}, en fait il est poszlble de montrer
& 1'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur U S..
i=1

Théorneme 10

Soient S., ..., S, < Conv(E) ; A, = (T Vl)’ ceey A = (Tk’ Vk)

1 k 1 1’ k
k transformations a 2 néponses de B & valeurs dans GRZ)]N. Si pourn tout

ie{l, ..., k}, Ai est exacte sun S; et Ai vernigie La condition (A) sun
k

v S, alons poun tout £ e {1, 2, 3, 6}, La transformation L(A csA )
j=1 * k (VM gq) k
est exacte sun u  S..

i=1 *
Preuve

Nous ne démontrons le th&oréme que pour T = ((Vn)q)L(A cees Ak)’ pour les

autres cas , les démonstrations en découlent facilement.
k
. n
Soit (x') ¢ u S..
. i
i=1
. . n
I1 existe i e {1, ..., k} tel que (x) ¢ Si .
o
. e . . n
Soit I 1l'ensemble des indices des transformations exactes sur (x ).

I # @ car i I.

IJm eNtel que ¥ n2m, ¥iel: (n) = n-m +] (*)
o o R ,) 2 o

Si I = CI = ¢ alors T est exacte sur (x").
{1,...,k}

Sinon.
Soit j € I. Aj = (Tj, Vj) vérifie la condition (A) sur (xn) par conséquent,
il existe une infinité d'entiers n tels que (n) =
n Z
(V',q)

par suite, 3 m., >m_ tel que ¥ n 2 m, : (n) < n-m .

o K o

J I @9
Soit n_ = max m,.
jel

¥nz2 nos ¥ j e I: 2 (n) < n-m_ (x%)

v",q)

D'aprés (x), (**), nous avons i(n) ¢ I pour tout n 2 n_, par suite T est

n
exacte sur (x ).
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Lemme 1
Soit (E, d) espace métrnique.
Sodient A, ..., Ak thans formations & 2 néponses de B a valewws dans (Esz,

(xn) € dom Ai'

i=1

SL (A?), ceey (AE) convergent plus vite que (x™) alons pour toute application

N o xR~

i:N->N, La suite (A?(n)) converge plus vite que ™.

Théoreme 11

’ *
Scsent Sl’ SelnT Sk c Conv (R) ; A] = (Tl’ VI)’ o5 o Ak = (Tk’ Vk)

k trans{ormations & 2 néponses de B a valeuwrs dans @A
s4

1) Pourn tout i ¢ {1, ..., k}, A.l accélene Si ot Ai est [11-(D) sux
k

U Si'
i=1

2) 4 A, A eZR: tels que ¥ i e {1, ..., k}, ¥n : A, 2 |b,

17 72

. < . f
P Y / v )
alorns pour tout £ ek, La trans{ormation a 2 neponées((vn),q)L(Al, ’Ak)
accilene

Sso
: 1
1

nc =

Preuve

S..

Montrons que T = s

(Al’ 5 e Ak) accélére
i

nc =

(¢]
™, 9t |

Soit (xn) €

nc =~

Si' 3 io e {1, ..., k} tel que (xn) € S.1 , par conséquent

i=1 o

1'ensemble I des indices i ¢ {1, ..., k} tel que A.1 accélére (xn) est non vide.

Si I = C%l } = ¢ alors d'aprés le lemme 1, T accélére (xn).

., k

Sinon.

Soit j € I. A. étant [1]-(D) sur (xn), par conséquent I Ej > 0, 3 nj,

. 1
i i

fxn-x

¥ n 2> n.
J

Z E..
J




160

Comme la suite (b?, c?) vérifie la condition 2) du théoréme 11.

I1 en résulte que : ¥ n 2 n.+q : max ] (b?—r+l, c?-r+1) > 0
1srsq n-r+l 7] j n
avec en = A.,Xg, max (Ixn-r+l—x|).
I<r<q
Posons € = X, min €., m_ = max n.+q.
jel jel
¥n>m, ¥jel: max I (b?_r+l, C?-r+l) > £ max |xn_r+l—x|.
o n-r+]
I<rs< ] J l<r<q

Soit ¢' ¢ 10, ‘xi['
1

()

(*%)

. o n . n n
Comme pour tout i ¢ I, A.1 accélére (x ) et la suite (bi’ ci) est telle que

lb?-c?
i1

< Al

im 2m tel que ¥ n>m

13

D'aprés (x), (*x),

(¥**) on a i(n) ¢ I pour tout n

1)

pour tout n, il en résulte que :

n-r+l]
,C.
i

n-r+l
i

. ) i '
¥V iel : Ln—r+l(b )Skl €' max |x

l<r<q Isr<q

>

m,, par conséquent

d'aprés le lemme 1, T accélére (xn).

Pour les autres transformations, les démonstrations découlent facilement

de la démonstration ci-dessus.

0
Proposition 5
Sodent S, ..., 8 < Conv™ (R) S A= (T, V), e, A= (T, V)
k thans{ormations & 2 nEponses de B & valeuns dans GRZfN.
S{
n k * Xn+]_x'
.
1) ¥ (x) ¢ v Si’ 1a, a, eiR+, a; < 1, 3 n_, ¥n 2 n_ ¢ oa <=
i=] X -X
k
2) Poun tout i e {1, ., kl}, A, accéline 5. et A, est [ql-(D) sun u S
i=]
3 3 X A, e R teds ue ¥ i e {1 kl, ¥nelN : )\ >|bn—cnl>)\.
R q > s KD AL 2 IPTe I 2 Y
alorns pourn tout £ €K, La trhansformation de suites a 2 réponses
k
f P
((Vn),q)L(Al’ ces Ak) accéléne iil Si

n-r+1

(K%x*)

x|
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Pour terminer cette section, nous signalons qu'il est possible de définir

d'autres méthodes de sélection, en utilisant & chaque étape n2q-1, les réponses

gratl

n . = - P
: 5 wuley Ai’ i e {1, ..., k} et en préservant les résultats des théorémes

9, 10, 11 et les résultats de la proposition 5.

, \ = f
.2 - T . .
2.1.7 - Transfonmations & 7 nZponses (gfy o\RD(Ays :::p 8, f e XK
i n n * IN n .
Soient (Bl)’ A~ (Bk) € GR+) avec Bi < 1 pour tout m e N, i ¢ {1, ..., k}
dans cette section, nous notons (Bn) la suite de terme général_Bn = (6?, 0 s BE)

Soit f ¢ K .
o
La méthoie de sélection T = ((Bn),qiRD(Al’ v v Ak) appliquée & une suite

n : .
(x) ¢ n dom Ai’ fonctionne comme suit

i=1

N

étape n q

n n
1’ V])

—3
[}
>
|

._(T

étape n > ¢

a) On considére Les nelations ( RD§“)>, ie {1, ..., k} dé4inies par :

(8", q)
S{¥1ie{n-q, ..., -1} : x" # S qpons on pose :

AT e PN s
¢ oo RD(n)) . max ( i Al 1 i i i y =
(B ,q) 1 ’ * n-r+! n-r
1<r<q |X -X \
B?—r+1|T?—r+l—T?—r|+(l—B?—r+l)\V?_r+l—v§-r1
M%n [ max ( e R— )]
1<j<k l<r<q | x -x |
Sinon
On pose :
(on RO) ¢ omax B7TTHH YT g T L)) -
B ,q) i PR i i i i i
Min [ max (8?'r+1]T?’r+l-T9"r|+(1-B?—r+l){V?'r+1—v?'ri)]
1<j<k l<r<q
b) On caleule Les coefficients de décompte £ g (M, ic {1,...,k}.
(B9 "1

n

n n n . 2 . ,
c) On pose T = Ai(n) = (Ti(n)’ Vi(n? avec i(n) est Le plus petit Andice de
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{1, ..., k} vernifiant f (n) = max f . (n).
6% @ Yim) 1<i<k (8%,q) T

Théonéme 12
Sodent Sl’ eeesy S c Conv(R) ; A1 = (Tl’ Vl), eeey A

k k
k transformations & 2 re€ponses de B & valeuns dans GszN.

S{ poun tout i e {1, ..., k}, A, est exacte surn S; ef A est pseudo-rlgulitre

o

d'ondre q sun v 5. alons pourn tout f e K La thansfommation a 2 réponses

£ i=1 k
n RD(A]’ cey Ak) eAt exacte sun U Si'
((B )9Q) i=1

Preuve

Nous ne démonstrons le théoréme que pour la transformation

T = ((BnlqiRD(Al’ ooy Ak)’ pour les autres cas, les démonstrations en

découlent facilement.

k
Soit (x7) ¢ u Si' e io e {1, ..., k} tel que (xn) € S. , par conséquent

i=] 1
1'ensemble I des indices i ¢ {1, ..., k} tel que Ai est exacte sur (xn) est
non vide, par suite 3 m e N tel que : ¥ n = m, ¥iel: n ord.(n) = 1.

B ,q) i
(*)

Si 1= CI = 9 alors T est exacte sur (x).
{1,...,k}

Sinon.
Soit j € I. La transformation Aj = (Tj’ Vj) étant pseudo-réguliére d'ordre q

sur (xn), par conséquent : J nj zm tel que :

¥n>=n. : max IT?—r+1-T?-rl > 0 ou max IV?-r+]—V?—r] > 0.
J l<r<q J J I<r<q J
Soit m., = max n..
1 . =
Jel
Nous avons : ¥ n > m , ¥ el : (Bn,q)ordj(n) =0 (*x)

D'aprés (%), (¥*) : ¥ n = m i(n) € I, par conséquent T est exacte sur (xn).

C
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Remarque
Soit pe N, p > q.

Si pour tout i ¢ {1, ..., k}, Ai est exacte sur Si et Ai est pseudo-réguliére
k

d'ordre p sur u Si alors on ne peut rien dire en ce qui concerne les
i=1

méthodes de sélection RD(AI, sin e i Ak)’ f eIKO -{1,2,3,6} ; en fait i1l

f
((B™ q)

est possible de montrer 3 1'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas
k

exactes sur U Si'
i=1

Proposition 6

Sodent Sl’ e Sk c Conv(R) ; Al = (Tl’ Vl)’ 5 Ak = (Tk’ Vk)

k thansformations a 2 néponses de B & valeuns dans GRZfN.

S{ poun tout i e {1, ..., k}, A, est exacte sun S, semi-nlgulilre sun
k
u S, alons pour tout £ e {1,2,3,6}, La transfomation a 2 néponses
i=] k
f
((en’q)RD(AI, cees Ak) est exacte sun i:1 Si'

Theoneme 13

. * %
Sodent /s +++» S < Conv @) ; Al = (Tl, vl), s Ak = (Tk, Vk)
k transfonmations a 2 réponses de B & valeurs dans GszN.

Sq
1) Pourn ftout i e {1, ..., k}, A accélene et A-accélene 8. et Ay est
k
semd- ([ql-nette) sun u S -
i=1
# n
2) 3 61, 62 e 10, 10, 3 m_s ¥n> LI ¥iedl, ..., k} : 6] < Bi < 82.
alorns pourn tout £ € K , La méthode de sélection n fRD(A s eees Ak)
accélferne u S..
’ il
i=1
Preuve
o k
Montrons que E = ((Bn),q)RD(AI’ e Ak accélere ii] Si'
Soit (xn) € U Si' Il existe io e {1, ..., k} tel que (xn) € Si , par
i=1 o

conséquent 1'ensemble des indices i ¢ {1, ..., k} tel que Ai accélére et
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A-accélére (xn) est non vide.

{1 K} = ¢ alors d'aprés le lemme 1, T accélére (xn).
s e ey

Soit j € I. Aj étant semi-([qJ-nette) sur (xn), par conséquent

3 Ej >0, 3 nj > m, (m0 est donné par la condition 2 du théoréme 13),

maxQT?-r+l— ?_rl, lV?_r+]—V?_r|)
¥n2>mn, : max [ ] J vy J_ J ]2 e..
J l<r<q \Xn r _xn r| h
Soient € = min €, ; m, = max n,.
jel J jel
N SIEARIT G PO e L At
¥n>m,¥jel: max (-3 g ] 1 J I —) 2y
1 n-r+! n-r
l<r<q | x -x |
(*)
avec Yy = exmin(el, 1-62)
Soit ¢' e 10, ¥I. (*%)
Comme pour tout i e I, Ai A-accélére (xn), il en résulte que :
B?~r+1ITz—r+l_TP—rl+(1_B?—r+l)[V?-r+]_vg—r'
3 m, > m, ¥n> L ¥iel max ( y<e!

n-r+l! n-r
| % x|

(x%%)

D'aprés (%), (*x), (x*x) on a ¥ n 2 mys i(n) ¢ I, par conséquent d'aprés
s n
le lemme 1, T accélére (x ).
Pour les autres transformations, les démonstrations en découlent facilement.

0

CE(A,,...,A ), f eK

- w40 (
2.1.3 - Trans 4oamations (q,(b,c),(otl,---,ak)) __________ gl2-L_ €8 o

Soient (b, c¢) eiRz, b <ec Ops vees Oy € 1o, 1T, f e K .

o
La méthode de sélection T = £

k (qs(b’c),(als---auk))

. . n . . .
a4 une suite (x') ¢ n dom Ai’ fonctionne de la maniére suivante :
i=]

CE(AI,..., Ak) appliquée
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€tape n < g-l

On pose :
L) b? = b, C? = ¢ pour tout i € {1, ..., k}.
i) Tt = A’l1 = (Trl’, Vr]‘)

étape n > q-1

a) On caleule @?,c?,i e {1, ..., k} de La 4agon swivante :

A o n n_.n_ .n .
S4 AV, # 0, AD; # 0 (D.1 =T, Vi) alorns on pose :
, AT’i1 ATY
By = og == (=u) —
AV. AD.
1 1
0 AT AT
1 1
Gy = =0y —o & {la,) ——
AV. AD.
b 1
Sinon.
On pose bo = b, ¢t = ¢
1L 1

b) On considene Les rnelations (CEin)), ie {1, ..., k} définies pan :

(n)

(CE i n-r+l] n-r+l n-r+]1 n-r+l
i .

) : max Ln—r+l(bi ,Ci )= Min ( max JLn-r+l(b' 5C
l<r<q 1<j<k lsrsq ] J

)

c) On caleule Les coefficients de décompte fe (n), i e {1, ..., k}.

1
n_ ,n P n - sy E g
d) On pose T = Ai(n) (Ti(n)’ Vi(n)) avec i(n) est Le plus petit indice
de {1, ..., k}, vénibiant £ (n) = max f (n).
€€i (n) 1<j<k €%

Thécreme 14

Soient S], cees Sk c Conv(R) ; Al = (Tl, Vl)’ M Ak = (Tk’ Vk)

k thansfonmations a 2 réponses de B a valeurns dans CIRZ)]N.
S{ poun tout i e {1, ..., k} :

S

a) Ay est exacte sun S. et A, est q-(A) sun :

i

nc =

1



b) ¥ (xn) €

i=1

alons pour Zout £ ek, La transformation
k

Si, 3 n_, ¥ n

[ =
v
B
~~
>
3

=0 => AV = 0).
1

CE(A

f
(q’(b’c):(al,-..,o_k)) 12"

est exacte sun v Si'

i=1

Preuve

(o]
(q,(b,c),(al,...,ak))

pour les autres cas, les démonstrations en découlent facilement.
k

Nous ne démontrons le th&oréme que pour T =

1

CE(A],..

.,Ak)

.,Ak)

Soit (xn) e U S.. 3 io e {1, ..., k} tel que (xn) € Si , par conséquent

i=1 o
1'ensemble I des indices i ¢ {1, ..., k} tel que A, est exacte sur x™

est non vide, par suite : 3 n, ¥n > n_s ¥iel 10 (n) =1 (*)

1

= n
{1,...,k} ¢ alors T est exacte sur (x ).

Soit j € 1. A. étant q-(A) sur (Xn), par conséquent :

Jn.2n, ¥nz=n, ! max T o,
] ° 3 1srgq J
Soit m_ = max n,.
jel
= n-r+l _ Vn-r+l| > 0.

¥nz: m_ ¥jel: max |T

l<r=q ] J

d'autre part, pour tout j € I, Aj vérifie la condition b) du théoréme 14,

par conséquent i m, 2 m tel que ¥ n 2 m s ¥jel: %o (n) =0 (*x)

1
]

D'aprés (*), (*¥x) on a i(n) ¢ I pour tout n = ms par conséquent T est exacte

sur (xn).

Proposition 7

Sodent Sl’ ey Sk c Conv{R) ; Al = (Tl’ Vl), cees Ak = (Tk, Vk)

k trhansoumations de suites, de B a valewrs dans GszN.
SL poun tout i€ {1, ..., k}

a) A, est exacte surn S, et A, vernifie La condition (A) sun
i

necw

1
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k
b) ¥ x™ ¢ U S.,3n,¥n>n : (AT® =0 => AV? = 0).
i=1 5 (o] (o] p T
akons pourn tout £ e {1, 2, 3, 6}, La transbormation de suites a 2 réponses
k
(q,(b,c)xal,...,a ))CE(A "”Ak) est exacte sun iil Si‘

Définitions
. * . - _ EF
Soient S < Conv (R) ; A = (T, V) une transformation & 2 réponses de

a valeurs dans GszN
- On dit que A vérifie la condition (F) sur S ssi ¥ (xn) e S :

1) (Tn, Vn) converge plus vite que (xn)

P
2) X 51 ¢1{0,1,2}). (x = lim xn).
V -x
N
3)y 3 A,, A\, eR, A\, <l <XA.,, dn,¥nz=n : ¢ Th., A, .
1 2 1 2 o o AVn 1 2

- On dit que A vérifie la condition (G) sur S ssi ¥ (xn) €S ¢
ou bien A vérifie la condition (F) sur (xn).

n
g -—1| e

Ay AT?

ou biend ¢ >0, dn, ¥n=>n_ :
o 0 n

TR_yP
X -X

Remarque

Si A vérifie la condition (G) sur S alors A est 1-(D) sur S.

Théordme 15

Sofent Siy «suy 5 € Conv™ (R) ; A (T

k 1 l’ Vl)! "’!A-k= (Tk’ Vk)

k thansformations de suites, deﬁﬁN a valeuns dans GszN
S{ poun tout 1 e {1, ..., kl, A, vernigie La condition (F) sur 8. et Ay

k
virnigie La condition (G) sur U

S. alons pour tout f ek, ona:
i

1

CE(A .,Ak) accélene Si'

nc =

1) La thansgonmation T = CTCRS I RPN )

k
n . i(n)
2) ¥ (x) € i:1 Si’ 3 n s ¥n > niXe n(bl(n)’cl(
n

Ai(n).

1
)) oll i(n) est tel

3

que T" =
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Preuve

Nous ne démontrons le théoré&me que pour la transformation

_ o
" (g5 (bye), (ay5.ney0n))

en découlent facilement.
k

Soit (x™) € v S;- 3 e {1, ..., k} tel que (x") « S, » par conséquent
i=] o

1l'ensemble I des indices i ¢ {1, ..., k} tel que Ai vérifie la condition (F)

T CE(A]""’Ak)’ pour les autres cas, les démonstrations

n .
sur (x) est non vide.

D'aprés la proposition 3, pour tout i ¢ I, 3 n;e N tel que :

i n n
¥nz2 n., X € In(bi, Ci)'
Soit m = max n..
iel
. i n n
¥n > mo ¥1el, xc¢ In(bi’ ci). (x)

Si I = C%l,...,k}= ¢ alors d'aprés le lemme 1, T accélére (xn) et d'aprés
i(n) n
€ .

n
(x) pour tout n 2 m, X i(m)’ Ci(n))'

In(b

Sinon.

Soit j e I. Aj vérifie la condition (G) sur (xn), par conséquent

-y ATY :
€. >0, dn,2m, ¥nz=n, : —%—-l > €., ——% a1 - = Y| = €
J J ° J X =-x J AV, AT, J
i —i_,
N
J
I1 en résulte : ¥ n 2 n,, L b7, ¢ 2 20, E? |xn - x|
J n ) J J ]
Soit £ = 2min (a. E?), m, = q + max n,.
. T hl 1 -
Jel jel
Nous avons : ¥ n 2 W, ¥jel: max J n_r+l(b?-r+1,c?-r+]) > £ max !xn—r+]-x].
ISrSg J J 1<r<q
7Dy (%)
. n n i'i . -
Comme, pour tout i e I :lbi—cil o -+ 0, il en résulte :

X =X | no®
. 1 -r+ -r+
¥iel: max 'L (b? r ], T l) < £ max |x
n-r+l "1 1
lsr=q I<r<q

n-r+l
3 m,>m , ¥ nxm,, -x|.

(x%*)

D'aprés (#*),(x**), on a i(n) ¢ I pour tout n > m,, par conséquent, d'aprés
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i(n)

n

le lemme 1, T accélére (xn) et d'aprés (*), x € i)’ c?(n)) pour

I (b
n(
tout n 2 m, .
Remarque

La partie 1) du théoréme 15, reste encore vraie, méme si on supprime

1'hypothése £ ¢ {0, 2} dans la définition de la condition (F).

Exemple d'application du théoréme 15

Soient El (resp. E2) 1'ensemble des suites (En) € Conv(R) telle que

" (]+€n)€n+] (1+En)gn+l
e > 0Oetd a, BReR, o<1 <R, 3 n_ s ¥ n>n —————;;————(resp. _— )
- © 2€ 3e™
¢ Ta, BI.
On pose :
Sl = {(xn)eConvGR)IS(EH)EEl,Hnl, W nan : Xn+] = %—xn(l+en)}
S2 = {(Xn)SConVGR)IQ(EH)GEZ,HHI, ¥ LE xn+1 = % xn(l+€n)}.
Soilent T1 : (xn) - (T?) avec T? = x" - 2xn+].
n n n_ _n n+]
T2 : (x) ~> (T2) avec T2 = x 3x .
On pose : V, = 2T ((x") = (2T))), V. = 2T ((x™) » 1D).
1 1 1 2 2 2
Les transformations de suites & 2 réponses Al = (Tl’ Vl)’ A2 = (T2, VZ)
et les familles de suites Sl’ 52 vérifient les conditions du théoréme 15
2\N

)

2.2 - Sélection entre transformations a 2 rénonses de EN a valeurs dans (E

Soit (E, d) espace métrique.

Soient q ¢ N*, A = (T], Vl)’ ey A = (Tk, Vk),k transformations 3 2 réponses

k

: dom Ai # 0.

1
de ﬁN 3 valeurs dans (Esz,

n - =

i

Dans cette section, nous proposons des méthodes de sélection entre A

? e Ak.
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. f
2.2.1 - Trnansformations qggéx, c2ca B, £ e K

Soit f ¢ K .
o
La méthode de sélection T = ZH(AI’ ooy Ak)’ appliquée 3 une suite
k
™) e n

dom Ai’ fonctionne de la manidre suivante :
i

1

Etape n < g-1

n_ 0 _ n n
T = A (Tl, Vl)-

Etape n > q-1

a) On considene Les neﬂauom(qﬂin)), ie {1, ..., k} définies pan :
A omax a@lTL VT ©Min (nax @@, vRTTH))
4 I<r<q 1<j<k lsr<q J J

b) On calcule Les coefbicients de décompte fh (m), i e {1, ..., k}.

qi
c) On pose T% = A7 = (1% Ve ) avec i(n) est Le plus pvetit indice
i(n) i(n)’ "i(n) =
de {1, ..., k} vérifiant : £ (n) = max f_ (n).
q i(n) 1<j<k q ]
La transformation 3 2 réponses :H(A], ceey Ak) est dite méthode de sélection
entre Al’ ey Ak’ associée aux coefficients de décompte fh (m), 1 ¢ {1,...,k}

qi
n € WN.

Théoneme 16

Solent Sl, eees S < Conv(E) ; A, = (T Vl)’ ey A = (T

k 1 1° k k> 'k
. . - éN S 2NN
k trhansformations a 2 néponses de a valeuns dans (E7) .
k
S{ pourn tout i e {1, ..., kl, A, est exacte swr S, et A, est q-(A) sur v S,
i=1

alons pour tout £ ¢ ]KO, La trhansformation le(Al, cees Ak) est exacte sun
k

u S..
=1 *

La démonstration du théoréme, résulte immédiatement du fait que si une
k .
transformation Ai n'est pas exacte sur (xn) € U Si’ alors ] n., ¥ > n,
i=1
oh.(n) = 0.
qi
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Remarque
Soit p ¢ N, p > q.
k
51 pour tout & € {1, «ass Kkl Ai est exacte sur S et Ai est p-(A) sur u S.1
1 : i=1

alors on ne peut rien affirmer en ce qui concerne les transformations

ZH(AI’ e Ak)’ f e'KO - {1,2,3,6}, en fait il est possible de montrer 3

k
1'aide de contre-—exemples qu'elles ne sont pas exactes sur U Si'
i=1
Proposition §
Sodent Sl’ 5 Sk c Conv(E) ; A1 = (Tl’ V]), P Ak = (Tk’ Vk)

k trhansforumations @ 2 néponses de B & valewrs dans (Esz.

S{ poun tout i e {1, ..., k}, Ay est exacte sui S, et A, vernigie La condition

k
(A) sun U S, alons pourn tout £ e {1,2,3,6}, La transgormation §H(A],...,Ak)
i=] k

est exacte sun U si.
i=1
Thécxneme 17
o ]
Sodient S], —— Sk c Conv (E) ; A1 = (Tl’ VI)’ . Ak = (Tk’ Vk)
k thansformations de B a valeuwrs dans (Esz.

k
S{ poun tout i e {1, ..., k}, A, accglene S, et A, est M11-(D) sun v S,
- i=1
alons poun tout f e Ko, La transformation ZH(A], G Ak) accelene
k
U Si'
i=1
Preuve
o k
= e Ele e
Montrons que E qH(AI’ - Ak) accéleéere ii] S1
Soit (x™) ¢ v S - J io e {1, ..., k} tel que ") e S, » par conséquent
i=1 o
1'ensemble I des indices i € {1, ..., k} tel que Ai accélére (xn), est non vide.

Si I = C%l K} = @, alors d'aprés le lemme 1, T accélére (xn).
yeens
Sinon.

Soit j € 1. Aj etant [1]-(D) sur (xn), par conséquent 7 Ei > 0,
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Soit € =min €, ; m_ =mag n, + q
jeI 3 9 eI
- -r+ -r+ -r+
¥nzm, ¥ jel max d(T? r l, viTT 1) > € max d(xn r 1, x) . (%)
l<r<q J ] l<r<q
Comme pour tout i ¢ I, Ai = (Ti, Vi) accélére (xn), il en résulte :
3 mIZmO, ¥n =2 W ¥iel: max d(T?_r+l,V2—r+l) < £ max d(xn-r+1, X)

l<rsq I<r=q

()
d'aprés (x), (**) on a i(n) ¢ I pour tout n > m , par conséquent d'aprés
le lemme 1, T accélére (xn).

Pour les autres transformations, les démonstrations en découlent facilement.

0
Proposition 9
. *
Soient Sl’ cees Sk c Conv (E) ; A = (Tl’ Vl)’ cees A S (Tk, Vk)
k trhansjormations a 2 néponses de 2 a valeurs dans (EZ)JN.
Si
k
1) Poun tout i ¢ {1, ..., k}, A, accélene 8; et Ai est [ql-(D) sun v 8-
i=1
n k * d(xn+1 X)
2) % (x) e U S., A D), eR , A<, 3n, ¥n>n : A, € ——2T7 <) .
. 1 1772 + 1 o o 1 n 2
i=1 d(x,x)
alors pourn tout £ e K_, La transgormation a 2 néponses le(Al’ cees Ak)
k
accélere u Si'
i=1

Avant de quitter cette section, nous signalons, qu'il est possible

d'introduire d‘'autres méthodes de sélection, en utilisant 3 chaque étape n > q,
P n-q n . - .

les réponses Al eeey Af e {1, ..., k} et en préservant les résultats

des théorémes 16, 17, et les résultats de la proposition 9.

. . 2 . -
Soient f ¢ Kb 5 D1 une distance sur E €quivalente 3 Do'
La méthode de sélection T = ZRH(Al, TN Ak) appliquée & une suite
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n o =

n : e .
x) € dom Ai’ fonctionne de la maniére suivante :

i=1

Etape n < gq-1

™ = AT.

Etape n > q
(n)

1

a) On considene Les nelations (qRH ), i e {1, ..., k} définies de La

maniere sulvante :

n-r n-r+]
X

S{ ¥re{l, ..., q} ¢ d( , X ) # 0, alorns on pose :

n-r+]1 n-r

D, (A} ,ATTT B, (A THL Lot

A )

( RHEH)) iomAR n-r+l nir ) = Min ( max ( : nir+1 nir )
4 lsr<q d(x sx ) I<j<k l<r<q d(x K )
Sinon
On pose
(n), . n-r+l g, ... n-r+l  n-r
(qRHi ) : max Dl(Ai ,Ai ) = Min ( max Dl(Aj 5 Aj ))

l<r<q 1<j<k ls<r<q

b) On cafcule Les coefbicients de décompte £ (), i {15 snug kls

q h,
c) On pose ™ = A?(n) avec i(n) est Le plus petit indice de {1, ..., k}
vernd gLant £ (n) = max f__ (n).
" (1) leisle q 0

La transformation @ 2 réponses iRH(Al, e Ak) est dite méthode de sélection

entre A . Ak’ associée aux coefficients de décompte frh (n), i e {1,..,k}

q 1

]’
n € N.

Théoneme 18

Sodlent Sl’ iws S, € Conv(E) 3 A.s wes, Ak’ k thans{ormations de sudltes de

k 1

2 & valeuwrs dans (EDY.

S.

S{ poun tout 1 e {1, ..., k}, A, est pseudo-néguliere d'orndre q sur :

nc =

i=1
et A, est exacte sun S, alons poun tout f €K, La thansgormation

k
fRH(A s -+ A) est exacte sur U S,.
q 1 k 51 1
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La démonstration résulte du fait que , si une transformation Ai n'est pas

exacte sur (xn) € .§ Si’ alors 1 n_, ¥n2 n i max Dl(Az—r+l,A2_r) > 0.

i=1 1sr<q
Remarque
Soit p e N, p > q.
Si pour tout 1i ; {1, ..., k}, Ai est exacte sur S.1 et A.1 est pseudo-réguliére
d'ordre p sur v S. alors on ne peut rien dire en ce qui concerne les
transformation:=] qRH(AI’ e Ak)’ f eZKO—{1,2,3,6}, en faii 9n montre 3
1'aide de contre-exemples qu'elles ne sont pas exactes sur ‘U] Si

i=

Proposition 10

Sodent 85 +++» 8, ¢ Conv(E) 5 A, «vvy A k thansformations de B a valeurs

k 1’
dans &N,
S poun tout i e {1, ..., k}, A est exacte sun S, et A, est semi-négulilrne sun
k
u S. alons poun tout £ e {1,2,3,6}, La thansbormation de suites
qRH(Al’ ees A esl exacte sur i S, -

i=1

Théoneme 19

Sodent Sl’ R Conv**(E) s A

k 1’

cees By k thansfornmations a 2 néponses

de £ a valeuns dans (EZ)]N. »

S{ pour tout i e {1, ..., kI, Ay accélene et A-accilere S; et A, est semd-

([ql-nette) sur .51 S. alons Les trhansformations de suites ZRH(AI,...,Ak),
-

f ¢ ]Ko accélenent S..

1

N cxv-

i=]

Preuve
Nous ne démontrons le théoréme que pour T = :RH(AI, ey Ak) pour les autres

cas, les démonstrations en découlent facilement.

k
Soit (x") ¢ U Si' 3 i0 e {1, ..., k} tel que (xn) € Si , par conséquent
i=1 o
. n
1'ensemble I des indices i ¢ {1!, ..., k} tel que Ai accélére et A-accélére (x )
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est non vide.

Si I = C%l, K ¢ alors, d'aprés le lemme 1, T accélére (x').

Sinon.
Comme pour tout j e I, Aj est semi-([qJ]-nette) sur (xn), il en résulte que :

B D](A?'r+l,A?'r)
d &= 0, d m,¥nzxm,¥ j eI : max ( nir+l nir ) = €. (%)
l<r<q d(x . )

D'autre part,pour tout i ¢ I, A, A-accélére (xn), par conséquent :
D (An—r+1 ADTT)
) i !

l<r<q d(xn—r+l, Xn—r)

) < g, (*%)

d L ms ¥n > m s ¥iel: max (

D'aprés (*), (**) on a i(n) ¢ I pour tout n > m,, par conséquent d'aprés

le lemme 1, T accélére (xn).

Nous terminons ce paragraphe, en signalant qu'on peut facilement généraliser

les méthodes de sélection, présentées ici, de la fagon suivante :

- en envisageant des méthodes de sélection entre une infinité de transformations

7

2 réponses.
- en envisageant des méthodes de sélection entre transformations & k réponses

(k-uplets de transformations).
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A NNEIXE

SOUS-PROGRAMME FORTRAN DE SELECTION ENTRE

UN NOMBRE FINI DE TRANSFORMATIONS DE SUITES

Nous présentons ici le listing d'un sous~programme appelé& SELEC qui utilise

(n)

les différentes méthodes de sélection associes aux relations ( Di

(n)
), (qu )’
( M(“)), ( ER(“)), ( ( )

(n) (), .
> s RC. s 1,..,k

(u 1 ,q) ) ((u ,q) ) ((un,q) g0 bed ok
vues au chapitre 3.
1 - ARGUMENTS DU SOUS-PROGRAMME SELEC
N : correspond & 1'étape de sélection
S : Tableau d'éléments S(n) (S(n) est le n-idme terme de la suite & transformer).
Q : Paramétre utilisé dans les relations de s&lection du chapitre 3

(n) (n)
((ql )s (M Yo wee ).

ko : Paramétre correspondant au nombre de transformations en compétition.
MS : Paramétre qui permet au sous-programme SELEC d'utiliser 1'une des relations

de sélection plus haut de la manidre suivante :
Si MS =1 (resp. MS = 2) (resp. MS = 3) (resp. MS = 4) (resp. MS = 5)

resp. MS = 6) (resp. MS = 7) alors la sélection entre les transformations

en compétition s'effectue & 1'aide des relations (qD( )) (resp.

(qE;n))) (resp. (in ))) (resp. (qERi ))) (resp. (( n, ,q)GV(n)))
(n) (n)

(resp. ((un,q)Rvi )) (resp. ((“n’q)RCi )).

Les listings des sous-programmes de ces relations seront présentés au
paragraphe 3.

La valeur de MS doit rester inchangée durant le traitement d'une suite.
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P, intervenant

P, : Les arguments P 1° By

TR 1’ P2 correspondent aux paramétres P
(PysFy) P, e N,

dans les coefficients de décompte d'indices 8 avec Pl’ 9

Pl < P2+l (chapitre 3, §.2).

PON : Tableau d'é&léments a?’l = PON((i-Dq+i), j € {1, ...y a}, 1 e {1,..,k }

n,i e > . < Qi .
aj’ est la j-iéme pondération correspondant a la i-éme Transformation

en compétition, ces pondérations sont utilisées dans les relations

(n) (n) (n), .
((un,l’q)cvi ) ((u ,q)RVi ), ((u ’q)RCi ) L e 41y vons ko},
n n
e n’] n’] n’ko n,ko
u ((cx1 o aq e con (al o il aq Y)
T : Tableau d'éléments T?, ie {1, ..., ko} ol T? est la n-iéme réponse

de la transformation en compétition d'indice i.

I1 : Tableau d'éléments I1(j+1, n), j ¢ {0, 1, ..., 9} ol I1(j+!, n) est
1l'indice de la transformation dont la réponse a &té choisie & 1'étape n
a 1'aide des coefficients de décompte d'indices j.

TS : Tableau d'éléments TS(j+l, n), j € {0, 1, ..., 9} olt TS(j+1l, n) est
la réponse sélectionnée a 1'étape n, 3 1'aide des coefficients de
décompte d'indices j.

ITE : Tableau d'éléments ITE(i), i ¢ {1, ..., ko}, 3 chaque appel du sous-
programme SELEC, les quantités ITE(i) vérifient

0 si la réponse de la i-éme transformation ne peut pas étre

en compétition (& cause d'une division par 0, par exemple).

ITE(i) =

1 sinon

I1 faut bien noter que :

a) SELEC ne fonctionne qu'a partir de 1'étape No = q+l.

b) A 1'étape N il faut que ITE(j) = 1 pour tout j e {I, ..., ko}, et si
une transformation d'indice i ¢ {1, ..., ko} est bloquée (ITE(i) = 0) a

> No alors pour n > N,, SELEC prendra (é?i—D) comme relation

une étape N 1

1
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de sélection (Rin)).

¢) Pour une valeur choisie de MS (qui correspond au choix d'une famille
de relations (voir 1'argument MS)), SELEC calcule automatiquement les
réponses des 10 méthodes de s€lection associes aux 10 coefficients de

décompte dont les listings des sous-programmes seront présenté&s au

paragraphe 4).

2 - SOUS-PROGRAMME SELEC

SUBRUUTINE SCELEC(H,S,u,M5,P1, P2, 1TE,KO0,P0N,T,11,18)
DOURLE PRECISION TSC10,60),T(6,60),P01(24), A1, 8(00),0(6)
INTEGER I1C10,60),1TE(6),u,P1,CARDCO),12,%X(b,60),10(0), 12
IF(HLLT (Q+31))RETURH
()n T” (102,3'455,6’7)!'35

1 ConTINUE
CALL ECAMAX (L, Q,b0,ITL,T1,A1,0)

GO T 20

& CALL DIANET (L, G0, ITE, T, A0, 1)
GO TG 20

3 CALL RIQH, 0,0, ITE,T,S,A0,0)
co 170 20

4 CALL ERMH, 2,00, TTE,T,8,A1:,10)
Gu Ta 20
5 CALL GV, 0,0, ITE, TP, 211,143)

GO T 20
6 CALL RVUHL,A,K0,ITE, T,P00H, 5, 800,10)
GO T 20

7 CALL KOO, O, 00, TTE, T, PO, 5, At,0)
20 COHTINHUE
C CHOTIX A'LYAIDD PES NETHOPES ASSHCIEES AUX COEFFICIENRTS
C DE DECONPTE



OO0 0

OoOOnD

179

TRAITEMENT PAR LA METHODE D'INDICE o

AARRK AR KA AR KA KRR AR KRR KR AARRAARKA KKK

CALCUL DU PLUS PETIT INDICE PUOUR LEQUEL LA RELCATION

9

12
1

10

15

14

13

17
16

DE SELECTION EST VRAIE

S J=1
8 CONTINUE

IF(AMLEU.D(J)IGCO TO 9

J=J+1

IF(J.LE,K0) GO TO 8

CONTINUE

T1(1,M)=J

TS(IIN)=T(J'H)
**********x******x*******x**********
TRAITEMEMNT PAR LA METHODE D'INDICE 1}
******************k*****************

IF(N.GT.(O0+1))G0 TO 10

PO 11 I=1,K0

IF(AMJEQ.DC(I)IGO TO 12

CARD(I)=0

GO TO 113

CARD(I)=1

CORTINUE

GO TO 13

CONTINUF

DO 14 I=1,FK0 "

IFCAM,EQ.N(CI)) GO TO 18

GO TO 14

CARD(I)=CAPD(I)+

CCOTTINOET T T T T T

CONTINUE

I1(2,N)=12

TS(2,N)=T(I2,H)
************************************
TRAITEMENT PAR LA METHODE DYINDICE 2
*k**k********************k***k******

DO 16 I=1,+0

IF(AMLEQ.D(INIGO TO 17

X(1,1)=0

GO TO 16

X(I,D=1

CONTINUE

CALCUL DES COEFFICIENTS DE DECOMPTE IC(I)

17

18

DO 18 I=1,KD

K=1

1IC(1)=0

CONTIMUE

IF(X(I, (N=K+1)).FQ,.0)GO TU 18

IC(I)=kK

K=K+l

IF(K LE.(N=Q))GO TO 19

CONTINUE

CALL INM(KO,I1C,1I2)

I1(3,N)=]12

TS(3,N)=T(I2,N)
*******t*********x******************

TRAITEMENT PAR LA METHODE DYINDICE 3
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21

22

23

24

25
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AEKEAAAXAAAL AL AAXNAXN XX XA TARRANXRNRRXRKR K &
CALL METHO3(H,Q,KO0,AH,D,IC)
CALL IMM(KO,1C,I2)
I11¢4,M)=12
TS(4,N)I=ST(I2,N)
AKX KARAKARN A ALK AR K EKRKAKRRRAAKRRAARNKKR AKX
TRAITEMENT PAR LA METHODE D'INDICE 4
AAXAAARKRKAATKR KKK ARANARXNRKRAKRARARRARNRRKRRAN KK
CALL METHOACH,Q,v0,AN,D,IC)
IF(H.LT.(AQ+3))GO T0O 21 '
CALL IMNH(KO,IC,I2)
I11(5,n)=12
TS(S,NY=T(I2,M)
CONTINUE
RAKKAA A AKX AR A AR LAAKAAAARARAKARNAARARRATRAAK
TRAITEMENT PAR LA METHORE D'INDICE S
AAA AR AR AR A AN KA ARAARAAAKR I AR RKRAKAAKNRRAK
CALL METHOS(H,Q,F0,At4,D,1IC)
IF(N.LE.(2*Q))CO0 TO 22
CALL IHM(KO,IC,I12)
I1(6,N)=12

TS(6,N)=T(I2,N)

CONTINUE
EAXKKAAARAAA LA AR AR AKXAKRARAR KRR AA KKK A KAk
TRAITEMENT PAR LA METHODE D'INDICE 6
AAK KK AR A AAAIR AR K AT AR KA AR ARKRAKRARARRKAKR K

CALL METHO6(H,Q,F0,AN,D,IC)

CALL THNM(KO,IC,12)

I1(7,N)=12

TS(7,M)=T(12,1)

EAKAAKK A A KRR KAKRKK AR AR R AKRKAKRKRARRAR KA KKK
TRAITEMENT PAR LA METHODE DYINDICE 7
AKX A KK R KKK AAKKAAAARAARARARRA KRR RNAR KR KKK

CALL METHOT (N, 0,V 0,A10,D,1C)

IF(M.LT.(Q+3))GO TO 23

CALL INM(KO,IC,I2)

I1(8,H)=12

TS(8,H)=T(12,M)

CONTIMNUE
7 AAKE A A AXKAKAAARAKA AR AR A AL R A AKRARRKKR KKK K
TRATITEMENT PAR LA METHOGE DYINDICE 8
AAXAAAKXAARKAA AKX ARNKRARA AR ARKAKERNKRAKRNKRA KR KKK

CALL METHO{‘(H;Q'KO, PL,P2, Atl, 0, 1IC)

JE(NLT (Q+P2+1))IGD TO 24

11(9,0)=12

TS(9,H)=T(I2,N)

CONTINUE
KEAKKERAKAK KA AR AKX A A AKX ARA A AR AXRAA KR ARR KK
TRAITEMENT PAR LA METHODE D'INDICE 9
KEARARNAAXKAA KA AKX R AARARARRARAAAAKRAKRA AKX KK

CALL MLTHO9(#:,0,K0, AN, D,I0)

IF(H.LT.(Q+2))GD TOD 25

I1¢10,M)=12

TSC10,H)=T(I2,t))

COMNTINUE

RETURN

END
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3 - SOUS-PROGRAMMES DES RELATIONS (R;n)) ied1, ..oy k)

Avant de présenter les listings des sous-programmes, nous précisons les signi-
fications des arguments qui leur sont communes.

Pour les arguments N, Q, ko, ITE, T voir le paragraphe 1 ;

D : Tableau d'éléments D(i), i ¢ {1, ..., ko} avec D(i) est la valeur du

membre de gauche dans les relations (Rin)) (si nous prenons (qun))
]
comme relations (Rgn)) alors D(i) = max d(Ag, Ag ).
3 . i? “g
n-q<f,£'<n

AM : Paramétre correspondant au min D(i)
ie{l,.. Kk}

. . - . Il
I1 faut bien noter que les sous-programmes assoclés aux relations (qﬁ;%,

(n)
(D (o RV

3 (( )chn)), ne fonctionnent que si q > 2.
un) un’q 1

3.1 - Sous-programme des relations (qun)), i€ {1, ssey ko}.
SUBROUTINE ECAMAX(MN,0Q,KO0,ITE,T,AM,D)
DOUBLE PRECISION AN,D(6),T7(6,60),V,D0(6)
| INTEGER Q,ITE(6H)
C CALCUL DPES DC(I) FCARTS MAXIHUMS ENTRE DEUX TERMES
C CO“SECUTIFS DE (T(Ilr‘l-o)l-o-oo.ooo-oolT(II“))
H1=t=Q
N2=M1+1
N3=N=1
IF(Q.EN.,1)G0 TO 5
Do 2 I=1,K0
IFCITE(CI).EQ,0)GOD TO 4
’ DCI)=DABS(T(I,N1)=-T(I,N2))
’ DO 3 J=n2, N3
g VEDABS(T(I,J)=T(1,(J+1)))
' IF(V.LE.D(I)IGD TO 3
' D(I)=V
N 3 CONTINUE
’ DO(I)=D(I)
. GO TO 2
4] D(I)=DO(CI)
2 CNNTINUE
eoc 10 7
| S CONTINUE
DD 6 I=1,K0
IFCITECI).CQ,0)GD TO 8
D(I)=DABS(T(I,MN1)=T(1,12))
NOCI)=DC(I)
GO T0 6
8 D(I)=DOC(I)
6 CONTINUE
7 CONTINUE
C CALCUL DU MININUN DES D(I)
AM=D (1)
PO 9 J=2,K0
IF(D(J).GE.AIMIGO TN 9
AM=D(J)
9 CONTIMUE
RETURN
FHD
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3.2 - Sous-programme des relations (qun)l, iefl, ..., ko}

SUBROUTINE DIAMET(H,Q0,K0,ITE,T,AM,D)
DOUBLE PRECISION T(6,60),AM,D(6),V1(6),V2(6),D0(6)
INTEGER Q,ITE(6)
c CALCUL DU DIAMETRE DE (T(I/N=0)revaeasesrT(I.N)IPOUR I=1,K0
) Miz=N=Q
M2=hN1+l
DO 1 IzllKO
IFCITECI)LEN,0)GN TD 4
VI(I)=T(I,N1)
V2(II=T(I,N1)
DO 2 J=N2,H
IF(T(I,J)GE.VI(I)IGOTD 3
VI(I)=T(1,J)
GO TO 2
3 IF(T(I,J).LE.V2(I))COTO 2
V2(I)=T(I,)
2 CONTINUE
D(I)=V2(I)=V1I(])
DOCI)=D(I)
GO TO 1t
4 D(I1)=DOC(I)
1 COHTINUE °
C CALCUL DU MINTIMUM DES D(I)
AMz=D (1)
DO S J=2,K0
IF(D(J).GE.AM)GO TO S
AM=D(J)
S CONTINUE
RETURN
END
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3.3 - Sous-programme des relations (qun)), ied{l, ..., ko}

SUBROUTINE Rn(H,Q,K0,I1TE,T,S,AH,D)
) DOUBLE PRECISION T((.nbﬂ),3(60),AH,D(6)¢V1(b),ZE,VE(é),LI'E2,DO(
INTEGER Q,N01,ITE(6)
~ ZE=0.1D=60

IF(N.GT.(Q+1))GO TO 1
DO 2 J=1,Q
V1(J)=S5(J)

2 CONTINUE
01=0=1
J1=0
DO 3 J=i1,41
V2(J)=DABS(VI(J)=V1(J+1))

IF(V2(J).LT,ZE)GOTO 3

Ji=Jl+1}
CONTINUE

1 V2(Q)=DABS(V1I(Q)=S(H))
IF(V2(R).LTLZEXGOTO 4
IF(J1.EQ.(0=1))GO T0O 5§
GO T0O 4

5 DO 6 I=1,K0
IFCITECI) L EQ,0)GD TO 11

‘ E1=DABS(T(I, (N=Q))=T(I,(N=0+1)))/V2(1)

DO 7 J=2,0
E2=DABS(T(I, (N=Q+J=1))=T (1, (1i=0+J)))/V2(J)
IF(ER2.LE.E1)GOTO 7
El1=F2

7 CONTINUE
D(I)=E1
DOCI)=D(I)
GO T0 6

11 D(I)=D0O(I)

6 COLTINUE

14 CONTINUE
CALCUL PU MINIHUN DES D(I)
AM=D (1)
DC 8 I=1,K0
IF(D(I).GE.A)GOTO 8
AM=D(]I)

8 CONTINUE
GO T0 9

4 CALL ECAMAX(1,Q,FO0,ITE,T,AM,D)
DO 12 I=1,K0
IF(ITECI) EG,0)GD TO 13
DOCI)=D(I)
GO TU 12

13 D(I)=DOC(CI)

12 CONTINUE
GO TO 14

9 VI(Q)=S(N)
Ji=0
DO 10 I=1,M1 o

ve(l)=va(I+l1)
IF(V2(I).LTL.ZEXGO TO 10
Ji=J1+1

10 CONMTINUE
RETURN
END
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3.4 - Sous-programme des relations (qERgn)), iedl, ..., ko}

SUBROUTINE ER(N,Q,KO0,ITE,T,S,An,D)
DOURLE PRECISION T(6,60),5(60),Ai1,D(6),V1(7),2ZE,V2(7),E1(6),E2
DOUBLE PRECISION DO(6)
INTEGER Q,N01,ITE(6)
2E=0.1D=60
IF(N.GT.(A+2))G0T0 1
IF(N.EQ.(Q+1))6NTO 4
Qi=G+1
DO 2 J:l,Ql
V1(J)=S(J)

2 COUTINUE
J1=0
DO 3 J=1'Q
V2(J)=DABS(VI(J)=VI(1+]))

CYF(V2(JY LT ZEXGDTD 3

Ji=J1+1

3 COnvTINUE

1 V2(O+1)=DARS(VI(Q+1)=S(N))
IF(V2(N+1).LT.2E)GOTO 4
IF(J1.EQ.Q)GOTD 5
GO TO_4

S DO 6 I=1,KO
IFCITECIY.EG.0)GO TO 17
No 7 J=1,4
Hizsh=Q+J=1
TF(V2(I)JLEV2(1+0))60T0 8
E1(JI)=DABS(T(I,NI)=T(I, (N1+1)))/V2(1+4d)
cO0TNn 9
B E1(J)SDABS(TC(I,NI)=TC(I,(ii1+1)))/v2(d)
9 IF(J.EG.QIGNTD 7
H2=Meakl
DO 10 K=2,N2
IFEV2(I).LE.V2(K+I))GOTO 11
E2=DABS(T(I,01)=T(I, (M1+K)))/V2(K+J)
GOTO 12
11 E2=DABS(TCI, N1)=T(I, (N1+K)))I/ZV2(J)
12 IF(E2.LE.EL1(IX)GOTN 10
Er(J)=E2
10 CONTINUE
7 CONHTINUE
C CALCUL DU MAXIMIM DES E1(J),J=l)eeeneerl)
D(I)=E1(1)
00 13 J=2,0Q
IF(E1(J).LE.DCI))IGO TO 13
D(I)=EL1(J) ¢
13 CONTINUE
DOCId)=DC(CI)
GO TO 6
17 D(IXY=DO(I)
é CONTINUE
20 CONTINUE
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CALCUL DU MINIMUM DES DCI)yI1=1,0eueeesrKD
Ab=D (1)

DO 14 J=2,K0
IF(D(J).GE.AM)IGOD TO 14
AM=D(J)

CONTINUE

GO TO 15
CALL DIAMET(“,D,KD, ITEI T,AM, D)
PO 1R I=1,KO0
IFCITE(T).EQ,0)G0 TO 19
DOCTI)=DI(I)

GO TO 18

DCI)=DO(I1)

CONTINUE

GO TO 20

Vi(a+1)=s(H)

Ji=0

b 16 1=1,0Q

Ve (Id)=ve(l+1)
IF(V2(1).LELZE)GOTO 16
Ji=J1+1

CONTINUE

PETURN

END
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3.5 - Sous programme des relations ((un,l,q)Gvgn))’ ied{l, ..., ko}

SUBROUTINE GV(M,N,t0,TTE,T,PUN,Al1,D)
DOUBLE PRECISION POIC24) ,AM,D(6),T(6,60),V(6,4),00(6)
INTEGER Q,ITr(6)
IF(H.GCT.(N+1)IGDTO
DO 2 I=1,K0
DO 3 J=2,4
VI JISDABS(T(I, (H=J))=T(1, (li=d+1)))
CONTINUE
COMNTINUE
DO 4 I=1,K0
V(I'1)=DAES(T(IJH)'T(11(H'l)))
4 CONMTINUE
C CALCUL DES D(I)
DO S I=1,K0
IFCITE(I)LEQ.0)GD TO 10
D(I)=0
DO 6 J=1,A
I1=(I=-1)%xQ+J
DCIX=D(I)+PONCIL)%V(I,J)
6 CONTIMNUE
POCI)=D(I)
GO Tn 5
10 D(IX)=DO(])
5 CONTINUE
C CALCUL DU MIHIMUIY DES D(T)
AM=D(1)
PO 7 I=2,K0
IFCAMLLE.DCI))GCOTO 7
AM=D (1) -
7 COHTINGE
DG 8 I:l,KO
I1=0~1
po 9 J=1,11
I12=0=J+1
V(1,12)=V(I,(I2=1))
9 COMTINUE
8 CONTINUE
RETURN
END

— )W

L4

Pour la signification de 1'argument PON voir le paragraphe l.
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(MY, 5 e 1, i, k)

3.6 - Sous-programme des relations (’u L 0
\n’

SUBROUTINE RV(N,Q,K0,ITE,T,PON,S,AM,D)
DOUBLE PRECISION PON(24),AM,D(6),T(6,60),R,V2(4),V1,V(6,4),8(60
DOUBLE PRECISION DO(6),ZE
INTEGER Q,Q1,ITE(S6)
ZE=0,1D=60
IF(N.GT.(Q+1))GO TO 1
Q1=0=1
J1=0
00 2 J=1,01 .
V2(J)=DABS(S(J)=S(J+1))
IF(VR(J).LT,ZE)GO TO 2
Ji=Ji+1
2 CONTINUE
Vi=S(Q)
DO 3 I=1,K0
DO 4 J=2'Q
VII,J)=DABS(T(I,(N=J))=T(I,(N=J+1)))
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
DO § I=1,K0
V(I,1)=DABS(T(I,(N=1))=T(I,N))
5 CONTINUE
V2 (Q)=DABS(V1=5(N))
IF(V2(Q).LT,ZE)GO TO° 7
IF(J1.EQ.(Q=1))G0 TQ 6
GO YO 7
6 DO 8 I=1,K0
IFCITECI) EQ.0)GO TO 15
D(I)=0.D0
DO 9 J=1(Q
R=V(I,J)/sVe(Q=J+1)
DC(IX=D(IX+PONC(I=1)%0+J) xR
9 CONTINUE
DOCI)=D(I)
GO T0 8
15 D(I)=D0(I)
8 CONTINUE
18 CONTINUE
c CALCUL DU MINIMUM DES D(I)
AM=D(1)
DO 10 I=2,K0
IF(AM,LE.D(I))GO TO {0
AMz=D(I)
10 CONTINUE
GO 70 11
7 CALL GV(N,Q,KO0,ITE,T,PON,AM,D)
DO 16 I=1,K0
IFCITE(TI).EQ.0)GO TO 17
DO(I)=D(I)
GO 70 16

- N
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17 0(1)=DOC(CI)
16 CONTINUE
. 60 T0 18
- 11 CONTINUE
D0 312 I=1,K0
DO 13 J=1,01
I12=20=J+1
VII.I2)=V(I,(I2=1))
13 CONTINUE

12 CONTINUE
Vi=S(N)
Ji=0 _
DO 14 I=1,Q1
Va(l)=va2(I+1)
IF(V2(I).LT,ZE)GOTOD 14
Jiz=Ji+1

14 CONTINUE
RETURN
END

. n .
3.7 - Sous-programme des relations ((u ,q)ch ?), iefl, ..., ko}.
n

SUBROUTINE RC(N,Q.KO,ITE.T,PON,S,AM,D)
DOUBLE PRECISION PON(24),AM:D(b),T(b:bOJ:DI(6):V2(4):V1'V(614)
DOUBLE PRECISION DOC6I,S(60),2E ’
INTEGER Q,Q1,ITE(6)
2E=0.1D=60
IF(N.GT.(Q+1))G60 TO 1
01=0Q~1
Ji=0
DO 2 J=1,01 ,
V2(J)=DABS(S(J)=S(J+1Y) Bl]%
IF(VZ(J).LT,ZE)GO 70 2 LILLE
Ji=Ji+1

2 CONTINUE

Vi=S(0)

DO 3 1I=1,K0

DO 4 J:Z.O

V(I.J):DABS(T(I:(N-J))-T(I,(N-J+IJ))

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

DO S I=1.KQ

V(I,1)=DABS(T(I,(N=1))=T(I,N))

5 CONTINUE

V2(0)=DABSfV1-S(N))

IF(V2(Q).6T,2E)G0T0 6

IF(J1.,GE.1)G0 TO &

GO YO0 7

CONTINUE

CALCUL DES D(I)_

DO 8 I=1,K0

IF(ITE(Y).EQ.0)G0 TO 15

D(I)=0

D1(I)=0

D0 9 J=1,0Q ,

CH1S(T=1)%G4J

DCI)=DC(I)+PONCI1)=V(I,J)

DIC(I)=DIC(I)+PONCIL)nV2(Q=J+1)

[l Y I~

o
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9 CONTINUE _
DCI)=D(T)/D1(I)
DO(TI)=DC(I)

. GO TO 8

15 D(I)=D0(I)

8 CONTINUE

18 CONTINUE

CALCUL DU MINIMUM DES D(I)
AM=D (1)
DO 10 I=2,K0
IF(AM,LE.D(I))GO TO 10
AM=D (1)

10 CONTINUE

.60 TO 1t -

7 CALL GV(N,Q,KO0,ITE,T,PON,AM,D)
DO 16 I=1,K0
IF(ITE(I).EQ.0)GO TO 17
DO(T)=D(I)

GO T0 16

17 0D(I)=DO(I)

16 CONTINUE ¢
GO YO 18

11 CONTINUF _

DO 12 I=1,K0
DO 13 J=1,Q1
12=0=J+1 ,
V(I,12)=V(I,(12=1))

13 CONTINUE

12 CONTINUE
VI=S(N)
Ji1=0
DO 14 I=1,Q1
Ve(l)=sva(I+1)
IF(Ve(I).LT.ZE)GOTO 14
Ji=Ji+1

14 CONTINUE
RETURN
END

4 - SOUS-PROGRAMMES CALCULANT LES COEFFICIENTS DE DECOMPTE

Les coefficients de décompte d'indices 0, 1, 2 sont calculés dans le sous-
programme SELEC ; nous présentons ici les sous-programmes de calcul des
coefficients de décompte d'indices 3, 4, 5 {q ¢ 1'), 6, 7, TPy o,
Avant de présenter les listings des sous-programmes, nous précisons les

significations des arguments communes.
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Pour les arguments N, Q, Ko, D, AM voir le paragraphe 3.
IC : Tableau d'éléments IC(j), j e {1, ..., ko} ol IC(j) est la valeur du

coefficient de décompte associé 3 la j—-&me transformation en compétition.

4.1 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 3

mrmreee— B UB ROUT INEF—METHAZ (N, G, KO, A, D, 1C) -
e - DOQUBLE-RRECISION -D(8), AM-—
INTEGER IC(6),ICV(6),X(6,60),8
IF(MN.GT.(A+1)) GO TN 1
e 1 I % S o | e
o= TR AMGEQR D)) GO TO -3 — —
ICV(1)=0
X ( 1 o 0 ) =0
GU-TO - 2 e e e
3 V(s
X(I,1)=1
? CONTIMUF
R et TO L T
e e COR T I MU e e
DO 4 I=1,K0
IF(AMLEQ.D(I)) GO TN S
e — = X T N B0 e --
RPN e. o TN 07§ SV RN e
5 X(I,h)=1
4  CONTINUF
o Lo —COEFFICTENTS -DL-DICONP T o
B LY ) ¢ IR R, .5 F 4 ¢ S

K=1
7 CONTINUFE
w e TR (XL, (Nl 1)) . ER.0) . 60-T0 00—
—_— N )
K=K+1

IF(K.,LE.(M=0)) GO TO 7
i o ——CORTINUE —
e O CONTINUE
bo R TI=1,K(
IC(T)=ICVID)
pormmimee B CORT JRUF e e e
RETURM - - e
END
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4.2 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 4

———-SUBROUT IRF-METHBL CHYy Uy RO AH D I ——m——
——— B AUBLEPRFCISTON—P (6 ) AM == =
INTEGER IC(6),0,A1(6),A2(6)
IF(N.GT . (Q+2))GOTO
o YF(N.EW.(A42))G0T0-2- S
e BB BB R e e

IF(ANLER.D(CI)ICNTO 4
A1(T)=0
i s D TR T e e i s e e pen i e s R 5
g T G - : —— —
T CONTINUFE
' RFTIRN -
3 COATINUE ' ' S
— 05T =4, %0 -
IF(AMLER.D(INIGNTO 6
A2(1)=0
—_—G0-30-5 e
—b-—A2(P)=1
5 CONTINUE
RETURN
—_—10-7—-1=1,K— — -
— I (HAMEG D))o AND LJAl(I)A{@ -13- UR.4A2(I) LQ 19360 TO F

1F(AM.LQ.D(I))COTO 9
A1(T)=AP2(T)
e R IS — e — —— - - - - .
SUSVORBURNINI. - » T, < WO, |, OO U 105 O
9 AL(I)=A2(])

A2(1)=1
s ) == CE L) 20 e - S
GO F G- e e e
8 A1 (I)=A2(T)
A2 (T)=1
——ee— - JC(T)S] e — e e e e
——~—T7 - CONTINUF— S e e
RETUKRN

- END
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- LS q
4.3 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 5

e QUHROUT I HF—-METHOS (1, Ly KO, A, U, 1C) —

—————DOURLEPRRECISTON-D(H) yAM o
INTEGFR CARD(6),A1(6,6),u1,1CC06)
NizN=0O

e T T L e

s —TF (N1 6T menw e
IF(M1,CT.1)GD TO 2
PN 3 T=1,K0

e IR CAM L ERLD(IN) GO —T0-4

————A1 (F NI ———
CARD(I)=0 UUE .

Gh T0 3
el AT (T NYE e
—e— e —LCARD (L) =1
3 CONTINUE

RETURN
—2—D0 -5 -1=1,K0 ,
IR (AR L TR B0 -T0—6

A1(I,M1Y=1

CARD(I)=CARD(I)+1
— D Tu-5- - - e
—— b -—A T )S0 -

S CONTIMUE ,
RF TURN
DO T TZ KO e
—————4¥4AH—EQ~DG{)}GGw¥U—6
IFCAICI, 1) .FUL1IGD TO 9
IC(T)=CARD(T)
= =0Ty 10 - _—
—O9—IE{I3=CARD(T)=1
CARD(T)=IC(I)
10 IF(NLI.EN.0)GD TO 12
—— b0~ 1-}—J=t, 01
—— AT Py A AT DD
11 COKTINUE
12 A1(1,0)=0
———4$0-J9--7
—8—IF AL BB Y GA-T 13
IC(IXY=CARD(TI)+1
CARD(TI)=IC(I) -
———G6-T0~-14
—13—I - =CARD T ——
14 "IF(Q1.EQ.0)GU TO 1%
DO 16 J=1,0u41
— AT J)=A L T+ 1))
—16——C€ONFINUF
15 A1(I,Q)=1
7 CONTINUF
- RETURN
—END— ‘ —_—
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Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 6

SUBROUTTHE-MFTHOO{N,yU, KO, AH,D, IC}~
R OHBLE-PRECTSTON—TD(E) , AHt——
INTEGEK W,IC(6),CARN(6)
IF(N.GT.(041))60T0 1
P02~ 1=, K e e
e =] F{AMIEQ P CINVIGOTD Y - e
CARD(I)=0
IC(T)=0
=G0 YU 2 ~= T
———73——CARDEI)=1 e
1IC(1)=1
2 CORTINUF
-_..___.._.__RE TURN . P
——————-EONTTHIE -
L0 4 I=1,K0
IF(AM.EQ.D(I)IGNTO &
] (I )=0—
T U
S5 CAKD(T)=CARD(TI)+1
ICCI)Y=CARD(T)
—————— —ll — CANTINUF S
e SR T UR M — i e
LMD
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4.5 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices

——8UBROUTTHE-METHOT Cy Gy KO, AM, Dy IC)—

———DOUBLF—PRFGISTON-D(6) , AM— .
INTEGER Q,IC(6),A1(6)¢A2(H)
IF(N.GT.(B+2))GNTO 1

— ——IF (N EN.{A+2))6NTD- 2

SRR (Y I S S NP P — -
IF(AHLEQ.D(INIGOTO 4
A1(I)=0
e BOTO R
—4 A1) =1 R
T CONTIMUF
RETURN
~—2--pP0 5-T=1,K{ e - - e - e
e —JF(AMLER.DLIIIGCNTO 6 e -
A2(T)=0
GOT0O §
—b-—A2{(I)=1 - B
& COHTINUF —

RETURN
1 CONTINUF
Y, M- A IS S :
IE(AHEQ.D(1)IGATN-8 -
IC(T)=
AL(T)=A2(T) ¢
SN ¥ ¥ 5 1 J
— 0 T0—T - .
8 IFC(AI(T).EQ.0).AND. (A2(1).FG.0))BOTU 9
IF(CAL(T) LN 1) AND . (A2(I).EU.1))60TC 10
e~ IF(A201) FL 1G0T 1 e

——-=JC{T)=2
GoOTN 12
9 IC(l)=1
—_——GOTh— 2 S -
—30  CICCTIISH - e m e
coTnge
11 IC(T1)=3
—f2—AY LR =2 () e e -
— A (T) 2 -
7 COLTINUE
RFETURN
END e
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4.6 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices

(P1-P2)g (p . P, e N*,

1= Pot1)

- — - SULRUUTIRE-METHOOG (11,6, K0,PL,P2,AM,D,IC) ——
-------- —DOUBRLE- -PRFCISTHUM-AH, D(0) — —-—- et
INTEGER Q,P1,P2,IC(6),X(0,00),CARD(6)

C LES ARGUNFUTS P1 FT P2 VERIFIFNT (1.LF.P1.LF, Pd+1)
— e — JF (N LT o (R+P2+1))GOGTU-5 — it
——————————— £H0—1 T=4,K0- e - S

IF(ANLEQ.D(INIGNTD 2
X(I,N)=0
—_—— ()= - -
———PGAT0 - e
2?7 HNiz=N=P2
NP=M=1
et e e oSl | ] B e s s e et ik -

CARD(P) s ——— -
DO 3 K=M1, 12
IF(X(T,K).EQ.0)GOTO 3
————CARD (T)=CARD (1) 41— -
—3  CONTINUF———
IF(CARD(I).LT.P1)GCOTOA
IC(T)=2
e GOTO .
— Py — Se——
1 CONTINUF
GN TO 6
S -0 7 TI=t,Ku - S
-IEFCAHLJERDN(TIN)GN - TG O S im
X(I,n)=0
ch TO 7
B X (T gy Y — e — - S S
—7 —CORTINUF
6 CONTINUE
REFTURN
- END —_- -
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4.7 - Sous-programme calculant les coefficients de décompte d'indices 9

o= SUBROUTINF—METHOO (i, 0, K0, AH, br1€)-
——DOUBLE-PRFCTSTON -AH, D (6)— -
INTFGFR IC(6),G,A1(6)

C IF(N.GT.(Q+1))GNTO 1
DD 2-T3 1, KO
———IF (AHERD(1)IGOATN-3

A1(1)=0
cnTo 2
. B I O 5
~2-—CONTINUE -
RE TURN
1 CONTINUE
e D04 IS, KO
e 1E (A, EQ.DCINGO.TU 5 e
IF(ALCIYLFULG) COTG o
16(T)=1
e AVCT)=O SO
GN10-4 o
6 IC(I)=0
At(I)=0 _
1Y o0 Y S
=S ——IF (A1) FGAICOTO- T oo
1C(I)=3
GNTO B
A L O B LT S —
841 (T)=1- —
4 CONTINUE
RFTURN
e e E.N U._ e e e e

5 - SOUS-PROGRAMME INM

Le sous-programme SELEC utilise le sous-programme INM qui calcule le plus

petit indice i ¢ {1, ..., ko} vérifiant IC(i) = max IC(j).
1<j<k

Arguments du sous-programmes INM :

KO, IC, ont mémes significations que dans le paragraphe 4.

12 : Argument correspondant au plus petit indice i ¢ {1, ..., ko} vérifiant

IC(i) = max IC(j).
1sjsk_
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——-—SUBROUTINEF—INM(KO,IC,T12) -~
INTEGER If(6)
12=1
MAXZIC (1) s oo e
= B0 §JE2 KO o e
IFCIC(J).LE.MAX)IGN TO1
12=J °
e AL (e
——1 ——CONTINUE
RETURN
END

Pour terminer, nous signalons que l'utilisateur doit adapter les dimensions

des programmes & ses besoins.
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