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COMMUTATIONS PARTIELLES
ET
FAMILLES DE LANGAGES



INTRODUCTION

L'intérét de plus en plus vif porté 3 la mise en oeuvre du parallélisme
dans les calculs et les programmes a fait naltre le besoin d'avoir des modéles
formels mieux adaptés pour décrire et étudier les systémes et les processus
paralléles. Le modéle mathématique qui décrit le mieux le parallélisme dans
un processus est celul des Réseaux de Pétri, développés dans les années 60-62
par C.A. Pétri, pour modéliser les concepts d'actions asynchrones et concur-
rentes.

En "déployant" un réseau de Pétri représentant une t3che ou un programme,
on obtient un ensemble de processus associés aux différentes exécutions
possibles : son comportement. Cette situation est analogue 3 celle plus
classique de la théorie des automates : un automate peut représenter un
programme séquentiel et le langage associé décrit son comportement : un
ensemble de processus séquentiels. On peut alors se poser les problémes
habituels d'analyse (3 partir d'une "machine", trouver son comportement) et

de synthése (trouver un systéme vérifiant un comportement donné).

Dans le but de déterminer plus facilement le comportement d'un réseau
de Pétri, Mazurkiewicz a utilisé un outil trés simple : les "traces" et les
langages traces [16]. Cette notion fut introduite pour la premiére fois par
Cartier et Foata en 1969 [7] pour 1'étude des problémes de réarrangements
dans les mots. Tandis qu'un mot, au sens usuel, est une suite de noms d'actioms,

une trace est définie comme un ensemble partiellement ordonné de noms d'actionms.

Un premier pas pour associer un modéle formel 3 un systéme paralléle
consiste en effet 3 associer un nom & chaque action &lémentaire et 3 décrire
par une relation binaire sur l'ensemble des noms d'actions le fait que deux

actions (ou plus) peuvent &tre exécutées simultanément.

Si X désigne alors l'ensemble des noms (l'alphabet) et C la relation

” . - - [ £ . » *
définie sur X, on associe 3 (X,C) une relation d'équivalence notée v sur X



qui sera la plus petite relation vérifiant la propriété suivante : si

W = uxyv, w' = uyxv et (x,y) € C, alors w et w' sont équivalents (v Vv w').

Une trace se définit alors comme une classe d'équivalence pour cette relation
et un langage trace est un ensemble de traces, autrement dit, un sous ensemble |
du monoide libre partiellement commutatif correspondant & la structure quotientl
x* /'\4. .

A partir de ces définitions, plusieurs approches correspondant a des
concepts différents sont alors envisagées : elles relévent des problémes de
combinatoire [12], de 1'étude de certaines catégories de Réseaux de Pétri [11],2
mais surtout de la théorie des langages formels (voir l'analogie avec la défi-
nition d'un langage comme un sous-ensemble d'un monoide libre). Le développe-
ment de cet aspect est & l'origine de nombreuses recherches et publications
ol sont étudiées entre autre les propriétés des langages traces réguliers et
algébriques ([2], [3]), une classification des familles de langages traces,
semblable 3 la classification fondamentale de Chomsky et leurs propriétés de

cldture pour les opérations usuelles ([18],[18]).

Un autre point de vue, que l'on trouve par exemple dans [8] et que nous
adopterons ici est 1'étude des langages définis non plus comme un ensemble
de traces, mais comme l'union de traces. L'objet de ce travail consiste plus
particulidrement en 1'étude des langages qui se définissent comme la clCture

par une relation de commutation (au sens défini plus haut) d'un langage.

On pourra alors remarquer que ces langages se décrivent alors assez
simplement par la donnée d'un langage plus simple et de la relation qu'on
lui applique, alors que sans ces outils, il paralt plus difficile de les

expliciter.

Nous allons définir trois catégories de relations de commutation sur

un alphabet :

1) Les relations de semi-commutation qui ont 1l'unique propriété d'€tre
irréflexives (¥ x € X, x n'est pas en relation avec x). Par exemple, soient
les deux actions "produire", représentée par la lettre P, et "consommer"”,
représentée par la lettre C ; les enchalnements possibles de ces deux actions
pourront &tre identifiés aux mots du langage défini comme la fermeture du

langage rationnel (ec)* par la relation {(C,P)} : on peut remplacer tout



occurrence du facteur CP par le facteur PC, c'est-i-dire, on peut produire

plus vite qQu'on ne consomme. L'ensemble de ces relations sera noté SC.

2) La deuxilme famille est constitue des relations dites de commu-
tation partielle (notée CP) qui sont les relations de semi-commutation symé-
triques. Par exemple, deux instructions (ou deux actions) du type A+ 1, B« 1
pourront €tre exécutées dans un ordre quelconque. Ces relations font 1'objet

des &tudes précédemment citées.

3) Les relations associées 3 une partition de 1'alphabet sur lequel
elles sont définies en sont un cas particulier. Si T est une partition de
1'alphabet X, la relation CTm associée 3 T est définie de la fagon suivante :
(a,b) appartient & Cn si et seulement si a et b ne sont pas dans la méme
classe pour T. On peut aussi définir une telle relation comme le complémentaire

d'une relation d'équivalence. L'ensemble de ces relations sera noté P.

Soient X un alphabet, C une relation de semi-commutation, et w, w',
deux mots de X . Nous dirons que w se dérive directement en w' par C et nous
noterons w 0 w' si w = uxyv, w' = uyxv et (x,y) appartient & C. % désigne
la c13ture réflexive et transitive de 2 A une relation C, nous pourrons
alors associer une fonction de commutation £, définie sur X" par
fw)y={" /w % w'} . Cette définition s'étend facilement aux langages en
posant, si L est un langage défini sur X, £(L) = WL f(w), et aux familles de

langages : £(L) = {f(L) / L € L}.

Dans le cas des relations de commutation partitionnée, 1'image d'un
mot w par une fonction f associe 3 une partition T = {xl,...,xk} de
1l'alphabet X s'exprime trés simplement 3 1'aide d'opérations mieux connues :
en effet, f(w) est l'ensemble des mots obtenus en faisant le shuffle des k
projections de w sur chaque Xi. D'oll 1'intéret tout particulier qu'on portera

a ces fonctions de commutation...

Ainsi, aprés avoir précisé les notations et les définitions dans le
premier chapitre, nous allons étudier les propriétés des fonctions des diffé-
rents types dans le deuxiéme chapitre : nous commencerons par donner quelques
propriétés sur les dérivations associées 3 une relation de semi-commutation
et notamment nous &tablirons que pour toute relation de semi-commutation C,
w se dérive en w' par C si et seulement si, pour tout couple de lettres
(x,y) de X X X, la projection de w sur {x,y} se dérive par C en

la projection de w' sur {x,y} . Cette propriété est démontrée dans



[8], dans le cas des relations de commutation partielle. Ensuite, nous ‘
montrerons qu'une fonction de commutation partitionnée se factorise trés (
simplement en un homomorphisme linéairement effagant suivi de 1'opération

Twin Shuffle, notée TS, qui 3 un mot w fait correspondre le shuffle de w et

de sa recopie sur un alphabet disjoint. Nous parviendrons alors a exprimer

une fonction de commutation partielle & l'aide d'une fonction de commutation
partitionnée, d'un homomorphisme et de son inverse. La factorisation d'une
fonction de semi-commutation sera un peu plus longue et délicate, mais elle
n'utilisera que des fonctions de commutation partielle, des homomorphismes

non effagants et des homomorphismes inverses.

Puisque toute fonction de semi-commutation se simule & l'aide d'opérations
plus simples et de transductions rationnelles, il semble alors naturel d'étudie
les propriétés des cOnes rationnels (familles de langages fermées par trans-

ductions rationnelles) fermés par les fonctions de semi-commutation.

Ainsi, nous débuterons le troisiéme chapitre en étudiant un exemple de
cdne rationnel fidéle clos pour l'opération Twin Shuffle, il s'agit de la
famille des langages MULTIRESET, définie comme le plus petit cOne rationnel
fidéle fermé par intersection et contenant le langage COPY = {ww, w € {a,b}*}
(voir [5]). Nous établirons alors, pour un cdne rationnel fidéle, L, fermé
par intersection, les équivalences des trois propriétés suivantes : L contient
le langage COPY ; L est fermé pour 1'opération Twin Shuffle ; L est fermé pour
les opérations de commutation partitionnée (donc partielle et de semi-commutatic
Ces propriétés nous permettront par ailleurs de retrouver un résultat déja étab.
dans [5] : un cBne rationnel fidéle clos par intersection est fermé par homomor-
phisme linéairement effagant si et seulement si il contient le langage COPY,
mais la méthode sera ici beaucoup plus algébrique que dans [5] ol la mise en
oeuvre de machines complexes rend les démonstrations plus lourdes. Ces résultats
sont également & rapprocher de ceux de [17] ol les auteurs montrent que la
famille des langages FIFO (reconnus en temps quasi réel par des automates
3 files) n'est autre que la fermeture par autoshuffle de la famille des langages
rationnels et que le langage TS = {weuw, we {a,b}*}. (le “Complete Twin
Shuffle") est un générateur fidéle des langages FIFO. Ensuite, nous nous
intéressons au plus petit cOne rationnel fermé par commutation partitionnée
et nous établissons que la famille des langages MULTIRESET est le plus petit
cdne rationnel fidéle possédant cette propriété, et que la famille des langa-

ges récursivement énumérables est le plus petit cSne rationnel fermé par



commutation partitionnée. Nous achevons cette partie en donnant une nouvelle
caractérisation des familles de langages MULTIRESET, BNP ([61) et Q([41]).
Par exemple, MULTIRESET = Hsa(P(RAT) A RAT), c'est-a-dire, tout langage L
de la famille MULTIRESET peut se mettre sous la forme L = h(f(R) A X) ou h
est un homomorphisme strictement alphabétique, f une fonction de commutation

partitionnée et R et K sont deux langages rationnels.

Le quatriéme chapitre aborde les questions naturelles que souléve
1l'introduction de nouvelles familles de langages. Nous montrerons ainsi que
les familles de langages SCk (RAT) pour k 2 0 (on applique successivement &
un langage rationnel k fonctions de semi-commutation) constituent une hiérar-
chie infinie. La conclusion sera la méme pour les familles CPk (RAT) et Pk(RAT),
et cette derniére propriété nous permettra d'établir plusieurs résultats sur
la composition des fonctions de commutation partitionnée. Nous terminons par
quelques problémes de décidabilité, concernant pour la plupart les langages
de P(RAT).
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CHAPITRE I,

DEFINITIONS, NOTATIONS, RAPPELS

Nous supposons connus les résultats classiques de la théorie des

langages (voir [1], [9]).
Si X est un alphabet et w un mot de X*, nous noterons

£ le mot vide de X*,

|w| la longueur de w

]wlx le nombre d'occurrences de la lettre x de X dans w
Alph(w) l'ensemble {x ¢ X, lex # 0}.

Soit X' une partie de l'alphabet X. La projection de X sur X' est 1'homomor-
phisme noté proj (X',X) défini sur X par proj (X,X')(x) = x si x ¢ X',

proj (X,X')(x) = € sinon. Si il n'y a pas d'ambiguité sur 1l'alphabet de
départ X, nous écrirons souvent pour un mot w de X*, proj (w,X') au lieu

de proj (X,X')(w).

Un morphisme h défini sur X", & valeur dans Y~ est :

. alphabétique si h(X) ¢ Y u {e}

. strictement alphabétique si h(X) ¢ Y
. non effacant si h(X) E_Y+

. k-1limité sur un langage L E.X* (k e N*) si

[uwv € L et h(w) = €] impliquent |w| s k

. k-effagant sur un langage L E.X* (k € ) si pour tout mot
W e X*, [w] < kxCh(w)| + 1)

. €-1imité (resp. linéairement effacant) sur un langage L E.X*

si il existe un entier k > 0 tel que h soit k-limité (resp.
k-effagant) sur L
. marqué si X c Y et ¥ x € X, il existe u € (Y\ X)" tel que

tel que h(x) = xu.



Une famille de langages L est fermée par homomorphisme linéairement
effacant (resp. €-limité, alphabétique), si pour tout langage L de L, et
pour tout homomorphisme h linéairement effagant sur L (resp. k-limité sur
L, alphabétique), h(L) est dans L.

*
Une application T : x* + 27 est une transduction rationnelle (fiddle)

si il existe un alphabet Z, un langage rationnel R ¢ z* et deux homomorphismes
alphabétiques h : 2"+ X" et g : 25+ Y* (avec g €-1imité sur R) tels que pour .
tout mot w de X*, T(w) = g(h-l(w) n R). Une famille de langages est un cOne

rationnel (fidéle) si elle est fermée par transduction rationnelle (fidéle).
Soient L et L' deux familles de langages. Nous noterons :

. C(L) le cBne rationnel engendré par L
. Cf(L) le cOne rationnel fidéle engendré par L

. Cn(L) (Ci(L)) le plus petit cOne rationnel (fidéle) fermé par

intersection et contenant L

.LAL

{LaL',Lel,L'el'}

. H3%(L)

{h(L), L € L, h est un morphisme strictement alphabétiquel}l
. HE(L) = {h(L), L € L, h est e-1limité sur L}
. Hlin(L) = {h(L), L € L, h est linfairement effagant sur L}

.H L) = bY(w), L e L, h est un homomorphisme}.

Nous notercons :

. RAT 1'ensemble des langages rationnels
. Alg 1'ensemble des langages algébriques
. Lin 1l'ensemble des langages linéaires

. ¢, ={ad", nz0}

. D; (resp. Di*) le langage de Dyck (resp. de semi-Dyck) sur 2 lettres.

. COPY = {ww / w € {a,b}*} et MULTI-RESET = Cﬁ(COPY)

. Sym = {wi" / w ¢ {a,b}*} od wR est 1la recopie du miroir de w sur un
alphabet disjoint

. BNP= Ci(Lin)

. Q = ci(arg).



L'opération de Shuffle, notée.u, est définie sur X" par :

* *
Vu,veX, uws=s {ulvl ceew v /D21, u, v € X, WU, eeeu =,

n i
N v}.

"

AT
Pour L et L' € X', Lanl' = v uLLiu'.
uelL,u'el’
Le langage Twin Shuffle est défini par TS = {wWwiw, w € {a,b}"}. Nous

pouvons alors définir 1'opérateur TS : -
Siwe X, TS(w) = {wiwsw) et pour un langage L © X*, TS(L) = WL TS(w).

L'ensemble des facteurs gauches d'un mot w de X* est défini par

FG(w) = {u ¢ X* / w = uv}. Pour un langage L E.X*’ FG(L) = _u; FG(w).

Soient X un alphabet et C un sous-ensemble de X X X. C est une relation
de semi-commutation si C est une relation irreflexive. L'ensemble des rela-
tions de semi-commutation sera noté SC, et un élément (x,y) d'une relation

C de type SC sera noté xy + yx.

Quand la relation C a la propriété d'étre symétrique, nous dirons que C
est une relation de commutation partielle. L'ensemble des relations de commu-
tation partielle aura pour nom CP et un &lément (x,y) d'une relation C de type
CP sera plus souvent écrit sous la forme xy «*> yx. Un cas particulier des
relations de commutation partielle sont les relations de commutation partition-

née : elles ont la propriété suivante :

Soit C € X X X une relation de commutation partielle. C est une relation
de commutation partitionnée si et seulement si ¥ xy <> yx € C, ¥ z ¢ X,
Xz <+ zx € C ou yz +<* zy € C. Alors, la relation R définie sur X par
XRy <==> xy +> yx ¢ C est une relation d'équivalence et l'ensemble des
classes d'équivalence de cette relation constitue une partition de X. Nous
pouvons donc donner la définition équivalente suivante :
C c X x X est une relation de commutation partitionnée si il existe ume
partition 7 = {Xl, Xpsenns Xk} (k 2 1) telle que
C={(a,B)/3i, e {1, ...;k} ,i#3,0ac¢ X;s B e xj}.
Nous parlerons alors d'une relation associée a une partition.

L'ensemble des relations de commutation partitionnée sera noté P.



Soient C € X X X une relation de semi-commutation, et w un mot de X*.
Si w = uxyv et si xy + yx € C, on dira que w se dérive directement en

* . - s eas
uyxv et on notera w 3 w'. ? désigne la clSture réflexive et transitive

de E . Dans le cas des relations de commutation partielle ou partitionnée,

. - * . .
nous écrirons plutSt w 48-w' et w <@ w' (puisque ces relations sont symé-

w!

triques, w ﬁ? w' <==> w' ﬁ? w). A toute relation de commutation C c X X X,
nous pouvons alors associer une fonction de commutation f définie par

¥YweX, fw) = {w', w % w'} ou £(w) = {w', w ﬁ% w'} suivant le type de la
relation C : SC, CP ou P. Nous pouvons alors définir 1'image d'un langage ‘

par une fonction de commutation f =

SilLce X* est un langage, f(L) = WL f(w). Dans le cas d'une fonction
f associée 3 une relation de commutation partitionnée C, c'est-a-dire & une

s * PP
partition T = {xl,...,xk} de X, pour tout mot w de X , f(w) peut se définir

de la maniére suivante :

f(w) = proj (w,Xl)Lu proj (w,X2)uu ...LAJprOj(w,Xk) = {w'/w %% w'l.
Si k est le cardinal de la partition associée & la relation C (resp. a la
fonction f), nous dirons que C (resp. f) est une relation (resp. fonction)

de commutation k-partitionnée.

Enfin, si L est une famille de langages, nous noterons

sc(Ll) = {f(L), L € L, £ est une fonction de semi-commutation}

CcP(L) = {f(L), L € L, £ est une fonction de commutation partielle}

P (L) = {f(L), L € L, £ est une fonction de commutation k-partitionnée
et P(L) = K1 Pk(L)

Un cas particulier de fonction de commutation partitionnée est la fonction

de commutation totale :

Si X = {xl,x2,...,x }, m= {{x IR {x2}, ...y {x_1}} et C est la relation associée

37, il est clairque Yw e X', {w' / w ﬁ% w'l={w /¥xeX, Iw'l = le 1.

Nous noterons Com (w) cet ensemble. Pour un langage L E.X .

Com (L) = WL Com (w).



CHAPITRE 1

FACTORISATION DES FONCTIONS DE COMMUTATION

A) Quelques lemmes de dérivation
B) Factorisation des fonctions de commutation partitionnée
C) Factorisation des fonctions de commutation partielle

D) Factorisation des fonctions de semi-commutation
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Le but de ce chapitre est de faire le lien entre les fonctions qui
viennent d'€tre définies dans les préliminaires et les opérations plus

classiques de la théorie des langages.

Dans une premiére section, nous allons énoncer quelques résultats simples
sur les dérivations d'un mot pour une relation de commutation donnée. Ces ré-
sultats nous permettront de prouver le dernier lemme qui nous donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que, étant donné une relation de commutation
C ¢ X x X et deux mots w, w' de X*, w se dérive en w' par C : W se dérive en
W' par C si et seulement si pour tout couple de lettres (x, y) de X x X, la

projection de # sur {x,y} se dérive par C en la projection de w' sur {x,y}.

Dans les deuxiéme, troisi€éme et quatriéme sections, nous allons montrer
comment simuler toute fonction de commutation (et quelque soit son type) par
des opérations simples et plus usuelles : ces opérations seront les transduc-

tions rationnelles et 1'opérateur TS (rappelons que TS(w) = Wi W ).

Les fonctions de commutation partitionnée seront représentées par la
composition d'homomorphismes linéairement effagant et de 1'opération TS,
et ceci assez simplement (section B). Nous montrerons ensuite qu'une fonction
de commutation partielle se simule par la composition d'un homomorhisme marqué
suivi d'une fonction de commutation partitionnée puis du méme homomorphisme

marqué, mais inverse (section C).

La simulation d'une fonction de semi-commutation sera un peu plus délicate
et compliquée, mais on pourra remarquer qu'elle n'utilisera que des fonctions
de commutation partielle ou partitionnée, des homomorphismes inverses et des ho-

momorphismes non effagants (section D).
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II.A - Quelques lemmes de dérivation.

Dans ce paragraphe, X désignera l'alphabet sur lequel on a défini
une relation de commutation C de type SC.
Les résultats énoncés seront donc d fortiori vrais pour des relations

de commutation de type CP ou P.

Lemme 1.

Soient w et w' deux mots de X~ et X, un sous-ensemble de X. Si w e
denive par C en w', alons £a profection de w sur X, se dérndive par C en La
projection de w' sur X, ¢
W oW = oXw X)il roj (w', X.)

c pr < 2 l c P j 9 l

Preuve.

Elle est basée sur une récurrence sur la longueur de la dérivation

*
W w'. Notons £ cette longueur.

* 8i £ = o, alors w = w' et par conséquent projw, Xl) = proj(w',Xl)

. * .
donc proj(w, Xl) s pr03(w',Xl).

*  Supposons que pour toute dérivation de longueur inférieure ou
égale 3 £, le résultat soit vrai, et considérons une dérivation
de longueur £+1.

£+1 4 '
w-—E—> w'=> Ju eX/ w Zu g w

1) u w! o= iul, u, € X" et X, ¥ € X,

tels que | u = u, Xy u

1 2

! -
w' = u yx o,

xy *yx € C



2)
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wru= (par hypothése de récurrence) proj(w,X) i proj(u,Xl)

Nous allons regarder différents cas, suivant que x et y appartiennent ou

non 3 X..

1

ler Cas.

2éme Cas.

3éme Cas.

x ¢ Xl, y ¢ Xl
Alors pro:(u,xl) = proj(ul,xl) proj(uz,Xl) = proj(w',Xl)

. * . .
Donc pro;(w,Xl) 2 Proy(u,xl) = pr03(w',Xl)

X £ X,5y € X (le cas symétrique sera traité de la méme
maniére).

Alors proj(u,Xl)’: proj(ul,xl) y proj(u,,¥;) = proj(w',X;)
Donc proj(w,xl) : proj(u,Xf = proj(w‘,xl).

X € Xl ety e Xl

Alors proj(w,Xl) = proj(ul,xl) Xy proj(u2,Xl) z

proj(u,,X,) yx proj(u2,Xl) =proj(w,X1); puisque xy *> yx € C
. * . .

Donc prOJ(w,Xl) P prOJ(u,Xl) 2 pro;(w',Xl).

Le résultat énoncé est donc vrai pour toute dérivation.

Lemme 2.

Sodlent u, v, v

alons

Preuve.

1» Vv, des mots de X verifiant

1
S

*
uv 3 v, u v, et Alph(u) n Alph(vl)

Alph(u) x Alph(v,) e C
(¥x ¢ Alph(u), ¥y € Alph(vl), Xy + yx € C)

En premier lieu, supposons que u € X et raisonnons par induction
sur la longueur de la dérivation : £.



Plusieurs

1)

2)

3)

4)
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Si £ = 0, alors v,=eetv=v,. Le résultat est alors ‘
évident. ‘

Si £ > 0, on peut alors écrire :
e > =
uv > Wy Xy W, > W, YX W, TV, UV, | ‘

avec xy + yx € C.

possibilités peuvent alors &tre envisagées.
- L - ] . h
wl-vluwle‘tv2 WYX W,
Alors par hypothése de récurrence, nous avons {u} x Alph(vl) cC
*
1
et v -c> vl W, Xy W,.
s 1 . ! =
Mais xy = yx ¢ C, donc V) Wi XY W, 2 V) W) XY W, o vlv2
W, =V, Uy, v, T xw,.
~ 2z * -
Par hypothése de récurrence, Vv TV RN, VY, et
{u} x Alph (vjx) ¢ C, donc {u} x Alph (v,) < C.
W,y : Vis U= X, V) E W,
= X .
Alors u 2 W, ¥ W, = Vv, et {u} x Alph (w) € C

Mais comme xy *+ yx ¢ C=> {u} x Alph (wy) = {u} x Alph (v,) c C.

= ' = w! .
vy S W, yX W, et w,=w,uv,

®* *
! = '
Alors uv T W Xy W, UV, v Z W, Xy Wy v, et

{u} x Alph (w, xy wp) = {u} x Alph iwl yx wy) = {u} x Alph (vy) e C.

1] ] -
Et comme xy + yx € C, nous avons v 2 Wy XY Wour Wy yX Wy Vo T ViV,

Montrons maintenant le résultat pour un mot u de longueur quelconque.

Supposons

et

qQue u = u'x, avec x € X, et raisonnons par induction sur |u|

*
uv = u'(xv) v

1 XV

u'(xv2) => (hyp rec) xv -E v

1 2

Alph (u') X Alph (vl) c C.
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D'aprés la premiére partie de la démonstration, xv i vy XV, implique
*

v g vlv2 et

{x} x Alph(v)) c c.

En regroupant ces deux résultats, nous avons donc :
3 ;

Ve 'Y
et

Alph (u'x) x Alph(vl) ctC

O

Remarque.

Un cas particulier de ce lemme, quand v, = g, sera souvent utilisé :

1
* *
uv > uv' = v > v',
c c
On peut remarquer de maniére assez évidente que la réciprogue est vraie.

Le lemme suivant est un peu le dual du précédent et s'en déduit

facilement :
Lemme 3.

Sosent Uy, Uy, Y, u', des mots de x* véinifiant Alph(ul) n Alph(v) = ¢
et u; u uzi%»vu'. Alons

L) 3 u
Y2 g M
4L4) ¥x e Alph (ul), ¥y € Alph (v), xy + yx € C

Preuve.

si u, v u2—§§vu', on a alors vu' —§I> u, Vo, ou C—l = {xywx/y¥xy € C}

Comme Alph (ul) n Alph(v) = @, on déauit du lemme 2 que :
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. . *
i) u’' , c'est 3 dire u.u z u'

*>
-1 Wit 142
Cc

ii) ¥x € Alph(v), ¥y ¢ Alph (ul), Xy + yX € C'-l c'est d dire,

yXx + xy € C.
O

Le quatriéme lemme n'est qu'un corollaire des deux précédents.
Lemme 4.

Sodent u, Uys Vis Vor Pr 4 des mots de X"
. - -
Sip u, qu,% qv, pv,avee Alph (Pul) n Alph(q) = ¢ et
Alph(p) n Alph(vl) = @, alons

A ulu2 e V1V2

i) wx e:Alph(pul), ¥y € Alph(q), xy » yx € C
LLL) ¥x e Alph(p), ¥y € Alph(vl), Xy +- yx € C.

Le dernier lemme de cette série nous donne un moyen plus simple de recon-
. . * . .
naltre si un mot w se dérive en un mot w' € X par une relation C : il

suffira de comparer les projections sur deux lettres de w et de w'.

Notation :

Si X1 c X, nous noterons ici

M‘Xl = proj(X, Xl)'

Lemme 5.

Sodent w et w' deux mots de X*.

W % W' o> ¥(a,b) € X X X, I, (W) -2 I, py(et)
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Preuve.
=>) C'est une conséquence du lemme 1.
<=) Nous raisonnons par induction sur la longueur de w.
Si [w] = 0, le résultat est évidemment vrai. Supposons que pour tout mot

de longueur plus petite que n, le résultat soit vrai et considérons un mot
w de longueur n+l.
Posons w = x W, avec x ¢ X.

ler Cas. w' = x wi.
Alors,

i) ¥z, t # x, par hypothése,

- * 1y - '
Biz,e3) = Mgy oy 2 Mg, ") = I 4 (w])

. - * 1y = '
ii) ¥z € X, H{x’z}(w) = xH{x’z}(wl) e H{x,z}(w ) = xH{x’z}(wl)

* '
=> (lemme 2) H{x,z}(wl) 2 n{x,z}(wl) i

i) et ii) => (hyp de récurrence) Wy % wi

= w T xw, > xw! =y

On déduit alors facilement que pour tout mot w de longueur n+l,

W = uv
. *
w! = uv!' => W+ W
c

¥a,b) € X x X, I, 130 3T i (w')
2eme Cas. w'= ywl, y#x

. _ *
On peut alors écrire w = x u y v avec Iuly =0, u,ve X et
w' = yu' x v' avec lu'lx =0, u', v' € X*
Soient Wy T yxouv et W, T yx u'v'. Nous allons montrer que
hd ‘ ‘ ] . s ”
w w',
WIW, 5 WV, W Par transitivité, on aura donc

le résultat cherché.
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*
1) w=xuyvwv T W, T yxouv?

¥z € Alph(u) v {x}, II{ }(w) = ayB avec @ ¢ z"

et H{z (w') = yy avec Y C{z,y}

sy}
H{Z’y}(w) Z H{z’y}(w') (par hypothése) => (lemme 2) zy + yz ¢ C

*
=> X uy Z yXx u

= X
W Z Wl
2) W, = yx uv % W, = yx u'v' ?
. Vz,t X, Y H{z t}(wl) = H{ }(W) { }(W') = n{z t}(wz)

* t
Vz = X, ¥, H{y,z}(w) = H{z}(u)yn{y’z}(v) 2y H{y’z}(uvv )
=> (lemme 3) H{z}(u) H{y z}(v) 2 H{y z}(u'vv)

* T«p? -
=y H{z}(u) H{ (v) = n{y,z}(wl) s yH{y’z}(u v') =1 }(wz)

y,Z} {Yaz
* Vz 2 x, ¥y, H{X’z}(w) = x H{x’z}(uv) % H{z}(u') X H{x,z}(v') '
=> (lemme2) H{x z}(uv) 2 H{z}(u') H{x z}(v')

= X H{X,Z}(uV) = H{X,Z}(wl) +* X H{z}(u') H{X,Z}(v') = H{x’z}(w2)

}(W) =X H{ }(U)y II{ X, fV) y H{ }(u ) X H{ }(V')

H{x,

=> (lemme 4) H{x y}(u) H{ }(v) { }(u ) II }(v')

{x,y

* T -

{x,y

H{x’y}(w2)

Donc
= yx uv, W, = yx u'v', lw. | = n+l
et
¥(a,b) € ? X, n{ b}(w ) {a b}(w ).

*
D'aprés 1'étude du premier cas, on peut conclure que W, > W,.
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3) W, = ¥X u'vﬂ-gew' zyu' xv'?

¥z ¢ Alph(u'), H{x z}(w) = %0l avec QO € {x,z}* et ‘
- : [ t * -
H{x,z}(w') = H{z}(u ) x H{x’z}(v ) et H{x’z}(w) z H{x’z}(w')
=> (lemme 2) ¥z ¢ Alph(u'), %z + 2x ¢ C
*
=> xu' > u'x
c

*
=> W, = ¥X u' v' 2z Yu' xv' = w'.,

I1.B - Factorisation des fonctions de commutation partitionnge.

Soit X un alphabet et II = {Xl’ X2,...,Xn} une partition de X. Nous
avons vu qu'a une telle partition, nous pouvons associer une relation de
commutation, Cpro définie par (x,y) € C, si et seulement si il existe i et
j e{1, 2,...,n}, i # 3 tels que x ¢ X, etye Xj, et une fonction de commu-

tation notée £ telle que :

*

f,n,(w) = {w', w > w'} = {proj(W,Xl)z_n._l pI‘Oj(w,X2)1_;_, ceo

n « o tasproj(w, Xn)}

Ce type de fonction a un lien trés étroit avec un opérateur plus connu et
déja &tudié en théorie des langages : l'opérateur TS qui & un mot w associe
le langage TS(w) ={wiss ;}. En effet, soit w ¢ X et h 1'homomorphisme défini
sur x* par h(x) = xx, ¥x ¢ X. Soit I = {X, X} la partition de X U X.

Alors il est facile de voir que TS(w) = fﬂ(h(w)).

Dans ce chapitre, nous allons montrer que, réciproquement, toute fonction

de commutation partitionnée peut s'écrire comme la composition d'homomor-

phismes (linéairement effagants), et de 1'opérateur TS, ce que nous noterons

P e {#17, T5}*.
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Soit £ une fonction de commutation partitionnie définie sur X associie
& une partition {Xl, X2""’Xn} de x. Alons, 4L existe (n-1) fonctionsde
comnutation 2-partitionnie (assocites a des partitions de X a 2 &léments)

telles que £ = £, 6 ... 6 f).

Preuve.

Le résultat

est vrai pour n = 2.

Supposons qu'il est vrai pour une fonction de commutation (n-1) partitionnée.

Soit II = {Xl, XpseeesX o0 X 4 U Xn}, g la fonction associée.

Alors, il existe n-2 fonctions de commutation 2-partitionnée fl’ f2""’fn-2

telles que g = f

Soit h1 la projection de X sur X, v X, U ... U Xn_

n-2

6 ... 0 fl'

et h2 la

1 2 1

projection de X sur Xn. I1 est facile de voir que

f(w) =

Soit fn—l

2

X, uX,u oo X

f(w)

Nous allons
tionnée peut &tre

effagant.

{hl(w')L¢4 h2(w'), w' e g(w)}

la fonction de commutation 2-partitionnée associée & la partition

10 Xn} de X. Alors :

{f l(w'), w' € g(w)}

n-

f 0%, 50 0% W)

maintenant montrer qu'une fonction de commutation 2-parti-

simulée par l'opération TS et un homomorphisme linéairement
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Proposition 1.

Soit X un alphabet, 7 = {Xl, x2} une partition de X, et £ La fonction
de commutation partitionnée assocife & 1. Alons, 4L existe un homomonphisme

b, &infairement effacant sur X u X, zel que ¥w € X*, £(w) = h o TS(w).

Preuve.

Soit h 1l'homomorphisme défini sur X u X par

h(x) = x si x ¢ Xl’ h(x) = € si x ¢ X2,
h(x) =g sixe X1» h(x) = x si x e §2.

I1 est clair que :

f(w)

proj(w, Xl)LLJPPOj(W, X2)

h(wias w) = h(TS(w)).

I1.C - Factorisation des fonctions de commutation partielle.

Nous avons vu que 1'image d'un mot w de X* par une fonction de
commutation f associée 3 une partition de X pouvait s'exprimer facilement en
utilisant les morphismes et 1'opération de shuffle, qui sont des opérations

classiques.

Pour étudier les fonctions de commutation partielle dans le cadre
de la théorie des langages, il semble donc intéressant de pouvoir décrire
. * . . .
1'image d'un mot w de X par une fonction de commutation partielle au moyen

des commutations partitionnées et des transductions rationnelles fidéles.

Nous allons montrer qu'en fait une fonction de commutation partielle
peut €tre simulée par un homomorphisme, un homomorphisme inverse et une

fonction de commutation partitionnée.
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Proposition 2.

Soit £ une fonction de commutation partielle diéfinie sur £'alphabet
X. Alons, 4L existe un homomonphisme marqué h et une fonction de commutation
partitionnde £' tels que £ = h L o £ o h.

Preuve.

Soit C € X x X la relation de commutation associée & f.
Soit Z2=Xu Yol Y= {(x,y) e XxX/x =y, (x,y) ¢ C}. Définissons 1'homo-
morphisme h sur X par :

¥x € X, h(x) = x(x,yl)...(g,yt)
avec

{yl"'°’Y-t}= {y € X/(x,y) € Y}o
Soit m la partition de Z définie par :

{x} e 0, ¥x € X et {(x,y), (y,x)} € I, ¥(x,y) € Y.

Nous noterons c, la relation de commutation correspondant & T et f la fonction

associée a Cpe
La propriété suivante est une conséquence immédiate de la construction :

2> h(y) h(x) <> (x,y) € C.
™

h(x) h(y)

<
c
Nous allons maintenant montrer que f = h.1 of oh.

c) Soit w e X" et w' € £(w) : w%w'.

Nous allons raisonner par induction sur la longueur de cette dérivation, £,

pour montrer que h(w) < : > h(w').
™

Si £ =0, w' = w, h(w') = h(w) et le résultat est évident.

Supposons le résultat vrai pour toute dérivation de longueur plus petite

que £, et considérons une dérivation de longueur £+1 :
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£+1 L

w <—E_> W' =y <E> W, Tuxyv <E> uyxv = w'

(x,y) e C.

Par hypothése de récurrence, h(w) <§%> h(wl) = h(u) h(x) h(y) h(v) et en

utilisant la propriété énoncée plus haut,
h(wl) = h(ul) h(x) h(y) h(v) <§%> h(u) h(y) h(x) h(v) = h(w').

Donc
* -1
¥VweX, f(w)ch ™ of'oh(w.

©) Pour montrer 1'inclusion inverse? nous utilisons une récurrence sur
la longueur de w.
si |w| = 0, le résultat est trivial.
Posons w = xu, ol x € X. Soit w' ¢ h-l of' o h(w), donc h(w) <€% h(w').

Nous pouvons alors écrire
1y = .
h(w') u, xu,
= = ! = ! =
avec Iullx 0, uy h(wl), xu, h(x) h(w2) et Alph (h(x)) n Alph (ul) g.
En utilisant le lemme 2 du chapitre précédent, on a donc

h(a) <> h(w}) h(w}) et Alph (h(x)) x Alph (u)) ¢ er.

-~ - * .
Par hypothése de récurrence, on déduit que u > w! w! et par construction

172
de cm,
Alph (h(x)) x Alph (u;) ¢ om => {x} x Alph (w!) c C.
Donc
xw! <> wix
1 ¢ 17
Alors,

* *
W = xu <=> xwlw! <> w'xw! = w' et w' ¢ f(w).
c 12 ¢ 172 (w)



23

Soit h un homomorphisme marqué de X" dans (X v Y)*. Alors, considérons
le langage rationnel R = h(x") et 1la projection 6 de (X v )" sur X*, qui est
e-limitée sur R. Il est facile de constater que h = (n R) o 6-1 et

-1
h ™ =60 (nR).

Nous pouvons alors énoncer la proposition 2 différemment :

Proposition 3.

Soit £ une fonction de commutation partielle définie sur L£'alphabel X.
Alons il existe une gonction de commutation partitionnée £', un homomorphisme
manqué h, un Langage rationnel R et une projection 6 e-Limitée sur R tels
que : '

f=08o0(nR)of' oh = hlof o(nR)oO o L.
11.D - Factorisation des fonctions de semi-commutation.

Nous allons maintenant nous attacher au cas des fonctions de semi-commu-
tation, en montrant que de telles fonctions peuvent €tre simulées par des
transductions rationnelles fidéles et des fonctions de commutation partielle.
Le probléme semble plus délicat puisqu'il faut réaliser une relation non
symétrique par des relations symétriques, et on ne pourra pas trouver une fac-
torisation aussi simple que précédemment. En effet, considérons la fonction
de commutation f associée a la relation ba + ab, et supposons qu'il existe
deux homomorphismes h et g et une fonction de commutation partielle f' associée
d une relation C, tels que :

f=hlo £ o g

Alors on peut remarquer gque :

i) f(a) = a => g(a) <§> h(a)

ii) £(b) = b=> g(b) <§> h(b)

iii) ab ¢ f(ba) = g(ba) = g(b) gla) <> h(ab) = h(a) h(b).
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Alors montrons que ba € f(ab) :
g(ab) = g(a) g(b) €§ h(a) g(b) (en utilisant la remarque i))
h(a) g(b) < h(a) h(b) (voir ii))
h(a) h(b) S g(b) gla) (voir iii))
g(b) g}a) € n(b) h(a) = h(ba)  (voir i) et ii))

et ce résultat est en contradiction avec la définition de f.

Cette fonction est la plus simple des fonctions de semi-commutation non
symétriques. La construction qu'on utilisera pour trouver la succession d'opé-
rations qui simulent une fonction de semi-commutation sera basée sur un rai-
sonnement par récurrence sur le nombre de commutations non symétriques de la

relation associée 3 la fonction.

Dans une premiére partie, nous allons donc décrire la simulation de
la fonction f définie plus haut, puis, dans la deuxiéme partie, nous étudierons

le cas général.

1) Simulation de 1a fonction £ : ba -+ ab sur les mots d'un alphabet X
quelconque.

Aprés avoir donné quelques propriétés de la fonction f (lemmes 7 et 8),
nous simulerons f sur des mots d'une forme particuliére (lemme 9) puis sur

des mots quelconques (lemmes 10 et 11).

Lemme 7.

Soit X = {a,bl et £ La fonction associée & La nelation C : ba + ab.
Alons, Vuw e X , bwa-§> awb.

Preuve.

Raisonnons par induction sur la longueur de w.
Si |w| = 0, alors ba <> ab par définition de C.
*
Supposons que w = aw', w' € X*. Alors bwa = baw'a i abw‘a-E> aaw'db = awb

en utilisant 1l'hypothése de récurrence.
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- . *
De méme si w = bw', w' ¢ X , on a alors :

bwa = bbwa €-> baw'b (HR) —> abw'b = awb.

Lemme §.
Soit X = {a,b}. Pour tout couple de mots (w, w') de X~ x X, - |

W i w!' <= i) w' € Com(w) et

s s - SN S = lw!| = '
ii) w WoW,, W Wl W, {wll lel > lela 2 |

(C désigne toujours £a nelation ba + ab). Nous noterons w < w' £a proprieté 4ii).
a i

Wl a’

Preuve.

R *
=> On fait une récurrence sur la longueur de la dérivation w P4 w!

qu'on notera £. On peut noter que i) est toujours vérifié.
e« Sif=0 w'=wetle résultat est évident.
* Pour une dérivation de longueur £+1 :

W % '=ubav * uabv = w'.

Par hypothése de récurrence, le résultat est vrai pour w" : w 5 W',
Il reste donc a montrer que w" g w'. Soit w" = Wo¥,s w' = wiwé avec lwll = |w,]

Si w, € FG(u) =>w) = w1'=5 [wila 2 lela'

(7]
[
%
"

pFub=> i = ua=> fuil = w1z e,

[72]
e
%
n

uabv, avec v, ¢ FG(v) => wi = ubavl = |w

1 1 1 1la = ¥ila

Donc w" < w', et on déduit que w s w'.
a q a

<= On fait une récurrence sur la longueur de w.

K *
« sifw[=o=wzw ze=>ww.

4 Posons w = xw

1o €t étudions le cas ol x = a puis celui oll x = b.
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2éme Cas.

Y

2)
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w = aw, => w' = awi car la propriété ii) est vraie

pour le facteur gauche de longueur 1.

= M ]
> W) € Com(wl) et w; £ W,
%*
E -> M é
> W) 2w (hyp. de récurrence)

*
=> w = awl~g w' = awi.

W = bw,. Regardons la premiére lettre de w'.

w' = bwi. Le raisonnement est le méme qu'au ler Cas.

aw!.

1 ]
w 1

Si il existe un découpage w = uv, w' = u'v' avec u' ¢ Com(u),
u' ¢ x¥ et v e Com(v), v' ¢ X+, il est alors facile de voir
que u < u' et v 5 v'. En appliquant 1'hypothése de récurrence,
on a donc

u 3 u' et v i v',

et ainsi
* *

we=u *u'v >u'v! = y',
c c

Si on ne peut pas trouver de tels découpages, on peut alors
écrire

Ww = bua et w' = avb.

(On peut écarter le cas ol W = bub, car alors on aurait

w' = ava et ainsi |bu|_= |w|_ > |av|_ = |w'|_ - 1 ce qui
a a a a

est impossible par hypothése). Montrons alors que u § v

si il existe un couple (ul, vl) € F6(u) x FG(v) vérifiant

lull = lvll et lul!a > Ivlla’ alors
lbulla = Iulla > |av,]| = [vil*1 2 lbulla par hypothése.
Donc |bu, | = Iavﬂa. Comme |bu,| = |av,|, on & bu, Com(av,),

on pouvait alors trouver un découpage.
Ainsi u ¢ Com(v) et u g v En appliquant 1l'hypothése de récur-

*
rence, on a donc u s v.
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Une conséquence assez immédiate de ce lemme est le corollaire suivant :

Conollaine 1.

£((ab)”) = D! ot DI" est Le Langage de semi-Dyck dEfini sun {a,b}”

Nous allons maintenant simuler la relation cc + cc sur des mots de la

-1 .
forme (cc)™, i 2 o.

Notation.

- *
Nous noterons {H, H 1, CP} 1'ensemble des fonctions obtenues en
composant des homomorphismes, des homomorphismes inverses et des fonctions

de commutation partielle .
Lemme 9.

Soient Z = {c, c} et £, La fonction de Am—comu,ta,uon associe a
La nelation c = {cc + cc}. Aﬁoné AL existe g e {H, Ht , CP}" telle que

g = £ s (ce)”.

Preuve.

On utilise ici la propriété suivante [14] :

=i i
fl((cc) ) = Di" = {we D' |w|
= CI:.LJ CI n {c, 5}21 od ¢, = {c"c", n 2 0}.

Nous allons donc construire ce langage, & partir de (cE} en n'utilisant que
les opérations permises : des homomorphismes non effagants, des homomorphismes

inverses et des commutations partielles (ou partitionnées).

Comme 1'intersection avec un rationnel de la forme R* ol R est un
langage rationnel peut &tre simulée par des homomorphismes et des homomorphismes

inverses (voir [13]), on peut utiliser cette opération ici.
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Soit h : {c, e', c, '}* + {c, e}* aéfini par h(c) = h(c*') = c et h(c) = h(c') = ¢
-1, -3 - - i _ 3 _i -
L1 = h l((cc)l) 0 (cc +c'e") = (ce) 1 (ctect) 1 eee (ce) B (c'e") n
n
1,203 20, ) (3, +3) =1

k=1

Soit f' la fonction de commutation associée 3 la relation

c' ={(c,c), (c',c")} définie sur{c, c, ct, c'}

et R le rationnel (cte’ + c'+E'+);
i J,_ 3 i i 3 _ 3
L, = f'(Ll) nR={cleter et o fig Boer ' Boe ™R, i >0, >0

? J
(i, +3,) =1
k=1 K K

£1(L;) AR c(C,Cl) o el = {c'e'®, n 20}

t
1
Soit g la fonction de commutation associée & la partition de

{e, ety e, el s {{c, e} {c', c'}}).

Alors, il est clair gqu'aux marques' ' ' prés, gc(Lz) est égal & fl(cE)l).

.

[

I1 ne reste qu'ad appliquer 1'homomorphisme h défini plus haut gC(L2) pour

obtenir exactement le langage désiré.

0

Lemme 10. Sodent 7 = {Zl, 22} une partition de z, Cr La nelation de commuta-
ion parntitionnée associde a T, £, La gonction associie et C une relation de
commutation sur Z telle que C = C, v C'yaveeC' c 2z, x Z,- Notons £ La fonction
associle a c, et £' La fonction associi a c'.

S'ik existe g € {H, H', CP}" verifiant £' = g sun A, < 2,
Alons, on peut trouver g' ¢ {H, H'l, cP}* telle que £ = £ o0g'of sur

Au.lZ*.

2 1
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Preuve.

Construction de g' définie sur 2 3 partir de g qui est définie
sur Z2 :
-1 z
Posons g = g 0 ... 0,8, avec g; € {H, H —, CP}, g; étant

i+l (

d&fini sur X; et & valeur dans 2 X, =2,, X s 22). On peut supposer

1 2® “n+l

que les )(:.L sont tous disjoints de Zl.

Nous allons étendre chacune de ces fonctions & Z, de la maniére

suivante :

. u* * . ' . * *
A g; * Xi -+ Xi+l associons g; : (Xi U Zl) - (Xi+1 v Zl)
tel que :

3 . . ] = [ : - 4
i) Si g; € H : alors gilxl g; et gilZl Identité

. . -1 S § .ok *
ii) 5ig, ¢ H =, g; = h;", avec h; € H, h, : X0+ X
t = -1 ! =
Alors g; h ol h est défini par h! IX hilXi+l et
h! Identlte.
ilz,
iii) si g; € Cp, g; est associée 3 une relation de commutation

partielle C C-X x X et X1+1 Xi. Alors gi sera la fonction
de commutatlon partlelle associée 3 la relation

x L4
€} =€, € (X v2Z) X (X v2Z)

!
i

1 = 1
Posons g g,

Il est clair que :

0 ... 0 gi.

*
1
1) Vu, € 2,, g'(y;) = u,

2) Vu2 € Z;, g'(uz) = g(uz)

3) Vv, € ZI, vie {1,...,n}; Vv, € X;,
g} (v ) = g! (vl) gg(v ) puisqu'on est toujours
sur des alphabets dlS]OlntS (= v, B3 (v ) = v, gi(v2))'
Donc, V(u,, u, ) € Z 2. g'(uu,) =g (ul) g‘(uz) = uy glu,).
Montrons que f ¢ f o g o f sur ZILJJ A2
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* *
> == .
Soit w € Zl Lo A2 " W€ U tu,, u, € Zl’ u, € A2
Soit w' € f(w) = w g W'
d (C,,r €£C)w -c:-> U U, —> W => w! —> ulu! —> W'

- .12c,‘r : cT c“ 12c,n,

ou u:'L (resp. ué) désigne la projection de w' sur Zl (resp. Z2)

=> u,u 3 ulu}
12 c 172

=> (lemme 1) u -tu' et u -’:u'
lc 1 2¢c 2

= u:'L = u, et u, E*'-> ué

- ui =u et ué € g(u2) car u, € A,.

=> ui € g'(ul) =y et ué € g'(u:2)

=> ujuy € g'(u;) g'(u,) ¢ g'(uu,) g' (£, (w))

= ' € f,"(uiu:'z) E'f-n og'o f,n(w)

Il reste 3 montrer l'inclusion inverse.

* *
1 = A .
Soit w € Zluu A2 W e ulu_luz, u, € Zl, u, € 9 3

Soit w' € £ 0 g' o0 fﬂ(w) =>vw'ef o g'(w.), avec LA f,n(w),
. . * - -
wl = xlyl x2y2 xnyn, ¥i xi € Zl’ yi € Z2, xlx2 e xn = ul, uly2 yn- uz.
' = gt ' ' ' =
Alors g (wl) =g (xl) g (yl) ceo g (xn) g (yn) Xy g(yl) ses X g(yn)
S XXy e X M g(yl)g(y2)...g(yn) € X5 Xy .o xno..ug(yl...yn)

n

1 -
f'n(xl cee X £ (y:L yn)) car f' = g sur A2 c f(uluz)

=>f(g'(w)) ¢ £, (£(uguy)) = £luyu,) € £(W) car wu, € £ (w).

1

Soit X = {a,b} et f la fonction associée 3 la relation de commutation

ba + ab. Nous allons simuler f sur un mot quelconque w de {a,b}*.
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Lemme 11,

La fonction £ associle a La nelation C = {ba + ab} déginie sur
{a,b} appartient & {H, H'l, cp}”.

Preuve.

Soient w ¢ {a,b}” et h : {a,b}* + {a,b,c,c}* défini par h(b) =

et h(a) = acc.

Soit f1 la fonction de commutation associée & la relation cc + cc

définie sur {c,c}.
Nous allons d'abord construire a partir de h(w) un langage
L= {w" ¢ {a, b, c, E}*/proj(w', {a,b}) = w et proj (w', {c,c}) € fl((cE)*)}.
Intuitivement, la place des lettres c représentera la place des a dans
le mot w, et les lettres c représenteront les lettres a dans l1l'image par
f de w.
Soit m la partition de {a, b, ¢, c} définie par w = {{a,b}, {c,c}}
Soient Cr larelation associée et f la fonction associée aﬂ;
D'aprés le lemme 9, on peut construire une fonction g ¢ {H, 1 , CP} telle
qQue g = fl sur (cc)*.
Donc (lemme 10), on peut construire :

g' < {H, H1, cp}*

telle que fﬂ og'o fﬂ = £f', ol £f' est la fonction associée a la relation

définie sur {a, b, ¢, c} par
{xy < yx ¥(x,y) € C“} u {ce + cc}

Donc
£.0 g' o f1r o h(w) = {w' e {a,b,c,c} /fproj(w',{a,b}) = w,

proj(u', {e,eh) € £,(e®)), 1= |w] } =L

Soit R = (ac + b + c)*.
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A partir de L n R, il ne reste qu'd effacer les lettres a et c et
transformer les 'c en'a pour obtenir £(w).

Au lieu d'utiliser un homomorphisme effagant, on a le méme résultat en
appliquant & L nR la fonction f , avec ' = {{a, c}, {b, c}} suivi de
nt (h défini plus haut).

Montrons que f(w) = h-lo 11 (L nR)
. c=-1
> Soitw'e¢h o f",(L n R)
Posons w = uv, w' = u'v' avec |ul = |u'|. I1 faut montrer que

lu'la 2 IuIa. En appliquant le lemme 8, on aura le résultat :

W' ¢ n~t 0 fﬁ,(L n R) => 1l existe w" ¢ L n R tel que

nt (o} fﬂ,(w") = w' = w' = g proXw", {b,c})) avec a(b) = b

et aq(c) = a

-1
11 2 -
w' ¢ wu_le, wl € fl((CC) ), i 'W‘a
Posons w" = u"v" avec a(proj(u", {b,c})) = u'.
Il faut alors montrer que lu"lc 2 lula

Proj(w", {a,b}) = w=> w" = xy, avec proj(x, {a,b}) = u et lxla = IXIE'

Proj(w", {c,a}) e £.((c)}) = [x| 2 |x|= = |x]. = |
1 c c a a

+ = = - 7” u"
et EIIN Ixly = lul = {u'l = [u"  + Ju"ly
e, X Y et |x|c 2 |x|a

=> x = u'a

=> leb 2 lu"lb

= |xl_ = luf < Ju]_ = ul,
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* -
c Soit w' € f(w). Nous allons construire un mot w, de D} sur {c,c}
tel que ie© Haet
I"llc = lea et
v -1 - *
w'eh”of, (wu_xwln(ac-rb-rc))
lére &tape : construction d'un mot a ¢ {c, c, a}*.
o se construit en |w| étapes, en regardant & la n;eme étape la n**"¢
lettre de w et la n "¢ lettre de w'.
Av départ, 0 = €.
. iéme A . v/ PR ®
Silan lettre de w est a; on ajoute a au mot déja construit,
* N ! >
et sila n*®" lettre de w' est a
<3 iéme W ‘o . P R
ilan lettre de w est b} on n'ajoute rien au mot déjd construit,
i Ql*
et sila n*"™ lettre de w' est b
S. iéme Dy . Nt PR -
ilan lettre de w est a'_'on ajoute ¢ au mot déja construit
et sila n*®™ lettre de w' est'b
53 iéme O . s P .
ilan Jettre de w est b +on ajoute c au mot déja construit
et sila n*°"™ lettre de w' est'a '

Le mot a obtenu vérifie donc :

1) [proj (a, {a, )| = |w|

ii) |proj (a, {a, C})I l"'la

iii) et pour tout découpage o = a,s on peut associer les

1
découpages w = uv, w' = u'v' avec |u| = [u'| tels que

Ialla’c = lu'la lulla’a = lula'
Comme w' ¢ £(w) => (lemme 8) [u'|_ 2 lul,

= Jo, |z 2 |oy

=> proj (a, {c, c}) ¢ Di*.
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2éme &tape : dans o, on remplace les occurrences de a par cc et on

1
obtient le mot Wy vérifiant

= v - =
lwylg = 1wl et lw lz = Jwl

Donc, les mots du langage Wiad W, 0 (ac + b + c)* sont générés par la
suite d'opérations décrites dans la premiére partie.

Et par construction, il est clair que w' ¢ vt o fﬂ, (Wi W, n (actb+c)™).

O

Nous allons maintenant étudier le cas général d'une fonction de

semi-commutation définie sur un alphabet quelconque.

Dans le premier lemme qui suit, nous allons passer d'une relation
(et donc d'une fonction) quelconque & une relation qui est encore de
semi-commutation mais qui a des propriétés trés particulidres ; 1l'idée
sera en fait de pouvoir associer d@ un mot w de X*, l'ensemble de ses

projections sur tout couple de deux lettres de X.

Le deuxiéme lemme nous montrera comment décomposer une relation du
type de celle définie au lemme précédent en relation "plus petites”

au sens du nombre d'élémentsqu'elles contiennent.

Et enfin, par un raisonnement par récurrence, nous montrerons que

de telles relations sont simulables.

Lemme 12f

Sosent X = {xl,...,xn}, CcXxXune nelation de commutation, et
Lo gonction assoccile.

Sodent Y = {(xi, xj), i £ j} et h £'homomonphisme défini sur X* par

h(xi) = (xi, xl)(xi, x2)...(xi, x 1)(xi, xi+l)"'(xi’ xn).

i~
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Sodent m = {{(x;, x;), (x4, x)}, i =3} La partitionde Y, et C La
nelation de commutation partitionnée associée a m.

Deginissons alons sur Y La nelation de commutation C' par
{aB <= Ba, (a, B) € cn}
{(xi, xj)(xj, xi) -+ (xj, xi)(xi, xj), X 3% -> X;%g € c}
Notons £' La fonction associle a C'. Alons
f£=h"to0 £ oh.
Breuve.
1

*xfch o f' oh.

Par définition de h et de C', il est clair que
¥x, y € X, xy % yx => h(x) h(y) E;> h(y) h(x)
Alors, par une induction facile sur le nombre de dérivations qui fait
passer d'un mot w de ¥ 3w e f(w), on conclut de maniére évidente que
h(w') e £'(h(w)).
-1
*h“of'ohcf

¥w € X*, ' € X tel que h(w) %7> h(w'), on a (lemme 5)

Vi, j e {1,...,0}, proj (h(w), {(x,, %5 (s, %)) c*—.>

proj (h(w'), {(xi, xj), (xj, Xi)})
alors, par définition de h et de c', on en déduit que
. . * .
¥i, j € {1,...,n}, proj(w, {xi, xj}) 2 proj (w', {xi, xj})

s q 2 N *
et en réutilisant le lemme 5, on conclut que w e w'.
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Lemme 13.

Sodent m = {zl, 22} une parntition de Z, . (rnesp. fﬂ) La nelation
(resp. La gonction) assocife & m et C une relation de commutation déginie
sun Z véinigdiant La propriété sudivante :

¥(x,y) € C", Xy+ yx € C,

Sodient

(@}
]]

1 {xy < yx/(x,y) € C"} vixy>yx/ xy+yxeCet(x,y)e Z, X Zl}

et

(@4
n

2 {xy < yx/(x,y) € Cn} u {xy » yx/xy » yx ¢ C ot (x,y) € Z2 x 22}

S4f, £, et £, designent nespectivement Les fonctions associfes a
¢, ¢, et Cos alorns :

f = f1T o] f1 0 f2 0 fﬂ.

Preuve.
b | c, Cl, 02 cC

' *
=>VWeZ,f of of,of (W)cfw)

"n

Soient w € Z , w' € f(w). Alors il existe une dérivation :

*
w>w'.
c

Soient W, = proj(w, Zl) et w, = proj(w, ZZ)' Alors on peut aussi trouver

2
une dérivation telle que :

. *
W e ww, <y,
c 12 ¢

De méme si wi = proj (w', Zl) et wé = proj(w', Z2), on peut écrire

* *
w'e wwle v,
c 1l 2¢
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Donc
W N W, W 3 w! w'<$:> '
c "1Y2¢ M1 M2 w
= 3
(lemme 1) Prog(wlw2, Zl) Proj(w1 5 Z )
et PPO](Wlwz, Z2) Proj(w1 5 z, )
=> 1 ' et
wl c w e w2 c 2
=>w -:J'W' et w 2> w!
1 cl 1 2 c2 2
de plus
3 -y <>
W2 W W, e WiW, s
de méme
) <____> l
1w2 c11 v
Donc
We> W w = W, wW! -——> W w'é—» w!
c 12c i"2 ¢ 12¢
T 2
Donc
\j
w' € f“ o} fl o,f2 0 f"(w).
g
Lemme 14,

Soit m = {{al’bl}’ {a2,b2},...,{an, bn}} une partition de £'alphabet
X = {al, bl"”’an’ bn}, . La nelation associée & 7.

Sodent C une relation de commutation définie surn X vérifiant
¥(x,y) € Cﬂ, Xy <> yx ¢ C,

et £ La fonction associie.
Alons il existe g e {H, H™L, cP}* tekle que f = g.
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Preuve.

La démonstration utilise un raisonnement par induction sur le nombre

de relations non symétriques de C. Soit r ce nombre.

Si r = 0, C est une relation de commutation symétrique donc, £ € CP.
Supposons le résultat vrai pour toute valeur de r plus petite que P
Alors sir=p3> 1 : '

Supposons qu'on ajoute la relation bla1 > a1b1°

Soient 7, = {X \ {a,,b.}, {a,, b,}} la partition de X, ¢ (reép. £ )
1 1°71 17 71 Ty LS
la relation (resp. la fonction) associée & my V(x,y) € CHg (x,y) ¢ cr
1
Soient

1T {xy e oy, () e e Fud{xy > yx /2y > yx e C}
1

(@]
n

et

(@]
n

2 {Xyﬁ ¥X, (xs}') € C"Tl} v {blal-r albl}

On a en fait

(@]
|

=C\ {blal -> albl}.

En appliquant le lemme 13, ona f = f o f.of of ol f, et f, désignent
™ 172"y 1 2

respectivement les fonctions associéasi C1 et C2.
= -~ 2 . . -1 *
D'aprés 1l'hypothése de récurrence, il existe g € {H, H ™, CP}" telle
que

- *
g, © f1 sur X .
D'aprés le lemme 11, il existe g, € {H, H-l, CP}* telle que

_ *
g = fo sur {al, bl} .

=]

ol fo désigne la fonction associée 3 la relation {bla1 -+ alblj.

Donc, avec le lemme 10, on en déduit qu'il existe g, € {H, H-l, cP}” telle

que

- * * - *

1 1
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En regroupant ces résultats, on en déduit que :
_l *
f=f of of,of =f og of og,0of e {H,H ", cp}
LAY 1 2 m T, 1 T 2 T,
0 |

Des lemmes 12 et 14, on déduit immédiatement le résultat suivant :

Proposition 4.

Toute gonction de semi-commutation appartient a {H, H'l, cp}”,
c'est a dirne, peut étne obtenue parn composition d'homomonphismes, d'homo-
monphismes Lnverses et de fonctions de commutation partielle.



cHAPITRE I]I

COMMUTATIONS ET CONES RATIONNELS FIDELES

B)

C)

MULTI-RESET est fermé& pour 1'opération TS

Propriétés des familles de langages fermées
par commutation partielle

Le plus petit cbne rationnel fidéle clos par
commutation partielle
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Aprés avoir vu que toute fonction de commutation pouvait s'exprimer
d 1'aide des transductions rationnelles fidéles et des fonctions de commu-
tations partitionnées, nous allons étudier maintenant les propriétés des

cOnes rationnels (fidéles) fermés par commutation (partitionné).

Nous avons vu le lien trés étroit qui relie les fonctions de commu-
tation partitionnée et 1'opération TS.
Aussi, dans la premiére section, nous allons montrer qu'une famille de
langages bien connue : la famille des langages multireset, notée MULTI-RESET,

est fermée pour 1l'opération TS.

Ce résultat nous permettra de caractériser les cOnes rationnels fidéles
clos par intersection qui ont la propriété d'etre fermé par commutation parti-
tionnée : un cdne rationnel fidéle fermé par intersection est clos par commu-

tation partitionnée si et seulement si il contient le langage.
COPY = {ww, w ¢ {a,b}*}

ou encore si et seulement si il est fermé par l'opération TS. Nous en déduirons
un résultat déja connu [5] : si un cbne rationnel fidéle clos par intersection

contient le langage COPY, il est fermé par homomorphisme linéairement effagant,
et nous donnerons des exemples de familles de langages déjd connues vérifiant

ces propriétés.

Dans la troisiéme section, nous spécifierons le plus petit cOne ration-
nel (fidéle) fermé par commutation partitionnée et nous donnerons une nouvelle
définition des familles de langages MULTI-RESET, BNP et Q qui sont les plus
petitsbc6nes rationnels fidéles fermés par intersection et contenant respecti-

vement les langages
Sym = {ww R, W e {a,b}*}

et Dé* le langage de Dyck restreint sur deux paires de parenthéses.
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III.A - MULTI-RESET est fermé par 1'opération TS.
Rappelons que la famille des langages MULTI-RESET est le plus petit
cOne rationnel fidéle clos par intersection et contenant le 1éngage
COPY (Notation : MULTI-RESET = C: (COoPY)).
Le langage Twin Shuffle est 1'ensemble TS = {wisw, w € {a,b}”}
Plus généralement, on peut définir le langage TSn sur n lettres (n 2 1)
par ' |
TSn = {weLiaw/w e {al, a2,...,an}}.
On peut facilement vérifier que :
Lemme 1.
f . Af
c (TSQ) =C (TSn), ¥n 2 2.

Preuve.

Posons X = {al, a2,...,an} et X = {51, 52,...,§n}.

c TS, = g(TSn) ol g est 1'homomorphisme défini sur X u X par gla;) = a
et g(éi) = b, vi € {1,...,n}. Donc
f £ £
TS, € C7(TS ) => C"(T8,) < C*(T8_)
> Soit h 1'homomorphisme défini sur X U X par h(ai) = ba” et h(ai) = ba'.

11 est clair que
_,=1 f
TS = h (TS2) e C (TS2).
Donc

f f
C (TSn) cC (TS2)



Rappelons que pour tout langage L ¢ X*, on note TS(L) le langage
Si h est l'homomorphisme défini sur X u X par

h(x) = x, ¥x ¢ X et h(x) = €, ¥x € X,

et si TS est le langage Twin Shuffle défini sur n lettres, alors il est
clair que TS(L) = h (L) n TS . On en déduit le :

Lemme 2.

Un cone nationnel gidele clos parn intersection et contenant TSZ est
g§ermé poun £'opération TS.

En utilisant le fait que MULTI-RESET est fermé par homomorphisme

linéairement effagant [5], il est facile de montrer que TS, appartient a

2
MULTI-RESET. Nous allons cependant en donner une démonstration qui n'utilise
pas cette propriété, ce qui nous permettra de donner une nouvelle preuve de
la fermeture de MULTI-RESET par homomorphisme linéairement effagant, au

chapitre suivant.
Lemme 3.

MULTI-RESET contient Le fangage TS,.

Preuve.

Nous allons montrer que l'ensemble des mots de longueur paire de TS2

est dans MULTI-RESET, ; on en déduit facilement le méme résultat sur les

mots de longueur impaire.

. * _ _
Soit w ¢ {a,b} . Posons w = W, W, avec lw | = Iw2|.

Soit z € Wias W = W WL wlw2, alors z = z'2" avec lz'| = [2"] = |wl.

Deux cas se présentent :
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1°) z' contient tout LA z' = wlwé~4—'§i ;
2" = w'2' o ;13{;«2- |
avec w, = wiwg et w, = wéwg.
2°) z' contient tout ;1 Pzt = wiad ﬁlﬁé
z" = w'l'w2 «J ;'3
avec w, = wiwg et w, = w&wg.

Donc z ¢ L, u L2 avec

= ' w! " by T = = 'ty = oty

Ll {(wlw2uJ wl)(w2 L.uwlwz)/ ]wll ]w2|, w2 w2w2, wl wlwl}
et

= ' oo 1 " = = " = "

L, {(Wl u-lwlwz)(wlwzu_l w2)/ lel |w2|, w, = oW, W, w2w2}

I1 faut donc montrer que ces langages sont dans MULTI-RESET, par

1'intermédiaire des deux lemmes suivants :
Lemme 4.

Le Langage {(xywudx)x / x € {a,b}", y e {a,b}*} est un Langage
de MULTI-RESET.

Preuve.
Si x est un mot de {a,b}", designons par x(1) et x(2) les recopies
de x sur {al, bl} et {a2, b2} ; X est sa recopie sur {a, b}. Soit Y = {a,B}.

Il est clair que les langages

{xy x(1) / x ¢ {a,b}*, yeYl

=
n

et

L {x x(2) / x ¢ {a,b}"}

2

sont dans Ci(COPY).



L4y

_ ) = * £ . .
Alors L, = LyasL, n (XuYuX) {ala2, blb2} € Cn(COPY) et il est clair

que ¥w ¢ Ly, we (xy e x) ((x(1) 101 x(2)) n {ala2, blb2}*)' Il ne reste qu'a
effacer le x(2) (par un effacement 1-limité sur L3) et a démarquer.
Soit

h:(XuYuiquuX2)*-r(Xu)-()*

h(x) = x ¥x ¢ X u X
h(a) = h(al) za
h(B) = h(bl) = b
h(a2) = h(b2) =€

On a bien h(L3) = {(xywdx)x/x ¢ {a,b}”, y € {a,b}*}.

Remargue.

On démontre de méme que les langages
{(ww xi)w / w e {a,b}” et x ¢ {a,b}"},
{(wtd wx)w / w, x ¢ {a,b}"} et {(xwea W)w / x, w ¢ {a,b}*}
sont dans Ci(COPY).
Lemme 5.
Le Langage 1 dégini par
L= {(xy_.L z, Lu;)(ts u.agrlizfs) / x ¢ {a,b}", ¥, € {al,bl}*, z, € {a2,b2}*
et t, ¢ {aa,bs}*, Ixyll = |z2t3|}

st dans Ci(COPY).
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Preuve.

D'aprés le lemme 4, les langages

|
fn

- = * * *
1 {(xxr z, L X) X/x € X, ¥y € Xl’ z, € X2}

et

- {F ot o * ' * ' *
Ly = {f5(tgaay] z) t3)/t5 € X3, y] € X, 2) € X}

1

s ' f
oi X = {a,b}, X, = {a;, b}, X, = {a,, by}, X5 = {a,, b}, sont dans C_(COPY)

Pour retrouver L, nous allons faire le shuffle de L. et L2 pour

_ L _ 1
intercaler le mot x dans le mot yi zé t3 et t. dans xyl 22, en contrdlant

3
que yl = YiQ Zé = et lxyll = |Z2t3|.

Soit C; € {al, bl}*}. Notons Y 1l'alphabet sur lequel

est défini L1 u L2.

. * T AKX - . = - .
Soit hl Y -+ (Xl u Xl) tel que hl(x) = xsixe Xl U Xl et hl(x) = € sinon.

{wlwl / W

f -1 £ |
C1 € Cn(COPY) > hl (Cl) € Cn(COPY). Le langage h; (Cl) assurera
la condition ¥y = yi.

1]
N

De méme, on définit h;l(C2) qui contrdlera 1l'égalité z
Soit E = {wi' / w e XX}, W' ¢ XoXo, |w| = |w'[}.
I1 est clair que E est dans Cg(COPY).

. * -
Soitg:Y > (X v Xl v X2

2

U is)* défini par

g(x) = xsixeXu X, v X, U Xg,

g(x) = € sinon. Alors g-l(E) qui est un langage de Ci(COPY) vérifiera 1'égalité

de la longueur des mots Xy, et z2t3.

-1 -1 -1
n hy (Cl) n h2 (C2) ng (E) nRR

. v o=
Soit L Lla..uL 185

2

avec

oy
"
~
~
~
%

UXif(XU&UXQUuﬂH

= [x; s (xR v i2§ U x3§)* (X, U X, U x3)*)J

X3
'
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I1 est clair que L' ¢ Ci(COPY)‘
I1 reste 3 effacer les lettres qui ont des doubles barres. Ce sera un
effacement 1-1imité sur L' grdce 3 1'intersection avec R1R2.

Soit £ cet homomorphisme défini sur Y par £(x) =€ si x € X, v

3 ):(’
f(x) = x sinon.
On a f(L') = L. Donc L € Ci(COPY).
0
Symétriquement, on a
== = < £
" - -
L' = {(xa x y; 2,)(y; 2z, t, Luty) / lxyll = [z2t3|} e C_(COPY)
Revenons 3 la démonstration du lemme 3. D'aprés le lemme 5, on a :
L= {( 2)(t.wd ¥, 2, T) / |xy.| = |z t. e cEccopy)
= UEy Z Wt Y, 2 1 2'3 n
et c
L" = {(x LLJ;§122)(ylz2t3ﬁJﬂt3) / lxyll = lz2t3|} e C_(COPY)

Soit h 1'homomorphisme défini sur X u X u X, uX. UX, uX,uX, uX

par

h(a) = h(al) = h(a2) = h(ay) = a
h(b) = h(bl) = h(b2) z h(bs) =b
h(a) = h(a;) = h(a,) = h(zy) = a
h(b) = h(b)) = h(by) = h(by) = b

- * .
Alors, il est clair que h(L) u h(L") = {wwu w, w € {a,bl , w de 1g paire}
0

Du lemme 3, on déduit aisément le résultat suivant :
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Proposition 1. |

MULTT-RESET est clos par L'optration TS.
Preuve. |

On a vu que VL ¢ MULTI-RESET, TS(L) = h (L) n TS n. Or |
T82 € Multireset => TSn € Multireset. _
Comme h-l(L) € MULTI-RESET, on a donc TS(L) est dans MULTI-RESET.

111.B - Propriétés des familles de langages fermées par commutation
partitionnée. '

Soit L une famille de langages.
On note Pi(L) = {f(L), L ¢ X*, f fonction de commutation partitionnée associée
4 une partition de i éléments de X} et P(L) = u P.(L).
21
On dira qu'une famille L est fermé par commutation partitionnée si

et seulement si ona L = P(L).

D'aprés le résultat du lemme 6 (chapitre II), nous pouvons écrire
que si L = P2(L) (si L est fermée par commutation 2-partitionnée), alors

Pi(L) c L ¥i 2 2. Comme L ¢ P(L), nous pouvons énoncer :
Lemme 6.

Soit L une famille de Langages.
S{iL= P2(L), alons L est §ermde pan commutation partitionnée.

Nous allons maintenant donner une propriété des cOnes rationnels

fidéles clos par commutation partitionnée :
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Proposition 2.

Tout cone rationnel gidéfe L clos par commutation partitionndeest
ferme par homomonphisme Linéairement effacant et pourn £'opération TS.

Preuve.

1°) Soit L € L et h un homomorphisme linéairement effagant sur
L Jk el tel que si x e L, |x] > k, on a |x| £ k [h(x)].
Si L ¢ X', sofent X = {x ¢ X / h(x) = €}, X, = X \ X, = {X,, X} 1a
partition de X et f la fonction de commutation associée.
Nous allons montrer que h(L) = h(f(L) \ x* X? X*).

* il est clair que h(£(L) \ X"X%™) ¢ h(L)

* soitxel

Si Ix| <k ousix¢ X*XTX*, il n'y a pas de probléme.

8ix e x*xix : alors choisissons y € £f(x) \ X*XkX* (y existe car

1
Ixl < klh(x)] = k|h(proj(X, Xl)(x))l). De plus, h(x) = h(y).
Donc h(L) € h(£(L) \ x*xﬁx*).

Comme h est un homomorphisme k limité sur x*xK

lX*, on a h(L) ¢ L.

2°) Soit L ¢ %" un langage de L. Posons X = {Xx / x € X} et définissons
le morphisme h sur X par h(x) = xx, Vx € X. Si f est la fonction de commuta-
tion partitionnée associée 3 la partition m = {X, X} de X v X, il est clair
que TS(L) = £(h(L)) ¢ L.

Nous allons maintenant montrer qu'il est équivalent de dire qu'un
cOne rationnel fidéle fermé par intersection est clos par commutation parti-
tionnée, ou est clos pour l'opération TS ou qu'il contient le langage
COPY = {ww, w ¢ {a,b}"}.
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Proposition 3.

Soit L un cone nationnel {§4idele §enmé pan internsection. Les trhodis
proprnietés sudlvantes sont Equivalentes :

1°) COPY appartient a L
2°) L est fermé pan commutation partitionnée

3°) L est fermé pour L£'opération TS.

Preuve.

1°) => 2°).

Nous allons montrer que L = P2(L) (cela suffit d'aprés le lemme 6).
Soit Le L, L ¢ x*. Soit m = {Xl, X2} une partition de X et £ la fonction

de commutation associée.

Posons X = X1 U X2, Z = X u X et définissons les projections suivantes :

*

)

* sur X :h, : 2%+ (X1 u X

1Y%t N 1

X+ X 81 Xe€ Xl u X1

X -+ £ sinon.

- * - *
* sur X, u X, : h, : 2 > (X2 u X.)

2 2 2 2

* *
*xsur X: h:2Z -»>X
X+ xsixelX

X+ € s1x ¢ X.

Soit L' = {u € (XX)* / h(u) € L, h,(u) e TS(XY), h(u) ¢ TS(XS),
1 1 2 é

&)* a v ) o hll (TS(XI)) n h;l(TS(X;)) est dans
:L - lemme 3).

Il est clair que L'
£
L(TS(Xl) € Cn(COPY)

nn
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Soit u € L'. On peut écrire u = x1§l x2§2 .-+ Xy , avec ¥i € {1, 2,...,n},

xi € X, yi € X.

Comme h(u) € L, RyXp eoe X € L et comme hl(u) € TS(XI), on en déduit que

hl(xlxz,...,xn) = hl(yly2 ces yn). De méme h2(xlx2 cos xn) = h2(y1 Yo oe- yn).

Donc Y1¥5 +++ ¥, €St un mot de hl(xlx2 ces xn);JJ,hz(xlxz cee xn) = f(xlx2...xn).

Dans le langage L', il reste & effacer les barres et les lettres non barrées.

Soit g 1'homomorphisme défini sur (X u X)* par g(x) = x si x ¢ X,
g(x) = € si x € X. Alors g(L') ¢ {hi(W)LLJ h(w), w e L} = £(L).
Comme g est 1-limité sur L', g(L') est dans L.

Réciproquement, montrons que £(L) c g(L') :
Vu e (L), dw € L tel que u ¢ hl(W)LJ_‘h2(W)o

Soit v = way u n (XX)”.

Alors, il est clair que u = g(v) et ve L' car v ¢ (Xi)*, h(v) =we L,
* %*

hl(v) € TS(Xl) et h2(v) € TS(X2).

Donc f(L) < g(L'). On en dé&duit que £(L) = g(L') ¢ L et ainsi P2(L) L.

2) => 3) voir proposition 2.

3) => 1) COPY = TS({a,b}”) n {a,b}*{a, B}".

De cette proposition, on déduit deux corollaires.

Corollaine 1 [5]

Soit L une gamille de fLangages.
Si COPY appartient & CL(L), alons CI(L) est ferms par homomorphisme LinZai-
nement efgacant.

Conollaine 2.

Les familles BNP = CL(SYM) ([61) et Q = CL(alg) (Iu1) sont fermees
par commutation partitionnée.



Preuve.

Il suffit de montrer‘éue COPY est dans Ci(SYM) (donc dans Ci(Alg)).
Soient S = Sym = {wﬁR, w e {a,b}”}, s, = /v e {al,bl}*} et
sym' = {w", w e {a,b}"}.
Notons X = {a,bl}, et X, ={al, bl}'

1

1 N t(xxl)* n h-l(Sym')J.(iil)*, ol h est 1'homomorphisme

défini sur (X v Xl)* par h(x) = x si x € X, h(xl) = x sixeX.

Soit L = SOLJ_JS

- -1 -
Siuel,uce wwRH—JwiRwl avec w € {a,b}*, wi € {al, bl}* et u = vv,

Ve (XXl)* n h-l(Sym') et v e (iil)*.

R
: LA ] . i ' = ' ' L N 2 ' ! ..
Posons : X,%X, X » X € X, ¥i et v, Y155 yP, y; € Xl’ ¥i
Alors v € (XXl) =>n = p.
-1
- L ] 1 1
Donc v = X1Y{Xp¥p o+ X Vi et veh "(Sym')
=> h(v) € Sym

=> X,¥,X,¥, +++ X Y € Sym, avec X, y; € {a,b} ¥i
= Xy 5 V2 ¥ T Ypo10me0¥y R4

_ R
> KXy eee XS (yly2 cos yn)

Donc w = h(wi).

-R R- * * == % -
=> u e (WWiay wlwl) 3] (xxl) (XXl) ou h(wl) = W.
Soit g : (X v X, v X v il)* »> X" tel que g(x) = x ¥x € X, g(y) = € ¥y ¢ X u Xqs
g(al) = a et g(bl) = b.
g est un homomorphisme 1-limité sur L et il est clair que g(L) = COPY.
Donc COPY ¢ Ci(Sym).
O

111.C - LE PLUS PETIT CONE RATIONNEL FERMEE PAR COMMUTATION.

Aprés avoir établi des critéres permettant de reconnaitre une famille
de langages fermée par commutation partitionnée, il semble naturel de s'inté-
resser maintenant 3 la plus petite de ces familles, plus précisément, au plus
petit cbne rationnel fidéle fermé pour les opérations de commutation parti-

tionnée (donc de commutation qQuelconque). Dans un premier temps nous allons
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montrer qu'il est égal & MULTI-RESET, puis nous en donnerons une spécification

plus précise.
Notation.

Pour une famille de langages ,
={LL, /L, L, ¢ L}

CP(L) (resp. C;(L)) représente le plus petit cdne rationnel

(resp. fidéle) fermé par commutation, contenant - L.

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

cOne rationnel fidéle fermé par commutation, soit clos par intersection.

Proposition 4.

Soit L une famille de Langages femmée pan necopie. Les deux proprnietés
dutvantes sont Equivalentes :

1°) C§(L) est fermé par intersection
2°) LiLc ci(n.

Preuve.

1) => 2).. . ' si C:(L) est fermé par intersection, alors Ci(L) est fermé
par Shuffle ([9]).

£ * -— f .
Alors, VLl, L, € CP(L) L ¢ Xi, X2, Ly L2 € Cg(L), ce qui

entraine que

ol h est 1'homomorphisme qui enléve les barres.

2) => 1) I1 suffit de montrer que CP(L) est fermé par produit (si L < X1

L, c X2 sont deux langages de CP(L), avec X, n X, = @, T = {X X } est une

partltlon de X U X2 et f la fonction assoc1ee, alors f(L1 L2) = LlLLJ L € C L),

donc CP(L) est ferme par shuffle et intersection).
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o * * -
* Soient L, €.X, et L, € X, deux langages de P(L), avec X, n X, = §.

' ' . - . 7 -
1 fl(Ll), Ll e L, f1 fonction de commutation associée &

On peut écrire L

. - ~ rd 4 - - ' ' .
une partition T, de X1 d n éléments, de m€me L2 = f2(L2), L2 e L, f2 fonction

de commutation associée & une partition m, de X, d n éléments.

. _ 1 2 n _ 1 2 n, _ _ K k
sim = {Xl, Xl""’xl} et T, = {X2, X2,...,X2}, posons Y™ = X] v Xo,
Y=X, uX : m={yl, Y2,...,Y"} et f la fonction de commutation

1 2?
dssociée 3 T.

= R *o®e
Alors L1L2 f(Lle) n Xlx2 5

Comme L!L! € C:(L), on a donc L L2 € C;(L).

172 1

*% si Ll et L. sont dans Cf(P(L)), avec L

2 1<

on peut écrire :

=
1

-1 ,
= gl(hl (Li) n Rl), Ll € P(L), Li =

n
<

et

-
'

-1
= g,(h, (L}) n R)), Ly e P(L), L} <

n
v

On peut supposer que Y, n Y, = @, et que si R, ¢ 2., R, ¢ Zz, on a

1 2 1-"1% "2 -

Soient h 1l'homomorphisme défini sur Z, v Z, par h/Z1 =h, et h/Z2 =h

et g défini sur Zl ] 22 par g/Zl =8 et g/Z2 =83 soit R = R1R2.
= “Lirne ' v
2lors L,L, = g(h (LIL}) ; R;R,). Comme L et L} sont dans P(L),
171

LIL} € CP(L) donc L,L, est dans CP(L).
En raisonnant par induction, suppesons que Ll = Cf(P(...(Cf(P(L)...)
P . £ f

est fermé par produit, alors, ¥L,, L, ¢ P(Ll)’ L,-L, ¢ C (P(Ll)) c CP(L) :

la démonstration est la méme que (*) et
VL, L, e CE(P(L)), L,.L, e CE(R(L,)) < cE(L) -
1° 72 1772 P12 177 S Rt E

la démonstration est la méme que (**x), on en déduit donc que C;(L) est fermé

par produit, et donc par intersection.

29
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On en déduit alors facilement la

Proposition 5.

La famille des Langages MULTI-RESET est Le plus petit cine rationnel
gidele germé par commutation (partitionnée), et La famille des Langages
necunsivement Enuménables est e plus petit cone nationnel fenrmé par commu-
tation.

Preuve.

1°) RAT < C (COPY) qui est fermé par commutation partitionnée. (Prop051t10n
3). Donc Cf(RAT) < C (coPY).

D'autre part toujours d'aprés la proposition 3, COPY ¢ C (RAT)
donc Cf(COPY) c C (RAT) qui est fermé par intersection (prop031tlgn 4),
ce qui 1mp11que que cf (COPY) c Cf(RAT)
Donc C (RAT) = MULTI-RBSET est le plus petit cOne -rationnel fidéle clos par

commutatlon (partitionnée).
2°) La démonstration est analogue pour montrer que
= Cn(COPY) = CP(RAT).
O

Nous allons maintenant spécifier la famille Ci(RAT) et plus préci-
sément, montrer que tout langage de cette famille est de la forme h(L n K)
oi h est homomorphisme strictement alphaﬁ%ique, L un langage de P(RAT) et
K un langage rationnel. Nous obtiendrons en méme temps une nouvelle caracté-
risation des familles BNP = Cﬁ(SYM) et Q = Ci(Alg).

Pour cela, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires.

Définition.

Une famille de fLangages L est germée par shufgle disfodint 84 pour
tous Langages LyetL, de L déginis sun des alphabets disjoints, L wJL,
est dans L.
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Lemme 7.

Soit L une famille de Langages fermée par shuffle disfoint et
homomonphisme alphabdtique inverse. Alons, CE(L) est fenmé pan intersection.

Preuve.
Soient L., L ¢ Cf(L). ’
1° 72
Alors
Ll = hl(M1 n Rl) . Ml e L, ‘.Rl € Rat
et
L2 = h2(M2 n R2) . M2 € L, R2 € RAT,

h, (resp. h2) étant un homomorphisme alphabétique g-1imité sur Ry (resp. R2).

Supposons L. et L, définis sur l'alphabet X.

1

Soient i2 = 52(ﬁ2 n ﬁ2) (on barre les lettres), et h 1l'homomorphisme défini

sur (X u X) par h(x) = h, (x) et h(x) = h2(x).

Alors Ll = h(Ml n Rl) et L

LlLLJL2 = h(MlLLJ M

5 = h(ﬁ2 n §2). Comme h est alphabétique

o N R1L4_1R2). Et comme MlLLJM2 e L, on a donc
Lt iz € Cf(L) et Lol e Cf(L). On en déduit que Cf(L) est fermé par
shuffle et donc par intersection.

Lemme §.

Soit k e N' et g: Y » X" un homomonphisme alphabitique. Alons, pour
toute fonction de commutation k-partitionnée £, définie sur X, L existe

£' ¢ P, tel que gtos=fo0g".

Preuve.

Soit T = {Xl, X2,...,Xk} la partition de X correspondant & la fonction
f.

Pour i € {1,...,k}, posons h; = proj(X, X,) et Y, = {yey, gly) ¢ Xi}’
Soit £' la fonction de commutation partitionnée associée & la partition

T = {Yl vz, Y2,...,Yk} od Z = {y € Y, g(y) = €}. soit h! = proj(Y, Y, U 2)

1
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et ¥i e {2,...,k}, bi = proj (Y, Yi)'

Alors, ¥w € X, g- o f(w) =g (h (W) ua . L*Jhk‘w)) et puisque
g est alphabétique, g.1 o f(w) = -l 0 hy (W)\JJ .adg T o hk(w)

Pour i e {1,...,k}, gﬁl 0 h.(w.) = h:!L ) g-l(w) ._VZ*, donc
g' o £(w) = (b} 0 g (W) Z%) e ...;_u(h,'( 0 g t(w) Wiz,

Mais 2 wI2* = 2% et hiog (w) h'og (w)t-UZ
Nous pouvons alors écrire g—l o f(w) = h' og (W)LLJ tA)bk og (w) flog (w)

0

Une conséquence immédiate de ce lemme est :

Conolhaine 3.

Soit k e N et L une gamille de Langages fermée par homomorphisme
alphabetique inverse. Alons P, (L) et P(L) sont fermes par homomorphisme
alphabitique invense.

Lemme 9.

Soit L une gamille de Langages fermée par produit. Alons P(L) est
germée par shuffle disfoint.

Preuve.

Soient Ll c XI, L2 S.X; deux langages de P(L) avec Xl n X2 = g.
Alors, pour i ¢ {1,2}, Li = fi(Mi) ol Mi € L et fi est une fonction de
commutation partitionnée associée @ une partition m. de X;. Il est alors
facile de vérifier que Ll\—LJL2 = f(Mle) ol f est la fonction de commutation

u T, de X, v X

partitionnée associée 3 la partition T = ™ 5 1 X

Donc LlLA_SL2 € P(L).



Proposition 6.

Soit L un cone rationnel §emé par produit. 1L vernifdie alons :
f - nf _ af
C(p(L)) = CP(L) = C_(R(L)).
Preuve.

On déduit des lemmes 7, 9 et du corollaire 3 que Cf(P(L))
est fermé par intersection et C (P(L)) Cf(P(L)) c Cf(L) Or, il est clair
que COPY € ct (P(L)) Alors, d'apres la proposition 3 PC (P(L)) est fermé par
commutation partltlonnee. Donc, C:(L) S.Cz(P(L)) et nous obtenons le résultat

désiré.

Pour toutes familles de langages L1 et L2, nous noterons Ll Al
la famille {L, n L, /L €L, L,eL,}et H*(L,) 1a famille

{h(Ll)/Ll € Ll’ h est un homomorphisme €-limité sur Ll}. En utilisant les
résultats précédents, on obtient une premiére caractérisation des familles
MULTI-RESET, BNP et Q.

Conollaine 4.

MULTI-RESET = cf(RAT) = HE(P(RAT) A RAT) = CE(P(Rat))
cf(sym> HE(P(Lln) A RAT) = CT(P(Lin))

Q= n(Alg) = H(P(Alg) A RAT) = CE(p(ALg)).
Preuve.
Pour montrer les égalités concernant MULTI-RESET et Q, il suffit

de remarquer que RAT et Alg sont des cOnes rationnels fermés par produit

et d'appliquer les résultats de la proposition 6, du corollaire 2.
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La famille Lin n'est pas fermée par produit, mais en utilisant une autre
définition des langages linéaires, on montre que P(Lin) est fermé par shuffle

disjoint et on en déduira de la méme maniére le résultat.
. . . . *
On peut toujours écrire un langage linéaire L c X sous la forme :

L= {uvR / (u,v) € R, R rationnel de X  x X .
Si

[l
"

{uvR/(U,V) €R ¢ x* x x*}
et

[
1]

{xyg/(x,y) € R'¢c x" x xt™},
avec X n X' = ¢, alors
_ [..R L s
L, = {wz"/(w,z) € RR'} € Lin.

Soient T = {Xl,...,Xk} une partition de X et W' = {Xi,...,X%} une partition
de X'. Notons f et f' les fonctions associées.

Alors f(Ll)L_LJf'(LQ) = f"(Ls) ol f" est la fonction correspondant & la
partition m" = {Xl, XyseeesX s Xi,...,X;} de X v X'. Donc P(Lin) est fermée
par shuffle disjoint.

Il nous faut maintenant transformer 1'homomorphisme €-limité en
homomorphisme strictement alphabétique. Pour cela, nous allons introduire
deux types de transduction rationnelle : les transductions rationnelles

croissantes et les fonctions sous séquentielles.
Définition.

Une thansduction nationnefle T : X° + Y est croissante
A4 ¥u € X*, ¥v ¢ T(u) vl 2 lul.

La caractérisation de ces transductions est due 3 J. Leguy.
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Proposition 7 (L15]).

Soit T une transduction rationnelle. T est croissante &4 et seulement
44 4L existe un alphabet Z, un fangage rationnef R c z*, un morphisme alpha-
bétique h et un morphisme strictement alphabitique g tels que T = g 0 (nR) o h':}

Définition (voin [11).

Un trhansducteur sous-séquentiel est un 5-uplet S = <X, Y, Q, Q. P>

X est £'alphabet d'entrnée

Y est £'alphabet de sontie

Q est un ensemble §ini d'etats

qerutl'W»éM

p est une fonction partielle : Q + Y~

surn Lequel sont définies 2 fonctions parntielles ayant Le méme domaine de
déginition :

* : Qx X+ Q appelie fonction de transition
*: QX X+ Y appelée fonction de sontie.

Ces fonctions sont ttendues & Q x X* en posant, pour u € X, x € X,

qQ*c = q, q*(ux) = (qeu)e-x

(q*xu)((qeu)*x).

g*€e = €, gx(ux)
Alons, La gonction sous-séquentielle 6 associle d S est définie par :

Vu e X, 8(u) = (g *u)p(g *u)

et o est gidele &{ 4L existe k ¢ N el que ¥q € Q, Vu € X qru = implique
Iul < k.



61

Lemme 10.

Soient k,t ¢ w', et £ une gonction de commutation k-partitionnée
définie sur X. Alons {L existe une gonction sous-séquentielle §idele 6 et
une fonction £' de commutation k-partitionnée tels que £ = e‘l o f' o6 et
VueX', [ul 2n=> [u] 2 t]6Cu)].

Preuve.

Soit ¢ = {Xl,...,X&} la partition de X correspondant 3 £, et pour
ie {1,...,k}, posons h; = proj(X, X;), et E; = proj(X, X\X;).

Soit S le transducteur sous-séquentiel défini de la maniére suivante :

S=«<X, Y, Q, qo, p> avec

avec k
* Y= u Y.,etVie {l,...,k}, Y, = {(u)/ue X, 1x [ul <t+l}
i=1 1 i 1
* Q={(u) /ueXx", et ¥i ¢ {1,...,k}, b (W)] =< t} .
* q = (e)

* p est définie sur Q par p((u)) = LYLICER ol
vie {1,...,k}, u, =€ si hi(u)

€, u; = (hi(u)) sinon.
Les fonctions de transition et de sortie sont définis par :

V(u) € Q, Vi € {l,-ao,k}, VX € xi’

[ (ux) si [b; ()| < t,
(u)ex = 4

_(E;(u)) sinon

[ e si ]hi(u)l <t
(uprx = 9

_ (hi(u)x) sinon.




Il est clair que la fonction sous-séquentielle associée & S est fidéle.

Notons cette fonction 6.

Posons maintenant W' = {Yl,...,Yk} et f' la fonction de commutation
partitionnée définie sur Y associée & m'.
Pour i ¢ {1,...,k}, posons hi = proj(Y, Yi). Il est facile de vérifier que !
8"1 0 0 est 1a fonction identité sur chaque X; et que ¥i ¢ {1,...,k},
hj 06 =60h!eth =6 " oh!o86.

Soit w € X". Alors,

vi e {1,...,k}, b oo f(w) =00 h; o fw) =060 hi(w) = hioe(W)g
donc,
6 o f(w) chlo 8wl ...arhy 0 B(w) = £' 0 B(w)
et
| £G) <871 0 £' 0 B(w).

Réciproquement, si w' ¢ 6-1 o f' o 6(w), alors 6(w') ¢ £' 0 B(Ww) et

¥ie {1,...,k}, hi o 6(w') = hi o 68(w), ce qui entraine que :

h.(w') =8 X oh! 08m') =6 L 0h! o6(w) = h,(w).
1 1l 1 1

Donc w' € hl(w)c_LJ... tadh; (w) = £(w). On en conclut donc que f = 9-1

o f' o 0.
Posons maintenant n = k(t+1)2 et considérons w € X* avec |w| 2 n.

Alors 6(w) = (ul) .es (up)(vl) . (vq) avec o0 S q < k,

Tull = |u2l = ... = Ju ]l = t+1, lwl = Iull + ... 4 Iupl + lvll + ... t lvql

et ¥i e {1,...,q}, ]vi < t.

Alors, |8(w)| = ptq < ptk et p(t+l) < |w| < p(t+l) + kt.
Puisque n = k(t+1)2 < |wl| <
lw] 2 p(t+1l) 2 pt + kt = t(p+k) 2 ti6(w)]|.

p(t+l) + kt, nous avons alors p 2 kt et
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Lemme 11.

Soit L un cone rationnel 54.de1.e et L c X* un Langage de P (L.
Alons poun tout homomorphisme h : 2" » X%, il existe un Langage L' € P (L)
et une transduction nationnelle croissante 1 tels que t(L') = h (L)

Preuve.

D'aprés le corollaire 3, Pk(L) est fermée par homomorphisme alpha-
bétique inverse. Aussi nous pouvons supposer que h est non effagant.
Posons L = f(M) ol M € L et f est une fonction de commutation k-partitionnée.

Soit t = sup{|h(y)| / y € Z}, et 6, £', et n vérifiant le lemme précédent.

Considérons alors le langage L':= £' o B(M) v {e} e P (L),

An = x® x* et la transduction rationnelle T, = — o} 6 o (n B(An))-

I1 est clair que 6-1 0 G(A ) = Aj et T, est croissante.

1
En effet, 51 vVerT (u), il existe u' ¢ 6 l(u n S(An)) tel que v ¢ h 1(u‘) 3
donc u € 6 o} B(An) An et h(v) = u', 9 (u') = u. Avec le lemme 10 et 1le

choix de t, nous avons alors tlu| = t|6(u')}| < |u'] = t|v]| et donc |u} = |v|.

Nous avons aussi

1, = 5 e a 8a ) = n e L) a A,
De plus, puisque € € L' et h (L\A ) est un ensemble fini, il est fac1le de
trouver une transduction ratlonnelle croissante T, telle que T2(L ) = (L\A ).

Donc, nous pouvons construire une transduction rationnelle croissante T telle que

(L) = T. (L') uT (L') = h (L n A Yuh (L\A )=h (L)

Nous en arrivons maintenant au résultat cherché :

Propoaition §.

Soit L un cdne nationnel §idele. Alons, pour tout k ¢ N',
Cf(Pk(L)) HS(p, (L) A Rat) et CE(R(L)) = HS¥(B(L) A Rat).
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Preuve.

L'inclusion H (P (L) A Rat) ¢ C (P (L)) est évidente.
Pour l'inclusion inverse, posons L ¢ C (P (L)) Alors, L = g(h (L') n R),
oi R ¢ Rat, L' ¢ P (L) et g est un homomorphlsme strictement alphabétique.
Mais, d'aprés le lemme précédent, h (L') = (L") o L" € P (L) et T est
une transduction rationnelle croissante. Alors, L = 1'(L") avec
T' =g 0 NR 0 T qui est une transduction rationnelle croissante.
Nous déduisons alors de la proposition 7 qu'il existe un langage rationnel K,
un homomorphisme strictement alphabétique g' et un homomorphisme alphabétique
—l(L") n K). Puisque P (L) est
fermée par homomorphisme alphab&tique inverse, h (L") € P (L) et donc
L e #® (Pk(L) A Rat).

h' tels que t' = g' o (nK) o h'_1 et L = g'(h'

Nous obtenons alors C (P (L)) = HS’(Pk(L) A Rat) et

cfrely) = v cf(P (L)) = Hs“(P(L) A Rat).
k21

Nous allons montrer maintenant qu'en fait, on peut remplacer l'inter-
section avec un langage rationnel par un homomorphisme marqué inverse. Nous

allons prouver pour cela que ¥k € Iﬂ; Pk(L) A Rat ¢ H-l(Pk(L)).

Proposition 9.

Soit L un cdne nationnel §idele. Pour tout k ¢ W'
cFee (1) = #%% o H e, (L))
cfrcLy) = H5% o H1(R(LY).
Preuve.
Soient L € Pk(L), Lc x* et R c X" un langage rationnel. Alors

= £(M) od M e L et f est une fonction de commutation k-partitionnée associée

Xk} de X.

d une partition m = {Xl,...,
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Posons X={x/xe X et het g deux homomorphlsmes définis sur X" par
¥x € X, h(x) = xx et g(x) = x. Alors LnR=h (Ls--g(R)) Il reste donc
d montrer que Luug(R) = £(M) uig(R) € Pk(L).

Puisque L est un cOne rationnel fidéle, Messg(R) € L et on peut facilement
vérifier que £(M) w1 g(R) = £'(M L3g(R)) ol f' est la fonction de commu-
tation associée 3 la partltion ' {X v X, Xé,...,Xk

Donc P (L) ARat ¢ H~ (P (L)) ce qui 1mp11que que

cfep, Ly = Hs"‘(p (L) A Rat) c #** o # e (L)).

Comme il est évident que H® o H™ (P (L) ¢ Cf(Pk(L)) nous en déduisons que

of (B (L)) = #5% o H (p (L)) et donc queLf(P(L)) H® o HL(p(L)).

En regroupant ce résultat et ceux déjd obtenus au corollaire 4,

nous obtenons une nouvelle caractérisation des trois familles de langages
MULTI-RESET, BNP et Q :

Proposition 10.

MULTI-RESET = Ci(COPY) = H%(P(Rat) A Rat) = H5% o H 1(P(Rat))
= Ch(sym) = H5%(P(Lin) A Rat) = #%% H Y(P(Lin))

Q = ti(Alg) = H5%(P(a1g) A Rat) = H%® o H (P(aLg)).
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Ce dernier chapitre aborde des questions classiques, que souléve

la définition de nouvelles familles de langages.

Ainsi, dans les trois premiéres sections, nous allons montrer que les
hiérarchies des familles SCk(RAT), CPk(RAT) et Pk(RAT) (k 2 0) sont infinies :
c'est & dire qu'il existe des langages "fabriqués" 3 partir d'un langage
rationnel en lui appliquant k fonctions de semi-commutation (resp. commutation
partielle et commutation partitionnée) qu'on ne pourra jamais obtenir & partir

d'un langage rationnel en lui appliquant moins de k fonctions.

Pour la hiérarchie des familles SCk(RAT), k 20, et CPk(RAT), kz0
1l'exemple du langage construit est le méme : il est défini sur un alphabet
de trois letrres, ce qui permet de voir un peu mieux le résultat de l'appli-

cation de chaque fonction.

Mais le cas des langages de Pk(RAT) est différent car on montrera
qu'on est obligé d'augmenter la taille de l'alphabet avec le nombre de
fonctions qu'on applique. Nous obtiendrons, ainsi, des résultats sur la

composition des fonctions de commutation.

Le résultat de la 4Sme section consiste en une série d'inclusions
strictes : Pk(RAT) ? CPk(RAT) ? SCk(RAT), ¥k > O.

Enfin, dans la 5éme section, nous nous intéressons aux problémes
de décidabilité. La liste des propriétés énoncées n'est sirement pas
exhaustive. Citons seulement un résultat : il est indécidable de déterminer

si un langage rationnel et un langage de P(RAT) sont égaux.
A - LA HIERARCHIE DES FAMILLES CP“(RAT), n 2 O.

Nous allons montrer que les familles CPn(RAT), n 2 0 forment une
hiérarchie infinie : CP"(RAT) g CPn+l(RAT) ¥n 2 0. Le cas n = O est trivial.
Nous allons prouver ce résultat pour n > 1 en utilisant le résultat du lemme

suivant :
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Lemme 1.
Soit k un entien positif, et k mots : Ugs Upseee sl de {a,b}*.
Alons Com(ul) Com(uy) ces Com(uk) < (ab+ba)k AmpLique ¥i e {1,...,k},
u. ¢ {ab, bal. |
i
Preuve.

Nous allons d'abord montrer que l'on a toujours Iuil =2Vvie{1,...,k}

* Si |ui| > 2, u, contient au moins 2 occurrences de a ou de b.

Supposons Com(ui) = Con(aabui), avec ui € {a,b}*. si aaabuiy = qaabB € (ab+ba)k
+ +
=>o0a ¢ (ab + ba) et abf ¢ (ab + ba)
+ +
=> 03 € (ab + ba) et B ¢ (ab + ba)
Or aaabu{Y € Com(ul)...Com(uk) => obaaB ¢ (ab + ha)+
+ +
=> gba ¢ (ab + ba)” et aB ¢ (ab + ba)
+ +
=>qa ¢ (ab + ba) et aB ¢ (ab + ba)

et on a une contradiction.

Donc ]u.l <2
i

* On écarte alors immédiatement les cas ol Iuil = 0 ou Iui| =1,

qui impliqueraient qu'il existe un indice j tel que lujl > 2.

Montrons maintenant le résultat énoncé, par récurrence sur k.

* Si k = 1, com(u) c {ab, bal implique de maniére évidente que u = ab
ou ba.
* Supposons le résultat vrai ¥n < k, et montrons qu'il 1l'est encore

d 1'ordre k+1 :

Com(u,) ... Com(.uk) Com(w, . ,) ¢ (ab + ba)<*t?



On sait alors que ¥i € {1,...,k+1}, luil = 2. Les cas u, =aaouu, =bb
sont d écarter immédiatement. Il reste alors u; = ab ou u; = ba. Ce qui

et donc, par hypothése de récurrence, u, = ab ou ba ¥i € {2,...,k+1}.

Il est clair que ¥i 2 0, CPl(RAT) c CP1+1(RAT)
Nous allons maintenant montrer 1l'inclusion stricte en exhlbant un exemple

de langage appartenant a l+l(RAT) et n'appartenant pas & CP *(RAT).

Proposition 1.

Sodent R = ((ab)*c )k+1(ab)+ avec k 2 0, £ £a fonction de commutation

parntielle associte & La nelation C, = {(a,b)}, £, La fonction associie &
= {(b,c)} et £, La gonction associée d C, = {(a,c)}.

Alons

L=(f,o0 fl)k ¢ £(R) CP pZ* L rat) - cp(RaT)
et

L' = £(L) e cp?**2(raty - cp?*(ram).
Preuve.

Supposons qu'il existe un langage rationnel K et 2k fonctions de

commutation €1 Bpser a8y tels que L = By O -0 O gl(K).
Nous pouvons faire alors plusieurs remarques.

* On ne peut pas trouver de fonctions 8; associées 3 la relation
{(a,e), (b,e)} car L n cT(atb)’ = ¢

* De méme, on ne peut avoir une fonction g; associée & la relation
{(a,c), (a,b)} car L n a’(btc)’ = g.

* Méme chose avec la relation {(b,c), (a,b)}.

On en conclut donc que ¥i € {1,...,2k}, g; € {fo’ £1» fz}.




* On a forcément au moins une des fonctions g; qui est fo. En effet
Proj({a,b,c}, {a,b}))(L) = (DI)k+2 (ou DI est le langage de Dyck sur {a,b}’).

Et ce langage n'est pas rationnel.

On en déduit aussi que Vi e {1,...,2k},

Proj(X, {a,b}) (g, 0 g;_; 0 +-. 0 g,(K)) € (0} 2,

ol X désigne l'alphabet {a, b, c}.

Posons L, = {u ¢ L, |u|a b = 2(k+2)}.

1 K+l
L. contient les mots de la forme (ab + ba) ¢

k+1
1 (ab + ba) .
Comme L = g, 0 ... 0 gJﬁK), on peut trouver un mot de K :
us=u cu,c ... cu, ., tel queg, 0...0 gl(u) € L;. Et comme il existe

i tel que g; = fo’ on a alors
K42 _ .
Com(u,) Com(u,) ... Com(u, ) c (ab + ba) = proj(X {a,b})(L)

% 0n déduit alors du lemme précédent que u, = g ou ba, ¥j € {1,...,k+2}.
Nous pouvons alors affirmer que g, est 1'unique opérateur égal a fo ; en effet

supposons que g, = £, (ou f2).

* P4 .
Alors u—> u! cul c ... cu' . avec un mot u! de longueur supérieure
c 1 2 k+1 1
2 s 1
ou égale & 3.
Mais on doit encore avoir fo(u') <L donc

k+2
] 1
Com(ul) .o Com(uk+l) c (ab + ba)

et on a une contradiction avec le lemme .

Donc

Montrons qu'il est l'unique opérateur égal a fo : supposons que g, = fo’
avec i > 2 (on peut supposer que g5 * Byyy ¥j e {1,...,2k-1}).
Alors B;.10 ++- 0 gl(u) 3v,evyc...cv = v, ol un des vj est de

2 k+2
longueur supérieure strictement a 2.
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En remarquant qu'on doit alors avoir f (v) e L, donc

l’
Com(v ) ... Com(vk+2) c (ab + ba) , on a encore la méme contradiction.

Donc g, = fo et g; = fl ou f2 vis> 1.

Nous allons maintenant montrer qu'on ne pourra alors jamais obtenir
le mot w = ab ck+l (ab)k+l (w e Ll).

Pour obtenir ce mot, on doit avoir gf(u) = (abc)k+1

ab. Alors, @ partir de
gl(u), pour atteindre w, il faut au moins appliquer 2k fois les fonctions

fl ou f2 : raisonnons par récurrence sur k :

- pour k = 1: gl(u) = abcabcab.
Les seules fonctions possibles étant £, et f2, il est clair qu'il faudra
appliquer f, puis £, pour obtenir ab ¢ (ab)
Donc

g, 0 gl(u) = f,0f,0 £, (u).

Supposons donc que si gl(u) (abc)k+lab, il faut 2k permutations pour
obtenir ab ck+1(ab)k+l

devant la premiére occurrence du sous-mot ab), alors :

. r
(donc pour amener la derniére occurence de la lettre c

si gl(u) = (abc)k+2 ah = abc (abc)k+1 ab, il faut 2k permutations

pour obtenir le mot abck+1abcab et donc il faut encore appliquer successi-

vement les fonctions fl et f, pour cbtenir ab ck+2 (ab)k+3, donc en tout 2k+2

2
opérations fl et f2.

Donc

ab ck*t1 (ab)k+l { S glﬁu).

2k+l

Et enfin, pour montrer que L' ¢ CP (RAT), le raisonnement sera tout 3 fait

. . . +
identique : on montrera gqu'on ne peut pas atteindre le mot ack 1b(ab)k+l

en moins de 2k+l opérations & partir du mot gji(u) = (abc)k+lab.

Proposition.

n+1

Vn > 1, CPY(RAT) § CP"(RAT).
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B - LA HIERARCHIE INFINIE DES FAMILLES SCk(RAT), k 2 O.

Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser le méme exemple que
précédemment, mais le cheminement de la démonstration sera un peu différent
car le nombre de fonctions de semi-commutation qu'on peut définir sur un
alphabet de 3 lettres est plus important que celuil des fonctions de commutation 2
partielle et on ne peut pas a priori exclure une majorité de ces fonctions.

‘Mais la contradiction & laquelle on aboutira reste la méme.

Proposition 2.

vk 2 0, sck (RAT) ¢ sck? (RAT), ou £a hitrarchie des familles sc (RAT),
k 2 0 est 4inginie.

Preuve.

Pour k 2 0, nous allons considérer le langage rationnel

+ . . - .
R-((ab)+c)k+l(ab) et les 3 fonctions de semi-commutation suivantes :

{ab <« bal ;

fo sera associée 3 la relation Co

£, sera associée 3 la relation C {bc =+ ebl ;

1

fo sera associé & la relation C, = {ac =+ cal.

2

Posons L = (f2 o fl) o} f (R). Alors L € SC2k+1

que L ¢ sc? X (RaT).

Supposons pour cela qu'il existe un langage rationnel K et 2k fonctions de

(RAT). Nous allons montrer

semi-commutations gi(i e {1,...,2k}) associées & des relations S, (i e {1,...,2x}H)
vérifiant L = g, 0 ... 0 gl(K).

Nous pouvons alors faire les constatations suivantes:

1°) Vl € {l,...,2k}, S ne peut pas contenir les relations ac + ca et bc + cb
car L n ¢ (atb)’ = @.
De méme, S ne peut pas contenir {ba + ab, bc + ¢cb} car L n (atc)bt =0,

ni{ab -+ ba, ac + ca} car L n (btc)¥a’ = g.
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2°) Il est facile de voir que Proj(L, {a,bl}) = (D+)k+2 ¢ RAT,

Donc, au moins une des relations Si doit contenir une relation qui fait
commuter a et b : ab + ba ou ba + ab ou ab «~+ ba (car Proj(K, {a,b}) € RAT).
Montrons qu'en fait, il existe i et j e {1,...,2k} tels que Si contient

la relation ab =+ ba et Sj la relation ba + ab (on peut avoir i = j).

Supposons le contraire : 3i e {1,...,2k} tel que Si contient la

relation ba + ab, et ¥j ¢ {1,...,2k}, Sj ne contient pas la relation ab = ba.

+.k+2

Proj(L, {a,b}) = (D)) = 8y/{a,510 " © gl/{a,b}...(proj(K, {a,b})) =

ol L' vérifie (D"h)k'r2 cL'c DI.

~ ' : Y 3
Et d'aprés l'hypothése, g2k/{a,b} 0 ... 0 gJ/{a,b} f oi f est la fonction

associée 3 la relation ba =+ ab .

Alors l1l'égalité f(Proj(K {a,bl)) = L' est impossible : le mot ((bnan)c)k+1bnan
est dans L, ¥n ¢ 1. Donc (bnan)k+2 L' => 3¢ € proj(K, {a,b}) tel que
(bnan)k+2 € flw) =>w e £ ((bn n)k+2) ol f’l est associée a la relation

ab + ba . On en conclut que w = b%. . En choisissant n suffisamment grand, on

1
aura alors un facteur itérant dans w qui est dans b'. Ce qui est impossible
puisque Proj(K, {a,b}) < {u ¢ {a,b}+/|ula z |u|b}.

On déduira aisément la méme chose en supposant que Si contient la relation

ba + ab.

Nous allons maintenant nous intéresser au sous-ensemble de L défini

par L, ={uel/ Iul = Iu]b = k+2}, et plus particuliérement au mot
w' = ab k+l(ab)k+l qui appartient & L,, pour montrer qu'on ne pourra jamais

Ybbtenir 3 partir d'un mot de K en lui appliquant la suite -SETRTIY-OWE

I1 est clair que Vu ¢ L , proj(u, {a,b}) € (ab + ba)k 2. Drautre part,

il existe u, ¢ Ktel que g,, © ... 0g (u )# w'. Comme K ¢ L, on en déduit
1 2k 1 k+2

que u, e L, et donc proj(u,, {a,b}) ¢ (ab+ba)

L) = ' (3 3 ”
Soit (ul, u2,...,u2k, u2k+l w') la suite de mots qui représentent le passage

. *
de u, adw' 2 Viz21, ui — 1 : nous pouvons constater que :
S,
i

e ¥i e {1,...,2k}, u; € Ll’ donc proj(ui, {a,b}) € (ab-l-ba)k+2

i+l

e ur : k+2
Vi 21, gi(ui+l) c L,, domc pro:(gi(ui+l), {a,b}) c (abtba)
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Soit i = sup{j € {1,...,2k}/ Sj contient la relation ba + abl.

(D'aprés la remarque 2, i existe). Nous allons alors montrer que :

1°) ¥ 2 i+1, proj(uj, {a,b}) = (ab)k+2
20) uy,; = (abe)* @

+

1°) Supposons qu'il existe j 2 i+l tel que proj(uj, {a,b}) ¢ (ab)k+2.

. Seit ¥k > j, S, ne contient pas la relation ab -+ ba ;

on devrait alors avoir proj(uj, {a,b}) = proj(w', {a,b}) = (ab)k+2,

ce qui est faux.

contient la relation ab + ab. On doit
k+2

. Soit dk > j tel que S

alors avoir 8y /{a b}(proj(uj, {a,b})) 3 (ab) = proj(w', {a, b}) et

on peut écrire que proj(uj, {a,b}) = ab%a x, ol & 2 o et x € (ab + ba) T2 (O

Le résultat du lemme II.8 nous dit que :

1
on a lvllb 2 l(ab)“b]b = atl. Or le facteur gauche de longueur 2a+l de

Vv € gk/{a,b}brmd(uj’ {a,b})), siv = v,v, avec v, = 20+1,
proj(w', {a,b}) contient & occurrences de la lettre b. On en déduit que
oy .
proj(w', {a,b}) ¢ gk/{a’bfprOJ(uj, {a,b})).

2°)  Nous venons de voir que proj(u. {a,b}) = (ab)k+2 ;

it+1?
)CL.

+1° - 71

d'autre part, g.(u,

11 k+2

Posons u =S X. CX.,C «.. C avec X.X, e« = (ab) .
i+1 - %1 ¢ %, Xp+2? 1%2 X142

Si il existe j tel que Ixj| # 2, on peut supposer que Ile > 2.

xj contient donc un facteur de la forme aba ou bab : il est alors
clair qu'en appliquant une seule fois la fonction g (en dérivant ba en ab)
au mot uys on sort de L,, car on obtient un mot dont la projection sur {a,b}

contient le sous mot aabb ou bbaa, ce qui est impossible.

Nous pouvons maintenant conclure : w' ¢ Box © ++- © Biy4q ((abc)k+l ab),
et seules les relations faisant intervenir la lettre c peuvent €tre
utilis€es. Nous avons vu dans la démonstration du paragraphe A), qu'il
fallait au moins 2k fonctions pour réaliser ce passage, et nous en avons

ici au maximum 2k-1.
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C - LA HIERARCHIE DES FAMILLES Pk(RAT), k 2 0.

De méme que pour les familles CPk(RAT), et SCk(RAT) k 2 0, nous
allons montrer qu'on a une hiérarchie infinie. Mais la démonstration sera
ici un peu plus compliquée : pour les commutations partielles ou les semi-
commutations, les lettres qui ne "bougent” pas, (qui ne commutent avec rien
pour une relation donnée), jouent le rSle de barriére dans le mouvement des
autres lettres. Mais dans le cas des commutations partitionnées, toute rela-
tion permet & chaque lettre de commuter avec au moins une autre lettre.

De plus, pour un alphabet X donné, le nombre de partitions (et donc de fonc
tions de commutation que 1l'on peut définir) est fini. Et nous allons montrer
que la composition de k fonctions de commutation partitionnée (k 2 3) dont
2 sont identiques se réduit a la composition de (k-1) fonctions. La taille
de 1l'alphabet sur lequel‘nous donnerons:les exemples grandira donc avec le

nombre de fonctions qu'on compose.

Nous allons donc énoncer quelques résultats concernmant la composi-
tion de fonctlons de commutation partltlonnee 3 puis nous montrerons gque
P(RAT) ¢ P (RAT) en exhibant un langage rationnel R et deux fonctions de -
commutation f et f tels que f o} f (R) n'appartient pas d P(RAT) et de
plus nous montrerons que f o f (R) n'appartient pas & P (RAT), ¥k 2 3 et
que f2 o] f (R) = g, © gl(K), pour 2 fonctions g et g, et un rationnel K,

implique f g2 et f =8 Nous montrerons alors que ¥k 2 O,

2
P (RAT) < P (RAT)

Notation.

* .
Nous noterons P 1l'ensemble des fonctions obtenues en composant

des fonctions de commutation partitionnée.

Lemme 2.

Soient f ¢ P, et u,v ¢ P,
Alons
fouvofovof=fouovof.



Preuve.

Nous nous placerons dans le cas ol f est une fonction de commutation
2-partitionnée, c'est 3 dire f est associée 3 une partition 7 = {Y, ¥} de X.
La démonstration sera identique pour une partition quelconque.

W € X*, VW' e fouo fovo f(w), il existe des mots Wis Wos Way Wy
vérifiant.

* * * * *
WD W, 0 W, D W, D W <>yt
c 1l v 2 Cor 3 u 4 o

—> = W <—> <> Y ¥
W e Wy w <> y.y, : woavecy, € Y,y,e¥.

€ Y*, Z, € §*.

- * * *
de méme W, <E—> W' e w <—> 2z z,<—>wu', avec z 2

172

1r b Sy T 1

Donc z, z, e fouofovo f(ylyz). D'aprés le lemme I1I.1, on peut écrire

proj(z1 Z,s Y) e fouofovo f(proj(y1 Yoo Y))
et

proj(zl Zys Yyefouofovo f(proj(y1 Yoo Y) ),

c'est a dire zyefouofovo f(yl) et z,

Mais pour obtenir z, (resp. z2) d partir de y. (resp. y2), aucune commutation

e fouofovo f(yz).

relative 3 ¢ ne sera utilisée puisque y; € Y et Yy € Y". Donc en fait,
z, €uo v(yl) et z, €u © v(y2). Donc 2,2, € u © v(ylyz), et on conclut
ainsi quew' e fouovof(w), et fouofovofg fouovof.

Comme l'inclusion inverse est évidente, 1'égalité énoncée est vérifiée.

Lemme 3.

Soit X un alphabet et f, Ujs Upseoeslly des gonctions de commutation
parntitionnie définies sur X. On peut alorns trouver k fonctions de commutation

partitionnie Vis VsV viuigiant £ o u; 0 uyo u 0 £ = vV, 0V, 0 ... 0V
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Preuve.

Nous démontrerons le résultat pour des fonctions de commutation
2 partitionnées, 1l'extension au cas des partitions quelconques se fait

facilement.

Le raisonnement est basé sur une récurrence sur k.
Posons 1 = {Y, Y} 1la partition qui définit f et M= {Xl’ il} la partition
qui définit u,.

Nous allons montrer que f o u; 0 f=v,ouv est’la fonction associée
& la partition m' = {YnX, YnX,¥aX, ¥n X}

. ¥ ¢ X*, 1'inclusion f o u, 0 f(w) ¢ viw) est triviale.

. VW ¢ X*, montrons que v(iw) ¢ f o u, o f(w).
V' € v(w), il existe une dérivation w 2w,
Tr'

Si cette dérivation est de longueur nulle, w' =w ¢ f 0 u, 0 f(w). -

Supposons le résultat vrai pour toute dérivation de longueur < £.

Alors si w &%, w', on peut écrire w T £, w'.
c_, c_, lc,
™ L ™
1
w——>w,=w, efou o £(w) carw, ¢ f(w) ou L ul(w)

.“»'

W1E£;> w'=>w'efou o f(wl) par hypothése de récurrence.
.nJ

Donc w' ¢ £ 0 u, 0 fofo u, o© fw) = fo u, o fo u, o f(w)=f o u; ° f(w)

d‘aprés le lemme 2. Ainsi v(w) cfo u, o £(w), ¥ e X",

1
Alors f o U, 0uU, 0 ... 0 U © f=fo U; 0 ... 0 uk ofofo L] of

Supposons maintenant que ¥ < k, f o U; 0u, 0 ... 0 u, © f=v.0...0 Voo

(lemme 2) = V4 0...0Vv 0 fo Wy © f (hyp. de rec) = V0V, 0 e 0V, OV 4
(hyp rec). On peut aussi ajouter qui si u, est associée & la partition
{Xi, Xi} de X, v; sera associéed la partition de X {Xi n X, Xi n X, X; n X,X. n X}.

D
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Lemme 4,

Soient Fis £haeeenfi, Kk gonctions de commutation partitionnée deégi-
nies sur X. Alons :

flof2o...ofk=fko...ofl<=>flof2...ofk=feP.

Preuve.

<) f,0f,0...0f =f=>f 0...0f =F 2

k k
* Montrons que fk O «:: 0 fl(w) g f(w), ¥Yw e x*
£ 0 f,0 «on 0 F W) = £01) ¥ e X => ¥ie {1,...,k}, £,(w) € £(w)

Réciproquement, montrons que ¥w € X', £(w) < fk G ++- 0 fl(w).
Notons C"T la relation associée a f, et C"T la relation associée a fi’
¥ie {1,...,k}. .

Hw e X*, ¥w' € f(w), on peut écrire que w € f(w').

Donc w' <c* > Wy <c* > eee <CL'>W puisque f = flo f2° «eo 0 .

Tx M1 T
B W= W <E i W' = W' ¢ £, 0 ... 0 £, W)
c k-1 : c k 1
Ty LI

= . LAY = ?
=) flofzo...ofk fko..0f1'=>f10f20 Ofk feP

Nousutiliserons ici, un raisonnement par récurrence sur k. Mais d'abord,

précisons la notation qui sera utilisée :

si f est associée d une partition {Xl, X2,...,Xn} et si g est associée
d une partition {Yl’ LOTERR ,Yp}, nous noterons f+g la fonction associée 3 la
partition {Xi n Xj’ 1e23,1e{1y0..4n}, Je {1,...,p}}.

Montrons maintenant le résultatrpeur k = 2 :

si fl (o] f2 = f2 o fl’ nous pouvons écrire :
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f1 o f2 = fl o fl o f2 o f2 = fl of,o0 fl o) f2 = (fl + f2) o) f2 (lemme 3)

= fl + f2 car f2 S fl + f2.

Supposons le résultat vrai pour (k-1) fonctions :

s1£0...0f ) = 10...0f alors £, 0 ... 0 £_; = £.+£,+...+f, P

Alors, pour k fonctions

fl o] f2 O e¢ee O fk = f1 (o] fl o] f2 O eee O fk o fk

foff off ;0...0 f, 0 fk

(£,+£) o (£,4£5,_ 1) 0... 0 (£,45,) o £ (lemme 3)

fk 0 (f1 + fk) 0 .. O (fl + f2) ) fk car fk c f1 + fk

k k

On a réduit 3 (k-1) fonctions.

fk 0 «ea O f1 fk of of

k k-1
fk o fl (o) f2 O «eo O fk o f1

O eoe O fl o) f1

£ o (f1 + f2) 0O . O (f1 + fk) (lemme 3)

k
=fko(f1-|-f2)o...o(fl+fk)ofkcarfk ff1+fk
= (£ + fotf)o...o0 (fl tH +Ef D)o (fl + £,) (lemme 3)

Comme fl of,o0...0f

2 X fk 0 ... 0 fl’ on a donc

(£, + £) o (£, + f,rE _Jo...0 (£, + Frgp) = (£, ¢ £, E) ...
e O(f  + £ +£ o (f + £)

Nous pouvons alors appliquer l'hypothése de récurrence & ces (k-1) fonctions,

et conclure que fl o] f2 0 ...0f = fl + f2 + ... + f.

k k

(fl + fk) o (f1 + f + fk—l) 0 ... O (fl + £ + f2) (lemme 3)
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Lemme 5.

Sodient X un alphabet, £, La fonction de commutation associte &
La partition T, = {Xl, X,s X5 U X, xs""xp} et £, La §onction de commutation
associle & La partition m, = {x; v Xyo Xos Xy xs,...xp}.
Alons £, 0 £, = £, 0 £, = £, ol £ est £a fonction de commutation associie a
La partition w = {xl, Xy Xgs xq,...xp}.

e YW ¢ X*, fl(w) c f(w) et f2(w) c f(w), donc fl (o) f2(w) c £(w),
et f2 o fl(w) c £(w).

e Y e X°, Vu! e £(u), ¥i € {1,...,p}, projw’', X;) = projév, Xi)'

W -:—-> proj(w, Xl) proj(w, X2) proj(w, X

. u Xq) proj(w, X5)...pr03(w,>:xp)
1

3

* cry . ooy oy
_c," > proj(w', X, u X2) proj(w, Xy v Xu) proj(w', XS) «es proj(w', XP)
1
car proj(w', Xl U X2) € proj(w, Xl)u_l proj(w, X2) et ¥i 2 5,

proj(w, Xi) = proj(w', Xi).

LAY proj(w*, X. u X,) proj(w, X,) proj(w, X, ) proj(w',X.) ... proj(w', X )
c 1Y% 3 4 5 P
2

= proj(w', X, v X2) proj(w', XS) proj(w', Xu) «s. proj(w', Xp).

Soit w, ce mot. Wy € f2 (o] fl(w)

f2(w1) pro:j(wl, X v X2)u_l proa(wl, X3)L_LJ L.\.JprOJ(wl, XP)

proj(w', X. v Xz)l_uproj(w', X3)u_! ees LLiproj(w', Xp)

1

> 1 ]
Donc f2(w1) contient w', et w' € £, © fl(w).

* = == = =
Alors Vw ¢ X', fp 0 f,(w) = f(v) => (lemme 5) £, 0 £, = f, 0 f, = f.
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Lemme 6.

Sodent X un alphabet, £, La fonction de commutation associte & £a
partition m o= {xl, X, u X5, xu,...,xp} et £, La fonction associle d La

partition T, = {x1 U X, X5, xu,...,xp}. Alons fiof,=f,0f =f,0if
est La fonction associle & La partition w = {Xl, . ,Xp}.

Preuve.

. Ve X7, fl(w) c f(w) et f2(w) c f(w) donc fl o) f2(w) c f(w)
et f2 o fl(w) c f(w).

cVwe X, W'e f(w), ¥i ¢ {1,...,p}, proj(w, Xi) = proj(w’', Xi)

* . o . .
W ——> proj(w, Xl) proj(w, X, v X3) proj(w, Xu)...pI'Oj(W, Xp)

c
T
= s (w! S
o > u, proj(w', Xq)...pro:j(w , XP)
1

ot u, est défini par : proj(ul, Xl u X2) = proj(w', X, v X2) qui est inclus

dans proj(w, Xl),__,_J proj(w, X2) 3 proj(ul, Xs) = proj(w, X3).

*
S , 4 2 \i 2 i
—c" > pro:](ul, X1 U X2) pr03(ul, X3) proj{w', Xl&) «es proj(w', Xp)

2
= proj(w', Xl u X2) proj(w', XS) eee Proj(w', XP)
= wl
= - (v ! s (v !
w, € f2 o fl(w) et fz(wl) proj(w', Xl U x2)1.l.J proj(w’, X3)...u_| proj(w ,XP)

contient donc w'.
Donc f(w) < f2 o fl(w) et ainsi f(w) = f2 (o] fl(w) = fl o) fz(w).

Nous allons maintenant exhiber un exemple de langage de P2(RAT)
qui n'est pas dans P(RAT). Le résultat obtenu sera plus fort, puisque pour le
langage choisi : L = f2 o fl(R), avec R € RAT et £, et £, des fonctions de

commutation, nous allons montrer que fl et f2 sont les seules fonctions possibles,
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et composées dans cet ordre, qui peuvent €tre utilisées pour cbtenir L &
partir d'un langage rationnel.

Dans les deux lemmes suivants on désignera par :

*

X 1'alphabet {a,, a,» by, b2}
* £, la fonction de commutation partitionnée associée

& la partition de X m, = {{al, a2}, {bl, b2}}

* £, la fonction de commutation associéed la partition

T, = {{al, bz}, {a2, bl}}

. +
* R le langage ratlonnels(albla2b2)

Lemme 7.

Etant donné X, fl’ f2, R définis comme ci-dessus, L& n'existe pas
de fangage nationnel X € X *et de fonction de commutation partitionnée g
déginie sun X tels que g(K) = £,0 fl(R).

Preuve.

Nous allons d'abord montrer que f2 0 fl(R) # Com(R), ol Com(R)
désigne la commutation totale de R. Pour cela, nous allons prouver que le

mot b b.a.a,a.ab.b, = w' n'est pas dans £, 0 fl(R).

2727172712711 2

. ' . -
Pour obtenir le mot w', on ne peut partir que du mot w albla2b2albla2b2

Supposons qu'il existe une dérivation w = W, X > w'. Puisque par £y (al’b2)

c c
M T2
ne commutent pas, il faut que proj(w,, {algb2}) = proj(w', {al’b2}) = byboaa,.
Mais par fl, (bl, b2) ne commutent pas. Donc pro:(wl, {bl, b2}) =
proj(w, {bl,b2J) = blb2b1b2. On en déduit donc que pro;(wl, {al’bl’b2}) =

blpzblbzalal. Et comme (al, a2) ne commutent pas par fl, proj(wl, {al,az}) =

ajaya;a, et ainsi w, = b1b2b1b2ala2ala2' Donc pro:(wl, {a2,bl}) = blbla2a2

et comme (a2,bl) ne commutent pas par f2, on doit avoir

proj(wl, {a2,b1}) = proj(w', {a2, bl}). Or proj(w', {az,bl}) = a2a2blbl.

On a donc une contradiction.
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Supposons maintenant qu'il existe un langage rationnel K et une fonction
de commutation partitionnée g définie sur X véprifiant g(K) = £, 0 fl(R).

Alors :
£1(R) = {(a13,)"1as (b,p)", m > o} € g(K)

. + . + .
donc pPOj(fl(R), {al,bl}) =D, ¢ proj(g(K), {al,bl}) € D. Si (al’bl)

ne commutent pas par g, on doit alors avoir proj(K, {al, bl}) = D; :
on a 1'égalité d'un langage rationnel et d'un langage non rationnel, ce
qui est évidemment impossible. Donc (al, bl) commutent par g. De la méme

maniére on montre alors que (al,bl), (bl;a2), (bz,az) commutent par g.

On tient le méme raisonnement pour montrer que g fait commuter

(al,a2) et (bl’b2) en remarquant que
£,(R) = {(a;sb,) un (a0)", n > o} ¢ g(x).

Donc si g existe, g est associée @ la commutation totale, ce qui est en

contradiction avec la premiére partie de la démonstration.

Lemme §.

Etant donné X, £,55 R déginis plus haut, &84 £,0 £ (R) = g, 0 - O g,(K)
ol K est un Langage rationnel et ol Les g, (i « {1,...,p}) sont des fonctions
de commutation parntitionnie vérnigiant g * Identité e’t.gi * g, Powt

ie{s,...,p~1}, alons p=2, g, = £ et g, = £,.

Preuve.

On élimine immédiatement le cas p=1 (voir lemme 7). De méme on peut
écarterle cas oil g; = com (la commutation totale), puisque f2 o fl(R) # Com(R)
(lemme 7).

Sur 1l'alphabet {x, y, z, t}, on peut avoir des partitions de la forme
{{x}, {y}, {z,t}} ou {{x,y}, {z,t}} ou{{x}, {y,z,t}}
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1°) Dans une premiére partie, on a &écarter le cas ol 1'umedes g; est associ
3 une partition de la forme {{x}, {y}, {z,t}}.

Supposons qu'il existe i € {1,...,p} tel que g; soit associée a
= {{x}, {y}, {z,t}} avec {x, y, 2z, t} = {al, a,s bys b2}.

Si aucune des autres fonctions ne fait commuter (z,t), alors ¥j = i,

gj g;» donc gp 0 ... 0 g, = g;» Ce qui est impossible (lemme 7).

Si une fonction fait commuter (z,t) : soit gj une de ces fonctions,
choisissons la plus proche au sens des indices, et regardons tous les cas pos-
sibles :

- g est associée & ﬂj = {{x,z}, {y,t}} avec {x,y,z,t} = {al’bl’a2‘
Alors gp 0 ... 0 g; O .¢0s O gj og, = gp 0 ...0pg;0 gj 0 ... 0pg, car
v-is433j,¢,c8;

= gp ©...og. 0 kog.o...0 g, ol k est une fonction associée

& la partition {{x}, {y,z,t}} ; (k ¢ g;)

z g ©...og. 0 Lo...0 g, ol £ est associée & la partition
{{x} {z}, {y,t}} (x o g; = £ : lemme 6)

= com (gi o £ = com, oll com est la commutation totale : lemme 2).

Ce qui est impossible.

Si j < i, on écrit la méme chose.

- 8i g5 est associée 3 une partition du type {{x,y}, {2z}, {t}}

Alors g; 0 g5 = g 0 g; = Com d'aprés le lemme 5.

- 8i g est associée 3 une partition du type {{x,y,z}, {t}}

Alors g, 0 gj =g 0 k o 85 = gioz =
On a le méme résultat si g; est associée & la partition{{x,y,t}, {z}}.

g; 0 g; en appliquant le lemme 6.

Dansla suite de la démonstration, on pourraddonc conclure 3 une impossibilité
dés qu'on pourra réduire la composée de plusieurs fonctions @ une fonction

du type de ;-

2°) Dans la deuxiéme partie, nous allons regarder la nature de g;-

* Si g, est associée 3 une partition du type {{x}, {y,z,t}}, alors :

- g, peut &tre du méme type : g, est associée & {{y}, {x,z,t}}
par exemple. Mais alors g; O g, est associée & {{x}, {y}, {z,t}} (lemme 6),

ce qui est en contradiction avec la premiére partie.



- 8, est alors associée 3 une partition du type {{x,y}, {z,t}}.
Alors g, o g, est associée encore A {{x}, {y}, {z,t}} (lemme 6) et on a
la méme contradiction.

* Si g, est associée 3 une partition qu type {{x,y}, {z,t}}

- 8i g, est associée & une partition du type{{x}, {y,z,t}}
alors g, © g, correspond 3 la partition {{x}, {y}, {z,t}} (lemme 6) ce- -
qui est impossible.

On peut remarquer que la succession de ces deux types de commutation (g1 et
32) se traduit par un cas impossible. On peut donc conclure que tous les g;

sont associées d des partitions du type {{x,y}, {z,t}}. I1 y a trois possi-
bilités :

- £, associée & {{al,az}, -:{bl’b2}} =T

1
« £, associée 3 {fal,bz}, {az,bl}} =T,
* £, associée & {{al.bl}, fazbz}} = T

Dans la troisiéme partie de la démonstration, nous allons envisager tous

les cas possibles de composition de ces trois fonctionms.

1ére remarque.

fl + f2 = fl + f3 = f2 + fs =z Com (la cmutation totale). Rappelons
qye si £ est associée & {Xi. )Ti} et fj a {‘XJ.. ij}' £+ fj est la fonction

associée & {X; n Xso X; 0 xj,)g.xj, X, n xj}.

2éme remarque.

sip2 &

£, of;(R) = gp o... Ogl(R) =gp° e © £, 0 £ 0 fj °fi(l() avec

a, i, j, k€ {1,2,3} et a # k. Donc @=i ou ®=j ; alors

fio fk o fj ° fi (fk + fi) o (f:i + fi) = Com si =i (lemme 3)

fj ofktlf:i °fi (fk-ffj) Ofi = Com si O=j (lemme 3).

On peut donc €liminer le cas ol p 2 &.



Etudions le cas ol p = 2 :

* f2 o] fl(R)

n

fl ) f2(1<)

=> VW ¢ f2 o) fl(R) f1 o f2(K), f2(w) € f2 o) fl(R) = f1 o f2(K)

> f2 0 fl 0 fz(K) fl o f2(K) = (f1 + f2)(K) = Com(K), _ Y

ce qui est impossible (lemme 3, lemme 7).

*

f, 0 fl(R) f3 0 fl(K)

f2 o] f3 o} fl(K) (méme raisonnement)

f3 o} f2 o] f3 o] fl(K) (méme raisonnement)
= (f2 + f3) 0 fl(K) = Com(K) (lemme 3).

Donc méme impossibilité.

* £,0 £(R) = £ 0 £5(K)
= £,0 £ 0 £5(K)

= f:L o f2 o fl o f3(K) = (fi + f2) o) f3(K) = Com(K) :

impossible

»  £,0 £(R) = £3 0 £,(K)

=f,0f;0 f2(K) = (f2 + f3)(K) = Com(K) : impossible.

- L [ K L - [ P > ' -
Le principe ici doit etre différent. On sait que le mot w' = b2b2a1a2a1a2b1b1

n'appartient pas a f2 of l(R) (lemme 7). Montrons que ce mot appartient 3

£, 0 f3(K)- Soit w ¢ K tel que |w|al = I‘W|a1 = |w|b2 = 2.
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Alors w —> proj(w, {az,hb2}) proj(w, {al’bl}) et
C

i
3
. N *
proj(w, {a2, b2}) proj(w, {al, bl}) ———->nb2b2a2a2alalblb1 car (az,bz) et (al’bl)
) ‘ m
. 2
commutent par f2 puis b2b2a232a1a1b1b1 * b2b2ala2ala2b1hl car (al, a2)
commutent dans f2. "2
)
Donc w' € f2 o fa(K).

I1 nous reste @ regarder le cas oll p = 3 :

x  f,0 fl(R) = f; 0 £5 0 £,(K) avec 1, j € {1,2,3}, i = j alors
£, 0 fl(R) = (fi + fj)(K) = Com(K) : impossible.

* f,0 £,(R) = £ 0 fj © £,(K) avec i, j, k € {1,2,3} i = j = k.
Alors, on aura forcément une inclusion fd o] fB(K) c f2 o fl(R) qui est impos-
sible puisque dans tous les cas étudiés précédemment, il y avait des incompa-
tibilités.

On peut énoncer ce lemme sous une autre forme : O
Lemme § b4is.

f,, £,, R &ant définis comme pricidemment, a4 f, 0 £,(R) = gpo...ogl(l(),

avec p > 1, g, € P¥ie{l,...,0et K e RAT, alons il existe k vérifiant 1<k<p
Zel que :

. Vi<k, g £, ou Identite, ezgizfl poun au moins 1 i

. x.ljzk,gj fzoulden/tétée,tgj=f2pounaumoim1j.

Proposition 3.

La hitranchie des gamilles P"(RAT) pour n 2 O est infinie. C'est a
dire ¥n 2 1, p™ (rar) g B"(RAT). .
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Preuve.

Le cas n=2 a été démontré dans le cadre du lemme 7. Le cas n=1
est trivial (Com((ab)*) e P(RAT) et ¢ RAT). On supposera donc n > 2.

Posons X = {al, 8yse++5d s by b ,bm} et définissons

PLRL

n partitions de X : Tis Moseees M

par

T

1 {{al, a

2,...,an}, {bl, b2,... ,bn}}

et

)
n

: {{al, S PRI VIPPTRRIL }, {bl, T FPELRER - 1}
¥i > 1.

A chaque partition ﬂl, associons la fonction £, (i ¢ {1,...,n})

n
Soit R = (albla2b2;.ia bn) et posons L = fn 0 ... 0 fl(R). L € P (RAT).
(RAT).

Montrons que L ¢ P
Mais d'abord, nous pouvons faire 2 remarques importantes :

Remarque 1.

¥i e {2,...,n}

proj(L, {a,, bl’ a;s bi})

(1]
H

i N o f,; . (proj (R, {al’bl’al’bl}))
1°71 1°71
3;sb; 21°P3

+
o
t;0 By ((aghja;b.)")
en notant p; la fonction associée 3 la partition {{al,ai}, {bl’bi}}
et t. la fonction associée & la partition {{al’hi}’ {bl’ai}}'

Nous savons (lemme 8) que ce sont les seules fonctions possibles pour

obtenir le langage proj(L, {al’bl’ai’bi}) d& partir d'un rationnel.
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Remarque 2.

vi’j € {2gooo,n}, i z j, i < j’

"
Hh

o f.

a..b. i of
i

. +
PPOJ(L, {ai’bi’aj’hj}) ai’bi 1 ((aibiajbj) )

a.,b,
i

a..,b. a.,b.
373 3773

+
Py; © tij © Py ((aibi ajbj) )

ol pij est la fonction associée 3 la partition {{a.,aj}, {bi,bj}}
i
et tij est la fonction associée 3 la partition {{ai’bj}’ {aj,biﬂ.
"
= Com[(a.b.a.b.) 1J.
i7i%55

Supposons maintenant qu'il existe n-1 fonctions de commutation 815 Bpseves8

et un langage rationnel K tels que L = g 0O +.. 0 gl(K). On peut supposer

n-1
g; * Identité, ¥i ¢ {1,...,n-1}. On doit alors avoir :

Vie {2,...,0},

proj(L, {al’bl’ai’bi}) N - al’bl ST - al’bl (proj(K, {al,bl,ai,bi})

a..b. a.,.h.
i*i i*”i

+
t; 0 Pi((alblaihi) ) (rem. 1)

Donc, d'aprés le lemme 8 bis, ¥i ¢ {2,...,n}, on peut trouver ki e {2,...,n1}

tel que :
r = P4 .

gj al’b ti ou Identité, V¥j < ki

1

a,,b,

et : +
gj . = p; ou Identité, ¥j 2 ki

171

a.,.b.

b
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8i, pour un i fixé, il existe j tel que g. = Identité alors, g5 sera
al,bl
associée @ une partition de la forme : 8583

{{a), by ags by, «ondy {enndy i)

donc a, et bl sont dans le méme élément de la partition.

1
Comme
¥k ¢ {2,...n}, g. = p, ou t, ou Identité,
3, a b k k
1°71
ak,bk
on aura forcément g. al’bl = Identité car Py et tk imposent que a, et bl
ak,bk

soient dans des éléments différents de la partition.
Donc gj = Identité. Or nous avons supposé que toutes les fonctions gj étaient
différentes de 1'identité.

Nous pouvons donc affirmer que :

¥i e {2,...,n}, il existe k; € {2,...,n-1} tel que :

g :”':gk—l =‘ti=f1
al’bl i al,bl al’bl
ai’bi ai’bi ai’bi
o«
By = e T8 =P; * % a b
. - R
i al,bl al,bl a1 b1
L ai’bi ai’bi i*i

Donc, il existe 2 indices i, j €{2,...,n} , 1 # j tels que k; = kj.

On a donc la configuration suivante :
g est associée 3 la partition {{a> a;s aj, cee 3o {bl, bi’ bj,...}}

gki-l est associée d la partition {{a,, a,, a5 -++}s {by» b, bj,;..}}

g?i est associée 3 la partition {{al, bi’ bj,...}, {bl, a,, aj, eee}}

g;_l est associée 3 la partition {{al, bi’ bj,...}, {bl, a;5» 255 eeo}}
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. - + ' ~
Alors proj(L, {ai’%i’aj’bj}) Com((aibiajbj) ) d'aprés la remarque 2

8 a.,b. ° B, la.,b, 0 Bne1a,.p, (PPoiK {ai’bi’aj’bj}))
i*"i S s S | i*i
b.,b. a.,b. a.,b.
13 3173 3173
=8 a.,p, (Prod (X, {a;,b;,a.,b.1))
i*Yi
a.,b.
3773
ol g, a;ob; est associée 3 la partition {{ai,aj}, {bi,bj}}-
a.,b.
33

. - . o+ _ .
Donc Proj(K, {ai,aj}) = prOJ(com((aibiajbj) )s {ai,aj}) = Com ((aiaj) ) :

on a ici 1'égalité d'un langage rationnel et d'un langage non rationnel,

ce qui nous donne la contradiction.

D - COMPARAISONS DES FAMILLES PN(RAT), CPX(RAT), SCX(RAT).

Comme les fonctions de commutation partitionnée forment un sous-ensemble
des fonctions de commutation partielle qui sont elles méme des cas particuliers
de fonctions de semi-commutation, nous avons clairement les inclusions
PX(RaT) < cP¥(RAT) < sc*(raT), pour k = 0.

Nous allons montrer que ces inclusions sont strictes en énongant un résultat

un peu plus fort : une fonction de commutation partielle (resp. semi-commutation)
appliquée a un rationnel ne pourra pas toujours se simuler par l'application
d'une suite de fonctions de commutation partitionnée (resp. commutation partielle)
2 un autre langage rationnel : en d'autres termes, CP(RAT) t P*(RAT) et

SC(RAT) § CP*(RAT).

Proposition 4.

CP(RAT) § P"(RAT)
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Preuve.

Soient le langage rationnel R = (ab)* # et la fonction de commutation
partielle f associée 3 la relation C = {ab <> ba}. Alors f(R) = Dz # ol D; #
est le langage de Dyck sur {a,b} (£f(R) ¢ RAT).

Supposons qu'il existe k 2 1 tel que f(R) ¢ Pk(RAT). Alors il existe
un rationnel K et k fonctions de commutation partitionnée fi (i€ {1,...k})

vérifiant £(R) = £,0...0 fl(K). On peut supposer que £ = Identité.

Alors £, est associée 3 une partition ™ de {a,b,#}, donc # permute au moins

avec les lettres a ou b.

De plus, ¥w ¢ f(R) = fk 0 ... 0 fl(K)’ fk(w) € fk 0 ... O fl(K) = f(R).

8i (a,#) commutent par £, > le mot ba # est dans f(R) donc fk(ba #) c £(R)

donc b # a ¢ £(R), ce qui est impossible.
De méme, si (b,#) commutent par fk’ le mot ab # appartenant a

f(R) = fk o £(R), on en déduit que a # b doit appartenir a f(R), ce qui est
faux. Donc £(R) ¢ Pk(RAT), ¥k = O.

Conollaire.

Pk(RAT) ; CPk(RAT), Vk > 1
Preuve.

On sait que

CP(RAT) = PX(RAT) ¥k 2 O
CP(RAT) g cPX(RAT) ¥k 2 1

Pk(RAT) c CPk(RAT), Vk 21

La conclusion est immédiate.
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Pour comparer les familles CPk(RAT) et SCk(RAT), le raisonnement est tout & fait

analogue et l'exemple est le méme.

Proposition 5.

SC(RAT) # CP*(RAT)
Preuve.

Posons R = (ab)* # et £ la fonction de semi-commutation associée
3 la relation C = {ba + ab}. Alors f(R) = Di* # o Di* est le langage de semi-Dyck
sur {a,b}. (Rem : f£(R) ¢ RAT).

Supposons qu'il existe k 2 1 et, k fonctions de commutation partielle

£i.ode {1,...,k} et un langage rationnel K vérifiant £, 0 .. 0 £,(K) = £(R)

Comme proj(£f(R), {a,b}*) = Di* ¢ RAT, on a forcément une des fonctions fi qui
fait commuter a et b.

Soit w € K tel que Iw]a = lw]b = 1. Comme K ¢ f(R), on aw = ab § ; alors

fi(w) c f(R) et fi(w) contient ba # ce qui est contradictoire.
Le corollaire suivant est immédiat :
Corollaine.
¥k 2 1, CPk(RAT) ? SCk(RAT).
E - PROBLEMES DE DECIDABILITE.

Nous allons donner quelques propriétés de décidabilité ou d'indécidabilité

concernant pour la plupart les langages rationnels et les langages de P(RAT).

Proposition 6.

12 est indocidable de detenminer si un fangage rationnel et un
Langage de P(RAT) sont Egaux.
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Preuve.

Nous allons exhiber une famille de langages rationnels L et une
fonction de commutation partitionnée f tels que 1'égalité £(R) = X*, pour

R € L, est indécidable, en nous ramenant au théoréme de Post.

lére partie.

Soient X un alphabet et m = {Xl,X2} une partition de X. Notons

T, la projection de X sur X et m, la projection de X sur X

1 2°

Soient h et g deux homomorphismes non effagants définis sur Xz

+ +
o et g(x) € X2

tels que ¥x ¢ X,, h(x) € X . Posons :
L= {ehuln e X' / h(m () = m,(w)}
U {w e X"/ gln, (0) = m,y(0)}

Nous allons montrer que L =z X* <> Ju ¢ XI / h(u) = g(u).

- Si L= X*, il existe u ¢ X' tel que u ¢ L.

uél=> h(ﬂl(u)) = ﬂ2(u) et g(ﬂl(u)) = n2(u).

Soit w = ﬁl(u) (w =€ car u # €). Il est clair que h(w) = g(w).

<= Soit w = uh(u) w=*e€ car u # €. Alors
h(ﬂl(w)) = h(u) = ﬂz(w)

et
g(nl(w)) = g(u) = ﬂ2(w)

donc

wéletL=X
2éme partie.

Montrons que L € P2(RAT).
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SiX-= {al, a2,...,an}, posons

R o= () a ban® (] ax® W@ (] a, x*)*
17 0L 2 ey WAL \n(ai)) L%
n * n n * *
R, = (.g a; g(a,)) (.2 ai(x; \g(a;))) (.g a; X, )
i=l i=1 i=1

et
R={e}vu R, UR,.
Si f désigne la fonction de commutation associée 3 la partition de X {Xl, XQ},

il est clair que :

f(Rl) = {weX / h(nl(w)) = ﬂ2(W)}
et
£(Ry) = {w e X" / g(m, (W) = ()}
Donc
L = £(R). i

t

D'aprés la premiére partie, nous pouvons alors écrire :
* +
f(R) 2 X <= Ju e Xl / h(u) = g(u),

et cette propriété est indécidable d'aprés le théoréme de Post.

Conollaine.

La propriéte K c £(R), ol R et K sont des Langages rationnels et
£ une fonction de commutation partitionnée, est indécidable.

Preuve.

Nous venons de voir qu'il est indécidable de déterminer si X" c £(R)
(puisque £(R) ¢ X" est évident).
O
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Proposition 7.

Etand donné un Langage rationnefl R < X" et une fonction de commutation
partitionnte £ définie surn X, on peut décider &4 £(R) = R.

Preuve.

La relation de commutation C associée 3 f peut &tre considérée comme

un ensemble de régles de réécriture que nous noterons P

P={xy~+ yx, yx > xy /. (x,y) ¢ C}
D'autre part, il existe un automate déterministe minimal
M= (X, Q *, q» F)
tel que T(M) = R.
Nous allons définir une relation sur l'ensemble des états Q de l'automate
comme suit :
Vg, q' € Q, @< Q' <> ¥we X, g)w € F=> g'*w e F
Montrons maintenant que :

f(R) = R<> ¥q e Q, Vu+ v e P, gtu < g*v

+*
- vq € Q’ ;wl € X / qO*wl -

1
fa]

Soit q, © qQ*u.

* * x '
Alors Vw2 € X tel que q,*w, % F, Wuw, € R donc W v, € R et cp'tvw2 € F c'est

3 dire (q*v) w, € Fj ainsi q; = q*u < g*v.

e Montrons que Yw' ¢ f(R), w' € R.

¥' € F(R), 3w € R tel que w' € f(w) ; il existe donc une dérivation
qui fait passer de w & w'. Nous allons raisonner par récurrence sur la longueur
de cette dérivation.

W € X*).

Si£=1:w=wuw2,w'=wl

] etu-*veP(wl,w

2 2

W uW, € R = qo'kwluw2 eF
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Posons q, = q, * W Alors, (ql*u)* w, ¢ F. Puisque g, * us q#v, ona

1° 2
q*ww, € F, donc LALPE R. Si la longueur de la dérivation est £+1 :
W w “‘*w'.
c lc

implique W, e Ret wl-‘% w' entraine

w' € R. Donc f(R) = R. Il nous reste d montrer maintenant que ¥gq, q' ¢ Q, la

Par hypothése de récurrence, w T,
propriété q <q' est décidable : posons Lg = {we X / g¢w eF}

Lg est un langage rationnel, et q< q' est équivalent 3 Lgc Lq', et cette
propriété est décidable.

O

Nous allons montrer dans la proposition suivante que ce résultat

est faux pour les langages algébriques, par l'intermédiaire de deux lemmes :
Lemme 9.

. On peut déterminer 84 un Langage algébrique

Soit X = {xl,x2,...,xk}

* ’ *_ % *
L cX”conteent XiXp eoo Ko
Preuve.
On construit L' = L N xIx; x]: et P(L') ol ydésigne la fonction

de Parikh. Puis il suffit de regarder siy(L') = lNk, ce qui est décidable.
D
Lemme 10.

12 est indécidable de déterminer 84 un Langage algébrique (ou Liniaire)
est comutatiy.

Preuve.

Soit X = {xl, x2,...,xk} et L € X *un langage algébrique. Alors

il est clair que
* * % *
= <=> ces
L=X Il X, %, Xy cL

2 L est commutatif.
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Comme la condition } est décidable (lemme précédent), L = X" étant

une propriété indécidable, la condition 2 ne peut &tre décidable.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Proposition §.

La propriété L = £(L) ol L est un Langage algibrique et £ une gonction
de commutation partitionnée est indécidable. !

Preuve.

11 suffit de choisir pour f la fonction qui réalise la commutation
totale.
D

Proposition 9.

12 est indécidable de déterminer &4 £'intersection d'un Langage ra-
tionnel et d'un Langage de P(RAT) est vdde.

Preuve.
Soient X = Xl v X2 un alphabet, et h et g deux homomorphismes non
effagcants de XI dans X;.
n o n +
Posons K = (izl x; h(x;))" et R = (izl x, g(x;))" avec X = {x), %55.005% ).

Si f désigne la fonction associée 3 la partition {X X2}, on peut

1’
facilement montrer que :

F(R)Y n K2 @ <= Ju ¢ XI / h(u) = g(u)

et cette propriété est indécidable (probléme de Post).

En utilisant le méme raisonnement et le méme exemple, on a le

résultat suivant :
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Proposition 10.

1£ est indicidable de diterminer a4 L'intensection de deux Langages
de P(RAT) est vdde.

Ceci ne représente certainement qu'une petite partie des questions

qu'on pourrait se poser.
Citons quelques exemples de probléme qui pourront peut-&tre &tre résolus.

Si {gk, 1 <k < n} est un ensemble de n fonctions de commutation peut-
on décider si g, 0 ... 0g; = Com (l1a commutation totale) ? Plus généralement
peut on décider de 1'égalité de deux fonctions de P*, ou de 1'égalité de deux

fonctions de SC* ?

Quelle est la plus courte suite de fonctions de commutation (2)
partitionnée qui nous donne la commutation totale quand on les compose ? LLE |
(A

Une méthode de construction d'une telle suite est la suivante.
On divise systématiquement l'alphabet en 2 sous-ensembles de méme taille (3 1

€lément prés, si la taille de l'alphabet est impaire).
Exemple :
* soit x = { }
oit X = al, 3y a3, au, as, agl.

Alors définissons les partitions suivantes :

=
!

1 ¢ {al, 2, a3}, {aq, ag, a6} sera associée 3 la fonction f,

=
1

5 = {al, a., aB}, {a ag, au} sera associée 3 la fonction f,

29
LN {al, a,, as}, {a3, a,s as} sera associée & la fonction f,.

Alors Vw € X*

* . -
w —> proj(w, {al,a2,a3}) proj(w, {au,aB,as})

m
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'6*—> proj(w,{al}) proj(w,{az,as}) proj(w,{aq}) proj(w,{as,ae})

Ty

* -~ - . - 3
> w, olw ¢ pron(w,{al})com[prOJ(w,{az,aS})] prog(w,{au}) com[proj(w,{as,aa

1 1
3

*
> Y . - .
E;_ w, oll w, € Com[proj(w, {al,a2,as})] Com [proj(w, {aq,as,as})]

2

* .

—> w'! ol w! -

cn w!' ol w' € Com(w). Donc Com f1 o] f2 o) f3 o] f2 0 fl.
1

Si la taille de l'alphabet est n, le nombre de fonctions composées

est de 1l'ordre de 2log2n. Peut-on faire mieux ?
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RESUME : ;

!
|

Nous définissons des fonctions de commutation sur les mots par la donnée d'une
relation binaire quelcongue sur un alphabet ; les fonctions de semi-commutation
correspondent aux relations non reflexives, les fonctions de commutation par- |
tielle sont associées aux relations non réflexives et symétriques, et dans le
cas ol la relation est le complémentaire d'une relation d'équivalence, nous
obtenons les fonctions de commutation partitionnée.

Ce dernier type de fonction a l'avantage de s'exprimer facilement au moyen
@'cpérations bien connues : les homomorphismes et l'opération de shuffle.

Nous montrons alors qu'on peut factoriser les fonctions de commutation partielle
et les fonctions de semi-commutation en une succession d'homomorphismes, d'homo-

morphismes inverses et de fonctions de commutation partitionnée.

Puis nous étudions les propriétés des cOnes rationnels fidéles clos par commu-
tation partielle, ce qui nous permet d'obtenir une nouvelle caractérisation de

- la famille des langages Multireset qui-eést le plus petit cSne rationnel fidéle

clos par commutation partielle.

Nous montrons ensuite gque la hiérarchie des familles de langages construite &
partir des langages rationnels au moyen des fonctions de semi-commutation
(resp. commutation partielle, commutation partitionnée) est une hiérarchie
infinie.

Enfin, nous étudions les problémes de décidabilité concernant principalement
P(RAT), la famille des langages images par une fonction de commutation parti-
tionnée d'un langage rationnel.




