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INTRODUCTION 

L' intérêt  de p lu s  en plus  v i f  porté à l a  mise en oeuvre du parallélisme 

dans l e s  calculs  e t  l e s  programmes a f a i t  n a î t r e  l e  besoin d'avoir des modèles 

formels mieux adaptés pour décr i re  e t  é tud ie r  l e s  systèmes e t  l e s  processus 

para l lè les .  Le modèle mathématique qui déc r i t  l e  mieux l e  parallél isme dans 

un processus e s t  c e lu i  des Réseaux de Pé t r i ,  développés dans l e s  années 60-62 

par  C.A. Pé t r i ,  pour modéliser l e s  concepts d 'actions asynchrones e t  concur- 

rentes.  

En "déployant1' un réseau de P é t r i  représentant une tâche ou un programne, 

on obt ient  un ensemble de processus associés aux dif férentes  exécutions 

possibles : son comportement. Cette s i tua t ion  e s t  analogue à c e l l e  p lu s  

classique de l a  théor ie  des automates : un automate peut représenter un 

programme séquentiel  e t  l e  langage associé déc r i t  son comportement : un 

ensemble de processus séquentiels .  On peut a l o r s  s e  poser l e s  problèmes 

habi tuels  d'analyse (à p a r t i r  d'une "machine", trouver son comportement) e t  

de synthèse (trouver un syst $me vér i f ian t  un comportement donné). 

Dans l e  but de déterminer plus  facilement l e  comportement d'un réseau 

de P é t r i ,  Mazurkiewicz a u t i l i s é  un o u t i l  très simple : l e s  '4races1' e t  l e s  

langages t r aces  C163. Cette notion f u t  in t rodui te  pour l a  première f o i s  par 

Car t ie r  e t  Foata en 1969 C73 pour l 'é tude des problèmes de réarrangements 

dans l e s  mots. Tandis qu'un mot, au sens usuel, e s t  une s u i t e  de noms d'actions, 

une t r ace  est déf inie  comme un ensemble part iel lement ordonné de noms d'actions. 

Un premier pas pour associer  un modèle formel à un système pa ra l l è l e  

consis te  en e f f e t  à associer  un nom à chaque act ion élémentaire et  à décr i re  

pa r  une r e l a t i on  b ina i re  sur l'ensemble des noms d'actions l e  f a i t  que deux 

act ions  (ou plus)  peuvent ê t r e  exécutées simultanément. 

S i  X désigne a l o r s  l'ensemble des noms ( l 'a lphabet)  e t  C l a  r e l a t i on  
* 

définie  sur X, on associe  à (X,C) une r e l a t i on  d'équivalence notée Q, sur X 



qui  se ra  l a  p l u s  p e t i t e  r e l a t i o n  v é r i f i a n t  l a  p ropr ié té  suivante : si  

w = LIXYV, W '  = uyxv e t  (x,y) E C, a l o r s  w e t  w '  sont  équivalents  (w % w'). 

Une t r a c e  se d é f i n i t  a l o r s  comme une c lasse  d'équivalence pour c e t t e  r e l a t i o n  

e t  un langage t r a c e  est un ensemble de t r a c e s ,  autrement d i t ,  un sous ensemble 

du monoide l i b r e  par t ie l lement  commutatif correspondant à l a  s t r u c t u r e   quotient^ 
x*/%. 

A p a r t i r  de ces d é f i n i t i o n s ,  p lus ieurs  approches correspondant à des 

concepts d i f f é r e n t s  s o n t  a l o r s  envisagées : e l l e s  r e lèven t  des problèmes de 

combinatoire [121, de l ' é tude  de ce r t a ines  ca tégor ies  de Réseaux de P é t r i  [Ill, 

mais su r tou t  de l a  t h é o r i e  des langages formels ( v o i r  l ' analogie  avec l a  défi-  

n i t i o n  d'un langage comme un sous-ensemble d'un monoide l i b r e ) .  Le développe- 

ment de cet aspect  e s t  à l ' o r i g i n e  de nombreuses recherches e t  publ ica t ions  

où sont é tud iées  e n t r e  a u t r e  l e s  p ropr ié tés  des langages t r a c e s  r é g u l i e r s  e t  

algébriques (C23, C31), une c l a s s i f i c a t i o n  des fami l l e s  de langages t r a c e s ,  

semblable à l a  c l a s s i f i c a t i o n  fondamentale de Chomsky e t  l e u r s  p ropr ié tés  de 

c lô ture  pour l e s  opérat ions usue l l e s  (Cl81 ,[191). 

Un a u t r e  point  de vue, que l ' o n  trouve p a r  exemple dans C81 e t  que nous 

adopterons i c i  e s t  l ' é tude  des langages dé f in i s  non p lus  comme un ensemble 

de t r aces ,  mais comme l 'union de t r a c e s .  L'objet de ce t r a v a i l  cons i s t e  p lus  

part iculièrement en l ' é t u d e  des langages qui  se déf in i s sen t  comme l a  c lô tu re  

p a r  une r e l a t i o n  de commutation (au  sens d é f i n i  p lus  haut)  d'un langage. 

On pourra a l o r s  remarquer que ces  langages s e  décrivent  a l o r s  assez  

simplement p a r  l a  donnée d'un langage plus  simple et  de l a  r e l a t i o n  qu'on 

l u i  applique,  a l o r s  que sans ces o u t i l s ,  il p a r a î t  p l u s  d i f f i c i l e  de l e s  

e x p l i c i t e r .  

Nous a l l o n s  d é f i n i r  t r o i s  ca tégor ies  de r e l a t i o n s  de commutation sur 

un alphabet : 

1) Les r e l a t i o n s  de semi-commutation q u i  on t  l 'unique p ropr ié té  d ' ê t r e  

i r r é f l e x i v e s  (Y x E X, x n 'es t  pas  en r e l a t i o n  avec x). Par, exemple, so ient  

les deux a c t i o n s  "produire", représentée  p a r  l a  l e t t r e  P , et  "consorner", 

représentée  p a r  l a  l e t t r e  C ; les enchaînements poss ib les  de ces deux act ions  

pourront être i d e n t i f i é s  aux mots du langage d é f i n i  comme l a  fermeture du 
* 

langage r a t i o n n e l  (PC) par  l a  r e l a t i o n  {(c,P)) : on peut  remplacer t o u t  



occurrence du facteur  CP par  l e  fac teur  PC, c'est-&dire, on peut produire 

plus v i t e  qu'on ne consomme. L'ensemble de ces re la t ions  s e r a  noté SC. 

2)  La deuxième famil le  est consti tuée des re la t ions  d i t e s  de comu- 

t a t i o n  p a r t i e l l e  (notée CP) qui sont l e s  r e l a t i ons  de semi-commutation symé- 

t r iques .  Par exemple, deux inst ruct ions  (ou deux actions) du type A + 1, B + 1 

poumont ê t r e  exécutées dans un ordre quelconque. Ces r e l a t i ons  font  l 'objet  - 
des études précédemment c i tées .  - 

3) Les re la t ions  associées à une pa r t i t i on  de l 'alphabet sur lequel  

e l l e s  sont déf inies  en sont un cas par t icu l ie r .  S i  r est une pa r t i t i on  de 

l 'alphabet X, l a  r e l a t i on  Cr associée à r e s t  déf inie  de l a  façon suivante : 

(a,b) appartient à CIT si  e t  seulement s i  a e t  b ne sont pas dans l a  même 

classe pour r. On peut aussi  dé f in i r  i n e  telle re la t ion  comme l e  complémentaire 

d'une r e l a t i on  d'équivalence. L'ensemble de ces re la t ions  s e r a  noté P. 

Soient X un alphabet, C une r e l a t i on  de semi-commutation, e t  w, w', 
* 

deux mots de X . Nous dirons que w s e  dérive directement en w' par C e t  nous 

noterons w C w1 s i  w = uxyv, w1 = uyxv et  (x,y) appartient à C. f désigne - 
- 

ï a  clôture  réf lexive e t  t r ans i t i ve  de f . A une re la t ion  C, nous pourrons - * 
a lo r s  associer  une fonction de commutation f ,  déf inie  sur X par  * 
f(w) = {w' / w u' 1 . Cette déf in i t ion  s'étend facilement aux langages en 

posant, s i  L est un langage défini  sur X, f ( L )  = u f(w), et aux familles de wéL 
langages : f(L) = { f ( ~ )  / L E LI. 

Dans l e  cas des re la t ions  de comutation parti t ionnée,  l'image d'un I 

mot w pa r  une fonction f associée à une pa r t i t i on  r = { x ~ , .  . . ,SI de 

l 'alphabet X s 'exprime t r è s  simplement à l ' a i de  d'opérations mieux connues : 

en e f f e t ,  f(w) est l'ensemble des mots obtenus en fa i san t  l e  shuff le  des k 

projections de w sur chaque Xi. D l 0 3  l ' i n t é r ê t  t ou t  p a r t i c u l i e r  qu'on portera 

à ces fonctions de commutation.. . 

Ainsi, après avoir  précisé les notations e t  l e s  déf in i t ions  dans l e  

premier chapitre,  nous a l lons  é tud ie r  l e s  proprié tés  des fonctions des diffé- 

ren ts  types dans l e  deuxième chapitre : nous commencerons par, donner quelques 

proprié tés  sur, les dérivations associées a une re la t ion  de semi-commutation 

et notamment nous é tabl i rons  que pour toute  r e l a t i on  de semi-commutation C, 

w se dérive en w' pa r  C si e t  seulement si, pour tou t  couple de l e t t r e s  

(x,y) de X x X, l a  projection de w s u r  {x ,y) se dérive par  C en 

l a  projection de w' s u r  { x , ~ )  . Cette propriété est démontrée dans 



CS], dans l e  cas des re la t ions  de commutation pa r t i e l l e .  Ensuite, nous 

montrerons qu'une fonction de commutation par t i t ionnée s e  fac tor i se  t r è s  

simplement en un homomorphisme linéairement effaçant s u i v i  de l 'opération 

Twin Shuffle, notée TS, qui à un mot w f a i t  correspondre l e  shuff le  de w e t  

de sa  recopie sur un alphabet d i s jo in t .  Nous parviendrons a lo r s  à exprimer 

une fonction de commutation p a r t i e l l e  à l ' a i d e  d'une fonction de commutation 

part i t ionnée,  d'un homomorphisme et de son inverse. La fac tor i sa t ion  d'une 

fonction de semi-commutation s e r a  un peu plus  longue e t  dél icate ,  mais e l l e  

n ' u t i l i s e r a  que des fonctions de commutation p a r t i e l l e ,  des homomorphismes 

non effaçants e t  des homomorphismes inverses. 

Puisque toute  fonction de semi-commutation se  simule à l ' a i d e  d'opérations 

plus simples e t  de transductions ra t ionne l les ,  il semble a lors  na ture l  d'étudie 

l e s  propriétés des cônes ra t ionnels  ( famil les  de langages fermées par  trans- 

ductions ra t ionne l les )  fermés par  l e s  fonctions de semi-commutation. 

Ainsi, nous débuterons l e  troisième chapitre en étudiant un exemple de 

cône ra t ionnel  f i d è l e  clos pour l 'opérat ion Twin Shuffle,  il s ' a g i t  de l a  

famille des langages MULTIRESET, définie comme l e  plus  p e t i t  cône ra t ionnel  
* 

f idè le  fermé par in te rsec t ion  e t  contenant l e  langage COPY = {ww, w E {a,b) 

(voir  151). Nous é tabl i rons  a l o r s ,  pour un cône ra t ionnel  f i dè l e ,  L, fermé 

par in tersect ion,  l e s  équivalences des t r o i s  propriétés suivantes : L contient 

l e  langage COPY ; f est ferné pour l 'opérat ion Twin Shuffle ; L e s t  fermé pour 

l e s  opérations de commutation par t i t ionnée (donc p a r t i e l l e  e t  de semi-cornmutatic 

Ces propriétés nous permettront pa r  a i l l e u r s  de retrouver un r é s u l t a t  déjà étab: 

dans CS1 : un cône ra t ionnel  f i d è l e  c los  pa r  in tersect ion e s t  fermé par homomor- 

phisme linéairement effaçant s i  e t  seulement s i  il contient  l e  langage COPY, 

mais l a  méthode s e r a  i c i  beaucoup plus algébrique que dans C51 où l a  mise en 

oeuvre de machines complexes rend l e s  démonstrations plus  lourdes. Ces résul ta ts  

sont également à rapprocher de ceux de Cl71 où l e s  auteurs montrent que l a  

famille des langages FIFO (reconnus en temps quasi r é e l  par  des automates 

à f i l e s )  n 'es t  au t r e  que l a  fermeture par  autoshuffle de l a  famil le  des langages 
r(, 

rat ionnels et  que l e  langage TS = (WU w, v E {a,b}*}. ( le  vlComplete Twin 

Shuffle") est un générateur f i d è l e  des langages FIFO. Ensuite, nous nous 

intéressons au p lus  p e t i t  cône ra t ionnel  fermé par commutation part i t ionnée 

e t  nous é tabl issons  que l a  famil le  des langages MULTIRESET e s t  l e  plus p e t i t  

cône ra t ionnel  f i d è l e  possédant ce t t e  propr ié té ,  e t  que l a  famille des langa- 
l 

ges récursivement énumérables est l e  plus  p e t i t  cône ra t ionnel  fermé par 



comutation partitionnée. Nous achevons cette partie en donnant une nouvelle 

caractérisation des familles de langages MULTIRESET, BNP ( C61) et Q( 141). 

Par exemple, HULTIRESET = H'~(P(RAT) A RAT), c'est-à-dire, tout langage L 

de la famille MULTIRESET peut se mettre sous la forme L = h(f(R) A K) oùh 

est un homomorphisme strictement alphabétique, f une fonction de commutation 

partitionnée et R et K sont deux langages rationnels. 

Le quatrième chapitre aborde les questions naturelles que soulève 

l'introduction de nouvelles familles de langages. Nous montrerons ainsi que 
k 

les familles de langages SC (RAT] pour k 2 O (on applique successivement à 

un langage rationnel k fonctions de semi-commutation) constituent une hiérar- 
k k chie infinie. La conclusion sera la même pour les familles CP (RAT) et P (MT), 

et cette dernière propriété nous permettra d'établir plusieurs résultats sur 

la composition des fonctions de commutation partitionnée. Nous terminons par 

quelques problèmes de décidabilité , concernant pour la plupart les langages 
de P(RAT). 
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CMAPITRE 1, 

D~FINITIONS, NOTATIONS, RAPPELS 

Nous supposons connus les résultats classiques de la théorie des 

langages (voir 111, 191). 

* Si X est un alphabet et w un mot ae X , nous noterons 

* . E le mot vide de X , 
. I w I  la longueur de w 

. lwlx le nombre d'occurrences de la lettre x de X dans w 

. Alph(w) l'ensemble {x c X, lwlx # O}. 

Soit X '  une partie de l'alphabet X. La projection de X sur X' est l'homomor- 

phisme noté p m j  (X' ,XI défini sur X par p m j  (X,X1)(x) = x si x C; X' , 
proj (X,Xt)(x) = E sinon. Si il n'y a pas d'ambiguïté sur l'alphabet de 

* 
départ X, nous écrirons souvent pour un mot w de X , proj (w,X') au lieu 

1 

de proj (X,X' )(w). 

* * 
Un morphisme h défini sur X , à valeur dans Y est : 

. alphabétique si h(X) c Y u CE) - 

. strictement alphabétique si h(X) c Y - 

. non effaçant si h(~) c Y+ - * . k-limité sur un langage L c X (k E N*) si - 
Cuwv E L et h(w) = EI impliquent Iwl I k 

* . k-effaîant sur un langage L c X (k 6 N*) si pour tout mot - * 
w E X , I w I  < k()~(w)l + 1) 

* . E-limité (resp. linéairement effaçant) sur un langage L c X - 
si il existe un entier k > O tel que h soit k-limité (resp. 

k-effaçant 1 sur L 
* . marqué si X c Y et Y x E X, il existe u r (Y\ X) tel que - 

tel que h(x) = xu. 



Une famille de langages L est fermée par homomorphisme linéairement 
effaçant (resp. €-limité, alphabétique), si pour tout langage L de L, et 
pour tout homomorphisme h linéairement effaçant sur L (resp. k-limité sur 

L, alphabétique), h(L) est dans L. 

Une application T : X* + 2'* est une transduction rationnelle (fidèle) 
* 

si il existe un alphabet Z, un langage rationnel R - c Z et deux homomorphismes 
alphabétiques h : Z* + X* et g : Z* + Y* (avec g €-limité sur R) tels que pour ' 

tout mot w de x*, T(W) = g(h-l(w) n R). Une famille de langages est un cône 1 - 
rationnel (fidèle) si elle est fermée par transduction rationnelle (fidèle). 

Soient L et f' deux familles de langages. Nous noterons : 

. C(L) le cône rationnel engendré par L 
f . C (L) le cône rationnel fidèle engendré par L 

f . Cn(L) (Cn(L)) le plus petit cône rationnel (fidèle) fermé par 

intersection et contenant L 

. L A L' = {L n LI, L E L, L' E LI) 

. ffSa(f) = {h(~), L E L, h est un morphisme strictement alphabétique) 

. u'(L) = {h(~), L c L, h est €-limité sur LI 

. fflin(L) = {h(~), L E L, h est linéairement effaîant sur L) 

. ff-l(~) = h ~ ) ,  L E L, h est un homomorphisme}. 

Nous noterons : 

. RAT l'ensemble des langages rationnels 

. Alg l'ensemble des langages algébriques 

. Lin l'ensemble des langages linéaires 

. C, = {anbn, n r O) 
k * . Dl (resp. Di ) le langage de Dyck (resp. de semi-Dyck) sur 2 lettres. 

f . COPY = {& / w E {a,b}*~ et MULTI-ESET = C,(COPY) 
-R * . Sym = {ww / w t {a,b) 1 où 2 est la recopie du miroir de w sur un 

alphabet dis j oint 
f . BNP= Cn(Lin) 

. Q = c:(A~~). 1 

l 



* 
L'opération de Shuffle, notéeu, est définie sur X  par : 

* * 
Y u ,  v r  X ,  UV =  {ulvl ... U V  / n 2 1 ,  ui, v. E X  , u1u2 ... u = U, n n 1 n 

v v ". v = VI. n 

* 
Le langage Twin Shuffle est défini par TS = {w w W, w E {a,b} 1.  Nous 

pouvons alors définir l'opérateur TS : 

* 
Si w r x*, TS(w) = {WLUU) et pour un langage L c X  , TS(L) = wyL TS(w). - 

L'ensemble des facteurs gauches d'un mot w de X* est défini par 

* * 
FG(w) = {u E X / w = UV). Pour un langage L c X , FG(L) = wy, FG(W). - 

Soient X  un alphabet et C un sous-ensemble de X x X. C est une relation 

de semi-commutation si C est une relation irreflexive. L'ensemble des rela- 

tions de semi-commutation sera noté SC, et un élément (x,y) d'une relation 

C de type SC sera noté xy + yx. 

Quand la relation C a la propriété d'être symétrique, nous dirons que C 

est une relation de commutation partielle. L'ensemble des relations de commu- 

tation partielle aura pour nom CP et un élément (x,y) d'une relation C de type 

CP sera plus souvent écrit sous la forme xy * yx. Un cas particulier des 
relations de commutation partielle sont les relations de commutation partition- 

née : elles ont la propriété suivante : 

Soit C - c X x X une relation de commutation partielle. C est une relation 

de commutation partitionnée si et seulement si Y xy * yx E C, Y z E X, 
xz * zx r C ou yz * zy E C. Alors, la relation R définie sur X par 
xRy <=> xy * yx # C est une relation d'équivalence et l'ensemble des 
classes d'équivalence de cette relation constitue une partition de X. Nous 

pouvons donc donner la définition équivalente suivante : 

C - c X x X  est une relation de commutation partitionnée si il existe une 

partition n = X X2,. .. , xkf (k 2 1) telle que 

C = { ( a , $ )  / 3 i, j r (1, ..., k} , i # j, a E Xi, B E  x.). 
3 

Nous parlerons alors d'une relation associée à une partition. 

L'ensemble des relations de commutation partitionnée sera noté P. 



* 
Soient C - c X x X une r e l a t i o n  de semi-commutation, e t  w un mot de X . 

S i  w = uxyv e t  s i  xy + yx E C, on d i r a  que w se dérive directement en 
* 

w '  = uyxv e t  on notera w w' .  -r désigne l a  c l ô t u r e  r é f l e x i v e  e t  t r a n s i t i v e  
C 

de ; . Dans l e  cas des r e l a t i o n s  de commutation p a r t i e l l e  ou par t i t ionnée ,  
* 

nous écr i rons  p lu tô t  w * w' e t  w 7 w' (puisque ces r e l a t i o n s  sont symé- 
* * 

t r iques ,  w * w t  <=> w t  7 w).  A t o u t e  r e l a t i o n  de commutation C c X x X,  C - 
nous pouvons a l o r s  a s s o c i e r  une fonct ion de commutation f dé f in ie  pa r  

* * * 
V w r X , f (w)  = {w', w 5 w' )  OU f(w) = {w' ,  w 7 w')  suivant  l e  type de l a  

r e l a t i o n  C : SC, CP ou P. Nous pouvons a l o r s  d é f i n i r  l 'image d'un langage 

p a r  une fonc t ion  de commutation f .: 

* 
S i  L - c X e s t  un langage, f ( L )  = wfL  f(w). Dans l e  cas d'une fonction 

f associée à une r e l a t i o n  de commutation pa r t i t ionnée  C ,  c 'est-à-dire à une 
* 

p a r t i t i o n  n = { x ~ , .  . . ,X de X,  pour t o u t  mot w de X , f(w) peut s e  d é f i n i r  
k 

de l a  manière suivante : 

* 
f(w) = p r o j  (w,Xl)u p r o j  (w,X2)ui . . . u p r o j ( w , X k )  = {w'/w * C w ' ) .  

S i  k e s t  l e  cardinal  de l a  p a r t i t i o n  associée à l a  r e l a t i o n  C (resp.  à l a  

fonction f ) ,  nous dirons que C ( r esp .  f )  e s t  une r e l a t i o n  ( resp .  fonct ion)  

de commutation k-partitionnée. 

Enfin, s i  L e s t  une famil le  de langages, nous noterons 

SC(L) = { f ( ~ ) ,  L r L ,  f est une fonction de semi-commutation) 

CP(L) = { f ( ~ ) ,  L r L,  f est une fonction de commutation p a r t i e l l e )  

Pk(L) = { f ( ~ ) ,  L r L, f est une fonction de commutation k-part i t ionnée 

e t  P ( L )  =ksi P (LI 

Un cas p a r t i c u l i e r  de fonction de commutation pa r t i t ionnée  e s t  l a  fonction 

de commutation t o t a l e  : 

S i  X = {xl,x2,. . . ,x 1 , n = x , {x2}, . . . , {x }l et C est l a  r e l a t i o n  associée 
P * * P 

à n, il est c l a i r  que Y w r X , {w' / w 7 w'} = {w' / Y x c X, I w ' l x  = Iwlx}. 
* 

Nous noterons Com (w) cet ensemble. Pour un langage L - c X , 
Corn (L) = wyL Com (w). 



CHAPITRE I I  

FACTORISATION DES FONCTIONS DE COMMUTATION 

A) Quelques lemmes de dérivation 

0)  Factorisation des fonctions de comnutation parti tionnée 

C) Factorisation des fonctions de commutation partielle 

D) Factorisation des fonctions de semi-comnutation 



Le but de ce chapi t re  e s t  de f a i r e  l e  l i e n  en t re  l e s  fonctions qui 

viennent d ' ê t re  déf in ies  dans les préliminaires e t  l e s  opérations plus 

classiques de l a  théor ie  des langages. 

Dans une première section,  nous a l lons  énoncer quelques r é s u l t a t s  simples 

sur l e s  dér ivat ions  d'un mot pour une r e l a t i on  de commutation donnée. Ces ré- 

s u l t a t s  nous permettront de prouver l e  dernier  lemme qui nous donne une condi- 

t i o n  nécessaire e t  suf f i san te  pour que, é t an t  donnésune r e l a t i o n  de commutation 
* 

C c X x X et  deux mots w, w' de X., w se  dér ive  en w' par  C : W s e  dérive en - 
wr par C si et seulement si pour t o u t  couple de l e t t r e s  ( x ,  y)  de X x X,  l a  

projection de w sur {xYyi s e  dér ive  par C en l a  projection de w' sur {x,y). 

Dans l e s  deuxième, troisième et  quatrième sections,  nous a l lons  montrer 

comment simuler tou te  fonction de commutation ( e t  quelque s o i t  son type) par 

des opérations simples e t  plus usuel les  : ces  opérations seront l e s  transduc- - 
t i o n s  ra t ionne l les  e t  l 'opérateur TS (rappelons que TS(w) = w-w ). 

Les fonctions de commutation par t i t ionnée seront représentées par l a  

composition d ' homomorphismes linéairement effaçant  e t  de 1' opération TS , 
et c e c i  assez simplement (sect ion BI. 'NOUS montrerons ensu i te  qu'une fonction 

de commutation p a r t i e l l e  se  simule par l a  composition d'un homomorhisme marqué 

su iv i  d'une fonction de commutation par t i t ionnée puis du même homomorphisme 

marqué, mais inverse (sect ion C). 

La simulation d'une fonction de semi-commutation s e r a  un peu plus  dé l ica te  

et compliquée, mais on pourra remarquer qu 'e l le  n ' u t i l i s e r a  que des fonctions 

de commutation p a r t i e l l e  ou par t  itianné% des homomorphismes inverses e t  des ho- 

momorphismes non effaçants  (sect ion D l .  



1 I . A  - Quelques l m e s  de dérivat ion.  

Dans ce paragraphe, X désignera l 'alphabet sur leque l  on a dé f in i  

une r e l a t i o n  de commutation C de type SC. 

Les r é s u l t a t s  énoncés seront donc à f o r t i o r i  v r a i s  pour des re la t ions  

de commutation de type CP ou P. 

Soient w et W' deux no& d e  X* et xl un sous-eneembee de  x. Si w d e  

d w v e  pan c M w',  &/r6 e0 pnojeotion de u am xl se déhive pan c en cil 

ptojeotion de  w t  d a  x1 : 

Preuve. 

E l le  est basée sur une récurrence sur l a  longueur de l a  dérivation , 
* 

w + w t .  Notons e c e t t e  longueur. 
C 

* Si L = O, a l o r s  w = w t  e t  par  conséquentproj(w, X1) = proj(wl,X1) 
- * 

donc proj(w, X ) + proj(wt ,X ). 1 c 1 

* Supposons que pour tou te  dérivation de longueur in fé r ieure  ou 

égale à e, l e  r é s u l t a t  s o i t  v r a i ,  e t  considérons une dérivation 

de longueur l+l. 

t e l s  que 1 u = ul xy u 2 



2) 
* 

w + u ==> (par hypothèse de récurrence) proj(w,X) + proj(u,Xl) 
C C 

Nous allons regarder différents cas, suivant que x et y appartiennent ou 

non à X 1 ' 

ler Cas. x C X1, Y C X1 
' Alorsproj(u,Xl) =proj(u X ) proj(u2,Xl) =proj(wf,Xl) 1' 1 

* 
Donc proj (w,X ) + proj (u ,Xl) = pro j (w' ,XI) 1 c 

2ème Cas. 

3ème Cas. 

x k X1, y c X1 (le cas symétrique sera traité de la même 

manière ) . 
Alors proj(u,Xl) = proj.(u ,X ) y proj(u2,K1) = proj(wV,X1) * 1 1  
Donc proj(w,X + p o X  = proj(w' ,XI). 

1 c 

x ~ X ~ e t y ~ X  
1 

Alors proj(w,X1) = proj(ul,X1) xy proj(u2,X1) c 
proj (ul,Xl) yx proj (ug ,XI) = proj (w,xl), puisque xy + yx c c 

* 
Donc proj(w,Xl) ; proj(u,Xl) ; proj(wr ,XI). 

Le résultat énoncé est donc vrai pour toute dérivation. 

SoLeient U, v, vl, v2 des m o a  de x* veh*dîluit : 

Preuve. 

En premier lieu, supposons que u a X et raisonnons par induction 

sur la longueur de la dérivation : e. 



* S i  e = O, a l o r s  v = E et v = 
1 v2' 

Le r é s u l t a t  est a lo r s  

évident. 

* S i e > O , o n p e u t a l o r s  é c r i r e  : 

avec xy + yx E C. 

Plusieurs p o s s i b i l i t é s  peuvent a l o r s  ê t r e  envisagées. 

Alors par hypothèse de récurrence, nous avons {u} x Alph(vl) c - C 
* 

et v + v w '  xy w c l 1  2'  
Mais xy + yx E C ,  donc v w' xy w .+v  w' xy w2 ;= v v 

1 1  2 c l l  1 2  

* 
Par  hypothèse de récurrence, v + c v l x W 2  = V V  1 2  e t  

lu}  x Alph (vlx) c - C,  donc {u} x Alph (vl) c - C g  

* 
Alors u + w1 y w2 = v v e t  {u} x Alph (wl) 5 C. 

C 1 2  
Mais corne xy + yx r C = >  {u} x Alph ( y y )  = u x Alph (vl) 5 C. 

% * 
Alors UV + wl xy w; u v -> v + w 2 

v et  
C c 1 XY w; 2 

lu} x Alph (wl xy  w;) = {u} x Alph (wl yx w;) = {u} x Alph (vl) 5 C. 
* 

E t  comme xy + yx E C ,  nous avons v + w xy W& w1 yx W' v c 1 2 2 = v1v2' 

Montrons maintenant l e  r é s u l t a t  pour un mot u de longueur quelconque. 

Supposons que u = u lx ,  avec x E X ,  e t  raisonnons par induction sur 1 u 1 . 



* 
D'après l a  première p a r t i e  de l a  démonstration. xv + v x v2 implique 

iL c 1 

En regroupant ces deux r é s u l t a t s ,  nous avons donc : 

Un cas  pa r t i cu l i e r  de ce lemme, quand v = E, sera  souvent u t i l i s é  : 
1 

* * 
UV + UV' "> v -t v' .  

C C 

On peut remarquer de manière assez évidente que l a  réciproque e s t  vraie .  

Le lemme suivant e s t  un peu l e  dual du précédent e t  s 'en  déduit 

facilement : 

Preuve. 

* S i  u1 v u *vu', on a a l o r s  vu' T> ul 
2 c v u2 . d C-l = {x-/-y t Cl 

Comme Alph (ul) o Alph(v) = 0, on dédutt  du lemme 2 que : 



* * 
i) u' T >  u1u2, c ' e s t  à d i r e  u1u2; U' 

C 

Le quatrième lemme n 'es t  qu'un coro l la i re  des deux pr6cédents. 

Lemme 4. 

* 
Soie& U, u2, vl, v2, p, q d u  no& de x . 

Si p ul q u2 $C q v1 p v2 avec Alph (pul) n Alph(q) = 0 et 

Alph(p) n Alph(vl) = 0, 

Le dernier  lemme de c e t t e  s é r i e  nous donne un moyen plus simple de recon- 
* 

naî t re  si un mot w s e  dérive en un mot w' E X par une r e l a t i on  C : il 

suf f i ra  de comparer l e s  projections sur  deux l e t t r e s  de w e t  de w' .  

Notation : -------- 

S i  X c X,  nous noterons i c i  
1 - 

Soi& w et W' deux no& de x*. 



Preuve. - 
->) C'est une conséquence du lemme 1. 

Ca) Nous raisonnons par induction sur la longueur de W. 

Si 1 wl = O, le résultat est évidemment vrai. Supposons que pour tout mot 
de longueur plus petite que n, le résultat soit vrai et considérons un mot 

w de longueur n+l. 

Posons w = x w avec x E X. 1 

ler Cas. w1 = x w:. 
A 

Alors, 

i) Yz, t * x, par hypothèse, 

ii) vz f X, n{x,z)(w) = (W )Zn {x,zI 1 C {x,z) (w') = Xn{x,z)(wi) 
=> (lemme 2) 11 ( W ) ~ I I  (w') 

{x,zI 1 c {x,z} 1 

On déduit alors facilement que pour tout mot w de longueur n+l, 

2eme Cas. W' = ywi, Y # x 

* 
On peut alors écrire w = x u y v avec luly = O, u,v r X et 
w1 = y u' x vt avec lu'lx = O, ut, v' 6 X*. 

Soient w = yx UV et w = yx u'v'. Nous allons montrer que 
2 l 

w 3 w l ,  w-r)w w ~ w ' .  Par transitivité, on aura donc l c  2'  2 c  1 

le résultat cherché. 



* 
vz r Aiph(u) u {xi, liIZ )(w) = ay8 avec a 5 z 

9 Y * 
et Ii{Z ,y1 (w' 1 = yy avec y ~{z,yl 

"Z,Yi 
(w') (par hypothèse) ==> (lemme 2) zy -t yz E C 

* 2) w = yx UV + w = yx u'v' ? 
1 c 2 

* . x, Y, n{y,Zi (w) = n{zi(~)~n{y ,zi (VI c Y n{y,zi(~t~t 

=> (lemme 3) Ii 
{ZI(~) ,Zi(~) n {y,zi(u'v' ) 

* 
-> Y n{Z)(U) n{y,zi = ={y,z)(W1) C yn{y,Zi (u'v') = (w 

Ii{y,zi 2 

* 
vz + x. Y, n{x,zi (w) = x II{~,~~(uv) c n{Zi(~v X n{ X,ZI (v' 1 

==> (lemme2) Il 
Cx ,zi 

(UV) = n c {ZI(~') n{x,zi (v' 1 

=> x II (UV) = II{~,~} (wl) + x II{~}(u' ~i{~,+} (v' ) = {x,z} 
(w 

Ii{X¶Z} 2 

* 
Q{x,y}(w) = x ~{,](u)Y n{,,yfv) g y n{y}(u' 1 x n{x,y](v' 1 

* 
-> (leme 4) II 

{x,yi(U) "x Y : n{x ,Y i (ut 1 "x r Y )(vv 1 

* 
-> yx n{x,yi(u) n{x,yi(v) = n{x,yi(wl) Z yx Ii{x,y~ (ut n{x,yi(~t = 

(w ) Ii{X.Yl 2 

Donc 

* 
D'après l'étude du premier cas, on peut conclure que w 1 + c w 2' 



, - 
~z E uph(ut 1, II{~,~} (w) = a avec a E {x,z}* et 

n * I ' 
lX,zl(~') = II€~~(u') x II Cx,zl (v' et II1x,zl (w) ; TIIX,Zl(w' 

* 
-> w = yx u' v' ;Y u' x v' = w'. 2 

1I.B - Factorisat ion des fonctions de 'commutation part î t ionnée.  

Soit X un alphabet et ii = {x~, X2, ... ,X une partition de X. Nous n 
avons vu qu'à une telle partition, nous pouvons associer une relation de 

comutation, Cr, définie par (x,y) r C, si,et seulement si il existe i et 

j E 11, 2,.. . ,n), i t j tels que x E X et y E X et une fonction de cornu- i 
tation notée f telle que : 

5 ' 

Ce type de fonction a un lien très étroit avec un opérateur plus connu et 

déjà étudié en théorie des langages : l'opérateur TS qui à un mot w associe - * 
le langage TS(w) = { w u  il. En effet, soit w E X et h l'homomorphisme défini 

sur X* par h(x)  = &, Vx E X. Soit II = X ,  la partition de X y i .  
Alors il est facile de voir que TS(w) = f,(h(w)). 
Dans ce chapitre, nous allons montrer que, réciproquement, toute fonction 

de commutation partitionnée peut s'écrire come la composition d'homomor- 

phismes (linéairement effaçants), et de l'opérateur TS, ce que nous noterons 



S o i t  f une 6oncCion d e  conrn-n p & U o n n é e  d é & h k  Auh X a~hoaLée  
2i une p i u ü t i o n  {xl, x2,. . . ,X 1 d e  x. Wu, *e U Z e  (n-1) donctionade n 
cornnukthn 2 - w n n é e  ( a ~ s o o i é e s  a de6 w o n 6  d e  x à 2 Uémerzltsl 

que f = fn-l 6 ... 6 fl. l 

Preuve. 

Le r é s u l t a t  e s t  v r a i  pour n = 2. 

Supposons q u ' i l  e s t  v r a i  pour une fonction de commutation (n-1) part i t ionnée.  

Soit ïi = {x,, X,,. . . ,X n-2, Xn-l u x,}, g l a  fonction associée. 

Alors, il e x i s t e  n-2 fonctions de commutation 2-partitionnée fl, f2,...,fn-,2 

t e l l e s  que g = fn-2 O . . . O fl. 

Soit hl l a  projection de X sur X u X2 u ... u Xn-l e t  h2 l a  1 
projection de X sur Xn. Il e s t  f a c i l e  de vo i r  que 

Soit  fn  - l a  fonction de commutation 2-partitionnée associée à l a  pa r t i t i on  

{xl u X2 u ... 'n-19 xn} de X. Alors : 

Nous a l l ons  maintenant montrer qu'une fonction de commutation 2-parti- 

tionnée peut ê t r e  simulée par  l 'opérat ion TS e t  un homomorphisme linéairement 

effaçant.  







1 * 
1 Par hypothèse de récurrence, h(w) <-> h(wl) = h(u) h(x) h(y) h(v) et en Cr 

utilisant la propriété énoncée plus haut, 
1 

Donc 

Vw É x*, f(w) - c h-l O ft 0 h(w). 

s) Pour montrer l'inclusion inverse, nous utilisons une récurrence s u  

la longueur de W. 

Si Iwl = O, le résultat est trivial. 
-1 Posons w = xu, où x É X. Soit w' É h of' O h(w), donc h(w) <% h(wf). 

C7T 
Nous pouvons alors écrire 

En utilisant le lemme 2 du chapitre précédent, on a donc 

* Par hypothèse de récurrence, on déduit que u -> w' w' et par constniction 
c 1 2  

de cr, 

I 1 

1 

Alph (h(x)) x Alph (ul) c a ==> kf X Alph (wi) c C. - 
I 

- - 

Donc 
* 

xw' <+ w'x. 
l c  1 

Alors, 
* * 

W = XU <-> XW'W' <-> w'xw' = w' et w' E f(W). 
c 1 2 c  1 2  



* 
Soit h un homomorphisme marqué de X dans (X u Y )*. Alors, considérons , * * 

l e  langage ra t ionne l  R = h ( ~ * )  e t  l a  projection e de (X u Y )  sur X , qui e s t  l - 1 I 

€-limitée sur R. Il e s t  f a c i l e  de consta ter  que h = (n R) 0 8 e t  

h- l  = 8 o (n R I .  

Nous pouvons a lo r s  énoncer l a  proposition 2 différemment : 1 

SoLt f une donctian d e  commukaXon d é d i X e  dutr l'alphabet x. 
ALOU Lt U i t e  une donct ian de  commu;taition p W h Z o n n é e  il, un homomo/rp~me 
maqué h ,  un k n g a g e  &xLi~nnd R e*t une prrojection 8 s - W é e  R te& 

que : 

f = e 0 (O R )  O f t  O h = h-l O f 1  O (n  RI O 8-l. 

II .D - Factor isa t ion  des fonct ions de serni-comutation. 

Nous a l l o n s  maintenant nous a t tacher  au cas  des fonctions de semi-cornmu- 

t a t i o n ,  en montrant que de t e l l e s  fonctions peuvent ê t r e  simulées par des 

transductions ra t ionne l les  f i dè l e s  e t  des fonctions de commutation p a r t i e l l e .  

Le problème semble plus dé l i ca t  pu i squ l i l  f au t  r é a l i s e r  une r e l a t i o n  non 

symétrique par  des r e l a t i ons  symétriques, e t  on ne pourra pas trouver une fac- 

t o r i s a t i on  a u s s i  simple que précédemment. En e f f e t ,  considérons l a  fonction 

de commutation f associée à l a  r e l a t i on  ba + ab, e t  supposons qu ' i l  ex i s t e  

deux homomorphismes h e t  g e t  une fonction de commutation p a r t i e l l e  f '  associée 

à une re la t ion  C,  t e l s  que : 

Alors on peut remarquer que : 



Alors montrons que ba E f ( ab )  : 

g(ab) = g(a )  g(b)  3 h(a)  g(b) (en u t i l i s a n t  l a  remarque i ) )  

Ma)  g(b) ~3 h(a)  h(b) (vo i r  i i ) )  

h(b) <> g(b)  g ( a )  (vo i r  i i i ) )  

g ( b ) g ( a ) $  h(b) h(a)  = h ( b a )  ( v o i r i ) e t i i ) )  

e t  ce  r é s u l t a t  e s t  en contradiction avec l a  déf in i t ion  de f. 

Cette fonction e s t  l a  plus simple des fonctions de semi-commutation non 

symétriques. La construction qu'on u t i l i s e r a  pour trouver l a  succession d'opé- 

r a t i o n s  qui simulent une fonction de semi-commutation sera  basée sur un r a i -  

sonnement par récurrence sur l e  nombre de commutations non symétriques de l a  

r e l a t i o n  associée à l a  fonction. 

Dans une première pa r t i e ,  nous a l lons  donc décr i re  l a  simulation de 

l a  fonction f déf in ie  plus haut, puis,  dans l a  deuxième pa r t i e ,  nous étudierons 

l e  cas  général. 

1) Simulation de l a  fonction f : ba + ab sur l e s  mots d'un alphabet x 
quel conque. 

Après avoir  donné quelques propr ié tés  de l a  fonction f (lemmes 7 e t  8), 
I nous simulerons f sur des mots d'une forme pa r t i cu l i è r e  (lemme 9)  pu is  sur 

des mots quelconques (lemmes 10 e t  11). 

, Lemme 7. 
l 

S o a  X = {a,b) &t f tu d o n f i n  CUaoLilie à &z ~r&aA%n C : ba + ab. 
1 * 
l YW E X , bwa-> awb. 

C 

l Preuve. 

Raisonnons par induction sur l a  longueur de W. 

S i  lu1 = O, a l o r s  ba -> ab par déf in i t ion  de C. 
C * * 

Supposons que w = a w ' ,  w'  E X . Alors bwa = baw'a ;> abw'a -> aaw'b = awb 
C 

en u t i l i s a n t  1' hypothèse de récurrence. 



* 
De même si w = bw', w' r X , on a a l o r s  : 

* 
bwa = b b w a a  baw'b (HR) 2 abw'b = awb. 

Soi2 X = {a,bj. P o u  Xotou* c o u p l e  d e  nioa  (w, wu') d e  X* x x*, - I 

* 
w + wu' <=> i )  w' E Com(w) & 

C i ii) w = w w w1 = w t  W' {wll  = I w i l  => I w i l a  2 Iw1Ia. 1 2' 1 2' 

(C deoigne ltoujouh~s &z ~~n ba + ab) .  NOUA no.imons w I w1 & prroptUUé . 
a 

Preuve. 

* - On f a i t  une récurrence sur l a  longueur de l a  dérivation w - t  w' 
C 

qu'on notera .f?. On peut noter que i )  e s t  toujours vér i f ié .  

S i  e = O w t  = w e t  l e  r é su l t a t  e s t  éviderrt. 

Pour une dérivation de longueur l+l : 

w gdf=ubav + uabv = w'. 
C C 

Par hypothèse de récurrence, l e  r é s u l t a t  e s t  v r a i  pour wu'' : w S w". a  
2, w t  = W'W'  avec Iwll  = lw21 Il res te  donc à montrer que wl' 5 w'. Soit w" = w w 1 2  

S i  w1 E FG(u) =>wi = w 1 => I w i I ,  2 IwlIa. 

S i  w1 = u b 9  w i  = ua=> l w ' l  = l w  1 +l 2 l w g l a  1 a 1 a 

- 
1 1 ' = ubavl => l w l l a  - I w i l a .  S i  w1 = uabv avec v É fG(v) -> wl 

Donc wu'! 5 w', e t  on déduit que w S w'. 
a  a 

CL= On f a i t  une récurrence su r  l a  longueur de W. 

Posons w = xw e t  étudions l e  cas où x = a puis ce lu i  où x = b. 
1' 



ler Cas. w = aw1=> W' = awl car la propriété ii) est vraie 1 
pour le facteur gauche de longueur 1. 

* 
-> w + W' (hyp. de récurrence) l c  1 

2ème Cas. w = bwl. Regardons la première lettre de wl. 

1) w1 = bwi. Le raisonnement est le même qu'au ler Cas. 

Si il existe un découpage w = UV, w' = u'vl avec ut E Com(u), 
+ u1 E X' et v' E Com(v), v1 E X , il est alors facile de voir 

que u < u' et v I v'. En appliquant l'hypothèse de récurrence, a a 
on a donc 

et ainsi * * 
W = UV + u'v + ulvl = w'. 

C C 

Si on ne peut pas trouver de tels découpages, on peut alors 

écrire 

w = bua et w1 = avb. 

(On peut écarter le cas oùï3 = bub, car alors on aurait 
w1 = ava et ainsi (bu1 = Iwla > lavIa = Iwlla - 1 ce qui a 
est impossible par hypothèse). Montrons alors que u I v : 

a 
si il existe un couple (u l9 v 1 ) E FG(u) x FG(v) vérifiant 

IulI ' IvlI et IulIa > IvlIa* alors 
Ibulla = Iulla 2 lavll = IvlIa+l 2 /bul la par hypothèse. 
Donc JbulJa = lavJa. Comme lbull = lavll, on a bul Com(avl), 

on pouvait alors trouver un découpage. 

Ainsi u r Com(v) et u 2 v. En appliquant l'hypothèse de récur- 
* Pence, on a donc u + v. 
C 

* * u + v => w = bua + bva + avb = w 1  (lemme 6). 
C C C 

u 



Une conséquence assez inmédiate de ce lennne est le corollaire suivant : 

* f((ab)* 1 = Di où D;* ebt Le tangage de ded-Dyck dé(- duh {a,b}* 

Nous allons maintenant simuler la relation cc -t ci sur des mots de la 

forme (cc)i, i n o. 

Notation. -------- 

Nous noterons {H, , CPI* l'ensemble des fonctions obtenues en 

composant des homomorphismes, des homomorphismes inverses et des fonctions 

de commutation partielle . 

Lemme 9 .  

Soient Z = {c, El et fl .kt (onction de ~emi-commu&u%7n usoc iée  à 

k ~ePPt ion c = {CC + Cc}. i..t i e ~ e  g c {H, CPI* t d e  que 

g = fl 6uh (cc)*. 

Preuve. 

On utilise ici la propriété suivante Cl41 : 

* * n-n = C, w C, n {c, où C, = {c c , n 2 01. 

Nous allons donc construire ce langage, à partir de (ccf en n'utilisant que 

les opérations permises : des homomorphismes non effaçants, des homomorphismes 

inverses et des commutations partielles (ou partitionnées). 

Corne l'intersection avec un rationnel de la forme R* où R est un 

langage rationnel peut être simulée par des homomorphismes et des homomorphismes 

inverses (voir C131), on peut utiliser cette opération ici. 



- - - : c ' ,  c, C'I* + {c, E l *  déf in i  par h(c)  = h(c ' )  = c e t  h(C) = h ( c t )  = 

Soit f '  l a  fonction de commutation associée à l a  re la t ion  

1 +-,+) - * 
1 

e t  R l e  rationnel (c+c+ + cl c 

f'(L1) ? R c (C C') où C'  = {c'nt'", 2 01. - 1 1  1 

Soit  g l a  fonction de commutation associée à l a  par t i t ion  de 
C 

Alors, il e s t  c l a i r  qu'aux marqus' ' ' près, gc(L2) e s t  égal à fl(c6li). 

Il  ne r e s t e  qu'à appliquer l'homomorphisme h déf in i  plus haut à g ( L  ) pour 
c 2 

obtenir exactement l e  langage désiré. 

Lenttne 10. Soie& a = (zl, Z21 une w n  de z, c Pn aeeat ion de cornuah- 
a 

f i o n  W n n E e  a d o c i é e  à a, f T  la donotion a d o o i é e  et c une m&.tbn de 
l 
I c o n a n ~ n  6WL z &&te pue c = cT u c*, avec C'  5 z2 x z2 . No.tonb f h donction 

l u46oCZe à C, et f '  la ,-jonction <rs60~Lé à c t .  

* sl*e U t e  g E {if, if1, CPI* véhidiunt f t  = g 
5 z2 1 

, MOU, on p u  tnouven g *  {if, , CPI* r&e que f = fir O g9  O fa s a  
, A 2 u  Z * 

1' 



Construction de g' définie sur  Z à p a r t i r  de g qui est définie  
1 

sur z2 : 

Posons g = gn O . . . O*gls avec g r {H. f f - l ,  CP} , gi é tan t  i - . .  * 
défini  sur  Xi e t  à valeur dans 2 

'i+l - = Z ) . On peut supposer 
('1 - '2. 'n+l 2 

que l e s  Xi sont tous d is jo in ts  de Z 1' - 

Nous allons étendre chacune de ces fonctions à 2 ,  de l a  manière 

suivante : 

* * 
A gi : Xi + Xi+l associons g! 1 : (Xi u zl)* + (Xi+l u zl)* 

t e l  que : 

i )  S i  gi E ff : a lors  g! - - Bi et g i l Z  = Ident i té  l I X 1  1 

- - 1 * * 
i i )  S i g i €  f f - l . g i - h i  . a v e c h i r f f , h i :  Xi+l+ X.. 1 

-1 
Alors g i  = h i  où h! e s t  dé f in i  par h! - 

1 'Ixi+i - hi~~i+l  et = Identité.  

i i i )  S i  gi r CP. gi e s t  associée à une re la t ion  de commutation 

p a r t i e l l e  Ci 5 Xi X X. 1 e t  Xi+l = X.. 1 Alors g i  sera l a  fonction 

de commutation p a r t i e l l e  associée à l a  re la t ion  

c i  = Ci 5 (Xi U Z1) X (Xi U Z1). 

Posons g' = g; O ... O gi.  

11 e s t  c l a i r  que : 

* 
1) Vu1 r Z1, gl(ul) = u1 

* 
2) Vu2 € z2, g'(u2) = g(u2) 

* * 
3) ~ v ~ r Z ~ , Y i r { l  ,.... n} ;Vv2~Xi .  

g;(v v ) = g;(~l) g!(v ) puisqu'on est toujours 
1 2  & 2 .  

sur des alphabets d i s jo in t s  ( = - v  g t ( v  ) = v g.(v )). * * 1 i 2 1 1 2  
Donc, V(ul, U2) z1 z2. g ' (u  U ) = g'(ul) g1(u2) = U1 g(u2)- 

* 1 2  
Montrons que f c f 0 g' O fT S m  Z l u A 2 -  - R 



* * 
Soit w E Z LLL A2 -=> w r u  W U  

1 *. 1 29 U1 dl, U2 E A2* 
Soit w1 E f(w) => w + w* 

C 

où ui (resp. u') désigne la projection de w' sur Z1 (resp. Z2) 
2 

* 3 u' 4 (lemme 1) ul c ui et u2 

-> Y' 1 = ul et U; E g(u2) car u2 e ,  A2. 

Il reste à montrer l'inclusion inverse. 

* * 
S o i t w ~ Z ~ c u A  = > w c u ~ u 2 , u  c Z l 9 u  € 4  2 1 1 2 2 '  

Soit w '  e f, 0 g1 O f,(w) ==> w1 L f O gl(w 1. avec w1 E fil(w), 1 1  

* IT 
w1 = xlyl x2y2 ... x y . Yi xi E Z & 

n n 1, Yi' Z2' x1x2 ... xn = ul, u1y2 ... yn= u2. 

Alors g1(w 1 = gl(xl) gl(yl) gl(xn) gl(yn) = xl g(yl) . . . xn g(yn) 1 
5 X X 2 xn'Ug(y1)g(y2).**g(yn) 5 X1 X2 0 . .  xn-Yg'y l...yn) 

5 fR(xl ... xn fl(yl ... y,)) car f' = g sur A 5 f(u1u2) 2 

=>fT(gi(wl) 5 f,(f(u u 1) = f(u u 5 f(w) car u1u2 E fil(w). 1 2  1 2  

Soit X = {a,b) et f la fonction associée à la relation de commutation 
* 

ba + ab. Nous allons simuler f sur un mot quelconque w de {a ,b) . 



La doncltion f  abhociée à &&aA%n C = {ba + ab) d E , j X e  b u  

a p w e n t  à {H, ff-l, CP}*. 

Preuve. 

* 
Soient w r {a,b) e t  h : {a,b}* -t {a ,b ,c ,c~* déf in i  par h(b) = b 

- 
e t  h(a)  = acc. 

Soit f  l a  fonction de commutation associée à l a  re la t ion  cc + cc 
1 

définie sur { c ,c) . 

Nous allons d'abord construire à p a r t i r  de h(w) un langage 

L = { w  E {a, b, c ,  C}*/pr4(~', {a,b}) = w e t  proj (w', {c,;}) r f l ( (cc)*)) .  

Intuitivement, l a  place des l e t t r e s  C représentera l a  place des a dans 

l e  mot w, e t  l e s  l e t t r e s  c représenteront l e s  l e t t r e s  a dans l'image par 

f de W. 

Soit ~r l a  par t i t ion  de {a, b, c ,  déf inie  par 7r = { {a,b}, CC,;) 

Soient c la re la t ion  associée e t  f  l a  fonction associée à~r. 
Ir 7r - 1 

D'après l e  l e m e  9, on peut construire une fonction g 6 {f f ,  ff , CP) t e l l e  - 
que g = f l  sur (cc)'. 

Donc (lemme IO), on peut construire : 

g' € {ff, H- l ,  CPI* 

t e l l e  que f  O g' O f = f ' ,  où f '  e s t  l a  fonction associée à l a  re la t ion  
7r n- 

définie sur {a, b, c ,  c) par 

{xy G> yx V(x,y) c c l  u {Cc + cc1 

Donc 

f 0 g*  o fT O h(w) = w r {a,b,c,ël /prq(w',{a,b)) = w, 

proj(uq,  {c,;}) r fl(co)i), i = I w I a I  = L 

* 
Soit R = (a; + b + c )  . 



A p a r t i r  de L n R, il ne r e s t e  qu'à effacer l e s  l e t t r e s  a et  C et  
, f  \ J  

transformer l e s  c en a pour obtenir  f(w). 

Au l i e u  d ' u t i l i s e r  un homomorphisme effaçant, on a l e  même r é s u l t a t  en 

appliquant à L n R l a  fonction fT, avec a' = {fa,  El, {b, cl} s u i v i  de 

h-l (h dé f in i  p lus  haut). 

-1 
Montrons que f(w) = h G ,  ( L  nR) 

- -1 S o i t  w' r h o fT,(L n R )  - 
Posons w = UV, w' = u'vl avec lu1 = lu ' l .  Il f au t  montrer que 

u 2 lula. En appliquant l e  lemme 8, on aura l e  r é s u l t a t  : 

ut e h-' o fir,(L n R) =+ il exis te  wtl E L n R t e l  que 

h-l O fir,(wl') = w' => w' = o broj(wtl, {b,c})) avec a ( b )  b 

e t  a ( c )  = a 

Posons wtl = u"vW avec a(proj(ut l ,  {b,c)))  = u t .  

Il  f au t  a l o r s  montrer que 1 U" 1 2 1 ~1 a 

Proj(wl', {a,b]) = w-> w" = xy, avec proj(x ,  {a,b]) = u e t  1 x 1  = 1x1;. 



* 
c - Soit w1 z f(w). N ~ ~ s a l ï o n s ~ ~ n ~ t m i r e u n m o t  wldeD1 sur (c.8) 

1 

* lere étape : construction d'un mot a E {c, E ,  a)  . 
a se  construit  en Iw 1 étapes, en regardant à l a  n ième étape l a  n ième 

l e t e e  de w e t  l a  n ième l e t t r e  de w l .  
Au départ, a = &. 

ième \ I Si l a  n l e t t r e  de w on ajoute a eu mot déjà  construi t ,  

e t  s i  l a  n ième l e t t r e  de w' e s t  a 

Si l a  n ième l e t t r e  de w e s t  on n'ajoute r i e n  au mot déjà construi t ,  

e t  si l a  n ième l e t t r e  de w'  e s t  b 

S i  l a  n ième l e t t r e  de w e s t  on ajoute'c'au mot déjà construi t  

et si l a  n ième l e t t r e  de w' e s t  

ième . I 8 1 S i  l a  n l e t t r e  de w e s t  b on ajoute c au mot déjà construit  
ième et si l a  n l e t t r e  de w' e s t  k 

Le mot a obtenu v é r i f i e  donc : 

i )  lproj (a, {a, É))I = l w l a  

i i )  lproj ( a ,  {a, cl11 = I w l l a  

i i i )  e t  pour tout découpage a = a a on peut associer l e s  1 2 ,  
découpages w = UV, w' = u'v' avec lu1 = lut  1 t e l s  que 

Comme VI' f(w) -> (lemme 8)  u l a  2 IuIa 

-> proj (a, { c ,  ë)) z ~j* .  



2ème @tape : dans a on remplace les occurrences de a par ci et on 
1 

obtient le mot w vérifiant 
1 

* 
Donc, les mots du langage w w w n (a: + b + c) sont générés par la 

l 1 
suite d'opérations décrites dans la première partie. 

1 

-1 Et par construction, il est clair que w1 r h O fn, (WU w1 n (actb+c)*). 

l 
Nous allons maintenant étudier le cas général d'une fonction de 

semi-commutation définie sur un alphabet quelconque. 

Dans le premier lemme qui suit, nous allons passer d'une relation 

(et donc d'une fonction) quelconque à une relation qui est encore de 

semi-commutation mais qui a des propriétés très particulières ; l'idée 

sera en fait de pouvoir associer à un mot w de x*, l'ensemble de ses 
projections sur tout couple de deux lettres de X. 

Le deuxième lemme nous montrera comment décomposer une relation du 

type de celle définie au lemme précédent en relation "plus petites" 

au sens du nombre dvélémentçqu'elles contiennent. 

Et enfin, par un raisonnement par récurrence, nous montrerons que 

de telles relations sont simulables. 

1 

l 
S o i e n t  x = {x,, ... ,x 3, c c x x x une nda.Cl0t-z de con>uLtatco n - * n,  eR: 

I .& ~ ~ r I a % n  abboc ide .  

, 
S O ~ &  Y = {(xi, xj), i t j] et h 4' harn0m04p~rne d ~ 6 i n . i  6Wi X* ~ Z J L  

h(xi) = (xi, xl)(xi, xZ). . .(xi, x i-1 )(xi, x itl 1.. .(xi, xn). 



S o k n t  n = €{(xi, x . ) ,  (x  xi)}, i s j} h ( I I n  de Y ,  et cn 1 

3 j  ' l 

/reeatian de  com-n pamXCionnée asbociée à T. 

{OB C a  Ba. (O, 6) E $1 1 

u 

{(xi, x . ) (x  xi) + (x j ,  xi)(xi, X.), X.X + X.X c CI 3 j' 3 i j  3 i  

Preuve. 

*f c h-1 O f' O h. - 
Par déf in i t ion  de h e t  de C ' ,  il e s t  c l a i r  que 

* 
Vx, y E X ,  xy f yx -> h(x) h(y) 7' h(y) h(x)  l 

Alors, par une induction f a c i l e  sur l e  nombre de dér ivat ions  qui f a i t  
* 

passer d'un mot w de X à w' E f(w),  on conclut de manière évidente que 

h(w9) E f1(h(w)).  

* 
Vw E x*, Vw' E X* t e l  que h(w) cr> h(wV), on a (lemme 5) 

* 
Yi, j E il,. . . ,n}, p r o j  (h(w), {(xi, x.). (X xi)}) 

3 j ' 

pro j  (h(w'), {(xi, x j ) ,  (X xi)}) 
j ' 

a lors ,  pa r  déf in i t ion  de h e t  de c', on en déduit que 

* 
Vi, j 1 , .  . l , proj(w, x i  x.1) ; pro j  w , €xi, x.1) 

3 3 

* 
et  en r é u t i l i s a n t  l e  lemme 5, on conclut que w + w'. 

C 



Lemme 13. 

S o i e n t  n = Izl, z21 une w n  de z, c, h u p .  5,) .ta n e e a t i o n  
(*esp. Pa donct ionl  a h o d é e  à n et c une ~ e l a t i o n  de w m w n  dé&& 
4u4 Z uetclidiun;t la ptroprié;tE o1Uvante : 

S o i e n t  

si f, fl et f, d é s i g n e n t  k u p e c t i v e m e n t  Les ~ O & M  a ~ d o w é e s  à 

c, Ci et c2, d o h b  : 

Preuve. 

c Soient w E Z , W' E f(w). Alors il existe  une dérivation : - 
* 

W + w'. 
C 

Soient w = proj(w, Z ) e t  w2 = proj(w, Z 1. Alors on peut aussi trouver 1 1 2 
une dérivation t e l l e  que : 

* 
iw * w w  c 1 2 2  

De même si w i  = proj w Z e t  w; = proj(w', Z , on peut écrire 1 2 



Donc 

* * * 
w - W W  + w1w'G--$w' 

c 1 2 c  1 2  c 

* 
=> (lemme 1) Proj(wlw2, Z,) ; Roj(wiw~, Z1) 

* 
et Proj(wlw2, Z2) ; Proj(w1w' 1 2' z2) 

* $ w' => w + w l  et w2 
l c  1 

* * 
-> W ' et w -> w 

=2 ; 

de plus 

de même 

Donc 

Donc 

w' E fT O fl O f2 O f,(w). 

Lemme 14 .  

S o i t  T = {{al.bl}, {a2,b2} ,... .{an, b 1 une m n  de l t d p h b &  n 
X = {a1. bl,. . . ,a b 1 ,  c ireeation a66oc+ée à n. 

n' n TT 

Soie& c une WkLLon de c o m t ~ n  dédinie 4 u ~  x v é t U ~ h n t  

& f ik bonctlon uhociée .  
ALOU u U t e  g r {H, CPI* tac que f = g. 



Preuve. 
l 
- 

La démonstration u t i l i s e  un raisonnement par  induct ion  sur l e  nombre 

de r e l a t i o n s  non symétriques de  C. S o i t  r ce  nombre. 

S i  r = O,  C est une r e l a t i o n  de commutation symétrique donc, f E CP. 

Supposons l e  r é s u l t a t  v r a i  pour tou te  va leur  de r p l u s  p e t i t e  que p. 

Alors s i  r = p r 1 : 

I 
Supposons qu'on a jou te  l a  r e l a t i o n  b a + a b 1 1  11' 

l so ien t  n 1 = { X \  {al,bl}, {al, bl}) l a  p a r t i t i o n  de X, c (resp.  f ) 
al =1 l a  r e l a t i o n  (resp.  l a  fonct ion)  associée  à al : Y(x,y) E ca , (x,y) E P 

1 1 

Soient  
l - 

Cl - {XY * yx, ( X ~ Y )  E 1 u { x y +  yx / x y j  yx C) 
e t  Tl 

On a en f a i t  

En appliquant  l e  lemme 13, on a f = f O f o f  o f  où f et  f2  désignent 
=1 1 2 al 1 

respectivement les fonct ions  associéasa  C e t  C 1 2' 1 

D'après l 'hypothèse de récurrence,  il e x i s t e  g r {ff, ff-l, CP)* t e l l e  
1 

que 

1 
g1 = fl Sur x*. 

1 

l 
 après l e  lemme 11, il e x i s t e  g É {ff, ff'l, CP)* t e l l e  que 

O 

l 

1 go = fo {a1, bll*. 
l 

où f désigne l a  fonct ion  assoc iée  à l a  r e l a t i o n  {b a + a b 1. 
O 11  15 

' '1 e x i s t e  g2 I Donc, avec l e  lemme 10, on en dédui t  qu i E {ff, ff ,  telle 
que l 



En regroupant ces résultats ,  on en déduit que : 

O 

Des lemmes 12 e t  14, on déduit hédiatement  l e  résultat suivant : 

Pkopo4hXon 4 .  

Toirte (onct ion  d e  semi-comm-n appahtie>Lt à {H, u CPI* , 
c ' u t  à di te ,  p& &%e 06Xenue put compoo&n d' homomo/rph&mes, d' homo- 
motrphmeb h u m e s  eA de  d o v u ~ X ~ n 4  d e  commuitaition -&te. 



CHAPITRE I I I  

COMMUTATIONS ET CONES RATIONNELS FIDÈLES 

-A) MULTI-RESET est fermé pour l'opération TS 

B) Propriétés des famil les de langages fermées 
par commutation partielle 

C) Le plus petit c&ne rationnel fidèle clos par 
commutation partiel le 



Après avo i r  vu que t o u t e  fonction de  commutation pouvait s'exprimer 

à l ' a i d e  des t ransduct ions  r a t i o n n e l l e s  f i d è l e s  e t  des fonct ions  de cornu- 

t a t i o n s  pa r t i t ionnées ,  nous a l l o n s  é tud ie r  maintenant les  p ropr ié tés  des  

cônes r a t i o n n e l s  ( f i d è l e s )  fermés pa r  commutation (pa r t i t ionné) .  

1 Nous avons vu l e  l i e n  très é t r o i t  qu i  r e l i e  l e s  fonct ions  de commu- 

t a t i o n  pa r t i t ionnée  e t  l ' opéra t ion  TS. 
1 

Aussi, dans l a  première sec t ion,  nous a l l o n s  montrer qu'une fami l l e  de 
1 

, langages bien connue : l a  f a m i l l e  des langages mul t i r e se t ,  notée MULTI-RESET, 

est fermée pour 1 ' opérat ion TS . 

C e  r é s u l t a t  nous permettra de c a r a c t é r i s e r  l e s  cônes r a t i o n n e l s  f i d è l e s  

c l o s  pa r  i n t e r s e c t i o n  qui  ont l a  p ropr ié té  d ' ê t r e  fermé p a r  commutation pa r t i -  

t ionnée : un cône r a t i o n n e l  f i d è l e  fermé p a r  i n t e r s e c t i o n  est c l o s  pa r  commu- 

t a t i o n  pa r t i t ionnée  si et  seulement s i  il cont ient  l e  langage. 

ou encore s i  e t  seulement s i  il est fermé p a r  l ' opéra t ion  TS. Nous en déduirons I 

un r é s u l t a t  dé jà  connu C53 : si  un cône r a t i o n n e l  f i d è l e  c l o s  par  in te r sec t ion  

cont ient  l e  langage COPY, il est fermé par  homomorphisme l inéairement ef façant ,  

et  nous donnerons des exemples de fami l l e s  de langages d é j à  connues v é r i f i a n t  1 

ces propr ié tés .  I 

Dans l a  t ro is ième sect ion,  nous spéci f ierons  l e  p lus  p e t i t  cône ra t ion-  
l 

ne1 ( f i d è l e )  fermé p a r  comuta t ion  pa r t i t ionnée  e t  nous donnerons une nouvelle 

d é f i n i t i o n  des fami l l e s  de langages MULTI-RESET, BNP e t  Q qu i  sont  les plus  

p e t i t s  cônes r a t i o n n e l s  f i d è l e s  fermés pa r  i n t e r s e c t i o n  e t  contenant respect i -  

vement les  langages 

- R 
Sym = {ww , w E {a,b)*} 

e t  D:* l e  langage de Dyck r e s t r e i n t  s u r  deux p a i r e s  de parenthèses. 
l 



1II .A - MULTI-RESET est  fermé par l'opération TS. 

Rappelons que l a  famille des langages MULTI-RESET e s t  l e  plus p e t i t  

cône rationnel f idè le  c l o s  par intersect ion e t  contenant l e  langage 
f COPY (Notation : MULTI-RESET = C ( C O P Y ) ) .  
n 

- 
Le langage Twin Shuffle e s t  llensemble TS = {w - w, w E {a ,b~*)  

Plus  généralement, on peut déf in i r  l e  langage TSn sur n l e t t r e s  (n 2 1) 

Par 

TSn = {WLU#/W E {a l, a2,.. . ,a 1 ) .  
n 

On peut facilement v é r i f i e r  que : 

Lemme 7 .  

Preuve. 

- - - - 
Posons X = {al, a 2  , . . . ,a 1 e t  X = {al, a 2 .  .. ,a 1 .  n n 

C - TS2 = g(TS n ) où g e s t  l'homomorphisme dé f in i  sur  X u 5 par g(ai) = a 

e t  g(ai) = b, V i  r 1 . .  n .  Donc 

i --i 
3 - Soit h llhomomorphisme dé f in i  sur X U I par  h(ai) = ba e t  h(ài) = ba . 
Il e s t  c l a i r  que 

Donc 



Rappelons que pour t o u t  langage L c x*, on note  TS(L) l e  langage - - 
{w-w, W E LI. 
S i  h est l'homomorphisme d é f i n i  sur X u X p a r  

e t  si TSn est l e  langage Twin Shuffle d é f i n i  sur n lettres, a l o r s  il est 

c l a i r  que TS(L) = h- ' (~)  n TSn. On en déduit  l e  : 

Un cône ka t ionne t  &ididèee &os pah Lnteiidection et contenant TS2 e6t 

~~é POU . t 'opéh&ion TS. 

En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que MULTI-RESET est fermé par  homomorphisme 

l inéairement ef façant  C51, il est f a c i l e  de montrer que TS2 appar t i en t  à 

MULTI-RESET. Nous a l l o n s  cependant en donner une démonstration qui n ' u t i l i s e  

pas cette p ropr ié té ,  ce qui  nous permettra de donner une nouvelle preuve de 

l a  fermeture de MULTI-RESET par  homomorphisme l inéairement ef façant ,  au  

chap i t re  suivant .  

Preuve. 

Nous a l l o n s  montrer que l'ensemble des  mots de longueur p a i r e  de TS2 

est dans MULTI-RESET, ; on en déduit  facilement l e  même r é s u l t a t  s u r  les 

mots de longueur impaire. 

* 
S o i t  w E {a ,b} . Posons w = w w avec 1 w1 1 = 1 w2 1 . 

1 2  - - 
S o i t  z 6 WU iI = w w L - U W  w a l o r s  z = zlztf avec lz'l = lzWl = lwl. 

1 2  1 2' 
Deux cas s e  présentent  : 



Io> z' contient tout wl : z' = w w' cJ G t  1 2  1 

avec w = w'w" et w = w'wtt 1 1 1  2 2 2' 

2 O  z t  contient tout G : z 1  = w ' ~  w G 1  1 1 1 2  

avec w = wtw" et w = w'wtl 1 1 1  2 2 2' 

Donc z E L u L avec 1 2 

Il faut donc montrer que ces langages sont dans MULTI-RESET, par 

l'intermédiaire des deux lemmes suivants : 

Lemme 4 .  

Preuve. 

S i  x est un mot de {a,b)*, designons par x ( l )  et x(2) les recopies 

de x sur {al,  bl} et {a2,  b2} ; X est sa recopie sur {a, SI. Soit Y = {a,$}. 
Il est c l a i r  que les langages 

f sont dans Cn( COPY) . 



44 

f Alors L3 = Ll-L2 n (X u Y u 8 )  {a a blb2}* r Cn(COPY) e t  il e s t  c l a i r  1 2' 
* 

que Vw r La, w r ( x y ~ u : ) ( ( x ( l )  ~ u x ( 2 ) )  n {a a b b 1. Il ne r e s t e  quia 1 2 '  1 2  
effacer l e  x(2)  (par  un effacement 1-limité sur L e t  à démarquer. 

1 
Soit  

3 

Remarque. 

On démontre de même que l e s  langages 

{(w u % ) w  / w, x c {a,b~*} e t  { ( x w u i  G)w / x, w r {a,b}*} 

f 
l sont dans Cn(COPY). 
1 



Preuve. 

D'après l e  lemme 4,  l e s  langages 

f  
où x = {a&}, Xl = a ,  b ,  X2 = {a2, b2}, X3 = {a3, b3}, sont  dans Cn(COPY) 

Pour re t rouver  L, nous a l lons  f a i r e  l e  shuf f le  de L, e t  L, pour - I L - 

i n t e r c a l e r  l e  mot ; dans l e  mot y' ;; T3 e t  f dans xyl z2, en contrôlant  1 3 
que yl = y ,  z; = et lxYl 1 = 1 z2t3 1 . 

- * 
so i t  Cl = {wlwl / w1 f {al9 bl} . Notons Y l 'a lphabet  sur lequel  

e s t  d é f i n i  L1 u L2. 
* * 

Soi t  hl Y -t ( x ~  u gl) t e l  que hl(x) = x si x X1 u X e t  hl(x) = E sinon. 
1 

f - f 
Cl E Cn(COPY -> hll(cl r C (COPY) . Le langage hil(cl) assurera 

n 
l a  condition y 1 = Y;* 

De même, on d é f i n i t  h - l ( ~  qu i  contrôlera  l ' é g a l i t é  z = 2;. - - 2 2 -*-* 2 
So i t  E = {ww' / w I X*X* w1 E x2x3, I w I  = I w ' I } .  

l' f 11 est c l a i r  que E e s t  dans C (COPY ). 
E 

Soi t  g : Y* + (X u X u 2 u x3)* d é f i n i  par 1 2  

f g(x) = E sinon. Alors L'(E) qu i  e s t  un langage de C (COPY v é r i f i e r a  l ' é g a l i t é  
n 

de l a  longueur d e s  mots xy et  z t 
1 2 3- 

avec 



11 est clair que LI cf (COPY). 
n 

11 reste à effacer les lettres qui ont des doubles barres. Ce sera un 

effacement 1-limité sur L ' grâce à 1' intersection avec R1R2. 

- - 
Soit f cet homomorphisme défini sur Y* par f(x) = E ai x r x3 u R, 

f(x) = x sinon. 
f On a f(L1) = L. Donc L E cn(C0Py). 

Symétriquement, on a 

Revenons à la démonstration du lemme 3. D'après le lemme 5 ,  on a : 

- - - 
Soit h l'homomorphisme défini sur X u 2 u X1 u XI u XÎ u X2 u X3 u X3 

Par 

* 
Alors, il est clair que h(L) u h(Ltt) = {WU Ü, w E {a,b) , w de lg 

Du lemme 3, on déduit aisément le résultat suivant : 



MULTI-RESET e&t &A paA &'op-n TS. 

Preuve. 

On a vu que VL r MULTI-RESET, TS(L) = h''(~) n TS n. Or 

TS E Multireset-> TSn E Multireset. 2 
Comme h-'(~) E MüLTI-RESET, on a donc TS(L) est dans MüLTI-RESET. 

1 I I . B  - Propriétés des fami l les  de langages fermées par commutation 

p a r t i  tionnée. 

Soit L une famille de langages. 
* 

On note Pi(L) = if (L), L X , f fonction de commutation partitionnée associée 
à une partition de i éléments de XI et P( L ) - u pi(L 1. 

i21 . 

On dira qu'une famille L est ferméepar commutation partitionnée si 
et seulement si on a L = P(L). 

D'après le résultat du lemme 6 (chapitre II), nous pouvons écrire 

que si L = P2(L) (si L est fermée par commutation 2-partitionnée), alors 
P.(L) c L Vi r 2. Comme L c P(L), nous pouvons énoncer : 
1 - - 

SoLt L une $luri.ieee de hngageb .  
Si L = p2(L), a l o u  L edZ $m&pan  connirtation w n n é e .  

Nous allons maintenant donner une propriété des cônes rationnels 

fidèles clos par commutation partitionnée : 



I P m p o s i t i o n  2 .  

Tout c6ne natiannet @iUe L d o &  parr wm-n W n n é e e s Z  
6-é pm hamomoapkisme L.iv&uhemW eddaçant et  pou^ l1opé&u%n TS. 

Preuve. 

1") Soit  L É L e t  h un homomorphisme linéairement effaçant sur 
+ 

l L :  3k E N  t e l  que s i x  E L, 1x1 > k, o n a  1x1 S k Ih(x)l .  
I * S i  L c - X , soient  X1 = {x e X / h(x) = €1, X2 = X \ X1, n = {xl, x2} l a  

, p a r t i t i o n  de X e t  f l a  fonction de commutation associée. 

k Nous a l l ons  montrer que h(L) = h(f  (L) \ X* X1 x*). 

* k *  * il e s t  c l a i r  que h(f(L) \ X XIX ) 5 h(L) 

* s o i t  x E L 

* k *  S i  1x1 c k ou s i  x # X XIX , il n'y a pas de problème. 
* k *  S i  x E X * X ~ X  : a l o r s  choisissons y E f ( x )  \ X XIX (y ex i s t e  car 

1x1 klh(x)l  = klh(proj(X, Xl)(x)) l ) .  De plus,  h(x) = h(y). 
* k *  Donc h(L) 5 h(f(L) \ X XIX ). 

* k *  Corne h e s t  un homomorphisme k limité sur  X X X , on a h(L) c L. 
1 

2" 1 * 
Soit  L c M un langage de L. Posons = 1; / x E X) e t  définissons - 

l e  morphisme h sur X par h(x) = x i ,  Vx É X. S i  f e s t  l a  fonction de commuta- 

t i o n  par t i t ionnée associée à l a  p a r t i t i o n  T = {x, de X u z, il e s t  c l a i r  

que Ts(L) = f (h(L) )  E L. 

Nous a l l ons  maintenant montrer q u ' i l  e s t  équivalent de d i r e  qu'un 

cône ra t ionne l  f i d è l e  fermé par  in te rsec t ion  e s t  c lo s  pa r  commutation par t i -  

tionnée, ou e s t  c lo s  pour l 'opérat ion TS ou qu ' i l  cont ient  l e  langage 

COPY = {wÜ, w E {a ,b)*~ .  



S o a  L un cône aaa%nnet &id&te d m é  pa/r nntm&on .  Le6 &O& 

p t ~ o p Z t é 6  bLLiVaYLte6 dont équ*ivdevtte6 : 

2 ' )  L esit 64/uné p m  conunu&&ion pmLh%nnée 

3') L es;t &mité p o u  t ' o p W o n  TS. 

Preuve. 

Nous a l l o n s  montrer que L = P2(L) ( c e l a  s u f f i t  d'après l e  lemme 6).  
* 

S o i t  L r 1, L c - X . Soi t  n = {XI, X2} une p a r t i t i o n  de X e t  f l a  fonct ion 

de commutation associée.  

Posons r( = u X2, Z = X u r( e t  déf in issons  les  p ro jec t ions  suivantes : 
1 

* s u r  x u zl : hl : Z* + (X 1 u XI)* 

x + E sinon. 

- * 
* s u r  x u x2 : h2 : Z* + (x2 u X2) 

s o i t  L' = {u r (fi)* / h(u)  r L, hl(u) r TS(X;). h2(u) r TS(X~)J .  

* 
Il est c l a i r  que L' = (x?)* n h - l ( ~ )  n hi1 (TS(X1)) n ~;'(Ts(x;)) est dans 

,- 
L(TS(X1) r C~(COPY) E:L - lemme 3 ) .  



- 
Soit u r L l. On peut écrire u = xlYl x2Y2 XJ,, avec Vi E (1, 2, ... ,n), - 
Xi r X, yi E z. 
Comme h(u) E L, x x ... x r L et comme hl(u) r TS(X * 1, on en déduit que 

n - - 1 - 
n 

- hl(xlx2,. . . ,X = hl(ily2 . . . y . De même h (x x ... xn) = h2(i1 y2 ... y,). 
Donc y y ... yn est un mot de h (x x ..= x n ) u  h (X x - . .  xn) = f(xlx 2...~ ). 

l 

l 
n 

, 
Dans le langage L', il reste à effacer les barres et les lettres non barrées. 

1 

, soit g llhomomorphisme défini sur (X u XI* par g(X) = x si X r 5, 
g(x) = E si x r X. Alors g(L1) 5 {hi(w)u h2(w), w E LI = f(~). 

l 

l Comme g est 1-limité sur L', g(LV) est dans L. 
~éciproquement, montrons que f(L) c g(LV) : - 

Vu r f(L), b r L tel que u r hl(w)u h2(w). 

l Soit v = W- Ü n (x)j)*. 
Alors, il est clair que u = g(v) et v r L1 car v r (el*, h(v) = v r L, 

* 
hl(v) r TS(X1) et h2(v) r TS(X~). 

Donc f(~) 5 g(~'). On en déduit que f(L) = g(L') r L et ainsi P2(L) = L. 

2) -> 3) voir proposition 2. 

De cette proposition, on déduit deux corollaires. 

So*t L une ~~e de Lungages. 
Si COPY appahtient à c~(L), a.420~ Cf(~) est duuni2 pvr homomo.rrpkisme eoiEai- 

l 
n n 

/rem& edbaçant. 



Preuve. 

f f 
Il s u f f i t  de montrer que COPY est dans Cn(SYM) (donc dans C n ( ~ l g )  1. 

Soient So = Sym = { G ~ ,  w r {a,b}*}, S1 = {wR;/w r {al,bl}*} e t  

Sym' = {>, u r { a , b ~ * ~ .  

Notons X = {a,b}, e t  X1 ={a1, bl}. 
* * 

Soi t  L = SO S1 n C(XX1) n h - l (~yml) l .  ( E ~ )  , où h e s t  llhomomorphisme 
* 

d é f i n i  sur (X u X1) pa r  h(x) = x si  x r X,  h(xl) = x s i  x c X1. 

R- ' * * - 
Si u E L, u c G ~ W W '  w avec w r {a,b] , wi r {al, bl} e t  u = w, 

1-2 * 
v c ( x x ~ ) *  nhh-l(syni ' )  e t  ; r ( 1 ~ ~ )  . 

Posons w = x x E X ,  V i  e t  w i  = yiy; . . . R t 2 "' Xn' Xi y; 
, yi r X1, Y i .  

* 
Alors v r (XX1) => n = p. 

- 1 
Donc v = xlyix2y; ... x y ' ,  e t  v r h (Sym') n n 

-> x1y1x2y2 ... xnyn E .  Sym, avec-x yi c {a,b3 V i  i ' 
- -> x1 = Y,, x2 = Y n , l s * - - r X  n - y1 

==> x x ... x = (y1y2 ... y,) 
R 

1 2  n 

Donc w = h(wi). 

* - 
Soi t  g : (X u X1 u X u XI) + x *  t e l  que g(x) = x Yx r X ,  g (y)  = c Yy c X u X1, 

g(àl) = a e t  g(61) = b. 

g est un homomorphisme 1-limité s u r  L et il e s t  c l a i r  que g(L) = COPY. 
f Donc COPY t. Cn(Sym). 

III .C - LE PLUS PETIT  CONE RATIONNEL FERMEE PAR COMMUTATION. 

Après avoir é t a b l i  des c r i t è r e s  permettant de reconnaître une famille 

de langages fermée par  commutation part i t ionnée,  Il semble na ture l  de s ' in té -  

r e s se r  maintenant à l a  plus p e t i t e  de ces  familles,  plus précisèment, au plus 

p e t i t  cône ra t ionne l  f i d è l e  fermé pour l e s  opérations de commutation par t i -  

tionnée (donc de commutation quelconque). Dans un premier temps nous a l lons  



montrer qu' il e s t  égal  à MULTI-RESET, puis  nous en donnerons une spécification 

plus  précise. 

Notation. -------- 

Pour une famil le  de langages , 

f C ( 1 )  (resp. C (LI) représente l e  plus p e t i t  cône ra t ionne l  
P P 

(resp. f i d è l e )  fermé par  commutation, contenant - 1. 

Nous a l l ons  donner une condition nécessaire e t  suf f i san te  pour qu'un 

cône ra t ionnel  f i d è l e  fermé par commutat$on, s o i t  c lo s  par in tersect ion.  

S o a  L une @niLte de l a n g a g e s  a m é e  pm ~ecop ie .  L e s  d u  phopnié;ted 

bukvantes d o n t  équivatentes : 

Preuve. 

1 )  -> 2):-: 
- .  f f - S i  C (LI e s t  fermé par  in tersect ion,  a lo r s  C (L) e s t  fermé 

P P 
par  Shuffle (C93). 

f * * f Alors, V L ~ ,  L~ E c (LI, L~ C X ~ ,  L~ c x2, L LUTE C.-(L), ce qui 
P - - 1 P 

ent ra îne  que 

où h est l'homomorphisme qui  enlève l e s  barres. 

2)  -> 1) 
f * Il s u f f i t  de montrer que C (L) e s t  fermé par  produit ( s i  L1 5 X1, 

* f P 
L2 c - X2 sont deux langages de C (L), avec X1 n X2 = O, n = { x ~ ,  xî] e s t  une 

P f p a r t i t i o n  de X1 u X2 e t  f l a  fonction associée, a l o r s  f (L  L ) = Liu L2 E C (L), 
f 1 2  P 

donc C (LI e s t  fermé par shuf f le  e t  Intersect ion) .  
P 



* * * Soient L1 5.X1 e t  L2 5 X2 deux langages de P(L), avec X1 n X2 = @. I 

On peut é c r i r e  Il = f l (L i ) ,  L i  r L, f fonction de commutation associée à I 
1 

une pa r t i t i on  n de X à n éléments, de même L2 = f (L') ,  L' E L, f 2  fonction 1 1 2 2  2 
de commutation associée à une pa r t i t i on  n de X à n éléments. 2 2 

1 2  n 1 2  n k k  si n 1 = {xl, x~ . . . .  .xl} e t  n 2 = {x2, x2 ,... ,x2},-posons 3< = x 1 u x2, 
Y = X u X2, 1 

= {y1, y2,. .. ,yn) e t  f l a  fonction de commutation 1 

associée à IT: 

* *. 
Alors L1L2 = f(LiL;) n X1X2 ; 

f 
Comme LiL; r cf(L),  on a donc L1L2 E C (L). 

P P 

f * * ** Si  L e t  L2 sont  dans C (P( f ) ) .  avec Il cX1, L2 5 X2 e t  X n X2 = 0s 1 1 
on peut é c r i r e  : 

- 1 * 
Ll = gl(hl (Li)  n RI). L i  c P U ) ,  L i  5 YI, R1 E Rat 

et  
- 1 * 

L2 = g (h  (Li)  n R2), L; r P(L), L i  5 Y2, R2 c Rat. 2 2 

* * 
On peut supposer que Y n Y2 = 0, et  que s i  R c Z1, R2 5 Z2, on a 1 1 - 

z l r  z2 = 0. 

Soient h l'homomorphisme dé f in i  sur Z1 u Z2 par  h/Z1 = hl e t  h/Z2 = h2, 

e t  g déf in i  sur Z1 u Z2 par g/Z1 = g1 e t  g/Z2 = g2 ; s o i t  R = R1R2. 

-1 
Alors L1L2 = g(h (LiL;) u R R ). Comme L i  e t  L i  sont dans P(L), 
f f 

1 2  

L i  C (L ) donc L1L2 est dans C (L 1. 
P P 

f f 
En raisonnant par  induction, supposons que L1 = C (P( . . . (C (P(L). . . ) 

f f est fermé par  produit,  a lo rs ,  VL1, L2 c P(L1), L1.L2 r C (p(L1)) 5 Cp(L) : 

l a  démonstration e s t  l a  même que (*) e t  

f 
l a  démonstration e s t  l a  même que (**), on en déduit donc que C (L) est fermé 

P 
par produit,  e t  donc par intersect ion.  



ûn en déduit a l o r s  facilement l a  

La @ni.Ue d u  k n g a g e s  MULTT-RESET ut l e  pûLs p& cône /ratConn& 
&ûiUe $mi2 pm cornmWbbn ( m n n é e ) ,  & la $amiDe d u  langages 

nécuhsivement énuméirables eb.t l e  peud p& cône &n2.onn& $eirmé pm commu- 
AMbn. 

l Preuve. 

l0 
f RAT c C (COPY) qui est fermé par commutation part i t ionnée.  (Proposition 

1 f - n 
l 3).  Donc C (RAT) c C~(COPY).  

P - 
f D'autre p a r t ,  toujours  d'après l a  proposition 3, COPY E C (RAT) 

f f P donc C (COPY) 5 C (RAT) qui est fermé par in te rsec t ion  (proposition 4), 
1 

f 
I ce  qui implique que C (COPY) c cf (RAT). 

f 
n - P 

Donc C (RAT) = MULTI-RESET est l e  p l u s  p e t i t  cône-rationnel f i d è l e  c los  par 
P 

commutation (par t i t ionnée) .  

2O La démonstration e s t  analogue pour montrer que 

RE = Cn(COPY) = C (RAT). 
P 

f Nous a l l ons  maintenant spéc i f ie r  l a  famille C (RAT) e t  plus préci-  
P 

sément, montrer que tou t  langage de c e t t e  famil le  est de l a  forme h(L n K) 

où h est homomorphisme str ictement alph&ique, L un langage de P(RAT) e t  

K un langage ra t ionnel .  Nous obtiendrons en même temps une nouvelle caracté- 
1 f f 

r i s a t i o n  des fami l les  BNP = Cn(SYM) et  Q = Cn(Alg). 

Pour ce la ,  nous avons besoin de quelques r é s u l t a t s  intermédiaires. 

Une &uniUe de taqjage.4 L est 6 m é e  prvr hhuage di6 joint h i  p o ~ h  
l tau &wgagea tl et L~ de L d é 6 M  hm des dphabe ts  U j o U t t 6 ,  L~ u L~ 

est dam L. 



Lemme 7. 

SoLt L une @miUe de tangagu dehmée pm ihuddle dis jo& et 
homomo~p~me  alphabétipue h w e .  A e o ~ ,  cf(L) U.t (me pu& î n t ~ e W n .  

Preuve. 

f 
Soient L1, L2 r C (LI. 

Alors 

L1 = hl(M1 n R1) , M 1 ~ L ,  R 1 r R a t  

e t  

L2 = h2(M2 n R2) , M2 r L ,  R2 r RAT, 

hl (resp.  h ) é t an t  un homomorphisme alphabétique €-limité sur R (resp. R2). 
2 1 

Supposons L e t  L dé f in i s  sur l 'alphabet X. 1 2 
Soient c2 = h ( h  n R ) (on bar re  l e s  l e t t r e s ) ,  e t  h l'hmomorphisme déf in i  

2 2  2 
sur ( X  u 2 )  par  h(x) = hl(x) e t  h(;) = h2(x). 

- 
Alors L1 = h(M1 n RI) e t  L2 = h(M n k2). Comme h e s t  alphabétique 2 

E2 = h(M 1 u M 2 n R 1 u R 2 ) .  E t  comme M 1 wH2 r L ,  on a donc 

f f f 
L u i  r C ( L )  e t  L 1 u L 2  r C ( 1 ) .  On en déduit que C (L) e s t  fermé par 
1 2  

shuffle e t  donc par  in tersect ion.  

Lemme 8 .  

* 
Soit k r JN' et g : Y* + x un fwmomo.npkidme alphabetipue. Mou, pom 

donction de  commuiuXon k-pmtUonnée f ,  dE6.inie hm X, U e)Cid.te 
-1 

f 1  r pk t c t  que g-l O f = f t  O g . 

Preuve. 

Soit n = { xl, X2 , . . . .xk) l a  p a r t i t i o n  de X correspondant à l a  fonction 

f. 

Pour i E (1, ..., k}, posons h = proj(X, Xi) et Yi = r Y. g(y) r xi}. i 
Soit f' l a  fonction de commutation ~ a r t i t i o n n é e  associée à l a  pa r t i t i on  

nt  = {yl u Z, y2 ,..., Y 1 où = {y r y. g(y) = 1 .  s o i t  h i  = proj(Y, Y1 Z) 
k 



et Vi E €2 ,... ,k}, hi = proj (Y, Yi). 

Alors, Vw r x*, g-l O f(w) = gl(hl(w) u ... uJ\(w)) et puisque 
- 1 -1 -1 g est alphabétique, g O f(w) = g O hl(u) d . . . L J g  O bk(w). 

-1 * Pour i E {l,.-.,k}, g O hi(w) = hi O g-l(w) -2 , donc 
-1 

g O f(w) = ( h i  O g-l(w) d Z*)U . . . LJ (% O g-l(~) UZ*). 
* 

Mais z * ~ z *  = Z* et h i  O g-l(~) = hi O $-l(w)dZ . 
-1 Nous pouvons alors écrire g O f(w) = hi O gl(w)y ... d% o g-l(w) = ftog''(w). 

Une conséquence immédiate de ce lemme est : 

SoCt k E IN' et L une gamieee d e  lungaga denin&p<ur homomo/rpkisme 
u t p h a b é t i q u e  *mime. A l o u  Pk( L) et P ( L )  d o n t  6ma pan homomoapI&me 
a l p h a b w u e  h v w e .  

S o i 2  L une @mLUe d e  bwgageb d m é e  patr  QU. Aeom P(L) ut 
d m é e  p m  dhuddCe dis j o W .  

Preuve. 

* * 
Soient L c XI, L2 2 X2 deux langages de P(L) avec XI n XÎ = 0. 

1 - 
Alors, pour i r {1,2), Li = f.(M.) où M. e L et fi est une fonction de 

1 1  1 

commutation partitionnée associée à une partition n de Xi. Il est alors i 
facile de vérifier que L1U-1L2 = f(M M ) où f est la fonction de commutation 1 2  
partitionnée associée à la partition n = rl u n2 de X u X2. 

1 
Donc L 1 u  L2 E P(L). 



P t r o p o b W n  6. 

SoiA L un cône U n n d  @uné pah pchLt. 1.t v W { k e  &trs : 

Preuve. 

f On déduit des lemmes 7, 9 et du corollaire 3 que C (P(L)) 
1 

f f f est femé par intersection et Cn(P(L)) = C (P(L)) c C (LI. Or ,  il est clair 
f - P f  que COPY e Cn(P(L)). Alors, d'après la proposition 3, C (P(f.1) est fermé par 

f f n 
commutation partitionnée. Donc, C (L) c- C (P(L)) et nous obtenons le résultat 

P - n  
désiré. 

Pour toutes familles de langages L1 et L2, nous noterons L 1 A 

la famille {LI n L2 / LI r L1, L2 c L2} et tf(L1) la famille 

{h(Ll )/LI t LI, h est un homomorphisme €-limité sur LI]. En utilisant les 

résultats précédents, on obtient une première caractérisation des familles 

MULTI-RESET, BNP et Q. 

f MuLTI-RESET = C~(RAT) = H~(P(RAT) A RAT) = c (~(~at)) 
P 

BNP = cf(sm) = ffE(p(Lin) A RAT) = cf(p(lin)) 
n 

f Q = C (Alg) f = @(P(A~~) A RAT) = C (P(ALg)). 
n 

Preuve. 

Pour montFer les égalités concernant MULTI-ESET et Q, 21 suffit 

de remarquer que RAT et Alg sont des cônes rationnels fermés par produit 

et d'appliquer les résultats de la proposition 6, du corollaire 2. 



La famil le  Lin n ' es t  pas fermée par  produit ,  mais en u t i l i s a n t  une au t re  

déf in i t ion  des langages l inéa i res .  on montre que P(Lin) e s t  fermgpar  shuffle 

d i s j o i n t  et on en déduira de l a  même manière l e  r é su l t a t .  

* On peut toujours é c r i r e  un langage l i n é a i r e  L 5 X sous l a  forme : 

R 
?J = {UV / (u,v) E R, R ra t ionne l  de X* x X* . 

S i  

avec X n Xt = a, a l o r s  

R L3 = {wz /(w,z) c RR') E Lin. 

Soient v = {x~, . . . ,xk} une p a r t i t i o n  de X e t  nt = 13,. . . ,xi} une p a r t i t i o n  

de X'. Notons f e t  f' l e s  fonctions associées. 

Alors f ( L l ) u f ' ( L 2 )  = f"(L ) où fl' e s t  l a  fonction correspondant à l a  
3 

p a r t i t i o n  .rrl1 = { x ~ .  X 2,..., Xk, Xi ,..., x;} de X ü X'. Donc P(Lin) est fermée 

par shuff le  d i s jo in t .  

Il nous f au t  maintenant transformer l'homomorphisme E-l imité  en 

homomorphisme str ictement alphabétique. Pour cela ,  nous a l lons  int roduire  

deux types de transduction ra t ionne l le  : l e s  transductions ra t ionne l les  

croissantes  et l e s  fonctions sous séquentiel les.  

Une &amducCion m.Cbnn&e -r : X* -t Y* est ~ h o i ~ d a n t e  

ki Yu . x*, Vv 6 i (uX Ivl 2 lu i .  

La carac té r i sa t ion  de ces  transductions e s t  due à J. Leguy. 



SoLt T une - d u U n  mLhnn&e. T ut ~ h ~ i ~ m n t e  h i  & b a e m e n t  
ki iC &te un dphirbet Z ,  un Langage &nnd R c z*, un mokphpkidme dpha- - 
b w u e  h et un mokpfdme srnement &phabétique g ta que r = g O (nR) O h-; 

- x est t'alphabet d ' m é e  

- Y est L'alphabet de so&e 

- Q est un ensemble d . i n i  d'&-tu12 

- p ut une donction pamXUe : Q + y* 

bw lequa  sont dé&kies 2 donct.cons pamXUes ayavzt Le mhe domhe  d e  

d i i d u n  : 

: Q x x + Q appdée doncltton de ~~n 

* : Q x x + Y* appdée donction de s o a e .  

Ces (onction.5 A0& etendues à Q x X* en posant, p o w  u E x*, x r X ,  

M o u ,  la d o n d n  s o u - s é q u d & e  0 assocLée à s est déOXe  pat~ : 

et e est @ X U ~  d i  *L e u k t e  k rINt tek! que vq E Q, VU E X* = ~ M p @ u e  

/ul s k. 



So ien t  k , t  E , et f une donction d e  c o m W n  k - W n n Z e  
d é ~ . M e  4m X. M o u  .Lt exidXe une b o n a n  ~ous-6EquenaX&e &Ûièee 0 et 
une donotion f 1  d e  c o n m e n  k-pLti%bnnEe ta0 que f = 6' O f1 O 0 et 

VU E x*, lui L n 4 lu1 2 t l e ( u ) I .  

Soi t  n = {XI,. . . , X , }  l a  p a r t i t i o n  de X correspondant à f , e t  pour - 
i E {l, ..., k}, posons h = proj(X, Xi), e t  hi = proj(X, X\Xi). 

i 

Soi t  S l e  transducteur sous-séquentiel déf in i  de l a  manière suivante : 

S = CX, Y, Q, qo, p> avec 

avec k 
* Y = u Yi, e t  Vi r I l , .  ..,k}, Yi = {(u)/u r x;, 1 s lu /  s t + l }  

i= 1 

* Q = {(u)  / u r x*, e t  V i  E I l ,  ..., k}, thi(u)I 5 t] 

* p e s t  déf in ie  sur  Q par p((u))  = ulu 2...~k où 

V i  E l,..., k }  u = r si hi(u) = c,  ui = (hi(u)) sinon. 

Les fonctions de t r ans i t i on  e t  de sort2e sont déf in i s  pa r  : 

(UX) si (hi(u)I < t ,  

( T ( u ) )  sinon 

E si Ihi(u) 1 < t 

(hi(u)x) sinon. 



Il est c l a i r  que l a  fonction sousséquent ie l le  associée à S est f idèle .  

Notons ce t te  fonction 0. 

Posons maintenant nt = {y1,. . . ,Y 1 e t  f 1  l a  fonction de commutation k 
part i t ionnée déf in ie  su r  Y associée à TT'.  l 

Pour i E (1, ... ,k), posons h! = proj(Y, Y. ) .  I l  est f a c i l e  de v é r i f i e r  que I 

1 = * 
0 - l  O 0 es t  l a  fonction i d e n t i t é  sur chaque X. e t  que Y i  s {l,. . . ,k}, 

1 

h i  O 8 = 8 O hi e t  hi = 0-1 O hf O 0. I 

Soit w E x*. Alors, , 

i c 1 . .  k ,  O 0 O f(w) = 0 O hi O f(w) = 0 O hi(w) = hj00(w), 

donc, 

0 O f(w) 5 h; O ~ ( W I L Y  . . - LI 5 O ecw) = f 1  O ecw) 

-1 Réciproquement, s i w '  s 0 o f '  O 8(w), a lo r s  0(u ' )  c f '  O 8(w) e t  

V i  E { l , . . . , k  h i  O O(wl) = h i  O 0(w), ce qui entra îne que i 

Donc w1 c hl(w) d... -hk(w) = f(w). On en conclut donc que f = 8-1 O f '  O 8. 

2 * 
Posons maintenant n = k ( t + l )  e t  considérons w c X avec I w l  r n. 

Alors 0(w) = (ul)  . .. (LI )(yl) . . . ( v  ) avec O S q 6 k, 
- P 9 

Jull = lu21 = ... - = t+l, I w l  = lull + ... + lu 1 + Ivll + ... + Ivql 
P 

e t  Y i  c {i ,... ,ql, 

Alors, lû(w)l = p+q S p+k e t  p ( t + l )  S I w l  S p ( t + l )  t k t .  
2 

Puisque n = k ( t + l )  S I w l  r p ( t + l )  + k t ,  nous avons a lo r s  p 2 k t  e t  

I ÿ r l  r p( t+ l )  r p t  + k t  = t (p+k)  2 t l0(w)l .  



Lemme 1 7 .  

Soit L un cône W m d  {.ici& et L = - x* un m a g e  de ~ ~ ( 1 ) .  
* Alou p o u  &<Lt hornornokppkiarne h : Z + x*, CC d t e  un Pluzgage L' r ~ ~ ( 1 )  

et une h w m i u c t i o n  N L t i o n n U e  w i 6 b a n t e  r t& pue r (LV ) = h-'(L). 

Preuve. 

D'après l e  c o r o l l a i r e  3 ,  P (LI est fermée par homomorphisme alpha- k 
bé t ique  inverse.  Aussi nous pouvons supposer que h e s t  non ef façant .  

Posons L = f(M) où M E 1 e t  f e s t  une fonct ion de  commutation k-part i t ionnée.  

S o i t  t = sup{ lh(y) 1 .  / y E z}, e t  8 ,  f' , e t  n v é r i f i a n t  l e  lemme précédent. 

considérons a l o r s  l e  langage L1 -= f '  O @(MI u E a Pk(L), 
n * -1 

An = X X et  l a  t ransduct ion r a t i o n n e l l e  rl = h o 8-1 o ( n  B(A,)). 

Il est c l a i r  que 8-1 O 8(An) = Al e t  r est croissante .  1 
En e f f e t ,  s i  v r r l ( u ) ,  il e x i s t e  u '  c 8-'(u n 8 ( ~ ~ ) )  t e l  que v c h-\ul ) ; 

donc u E 6' O 8(An) = An e t  h(v)  = u t ,  8 ( u t )  = u. Avec l e  lemme 10 e t  l e  

choix de t ,  nous avons a l o r s  t l u l  = t ( 0 ( u ' ) l  S lu'l S t l v l  e t  donc lu1 S I V ] .  - 
Nous avons a u s s i  

-1 -1 T L  = h (6 (L' n 8(An))) = h-'(8-'(~') n A,). 

D e  p lus ,  puisque E c L' e t  ~ - ' ( L \ A ~ )  est un ensemble f i n i ,  il est f a c i l e  de  
-1 

t rouver  une t ransduct ion r a t i o n n e l l e  c ro i s san te  ? t e l l e  que r2(L1) = h (L\An). 2 
Donc, nous pouvons cons t ru i re  une t ransduct ion r a t i o n n e l l e  c ro i s san te  r t e l l e  que 

Nous en ar r ivons  maintenant au r é s u l t a t  cherché : 

Soi$ L un cône W n n d  { d u e .  &m, p o m  .to& k E IN', 

c f ( p k ( ~ ) )  = ffSCi(pk(~) A Rat)  c f (p (1 ) )  = ffSCi(p(~) A Rat). 



Preuve. 

f 
L' inclusion ffSa(pk(L) A Rat)  c C (Pk(L)) e s t  évidente. - f -1 

Pour l ' i n c l u s i o n  inverse ,  posons L E C (Pk(L)). Alors, L = g(h (LI )  n R)¶ 

où R c Rat, L' r Pk(L) et  g e s t  un homomorphisme s t r ic tement  alphabétique. 
-1 h i s ,  d ' ap rès  l e  lemne précédent, h (L' ) = ?(Lw) où L" r Pk(L) e t  ? e s t  

une transduction r a t i o n n e l l e  croissante .  Alors, L = T*(L") avec ' 
t' = g O nR O T qui  est une t ransduct ion r a t i o n n e l l e  croissante .  

Nous déduisons a l o r s  de l a  proposit ion 7 q u ' i l  e x i s t e  un langage r a t i o n n e l  K a  

un homomorphisme s t r ic tement  alphabétique g '  e t  un homomorphisme alphabétique 
1 

h' t e l s  que T' = g' O ( n K )  O h'- e t  L = g ' (h ' - l (~ lv )  n K ) .  Puisque Pk(L) e s t  

fermée p a r  homomorphisme alphabétique inverse ,  h-'( LI') e Pk( L ) et donc 

L H ~ ~ ( P ~ ( L )  A h t ) .  

f Nous obtenons a l o r s  C (Pk(L)) = ffsi(Pk(L) A k t )  et  

cf (p(L))  = u cf(pk(L))  = f f S U ( p ( ~ )  A Rat). 
k2 l  

Nous a l l o n s  montrer maintenant qu'en f a i t ,  on peut remplacer l ' i n t e r -  

sec t ion avec un langage r a t i o n n e l  par  un homomorphisme marqué inverse. Nous 
+ 

a l lons  prouver pour c e l a  que Vk E N-- , pk( L ) A Rat c - ff-'(pk( L ) ) . 

S O * ~  L un cône .hationnct ditiideee. PO& .tout k IN' 

Preuve. 

* * 
Soient L r Pk(L), L 5 X e t  R c - X un langage ra t ionne l .  Alors 

L = f(M) où M r L e t  f est une fonct ion de commutation k-partitionnée associée 

à une p a r t i t i o n  n = {XI,. . . ,Xkl de X. 



l 
1 

* 
l 

Posons 2 = {X / x E X) et h et g deux hanomorphismes dé f in i s  sur X par - 
1 Vx E X, h(x) = & et g(x) = x. Aïors L n R = ~ - \ L ~ ( R ) ) .  11 r e s t e  donc 
1 a montrer que L u g ( R )  = f(M) w g ( R )  t Pk(L). , 
I Puisque L est un cône ra t ionne l  f i d è l e ,  Mwg(R) 1 f et on peut facilement 

v é r i f i e r  que f ( M ) c ~ g ( R )  = f t ( M  d g ( R ) )  où f' est l a  fonction de commu- 

t a t i o n  associée a l a  p a r t i t i o n  n' = { x ~  LI 2 ,  X2¶. .. ,X I .  
Donc Pk(L) A Rat c - d l ( p k ( ~ ) )  ce  qui implique que 

C ~ ( P ~ ( L ) )  = H"(P~(L)  A ht) 5 ffSa 0 K + P ~ ( L ) ) .  
1 sa f 
l Comme il e s t  évident que fi O H-'(P~(L)) 5 C (P (LI 1, nous en déduisons que k 
1 

c f ( p k ( ~ ) )  = H" o H- '(P~(L)) e t  donc q u e f ( ~ ( ~ ) )  = O H - ~ ( P ( L ) ) .  

En regroupant ce  r é s u l t a t  e t  ceux déjà  obtenus au co ro l l a i r e  4 ,  

nous obtenons une nouvelle ca rac té r i sa t ion  des t r o i s  familles de langages 

MULTI-RESET, BNP e t  Q : 

P/rapobiAXon 10. 

f MLJLTI-RESET = C (COPY) = f fSa(p(~a t )  A Rat) = usa O d l ( p ( ~ a t ) )  
n 

BNP = cf(sym) = ffS"(p(lin) A Rat) = ffSa0  lin)) 
n 

Q = t:(Alg)  = H " ( P ( A ~ ~ )  A R a t )  = H" O f f - f ~ ( ~ l g ) ) .  



: CHAPITRE IV 

k , A )  La hiérarchie des famil les de 1angagesCP (RAT), k 2 O 

k 8) La hiérarchie des familles de langages SC (RAT), k z O 

k C) La hierarchie des familles de langages P (RAT), k 2 O 

D) Comparai s o ~  entre fami 1 les 

E) Problèmes de décidabilite. 



C e  de rn ie r  chap i t re  aborde des  quest ions c lass iques ,  que soulève 

l a  d é f i n i t i o n  de nouvelles familles de langages. 

Ainsi ,  dans les t r o i s  premières sec t ions ,  nous a l l o n s  montrer que l e s  
k k k h ié ra rch ies  des f a m i l l e s  SC (RAT), CP (RAT) e t  P (RAT) (k 2 O) sont  i n f i n i e s  : 

c'est à d i r e  q u ' i l  e x i s t e  des  langages "dabtuqutt~ '~ à p a r t i r  d'un langage 

r a t i o n n e l  en l u i  appliquant  k fonc t ions  de semi-commutation (resp. commutation 

p a r t i e l l e  et cormnutation p a r t i t i o n n é e )  qu'on ne pourra jamais ob ten i r  à p a r t i r  

d'un langage r a t i o n n e l  en l u i  appliquant  moins de  k fonctions.  

k k Pour l a  h ié ra rch ie  des familles SC (RAT), k 1 O, e t  CP (RAT), k r O 

l 'exemple du langage cons t ru i t  est l e  même : il e s t  d é f i n i  s u r  un alphabet  

de t r o i s  l e t r r e s ,  ce qui  permet de  v o i r  un peu mieux l e  r é s u l t a t  de l ' app l i -  

ca t ion  de chaque fonction.  

k Mais l e  cas  des  langages de  P (RAT) est d i f f é r e n t  car on montrera 

qu'on est obl igé  d'augmenter l a  t a i l l e  de l ' a lphabet  avec l e  nombre de 

fonct ions  qu'on applique. Nous obtiendrons, a i n s i ,  des r é s u l t a t s  sur l a  

composition des  fonct ions  de commutation. 

Le r é s u l t a t  de  l a  4ème s e c t i o n  cons i s t e  en une s é r i e  d ' inc lus ions  
k s t r i c t e s  : Pk(RAT) 8 cPk(RAT) Y SC (RAT), Vk > 0. 

Enfin,  dans l a  5ème sec t ion ,  nous nous in téressons  aux prablèmes 

de d é c i d a b i l i t é .  La l i s t e  des p r o p r i é t é s  énoncées n 'es t  sûrement pas  

exhaustive. Citons seulement un r é s u l t a t  : il est indécidable de déterminer 

s i  un langage r a t i o n n e l  et  un langage de P(RAT) sont  égaux. 

A - LA HIERARCHIE DES FAMILLES C P ~ ( R A T ) ,  n t O. 

Nous a l l o n s  montrer que les familles CP"(RAT), n 1 O forment une 

h ié ra rch ie  i n f i n i e  : CP~(RAT)  3 CP~+%RAT) Vn 2 O. Le cas n = O e s t  t r i v i a l .  

Nous a l l o n s  prouver ce r é s u l t a t  pour n > l e n  u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  du lemme 

suivant  : 



u r {ab, ba l .  l 

i l 

Preuve. 
1 

Nous al lons  d'abord montrer que l 'on a toujours lu . ]  = 2 V i  É 11, ..., k)l 
1 1 

* Si  1 U. 1 > 2,  U.  contient  au moins 2 occurrences de a ou de b. 
1 1 * 

Supposons com(ui) = Codaabuf),  avec uf r {a,b} . S i  aaabujy = aaab6 É (&+bal 
1i 

=> aa E (ab + ba)+ e t  ab6 E (ab + b a l +  

+ => ora E (ab .+ ba)+ e t  6 E (ab + ba l  

+ 
O r  aaahuiy É Com(ul). . .Corn(\) => abaaB r (ab + ha)  

=> &a E (ab + balf e t  a6 E (ab + b a l +  

=> a É (ab + b a l +  e t  a6 E (ab + b a l +  

et on a une contradiction.  

Donc Iuil < 2 

* On écar te  a l o r s  immédiatement les cas où lu. 1 = O ou lui 1 = 1, 
1 

qui  impliqueraient qu' il exis te  un indice j t e l  que lu. 1 > 2. 
3 

Montrons maintenant l e  r é s u l t a t  énoncé, par récurrence sur k. 

* S i  k = 1, com(u) 5 {ab, bal implique de manière évidente que u = ab 

ou ba. 

* Supposons l e  r é s u l t a t  vrai Vn S k ,  e t  montrons q u ' i l l l e s t  encore 

à l 'ordre k+l  : 

Com(ul) ... Com(uk) Cm(%+l) (ab + ba) 
k+ 1 



On s a i t  a l o r s  que V i  s €1,. . . ,k+l), lui 1 = 2. Les cas  u = aa ou ul = bb 
1 

sont à éca r t e r  immédiatement. I l  r e s t e  a l o r s  ul = ab ou ul = ba. Ce qui 

implique que 

k Com(u2) . . . C O ~ ( U ~ + ~ )  c (ab + bal  , - 

et  donc, par hypothèse de récurrence, ui = ab ou ba V i  E {2,. . . ,k+l} . 

i+l 11 e s t  c l a i r  que Vi 2 O,  CP~(RAT) c CP (RAT). - 
Nous al lons  maintenant montrer l ' inc lus ion  s t r i c t e  en exhibant un exemple 

i+l de langage appartenant à CP (RAT) e t  n'appartenant pas à CP~(RAT) .  

+ k+l So ien t  R = ((ab) c )  (ab)+ avec  k 2 O, fo  la (onction d e  commtiLtation 
p a h t i a e  aadooiée a la C = €(a,b)}, f l  donction aaaociée a 

O 

Cl = { ( b , ~ ) }  et f 2  & donct ion u d o e i é e  à c2 = { ( a , ~ ) } .  

AeOu 
k 

L = ( f î  O f l )  € f (R) 
0 CP~~+ ' (RAT - C P ~ ~ ( R A T  ) 

&t 

L' = f l ( l )  € CP 2k+2 
(RAT) - CP~~+'(RAT). 

Preuve. 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  un langage ra t ionne l  K e t  2k fonctions de 

commutation g 1, g2,... ,g2K t e l s  que L = g2k O ... O gl(K). 

Nous pouvons f a i r e  a l o r s  plusieurs  remarques. 

* On ne peut pas trouver de fonctions g associées à l a  r e l a t i on  i 
€ (a , c ) ,  (b,c)} car L n c+(a+b)+ = $ 

x De même, on ne peut avoir  une fonction g associée à l a  r e l a t i on  i 
i ( a , c ) ,  (a,b)) car L n a+(b+c)+ = gJ. 

* Même chose avec l a  r e l a t i on  i (b,c) ,  (a,b)). 

On en conclut donc que V i  €1 ,... ,2k}, gi E €fo, fl, f2}. 



* On a forcément au moins une des fonctions g .  qu i  e s t  fo. En e f f e t  
+ 1 + ' k+2 (où Dl est l e  langage de Dyck sur {a,b} ). Proj({a,b,c}, { a , b } ) ) ( ~ )  = (Dl) 

Et ce langage n 'es t  pas ra t ionnel .  

On en déduit au s s i  que Vi E (1, ,2k) , 

où X désigne l 'alphabet  {a, b, c). l 

Posons L = {u E L,  
1 Iula,b = 2(k+2)1. k + l  

L, contient  l e s  mots de l a  forme (ab + ba )  ck+' (ab + ba )  . 
.L 

Comme L = g2k O ... O g ( K ) ,  on peut trouver un mot de K : 
1 

u = u1 c u2 c ... c u ~ + ~  t e l  que gpk O ... . 0 gl(u) E LI. E t  comme il ex i s t e  

i t e l  que g = fo, on a a lo r s  i 

com(ul) Cm(u2) . . .  corn(^^+^) c - (ab + balkt2 = proj(X ,{a,b) )(LI 

:',On déduit a l o r s  du lemme précédent que u., = ab ou ba, Yj E (1,. . . ,k+2). 
' d 

Nous pouvons a lo r s  affirmer que g e s t  l 'unique opérateur égal  à f ' en e f f e t  
1 O '  

supposons que g = f (ou f 2  1. 
1 

* 
Alors u -> u ' c u t  c ... c u t  avec un mot u! de longueur supérieure c l 2  1 

k+l  1 

ou égale à 3 .  

Mais on d o i t  encore avo i r  f o ( u l )  c L donc - 1 

Com(ui) . . . Com(ut k+l ) c (ab + ba)k+2 

et  on a une contradiction avec l e  lemme . 
Donc 

- 
8' - fo' 

Montrons q u ' i l  e s t  l 'unique opérateur égal  à f : supposons que gi = fo, 
O 

avec i > 2 (on peut supposer que g j  r gj+l Vj E {l ,... ,2k-1)). 

Alors giml O ... O gl(u) 3 vl c v2 c ... c v k+2 = v, où un des v.  e s t  de 
3 

longueur supérieure str ictement à 2. 



En remarquant qu'on do i t  a l o r s  avoir  f (v)  E L donc 
O 1 a 

Cm(vl) Codv  c (ab + b a ~ ~ + ~ ,  on a encore l a  même contradiction. k+2 - 
Donc g = fo et  gi = f ou f2  V i  I 1. 1 1 

Nous a l l ons  maintenant montrer qu'on ne pourra a lo r s  jamais obtenir  
k + l  l e  mot w = ab c ( a l k + '  (w c L ~ ) .  

Pour obtenir  ce mot, on d o i t  avoir  g i (u  = (abc lk+l  ab. Alors, à p a r t i r  de 

gl(u) , pour a t te indre  w ,  il fau t  au moins appliquer 2k f o i s  l e s  fonctions 

f ou f2  : raisonnons par récurrence sur k : 1 

- pour k = 1 : gl(u) = abcabcab. 

Les seules  fonctions possibles é tan t  f et  f2 ,  il e s t  c l a i r  q u ' i l  faudra 
3 2 appliquer f l  pu is  f 2  pour obtenir  ab c (ab) . 

Donc 

Supposons donc que s i  g (u )  = il fau t  2k permutations pour 1 
r' obten i r  ab ck+l(ablk+l  (donc pour amener l a  dernière occurence de l a  l e t t r e  c 

devant l a  ~re rn iè re  occurrence du sous-mot ab), a l o r s  : 

si gl(u) = (&clkf2 & = abc (abc lktl ab, il f a u t  2k permutations 

pour obtenir  l e  mot abck+'abcab e t  donc il fau t  encore appliquer successi- 
k+2 vernent l e s  fonctions f e t  f pour obtenir  ab c (ab )k+3a donc en tout  2k+2 1 2 

opérations f e t  f2. 

Donc 

2k+l E t  enf in ,  pour montrer que L' C CP (RAT), l e  raisonnement se ra  tou t  à f a i t  

identique : on montrera qu'on ne peut pas a t te indre  l e  mot ack+lb(ab)k+l 

en moins de 2k t l  opérations à p a r t i r  du mot gl(u) = (abc) k+l* 



Pour montrer ce r é s u l t a t ,  nous a l lons  u t i l i s e r  l e  même exemple que 

précédemment, mais l e  cheminement de l a  démonstration se ra  un peu d i f fé ren t  

car l e  nombre de fonctions de semi-commutation qufon peut dé f in i r  sur un 
1 

alphabet de 3 l e t t r e s  e s t  plus important que ce lu i  des fonctions de commutation 
1 

p a r t i e l l e  e t  on ne peut pas à p r i o r i  exclure une majori té de ces fonctions. 

Mais l a  contradiction à laquel le  on aboutira r e s t e  l a  même. 

Preuve. 

Pour k 2 O ,  nous a l lons  considérer l e  langage ra t ionne l  
+ 

R=( (ab )+c lk+'(ab) e t  l e s  3 fonctions de semi-commutation suivantes : 

f  s e r a  associée à l a  r e l a t i on  Co = {ab ++ bal ; 
O 

f l  se ra  associée à l a  r e l a t i on  C = {bc + cb) ; 1 

f2  se r a  associé à l a  r e l a t i on  C = {ac + ca l .  2 

k Posons L = ( f2  O fl) O fo(R). Alors L r SC~~+ ' (RAT) .  NOUS a l lons  montrer 
2k que L C SC (RAT). 

Supposons pour ce la  qu ' i l  ex i s t e  un langage ra t ionnel  K e t  2k fonctions de 

semi-commutations g . ( i  r 11,. . . ,2k} ) associées à des r e l a t i ons  Si ( i  r il,. . . ,2k)) 
1 

vé r i f i an t  L = g 2 k ~  ... O gI(K). 

Nous pouvons a l o r s  f a i r e  l e s  constatations suivantes: 

l0 ) V i  {l,. . . ,2k), S. ne peut pas contenir  l e s  r e l a t i ons  ac  + ca e t  bc + cb 
+ 1 

car L n c (a+b)+ = 8. 
+ + 

De même, S. ne peut pas contenir  {ba + ab, bc + cb) c a r  L n (a+c) b = 0, 
1 

ni{& + ba, ac  + ca) ca r  L n (b+c)+a+ = 0. , 



Donc, au moins une des r e l a t i ons  Si do i t  contenir  une r e l a t i o n  qui f a i t  

cornmuter a e t  b : ab + ba ou ba + ab ou ab c+ ba (car  Proj(K, {a,b)) r RAT). 
I Montrons qu'en f a i t ,  il ex i s t e  i et  j E {l,. . . ,2k) t e l s  que Si contient  
1 l a  r e l a t i o n  ab -t ba e t  S. l a  r e l a t i o n  ba + ab (on peut avo i r  i = j ) .  

3 

Supposons l e  con t ra i re  : 3i  E { 1,. . . ,2k) t e l  que S. contient l a  
1 1 

r e l a t i o n  ba + ab, e t  V j  E (1,. . . ,2k), S. ne cont ient  pas l a  r e l a t i on  ab + ba. 
3 

I + kt2 t 
l où L1 v é r i f i e  (Dl) L t  5 Dl. 
1 

, Et d'après l'hypothèse, g2k/{a,b} O ... 0 gU{a,bl = f où f e s t  l a  fonction 

associée à l a  r e l a t i on  b a +  ab . 
1 
I Alors l ' é g a l i t é  f(Proj(K, {a,b) ) )  = L'  e s t  impossible : l e  mot ( (b  n a n )c l  k+hnan 

n n k+2 est dans L,  Yn E 1. Donc (b  a ) E L1 ==> 3w E proj(K, {a,b)) t e l  que 
n n k+2 (bnan)k+2 6 f ( w )  => w r f-'((b a ) ) où f - l  est associée à l a  r e l a t i on  

n ab + ba . On en conclut que w = b wl. En chois issant  n suffisamment grand, on 
+ aura a l o r s  un facteur  i t é r a n t  dans w qui e s t  dans b . C e  qui  e s t  impossible 

puisque ~ r o j ( K ,  {a,b}) 5 {u E ~ a , b ) + / l u ] ~  = ]ulbI.  
I 

On déduira aisément l a  même chose en supposant que S cont ient  l a  r e l a t i o n  
i 

b a  * ab. 

Nous a l lons  maintenant nous in té resser  au sous-ensemble de L d é f i n i  

p a r  L = {u r L / 1 U ]  a = 1 u ] = k+21, e t  plus particulièrement au mot 1 
w' = ab ck+4ab  lktl qui appartient  à LI, pour montrer qu'on ne pourra jamais 

l'bbtenir à p a r t i r  d'un mot de  K en l u i  appliquant l a  s u i t e  gl,. . . ,gZK. 

Il est c l a i r  que Vu E LI, proj(u,  {a,b)) E (ab + balk+*. D'autre par t ,  

il ex i s t e  u E K t e l q u e  g O ... O g (u  w c .  Comme K c L, on en déduit  , 1 2k 1 1  - 
que u 

l 
1 r LI e t  donc proj  (u 1 ' {a,b} E (abtbalkt2. 

1 

( ~ ~ 9  u2 9 -  U2ktl = wl)  l a  s u i t e  de mots qui représentent l e  passage 
1 * 
l de ul à ut : Y i  2 1, u u 

i i+l 
: nous pouvons c o n s t a t e  que : 

Vi E {l, ..., 2k1, ui r LI, donc proj(u {a,b}) r (&+balkt2 i ' 

O *  V i  2 1, gi(ui+l) 5 LI, donc proj(g.(u i i+l 1, {a,b)) c (abtbalW2 - 



Soit  i = sup{ j E il,.. . ,2k)/ S. contient l a  r e l a t i on  ba + ab). 
3 

(D'après l a  remarque 2, i exis te ) .  Nous a l l ons  a lo r s  montrer que : 

1°) V j  2 i+l, pro j (u j ,  {a,b}) = (ab)k+2 

2O) Ui+l = (abc)k+' ab. 

Io) Supposons q u ' i l  ex i s te  j 2 i+l t e l  que proj(u {a,b}) / 
j ' 

Soit  Vk > j ,  Sk ne contient  pas l a  r e l a t i on  ab + ba ; l 

on devrai t  a lo r s  avo i r  proj(u {a,b}) = proj(wl,  {a,b}) = (ab)k+2, 
, 

j ' 
ce qui est faux. 

Soit  3k > j t e l  que Sk contient l a  r e l a t i on  ab + ab. On do i t  

a lo r s  avo i r  g 
k/{a ,b) (proj(u  {a ,b}) ) .3  ( d l k t 2  = proj(wl, {a, 61)  e t  

j ' 
on peut é c r i r e  que proj(u  fa ,b ) )  = &%a x ,  où a 2 O et x r (ab + ba)  k+2- (a+: 

j  
Le r é s u l t a t  du l e m e  11.8 nous d i t  que : 

Vv E g 
k/{a,b) 

bpoj(u {a ,b))) ,  s i  v = vlv2 avec v = 2a+l, 
j  ' 1 

on a lvllb 2 1 (ablablb = a+l. Dr l e  facteur  gauche de longueur 2a+l de 

~ r o  j  (w' , {a,b} ) cont ient  a occurrences de l a  l e t t r e  b. On en déduit que 

proj(wl, {a,b)) / gk/{a,b}(proj(uj. {a,b})). 

2O) Nous venons de vo i r  que pro j (u  
i+l {a ,b l )  = (ab)k+2 ; 

d'autre pa r t ,  gi(uit1) 5 LI. 

Posons u ~ + ~  = x1 c x c . . . c 2 xkt2, avec x 1 2  x ... xk+2 = ( d l k t 2 .  

S i  il e x i s t e  j t e l  que lx j  1 * 2, on peut supposer que x . 1 > 2. 
3 

x contient  donc un fac teur  de l a  forme aba ou bab : il e s t  a l o r s  
j 

c l a i r  qu'en appliquant une seule  f o i s  l a  fonction g (en dérivant ba en ab) i 
au mot u on so r t  de LI, c a r  on obtient  un mot dont l a  projection sur { a ,b) 

j 
cont ien t - le  sous mot aabb ou bbaa, ce qui e s t  impossible. 

Nous pouvons maintenant conclure : w' g2k O ... O gitl ((&clk+' ab) ,  

e t  seules  l e s  r e l a t i ons  f a i s an t  in tervenir  l a  l e t t r e  c peuvent ê t r e  

u t i l i s ée s .  Nous avons vu dans l a  démonstration du paragraphe A),  q u ' i l  

f a l l a i t  au moins 2k fonctions pour r é a l i s e r  ce  passage, e t  nous en avons 

i c i  au maximum 2k-1. 



k k De même que pour l e s  fami l les  CP (RAT), e t  SC (RAT) k 2 0, nous 

a l lons  montrer qu'on a une hiérarchie  i n f in i e .  Mais l a  démonstration se ra  

i c i  un peu plus compliquée : pour l e s  conmiutations p a r t i e l l e s  ou l e s  semi- 

commutations, l e s  l e t t r e s  qui ne "bougenit" pas, (qui ne commutent avec r i e n  

pour une r e l a t i on  donnée), jouent l e  r ô l e  de  ba r r i è r e  dans l e  mouvement des 

au t res  l e t t r e s .  Mais dans l e  ca s  des commutations par t i t ionnées ,  tou te  rela-  

t i on  permet à chaque l e t t r e  de commuter avec au moins une au t re  l e t t r e .  

De plus ,  pour un alphabet X donné, l e  nombre de pa r t i t i ons  ( e t  donc de fonc 

t i ons  de commutation que l 'on peut dé f in i r )  e s t  f i n i .  Et  nous a l lons  montrer 

que l a  composition de k fonctions de commutation par t i t ionnée (k r 3 )  dont 

2 sont identiques s e  rédui t  à l a  composition de (k-1) fonctions. La t a i l l e  

de l 'alphabet sur lequel  nous donnerons l e s  exemples grandira donc avec l e  

nombre de fonctions qu'on compose. 

Nous a l lons  donc énoncer quelques r é s u l t a t s  concernant l a  composi- 

t i on  de fonctions de commutation par t i t ionnée ; puis nous montrerons que 
2 

P(RAT) c P (RAT) en exhibant un langage ra t ionne l  R e t  deux fonctions de - 
commutation f e t  f t e l s  que f2 O fl(R) n 'appartient  pas à P(RAT) e t  de 1 2 k plus nous montrerons que f 2  O f (R) n'appartient  pas à P (RAT),  Yk 2 3 et  

1 
que f 2  O fl(R) = g2 O gl(K), pour 2 fonctions g e t  g2 e t  un ra t ionnel  K,  

- 1 
implique f = g2 e t  fi - gl. Nous montrerons a l o r s  que Vk 2 0, 

P ~ ( R A T )  5 $+'(RAT). 

Notation. ------ 
* 

Nous noterons P l'ensemble des fonctions obtenues en composant 

des fonctions de commutation part i t ionnée.  

Lemme 2 .  

Soient  f E P, et U,V E P*. 

mu 
f o u o f o v o f = f o u o v o f .  



Preuve. 

Nous nous placerons dans l e  cas  où f est une fonction de commutation 

2-partitionnée, c 'es t  à d i r e  f e s t  associée à une pa r t i t i on  rr = {Y, k1 de X. 

La démonstration sera identique pour une p a r t i t i o n  quelconque. 

Yu a x*, Vw' r f 0 u O f O v O f (w),  il exis te  des mots wl, w2, w3, w4 , 

vé r i f i an t  . 

* * 
w <L w <=> w c- 

1 
w w avec y r Y*, y2 c F*. 

C 
71 

c ' Y1Y2 Cm 1 
71 

1 

* * * * -* 
de même w <-> w <=> w <-> z z <-> w ' ,  avec z E Y , z2 E Y . 

C7s 1 2 c, 1 

Donc z z E f O u O f O v O f ( y  y ). ~ ' a p r è ç  l e  lemme 11.1, on peut é c r i r e  
1 2  1 2  

c'est à dire  z r f O u O f O v O f (y l )  e t  z2 r f 0 u 0 f O v O f (y2) .  
1 

Mais pour ob ten i r  z, ( resp.  2,) à p a r t i r  de y, (resp.  y,), aucune commutation 
J. L t L 

r e l a t i v e  à c ne sera u t i l i s é e  puisque yl E Y e t  y2 E y*. Donc en f a i t ,  

z r u O v(yl) e t  z2 E u O v(y2). Donc z z E u O v(y y ), e t  on conclut 1 1 2  1 2  
a i n s i q u e w '  E f O U O V O ~ ( W ) ,  e t  f o u o f  o v o f s  f o u o v o f .  

Comme l ' inc lus ion  inverse e s t  évidente, l ' é g a l i t é  énoncée e s t  vér i f iée .  



Preuve. 

1 Nous démontrerons le résultat pour des fonctions de commutation 

2 partitionnées, l'extension au cas des partit2ons quelconques se fait 

facilement. 

Le raisonnement est basé sur une récurrence sur k. 

Posons n = {Y, k] la partition qui définit f et ml = {XI, %} la  arti if ion 
qui définit ul. 

Nous allons montrer que f O ul O f = v, ou v est la fonction associée 
à la partition nt = {Y n X1, Y n gl, ? n XI, Y n El}. 

Vu r x*, l'inclusion f O ul O f(w) E v(w) est tritaiale. 
* 

Vw e X y montrons que V(H) 5 f O ul o f(w). 

* Vw' E V(W ) , il existe une dérivation w -> w '. 
C 

Tr ' 
Si cette dérivation est de longueur nulle, u' = w r f O ul O f(w). - 1  

Supposons le résultat vrai pour toute dérivation de longueur s t. l 

et1 1 Alors si w -> w', on peut écrire w r >  w -> a. w' .  
C 
n ' 1 CiIl 

, w' r f O u o f(u ) par hypothèse de récurrence. 4 7 .  1 1 

Donc w' E f O ul O f O f O u1 O f(u) = f O ul O f O u1 O f(w1.f O u1 O f(w) 

d'après le lemme 2. Ainsi v(u) c f O ul O f(w), Vw t x*. - 
Supposons maintenant que Va r k, f O ul O u2 O ... O ua O f = v1 O ... O v . 

a 
A ~ o ~ s  f O u O u2 O O - *   OU^+^ O f' f O  U1 O m . .  O uk O f O f O u ~ + ~  O f 1 
(lemme 2)  = vl O ... O vk O f O uk+l O f (hyp. de rec) = vl O va O ... O v O v k kil 
(hyp rec). On peut aussi ajouter qui si u est associée à la partition f 
{xi, Xi] de X, v. sera associéeà la partitîon de X {x. n X, k. n X, X. n %,Xi n E} . 

1 1 1 1 



Lemme 4 .  

Preuve. 

Montrons que f 0 ... 0 fl(w) c f (w) ,  Yw r X* k 
f l  O f 2  O ... O fk(w) = f(w) Vw c X* -> Y i  E { ï  ,..., k}, fi(w) c f(w) - 
-> f k o  . * *  0 f l ( w ) c  f(w). - 

Réciproquement, montrons que 4w r x*, f(w) f . . . O fl(w). k - 
Notons C l a  r e l a t i o n  associée  à f ,  et  C l a  r e l a t i o n  associée  à f 

TT TT i i ' 
4i r 11 ,...,k}. 

Yw E x*, Yw' É f (w) ,  on peut é c r i r e  que w E f ( u t ) .  
* * * 

Donc w ' c 7  w <Y . . . <- u puisque f = fi 0 f2  0 . . . 0 fk. 
C 1 c C 

TTk "k- 1 

Nous u t i l i s e r o n s  i c i ,  un raisonnement p a r  récurrence sur k. Mals d'abord, 

précisons l a  nota t ion q u i  s e r a  u t i l i s é e  : 

s i  f est associée à une p a r t i t i o n  {X 1, X2,...,X } e t  si g e s t  associée 
n 

a une p a r t i t i o n  {Y1, Y2,...,Y }, nous noterons f t g  l a  fonct ion associée à l a  
P 

p a r t i t i o n  {X. n X i z j , i E {l,... ,n} , j r {l,.. . ,pl}. L j y  

Montrons maintenant l e  résulkat:rpour! .k = 2 : 

s i  f O f2  = f2  O fl, nous pouvons écrire : 1 



fi O f2  = fl  O fl  O f 2  O f2  = fi O f2  O fi O f 2  = (fl + f 2 )  O f 2  (lemme 3 )  

= fl + f2  car f2 c f + f2. - 1 

Supposons l e  r é s u l t a t  vrai pour (k-1) f o n c t i o n s  : 

- si fi O . . . O fk-l - ficl O ... O fi a l o r s  f O ... 
1 = f +f +...+fk-l€P. O f k - 1  1 2  

Alors ,  pour  k , f o n c t i o n s  : 

- f 1 0 f 2  O ..* O f k - f 1 0 f 1 0 f 2  O ... O f k O f k  

= f 0 f O fk-l O m . .  O fl  O fk 1 k  

= (fl+fk) O (f1+fk-J O ... O (fl+f2) O fk (lemme 3 ) 

= fk 0 (f l  + f k )  O ... O (fl  + f 2 )  O fk car f 5 f + fk k 1 

= (f i  + f k )  0 (f i  + fk  + fk l )  O ... O ( f l  + fk + f 2 )  ( l e m e  3 )  

On a r é d u i t  à (k- 1 )  fonc t ions .  

f k  O ... O f1 = fk  O f O fk 0 ... O fi O fi  k - l 
I 

= fk  O f l  O f 2  O ... O fk O fl  I 
I - l 

= fk  O (fi + f 2 )  O ... O (fi + f k )  (lemme 3 )  I 

' fk O ( f l +  f 2 )  0 * * O  0 (f i  + f ) 0 fk cm fk C f l  + fk  k - 
= (fl + fk  + f 2 )  0 0 -  0 (f + f + fk O (fi + f k )  (lemme 3)  1 k  - 

Comme f O f 2  O ... O fk = fk O ... 
1 O fl, on a donc 

1 Nous pouvons a l o r s  app l ique r  l 'hypothèse  d e  récur rence  à ces (k-1) fonc t ions ,  
1 

et  conclure  que f 0 f2  O ... 0 fk = fi + f2  + ... 
I 1 

+ fk. 



S o i e n t  x un utphabet.  f l  51 (onot ion d e  w m w n  urocLEe à 

Li1 w n  sl = {XI, X2, x3 u X4, X5... ,X 1 et f 2  La donceion d e  connutation 
P 

a.66ooiEe a la p m t L t i o n  n2 = {xl u x2, 5, x4, x5 .... x 1. . 
P 

Preuve. 

Vw E x*, fl(w) c - f(w) e t  f2(w) c - f (w) ,  donc f l  0 f2(w) 5 f(w),  

et f î  O f (w) c f(w). 
1 - 

* 
w -> proj(w, xl) proj(v,  X Î )  proj(w, X u X4) proj(w, X5)-*-~r0j(w,):X ) 

C 
'K. 

3 P 

Soit w ce mot. wl f 2  0 f l (u)  
1 

Donc f î ( w l )  con t ien t  w l ,  e t  w 1  r f 2  O fl(w). 

~ïors Uw E x*, f 2  O f l (u)  = f(w) -> (lemme 5)  fi  O f2  = f 2  O fi = f .  



Lernne 6.  

Preuve. 

vw E x*. fl(w) 5 f(w) e t  f2(w) c - f(w) donc f l  O f2(w) f(w) 

e t  f î  0 - fl(w) c - f(w). 

oÙ u e s t  d é f i n i  par : proj(uly X1 u X2) = proj(wl,  X1 u X ) qui est inclus  
1 2 

dans proj(u,  X ~y proj(w, X2) proj(ul, X3) 
1 = proj(w, X3). 

contient  donc w ' . 
Donc f(w) 5 f2  0 fl(w) et  a i n s i  f(w) = f 2  O fl(w) = f l  O f2(u). 

2 Nous allonsmaintenant exhiber un exemple de langage de P (RAT) l 

qui  n 'est  pas dans P(RAT). Le r é s u l t a t  obtenu se r a  plus f o r t ,  puisque pour l e  
I 

langage cho i s i  : L = f O f (RI, avec R a RAT e t  fl e t  f2  des  fonctions de 2 1 
coxnutation, nous a l l ons  montrer que f l  e t  f 2  sont l e s  seu les  fonctions possibles, 



et composées dans cet  ordre,  qui peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  pour abtenir  L à 

p a r t i r  d'un langage rationnel.  

Dans l e s  deux lemmes suivants on désignera par : 

* X l 'alphabet a ,  a2, bl, b2} 

* f  l a  fonction de commutation parti t ionnée associée 1 
à l a  pa r t i t i on  de X ml = {{al, a2} y {bly b2}} 

* f 2  l a  fonction de commutation associée& l a  pa r t i t i on  

+ * R l e  langage ra t ionne l ,  (albla2b2) 

mat donne X, fl, f2, R d E & h h  comme C i - d u b u ,  .Ll n'&te pas 
de .thgage /tationn& K 5 x *et de d o d n  de commuîzCion pvu2Llonnée g 

dE$&Le hm X teed que g(K) = f a  O f  l(R). 

Preuve. 

NOUS a l lons  d'abord montrer que f 2  0 fl(R) L Com(R), où Com(R) 

désigne l a  commutation t o t a l e  de R. Pour cela ,  nous allons prouver que l e  

mot b b a a a a b  b = w '  n 'est  pas dans f 2  O fl(R). 
2 2 1 2 1 2 1 1  

Pour obtenir  l e  mot wl, on ne peut p a r t i r  que du mot u = a b a b a b a b 1 1 2 2 1 1 2 2  

* * 
Supposons q u ' i l  exis te  une dérivation u d w -> w'.  Puisque par f 2 ,  (al,b2) 

C 
1 

=1 
Cm 

2 
ne commutent pas, il fau t  que proj (w {al+b2} ) = pro j  (w ' , {a } ) = b b a a 

1 y 1 2  2 2 1 1 '  
Mais par fl, (bly b2)  ne conmutent pas. Donc proj(wl, { bl, b2) ) = 

proj(w, {bl,ba ) = blb2blb2. On en déduit donc que proj(u { a  ,b ,b 1 ) = 1' 1 1 2  
b b b b a a E t  comme (al, a ) ne commutent pas par  f , proj(wl, {alYa2} = 

1 2 1 2 1 1 '  2 1 

a a a a e t  a i n s i  u = b b b b a a a a Donc proj(wl, {a2,bl}) = b b a a 
1 2 1 2  1 1 2 1 2 1 2 1 2 '  1 1 2 2  

e t  comme (a  ,b ) ne commutent pas par f2, on doi t  avoir  2 1 

proj(ul, {a  2 ,b 1 1)  = proj(w9, {a2, bl} 1. ûr proj(w9, {a2$? = a2a2blbl. 

On a 'donc une contradiction. 



Supposons maintenant qu ' i l  ex i s t e  un langage ra t ionnel  K e t  une fonction 

de commutation parti t ionnée g déf inie  sur X vé r i f i an t  g(K) = f2  O fl(R). 

Alors : 

donc proj(fl(R), {al,blj) = D: c - proj(g(K), {al,bl}) 5 DI. S i  (al.bl) 

+ .  ne cornutent pas par  g ,  on do i t  a l o r s  avoir  p ro j  (K, {a bl}) = Dl . 1' 
on a l ' é g a l i t é  d'un langage ra t ionnel  e t  d'un langage non ra t ionne l ,  ce 

qui est évidement impossible. Donc (al, b ) conmutent par g. De l a  même 
1 

manière on montre a l o r s  que ( a  b 1, (b ,a 1, (b ,a commutent par g. 1' 1 1 2  2 2 

On t i e n t  l e  même raisonnement pour montrer que g f a i t  commuter 

(al,a2) e t  (b b 1 en remarquant que . 
1' 2 

Donc s i  g ex is te ,  g est associée à l a  commutation t o t a l e ,  ce qui e s t  en 

contradiction avec l a  première pa r t i e  de l a  démonstration. 

1 

Etiutt donné X, fl,f2, R dé6UUd p l u  hlllLt, 6i f 2  O f l ( ~ )  = gp O ... O gl(K) 

où K est un langage W n n d  at où la g. ( i  E I l , .  . . ,pl honit d u  bonClti0n6 
1 

de  CO^^^ pcm%2knnée v e h i $ h n t  gi r Iden t i t é  et gi + gi+l p o m  

i Il; ..., pl), &OU p=2, gl = fi et g2 = f2.. 

Preuve. 

On élimine immédiatement l e  cas pz1 (vo i r  lennne 7). De même on peut l 

é c a r t e r l e  cas 06 g = com ( l a  commutation t o t a l e ) ,  puisque f2  O fl(R) t ~om(R) 
i 

(lemme 7). l 

Sur l l a lphabe t  {x, y, z, t), on peut avoir des pa r t i t i ons  de l a  forme 

{{XI, {y), { z , t l l  ou C€x,yl, { z , t l l  o d i x l a  Cy,z,tll l 



i0 Dans une première par t ie ,  on a écar te r  l e  cas  oi3 l'unedes g.  est associ 
1 

à une pa r t i t i on  de la forme € 1 ~ 3 ,  {y), {z,t)). 

Supposons q u ' i l  ex is te  i r {l,... t e l  que g. s o i t  associée 3 
1 

n = {{XI, {y>, { z , t l l  avec {x. y ,  z ,  tl = {a1, a2, bl. b21. i 

Si  aucune des au t res  fonctions ne f a i t  coimouter ( z , t ) ,  a lo r s  Yj * i, 

% O O g1 
- 

gj 5 Ois donc - gi, ce qui  est impossible ( l e m e  7 ) .  I 

S i  une fonction f a i t  camnuter ( z , t )  : s o i t  g. une de ces fonctions, 
3  

choisissons l a  plus proche au sens des indices, e t  regardons tous l e s  cas  pos- 

s i b l e s  : 

- g. est associée à n = {{x,z}, {y,t}} avec {x,y,z,t} = {al,b1,a2! 
I j 

A l o r s + o  0 . .  o g i o  0 . .  o g j  0 g 1 = g p o  ... o g .  o g .  O ... o g p a r  
1 3  

- 
- g~ O "' 

O gi O k e g O ... O gl où k e s t  une fonction associée 
j 

à l a  pa r t i t i on  {{XI, {y.z.t}j ; (k 5 gi) 

- 
- g ~ O " '  

O gi O L O ... O gl où L e s t  associée à l a  pa r t i t i on  

{{x), {z), {y,t))  (k O g = l : lemme 6 )  
j 

= com (gi O & = corn. où com est l a  commutation t o t a l e  : lemme 2 ) .  

Ce  qui e s t  impossible. 

S i  j < i, on é c r i t  l a  même chose. 

- Si  g. est associée à une pa r t i t i on  du type {{x,y), {z) , {t)) 
3  

Alors gi O g = g. O gi = Corn d'après l e  lemme 5. 
j I 

- Si  g. est associée à une pa r t i t i on  du type {{x,y,z), { t ) )  
3  

Alors gi O g = g. O k O g j  = giol = c m  = g . O gi en appliquant l e  lennne 6. 
j 1 J 

On a l e  même r é su l t a t  si g .  est associée à l a  pa r t i t i on  {{x,y,t), {z)). 
3  

Dansla s u i t e  de l a  démonstration, on pourra(ldonc conclure à une impossibil i té 

dès  qu'on pourra réduire  l a  composée de plusieurs  fonctions à une fonction 

du type de gi. 

2 O  ) Dans l a  deuxième par t ie ,  nous a l lons  regarder l a  nature de gl. 

* Si  g1 est associée à une pa r t i t i on  du type {{XI, <y,z,t}} , a l o r s  : 

- gZ peut ê t r e  du même type : g2 est associée à {{y}, fx ,z , t l}  

par exemple. b i s  a l o r s  g -  O gl est associée à {{XI, y ,  iz , t l}  (lemme 61, 2 
ce qui e s t  en contradiction avec l a  première par t ie .  



- g2 est alors associ6e I une partition du type {{x,y}, {zstl). 

Alors g2 O gI est associçe encorn {{XI. {y}, {z,t11 (leme 6) e t  on a 
l a  même contradiction. 

S i  gl es t  associge 1 une partition du type {{x.y}. {z.t)] 

1 - si g2 es t  associb a une partition du type{{xI. {y,zstl 1 
I alors g O i corrrspond a la partition {{XI, {y). {z,t11 (lemme 6) ce-  

2 
qui est  impossible. 

On peut remarquer que l a  succession de ces deux types de commutation (g et 1 
g ) se traduit par un cas impossible. ûn peut donc conclure que tous l e s  g 
2 i 

sont associées a des partitions du type {(x,y), {z,t)}. Il y a tmis possi- 

b i l i tés  : 

, fl associée a ({alva, 1. :& ,b Il = 3 1 2  

f, associée a f Glsbl Is b,p2 11 = % 

Dans l a  troisième partie de l a  démonstration, nous allons envisager tous 

l e s  cas possibles de composition de ces t ro is  fonctions. 

lere remarque . - 

fi + f2 = fi + f3 = f2 + f3 = Com ( la  commutation totale). Rappelons - 
que si %est  associée a {Xi. Xi) e t  f a {X 2.1. fi + f .  est  i a  fonction 

j j' 3 3 

f2 Ofi(R) = g O a . .  ogl(R) = $0  - - . O  f,o f k o  f .  o f  (K) avec 
J i 

a, i. js k r {1,2,3} e t  a * k. Donc a=i ou a=j ; alors 

f i O  fk O f .  0 f i =  (fk + f i )  0 ( f .  + fi) = C m  sicisi (lenune 3) 
3 

et 
3 

8 

f O fk O f .  0 fi = (fk + f.) O fA = Com s i a= j  (lemme 3). 
j 3 3 

Do peut donc Clbiner l e  cas où p 2 4. - .  S . - - ' .  - - -  . . - . . 



Etudions l e  c a s  où p = 2 : 

* f 2  O fl(R) = fi O f2(K) 

=> Vu r f 2  O fl(R) = f l  0 f (K), f2(w) r f 2  O fl(R) = f l  0 f2(K) 
2 

l 

-> f 2  O f l  O f2(K) = fl  O f2(K) = ( f i  + f2)(K) = Com(K), 
I l 

1 

ce  qui  es t  impossible (lemme 3, l e m e  7) .  

* f 2  O fl(R) = f3  O fl(K) 

= f 2  O f O f (K) (même raisonnement) 
3 1 

= f 3  O f 2 O f3  0 f 1 (KI (même raisonnement) 

= ( f 2  t f3)  Q fl(K) = Com(K) (lemme 3). 

Donc même impossibil i té.  

- - f1 0 f 2  O f l  O f3(K) = (ff + f 2 )  O f3(K) = Com(K) : 

impossible 

= f g  O f3 O f2(K) = ( f 2  + f3)(K) = Com(K) : impossible. 

Le principe i c i  doi t  être différent.  On s a i t  que l e  mot w' = b2b2ala2ala2blbl 

n'appartient p a s  à f 2  o fl(R) (lemme 7).  Montrons que ce mot appartient  à 

f 2  O f3(K). S o i t  w r K t e l  que Iwl = I w I a  = IwI = 2. 
al 1 b2 



cornmutent p a r  f 2  p u i s  b b a a a a b b L * b b a a a a b b  c a r ( a  
2 2 2 2 1 1 1 1  c-> 2 2 1 2 1 2 1 1  1' a 2 )  

cornmutent dans f 
2' "2 

Donc w' r f O f3(K). 
2 

Il nous r e s t e  à regarder  l e  cas où p = 3 : 

* f 2  O f l (R) ' fi O f .  O f .(KI avec i, j r {1,2,31, i L j a l o r s  
3 1 

f 2  0 fl(R) = (fi + f . )(K) = Com(K) : impossible. 
3 

* 
f 2 0  f l ( ~ )  = f k 0  f .  0 fi(K) avec i, j,  k r {1,2,31 i t j r k. 3 

Alors, on aura  forcément une inc lus ion f 0 f (K) 5 f 2  O f (R) qui  e s t  impos- 
a B 1 

s a l e  puisque dans t o u s  l e s  c a s  é t u d i é s  précédemment, il y a v a i t  des incompa- 

t ibil i tés.  

On peut énoncer ce lemme sous une a u t r e  forme : 

Lemme b ai6. 

fl, f2 ,  R W dE6uii6 conme p é c e d m e n t .  h i  f2  O fl(R) = gpo ... ogl(l<), 

avec p > 1, gi i P Vi r {l, . . . ,d  K s RAT, &M a @Xe I< vé>Lid&vLt lsk<p 

Zet que : 



Preuve. 

Le cas n=2 a é té  démontré dans l e  cadre du lennne 7. Le cas n = l  

est t r i v i a l  (Corn( (ab)*) r P(RAT) e t  k RAT). On supposera donc n > 2. l 

Posons X {a1, a2, ... ,an, bl, b2,  ... q} e t  définissons I 
1 

n pa r t i t i ons  de X : ml, n2, ..., n 
l 

n l 

Par 
n = {{al, a 2  ,... ,an]. {bl, b2,... ,b 11 l 

1 n 
et 

ni = a b , ... ,b a ..., an),  {bis a2,. . . ,a b ,b 1) 
1 2 3' i' i+19 i' i+l9 n 

A chaque pa r t i t i on  ni, associons l a  fonction f i  ( i  r {l,.. . ,n} ) 
+ 

Soit  R = ( a  b a b ... a b ) e t  posons L = 
1 1 2 2 ~ ~ n n  f n  O 

.. . O f l ( ~ ) .  L r P"(RAT). - 
Montrons que L # P (RAT). 

Mais d'abord, nous pouvons f a i r e  2 remarques importantes : 

Remarque 1. 

en notant pi l a  fonction associée à l a  pa r t i t i on  {{a a 1, {bl,bi}} 1' i 

et t .  l a  fonction associée à l a  pa r t i t i on  {{al,bi], {bl,ai}}. 
1 

Nous savons (lemme 8) que ce sont les seules fonctions possibles pour 

obtenir l e  langage pro j (L, {al,bl ,ai ,bi} ) à p a r t i r  d'un rationnel.  



Remarque 2. 

où pij e s t  l a  fonction associée à l a  pa r t i t i on  {{a. ,a .}, {bi,b . I I  
1 3  3  

e t  t . .  e s t  l a  fonction associée à l a  pa r t i t i on  {{ai,b.}, {a b.B. 
13 3  j' 1 

Supposons maintenant q u ' i l  ex i s te  n-1 fonctions de commutation gl, g2,...,gn-1 

e t  un langage ra t ionne l  K t e l s  que L = gn-l O . . . O gl(K). On peut supposer 

gi z Iden t i t é ,  V i  E {1, ..., n-1). On d o i t  a l o r s  avoir  : 

= ti O pi((alblaibi)+) (rem. 1 )  

Donc, dl après l e  lemme 8 b i s ,  V i  E { 2 , .  . . ,n} , on peut trouver k {2 ,  ,II- 1) 
i 

t e l  que : 

= ti OU Iden t i t é ,  Uj < ki 

et 

= p. ou Iden t i t é ,  V j  2 ki 1 1 al s b l  



S i ,  pour un i fixé, il e x i s t e  j t e l  que g = Iden t i t é  a lo rs ,  gj sera 

associée à une pa r t i t i on  de l a  forme : 

donc a  e t  bl sont dans l e  même élément de l a  par t i t ion .  
1 

Comme 

on aura forcément g.  = Iden t i t é  ca r  pk et tk imposent que al e t  bl 
1 a 1 9 b l  

so ient  dans des  éléments d i f fé ren ts  de l b  par t i t ion .  

Donc g = Ident i té .  Or nous avons supposé que tou tes  l e s  fonctions g é ta ien t  
j  j 

différentes  de l ' i d e n t i t é .  

Nous pouvons donc aff i rmer  que : 

V i  E (2,. . . ,n}, il e x i s t e  k. E {2,. . . ,n-1) t e l  que : 
1 

Donc, il e x i s t e  2 indices  i, j  2 , .  n  , i * j t e l s  que ki = k.. 
3 

On a  donc l a  configuration suivante : 

g est associée à l a  p a r t i t i o n  {{a 
1 l' ai, a j .  - * -  }, {hl, bis b j ¶ * * * } }  

gk ,- 1 
es t  associée à l a  pa r t i t i on  {{al, ai, a j  , . . .}, {bl, bis b j  ,;. .}} 

1 

gk. est associée à l a  p a r t i t i o n  {{al, bis b j  ,. . . 1 ,  {bl, ai, a j ,  - = 0 } 1  
* 1 
* 

g;- 1 
es t  associée à l a  pa r t i t i on  {{a bis b j  , -1, {bl, 1' ai, a j ,  ... 11 



I 
1 Alors proj (L, lai,bi,aj ,bj 1) = Corn( (a.b .a.b . 1') d'après la remarque 2 

j 
1 1 3 3  

Oùgllai,bi est associée à la partition f{ai,aj}, {bi,bj}}. 

+ t Donc Proj(K, {ai,a.}) = proj(c~m((a.b.a.b:) , <aisa.)) = Com ((a.a.1 ) : 
3 1 1 3 3  1 1 3  

on a ici l'égalité d'un langage rationnel et d'un langage non rationnel, 

ce qui nous donne la contradiction. 

Comme les fonctions de commutation partitionnée forment un sous-ensemble 

des fonctions de commutation partielle qui sont elles même des cas particuliers 

de fonctions de semi-commutation, nous avons clairement les inclusions 

P~(RAT) c - CP'(RAT) - c SC~(RAT), pour k 2 o. 
Nous allons montrer que ces inclusions sont strictes en énonçant un résultat 

un peu plus fort : une fonction de commutation partielle (resp. semi-commutation) 

appliquée à un rationnel ne pourra pas toujours se simuler par l'application 

d'une suite de fonctions de commutation partitionnée (resp. commutation partielle ) 

à un autre langage rationnel : en d'autres termes, CP(RAT) $(RAT) et 

SC(RAT) q CP*(RAT). 



Preuve. 

Soient le langage rationnel R = (ab)* # et la fonction de comutation 
* 

partielle f associée à la relation C = {ab o bal. Alors f(R) = Dl # où DI 9 
est le langage de Dyck sur {a&} (f(R) 4 RAT). 

k Supposons qu'il existe k r 1 tel que f(R) E P (RAT). Alors il existe 

un rationnel K et k fonctions de commutation partitionnée f (i E 11, .. .h 1) i 
vérifiant f(R) = fk O . . . O f (K). On peut supposer que fk i Identité. 1 

Alors f est associée à une partition T de {a,b,#}, donc # permute au moins 
k 4 k 

avec les lettres a ou b. 

De plus, Vu E f(R) = fk O . . . O fl(K), fk(w) ' fk O . . . O fl(K) = f(R). 

Si (a,#) commutent par fk, le mot ba # est dans f(R) donc fk(ba # )  2 f(R) 
donc b # a c - f(R), ce qui est impossible. 

De même, si (b,#) commutent par f le mot ab # appartenant à 
k 

f(R) = fk O f(R), on en déduit que a # b doit appartenir à f(R), ce qui est 
k faux. Donc f(R) / P (RAT), Yk 2 O. 

k k P (RAT) 8 CP (RAT), Vk a 1 

Preuve. 

On sait que 

La conclusion est immédiate. 



k k  Pour comparer l e s  fami l les  CP (RAT) e t  SC (RAT), l e  raisonnement e s t  t ou t  à f a i t  

analogue et  l'exemple e s t  l e  même. 

Preuve. 

Posons R = (ab)* # et  f l a  fonction de semi-comutation associée 
* à l a  r e l a t i o n  C = {ba -t ab). Alors f (R) = D;* # où Di est l e  langage de semi-Dyck 

sur (a,b}. (Rem : f(R) L RAT). 

Supposons q u ' i l  ex i s t e  k 2 1 et ,  k fonctions de commutation p a r t i e l l e  

fi, i r I l ,  ..., k} e t  un langage ra t ionne l  K v é r i f i a n t  fk O ... O fl(K) = f (R)  

Comme proj(f (R) ,  {a,b}*) = DI* L RAT, on a  forcément une des fonctions f .  qui 
1 

f a i t  cornmuter a e t  b. 

So i t  w c K t e l  que Iwl = l w l b  = 1. Comme K c f (R) ,  on a w = ab # ; a l o r s  
a - 

fi(w) 5 f  (RI et  f .(w) cont ient  ba # ce  qui e s t  contradictoire.  
1 

Le co ro l l a i r e  suivant e s t  immédiat : 

C o ~ o ~ e .  

k 
vk 1 1, CP (RAT)  F SC~(RAT).  

E - PROBLEMES DE DECIDABILITE. 

Nous a l l ons  donner quelques propr ié tés  de déc idab i l i t é  ou d ' indécidabi l i té  

concernant  pou^ l a  plupart les langages ra t ionne ls  e t  l e s  langages de P(RAT). 
1 



Preuve. 

Nous a l lons  exhiber une famil le  de langages ra t ionne ls  L e t  une 

fonction de commutation par t i t ionnée f t e l s  que l ' é g a l i t é  f (R) = x*, pour 

R E L, e s t  indécidable, en nous ramenant au théorème de Post. 

lère partie. 

Soient X un alphabet e t  n = {X1,X21 une pa r t i t i on  de X. Notons 

ml l a  projection de X s u r  X e t  m2 l a  projection de X s u r  X 
1 2'  

Soient h e t  g deux homomorphismes non e f f a ~ a n t s  dé f in i s  sur X* 
1 

t e l s  que Yx E X1, h(x) E X: e t  g (x)  E X: . Posons : 

* + 
Nous allons montrer que L r X <=> 3u r X1 / 'h(u) = g(u)  . 

-> + 
S i  L t x*, il exis te  u E X t e l  que u t! L. 

So i t  w = A ( u )  (w # E c a r  u t E) .  I l  e s t  c l a i r  que h(w) = g(w). 
1 

<== Soi t  w = uh(u) w t E car u * E. Alors 

donc 

w / ~ e t ~ t ~ *  

2ème partie. 

Montrons que L e P2(RAT). 



S i  X = {al, a2,... ,a 1 ,  posons 
n 

S i  f désigne l a  fonction de commutation associée à l a  pa r t i t i on  de X x X2IS 

il e s t  c l a i r  que : 

Donc 

L = f (R) .  
1 

 après l a  première pa r t i e ,  nous pouvons a l o r s  é c r i r e  : 

et  c e t t e  propr ié té  e s t  indécidable d'après l e  théorème de Post. 

La phopkLeté K c f ( ~ ) ,  où R et K d o n t  d u  &wgageb n a t i o n n a  et 
O 

f une $onotion de w m - n  pmXa%nnEe, ekt Lidéoidabee. 

Preuve. 

Nous venons de vo i r  qu ' i l  est indécidable de déterminer si. X* c f ( R )  
O 

(puisque f(R) c X* est évident). - 



€$and donné un &angage d o n n e t  R c - X* et une doncthn de c o m ~ o n  

pamXCbnnée f dédLnic b~ X, on peut déc ida  si f (R) = R. 

Preuve. 

La r e l a t ion  de commutation C associée à f peut ê t r e  considérée comme 

un ensemble de règles  de réécr i ture  que nous noterons P 

P = ( x y +  yx, yx + xy / .  (x,y) E Cl 

D'autre part, il existe un automate déterministe minimal 

t e l  que T(M) = R. 

Nous allons d é f i n i r  une re la t ion  sur l'ensemble des é t a t s  Q de l'automate 

comme sui t  : 

Yq, q1 r Q,  q S  q' C"> 4w E X , q*w E F d  q'*w E F 

Montrons maintenant que : 

Soit ql = q*u. 

* 
Alors Vw E X t e l  que ql*w2 F, w uw r R donc w l w 2  E R e t  q*m2 E F c 'es t  

2 1 2  
à d i r e  (q*v)w2 E F ; a i n s i  q = q*uS q*v. 

1 

(r Montrons que Vw' E f(R), w' E R. 

Yw' E f(R), 3w E R t e l  que w' E f(w) ; il existe  donc une dérivatron 

qui  f a i t  passer de w à w'. Nous al lons raisonner par récurrence sur l a  longueur 

de c e t t e  dérivation. 



Posons ql = qo* w1. Alors, (ql*u) * w E F. Puisque q * U S  q * v ,  on a 2 1 1 

q î W w  E F, donc w w E R. S i  l a  longueur de l a  dérivation e s t  e+l  : 2 1 2  

e Par hypothèse de récurrence, w + w implique w 6 R et  w + w' en t ra îne  
c 1 1 1 c 

w' r R. Donc f (R) = R. Il  nous r e s t e  à montrer maintenant que Yq, q' E Q, l a  
* 

proprié té  q i q' e s t  décidable : posons Lq = { w E X / q w E F 1 

I Lq e s t  un langage ra t ionne l ,  e t  q s q1 e s t  équivalent à Lq c Lql, e t  c e t t e  - 
proprié té  e s t  décidable. 

Nous a l lons  montrer dans l a  proposition suivante que ce r é s u l t a t  

e s t  faux pour l e s  langages algébriques, par l ' intermédiaire de deux lemmes : 

So*t x = xl ,x2,. . . ,X 1 . On p u  deterunulen h i  un langage atgéh-que 
k 

L c x * c o n t i e n t  x;x; ... x;. 
l 

Preuve. 

On construi t  LI  = L n x*x* . . . 3 e t  $ (L1 1 où @ désigne l a  fonction 1 2  
de Parikh. Puis il s u f f i t  de regarder si @ (L' = d, ce  qui e s t  décidable. 

Preuve. 

Soit  X = { xl, x . . . ,%1 et  L 5 X * un langage algébrique. Alors 2 
il est c l a i r  que 

1 2 1 e s t  commutatif. 



* 
Comme l a  condition S e s t  décidable (lemme précédent), L = X é tan t  

une propriété indécidable, l a  condition 2 ne peut ê t r e  décidable. 

O 
Nous pouvons a l o r s  énoncer l e  r é su l t a t  suivant : 

La prropL&té L = f ( ~ )  où L est un langage atgébfüyue d f une dondion  

Preuve. 

Il s u f f i t  de cho i s i r  pour f l a  fonction qui  r é a l i s e  l a  commutation 

t o t a l e .  

O 

Il indécidaide de  dé.Wm&eir h i  l '&tetcde&ion d'un langage m- 
h n n a  et d'un iktngage de  P(RAT) ut v i d e .  

Preuve. 

Soient X = X u X un alphabet, e t  h e t  g deux homomorphismes non 
1 2  

effaçants  de X: dans x:. 
n A 

L n + 
Posons K = ( 1 xi h(xi))+ e t  R = ( 1 xi g(xi) )  avec X = {xl, x ~ ~ . . . , x  1 .  n 

i=l i= 1 

Si  f désigne l a  fonction associée à l a  pa r t i t i on  {X X2}, on peut 
1 

facilement montrer que : 

et c e t t e  p ropr ié té  e s t  indécidable (problème de Post) .  

En u t i l i s a n t  l e  même raisonnement e t  l e  même exemple, on a l e  

r é s u l t a t  suivant : 



Zl ut indécidabec de détmm.i.neh d i  P i n t m e c t i o n  de deux langages 

I Ceci ne représente certainement qu'une p e t i t e  p a r t i e  des  questions 
1 

I qu'on pourrait  s e  poser. 

l Citons quelques exemples de problème qui pourront peut- ê t r e  ê t r e  résolus.  
1 

1 
l S i  {gk9 1 s k 5 n} est un ensemble de n fonctions de commutation peut- 

l 

on décider si gn O . . . O g1 = Com ( l a  commutation t o t a l e )  ? Plus généralement 

peut on décider de 1' éga l i t é  de deux fonctions de P*, ou de l ' é g a l i t é  de deux 

fonctions de SC * ? 

Quelle e s t  l a  plus  courte s u i t e  de fonctions de commutation ( 2 )  

l part i t ionnée qui nous donne l a  commutation t o t a l e  quand on l e s  compose ? 
L\LLE \ @ 1 l 

Une méthode de construction d'une t e l l e  s u i t e  e s t  l a  suivante. 
- 1 

On d iv i se  systématiquement l 'alphabet en 2  sous-ensembles de même t a i l l e  (à 1 

élément près, s i  l a  t a i l l e  de l 'alphabet e s t  impaire). 

Exemple : 

Alors définissons l e s  pa r t i t i ons  suivantes : 

n = {al, a2,  as}, {a4 , a5 agi  se ra  associée à l a  fonction f 1 1 

- n2 - a a5, as)¶  {a2¶ a4i sera  associée à l a  fonction f 2 

n = {al, a2, a g i ,  {a3, a4, as} se ra  associée à l a  fonction fa. 3 

Alors Vw E X* 



* 
-> w où W. E CornCproj(w, 

2 2 
{al,a2,a31 11 Corn Cproj(w, {aq.a5,a6} 11 

C 
71 

2 

* 
d w1 où w' É Com(w). Donc Corn = f l  O f 2  O f3  O f O fl. 
C 2 
n, 

S i  l a  t a i l l e  de l 'alphabet e s t  n,  l e  nombre de fonctions composées 

e s t  de l ' o rdre  de 21og n. Peut-on f a i r e  mieux ? 2 
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Nous définissons des fonctions de conmutation sur les m o t s  par la donnée d'une 
relation binaire quelconque sur un alphabet ; les fonctions de semi-commutation 
correspondent aux relations non reflexives, les fonctions de commutation par- 
tielle sont assocides aux relations non r6flexives et symétriques, et dans le 
cas 03 la relation est le compl€mentaire d'une relation d'équivalgnce, nous 
obtenons les fonctions de commutation partitionnge. 

dernier type de fonction a l'avantage de s'exprimer facilement au noyen 
d'operations bien connues r les homomorphismes et l'oflration de shuffle. 

Nous montrons alors qu'on peut factoriser les fonctions de commutation partielle 
et les fonctions de semi-commutation en une succession d'hommorphismes, d'homo- 
morphismes inverses et de fonctions de commutation partitionnée. 

Puis nous Ctudions les proprietés des canes rationnels fideles clos par commu- 
tation partielle, ce qui nous permet d'obtenir une nouvelle caractérisation de 
la famille des langages Multireset &=est le plus petit cdne rationnel fidele 
clos par conmutation partielle. 

Nous montrons ensuite que la hiérarchie des familles de langages construite a 
partir des langages rationnels au moyen des fonctions de semi-commutation 
(resp. commutation partielle, commutation partitionnée) est une hiérarchie 
infinie. 

Enfin, nous étudions les probl&mes de décidabili té concernant principalement 
P(RAT), la famille des langages images par une fonction de commutation parti- 
tionnee d'un langage rationnel. 


