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INTRODUCTION 

L'opération de f e u i l l a g e ,  b ien  d é f i n i e  pour l e s  a r b r e s  f i n i s ,  é t a b l i t  

une l i a i s o n  importante e n t r e  a rb res  e t  mots, f o r ê t s  e t  langages. Nous étendons 

c e t t e  opéra t ion  aux a rb res  i n f i n i s  à p a r t i r  de s p é c i f i c a t i o n s ,  pa r  des cons- 

t r u c t i o n s  s tandards .  Les "mots" i n f i n i s  que nous déf in issons  l o r s  de c e t t e  

cons t ruct ion  son t  de nature  p lus  générale que l e s  mots i n f i n i s  usuels  et  que 

l e s  mots b i - i n f i n i s  ; i l s  s e  rapprochent p l u t ô t  des "arrangements" dénombrables 

i n t r o d u i t s  p a r  Courcelle e t  Heilbrunner. Plus précisément, l ' opé ra t ion  de 

f e u i l l a g e  obtenue s ' avè re  moins f i n e  que c e l l e  de " f ront ière"  d 'arbres i n f i n i s  

d é f i n i e  à l ' a i d e  des arrangements. 

Le r é s u l t a t  important,  qu i  e s t  é t a b l i  a l o r s ,  e s t  l a  d é c i d a b i l i t é  de 

l ' é g a l i t é  des f e u i l l a g e s  d 'arbres i n f i n i s  r é g u l i e r s .  Nous nous in té ressons  

ensu i t e  à l a  s t r u c t u r e  de l'ensemble de mots c o n s t r u i t  e t  montrons que c e t  

ensemble e s t  un 2/3 de SFP mais pas un SFP, ces deux c l a s s e s  de C.P.O. ayant 

é t é  i n t r o d u i t e s  en sémantique p a r  Plo tk in .  Cette  p ropr ié t é  permet de m é t r i s e r  

convenablement c e t  ensemble. 

Les a r b r e s  sont  des ob je t s  qui  appara issent  par tout  en informatique ; 

q u ' i l  s ' a g i s s e  d ' a rb res  programmatiques, d 'a rbres  comme s t r u c t u r e s  de données, 

d 'a rbres  syntaxiques,  d 'a rbres  sémantiques, i l s  ont  été abondamment é tud iés  

e t  l e u r  r ô l e  fondamental n ' e s t  plus à démontrer. 

Le f e u i l l a g e  d'un a rb re  e s t  un mot représentant  l e s  f e u i l l e s  de l ' a r b r e ,  . 

dans un ordre donné. Considérons p a r  exemple l ' a r b r e  suivant  : 

son f e u i l l a g e  e s t  

l e  mot x y  z z y y  



Son i n t é r ê t  e s t  év ident  dès  l o r s  qu'on manipule des a r b r e s  de product ion,  

de dé r iva t ion .  I l  e s t  b i e n  connu que l e  f e u i l l a g e  d'une f o r ê t  reconnaissable  

e s t  un langage a lgéb r ique  e t  réciproquement t o u t  langage a lgébr ique  e s t  f e u i l -  

l a g e  d'une f o r ê t  reconnaissable .  Pa r  exemple l a  f o r ê t  reconnaissable  F d é f i n i e  

p a r  l a  grammaire r é g u l i è r e  d ' a r b r e  : X -t /i\ + /g\b 
a X b a 

a pour f e u i l l a g e  l e  langage a lgéb r ique  : {an bn/n E N+}. 

Des p r o p r i é t é s  des langages a lgéb r iques  peuvent a l o r s  ê t r e  obtenues à 

p a r t i r  de p r o p r i é t é s  p l u s  s imples  des f o r ê t s  reconnaissables  p a r  a p p l i c a t i o n  

du f e u i l l a g e  ; u n  exemple c l a s s i q u e  e s t  l e  lemme d ' i t é r a t i o n  de l a  double é t o i l e  

des langages a lgéb r iques .  C e t t e  i d é e  de s e  plonger  dans une s t r u c t u r e  p l u s  ri- 

che, c e l l e  d ' a r b r e ,  p l u t ô t  qu 'opérer  lourdement s u r  l a  s t r u c t u r e  apparente ,  

p l u s  pauvre,  c e l l e  de mot, e s t  u t i l i s é e  en  compilat ion p a r  a t t r i b u t  (Knuth, 

Cource l le ,  Lohro, ... ) où l ' o n  t r a v a i l l e  s u r  un a r b r e  ayant  pour f e u i l l a g e  l e  

programme (un mot) considéré.  

Quant aux a r b r e s  i n f i n i s ,  i l s  appa ra i s sen t  na ture l lement  dans l ' é t u d e  

de l a  sémantique des langages de  programmation. Ils s ' ob t i ennen t  p a r  exemple 

en développant à 1 ' i n f i n i  l e s  i t é r a t i o n s  d '  un programme ( Cousineau, Jacob, .  . . 
ou en développant,  à l ' i n f i n i  également, des  schémas de programmes i t é r a t i f s  

ou r é c u r s i f s  (N iva t ,  Cource l le ,  Guessarian, Kott ,  ...). Les a r b r e s  obtenus de 

c e t t e  façon s o n t  a lgébr iques ,  e t  avec l ' o r d r e  syntax ique  ("moins d é f i n i  quef f )  

s u r  l 'ensemble des  a r b r e s  f i n i s  e t  i n f i n i s ,  sont  à l a  base de l a  sémantique 

a lgébr ique  d é f i n i e  p a r  Nivat ; l a  sémantique d'un programme e s t  a l o r s  d é f i n i e  

p a r  l ' a rb re  a s s o c i é  ( l i m i t e  des  a r b r e s  f i n i s  d 'approximation r ep ré sen tan t  l a  

s u i t e  des c a l c u l s  f i n i s ) .  



Un cas p a r t i c u l i e r  important e s t  c e l u i  des a rb res  r é g u l i e r s  ; i l s  ont 

un nombre f i n i  de sous-arbres d i s t i n c t s  ; c e  s o n t  ceux que l ' o n  ob t i en t  en 

développant les i t é r a t i o n s  d'un programme, ou en déployant l e s  schémas de 

programme i t é r a t i f .  Les a rb res  r é g u l i e r s  son t  également les solu t ions  de cer- 

t a i n s  systèmes d 'équations d 'a rbres  (Cousineau, Courcelle, .  . . ) , d i t s  systèmes 

r é g u l i e r s .  Prenons p a r  exemple l e  système, r é d u i t  à une équation : 

en rééc r ivan t  i té ra t ivement  l a  va r i ab le  X dans l e  second membre de l ' équa t ion ,  

e t  en remplaçant c e t t e  va r i ab le  p a r  l e  symbole " indéf in i"  R on o b t i e n t  l a  s u i t e  

c ro i s san te  (au sens de l ' o r d r e  syntaxique) d ' a rb res  : 

Le supremum (sup)  de c e t t e  s u i t e  e s t  un a r b r e  i n f i n i  r é g u l i e r .  

Plus généralement, l e s  a rb res  algébriques son t  l e s  so lu t ions  de systèmes 

algébriques d ' a rb res ,  dont un exemple simple e s t  l e  su ivant  : 



En procédant comme précédemment p a r  r é é c r i t u r e s  e t  en  remplaçant l e s  

sous-arbres  du type  p a r  l e  symbole Q, on o b t i e n t  l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  

d ' a rb re s  : / \  

q u i  a pour  sup un a r b r e  i n f i n i  a lgéb r ique .  

Les mots i n f i n i s ,  souvent cons idérés  comme cas  p a r t i c u l i e r  des  a r b r e s  

i n f i n i s ,  e t  l e s  langages i n f i n i t a i r e s  permet ten t  de d é c r i r e  l e s  comportements 

i n f i n i s  de processus (Büchi,  Mac-Naughton, ... ) e t  de f o r m a l i s e r  l e s  problèmes 

de synchronisa t ion  e t  du p a r a l l é l i s m e  de processus  (Arnold, Niva t , . . . ) .  

Les mots " b i - i n f i n i s "  (N iva t ,  P e r r i n )  s o n t  une ex tens ion  n a t u r e l l e  des  

mots i n f i n i s  ; a l o r s  que l e s  mots i n f i n i s  on t  p a r  d é f i n i t i o n  un début ,  l e s  mots 

b i - i n f i n i s  n 'on t  n i  début ,  n i  f i n  ; i l s  r ep résen ten t  des  s u i t e s  de l e t t r e s  in -  

dexées p a r  l 'ensemble des  e n t i e r s  r e l a t i f s .  

Ces types  de mots son t  évidemment i n s u f f i s a n t s  pour  pouvoir é t end re  

aux a r b r e s  i n f i n i s  l ' o p é r a t i o n  de f e u i l l a g e  ; on ne p o u r r a i t ,  à p r i o r i ,  d é c r i r e  

convenablement que l e s  f e u i l l a g e s  d ' a rb re s  ayant  une, v o i r e  deux branches i n f i -  

n i e s .  

Les "arrangements" dénombrables, g é n é r a l i s a t i o n  p l u s  f o r t e  des mots in- 

f i n i s ,  on t  permis de d é f i n i r  l a  " f ron t i è r e"  d ' a r b r e s  i n f i n i s  (Cource l l e ) ,  un 

arrangement é t a n t  une s u i t e  de l e t t r e s  indexées p a r  un ensemble, quelconque, 

to ta lement  ordonné. La f r o n t i è r e  d'un a r b r e  e s t  a l o r s  l 'arrangement d é f i n i  p a r  

les noeuds terminaux ( f e u i l l e s )  de  l ' a r b r e .  Considérons p a r  exemple l ' a r b r e  

su ivan t  : 



La f r o n t i è r e  de c e t  a rb re  e s t  l 'arrangement  dénombrable, no té  
W -W 

a b'W c (b-\ndiquant une i n f i n i t é  de l e t t r e s  'b '  obtenues en  

"remontant" dans l ' a r b r e  de l ' i n f i n i  ve r s  l a  r a c i n e )  que l ' o n  peut  schémat i ser  

de l a  façon su ivan te  : 

La f r o n t i è r e  e s t  e f fec t ivement  une ex tens ion  du f e u i l l a g e  d ' a rb re s  f i n i s ,  

mais ne possède cependant pas  l a  "bonne" p r o p r i é t é  d ' ê t r e  cont inue  ; on ne peut 

donc pas  i d e n t i f i e r  l a  f r o n t i è r e  d'un a r b r e  i n f i n i  à une " l imi t e "  d'approxima- 

t i o n s  f i n i e s .  Reprenons l 'exemple précédent ,  l a  s u i t e  d ' a rb re s  : 

y . . .  
1 

? 



est ~caxù%ssante er a pour sup l ' a r b r e  t considéré.  L'ensemble des f r o n t i è r e s  
n  

(& ces &nes f i n i s  est le langage : {an R bn S I  c  / n  r N+). s i  con- 

sf d h  maiatenant l ' a r b r e  : t ' = 

/*\ 

elfe est d i f f é r e n t e  de c e l l e  de t ,  a l o r s  qu'en considérant ,  comme précédemient,  

Les q y r s x i m a t i o n s  de c e t  a r b r e  on ob t i en t  l e s  mêmes f r o n t i è r e s  f i n i e s .  

Hri-s f r o n t i s ~ c i s  d ' a ~ b r e s  r é g u l i e r s  on t  é t é  é tudiées  (CourceSle, Heil.bru;lner) 

et s2 l'on peut Les e q r c m e r  à l ' a i d e  d 'expressions,  l a  d é c i d a b i l i t é  de I'gsui- 

~ a k n c e  reste un problème ouvert .  

Que p o u r r a i t  a l o r s  ê t r e  une généra l i sa t ion  p lus  s a t i s f a i s a n t e  de Sa rz-tion 

de fs&-Lage ? 

La première con t ra in te  e s t  de pouvoir concaténer l e s  mots infinis (ce 

q r L  e s t  le  cas pour l e s  arrangements) pour avo i r  l a  p ropr ié t é  intr2m&que du 

Bsïillaze, n ~ t i  4 : 

La 18emciSrne .contrainte est c e l l e  de cont rnui té  a f i n  de ? D ~ D ~ F  cw~sid$-  

ser des ~app~onrimations f i c i e s  représentant  l e s  mots i n f i n i s .  Les arbws, ~LL-JS 

de Z"~a&be s p t a x i q u e ,  ayant une s t r u c t u r e  de CPO, il p a r a î t  donc m i s o n d l e  

do s35qoser que l e  f e u i l l a g e  s o i t  une app l i ca t ion  continue d ' m  C2D un 

a t c  (2'0, c 'est-à-dire v é r i f i e  : 



si {z.. 'f i E W) est une s u i t e  c r o i s s a n t e  d ' a r b r e s .  
1 

Ces m r t m 5 n t e s  i n d u i s e n t  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  que d o i t  v é r i f i e r  l ' en -  

semtle &si mots, c o m e r n a n t  la  r e l a t i o n  d 'ordre ,  l a  concaténat ion e t  l a  com- 

gatioflité entm les deux.  

La solut501: l a  g l u s  gÉnérale  répondant à ces  s p é c i f i c a t i o n s  ( o b j e t  

5 ~ 2 t i a 2  d a m e  c a t é g o r i e )  est obtenue p a r  des  cons t ruc t ions  s tandards  (com- 

p160ion .d'easer['ble ordonné,  ex t ens ions  p a r  c o n t i n u i t é  ) . L'ordre obtenu sur 

les mots e s t  plas g é n é r a l  que l ' o r d r e  p r é f i x e  usue l  ou l ' o r d r e  " f ac t eu r  de" ; 

a i n s i  les mots se p r é c i s e n t  en t o u t  p o i n t  où l ' o n  r encon t r e  l e  symbole indé- 

fhi Q. P a r  eseaple, l e  mot al2bbnzR est p l u s  p e t i t  que l e  mot acRabbbac : 

l a  p d è r e  mctmrence  d e  l a  l e t t r e  R s e  p r é c i s e  en cRa, l a  deuxième en ba ,  

e t  la 2 m Z s i h  en E, le mot v ide .  

11 est i~? i ;Eressant  de n o t e r  qu'avec c e t  o r d r e ,  s i  deux arbres f.m,r+ion- 

nels sont ec r e l a t i o n  par l ' o r d r e  syntax ique ,  l e s  termes canoniquement a s s o c i é s  

(&es mots) s:rrtL  PT^ l ce la t ion  également. 

LI-s mots 5 n f i n i s  e t  b i - i n f i n i s  son t  des  c l a s s e s  p a r t i c a h s  des l'mots" 

infzxis que nous cons t ru i sons .  

23 conparaison e n t r e  f r o n t i è r e  e t  f e u i l l a g e  montre que I r o q 6 r a t i c n  de 

fxzt iÊre est plus f i n e  ; p l u s  précisément ,  pour  l e s  a r b r e s  loca lemr , t  i 5 n i s ,  

dies -36'5~3 aYax &me f r o n t i è r e  o n t  même f e u i l l a g e ,  l a  r é c i p ~ ~ q u e  S-fa~? f aus se .  

On peu t  donc d é f i n i r  une s u r j e c t i o n  de l 'ensemble des zrmangene:ts dé- 

nombrablc-; dans une partie,  très l a r g e ,  de l 'ensemble de (nos) n c t s  inffirLs. 

Reprenazt les i-rbres t e t  t '  de  l 'exemple précédent ,  i l s  ontart"eme fæ-u5'ILs~e 
n * * * q u i  est égzl à sirp!a il bn cn n N+] = S q ( a  R b  R c 1 et à l u i i a g e  p a r  

U -U U 4 
cette srrrjectior. des .arrangements : a b - W *  c e t  a  b f i ) - c  . 

La lnalsor. e n t r e  systèmes d 'équat ions  r é g u l i è r e s  d ' a f i r e s  et i~y.~ternes 

O'éq7~otisr.s dg&br iques  de mots,  pay l ' o p é r a t i o n  de f e u i l l a g e ,  es$ im&?5zl%e. 

13 n 'es t  donc pas su rp renan t  d ' o b t e n i r  que l e s  f e u i l l a g e s  df&g<s &guZlers 

soct les Ipliss perites) s o l u t i o n s  des systèmes a lgéb r iques  de xmtx, 



La démarche u t i l i s é e  e s t  exactement c e l l e  de Nivat en sémantique a lgé-  

br ique ,  e t  c o n s i s t e  à opé re r  p a r  s u b s t i t u t i o n s  ( r é é c r i t u r e s  des non-terminaux) 

et à remplacer l e s  non-terminaux ( v a r i a b l e s )  p a r  C? de façon à ordonner l e s  

approximations obtenues.  Par  exemple, du système r é g u l i e r  d 'a rbres  : 

on dédu i t  le système a lgéb r ique  de mots : 

n 
les approximations de Y s e r o n t  de l a  forme Yb , n E N ce  qu i  donnera l a  s u i t e  

* 
c r o i s s a n t e  { m n  1 n E N)  = Slb dont l e  sup e s t  l e  f e u i l l a g e  de l ' a r b r e  s o l u t i o n  

de l a  deuxième équat ion .  Pour X on ob t i end ra  p a r  r é é c r i t u r e s ,  en X uniquement, 

dos mots de l a  forme a" Xyn, n E N pu i s  {anil (QbPln 1 n ,  p E N) dont l e  sup e s t  

e g a l  au  f e u i l l a g e  de l ' a r b r e  i n f i n i  r é g u l i e r  s o l u t i o n  (en  X) du système, e s t  
* * * 

encore é g a l  à s u p ( a  R (S?b ) 1. 

Sur c e t  exemple, s imple,  on v o i t  que l ' o n  a pu exprimer l a  s o l u t i o n  

( l a  p l u s  p e t i t e  en  f a i t )  du système a lgébr ique ,  e t  donc l e  f e u i l l a g e  des deux 

arbres  r é g u l i e r s  cons idé ré s ,  2 l ' a i d e  de langages r a t i o n n e l s .  De façon généra le  

on mcntre que c ' e s t  t ou jou r s  p o s s i b l e ,  c ' e s t - à - d i r e  que pour t o u t  système algé-  

br ique  de mots chaque composante de l a  p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n  e s t  l e  su? d'un 

langage r â t i o n n e l ,  dont on peu t  c a l c u l e r  une express ion .  Nous en déduisons a l o r s  

l a  d é c i d a b i l i t é  de l ' é g a l i t é  des  f e u i l l a g e s  d ' a rb re s  i n f i n i s  r é g u l i e r s .  

Il est 2 n o t e r  que des a r b r e s  d ' a l l u r e s  t r è s  d i f f é r e n t e s  peuvent a v o i r  

&me f e u i l l a g e  e t  que l 'ensemble des approximations de l a  s o l u t i o n  d'un sys tè -  

me aigGbriçge, obtenues se lon  l e  procédé d é c r i t  précédemment, e s t  un langage 

a lgébr ique  non t r i v i a l  en géné ra l .  I l  s u f f i t ,  pour s ' e n  convaincre,  de considé- 

r e r  l a  simple équat ion  : 



* * * *  * 
X = a Xb X c résolue  p a r  l e  langage r a t i o n n e l  a  (Qc ba ) Rc dont l e  sup 

est également l a  première composante de l a  so lu t ion  du système : 

L'obtention d'un r a t i o n n e l  peut ê t r e  f a i t e  en cons t ru isant  un automate 

associé a u  système d 'équation,  ou p a r  t ransformation de l ' express ion représen- 

t a n t  l a  f r o n t i è r e  de l ' a r b r e  de dé r iva t ion ,  expression ca lculée  p a r  l ' a l g o r i t h -  

m e  de Heilbrunner de ré so lu t ion  des systèmes algébriques.  Par exemple pour 

l ' équat ion  X = a X b  Xc, l 'automate associé  e s t  l e  su ivan t  : 

5 1 

et en  u t i l i s a n t  l ' a lgor i thme dtHeilbrunner on ob t i en t  l ' express ion  r a t i o n n e l l e  : 
* * * * *  

a R(Rc ba S l )  Gc représentant  un langage équivalent  (au  sens de l ' o r d r e )  à c e l u i  

reconnu p a r  l 'automate.  

Pa r  un codage simple, nous montrons ensu i t e  que l e  problème de décida- 

b i l i t é  de l ' é g a l i t é  des a r b r e s  algébriques e s t  r éduc t ib le  à c e l u i  de l ' é g a l i t é  

des f e u i l l a g e s  d 'a rbres  a lgébr iques .  U t i l i s a n t  c e t t e  démarche pour l e s  a r b r e s  

dgu l i e r s  on Tetrouve a l o r s  l a  d é c i d a b i l i t é  de l ' é g a l i t é  des a rb res  r é g u l i e r s .  

Le pmblème de f a i r e  de l 'ensemble des mots un espace métrique s ' i n s -  

crit dans l e  cadre général  de l a  métr i sa t ion  des C.P.O. D'un po in t  de vue gé- 

n é r a l  c e t  aspect  e s t  important ; a j n s i  dans l a  sémantique du non-déterminisme 

{Arnold, Mivat, Boudol, ... ) c ' e s t  l ' a s p e c t  espace métrique complet des a rb res  

qu2 est fondmenta l ,  l a  s u i t e  des approximations n ' é t a n t  plus d i r i g é e  du f a i t  

des dififerents choix poss ib les  i n d u i t s  p a r  l e  non-déterminisme. 

Ce problème e s t  r é s o l u  pour ce r t a ines  c l a s ses  de C.P.O;poür l e s  C.P.O. 

~ a l g é b r i g u e ç  (pour l e sque l s  on peut "séparer" l e s  o b j e t s  i n f i n i s  des o b j e t s  

finis ( f i n i t a i r e s ) ) ,  Comyn e t  Dauchet ont  d é f i n i  une u l t ramétr ique  associée 

à Pa topologie  dite de Lawson (ou de Cantor).  Cet espace métrique n ' e s t  cepen- 

dant  pas complet en général ,  mais pour c e r t a i n e s  c l a s s e s  p lus  f i n e s  de C.F.0, 

l e s  SFP et 213 de SPF, i n t r o d u i t e s  en sémantique pa r  Plo tk in ,  c e t  espace e s t  

complet et il y a donc isornorphie e n t r e  l e  complété métrique et le  complété 



au  sens  de l ' o r d r e .  I l  f a l l a i t  donc s i t u e r  not re  C.P.O. parmi ces c l a s ses  ; 

nous montrons q u ' i l  s ' a g i t  d'un 2/3  de SFP qui n ' e s t  pas un SFP. I n t u i t i v e -  

ment .-le f a i t  que ce  ne s o i t  pas un SFP indique que l ' o r d r e  s u r  l e s  mots n ' e s t  

pas "simple" ; l a  p ropr ié t é  d ' ê t r e  2 /3  de SFP équivaut à pouvoir "bien" mé t r i se r .  

La métrique obtenue s 'avère  ê t r e  de nature  quelque peut  d i f f é r e n t e  de 

celle s u r  l e s  a r b r e s  ou s u r  les mots usuels  : en e f f e t  pour ces  derniers  l a  

d i s t ance  en t re  deux éléments e s t  fonct ion  de l a  p lus  grande ''longueur" d ' in-  

formation commune, il y a  donc prédominance de l ' informat ion  p o s i t i v e ,  a l o r s  

que dans notre cas  e l l e  dépend avant t o u t  du p lus  p e t i t  sous-mot qui  l e s  sé-  

pa re  ( i . e .  qu i  appara î t  dans l 'un  e t  pas  dans l ' a u t r e )  e t  p r i v i l é g i e  l ' i n f o r -  

mation négative. Par exemple, l e s  deux arbres  su ivan t  : 

1 
ont une d is tance  de l ' o r d r e  de --, a l o r s  que l e u r s  f e u i l l a g e s  ( i . e .  l e s  mots 

an+' e t  anb) o n t  pour nous une d is tance  de l ' o r d r e  de 1 du f a i t  de l 'occurrence 

de l a  l e t t r e  b  dans l ' un  e t  pas dans l ' a u t r e .  

- - 

" 1 a /*\ t: - a  /*\ 

Dans l e  premier c h a p i t r e  nous rappelons l e s  d é f i n i t i o n s  et p ropr ié t é s  

e s s e n t i e l l e s  des  obje ts  que nous manipulons, à s a v o i r  : l e s  mots, l e s  a rb res ,  

les C.  P  .O.  e t  1' opérat ion de f e u i l l a g e  d'  a rbres  f i n i s .  

Dans le  second, ap rès  avoi r  s p é c i f i é  l e  problème de généra l i sa t ion  du 

f e u i l l a g e ,  nous construisons ce f e u i l l a g e  e t  donc l 'ensemble des mots r é s u l t a n t s .  

Nous comparons a l o r s  ces o b j e t s  avec l e s  mots i n f i n i s  e t  b i - i n f i n i s ,  e t  pa r  

l ' i n t e rmédia i re  de l a  f r o n t i è r e ,  avec l e s  arrangements dénombrables. 

a  /\. 

* 
n f o i s  

/*\. a  

n  f o i s  4 

/*\ \ .,' 
a  a  

/' \, 
r' 

a  b 
\ 



Au cours du t ro is ième chap i t r e ,  nous nous in téressons  aux systèmes 

d 'équations.  Le bu t  e s t  de donner un cadre formel à l a  not ion  de cons t ruct ion  

pa r  approximations successives de l a  (p lus  p e t i t e )  so lu t ion .  Nous rappelons 

t o u t  d'abord pour ce la  l e s  r é s u l t a t s  concernant l e s  systèmes d' Êquations d 'ar-  

b r e s .  Le r é s u l t a t  e s t  obtenu p a r  l a  même démarche que pour ces  systèmes. Le 

l i e n  e n t r e  systèmes r é g u l i e r s  d 'a rbres  e t  systèmes algébriques de mots, e t  e n t r e  

l e u r  s o l u t i o n  e s t  e n s u i t e  é t a b l i .  

Le quatrième chap i t r e  e s t  consacré au problème de décis ion ,  évoqué 

précédemment, e t  donc à l a  r é so lu t ion ,  p a r  deux méthodes d i f f é r e n t e s ,  des sys- 

tèmes algébriques de mots, puis  au codage des arbres  algébriques.  

Enfin dans l e  cinquième chap i t r e ,  nous ne fa isons  q u ' e f f l e u r e r  l e  problème 

de métr i sa t ion  du C.P.O. en l e  s i t u a n t  parmi l e s  c lasses  connues, après a v o i r  

brièvement rappelé l e s  r é s u l t a t s  dont nous avons besoin. 



1. RAPPEL DES NOTIONS DE BASE 

1. Monoides. Mots 

Un monoïde e s t  un ensemble (El muni d'une opé ra t ion  ( a p p l i c a t i o n  de 

E x E dans E )  a s s o c i a t i v e  e t  qu i  possède un élément neut re .  

S o i t  (E, O ,  E) un monolde ( E  = l 'ensemble,  O désigne l ' o p é r a t i o n  e t  

E l ' é lément  n e u t r e ) .  

Une r e l a t i o n  d 'équivalence R s u r  E e s t  une congruence s i  pour  t o u t  

X, y ,  z ,  t E E on a  : 

x R y e t  z R t implique ( x  O z )  R (y  O t ) .  

Une a p p l i c a t i o n  O d'un monoide (E,  O,  CE) dans un monoide (F ,  O ,  E ) 
F 

e s t  un morphisme de  monoide s i  e l l e  v é r i f i e  : 

Notons N+ l 'ensemble des e n t i e r s  n a t u r e l s  p o s i t i f s  e t  Cnl = (1, 2 , .  . . , n ) ,  

n E N+. 

S o i t  X un a lphabet  non vide ; 

- un mot f i n i  ( u )  s u r  X e s t  une a p p l i c a t i o n  d 'une p a r t i e  i n i t i a l e  d e  N + 
dans X 

i . e .  u  : Cnl + X ,  n  E N+ ; n e s t  l a  longueur du m o t  u ,  notée lu1 

ou u : @ ( l 'ensemble v ide )  + X 

l e  mot v ide ,  noté  E ,  de longueur n u l l e .  

- un mot i n f i n i  sur X e s t  une a p p l i c a t i o n  de N+ dans X 



* 
X désigne l 'ensemble des mots f i n i s  s u r  X 

W 
. X l 'ensemble des mots i n f i n i s  sur X 

e t  X~ = X* u xU. 

Concaténation 

03 

Yu, v E X , l e  concaténé de u e t  v e s t  l e  mot w, no té  UV, d é f i n i  p a r  : 

W - s i  u E X ( U  e s t  i n f i n i ) ,  w = u 

Exemple : 

X = (a ,  b} 

5 
S o i t  u = a = aaaaa 

S o i t  v l e  mot i n f i n i  : v : Nt -+ X, d i )  = b V i  E Nt. 

Notat ion : 

5 W  
w = UV = a b est  d é f i n i  par : 

m 
X muni de l a  conca téna t ion  e s t  un monoide, d'élément neu t r e  E l e  mot v ide .  



Relations d'ordre sur les mots : 

- Ordre préfixe ou "fac teur  gauche". 

00 

Yu, v  E X , u e s t  p r é f i x e  de v, noté  u  < v, s i  il e x i s t e  w E xW t e l  

que uw = v. 

w 
Le mot v ide ,  E, e s t  l e  p lus  p e t i t  élément de X pour c e t t e  r e l a t i o n  d'or- 

W 
dre ,  e t  tou t  mot i n f i n i  e s t  maximal, i . e .  Yu E X , u < v => u = v. 

- Ordre lexicographique : S e  

Soi t  r : X + Nt une numérotation des l e t t r e s  de X .  

CD 

Yu, V E X 

2. Les arbres 

< - U < V  

So i t  ,T un alphabet  gradué ; i é t a n t  un e n t i e r ,  s o i t  Li l 'ensemble des 

éléments de C de a r i t é ,  ou degré, i. 

u IR v ssi 

Domaine d'arbre : 

ou 

- s i  i e s t  l e  plus p e t i t  e n t i e r  t e l  que 

, u ( i >  # v ( i )  a l o r s  r ( u ( i ) )  < r ( v ( i ) )  

* 
Une p a r t i e  A de (Nt) (l 'ensemble des mots f i n i s  s u r  l ' a lphabe t  N ) 

t 
e s t  un domaine d ' a rb re ,  s i  e l l e  v é r i f i e  l e s  deux condit ions : 

1) - A e s t  c lose  p a r  p ré f ixe  e t  n ' e s t  pas vide 
* 

i . e .  Va, $ E (N+) 

aB E A implique a E A 



a i  E A implique aj E A pour t o u t  e n t i e r  j i n f é r i e u r  à i. 

Exemples : 

- A = {E, 1, 2,  11, 12,  13,  21, 211) 

Ce domaine d 'a rbre  c o r r e s ~ o n d  au  "schéma arborescent"  s u i v a n t  : 

B e s t  un domaine d ' a r b r e  i n f i n i ,  r ep ré sen té  schématiquement p a r  



Arbre : 

* 
Un a rb re ,  sur l ' a lphabe t  L, est une app l i ca t ion  p a r t i e l l e  t : (Nt) + C  

t e l l e  que son domaine, noté dom(t1, s o i t  un domaine d ' a rb re  e t  qui  v é r i f i e  : 

VG e dom(t), s i  t(~) E Li (de  a r i t é  i )  u j  F dom(t) ssi j i i pour 

t o u t  e n t i e r  j. 

Un a r b r e  es-t' f i n i  s i  son domaine est f i n i ,  i n f i n i  s inon.  

So i t  Z  = Z  u L u C 2  u Z avec Z0 = {a, b}, El = { h l ,  L 2  = {f,  g'), O 1 3  
Z 3  = {k}. 

S o i t  l ' a r b r e  t d é f i n i  pa r  : 

t e s t  représenté  p a r  l a  f i g u r e  su ivante  : 

ou pa r  l ' express ion  f ( k ( a ,  a ,  a ) ,  h ( h ( b ) ) ) .  

S o i t  maintenant l ' a r b r e  t '  d é f i n i  p a r  : 



t '  e s t  un a r b r e  i n f i n i  schématisé  p a r  : 

03 

On notera  : T(C) l 'ensemble des a r b r e s  f i n i s  e t  T (C) l 'ensemble des 

a rb re s  f i n i s  ou i n f i n i s  s u r  l ' a l p h a b e t  C .  

Remaraue : 

T(C) peut  également ê t r e  d é f i n i  comme é t a n t  l e  p l u s  p e t i t  ensemble 

v é r i f i a n t  : 

Sous-arbres : 

03 

Soient  t ,  t '  deux a r b r e s  de T (1). 

* 
t e s t  un sous-arbre de t '  s ' i l  e x i s t e  un mot ci de (Nt) t e l  que : 

* 
Yw E (N+) , w E dom(t) ssi ciw E dom(t1)  e t  t ( w )  = t l ( a w ) .  



Exemples : 

a a a b h  

s o n t  des  sous-arbres  de f 

l ' a r b r e  t = 

a 

/g\ 

e s t  un sous-arbre de l ' a r b r e  i n f i n i  t '  d é f i n i  dans un exemple précédent .  

- Ordre syntaxique : < 

S o i t  R un symbole n 'appar tenant  pas  à L ,  de a r i t é  n u l l e .  (R = " l1 indé-  

f i n i " ) .  

m 
Notons, de façon u s u e l l e ,  TR(T) pour T(L u IR}) e t  TQ(L) pour  

T?C u IR)) .  

m 
L'ordre syntax ique  s u r  l e s  a r b r e s  e s t  d é f i n i  p a r  : Y t ,  t 1  r Ta(L), 

t < t '  ssi dom(t) c dom(t l )  e t  Ya dom(t),  t ( a )  # R implique t ' ( a )  = t ( a ) .  



Sur Tn(Z), ( a r t r e s  f i n i s ) ,  l ' o r d r e  syntax ique  peut  ê t r e  d é f i n i  r écu r -  

sivement par  : 

OU 

t = f t  , t k )  e t  t '  f t , .  t;) 

avec ti < ti V i  = 1, ..., k 
f E Ck 

< t ' .  

L'arbre R (de domaine (E),  image de E = R )  e s t  l e  p l u s  p e t i t  élément 
03 03 

de Tn(Z) pour l ' o r d r e  syntax ique .  T ( L )  e s t  l 'ensemble des a r b r e s  maximaux 

03 
de T (C) re la t ivement  à c e t  ordre .  n 

Tronqué d'un arbre : 

03 

Etant donné un a r b r e  t de Tn(C), l e  "tronqué" de t à l a  profondeur  n ,  

n e n t i e r ,  e s t  l ' a r b r e  f i n i  noté  H ( t )  e t  d é f i n i  p a r  : n 



( (a 1 = longueur du mot a ) 

Exemple : 

S o i t  t = t ( E )  = f Tfn 

t ( 1 Z n i )  = a 

t ( 1 2 ~ )  = g 
t(12"3) = b 

t ( 2 1 n )  = h 

t (21n2)  = a 

Hl(t)  = 

/f\ 
e t c . .  . 

R R 

\ î\ 
R R R R R 

Bien sur : Vn r N, Hn(t)  < t e t  s i  t e s t  un a r b r e  f i n i  il e x i s t e  un 

e n t i e r  p t e l  que Vn h p : Hn(t)  = t .  

Arbres localement finis : 

w 
Un a r b r e  t de T (L) e s t  d i t  localement f i n i  s i  pour  t o u t  mot w de 

dom(t) il e x i s t e  un mot v de (N+)* t e l  que : wv É dom(t) e t  t (wv)  É LO. 



Autrement d i t ,  de t o u t  noeud de l ' a r b r e  il e x i s t e  un chemin (descendant)  

f i n i  ve r s  une f e u i l l e .  

LOC On no te ra  T (1) l 'ensemble des a r b r e s  localement f i n i s  s u r  l ' a l p h a b e t  C. 

Exemple : 

Les a r b r e s  i n f i n i s  des  exemples précédents  s o n t  localemnt f i n i s  ; 

p a r  cor,tre l ' a r b r e  su ivan t  ne l ' e s t  pas  : 

t ( E )  = f 

t(1) = a 
* 

e t  t (w)  = g Vw E 2 ( 1 +  2) ( i . e .  t o u t  mot formé avec des 1 e t  2 commen- 

ç a n t  p a r  un 2) . 

3. Les C.P.O. w-algébriques 

Soi t  un ensemble E muni d'une r e l a t i o n  d'ordre ( p a r t i e l ) ,  <. 

Une p a r t i e  D de E e s t  d i t e  d i r i g é e  ssi  t o u t e  p a r t i e  f i n i e  de D e s t  

majorée dans D ; autrement d i t  : 

Yx, y E D, 32 E D t e l  que x < z e t  y < z .  



Définition : 

Un ensemble ordonné E e s t  un C.P.O.(Complete P a r t i a l  Order)  ssi : - - - 

- E possède un p lus  p e t i t  élément (souvent n o t é  1) 

I - t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  de E admet un sup ( p l u s  p e t i t  majorant ) .  

Exemples : 

I - xOD, l 'ensemble des mots f i n i s  e t  i n f i n i s  s u r  l ' a l p h a b e t  X,  muni de 
l ' o r d r e  p r é f i x e  e s t  un C.P.O. Le p lus  p e t i t  élément e s t  E l e  mot v ide  ; t o u t e  

w 
p a r t i e  d i r i g é e  de X , pour c e t  o rd re ,  e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e .  

* - X , l 'ensemble des mots f i n i s  s u r  X,  muni de  l ' o r d r e  p r é f i x e  n ' e s t  

pas  un C.P.O. 

* 
En e f f e t  t o u t e  s u i t e  i n f i n i e  c r o i s s a n t e  n ' a  pas  de sup dans X . 

00 - T L  l 'ensemble des a rb re s  s u r  L u 0 muni de l ' o r d r e  syntaxique 

e s t  un C.P.O. 

Exemple de p a r t i e  d i r i g é e  : 

n f o i s  p  f o i s  

D n ' e s t  pas  une s u i t e  c r o i s s a n t e  ; son sup e s t  l ' a r b r e  i n f i n i  t E T ~ ( T )  : 



Base d'un C.P.O. : 

Un sous-ensemble B d'un C.P.O. E e s t  une base  de E ssi  t o u t  élément 

de E e s t  l e  sup  d'une p a r t i e  d i r i g é e  de B ; i . e .  

Yx E E ,  3D c B,  D d i r i g é e  t e l l e  que x = s u p ( ~ ) .  

* m 
Par exemple : - X e s t  une base du C .P.O. X , t o u t  mot i n f i n i  e s t  l e  

sup  d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  de mots f i n i s .  

m 
- Tn(Z) e s t  une base  de Tn(L)y t o u t  a r b r e  i n f i n i  e s t  l e  

sup  d'une p a r t i e  d i r i g é e  d ' a rb re s  f i n i s .  

Comolétion : 

Tout ensemble ordonné, B ,  possédant un p l u s  p e t i t  élément peut  ê t r e  
m 

"complété" en un C.P.O. n o t é  B t e l  que B s o i t  isomorphe à une p a r t i e  de B~ 
m 

e t  cons t i t ue  une base de B . 

Cette complétion p e u t  ê t r e  f a i t e  p a r  c l a s s e s  d 'équivalence de p a r t i e s  

d i r i g é e s  de B ; deux  p a r t i e s  d i r i g é e s  D e t  D '  é t a n t  équiva len tes  s i  t o u t  616- 

ment de D e s t  majoré p a r  un élément de D '  e t  réciproquement.  



Exemples : 

- N l 'ensemble des  e n t i e r s  n a t u r e l s ,  muni de l ' o r d r e  usue l ,  s e r a  com- 

p l é t é  en N u (7031. 

m 03 * - X (respect ivement  Tn(L)) e s t  l e  complété de X (respect ivement  T (E)). n 

Elément f i n i t a i r e  : 

Un élément b d'un C.P.O. E e s t  d i t  " f i n i t a i r e "  ssi pour  t o u t e  p a r t i e  

d i r i g é e  D de E on a : 

( b  < sup(E) => 3c E D e t  b < c ) .  

Remarque : 

m to 
Dans X comme dans T (1) l a  no t ion  d'élément f i n i t a i r e  co ïnc ide  avec n 

c e l l e  d'élément f i n i  ( l e s  mots e t  a r b r e s  f i n i s  s o n t  f i n i t a i r e s  ; l e s  mots e t  

a r b r e s  i n f i n i s  ne s o n t  pas  f i n i t a i r e s )  ; c e c i  n ' e s t  pas  v r a i  de façon géné ra l e .  

Considérons p a r  exemple l 'ensemble des  r e p r é s e n t a t i o n s  décimales des 

r é e l s  p o s i t i f s ,  muni de l ' o r d r e  c l a s s ique  s u r  R .  C 'es t  un C.P.O., de p l u s  pe- 

tit élément O ,  ayant pour  base l 'ensemble des r e p r é s e n t a t i o n s  décimales f i n i e s .  

S o i t l a s u i t e c r o i s s a n t e  ( x )  a v e c x  = 1 , 9 9  ... 9. i icN i - 
i f o i s  

Ce t t e  s u i t e  admet comme sup  l e  r é e l  2 d'où 2 5 sup{x. 1 i E N)  mais il 
1 

n ' e x i s t e  aucun élément de c e t t e  s u i t e  majorant 2 ; 2 n ' e s t  donc pas f i n i t a i r e  

b i e n  que f i n i .  

Base f i n i t a i r e  : 

Une base  B d'un C.P.O. E est d i t e  f i n i t a i r e  s i  e l l e  est c o n s t i t u é e  

d'éléments f i n i t a i r e s .  

S i  un C.P.O. admet une base f i n i t a i r e  dénombrable a l o r s  e l l e  e s t  unique 

e t  t o u t  élément f i n i t a i r e  du C .P.O. a p p a r t i e n t  à c e t t e  base .  



C.P.O. U-algébrique : 

Un C.P.O. e s t  d i t  "W-algébrique" s ' i l  admet une base  f i n i t a i r e  dénom- 

b r a b l e  . 
w W 

S o i t  E un C.P.O. U-algébrique de base f i n i t a i r e  B a l o r s  E = B = B u B , 
O W 

B n B = ($ où B e s t  l 'ensemble des  éléments non f i n i t a i r e s  ou "purement I 

i n f i n i t a i r e s " ,  c ' e s t - à -d i r e  l 'ensemble des sup  de s u i t e s  i n f i n i e s  s t r i c t emen t  

c r o i s s a n t e s .  

Exemples : 

w - X (muni de l ' o r d r e  p r é f i x e )  e s t  un C.P.O. W-algébrique de base  
* 

f i n i t a i r e  X . 
w 

- T (Cl (muni de l ' o r d r e  syntax ique)  e s t  un C.P.O. U-algébrique de base R 
f i n i t a i r e  Tn(C). 

- L'ensemble des r e p r é s e n t a t i o n s  décimales des r é e l s  n ' e s t  pas  un C.P.O. 

U-algébrique . 

4. F e u i l l a g e  d 'a rbres  f i n i s  

S o i t  Z un a lphabet  gradué ; Z o  e s t  l 'ensemble des symboles de Z de 

a r i t é  n u l l e  ( cons t an te s  ) . 
* 

L'opéra t ion  f e u i l l a g e  e s t  une a p p l i c a t i o n  f p :  T ( Z )  + Zo qu i  peu t  ê t r e  

d é f i n i e  récursivement de l a  façon su ivan te  : 



Soi t  t E T ( C ) ,  t : dom(t) + C. 

Soi t  f r ( t )  = w E dom(t) / t ( w )  E Zola 

i . e .  f r ( t )  e s t  l 'ensemble des mots du domaine correspondant aux f e u i l l e s  

de 1 ' =irbre t . 

Alors s i  u u2, ..., uk e s t  l a  s u i t e  ordonnée, su ivant  l ' o r d r e  lexico- 1 ' 
graphique, des mots de f r ( t )  on a : 

Soi t  l ' a r b r e  t d é f i n i  par  : 

fr(t)  = {il, 12, 13, 211). 

f g ( t )  = t ( l 1 )  t ( 1 2 )  t ( 1 3 )  t (211)  = aabc. 



II. FEUILLAGE D'ARBRES INFINIS 

Nous voulons étendre aux arbres  i n f i n i s  l ' opé ra t ion  de f e u i l l a g e .  
03 

L'extension ne peut  s e  f a i r e  p a r  con t inu i t é  à f g  : Tn(E) + E* du f a i t  de l a  

non compat ib i l i té  de l ' o r d r e  p r é f i x e  s u r  l e s  mots avec l a  concaténation e t  

avec l ' o r d r e  syntaxique s u r  l e s  arbres .  Nous a l l o n s  donc é t a b l i r  l e  cah ie r  

des charges d'une opéra t ion  de f e u i l l a g e  généra l i sée ,  puis  cons t ru i re  l ' o b j e t  

l i b r e  répondant à ces s p é c i f i c a t i o n s .  Nous comparons ensu i t e  l e  r é s u l t a t  ob- 

tenu avec l e s  notions e x i s t a n t e s ,  en p a r t i c u l i e r  avec l a  f r o n t i è r e  d 'a rbres  

i n f i n i s  i n t r o d u i t e  pa r  Courcelle C61. 

1. Spécifications 

Nous voulons o b t e n i r  une app l i ca t ion  continue du C.P.O. des a rb res  

dans un a u t r e  C.P.0, ensemble de mot qui  permette l a  concaténation de mots 

i n f i n i s .  

w 
I l  fau t  donc une app l i ca t ion  ) : Tn(L) + M ,  M un ensemble de mots, 

v é r i f i a n t  : 

- a)  @ e s t  s t r i c t e  i . e .  @ ( O )  = R 

w - b )  $ e s t  c ro i s san te  i . e .  V t ,  t '  E T n ( L )  

t < t '  implique ) ( t )  plus p e t i t  que @ ( t ' )  

w 
- C )  @ e s t  continue i . e .  V t  E TQ(L) 

w 
si  t = sup(D), D p a r t i e  d i r i g é e  de TQ('2) 

a l o r s  @ ( t )  = sup($(D))  

où @(D) = ()(XI / x E D) e s t  d i r i g é e  par  b )  

- d)  @ v é r i f i e  l a  de f e u i l l a g e ,  c 'es t -à-d i re  : 



Ces q u a t r e  p r o p r i é t é s  impliquent  c e r t a i n e s  c o n t r a i n t e s  s u r  l a  n a t u r e  

e t  l a  s t r u c t u r e  de l 'ensemble M d ' a r r i v é e  : 

- 1 )  M muni d'une r e l a t i o n  d ' o rd re  ( 5 )  e s t  un C.P.O. de p lus  p e t i t  

élément R ( p a r  a ) ,  b )  e t  c ) . )  

- 2 )  M muni d'une opé ra t ion  de concaténat ion ( 0 )  e s t  un monoide 

( p a r  d l . )  

- 3) La r e l a t i o n  d ' o rd re  e s t  compatible avec l a  concaténat ion 

i . e .  Yx, y ,  z ,  t E M ,  ( x  2 y e t  z I t )  implique x * z  i' y 0 t  

( p a r  b ) ,  c )  e t  d l )  

- 4)  La concaténat ion e s t  cont inue  i . e .  YD,  D '  p a r t i e s  d i r i g é e s  de M 

Sup(D) Sup(D1) = Sup(D D') où D *  D '  e s t  l a  p a r t i e  d i r i g é e  

( p a r  3 ) . )  = { x e y  1 x E D 8 y E D') ( ~ a r  C )  e t  d ) . )  

D é f i n i t i o n  : 

On a p p e l l e  " f eu i l l age"  une a p p l i c a t i o n  $ v é r i f i a n t  a ) ,  b), c )  e t  d ) ,  
03 

de Tn(Z) dans un ensemble M v é r i f i a n t  l e s  cond i t i ons  l), 21, 3) e t  4 ) .  

Propriété immédiate : 

Pour t o u t  a rbre  f i n i  t de T n ( I ) ,  s i  ul,  ..., \ e s t  l a  s u i t e  ordonnée 

(lexicographiquement) des  mots de f r ( t )  (c - dom(t ) )  a l o r s  on a  : pour t o u t  
03 

f e u i l l a g e  $ : Tn(I )  +- M 

Conséquence : 

Tout f e u i l l a g e  e s t  complètement d é f i n i  p a r  s e s  va l eu r s  s u r  Zo. 



2. Construction du feu i l l aqe  i n i t i a l  

2.1. Construction du CO-domaine ............................... 

S o i t  un a lphabe t  X ne contenant  pas  l e  symbole a. Considérons l e  mono:- 

de l i b r e  ( x ~ { R I ) *  ; l e s  c o n t r a i n t e s  de r é f l e x i v i t é ,  compa t ib i l i t é  avec l a  con- 

c a t é n a t i o n  e t  sur l e  r ô l e  p a r t i c u l i e r  de R conduisent  à l a  d é f i n i t i o n  de l a  

r e l a t i o n  su ivan te  : 

Vx, y  s ( x u ~ a l ) *  

x  5, y ssi  lou 

* 
I l  e s t  immédiat que 5 e s t  un ?ré-ordre s u r  (xU{R}) v é r i f i a n t  : n 

- b )  5, e s t  compatible avec l a  conca téna t ion  

Propriété : 

* 
S, e s t  l e  p l u s  p e t i t  pré-ordre s u r  (xU{R)) v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  

a )  e t  b )  d é f i n i e s  c i -dessus .  

Preuve : 

* 
S o i t  < un pré-ordre v é r i f i a n t  a )  e t  b )  i U r ,  y r (xu{n}) t e l s  que 

x 5, Y 

- s i  x  E X* a l o r s  x = y  e t  x  < y ( r é f l e x i v i t é )  

- s inon  x  = xORxl R...R xn, x. r X* 
1 * 

Y = Xo Y1 XI.. . Y, Xn, Yj cxu{a)) 



et ( ( a ) )  Yj = 1, ..., n R < Y  
j 

d'où ( p a r  ( b ) ) ,  x < y. 

Remarque : 

< n ' e s t  pas an t i symétr ique  e t  n ' e s t  donc pas  un o r d r e .  -R 

I l  s u f f i t  de n o t e r  que : R JO RR e t  GO SR R puisque R < -R E ( l e  mot v ide ) .  

Passage à l ' o r d r e  : 

* 
Soi t  - l a  congruence sur (xu1R)) d é f i n i e  p a r  RR - R ; on a inmédiatement : 

* 
VX,  y E (xU{R1) , x y ss i  ( x  J Y e t  Y 5, x). R 

Par conséquence, l a  r e l a t i o n  e s t  un o rd re  ( p a r t i e l )  s u r  l 'ensemble 
* 

des  c l a s se s  de  congruence : (xu{nI)  /., e t  0 ( p l u s  précisément l a  c l a s s e  de 
* 

R : RR ) e s t  l e  p lus  p e t i t  élément.  

Une c l a s s e  de congruence e s t  un langage de l a  forme su ivante  : 

x X+ pour j = , n-1. 
j 

Le r ep ré sen tan t  canonique d'une c l a s s e  e s t  c e l u i  des  mots comportant 

l e  moins d 'occurrences du symbole R i . e .  xo R xl R . . .  Xn-l R Xn' 

* 
La conca téna t ion  s u r  (X IR)) /= découle directement  de l a  concaténat ion 

U 

sur l e  monofde l i b r e  e t  du p o i n t  de vue des r ep ré sen tan t s  canoniques t o u t  s e  

passe  comme s i  on a v a i t  modifié l a  concaténat ion en  posant  n R  = R .  

La c l a s s e  du mot v ide  ( E )  ( r é d u i t e  à lui-même) e s t  l 'é lément  neu t r e  e t  

(x~{RI)*/-  un monoide. 



Le passage à l ' o r d r e  préserve l a  p r o p r i é t é  de compat ib i l i té  de l a  re- 

l a t i o n  Sn avec l a  concaténation.  

Notations : 

* 
On notera W(X) l'ensemble des c l a s ses  de congruence : (Xu{R)) /=, e t ,  

sauf l o r s q u ' i l  s e r a  nécessa i re  de f a i r e  l a  d i s t i n c t i o n ,  on confondra l e s  mots 

e t  l e s  c l a s ses  auxquelles i l s  appart iennent .  

Complétion : 

Du P.O. : <W(X), Sn, ", par  complétion, on o b t i e n t  l e  C.P.O. : 
w <w ( X I ,  s,, n>. 

Par cons t ruct ion  W(X) e s t  une base du C.P.O. ; c e t t e  base e s t  dénom- 
* 

brable  (puisque ( x u i n ) )  l ' e s t ) .  

CO 

W (XI e s t  un C.P.O. U-algébrique. 

Preuve : 

I l  s u f f i t  de montrer que t o u t  élément de l a  base W(X) e s t  f i n i t a i r e .  

Pour ce la ,  il s u f f i t  de remarquer que t o u t  mot f i n i  (de W(X)) a un 

nombre f i n i  de minorants,  e t  donc ne peut ê t r e  l e  sup d'une s u i t e  i n f i n i e  

s t r i c t ement  c ro i s san te .  

Conséquence : 

W W 
w"(x) = W(X) + W (X), W(X) n w ~ ( x )  = @ où W (XI est ltensemble des 

éléments non f i n i t  a i r e s  appelés "termes i n f i n i s " .  



Extension de l a  concaténation : 

m - Puisque W (X) est un C.P.O. U-algébrique, pour t o u t  terme i n f i n i  x 

il e x i s t e  une p a r t i e  d i r i g é e  D d'éléments de l a  base f i n i t a i r e  W(X) t e l l e  que 

x = Sup(D). 

D'autre p a r t ,  l ' o r d r e  é t a n t  compatible avec l a  concaténation s u r  W(X), 

pour toutes  p a r t i e s  d i r i g é e s  D, D '  de W(X) l'ensemble D D ' = {UV / u s D & v s D '  ) 

est une p a r t i e  d i r igée  de W(X), d'où : 

Déf in i t ion  : 

03 

Cette extension,  p a r  c o n t i n u i t é ,  confère à W (X) une s t r u c t u r e  de 

monolde (élément neutre E : l e  mot v ide )  e t  préserve l a  p ropr ié t é  de compa- 

t i b i l i t é  de l ' o r d r e  avec l a  concaténation. 

Exemples de termes i n f i n i s  : 



00 

Eléments maximaux de W (X) ; X f i n i ,  f ixé : 

* 1 De par  l a  d é f i n i t i o n  de l a  r e l a t i o n  d 'ordre  (Sn),  t o u t  mot de X 

( i . e .  ne comportant pas l e  symbole n )  e s t  maximal dans W(X) e t  donc dans 

FYOO( X) . 

1 Soi t  P : W(X) + ( x ~ I R } ) *  l ' a p p l i c a t i o n  q u i  à t o u t  élément de W(X) 

(une c la s se  de congruence de mots) a s soc ie  son représentant  canonique dans 

( x  J C ~ I I * .  

Notons : 

W 
l X = { S U ~ ( D )  1 D p a r t i e  d i r i g é e  i n f i n i e  

& Vw E Dy P(w) E X * ~ I  

(on re t rouve l e s  mots i n f i n i s  "classiques", voi r  11.3.1.) .  

-W 
X = {sup(D) 1 D p a r t i e  d i r i g é e  i n f i n i e  

YW E D, P(W) E nx*}. 

M = {W E W(X) 1 P(W) r nx* n} 
M e s t  une p a r t i e  d i r igée  e t  a donc un Sup : m = Sup(M). 

P ropr ié t é  : 

-U 00 

X* u xW Cm) X e s t  l 'ensemble des éléments maximaux de W (X) 
W -0 

où X ( m l  X dénote l 'ensemble des termes i n f i n i s  de l a  forme u, l m u, , 

Preuve : 

W -W 
Montrons t o u t  d'abord que t o u t  élément de X l ( m l  l X e s t  maximal. 

W 
Soi t  u = u l * m -  u2' E X > U2 É x - ~  

* 
u1 = sup(D1) avec p(D1) c - X R 

u2 = sup(D2) avec P ( D ~ )  c - Oxr. 



w 
Soi t  w E W (X) t e l  que u In W. 

I l  e x i s t e  une p a r t i e  d i r i g é e  D W ( X )  t e l l e  que w = Sup(D) 
w 

(W (XI C.P.O. @-algébrique). 

I l  f a u t  montrer que w S u e t  pour c e l a  que : Yx E D ,  ay E D l  M DÎ R  
t e l  que x l y .  R 

On a x < y s ç i  P(x) 5, P(y) dans ( x u ~ n } f  -a 

P(x) e s t  de l a  forme suivante  : 

* 
avec x x E X 

O '  n 
E X t 

xl'*.*' n- I 

e t  n > O (P(x) con t i en t  au moins une occurrence du symbole R ,  s inon x s e r a i t  

maximal e t  D s e r a i t  f i n i e  e t  donc u $, w = Sup(D) = x puisque u e s t  purement 

i n f i n i t a i r e ) .  

Le f a i t  que u SR w implique : 

- 3vl r Dl t e l  que xoR Sn P ( v ~ )  

- 3v2 E D2 t e l  que Qxn IR P(v2) 

(sinon contradic t ion  avec l 'hypothèse u Sn w). 

* 
D'autre p a r t  : Rxl R. . .R  x x x ... x E X puisque R r E. n- i  'Q 1 2 n- 1 R 

O r  y = v1 x1x2.. . x vn E Dl M D2 e t  x S y puisque l ' o r d r e  
n-1 R 

e s t  compatible avec l a  concaténation ; d'où w S x e t  donc w = x ( x  Sn w p a r  R 
hypothèse) ce q u i  prouve que x e s t  maximal. 



* Montrons maintenant que t o u t  élément maximal non f i n i t a i r e  ( #  X ) 
W -W 

a p p a r t i e n t  à X (ml X . 

l W 
S o i t  w E W (XI  t e l  que w s o i t  maximal i . e .  Yu E w=(x) on a i t  

l (w Sn u = >  U = w ) .  

1 W 
Remarquons t o u t  d 'abord que w E X w ~ ( x )  X-*. 

En e f f e t ,  s o i t  D p a r t i e  d i r i g é e  t e l l e  que w = Sup(D). 

* 
l S o i t  Dl = {fi e W(X) 13y E D 8 ~ ( y )  = x S f ,  x s x } 
1 

l On a D e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de W(X) 
1 

( s inon  D n ' e s t  pas  d i r i g é e )  e t  D e s t  i n f i n i e  1 
W 

( s inon  w n ' e s t  pas  maximal) e t  Sup(D ) s X p a r  d é f i n i t i o n  de D 
1 1 ' 

l * 
S o i t  D2 = {Rx f W(X) 1 3y E D 8 P(y) = yf1S2x, x  E X 1 de l a  même fagon 

D2 est une s u i t e  i n f i n i e  c r o i s s a n t e  de W(X) e t  Sup(D2) e x - ~ .  

1 

Ceci montre q u ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  d i r i g é e  D c 51 W(X) R t e l l e  que - 
w = Sup(D1) Sup(D) Sup(D2) = S u p ( ~ ~  D D2). 

D'autre  p a r t  pour t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  D c Q w(X) R on a - 
Sup(D) S, m = Sup(M) 

u -W d 'où (W e s t  maximal) w = Sup(D1) m Sup(D2) e X {ml X . 

2 .2 .  D é f i n i t i o n  du f e u i l l a g e  .......................... 

On cons idère  1 'ensemble des a r b r e s  : T~(L), e t  l 'ensemble des mots 



00 00 

Soi t  $ : Tp(z) + W (s  1, l ' a p p l i c a t i o n  s a t i s f a i s a n t  aux spéc i f i ca t ions  
O 

( s t r i c t i t u d e ,  c ro issance ,  con t inu i t é ,  p r o p r i é t é  de f e u i l l a g e )  dé f in ie  p a r  : 

@ e x i s t e  e t  e s t  b ien  d é f i n i e .  

Preuve : 

Par l a  cons t ruct ion  e x p l i c i t e  de 0. 

a )  Pour l e s  a rb res  f i n i s  : 

Soi t  @ : Tn(Z) + w ( Z 0 )  dé f in ie  p a r  : 

On a immédiatement : 

@ e s t  c ro i s san te  

Cette p ropr ié t é  découle directement des d é f i n i t i o n s  de l ' o r d r e  synta- 

xique s u r  l e s  a r b r e s  (<) e t  de c e l u i  sur l e s  mots ( 5  ).  52 



Conséquence : 

1 . Pour t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  A d ' a r b r e s  de Tn(Z), @ ( A )  = {$( t )  1 t E A} 
e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de W(Zo). 

1 b) Extension aux a r b r e s  i n f i n i s  : 

00 w 
@ e s t  é tendu à Ta(Z) + W (LOI p a r  c o n t i n u i t é  (grâce à l a  remarque 

l précédente)  en posant  : 

Propriété de @ : 

@ e s t  s t r i c t e  p a r  d é f i n i t i o n  

@ e s t  c r o i s s a n t e  ( l ' e x t e n s i o n  p a r  c o n t i n u i t é  conserve c e t t e  p r o p r i é t é )  

@ e s t  cont inue p a r  d é f i n i t i o n  

@ ( f ( t  ,,..., t 1) = N t l )  *.. . *  @ ( t p I  
P 

00 

Yp E N+, Yf E Y t l ,  ...¶ t E Tn(E) (même remarque) 
P ' P 

00 Co 

d'où : @ : Tn(Z) + W (LOI est  un f e u i l l a g e .  

S o i t  l ' a r b r e  i n f i n i  t schématisé  p a r  



En cons idérant  des approximations f i n i e s  de tl e t  t2, ( p a r  exemple l e s  

t ronqués)  on o b t i e n t  : 

* 
O ( t l )  = sup{an R bn 1 n E NI = sup (a  b*) 

* * 
e t  donc $(t)  = s u p ( a  b*) sup(b* R c  a )  

* * * = s u p ( a  R b  R c  a ) .  

Théorème 1 : 

m m 
Le f e u i l l a g e  : Tn(I )  -t W ( I O )  e s t  i n i t i a l  i . e .  pour t o u t  f e u i l l a g e  

m 
O N  : Tn( I )  -t M il e x i s t e  un e t  un s e u l  morphisme de monoide cont inu  h t e l  que 

O, = h O$. 

Preuve : 

03 
S o i t  4, : Tn(,7,) + M un f e u i l l a g e .  

Notons : l a  concaténat ion dans M 

A : l ' é lément  neu t r e  de M 

< : l ' o r d r e  sur M. 



i 
Lemme : 

i 

1 Y t ,  t '  E Tn(L) 

l 
O ( t )  = O ( t l )  implique OM(t)  = $ M ( t ' ) .  

1 

Il  s u f f i t  de remarquer que dans M on a : Q S-2 = S2 (puisque $2 < e t  
1 

< est compatible avec l a  conca téna t ion  a )  e t  que OM(n) = '2. 

l S o i t  h : W(CO) + M d é f i n i  p a r  : 

1) h m )  = n 
2 )  h ( ~ )  = X 
3) Yx E Io, h ( x )  = o N ( x )  

4 )  Yu, v E W(X), h (uv )  = h(u )  h ( v )  

R é t a n t  l e  p l u s  p e t i t  élément de M e t  l ' o r d r e  (<) é t a n t  compatible 

avec  l a  concaténat ion ( a ) ,  il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que h e s t  c r o i s s a n t e  

ce  q u i  permet son ex tens ion  p a r  c o n t i n u i t é  à : 

03 

h : W (X) -t M en posant  (M e s t  un C.P.O.) 

L ' app l i ca t ion  h ,  a i n s i  é tendue,  e s t  un morphisme de monoide cont inu 

( p a r  d é f i n i t i o n )  e t  on a : 

I En effet pour t o u t  a r b r e  f i n i  t E T ( r )  s i  ul, ..., uk e s t  l a  s u i t e  R 
ordonnée lexicographiquement des mots de f r ( t )  (mots des  noeuds terminaux du 

domaine de t )  on a : $ ( t )  = t ( u l )  *...* t ( u k )  

d'où h ( $ ( t ) )  = h ( t ( u l ) )  -. . .- h ( t ( u k ) ) ,  p u i s  l e s  t(u.1 appar tenant  à Lo : 
1 



m 
D'autre p a r t ,  pour t o u t  a r b r e  i n f i n i  t € Tn(L), t e s t  l e  Sup d'une 

p a r t i e  d i r igée  D d 'a rbres  f i n i s  e t  $ ( t )  = Sup($(D)) p a r  d é f i n i t i o n  de $ 

mM(t). = sup($ ( D ) )  par  p r o p r i é t é  de OR d'où h ( $ ( t ) )  = ~ u p ( h ( $ ( D ) ) )  p a r  d é f i n i -  M 
t i o n  de  h .  

D é t an t  un ense th l e  d ' a rb re s  f i n i s  : h($(D)) = $ M ( ~ )  p a r  l e  r é s u l t a t  

p récédent ,  ce q u i  montre : 

Quant à l ' u n i c i t é  d e  h ,  e l l e  est év iden te  puisque h e s t  ent ièrement  

d é f i n i e  par  s e s  va l eu r s  s u r  C 
O ' 

Remaraues : 

m 
a )  @ : T~(L) + W ( 1  ) e s t  une s u r j e c t i o n  

Ca 
O 

i . e .  Yw E W (IO), 3t E T ~ ( x )  t e l  que $ ( t )  = W. 

b )  Considérant l e s  a r b r e s  localement f i n i s  on no te  que 
m 

{$< t 1 1 t E TLOC< L e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans W (L . Cet e n s e t h l e  s e r a  
O 

noté  wLoc(,ZO) e t  s e s  éléments s e r o n t  appelés  termes localement f i n i s .  

3. Com~araison avec les not ions ex is tantes  

w * W 
Soi t  un a lphabe t  X ; on considère X = X u X l 'ensemble des mots 

s u r  X muni de l ' o r d r e  p r é f i x e  ( " f ac t eu r  gauche de") ; c ' e s t  un C.P.O. u-algé- 

b r ique  de base f i n i t a i r e  X* e t  de p l u s  p e t i t  élément E ( l e  mot v i d e ) .  xm peu t  
m 

ê t r e  i d e n t i f i é  à une p a r t i e  de W (X). 

En e f f e t ,  s o i t  b : xm + wm(x) d é f i n i  p a r  : 

où w[n] dénote l e  f ac t eu r  gauche de longueur n de W. 



Remarque : 

m 
Dans X avec l ' o r d r e  p r é f i x e  on a : 

d'où (wtnl !2 1 u E NI e s t  une s u i t e  c ro i s san te  de W(X). 

On a immédiatement : b e s t  i n j e c t i v e  e t  
* 

b(xm) = X* u {W E wrn(x) 1 31) c - x n e t  w = S U ~ ( D ) I .  

Feuillage avec les mots infinis : 

Afin d 'obteni r  l e s  p ropr ié t é s  nécessa i res  à un f e u i l l a g e  il nous f a u t  

modifier  quelque peu l 'approche des mots i n f i n i s ,  reprenant  pour c e l a  c e l l e  

de S. Tison C 191. 

m * 
Considérons l e s  mots de M = X u X R avec l ' o r d r e  suivant  : Yu, v E M. 

M muni de c e t  ordre  e s t  un C.P.O. U-algébrique de base f i n i t a i r e  
* 

X* u X R e t  de p lus  p e t i t  élément a. 

03 

Concaténation dans M : (*) Yu, v E M 

u < v ssi 

m 
luv s i  u E X (concaténation usuel le)  

- U E X  e t u = v  

ou 

L'ordre s u r  M est compatible avec l a  concaténation e t  l a  concaténation 
m 

e s t  continue.  Ceci permet de d é f i n i r  l e  f e u i l l a g e  f : Tn(L) + M (avec X = L o )  

pa r  - f ( Q )  = $2 

- Yx E CO, f ( x )  = X 
m 

e t  - Y t  E Tn(C), s i  t = g ( t l ,  .... t 1 
P 



4 2 

I l  e s t  c l a i r  que paT f on ne considèrera que l e s  f e u i l l e s  s i t u é e s  à 

gauche de la branche i n f i n i e  l a  p lus  à gauche des a rb res  i n f i n i s .  

Exemples : 

1) Soi t  t e T~(z) d é f i n i  p a r  : 

où tcn]  e s t  le tronqué à profondeur n  de t 

d'où f ( t )  = ~ u p { f ( t C n I )  1 u  c NI 

03 

2 )  Soit  t '  E T (1) d é f i n i  pa r  : R 

t1 = ,f, a l l u r e  de t '  : 

t '  a  b //\ b 

/ 
R /Y\a a  b 



00 

S o i t  h  : W ( I o )  + M l e  morphisme de monoide cont inu d é f i n i  p a r  

h(R) = !J e t  Yx E ZO, h (x )  = x. On a bien f ( t )  = h ( $ ( t ) )  e t  f ( t t )  = h ( $ ( t t ) ) .  

3.2. Les mots b i - i n f i n i s  ( P e r r i n  - Nivat  C'l51) - ........................................ 

Rappel d e s  définitions : 

X dénotant  t ou jou r s  un a lphabet ,  on cons idère  l e s  '%irn~ts'~ ou couples 
w 

de mots ( u ,  v )  du p rodu i t  c a r t é s i e n  X x xm. 

Sur c e t  ensemble e s t  dé f in i  une r e l a t i o n  d 'équivalence no tée  

'b : Y(u, v), ( u ' ,  V I )  E xrn X X~ 

* 
( u ,  V )  Q, ( u t ,  V '  ) ssi il e x i s t e  un mot w E x 

R = wv' e t  u '  = w u 

On a p p e l l e  mot " b i l a t è r e "  l a  c l a s s e  d 'équivalence d'un bimot e t  on note  
0305 

X l 'ensemble des  mots b i l a t è r e s .  

Un bimot ( u ,  v) peu t  ê t r e  : 



* - f i n i  si u e t  v E X 
* W - i n f i n i  à d r o i t e  s i  u E X e t  v  E X 
W * 

. - i n f i n i  à gauche s i  u  E X e t  v  E X 
W - b i - i n f i n i  s i  u  e t  v E X 

Chacune de ces f a m i l l e s  de bimots e s t  s a t u r é e  p a r  l ' équiva lence  ".J, 

ce q u i  permet l a  même c l a s s i f i c a t i o n  des mots b i l a t è r e s .  

* 
L'ensemble des mots b i l a t è r e s  f i n i s  e t  i d e n t i f i é  à X p a r  : 

* R * 
Y(u, v )  E X* X , (u ,  V )  + u v E X (on a  b i en  ( u ,  v )  % ( u ' ,  V I )  ssi 

R u'Rv' = U v ) .  

De l a  même façon, l 'ensemble des mots b i l a t è r e s  i n f i n i s  à d r o i t e  e s t  
W 

i d e n t i f i é  à X p a r  : 

L'ensemble des mots b i l a t è r e s  i n f i n i s  à gauche e s t  m i s  en b i j e c t i o n  
W 

avec Y par  : 

Relation avec ww(x) : 

w Co 

L'ensemble des mots b i l a t è r e s  X peut  ê t r e  i d e n t i f i é  à une p a r t i e  

de ww(x). En e f f e t  : 

So i t  b  : xm X xm + wOD(x) d é f i n i e  p a r  : 

* W - s i  u  E X e t  v  E X , ( V  = sup(vCn1 1 n  E N I )  
R 

b ( ( u ,  v)) = sup{u v t n l  R 1 n E N) 



On a  immédiatement l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

ce  q u i  permet de d é f i n i r  l ' a p p l i c a t i o n  

- w m  w w  
b : x + wW(x) p a r  M c x 

- 
b ( a )  = b ( ( u ,  v ) )  pour ( u ,  v)  E a 

e t  d ' o b t e n i r  : 

w w  w 
b )  b : X + W (XI e s t  i n j e c t i v e  

La no t ion  de " f r o n t i è r e "  d ' a rb re  i n f i n i ,  i n t r o d u i t e  p a r  Courcel le  C 61  

repose sur l a  d é f i n i t i o n  des arrangements ou  "mots i n f i n i s  géné ra l i s é s " .  Après 

en a v o i r  r appe lé  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  e s s e n t i e l l e s ,  nous ver rons  que 

f e u i l l a g e s  e t  f r o n t i è r e s  ne co ïnc ident  pas .  

3 .3 .1 .  Arrangements dénombrables 

S o i t  X un a lphabet  f i n i .  

Un arrangement u sur l ' a l p h a b e t  X est un t r i p l e t  CD, TI, h> où : 

- D est un ensemble 

- li une r e l a t i o n  d 'ordre  t o t a l  sur D 

- h  une a p p l i c a t i o n  de D dans X 



u e s t  d i t  dénombrable ssi D e s t  dénombrable. 

A,(x) dénote l 'ensemble des arrangements dénombrables. 

* 
Les mots de X s o n t  i d e n t i f i é s  avec  l e s  arrangements de l a  forme : 

<Ln], 5 ,  h> où Cnl = (1,. . . , n),  5 l ' o r d r e  s u r  l e s  e n t i e r s .  

Exemple : 

YW E X* w = ala *... a n 

n E N+,  a .  E X Y i  E N 
1 

w e s t  i d e n t i f i é  à l 'arrangement  <In] ,  5, h> avec h : Cnl + X ,  h ( i )  = ai.  

Les arrangements de l a  forme <N+, I, h> correspondent aux mots 
W 

i n f i n i s  de X . 

Relation d'équivalence : 

Soient  u = <DU, nu, hU> e t  v = CDv, Dv, h > deux arrangements.  v 

On d i r a  que u e s t  équ iva l en t  à v e t  on no te ra  u 5 v ssi  : 

3f : DU + Dv v é r i f i a n t  

- f e s t  b i j e c t i v e  

- f préserve  l ' o r d r e  i.e. Yx, y E Du 

 XI \ f ( y )  <=> x nu y 

Concaténation (de manière simplifiée) : 

Soient  u e t  v d é f i n i s  comme précédemment avec D n Dy = O. u 

Alors u v = CD, Ti, h> avec 



iï restreint à D = nu u 

H restreint à Dy = 

- h : D -t X tel que 
Vx E DU h(x) = hU(x) 

Vy DV h(y) = hv(y) 

Exem~ies et notations : 

Soith : D-t Xtel que v i e  D h(i) = a E X 

3.3.2. Frontières d'arbres infinis 

m 
On considère T (1) l'ensemble des arbres finis et infinis sur C avec 

Co = X. 

Définition : 

frontière(t) = $(t) = <fr(t), SQ, t> 

où : fr(t) = l'ensemble des mots du domaine de t ayant leur image dans Lo 

(-t feuilles de t) par t : dom(t) + C et SA l'ordre lexicographique sur les mots. 



Exemples : 



Propr ié t é  : 

v t  r T ~ ( c )  

s i  t = f ( t  1 9 . . . 9  t ), f E C 
P P 

* ( t )  * ( t l )  *..se $ ( t p ) .  

Théorème (Ccurcelle C61) : 

A,(zo) = Mt) 1 t É T ~ ( L ) I  

= ICI u t u t )  1 t E T ~ O ~ ( L ) I .  

3 .3 .3 .  Feui l lage  e t  f r o n t i è r e  

Pour t o u t  a r b r e  f i n i  t de T ( C )  (pas de symbole R )  on a : 

iU(t) = f g ( t )  = $(t)  E 1; 

Pour t o u t  a r b r e  f i n i  t de Tn(C) i 

L 'opérat ion de f r o n t i è r e  (q) n ' e s t  pas  continue (sens C.P.O.) en e f f e t  : 

Soient  {ti 1 i r NI e t  {tl 1 i r N} deux s u i t e s  c ro i s san tes  d 'a rbres  
m 

f i n i s  de Tfi(2) ayant l e u r  Sup(t e t  t') dans T ( L I ,  on a : 

(Yi F N ,  iU(ti) 5 $ ( t i ) )  n' implique pas  $ ( t )  q ( t l ) .  

Exemple (Courcelle C61) : 



e t  s i  on cons idère  pour  t o u t  n E N l e s  t ronqués  tCnl e t  t 'Ln1  de t e t  t '  

à profondeur n on a : 

Conséquence : 

Y t ,  t' E T-(L) ( e t  même ~ ~ " ( 1 ) )  

@ ( t )  = @ ( t ' )  n ' implique pas  $ ( t )  E $ ( t l ) .  

Autrement d i t  deux a r b r e s  ayant  même f e u i l l a g e  n ' on t  pas  nécessairement 

même f r o n t i è r e .  

(Voir  exemple précédent  : $ ( t )  = $ ( t l  ) = sup{an R an R an 1 n E NI.  

Réciproquement dans le  cas  géné ra l  on a : 

v t ,  t 1  E T ~ ( c ) ,  ~ t )  3 + ( t 1 )  +> ~ t )  = + ( t l ) .  



Exemple : 

Par con t re ,  en s e  l i m i t a n t  aux a rb res  localement f i n i s  : 

Proprigté : 

Y t ,  t '  € ~ ~ ~ ~ ( 1 )  

q ( t )  - $ ( t t )  implique $ ( t )  = @ ( t ' ) ,  

Preuve : 

so ien t  t e t  u, deux a rb res  localement f i n i s  t e l s  que $ ( t )  5 q ( u )  

i . e .  < f r ( t ) ,  t> g < f r ( u ) ,  SI, u>. 

Par d é f i n i t i o n  de 1 'équivalence des arrangements, il e x i s t e  une b i j e c t i o n  

h : f r ( t )  + f r ( u )  v é r i f i a n t  

Vx, y E f d t )  : h(x)  4 h(y)  ssi x sQ y 

VX E fr(t) : u(h(x ) )  = t ( x ) .  





I l  r e s t e  à montrer que pour t o u t  i, @ ( t i )  Sn $(u.) pour un j obtenu 

grâce au Lemme. 
3 

Le représentant  canonique de $ ( t . )  est un mot de l a  forme : 
1 * 

x Q x, Q ... x .Q x n E N avec x0, xn r LO O n-1 n'  + 

I l  f a u t  donc montrer que @ ( u .  ) e s t  de l a  forme : 
3 

Remarque 1 : 

Puisque h ( f t ( t i )  c f t ( u . ) ,  h préserve l ' o r d r e  e t  u(h(x))  = t ( x )  
3 

pour t o u t  x E f t ( t i )  : 

@(LI.)  cont ient  e t  dans l e  même ordre t o u t e  l a  séquence de l e t t r e s  t e r -  
3 

minales ( E  IO) de $ ( t i ) .  

Remarque 2 : 

Puisque t e t  u s o n t  localement f i n i s  e t  que h préserve l ' o r d r e  on a : 

si  x e s t  l e  p l u s  p e t i t  élément (o rd re  lexicographique) de f r ( t i )  e t  

x r f t ( t i )  ( t ( x )  # R )  a l o r s  h (x )  e s t  l e  p lus  p e t i t  élément de f r ( u . )  e t  appar- 
3 

t i e n t  à f t ( u . )  (cas  où xo # E ) .  
3 

si x e s t  l e  p l u s  grand élément de f r ( t .1  e t  x E f t ( t . )  a l o r s  h ( x )  
1 1 

est l e  p lus  grand élément de f r ( u . 1  e t  E f t ( u . )  (cas où xn # E ) .  
3 1 

s i  y e s t  l e  successeur de x (ordre  lexicographique) dans f r ( t .1  e t  x 
1 

et y appart iennent  à f t ( t i )  a l o r s  h(y)  e s t  l e  successeur de h(x)  dans f r ( u . 1  
3 

e t  h(x)  e t  h(y)  appart iennent  à f t ( u . 1 .  
3 

C e  de rn ie r  point  montre que deux l e t t r e s  terminales successives dans 

@ ( t i ) ,  le  sont  également dans $ (u . )  ce qui  n ' e s t  pas forcément l e  cas  s i  u 
3 

n ' e s t  pas localement f i n i  ( i l  p o u r r a i t  y a v o i r  i n s e r t i o n  de R ) .  



Ces deux remarques montrent que $(LI. ) a bien l a  forme voulue 
3 

i . e .  xO y1 xl.. . x y x e t  donc que $ ( t i )  Sn @(II.). n-1 n  n 3 

Pour montrer que : Vk E N, 3% E N t e l  que 

- 1 On procède exactement de l a  même manière en u t i l i s a n t  c e t t e  f o i s  h 

( h  e s t  b i j e c t i v e )  ce qu i  prouve l a  p ropr ié t é .  

Conséauence de la ~ r o ~ r i é t é  : 

I l  e x i s t e  une app l i ca t ion  s u r j e c t i v e  s de l 'ensemble des arrangements 

dénombrables dans l 'ensemble des termes i n f i n i s  "localement f i n i s "  ( i . e .  
LOC 

s : Au(Lo) + W (ZO)) v é r i f i a n t  : ~t E T ~ O ~ ( Z ) ,  $ ( t )  = ç ( i ( t ) ) .  

Définition de s : 

S o i t  u  : un arrangement dénombrable sur un alphabet  X.  

S i  u  e s t  f i n i  ( son domaine e s t  f i n i ) ,  u  e s t  équivalent  (-1 à un mot 
* 

w de X e t  dans ce cas s ( u )  = W .  

S o i t  u  non f i n i ,  u  = CD, Il, fi. 

S o i t  V : N+ + D une énumération b i j e c t i v e  de D. 

Pour t o u t  n  E N , considérons l a  s u i t e  c ro i s san te  i 1,- 
i des é l é -  + n 

ments de Ln1 = (1, 2 , .  . . , n) ordonnée se lon l ' o r d r e  su ivant  : i plus  p e t i t  que 

j ssi v ( i )  Il v( j) dans D. So i t  vn l e  mot de W(X) d é f i n i  de l a  façon suivante  : 

v = Uo f (V( i l ) )  al . . .  a f ( V ( i  ) )  a où l e s  a .  peuvent v a l o i r  E ou 
n  n- 1 n n  3 

fi e t  v é r i f i e n t  : 



- CCO = E ssi v ( i l )  e s t  l e  plus p e t i t  élément de D,  

- Ccn = E ssi V(in) e s t  l e  plus grand élément de D, 

- pour j de 1 à n-1, a = E s i  e t  seulement s i  v ( i  ) e s t  l e  succes- 
j j+i - 

s e u r  de v ( i . 1  se lon  l ' o r d r e  t o t a l  ïi sur D. 
3 

La s u i t e  {v 1 n  r N+} a i n s i  dé f in ie  e s t  une s u i t e  c ro i s san te  de W(X), n  
en e f f e t  : 

Pour t o u t  e n t i e r  n ,  l e  passage de v  à v  s e  f a i t  en remplaçant l ' u n e  n  n + l  
des occurrences du symbole R ,  dans vn, p a r  l e  mot f ( v ( n + l ) )  ou R f  (V(nt1) ) ou 

f(V(n+l))R ou Rf(v(n+l))R.  On a  donc b ien  vn rn v 
n + l '  D'autre p a r t  l e  Sup 

LOC de c e t t e  s u i t e  appar t i en t  à W (X) (pa r  cons t ruct ion) .  On peut donc d é f i n i r  : 

S(U)  = S U ~ ~ V , ,  1 n  E N>. 

Remarque : 

s ,  a i n s i  d é f i n i e ,  ne dépend pas de l 'énumération chois ie .  

Propriété : 

Yu, u' E AU(x) 

u  r u' implique s ( u )  = s ( u t ) .  

Preuve : 

S o i t  u  = <Dy Il, f> 

U' = < D ' ,  Il ' ,  f'> 

e t  h l a  b i j e c t i o n  h : D -t D '  préservant  l ' o r d r e  e t  t e l l e  que f '  O h  = f .  

11 s u f f i t  de c h o i s i r  Ut  énumération b i j e c t i v e  de D' égale à V O h  pour 

o b t e n i r  v = v'  pour t o u t  n  E N . n  n + 



Propr ié t é  : 

Preuve : 

Soit  u = CD, TI, f >  ; u '  = CD', Ti', f l >  

V énumération b i j e c t i v e  de D ; D n D'  = 4 
V'  énumération b i j e c t i v e  de D'  ; 

Soit  P l 'énumération de D u D' (domaine de u u ' )  d é f i n i e  p a r  : 

En notant  respectivement v v '  w l e s  approximants d 'ordre n de 
n' n'  n 

s ( u ) ,  s ( u ' )  e t  s ( u u ' )  avec ces énumérations, on a : Yn E N+,  w = v v '  
2n n n 

e t  donc s (u)  s ( u l )  = s ( u u l ) .  

Preuve : 

Considérons l e s  tronqugs t [n l  à profondeur n E N+ de t ,  t é t a n t  un 

a r b r e  i n f i n i  localement f i n i .  

Soit V une énumération b i j e c t i v e  de f r ( t )  v é r i f i a n t  : Vx, y E f r ( t ) ,  

1x1 < l y l  implique < v - ' ( ~ )  ( x  est énuméré avant y ) .  



En notant vn l'approximant d'ordre n de s(@(t)) par cette énumération, 

il est clair qu'il existe une suite d'entiers strictement croissante et in- 

finie : {i. 1 j r N+} tel que pour tout n É N on ait : 
1 f 

Ce qui prouve la propriété du fait de la définition de s et de la 

continuité de @ . 



III. SYSTEMES D'EQUATIONS 

.. Nous nous i n t é r e s s o n s  i c i  aux systèmes d 'équat ions  a lgéb r iques  de mots 
03 

e t  à l e u r s  s o l u t i o n s  dans l e  C.P.O. W (X). Des r é s u l t a t s  analogues à ceux b i e n  

connus des systèmes d 'équat ions  d ' a rb re s  s o n t  obtenus.  

L 'opérat ion de f e u i l l a g e  permet d ' é t a b l i r  simplement l a  l i a i s o n  e n t r e  

systèmes r é g u l i e r s  d ' a r b r e s  e t  a lgébr iques  de mots d'une p a r t  e t  l e u r  p l u s  

p e t i t e  s o l u t i o n  d ' a u t r e  p a r t .  

Il nous f a u t  t o u t  d 'abord r a p p e l e r  l e s  d é f i n i t i o n s  des s u b s t i t u t i o n s  
nd 

du ler e t  du 2 ordre  dans l e s  a r b r e s  e t  é t end re  aux termes i n f i n i s  l e s  homo- 

morphismes. 

Dans t o u t  ce  c h a p i t r e  on no te ra  : 

C un a lphabet  gradué 

V un ensemble de v a r i a b l e s  syntaxiques 

e t  Z un ensemble f i n i  de v a r i a b l e s  graduées 

Z = fzly.. . , z 1 d i s j o i n t  de Z e t  Y i  E [ p l ,  a i  = a r i t é  de zi. 
P 

1. Substitutions 

1.1. Substitutions du eremier ordre ...................... ------------ 

Ce son t  des  opé ra t ions  q u i  c o n s i s t e n t  à s u b s t i t u e r  un a r b r e  aux 

f e u i l l e s  ayant pour  symbole une v a r i a b l e .  

E l l e s  peuvent être d é f i n i e s  de façon induc t ive  p u i s  p a r  c o n t i n u i t é  

ou de façon d i r e c t e  p a r  l e s  domaines d ' a r b r e .  

S o i t  une a p p l i c a t i o n  I : V + T~(E) . 



- (5 e s t  é tendue à Tn(Z U V) p a r  l e s  r è g l e s  su ivan te s  : 

a )  a(n) = 52 

* )  ~ ( f )  = f s i f € Z o  

0 )  f t . .  f n ) )  = f t  , d t n ) )  

s i f  E C P > O ,  t13 ..., t E T n ( C u V )  
P' P 

- a e s t  e n s u i t e  é tendue p a r  c o n t i n u i t é  à 

En remarquant que : Y t ,  t' E Tn(T u V) 

t < t '  implique ~ ( t )  < ~ ( t ' ) .  

On o b t i e n t  s i  D e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de T ( C  u V) a l o r s  a 
d D )  = {dt)  1 t E DI e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de Tn(L). 

Et s i  D e t  D '  s on t  deux p a r t i e s  d i r i g é e s  équ iva l en te s  (même sup) ,  a(D) 

e t  O(D1) sont équ iva l en te s  ; c e c i  permet de poser  p a r  d é f i n i t i o n  : 

Définition : 

m 
o : T ~ ( Z  u V) + Tn(Z) a i n s i  d é f i n i e  e s t  une s u b s t i t u t i o n  du premier  

o r d r e .  

On remarque que l e  r é s u l t a t  de l a  su?xt i tut ion 0 à un a r b r e  t e s t  

l ' a r b r e  d t )  obtenu en remplaçant simultanément dans t t o u t e  occurrence de 

v a r i a b l e  (en f e u i l l e  de t )  p a r  l ' a r b r e  a s soc i é .  

Une a u t r e  d é f i n i t i o n ,  équ iva l en te  à l a  précédente [7]  peu t  ê t r e  formu- 

l é e  de l a  façon su ivante  : 



00 

s o i t  0 : V + Tn(z) 

03 V t  E T~(L. U V) ( t  : dom(t) + Z L' V U 1 )  O(t) e s t  l ' a r b r e  de TR(Z) dont 

l e  domaine v é r i f i e  : V a  E N* 
f 

- e s t  de l a  forme a = By 

avec 6 E dom(t) e t  t (B)  = v  E V 

e t  y  r dom( a (v ) )  

dans ce cas a ( t ) ( a )  = o(v)(Y) 

E dom( ~ ( t ) )  ssi : 

Notations : 

- a E dom(t) e t  t ( a )  # V 

dans ce cas a ( t ) ( a )  = t ( a )  

ou 

On notera  t [tl 1 vl., tn 1 vnl l e  r é s u l t a t  de l a  subs t i t u t i on  du 

premier ordre U s u r  l ' a r b r e  t avec 0 dé f i n i e  pa r  

dv , )  = t ,  N n >  = tn. 

Exemple : 

Soi t  u déf in ie  pa r  : 

s o i t  l ' a r b r e  t = f 



D(t) e s t  1 ' arbre f i g u r é  de l a  façon suivante : 

1.2. Substitutions du second ordre 

Elles  cons i s t en t  à s u b s t i t u e r  un a rb re  à des sous-arbres ayant un 

symbole de va r i ab le  fonct ionnel le  à l a  r a c i n e .  

03 

Soi t  8 une appl ica t ion  de Z (va r i ab les  graduées) dans T (C u V )  v é r i f i a n t  : 

Y i  = 1, ..., p B ( Z . ) E T ~ ( L U V ~ )  1 

i 

(ai  e s t  l a  a r i t é  de zi) . 

0 e s t  étendue par  induction à 0 : T(C u Z) à T ~ ( E )  pa r  : 

3)  8(z i ( t l , . . .  , t a .  ) )  
1 

= Wzi)  e t  1 v , . .  . y 9 ( t a  ) 1 va ] 
i i 



(3 est par définition une substitution du second ordre. 

'Exemple : 

Soit B(zl) = 



1.3. Homomorphismes étendus 

Soient  X e t  Y deux a lphabets  (non gradués) .  

* * 
S o i t  h  un homomorphisme de (X U ( 9 ) )  dans ( Y  u {a) )  v é r i f i a n t  : 

h(n )  = n. 

On remarque t o u t  d 'abord : 

u v  implique h ( u )  = h ( v )  

(2 e s t  l a  congruence d é f i n i e  p a r  Stn n ) .  

Ceci nous permet de cons idé re r  h  de W(X) dans W(Y) ( c l a s s e s  de congru- 

ence) ; c ' e s t  évidemment un morphisme de monoides. 

ère extension : 

S o i t  h  : W(X) + W(Y) un morphisme v é r i f i a n t  h ( 0 )  = n .  I l  e s t  f a c i l e  

de v é r i f i e r  que : 

Yu, v r W(X), u Sn v  implique h ( u )  < 0 h ( v ) .  

Ceci montre que pour  t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  D de W(X), 

h(D) = (h(u)  1 u E D) e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de W(Y) e t  que s i  D '  e s t  une 

p a r t i e  d i r i g é e  équ iva l en te  à D ,  h(D) e t  h (D1)  s o n t  équ iva l en te s  (même sup) .  

D'où l ' e x t e n s i o n  p a r  c o n t i n u i t é  de h à 

En posant h(sup(D))  = sup(h(D)) ,  YD p a r t i e  d i r i g é e .  



Remarque : 
l 

. S i  h e s t  non e f f a ç a n t  (h (x )  # 6, Vx E X )  l ' image d'un terme i n f i n i  

e s t  un terme i n f i n i ,  c e  qui n ' e s t  pas forcément v r a i  s i  h e s t  e f f a ç a n t  

(3x E X t e l  que h ( x )  = 6 ) .  L'image d'un mot f i n i  e s t  un mot f i n i  dans tous  

l e s  c a s .  

Seconde extension : 

Cet t e  deuxième extens ion  c o n s i s t e  à cons idé re r  que l ' image d'une 

l e t t r e  peu t  ê t r e  un terme i n f i n i  donc : 

h : w ~ ( x )  -t w ~ ( Y )  avec h ( ~ )  = 

e t  h ( x )  E w ~ ( Y ) ,  vx E X. 

Tout d 'abord,  du f a i t  de l a  c o n t i n u i t é  de l a  concaténat ion 

( s u ~ ( D )  sup(Df)  = Sup(D D ' ) ) ,  l ' image d'un mot f i n i  est par fa i tement  

d é f i n i e  p a r  : 

S i  w e s t  un terme i n f i n i ,  s o i t  D une p a r t i e  d i r i g é e  de W(X) ayant  

pour sup  W. 

Pour t o u t  mot u de D, h ( u )  e s t  d é f i n i  e t  du f a i t  de l a  compa t ib i l i t é  

de l ' o r d r e  avec l a  conca téna t ion ,  l a  p r o p r i é t é  : 

Yu, v E W(X), u 5 v implique h (u )  < h ( v )  n -a 

m 
r e s t e  v a l i d e ,  ce  q u i  prouve que h(D) e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de .W (Y) e t  per- 

met de pose r  : 



Une t e l l e  a p p l i c a t i o n  e s t  p a r  d é f i n i t i o n  un morphisme de monoide 
00 00 

con t inu  de W (X) dans W ( Y ) .  

Par  l a  s u i t e  on appe le ra  simplement "hornomorphi~me~~ t o u t e  a p p l i c a t i o n  

de ce type .  

Propriété : 

A t o u t e  s u b s t i t u t i o n  du premier  ordre  

w a3 

u : Tn(Z u V) + TZ2(L) on peut  a s s o c i e r  un e t  un s e u l  homomorphisme 

h : wm(zO u V) + ww(L ) v é r i f i a n t  : Y t  E T~(L u V) O 

I l  s u f f i t  de d é f i n i r  h  p a r  : 

Le r é s u l t a t  e s t  immédiat p a r  l e s  p r o p r i é t é s  de U, h  e t  @. L1homomor- 

phisme obtenu e s t  de p l u s  non e f f a ç a n t .  

Substitutions "dirigée" : 

S o i t  0 une s u b s t i t u t i o n  de W(X) + 2W(Y), 0 e s t  d i t e  d i r i g é e  ss i  : 

- acn) = jn) 
- Yx E X, U(X) est une p a r t i e  d i r i g é e  de W(Y). 

U é t a n t  une s u b s t i t u t i o n  d i r i g é e ,  



1 )  Yw E W(X), Q(w) e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de W(Y). 

2)  Pour t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  D de W(X). 

a(D) = U d u )  e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de W(Y) . 
ur D 

00 
3 )  I l  e x i s t e  un e t  un seul homomorphisrre h de w ~ ( x )  dans W ( Y )  v é r i f i a n t  : 

h(sup(D)) =  SU^( o(D)) YD p a r t i e  d i r i g é e  

h e s t  d é f i n i  p a r  : h(R) .Q 

h(x)  = sup(CJ(x)) Vx E X.  

4 )  Réciproquement à t o u t  homomorphisme h on peut  a s s o c i e r  une s u b s t i t u t i o n  

d i r i g é e  a v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  précédente. 

2. Systèmes d'équations d'arbres 

2.1. Le cas algébriggg -------------- ---- 

Définition : 

Un système d 'équations algébriques d 'a rbres  (ou système algébrique) e s t  

un système d 'équations de l a  forme : 

où Z = z , . .  . , zP} : var iab les  graduées ; (ai = a r i t é  de zi)  

V 3 V = {vl,. . . , v 1 : var iab les  syntaxiques 
a; a: 

C = alphabet  gradué terminal .  

Un t e l  système e s t  d i t  sous forme normale de Greibach s i  chaque a r b r e  

ui a ,  à l a  r a c i n e ,  un symbole te rminal  ( r  2) i . e .  : u i ( ~ )  E Z. 



Solutions : 

. Une s o l u t i o n  d'un système algébrique S e s t  un p-uple d 'a rbres  

( t l , .  . . . t ) s a t i s f a i s a n t  l e s  équations c 'es t -à-d i re  v é r i f i a n t  : 
P 

- t .  = 0(ui)  avec O l a  s u b s t i t u t i o n  du second o rd re  dé f in ie  pa r  
1 

~ ( z . )  = t Yj = 1 ¶ . . . ¶ p .  
I j 

Soi t  S ( r é d u i t  à une équation) : 

L'arbre f i g u r é  ci-dessous e s t  une s o l u t i o n  de c e t t e  équation. 



Un système algébrique S a  une plus p e t i t e  so lu t ion  t . . ,  t s )  

( i . e .  t o u t e  a u t r e  s o l u t i o n  t . . .  t ' )  v é r i f i e  : t. < ti, i = 1, ..., p ) .  
P  1 

S i  de p lus  S  e s t  sous forme normale de Greibach, il a une so lu t ion  unique 
00 

composée d 'a rbres  maximaux (t  E T (C u V ) ¶  i = 1 ,...¶ p ) .  i a- 

Un moyen simple de déc r i r e  l a  plus p e t i t e  s o l u t i o n  d'un système 

algébrique e s t  de cons idérer  c e l u i - c i  comme un système de r é é c r i t u r e  : 

11 s ' a g i t  a l o r s  d'une grammaire a lgébr ique  d 'a rbres  e t  c e t t e  grammaire 

est déterminis te  dans l e  sens où il n 'y  a  qu'une r è g l e  de production (dériva-  

t i o n )  p a r  va r i ab le .  

A 

Pour t o u t  a ~ b r e  t de T(C u V u Z )  notons L(S, t )  l'ensemble des a rb res  

q u i  s e  dér ivent  de t p a r  S  

S o i t  h l a  s u b s t i t u t i o n  (du second ordre)  d é f i n i e  p a r  : 

Les a u t r e s  l e t t r e s  r e s t a n t  inchangées. 

On a  a l o r s  : 

Pour t o u t  a rbre  t de T(C u V u Z),h(L(S, t ) )  e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  

I l  s u f f i t  de remarquer que : t ~ >  t '  h ( t )  < h ( t l ) .  



Théorème [71 : 

Le p-?iple d ' a rb res  (tl,. . . , t ) d é f i n i  p a r  
P 

e s t  l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  du système algébrique S .  

2.2. Cas part icul ier  : Systèmes réguliers --------- ------------- --------- ------ 

Défini t ion  : 

Un système d 'équations r égu l i è res  d ' a rb res  (ou système r é g u l i e r )  e s t  

un système algébrique pour l e q u e l  tou tes  l e s  var iables  s o n t  de a r i t é  n u l l e .  

C'est donc un système de l a  forme : 

avec l e s  u. appartenant à T ( L  u Z)  e t  a r i t é  (z i )  = ai = O f i  = 1, ..., 
1 P 

On remarque qu'un système r é g u l i e r  e s t  sous forme normale de Greibach 

(ou de Greibach) s i  aucun des u n ' e s t  r é d u i t  à une va r i ab le .  
i 

w 
Une so lu t ion  d'un système r é g u l i e r  S est un p-uple d 'a rbres  de Tn(Z) : 

( t l ,  ..., t ) v é r i f i a n t  l e s  équations,  c 'es t -à-d i re  dans ce cas : 
P 

ti = U. 1 K t l  1 zl , .  . . , tp 1 zp1 ( s u b s t i t u t i o n  du premier o rd re )  

pour i = 1, ..., P .  



l Les r é s u l t a t s  précédents s 'appl iquent  évidemment à ce cas p a r t i c u l i e r  

I plus  simple. La grammaire d 'a rbres  associée  à un système r é g u l i e r  e s t  une 
I 

grammaire r égu l i è re  ( r é é c r i t u r e  en f e u i l l e s  uniquement) e t  l a  s u b s t i t u t i o n  

h (h(zi)  = $2, zi Z) est du premier ordre.  

3. Systèmes d'équations de mots 

Soient  un alphabet  te rminal  X (non gradué) e t  un ensemble de va r i ab les  
l 

non graduées Z = z , .  . z 1 d i s j o i n t  de X. 
P 

Déf in i t ion  : 

l Un système d 'équations algébriques de mots (ou système a lgébr ique)  e s t  

un système d 'équations de l a  forme : 

où l e s  u appart iennent  à (X u z)*. i 

De t e l s  systèmes ont  é t é  é tud iés  p a r  B .  Courcelle 161 e t  Heiibrunner 

1111 dans l e  cadre des arrangements e t  f r o n t i è r e s  d 'a rbres  i n f i n i s  ; nous en 

par lerons  dans l e  chap i t r e  su ivan t .  Nous nous in téressons  i c i  aux s o l u t i o n s ,  

de systèmes a lgébr iques ,  p-uples de termes i n f i n i s .  

Solut ions : 

03 

Une so lu t ion  d'un système algébrique S est un p-uple de mots de W (X) : 

(wl, ..., w ) s a t i s f a i s a n t  l e s  équations,  c ' e s t - à -d i re  v é r i f i a n t  : 
P 

w = Wui) avec 8 l'homomorphisme d é f i n i  p a r  : i 



B(zj )  = w pour j = l,.. . , p 
j 

Un r é s u l t a t  analogue à c e l u i  concernant les systèmes d 'arbres peut  ê t r e  

é t a b l i  directement ; p a r  l ' o p é r a t i o n  de f e u i l l a g e  il en découle immédiatement. 

Comme précédemment, considérons l e  système algébrique S comme un sys- 

tème de r é é c r i t u r e  : 

S e s t  une grammaire algébrique déterminis te  (une r è g l e  de production 

p a r  va r i ab le )  de mots d 'alphabet  te rminal  X e t  de non-terminal Z .  

So i t  h l e  morphisme de monoides : h : ( X  u z)* + W(X) d é f i n i  p a r  : 

* 
On remarque a l o r s  que : Yv, w E (X u Z) 

v + w implique h (v )  Sn h(w) 

d'où : 

Propriété : 

- 
h(L(S, v ) )  e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de W(X) 

* * 
avec U S ,  V) = {w E (X u Z) / v T >  w). 



1 
Théorème : 

z = u  
l 

i 
I Tout système algébrique S = a  une p lus  p e t i t e  so lu t ion  

i = 1,. .., i i  P 
I dans ( w ~ ( x )  lP. 

Le p-uple (wl,. . . , w ) d é f i n i  p a r  : 
l P 

A 

w = Sup(h(L(S, z i ) ) )  pour i = 1, ..., p i 

est l a  p lus  p e t i t e  so lu t ion  du système S .  

Preuve : 

a )  Montrons que (wl, ..., w est s o l u t i o n  de S  e t  pour c e l a  calculons e(u.1 avec 
P  1 

8 l'homomorphisme d é f i n i  p a r  : 

* 
Le mot ui E ( X  u Z)  e s t  de l a  forme : 

a W ... a W a d'où e(ui)  = aO w j l  j2  n-1 j n 
n 

notons L. l e  langage L(S, z i ) .  
1 

On o b t i e n t  o(ui) = a0 sup(h(L. 1) Gr a sup(h(L 1) an par  
31 n- 1 

w j n  
d é f i n i t i o n  des w i a  e t  donc p a r  p ropr ié t é  du C.P.O. W (X) : 

e(ui) = sup(a0 h(L . . . h(L ) 4) e t  puisque l e s  ai appart iennent  
j l  n- 1 

* j n  
à X e t  pa r  p r o p r i é t é  de h  (morphisme) : e(ui)  = sup(h(a L a 

O j, 1'" n-1 L j a n ) ) .  
n  



a L a est i n c l u s  dans L , p a r  d é f i n i t i o n  des 
n-1 j n 

n  i 

langages L e t  t o u t  mot ( sauf  z.  ) de Li appar t i en t  à a L a i ' 1 O j, 1"' n-1 jn n' a L a  

donc a. Ljl al.. . a L a = Li - {zi}et e(u.1 = sup(h(Li)) = wi ce n-1 j n  n  1 

qui prouve que (w w ) e s t  s o l u t i o n  de S. 
P 

b )  Montrons maintenant que c ' e s t  l a  p l u s  p e t i t e  so lu t ion .  

Soi t  v ,  . v ) E ( w ~ ( x ) ) ~  une so lu t ion  de S. 
P 

Par d é f i n i t i o n  des so lu t ions  on a  donc : 

f f i  = l , . .  ., p : v. = e(ui)  avec 9  l'homomorphisme d é f i n i  pa r  : 
1 

9(zi) = vi, i = 1,. . p 

8(x)  = x Yx E X 

I l  faut  montrer que wi vi pour t o u t  i e t  pour ce la  que : 
A * 

Vy E L(S, 2.1 ( i . e .  zi y)  1 

Corne précédemment ui e s t  un mot de l a  forme 

d o n c v .  = a  v a a v.  a . 
1 O j, 1"' n-1 3, n  

Par d é f i n i t i o n  de l ' o r d r e  e t  l ' express ion de vi on a  h(z i )  = R S R v i 

e t  h(ui) = aO R a,.. . a R a  2 v n-1 n  R i. 

Il e s t  c l a i r  d ' au t re  p a r t  qu'à t o u t e  dér iva t ion  dans S : 

zi + y1 + y2 +. . .+ yk = y ,  on peut a s s o c i e r  une transformation de l ' express ion 

de vi de façon que s i  y = zkl 81 zkk BQ avec 8 ., Bk E X* on a i t  : 

vi = Bo vkl BI... vk2 BQ en remplaçant i té ra t ivement  dans l ' express ion 

de v. l ' un  des v .  par  son expression (puisque (vl, ..., v ) e s t  so lu t ion  de S )  
1 1 - P 

e t  donc on o b t i e n t  : h(y) Ln vi pour t o u t  y  r L(S,  zi) ce qu i  é t a b l i t  l e  r é -  

s u l t a t .  



Remarques : 

Les systèmes algébriques n 'ont  pas en généra l  une so lu t ion  unique. I l  

s u f f i t  pour s ' en  convaincre de cons idérer  l'exemple t r è s  simple su ivant  : 

S = (z = a  z b )  avec X = Ca, b j  

l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  de S  e s t  w = supEan R bn / n  E NI une a u t r e  so lu t ion  

est p a r  exemple u  = sup{an !J (ab)n !J bn / n  c NI. 

Pour l e s  systèmes d ' a rb res ,  l e  f a i t  d ' ê t r e  sous forme normale de Greibach 

g a r a n t i t  l ' u n i c i t é  de l a  so lu t ion .  Cette  notion de forme normale n ' a  évidemment 

aucun sens  pour l e s  systèmes de mots. 

Les systèmes algébriques n 'ont  pas en généra l  une plus grande s o l u t i o n .  

Exemple : 

S = { z  = z a b  z)  avec X = (a, b) 

* 
wi = sup(a* R ( a + b ) *  C2 b  ) e s t  s o l u t i o n  

* * 
w2 = Sup(b R ( a + b ) *  R a  ) e s t  s o l u t i o n  

00 
w1 # w2 e t  wl, w2 son t  maximaux dans W (X). 

4.  L i a i s o n  ent re  systèmes r é a u l i e r s  d 'arbres e t  s ~ s t è m e s  alaébr iaues de mots 

La l i a i s o n  est évidemment é t a b l i e  p a r  l ' opé ra t ion  de f e u i l l a g e .  

S o i t  S un système r é g u l i e r  d 'a rbres  : 



Soit  S  l e  système algébrique de mots dér ivé  de S  : 
m 

Propriété : 

S i  t . . . , t ) e s t  l a  plus p e t i t e  so lu t ion  de S  a l o r s  t , . . . , $ ( t p ) )  
P  

e s t  l a  plus p e t i t e  so lu t ion  de Sm. 

03 

(Les O( t i )  appartenant  à W (Zo)) 

c ' e s t  immédiat. 

Réciproquement, à t o u t  système algébrique de mots S  
m 

on p e u t  a s soc ie r  un système r é g u l i e r  d 'a rbre  S  

t e l  que l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  de Sm s o i t  l e  f e u i l l a g e  de l a  p lus  p e t i t e  

s o l u t i o n  de S  ( f e u i l l a g e  d'un p-uple d 'a rbres  : p-uple des f e u i l l a g e s  des 

a r b r e  s ) . 

De plus S  peut ê t r e  cho i s i  sous forme normale de Greibach . 

Il s u f f i t  de c h o i s i r  EO = X e t  l e s  arbres  ui, non r é d u i t s  à une var ia-  

b l e ,  v é r i f i a n t  $Cu. 1 ) = w i ' 



1 IV. DECISION DE L'EGALITE DES FEUILLAGES 

. En montrant que l e  f e u i l l a g e  d'un a r b r e  r é g u l i e r  peut  ê t r e  d é t e m i n é  

pa r  un langage r a t i o n n e l  dont il est l e  sup,  on en déduit que l ' é g a l i t é  des 

des f e u i l l a g e s  d 'a rbres  r é g u l i e r s  e s t  décidable.  I l  e s t  e n s u i t e  montré, à 

l ' a i d e  d'un codage simple,  que l e  problème de décision de l ' é g a l i t é  des ar-  

b r e s  algébriques e s t  r éduc t ib le  en c e l u i  de l ' é g a l i t é  des f e u i l l a g e s  d 'arbres 

a lgébr iques .  

l 1. Feui L Lages d 'arbres  r é g u l i e r s  

1)éf inition : 

Un a rb re  e s t  r é g u l i e r  s i  l 'ensemble de s e s  sous-arbres e s t  f i n i  ( i . e .  

s ' i l  a un nombre f i n i  de sous-arbres d i s t i n c t s ) .  

Bien s û r ,  t o u t  a rbre  f i n i  e s t  r é g u l i e r .  

, Une importante c a r a c t é r i s a t i o n  des a rb res  r é g u l i e r s  e s t  l a  su ivante  : 

, Propriété : 

Un a rb re  e s t  r é g u l i e r  s i  e t  seulement s ' i l  e s t  une composante de l a  solu- 

t i o n  unique d'un système d 'équations r é g u l i è r e s  d 'a rbres  sous forme normale 

de Greibach. 

Q) 

S o i t  un arbre  r é g u l i e r  t E T ( C )  donné p a r  un système r é g u l i e r  S 

(sous-entendu sous forme normale de Greibach) : 

On peut  toujours  supposer, q u i t e  à renuméroter l e s  va r i ab les ,  que l ' a r -  

b r e  t e s t  l a  première composante de l a  s o l u t i o n  du système S.  



Grâce au  c h a p i t r e  précédent ,  nous savons que l e  f e u i l l a g e  de t e s t  a l o r s  l a  

première composante de l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  du système a lgébr ique  de mots 

* * 
avec L = {w E (CO u Z) 1 I z1 p w l  m 

* 
e t  h : (Co ü Z) + W(EO) d é f i n i  p a r  

h (z i )  = S2 V i  = 1, ..., P 

h ( x )  = x Yx E CO 

Réciproquement, t o u t e  composante de l a  p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n  d 'un sys-  

tème a lgébr ique  de mots e s t  l e  f e u i l l a g e  d'un a r b r e  r é g u l i e r .  

Etant  donné un a u t r e  a r b r e  r é g u l i e r  t '  donné p a r  un système r é g u l i e r  S' 

(sous l e s  mêmes hypothèses que t )  d'où dé r ive  l e  système S '  déc ider  de l ' éga-  m ' 
l i t 6  $ ( t )  = $ ( t '  ) c ' e s t  donc déc ide r  de l ' équ iva l ence  des p a r t i e s  d i r i g é e s  

h(L1) e t  h ( L i )  de W(CO). 

On s a i t  que deux p a r t i e s  d i r i g é e s  D e t  D '  son t  équiva len tes  

ssi t o u t  élément de D est majoré p a r  un élément de D '  e t  réciproquement,  

ssi e l l e s  on t  &me I d é a l  

i . e .  Id(D) = Id(D1) 

avec Id(L) = {w E W(Co) 1 J v  E L 8 w  VI VL c wm(zO), 

ssi l 'ensemble des r ep ré sen tan t s  canoniques des  éléments de Id(D) e s t  éga l  à c e l u i  

des éléments de I d ( C T ) .  



Notation (Raooel) : 

* 
On no te ra  P l ' a p p l i c a t i o n  de W(X) dans (X U {QI) (pour t o u t  alphabet  

X) q u i  à t o u t  élément de W(X) associe  son représentant  canonique dans ( X  u {Cl))* 

i . e .  Yw E w(x) ,  P ( W )  e s t  l e  mot de l a  c l a s s e  de congruence w contenant l e  

moins d'occurrences de l a  l e t t r e  Cl. 

D'après ce qui  précède nous avons donc : 

(1)  O ( t )  = O ( t l )  ss i  ~ ( 1 d ( h ( L ~ ) ) )  = ~(1d(h(L; ) ) )  

Théorème IV-1 : 

Pour t o u t  système algébrique de mots S 
m 

Pour t o u t  i = 1 , .  p : l e  langage P(Id(h(Li)))  de (X u {RI)' e s t  r a -  

t i o n n e l  e t  l ' o n  peut cons t ru i re  une expression r a t i o n n e l l e  l e  représentant .  

Théorème VI-2 : 

~ ' é ~ a l i t é  des f e u i l l a g e s  d 'a rbres  r é g u l i e r s  est décidable.  

C 'es t  une conséquence d i r e c t e  du théorème précédent e t  de l ' équivalence  

(11, puisque l ' é g a l i t é  de langages r a t ionne l s  e s t  décidable.  

2. Preuve du Théorème I V - 1  

Nous a l l o n s  t o u t  d'abord é t a b l i r  un lemme simple qui  permet de simpli-  

f ier  l e  problème. Nous donnerons e n s u i t e  quelques exemples montrant que pour 

c e r t a i n e s  c l a s s e s  de systèmes l ' ob ten t ion  d'un langage r a t i o n n e l  s a t i s f a i s a n t  

e s t  simple e t  q u ' e l l e  e s t  moins évidente à p r i o r i  pour un système quelconque. 

Deux preuves d i f f é r e n t e s  s e r o n t  a l o r s  données : l ' une  "directe" s'appuyant s u r  

l a  cons t ruct ion  d'un automate associé  à un système algébrique,  l ' a u t r e  u t i l i -  

s a n t  les r é s u l t a t s  de Courcelle C6l e t  Heilbrunner Cl11 concernant l a  résolu-  

t i o n  de systèmes algébriques dans l e  cadre des arrangements e t  f r o n t i è r e s  d ' a r -  

b r e s  i n f i n i s .  



2.1. Prél iminaire ------ ----------- 

Soi t  un langage L de ( X  u (RI)*. 

A ce langage correspond une p a r t i e ,  notée également L ,  de W(X) : l e  

s a t u r é  par  l a  r e l a t i o n  de congruence (-) c 'es t -à-d i re  l'ensemble des c l a s s e s  

de congruences de W ( X )  q u i  son t  représentées  dans l e  langage L.  

P é tan t  toujours  d é f i n i  comme précédemment : 

Lemme : 

* 
Pour t o u t  langage r a t i o n n e l  R de ( X  U (QI)  , on peut cons t ru i re  l e  

langage r a t i o n n e l  p(Id(R)).  

Preuve : 

Soit  un automate A reconnaissant  l e  langage R. Pour ob ten i r  l e s  mots 

"pré-plus p e t i t "  (Sn) qu'un mot w de R,  il f a u t  pouvoir i n s é r e r  des dans w 

e t  remplacer t o u t e  l e t t r e  de w par  R .  

Ceci correspond à l a  t ransformation de l 'automate A p a r  l ' a j o u t  de t r an -  

s i t i o n s  : 

a )  pour t o u t  é t a t  q ,  a j o u t e r  l a  t r a n s i t i o n  q Q" 
( i . e .  passer  de l ' é t a t  q à lui-même en l i s a n t  R) 

b) Pour t o u t e  t r a n s i t i o n  0-• , V X  E X a j o u t e r  l a  t r a n s i t i o n  *-7- 

9 9 ' 9 ,  s' 
Pour o b t e n i r  e n s u i t e  tous l e s  r ep résen tan t s  canoniques équivalents  aux 

mots reconnus, il s u f f i t  d ' e f fec tue r  s u r  l 'automate l a  c l ô t u r e  t r a n s i t i v e  des 

R 
a jouter  l a  t r a n s i t i o n  8 - 0  

9 q" 



Le langage reconnu a l o r s  p a r  cet automate modifié est éga l  à 

P(Id(R)) u M avec M t e l  que : M n P(Id(R)) = @ e t  Yw E M ,  

3~ E P ( I ~ ( R ) )  8 w - U. 

I l  s u f f i t  a l o r s  d 'e f fec tuer  l ' i n t e r s e c t i o n  r a t i o n n e l l e  avec l e  langage 
l 

X*(R x+)* (R + C) pour é l iminer  les mots de M e t  donc reconnaî t re  p(Id(R) ) . 

Remarque : 

I La preuve que P ( I ~ ( R ) )  e s t  r a t i o n n e l  peut  également ê t r e  f a i t e  p a r  l a  

, d é f i n i t i o n  d'une t ransduct ion  r a t i o n n e l l e .  

l 
Ce lemme montre, en p a r t i c u l i e r ,  que pour l a  preuve du Théorème il 

, s u f f i t  de cons t ru i re  un r a t i o n n e l  Ri de (X u {RI)* v é r i f i a n t  : 

- Ri c - W (XI e s t  une p a r t i e  d i r i g é e .  

ème - Sup(Ri) = i composante de l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  du système 

'rn 

2 . 2 .  Exemples --------- --- 
l a) Système linéaire : 

Un système e s t  l i n é a i r e  s i  chaque membre d r o i t  d'équation possède au 

p lus  une occurrence de v a r i a b l e .  

S o i t  



p a r  simple s u b s t i t u t i o n  dans les équations on ob t i en t  l e  système équivalent  : 

Ces langages sont  bien sur a lgébr iques ,  mais il e s t  f a c i l e  de v o i r  que 

l e s  langages r a t i o n n e l s  RI, R2,  R d é f i n i s  ci-dessous l e u r  sont  respectivement 
3 

équivalents  (même sup) .  

b) Système quasi-rationnel : 

ün système e s t  quas i - ra t ionnel  s ' i l  ne  possède pas  de var iables  expan- 

s ives  c 'es t -à-d i re  s ' i l  n ' e x i s t e  pas d'équations permettant  des r é é c r i t u r e s  

de l a  forme : 

Autrement d i t ,  pour t o u t  i, pour t o u t  mot w appartenant  à L l e  i ' 
nombre d'occurrences de zi dans w e s t  au  p l u s  é g a l  à 1. 



Exemple : 

Le sous-système composé des deux dernières  équations e s t  l i n é a i r e  e t  

peut ê t r e  r é so lu  comme précédemment : 

La première équation e s t  l i n é a i r e  en l a  va r i ab le  zl ( z2  considérée 

comme constante)  e t  résolue  p a r  : 

Il  s u f f i t  a l o r s  de s u b s t i t u e r  R2 à z 2  dans l ' express ion  de RI pour 

ob ten i r  l e  r a t i o n n e l  cherché : 

Cet te  expression peut a u s s i  ê t r e  obtenue directement pa r  l ' express ion 

du langage algébrique h(L ) : 
1 

On a bien Sup(R1) = Sup(h(L1)). 



c) Système non quasi-rationnel 

Le langage h(L1) est bien entendu a lgébr ique ,  mais ne  peut  ê t r e  expr i -  

mé simplement comme dans l e s  exemples précédents .  Ce système, pa r  l a  construc- 

t i o n  donnée p l u s  l o i n ,  est  résolu  p a r  l e  r a t i o n n e l  : 

I 

Autre exem~le  : 

avec z = Izl ,  z2,  z3, z41. 

Cet exemple s e r a  développé au cours de l a  preuve. 

2.3. Preuve par  construction d'automates 

Le p r inc ipe  de c e t t e  preuve e s t  de p a r t i t i o n n e r  l e  système i n i t i a l  

en sous-systèmes p a r t i c u l i e r s  ; pour chacun de ces  sous-systèmes cons t ru i re  

un automate permettant d 'ob ten i r  des langages r a t ionne l s  dont l e s  sup forment 

l a  p lus  p e t i t e  so lu t ion ,  puis  p a r  s u b s t i t u t i o n s  r a t i o n n e l l e s  s u r  ces langages 

o b t e n i r  l e s  expressions r a t i o n n e l l e  résolvant  l e  système i n i t i a l .  

So i t  un système algébrique S ,  d 'alphabet  te rminal  X e t  de va r i ab les  

Z = { z  l,..., z } , p ~ N +  
P 



Notons w l a  composante en l a  v a r i a b l e  z de l a  p lus  p e t i t e  so lu t ion  de 
Z 

S, pour tou te  va r i ab le  z E Z.  

S o i t  l a  r e l a t i o n  d'équivalence (ES) s u r  Z d é f i n i e  pa r  : 

Cette r e l a t i o n  permet de p a r t i t i o n n e r  Z en 

e t  donc l e  système S en sous-systèmes d i s j o i n t s  S , ,  ..., Sm : 

Chacun de ces sous-systèmes (S.)  peut  ê t r e  considéré comme un système 
3 

algébrique d 'alphabet  t e rmina l  X u (Z - Z.)  e t  de va r i ab les  Z dans l eque l  
3 j 

t o u t e s  l e s  va r i ab les  son t  équivalentes.  Toute composante de l a  p lus  p e t i t e  
00 

s o l u t i o n  de S est a l o r s  un élément de W (X u (Z - Zj ) ) .  
j 

j Notons wZ l a  composante en l a  va r i ab le  z E Z de l a  p l u s  p e t i t e  solu-  
j 

t i o n  de S Yz E Z .  e t  pour t o u t  j = 1, ..., q .  
j ' I 



LI ensemble s , . . . , S 1 des sous-systèmes e s t  na ture l lement  ordonné 
9  

p a r  l a  r e l a t i o n  : 

S. < S .  s ' i l  e x i s t e  z E S. e t  zR E S 
1 1  k 1 j 

* 
t e l s  que zk y> z 6, a, B r ( X  u z)* 

i 
R 

Les sous-systèmes maximaux, r e l a t i vemen t  à c e t t e  r e l a t i o n ,  son t  en f a i t  

des systèmes s u r  l ' a l p h a b e t  t e rmina l  X e t  chaque composante de l e u r  (p lus  pe- 

t i t e )  s o l u t i o n  a p p a r t i e n t  à wW(x). Avec l e s  n o t a t i o n s  précédentes  on a  donc : 

s i  S. es t  maximal, Yz E Z : w1 = w . 
3 j z z 

Soi t  l e  système S ' ,  sous-système de S ,  formé de l a  réunion  des sous- 

systèmes maximaux : 

S' = {zi = U .  / zi E Z e t  S .  maximal} 
1 j I 

en n o t a n t  Z '  l 'ensemble des v a r i a b l e s  de  S ' .  

Soi t  un sous-système S. v é r i f i a n t  : 
1 

i 
c ' e s t  un système s u r  l ' a l p h a b e t  t e r m i n a l  X u Z '  e t  l e s  wz appa r t i ennen t  à 

Soi t  8 l'homomorphisme d é f i n i  p a r  : 

I l  e s t  c l a i r  a l o r s ,  d ' après  l e s  r e l a t i o n s  d 'équivalence e t  d ' o rd re  

que l ' o n  a : 



Supposons maintenant r é so lus  l e s  systèmes S e t  S' c 'est-à-dire i 
que l ' o n  a i t  c o n s t r u i t  l e s  langages r a t i c n n e l s  : 

R~ 5 ( X  u €RI)* pour t o u t  z  E Z '  

I t e l  que sup(RZ) = wz 

i 
t e l  que s u p ( ~ ~ )  = wl. 

Z 

La s u b s t i t u t i o n  r a t i o n n e l l e  0 d é f i n i e  p a r  : 
l 

e s t  d i r i g é e  e t  v é r i f i e  : 

YD d i r i g é e  de W(X u Z ' )  

e ( s u p ( ~ > )  = sup(a(D)> 

ce qui  montre en p a r t i c u l i e r  que : 

l i * Le langage O(RZ) e s t  un r a t i o n n e l  de ( X  U {SI}) dont l ' express ion e s t  
i obtenue en remplaçant dans l ' express ion de R tou te  occurrence de va r i ab le  z  

de Z '  p a r  l ' express ion  r a t i o n n e l l e  associée .  

Le système Si + S' e s t  a l o r s  r é so lu .  

En r é i t é r a n t  c e t t e  opérat ion un nombre f i n i  de f o i s  on obtiendra l a  

so lu t ion  ( l e s  r a t i o n n e l s )  du système i n i t i a l  S,  sous l 'hypothèse,  bien s u r ,  

que l ' o n  a i t  r é so lu  chacun des sous-systèmes. C 'es t  ce d e r n i e r  point  q u ' i l  

r e s t e  à considérer .  



Exemple ( s u i t e  de l'exemple précédent) : 

La r e l a t i o n  d'équivalence conduit à considérer  l e s  t r o i s  sous-systèmes : 

S2 e t  S sont  maximaux e t  S' = S2 u S3. 3 

S e t  S3 sont  l i n é a i r e s  e t  peuvent ê t r e  résolus  faci lement : 1 

Supposons S2 r é s o l u  par  l e s  r a t ionne l s  R2 e t  R3. 

Par s u b s t i t u t i o n  dans R: de R à z,+, R2 à z e t  R3 à z on o b t i e n t  : 4 2 3 

Résolution des sous-systèmes : 
* 

= u. E (X U Z) 
1 

Soi t  un système S = t e l  que t o u t e s  l e s  va r i ab les  

i = 1, ..., P 

so ien t  équivalentes (ES) deux à deux. 

On peut é l iminer  l e  cas où S e s t  r é d u i t  à une équation terminale ( i . e .  
* 

l e  membre d r o i t  e s t  un mot de X ) pour l eque l  l a  so lu t ion  est  immédiate. 

Dans tous  l e s  a u t r e s  cas ,  chaque membre d r o i t  des équations con t i en t  

au moins une occurrence de var iable .  



Soit l'automate A associé à S défini de la façon suivante : 

- ensemble d'états Q : 

i.e. pour chaque variable z on définit deux états q et qi. i i 

I - alphabet = X u {RI .  

l - transitions : elles sont de quatre types différents pour tout i =  1, ..., p on 
aura : 

t) qk *-• & si o n a  z = w l  zk B ~ ,  B~ E X* 
1 i 

- état initial = qi pour un i fixé. 

- un seul état terminal = 5. pour le même i. 
1 

Remarques : 

- Tout mot reconnu par l'automate possède au moins une occurrence du 
symbole $7. 

* - Les transitions sont définies par des mots de X (sauf celles de type a) )  

et non par des lettres. On pourra toujours, si besoin est, déduire de 

cet automate un automate sous forme usuelle reconnaissant le même 

langage. 



- Etant donné un é t a t  q il e x i s t e  un e t  un s e u l  é t a t  q t e l  q u ' i l  i Y j 
ex i s t e  une t r a n s i t i o n  de qi à q j .  

- Etant donné un é t a t  ii, il e x i s t e  un e t  un s e u l  é t a t  9 t e l  q u ' i l  - k 
ex i s t e  une t r a n s i t i o n  de Gk à qi. 

Soi t  R.  l e  langage reconnu par  c e t  automate ;pour  terminer l a  preuve 
1 

du théorème, il f a u t  montrer que R (considéré dans W(X)) e s t  une p a r t i e  d i -  i 
r i g é e  dont l e  sup e s t  é g a l  à l a  ième composante de l a  p lus  p e t i t e  so lu t ion  

Pour c e l a  il s u f f i t  de montrer : 

* * 
@ Pour t o u t  mot w E (X u Z) t e l  que zi T> w ,  l e  mot h(w) e s t  reconnu 

* 
par  l 'automate avec h l'homomorphisme de (X u Z )  dans (X u IR})* dé f i -  

n i  par  : -h(z) = a Yz E Z 

- h(x )  = X YX E X 

* 
@ Pour t o u t  mot w reconnu p a r  l 'automate, il e x i s t e  un mot w '  (X u Z)  

* 
t e l  que - zi T> w '  

e t  - w S ,  h(wl)  

Le premier point  (0) e s t  évident .  I l  s u f f i t  en e f f e t  de remarquer 

que pour toute  équation du système S : 

z = u s i  u e s t  de l a  forme 
j j j 

* 
u = a z a z ... a z .  a l e s  a E X 
j 0 j, 1 j 2  n- 1 3 n n' k 

On a dans l 'automate l a  s u i t e  de t r a n s i t i o n s  suivante : 



Preuve du @ 
I 

1 Soi t  w E Ri. w e s t  un mot de l a  forme w = wo wl a... 
1 

* Wn-l wn' 
n  E N+ e t  l e s  wi E X . 

1 
I D'après l a  d é f i n i t i o n  de l 'automate, il e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  d ' é t a t s  

qil, qi ,..., qi t e l l e  que l ' o n  a i t  : 
2 n  

En l i s a n t  wo, on passe de l ' é t a t  i n i t i a l  qi à l ' é t a t  q  , sans  
i, 
I 

rencontrer  un é t a t  b a r r é .  

En l i s a n t  w on passe de l ' é t a t  4 à l ' é t a t  te rminal  qi, sans n  ' i 
n  

rencontrer  un é t a t  non b a r r é .  

Pour j = 1 à n-1, en l i s a n t  w on passe  de l ' é t a t  qi à l ' é t a t  q. 
j -! 1 4  1.1 

J J '; 
avec une e t  une seu le  t r a n s i t i o n  d'un é t a t  b a r r é  à un é t a t  non ba r re .  

w s e  décompose donc en v  Y .  v! avecY assuran t  c e t t e  t r a n s i t i o n  
j ~ I I  j 

p a r t i c u l i è r e .  

De façon schématique : 

Lemme 1 : 

Pour tou te  s u i t e  de t r a n s i t i o n s  de l a  forme : 



On a  dans l e  système S : 

C'est immédiat d 'après l a  d é f i n i t i o n  de ce type de t r a n s i t i o n s .  

Pour t o u t e  s u i t e  de t r a n s i t i o n s  de l a  forme : 

On a dans S : 

Même remarque. 

Lemme 3 : 

Pour t o u t e  s u i t e  de t r a n s i t i o n s  de l a  forme : 

n ,  R E N+ 

On a  dans S: 

n+Ri1 > w, 32 E Z t e l  que : z s z BI B 2 u *  8, y a 1 a 2 - *  
a Z w" 

jl R m 

puisque l ' o n  a : 32 E Z t e l  que z -> u  
ç 1 'k Y 'kl U2 

n  e t  par  l e  lemme 1 zk -> v1 z El B 2 . .  . Bn 
j l  

R et  p a r  l e  lemme 2  z ->a a '  
1 2 " '  

CC 

1 2  'm V2* 
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Grâce au lemme 1 on o b t i e n t  donc p a r  des dé r iva t ions  gauches 

* 
avec w' de l a  forme : w" z 6, z E Z ,  8 E X 

* 
OU b ien  w' E X , W' = B 

Deux cas peuvent a l o r s  s e  produire : 

- 6 e s t  un f a c t e u r  d r o i t  de w 
n 

- w e s t  un f a c t e u r  d r o i t  de B n 

dans ce cas on a donc : 

* 
z -> w v w v contenant au moins une v a r i a b l e .  i S  O n' 

Dans l e  cas précédent ,  p a r  l e  lemme 2 ,  en appliquant  des dé r iva t ions  
1 

à d r o i t e  on aura 

Remarque : 

1 

Le f a i t  que l ' o n  ne pu i s se  rencontrer  que ces deux p o s s i b i l i t é s  provient  

de l ' u n i c i t é  des t r a n s i t i o n s  : 

a 
i 

7 .  

9 i j pour i donné 

e t  a R 
*P. 
- - 
qk qR pour R donné 



* 
On a donc obtenu : z -> w V W .  i S  O n 

v con t i en t  au moins une va r i ab le  ; p a r  l e  l e m e  3 on s a i t  q u ' i l  e x i s t e  

une var iable  z t e l l e  que : 

* 
z -> v w V' V' contenant une va r i ab le  au  moins. 

S 1 1 1 ' 1  

O r  t o u t e s  l e s  va r i ab les  sont  équivalentes ,  ce  qui  implique que : 

* 
e t  donc zi T> w v w x w v, x E (X u v)* O 1 n' 

e t  x contenant une va r i ab le .  

Par l e  même raisonnement à p a r t i r  d'une v a r i a b l e  dans x on obtiendra 

w2 e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu'à wn e t  l ' o n  aura : 

* 
où les vi E (X u V )  

e t  il e s t  évident  pa r  d é f i n i t i o n  que w < -n h(wl)  ce qui  é t a b l i t  l e  r é s u l t a t .  

Exemple ( s u i t e )  : Automates a s soc iés  à S S2 e t  Sg.  
1 ' 

1 * * 
On retrouve l e  ra t ionne l  RI = (a  z2 b z3  c )  ( d  z,, e ) .  



O 
Automate A 3  : * \  : 

94 n 94 

* 
A reconnaî t  R4 = a  R 3  

Automate 

Avec q2 comme é t a t  i n i t i a l  ( e t  donc q2 comme é t a t  te rminal )  on o b t i e n t  

a l o r s  l ' express ion r a t i o n n e l l e  : 

* 
R~ = U n ( ( ~ + y )  ( X  U* n + n t *  U))*. 

Avec l ' é t a t  i n i t i a l  q  on o b t i e n t  : 
3 

2.4. Deuxième preuve 

Les systèmes algébriques de mots ont  é t é  é tud iés  pa r  Courcelle C61 
e t  Heiibrunner Cl11 dans l e  cadre des arrangements dénombrables e t  f r o n t i è r e s  

d ' a rb res  i n f i n i s .  Une s o l u t i o n  d'un système é t a n t  a l o r s  un p-uple d'arrange- 

ments dénombrables. Ces systèmes sont  r é so lus  à 1 ' aide  d' express ions r é g u l i è r e s  

représentant  des arrangements ; chaque composante de l a  so lu t ion  obtenue é t a n t  

égale  à l a  f r o n t i è r e  de l ' a r b r e  de dé r iva t ion  maximal correspondant.  

Exoressions régulières : 

Pour résoudre l e s  systèmes quas i - ra t ionnels ,  Courcelle d é f i n i t  l e s  ex- 

press ions  r é g u l i è r e s  à p a r t i r  des opérat ions de concaténation,  puissance u e t  

puissance -LI. A ces opéra t ions  Heiibrunner a jou te  c e l l e  de "shuf f l e "  permettant 

l a  r é so lu t ion  de systèmes algébriques quelconques. 



Sans r a p p e l e r  l e s  d é f i n i t i o n s  p r é c i s e s ,  voyons l e s  p r o p r i é t é s  carac- 

t é r i s t i q u e s  de ces opérat ions.  

- Puissance W : 

S i  a  e s t  un arrangement. 

W 
a  e s t  l 'arrangement so lu t ion  de l ' équat ion  x = a  x 

W 
d'où a  = <N, <, a> a  : N+{a) app l i ca t ion  constante 

au = aaaa.. ..... aaa..  ..... une i n f i n i t é  de f o i s .  

- Puissance -U : 

-W 
a e s t  l a  so lu t ion  de l ' équa t ion  x = x a  

-W 
d'où a  = < N ,  >, a> 

-W 
a  = ........ aa. . . . . . .  aaa 

- Shuffle : 

Si  a l ¶  a 2 , . . . ¶  a  sont  des arrangements. n  

s o i t  A = {al, o . ,  an) n E N+ 

rl Le s h u f f l e  de A no té  A e s t  l a  s o l u t i o n  de l ' équa t ion  : 

S i  A'= <Dy n,  f> avec f : D -r A on a  l a  p r o p r i é t é  : 

Va E A ,  32 E D t e l  que : 



Les expressions r é g u l i è r e s  son t  a l o r s  dé f in ies  de l a  façon suivante  : 

X est un a lphabet .  

1) Toute l e t t r e  x E A e s t  r . e .  (expression r é g u l i è r e )  

€ l e  mot vide e s t  r . e .  

2)  S i  R e t  R '  son t  r . e .  a l o r s  

RR' est r . e .  

W 
3 )  (RI e t  ( R - ~ )  son t  r . e .  s i  R l ' e s t .  

4) S i  T = { R ~  ,..., Rn] où l e s  Ri s o n t  r . e .  

r) a l o r s  T e s t  r . e .  

Heilbrunner Cl11 donne un algorithme permettant de résoudre t o u t  système 

algébrique.  Cet algorithme c o n s t r u i t  des expressions r é g u l i è r e s  représentant  l a  

so lu t ion  du système égale  au p-uple des f r o n t i è r e s  des a r b r e s  de dér iva t ions  

maximaux du système ayant à l a  r a c i n e  une va r i ab le .  

La démarche de l ' a lgor i thme est s i m i l a i r e  à c e l l e  que nous avons vue 

précédemment, e l l e  cons i s t e  à décomposer l e  système en sous-systèmes, à résou- 

dre séparément l e s  sous-systèmes e t  p a r  s u b s t i t u t i o n s  à o b t e n i r  l a  so lu t ion  

générale.  

Nous a l l o n s  donc u t i l i s e r  ce r é s u l t a t  e t  t ransformer l e s  expressions 

r égu l i è res  représentant  des arrangements en expressions r a t i o n n e l l e s  repré-  
* 

sen tan t  des langages r a t i o n n e l s  de (X u {QI) e t  montrer que ces r a t i o n n e l s  

v é r i f i e n t  b ien  l a  p r o p r i é t é  que nous voulons é t a b l i r .  



Soi t  un alphabet X ; considérons AU(x) l 'ensemble des arrangements dé- 

nombrables s u r  X, e t  wW(x). 

So i t  g l a  t ransformation,  q u i  à t ou te  expression r é g u l i è r e  représentant  
* 

un arrangement de AO(x) associe  un langage r a t i o n n e l  de (X u ) , d é f i n i e  

récursivement p a r  : 

- g ( E m  E t )  = g ( E ) * g ( E 1 ) ,  où E e t  E '  s o n t  r . e .  

O - g(E ) = ( g ( ~ ) ) *  R 

- g ( ~ - W )  = Q ( ~ ( E ) ) *  

- s i  E = E . . .  Ek} ensemble de r . e .  
* 

~ ( E ' I )  = (Q(g(E1) + g(E2) +. . .+ g(Ek)))  !il 

Soit  s l ' a p p l i c a t i o n  : s : A,(x) + wLoC(x) dé f in ie  en II .3.3. 

Y arbre  t localement f i n i  : @ ( t )  = s ( q ( t ) ) .  

Soi t  E une expression r é g u l i è r e  représentant  un arrangement u de 

AO(X), a l o r s  : 

g(E) e s t  une p a r t i e  d i r igée  de W(X) 

Remaraue : 

Cette p ropr ié t é  s u f f i t  pour é t a b l i r  l e  théorème dans l e  cas r e s t r e i n t  

des systèmes a lgébr iques  v é r i f i a n t  : pour t o u t e  var iable  z du système S ,  

l ' a r b r e  maximal de dé r iva t ion  assoc ié  à S e s t  localement f i n i  ce qui  e s t  équi- 

va lent  à : l a  p lus  p e t i t e  so lu t ion  de S ne con t i en t  pas de composante égale 

à a. 



En effet : 

Soit El,..., E les expressions régulières obtenues par l'algorithme 
P 

de Heiibrunner, alors par la propriété : 

g(Ei) est une partie dirigée de W(X) 

g(Ei) est une expression rationnelle 

et si ti est l'arbre de dérivation maximal associé à z . 
i '  

Or $(ti) est la ième composante de la plus petite solution de S 

et donc g(Ei) est bien un rationnel satisfaisant. 

Preuve de la propriété : 

Si E = €, u est le mot vide, s(u) = E 

g(E) = e et sup(g(E)) = E. 

S i E = x , x ~ x  

u = x, S(U) = x = g(E), sup(g(E)) = x. 

Si E = E E avec E et E2 vérifiant la propriété 1 2  1 

El représentant l'arrangement ul, s(ul) = sup(g(E1)) 

E2 représentant l'arrangement u2, s(u2) = sup(g(E2)) 



s ( u )  = s ( u l )  s ( u  ) p a r  ~ r o p r i é t é  de s 2 

d'où S(U)  = sup(g(E1)) sup(g(E2))  

g(E) = g(E1) g(E 2 ) p a r  d é f i n i t i o n  

g(E1) e t  g(EÎ) é t a n t  des p a r t i e s  d i r i g é e s ,  g(E) l ' e s t  également e t  donc 

= sup(g(E1) sup(g(E2)) p a r  p ropr ié t é  de C.P.O. 

= s ( u ) .  

Ces t r o i s  premiers p o i n t s  montrent en p a r t i c u l i e r  que l a  p ropr ié t é  e s t  
* 

vra ie  pour l e s  arrangements f i n i s  (mots de X 1. 

Soit  a une l e t t r e  de l ' a lphabe t  x 

E e s t  l ' express ion r é g u l i è r e  so lu t ion  de l ' équa t ion  x = a x. 

Soit  t l ' a r b r e  maximal de dér iva t ion  associé  à c e t t e  équation 



t e s t  localement f i n i  e t  donc $ ( t )  = s ( q ( t ) ) .  

i * 
1 . g(E) = a  $2 p a r  d é f i n i t i o n .  

On a  immédiatement $ ( t )  = sup(g(E))  e t  donc puisque u  $ ( t ) ,  

S(U) = sup(g(E) 1. 

De l a  m ê m e  manière, en u t i l i s a n t  l ' équa t ion  x = x a ,  on ob t i en t  le  
l -W 

r é s u l t a t  pour l ' express ion  E = a  . 
1 

Soient  a l , . . . ¶  a  des l e t t r e s  de X n  

1 

e t  E  = a  . . . , a  19 représentant  u. n  

E e s t  s o l u t i o n  de l ' équa t ion  x = n  al a2 X " ' X  a 

* 
e t  g(E) = (Q(al  + a 2  +. . .+ a  ) )  Q,  c ' e s t  évidemment une p a r t i e  d i r i g é e  de 

n  
l W(X). 

I Comme précédemment s o i t  t l ' a r b r e  de dé r iva t ion  associé  à x, t e s t  

localement f i n i  d'où $ ( t )  = s ( $ ( t ) )  = s ( u ) .  

I l  r e s t e  à montrer que $ ( t )  = sup(g(E)) ,  ce q u i  peut être f a i t  direc-  
l tement en considérant  des approximations de t e t  $( t ), ou en u t i l i s a n t  l a  

preuve précédente e t  en cons t ru isant  l 'automate a s soc ié  à l ' équa t ion  : 
& n 

5 1  

qui  donne l e  r é s u l t a t .  



Il ne r e s t e ,  pour é t a b l i r  l a  p ropr ié t é ,  qu'à montrer q u ' e l l e  demeure 

va l ide  lorsqu'on subs t i tue  une expression,  l a  v é r i f i a n t ,  à une l e t t r e  dans une 

expression l a  v é r i f i a n t  également. 

Soit  x  une l e t t r e  de l ' a lphabe t  X.  

Soient E e t  Ex des expressions r é g u l i è r e s  représentant  respectivement 

l e s  arrangements u  e t  u de A,(x) e t  v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é .  I 
X 

Soit  F 1 ' expression r é g u l i è r e  obtenue en s u b s t i t u a n t  dans E 1' expression 

E à chaque occurrence de l a  l e t t r e  x.  Notation F = E Cx 1 Ex]. 
X 

F représente  l 'arrangement w 5 u Cx 1 uxl . 

(LI auquel on s u b s t i t u e  u  à x)  . 
X 

S(W) = S ( U  C X  1 uX1) = S(U)  C X  1 s(ux)1  où L X  1 s (uX)1  e s t  l'homomorphis- 

me qu i  a  l a  l e t t r e  x a s soc ie  l e  mot s ( u  ) e t  l a i s s e  l e s  a u t r e s  l e t t r e s  inchangées. 
X 

g(F) = g(E Lx 1 ~ ~ 3 )  = g(E) [x 1 g(Ex)I p a r  p ropr ié t é  de g  où 

Cx ( g(E 11 e s t  une s u b s t i t u t i o n  d i r i g é e  associée à l'homomorphisme Lx ( s ( u x ) l  
X 

puisque par  hypothèse s (uX)  = sup(g(EX)), d'où : 

g(F) e s t  bien une p a r t i e  d i r i g é e  de W(X), 

e t  Sup(g(F))  =  su^ (g(E) Lx 1 g(Ex) l )  

= sup (g(E)) Cx 1 sup(g(Ex)) l  



Remarque : 

Dans l e  cas où l e  système algébrique n ' e s t  pas conforme à l a  r e s t r i c -  

t i o n  q u ' i l  a  f a l l u  imposer pour l a  r é so lu t ion  pa r  c e t t e  méthode ( i . e .  il 

e x i s t e  une composante de l a  s o l u t i o n  égale à Q), c e t t e  méthode peut quand 

même ê t r e  u t i l i s é e .  Il s u f f i t  de modifier  quelque peu l 'a lgori thme de Heil- 

brunner en posant : s i  l ' a lgor i thme f o u r n i t  l ' express ion E pour une composante 

a l o r s  prendre l ' express ion  R .  

Exemple f i n  : 

L'algorithme de Heilbrunner, donne l e s  expressions : 

W 
pour l ' équa t ion  z = a z4 . 4 E 4 = a  

W 
pour z2 = z2 =3 E2 = u T'* t - O w  

e t  z3  = x z2 y z3 t 3 
= x uu p* t-W 

pu i s  El = ( a  E2 b E3 c l W  (d  E4 e)-@ 

Par l a  t ransformation g on o b t i e n t  : 

* * * * 
R3 = x u S2 ( t  w ( v +  y)  x u fi)* t après quelques simples t r ans -  

formations p u i s  



3. Arbres a lgébriaues 

Définition : 

Un a rb re  e s t  algébrique s i  e t  seulement s i  il e s t  une composante de 

l a  so lu t ion  unique d'un système d'équations algébriques d 'a rbres  sous forme 

normale de Greibach. 

S o i t  C un alphabet  gradué : C = C + C l +  ...+ C n E N+. O n ' 

S o i t  un ensemble de va r i ab les  graduées Z = {zl,. . . z 1. 
P 

S o i t  V un ensemble de va r i ab les  syntaxiques.  

S o i t  S un système algébrique d '  a rb res  

où a e s t  l a  a r i t é  de z i i 

S e s t  supposé sous forme normale de Greibach 

pour un f E C .  

Nous a l l o n s  montrer que l e  problème de décision de l ' é g a l i t é  des arbres  

alg6briques e s t  r é d u c t i b l e  à c e l u i  de l ' é g a l i t é  des f e u i l l a g e s  d 'a rbres  algé- 

briques.  



Pour c e l a  nous dé f in i s sons  l e  codage s u i v a n t  : 

S o i t  l ' a l p h a b e t  gradué d é f i n i  p a r  : 

si  a r i t é  de f = i (2 1 )  

- 
l e s  nouveaux symboles fo,  fl, .... fi  E CO 

e t  l e  nouveau symbole f r %i+l 

S o i t  l e  codage c  : T(C u V u Z) -t T(C u V u Z)  d é f i n i  récursivement  

de l a  façon s u i v a n t e  : 

pour t o u t e  v a r i a b l e  zi de z  

pour t o u t  f E C\CO, k é t a n t  l a  a r i t é  de f 



Remarque : 

Ce codage e s t  i n j e c t i f .  

i.e. Y t ,  t '  E T(C u Z u V) 

t = t f  ssi c ( t )  = c ( t t ) .  

En a j c u t a n t  l a  r è g l e  : 

5) ~ ( n )  = n 

Le codage respecte  l ' o r d r e  sur l e s  arbres  

i.e. Y t ,  t '  E Ta(C u V) 

t < t '  ssi  c ( t )  < c ( t l )  

e t  peut donc ê t r e  étendu p a r  con t inu i t é  à : 

00, 

c  : T ~ ( L  u v )  + T ~ ( L  u v )  

en posant c(sup(D)) = sup(c(D)) pour t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  de TQ(L u V) 

On a  a l o r s  l a  p ropr ié t é  : 

v t ,  t1  É T;(L u V) 

t = t ' ssi c ( t )  c(t') 

Propriété : 

V t ,  t '  E TQ(C U V) 

t < t '  ssi 4 ( c ( t ) )  Sn O ( c ( t ' ) )  



Preuve : 

. Dans un s e n s  c ' e s t  immédiat puisque 

p a r  p r o p r i é t é  du f e u i l l a g e .  

Inversement il f a u t  montrer  que : 

Récurrence sur l a  hau teu r  de l ' a r b r e  t .  

Notons h ( t )  l a  hauteur  de t 

- s i  h ( t )  = O, t e s t  r é d u i t  à une l e t t r e  de Lo u V ü 1 et c ( t )  = t 

ou b i e n  t # R e t  dans ce cas  t '  = t 

ou b i e n  t = R e t  b i e n  entendu t < t '  

- s i  h ( t )  = 1, t e s t  a l o r s  de l a  forme : 

d'où c ( t )  = 



$ ( c ( t ) )  Sn $ ( e ( t t  ) )  implique que $ ( c ( t l ) )  e s t  de l a  forme : 

avec  Bi = a. s i  cli # R 
1 

e t  donc, d 'après  l e  codage, c ( t l  ) e s t  de l a  forme 

avec  ti = a s i  ai # 0 i 

ce q u i  prouve que c ( t )  < c ( t l ) .  

Hypothèse de récurrence : 

Y t  E TQ(C u V )  t e l  que h ( t )  I n ,  n E N+ 

Soi t  un a r b r e  t de hauteurs  nt1 

t =  , f E Lp , tl, . . . , t de hauteur  i n f é r i e u r e  ou égale à n .  

i\ P 



@ ( c ( t ) )  = fo  @(c( t l ) ) f l . .  . f @ ( c ( t  ) )  f 
P-1 P  P  

@ ( c ( t ) )  %J @ ( c ( t l > )  implique, e t  pa r  l e  codage que : 

9 ( c ( t 1 ) )  = fo  @ ( c ( t i ) )  fl.. . f  @ ( c ( t t ) )  fp  
P-1 P  

t;, ..., t '  € Tn(L u V )  
P  

avec Y i  = 1,**., p O(c(t i))  Sn @ ( c ( t i ) )  

par  hypothèse de récurrence on a donc : 

e t  donc c ( t )  < c ( t l )  

puisque t '  = 

i\ 
ti .... t '  

P  

ce qui  é t a b l i t  l a  propr ié tg .  

Conséquence : 

u t ,  t t  TR(L u V I  

t = t '  ssi @ ( c ( t ) )  = @ ( c ( t t ) ) .  



Preuve : 

Dans un sens  c ' e s t  évident puisque 

t = t '  ssi c ( t )  = c ( t ' )  * $ ( c ( t ) )  = 0 ( c ( t 1  )) .  

rn 
Soient t e t  t '  c  Tn(T u V) t e l s  que 

Soient D e t  D '  des p a r t i e s  d i r igées  de Tn(C u V )  ayant respectivement 

pour sup t e t  t '  ; par l ' ex tens ion  de c on a : 

$ ( c ( t ) )  = $ ( s u p ( c ( ~ ) ) )  = s u p ( $ ( c ( ~ ) )  

p a r  propr ié té  de $ 

et  $ ( c ( t ' ) )  = sup($(c(D)))  

donc : $ ( c ( t ) )  = $ ( c ( t ' ) )  ssi Y a r b r e  u de D 

I l  e x i s t e  un a r b r e  v de D l  t e l  que $ ( c ( u ) )  < $ ( c ( v ) )  

e t  réciproquement 

ssi  (par  l a  p ropr ié t é )  

Yuc D ,  3v E D'  t e l  que u < v 

e t  r é  ciproquement 

ssi t = t '  



Revenons au système algébrique S.  

S o i t  l e  système 

assoc ié  à S. C'est évjdemment un système algébrique sous forme normale de 

Greibach . 

S o i t  (tl,.. ., t ) l a  s o l u t i o n  de S ,  ti E T=(Z u V ) il e s t  immédiat 
P  a .  

1 

œ 
que ( c ( t l ) ,  ..., c ( t  1) e s t  la  so lu t ion  d e ç ,  l e s  c ( t i )  E T ( y u  V 1. 

P ai 

Conséquence : 

Le problème de d é c i d a b i l i t é  de l ' é g a l i t é  des a rb res  a lgébr iques  e s t  

r éduc t ib le  à c e l u i  de l ' é g a l i t é  des f e u i l l a g e s  d 'a rbres  algébriques.  

Puisque si t e t  t '  son t  a lgébr iques ,  c ( t )  e t  c ( t l )  l e  son t  également, 

e t  t = t '  ssi $ ( c ( t ) )  = $ ( c ( t l ) ) .  

De façon p lus  générale,  pour tou te  f ami l l e  d ' a rb res  c lose  p a r  l e  

codage c ,  l a  d é c i d a b i l i t é  de l ' é g a l i t é  des f e u i l l a g e s  implique l a  déc idab i l i -  

t é  de l ' é g a l i t é  des a rb res  de c e t t e  f ami l l e .  C'est l e  cas en p a r t i c u l i e r  pour l e s  

a rb res  r é g u l i e r s .  



l 
1 V. QUELQUES PROPRIETES METRIQUES ET D'ORDRE DE W=(X) 
1 

w 
Nous savons dé jà  que l e  C.P.O. W (x) e s t  U-algébrique c 'es t -à-d i re  

q u ' i l  possède une base f i n i t a i r e  e t  dénombrable. Cet te  p r o p r i é t é  permet de 

d é f i n i r  une ul tra-métrique ( Comyn, Dauchet 151 ) associée  à l a  topologie de 

Lawson, s u r  l e  C.P.O. Certaines c l a s s e s  de C.P.O. @-algébriques ( i n f i n i t a i r e ,  

SFP, 2/3  de SFP) possèdent de bonnes p r o p r i é t é  concernant notamment l ' espace  

métrique assoc ié .  Nous a l l o n s  t o u t  d'abord en rappe le r  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  pro- 

p r i é t é s  e s s e n t i e l l e s  avant  de s i t u e r  n o t r e  C.P.O. parmi ces c l a s s e s  e t  de dé- 

c r i r e  sommairement l a  métrique obtenue. 

1. Quelques rappels 

1.1. C.P.O. des fonctions continues sur un C.P.O. ................................................. 

Soi t  P un C.P.O. ;notons  < l ' o r d r e  s u r P  e t  1 l e  p lus  p e t i t  élément. 

So i t  LP + Pl  = l 'ensemble des fonct ions  continues de P dans lui-même, 

c 'es t -à-d i re  1 'ensemble des fonctions f v é r i f i a n t  : 

f (sup(A))  = sup(f (A))  pour t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  A .  

Cet ensemble IP -t PI e s t  muni de l ' o r d r e  "par points1'  : Y f ,  g E [f -t PI 

f < g ssi Vx E P, f ( x )  < g(x)  

Propriété : 

[P + P l  muni de l ' o r d r e  pa r  p o i n t s  e s t  un C.P.O. Son p l u s  p e t i t  élément 

est l a  fonct ion  f d é f i n i e  par  : Vx E P f l ( x )  = J. 
1 

1.2. Topologie de Lawson métrique associée -----,- --- -----,------L,----- ---,,--,,-- 

Soi t  B- un C .P.O. *algébrique de base f i n i t a i r e  B. La topologie de 
1 

CO 

Lawson sur B a comme sous-base l e s  ensembles : 



pour t o u t  élément b E B. 

P peut ê t r e  i n t e r p r é t é  comme l 'ensemble des éléments q u i  v é r i f i e n t  b 
l a  "propriété b" ("information posi t ive1')  e t  Nb comme l'ensemble des éléments 

ne v é r i f i a n t  pas  l a  "propriété bl' ( "information négative") . 

Cette topologie  e s t  séparée (de Hausdorff) c 'es t -à-d i re  que deux élé-  

ments quelconques d i s t i n c t s  possèdent des voisinages d i s j o i n t s .  

Une s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  converge vers  x pour c e t t e  topologie ssi : 

pour t o u t  élément y  

- y < x ssi y < x pour t o u t  n sauf  un nombre f i n i  n 
e t  

- y $ x ssi y P xn pour t o u t  n sauf  un nombre f i n i  

Propriété : 

Toute s u i t e  c ro i s san te  (xnInEN converge vers  sup(xn 1 n E NI. 

Métrisation : 

Notons x A y  l a  d i f férence  symétrique e n t r e  1déa l (x )  e t  1déa l (y ) ,  pour 

t o u t  x,  y E B-. 

x A y =  ( z  E B / z <  x e t  z $ y  

= l 'ensemble des éléments de l a  base qu i  l 'séparent" x e t  y. 



S o i t  V : IN -t B une énumération de l a  base B. 

Notons Fin[v(n) E x A y I  pour l e  p l u s  p e t i t  n t e l  que V(n) E x A y ,  en 

convenant q u ' i l  est égal  à +ao si  xAy = 4) ( s s i  x = y ) .  

S o i t  dv : BO x BO +IR+ l ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  p a r  : 

00 

Yx, y E B 

Propriété 1 : 

dv e s t  une ul tra-métrique c 'es t -à-d i re  v é r i f i e  : 

- dv(x, y )  = O ssi x = y 

- dv(x, y )  = $(Y, x)  

- dv(x, 2 )  P M~x{$(x, y ) ,  %(Y, z ) }  

pour t o u t  x,  y ,  z. 

propriété 2 : (Comyn 141) 

La topologie indu i t e  p a r  dv ne dépend pas de l 'énumération V. 

YV, V' énumérations de B 

dv e t  dv, s o n t  uniformément équivalentes 

(* t ou te  s u i t e  de Cauchy pour dv est de Cauchy pour d v , ) .  

Propriété 3 : 

Pour t o u t  C.P.O. (+algébrique, dv d é f i n i t  une u l t ramétr ique  associée 

à l a  topologie de Lawson. (La topologie i n d u i t e  p a r  4, e t  l a  topologie de Lawson 

son t  ident iques) .  

Cette  p ropr ié t é  montre en p a r t i c u l i e r  que t o u t e  s u i t e  c ro i s san te  e s t  

convergente pour dv. 



1.3. Les SFP ------------ 

Soi t  P un C.P.O., < l ' o r d r e  sur P. 

S o i t  D une p a r t i e  de P. 

Notons U(D) l 'ensemble des majorants  minimaux de D c ' e s t - à -d i r e  l ' en -  

semble des éléments  minimaux parmi l 'ensemble des majorants  de  D.  

U(D) = {x E P / - Yy E D ,  y < x 

e t  - Yz E P t e l  que y < z Vy E D 

on a z < x = >  x = 21. 

U(D) est  d i t  complet s i  t o u t  majorant  de D majore un élément de U(D), 

autrement d i t  : 

Yz E P t e l  que : y < z ,  Vy E D 

3x E U(D) t e l  que x < z .  

* 
On n o t e r a  U (D) l e  p l u s  p e t i t  ensemble contenant  D e t  fermé p a r  U 

c ' es t -à -d i re  v é r i f i a n t  : 

Remarque : 

En n o t a n t  UO(D) pour  D e t  unt1(D) = u(un(D)) Yu E N 

On a d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de U* : 

l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  n ' é t a n t  pas  v r a i e ,  en  généra l .  

P lo tk in  Cl61 d é f i n i t  les SFP (Sequences o f  F i n i t e  C.P.O.) comme l i m i t e s  

de s u i t e s  de C.P.O. f i n i s  e t  les c a r a c t é r i s e  de l a  façon su ivan te  : 



Carac té r i sa t ion  : 

l 
; Un C.P.O. est un SFP s i  e t  seulement s i  il e s t  U-algébrique e t  v é r i f i e  : 

I - pour tou te  p a r t i e  f i n i e  D de l a  base f i n i t a i r e ,  U(D) e s t  complet e t  

u*(D) e s t  f i n i .  

Une a u t r e  c a r a c t é r i s a t i o n  a é t é  donnée pa r  Smith Cl81 : 

I Propr ié té  : 

l Un C.P.O. P e s t  un SFP ssi P e t  CP + Pl  sont  U-algébriques. 

1.4. Les 2/3 SFP ---------------- 

Défini t ion  : 

Un C.P.O. e s t  2/3 SFP s i  il e s t  U-algébrique e t  v é r i f i e  : 

I - pour tou te  p a r t i e  f i n i e  D de l a  base f i n i t a i r e  U(D) e s t  f i n i  e t  

complet . 
1 

La d i f fé rence  avec l e s  SFP est l a  suppression de l a  condit ion de 

f i n i t u d e  de u*(D). Tout SFP e s t  donc évidemment 2/3 SFP. 

P lo tk in  Cl61 donne une c a r a c t é r i s a t i o n  topologique des 2/3 SFP. 

P ropr ié t é  : 

Un C.P.O. U-algébrique B- est un 2/3 SFP s i  e t  seulement s i  l a  topo- 
03 

l o g i e  de Lawson s u r  B e s t  compacte ( i . e .  puisque c ' e s t  un espace métrique, 
Ca 

t o u t e  p a r t i e  i n f i n i e  de B admet un point  d'accumulation). 

Conséquence : 

S i  B~ e s t  2/3 SFP, B- muni de l ' u l t r amét r ique  dv e s t  complet 

( tou te  s u i t e  de Cauchy converge). 



03 

I l  y a donc isomorphie e n t r e  B l e  complété, au sens de l ' o r d r e .  

de B e t  l e  complété métrique de B.  i . e .  Les o b j e t s  obtenus p a r  sup de p a r t i e s  

d i r igées  de l a  base e t  ceux p a r  l i m i t e s  de s u i t e s  de Cauchy son t  l e s  mêmes. 

2. Propriété de w ~ ( x )  

Un C.P.O. e s t  d i t  "conditionnellement complet" s i  t o u t e  p a r t i e  majorée 

possède un sup. 

Un C.P.O. e s t  " i n f i n i t a i r e "  s i  il e s t  U-algébrique e t  conditionnellement 

complet. Tout C.P.O. i n f i n i t a i r e  e s t  évidemment SFP. 

Propriété : 

w ~ ( x )  n ' e s t  pas un C.P.O. i n f i n i t a i r e  il s u f f i t  de cons idérer  l 'exemple 

simple suivant  : 

D e s t  majorée p a r  R a R b R  e t  Rb R a 0  mais n 'a  pas de sup. 

Théorème : 

wrn(x) e s t  un 2 /3  SFP, mais pas un SFP. 

Preuve : 

Montrons t o u t  d'abord que w ~ ( x )  n ' e s t  pas un SFP. 

Reprenons l 'exemple ~ r é c é d e n t  : D = IR a R ,  Rb R)  

On a faci lement : U(D) = (R a Rb R ,  R b R a 0 )  

2 
pu i s  : U (D) = ( R a R b R a R ,  R b R a R b 2 )  

e t  de façon générale : 



pour t o u t  n E N .  

* 00 
C e  qui  montre que U (D) est  i n f i n i ,  e t  donc que W (X) n ' e s t  pas SFP. 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que pour t o u t  D f i n i ,  D c W(X), U(D) est f i n i .  
l En supposant l e  c o n t r a î r e  U(D) con t i endra i t  des mots a rb i t r a i r ement  longs ce  

qui  e s t  impossible . 

D'autre p a r t  s i  U(D) n ' e s t  pas complet a l o r s  il e x i s t e  une s u i t e  i n f i n i e  

l décroissante,demajorants de D, formée de mots f i n i s  ; c e c i  e s t  impossible puis-  

que pour t o u t  mot f i n i  w ,  Idéal(w) = (z / z Sn w) e s t  f i n i .  

De façon p lus  générale on a : 

Propr ié té  : 

Tout C.  P.O. B- possédant une base dénombrable D e t  v é r i f i a n t  : Yw E B ,  

Idéal(w) f i n i  es tu-a lgébr ique  e t  v é r i f i e  : 

- VD c B ,  D f i n i  : U(D) est complet 

c ' e s t  immédiat. 

00 

W ( X )  é t a n t  un C.P.O. U-algébrique, nous pouvons d é f i n i r  une u l t r a -  

métrique, associée  à l a  topologie de Lawson, à p a r t i r  d'une énumération de l a  

base f i n i t a i r e  W(X). 

Afin d ' avo i r  une idée de ce que représentent  l e s  s u i t e s  de Cauchy 

pour une métrique de ce type,  nous a l l o n s  c h o i s i r  une énumération par t icu-  

lière de l a  base.  



Définition : 

P é tan t  un ensemble ordonné dénombrable une énumération V de P est 

d i t e  "compatible avec l 'o rdre ' '  s i  e l le  v é r i f i e  : 

Vx, y E P,  x < y => v n C ~ ( n )  = XI < ~ n [ V ( n )  = y] 

où pnCV(n) = XI représente  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  n t e l  que V(n) = x.  

Propriété : (Comyn C41) 

03 
Soit  B un C .P.O. U-algébrique de base f i n i t a i r e  B.  

Il e x i s t e  une énumération v : N + B compatible avec l ' o r d r e  s i  e t  

seulement s i  pour tou t  élément b de l a  base, Idéa l (b )  e s t  f i n i ,  

Cette p r o p r i é t é  nous assure qu'une t e l l e  énumération e x i s t e  pour W(X). 

Remaraue : 

L'ordre Sn s u r  W(X) respecte ,  en quelque s o r t e ,  l e s  "longueurs'' de mot, 

longueur s i g n i f i a n t  nombre d'occurrences de l e t t r e s  de X ( #  R )  i . e .  Vu, v c W(X) 

Pour o b t e n i r  a l o r s  une énumération de W(X) compatible avec l ' o r d r e  il 

f a u t  énumérer p a r  ordre c ro i s san t  des longueurs ( s u r  X )  de mot e t  parmi tous 

l e s  mots ayant même longueur ( s u r  X) énumérer p a r  ordre décroissant  du nombre 

d'occurrence du symbole Cl (dans l e s  représentants  canoniques). 

Soit  donc v : ïN + W(X) une énumération compatible avec l ' o r d r e  Sn, e t  

dv l 'u l t ramétr ique  associée  : 



Notons no pour tcn[v(n) É x A y l .  

l I l  e s t  c l a i r ,  p a r  p ropr ié t é  de l 'énumération V, que l e  mot V(n ) a  une 
l O 

longueur s u r  X ( Iv(nO 1 minimale parmi ceux de x  A y ,  i .e. 

La d is tance ,  dv, e n t r e  deux mots e s t  donc directement l i é e  à l a  longueur 

l du p lus  p e t i t  mot qu i  l e s  séparent .  

1 m œJ 
Plus précisément, s o i t  d  : W (X) X W (X) +IR+ déf in ie  par  : 

1 Yx, y E w ~ ( x )  

d(x, y )  = 1 
s i x f y  

~ n f { I w l ~ / w  É X A ~ I  

Propriété : 

00 

d e s t  uneul t ramétr ique  sur W (X) uniformément équivalente à dv. 

Preuve : 

- d(x,  y )  = O ssi x = y p a r  d é f i n i t i o n  

- d(x,  y )  = d(y ,  x )  puisque x A y  = y A x  

- pour montrer que d(x,  z )  5 ~ a x { d ( x ,  Y ) ,  ~ ( Y Y  2)) 

. Il s u f f i t  de remarquer que : 
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Yw E X A Z ,  o n a  (w E x A y  o u w  E y A z )  

e n n o t a n t  n p o u r l n f { I w I X / w  E x A y }  
xy 

on o b t i e n t  donc nxz 2 ~ i n { n  
xy9 x ~ z  

1 

e t  donc l ' i n é g a l i t é  cherchée.  

Quant à l ' équ iva l ence  avec dv, e l l e  e s t  év iden te  d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  

de d e t  l e s  remarques sur dv. 

Les r é s u l t a t s  concernant  l e s  2/3 de SFP, montrent que wm(x) muni de 

l a  métrique dv (ou d)  e s t  complet ( t o u t e  s u i t e  de Cauchy converge) ,  e t  donc 

t o u t e  l i m i t e  de  s u i t e  de Cauchy e s t  sup  d'une p a r t i e  d i r i g é e  de W(X). 

So i t  l a  s u i t e  : {an / n E NI. 

03 

Cet te  s u i t e  e s t  de  Cauchy e t  converge v e r s  un élément de W (X) : 

* * 
On p e u t  v o i r  que sa l i m i t e  e s t  éga le  à s u p ( a  S I  a ) 

Soi t  l a  s u i t e  {an b / n E N) ; e l l e  e s t  également de Cauchy e t  converge 
* * 

v e r s  sup{a f2 a b}.  

n n * 
La s u i t e  {a b I n  E NI converge vers  sup{a Q a* b* $2 b*}. 

De façon  généra le ,  é t a n t  donné une s u i t e  de Cauchy, déterminer  une 

p a r t i e  d i r i g é e  (ou s u i t e  c r o i s s a n t e )  ayant même l i m i t e ,  ne p a r a î t  pas  év ident  

à p r i o r i .  

Ce problème e s t  r é s o l u  pour  les C .P.O. i n f i n i t a i r e s  (Comyn 141) e t  l e s  

SFP, mais p a s  pour l e s  2/3 SFP. 
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RESUHE : 

L'operation de feu i  1 lage 

pour Les arbres i n f i n i s .  Le f e u i  

standards ; les  "mots" i n f i n i s  a i  

d'arbres est  d é f i n i e  par 

l lage i n i t i a l  es t  obtenu 

nsi  cons t ru i t s  sont p lus 

des spéc 

par des 

g6nPraux 

i n f i n i s  usuels e t  que Les mots b i - i n f i n i s .  En r6solvant Les systémes d ' é q u p  r v  

t i ons  algébriques de mots, on en déduit l a  d6cidabi l i t 6  de L 'égal i té  des f e u i l -  

lages d'arbres régul iers  


