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1 NTRODUCTION 



Le concept de langages algébriques (context-free languages) a été 

introduit par Chomsky Cl01 en 1959, dans le but de trouver un modèle mathé- 

matique pour décrire les langues naturelles. Plus précisément, il a défini 

d'abord les grammaires à structure de phrase (type 0) qui génèrent exactement 

1 les langages récursivement énumérables. En imposant des restrictions aux 

règles de production, il obtenait successivement les grammaires contextuelles 

(type 1) qui engendrent une partie des langages récursifs, les grammaires 

I à contexte libre (type 2) correspondant aux langages algébriques et enfin 

les grammaires linéaires B droite (type 3) qui définissent la famille Rat 

des langages rationnels obtenue aussi à partir des langages finis par 

l 
application des opérations classiques d'union, de produit et d'étoile. 

Plus tard, en 1960, on a découvert que les langages "ALGOL-Like", 
l 

définis par la forme normale de Backus (le métalangage utilisé pour décrire 

le langage de programmation ALGOL 60) ne sont autres que les langages 

algébriques. 

En plus de leurs utilisations à des buts descriptifs, les grammaires 
1 

algébriques ont beaucoup servi dans des domaines tels que l'analyse syntaxique, 

la compilation, la théorie des langages de programmation et la théorie des 

schémas de programme. 

La famille des langages algébriques, notée Alg, a depuis fait 
l 

l'objet de nombreuses études théoriques et pratiques, un des axes essentiels 
l 

de ces recherches ayant été la définition de certaines de ses sous-classes. 

En effet, de nombreuses questions que l'on peut raisonnablement se poser 
l 

n'ont reçu de réponses que pour ces dernières. Les plus connues ont été 
1 

I obtenues en ajoutant des restrictions simples aux grammaires algébriques 

, (c'est le cas pour Lin, la famille des langages linéaires), ou aux automates 

1 3 pile. 



En 1965, Elgot et Mezei Cl31 ont défini un outil fondamental en 

théorie des langages, les transductions rationnelles. Nivat 1381 en a 

donné une caractérisation en terme de bimorphismes alphabétiques qui sera 

utilisée tout au long de cette thèse. Ainsi est née la notion de cône 

rationnel, famille de langages fermée par transduction rationnelle, i.e. 

par homomorphisme, homomorphisme inverse et intersection avec un langage 

rationnel. 

Simultanément, Ginsburg et Greibach Cl51 ont introduit un concept 

similaire, celui des familles agréables de langages ou FAL, cônes rationnels 

fermés par les opérations union, produit et étoile. 

La substitution, opération très naturelle et très importante en 

théorie des langages, a fait l'objet de plusieurs études, en particulier 

dans C211, [31, C361, C371. Le rapprochement entre cette dernière et la 

transduction rationnelle nous a donné une nouvelle opération, la substi- 

tution syntaxique. 

En imposant certaines restrictions aux grammaires algébriques, 

on peut obtenir les grammaires algébriques "non expansives" qui engendrent 

la famille QR des langages quasirationnels, introduite par Yntema C411 en 

1967. Il s'en suit que QR est une sous famille propre de Alg. 

Nivat C391 a par la suite étudié cette famille et l'a caractérisée 

comme la clôture par substitution de la famille des langages linéaires. 

Ainsi QR est une famille agréable de langages. En plus, QR coïncide avec 

la famille des langages d'index fini CJ81. 

Ces diverses caractérisations fournissent des moyens efficaces 

d'investigation qui manquent en géné~al à l'étude des langages et expliquent 



le nombre de vocables différents - non expansive, finite index, superlinear - 
utilisés pour les désigner. 

1 Cette famille joue avec la famille des langages à un compteur Cl81 
1 

, un rôle fondamental dans la théorie des langages algébriques : problèmes 

d'ambiguité C171, théorèmes d'existence, contre-exemples à des conjectures, 

structure de la famille des langages algébriques etc ... 

A partir de la caractérisation de Nivat, nous étudierons une nouvelle 

hiérarchie QR(k), ce qui nous amène à définir la notion d'ordre sur les 

langages quasirationnels. Nous pouvons alors calculer pour certaines opérations 

sur les langages, l'ordre du langage obtenu à partir des ordres des langages 

de départ. Ceci nous permet, en particulier de retrouver des résultats 

obtenus en utilisant les Edtol-systèmes ultralinéaires C301 et les séries 

formelles C271. 

L'opération quotient est naturelle en théorie des langages, plus 

particulièrement pour les langages rationnels. En effet, il est bien connu 

que Rat, la famille des langages rationnels est fermée par quotient à 

droite (à gauche) par un langage arbitraire et que tout cône rationnel est 

clos par quotient rationnel. 

En plus un langage L sur un alphabet X est rationnel si et seulement 
* 

si l'ensemble Q = {u-1 L / u r X 1 des langages obtenus comme quotient de 
* 

L par un mot u E X est un ensemble fini. Plus précisément c'est l'ensemble 
1 

des états de l'automate fini déterministe minimal reconnaissant L. 

l En étendant l'opération quotient sur les langages non rationnels, 

I celle-ci devient très puissante car elle regroupe les opérations intersection 

et effacement. En plus, il n'existe que peu d'exemples de cônes rationnels 

clos par quotient. 



C'est ce qui nous a amené à étudier le comportement de certaines 

familles de langages algébriques vis à vis de cette opération. 

Nous commencerons par la famille Roc1 des langages à un compteur. 

Elle peut, en effet, être obtenue en considérant des automates dont l'alpha- 

bet de pile ne contient qu'un seul élément. Cette famille admet une seconde 

* 
définition très simple : celle du cône rationnel engendré par D' le 

1 ' 
langage de Dyck restreint défini sur une paire de parenthèses et dont une 

grammaire est donnée par les règles de production suivantes S + SS, 

S + aSb, S + E. L'intérêt de l'étude des langages à un compteur est renforcé 

par les rapports qui existent entre ces langages et les réseaux de Pétri 

et plus généralement les problèmes de synchronisation C281 C291, Il n'est 

donc pas étonnant que de nombreux articles soient consacrés à la recherche 

des propriétés de cette famille (cf. Cl1 C41 C201 C231 C243 C251 C261 C341 

C351 C411). 

Une autre famille de langages, celle des bornés (un langage L est 

* 
borné s'il existe des mots wl, ..., w tels que L soit inclus dans w k 1 
* * 
W2 "' wk), occupe aussi une place importante en théorie des langages. En 

effet, certains problèmes indécidables dans le cas général deviennent 

décidables si l'on se restreint aux langages bornés. Cette famille, étudiée 

par Ginsburg et Spanier Cl41 présente l'intérêt que chacun des ses éléments 

k 
n'est autre qu'un sous ensemble d e N  . c'est ainsi que de nombreux auteurs 
se sont intéressés à l'étude du cône rationnel engendré par les langages 

algébriques bornés, noté C'(AB), entre autres Berstel et Boasson C61, 

Ginsburg C201, Ginsburg et Spanier Cl41 C161. 

La dernière famille à laquelle nous nous intéresserons sera la 

famille des langages commutatifs (fermés par permutation), plus précisément 

AC celle des langages algébriques commutatifs. L'étude de ces langages est 

facilitée par le fait qu'on peut représenter un langage commutatif défini 



k sur un alphabet X par une partie d e N  05 k est le cardinal de X. Comme 

tout langage borné est l'image par transduction rationnelle d'un langage 

1 commutatif, nous essaierons d'étendre les résultats démontrés pour les 

l algébriques bornés aux algébriques commutatifs. Remarquons enfin que AC 

est fermée par homomorphisme inverse. 

I Passons maintenant à une présentation un peu plus détaillge de 
l 

notre travail. 

1 

Nous commencerons par rappeler les définitions et résultats 
l 

classiques en théorie des langages utilisés tout au long de cette thèse, 

Dans la première partie, nous définissons une nouvelle hiérarchie 

QR(k) de langages quasirationnels et nous étudions l'ordre d'un langage 

quasirationnel L qui est égal à k si L appartient à QR(k) \ QR(k-l), à 1 

si L E QR(1). 

Nous montrons, qu'à condition d'avoir des alphabets disjoints, on 

peut calculer, par exemple l'ordre du produit L LI, de (~d)*, de 

n <LcL> = {an x c y b / n 2 O, x, y E L) et de <L> = {an x bn / n 1 O, x E L), 

Le second paragraphe est réservé au calcul de l'ordre de la substi- 

tution marquée d'un langage quasirationnel L dans un langage quasirationnel 2 

L1, ces deux langages étant définis sur des alphabets disjoints. 

Nous consacrons le paragraphe suivant à l'opération insertion. En 

effetsen définissant les langages quasirationnels L et L2 sur des alphabets 1 

disjoints, trois cas se présentent : le premier est que l'ordre de i(L1, Li) 

est calculable (c'est le cas si L ou L2 est rationnel, si O(L ) = 2k2 > k, = 1 2 

O(L1) et si O(LZ) = 2k2+1 2 k, = O(L1) > I), le second est que l'ordre 

varie entre des bornes qui peuvent être atteintes et enfin le troisième qui 

reste encore un problème ouvert. 



La permutation circulaire marquée, un cas particulier de conjugaison 

occupe le début du quatrième paragraphe que nous terminons par une proposition 

liant deux problèmes irrésolus pour ces deux dernières opérations. 

Dans la seconde partie de cette thèse, nous étudions la fermeture 

par quotient de certaines familles de langages algébriques. 

En effet, dans le premier chapitre, nous nous occupons de Rocl, 

la famille des langages à un compteur. 

Le premier paragraphe est consacré à l'étude de la relation entre 

l'opération quotient et les cônes rationnels . Comme toute propriété vérifiée 
par le quotient au centre reste vraie pour les quotients à droite, à gauche, 

nous énonçons les résultats si possible avec le quotient au centre. Ainsi 

nous montrons que le quotient de deux cônes rationnels est un cône rationnel. 

Ensuite, nous examinons le cas où l'un de ces cônes est principal, i.e. 

engendré par un seul langage et nous obtenons quelques résultats utilisés 

dans le paragraphe suivant pour montrer que la famille des langages à un 

compteur est fermée par quotient à gauche par un langage algébrique. La 

démonstration dépend du fait que pour tout langage algébrique L défini sur 

* 
l'alphabet (a, b) il existe un langage rationnel R - c a tel que les quotients 

* 
de D' par L et par R sont égaux [Lemme 11.153. Comme conséquence, Rocl est 

fermée par quotient a gauche. 

Dans le troisième paragraphe, nous montrons qu'il n'est pas facile 

d'étendre ce résultat en montrant que Ocl, la famille agréable de langages 

générée par Rocl, n'est pas close par quotient, que la famille des langages 

algébriques n'est pas fermée par quotient par un langage à un compteur et 

en présentant une démonstration très simple du fait que tout langage récursi- 

vement énumérable est le quotient de deux langages linéaires. 
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Nous abordons dans le second chapitre l'étude de la fermeture par 

quotient du cône engendré par les langages algébriques bornés et du cône 

engendré par les langages algébriques commutatifs. 

Dans le premier paragraphe, nous définissons un ISA-langage corne 

vérifiant la propriété suivante : pour toute substitution algébrique s, 

- 1 l'image par s de ce langage est algébrique. Nous étendons cette définition 

aux familles de langages. Ainsi nous montrons que pour tout ISA-langage, 

le cône rationnel qu'il engendre est une ISA-famille de langages. Nous 

établissons aussi que si L est une ISA-famille de langages, Alg / /  1 c Alg. - 

Ce qui nous permet de démontrer au paragraphe suivant que Alg est 

fermé par quotient au centre par un langage algébrique borné. Ainsi nous 

pouvons en déduire la fermeture par quotient de C(AB). 

Enfin, dans le dernier paragraphe, nous montrons que C(AC) est 

aussi fermé par quotient. Puis nous démontrons que les langages algébriques 

commutatifs sont des ISA-langages. Nous en déduisons que la famille des 

langages algébriques est fermée par quotient par les langages algébriques 

commutatifs. 
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1 

A. NOTATIONS 

Un alphabet  X est un ensemble fini non vide d'éléments appelés 
1 

letthes. Les éléments de x*, le monozde f i b u  e r g e n h é  pan X, sont des m o h .  
1 

Toute partie (f inie) de X* est un & g a g e  (fini) . 
* 

Pour tout mot u de X , lu1 est le nombre d'occurrences du mot u 
appelé k o n g u ~  d e  u. Le mot v i d e ,  noté E ,  est le seul mot de longueur 

, nulle. On notera lu/ le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot u. 
X 

* 
Pour tout mot u de X , on définit uR le mot miho& de e par 

récurrence sur la longueur de u : 

1 R 
l =usil u l  1 1  

l 

. si lu1 > 1 alors u = ul u2 avec lu2[ = 1 et u R R 
= u2 U1. 

* * 
Soient X et Y deux monofdes libres, un hamomohpkibme h de X* dans 

* 
Y est une application vérifiant : 

h(w w ) = h(wl) h(w2) pour tous wl, w2 E X* et h(~) = E. 1 2  

* * 
Un homomorphisme h de X dans Y sera : 

+ . a&i& si et seulement si h(X) c Y 

. alphabét ique si et seulement si h(~) c Y u ( € 1  

. bhic-temenit c d p h a b U q u e  si et seulement si h(X) c Y. 

l Lemme 
* * , Si h est un homomorphisme alphabétique de X dans Y alors : 

* 
pour tous w ,, w2 E Y 



La duunetune c o m m ~ v e  d'un mot u E x*, notée cw(u) est l'ensemble 

des mots obtenus à partir de u par permutation de lettres. 

La , $me tune  c o m m W v e  de L - c x*, notée com(L) est égal à u com(u) . 
uEL 

Un langage L est dit c o m m W , $  si L = com(L). 

* 
Soient L et L2 deux langages inclus dans X , le bhu66le de L1 par 

1 

L2, noté LI UJ L2 est 



B. LANGAGES RATIONNELS 

4 

I DédiniZion 
1 

I Un &ornate d'état 6 i ~  déXWnisXe A est un quintuple (x, Q, qo, *, F) où 
i . X est un alphabet d'entrée 

. Q est un ensemble fini d'états 

. q un élément distingué de Q appelé état initial 
O 

* . * une fonction partielle de Q x X -t Q que l'on étend à Q x X en 

posant pour tout mot f de X* et pour toute lettre x de X 

I * est appelee fonction de transition 

l . F c Q est une partie de Q dont les éléments sont appelés états finaux, 

Dé6i&on 
1 * 

Un mot w de X est reconnu par l'automate A = (X, Q, qo, *, F) si et 

seulement si q * w E F. 
O 

DédinLtlon 

Un langage L de X* est d o n n d  si et seulement si il existe un automate A 

tel que l'ensemble des mots reconnus par A soit identique à L. On dira que A 

reconnait L et on note T(A) = L. 

1 

L'automate fini déterministe mi&& qui reconnait L sera, parmi les 

1 

automates finis déterministes qui reconnaissent L celui qui possède le moins 

I d'états (il est unique à une numérotation des états près). 

Pour tout monoide M, la famille Rat(M) de ses parties rationnelles 

est la fermeture rationnelle, i.e. par les opérations union, produit et 

étoile, de l'ensemble de ses parties finies. 



Un langage est d o n &  s'il est une partie rationnelle d'un 

monoide libre. 
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C. TRANSDUCTIONS RATIONNELLES 

* * 
Soient X et Y deux monoides libres. Nous appellerons .7knbduCition 

* * * * 
de X dans Y toute application de X dans l'ensemble P(Y*) des parties de Y . 

1, 

Si T est une telle application, nous lui associons la partie r de 
A 

X* x Y* définie par T = { (f, g) E X* x Y* / g E rf}. Ainsi la transduction 

- 1 A 

r de Y* dans ]P sera définie par V g r Y* r-lg = {f E X* / (f, g) E TI. 

Une transduction T de X* dans Y* est dite &onn&e si et seulement 

si S E Rat (x* x Y*) .  

Une synthèse des résultats concernant les transductions rationnelles 

et ses applications a été réalisée par Berstel C71. 

Nous ne nous intéresserons par la suite qu'aux transductions 

rationnelles en utilisant constamment la caractérisation dite de Nivat : 

Théohème C351 

Urze ;Du;rnsduction T d e  X* d a m  Y* a i t  t~at ionn&e d i  ct beulemevct b i  il 

e x A t e  un &phab& Z, un langage aa!ionn& R dédLni  AWL Z, deux h o m o m o ~ p k i n m ~  

( ~ h a b ~ q u a )  h d e  Z*  da^ x*, g d e  Z* d a m  Y* tek2 que 
A 

T = ( ( h ( w ) ,  g ( w ) )  / w E RI. 

Ce qui nous donne en utilisant les notations d'Eilenberg Cl21 

r = g o (n R) o hW' 

Remarquons que l'on peut prendre Z tel que toutes ses lettres ne 

peuvent avoir des images par h et g vides simultanément. 

* * 
Une transduction rationnelle T de X dans Y sera dire 

. d' image dinie si ff w E x*,T(w) est un ensemble fini 

* -1 . d i d è l e  si V w E Y x (w) est un ensemble fini 



. b i d i d è t e  si T est 2i la fois fidèle et d'image finie 

. d é u r o b b a n t e  Bi Y w c X: Y Y' E T(W) (w'l < (w/ 

Théo~ème d' € b o t  et Mezei t 7 31 

La campobée d e  d u x  ~ m d u ~ o n s  /raR;ionn&u (aup. d i d é l e ,  d'image 

d.inle, b i d i d è t e ,  d é u r o b b a n t e )  ut une Rhansducition W o n n e t X e  ( h a p .  

$ idèLe,  d'image d i n i e ,  b i d i d è t e ,  déchoi-uante) . 

VédinixXon 

Soit L une famille de langages. L est un cône RuLionneA? (resp. décroissant, 

bifidèle) si et seulement si elle est fermée par transduction rationnelle 

(resp. décroissante, bifidèle). C(L) sera le plus petit cône rationnel 

contenant L. 

D é d i w o n  

Un cône rationnel C sera dit pLLn&pd s'il existe un langage L appelé 

g é n W e w r  tel que C((L)) = C = C(L). 

Un cône rationnel n'est en général pas fermé par les opérations 

union, produit et étoile, c'est la raison pour laquelle la notion de 

familles agréables de langages ou FAL a été introduite : 

DédinLtion 

Une famille de langages L est une FAL si et seulement si L est un cône 

rationnel fermé par union, produit et étoile, 

Lemme 

Tout  cône p h i n c i p d  ut dmmé p m  union. 



D. GRAMMAIRES ALGEBRIQUES 

On appelle gtuunmahe d g é b h c q u e  un quadruplet G = (X, N, P, a) où 

. X est un alphabet dit t W n d  

I . N est un alphabet disjoint de X dit non tehmLnd 

* . P est un sous-ensemble fini de N x (X u N) dit ensemble de 
1 

lregled de la grammaire ou p m d u c t i o n  
l . a E N est appelé axiome 

On dit que g d W v e  &ec;temevtt d e  f dana G si et seulement si il 
* 

existe m l 9  m2 r (X u N) et 3 (v, m) É P tels que f = ml v m2 et 

g = m m m et on écrit f -+ g. 1 2 

La fermeture transitive et réflexive de cette relation est la 

relation dérive de (dans) définie par : g d W v e  d e  f d a m  G s i  et seulement 

si il existe une suite finie f 1, f2 .,. fk+l telle que f = f ... 1 
* 

fk+l = g et Y i E Cl, kl fi + fi+l et on note f + g. k est appelé longueun 

d e  .ta dDùva,t.ion. 

On désignera par 

L(G, f) ig E X* / f : g) 
A * 
L(G, f) = ig € (X u N)* / f + g ) .  

Dans le cas où f = a l'ensemble L(G, a) est appelé h n g a g e  engendté 
A 

pan. G et L(G, a) k n g a g e  é h g i  engenché pah G .  

Une grammaire G = (X, N, P, a) est f i n é a h e  (respectivement linéaire 

B gauche, respectivement linéaire B droite) si et seulement si P c N x - 
(x* N 2 u x*) (respectivement P - c N x (N X* u x*), respectivement 

P - c N x (x* N u x*)). 



Vé~inition 

Un langage L est @ébaique (resp. finéuhe, resp. ma%nnd!) s'il est 

engendré par une grammaire algébrique (resp. linéaire, resp. linéaire à 

droite ou linéaire à gauche). 

On notera respectivement A&, Lin, Rait le plus petit cône engendré 

respectivement par les langages algébriques, les langages linéaires, les 

langages rationnels. 

P é h i U o n  

Une grammaire G = (x, N, P, a) est fibtre (resp. &bte à haLte, fibtre à 
A 

gauche) si L(G, a) \ X* est inclus dans N V* u V* N (resp V* N, N v*) où V 

est égal à X u N, 

Remarquons que toute grammaire linéaire libre à droite (resp, 

libre à gauche) engendre un rationnel et réciproquement. 



l 
I E. SUBSTITUTIONS 

Une b u b b ~ o n  est un homomorphisme de X* dans P(Y*). Elle sera dite 

. rationnelle si s(x) E Rat V x E X 

. algébrique si s (x) E Alg V x E X 

DédiniLion 

I Soit s un homomorphisme de X* dans P(Y*), soit L une famille de langages. 

1 Nous dirons que s est une L - b u b b M o n  si et seulement si s(x) E L 

pour tout x E X. 

A cette opération sur les langages, on fait correspondre un 
l 

opérateur binaire sur les familles de langages, défini de la manière 
l 

suivante : 

I Si L et L sont deux familles de langages, L I  O L2 = {s(L) / 1 2 
I L c L I ,  s une L -substitution). 2 

Cet opérateur est fondamental en théorie des langages et se 

trouve à l'origine de la théorie des opérateurs syntaxiques C81 C211 6221 

C 1 1  1 C321 C391 1403.  Le résultat suivant est fondamental : 

Théohême C 7 b 1 

Si L I  et L p  hont  des c ô n a  ( p t L i n d m u r )  &OU LI  O L p  e6.t un c6ne I p ~ n c i p d )  . 
On a l e  même aéQuJ%z.t p o u  lu FAL. 

La famille E h  est composée de tous les sous ensembles finis de X. La 

famille Fin est la famille de tous les langages finis. 

I Ainsi , 
Soit L une famille de langages, Rat 0 L ,  Fin O L et Elm 13 L désignent 

l 

respectivement la fermeture rationnelle, la fermeture par union et produit, 

la fermeture par union de L .  



Si L est un cône rationnel, Rat O L est la FAL engendrée par L, 

Fin O L et Elm O L sont des cônes. 

Dédimon 

Une famille de langages L est 6mZe pah hecopie si pour tout homomorphisme 

injectif strictement alphabétique h, tout langage L E L,  h(L) E L. 

L m e  C271 

P o u  .tou.tes @mLUes de langages L I ,  L 2 ,  L3 bmées pm kecopie, 

( L I  O L21 O L3 = LI O I L p  n L3)  



PREMIÈRE PARTIE 

LES LANGAGES QUAS 1 RAT1 ONNELS 

A. ORDRE D'UN LANGAGE QUASIRATIONNEL 

B. CALCUL DE L'ORDRE DE LA SUBSTITUTION MARQUEE 

C. INSERTION 

D. PERMUTATION CIRCULAIRE WARQUEE 



Introduits par Yntema C411 en 1967, les langages quasirationnels 
1 

ont intéressé de nombreux auteurs, entre autres Ginsburg et Spanier C181, 
1 

1 Crestin C111. En particulier, Nivat a défini cette famille de langages 

l comme étant la fermeture par substitution de la famille des langages 
l * 

linéaires i.e. QR = (Lin O) Lin. 

En posant QR' = Rat, QR1 = Lin et QRVk = Rat O QI$, QRk+l = 
O 

Lin O 4% pour tout k a 1 ,  il est connu que QR' k g QRk+ I + QR'k+l pour 
tout k E N  et par conséquent 

Considérons les familles QR(1) = Rat et pour tout entier k > O 

~ ~ ( 2 k )  = QRk, ~~(2k+l) = O.RVk. Il est clair que QR(k) + QR(k+l) pour 
03 

tout k > O et que QR = u QR(k). Ainsi nous pouvons définir l'ordre d'un 
kt1 

langage quasirationnel par : 

Définition I. 1 

Un langage quasirationnel L est d'ordre k si et seulement si L E QR(~) \ 

QR(k-1) pour tout k r 2, d'ordre 1 sinon, 

Rappelons que si l'on se donne une grammaire G = (x, N, P, a), 

l'index d'une dérivation 0 = w -t w1 + ... + W .  + ... -t wn = w est le 
O 1 

maximum des nombres de non terminaux figurant dans un des w j E CO, n!, 
j ' 

celui d'un mot w le minimum des index des dérivations qui l'engendrent. 

Une grammaire G = (X, N, P, 6) est d'index k (k > O) si et seulement si 

tout mot w de L(G, a) est d'index au plus k. G est d'index 6ini s'il 

existe k tel qu'elle soit d'index k, sinon elle est d'index infini. 

L'index d'un langage L est le minimum des index des grammaires qui 

l'engendrent. 

A partir de la définition des QR(2k), une caractérisation gramma- 

ticale de ces langages s'obtient facilement par : 



Lemme 7 . 2  El51 

S o a  L un h n g a g e  q u a d m o n n & ,  L aplxvrR;ievLt à QR(2k) a i  eX aeutement a i  

Lt e b X  au p h  d'index k. 

Remarquons que QR(2k) est un cône rationnel principal pour tout 

l 
k > O et QR(2k+l) une FAL principale pour tout k 2 0. 



A. ORDRE D'UN LANGAGE QUASIRATIONNEL 

1 Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement de l'ordre vis 3 vis 
l 

d'un certain nombre d'opérations sur les langages quasirationnels, 

Commençons par le produit qui à tous langages L L fait correspondre 1' 2 

LI L2 - {xy / x r LI, y E ~ ~ 1 .  Pour faciliter ce calcul, établissons une 

propriété générale. 

P/roposXon 1 . 3  

l 
Soient L1 et L2 d w x  h n g a g e 6  déd in id  6uir de6 &phab& &join t s  et L un 

l cone mÂ5Lonne.l. Si LI L2 appamXent d Lin O L a l o u  l ' u n  d a  d e u x  kngagu  

L1 ou L2 a p p N e n t  à Rat O L. 

i Démonstration 

Soient L et L deux langages définis respectivement sur X et X2 où 
1 2 1 

1 

X1 n X2 = 0. Comme LI L2 E Lin O 1, il existe un langage linéaire L défini 

sur un alphabet A et une L-substitution s de A dans X tels que s(L) = LlL2. 

Pour i = 1, 2, posons Ai = {a r A 1 s(a) Z X ~ I  et A  = {a r X 1 
+ + 

s(a) n X X # 0). On peut supposer que tout a E A occure dans un mot de L 
1 2  

i.e. que A = Al u A2 u A. De même on peut supposer sans nuire 2 la 
1 

généralité de la démonstration que A  = 0. 

En effet, supposons A  non vide. Posons A' = {a' 1 a E A )  avec 
1 

I A '  n A = 0 et soit h l'homomorphisme de A dans A u A' défini par h(a) = a 
l 
l 
l si a E A u A2 et h(a) = aa' si a r A .  Lin étant un cône rationnel, 1 
I L' = h(L) r Lin. Définissons une substitution s' de A u A '  dans X par 

I s'(a) = s(a) si a r Al u A2, s'(a) = gl(s(a)) si a E A et s'(a1) = g2(s(a)) 

si a' E A' où pour i = 1, 2 g. est l'homomorphisme défini sur X 
1 1 " X2 

par gi(a) = a si a E X. et g. (a) = E sinon. Comme L est un cône rationnel, 
1 1 



* * 
s' est une L-substitution vérifiant s'(a) c X si a r A u A, s'(a) 5 Xi - 1 1 

si a r A' uA2 et sl(L') = s(L). 

* * 
En effet, soit w E L. Si w E A A alors h(w) = w E L', s'(w) = 1 2  

* * 
S(W) par définition de s et s(w) - c s'(L') sinon il existe w 1 E Al' w2 E A2s 

a É A tels que w = al a w2, h(w) = wl a a' w E L' et s(w) = s(wl a w2) 5 2 

s'(wl a a' w2) - c s' (L'). 

Réciproquement, prenons un z r s'(L'). 

* * . soit z E S'(W w ) où w 1 2  1 W2 r A A et s'(wl) = s(wl), s(w2) = 1 2  

s(w ) alors w 2 w2 E L et z r s(wl w2) - c s(L). 

* * . soit z E S'(W a a' w ) où w 1 2 1 E Al, w2 E A2, a E A et a' E A'. 

11 est clair que z = zl z V l  z'2 z2 où z s s' (wl) = s(wl), zV1 E s'(a), 1 

z'2 r s'(a1) et z2 E s'(w2) = s(w2) Comme s'(a) = gl(s(a)), il existe 

* 
x E X tel que z' 2 2 x2 E ~(a) et zl z' x2 z2 E s(wl a w2) + s(L) = LIL2. 

* 
Ce qui implique que z z' E LI du fait que z z' s XI et x 1 1  1 1  

z2 E x;. 

De la même façon, zV2 z2 E L2. Ainsi z r L L = s(L). 1 2  

* 
Supposons A # 0, i.e. pour tout a E A soit s(a) 2 XI, soit s(a) 

* c X2 OU encore A = Al u A2. 

Comme L E Lin, L = L(G, a) où G = (X, N, P, a) est une grammaire 

linéaire. Pour i = 1, 2 définissons les homomorphismes h. de A u N dans 
1 

Ai u N par hi(a) = a si a r A. u N, hi(a) = E sinon et les grammaires 
1 

Gi = (Ai, N, Pi, a) où P = { ( c ,  hi(w)) / (5, W) E PI. Posons Hl = L(G~, O), 
i 

H2 = L(G2> a), L f l  = Ld(Gl, 0)' L'* = L (G 0) et L' = L t l  H2 u HJ 1'2. 
g 2' 

Il est évident que L' E Lin. Montrons que s (L) = s (L') . 
* 

Soit w r s ,  il existe l = el l2 r L tel que w r s(l), el E Al, 



. soit 1, = E et est nécessairement élément de L' Comme 1 r H2, el l2 r 1 ' 2 

L V l  H2. 

. soit l2 = E et comme au cas précédent s H L1 1 2  
1 . soit 4 f E et l # E. On pourra prendre la grammaire G = (X, N, P, 0) 1 2 

* vérifiant P c N x (x* N X* u {E}). Soit une dérivation a + Pl - 
* 

-t .t; 0, et2 + .tl .t2 OB (.tl = 1, et Ptl t 1,) OU (.ttV2 t 1, et el2 = L2). 
1 1 

Alors el r L' ou e2 r L12, par conséquent w r s(L1 H u Hl Lq2) = s(L1). 1 1 2  

L'inclusion inverse est évidente du fait que s(H ) = L s(&?)= L2, 1 1 ' 
L t l  - c Hl et Lt2 5 H2. 

D'où L1 L2 = s(LqI) L2 u LI s(LV2) et soit LI = s(LV1) soit 
1 

L2 = s(LV2). Ainsi L1 E Rat O L où L2 E Rat 0 L. 

O 

Ce résultat a été déjà démontré par Jacob C261 dans le cadre des 

séries formelles et par Latteux C291 3 partir des Edtol-systèmes ultralinéaires. 

En prenant L = QR(2k) D L, une extension du résultat précédent 

s'obtient facilement. 

C o t l o ~ e  7 . 4  

l 
S o i e n t  L] et L~ deux langage6 déiinb ~ W I  de6 alphabets disjourts et L un 

cône m a X o n n d .  POWL ,tout k 2 1, s i  L~ L~ a p p d e n t  à QR(2k) O L &M 

.t'un des deux &qage6  L1, L2 appGhtient à QR(2k-1) D L. 

1 

En particulier si L = Rat, comme QR(~) D Rat = QR(e) pour tout k > 0, 
1 

on en déduit : 

l C o l r o U e  1.5 

Pom foLLf k 2 1, fOu6 ûmgage6 LI, L2 dédini6 6uh. de6 alphabets dibjoU2t6,  

LI L2 r QR(2k) impfique que 6 0 i - t  LI r QR(2k-1) 60i.Z L2 E QR(2k-1). 



A partir de ce dernier corollaire, nous pouvons déterminer l'ordre 

du produit de deux langages quasirationnels définis sur deux alphabets 

disjoints : 

Ptropcc&tion 1.6 

So ien t  LI et LI deux langages q u ~ ~ o n n e . b  dé6inis  durr  de^ d p h a b e t s  

di6 joint6. L'ondne du pnodru* L~ L ~ ,  O ( L ~  L ~ )  est egae à 2k+l d i  
l 

O(L1) = (Li) = 2k, e6t é g d  à sup(O(Ll), O(L2)) dinon. 

Démonstration 

Posons k' = sup(O(L1), O(L2)). Il est évident que O(L1 L2) 5 kt. Distinguons 

plusieurs cas : 

* Si kt = 2k-1, comme QR(2k-1) est fermé par produit, 

L1 L2 c QR(2k-1) et O(LIL2) = kt. 

* Si k' = 2k = O(L1) et 0(L2) < 2k i.e. LI E QR(2k) et L2 r QR(2k-1). 

Le cas kt = 2 se résoud facilement à partir du fait que tout cône rationnel 

est fermé par produit rationnel. Supposons k t  > 2, alors il existe deux 

QR(2k-2) substitutions s et s définiessur des alphabets disjoints X et Y, 1 2 
* r)c 

deux langages Dl r Lin, D r Rat tels que Dl c X , D2 2 Y  , sl(Dl) = L1 2 - 
et s2(DZ) = L2. Il est clair que la QR(2k-2)-substitution s définie par 

s/X = sl, s/Y = s2 vérifie s (D D ) = Il L2 et LI L2 r QR(2k). Ainsi 1 2  

O(Ll L2) = kt. 

* si kt=2k=O(L ) et O(L ) < 2k, nous obtenons par un raisonnement 
2 1 

analogue au précédent que O(L L ) = kt. 1 2  

* si kt = 2k = O(L1) = O(L ) alors LI et L2 c QR(Zk+l). 2 

Ainsi LI L2 E QR(2k+l) et 2k 5 O(L L ) s 2k+1. Montrons que O(LI L2) # 2k. 1 2  

En effet, supposons que L L E QR(2k). D'après le corollaire 1.5, soit 1 2  

L1 E QR(2k-1), soit L2 c QR(2k-1) ce qui est contraire 2 l'hypothèse. Par 

conséquent O (L L ) = 2k+ 1.  1 2  



Les deux corollaires suivants s'en déduisent immédiatement : 

S o i e n t  LI et LI deux h n g a g e ~  de QR(2k) dé6Cni6 AW d u  aLpkbeto d ib jo in ta .  

A l o u  LI L2 r QR(2k) h i  d e i l e e m e n t  h i  l ' u n  d a  deux hngages appahAient 

h QR(2k-1). 

Une des propriétés intéressantes vérifiées par l'opérateur "chevron", 

démontrée par Boasson et Nivat C91, a été énoncée par Boasson, Crestin et 

Nivat C81. 

P k o p o ~ ~ X o  n 1 . 4  

S i  L at UM cône hait ionnd ~ U U Y I E  pah union et L un h n g a g e  dédini  AWL un 

d p h a b d  ne c0ntevian;t a, ni b, <L> = {an x bn / x E L) r Rat O L 

h p f i q u e  q u e  L E L .  

Si nous définissons 

n * < L c L > = { a n x c y b  l x ,  y r L z X ,  a, b, c 1 X ,  n z 0 )  et 
* 

CL> = {anx bn / x E L - c X , a, b 1 X, n 2 O) ,  il est clair que si L 

est un langage quasirationnel, <L c L> et <L7 le sont aussi. Pour tout 

k r 1, les deux propriétés suivantes sont faciles à démontrer : 

Lemme 1 . 7 0  

?OUA k 2 1, QR(2k) ut ittrana5aAubLe i .  e. p o u  Itouit L c QR(2k), 

<L> E QR(2k). 

Démonstration 

* 
Comme L E QR(Zk), L - c X , il existe une grammaire G = (X, N, P, a) d'index k 



l'engendrant. Soit G' = (X', N', P', a') une nouvelle grammaire d'index k 

où X' = X u {a, b), N' = N u {a'}, P' = P u {(a', a a' b), (a', a)). Il est 

évident que L(a', a') = CL> et <L> E QRk = QR(2k). 

cl 

Lemme 7.17 

Pow t o u t  .tangage t r ~ o n n &  L, X0u.t k 2 1, CL> E QR(2k+l) d i  et hdemertt  

6 i  <L> E QR(2k). 

Démonstration 

En effet, QRk étant clos par union, CL> e Rat O QR(2k) implique que L r QR(2k) 

181 et <L> E QR(2k) [Lemme 1.101. La réciproque est évidente. 

O 

On en déduit immédiatement : 

PrropoaLZion 7.1 2 
* 

Pow .tout hngage qm-onnd L - c X e;t a, b 4 X, O(<L>) ed.t égal à 

2(CO (L) + 11 div 2). 

Si L est un langage quasirationnel, l'ordre de <L c L> s'obtient 

par la proposition suivante : 

Ptropoh&knz 1 . 1 3  
* 

Soient L - c X un hngage q w W o n n d ,  et a, b, c f i o h  n o u v d u  l&u. 

Aloh6 O(<L c L>) = 2(fO(L)+21 div 2). 

Démonstration 

Distinguons les deux cas possibles : 

* si O(L) = 2k+l avec k 2 0, il est évident que L c L E QR(2k+l) - c QR(2k+2) 

ainsi que <L c L>. Supposons que <L c L> E QR(2k+l), d'après le lemme 

précédent, <L c L> E QR(2k) et L c L E QR(2k) ce qui est contraire à l'hypothèse. 



B. CALCUL DE L'ORDRE DE LA SUBSTITUTION MARQUEE 

* * 
Soient Il - c X 1  et L2 5 X2, deux langages non vides définis sur des 

I alphabets disjoints et T, la substitution définie sur X par ~(x) 
i 1 

= x L2, 

pour tout x E X Alors r(Ll), l'image de L par la substitution T, notée 1 ' 1 

S(L~, L ~ )  est appelée la ~ u b ~ M o n  mmquée d e  L~ dan6 L1. Cette opération 

I est très "représentative" de la substitution et permet, en particulier, de 

I construire des générateurs pour le cône rationnel L O L des images 1 2 
l des langages de L dans une $-substitution, L et L étant deux cônes 

1 1 2 

rationnels principaux C201. c'est aussi en utilisant cette opération que 

1 Greibach a montré que si L est un cône rationnel clos par union, L est 

I clos par substitution si et seulement si L D L l'est aussi C223, 

Les lemmes suivants sont connus sous le nom de lemme de substitution. 

La première version C221, due à Greibach est très utilisée et constitue un 

résultat de base : 

Lemme 7 . 7 4  

S o i e n t  L~ et L~ de6 langage6 d é d i n i s  suil de6 utphabet6 d i d j o i m ,  LI et L2 

deux cône6 mt.Lonn& deme6 prvr u n i o n  S i  s(L,, L ~ )  E LI O L2 u t o u  

Il E L I  O U L 2  € L2. 

Beauquier a montré que l'hypothèse de fermeture par union des cônes 

L et L n'était pas nécessaire C51. c'est essentiellement la version la 1 2 

plus puissante due à Latteux C321 que nous utiliserons par la suite. 

Lemme 7 . 7 5  
l S o i e n t  LI un cône décilohiddant &kiUe, L2 un cône déo>roC66ant, LI et L2 
l 

d a  b n g a g e 6  d é d i n i s  6W de6 &phabet6 d L 6 j o i n t b  Aloh6 s (LI, L2) E L I  O L2 

hnp&que LI E L 1  O Fin ou (L2 cl* E L2. 



Nous allons montrer dans ce paragraphe, que pour deux langages 

quasirationnels L L définis sur des alphabets disjoints, 1 'ordre du 1' 2 

langage s(L1, L2) ne dépend que de O(Ll) et 0(L2) si LI 1 Elm. 

En effet, commençons par traiter le cas où L est d'ordre pair : 2 

Lemme 1 .76  

S o i e n t  L~ et L~ deux langages q u a s M o n n e e b  non iLationnee6 déd in ia  ~ W L  

deux dpephcbets dib jo int5  dlot&d>res k e s p e c t i d b  kl 2k2, s (LI, L2) e6 t  

d l o t & e  kl + 2k2. 

Démonstration 

* 
Soient L c X* L c X où X1 n X2 = (8. QR(2k2) étant un cône rationnel, 1 -  I Y  2 -  2 

a L2 E QR(2k2) pour a E XI. Si on définit r par r(a) = a L2 pour tout 

a E X1 alors r est une QR(2k2)-substitution et s(L 1 ' L2) E QR(kl) O QR(2k2) = 

QR(kl + 2k2)* 

Supposons que s(Ll, L2) E QR(kl + 2k2-1) - QR(kl-1) O QR(2k2) 

Ckl > 1 et O associativel. D'après le lemme précédent L 1 E QR(kl-1) O Fin = 

~ ~ ( k ~ - l )  ou ( L ~  #)* r QR(2k2), # 4 (X1 u X2) Ainsi L1 E QR(kl-1) ou 

L2 E QR(2k2-1) [Corollaire 1.81, ce qui est contraire 3 l'hypothèse. 

 où s(L1, L2) est d'ordre k1+2k2. 

Par contre si L est rationnel et O(L2) = 2k2, il est facile de 1 

voir que si L E Elm alors O(s(L1, L2)) = O(L2) sinon O(s (LI, L2)) = O(L2)+1. 1 

Si L est d'ordre impair, nous avons un résultat similaire : 2 

Lemme 1 . 7 7  

S o i e n t  L1 et L~ deux khngages quashuXonnee6  d é d i n i b  dm des  d p h a b d  

d i 6 j o i n t 6  dtok&f2 he6pecti6d kl et 2k2+1, s(L1,L2) ut d'ohdhe kl+2k2. 



Démonstration 

* * 
Soient L c XI, L2 5 X2 OB X n X2 - 0. En définissant une substitution T 1 - 1 

l 

l comme au lemme précédent, il est évident que .(LI, L2) E QR(kl+2k2+l). 

Comme 0 est associative et que pour tout k > O, QR(k) O Rat = QR(k), 

QR(kl) O QR(2k2+1) = QR(kl) O (Rat O QR(2k2)) = (QR(kl) O Rat) O QR(2k2) = 

QR(kl) 0 QR(2k2) = QR(kl+2k2) pour tout k > O, tout k2 2 O et s(L1, L2) a 1 

QR(kl+2k2). 

Supposons que s(L L2) QR(k1+2k2-1). Si kl > 1 alors 1 ' 
QR(k1+2k2-1) = QR(kl-1) O QR(2k2) et L1 E Qi?(kl-1) ou L2 c QR(2k2) CS3 

ce qui est en contradiction avec les ordres des langages L et L2. Si 1 

k = 1, il est évident que O(s(Ll, L2)) = 2k2+1 = k1+2k2. 

Par conséquent O(s(Ll, L2)) = k1+2k2. 

l Des lemmes 1.16 et 1.17, nous pouvons en déduire, 

PtoposLt ion 1 . 1 6  

S o i e n t  L~ et L~ deux &ngages q u a ~ u o n n e e d  d é O i n h  dm des  alphabets 

d i 6 j o i n t 6  a v e c  L1 1 Elm. A l o u  O(s(L1, L2)) = O(L1) + 210(L2) 9 23. 



C. INSERTION 

Soient deux langages L 
1, L29 

i'imehtion de L~  da^ Il, notée 

i(Ll, L2) est égale 3 Ix w y 1 xy s L 1 , w E L ~ )  1221. 

En considérant des langages quasirationnels définis sur des 

alphabets disjoints, intéressons-nous d'abord au cas où le langage L 2 

que l'on insère dans L est d'ordre strictement supérieur à celui de ce 
1 

dernier. 

Supposons O(L2) pair, si L est un langage rationnel, il est 
1 

clair que i(L1, L ) est du même ordre que L2. Il en est de même si L 
2 1 

n'est pas régulier. Pour cela commençons par montrer la propriété suivante : 

Lemme 2.79 

Soient L], L~ deux eingages quasMonn&, dédin& AWL d e s  alphabets  

Démonstration 

* * 
Soient LI 5 Xl, L2 5 X2 où X1 n X2 $ 0. Comme L s QR(2k-2), il existe une 

1 

grammaire G = (XI, NI, Pl, ol) d'index au plus k-1 engendrant L On 
1 1 ' 

commence par dériver tous les non terminaux de G en laissant trainer 
1 

l'axiome o ( (N u X ) d'une grammaire G2 = (x2, N2, P2, O ) d'index 
2 1 1 2 

au plus k engendrant L , puis on termine par celle de 02. Il est évident 
2 

que cette grammaire est au plus d'index k.  où i(L L2) c QR(2k). 1 ' 

Ce résultat nous permet d'obtenir l'ordre de i(L1, L2) si O(L2) 

est pair et O(LI) < O(L2) : 



Lemme 7 . 2 0  

S o i e n t  LI, L~ deux langages qi.m&uXonne.& non W o n n c b ,  d é m  su t  

des  dp iuzbe t s  & ju in th ,  d'okahes aespeo t i64  kl CA 2k2 où kl < 2k2 A l o u  

i(L1, L2) ed.t d'onahe 2k2. 

Démonstration 

* * * * 
Soient LI - c XI, L2 5 X2 où X n X2 = O .  Comme L L = i(Ll, L2) n Xl X2, 1 1 2  

O(i(L,, L2)) 2 O(L, L2) = 2k2 CProposition 1.63. 

Montrons que i(L L ) est au plus d'ordre 2k2 L appartenant 1' 2 1 

B QR(2k2-1), LI = s(R) où R est un rationnel défini sur un alphabet Z 

disjoint de XI u X2, s une QR(2k -2)-substitution. Ainsi i(Ll, L2) = 2 

i (s (RI , L2). 

Définissons 

. pour tout z E Z le rationnel RZ obtenu à partir de R par la transduction 

rationnelle r - nT O h-l où 2 = E z}, 2 n Z = 0, Z' {y'/y E z}, 
z Z Z 

Z' n (Z u Z) - 0 ,  T 
Z 

= Z* ; z'* et hl l'homomorphisrne alphabétique de 

Z u u Z' dans Z défini par hZ(y) - hZ(yt) = y pour tout y E Z, y' r Z' 

hz(i) = Z. 

s' une QR(2k2)-substitution par s' (y) = s' (y') = s (y) pour tout y E Z, 

y' r Z' et s' (G) = i(s(z), L2) pour tout i r 2 [Lemme 1.193. 

Il est facile de montrer que i(L l, L2) = iLR n {E},  L21 u u s'(RI) 
zeZ 

ce qui réduit le problème B l'appartenance de st(RZ) B QR(2k ) pour tout z E Z. 2 
, 
l n - * 
I comme R~ - c Z* ii z'*, R~ - u L ~ , ~  où L ~ , ~ ,  L ' z,i r Rat, Lz,i 5 Z , 

i= 1 n 
1 L' c ~ ~ ' * p o u r t o u t i ~ ~ l , n l e t s ' ( ~ ~ ) =  u S'(L L .),par 

z,i - z,1 z,1 i= 1 
conséquent il suffit de montrer que S'(L~,~ L' .) r QR(2k2). 

291 

l Par définition, il existe des grammaires linéaires à droite 

l G d =  (Z, Nd, Pd, O), a gauche G=(Z1 u {;}, N P , of) vérifiant 
g g' g 



LZsi L(G d 9 0) L '  z, i = L ( G , u t ) , P d ~ N d  x (Z Nd u E ,  Pg =Ng X 
g 

(N Z' u {il), (Z u Nd) n (z' u {;} u N ) = O .  Considérons la grammaire 
g g 

G = (Z u Z' u {il, N u Nd, P, 0) où P = P u {(5, u 0) / (5, u 4) c pd} u 
g g 

( 5 ,  u')/(t, E) c pd}, pour t c Z u Z', Gt = (XI, Nt, Pt, t) une grammaire 

d'index au plus k2-1 engendrant st(t) et pour tout c Z 
- 

G; - (XI u X2, N;, P- z) une grammaire d'index au plus k engendrant a '  (i) . z' 2 l 

Il est facile de montrer que GZ,i = u Gt O G est d'index au plus k2, 
~'ZUZ'UZ 

par conséquent s ' (L z,i Lzv,i) ' L(Gz,i, 0) E QR(2k2) : 

D'où i l  L est d'ordre 2k2 

Examinons maintenant le cas oh L est d'ordre impair. Si L ou L2 
2 1 

est régulier, il est clair que O(i(L L2)) = sup(O(L1), O(L2)). Par contre 1 ' 
si L1 et L ne sont pas rationnels, rappelons un résultat dû à Greibach : 

2 

Soient L ~ ,  L~ deux kkgages dPOinh s w  des &phab& dhjoi&, L, un cône 

U o n n d .  ALom i ( ~ ~ ,  L2) E Rat O L ihpfique que b o a  L1 c Rat, b o a  

L2 ' L. 
* * 

Soient L C x1 9 L2 5 x2 deux langages quasirationnels non rationnels 
1 - 

avec O(LI) = kl, 0(L2) = 2k2+1, Xl n X2 = g, kl 5 2k2+1. Comme L 1 2  L = 

* * 
i(L1,L2) n X1 X2, O(i(Ll, L2)) 2 O(L 1 2  L ) qui est égal à 2k2+1 CProposition 1.61. 

Ainsi : 

Lemme 7 . 2 2  

Soient deux langages quasiA.ationn& L1, L2 non W o n n d  dé6inis 6uh 

des d p h a b e t s  &joint6 d1o&d&eb xespec.Ci6h kl , 2k 2 +1 avec k, s 2k2+1. 



Démonstration 

 après le lemme 1.19, i(Ll, L2) E QR(2k2+2). Supposons que i(Ll, L2) E 

1 
1 QR(2k2+1) Rat il QR(2k2) alors soit LI E Rat soit L2 QR(2k2) ce qui 

I n'est pas le cas. Par conséquent i(L L2) est d'ordre 2k2+2. 1 ' 

Par contre, pour les autres cas, on ne peut pas déterminer l'ordre 

de i(LI, L2) en fonction uniquement de O(LI) et O(L2). En effet, si on 
l 

I prend X = {a, b, c, d, u, VI, S2 = {an bn / n 2 O], L2 - {cP us vs dP / 
l 

p, s 2 O), il est facile de voir que i(L S ) est d'ordre 4, ce qui nous 
l 2' 2 

permet de démontrer le résultat suivant : 

I Lemme 1 . 2 3  
l 

POW tou* k 2 O, ,il e u t e  d u  langages L ~ ~ + ~ ,  L'2kt4' L"2kt4 d ' oache 

2k+4, S2 dloa&e 2 dédULid 6Ull de6 alphabets didjointo t h  que 
l 

, OC i(L2k+4, S2) 1 = 2k+4, 

oCi(L'2k+4, s2) 1 = 2k+5, 

OCi(L"2k+4> S2)l = 2k+6. 

Démonstration 

La construction des langages se fait par récurrence. Les langages employés 

seront tous définis sur des alphabets disjoints. 

'L 
Soient S = {cn dn / n s O } ,  22 une recopie de S 2 2, L2 = <s2>, L' 2 ' 

Lw2 des recopies de L 2 

Posons pour tout k 2 0, 

% 

L2k+4 ' <L2k+2 L2k+2> 

L'2k+4 = L" 2k+2 'L2k+4 

L"2k+4 <L'2k+4> 
% 

O' L2k+2 est une recopie de L 2k+2' L2k+4 et "'2k+2 sont définis sur des 

alphabets disjoints. 



II est clair que LZk+4, L'2k+4,L"2k+4 sont d'ordre 2k+4 pour tout 

La démonstration du lemme se fait par récurrence sur k 

. s i k = O  
- Pour L4, il est facile de construire une grammaire d'index 2 engendrant 

i (L4, S2), par conséquent O C i  (L S2) 1 = 4. 4 ' 
- En prenant L ' = L" 

4 2 ' L4, nous avons i(L' S2) = i(LtV2, S2).L u LW2.i(L S ), 
4 4' 2 

* * * 1 

et i(LV4, S2) r QR(5) .  Si L'I2 - c X , S2 Y , L c Z avec X, Y, Z disjoints 4 - 
deux à deux, alors i(L' S2) n (X u Y)* Z* = i(L"2, S ).  L qui est 4 ' 2 4 

d'ordre 5. D'où i(L' S2) est d'ordre 5. 4 ' 
- Ln4 étant égal à CL" L >, il est clair que i (L" S2) r QR(6) .  En prenant 

2 4 4 ' 
les mêmes alphabets que précédemment i(L" S2) n a*(~ u z)* Y* b* = 4 ' 
<i(~"~, S ), L >. D'où i(LU4, S2) est d'ordre 6. 2 4 

. Supposons la propriété vraie jusqu'à k-1 et montrons la pour k 
- Pour L2k+4, il suffit de construire une grammaire d'index k+2 engendrant 
i(L2k+4, S2) Comme O(i(L2k+4> S2)) 2 o(L2k+4.S2) = 2k+4, on obtient 

aisément l'ordre de i(L 2k+4' '2) 

- Pour L'Zk+4 et L"2k+4, les démonstrations sont analogues à celles de 

LI4 et L'I4 en tenant compte des hypothèses de récurrence. 

O 

En reprenant les mêmes langages, le résultat suivant s'obtient 

à partir du lemme 1.21. 

Lemme 7 . 2 4  

Powr italclt k 2 O, 2ou.t hngage S d'okdtre 2k+3, a e h i t e  d u  hnglzgu 

'2k+4' L'2k+49 L"2k+4 d'ot~drre 2k+4 dédinid hutr d u  dphaba12 d i s j o i d  

de ceeiLi de s L& que i(L2k+4,~) e6.t dlotr&e 2k+4, i(L'2k+4, S) 2k+5 

i (L"2k+4, S) 2k+6. 
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De ces deux derniers résultats, la généralisation suivante s'en 

I suit facilement : 

PtropoaXon 7 . 2 5  

P o w  tolLt k a O et O l L t  k' t C2, 2k+31, ie e x h t e  d e s  langages  LI, L2, L3 

d'olrdize 2k+4, un langage S d'okdrre k' d é d i n i  a m  un alphabet dis j o i n t  d e  

ceux d e  L~ , L ~ ,  L~ v e i r i 6 h n t  

O(i(L1, S) )  = 2k+4 

O(i(L3, S)) = 2k+6. 

Nous avons un résultat similaire si le langage où l'on insère est 

d ' ordre impair : 

non i l a t i o n n d  d 'ohdre  p 5 2k+1 t& que i(L1, S) est d'otrdre 2k+3 et 

Démonstration 

Pour tout k 2 1, les langages L2k+3, L'2k+3 vont dépendre des langages 

L2k+2 et L112k+2 définis précgdemment. 
% 

En effet, L2k+3 L2k+2*L2k+2 
% 

L2k+2 est une recopie de L 2k+2 
% 

'2k+2' L2k+2y L"2k+2 et S sont définis sur des alphabets disjoints. 

La démonstration est identique à celle du lemme 1.22. 

Mais le problème reste ouvert si L est d'ordre 2k ou 2k+1 et L2 1 

d'ordre 2k. En effet, il est facile de vérifier que 2k+l s OCi(LI, 12)1 5 

2k+2 mais on ne peut pas affirmer que la borne inférieure peut être atteinte 

on non. Il semble que : 



Conj'ectLche 1 

Soient deux langage6 quabUonn& L~ et L~ dédUt*6 b w  deux alphabets 

cfibjoint6, d'otdne6 irespecti6b 2k+l et 2k (k > O). Alou i(L1, L2) e6.t 

dfot&e 2k+2. 

Ce qui nous permettrait d'avoir. 

Conjeotwre 2 

Soient deux &ngages quaaWonn& Il et L2, d'otdke 2k (k > O), dédinia 

b u  deux alphabets did joih XI et X2. Alou i (LI, L2) e6.t d'ohdke 2k+2. 

En effet, soit L' une recopie de L sur un nouvel alphabet X']. 
1 1 

Considérons le langage quasirationnel P 1 = L1.L1] d'ordre 2k+l. Il est 

facile de montrer que 

i(Pl, L2) = i(Ll, L2).LtI u Ll.i(L'l, L2) 

qui est d'ordre 2k+2 d'après la première conjecture. D'où soit i(L1, L2) 

L'], soit L1.i(L1 L ) est d'ordre 2k+2 par conséquent soit i(Ll, L2) 
1' 2 

soit i(LV1, L ) l'est aussi. 2 

Ainsi nous pouvons résumer les résultats de ce paragraphe 

dans le tableau suivant en prenant soin de définir les langages L et L2 1 

sur des alphabets disjoints, 



Conditions 
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D.  PERMUTATION CIRCULAIRE PIARQUEE 

Définition 1.27 

Deux mots f e t  g sont d i t s  conjugua s ' i l  exis te  deux mots u e t  v t e l s  que 

f = UV e t  g = VU.  Etant donné un langage L déf ini  sur l 'alphabet X, on note 

conj (L ) l e  langage 

conj(L) = if / 3 g, g E L f, g sont conjugués). 

Un langage L e s t  dehmé pah eonjuga,iAon s i  conj(L) = L. Par extension, on 

dira qu 'une famille de langages L e s t  fermée par conjugaison s i  L E L 

implique conj (L) E 1. 

Il est facile de voir que Rat est fermé par conjugaison et que si L 1 

et L2 sont deux langages définis sur l'alphabet X, # 1 X, conj(L # n L2#) = 1 

conj (Ll #)nconj (L2 #).  Nous allons montrer que : 

Soient  h un h o m o m o ~ p ~ m e  alphabétique de x dam Y ,  LI un langage déd in i  6uh  

x, L2 un langage dédin i  Y, # 1 X, 6 # Y. A l o u  il eeudte un homomohpkisme 

dphabéfique g de x u { # )  dam Y u (61 t e l  que 

conj (h(L1) 6) = g(conj (L1 Y)) 

conj (h-l (L2) X )  = g-' (conj (L2 6)). 

Démonstration 

Considérons l'homomorphisme alphabétique g de X u {# )  dans Y u ( 6 )  défini 

par g(x) = h(x) six E X et g(#) = 6. 

Soit w E conj(h(Ll)d), w = v 6 u où u v E h(Ll). Par conséquent il 

existe x x2 E L~ tel que UV = h(x x ) où u = h(xl), v = h(x2). Ainsi 1 2  

w = h(x2) 6 h(xl) = g(x2) g(#) g(xl) = g(x2 x 1 avec x 2 # x1 E conj(L1 # ) O  

Réciproquement, soit w r g(conj (LI Y)) .Il existe x2 Y xl E conj (11 #) 

tel que w = g(x2 # x )  . g étant un homomorphisme, w - g(x2) g(#) g(x1) = 



h(x2) 6 h(xl) où h(xl x2) E h(L1). D'où w E conj (h(Ll) 6 )  et conj(h(Ll)ô) = 

g(conj (L, 3). 

De même on démontre de fagon analogue que conj (h-l (L ) Y )  = g - 1 
2 

Ces résultats nous permettent d'obtenir le 

Lemme 1 . 2 9  

S o i e n t  T une i thamduot ion &onneUe d e  x d a m  Y ,  L un langage d é d i n i  d m  

l ' d p h a b c t  X, # 1 x, 6 1 Y. 11  exib;te une .tumduc;tion m t i o n n c . U e  T' d e  

X u (# )  dam Y u (6) X&e que 

conj (T (L) 6) = T ' (conj (L #) ) . 

Démonstration 

T étant une transduction rationnelle peut se décomposer en T = g O n R O h-l 

où g et h sont des homomorphismes alphabétiques, R un rationnel défini 

sur Z et 5 4 2. 
- 1 

conj (T (L) 6) = conj (g (h (L) n R) 6) 

= gl (conj~h-1 (L) 51 n conj CR 61) 

= gllhyl (conj (L #)) n conj (l( 5) 1 

où gl et hl sont des homomorphismes alphabétiques et conj(R 6 )  E Rat. D'où 

1 -R Soient Sym = (w w : w E {a, bj*}, 6 t! {a, b, 8, i l .  comme il est 
1 

l facile de montrer que conj(Sym 6) E QR(3), nous pouvons déduire du lemme 

1 précédent que : 

1 C o / ~ o ~ e  1 . 3 0  
1 

Poutr XoLct langage f i n é d e  L d é d i n i  am X, # 1 X, conj (L #) E Rat O Lin. 



Démonstration 

Comme L E Lin, il existe une transduction rationnelle T telle que L = ~(Sym). 

 après le lemme précédent, conjC~(Sym)#l = T' (conj (Sym 6)) où T' est une 

transduction rationnelle. Par conséquent conj(L #) E Rat O Lin. 

Rappelons la définition de l'opération insertion qui est une 

substitution particulière. 

Définition 1.31 

Une substitution @ est une i m u o n  sur L - c X* s'il existe un sous 

ensemble T - c X, te2 que L 5 (X \ T)* (T u {E})(X \ T)* et @(a) = {a} pour 

tout a E X \ T. Si pour tout a E T, $(a) E L, on dit que $ est une 

L - i n 6  W o n .  

Définition I. 32 

Soient LI, L2 deux fom~lles de langages, LI Q L2 = {@(L) / L E LI, @ une 

L2-insertion sur LI. 

Si L1 et L2 hont deux langages dédinis  b u t  des d p h a b m  d i s j o i n t s ,  a l o u  

C(LI) Q C(L2) = C(i(L1, L2)). 

Comme toutes les démonstrations faites jusqu'à présent sont 

facilitées par l'introduction du marqueur de fin de mot, il est naturel 

de définir une nouvelle opération, notée cir par cir(L) = conj (L #) où L 

est un langage défini sur un alphabet X, # 1 X. Ce qui nous ramène B 

étudier conj(L #) pour pouvoir énoncer des résultats sur cir(L). En effet 

étant donné un langage L défini sur un alphabet X, pour tout 6 4 X, conj(L 6 )  

est isomorphe 3 cir(L) . 
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Remarquons que pour tout langage quasirationnel L, cir(L) l'est 

l 
I aussi. Pour déterminer une borne supérieure de l'ordre de cir(L) en 
l 
I : fonction de celui de L, essayons de trouver une expression simplifiée de 

1 cir(s(L)) où s est une L2-substitution et L un cône rationnel ou plus 
1 2 
I précisément de conj (s (L) #) . 
1 

I Lemme 7.34 

, Soient L - c x;, 6 4 X1, L2 un cône W o n n u ! ,  s une L 2 - ~ u b b M o n  de 
1 

X; dam x*, # 1 x. Abu 2 e d t e  d a  L j - U 1 6 W o m  $I (X E xl) r e e e ~  
X 

que LI = conj (s(L)#) = u $x (conj (s(x)#)) 
XEX1 

où L3 = C(conj(~ 6)) 13 L2. 

Démonstration 

* * 
I Pour tout x E X considérons les transductions rationnelles T de X dans X 1 ' X 

- 1 * définies par T,(w) - x w pour tout w E X et les insertions @ définies 
X 

, 
Par Qx(y) = y si y # # et , 

$Ix(#) = sl(rx(conj(L 6))) 

où s1 (x) - S(X)  pour tout x L X1 

= # 

Ainsi conj (S (L)#) = u $Ix(conj (s (x) #)) 
xrXl 

l En effet, soit w a conj(s(L)#), w = v # u où u v E s(L). Il existe 

t = tl ... t. E L tel que t E XI pour tout j E C l ,  il, u v E s(t) et 
1 j 

l 

= u1 u29 v - V2 V1 où U2 V2 ' s(tn), U, ' s(tl ... tn-]), VI E s(tn+, . . .ti). 
Par conséquent w E v ~ ( t ~ + ~  ri) # s(tl tn-]) u2, v2 f u2 conj 

(s(tn)#) et v2 v1 # u1 u2 É 4(v2#u2) et w E 4 (conj(s(t )#) )  pour un tn É XI. 
tn n 

I Réciproquement, si w a X(conjCs(x)#l) pour un x E X il existe 
1 ' 

y a conj(s(x)#) tel que w a QX(y), y = y2 yl où y y E s(x). D'où 
1 2  

l w r %(y,) Qx(y) liy,) = y2 s1(rX(conj(L 6 ) ) )  y1 i.e. que w E y2 ~'(2) yl 



pour un certain z E T (conj(L 6)) autrement dit z = z2 6 z où zl x z2 E L. 
X 1 

Ainsi w E y s(z2) # s(zl) yl avec s(zl) y1 y2 s(z2) E s(z1 x z2) 5 s(L) et 2 

w E conj(s(~)#). 

0 

Ainsi, nous avons le 

Lemme 7 . 3 5  

Powr t a &  h n g a g e  q u a s W o n n d  L d' akdhe 2k(k > O) ou 2k+ 1 (k r O), 

cir(L) E QR(2k+2). 

Démonstration 

+ 
On peut supposer L - c X avec # 4 X. La démonstration se fait par récurrence 

sur l'ordre de L. Considérons les deux cas : 

* O(L) = 2k+l avec k 2 O 

- si k = 0, conj (L b) E Rat - c Lin = QR(2) 

- supposons la propriété vraie jusqu'à l'ordre 2k-1 (k 7 O). Soit L E QR(2k+l), 

* 
L s(R) où s est une Lin-substitution, R - c Z , 6 1 Z, R E QR(Zk+l). 

 après le lemme précédent, il existe des L insertions Qztelles que conj(L#)= 3- 

conj (6 (RI#) U QZ (~0nj (S (1)  1)). Comme s (z) E QR(2) , conj (s (z) b) E QR(3) 
ZEZ 

[Corollaire 1.311. Par hypothèse de récurrence conj(R 6) E QR(2k), -cx étant 

une transduction rationnelle, rx(conj(R 6)) E QR(2k) et s'étant une Li* 

substitution s' (T (conj (R 6))) E QR(2k+2) et Qz(conj (s(z)#)) E QR(3) 2. 
X 

QR(2k+2) - c QR(2k+2) [Lemme 1.34, 1,201 ainsi que conj(L #). 

* O(L) =2k k > O 

Il est clair que L E QR(2k+l), d'où conj(L#) E QR(2k+2), 

O 

Si L est d'ordre 2k(k > O), nous pouvons donc affirmer que 

2k 5 O(cir(L)) 5 2k+2. Montrons que pour tout k > 1, ces bornes peuvent être 

atteintes : 



Lemme 1 .36  

P o w  t0U.t k > 1, .il! existe de6 langages L, L' , L" d' ok&e 2k te& que 

O(cir(L)) = 2k, 

Démonstration 
l 

l Il suffit de considérer les langages suivants définis par récurrence 

'L - 
OÙ ~(a) = L2k s(") = L2k (x) ' L2k 

l 

s(b) = b2 S(V) = b S (y) = 

l 

bl 

L~ = {cn dn / n 2 O}, 
- % % 
L2k9 LZk, L2k sont des recopies de L2k sur des alphabets disjoints. 

Ainsi, il est facile de montrer que O[~ir(L~+~)l = 2k+2, Ol~ir(L'~~+~)l = 2k+3 

De même, en construisant pour tout k > O les langages suivants 

- 
L2k+l - L2k $lc9"2k+l = L2k+l '2 

'L 
I où S est une recopie de L sur un alphabet disjoint de celui de L 2 2 2k+19 L2k 

une recopie de L sur un alphabet disjoint de celui de L # une nouvelle 2k 2k' 

lettre, nous obtenons Ol~onj(L~~+~ #)3  = 2k+l et 0Cc0nj(L'~~+~ #)I  = 2k+2 

I que nous pouvons énoncer comme suit 

I L m e  1.37  
1 

1 Pouh t0U.t k > 0, .il ex&te d u  langages q u a s M o n n &  L eR L' d ' o k h e  

2k+l te& que cir(L) ut dlofi&e 2k+l d cir(L') d'ot~drre 2k+2. 



Mais le problème reste ouvert si L E Lin, pourtant il semble que 

cir(L) E Lin implique L E Rat. Ce qui est équivalent à 

Conjectwle 3 

T o u t  langage f i n é a h e  bmné patr con jugahon ut xat ionntd .  

Notons la dépendance de ce résultat avec la conjecture suivante : 

Conjectwle 4 

Poux t o u  Langages f iea iha  L, et L, dégin& alur d a  alphabets h j o i n t s ,  

i(L1, L2) E Rat O Lin h p f i q u e  L1 ou L2 r Rat. 

En effet, nous avons 

P t r o p o a ~ o n  7 . 3  b 

P o m  Xotous langages f i n é a i h a  L, et L2 d é 6 i d  auil d u  alphabets h j o i n t s  

X1 et X2, avec # 1 (X u X ) ,  cir(Ll) appartient à Lin implique i(L1, L2) 1 2 

E Rat CI Lin. 

Démonstration 

Soit 6 une nouvelle lettre. Il est facile de montrer que 

i(L1, L2) # = (hCconj (conj(L 1 #) L261) "X1 u x2)*{#}) où h est 

l'homomorphisme alphabétique défini sur X u X2 u {#, 61 par h(6) = E et 1 

h(x) = x pour tout x # 6. Comme cir (LI) E Lin, conj (Ll ) E Lin. L2 

appartenant à Lin,conj (conj (L #)LI 6) E Rat O Lin ainsi que i(Ll, LI) 1 
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A. QUOTIENT ET TRANSDUCTIONS RATIONNELLES 

Le quotient (à gauche) d'un langage L par un langage L2, noté L-l 
1 2 L1 

est égal à {v / UV c L pour un certain u dans L 1 et le quotient (à gauche 1 2 

d'une famille de langages 1 par une autre 1 est la famille notée 1;' 
1 2 

- 1 y 

définie par { L ~  LI / L2 c L2, LI E 1 1.1 est clos par quotient par 1 1 1  2 - 1 si L2 LI c LI et 1 est clos par quotient si 1-l 1 1 L1 - C 1,' 

Le quotient à gauche s'obtient de façon symétrique. 

Si l'on définit un troisième type d'opération quotient par 

LI 11 L2 = {uw / uvw c L pour un certain v E L } où L et L2 sont des 1 2 1 

langages et L1 / /  L2 = {LI / /  L2 / LI c L1, L2 c L2j, il est facile de 

voir que les propriétés vérifiées par //restent vraies pour les quotients 

à gauche, à droite. 

Dans ce paragraphe, nous allons d'abord montrer que si 1 et 1' 

sont des cônes rationnels alors 1' / /  1 l'est aussi. Pour cela, nous 

montrerons que pour L c 1 et L' c L' l'image de L' / /  L par une transduction 

rationnelle reste dans 1' / /  1. Comme toute transduction rationnelle peut 

se décomposer en homomorphisme alphabétique, homomorphisme alphabétique 

inverse et intersection avec un langage rationnel C381, il suffit d'établir 

les lemmes suivants : 

S o i e n t  1 e;t 1' deux cônen hmX~vm&. P o u  L, L', R c X* avec L E L, L' E 1' 

R E Rat, (L' / /  L) n R E 1' / /  1. 

Démonstration 

* 
Soient #, d deux nouvelles lettres. Alors L = # L d c 1 et i(R, # X #) c Rat. 

1 

Comme le shuffle avec un langage rationnel est une transduction rationnelle 



1193, L t 1  = L'LU {#, d} = {u # v 8 w  / u v w r  L') r  LI, d'où 

LH1 - L t l  "(R, X* 8 )  r LI. Alors il est facile de montrer l'égalité 

L' / /  L = Litl I l  LI et nous obtenons le résultat. 

I l  

Lemme 11.2 
* 

Soient h : Y - X* un homornohpkisme alphabémue swrjecti6 et L, L' d u  
l 

langages d E 6 i n i s  swr l'dphabet x. Atoa hhl (L' / /  L) = h-l(~') //h-' (LI. 

Démonstration 

Soit u E h-l(~' / /  L). Alors h(u) c L' / /  L et ui v ut2 c L' pour un 1 

certain v E L et une certaine décomposition h(u) = u' u' Comme h est 1 2' 
- 1 

surjectif, il existe v' E h (v). En plus h étant alphabétique u peut se 

décomposer en u u2 tel que ut = h(ul), ut2 = h(u2) et ul v' u2 c 1 

h-1 (u' v ut2) 5 h - 1 (L') d'où u r h-l (L') / /  h-1 (L) . 

 inclusion inverse est évidente pour tout homomorphisme. 

Lemme 1 1 . 3  

Soient L, L' cieux c6nu W o n n d .  Atoa L ' / /  L a;t hmmé put harnomorrp~me 

dphabéitique invme. 

Démonstration 

Soeint L E L, L' E L' où L, L' - c X* et h un homomorphisme alphabétique 
* * 

de Y dans X . Posons 5 = {X / x r X) et définissons l'homomorphisme 

alphabétique g : (Y u X)* + X* par : V y E Y g(y) = h(y) et f X c X 
g(;) = x. Ainsi g est un homomorphisme alphabétique surjectif et hW' (Li /IL) = 

gl(L' / /  L) n Y*. D'où, d'après les deux lemmes précédents, nous pouvons 

déduire que h-l (L' / /  L) L i  / /  L. 

D 



Lemme 11.4 

I Soient L et L' deux cône6 d o n n e & .  ALOU 1' / /  1 ut &oh pm homomoapkibme. 
1 

Démonstration 

1 * * * 
Soient L E 1, L' c L' où L, L' c X et g un homomorphisme de X dans Y . - 

1 

On peut définir facilement une transduction rationnelle t telle que 
1 

t(L') - {g(u,) # v $ g(v2) / u1 v u2 c L'} ou II et $ sont deux nouvelles 

1 lettres. Alors g(L' / /  L) = t(L') / /  (# L$) E 1' / /  1, d'où le résultat. 

PaopoaLtLon 71.5 
1 

Soient 1 et 1 ' deux c a n a  maZonnee6. M o u  1 ' / /  1 e6t  un cône U o n n d  

, conitenan;t 1'. En p h  ai 1 et 1' ~ 0 n ; t  cloh pm union, 1' / /  1 Ce a- 
l 

Démonstration 

Des lemmes 11.1, 11.3, 11.4 nous pouvons affirmer que 1' / /  1 est un cône 

rationnel. Comme le langage ( € 1  E 1, pour tout L' c L' L' = L' / /  ( € 1  c 
1 

1' / /  1 et 1' c 1' / /  1. - 

Supposons maintenant que L et 1' sont clos par union. Soient L, L 
1 

des langages de 1 et L', LI1 des langages de L', nous avons B montrer que 

(L' / /  L) u (L' LI) c 1' / /  1. Pour cela, considérons deux nouvelles 

lettres I et $. Ainsi L2 = (# L) u ($ L,) c 1 et L' = (L'LU Y) u (L'~W $) 
1 2 

c L' et il est facile de montrer que (L' / /  L) u (L'~ / /  LI) = L ' ~  / /  L2. 
1 
l 

I cl 

1 Dans le cas où 1' est un cône rationnel principal, nous pouvons 

énoncer l'inclusion suivante : 



C o t r o U e  7 7.6 

Soient  L' un langage algébhique dédin i  un atphabG x L un cône 

W o n n d  f i o h  pm union. A l b u  Cu(ILt} II L) C(L') Il L. 

Démonstration 

Comme un cône rationnel principal est clos par union t201, nous avons, de 

la proposition précédente, que C(Lt) // L est un cône rationnel clos par l 

union. comme L // L - c C(Lt) Il L, cU(Lt II L) 5 cU(c(Lt) II L) = C(L')IIL* 

Ces résultats tiennent pour les opérations quotient à gauche, 

quotient à droite. En particulier pour ces deux dernières, nous avons 

des résultats plus précis. 

PtapoaLtLon 77.7 

Soient L' un langage d g é b ~ y u e  dédin i  a u  un alphabet x e;t L un cûne 
I &annd f i o s  p m  union. A ~ O M  L C (L') = CU ( L- I L I  ) . 

Démonstration 

- C(Lt) 5 Cu (L - 1 11 suffit de montrer que L L'). Pour cela considérons deux 

langages L, L' c Y* tels que L E L et L V 1  E C(Lt). Alors il existe un 1 - 
* 

langage rationnel R - c Z et deux homomorphismes alphabétiques h : Z* + X* 
* - 1 

et g : Z -c Y* tels que 1' = g(h (L') n R) . Nous avons à montrer que 

- 1 - 1 L L1 E CU(L L'). 

- 1 Posons L' = h (L') n R. Comme g est alphabétique, il est facile 
2 

de vérifier l'égalité suivante L-' L' = L-l g(Lt2) - g((g-l (L))-' .Lv2), 

- 1 ce qui nous ramène 2 montrer que L 1 . (Lt3 n R) E Cu(L-' 1') 03 L1 = %-'(L) 

E L et L ' ~  = h-l (LI). 

R étant rationnel, il existe des langages rationnels Al,BI,..,An,Bn 
n 

tels que R = u A. B. et V u v E R, u E A. et v E B. pour un i E Cl, nl. 
1 1  1 1 i= 1 



n - 1 
Alors il est clair que L (LV3 n R)= LI (((LI n LV3) n B.). 1 i= 1 1 

Il suffit maintenant de montrer que pour tout i r II, nl, (L ~A.)-IL' =CT~L' 
1 1  3 1 3= 

CT' h-'(L') cU(L-'.L1). Comme C. r L, le résultat vient de l'égalité 
1 1 

suivante qui est évidente. 

l Lemme 1 7 . 6  

S o i e n t  L un hngage dédini 6m u n  alphab& X, L' un cône  m.-CLonnd. Adotrd 

l Démonstration 

D'après la proposition 11.5, L' / /  C(L) est un cône rationnel et 

L' / /  L - c L' / /  C(L) implique que C(L1 / /  L) - c C(L' / /  C(L)) = L' / /  C(L). 
* 

Pour l'inclusion inverse, considérons deux langages L L' c Y où X n Y = 
1 ' - 

LI E C (L) et L' r L ' .  Alors il existe un langage rationnel R défini sur 

un alphabet Z disjoint de X u Y et deux homomorphismes alphabétiques 

- 1 h : Z* + X* et g : Z* -+ Y* tels que L = g(h (L) n R). Nous montrerons 1 

que L' I l  LI r C(L1 I I  L). 

* * 
Définissons les homomorphismes alphabétiques gl : (Z u Y) + Y par 

v z t z gl(z) = g(r), v y E Y gl(y) = y et hl : (Z u Y)* + (X u Y)* par 

V z r Z hl(z) = h(z)* Y y r Y hl(y) = y. 

Alors le langage L' = hl (g;' (L') n Y* R Y*) E L' est égal a 1 
* 

{U h(v) w / v r R, uw E Y , u g(v) w r L') et il est facile de vérifier 

que L' I I  L~ = (L'~ I l  L) n Y* r C(L' I I  L). 

Le dernier résultat de ce paragraphe montre que l'opération 

quotient peut être obtenue en utilisant un homomorphisme effaçant et une 

intersection. 



P t r o p o ~ ~ o n  1 1 . 9  

S o i e n t  1 et 1' deux cônes  &nn&. Mou L' / /  L - c Ha(L' A 1) = 

{h(~' n L) / L' E L', L E L et h un hrnornotrp~me d p h a b é i t i q u d .  

Démonstration 

* - 
Soient L, L' - c X où L E 1 et L' E L'. X = {g / x E XI. Définissons l'homo- 

- 
morphisme h : X* + ?* par V r E X h(x) = x. Alors Il = X* h(L) X* E L et 

L' = {u h(v) w / u v w c L'} c L'. Il est facile de. vérifier que 

L' / /  LI = n(Lvl n L ) où n est la projection de X u X' dans X définie 
1 

par n(z) = z si z E X, n(z) = E ailleurs, 

Tou2 cône m L i o n n &  c loh  patr i n ; t m e c t L o n  UZ a w h i  6 m é  p m  quo t i en t .  



B. QUOTIENT ET LANGAGES A UN COMPTEUR 

Le but de ce paragraphe est de montrer que la famille des langages 

* 
à un compteur, Rocl = C(D'~) est fermé par quotient Bgauche (a droite). 

i - I Commençons par montrer que Alg .Roc1 = Rocl. En employant la proposition 
1 

11.7, il suffit de montrer que Alg -' D'; c Rocl. Pour cela, considérons - 
i les langages algébriques sur deux lettres A = {a, b) et montrons que pour 
1 

* * 
l tout langage algébrique L c A , il existe un langage rationnel R c a - - 
1 

l 
tel que L-'D** = R-~DV* 1 1 ' 

Nous utiliserons les notations suivantes 
1 * - Pour tout w E A 
l 

1 d(w) = lwla - lk'lb 
. d(w) = sup {-d(wt) lw' est un facteur gauche de w) 

l 

i j  - . ~(w) = b a où i = d(w) et j = i+d(w) 

* * 
Ainsi DI* = {w r A / d(w) = d(w) = 0) = {w r A* / ~(w) = E) et Y u, v e A , 1 

* * 
u w v E D' si et seulement si u ~(w) v r D' 1 1 ' 

* - Pour tout langage L - c A , P(L) = {y(w) / w r LI et pf(L) = u(L) n a*. Un 

l * 
langage L - c A est dit u-&aLionnd si Y i 2 O,p'(ai L) est un langage 

l rationnel. 

- Enfin M désignera la famille IL - c A* / L est p-rationnel]. 

* 
I Commençons par montrer que tout langage algébrique L c A appartient - 
I 
l a M. Nous avons besoin des résultats suivants : 

Lemme 1 7 . 1 2  

Soient L un hngagc unaihc dedini 6Wr t ' d p h a b e t  (a), i un e&m h;trUc/teme& 

pohh&j R te hngage (ai)*. A b u  R-'L RL hont de6 kngage6  traitionne&. 



Lemme 71.13 

La d d e  M es2 $ m é e  pacr union, p h o u  & é ; t o a e ,  d'où Rat D M = M. 

Démonstration 

i i Comme y'(ai(~ u L')) = p'(a L) u y'(a L'), M est fermée par union. 

* 
Soient L, L' E M, nous avons à montrer que LL' E M ainsi que L . 

i Soient i un entier 2 0. Alors, il est clair que y'(a LL') = 

i * p' (y' (a L)L') = y' (R L') où R est un langage rationnel inclus dans a . 
t *  Alors R est une union finie de langages de la forme as(a ) . Ainsi, 

pour montrer que p(R L') est rationnel, il suffit de montrer que 

t *  L" = y' (as(a ) L') l'est. Si t = O alors L" = p' (as L') est rationnel 

par hypothèse. Si t > O, il est évident que Lw = (at)* Li' et du lemme 

précédent, 1" est rationnel. 

i Pour l'opération étoile, considérons L = y' (a L*) . Si L1 est 1 
* 

fini, il est rationnel. Si L est infini, il existe w E L tel que 1 
' i i+t i * * i * *  p (a w ) = a  oÙt>O.AlorsL1=y(a w L)=pl(p'(a w)L)= 

i t * *  p' (a (a ) L ) = (at)* L E Rat par le leme précédent. 
1 

0 

Lemme 11.74 

S o i e n t  i E N c.t G = (A, N, P, S) une gtrammuhe a t g é b Q u e  4aitisdahavLt 

.&a pf~oY3fUéXé buivante  
* * i * 

(P) Lt U . t e  une d é h i v a t i o n  S t> u S v où u, v E A , y(ai U) E a a 

eR b o a  d(u) # O b o a  d(v) f O. 

mi16 u'(ai L(G)) e4.t un  h n g a g e  ha.t.ionn&. 

Démonstration 

Par hypothèse L(G) = {un n i 
w v / n 2 O, w É L(G)), ~ ( a  u) = a i+k où 

t k = d(u) 2 O et y(v) = bs a où k' = d(v) = t-S. 



i 
o r s  L = ' a  L(G)) = LI u L2 où 

LI = {a' E L' / j < s} E Rat et L2 = {a' EL' / j 2s). 

Ainsi il suffit de montrer que L E Rat. Nous distinguons trois cas : 2 

O~gmier cas : p = k + kt > 0. 

I Alors L2 = (aP)* L2 E Rat. En effet, si a j E L alors a' = p(a i w) 2 ' 
n n pour un certain w E L(G). Comme, pour tout n 1 O, u w v E L(G), il est 

p n  j facile de montrer que d(ai un w vn) = j + np. D'où (a ) a E L2 et 

l Second cas : -p = k + k' < 0. ---------- 
Alors kt < O et s > t. Nous montrerons que I - ((ap)*)-' L2 n 

2 
s * 

l a a €Rat. 

Pour cela, considérons am E L2, w E L(G) tel que am = p(ai w) et 

n n i n n d n E N  vérifiant d = m-np r S. Alors u w v E L(G), d(a u w v ) = a  et 

i - i n  n comme d(a u) = O, d(u) 2 0, 1 r s > t, on peut vérifier que d(a u w v ) = 0. 

l i n Ainsi a = p(a u w vn) E L2 d'où l'égalité. 

Troisième cas : k' + k = O avec k > 0. ------------- 
* 

Soit L = {a' / j = d(ai W) 08 w E L(G)} et montrons que L = L n as a . 2 

s * Il est clair que L c L n a a . 2 - 

Pour l'inclusion inverse, prenons a' E L où j 1 S. Alors, il existe 

I w E L(G) tel que j = d(a i w) et d(w) = r. Ainsi u r w v r E L(G), 

i r r 
d(a u w vr) = j et comme d(u ) 2 r, j 2 s > t, il est facile de vérifier 

i r r que d(a u w v ) = O. 

i r r s * Ainsi a' = ~ ( a  u w v ) E L2 et L2 = L n a a . Il revient B montrer 
que L est rationnel. Pour cela, considérons L' la fermeture commutative de 

i a L(G). Comme l'alphabet A ne contient que deux lettres, L' est algébrique 

* 
1311 et L = ((ab)*)-' Li n a est un langage algébrique unaire, donc rationnel. 

0 



Lemme 7 1 . 1 5  

Démonstration 

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre de variables non 

terminales de la grammaire algébrique engendrant L. Plus précisément, 

pour une grammaire algébrique réduite G = (A, N, P, S) et pour B E N, 

* 
Acc(B) désignera l'ensemble {C E N 1 B => u CV pour U, v E A*}. 

G 

Alors l'hypothèse de récurrence peut s'énoncer exactement comme 

suit : 

(Hn) Si G = (A, N, P, S) est une grammaire algébrique réduite telle que 

Acc(S) contient au plus n éléments, alors L(G) est p-rationnel. 

(Ho) est vérifiée car si n = 0, L(G) est fini. 

Considérons, maintenant, une grammaire algébrique réduite G = (A, N, P, S) 

telle que Acc(S) contient n+l éléments avec n 2 0. Distinguons les deux cas : 

oremier $5: : S E Acc(S) 

Prenons i EN. Si G vérifie la propriété (P) du lemme précédent 

alors v'(ai(I,(~))) E Rat et L est p-rationnel. 

Sinon prenons un entier k vérifiant ff B E N tel que S E Acc(B), il 

* * 
existe une dérivation B => u S v où u, v E A et lu1 5 k, alors il est 

G 
facile de montrer la propriété suivante 

* * i 
(QI 11 existe un entier positif k tel que si s => u B v où u E A , d(a u) = O, 

G 

B E N et S E Acc(B) alors d(u) 5 k. 

Considérons, maintenant, la grammaire régulière G' = (A',N',Pt,(i,s)) 

où A' = A u (N \ {SI) 

N' = CO, i+kl x N 



P t 1  = {(q, B) + (p, C) v 1 v É A'*, il existe u a A* vgfifiant v(aq u) = a P 

* 
et u' => u pour un certain u' tel que B -t u' C v E P) 

G 
* 

P'2 
= {(j, S) + a' v / v c A , S -t v r PI. 

Nous avons à définir d'autres grammaires. Pour B c N" = N \ {SI, 

I G désignera la grammaire réduite construite à partir de la grammaire B 
* 

l 
(A, N", P", B) où Pt' = {C -t u E P / C E N", u E (A u N") 1. Nous montrerons 

que p'  ail(^)) = ' s L G 1  où s est la substitution définie sur A' par 
l 

s(a) = a ,  s(b) = {b} et V B c N" s(B) - L(GB). 
1 

l Soit aL E v'(s(L(G1))). Alors il existe w' E L(G1) et w E s(wl) 

* 
tels que at = ~ ( w )  Ainsi (i, s) => (j, s) wv2 F> a j w q 1  wt2 et 

G' * 
w' => aj v = W. Par construction de G', nous obtenons S + w' E P et 

G 1 - 
* * i * 

S => u S w' où u E A et v(a U) = a'. D'où S => u w' w' 2, UV avec 
G 2 G 
t 

1 2 G  
j a = v(a V) = v(v(aiu)v) = p(ai UV) E v'(ai(l(G))). 

t i Pour l'inclusion inverse, soit at E p'(ai(~(~))). Alors a = ~ ( a  w) 

pour un w E L(G). Considérons une dérivation gauche à partir de S jusqu'à 

w dans la grammaire G. En considérant dans cette dérivation le dernier mot - 
1 R * e s * 

où S apparaît, nous obtenons S E> w1 S v = > w  U V = >  w w = w e t  
G 1 G l 2  

w2 E S(U V) . De la propriété (Q) , ~(a' wl) = aJ avec j 5 i+k et par 
1 

, construction de G', nous avons dans G' la dérivation suivante : 

* 
(i, s) > (j, s) v ,> a j u v É t(G1). 

1 G' 

t i j 
Ainsi a = v(a wl w2) = v(u(aiw,)w2) = u(a w2) E v(s(aj u v)) - c ~(s(L(G'))). 

De l'hypothèse de récurrence, ff z É A', s(z) est p-rationnel et comme L(G1) 

I 
est un langage rationnel, nous obtenons du lemme II. 13 que s(L(G')) E El 

I d'où y'  ai(^(^))) = ut ((L(G))) est rationnel. 

Second cas : S 1 Acc (S) . ---------- 
1 Alors L(G) = s ( F )  où F est l'ensemble fini suivant {U/S + u É P )  et 



s la substitution définie au premier cas. Soit B r N" = N \ {SI. Si B r Acc (B) , 

s(B) est u-rationnel (cf. Premier cas). Sinon nous pouvons appliquer l'hypo- 

thèse de récurrence. D'où TT z r A' s(z) est p-rationnel et L(G) = s(F) est 

p-rationnel. 

Pkopo~i.tian 2 ' 1 . 7  6 

~ l ~ - '  ~ocl = ~ocl, L e . ,  la &unilXe d e s  langages à un comptwir es.t 6 m Z e  

pm qu0.tien-t à gauche pm un langage d g é b ~ q u e ,  

Démonstration 

-1 -1 
De la proposition 11.7, Alg Roc1 = Alg c(DvI*) = cU(~lg-l D'*). 1 Ainsi 

-1 * il suffit de montrer que pour un langage algébrique L, L Dl1 r Rocl. 

- 1 Nous montrerons que L D' ; - R-' D'; où R = U'(L n A). 

* * * 
Si v c L-l Dt l, alors u v r Dl pour un certain u r L n A . Comme 1 - - * 

d(uv) = O, d(u) = O et p(u) = a' c pl(L n A ) = R. En plus, UV r Dr* 1 

-1 * 
implique que p(u) v r DI* d'où v c R D' 1. 1 

-1 * j * Réciproquement, si v E R Dtl, alors a v r D' 1 avec a' r p(L n A*). 

* * 
Prenons u r A n L tel que p(u) = a'. Alors p(u) v r D t l  implique UV c D l* 1 

* 
et v c L-l D' 1. 

* 
Du lemme précédent, R = p'(L n A ) est un langage rationnel. D'où 

- 1 - 1 
L D'; = R D'; c c(D';) = Rocl. 

0 

Cotlollaite 11.77 

La ~ U e  d e s  langages à un comptwir es t  6 m E e  pm quofie& à gauche* 



C .  EXTENSIONS 

Une question qu'on peut se poser est peut-on étendre ce résultat 

à la FAL générée par Roc1 ? 

I 
Remarquons d'abord que pour Lin, une autre sous famille classique 

l de Alg, nous obtenons un résultat complétement différent. En effet, il est 

I facile d'établir que tout langage récursivement énumérable est le quotient 
l 

de deux langages linéaires. 

P t r o p o ~ ~ o n  1 7 . 1 8  
l 

 in-' Lin = r.e. 

1 

Démonstration 

Comme r.e. est un cône rationnel clos par intersection, r.e. est clos par 

- 1 -1 quotient CCorollaire 11.71 et Lin Lin c (r.e.1 r.e. = r.e. - 

Pour l'inclusion réciproque, considérons un langage récursivement 

* + 
énumérable L c X , engendré par la grammaire G = (X, N, P, S) où P c N x v*. - - 

En gros, nous construirons deux langages linéaires qui permettent 

I de simuler une dérivation dans G et d'effacer par quotient cette dérivation 

excepté le dernier mot. 

Soient V = X u N etY = V u {=>, <=}. 

* 
Pour u r V , uR désignera le mot mirroir de u. Définissons deux langages 

1 sur l'alphabet Y : 
1 R <= S => u + 

LI ={u <= ... ' = Y  1 1 1 ... => u n *In 2 1, Y i E Cl,nl ui E V n 
I L2={u R <= ... < = u R < = u  R = > v  ... = > v / n r O ,  s = u  V i e  Cl, nl, n 1 O O n O ' 

L est un langage linéaire engendré par la grammaire G = (Y,Nl,P1,0) 
1 1 1 

0 Pl = 0 ,  0 , 0 ,  s 1 u 0 ,  ai 0 a / a E Y} i 



On peut aussi construire une grammaire linéaire G = (Y, N2, P2, O) 2 
R engendrant L où P = {(ol, <= o =>)} u {(O, u ol v) / (LI, v) c PI u {(O,=>)). 2 2 

- 1 * - 1 Enfin il est facile de vérifier que L = LI Lp n X  , dtoÙ L L C(Ll Lî) 

- 1 cLin Lin. - 1 

O 1 

De cette proposition et de la proposition 11.9, nous déduisons un 

l 
résultat de Baker et Book. 

ToLLt langage tr. e. ut L'image pah un homomotrpkinme &pCzabé;tiyue de 

C o t r o ~ e  11. 20 

Lin / /  Lin = r.e. 

Considérons maintenant Oc1 = Rat O Rocl, la FAL engendrée par Rocl. 
* n 2n * 

Alors les langages L = a{bn an/n > 11 et L2 = {a b In 2 11 appartiennent 
1 

2n - 1 * 
à Ocl. Il est clair que le langage L' = {b / n 2 11 est égal à L L2 n b 1 

d'où Lt r c(L;~ L2) 5 0cl-l Oc1 \ Alg. Oc1 n'est pas clos par quotient et 

nous pouvons énoncer : 

Nous pouvons nous demander si on aura le même résultat pour la 

famille ~ocl-' Ocl. La réponse est non. En fait, par la proposition 11.16 

- 1 
et le lemme suivant, nous avons Rocl Oc1 = Ocl. 

Lemme 11.22 

Soient L, et L2 deux cônes nationn&. 

M o u  L;' (Rat O LI) 5 Rat O (((Rat 0 ~ ~ 1 - l  LI)-' L2) 



1 Démonstration 

l 
1 Soient L1 c i. 1 et L2 E Rat O L 2 ' Alors L2 = s(R) où R est un langage rationnel 

+ 
inclus dans Z et s une L2 substitution. 

1 

Comme R est rationnel, R = u Ai z. 
1 Bi où V i c Cl, nl Ai, Bi c 

i= 1 
Rat, z. E Z et V u z v E R avec z c Z, il existe i c Cl, nl tel que u E A 

1 i ' 
z = z. et v E B.. Alors il est facile de vérifier l'égalité 

1 1 1 - 

qui implique clairement le résultat. 

, Si (Rat O L2)-l L2 et (Rat O L2)-' LI sont inclus dans Rat O Le, 

alors nous obtenons L-1 (Rat O L2) = Rat O L2. Dans le cas 03 L = L2 = Rocl, 
1 1 1 

oci-l ~ o c i  - c ~ o c i  = ~ o c i  c oc1 d'où la - 

~ocl-'.oc1 = Ocl. 

De la proposition 11.18 ou 11.21, il est clair que Alg n'est pas 
1 

clos par quotient. En plus, on est amené à se demander si on peut avoir un 

résultat similaire B celui de la proposition 11.16, plus précisément 

~ocl-l Alg = Alg i.e. que Alg peut être clos par quotient par un langage à 

un compteur. 

Pour obtenir une réponse négative à cette question, il suffit de 

* -1 
I trouver un langage L c Alg tel que (D' ) / Alg. D'après l'égalité 

1 

~ocl-l Oc1 = Oc1 c Alg, ce langage ne peut pas être dans Ocl. Prenons le - 
donc dans Oc1 O Ocl. Plus précisément, si LI désigne le cône rationnel 

1 

engendré par le langage {an bn / n 2 O ) ,  nous obtenons : 



P t t o p o ~ ~ o n  11.24 

11 e h t e  un langage L E L_ O LI .tee que D'Y-' L / ~ l g .  

Démonstration 

Prenons L = s(L1) où L1 = {xn y dn / n 2 1 1  E L= et s la substitution 

définie par s(x) = {bt a2t*1 1 t 2 O}, ~(y) = {bP cP / p + O} et ~(d) = {d}. 

* -1 Alors L r L- - O L- - et (Dl1) L 1 Alg puisqu'il est facile de vérifier que 
* i j 

(DI;)-' L n c d* = {c d / 1 2 j s i < dl. 

Si on se restreint aux langages linéaires, on peut avoir : 

Lemme 1 1 . 2 5  

~oci-l lin - c ~ l g .  

Rocl-l (Rat O Lin) - c Alg. 

Démonstration 

-R Lin est par définition le cône principal engendré par Sym = {w w / w E X = 

- 1 {a, b}}. Comme Rocl Lin = cU(Rocl-l Sym) , il suffit de montrer que pour 
- 1 tout langage L E Rocl, L Sym c Alg. A partir de l'égalité suivante qui 

- 1 se vérifie facilement L Sym = Sym (L n x * ) ~  u ((L n X* ~*).Sym-'~ et de 

- 1 l'inclusion Roc1 Lin-' - c Roc1 Alg - c Roc1 5 Alg nous obtenons la première 

inclusion. La seconde découle de la première et du lemme 11.22. 

Remarquons que ces résultats restent vrais pour le quotient àdroite. 

Mais il n'est pas facile d'étendre ces résultats pour le quotient au centre. 

En effet, il semble que l'on peut énoncer : 

Conjeclme 5 

Si LI c Roc1 et L2 Alg, ~ O M  LI 11 L2 = {ul u2 / ul v u, A r LI p o u  un 

v E L2} E Rocl. 



CHAPITRE II 

LES LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES ET 

LES LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS 

A. LES ISA-FAMILLES DE LANGAGES 

B. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES 

C. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS 



A. LES-ISA FAMILLES DE LPiNGAGES 

Définition I I .  26 

L e s t  un ISA-langage s i  e t  seuZement s i  pour toute substitution algébrique 
l 

s, s-' (L) E Alg. 

Définition I I .  2 7 
1 

L e s t  une ISA+niZZe s i  e t  seulement s i  pour tout L E 1, L est  un I S A  
l 

Zmgage . 

Rat, la famille des langages rationnels est une ISA famille. En 
1 

I effet, montrons une propriété plus générale. 

1 Lemme 1 7 . 2 8  

Pow XototLte ~ubsZûhtLon s , t o u t  langage nationnet s-' (R) e6.t NLtionnd. 

Démonstration 

* * * 
Soient s une substitution de X dans Y et R c Y un langage rationnel. - 

* 
Prouvons que le langage s-'(R) = {U E X / S(U) n R f 01 est rationnel. 

Soit A = (Y, Q, qo, *, F) l'automate d'états fini déterministe 

minimal qui reconnait R où 

. Q est l'ensemble des états 

. q E Q, l'état initial 
O 

. * la fonction de transition 

. F l'ensemble des états terminaux, F c Q, 
1 - 

Nous allons construire un automate B d'états fini non déterministe, 

- 1 non compléternent spécifié reconnaissant s (R). 

Soit B = (x, Q, qo, @, F) où est définie par 

pour tout w E x u ( ~ 1 ,  tout q E Q 



q @ w = {q' E Q / 3 y E S(W) tel que q * y = ql). 

* 
Cette définition peut s'étendre facilement sur X par 

2 
tr (q, q') E Q Ti w E X* q' E q @ w  <=> 3 v E S(W) q * v = q l .  

- 1 Ainsi T(B) = s (R). 

En effet, soit w E T(B), il existe qn E F tel que q n E qo @ w, 

- 1 
d'où q * v  = q oùv E S(W) et qn c F autrement dit v E R et w E s (v) 

O n 
- 1 

c s (R). - 

- 1 - 1 Réciproquement, si w E s (R), il existe v E R tel que w c s (v),  

plus précisément q 
O * v = q n  où qn E F, v E R e t v  E S(W) d'où qn E q0 63 w 

avec q E F donc w E T(B). n 

0 

Etudions d'abord le comportement d'un ISA-langage vis à vis d'une 

transduction rationnelle. Comme toute transduction rationnelle T peut être 

décomposée en -r = g O o R O h-' où g et h sont des homomorphismes alpha- 

bétiques et R un langage rationnel C381, il suffit d'établir les lemmes 

suivants : 

Lemme '11.29 

S o a  L un ISA-langage, h un honomoirphhme dphabéfique, h-l ( L )  est  un ISA- 

Démonstration 

Pour tout homomorphisme alphabétique h et toute substitution algébrique s, 

- 1 (h o s)-l = s O h-l et s-'(~-'(L)) = (h O s)-l (L) pour tout langage L. 

11 est évident que h O s est une substitution algébrique, étant une compo- 

sition de deux substitutions algébriques. 



L étant un ISA-langage, (h O s)-l (L) E Alg par conséquent h-' (L) 

est un ISA'langage. 

Il 

En nous rappelant que si h est un homomorphisme alphabétique,surjectif, 

h-1 est une substitution rationnelle donc algébrique, que s - l  O h = (h-l O s)-l 

pour toutes applications h et s, une des propriétés vérifiée par la compo- 

sition de deux substitutions algébriques nous permet d'énoncer : 

Lemme 77.37 

S o i e n t  L un 7SA-langage d é d i n i  u n  alphabet Y ,  R un l a n g a g e  W o n n e X .  

A l o u  L n R a.t un ISA-langage. 

Démonstration 

Il s'agit d'une démonstration constructive. Soient s une substitution 

* 
algébrique de X* dans Y , R un rationnel défini sur Y. 

a - Construction ------------ 
Soient A = (Y, Q, qo, *, F) l'automate d'états fini, déterministe, 

minimal reconnaissant R où 

. Q est l'ensemble des états 

. q E Q, l'état initial 
O 

. * la fonction de transition 

. F - c Q, l'ensemble des états terminaux, 
et B = (X, Q, qo, , P) un automate d'états fini, non déterministe, non 

- 1 complétement spécifié défini au lemme 11.28, reconnaissant s (R). 



Soit R' le langage rationnel défini sur l'alphabet A = W X x Q par 

R' = {(qo, X1, ql) (ql, X2, 42) * *  q n 1  Xn' qn ) /  qn. FI. 

* * 
On définit l'homomorphisme alphabétique 0 de A dans X par 

@((q, x, q')) = x pour tout (q, x, q') E A, le rationnel R = {W E Y* / 
qq' 

Y* 
q * w = q') et la substitution t de A* dans 2 par : 

t((q, x, q')) = s(@(q, x, q')) n Rqql = s(x) n R qq' ' 

La substitution t est bien évidemment, une substitution algébrique. 

Alors s-'(L n R) = (t-1 (L) n R'). 

b - Validité de la construction ........................... 
- 1 

En effet, soit w E s (L n R), il existe E L n R tel que L E s(w). 

D 'une part , comme w = ~7~ . . . w où W. E X, on peut trouver une n 1 

décomposition de 1 en 1 ... Ln (li E Y*) vérifiant e. E s(w.) pour tout 1 1 1 

i E Cl, nl. 

D'autre part, 1 appartenant à R implique l'existence de ql, ..., qn 
tels que q E F et q * 1 = q. pour tout i E Cl, nl autrement dit n i- 1 1 

Ainsi 1. E s(w.) n R ou encore L. E t((q 
1 1 1 

i-1, wi, qi) 1 
qi-]qi 

Ce qui implique que 

1 E t((q,, wl> ql)(ql, W2, q2) * * *  (qn-l, Wn> qn))* 

- 1 
Par conséquent w' = (qo, wl, ql) , wn, qn> t-'<~> 5 t (LI. 

Comme w' = (qo, w1, ql) ... (qn-l , wn, qn) E R', il est clair que 

w = rn(v1) rn(t-'(~) n R'). 

- 1 
Réciproquement, soit w E (3 (t-l (L) n R) , w = @ (v) où v c t (L) n R' . 



- 1 Le mot v appartient à t (L) d'une part, i.e. qu'il existe e E L tel 

que l E t(v) et d'autre part peut se mettre sous la forme 

D'où l = 1, • . • en avec e. E t q , v qi)) = s (vi) n R . Par 
1 Qi-lqi 

conséquent 1 E R ... R c R, et comme 1 E s(v . . . vn) = s(@(v)) = 
909 1 - 

yn- I qn 1 - 
s(w) alors w E s-*(e) - c s (R n LI. 

 ins si pouvons nous déduire des lemmes précédents la 

fi&opoaXon 11.32 

P o u  XouA ISA-langage L ,  C (L) ut une 1SA 6ami.l.te de h n g a g u .  

Montrons maintenant une propriété vérifiée par toutes les ISA- 

familles de langages. Pour cela établissons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 2 1 . 3 3  

S o a  L un langage agébhique i n c h   da^ X* Y* où x n Y = $, a l o u  ie 

e u h  t e  

un kngage Uneaiire Lo i n c h 6  davu z*, 
* 

une ~ u 6 a M o n  algébhique s v W 6 L a c - t  s (2) 5 X* où s (2) - c Y pom XotLt 

Z E Z ,  

th que L = s (L~). 

Démonstration 

Il s'agit d'une démonstration constructive. 

a - Construction 
* * 

Soit L - c X Y un langage algébrique, il existe une grammaire algébrique 

réduite G = (X u Y, N, P, A) engendrant L. Considérons les sous ensembles 

suivants : 



N I  = N \ (NX U Ny) 

et la grammaire G' définie par G' = (X u Y u N u Ny, N', P', A) où X 

P' = P n LN' x (X u Y u NI*] et L~ = L(G' 9 A)* 

On définit la substitution s de X u Y u N u N dans X u Y par X Y 

s(x) = {XI s i x e x u y  

b - Validité de la construction ........................... 

Il est clair que s est une substitution algébrique et que pour tout 

Montrons que L = s(LO). 

* 
En effet, si w E L, il existe une dérivation A + w où les premières 

G 

étapes seront des applications des règles de G'. A + w + ... + W. -+ ... + w = w 1 1 n 

Soit W. le premier mot de la dérivation ne contenant pas de variables non 
1 

terminales de N', alors 

avec W. = x l B  l . . . ~  B x n m m+l '1 '1 
... y C y 

1 P P p+l 

où x. E X* B. E N  u ( € 3  pour tout i E C I ,  ml, 
1 1 X 

* 
y. E Y C .  E Ny u ( € 1  pour tout j E Il, pl, 
J J 

Par conséquent w = xl el ... 8, x ~ + ~  y1 y1 ... y y P p+1 
* 

où + 8. pour tout i E Cl, nl B i ~  i 
* 

C. + y  pour tout j E C I ,  pl 
J G  j 



Bi = Bi = E OU Bi r L(G, Bi) = S B  Y i r Cl, ml 

= 'j = OU y j J J 
E L(G, C.) = s(C.1 Y j r Cl, pl 

x. E s(x.) pour tout i r C l ,  m+ll 
1 1  

1 y. E ~(y.) pour tout j r Cl, p+11 
J J 

et w r s(wi) - c s(Lo). 

* 
Réciproquement, si y r s(L ), il existe a r L c (X u Y u NX u Ny) 

O O - 
* * 

tel que y r ~(a) i.e. que A -tt a donc A -t a. G G 

Comme a = a 1 "' a n9 'i E X U N u N U Y, alors s(a) = s(al) ... s(an). X Y 

Par conséquent, on peut trouver une décomposition de y = BI ... Bn vérifiant 
1 

Bi E s(a.) pour tout i r Cl, nl et s(ai) = {a.) si a. r X uY, 
1 1  1 

, s(ai) = L(G, a.) sinon. 
1 

1 
* 

D'où a. -+ B. pour tout i r Cl, nl. 
1 G  1 

* * 
Ainsi pour tout y E s(L ), A + a +  y et y r L 

O G G 

Il nous reste à montrer que L est linéaire ou plus précisément 
O 

Pt - c N' x ((X u N~)* (N' u ) (Y u N~)*). 

* 
Supposons qu'il existe une dérivation A +, w N w N w avec G 1 1 2 2 3  

* + 
NI, N2 E N', on peut trouver une dérivation de N en z E X Y de même 

1 1 
+ * * 

de N en z2 r X Y . Comme la grammaire G est réduite, A -+ w 2 G 1 W2 z2 W3 
* + : w E (X u Y) * Y+ (X u Y) X (X u Y) * ce qui est en contradiction avec 

G 

le fait que L c X* Y*, d'où le résultat. - 

Démonstration 

Soient SI, L - c X* tels que SI E Alg. 



Définissons 

- un nouvel alphabet Y = y / x c X) avec Y n X = 0 

- la transduction rationnelle T = g O n R O h-' où 

. h est un homomorphisme alphabétique de X u Y dans X défini par 
h(yx) = x pour tout y c Y 

X 

h(x) = x pour tout x c X 

. g est l'identité sur X u Y 
* * * . R = Y X Y un langage rationnel. 

Il est clair que 

S, II L = h[(r(s1) I I  LI n Y*] 

Le problème se ramène B montrer que pour tout langage algébrique 

* * 
LI - c Y* X* Y*, tout langage L - c X , avec X n Y = @, (LI II L) n Y est 

algébrique. 

L'égalité suivante se démontre facilement 

(LI II L) n Y* = sl(conj(C(conj(L1 #) n Y* # Y* x*).L-'1) n Y* #) 

où . # l f X U Y  

"1 est un homomorphisme alphabétique de Y u ( $ 1  dans Y défini par 

sl($) = E 

sl(y) = y pour tout y c Y 

Si on pose L' 1 = conj(Ll #) n Y* { # }  Y* x*, *lg, LI 1 - y* Y 

Y* X* où (Y u n x = 0. 

En appliquant le lemme précédent, 

. s une substitution algébrique vérifiant 
* 

6(z) - c (Y u {BO)* ou s(z) - c x pour tout z E Z. 



Par conséquent, il existe une grammaire linéaire réduite G' = (Z, N' , P' , A) 

vérifiant 

I Construisons une nouvelle grammaire linéaire B gauche G" = (Z, N' , P", A) 
engendrant un rationnel R où 

l R * * 2 P" = {(B, Cxy 1 ,  yCx) E P', x r TX, y r Ty, (B, C) r N' 
1 

R * * u B ,  xy )/(B, yx) r P', x r TX, y r Ty, B r N') 

 ins si Rc (X u Y)* { # )  (X u Y)* et montrons que (LI / /  L) n Y* = 

R R sl (conj[ (s([n(R n CS-' (L) T~I) 1 1) 1 n Y* {Y) )  où n est la projection 

sur T 
Y 

* 
En effet, soit w r (LI / /  L) n Y . Il existe une décomposition de w 

* 
en w = yz E Y , x E L tels que y x z r L et z # y x E L' = s(L' ) ,  Ainsi 1 1 O 

yx E s (to) où tO = y]. . . yn zn . . .Z r LIo. Par conséquent 1 

 YI * o .  Y, Zn ... zl) 5 LIl et d'après les conditions sur la substitution s, 

x r s(zn . . . zl), z # y r s(yl ...y ) d'où z - 1 - 1 
n n -.. Z1 E S (x) 5 s (L). 

Par construction de R, y. = z R R -1 
n "n ... z y r R. Or y. r s (LIUT; et 1 1  

y1 y r C~(R n c~-~(L)LuT;I)I~ d'où z # y r s(Cn(R n CS-I(L)UJT*I)I~) et 
Y 

y z r s1(conj([n(~ n [~-'(L)WT; )lR) n Y* #). 

R Réciproquement, si w r sl(conj(Ca(R n IS-~(L)UJT~I)I n Y* Y)), 

R alors il existe wl r [n(R n CS-~(L)WT;I)I tel que z # y r s(wl), w = yz. 

R - 1 Par conséquent v = n(w ) où w r R n [s (LI UT;] 1 2 2 
R R = B u ... Bl al 

2 n n  

="I "' n 



* -1 * - 1 Comme L - c X ,  s (L) cZ et Bn ... E s (L). 

D'où il existe l c L tel que 8 ... E s-l(l) ou l E s(8, ... BI). n 

w appartenant à R 2 , w1 8, ... E Lfo et z # y l E s(wl 8, ... B1) 5 s(LfO) = 

Ltl = conj(L #) n Y* # Y* x*. Ainsi y l z E LI et w = y z E L1 / /  L. 1 

Comme L est un ISA-langage, s (L) est algébrique ainsi que 

(L1 / /  L) n Y* et SI / /  L d'où le résultat. 

Cotro.&he TT. 3 5  

Q o m  I S A - b U e  L dc h n g a g a ,  ~ l g  / /  L - c ~ l g ,  ~ ï g  / /  C(L) - c ~lg. 



B. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES 

1 Le but de ce paragraphe est de montrer que le cône engendré par 

les langages algébriques bornés, noté C(AB), est fermé par quotient au centre. 
l 

1 Pour cela nous commencerons par étudier un cas plus général, la fermeture 

I de Alg par quotient au centre par les algébriques bornés et nous en tirerons 

les conséquences pour C(AB). 

Afin de simplifier la résolution du problème, introduisons une 

nouvelle famille de langages ASB celle des langages algébriques bornés k ' 
w 

sur k lettres toutes différentes. Nous noterons ASB = u ASBk où ASBo = 
km0 

ABo = {{E}). Ainsi. 

Lemme 11.36 

Pou4 k 2 1 , 6.i ~ l g  / /   AB^ - - c ~ l g  d0.16 ~ l g  / /   AB^ - c ~ l g  

Démonstration 

Elle se fait en deux étapes 

a - Première éta~e ------------ 
Alg / /  ABk - - c Alg => tout langage de ASBk est un ISA-langage, par conséquent 

Alg / /  ASBk - c Alg [Lemme 11.341. 

* * 
Soient L2 E ASBk i.e. L c a ... a et s une substitution algébrique 2 - k 

de X dans A = {a,, ..., ak). 

On peut supposer sans nuire à la généralité du problème que pour 
1 
! * * 
I tout x c X, S(X) - c al ... ak. 
1 Posons Yx = {x. . / 1 i i < j i k, x e X) 

=J 

Y'x= {xi / x c X, i c Cl, kl} 

On définit l'homomorphisme strictement alphabétique @ de Y dans X 

par @(y) = x pour tout y E Y u YIx et la substitution algébrique s' de Y 
X 



+ + * 
dans A par s' (x. .) = s (x) n ai . . . a. pour tout x. . r Yx, s (xi) = s (Y) n ai 

13 3 1 J 
si x E Y'~. II est clair que s = s' O $-l, s-1 = $ O s'-l et s-'(L) = i 

($ O s )  (L) pour tout langage L. 

Le problème se réduit à montrer la propriété suivante 

+ + 
"Si s' est une substitution algébrique de Y dans A vérifiant s'(y) - c a....a 

1 j 
* * * 

(i < j) ou s'(y) 5 a. et L un langage algébrique inclus dans al ... a 
1 2 k 

alors s'-l (L2) E Alg" qui se démontre par récurrence ,sur le cardinal h de 

Y' = {y / s'(y) 1 ~at). 

Remarquons que s ' (y) 1 Rat implique i < j . 

Si h = 0, s' est une substitution rationnelle, SI-1 une transduction 

rationnelle et SI-' (L~) E ~lg. 

+ + 
Si h 2 1, soit y E Y' tel que s'(y) 1 Rat et s'(y) - c a. ... a où 

1 j 

i < j. 

Définissons les substitutions algébriques 

. s de A u {y) dans A par 
Y 

s (y) = s'(y) 
Y 
s (a.) = a. pour tout i E Cl, k3 
Y 1 1 

. et s' de Y dans A u {y) par 
Y 

S',(Y) = Y 

S' (y') = s'(yt) pour tout y' E Y \ {y). 
Y 

= S1-l -1 Par construction s' = s O s' o s  e t s  1-1 = s'-l[s-l 
Y' 

(L2) 1 
Y Y Y Y Y 

A partir de la définition de s l'égalité suivante se démontre facilement : 
Y' - 1 * * * * 

s (L2) = L2 u (C(L2 I I  sf(y))W{y}1 n al ... a. y aj ... ak). 
Y 1 

Envisageons les deux cas possibles : 

* * * i = 1 et j = k, alors L2 11 s'(y) 5 al ak. 

Y(L2 I I  s' (y)) étant semilinéaire, L2 I I  s' (y) E Alg. 



+ + * i 2 2 ou j < k. Comme s'(y) c a. ... a i.e. E ASB~-,, - 1 j 

et que L Alg alors L2 / /  s'(y) r Alg / /  ASBk-] c Alg. 2 - 
- 1 

Par conséquent s (L2) E Alg. 
Y 

I Comme s' est une substitution algébrique, 
Y 

I considérons chacun des termes de l'union 

a - Reprenons les conditions sur s' et L2 : 
1 

* * Y 

I L2 5 al ... a k 
l s' est une substitution algébrique vérifiant 

Y 
+ + 

s' (y') 5 ai . . . a (i < j) Y 
* j 

ou s' (y') 5 ai 
Y 

1 

et I I Y ' ~ '  I I  = IIylII - 1 
Y 

En appliquant l'hypothèse de récurrence, s'-1 (L2) r Alg. 
Y 

* * B - Posons LI = (EL2 / /  s'(y)l~{y}) n a: ... a. {y} a ... a * 
1 

* j k ' * + *  * où Ll 5 a 
1 a i Y  

a ... a pour faciliter les écritures. 
j k 

Deux cas sont possibles : 

Comme s' est une substitution algébrique vérifiant s'"(y') 5 
Y 

* 
ou s' (y') 5 au 

Y 
v y' r Y' \ {y} 

ou s' (y) 5 {y} 
Y 

i 
I et que 1 I Y ' ~ ,  1 1 = 1 /Y' 1 1 -1, le résultat s'obtient facilement en appliquant 

Y 
l'hypothèse de récurrence. 

Considérons l'homomorphisme alphabétique f de A u {Y) dans A défini 

l * * par f(ai) = a. pour tout i t Cl, nl et f(y) = E, LI1 = f(Ll) 5 al ... a 
1 i 



+ + 
S o i t  Y ,  = {y' / s ( y l )  5 aa ... aB, a < $ ,  B s i o u c i 2 j )  

* u {Y' / s ( y l )  5 ai,  i E Cl, n l l .  

Y l  5 y \ {Y} e t  I I Y ' ~ I  I < I Iy ' I I  

O r  s l (  ) peut  s e  met t re  sous l a  forme 
Y 1  

Y l i  = u {yaB / B i i ,  a <  BI u u {yB) 
YCX Bsi 

Par récurrence S ' - ~ ( L ' ~ )  E Alg, d'où s-1 ( L ~ )  Alg. 
Y Y 

Par conséquent L e s t  un ISA-langage e t  Alg / /  ASBk c Alg. 2 - 

Seconde é t a p e  b - ----------- 
Pour tout  k 2 1 ,  Alg / /  ASBk c Alg implique que Alg / /  ABk - c Alg p lus  

précisément pour tou t  LI E Alg, L2 E ABk, L1 / /  L2 E Alg. 

* * * 
Comme L1 Alg n X , L2 E Alg n wl  ... wk, considérons k nouvelles 

l e t t r e s  z l ,  ..., z e t  l'homomorphisne ra t ionne l  h d é f i n i  par  k 

h(x) = x pour t o u t  x E X 

h(zi) = W. pour t o u t  z. E Z = { z l ,  ..., zkl .  
1 1 

- 1 * * * 
algébrique,  h L n z . . . z k E ASBk et  h-1 (LI) / /  (h-l (L2) n z l  . . . zk) 

e s t  algébrique a i n s i  que L / /  L2. 1 

En e f f e t ,  prenons xy E L / /  L2, a l o r s  x u y E L pour un c e r t a i n  
1 1 

* - 1 * * 
u E L2. Ainsi il e x i s t e  u'  E h-'(u) n z; ... \ - c h (L2) n z l  ... z k t e l  

- 1 * * 
pue x u t  y E h ( L ~ ) .  D'OÙ xy E x u t  y / /  u t  - c ( h - l ( ~ ~ )  / /  ( h - ' ( ~ ~ )  n z l . .  .zk)) 

* 
n X .  



* Réciproquement, si w r (~-I(L~) / /  (h-'(~~) n z; ... 2;)) n X, 

* * alors il existe w * l, w2 r X , w' r h-l (L~) n Z, . . . z tels que w w' w2 E 
k 1 - 1 h (LI). Comme h(wl w' w2) E LI, wl h(wl) w2 E L1 avec h(w') r L2, ce qui 

implique que w = wl w2 E LI / /  L2- 

O 

ASBo ' AB O = { { E l }  et que Alg / /  AB c Alg, nous pouvons en 
0 - 

déduire que ASB ainsi que C(AB) = C(ASB) sont des ISA-familles de langages. 

Donc 

C (AB) U R  une iSA-&unLtte de langages. 

PtLoposLtion Il. 3 8 

Alg / /  AB = Alg. 

Démonstration 

Du lemme 11.36, Alg / /  AB - c Alg. Comme tout langage ( € 1  E AB, pour tout 

De même, la propriété suivante devient évidente : 

AB / /  AB = AB. 

Compte tenu du fait que C(ASB) = C(AB) et des corollaires 11.37 et 

11.35, nous pouvons étendre ces derniers résultats en : 

C o / r o U e  11.40 

Alg / /  C(AB) = Alg 

AB / /  C(AB) = AB. 



Le lemme suivant facilitera l'étude de la fermeture par quotient 

au centre de C(AB). En effet 

Lemme 11.47 

Pow .ta& langage aLgéb*ue L botné AWL n l e . t . 0~~  diddthenta,  .tau* cône 

m.Cionn& L clos pan union, C(L) I I  L = Cu({Ll I l  L). 

Démonstration 

* * 
Soient L c a - où les a sont des lettres toutes différentes, LI c C(L). 

n i 

Il existe deux homomorphismes alphabétiques h, g et un langage rationnel R 

tel que L = g~h-l(~) n RI. Il est facile de vérifier l'égalité suivante 1 

Notons Ai = h-l ({a. 1) pour tout i Cl, nl 
1 

AE = h-l(€) 

* * * 
Il est évident que h-1 (L) - c CAI . . . An] U A E .  

* * 
On pourra prendre R - c [A* . . . A Iw A sans nuire 3 la généralité 1 n E 

du problème. 

Pour montrer l'inclusion de départ, commençons par le lemme suivant 

où l'on considère un automate fini déterministe A = (X, Q, qo, *, F) 

reconnaissant R avec pour tout q = {w E X* I q1 * w = q2} 
9192 

Lemme 71.42 
* 

POWL .toU-t hngage aLgébMue L 5 x botné A W ~  n l e M ; i L u  did&hentes, .tout 

homomotphhme alphabéfique h, t ou*  hngage L ~ ,  n o u  avom l' E g U é  suivante 



Démonstration 

Soit u E ~h-l(L) n RI I l  L2, il existe 1 E L2, une décomposition 

= u2 
tels que ul l u 2  r h-l(~) n R i.e. que qo * ul = ql, ql * l e  

92 > 

q2 * U2 4, q E F pour ql, q2 E Q *  

Réciproquement, soit u E u 
2 (h-l (LI 'II  CL^ n R 1) n 

(ql, q2)€Q 91 q2 
R R , u E (h-l(~) 11 1~~ n~ 1) n R R pouruncertain 
qoql q2F 9142 qoq1 q2* .-, 

D'une part, u = u1 u2 avec u E R U 2 € R  d'autre part 
l qoq1 q2F9 

u = W 1  W2 03 W s w E h-'(L) et s E R 1 2 n L2. 
9192 

Il est clair que ul s u E R. 2 

Considérons le cas où w est facteur gauche de u i.e. qu'il 1 1 

existe t tel que u = w 1 1 2 ' 2 t et w2 = t u le cas où w est facteur droit 

de u se traite de façon analogue. 2 

Envisageons les divers cas possibles : 

* 
t E AE , w1 w2 r h-l (L) implique que 

h(wl s w2) = h(wl) h(s) h(t) h(u2) 

= h(wl) h(s) h(u2) E L 

Considérons u 
1 " u2' 

h(ul s u2) = h(wl) h(t) h(s) h(u2) 

= h(wl) h(s) h(u2) c L. 

Par conséquent , u1 s u E h-l(~) n R et u E (h-'(~) n R) 11 L ~ .  
2 



Second cas : ---------- 
* * 

Il existe i É C l ,  nl tel que t É A A.(Ai u AE) . On démontre facilement 
E 1 

* 
que s E (Ai u AE) . 

* * 
En effet, supposons qu'il existe 4 s Cl, i[ tel que s É A Al A , 

* * * 
alors u s u = w t s u E A A. A A A avec 1 < i ce qui est contraire 

1 2  1 2 1 e 
* 

au fait que R - c (A1 ... A*)~A:. n 

* * 
S'il existe R E li, nl vérifiant s E A A A alors w st u2 E e 1 

* 
A A A* A. A* où 1 > i ce qui est incompatible avec le fait que h-'(L) c e 1 - 

* * 
Par conséquent st u (A. u P ) Ai(Ai u A ) et h(wl) h(st) h(u2) = 

1 E E 

l2 l3- 

+ + P 
Conme 1 É ai, il existe p É N  tel que h(st) = a! = l2 = com(a.) = 2 1 1 

com(h(st)). h étant un homomorphisme alphabétique, h et com cornmutent et 

h(ts) = ai = 12.Dqoù h(wl ts u2) = el l2 L3 E L. 

Ainsi u 1 u2 r h-'(~) n R et u = ul u2 E (h-l (L) n R) 11 L?. 

Troisième cas : ------------- 
* * * 

Il existe i < j tel que t E A Ai A A. A . Un raisonnement analogue au 
J 

* 
précédent montre que s É A et il est facile de démontrer que u 

E 1 U2 

Démonstration du lemme 11.41 (fin) 

Ainsi L1 / /  L2 = u , g[ (h-l(L) / /  [R n g (L2)1) n Rq R 1. - 1 
(ql ,q2)~Q qlq2 O 1 q2F 

Comme h est un homomorphisme alphabétique, l'égalité suivante se démontre 

facilement L / /  L2= 
1 2 gr h-l (L / /  h ( ~ ~  ng-1(~2))) n~ R I 

(q l , q2) EQ 1 2  9091 q2F 



Ainsi LI / /  L2 E C,,({L} / /  L). D'où l'égalité B partir du corollaire 11.6. 

O 

La proposition suivante s'en déduit facilement 

PkopobMon 7 7 . 4 3  

C (AB) U R  6mE peur Q U O ~ ~ &  L. e. C (AB) / /  C (AB) = C (AB) . 

Démonstration 

Comme C (ASB) = C (AB) il suffit de montrer que C (ASB) / /  C (AB) c C (AB) . - 

Soient LI a C(ASB), Lî E C(AB) alors il existe L r ASB tel que 

LI E C(L). Ainsi L1 / /  Lî r C(L) / /  C(AB) 5 Cu({l} / /  C(AB)) = Cu(AB) = C(AB). 

Réciproquement, comme tout langage (€1 r C (AB) pour tout L E C(AB), 

L = L / /  (€1 E C(AB) / /  C(AB). 

O 



8 5 

C. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS 

Commençons d'abord par montrer que C(AC) est fermé par quotient 

à droite (à gauche). Pour cela établissons des résultats plus généraux : 

Définition II. 44 

ün langage L e s t  benkt-inéaihe s i  com(L) = com (R) pour un certain langage 

rationnel R. Un cône rationnel contenant uniquement des langages semilinéaires 

e s t  d i t  un cône traLionncî mniLiné&e. 

Lemme 17.45 

Soient  L' un langage c o m W b ,  1 un cône m o n n d  semit inéahe. A l o u  

l-l*c(L') = C(Lt). 

Démonstration 

De la proposition 11.7, C(L') - c L-' C(L') - c C~(L-' L). Soit L c 1. Comme 

L est un langage semilinéaire, il existe un langage rationnel R ayant 

- 1 -1 même image commutative que L. L' étant conmutatif, L L' = R L' E ~at-' 

C(L') = C(L') et ~"(1-l L') - c CU(L1) = C(L1), d'où le résultat. 

En particulier, si L' est un langage commutatif semilinéaire, C(L') 

est un cône rationnel semilinéaire C201 et nous obtenons : 

C o t r o U e  11.46 

Pow itouit Langage c o m m W 6  sem&inEahe L, C(L) UR &oh patr quofievLt à 

gauche ( R  cimiXe).  

Comme tout langage algébrique est semilinéaire, il s'en suit 

C o / r o ~ e  II. 47 

Pow touX langag cz a& ébtrique c o m m W d  L, C (L) a i t  c b b  p m  quoaent  à 

gauche (à dt loae)  . 



Un exemple illustratif sera le langage D* = w r {a, b}* 1 lwla = Iwlb} 
1 

1 commutatif algébrique. 

c(D;) est  6enniG pm quotient à gauche (à  d h o a e )  . 
1 

, C(AC) étant un cône rationnel semilinéaire, la fermeture par 

quotient à gauche (à droite) de C(AC) se démontre facilment. 

Lemme 7 1 . 4 9  

IC(AC)I-~ C(AC) = C(AC). 

Démonstration 
l 

Considérons L1 L2 r C(AC), il existe Al a AC tel que Li = '(Al) où T est 

une transduction rationnelle. L-l - 1 
2 . L ~  = L~ '(Al) E (c(Ac))-' c(A]) = 

C~(C(AC)-' Al) : C,(C(Al)) = C(Al) 2 C(AC). 

l Peut-on étendre ce résultat au quotient au au centre ? Pour résoudre 

ce problème, montrons d'abord la propriété suivante 

Lemme 1 1 . 5 0  
1 - 1 Pow &UR langage c o m r n W 6  L, ;toURe buba-on dgébtcique s , s (L) E C (L) . 

Démonstration 

I s étant une substitution algébrique, s(x) a Alg pour tout x a X, par conséquent 

pour tout x c X, il existe Rx E Rat tel que Y(R ) = Y(s(x)). 
X 

En posant t (x) = 
X , V x E X, t est une substitution rationnelle 

- 1 et s - l ~ )  = t (LI. 

1 - 1 En effet, soit w E s (L), il existe 4 E L tel que l E s(w). Nous 

pouvons avoir une décomposition de 4 en l = e, ... ln telle que w = wl ... w 
n 

03 W. a X pour tout i r Il, nl et li r s(wi). 
1 



Considérons les y E com(e.) n R alors y ... y r L car L est commutatif. i 1 W. ' 1 n 
1 - 1 - 1 De même yl ... yn r t(wl ... wn) et w E t (yl ... yn) 5 t (L). 

- 1 Réciproquement, soit w r t (L). Il existe E L tel que 1 r t(w). 

w = w1 ... w où W. r X par conséquent l peut s'écrire l = el ... 1 OÙ n 1 n 

ei E t(w.) pour tout i E Il, nl. 
1 

Comme Y (R ) = Y (s(wi)), pour tout e. r Rw , il existe y. E s(w.) tel que 
W. 1 1 1 i 1 

y. E com(1.). l appartenant 3 R ... Rw , il existe 'y r com(ll) . . . com(ln) 
1 1 1 n 
tel que y E S(W ... wn). Comme L est commutatif, y E s(wl ... wn) n L et 

- 1 w = W1 ... W E S (L). n 

n 

Nous pouvons en tirer les conséquences suivantes : 

AC U R  une lSA-&mLUe d e  l a n g a g e d .  

C o t l o U a h e  12 .52  

Alg / /  AC = Alg 

AC / /  AC = AC 

AC / /  C(AC)= AC. 

Etablissons une propriété vérifiée par les langages commutatifs 

algébriques qui permet d'obtenir la fermeture par quotient au centre de C(AC). 

Lemme T1.53 

P o u  ;tO& l a n g a g e  c o m r n W ~  d g  é b ~ q u e  L, ROUX cône  W o n n d  L $ m é  pah 

u n i o n ,  n o u  avonb 

C(L) 11 L = C"({L~ / /  LI. 



Démonstration 

1 Soient LI E C(L), L2 s L i.e. L = grh-l (L) n R I  où g et h sont des homomor- 1 

phismes alphabétiques, R un rationnel. L'égalité suivante se démontre facilement 

1 L] / /  L~ = gc(h-I(~) n R) II g-1(~2)~. 

Comme AC est fermé par homomorphisme inverse, h-1 (L) E AC et le problème 

revient B montrer que (h-'(L) n R) II g-l (L2) E Cu({~l I l  1 ) .  Pour cela, 

considérons le lemme suivant 

L m e  11.54 

Pow *ou* au.tomute d i n i  deteuninidte mLnbnat A = (x, Q, qo, *, F) 

aeconnaid~ant  R, t0U-t langage atgébhipue c o m r n W J  L~ , tou*  langage S2, 

il exh.te un homomotpkisme alphabéaXque hl véhia*ant 

Démonstration 

Il est évident que 

R', R sont rationnels pour tous q 1 9  q2 E Q* 

On définit l'homomorphisme alphabétique h de A = Q x X x Q dans X par 
1 

1 

considérons u E (L n R) II S2, u = ul u2 où ul s u2 E LI n R et 
1 

s E S2. 



Comme u s u r R, il existe des états ql, q2, q tels que qo * ul = ql, 1 2  

ql * s = q2 et q2 * u2 = q r F. Par conséquent s = h (s') avec s' r R 1 qlq2 

s' appartenant à h-'(s) et s r L implique que s' r R 1 2 9192 n hi1 (s2) . 
De même il existe u' E R et ut2 E R vérifiant hl(u',) = u1 et 

l qoql q2F 
hl(uV2) = u2, ainsi ut l ut2 r R R et ut u' r bl(ul u2) 5 

9091 q2F 1 2  
- 1 

hi1(u1 s u2) II s' 5 hl (LI) II (Rq n hy1(s2)). ~t 
1 2  

1 

ulu2=hl(u'lu'2) r hl((hil(~l) II [Rq n hi1 (s2)1) n R R 
1 2  

Réciproquement, si u 6 hl ((hi1 (LI) // [R 
- 1 

n hl (S2)3) Mq RqZF) 
--l 4192 O 1 

pour un certain (q 1' 92 ) E q L ,  alors u = hl(v) où v r R R et 

- 1 - 1 qOql q2F 
v E hl (L1) // CR n hl (S2)I autrement dit v = v' v' r R R et 

9192 1 2 qoql q2F - 1 v = v1 v2 où v t v2 r h (LI) et t r R 1 1 9192 n hyl (s~). 

Comme t r R , v t l  s v' r R'. h-l(~ ) appartenant à AC, v t l  s v' 
9142 2 1 1  2 

E com(vl t v2) 5 h;l (L~). 

Ainsi u c hl(vtl t v12) Ilhl (t) 5 (LI n R) // L2. 

0 

Démonstration du lemme 53 (fin) 

A partir des propriétés des homomorphismes alphabétiques et des homomorphismes 

alphabétiques inverses, l'égalité suivante s'obtient facilement. 

L'inclusion réciproque a été établie au corollaire 11.6. 

La fermeture par quotient s'en déduit immédiatement. 

Lemme 17.55 

C (AC) // C (AC) = C (AC) . 



Démonstration 

1 Soient LI, L2 r C(AC), il existe L e AC tel que L 1  11 L2 c C(L) I l  C(AC) = 

L'inclusion inverse est évidente. 
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Pans la deuxihe partie, nous itudions l'oparation de quotient en liaison 
m e c  les principaux canes rationnels alg€briques. Nous montrons d'abord que tout lan- 
gage r6cursivemsnt 6numirable peut etre obtenu cwme quotient de deux langages linsaire1 
ce qui atteste de la puissance de cette opçration. A l'opposi, nous dhontrons que la 
tamilla des langages 1 un compteur est fermée par quotient algébrique. Enfin, grPce à' 
D'introduction des ISA-langages, nous itablissons que la famille des langages algébri- 
ques est ferm€e par quotient par un langage algibrique borné ou commutatif. 

l 


