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INTRODUCTION




Le concept de langages algébriques (context-free languages) a été
introduit par Chomsky [10] en 1959, dans le but de trouver un modéle mathé-
matique pour décrire les langues naturelles. Plus précisément, il a défini
d'abord les grammaires & structure de phrase (type 0) qui géndrent exactement
les langages récursivement énumérables. En imposant des restrictions aux
régles de production, il obtenait successivement les grammaires contextuelles
(type 1) qui engendrent une partie des langages récursifs, les grammaires
d contexte libre (type 2) correspondant aux langages algébriques et enfin
les grammaires lin8aires 3 droite (type 3) qui définissent la famille Rat
des langages rationnels obtenue aussi 3 partir des langages finis par

application des opérations classiques d'union, de produit et d'étoile.

Plus tard, en 1960, on a découvert que les langages "ALGOL-Like",
définis par la forme normale de Backus (le métalangage utilisé pour décrire
le langage de programmation ALGOL 60) ne sont autres que les langages

algébriques.

En plus de leurs utilisations & des buts descriptifs, les grammaires
algébriques ont beaucoup servi dans des domaines tels que 1'analyse syntaxique,
la compilation, la théorie des langages de programmation et la théorie des

schémas de programme.

La famille des langages algébriques, not&e Alg, a depuis fait
1'objet de nombreuses &tudes théoriques et pratiques, un des axes essentiels
de ces recherches ayant été la définition de certaines de ses sous-classes.
En effet, de nombreuses questions que 1l'on peut raisonnablement se poser
n'ont regu de réponses que pour ces derniéres. Les plus connues ont &té
obtenues en ajoutant des restrictions simples aux grammaires algébriques
(c'est le cas pour Lin, la famille des langages lin8aires), ou aux automates

a pile,



En 1965, Elgot et Mezei [13] ont défini un outil fondamental en
théorie des langages, les transductions rationnelles. Nivat [38] en a
donné une caractérisation en terme de bimorphismgs alphabétiques qui sera
utilisée tout au long de cette th&se. Ainsi est née la notion de cdne
rationnel, famille de langages fermée par transduction rationnelle, i.e.
par homomorphisme, homomorphisme inverse et intersection avec un langage

rationnel.

Simultanément, Ginsburg et Greibach [15] ont introduit un concept
similaire, celui des familles agréables de langages ou FAL, cOnes rationnels

fermés par les opérations union, produit et &toile.

La substitution, opération tr&s naturelle et trés importante en
théorie des langages, a fait 1'objet de plusieurs &tudes, en particulier
dans [21], [3], [36], [37]. Le rapprochement entre cette dernigre et la
transduction rationnelle nous a donné une nouvelle opération, la substi-

tution syntaxique.

En imposant certaines restrictions aux grammaires algébriques,
on peut obtenir les grammaires algébriques "non expansives' qui engendrent
la famille QR des langages quasirationnels, introduite par Yntema [41] en

1967. Il s'en suit que QR est une sous famille propre de Alg.

Nivat [39] a par la suite &tudié cette famille et 1'a caractérisée
comme la cldture par substitution de la famille des langages linéaires.
Ainsi QR est une famille agréable de langages. En plus, QR coincide avec

la famille des langages d'index fini [18].

Ces diverses caractérisations fournissent des moyens efficaces

d'investigation qui manquent en gé&néval 3 1'étude des langages et expliquent



le nombre de vocables différents - non expansive, finite index, superlinear -

utilisés pour les désigner.

Cette famille joue avec la famille des langages & un compteur [18]
un role fondamental dans la théorie des langages algébriques : problémes
d'ambiguité [17], théorémes d'existence, contre-exemples 3 des conjectures,

structure de la famille des langages algébriques etc ...

A partir de la caractérisation de Nivat, nous &tudierons une nouvelle
hiérarchie QR(k), ce qui nous améne 3 définir la notion d'ordre sur les
langages quasirationnels. Nous pouvons alors calculer pour certaines opérations
sur les langages, l'ordre du langage obtenu & partir des ordres des langages
de départ. Ceci nous permet, en particulier de retrouver des résultats
obtenus en utilisant les Edtol-syst&mes ultralinéaires [30] et les séries

formelles [27].

L'opération quotient est naturelle en théorie des langages, plus
particuliérement pour les langages rationnels. En effet, il est bien connu
que Rat, la famille des langages rationnels est fermée par quotient &
droite (& gauche) par un langage arbitraire et que tout cOne rationnel est

clos par quotient rationnel,

En plus un langage L sur un alphabet X est rationnel si et seulement
. - * .
si 1'ensemble Q = {u ! L / ue X} des langages obtenus comme quotient de
* . s 2 5.z
L par un mot u € X est un ensemble fini. Plus précisément c'est 1'ensemble

des états de 1'automate fini déterministe minimal reconnaissant L.

En étendant 1l'opération quotient sur les langages non rationnels,
celle-ci devient trés puissante car elle regroupe les op&rations intersection
et effacement. En plus, il n'existe que peu d'exemples de cOnes rationnels

clos par quotient.



C'est ce qui nous a amené 3 &tudier le comportement de certaines

familles de langages algébriques vis 3 vis de cette opération.

Nous commencerons par la famille Rocl des langages & un compteur.
Elle peut, en effet, €tre obtenue en considérant des automates dont 1'alpha-

bet de pile ne contient qu'un seul élément. Cette famille admet une seconde
*
1’

langage de Dyck restreint défini sur une paire de parenthéses et dont une

définition trés simple : celle du cdne rationnel engendré@ par D' le

grammaire est donnée par les régles de production suivantes § - §S,

§ - aSb, S » €. L'intérét de 1'étude des langages 3 un compteur est renforcé
par les rapports qui existent entre ces langages et les réseaux de Pétri

et plus généralement les probl&mes de synchronisation [28] [29], Il n'est
donc pas &tonnant que de nombreux articles soient consacrés & la recherche

des propriétés de cette famille (cf. [1] [4] [20] [23] 247 [25] [26] [34]

[351 [41]).

Une autre famille de langages, celle des bornés (un langage L est
borné s'il existe des mots Wis sevs Wy tels que L soit inclus dans w;

w; ces ;), occupe aussi une place importante en théorie des langages. En
effet, certains problémes indécidables dans le cas général deviennent
décidables si 1'on se restreint aux langages bornés. Cette famille, &tudiée
par Ginsburg et Spanier [14] présente 1'intérét que chacun des ses &léments
n'est autre qu'un sous ensemble deiNk. C'est ainsi que de nombreux auteurs
se sont intéressés 3 1'&tude du cdne rationnel engendré par les langages

algébriques bornés, noté C(AB), entre autres Berstel et Boasson [6],

Ginsburg [20], Ginsburg et Spanier [14] [16].

La derniére famille 3 laquelle nous nous intéresserons sera la
famille des langages commutatifs (fermés par permutation), plus précisément
AC celle des langages algébriques commutatifs. L'@tude de ces langages est

facilitée par le fait qu'on peut représenter un langage commutatif défini
P q P gag



sur un alphabet X par une partie deZNk oll k est le cardinal de X. Comme
tout langage borné est 1'image par transduction rationnelle d'un langage
- commutatif, nous essaierons d'étendre les résultats démontrés pour les
algébriques bornés aux algébriques commutatifs. Remarquons enfin que AC

est fermée par homomorphisme inverse.

Passons maintenant 3 une présentation un peu plus détaillée de

notre travail.

Nous commencerons par rappeler les définitions et résultats

classiques en théorie des langages utilisés tout au long de cette thése,

Dans la premiére partie, nous définissons une nouvelle hiérarchie
QR(k) de langages quasirationnels et nous &tudions 1'ordre d'un langage
quasirationnel L qui est égal 3 k si L appartient & QR(k) \ QR(k-1), & 1

si L e QR(1).

-

Nous montrons, qu'3 condition d'avoir des alphabets disjoints, on

peut calculer, par exemple 1'ordre du produit L, L., de (Ld)*, de

172
<Lel> ={a" xcyb" /n20, %, yelletde<l>={a"xb" /n20, xeL).

Le second paragraphe est réservé au calcul de 1l'ordre de la substi-

tution marquée d'un langage quasirationnel L, dans un langage quasirationnel
q 8ag 8 q

2

Ll’ ces deux langages é&tant définis sur des alphabets disjoints.

Nous consacrons le paragraphe suivant 3 1l'opération insertion. En

effet,en définissant les langages quasirationnels L] et L2 sur des alphabets
disjoints, trois cas se présentent : le premier est que 1l'ordre de i(Ll’ L2)

est calculable (c'est le cas si Ll ou L2 est rationnel, si 0(L2) = 2k2 > kl =

O(Ll) et si 0(L2) = 2k2+l 2 kl = O(Ll) > 1), le second est que 1l'ordre

varie entre des bornes qui peuvent &tre atteintes et enfin le troisiéme qui

reste encore un probléme ouvert.



La permutation circulaire marquée, un cas particulier de conjugaison
occupe le début du quatriéme paragraphe que nous terminons par une proposition

liant deux problémes irré&solus pour ces deux derniéres opérations.

Dans la seconde partie de cette thése, nous &tudions la fermeture

par quotient de certaines familles de langages algébriques.

En effet, dans le premier chapitre, nous nous occupons de Rocl,

la famille des langages & un compteur.

Le premier paragraphe est consacré 3 1'étude de la relation entre
1'opération quotient et les cdnes rationnels . Comme toute propriété vérifiée
par le quotient au centre reste vraie pour les quotients 3 droite, & gauche,
nous &nongons les résultats si possible avec le quotient au centre. Ainsi
nous montrons que le quotient de deux cdnes rationnels est un cbne rationnel.
Ensuite, nous examinons le cas oli 1'un de ces cdnes est principal, i.e.
engendré par un seul langage et nous obtenons quelques résultats utilisés
dans le paragraphe suivant pour montrer que la famille des langages a un
compteur est fermée par quotient & gauche par un langage algébrique. La
démonstration dépend du fait que pour tout langage algébrique L défini sur
1'alphabet {a, b} il existe un langage rationnel R c a” tel que les quotients
de D': par L et par R sont &gaux [Lemme II.15]. Comme conséquence, Rocl est

fermée par quotient a gauche.

Dans le troisi®me paragraphe, nous montrons qu'il n'est pas facile
d'étendre ce résultat en montrant que Ocl, la famille agréable de langages
générée par Rocl, n'est pas close par quotient, que la famille des langages
algébriques n'est pas fermée par quotient par un langage 3 un compteur et
en présentant une démonstration tr&s simple du fait que tout langage récursi-

vement énumérable est le quotient de deux langages linéaires.



Nous abordons dans le second chapitre 1'étude de la fermeture par
quotient du cOne engendré par les langages algébriques bornés et du céne

engendré par les langages algébriques commutatifs.

Dans le premier paragraphe, nous définissons un ISA-langage comme
vérifiant la propriété suivante : pour toute substitution algébrique s,
1'image par s.-1 de ce langage est algébrique. Nous &tendons cette définition
aux familles de langages. Ainsi nous montrons que pour tout ISA-langage,
le cOne rationnel qu'il engendre est une ISA-famille de langages. Nous
&tablissons aussi que si L est une ISA-famille de langages, Alg // L c Alg.

Ce qui nous permet de démontrer au paragraphe suivant que Alg est
fermé par quotient au centre par un langage algébrique borné..Ainsi nous

pouvons en déduire la fermeture par quotient de C(AB).

Enfin, dans le dernier paragraphe, nous montrons que C(AC) est
aussi fermé par quotient. Puis nous démontrons que les langages algébriques
commutatifs sont des ISA-langages. Nous en déduisons que la famille des
langages algébriques est fermée par quotient par les langages algébriques

commutatifs.
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A. NOTATIONS

Un alphabet X est un ensemble fini non vide d'éléments appelés
Lettres. Les Eléments de X', le monoide Libre engendné par X, sont des mots.

Toute partie (finie) de X" est un Langa e (fini).
hgag

* .
Pour tout mot u de X', |ul est le nombre d'occurrences du mot u
appelé JLonguewr de u. Le mot vide, noté e, est le seul mot de longueur

nulle. On notera |u|x le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot u.

Pour tout mot u de X*, on définit uR le mot mirnoin de u par
récurrence sur la longueur de u :

L= si Jul <1

.si|ul >1 alorsu=u

u, avec |u2| =1 et uR =u uR.

1 72 2 71

. * * - . . *
Soient X et Y deux monoides libres, un homomonphisme h de X dans
* . . P
Y est une application vérifiant :

h(wlwz) = h(w]) h(wz) pour tous Wi Wy € X" et h(e) = €.

Un homomorphisme h de X" dans Y© sera :
. 8ict si et seulement si h(X) c Y
. alphabitique si et seulement si h(X) < Y u {e}

. stnictement alphabétique si et seulement si h(X) c Y.

Lemme
Si h est un homomorphisme alphabétique de X" dans Y* alors :

h_l(wlwz) = h-l(wl) h—l(wz)

Blwp = @ )
e Y.

o
pour tous Wl, W2
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La fermeture commutative d'un mot u ¢ X*, notée com(u) est 1'ensemble

des mots obtenus 3 partir de u par permutation de lettres.
La geumeture commutative de L c X*, notée com(L) est &gal 3 u com(u).
uel

Un langage L est dit commutatif si L = com(L).

Soient L, et L, deux langages inclus dans X", le shuffle de L

L2, noté Ll (N L2 est

| par

_ . .
L Ly L, = {xlylxzyz. . 'xnyn/xlXZ' <X €L,y .yneLz,Vle[l,n],xi,yieX }
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B. LANGAGES RATIONNELS

Déginition
Un automate d'état fini déterministe A est un quintuple (X, Q, G 0 *s F) ot
+ X est un alphabet d'entrée
. Q est un ensemble fini d'états
- q, un €lément distingué de Q appelé état initial
. * une fonction partielle de Q X X + Q que 1l'on étend & Q X X" en
posant pour tout mot f de X" et pour toute lettre x de X
q*e=gq
q*x fx = (q * £f) * x
* est appelée fonction de transition

. F © Q est une partie de Q dont les &léments sont appelés états finaux,

Déginition
* .
Un mot w de X est reconnu par l'automate A = (X, Q, 9y *» F) si et

seulement si q, * v € F.

Déginition
Un langage L de X~ est nationnel si et seulement si il existe un automate A
tel que 1'ensemble des mots reconnus par A soit identique a L. On dira que A

reconnait L et on note T(A) = L,

Déginition
L'automate fini déterministe mi{nimal qui reconnait L sera, parmi les
automates finis déterministes qui reconnaissent L celui qui poss&de le moins

d'états (il est unique & une numérotation des &tats prés).

Pour tout monoide M, la famille Rat(M) de ses parties rationnelles
est la fermeture rationnelle, i.e. par les opérations union, produit et

€toile, de 1l'ensemble de ses parties finies.
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Un langage est nationnel s'il est une partie rationnelle d'un

monoide libre.
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C. TRANSDUCTIONS RATIONNELLES

Soient X et Y' deux monoides libres. Nous appellerons transduction

de X" dans Y toute application de X" dans 1'ensemble P(Y*) des parties de Y.

Si T est une telle application, nous lui associons la partie T de
X" x Y* définie par 1 = {(f, g) € X" xY" / g e Tf}. Ainsi la transduction

T-l de Y* dans X sera définie par ¥ g ¢ Y* T—lg ={f e X / (£, g) e T}.

. * * . . .
Une transduction T de X dans Y est dite snationnelle si et seulement

si T € Rat (X" x Y.

Une synthése des résultats concernant les transductions rationnelles

et ses applications a €té réalisée par Berstel [7].

Nous ne nous intéresserons par la suite qu'aux transductions

rationnelles en utilisant constamment la caractérisation dite de Nivat :

Théoneme [3581

Une transduction T de X' dans Y est nationnelle si et seulement si &L

existe un alphabet Z, un Langage nationnel R défini sun Z, deux homomornphismes
(alphabitiques) h de z* dans X°, g de z* dans Y* tels que

T = {(h(w), g(w)) / w e R}.

Ce qui nous donne en utilisant les notations d'Eilenberg [12]

T=go(nR)o h—1

Remarquons que l'on peut prendre Z tel que toutes ses lettres ne

peuvent avoir des images par h et g vides simultanément,

. . * * .

Une transduction rationnelle T de X dans Y sera dite
, . . . * . o
. d'image §inie si ¥ we X ,T(w) est un ensemble fini

K -
. f4dele si ¥weYq l(w) est un ensemble fini
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. bifidele si T est & la fois fidele et d'image finie

. dBcroissante si ¥ w e X, ¥ w' e T(w) [w'| < |w|

Théonéme d'ELgot et Mezed [13]

La composte de deux transductions nationnelles (nesp. fidele, d'image
ginie, bifidele, décroissante) est une trhansduction rationnelle (nesp.

gidele, d'image finie, bifidele, dZcroissante).

Deginition

Soit L une famille de langages. L est un cone rnatiomnel (resp. décroissant,
bifidéle) si et seulement si elle est fermée par transduction rationnelle
(resp. décroissante, bifidéle). C(L) sera le plus petit cdne ratiomnel

contenant L.

Definition
Un cbne rationnel C sera dit piincipal s'il existe un langage L appelé

génératewr tel que C({L}) = C = C(L).

Un cbne rationnel n'est en général pas fermé par les opérations
union, produit et &toile, c'est la raison pour laquelle la notion de

familles agréables de langages ou FAL a &€té introduite :

Déginition
Une famille de langages L est une FAL si et seulement si L est un cdne

rationnel fermé par union, produit et &toile.

Lemme

Tout cone principal est fermé par union.



16

D. GRAMMAIRES ALGEBRIQUES .

On appelle grammaire algébrique un quadruplet G = (X, N, P, o) of

. X est un alphabet dit ferminal

. N est un alphabet disjoint de X dit non terminal

. P est un sous-ensemble fini de N x (X v N)* dit ensemble de
n2gles de la grammaire ou production

. 0 ¢ N est appelé axiome

On dit que g d@ndive dinectement de £ dans G si et seulement si il

existe m, m, € X vu N)* et 3 (v, m) ¢ P tels que £f = m, v m, et

1 2

g =m mm, et on gcrit £ » g.

La fermeture transitive et réflexive de cette relation est la
relation dérive de (dans) définie par : g dérive de f dans G si et seulement
= f L I )

si il existe une suite finie fl’ £, «00 £ telle que f

k+1 1
. * -
foep = 8et¥icll, k] £, > £;,, et on note f > g, k est appelé Longueur

de La dénivation.

On désignera par
L, £) ={g e X /£3g)

LG, £) ={ge XuM*/£%gl

Dans le cas ol f = g 1'ensemble L(G, o) est appelé Langage engendré

par G et £(G, o) Langage €langd engendnZ par G.

Une grammaire G = (X, N, P, 0) est &inZaire (respectivement linéaire
3 gauche, respectivement linaire 3 droite) si et seulement si P e N x
* * * . * * .
(X’ NXu X') (respectivement P ¢ N x (N X u X ), respectivement

PcNx (X NuxH).
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Dédinition
Un langage L est algébrique (resp. Linéaine, resp. rationnel) s'il est

engendré par une grammaire algébrique (resp. linéaire, resp. linéaire a

droite ou linéaire 3@ gauche).

On notera respectivement Afg, Lin, Rat le plus petit cOne engendré
respectivement par les langages algébriques, les langages lingaires, les

langages rationnels.
Déginition
Une grammaire G = (X, N, P, 0) est Libre (resp. Libre a droite, Libre &

gauche) si L(G, 0) \ X" est inclus dans N V" u V' N (resp V' N, N V") o2 V

est €gal 3 X u N.

Remarquons que toute grammaire linéaire libre & droite (resp.

libre & gauche) engendre un rationnel et réciproquement.
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E. SUBSTITUTIONS

Definition
Une subsititution est un homomorphisme de X" dans P(Y*). Elle sera dite
. rationnelle si s(x) ¢ Rat ¥ x ¢ X

. algébrique sis(x) € Alg ¥ x ¢ X

Définition
Soit s un homomorphisme de X* dans P(Y*), soit L une famille de langages.
Nous dirons que s est une L-substitution si et seulement si s(x) ¢ L

pour tout x ¢ X.

A cette opération sur les langages, on fait correspondre un
opérateur binaire sur les familles de langages, défini de la maniére
suivante :

Si Ll et L2 sont deux familles de langages, L1 0 L2 = {s(L) /

L ¢ Ll’ s une Lz-substitution}.

Cet opérateur est fondamental en théorie des langages et se
trouve 3 l'origine de la théorie des opérateurs syntaxiques [8] [21] [22]

[11] [32] (391 [40]. Le résultat suivant est fondamental :

Théoneme [18]
Si Ly et L, sont des cones (principaux) alons L, OL, est un cone (principal).
On a Le méme nésultat pour Les FAL,

La famille E&m est composée de tous les sous ensembles finis de X. La

famille Fin est la famille de tous les langages finis.

Ainsi,
Soit L une famille de langages, Rat ] L, Fin 0 L et Elm [J L désignent
respectivement la fermeture rationnelle, la fermeture par union et produit,

la fermeture par union de L.
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Si L est un cdne rationnel, Rat [J L est la FAL engendrée par L,

Fin J L et Elm 0 L sont des cones.

Déginition
Une famille de langages L est fenmée par necopdie si pour tout homomorphisme

injectif strictement alphab&tique h, tout langage L ¢ L, h(L) ¢ L.

Lemme [21]
Pour toutes gamilles de Langages L, L,, Lg fermées pan necopie,
(L, O L)OLg =1L, 0 (L, O L3)
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PREMIERE PARTIE

LES LANGAGES QUASIRATIOMNNELS

ORDRE D'UN LANGAGE QUASIRATIONNEL

. CALCUL DE L'ORDRE DE LA SUBSTITUTION MARQUEE

. INSERTION

. PERMUTATION CIRCULAIRE MARQUEE
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Introduits par Yntema [41] en 1967, les langages quasirationnels
ont intéressé de nombreux auteurs, entre autres Ginsburg et Spanier [18],
Crestin [11]. En particulier, Nivat a défini cette famille de langages
comme Etant la fermeture par substitution de la famille des langages

linéaires i.e. QR = (Lin D)* Lin.,

' = = 1 ' = -
En posant QR o Rat, QR1 Lin et QR X Rat [] QRk’ QRk+l
Lin [J QRk pour tout k > 1, il est connu que QR'k-i QRk+1 i-QR'k+l pour

tout k ¢ N et par conséquent

QR, = U QR
1Rkk k

U
k= =0

(<]
QR =
Considérons les familles QR(1) = Rat et pour tout entier k > 0
QR(2k) = QRk’ QR(2k+1) = QR'k. I1 est clair que QR(k)‘i QR (k+1) pour
©
tout k > 0 et que QR = u QR(k). Ainsi nous pouvons définir 1'ordre d'un

k=1
langage quasirationnel par :

Définition I.1

Un langage quasirationnel L est d'ordre k si et seulement si L e QR(k) \

QR(k-1) pour tout k 2 2, d'ordre 1 sinon.

Rappelons que si 1'on se donne une grammaire ¢ = (X, N, P, o),
1'index d'une dérivation o = W T W T e T W > L. W =W oest le
maximum des nombres de non terminaux figurant dans un des Wj, j € [0, nl,
celui d'un mot w le minimum des index des d&rivations qui 1'engendrent.
Une grammaire G = (X, N, P, 0) est d'index k (k > 0) si et seulement si
tout mot w de L(G, 0) est d'index au plus k. G est d'{ndex f4ini s'il
existe k tel qu'elle soit d'index k, sinon elle est d'index infini.

L'index d'un langage L est le minimum des index des grammaires qui

1'engendrent.

A partir de la définition des QR(2k), une caractérisation gramma-

ticale de ces langages s'obtient facilement par :
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Lemme 1.2 [18]
So4it L un Langage quasinationnel, L appartient a4 QR(2k) 4L et seulement A4
" AL est au plus d'index k.

Remarquons que QR(2k) est un cdne rationnel principal pour tout

k > 0 et QR(2k+1) une FAL principale pour tout k = 0.
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A. ORDRE D'UN LANGAGE QUASIRATIONNEL

Dans ce paragraphe, nous &tudions le comportement de 1l'ordre vis 3 vis
d'un certain nombre d'opérations sur les langages quasirationnels.

Commengons par le produit qui 3 tous langages L L2 fait correspondre

1’
L1 L2 = {xy / x ¢ Ll’ y € LZ}. Pour faciliter ce calcul, &tablissons une

propriété générale.

Proposition 1.3

Sodient L, et L, deux fangages définis sur des akphabets disfoints et L un

1
cone nationnel. S4 L, L, appartient & Lin O L alonrs £'un des deux Langages

L, oul, appartient a Rat O L.

Démonstration

Soient Ll et L, deux langages définis respectivement sur X, et X, oll

Xl nx,= @¢. Comme Ll L2 € Lin J L, il existe un langage linéaire L défini

sur un alphabet A et une L-substitution s de A dans X tels que s(L) = L1L2.
Pour i = 1, 2, posons A = {a € A/ s(a) vaz} et A={ae X/

s(a) n XI

i.e. que A= A, U A, U A. De méme on peut supposer sans nuire 3 la
1 2

généralité de la démonstration que A = @,

X; # @}. On peut supposer que tout a ¢ A occure dans un mot de L

En effet, supposons A non vide. Posons A' = {a' | a € A} avec
A* n A= ¢ et soit h 1"homomorphisme de A dans A u A' défini par h(a) = a

si a ¢ A1 U A2 et h(a) = aa’' si a € A. Lin &tant un c&ne rationnel,

L' = h(L) ¢ Lin. Définissons une substitution s' de A u A' dans X par

s'(a) = s(a) si a ¢ A U A,, s'(a) = gl(s(a)) si aelhets'(a') = gz(s(a))
si a' € A' oi pour i =1, 2 g; est 1'homomorphisme défini sur X v X,

par gi(a) = asiace Xi et gi(a) = € sinon. Comme [ est un c8ne rationnel,
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u A, s'(a) g_x;

. . e e o *
s' est une lL-substitution vérifiant s'(a) E.Xl siaeAl

1
s8i a e A' UA, et s'(L') = s(L).

2
En effet, soit w ¢ L. Si w ¢ A: A; alors h(w) =w e L', s'(w) =
s(w) par définition de s et s(w) ¢ s'(L') sinon il existe v, € A;, v, € A;,
= - \ ' =
a € A tels que w a, aw,y, h(w) wyaalw ¢ L' et s(w) s(wl a w2) <
L ) ] L
s (wl aa Wz).S s'(L").
Réciproquement, prenons un z ¢ s'(L').
. ' - * % ' - -
. soit z € s (w1 wz) ol w, W, € Al A2 et s (Wl) s(wl), s(wz)

s(wz) alors w, w, ¢ L et z ¢ s(wl wz) < s(L).

1 72

. - * *
. s0it z € s'(w1 aa' wz) ol w, € Al’ w, € A, aeAet a' ed'.

2 2

€s'(w) =sw), z'

1

1 1 ~
1222201.12

I1 est clair que z = z_ 2 e s'(a),

1 1 1
z'2 e s'(a') et z, € s'(wz) = s(wz). Comme s'(a) = gl(s(a)), il existe

*

v ' =
X, € X2 tel que z 1 %9 € s(a) et 2, 2" %, 2, ¢€ s(wl a wz) c s(L) L1L2.
P . ' . ' * *
Ce qui implique que zZ, 2 € L1 du fait que zy 2, € Xl et x, z, € XZ‘
-~ [} . . =
De la méme fagon, z', z, € L,. Ainsi z ¢ L, L, s(L).

Supposons A # @, i.e. pour tout a ¢ A soit s(a) ¢ X;, soit s(a)

*

< X2 ou encore A = A1 U A2.

Comme L ¢ Lin, L = L(G, 0) ol G = (X, N, P, 0) est une grammaire
linéaire. Pour i = 1, 2 définissons les homomorphismes hi de A u N dans
Ai u N par hi(a) =asiace A.1 U N, hi(a) = £ sinon et les grammaires

G. = (Ai’ N, P., o) ol Pi = {(&, hi(w)) / (£, w) € P}. Posons H

i =L(G1’ 0)’

1

H, = L(Gz’ o), L' = Lg(Gz, o) etL'=L1', H, uH L",.

2 i 2

I1 est &évident que L' ¢ Lin. Montrons que s(L) = s(L').

= L
Ly(Gy» 05 L By vH LY,

Soit w € s(L), il existe £ = Ll 22 e L tel que w ¢ s(&), Zl € A:,
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. soit Zl = £ et est nécessairement &lément de L'l. Comme £2 € H2, Kl Zz €

'
L 1 Hz.

. soit 22 = ¢ et comme au cas précédent £ ¢ H L‘2

. soit 21 ¥ € et 22 ¥ €. On pourra prendre la grammaire G = (X, N, P, o)

vérifiant P x (X*NX* v {e}). Soit une dérivation o > l"l 012'2

&N
' y X ~ Y " " L.
> 21 o, L 2 > Zl 22 ot (£ L= Zl et £ . ¥ £]) ou (£ 9 £ £2 et £ 2 22).

' v 2 ' 1 = '
Alors Zl e L ] ou 22 €L s Par comséquent w e s(L 1.1-12 0] H1 L 2) s(L').

L'inclusion inverse est &vidente du fait que s(Hl) = Ll’ s(H2)= L2,

L', cH etl' cH

| 1 2 2°
LIPS = ' ' . = ' ]
D'oli L1 L2 s(L 1) L2 U Ll s(L 2) et soit Ll s(L 1) soit
L2 = s(L'z). Ainsi L1 € Rat J L ot L2 e Rat O L,

Ce résultat a été déja démontré par Jacob [26] dans le cadre des

séries formelles et par Latteux [29] & partir des Edtol-systémes ultralindaires.

En prenant L = QR(2k) [0 L, une extension du résultat précédent

s'obtient facilement.

Conollaine 1.4
Sodient L, et L, deux fLangages définis sur des alphabets disjoints et L un

cone rnationnel. Pour tout k 2 1, 44 L L, apparntient & QR(2k) O L afons

1
L'un des deux Langages L,s L, appartient a QR(2k-1) [ L.

En particulier si L = Rat, comme QR(£) 00 Rat = QR(£) pour tout k > O,

on en déduit :

Conollaine 1.5
Pour tout k > 1, tous Langages L., L, definis swr des alphabets disjoints,

L L, e QR(2k) Amplique que 804t L e QR(2k-1) so04it L, € QR(2k-1).
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A partir de ce dernier corollaire, nous pouvons déterminer 1'ordre
du produit de deux langages quasirationnels définis sur deux alphabets

disjoints :

Proposition 1.6

Sodent L, et L, deux fangages quasirationnels définis sur des alphabets
disfoints. L'ondrne du produit L L,, 0L, L,) est Ggal & 2k+1 B4

O(Ll) = (L2) = 2k, est égal a sup(O(Ll), O(Lz)) s4non.

Démonstration

Posons k' = sup(O(Ll), O(Lz)). I1 est évident que O(Ll L2) > k', Distinguons
plusieurs cas :
* Si k' = 2k-1, comme QR(2k-1) est fermé par produit,

- = 1!
Ll L2 € QR(2k-1) et O(LILZ) k'.

* 81 k' = 2k = O(Ll) et O(Lz) < 2k i.e. L, € QR(2k) et L, € QR(2k-1).

-

Le cas k' = 2 se résoud facilement 3 partir du fait que tout cOne rationnel
est fermé par produit rationnel. Supposons k' > 2, alors il existe deux
QR(2k-2) substitutions 5 et 5,

€ Lin, D

définies sur des alphabets disjoints X et Y,

* *
deux langages D, , € Rat tels que D,cX,D,c¥, SJ(DI) =L

et SZ(DZ) = L,. Il est clair que la QR(2k-2)-substitution s définie par

2

s8/X = 5 s/Y = S, vérifie s(Dl Dz) =L, L, etlL L2 € QR(2k). Ainsi

1 72 1
- 1
O(L1 LZ) =k

* si k'=2k==0(L2) et O(Ll) < 2k, nous obtenons par un raisonnement

analogue au précédent que O(L1 L2) k'.

+ 81 k' = 2k = O(Li) = O(LZ) alors L1 et L2 € QR(2k+1).

Ainsi L1 L2 € QR(2k+1) et 2k < O(Ll L2) < 2k+1. Montrons que O(Ll L2) # 2k.

En effet, supposons que L L, € QR(2k). D'aprés le corollaire I.5, soit

1

Ll € QR(2k-1), soit L, € QR(2k~1) ce qui est contraire 3 1'hypoth&se., Par

2
conséquent O(L1 L2) = 2k+1.
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Les deux corollaires suivants s'en déduisent immédiatement :

Conollaine 1.7

Soient L, etL, deux Langages de QR(2k) définis sur des alphabets disjoints.
Alons L, L, € QR(2k) &4 et seulement 84 L'un des deux Langages appartient
a QrR(2k~1).

Conollaine 1.8

Soit L un fLangage defini sur un alphabet X et d ¢ X. Alons pour tout

k e N', (Ld)" € QR(2k) &4 et seulement s4 (Ld)* ¢ QR(2k-1).

Une des propriétés intéressantes vérifiées par 1'opérateur ''chevron",
démontrée par Boasson et Nivat [9], a été énoncée par Boasson, Crestin et

Nivat [8].

Proposition 1.9

S{ L est un cone nationnel fermé par union et L un Langage défini sur un
alphabet ne contenant ni a, ni b, <L> = {a" x b / x e L} ¢ Rat O L

Amplique que L e L.

Si nous définissons
n n *
<Lcl>={a xcyb /x,yeLcX,a b,cé¢X nz0}et
<> ={a"xb*/xel E.X*’ a, b ¢ X, n 20}, il est clair que si L
est un langage quasirationmnel, <L ¢ L> et <L> le sont aussi. Pour tout

k 2 1, les deux propriétés suivantes sont faciles & démontrer :

Lemme 1.10

Pour tout k 2 1, QR(2k) est transfatable i.e. pour tout L e QR(2k),

<L> € QR(2k).

Démonstration

Comme L € QR(2k), L c X*, il existe une grammaire G = (X, N, P, 0) d'index k
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1'engendrant. Soit G' = (X', N', P', 0') une nouvelle grammaire d'index k
oi X' =Xvu {a, b}, N' =Nuv {c'}, P' =P uy {(0', a 0" D), (0", 0)}. Il est

- @vident que L(o', 0') = <L> et <L> ¢ QR, = QR(2k).

Lemme 1.11
Pour tout Langage nationnel L, tout k = 1, <L> e QR(Z2k+1) &4 et seulement

84 <L> € QR(ZKk).

Démonstration

En effet, QRk étant clos par union, <L> ¢ Rat [0 QR(2k) implique que L e QR(2k)

[8] et <L> ¢ QR(2k) [Lemme I.10]. La réciproque est &vidente.

On en déduit immédiatement :

Proposition 1.12

Pour tout Langage quasinationnel L c X" et a, b ¢ X, 0(<L>) est égal &
q c g

2([0 (L) + 1] div 2).

Si L est un langage quasirationnel, 1l'ordre de <L ¢ L> s'obtient

par la proposition suivante :

Proposition 1.13

Sodent L ¢ X" un Langage quasirationnel, et a, b, c tn0is nouvelles Lettres.

Alons O(<L c L>) = 2([0(L)+2] div 2).

Démonstration

Distinguons les deux cas possibles :

* si O(L) = 2k+1 avec k = 0, il est évident que L c L € QR(2k+1) c QR(2k+2)
ainsi que <L ¢ L>. Supposons que <L ¢ L> ¢ QR(2k+1), d'aprés le lemme

précédent, <L ¢ L> ¢ QR(2k) et L ¢ L ¢ QR(2k) ce qui est contraire 3 1'hypothése.

* 51 O(L) = 2k, O(L ¢ L) = 2k+] et O(<L c L>) = 2k+2.
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B. CALCUL DE L'ORDRE DE LA SUBSTITUTION MARQUEE

*
128

alphabets disjoints et T, la substitution définie sur X

Soient L et L2 E-X;’ deux langages non vides définis sur des

| par T(x) = % L2,

pour tout x € Xl' Alors T(Ll), 1'image de L. par la substitution T, notée

1

S(Ll’ LZ) est appelée la substitution marquée de L, dans L. . Cette opération

1
est trés ''représentative" de la substitution et permet, en particulier, de
construire des générateurs pour le cdne rationnel Ll O L2 des images

des langages de L1 dans une Ersubstitution, L. et L2 étant deux cdnes

1
rationnels principaux [20]. C'est aussi en utilisant cette opération que
Greibach a montré que si L est un cdne rationnel clos par union, L est

clos par substitution si et seulement si L J L 1'est aussi [22],

Les lemmes suivants sont connus sous le nom de lemme de substitution.
La premiére version [22], due & Greibach est trés utilisée et constitue un

résultat de base :

Lemme 1.14
Soient L, et L, des Langages déginis sun des alphabets disjoints, L, et L,
deux cones nationnels fermés par union. Si s(Ly, L)) e L, OL, alors

L1 € L1 ou L2 € L2.

Beauquier a montré que 1l'hypoth&se de fermeture par union des cOnes
Ll et L2 n'était pas nécessaire [5]. C'est essentiellement la version la

plus puissante due 2 Latteux [32] que nous utiliserons par la suite.

Lemme 1.15

Soient Ly un cone décrodissant fidele, Ly un cone décroissant, L, et L,

1
des Langages définis sur des alphabets disjoints. ALons s(Ly» L) e L, 0L,

implique Ly e L, O Fin ou (L, )" e L,
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Nous allons montrer dans ce paragraphe, que pour deux langages
quasirationnels L, L, définis sur des alphabets disjoints,1'ordre du

langage S(Ll’ L2) ne dépend que de O(Ll) et O(LZ) si L1 ¢ Elm.

En effet, commengons par traiter le cas ol L, est d'ordre pair :

2

Lemme 1.16

Sodent L) et L, deux fLangages quasirationnels non rationnels déginis sur
deux alphabets disjoints d'orndres respectifs k, et 2k,, s(L, L,) est

1
d'ondne kl + 2k2.

Démonstration

Soient Ll < XI, L2 < X; oli Xl n X2 = @. QR(2k2) étant un cdne rationnel,

a L2 € QR(2k2) pour a ¢ X] 2

ae Xl alors T est une QR(2k2)-substitution et S(Ll’ LZ) € QR(kl) ] QR(2k2) =

QR(k1 + 2k2).

. 51 on définit T par 1(a) = a L, pour tout

Supposons que s(L LZ) € QR(kl + 2k2-1) = QR(kl-l) O QR(2k2)

l’
[kl > 1 et [J associative]. D'aprés le lemme précédent Ll € QR(kl-l) [J Fin =
QR(kl-l) ou (L2 #)* € QR(2k2), # ¢ (Xl u X2). Ainsi L] € QR(kl-l) ou

L2 € QR(Zkz-l) [Corollaire 1.8], ce qui est contraire Z 1'hypothése.

| % ]
D'ol S(Ll’ L2) est d'ordre k1+2k2.

Par contre si Ll est rationnel et 0(L2) = 2k2, il est facile de

voir que si L. e Elm alors O(S(Ll, L2)) = O(Lz) sinon O0(s (L L2)) = 0(L2)+l.

1 1

Si L2 est d'ordre impair, nous avons un résultat similaire :

Lemme 1.17
Soient L, et L, deux Langages quasinationnels définis sun des alphabets

disfoints d'ondres respectifs k, et 2k,+1, s(L,,L,) est d'ondne k +2k,.
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Démonstration

Soient Ll E.XT, L2 E.X; ol Xl n XZ = ¢. En définissant une substitution T

comme au lemme précé&dent, il est &vident que s(L LZ) € QR(kl+2k2+l).

1’
Comme [] est associative et que pour tout k > 0, QR(k) [J Rat = QRr(k),

QR(kl) O QR(2k2+l) = QR(kl) O (Rat O QR(Zkz)) = (QR(kl) O Rat) 0O QR(2k2) =

QR(kl) 0 QR(2k2) = QR(kl+2k2) pour tout k, > 0, tout k, 2 0 et S(Ll’ LZ) €

1 2

QR(kl+2k2).

2-1). Si kl > 1 alors

QR(k1+2k2-l) = QR(kl—l) O QR(2k2) et L1 € QR(k]-I) ou L2 € QR(Zkz) [5]

Supposons que S(Ll’ L2) € QR(k1+2k

ce qui est en contradiction avec les ordres des langages Ll et L2. Si
k =1, il est évident que O(S(L], LZ)) = 2k2+1 = k1+2k2.
Par conséquent O(S(Ll, L2)) = k1+2k2.
0

Des lemmes I.16 et I.17, nous pouvons en déduire.

Proposition 1.18

Sodient L, et L, deux fangages quasirationnels dfinis sur des alphabets

L)) = 0@L)) + 2[0(L)) div 2.

disfoints avec L, ¢ Elm. Alons O(S(Ll’
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C. INSERTION

Soient deux langages L Lz, 1'insention de L, dans L., notée

1
i(Ll, LZ) est égale A {x wy / xy ¢ L, wve L2} [221].

En considérant des langages quasirationnels définis sur des
alphabets disjoints, intéressons-nous d'abord au cas oii le langage L2
que 1'on insére dans Ll est d'ordre strictement supérieur 3 celui de ce

dernier.

Supposons 0(L2) pair, si L. est un langage rationnel, il est

1

clair que i(Ll, LZ) est du méme ordre que L,. Il en est de méme si L

2° 1

n'est pas régulier. Pour cela commengons par montrer la propriété suivante :
Lemme 1.19

Sodient L, L, deux fangages quasirnationnels, définis sur des alphabets
disfoints appartenant nespectivement & QR(2k-2), QR(2k) (k > 2). Alons

i(Ll, LZ) € QR(2k).

Démonstration

Soient Ll < X*, L

grammaire G

* -
9 E.Xz ol X1 n X2 # @¢. Comme L]

;= (Xl’ Ni» Py ol) d'index au plus k-1 engendrant L

€ QR(2k-2), il existe une

1 On
commence par dériver tous les non terminaux de Gl en laissant trainer

L v s = s
1'axiome 02 ¢ (N1 v Xl) d'une grammaire G (X2, N2, P2, 02) d'index

2

au plus k engendrant L2, puis on termine par celle de 07. Il est évident

que cette grammaire est au plus d'index k. D'ol i(L L2) € QR(2k).

1’

Ce résultat nous permet d'obtenir l'ordre de i(Ll, LZ) si O(Lz)

est pair et O(Ll) < 0(L2)
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Lemme 1.20

Sodent L, L, deux fangages quasirationnels non nationnels, définis sur

des aklphabets disfoints, d'ondres nespectifs k, et 2k, ol k, < 2k,. Alons
. ]

1(Ll, Lz) est d'ondne 2k,.

Démonstration

Soient L. c X., L, c X, o0 X, nX. = @. C L, L. =i(L,, L) n X" X~
olen 1 £ X L, =X, ol 1 n 2 . Comme 1 & b 1 by n 1 %90

O(i(Ll, LZ)) > O(L1 LZ) = 2k2 [Proposition I.6].

Montrons que i(Ll, L2) est au plus d'ordre 2k2. Ll appartenant

a QR(ZkZ—l), L1 = s(R) oli R est un rationnel défini sur un alphabet Z

disjoint de X, vu XZ’ s une QR(2k2-2)-substitution. Ainsi i(Ll’ L)) =

1 2)

i(s(R), L,).

Définissons

. pour tout z ¢ Z le rationnel Rz obtenu 3@ partir de R par la transduction

ratiommelle T, = nT_ o h;l ot Z=1{ylyez},Znz=¢,2 ={y'/y ez},
2z 2" et h, 1'homomorphisme alphabétique de

2'n(Zu2Z) =9, T,
Z u {z} v 2' dans Z défini par hz(y) = hz(yf) =y pour tout y ¢ Z, y' ¢ 2'
hz(z) = z,

. s' une QR(2k2)-substitution par s'(y) = s'(y') = s(y) pour tout y ¢ Z,

v' e Z' et 8'(2) = i(s(2), L2) pour tout z ¢ Z [Lemme I.19].
I1 est facile de montrer que i(Ll, L2) = ifR n {e}, LZ] u v s'(Rz)
zel

ce qui réduit le probléme & 1'appartenance de s'(Rz) a QR(2k2) pour tout z € Z.

n

Coome R cz*z2z'*, R = v L ,L' .odL .,L' ,eRat,L .cZ¥,
z — 2 5 21T zi z,i z,i z,i —
' o gt ¥ : ' = i ' '
L z,i-S z Z' pour tout i ¢ [1, n] et s (Rz) ‘:l s (Lz,i'L z,i)’ par

i
conséquent il suffit de montrer que s'(Lz i L'z i) € QR(Zkz).
14 3

Par définition, il existe des grammaires linéaires & droite

Gy = (z, Ny, Py, 0), 2 gauche GE(Z' v {z}, N> Py o') vérifiant
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= ]
Lz i L(Gd, o), L 2.3

= A
’ i L(Gg,o),PdENdx(ZNdU{E}),PgEN x

g
(Ng z' v {z}), (zu Ny 0 ' v {z} v Ng) = ¢. Considérons la grammaire

?G=(2uz'u{2},NguNd,P,o) oﬁP=Pgu{(£,u¢)/(g,uqs)ePd}u

P _, t) une grammaire

{(E, 0")/(, €) ¢ Pd}, pour t ¢ Z U 2", G, = (X;» N, P

d'index au plus kz-l engendrant s'(t) et pour tout y e Z

—_— = ' -
Gz (X1 U XZ, 2 engendrant s'(z).
Il est facile de montrer que G_ . = U G, o G est d'index au plus k,,

z,1 = 2
teZuZ'uZ

5 Lz'd) = L(Gz,i’ o) € QR(2k

N-, P, z) une grammaire d'index au plus k

par conséquent s'(Lz 2)

D'ol i(Ll, L2) est d'ordre 2k2

Examinons maintenant le cas oii L2 est d'ordre impair. Si Ll ou L2

est régulier, il est clair que O(i(Ll, L2)) = sup(O(Ll), 0(L2)). Par contre

si L1 et L2 ne sont pas rationnels, rappelons un résultat di & Greibach :

Proposition 1.21 [22]

Sodent L, L, deux Langages définis sun des alphabets disjoints, L, un cone
nationnel. ALons L(Ll, L2) e Rat [0 L 4implique que s04%t L, € Rat, 4041

L2 e L.

*

2

1’ 2+l, X, n X, = 0, kl < 2k2+1. Comme L, L,

X;, O(i(Ll, L2)) 2 O(L1 L2) qui est égal 3 2k2+1 [Proposition I.6].

Soient L, ¢ X;, L

1 cX

9 deux langages quasirationnels non rationnels

avec O(Ll) = k 0(L2) = 2k

*

l(Ll’ LZ) n Xl

Ainsi

Lemme 1.22

Soient deux Langages quasirationnels L., L, non rationnels définis sur

17 72

des alphabets disjoints d'ordres nespectifs k, » 2k,+1 avec k, < 2k, +1.

2 2

Alons 0(1(Ll, L2)) = 2k2+2.
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Démonstration

D'aprés le lemme I.19, i(Ll’ LZ) € QR(2k2+2). Supposons que i(Ll’ L2) €

QR(2k2+l) = Rat [J QR(2k2) alors soit L, ¢ Rat soit L2 € QR(2k2) ce qui

1

n'est pas le cas. Par conséquent i(Ll, Lz) est d'ordre 2k2+2.

‘'Par contre, pour les autres cas, on ne peut pas déterminer 1l'ordre
de i(Ll, L2) en fonction uniquement de O(Ll) et 0(L2). En effet, si on
9 = {cP u® v® 4P ¢

p, s 2 0}, il est facile de voir que i(Lz, SZ) est d'ordre 4, ce qui nous

prend X = {a, b, ¢, d, u, v}, s, = {a" b®* /n20}, L

permet de démontrer le résultat suivant :

Lemme 1,23

Pour tout k 2 0, 4 existe des Langages L , L" d'ondne

ak+s® L okas Lokas
2k+4, S, d'ondre 2 déginis sur des alphabets disjoints tels que

Or[i(L Sz)] = 2k+4,

2k+4°
. [ -
ofi(L Pkt 82)] = 2k+5,
2 11} =
Démonstration

La construction des langages se fait par récurrence. Les langages employés

seront tous définis sur des alphabets disjoints.

. _ n .n . = ¥ '
Soient S, = {cd" /n=z2o0}, 32 une recopie de 5,, L, <5,>, L'y,

" 2
L 2 des recopies de LZ'
Posons pour tout k 2z 0,

ny
Low+s = “Loksa Loge2”

] = ”n
Lot = Lokeo Logss

” = 1
Looket ™ <L okes”

ol E2k+2 est une recopie de L L et L" sont définis sur des

2k+2? T2k+4 2k+2

alphabets disjoints.
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I1 est clair que L sont d'ordre 2k+4 pour tout

1 A1)
2k+4° L 2k+4’Y 2k4s

La démonstration du lemme se fait par récurrence sur k

= Pour L, il est facile de construire une grammaire d'index 2 engendrant
i(L4, S2), par conséquent OEi(L4, SZ)] = 4.

- ' = 1" : ' - 2 " " .
En prenant L 4 L 9 L4, nous avons i(L 4 82) i(L 99 Sz).L4 UL 2.1(1..4,82),r

2 E_X*, S2 E.Y*’ L4 E.Z* avec X, Y, Z disjoints

x ok .oy
R SZ) n XuyY) Z =1i(L 2 SZ)' L

et i(L',, §,) € QR(5). §i L"

4°

deux 3 deux, alors i(L' qui est

4
d'ordre 5. D'oil i(L'é’ SZ) est d'ordre 5.

4

- L"4 &tant &gal 3 <L"_, L >, il est clair que i(L"

2 T4

les mémes alphabets que précédemment i(L"

4 82) € QR(6). En prenant

4 SZ) n a*(X U Z)* Y* b* =

<i(L"2, Sz), L,>. D'ol i(LHA’ 52) est d'ordre 6.

4

. Supposons la propri&té vraie jusqu'd k-1 et montroms la pour k
- Pour L2k+4’ il suffit de construire une grammaire d'index k+2 engendrant

1(Lypsy> Sp)- Comme O(i(L o = 2,,,» on obtient

2k+4? S2)) 2 k44 S2)

aisément 1'ordre de i(L s

2k+4° 2)'

- Pour L'2k+4 et L"2k+4’ les démonstrations sont analogues & celles de

L'4 et L"4 en tenant compte des hypoth&ses de récurrence.

En reprenant les mémes langages, le résultat suivant s'obtient

3 partir du lemme I.21,

Lemme 1.24

Pour tout k 2 0, fout Langage S d'ondre 2k+3, L existe des Langages

Lowesr Lokes Lokes
. . 1 : 1

de celul de S Zels que 1(L2k+4,8) est d'ondre 2k+4, i(L ey S) 2k+5 et

, L" d'ondne 2k+4 définis sun des alphabets disfoints

i(L"2k+4’ S) 2k+6.
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De ces deux derniers résultats, la généralisation suivante s'en

suit facilement :

Proposition 1.25

Pour tout k 2 0 et tout k' e [2, 2k+3], {L existe des Langages Ls Ly, Ly

d'ondne 2k+4, un Langage S d'ondre k; défini sur un alphabet disfoint de

ceux de Lys Ly, L, veigiant
O(i(Ll, S)) = 2k+4
O(i(Lz, 8)) = 2k+5
= 2k+6,

0(i(L,, §))

Nous avons un résultat similaire si le langage oli 1'on insdre est

d'ordre impair :

Proposition 1.26

Pour tout k 2 1, 4L existe des Langages L L, d'ondrne 2k+3, un Langage S
non nationnel d'ondre p < 2k+1 tels que i(L,, 8) est d'ondre 2k+3 et

i(L2, S) d'ondne 2k+4.

Démonstration

) -
Pour tout k 2 1, les langages L2k+3’ L ok+3 Vont dépendre des langages

" s o e
L2k+2 et L 2k+2 définis précédemment.

V]
2k+3 = Foke2°Foksn

n .
ol . L2k+2 est une recopie de L

En effet, L

2k+2
. L2k+2’ f2k+2’ L"2k+2 et S sont définis sur des alphabets disjoints.

-

La démonstration est identique 3 celle du lemme I.22.

Mais le probl&me reste ouvert si Ll est d'ordre 2k ou 2k+] et L2

d'ordre 2k. En effet, il est facile de vérifier que 2k+l < OEi(Ll, 12)3 <

2k+2 mais on ne peut pas affirmer que la borne inférieure peut &tre atteinte

on non. Il semble que :
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Confecturne 1

Soient deux fangages quasirationnels L, et L, déginis sun deux alphabets

1

disfoints, d'ondres nespectifs 2k+1 et 2k (k > 0). Alors i(L, L,) est

d'ondre 2k+2.
Ce qui nous permettrait d'avoir.
q

Conjectunre 2

Soient deux Langages quasirationnels L, etL, d'ondre 2k (k > 0), définis

sun deux alphabets disjoints X, et X, Alons i(L Lz) est d'ondre 2k+2.

1 1’

En effet, soit L', une recopie de L, sur un nouvel alphabet X'

1 1

Considérons le langage quasirationnel Pl = LI.L'1 d'ordre 2k+1. Il est

1’

facile de montrer que

- = £ ] 2 L

1(Pl, L2) 1(L1, L2).L 1 Y Ll'l(L 1° L2)

qui est d'ordre 2k+2 d'aprés la premidre conjecture. D'oli soit i(LJ’ L2)
L'l, soit Ll.i(L'l, Lz) est d'ordre 2k+2 par conséquent soit i(Ll’ L2)

soit i(L'l, L2) 1'est aussi.

Ainsi nous pouvons résumer les résultats de ce paragraphe
dans le tableau suivant en prenant soin de définir les langages Ll et L2

sur des alphabets disjoints,
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O(Ll) O(Lz) Conditions 0[i(Ll, Lz)]
k] = ]
kl k2 ou sup(kl, k2)
k2 =]
k1 2k2 1 < k1 < 2k2 2k2
kl 2k2+l < kl < 2k2+l 2k2+2
2kl
2kl k2 Zkl > k2 > 1 2k1+l
2k _+2
1
2k1+1
2kl+1 k2 2kl > k2 > ] 2k1+2
2k 2k+1?
2k+1 2k 2k
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D. PERMUTATION CIRCULAIRE MARQUEE

Définition I.27

Deux mots f et g sont dits conjuguls s’il existe deux mote u et v tels que
f = uv et g = vu. Etant donné un langage L défint sur 1l'alphabet X, on note
conf (L) le langage

eonj(L) = {f /| 3 g, g el £, g sont conjugués}.
Un langage L est germé par conjugaison si conj(L) = L. Par extension, on
dira qu'une famille de langages L est fermée par conjugaison si L € L

tmplique conj(L) € L.

I1 est facile de voir que Rat est fermé par conjugaison et que si Ll
et L, sont deux langages définis sur 1'alphabet X, # ¢ X, conj(Ll # n LZ#) =

conj(Ll #)nconj(L2 #). Nous allons montrer que :

Lemme 1.28
Sodient h un homomonphisme alphabétique de X dans Y, L, un Langage défini sur
X, L, un Langage dégind sun Y, # ¢ X, § ¢ Y. Alons 4L existe un homomorphisme
alphabltique g de X v {#} dans Y u {6} tel que

conj(h(Ll)G) = g(conj(L1 #))

conj (h"(Lz)#) = ¢ (con;j @, ).

Démonstration

Considérons 1'homomorphisme alphabétique g de X u {#} dans Y u {8} défini

par g(x) = h(x) si x ¢ X et g(¥#) = &.

Soit w € conj(h(Ll)S), w=vSduoluve h(Ll)' Par conséquent il

existe xl x2 € Ll

w = h(xz) 8 h(xl) = g(xz) g(#) g(xl) = g(x, # x;) avec X, # X € conj(L1 #).

tel que uv = h(x1 xz) oi u = h(xl), v = h(xz). Ainsi

Réciproquement, soit w € g(conj(L1 #)).I1 existe X, # X, € conj(L] #)

tel que w = g(x2 # xl). g €tant un homomorphisme, w = g(xz) g(#) g(xl) =



41

h(xz) 8 h(xl) oll h(x1 x2) € h(Ll)' D'oll w € conj(h(Ll) §) et conj(h(Ll)G) =

gleonj (L, ).

De méme on démontre de fagon analogue que conj(h-l(Lz)#) = g_l

(conj(L2 §8)).
0

Ces résultats nous permettent d'obtenir le
Lemme 1.29
Soient T une trhansduction nationnelle de X dans Y, L un Langage dégini sun
2'alphabet X, # ¢ X, & ¢ Y. 12 existe une transduction rationnelle t' de
X u {#} dans Y v {8} zelle que

conj (T(L)S) = T'(conj(L #)).

Démonstration

T étant une transduction rationnelle peut se décomposer en T=go n R o h_
oli g et h sont des homomorphismes alphabétiques, R un rationnel défini
sur Z et £ ¢ Z,

conj (T(L)§) = conj(g(h ' (L) nR)&)

g, (coniL (0™ (L) n BED)

g, (conilh ™' (L)E] n conjlR EJ)

g, (b  (conj(L #)) n conj(R £)]
ol g, et h1 sont des homomorphismes alphab&tiques et conj(R £) ¢ Rat., D'ol
7' = g, on conj(R &) o h;l.

N

Soient Sym = {w P v {a, b}*}, 6§ ¢ {a, b, a, b}. Comme il est
facile de montrer que conj(Sym §) ¢ QR(3), nous pouvons déduire du lemme

précédent que :

Conollaine 1,30

Pour tout Langage Linaire L défini sun X, # ¢ X, conj(L #) ¢ Rat (J Lin,

1
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Démonstration

Comme L € Lin, il existe ume transduction ratiomnelle T telle que L = T(Sym).
D'aprés le lemme précé&dent, conjlT(Sym)#] = 7' (conj(Sym 6)) ol T' est une

transduction rationnelle. Par conséquent conj(L #) ¢ Rat [J Lin.

Rappelons la définition de 1'opération insertion qui est une

substitution particuliére.

Définition I.31

Une substitution & est une insertion sur L c X* s'il existe un sous
ensemble T c X, tel que L ¢ (X \ T (T v {eD X \ T et ¢(a) = {a} pour
tout a € X \ T. ST pour tout a ¢ T, ¢(a) € L, on dit que ¢ est une

L-insention.

Définition I.32

Sotent LI’ LZ deux familles de langages, LJ N LZ = {d@) / L ¢ Ll’ & une

LZ—insertion sur L}.

Lemme 1.33 [2]]
S{ L, et L, sont deux Langages définis sur des alphabets disjoints, alorns

C(Ll) v C(Lz) = C(i(Ll, Lz)).

Comme toutes les démonstrations faites jusqu'3 présent sont
facilitées par l'introduction du marqueur de fin de mot, il est naturel
de définir une nouvelle opération, notée cir par cir(L) = conj(L #) ol L
est un langage défini sur un alphabet X, # ¢ X. Ce qui nous raméne &
étudier conj (L #) pour pouvoir &noncer des résultats sur cir(L). En effet
€tant donné un langage L défini sur un alphabet X, pour tout § ¢ X, conj(L 6)

est isomorphe & cir(L).
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Remarquons que pour tout langage quasirationnel L, cir(L) 1'est

aussi. Pour déterminer une borne supérieure de 1'ordre de cir(L) en

- fonction de celui de L, essayons de trouver une expression simplifiée de

cir(s(L)) oli s est une Lz-substitution et L2 un cOne rationnel ou plus

précisément de conj(s(L)#).

Lemme 1.34

Soient L c X1, 8 ¢ X;s L, un cone rationnek, s une L,-substitution de
X) dans X', # ¢ X. Alons il existe des Ly-insentions ¢ (x ¢ X,) tebles

que L, = conj(s(L)¥) = v ¢ (conj(s(x)#))
x
xe)(1

ol L3 = C(conj(L 8)) O L2.

Démonstration

’ . P . . * *
Pour tout x ¢ Xl’ considérons les transductions rationnelles Tx de X dans X

ces s - * . . P
définies par Tx(w) = X ! w pour tout w ¢ X et les insertions @x définies

par @x(y) ysiy##et

o, (H)

s'(TX(conj(L 8)))
ol s'(x) = s(x) pour tout x ¢ X,
s'(6) = #

Ainsi conj(s(L)#) = u ¢_(conj(s(x)#))
xeXl X

En effet, soit w € conj(s(L)#), w=v # u oli u v ¢ s(L). Il existe

t=t, ...t el tel que tj € X, pour tout jell, i1, uv e s(t) et

u=u uy, v=v, v, olluv,e s(tn), up € s(tl "'tn-l)’ v, € s(tn+l"'ti)'
Par conséquent w ¢ v, s(tn+1 ces ti) # s(t1 cos tn—l) Uys V, # u, € conj

¢ : . 1
(s(t )#) et v, v, # u; u, € (v, uz) et we & (conJ(s(tn)#)) pour un t_ € X,

n
Réciproquement, si w ¢ @x(conj[s(x)#]) pour un x € X, il existe
Y € conj(s(x)#) tel que w ¢ @x(y), Y=Y, # Y, oil Yy Yp € s(x). D'ol

Ve ¢X(Y2) ¢x(y) @x(yl) =Y, s'(Tx(conj(L 8))) Y i.e. que w ¢ Yo s'(2) Y
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pour un certain z e Tx(conj(L §)) autrement dit z = z, 8 z, ol 2, x 2z, € L.
- » #
Ainsi w ¢ Y, s(z2) s(zl) Y, avec s(zl) Y)Y, s(zz) € s(zl X zz) cs(L) et

w e conj(s(L)#).

Ainsi, nous avons le

Lemme 1.35
Poun tout Langage quasirationnef L d'ondre 2k(k > 0) ou 2k+1(k = 0),

cir(L) ¢ QR(2k+2).

Démonstration

On peut supposer L 5.X+ avec ¥ ¢ X. La démonstration se fait par récurrence
sur l'ordre de L. Considérons les deux cas :

* O(L) = 2k+] avec k 2 0

- s5i k=0, conj(L #) ¢ Rat c Lin = QR(2)

- supposons la propriété vraie jusqu'id l'ordre 2k-1 (k > 0). Soit L e QR(2k+1),
L = s(R) oli s est une Lin-substitution, R E.Z*’ 8§ ¢ Z, R € QR(2k+1).

D'aprds le lemme précédent, il existe des L.-insertions @z telles que conj (L#)=

3
conj(s(R)#) = u @z(conj(s(z)#)). Comme s(z) € QR(2), conj(s(z)#) ¢ QR(3)
zeZ
[Corollaire I.31]. Par hypoth&se de récurrence conj(R 8) ¢ QR(2k), Ty étant
une transduction rationnelle, Tx(conj(R 8)) € QR(2k) et s'étant une Lin-

substitution s'(Tx(conj(R 8))) e QR(2k+2) et Qz(conj(s(z)#)) € QR(3) "

QR(2k+2) c QR(2k+2) [Lemme I.34, I.20] ainsi que conj(L #).

* O(L) =2k k>0

I1 est clair que L € QR(2k+1), d'oll conj(L#) ¢ QR(2k+2).

Si L est d'ordre 2k(k > 0), nous pouvons donc affirmer que
2k < O(cir(L)) < 2k+2. Montrons que pour tout k > 1, ces bornes peuvent &tre

atteintes :
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Lemme 1.36

Pour tout k > 1, 4L existe des Langages L, L', L" d'ondre 2k tels que
0(cir(L)) = 2k,
OCcir(L')) = 2k+1,

0(cir(L")) = 2k+2,

Démonstration

I1 suffit de considérer les langages suivants définis par récurrence

n
Lok+2 = Loy Loy’

n -
' =
Loore2 = Log Lo” Lop-Lox

L"2k+2 =s({a" u xPyp vb /mn, pz0})

%Zk s(u) = L2k s (x)

b, s(v) = b s(y)

L, ={c"a"/ n > 0},

Lok

Q
cr
(/]
—
[
~
[}

/]
~
(=
~
]

b

- N Ry . ys s s
L2k’ L2k sont des recopies de L2k sur des alphabets disjoints.

Ainsi, il est facile de montrer que O[cir(L = 2k+2, Ofcir(’ 1 = 2k+3

2+2):l 2k+2)

et OLcir(L" )] = 2k+4.

2k+2

De méme, en construisant pour tout k > 0 les langages suivants

= Y ' =
Loke1 = Lok Dol '2xe1 = Loxe1 S2

~ . . Y
ol 82 est une recopie de L2 sur un alphabet disjoint de celui de L2k+1’ L2k

une recopie de L,, sur un alphabet disjoint de celui de L2k’ # une nouvelle

2k

lettre, nous obtenons O[conj (L #)] = 2k+1 et Ofconj (L’ #)1 = 2k+2

2kt] 2k+1

que nous pouvons énoncer comme suit

Lemme 1.37
Pour tout k > 0, L existe des Langages quasirationnels L et L' d'ondre

2k+1 Zels que cir(L) est d'ondrne 2k+1 et cir(L') d'ordrne 2k+2.



46

Mais le probléme reste ouvert si L ¢ Lin, pourtant il semble que

cir(L) € Lin implique L € Rat. Ce qui est &quivalent 2

Conjecture 3

Tout langage LinZaire fermé par conjugaison est nationnel.

Notons la dépendance de ce résultat avec la conjecture suivante :

Conjecture 4

Poun tous Langages Linéaires L, etl, déeginis sur des alphabets disjoints,

i LZ) e Rat [0 Lin Ampfique L. ou L, e Rat,

1’ 1 2

En effet, nous avons

Proposition 1.38

Poun tous Langages LinZaires L, etL, déginis surn des alphabets disjoints
X, et X2, avec # ¢ (Xl U XZ)’ cir(Ll) appartient 3 Lin implique i(Ll, Lz)

€ Rat [0 Lin.

Démonstration

Soit § une nouvelle lettre. Il est facile de montrer que
i(L;, L) # = (hlconj(conj(L; #) L,61) n (X} u X,)"{#}) o h est

1'homomorphisme alphabétique défini sur X, v X, U {#, 8} par h(8) = € et

1

h(x) = x pour tout x # §. Comme cir(Ll) € Lin, conj(L1 #) € Lin. L,

appartenant 3 Lin,conj(conj(Ll #)Ll 8) € Rat [J Lin ainsi que i(Ll, L2)

O
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SECONDE PARTIE

QUOTIENT ET LES FAMILLES DE LANGAGES ALGEBRIQUES

I. LES LANGAGES A UN COMPTEUR

II. LES LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES ET
LES LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS
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CHAPITRE I

LES LANGAGES A UN COMPTEUR

A. QUOTIENT ET TRANSDUCTIONS RATIONNELLES

B. QUOTIENT ET LANGAGES A UN COMPTEUR

C. EXTENSIONS
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A. QUOTIENT ET TRANSDUCTIONS RATIONNELLES

Le quotient (& gauche) d'un langage Ll par un langage L,s noté L;l L
est &gal 3 {v [/ uv ¢ Ll pour un certain u dans L2} et le quotient (3 gauche
d'une famille de langages Ll par une autre L2 est la famille notée L;l Ll’

P -1 .
définie par {Lz L /L, el,, L e Ll}'Ll est clos par quotient par L,

. =1 . . =1
si L2 L] c L1 et Ll est clos par quotient si L1 Ll E-LI'

-~

Le quotient & gauche s'obtient de fagon symétrique.

Si 1'on définit un troisidme type d'opération quotient par

L, // L, = {uw / uvw ¢ L, pour un certain v ¢ L2} ot L, et L, sont des

1 2
langages et Ll // L2 = {Ll // L2 / L] € Ll’ L2 € L2}, i1 est facile de
voir que les propriétés vérifiées par //restent vraies pour les quotients

3 gauche, 3 droite.

Dans ce paragraphe, nous allons d'abord montrer que si L et L'
sont des cOnes rationnels alors L' // L 1'est aussi. Pour cela, nous
montrerons que pour L ¢ L et L' ¢ L' 1'image de L' // L par une transduction
rationnelle reste dans L' // L. Comme toute transduction rationnelle peut
se décomposer en homomorphisme alphabétique, homomorphisme alphabétique
inverse et intersection avec un langage rationnel [38], il suffit d'établir

les lemmes suivants :

Lemme I1.1
Soient L et L' deux cones nationnels. Pour L, L', R c X" avee L e L, L' € L’

et Re Rat, (L' // L) nRel" // L.

Démonstration

Soient #, § deux nouvelles lettres. Alors L, = # L B ¢ L et i(R, # X #) € Rat.

1

Comme le shuffle avec un langage rationnel est une transduction rationnelle
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[191l, L'l =Ly {#, B} ={u#vpgw/ uvwel'} el', d'od
L"l = L'1 n i(rR, # x* B) e L'. Alors il est facile de montrer 1'égalité

L' // L= L"1 /7 L1 et nous obtenons le résultat.

Lemme 11.2
Soient h : Y© > X un homomonphisme alphabétique surfectif et L, L' des
fangages definis sur L'akphabet X. Aors hI L' // 1) = bl /mTi@).

Démonstration

Soit u ¢ h-l(L' // L). Alors h(u) e L' // L et u'l v u'2 € L' pour un

certain v ¢ L et une certaine décomposition h(u) = u' !

i u 2 Comme h est

. ce . -1 ~ L
surjectif, il existe v' ¢h "(v). En plus h &tant alphabétique u peut se

décomposer en u, u, tel que u',= h(ul), u'2 = h(u2) et u, v' u, €

1 72 1 1 2

' v u'y) € nlan denuwen @y /70l @w.

1

L'inclusion inverse est &vidente pour tout homomorphisme.

Lemme 11.3
Sodient L, L' deux cones nationnels. Alons L' [/ L est fermé par homomorphisme

alphabitique Linverse.

Démonstration

Soeint L e L, L' ¢ L' ot L, L' E.X* et h un homomorphisme alphabétique
de Y" dans X*. Posons X = {x / x ¢ X} et définissons 1'homomorphisme
alphabétique g : (Y u i)* > X" par : ¥y e Y g(y) = h(y) et ¥ x € X
g(x) = x. Ainsi g est un homomorphisme alphabétique surjectif et h—l(L'//L) =
g-l(L' // L) n Y. D'oli, d'aprés les deux lemmes précédents, nous pouvons

déduire que h-l(L' [/ L)y e L'/ L.
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Lemme 11.4
Soient L et L' deux cones nationnels. Alons L' // L est clos par homomonphisme.

Démonstration

Soient L ¢ L, L' e L' o L, L' E.X* et g un homomorphisme de X" dans Y*.
On peut dé&finir facilement une transduction rationnelle t telle que

t(L') = {g(ul) tvg g(v,) / u, v, € L'} ot # et § sont deux nouvelles
lettres. Alors g(L' // L) = t(L') // (#18) ¢ L' // L, d'oli le résultat.

0

Proposition 11.5

Sodient L et L' deux cones nationnels. Alons L' // L est un cone nationnel
contenant L'. En plus 84 L et L' sont clos par union, L' // L Le sera

aussd.

Démonstration

Des lemmes I1I.1, II.3, II.4 nous pouvons affirmer que L' // L est un cdne
rationnel. Comme le langage {e} ¢ L, pour tout L' ¢ L' L' =1L"'// {€} ¢

L' // LetLl'cL' /[ L.

Supposons maintenant que L et L' sont clos par union. Soient L, L1

des langages de L et L', L' des langages de L', nous avons & montrer que

1
@w // v (L'I// Ll) e LY /] L. Pour cela, considérons deux nouvelles
lettres # et $. Ainsi L2 = (#1L) v (¢ Ll) e L et L'2 = (L'l #) v (L'lLlJ £)
€ L' et i1 est facile de montrer que (L' // L) v (L'1 // Ll) = L‘2 !/ L,

0

Dans le cas oli L' est un ¢dne rationnel principal, nous pouvons

énoncer 1l'inclusion suivante :
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Conollaine 11.6

Sodient L' un Langage algébrique défini swr un alphabet X et L un cdne
nationnel clos par union. Aons C ({L'} // L) c C(@') // L.

Démonstration

Comme un cdne rationnel principal est clos par union [20], nous avons, de

la proposition précédente, que C(L') // L est un cdne rationnel clos par

union. Comme {L'} // L c C(L") // L, CU(L' // L) E.CU(C(L') // L)y =C@")//L.
a

Ces résultats tiennent pour les opérations quotient 3 gauche,
quotient & droite. En particulier pour ces deux derniéres, nous avons

des résultats plus précis.

Proposition 11.7

Sodent L' un Langage algébrique dégini sur un alphabet X et L un cine
nationnel clos pan union. Abows L7'c(z) = ¢ (177 1),

Démonstration

11 suffit de montrer que L-l cah) E_CU(L_I L'). Pour cela considérons deux

langages L, L'l E.Y* tels que L ¢ L et L'l e C(L'). Alors il existe un

langage rationnel R ¢ z* et deux homomorphismes alphabétiques h : 2" > X"

et g : z¥ + ¥* tels que L'1 = g(h-l(L') n R)., Nous avons 3 montrer que

L} L, e CU(L"1 L.

Posons L'2 = h—l(L') n R. Comme g est alphabétique, il est facile

de vérifier 1'égalité suivante Lml L'l = L--l g(L'z) = g((g—](L))_].L'é),
-1 1

ce qui nous raméne 3 montrer que L

elett, = n ey,

@ R e cU(L’l L) oLy =g ' (L)

R étant rationnel, il existe des langages rationnels Al’Bl""An’Bn
n
tels que R = v Ai Bi et ¥FuveR, uc Ai et v € Bi pour un i € [1, nl.
i=1
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n

Alors il est clair que L-l(L' nR= u (((L, n A-)“l L')) n B,).
1 3 =1 1 i 3 i
Il suffit maintenant de montrer que pour tout i ¢ [1, nl, (LlnAi)—lL'3=C;]L'3=

' C;l h_l(L') € CU(L_I.L'). Comme Ci € L, le résultat vient de 1'égalité

suivante qui est évidente.
1

-1 -1, , -1 -1,
C;oh @) =h (e, LY.

Lemme 11.§
Sodent L un Langage défini swr un alphabet X, L' un cone nationnel. Alons
L' // ¢{L) = c{L' // L).

Démonstration

D'aprés la proposition I1I.5, L' // C(L) est un cdne rationnel et
L' // L L' // CQL) implique que C(L' // L) = C(L' // C(L)) = L' // C(L).

. . . .0 s *
Pour 1'inclusion inverse, considérons deux langages L., L' ¢ Y od X n Y = ¢,

1’

L € C (L) et L' € L'. Alors il existe un langage ratiomnel R défini sur
un alphabet Z disjoint de X u Y et deux homomorphismes alphabé&tiques

h:z'»x et g ! z*¥ > Y tels que L, = g(h‘l(L) n R). Nous montrerons

1
que L' // Ll e C(L' // L).

Définissons les homomorphismes alphabétiques g, : (Z v Y)* > Y par
1

¥Vzel gl(z) g(z), ¥ye¥ gl(y) =y et h1 : (Z v Y)* > (Xu Y)* par

¥2zelZ hl(z) h(z), ¥y eY hl(y) =y,

Alors le langage L' = hl(gIl(L') n YR Y*) e L' est égal 3

1
{uh(v ) w/ veR, uv ¢ Y*, ug(v) we L'} et i1 est facile de vérifier

que L' // L, = @', // 1) n Y e C(L' // L),

Le dernier résultat de ce paragraphe montre que 1l'opération
quotient peut &tre obtenue en utilisant un homomorphisme effagant et une

intersection.
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Proposition 11.9

Soient L et L' deux cones nationnels. Alons L' // L E_Ha(L' AL) =
{h@L' nL) /L' el', L el eth un homomorphisme alphabitique}.

Démonstration

Soient L, L' ¢ X*oiLeletl' el'.X={x/x e X}). Définissons 1'homo-

morphisme h : ¥+ X par ¥ x ¢ X h(x) = X. Alors L, = X© h(L) X* el et

1
L'1 ={uh(v) w/uvwel'} e L'. I1 est facile de vérifier que
L' // L = W(L'] n Ll) oli T est la projection de X u X' dans X définie

par m(z) = z si z ¢ X, m(z) = € ailleurs,

Conollaine 11.10

Tout cone rationnel clos par intersection est aussd fermé par quotient.

Conollaine 11.11
1

L™ L' cH (L' al).
- o
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B. QUOTIENT ET LANGAGES A UN COMPTEUR

Le but de ce paragraphe est de montrer que la famille des langages
a8 un compteur, Rocl = C(D':) est fermé par quotient 3 gauche (& droite).
Commengons par montrer que Alg—l.Rocl = Rocl. En employant la proposition
I1.7, il suffit de montrer que Alg—l D'Y < Rocl. Pour cela, considérons
 les langages algébriques sur deux lettres A = {a, b} et montrons que pour
tout langage algébrique L E.A*’ il existe un langage rationnel R c a”

1 1

p'¥.

tel que L™ 1

v * _ =
D 1 R

Nous utiliserons les notations suivantes

*
= Pour tout w € A

.-d(w) ]w]a - lwlb

. d(w)

sup {-d(w')|w' est un facteur gauche de w}
. uw) = b al od i =d(W) et j = i+d(w)
Ainsi D'T

UwV e D': si et seulement si u H(w) v ¢ D':.

{weA" /dw) =dw) =0} = {wed /uw =c}et ¥u, v ea,

- Pour tout langage L ¢ A*, @) = {pw) / we Ll et p' ) = (L) n a*. Un
langage L E.A* est dit y-natdlonnel si ¥ i > O,u'(a1 L) est un langage

rationnel.
- Enfin M désignera la famille {L E.A* / L est py-rationnell.

Commengons par montrer que tout langage algébrique L E.A* appartient

38 M. Nous avons besoin des résultats suivants :

Lemme 11.12
Soient L un Langage unaire défini sur L'alphabet {a}, i un entiern strictement
positif et R Le fangage (ab)*. Afors R™'L et RL sont des Langages nationnels.
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Lemme 11.13
La famille M est fermie par union, produit et Etoile, d'ol Rat O M = M.

Démonstration

Comme u'(al(L ulL")) = u'at L) v u'(a1 L'), M est fermée par union.
Soient L, L' ¢ M, nous avons & montrer que LL' ¢ M ainsi que L.

Soient i un entier 2 0. Alors, il est clair que u'(ai LL') =
u'(u'(afL L)L') = u'(R L") ol R est un langage rationnel inclus dans a*.
Alors R est une union finie de langages de la forme as(at)*. Ainsi,
pour montrer que U(R L') est rationnel, il suffit de montrer que
" = p'(as(at)*i') 1l'est. Si t = 0 alors L" = u'(as L') est rationnel
par hypothése. Si t > 0, il est évident que L" = (at)* L" et du lemme

précédent, 1" est rationnel.

Pour 1'opération &toile, considérons Ll = p'(a1 L*). Si L1 est

AP . . s ess . *
fini, il est rationnel. Si L, est infini, il existe w ¢ L tel que

1

ol t > 0. Alors L1 = u(a1 W L*) = u'(u'(a1 w*)L*) =

¢ Rat par le lemme précédent.

' . .
v @t = Jitt

wat@h) = @O 1

Lemme 11.14

Sodient i e N et 6 = (A, N, P, S) une grammaire algébrique satispaisant

La proprniéte suivante

(P) 4L existe une dénivation S %> uSvollu, ve A*, u(a:.L u) € ai a”
et s04t d(u) # 0 s0it d(v) # 0.

Alons 1' (a* L(G)) est un Langage rationnel.

Démonstration

Par hypothése L(G) = {u" wv" / n 20, w e L(®}, ua* v) = a**¥ on

k=d() =20 et pulv) = b° at o k' = d(v) = t-s.
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Alors L' = u'(a1 L(G)) =L, ulL, ol

1 2

L,={al e L'/ j<s}eRatetl

1 ={al eL' /j 2 s}

2

Ainsi i1 suffit de montrer que L2 € Rat. Nous distinguons trois cas :

Alors L2 = (ap)* L., € Rat. En effet, si al ¢ L2, alors al = u(a1 w)

2

pour un certain w ¢ L(G). Comme, pour tout n > O, utw vt oe L(G), 1l est

facile de montrer que dat u" w vn) = j + np. D'ol @)™ al ¢ L, et

Py* =
(a*) L2 LZ'

Second cas : =p = k + k' < 0,

—— — " s e

Alors k' < 0 et s > t. Nous montrerons que L2 = ((ap)*)-—l L2 n

s *
a a ¢ Rat.

Pour cela, considérons a" e L2, w ¢ L(G) tel que a® = u(al w) et

n € N vérifiant £ = m-np > s. Alors utw vl e L(G), d(a* W vn) = a£ et
comme a(al u) = 0, d(u) 20, £ =2 s > t, on peut vérifier que a(a1 u? w vn) = 0.
d'oll 1'égalité.

Ainsi aZ = u(a1 u v vn) € L2

Troisiéme cas : k' + k = 0 avec k > 0.

Soit L = {al / j = d(a® w) ot w € L(G)} et montrons que L, =L n a°® a”.
J 2

I1 est clair que L2 cLn a® a".

Pour l'inclusion inverse, prenons al ¢ L o j = s. Alors, il existe

w e L(G) tel que j = d(a* w) et d(w) = r. Ainsi W wvt e L),

r

i . r . . . g
d(a” u w vr) = j et coome d(u ) 2r, j 28 >t, il est facile de vérifier

que a(a1 ut w vr) = 0.

j T

Ainsi a’ = u(a1 u w vr) € L2 et L2 =Lna®a". 11 revient 3 montrer

que L est rationnel. Pour cela, considérons L' la fermeture commutative de
i . 1 s
a” L(G). Comme 1'alphabet A ne contient que deux lettres, L' est algdbrique

[31] et L = ((ab)*)-1 L' n a" est un langage algébrique unaire, donc rationnel.

0
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Lemme 11.15

Tout Langage algébrique L c A" est u-nationnel.

Démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre de variables non
terminales de la grammaire algébrique engendrant L. Plus précisément,
pour une grammaire algébrique réduite G = (A, N, P, S) et pour B ¢ N,

Acc(B) désignera 1'ensemble {C ¢ N / B é> u Cv pour u, v ¢ A*}.

Alors 1'hypothé&se de récurrence peut s'énoncer exactement comme
suit :
(Hn) Si G = (A, N, P, S) est une grammaire algébrique ré&duite telle que
Acc(S) contient au plus n &léments, alors L(G) est p-rationnel.

(Ho) est vérifiée car si n = 0, L(G) est fini.

Considérons, maintenant, une grammaire algébrique réduite G = (A, N, P, S)

telle que Acc(S) contient n+! &léments avec n 2 0. Distinguons les deux cas :

Premier cas : S € Acc(S)

Prenons i € N. Si G vérifie la propriété (P) du lemme précédent

alors u'(al(L(G))) € Rat et L est py-rationnel.

Sinon prenons un entier k vérifiant ¥ B ¢ N tel que S e Acc(B), il
. . . * . * .
existe une dérivation B Z> uSvolu, veA et {ul] £ k, alors il est

facile de montrer la propriété suivante

(Q) Il existe un entier positif k tel que si S %> uBvolue A*, d(a* uv) =0,

B e Net S ¢ Ace(B) alors d(u) < k.

Considérons, maintenant, la grammaire réguliére G' = (A',N',P',(i,s))

Au @\ {s})

ol A'

N' = [0, i+k] x N

P'=P' uP' ot
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P'l ={(q, B) > (p, O) v/ ve A'*, il existe u ¢ A* véfifiant u(aq u) = ap

* .
et u' E> u pour un certain u' tel que B+ u' C v ¢ P}

P'2 ={(G,8) +alv/vedA", s+veP}

Nous avons 3 définir d'autres grammaires. Pour B ¢ N" = N \ {s},
Gy désignera la grammaire réduite construite i partir de la grammaire
A, N, P, BDouP"={C>ueP/CeN'5ue (Au N")*}. Nous montrerons
que u'(aiL(G)) = p'(s(L(G'))) oll s est la substitution définie sur A' par

s(a) = {a}, s(b) = {b} et ¥ B ¢ N" s(B) = L(GB).

Soit at e W (s(L(G"))). Alors il existe w' ¢ L(C') et w ¢ s(w")

J ..t '
why w', et
* .

w' E> al v = w. Par construction de G', nous obtenons S -+ w'l e P et

Dqs i \ ] ) t
ou S a> uw 1 w 2 a> uv avec

tels que at = u(w). Ainsi (i, s) é%> (j, s) w'2 57> a

S %> u S w'2 ofi u e A" et u(a1 u) = al.
G

¢ . . . .
a = u(al v) = u@wv) = u@" w) € p'@LE)).

Pour l'inclusion inverse, soit at € u'(al(L(G))). Alors at = u(alw)
pour un w € L(G). Considérons une dérivation gauche 3 partir de S jusqu'a

w dans la grammaire G. En considérant dans cette dérivation le dernier mot

ol S ft, n bt s 2!; s v & §£> = wet
U S apparait, nous obtemons 5 £> w, S v c vy uv c VW, =we
W, € s(u v). De la propriété (Q), u(a1 wl) = al avec j € i+k et par

construction de G', nous avons dans G' la dérivation suivante :

. * .
(i, s) ET> G, s) v i al uveL@Y.

Ainsi " = u(a’ v, w,) = u((a'w)Iw,) = u(a’ w) € u(s(a? uv) < uGs@EH).
De 1'hypothése de récurrence, ¥ z ¢ A', s(z) est u-rationnel et comme L(G")
est un langage rationnel, nous obtenons du lemme II.13 que s(L(G')) ¢ M

d'ot p' (@t (L(G))) = p'(s(L(G'))) est rationnel.

Second cas : S ¢ Acc(S).

Alors L(G) = s(F) oli F est 1'ensemble fini suivant {u/S - u ¢ P} et
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s la substitution définie au premier cas. Soit B ¢ N" = N \ {S}. Si B ¢ Acc(B),
s(B) est y-rationnel (cf. Premier cas). Sinon nous pouvons appliquer 1'hypo-
" thése de récurrence. D'oli ¥ z € A' s(z) est p-rationnel et L(G) = s(F) est

p-rationnel.

Proposition 11.16

Alg_l Rocl = Rocl, 4.e., fa famille des Langages & un compfeur est feamée

par quotient a gauche par un Langage algébrique.

Démonstration

1

De la proposition II.7, Alg-1 Rocl = Alg-.l C(D'l*) = CU(Alg- D'?). Ainsi

il suffit de montrer que pour un langage algébrique L, L.-l D’T € Rocl.
Nous montrerons que L_1 D'; = R-1 D'T ot R=u"(L n A).

. -1 % ' * . *
Sivel D 1° alors uveD 1 pour un certain u € L n A . Comme

*

d(uv) =0, d(u) =0 et pu) = al ¢ '@ n A*) = R. En plus, uv ¢ D'l

*

1 d'oll v € R_1 p'Y,

implique que u(u) v ¢ D' 1

1 D'T, alors al v « D'Y avec a’ ¢ u(L n A*).

*

1

Réciproquement, si v ¢ R

*

implique uv ¢ D'l

Prenons u € A* n L tel que u(u) = al. Alors u@) v ¢ D'

l D'*

et v ¢ L- 1

Du lemme précédent, R = u'(L n A*) est un langage rationnel. D'oili

L} D";‘ =g D"I* € C(D"l‘) = Rocl.

Conollaine 11.17

La famifle des Langages & un compteur est ferme par quotient & gauche.
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C. EXTENSIONS

Une question qu'on peut se poser est peut-on étendre ce résultat

a la FAL générée par Rocl ?

Remarquons d'abord que pour Lin, une autre sous famille classique
de Alg, nous obtenons un résultat complétement différent. En effet, il est
facile d'établir que tout langage récursivement énumérable est le quotient

de deux langages linéaires.

Proposition 11.18
-1

Lin ~ Lin = r.e.

Démonstration

Comme r.e. est un cOne rationnel clos par intersection, r.e. est clos par

quotient [Corollaire II.7] et Lin-1 Lin ¢ (r.e.)'l r.e. = r.e,

Pour 1'inclusion réciproque, considérons un langage récursivement

énumérable L c X*, engendré par la grammaire G = (X, N, P, S) oii P E.N+ x v*.

En gros, nous construirons deux langages linéaires qui permettent
de simuler une dérivation dans G et d'effacer par quotient cette dérivation

excepté le dernier mot.

Soient V=X uNetY =Vuy {=> <=},
Pour u ¢ V*, R désignera le mot mirroir de u. Définissons deux langages
sur l'alphabet Y :
R
L, {un <= ..., <= u
R __ R
L2 {un <= ,.. < U

R . +
] <= S => Up oee. =>ug =/n2>1, ¥1¢€ [1,n] u, € vV}

<= uR =>vVv ...=v/n20,s=u, ¥iel[l, nl,
o o n o

*
u., v. ¢ V et u, => v.}
1 1 lG 1

Ll est un langage linéaire engendré par la grammaire G, = (Y,NI,PI,U)

1
ot P, = {(o, o, =>), (01, S)} u {(ol, a; o, ai) / a, e Y}
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On peut aussi construire une grammaire linéaire G2 = (Y, NZ’ P2, o)

engendrant L2 ol P2 = {(Ol’ <=0 =>)} U {(09 uR Ul v) [ (u, v) € P} v {(0’=>)}.

Enfin il est facile de vérifier que L = LII L, n X*, d'oli L € C(L;]Lz)

E_Lin-1 Lin.

De cette proposition et de la proposition II.9, nous déduisons un

résultat de Baker et Book.

Conollaine 11.19 [23

Tout Langage n.e. est L'image par un homomonphisme alphab@tique de

L' intesection de deux £indaines.

Cornolhlaine 11.20

Lin // Lin = r.e.

Considérons maintenant Ocl = Rat [J Rocl, la FAL engendrée par Rocl.

Alors les langages L, = a{p® a%/n = 1}" et L, = {a" bzn/n > 1}” appartiennent
n
a3 Ocl. Il est clair que le langage L' = {b2 / n 21} est égal & LII L, n b

d'oli L' € C(LI1 LZ) < 0c1”} Ocl \ Alg. Ocl n'est pas clos par quotient et

nous pouvons énoncer :

Proposition 11.21

0c1™! 0cl n'est pas incfus dans Alg.

Nous pouvons nous demander si on aura le méme résultat pour la
famille Ror.'l-.l Ocl. La réponse est non. En fait, par la proposition II.l6

et le lemme suivant, nous avons Rocl.-1 Ocl = Ocl.

Lemme 11.22
Sodlent L, et Lz deux cones rationnels.
Atons 17'(Rat O L) c Rat O (((Rat D L)™' LD7! L)),
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Démonstration

Soient L, e Ll et L, € Rat 0 L2' Alors L, = s(R) oll R est un langage rationnel
inclus dans z* et s une L2 substitution.

n
Comme R est rationnel, R= u A, z, B, oi ¥i ¢ [1, n] A., B, ¢
jop 271 i* i
Rat, z, € Z et ¥uzveRaveczelZ, il existe i € [1, n] tel que u ¢ Ai’

z=2 etveB,. Alors il est facile de vérifier 1'égalité
n
-1
u ((s(a;)
=]

qui implique clairement le résultat.

LII s(R) =
1

L7 s(z))) @)

1 -1
L2 et (Rat L2) Ll

alors nous obtenons LIl(Rat O L2) = Rat [] L2. Dans le cas ol Ll = L2 = Rocl,

Si (Rat [ LZ)— sont inclus dans Rat [ L2’

Ocl_l Rocl _C_:_Algml Rocl = Rocl < Ocl d'ol 1la

Proposition 11.23

Rocl—].Ocl = QOcl.

De la proposition II.18 ou II.2l, il est clair que Alg n'est pas
clos par quotient. En plus, on est amené 3 se demander si on peut avoir un
résultat similaire & celui de la proposition II1.16, plus précisément

Roc:l_1 Alg = Alg i.e. que Alg peut &tre clos par quotient par un langage 3

un compteur.

Pour obtenir une réponse négative 3 cette question, il suffit de
trouver un langage L ¢ Alg tel que (D'T)'—1 ¢ Alg. D'aprés 1'égalité
Rocl-l Ocl = Ocl c Alg, ce langage ne peut pas &tre dans Ocl. Prenons le
donc dans Ocl [ Ocl. Plus précisément, si L_ désigne le cdne ratiomnel

engendré par le langage {a" b" / n > 0}, nous obtenons :
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Proposition 11.24

oo -—

i 1 L ¢ Alg.

1L existe un fangage L e L_ O L_ tel que D'

Démonstration

Prenons L = S(Ll) ol L] = {xn y a® / n=21} ¢ L= et s la substitution

définie par s(x) = {bt a2t+l / t 20}, s(y) = {6 cP / p 2 0} et s(d) = {d}.

-1

Alors L e L_0OL_ et (D';) L ¢ Alg puisqu'il est facile de vérifier que

(D':)'] Lnc da"={c*add /1<j<i<2).
Si on se restreint aux langages linéaires, on peut avoir :

Lemme 11.25
Rocl-l Lin c Alg.

Rocl_1 (Rat [J Lin) < Alg.

Démonstration

Lin est par définition le cdne principal engendré par Sym = {w QR [ weX =
{a, b}}. Comme Rocl™! Lin = CU(Rocl—l Sym), il suffit de montrer que pour

tout langage L € Rocl, L‘-1 Sym ¢ Alg. A partir de 1'égalité suivante qui

R
1

se vérifie facilement L”l Sym = Sym (L n X;‘)R u (@ nx" X*).Sym ~ et de
1'inclusion Rocl Lin—] < Rocl Alg-l < Rocl c Alg nous obtenons la premiére

inclusion. La seconde découle de la premiére et du lemme II.22.

Remarquons que ces résultats restent vrais pour le quotient 3 droite.
Mais il n'est pas facile d'étendre ces résultats pour le quotient au centre.

En effet, il semble que 1'on peut &noncer :

Conjecturne 5

S4 L1 € Rocl et L2 e Alg, alons L1 // L2 = {ul u, / u vu, € Ll pour un

vV e L2} € Rocl.
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CHAPITRE II

LES LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES ET

LES LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS

A. LES ISA-FAMILLES DE LANGAGES
B. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES

C. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS
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A. LES-ISA FAMILLES DE LANGAGES

Définition II.26

L est un ISA-langage ei et seulement si pour toute substitution algébrique

5, s-l(L) € Alg.

Définition II.27

L est une ISA-famille &t et seulement si pour tout L € L, L est un ISH

langage.

Rat, la famille des langages rationnels est une ISA famille. En

effet, montrons une propriété plus générale.

Lemme 11.28

Poun toute substitution s, tout Lanaaae nationnel g} (R) est nationnel.

Démonstration

. . . * * * .
Solent s une substitution de X' dans Y et R c Y un langage rationnel.

Prouvons que le langage s-l(R) ={ueX /s nR# @) est rationnel.

Soit A = (Y, Q, Qs *» F) 1'automate d'états fini déterministe
minimal qui reconnait R ol
. Q est 1l'ensemble des états
- q € Q, 1'état initial
. * la fonction de transition

. F 1'ensemble des &tats terminaux, F Q.

Nous allons construire un automate B d'états fini non déterministe,

. s sesx . -1
non complétement spécifié reconnaissant s (R).

Soit B = (X, Q, q,s ®, F) ol ® est définie par

pour tout w € X u {€}, tout q € Q
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q@®@w=1{qg"€eQ/ 3 ves(w) tel queq xy =q'}.

Cette définition peut s'@tendre facilement sur x* par
¥ (q, q') € Q2 VweX Q' e q@®w<=>3Jveswqg*xve=gq'.

Ainsi T(®) = s'l(R).

En effet, soit w € T(B), il existe q, € F tel que q, € 9 ® w,

d'ol q, * V=49 oli v e s(w) et q, € F autrement dit v ¢ R et w ¢ s_l(v)

Réciproquement, si w ¢ s—l(R), il existe v ¢ R tel que w ¢ s_l(v),
- b = - 1~
plus précisément q, *v=gq olq e F, veRetves(wdol q, € 9, ®w

avec q_ ¢ F donc w ¢ T(B).

-

Etudions d'abord le comportement d'un ISA-langage vis & vis d'une
transduction rationnelle. Comme toute transduction rationnelle T peut &tre
décomposée en T =gon Ro h»1 oli g et h sont des homomorphismes alpha-
bétiques et R un langage rationnel [38], il suffit d'établir les lemmes

suivants :

Lemme 11.29
Soit L un 1SA-Langage, h un homomonphisme alphabitique, h—l(L) est un ISA-

Langage.

Démonstration

Pour tout homomorphisme alphabétique h et toute substitution algébrique s,
(h o s).-l = s_'l o h.-1 et s—l(h_l(L)) = (h o s).-1 (L) pour tout langage L.
I1 est évident que h 0o s est une substitution algébrique, &tant une compo-

sition de deux substitutions algébriques.
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L &étant un ISA~langage, (h o s)-l (L) € Alg par conséquent h—l(L)

est un ISA~langage.

En nous rappelant que si h est un homomorphisme alphabé&tique,surjectif,

h ! est une substitution ratiomnelle donc algébrique, que s'-1 oh-= (h-l o s)
pour toutes applications h et s, une des propriétés vérifiée par la compo-

sition de deux substitutions algébriques nous permet d'énoncer :

Lemme 11.30
Sodent L un 1SA-Langage, h un homomorphisme alphabétique. ALons h(L) est un
1SA-Langage.

Lemme 11.31
Soient L un ISA-Langage défini sur un alphabet Y, R un fLangage rationnel.

Alons L n R est un ISA-Langage.

Démonstration

I1 s'agit d'une démonstration constructive. Soient s une substitution

algébrique de X* dans Y*, R un rationnel défini sur Y.

a - Construction

s . e . . s e e S e

Soient A = (Y, Q, Qs *» F) 1l'automate d'états fini, déterministe,
minimal reconnaissant R ol

. Q est 1l'ensemble des états

- q € Q, 1'8tat initial

. * la fonction de transition

. F cQ, 1l'ensemble des &tats terminaux,
et B = (X, Q, 9, ®, F) un automate d'états fini, non déterministe, non

complétement spécifié défini au lemme II.28, reconnaissant s-l(R).

-1
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Soit R' le langage rationnel défini sur 1'alphabet A = W X X x Q par

R' = {(q_> x;5 q) (a5 %55 ) «vn (q 45 X5 Q) / q € F}.

n

On définit 1'homomorphisme alphab&tique ¢ de A* dans X" par
®((q, x, q')) = x pour tout (q, x, q') € A, le rationnel qu, ={wev /
*

q*w=4q')} et la substitution t de A" dans 2¥ par :

t((g, x, q')) = s(®(q, x, q@")) n qu. = s(x) n qu.-

La substitution t est bien évidemment, une substitution algébrique.

Alors s '(L nR) = (t'@) nRY).

b - Validité de la construction

En effet, soit w ¢ s—l(L nR), il existe £ ¢ L n R tel que £ ¢ s(w).

D'une part, comme w = ¥ v oli W, € X, on peut trouver une

AR

décomposition de £ en £1 ces Zn (Ki € Y*) vérifiant Zi € s(wi) pour tout

iell, nl.

D'autre part, £ appartenant 3 R implique 1l'existence de Qps +ees Q

tels que q, € F et 957 * L= q; pour tout i € [1, n] autrement dit

1

Ki e R .
93193

Ainsi Ki € s(wi) n R ou encore Zi € t((qi—l’ W., qi))'

. . i
i-1%1

Ce qui implique que

z € t((qo’ wl’ ql)(qI! wz, q2) "o (qn_l, Wn, qn)).

1

é ' = "1 -
Par conséquent w (qo, Vs ql) .o (qn—l’ w_, qn) et () ct (L).

n
Comme w' = (qo, v ql) cee (qn_], LA qn) € R', il est clair que

w o=0") e ot @) nR").

Réciproquement, soit w € @(t-l(L) NK, w=0(v) ol ve t—l(L) nR'.
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Le mot v appartient 2 t_l(L) d'une part, i.e. qu'il existe £ ¢ L tel
que £ € t(v) et d'autre part peut se mettre sous la forme
v =(q,, v}, 9))(q;, vp, q5) ++. (q ;5 v, q) ol q €F.
LIPS = =
D'oli £ = 21 .o zn avec Zi € t((qi_l, Vis qi)) s(vi) n qu—lqi. Par

conséquent £ ¢ R ...« R c R, et L eee V) =8(0(W)) =
séque € Rooas a9, =® comme £ € s(v, L) = s()

s(w) alors w ¢ s‘l(l)_s s—l(R nL).

Ainsi pouvons nous déduire des lemmes précédents la

Proposition 11.32

Pour tout 1SA-Langage L, C(L) est une ISA famille de Langages.

Montrons maintenant une propriété vérifiée par toutes les ISA-

familles de langages. Pour cela &tablissons d'abord le lemme suivant :

Lemme 17.33

Soit L un fLangage agébrique inclus dans XY ol XnY=0, alors il
existe

un Langage LinZaire L, dinckus dans z*,

une substitution algébrique s vérifiant s(z) c X" ol s(z) < Y pour tout
zZ e Z,

tels que L = s(Lo).

Démonstration

I1 s'agit d'une démonstration constructive.

a - Construction

Soit L c X" Y un langage algébrique, il existe une grammaire algébrique
réduite G = (X u Y, N, P, A) engendrant L. Considérons les sous ensembles

sulvants :
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Ny =1{BeN/LG, B) cX)
N =1{CeN /LG, € cY)
N' =

N \ (NX U NY)

et la grammaire G' définie par G' = (X U Y UN_ U NY’ N', P', A) ot

X
P'=PnlN' x XuYuNTetl =L, 4.
On définit la substitution s de X u Y u NX U NY dans X u Y par

s(x) = {x} sixeXvuy

s(B) = L(G, B) si x ¢ NX U NY'

b - Validité de la construction

I1 est clair que s est une substitution algébrique et que pour tout

zeZ=XuYuvu NX u NY

* .
s(2) cX si zeXvU NX

* .
ou s(z) cy s1 ze YU NY

Montrons que L s(Lo).

- ‘ 3 3 - . L4 * - roa
En effet, si1 w € L, 11 existe une dérivation A E w ol les premiéres

étapes seront des applications des régles de G'. A -+ Wi e TW el
Soit wo le premier mot de la dérivation ne contenant pas de variables non

terminales de N', alors

*
A=, w.oliw., ¢ L
HE | i o’

G
* - * _*
W. 2w otwelX Y
1G
avec w, =X, B1 cee X Bm X +1 Y4 C1 oo yp Cp yp+l
ot X. € X* B. ¢ N, u {e} pour tout i ¢ [1, m],
i 1 X
¥ € Y Cj € NY v {e} pour tout j ¢ [1, pl,
X" Y
X+l € ’ yp+l € .

Par conséquent w = X, B, ... B X ., ¥, Y| ... Yp Yp+1

-~ * 2

ot B1 3 Bi pour tout i € [1, n]
C. > tout j e [1, pl
o Yj pour tout j € s P



72

B, = Bi = £ ou Bi e L(G, Bi) = S(Bi) ¥1iell, m]

C. =vy. =¢ . € LG, C.) = 8(C.) ¥ j 1,
‘YJ OuYJe (,J) s(J) j e(l, pl

w
m

s(xi) pour tout i e [1, m+l1]

<
m

s(yj) pour tout j € [1, p+l]

et w e s(wi) E.S(Lo).

*

Réciproquement, si Y € s(Lo), il existe a ¢ Lo c(XuYu Nx u NY)
tel que v € s(a) i.e. que A i, o donc A % O,
Comme O = O «ev O, Q€ Xu NXU NY U Y, alors s(a) = s(cxl) s(an).

Par conséquent, on peut trouver une décomposition de y = Bl case Bn vérifiant
Bi € s(ai) pour tout i € [1, n] et s(ai) = {ai} sio; eXvu¥y,
s(ai) = L(G, ai) sinon.

D'oll oy % Bi pour tout i ¢ [1, nl.

Ainsi pour tout vy € S(LO)’ A —2» cx—*éy et y el

I1 nous reste 3 montrer que L° est linéaire ou plus précisément

P' e N' x ((XuNDT (N u {eh) (¥ uND).

Supposons qu'il existe une dérivation A %, v Nl v, N2 w, avec

P . * o+ -~
1’ N2 e N', on peut trouver une dérivation de Nl en z1 €e X Y de méme

+ _* . 23 s *
de N2 en z, € X Y . Comme la grammaire G est réduite, A E W 2] Wy Z, W,

é we Xu Y)* Y+ X v Y)* X+(X U Y)* ce qui est en contradiction avec

le fait que L E.X* Y*, d'oli le résultat.

N

Lemme 17.34

Pour tout 1SA-Langage L, Alg // {L} c Alg.

Démonstration

Soient Sl’ Lc X" tels que S. ¢ Alg.

1
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Définissons
- un nouvel alphabet Y = {yx / x € X} avec Yn X = ¢
- la transduction rationnelle T = go n R o h‘l ol
. h est un homomorphisme alphabétique de X u Y dans X défini par
h(yx) = x pour tout Yy € Y
h(x) = x pour tout x € X
. g est 1'identité sur X u Y
.R=Y X Y un langage rationnel,
Il est clair que

s, // L =hl(x(s)) // L) n yaill

Le probléme se ramdne 3 montrer que pour tout langage algébrique
Ll E.Y* X" Y*, tout langage L ¢ X*, avec X nY = ¢, (L1 // L)Y n Y est

algébrique,

L'égalité suivante se démontre facilement
(L, // 1) 0¥ = s (conj(Llconj(L, #) o ¥* # Y X).L7']) 0 ¥" #
ol .HFEXuUY
. 5 est un homomorphisme alphabétique de Y u {#} dans Y défini par

sl(#) =g

sl(y) y pour tout y € Y

CY*#

Si on pose L' 1 &

= conj(L, ) n ¥ {#} Y X%, L', € Alg, L'

1
Y x" ot (Y u{#}) n X =0.

1

En appliquant le lemme précédent,

t - '
L 1 s(L o)
ol . L' € Lin
o
L' czZ¥

. s une substitution algébrique vérifiant

s(z) c (Yu (#H” ou s(2) E.X* pour tout z € Z.
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Par conséquent, il existe une grammaire linéaire réduite G' = (Z, N', P', A)
vérifiant
. L'o = L(G', A)
CP' SN x (Th (N u {eD) T
- Y X

oiZ=T_uT

X Y
Tx =X u NX
= #

Ty =Yu {#} v NYU{#}

Construisons une nouvelle grammaire lindaire & gauche G" = (Z, N', P", A)
engendrant un rationnel R ol
P" = {(B, Cxy)/(B, yCx) ¢ P', x ¢ T;, vy e T;, @B, ¢) ¢ N'%}

u {(B, xy3)/(B, yx) € P', x ¢ T;, y e T;, BeN'}

Ainsi R ¢ (X v Y)* {#} X v Y)* et montrons que (L1 [/ LY n Y =
sl(conj[(s([ﬂ(R n [s—l(L)lJJ T;])]R))R] nY {#}) od T est la projection

sur TY.

En effet, soit w ¢ (L1 // L) n Y". Il existe une décomposition de w

en w = yz € Y*, XeLtelsqueyxzel etz#yxel' = s(L'o). Ainsi

1 1

# U = e s e eo e ' . é
z # yx ¢ s(to) ol t =y...y z, € L o Par conséquent

z
n'n
s(yl ces ¥ .o zl) E.L'] et d'aprés les conditions sur la substitution s,

1

nZn "
).

'~ -1 -
X € s(zn cos Zl)’ z#ye s(yl ...yn) d'ol 2 .e:Z) €8 (x) c s

. R R -1 *
Par construction de R, Yo = 2 Vg +00%) Y € R. Or Y, € 8 (L)LJ_JTY et
¥y oeeYp € MR 0 67 @WLITyNIN d'od 2 #y € s (TR [s‘l(L)l_uT;J)JR) et

yze sl(conj([ﬂ(R n [s-l(L)LLJT; )]R) ny” #).

Réciproquement, si w ¢ sl(conj([ﬂ(R n [s_l(L)LiJT;])]R Ny #),
alors il existe W, € [T(R n [s-l(L)LJJT;])]R tel que z # y ¢ s(wl), w = yz,

Par conséquent wR = n(wz) ol w, e Rn [s—l(L)LLJT;]

| 2
_ R R
et {wz =B o ... B 0
wl = al L AN ) an
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Comme L_SX*, s—l(L) < Z*et Bn Bl € s-l(L).
D'oli il existe £ ¢ L tel que Bn vee Bl € s_l(ﬂ) ou £ ¢ s(Bn - Bl)'

' vy o
w, appartenant aR, v, Bn ces Bl e L' etz tyle s(wl Bn ces Bl) < s(L o) =

L'1='=conj(Ll #H oy #Y X AinsiylzeLl etw=yzel // L.

Comme L est un ISA-langage, s'-l (L) est algébrique ainsi que

(Ll // L) n Y et S1 // L d'oll 1le résultat,

Conollairne 11.35
Pour tout 1SA-famille L de Langages, Alg // L c Alg, Alg // C(L) < Alg.
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B. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES BORNES

Le but de ce paragraphe est de montrer que le cdne engendré par

" les langages algébriques bornés, noté C(AB), est fermé par quotient au centre.

Pour cela nous commencerons par Eétudier un cas plus général, la fermeture
de Alg par quotient au centre par les algébriques bornés et nous en tirerons

les conséquences pour C(AB).

Afin de simplifier la résolution du probléme, introduisons une
nouvelle famille de langages ASBk, celle des langages algébriques bornés
sur k lettres toutes différentes. Nous noterons ASB = U ASBk ol ASBo =
a8 = {{e}}. Ainsi. we

Lemme 11.36

Poun tout k 2 1, 84 Alg // AB, _, c Alg afons Alg // AB, c Alg

1

Démonstration

Elle se fait en deux étapes

a - Premiére étape

Alg // ABk—l < Alg => tout langage de ASBk est un ISA-langage, par conséquent

Alg // ASB, c Alg [Lemme II.34].

k

. * * . . .y s
€ ASBk l.e. L2 ca, ... a et s une substitution algébrique

Soilent L 1 Kk

2
de X dans A = {al, cees ak}.

On peut supposer sans nuire 3 la généralité du probléme que pour

*
tout x ¢ X, s(x) ca ... a.

Posons Y = {xij /] 1 <i<j<k, xe X}
Y‘x = {xi / xe X, iell, k1}
- L
Y = u (Yx vy x)
xeX :

On définit 1'homomorphisme strictement alphabétique ¢ de Y dans X

par ¢(y) = x pour tout y ¢ Y u Y'x et la substitution algébrique s' de Y
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v = + + - *
dans A par s (xij) s(x) n a; ... aj pour tout xij € Yx’ s(xi) s(x) n a;

1

si X € Y'x. I1 est clair que s = s' o ¢-l, s = ¢ o s'—l et s-l(L) =

(¢ o‘s'_l) (L) pour tout langage L.

-

Le probléme se réduit 3 montrer la propriété suivante

+

"Si s' est une substitution algébrique de Y dans A vérifiant s'(y) E.a....a;

= % M

(i <j)ous'(y) E.a; et L, un langage algébrique inclus dans a: -

2
alors s'_l(Lz) € Alg" qui se démontre par récurrence sur le cardinal h de

Y' = {y / s'(y) ¢ Rat}.
Remarquons que s'(y) ¢ Rat implique i < j.

. . . . -1 .
Si h = 0, s' est une substitution rationnelle, s' = une transduction

rationnelle et s'—l(LZ) € Alg.

Si h>1, soit y € Y' tel que s'(y) ¢ Rat et s'(y) E_a; ... a, ol
i< j.
Définissons les substitutions algébriques
. 5y de A v {y} dans A par

s_(y) =s'(

3 y)

= i 1
sy(ai) a, pour tout 1 ¢ [1, k]

. et s'y de Y dans A v {y} par

'=
s y(Y) y
s' (y") = s'(y') pour tout y' € Y \ {y}.
7 1
Par construction s' = s o s' , s'-l = s"-l o s—] et s' = s'-l[s_l(L ).
y v y oy y 'y 2

A partir de la définition de sy, 1'égalité suivante se démontre facilement :

s;l(Lz) =L, u ([(L2 /! s'(y)LWi{y}l n a: cee az y a; cee a;).

Envisageons les deux cas possibles :

*i=1etj=k, alorsL, /] s'(y) c a: a;.

‘P(L2 // s'(y)) étant semilinéaire, L, /1l s'(y) e Alg.
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*122o0uj<k. Comme s'(y) E.a; cee a; i.e. 8'(y) ¢ ASBk-l’

et que L, € Alg alors L, // 8'(y) € Alg // ASB < Alg.

k-1
Par conséquent s;l(Lz) € Alg.

Comme s'y est une substitution algébrique,

1 o -l 1 ' * * * *
s (L2) s’y (L2) Us y ([(L2 // s'"(y))LL{y}] n ap ... 8; ya, ... ak),
considérons chacun des termes de 1'union

0 - Reprenons les conditions sur s'y et L2 :

L. c * *
2_31 cee ak

' est une substitution algébrique vérifiant

s
+ +
s' (y') ca, ... a, (i <j
y(y ) © i 5 ( 3)

ou s'y(y') E_a;
et [[Y' o (] ={]¥"|] -1

y

En appliquant 1'hypothé&se de récurrence, s';l(LZ) € Alg.

%

B - Posons L, = ([L2 /] s'"(y)Jlu{y}) n a; - a; {y} a; e By,

- * * 4
oi L, ca., ... a:.L y

* * e P .
1 £ aj .-+ @, pour faciliter les &critures.

Deux cas sont possibles :

Comme s'y est une substitution algébrique vérifiant s'y(y') c

a ... a8 (o < B)

ou s'y(y') E_a: ¥y' e¥Y' \ {y}

ou s'y(y) c {y}

et que IIY'S, [| = |]¥"|| -1, le résultat s'obtient facilement en appliquant
y

1'hypothé&se de récurrence.

Considérons 1'homomorphisme alphab&tique f de A u {y} dans A défini

= : = ) = * *
par f(ai) a; pour tout i e [1, n]l et £(y) = ¢, L 1 f(Ll).E a) <. a;
*

a *
* * o0 a .
i+] k
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soit Y = {y' / s(y') ca_ ... aE, Aa<B, B<ioua:zj)

In
* Q +

uly'/ s(y') ca,, i e [1, nl}.

ol

Y e Gy et [[vl] < ||

Or s';l(Ll) peut se mettre sous la forme

=1 = w=l, * *
s'y L) = (s y @ l)L.I.J{y}) n Y. {y} ij
ol s"y = s'y/Yl
Y, = v {yaB /] B<i,a<Bu u {yB}

yeX B<i
Y. = v {y,/j<sa<Blu v {y,}
ik yeX @B B=j 8
Par récurrence s';l(L'l) € Alg, d'ol s;l(Ll) € Alg.

Par conséquent L, est un ISA-langage et Alg // ASB, c Alg.

2 k

b - Seconde étape

Pour tout k > 1, Alg // ASB, < Alg implique que Alg // AB, c Alg plus

précisément pour tout L, e Alg, L, € AB,, L, // L, € Alg.

1 2

Comme L, ¢ Alg n X', L * w;

1 2 ] cer

lettres Zys eees Zp et 1'homomorphisme rationnel h défini par

e Alg nw , considérons k nouvelles

h(x) = x pour tout x € X

h(zi) = w; pour tout z. ¢ Z = {zl, cees zk}.

siL //1L,= (h—l(Ll) // (h—l(Lz) nz) .. Z) 0 X5, h’l(L]) est
* *

* 2" ¢ ASB, et h"l(Ll) /! (h’l(Lz) nz] .o z)

NETER K
est algébrique ainsi que L, !/ L,-

algébrique, h-l(Lz) n z

En effet, premons xy € L, // L, alors x u y € L, pour un certain

e s s . ' -1 * * -1 * *
u e L2. Ainsi il existe u' ¢ h "(u) n 2y eee g ch (L2) Nz, «oo 2 tel
que x u' y ¢ h-l(Ll). D'oli xy e xu'y // u' ¢ (h_l(Ll) // (h-l(Lz) n z:...z;))
*

n X .
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*

1

* '
tels que vy wow, €

avec h(w') € L2, ce qui

Réciproquement, si w ¢ (b-l(Ll) // (h-l(Lz) Nz, «u z;)) n Xf

. . * ' -1 *
alors il existe Wis W, € X,w eh (L2) Nz, .. 2,
-1

] L
h (Ll)' Comme h(w1 w w2) € Ll’ v h(w') v, € Ll

implique que w = Wy W, € Ll !/ L2.

O

Comme ASB_ = AB_ = {{c}} et que Alg // AB < Alg, mous pouvons en
déduire que ASB ainsi que C(AB) = C(ASB) sont des ISA-familles de langages.

Donc

Cornollaine 11.3%

C(AB) est une ISA-famille de Langaages.

Proposition 11.3§

Alg // AB = Alg.

Démonstration

Du lemme II.36, Alg // AB c Alg. Comme tout langage {€} ¢ AB, pour tout

LeAlg, L =1L // {e} et L € Alg // AB,

De méme, la propriété suivante devient &vidente :

Conollairne 11.39

AB // AB = AB.

Compte tenu du fait que C(ASB) = C(AB) et des corollaires II.37 et

II.35, nous pouvons &étendre ces derniers résultats en :

Conollaine 11.40

Alg // C(AB) = Alg

AB // C(AB) = AB.
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Le lemme suivant facilitera 1'étude de la fermeture par quotient

au centre de C(AB). En effet

Lemme 11.41

Pour tout Langage algébrique L borné sur n Lettres différentes, tout cone
nationnel L clos par union, C(L) // L = CU({L} /1 L).

Démonstration

*

. *  eees
Soient L ¢ al e an oli les a.1 sont des lettres toutes différentes, L1 e C(L).

11 existe deux homomorphismes alphabétiques h, g et un langage rationnel R

tel que L, = g[h—](L) n R]. I1 est facile de vérifier 1'égalité suivante

1
L, // L, =gl [LIn B // g ' @Y] oal, el

Notons A, = h_l({ai}) pour tout i ¢ [1, n]
-1
Ae h " (g)
A = U A. U A _.

iell,n]
11 est &évident que h-l(L) E.[A; .ot A;]LLJAE.

On pourra prendre R E.[A? N A;]Lu A: sans nuire 3 la généralité

du probléme.

Pour montrer 1'inclusion de départ, commengons par le lemme suivant

oti 1'on considére un automate fini déterministe A = (X, Q, Qe *» F)
reconnaissant R avec pour tout q,, q, € Q, R = {we X* / q, *w=gq }
| 9,9, 1 2
et R F - u R
9% qer U4

Lemme 11.42
Poun tout Langage akgébrique L c X° born€ sur n Lettnes diffrentes, tout
homomonphisme alphabitique h, tout Langage L,, nous avons L'égalite suivante

-1 -1
[h (LY nR]I// L, = v, (h @) // [L2 n Rq q DR R

2 q9

(q;59,)€Q 192 od1  9F
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Démonstration

Soit u € [h_l(L) nR]// LZ’ il existe £ ¢ L2, une décomposition
-1 . _
u=u u, tels que u, L u, ¢ h "(L) nR i.e. que q, * u; = qps qq * L= qys

q2 * u2 =(q, q € F pour q], q2 e Q.

. -1
Par conséquent u U, e Rqoq] quF et u = u, u, €y, £ u, /[ £ch "() //
[L, nR 1.
2 qq,
Réciproquement, soit u ¢ U (h_l(L)‘// (L, nR Don
2 2 q,9
(q;5 9,)€Q 172
-1
R R ,ue (th @ //[L, nR N aR R pour un certain
49 9F 299 99, 9oF

(ql’ q2) € QZ'

D'une part, u = u, u, avec u, € u, ¢ R d'autre part

R 3 ’
1 9,9, q2F

s W, € h-l(L) et s ¢ R nL,.

U=w, w, ol w
1 72 9,9, 2

1

I1 est clair que u; s u, € R.

Considérons le cas oli w, est facteur gauche de u, i.e. qu'il

1 1

existe t tel que U, =Wy t et w, = t Uys le cas ofli v, est facteur droit

de u, se traite de fagon analogue.

Envisageons les divers cas possibles :

Premier cas :

t e Az, w8 W, € h-l(L) implique que
h(w1 s wz) = h(wl) h(s) h(t) h(u2)
= h(wl) h(s) h(uz) €L
Considérons u; s uy,

h(u, s u2) = h(wl) h(t) h(s) h(uz)

1
= h(wl) h(s) h(uz) e L.

Par conséquent, u, s u, € h—l(L) nRetue (h-l(L) nR // LZ'

i 2
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Second cas :

I1 existe i € [1, nl tel que t € A; Ai(Ai U Ae)*' On démontre facilement

*
. que 8§ € (Ai u Ae) .

En effet, supposons qu'il existe £ ¢ [1, il tel que s € A" AK A*,

alors ul s u2 = wl t s u2

* * *
i ]
au fait que R E.(Al cen An)L¢.A€.

* * * . . .
€ A Ai A AZ A" avec £ < i ce qui est contraire

§'il existe £ ¢ ]i, n] vérifiant s € A" AK A" alors v, st u, €
A" Aﬂ A" Ai AY ot £ > i ce qui est incompatible avec le fait que h-l(L) <

* * *
|
(Al cos An)Li_AE.

. %* * =
Par conséquent st U (Ai U Ae) Ai(Ai U Ae) et h(wl) h(st) h(u2)

Comme 22 € a;, il existe p e'N+ tel que h(st) = ag = £2 = com(a?) =
com(h(st)). h tant un homomorphisme alphabétique, h et com commutent et
h(ts) as £2.D oli h(wl ts u2) Zl 22 £3 e L.

€ h-](L) NRetu=u u ¢ (h-](L) nR) // L,.

Ainsi u, s u 1

1 2

Troisiéme cas :

s s . * * * S s
I1 existe 1 < j tel que t € A Ai A Aj A . Un raisonnement analogue au
* . . P
précédent montre que s ¢ A€ et il est facile de démontrer que uu, €

alw ar // L,.

O
Démonstration du lemme II.41 (fin)
e s -1 -1
Ainsi L, // L, = U glth ") // [R ng (L) nR R _J.
! 2 (ql’Qz)eQz 19 2 9%9;  9F

Comme h est un homomorphisme alphabétique, 1'égalité suivante se démontre

facilement L, // L= v, glh 'L //h® __ ng @) nR ]

2 Re,F
(4,,9,)€Q 192 %9 9
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Ainsi Ll 1/ L2 € CU({L} // LY. D'oli 1'égalité & partir du corollaire II.6.

0

La proposition suivante s'en dé&duit facilement

Proposition 11.43

C(AB) est fermé parn quotient L.e. C(AB) // C(AB) = C(AB).

Démonstration

Comme C(ASB) = C(AB) il suffit de montrer que C(ASB) // C(AB) < C(AB).

Soient L1 e C(ASB), L2 € C(AB) alors il existe L ¢ ASB tel que

L, e C(L). Ainsi L, // L, e C(L) // C(aB) ¢ C ({L} // C(aB)) = C,(aB) = C(aB).

Réciproquement, comme tout langage {e} ¢ C (AB) pour tout L ¢ C(AB),

L=1L// {e} e« CaB) // C(AB).
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C. QUOTIENT ET LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS

Commengons d'abord par montrer que C(AC) est fermé par quotient

3 droite (3 gauche). Pour cela &établissons des résultats plus généraux :

Définition II.44

Un langage L est semilinéaine s com(L) = com (R) pour un certain langage
rationnel R. Un edne rationnel contenant uniquement desg langages semilinéaires

est dit un cone rationnel semifinéaire.

Lemme 11.45
Soient L' un Langage commutatif, L un cOne rationnel semilinaire. Alons
leany = can.

Démonstration

1

De la proposition II.7, C(L') E_L-l ca") E.CU(L— L'). Soit L ¢ L. Comme

L est un langage semilinBaire, il existe un langage rationnel R ayant

1 -1

A . ' " R ~1
méme image commutative que L. L' &tant commutatif, L ~ L' =R ~ L' e Rat

CL") =C@L') et CU(L_l L") E.CU(L') = C(L"'), d'ol le résultat.

En particulier, si L' est un langage commutatif semilinéaire, C(L')
P gag

est un cdne rationnel semilinéaire [20)] et nous obtenons :

Conollaine 11.46

Poun tout Langage commutatif semiliniaire L, C(L) est clos par quotient &
gauche (2 drnodite).

Comme tout langage algébrique est semilinéaire, il s'em suit

Conocllaine 11.47

Poun tout Langage algébrique commutatif L, C(L) est clos par quotient &
gauche (& drodite).
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Un exemple illustratif sera le langage DT = {we {a, b}/ |w|a = Iw]b}

commutatif algébrique.

Conollaine 11.4§

C(D}) est fermd par quotient & gauche (a droite).

C(AC) &tant un cOne rationnel semilinéaire, la fermeture par

quotient & gauche (3 droite) de C(AC) se démontre facilement.

Lemme 11.49

recac)1™! cac) = ceac).

Démonstration

Considérons L L2 € C(AC), 1l existe A, ¢ AC tel que L

1
une transduction rationnelle. L;l.L1

-1
CU(C(AC) Al) E.CU(C(AI)) = C(Al)‘g C(aC).

1 L = T(Al) oli T est

=1, 1a) e can™ ca)p -

Peut—-on étendre ce résultat au quotient au au centre ? Pour résoudre

ce probléme, montrons d'abord la propriété suivante

Lemme T1.50

Pour tout Langage commutatif L, toute substitution algébrique s, s_l(L) e C(L).

Démonstration

s étant une substitution algébrique, s(x) ¢ Alg pour tout x ¢ X, par conséquent

pour tout x € X, il existe R € Rat tel que W(Rx) = ¥Y(s(x)).

En posant t(x) = Rx’ ¥ x € X, t est une substitution rationnelle

1

et s i@ =t ).

En effet, soit w ¢ s-l(L), il existe £ € L tel que £ ¢ s(w). Nous

pouvons avoir une décomposition de £ en £ = 21 cee Zn telle que w = Wy oees W

oil v, € X pour tout i € [1, n] et £i € s(wi).
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Considérons les Y € com(ﬂi) n Rw » alors Yy oot Yg € L car L est commutatif.

i
De méme Yy oo Yp € t(w1 ces Wn) etwet ! !

(Y «oo ¥ =t @)

Réciproquement, soit w ¢ t_l(L). I1 existe £ € L tel que £ ¢ t(w).

-~

VW e W oll w, € X par conséquent £ peut s'écrire £ = Zl ce Zn oii
Zi € t(wi) pour tout i ¢ [1, nl.

Comme W(Rwi) = W(s(wi)), pour tout Zi € Rwi, il existe Y € s(wi) tel que
Y; € com(ii). £ appartenant 3 Rwl . RWn, il existe 'y € com(Kl) ces com(ﬂn)
tel que Y ¢ s(w1 . wh). Comme L est commutatif, Yy ¢ s(w1 e wn) nL et

Nous pouvons en tirer les conséquences suivantes :

Conollaire 11.51

AC est une 1SA-4amille de Langages.

Conollaine 11.52

Alg // AC = Alg
AC // AC = AC

AC // C(AC)= AC.

Etablissons une propriété vérifiée par les langages commutatifs

algébriques qui permet d'obtenir la fermeture par quotient au centre de C(AC).

Lemme 11.53
Poun tout Langage commutatif algébrique L, tout cone rationnel L fermé par
union, nous avons

cw // L=c,dL} 1/ D).
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Démonstration

Soient L1 e C(L), L2 e Li.e. Ll = g[h_l(L) n R] oll g et h sont des homomor-

- phismes alphabétiques, R un rationnel. L'égalité suivante se démontre facilement

L, // Ly =gl @) a R // g (L)1,
Comme AC est fermé par homomorphisme inverse, h-l(L) € AC et le probléme
revient 3 montrer que (h_l(L) nR) // g-l(Lz) € CU({L} // LY. Pour cela,

considérons le lemme suivant

Lemme 11.54

Pour tout automate f§ini déterministe minimal A = (X, Q, q,s *» F)
neconnaissant R, tout Langage algébrique commutatif L, tout Langage Sy5
AL existe un homomorphisme alphabétique h, verifiant

-1 -1
(L, nR) // s, = u h,[(h, "(@) // [h,7(5,) n R IJnR R ]
1 2 (ql’qz)GQz 1 1 1 1 72 9,49, 9,9, qZF

)
LI

- R = {(qo’ Xy q1)(q1’ Xp» q2) te (qn-l’ %p? qp) / 9, © F}

- pour tous q;5 q, € Q

quqz = FR")nl ({q, 1xxxQ) (@xxQ) ™ (xxx{q, Hu ({q; 1xxx{q, 1]

. et R = u R_ .
4F  ger 929

Démonstration

I1 est évident que

R', R sont rationnels pour tous q;s 9, € Q.

R
9,9," "q,F
On définit 1'homomorphisme alphabétique hl de A =Q ¥ X x Q dans X par

hl((q], X, qz)) = x pour tout (ql, X, q2) e A.

Considérons u ¢ (Ll nR) // SZ’ u=u, u, ol u su,e Ll nRet i

2°



89

Comme ul s u2

= = a = 1] [ ]
ql * 8 q, et 9, * u, q € F. Par conséquent s hl(s ) avec s' ¢ quqz.
. 3 ' -l
implique que s' ¢ quqz n hl (SZ)'
vérifiant hl(u'l) =u, et

€ R, il existe des états 45 950 4 tels que 9, * Uy = q;»

s' appartenant 3 h;l(s) et s e L

2
€ R et u', € R

1 9,9, 2 qu L

] - 2 : 1 \] 1 ] ]

hl(u 2) u,, ainsi u', u', € Rqoql Rq2F et u g€ h (ul uz)'g
-1 ' -1 -1

h "(u; su) // 8" ch @) // (quq2 0 hy(8,)). Et

PP -1 -1

hl(u ¢ 2) € hl((hl (Ll) // [quqz n h (SZ)]) n Rqoql quF)'

De méme il existe u'

u.,u

172

. . . -1 -1
Réciproquement, si u € hl((hl (Ll) // [quqz n hl (SZ)]) n Rqoququ)

. 2
pour un certain (ql, q2) € Q°, alors u = hl(v) ol v ¢ Rqoql quF et
-1 -1 . ot [}
veh (L) // [quqz n h; (S,)] autrement dit v = v', v', € Rqoql quF et
- . -1 -1

v=v,v,ol v tv,e hl (Ll) et t ¢ quqz n hl (82).

' ' ' -1 = ' '

Comme t ¢ quqz, vl svi,e R'. hl (Ll) appartenant 3 AC, v 1 8V,

-1
€ com(v1 t v2) < hl (Ll)'

Ainsi u € hl(v'l t v'2) //hl(t) g.(L1 nR) // L,

Démonstration du lemme 53 (fin)

A partir des propriétés des homomorphismes alphabétiques et des homomorphismes

alphabétiques inverses, 1'&galité suivante s'obtient facilement.

-1 -1 -1
L. // 1L, = v gh, ((bh,) "(L//(hh,) “(hh )T (gh,) "(L,)nR JnR R )
1 2 (q1'q2)€Q2 1 1 1 1 ] 2" "q,9," g q, q,F
et L, // L, e CU({L} /7 L).

L'inclusion réciproque a ét& établie au corollaire II.6.

La fermeture par quotient s'en déduit immé&diatement.

Lemme 11.55
c(ac) // C(AC) = C(AC).
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Démonstration

Soient Li» L, ¢ C(AC), il existe L ¢ AC tel que L // L, ¢ C@) // C(AC) =

- €,{LY /7 C(ac)) < C (AC)) = C(aC).

L'inclusion inverse est évidente.
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RESUME

Dans la premi&re partie de cette thé&se, nous introduisons la notion
d'ordre d'un langage quasirationnel qui affine celle de rang di 2 Yntema. L'int&rét
de cette notion est, alors, mis en &vidence par la preuve que pour certaines opéra-
tions telles que produit, &toile, chevron et substitution, 1'ordre du langage obtenu
dépend uniquement des ordres des langages de départ.

Dans la deuxi@me partie, nous &tudions 1'opération de quotient en liaison |
avec les principaux cOnes rationnels algébriques. Nous montrons d'abord que tout lan-
gage récursivement &numérable peut &tre obtenu comme quotient de deux langages linéaires
ce qui atteste de la puissance de cette opération. A 1l'opposé, nous démontrons que la |
famille des langages 3 un compteur est fermée par quotient algébrique. Enfin, griace a |
1'introduction des ISA-langages, nous &tablissons que la famille des langages algébri- |
ques est ferm€e par quotient par un langage alg&brique born& ou commutatif. ’




