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INTRODUCTION 

*********************** 

Ce travail a pour objectif une contribution à l'étude des 

fondations machines-outils lourdes. 

Rappelons que le rôle des fondations pour machines-outils est 

de réaliser une répartition adéquate des charges statiques et dynamiques 

sur le sol et d'assurer l'isolement antivibratile actif ou passif. 

Les sollicitations appliquées à la fondation sont statiques et 

dynamiques, ces dernières sont généralement amorties par les différents 

organes de la machine, et les. recommandations [.i, J pour le dimensionnement 

des fondations prévoient des massifs assez "lourds" pour que leurs fréquences 

propres soient suffisamment éloignées de celles de la machine ; ainsi, les 

centres d'usinage nécessitent des fondations de dimensions importantes (~50 m 

de long) ; [ i j recommand~ d 1 adopter une épaisseur allant jusqu 1 à 15 % de la 

longueur. 

L'étude des fondations pour machines-outils nécessite la prise en 

compte de tous les phénomènes mis en jeu : à part ceux qui interviennent au 

niveau des organes de la machine, nous pouvons noter le problème des déforma­

tions locales dües aux charges élevées et localisées en des endroits détermi­

nés ; le comportement du massif et du sol sous un chargement cyclique, les 

contraintes thermiques dans la fondation ••• 

Etablir une méthode générale de calcul est quasiment impossible, 

vu la diversité des types de machines (taille, caractéristiques ••• ) et de 

f • t 
;, 
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l'intervention du sol ainsi que son interaction avec le massif ; néanmoins, 

nous pensons qu'au prix d'un effort raisonnable, des adaptations des modèles 

de calcul traditionnels pourraient être réalisées dans le cadre d'une étude 

globale faisant intervenir tous les paramètres du problème. 

C'est dans cet esprit que nous avons effectué cette étude, qui 

porte sur le comportement des plaques épaisses ~hargées transversalement, 

seules les charges statiques on.t été envisagées. 

Cette étude a été menée suivant la théorie de REISSNER qui est 

une théorie des plaques relativement épaisses ; elle permet de ramener le 

problème étudié qui est tridimensionnel, à un problème bidimensionnel au 

moyen d'hypothèses supplémentaires qui ne sont pas prises en compte dans la 

théorie usuelle. 
:' 

Notre travail sera divisé en trois chapitres principaux 

Dans le premier chapitre, nous présenterons la théorie de REISSNER 

en utilisant une approche classique basée sur la théorie d'élasticité linéai­

re ; ceci nous permettra d'obtenir des solutions pour quelques cas usuels. 

Le second chapitre portera sur la modélisation par la méthode de~ 

éléments fini\. Trois éléments ont été étu~iés : 

- élément rectangulaire avec intégration normale 

- élément rectangulaire avec intégration réduite 

- élément quadrilatère général 

Enfin, le dernier chapitre fera l'objet d'une étude théorique 

portant d'une part sur l'obtention des équations générales à partir des équa­

tions variationelles du problème, et d'autre part sur les estimations d'erreurs 

introduites par le passage du modèle tridimensionnel au modèle bidimensionnel 

utilisé. 

0 
00 0 00 
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CHAPITRE I 

Dans ce chapitre, nous proposons une présentation analytique 

de la théorie de REISNNER ; cette théorie inclut l'effet des forces de 

cisaillement dans l'étude des plaques chargées transversalement, supposé 

négligeable dans ~a théorie habituelle des plaques minces ; cette hypo­

th~se.peu~-être justifiée si l'épaiss~ur de la plaque petite devant ses 

autres dimensions-et-les charges appliquées ne sont pas trop élevées ou 

localisées. 

La prise en compte de l'influence de l'effort tranchant sur 

le comportement des plaques, se-traduit au niveau des équations générales, 

par un système d'ordre siX au lieu de qua~re dans la théorie classique. En 

effet, dea· termes supplémentaire~ s'ajoutent au système initial, traduisant 

ainsi l'effet des forces de cisaillement ; ces termes sont d'autant plus 

importants que la plaque est épaisse. 

Plusieurs auteurs ont utilisé cette théorie pour des applications 

particulières ; ces travaux ont été menés dans le souci de satisfaire toutes 

les conditions aux bords, conditions qui ne pouvaient être assurées en uti­

lisant la théorie classique. 

\ 
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!.1. HYPOTHESES 

Le milieu est linéaire, élastique, homogène et isotrope. 

a) Les déplacements sont petits devant l'unité 

b) La composante de la contrainte q; est négligeable 

c) On néglige les déformations du plan moyen 

d) Tbute section plane normale à la surface moyenne avant 

déformation, reste plane après déformation, mais pas nécessairement normale 

à la surface moyenne. 

Les hypothèses sont celles de la théorie classique des plaques 

minces à l'exception de la quatrième : celle-ci traduit la prise en compte 

de l'effet des forcès de cisaillement. 

I. 2. BELATION~ GENERALES 
' 

I.2.1. Equations d'équilibre 

+ arx y 
d-Y 

~q-"x l d\f:t: 
(}-X + d-Y 

~x z ;;}CJ;r z 
a x + '&y 

+ 

'du-x z + ê z 

d:g= ~ z 

= 0 

= 0 (1) 

= 0 



I.2.2. Relations contraintes - déformations 

( ij = - ~ q-k k ~ ij + 1 ~ b q- ij 

(x = j- (Vi - ( QY + ~)] (a) 

1 =r [\TY - ~ (qi + (JZ)] (b) 

' 1 
êry = 2 \Tx y (c) 

exy ~ ~~~x z (d) 

G'= 2 ( 1 E+~} (module de cisaillement) 

I.2.3. Relations déformations - déplacements 

u = ( u, v, w:> 

ê.x ~u 2 é ~ u ~v 
= x:r =- +-,x dy ~x 

éy 2.:!_ 2 e ~u )W 
= XZ=~ +-

oy i)X 

l.z 
.:>w 

2 t! ~v ~" = yz=~ +-J z Jy 

I.2.4. Définitions 

Soit h l'épaisseur de la plaque. 

- 5 -

1, j = x, y, z 

(2) 

(3) 
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Les résultantes des contraintes sont définies de la manière 

suivante 

- Moments de flexion 

- Moments de torsion 

rh/2 
• Mx =J Q; z dz 

- h/2 

h/2 

• M y = J rJ; z dz 

- h/2 

' + h/2 
M x y c J crxy z dz 

- h/2 

Myx= Mxy 

- R~sultantes de cisaillement : 

\ 

(h/2 
• Q x=) vxz dz 

- h/2 

. h/2 
• Q y= J VYz dZ 

-h/2 

I.2.5. Relations cinématiques 

Si on d~signe par e et ~ les rotations moyennes autour de x et 

de y respectivement, d'après les figures 2a et 2b et conformément à la con­

vention de signe d~inie ci-dessus, on a : 
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u = z ~ (x, y) 

v=- z ~ (x, y} 

w = w (x, y) 

avec e et ~ ~ <. 1, d'après les hypothèses. 

Il est aisé ~e vérifier que ce champ de déplacement permet de 

vérifier les équations de compatibilité aux déformations. 

I.2.6. Composantes du tenseur des contraintes 

. 
Les équations (2~) et (2b) s'écrivent, en tenant compte des 

relations (3), de la façon suivante : 

=>u 
:;)X 

~; = + (tJy - ~ v-x) 

En combinant ces deux relations, on obtient 

\ 
\Jy = E ( \)~ + ll ). 

1 -,J2 )X 'JY 

qui s'écrit, en remplaçant u et v par leurs valeurs 

de la même mani ère 

d'où : 

~ ... , .. . ' .. . é~ 
i!"; 

~ 

f 
' 
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D'autre part, l'équation {2c) s'écrit, en tenant compte de 
(3) de la façon suivante : 

où 

=Gz(2..1-~) 
ay JX 

Notons que ~x, \JY et '\[i y, varient linéairement suivant 

1' épaisseur. 

Les composantes du cisaill~ènt transverse sont données en 

-fonction des déplacements par les relations suivantes : 

'\);z = G ( ~ w - e) 
" ~y 

Les résultantes des contraintes peuvent être déduites de compo­

santes des contraintes et s'écrivent 

\ c~ ri ;; e] Mx=D .!!.1:.. -~-
i>X ~y 

M X3' = D (1 _\)) 
2 
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avec 
: Eh 3 
D=---- (la rigidité à la flexion de la plaque) 

12(1- \) 2 ). 

on retrouve en définitive 

--··-·-···-· 

Q=-ll+~ 
Gh 3 y 

CES DIDX RELATIONS MONTRENT QUE CONTRAIREMENT A LA THEORIE 
-------------------------------L---------------------------
RABIIDELLE DES PLAQUES MINCES LES ROTATIONS SONT EGALES AIJX 
----------------------------~------------------------------
PENTES lXJ DEPLACEMENf TRANSVERSE PIDS UN TERME CORRECTIF lXJ 
-----------------------------------------------------------
A L'EFPORT TRANCHANT. 
--------------------

I • 3. .EQUATIONS DE BASE lXJ PROBLEME 

A'partir des relations générales établies au paragraphe précé­

dent, nous pouvons déduire les équations de base ; en effet, les moments de 

flexion et de torsion s'écrivent, en tenant compte des expressions de e et 

de ~ en fonction de W et Q, de la mani~re suivante 

.M x = - D ( ;, 2w \) a 2w 1 h 2 f ~ Q x + )) ~ Q y~ 
a 2 + 2 + 6 ( 1- l) ) l .J x x à y . () y 

.My=-D h 0;, Q x J Qy 
2 r J 6 (1-}l) 4 x + ~ y 

M x 1' = - D (1 - 1.l ) [
é) Qx 

6Y +~] è-X 



D'autre part, les ~quations d'~quilibre en termes de 

r~sultantes sont données par 

''Qx "'Qy 
l1 +v +P=O 
~x ~ y 

(1) 

(2) 

;>Mxy +"My -Qy=O a x a y (3) 

- 10 -

En remplaçant Mx, My et Mxy dans (2) et (3) et en tenant 

compte de (1), on obtient les équations qui décrivent le comportement de 

la plaque en flexion suivant la théorie de REISNNER. 

Mx=-D r;)~ L) x. 
~ a 2w] 

+ .) 2 
y 

'MTr - D [)) J 2y{ . A 2w J '+ h 2 J Qy ou h 2 p 
....., - - 2 + 2 6 ~ y - 6(1- ~ j 

~x ay. u 

':) 2w 
M:xy= - D (1- u) --
\ ~ xy 

+L<JQx 
12 ~y 

+~) 
~x 

Pour aboutir à ces ~quations, nous avons suppos~ que les compo­

san~es du tenseur des contraintes~,~ et~ varient linénirement suivant 

z, par contre, nous n'avons fait aucune hypoth~se concernant les forces de 

cisaillement ; l'bypoth~se g~éralement admise est celle qui rend le champ 

de contraintes statiquement admissible ; ceci revient à adopter des expres­

sions de \li.z et \f.Yz, qui perme.ttent de vé_rifier les équations d'équilibre. 

Ces derni~res sont vérifiées si~z et~z sont des fonctions paraboliques 
en z : 

On pose : 

~xz = rtf z 2 + J z + ~ 
1 2 1 

\Jyz = tl. z + r z + ~· 



ct..1 ~ , 
0 Y , o( ~ p 'et (S' .Stant calcul~s en tenant compte des conditions aux 

limites : 

~xz = V"Yz = 0 pour z = ! ~ 
et en fonction de Qx et Qy. 
d'où : 

Vxz = 3 Qx 
2h 

(jyz = .L9z 
2h 

d'autre part, on a : 

"Yz = e ( ' w - e ) 
0 11 

d'où 

[ 2z 2] a W ) 1 -(-) = c. ( ~ +-
h ;) x 
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2 
En multipliant les deux membres de cette relation par 3 (1- 1!_) 

h h 2h h
2 

et en inUgrant entre - 2 et + 2 , on trouve : 

d'où 

~ = ~ G h (~ + ; ; ) 

Qy=.2Gh(~w-e) 
6 )1 

~ 6 Q x ~ w 
=5 Gh---;-i 

e =- 2.~ +..l.!! 5 ~h .) y 

on pose K = ~ (coefficient correctif au cisaillement) 

Les équations générales s'écrivent alors 
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+ x: h
2 

( il Qx + ~ ) 
12 ~y Ô"x 

On remarque que le terme correctif qui s'ajoute aux expressions 
---------------------------------------------------------------

~~~~~~~tsl-~omR~!~!_~-~~!-~~~!R~!~!!! de_!:~~!!_du-=~!!~-~~_!:~Rai~-
seur ; ce qui confirme la possibilit~ d'utilisation de cette th~orie pour 
-------------------------------------------------------------------------
~~~~!!_le~ pl~qu!~-~Rai~~~!-Ai~~L~~~~R~!~~--~~~~!!!_de_~!~!~~~~!~~' 
celles qui traduisent la th~orie classique des plaques minces en n~gligeant 
i;;-te;;;;-;ri-~2-;~~;-~~;~s~ ;;;~;~-------------------------------------
-------------------------------------

I.4. CONDITIONS ArrX LIMI~ 

Nous allons retrouver les conditions aux bords d'une plaque 

rectangulaire charg~e transversalement, en utilisant le principe des travaux 

virtuels ; nous faisons l'hypoth~se que toutes les liaisons sont parfaites, 

ce qui revient à ~crire que la puissance virtuelle des efforts de liaison 

est nulle dans tout mouvement virtuel compatible avec la liaison consid~r~e. 

\ 
I.4.1. Expression du travail des forces lin~iques de contact: 

Désignons par{. la surface moyenne de la plaque et par .['sa 

frontière ; le torseur des efforts de liaison exerc~s sur ~ à travers .rest 

d~fini par sa r~sultante et son moment à l'origine 

-. 
R = r~ T d 

- h 
2 

z avec Ti = tTij nj et i:t la normale ext~rieure au 
domaine 
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P un point appartenant à Jl 

M un point courant de la plaque 

En n~gligean t l'effort no:nnal, la ré sul tante se réduit à 

+h 

RzaJa:zn-<dz aQxm:+Q;y~ 
- h 

2 

Le moment n'a aucune composante suivant z et peut s'écrire 

sous la fonne : 

où : 

+h 

"i = ;'; A ; avec J- = S z ~ d z 
- h 

2 

~o(\=r:~~;,r• ="'"P np (<,P=x,y) 
- h 

2 

En négligeant les déplacements dans le plan moyen, le déplacement 

en tout point de la plaque est défini par la flèche W et le vecteur rotation .. 
~· 

-avec w = < e, ~' o > e : rotation autour de x 

$1 : rotation autour de y 

- -on introduit le vecteur c lié à~ par : 



par : 

Donc le travail virtuel des forces de contact est défini 

w * = P cii. U* + M : *l d• 

_c: 
où s désigne l'abscisse curviligne. 
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En définitive, pour établir les conditions aux limites de la 
------------------------------------------------------------

f!~~~~_!!_~!!!!_~~éc~~~-~~-te~~!-~~pte~~!-=~~~it!~~!-~!~~~!!~~~!-~~ 
liaison que ---------

- Rz W* +/-< c*oC = 0 sur chaque bord • 

. 
1.4.2. Conditions aux limites dans les càs usuels 

Considérons le bord x = ete 

n = < 1 , o, o > ; c = <~, - e, o ) 

La condition (1) s'écrit 

~ Q x W + M x ~ - M xy · 9 = 0 

Trois cas de liaisons sont fréquemment rencontrés dans la 

pratique : bord simplement appuyé, bord encastré et bord libre (le cas d'une 

plaque reposant sur des appuis élastiques sera discuté ultérieurement) • 

• - Bord simplement appuyé ...................... 
La plupart des auteurs ("'J. 5"] , [-! G J adoptent les conditions 

suivantes 

(a) W = o, M x = 0 et M xy = 0 et les "duals" de ces termes (Qx, ~ et &) . 
quelconques. 
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L'ordre du systène d'équations obtenues en utilisant la 

théorie classique ne permet de vérifier que deux conditions aux limites 

sur chaque bord, par conséquent, la condition Jif.:xy = 0 ne peut pas être 

vérifiée ; ceci explique la nécessité d'appliquer des réactions concentrées 

aux coins de la plaque. 

··--. __ :·_ 
Par contre, l'utilisation de la théorie de RBISNNER permet de 

vérifier les-trois conditions sur chaque bord (entièrement). 

Une autre possibilité d'application des conditions aux limites 

est celle préconisée par[~5J : Elle consiste à imposer les conditions sui­
vantes 

. 
(b) w = o, Mx = 0 et e = 0 (Qx, ~, M:lcy) quelconques. 

Physiquement, la condition e = 0 revient à maintenir les forces 

supérieures et inférieures du bord entre deux structures rigides, empêchant 

toute rotation autour de x ; ce schéma empêche également le soulèvement des 

coins ce qui ne rend pas indispensable l'application de la condition Mxy = o. 

Les conditions (b) sont plus utilisées dans le cas d'une réso­

lutton par la ~!Hhnde des éléments finis en dépla.ce~ents, elles pennetteï;lt 

de spécifier deux conditions cinématiques au lieu d'une seule en se rapportant 

aux conditions (a) ; par conséquent, nous utiliserons les conditions {b) par 

la suite. 

- Bord encastré ............. 
Dans le cas d'un bord encastré, on applique généralement deux 

conditions cinéœatiques et une condition statique ; ces conditions sont les· 

SUivantes 

(a') w = o, ~ = o, Mxy = 0 et (Qx, Mx, e) quelconques. 
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Une condition d'encastrement est difficilement réalisable 

dans la pratique ; on peut cependant penser qu'un encastrement empêche 

tout déplacement ou rotation du bord et adopter les conditions suivantes 

(b') W = o, ~ = o, 9 = 0 et (Qx, Mx, Mxy) quelconques. 

Ce sont ces candi tians que nous adopte-rons par la sui te. 

Bord libre 
•••••••••• 

Dans le cas d'un bord libre, tous les déplacements sont permis 

et le bord est libre dans tous ses mouvements d'après l'expression (1.) 
on a les conditions : 

(a'') Mx= o, Mxy.= o, Qx = 0 et (w, e, ~)quelconques. 

Ces conditions ne peuvent pas être exprimées dans une modélisa­

tion par la méthode des éléments finis, en prenant c~e degrés de liberté 

W, e et ~ ; une posai bi li té d 1 exprimer Qx = 0 a été suggérée par [ 12 J qui a 

exprimé la rotation moyenne comme la s~e de deux rotations ; le terme dft 

au cisaillement étant fonction de l'effort tranchant. 

\ 
Les conditions qua nous avons adoptée& ùaos cette étude sont 

présentées dans le tableau. 4 

. . Bord simplement: 
appuy~ : Bord encastré 

. : . 
SA* . EF** SA EF . 

. . 
Mx= 0: w = 0 W= 0: w = 0: . . 
w = 0: &: 0 Mxy=O: e = 0: 

! . . . 
e = 0: ~= 0: $!= 0: . . 

Bord libre 

. 
SA . EF . . 
Qx = O:W 0 

Mx= o:e 0 . • 
lixy=O :$! 0 

Tableau 4 Conditions aux limites x= ete 

·• 
* SA solution analytique 

** EP éléments finis. 
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I. 5. SOID TI ONS ANALYTIQUES 

Les équations (I) qui traduisent la loi de comportement, les 

équations d'équilibre et les conditions aux limites, permettent d'obtenir 

le déplacement et les efforts en tout point de la plaque. 

Contrairement à la théorie classique des plaques minces, l'ordre 

du système d'équations à résoudre offre la possibilité de vérifier toutes 

·les conditions aux bords ; c'est la raison essentielle qui a conduit quelques 

auteurs [1 5" ] , (-d & J à a 1 intéresser à cette théorie ; ceci est néanmoins 

resté limité à des cas particuliers en r~ison de la complexité du calcul ; il 

faut en effet vérifier douze conditions aux limites ; ainsi (15"] a cherché la 
• 

solution pour une. plaque rectangulaire simplement appuyée sur ses quatre 

borda et c~argée uniformément ; il a·pris comme hypothèse simplificatrice, 

le fait que l'épaisseur de la plaque est petite devant ~es autres dimensions. 

Les résultats pour des plaques épaisses avec divers types de 

conditions aux limites sont rares, voire inexistants ; nous avons estimé 

nécessaire d'établir la solution pour quelques cas concrets, ceci afin de 

P~u.voir ccnrp.::u-c~ lco réSul t~ts avec 1a:· solution nUiûé.rique prot)osée dans la 

deuxième partie de cette étude. 

·1.5.1. Obtention de l'équation vérifiée par la flèche 

En remplaçant K par sa valeur (6/5) dans les · équations (I)' 
celles-ci s'écrivent . . 

Mx=-D (L:! + 
-~ c) 2w ] h2 ;>Qx \) h2 

p (a) +- -
:> x2 .) y2 5 ;) x 6(1- ~) 

v h 2 
---P 
6(1-)l) 

(b) 

Mx;r= - D ( 1 ~ ~ ) d 2., 
:JX Jy 

2 
+ .È....(JQx ;)Qy _....;....._.+ ---~-

10 c) y :> x 
) (c) 

•-

1 
. 1 
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En remplaçant ces quanti tés dans les deux derniàres équations 

d'équilibre, celles-ci deviennent z 

-D~~W + h2 AQx-ll_ h2(1+~) -Qx=O (2') 
10 'à- x 10(1- \)) 

- D r;).A w + h2 A Qy - ~ h2(1 + J>) - Q y = o (3') 
d-Y 10 Qy 10(1--J) 

En dérivant (2') par rapport à x et (3') par rapport à y en 

faisant la somme des équations obtenues, on aboutit à : 

('lo() 

D'autre part, en tenant compte de la premiàre équation d'équili­

bre qui peut s'écrire : 

. . 

d6Qx+ ()~Qy=-IJ.P 
d x ÔY 

~ 
l'équation (o() devient : 

h2 
D Il A W = P - ci P (A) 

10(1- v) 

On obtient ainsi l'équation aux dérivées partielles vérifiée 

par la flàche. 

I.5.2. Applications 

Les conditions aux limites étant de même nature sur tous 

les bords, on peut utiliser la solution de NAVIER et chercher 

une solution pour la flèc.he spus la forme d'une double série 

de FOURIER : 

y 

b 

a x 



·, 
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oLJ t;,C 

w = ~·~wmn mil"'x nlTv 
sin a sin ~ 

m=1 11;:1 

~oa 4 2 2 · ~ m n ) m V x i n V y A A W = z W 11 ( - + - sin s n 
mn a 2 b2 a b 

m=1 11;:1 

P peut ~galement être développée en double série de FOURIER 

de la façon suivante : 

bOo::> 

P=~~~ in
m1lx i nlTv s - s n .:;;;.,_,a_ 

a b 
m=1 n=1 

c::.o ca 

AP = -7T
2 ~z:~ 
m=1 ~1 

m2 n
2 

) in m.,...x i n1ry (-+- s -sn 
a2 b2 a b 

2 . h2 
On pose C = 10 ( 1 -~) et on remplace les différentes quantités 

évaluées plus haut dans l'équation (A), on obtient 

wmn = 

\ 

- calcul des efforts tranchants 
••••••••••••••••••••••••••••• 

On cherche la solution de Qx et Qy sous la forme 

DO p.o 

Qx= ~.Z: Hnm 
m=1 n=1 

. Q:y = 

mrx cos a 

sin m v x 
a 

i 
n "'11y 

sn b 

cos n Vy 
b 

t 



.• 

Rmn et Smn peuvent être obtenus en remplaçant Qx, Qy et 

W par leurs valeurs dans les ~quations qui lient la f.l~che aux efforts 
tranchants 

Rmn = 

1 ·. L ( !!.:!:) + ( ll) 2 [ 2 2 J 
+ 10 a b 

- 'calcul des moments .................. 

- 20-

Les valeurs de Mx, My et MXy peuvent être calculées en rempla­

çant w, Qx, Qy et.P par leurs valeurs dans les ~quations (a), (b) et (c) ; 

.· 

+- (- Rmn + ~ Smn) cos ~os n'7rz h2 n 1r -n- 3 
10 b a a b 
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- Conditions aux limites 
•••••••••••••••••••••• 

Le choix des différentes fonctions permet de vérifier toutes 

les conditions aux bords ; en effet, la plaque est simplement appuyée sur 

ses quatre côtés, on a 

W (o, y) = W (a, y)= W (x, 0) = W (x, b) = 0 

Mx (o, y) =MX (a, y) =MY (x, o) = ~ (x, b) = o 

La troisième condition est prise telle que 

9 (o, y) = e (a, y) = 0 
• 

1 (x, o) = ~ (x, b) = 0 

- Cas de chargement 
··~·············· 

Le développement de l'intensité de charge en série de FOURIER 

permet d'évaluer le coefficient amn [~t]: 
\ 

on trouve 

a b 

amn • a ! f r P {x, ;y) Sin maTfX Sin n:z d X d 7 

0 0 

Dans le cas d'une répartition uniforme Po sur toute la surface 

0 

16 Po 
2 -
mn 

.. 

pour m et n pairs 

pour m et n impairs 



' . ., .... _ ... 
.. ··-· .. 

' 
,. 

•. 

.•· 

.... 
, . . · . 

a' et b' 
Pour une Po répartie sur l'aire d'un rectangle de côtés 

a 
mn 

= 16Po sinmïfX1 sinnlrY1sinmlra'ein~ 
1f~ a'b' a b 2a 2b 

X1 et Y1 étant les coordonnées du centre du rectangle. 
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On peut également en déduire le cas d'une charge concentrée P 

appliquée au point de coordonnées X1 et Y1 : 

a 
mn 

4 P m 'tf X1 sin n 1f Y1 =-sin 
ab a b 

2) Plaque··simplement appuyée sur deux bords opposés 
------------------------------------------------

làns ce cas, la solution de l'équation (A) peut être recherchée 

sous la fonne de la sonune de la solution ghlérale sans second membre et 

d'une solution particulière. 

\ 
W = W1 + W2 

W1 la solution générale 

W2 solution particulière 

La solution particulière doit satisfaire l'équation (A) et les 

conditions aux limites ; elle peut être cherchée sous la forme d'une simple 

Série de FOURIER : 

n ilx 
sin a 

n=1 

o:::J 
/ 4 4 

A A W2 = 2- n 1r 
4 a· 

Wn sin~ 
a 
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D'autre part, on peut faire l'cypothèse que l'intensité de charge 

ne dépend que de x et qu'elle puisse être développée en simple série de 
:OOURIER : 

---·---···-

in 
nrx ans - a avec 

Ç>O 

-- l!p =- ~ n21T 2 i n1TX 
an sn-2 a a 

- Solution de l'équation sans second membre 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

A à w = o 

o. 

in 
nrx s­a 

(A) on trouve 

dx 

On cherche la solution générale sous la forme suivante 
\ 

W1 = 
(;s::D 

~y (y) 

n=1 

·n1rx 
sin a 

où la fonction Y satisfait l'équation différentielle suivante 

Cette équation admet la solution suivante 

Y = A sh nTy + B ch n -,ry + C nvy sh ~ + G E...!Z Ch .!!2!2. 
a a a a a a 



Ies constantes A, B, C et seront d~termin~es par les 

conditions aux limites. En définitive 

W = (wn + Y) sin .!!....!::! 
a 

- Calcul des efforts tranchants 
••••••••••••••••••••••••••••• 

---·-
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Ies efforts tranchants doivent vérifierles équations suivan-
tes 

(B) 

~Qx +~ =-P 
:::>x a Y 

Posons 

~=Qx,+Qx2 
\\ 

Qy = Qy 1 .. ~··2 

où Qx 1 et Qy~ désignent les solutions des équations (B) sans seconds membres, 

Qx2 et Qy 2 des solutions particulières 

• Solutions des équations générales sans seconds membres 

On introduit la fonction f (x, 1), telle que 

Qx·. 
1 

d't' --
c)Y =--



limites. 
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Les équations se réduisent à une seule équation qui s'écrit 

h2 't' - 10 d y = c te 

... 
Cette constante peut être prise comme égale à zéro. 

On cherche o/ sous la forme 

. 't' = ~ x {y) 

n=Q 

n Trx cos­a 

où X doit vérifier l'équation suivante 

2 2 
X" - (_!Q_ + n ll'2 ) X = 0 . 

h 2 a ! 

d'où : 

oo [ J n·lTx y (x, y) = €_ E ch~ y + F sb~ ;y cos a-
n=O 

avec 

\ ,, 

2 n2-r 2 p =', 2 
a 

+-10 

E et F sont des constantes à déterminer par les conditions aux 

• Solutions particulières 

h2 
~ Q x2 

_ 
0

2 cl P _ D è) o w 
Q x2- TO = dX CTX 
. 2 

- c2 ll- D~ h 
~ Q ;y2 Q y2 - TO = 

~y ;) 1 

* * On introduit les fonctions Q x2 et Q y2 définies de la façon 
SUivante : 



avec 

\ 

Qx
2 

= Q* x _ ;) ~ DW1 
2 ~x 

Qy = Q* _ ~ D ô. W1 
2 1 2 ô y 

Comme P est indépendante de y par hypothèse, on a 

Q*x
2 

vérifie l'équation suivante 

Q*x2 - ~ ~ A Q*x2 = - c2 i ~ -D ; ! W2 

On cherche Q*x
2 

sous la fo:I1lie suivante 

-<) 

Q*x2 = .~""Rn n1fx ~ cos-
o a 

a a n­
n"Tf 
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En définitive, on trouve en tenant compte de la valeur de la 

flèche calculée plus haut : 

Qx2= ~[Rn-
0 

2 D n3~ ( G sh nl'ry + C ~h .!!..!!1.)] cos~ 
a' a a a 

1 
n1'Tx sn­a 

~ la même manière et en tenant compte de la valeur de '+'· 



d'où 

~ 

Qx1 =· 2:: f (E shp y + Ji' Ch p y) cos n:x 
0 

n 'i'TX 
a 

- 26 b -

cO 3 3 
Qx = f [Rn - 2 D n ~ ( hh n-:"y + C ch n:y)+ foCE sh foy+Fchp yj 

n 1TX cos­a 

cP~ .' 3 3 
Qy = 2: n 11 ( E Chpy + Ji' shfy) - 2 ~ (c sh Il11'y + 6-ch nYy~ 

1 a . a a a!J 

Sin~ 
a 

- Calcul des moments 
•••••••••••••••••• 

Les moments sont donnés à partir des relations (1), (2) et (3) 

Par les relations suivantes : 

[- Wn + Sh narry ( A( v -1) + C _n:y (\J -1) 

+ 2J~ +ch na'l(;r(U(~-l)G+n:)·(ll-1) + 2c>l~ 

2 r: 3n-3 -~ L Rn - 2 D n 
3 

(G sh n rl + c ch n-rrz. ) 
a 5 a• a a 

+ {h (E sh fJ 7 + P chp 7 il- ~(~~ l>) IUl] sin n:x 



- 27-

D-Ot 2 2 ° My = Z:, - D !!...2[ [- vWn + sb n "'T"l (A(1- \J ) + C .!!..!!Z (1- v) + 2 6- ) 
2 a a 

n=1 a 

+ch n:y (B (1-v) + n;y (1-V)+ 2CÙ + h: naTr [<E sb~ y 

Mxy = 2- D(1-\l) n2ï1'2 [Cb n'll'y (A+ C n1f"y + G) +sb n1f"'y (B +G.na'f'y+C)l 
0 a2 a . a a ~ 

2[ 44 ·. 22 
+ ~0 - 4 D n ~ (c sh n ;z + G ch EfZ) + ( n ; + p 2) 

a a 

(E ch ~ y + l' sh foy il J n 1fx cos-. a 

On remarque que les conditions aux bords simplement appuyés sont 

automatiquement vérifiées, en effet : 
) 

ê (o, y)= e (a, y) = 0 

Mx (o, y) =Mx (a, y)= 0 

W (o, y) = W (a, y) = 0 

Deux cas ont 'té traités dans le but d'obtenir des résultats pour 
différentes conditions aux limites : 

a - deux bords encastrés 

b - deux bords libres 



.• 
- 28 -

a) Consid~rons une plaque rectangulaire chargée symétriquement 

par rapport à l'axe des x, fig. , la surface fléchie étant symétrique 

par rapport à cet axe, on ne garde par conséquent que les fonctions paires 

dans le développement de la .flèche, celle-ci s'~crit : 

oO 

W = C (wn + B ch .M y + c .M y sh M y)· sin Mx 
n::1 

y 

+b r-------------------~ 2 

avec M = ~ 
a 

0 ~------------------~~-~~ ~.x 

nlTb appelons : .M1 = -za-

.M2 = 

6 o<: = ~~ 
5~h 

' -vn 2 ,. 2 .!.Q_ avec (l - 2 + 2 a h 

-b 
2 

Fig. 

Les conditions sur les bords encastrés sont les suivants 

W (x, ! r) = 0 

9 (x, .! ~ ) = 0 

'· ' 

Mxy (x,_ ! ~ ) = 0 

Ces conditions se traduisent par le syst~e suivant 

Wn + B ch M1 + C M1 sh M1 = 0 

G{:p sh M2- C(2 D~M2 eh M1 + sh M1 + M1 ch M1)- B sh M1 = 0 

(M
2
+tJ

2
)h

2
shM2u+c[-D(.1-·')M2(M1 hM1+hv1) 2 h

2 
4 1 1 o ~: ,.. c 6 .w -· ~ ll4 sh M~ 

- B D ( 1- Il ) M2 sh M1 = 0 

E = 0 



d'où R2 
0=~ 

,• 

B - -~ - R2 Ml th M1 
- ch .Ml R1 

R2 
p = R1 o< sh .M2 ( 2 ) sh M1 2 D M tX. sh M1 + sb M1 + M1 ch !41 -#(. shM2 

· ( Wn R2 ) 
chMl + Rf M1 th M2 

avec : 

2 A2) 2 2 
R1 = (M1 ch M1 + sh M1) (- D(1- v) M2+ (M. ;Oph) + sh M1(- 2~ D M4 

+ D u2 ( ·2 2) 2 · 
w M + ~h + D(1- ~ )M2 M1 th M1 - (M2+ p 2 )h2 Ml thM1 sb M1) 

5 ) 10 

Les déplacements et les efforts sont a présent complètement 
déte:nninés. 

b) Le problème se traite de la même manière que le cas (a), 

les conditions aux bords y= ete deviennent": 

My (x, ! ~ ) = 0 

Qy (x, + ~ ) = 0 

Mxy (x, ! ! ) - 0 
2 - . 

Celles-ci se traduisent par le système suivant : 

P ah M2 - 2 D M2 
sb M1 C = 0 

29 -

f -

! 
; 
1 
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C [ D 14lJ.i1 (1- J} sb 141 - ch 141 (2 Di+. 2D
5
h

2 
144 ch 111} J -D 142(1- J} {3 

2 . 2 
ch M1 B + ~ (> 1!' ch M2 + l> D M2 Wn - 6 ( ~ _ v ) an = 0 

- D ( 1- v ) M 2 sb 141 B = 0 

d'où R'2 
C=-

R'1 

2 I.M2 ah r41 R1.2 
1!' = ah M2 R' 1 

où, on a posé 

\\ ,, 
3 2 . 

+ 2 D M h (J sh 2 M1 th M2 
5 

h
2 an 2 

R' 2 = sh M1 ( 6 ( 1_ v ) - V D M Wn) 

2h
2 

4 R' 3 = - D ( 1- .l> ) .M2 (M1 ch M1 + sh Ml ) - 5 D M sh M1 

10 

Des résultats numériques sont proposés dans un chapitre sui­

vant et servent de comparaison avec les résultats fournis par la méthode 
des élénents finis. 

f .. 
t 
! 
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I.5.3. Plaque simplement appuyée sur ses quatre bords et reposant sur 

une fondation élastique 
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Le cas d'une plaque reposant sur des appuis élastiques est 

traité en supposant que ces appuis exercent sur la plaque une force propor­

tionnelle à la flèche, cette hypothèse revient à assimiler la fondation 

élasti~ue à une série de ressorts accolés ; dans le cas d'une plaque reposant 

sur le sol, le coefficient de proportionnalité est appelé coefficient de 

réaction et la force exercée sur la plaque étant la pression de contact. 

Le coefficient de réaction e~t supposé fonction uniquement de 

la !nature du sol et indépendant des dimensions de la fondation ; il se mesure 

P~ l'essai à la plaque[' J; des'valeurs expérimentales de ce coefficient 

sont largement répandues dans la bibliographie [ ']J [ -:t.oJ. 

- Calcul du déplacement et des efforts pour une plaque simplement appuyée ....................................................................... 
sur ses quatre bords et reposant sur des appuis élastiques .......................................................... 

Dans ce cas, la plaque est soumise à sa face supérieure à une 

intcnzité de charge P1 et d'autre part à la réaction d'appui F2 où P2 = _KW . ,, 
K étant le c~efficient de réaction. 

y 

L'équation (A) devient 

(A') A ~ W - C~ K ô. W + ~ W = P1 a 

b 
avec 

02 = h2 

10 (1-11) 
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La plaque ~tant simplement app~ée sur ses quatre bords, on 

peut chercher la solution de (A') en utilisant la méthode de NAVIER ~voquée 
précédemment. 

m=1 n=1 

ex> 00 

w 
mn 

m7rx n 7TV 
sin-sin~ 

a b 

P1 = L Z:. ami sin m :x sin n b;ry 

lll=1 n= 1 

avec : 

a b 

a mn = f f P1 (x, ;r) sin mavx sinn :z dx dy 

0 0 

En portant W et P1 dans l'~quation (A'), on obtient : 

Wmn ,{f [<~l2+ < T>2]+~}mn 
[c maT)4+ 2 (m: )2(n:)2] + .. K;2 

[c.ma-q-)2+(n;)2]+ ~ 
\ 

Nous pouvons également chercher les efforts tranchants et les 

moments fléchissants sous la forme : 

Co dD .,. 

Qx = L ~ \n cos m:x sin~ 
m=1 n=1 

Do t:>O 

Qy:L.~ C sin !!!..!:! cos n -,ry 
mn a b . 



.. 
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avec : 

m'TT" -
bmn = 

a 

et : 

~•ln [( malf)
2 

+ <\")~Îimn - c2(1-~ )(K Wmn + amn.)1 
Cmn =~~--~~------~--------------------------~---

2 [ 2 2] È.._ cm 1r) + ( ~) +:1 
10 a b 

Les moments sont déduits de~ relations (1), (2) et (3) et 

s'écrivent : 

v h 2 a .}sin mTx sinnry 
- 6 (1- )J ) mn a b 

0() DO . . 

/ <" t[ .. ?_ 2 \) 2 ] h2 "TT My = G- <:::... rr-w ( E.._ + ~) -- E___ c mn 
mn 2 2 5 b 

m=1 n=1 b a . 

\ 

00 o:a f 
Mxy= ~ 'Z -D(1-") m:-:2 

wmn 
m=1 n=1 
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CHAPITRE II 

II - RESOIDTION PAR LA METHODE DES ELn.ŒNTS FnliS 

II.1. EXPRESSION DE L'ENERGIE POTENTIEL:œ TOTALE 

on a 

C =matrice d'élasticité qui s'écrit pour un milieu linéaire 

élastique et isotrope de la façon suivante 

\ 

c = 

E. 

1- '1) 2 

)}E 

1- l) 2 

0 

0 

0 

vE 
1- ~ 2 

E 

1- ~ 2 

0 

0 

0 

E G=---
2( 1 + ~)) 

b 0 0 

0 0 0 

2 (,.. 0 0 

0 2 ~ 0 

0 0 2 (,.. 

module du cisaillement. 
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E ( fx + '\)('y) 
~2 1-

E (~(X +~y) 
1- "2 

c = 

2 ~ (x;y 

2(;. ~xz 

21i- eyz 

2 
E.T C t = E 

2 
( E.~x +vEy) + E 

2
( ~{X + ( 2y )+ 4 ~ (. xy + 4 G. E-

2
xz + .4~ ,;_2yz 

1-v 1-oJ · 
.. · 

1 E 
avec c1 = 

1
_ "' 2 

~ 

0 

~ 

1 

0 

0 

0 et €1 =[ :; , -" 
2 

2 E xy 

. ·. 

donc, l'énergie potentielle de déformation d'une plaque hamogène et isotrope 

s'écrit comme la somme de deux termes, l'un dû à la flexion et l'autre au 

cisaillement. 

U = Ul + U2, aveo Ul = ~ S €'11 Cl f. 1 dv 

v 

U2 = ~ J 1b C2 E 2 dv 

v 
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f 
. ~:;:~;~.~~-~:~;;~:~.~~=;~;:;!!~.~~-~~!~~~=:~~-~~-~:~~~-~~-~~~!~:;~;~=~ l 

z SI (x, y) 
• u = - z e (x, y) 

W (x, y) 

E. T2 = [ 2 E. xz, 2 é yz ] = [ ~ + 
~w -

• ~' e sont les rotations autour de 
y et de x respectivement 

• W est le déplacement suivant z 

' z ( ~- ..LQ_>] 
ay a x 

appelons 

u1 

C1 1 

' E. 1 = 
~ 
;,x 

cl e --

U1 -= ! s· 1 T 2 C1 
2 l1 z ' 

v 

' 

' ' 
~· 2 = 

{11 c. d x d y d z 

'E 1 ne dépend que de x et de y 

[~·;. ( f: c, 
2 1 J ' 1 f 1

T z dz) €.. 1 dx dy = 2 . ( [. 1 C1 

€.. 

IT 

-h 
2 

= ~ J< !. 1 C11 

€. 

b3 
= ï2 C1 = D 

€ 11) dx dy 

1 v 0 

).) 1 0 

0 0 1- v 
2 
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·de même 1 ( T 
U 2 = 2 } ( 2 C' 2 é 2 dx dy 

(_ 

h = épaisseur de la plaque 

rK (.; h 
C'2 = Lo 

K = coefficient de._c_orrection au cisaillement. -·-----· 

II.1.2. L'énergie dûe aux forces extérieures 
------------------------------------
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Appelons j) la frontière du domaine, an et at les rotations 

autour de la normale et de la tangente à la frontière respectivement ; Qn, 

Mn+ et Mn désignent l'effort tranchant, le moment de torsion et celui de 

flexion respectivement. :' 

-Le travail de forces de liaison s'écrit : Wl =- f Qn W +Mn+ en- Mn et d s 

s 
s abscisse curviligne. 

-Le travail des forces appliquées s'écrit: Wa = -}(2 q W d~ 
~ 

d'où r = u -f2 q w d < - J (Q~ w + :Mnt en - Mn et) ds 
\Z-. ~ .. , . 

avec : U1 =..!. Jf D [c ll)2+(~ 0)2 _ 2 ll11_ ~0 +~(li_ cl 0)2lJ d f_ 
2 L >X ay ..)X ~Y 2 :>y :>x J 

€. 

U2= ~fKG.h [<~+;~)2 + c;;-e)2
) dL 

z._ 
En définitive, on a : 

+ K C,..h 

! 



.. 
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II.2. CONVERGENCE 

Dans ce paragraphe, nous démontrerons que des approximations 

linéaires du déplacement sur un élément carré permettent d'assurer la conver-

gence de 1 1 énergie potentielle totale vers la solution exacte quand les ____ _ 

dimensions de l'élément tendent vers zéro. 
--· -·---· --. 

- -Soient : w, e et ~ champ cinématiquement admissible qui permet 

de minimiser l'énergie potentielle totale. 

W, e et ~la solution exacte. 

Appelons o( = W - W, fj = è - e, ~ = j - ~ .. · 

.Ax= x (w, ë, ~)-x (w, e, ~) 

~~X +fr ~2 X en cons.idérant la variation jusqu 'à 2ème ordre. 

SX qui représente la première variation, disparait à cause des 

conditions aux limites, la deuxième variation s'écrit 

\ 

Ma.j'oration de .ô X : 

Démontrons que A X =: 0 

4X = [fn [<~.x-~. ;r)
2

- 2 ( ~-1) 1(, x/), y+ 1
-/ (~.y -P ,x)~ 

€_ + K G-h [_( T + «,x)2 + ( {J -o<,y )~} é. 
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On ne doit considérer que les deux premiers termes, les autres 

~tant positifs, par conséquent l'intégrale de ces termes sur le domaine 

borné est positive. 

Soient A = 1.r ,x et B ={),y 

I = (A-B) 2 + 2 (1-y) AB 

AB = (A+B)
2 

- (A-B)
2 

4 

I = (J.-B)2 +. 1; ~ [(J.+.B)2 - (J.-B)2J 

I = (A-B)2(1+ V ) + (1- y)(A+B)2 
2 2 ' 

comme \) < 1 ~ I ~ 0 

donc f ( ~ ,x - (!J ,y) 2 - 2 ( v _, ) r, x p ,y d ~ ~ 
t 

et . A X ~o 

considéron~ f t' x ra ' y dl.. 
"-

on a, d'apr~s l'inégalité de SCHWARZ : 

= Vu i(, x u2 x ,, P • T u 2 
' 

donc : s r ,x p ,y d ~ ~ /( y ,x // x Il ~ ' y JI 

~ 

--------
* Il f JI : norme de la fonction f (Il flf= Jtt.l 2 

.dh) 

L2 L2 

* 



on a 

.. 

Considérons à présent les termes tels que 

f< o( ,x - p ,y )2 d .z. 
~ 

f ( V" ,x - (), ,y) 2 d ..;: ~ 11 /{' ,x - p ,y\1
2 

z._ 
et d'après l'inégalité triangulaire, on peut écrire : 

donc 
s('f,x- p ,y)2 di_~(\l~,.'xll+llp,yll )

2 

z . 
de la même mani ère 

S< l•Y- (3 ,x) 2 d~ ~( \\r,y 11 +llp,x Il )
2 

~ 

s ( r + oe.,x) 2 d{ ~( \\ ~ " + \\ o(. ' x \\ )
2 

\:t:. 
) (~--<· :r)2 df_~(l\~\\ +\\\>(,yi\ )2 

''{_ 

En définitive, on a : 
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0~ AX )f-~ [(11 r ,xli +Il p ,y Il )2--D(" -1) Il ( ,x Il Il (3 ,yll+ 
1
-: D 

z_ ( \1 "6" ,y Il + 1\ ~ ,x 11 ) 2+ K &h [<Il)' Il+\\ o( ,x Il )2 ~(11 P•1 + llo(,y Il )3 J dE_ 

Développons W, e et ~ en séries de TAYLOR jusqu 1 à 2ème ordre au 

point a 
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W = W {a,a) + {x-a) W'x {a,a) + (y -a)W'y (a,a) 

+ ~! t. (x-a)2w•xx(a,a) + 2(x-a)(;y-a)W"xy(a,a)+(;r-a)2w"yy(a,a8 

x 
~ +a 

a +a ~ 

-a 
ri . 2 

On suppose que W, 9_et ~ sont d: classe C • 

On a ( X - a \ < 2a 

\Y - a\< 2a 

W", 9" et ~· < f {elles sont de ciasse c2 
et le domaine est borné) 

En choisissant : W = ex + by + c -e = a,x + b,y + c, 

on a : \ j o(.~ w - w = ~! [<x-o.)Z.. :c:(a,a)+2 (x-a)(y-a) w• xy(a,a) + (;r-a/li"yy(a,a!J 

En conclusion on a o( · = 0 (a
2

) 
~ = 0 (a

2
) 

~ = 0 (a2) 

t· 
l 

r 
l 



d'autre part J ('(,x zr), 
é-' 

.. 

dé= x 

+a 

J.ü lS",x 2() (a,;r )-( Y ,:z:.r )( -a,;r ù 
-a 

comme ~ = 0 pour y = !' a (w, ë, $1 champ cinénatiquement admissible) 

alors . J ( ~ ,"~) , x d ~ : 0 
~ x 

d'où 1\(, xli 
2 =-fr, =If d€_ 

0 

~ C a2 x M x a 2 

' 
M est une constante positive 

de la même manière \\ p , x\\ 2 = D (a 4 ) 

\\ o(., x \\ 2 = 0 (a 4) 

et ~f,Y\\ 2 =Q(a4) 

\\ ~' y~ 2 = 0 (a4) 

\'o(' \1\ 2 = 0 (a4) 

donc o < D. X < K 1 a 4 
0 ' ...... 

quand a .........,.o ~ AX ~ 0 et")( app-?" X exact 
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On vient de démontrer qu'une âpproximation linéaire du dépla­

cement per.met d'assurer la convergence vers la solution exacte quand les 

dimensions de l'élément tendent vers zéro. 
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II.3. 'ETJiMENTS DE PLAQUES OBTENUS SUIVANT LA THEORIE DE MINDLDJ . . 

GREIMA.NN et LYNN [i-] proposent trois éléments rectangulaires, 
. . 

formulés de façon à inclure l'effet du cisaillement transverse dans le com-

portement des plaques chargées transversalement ; ils ont comparé les résul­

tats avec ceux obtenus par la solution ana~tique, pour une plaque carrée 

(~ = 0.1), encastrée sur ses quatre bords, chargée ~centre et unifor.ménent 

sur toute sa surface. 

Ils ont tracé l'évolution de la flèche et des moments en fonction 

du nombre d 1 éléments (maillage 4 x- 4, 6 x 6 et 8 x a). 

Les trois éléments considérés sont les suivants 

1. Elément rectangulaire à 4 noeuds et 5 degrés de liberté par 

-noeud. 

2. Elément rectangulaire à 8 noeuds : 4 noeuds aux sommets ayant 

3 degrés de liberté chacun et 4 aux m1i1eux des côtés à 1 
--··--· - .. --- . ·--- ----·-·---- -- ··- .. 

·degré de liberté par noeud. 

3; Elément -rectangulaire· à 4 ·noeuds et à 3 degrés de liberté par 

\ 
~noeud. 

II.3.1. Elément 1 

Les paramètres nodaux sont les suivants 

Wf flèche dûe à la flexion 

Wc flèche düe au cisaillement 

~i 

fi~~--------_.~ 

e = ~ w f 
, :r 

Wif 9i 
Wic 

.x 
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La fl~che totale est donc la superposition des effets de la 

flexion et du cisaillement. 

W = Wf + Wc 

• ChoiX des fonctions d'interpolation 
•••••••••••••••••••.. t-1. a._.._ ............ . 

--·------· 

La flèche dûe à la flexion peut être d~crite par un polynôme 

de 4ème degri. On doit pouvoir évaluer 16 constantes, qui peuvent être d~ter­

minées sans difficultés, compte-tenu du nombre des noeuds de l'ilénent et 

des relations qui existent entre les degrés de libert~ ; d'autre part, la 

condition de compatibilité nécessite une classe de continuité C1 pour la 

flèche ; cette condition ne pouvant être ,.assurée en prenant des fonctions 

polynomiales ; cette difficulté peut être surmontée en fiXant aux noeuds la 

dérivée croisée de la flèche. Cette àémarche.a été adoptée par BOGNER[i1] 
pour obtenir des éléments de plaque de KIKCHOFF conformes. 

Le critère du mode rigide et de déformation constante est véri­

fié par le maintien des termes linéaires dans l'approximation de la flèche. 

\ 
Les bases po~omiales choisies sont les suivantes 

Wc = b1 + b2 x + b3 y + b4 xy 

Ces relations peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante 



W! 1 

Wc 0 

e 0 

~ 0 

't' 0 

.. 
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x x2 12 x3 X21 xy2 13 x3y 2 2 xy3 x31 2 x21 3 x3y3 0 0 0 0 y xy x y 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 x y xy 

3xy2 zx'; 3x21 2 0 1 0 x2 3y2 x3 
. -. 2-- . 

,;3y2o 0-0 0 x zy 0 Zr:! ZXy 
-----··-·--·--·-:. ... ---~s.JJ""'. ..... ·--··---···--- ·--·- .• -· -· 

1 0 2x 0 3x~ 2 0 3x2
1 'à::/2 13 3 2 2~3-2 3 0 0 0 0 

y 'à.y, Y' x 1 x y 
--- ·--·. 

0 0 0 1 0 0 2x zy 0 3x2 w 3y2 6x2 . y 6xy2 9x2y 2 0 0 0 0 

.· 

\ 
On. ~ma~que ~,e le cboi~ des paramètres nodaux ne respecte 

pas la théorie de MINDLIN; en effet, les rotations-sont les pentes de la 

flèche dae au cisaillement. Or, dans la ·théorie de MINDLIN les rotations 

sont indépendantes, donc c'est une simple méthode de superposition des 

effets sur la flèche du cisaillement et de la flexion. 

Il en résulte que par cette modélisation, on exclut les effets 

du cisaill~ent sur les moments, ceci est apparent dans les relations 

"contraintes" - "déformations". En effet, on a 

Mx= D ( ll _\).l!) (1) ,x 'JY 

My = D ( ')) :1.J!_ - ().._! ) (2) 
.) x ~y 

a1 

a~· 

J a: 

a.l 
1 

a' 

a! 
i 

al 
1 

a• 
1 

a 
1 

a 

El 

J 
'j 
./ 

. J 
' ! 
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11t.cy = ( ~) D ( ll- ë> e) (3) 
2 3 y .")x 

Qx = K<rh ( Çf+ ~w) (4) ,x 

Qy = lcerh ( ~- e) (5) a Y 

les équations {1) ,' (2) et (3) donnent les moments de flexion 

et de torsion en fonction des rotations ; on a 

Ces dérivés sont donc des fonctions de la flèche düe à la flexion 

uniquement, ceci explique le fait qu'on obtient des moments identiques à ceux 

donnés par la théorie classique dés plaques minces. 

En dépit de ces remarques, cette formulation fournit des résul­

tats pour la flèche très proches de ceux donnés par la solution analytique, 

quant aux moments, ils sont identiques à ceux donnés par la théorie des plaques 
minces. 

\ 
En conclusion, no~s avons ~ é~ément rectangulaire à 4 noeuds et 

à 5 degrés de liberté par noeud ; il pe~et de vérifier les critères de con­

vergence, la matrice de rigidité élémentaire est de dimension 20 x 20 •. 

II.3.2. Elanent 2 

n s '~gi t d'un élénent rectangulaire à 8 noeuds construit suivant 

la théorie de MINDLIN, les bases po~amiales sont les suivantes 

W = Al + A2 x + a3 y + a4 x:r + a 5 x
2 + a6 y2 + a7 x 2y + a8 xy2 

9 = b1 + b2x + b3y + b4 xy 

~ = Cl + C2 x + C3 y + C4 xy 

w, e et Çf sont indépendants. 
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• Justification du choix des bases polynomiales .............................................. 
Considérons l'élément rectangulaire à 4 noeuds 

·de la figure-ci-contre 

Sur le côté 1 - 3 (y = o) 

W = a 1 + a2 x + a5 x
2 

Etant un pol,ynôme de 3ème degré, 11' ne peut pas être déte:nninée 

complètement par les paramètres nodaux des noeuds 1 et 3, donc la condition 

de la continuité de la flèche aux frontières des éléments n'est pas satisfai­

te, d'où l'idée d'introduire des noeuds Supplémentaires aux milieux des . 

côtés du rectangle et de prendre la flèche comme degré de liberté en ces 

noeuds. 

e = bi-+ b2x 
~ = C1 + C2x 

Donc e et ~peuvent être déterminées sans aucune ambigui té par 

leurs valeurs aux noeuds 1 et 3. Par conséquent, le choiX de base polynomiale 
. \ / . . ' 

tte e et de~ per.met de satisfaire la condition de compatibilité inter-éléments 

et la flèche sera l'unique degré de libert"é aux noeuds des milieux des côtés. 

On obtient 1' élément ;·suivant : 

} Wj 

En définitive, on a un élément conforme construit suivant la 

théorie de MINDLIN et ayant 16 degrés de liberté. 

't 

l , 
1 

1 
i 
! 

1 
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Ce t.ype d'élément a été utilisé avec succès, les résultats 

obtenus sont très proches de la solution exacte aussi bien pour la flèche 

que pour les moments ; en particulier le couplage entre le cisaillement 

et la flexion est respecté, en plus, la matrice de rigidité élémentaire 

est de dimension 16 x 16 tandis qu'elle était de 20 x 20 dans la fo~ula­

tion précédente, la taille du problème est donc réduite. Néanmoins, il 

présente quelques difficultés de mise en oeuvre, ces difficultés sont dftes 

essentiellement à la présence des noeuds aux milieux des côtés ayant un nombre 

de degrés de liberté différent de celui des noeuds de snmmets ; l'introduc­

tion de cet élément dans un logiciel existant, nécessite en plus du sous pro­

gramme qui calcule les matrices de rigidité élémentaires, un sous programme 

d 1 assemblage adapté à c.e type d'élément, qui est plus complexe que les _sous 

programmes d'assemblage classiques ; dif~icultés de programmation entraînant 

généralement un temps de calcul important. 

II.3.3. Elément 3 

Il s'agit d'un élément rectangulaire à 4 noeuds comportant 3 

degrés de liberté par noeud. Les auteurs adoptent les mêmes bases polynomiales 

que dans le cas précédent et imposent certaines conditions sur les forces de 

cisaillemen~ afin de réduire le nombre de constantes à évaluer, le champ de 

dé~laoe~ent est donc entièrement dé~erminé par le déplacement transverse et 

les deux rotations autour de x et de Y• 

; 

Les conditions imposées sont les suivantes 

~ Qx = 0 et~ = 0 
':) x ;} y 

d'après les relations "contraintes-déformations", on a 

0::/ = KC.h ('W- e) 
;)Y 

Les conditions (1) ~ 
dW 

~ +- = f (y) 
.)X 

• ., w - e = g (x) 
)y 
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Ces conditions n'ont aucune signification pqysique ; les auteurs 

les ont impos~es pour assurer la continuité de la flèche à l'interface des 
éléments. 

On a donc 

5 -~ a - 2 
c2 

a6 = 2 b4 
a7 =2 

Le champ de déplacement devient : 

a8 
_ c4 
- 2 

W 1 3 b2 2 C2 2 b4 2 + C
2

4 xy2 = a + a2 x + a y + a4 xy + 2 __ x. + 2 Y + 2 x Y 

e = b1 + b2 x + b3 y + b4 x:r 

~ = C1 + C2 x + C3 1 + C4 xy 

sur le côté (y= o) de l'élément rectangulaire à 4 noeuds, on a 

W 1 b2 x2 =a + a2 x+ 2 . 

e = b1 + ~2 x 

\ 1 = 01 -r C2 x . 

w, e et ~peuvent être 'entièrement détenninés en fonction des 

paramètres nodaux des noeuds d'extrémité du côté ; par conséquent, les condi­

tions de compatibilité inter-éléments sont satisfaites. 

:PRYOR, BARKER et FREDERICK proposent un élément rectangulaire 

à 4 noeuds et à 5 degrés de liberté par noeud ; ces auteurs décrivent séparé­

ment les rotations induites par la flexion et le cisaillement de la façon 

suivante : 

Les r 9 tations suivant la théorie de .MINDLm sont données par 

e = et + ec 

~ = ~f + ~c 

9f et ~f sont les dérivées de la flèche par rapport à y et à x 
' . 

respectivement. ec et ~f sont les rotations dües au cisaillement. 

i 
l 
\ 

1 

1 
~ . 



- 50 -

~c = K tf 

En utilisant la méthode du déplacement pour formuler le problème, 

on remarque que, pour satisfaire les critères de compatibilité inter-éléments, 

11 faut que la flèche et sa dérivée première soient continues aux interfaces 
des éléments. 

L'approximation du champ du déplacement est la suivante 

W = a1 + a2 x + a3 y + a4 x2 + a5 xy + a6 y2 + a7 x3 + a8 x2y + a9 xy2 

+ a10 1 3 + a11 x3y + a12 xy3 

9c = a13 + a14 x + a15 y+ a16 xy 

~c = a17 + a18 x+ a19 1 + a20 xy 

e et~ sont des fonctions des dérivées premières de w, de ec et 
de ;1c. 

. . \ 
· · . Le choiX de ces bases polynomiâles· permet d'assurer la conÙnui té 

·de, la flèche, de ec .. ~t de ~c aux interfaces des éléments (x = ete et y = ete), 

tandis que la continuité de e et de ;1 ne peut pas @tre assurée, ces rotations 

sont fiXées aux noeuds. 

La dimension de la matrice de rigidité élémentaire est de 20 x 20, 

la taille du problème est importante. En dépit de cet inconvénient, cette 

formulation offre plus de possibilités pour l'application des conditions aux 

limites, en particulier pour les bords libres, on peut annuler l'effort tran­

chant en faisant disparattre 9c ou ~c, condition qui ne pouvait pas être satis­
faite en utilisant d'autres formulations. 

1 

T'/ 
·i·_ 'f. 
i. 
!. 

,,. , 
,, 
,, 
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Les auteurs ont comparé les résultats obtenus en utilisant 

cet élément avec ceux de la théorie de REISNNER pour une plaque carrée 

simplement appuyée, chargée au centre et unifoi1llémen t sur sa surface, pour 

un maillage (6 x 6) ils obtiennent un écart de l'ordre de 10 ~avec la 

solution analytique pour différentes épaisseurs. · 

II. 4. PRESENTATION DES ELm:ENTS UTILISES 

II.4.1. Choix de l'élément 

Dans la plupart des problèmes bidimensionnels et à géométrie 

simple, les auteurs utilisent en général des éléments triangulaires ou .rec­

tangulaires. Ies premiers ont 1 'avantage ,.de pei1llettre une large liberté 

dans la discrétisation, notamment dans les zones qui nécessitent un maillage 

très fin (concentration des contr~intes), les derniers sont plus simples à 

mettre en oeuvre, not~ent dans la génération automatique des éléments. 

Dans·le cas des plaques minces chargées transversalement, l'ex­

périence montre que les éléments rectangulaires donnent des meilleurs résul­

tats que les éléments triangulaires, surtout pour les éléments confo~es ; 

CLOUGH et TOcmm[j J ont comparé la flèche _au c~ntre d'une plaque carrée, 

chargée au .o~ntre, en utilisent d'une p[l!"t des éléments tri~gula.ire:J et 

d'autre part des élanents rectangulaires, avec la solution analytique donnée 

par TIMOSHENKO. On remarque que pour un maillage (6 x 6), l'écart est de 

0,5% pour les éléments rectangulaires tandis qu'il est de 4% pour les élé­

ments triangulaires (tableaux 1 et 2). 

maillage 

2 x 2 

î 4 x 4 

6 x 6 

Tab. 1 

W max x Pa2 / 1 o5 D 

éléments triangulaires~Eléments rectangulaires 

798 1108 

1039 1147 

1108 1154 

Valeur exacte 1160 

Plaque carrée simplement appuyée sur ses 4 bords et 
chargée au centre. 

' 1 
1 

-~ 
~ .•> ·•· 
I~ 
~· 1' 

l 

• 



\ ' 

,. 
- 51 -

Les auteurs ont comparé les résultats obtenus en utilisant 

cet ~lément avec ceux de la théorie de REISNNER pour une plaque carrée 

simplement appuyée, chargée au centre et uniformément sur sa surface, pour 

un maillage (6 x 6) ils obtiennent un écart de l'ordre de 10 ~avec la 

solution analytique pour différentes épaisseurs. 

II. 4. PRESENTATION DES EraŒNr..l UTILISES 

II.4.1. Choix de l'élément 

Dans la plupart des problèmes bidimensionnels et à géométrie 

simple, les auteurs utilisent en général des ~lénents triangulaires ou .rec­

tangulaires. Les premiers ont 1 'avantage _.de permettre une large liberté 

dans la discrétisation, notamment dans les zones qui nécessitent un maillage 

très fin (concentration des contr~intes), les derniers sont plus simples à 

mettre en oeuvre, not~ent dans la génération automatique des éléments. 

Dans·le cas des plaques minces chargées transversalement, l'ex­

périence montre que les éléments rectangulaires donnent des meilleurs résul­

tats que les éléments triangulaires, surtout pour les éléments confo~es ; 

CLOUGH et TOcimR [J J ont comparé la flèche au centre d'une plaque carrée, 

chargée au .c~ntre \ en utilisant d'une pnrt des éléments tr1~gulo.ire3 et 

d'autre part des él~ents ~ctangulaires, avec la solution analytique donnée 

par TIMOSHENKO. On remarque que pour un maillage (6 x 6), l'écart est de 

0,5% pour les éléments rectangulaires tandis qu'il est de 4% pour les élé­

ments triangulaires (tableaux 1 et 2). 

maillage 

2 x 2 

4 x 4 

6 x 6 

Tab. 1 

W max x Pa 2 / 1 o5 D 

triangulaires~Eléments 
. 

éléments rectangulaires 

798 1108 

1039 1147 

1108 1154 

· Valeur exacte 1160 

Plaque carrée simplement appuyée sur ses 4 bords et 
chargée au centre. 



W max x Pa 2 / 1 o5 D 

maillage él8nents triangulaires :éléments rectangulaires 

2 x 2 

4 x 4 

6 x 6 

. . ·----·· 

. . -· -··- ··-. 

169 

461' 

503 

. 

. . . . 

Valeur exacte 560. 

530 

548 

555 

Tab. 2 Plaque carrée encastrée sur ses quatre bords 
et chargée au centre. 
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Etant donné que les éléments rectangulaires confonnes donnent 

des résultats plus proches de la solution "exacte" que les éléments trian­

gulaires, dans le cas des·plaques minces, il est raisonnable de penser que 

cette constat~tion reste valable dans le cas des plaques "relativement 

épaisses". Par conséquent, nous utiliserons dans un premier temps des élé­

m~nts rectangulaires à 4 noeuds et 3 degrés de liberté avec intégration 

no.nnale. Ceci v'a nous pennettre de comparer les ré~uJ tntri cttenus avec :cet:oX 

de la litt'érature ; nous montrerons que ce type d'éléments donne de bons 

résultatp quand l'épaisseur de la plaque n'est pas trop petite devant les 

autres dimensions. Nous utiliserons ensuite ce même élément mais avec inté­

gration sélective et réduite, cette technique a été suggérée par ZIENKEWICZ 

[~i] , et montrerons que cet élément donne également des bons résultats même 

pour des plaques tr~s minces, et ensuite nous présenterons la fo~lation 

pour un élément quadrilatère quelconque, qui, à notre connaissance, n'a pas 

encore été utilisé pour étudier ce problème. L'élément quadrilat~re est d'un 

intérêt évident dans notre cas, étant donné qu'il regroupe les avantages de 

1 1 élément triangulaire et rectangulaire présenté plus haut. 
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Nous utilisons l'approche de déplacement pour obtenir la matrice 

de rigidité élémentaire, la méthode étant la même 'pour les trois éléments, la 

différence réside dans le choix du nombre des points d'intégration. 

·~-·-·-·--· 

Nous utilisons donc l'élément de référence carré 

représenté dans un repère de référence (), 1'\a.). 

-ChoiX des fonctions d'interpolation ................................... 

-~-

-1 

1 

+1 c 

+1 

1-1 j 

Nous avons démontré dans un chapitre précédent que les fonctions 

d'interpolation linéaires, définies sur uh élément rectangulaire permettent 

d'assurer la convergence de l'énergie potentielle. totale approximative vers 

l'énergie potentielle totale exacte quand les dimensions de l'élément tendent 

vers zéro. 

On choisit la base polynomiale suivante 

" W:o(1 +o(2~+o(3"J+o(4~Î 

.. \ fi( 
e=o(s+0(6~+ 7"f+o<a.) 1 (1 ) 

1 = o( 9 + ~ 0 ~ + o(11 7 + o<, 2 ~ ï 

Le critère de compatibilité nécessite une classe de continuité 

cl·, w' e et 1 doivent . être continues aux frontières des éléments ; le choix 

des bases po~omiales permet de satisfaire ce critère. En effet, W, e et 1 
peuvent ~tre définies sans aucune ambiguité aux frontières des éléments en 

fonction des noeuds d'extrémité. D'autre part, en gardant les termes linéaires 

dans le po~ôme incomplet, le critère de déformation constante et du mode 

rigide se trouve vérifié. 

-, 
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Les 12 constantes~ 1 données par la relation (1) s'obtiennent 

en fonction des valeurs de W, e et ~ aux noeuds. 

On obtient donc les quatre fonctions d'interpolation qui per­

mettent de lier le déplacement en tout point de l'élément aux déplacements 

aux noeuds. 

1 
NP<= 4 (1 +)Ill() (1 +'?j-<) o(= 1, j, k, l 

W = [Ni Nj 

e = [Ni Nj Nk ~ 

rm 
= {NP<e~ 

~ = [Ni Nj Nk N~ 
[*] 

= iNc<r'( 

Ie.I:l~ le cbapi tre précédent, nous e.von~ ét~bH 1 '~xpressior. de 

l'énergie potentielle de déformation sous la for.me de : 

u 1 = ! [<e Tl c '1 ~ 1) dx dy 

~ 
avec : 

.,y 

et u 2 = r ;2 c 1 2 ( 2 dx dy 

l!. 

et é 2 



:.: . 

l, .'. 

... 
. 

.. 

1 )..l 0 Kc..h 0 

et C'1 = D \l 1 0 C'2 = 
0 0 1- '\) 0 K C. h -2 

compte-tenu des relations matricielles : 

~ = [ N )[11 J 8 
, W = [li] f W r , 0 = [11 J re}" 

on a : 

1 t 1 = 
t~n [11J e 

[-~] [e} • 
. 

f; ; J ~} e - [ H] fel e 

et (2 = ) [lrJ[I1J "+ [~ 1 fwJ e . 

. 1 f:~;J{w} • -[B J[eJ e 

ai>pelo_ns e =[ ~:) ; . peut • 'exprimer sous la J'o!11le : 

et [B] = . [o] [o] [~] 
[o] t~J [o] Bf 

[ 0] t ~:] [~] 
-------- -- \..-

[~~] [o J [m J 

~;;} [- nJ 
B 

.· [ 0 J 
c 
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D PD 0 0 0 

YD D 0 0 0 

[c] = 0 0 D(1- ))) 0 0 

- - - - 2 ' - -- - -- -'r----
0 0 0 •K~h 0 

0 
1 

0 K~b 0 0 1 
1 

par cons~quent la matrice de rigidité élémentaire s'~crit 

J r [ B J T [ C] [ B] dx dy = 
A 

A= l'aire de l'élément. 

--Calcul de la matrice de rigidit~ élémentaire ............................................ 
Les fonctions d'interpolation sont calculées sur l'élément de 

référence, il convient dona d'effectuer un changement de variables dans l'ex-

pression d~ {K] e. . 

'·' La\matrice [B]dépend des fonctions d'interpolation et de leurs 

dérivées par rapport à x et·à y ; l'élément étant 1soparamétrique, les termes 

qui définissent la transformation géométrique sont identiques aux fonctions 

d'interpolation. 

On a donc les relations suivantes : 



f 
f .. • 
~ 

.... 

.. 
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J No< ~ t'l +-.-:>; ;>X 

o\= 1, j, k, 1 

.sLf. , ·~ , li et ~ s'obtiennent en calculant l'inverse de la matrice 
.:>X . .lX .:>y JY 

Jacobienne de la transformation qui est définie par 

~x ~ 
[ J] = ., ') .f) 5 

.l...! il il, J'1 

qui se calcule à partir de l'expression de la transformation géométrique, et 

son dét~nninant est un polynôme en j et Ï . 

- Xi+Xj+xk-xl+'Ï (xi-xj+xk-xl) - yi+yj+yk-yl+"7 (yi-yj+yk-yl) 
·- • -- -·- - --··--·- -- • • -- • • •• • -··-- 0 •• • • • -----·- - • -

1 
J = 4 \ 

- ·xi..:::x.j +.xk+xl+ } (xi...;.xj +xk-xl) 

det(J) = A + B S + C l 

avec A=! [(yl- yj)(xk- xi)-(yk- yi)(xl- xj)J 

B = ! [(yk - yl)(xj - xi)-(yj - yi)(xk - xl)J 

C =!. [(yl- yi)(xk- xj)-(yk- yj)(xl- xi)] 



-

' 

........ • loo ··; \ ~. ..... • •• • • 

Ottco >tt' ''+7 ... ·.,- .. . .. ~.· . •·•.:.. . . ..... ., ... 
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- yi-yj +yk+yl+ 5 (yi-yj+yk-yl) yi-yj-yk+yl- (yi-yj +yk-yl) 

r rl -1 1 
. LJJ = ~4d:c--e-:-lt {"'"=J) 

li= 1 
;;, x 4det{J) 

;) , 1 
-;-% = 4det{J) 

2.3....- 1 
) y - 4det(J) 

. 1 

-}7 = 4det(J) 

... \ 

Xi+xj-xk-xl~ 5 (xi-xj+xk-xl) -xi+Xj+xk-xl+ 7(xi-xj+xk-:xl) 

[ _ yi _ yj + yk + yl + 5 (yi - yj + yk - ylD 

[xi + xj - xk -' xl - 5 (Xi - xj + xk - xl D 

[ - xt + xj + xk - xl + 7 (xi - xj + xk - xl)] 

En définitive, on a 

[ K} • = . ( ( [ ll J T [ c) [ll J de t J d 5 d 7 
-1 -1 

II.4.3. Cas de l'élément rectangulaire 
------------------------------

Nous avons calculé la matrice [K]e numériquement en utilisant 

la méthode de GAUSS. 

Dans le cas de l'élénent rectangulaire, la matrice Jacobienne de 

la transformation est constante. 



1 
J=-2 

0 

yl - yi 

.. 

]
.et det(J) = (xj - xi)(yl -yi) 

4 
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et [J]~r: xj~>~-- o ll_ 2 .~~-o.5L.2.-o.~-~2-
;, x - xj-xi ~ ;) 1 - ' ~x - ' J y - yl-yi 

0 2 
yl- yi 

donc 
J No< .)Nco<. 2 
.)X = J 5 X Xj-Xi 

aN-<' -~x 2 
:J y - .) i yl-yi 

+1 +1 

et (&:] (e) = f J [B(5•7Ù T [c][B(~,7)J (xj-xl.}~yl-yi} d) d7 

-1 -1 

- J (e) 
intégration num~ique de [K 

- intégration nonnale 
••••••••••••••••••• 

appelons [r] la fonction à intégrer 

[ cJ (B] (xj-xi)(yl-yi) 
4 

La matrice Jacobienne de la transfonnation étant constante, 

[t. { 5, 7 )j est donc constituée par des polynômes dont on cannait le degré 

maximal des monômes que comportent ces po1,Jnômes. On peut par conséquent 

_ ~~~.c~~e-~-·~x~~te~:~.~ --~K 1.~. -~ f1··-{~1 f (}, Ï) d ~ d 7 
-1 -1. 

en ·utilisant la méthode GAUSS à deux dimensions sur un élément carré unitaire. 
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Cette méthode permet en utilisant P x S points appelés points 

de GAUSS, d'intégrer exactement tous les polynômes d'ordre 2 P- 1 en 5 et 

2 S - 1 en 't. 

Dans notre cas, la matrice [:r. ( 5, 7 )] est cons ti tuée des 

polynômes tels que 

' 

-------"' 

2 
Jlp(. avec € = ), Ï 

-----· ----
et J = i j ·k··· 1 

"' ' '·' 

Les fonctions d'interpolation établies précédemment montrent 

que le degré maximal de ces polynômes est de 3. Par conséquent, 4 points de 

GAUSS (2 x 2) permettent de calculer exactement tous les polynômes que 

comporte [! ( 5, _ ;~ Les points sont rep,résentés sur la figure 

)1 = v; 'i 1 = \11' 
\ 

0 0 

... 

0 0 

'f = 1) W étant \le poids de GAUSS. 

· Nous avons calculé sur un exemple, les termes de la matrice de 

rigidité élémentaire par intégration numérique suivant la méthode exposée ci­

dessus, et comparé les résultats en effectuant des intégrations directes 

pour tous les termes, le résultat est sensiblement identique. 

Donc, nous avons l'assurance que les points de GAUSS choisis 

plus haut permettent d'obtenir exactement tous les termes de la matrice de 

rigidité élémentaire calculés en quatre points de GAUSS. 



1 
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L'élénent rectangulaire avec intégration normale donne des 

résultats satisfaisants dans le cas où l'épaisseur de la plaque n'est pas 
1 
.'trop faible devant ses autres dimensions.(~15 %). I8ns le cas contraire, 

'les résultats obtenus sont plus faibles que la solution exacte ; ceci met 

en évidence le fait que le modèle qui décrit le comportement des plaques 

relativement épaisses n'est plus valable quand l'épaisseur tend vers zéro. 

La raison essentielle à cette discontinuité est apparente à 

partir de l'expression du déplacement établie dans le premier chapitre~ 

quand 

l'effet 

minces, 

9 = ;) w 
:>X 

K 
+ Gh Qx' 

.. · 

~w KQx 
h ...--o, >x devient négligeable devant G h ; par conséquent, 

du cisaillement, qui est négligeable dans la théorie des plaques 

devient prépondérant devant de la flexion. 

ZIENKEWICZ 82-J a expliqué ce phénomène à partir de l 'expressi'on 
\ 

de l'énergie potentielle totale qui peut s'écrire en utilisant des variables 

non dimensionnelles snus la form~ suivante ....... : .. ,.':'. ~. 

1 f' - - 2 fiT -
u = 2 E1 C' D e di:dy+ ~ C' l2 di dy 1 1 !'2 2 

i: z:_ 
x y- J. ' c 11 

c 11 ' .(; L t.' ,€'2=Ë'2 avec x =L - L =n = 1 

L étant une longueur de référence et C'2 = K h I (I = matrice 

d'identité 2 x 2) 



r 
1 

~ 
! 
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L 2 
En posant P<= 6 K(1- .Y)(h) , U peut encore s'écrire de la 

façon suivante 

Le champ cinématiquement arunissible qui minimise l'énergie 

potentielle totale est la solution du système : 

[K]{4} = f(KJ p +~ [Ke1JfêJ = -; 

Si h <<L, eX.- o0 et U ~0, par conséquent si [KJ C n'est 

pas singulière le comportement de 1 1 élément est uniquement régi par le . 

cisaillement, ce qui explique 1 1 inexacti~de des résultats quand l'épaisseur 

de la plaque devient très faible. 

Cette difficulté peut être surmontée en utilisant la technique 

d'intégration réduite préconisée par [ Ç J, elle consiste à diminuer la 

valeur de la rigidité dûe au cisaillement, en effectuant une intégration 

numérique en 1 x 1 point de GAUSS, ce qui revient à négliger certains modes 

de déplacement tout en conservant la convergence de la solution. 
\ 

·' Nous avons utilisé .cette technique pour -un élément r~ctangulaire, 

en calculant la matrice de rigidité à la flexion en 2 x 2 points de GAUSS et 

celle du cisaillement en~ seul point situé au centre de lJélément , les 

résultats obtenus confirment la performance de cet élément dans la plupart 

des cas traités. 
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II.4.5. Elénent quadrilatère général 
----------------------------

Dans le cas d'un quadrilatère quelconque, le déterminant de 

la Jacobienne de la transformation est polynôme de premier degré en 5 et 1 
les fonctions f comportent par conséquent des fractions rationnelles et les 

méthodes d'intégration numérique de la matrice de rigidité élémentaire ne 

sont pluS applicables. 

Il n'existe pas un nombre de points de GAUSS qui permette de 

calculer exactement la matrice de rigidité élémentaire. On peut néanmoins 

trouver le nombre de points minimal qui permet de garantir la convergence 

ZIENXFRICZ[~Jsuggère d'adopter le nombr,e qui permet d'intégrer exactement 

le volume de 1' élément, ce qui revient à chercher le nombre de points qui 
' permet de calculer exactement le déterminant de la Jacobienne ; ceci corres-

pond, dans notre cas, à une intégration en (1 x 1) point. 

Ce choix permet effectivement d'assurer la convergence de la 

. méthode, mais nécessite de réaliser un maillage comportant un nombre d'éléments 

très important pour obtenir une solution acceptable. 
\ 

Les fonctions f comportent ~es. termes tele que 

( J N • ~ N) de t J d '" d = ( i! . ~) ~ 
;, x è) y , '\ , ~ ~ "'} detJ 

JN .JJ[ sont des po~ômes de dégrés supérieurs à celui de det J, par consé­J, '' quent les termes qui constituent f se réduisent à des polynômes plus des termes 

en ete ; il suffit dont de déterminer le nombre de points qui permette 
det J 

d'intégrer exactementj d 5 d 1 
det J 

ceci est impossible compte-tenu de l'influen-

ce sur la précision de l'intégration de la taille et de la déformation de 

l'élément *• 

*Déformation de l'élément dans le sens de son "éloignement" d'un parallèlogramD 
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lans le but d'un choiX optimal, nous avons ~valu~ f d 1 d '1 
· det J 

en effectuant une int~gration en (1 x 1), (2 x 2) et (3 x 3) points de 

·GAUSS et compar~ les r~sultats obtenus avec la solution exacte, et ceci 

pour dif.f~rentes configurations de l'élément. 

Considérons l'élément quadrilatère de 

la figure ci-contre. 

On a 

xj = a ; yj = 0 

xk = ~a cos {3 + ~ a cos 0( ; ·yk = l.a sin~ +ba sin o( 

• 
xl = E.a cos p; yl =ta sin fo 

soit 
+1 +1 

I = J f 
\ -1 -1 

d~d'\ 

det J 

la'Eolution exacte e~t donnée par: 

avec det J = A + B j + Cl 

I= .1_ Log[(A+B+C)(~+B-c)l+ . .!Log[(A+B+C) (A-B-tC~- .!_L
01

r(A+B-C) (A-B+C)J 
, B l (A-B+C)(A-B-c)j c (A+B-C)(A-B-CU BC 1 (A+B-tC)(A-B-C) 

où A, B et C sont des fonctions de coordonnées des noeuds définies plus haut. 

- Coordobnées et poids de GAUSS 
••••••••••••••••••••••••••••• 

Les coordonnées et les poids de GAUSS correspondants sont ceux 

qui pennettent d'intégrer exactement les polynômes de degré maximum. 1, 3 et 5 

respectivement : 
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• 1 x 1 

Wi = 0 

• 2 x 2 

Wi = 2 

• 3 x 3 

W1 = 8/9 

W2 = W3 = 5/9 

Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux pages 

suivantes. 

\ 



• €.: 1 ' (J = 1T2 'o( = 0 

--------

Exact (1 x 1) 

. .. 
(2 x 2) ~ (3 )o 3) 

. • 
2 : 0.6931472 : 0.66667 : 0.6923077: 0.6931213 1 

1 0 0-------+-----------+------------+-----------+-----------l 
--·-; 3 : 0.5493 : 0.50 : 0.5454545 : 0.54902 ° . . . . . ' 

,-------~-----------~------------~-----------;-----------· . • . . • ! 
5 : 0.402356 : 0.3333 : 0.3913043 : 0.40067 1 

1 0 o-------+-----------+------------+-----------+-----------1 1 0 

0 

10 0.2558428 : 0.1818182 0.2340426 0.2496233 ! . . • • 1 
0 • 

--------------~------------------~---------

!rablea1,1 2a 

.E:0.75,~~-;- ,o<.=O 

• . . 
Exact (1 x 1) 

/.• 

(2 x 2) (3 x 3) 

2 : 0.9241962 : 0.8888 : 0.9230769 : 0.9241617 
------+-----------+-----------+------------+-~-----------! 

3 : 0.7324082 : 0.66667 : 0.7272727: 0.7320267 . . . . . . . . ' ---------------------------------------------------------· . . . . . . . . ' 
5 : 0.5364793 : 0.4444 : 0.5217391 : 0.5342267 i 

1------+-----------+-----------+------------+-------------i ' . . . . 0 10 ; 0.3411237 0.121212; 0.310567 • 0.3328311 

!----------------------------------------------
Tableau 2b 
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• ~= 0. 50 ' ~ = 2 ' o( = 0 

Exact 

. . 
(1 x 1) : (2 x 2) . . 
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(3 x 3) 

: . . ; . 
2 : 1 .3862944 : 1 .3333----- ;--1.846154; 1 .3862426 ! 

,------~---------~------------~---------- . --------, . . . . - --·- . 
3: 1.0986123: 1 : 1.0909 : 1.09804 

!------+-----------+------------+-------~---·------------! 
1 1 
• 5 : 0.804719 : 0.66667 : 0.7826087: 0.80134 . . . : : 
,------~-----------;-----------~-----------~------------, . . . . . . 

10 0.5116856 0.36364 . . 

Tableau 2c 

: 0.468085 : 0.4992460 

• €. = 0. 25 ' (! = ~ t co{ = 0 
- \ 

Exact (1 x 1) (2 x 2) (3 x 3) 

2 : 2.7725887 : 2.66667 : 2.7692308 ~ 2.772485 
------7-----------;-----------;------------;------------, . . . . . 

! 3 : 2.1972246 : 2 : 2.1818182 : 2.19608 
!------~-----------~-----------~------------~------------! 
! 5 : 1.6094379: 1.3333 : 1~5652174: 1.60268 ! 

: : . : : 
--------------------------------------------------------
10 

. . . . . . . . 
1.0233712 0.72727 

Tableau 2d 

. . 0.9361702 0.99849 
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Le tableau 2e présente les écarts entre les valeurs obtenues 

pour différentes valeurs de O· 

AI% 
I 

(1 x 1) . . (2 x 2) (3 x 3) 

2 : 3.8 : 0.12 : 0.003 

-------·------------·-------------+-----------------! : . : . ! 
3 8.9 • 0.7 0.05 . . . . . . 

,-------;------------~-------------~-----------------~ . . . . . 
5 : 17.16 : 2.7 : 0.419 

!-------+------------+-------------+-----------------! 
; 10 28.93 : 8.52 : 2.43 ; . .: .' . 

Tableau 2e. 

, r 
Ces-r.~s montrent que 1 'intégration de I en (3 x 3) 

points donne ~solution la plus proche de la solution exacte. D'autre 

part, ·ils confirment le fait que l'écart est d'autant plus important 

que l'élément est "déformé". 

A la lumière de ces résultats, nous avons calculé la matrice 

de rigidité élémentaire pour un élément quadrilatère quelconque en (3 x 3) 

points de GAUSS, pour la matrice de flexion et en (1 x 1) point pour les ter­

mes de cisaillements. 

Les résultats sont identiques à ceux obtenus par l'élément 

rectangulaire avec intégration réduite. 
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II. 5. PLAQUE REPOSANT SUR LE SOL 

Le comportement d'un massif reposant sur le sol est influenc~ 

dans une large mesure par la d~fozmation de ce dernier. La distribution de 

la pression de contact d~pend des rigidités relatives de la plaque et du 

sol ainsi que de leur interaction. 

La méthode des éléments finis est particuli~rement adaptée 

,à ce type de problèmes, la prise en compte du sol dans un problème statique 

consiste à exprimer l'énergie potentielle de déformation de l'ensemble 

comme la somme de 1 1 énergie emmagasinée d.ans le massif et dans le sol. 

UM étant l'énergie potentielle de déformation de la plaque et 

u5 celle du sol ; [K] Met [K] S désignent les matrices de rigidité. 

~ois approches différentes sont généralement utilisées pour 

la modélisation du sol. 

II. 5.1. Hypoth~se des matrices cohérentes , (! J 

Elle consiste à utiliser la démarche classique suivie dans la 

modélisation de la plaque. Dans ce cas, il faut connaitre les constantes 

du sol et adopter une loi de comportement, la matrice de rigidité élémentaire 

s'écrit : 

ff. se 
[cs] étant la matrice d'élasticité d'un élément du sol. 
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Mis à part le coût important d'une telle modélisation (le 

temps de calcul est multiplié par 2), son utilisation est dangereuse dans 

la mesure où la rigidité du sol est beaucoup plus faible que celle du 

massif : en effet la matrice de rigidité globale est la somme de deux 

matrices, la rigidité du sol sera négligée devant celle de la plaque. 

II.5.2. !JYpothèse des rigidités concentrées.[-:!~] · 

Cette méthode consiste à assimiler le sol à une série de 

ressorts accolés, exerçant des réactions ·'en tout point de la plaque. 

na réaction en tout point d'un élément du sol s'écrit 

q = [E] S fu 1 d S d S étant l'élément de surface 

et U s = ~ f fu} T [E] S fu} d S 

s 

D'autre part, le déplacement à l'intérieur de l'élément est 

lié aux déplacements aux noeuds par l'inter.médiaire des fonctions d'inter­

polation [N' 1· 
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étant le vecteur déplacement 
aux noeuds 

f [u} Te [lfJ T [E] s[liJ fu}" d s 

se 

où E S est une matrice diagonale comportant les coefficients de réaction 

du sol. 

0 

Ke 
0 

OJ o· 
K~ 

:' 

II.5.3. HYpothèse des rigidités concentrées aux n~euds 

\ 

Cette méthode est de loin 1~ plus simple à mettre en oeuvre. 

Elle consiste à r~duire l'influence d'un élément de sol qui était assimilé 

auparavant à une série de ressorts, à un seul ressort agissant au noeud. 

La matrice de rigidité globale du sol est alors diagonale, 

chaque terme de la diagonale comporte la rigidité équivalente de l'élément 

du sol considéré. 

Il est évident qu'en augmentant indéfiniment le nombre d'éléments 

de plaque, on se rapproche des résultats obtenus en admettant l'hypothèse des 

rigidités concentrées. 
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11.6. CONCLUSION 

Le logiciel utilisé pour les applications nous a été fourni 

par le Laboratoire Central des Ponts et Chaussées ; ce logiciel a été 

conçu pour le calcul des plaques minces, en utilisant des éléments "non 

conformes" et implanté sur un calculateur IRIS 80. Nous l'avons adapté 

à notre cas en introduisant les sous-programmes nécessaires : il s'agit 

des sous-programmes de calcul des ·différentes matrices de rigidité, des 

efforts et des moments. 

Ce logiciel est, à 1 1 état ac,tuel, opérationnel sur un MINI 

6 92 à l'Ecole des Mines de DOUAI. 

Nous avons traité quelques. exemples qui nous ont permis de 

comparer nos résultats avec ceux donnés par la solution analytique, ainsi 

que par 1 'élél:len t de l3JJnŒm et FREDERJX [ 1l J . 

Les résultats (présentés par les tableaux et les figures en 

annexe) mont~nt que 1' élément rectangulaire ~ 4 noeuds et 3 degrés de 

liberté par noeud avec. intégration réduite (E ~2) donne, dans tous les cas 

considérés des résultats en parfait accord avec la solution analytique, 

aussi bien pour les plaques minces que pour les plaques épaisses ; l'écart 

entre les deux solutions est de 1 % pour les épaisseurs faibles ( ~ < 0.15), 

il passe à 3% pour les autres épaisseurs, ceci dans le cas d'une plaque 

simplement appuyée sur ses quatre bords et chargée au centre (fig. 8:( , tab. 

À-i ) ; dans le cas d'une charge unifo:rmément répartie sur toute la 

surface, l'écart est de 0.1 %pour toutes les épaisseurs. Pour une plaque 

simplement appuyée sur deux bords opposés et encastrée aux autres bords, 

l'écart entre les deux solutions est de 5% en moyenne pour toutes les épais­

seurs. 
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Le cas d'une plaque simplement appuy~e sur ses quatre bords 

et reposant sur des appuis élastiques a été traité en affectant des rigi­

dités équivalentes aux noeuds. 

Les résu'l tata sont présent~s par les. tab. A 1.4 q ~? 
ils montrent que pour un maillage 6 x 6, l'écart entre les deux solutions 

-ëst de 2 % en moyenne. 

L'éléme~t rectangulaire à 4 noeuds et 3 degrés de liberté par 

noeud avec intégration normale (E F1), donne dans tous les cas considérés 

des résultats qui présentent un écart de 60 %avec la solution analytique 

pour les épaisseurs faibles en considéran.~ un maillage 6 x 6 ; ce résultat 

s'améliore sensiblement en augmentant le nombre d'éléments comme le montre 

la fig. B '4 : 1 1 écart passe à 10 % pour un maillage 10 x 10. 

L'élément quadrilatère général donne des résultats identiques 

à ceux de l'élément rectangulaire avec intégration réduite. 

A la lumière de ces résultats, nous pouvons annoncer les con­

clusions suivantés : 

-l'élément rectangulaire avec intégration'réduite donne des excellents 

résultats dans tous les cas ; on note également que les résultats sont iden­

tiques à ceux donnés par 1 1 élément [ 12 J qui comporte cinq degrés de liberté 

par noeud. 

- les résultats obtenus en utilisant l'élément rectangulaire avec intégration 

normale permettent de confirmer le fait que cet élément présente des défail­

lances pour les épaisseurs faibles, nous constatons que, même pour des épais­

seurs élevées, il nécessite un nombre d'éléments important pour atteindre la 

convergence. 

0 
00 0 00 
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CHAPITRE III 

Ce chapitre a pour but la détermination des erreurs introdui­

tes par le passage du modèle tridimensionnel au modèle bidimensionnel. 

-·--~--··-

Ce problème a été trait~ e~~tilisant la méthode proposée 

par M. DES'lUYNIIER t LI] pour les plaques minces. 

- Notations 

• 2L = H Epaisseur de.la plaque 

Surface moyenne et sa frontière 

les surfaces supérieures et inf~rieures du domaine 

+ -• g et g 
\ 

Charges surfaciques appliquées sur les faces supérieures 

et inférieures ·';: 

. SL Domaine de la plaque 

Les lettres grecques désignent les indices des composantes dans 

le plan moyen (x- y). 

8~ f désigne la dérivée de f par rapport à~ (Q( = x,y). 
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III.1. :PRmCil'E D'HELLINGER - REISNNER :POUR LES :PLAQUES EN FLEXION 

************"********************* lllllllllllll( li li****** lill lill Il lill li*** 

On consid~re les espaces de fonctions ~et V définis de 

la façon suivante : 

Z: ={Z = ("Z-ij) e L
2 (..n) , "Z. ij = 7Ji 1 

V =tv = (vi) H
1 (Sl..) , vi = 0 sur !: o) 

a et B deux formes bilinéaires et F une forme linéaire 

définis dans ~et V de la façon suiv~te ·: 

a (\1, "Z. l = r ( 1 ~;' Ir 1j - ~ q-pp & iJ)T iJ 

-SL 

B ( Z. , u ) = - i_z 1j ~h uj 

-·---·-

si (v-, u) sont la.solution du problème, ils doivent vérifier le système 

variationnel suivant : 

VZE:..<L. a(~,Z) +B("Z,u )=0 

(I) 



La première relation traduit la condition subsidiaire 

{, ij = ~ ( 'di u j + ~ j u 1.) ainsi que la loi de comportement du 

mat~riau ; la seconde exprime le principe ~es travaux virtuels. Par 

conséquent, le système (I) est le modèle mathématique décrivant les 

problèmes d'élasticité linéaire en trois dimensions. 
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Nous allons retrouver le modèle de REISSNER à partir du 

système (I) en choisissant des approximations appropriées pour les 

inconnus du problème. La gé~étrie particulière du solide nous amène à 

choisir l'espace d'approximation suivant 

= z x<;(!> {x,y) ' -c.' col • .. = -z: o~,z(x,y) ' -i zz = 0 ' -z-·~ f ' 
~. 2 . '-0\ z G L (W) ' ~ ,f. =x, y 

,a = t ..-d,_ = z X'\ï cl. {x ,y) , 'Ir; ='1)3 {x ,y) , '\!<~., 113 €;; H! ( W ) 

l'équation a(~,~) + B (~, u) = 0 s'écrit si~· et u' appartiennent à 

f-a et à 'f". 
\ +i:. 

J (1;" 'V4p- ~ '~ · ·z
2 

dz) + 2 (1 +).) )\f~ z z.~ 
E 

w 
-~ 

( 

+t 

J dz) -

-!:. 

+! 3 J z dz-

-t. 

J z~~,.( 'd~ u,+ ud.__) 

w 

+{.. 

~ dz = 

-~ 

) < 1+: ~~ - ~ v rr ~" ~) Z' "r +a) 2 (1+;) v 1\ z -z:._ 

w 2 (
3

3 
) 7'-t ~ r;}G\ u~ - 2!. ~lc~,z( ';): u3 + u ~ ) :0 

tJ w 



.. ..., . 
~ \~"'f :·~ :·· 
··~·~··.:: ... ~- . 

. · ... 

(II) 
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En identifiant les termes de même puissance en~ on 

obtient : 

= 0 ( 1) 

J 2(
1 
+:) IJd. z ""Z"ot z _ ~ ( 'a. u3+ u cl,.) 'Ga._ z = 0 (2) 

w w . 
De la même manière, 1' équation B (V, \Y) = F('\r,} nous donne 

où : 

(2) -==1' 

+ tv-o{ z . =. 0 

-1 J ·+ -! g. + g ~ 
2 .3 

w 

(3) 

( 4) 

\}et u sont l'unique solution du système (II). 

\ 

tq f3 <~i + ~ E~r<u> ~a~ f ~ 
V'; }r = 2 ( 1! ~) ( 'd ~ u3 + u c\ ) 

En rep~rtant (1) et (2) dans (3) et (4) on obtient le modèle de 

NAGHDI et REISNNER pour les plaques en flexion : . 



+ .·• . ~· 
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A présent, nous allons démontrer que la solution du problème 

tridimensionnel décri te par le modèle de REISNNER peut ê·tre approchée en 

·utilisant l'approximation qui découle de la théorie de BENCHY-MINDLIN ; 

nous retrouvons dans un premier temps 1 14quation générale donnant la flèche 

déjà établie dans le premier chapitre, et ensuite nous donnons les estimations 

d'erreurs. 

suivantes 

(III) 

forme 

On définit pour des élénents arbitraires \r, 2.., u les quanti tés 

ao (V", Z ) = 5 2( 1 ~ '))) v;., z -z..,_ z 

w 

a2 (v-, "l:.) = ~ l1 + El.l 'Jd(l - ~ 'l""J" "' bo~f ) zol(!> 

bo (7: ,o-) = - J ( ~cc \13 + ~ r2;"~z 
c..> : 

b2 (Z 1 Il-) = - ~ J ~>i(> ';}<:1. """"~ 
P_1 (vi = -1 g + ;~-"; 

V) 

le système (II) que doivent vérifier Vd. ~ , V~ z et u s'écrit 

a
0
\lr• z) + b

0
(z, u) d} t a2 ('V, Z.)+ b2(z, u) ~ = 0 (1) 

(2) 

On prend un développement de la solution du système (III) sous la 

v- = ~ -3 v- -3 + {..-1 V" -1 + ••••• 

u = ,. -3 -3 -1 -1 
L. u + ~ u + ••••• 
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En ~dentifiant les termes de même puissance en on obtient : 

et 

(i.2) 

D'autre part, l'équation II.2 permet d'écrire : 

b ( \f"3
' ~) = 0 

0 

J. ( 'dq ~3 + <:\Ici) 'V~ z + ~ ) If~ 1 'd.:~ \)" C' 
w w 

(i.3) 

~ 
+ -- _g+g ..,_ 

- 2 3 

w 

où : 

On obtient en définitive le système 
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(i .1) 

(i.3) 

(IV) ( 
-1 ) ( -1 ) ( -3 ) ( -3) b

0 
z:,u + a

0 
v- '" + a2 1\(" ,-z:... + b 2 -z:.,u = 0 

(i.2) 

(i.4) 

Appelons N = N1 x N2 l'ensemble défini de la mani~re suivante 

N1 =t ~ ( l{qf • Vd._ z) 1 f{q'!> €; L
2
(W), 'f"'o1. z= ~+:) , Ka_ b H

1 

(W) 3 
112 = t = (u .1. , u

3
) / U.... = - IJa- u 3 +!Cc~,, u 3, ua_ €; H! (w) ~ 

On remarque que la solution des équations (i.1) et (i.3) appar­

tient à cet espace quand K ol = 0 ( o{ = x ,y). 

0 0 . 
Appelons N

0 

= N
1 

x N
2 

1' espace N quand K~ = 0 ceci correspond 

à la famille de solution pour les plaques minces (N C: N) 0 

{\ -3 -3) L'f_ 
·rt- u c- N 

'\1 ' . 

Les équations (i.2) et (i.4) contiennent aussi bien des termes en 

puissance -1 que des termes en -3. Pour palier à cette difficulté, on choisit 

(~,u-) éléments de l'espace 11
0 

et on sait que la solution unique du problème 

appartient à l'espace N. 

On a : 
a { ~-1 , Z.) + b ( L.-, u -

1
) = 0 

0 . 0 

b ( ~ - 1 
' \J) = 0 

0 



- 81 -

Par conséquent le système (IV) se réduit à : 

"< -J ) b ( - 3) 0 (1) 
( <r'' u-3) c;. H a2 <r '"Z- + 2 -z,u = (v) . 

(2) 

(v .1. ),p ; r J~~~q-q~ - i'·.lrrr ~ .. ~ rr~ p - ; J 7o~ ~ ~ ... u ~ = 0 

1 w 
- ·;y-- 3 ; ( 1+: ([a~ - f -vyt' ~q'f) = ; ~'Jô- uÏj 

où ~olt (u -3) = 'da, u-r (p) 

~; ~~ 'Jd. 0"~ =-)s\K.\1, 
.w 

(V.2)::p 

où ~ )q=J\" 'da.""c- = { (g-t+g-w, 

\}) . lJ 
Le premier membre de cette équation s'écrit encore : 

(formule de GREEN) 

étant la composante dè la normale. 

Le deu.xirune tenne du second membre est nul puisque \)'" ~ = 0 surS: 

donc • rot f' ';)d. \J(> = - )dJ. ([o,-; 
d 1 autre part, \)"" G- fi: ~ \J~ = - ~(!:-\T ~ d' où 

l <r4 'd à. \) (> = -) 'd.~.. < ç. "'f "' ) 'da.. <:[q-; 'do-\)' 
w w 

En appliquant toujours la formule de GREEN, on obtient : 



L'équation (V.2) s'écrit en définitive : 

+ -= g + g (j .2) 
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donc le système (V) se transfonne en de~ équations (j .1) et (j .2) 

( çf"3, u-3) 6 N ; (ol~ (u-3) = ~0. u~ (j .1) 
(VI) 

2 f\ - 3 + (j .2) 
o{ ' ~ = x ,y ; - 3 cJot ~ \J;x \1 = g + g 

( 1 ) 1 + 1:> <J: -3 ')) -3 r f') 3 e 3 
j. ~ E <4~ - r cvr~ od,l> =· oo(up, = c.c(r cu- ) 

\ 
En inversant cette relàtion, on obtient : 

v<~~~ = E r (1-l)) r~ f + )) ~n" <;;ol ~ J 
r 1- -J L 

~. 
1
_\)

2
l (1-V) )~~~o!? +)) ')ol~ t~, ~a.~~ 

En développant cette expression, on obtient : 
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+ 2(1-v)" r.. + (1-v) '0 ~VV' 
(l ry xy yy •loi 

comme u Ë N on a : u ~ = - 9ol... u 3 + K ~ 

9 u-3 + K 
y y 

En remplaçant u et u par leurs valeurs, on obtient : 
:x y 

- E [ a4 u3 + 2';) x2l u3 + 'J 74 u3- Ç)xlGx2 K1 + q.2 KJ 
- 1-)>2 .... 

- ~ L x2 K2 -1- 72 K2 ] 

= ~ -~2 L~~ u;
3 

- 'Jx /JK;;- ';);y /),KY J 
En remplaçant d~ f ~ n par sa valeur dans 1 1 équation (j .2) 

celle-ci devient : 1-
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-3 -3 , 3 
En approchant u paru , u = ~ u3 et l'équation (j'.1) 

a' écrit : 

On retrouve l'équation générale donnant la flèche suivant la 

théorie de REISNNER en supposant que K ~ = C Q~ où Qal... désigne 1 'effort_ 

tranchant et C un coefficient multiplicatif ; en effet, l'équation d'équi-
, 

libre qui lie les efforts tranchants s'éérit : 

Si D'désigne la rigidité à"la flexion de la plaque, on a 

+ -avec q = g + g 
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III.2. ESTJMATIONS D'ERRmRS 

Ce paragraphe a pour but d'obtenir une estimation d'erreurs 

introduites par l'approximation du champ tridimensionnel à l'aide du champ 

défini par l'ensemble N, le problème général étant défini par le système 

III. 

Considérons l'équation suivante : 

··----· 
. - ·-··-· 

En tenant compte de l-a définition des différentes fonctions 

intervenant dans l'expression de A, celle-ci s'écrit : 

J. = ao(l["", ~) + bo( z:,u ) +;! t a2 (q-, z.) + b2( z., u ) 1 -~3 ~ ao( <J""-3, z.) 

+ bo(-z., u-3) 1 -1'( L a2( ~-3, -z_) + b2 ( z:, u-3 )J 
~tte expression est identiquement nulle, compte-tenu de l'équa­

tion (c.1) du système IV ainsi que des équations III.1 et V.1, établies au 

paragraphe précédent. Par conséquent, on peut écrire : 

VI.1 

de la même façon : 

VI.2 

o--3 
b (q-- -3 ,v-) 

0 t. 
2 v-3 

- f.. b2 ( tL3 ,'\)"") 



... ~ .... 
,·. 
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D'autre part, en utilisant la formule de GREEN et la relation 

V.2. on peut écrire : 

b
2

( <f3,\r> =- ~ J f:~ Got"(> =- ~ j «;; 'dp. u-.1_ = ~ (df,;~ \J"' =F("' 

w t.J Jvl 
Cette relation s'écrit en remplaçant \J~ par sa valeur : 

.! f ~ Vc:X.i.3 
3 J 'd~ fd v­

w 
Posons 

on :obtient : 

Par conséquent, l'équation VI.2 devient : 

\ 3 'r -3 . _, ~ \ _, 
vi.3 b

0 
(<J"""- :

3 
, ") + -t~lr- "L- 3., u-) = - !. )_):ol J,-9a ll3 

+ 1 .,;~ \td-) 
w -3 3 · fT u-

En choisissant Z = ([ - 0 et = u - 3 et en faisant la 

différence des équations VI.2 et VI.3 on obtient ainsi : 

VI.4 



-~; 
-/ ~ 

. ' 
: . . 

.· s . '· ~ 

-· .. 
. •.· ~ . ~ .... 
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En utilisant l'inégalit~ de SCHWARTZ, le second membre de 

la relation VI.4 peut être majoré de la façon suivante 

D'autre part, compte-tenu du fait que a0 et a2 sont des 

formes bilinéaires continues, on a en utilisant l'inégalité de KORN o~J 

\1 
2 -3 2 

o ,w + ~nrD\z- 'T~z \\ o .w 
oJ. . -

En définitive, on obtient l'inégalité suivante 

/j 2 
o • (,)+~Il Vo~.,. - i~. 11

2 
o .w ~ 

VI.5 

Par ailleurs, en explicitant a 2 et b2, on a la relation suivante 

-3 -3 

( v- "' a2 rJ. - -,- ' v- - 3 ) + b2 ('V . cc. f. 

En portant cette expression dans l'équation VI.1 on peut écrire 
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On en déduit : 

-3 
~ v-o~..z- q-~z \\ o ,w) 2(1! ) , Mt\ G~ u3-

où : 
-3 

\1 V""o1..z - v: i \\ 0 •W ~Id' \\ tdo~.._ UJ - Qo,. ~; +U d..- u ~ J \\ o , W Vl.E 

\ 

En portant cette inégalité. dans VI.5 on obtient: 

VI.7 

Par ailleurs, de : 



-- . 
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Nous déduisons 

VI.8 

et enfin, -d'après la relation VI.6 on peut krire 

-3 
. ~ u~- ~ \\ 

·~ 3 
1 < M 

H.tJ '- f.. 2 VI.9 

En conclusion, la solution ~ridimensionnelle est bien approchée 

par la solution approximative, les estimations d'erreurs sont données par . 
les relations VI.7, VI.8 et VI.9. 

\ 



'"<"·, 
· .. · . .. 

S A 

El 1 

·El 2 

Ref 

ANNEXE 

*********** 

Solution analytique (chapitre I) 

Solution par la métb~de des éléments finis, élément rectangu­

laire avec intégration normale 

Solution par la méthode des éléments finis, élément rectangu­

laire avec intégration réduite 
\ 

Résultats donnés par 1' élément de PKYOR, BA.'tll(ER et FREDERICK ( 1~ 1 

0 
00 0 00 



··--· 
h/a ·-··s··A- E ~ 1 E ~ 2 Ref 

0.01 1.16173 0.02368 1.173 1.170 . . . 1 • • • • 
·-------------T--------------------T-----------------T---------------~---------------1 • • • 
! 0.05 : 1.2088 0.41253 1.20 1.219 

' . •-------------~-------------------~-----------------T---------------~---------------1 1 • • • • • 

• 0.10 1.35348 0.89121 1.3359 • 1.353 ! 
: . . . ' 1 . • . • • • 

•-------------T--------------------~-----------------T---------------•---------------1 ! . . . . 
! 0.12 1.44056 : 1.03405 : 1.4166 . . 
1 • ' • • ·-------------·--------------------·-----------------T---------------•---------------1 ' . . . . . . 
. 0 • 1 4 1 • 54 3 68 1 • 1 6 4 1 • 51 6 5 • ! 

' . ·-------------T--------------------~-----------------T---------------•---------------1 • • • : 
0.15 1.6 1.2258 1.57105 1.551 

1 . • 

·------------~--------------------~-----------------~---------------·---------------! • • . . : 
0.16 : 1.6611 1.2867 1.6265 . . . ' . . . . 

·-------------~---~---------------~-----------------~---------------~---------------' . \ . . . 
• 0.18 : 1. 794 1 • 4088 1 • 7503 • . . 
1 • • • • 
·-------------T--------------------~-----------------T---------------•---------------1 • • • : . 

0.20 1.9428 1.5309 1.8532 1.801 
' : : : 
·--------------------------------------------------------------------~---------------, ' : : : . . : 

0.25 2.3835 1.86 . 2.28 2.101 

' . ·-------------~--------------------T-----------------T---------------~---------------1 • • • . • . . 
0.30 2.921 2.2343 2.85119 

Tableau A.1 

. • 

@) 
plaque carrée simplement appuyée sur ses 
quatre bords, chargée au centre 

(maillage 6 x 6) 
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h/a S A E P 1 E P 2 Ref 

! 
0.01 4.4375 0.09056 4.4328 4.423 . . . . 1------------·--------------------Â-----------------·---------------·----------------. . . 
0.05 • 4.4840 • 1.54125 • 4o4437 • 4o469 ! . . . . 

• • • • 1 

!------------·--------------------._----------------·---------------·----------------· ! : : . : : . ! 
0.10 • 4o6275 • 3o150 0 4o595 • 4o612 ! . • .' . . 

·------------1--------------------~-----------------~---------------~----------------! . : ! 
! 0.12 : 4o 7133 : ~o56832 : 4.68288 : ! . . . . . ' !------------4--------------------·-----------------·---------------·----------------· : 

Oo14 4o813 3o89648 • 4.802 ! . : . . . . ' !------------·--------------------·-----------------·--------------_. ________________ . . . . . . ' 1 • • • • • 
Oo15 4o870125 4o050 0 4.848 4.852 1 • : 

·------------4-----------~--------~-----------------~---------------~----------------! . . 
! 0 16 • \ol 1 • ....9299 : 4.1984 : 4o89472 : . . . . . ' 
!------------~--------------------6-------~---------·---------------·----------------· 

1 0.18 5.0611 : 4.45565 : 5.04468 : . ! . . . . . ' 
!-----------~-------------------·-----------------·---------------·----------------· 

0.20 : 5o2076 4o7032 5.16 5.186 
1 : : 1 . . . . . . ·------------·--------------------·-----------------·---------------·----------------· . . 
1 0.25 : 5.64164 : 5o30242 : 5o64844 : 5.617 1 . . 
t------------l--------------------~-----------------~--------------~----------------1 . . 

0.30 6o1793 
• . . 
0 

5o694 
. 
0 

6.21 0 . 

Tableau A.2 plaque carrée simplement appuyée sur ses 
quatre bords et chargée uniformément. 

(maillage 6 x 6) o 
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..... 

'· .. . " ... . . : 
,1.•, 

"."1 

h/a 

SA E P 1 E F 2 

0.05 0.0211719 0.0058437 0.0208125 . . . . . . 
l ---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 . . . . 

0.10 0.02275 0.0145 0.023 

---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 . . . . 
0.12 0.0239736 0.01728 0.0241056 

---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 . . . . 
0.14 0.0255456 0.0200312 0.0255192 

---------------------r-------------------~-----------------r-------------------1 
0.18 

. . . . . 
0.029335 

. . . . 0.0249901 0.0288684 

---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 . . . . 
0.20 0.03208 0.02748 0.0308 

---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 . . . . 
0.24 0.0388454 0.0324864 0.0352512 

---------------------r--------------------r-------------------r-------------------1 
0.30 

• • • t 

0.045275 0.0430 

Tableau A 3 Plaque carrée simplement appuyée sur deux 
bords opposés et encastrée sur les autres 
bords. 

!13ù\ 
'·fliY 



5.58 

5.88 

4.58 

4.08 

3.58 

3.ea 

2.58 

2.fle 

A 
3 4 2 

WEH/CR X10 

fJ 

* : SR 

0 : 

• • • 

\ 

fl.BS 

EFl 

EF2 

, , 
g' 

fl. 1 8 

/,; 
. , 

. ~-----
~>/. . , y ,,,'' 

. , . 

, , , 

, ., , , 
g' 

,,. BU , @) 
,c''' LILLE 

8.15 è.2fl e.2s B.3fJ 

HIA 

Fig. B.3. PLAQUE CARREE SIMPLEMENT APPUTEE 

SUR DEUX BORDS OPPOSES 

ENCASTREE SUR LES AUTRES BORDS 

CHARGEE UNIFORMEMENT 



.. 

w**max . (·cm ) 

h/a SA E F 2 SA E F 2 

. . 
0.01 902.9 902.6 229.270 221 .181 

' : : : . : ! 
.---------~--------------~---------------~-----------------~----------------, ! . . . . . 
! 0.05 7.41 7.18 1.776 1.7637 . . . . . ' ' . . . . . . ---------:--------------~---------------~-----------------~----------------, ! . . . . . 

0.10 1.003 0.969 0.2268 0.2253 t. . . . . . . . . 
,---------:--------------~-----------~---~----------------~-----------~----, . . . . . . . 

0.15 0.3490 . • 0.321 . . . 0.06922 0.0690 
: . . . 

! ------------------------~---------------~-----------------~----------------, . . . . . . . . . . 
0.20 . . 0.163 0.030615 0.03045 . . . . 

' ---------~--------------~--------------~-----------------~-----------------, . . . . . . . . . . 
0.25 0.0982 0.0935 0.0165 0.0164 . . . . 

! --------~--------------~---------------~-----------------~-----------------, . . . . . . . . . . 
0.30 

\ 

0.0672 0.0636 0.01016 0.01015 ! . 

Tableau A 4 Plaque rectangulaire simplement appuyée 
sur ses quatre bords. 

E = 2.10
5 

kg/cm
2 ~ 

V= 0.3 

a • 100 cm 

· B-= 200 cm 

p :a 1000 kg 

q ... 4 kg/cm2 

* charge concentrée 

** charge uniforme ré­
partie sur toute la 
surface. 



... ,. 

h/a SA E l' 2 SA E F 2 

1 0.01 • 100.42 • 100.213 • 474.3649 473 . . . . . ' . . . . ' 
·---------~--------------~---------------~-----------------~----------------~ 1 . 
i 0.05 • 4.8788 • 4.7410 • 64.3310 . 63.534 . . . . . 
!---------~--------------~---------------~-----------------~----------------! 1 : 

; 0.10 • 0 .. 737 • 0.721 • 9.124 . . . . . ' . . . . ' 
·---------~-------------~---------------~-----------------~----------------~ . ! 
1 0.15 • 0.25980 • 0.253 :: 2.87 . . . . 2.8589 

' . . . . ' 
~--------~--------------~---------------~-----------------~---------------~ 1 . 
; 0.20 • 0.133 • 0.129 • 1.295 1.290 . . . . . 
1 ~ • • • . • 1 
~-------~--------------~--------------~-----------------~----------------~ 1 . 
i 0.25 • 0.0834 • 0.0810 • o. 721 o. 720 . . ' . . . ' . . . . ' 
~--------~-------------~--------------~-----------------~----------------~ 

0.30 0.0590 

\ 

5 2 E = 2.10 kg/cm 

v= 0.3 

a = 100 cm 

p = 1000 kg 

q = 4 kg/cm2 

KW= 1 kg/cm3 

. 
0.0586 0.457 . 0.450 

Tableau A 5 plaque carrée simplement appuyée sur ses 
quatre bords et reposant sur des appuis 
élastiques. 
(maillage 6 x 6) 

* charge centrée 

** charge uniforme répartie 
sur toute la surface. 
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