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INTRODUCTION

IO I I 336 3 W ¥

Ce travail a pour objectif une contribution & 1'étude des

fondations machines-outils lourdes.

Rappelons que le role des fdhdatiohs pour machines-outils est
de réaliser une répartition adéquate des charges statiques et dynamiques

sur le sol et d'assurer l'isolement antivibratile actif ou passif.

Les sollicitations appliquées & la fondation sont statiques et
dynamjques, ces derniéres sont généralement amorties par les différents
organés de la machine, et les.recommandations [.?/] pour le dimensionnement
des fondations prévoient des massifs assez "lourds" pour que leurs fréquences
propres soient suffisemment éloignées de celles de la machine ; ainsi, les
centres d'usinage nécessitent des fondations de dimensions importantes (250 m
de long) ;[fljxecommande d'adopter une'épaisseur allant jusqu'a 15 % de la
longueur.

L'étqde des fondations poﬁr machines-outils nécessite la prise en
compte de tous les phénomdnes mis en jeu : & part ceux qui interviennent au
niveau des organes de la machine, nous pouvons noter le problime des déforma-
tions locales dlles aux charges élevées et localisées en des endrolts détermi-
nés ; le comportement du massif et du sol sous un chargement cyclique, les

contraintes thermiques dans la fondation...

Etablir une méthode générale de calcul est quasiment impossible,
vu la diversité des types de machines (taille, caractéristiques...) et de
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1'intervention du sol ainsi que son interaction avec le massif ; néanmoins,
nous pensons qu'au prix d'un effort raisonnable, deé adaptations des modeéles
de calcul traditionnels pourraient &tre réalisées dans le cadre d'une étude
globale faisant intervenir tous les paramitres dd pfobléme.'

C'est dans cet esprit que nous avons effectué cette étude, qui
porte sur le comportement des plaques épaisses chargées transversalement,

seules les charges statiques ont été envisagées. -

Cette étude a été menée suivant la théorie de REISSNER qui est
une théorie des plagues relativement épaisses ; elle permet de ramener le
problime étudié qui est tridimensionnel, & un probléme bidimensionnel au
moyen d'hypothéses supplémentaires qui ne sont pas prises en compte dané la
théorie usuelle, d

Notre travail sera divisé en trois chapitres principaux :

Dans le premier chapitre, nous présenterons la théorie de REISSNER
en utilisant une approche classique basée sur la théorie d'élasticité linéai-

Te ; ceci nous permettra d'obitenir des solutions pour qgelques cas usuels.

' ILe second chapitre portera sur la modélisation par la méthode des
éléments finii. Trois éléments ont €té étudiés :

. = élément rectangulaire avec intégration normale
-~ élément rectangulaire avec intégration réduite
- élément quadrilatire général

Enfin, le dernier chapitre fera l'objet d'une étude théorique
portant d'une part sur l'obtention des équations générales & partir des équé—
tions variationelles du probléme,'et d'autre part sur les estimations d'erreurs
introduites'par le passage du modele tridimensionnel au modile bidimensionnel
utilisé,
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OOO



CHAPITRE 1

Dans ce chapitre, nous proposons une présentation analytique
de la théorie de REISNNER ; cette théorie inclut l'effet des forces de
cisaillement dans l'étude des plaques chargées transversalement, supposé
négligeable QEEE_}a théorie habituelle des plaques minces ; cette hypo-
thése'iéd%'étfé justifiée si l'épaisséur de la plaque petite devant ses
~autres dimensions et les charges appliquées ne sont pas trop élevées ou

localisées. ' )

La prise en compte de l'influence de l'effort tranchant sur
le comportement des plaques, se- traduit au niveau des équations générales,
par un systime d'ordre six au lieu de quatre dans la théorie classique; En
effet, des termes supplémentairea s'ajoufent au systéme initial, traduisant
ainsi l'effet des forces de cisaillement ; ces termes sont d'autant plus

"importants que la plaque est épaisse,

Plusieurs auteurs ont utilisé cette théorie pour des applications
particulidres ; ces travaux ont été menés dans le souci de satisfaire toutes
les conditions aux bords, conditions qui ne pouvaient €itre assurées en uti-

lisant la théorie classique.
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I.1, HYPOTHESES

Le milieu est linéaire, élastique, homogéne et isotrope.

a) Tes déplacements sont petits devant 1'unité

b) La composante de la contfainte‘fg.est négligeable

c) On néglige les déformations du plan moyen

d) Toute section plane normale & la surface moyenne avant
déformation, reste plane apris déformation, mais pas nécessairement normale
4 la surface moyenne. o

Ies hypothéses sont celles de la théorie classique des plaques

minces & l'exception de la quatridme : celle-ci traduit la prise en compte
de l'effet des forces de cisaillement.

I.2. RELATIONS, GENERALES

I.2.1. Equations d'équilibre

:iﬂ:}g; + Z)E Xy . AT x 2

X > 7 >z =0

DUxy . DT 3T yz =0 (1)
D—II+' 57 +'%‘zL'

AT x 2 2Ty 2

9z ' oy =0




J.2.2. Relations contraintes - défonhations

1 +0D
-%U‘kkgu,s s Yy 4,5=3,7,c2

€1 =

e - [m- (G+T)] (@

ty -5 [T3-» (@ T2 ) (2)
txy L Txy o @)

€y <37 Uxz (a)

8‘yz -%—;Ty z (e)

¢'= 577py (wodule de cisaillement)

I.2.3. Relations déformations - déplacements

T =<y, v, w>

_ du _2u  2v
&x = X 2 Exy =2 + 53
2V Ju Iw

fy = X 2 €xz = >z +3—I (3)
_ Idw _ 2V J W
€z = 3z 2 dyz = 5z *3y

J.2.4. Définitions

Soit h 1'épaisseur de la plaque,




les résultantes des contraintes sont définies de la maniére
suivante :

_ = Moments de flexion :

- Moments de torsion : _ -

+ h/2
Mxy=\(0xy 2z dz
- h/2

Myx= Mxy

~ Résultantes de cisaillement :
h/2 |
.Qx=\Vxz az
\ -b/2

h/2
. Qy fV_iz dz

I.2.5. Relations cinématiques

Si on désigne par 6 et 7 les rotations moyennes autour de x et
de y respectivement, d'aprds les figures 2a et 2b et conformément & la con-

vention de signe définie ci-dessus, on a :




=
]

z ¢ (x, y)

~z6(x,y)

«
]

=w(x, y)

|
I

avec @ et § << 1, d'aprés les hypothises,

Il est aisé de vérifier que ce champ de déplacement permet de
vérifier les équations de compatibilité aux déformations,

I.2,6. Composantes du tenseur des contraintes

Les équations (2a) et (2b) §'écrivent, en tenant compte des
relations (3), de la fagon suivante : )

23 L (E-wTy)

;; —;T- (q-y-\)rx)

En combinant ces deux relations, on obtient :

\

E 2u- OV v
= \Y -—
Jy-q o7 (0% 5y

qui s'écrit, en remplagant u et v par leurs valeurs :

Jy-

E 2 QE ) '
»
1_92( an‘ ay)

de la méme maniére :

Aeemwany




D'autre part, 1'équation (2¢) s'écrit, en tenant compte de
(3) de 1a fagon suivante :

2u L 2V
U; =G(3'? MY )

A}

ou 3

Vo

Gz ( -%}%g -28

X

Fotons que [Jx, Uy et Uz y, varient linéairement suivant
1'épaisseur. c

les composantes du cisaillement transverse sont données en

-fonction des déplacements par les relations suivantes s

[}

Uz =6 (g+30)
U—yz =G(§_; - 8)

Ies résultantes des contraintes peuvent étre déduites de compo-

santes des contraintes et s'édcrivent :

\ ]

MI:D[D—-g -
> X

3]
Lo +]

>y
- X:)
Myzn[bax'oy]
_p(1-v) (ag ae]
1y = 2 ¥  oX
Qx=Gh [¢+-§’—;’]
i} u-]
Qy Gh{:ay e




avec :
D

w3 .
<Eh (l1a rigidité & la flexion de la plaque)

12(1-n?) "

on retrouve en définitive :

_ Q x a w ’ M \\.v___,..i—_.
g = ¢Gh ~ 3x . _—
] ._._Q_I.,._’J.'.
Gh 23y

CES DEUX_RELATIONS MONTRENT QUE, CONTRATREMENT A LA THEORIE

HABITUELLE DES PLAQUES MINCES, IES ROTATIONS SONT EGALES ADX
PENTES IU DEPLACEMERT TRANSVERSE PIUS UN TERME CORRECTIF IU

A L'EFFORT TRANCHANT.

I.3. EQUATIONS DE BASE IU PROBLEME

A'partir des relations générales établies au paragraphe précé-
dent, nous pouvons déduire les équations dé base ; en effet, les moments de
flexion et de torsion s'dcrivent, en tenant compte des expressions de € et
de ¥ en fonction de W et Q, de la manidre suivante :

2 2
ux=-n[°2"+\>a W]+h1 )[aox +,33°z]
ax2 6y2 6(1=1  2x 27

__p 2B, azw] - p 2 E,aax J Yy
M'y D[&xz gyz +§(1-))) 9 x ' 'ay}

2
¥ ==D(1 -1 2% . n {3‘31' 30;)’]
xy ( ) 3!0y+12 5yt SR
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D'antre part, les équati»ons d'équilibre en termes 3e
résultantes sont données par :

29x , 297 ,p._0 (1)
3 X Y
3Mx+DMxy_Qx=o (2)
>x dF
QMI)’ +9MJ—Qy=0 (3)

I X ay

En remplagant Mx, My et Mxy dans (2) et (3) et en tenant
compte de (1), on obtient les équations qui décrivent le comportement de
la plaque en flexion suivant la théorie de REISNNER.

d % ‘2w} B° d2Qx p B
21 Y 76

M’“'D[_‘“D%"‘ 3x 61=p) 7T

> x? y

W 2% | . p2 dqp _wnw?
My:'”[”)xz*”z.]*s ¥y 80-s7 F
22,2
Mq=_n(1_»)bw +h (DQX +3Qy)
\

y Xy 12 dy - dx

Pour aboutir & ces équations, nous avons supposd que les compo-
santes du tenseur des contraintes VX, Vy et Xy varient lindairement suivant
Z, par contre, nous n'avons fait aucune hypothise concernant les forces de
cisaillement ; l'hypothdse généralement admise est celle qui rend le champ
de contraintes statiquement admissible ; ceci revient & adopter des expres-
sions de VJ_:z et Wz, qui permettent de vé.rifier les équations d'équilibre.
Ces dernidres sont vérifiées siTxz et {Jyz sont des fonctions paraboliques

en z :
On pose :
sz:.lzz-f-ﬁz-t-d‘
' ¢
O’y2=d~z2+(32+b"

'S



-11 -

APy 'Y, a(',]! ‘et 5’étant calculés en tenant compte des conditions aux
limites '

sz =v—yz=0pou_rz = t—g-

et en fonction de Qx et Qy.

d'ou : o )
- V_IZ=3QI [1_(2&.]

2h h
e =28 [1- (2 52]
2h h

d'autre part, on a :

Uz =0 (g+23

Trz=t(2]-0)

. Y
d'ou : '
2
22z o W
i [1 (%) J=c(¢+ )
2h h |
En multipliant les deux membres de cette relation par 3 (1= 4—:-
et en intégrant entre - —% et + 121—- , on trouve : _2h h
=2 ¥
Qx\- Z Gh (7 + 3=
Q = 2 Gn ( 2% _ ) .
6 27
d'ol :
6§ ax_ W
g = 5 ¢ >X

on pose K =—g- (coefficlent correctif au cisaillement)

les équations générales s'écrivent alors

2 2 ,
Mr=-D|2 ¥, 22°F +xh2Qwa_uh2 P
9 x2 ay2 6 > X 6(1-0)

-
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My=_D[\‘332W+)2.W]+Kh?<)Qz_wh2 p (1)
2x2 3520 6 3y 6(1-»)

” .
% _ ,En (2%, 39
xy 12 3Y 3:

d
==D(1-»
Mxy ( )é

On remarque que le terme correctif qui s'ajoute aux expressions

des moments, comporte un facteur multiplicatif de l'ordre du carré de 1l'épais-

seur ; ce qui confirme la possibilité d'utilisation de cette théorie pour

étudier les plaques épaisses. Ainsi, nous pouvons déduire de ces équations,

celles qui traduisent la théorie classique des plaques minces en négligeant

les termes en h2 pour h supposé petit.

I.4. CONDITIONS AUX LIMITES ~ °

Nous alloné retrouver les conditions aux bords d'une plaque
rectangulaire chargée transversalement, en utilisant le principe des travaux
virtuels ; nous faisons l'hypothdse que toutes les liaisons sont parfaites,
ce qui revient & écrire que la puissance virtuelle des efforts de liaison
est nulle dans tout mouvement virtuel compatible avec 1a liaison considéréde.

\

I.4.1, Expression du travail des forces 1{néiques de contact

Désignons par £ la surface moyenne de la plaque et par [* sa
frontitre ; le torseur des efforts de liaison exercés sur € & travers T est

défini par sa résultante et son moment & l'origine :

+h
- 2
R = JT dz avec ™M =U—ij nj et 2 la normale extérieure an
‘ domaine

nle
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h
*2
- -—pn 7Y
M= | (PM A T) dz P : un point appartenant & [
h M : un point courant de la plaque
-3 '

En négligeant l'effort normal, la résultante se réduit & :

th
' 2
Rz:szn«cdz:anx+Qyny

nip

Ie moment n'a aucune composénte suivant z et peut s'écrire

L3

sous la forme :

1 ol

+
- - -
M = e3 A M avec b = 2 Td z

rle

N

+

popts =uxpnp (=3, .

2.
_
oo
—
&
ol §] ol

En négligeant les déplacements dans le plan moyen, le déplacement
en tout point de la plaque est défini par la fléche W et le vecteur rotation
& .

avec w =<0, g 0> e

g

rotation autour de x

rotation autour de y

on introduit le vecteur ¢ 1ié A—Jpar :
- R -
C = uwA e

-~
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Donc le travail virtuel des forces de contact est défini
par .
> -
W *=é(a. T* + Hw*) ds
iy

ou 8 désigne l'abscisse curviligne.

En définitive, pour établir les conditions aux limites de la
Plague, il suffit d'écrire, en tenant compte des conditions cinématiques de

liaison que :

- R, W* +j"-< c*¥o = 0 sur chaque bord.

I.4.2. Conditions aux limites dans les cas usuels

L}

Considérons le bord x = cte v A

n =<1,0,0>; ¢ =<¢,'-e,o>»

la condition (1) s'éerit

3Q1W+Mx¢-Mxy'6 =0

Trois cas de liaisons sont fréquemment rencontrés dans la
Pratique : bord simplement appuyé, bord encastré et bord libre (le cas d'une
Plaque reposant sur des appuis élastiques sera discuté ultérieurement).

: »
- Bord simplement appuyé

La plupart des auteurs['l-‘;] ,[451 addptent les conditions

suivantes :

() W=0,Mx=0etldxy=0etles "duals" de ces termes (Qx, ¢ et 8) _

quelcongques.

My
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L'ordre du systime d'équations obtenues en utilisant la
théorie classique ne permet de vérifier que deux conditions aux limites
sur chaque bord, par conséquent, la condition Mxy = O ne peut pas &tre
vérifide ; ceci explique la nécessité d'appliquer des réactions concentrées
aux coins de la plaque. '

. ——

Par contre, l'utilisation de la théorie de REISNNER permet de

vérifier les trois conditions sur chaque bord (entiérement).

Une autre possibilité d'application des conditions aux limites
est celle préconisée pardeJ : Elle consiste & imposer les conditions sui-

vantes :
(b) WwW=0,Mx=0et0=0 (&, ¢, Mxy) quelconques.

Physiquement, la condition & = O revient & maintenir les forces
Ssupérieures et inférieures du bord entre deux structures rigides, empéchant
toute rotation autour de x ; ce schéma empéche également le souldvement des

coins ce qui ne rend pas indispensable l'application de la condition Mxy = O,

les conditions (b) sont plus utilisées dans le cas d'une réso-
lution par la héthnde des éléhents finis en déplaceﬂents, elles permettent
de spécifier deux conditions cinématiques au lieu d'une seule en se rapportant
aux conditions (a) ; par conséquent, nous utiliserons les conditions (b) par
la suite.

~ Bord encastré

®e0ess0vsc0one

Dans le cas d'un bord encastré, on applique généralement deux
conditions cinématiques et une condition statique ; ces conditions sont les

Ssuivantes

(a') w=0,¢=0, Mxy = 0 et (Qx, Mx, 8) quelconques.
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Une condition d'encastrement est difficilement réalisable
dans la pratique ; on peut cependant penser qu'un encastrement empéche

tout déplacement ou rotation du bord et adopter les conditions suivantes :

(b') ¥=0,¢-= 0, 8=0et (Qx, Mx, Mxy) quelconques,

Ce sont ces conditions que nous adopterons par la suite.

~ Bord libre

Dans le cas d'un bord libre, tous les déplacements sont permis
et le bord est libre dans tous ses mouvements ; d'aprés l'expression (1)
on a les conditions : . N

(a'') M=o, Mxy = 0, Qx = O et (w, ®, #) quelconques,

Ces cdnditions ne peuvent pas étre exprimées dans une modélisa-
tion par la méthode des éléments finis, en prenant comme degrés de liberté
W, 8 et ¥ ; une possibilité d'exprimer Qx = O a été suggérée par [42J qui a
exprimé la rotation moyenne comme la somme de deux rotations ; le terme da

au cisaillement étant fonction de l'effort tranchant.

LQE conditions qua nous avons adoptées dans cette étude sont

Présentées dans le tableaun 4

. |

i Bord simplement: Bord encastré ; Bord libre i
. appuyé : K !
D osax EF** P54 . EF [ SA ' EF :
. . N - . ]
€Mx=0;W=O;W=0; W:O;Qx=0;W0§
3W=0: 6 =0 : lxy=0: =0§Mx=o§eo§
§'e=of L 4= o g = 0: Mxy=0 :§ 0 :
H H H H : H .
] [

Tableau 4 : Conditions aux limites x = cte
* SA : solution analytique
¥* EF : éléments finis,
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I.5. SOIJTIONS ARALYTIQUES

Les équations (I) qui traduisent la loi de comportement, les
équations d'équilibre et les conditions sux limites, permettent d'obtenir
le déplacement et les efforts en tout point de la plaque.

Contrairement & la théorie classique des Plaques minces, l'ordre
du systime d'équations & résoudre offre la possibilité de vérifier toutes
‘les conditions aux bords ; c'est la raison essentielle qui a conduit Quelques
auteurs [l5 ],[45] 4 s'intéresser & cette théorie ; ceci est ndanmoins
resté limité 4 des cas particuliers en raison de la complexité du calcul ; il
faut en effet vérifier douze conditions aux limites ; ainsi ['5-] a cherché la
solution pour une plaque recta.ngu':l.aire simplement appuyée sur ses quatre
bords et chargée uniformément ; il a pris comme hypothdise simplificatrice,
le fait qué l'épaisseur de la plaque est petite devant ses autres dimensions,

X Les résultats pour des plaques épaisses avec divers types de

conditions aux limjites sont rares, voire inexistants ; nous avons estimé

nécessaire d'établir la solution pour quelques cas concrets, ceci afin de
pouvoir camparc)* leg résultats avec la solution numérique proposée dans la
deuxidme partie de cette étude. '

"1.5.1. Obtention de 1'équation vérifide par la fliche

En remplagant K par sa valeur (6/5) dans les équations (I),

celles-ci s'écrivent :

_'D[sz aazw]+h2 2ax__vn?

e = 22 > 5? 5 2x 6(1-9) (=)
2 2
I N A I h® 99y b
My [312 * > y? * > y 6(1_\])1’ (v)
2
wg--p (1-3) A, 22 de oy ) ()

2X Iy 10 2y >x

Sarin ol G PRPTIL,
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En remplagant ces quantités dans les deux dernidres équations
d'équilibre, celles-ci deviennent @
_ , .
D%Aw h P n(1+d)

o= "0 b ox 10(1-v)

-Qx=0 (2')

_b‘é.Aw+ h? pay - 2F h2(1+9) cay-o0 (3
o7 10 Dy 10(1-»)

En dérivant (2') par rapport & x et (3') par repport 4 y en
faisant la somme des équations obtenues, on aboutit & :

(~) _DOAW+%(bd&+e)AQy.)_h2(1+fa)AP_(}Qx+3Qy)=o
Px oy, 10(1-v) | [ x 27

D'autre part, en tenant compte de la premidre équation d'équili-

bre qui peut s'éerire :

0%, Ay,
. =P
ox T oy
‘ \
1'équation (o) devient :
- 2

DAAW=P-—B—— 4p o ()
10(1- V)

On obtient ainsi 1'équation aux dérivées partielles vérifide
Par la fliche.

I.5.2. Applications

1) Plaque rectangulaire simplement appuyée sur ses quatre bords

les conditions aux limites étant de méme nature sur tous

les bords, on peut utiliser la solution de NAVIER et chercher \
. |

une solution pour la fléche sous la forme d'une double série

de FOURIER :
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o0 2
2 ‘ miTx nly
Zwm sin a sin b

W=
m=1 n=1
02 oo
2 2
' T
AAVW = ééwm 7t _+n2 Ysin B—ZFgyn BIY
b a b
m=1 n=1

P peut également étre développée en double série de FOURIER

de la fagon suivante :

ééﬁm sin =% sin —lbx

m=1 n=1

e
"

2
Wzéza&m (m :)sin Trxs:!‘nn;:ry

AP

m=1 n_1

. 2 L]
On pose 02 m—-) et on remplace les différentes quantités
évaluées plus haut dans 1'équation (A), on obtient :

2 2
[ (%*%)]
1472 ¢ g2 p2 'l m®

mn < 2
. 4 n n2
TID (= +—5)

\ a b

= calcul des efforts tranchants

On cherche la solution de Qx et Qy sous la forme :

Qx

o0 oo
éi Ram cosm-gj—x sin-r%z

m=1 n=1

o0 09 '
mwXx n
£z Spn  ®in = cos—b—Z

m=1 n=1

QY
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Rmn et S Peuvent &tre obtenus en remplagant Qx, Qy et
W par leurs valeurs dans les équations qui lient la fliche aux efforts

tranchantg

BT {0 Wug [( 231)2 *31:—()2]' c*(149) amn}

Rpp =
1+,_h-"1[ nr)®+ (nx)? ]

10

n—’%{n w‘,m [( 1‘;’-‘-)2 + ( 93‘-'-)2]- c?(1+ 1) aan’ .

1

1o B {(Ef)z+ (Eg—r)z]

- 'Calcul des moments

Jes valeurs de Mx, My et Mxy peuvent gtre calculées en rempla-
¢ant W, Qx, Qv et P par leurs valeurs dans les équations (a), (b) et (0) H

on obtient:\ . e e e e
S . . ] .
— 2 —_—
Mx 29 ( m? Y 'nz"’]"—ﬁz_;ijnmn vh™ “apyisin —-sm:x in _yn:r
mn —— mme—— - S -
. B2 b2 SO S S - & PRV )|
m=1 n=1
o0 o0 . .
My:ii D[,.zwmn(-’—l-é-q»“_’-’z‘—)]-l‘_.?——smn - 8mn sinm:rx sin 25
b* . a 5 b 6(1-v) b
m=1 n=1

Moy = £ 5/-n(1-0) BT g L B @Ty L BYS cos BYZ . nxy
ad _ 10 b b
m=1 n=1 ‘
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| - Conditions aux limites

: Ie choix des différentes fonctions permet de vérifier toutes
les conditions aux bords ; en effet, la plaque est simplement appuyée sur
ses quatre cdtés, on a : '

W(O,y):W(a, y):W(x, o):W(x, b)=°

Mx (0, y) =¥x (2, y) = My (x, 0) = ¥y (X, b) =0

La troisiéme condition est prise telle que :

I
o

e (01 Y) =0 (aa_y) =
g (x) 0) = ¢ (I, b)

]
o

. = Cas de chargement

' Le développement ée 1l'intensité de charge en série de FOURIER
' g *
Permet d'dvaluer le coefficient a . [-JL]-

A\
a b
4 mTx nry
amn=ab/ fP(x,y)sina sin >+ dxdy
o o

Dens le cas d'une répartition uniforme Po sur toute la surface

-

on trouve : .
0 pour m et n pairs

&n S
16 Po

2 .

pour m et n impairs
nn A
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Pour une Po répartie sur l'aire d'un rectangle de cdtés
a' et b! : '

. 1 t
16 Po sin m T X1 sinnvnsin mvasin mTh

mn v%nn a'db! a _ b 2a 2b

a

X1 et Y1 étant les coordonnées du centre du rectangle.

On peut également en déduire le cas d'une charge concentréde P
appliquée an point de coordonnées X1 et Y1 :

am=4psin m'*n'x1 sin ‘anY‘l
ab a b

.

2) Plaque-simplement appuyée sur deux bords opposés

Dans ce cas, la solution de l'équation (A) peut &tre recherchée
8ous la forme de la somme de la solution générale sans second membre et

d'une solution particulidre.

\
¥ =W +W2

w1
W2 : solution particulidre

la solution générale

la solution particulidre doit satisfaire 1l'équation (A) et les
conditions aux limites ; elle peut &tre cherchée sous la forme d'une simple
série de FOURIER :

oo -
¥2= S ¥ ein LTI
n=1

44
abwre S BT Wa sin BX

4
a’ a

n=1

-
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D'autre part, on peut faire l'hypothése que 1l'intensité de charge

ne dépend que de x et qu'elle puisse &tre développée en simple série de
FOURIER : | ' |

>0 a .
P=g ta.nsimn;rx avecan=-§ Psinn:x dx
- n=1
————— - [o]
e — ‘ nlr? nTx
A AP = - { an 5~ 8in = -
a

n=1

En remplagant dans 1'équation (A) on trouve :

an (1 02 n2_"_2
W D a 2
° = A4
nmw
at

= Solution de 1l'équation sans second membre :

AAW =0

On cherche la solution générale sous la forme suivante :

\
D
‘nvwx
W = iY(y)sin -
- n=1

ol la fonction Y satisfait 1'équation différentielle suivante :

IV p2q2 ohet

Y=0

Cette équation admet la solution suivante :

Y=ash BT, BcnBXL 4 c2YL o AT Lo 2TY o BWY
a a a : a a a



- 24 -

les constantes A, B, C et seront déterminées par les
conditions aux limites, En définjtive :

W= (Vo +7Y) sin n;rx

= Calcul des efforts tranchants

......................0'..'..

~

Ies efforts tranchants doivent vérifier les équations suiven-

tes :

2 2 :
h h 2P QAW
( QI'TT)'AQx"'wU-v)ax =-D3%

2 2 -
n? h P 2aW
(B)_ Y Y- AY twp5a5)

P _
J 27

- EE.'.-J__QI = « P
L ox T,y

Posons :

k=QX1+u2
=+,

o0 Qx s et Qy, désignent les solutions des équations (B) sans seconds membres,
sz et Qy2 des solutions particuliéres

« Solutions des édquations générales sans seconds membres

h2
% -5 80 =0

N

h
T -58% =0

On introduit la fonection ¥ (x, y), telle que :

. _9Y
Qxi'ay .
Y

o, = - -2
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les équations se réduisent A une seule équation qui s'derit :

2
h .
Y-5 oy =cte

Cette constante peut €tre prise czamme égale 4 zéro.

On cherche y sous la forme :

Y o= Z x(y)cosnzx

n=0

ol X doit vérifier 1'équation suivante :

2_2
" - ( 12 +n TT2 )x =0
h a $
d'ou E
oo e
Y (x,5y) = £ [Echpy+Fshpy]_cos nax
n=0
avec 3
2_2
p2“?1 + 10
\ a.2 h2

E et F sont des constantes & déterminer par les conditions aux
limites,

o Solutions particuliéres

2

h 2P dovw
QIZ-TOAsz—-caI-Da.I

2

B’ 222 _ 248
) - a = e« "= =D
Qyz-35 4072 RY 97

* *
On introduit les fonctions Q X2 et Q y2 définies de 1la fagon
Suivante :
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_ JADW
sz Q*12 <
2D awi
- *

Comme P est indépendante de y par hypothése, on a :

O DA
T Y= -5y
Q*12 vérifie 1'équation suivante :
Q*x -ﬁAQ& - -c?9R _pad
2”770 2 = 3x > X
On cherche Q*xz sous la forme suivante :
-~ .‘ - '
Q*‘12 = éRn cos BTX
) a
avec anh-2
o
Rn =
. ; h27T2n2
+
1Oa2
o \

En définitive, on trouve en tenant compte de la valeur de la

fl&che calculée plus baut :

&, = é[Rn'-QDn 3 (Gsh%?x+0ch9£l)]cosn:x
a

(o]

3

W,=-D S m'w (Csh‘P-IaI +Gchn:y) sinn:x
1 a

De la méme maniére et en tenant compte de la valeur de v :
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R

N =
£/§(E shf}y + FCh’B 7) cos BT
0

oo . : S
Qy1=£9-£—r(zch(3y+rshpy)sin -
1

d'ol :

= n3*n’3 n'ﬂ" | nyy
é[nn_zn 3 (Gsh—a—z-chh - )+/&(Eshpy+Fchﬁy
0

-

=,

nwvx
cos

@ = i[ (EChpy+Fsh/0y)-2Dn—(09h “hmﬂ

a
gip BYX
- (.Zalcul des moments
les moments sont domnés & partir des relations (1), (2) et (3)
Par les relations suivantes : '
A 2 2 -
=g )- BT [ fo + 50 2L ((4(9-1) + ¢ BTX (v )
a
n=1

+29¢) + ch B (B(o-t)m (8-1) + 20»)}

__[Rn

+P(EshBy +F chpy)‘] —m) an :sinm’;x

a
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- oef n21r2.
My=£-n 5 [¢Wn+sh (A(1 \’)+C—1-rz(1-0)+26-)

=1 a

.2
+cn BXT (3 (1-9) + BRI (1.9)+ 20)] +£5—l‘£’-' [(E shf y

2
+Fch/3y) -'.2an3 (c chJ+Gsh£%z)]-%%m) an}singg-

(o)
2.2
My = S -D(1-g).’-‘__7£2_ [ChEaII(A+c.1%'1+ G)+sh.n_’*_;I(B+f»£;_fI+c)J
< A .

a

4 . 2_2
v (CShE'alI'i'GChngy)"'(nf +P2)

2
h n
* =3 ['“’ 2

a

(2 ch[) y + F sh /}y)]‘} cos DX

On remarque que les conditions aux bords simplement appuyés sont

automatiquement vérifides, en effet @
G(o,y):&(a,y):O
Mx (o, y) =¥x (a, y) =0

W(o,y):*(a,y):O

Deux cas ont été traités dans le but d'obtenir des résultats pour
difi’érentes conditions aux limites :

a - deux bords encastrés
b - deux bords libres

- Feowdbegieay

T M LA M), 9.8
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a) Considérons une pladue rectangulaire chargée symétriquement
par rapport & l'axe des x, fig. ' y la surface fléchie étant symétrique
Par rapport & cet axe, on ne gard‘e. par conséquent que les fonctions paires
dans le développement de la flache, ce.lle-ci séerit :

o .
. . . AT
W=€(Wn+BchMy+CMysnMy)sinMx +b
n=1 2
avec M = 2L s A=0=0 ) _
. —>
- x
a 1 e =.nTr_b
Ppelons : M1 o7y
-b
b . . -—
M2 = LB . 2
2 2 . Pig.
: 2_2 ’
6 ‘n _\/n ¥ 10
X=sen avecB-\/ AR

Ies conditions sur les bords encastrés sont les suivants :
Wiz, 23) =0

\G (xy

+b
Mxy (X,' - '5 ) =0
Ces conditions se traduisent par le systéme suivant :

r‘.
¥n + Bch M1 + C M1 sh M1 = O

AP sh M2 - (2 DXMZ sh M1 + sh M1 + M1 ch M1)- B sh M1 = O
2 22y 2 | ' ”
(M;%%—)-h— sh M2 F + C [— D(1-9) 21 b Mi+sh 1) - 2Byt m]

0

-BD(1-0) ¥° sh M1

E =0
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~ R2
taty o = ——
d'od : C = R
-~ Wa. R2M1

B=ckwr ~"wm B
) R2 sh M
= ——— 1 -
R TR (2DMo<shM1+shM1+M ch ¥1) - - 7 55ii3 X
(chM1 m th M2)
avec @

B 2, 42
(1 ch M1 + sh 1) (- D(1- ») m2+-@—1t0—9—l-)+sh m(-—s-nm“.

Rl = )
+ Du? (4% 8 %)n? o 2. ,2,.2 i
5 + D(1- »)M° M1 th M1 - (M°+ % )n° M1 thM1 sh M1)
: 10
R2 = ¥ ' 2 2 n2y,2
=Wa [ D(1-9) M° th M1 - (M°+B)h" th 11
10 o
les déplacements et les efforts soﬁt 3 présent complitement
déterminds. ‘

b) Le problime se traite de la méme manidre que le cas (a),

les conditions aux bords y = cte deviennent :

Nljo
~
L
(o]

My (z, +

w (x’

+
Nlo
N

f
o

MW(X""b)_o

Celles-ci se traduisent par le systime suivant :

2

" PshM2-~2DM“shMI C=0



-~ 30 -

2’
c[ D M1 (1- ¥) sh M1 - ch M1 (2 IM%+ 2D5h hM1)] - D ¥%(1- v) B

2 ' 2

Mh 2 h
P chM2+ VDX Wn-m)anzo

ch M1 B +

5

. 2 2,2y 2
c [. D (1- D) M° (M1 ch M1 + sh m)—.—g-h:- Dm"’sh m] (i—"-%—)-ti sh M2 P

-D(1-9) M’ sh M1 B=0O

1
d'ou : C =‘-—g
R'1
g 22 sh Mt RI2
i T sh M2 R'1
s R'2 R'3 , 2 +p®m?
=R Y 12
D(1-y ) ¥°sh M1 5 (1-v)

o, on a posé :

B'1 = IM%1 (1- v) - ch ¥1 sh M1 (2 D¥2 - D(1-v) ¥ + 2 DU 2)p?)
~ | 10
\\
3 2
+2DM5—h/~3—sh M1 th M2
: b2 an 2
R2=ShM1(m—) -\)DM Wn)

R'3= - D (1-v) M2 (M1 ch M1 + sh M1) -%—Dl«{4 sh M1

Des résultats numériques sont proposés dansAun chapitre sui-
vant et servent de comparaison avec les résultats fournis par la méthode
des éléments finis.

PRI iy
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I.5.3. Plaque simplement appuyée sur ses quatre bords et reposant sur

une fondation élastique

Ie cas d'une plaque reposant sur des appuis élastiques est
traité en supposant que ces appuis exercent sur la plaque une force propor-
tionnelle & la fliche, cette hypothése revient & assimiler la fondation
élastique A une série de ressorts accolés ; dans le cas d'une plaque reposant
sur le sol, le coefficient de proportionnalité est appelé coefficient de

réaction et la force exercée sur la plaque étant la pression de contact.

Ie coefficient de réaction est supposé fonction_uniquement de
la nature du sol et indépendant des dimensions de la fondation ; 11 se mesure
Par l'essai & la plaque[ C.]; des valeurs expérimentales de ce coefficient

sont largement répandues dans la bibliographie [C]; C’-‘Oj .

- Calcul du déplacement et des efforts pour une plaque simplement appuy ée

Sur ses quatre bords et reposant sur des appuils €lastiques

© 0000000000000 00000000000006000060 0000000000000 0s0s000000ss0e

Dans ce cas, la plague est soumise & sa face supérieure & une
~intensitd dc\charge P1 et d'autre part & la réaction d'appui P2 od P2 = - KW
K étant le coefficient de réaction.

?

A
y
L'équation (A) devient :
(4)asw °2KAW+5—W-P1 | .
D D " 4
b
avec
2 1l



La blaque étant simplement appuyée sur ses quatre bords, on
peut chercher la solution de (A') en utilisant la méthode de NAVIER évoquée
précédemment.

o o
f W sin mx sinm
a b
m=1 n=1
o0 )
Z i.a © 8in nTx sinm
a b
m=1 - n=1
avec ¢

a b
= // P1(x, y) sin ma” sin n’;’ dx dy
o o \

En portant ¥ et P1 dans 1'équation (A'), on obtient :

fgleor oor) im
Fian

(2D 2 @rypery?], 58 [z ary]. £
\

Nous pouvons également chercher les efforts tranchants et les

moments fléchissants sous la forme :

0o
Qx=<{£ cos =IX gin 2T
m=1 n=1 o
Do oo
Q = Z 2 Con 8 ? cos nbm?

n=1 n=1

’
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avec

——{ [(ﬁ) @ )men-c(“'u)(men*amn)}

5 et

mTI'2
a

-b_)z]wmn - ¢2(1-9 )(K ¥pp + agy .)3

2 2 2
b [(’-"31) + (2D) J +11

Ies moments sont déduits des relations (1), (2) et (3) et
s'écrivent : )

o0 oo !
Z 2 2 2 2 2 n¥x nm
2 m n .k I vh a sin =X sinn L
= —_— —— - e =D -
Mx P D l'ﬂ wmn( 5+ bz)] 5 & °mn ~g(i-y) m a b

m w ' . . ©
2 2 2 2
n vm h* n T Vh mTx nvy
My: gé l' (—§'+‘—'é—))-‘5—' b Cmn 601 ") amn Sin sin 5
m=1 n=1 b a : . A

8/

o9

2 i -
¥xy= {f{-n(’ \’) mn‘n' Vom + 2 Bl by + 2 Cmn)-}cos mafcos 7Y

m=1 n=1




CHAPITRE II

IX - RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

II.1, EXPRESSION IE L'ENERGIE POTENTIELLE TOTALE

II.1.1. Energie potentielle de déformation

q
L}

T
o

lf\rTC_
2
v

[%’x: Uy Vxy Vxz ‘Qﬁyzi]'

€ Talex €5 26 2z 2€y)

ona:‘(’:CE,q—T= e_TC
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C = matrice d'élasticité qui s'écrit pour un milieu linéaire

élastique et isotrope de la fagon suivante :

-

E.

v E

\
1 1= v 12 9?2

> E
1- 92 1.2
C =
0
0
0
s E

2(1+ W)

0 0 0
0 0 0
2 ¢ O 0
0 2 6 O
0 0 2 G

module du cisaillement.




. :
—E— (£x + vEy)
i~ v
32 (»ex +€y)
1- ¥
C =
26 Exy
26 €xz
26 Eyz
: B 2 £ 2 2 2 2
£ cg= 2(€«X+\7£y)+ 2( 9Cx + ESy)+ 4CEXY + 46 Exz + 46 ez
1- 9 1-93 f '
= gTic £2.4 202 g2
— "r
avec C, = 32 1 v 0 £x
- M ! 0 et £1= Ey
0 0 _1-v 2 € xy
2 .
g -
G' ~
0}
et Cp = (2 Exz .
0\ ¢ | €27 N
i 2L yz

donc, l'énergie potentielle de déformation d'une plaque homogéne et isotrope

s'écrit comme la somme de deux termes, l'un dd & la flexion et l'autre au

cisaillement.

' 1 ' 1 T
U=U1+U2,avch1=-§-J’gT1C1€1dv : U2=§fg2c2£2dv

v v
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« Ecriture de l'énergie potentielle de déformation en termes de déplacements

I ENENNENNNEENERENNENNNENYRNEERERERXR X ENNE NN NSNS E I BRI N NN I N BN W Y N I N B IR W I Y

z g (x, y)  « @, & sont les rotations autour de
T ta -
U={-26(x, y) y et de x respectivement

L) (x, Y) est le déplacement suivant z
’ 20 3 0
_____ done e,T1 = [Cx, £y, 2€xy] [ -2z 57 2 (a- yg - 1 x)]

£T2=[2£xz,’2£yz (_¢+ 2=, .9_".-9]

0¥
appelons
5 ,
1 ?g . ‘9 ¢+ DW
61‘ "y 0 ’ S—z" . )X
207
28 _2e 2% _o
ay >X bR A
ti=1 (,7% 2

32- £l 2 c1 £'1dx’dyd‘z

' .
‘E 1 ne dépend que de x et de ¥

=12f{;'T(J—CZdz)£1]dIdY f(um—hg £1) ax dy

1 Y 0
3
h
19 o -
c'1 3 C1=D (VY 1 0
0 0 1-v
— 2 A

[IRIPTERVIIPYY

L YT PRE PWVR L 1 §
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Ko h 0

de méme : U2 =l2 (QTZ C'2€2dxdy ; C'2-=
< A 0 Kéh
h = épaisseur de la plaque
K = coefficlent de_correction au cisaillement.

e —

IT.1.2. L'énergie die aux forces extérieures

Appelons I la frontidre du domaine, Gn et Gt les rotations
sutour de la normale et de la tangente & la frontidre respectivement ; Qn,
Mn+ et Mn désignent l'effort tranchant, le moment de torsion et celui de
flexion respectivement. B

L)

- Le travail de forces de liaison s'derit : Wl = - an ¥ +Mn +6n - Mn et d s
8 : abscisse curviligne. V

- Le travail des forces appliquées s'éerit : Wa = -/2 qQ Wd<

d'od X =T fqudé j(QnW+ Mn'sen-Mne)ds

\E N
afrec s U1 =l2 é{']) [( _2_%)2_’_(_%_3_)2 _ 2Dig 23 + 12\1 {c)g P 0)]}
UZ:leGh E(guﬂ)?; (_9_1_9)2} L
2 >X >y

<
En définitive, on a :

[l 32-28% -2 (v 2822, 20 (22 39)2}

>X 2y

+KGh [(91 +—95-;4')2 + (o -%—5';)2] -4
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I1.2. CONVERGENCE

Dans ce paragraphe, nous démontrerons que des approximations
linédaires du déplacement sur un élément carré permetient d'assurer la conver- |
gence de l'énergie potentielle totale vers la solution exacte quand les »

dimensions de l'élément tendent vers zéro. -

Soient : W, o et 5’ champ cinénatiquement admissible qui permet
de minimiser l'énergie potentielle totale.

¥, 0 et ¢ la solution exacte.
Appelonsd:ﬁ-w, p='é-e, s5=0-¢

AX

x (w’ e’ ¢) -x (w’ e’ ¢)
~ gx + 2—1!— g2 X en cons.idérant la variation jusqu'a 2ime ordre.

SX qui représente la premidre variation, disparait & cause des

conditions aux limites, la deuxilme variation s'écrit :

\

2. D[(%—z-%%)z-2(\”1)§1~' %/;4»(1-2\))(;3:-'54)2]

s +Kuh [(y+ %)2 + (Q-%—?)zj '

" Majoration de A X :

Démontrons que A X =0

4X =({D [( ¥,x -D, y)2 -2 (v-1) Y, x/)) J + 1-20 (U'ay "P 91)2_]
£

+KGh E( ’5‘+0<,x)2 + ( ﬂ -o(,y)2] ac.

LR
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On ne doit considérer que les deux premiers termes, les autres

&tant positifs, par conséquent 1'intégrale de ces termes sur le domaine

borné est positive.
Solent A= ¥,x et B={,y

1= (a-B)2 +2 (1-v) 4B

_ (a+B)? - (a-B)?
4

AB

I = (a-B)? +'-1-§-"- [(A+B)2 - (A—B){’

1= p2dE2) + D wm?

comme Y<1 5 I20
donce f(b',x -{5,5’)2 -2 (V'1) Yy X p’y dé;o
&

et . A X 20

considérjoné fy, xf3,yd&
3 .

on a, d'aprds l'inégalité de SCHWARZ 3

f(f:x ,yj ¥ $%S\x,x|2d£ ) x (S‘l &y ¥\ 2 dé)l
& & &

- \ﬂmxnzxn/&,yn""

donc :Jv,x(B Jas<lyxa <P,y vl

* || # )| : norme de la fonction f (nen= ;11’ ]2 ig )
L2 12




Considérons & présent les termes tels que :
2
- fwm-pareg
R

on a 3
f( g,x -By)2ag=\ x5y 02
=

et d'apres 1'inégalité triangulaire, on peut écrire :

WY, -[3 v il 25(“3’9x W "’”-p Al )2

donc

j( Yx - p ’y)2 dé_é( \\6’"71 W+ “p)y i )2
z

de la méme maniére 3

g( ¥,y - 3 x)2agglwr,y sR,x i )2
£ N
§(’°’+ ok,:c)2 ag g nyn +NA , W )2
N\ = '
S(Q-x, )2 ag ¢(WPn +ns 7 )2
z
En définitive, on a 3

| : . ‘ 1
0< AX {g [(\\ yox W+ B,y )2-D(v =)W ¥ T W B,yli+ j’ D

< (wg,y W +uf ,xn )2+ K6n [(\\ ¥ I +0 X )20 B+ ek, 1 )ﬂ} dE

Développons W, 8 et § en séries de TAYIOR jusqu'ad 2éme ordre su

point a 3

¥ aaaasa)

1o endini
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=V (a,a) + (x-—a) W'x (a,a) + (y -a)W'y (a,a)

+ -15! [(x—a)zﬂ"n(a,a) + 2(x-a)(y-a)W"xy(a,a);(y.-a)ZW“yy(a,a)]

b o
} e

-8 +a

<V
s aweror)

-a

On suppose que ¥, © et @ sont de classe ¢,

On a : |I-a\<2a

(Y - al<2a
W, e"et "L T (elles sont de classe c? et le domaine est borné)

En choisissant : W = ax + by + ¢

ax + b1y + C4

<t ot R|
1

a2x +b2y +<:2

on a : \
- . 2. ’
=W -VW= Jé-, [(x-a)zﬁ" x{a,a)+2 (x-a){y-a) W" xy(a,a) + (y-aJ W"J’Y\a,a)]

Je>o0 taxge a2 o = O)(a?)

En conclusion on & < = O~(32)
P =0
r =0 (@)

“ ¥ x|l 2 =fl ¥ x|2 ds = J\b’yx ny, x| d&j(rrxr)’x dA - ﬁ,nx’di
£ & &

.
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d'autre part f( b’,x b’)’ - d&= [( 5,x X)(a,y)-( v,x b’)(-a,y)] dy

-a

+

comne =0 pour y = ~ a (;, 8, # chemp cinématiquement admissible)

alors 'I(zr,x), xdE&=0
= * ]
d'ou |\, x]]gz-fy,xxb’dg

2 2

£Ca"xMxa M est une constante positive

Vo xN2 gk atsud, 202 = O (a*)
de la méme manidre : \\p , XN 2 =0 (34)
W% x4 2 = Oa?)

et i v =0
\\{&’ Y\2=O(a4)
2 4

no{ s {\\ =0 (a")

done oSAX$K' a4 -

quand a+—»0 =>AX-> 0 et X app —~ X exact
On vient de démontrer qu'une approximation linéaire du dépla-

cement permet d'assurer la convergence vers la solution exacte quand les
dimensions de 1'élément tendent vers zéro.
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IT.3. ELEMENTS IE PLAQUES OBTENUS SUIVANT LA THEORIE DE MINDLIN

GREIMANN et LYNN [‘f]proposent trois éléments rectangulaires,
formulés de fagon & inclure 1l'effet du cisaillement transverse dans le com-
portement des plaques chargées transversalement ; ils ont comparéd les résul-
tats avec ceux obtenus par la solution analytique, pour une plague carrée

h
(-ﬂa'- = 0.1), encastrée sur ses quatre bords, chargée au centre et uniformément

sur toute sa surface. :
Ils ont tracé 1l'évolution de la fliche et des moments en fonction

du nombre d'éléments (maillage 4 x 4, 6 x 6 et 8 x 8).
Les trois éléments considéréé sont les suivants :

1. Elément rectangulaire & 4 noeuds et 5 degrés de liberté par

‘noeud.
2. Elément rectangulaire & 8 noeuds : 4 noeuds aux sommets ayant

‘3. Elément rectangulaire 4 4 mnoeuds et & 3 degrés de liberté par

-noeud.

\

1103010 Elénent 1 * A y

les paramétres nodaux sont les suivants :

1
P A
- Wf : fliche die & la flexion i &> —
X
¥c : fliche d@le su cisaillement o W;Ic o1
W ¢ Wr 5%
o = i B= 2 A e

> Yy >x 33Xy
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La fléche totéle est donc la superpoéition des effets de la

flexion et du cisaillement.
W=Wf+Wc

« Choix des fonctions d'interpolation

..................’._._'_..,Q_l.........."

T

Ia fliche dde & la flexion peut étre décrite par un polyndme
de 4&me degré. On doit pouvoir évaluer 16 constantes; qui peuvent €tre déter-
minées sans difficultés, compte-tenu du nombre des noeuds de 1'élément et
des relations qui existent entre les degrés de liberté ; d'autre part, la
condition de compatibilité nécessite une classe de continuité C?1 pour la
fliche ; cette condition ne pouvant &tre assurée en prenant des fonctions
Polynomiales ; cette difficulté peut étre surmontée en fixant aux noeuds la

dérivée croisde de la fléche. Cet%e démarche‘a ét¢ adoptée par BOGNER[3¥:I
pour obtenir des éléments de plaque de KIKCHOFF conformes.

Ie critére du mode rigide et de_défonmation constante est véri-
fié par le maintien des termes linéaires dans l'approximation de la fliche.

Les bases polynomiales choisies sont les suivantes :

\ . . .

WP = al + a2x + aly + a412 + ab xy + a6y2 + a1x3 + a8x2y + ag xy2 + alo y3
+ all x3y + al2 12y2 + al3 xy3 + al4 x3y2 + als 12y3 + alé x3y3
Lo 38 g JWr _d%wr
Wc=b1'+b2x+b3y+b'4xy ,e_ay ,¢-_’x etf’axay

Ces relations peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante
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3 .3 22 3 32 23 x3y3 0000

2 2 3 2 Xy XY XY Xy Xy

2
xy x* xy y x xy 'y

o00 00 0O O O O O O o0 © 0 0 1xyxy
R 2 3 pp Sds -
010 x zy O 12m3y2 x3 xy 3xy~ &y X'y 3x3y0000

P g ST SR VAU -

' 2 3 2273223000
1 02x y O x” =y y2 0 312y xy v EXyT=yT 3x y3 0
| ' ) PR
00 100 2x zy O 3x? 4y 3% 6x°y 6xy> 9x¥2 0000

\

pas la théorie de MINDLIN H en effet, les rotations sont les pentes de la
fldche dde au cisaillement, Or, dans la “théorie de MINDLIN les rotations

On remarque gue le choix des paramétres nodaux ne respecte

sont indépendantes, donc c'est une simple méthode de superposition des

effets sur la fl&che du cisaillement et de la flexion.

11 en résulte que par cette modélisation, on exclut les effets

du cisaillement sur les moments, ceci est apparent dans les relations

Yoontraintes" - "déformations". En effet, on a :

= (2Lo922) (1)
>X 20F
=0 (» 2£.22)  (2)

.

S I R

_®

M @ W

P




- 46 -

by = (1570 (2£.28) (5

Q gy. X
Qx=Kuh(¢+9w (4)
=X<rh( ~ 8) (5)

24

Les équations (1), (2) et (3) donnent les moments de flexion

et de torsion en fonction des rotations ; on a :

3g % | de d%r

5x > .2 ! ay—ayZ

Ces dérivés sont donc des fonctions de la fliche dfie & la flexion
uniquement, ceci explique le fait qu'on obtient des moments identiques & ceux

donnés par la théorie classique dés plaques minces.

En dépit de ces remarques, cette formulation fournit des rdsul-
tats pour la fliche trés proches de ceux donnés par la solution analytique,
quant aux moments, ils sont identiques 4 ceux donnés par la théorie des Plagques

I
!
minces, :

\

- En conclusion, nous avons un élément rectangulaire & 4 noeuds et
4 5 degrés de libertd par noeud ; il penmet de vérifier les critires de con-
vergence, la matrice de rigidité élémentaire est de dimension 20 x 20.

I1.3.2. Elément 2

Il s8'agit d'un élément rectangulaire 3 8 noeuds construit suivant
la théorie de MINDLIN, les bases polynomiales sont les suivantes :

W=A1+A2x+83y+ad4xy +a5 x? + ab y2 + a7 x2y + as xy2
8 = bl +b2x + b3y + b4 xy
F=0C +C2x +C3y +C4dxy

[N

W, 8 et & sont indépendants.
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« Justification du choix des bases polynomiales :

0000000920 0000 0000000000000 000C00C0CI0ORbOOCICRCRS

Considérons 1'élément rectangulaire 3 4 noeuds
“de la figure ci-contre '_ y

Sur le c6té 1 - 3 (y = 0) ;

W=al +82x + 85 12

Etant un polynSme de 3éme degré, W ne peut pas 8tre déterminde
complétement par les paramdtres nodaux des noeuds 1 et 3, donc la condition
de la continuité de la fliche aux frontidres des éléments n'est pas satisfai-
te, d'olr 1'idée d'introduire des noeuds supplémentaires aux milieux des
cotés du rectangle et de prendre la fléche comme degré de liberté en ces

noeuds,

)
g

b1 4 bex
c1 + C2x

Donc © et @ peuvent &tre détermindes sans aucune ambiguité par

leurs valeurs aux noeuds 1 et 3. Par conséquent, le choix de base polyndmiale
de © et de @ permet de satisfaire la condition de compatlbilité inter-éléments
et la fliche sera l'unique degré de liberté aux noeuds des milieux des cdtds.

On obtient l'élément suivant ¢

¥ W)
Wi} 4 _
ei -
¢i [ )] . L

*

En définitive, on a un élément conforme construit suivant 1a
théorie de MINDLIN et ayant 16 degrés de liberté.

N

- DapMtavana Ay

———eiiow
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Ce type d'élément a été utilisé avec succes, les résultats
obtenus sont trés proches de la solution exacte aussi bien pour la fléche
que pour les moments ; en particulier le couplage entre le cisaillement
et la flexion est respecté, en plus, la matrice de rigidité élémentaire
est de dimension 16 x 16 tandis qu'elle était de 20 x 20 dans la formula-
tion précédente, la taille du probléme est donc réduite. Néarmoins, il
pPrésente quelques difficultés de mise en oeuvre, ces difficultés sont dles 3
essentiellement & la'présence des noeuds aux milieux des cdtés ayant un nombre

de degrés de liberté différent de celui des noeuds de sommets ; 1'introduc-
tion de cet élément dans un logiciel existant, nécessite en plus du sous pro-
gramme qui calcule les matrices de rigidifé élémentaires, un sous programme
d'assemblage adapté & ce type d'élément, qui est plus complexe que les sous
Programmes d'assemblage'classiques H dif{icultés de programmation entrainant
généralemént un temps de calcul 1mportant.

I1.3.3. Elénent 3
I1 s'agit d'un élément rectangulaire 4 4 noeuds comportant 3
degrés de liberté par noeud. Les auteurs adoptent les mémes bases polynomiales

que dans le cas précédent et imposent certaines conditions sur les forces de

cisaillement afin de réduire le nombre de constantes a4 évaluer, le champ de
Céplacenent est douc entidrement détenniné;par le déplacement transverse et

les deux rotations autour de x et de y.

Les conditions impoéées sont les suivantes :

2 QOx 0 et 2y =0
Q07 .

> X -
d'aprés les relations "contraintes-déformations”, on a :
J W
x = Keh (f +=3)

Q = K&h (%-e)

oW
Les conditions (1) > g +'j;; r (y)

dV

— -0

¥ g (x)
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Ces conditions n'ont aucune signification physique ; les auteurs
les ont imposées pour assurer la continuité de la fliche & l'interface des

éléments., .
On a donc :

b2 c2 b4
a5=—2—— ;9,6.-:-5- ;?,7:—3 ;a8=—g—i

Le champ de déplacement devient :

¥=2al +a2x+a3y+ a4xy+£§x?+-g-gy2+-g-‘:’-xzy +-g-‘-1-xy2

=01 +b2x +b3y + b4 xy

Cl +C2x+C3y + C4xy .

®
[}

0) de 1'élément rectangulaire & 4 noeuds, on a :

sur le coté (y

al +821+2—2-x?

E -]
[}

b1+b2x'

@
n

\ ¢'=c1+02x_

W, 0 et # peuvent tre entilrement déterminds en fonction des

-

paramdtres nodaux des noeuds d'extrémité du cdté ; par conséquent, les condi-

tions de compatibilité inter-éléments sont satisfaites.

PRYOR, BARKER et FREDERICK proposent un élément rectangulaire
A 4 noeuds et & 5 degrés de liberté par noeud ; ces auteurs décrivent Séparé-
ment les rotations induites par la flexion et le cisajillement de la fagon

. suivante :
" Les rotations suivant la théorie de MINDLIN sont données par :
6 = 6f + 6¢
g=gf + e

ef et Pf sont les dérivées de 1la fléche par rapport a Yetax

respectivement. 6¢c et #Ff sont les rotations dles au cisaillement.

== ——

o e a3 pn
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- &
6c =K ]
-x &r
ge = K ]

En utilisant la méthode du déplacement pour formuler le probiéme,
on remarque que, pour satisfaire les critéfes_de compatibilité 1nter-é1éménts,
ilifaut que la fliche et sa dérivée premiére soient continues aux interfaces
des éléments.,

L'approximation du champ du déplacement est la suivante :

W=al +a2x +a3y + a4 x2 + a5 xy + ab y2 + a7 13 + a8 z?y + a9 xy2

;y + al2 xy3

3

+al0y’ +altl x

B¢

al3 + al4 x + al5 y + al6 xy

fe = alT7 + al8 x + al9 y + a20 xy

0 et & sont des fonctions des dérivées premiéres de W, de 6¢c et
de gde. ' '

Le choix de ces bases polynomiales permet d'assurer la continuité
'de\la fliche, de 6c et de Pc aux interfaces des éléments (x = cte et y = cte),
tandis que la continuité de © et de # ne peut pas &tre assurée, ces rotations

sont fixées aux noeuds.

La dimensiog de la matrice de rigidité élémentaire est de 20 X 20,
la taille du probléme est importante. En dépit de cet inconvénient, cette
formulation offre plus de possibilités pour l'application des conditions aux
limites, en particulier pour les bords libres, on peut annuler l'effort tran-
chant en faisant disparaitre Qc'ou #e, condition qui ne pouvait pas &tre satis-

faite en utilisant d'autres formulations.
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Les auteurs ont comparé les résultats obtenus en utilisant
cet élément avec ceux de la théorie de REISNNER pouf une plaque carrée
simplement appuyée, chargée au centre et uniformément sur sa surface, pour
un maillage (6 x 6) 1ls obtiennent un écart de 1'ordre de 10 4 avec la

solution analytique pour différentes épaisseurs.

II.4. PRESENTATION DES ELEMENTS UTILISES

IT.4.1. Choix de 1'élément

Dans la plupart des problémes bidimensionnels et & géométrie
simple, les auteurs utilisent en général des éléments triangulaires ou rec-
tangulaires. Les premiers ont l'avantage de permettre une large libertéd
dans la discrétisation, notamment dans les zones qui nécessitent un mailiage
trés fin (concentration des contréinxes), les derniers sont plus simples &
mettre en oeuvre, notamment dans la génération automatique des éléments.

Dans:le cas des plaques'minces chargées transversalement, l'ex-
périence montre que les éléments rectangulaires donnent des meilleurs résul-
tats que 1les éléments triangulaires, surtout pour les éléments conforpes ;
CLOUGH et TOCﬁER[Q.]ont comparé la fléche.au cgntre d'une plaque carrée,
chargée au céntre, en utilisant d'une port des éléments triangulaires et
d'autre part des éléments rectangulaires, avec la solution analytique domnée
par TIMOSHENKO. On remarque que pour un maillage (6 x 6),,1'écart est de
0,5 % pour les éléments rectangulaires tandis qu'il est de 4 % pour les élé-

ments triangulaires (tableaux 1 et 2).

W max x Pa? / 10° D

maillage : éléments triangulairestléments rectanguiaires

Cutt G G G SmD G Cmp Vet = Cem

!
! . >
s 2 x 2 . 798 : 71108
boaxs : 1039 : 1147
P 6x6 : 1108 : 1154
. Valeur exacte : 1160

géP;_l ¢ Plaque carrée simplement appuyée sur ses 4 bords et
chargée au centre.

frssmaes.y

2N KX ST

[ PRt 2 T

e ot
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les auteurs ont comparé les résultats obtenus en utilisant
cet élément avec ceux de la théorie de REISKNER pour une plaque carrée
simplement appuyée, chargée au centre et unifonmémenf sur sa surface, pour

un maillage (6 x 6) 11s obtiennent un écart de l'ordre de 10 4 avec la
solution analytique pour différentes épaisseurs.

IT.4. PRESENTATION DES ELEMENTS UTILISES

II.4.1. Choix de 1l'élément

Dans la plupart des problimes bidimensionnels et & géométrie
simple, les auteurs utilisent en général des éléments triangulaires ou rec-
tangulaires. les premiers ont l'avantage_de permettre une large liberté
dans la discrétisation, notamment dans les zones qui nécessitent un mailiage
tr2s fin (concentration des c0ntréintes), les derniers sont plus simples &

mettre en oeuvre, notamment dans la génération automatique des éléments.

Dans ‘le cas des plaques minces chargées transversalement, l'ex-
périence montre qué les éléments rectangulaires donnent des meilleurs résul-
tats que les éléments triangulajires, surtout pour les éléments conformes ;
CLOUGH et '.K)CHER[JJ ont comparé la fléche au centre d'une plaque carrée,
chargée au gcentre} en utilisant d'une port des éléments iriangulaires et
d'autre part des éléments fectangulaires, avec la solution analytique donnée
par TIMOSHENKO. On remarque que pour un majllage (6 x 6), l'écart est de
0,5 % pour les éléments rectangulaires tandis qu'il est de 4 % pour les élé-
ments triangulaires (tableaux 1 et 2). ’

W max x Pa? / 10° D

!
!
1 o . .
i maillage : éléments triangulaires Eléments rectangulaires 5
' 1 4
| 2x2 : 798 ; 71108 f
b oax s : 1039 : 1147 ;
1 * o
. 6x6 : 1108 : 1154 ;

.

- Yaleur exacte : 1160

ggb:_l : Plaque carrée simplement appuyée sur ses 4 bords et
- chargée au centre.
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: !

P W mex x Pa® / 10° D ;
‘ I n _ !
{ maillage . ¢léments triangulaires éléments rectangulaires
! : $ !
! 2x 2 : 169 : 530 !
! - * !
Daxa _ z 461" : 548 !
! $ . !
! 6x 6 s 503 3 555 !
! : !

Valeur exacte : 560.

Tab., 2 : Plaque carrée encastrée sur ses quatre bdbords
et chargée au centre.

[y

Etant donné que les élémehts rectangulaires conformes donnent
des résultats plus proches de la solution "exacte" que les élémentis trian-
gulaires, dans le cas des‘plaques minces, il est raisonnable de penser que
cette constatation reste valable dans le cas des plaques "relativement
épaisses". Par conséquent, nous utiliserons dans un premier temps des élé-
ments recténgulaires & 4 noeuds et 3 degrés de liberté avec intégration
normale. Ceci va nous penmeftre de comparer les résultats chienus zved ceux
de la littérature ; nous montrerons que ce type d'éléments donne de bons
résultats quand l'épaisseur de la plaque n'est pas trop petite devant les
autres dimensions. Nous utiliserons ensuite ce méme élément mais avec inté-
gration sélective et réduite, cette technique a été suggérée par ZIENKEWICZ
[43] y et montrerons que cet élément donne égaleﬁent des bons résultats méme
pour des plaques trés minces, et ensuite nous présenterons la formulation
pour un élément quadrilatdre quelconque, qui,.é notre connaiséance, n'a pas
encore été utilisé pour étudier ce probléme. L'élément quadrilatére est d'un
intérét évident dans notre cas, étant donné qu'il regroupe les avantages de
1l'élément triangulaire et rectangulaire présenté plus haut.
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I11.4.2. Obtention de la matrice de rigidité élémentaire

Nous utilisons l'approche de déplacement pour obtenir la matrice
de rigidité élémentaire, la méthode étant la méme pour les trois éléments, la
différence réside dans le choix du nombre des points d'intégration.

. ‘.-“—.——..A———-- - A\ﬂ
Nous utilisons donc 1'élément de référence carré o +1
représenté dans un repire de référence (?s,nx). _
=1 +1 ?3
- Choix des fonctions d'interpolation ' 1 K

Nous avons démontré dans un chapitre précédent que les fonctions
d'interpolation linéaires, définies sur un élément fectangulaire permettent
d'assurer la convergence de l'énergie potentielle totale approximative vers
1l'énergie potentielle totale exacte quand les dimensions de 1'élément tendent

vers zéro.

On choisit la base polynomiale suivante :

W:o(1 +v(2§+°(3.~,+a(4§/7

A |
=5 +xg § +Xq g § 1 (1)

B =g+ &g §+ X 1+ %455

Le critére de compatibilité nécessite une classe de continuité
c*, W, ® et # doivent - &tre continues aux frontitres des éléments ; le choix
des bases polynomiales permet de satisfaire ce critére. En effet, W, © et ¢
peuvent &tre définies sans aucune ambiguité aux frontitéres des éléments en
fonction des noeuds d'extrémité. D'autre part, en gardant les termes linéaires
dans le polyndme incomplet, le critére de déformation constante et du mode

rigide se trouve vérifié.

A, taos erd
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_ Ies 12 constantes o i donnédes par la relation (1) s'obtiennent
en fonction des valeurs de W, © et @ aux noeuds.

On obtient donc les quatre fonctions d'interpolation qui per-
mettent de lier le déplacement en tout point de 1l'élément aux déplacements
aux noeuds. '

NA= 3 (1 +5%) (1 49799 =1, 3, K, 1

Wi . Wi
W =] NNy N NL)[W5) = <WKw® tWe=gWJ
[ Ijm) = ghea® m{%
W1 A Wl
o1 ’ o1
8@ = |Ni Nj Nk M) loj| = Snxe® 6% =)o
(v 3 me ) Jog | = Gmete sl
: o1 o1
" 71 758
g = [Ni ij{m] %3 =énx¢",( pe=g¢jz
. Zx Pk
7 | lsnj

Iagé.le chapitre précédent, nous esvong établi 1'expression de
1'¢énergie potentielle de déformation sous la forme de :

U=U1 +U2

U, = lzf(eT1 C"€1) dx dy et U, = férzc'zgzdxdy
£ &
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compte-tenu des relations matricielles :

, W= [N] {w}e

et [] -

Sl

, 0 =£N]{9}e
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- I 7
D »D 0 . 0 0
v D D o o 0
[C]_ 0 o D1-»), O 0
= el
. - e e e= - - - .f--————_—
o O 0 ' KGh 0
0 0 0 ' o Keh

par conséquent la matrice de rigidité élémentaire s'éerit :

[x] el___ | { ( (5)" [¢] [3) ax oy - { [ [BF-]T ‘[0.1] [BF} dA f[ [Bc] [c'z}-(nc] ax dy

A = l'aire de 1l'élément.

[y

=.Calcul de la matrice de rigidité élémentaire

Ies fonctions d'interpolation sont calculées sur l'élément de
référence, 1l convient donc d'effectuer un changement de variables dans 1l'ex-
pression de [K] ©. :

'L~Ia\matrice £ﬁ]dépend des fonctions diinterpolation et de leurs
dérivées par rapport & x el 4 y ; 1'élément étant 1soparamétrique, les termes
qui définissent la transformation géométrique sonf identiques‘aux fonctions

d'interpolation.
) xi
xJ
[m Nj Mk N1 [ xx
x1

:x<$9")')

[ m m ol ;;
yk
yl

Y($,7)

On a donc les relations suivantes :
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ON  _ I N« 2_3_+,)No< on
ax T )§ " o>x > >X -

o A=1, §, k, 1
- 9RX RN ¢ +an»< 21

AY 3§ >y 99 >y

s'obtiennent en calculant l'inverse de la matrice

DY 25 24
>x oy

/

Jacobienne de la transformation qui est définie par :

[2x >3
[1-]%5 73
| 2x 9y
21 N

qui se calcule & partir de l'expression de la transformation géométrique, et
son déterminant est un polynéme en § et )

- yi+yi+yk-yl+n (yi-yj+yk-yl)

e —— -y

[ x14xj4xk-x1+ # (xi-xj+xk-x1) .

\
- x15f #xdeaxle §(xtx] xic—x1) - y1-ya+ykiyle § (y1-y3+yk-y1)

-l

—

det(J) = A+ B 3+ Cn)

avec A =-1§ :(yl - y3)(xk ~ xi)-(yk - y1)(x2 - IJ)]
B =% [ (7 - y1)(x1 - x1)=(3 - 1) (xx - xl)]

C= -’5 ((yl - yi)(xk - x3)-(yk - y3)(x1 - xi)]
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po—

- Ji-yi+ykeyls § (yi-yisyk-yl)  yi-yi-ykeyl-  (yi-y3+yk-yl)

[ 7= s

i +x)-xk-x1- § (xi-xj4xk-x1) = .-xi+xj+xk-xl+ vi (xi-xj+xk-x1)

Ao -

> x  4det(d) [’ JL=-Jy) +yk + 751 +5(yi-yj'+yk-y1)J

5> x _ 4det(J) [Yi-yJ-yk+yl-'7<yi-yj+yk-y1ﬂ

5 = T3t (7) {xi + X -xg-’xl-j(n-xj .+xk-.x1)J

M-ay 4de:;J [-Xi +xf +xk -xl +7(xi-§3+xk-x1)]

"\
En définitive, on a :

[K] e _ | f [B] T[] [B] et J’.dus d7

II.4.3. Cas de 1'élément rectangulaire

Nous avons calculé la matrice [KJe numériquement en utilisant
la méthode de GAUSS. '

Dans le cas de 1'élément rectangulaire, la matrice Jacobienne de
la transformation est constante.
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xj - xi 0
=3 et det(s) = &L= ’“1(11 = yi)
: 0 yl - yi
~ ‘ 2 .. 0 |
et [T o5 - 9% __2 .35 _45.27_¢0.,22__2
- e >x xj-xi ! oy ' ox ' Jdy  yi-yi
o 2
yl -yi
done @
INL _OFx _ 2 AN« _INx 2
X 99 xj-xi ' >y _.)7 yl-yi

.

et [x] (e) =[ f [3(5,7)] T Le] [3(3,7)] (xj'nliyljﬁ a5

(e)

intégration numé\rique de [&]

- intégration normale

appelons [f] la fonction & intégrer :

&(3,7)] - ] [ [= (xj-xil(yl-yi)

La matrice Jacobiehne de la transformation étant constante,
[1’ (S, 7)] est donc constituée par des polyndmes dont on connait le degré
maximal des mondémes qQue comportent ces pol?nﬁmes. On peut par conséquent
catenter exactement [€] %= Mg (5, 9) a5 4y
[ANEA R ’
en utilisant la méthode GAUSS A deux dimensions sur un élément carré unitaire.



- 60 -

Cette méthode permet en utilisant P x S points appelés points
de GAUSS, d'intégrer exactement tous les polynomes d'ordre 2P - 1 en 5 et
2S-1en nL

Dans notre cas, la matrice [f (5 7)] est constitude des
polyndmes tels que :

PO

IJNX 9N 3N 2 avec €= § et =4, §, k; 1
. N A ’1 ’ y B
de ' ose T e’ :

- —
Les fonctions d'interpolation établies précédemment montrent

que le degré maximal de ces polyndmes est de 3. Par conséquent, 4 points de

GAUSS (2 x 2) permettent de calculer exactement tous les polynfmes que

comporte t’ (5 q]. Les points sont représentés sur la figure

. 2y
31__@‘ 1___\‘:3:‘ .
= -3 =" A 3
B V3 5
‘82=- 3’72=- 3 o o

W= 1). W étant \le poids de GAUSS,

’ - Nous avons calculé sur un exémple,‘ les termes de la matrice de
rigidité élémentaire par intégratioq mmérique suivant la méthode exposée ci-
dessus, et comparé les résultats en effectuant des intégrations directes
pour tous les termes, le résultat est sensiblement identique.

Donc, nous avons l'assurance que les points de GAUSS choisis
plus haut permettent d'obtenir exactement tous les termes de la matrice de

rigidité élémentaire calculés en quatre points de GAUSS.
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II.4.4. Elément rectangulaire avec intégration sélective

L'élément rectangulaire avec intégration normale donne des
fésultats satisfaisants dans le cas ou l'épaisseur de la plaque n'est pas
/trop faible devant ses autres dimensions (> 15 %). Dans le cas contraire,
!les résultats obtenus sont plus faibles que la solution exacte ; ceci met
en évidence le fait que le moddle qui décrit le comportement des plaques

relativement épaisses n'est plus valable quand l'épaisseur tend vers zéro.

La raison essentielle & cette discontinuité est apparente a
partir de l'expression du déplacement établie dans le premier chapitre.

\
.

PA K
9 = ) X + -é-il. u ..‘
3 W ' KQx
quand h+—=0, S - devient négligeable devant s h ; par conséquent,

1'effet du cisaillement, qui est négligeable dans la théorie des plaques
minces, devient prépondérant devant de la flexion.

ZIERKEWICZ E_i&]a expliqué ce phénomdne 3 partir de l'expression

\
de l'énergie potentielle totale qui peut s'écrire en utilisant des variables
non dimensionnelles sous la forme suivante :

H el

1 =/ = - _ - L2 ~ - - -
= D — ' ] ’
U= £1 c'y €.1dxdy+2 £ 02£2dxdy
- 4 P 4 o on ' ’ - ’
avec ¢ X = I » J = L ,0'1———5—’£1=L£1 ,62"82

L étant une longueur de référence et C'2 =K h I (I = matrice
d'identité 2 x 2)
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. 2
En posant K= 6 K(1- \J)(%) , U peut encore s'écrire de la

fagon'suivante :

(%5 E izasex[FTE azas
U-2{£€1 C."1€1dxdy+,o({[2 ezdxdy}

Ie chémp cinématiquement admissible qui minimise 1'énergie
potentielle totale est la solution du systime :

(I} {2} (8 - F

Si h <L, —=~ oQ et 3;—->o, par conséquent si EKJ c n'est
pas singulidtre le comportement de 1'élément est uniquement régi par le.
cisaillement, ce qui explique l'inexactitude des résultats quané 1'épaisseur
de la plaque devient trés faible..

Cette difficulté peut €tre surmontée en utilisant la technique
d'intégration réduite préconisée par [ {], elle consiste & diminuer la

valeur de la rigidité dde au cisaill_ement, en effectuant une intégration

numérique €n 1 X 1 point de GAUSS, ce qui revient & négliger certains modes
de déplacement\; tout en conservant la convergence de la solution.

< Nous avons utilisé cette technique pourun élément reclangulaire,
en calculant la matrice de rigidité & la flexion en 2 x 2 points de GAUSS et
celle du cisaillement en un seul poiﬁt situé au centre de l1*¢lément , les
résultats obtenus conﬁmenf la performance de cet élément dans la plupart

des cas traités.
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II.4.5. Elément quadrilatire général

Dans le cas d'un quadrilatire quelconque, le déterminant de
la Jacobienne de la transformation est polyndme de premier degré en 3 et
les fonctions f comportent par conséquent des fractions rationnelles et les
méthodes d’mtégration mmérique de la matrice de rigidité élémentaire ne
sont plus applicables. ‘

I1 n'existe pas un nombre de points de GAUSS qui permette de
calculer exactement la matrice de rigidité élémentaire. On peut néanmoins
trouver le nombre de points minimal qui permet de garantir la convergence ;
ZIENKEWICZ [qjsuggére d'adopter le nombre qui permet d'intégrer exactement
le volume de 1'élément, ce qui revient & chercher le nombre de points qui

permet de calculer exactement le Ziéteminant de la Jacobienne ; ceci corres-
pond, dans notre cas, & une intégration en (1 x 1) point.

Ce choix permet effectivement d'assurer la convergence de la
'.'méthod_e, mzis nécessite de réaliser un maillage comportant un nombre d'éléments
trés important pour obtenir une solution acceptable.

\

Les fonctions f comportent des termes tels que :

\ oF XN _(3F aNy ded
- (< .ay)det.rdgd.‘_(as.a—?)aéﬁ'\

g-;-q- .",—% sont des polyntmes de dégrés supérieurs & celui de det J, par consé-

quent les termes qui constituent £ se réduisent & des polyndmes plus des termes

en cte ; 11 suffit dont de déterminer le nombre de points qui permette
det J : )

d'intégrer exactementjd $5d4 5 ceci est impossible compte-tenu de 1l'influen- 5
det J

ce sur la précision de l'intégration de la taille et de la déformation de
1'é1lément ¥*.

* Déformation de 1l'élément dans le sens de son "éloignement" 4'un parallélogramn




Dans le but d'un choix optimal, nous avons évalué 4344
' : det J

" - en effectuant une intégration en (1 x 1), (2 x 2) et (3 x 3) points de
" GAUSS et comparé les résultats obtenus avec la Solution exacte, et ceci
pour différentes configurations de 1'élément. '

Considérons 1'élément quadrilatére de

la figure ci-contre. y‘
On a :
1 .éé_;a X
x1=y1i=0 : . 13
. . * B
xj:a;yj.-:o 5 " J ) f
xk =€a cosPf + Sa cosx ; yk = &a sinf + Sa sin <
xl =Ea cosPp; yL =&a sin f
soit :
+1 #
' _ d§dy
I = avecdetJ=A+Bj+Cnt
] - det J :
RS RS

la solution exacte est dbnnée par :

1 Log[(A+B+ClQ+B-C)] +' Log @B+C)(A-B+c)]_ AL -(A+B-C)(A-B+C)

(a-Bec)(a-B-c)] © |(asBc)(a-B-c)] B ) (asm+c)(a-B-C)
ol A, Bet C sont des fonctions de coordonnédes des noeuds définies plus haut.

- Coordonnées et poids de GAUSS

Les coordonnées et les poids de GAUSS correspondants sont ceux
qui permettent d'intégrer exactement les polyndmes de degré maximum 1, 3 et 5

respectivement ¢



« 1 x1

«2x2

« 3 X3

suivantes.

Wi

31

Wi
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=6(i =0

=0
+ 1

=T7i=-—yn

=2

=(° ,,]12. 0 W =8/9
S V2] w2 - w50

résultats obtenus sont présentés dans les tableaux pages
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@

et S tets Cun e sum

s s s , !
; Ta® ! Exact | (1x1) fax2) (3x3)
1 5N : : 3 !
! : : 3 : !
—— T : 2 & 0.6931472 : 0.66667 : 0.6923077 : 0.6931213 ,
H + + + + 1
— e . . o . N
3 ; 0.5493 * 0.50 ; 0.5454545 ° 0.54902 :
1 . - . A °
. o . . . . '
f 5 ¢ 0.,402356 : 0.3333 : 0.3913043 : 0.40067
. + + + + 1
' . . . . °
1 10 [ 0.2558428 ;| 0.1818182 | 0.2340426 @ 0.2496233 !
! : ' : s :
Tablean 2a
E=0.T5, o y <=0
- {.. .
; Ia2 : : : :
'5’ 6 Exact (1X1)f (2 x 2) (3 x 3)
| » '3 e H
5 2 :0.,9241962 : 0.8888 : 0.9230769 : 0.9241617
T : o -
1 3 [ 0.7324082 | 0.66667 , 0.7272727 ; 0.7320267
! : : : : :
i 5 ¢ 0.5364793 ¢+ 0,4444 : 0.5217391 : 0.5342267
: : : : :
i 10  0.3411237 ' 0.121212 ] 0.310567 . 0.3328311
[}

St by Cmm 0=d Cwn owm oo

Tableau 2b



’ o€= 0.50 ,p=12'£',°(=0
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Gt D S Gam SmD Smp S Gud P C=® Sumw SS C=w Oow

! 2: : : :
Ia * o ®
58 ——1-3 Exact (.1 x 1) i (‘2 x 2) (3 x 3)
! 4+ -+ : :
1 . . . . .
;o 2, 1.3862944 1 1.3333——_ *TT.3846154] 1.3862426
1 . . °« . H
: 3 ¢ 1.0986123 : 1 s 1.0909 s 1.09804
. : : : N
» 5, 0.804T19  0.66667 . 0.7826087, 0.80134
1 N - . .
: 10 : 0.5116856 : 0.36364 ¢ 0.468085 : 0.4992460
B Tableau 2¢
o€=0-25 ,(3=\I2—- ,°2=0

U

{LLE

%
Lol
"o

Exact : (1x1)

(2x2) : (3x3)

| 2 i 2.7725887 i 2.66667  2.7692308 i 2.772485
1 . . o .

g-;z i 2.1972246 i 2 E 2.18181?E-i 2.19598
D5 D.e0943m9 f 1.3333 1 105652174 1 1.60268
[ . - o .

% 10 % 1.0233712 : 0.72727 % 0.9361702 : 0.99849
: H H H

st S G G O G C=b OGum =B CeD Pum Vuw Gmm Sum Som

Tableau 2d
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Ie tableau 2e présente les écarts entre les valeurs obtenues
pour différentes valeurs de 5.

! A : : : !

: —%% (1x1) : (2x2) : (3x3) ;
—s ; — !

! : : !

o2 3.8 :  0.12 : 0.003 !

! s . N !

H . . ' 1

b3 Y e9 o1 0.5 :

: : : !

5 5 : 17.16 2.7 s 0.419 !

: + + + !

! : : 1

- y 10 . 28,93 1 852 ¢ 2.43 "
! s ; : i

- Tablean 2e.

Ees\r‘é\slh:\ais montrent que 1'intégration de I en (3 x 3)
points donne l\a solution la plus proche de la solution exacte. D'autre

part, ils com’irment le fait que l'écart est d'autant plus important
que 1'élément est "déformé".

A la lumjdre de ces résultats, nous avons calculé la matrice
de rigidité élémentaire pour un élément quadrilatére quelconque en (3 x 3)
points de GAUSS, pour la matrice de flexion et en (1 x 1) point pour les ter-
mes de cisaillements, '

Les résultats sont. identiques & ceux obtenus par 1'élément
rectangulaire avec intégration réduite.
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" 1I.5. PLAQUE REPOSANT SUR IE SOL

le comportement d'un massif reposant sur le sol est influencé
dans une large mesure par la déformation de ce dernier, La distribution de
la pression de contact dépend des rigidités relatives de la plaque et du

sol ainsi que de leur interaction.

La méthode des éléments finis est particulidrement adaptée
,& ce type de problimes, la prise en compte du sol dans un problime statique
consiste & exprimer l'énergie potentielle de déformation de l'ensemble .

comme la somme de l'énergie emmagasinée dans le massif et dans le sol.
U= Uy + T =>[x] - &)y + [

UM étant 1'énergie potentielle de déformation de la plaque et

Ug celle du sol ; [K], et[K] désignent les matrices de rigidité.

-

Tg?is approches différentes sont généralement utilisées pour
la modélisation du sol.

II.5.1. Hypothdse des matrices cohérentes ,[:j'J

Elle consiste & utiliser la démarche classique suivie dans la
modélisation de la plaque. Dans ce cas, il faut connaftre les constantes
du sol et adopter une loi de comportement, la matrice de rigidité élémentaire
g'éderit : '

. . . ;
[l - §f 31 (s Gl es
S
[Cé]étant la matrice d'élasticité d'un élément du sol.



Mis & part le codt important d'une telle modélisation (le

temps de calcul est multiplié par 2), son utilisation est dangereuse dans

la mesure ou la rigidité du sol est beaucoup plus faible que celle du
massif : en effet la matrice de rigidité globale est la somme de deux
matrices, la rigidité du sol sera négligée devant celle de la plaque.

II1.5.2. Hypothdse des rigidités concentrées_['iij

Cette méthode consiste & assimiler le sol & une série de

-

ressorts accolds, exergant des réactions en tout point de la plague.

-~ L3

EERIREN

Ia réaction en tout point d'un ¢élément du sol s'éerit @

q = [E] S {u} ds ds étant 1'élément de surface

et Us=1+ f{u}TEE]S{u}}dS'

S

D'autre part, le déplacement & l'intérieur de 1'élément est

14¢é aux déplacements aux noeuds par l'intemédiaire des fonctions d'inter-

polation [N]
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[«
Nt
il

e e .
[N-J {u} , {u} étant le vecteur déplacement
aux noeuds

d
"

s =1 f{u}TeCNJT[E]s[NJ {u}" as

et [K] s = [N]T [EJ s 1]

ou E S est une matrice diagonale comportant les coefficients de réaction

du_' sol.

A

1I.5.3. Hypothise des rigidités concentrées aux noeuds

\

Cette méthode est de loin la plus simple & mettre en oceuvre.
Elle consiste & réduire 1'influence d'un élément de sol qui était assimilé

auparavant & une série de ressorts, & un seul ressort agissani au noeud.

La matrice de rigidité globale du sol est alors diagonale,
chaque terme de la diagonale comporte la rigidité équivalente de 1'élément

du sol considéré.

I1 est évident qu'en augmentant indéfiniment le nombre d'éléments
de plaque, on se rapproche des résultats obtenus en admettant l'hypothése des
rigidités concentrées.



-T2 -

II.6. CONCIUSION

Le logiciel utilisé pour les applications nous a €té fourni
par le Laboratoire Central des Ponts et Chaussées ; ce logiciel a été
congu pour le calcul des plaqﬁes mihces, en utilisant des éléments "non
conformes" e% impianté sur un calculateur IRIS 80. Nous l'avons adapté
4 notre cas en introduisant les sous-programmes nécessaires : il s'agit
des sous-programmes de calcul des différentes matrices de rigidité, des

efforts et des moments.

Ce logiciel est, & 1'état actuel, opérationnel sur un MINI
6 92 & 1'Ecole des Mines de DOUAI, ‘

Nous avons traité quelques exemples qui nous ont permis de
comparer nos résultats avec ceux donnés par la solution analytique, ainsi
que par l'élément de BARKER et FREDERIK['!lJ.

Ies résultats (présentés par les tableaux et les figures en
annexe) montrent que 1'élément rectangulaire & 4 noeuds et 3 degrés de
liberté par noeud avec intégration réduite (E .1?2) donne, dans tous les cas
considérés des résultats en parfait accord avec la solution analytique,
aussi bien pour les plaques minces que pour les plaques épaisses ; l'écart
entre les deux solutions est de 1 % pour les épaisseurs faibles ( % <0.15),
il passe & 3 % pour les autres épaisseurs, ceci dans le cas d'une plaque
‘simplement appujée sur Ses quatre bords et chargée au centre (fig. i34 y tab.

Ai ) ; dans le cas d'une charge uniformément répartie sur toute la
surface, 1l'écart est de 0.1 % pour toutes les épaisseurs. Pour une plaque
simplement appuyée sur deux bords opposés et encastrée aux autres bords,
1'écart entre le‘s deux solutions est de 5 % en moyenne pour toutes les bépais;

seurs.



e e

U

.

Ie cas d'une plaque simplement appuyée sur ses quatre bords
et reposant sur des appuis élastiques a été traité en affectant des rigi-

dités équivalentes aux noeuds.

Les résultats sont présentés par lestab. Ay ¢t As
ils montrent que pour un maillage 6 x 6, l'écart entre les deux solutions

ést de 2 % en moyenne,

L'élément rectangulaire & 4 noeuds et 3 degrés de liberté par
noeud avec intégration mormale (E F1), donne dans tous les cas considérés
des résultats qui présentent un écart de 60 % avec la solution analytique
pour les épaisseurs faibles en considéran‘tv un majillage 6 x 6 ; ce résultag
s'éméliore sensiblement en augmentant le nombre 4'éléments comme le montre
la fig. DBy : 1'écart passe & 16 % pour un maillage 10 x 10.

L'élément quadrilatire général donne des résultats identiques

4 ceux de l'élément rectangulaire avec intégration réduite.

A la lumidre de ces résultats, nous pouvons annoncer les con-

clusions suivantes :

- 1'élément rectangulaire avec intégration réduite donne des excellents
résultats dans tous les cas ; on note également que les résultats sont iden-

tiques & ceux donnéds par 1'élément l:42] qui comporte cing degrés de libertéd

par noeud.

- les résultats obtenus en utilisant 1'élément rectangulaire avec intégration
normale permettent de confirmer le fait que cet élément présente des défajl-
lances pour les épaisseurs faibles, nous constatons que, méme pour des épais-

seurs élevées, il nécessite un nombre d'éléments important pour atteindre 1la

convergence .
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CHAPITRE III

Ce chapitre a pour but la déteminatipn des erreurs introdui-

tes par le passage du modile tridimensionnel au modéle bidimensionnel.

. -
T e e ©

Ce problime a été traité en utilisant 1la méthode proposée
par M. DESTUYNIER [ 4] pour les plaques minces.

~ Notations :

. 2?, =AH Epaisseur deA‘la plaq‘l’lé

o Wy Lo -. Surface moyenne et sa frontidre

.E + et_r_" les surfaces supérieures et infériéures du domé.ine

. g+ et g- \ Charges surfaciques appliquégs sur les faces supérieurés

et inférieures

. S ] Domaine de la plaque

. les lettres grecques désignent les indices des composantes dans
le plan moyen (x - y).

80‘ f désigne la dérivée de P par rapport aW (X = x,y).
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IITI.1. PRINCIPE D'HELLINGER - REISKNER POUR LES PLAQUES EN FLEXION
R R K I HHEEEE OO0 EEOEEROHOEHEE ORI

On considére les espaces de fonctions {et V définis de
la fagon suivante :

=
B v {v:(w;i) H1(.S7-),vi=0sur go}

Z=(21)) € 12(82) , 21313 = Zit

a et B deux formes bilinéaires et F une forme linéaire
définis dans S et V de la fagon suivante :

a (U ,2)= J‘( 1;';3 T 45 - E’zq"pp SiJ)ZiJ

S22
B(Z,u)=- \Z1)1 01 uj
\

F (v) = - | &* 15
Ty

(V,z)ez et (uv) & v

si (T, u ) sont la solution du probléme, ils doivent vérifier le systime

variationnel suivant :

Vzes a(V,2)+B(Z,u)=0

(1)
¥YveN s(rv)-r®
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La premiére relation traduit la condition subsidiaire

£»iJ =-% ( Q}i u J +79 jJu i) ainsi que 1a loi de comportement du

matériau ; la seconde exprime le principe
conséquent, le systéme (1) est le modéle mathématique décr
problémes d'élasticité linéaire en trois dimensions.

des travaux virtuels. Par
ivant les

ons retrouver le moddle de REISSNER & partir du
ns appropriées pour les
jere du solide nous améne &

Nous all
systéme (I) en choisissant des approximatio

inconnus du probléme. La géométrie particul
choisir l'espace d'approximation suivant @

(x,¥) » 'Z'O( z = CRz(x,y) » Z'zz =0 ,'Zd% ’

a _ ! - z2xZ
z Z&@ X o{(g
AR e 13(w) , A =7
o= ey = axvaley) oWy =3 (E) o € By (W)

1'équation a(T,2) + B (T, u) = 0 s'éerit si q' etu’ appartiennent &

ji? et & Va.\

- : + L

+D ; , . .2 )

(’1”5':"'". %F_ + vwgq\;)qug ( S 2% dz) + 2 (b_ég_)ij‘qz [\
-<

(§%;
+&

: + T +f

3
2 +D »
(12 Ty -3 VWSQF)Z*F +2£82(1+E3’) Tz T
’ w

s (
2-%— 'Zd?r()du(s'2£ Zo\z( ’Bq u3+ud)=o

W

w W
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En identifiant les termes de méme puissance en§ on

obtient :

Pl Gy Sy - 5T Ao 0

w

52(3—%»—) Ua 2z Iz - S( '.o.\u3+ uok) .Zo\z =0 - (2)
W ) -
De la méme manidre, l'équation B (V",\r) = F(¥) nous donne :

—%—EJV;((; QQ(U'(S + V—o(z. =0 (3)

W W o ~
-1 ‘ - 1[(2=X,73
Wz Dqvy = £ | ErE () ’
t | W

U~ et u sont l'unique solution du systéme (II).

1)= fqr,_ O?(S - V}'ﬁ gdf; =’5(3°\u(5+ Fuq)
ol : \
4Vo7p= - {(1 ) fq(s(u)n)E (u)g«F,i

(2)-_:~_p 0(5/=m (9qu3+uo\)
En reportant (1) et (2) dans (3) et (4) on obtient le modile de
NAGHDI et REISNNER pour les plaques en flexion ¢ .

52J1 - {(1 D) Eg(s(uw »iﬁ# Sq@}afév
j‘ﬁ“)(gq uy+ug ) Vo =0

-1 Yy 2
ffﬁ—g—)—))( 90{“3*“‘\0()90(V_3= i.j‘s*-zg‘ 0’3
w
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A présent, nous allons démontrer que la solution du probléme

¢ tridimensionnel décrite par le modile de REISNNER peut &tre approchée en
"~ utilisant l'approximation qui découle de la théorie de HENCHY-MINDLIN ;

‘nous retrouvons dans un premier temps l'équation générale donnant la fliche
déja établie dans le premier chapitre, et ensuite nous donnons les estimations

d'erreurs.

On définit pour des éléments arbitraires J~, 2., u les quantitds

suivantes :

Ie systéme (II) que doivent vérifier V;(S ’ Tg\z etu s'éerit

~ 2,(T52) +by(z, u) + ¢? {az(V‘, 2)+ vy(Z, u) g =0 (1)
(111) | | » ~ |
b (T07) + €2 0T o) = €7 B (9) | (2)

On prend un développement de la solution du systéme (III) sous la

forme

T =¢e3¢-3 + ¢! V"1 + eeeee
u = 'E_-B.u'3 + {__’1 LI "f"
j‘z(li;,‘)—)[idq—%z"& v_e\z]a\z-J( g‘xu Pre? u°k+ 9‘&“3 ¢
W

- -1 21 1 4D ¢ 3q=-3 0V g0 =
+ ¢ u )2’.4\24-{.{3-}('—33—'5 G;P -—Ei F;;\S*



En identifiant les termes de méme puissance en on obtient :

J2( +'DZ Vo\z Tz J( qu% "'“d\) Zd\z—o ':9

W W_s
o () +y, (2w =0 (1)

et

(gd\u ""uo( ) Z(z+3J(1+DvP3 - —%—-V}qr:3gq($ )Zo{F
W .

8\-—"

- -3 2(142 )
-3 Zq'(s gd\u(s +L (——- U—d\zzb‘\z =0
bo(z,u'1) + ao(V-lz) + a2(v—',z.) + b2(z,u'3) =0 (1.2)

D'autre part, l'équation IT.2 permet d'écrire 3

J' ( DaVs* V) (?_ Vué v g, +-——-f (“—'3(1'3 +e vdp )Qd\r@

w . "1J.E___5—\§“3-_—_9J( (AQU"’B +\)’°L) Td\z =0 (temes en i_ )
(8] .
b (g5o,0=) =0 (i 3)
5(90\\@“%0 Vas +%S%F DV =Xﬂ-2—i°”s |
W W £
ol

On obtient en définitive le systéme @
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$°(<r'3,‘c) +v (Z u?) =0 " o (1.1)
b (20 = 0 . | (1.3

() bo(z,u‘1 J+ 8y (77 V) a2(§r‘3,7—)¥ bz(z',ix'_j) =0  (1.2)
R NGt R I A (1.4)

Appelons N = N1 x N2 l'ensemble défini de la .maniére suivante 3
N1 —SU’;(V’ V) [ Ve e ), Ve _Ex B g e u ()
_L qf ' VA z d\w) y 1 ‘E‘(’i‘;;)i A

N2 = ﬁ: (ud\ , u3)l Wa = -‘go\% +.‘K,,‘, Uz U EH:)(W)‘B

Op remarque que la solution des égquations (1.1) et (1-3) appar-
tient & cet espace quand K°L= 0 (o= x,y). '

: [+] [ .
Appelons No = N1 X N2 l'espace N quand Kq= 0 ; ceci correspond

3 1a famille de solution pour les plaques minces (N C N)

\ -3 -3

(v~ u ) éX

Ies équations (1.2) et (1.4) contiennent aussi bien des termes en
puissance -1 que des termes en _3. Pour palier & cette difficulté, on choisit

(2,0—) éléments de 1l'espace No et on sait que la solution unique du problime
appartient a 1'espace N. .

On & ¢
v (2,0) eV, a( v’“,;) +b (T, w ') =0

bo(¢’1,o—)=0



- 81 =

(Iv) se réduit & :

0, (¢, 2) + by (Zi0) = 0 (1)
(v)

(2)

Par conséquent le systéme

‘(q:s, u-3) [
(z,v) & ¥, b, (T72,00) = By ()

WJ*H’%S 1‘”‘>¢$ ' VQ—N\ %o&? )Ta(? Szd%gﬂué =0
W

1 1+'D %‘} ‘_ TE- rr Sd‘;) ____3. (ad\ ‘3

3
ou io(?(u':) = Qd\u'\; (3.1)
[ '
(v.2)p _13 ap A \)’F - _Ss +E N
W
ol Bq_d? gd\’.(\ S(g g )'\)‘3
W

le premier membre de cettle équation s'écrit encore i

+ XU;?‘; o Q'QF (formule de GREEN)

J U—o\(s Da 0‘(; = 'Sg"\q-dg? \7(5
(W) "P W °

¢tant la composante de la normale.
Te deuxidme terme du S

=0 surg\

econd membre est nul pulsque \J‘F

| -3

donc 3 jvo! \}'3 gd\r(s = - Q&To\‘;
(VS

d'autre part, Vv & Klﬂ \TP: '9(5\7“», d'ou

LT«? Va ve - S’AN'P oo'? S’Qdﬂ;(? 90\\:-'
W W

En appliquant toujours la fonmie de GREEN, on obtient 3
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SV‘-"? MV =J9‘*v‘* ? g 0y = 'Jga(&_d\j U+ 9«%;*"‘3
w

. - o
= 0 su . =0
cmmv3 rg9/ %FUB

-3 SR '
par conséquent 35 Vd\z 9& \"(; Sgd A Vs I
| ‘ 3 | -

L'équation (V.2) s'éerit en définitive :

-3
-% 90\\3 V'q\; - g +& (3.2)
donc le systime (V) se transforme en deu;téquations (3.1) et (3.2)
(g, u)EN idP<u'3> = Da u'\f (3.1)
_3 (v1)
0{1P=x’y J '%gd$ v&\; =g++8- (3-2)
. PT3 v -3 -3
(3.1) = __----1*E :p --E—V'H\ gq? =. 90(“[3 = So(F(u )

En inversant cette relation, on obtient

Tp -0 o)

=3 2 d Sd
UpTag - 1.E»2K““”}°*\f°“‘ Sl 0\

Fn développant cette expression, on obtient ¢
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3a()'svol [ (1- \9)’9 Exx V(I g +3n£¥y)

+201-7)3 5 €y * (1-\))'3yy '{;yy
i \)(nyi’_n +@yiyy)

- {% E.n + ‘)}qu"yy + 2(1-D) 91}, ‘ny +9yy {_W

1-))
- . gnzn]
u; + (1- u? u'y
go\? + ’9 (1- ) '}m +%n3
+gu§ r}u-g_!

comme u € N ona:ux=-9&u3+xx

X

g +29 22 U3 +9y4 ugz - 9}{[@12 K, + %2 K1]

1- »~
-@ [xzxz_‘_yzxz]
| g _gxmx-gyz;ﬂ

En remplagant u. et u_ par leurs valeurs, on obf.ient s

1 -9°

En remplagant ’Qd‘} Q:,\ P par sa valeur dans 1'équation (j.2)
celle-ci devient :

\Fbu-} %AK-Q AY}—S +g°  (3'a)

3(1 v?)
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=3 -3 -3
En approchant u par u ° , u = = ¢ Us ot 1'équation (3'.1)

g'éerit @

AAu gt g +2ti3 [9 D, +9ij

(1'D) —(1'1))

Remarque :

On retrouve 1'équation générale donnant la fliche suivant la
théorie de REISNNER en supposant que Kg = c Q,\ou Qd\désigne l'effort
tranchant et C un coefficient multiplicatif ; en effet, 1'équation d'équi—
1ibre qui lie les efforis iranchanis s'éérit H

)

(aiQx*'%Qy:g*.-*g-

| . . . -
9;:3 Q. +9‘x2y . 0 2 (g'+¢)
Q 0, +93 Q =92 (g% &)

¥ \

p— 91 D Q + Qy.AQy = Ag*+ &)

Si D désigne la rigidité & la flexion de la plaque, on & :

DAA\SH&Aq

+ -
avec q = g + &
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III.2. ESTIMATIONS D'ERREJRS

Ce paragraphe a pour but d'obtenir une estimation d'erreurs
jntroduites par l'approximation du champ tridimensionnel & l'aide du champ

défini par 1' ensemble N, le probléme général ¢tant défini par le systéme
I1I. '

C — e

Considérons 1l'équation suivante :

-3 -3 | -3
A=2 (v’-% 2T o (T w35 )+ 22§a2(v-% Z)

u—3
+b, (Z_,u--€3—)

En tenant compte de la définition des différentes fonctions
intervenant dans l'expression de A, celle-ci s'écrit :

A=a°(<r,z.)+b°(l,u')+£2{ (q-,a)+b(z,u)} 3 { (¢2)

+b°(Z, u‘3)} -% {a (g~ ,7—) +b, (zyu -3 )}

\Jette expression est identiquement nulle, compte-tenu de 1l'équa-
tion (C.1) du systime IV ainsi que des équations III.1 et V.1, établies au
paragraphe précédent. Par conséquent, on peut écrire :

=3 -3 -3 _ -3
VI.1 ao(V--% ,Z)+ bvo(Z, u- _“_3. ) +¢2 {az(q—_% 2 )+0,(z o - %3-)
de la méme fagon ¢
o3 -3 - -3
b (V_- f.3 yV') + i, b (T- -EB' ,‘\7‘) = {. F(\J‘)-b ( 1‘3 ,\)“)

=3 .
2 v
- b2 ( Z‘; 9\7-) j

-3 -3 -1
VI.2 bo(T-% ) +¢2 b, (" -% o) = = ¢ byl Y' ,o-) + <_ F(v)
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D'autre part, en utilisant la formule de GREEN et la relation

V.2. on peut écrire :

b () = - 5 | Vg 0y (2 Qnuy - 1(0gia v - =
LT ) = -5 |Tglavp  =-3)Tp IpUR =3)ERe VA T
w . W W

Cette relation 8'écrit en remplagant U;lpa.r sa valeur : '

2 -3 + -
1l 2Vap - BBy
(a&(a$ 3 2 3

W W

Posons :
-1 =3 .'
V:l } = -35 (9 Pq—d? on obtient :

+
+g30_‘

V-q s,gol X
w W

Par conséquent, 1'équation VI.2 devient

: -1
VI3 b (W‘-Q’_3_ ,o—) + £, (T - 3 ,u—) = - f; \vw%og

<3
w
-1 -
+ SV(*S/ vd\
W -3 _
En choisissant & =V —5 et =u - 3—3- et en faisant la

différence des équations VI.2 et VI. 3 on obtient aimsi @

=3 -2
vI.4 a(T- ,V- —E'g)-f-i' a(r 17 v- 3)
-3 .
-3

¢ 3
== da V3
= f_ %Lv;s(aiu3 - ——{—? +1u &.— % §

On suppose que v;('g [ B’ (W) on a par conséquent ,
: 7

-1
Va3 € 1? (V)
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En utilisant l'inégé.lité de SCHWARTZ, le second membre de

1la relatidn VI.4 peut &tre majoré de la fagon suivante :

-3
-1 -1 ' Y Y
.“o’ 5 v&: (9«113 - {)3 tu *-V-B_% ) <

=3
2“0’1 HOM..J “90\3 9‘*3 '%“

D'autre part, compte-tenu du fait que & et a, sont des
formes bilinéaires continues, on & en utilisant 1'inégalité de KORN [WJ

55—2"@{’ W(B %0, {I\‘Tz- Taz N owd <
i I N R
(T - 5.7 -5 )+s,a(V' T ¥ -y

En définitive, on obtient 1'inégalité suivante :

(>
vI.5

2 -3 : '
Z' E\\\V_&P -WSB ” 2 ° ’c{‘)+§“v-°\z- v:iz “20 w <

. 3
) + uu _9&3\\0’“)

N 9. o ’wl)@g- 373

Par ajlleurs, en explicitant a, et b2, on a la relation suivante :
0:3 =3 -3
82(V- {3 ,T- )+b2(v-—<—;3—,u- 3) =0

En portant cette expression dans 1l'équation VI.1 on peut écrire :
W--3 u-3
‘T———) bo(V-—{-—au- )=0

a(?-

<3’ 3 3
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S_ﬁl:‘_)(q‘* V-kz ) (Tw, v;\sz ) =
W s 5
LN, uZE z
.S(Q&u"‘- :33 U T 7__3)(?*2"‘:3 )
()

On a les inégalités suivantes :

u -3
3 wea J(Ou\ usz - 9‘*‘{% +ud - tdS)(Vo\z-Y%j) =

g5 - 95 a2 o ol - B No
U3 =3 +ud -3 lowiA =T N

lOn en déduit | '

-3 | 3 e
“\TM "EE“O’«D 'M“ Qo\u 9% +ud\--u£—°‘3\\o,\.0

ou *

1T Tas 1 oz | Qns = 9233
\ .

En portant cette inégalité dans VI.5 on obtient

!
oI

ii\\%\}'q‘:’g“ mw*“‘]—*z-%\\o,w < gV

oA

Par ailleurs, de :

i » | Tg>
3 g’aok(uu-—{gmiu% S o (ar‘;- =) Zap
w

w - 2% (Yk'\ -'gjigzg—- )erj4
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Hous déduisons

..;-\-lud\-u,( b ooyw <m\\V‘d\3-Q\°‘1’ “é :2 V1.8

et enfin,-d'aprés la relation VI.6 on peut écrire :

“ 3"‘—“ _ ,w\ Vi.9

f.2

En conclusion, la solution tridimensionnelle est bien approchée
par la solution approximative, les estimations d'erreurs sont données par
les relations VI,7, VI.8 et VI.O.



ANNEXE

FHH K
S A Solution analytique (chapitre I)
EP1 Solution par la méthode des éléments finis, élément rectangu-

laire avec intégration normale

. EF2 Solution par la méthode des éléments finis, élément rectangu-

laire avec intégration réduite
\

Ref Résultats donnés par 1'élément de PKYOR, BARKER et FREDERICK [12/}
”»:

00 00



Wmax x Dx 102 / P A?

G GuD Gud S O CmD SmD P G =D Dep G Cud GmD Cowd S Swmp G Vouh OWD Gd CD Cum S Cump GuD Gum Cmb Ced MR Cum P Pmm VED O

n/a * —s8ix— ) EPF P EF2 : Ref
0.00 :  1.161735 —-- :  0,02368 P73 L 1A
0.05 ¢  1.2088 : 0.41253 P 1.20 R PO
0.0 :  1.3538 : 0.89121 t1.3359 . 1.353
H : $ . )
0.2  :  1.44056 P 1.03405  f 1.4166 |
0.14 *  1.54368 : 1,164 t1.5165 |
0.5 ¢ 1.6 P 1,225 : o 1.57105 . 1.551
: -1 2 2 —
0.16 ¢ 1.6611 P 1.2867 : o 1.6265
e 7= : : ----
0.18 ¢ 1.794 ¢ 1.4088 ¢ 1.7503 :
0.20 ¢  1.9428 : 1.5309 ;18532 ,  1.801
0.25 ¢  2.3835 : 1,86 2 .2.28 Fo2.00
0.30 :  2.921 P 2.2343 ;285119 |

Gt Cam G Cmm P Cumd Pl Cen Su OCum Sad Sum OSmm OSum

mn P Guth Gum G GuD Cmp V=D G PP OB OB Oem Cmw Sum Smn Som SB Sew S S Sum

By

LILLE

Tableau A.1 : plaque carrée simplement appuyée sur ses
quatre bords, chargée au centre

(maillage 6 x 6)



1.75

2 2
_WD/PA X180

Fig. B.1. . PLRAOUE SINPLEMENT RPPUYEE
SUR SES OUATRE BORDS
. CHARGEE AU CENTRE.




: Wma.th3/qA4x102
h/a : S A X EF1 © EF2 X Ref

0.01 ;  4.4375 . 0.09056 D438, 4.423

0.05 ;  4.4840 154125 D AM3T 4469

0.10 4.6275 o 3.150 D 4.595 4.612

0.12 4.733 . 3.56832 . 4.68288 .
: : : T !
R 2 2 : !
: : : : !

0.15 4.870125 . 4.050 . 4.848 . 4.852 1
2 : 2 : 3 =t
: : : : !

0.16 %.9299 ;. 4.1984 . 4.89412 :
: — 3 : : -t
: . H . H : $ !

0.18 H 500611 : 4045565 H 5004468 s ‘ !
H 2 2 : -}
: : : : !

0.20 5.2076 : 4.7032 : 5.16 : 5.186

0.25 5.64164 . 5.30242 D s.64844 ,  5.61T

0.3 ;  6.1793 . 5.694 ;6.2

O PP SaD G CiD CuD Ceuh OB S SD Gl CmB G Sald CmD Cm CmD PUWD C=D D OD CED CuD Cud CuB CuD Su Pud Gl Vup Suit Gup S Gum Sup Suw

S en A aum G Cew omm

RU

"TULE

Tableau A.2 : plaque carrée simplement appuyée sur ses
: quatre bords et chargée uniformément.

~

(maillage 6 % 6).



venYon'xi1e?

SA

Fig. B.2. : PLROUE SIMPLEMENT RPPUTEE

SUR SES QUATRE BORDS
CHARGEE UNIFORMEMENT




g

R AR L
e .

Gmth Gath G Dad G Cump Semp CuD CoW CmD Sup CUD Pmp CmD CuD fum Cub CuD G Cew Sup Gutd Cud S Smd Gmp Smp Smp Omb

h/a . Tmx Eb” /q At d& i
) 5 A EP1 ) EF2 i

0.05 :  0.0211T19 : 0.0058437 : 0.0208125 f
0.10 : 0.02275 : 0.0145 : 0.023 :
0.12 : 0.0239736 :  0.01728 - : 0.0241056 :
i : - &

0.14 : 0.0255456 : 0.0200312 : 0.0255192 f
0.18 : 0.029335 : 0.0249901 : 0.0288684 ;
0.20 : 0.03208 : 0.02748 : 0.0308 :
: . . :

0.24 : 0.0388454 : 0.032486 4 : 0.0352512 :
: d : :

0.30 P 0.045275 : 0.04089 : 0.0430 :

Tableau A 3 : Plaque carrée

simplement appuyée sur deux

bords opposés et encastrée sur les autres

bords.

fBU

CUILLE



4.B8

3 ) 2
WEH/QR X188

o’

Fig. B.3. ¢ PLROUE CRRREE_SIMPLEHENT RPPUYEE
SUR DEUX BORDS OPPOSES
ENCASTREE SUR LES RUTRES BORDS

-

CHARGEE UNIFORMEMENT



2 ¥

% '
W max (em) x 10

* . '
X : W*'max (em ) i
- : . , - 1
i h/a : S A C s EF2 : S A S EP2 E
s f 3 — ;
P o.ot ; 902.9 : 902.6 . 229.270 221,181 !
P 3 : ¢ 2 i
1 H . . ) : .
i 0005 H 7041 : 7018 H 1 0776 : H 1 o7637 !
' : : . 3 ' s R
1 : ! : : !
i 0.10 : 1.003 : 0.969 : 0.2268 ‘ : 0.2253 1
) ] . ’ : !
! s ; ' ;- s o 1
I 0.15 0.3490 : 0.321 t 0.06922 x 0.0690 !
! ‘ : i : !
! : : - : : B
1 0.20 0.163 : 0,156 :  0.030615 : 0.03045 !
! : s : 3 !
! : 3 : : !
! 0.25 0.0982 : 0.0935 : 0.0165 : 0.0164 !
1 . . . . !
! : : : : !
1 0.3 : 0.0672 : 0.0636 : 0.01016 : 0.01015 I -
' . ') [ ) * !
| [}

Tableau A 4 : Plaqué rectangulaire simplement appuyée
sur ses quatre bords.

*

charge concentrée

| *¥* charge uniforme ré-
B = 200 com ‘ partie sur toute la
’ ~surface.

-}
(]

1000 kg

4 kg/'cm2

) ’
"



H %% - :

: ¥ max (em) x 102 : N fmax (cm) x 102 :

! : : ) ; .: ;
! h/a S A : EF2 : S A : EF2 5
1 [3 » H » H .
L : : : : .
y 0.01 : 100.42 . 100.213 . 474.3649 473 !
' N . ———— — i
! . . . : : !
y 0.05 | 4.8788 | 4.7410 . 64.3310 i 63.534 !
1 3 ' . - . : — 2
v P : R !
¢ 0,10 1 0.737 . 0.721 . 9.124 : 9.05 !
! —— N : : A
. . . : . !

§ 0.15 . 0.25980 . 0.253 5 2.87 :  2.8589 !
1 . . : d
1 ° . . . ¢ !
i 0.20 : 0.133 . 0.129 . 1.295 ¢ 1.290 !
! . . . ¢ !
1 . . : !
i 0.25 : 0.0834 . 0.0810 ; 0.721 ¢ 0.720 1
) 4 - - : il
! : : : ; !
1 0.30 . 0.0590 . 0.0586 . 0.457 - ¢ 0.450 !
! : H : !

\

Tableaun A 5 : plaque carrée simplement appuyée sur ses
quatre bords et reposant sur des appuis
élastiques, ' '

(maillage 6 x 6)

E = 2.10° kg/cn?

o | : BU
.
a=100 cn
P = 1000 kg :
2 . . * charge centrée
q = 4 kg/em :

3 _ ** charge uniforme répartie
K¥= 1 kg/cm sur toute la surface.
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fig. B.4 : Convergence en fonction du nombre d'éléments
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