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INTRODUCTION

Les arbres (ou termes) permettent de représenter simplement et de
fagon parlante un grand nombre de structures telles que : expressions al-
gébriques, syntaxe de phrases ou de programmes, hiérarchie entre objets,
représentation des connaissances dans les syst®mes experts etc...

Afin de les étudier et de pouvoir manipuler.cette structure, les cher-
cheurs ont été amenés 3 créer un certain nombre d'outils spécifiques (au~-
tomates, transducteurs d'arbres, attributs).

En particulier, les systtmes de réécriture (sdr), permettent d'expri-
mer de manidre naturélle des rigles de calcul sur les arbres.

L'étude des sdr a conduit 3 un certain nombre de résultats, dont les
plus puissants concernent les sdr linéaires, c'est-3a-dire ceux ou l'on ne
teste ni n'engendre aucune égalité explicite de sous—arbres.

Dans le but de circonscrire la portée des sdr linéaires relativement
aux sdr généraux, nous introduisons deux notions de simulation (forte et
faidble), d'un sdr par un autre. .

Nous montrons que tout sdr peut &tre simulé, méme fortement par un sdr
linéaire, mais que l'on perd certaines propriétés trds importantes (con-
fluence ou terminaison finie).

Afin de calculer le prix payé pour la linéarisation, nous introduisons
la notion de complexité d'un systime de réécriture, notion qui correspond
intuitivement au nombre de "passages™ nécessaires pour dériver complétement
un arbre.

Nous sommes alors & méme d'évaluer le fossé séparant les sdr linéaires
des autres.



INTRODUCTION AUX SYSTEMES DE REECRITURE

= DEFINITIONS

~ QUELQUES PROPRIETES CONNUES



Un alphabet gradué est un ensemble de couples de la forme (lettre,
arité) ol la lettre s'appelle aussi symbole fonctionnel, et 1'arité est un

entier. Dans la pratique, nous ne considérons que les alphabets gradués
tels qu'd chaque lettre ne corresponde qu'une arité.

par exemple : I { a , b < 2 } est un alphabet gradué et 1l'arité de a
est égale & 2, celle d; b h 3. (Chaque lettre de arité n peut &tre vue
comme un opérateur 3 n arguments).

L'arité de 3 est égale 2 o : on dit alors que a est une constante de
I. Les variables de substitution sont les &léments d'un ensemble dénombra=
ble X de lettres de arité o, tel que X N I = @,

Une variable marquera dans un arbre un endroit ou l'on peut placer un
arbre quelconque.

Un arbre est une structure bitie & partir d'un alphabet gradué I et
d'un ensemble de variables X, vérifiant les propriétés suivantes :

1) Dans l'arbre, i1 existe une seule lettre n'ayant pas‘ﬁe prédéces—
seurs (la racine de 1l'arbre) '

2) Si 1'arité de la racine est égale & n; elle a n successeurs qui

sont eux aussi des arbres.
exemple : 81 T ={b ,a , 3} etX={x3/1 €N}

HN FAN
alors les structures suivantes sont des arbres :

a X a b
? x'/ \§ a’/’i \\‘3
\ 1 2 ./ . 2
a a

Remarques :

1) On représente habituellement les arbres avec leurs racines en haut.

2) On appelle feuilles les symboles sans successeurs {donc les cons-
tantes et les variables).

3) Lorsque dans un arbre plusieurs variables portent le méme nom,
elles ne peuvent &tre remplacées (on dira aussi instanciées) que par le
méme arbre. On peut exprimer ainsi des conditions d'égalité ou des dupli-
cations d'arbres. (cela sera utilisé dans les systemes de réécriture).

Par analogie avec les arbres généalogiques, on parlera du ptre d'un
noeud (le prédécesseur de celui-ci), des fils d'un noeud et plus générale-
ment des ascendants et descendants d'un noeud.




On dira d'un arbre t qu'il est filtré par un arbre g si t peut &tre
obtenu 2 partir de g en instanciant, et en renommant éventuellement, cer-
taines variables dans g.

exemples :

1°L=¢{ a , b , a} X = {x3/1 € N}

N /N
a
g = a ’t-b/ X1
/ \ 71N
X1 % 2333
t est filtré par g si l'on remplace (on parle plutdt de substitu-
tion) :
b
71N\

X{ par 3aa et xp renommé xq.

2° Par contre @

/ N\ N\
Xq X1 t= a Ja\
a a

t n'est pas ri;;ré par g, car les deux sous—arbres de t correspondant aux
deux occurences de x{ dans g ne sont pas égaux.
Dans g, les deux fils de a doivent &tre égaux : on dira que g n'est pas
linéaire. /A '
On peut dire, de mani®re informelle, que t est filtré par g s{ t est un cag
particulier de g. N
A la suite de ces quelques notions, 11 est désormais naturel et faciléd
d'introduire les systdmes de réécriture.

Ceux—ci peuvent &tre considérés comme des schémas de calcul indiquant tre4
précisement quelles sont les transformations d'arbres autorisées ainsi qué

les conditions A vérifier avant d'opérer ces transformations. Plus préciséy

ment, un systéme de réécriture est défini par :
1) L'ensemble d'arbres qu'il permet de manipuler (autrement dit, l'al-

phabet gradué sur lequel il opere)




2) Un ensemble finl de paires orientées d'arbres, qu'on notera g + d,
telles que toute variable apparaissant dans d apparaisse dans g :
les rigles de rééeriture
(On comprend aisément cette condition : toute rdgle est appelée a 2tre

‘appliquée dans un arbre quelcongue : g fixe les conditions dans lesquelles

la r2gle sera applicable, les variables apparaissant dans g servent donc 2

préciser le contexte nécessaire i l'application de la ridgle).
Exemple :

Soitz-{/b , a , a} X = {xy/1 € N}
N AN
Les quatre ensembles de rigles suivants sont des systdmes de réécriture sur

T(I) (1l'ensemble des arbres bati A partir de I u X) :

b + a b -+ a
VRS / \ 70N /N
(D | %y %2 x3 X{ X2 (2) A ¥ X X1 X2
X }‘3
a - a
VAR
X4 X2
7N .
3y x1 xo X3 x/1 \)(1 ()] 3§ "a
\ -+ a
AN / N\
LE a a a a
par contre : '
/’b + /a
\
X4 )tz\x_:, Xy Xy

n'est pas une rdgle de réécriture, car on s'autoriserait alors a engendrer
80us a un arbre quelconque (par instanciation de la variable xy, qui n'ap-
partient pas au contexte de départ).

Remarques

La présence de deux variables xq dans la régle composant le systime de
réécriture (2) précise que cette rdgle ne sera applicable que si les deux
arbres instanciant les x; sont égaux.




On voit 12 la puissance des systdmes de réécriture : ils permettent
d'exprimer de fagon claire et finie des conditions d'égalité nécessaires 2
1'application de la rdgle. |

Si 1'on considdre maintenant le syst®me de réécriture (3), on voit que
13, c'est dans le membre droit de la rdgle qu'apparaissent deux variable;
X7. Il ne s'agit plus 1ci d'un test d'égalité préalable A l'application dJ
la rdgle, mais de l'expression d'une duplication d'un sous-arbre, sous
certaines conditions exprimées par le membre gauche de la régle. Les re&-
gles composant les systimes de réécriture (2) et (3) seront dites respec-

tivement non linéaire & gauche et ‘non linéaire A droite.

Les systimes de réécriture (1) et (4), ol dans chaque membre (droit ou
gauche) de chaque regle, les variables apparaissent au plus une fois seroné
dits linéaires.

L'application d'une rdgle de réécriture g + d dans un arbre t corres-
pondra A la suite d'actions suivante :

a — trouver un sous—-arbre u de t qui soit filtré par g.

b - remplacer u par d, en instanciant les variables de d par les sous

arbres calculés lors du filtrage de u par g.

exemple : I ={ b a a} X = {x3/1 € N}
VAN AN
73N
+ a t = b a
70N 7/ \ - b/‘\_
a Xx{ x b X X1 a
AT K e A
R = x1 x u a xq1 a
/7 \
X1 X2
u= //_b ~ /'b\\\
\ |
a’ x1 a est filtré par g = a x1 x3
7\ / N\
X1 X2 X1 X2

(en instanciant x3 par a).

On dérive donc t ent' = a
- /N,
b a
7 ANl
a X1 a
7/ N\
X1 X2
dans lequel on peut isoler le sous-arbre u' = /13\ o £iltré par g
‘ a x & .
7 \
1 %




a e [V I )

> dusen. "

an

En effet, tout arbre de T (I) est, soit égal & a, solit de la forme |

y
Dans le premier cas, aucune rdgle de R n'est applicable.
an a
Dans le second cas, t = | peut aussi s'écrire | .
Y an-1,
[}
an-1 a Y
En instanciant x par |, on filtre t par |, on peut alors appliquer la
y y
regle de R.
ah
Done, en n dérivations, | se dérive eny
y

Ainsi, pour tout arbre, le nombre de dérivations qui y sont applicables
est borné par sa taille.

R est donc noethérien.

a
a a |
par contre ; I={ | , a } R= | » a

|

\ X

n'est pas noetherien (clairement, chaque dérivation ajoute une nouvelle
possibilité de dérivation)
Remarquons que lorsqu'un syst®me de réécriture est noetherien, tout
an
arbre possdde une forme normale (dans 1'exemple, si t = | , alors sa forme
y
normale est y) mais celle-ci n'est pas forcément unique, comme le montre
l'exemple suivant :

a; + ap
I={ay, ap, ag}t R =
a, + &
soit t = a4 t peut se dériver en ap ou a3z qul sont ses deux formes nor-
males.,

10




2) On dit d'un systime de réécriture R qu'il est confluent si, lorsqu'un
arbret peut se dériver en deux arbres distincts ty et tp, alors il existe

i

un arbre t' tel que t{ et ty se dérivent par R en t'.
On peut figurer cette propriété sur le schéma suivant, ol les fliches
pleines représentent les hypothtses et les fldches pointillées les conclu-

byw o
/:%:n R>\A ,
t 3

\\<L“ a>57

,/
RNCE, 7R
Exemples :

1) Le systime précédent n'était pas confluent, car aucune régle de R né

sions :

permet plus de dériver ap et a3.

2) Si on lui rajoute l'une des deux regles ap + a3 ou a3 + ap, il devieni
alors confluent.

On dira qu'un syst®me de réécriture est localement confluent si le passagé

det 3 tjy,et celui det A t,, se font par application d'une seule rigle dé

ce systime.

Lorsqu'un systime de réécriture est confluent, tout arbre a au plus uné
forme normale.

3) Un systéme de réécriture est dit acycligue si partant d'un arbre quelf

conque t, aucune chalne de dérivations ne ramne 3 t.

I={b , a , 3} X = {x4/1 € N}
N { i
S (1)
/7 N\ / \
X1 X2 a a
R= |
X1 x2
a .
I +Xq (2)

X1 .
L : b

n'est pas acyclique. Il suffit de considérer l'arbre t = /\ on peut le

11

a




‘dériver par application de la regle (1) en :

b
/7 \
t'= a a » puis appliquer la reégle (2) aux deux fils de ;\ ,
| | retrouver 1l'arbre t.
a a

Sans &tre équivalentes, ces trois propriétés (terminaison finie, confluen-
ce, acyclisme) sont tres liées ainsi :

1° Un sdr noethérien est acyclique

2° Un sdr noethérien et localement confluent est confluent

3° Dans un sdr noethérien et confluent, tout terme possdde une forme nor-
male unique.
Mais :

1° Un sdr acyclique n'est pas forcément noethérien
Exemple : I = {a , F} X = {xqy /1 € N}

»
_— ) —

X

Ce systime de réécriture est acyclique (la tallle d'un arbre croft stric-
tement A chaque dérivation), mais n'est pas noethérien.

Malheureusement, ces propriétés ne sont pas décidables dans le cas général,
On est donc amené 3 donner des conditions suffisantes pour les vérifier,

En ce qui concerne la terminaison finie, Knuth et Bendix ont remarqué que
s1 1'on pouvait trouver un ordre bien fondé (<) sur les arbres tel que pour
toute rdgle g + d d'un sdr R, on ait d < g, alors R est noethérien. Eux-
mémes en définissent alors un, consistant principalement & doter chaque
symbole fonctionnel d'un poids, et & donner alors des régles permettant de
comparer deux arbres en regardant leur poids respectif.

Dans le méme esprit, un certain nombre d'auteurs ont introduit d'autres
ordres sur les arbres, 1es'principaux étant 1'ordre récursif sur les che-
mins de Dershowitz, les ordres de simplification et de décomposition (P.
Lescanne, F. Reinig). Ce dernier ordre a d'ailleurs la propriété tres in-

teressante, du point de vue de l1'implémentation, d'é&tre incrémental :
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c'est-3-dire qu'il permet de définir 1'ordre adéquat sur les lettres de
l'alphabet gradué I pour que les rdgles soient bien orientées, sans modi
fier les relations d'ordre déji calculées.

D'autre part, des extensions des systimes de réécriture permettant de pren-

dre en compte des équivalences d'arbres (correspondant par exemple, 3 des
rdgles exprimant la commutativité) ont conduit A définir les notions dJ
terminaison finie et de confluence modulo un ensemble d'équations. On peu
encore alors utiliser certains des ordres précédents afin d'orienter ce
équations conformément & ces ordres, les transformant alors en regles d
réécriture. \

La confluence, qul dans le cas général n'est pas non plus décidable, &
pu €tre ramenée, dans certains cas, & l'observation de la locale confluencé
sur certains couples d'arbres : les paires critiques.

Celles—ci, introduites par Knuth et Bendix, sont obtenues par super]

position des membres gauches de régles. On obtient un couple d'arbre!
(p,q), correspondant aux deux dérivations possibles. Si, pour chacune d¢
ces paires, on peut trouver un arbre t, tel que p et q se dérivent en t, e
sl le syst®me est noétherien, on montre alors qu'il est confluent.

Les résultats décrits précédemment sont considérablement renforcé!
quand les syst®mes de réécriture considérés sont linéaires.

Par exemple, G. Huet obtient une condition suffisante de confluenc

pour les théories équationnelles (ensembles de regles de réécriture e

d'équations entre arbres), pourvu que le systdme de réécriture associé soi
linéaire & gauche, cette dernidre contrainte &tant nécessaire, comme 1§
1'illustre sur un contre-—exemple.

Par contre, d'autres résultats ont été prouvés sur les sdr linéaires
par suite de la méthode employée lors de leur démonstrat ion, sans que cett
condition de linéarité ne semble nécessaire. C'est le cas de Guttag, Kap
et Musser, qui obtiennent une condition suffisante pour hu'un sdr soi
acyclique. Suivant une démarche proche de celle de Knuth et Bendix pour 1
confluence, ils introduisent la notion de paire dérivée, qui est un coupl
d'arbres obtenu par superposition du membre gauche d'une rdgle avec 1

membre droit d'une autre.

Définissant ensuite OC(R) (Overlap Closure), l'ensemble de ces paire
dérivées,.les auteurs montrent que si R est globalement fini (i.e : toJ
terme n'a qu'un nombre fini de descendants), linéaire 3 gauche ou linéaiﬁ

A droite, alors R est noetherien ssi OC(R) ne contient pas de regle de 1l

forme g + g.
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Ils remarquent aussi que la condition de linéarité imposée & R paralt

peu naturelle et conjecturent qu'elle peut étre levée.
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Présentation

de notre travail
RN

Notre travail a pour objectif de bien situer les sdr linéaires par
rapport aux autres, et surtout préciser dans quelle mesure le travall ac-
compli par un sdr non linéaire peut 8tre effectué par un sdr linéaire (méme
si celui-ci est trds compliqué) : c'est de 14 qu'est partie 1'idée de si-
mulation. \

En définissant celle—ci, nous voulions voir quelles sont les proprié-

tés du systime de départ qui sont conservées et celles qui sont perdues.
Les résultats montrent que des propriétés comme la terminaison finie ou la
confluence sont nécessairement perdues en cas de simulation forte. Cette
démarche nous a permis, dans un premier temps (lors de la construction des
systdmes simulant) de par la difficulté rencontrée pour linéariser, de

mesurer intuitivement la puissance des sdr non linéaires.

Nous 1'avons ensuite mesurée grice & la définition de la'gggglggigéo
Nous introduisons deux notions de simulation.

Informellement, on dira qu'un sdr R' simule un sdr R si R' peut faire tout ce
que fait R', Eventuellement, et ce sera le cas pour les deux notions de simu-
lation que nous utiliserons, R' peut &tre plus "puissant” que R', (dans le sens
ol certaines dérivations dans R' ne correspondront & aucune dérivation dans R).

15



La simulation forte est la plus naturelle :
Définition : Soient R, R' deux sdr définis respectivement sur T(I), T(I'),

tels que L' o L
On dira que R' simule fortement R si :

¥(u,v) € T(£)2 : 1., u tpv = u-tev
R Re

i1, Si u € T(L) et u -ts,v, alors il
R

existe vy € T(I) tel que :

#*
u-_i, Vi —»V

Rt Ry
ou u-—2ev —2ovy|et u-—tsvy
R Ry R

Le point i signifie qu'd toute dérivation dans R correspond une dérivatiol
dans S.

Le point 11 signifie que toute dérivation dans S débutant par un arbre d
T(L) peut, soit se prolonger, soit se raccourcir en une dérivation corres
pondant & une dérivation dans R. (On exprime ainsi le fait que L' est u
alphabet intermédiaire, et T(I') un ensemble d'arbres auxiliaires pour 1

simulation).

Exemple : .
Soit I =4 * | » 0, a b, e}

et R définil sur I par les rdgles de réécritures suivantes :

+ -  x(1) (3) * - +

7/ \ /\ / \
0 p 4 + z p 4 +
/\ VAN

+ + 0(2) -
7 \ :
- X
x

(R exprimant les axiomes des groupes) ’
11 est simulé fortement par R', défini sur I' = I u {¥y, ¥, ¥3} par :

AN
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(1.1) "\ + Y (2.1) ¢ » Y2

/ / N\
0 x | - x |
X |
X X
1.2) v+ x (2.2) v, = 0
| I
X X
-+ . .
SRR AN /& RN SA
+ oz Xyz Xyz x /+
/\ N
X y y 2

Dans cet exemple, on peut considérer que les nouveaux arbres "Qémorisent"
la rdgle en cours d'application, ainsi que les variables utilisées.
Remarque : Il est capital que R' soif défini sur un alphabet élargi. Les
nouveaux symboles introduits sont en fait des "variables de contrdle" per-
mettant de savoir 2 tout moment ol nous en sommes dans la simulation.

La simulation faible, bien que plus contraignante, est plus simple &
manipuler, et sans doute A mettre en oeuvre.

On considére alors des arbres marqués au sommet, cette marque pouvant

Stre dtée lorsque certaines ou toutes les dérivations possibles dans 1'ar-
bre ont été effectuées.

Plus formellement :
Définition : On dira que R' simule faiblement R (sous les hypothtses de la
définition précédente) si :
L. ¥ (u,v) €T(2)2 y *,y o> SO _*_5S0
R | Re |

u v

(ol SO est le marquage de sommet)

1. ¥ ueT(r) SO _* SO o5 Jv; e T(I) tel que

Re |
u v SO * e SO ...:—»SO
| Re | R' |
u | Yy v

ou bien
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Exception faite du marquage des sommets, cette définition est tout 3 fait
similaire 3 celle de la simulation forte.
Nous montrerons cependant que les deux ont des propriétés tres diffé]
rentes. Les exemples et la mise en oeuvre de la simulation faible son
assez longs et laborieux. Ils font 1l'objet des chapitres II, III, IV.
Le premier résultat, et sans doute le plus important, concernant ce

simulations est énoncé par le théoretme suivant :

Théordme :
(1) Il existe un algorithme qui, & tout sdr R associe un sdr linéaire R
simulant R sur les termes clos. (Il s'agit en fait de deux algorithmes
1'un pour la simulation faible, l'autre pour la simulation forte).

(2) Dans le cas ou R' simule fortement R, 11 faut nécessairement choisir d
conserver soit le caractdre noethérien, soit la confluence de R. (Il n'e%

pas possible de garder simultanément ces deux propriétés). Un contre exem

ple illustrera clairement ce second point.
La simulation d'un sdr par sdr linéaire nous a obligé A résoudre deu
probldmes principaux. X
- Le premier ('local') de simuler une rdgle non linéaire par un sdr 1iné
aire : c'est la partie principale de l'algorithme de linéarisation.
- Le second ('global') de contrdler étroitement les simulations de chagV
occurence de redgles, afin qu'il n'y ait pas d'interférénces entre les rd
gles durant une simulation. (Le sous-arbre ol s'effeétue une simulatid
doit &tre 1solé du contexte). . ' .
Ce dernier point est assez technique. Informellement, nous pouvons considé
rer qu'il est résolu de la mani2re suivante :
a) Des "pointeurs" (en fait, de nouveaux symboles fonctionnels) serof
présents dans l'arbre A dériver. Ils seront nécessaires pour qu'u
régle soit applicable. On leur permet de parcourir l'arbre de m
nidre déterministe. On peut ainsi gérer leur parcours de 1l'arbre, et savo

A coup sflir quelle sera la prochaine rdgle A appliquer.
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b) Des indices (fixes ou portés par les pointeurs) mémoriseront 1le
numéro de la regle en cours de simulation.

c) Le contexte sera "gelé", isolant ainsi le sous—arbre en cours de
simulation de dérivation.

On peut considérer, pour plus de clarté, que lorsqu'une simulation est
amorcée, toutes les regles appliquées dans 1l'arbre ont pour unique but
d'achever cette simulation.

Nous nous contenterons, dans cette introduction, de donner une idée intui-
tive de ce qu'est la simulation d'une reégle par une régle linéaire & droi-
te, sans détailler les structures de contrble (nécessaires mais lourdes 2

manier).

Nous supposerons seulement ici qu'elles existent et sont efficacg;.

Considérons la regle (non linéaire & droite) suivante :
a -+ b

I N
. X X

X
(En raison de 1'impasse faite ici sur les structures de contrdle, nous
considererons implicitement que l'on pointe sur 2).
\ I
I1 s'agira ici d'engendrer linéairement 1'égalité représentée par /b\
X X
On accomplira ce travail grfce 3 un algorithme utilisant les primitives
sulvantes :
a) Parcourir un arbre t jusqu'd un noeud v.

Ce parcours est déterministe : on choisira dans cet exemple celul
correspondant & la rdgle "de la main gauche" : Explorer le sous-arbre, pu%s
la racine, et enfin le sous-arbre droit.

b) Parcours inverse
¢) "Déposer un caillou" : marquer un noeud V.

d) "Reprendre un caillou" : retirer la marque portée par un noeud V.
L'algorithme aura pour tiche de dupliquer, & la place du fils droit de b,
la valeur de son fils gauche. On peut le décrire par algorithme suivant :

| Simulation linéaire de a =+ b

J

X X X
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Début
Appliquer la regle linéaire a b
| —>/\
X X Q
Aller chercher la valeur de la feuille la plus A gauche dans x, et 1
recopier en Q ;
Tant que la copie n'est pas terminée  faire
Parcourir 1l'arbre jusqu'au premier noeud non marqué ;
Marquer le noeud et mémoriser sa valeur ;
Parcourir 1l'arbre Jusqﬁ'h 1'endroit de la cople ;
Recopier ;
fait
Retirer les marques ;
fin
Nous illustrerons cette description (nécessairement tres schématique) su
1'exemple suivant.
Soit 1l'arbre :
a i1 se transforme tout d'abord en : /b\
b b\; 2

/

/7 /
b a b a

A 2\

a a a a

oha€gz, Q€' L.

La premidre étape consiste i marquer, puis aller recopier la feuille }

plus A gauche de 1l'arbre :

b
b/ N\_
s\ B
T a
On obtient alors :
b la seconde étape recopie : b
/ N\ / \
b @ lebd le plus interne b b
/\. A NEEA
b 3 (engendrant ainsi 3 nouveau b a & @
e/ \ :/\a
i3 3 Q). a
La troisidme étape nous conduira alors & l'arbre suivant :
b et nous obtenons b
VN R AN
b b A& la sortie du tant que : b b
.’ = ._/\_ ./\__o 1\~
b a a a b\ a p\ a
.\. . L d - :
2 3 ¥ 3 #3%
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IY ne reste plus alors qu'd ®ter les marques pour terminer la simulation.
Cet exemple appelle plusieurs reﬁarques H .

(1) : Une marque spécifique au sommet de l'arbre permet au pointeur de
copie (qui remonte l'arbre) de "savoir" quand il doit commencer a chercher
le noeud du sous—-arbre droit ou il doit déposer son information.

(i1) : Le mode de parcours de l'arbre est tel qu'il faut copier alterna-—
tivement une feuille ou un noeud interne : une simple connalssance du ni-
veau, dans le sous—arbre moddle, du noeud & recopier (calculable lors de la
recherche du premier noeud non marqué) permet de savoir & quel endroit
déposer cette information. '

(111) : Tous les tests et primitives utilisés s'expriment & 1l'aide de sdr
et de configuration de l'arbre au voisinage du pointeur.

Conservation de la confluence et de la terminaison finie :

La simulation utilisée dans l'exemple, de par sa définition, conserve
la confluence éventuelle du systime de réécriture simulé.

En utilisant une technique voisine, on peut choisir de conserver la
propriété de terminaison finie au détriment de la confluence (tres grossid-
rement, 11 suffit de ne pas effacer les marques).

Nous ne nous apesantirons pas ici sur ce cas, plutSét anecdotique. Il
est intéressant, par contre, de voir qu'on ne peut pas simuler fortement
un sdr R conflgent et noethérien par un sdr R' linéaire confluent et noe-

thérien. Ce résultat est illustré facilement par le contrexemple suivant :

r
Soit T =4{b ,a , &, O} et R défini par : b » 0
/N /N
X X
a -+ 0
1 o
b + 0
/7 \
X o
b + 0
/ \
G,
On voit que pour t € T(I) :
t_*,0 sfunb adew fils jumeaux ou si #O,t) « O

R N

t 2,t sinon
R
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R est noethérien. Soit S simulant R et h > sup{hauteur' des membres gauche
de rigles de S.

Puisque S a un nombre de rdgles fini, ce sup existe et est fini.

Alors i1 existe une régle de S applicable & t, = b
7 N
aht1  gh
) a 3
En effet : —% o0 i étant une régle de S gy + dy

b
/' \ s
ah  ah
I Y
o1,
1

Deux cas se présentent :
aJ '+ davee Jj < h. La regle est donc applicable A to

n  eg=|
X . (méme conclusion si x est remplacé par a).

2) eg= R L y<n . |
a* al la rdgle est ici encore applicable i tq
X y

Il existe donc une régle de S applicable 3 ty. On a donc le schéma suivan!
to 'ETZEI’ t'_ Y pty, puisque S simule R et to—2,t, dans R,
o S *
S appliqué & t, possdde donc un cycle, il n'est donc pas noethérien,
Remarquons cependant que ce cycle est induit par la présence d'une n¢
1inéarité gauche dans le systd®me de départ. (La simulation de la non 1iné?
rité A droite conserve l'aspect noethérien). .

C'est pour éviter cette perte de propriétés que nous introduisons §
notion de simulation faible. '

Grossidrement, 1l'idée est la suivante : on prend un arbre dont
sommet est marqué. A partir de ce sommet, on crée un pointeur que lw
proménera dans l'arbre, afin qu'il permette l'application de rdgles dal
son voisinage. Chaque fols que le sous—arbre repéré par le pointeur "re’
semblera™ 3 un membre gauche de rdgle, on "essaiera"™ d'appliquer cet
régle (principalement dans le cas d'une rdgle non linéaire A gauche, ol
faudra vérifier 1'égalité de certains sous-arbres).
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Simultanément, on mémorise le numéro de la regle qu'on tente d'appli-
quer ; on peut donec, par marquage des arbres, mémoriser les rdgles inappli-
cables et &viter de nouvelles tentatives qui créeraient des cycles.
Lorsqu'aucune rdgle n'est plus applicable dans 1l'arbre (on peut le "savolir"
grice 3 une configuration d'arbre), on efface alors le pointeur et le mar-
quage du sommet.

Sans marquage au sommet, 11 est impossible de savoir si l'arbre est en
forme normale. On peut alors indéfiniment essayer d'appliquer des rdgles,
ce qul crée donc des cycles.

Nous utilisons ensuite les résultats concernant les simulations liné-
aires pour les appliquer au cas des théories équationnelles.

Une théorie é&quationnelle est la donnée d'un ensemble d'équations
entre arbres ty = t°
i

Pourvu que pour tout i, V(ty) = V(t'), on peut associer 3 toute théo
i
rie équationnelle E un syst®me de réécriture Rg dont les régles sont for-—
mées par dédoublement des &quations de E. C'est-i-dire que si tj = t; € E,
alors les deux rdgles ty +» t' , t' » ty appartiennent & R. (Et R ne
i i
contient pas d'autres regles).
A partir de ce systdme Ry (qu'on dira symétrique, car si une régle
u-+ v €Rg, alors v + u € Rg), nous allons construire un sdr linéaire le
simulant.

Nous utiliserons ici la simulation forte, car l'aspect noethérien n'a
plus d'importance, et la définition doit &tre symétrique.

Il ne sera pas nécessaire de simuler entidrement R : nous ne pren—
drons que la moitié des rtgles de ce sdr (de telle fagon qu'aucun coup{e
(ty +t', t' + ty) ne s'y retrouve), et simulerons linéairement ce

i i :
demi-systdme par un sdr dont les rdgles seront réflexives.
Une rtgle u + v sera dite reflexive si, dans n'importe quel arbre elle peut
étre sans ambigulté appliquée dans le sens v + u.

En clair, si l'on peut appliquer v + u, c'est qu'auparavant on a appliqué
au méme endroit u -+ v,
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Une sophistication des méthodes de simulation définies précédemment perme
d'obtenir un tel systime :

I1 suffit, pour chaque regle de BE simulée, de créer les rdgles

2

a) Marqﬁant les sommets des sous—arbres A comparer ou recopier
b) Envoyant les pointeurs d'un sommet 3 l'autre.
Pratiquement, on s'arrangera pour n'avoir A simuler que des ridgles linéal
res 3 gauche (autant que faire se peut).
On obtiendra ainsi la linéarisation 2 gauche des r¥gles inverses en renver,
sant 1l'algorithme de linéarisation 2 droite.
Par exemple :

Soit 1'équation a = b

| /\

X . X X
La régle @ + /b\\ a été simulée précédemment
I
X > S ¢
Pour simuler /b\ + a , 11 suffira de "faire marcher 1'al
X X |
X

gorithme & 1'envers",

Pour un arbre de la forme /Q\ , on aboutira alors finalement & &
t’ ot |
. ¢

Par contre, pour /Q\ » t » t', 11 deviendra impossible, 3 partir d'un
t t!

certain moment, de continuer :.la seule possibilité serait de "revenir [

arridre". ' )
Ce systeime simulant R' composé de régles réversibles permet ainsi de déf
nir le sdr R'""! = {u+ v/ v » u € R'}. .
Le syst®me R''u R'! simule donc Rg linéairement.

On obtient done le résultat suivant :
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Théordme :
Il existe un algorithme qui; 3 partir d'une théorie équationnelle
E, construit une théorie équationnelle Eg linéaire simulant fortement
E (pourvu que toute équation de E soit compldte : V(ty) = V(t')
.

En fait, Ey est la théorie équationnelle associée au sdr synétrique

R' u R'"],

Les exemples utilisés dans cette introduction, bien que tres simpli-
fiés, montrent clairement qu'un sdr non lindaire, est en général simulé par
un sdr linéaire tres compliqué.

Nous avons voulu donner une consistance & cette notion, en définissant
la complexité d'un systime de réécriture.

La profondeur d'une transformation t —*»u correspond au nombre de

R
passage minimal nécessaire & la dérivation de t en u.
(Au cours d'un passage, on applique en une seule fois toutes les rdgles
applicables indépendemment). |

Nous montrons que la profondeur d'une transformation est aussi la longueur
maximale des chaines de régles imbriquées.

Exemgles :

transformation de profondeur 1

profondeur 1

profondeur 2
(11 faut attendre que la premidre
régle soit appliquée avant de pouvoir

appliquer la seconde).
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Nous pouvons alors définir fQR). la complexité d'un sdr, comme &ta
la borne supérieure des profondeurs de transformation.
Cela nous permet d'établir les deux résultats suivants :

Théoréme 1 :
Par un sdr non linéaire de complexité 5, on peut engendrer toute fori

récursivement énumérable.
Ce résultat est obtenu 3 partir de la technique utilisée par Dauch¢

et J. Mongy : 11 suffit pratiquement de réécrire leur preuve sous forme ¢

systeéme de réécriture. \

Théordme 2 :
Un sdr linéaire de complexité finie quelconque conserve la reconnal

sabilité.

Lorsqu'on sait que la classe des foréts reconnaissables est une tou
petite classe ou tout est décidable, on mesure immédiatement le goufre

puissance séparant les sdr non linéaires des sdr linéaires.

Plan :
Nous introduisons, aprs quelques rappels et définitions, les systéﬂ

de réécriture contrdlés, qui permettront dans les phases ultérieures d
simulations, d'isoler les points d'applicatibns des régles, de localiser
d'enchalner les différentes primitives de simulation.

Nous construisons ensuite respectivement, pour une ré¢gle de rééeritu
quelconque, les sdr la simulant linéaire A droite, puis 4 gauche. (Le pr]
mier correspondant & une copie, le second & un test d'égalité).

Nous relions ensuite ces deux simulations, afin de simuler linéaiﬂ'
ment, A& droite comme 3 gauche, un sdr quelconque. R

Nous appliquons ensuite une technique similaire pour simuler 1linéa
rement des théories équationnelles. '

Le dernier chapitre introduit la notion de complexité, permettant

mesurer la distance existant entre les sdr linéaires et les autres.
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Les chapitres II A V, définissant les simulations doivent &tre regar—
dés comme la description d'un prégramme linéarisant un sdr quelconque.

Les simulations qui y sont décrites sont plus complexes que celles
illustrées dans les exemples de cette introduction : c'est qu'elles décri-
vent, 3 un niveau proche d'un langage machine, la suite exacte des opéra-

tions A effectuer, suite que nous n'avons fait qu'esquisser dans nos
exemples,
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CHAPITRE I

Dérinitions
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DEFINITIONS

A. Rappel de notions classiques :

Remarque :

Sans altérer la généralité de ce qui suit, et dans un souci de simplifi-
cation, nous considérerons que deux lettres du méme alphabet gradué ne
peuvent avoir le méme label.

On peut alors poser :

Déf. 1 : Un alphabet gradué est la donnée d'un couple (I,ar) ou I est
un ensemble- dont les éléments s'appellent des 1lettres (ou symboles
fonctionnels) et ar une application de % dansﬂQ(arité).

Dans tout ce qui suit, I sera de cardinal fini.

Déf. 2 : Soit (I,d) un alphabet gradué, on notera

Ij = {f € I/ar(f) = 1}
Déf. 3 : On appelle ensemble des variables 1'ensemble infini

x-{X“,XZ...} ’ xn-{x1l"'xn}' xo-0

I - Arbdbres :

DEf. 4 : On appelle ensemble des arbres sur I indexés par X, l'ensemble
T(£)! défini par ¢ \
n
- IouXye T(D)!
n

- Sl a€Ipetty,...,tp € T(I)T alors alty,...,tp) € T(I)]
v n n

En particulier T(Z)! représente 1'ensemble des arbres sans variables
)

construits sur I. (encore appelés termes clos).
Déf. 5 : Un noeud d'un arbre t est une occurence dans t d'une lettre de
L ou d'une variable
Le label d'un noeud est cette lettre ou cette variable.
Déf. 6 : La taille d'un arbre t, notée |t| est le nombre de ses noeuds.
Déf, 7 : La hauteur (ou profondeur) d'un arbre t est le nombre maximal
de neouds séparant la racine d'une feuille. On la notera h(t).
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Plus précisemment : si t = a € Iou X, h(t) =0
si t = f(uy,...up) h(t) = 1 + Max (h(uy))
16[1.n]
D&f. 8 : Un arbre sera dit linéaire si toute variable de X y apparait

au plus une fois.
DEf. 9 : On appelle nombre d'occurences d'une lettre f ou d'une va“

riable x dans un arbre t le nombre de fois ou cette lettre ou variablé
apparait dans t.
On le notera # (f,t)  (ou # (x,t))
DEf. 10 : On notera V(t) 1l'ensemble des variables x € X telles que

# (x,t) ¢ 0.

II - Systimes de réécriture :

DEf. 1 : Un systime de réécriture R défini sur T(I) est un ensemble df
paires dirigées g + d tel que :

(g.d) € T(I)2

V(d) c V(g)
D&f. 2 : Un terme t appartenant & T(I) se réduit par R 2 1'occurence !
en un terme t' par la régle g »+ d (ce qu'on écrit t Ryt
(u,g+d)

ssi 11 existe une substitution s unifiant g et t/u et t' = tfu « s(d)].
Déf. 3 : Une regle g + d est dite :
a. linéaire A gauche si g est linéaire
b. linéaire 3 droite si d est linéaire
¢. linéaire si g et d sont linéaires,

Remarque :
Lorsqu'il n'y a pas d'ambigulté, on peut omettre dans l'écriture
t _RBR, ¢t '
(u,g+d)

R et/ou (u, g + d).

DEf. 4 : La relation de dérivation Y, est la cldture transitive @
réflexive de la relation —».

Déf. 5 : Un terme t est en forme normale pour R (on dit encore R-if|
réductible) ssi
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(t 2pt') => (t=t')

(i.e : 11 n'y a plus de rdgles de R applicables a t).

t' est une R-forme normale de t ssi -t _* ¢

R
= t' est en forme normale
pour R.

Quelques propriétés des systimes de réécriture :

Déf. 1 : Un systime de réécriture R est noethérien (ou A terminaison
finie) 8'11 n'existe pas de chalne infinie de réductions.

C'est-a-dire qu'il n'y a pas de suite de la forme :

“to oty .. ot .l

R est confluent si, pour tout triplet (t, tq,tp) T(ZI) :
t-i>t11 > Jt'tel quejty 25t
t 2.t to 2t

Déf. 3 : R\est dit convergent ssi i1 est noéthérien et confluent.
Remarque : Si R est convergent, tout terme t'e T(Z) admet une forme normale
unique notée t 1!.

Déf. 2

DEf. 4 : R est localem® confluent ssi pour tout triplet (t,t

t _—9t1}-> '}t' tq it1 _*_)t'

t —>to to 2ot

[t,) de T(D)

B. Les notions de simulation
Soit R défini sur T(I), R' défini sur T(L')
Déf. On dira que R' simule R. ssi :

¥ (u,v) € T(E) u t,v o u 2oy

R RY

Nous expliciterons et détaillerons cette notion dans les chapitres sui-
vants.

Introduisons maintenant quelques définitions nécessaires & la simu-
lation.
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I - Arbres incompatibles
On définit le préordre de filtrage par :
t «t' ssi t est sous-arbre initial de t'

/ \
l

X

exemple : /b < b (t est plus général que t')
N\

Déf : On dira que t et t' sont incompatibles si le couple (t,t') n'est
pas majoré pour le préordre de filtrage.

exemples : \ _
1. ( b b ) est majoré par ex : par b

RN ’ 7\ J p p /7N

ay y x ap ap &

x Yy X y
2. (b , a ) n'est pas majoré : les deux arbres sont

N\
x/ y . | incompatibles
x

Lemme : ¥ tq linéaire, } un ensemble fini Incomp (tq) tel que :
(ty,t) incompatibles <=> 4 u € Incomp (tq) tel que t > u.
Informellement, Incomp (tq) représente l'ensemble des "patrons" des arbre
incompatibles avec tg.
Exemple :
I={b ,a , a} N
AN
t -,b\ Incomp(ty) = {3, a, b , b , b, D}
x| a I ANERY ARV AN AN
| x x Db a x x

!
a y

“@ — v — D
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Remarque : _ .
Si ty n'est pas linéaire, le lemme précédent est faux.

(Incomp(ty) n'est plus fini).
En effet :
ty = }{
X X
Supposons que car d(Incomp(tq)) < + ©
Soit h le sup des hauteurs des arbres de Incomp(ty).

(tq, /tk ) sont incompatibles donc } u € Incomp(tq) tel que

I l to= b > u,
a a

- u n'est pas rédult a x, car (x, tq) sont compatibles

- u n'est pas de la forme /b car s b\ > u mals est
aP aq aP*qQ aP*q

X y a a

compatible avec tq.

Donc u est de la forme /b\ , avec p, g S h
\ aP aq
x x
Donc t, = b avec =r=h
2 /7 \ p
aP at Q=r =2h + 1
al ar
a a

En faisant la différence de ces deux équations, nous obtenons :
q-p=h+1 |
Or p, ¢ S h.

Il y a donc contradiction : Incomp(tq) est donc infini lorsque tq n'est pas

linéaire.
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II - Sens de parcours d'un arbre:
Nous aurons besoin par la suite de définir un sens de parcours d'up
arbre. Nous choisissons celui qui consiste & explorer dans 1l'ordre :
- La racine
- Le sous-arbre gauche
-~ Le sous—arbre A droite du précédent
On définit ainsi un ordre total sur les noeuds d'un arbre (parcourf
"de haut en bas et de gauche 2 droite")que nous appelerons "ordre sens de
parcours",
Exemple : \
Les noeuds sont numérotés relativement 3 l'ordre sens de parcour

(on a ainsi 1l'ordre dans lequel ils seront traités).
L
'3 b a®
//\'*a_/\ Io
Q

3 - - -

a Ya o o

III - Linéarisé d'un terme :
D&f. 1 : On appelle linéarisé d'un arbre t l'arbre t dans lequel on
le cas échéant renommé certaines variables afin de le rendre linéaire.

exemple : t = a linéarisé de t _ a_\\
VN .
a b a b
7 \ VAR / N\ 7 W\
X1 X2 X1 X3 X2 X1 X2 Xy X3 X5

Remarque : Au nom des variables prés, le linéarisé de t est unique.

Déf. 2 : On appelle linéarisé gauche indicé de t un linéarisé de t d
1'on a intercalé, devant les variables renommées, une suite d'informatiOJ
qui permettra de retrouver le noeud auxquel elles sont égales s
Exemple : '

Soit t l'arbre défini précédemment. Les deux arbres suivants sod

des linéarisés gauches indicés de t.
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a : a
a'/ b . a -~ ~ b
VRN VAR /7 \ /D
a2) | x3 | | «(12) %3 |
1 1 2 1
| | | I
1 2 1 2
I I I I
fe fo fo ' fo
I I | I
Xy X5 X1 X5

(On suppose pour cela que dc, fec, 1,2, ne sont pas éléments de I).
En clair, on intercale entre les symboles dc et fc (pour "début du code",
"fin du code") le code du noeud de t ol se trouve la variable égale & celle
suivant le symbole fc. )
On remarque que le linéarisé gauche indicé n'ést pas unique.

DEf. 3 : On appelle linéarisé droit de t un linéarisé gauche indicé de
t dans lequel les variables suivant un symbole fc ont été remplacées par un
nouveau symbole fonctionnel A.
Exemple : .

Pour les deux linéarisés gauches indicés décrits précédemment, nous

obtenons les linéarisés droits : 4

a a

a // b a‘/, ‘\\ b
7 N\ / N\ VAR 71\
| x3 | I I
1 1 2 1
| I | I
1 2 1 2
I | | |
fo fo fe fo
| o |
A A A A

Nous verrons par la suite l1'utilité de cette construction (les A seront les
endroits ob effectuer une copie, le moddle devant &tre cherché au noeud

correspondant au code).
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Remarques : Un linéaire droit est toujours indicé
On suppose que A ¢ I

IV = Pointeurs :
On appelleradans la suite pointeurs un ensemble de symboles fonction”
nels n'appartenant pas 3 I, unaires, dont la caractéristique principal®
sera leur possibilité de se déplacer dans un arbre.
Nous les représenterons sous forme de fldches indicées +fac, *rec et
(pour plus de clarté nous noterons + les pointeurs descendants et « 1e

pointeurs remontant). \
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CHAPITRE 1I

Structures de controle




STRUCTURES DE CONTROLE

Comme nous le verrons lors de sa description, la linéarisation 3 gau-
che d'une régle de rééeriture consistera en un test d'égalité entre deux
sous-arbres,

Afin d'éviter que la simulation d'une telle rdgle ne crée des cycles,
nous avons besoin de contrdler 1l'application des rigles (pour éviter prin-
cipalement qu'on effectue plusieurs fois le méme test d'égalité en cas
d'échec de celui-ci). '

La nécessité d'un tel contrdle vient aussi du fait que les simulations
ne doivent paé interférer entre elles. C'est-3-dire qu'il faudra soit loca-
liser les dérivations soit 1isoler les sous—arbres ol s'effectue une simu-
lation.

Nous définissons deux structures de contrlle correspondant approxi-
mativement & chacun de ces choix.

La premi2re est basée principalement sur le marquage du sommet de
1l'arbre & dériver. A partir de ce marqueur, on enverra un premier pointeur
+r3c défini de telle fagon qu'il puisse appliquer dans 1'arbre toute regle
possible. Revenant ensuite A son point de départ, s'il a engendré une déri-
vation, on le renvoie dans l'arbre. Sinon, il est remplacé par un second
pointeur +,, qui lui forcera la premitre dérivation possible.

Nous empécherons ainsi la création de cycles et obtiendrons quelques
propriétés annexes, dont la plus importante est sans doute une condition de

maximalité pour tout arbre, s'exprimant d'une fagon exploitable par un

systeéme de réécriture.
La deuxi®me structure de contrdle, utilisera la précédente dans sa
. phase finale. Le marquage au sommet de celle-ci est alors remplacée par une

isolation du contexte de sous-arbres, qui alors seulement seront marqués au

sommet.

I - Marquage au sommet .
Soit R syst®me de réécriture sur T(I)

t €T (2)
SO
Soit u = | ou SO, marqueur de sommet n'appartient pas & I
t
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La réécriture de t peut s'exprimer sous la forme sulvante :

dériver
|
|
effacer les
symboles
auxiliaires

parcours
{de “*rac pas de
dérivations / [ parcours

Remarque : On représente ici le cas extréme ou l'on s'oblige 2 appliquer‘1
l'arbre t toutes les rdgles possibles. Nous montrerons qu'il est possib1
d'arréter cette dérivation i tout instant, sans perdre les propriétés 1]

duites par cette structure de contrdle.

Chaque prédicat et action de cet arbre programmatique s'exprime sous for
de configuration d'arbre et de systimes de réécriture. Nous nous employor
3 les définir.

Description des primitives

)

parcours de

1. *fac

a. Création du pointeur

Elle est assurée par la rigle : SO 'S0

fac

»
* —_— —

Nous devons créer les rdgles de récriture lui permettant de par‘coul"i

1'arbre :
*fac
¥rel -+ b g :
: ' VAR
r "fac.noox
VA n
x1oo-xn l

X,




¥ a constante *fac “fac

€ | + |
a a
¥reg f + f
¥1<ar‘(f) X1 l xi+1..xh X]... .Xi "facc an
Tfac |
Xi x.i-41
¥rex - f + .
/ \ | ch
X‘l...."fac
| £
X / N
n X]....xn

Ces quatres rdgles permettent & +r,, de parcourir exhaustivement 1l'arbre,
conformément au sens de parcours défini précédemment.

I1 faut maintenant autoriser le pointeur +f;, & générer une dérivation, ce
qui est exprimé par le systdme de réécriture suivant :

¥ (B+d) €R :

*fac + “fac'
\ |
g d
et la famille de rdgles permettant 3 «r,,t de remonter au sommet de
l'arbre :
¥fer, ¥isisar(f) *fac'
f + f
X“...o‘l’rac' Xn X1..xi. .Xn
X3

Le systime de réécriture ainsi défini vérifie les deux propriétés suivantes
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Pl : Soit t € T(D)g-
La configuration SO' signifie exactement que le pointeur +fac
| a parcouru exhaustivement t sans engendrer

+rac de dérivation

Démonstration :

- Puisque le pointeur est revenu & son point de départ et étant donné!
la fagon dont il parcourt l‘'arbre, il est cléir qu'il a parcouru entidr
ment t. )

- Lorsqu'il engendre une dérivation, +r;o se transforme en «faot, 4V
lui ne peut, pour le moment, se transformer.

Donc, dans la configuration finale, +fa. n'a pas engendré de dérivé
t ion.

P2 : La configuration S0' signifie que <+fac a permis une dérivation
fac' (et une seule) lors de son parcours de

-

<+

1'arbre ‘
' t

Démonstration :

- Puisque +f5o S'est transformé en «rzor, une dérivation au moins
été effectuée, qui a engendré <«paqe.

- Ce dernier pointeur, remontant directement jusqu'a SO' ne peut gtr
3 1'origine d'une dérivation.

Celle-ci est donc unique.

Nous obtenons de cette fagon un test (c'est la condition de él j
1'algorithme nous permettant de savoir si 1'on peut relancer +f;, OU
l'on doit se servir du pointeur +g.

Cette alternative est exprimée par les deux rdgles de réécriture :

SO! SO
l > |
*fac *ob
| I
x P
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so! So!

*“fac’ *fac

2. Parcours de +gp
Définitions préliminaires :
D1 : Soit R systdme de réécriture sur un alphabet gradué I.
On peut partitionner I en deux ensemﬁles I1, I» tels que toute
lettre de Iy soit sommet de membre éauche d'une régle de R.
ter <> }(g+d)eR/ ¢ =g/,
D2 : Pour tout f € Iy, on peut définir l'entier pr représentant le'nom-
bre de reégles de R dont f est le sommet du membre gauche.

¥f €Iy pr=cardi(g+d) € R/f = g/} >0

On crée le systtme de réécriture suivant :

*ob A
¥feg - f
2 l /’ N
/ \ "oboooooXn
x1....lxn I '
\ M
¥ a cons
tante € Ip *ob +* +ob
a a
¥ret:
¥ 1 < ar(r) f + f
/ \\ / \\
x1ooo"obo oXn x1..xi "ob..Xn
Xy X{41
¥r et £ * "ob
x1o.ooo-"ob '
| r
. / N
xn x1....0xn

SR BEEE A

Ce syst®me permet 3 +5, de parcourir 1l'arbre tant qu'aucune application de
rédgle n'est possible. Voyons maintenant les rigles permettant a -+, de
forcer la premidre dérivation licite qu'il rencontre.
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Soit tg81y...8pr} 1'ensemble des membres gauches de rédgles dont le somme
est f.
¥roer *ob *obf,1
b ¢ + f (a)
7
x1..'....xn x]...’..xn
¥rel *ob “ob’
¥15pf | f.4 - | (b)
¥fe€x \ |
¥1spf *obf, 1 *obf i+
¥te Incom(gi) o - | (c)
t t
¥f ¢ 21 "obf,;?»‘] b g (d)
A
"obo;oXn
7
x1.0..\.xn I
Xs
¥Yacel; *ob * *ob (e)
a a
¥ a € 21 *ob b *ob (r)
l a'pa+1 I .
a a
¥re: b g -+ f
7 AN X,
¥ 1 <ar(f) Xi.. *ope+Xp X1.+X{ *ob *n (g)
Xy Xg+1
/ N
x‘lo‘oo"ob l (h)
| r
/ \
xn X‘|...xn

Avant de nous interesser au rdle de ces rigles de réécriture, ﬁemarquo‘
que si R et I sont finis, il en est de méme pour ce systime de réécritur?
On voit clairement que le pointeur +,, enclenchera la premidre dérivats’
possible qu'il rencontrera, et qu'il parcourera 1'arbre jusqu'd ce qud

rencontre un noeud ol une dérivation possible existe.
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beons maintenant deux propriétés relatives 3 la fin de parcours du poin-
teur =>,5p.
Propriété 1 : Soit t € T (I)!

o
SO * So!
T S0t *ou
t <_ob'
| 1 et ue T(z)!
u 0
Let u maximal pour R

Démonstration :

-~ u maximal pour R
Le pointeur ->,, force la premidre dérivation possible rencontrée lors de
son parcours et se transforme ensuite en ‘>ob'°
Si on a la configuration %0' ,» c'est done qu'aucune dérivation de R

<-ob

u

n'est possible dans u.
Donc u est maximal pour R,
~u € T(D)]
0 \
Les pointeurs =>on et =>rao permettent d'appliquer dans t des régles de
R. Les retgles gérant ces deux pointeurs ne modifient pas la structure des
arbres ou on les applique.

Donc :
ueT(D et t *ou
0
R
Propriété 2 : Soit t € T(I)!
' 0
sot  # so' )
I I- | 3 (g > d) € R tel que
=2ob C <op' |
I I
t u [ t—>u
g->d
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et aucun des arbres intermédiaires
ne contient le pointeur =>f,0
Démonstration : Puisqu'aucun arbre intermédiaire ne contient de pointeur

~>facs le pointeur <-gpt du membre droit a été engendré par le pointeur
—>ob du membre gauche;
Celui-ci a donc forcé une dérivation dans t. Or cette dérivation est &
fait 1'application d'une rigle de R. Ce qui démontre la propriété.
Remarque : La propositionl nous fournit une condition de maximalité exprim&
sous forme de configuration d'arbre, donc exploitable par un systéme J
réécriture. \ '
I1 faut, pour terminer la présentation des structures de contrdle, intro
duire les rdgles suivantes :
1. Pour relancer le pointeur =>fao ¢
So! So!
| -> |
<'I"ob' I‘>fac

t t

2. Pour arréter les dérivations :

s0°
| -t
<—op
! :
t
s0°
| -t
<fac'
t

(ceci dans le cas ou on s'autorise 3 arreter le processus de dérivatw
avant d'avoir atteint un arbre maximal)
3. Pour terminer la réécriture :
SO
| —>t
<~~ob

t
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Des rdles respectifs de —>op, et ==>py., On peut déduire les lemmes sui-
vants :

Soit t € T(X)!, R systdme de réécriture linéaire sur I, Reont le systime
0

contrdlé associé a R.
Lemme 1 : A toute suite de dérivation de R dans t, on peut faire corres—

pondre une suite de dérivations de Ryonpt dans SO telle que :

-t
t * *
__..911 =) SO — u
R I Rcont:

Démonstration :

Il suffit de n'utiliser que le pointeur —>¢,, pour effectuer, dans

SO, les rdgles de R aux endroits et dans l'ordre ou elles sont appliquées

t

dans t ._.*_, u
R
Lemme 2 : Soit R linéaire défini sur T(I), Rgopt le systime contrdlé asso-
cié. \
Soient v, w deux termes d'une des formes suivantes :
SO so! so!

t -> {—

t t

ou —>, <-- sont des pointeurs de contrdle

(—>facs ==>op et leurs dérivés).
Plus exactement :

v de la forme SO » SO’

t ¢, u e T(D)
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w de la forme SO! So!

{— ou -->

u u

alors 3 toute dérivation
*

v 2w
Rcont.
On peut associer une dérivation * \
t —>u
R

Démonstration :

Par construction de Ryont
Lemme 3 : Si R est acyclique alors Rpont est acyclique A partir de SO ,

t

t € T(L)

Démonstration :
Les régles de contrdle qui compldtent R en Roont ne créent pas de cycld
par construction. Les seuls cycles possibles sont done induits par R.
Lemme 4 : Si R est noéthérien, Reont est noéthérien 2 partir de SO ,

t

t € T(Z).
Démonstration : A tout arbre t € T(I) et A toute régle de R applicable daﬂ

t sont associées des régles de Ryont en nombre fini.

¢

Nous avons pu définir une structure de contr8le permettant de surveill
1'application des rdgles d'un systdme de réécriture linéaire A gauché. SaJ
perdre les propriétés principales de celui-cli. '

Elle nécessitait cependant un marquage au sommet de l'arbre 23 dérive
Cette condition, qui ne peut s'exprimer en termes de systimes de rééert
ture, était indispensable et peu naturelle.

Le marqueur de sommet joue plusieurs rdles :
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1. Générer un et un seul pointeur .
, 2. Donner une condition d'arr2t des dérivations (mise sous forme nor-
male)
' 3. Servir de "butoir" aux pointeurs de simulation, comme nous le ver—
rons plus loin,
La structure de contrdle que nous allons définir maintenant reprend l'idée
précédente, mais permet de marquer des "sous—sommets", jouant les rdles du
précédent marquage, de telle fagon que cela peut &tre décrit par des sys-
ttmes de réécriture. '
Nous allons créer des regles permettant d'isoler aléatoirement certains
sous—arbres du terme 3 dériver, sous—arbres que l'on marquera au sommet
ensulite,.
Dans ces sous—arbres, on pourra alors utiliser la structure de contrdle
précédente.
Plus précisément, nous opérerons de la manidre suivante :

- Nous créons des regles permettant 3 chaque symbole d'engendrer un
pointeur (—>zux) et un seul

= Celui~ci pourra soit remonter dans l'arbre, soit se transformer en
pointeur de gel (——>ge1) dont le rdle sera d'isoler le sous-arbre dont i1l
est sommet

- Une fois qu'un sous-arbre est isolé, on peut utiliser 2 l'intérieur
de celui-ci les structures de contrdle définies précédemment.
Les régles que nous créerons seront toutes linéaires.
La possibilité d'engendrer des pointeurs -->,,x aléatoirement dans l'arbre,

le non—-déterminisme de ce pointeur permettront d'exhiber pour toute rigle

du systd®me de départ R, une suite de dérivations la simulant de fagon con-— |

trélée.

I - Génération des pointeurs —->,,x :

Soit I l'alphabet sur lequel agit R, systime de réécriture que nous
voulons simuler de fagon contrdlée.

Soit L={f/¢f €L} ,

Afin d'éviter la créations de cycles et la présence de symboles para-
sites dans ies sous—arbres que nous voulons isoler, ndus autorisons pour
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chaque noeud de l'arbre, la création d'un seul pointeur —>,x en "barrant

le symbole du noeud correspondant :

¥fret <—~~aux
£ —_ |
/ \ )
7\
X1......Xn X1.....Xn

Permettons A ce pointeur :

1. de remonter : »
¥re: \ - <mmaux
¥ 1 sar(f) f _ I

SN, VN

x...x...x
1 i n
Xi
2. de commencer le gel du sous—arbre
¥re€rut <~—aux S
| —> |
f -—>
gel
VRN I
X1.......Xn -
/'r\\
xJooooooxn

-—->aux ainsi défini peut donc choisir d'isoler un sous-arbre.
2. Gel d'un sous-arbre

Cette actions a pour but de "barrer" tous les noeuds du sous—arbﬂ
évitant ainsi la création de nouveawx pointeurs <-—3,x, d'une part,

dtautre part d'éliminer du sous-arbre tous les pointeurs en surnombrg(
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£
£ —-—=>
7 N\ / \ :
x‘|.....xn —>8e1'. Xn .
X1
b
- --> . ....X
/ N\ gel n
X1 o0 o0 oXn I
X1
¥ a cste € L “‘>ge1 <“ge1 :
| —> | ) |
a EY 8
- - ’ I
¥ @ cste € I —=Dge) <—=gel b
| —> | M
3 , a
Tex |
¥ic<ar(d) T ~ -_—> T —_— _
/ l.-\Xn / I \ 'ooXn
X1 . o(I-gel X1 e .Xi _>8el
*1 141 :
¥f el
g — {——
PAEN | gel 3
x1 o-oo("_gel > '
b g
X / \
n X1 -o.oXn

Remarque ‘: Il n'est pas utile de définir de regles similaires aux deux
dernidres pour f € L. En effet, étant donné l'ordre dans lequel -->8e1
parcourt l1l'arbre, seuls les cas présentés peuvent se produire.

Cette premi2re série de rigles permet de "barrer" tous les noeuds de l'ar-
bre. Voyons maintenant comment interpréter puis régler les différents cas

ol le pointeur —>ge) rencontre <--—aux ou S.
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1. Rencontre —>ge1 (ou gel) et <——ayy :
Il y a A priori quatre cas possibles :

a. —>gel correspondant aux schémas suivants
<"aux
x
S S
- \ -
by by
J////f{:/el <Naux
ler temps <~—g,x nalt dans un 2tme temps : ==>ge1 continue son par”
sous—arbre non encore gelé cours. <{——gyx ne pouvant remonter plvé
haut que f, on obtient la configurd
tion
Nous choisissons de régler cette rencontre en créant la regle :
~—>gel ——=>gel
| — l
<~aux X

l -
X

dont nous dégagerons les propriétés plus loin.

| ne peut se présenter

<~~aux
|

X

En effet, i1 faudrait que <=——;,x Soit né dans x aprds le passage de
-—>ge1 dans x (sinon la rdgle précédente aurait été app;iquée). . ‘
Or cela n'est pas possible, car tous les symboles de x ont été "barra

lors du passage de —>ge].
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——>gel ne peut se présenter non plus

X

En effet cette configuration implique qu'on ait eu auparavant la con-

figuration —=>ge)

<_--aux (ces deux pointeurs parcourent 1l'arbre par
| sauts d'un niveau au plus chaque fois)
X

Or 11 n'existe aucune retgle permettant cette transformation.

d. <"="aux
<=—gel le seul cas ol cette configuration peut se présenter
| (1'autre étant réglé par a) correspondrait aux schémas
X suivants : '
S ' S
<"~~aux
- " gel
f \ f
el | <au
ler temps : <~—5,x nalt dans 2tme temps <-—a,x remonte sous §
une région non encore barrée <——gel achdve son
parcouRs

Or comme nous le remarquions précédemment, <-=-j,x ne peut remonter les
symboles barrés.
Cette configuration ne peut donc se présenter.
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2. Rencontre de —>ge) (0u <—ge1) et de S :

a. “gel correspond aux schémas suivants :
S
x
S S
r \ f

g
S
{ _ TAN
ler temps : un pointeur <-—zux 2d¢me temps : <——,x devient S
nait dans une région non barrée ——>gel continue son parcours.

Nous choisirons de régler ce cas en privilégiant 1'opération de gel la plV¥
interne. En clair, cela signifie que nous ne donnerons pas de régles ¢
réécriture gérant cette rencontre. —=>ge) sera donc bloqué au-dessus de

tant que les dérivations dans le sous-arbre interne ne seront pas term
nées.

Lorsqu'elles seront terminées, une rdgle permettra, nous le verrons, d'ef

facer le marqueur de sommet, et —>goy pourra achever son parcours.

b. <—I—ge1 .
S pour obtenir cette configuration, 11 faudra avoir eu précf
| demment
X

<‘I’gel
<~aux qui ne peut se présenter

X

Cette configuration ne peut donc pas non plus se présenter,
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c. S : ,
l se présente -au début de la phase de gel

-=>gel -si 1'on a eu précédemment <~——a,x
l . l » ce qui est
X —>gel
impossible
X

S et ===>ge1 sont donc deux symboles associés, leur rencontre n'est

pas un cas particullier.

d. S
l se présente - lorsque "'>gel a parcouru entidrement x
<~—gel -aprés la configuration <———g,x
I : | qui ne peut
x : <‘I’gel
se présenter X
Lorsqu'on obtient cette configuration, cela signifie donc que —=>ge) est

revenu 3 son point de départ.

3. Rencontre de —>gej(0u <—ge)) et -—l>gel(ou <—gel)
(P) Aucun de ces quatre cas de rencontre ne peut se produire, car :
- Chaque S est associé & un seul pointeur —>g¢)
- Tout pointeur de gel reste entre le S qu'il a créé et le premier
S du sous-arbre 3 geler,
Les pointeurs de gel sont donc seuls dans ces parties d'arbres.

Ceci nous permet donc d'énoncer :

Progosition H
La configuration S signifie exactement que t € T(I)

<=gel

t

(ou encore, tous les noeuds de t sont "barrés")
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Démonstration :
a) t ne contient pas de symbole S (sinon <-=—ge] ne serait pas remonté)

t ne contient ni =—>ge1, ni <=—ge1 (d'apres (P)).
t ne contient pas de <—=~3yx (———>ge1 les a tous rencontrés et

éliminés)
Donc t ne contient que des symboles de I u ;i

b) —-->ze1 ayant parcouru exhautivement t, y barrant tous les symbol”
de I qu'il a rencontré. '

Donc t € T(I). \
Grice A ce résultat, nous pouvons terminer la définition de cette structur’

de contrdle, & l'aide des regles.
S SO permettant d'appliquer la premi2re structure de

I -— l contrlle
t

So' _—» u permettant aux éventuels —=>ge) immobilisés aux

I niveaux supérieurs de continuer leur parcours

<~ob lorsque la simulation est terminée

u

On peut créer aussi les redgles suivantes, si l'on s'autorise & restituer d
sous—arbre 3 son contexte dds qu'une dérivation a été effectuée :

so* -—> u S0' —> u

| | |
<"fac' <=ob"

| | :
u u '
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Remargue£ :
1. Lorsqu'on utilise la premidre structure de contrdle, il ne faut pas

oublier de le définir sur T et non plus sur I.

2. En appliquant cette structure de contrdle 3 t € T(I), on obtient aprés
plusieurs dérivations tq € T(I.u I).

Pour éviter cela, 11 seralt judicieux, avant d'effacer les marqueurs de
sommet, de créer un pointeur quil renvoie les lettres "barrées" dans I, et
de n'effacer le marqueur de sommet que lorsque le sous-arbre appartient &
T(L).

Nous supposerons par la suite que le syst®me de réécriture effectuant ce
travail existe, mais ne le détaillerons pas.

Examinons maintenant les propriétés de cette structure de contrdle :

Soit R un syst®me de réécriture linéarisé 3 gauche sur T(I)

Reont le systime contrdlé correspondant (pour la structure de contrdle
que nous venons de définir).

Théordme 1 : Solent t, u € T(I)

A toute dérivation t_'_’_,u on peut failre correspondre t 2su

R . Reont

Démonstration

I1 suffit d'engendrer des pointeurs <--—5,x aux occurences de t ou
doivent s'appliquer les rdgles de R, dans l'ordre ol celles-ci doivent
s'appliquer, puis de geler les sous—arbres correspondants pour appliquer,
grice au pointeur —=D>p.,, la régle au sommet du sous—arbre.

L'effacement des "barres" nous restituera u i la fin de la déyivation.

Theordme 2 : Soient u, t € T(I)

A toute dérivation t %, u on peut associer une dérivation t _*e u

Reont R

Démonstration :

Lors de la dérivation t _:L.ix, un certain nombre de sous—arbres ont
| Roont  €té barrés (entidrement) puis "débar-
rés",
(Ce sont les seules suites de regles initialement applicables)
Si aucun sous-arbre n'a été 1s0lé de son contexte alors t = u et la pro-

priété est vérifiée.
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Sinon c'est qu'une régle du premier systdme de contrdle a été utilisée et
d'apres les résultats qui s'y rapportent, au moins une regle de R a été
appliquée (et seules des retgles de R ont été appliquées).

Remarque 1 . Pour cette démonstration nous avons utilisé :
- Le fait qu'il existe un systdme de réécriture effagant les barres.
2 . Cette structure de contrdle a l'avantage sur la premidre dé’
crite qu'elle s'exprime enti2rement en termes de systimes de réécriture.
Elle possdde pourtant 1l'inconvénient majeur d'induire des cycles.

En effet, sl t est sous—forme normale pour\R on pourra :

= Isoler un sous—arbre de t
- Essayer, grice 3 la premidre structure de contrdle de dériver ¢

sous—arbre (on obtiendra : ¢t effacement r
0—-————' I —
*
$0
—- .}

ce qui forme un cycle.

Nous n'utiliserons donc cette méthode que dans la partie consacrée gV

théories équationnelles, ou la notion de terminaison finie a moins d'impof
tance que pour les systdmes de réécriture, pour lesquels nous utiliserof

la premidre structure de controle.

58 \



CHAPITRE III

Linéarisation A droite , w
d'une regle de réécriture



Linéarisation A droite d'une rdgle de réécriture

Introduction :

La linéarisation d'une rdgle de réécriture peut se décomposer en trois
parties : '

- linéarisation & droite

- linéarisation & gauche

= lien entre les deux premiers points.
La premidre phase, qui fait l'objet de ce chapitre, consistera A recopier
dans le membre droit les sous—arbres instanciant des variables occurant
plusieurs fois dans ce terme.
Elle commencera A s'effectuer lorsque l'une quelconque des deux structures
de contrdle aura engendré un pointeur —=>¢5,.
Afin de contrdler A tout instant les dérivations i accomplir, nous défini-
rons plusieurs familles de rdgles de réécriture (regroupées en "primiti-
ves") s'enchalnant dans un ordre précis. ‘
Cela sera possible gréace aux différents "pointeurs" dont la présence sera
nécessaire pour qu'une dérivation puisse &tre appliquée. D'autre part, un
seul pointeur sera présent 3 la fois dans‘un sous—arbre 1so0lé de son con-
texte (i.e : en cours de simulation d'une rd¥gle du systéme de départ),
assurant un contrdle total du travail en cours.

Pour effectuer la linéarisation 3 droite d'une rdgle de réécriture,
nous modifions le membre droit de la régle A simuler en y introduisant de
nouveaux symboles fonctionnels ayant pour rdle d'indiquer qu'une cople est
A faire, l'endroit ou elle doit se faire, ainsi que le noeud ou commence le
modtle.

Rappelons enfin que la méthode décrite ne s'applique qu'd des termes
clos et ceci afin de pouvoir définir les regles permettant aux différents

pointeurs de parcourir les termes.
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II. Mode opératoire :
Nous 1'illustrons sur un exemple :
Soit la r¥gle non linéaire & droite :
(1

/b\ —_—D a

c .2 c/ \b
7 N\ 7 \ / \
X y b 4 y y b 4

Nous allons la décomposer en une suite de rdgles permettant d'aller reco’
pier aux noeuds adéquats les valeurs des variables correspondantes.

Tout d'abord, nous modifions cette rétgles de la manidre sulvante :

(") —=>fac Arac
I I
b a
7 N Ve
c z c b
/N /N [\
X Yy x y dc dec
|
1 1
|
2 1
fe fec
I
A A
am) —ob, 1 Aob, 1 Si la rdgle de départ
| est la itme rdgle de
, b\ -—> /a\ ‘sommet de membre gaucn‘
% 4 /% /b\ égal A b.
x Yy x y de dec
I
1 1
||
2 1
| ]
fc fe
|
A )

Afac Aob;i sont des marqueurs de sommet qui serviront (nous le verr?

plus loin) :
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a) A regénérer les pointeurs —=>p o ou —=>op (ou leurs dérivés) en
fin de travail

b) De point de rep2re pour les différents pointeurs parcourant le
sous-arbre.
= A est une nouvelle constante repérant l'endroit ou doit s'effectuer la
prochaine cople d'un symbole.
- Les suites Tc » (ag) € N indiquent que le sommet du sous-arbre 2

(71)

fe

recopier en A se trouve 3 l'occurence aj...g).

A partir de ce membre droit désormais linéaire, on peut alors définir
le travail de copie A accomplir sous la forme d'un algorithme, dont chaque
action et prédicat s'exprimera en termes de systimes de réécriture et de
configuration d'arbre. '

Linéarisation 3 droite
début
Engendrer un pointeur de recherche ;
chercher un noeud oh\doit s'effectuer une cople ;
tant que non finil faire
% Recopler un sous-arbre %

Remonter le code (ajy) au sommet ;

Descendre au noeud de code ay...an 3
Tant que non fini 2 faire
$ Recopier un symbole %
Chercher le symbole & recopler ;
Charger l1'information ;
Remonter l'information au sommet ;
Descendre jusqu'au premier A ;
Déposer l'information et remonter sous le sommet ;
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Fait
Effacer les symboles auxiliaires ;

Regénérer un pointeur de recherche ;

Fait

Effacer les symboles auxiliaires et regénérer le pointeur de dérivation i

Fin.
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Nous allons maintenant décrire chacune de ces primitives :

1. Engendrer un pointeur de recherche

On exprime cette action par :
A Al
> | ou A et A' correspondent au méme pointeur de

x -—>pec dérivation

X

2. Chercher un noeud ol doit s'effectuer une copie :

Nous munissons le pointeur de recherche =——>poo de régles luil permet-
tant d'explorer l'arbre conformément 2 l'ordre "sens de parcours", ceci
afin qu'il repére le premier noeud (relativement & cet ordre) ol doit s'ef-
fectuer une copie. En clair, i1 devra repérer le premier symbole dc.

C'est ce qu'exprime le systdme de réécriture suivant :

¥fe€L —Dpeo t
7N\

t _—> —> on-ooox
N rec n
X1....Xn \ I
X
¥ acste €I —-Dpge ~~“rec
— |
a a
¥rez: e f
/JINN — AN
¥ 1 < ar(f) x1.<pec X1+1°°*n X1..X§ pec **¥n
I |
X4 Xg+1
¥re: f - $rec
> |
N T
VAR
x1oco-.<--rec x1...oXn
l
X
n
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Ces quatre familles de rdgles girent le parcours du pointeur —>pec:
La rdgle suivante exprime sa transformation en pointeur de remontée lor?

qu'il a rencontré dc : —Dpec —>prem
| - |
de de
l l
x x

3. Remonter la suite dc sous le sommet A?
(24)

fe

Afin d'obtenir des rdgles de parcours homogdnes et de pouvoir considé’
rer, dans le chapitre traitant des théories équationnelles, la reversib!’

1i1té des régles, cette ascension de la suite dc

|
(%4)
R

fc
sera accomplie en lui faisant parcourir le reste de 1'arbre conformément’
1'ordre sens de parcours.

Ce qui nous conduit 2 écrire le systéme de réécriture sulvant
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¥ a constante € L u 14} —prenm

Vfetx —~>pem

de
(ai)

fe

-\

x1.oooaoxn

<~~~rem

de

(°1)
I

fe

a

f
—_>remo s oxn

de

(ai)

fe

X

e .



¥fel
¥ 1 < ar(f)

¥y¢r:

¥fetl

—rem

de —_—

(°1)
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/l\\

X{eeX{ ~">pem-+Xn

dec

(a,)

<""“rem

de

(a,)

fe

x1.....xn




Remarque : : .
Les symboles Y ¢ L ont été, d'une part, définis comme étant d'arité 1

: ce sera toujours le cas (ce sont des informations insérées dans l'ardbre
originel : elles ne modifient pas la structure de celui-ci).

D'autre part, on les a traité comme des constantes de I : ils sont
unaires, et, dans cétte partie de la simulation, touts leurs descendants le
sont aussi. Il n'est donc pas nécessaire de parcourir ceux-ci.

L'application de ce syst®me de réécriture prendra fin lorsqu'on ob-
tiendra la configuration : A

Nous pouvons alors décrire le systime de réécriture permettant de

descendre le pointeur jusqu'au noeud de code ay...ap @

A A
| —> |
<“rem —>ch (1)
I | '
X X
¥re:x —>ah £
| \
de / ' \ :
¥ 1 sar(f) | -—> X{eess ===Don.sXp  (2)
1 |
| de
(ay) ' ' |
I (ay)
fe
| |
b e fo
-~ I\\\
x1co.o xi..-Xn . l
. x,
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Proposition :
Si 1'on part de la configuration A = Aot x € T(D)

|
=>¢ch

dec

(ag)1g15n

|
fe
|

et si 1'on applique les rdgles du systeme de réécriture décrites page pP&

cédente, on obtient la configuration —>qp ou u est un sous arbre de X

de dont le sommet est de code

) I a1...0n dans x.
fe

u

Démonstration :
- Depuis la configuration A, on ne peut appliquer que des régles de »

famille (2). Or celles—ci font descendre le pointeur d'un niveau dans ¥

chaque application.

¢
Puisque 1'on part de la profondeur O (sommet de x), on descendra do”
3 la profondeur n dans X, ou l'on arrivera lorsqu'on aura la cont‘igur'ation
—=>ch
de
fe

u
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Montrons que le sommet de u (qui est 3 la bonne profondeur) est bien

celui correspondant au code ay...ap.

Pour cela démontrons P1.

P1 : Soit une suite (ay,...an). Si 1'on est parti de la configuration A, et
8

i 1'on a la configuration B « ===>.p

de

i+1

n

I
a
I
Qa
I

fe

y

Démonstration :

P1 est vrale lorsqu'on a la configuration A

dans x, alors le sommet de y est
de code aj...ay dans x.

Supposons que Pq soit vrale pour 0<i<n
C'est dire que l'on a la configuration B, obh y = . ¢ fe:
x{..\.xn
On applique donc une regle de la famille (2) ce qﬁi nous améne i la confi-
guration suivante : \ '
_ f ~ ou le sommet de X,{+1 est de code &7...04,q1+1
X1 ==>¢che +Xn dans x.

de Py est donc toujours vraie.

x
al+l .
Ceci termine la preuve de Py et celle de la proposition (lorsque i = n).
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Corollaire :
On arrive donc au noeud aj...ap relativement au sommet lorsque 1'of

obtient la configuration —>ch

de
I \
fe

X
Cette condition d'arrét nous permet ‘d'enclencher maintenant la phay
de cople proprement dite.
Le rdle de la primitive suivante sera :
1) de marquer le sommet du sous—arbre 3 recopler
2) de charger le symbole sommet de ce sous—arbre
Ce que nous décrivons par la famille de regles suivante :

¥ret: —>c¢ch '->copf
| .
de —_— 63
I |
fe b o
7\
‘ X1....xn
f
/7 \

x1....xn
ou ® { f est un nouveau symbole fonctionnel marquant la téte du sous-afbﬂ

A recopler.

Définissons maintenant le syst®me de réécriture permettant a ~=>copf ¢

réJoindre le sommet A' :

I - —>copf. . oXn
g |
/7 N\
x1-ooxn x1
¥acste €I', ¥f € I —oopt — <~~copf
a a
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¥gerl'¥2 €:

g — g
/. N ~ s \\
¥ 1 < ar(g) X1.<== Xj{41.Xp X1eeX{ ~Dgopfe+Xn
X4 X141
¥g¢€ z‘{A'fac,A'ob} _ g ~ ——> <"-copf
v f € z x1oooo <—_c°pr . |
: g
X 7\
n X‘[....Xn

Aprds application de cette primitive, un pointeur portant la valeur du
sommet du sous-arbre 3 recopier se trouve sous le marqueur de sommet A'.

I1 faut maintenant définir le systime de réécriture qui permettra de dépo-
ser cette information 3 l'endroit adéquat.

On remarque facilement que l'information est 3 déposer sur le premier A
relativement 2 l'ordre "sens de parcours" (c'est le A dont on a remonté le
code (aj) au sommet des phases précédentes).

La primitive | premiére| aura donc pour tiche :

cople

a. de rechercher dans l'arbre le premier symbole A

b. d'y déposer l'information portée par le pointeur —>copf
Ce que nous exprimons par le systdme de réécriture suivant, que 1l'on peut
décomposer en trois parties :

premidre partie : Remontée du pointeur —>copf au sommet.
Cette primitive est associée au systime de réécriture défini, ci-dessus,
dont le travail se termine lorsque 1l'on obtient la configuration A'

<=copt”
|

X

(en effet, ——>copf parcourt exhaustivement 1l'arbre dans le sens de parcours
depuis son lieu de naissance (descendant de A') jusqu'a A'(ou 11 est forcé-
ment en phase ascendante). Lorsqu'il est sous A' en phase ascendante, il

n'existe pas de regle dans le systime de réécriture lui permettant de changer
de place ou d'état),
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deuxi®me partie : Recherche du premier A

¥y¥rtetl A A
| — |
<I'copf 'I>cop'r
x X
¥(g,f) €(tui®,0))x L —>cop't
\
g - 1feeeX
PREN cop'f n
x1uoo-oxn \ o I
X
¥ a cste € I —>cop't ' <—=cop'f
Vfe L I — I
a a
¥(g,r)e€ (Zu{@.-é})x z g - g
¥ 1 < ar(g) X1+ +<$=cop'f-%n X1eeX{=Dcop'f+-¥n
| I
X4 Xg+1
¥(g,f,)€ (Lui®,®))xI L, g <=~cop'ft
X1eee$<""cop'f -_—> I
l g
/
Xn X{eeoseXpn
¥rer —>cop'f - ——>vide
A b g
/ \
A....A

Remarque :
) f
Cette dernidre familles de rdgles est elle aussi linéaire A droite c?

A est une constante, et non une variable.
A 1'aide des primitives, 11 nous a été possible de recopler 3l
droit voulu le symbole sommet du sous-arbre modele. )
Nous devons maintenant définir d‘'autres primitives qui nous permé|
trons de recopier ou il faut les autres symboles fonctlionnels du sous-ar?

vw’

modele.
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Ces brimitives seront, dans leur ordre d'utilisation aprds la phase de
premidre cople :

1) Remonter au sommet le pointeur vide
2) Chercher le sommet marqué d'un é du sous—arbre moddle
3) Chercher dans ce sous—arbre le premier noeud (relativement 2 1l'or-
dre sens de parcours) non encore recopié.
4) Charger la valeur de ce noeud et remonter au sommet
5) Aller déposer 1l'information au noeud adéquat.
Lorsque les 4 premi®res phases auront été décrites en termes de systemes de
réécriture, nous montrerons que l'information devra &tre déposée sur le
premier A de l‘arbre, relativement 3 1l'ordre sens de parcours.
1. Le systime de réécriture gérant la remontée du pointeur —>yide €St du
méme type que les autres systimes de remontée. La dernidre rigle en sera :
Al _—D A
| l

{vide ~—rec

X . X

2. Chercher le sommet du sous—arbre A recopier

Ce travail va €tre accompli par le systeme de réécriture suivant :

¥fe: —>cop PN
I \ _—> _>copocoxn
f |
/ \
x1 o..xn x1
¥ acste € L —->cop - <~=cop
a a
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vret PR — —f N
\ 7\
¥ 1< ar(f) x‘loo(_-cop..Xn X1..X1 “)copo .Xn
Xy Xq+1
! r
X‘|.-...Xn / \
x1ooooxn
~==cop ~—>cop"

-

6
|

I
©
I

Ces regles, typiques d'une procédure de recherche relativement
1'ordre sens de parcours, nous permettent de repérer un symbole ®.
(Nous montrerons plus loin, lors de la preuve de l'algorithme, que si 1'0’}
est parti d'un arbre appartenant 3 T(I), alors il y a au plus un symbole@
dans l'arbre).
Passons maintenant & la troisidme phase de copie.
Précisons notre mode opératoire :

- tout noeud dont l'information a été chargée est marqué, lors de &
chargement, d'un ®.

= on charge les informations dans l'ordre sens \de parcours
La recherche du noeud dont il faut charger la valeur consistera don¢
parcourir le sous—arbre modetle, suivant l'ordre sens de parcours, Jusq""
ce que l'on trouve un noeud de ce sous—-arbre non mar‘dué d'un 6, '
Remarque : Cette méthode fournit de plus une condition d'arret de la COP“'
En effet, le pointeur chargé de trouver le premier noeud non mér‘qué. grut
ne reviendra au sommet du sous-arbre modéle que si tous les noeuds SOJ
marqués, et donc recopiés (si l'on se réfire A la succession des dit‘fél”eﬂ
tes phases).
Décrivons donc cette phase :
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Troisiéme“partie :

_ —=>
®
f
7 N\
x1....Xn
¥ f €z -->cop'
© -—->
|
f
/ \
x10loaXn
¥ acste €L —=>cop"
® —>
l
a
¥ret: b
e \\
\
Xy
¥r b g -—>
€1 ~

x1ooo.'<-_cop|
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b
7/ O
->cop'.o-xn
I
X
®
|
¢
AN
—2cop'++Xn
|
X
<_f“cop'
|
®
|
a
f
—/ v
X1..X1 —->cop|..Xn
‘ |
Xi+1
(—“copv
|
t
/ \
x1...xn
(--‘copv
|
®
l
X
~—>copt
|
®
|
i ¢
/ \
X1....xn



Ce systime vérifie les deux propriétés suivantes, que nous allons démontref

Propriété 1 : Le noeud dont l'information est chargée lors de l'applicatio?

de ce systime de réécriture est le premier du sous-arbre moddle non marqué

d'un @ ou d'un @ —

Propriété 2 : La configuration ® nous assure que tout le moddle a été
| recopié

Démonstration de la propriété 1 : \
« —>cop' ne peut &tre le pdre d'un noeud dont le symbole appartient 2 T(
que si ce noeud n'est pas marqué. (Il ne pointe jamais, lorsqu'il est ef

phase descendante, sur un symbole marqué, mais sur le marquage lui-méme)
En effet lorsqu'il rencontre un © ou un 5, le pointeur "descend deux 174
ges", donc ne pointe pas sur le noeud marqué du ® ou du 6.(11 surrit ¢
voir les deux familles de regles gérant cette rencontre).
. Si, en phase descendante, il pointe sur un symbole de T(L), la seul!
rdgle applicable est de la famille

—>cop" "I">cop £
t —_> ®
7 N\
X‘| cess e QXn |
by
/ N\ -
X‘] [N ] .xn

Done

a. ——>cop' charge 1'information d'un noeud non marqué d'un ® ou d'un ("’)
(point 1)

b. Ce noeud dont il charge l'information est le premier noeu'd non mard

(relativement A l'ordre sens de parcours) qu'il rencontre. ' )
(point 2). )

Ce qui démontre la propriété 1.
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Démonstration de la propriété 2 :

. Lorsque 1l'on a la configuration C) » cela signifie que —->copo

| cop'

X

a parcouru exhaustivement x. S'il y existait un symbole non marqué d'un &
il en aurait chargé l'information (propriété 1).

Donc tous les noeuds de x sont marqués d'un' G\ L'information de chacun
d'eux a donc été chargée (et recopiée & l'endroit‘voulu. comme nous allons
le montrer maintenant).

La propriété 2 est donc vérifiée.

4, Remonter l'information au sommet

I1 s'agit d'un systdme permettant & —=—>,onr de parcourir 1'arbre. La
dernidre rdgle en sera :
A' ——> A *
=copt ‘ ~=>copf
x x

5. Déposer l'information au noeud adéquat

Nous décrivons tout\d'abord le systtme de réécriture effectuant ce tra-
vail, puis nous montrerons & l'aide de celui-ci que 1l'information doit &tre
déposée sur le premier A non précédé d'une suite dc du sous—arbre de

sommet A’

'V(z.f) € 12 "‘>cop'r // ‘\\\
|

g .
VAR
X1....Xn x‘l
® <)
| |
X X
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a a
¥(g,r)e 12 g —> g
¥1i1K ar(g) x1..<""cop'f. «Xn X1eeX§ ")cop'f..Xn
Xy Xi41
¥(g,f )€ 12 g — <=~cop't
/N '
x1ooo.<_-cop'f
\ 4/g\~
xn x1....xn
¥fe€gx ——>cop'f —> <vide
A [ ¢
/ \
A.....A

Il est clair que l'information est déposée sur le premier A relativt
ment 34 l'ordre "sens de parcours".

Il faut noter que telle était bien sa destination :

- 81 ce A a été engendré lors de la copie précédente :

C'est le fils gauche du symbole recopié lors de la phase précédente:

Or le symbole & déposer est le fils gauche du modtle de la phase PF
cédente.

Les deux noeuds (moddle et A) sont donc bien correspondants.

- Si{ ce A provient d'une phase de cople antérieure :

La copie précédente a servi A compléter le sous-arbre remplagant 1°
immédiatement A gauche de celui dont nous nous occupons.

Si 1'on suppose que cette copie pfécédente concernait le dernier noeJ
du sous-arbre du moddle correspondant, alors le symbole 3 déposer a b}
comme destination le premier A de l'arbre (relativement 3 1l'ordre ;sens
parcours").

On peut donc montrer par récurrence que si une copie a été faité
bon endroit, il en est de méme pour la suivante. : J

Ce qui démontre que toutes les coples se font ol i1 faut, car la ph

midre copie est "bien faite".

79 {



Pour” terminer la description de la phase de copie d'un sous-arbre,
nous devons définir le systime de réécriture permettant, lorsque cette

copie est terminée d'effacer les symboles auxiliaires ® et ®, désormais
inutiles.

Cette primitive : | effacer les sym— |doit &tre déclenchée lorsqu'on obtient

boles auxiliaires

la configuration 6 qui signifie que tous les noeuds de x ont été reco
| piés

<'rcop'

X

Nous effacerons tout d'abord les et ensuite seulement le marqueur de
sommet 6 (ceci nous sera utile lors de l'application aux théories équation-
nelles).

Nous définissons par conséquent le systeme de réécriture :

® -_> ® (génération de pointeur d'effacement)
<~=cop' —=def
x x '
¥ el —Def /f\ ¥ acste €I —Dep {~—ef
| > ==Sep.euXp | -
t | a a
/7 \

X1 .o oxn x1
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¥rex r —> £
PR RN —71 N

¥ 1 < ar(f) X{ee$—ef.+Xp X{+eX{ —DefeXp
X4 Xg41
¥ret: , f\ —_— <Tref
x1 ".<—-er /r\
I X‘| oooxn
x
n

(4 familles de regles permettant de parcourir le sous—arbre)
——Der —ef e\ - er'
| —> | | —> |
@ X <—er X
X

X

(regles d'effagage)
I1 faut de plus définir les rdgles permettant 3 <———er' de regagner #
sommet A'. Ce qui nous permet'alors d'énoncer :

Proposition : La configuration' Al signifie que x ne contient plus ni @
| ni ®

<—=eft

X

dont la démonstration est claire, étant donnée la construction.

Nous pouvons alors relancer une phase de recherche, en créant la régle *
A A'

| —> |

{=~ef —Jrec
| |

X X
Une condition d'arret de la simulation est assurée par le lemme sv*

vant @
1/
lemme : La configuration A' signifie que toutes les copies sont ter?

nées. |
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dem : Le pointeur de recherche n'a donc rencontré aucun symbole dc. Puisque
l'on est parti d'un linéarisé droit d'un arbre de T(L), c'est donc que x €
T(Z) (d'aprds les définitions des systimes de réécriture de ce chapitre),
et que toutes les copies sont terminées.

Des lors, on peut "dégeler"™ les pointeurs de dérivations, par exemple gréce
aux redgles suivantes :

A'fac —=> <"fac'
|
<rec x
|
x
A'ob, & — <~="ob!
|
rec x
|
x

(dans le cas ou la structure de contrdle utilisée est celle "barrant" les
symboles de I, une phase d'enl2vement des barres peut éventuellement précé-
der ce "dégel").

Nous avons donc pu définir un systime de réécriture linéaire & gauche
simulant une regle non linéaire A droite. L'utilisation de symboles auxi-
liaires nous a permis \d'effectuer cette simulation de mani®re non ambigﬁe
et sans interférence avec des applications d'autres regles.

(La non-ambiguité de cette simulation est assurée par l'unicité du pointeur
dans un sous—arbre 1s0lé et par la nécessité de la présence du pointeur
dans tous les membres gauches des regles générées).

Nous montrons maintenant plus formellement (algorithme) que cette
simulation fonctionne correctement.

tag} et {ap} = {a}

Linéarisation & droite
dévut
Engendrer un pointeur de recherché i tap}) et tagz}
Chercher un noeud & copler ; tay}
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Tant que (1l reste des sous-arbres  copler) faire {i}
¢ recopier un sous-arbre %

Remonter le code au sommet A' ; {ag}

Descendre jusqu'au noeud correspondant ; {aft}

PREMIERE COPIE ; {ag}

tant que (le sous-arbre n'est pas recopié) faire {J}

¢ Recopier un symbole %
Changer <~——yide €N —=>cop i 181!}
Chercher le symbole & recopler ; {62}
Charger 1'information ; {83}
Remonter l'information au sommet ; {8y}
Descendre jusqu'au premier A ; {85}
Déposer l'information ; {6g}
Remonter 3 vide ;
¢ symbole recopié %
fait {ag}
Effacer les symboles auxiliaires ; {aqq}
Regénérer un pointeur de recherche ;
¢ Sous-arbre recopié % {ag}
Chercher un noeud, ou copier ;

fait ; {Bp} et { A' }

Effacer les symboles auxiliaires et Regénérer un pointeur de contrbﬂ

fin {8} = {By} et {B2}

Avec ¢
1a7}
Premidre copile

Début )
Charger 1'information et marquer le sommet du sous-arbre (@) ; 161/ .

Remonter au sommet A' ; {85}
Descendre jusqu'au premier A ; {83}
Déposer l'information ; {6y}

Remonter 2 vide ;

fin {ag,;
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L'aléorithme de linéarisation 3 droite d'une régle est représenté par
le programme de la page précédente.
Prouvons maintenant la correction de cet algorithme muni de ses as-
sertions {a}={on la configuration A , ol A € {Afac:Aopt} et
it € T(L uide,fC,aq,ap)!
[ I
et est tel que :
— ces quatre symboles se présentent uniquement sous la configuration

de

(ai)

fc

.
A
- n=a (dec,t)}
On considére que {a} = {aq} et {ap}
{8} = { on a la configuration <--7 avec <— ‘e { <‘-féc', <~=ob'}} et

u

tu e (D)1
0
u est 1l'arbre t ou l'on a recopié, 3 la place de chaque suite
de les sous-arbres de t dont le sommet correspondait 3 la suite

| (ag) associée}
(ai)
|

fe

A

De méme que précédemment, on considérera.que {B} = {Bq} et {Bp}
Nous pouvons alors énoncer, vu les rigles générant le pointeur de recherche

--->rec, que H

{a} engendrer un {ap} et {a3}
pointeur de

recherche
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avec {a3} = {on a la configuration A’ » N' € {A'fac, A'ont!

est un résultat.

Montrons maintenant que :

{ap} et {a3} | chercher un]ion a un arbre de la forme A'avec
noeud ou A €{A' fac A'QP} et : |

|_copier t
Sin=0 t' e« <~pge

t

Si n > O alors t' est l'arbre t ou 1'0nl

intercalé devant le premier dc de t (reld”
vement 3 1l'ordre sens de parcours) un pOIff

teur <--__ -} = {ad}.

est un résultat.

Démonstration :

a. n«0

L'arbre t ne contient pas de symbole dc (donc t € T(z)!)
0

-

Or le syst®me de réécriture associé ¥ la primitive [chercher un pefﬂ
noeud ol copien

uniquement au pointeur —=>p.o de parcourir t 3 la recherche d'un symbo1
dc.
Comme t ne contient pas de dc, —~=>pee parcourt intégralement t. Le role

la primitive s'arréte donc lorsque l'on a la configuration A'

(aucune rdgle de la primitive ne peut s'appliquer ici).
b. n4 0 .
-—>pec parcourra t jusqu'a ce qu'il rencontre un symbole dc (donc

le premier par rapport 4 l'ordre sens de parcours). La seule re¥gle de

primitive applicable alors sera :
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~~rec <“rem
| —=> |
de de
B ¢ X
De plus, 1les pointeurs ne modifiant pas la structure ni les symboles de
l'arbre qu'ils parcourent, et la primitive gérant uniquement un parcours de
pointeur, il en résulte donc que l'on a, apres application de cette régle
(dernitre regle de |chercher un rr la configuration A' , ou t' n'est au-

t

noeud ol copie

tre que t, avec insertion d'un pointeur <—=-pon devant le premier symbole
dc de t.

Ce qui termine la preuve de cette primitive.
Nous arrivons alors au premier tant que :
[“4} Tant que (il reste des sous—arbres & recopier) faire
{i}

Recopier un sous-arbre ;

{as}
Chercher un noeud ol copier ;

fait ; ,

A
[32} et {on a la configuration | }

<rec
I
u

avec i = {aa ol les t'(resp.t) sont remplacés par v'(resp. v)}

et {p = nombre des sous-arbres recopiés ;j n = p + q ; q:,#‘(dc,v)}
A
5 " {on a la configuration | , v vérifiant % ; PP+ 1;qg+q-1}

-
rec

v

a
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(en clair, la ptMe suite 9C¢ de t a été remplacée par le sous-arbre
I donc le code du sommet correspond & cette
(ag) suite (aj))

fe

A
Supposons pour l'instant que :

11} RECOPIER | {a5} est un résultat
UN SOUS- \
ARBRE

D'aprds la preuve précédente :

{ag} {chercher un | {i} est un résultat

noeud ou co-

| pier

Démontrons alors le tant que

a. Preuve d'arrét

0

Remarquons pour cela que{ il reste des [<=> on n'a pas la => {q*
sous—arbres configuration A'
A recopler |
<I‘rec
X

Or chaque itération décremente strictement q.
Donc on n'effectuera qu'un nombre fini d'itérations.
b. Preuve de correction
I1 nous faut vérifier la validité de 1'invariant §
1. 1 est vral A l'entrée du tant que :
Il suffit de poser ve=t, v' = t'

doncq=n, p=0
2. {1y et { A'} = {Bopui{ A'}

87 \



car : q =0 donc v € T(L)?
0
p = n donc tous les dc ont été remplacés par les sous-arbres
| correspondants
(ai)
I

fe

A

3. 1 est invariant, si 1'on suppose, et nous le prouverons plus loin .que
{1} | Recopier] {as} est un résultat o
un sous-

arbre

Montrons maintenant que :

{ on a la configuration } et {85} |effacer les symboles {8} est un résultat
A' auxiliaires et regen;v

| rer le pointeur de con- Jﬂ
<—1"ec : trole

La seule rdgle de cette primitive efface la suite A' pour la remplacer

\ I
<-.r'ec

par <-‘! € { <fac' + <op' }
Ces assertions sont donc valides.
I1 nous reste donc 3 prouver que :

{1} | RECOPIER UN | {a5} est un résultat
‘ SOUS-ARBRE
Pour cela, montrons tout d'abord que :

11} | Remonter le | {ag} est un résultat

code au sommet A'
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avec
ag = (on a 1a configuration A'

| ol vi est 1'arbre v ou on a enlevé

-—>ch ,» la premi2re suite dc de v. Cette
| suite se trou | vant mainte
de tenant sous le  (aj) sommet A'
(ay} fe
fe \
- Y

Puisqu'on n'entre dans ce tant que que lorsque Vv contient au moins un sy”

bole dc,

{1} nous assure que le pointeur <~—pney est ptre du ler dc de v.
Le systime de réécriture correspondant ¥ cette primitive peut do*

entrer en application.. D&s lors, le pointeur se chargera de remonter'1

suite jusqu'au sommet A'.

Ce qui valide les assertions.

Montrons que

{ag} | descendre jusqu'au | {a7} est un résultat
noeud correspondant

avec @
2 -~
a7 =|lon a la configuration A' ol vy est vq dans lequel on a 1nter‘0al

AP

{ devant le noeud de code (ay), la suite —>¢p

I
de
I

fe

-
le lemme de la page 22 entrailne le résultat.

Montrons que @
ta7} | PREMIERE| {ag} est un résultat
COPIE
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avec :

ug:

(0n a 1a configuration A' , ol v3 est 1'arbre vy dans lequel )

<-|--vide

V3
: on a intercalé devant le noeud de code (aj) un symbole ®
2 : le premier A a été remplacé par f , 81 £ est le symbole

/
A \A

du noeud de code (aj)

Décomposons pour cela la preuve en plusieurs &tapes.

et tout d'abord montrons que :

{a7} charger l'information {Y1} est un résultat
et marquer le sommet
du sous-arbre (é)
. )
avec : (On a la configuration A' ol v's est 1l'arbre vy dans lequel
v'
5 q
Y= 4 .
on a intercalé devant le noeud de code (aj) la suite <-“copf.f
étant le symbole porté par ce noeud 5] J

\
Cela résulte immédiatement de l'unique famille de rigles de cette primitive

Montrons que :

1Y4} | Remonter au {Y2} est un résultat
sommet A'
avec : [On a la configuration A' ou v" est l'arbre vq dans lequel’ }
| 2
<~copt b
Yo = { I
vﬂ
2
on a intercalé devant le noeud de code (aj) un symbole @, f étant
le symbole porté par ce noeud J

LA encore, la définition de cette primitive, servant uniquement i remonter

——=>copf au sommet A' entraine le résultat.

Montrons que :
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{Y2} | descendre | {Y3} est un résultat
Jusqu'au
premier A
avec : {On a la configuration A’ ou v"' est l'arbre v" dans lequel
| 2 2
Y3 = ﬁ v
2

on a intercalé devant le premier symbole A le pointeur —cop'f’

ou f est le symbole du noeud de code (aj)

C'est ici le lemme de la page 22 qui nous %ssuré'du résultat.

Montrons que :
ivy3}| déposer {Yy} est un résultat

1'information

avec : { On a la configuration A’ ou v(#) est 1'arbre v"' dans lequel
:\Irf" 2 2
Yy ¢ 1. Le pointeur ——=>qop'r €st remplacé par le pointeur <———yide
2. Le premier A de v"' a été remplacé par f ,» T étant le
2 AN

| symbole du noeud de code (ag).
La seule famille de rdgles de cette primitive entralne clairement le résur
tat.
De méme, la définition de la primitive| remonter | permet d'énoncer

3 vide

directement que

1Yy} Jremonter] {ag} est un résultat

3 vide

ce qui termine la preuve de | PREMIERE

COPIE

I1 nous reste donc maintenant & prouver la boucle

lag} / {ag}
\ ¢
le sous-arbre RECOPIER
n'est pas reco— UN SYMBOLE

pié

/
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Rappelons que la condition d'arreét de ce Tant Que peut s'exprimer, en ter-
mes de configuration d'arbres par :

" on n'a pas la configuration A! "

<fint
I

X

Supposons pour l'instant que :
{J et-1 A } Recopier 1{j} soit un résultat

| un symbole
<==fint

W

et posons :
W’ On a la configuration A' ou w est l'arbre t dans lequel
<~find
ag = < l \
N .

les p premiers A de t ont été remplacés par les sous—arbres dont
le sommet a pour code la suite (aj) de chaque A.
Le sous-arbre dont le sommet correspond & la pi¥me +fsuite (ay)

L de t est marqué au sommet par @, tous ses descendants sont mar-
qués d'un (3. /

( Le noeud de code (ai) a nq descendants. Les pi1 premiers descen—‘\

dants pour l'ordre sens de parcours ont été recopiés 2
1'endroit voulu.

S{ py = ny, alors 1'itération suivante conduira 3 la configura-
. !
tion . A
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Sinon on a la configuration A’

<“vide

"n

Dans les deux cas, w est l'arbre v3 ou les pq premiers desce",
dants du noeud de code (aj) sont marqués d'un @

Ces py noeuds ont &té recopiés 3 1'endroit voulu.
Supposons d'autre part pour 1'instant que chaque itération, 3 l'exceptw

de la dernidre incremente py d'une unité.

Preuve d'arrét :
Puisque py augmente de 1 & chaque itération et qu'il est borné suﬂ

rieurement par nq, on accomplira donc un nombre fini d'itérations

(ng + 1).

Preuve de correction @
On suppose pour l'instant que { J et-T Al 3

<=fin1

Recopier ﬁﬁ] {3} est
SYMBOLE

un résultat. .
(ag et | A ) => J
I

<—tint

W

En effet, ag => p4 = 0
{J et A’ } -> iagj
| .

<—fin1
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Le Tant Que est donc prouvé, si 1l'on suppose que | RECOPIER |l'est.

UN SYMBOLE
Montrons maintenant que :
tag} | effacer les {aq0} est un résultat, avec :
symboles
auxiliaires
\
On a la configuration A' » OU to est l'arbre t dans lequel
| .
o ® ﬁ ' <I‘er ’
t2
les p + 1 premiers A ont été remplacés par les sous—-arbres correspon-—
&ants aux codes associés. S,
Cette primitive 3
1. engendre un pointeur remplagant <~—gin1 (—der) |
2. lui fait parcourir le sous-arbre de sommet A' de fagon exhaustive, .-

effagant les symboles ® et -6 qu'il rencontre. .
Ces considérations, ainsi que le lemme de la page 22, nous assure du résul-
tat.
Nous avons ensuite clairement le résultat suivant :

{aq0} Regénérer le {1}
pointeur de

recherche

11 nous reste encore A prouver que

{J et | A ‘} Recopier ] {Jj} est un résultat
| un SYMBOLE
<="fin1
w

Procédons par étapes et montrons tout d'abord que

{J et-1 A’ } changer <———yide {81} est un résultat
<I‘r1n1
w
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avec

Cette définition de &1 entralne clairement le résultat.

Montrons que :
181} chercher le| {62} est un résultat, avec :

La primitive :
1. recherche le symbole ®, marquant le sommet du sous-arbre de code (e

2. transforme le pointeur —=>qop €n —=>gopt qui recherchera dans ce'

met A'.

donc {81} [ chercher le| {62} est bien un résultat

Montrons maintenant que :

< wr

81 -{? dans 1l'expression duquel on remplace <——yjde Par —>cop }

symbole 2

recopier
rLe noeud de code (ay) a nq descendants. Les py premiers par rapport
A 1'ordre sens de parcours ont été Qecopiés 3 l'endroit voulu et sof

marqués d'un +,
Si py < ny, on a la configuration A' ol w' est l'arbre w dans

lequel le (py + 1)€ descendant du noeud de code (aj) est précédé "

pointeur —=>¢qp?
Si{ py = ny on a la configuration A'

<Tr1n1

w

|

sous—-arbre le premier noeud non marqué d'un().
S'i1 en trouve un (py < ny), le rdle de la primitive s'arrite,
Sinon (py = ny), <~—gopt' devient <~—pyp1 Qui remonte jusqu'au s

(d'aprés les propriétés 1 et 2)

symbole a

recopier

{82}| charger {63} est un résultat, avec
1t'informat ion
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1e noeud de code (aj) a ny descendants. Les py premiers pour 1l'ordre
sens de parcours ont été recopiés 3a 1l'endroit voulu et sont marqués
d'un +, .
Si py = ny on a la configuration A'

83 =4 . .|

<==fin1

w

Si p1 < ny alors le (p1 + 1)€ noeud est marqué d'un ), lui-mdme précédé
d'un pointeur <~==¢onp, 81 f est le symbole porté par le
(py + 1)€ noeud

La seule famille de regles de cette primitive entralne clairement le résul-
tat.

Montrons que :

163} Remonter 18y} est un résultat, avec :
1'informat ion

au sommet A'

ﬂp1 <— p1 + 1 .
Le noeud de code (aj) a ny descendants. Les p; premiers pour le sens
de parcours ont été recopiés & l'endroit voulu et sont marqués d' un(@®.

S§y=|si p; = n; + 1 on a la configuration A'
\ l

<=fint
w ) >

Sinon on a la configuration A' ou w' est l'arbre w dans lequel

<I'copf

we .

le p® descendant du noeud de code (aj) est marqué d'un(®, et f est le
| symbole de ce noeud.

o

La démonstration est claire sl 1'on considdre le travail effectué par cette
primitive, consistant 2 remonter ——=>copf au sommet A'.
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Montrons maintenant que @
{6y} descendre 165} est un résultat, avec :

Jusqu'au premier

symbole A

Le noeud de code (a3) a ny descendants. Les py premiers pour 1l'ordre
sens de parcours ont été recopiés 3 l'endroit voulu et sont marqué
d'un(). |
65« Sinon on a la configuration A' ol w" est w dans lequel un pointeu

I
N

w
—=>cop'r 8'est intercalé devant le premier A.

g

La encore, la structure du syst®me de réécriture associé i cette pr‘imiti”1

permet d'affirmer que les assertions sont valides.

Montrons que :
185} déposer 186} est un résultat, avec :

l1'information

(Le noeud de code (ay) a ny descendants. Les py premiers pour l'or“
sens de parcours ont été recopiés 2 l'endroit voulu et sont marqués
d'un(®.

6g=4Si py = ny, on a la configuration A’

<~fin1
w

-

Sinon les py premiers descendants du noeud de code (a j) sont maqu

\d'un ® et sont recopiés A 1'endroit voulu.
C'est ici le lemme b ‘ ~ qui nous assure du résultat.

Il ne nous reste plus maintenant qu'a démontrer que :

i8¢} | Remonter {J} est un résultat
A vide .
ce qui est clair, la primitive se contentant soit de remonter <-——-yide

au sommet A', soit si la copie est terminée de ne rien faire.
Cette démonstration termine donc la preuve de l'algorithme représentaﬂt

linéarisation A droite d'une regle de réécriture.
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Conclusidh

Il est somme toute simple de simuler linéairement une régle non 1li-
néaire A droite : i1l s'agit en fait de recopier certains sous-arbres 3
cetains endroits. v .

La plupart des regles définies dans ce chapitre servent en fait 2
contrdler cette copie, et & empécher l'interférence d'autres regles.

a8
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CHAPITRE IV

Linéarisation 3 gauche
d'une rdgle de réécriture

LILLE

[



- Linéarisation & gauche d'une rigle

Introduction :

Nous avons vu que réduire la non-linéarité & droite d'une rdgle pou-
vait se résoudre en recopiant les sous-arbres ayant plusieurs occurences
dans le membre droit de cette rigle.

On était certain, dés qu'on langait les opérations de copies, d'abou-
tir aprds un nombre fini de dérivations, au membre droit de la regle de
départ.

Ce n'est plus le cas en ce quil concerne lé linéarisation & gauche. Il
faut en effet dans ce cas vérifier 1'égalité de deux sous—arbres afin de
savoir si la régle est applicable.

Selon la réponse A ce test, il faut :

~ Appliquer 1la rdgle et enchainer sur la phase de linéarisation 2
droite si les sous—arbres sont égaux. '

- Revenir A l'arbre de départ et éviter de'créer des cycles s'ils
différent.

C'est dans ce second cas que se révele le rdle essentiel des pointeuﬁs

de dérivation —>py, et —>,p, et celul des structures de contrdle asso-
ciées.
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Mode opératoire :

Considérons l'exemple suivant :
-_—> »*

+ .
,/ N\ /\

* * X +
7 \ /\ /7 \
X Yy x z y z

Nous remplagons cette reégle non linéaire & gauche par les suivantes :

~—>fac Afac
+ _— <+
7 N\ /7 N\
* *
/\N /\ /\N 7/ \
X vyt z X yde z
1
1
fe
t
===20b Aob, 1
+.1 -__) .
+ \ + avec 1 € [1,p,]
~ /
*" * * ~ *
7 D\ / \ 7\ / \
X y ¢t z X y dc z

— e e— b a—— )

fe

t

Ce premier pas nous permettra de lancer une suite de nouvelles rédgles de
réécriture regroupées en primitives dont le but sera de comparer symbole

par symbole les sous-arbres substitués en x et en t.

I0I
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Si ceux-ci sont différents, (i.e : la regle remplacée n'est pas applict
ble), on regenerera les pointeurs de dérivation, de telle fagon qu'on évitt
la création de cycles.
Sinon, on appliquera la regle de départ modifiée de telle fagon qu'on pul’
se réduire une éventuelle non 1linéarité & droite par la méthode expoﬁ'

précédemment.

Linéarisation a gauche
dévut
Engendrer un pointeur de recherche ;
Chercher un noeud a comparer ;
Tant que ~] fin 1 et ~| diff faire
¢ Comparer %
Marquer le sommet du sous—arbre A comparer (5) H
Remonter le code au sommet A' ;
Chercher le noeud correspondant ;
{ Premidre comparaison ¥
Marquer le sommet (fb et charger l'information ;
Remonter 1l'information au sommet ;
Descendre jusqu'au sommet du sous—arbre A comparer i
Si T] diff alors Remonter A vide ;
sinon Remonter un indicateur de difrérenc?
fin si
¢ Fin de la premire comparaison %
COMPARER LES DEUX SOUS-ARBRES
¢ Fin de comparer %

fait .
Si diff alors appliquer la regle ;
finsi
Fin
Avec :
COMPARER LES DEUX SOUS-ARBRES
Début
Si T} diff alors Aller chercher information suivante ;
finsi

Tant que T|FIN et 7] diff faire
Remonter l'information au sommet A' ;

102




Redescendre jusqu'au sommet de l'arbre 3 comparer ;
Rechercher le noeud i comparer évec 1'informat ion ;
st 7] dire alors

Marquer ce noeud ;

Remonter 2 vide ;

Aller chercher information suivante ;

Sinon Remonter indicateur de différence ;

Si <] diff alors
Effacement partiel ;
Regenerer un pointeur de recherche ;
Chercher un arbre 3 comparer ;
Stnon

Effacement total ;

A la lecture de ces algorithmes on s'apergoit qu'un certain nombre de pri-
mitives définies dans le chapitre précédent pourront &tre réutilisées plus
ou moins directement. Elles ne seront donc pas toutes définies.

\

1. Générer un pointeur de recherche :

La seule regle est A Al

2. Chercher un noeud & comparer :

I1 s'agit, comme lors de la linéarisation i droite, de permettre 2

-—>pec de repérer la premidre suite dc

(al)

A fe
Le systdme correspondant est décrit page dans le chapitre III.
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3. Marquer le sommet du sous—arbre 3 comparer :

On introduit les deux nouveaux symboles auxiliaires ® et ES servanta
marquer les noeuds déjd comparés avec leur modtle (ou en cours de comparal’
son).

Cette action correspond 3 la famille de redgles suivantes :

‘I'>rec 'I‘>rem
de _— de
| |
(Ti) qu)
fe fe
| 1
t ®
|
t

¢
et servira A retrouver lors des étapes ultérieures de la simulation }
sous—arbre & comparer.

4, Remonter le code au sommet ¢

Le syst®me de réécriture est le méme que celui décrit au chapitre 11
nous ne le rappelons pas.
5. Chercher le noeud correspondant au code :

I1 s'agit, comme dans l'algorithme de linéarisation A droite, d€ 4
servir de la suite (“1) pour atteindre le sous-arbre modkle.

Le systdtme de réécriture correspondant est décrit au chapitre III.
6. Premidre comparaison :

Similairement A Ypremiere] dans le chapitre précédent, nous avons Sépae
ntf

cette partie du cople reste de la comparaison (cela faéilite(e

autres l'écriture de 1'algorithme). ’
Cette action se décompose en primitives conformément 2 1'a1gor‘1‘”rl

sulvant :

Premidre comparaison
dévut
Marquer le sommet du modle (5) et charger 1'information ;
Remonter 1l'information au sommet ;

Descendre jusqu'au sommet de t ;
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S1 <] diff alors Remonter A vide ;
Sinon Remonter un indicateur de différence ;
Finst
Fin.

6.1 Marquer le sommet et charger l'information :

Cette action est exprimée par la famille de rgles :

'I'>ch <=compl1t
¥fetx de —=> _
fe I
| f
-t X{eooeX
/ \ 1 n
x1'oo.oxn
6.2 Remonter l'information au sommet :
I1 s'agit uniquement de permettre 2 ===>complft de regagner le sommet

A'., Ce genre de primitive a déji été détaillé au chapitre III.

6.3 Redescendre l'information jusqu'au sommet de £ :

Cette primitive peat étre décomposée en trois parties :

6.3.a : Engendrer un pointeur qui cherchera le sommet de t(marqué d'un

® :

¥ret A' -—> A
<—"comp1r ->comp'1f
t t
6.3.b : Permettre & —=>oon,1qp de parcourir 1'arbre 3 la recherche du

symbole ® :
I1 s'agit de ritgles habituelles de parcours d'arbre que nous ne
détaillerons pas.
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6.3.c : Rencontre du sommet de t :

¥fer —=>comp'1f —?ras
I
® ~ ®
I |
f f
/7 \ / \
X{e.eXp X{eeeXn
¥ (f,8) € 12 —>comp'1,t —atrr
| b
rtg | —> |
g g
/ N\ / \
X1...xn x1"'xn

C'est dans cette troisidme phase qu'a lieu le test sur 1'égalité des 1

mets de chacun des sous—arbres.
Cette partie de la primitive correspond au §1‘Alors Sinon de

Premidre

comparaison

I1 faut ajouter encore les rdgles permettant aux pointeurs =—->n 4 et
===>gaifrr de rejoindre le sommet A'. (Nous ne les décrivons pas).
Ainsi, A l'aide des primitives définies jusqu'i présent :

= Nous savons comparer les sommets des deux sSous-arbres

- Nous possédons un test (la présence sous A' d'un pointeur <———pas

<—=aifr) qui nous indique s'il faut continuer la comparaison ov

1'on peut l'arréter.
Dans ce second cas (les deux sous-arbres différent) 1l nous faut r:e;/enir
l'arbre de départ, c'est-a-dire effacer tous les symboles de l'ensemblé
16, Ei ®, Ci de, (qi), fc} présents sous A', puils effacer A' en régénéra
le pointeur de dérivation correspondant.
Remarque :

A ce stade des définitions, il n'y a pas, sous A', de symbole ® o
Ce sera le cas uniquement lors des comparaisons ultérieures. Nous décriv'

¢
done iei 1le systime général d'effacement applicable & tout mo?

lorsqu'une différence sera constatée.
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Nous procéderons en quatre étapes :
1. Effacer ®et ®
2. Effacer ® et ®
3. Effacer dec, (aj), fc
4, Effacer A' et restituer le sous—arbre 3 son contexte.
Engendrohs tout d'abord un pointeur de "nettoyage", grice i la retgle sui-
vante :
AY A
| —> |

Taife “nett

X X

auquel nous permettons de parcourir l'arbre 3 la recherche de ® (nous ne
décrivons pas ces regles).

Etape 1 : (Effacer les @, puisa) :

—> ®

=~"Jnett

6 -_>n1
|
X

Similairement 3 ce que nous avons falt au chapitre précédent, , nous
forgons —=>p¢ 2 effacer les @

Nous obtenons alors A la fin de cette phase la configuration

®
I

<_-n1
I
X

On efface alors ® , engendrant par la méme occasion un nouveau pointeur
<==-pn11 dont l'unique rdle sera de rejoindre A', afin de signaler la fin de
cette pemidre étape :
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Etape 2 : Aprds avoir remonté <-——piq sous le sommet, nous changeons ¢
pointeur :

A' A?

{— _—> -_—>

X X
dont le rdle sera de rechercher le sous—arbre dont le sommet est mafﬂ
d'un QD.

On crée la rdgle -—>n'2

===>n2 est muni de régles le forgant 3 effacer les C).
Lorsque cette phase est terminée, i1 nous reste encore 3 effacer les suid

de .
|
(ay)
|
fc
On crée donc la rdgle : i3
|
| —-> X
“n2
|
x

{~—13 est muni de rdgles lui permettant de rejoindre le sommet A'.
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On crée alors la reégle : A Al
Ttz > =—=dpetts
| -
x I
x
-—->pn3 est muni de régles qui lui permettent de parcourir le sous-arbre de
A' en effagant tous les symboles n'appartenant pas i I. (Remarquons qu'il
ne reste alors sous A' que les suites 9C¢ qui ne sont pas dans I)
(ay)

fe

On peut alors décrire le systdme de réécriture de la manidre suivante (en

effagant les suites entidres d'une seule regle).

¥re: _—>nett' f
I - ~ '\
"‘)nett °sn oXn
£ —-> | -
7\
X1 .o oXn x1
¥rftetl g - f
-~ \\‘"“7 N
X{eee$<"nett'-Xp X{eseX{ ~Onett--Xn
| e I *
\
X4 | X141
¥resx t N -—> <TTTnett
X1 o0 <—-nett' I -
| . f
/N
xn X1 .0 oXn
¥ acste €I —Opett' S <~=nett'
' - | -
a a

(r¥gles usuelles de parcours).
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¥ n S {hauteur du membre ——>nett!' —>nett'

gauche de la rdgle | . ' .
de départ de —_ x
. (ay)
¥ ay slarité maximale 11sn
des éléments |
. de T fc
X

\ -
(puisque n et les ay sont bornés, cette dernidre famille de regles ¢f

finie).
Ainsi, lorsqu'on obtient la configuration Ar on peut assurer que

t € T(I) |

si 1'on est parti d'un terme de T(L) |

Revenons maintenant & l'effacement de A', qul doit intervenir lorsqu'o”

obtenu la configuration At

Rappelons que A' € {A'fac} U {A'f’i/r €z, ¢ [1.\pf]}
Ce qui nous entralne & créer les différentes rdgles sulvantes :

¥rfret Afac /'f\~ la dérivation faculta”
| -—> ~—>fac-+Xn tive, on fait descendré
<~nett' l le pointeur, afin dg né
| X pas essayer d'applique’
/f\ la méme rdgle au méme ¢
X{eeeXn droit.
¥retg A'f.i /\f’1+1 La 1é regle dont le men”
| | bre gauche commence p?'
¥1<pr < pett' f n'est pas applicable, of
. X{eoeXp va essayer la (i+1)¢€
r
/7 \
x1...xn
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¥rez _ Agpr —= /f\\ Aucune rdgle dont le mem

| ==20be+- X bre gauche commence par f
<-nett' | n'est pas appliquable, on
. X1 fait descendre le pointeur
t
/' \
x1 L] .Xn

ce qui termine la description A accomplir lorsque les deux arbres i compa-
rer différent.

Revenons au cas ol ces deux sommets sont égaux.

Nous avions alors engendré un pointeur "‘>ra§v et défini les regles de
réécriture lul permettant de remonter sous le sommet A'.

Nous devons donc maintenant décrire 1'action [ COMPARER 2 } et tout d'abord
_SQUS—-ARBRES

définir la primitive {aller chercher ], que 1'on peut diviser en trois par

information sui

vante

ties :

1. Engendrer un pointeur recherchant le sommet du modéle (é)

2. Rechercher le premier noeud non marqué d'un(®

3. Charger l'information correspondant A ce noeud.

On voit donc que l'on peut utiliser sans modifications le systéme de ré-—
éeriture défini pour ﬁa copie, dans le cas de la linéarisation 3 doite
(voir chapitre précédent). '

Nous reprenons donc ici cette primitive, sans avoir besoin de la détailler.
Ce qul était précédemment la condition d'arrét de la copie, & savoir 1la

configuration

devient donc la condition d'arrét de la comparaison, et on a le lemme sui-
vant '
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lemme : la configuration

G
I

<“cop'

t

nous permet d'affirmer que les deux sous—arbres i comparer sont égaux.

Démonstration :
Cette configuration nous apprend que tous les noeuds de t ont é¢

comparés avec succes aux noeuds corresponQants du second sous—arbre.
Comme de plus t et ce second sous—arbre sont des termes clos, les de”
sous—-arbrres sont donc égaux.

La primitive suivante ; | Remonter 1'in correspond A celle que nous avor

formation au

sommet
défini au chapitre III, il n'est donc pas nécessaire de la réécrire ici.

Voyons maintenant | Redescendre

jusqu'au

sonmmet de t

Rappelons les conditions initiales :

- sous le sommet, nous avons un pointeur <-=qo,, g étant le dernier symbd'
chargé

- le sommet de t est marqué d'un és, tous les noeuds de t déji compaﬂ’

sont marqués d'un ® . (Ces noeuds sont les premiers relativement % l'Ofdﬂ

sens de parcours).

Lors de la linéarisation & droite, il nous suffisait d'effectuer unl”(

cours de l'arbre 3 la recherche du premier A, puilsque nous &tions as®

que c'est 13 qu'il fallait déposer l'information.

Ce n'est plus le cas maintenant.

Il nous faudra : .
1. générer un pointeur a) conservant l'information de <~=cop8
b) recherchant le tj (sommet de t)
2. transformer ce pointeur en un autre qui cherchera dans t ie prem“

noeud non marqué d'un (®

112 i



3. comparer g au noeud repéré.

Ce que nous traduisons en termes de systémes de réécriture :

¥getl A' AY
| — |
) <._copg > comp2g (1)
A €{A'tacsA'obt
x X
¥fe: —>comp2 t
p<g RN
¥ge: f
g / N\
X1...Xn ) x1
¥ acste €L ~=>comp2g a— <~=~comp2g (3)
¥get a a
~—>comp2g -_> <~==comp2g (4)
® ®
X x
(11 n'est pas nécessaire d'éxplorer le moddle)
¥f,getl r _— £ ‘
! -~ |\ Q\ // \ \\
x‘l..<--comp2gox1#1oXn X1..X1. o“)comng- .Xn
¥ 1 < ar(f)
Xy X141
¥r, g€zl _ {\ - <"‘comp?g
XI. . o<-_comp28
r
/ \
xn X1...Xn

Ces rdgles définissent le parcours de ——>oompog, 2 la recherche de ®.
En particullier, la famille (4) exprime le fait que les deux arbres & compa-~
rer sont distincts® (en effet, ils correspondent 3 deux instanciations de

variables dans la regle non linéaire A gauche d'ou nous sommes partis).

" xeb et Tt ex)
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Examinons maintenant la rencontre de —>comp2g et ®.

®
|

£
7\

x1o-ooxn
(f ayant été comparé au sommet de X lors de

directement au noeud suivant) \

D&éfinissons les rdgles permettant de repérer le premier n

d'un ().

®
|
r

7

——>comp'2g* **n

X

premiére , on peut passer

comparaison

(Elles sont similaires & celles décrites au chapitre précédent , qui

permettaient de rechercher le premier noeud non marqué d'un () ).

¥r,ge€etl ——>00mp'23
® —>
g
/ \
x‘loo-Xn
¥ acste €1 —>comp'2g —-—>
®
¥ge: |
a
¥, g €L f _—>
/ x1¢1o.xn
X1+ +<~comp'2g
¥ {1 <ar(f) X3
¥getl - f —_—>
7\
X1 ) o<--eomp'28
¥ € L u® |
X
n
114

®
by
/O~
—>comp'2g* **n
|
X
<'I‘comp'z,g
®
a
f
Xi+1
<——comp'2+&
8
X‘| LN -Xn

oeud non marqw




vYgetl —>comp'2:g - —>ras

. 8 ®
7 \
X1...Xn l
g
7\
X‘|...xn
¥fegel —>comp'2,g ——=daire
| l
by —-—) ' f
7\ 7 \
X{eeeXp X{eeeeXp

Pour terminer la description de | COMPARER ,Ail nous reste a définir la
DEUX )
SOUS~ARBRES |

primitive | effacement des

symboles auxi-

lialires
Deux cas peuvent se présenter :
1. La comparaison a échoué (i.e : on a obtenu la configuration A’ )
\ _—
< dairf
u

2. La comparaison est réussie (i.e : on a obtenu la configuration A' )

Dans le premier cas, la retgle n'est pas applicable. Il faut "dégeler" le
pointeur de dérivation et revenir 2 1'arbre auquel on est parti (a la posi-
tion du pointeur de dérivation prds). Il faut done effacer ©,0,9® @
de, fo, (ui).
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Dans le second cas, on n'effacera que les symboles © , é ,®, 0,

Nous définissons donc deux primitives d'effacement : [effacemen
total

et | effacement

partiel.

Effacement
total a été déerit lors de la définition de

premiére

comparaison

Décrivons |effacement

partiel : \

Cette primitive se décompose en plusieurs phaseg_f

- Effacer les® , puis le ®, les ® et enfin ®.

On entrera dans cette primitive lorsqu'on aura obtenu la configuration

On utilisera alors, dans les phases d'effacement des @ et du @ , le sy¥

{
time décrit précédemment, 3 1'issue duquel on obtlent la configuratil
<_ef'

X

-

!
en créant les rdgles permettant 3 <——gp+ de regagner le sommet A', no’

pouvons ensuite engendrer un nouveau pointeur —>qe5, par la rigle :

A' A'

| -—> |
<—-ef' _->ef2

I |

X ' X

f
Ce nouveau pointeur est muni alors de rdgles lui permettant de pa(gf“r
1'arbre 4 la recherche du sous-arbre dont le sommet est marqué d'un ®.

On crée donc, outre ces regles de parcours, la rdgle suivante :
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—=deff2

-

-—=> |

®
|

A 1'aide de rdgles en tout point similaires a celle effagant les © et 1e2§,
on permet alors A —>gr3 d'effacer les ®,

Pour terminer on crée :

a. La régle effagant le ES s = ' | <_-effp

b. Les régles permettant 2 <~~effp de regagner le sommet A'.

Ainsi, la configuration A nous assure que tous les ® R @ ’ ® ’ @ ’
I ont été effacés dans le sous-arbre.
<-._er‘r‘p
X

On peut alors regénérer un pointeur de recherche afin de résoudre d'éven-
\
tuels autres cas de non-linéarité :
Al A

. I1 nous reste encore & définir la primitive | application

de la regle

I1 faudra l'exécuter quand tous les tets de comparaison auront été posi-
tifs. (i.e : quand la ré¢gle de départ était applicable).

Le sous-arbre de A' pourra alors &tre remplacé par le membre droit de
cette regle de départ.
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Or celui-ci peut n'étre pas linéaire non plus. Il serait donc judiciev
d'embrayer alors sur l'algorithme de linéarisation A droite qui fait 1'ob
Jjet du chapitre précédent,

Nous repoussons donc la description de cette primitive au chapitre suivant
et admettrons sa correction et prouvons l'arbre programmatique correspof
dant 3 l'algorithme de linéarisation & gauche.

{a}
Linéarisation & gauche
Début
Engendrer un pointeur de recherche‘> 101}.
Chercher un noeud & comparer ; {as}
Tant que ~| fin 1 et ~| diff faire {i}
% Comparer %
Marquer le sommet du sous-arbre 3 comparer ( é;) 3 {ay!
Remonter le code au sommet A' ; {ag}
Chercher le noeud correspondant ; {ag}
% Premi2re comparaison %
Marquer le sommet ( ®) et charger l'information :1”J
Remonter l'information au sommet ; {ag}
Descendre Jusqu'au sommet du sous-arbdbre ; lag}
Si <] aiff alors Remonter 3 vide ;
Sinon Remonter un indicateur de différence
Finsi {aq0} .
% Fin de la premi®re comparaison %
COMPARER LES DEUX SOUS-ARBRES
% Fin de Comparer %
Fait {a3}
S1 71 diff alors appliquer la rigle ;
Finsi
Fin 18}
Avec : .
{aq0} COMPARER LES DEUX SOUS-ARBRES

Début
Si ’1 diff alors Aller chercher information suivante

Finsi {aqq}
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tant que “|FIN et T]diff faire {11}
Remonter 1'information au sommet A' ; {aq3}

Redescendre jusqu'au sommet de 1l'arbre a comparer ; {aqy}
Rechercher le noeud & comparer avec l'information ; {ajs}
St —fairf alors
4 Marquer ce noeud ; {aqp}
Remonter & vide ; {ay7}
Aller chercher information suivante ;
Sinon Remonter indicateur de différence ;
Finst
Fait {aq2}
si Tlaire alors
Effacement partiel ;

Regenerer un pointeur de recherche ;

Chercher un arbre 3 comparer ;

Stnon
Effacement total ;
finsi ;3
fin
Posons : : - N
On a un arbre de la forme A , ou t € T(Z uidc, (ag), fe})! et est tel
\ | 0
t

as= ﬁ qu'il existe t1 € T(I)! dont t soit un linéarisé gauche indicé.
. 0

I1 existe une régle g -> d du systeme R de départ telle que t1 soit
unifiable avec g & l'occurence ¢.

n =+ (de,t)

4
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soit

Soit

rSi tous les sous—arbres A comparer dans t sont égaux, on a la confi

guration A

-I>rec'
t2
ol to € T(z\u1dc.(a1),dc})1 et 11 existe t3 € T(£)! tel que tp soit
0 0
un linéarisé droit de t3, et t1 _PB_yt3
(g->d%&-

\ .
Sinon
S1 A = Agac, On obtient 1l'arbre t' = t A T(z)! ok 1'on a intercal

0
entre le sommet de t et son premier fils le pointeur de contrdle

—’fac*

S{ A= Agp,1 1 < P(tse) on obtient la configuration A
| | ob, 141

t

1

S1 A = Agp,p(t/¢) on obtient 1'arbre tq ol 1'on a intercalé entre 1¢

sommet et son premier fils un pointeur —=>gp
On a la configuration A' , t' vérifiant les conditions exp’’
mées dans a . | )
ay = -_>rec
t
De fagon évidente, {a} | engendrer un {aq} est un résultat.
pointeur de )
recherche ' 1
Si n = 0, on a la configuration A’ , t vérifiant a
<—
rec
ap = l
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"

Sinon on a la configuration A' , ol t' est t dans lequel un poin-
teur —>nec s'est intercalé devant le premier symbole "dc"
de t(relativement A l'ordre sens de parcours)

Montrons que {aq}| chercher un {a2} est un résultat
noeud i comparer

a. Si n = 0, —>pec a parcouru t sans rencontrer de "de". Il retourne donc
sous A' sans avoir modifié t.

b. Sinon, —=>pgc s'arrete sur le premier symbole "dc" qu'il rencontre d'ou
le résultat

Passons maintenant 3 la preuve du premier tant'gue

Procédons pour cela en deux étapes. |

Dans un premier temps, nous supposerons que :
{1} et ('1fin1 et T]diff) ‘COMPARER} {i} est un résultat, en posant :

( p est le nombre de sous—arbres déji comparés avec leur moddle.

Si le sous-arbre fils du péme "fe" (relativement au sens de parcours)
est différent de son modéle, on a la configuration A'

Sinon, si p = non a la configuration A!
\ I

si p < n, on a la configuration A' ol t" est l'arbre t dont les

t"

p premidres séquences 9C ont été effacées et od un pointeur

(ai)

fe

—=>pec @ 6té intercalé devant le (p + 1)© "dc" de t (qul est le
\Premier "de" de t".
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et prouvons le tant que :

Rappelons que les deux conditions formant le prédicat s'expriment sous

forme de configuration d'arbres de la manidre suivante :
diff <=> (on a la configuration A’ )

TThett's

u

finy <=> (on a la configuration A’ )

a. Montrons que ap => |
Pour cela il suffit de donner a p la valeur zéro.
Si n = 0, on a bien la configuration A

Sinon, on a la configuration A' . t' est bien 1'arbre t ou aucune

t

séquence 4C n'a été effacée et le pointeur —=>rec 8'est intercalé

(a)
fe
devant le (p + 1)€ symbole dc de t.
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b. Posons

[ Si tous 1les sous-arbres de t 2 cbmparer sont égaux & leur modéle,\

alors on a la configuration A'

Pye

"
"3
(14
(]

1 t1 défini dans {a}

et montrons que
1 et T (TTaifrf et T|fing) => a3
Ce qu'on écrit plus clairement :

i et (on a soit la configuration A!

<__

» So0lt la configuration

nett's

A ) — d~3

On a bien alors le résultat voulu, car u = ty d'aprés i et les configura-
tions considérées.

Puisque pour le moment nous considérons que

{1} et (7]fin 1 et 7] diff) {1} est un résultat,

nous avons terminé la preuve de correction du premier tant que.
Il nous faut encore en faire la preuve d'arrét :
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Nous montrerons plus loin, lors de la preuve de COMPARER| , que chaqué

application de cette action incrémente p de 1.
Or p est borné par n. Donc aprds au plus n applications de , of

sortira du tant que.

Montrons que :
{az} SD {8} est un résultat

(T 6itr ) apbrraver

la regle

tag) et T|(T]airf) = {8} d'aprds les &égles'd'efracement de A' aétall
lées precedemment

{a3} et T]diff [application {g} est un résultat
de la regle

En effet :
{ag} et Tjaiff => tous les tests d'égalité ont été des succeks, on a 18
configuration A’

(=
rec

t1 et t1 est unifiable avec g.
Apres 1'utilisation de cette primitive, on obtlent la configuration

suivante : A

2 . .
ob t, est un linéarisé droit de t3, tel que ti (g>d), t3
Ce qui prouve le résultat.

On en conclut donc que

tagt @ 18}
application

de la regle

est un résultat
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Prouvons maintenant que :

1 et ("]Fing et "]diff) COMPARER! i est un résultat

Montrons tout d'abord que :

i et (T|Fint et T|diff) [Marquer le sommet| d{ay} est un résultat
du sous—arbre 2

comparer
(On a 1a configuration A' » OU t(3) est t" (défini dans 1) dans

Oh ay = £(3)

lequel le pointeur —=>n... est remplacé par un pointeur —=>pen

Un symbole ® sutt 1e premier fc de t(3)

Le résultat est clair, 11 suffit de considérer la description de cette
primitive.

Prouvons que @

{ay} YT remonter {as} est un résultat |
le code au ) o

sommet

f La premidre suite dC¢ de t" relativement 3 1l'ordre sens de -

avec a5 - l
(ai}

\ |

fe

parcours est désormais sous le sommet A', précédée du pointeur

| ——=>pem+ L'endroit ol se trouvait cette suite est marquée d'un ®
LA encore, les rdgles définissant cette primitive nous assurent du résul-
tat.

Prouvons que @

{ag}]| chercher le {ag} est un résultat
noeud corres-

pondant

avec ,
ag = Le pointeur est ——>ch suivi de de » 11 se trouve au dessus du
du noeud de code B |

al...an . fe
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Chaque rdgle de cette primitive: ——>cn

1. Fait descendre la suite de

(a
|

fe

1)2,n

par la a® branche du noeud qu'elle surmonte
i

2. Fait disparaitre le ay désormais inutile.
On conduit donc bien le pointeur au noeud de code G qn: €N effaga™
petit & petit la suite (aj).
La primitive est done prouvée,
Montrons maintenant que :

{ag} [PREMIERE {a1p} est un résultat
COMPARAISON | -

avec :
{ si les sommets des deux sous—arbres 3 comparer dirferent, on a la.1

configuration A’

a1 *1Sinon on a la configuration A’

I .
(==
ras

¢ (%)

ot t(#) est t" dans lequel :

]
N )
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on a effectué le pointeur —->.., et la premidre suite d¢

|
(ai) ?
|

fc

on a marqué de ® et ® 1les sommets des deux sous—arbres A comparer |

Nous allons décomposer cette preuve en plusieurs preuves élémentaires :
Montrons que

{ag} [ marquer le
sommet et {a7} est un résultat
charger 1'in-
formation

avec ‘

Le noeud de code 4q...qn €St marqué d'un @

Le pointeur est pire de ce ® , c'est ===>complfs Ou f est le symbole
ay =|fonctionnel porté par le noeud de code 47, . .qn-

La seule famille de rdgles de cette primitive entralne clairement le

résultat.
De méme :
ta7}[ Remonter 17in] {ag} (on a la configuration A' W

formation ' |

au sommet <mcomp1f

\ :
{ . ¢(4)
avec ag = | avec t(#) aéfini en (a10},
——=compit €n {ay}

est clairement un résultat. y J

Montrons que :

. {ag} [descendre jusqu'au{ {ag} est un résultat

sommet de 1l'arbre
A comparer

avec [ si les sommets des deux sous—arbres différent, on a la configuration
A .

J

ag.tt(S)

ot t(5) est t(¥) dans lequel un pointeur <——gqjirr est placé

au—dessus du symbole ®
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sinon on a la configuration A!

I
£(6)

ot t(6) est t(5) dans lequel le pointeur <~—airr est remplacé par

L <ras-. J

= Par construction de la primitive, le pointeur —>comp'1r (premidre étapt

I SR

de cette primitive) parcourt l'arbre jusqu'id ce qu'il rencontre un sy¥
bole ® .
-~ Les regles suivantes transforment ce pointeur en :
=—=>4difr Si les sommets dif{érent'

—=>pas sinon.

Pour terminer la preuve de| PREMIERE » montrons que :
COMPARAISON
{ag} a10} est un résultat.
Remonter Remonter
ras <—dife

Bien qu'écrite sous forme de décomposition alternative, il s'agit seulemeﬂ

ici de remonter le pointeur créé lors de la phase précédente sous le somwﬂ
A'.
Le résultat est alors immédiat.
Ainsi, nous avons montré que {ag}| PREMIERE {aqg} est un résultat
l COMPARAISON

Afin d'achever la preuve de COMPARER {1l nous reste 3 montrer que :

{a1g9} | COMPARER LES
DEUX SOUS—ARBRES

Montrons tout d'abord que :

{a1p} G tay1} est un résultat .
(aifs ) '

aller chercher

i est un résultat

l1'information

suivante
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avec : - Si les sommets différent, on a la configuration A W

aire

v

ay1 = ¢ - Sinon on a la configuration A' ol t(7) est t(4) dans lequel 1e
pointeur est_:—->copg, placé au-dessus du premier fils du noeud
marqué d'un ©, g étant le symbole correspondant i ce noeud.

- Si le descendant du noeud marqué par25 est une constante a, on

a la configuration

L a
Preuve :
a. Si les sommets différent, la primitive n'est pas appliquée, le résultat
est vral.
b. Sinon, on a obtenu, lors de la'phase précédente, la configuration

A'

<.._

ras

| \

¢ (&)

qul engendre ensuite A?

cop

¢ (4)
Ce pointeur —=>oop va rechercher le symbole ® . I1 se transforme alors
en —>q0p', recherchant dans le sous-arbre de ® 1le premier noeud non

marqué d'un (® . Il chargera alors l'information correspondante, se trans-

formant alors ne "'>copgo si g est le symbole porté par ce noeud.
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c. Si un tel noeud n'existe pas (i.e : tous les noeuds ont déjd été mar
qués), on obtient la configuration

©
|
<_—

X

cop’

qui correspond 3 la condition d'arrét Fini.
Ceci nous permet donc d'affirmer que

{aq0} (S1) ta1}
Cleifr )

est un résultat

\

aller chercher
1'information

suivante

Prouvons le tant que :

L

On définit son invariant i4 de la manidre suivante :
[ ny est le nombre de noeuds du modele, pq le nombre de ces noeuds dﬁ%
comparés, '
S1 le (py+1)€ noeud du sous-arbre 2 comparer diffire de son moddle ¢

a la configuration A!

-

Sinon, ce noeud est marqué par () ,» le pointeur est <“‘copg» situé

au-dessus du premier noeud non marqué du moddle (g étant le symbol®

porté par ce noeud). .
S{ py=ny, on a la configuration A'

<_-fin

g(4)
. A @e"
od t(#)' est t{4) dans lequel les descendants des noeuds marqués
65 sont tous marqués respectivement par les symboles @ et ®

-
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On a clairement :

ajq et (T|fin et Airf) => i
Solt a1 défini de la fagon suivante :

4 si les deux sous—arbres en cours de comparaison diffeérent, on a laT
configurat ion
ajz = | ?'
atre
4
x

et un nouveau couple de sous—arbres a été comparé avec succes
(P <= p*1).

On a ay et (fin ou diff) => a2

Il nous reste 2 montrer que iy est invariant :

Tout d'abord, montrons que :

11 et (T]|fin et T]diff){ Remonter {ay3} est un résultat, avec :
\ 1l'informat ion
‘En a la configuration A' ou t(8) est t(4) dans lequel les w
a3 = copg
<
£(8)

(p1+1) premiers noeuds descendants du sommet marqué ® sont marqués 7
d'un ® , les py premiers noeuds descendants du sommet marqué @
sont marqués d'un @,

g est le symbole du dernier noeud descendant de @ qui soit marqué

JE'Uh ®
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D'apres le rdle joué par la primitive |Remonter , cecl est clairement
1'informat ion

un résultat.
Montrons que :
{ay3} [Redescendre {aiy} est un résultat

Jusqu'au som-

met de l'arbre
A comparer
Ceci est clair si 1'on pose :

ajy = [p1 noeuds ont été comparés avec sgccés; (p1+1) noegE? du moddle
sont marqués. Le pointeur est -->compgg. ptre de ® , g est le
symbole du dernier noeud du moddle marqué d'un @& .

Prouvons que :
{aqy} Rechercher 1le {a15} est un résultat
noeud 3 compa-

rer avec 1l'infor-

mation

LA encore, c'est clair si l'on pose :

@15 = | p1 noeuds ont été comparés avec succds, (pj+1) noeuds du modele
sont marqués. Le pointeur est —==>comp'2g" pere du (pq+1)€ noeud
de l'arbre A comparer.

Enfin, pour terminer la preuve de ce tant que, il nous reste montrerqw

{ays) st “Jdiff  alors |

Marquer ce noeud ;
Remonter A vide ;
Aller chercher l'information suivante ;

Sinon Remonter indicateur de différence ;

finsi {14}

a. {ay5} et (diff) [Remonter {11} est un résultat
indicateur
de différence

‘I
En effet, les deux symboles i comparer n'étant pas égaux, le pointeufd.

vient —>4i¢r qui est sous le sommet A' & la fin de cette primitive.

b : {ay5} et ( diff) | Marquer |{ayg} est un résultat, si 1l'on pose *

ce noeud
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D'apres le rdle joué par la primitive| Remonter , cecl est clairement

.1'informat ion

un résultat.

Montrons que :

tay3} |Redescendre lary} est un résultat
jusqu'éu som~
met de l'arbre

3 comparer

Ceci est clair si 1'on pose :
a1y = [p1 noeuds ont été comparés avec succds, (pi+1) noeuds du moddle

1sont marqués. Le pointeur est "'>comp2g; ptre de ®, g est le
| symbole du dernier noeud du moddle marqué d'un © .

Prouvons que :

{aqy} = |Rechercher le {ay5} est un résultat
noeud & compa-
rer avec l'infor-

mat ion

LA encore, c'est clair si 1'on pose : o
a15 = {py noeuds ont été comparés avec succes, (pi+1) noeuds du modele
sont marqués. Le pointeur est —==>qoopptog, pere du (p;+1)€ noeud
de 1l'arbre 3 comparer. _
Enfin, pour terminer la preuve de ce tant que, il nous reste i montrer que
tajs} 81 Tlatfr  alors
Marquer ce noeud ;
Remonter A vide ;
Aller chercher l'information suivante ;
Sinon Remonter indicateur de différence ;
finsi {11}

a. {ay5} et (diff) | Remonter 114 est un résultat
indicateur
de différence

En effet, les deux symboles A comparer n'étant pas égaux, le pointeur de-

vient -_->difr qui est sous le sommet A' & la fin de cette primitive.

b : {ay5} et ( diff) | Marquer |{aig} est un résultat, si l'on pose :
: ce noeud
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P <= pp + 1
Les pq premiers noeuds de chaque sous-arbre ont été comparés avec suc”
¢s et sont marqués, suivant le cas, d'un ® ou d'un ®
Le pointeur est —=>p,5, situé au-dessus du ® marquant le p¥Pe poeud d¥
1
sous-arbre 3 comparer. : )
Remarquons au passage, qu'a lieu ici 1'incrementation de py, ce qui permet

d'affirmer que le tant que s'arretera, car py S nq.

Si 1l'on pose :
py noeuds de chaque sous-arbre ont été comparés avec succds, les i
premiers noeuds de chaque sous—arbre sont marqués_par + ou %,
On a la configuration A!
| ot t(8) est t dans lequel les pj
{-=—pag premiers descendants des sommets

éf"’ marqués ® et ® sont marqués re¥’
|

pectivement par @ et 8
On a alors clairement le résultat suivant :

{aq7} | aller chercher 114} 11 sufrfit d'utiliser la preuve de
informat ion cette primitive !
suivante

o

Ceci termine donc la preuve du tant que (celui-ci g'arrétant soit en casd;
différence, soit lorsque p; > nj). |
!

Il nous faut encore montrer que :

taypr si “Jaiff alors
Effacement partiel ;

Regenerer un pointeur de recherche ;
Chercher un arbre A comparer ;

Sinon effacement total ;

finsi {1}
est un resultat

a. {aqp} et (diff) |[effacement| 1 est un résultat.
{total
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En effet, le dernier couple testé (arbre/moddle) empéche l'unification de t
et de g.

La configuration A'

$==aire
|

X

entraine alors la génération d'un pointeur d'effacement total, supprimant
sous A tous les symboles auxiliaires (ceux n'appartenant pas 3 I)
On retrouve donc 1l'arbre duquel on était parti.

“{ag2} et { diff} effacement partiel ;
Regenerer un pointeur de recherche ;
Chercher un arbre a comparer ;
11}

est un résultat.

En effet :
Le dernier test d'égalité a été un succes, donc :
1. On efface les symboles de l'ensemble 1® , @ ,0,0;,

2. On recherche un arbre i comparer en langant un pointeur de

recherche
\
cas a : S'i{l1 n'existe plus de tels arbres, on a la configuration
A'
<—
rec
t

cas b : Sinon on a la configuration A' ol t' est t dans lequel les p
t

premidres séquences d°_ ont été effacées et ou un pointeur

~==>prec 8'est intercalé devant le (p+1)€ dec.
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Nous terminons ainsi la preuve de 1l'algorithme de linéarisation A gauch

d'une rdgle.
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CHAPITRE V

Simulation linéaire
d'un systime de réécriture



|

Simulation d'une rigle générale

d'un systdme de réécriture

Les trois chapitres précédents nous permettent de simuler linéairement

des rdgles de réécriture non linéaires A droite ou 2 géuche.

Nous montrons maintenant comment on peut simuler une rdgle quelconque
(1inéaire ni A droite, ni & gauche).

Pour cela remarquons que méme si une régle est linéaire, on peut lui
appliquer les simulations décrites précédemment.

En effet, simuler une rdgle linéaire reviént 34 laisser inchangés ges

membres gauche et droit. Le pointeur ——>... parcourant chacun de ces ar-

bres remontera donc directement sous le sommet, on obtient la condition
d'arret de la simulation.

Nous allons done :

- Appliquer les simulations (A droite comme 3 gauche) 3 toutes les
regles (méme linéaires) du systime de départ.
- Définir un algorithme général de linéarisation (% droite et & gau-

che).

Considérons une rdgle de rééeriture quelconque g —> d définie sur T(I), ni
g ni d n'étant linéainss. ‘

Notre but est de simuler linéairement cette rdtgle ; il nous faudra d'abord

réduire la non-linéarité 3 gauche pour nous occuper ensuite de la non-1li-
néarité a droite.

Ce que l'on peut exprimer de la fagon suivante :

A t unifiable avec

t

g1 linéarisé de g]

{linéarisation] {soit la rigle a été appliquée

soit le pointeur de dérivation est des-

linéarisation

a4 gauche

|
fET cendu

revenir a t
aifse et descendre
le pointeur de
dérivation
lihéarisation
A droite
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La seule partie qu'il nous reste & décrire est le passage de la simulatiof
gauche 3 la simulation droite.
I1 s'agit donc de la primitive| appliquer dont nous avions repoussé 12

description la regle
Nous la définissons de la manidre suivante :
Soit g —> d la rigle de R, systdime de départ

g1 linéarisé gauche de g
dy un linéarisé droit indicé de d.
On crée les regles :

A' A

l — | \
—-recg -I recar

g 4

On peut remarquer que pour éviter les confusions, il est nécessaire ¢
différencier les pointeurs ——~>... selon qu'ils agissent dans la simulati"n
gauche ou droite. .

Plus généralement, cela sera fait pour tous les pointeurs. Cela ne chané?
aucun des résultats précédemment obtenus.

La définition de [appliqu
11la r¥gle
ainsi que les précautions prises quant au nom des pointeurs nous permettent

/

¢
donc d'affirmer que toute regle de réécriture est simulable par une sui?
finie de rdgles de réécriture linéaires.
N |4
Généralisons ce résultat, en montrant que tout systd®me de réécriture Z
simulable, sur les termes clos, par un systtme de réécriture linéaire.
Soit R = {(ggy =—> d;y) 1 € [1,n]} un systime de réécriture sur T(I).
Nous avons montré, dans les chapitres précédents, que pour chaque regle
gy => dy, 11 existe un systime de réécriture Ry sur L' > I tel que :
¥t,ueT(D! tlou <> A Hu
0 t/e | R,
1
t
Appelons R, le systdme de réécriture (linéaire) correspondant aux strv

tures de contrdle.
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Théor‘éme :

n
Ry = U Ry simule le systdme de réécriture R
i=0
Démonstration :

a. Soient (t,u) € T(I)! t %, u
0 R

Pour chaque ri&gle de R impliquée dans cette dérivation, i1 existe une
suite de dérivations dans Ry la simulant (il suffit pour cela d'utiliser le

pointeur ——>f5, qui permettra d'engendrer la rdgle voulue a l'endroit
voulu). '

I1 suffit donc d'enchalner autant de parcours de —>f;, que de régles

de R & appliquer.
b. réciproquement :

Soient (t,u) € T(I)! tels que SO' * SO?
e o
Y l Rg' ‘ ,
_;>1 ';>2
t u

Montrons qu'alors t ,_f_.,u
R

\
-Sit=u, alorst 2, ,u
R

- S1 t » u le pointeur ==>; a donc parcouru t et s'est transformé en A 2
une certaine occurence de t. (Le pointeur seul ne modifiant pas t).

Or ceci n'est possible que lorsqu'une régle de R est applicable i cette
occurence. La suite des dérivations qui commence alors sert i simuler 1li-

néairement une régle de R, Jjusqu'd la régénération du pointeur de contrdle.

done t.__f-. u
R
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Considérons la structure de contrdle qui consiste 3 marquer les sommets.

Nous avons alors les résultats suivants :

n
Soit R systtme de réécriture sur T(L), Ry = Ry + U Ry, Ry relatif au mar-
i=1
quage des sommeis.
Pi : R est noetherien ssi Ry est noetherien 3 partir de T(I)!
o

P : R est confluent ssi Ry est confluent 3 partir de T(I)?
o

\
P3 : R est acyclique ssi Ry est acyclique 3 partir de T(I)!
o

Ces propriétés traduisent le fait que Ry conserve les propriétés globalé’
de R.
Démonstration de Py :

Supposons Ry non noetherien & partir de T(1)?
o

11 existe donc une suite infinie (ty)ieN telle que :
(1) t; € (2" pour £ >0, to € T(D)! ¥ 1w g ty sty

0 0
(11) so So! So!
--> --> --—> e ‘-—_> o0
to R t Ry, Ry tn -
Par construction de Ry, et puisque tq € ™)', { " menN/ tp € T(D!
) o
C'est-a—dire SO « SO to ® tp
I =
-—> Bl -T>
| t
m
to done to sty

t
On peut donc construire une suite infinie de]%érivations dans R, qui n'é

donc pas noetherien.

Réciproquement :

Si R n'est pas noetherien, alors Ry ne l'est pas non plus, puisqueﬂl

simule R.
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Démonstration de P2 :
a. Soit R confluent.

En particulier, nous avons pour les termes clos :

t 2, t [ty * ¢
R R
¥te T(z)& : = 4 t' € T(L) tel que w
t_:.,tg t2 o
R L R

(Remarquons que tq, to, t' € T(I)! ).
o

Par définition de la simulation de R par Ry, nous pouvons écrire :

sor * sov) { sor * so
| - | | = |
- R2 -> -> Rz -—>
t bop=odtreT tg 4% ty
(1) ¥t €T(D)] |
sor * so so' & SO
|- | = |
—I> RR. -|-> 7) Rl T)
t t2 J _ {tz L'
Ce qul n'est autre que l'expression de la confluence de Ry & partir de
T(z)} \

(o]

b. Réciproquement :
D&f : Soit t € T(X')!. On dira que t est "bien construit" s'il se déduit
— o :
d'un arbre ty € T(z): par applications de rdgles (ou d'initialisations)
de Ry. On peut alors donner une expression de la confluence de Ry & partir

de T(I)!
0
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so' * sor
I == 1 > 3er et
0
vt Ry
(2){R' confluent S(-) ¥ t "blen construit". ?
A partir de T(I)! t € T(L)!
-0 0 so' * sof
| =
] toRt
so* * so* /
e I
]
<t1 R, ¢ \
tel que sor * so
R
]
to R!’ t
Remarque : -
Par définition, t "bien construit" => t4, to, t' "bien construits”
Lemme :
Soit t € T(L')! "bien construit™. Alors il existe u, v € T(E)l tels
que
so* * so * SO
I -=> I
-;) R t Rl I->
u v

-~

Démonstration :

1. Par définition d'un arbre "bien construit", u existe.
2. t est donc une phase de la simulation d'une ridgle de R appliquée a v

Donc 11 existe v € T(Z)! tel que u _tov '

0 R

Ce qui termine la démonstration du lemme. ,
Grice 3 ce lemme, nous voyons que l'expression (2) est équivalente 2 p'ef
pression (1).

On obtient donc 3 partir de 13 l'expression de la confluence de R
qui termine la démonstration de la proposition P2.
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Démonstration de P3 :

~a, S{ R possé¢de un cycle, alors Ry en a un aussi, car 1l simule R.

b. Réciproquement : Si Ry possdde un cycle, ¢a ne peut &tre ni dans les
structures de contrdle (on est toujours dans le cas ou le contrdle se fait
par marquage du sommet), ni dans le cours d'une simulation (par construc-
tion). Cé cyclé est donc induit par R. |

Nous voyons donc que lors de la simulation linéaire, les principales pro-
priétés globales du systime de réécriture simulé sont conservées.

Par contre, en général, les propriétés locales de R ne sont pas conservées.
En effet, toute propriété locale de R correspond & une seule application de
régle de R, régle simulée dans Ry par une suite de regles.

Réciproquement, Ry peut posséder des propriétés locales que n'a pas le
systeme de dépért R. (On peut le comprendre en considérant que Ry est "plus
f£in" que R).

Par conséquent, les seules généralisations aux cas de systimes non liné-
aires de résultats concernant les systd2mes de réécriture linéaires seront

celles ne faisant pas intervenir les propriétés locales des systdmes consi-
dérés.
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CHAPITRE VI

Application aux théories

Equationnelles



Application aux théories équationnelles

Introduction :

Nous n'avons jusqu'a présent considéré que la simulation des systimes

de réécriture. C'est-3a-dire qu'il importait peu que les rigles engendrées
pour ces simulations, du type t —>u, solent utilisables dans l'autre sens
u —>t.

Nous nous intéresserons dans ce chapitre aux théories équationnelles,
c'est-a-dire A des types d'objets définis par un ensemble d'égalité entre
termes. Nous les considérerons comme des systdmes de réécriture reversi-

bles. Plus clairement, & toute équation du type t{ = t' nous asso-

i
cierons deux regles de réécriture :
ty —> t! t' =>4
i i

Pour que ceci ait un sens, nous devrons limiter notre étude au cas des
théories équationnelles dont chaque équation est compldte, c'est-3-dire

telle que V(ty) = V(t').
1
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Notre démarche va €tre la suivante :
1. A un systdme d'équations E = {uj = Vi/i € I}, on associe le systime de
réécriture Rg = {uj —>vy, v§ —>duj/uy = v4 € E}.
(Ce sdr sera dit symétrique car si t —> u € Rg, alors u —> t € Rg).
2. Nous simulons, de la fagon détaillée dans les chapitres précédents, "la
moitié de RE"™ par un sdr R' dont les rdgles seront réversibles (informel-
lement, les rdgles sont applicables sans ambigulté dans 1l'autre sens).
3. Nous définissons R™ = R' u R'"!, sdr symétrique simulant Rg.
Ceci nous permet en retour d'associer & R* un systdme d'équations E' qui
simulera E. '
PLus précisemment, nous posons les définitions suivantes :
Df 1 : Soit L' oL '
On dira que E', (systéme d'équations défini sur I'), simule E
(défini sur I)
ssl : ¥t € T(D)!
0

Classe g(t) = Classe gr(t) n T(I)!
0

Un sdr R sera dit symétrique ssi :

u-—>veER <=> v =>u¢€R

Déf 3 : Soit R sdr

On définit l'ﬁﬁsemble Rl ={d—>g/ g—>d €Ry}

o
[
la
N

Remarque : Si, pour toute rdgle de R, V(g) = V(d) alors R~ est un sdr.
On peut alors parler du symétrisé de R R* = R u R
Déf 4 : A tout sdr symétrique R, on peut associer un ensemble d'équations
Eg tel que :
Eg={u=v/u-=—>vEe€R}
D&f 5 : A tout ensemble d'équations E, on peut associer un sdr Rg symétri-
" que tel que
RE={u—>v, v—>u/u=yve€E}
On obtient donc le schéma suivant :
dér 5
—>

EF Rg

dér 4
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Lemme :

Si Rg est simulé fortement par S, sdr symétrique, alors E est simuﬁ

par Eg.
Preuve :
tEp e <= (t 2 trett Yot
Re RE
> (t_*_trett_*ot)
ecndy, L
s S

=> t Zgst!

(Es existe car S est symétrique). \

Avant de détailler ces résultats et les moyens d'y arriver, nous allom

décrire un exemple de simulation d'un ensemble d'équations par un ensemb”

d'équations linéaire.

Avertissement :

Pour restreindre le nombre de rdgles & décrire, nous allons considére’
qu'd x, y, z sont nécessairement substitués des termes de la forme sP(0):

(Cela revient A se donner des sortes sur nos opérateurs).

Soit E={ a = b } =
7N
| x x

X

On définit :
(1) a _

1a.b.8,0}

| /N
sy _ . %
/b -—>A, Ns
AN
8"y |
| x Y
X
(6) & —_> 8,
I I
0 0
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N\
(3) 8 8
o R
) -—> A (7 8 Ae
| I I -
X . X Ae 8
| |
X X
(wy ° oy _
| | (8) b b
Ar oy /8\ A; \y - x/ A y
| | |
X X X

R' est défini.de telle fagon qu'on recopie, comme fils droit de b ,
la suite s8N figurant 3 gauche.

0

A est un pointeur allant chercher, & gauche, le s non marqué le plus haut.
A', engendré lors de cette rencontre remonte sous le sommet puis crée un s
A droite. ‘

Lorsque A rencontre le '0' de gauche, 11 devient Ae,~pointeur d'effacement
otant toutes les marques g (présentes . uniquement & droite), puis le mar~
quage au sommet.

On définit alors S= R\ u R'"1, et Eg, obtenu en remplagant les redgles de R'
par des égalités, simule linéairement E.

Rappelons cependant que cet exemple est trds simplifié : généralement, 1la
définition de R' doit tenir compte du fait'que les variables peuvent &tre
des termes quelconques, et d'autre part contrdler la simulation. ’
Dans les pages suivantes, nous revenons plus formellement, et parfois en
. utilisant des notions et des méthodes sensiblement différentes, sur ces
simulations.

Simulation forte, simulation faible :

Nous avons défini dans les chapitres précédents deux fagons de simuler
linéairement une rdgle de réécriture.L'une d'elle nécessitait le marquage
du sommet des termes, contrainte tres forte, tandis que l'autre, gelant les
sous—arbres du terme 3 dériver, nécesitait un nouvel alphabet de symboles
barrés.
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Ces deux structures de contrdle, aux propriétés différentes corres
pondent chacune A 1l'une des définitions de la simulation que nous introdul’
sons iei :

Définition 1 :

Solent R, S deux systtmes de réécriture définis respectivement sU
T(Z). et T(L') tels que £ c L°.

On dit que S simule fortement R si :

¥ (u,v) €T(ZN2 1. u 2 v =>u_* v
R S

2, St u€eT(I) u TL,v >3 v € T(1)

tel que u_"_,v1.—3-’v
S S

et u —1a Vi
R

Définition 2 :
Sous les mémes hypoth®ses on dira que S simule faiblement R si :
3£ T(E) —> T(L') tel que :

u2ov = f(u) X, r(v)

R S
et
£ (u) 2y £(v) 3 vi € T(I) tel que f(u) -2, £(vy) 2y £(v)
S -> S S
et u € T(I) et u_2s v <
R

Remarque :

Le marquage au sommet correspond & la fonction f. La structureé o
contrdle qui lul est associé conduit donc A une simulation faible.

Par contre, le gel des sous—arbres, 81 l'on s'autorise des étépe5
dégel 3 la fin des transformtions reldve de la simulation forte. .

Ces deux types de simulation ont des propriétés fort différentes.aw
expliquent que, suivant les propriétés que 'lon désire conserver, 1
choisisse 1l'une ou l'autre.

En particulier, nous avons montré que la simulation faible que no”
avons employé auparavant conservait la propriété de terminaison finie:-

n'en est pas de méme pour la simulation forte:
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Lemme : -

La simulation forte ne conserve pas la terminaison finie,
Montrons—le sur un exemple :

Soit £ = { b , a, 3, 0} et R défini par",b —> 0
/\ | X “x
a
| — o0
i o
/b\ —> 0
X 0
b —> 0
p'\x

On voit que pour t € T(L) :
t _3¢ O siun b a deux fils jumeaux ou si # (O,t) « O
I\
R

t _2,t sinon
R
R est noetherien. Soit S simulant R et h > sup | hauteur des membres gauche
de rdgle de S
Puisque S a un nombre de rtgles fini, ce sup existe et est fini.

Alors i1 existe une régle de S applicable a ty = b
1 b
a a
\ | |
a a
En effet : b ——2s 0
/ N\
ah ah S 1 étant une rigle de S : g3 —> dy
| '\g'/s
a a t1

Deux cas se présentent :

1. g = al -==> d avec § < h. La regle est donc applicable & t,

X (méme conclusion si x est remplacé par a)
2. g = b i, 3 <h
4 \
al al la rdgle est fci encore applicable & t,
X y

Is1
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11 existe donc une rdgle de S applicable 3 t,. On a donc le schéma sui”
vant :
to | -—— ¢ |-ji- to, puisque S simule R et tg | —- to dans R.
g1_>d1 o S
S appliqué 3 t, possdde donc un cycle, il n'est donc pas noetherien.
Remarquons cependant que ce cycle est induit par la présence d'une non-11~
néarité gauche dans le systdme de départ. (lLa simulation de la non linéa”

rité A droite conserve l'aspect noetherien).

Reversibilité : \

Afin de pouvoir simuler une rdgle g —> d et son inverse d —> g dan’
le but de simuler des théories équationnelles, nous affinons la définitio”
de la simulation utilisée dans les chapitres précédents de la fagon sul”
vante

a. Tous les symboles auxiliaires (marquages et pointeurs) sont désor”
mais indicés par le numéro de la regle de départ qu'ils simulent.

b. On n'utilise plus, pour repérer les couples de termes 2 compar'er

(ou A copler), les suites dc

I

ay

|

fe A
mais on force de fagon déterministe (enchainement de regles) les poin-
teurs A aller de 1'un 3 1'autre, ce qui peut &tre fait finiment pour chd”
que rdgle
Les autres constructions (par exemple, l'effacement des ® ) ont déJ
définies de telle fagon qu'elles puissent Etre utilisées sans ambig
dans le sens d —> g. D'autre part, nous supposerons dans tout ce qui 3“”

y &
uf?

que la structure de contrdle de simulation employée est celle qui consis?

3 geler les sous-—arbres.

Parenthesage d'une dérivation :

Lorsqu'on simule fortement une dérivation du type t 2, u, on simul®
séparément ou parallélement un certain nombre de rdgles du systime d€

4

part.

Pour chacune de ces rigles, la démarche est la suivante :
- Marquage du point d'application de la rdgle
-~ Gel du sous—arbre correspondant
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- simulation proprement dite

- dégel et effacement des symboles auxiliaires
On peut décrire cette simulation de la mani2re suivante :

- On fait correspondre 3 chaque début de simulation de rdgle une "ou-
verture de parenth®se" (4  signifiant qu'on commence 2 simuler la régle i
4 1l'occurence u de 1l‘arbre.

- De méme on associe une parenthdse fermante )4 y A la fin de la si-
mulation de cette rigle.

On obtient de cette fagon une "trace" de la simulation composée d'une suite
de parenthdses telle que pour chaque parenthdse (i, appartenant & la sui-
te,)y,y ¥ appartient aussi. i

(On aura autant de couples de parenthtses correspondantes que de régles du
systtme de dépért utilisées dans t —2» u)

Nous définissons la notion de bon parenthtsage :

Définition :

La trace d'une simulation est bien parenthesée ssi

- Tout couple (4 )i,y est tel que s'll contient une parenthdse (j,,
ou)J'w. i1 contient la parenthdse associée.

- La parenth®se ouvrante précdde toujours la parentheése fermante cor-
respondante .

Proposition :

Soient R,S deux systdmes de réécriture, I et I' les alphabets gradués
associés, et S simule R.

Soient tq, to € T(I)

Si t1_JﬂLt2 alors la trace de § peut s'écrire de fagon bien

S
parenthdsée.

Démonstration :

Puisque tq, to> € T(I) et S simule R, i1 existe une dérivation &' telle
+§?

Qque t1_"2,t2
R
Done : .
L 1 n 1n+1
tyTT2 et T .. T2y T g,
R 1 R 2 R n R
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et puisque S simule R :

t1__s__,t"__'_,t"'_s_,t;........ S t,

( S ) )
11’01 11.01 inﬂv“’
La trace de § peut donc s'écrire de mani2re trés bien parenthesée (chaqué
couple est is0lé des autres), ce qui termine la preuve de la proposition.
Lors de la simulation d'une dérivation, on peut donc toujours s'arrangef
pour ne simuler qu'une rdgles & la fois, la simulation "anarchique" pouvant
toujours s'y ramener,
Ayant défini les notions nécessaires pouq\la suite du chapitre, nous pov”
vons énoncer trois lemmes, aprds avolr défini 1'inverse d'un systdme 9
réécriture :
Définition : Soit R = {(gy —> dy) 1 € [1,N]} un systdme de réécriture.
On appelle R™! 1'ensemble défini par :
R™1 = {(d4 =—> g3) / (gy —> dy) € R}

Remarquons que R~! n'est un systime de réécriture que si V(gi) = V(dy) pov'
tout { (c'est-a-dire si R est complet)

Soient R, R' deux.systémes de réécriture (linéaires 3 droite) sur 7(3)

complets

S, S' deux syst®mes de réécriture linéaires sur T(L') > T(I)
Lemme 1 : S simule R ==> S~! simule R™!
lemme 2 : S simule R ==> S u S”! simule R u R™!
lemme 3 : S simule R B

et -
S' simule R? p==> S u S' simule R u R!

‘et les alphabets des

symboles auxiliaires

de- S et S' sont disjoints

/

Démonstration du lemme 1 : 4
f
Soit t ™2 u une transformation dans R, correspondant 3 l'applicatw
1,0

de la régle { 3 l'occurence w de t.
Puisque S simule R, la transformation suivante est définie de fagon détdf

ministe :
t 72 oy T
(i.w
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at __R__,q correspond u _BZl, t 2 laquelle est associée la transformation

ilm 1,(4!
u > uyu; S t; —>1t et cela de fagon déterministe
)y 1* ( ‘
YY) i,w

Donc & toute regle de R~ correspond une dérivation de S~1.

(on généralise sans problime 3 un nombre quelconque de riégles de R)

Réciproquement, soient t, u € T(L) et t S~ u une transformation de S™1
*

Donc u _S ,t est définie et, puisque S simule R, correspond 3 une trans -
”

formation u ._R—-pt
.

Donc, dans R™1, on a la transformation t _R71,_u
*
Toute dérivation de S™1 basée sur T(I) correspond donc i une transformation
de RV,
Donc S~1 simule R°1. ’

Démonstration du lemme 2 :

Montrons que toute dérivation de R u R™1 est simuiée par une transfor-
mation de S u S™1 :
Soient t, u € T(Z) tels que t..__.*..g u
RuR™! .
On peut supposer sans nuire 3 la généralité que cette transformation est du
type :
t Rt R 4

-> -—> |
i,0 Jw! |
.or t R ty est simulée dans S
-->
{,0

ty Bl u est simulée dans S 1

donec t RuR-1 4 est simulée dans S u S™!
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Montrons que, réciproquement, toute transformation de S u S~1 basée sur
T(L) est la simulation d'une transformation de R u R™1.

Solent t, u € T(L) ett * wu

-——>

SuS-1
On peut supposer, sans nuire 3 la généralité, que l'on commence par appli”
quer une rdgle de S (forcément une ouverture de parenth®se). On a donc 1€
schéma :

t"‘">t1___*;>u
(i.m SuS—1 \

Les rdgles de S™! applicables aprds l'ouverture de (1,, sont, & cause gu
déterminisme, uniquement les retgles inverses de la dernidre rdgle de 5
appliquée.

Donc, soit les rdgles de S”! n'effacent pas la parenthdse ouvrante et 1f°“
peut considérer qu'on a seulement "reculé" dans la simulation de i, soit
elles 1'on effacé et ont commencé la simulation de l'inverse d'une rdgle ¢
R. Dans ce cas, tout se passe comme si 1'on avait débuté par cette simV’
lation.

Donc cette transformation t _* 5 u peut-8tre décrite sous la forme d'une
SuS-1

suite de simulations de rdgles de R ou R~! successives, ce qui signif“

exactement que toute dérivation de S u S-! basée sur T(I) est la simulati®’

d'une dérivation de R u R,

Démonstration du lemme 3
Montrons que toute transformation de R u R' peut &tre simulée dans

SusS'. Solent t, u € T(L) tels que t 2, u, ce que 1'on peut réécrire d¢
RuR'

la fagon suivante : . .
t_h_'t'j It _13_’_:1_&'11
R R R R
ol certaines des rdgles iy, Jy peuvent correspondre 3 1'identité.
Puisque chacune de ces étapes peut &tre simulée par S ou S', alors
t _*_u peut &tre simulé dans S u S'.
RuR'
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Réciproquement, solent t, u € T(I) tels que t _*,u
Sus!

On peut décomposer cette transformation comme précédemment en remarquant de
plus que :

1) La premidre rdgle applicable engendre une ouverture de parenthtse
2) Les seules rdgles applicables alors correspondent & la simulation
de la régle de R ou de R'.ihdicant la parenthtse ouvrante.
C'est-é-dire qu'apres lfouverture d'une parenthdse, on reste dans le sys-
téme correspondant jusqu'a la fermeture de cette parenthdse. (Ceci est vrai
car S et S' ont des alphabets auxiliaires disjoints par hypothése)
Done t___,xapeut se réécrire sous la forme suivante :
SuS!
t—> ty 2oty —>t3 =ty sty ——> tg ...m—>u
(1,w s )i.w (J.v S' )J,v )k,z
ou certaines des simulations peuvent correspondre & 1'identité,
A chacune de ces phases successives, on peut associer sulvant les cas une
regle de R ou de R'.
Donc toute transformation de S u s basée sur T(I) est la simulation d'une
dérivation de R u R', ce quil termine la démonstration du lemme 3.
Ces trois lemmes nous permettent d'énoncer les résultats suivants :

\

Corollaire 1 :

Soit R un systd®me de réécriture complet sur T(I). Il existe deux sys-
témes de réécriture linéaires Sy et Sy tels que
1) Sy et Sy ont des alphabets de symboles auxilialres disjoints

2) 8y us™! simle R
2

Idée de preuve :

A toute regle de R, par exemple b —> c » on associe
VAR /1IN
xYyy yxXx
un nouveau terme et deux syst®mes de réécriture Ry et Ry tels que :
* *
» _*, B 2, ¢ Bf€CX
7N /\ /N IN

xyy B x 7y B yxx
Ry et Ry sont complets et linéaires 2 droite
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donc, d'apres les lemmes précédents :
sl Sq simule Ry
=> Sy u ™! simule Ry u R~}
et S, simule R, 2
Or on voit clairement que Ry u R™! simule R, d'olu le résultat.
2

(Remarque : on peut toujours définir Sy et Sp sur des alphabets auxiliaired
disjoints).

Corollaire 2 : \
Soit E une théorie équationnelle définie sur T(I) compldte, c'est-¥

dire : ¥t = t! € E  V(ty) = V(t!)
.« . ‘ t

alors il existe un systime de réécriture linéaire S tel que :
SusS! simule E (d.e : ¥(t,u) € T(2)2 tS u<d=d t —2p 1)

€ sus-1
idée de preuve :
A toute équation de E, du type Db = c on associe
/N / I\
XyYy y X X
un nouveau terme et deux syst®mes de réécriture linéaires droits complets:
b Ry B Rp c
[N [N T I\ R
XYyy X y. yxx
Posons R = Ry u Ry. R est linéaire droit. .

Soit S linéaire simulant R.
D'aprds le lemme 1, S u S™1 simule R u R™!, qui lui-méme simule E

d'ou le résultat.
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CHAPITRE VII

Complexité



Complexité

Introduction :

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de complexité d'un sys-
teéme de réécriture, Cela permettra de comparer des systemes de réécriture,
et en particulier. d'évaluer la différence existant entre les systémes de
réécriture linéaires et les autres.

Nous avons constaté dans les chapitres précédents que la simulation
d'un syst®me quelconque par un systeime de réécriture linéaire ne se fait
qu'au prix d;un accroissement considérable du nombre de régles et de sym
boles fonctionnels et du contrdle de l'ordre des applications de regles
(perte du non déterminisme).

Nous essaierons ici de quantifier cette différence.

Dans un premier temps, nous définissons la profondeur d'une transfor-
mation, puis nous donnons une autre caractérisation peut—-&tre plus parlan-
te. '

Ayant montré dans un deuxi®me temps que 1l'on péut accomplir, grice 2
des systimes de réécriture de complexité finie, certaines opérations é1é-
mentaires sur les arbres, nous les composerons finiment, obtenant ainsi
avec un systime de cgmplexité finle et partant d'un arbre quelconque, 1la
famille des termes récursivement énumérables. |

Comme d'autre part, nous montrons que nos simulations sont de comple-
xité infinie, cela nous permettra la distance qui sépare les systdmes li-
néaires des autres.
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Profondeur d'une dérivation, d'une transformation :
Définitions :

1. Dérivation :
Soit R systime de rééeriture sur T(L) et (t,u) € T(I).
t )->— u est une dérivation s'il existe n régles 1y,...15—1 de R telles
R

que to =t o ti... In-1 thp=u

2. Transformation :
Soit R syst®me de réécriture sur T(I), et (t,u) € T(L).
Alors (t,u) est une transformation dans R s'il existe au moins une déri-
vation de R telle que t_* wu.
R
(On peut considérer que la transformation (t,u) est la classe de toutes

les dérivations de R telles que t —"— u.)
R

3. Profondeur d'une dérivation :
Soit R systime de réécriture sur T(I), et t»—i—-u une dérivation.
On définit récursivement la profondeur de cette dérivation, notée
HR(t.—z- u), de lafagon suivante :
- Si t,-©2_ u=t (aucune rdgle n'est appliquée) alors Ng(t,2-u) = 0O
R
- Soit une dérivation quelconque t +—— u
Alors MR(tv> u) Sn + 1 ssi :
Il existe deux dérivations ty——1t'
avec Mr(t ——t') S n
et t'k_ﬁ-u de telle fagon que :

t' = us=
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Chaque %4 —=>ry , 1 € {1,p] € R et son application dans t' ne chevauch
celle d'aucune rdgle &y —-->ry J € [1,p]

Aucune de ces p regles n'était applicable avant d'avoir atteint 1l'ardbr
t'.
Informellement, une dérivation est de profondeur 1 si les rdgles A appll
quer peuvent l'@tre dans un ordre quelconque (donc en parallkle).

Exemples :
a. Dérivation de profondeur 1 :

Soit § = {a b c 'E} et R\- ( /cl:\ —_-> ? (10
|. /\\/l\‘ 1 X Y X y
b _— c (2)
/7 \ VAR
L X y Xyy
Lt = b ‘-——————* um= b
a'/, N b a ///- ‘\‘b
A A
11Db 21/1?\ a /c\ a a
111b\/ \a Ja.b\za \“5 /c‘:\ % :'a /c::\
™.
51 a ; a 33 ¥ TEZ33a 3 ¥T3Ea

en appliquant (1) aux occurences 11, 111, 21123e t, et (2) en 211,
¢
Cette dérivation est de profondeur 1 car l'ordre dans lequel ces qua‘tr

applications de regles sont effectuées n'influe pas sur le résultat.

b. Dérivation de profondeur 2 :

Soit L = {a a; ap } . ( a _ aq (1)
T I . Io— |
x x
et R = 1 a ap (2)
| — |
X
-

arrt
HR(a ,,_f__ 82) = 2 car 1l'ordre dans lequel les deux régles doivent &/

X X

appliquées est ici frixé.
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Définition : Profondeur d'une transformation )

Soit R systime de réécriture sur T(I) et (t,u) une transformation de
R.

On appelle profondeur de la transformation (t,u), notée INz(t,u), la
quantité définie par :

TR(t,u) = inf {MR(t p=—u)}

t‘—Lu

R

Remarque : Puilsque TIg 2 0, cet inf est atteint pour une certaine dérivation
"minimale™ notée t . *_ u
m

La profondeur d'une transformation correspond intuitivement au nombre mini-
mal de "passages" A& effectuer pour dériver t en u. (Un "passage" étant en
fait une dérivation de profondeur 1).

Nous allons donner une autre caractérisation de la profondeur d'une trans-

formation, grice au lemme suivant :

Définition préliminaire :

Soit t 2~ u une dérivation dans R.
On dira que deux applications de régles sont llé&i dans t +—— u si elles
interviennent dans la dérivation successivement et dans un ordre fixé. On
appellera chalne d'applications de rdgles liées (ou plus simplement chafine
de regles liées) toute suite d'applications de regles ip, i1,...in telle
que chaque couple (1k,1k+1) soit composé de deux rdgles liées (ig devant
étre appliquée avant i,4) dans t —— u.

Lemme :
Une transformation (t,u) dans R est de profondeur n s8si :

dans la dérivation t ,—*—u, 11 existe une chaine de n régles liées, et
m

aucune chailne de longueur supérieure & n.

Démonstration :

NMgr(t,u) = n <=> HR(t_;Eo u) = n par définition.
Par définition de la profondeur d‘'une dérivation, on en conclut qu'il exis-
te dans cette dérivation t‘ﬂ%*'u n applications de rdgles A appliquer ™
successivement dans un ordre précis. Ce qui signifie exactement qu'il

existe dans t _* _ u une chaine de n rdgles liées.
m
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Montrons qu'il n'y a pas de chalne plus longue :
Par définition de la profondeur d'une dérivation, s'il existait dans
t ¥ u une chalne de rdgles liées de longueur > n, alors NMR(t,Y¥—u) > n
n m
donc TR(t,u) = NR(ts—— u) > n
m

ce qui est contraire & 1l'hypothese.

Complexité d'un systdme de réécriture :
Définition : Soit R systdme de réécritur‘é.
On appelle complexité de R, notée e(R). la quantité définie de la manier

suivante :
€ (R) = sup {mOg(t,u)}
(t,u)€ R
D'aprés le lemme précédent, ?(R) est aussi égale & la borne supérieure def
chalnes de rigles liées pour R.

Exemples et résultats :

Soit R systdme de réécriture sur T(I)
S'11 existe t € T(I) tel que t se dérive par R en une infinité de terme®
alors Z(R) = + o,

En effet : si (((R) < + », la longueur des chalnes liées dans R es?

: ¢
bornée. Puisque R et t sont finis, il en résulte que t n'a qu'un nomb’

finl de descendants.

La réciproque est fausse.

Considérons pour le montrer L ={ b a a} R : b ee——p b

/\l /' \ / \

Tout arbre a un nouibr'e fini de descendants, égal au nombre de "a" deﬁcerl

dants gauches d'un b,
Pourtant e(R) -+ @

Considérons en effet t, = p b\ b\
’
ah . 7 __* & al = yj
l R \
a a
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Cette dérivation (qui est minimale car unique) est clairement de profondeur
n done €(R) 2 sup {IR(th,up)} = + =
néN
Définition :
Soit R systime de réég:iture sur T(Z). On définit sur T(I) la relation
R= {(t,t')/ t 2 t")
R
R est donc l'ensemble des transformations.
Définition :
Soient R, R' deux systimes de réécriture, on dira que :
R v R' ssi '3 -‘g'
Définition :
Soit A une relation sur T(I) réalisable par un syst®me de réécriture
(ce qui équivaut & dire que A est une relation récursivement énumérable).
on dérinit : €(a) = tnei € (R)/R = A}
Qf(n) = {A relation sur T(L)/ (A) = n}

On obtient de cette fagon une hiérarchie infinie de relations, comme l'ont
montré Engelfriet et B. Baker, '

Théordme :
¥neN €n § C(s ey,

Démonstration :

Il suffit de prendre un: relation A telle que :

3 t € T(Z) tel que {(t,u) € A} soit infini.
En effet, quelque soit R systkme de réécriture vérifiant 3 = A, Q?(R) -+ o
donc aucun systime de complexité finie ne réalisera A.

De méme, on a le résultat suivant :
Théortme :

Il existe des relations récursivement énumérables A telles que :
pour tout terme t de T(I) {(t,u) € A} soit fint et €(a) = + o
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Démonstration :

Il suffit de considérer l'exemple de la page précédente.
Nous allons montrer maintenant que certaines transformations usuelles d'ar”

bres peuvent &tre réalisées par des systimes de réécriture de "petite col”
plexité",

Proposition 1 :

Soit M = (Z, Q, F, R) un automate fini d'arbre.
I1 existe un algorithme permettant de définir Ry, systeme de réécriture de
complexité 2 défini sur T uQu Tu 1} t\el que *

- A
¥t eT(! teJM <> (t,%) €Ry
0

Nous illustrons ce résultat sur un exemple :

Soit M l'automate d'arbre reconnaissant les termes de la forme :

/ ’ do / b\
,b\ ‘aq M (1) | —> q qQ2
an aP l . /b\ I |
| | ¢ X y X y
c ¢ (2) @2 a ) g —>c
Il — | |
[Vl
a q, c
I I
X X
%) qq b (5) Q3 - 8
I /7 N\ | |
-~>Qq3 Qq3
b | | a %
/N |
X'y x .y |
X X
(6) a3
| -=> ¢
e

Ces six régles définissent sur T(I u Q) un systemes de réécriture de co?”
plexité infinie (11 faut suivre pas & pas la descente des qi).

On peut cependant le simuler par un systime de réécriture de complexﬂé
finie défini sur I u Zuiff} uQ :. |
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(DI b (2) b = qQq
b /7 \ /7 \ I
/ > a  Q x Y i)
) || b
y /7 \
x y i a5
|
x y
WA
(3) a —_> a2 (4) a -—=> Q3
I | I
X 1 x a
w
a I
I a9,
a, |
| X
X
(5) ¢ == a2 (6) ¢ —=> q3 (7) ¥1 € {1,2,3} qi
| | | —> «
T T qy
I
# X

Ce systdme de réécriture appliqué 3 un arbre de la forme | est noethérien
mais non confluent (3 cause des rdgles (5) et (6)) t
Il "barre™ tous les symboles de t et intercale entre chaque couple de sym—

boles successifs une suite qi (si{ ces symboles sont dans {b, a, ¢, 2}),
I N ) \

%
puis efface les suites Qy

I
9 *
Donec sf{ t GJFIM). il existe une dérivation 2._3- u telle que u --;.
RM'#
Réciproquement, si t £ ]f}M), toute dérivation | ;_3_ u sera telle qu'il
t Ry
existera dans u une suite 93 , 1 . 3.

|
9

On peut remarquer que Ry est linéaire.
D'autre part, i?(RM) -2 pour t € T(I).
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En effet, les seules chalnes de rdgles liées que l'on peut obtenir
font intervenir une regle du type (1) & (6) suivie de la rdgle (7), cecl

grice au "barrage" des lettres.

Proposition 2 :
On peut réaliser un homomorphisme ¥ (resp. linéaire) par un systime de

réécriture Ry (resp. linéaire) tel que ?f(Ry) =-1.

Démonstration : \
Ici encore, nous ne ferons qu'illustrer ce résultat sur un exemple
~
sott ¥ [ a b alors Ry = ([ a b
_/ \ Al S
| —> 3 X4 l —=> a X1
X1 X
{ b —> c { b —> %
/7 N\ 7N 7 N\ /AN
Xy X2 Xy a x2 X1 X2 X1 a X2
X
_ _ 1 _ ~ X1
L a —> a . a —> a

En notant O l'arbre u € T(I) dont tous les symboles sont surmontés d'un
'A', on a clairement :

(t,0) est une tranformation pour Ry <=> ¥(t) = u
R y est de complexité 1, car le marquage des symboles fonctionnels en Par’

tie droite empéche leur chevauchement.
Nous utiliserons ces résultats en liaison avec ceux obtenus par J. Mongy et

plus particulidrement :
Il existe un algorithme qui, & toute rorét:F.récursivement énumérable (do

née par une grammaire d'arbres quelconque), associe trois homomorphismes L
¢ ¥ et deux foréts reconnaissables F; et F, tels que : ' )
'37 =1 (¢(F1) n ¥(F2))
ce que 1'on peut figurer sur le schéma suivant :
¢(Fy)n ¥(F2)

Tl N
Fq ¥ F2

: 9
Nous pouvons, grice aux propositions 1 et 2, exprimer ce résultat en tefme

de systimes de réécriture :
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Soient %1, Iz, A, [ quatre alphabets gradués oulinir=0
Fi forét reconnaissable définie sur T(ZIy)
F, for2t reconnaissable définie sur T(Ip)

¢ L1 —> A
Y Iz ——> A
m:a —> [

F :définie sur F ,

D'aprds la proposition 1, il existe Ry associé 3 Fq, R associé & Fp

€ (ry) = C(ry) = 2 ,

¢, ¥, I peuvent &tre simulés respectivement par Ry, Ry, Ry de complexité 1,
de par la proposition 2. _

Il nous reste 3 représenter sous forme de systdme de réécriture 1l'inter-
section ¢(Fq)pn ¥(F2).

Pour cela, on utilise un nouveau symbole fonctionnel

- € 4, ;\121 ulul’

/\
tel que : 1 ( = ) est 1'arbre vide.
I\
Xy
;\ —=> x (systdme de réécriture R. de complexité 1)

X X

On obtient alors le schéma suivant, pour (tq,t3) € Fy x Fp :

I: * tit ¥ ¢(E'1) W(t2)< * -t.z & * I
~
u
» l R,
II(u)
que l'on peut aussi exprimer :
* * _— ¥
/ \\ ’ Y S 4 /N — > U —— 5 ()
o w2 R,Rp T T2 ReRy D wik) Bl R
) lu
Lot
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Le test d'égalité composant R. ne s'effectuera que lorsque tq et to auront
été entitrement transposés dans 1'alphabet A.

Les systimes de réécriture lors de cette transformation se succddent de€
fagon précise : 1l'un n'intervenant que lorsque les termes concernés ont été
entitrement transposés (par le systeme précédent) dans l'alphabet idoineé:
On peut donc pour calculer la complexité du syst®me réunion de ces syst®
mes, additionner les complexités de chacun d'eux.

On déduit alors de cette construction le théor?me suivant :

Théordme : \

Par un systd®me de réécriture de complexité 5, on peut engendrer‘.a
partir du monolde libre T(I), toute forét récursivement énumérable.
dem : voir construction précédente.
Ce résultat prend toute son importance lorsqu'on le compare aux suivants

concernant les systdmes de réécriture linéaires.

Théordme (de simulation inverse) :
Tout systdme de réécriture R tel que g(R) = 1 peut &tre réalisé par u

bimorphisme B.
(de plus, si R est 1linéaire, B 1'est aussi).
Idée de la preuve :
Soit R = {(&; =—> d;), 1 € [1,n]} défini sur T(I)
On associe & chaque régle i un nouveau symbole fonctionnel pj et un terme’

Pi ou les Xy J ¢ [1.n1] sont les variables apparaissant
» x1ff......xn1 dans %i.
Soit ' = L u {pg, 1 € [1,n]}
On définit les deux morphismes ¥,¢ : L' ——> ¢
de telle fagon que ¥ x € I ¢(x) = ¥(x) = x
¥4 €[1,n] ¢(py) = 24

¥(py) = ¢
Exemple :
Py
7~
p 4 § \‘z
“}L//’ . \\\\:
,’f‘\ ! /b\\

a y z — b b
/\ /7 \ / \
X Yy Y y z 2
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Remarque :
La condition QZ(R) = 1 est nécessaire : elle permet de considérer

chaque régle £ —> dj indépendamment (il n'y a pas de chalnes de rdgles
liées).
Corollaire :
Soit R syst®me de réécriture linéaire 2 droite tel que g(R) (+ o
alors R conserve la reconnaissabilité.
Idée de la preuve :

Nous utilisons le résultat suivant : '
Soit Rec la classe des foréts reconnalssables

Rec est close par intersection, homomorphisme linéaire et homomorphis-
me inverse.

Soit n = iﬂ(R).
donc ¥ (t,u) € R, } to=t, t1,.c0,ty = u tels que :
t =ty —>t] —> tr.eetp] — o tp = U
Chacune de ces dérivations est de complexité inférieure ou
égale A 1.
Ainsi chaque pas ti-—ia ti+1 peut &tre réalisé par un bimorphisme Bj.
Done - By 0 Bp—q 0...0 By =B |
Puisque les bimorphismes conservent la reconnaissabilité, il en est donc de
méme pour R, \

Conclusion :

La notion de complexité d'un systime de réécriture et les résultaﬂs la
concernant permettent d'apprécier la différence existant entre les systimes
de réécriture linéaires et les autres.

Si{ un systime non linéaire de complexité finie permet d'engendrer, 2
partir de 2 foréts reconnaissables, toute forét récursivement énumérable,
il n'en est pas de méme pour un systéme linéaire de complexité finie.

Dans le cas général, la simulation d'un systime non linéaire par un
systetme linéaire ne se fait qu'au prix d'une "complication infinie". Cecl
méme dans le cas relativement éimple (11 s'agit uniquement de copier) de la
linéarisation & droite.

Les systeémes de réécriture non linéaires permettent de définir de
fagon peu compléxe des tfches infiniment complexes pour un systime 1liné-

aire.
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