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INTRODUCTION 

La diversité de phénomènes optiques que les cristaux liquides 
offrent à l'observation est  remarquable : textures chatoyantes, couleurs 
mouvantes, arrangements géométriques, apparitions fugaces ou progressives. 
De toutes ces propriétés, la plus fascinante à nos yeux est l a  réflexion 
sélective que présentent certaines mésophases torsadées : éclairée en 
lumière blanche naturel le,  une préparation réfléchit "sélectivement" un 
domaine étroit  de longueurs d'onde. Une partie seulement de la lumière I 

incidente appartenant 21 ce domaine est  réfléchie : en effet ,  pour une I l 

préparation donnée, une seule des composantes circulaires de la vibration l 

1 

incidente est transmise ; l 'autre est  réfléchie. Curieusement, le  sens 
de polarisation de cette dernière est  l e  même que celui de la composante 
incidente correspondante, contrairement à l a  réflexion habituelle par 
un miroir. La sélectivité spectrale d'une part e t  le sens "anomal" de pola- 
risation de la réfléchie d'autre part,confèrent au phénomène de réflexion 
sélective une double originalité. 

l 

Les mésophases torses possèdent en dehors de la bande de réflexion 
sélective des propriétés de polarisation rotatoire. Le pouvoir rotatoire 
observé est beaucoup plus important que celui des cristaux e t  des liquides 
ou des gaz. Dès 1869, Reusch [Il avait retrouvé les propriétés de polari- 
sation rotatoire des cristaux actifs avec des empilements de lamelles de 
mica. Suivant la même inspiration, reprenant un modèle macroscopique 
analogue proposé par plusieurs auteurs pour expliquer qualitativement 
t o u t  ou partie des propriétés des mésophases torses, nous avons abordé 
l'étude théorique des propriétés d'un empilement hélicoïdal de lames 
biréfringentes : un tel modèle constitue une simple généralisation des 
piles de Reusch. 

Les techniques habi tue1 les d' étude d'un tel empilement sont 
en général incomplètes ainsi que l e  met en évidence le  chapitre 1 .  Aussi 

un formalisme original qui permet de prendre en compte toutes les ondes 
réfléchies aux dioptres a-t-il été mis au point. 11 a permis d 'établir  
la coïncidence entre les propriétés optiques des mésophases torses e t  
celles de piles delamelles biréfringentes très minces dont l'orientation - 



varie très progressivement. Les propriétés optiques originales des 
mésophases torses apparaissent ainsi comme un cas particulier des 
propriétés des assemblages hélicoïdaux de lames a biréfringence rec- 
ti1 igne. 

Les applications du formalisme proposé ne se limitent pas 

aux piles de lamelles ; les notions essentielles permettant d'étudier 
la propagation de la lumière le long de l'axe de torsion de n'importe 
quel empilement hélicoïdal sont dégagées aux chapitres 2 et 3. Quelques 
exemples de piles de lames épaises présentant des phénomènes de biré- 
fringence elliptique additionnée de pouvoir rotatoire d'entrainement 
lié à la structure torse sont étudiés au chapitre 4. Enfin, il  est 
montré que les piles hélicoïdales de lames épaisses présentent, comme 
les mésophases torses, le phénomène de réflexion sélective : i l  se 
manifeste sous forme de deux séries distinctes de bandes spectrales 
étroites réfléchies. Le chapitre 5 décrit les diverses mises en évidence 
experimentales de cette propriété nouvelle. 
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CHAPITRE 1 

LES VIBRATIONS PROPRES D'UNE PILE DE DEUX LAMES 

A BIRÉFRINGENCE RECTILIGNE NE SONT PAS ORTHOGONALES 

1. INTRODUCTION 

Des méthodes classiques de calcul analytique ou numérique per- 
mettent de tenir compte des réflexions aux divers dioptres des piles 
"périodiques" de lames isotropes [ 2,3,4,5] . 11 n'existe pratiquement 
pas d'études analogues pour les pi les de lames biréfringentes. Habi tue1 - 
lement, dès que le nombre de lames dépasse quelques unités, les ré- 
flexions sont négligées et on considère que la vibration incidente sur 
une lame représente la totalité de la vibration transmise par la lame 
précédente. J. BILLARD [ 61 donne un exemple de pile où ce type de rai- 
sonnement conduit à un paradoxe : si on éclaire cette pile avec une vi- 
bration convenable, l'émergente a une amplitude supérieure à celle de 
1 ' incidente. Une critique des hypothèses montre que 1 'origine de la 
difficulté peut provenir de la non-prise en compte des ondes réfléchies 
aux dioptres. 

Ainsi que nous l'avons laissé entendre dans l'introduction 
générale, notre étude concerne les pi les hé1 icoTdales de lames bi ré- 
fringentes. Divers auteurs [ 7,8 ] ayant proposé des modèles théoriques 
de tel les pi les mettefit qua1 i tativement en évidence le rôle que pour- 
raient y jouer les réflexions. Il nous importait donc au premier chef de 
juger quantitativement s' i 1 y a 1 ieu ou non de tenir compte des ondes 
réfléchies aux divers dioptres d'une pile de lames. 

L'étude détaillée qui suit montre que ces réflexions jouent un 
rôle subtil mais non négligeable même dans .la pile la plus simple qui 
puisse être imaginée, puisqu'elle ne comporte que deux lames à biréfrin- 
gence recti 1 igne, parfai tement transparentes. 



2. QUELQUES DEFINITIONS : ETAT DE POLARISATION D'UNE VIBRATION, 

ORTHONALITE, VIBRATIONS PRIVILEGIEES D'UN MILIEU HOMOGENE, 

VIBRATIONS PROPRES D ' UN EMPILEMENT 

L'état de polarisation d'une vibration monochromatique peut être 

caractérisé par un nombre complexe. Si Vx et V sont les composantes com- 
Y 

plexes d'une vibration elliptique, le nombre complexe V / V  = f permet de 
Y x 

calculer les angles q d'ellipticité et 8 d'inclinaison du grand axe de la 
vibration sur les axes de référence [9,10] : 

1 Pif 1 2prf 
ri = Y  Arc sin 2 j -  % e = Y Arc tg -- 

1 +ff* 1 -ff* 

où pi et pr représentent partie imaginaire et partie réelle de f ; f* 
I 

est le nombre complexe conjugué de f et j = a. 

Deux vibrations elliptiques sont dites orthogonales quand elles 
vérifient les trois conditions suivantes : 

9) Axes de même nom orthogonaux 
2) Même angle d'ellipticité en valeur absolue 
3) Sens de parcours inverses (angles d'el 1 iptici té opposés). 

Quand deux vibrations elliptiques sont orthogonales, les nom- 
bres complexes f, et f2 qui caractérisent leurs états de polarisation 
sont tels que : 

Dans les milieux homogènes, deux vibrations peuvent en général 
se propager sans déformation ; elles conservent un état de polarisation 
constant par rapport à un référentiel fixe. Ce sont les vibrations 
privil.égiées dont la notion fut introduite par Fresnel [11,12 1. L'el 1 ip- 
ticité et la vitesse de propagation de ces vibrations dopendent des proprié- 

tés du milieu, et, pour les milieux anisotropes, de la direction de 
propagation. 



Soit un faisceau para1 1 èle de 1 umière monochromatique polarisée 
elliptiquement tombant sous l'incidence normale sur une association de lames 
anisotropes à faces planes et parallèles quelconque. Par rapport à un même 
référentiel, i l  existe deux vibrations incidentes d'états de polarisa- 
tion adéquats conduisant à des vibrations émergentes de la dernière 
lame ayant mêmes états de polarisation que les incidentes correspondan- 
tes. Ces deux vibrations sont appelées vibrations propres du système 
[ 61. 

3. VIBRATIONS PROPRES D'UNE PILE DE DEUX LAMES A BIREFRINGENCE RECTILIGNE 

IDENTIQUES ECLAIREE SOUS L ' INCIDENCE NORMALE 

3.1 Analyse du problème 

Soit une pile de deux lames tail lées avec la même orientation 
dans un même mi 1 ieu biréfringent, inactif, transparent. Le mil ieu d' im- 
mersion est isotrope d'indice n, inactif et transparent. Soient e 
1 'épaisseur commune aux deux lames, d la distance qui les sépare et B 
1 ' angle entre 1 es 1 i gnes neutres de même nom des deux 1 ames. La pi 1 e 
est éclairée sous 1 ' incidence normale par une onde plane, homogène, de 
longueur d'onde dans le vide A. Les lignes neutres d'une lame sont 
notées x et y ; les vibrations privilégiées des lames sont polarisées 
rectilignement parallèlement à ces directions, et soient n, et ne les 
indices de réfraction correspondants. 

Lame 1 

Lame 2 

FIGURE 1 : Notation des ondes présextes dans une 

pi le  de &ux lames. 



Les milieux sont supposés magnétiquement isotropes ; i l  suf- 
f i t  donc de considérer, au niveau de chaque dioptre les vibrations élec- 
triques. Pour prendre en compte les ondes réfléchies aux divers dioptres 
de la pile (comme cela a été f a i t  pour certaines piles de lames isotro- 
pes [ 3  1 c 'es t  le champ électrique résultant de toutes les ondes qui se 
propagent dans un sens qui sera représenté p3a, 13b, 14) par une matrice 
colonne (1 / I  ). Ainsi sur l e  premier dioptre, 1 désigne le  champ 

x Y 
électrique de 1 'onde incidente de la première lame (figure 1 )  e t  R 

représente le  champ électrique résultant de toutes les ondes don t  le  
sens de propagation est oppose à celui de l'onde incidente. 

La continuité des champs aux niveaux des dioptres de la lame 
1 permet d'établir les relations matriciel les 1 iant les champs électri-  
ques des ondes émergentes I l  e t  R e t  incidentes I2 e t  1 .  Par rapport 
aux lignes neutres de la  lame 1 ,  les champs des ondes sont tels que 

Les coefficients A e t  B sont obtenus partir de A' e t  €3' en remplaçant 
n 2  par n 1 ' 



Par rapport aux lignes neutres de la lame 2 ,  les relations 

entre I j ,  I4  e t  T sont analogues à ( 3 )  e t  ( 4 ) .  En utilisant comme sys- 
tème de référence les lignes neutres de la premiere lame, ces relations 
sont : 

sin B 

R ( B )  

Si rp représente 1 'angle du déphasage subi par les ondes lors de la tra- 

versée de l'épaisseur d du milieu d'immersion e t  si X = exp 2 iv  , 
l'onde transmise 1 par l a  pile est liée à l'onde incidente 1 par : 

2 A ~ ( B ' ~ - x )  cos28 + AA'(BB ' -X)  sin B 

A ~ ( B " - x )  - A A ~ B B I - X I  sin B cos B 

2 2 AA' (BB'-X) - A' ( B  - X )  sin f3 cos 6 

2 2 2 AA'(BB' -X)  sin2 B + A '  ( B  - X I  cos 

Le déterminant de l a  matrice M qui permet d'exprimer T en fonction de 1 ,  
c'est  à dire l e  produit des valeurs propres de H, est de module inférieur 
à l 'unité : l ' intensité transmise par la pile est inférieure à l ' inten- 
s i té  incidente. 
Les vecteurs propres de M, de la forme 1 , représentent les 

vibrations propres de la pile. Les rapports f des'c~m~osantes selon y 



e t  x -caractérisent leurs états de polarisation : 

Les. ellipticités e t  les orientations des vibrations propres 
de la pile peuvent être détemintles B 1 'aide des relations (1) e t  ( 2 ) .  

Si B = O les lignes neutres de même nom des lames cofncident. Les v i -  
brations propres sont les vibrations privilégiées rectilignes e t  ortho- 
gonales des lames. Pour 13 = ~ / 2 ,  la matrice U prend une forme diagonale 
e t  les el&mnts diagonaux sont wn n u l s  e t  égaux. Les directions propres 
de 1 a matri ce sont indétemi nées : toute vibration polarisée incidente 
sur la pile est  propre. Les effets des deux lames se compensent donc, 
même si toutes les *flexions sont prises en c o n r p t e ~ ~ ~ ; i , ~ ~ ~ ~ ~  d: 

hi.d&%& bd$k , ,~*  

Pour un angle B quelconque ( O  < B < n/2) les vibrations pro- 
pres sont d'el1 ipticités égales e t  de sens de parcours inverses mais les 
axes de même nom font entre eux un angle e en général différent de n/2. 
Les deux vibrations propres ne sont donc pas orthogonales [14].  Cela ,,, 

dF ,;?ma 
résulte de la prise en compte des réflexions aux dioptres. En effet, s i  

les réflexions sont négl igees, sur la sphère de Poincaré [ 9 ] ,  1 'action 
d' une lame à vibrations pri v i  1 égiées orthogonales est  représentée par 
une rotation autour du diamètre joignant les points représentatifs des 
vibrations privilégi6es de la  lame. L'action de la pile est  donc repré- 
sentele par un produit de rotations autour de diamètres différents : c'est 
une rotation autour dtun'diamtttm dont les ext ra i tes  caracterisent deux 
vibrations orthogonales q u i  sont les vjbrations propres de la pile. 



3.2 Ecarts à l'orthogonalité des vibrations propres 

Tous les calculs exposés ci-après ont été effectués en consi- 
dérant des lames d'épaisseurs réalisables et pour le domaine du visible. 

Les azimuts 8 (1) des grands axes des vibrations propres sont 
des fonctions de X et de A, A', 8, B '  (5,6). Si seule l'épaisseur e des 
lames varie, ces derniers coefficients sont des fonctions périodiques 
de e/X, de période l/nl pour A et B et l/n2 pour A' et 0 ' .  Ainsi la 
différence e des azimuts des vibrations propres est une fonction oscil- 
lante de e/X de pseudo-période 1/nl+n2) modulée par une oscillation 
lente de période l/(n,-n2) L'oscillation lente passe par un maximum 
pour les lames quart d'onde : pour les lames de cette épaisseur, l'in- 
fluence des réflexions est maximale. Aussi les variations de l'angle E 

(figures 2(a) et ( b ) )  sont données uniquement pour des lames approxima- 
tivement quart d'onde. En donnant aux indices n, et n2 des valeurs voi- 
sines de 1,6 une variation de e/A d'une pseudo-période est réalisée, à 

longueur d'onde constante, pour une variation d'épaisseur Ae de 0,17 Hm 
tandis que la même variation de e/X est réalisée, à épaisseur constante, 
pour une variation de la longueur d'onde de 30 A (figures 2 (a) et (b)) . 

Dans les conditions pour lesquelles les figures 2(a) et 2(b) 
ont été tracées, d est fixe, e oscille de manière quasi symétrique par 
rapport à 90'. Les valeurs moyennes de e prises sur e ou X sont donc 
proches de 90". L'écart à l'orthogonalité des vibrations propres n'est 

par conséquent observable qu'avec des lames d'uniformité suffisante et 
un rayonnement assez monochromatique. 

L'angle E dépend aussi de la distance d entre les lames par 
l'intermédiaire de X = exp 2 . i ~  . A e/X fixe, e varie de façon quasi 
sinusoïdale en fonction de d autour d'une valeur fixée par le choix de 
e/X, en général différente de 90". Pour une pile de deux lames approxi- 
mativement quart d'onde (30 Mm, épaisseur estimée pour des lames utili- 
sées pour la vérification expérimentale), 1 'ampli tude (figure 3) est de 
quatre à cinq degrés et la période de 0,3 um. Cette propriété pourrait 
être mise à profit pour réaliser un micromètre de sensibilité meilleure 
que le dixième de micron. 



FIGURE 2 : Variations de l a  di f férence E des azimuts des grands axes des 

vibrations propres d'une p i l e  de deux lames : ( a )  en fonction 

de la  longueur d'onde A du rayonnement dans l e  vide pour des 

Zames approwimativement quart d'onde ( s o i t  e = 32.50 Hm pour 
O 

A = 5461 A )  : (b )  en fonction de l 'épaisseur  e des lames. Les 

lames u t i l i s é e s  pour la mise en évidence exp-érimentale ( vo i r  

4.3) ont des épaisseurs comprises dans l e  dqmaine considéré. 

L'angle sntre  l e s  lames e s t  f3 = 45'. Les ind ices  principaux 

sont n = 1.562 1 e t  n2 = 1.566 3.  1 
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FIGURE 3 : Variation de Za différence E entre Zes azimuts des vibrations 

propres en fonction de Za distance d entre Zes lames. La courbe 

osciZle autour de la valeur E = 92' fixée par Ze c h o k  de e/X 

( c f .  figure 2 ) .  Les valeurs de B, nl, n2 e t  h sont Les menies 

que ce l l e s  u t i l i s é e s  pour tracer la  figure 2 .  



Comme i l  a été déjà mentionné (figure 2 )  les états de polari- 
sation des vibrations propres varient rapidement en fonction de la lon-  

gueur d'onde. Pourtant un tel dispositif ne constitue pas un interféro- 
mètre meilleur que l e  Pérot-Fabry : pour une même épaisseur, à trans- 
mi ttance égale, les raies sont plus larges. 

4. VERIFICATIONS EXPERIMENTALES 

4.1 Principe des mesures 

L'analyse précédente prévoit un défaut d'orthogonalite des 
grands axes des vibrations propres d'une pi l e  de deux lames. Pour mettre 
ce phénomène en évidence, les vibrations propres d'une pile de deux lames 
de mica immergées dans l ' a i r  sont déterminées. La pile est  placée entre 
un polariseur et  un analyseur el 1 iptiques réglés à 1 'extinction. Sont  

recherchés les états des polariseur e t  analyseur elliptiques qui conser- 
vent cette extinction. 

Les observations sont effectuées sur un microscope polarisant 
(Panphot,  Leitz) éclairé par une lampe d mercure monoisotopique d o n t  l a  

raie verte 5 461 A est  isolée par un f i l t r e  interférentiel (ORIEL OPTICS) 
de bande passante 100 A. Un montage mécanique (figure 4 ( a ) )  remplace la 
platine du microscope : i l  permet de transformer ce dernier en micro- 
ellipsomètre par transmission. Tous les éléments constitutifs de l'appa- 
reil peuvent effectuer une rotation complète de 360" autour de 1 'axe 
optique du microscope e t  des verniers placés en regard de cercles gra- 
dués associés à chaque dispositif permettent des mesures angulaires à la 
minute pres. 

Le polariseur el 1 iptique est constitué d'un polariseur P 

(prisme de Ahrens en calci t e ,  monté sur le  condenseur du microscope) 
suivi d'une lame quart d'onde QI (figure 4 ( a ) ) .  Le grand axe de la vibra- 
t i on  elliptique obtenue est  parallèle à 1 'axe lent de QI ; 1 'angle formé 
par cette direction e t  la direction des vibrations recti 1 ignes issues 
du polariseur représente 1 'el 1 ipticité de la vibration el 1 iptique. 
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FIGURE 4a : Schéma de p r i n c i p e  du micro-eZZipsomètre 



Quart d'onde Qf 

Biquartz de 

Macé de Lépinay 

FIGURE 4b : D i s p o s i t i ~ n  du biquartz e t  de la quart d'onde réal isant  l e  

système analyseur à quatre plages. 

FIGURE 5 : Représentation sur l a  sphère de Poincaré du principe de 

l'analyseur e l l i p t i que  consti tué de l a  lame quart d'onde 

Q2 e t  de l 'analyseur à quatre plages ( f igure 46) : 

l e s  quatre plages n 'ont  pas Ze même éclairement : ( a )  

l e s  quatre plages ont l e  même éclairement (b )  . 



L'objet à étudier est placé sur une platine tournante équipée 
d'un dispositif de translation. 

La lumière transmise par l'objet est étudiée à l'aide d'un 
analyseur elliptique comprenant une lame quart d'onde Q2 suivie d'un 
oculaire de Wright 115 ] surmonté d'un analyseur rectil igne (de Glazebrook 
en calcite). Pour améliorer la qua1 ité de 1 'extinction lors des pointés, 
un dispositif de pénombre [ 161 est placé dans le plan de l'image inter- 
médiaire de l'oculaire de Wright. Ce système de pénombre à quatre plages 
comporte un biquartz de Macé de Lépinay [ 17 1 (prisme constitué de deux 
cristaux de quartz tail lés perpendiculairement à 1 'axe, de pouvoirs 
rotatoires opposés et accolés) précédé, sur une moitié du champ, par une 
lame quart d'onde Qf (figure 4(b)) dont l'axe lent est parallèle à la 
direction A des vibrations recti 1 ignes éteintes de 1 'analyseur. Le bord 
de Qf est taillé avec soin, la précision des pointés effectués avec les 
dispositifs à pénombre dépendant fortement de la finesse des 1 ignes de 
séparation des plages [ 161 . La figure 5 i l  lustre le fonctionnement de 
1 'analyseur el 1 iptique. 

La lame Q2 transforme la vibration elliptique à analyser V en 
une vibration VI. Sur la moitié du champ (plages 1 et 4 de la figure 

4(b)) V '  traverse seulement le biquartz ; el le donne naissance à deux 
vibrations elliptiques A, et A4 dont les intensités transmises par 
1 ' analyseur sont égal es quand ce1 ui -ci est convenablement orienté par 
rapport à VI. Sur l'autre moitié du champ, V' traverse d'abord la lame 
quart d'onde Qf (plages 2 et 3 de la figure 4(b)) ; elle devient la 
vibration elliptique V" que le biquartz décompose ensuite en deux vibra- 
tions elliptiques A2 et A3. Les quatre plages du dispositif de pénombre 
ne sont vues également éclairées que si V' coïncide avec le point A 

représentant les vibrations recti 1 i gnes éteintes par 1 'analyseur : ceci 
n'est réalisé que lorsque l'axe lent de Q2 est confondu avec le grand 
axe R de la vibration V et 1 'ensemble du système de plages et de 1 'ana- 
lyseur correctement orienté par rapport $ Q 

2' 

De part et d'autre de la platine porte-objet, les aeu'x lames 
quart d'onde QI et Q2 peuvent être rendues solidaires l'une de l'autre 
par un dispositif qui tourne autour de l'axe optique du microscope. 



Ainsi, le polariseur et l'analyseur rectilignes étant réglés à l'extinc- 
tion, le polariseur et l'analyseur elliptiques restent croisés quand 
les lames Q1 et Q2 sont tournées simultanément. 

4.2 Reg1 ages du microel 1 i psomètre 

Le microscope est équipé d'un objectif de grandissement 32 et 
de l'oculaire de Wright de grossissement 10. L'épaisseur variable du 
biquartz de Macé de Lépinay permet de choisir 1 'angle de pénombre (de 
1 'ordre de 8" dans les mesures rapportées ici). Les lames QI et Q2 
étant escamotées et en absence d'objet sur la platine, en observant le 
biquartz, les plans de polarisation de 1 'analyseur et du polariseur sont 
réglés l'orthogonalité. La lame quart d'onde Qf est introduite dans 
l'oculaire de Wright et orientée de manière à ce que les quatre plages 
du champ aient la même luminosité. Les lignes neutres de Qf sont alors 
parallEles aux plans de polarisation du polariseur et de l'analyseur. 

La lame quart d'onde QI est ensuite introduite dans le montage 
et réglée de façon que l'égalité des plages soit rétablie. Le même régla- 

ge est appliqué à Qi.:A cette étape des réglages, les positions respec- 
tives des cercles gradués associés aux lames Q1 et Q2 sont repérées : 
elles servent d'origine pour les mesures d'ellipticités. Les deux lames 
Q1 et QZ sont rendues solidaires. L'égalité d'éclairement des quatre 
plages est conservée après une rotation simultanée de ces deux lames. 

4.3 Réalisation de la pile de deux lames 

La pile de deux lames étudiée est constituée de deux lames 
provenant d'un même clivage de mica. Leur retard pour la raie verte du 

mercure, mesuré par la méthode de Friedel [ 181 , est de 83". Les indices, 
mesurés au réfractomètre de Pulfrich, sont nl = 1.562 1 et n2 = 1.566 3. 
Dans ces conditions, l'ellipticité moyenne des vibrations propres est de 
16"011. Pour orienter les deux lames de la pile, leur mise en place est 
contrôlée en lumiere polarisée rectiligne (les lames quart d'onde QI et 
Q2 sont remises à leurs positions initiales). La première lame de mica 
est fixée sur la platine du microscope ; cette dernière est orientée 
jusqu'à rétabl ir 1 ' égalité des plages de 1 'analyseur, puis tournée de 
45" (pour réaliser 1 'angle de 45" entre les deux lames de mica) et enfin 



bloquée dans cette position. A l'aide du dispositif de translation de la 
platine, la première lame de mica est déplacée jusqu'au bord du champ : 

la lumière observée ne traverse plus que le polariseur et l'analyseur 
restil ignes. La seconde lame de mica est déposée au-dessus de la première 
à 1 'aide d'un manipulateur à dépression (Dymax MK II, Austen Pumps Ltd) 
de manière à ne la recouvrir qu'à moitié. Cette lame est orientée de 
façon que l'égalité des plages de l'analyseur soit rétablie dans la par- 
tie du champ couverte par cette seule lame. Les lignes neutres des deux 
lames de mica font alors entre elles un angle de 45' et une nouvelle 
translation du guide-objet de la platine amène dans le champ la zone où 
les deux lames sont superposées. 

L'azimut et l'ellipticité du faisceau incident sur la pile peu- 
vent alors être modifiés par rotation de la platine et des lames quart 
d'onde QI et Q2 rendues solidaires : quand l'égalité des plages est à 

nouveau obtenue, les caractéristiques de l'une des vibrations propres 
de la pile sont lues sur les cercles gradués. 

4.4 Résultats expérimentaux 

Pour éviter les erreurs dues à un déréglage éventuel du micro- 
el 1 ipsomètre, après chaque série de deux ou trois pointés, tous 1 es 
réglages sont repris. Les piles 1 et 2 du Tableau 1 correspondent à deux 
de ces réglages. Ces piles sont réalisées avec les mêmes lames, orien- 
tées de la même façon ; elles ne diffèrent que par l'épaisseur, incon- 

trôlable, de la couche d'air entre les lames. 

Pile 1 

Pile 2 

TABLEAU I : EZZipticités q I  e t  qs e t  dif férence E entre Zes azimuts des 

vibrations propres d'une p i l e  de deux ZQmes à biréfringence 

rec t i l igne  identiques tournées de 45' Z'une par rapport à 

l 'autre.  



La prdcision que laissent espérer les mesures angulaires à la 
minute d'arc près n'est pas atteinte : les vibrations propres ont des 
ellipticitds qui different de plus de deux minutes alors qu'elles de- 
vraient étre égales en valeur absolue. Cependant, E differe suffisam- 
ment de 90" pour que cet écart ne puisse être imputé aux incertitudes 
de, mesure 1 141 . 
r$;&$r;& 

5. COWCLUSION 

Les vibrations propres d'une pile de deux lames parfaitement 
transparentes a biréfringence recti 1 i gne ne sont pas orthogonal es en 
général. Ce résultat a pu être prévu par la méthode matricielle d'étude 
des piles de 1 ames birgfringentes éclai rées saus 1 ' incidence normale 
par un faisceau parallale de lumiere polarisée, en prenant en compte toutes 
les ondes réfléchies sur les dioptres. Il faut noter que, miMe dans ce cas, 
les effets de deux lames identiques croisées plongées dans un milieu 
d' immersion isotrope inactif quelconque se compensent exactement. 

'un nombre infini de lames uniaxes paralleles a 1 Imve identiques 
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CHAFITRE 2 

PILES HELICOÏDALES DE LAMES BIRÉFRINGENTES 

ÉCLA 1 RÉES SOUS L' INCIDENCE NORMALE 

Les piles hélicoïdales dont nous abordons maintenant l'étude, 

comportent un nombre infini de lames identiques uniaxes parallèles à 

l'axe, jointives et parfaitement transparentes. Nous nous limitons à l'étu- 
de de la propagation d'ondes planes et homogènes le long de l'axe de 
torsion. Ces piles constituent une généralisation des piles de lames de 
mica observées par Reusch [Il. Celui-ci réalise en 1869 des paquets 
ternaires (empilement à 60") ou quaternaires (45") de lamelles de micâ 

qui présentent des phénomènes optiques qui tiennent à la fois de la 
biréfringence rectiligne et de la polarisation rotatoire. Reusch leur 

attribue le nom de polarisation rotatoire elliptique. Les propriétés 
des empi lements de lame1 les biréfringentes sont expl iquées théoriquement 
par Mal lard il91 dès 1876 avec les hypothèses suivantes : lame1 les très 
minces, introduisant un retard infiniment petit et réflexions aux diop- 
tres négl igées . 

Notre formalisme permet de tenir compte de toutes les ondes 
réfléchies aux divers dioptres. 11 s'applique à toutes les piles héli- 
coïdal es, qu'el les soient constituées de 1 amel les biréfringentes très 
minces ou de lamelles biréfringentes épaisses ; l'angle d'empilement 
peut être infiniment petit ou fini (-2 <B<$). 
1. VIBRATIONS ITERATIVES : DEFINITIONS ET GENERALITES 

Soient (xk, yk) et (xk+, , ) les 1 ignes neutres de deux 
lames consécutives k et k+l représentées sur la figure 6. L'empilement 

hélicoïdal est uniforme : 1 'angle B (- $<@<$) entre lignes neutres de 
même nom xk et x ~ + ~  est le même pour tous les couples de lames consécu- 
tives. 



lame 

lame 

dioptre (k,k+l) 

dioptre (k +l , k+2) 

FIGURE 6 : Champs éZectriques aux niveaux des dioptres de deux Zames 

consécutives. 

L 'axe de t o r s i o n  Oz forme avec (xk, y k )  un t r i è d r e  e t  e s t  d i r i g é  dans l e  

sens de l a  numérotation c ro i ssan te  des lames. 

Les conventions adoptées sont  l e s  suivantes : l e  sens p o s i t i f  

des angles autour de 1 'axe Oz e s t  l e  sens t r igonométr ique ; s i  1 'angle 

d'empilement 6 e s t  compris e n t r e  O e t  1~12, l a  p i l e  r é a l i s é e  e s t  d r o i t e  

ou dextre ; s ' i l  e s t  compris en t re  O e t  -IT/~, l a  p i l e  e s t  5auche ou sénestre. 

Une r o t a t i o n  du p lan  de p o l a r i s a t i o n  dans l e  sens des a i g u i l l e s  d'une 

hor loge pour un observateur recevant l a  lumière e s t  appelée d r o i t e  ; l e  

sens opposé e s t  gauche. S i  Oz e s t  d i r i g é  dans l e  sens de l a  propagation, 

une r o t a t i o n  d r o i t e  e s t  négat ive  e t  une r o t a t i o n  gauche e s t  p o s i t i v e .  

S o i t  Ik l a  mat r i ce  colonne à deux l i gnes  rep résen ta t i ve  au 

niveau du d i o p t r e  (k, k c l  ), des composantes selon xk e t  yk du champ 

é l e c t r i q u e  r é s u l t a n t  dans l a  lame k de tou tes  l e s  ondes qu i  se propagent 

vers l e  d i o p t r e  ( k + l  , kc2). La ma t r i ce  Rk représente, au même endro i t ,  

l e  champ r é s u l t a n t  des ondes qu i  se propagent vers l e  d i o p t r e  ( k - 1 ,  k ) .  

Les v i b r a t i o n s  p r i v i l é g i é e s  [ I l ]  des lames sont  r e c t i  1 i gnes e t  para1 l è l e s  

à l eu rs  l i g n e s  neutres. So ien t  n, e t  nt l e s  i nd i ces  de r é f r a c t i o n  co r -  

respondant respectivement aux l i g n e s  neutres x e t  y. 



Si e est l'épaisseur des lames et h la longueur d'onde dans le 
vide du rayonnement, les déphasages subis par les privilégiées lors de 
la traversée d'une lame sont @ = 2 rn e/h. Les champs représentés 

192 192 
par Iky Ikcl. Rk, Rkcl sont tels que : 

avec M = - s i n  6 e x ~ ( - i $ ~ )  O 
"1-"2 - s i n  6 e ~ p ( - i $ ~ )  

1 1 

e ~ p ( - i $ ~ )  cos 6 exp(-iib2) - s in  6 e ~ p ( - i $ ~ )  O 
2n2 

O 
"1-"2 - s i n  6 exp(iibl) cos 13 e ~ p ( i $ ~ )  - s i n  6 exp( i$ , i  

1 1 

O s in  6 e ~ p ( i @ ~ )  cos 6 e x ~ ( i $ ~ )  (12) 

La matrice M (12) admet quatre valeurs propres et quatre vecteurs propres ; 
ces vecteurs sont des solutions itératives du problème : ils représentent 
des rayonnements électromagnétiques dont l'état de polarisation est le 
même à chaque dioptre : 

Chaque valeur propre a est un nombre complexe dont le module caractérise 
l'atténuation du champ itératif d'un dioptre au suivant tandis que l'ar- 
gument caractérise le déphasage du champ itératif entre deux dioptres 
consécutifs. Si par exemple a est de module inférieur à l'unité, i l  y a 
atténuation simultanee des champs Ik et Rk ; ceci est compréhensible : 
en effet, si l'on considère une pile semi-infinie éclairée du côté de 
la lame 1, les ondes réfléchies qui contribuent à la vibration de type 



R sont plus intenses au niveau du dioptre ( k ,  k + l )  qu'au niveau du diop- 
tre ( k + l ,  k+2) .  Une valeur de a de module supérieur à 1 'unité ne corres- 
pond pas à une amplification de l'amplitude mais au contraire à une 
atténuation d'une onde se dirigeant dans le sens de z<O. 

Le champ total au niveau d'un dioptre est 7 + fi. Nous étudie- 
rons ci-après les modifications de l'état de polarisation de ce champ 
quand i l  est itératif. 

2. CALCUL DES VALEURS PROPRES. INDICES D'ITERATION 

L'équation aux valeurs propres de M (12)  est réciproque ; en 
effet, en posant : 

elle peut être écrite sous la forme 

a = -2 cos  cos $1 + cos $2)  

et 

2  b = 2  cos B ( 1  + cos $1 COS $2)  + 2  cos $1 cos $2 

2  - ( + ) sin B sin ml sin $2 

Le discriminant de 1 'équation (15 )  à coefficients réels est positif ou 
nul : les racines yl et y2 de g(y)  = O sont réelles. D'une racine yl 

peuvent être déduites par 1 'équation ( 1 4 ) ,  deux valeurs propres a; et - 
"1 dont le produit est égal à 1 : 



TABLEAU II : Nature des valeurs propres a de la matrice i t é ra t i ve  

M selon l e s  signes de g ( 2 )  e t  g(-2). 

Valeurs propres 
de M 

Quatre complexes de module 
uni té ,  inverses deux à deux 

Deux complexes conjuguées de 
module uni t é  e t  deux réel 1 es 
inverses 1 ' une de 1 ' autre 

Quatre réelles inverses deux 
à deux 

9 

cas 1 

U I  

cas 2 

1 

cas 3 

b 

Racines 

Y 
L 

1 

g ( 2 )  

> O  

y1 OU y2 E [-2,2] 

y1 e t  y2 [-2,2] 

9(-2) 

> O  

< O  
Réelles 

Position des 
racines y 

y, e t  y2 € [-2,2] 

i 
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De même, à partir de y2 sont calculées deux autres valeurs propres de M 
inverses l'une de l'autre. Comme yl et y2 sont réelles, les valeurs 
propres de M qui s'en déduisent sont réelles ou complexes selon la posi- 
tion de yl et y2 par rapport à 2 et -2. Deux valeurs propres complexes 
obtenues à partir d'une racine y réelle sont complexes conjuguées et 
inverses l'une de l'autre, elles sont de module unité. La discussion sur 
les formes des valeurs propres a peut être résumée dans le tableau II. 

Soit a = exp [ -2 i~(v - i~)e/A 1 (17) 

le module exp(-2 me/A) de a représente le rapport des ampl i tudes de la 
vibration itérative correspondante aux niveaux des dioptres (k, k+l) et 
(k+l, k+2) ; x est analogue a un indice d'extinction. L'argument 
(-2 .rrve/X) de a représente leur déphasage ; v correspond à un indice de 
réfraction. Si l'on considère en un premier temps une pile semi-infinie 
éclairée du côté de la lame k=l, seules sont à prendre en considération 
les vibrations itératives dont 1 'amplitude décroît (X > O) et la phase 
croît (V > O) dans le sens de numérotation des lames. Dans toute la suite, 
les valeurs propres associées à ces deux vibrations itératives seront 

+ appelées a, (=a;) et a2(=a2). 

Les vibrations itératives ne peuvent pas être considérées comme 
des ondes progressives puisque leur existence n'est définie qu'au niveau 
des dioptres. En parti cul i er , aux sol uti ons réel 1 es de 1 ' équation aux 
valeurs propres de î i  ne correspondent pas des vitesses de phase infinies : 

l l 
simplement, à tous les dioptres où elles sont définies, les champs des 
vibrations itératives sont déphasés d'un multiple entier de IT. La situation 
est comparable à ce1 le de 1 'effet tunnel [ 2q]. 11 faut d'ail leurs noter 
que seul le régime permanent est étudié ; le régime transitoire pendant 
lequel s'établit cet état vibratoire n'est pas envisagé ici. 

I I 

3. ETATS DE POLARISATION DU CHAMP I T E R A T I F  TOTAL 1 
1 

Soit f le champ électromagnétique total 7 + quand il est l 

itératif. Son état de polarisation est caractérisé par le nombre complexe 



Le ca lcu l  des d i rec t ions  propres de H condui t  à diverses formes des 

rapports f i gu ran t  dans 1 ' expression (18) : 

1 n1+n2 i rl s i n  B s i n  Pl a 
* = j -  e 

X 2 
ir 

[ i"+*2'l + 

i o l  
2 - a c o s ~  1 + e  a e 

2 irl [ 
i 9 

-ir2 a e - a c o s B  l + e  
2 

1 = j- e (19 a e t  b) 

1 +n2 s i n  B s i n  r2 a 

2 i ( r 1 + r 2 )  
/nl+n22\ ir2 a e 5.- - - a cos [eirl+eir2] + I 

\n1-n2/-  2 i q ~  i ( r l+r2)  
a e - a cos B [e + 11 + eiV2 

2 ir2 [ i ( v ~ w 2 ) ~  + ir, 
iP2 a e - a c o s B  l + e  

= - (-)e 

(21 a e t  b) 

[ ' +eiP2 ]+ e 
i (*1*2) 

a2 - a cos B e 



Dans ces expressions, a représente 1 'une des valeurs propres de M (12). 
L'expression (35, 54.1) constitue un exemple de forme explicite que 1 
prend le scalaire f caractérisant l'état de polarisation de la vibration 
itérative F" 

(a) 

3.1 Etats de ~olarisation des vibrations itératives associées 

a des valeurs propres complexes de module unité 

1 

Dans le cas 1 du tableau II, toutes les valeurs propres sont I 

de module unité, le coefficient d'extinction est nul. Les deux vibra- 
l 
l 

tions itératives associées aux valeurs propres al et a2 dont 1 'argument 
est négatif ( v > 0) ont même ampli tude à tous les dioptres. 1 

1 

De facon générale, les vibrations itératives Tl et r2 associées I 
1 

à a, et ci2 sont des vibrations elliptiques non orthogonales : elles sont 

parcourues en sens inverses et leurs angles d'ellipticité sont en général 

différents ; d'autre part les grands axes de ces ellipses font un angle 1 
qui diffère de ~/2. Pour des conditions expérimentales déterminées, seu.le 1 l 
une analyse numérique détai 1 lée permet de connaître avec précision les 
états de polarisation des vibrations FI et r2 qui dépendent des divers 
paramètres : 8 angle d'empilement, e épaisseur d'une lame, h longueur 
d'onde dans le vide , n =(nl+n2)/2 indice moyen des lames et 2An = n2-n1 1 
biréfringence des 1 ames. 1 

I 

Les calculs numériques mettent en évSdence le résultat suivant : I 

au niveau d'une lame k quelconque de la pile, le grand axe de la vibration 1 

itérative il fait un angle B ( 8 ( / 2  (dans le sens de 1 'empilement) avec ! 
la 1 igne neutre xk tandis que le grand axe de 1 'autre vibration itérative l 
F2 fait le même angle avec la 1 igne neutre yk : les grands axes de chacu- 1 

ne des vibrations itératives sont dirigés en première approximation, selon 1 
t 

les bissectrices des angles formés par les 1 ignes neutres de même nom des 
lames k et k+l. 

Pourl'ellipticité, l a s i t u a t i o n e s t p l u s c o m p l e x e . T o u t d ' a b o r d ,  1 
les calculs montrent que 1 'écart entre q1 et est en général faible et 1 

l 
nous le négligeons par la suite ; par contre, cet angle d'ellipticité . 1 



FIGURE 7 : Evolution de l ' é l l i p t i c i t é  des vibrations i t é ra t i ve s  en 

fonction du déphasage 2A4 des lames biréfringentes consti-  

tuant Za pi le .  



?"l z ?"ll 7-9 varie beaucoup en fonction de l'angle d'empilement B et en 
fonction de l'angle de déphasage introduit par une lame biréfringente 
entre les deux vibrations privilégiées rectilignes qui la traversent : 

comme nous le montrent les courbes de la figure 7. 

En particulier, les empilements de lames très minces ou de 
lames onde sont caractérisés par des vibrations itératives quasi-circu- 

laires ; l'ellipticité des vibrations ne dépend pas de l'angle (3 d'empi- 
lement. Pour des empilements de lames demi-onde, les vibrations itératives 
sont quasi-rectilignes, leur ellipticité ne dépend pas de l'empilement. 
Dans tous les autres cas, quand les lames de la pile et la longueur 
d' onde sont données (ZAC$ = Cste) , 1 'el 1 i ptici té des vibrations i terati ves 
croît avec l'angle d'empilement B. 

Certes, 1 a non-orthogonal i té des vibrations pri vi 1 égiées des 
milieux biréfringents [61 ainsi que celle des vibrations favorisées des 
milieux biréfringents à torsion [IO] entraine dans certains cas des ano- 
malies des propriétés optiques [211 : cependant les propriétés essen- 
tielles s'expliquent de manière satisfaisante en supposant que les vibra- 
tions privilégiées ou favorisées sont orthogonales en première approxi- 
mation. Par conséquent, leur défaut d'orthogonal i té étant en général très 
faible sauf exceptions dûment mentionnées dans le texte, les vibrations 
itératives Tl et Fr2 associées à deux valeurs propres al et a2 complexes 
de module unité seront considérées comme orthogonales : leurs elliptici- 
tés seront supposées égales en valeur absolue et leurs grands axes ortho- 
gonaux. 

Pour terminer remarquons que dans le cas 2 du tableau II, une des valeurs 
propres est réelle tandis que 1 'autre est complexe. A cette dernière est 
associée une vibration itérative semblable à celles décrites ci-dessus : 
son ellipticité varie selon les courbes de la figure 7 et ses axes coïn- 
cident en première approximation avec les bissectrices de l'angle d'em- 
pilement 6. Par contre, comme on le montrera au 5 3.3, les vibrations 
itératives ne peuvent pas être considérées comnie orthogonales. 
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3.2 Vibrations itératives associées à deux valeurs propres 

inverses a et l/a : probleme du retour inverse. 

Si les vibrations itératives f( et P(a2) associées à a, et 
) 

a2 se "propagent" dans le sens de la numérotation croissante des lames, 
les vibrations itératives I l l  et ""a2* associées aux deux autres 
valeurs propres I/al et l/a2 de la matrice (12) se "propagent" dans le 

sens de la numérotation décroissante, donc en sens inverse de et (a, P . Comparons les états de polarisation des vibrations itératives 
(a2 

associées à deux valeurs propres inverses (Tl et F'i ou r2 et fi) . 
Pour des raisons qui apparaitront clairement à la suite du calcul expri- 
mons les champs dans le plan de symétrie d'une lame : 

f i dioptre ( k ,  k+l) 

dioptre ( k + l  , k + 2 )  

FIGURE 8 : Champs électriques au niveau du plan de symétrie d'une lame. 

Les relations (23) sont toujours valables et en particul ier s 'appl iquent 
aux champs itératifs associés a et lla. 
D'aprGs (18) l'état de polarisation du champ 1' + 2' associé à a 

s'exprime par le nombre complexe : 



i r 2 / 2  - i r 2 / 2  

I 1 ( a ) + R ' ( a )  1 e + 7 (a )  e 

f l ( a )  = Y = 2 (a) x Y 

La comparaison des expressions (19, 20, 21 ) quand on e f f e c t u e  

l e  changement a en l / a  montre que f l ( a )  (24) peut  ê t r e  é c r i t e  sous l a  

forme : 

D'où en tenant  compte des r e l a t i o n s  (23) appliquées au champ i t é r a t i f  

associé à 1/a : 

R 1 ( l / a )  + I 1 ( l / a )  
f '  (a )  = - Y 

~ i ( I / a )  + 1;(1/a) 

s o i t  f l ( a )  = - f l ( l / a )  

Les é t a t s  de p o l a r i s a t i o n  des champs associés à a e t  l / a  sont représen- 

tés  par  des complexes opposés : l e s  v i b r a t i o n s  o n t  même e l l i p t i c i t é  en 

va leur  absolue, e l  l e s  sont parcourues en sens inverses e t  l eu rs  grands 

axes sont  symétriques par  rappor t  aux l i g n e s  neutres de l a  lame cons i -  

dérée. 



Montrons que ce résultat vérifie les règles de symétrie du milieu. Une 
pile hélicoïdale infinie de lames biréfringentes est invariante par 
rotation de 180" autour d'un axe coïncidant avec une des 1 ignes neutres 
d'une lame et situé à égale distance des faces de la lame : cet axe 
binaire est situé dans le plan de symétrie de la lame. 
Le changement du sens de propagation équivaut à un retournement de la 
pile : si l'axe binaire coïncide par exemple avec la ligne neutre xk, 
le sens de la ligne neutre yk est modifie. Dans l'expression (18) seules 
les composantes y des champs ehangent de signe et la symétrie du mi1 ieu 
impose la relation : 

établie plus haut de manière analytique dans le plan de symétrie des 
1 ames. 
Remarquons pour terminer que la situation des vibrations associées à a 

et lia n'a rien de surprenant : par rapport à la direction de propaga- 
tion (ou pour un observateur qui re~oit la lumière), les vibrations 
itératives ?(a) et p(l/cr) ont même forme, même sens de parcours et même 
inclinaison sur les lignes neutres des lames successives qu'elles traver- 
sent. Le principe du retour inverse est donc bien vérifié. 

3.3 Propriétés du champ électromagnétique itératif associé 

à une valeur propre réel le. 

Dans des conditions particulières d'empilement ou d'éclairage, 

une au moins des valeurs propres peut devenir réelle de module inférieur 
à 1 'unité. Calculons alors (cas 2 et 3 du tableau II) 1 'état de polarisa- 
tion de la vibration itérative correspondante. Pour simplifier l'écriture 
des relations (13 à 21) posons : 

2 - i v2 
NI = a  e - a cos 6 [l + e (26 



Quand une valeur propre a es t  réel l e ,  les relations suivantes existent 
entre les diverses formes de 1 / I  , R / I  e t  Rx/Ix (19,20,21) : 

Y X  Y Y  

-iu2 
e 1 4 = j ( ~ )  

ou ~ = j ( ~ )  n I + n 2  a sin n sin p l  

x n,+n2 a sin (3 sin n2 I x 

Utilisons les formes (28, 29, 30b) pour calculer le  nombre f 

représentant l ' é t a t  de polarisation de la vibration i térat ive associée 
à a, e t  les formes (28, 29, 30a) pour calculer f*  complexe conjugué de 
f .  On constate alors que f = f* : l e  scalaire f e s t  ree l ,  l e  champ élec- 
trique i t é ra t i f  associé à une valeur propre réel le  es t  polarisé r ec t i l i -  
gnemen t . 

Dans l e  cas 2 du tableau I I ,  deux valeurs propres sont réel les : 
à celle de module inférieur à l 'uni té  correspond une vibration i tera t ive  
dont  1 'amplitude décroît d'un dioptre au suivant e t  tel l e  q u ' à  tous les 
dioptres où e l l e  es t  définie, les champs sont en phase. Les lames de la 

pile étant parfaitement transparentes, 1 'énergie correspondant à 1 a 
vibration iterative associée à la  valeur propre a < 1 ne peut ê t re  que 
réfléchie. Ainsi qu' i l  a été établi au paragraphe précédent, la valeur 
propre a > 1 caractéri se la 'bropagation" d'une vibration i térat ive vers 
les z < 0. 

Dans l e  cas 3 du tableau I I ,  toutes les valeurs propres sont 
réel les ,  e t  deux à deux' inverses 1 ' une de 1 ' autre. Toute la 1 umière 
incidente correspondant aux vibrations itératives d'amplitude décroissan- 
t e  dans l e  sens de la  numérotation des lames e s t  réfléchie par la pile.  



11 est intéressant d'analyser 1 'état de polarisation du champ 
magnétique itératif associé à une valeur propre réelle. Le milieu cons- 
tituant les lames étant magnétiquement isotrope et à biréfringence rec- 
tiligne, l'expression du champ magnétique itératif au niveau d'un diop- 
tre est la suivante : 

où y est la perméabilité du vide et c la vitesse de la lumière dans le 
vide. 

Le produit des formes (28a) et (28b) de Rx/Ix est un nombre 
complexe de module 1 : Rx/Ix prend donc la forme d'un nombre complexe 
de module uni te quand la valeur propre a est réel le. i 1 en est de même 

pour R / I  Les coefficients de la matrice (31) sont alors imaginaires 
Y Y' 

purs. Le champ FH représente donc un champ magnétique qui vibre en qua- 
drature avec le champ électrique F polarisé électriquement ; le flux, à 

travers un dioptre du vecteur de Poynting de la vibration itérative 
associée à la valeur propre a réelle, a une moyenne nulle au cours du 
temps : à cette vibration de type oscillation évanescente n'est pas 
associé de transport d'énergie. Comme les lames sont supposées parfaite- 
ment transparentes, la lumière incidente correspondante est totalement 
réfléchie. Le phénomène présenté par une pi le de lames quand une des 
valeurs propres de M (12) est réelle , est analogue a celui présenté par 
les mésophases torses dans la bande de réflexion sélective [221 pour 
les longueurs d'ondes voisines du pas de torsion. 

Dans 1 'expression P = T + fi du champ électrique itératif au 
niveau d'un dioptre, le champ représente la partie du champ "incident" 
T qui est globalement réfléchie au niveau du dioptre. A propos du calcul 
du champ magnétique itératif F;( il a été établi que le rapport Rx/Ix est 
complexe de module unité. 11 en est de même du coefficient R / I  (29a et 

Y Y 
b) : quand a est réelle, les champs fi et 7 ont même amplitude. Au niveau 
d'un dioptre, 1 'amplitude de la somme des ondes "incidentes" est égale 
à celle de la somme des ondes "réfléchies" : en effet si l'amplitude du 
champ y décroît proportionnel lement à a entre le dioptre k et le dioptre 



k+l , 1 'ampli tude du champ % croît proportionnel lement à I/a entre les 
dioptres k+l et k.  L'énergie perdue par le champ f est réfléchie et 
contribue à 1 'accroissement de 1 'amplitude du champ %. Chaque fois qu'une 
valeur propre a est réelle, la pile présente une bande de réflexion sélec- 
tive pour la vibration itérative f(a) correspondante. 

Le caractère rectiligne et évanescent de la vibration rectili- 
gne f dans une bande de réflexion sélective ne peut s 'expl iquer unique- 
ment à 1 'aide de 1 'égal i té des ampl i tudes des champs f et $. Revenons 
aux états de polarisation ; à partir des expressions (28,29,30) valables 
quand a est réelle, une relation simple peut être établie : 

Soit en choisissant pour 1 /I la forme (30a) : 
Y x 

i pz * 
R~ 

R 

K x = ( )  a sin B rZ c'est à dire 2 Rx = (k) 
Les états de polarisation des champs f et % sont complexes conjugués : 
ils caractérisent deux ellipses qui ne diffèrent que par le sens de 
parcours. 

Prenons les axes de la vibration f d'éllipticité n comme 
référence. Les champs f et f de même amplitude présentent un déphasage 
arbitraire 9 . La répartition effective de champ f = f + % au niveau 
d'un dioptre peut être calculée : 

( I  )+eio( I ) = [  1+~:1] = (F) 

i tgn -i tgn itgrl(1-e ) 

o Le scalaire F /F = f = tg tg est réel. T est une vibration rectiligne 
Y x 

dont l'azimut 0 = Arc tg f dépend du déphasage o entre f et R. D'un 
dioptre au suivant, cette vibration rectiligne s'enroule sür une hélice 
de même pas que la pile. 



FIGURE 9 : Modifications du champ i t é r a t i f  3 = 7 + 3 e t  des chwrps ? 
"incident" e t  3 Irréf Zéchirr à la traversée d'une bande de 

réf lexion sélective . 
-+ 

Dans les  conditions numériques i l l u s t rées ,  I e s t  fortement 

e l l ip t ique .  



Toutes les considérations précédentes permettent maintenant 
d'expliquer les modifications de l'état de polarisation d'une vibration 

itérative lors de la traversée d'une bande de réflexion sélective. Numé- 
riquement on constate qu'à l'intérieur d'une bande, l'amplitude du 
champ fi est très faible devant celle de f et la vibration itérative 
f = 7 + 8 a un état de polarisation très proche de celui de 1. A 1 'appro- 
che d'une bande de réflexion sélective, la vibration itérative P se 
déforme très rapidement, devenant elliptique très aplatie près de la bande 
puis rectiligne à 1 'intérieur ; par contre la vibration f conserve un 
état de polarisation constant (figure 9). A l'approche de la bande de 
réflexion sélective 1 ' ampli tude du champ réfléchi ff croît au détriment l 

de ce1 le du champ incident f : la vibration itérative Ff se déforme en 
s'aplatissant . Dans la bande de réflexion sélective, 1 'amplitude du 1 

champ à est égale à ce1 le du champ f et la vibration itérative lit résulte 
de la superposition de deux ondes elliptiques de même amplitude et par- 
courues en sens inverses : P est rectiligne stationnaire ; son amplitude 
décroît d'un dioptre au suivant car la valeur propre associée a est réelle 
inférieure à ltunité:on a affaire 5 une oscillation évanescente [23a,23b]. La 
vibration réfléchie ff ne diffère de la vibration incidente 7 que par le 1 

I 

sens de parcours dans l'espace. Par rapport à la direction d'observation, 
7 et fi sont donc deux vibrations polarisées de même sens. Dans la bande de 
réflexion sélective, les rayonnements incidents polarisés qui correspon- 
dent à la vibration P . f sont réfléchis totalement par la pile sous 
forne de rayonnements de même état de polarisation que les incidents. 1 
Le phénomène diffère d'une réflexion habituelle (sur un miroir par exemple) 
09 les sens de parcours sont inversés. 

4. PILES DE -ES BIWINGENTES TRES MINCES : PROPRIETES DES 

MESOPHASES TORSES 

4.1 Vibrations favorisées 

Si l'épaisseur e des lames de la pile ainsi que l'angle 6 
entre deux lames consécutives tendent vers zéro, la pile tend vers un 
milieu biréfringent à torsion continue, configuration qui est, à une 
bonne approximation, celle des mésophases torses ; sous cette dénomina- 
tion peuvent être rangés les nématiques torsadés (cholestériques) , les 



smectiqws C,G,F.I  à torsion e t - l e s  m5sophases discoides [24a,2q qui 
peuvent etre torses dans la phase f 1 uide C24b ,26,27a ,27b] . Une grandeur 
caractérist)que de l a  structure des mésophases torses est  la valeur du pas 
p de la torsion ; l e  signe de p, positif pour une torsion de caracté- 

rise le sens de l'enroulement. 

huguin I71, Oseen [281 pu is  Hl.. de Vries E81 ont btudié les 
propridt6s optiques des ntonsatiqws torsades en les coasi@rant comfte 
continus, Leur. méthode consiste h écrire les équations de Maxwell e t  le  
tmcieur des proprietes diélectriques dans un référentiel mobile l i é  au 
m i  1 ieu : 1 ' un des axes coTncide avec 1 'axe de torsion e t  les deux autres 
avec les directions principales du m i  1 ieu dans le plan perpendiculaire 
a l 'axe de $orsion au point considdré. Mauguin C71 définit les vibrations 
favwisét3s qui canservcrnt en t a u t  point le  m&e d ta t  de polarioatîooi 
par rapport au rgftlrentiel mobile, La notion de vibration favorisée 
wmet b de Vries (81 d'dtablir les propri4ttrs essentielles du pouvoir 
rotatoire apparent des mésophases torses E 29,301 . 

' - 
Le forma1 isme développe dans les paragraphes précédents peut 

re appl iqué 3 .  des p i  1 es de lame1 les très minces tournées d '  angles B 
tres faibles. Dans ce cas la  quanti te  2sr/B es t  pratiquement égaie à un 
entier N tres grand e t  la longueur 2Ne double de la périodicité d'orien- 
tation des lamelles définit le  pas de torsion p de 1 'empilement. t'angle 
6 e t  les dephasages 0, e t  $2 subis par les vibrations p r i v i  légiées d'une 
lame lors de la traversée de cette lame sont l iés par les relations 

O1 = Bnlp/2X e t  @2 = Bn2p/2X (33 
9.. X 

, . 

La pila p m d  la. configuration dfÙ; milfey torsad8'continu quand 8 ,  41 
e t  42 tendent siml tamensnt vars In. A l  ors, 1 a$ 1 lgms tri g~nométriques 
da B. +1 e t  42 peuvent Btre remplacdar par des devcloppemts limités. 
L i  forne obtmue pour a (17) pemt @p deduin 1 'expression de 1 'indice 
dc r4f~actlon v dao vibratf&i i&tiv& : ' 



D'après (13), les vibrations itératives 1 ,  R sont les directions propres 
de la matrice M (12). Le champ électrique total F = 1 + R au niveau d'un 

dioptre est itératif ; i l  a un état de polarisation représenté par le 
nombre complexe ( 17) : 

ou, après calcul des directions propres de H : 

(n,+n,) a sin 6 sin b ,  e 
f = I L ' I 

-i(@ +@ -i@l] X [a2 e-i+2 
"2 - a cos B ( 1  + e 2))+e 

-101 
[n2 cos +2 + in, sin +2][a COS B e - a2] + n2 [[a cos B - e-191] 

-i+2] + n,[e 
-i $2 

[nl cos 4, + inp sin @l][a2 - a cos B e - a cos B I 
(35) 

Cette expression, quand B ,  +1 et @2 tendent vers zéro, prend la forme 
particul ière : 

Les expressions de v(34) et f (35) sont les mêmes que celles établies 

par Maugui n [ 71 pour 1 es mi 1 i eux némati ques torsadés consi dérés comme 
continus. Quand le nombre de lames par pas croît, les caractéristiques 
des vibrations itératives tendent uniformément vers celles des vibra- 
tions favorisées du milieu torsadé équivalent. 

Les vibrations favorisées , comme 1 es vibrations itératives 
des piles de lames, sont en général non-orthogonales [IO] (leurs el1 iptici- 

tés peuvent différer notablement, en particulier au voisinage de la 
bande de réflexion sélective) . Les réflexions aux dioptres des lame1 les 
























































































































































































































