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Cet te  t h è s e  comprend q u a t r e  p a r t i e s .  E l l e  e s t  basée s u r  des a r t i c l e s  

q u i  o n t  é t é  pub l i é s  e n t r e  1981 e t  1984 e t  q u i  s o n t  l e  r é s u l t a t  de recherches 

e f f e c t u é e s  dans p l u s i e u r s  d i r e c t i o n s .  Deux grands thèmes ont  é t é  abordés : 

l ' e s t i m a t i o n  fonc t ionne l l e  (première e t  deuxième p a r t i e s )  e t  l a  s t a t i s t i q u e  des 

processus  ( t ro i s i ème  e t  quatrième p a r t i e s ) .  Ce t t e  i n t roduc t ion  a  é té  réd igée  de 

façon à ce que s a  l e c t u r e  permette  de s e  f a i r e  une id6e p r é c i s e  des concepts 

i n t r o d u i t s  e t  des développements q u i  en  r é s u l t e n t .  



La première p a r t i e  a f a i t  l ' o b j e t  des  pub l i ca t ions  [ I I ] ,  1121 e t  [14]. 

E l l e  e s t  consacrée à l ' é t u d e  de c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  des  paramètres r e l a t i v e s  

à l ' e space  des observa t ions ,  à l e u r s  l i e n s  avec l e s  concepts h a b i t u e l s  de l a  

s t a t i s t i q u e  e t  aux e s t ima teu r s  que l ' o n  peut en  dédui re .  Nous q u a l i f i o n s  ces  

p r o p r i é t é s  de ZocaZes en  un sens  q u i  n ' a  r i e n  à v o i r  avec l ' u t i l i s a t i o n  

u s u e l l e  de ce vocable : habi tue l lement  on nomme l o c a l e s  l e s  p r o p r i é t é s  d'un 

paramètre r e l a t i v e s  à des "voisinages" dans l 'ensemble des l o i s  ou dans l 'ensemble 

dans l e q u e l  l e  paramètre prend s e s  va l eu r s .  Ces "voisinages1' peuvent ê t r e  des  

v é r i t a b l e s  vois inages au  sens topologique,  ou non (modeles de contaminat ion) .  

Nous nous in t é re s sons  i c i  à des p r o p r i é t é s  l o c a l e s  dans un t ro i s i ème  ensemble : 

c e l u i  s u r  lequel  l e s  l o i s  sont  d é f i n i e s .  

Considérons comme exemple i n t r o d u c t i f  l 'ensemble P des l o i s  de 

p r o b a b i l i t é  P s u r  lR absolument cont inues  pa r  r appor t  à l a  mesure de Lebesgue, 

dont l a  d e n s i t é  admet une ve r s ion  cont inue g l ( p )  = fp  e t  q u i  admettent une 

espérance $(P) = x dP . Notons b, Q3(p) = Fp l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  de P. 

Les paramètres d l  , q2 e t  d 3  ont un c a r a c t è r e  "global1' : sous l a  s eu le  

hypothèse que P s P , l a  connaissance de l a  r e s t r i c t i o n  de P à un sous-ensemble 

E de  IR t e l  que P(E) < 1 ne  nous permet pas  de déterminer  l e s  images de P 

pa r  $, . e2 OU d3 . Il en va autrement pour l e s  paramètres q u i  a s soc i en t  à P 

l e s  r é e l s  : fp (a )  ou Fp(a) ,  où a e s t  f i x é  dans lR : l a  connaissance de l a  

r e s t r i c t i o n  de P à un ensemble contenant  1- a[ e n t r a î n e  c e l l e  de ~ ~ ( a )  

e t  l a  connaissance de l a  r e s t r i c t i o n  de P à un vois inage  de a e n t r a î n e  c e l l e  

de f ( a ) .  On a même p l u s  que c e t t e  p r o p r i é t é  de l o c a l i s a t i o n  pour f p ( a )  e t  P 

Fp(a)  : ces paramètres ont  une p r o p r i é t é  d'homogénéité : s i  deux éléments P 

e t  Q de P admettent des p r o b a b i l i t é s  c o n d i t i o n n e l l e s  P( .  I u )  e t  Q(. lu) 

p a r  r appor t  à un vois inage  U de a ( r e sp .  de 1- m ,  a[) q u i  s o n t  éga l e s ,  

a l o r s  



f p ( a )  f n ( 4  FQ(a) Fg(a) 
= -  ( r e sp .  - = - 1 
P(U> Q(U) P(U) Q(U) 

L' incidence en  s t a t i s t i q u e  de l a  l o c a l i s a t i o n  e s t  c l a i r e  : s i  l ' o n  cherche à 

es t imer  l a  va leur  du paramètre pour  une l o i  P inconnue dont on observe un 

é c h a n t i l l o n  (XI ,  ..., Xn) , l e s  observa t ions  tombant à proximité  de 

l 'ensemble l o c a l i s a n t  l e  paramètre nous fou rn i ron t  l ' e s s e n t i e l  de l ' i n f o r m a t i o n  

appor tée  p a r  l ' é c h a n t i l l o n  (à t i t r e  d'exemple on peut  penser  à l a  méthode de 

l a  f e n ê t r e  mobile pour l a  d e n s i t é ) .  Ces p r o p r i é t é s  ont  é t é  u t i l i s e e s  de façon 

p l u s  ou moins e x p l i c i t e  dans bon nombre de t ravaux sans pour a u t a n t  ê t r e  é t u d i é e s  

de manière d é t a i l l é e  pour el les-nênes e t  pour l e u r s  impl ica t ions .  Les premières  

i d é e s  s u r  ces  ques t ions  ont  é t é  avancées pa r  J. Geffroy e t  D. Bosq mais n ' o n t  

pas  f a i t  l ' o b j e t ,  à n o t r e  connaissance, d 'a i i t re  pub l i ca t ion  que 1171. 

S o i t  (E,R,P) un modèle s t a t i s t i q u e  où E e s t  un espace topologique 

mé t r i s ab le ,  8 s a  t r i b u  bo ré l i enne  e t  s o i t  $ un paramètre d é f i n i  s u r  i' e t  à 

va leu r s  dans un espace v e c t o r i e l  r é e l  . S o i t  B un bo ré l i en  f i x é  non v ide  de 

E ,  B' son complémentaire e t  O(B) l 'ensemble des ouve r t s  contenant  B .  Pour 

U s O(B) on note  PU l 'ensemble des éléments de P q u i  chargent U. Pour 

C s B e t  P s P on no te  P I  c 
l a  r e s t r i c t i o n  de P à C e t ,  s i  P(C) > O , 

PC l a  p r o b a b i l i t é  i n d u i t e  par  P s u r  C ; e n f i n ,  on n o t e  P(P,C) l 'ensemble 

des éléments  Q de P ayant  même r e s t r i c t i o n  que P à l 'ensemble C. 

+ 
S o i t  m E IR ; on d i t  que $ e s t  h o m g è n e  d e  degré  m sur B s i  

pour t o u t  U s O ( R )  on a : 

Pour @ f ixé ,  on no te ra  H (B) l 'ensemble des paramètres  homogènes de 
m 

degré m s u r  B. 



La d é f i n i t i o n  de l a  Zocazisation s ' o b t i e n t  à p a r t i r  de l a  précédente 

en  remplaçant a )  pa r  

2 
a ' )  V(P,Q) (p lU = Q I U  => $(PI = $(QI) 

Tout paramètre homogène e s t  l o c a l i s é ,  sans  que l a  réciproque s o i t  v r a i e  en généra l  

( e l l e  l ' e s t  sous c e r t a i n e s  condi t ions  pour  un paramètre l i n é a i r e  ; on a a l o r s  

m = 1)  ; en  dehors de c a s  t r è s  p a r t i c u l i e r s  l e  degré d'homogénéité e s t  unique. 

Les not ions  que nous venons de d é f i n i r  s ' app l iquen t  à de nombreux paramètres ,  ce 

q u i  f a i t  l ' i n t é r ê t  de c e t t e  é tude  : sous des hypothèses t r è s  géné ra l e s ,  l a  

va l eu r  de l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n ,  c e l l e  d'une ve r s ion  de l a  d e n s i t é  ou de 

s e s  dér ivées  en un p o i n t  x,  , c e l l e  de l e u r s  puissances s o n t  des paramètres 

homogènes ; l a  va leur  de  l a  fonc t ion  f r o n t i è r e  ( r e sp .  de l a  r ég re s s ion )  en un 

p o i n t  a de  1R e s t  un paramètre (for tement)  l o c a l i s é  p a r  l a  demi-droite 

x = a , y O ( resp .  l a  d r o i t e  x = a ) .  Pa r  con t r e ,  en géné ra l ,  l e s  q u a n t i l e s ,  

l e s  moments d'une l o i  de p r o b a b i l i t é ,  de même que s a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  ou 

s a  d e n s i t é  sont  des paramètres globaux. La not ion  de l o c a l i s a t i o n  e s t  un cas 

p a r t i c u l i e r  d'une no t ion  p lus  géné ra l e ,  ex tens ion  de l a  no t ion  de c l a s s e  détermi- 

nan te ,  q u i  s'exprime e n  termes fonc t ionne l s  : s i  G e s t  un ensemble de fonc t ions  

P- in tégrables ,  on d i t  que G détermine $ s i  l ' é g a l i t é  $(P) = $(Q) a l i e u  

dès  que (yg E G J g dP = g do).  On peu t  remarquer que l a  n o t i o n  de c l a s s e  

déterminant  l a  convergence s ' é t e n d  de façon s i m i l a i r e  à d ' a u t r e s  pararnetres que 

l a  l o i .  

On é t u d i e  e n s u i t e  l e s  l i e n s  e n t r e  ZocaZisation, homogénéité e t  estimabizité sans 

biais  l o r sque  13 e s t  un fermé de E e t  que P v é r i f i e  l a  cond i t i on  (CI)  

(VU E O(B) (P E PU => P 
U 

E PU)).  Au beso in ,  dans de nombreux cas  on pourra  

ag rand i r  l 'ensemble P pour que ( C I )  s o i t  v é r i f i é e  ; il e s t  c l a i r  qu'une 

mesure u dominant ?' domine également P' = P V ( p U  1 P E PU , U E O(B) , P E P l ,  

a i n s i  que son convexi f ié .  On montre a l o r s  qu'un paramètre $ es t imab le  sans 



b i a i s  d 'o rdre  1, de noyau Tl, a p p a r t i e n t  à ff (B) s i  e t  seulement s i  1 'B.e 

e s t  un noyau pour 4. Il en  r é s u l t e ,  dans l e  cas  où B e s t  l'-négligeable qu'un 

paramètre  homogène es t imable  sans  b i a i s  a  un degré d ' e s t i m a b i l i t é  s t r i c t emen t  

s u p é r i e u r  à son degré d'homogénéité, ce q u i  c o n s t i t u e  un r é s u l t a t  i n t é r e s s a n t  

dans l e  domaine de l a  recherche des e s t ima teu r s  non b i a i s é s .  En u t i l i s a n t  

conjointement l e  théorème de Bickel-Lehmann on montre a i n s i  que lorsque P e s t  

convexe e t  que $(ap + (1-a) Q) e s t  un polynôme en a  de degré i n f é r i e u r  ou 

é g a l  au degré d'homogénéité de 9,  il n ' e x i s t e  pas d ' e s t ima teu r  sans b i a i s  du 

paramètre 4. Ceci pourra  s ' a p p l i q u e r  par  exemple à l a  d e n s i t é  e t  à se s  dé r ivées .  

Enf in ,  sous c e r t a i n e s  condi t ions  l ' e s t i m a b i l i t é  sans  b i a i s  d 'un paramètre l o c a l i s é  

e n t r a î n e  l 'homogénéité de ce paramètre.  

La fonct ion inf luence donne une bonne idée  de "l ' importance" que va a v o i r  une 

obse rva t ion  x s u r  l ' e s t i m a t i o n  d'un paramètre.  Sa dé te rmina t ion  e s t  un premier  

pas  v e r s  l ' é t u d e  de l ' e s t i m a t i o n  robuste  des paramètres  homogènes. Malheureusement 

e l l e  ne peut  a v o i r  l i e u  que sous des hypothèses t r è s  r e s t r i c t i v e s  s u r  P, 

rarement s a t i s f a i t e s  en  e s t ima t ion  fonc t ionne l l e  : on d o i t  supposer  que l ' o n  peut 

d é f i n i r  l a  dé r ivée  de 4 en  t o u t  p o i n t  P de P dans l a  d i r e c t i o n  de t o u t e  

mesure de Dirac 6 x  IZ E. Nous donnons néanmoins quelques exemples d ' a p p l i c a t i o n .  
X '  

Dans l e  cas  l e  p l u s  i n t é r e s s a n t  ( s i  P charge t o u t  U IZ O ( B )  e t  s i  x d B) 

on a  l a  r e l a t i o n  : 1 C (x)  = - m $(P) .  
$2 

Une i d é e  n a t u r e l l e  e s t  de cons idérer  des s t a t i s t i q u e s  ayant de bonnes 

p r o p r i e t é s  l o c a l e s  a f i n  de d é f i n i r  de nouveaux e s t ima teu r s  ou d 'amél iorer  des 

e s t ima teu r s  connus en u t i l i s a n t  l e  conditionnement p a r  rappor t  à ces s t a t i s t i q u e s .  

Une s t a t i s t i q u e  s u r  (E,l3) e s t  d i t e  B-exhaustive s i ,  pour t o u t  P E P, e l l e  e s t  

exhaus t ive  au  sens  usuel  dans l e  modèle (E,B, P(P, R')). On d é f i n i t  de même l e s  
l 

not ions  l o c a l e s  de B- l iber té  e t  B-complétion. c ' e s t  s u r t o u t  l a  no t ion  de 

B-exhaust ivi té  q u i  e s t  u t i l i s é e  dans l a  s u i t e .  In tu i t ivement  on peut  d i r e  qu'une 



f o i s  que l ' o n  s ' e s t  f i x é  Q , une s t a t i s t i q u e  B-exhaustive résume l ' i n fo rma t ion  

que l ' o n  peut  avo i r  s u r  
lBc 

Q I ,  , c 'es t -à -d i re  ce q u i  manque pour  conna î t r e  ent ièrement  

l a  l o i  Q. Dans l e  cas  de l ' o b s e r v a t i o n  de n v.a. i . i . d .  X I , .  . . , X  à va leu r s  n 

dans (E,B), nous nous i n t é r e s s e r o n s  aux s t a t i s t i q u e s  qu i  s e r o n t  un-exhaustives n 

dans l e  modèle ( E , B , P ) @ ~  , où (Un)nm e s t  une s u i t e  de O(B) déc ro i s san t  ve r s  

B (ce  q u i  correspond au c l a s s i q u e  problème du choix de l a  f e n ê t r e  en  e s t ima t ion  

f o n c t i o n n e l l e ) .  On peu t  remarquer que l a  d é f i n i t i o n  que nous venons de donner e s t  

i den t ique  à c e l l e  que l ' o n  o b t i e n d r a i t  en  cons idérant  t o u t  élément de P comme 

un couple (P ) e t  en t r a i t a n t  P comme un paramètre fantôme. Ce t t e  
Il3 ' ' lBc 1 Bc 

cons idé ra t ion  i n t u i t i v e  manque t o u t e f o i s  de per t inence  c a r  P 
IB e t  'lBc 

s o n t  

e n  généra l  fortement l i é s  e t  l e  q u a l i f i c a t i f  "fantôme1' ne s ' app l ique  pas de 

façon s t r i c t e  au paramètre P . Toute s t a t i s t i q u e  exhaust ive ~ s t  b i en  s û r  1 Bc 
B-exhaustive e t  l e s  no t ions  h a b i t u e l l e s  s e  re t rouvent  pour  B = E . Nous p a r t i -  

c u l a r i s o n s  e n s u i t e  n o t r e  é tude  à un exemple-clé : dans l e  cas  d 'un modèle dominé, 

une s t a t i s t i q u e  S q u i  r e t i e n t  l e s  observa t ions  tombant dans B e t  qu i  censure 

l e s  a u t r e s  e s t  £3-exhaustive. Une façon c l a s s ique  d 'amél iorer  un e s t ima teu r  e s t ,  

d ' après  l e  théorème de Rao-Blackwell, de l e  remplacer p a r  son espérance condi- 

t i o n n e l l e  p a r  rapport  à une s t a t i s t i q u e  exhaus t ive .  Nous é tudions  donc dans l a  

s u i t e  l e s  e f f e t s  du conditionnement p a r  rapport  à l a  s t a t i s t i q u e  S s u r  c e r t a i n e s  

f a m i l l e s  d ' e s t  imateurs.  

Les v . a . r .  indépendantes X I ,  ..., X s o n t  supposées de même l o i  Q inconnue 
n 

appartenant  à un ensemble P de p r o b a b i l i t é s  s u r  (R , BIR) e t  4 : F + I R  

e s t  un paramètre l o c a l i s é  pa r  un fermé F f E. On s e  f i x e  un ouver t  propre U 

appar tenant  à O(F) e t  une p r o b a b i l i t é  P e P t e l l e  que P(uC) > O . Dans l e s  

a p p l i c a t i o n s  c e t t e  p r o b a b i l i t é  proviendra  en généra l  d 'une pré-es t imat ion  ou 

d'une information a  p r i o r i .  On s e  donne un e s t ima teu r  d ' o rd re  n de l a  forme 

.- 

T ( X ~  , . . . , X  ) = K.  (X. ) du paramètre d ( ~ )  , où l e s  ( K i )  i r i r n  (qu i  dépendent 
n  1 1  

i = l  

de n )  sont  des fonc t ions  de IR dans iR P-intégrables .  On note  BS l a  t r i b u  



engendrée pa r  S. Le schéma d ' e s t ima t ion  a i n s i  f i x é  s ' appl ique  à de nombreux I 

problèmes ; e n  p a r t i c u l i e r  â l ' e s t i m a t i o n ,  s é q u e n t i e l l e  ou non, de l a  d e n s i t é  

ou de c e r t a i n s  paramètres de régress ion .  On montre qu'une ve r s ion  de 
i 

8s 
E p ~ n  

(T(XI,. . . ,X ))  s 'exprime de l a  même façon que T en  remplaçant K.  p a r  
n  1 

2> 
K. = K .  1 + m i ( p )  1 , où mi(P) = [p(uC)]-l Ki d P :  o n c o n s e r v e  K. 
1 1 u uC uC 1 

s u r  U e t  on l e  remplace pa r  s a  v a l e u r  moyenne pour l a  p r o b a b i l i t é  P à l ' e x t é r i e u r  ' 

de U. (La méthode n é c e s s i t e r a  donc l ' u t i l i s a t i o n  de K.  n ' annulant  pas l e s  
1 

m.(P)) .  Des c a l c u l s  s tandards  permettent  de comparer l e s  b i a i s  e t  l e s  va r i ances  
1 

Bs 
de Epen 

(T) e t  de p r é c i s e r  l a  c l a s s e  des l o i s  pour l e s q u e l l e s  on a  diminut ion 

du r i s q u e  quadrat ique.  Ces cons idéra t ions  sont  e n s u i t e  appl iquées  à Z'estimation 

par Za d t h o d e  du noyau de l a  d e n s i t é  e t  de c e r t a i n s  paramètres de r ég re s s ion  

a 
(de l a  forme $(Q) = 1 v f  (x,v) dv , où f  e s t  une ve r s ion  de l a  d e n s i t é  

IR Q Q 
2 

s u r  IR de n couples observés,  indépendants e t  de même l o i  Q ; l e  paramètre  

f  (x ,v)  dv e s t  supposé connu e t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f ) .  Nous nous contenterons  
IR 

i c i  de d é t a i l l e r  l a  démarche s u i v i e  dans l e  cas  de l a  dens i t é .  Les éléments  Q 

de P son t  supposés admettre  une densi  t é  pa r  rappor t  à l a  mesure de Lebesgue 

s u r  IR , dont une ve r s ion  f e s t  bornée e t  cont inue.  On cherche à es t imer  
Q - 

$ ( Q )  = fQ(x)  où x e s t  un r é e l  f i x é .  Pour u E R e t  i c I ,n  on pose 

Ki(u) = K(u) = (nh)-l H((u-x) h-l) où H e s t  A-intégrable.  Le vois inage  U 

du p o i n t  x  cons idéré  e s t  l ' i n t e r v a l l e  l x  - h ,  x  + h[ ( l e  r é e l  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i f  h  e s t  b i en  s û r  fonc t ion  de n. On commence pa r  e s t imer  f  p a r  f p  
Q 

en u t i l i s a n t  une méthode g loba le  p u i s  on es t ime f  (x)  à l ' a i d e  de T que l ' o n  
Q 

condit ionne e n s u i t e  par  S en ayant f i x é  P ' ~  comme p r o b a b i l i t é  s u r  (IR* , Q) 

ce  q u i  permet, grâce aux r é s u l t a t s  précédents ,  d ' amél iorer  l ' e s t i m a t i o n  de 

fQ(x)  , en tenant  compte du f a i t  que f p  e s t  une "bonne es t imat ion"  de f  
Q 

en  dehors  de U. On pourra  également u t i l i s e r  c e t t e  méthode pour une e s t ima t ion  



globale  de f lo rsque  l ' o n  c o n s t a t e  des  i r r é g u l a r i t é s  l o c a l e s  (bosses)  pour 
Q 

l a  première e s t ima t ion  
P 

. Une méthode de p rées t ima t ion  souvent u t i l i s é e  s e r a  

c e l l e  de P. Deheuvels e t  P. Hominal ([13). On é t u d i e  l e  comportement asymptotique 

du b i a i s  e t  du r i sque ,  sous des  hypothèses complémentaires de r é g u l a r i t é ,  ce 

q u i  s e r a  u t i l i s é  dans un prochain  t r a v a i l  e t  pe rme t t r a  de gu ide r  l e  choix de 

H e t  h .  

Les problèmes d'optimaZit& asymptotique pour l e s  méthodes à noyau conduisent 

à minimiser des fonc t ions  des moments du noyau e t  donc à des problèmes v a r i a t i o n n e l s  

dans un espace de Riesz. Nous donnons des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  pour qu'un 

Glérnent d'un t e l  espace s o i t  s o l u t i o n  d 'un  problème de minimisat ion q u i  couvre 

beaucoup de cas  p a r t i c u l i e r s  rencont rés  en s t a t i s t i q u e .  Comme a p p l i c a t i o n  nous 

retrouvons un r é s u l t a t  récent  de L. Devroye q u i  c o n t i e n t  l e  théorème d 'op t ima l i t é  

de Bartlett-Epanechnikov. Nous reviendrons prochainement s u r  c e t t e  ques t ion  en 

l i a i s o n  avec l e s  r é s u l t a t s  précédents  e t  ceux de H. Ramlau-Hansen ( [24 ) en s t a t i s -  

t i q u e  des processus de comptage. 

C e t t e  première p a r t i e  c o n s t i t u e r a  l e  début d'un t r a v a i l  beaucoup 

p l u s  important  : c e l u i  du classement des  paramètres e t  du choix  des 

s t a t i s t i q u e s  à u t i l i s e r  pour chaque c l a s s e  (en p a r t i c u l i e r  p o s s i b i l i t é  de 

comparer l e s  informations q u ' e l l e s  appor ten t  donc de d é f i n i r  un "degré d'exhaus- 

t i v i t é "  u t i l i s a b l e  en p r a t i q u e ) .  Il ne nous semble pas que l e s  p r o p r i é t é s  métr iques 

de l ' e s p a c e  des paramètres e t  l a  dépendance p l u s  ou moins f o r t e  des v a r i a b l e s  

expl iquent  l a  t o t a l i t é  des problèmes posés.  I n t e r v i e n t  également ce que l ' o n  

p o u r r a i t  appeler  (en  l ' a y a n t  correctement  d é f i n i e  !) l a  na tu re  du paramètre ,  

concept q u i  p r e n d r a i t  en compte l e s  p r o p r i é t é s  l o c a l e s  que nous avons d é f i n i e s .  

Enfin,  il nous r e s t e  à exp lo re r  l e s  problèmes de t e s t s  concernant l e s  paramètres 

homogènes ou l o c a l i s é s .  



Dans l a  deuxième p a r t i e  nous reprenons des r é s u l t a t s  a n t é r i e u r s  ( [ 3  1 l 

e t  [ 4 ] )  s u r  l e s  estimateurs spzines de l a  d e n s i t é  a f i n  d ' ob ten i r  l e u r  l o i  
1 

1 

l i m i t e .  L a  no t ion  de noyau s p l i n e  nous a v a i t  permis de montrer comment l e s  méthodes 
1 

1 

s p l i n e s  s ' i n t è g r e n t  à l a  t h é o r i e  généra le  des e s t ima teu r s  de l a  forme , 
i 

1 n 
(% , t )  développée par  J. Bleuez e t  D. Bosq ( c g ) .  Les majora t ions  

n  - Kr(n )  k= 1 

obtenues pour l e s  noyaux permettent  d ' o b t e n i r  des condi t ions  s u f f i s a n t e s  de I 

convergence ponc tue l l e  en moyenne quadra t ique  e t  presque complète, e t  de conver- 
1 

I 

gence uniforme presque complète dans l e  cas  de subdiv is ions  quelconques ( l a  
1 

1 

d e n s i t é  e s t  supposée avo i r  une ve r s ion  suffisamment r é g u l i è r e  à support  dans [O, 11). 
l 

Dans l e  cas  de subdiv is ions  uniformes,des condi t ions  néces sa i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  

de convergence simple ou uniforme su ivan t  d i f f é r e n t s  modes s tochas t iques  peuvent 

ê t r e  données, a i n s i  qu'un encadrement de l a  v i t e s s e  de convergence. La Zoi limite 1 

e s t  donnée dans l e  cas  de s p l i n e s  cubiques i n t e r p o l a n t  l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  1 
i 

empirique aux noeuds d'une subd iv i s ion  uniforme e t  ayant  une dé r ivée  seconde 

n u l l e  aux bornes de l ' i n t e r v a l l e  [O, 11. 
Les méthodes s p l i n e s  ont connu une vogue rap ide  en s t a t i s t i q u e ,  à cause de l e u r  

s i m p l i c i t é  de mise en oeuvre, de l a  r é g u l a r i t é  des courbes obtenues e t  de l a  

m u l t i p l i c i t é  des cond i t i ons  que l ' o n  peut imposer aux s o l u t i o n s .  Cet é l a n  semble 

au jourd 'hu i  s t a b i l i s é .  Les s p l i n e s  ont  p r i s  l e u r  p lace  à cô té  des méthodes 

c l a s s i q u e s  d' e s t i m a t i o n  (d' i n s p i r a t i o n  "plus  s t a t i s t i q u e " )  e t  on t  un champ 

d ' a p p l i c a t i o n  assez  b i e n  cerné : l e s  fonc t ions  à es t imer  doivent  o b é i r  à c e r t a i n e s  

condi t ions  de r é g u l a r i t é  e t  l e  nombre d 'observa t ions  d o i t  ê t r e  suffisamment 
1 

l 

important  pour é v i t e r  l e s  phénomènes c l a s s iques  de s u r  ou sous- l i ssage ,  que 

l ' o n  u t i l i s e  des s p l i n e s  d ' i n t e r p o l a t i o n ,  d 'a justement ,  i so ton iques  ( [23]) . . . 
Leur u t i l i s a t i o n  peut  t r è s  b i en  ê t r e  envisagée dans l a  phase d 'es t imat ion  g loba le  

d é c r i t e  dans l a  première p a r t i e  ou dans c e l l e  d ' e s t ima t ion  s p e c t r a l e  évoquée 

dans l a  quatrième p a r t i e .  i 



De par leur définition les splines cubiques d'interpolation que nous avons 

utilisées semblent pouvoir jouer un rôle utile dans l'estimation de certains 

paramètres qui sont des fonctionnelles simultanées de la fonction de répartition 

F et de la densité f. Nous étudions actuellement l'estimation consistante de 

ce type de paramètres. 



La t ro i s i ème  p a r t i e  e s t  consacrée à l a  f o n c t i o n n a l i s a t i o n  d'un r e s u l t a t  

d 'approximation f o r t e  de Ph i l i pp  e t  Pinzur  ([2g). Nous montrons que l ' o n  peut 

c o n s t r u i r e  un processus  de Kiefer g é n é r a l i s é ,  indexé p a r  G x [l , + - [ où G 

e s t  un ensemble de fonc t ions  s u r  [O, 1Id , approximant presque sûrement l e s  

i n t é g r a l e s  s tochas t iques  des éléments de G p a r  rappor t  au  processus empirique 

a s soc i é  à des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  
('n) n i  i 

à valeurs  dans [O, 11 for tement  

mélangeantes e t  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e s .  S o i t  F l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  

de l a  l o i  n de X I  , FN l a  fonc t ion  de r b p a r t i t i o n  empirique a s soc i ée  à 

processus empirique de (X ) . ( ? e s t  l a  p a r t i e  e n t i è r e  de t ) .  On suppose 
n  n>,l 

que l e  c o e f f i c i e n t  de f o r t e  mélangeance de l a  s u i t e  e s t  p(n) = O(n 
-4-d( 1 +E) 

) 

( E  E ]O,  -$). Cet te  hypothèse peut  p a r a î t r e  a r t i f i c i e l l e  e t  s e r a  probablement 

a f f a i b l i e  dans l ' a v e n i r ,  mais e s t  ac tue l lement  ind ispensable .  P h i l i p p  e t  P inzur  

o n t  montré que sous ces  hypothèses e t  sans changer s a  d i s t r i b u t i o n ,  on peut  

r e d é f i n i r  l e  processus R(s , t )  , s  E [O, l l d  , t E Cl , + -1, s u r  un espace 

de p r o b a b i l i t é  (R,A,P) s u r  l eque l  il e x i s t e  un processus de K i e f e r  K(s , t )  , 

s  E [0,1ld , t F [l , + v é r i f i a n t  

(1) sup sup I ~ ( s , t )  - K(s, t )  1 = O ( T " ~  (Log T)-') p.,. 

e t  de fonc t ion  de covariance m ( t , t ' )  r ( s , s l )  où 

avec g n ( d  = 1 
{X i s l  

- F(s)  . 
n 

X e s t  une cons t an te  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  ne dépendant que de d  e t  E .  

Il semble b ien  qu'une étude approfondie des techniques u t i l i s é e s  p a r  P h i l i p p  

e t  P inzur  e t  Berkes e t  Ph i l i pp  [ 2 ]  permet t ra  d ' o b t e n i r  une approximation 

presque complètement sûre .  Nous étendons l a  d é f i n i t i o n  de R e t  K à 



l 

G x [l , + -[ , où G est un ensemble de fonc t ions  r é e l l e s  s u r  [O, l l d  de fagon 

à ce  que l a  q u a l i t é  de l ' approximat ion  s o i t  conservée. La première  ex t ens ion  d e  

1 ce  t y p e  a é t é  f a i t e  p a r  P. Revesz en 1976. Dans l e  ca s  de v a r i a b l e s  i . i . d .  il a 

montré comment l ' o n  pouva i t  p a s s e r  d'une approximation presque s û r e  dans [0 ,112  

1 

p a r  une s u i t e  de ponts  browniens ou de processus  de K i e f e r  à une approximation 

l presque s û r e  dans un ensemble d ' i n d i c a t r i c e s  de b o r é l i e n s  de f r o n t i è r e  suff isam- 

ment r é g u l i è r e .  Dans l e  même cadre  i . i .d . ,  I be ro ,  en s ' i n s p i r a n t  de l a  méthode 

l 
1 de Revesz e s t  passé à l a  c l a s s e  des f o n c t i o n s  p f o i s  d i f f é r e n t i a b l e s  s u r  [0,!ldY 

d 
bornées ,  a i n s i  que l e u r s  dé r ivées  p a r t i e l l e s  jusqu 'à  l ' o r d r e  p (p  > T ) .  Cet t e  

technique ne convient  pas  i c i ,  comme nous l e  montrons dans l e  paragraphe V I  : l a  1 
l 

v i t e s s e  d'approximation dans (1)  ne nous a pas  permis d ' o b t e n i r  un r é s u l t a t  
1 

1 

s a t i s f a i s a n t .  

1 
Pour g E L ( T )  R(g, t )  e s t  l ' i n t é g r a l e  s tochas t i que  de g p a r  r appor t  a u  

processus  empirique R(s ,  t )  : 

en  posan t  Gi(g) = g(Xi) - g dP . 
L'ex tens ion  que nous proposons e s t  basée s u r  une seconde méthode due également 

à Ibe ro  e t  qu i  repose s u r  l a  r e p r é s e n t a t i o n  suivante de R(g, t )  pour  g s C 
d 

(ensemble des fonc t ions  d f o i s  continûment d i £  f é r e n t i a b l e s  s u r  [O, I] d, : 

Pour pouvoir  d é f i n i r  K(g, t )  de l a  même façon à p a r t i r  de K ( s , t ) ,  i l  s u f f i t  

d donc de montrer que l e  processus  K s  , t )  , s E O 1 , t E [l , + m[ est  

presque sûrement à t r a j e c t o i r e s  cont inues.  Pour c e l a  on  majore s a  fonc t ion  

de covar iance  à l ' a i d e  d'une i n é g a l i t é  s u r  l e s  moments de v a r i a b l e s  



mélangeantes e t  on conc lu t  p a r  l e  lemme de Fernique. On peut a i n s i  d é f i n i r  un 

d 
processus  de K i e f e r  K(g, t )  indexé p a r  C x [l , + -[ , presque  sûrement 

l i n é a i r e  en g e t  tel que 

(2  SuP SuP 1 ~ ( g , t )  - K(g, t )  / s CM T 1 I 2  (Log T ) - ~  P.S. 

cd est  l e  sous-ensemble de cd c o n s t i t u é  des fonc t ions  bornées pa r  M , a i n s i  M 

que l e u r s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  jusqu 'à  l ' o r d r e  d. La fonc t ion  de covariance de 

K(g, t )  e s t  donnée par  

E(K(g,t)  K(g' , u ) )  = min( t ,u )  A(g,g') 

+- 
avec n ( g , g f )  = E(G]  (RI  G~ ( 8 ' ) )  + (11 ~ ~ ( g ' )  + ~ ~ ( g )  G ]  ( g ' ) )  

n= 2 

d On peu t  a l o r s  é tendre  K aux Z i d t e s  de sui tes  de C pour d i f f é r e n t e s  topologies .  
M 

Nous é tud ions  l e  cas  de l a  convergence uniforme s u r  [O,lld e t  nous obtenons 

pour  les  éléments  de un r é s u l t a t  du même type  que (2) mais non uniforme c~ - 
s u r  l a  c l a s s e  de fonc t ions .  11 e s t  sans  doute p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  (2) s u r  

d en é t u d i a n t  p l u s  finement les t r a j e c t o i r e s  de K(g, t )  , g E CM , t E Cl , + -1. 
Sous des  hypothèses  convenables l a  mesure empirique peut -ê t re  cons idérée  comme 

une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à v a l e u r s  dans un espace à noyau reproduisant ff ([5]). Gn 

peu t  donc d é f i n i r  un processus  
'Rt' t€ CI ,+-[ à v a l e u r s  dans ff t e l  que pour  

t o u t  t ,  Rt  s o i t  l e  r e p r é s e n t a n t  dans H du processus  R(g , t )  , g P f f .  

On a p p e l l e  Ho l e  sous-espace dense de ff engendré p a r  les éva lua t ions  e t  

d on suppose que ff C C . S i  l ' a p p l i c a t i o n  g t-t K(g, t )  e s t  p resque  sûrement 
O 

bornée s u r  l a  boule  u n i t é  de H , e l l e  e s t  r ep ré sen t ée  presque sûrement p a r  
O 

un élément Kt de if. Ceci permet de d é f i n i r  un processus  de K i e f e r  à v a l e u r s  

dans ff t e l  que 



Cette troisième partie débouche à court terme sur l'élaboration 

et l'étude de tests fonctionnels et à plus long terme sur un essai d'amélioration 

des vitesses d'approximation. 



La de rn i è re  p a r t i e  a  pour s u j e t  1' e s t ima t ion  des degrés  des modèles 

ARMA e t  1' é tude  de d i f f é r e n t s  z lgori thmes pouvant i n t e r v e n i r  e f f icacement  dans 

l e  t r a i t emen t  des s é r i e s  chronologiques uni  e t  mu l t iva r i ée s .  E l l e  e s t  c o n s t i t u é e  

pr incipalement  des a r t i c l e s  [9] e t  131 auxquels nous avons a d j o i n t  une cour te  

annexe contenant  des éléments des p répub l i ca t ions  [7] e t  101 non r e p r i s  dans 

l e s  a r t i c l e s  publ iés .  

Le c h a p i t r e  c inq  e s t  e s sen t i e l l emen t  consacré au  cas scalaire ; nous y passons 

en revue l e s  d i f f é r e n t e s  méthodes d 'es t imat ion  des degrés d'un processus ARMA 

directement  à p a r t i r  de l a  fonc t ion  d ' a u t o c o r r é l a t i o n  empirique (ou à p a r t i r  

d'un e s t ima teu r  p l u s  soph i s t i qué  de c e t t e  fonc t ion)  après  observa t ion  de 

Xo, XI,. . . ,% . Les méthodes que nous décrivons ne n é c e s s i t e n t  aucune e s t ima t ion  

p r é a l a b l e  des c o e f f i c i e n t s  du processus,  au  c o n t r a i r e  des d i f f é r e n t s  c r i t è r e s  

u sue l s  de choix de modèles ( c r i t è r e s  d ' in format ion  dlAkaïke) q u i  ob l igen t  à 

f a i r e  v a r i e r  l e s  degrés  e t  à es t imer  à chaque f o i s  tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  du 

modèle, ce qu i  peut  r e p r é s e n t e r  beaucoup de c a l c u l s  i n u t i l e s .  Dans l e  c a s  s c a l a i r e  

l e s  méthodes é tud iées  s o n t  basées s u r  l e  c a l c u l  de c e r t a i n s  déterminants  e t  

reposent  s u r  l e  théorème fondamental l i a n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  ARMA minimale d'un 

processus du second o rd re  e t  l a  p r o p r i é t é ,  pour s a  fonc t ion  d ' a u t o c o r r é l a t i o n ,  de 

s a t i s f a i r e  une équa t ion  aux d i f f é rences  f i n i e s  minimale. Les algori thmes u t i l i s é s  

sont  ceux capables  de d 6 t e c t e r  l e  rang minimal e t  l ' o r d r e  minimal d'une t e l l e  

équat ion .  Nous commençons pa r  l'gpsiZon-algorithme c a r  il e s t  connu e t  é t u d i é  

de façon i n t e n s i v e  depuis 1956 s i  b i en  que l e s  r é s u l t a t s  s u r  c e t  a lgor i thme nous 

permettent  d ' o b t e n i r  de façon simple e t  d i r e c t e  l e s  p r o p r i é t é s  des  deux a u t r e s  

méthodes envisagees : l ' a lgor i thme R-S ( k0] ) e t  l a  méthode du coin ( [ l ]  ) . Ces 

méthodes ne doivent  pas ê t r e  vues comme concurrentes  e t  pourront ,  grâce à l e u r  

f a i b l e  coût ,  ê t r e  u t  il i s é e s  simultanément quand un doute s u b s i s t e .  Néanmoins 

l ' eps i lon-a lgor i thme nous semble l e  p lus  simple des t r o i s  e t  a  c e t  avantage de 

p a s s e r  t r è s  fac i lement  au cas  mu l t iva r i é .  Nous rappelons quelques p r o p r i é t é s  b ien  



connues en ana lyse  numérique dont c e l l e s  de l a  t ransformat ion  de Shanks qu i  e s t  

une t ransformat ion  non l i n é a i r e  de s u i t e  à s u i t e ,  q u i  possède l a  p r o p r i é t é  

recherchée pour l e s  s u i t e s  r é c u r r e n t e s  e t  q u i  peut  ê t r e  e f f e c t u é e  très simplement 

à 1' a i d e  de 1' epsi lon-algori thme.  Cec i  permet d' o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  c o n s t i t u a n t  

l a  base  du c h a p i t r e  c inq : l e  p rocessus  du second o r d r e  X admet une r e p r é s e n t a t i o n  

ARMA(p,q) minimale s i  e t  seulement s i  

où p e s t  l a  fonc t ion  d ' a u t o c o r r é l a t i o n  de X. Le t ab l eau  e p s i l o n  c o n s t r u i t  à 

p a r t i r  de p a  donc une s t r u c t u r e  b i e n  marquée, pa r t i cu l i è r emen t  reconnaissab le .  

Pour e s t imer  p  e t  q  à p a r t i r  d ' obse rva t ions  Xo, . . . ,XT d 'un ARMA inconnu 

on c a l c u l e  l ' a u t o c o r r é l a t i o n  empir ique,  on l u i  appl ique 1' epsi lon-algori thme,  

e t  on a  à d é t e c t e r  une v a r i a t i o n  brusque de l ' o r d r e  de grandeur  des é léments  du 

t a b l e a u  eps i l on ,  e n  pas san t  d'une colonne p a i r e  à l a  su ivan te  (de numéro 2p) e t  

en passan t  d'un élément  de c e t t e  colonne (,;iP) au  su ivan t .  La p l u p a r t  des 

s imula t ions  on t  montré que l e s  degrés  du processus engendré é t a i e n t  correctement  

reconnus, ou f i g u r a i e n t  parmi un p e t i t  nombre de p o s s i b i l i t é s  à r e t e n i r .  Bien 

entendu l a  méthode n ' e s t  pas  miraculeuse,  quand p est mal approximé on ne 

peu t  r i e n  conclure  à p a r t i r  du t ab l eau .  D'autre  p a r t  l e  f a i t  d ' o b t e n i r  p l u s i e u r s  

d p o s s i b i l i t é s  e s t i n h é r e n t  a u  modèle lui-même, en  p a r t i c u l i e r  aux o r d r e s  de gran  e u r  

des c o e f f i c i e n t s  de d i f f é r e n t s  ARMA pouvant "bien approcher" l e  processus observ5. 

Le f a i t  d ' avo i r  pu s é l e c t i o n n e r  un p e t i t  nombre de p o s s i b i l i t é s  pour  l e s q u e l l e s  

on f a i t  une é tude  p l u s  soph i s t i quée  r ep ré sen t e  un ga in  important .  Nous donnons 

des exemples e t  nous d i s cu tons  l e s  a spec t s  p r a t i q u e s  de l a  méthode e t  l a  pos s ib i -  

l i t é  de t e s t s  numériques. Notons q u ' i l  e s t  souvent  u t i l e  de t ransformer  l a  s u i t e  

des a u t o c o r r é l a t i o n s  empiriques avant  a p p l i c a t i o n  de l ' a l g o r i t h m e ,  pour  f a v o r i s e r  

l a  d é t e c t i o n  des s a u t s  dans l e  t a b l e a u  E .  Une a u t r e  p r o p r i é t é  du t a b l e a u  e s t  
2p-2 

i n n  
e x p l o i t é e  : l'inuaY=iance de l a  q u a n t i t é  I ( n )  = 1 ( -1)  E .  E pour  

i i + l  i =O 



n ) q - p+l ; e l l e  permet d ' é t a y e r  l a  première analyse.  En u t i l i s a n t ,  sous  des 

hypothèses convenables,  l e s  r é s u l t a t s  c l a s s iques  s u r  l e s  a u t o c o r r é l a t i o n s  empi- 

r i q u e s ,  on o b t i e n t  l a  convergence presque sû re  des éléments du t ab l eau  E ve r s  

l e s  éléments du t a b l e a u  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de l a  v é r i t a b l e  fonc t ion  d 'au tocorré-  

l a t i o n  du processus.  Il e s t  donc p o s s i b l e  de d é f i n i r  une s t r a t é g i e  théor ique  de 
C l *  

s é l e c t i o n  a s su ran t  l a  convergence presque s û r e  de (p ,q)  ve r s  (p ,q) .  On donne 
n  

112 1 
n  * 

e n f i n  l e  comportement e n  l o i  des  vec t eu r s  T ( E ~ ~  , . . . ,  E k, , k  F I N  , 
2~ 

n .  5 q - p+1 , 1 ,< i $ k , sous l 'hypothèse  n u l l e  : cn = O v n  > q - p+l  ce 
1 2~ 

2  
q u i  conduit  à des t e s t s  du x s u r  l e s  colonnes p a i r e s  du t a b l e a u  (on suppose 

que l ' o n  connaî t  un majorant  des degrés p  e t  q  ; c e c i  n ' e s t  pas  r e s t r i c t i f  

en p r a t i q u e ,  c a r  on abandonne l e  modèle AR!' lo rsque  l ' o n  d o i t  u t i l i s e r  des 

degrés  t rop  é l e v é s ) .  Nous terminons ce c h a p i t r e  5 e n  montrant comment l e s  carac- 

t é r i s a t i o n s  données pour l ' a lgo r i thme  RS e t  l a  méthode du c o i n  s ' ob t i ennen t  

à p a r t i r  des r é s u l t a t s  obtenus pour l ' eps i lon-a lgor i thme e t  en donnant un cour t  

aperçu des méthodes mul t iva r i ée s  qui  s e r o n t  p l u s  largement évoquées au c h a p i t r e  s i x .  

L'annexe un c o n t i e n t  q u a t r e  exemples dé t e rmin i s t e s  en double p r é c i s i o n  e t  un 

lemme de s i m p l i f i c a t i o n  des équat ions  aux d i f f é rences  s tochas t iques .  

Dans l ' a r t i c l e  (131 q u i  c o n s t i t u e  l a  majeure p a r t i e  du chap i t r e  s i x ,  

nous avons r e p r i s  t r è s  brièvement quelques p r o p r i é t é s  e s s e n t i e l l e s  de 

l ' eps i lon-a lgor i thme s c a l a i r e  en  présentan t  une nouvel le  a p p l i c a t i o n  aux fonc t ions  

de t r a n s f e r t  r a t i o n n e l l e s  (exemple J de Box e t  Jenkins  1181). Nous avons 

montré dans l e  c h a p i t r e  précédent  l a  p o s s i b i l i t é  de c a l c u l e r  l ' a u t o c o r r d l a t i o n  

p a r t i e l l e  grâce à l ' a lgo r i thme  q-d de Rutishauser .  Nous montrons i c i  s ans  

f a i r e  appel à l a  t h é o r i e  s p e c t r a l e ,  comment l e s  a lgori thmes de ca l cu l  des  polynômes 

r\J 
orthogonaux g é n é r a l i s é s  (q-d e t  q-d) permettent  l e  c a l c u l  des  ajustements  

a u t o r é g r e s s i f s  aux données dans l e  cas  s c a l a i r e  ( l e  ca s  m u l t i v a r i é  e s t  t r a i t é  

e n  annexe 2 ) .  



La t h é o r i e  des mdèZes ARMA muZtivari&s pose des problèmes a rdus  à cause de l a  

m u l t i p l i c i t é  des r ep ré sen ta t ions .  Il e s t  impossible  de d é f i n i r  en t o u t e  g é n é r a l i t é  

une r ep ré sen ta t ion  minimale, comme on  l ' a  f a i t  dans l e  cas  s c a l a i r e .  On pourra  

dé£ i n i r  des  r ep ré sen ta t ions  minimales dans c e r t a i n e s  c l a s s e s  d'ARMA, chacune de - 
ces  c l a s s e s  é t a n t  obtenueen imposant des r e s t r i c t i o n s  aux c o e f f i c i e n t s  du modèle. 

Un processus ARMA donné peut  t r è s  b i e n  ne pas avo i r  de r e p r é s e n t a t i o n  dans une 

t e l l e  c l a s s e  e t  a  f o r t i o r i  ne pas a v o i r  de r e p r é s e n t a t i o n  minimale. Nous avons 

d é f i n i  i c i  une minimazité q u i  c o n s i s t e  à c h o i s i r  d 'abord q  l e  p lus  p e t i t  

pos s ib l e  e t  ensu i t e  p  l e  p l u s  p e t i t  pos s ib l e ,  ce q u i  peut s e  j u s t i f i e r  pa r  

l 'argument su ivant  : on veut exp l ique r  à chaque i n s t a n t  l e  processus davantage 

p a r  s e s  propres  va l eu r s  passées  (observables)  que par  c e l l e s  du b r u i t  (non 

observables ) .  Le r e s t e  de n o t r e  é tude  e s t  basé s u r  c e t t e  d é f i n i t i o n .  Nous avons 

l ' i n t e n t i o n  de r even i r  t r è s  prochainement s u r  ces  ques t ions  en l i a i s o n  avec l e s  

p r o p r i é t é s  des s u i t e s  de mat r ices  de covariances c a r  il  nous semble ind i spensab le  

d 'envisager  un c e r t a i n  nombre "d 'au t res  minimali tés"  q u i  s ' adap te ron t  aux problèmes 

p a r t i c u l i e r s  que l ' o n  aura à t r a i t e r .  On peut t r è s  b i e n  imaginer que, t e l  

problème physique s ' exp l iquan t  pa r  des chocs s u c c e s s i f s  modélisés pa r  l e  b r u i t ,  

l ' o n  p r é f è r e  minimiser d 'abord p  e t  e n s u i t e  q .  D 'au t res  r e s t r i c t i o n s  s u r  l e s  

paramètres  peuvent également i n t e r v e n i r  : on peut  imposer aux c o e f f i c i e n t s  d ' ê t r e  

i n v e r s i b l e s ,  d ' ê t r e  des  mat r ices  t r i a n g u l a i r e s ,  e t c  . . . 
Nous u t i l i s o n s  dans c e  cadre m u l t i v a r i é  l e s  ve r s ions  m a t r i c i e l l e  e t  v e c t o r i e l l e  

de l ' eps i lon-a lgor i thme,  pour l e s q u e l l e s  on a ,  comme dans l e  ca s  s c a l a i r e ,  l a  

p r o p r i é t é  (P)  e t  l ' e x i s t e n c e  d ' i n v a r i a n t s .  Dans l e  c a s  de l ' e p s i z o n  matriciel, 

e t  sous c e r t a i n e s  hypothèses,  l a  condi t ion  e s t  encore n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  

(théorème 10 e t  annexe 2 ) .  Dans l e  c a s  de l l e p s i Z o n  vec tomeZ e l l e  d o i t  ê t r e  

légèrement modifiée e t  n ' e s t  p l u s  qu'une cond i t i on  néces sa i r e .  Les théorèmes de 

convergence e t  l e s  t e s t s  s t a t i s t i q u e s  peuvent ê t r e  étendus au cas  m u l t i v a r i é  

avec l e s  modi f ica t ions  appropr iées .  



Les d i f f é r e n t s  programmes d ' a p p l i c a t i o n  mis au  p o i n t  l o r s  de c e t t e  

é tude  s e r o n t  i n t é g r é s ,  à c ô t é  des méthodes c l a s s i q u e s ,  paramétriques ou non, 

dans un l o g i c i e l  de t r a i t emen t  automatique des s é r i e s  chronologiques, q u i ,  nous 

l ' e spé rons ,  pourra  rendre s e r v i c e  aux p r a t i c i e n s  confrontés  à des problèmes 

d ' e s t ima t ion  e t  de prévis ion .  
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C1iAPlTRE 7 

LOCALZSATlUN ET HOMOGENETTE D ' U N  PARAMETRE 

REhwnC! : De nombreux exemples de la statistique amènent à considérer 

des propriétés de paramètres que l'on peut qualifier de "locales dans 

l'espace des observations". Le but de ce travail est de définir et 

d'étudier de telles notions de localisation et leurs liens avec les 

concepts habituels de la statistique ; on abordera ici la linéarité, 

l'estimabilité sans biais et la fonction influence. 

CLASSIFICATZON AMS (MUS) : 62699 

MOTS C L ~ S  : localisation, homogénéité, non-paramétrique, est imabil ité 

sans biais, fonction influence. 



Abstract : This paper deals with local properties of parameters. We 

define the localization and the homogeneity of a parameter 
I 

in the sample space and we study their links with usual 

concepts such as linearity, unbiased estimation and influence 

curve . 
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Lorsque l'on évoque des propriétés locales d'un paramètre défini 

sur un ensemble de mesures P et à valeurs dans un espace topologique 8 , 
le mot "locales" a trait, en général, soit à l'ensemble P et aux voisinages 

définis dans P pour une certaine topologie, soit à l'espace O . Nous nous 
intéresserons ici à des propriétés locales dans un troisième ensemble : 

celui sur lequel les lois de P sont définies. 

Considérons comme exemple introductif l'ensemble P des lois 

de probabilité P sur IR absolument continues par rapport à la mesure de 

Lebesgue, dont la densité admet une version continue 4, (P) = fp et qui 
f 

admettent une espérance Q2(p) = j x dP . Notons d3(p) = Fp la fonction 
R 

de répartition de P. Les paramètres $, , d2 et $13 ont un caractère 

"global" : sous la seule hypothèse que P s P , la connaissance de la 

restriction de P à un sous-ensemble E de IR tel que P(E) < 1 ne 

nous permet pas de déterminer les images de P par 4 ,  , 9, OU 4, . 
Il en va autrement pour les paramètres qui associent à P les réels : 

fp(a) ou Fp(a), où a est fixé dans R : la connaissance de la restriction 

de P à un ensemble contenant 1- m, a[ entraîne celle de Fp(a) et la 

connaissance de la restriction de P à un voisinage de a entraîne celle 

de f (a). On a même plus que cette propriété de localisation pour fp(a) P 

et Fp(a) : ces paramètres ont une propriété d'homogénéité : si deux 

éléments P et Q de P admettent des probabilités conditionnelles 

P(. I u )  et Q(. Iu) par rapport à un voisinage U de {a) (resp. de 

1- m, a[) qui sont égales, alors 

fpb) - fQ(a) FQ(a) FQ(a) 
---  (resp. - = - 1 
P(U> Q(u) P(U> Q(U) 



L'incidence en statistique de la localisation est claire : si l'on cherche 

à estimer la valeur du paramètre pour une loi P inconnue dont on observe 

un échantillon ( X I ,  ..., X  ) , les observations tombant dans ou "à proximité" 
n 

de l'ensemble localisant le paramètre nous fournirons l'essentiel de 

l'information apportée par l'échantillon (à titre d'exemple on peut penser 

à la méthode de la fenêtre mobile pour la densité). Les notions quelque 

peu intuitives auxquelles nous venons de faire allusion dans cette introduction 

demandent bien sûr des définitions précises et des raisonnements rigoureux 

afin de déduire et d'étudier des classes de paramètres que l'on pourra estimer 

de façon analogue ; en particulier, avec les mêmes vitesses de convergence. 

En ce qui concerne ce dernier point, qui ne sera pas abordé ici, il nous 

semble que les propriétés de localisation consituent le troisième facteur 

à prendre en considération après les propriétés métriques de @ et celles 

de dépendance plus ou moins forte des variables observées. 

Les premières idées sur ces questions ont été avancées par J. Geffroy 

et D. Bosq mais n'ont pas fait l'objet, à notre connaissance, d'autre publi- 

cation que la thèse de D. Bosq [1970], dont nous reprendrons quelques 

exemples et l'essentiel des définitions. 

71.7. - NoX&anh. 

Soit L? un espace topologique métrisable , 8, sa tribu 

borélienne. 

P l'ensemble des mesures de probabilité sur (Q, 8,). 

P' l'espace vectoriel réel des mesures signées bornées 

sur (n, B,) . 



23 un sous-ensemble non vide de P , un espace 

vectoriel réel et : D + @ un paramètre. 

B un borélien fixé et non vide de R et O(B) l'ensemble 

des ouverts contenant B. 

Pour U E O(B) on note oU(~) l'ensemble des ouverts contenant 

B et inclus dans U et DU l'ensemble des éléments P de 0 tels que 

P(U) > O . 

Pour C E B, et P E P on note P la mesure bornée positive l c 
ou nulle sur G y  restriction de P à C (VA E 8, PIC(A) = P(C fI A)) 

si P(C) > O on note PC la probabilité 

induite par P sur C (probabilité conditionnelle par rapport à C : 

11.2.  - - DE&&&ion d'un pahamé-tte homog&ne. 

+ 
Soit m E R  ; on dit que 4 est un paramètre homogène de degré m 

sur B si et seulement si pour tout U E O(B) on a : 

On notera ff (B) l'ensemble des paramètres homogènes de degré m 
m 

sur B et à valeurs dans fixé. 

7 7 . 3 .  - ExmpLed. 

7 7 . 3 . 1 .  - R = IRP , = IR , : ensemble des mesures de 

probabilité P absolument continues par rapport à hBp (A mesure de 

Lebesgue sur IR) et à densité fp continue sur un voisinage d'un point 



X-O4 

+ 
a de IRP . $(P) = [fP(a)lm (m E IR*). $ est un paramètre homogène de 

! degré m sur le fermé {a}. 

I 1 7 . 3 . 2 .  - 9 = @ =IR , V : ensemble des mesures de probabilité P, 

absolument continues par rapport à X , à densité £P 
de classe ck (k 5 1) 

(k) + 
I sur unvoisinage de a. $(P) = [fp (a)Im (,CR%). J) est homogène de 

degré m sur le fermé {a). 

1 1 . 3 . 3 .  - @ =IR , î) = p , J(P) = [P(B)]~ (m ER+*) . 
9 est homogène de degré m sur le borélien B. 

i Si R = IR , B = ] - a [ et m = 1 on retrouve l'exemple de la 

fonction de répartition donné en introduction : $(P) = Fp(a) . 

1 1 . 3 . 4 .  - Tout paramètre est homogène de tout degré sur R .  

7 1 . 3 . 5 .  - Si 4 est homogène sur B , il l'est aussi sur tout 
- 

borélien contenant B (en particulier sur B ; dans la plupart des 

exemples B sera un fermé de 9). 

Pnapo&LLon 1 .- Soit J1 E fim(B) , O' un espace vectoriel réel 

et Y une applicationde dans 8'  telle que Y(0) = 0. 

Si m = O , Y O 4 est homogène de degré O sur B . 

Si m # O et si Y est positivement homogène de degré 

r E R +  (bt ER:  XE@ >Y(tx) = tr Y(x)) le paramètre 'Y O 4 est 

homogène de degré mr sur B. 

La démonstration est immédiate. Cette proposition montre que pour 

certaines questions on pourra ramener l'étude des paramètres homogènes à 

ceux dont le degré est O ou 1 : soit $ E Hm(B) , m > O et 



E = (eiIiEI une base vectorielle de ; soit Y l'application de 

dans lui-même ainsi définie : 

où J est l'ensemble des éléments i de 1 tels que la composante de x 
X 

suivant e. soit non nulle et égale à x. e. . 
1 1 1  

Y vérifie les hypothèses de la proposition 1 avec r = - 1 et 
m 

le paramètre Y O $ est homogène de degré 1 sur B. Cette façon de nous 

ramener au degré 1 ne nous dispense pas toutefois de l'étude de H (B) , 
m 

m quelconque, en raison des problèmes de biais et de vitesses de convergence 

qui ne sont pas facilement adaptables d'un paramètre réel à l'une de ses 

puissances. Il est aussi des cas où l'on est amené à poser un problème 

statistique en termes d'une puissance du paramètre, d'estimer cette puissance 

et de revenir ensuite au paramètre. Nous proposons l'exemple du maximum de 

vraisemblance pénalisé (MPLE) qui permet de se rendre compte que l'introduction 

+ 
de l'exposant m E IR n'est pas inutile. 

Soit XI, ..., X un échantillon de v.a.r. (i.i.d.) de même loi P 
n 

admettant une densité 
fp 

dont une version a sa racine carrée dans l'espace 

de Sobolev H'(R) .  

Le premier MPLE de Good et Gaskins [G.F. de Montricher, R.A. Tapia 

et J.R. Thompson, 19751 est défini comme étant l'unique solution du 

problème : 

n 
Trouver f maximisant 1 log f (Xi) - u (I (f) et 

i= 1 
r 

' 1  :( satisfaisant aux contraintes : If = 1 , f z O 

\ 
où u > O et ((£1 = J ( f ' ? / f  est l'information de Fisher. 



La r é s o l u t i o n  d i r e c t e  du problème 
P l  

e s t  t r è s  d i f f i c i l e .  On l u i  

s u b s t i t u e  c e l l e  du problème P2 dont l ' u n i a u e  s o l u t i o n  e s t  la  r a c i n e  

c a r r é e  d e  l a  s o l u t i o n  d e  P  ( v  = J f ) .  
1 

e t  s a t i s f a i s a n t  aux c o n t r a i n t e s  : 

1 
V E H ( R )  ; / I V / /  2 =  1 ; v(Xi) 2 0  , 1 s i ~ n  

L 

Pour a E R l e  problème d ' e s t i m a t i o n  p o i n t  p a r  p o i n t  e s t  posé  pour  

[fp(a)] , c a s  p a r t i c u l i e r  du  11.3 a )  e t  l e s  r é s u l t a t s  d e  convergence 

s o n t  démontrés  d 'abord pour l a  s o l u t i o n  v  d e  P2 . 
n  

En dehors  d e  c a s  t r è s  p a r t i c u l i e r s  un paramèt re  homogène a un 

d e g r é  unique : 

Phupun&on 2.- s o i t  E H  (B) t e l  q u ' i l  e x i s t e  'J IZ O ( B )  
m 

2  
e t  (P,Q) E DU v é r i f i a n t  pu = QU e t  $(P) # $(Q) .  A l o r s  m e s t  

l ' u n i q u e  d e g r é  d 'homogénéité d e  s u r  B. 

DémonhRna&iun : Supposons que  Q E Hr(B) . On a  a l o r s  

Comme $(P)  e t  $(Q) ne  peuvent pas  ê t r e  n u l s ,  c e l a  e n t r a î n e  

[ P ( U ) ] ~ - ~  = [ Q ( U ) J ~ - ~  . 
S i  on a v a i t  m # r on a u r a i t  P(U) = Q(U) e t  p a r  conséquent  

$(P)  = d ( ~ )  c e  q u i  est  c o n t r a i r e  à l ' h y p o t h è s e .  



11.6.  - R m q u e  d u t  la dédin&ion de X1homagénUé. 

Si l'on suppose que la condition suivante est vérifiée : 

(P E DU => pu E DU) 

le a) de la définition 11.2. équivaut à 

Dans le cas m = 1 et B fermé on retrouve ainsi la 

définition de l'homogénéité donnée par D. Bosq. 

La condition (C ) ,  que l'on supposera satisfaite dans le 
1 

paragraphe III, est forte et manque dans certains cas de réalisme (nous 

la remplacerons dans un prochain travail par une condition beaucoup plus 

large). S'il existe un élément P de D et une famille 
(Uk) k m  

de 

voisinages décroissants de F tels que P(Uk+]) < P(Uk) , b'k s ~ , l a  

condition (Cl) entraîne que 0 n'est inclus dans aucun espace vectoriel 

réel de dimension finie. 

17.7. - D é ~ i W o n  de la locaation. 

On dit que est localisé par le borélien B si et seulement 

si pour tout U e O(B) on a : 

71.8. - Rmmyue - Vocabulahe. 

Nous avons repris la définition donnée par D. Bosq en lui ajoutant 

la condition b). Il est clair que l'on réduit ainsi l'ensemble de paramètres 

localisés par B mais cela nous permettra de gagner en concision dans la 

suite et ne restreint pas la généralité : 



Si $ ne satisfait qu'à la condition a), il prend une valeur 

fixe a sur l'ensemble des éléments de qui ne chargent pas un 
O 

élément de C)(B) ; en effet, 

- 
n v - Q l u  n v = O  et ( U ~ V E :  O(B)) donc $(P) =$(Q) . 

Il est alors immédiat que le paramètre ($ - ao) vérifie 

aussi bien a) que b). 

Nous adopterons le vocabulaire fixé par D. Bosq : 

3 est dit local s'il est localisé par un singleton ; 

$ est dit u-local s'il est localisé par un borélien de 

u-mesure nulle (p mesure O-f inie sur (fi, BQ)) ; 

4 est dit global s'il n'est localisé que par des boréliens 

denses dans fi. 

7 7 . 9 .  - ExmpRe~. 

7 7 . 9 . 1 .  - R = R = . D  : ensemble des mesures de probabilité P 

à fonction de répartition Fp continue et strictement croissante. 

$(P) = qa(P) = ~-'(ci) : quantile d'ordre a ( a  E ] o , I D .  $ est un 
P 

paramètre global. 

7 7 . 9 . 2 .  - : ensemble des mesures positives bornées sur R. 

+* 
0 = P $(P) = AP (A fixé dans R ) g est localisé par B. I B 

7 7 . 9 . 3 .  - @ = P  D = { p c P  1 p(g) > O )  

$(P)  = PB . $ est localisé par B. 



17.9.4. - Exemple 11.3. 1') 4 est local : il est localisé 
P par (a) . Il est également h -local. 

Dl : ensemble des probabilités P sur R à fonction de 

répartit ion Fp strictement croissante, dérivable et telle que 

D2 : ensemble des éléments de v tels que gZ(p) = ) x d F~(x) 
-03 

existe et soit fini. d2 est un paramètre global. 

1 -a 
Sur D la moyenne a-tronquée QI (P) = ( 1 -2a) - 1  ~~l(x) dx 

a 1 
("moyennef' prise entre les quantiles d'ordre a et (1-a) où a E Cc, ?[) 

défini un paramètre 4 qui est localisé par 1- a, a] : 
1 

F;] (1-a) 
x Fi(x) dx 

IF,' (a) 

1 - a 1 - c < Fp(a) donc ~-'(l-a) E 1- , a] P 

si, pour U 21- a, a] , on a 
= Q I U  

les fonctions Fp et F 
Q 

coïncident sur 1 - rn, a] donc $ (P) = $ (Q) . 

71.70.  - R ~ a t r i u ~ .  

11.10.7.  - Une différence importante entre la définition de 

l'homogénéité (en particulier de degré 0) et celle de la localisation 

est due à celle qui existe entre la notion de probabilité induite et la 

notion de restriction d'une probabilité : 

la réciproque n'étant vraie que si P(U) = Q(U) . 



PhoposXon 3.- Soir U E L)(F) et P t P tels que P(U) > O . 
L'ensemble des probabilités Q telles que QU = PU est l'ensemble des 

probabilités Qh = h P U + (1-A) Q' , h E ]O, 11 , Q' E p - au . 

* Réciproquement soit Q telle que Q(U) > O et QU = PU 

alors Q = Q I U  + QIUc 

On peut encore remarquer que lorsque O < P(U) < 1 les 

probabilités PU et P ont une position extrêmale sur la droite A 
uc 

de P' qui les contient : A - {P , P 1 est l'ensemble des mesures 
uc U 

bornées à signe p , de masse totale 1 ,  telles que : 

et le segment [P , pu] est l'ensemble des probabilités Q telles 
u 

17 .70 .2 .  - Soit 4 e H (B). On suppose qu'il existe m 

(P,Q) E D* , u c O(B) , A t [O, 11 tels que P = O Q/, = O 1 uc 
et p~ + ( 1 - A )  Q] e D . 

Alors $(AP + (1-A) Q) = hm $(P) . 



11.1 7 . - CLmhe doncthonneUe déltWnaMA: un pmamè;Dre. 

11.17.7.  - Il est évident que la partie a) de la définition 

de la localisation (11.7) peut s'écrire de la façon suivante : 

ce qui montre que la notion introduite est un cas particulier d'une notion 

plus générale, extension de la notion de classe déterminante, et qui 

s'exprime en termes fonctionnels. 

Soit 1 l'ensemble des fonctions réelles intégrables par rapport 

à tout élément de 0 et G un sous-ensemble non vide de 1 .  

On dit que G détermine le paramètre $ si et seulement si 

2 
pour tout couple (P,Q) s D on a : 

11.77.2.  - E x ~ m p b .  

a) Un paramètre localisé par le borélien B est déterminé 

1 par (IA n U A € B, y 
u a U(F) . 

b) Sur un espace métrique la classe des fonctions réelles 

uniformément continues bornées détermine la loi. Plus généralement les 

indicatrices d'une classe déterminante déterminent la loi. 

C) Soit 4 un paramètre à valeurs dans un e.v.t.l.c. 0 
tel qu'il existe Y ("pseudo-transposée" de ID) : @' x Cl -+ R vérifiant 

VP E D be' E @ '  ($(P) , e') = Y(ef,x) dP(x) . 1, 



Pour toute famille (ei) faiblement totale dans @ ' la 

famille (Y(ei, détermine le paramètre 4. Un cas particulier est 

la classe F étudiée par M. Carbon [1982] avec 0 = L*(P). 

Pour fixer les idées on peut penser à la méthode des fonctions 

orthogonales pour la densité $(P) = fp = - dP . a alors 
dci 

2 
ve' E L (p) b!x f: Sl Y(el,x) = el(x) et toute base orthonormale de 

2 
L (p) détermine 4. 

On peut noter que la notion de classe déterminant la convergence 

peut s'étendre de la même façon à d'autres paramstres que la loi. Nous 

reviendrons sur ces questions dans un prochain travail. 

7 7 . 7  2 .  - Lo&a,tion dokte. Lieu en.&& homo,qénei;té e.t t ocUa- t ion .  

7 7 . 7 2 . 7 .  - D é d i w o n . -  Un paramètre homogène de degré zéro 

sur B est dit fortement localisé par B. 

D'après la remarque II.IO.I., un tel paramètre est évidemment 

localisé par B (la réciproque étant fausse comme le prouve l'exemple 

suivant : Sl = @ = R  , D = P ,  $(P) = ~({a}) , a fixé dans W . $ est 

local (et A-local) car il est localisé par le fermé {a) mais il n'est 

pas fortement localisé par {a} ; 4 E Hl({a}) . Un autre exemple est fourni 
par 11.3.1.). 

On a en fait une propriété générale : 

Piropob**ron 4 .  - Soit m c R* . Tout paramètre homogène de 
degré m sur B est localisé par B. 



D&no~;ttL&on : Soit $ E Hm(B) , U r O(B) et (P,Q) E I l 2  

tels que Plu = QIu 

si P(U) > O alors Q(U) > O et PU = QU 

4 (pl - - $(Q) 
donc et $(P>=$(Q> 

[P (u)] " [Q <u)Im 

si P(U) = O alors Q(U) = O et $(P) = $(QI = O . 

1 1 . 7 2 . 2 .  - Exer??p&eb de pcv~amè&a dontement &o&Eb. 

a )  Pkopob&on 5.- Soit B un sous-ensemble borélien propre 

de R et D =  {P 1 P e P et O < P(B) < 1) .  

est fortement localisé par B. 

~ é m a n n ~ t a ~ i o n :  Soit UEO(B) V R ~ D  R(U) 'R(F) > O .  

Soit (P,Q) E Tl2 tel que Pu = Qu et soit R I  C B 

b) Si D est l'ensemble SB des probabilités à support inclus 

dans B , tout paramètre est homogêne sur B , de degré quelconque (en 

particulier fortement localisé). On s'aperçoit ainsi que les notions 



d'homogénéité et de localisation sont fortement liées, pour un paramètre 

fixé, à la famille D et au borélien B considérés. 

c )  Fondon 6novttiEne. 

2 
fi = R = IR+* D : ensemble des mesures de probabilité P sur 

2 
(IR , 8 ) qui ont un support S~ 

compact de la forme 
x2 

S~ 
= {(x,y) 1 O I x c 1 et O i y 5 sp(x)l où s P est une application 

continue strictement positive de [O, 11 dans Hi. S~ est entièrement 

déterminé par s (fonction frontière) . $(P) = sp (a) , où a est un P 

réel fixé dans [O, 11 . 
4 est fortement localisé par la demi-droite fermée F x = a 

{ Y S Q .  

Soit U c O ( F ) .  DU est égal à 0 : si on avait P(U) = O 

on aurait U C  SE ce qui n'est pas puisque (a,O) E U n Sp . 
2 

Soit (P,Q) c D tel que pu = Qu . 

p et Q l u  I u ont le même support et 

ce qui entraîne 4 (P) = $ (Q) . 

De la même façon on montre que Q1 , défini sur le sous-ensemble 

D I  des éléments de D tels que si(a) existe, par 

2 - 3 /2  
$IO') = $(a) [l + <sp(a>> ] (courbure algébrique de la frontière 

au point d'abscisse a ) , est fortement localisé par F. 

d )  Régnedhdon. 

D : ensemble des lois de probabilité P Soit a E R ,  R = R  , 

absolument continues par rapport à hg2 et à densité admettant une 

version f continue telle que : 



r 
y f(a,y) dy existe et que jR f(a,~) dy ' 0 

$ (fonction de régression de y en x au point a ) est fortement 

localisé par la droite d'équation x = a . 

11.13. - Cu d'un wUuuunZ&e LinéuLte. 

Lorsque @ est un espace vectoriel sur R et que D est 

convexe, on dit qu'un paramètre 4 est linéaire si et seulement si 

Il paraît évident, qu'en général, un paramètre linéaire ne peut 

être homogène sur un borélien propre de il que si son degré d'homogénéité 

est 1 :  

I I .  13.1. - Phopohfion 6. -  Soit $ E c(B) (m f 1 )  un 

paramètre linéaire sur 0 convexe. On suppose en outre que : 

Alors 4 est identiquement nul. 

Démonh&u&ion : Soit P E D et U E oV(B). Si P(U) = O 

$(PI = O . Supposons P(U) > O. Soit Q E 0 tel que Q(U) = O (donc 

= 0) Pour tout A E ]0,1] , [AP + (1-A) Ql est un élément de D dont 

la probabilité conditionnelle par rapport à U est égale à PU . On a 
donc 



ce qui entraîne $(P) = O . 

Ptropoa&an 7 . -  On suppose que 13 est convexe et que la 

condition (C ) est vérifiée. Un paramètre linéaire 4 appartient à H l  (B) 
2 

si et seulement si il est localisé par B. 

P Z r n o n A ~ o n  : Il suffit de montrer, sous ces hypothèses, et 

pour m = 1 la réciproque de la proposition 4 (11.12.). 

Soit v E U(B) et Q E 13 tels que Q(V) = O . 
Soit P c D et U E UV(~) . 
Si P(U) = O alors $(P) = O . 
Si P(U) > O et si Q' est telle que PU = Q; les probabilités 

(Qf(U)P + (1-Qf(U))Q) et (P(U)Q1 + (1-P(U))Q) ont même restriction à U 

donc les valeurs prises par le paramètre pour ces deux éléments de D sont 

égales et 

On dira qu'un paramètre 4 : D -+ @ (Banach) est intégral si $ 

admet un estimateur fortement sans biais d'ordre 1 ; autrement dit il 

existe un noyau K (non unique en général) : fi -+ @ D-intégrable et 

tel que VP E v J n  K ‘IP = $(PI . 

Lorsque est convexe un paramètre intégral est évidemment 

linéaire. 



P ~ p o d -  8.1.- On svpphs qu. 1 i  eodition C 1 .  eet  

ér i f ige  pour 3 = F , fer& de Q. Un paradtre integral 9 de noyau K 

ppartient à HI(P) s i  e t  seulement s i  

(Autrement dit I(. 1- es t  un novau antir 4) - 

issant vers F 

P (U )? x,,*t.*z,r%F k 2 ,&? 2,,&$:j$$ 

u théorème de convergence dominée que 



Il 1 - HOMWEHEITE, LOCALISATION ET ESTIMABILI'TE SANS BIAIS, - 
Dans tou t  ce paragraphe nous supposerons que l a  condition (C 

e s t  vér i f ige  pour un borélien fermé F - de Q. 

-*IR1- ,----*---1 

estimable d'ordre e t  de 

crt! 
#(P) = 1 TL dl? . 

R 

une su i te  de O(F) tendant en décroissant vers  

(U, ) - O a l o r s  $(P) - O 

, . 

dui t ,  par application du théorème de convergence 
" .  . . .  

- A i -  . . - 3  - 
$ 0  e t  è + ~  

C P ~ F ) ~ ~  = [p(p)lm j T~ dpBt 

I 
F 

: ,, , s' 
a h '  ? ,* d Z  -* i 

( r e i a t ~ o n  qui-iie Srésénte un in t é r ê t  que s i  P(P) > O) en parti eu lie^^ . ,  ,, + 

. *,- 

d(P) * [~({a})]" C , C , con8tmte de 8. 
- 1 

La dlmonstririon , - de l a  proposit ion , I) 8 '@tao4 h@diat.io.nt ,r\u 
. 1 .  

p a r a d t r e s  es t inables  d'ordre 4 quelconpus. grPee B l 1&go l i t8  (!) . 

il 



Ptropo4kLion 9. -  Un paramètre estimable d'ordre l ,*de noyau Tl y 

appartient à ffl(F) si et seulement si 

(on a alors b'p E D $(P) = 1 @l T d P  ) .  
F 

On en déduit les corollaires suivants : 

C o k o m e  7 . -  Un paramètre estimable sans biais, homogène de 

degré m sur un fermé F de P-mesure nulle pour tout élément P de Dy 

non constant, est de degré d'estimabilité strictement supérieur à m. 

(Le degré d'estirnabilité d'un paramètre 4 est le plus petit entier n 

pour lequel 4 admet un estimateur sans biais d'ordre n). 

Grâce au théorème de Bickel - Lehmann on a : 

CokoReaihe 2.- Si $ E ff (F) , si P(F) = O pour tout élément 
m 

P de 0, si* $ n'est pas constant, si D est convexe et si 

$(ap + (1-a)Q) est un polynôme en a de degré inférieur ou égal à m, 

IJ n'est pas estimable sans biais. 

Le corollaire 2 pourra s'appliquer par exemple à la densité 

et à ses dérivées. 

111.2. - PmC.Zte  l o U é  em%nable sam b u .  

Nous avons vu que la proposition 4 (11.12) admettait en ce qui 

concerne les paramètres linéaires, et sous certaines conditions une 

réciproque (proposition 7 (11.13)). Il en est de même pour les paramètres 

estimables sans biais : 



Pkopob&on 70. - S o i t  4 un paramètre  e s t imab le  sans  b i a i s  

d ' o r d r e  m, de noyau m , l o c a l i s é  par F. 

On suppose que 'û est dominé pa r  LI, mesure p o s i t i v e  0 - f i n i e  

s u r  R e t  que, pour t o u t  U s U(F) e t  t o u t e  p r o b a b i l i t é  P s D 
&n 

t e l s  que O < P(U) < 1 l a  f a m i l l e  D (U,P) = (Q 1 Q s e t  m Q1u = plu1  
ChIl 

e s t  -complète (autrement d i t  

Alors e s t  homogène d e  degré m. 

Z)émov~ilix&on : On u t i l i s e  l a  c o n d i t i o n  N e t  S de l a  

p r o p o s i t i o n  9. 

So i t  CUk) km une s u i t e  de O(F) , + F e t  s o i t  P E 0 .  

S i  P(F) = 1 on a P & ( ( F ~ ) ) ~  = O donc 

S i  P(F) $ 1 comme l i m  P(U ) = P(F) on a , pour k 
k*w 

k 

a s sez  grand P(Uk) < 1 . 

donc 

Supposons que M k l  O < p(uk) < 1 . 
Soi t  k 2 k e t  Q E \(Uk,P) 

1 



et une égalité analogue pour $(Q) . 

F localise Ji1 

Par suite a(P) = 

J(U;) 
'rn dpb = Tm d~~ 9 VQ Qm(Uk>P) 

donc VQ E Em(uk,p) T - a(P)) dQh = O donc 1 T = a(P) m (u;) m 

€hl c 
sur fi tel que p (no) = O  . 

O 

QPm m 
Corne P(Uk) > O et que P << ~i , ii(Uk) > O et ~i (Uk) > O 

8m m 
donc p (Uk 0 0)  > O . 

fl R est donc non vide et 
O 

Par conséquent T dpb = O et le théorème de convergence 

dominée entraîne I,Fm, 'rn = O 

Un cas particulier important est celui où est p-local 

(u(F) = O). On renforce alors la conclusion du théorème 4 de D. Bosq 

en appliquant la proposition 10 et le corollaire 1 : 

CatoU&e 3.- Soit $ un paramètre non constant, localisé 

par F de p-mesure nulle ( mesure positive o-finie sur R dominant D). 
* 

On suppose qu'il existe m E tel que VU E U(F) , b/P E Q vérifiant 

b 
O < P(U) < 1 , 0 (U,P) est p -complète. 

m 

Alors, si est estimable sans biais, il est de degré strictement 

supérieur à m. 



Dérnom~aAion : Si 4 était estimable sans biais d'ordre m 

il serait d'après la proposition 10 homogène de degré m et le corollaire 1 

entraîne une contradiction. 

I V  - FONCTION INFLUENCE D'UN PARAMETRE HOMUGENE. - 

La fonction influence, introduite par F.R. Hampe1 [1974] ,  donne 

dans beaucoup de cas une bonne idée de "l'importance" que va avoir une 

observation x sur l'estimation d'un paramètre. Sa détermination est un 

premier pas vers l'étude de l'estimation robuste des paramètres homogènes. 

On suppose que 1) contient chacun des segments [P, 6J de P , 

P s Il , x SE il . La fonction influence de 4 au point P de est alors 

définie par 

c'est la dérivée de au point P dans la direction de 6 (dérivée 
X 

au sens de Gâteaux). 

Soit un paramètre homogène de degré m sur F fermé 

de , x e il et P E D. 

I V . ] .  - C u  o ù i l  e x h t e  U E O(F) tel que P é Du . 

On a alors $(P) = O . 

si x 6C F il existe V e O(F) tel que x é V 

OU n v 6 ,  n~ donc I C (x) = O 4, p 

donc IO((]-S)P + s sx) = sm)(S x ) , Ys E]o,~] . 



si m c [O, 1 [ 1 C (x) = lim 4, p s+O s 
point à l'infini de la 

demi-droite [O, $(ô ) )  
X 

sinon . 

Ce cas est évidemment le plus intéressant. 

Si l'on suppose x c F on ne peut pas faire de calculs sans 

hypothèses supplémentaires. On peut cependant remarquer que, dans beaucoup 

d'exemples courants, le borélien F est de P-probabilité nulle, b$ E P. 

1 V . 2 . 1 .  - si x $  F I V E  O(F) tel que x t  V 

((1-s) P + s 6 ) 
= Pv x v 

Ip((1-s) P + s 6 ) = [(l-s) P(v)lm = ( ~ - s ) ~  $(P) X 
[P <v>] 

d'où 1 C (x) = -m$(p) . 
IpYP 

Il est clair que l'on obtient également ce résultat pour la 

dérivée en P dans la direction de toute probabilité Q ne chargeant 

pas un élément V de O(F) lorsque le segment C P , ~  est inclus dans D. 

I V .  2 . 2 .  - si x E F (exemples) 

a) d(p) = [P(F)]~ , m > O , D = I P  / P E P et P(F) > O] 



La quantité m p(FC) y influence relative d'une observation 
P (FI 

tombant dans F par rapport à la valeur du paramètre tend vers + m 

si P(F) tend vers O et vers O si P(F) tend vers 1 .  

b) $(PI = P I F 
y V = P ,  @ = P I  

4 est linéaire et 1 C (x)  = 6 - P 
$rP x I F  

P(F)  Sx - P l F  
= lim - - 'x - 'F 

s+O ( (1 - s )  P (F )  + s) P(F) P (F) 
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EXffAUSTTVZTE LOCALE D'UNE STATZSTZ0,UE. 

APPLTCATION AU COWTTTONNE~~iENT D'ESTIMATEURS. 

~ k ~ ~ h i k  : Après avoir défini la notion de propriété locale d'une statistique, 

nous étudions les effets du conditionnement d'un estimateur par une statis- 

tique localement exhaustive et, plus particulièrement, le comportement du 

risque quadratique. Ces considérations sont appliquées à l'estimation locale 

de la densité et de la régression par la méthode du noyau. Dans la dernière 

partie nous donnons des conditions suffisantes d'optimalité pour certaines 

classes de noyaux. 

AGTRACT : We define the local properties of a statistic and study the 

effect of taking the conditional expectation of an estimator with respect 

to a locally sufficient statistic. More precisely, the behaviour of the 

quadratic risk is pointed out and we look at applications to density and 

regression estimation by kernel method. In the last part we give sufficient 

conditions for optimality of some classes of kernels. 1 

CLASSZFZCATZON AMS (MOS) 7980 - 62805 - 62GO5 - 492334 - 

MOTS c L ~ S  : Locaeiaation, exhcubfitLté, non-pahaméZkique, d e ~ L t é ,  h?ghe6hioion, 

noyaux opfimaux . 

KEY UORDS : Local p h o p W a ,  nud~iciency, non-paharneZkic, demLty, 

t ~ e g t ~ a ~ i o n ,  opa%id hmne-h. 
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Nous avons étudié récemment [~erlinet, 19831 des propriétés des 

paramètres statistiques que nous avions qualifiées de locales dans l'espace 

des observations. Une idée naturelle est de considérer des statistiques ayant 

de bonnes propriétés locales correspondantes afin de définir de nouveaux 

estimateurs ou, au moins, d'améliorer des estimateurs connus en utilisant 

le conditionnement par rapport à ces statistiques. C'est le but du présent 

travail dans lequel nous particulariserons les résultats des parties II, III et 

IV à l'estimation de la densité et de la régression par la méthode du noyau. 

Dans la dernière partie nous reviendrons sur la démonstration de l'optimalité 

de certains noyaux, dont celui de Bartlett - Epaneçhnikov. 

77 - PRUPRlETES LOCALES D ' U N E  STATlST72UE.- 

77.7. - N o X u A i o n ~  - V é ~ A Z i a m .  

Soit (E,B,P) un modèle statistique où E est un espace topolo- 

gique et 8 sa tribu borélienne. Soit (F,C) un espace mesurable et S 

une statistique définie sur (E,B) et à valeurs dans (F,C). 

Soit B un borélien quelconque de E. On notera BL son 

complémentaire dans E et pour P P , P désignera la restriction / B 
de P à B. 

On dit que S est B-exhaustive (respectivement B-libre en 

moyenne, B-libre, B-complète, B-quasi-complète) si et seulement si YP 'P p , 

S est exhaustive (resp. libre en moyenne, libre, complète, quasi-complète) 



dans le modèle (E,R, P(P,B)) où 

C'est surtout la notion de B-exhaustivité qui sera utilisée 

dans la suite. Intuitivement on peut dire qu'une fois que l'on s'est fixé 

, une statistique B-exhaustive résume l'information que l'on peut avoir 
Bc 

sur Q I B  , c'est-à-dire ce qui manque pour connaître entièrement la loi Q. 

Soit F un fermé de E et O(F) l'ensemble des ouverts contenant 

F. Dans l'étude de l'estimation des paramètres homogènes ou localisés par F 

nous nous intéresserons plus particulièrement aux familles de statistiques 

est une suite de U(F) décroissant vers F et où 

'ifn E M SU est U -exhaustive (ce qui correspond au classique problème 
n 

n 
du choix de la fenêtre en estimation fonctionnelle). Plus précisément, dans 

le cas de l'observation d'un échantillon XI, ..., X nous étudierons des 
n 

statistiques S qui seront Un-exhaustives dans le modèle (E,B,P)& . 
n n 

a) Les définitions précédentes sont identiques à celle que l'on 

obtiendrait en considérant tout élément de P comme un couple ('IB PlBC) 
et en traitant P comme un paramètre fantôme. Cette considération I Bc 

intuitive ne serait toutefois pas exacte en général car P I  B et P sont I Bc 
fortement liés ; dans beaucoup de problèmes d'estimation on a d'ailleurs 

correspondance biunivoque entre {P 1 P e P) et { P  1 P e P l  , par I B 
exemple lorsque B est un pavé ouvert de IRn ; le qualificatif "fantôme" 

ne s'applique pas alors de façon stricte au paramètre P 



b) Les notions habituelles d'exhaustivité, liberté et complétion 

se retrouvent pour B = E puisque t/P e P P(P,E) = P. 

D'autre part toute statistique est trivialement N-exhaustive et 

N-libre, pour tout ensemble N P-négligeable (si P(B) = O P(P,B) = {P)). 

c) Si C C B P(P,C) C P(P,B) donc toute statistique B-exhaustive 

(resp. B-libre) est C-exhaustive (resp. C-libre). On utilise en particulier 
C 

cette remarque dans le modèle (E,B,P) 
@Il (n r N*) : B" C ((BcJ~) donc 

C 

P(P@", B ~ )  c p(pen , ( /  BC ~ n )  ) . on a aussi 1' inc~usion 

p(PQn , Bn) C [P(P,B)]'~ (si A C P on note A& l'ensemble des P'~ , 

P s A). En effet : pour n = 1 on a égalité ; 

pour n 5 2 si Q r P et si Q% = P @Il 1 (Bnlc 
VA C BC th n th n 

Q (A ) = P (A ) donc Q(A) = P(A) et Q ~ B ~  = P I B ~  
d) Une statistique P-sommable S est B-libre en moyenne si 

et seulement SIB l'est. 

e) Soit F unferméde E P(P,F)C n P(P,U) . 
UEU(F) 

Si toutes les probabilités de ?' sont régulières (en particulier 

si E est un espace métrique) on a 

En effet : supposons que il existe A C  FC tel que 

Q(A) # P(A). Il existe donc un fermé H C A  tel que P(H) # Q ( H ) .  

HC est alors un élément de O(F) tel que 
QIHc # 'lHc 

donc 



71.3. - Exemplen. 

a)  So i t  X , . . , X n un é c h a n t i l l o n  de v . a . r .  ( i . i . d . )  de fonc t ion  

de r é p a r t i t i o n  F. S o i t  F n l a  f . d . r .  empirique a s soc i ée  à X I  ,..., X n . 
Dans l e  modèle s t a t i s t i q u e  (IR , BIR , P ) ' ~  où P e s t  l 'ensemble des  l o i s  

su r  (R , B ) , l a  s t a t i s t i q u e  Fn(y) - Fn(x) , où x < y , s u i t  l a  l o i  
R 

+ 
binômiale B(n, F(y) - F(x ) )  ; e l l e  est  donc - l i b r e .  

b) Soi t  X I  ,.. ., X n , n v.a .  i . i . d .  à v a l e u r s  dans (E,B). 

Le modèle considéré e s t  ( E , B , P ) ' ~  où P e s t  dominé par  une mesure p o s i t i v e  

O-f i n i e .  S o i t  B un bo ré l i en  propre de  E e t  x O E BC . 

PkopoaXon  1 .- La s t a t i s t i q u e  S = (SI  , . . . , S n ) à v a l e u r s  dans 

(E , B ) @ ~  dé£ i n i e  par  S. = X .  1 s i  X .  1 E B 

s inon  
O 

n 8n 
e s t  B -exhaustive dans l e  modèle (E,B,P) . 

Démonstration : On d o i t  montrer que YP 'F p S e s t  exhaus t ive  

n 
dans l e  modèle (E", B8", p(Pm, B ) )  qui  e s t  b ien  sû r  dominé puisque 

p(ph, gn) c [P(P,B)] 8n C PBn ( c f .  remarque II. 2. c . ) ) . Supposons que l a  

8n 
l o i  de (XI ,..., X )  s o i t  Q E P ( P ' ~ ,  'dn). 0 n a  a l o r s  

Q C  = n 

dQ 
S o i t  ii une mesure p o s i t i v e  O-f i n i e  dominant P, f Q une ve r s ion  de - dii 

dP co ïnc idan t  avec f su r  ISC. e t  f p  une vers ion  de - 
d ii Q 

La vraisemblance a u  poin t  ( x l  9 0 -  - 9  xn) s ' é c r i t  : 



n 
L'exhaustivité de S dans le modèle (En, B ~ ,  P(P'~, B ) )  (ainsi que 

dans le modèle (En, BBn, (P(P,B))@~) résulte du théorème de factorisation. 

Une façon classique d'améliorer un estimateur est, d'après le 

théorème de Rao-Blackwell, de le remplacer par son espérance conditionnelle 

par rapport à une statistique exhaustive. Nous allons donc étudier dans ce 

qui suit les effets du conditionnement par rapport à la statistique S 

définie dans la proposition 1 sur certaines familles d'estimateurs. 

111 - CONDlTlONNEMENT PAR RAPPORT A LA STATISTIQUE S .- 

On considère n v.a.r. XI , ,  X définies sur un même espace 
n 

probabilisé (n,A,Pr) indépendantes,de même loi Q inconnue appartenant 

à un ensemble P de probabilités sur (R, BR) et $ : P + R un paramètre 

réel localisé [~erlinet, 1983, p 71 par un fermé F (F # R) . On se fixe 
un ouvert propre U appartenant à O(F)  et une probabilité P s P telle 

que P(uC) > O. Dans les applications cette probabilité P proviendra en 

général d'une pré-estimation ou d'une information a priori (on sait par exemple 

que Q est "proche", en un sens à dé£ inir, de P 

On se donne un estimateur d'ordre n de la forme 
n 

T(Xl , . . . ,X ) = Ki (Xi) du paramètre 11 (Q) , où les (K ) 
n i Isiin (qui 

i= 1 
dépendent de n) sont des fonctions de R dans R P-intégrables. On 

note E S  la tribu engendrée par S et pour i r r n  , celle engendrée 

S . .  
1 

Le schéma d'estimation ainsi fixé s'appliquera à de nombreux 

problèmes ; en ~articulier à l'estimation,séquentielle ou non, de la densité 

ou de certains paramètres de régression, que nous détaillerons dans la suite. 



n  
Phop~b&on 2.- La t r i b u  BS e s t  U -exhaust ive dans l e  modèle 

n  
(Rn,  8 9 P'~) e t  1 ( K ~ ( x ~ )  l x .  EU + mi(P)  ' X ~ E U  c) e s t  une ve r s ion  (dont 

R" i= I 1 

Bs 
on f e r a  choix dans l a  s u i t e )  de E h ( ~ ( ~ I y . . . y X n ) ) .  

P  

mi(P) désigne l a  v a l e u r  moyenne de Ki s u r  uC pour l a  p r o b a b i l i t é  P  : 

mi(p) = [P(U~)] - '  K.  dP. Cet te  q u a n t i t é  s e r a  notée  m(P) quand e l l e  J, 
- 

s e r a  indépendante d e  i e 1 ,  n  . 

La première p a r t i e  e s t  f o u r n i e  par  l a  p ropos i t i on  1 .  Le c a l c u l  

d e  l ' e spé rance  c o n d i t i o n n e l l e  u t i l i s e  l e  lemme su ivant  : 

L m e  1 . -  s o i t  n  2 2,  (ni ,A.) .  - e t  (Ai.") i a ~ n  2n 
1 l a 1 , n  - 

espaces mesurables e t  pour t o u t  i E 1 ,n s o i t  P.  1 une p r o b a b i l i t é  sur  
n  - 

(n . ,A . ) .  On note  P = 8 P . S o i t  k  r l , n  e t  g  : Wk,Ak,Pk) --' (@.BI) 
1 1  i 

i= 1 - 
une a p p l i c a t i o n  i n t é g r a b l e .  Pour t o u t  i E 1 , n  s o i t  s i : (ni ,Ai) -++ ( A ~  ,Bi) 

une fonc t ion  mesurable e t  s o i t  S  l ' a p p l i c a t i o n  : 

n  
On no te  

nk 
l a  kème p r o j e c t i o n  : Ii ni nk e t  Sk l a  t r i b u  engendrée 

i= 1 
par  sk . 

Sk s 
On a  a l o r s  E (g) O -irK = E (g O vk) P. P . S .  . 

Pk P  

Sk 
Démonstration : Il e s t  c l a i r  que E (g) O nk e s t  BS-mesurable. 

Pk 
Il r e s t e  donc à v é r i f i e r  que 



Or la tribu Bs est engendrée par les ensembles de la forme 
- 

- 1  S-1 (B] x B . . . x Bn) = n si (Bi) ; il suffit donc de faire cette vérifi- 
2 i= 1 

cation sur de tels ensembles. Le théorème de Fubini entraîne que : 

Démonstration de la proposition 2 : Le lemme 1 va nous permettre 

de calculer 
s 
n (T(X1,,X ) ce qui nous permettra ultérieurement 

n 

d'étendre facilement certains résultats au cas où les variables ne sont 

plus équidistribuées. 

- n 
Soit i cz 1,n . Notons P la probabilité 8 P (pour 

O 
- j = 1 j 

j E l , n  Pj(U) > O). 

Si n 2 2 le lemme 1 entraîne 

et cette relation est évidente pour n = 1. 

De la définition de S. (proposition 1) il résulte que l'on a 
1 

les équivalences XE:U<- > Si(x) E: U 



 autre part 

Sur uC l'application S. est constante, donc aussi E I(K.) qui vaut 
1 Pi 1 

donc [P. 1 (uC)]-' K. dPi . 

On en déduit que 

et la proposition 2. 

7 77.2. - PnophiEXé~ de L' ukima;teuh conwonné. 

+ 
Soit L : P xIR--"IR une fonction de perte qui est 

(Q,r> t-t L(Q,r) 

telle que VQ E P L(Q, .) est convexe. 

Le risque associé à l'estimateur T d'ordre n, lorsque la loi 

8n 
des observations est Q sera noté R(Q,T) = L(Q,T(xly.. . ,xn) dQ (xl , . . . ,x  n ) . 

J 

n 
Comme S est U -exhaustive dans le modèle (IRn, 8 , pBn) , la proposition 

IRn 

suivante résulte du théorème de Rao-Blackwell : 

Pkopob&on 3 .  - Ei3&(T) est préférable P T dans le modèle 
P 

n 
(IRn, 8 , P(P", U ) ) .  Autrement dit 

nn 

Le paragraphe suivant sera consacré à l'étude du risque quadratique 

2 
(associé à L(Q,r) = ($(QI - r) ) . 



7 7 1 . 3 .  - Fakme de R1e.&&hateutt canclh2ann2. 

Bs 
Il est facile de constater que E (T) admet une expression 

,a r 
% 

identique à celle de T, en remplaçant K. par K. = Ki l u  + mi(P) 1 : 
1 1 uC 

on conserve K. sur U et on le remplace par sa valeur moyenne pour la 
1 

probabilité P à l'extérieur de U. Dans le cas, par exemple, de l'estimation 

d'une version continue de la densité f = - dP au point x on a, pour la 
Q dri 

- 1 
méthode dunoyau, Ki(u) = K(u) = (nh) H((u-x) hW')) où H est une 

fonction réelle {A) LJ P-intégrable (A désigne la mesure de Lebesgue sur 

R ) .  Si on choisit U =lx-h , x+h[on a 

On a donc un estimateur de la même forme que T en remplaçant 

H par 

% 
Si 1 ' intégrale H(y) f (x + hy) dh(y) n'est pas nulle H n'est 

11-1, 1 LC P 

pas intégrable par rapport aux mesures positives infinies sur ] -1,l r. On 
9 

pourrait, en globalisant, reprocher à cet estimateur de ne pas être strict 

(i.e. de ne pas être une densité) mais dans le contexte que l'on s'est 

fixé, une globalisation n'a aucun sens. 

Dans le cas de la méthode des fonctions orthogonales, si 

2 
f E L (p) et si l'on a fait choix de versions (e.) 
Q J j a  

continues 

2 
d'une base orthonormale de L (p) on a : 
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I avec E.(u) = l u  ej(u) + (ej fp 1 1 (u) mais les (Ej) jcN ne 
J 

uC L~(U) uC 
l 
1 

2 
constituent pas en général une base orthonormale de L (u) . 

'L 
a) si K. est P P.S. constant sur uC on a K. = K. 

1  1 1  

et 
gs 
E p ~ n  

(T) = T (cas de la fenêtre mobile avec noyau à support inclus 

- 
dans U). Si bi e 1 ,n Ki = h 1 P P.S. les 2 estimateurs s'écrivent 

n .. .. uC 
1 K.(X.) + h Pn(uC) où Pn est la mesure empirique associée à 

1 1  
i= l R 

(XI , . . . , X  ) . De fason évidente Eus (T) et T coïncident également lorsque 
n pBn 

1 toutes les observations tombent dans U. 

I 

b) Lorsque Q = P , le biais de l'estimateur conditionné est 1 
l 

égal à celui de T. 

.. 
c) Si la loi empirique P est élément de P (ce qui ne sera 

n 

l pas le cas dans la plupart des problèmes concrets qui seront envisagés), 
.. 

si elle charge uC et que l'on remplace P par P on a 
n 

l D'où 

- 
et dans le cas où t/i e I,n K. = K on a 

1  



- VI-II - 

et ( X  . X ) est une version de E- (T(X~,...,X~)). 
n ,@n 

r 
n 

Dans le cas général T(XI, ..., X ) est une version de 
n n (T(X ly..-,X n 1) . 

% 
d) Le fait que K. soit constant en dehors de U entraîne 

1 

que les hypothèses usuelles faites en estimation fonctionnelle pour obtenir 

des conditions (nécessaires ou suffisantes) de convergence ayant un large 

champ d'application ne sont pas satisfaites par l'estimateur conditionné : 

ces hypothèses comportent en général des conditions d'intégrabilité par 

rapport à une mesure positive u dominant la loi des (X ) et 
i liisn 

C vérifiant u(U ) = + W .  



I V  - RlS2UE 2UADRATTO,IIE DE L' ESTiMATEUR COIVDZT~ONNE. - 

On conserve les notations du 111.2 avec L Q )  = ( ( Q )  - r )  et 

on suppose que Yi E I,n K. est de carré P-intégrable. 
1 

? K o p u d ~ u n  4.- Le risque quadratique de l'estimateur conditionné 

est donné par : 

S 
Démonstration : Nous noterons E l'espérance de EpBn(T) 

lorsque la loi commune des observations est Q et V sa variance. Les 

notations 
Eo y 

V et R seront relatives à T. 
O O 

, il résulte que 
De l'indépendance des variables ('i) iEi;n 

L'expression de R donnée dans la proposition résulte de 

2 
l'égalité R = v + CE - $(Q)] . 

- 
COKO~CL&~. 1 .  - Dans le cas particulier où /fi c 1 ,n K .  1 = K 

et l'on en déduit aisément R. 



P t r a p c r n ~ a n  s : C a m p W a n  den b i a h  eR den &qua  quadtrdquen. 

E O - E = Q(u') (m. (Q) - rni(~)) 
1 i= 1 

D'où l'on déduit (R -R) qui est égal à 
O 

[v0 - V + (E - E) (E + E - 2 $(Q))]. 
O O 

Démonstration : 

n r r 

D'où l'expression de (V - V) donnée dans la proposition. 
O 



Les expressions trouvées suggèrent l'utilisation de fonctions 

des quantités (mi(P) - mi(Q)) - comme "mesure de déviation" entre proba- i~ 1 ,n 
l 

l bilités pour le problème d'estimation considéré. Il n'est pas facile de 

déterminer en toute généralité l'ensemble des éléments de P pour lesquels 

on a diminution du risque quadratique mais les corollaires suivants permettent 

l d'en préciser un sous-ensemble qui contient strictement l'ensemble des 

éléments pour lesquels l'application du théorème de Rao-Blackwell (proposi- 

tion 3) nous garantissait une diminution du risque. 

Démonstration : De l'inégalité de Schwarz il résulte que 

on en déduit la minoration de (Vo - V) et une minoration correspondante 

de (R - R). 
O 

Sous l'hypothèse du corollaire 3 on a donc R > R et la 
O 

quantité (Ro - R) ne varie pas si on remplace la probabilité P choisie 

au départ par une autre P' telle que pi c m. (P') = m. (P). L'amélioration 
1 1 

est stricte (Ro > K)  dès que l'on n'a pas égalité Q-presque sûre entre 

K. et AI ( A  E IR), pour tout i E 1 ,n . 
uC 



V - APPLICATION A L'ESTiMATlUN DE LA DENSlTE PAR LA METHUDE DU NOYAU.- 

V . 7 .  - L h L t e  du b i a i n  eA d e  la vahiance. 

Les éléments Q de P sont supposés admettre une densité par 

rapport à la mesure de Lebesgue A ,  dont une version f est bornée et 
Q 

continue au voisinage d'un réel fixé x. On cherche à estimer Q(Q) = fQ(x). 

- - 1 Pour u r R et i r 1 ,n on pose Ki(u) = K(u) = (nh) H((u-x) h-') 

où H est une fonction A-intégrable. 

Le voisinage U du point x considéré est l'intervalle 

lx-h , x+h[ (h est bien sûr fonction de n). Les notations sont les mêmes 

que précédemment. 

La méthode de conditionnement a pour but une amélioration de 

l'estimation à n fixé ; il est néanmoins important d'étudier les comportements 

asymptotiques du biais et de la variance : ils nous fourniront des indications 

sur le choix de H et h. 

PtrapobLiian 6. : L h L t e  du b i d .  

- 1 Si l'on suppose que h tend vers O avec n on a 

lim E = f (x) H dA 
n * ~  Q JI-*,, L -1,iF 

Démonstration : 

et sous les hypothèses faites les intégrales du membre de droite sont des 

fonctions de h continues en O. 



Si P provient d'une préestimation et que l'on a f (x) = fp(x) 
Q 

on a pour l'estimateur conditionné un biais asymptotique égal à 
r 

H dh - 1). Il semble donc indispensable d'imposer à H la condition 

H dh = 1 et l'estimateur T est alors asymptotiquement sans biais 
JR 

alors que pour l'estimateur conditionné on a : 

caka~aiA.e 4.-  Si lirn h = O et si H d h =  1 
n++m 

r 
on a lirn E - f (x) = (fp(x) - fQ(x)) Q 

H d h  . 
n++m 

Dans le cas où f (x) # f (x) le biais asymptotique de 
Bs 

P Q Epan (T) 

sera strictement plus petit que / fp(x) - fQ(x) 1 si et seulement si 

H dhl < 1 . On notera encore que le choix de H tel que 
$1, 1 LC 

H dh < O entraîne que [ lirn E - fQ(x)] et [fp(x) - ff~x)] 
n++m 

sont de signes contraires, ce qui peut présenter un intérêt si on veut 

construire des intervalles de confiance pour (T) (et des "bandes de 

confiance" pour le graphe de la densité). Il est clair que le fait d'imposer à 
r 8, 

H de vérifier H dh = O entraîne que E  in(^) est asymptotiquement 
P 

sans biais ; la première condition imposée à H s'écrit alors 

2 - 1 
Si H est également A-intégrable, si lirn h = lirn (nh) = O 

n++m n++- 
2 

on a lirn V = O et par conséquent lirn R = ( lirn E - f (x)) . Plus 
n++m n * ~  n++m Q 

- 1 
précisément V = (nh) 

2 
H dh + o((nh)-l) . 



Démonstration : Du corollaire 1 il résulte que 

et la conclusion s'en déduit aisément. 

On suppose que les versions 
( f ~ I ) ~ l c ~  

des densités définies 

précédemment admettent une dérivée d'ordre 4 en x et que la fonction H 

vérifie les conditions suivantes : 

I * H est paire ; 

" i i i 2 - * y H et y H sont A-intégrables pour i E 0,4 

- - 
On pose, pour k E 0,4 et 1 E 1,2 , 



r)ha~o4i,t ian 8. - Sous les hypothèses précédentes 

Démonstration : La formule de Taylor-Young à l'ordre 4 donne, 

compte tenu des conditions (Cl) : pour tout QI E P 

et une expression analogue en intégrant sur ] - 1 , 1 . ! 
1 

L'expression de E donnée dans la démonstration de la proposition 6 

permet alors d'écrire : 

+ h2 ~(f"(x) 1(2, 1) + r ~(2,111 
Q 

h4 + - 12 ~(fh~)(x) I(4,l) + r fi4)(x) J(4,l)) 

- 2 f (x) x E + [fQ(x)12 + h4 o(1) 
Q 

 où la proposition 8 en réduisant suivant les puissances de h. 
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Comme on l'a déjà vu le fait d'imposer à H les conditions 

H d h  = 1 
,,-l,l, 

permet d'obtenir un biais 

asymptotique nul. 

C a k o ~ ~ e  5.- Si les hypothèses de la proposition 8 et les 

conditions (C ) sont satisfaites on a 
2 

Nous reviendrons dans un prochain travail sur l'utilisation de 

ce corollaire pour le choix de H et h. Lorsque fp devra être obtenue 

par préestimation nous utiliserons en général la méthode automatique de 

Deheuvels et Hominal [1980] . L'expression obtenue pour R conduit à une 

condition que l'on rencontre toujours dans ce type de problèmes : minimiser 

montre que si la préestimation peut nous renseigner (P.S.) sur le signe de 

f"(x) autrement dit si f"(x) et f"(x) ont le même signe, on aura 
Q P Q 
intérêt à choisir un noyau H tel que J(2,l) soit négatif. 

On trouvera dans le paragraphe VI1 un théorème qui permet de 

résoudre facilement certains problèmes de minimisation pour les noyaux. 



VI - APPLICATION A L'ESTIMATION DE PARAMETRES DE REGRESSIUN PAR LA 

MFTff ODE DU NOYAU. - 

Il est possible de reprendre ici une grande partie de ce qui a 

été dit précédemment. Nous allons donc brièvement pour le problème d'estimation, 

indiquer la forme des estimateurs et les comportements du biais et de la 

variance (analogues des propositions 6 et 7). Une étude asymptotique plus 

précise sera faite ultérieurement. 

* 
Soit a s N et x un réel fixé. On suppose dans ce paragraphe 

2 
que E = W  , que les éléments Q de P admettent une densité par rapport 

à A b 2 
dont une version f (u,v) est continue sur un rectangle ouvert 

Q 
contenant 1x1 x R et est majorée sur ce rectangle par une fonct.ion 

gl(v) admettant des moments d'ordre a et 2a par rapport à A. 

r 
On suppose que g(x) = f (x,v) dv (on utilisera la notation 

JR 
dv au lieu de dA(v)) est un nombre réel connu strictement positif et 

a 
on cherche à estimer $(Q) = v f (x,v) dv à partir de l'observation 

Q 
TI 

dans R' de n couples (XI ,Yl) , (X2,Y2) , . . . , (Xn,Yn) indépendants et 

de même loi Q. 

Lorsque cl = 1 $(Q) [g(x)]-' est lavaleur en x d'une version 

continue de la régression E ( Y [ X )  de Y par rapport à X . 
2 - 

Pour (u,v) E R  et i l n  on pose 

où H est une fonction paire intégrable par rapport à A et aux marges 

dont les densités sur R sont dans {I f Q ( .  ,Y) dv / Q E PI . 

Le voisinage U du point x considéré est lx-h , x+h[ x R . 



On a alors (avec les notations des paragraphes précédents) : 

par application du théorème de Fubini. 

'L a - 1 
K(u,v) = v (nh) H((u-x) h-I) 1 

et EBs (T) s'en déduit aisément. 
P~~ 

- 1 Si l'on suppose que h tend vers O avec n on a : 

iim E = $(QI H di + $(PI 1, H dX . 
n-t+m -i,i cc 

Démonstration : 

H(y) (1 va fQ (x + hy, v) dv) dy . 

Sous les hypothèses faites on a lim n m(P) = $(P) H dh 
n++a 

et limn / K ~ Q = $ ( Q )  j H dh. 
n++m J u ]-1,1[ 

La conclusion résulte du corollaire 1. 



Les conséquences que l'on en tire sur H sont identiques à 

celles faites au paragraphe V : on choisira H de façon à ce que 

I H dh = 1 pour qu'une bonne préestimation nous garantisse un biais 

asymptotique nul ; on aura sous cette condition sur H : 

Nous renvoyons au V . 1 .  

PtroposiZLon 70 : Compoh;temenk de la vatriance. 

2 
Si H satisfait aux mêmes conditions d'intégrabilité que H , 

si lim h = lim (nh)-' = O on a 
n-++m n++m 

v = (nh)-' (Il-1, l H dh) (1 v2u fQ(x,v) dv) = o((nh)-l) 

2 
et donc limR = (E - $(Q)) . 

n++m 

Démonstration : Les considérations précédentes et le corollaire 1 

2 
montrent que le comportement de V est gouverné par celui de n ( K dQ. 

J u 
La proposition en résulte aisément. 

V I T  - ()CIELQUES REhiARqUES SUR L1AMEL10RATT0N D1EST1MATEURS.- 

Nous faisons dans ce paragraphe quelques remarques très simples 

sur la modification d'estimateurs dans certains problèmes de statistique 

fonctionnelle, lorsque l'on veut prendre en compte des informations que 

l'on a, a priori, sur la fonction à estimer. 



On note 4 un paramètre défini sur un ensemble de lois P et à 

valeurs dans un espace de Riesz E (espace vectoriel réel ordonné réticulé) 

et pour lequel nous supposons défini un estimateur T. Nous mesurons la 

précision de l'estimati~n par une fonction croissante de L(/$ - T I )  où L 

est une forme linéaire positive sur E. Dans les applications, L sera 

très souvent définie par une intégrale à cause des théorèmes de représentation 

des formes linéaires positives. Dans les paragraphes précédents nous avions 

L(/$ - T I  ) = [ 1 Q - T/ d6 ; à la fin de celui-ci nous considérerons un 
J X 

exemple où E = L,(R) et L(f) = 

Nous nous posons la question suivante : si nous modifions 

m 
T en T , quelle condition simple peut nous assurer que 

L(/Q - TX/) < L(/$ - TI) ? 

Les valeurs absolues ne posent pas de problèmes dans E puisqu'on 

peut les exprimer à l'aide des parties positives et négatives : 

I + - 
avec les notations usuelles on a h = h - h 

+ 
et Ihl = h + h- = 2h+ - h = 2h- + h . 

L étant linéaire et croissante ces égalités entraînent de façon évidente 

1 

que : 

- 
si ( L W  < L(g) et h :g-) 

+ 
ou si (L(h) > L(g) et ht 5 g ) on a ~(lhl) 5 ~(lgl) 



Dans le cas où E est un sous-espace de l'espace des (classes 

pour l'égalité A-presque sûre de) fonctions boréliennes sur IR on utilise 

les implications : 

Application à lu ddem*té dam E = L I  (X) : 

Toute valeur de 4 (que nous conviendrons de noter encore 9)  

est une fonction borélienne non négative sur ER et telle que 1 9 dA = I . 

Nous supposerons que dA =' 1  (avec les mêmes 

conventions de notation). 

Si l'une des deux propositions suivantes 

( P l >  vx R (0 (x) < T* (x) - T*(x) 6 T(x) ) 

(5) v-x 'x ER (J)(x) > T*(x) = T*(x) 1 T (x) ) 

* 
est vraie on aura 14 - T 1 dh 5 

La proposition (P ) est vraie en particulier pour 
1 

T* = (1 T di)-' T où A = {x E R  1 T(x) > O) (on a donc 
J* 

T dh 2 1) : 
A 



La proposition (P  ) est vraie dans le cas suivant : on suppose 
2 

que T est une densité, qu'il existe un sous-ensemble A de R tel que 

T dh > O et supp 4 C A  et on pose encore T* = 

On trouvera ces deux derniers exemples dans le livre de 

Devroye et ~ ~ o r f  i 119841 (théorèmes 8.3 et 8.4) . 

V Z Z Z  - P R O B L E M E S  O ' O P T Z M A L Z T E  P O U R  L E S  N O Y A U X . -  

De nombreux domaines de la statistique conduisent à des problèmes 

de minimisation avec contraintes. Par exemple des préoccupations asymptotiques 

identiques à celles du paragraphe V conduisent invariablement à des problèmes 

du type Bartlett 119631 - Epanechnikov Cl9691 : 

dh dans l'ensemble des densités sur R ayant 
(P l  

un moment d'ordre 2 fixé. 

En général le traitement rigoureux de ce type de problèmes par 

des méthodes variationnelles, quand il est possible, est assez long. Nous 

donnons dans ce paragraphe une proposition dont la démonstration est très 

simple et qui permet de résoudre une classe importante de tels problèmes ; 

elle donne des conditions suffisantes pour qu'un élément soit solution 

d'un problème de minimisation. Son application au problème (P) est immédiate. 

Dans un corollaire nous montrons qu'elle entraîne un lemme de Devroye qui 

lui-même donne la solution de (P)  comme cas particulier. 



S o i t  E un espace Riesz e t  H un sous-ensemble non v i d e  

du cône C des éléments 3 O de E. 

On suppose d é f i n i e  s u r  une p a r t i e  G de E x E contenant  ff x ff 

une a p p l i c a t i o n  B à v a l e u r s  dans R , p o s i t i v e  ou n u l l e  s u r  C x C fl G 

e t  v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

* s i  B(x,y) e x i s t e  a l o r s  B(y,x) e t  B(x,-y) e x i s t e n t  

e t  B(y,x) = B(x,y) = - B(x,-y) 

1 + s i  B(x,y) e t  B(x,z) e x i s t e n t  a l o r s  B(x, y + z) e x i s t e  

i e t  B(x, y + z)  = B(x,y) + B(x,z) 

w b ( x , x )  E G B(x,x) 2 O 

+ - * s i  B(x , x  ) e x i s t e ,  il e s t  n u l  

Lemme 2 . -  S o i t  (x,y) E E x E t e l  que 

B(x,x) , B(y,y) e t  B(x,y) e x i s t e n t  . 

Alors B(x + y ,  x + y) e x i s t e  e t  

Démonstration : B(x,y) e t  B(y,y) e x i s t e n t  donc B(x + y,y)  

e x i s t e  e t  vaut  B(x,y) + B(y,y) . D e  même B(y + x,x)  e x i s t e  e t  vau t  

B(y,x) + B(x,x). D'où l e  lemme p a r  a d d i t i o n .  



V111.2. - Pnopa.rl&on 17.- 

On suppose qu'il existe x O e E tel que 

I x bh ê ff B(xo,h) existe et est indépendant de h. 

+ ( *  Xo E H .  

+ + 
Alors B(xo, xo) = in£ B(h,h) 

hêff 

+ 
et, si (B(x,x) = 0 => x = O) x est l'unique élément de H ayant 

cette propriété de minimisation. 

Démonstration : 

+ + + 
Soit h E H . B(h,h), B(xo,h) et B(xoyxo) existent donc 

+ + + 
B(- xo, h) et B(- xo , - x0) aussi et (lemme 2) : 

+ + + + 
B(h - x O h - x O ) = B(h,h) + B(xo, xo) - 2~(x:, h) 

+ + + + + 
d'où B(h,h) = B(h - x0, h - x O ) + B(xoy x0) + 2B(x0, h - 

+ + + + + 
Or B(xo, h - x O ) = B(x O h - x0) - B(xOy h - x0) à cause des propriétés 

de x . 
O 

+ 
Pour tout k E H B(x O ,k) et B(xoyk) existent donc ~(xi,k) 

existe. 

- + 
En particulier B(xo, x,) = O . 

- 
D'autre part xo et h étant dans C on a ~(xi,h) 2 O 

- - - + + + 
+ = B(xOy h) - B(x0y x0) 5 O donc B(xo, h - x ) = B(x , h - xo) 

O O 

+ + + + 
on en déduit B(h,h) 2 B(h - xo, h - x O ) + B(xo,xo) 

et la proposition s'ensuit . 



a)  application B "ressemble beaucoup" à une forme bilinéaire 

et il convient d'illustrer par un exemple l'utilité du lemme 1 et le fait 

que l'on ait pris tant de précautions : dans certaines applications B(f,g) 

comportera des intégrales du type fg dA avec f et g fonctions I 
boréliennes sur ni. On a alors B(fl - fl, gl) = O sans que l'on puisse 

écrire, en général, B(fl - fl, gl) = B(fl, gl) - B(fl, gl) puisque 

B(fl, g ) peut très bien ne pas exister. 
1 

b) La première condition de la Proposition 1 1  peut sembler forte 

mais nous verrons dans les applications qu'elle ne l'est pas et qu'elle 

traduit tout simplement les contraintes. 

Co4oUd.he 6 . -  (avec des notations claires) 

P+ 1 1 
pour tout p > O in£ (,/ K~)P 1 (xiP K 3 (-1 - où 

K 2p+l 2p+l 

l'infimum est pris sur l'ensemble des densités sur R par rapport à A. 

L'infimum est atteint pour 

et toute autre densité réalisant cet infimum est X pp égale à K . 
P 

Pour p = 2 , ce résultat est dû à Epanechnikov et Bartlett. 

Démonstration : Comme le remarque Devroye , K  est une densité 
n r 

qui vérifie 
2p+l 

Il remarque en outre que la quantité à minimiser est invariante 

par changement d'échelle. Il suffit donc de minimiser 1 K~ dans l'ensemble 



I 1 
ff des densités K de carré intégrable qui vérifient 1x1' K = - . 

2p+ 1 

E est l'ensemble des (classes de) fonctions réelles boréliennes et, 

si fg est A-intégrable, on pose B(f ,g) = / fg dA (donc 
B(f,f) = O => f = O A p.p.), et on constate que la (classe de la) 

- P+' (1 - 1x1') satisfait les hypothèses de la proposition I l .  fonction H~ (x) - - 
2~ 

Nous montrerons dans un prochain travail que la proposition 1 1  

a d'autres applications dans les problèmes de minimisation, y compris 

lorsque l'on n'impose pas la positivité de K. 
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CHAPITRE 3 

CONVERGENCE DES ESTTMATEURS 

SPLZNES DE LA DENSZTE. 

R&umé : On donne des conditions suffisantes de convergence ponctuelle et 

uniforme pour les estimateurs splines de degré deux de la densité dans le 

cas général. Dans un cas particulier les conditions données sont nécessaires 

et suffisantes ; on donne un encadrement de la vitesse de convergence et on 

montre la normalité asymptotique de l'estimateur. 

A b a h &  : Sufficient conditions for pointwise and uniform convergence of 

quadratic spline density estimators are given in the general case. In a 

particular case the given conditions are necessary and sufficient ; upper 

and lower bounds are given for the rate of convergence and the asymptotic 

normality of the estimator is proved. 

Classification AMS : 62 G 05 

Mots-clés : Estimation de la densité. 

Fonctions splines. 
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PLAN 

1 - ESTIMATION DE LA DENSITE PAR DES FONCTIONS SPLINES.  

1 .  Sp f ina  cubiqua (cab C L 1  & C L 2 ) .  

2 .  Noyaux sp f ina .  

3 .  Phoph,léXé6 den aaXmcl/tew apf ina .  

11 - CONVERGENCE DES SPLINES ET BIAIS  DES ESTIMATEURS ASSOCIES. 

1 .  ExphasLon Locde. 

2 .  Convmgence d a  ap f ina .  

3.  Espettance d a  aaXm&eutlcl. 

111 - CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE (nubdivhiom quelconqua) . 
1 .  Majorra;tion d a  noyaux sp f ina  . 
2 .  N o ~ o m .  
3 .  Con&om sudbhanta de convmgence ponc&&e. 

4 .  Cona!idion suddhante de convagence unidome phaque compL&te. 

I V  - ETUDE DE L'ESTIMATEUR PANS L E  C A S  C L 2  AVEC SUBDIVISIONS UNIFORMES. 

1 .  PhoptLiéXa du noyau spfine de ;type 2 .  

2 .  Concü.aXom n E c a s a h a  eA sub~han;ta  de convmence simple. 

3 .  C o n U o m  n é c a s a h a  & subdhanta de convmgence unibotune. 

4 .  VLtaae de convagence. 

5 .  Lo i  aXmLte de L1aaXma;teu. 



Soit X une variable aléatoire réelle de loi inconnue, 

définie sur un espace probabilisé (Q,Q,,P), et (XI, ..., X ) un n 

échantillon de taille n de X. Le théorème de Glivenko-Cantelli 

fournit un estimateur presque sûrement uniformément convergent de 

la fonction de répartition F de la loi de X : c'est la fonction 

de répartition empirique 

Dans le cas où la loi de X admet une densité f à support 

inclus dans [O, 11 , on lisse l'estimateur 'n par des splines cubiques 

et on en déduit un estimateur de f. 

Cette méthode a été présentée dans [5] par L. Boneva, 

D. Kendall et 1. Stefanov et la convergence ponctuelle en moyenne 

quadratique de l'estimateur obtenu a été étudiée (dans le cas CL1 

avec subdivisions uniformes) par G. Wahba (cg]). 

On obtient ici des conditions de convergence ponctuelle et 

uniforme suivant différents modes stochastiques, dont la convergence 

uniforme presque complète, en utilisant les résultats de D. Bosq et 

J. Bleuez qui ont étudié dans [6] une classe très large d'estimateurs 

de la densité qui, outre les estimateurs splines, contient les esti- 

mateurs obtenus par la méthode du noyau et celle des fonctions ortho- 

gonales. 

1 - ESTIMATION DE LA DENSlTE PAR DES FONCTTONS SPLZNES. 

Soit A : O = x  < x  1 
... < x = 1 une subdivision de 

O N 

[O, 11 (N > 1 )  Pour toute fonction réelle 14 définie sur [O, 11 



on appellera spline de type 1 (resp. type 2) de $ et on notera 

1 2 2 
Sg (resp. S ) la spline cubique (fonction de classe C sur [O, 11 9 
dont la restriction à [X~,X~+~], O 6 i d N-1, est un polynôme de 

degré 3 au plus) interpolant $ sur les noeuds (Xi)~ri6~ avec les 

conditions 

CL 1 
1 1 

(Sg)'(0) = a et (Sg)'(l) = b 

2 2 
(resp. CL2 : (Sg)"(0) = (S$)"(l) = O) . 

a est la dérivée en O du polynôme P de degré m interpolant 
m 

4 en x ..., x . b est la dérivée en 1 du polynôme Q de 
0 y m m 

* 
degré m interpolant 4 en xN_,,. . . ,X (m E M , m 6 N) . 

N 

Les conditions imposées entraînent, pour toute fonction 9, 
l'existence et l'unicité de i E {1,21. 

2. Noyaux s p f i n a .  
- 1 -2 

On obtient un estimateur f (resp. f ) de la densité f 
n n 

1 -2 2 
en dérivant FI  = SF (resp. F = SF ) . 

n n 
n n 

Pour x o [0,1] on note âx 1 'application [O, 11 + 8 

Si on pose pour t e  [0,1] et i E (1,2) 

i 
KA(x,t) = - si (t) 

dt 'X 

(noyaux splines) 

la définition de F implique, par linéarité de l'application qui, à 
n 

une fonction,associe la spline qui l'interpole, 

et les estimateurs splines appartiennent à la classe d'estimateurs de 

la densité étudiée dans [6]. Plus généralement, ces remarques seront 



valables pour le lissage d'estimateurs qui sont déjà de la forme 

3. Pmp/Ué,téa d a  u;tima.iw apfina. 
2 S I  et Sd sont solutions d'un problème de minimisation ([8] ) . 9 

La dérivée de 
2 
SQ 

est elle-même solution du problème : 

1 1 
Trouver o P 1 telle que (t)] dt = inf Cs' (t)12dt 

Io SEI O 
1 

où I est l'ensemble des fonctions s de H ([O, 11) vérifiant 

s(t)dt = $(xi) - pour 1 f i i N. 

On en déduit les propriétés des estimateurs correspondants : 

1 
* F A  minimise 2 

Io 
Lg' (t)] dt parmi toutes les fonctions g 

1 
de H ([O, 11 ) dont une primitive interpole F sur les n (xi)~iii~ 

et qui vérifient g(0) = a et g(1) = b. 

*2 1 
minimise 2 

* 'n 10 Cg1(t)] dt parmi toutes les fonctions g 

1 
de H ([O, - 11) dont une primitive interpole Fn sur les 

Les conditions (CL2) conduisent donc à un estimateur 

meilleur du point de vue lissage et plus simple à calculer pratiquement. 

11 - CONVERGENCE DES SPLlNES €7- BIAIS DES ESTlMATEURS ASSOCKES. 

Les résultats classiques ([l] ) s'appliquent (cas CL2) ou 

s'adaptent facilement (cas CLl). 

7. ExptLasion -tocale. 

Soit S une spline cubique relativement à la subdivision A. 

On pose h = x - x 1 ,< j S N  
j j j-1' 



On a a lors ,  pour t E [xj-l ,xJ , 

(X - t )  
3 t - x .  l 3  h.( t -x . )  - + M. 3-1 J S ( t )  = Mj- l  

6h 6h 6 
j j  

où l e s  (Mj)OdjfN vérifient, l e  système suivant : 

* dans l e  cas CL1 : y.M + 2Mj + A j M j + l  = d j ,  1 6 j  SN-1 
J j-1 

* dans l e  cas CL2 : y.M + 2Mj + A ~ M ~ + ~  = dj ,  1 f j  f N-1 
J j-1 

M o = % = O  

Lemme 7 . -  Dans chacun des cas CL1 e t  CL2, on a : 



Soit MI la matrice de (SI> et M2 la matrice du système 

aux (N-1) inconnues (Mj) SjlN-I dans le cas CL2. MI et M2 

sont à diagonale dominante. Une telle matrice M = 
(mij) I sisp admet 

Idjép 
un inverse dont la norme (correspondant à la norme du sup sur R ~ )  est 

majorée par [min ( lmii( - lmij 11-l (CI]). II en résulte que si 
I sisp j fi 

N- 1 
l'on munit  IR^" et B de la norme du sup, les normes correspon- 

dantes de MY' et M;' sont majorées par 1. D'où le lemme. 

2 .  Convegqence den apfinen. 
Y( 

Pour tout n E N on se donne une subdivision An de E,fl : 
O = X  < xn < . < = 1 .  on pose 

O 1 n 
n n hn = x. - x h = min hn j * Hn = max hn j J j - l ' n  

1 S j SNn IsjSN j 
n 

(OP omettra les indices "n" chaque fois que possible). 

?& 
On suppose que lim h n = O et qu'il existe Co e IR+ 

n++m 

* H 
n 

tel que Y n o M  -6Co. 
h 

Pour toute fonction réelle g bornée sur 0 on note 

cm+ 1 P&opob&on 2.- Si Fo est de classe et si Sn est, 

* 
pour n E fN , la spline de type 1 interpolant F O sur An, on a 

Dho~. t iur t ion  : PA est le polynôme d'interpolation de F' O 

en 8 ],..., 8 m où Bi E ]x~-~,x~[, 1 -( i < m. 



avec 

":, étant de classe cm, il existe 8 FZ @,ûd tel que 

(expression de l'erreur d'interpolation) 

m 

On obtient une expression analogue pour la différence 

(FA(]) - b) et on en déduit une majoration de sup 1 dj 1 . Le 
IbjbN 

n 
lemme 1 et l'expression locale de la spline et de sa dérivée permettent 

de conclure. 

Pnoposition 3.- Si F E H2(~,q) et si Sn est, pour 
O 

* 
n E N , la spline de type 2 interpolant F O sur An on a 

3 - 
1 2 l l - I IF;\ 1 2 H* 
2 L 

Pour les démonstrations détaillées voir C23. 

3 .  E~p&ance d u  cm2.ma;teuko s p f i n a .  

De l'expression locale des splines, il résulte la 

Ptr0p04ition 4.- Dans chacun des cas CL1 et CL2, l'espérance 

de la spline est la spline de même type interpolant F sur les mêmes 

noeuds ; l'espérance de la dérivée de la spline est la dérivée de la 

spline de même type interpolant F sur les mêmes noeuds. 

Des propositions 2, 3 et 4, il découle la 

cm+ 1 Phopoaition 5.- Si F est de classe (resp. appartient 

-2 
à H~([o,~) FA e s .  F n ) est un estimateur uniformément asympto- 



-2 
tiquement sans biais (E.U.A.S.B.) de F et (resp. fJ est un 

E.U.A.S.B. de f. 

II 1 - COMiITlONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE (SUBDT VISIONS QUELCONQUES) . 
1 .  Majo/tation d u  noyaux a p l h u .  

Phoposi.-Cion 6.- i ic{1,2} 
sup ( K ~  (x,t)1 6 - 

xe [O, 11 n h 
te ro, 11 n 

D est une constante ne dépendant que de Co si i = 2 ,  

de Co et m si i - 1 .  

~ é r n o m ~ o n  : De la définition des noyaux splines, il résulte 

3 
que sup Idj($- 

l,<j<N-1 h2 ' n 

Dans le cas CL1, on a : 

m 
a = 1 tf (O) F~(x~) OÙ 1 O d v s m ,  

v=o 0,v 0 ,V 

est le polynôme de degré m prenant la valeur 1 en x et la valeur 
V 

- 1 Y t t-: [o,~] l (t) = n (t-x.) x n (X -x.) 
0,v 06 j Sm Objsm V J  

j #V j #v 

On en tire les majorations : 

C m- 1 
la1 r< - avec C =  (m+l)!Co . 

C De même lbl S - 
hn 



grâce PU lemme 1, on déduit alors que 

SUP Inj 1 d 6(1+C) dans le cas CL1 
Odj SN 

2 
hn 

dans le cas CL2. SUP Injl b - 
0s-j SN h2 n 

On conclut en utilisant l'expression locale du noyau spline. 

2. No&x.tiovcll. 

On choisit un type de noyaux pour estimer f et on désigne 

par Kn le noyau spline relatif à la subdivision . 'n 

l n 
on pose Zn(t) = - 1 Kn(r[kyt) 

n k=l 

Dl est 1' ensemble des densités dé£ inies sur , bornées 

et telles que lim f (t) existe pour tout t e ; cette limite n - n+oJ 
est notée f(t). 

Rmmque 1 . -  De la proposition 5, il résulte que 

rdanslecasCL1 cm([0,1])CD2 

*dans lecas CL2 H~(F,I])CV~ . 

3 .  p. 
La proposition 6 entraîne que les conditions 1 et II de [6] 
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page 487 sont vérifiées avec a = 2. 

On en déduit : 

Pmposition 7.- Soit t E [o,I] f e VI. 
2 

Si lim n h = + .. alors lim ~(~,(t)]~) = O. 
n++w n++w 

Phoposaon 8.-  Soit t c @,II f E VI. 

Si pour tout B > 0, 
2 1 . expc-Bn hn) < + alors 

n~lN 
Dn(t) + O presque complètement. 

n*oJ 

La démonstration de cette dernière proposition est basée 

sur une inégalité de Hoef fding ( [4] ) et met en évidence la majoration : 

où BI est une constante et ceci pour c suffisament petit. 

4 .  C o n m o n  hu66Aan/te de convagence u n i ~ o m e .  
2 - 1  Pkoposition 9.- Si f e D2 et si lim (n hn) Log n =  O 

n++w 
--+ O presque complètement alors 6n n-ww 

-4 0. et E6n n++co 

Pérnom.O&ion : On applique le lemme 2, p. 491 de [6] . Pour 

cela il reste à montrer que le noyau spline vérifie la condition de 

Lipschitz V p. 488 du même article : de l'expression locale de 

d 
- K (x,t) et des majorations obtenues dans la démonstration de la 
dt n 

proposition 6 pour sup I M ~  1 on déduit que 
0s j SN 

et donc sup In(x,tt) - Kn(x,t)l 6 
12(C+1) It-t'l 

XE [O, 11 h2 n 



1 V - ETUDE DE LIESTIMATEUR DANS LE CAS CL2 AVEC SUBVlVlS10NS UNZFURMES. 

Dans le cas de subdivisions uniformes on peut expliciter 

les inverses des matrices MI et M2([1] ) et calculer en fonction 

du pas h les coefficients M! qui déterminent le noyau spline. 
J 

Dans toute la suite la notation K désignera le noyau 
n 

spline de type 2 relativement à A (de pas hn). 
n 

7 . P n o p ~ é X é a  du noyau h p f i n e  d e  ;type 2 .  

b) il existe A > O, B > O tels que pour n assez 

A 1 2 B 
grand on ait t e 0 - 6  [\(x,t)] - d x  s - .  

h 
n 

O h 
n 

DEmo~n&.ccCion : 

On utilise l'expression locale du noyau spline, en remplaçant 

les coefficients M~ par leur valeur en fonction de h (on remarquera 
j n 

que les indices j et k sont des fonctions de n). 

Les calculs sont détaillés dans [2]. 

R e m q u e  2 . -  Soit In(t) = hn 

Onmontre que lim ( O )  = l m  I(1) = 6. 
n++m n n++m 

Pour t E]o,~[ 1 (t) est encadré par A et B, pour n 
n 

assez grand, mais n'a pas de limite en général, sauf si l'on choisit 

des subdivisions particulières (dépendant du point t considéré). 

La proposition 10 permet d'appliquer les résultats de [6J : 
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Pnopoai.tion 1 1 . (Convmgence en moyenne d ' o n h e  7 - et 2 ) , - 

Les 3 conditions suivantes sont équivalentes : 

a) lim n hn = + * 
n++- 

b) f E Dl t E [0,1] lim E[D,(~)] = O 
n++w 

Pt~oposLCLon 72 .  (Conven,qmce pkaque complUe e-t en moyenne 

Les 3 conditions suivantes sont équivalentes : 

b) b' t E [O, 11 f E V I  Dn(t) + O presque complètement 
n-00 

C) t E [O , ] ]  f E V I  Dn(t) + O presque complètement 
n++* 

et E([D~(~)]~) O. 
n*m 

3 .  C o n f i a m  nécahc&a et au6&LhanXa de convmgence u n i ~ o m e .  

V é ~ h i t i o n . -  On dira que la suite ( ~ ~ ) ~ ~ f  est asymptotiquement 

concave si et seulement si 

il existe a > O, b > O et une fonction concave g ,  
(Cl 

1 1 

( telle que alZn < gl (R) < blzn pour n assez grand. 

PnopoiLtlon 7 3 .  ( E q ~ v d e n c e  evLttLe convmgence aAmple c2 

convuqence unidome) . 
1 

Si -ln&* vérifie (C) les propositions suivantes sont 
h 
n 

équivalentes : 
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a) iim (n hn)-l Log n = 0. 
n++m 

b) t E [O> l] b' f E D2 Dn(t) O presque 

complètement et E [~~(t)]  HO^ O. 

C) f 6 - O presque complètement et 
n n+tm 

Remanque 3. - On trouvera dans L7] une condition nécessaire et 

suffisante de convergence uniforme presque complète en dimension 2. 

PhoponLtion 14.- si f E D2, s'il existe tl a [O, l] et 

2 E * 
E > O tels que rn(x,t )] f(x)dx 3 - pour n E R y alors il 

1 hn 

existe b > O tel que pour n assez grand 
2 

pour O < q < b2 où p '  et p" sont des constantes positives ne 

dépendant que de la suite (hn)na* et de f. 

De la minoration de 1 (t) (remarque 2) il résulte que 
n 

l'encadrement de la proposition 14 est valable pour toute densité 

de D2 qui est minorée sur [0,1] par un réel strictement positif. 

Phopoa,&ion 15.- Si f est un élément de Dl (en particulier 

si f E H~([o,~]) minoré par m > O et si lim n h = + alors 
O n++m 

-1 - pour tout t E [O, 11 y la variable alëatoire b(gn(t))] (fn(t)-fn(t)) 

converge en loi vers une variable aléatoire normale centrée réduite. 

DémomX&ax%n : Soit f un élément de D minoré par m > O 
1 O 

et t E [O, 11 . Si l'on pose : 



Y 
Pour  EN En,l,-..~Sn,n sont des variables aléatoires 

2 
indépendantes, de moyenne nulle et de variance u (Kn(Xl,t)). 

~ 
l La proposition découlera donc du théorème central limite 
I 

1 de Lindeberg-Feller ([3]) dès que l'on aura montré que la condition 
1 

(cl V E > O  iim -+ j 5Oyk dl? = O 
n*w s n k=1 1tnyk12rsn 

est vérifiée. 

De la proposition 10, il résulte que pour n assez grand 

2 1 2 
D'autre part u (K,(x, ,t)) = J En(~yt)~ 2f(x)dx - Cfn(t)I 

O 
avec lie fn(t) = f(t). 

n-Hw 

2 m O A 
On a donc pour n assez grand o (Kn(Xl,t)) 2 - . 

2hn 1 

De la majoration du noyau spline (proposition 6) on tire alors 

2 u2(~n<~I ,t>> 
Puisque dP 6 sup 5 'n,k 2 2 

15 ~ZES, nyk E S n,k n 

l'hypothèse lim n h = + w entraîne que la condition (Cl) est 
n-++m 

vérifiée . 
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CHAPITRE 4 

APPROXZblATZON FORTE D' ZNTEGUALES STOCHASTZqUES EA4PZRI?UES 

IlLlLTTDZE4ENSZONNELLES EN VAR7 AB1 ES MELANGEANTES. 

R a u m é  : On montre l ' e x i s t e n c e  d 'un processus  de K i e f e r  g é n é r a l i s é ,  indexé 

p a r  G x [I , + m[ , oii G est  un ensemble de fonc t ions  s u r  [O, l l d  , 

approximant presque sûrement l e s  i n t é g r a l e s  s t o c h a s t i q u e s  des é léments  de G 

p a r  r appor t  au processus  empirique a s s o c i é  à des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à 

v a l e u r s  dans [ O , l l d  for tement  mélangeantes e t  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e s .  

A b b l X ~ ~ t  : Let  R(g, t )  , (g, t )  s G x 11 , + m[ , where G i s  a  s e t  of f u n c t i o n s  

on [O, ild , be the  empi r i ca l  p rocess  a s s o c i a t e d  wi th  s t r o n g  mixing s t r i c t l y  

s t a t i o n a r y  random v a r i a b l e s  w i t h  va lues  i n  [O, lld . We give an almost s u r e  

approximation of R by a  K i e f e r  process .  

EAU& CL& : Appmximatian duate, Boate mélnngearzce, mWvatrhé, p t~acaau~  

em,vLdque, pfia cua  un de Ge&&. 

Key Wattch : S&ang appfioximcuXan, h,t/tong mixing candi;tion, rnukt ivdate ,  

empirUccrR pmcua , GeZjefi pttoce~h. 
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V - APPROXIMATION FORTE DANS D E S  ESPACES A NOYAU REPRODUISANT. 

V I  - AUTRE MODE D 'EXTENSION p l  PROCESSUS DE KTEFER. 



- IV-O 1 - 

P h i l i p p  e t  Pinzur  on t  p u b l i é  en 1980 un théorème d'approximation presque 

s û r e  du processus empirique m u l t i v a r i é  par  un processus de K i e f e r  dans l e  cas  où 

l e s  v a r i a b l e s  forment une s u i t e  for tement  mélangeante. Nous nous proposons i c i  

de f o n c t i o n n a l i s e r  ce r é s u l t a t  en u t i l i s a n t  une méthode i n t r o d u i t e  pa r  Ibe ro ,  

également en 1980, e t  q u ' i l  a v a i t  appl iquée à des v a r i a b l e s  indépendantes.  Il 

s ' a g i t  donc de prouver que l ' o n  peut c o n s t r u i r e  un processus de Kiefer  g é n é r a l i s é ,  

indexé par  G x u, + m[ où G e s t  un ensemble de fonc t ions ,  approximant 

presque sûrement l e s  i n t é g r a l e s  s tochas t iques  des éléments de G par  r appor t  au 

processus empirique assoc ié  à des v a r i a b l e s  for tement  mélangeantes. Les r é s u l t a t s  

donnés i c i  f e r o n t  l ' o b j e t  d ' a p p l i c a t i o n  en s t a t i s t i q u e  fonc t ionne l l e .  

11 - NOTATIONS ET UYPOTUESES. - 

S o i t  (X ) une s u i t e  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e  de vec teurs  a l é a t o i r e s  
n  n>l  

d é f i n i s  s u r  (fil,A, , P l )  , à va leu r s  dans [O, ild , de l o i  n e t  de f o n c t i o n  de 

r é p a r t i t i o n  F. On suppose que n admet une d e n s i t é  p a r  rappor t  à l a  mesure de 

Lebesgue s u r  [O, lld , dont une ve r s ion  f e s t  borii5e pa r  A .  On note 
- 

( a ,b )  E a' x IN*) l a  t r i b u  engendrée pa r  l e s  v a r i a b l e s  (Xn) e t  
a 

On suppose que (X ) e s t  for tement  mélangeante (p(n)  - O) avec 
n n2 l 

n++m 

l 'hypothèse  supplémentaire p(n> = O(n 
-4-d( I+E) 1 

) ( E  E 30, Ceci peut  

p a r a î t r e  a r t i f i c i e l  mais e s t  ind ispensable  pour pouvoir  e x p l o i t e r  l e  

r é s u l t a t  de P h i l i p p  e t  Pinzur .  



Dans @,1ld ( a ,  . a ) < (b  . b ) s i g n i f i e r a  d d 

'di s l,d a .  E bi ; on n o t e r a  s A s '  l a  borne i n f é r i e u r e  de s e t  s t .  
1 

Pour ( s , s t )  c [O, 11 2d e t  n E IN* on pose 

1 (sous l e s  hypothèses f a i t e s  ces  deux s é r i e s  s o n t  absolument convergentes) .  

On d é f i n i t  l e  processus empirique de (Xn)nSI P a r  

.-1 r ] 
F%(s) = t (t e s t  l a  p a r t i e  e n t i è r e  de t ) .  
t n= l (X <SI  n 

Sous l e s  hypothèses précédentes  e t  s a n s  changer s a  d i s t r i b u t i o n ,  

on peu t  r e d é f i n i r  l e  processus empirique R(s , t )  , s E [O, lld , t c 11 , + a[, 

s u r  un espace de p r o b a b i l i t é  ( R , A , P )  s u r  l eque l  il e x i s t e  un processus de 

Kiefer  K(s , t )  , s E [O, lld t E [l , + de fonc t ion  de covariance 

m i n ( t , t l )  x r ( s , s t )  v é r i f i a n t  

sup sup I ~ ( s , t )  - K ( s , t )  1 = O ( T ' ' ~  (Log T)-') P.S. 
l , < t i T  SE [O, l] 

où A e s t  une cons tan te  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  ne dépendant que de d e t  E. 

K e s t  un processus gauss ien  sépa rab le  cen t r é .  



Nous a l l o n s  é t end re  l a  d é f i n i t i o n  de R e t  K à G x [l , + w [ où G 

e s t  un ensemble de fonc t ions  r é e l l e s  n- intégrables  de façon que 

sup sup  IR(^,^) - ~ ( ~ , t )  1 = o ( T ~ ' ~  (Log T ) - ~ )  P.S. 
IS t iT  gsG 

La première ex tens ion  de ce type  a  é t é  f a i t e  p a r  P. Revesz en 1976. 

Dans l e  cas  de v a r i a b l e s  i . i . d .  il a montré comment l ' o n  pouvai t  p a s s e r  d'une 

approximation presque s û r e  dans [O, 1J2 par  une s u i t e  de ponts  browniens ou  de 

processus  de Kie fe r  à une approximation presque s û r e  dans un ensemble d ' ind ica-  

t r i c e s  de b o r é l i e n s  de f r o n t i è r e  s u f f i s a m e n t  r é g u l i è r e .  Dans l e  même cadre i . i . d . ,  

I be ro ,  en s ' i n s p i r a n t  de l a  méthode de Revesz e s t  passé  à l a  c l a s s e  des fonc t ions  

p f o i s  d i£  f é r e n t i a b l e s  s u r  [O, l] , bornées,  a i n s i  que l e u r s  dér ivées  p a r t i e l l e s  

jusqu 'à  l ' o r d r e  p (p > 2) . Nous montrerons dans l a  de rn i è re  p a r t i e  pourquoi 

c e t t e  technique ne peut pas convenir i c i .  

Nous u t i l i s e r o n s  une a u t r e  méthode d 'ex tens ion ,  également mise au 

p o i n t  p a r  Ibero  [5]  e t  u t i l i s a n t  une formule d ' i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s  pour  

l e s  i n t é g r a l e s  s tochas t iques .  

1 
Pour g E L (T)  R(g, t )  e s t  l ' i n t é g r a l e  s tochas t ique  de g p a r  

rappor t  au processus empirique R(s,  t )  : 

R(g, t)  e s t  de façon év idente  l i n é a i r e  en g ; nous cons t ru i rons  K(g, t )  de 

façon à ce q u ' i l  a i t  l a  même p r o p r i é t é ,  ce q u i  nous permet t ra  d ' ob ten i r  l e s  

r é s u l t a t s  de l a  quatrième e t  de l a  cinquième p a r t i e .  



On posera  Gi(g) = g(Xi) - 1 g dF 

( s é r i e s  absolument convergentes) . 
Les v.a.r. Gi(g) sont  for tement  s t a t i o n n a i r e s ,  cen t r ées ,  p-fortement 

mélangeantes e t  l i n é a i r e s  e n  g. 

Si 1191 1, = SUP d l g ( s )  1 < + on a ,  de façon év idente ,  
SC Co, 11 

cd dés ignera  l 'ensemble des  fonc t ions  de l 'ensemble cd des fonc t ions  
M 

d f o i s  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  s u r  [ O , l l d  qu i  s o n t  bornées p a r  M , 

a i n s i  que l e u r s  dér ivées  p a r t i e l l e s  jusqu 'à  l ' o r d r e  d. 

Vé~ivition I : p ~ u c u b u ~  de Kie@ géné&é. 

+ 
S o i t  E un ensemble e t  D un sous-ensemble de IR . Un processus 

gaussien c e n t r é  indexé pa r  E x D s e r a  appelé  processus de K i e f e r  s i  s a  fonc t ion  

de covariance e s t  de l a  forme : 

-112 
Pour t f i x é  dans D - {O) , t K(a , t )  e s t  un processus 

gauss ien  c e n t r é  de fonc t ion  de covariance r (a ,B) .  



Pour a f i x é  dans E t e l  que r ( a , a )  > O l e  processus 

[ r ( a , a ) ~ - " ~  K(a, t )  e s t  un processus de Wiener. 

III  - APPROXIMATION DES INTEGRALES STOCHASTIOUES DES ELWENTS i7E cd PAR RAPPORT 

A U  PROCESSUS EMPlR1~UE.- 

Il e x i s t e  s u r  ( ~ , A , P )  un processus de K ie fe r  K indexé pa r  

d C x [l , + m[ t e l  que l ' a p p l i c a t i o n  g t-t K(g, t )  s o i t  presque sûrement 

pour  t o u t  t une forme l i n é a i r e  s u r  cd bornée s u r  t o u t  d 
CM e t  une cons t an t e  

sup sup I ~ ( g , t )  - K ( g , t ) /  $ C M T ~ ' ~  (Log T)-A 

1 

La fonc t ion  de covariance de K(g , t )  est donnée p a r  

E(K(e, t )  K(g' ,u)) = min( t ,u )  A(g,gl)  . 

C (indépendante de T e t  M) t e l s  qu'on a i t ,  presque sûrement, pour t o u t  

l La d é f i n i t i o n  de K(g , t )  (nous no te rons  de l a  même façon l e s  

d i f f é r e n t e s  ex t ens ions  du processus  de K ie fe r )  e t  l a  démonstrat ion du théorème 2 

reposent  s u r  l e s  lemmes su ivan t s  : 

Lemme 1 [ l b e m ,  7980, p. 3521 .  - 
Pour t o u t e  fonc t ion  g de cd on peu t  é c r i r e  : 

dx. ... dx. 
1 

1 1 
P 



Lemme 2 [Z~~JLU,  19b0, p. 3541.  

Pour tou te  p r o b a b i l i t é  v s u r  ([O, l l d  , B( [O, l l d ) )  on a ,  pour 

t o u t e  fonc t ion  i n t é g r a b l e  $ pa r  r appor t  à l a  mesure de Lebesgue s u r  [O, l] : 

1 

- * -  i $ 1 , ,  1 ,  ,..., x. 1 ,..., 1 )  dxi ... dx. dv(S) 
1 

1 1 '  1 1 

i c i  P P 
1 P  

- - ( I , . . . ,  1 x , x 1 ,  1) = Xi , -  l , - . - , I )  i,,], 1 1 '  P  1 1 '  P 

dx. ... dx. . 
1 

1 
1 
P 

d  
Dans l a  s u i t e  l e  s igne  sans a u t r e  i n d i c a t i o n  s i g n i f i e r a  1 1 

p=l  Isi <...<i s d  
1 P  

e t  un d-uple t e l  que (1 ,..., 1 ,  x. ,..., x. 
1 '  

l , , l  , où l ' o n  ne t rouve  
1 P  

que des 1 en dehors des  p l aces  i l , ,  , s e r a  no té  (**+) . 
P 

Les lemmes 1 e t  2 permet ten t  donc d ' é c r i r e  pour t o u t e  fonc t ion  g  

de cd : 

R((***) , t )  dxi . . . dx. . 
1 1 

P 

Leme 3.  - - 
Le processus K ( s , t )  , s  E [ O , l l d  , t E [l , + a.[ e s t  presque 

sûrement à t r a j e c t o i r e s  cont inues .  



Démonstration : 

E l l e  c o n s i s t e  à a p p l i q u e r  une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  c l a s s i q u e  de c o n t i n u i t é  

p resque  s û r e  des  t r a j e c t o i r e s  d 'un  p r o c e s s u s  g a u s s i e n  ( [Fernique p. 481 o u  

* 
[ ~ e v e u  p. 931) à K i ( s )  , s E [O, IJ d*l d é f i n i ,  p o u r  N f i x é  dans  N , p a r  

Pour  c e l a  on majore  
2  

sup E(K1(s)  - K 1 ( s ' ) )  p a r  l e  p r o d u i t  d 'une c o n s t a n t e  
Is.-s;Ish 1 

l s i < d +  l  

e t  d'une p u i s s a n c e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  de h. 

S o i t  s e t  s '  dans  [ O , l l d ,  u  e t  u' dans [O,]] t e l s  que 

mar Isi - s!l s h  e t  l u  - u ' l  s h 
1 Idi,<d 

a v e c  r 1 ( s , s 1 )  = ~ ( s , s )  + r ( s 1 , s ' )  - 2 r ( s , s 1 )  

l 
OU e n c o r e  

Donc 

2 
E ( g l ( s )  - g l ( s l ) )  s F ( s )  - F ( s  A s ' )  + ~ ( s ' )  - F ( s  A s ' )  < 2dAh . 



D'autre p a r t ,  il r é s u l t e  d 'une i n é g a l i t é  de Davydov [ ~ e o ,  19731 que 
l 

pour  t o u t  r ~11, 4 + d ( l + ~ ) [ , s i  l ' o n p o s e  r = 2  r l / ( r l - 1 )  
l 1 2  

I 

Les v a l e u r s  p r i s e s  p a r  [gi(s) - gi(s ' ) ]  s o n t  O ; 1 - [F(s) - F(s')] ; 

- 1 - [ ~ ( s )  - ~ ( s ' ) ]  avec l e s  p r o b a b i l i t é s  r e s p e c t i v e s  

1 - F(s )  - F ( s l )  + 2F(s A s ' )  ; F(s )  - F ( s  A s r )  ; F ( s l )  - F(s A s ' )  

r 
2  r +1 

donc N l g i ( s )  - g i ( s l )  1 ) 5 2  dAh . 

Par  conséquent 

+CO I I r  r + 1  2 / r 2  

I r 1 ( s y s 1 ) l  5 2dAh + 20 [ ~ ( n ) ]  x (2  d ~ h )  
n= 2  

1- 1 Ir 
1 

1 ~ , ~ '  1 6 C I  h , pour h  < l . 

L ' i n é g a l i t é  (1)  permet de majorer  T ( s , s )  p a r  une cons tan te  C2 e t  d ' o b t e n i r  

ce q u i  permet de conclure .  

d  Le lemme 3 permet de pose r  presque sûrement,  pour g  E: C e t  



Du théorème 1 il r é s u l t e  q u ' i l  e x i s t e  une cons t an t e  C4 
indépendante 

de T  e t  M t e l l e  que presque  sûrement,  pour  T E 11 , + m[ 

I  e expression de R(g , t )  donnée à l a  s u i t e  des  lemmes 1 e t  2  montre 

q u ' i l  e x i s t e  une cons t an t e  C indgpendante de T  e t  M t e l l e  que presque 

sûrement, pour T E ] l , + 00 [ 

sup sup ] ~ ( ~ , t )  - K(g, t )  1 < CM T ~ ' ~  (Log T)-A . 

d  
D'autre  p a r t  s i  g  E CM on majore I K ( ~ , ~ )  1 p a r  

2 ~ ;  + I ~ ( g , t )  - K(g, t )  1 ce q u i  prouve que l a  forme l i n é a i r e  g t-t K(g, t )  e s t  

des l i m i t e s  de sommes f i n i e s  on montre que K(g , t )  e s t  b i en  un processus 

gauss ien  cen t r é .  Il r e s t e  à c a l c u l e r  s a  fonc t ion  de covariance.  Dans l e  c a l c u l  

q u i  s u i t  on u t i l i s e r a  p l u s i e u r s  f o i s  l e  théorème de Fubini  appl iqué  à des i n t é g r a l e s  

de fonc t ions  mesurables bornées pa r  rappor t  à des mesures f i n i e s ,  a i n s i  que l e s  

lemmes 1 e t  2 .  

En u t i l i s a n t  l e s  convent ions d ' é c r i t u r e  précédentes  on a  : 
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ap 
(*?ex) g (***) dxi . . . dx. 

j c o , o ~  a.. 1 . .Pax. 1 n 1 1 p  
1 P  



IV - EXTENSION DU PROCESSUS K AUX LIMITES UNIFOUkdES D'ELEMEMS DE C: . - 
- 

On no te ra  L d  l a  réunion pour M E IR+ des fermetures  
d 

CM des 

ensembles dans CO = C( [O, l] , IR), ensemble des app l i ca t ions  cont inues 
1 

I de [O, i l d  dans IR , muni de l a  topologie  de l a  convergence uniforme. 

Il e x i s t e  un processus de Kiefer  K d é f i n i  s u r  ( ~ , A , P )  e t  indexé 

p a r  Ld  x [l , + a[ e t  une constante  C' ( indépendante de T e t  M) t e l s  que 
- 

pour t o u t e  fonc t ion  g de 
d 

CH on a i t ,  presque sûrement, pour t o u t  T 6 1 1  , + m l  

sup 1 R ( ~ ,  t) - ~ ( ~ , t )  ( i C'M T " ~  (Log T)-A 
l s t s T  

La fonc t ion  de covariance de K(g, t )  e s t  donnée p a r  

Démonstration : 

Commençons pa r  majorer  1 A ( ~ , & '  ) 1 pour g e t  g '  dans CO. On 

u t i l i s e  pour c e l a  l ' i n é g a l i t é  de Davydov d é j à  c i t é e  e t  l ' i n é g a l i t é  

I l I G ~ ( ~ )  l l a  2 I lg l  l a  

On en  dédu i t  1 ' e x i s  tence d ' une cons t a n t e  D ,  indépendante de g e t  g' t e l l e  

S o i t  Y E Ld e t  t r [1 , + a[ . Il e x i s t e  M E IRt e t  une s u i t e  

d 2 
( 'n) n a  de CM convergeant uniformément ve r s  Y. Pour (m,n) E N l a  v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  K ( Y ~  - Ym , t )  e s t  gaussienne, cen t r ée ,  de variance majorée p a r  



Par l i n é a r i t é  presque sû re  de K s u r  on e n  dédui t  que l a  s u i t e  c~ 
2 

( K u n ,  t ) Ina  e s t  de Cauchy dans L (P) donc converge dans c e t  espace v e r s  une 

v a r i a b l e  a l é a t o i r e  gaussienne (éventuel lement  dégénérée) cen t r ée  K(Y,t). 

Presque sûrement K(Y, t )  ne dépend pas  de l a  s u i t e  ( y n ) n ~  
de cd M convergeant 

uniformément v e r s  Y. 11 s u f f i t ,  pour s ' e n  rendre compte de cons idé re r ,  pour 

t o u t  a u t r e  s u i t e  de cd t endan t  uniformément vers  Y ,  l a  M 

s u i t e m é l a n g é e  Y " = Y  s i  n  p a i r  n  n 

Y" = Y '  s i  n  impai r  . 
n n 

d 
La l i n é a r i t é  presque s û r e  pour t o u t  t de  g c-t K(g, t )  s u r  C e n t r a î n e  que 

K(Y,t) e s t  un processus gaussien cen t r é  s u r  Ld  x C l ,  + m [ . Sa fonc t ion  de 

covariance e s t  donnée p a r  : 

E(K(Yl,t)  K(Y2,u)) = l i m  min( t ,u )  
n * ~  1 ,n y '2,n) 

c a r  l a  convergence uniforme de ( 'n 'na 
vers  Y e n t r a î n e  l a  convergence de 

(Gi(Yn)Ina ve r s  G. 1 (Y) dans Lm(p) . 

Pour tou te  s u i t e  
d  

('n) n c ~ ~  
de CM convergeant uniformément v e r s  Y 

e t  t e l l e  que (K(Yny t ) ) n m  converge P.S. vers  K(Y, t )  on a 

Vn tz IN sup I R ( Y , ~ )  - K ( Y , ~ ) /  s 2~ ( ( Y  - y n J I m  
IatbT 

+ CM T1I2 (Log T ) - ~  



c a r  presque sûrement, il e x i s t e  une sous-sui te  (Y ) de (yn)nm t e l l e  que 
mk k a  

K(Y - Yn , t )  = l i m  K(Y - Y , t )  = K(Y,t) - K(Yn , t )  
k-t+.. mk 

s i  A ( Y - Y n ,  Y - Y )  = O  K(Y - Yn , t )  = O P.S. 
n 
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s inon  [T A(Y - Yn , Y - yn)] K(y - \Yn , s T) e s t  un processus de Wiener 

s u r  [+ , 11 e t  

3 1 S o i t  a > - On peut  c h o i s i r  (Yn)na 
2 

de façon à ce que 1 - Y n l  l m  i - . 
( n + ~ ) ~  

On a a l o r s  

1 
P(  sup IK(Y - , t )  1 ? TOI-I) 

I , < t < T  

D'où l ' o n  dédui t  pa r  l e  lemme de Borel - C a n t e l l i  que 

 où l a  majora t ion  presque s û r e  du théorème 3. Il e s t  probable qu'une é tude  

p lus  f i n e  des processus K(Y - Yn , t )  permet t ra  de donner une majora t ion  

presque sûre  de 



V - APPUOXZhiATlON FORTE 'DANS DES ESPACES A NOYAU REPRODU1SANT.- 

On u t i l i s e r a  sans  l e s  r a p p e l e r  des r é s u l t a t s  de [ 1 1. 

S o i t  ff un espace de H i l b e r t  séparable  de fonc t ions  r é e l l e s  d é f i n i e s  

s u r  [O, lld , dont l e  p rodu i t  s c a l a i r e  e s t  no té  (. , .), l a  norme 1 1 . 1  1 e t  l a  

t r i b u  boré l ienne  B(ff). 

On suppose que ff admet un noyau reproduisant  mesurable 

H : ( [O, 1 1 ~ ~  , B( [O, II 2d ) )  + (IR, %) t e l  que l a  fonc t ion  x tt H(X,X) s o i t  

dans L I ( , ) .  (Toute fonc t ion  de ff e s t  a l o r s  de c a r r é  i n t é g r a b l e  pa r  r appor t  

à r). 

Pour t > 1 l ' a p p l i c a t i o n  R : (s~,A,P)  -4 ( H ,  B(ff)) 
t 

j H(. ,x) dn(x) e s t  l ' i n t é g r a l e  de Bochner p a r  rapport  à n de 

[O, ild -+ H 
1' a p p l i c a t i o n  x - H(. ,x)  e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à va leu r s  

dans ff e t  

On notera  ff l e  sous-espace dense de ff engendré p a r  l e s  fonc t ions  
O 

d  
(H(. , X I I X E  0  1 C.ld e t  B s a  boule u n i t é .  On suppose que H C C e t  que l e s  

O O 

é léments  de Bo on t  une norme uniforme majorée p a r  
' 

Un processus gaussien cen t r é  
( K t ) t € ~  y 

D C  IR+ , à v a l e u r s  dans un 

espace de H i l b e r t  s épa rab le  ff e s t  appelé  un processus de K i e f e r  h i l b e r t i e n  

s i  l e  processus (g,  Kt), ( g , t )  s ff x D v é r i f i e  l e s  condi t ions  de l a  d é f i n i t i o n  1 .  
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On suppose que, presque sûrement, il e x i s t e  un r é e l  C" ( indépendant 

de T) t e l  que, pour t o u t  T E ] 1 , + a[ , l a  cond i t i on  su ivante  s o i t  s a t i s f a i t e  

pour l e  processus de Kie fe r  K dont l ' e x i s t e n c e  e s t  a s su rée  p a r  l e  théorème 2 : 

(1)  sup sup  IR(^, t )  - K ( ~ ,  t )  1 s C" T 1 I 2  ( ~ o g  TI-' . 
IstsT gsB 

O 

La condi t ion  (1)  e s t  r é a l i s é e  en p a r t i c u l i e r  s ' i l  e x i s t e  M E IR+ 

d 
t e l  que B C CM (on peut  a l o r s  prendre Cl' = CM e t  MI = M).  

O 

Théotëme 4. - 

Sous l a  condi t ion  (1), il e x i s t e  un processus de Kie fe r  h i l b e r t i e n  

(Kt' t€ CI ,-[ d é f i n i  s u r  ( P , A , P )  à va leu r s  dans H t e l  que, presque sûrement,  

pour  t o u t  T E 11 , + a [ ,  

Le processus ( K t ' t ~ ~  ,w[ e s t  cen t r é  e t  v e r i f i e  : 

Démonstration : 

La démonstration que nous avions donnée dans [ 1 pour  l e  cas  i. i. d. 

s ' a d a p t e  aisément : 

on a presque sûrement VT c ] I I  , + Vt E E ~ T ]  



l 
où K est l e  processus de K ie fe r  dont  l ' e x i s t e n c e  est  a s su rée  p a r  l e  théorème 2. 

Pour w appar tenant  à un ensemble fi de P -p robab i l i t é  1 
O 

l ' a p p l i c a t i o n  H --+IR e s t  donc une forme l i n é a i r e  cont inue  s u r  f-f 
O O '  

g +-+ ~ ? g , t )  

que l ' o n  peut  p ro longer  s u r  ff grâce a u  théorème de Hahn - Banach e t  qu i  est  

r ep ré sen t ée  dans f-f p a r  un élément Lt(w) de norme majorée p a r  

2 M l  T + C" (Log T ) - ~  . 

~ On pose a l o r s  Kt  (w) = l t ( w )  s i  w c a 
O 

= O  s i n o n  

Kt  est  b ien  une v.a. à va leu r s  dans H puisque 

Kt e s t  Bochner - i n t é g r a b l e ,  puisque bornée en norme. Pour t o u t  élément g  

de ff, K(g, t )  e t  (g,K,) s o n t  presque sûrement é g a l e s ,  ce q u i  montre que 

( V t E  [, ,+a[ 
e s t  un processus de K i e f e r  à v a l e u r s  dans ff e t  que 

L ' i n é g a l i t é  du théorème s ' o b t i e n t  a isément  pu isque  : 

Le théorème 4 e s t  l u i  a u s s i  s u s c e p t i b l e  d ' amé l io ra t i ons .  I l  

p e r m e t t r a i t  des  a p p l i c a t i o n s  i n t é r e s s a n t e s  s ' i l  pouvai t  ê t r e  démontré 

sous l a  s imple hypothèse B C cd . 
O 



V l  - AUTRE EUDE 0' EXTENSZON DU PROCESSUS DE K l E F E R .  - 

R ( s , t )  e s t  l a  fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  d'une mesure à s igne  s u r  

[O,lld , il e s t  donc f a c i l e  d'exprimer 1 $' dR , où 11 e s t  l ' i n d i c a t r i c e  d'un 
a u 

r e c t a n g l e  Ii a b  [ de [O, lld , à l ' a i d e  des va l eu r s  de R aux sommets 
i= l 

de ce  r ec t ang le  : 
d  

O 
Cet t e  d é f i n i t i o n  s ' é t end  aisément pa r  l i n é a r i t é  aux fonc t ions  en 

e s c a l i e r  s u r  l e s  paves. 

Une méthode n a t u r e l l e  d 'ex tens ion  de K c o n s i s t e  à d é f i n i r  ~ ( $ , t )  

d'une manière analogue e t  de procéder e n s u i t e  p a r  approximations. Cet te  vo ie  a  

é t é  s u i v i e  par  Ibero dans l e  cas i . i . d .  [4]. Nous a l l o n s  v o i r  que l e  r é s u l t a t  

de Ph i l i pp  e t  Pinzur  ne permet pas d ' o b t e n i r  un r é s u l t a t  s a t i s f a i s a n t  de c e t t e  

façon. 

Nous nous l i m i t e r o n s  i c i ,  pour s i m p l i f i e r ,  au  cas d  = 2 . 

Le passage à d  quelconque s e  f a i t  sans  d i f f i c u l t é  à l ' a i d e  des  

lemmes donnés dans [6] . 

No.t~Xionb : On s e  f i x e  M E x+* e t  on pose, pour r E N 



Pour t o u t e  fonc t ion  g s u r  [O, lld 

où l e  c rochet  s u r l i g n é  en  p o i n t i l l é s  désigne l a  p a r t i e  e n t i è r e .  

r ' r e s t  une fonc t ion  d é f i n i e  s u r  [O* 1 c2 e t  en  e s c a l i e r  s u r  l e s  
I i j  

S i  p e s t  une fonc t ion  s u r  [0,112 admettant  des dé r ivées  p a r t i e l l e s  

- r 
e n  chaque po in t  (2-r i ,  2 j )  on pose 

?k - 
g r  

- C 2 I g ( i  2-', j 2-r) + gX ( i  2-', j  2-') (X - i z - ~ )  

( i ,  j ) ~ 0 , 2 ~ - 1  

+ g; ( i  2  j  2 )  ( y  - j  2-r)} $ij 
* r 

gr 
e s t  une fonc t ion  d é f i n i e  s u r  [O, 1 [2 e t  a f f i n e  s u r  chaque 

' i j  

L 'extension de K s e  f e r a  en  t r o i s  é t apes  : on d é f i n i r a  d'abord 

K(g , t )  pour g E G : ensemble des fonc t ions  bornées p a r  M q u i  sont  
M , r  

cons tan tes  s u r  chaque 1tj , p u i s  pour g E PMYr : ensemble des fonc t ions  dont 

r l a  r e s t r i c t i o n  à chaque 
Ii j  e s t  a f f i n e  e t  qui  e s t  bornée, a i n s i  que se s  

dé r ivées  ~ a r t i e l l e s  pa r  M. On d é f i n i r a  e n f i n  K(',t) pour g E FI* : ensemble 

des fonc t ions  cont inues s u r  [O, 1 c2 , bornées p a r  M e t  admettant  des dé r ivées  

p a r t i e l l e s  d 'o rdre  1 bornées p a r  M e t  l i p s c h i t z i e n n e s  de rappor t  M. On 

n o t e r a  



Il e x i s t e  s u r  (Q,A,P) un processus  de K ie fe r  K indexé p a r  

G* x [I, + m[ t e l  que l ' a p p l i c a t i o n  g  t+ K(g, t )  s o i t  pour t o u t  t une 

* 
forme l i n é a i r e  s u r  G bornée s u r  t o u t  G e t  une cons t an t e  C (indépen- 

MY r 

dante  de T  e t  M) t e l s  qu'on a i t  presque sûrement pour  t ou t  T  E ] 1 ,  + 

2 r  T1/2 
sup sup IR(g, t )  - K ( g Y t )  1 Y 4 CM 2  (Log . 

ls t ,<T ~ E G  
M , r  

La fonc t ion  de covariance de K est  donnée p a r  

e t  on l ' é t e n d  p a r  l i n é a r i t é  à G . On v é r i f i e  que l e  processus K(g , t )  e s t  
M y  r 

?x 
b ien  d é f i n i  pour g  c G ( s i  une fonc t ion  admet deux r e p r é s e n t a t i o n s  d i f f é r e n t e s ,  

l e s  v a l e u r s  de K(g , t )  c a l c u l é e s  à p a r t i r  de c e l l e s - c i  son t  éga l e s )  e t  e s t  

l i n é a i r e  p a r  rappor t  à g. 

K(g , t )  e s t  un processus  gaussien centri? s u r  G* x , + w[ e t  : 

sup sup 1 R ( g Y t )  - K(g, t )  1 = 
l i t s T  g& 

M y  r 

r r 
SUP SUP 1 1 h i j ( ~ ( B i j  , t )  - ~ ( 4 ~ ~  , t )  1 

I'tiT gcG r 
M , r  ( i , j ) ~ 0 , 2  - 1  

6 22r M C T1I2  (Log T ) - ~  



'L 
I ~ ( ~ , t ) l  é t a n t b o r n é e p a r  2T4t s u r  G , I K ( ~ , ~ ) (  y e s t é g a l e m e n t b o r n é .  

M, r 

La fonc t ion  de covariance e s t  donnée par  un c a l c u l  t r è s  simple : 

O r  ~ ( ~ ( f l f ~  , t )  K(% , u))  = min( t ,u)  h(qr  i j  , $il) ce  q u i  permet de conclure.  

On peut a l o r s  procéder ,  avec des modi f ica t ions  adéquates ,  comme pour 

l e s  lemmes 7 e t  8 de [4] : on approxime toute  fonc t ion  g de f p a r  une 

* 
fonc t ion  ' r , e t  c e t t e  de rn i è re  fonc t ion  par  un élément 

gr+s de G ~ ~ , r + s  

On montre a l o r s  simultanément que l ' o n  peut é tendre  K de G* à P* puis  

de P* à F* e t  que l ' o n  peu t  majorer  convenablement l e s  va l eu r s  de K(. , t )  

31F * 
pour l e s  fonc t ions  (g  - 8,) e t  (gr - gr+s ). Les r é s u l t a t s  que l ' o n  o b t i e n t  

a i n s i  à p a r t i r  de l a  p ropos i t i on  1 son t  t r è s  i n s u f f i s a n t s  ; c ' e s t  l e  f a c t e u r  

22r q u i  e s t  responsable de c e t t e  f a i b l e s s e  : s i  l ' o n  veut  o b t e n i r  une approxi- 

mation i n t é r e s s a n t e  s u r  G; (un 0 (T1I2  (Log T)-v , avec v > O) on d o i t  c h o i s i r  

l a  t a i l l e  des c e l l u l e s  r 2 r 
'i j  

de f a ç o n à  c e q u e  2 =O( (LogT) ' )  avec u < A .  

I l  semble b i e n  que c e t t e  cond i t i on  rende impossible une majora t ion  adéquate des  

o s c i l l a t i o n s  du processus empirique s u r  l e s  ensembles de fonc t ions  permettant  

l e s  approximations success ives .  Ce q u i  f a i t  que l a  méthode employée dans ce 

paragraphe ne p o u r r a i t  donner de bons r é s u l t a t s  que s i  l ' o n  d i s p o s a i t  d 'un 

théorème analogue au théorème 1 avec une v i t e s s e  de l ' o r d r e  de T 1 / 2-v , v > O .  
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ESTIMATING THE DEGREES OF AN ARMA MODEL 

b~ 

1) Alain BERLINET, LILLE . 

A. Introduction. 

This paper is a review of available methods to estimate the unknown degrees of 

an ARMA process X = (Xt) tcz directly £rom the empirical auto-correlation function l 
af ter observation of X 

0 y 
XI,...,XT. The scalar and the vector cases are consi- l 

l 
1 

dered. The described methods need no preliminary estimation of the process coef- I 

ficients, unlike different criteria based on residual variance (e.g. Akaïke's cri- 
, 

teria t  ri est le^]) which compel us to Vary the degrees and to estimate at each time 1 
I 

al1 the coefficients. We shall not deal with these criteria here. 

In the scalar case, the methods are determinantal ones : the computed quantities 

can be expressed by means of determinants and are based on the fundamental theorem 1 
( B.2.). We begin by the epsilon-algorithm because it is known and extensively l 
studied since 1956 so that theorems about this algorithm will give us straightforward 1 
proof s for properties of the two other methods : the R-S algorithm [r~ra~, Kelley and 

Mac 1ntirel - and the corner method [~é~uin, Gouriéroux and  onf fort] . Of course, these 
methods can be used simultaneously when a doubt subsists. We shall see the relation- 

ships between them and how to extend the algorithms to the vector case. We re-state some 

definitions and properties about ARMA processes. For generalities about these models 

and proofs of their properties the reader is referred to Hannan c9707, Anderson 

Dg711 - and Priestley [19817]. 

B. The scalar case. 

B.1. - Notations and assumptions. 
Let X = (Xt) be a real stationar~ (wide sense) process : we suppose without 

loss of generality that 

1) A. Berlinet, U.E.R. de Mathématiques, Université de Lille 1, 
F - 59655 - VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX 



Let y =  (~h) h a  and P = ( P ~ ) ~ ~ ~  be respectively the auto-covariance and auto- 

correlation function of X : 

We recall that X is an AutoRegressive Moving Average process of degrees p 

and q (ARMA (p,q)) if X satisfies the following stochastic difference 

equation : 

\ 
(1) can be written as $(B)(X) = B(B)(U) with 

B is the backward shift operator : 

B((xt) = (x~-~) ta 

It is well known that a sufficient condition for the existence and 

unicity of a second order stationary (wide sense) process satisfying (C) is 

that the roots of @ are of modulus strictly greater than 1. We assume that the 

roots of 8 verify also the preceding condition so that U is the innovation 

process of X. Then, we have the following expansion for Xt : 



vhere the c 's are the coefficients of the Taylor series expansion of [@(zfl-l j 

(c0 = 1). 

The representation (1) will be called minimal when p and q are as small 

as possible i.e. when and 8 have no common root. 

Let us remark that under the above assumptions an equation such like (1) 

can be simplified when 4 and 8 have in common roots of modulus strictly greater 

than 1 (see annex 1) .  

B.2. - Fundamental theorem 1 : ~haracterization of the degrees of a minimal 
ARMA representation [~é~uin et ao. 

The second order stationary process X admits an ARMA (p,q) minimal repre- 

sentation if and only if the sequence p satisfies a difference equation of 

minimal order p £rom the minimal rank (q-p+l) : 

Outline of the proof : this theorem has been first proved in pure cases 

q = O Autoregressive process of degree p : AR(p) (Yule-Walker equations). 

p = O Moving Average of degree q : MA(q) [hsley, Spivey and wrob1eski-J. 

By calculating (Xt-p-n ) necessity is obvious £rom condition (C) 
i=O 

and representation (2). Sufficiency is derived £rom the case p = O applied to 

B.3. - Statement of the problem. 

If we dispose of an algorithm which, applied to a sequence satisfying a dif- 

ference equation, gives us the minimal rank and the minimal order of this equation, 

we are able to recognize a stationary minimal ARMA (p,q) and to calculate p and 

q £rom the sequence p, or £rom a sequence deduced £rom p and satisfying a 

difference equation of the same minimal order £rom the same minimal rank. 



However in practice we only observe Xo, ..., XT and we do not know p. A 

natural strategy is to apply Our algorithm to an estimate of p, computed £rom 

Xo, ..., XT and if X is an ARMA (p,q) to estimate, from the results, the 
Li 

degrees p and q. As an estimate of p we have used in the following p, the 

empirical autocorrelation function. This is not a restriction, other estimates can 

be used (and sometimes give better results) for instance smoothed autocorrelation 

derived via spectral analysis. 

Three algorithms have been used to solve this statistical problem : 

the R and s arrays [ ~ r a ~  et al, 19783 

the corner method [Béguin et al, 19803 

the E-algorithm [Berlinet, 1981, 1982 (a)] . 
Let us now recall some definitions and properties well known in acceleration 

of convergence. The reader is referred to Brezinski Cl9771 for the theoretical 

aspects and proofs of the theorems, and to Brezinski E978J for the practical ones 

(FORTRAN programs). 

B.4. - Shanks transformation Cl9551 . 
For any sequence s = ( s ~ ) ~ ~ ~  of real numbers we note 

r As the sequence ( s ~ + ~  - Sn)nE~ . 
k r A s the sequence A(A~-'S) , k 3 2. 

r H:(s) the Hankel determinant of s of order k £rom the rank n : 



Z * sn(iE) will be the subset of R of sequences s such that I$(n2s) # 0. 
k 

B. 4.1. Remark. - From a theorem of Widder [1946, p. 129-1 361 if a sequence s 

2 
is such that m E N (A s ) ~ + ~  = Sm tmda(t) where a is non-decreasing with 

-00 

infinitely many points of increase then we have $(A'S) > O, k E IN' and s 

belongs to S:W) , k E a 

For k o IN, n cz L let ek : s~(z) -C IR 

s~ e s  = k+l (SI] k~(~~s)]-' 
.- 

We cal1 Shanks transformation of order k the application 

Shanks transformation has the required property with respect to sequences 

satisfying difference equations : 

B.4.3. Fundamental property [Shanks , 19551 .- 
Let S E iR, k E IN, N E L and s s n s~(z). 

n >N 

We have ek(s) = S, n > N, if and only if there exists a sequence (ai)~Ci<k 

of real numbers such that 

i k I a i + o  
i=O 

k 
and 1 a. (Sn+i - S) = 0, 

1 
v n > ~ .  

i=O 

Using the definition B.4.2. , this transformation needs the computation of 

Hankel determinants which satisfy the following relationship : 



Fortunately an algorithm with a very simple rule permits us to do this trans- 

formation without any computation of determinant. 

B.5. The €-algorithm. 

The E-algorithm is a recursive lozenge algorithm due to Wynn Cl9561 defined 

Z 
as follows : let s = (Sn)na~ be an element of R 

We shall suppose that for al1 sequences considered below the quantities defined 

by (D) will be computable. Usually the E-array is drawn as follows : 



(D) links four numbers situated on the vertices of a 1 
lozenge : 

l 
l 

B.5.1. Theorem 2 .- Equivalence between the &-algorithm and the Shanks l 
I 

transformation pynn, - 19561 . 
Let k € N ,  n e z  

1 In the E-array, only columns corresponding to k even will be of interest ' 

for us. It is possible to compute only these columns, using the cross-rule of 

Wynn 69661 : 

The following numbers 

are linked by the relationship (using obvious geographical notations) : 

I - 1 (C-E)-I + (C-W)-I = (c-ç) + (C-N)-'. I 
From B.2., B.4.3. and B.5.1., we obtain : 

B.5.2. Theorem 3 .- The second order stationary process X admits a 

minimal ARMA (p,q) representation if and only if 

\ and # 0. 
2~ 



A minimal ARMA (p,q) process is therefore characterized by the following even 

columns in the P-array built from its auto-correlation function p : 

We can obtain a complete array by setting 

B.5.3. - Estimation of p - and q. 

We suppose that we have observed realizations Xo , XI ,...,XT of a minimal 

ARMA (p,q) process X the degrees, coefficients and mean of which are unknown. 

We compute the empirical auto-correlation function 
A A 

p = (ph)ha 

Ihl<~ 



n 

and we apply the &-algorithm to p. 

To estimate p and q we have to detect a sudden variation in the c-array. 

We are not compelled to built the whole array £rom (ch) 1 h l L T  : we have to compute 
n 

at least &q-p and E q-pfl ; for that we have to use at least 
2~ 2~ 

Ph for 

q-p 6 h 6 q+3p+l (T is supposed greater than q+3p+l. We shall give below conver- 

gence theorems for T -t + CO). A good sequential way to proceed is to compute the 

h n  
- ph and the NW-SE diagonal £rom E-h = SW-NE diagonal £rom - P-h after the 

O 

calculation of ph. 

B.5.4. - Examples. 

Most of the simulations have shown that the degrees of the process were well 

recognized, or that a few number of possibilities (with the true values among 

them) could be selected. Of course the method is not miraculous : when p is 

badly approximated we are unable to conclude anything or we give bad estimates 

of p and q. To prove the easiness of the method we give verifiable numerical 

examples : using a pocket computer Casio FX 702 P we have applied the rule (D) 

to the theoretical and empirical functions of processes, observations of which 

are given by Priestley C1981, cor en dix]. Because of the arithmetic of this computer 
we have kept six digits after the decimal point for p and three for 6. 

Example 1.- ARMA (2,2), P = q = 2- 

b' t c d  0,5Xt-2 + 1,4Xt-l + Xt = -091 Ut-2 - os2 Ut-1 + Ut 

Ut Q N(0,l). 



E-array built £rom the theoretical auto-correlation function. 



E-array built from the empirical auto-correlation function. 

1 ine 



E-array built £rom the theoretical auto-correlation function. 
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E-array b u i l t  from t h e  empir ica l  au to-corre la t ion  funct ion .  



Example 3 : MA(2) p = O q = 2 

V t c z  Xt = 0,2Ut-2 + 1 + Ut 

Ut Q N(0,l).  

E-array b u i l t  from the  t heo re t i c a l  autocorre la t ion function.  
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E-array built from the empirical auto-correlation function. 

This third example is a typical case of mistake on the estimation of q : 

p is well identified but q = 4-1. 

! A more precise study is needed ; however the identification as a MA(1) of this MA(2) 

l 
process is not too bad because the coefficient of 

Ut-2 is small compared to those 

Of Ut,l and Ut . 

B.5.5. - A few remarks on the computation. 

a) Using the usual arithmetic of the computer numerical results are sometimes 
CI CI 

better when the &-algorithm is applied not to p but to a sequence deduced from p 



Definition.- An application £rom k to R' is called a RO-transformation if 

and only if it transforms any sequence satisfying an homogeneous difference equation 

with constant coefficients of minimal Order N £rom the minimal Rank R in a 

sequence having the same property. 

;K 
For instance Tl : s -+ Tl(s) = as, a c R 

T2 : s 9 T2(s) 

n * 
'Vn o e (~~(s))~ = a s , u E R 

n 

are RO-transformations . 
~ We have specially used T2 with a = -1 : numerical results are better when 
1 

l the autocorrelation changes of sign at each lag ; when we have successive groups 

1 n A 

l of autocorrelations of the same sign, we apply the algorithm to ((-1) P ~ ) ~ ~  . 
l Rounding errors can be important when calculating the inverse of a difference of 

l two numbers close to one another. When the autocorrelations are rapidly small, 

na n, ;K 

we can use ((-2) pnIna or (a x (-1) P ~ ) ~ ~ ~  , a E B . 

Examples : 

Example 1 : Sunspot data. 

Many authors have fitted the series of Wolfer's sunspot numbers which can be 

found for instance in Anderson [1971] for the years 1749 to 1924. 

The entire series or subseries are often fitted by AR(2) models. With the 

h -. E-algorithm applied to ((-1) ph) we obtain 6 = 2 , Q = O for the entire series. 
A h A 

We give below the E-arrays built from (ph)-lghcl0 and ((-II ph)-lghGlo 

for the subseries studied for instance by Box and Jenkins 19761 and Gray et 

al Cl9781 for years 1770 to 1869 ; these two arrays illustrate very well Our 

considerations about RO-transformations. Gray et al had already used T2 with 

a = -1 in their paper. 

In the E-array built £rom (&h)-IO<ht10 no sudden variation can be detected ; 

we observe only four changes of sign in column O. The array built from 

h.. 
~h)-~oChcio gives us clearlg 6 = 2 and Q = O ; we observe sixteen changes 

of sign in column O. 



A 

Sunspot numbers ( 1 7 7 0  to 1869) - E-array built from ( P ~ ) - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  



h.. 
Sunspot numbers (1770 to 1869) - E-array built £rom ((-1) P ~ ) - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  



Example 2 : Given by Gray e t  a l  p 9 7 8 ,  P 93 . 
ARMA(2,l) p = 2  q = l  

0,68Xt-2 - 1 ,32Xt-l + Xt = - 0 , 8  Ut-l + Ut 

Ut % N(0 , l )  

E-array b u i l t  from (Ph) -2tht 12  



h - 
E-array built f rom ((-1) ph) -2ChG1 

The estimation of p and q £rom the first array is not possible when £rom 

the second the choice = 2, = 1 is obvious. 

b) When we have a good approximation of the autocorrelation function p and q 

can be found £rom a visual examination of the E-array. 

Numerical tests can be be built easily for instance by computing E" 2(k+l)  



and E;; l [ E Y ~  -' - 1 
and by comparing t h e s e  numbers t o  10 o r  1 0 - ~  o r  t o  a  smal le r  

number i f  p has  been wel l  approximated. We s h a l l  d e a l  wi th  s t a t i s t i c a l  t e s t s  

below. 

Sometimes s e v e r a l  p o s s i b i l i t i e s  can be kep t  ; then we have t o  use  an o t h e r  

c r i t e r i o n  ( l i k e  AkaTke's) t o  choose between them. 

c) To avoid rounding e r r o r s  it i s  b e t t e r  t o  compute t h e  E-array i n  t h e  set 

of r a t i o n a l  numbers. I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  Vary t h e  number of d i g i t s  f o r  p and 

e. 
d)  S ingu la r  r u l e s .  

n+ 1 
When E i s  c l o s e  t o  t h e  number E~ i s  g r e a t  and sub jec t  t o  

k k ' k+ l 

important rounding e r r o r s  which spread i n  a  sub- t r iangle  of t h e  a r r a y .  To avoid  

these  e r r o r s  p a r t i c u l a r  r u l e s  have been defined by Wynn r19631. Singular  r u l e s  

have been introduced f o r  t h e  case  where two o r  more successive numbers of a column 

a r e  s t r i c t l y  equal  by Wynn b9631 and C o r d e l l i e r  111971. We do n o t  d e t a i l  t h e s e  

r u l e s  he re  ; t h e  reader  i s  r e f e r r e d  t o  t h e  au thors  mentionned above. 

B.5.6. - P a r t i c u l a r  cases .  

a )  Moving average process  : minimal ARMA (0 ,q)  o r  MA(q) . 
The c r i t e r i o n  B.5.2. reduces t o  

and E: + O 

As seen i n  t h e  example 3 of B.5.4. t h i s  i s  t h e  usual  c r i t e r i o n  because 



b) Autoregressive process : minimal ARMA (p,O) or AR(p) . 
The partial autocorrelation function r = (rh)h21 of the process is generally 

used to recognize an AR(p). 

The functions r and p are linked by the following relationships : 

(Yule- 

Walker- 

\dh 2 1 equations) 
-41 ,h 

ph-l ................ 
-@O,, 

so that 

For an AR(p) , we have 

r # O  and r = O  if h > p .  
P h 

The criterion B.5.2. reduces to 

cn (p) = O tj n 3 -p+l { &-p # O . 
2P 

The numerator of E-P" (p) and the one of (-1)'rp+, are both equal to 
2P 

H-P+ 1 
P+ 1 : rp+l 

and (p) vanish jointly but the vanishings of cn 
2P * 

n 2 -p+l 
2P 

are equivalent to those of H , n > -p+l, 
P+ 1 

which are determinants of the same 

h 2 p+l are equivalent to those of 2-h 
order when the vanishings of r h '  (PI 9 

h 2 p+l , which are determinants of increasing order. 



More precisely we have : 

However this relationship is not useful to compute r : it is more complicated 

than (3). 

B.5.7. - Computation and estimation of the partial autocorrelation function. 
Durbin has given a recursive method to calculate (Qj ,h)Ogj<h-l , h a  1 :  

h h - 1 
'o,h+l = j = 1 'h-j ,hph+l-j )(l + j=l 1 @h-j,hPj) • + 

When p is estimated by e ,  the Yule-Walker equations give estimates 
CI 

('j ,h)~<~th-l 
of the parameters of an AR(h) fitting the data. Durbin's algorithm 

give estimates of (rh) hhl 
which are very sensitive to rounding errors and should 

not be used if the process is "close to non~tationarit~", i.e. if 4 has a root 

of modulus close to one. The partial autocorrelation function nay be evaluated 

by calculating the least squares estimate of the autoregressive parameter @o,h 

in successive AR(h), h b 1 kox and Jenkins, 1976 : program 3 (USES) page 50d. 

An other algorithm is very efficient to compute r £rom y : the quotient- 

difference algorithm of Rutishauser. This algorithm is closely related to the E- 

algorithm through orthogonal polynomials and continued fractions Brezinski, 19771 

and is defined as follows : 

q-d algorithm 
n n -  n+l n+l 

e 
applied to y = (y ) Qk+lek - qk k 

h h a  
n -  n+l n+l +et - qk 
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n n 
The quantities ek and qk can be disposed in the following manner : 

Theorem 4 . If the q-d algorithm is applied to the autocovariance 

function y of the second order stationary process X we have 

Proof : The result is obvious £rom the relationship 

n+l 
II qi = [A;+~ (Y)] Ij$+' (Y)]-' r~rezinski, - 1977, page 2611. 
i= 1 



Thus replacing y by r ,  we obtain Yule-Walker estimates (;hl hhl of 

(rh) hh 1 It is easy to see from (3) chat rh is a differentiable function 

i of (pl, p2, ..., ph) so that, using the assumptions and arguments given below 

for the E-algorithm, it is possible to get the same convergence theorems (almost 1 
l 

sure convergence of to rh and joint asymptotic normality of h 

fi(;h - rh) , l a  h a  s). 

B.5.8. - Other properties of the €-algorithm applied to the autocorrelation 

function p of a minimal ARMA (p,q) process. 

Theorem 5 (Bauer - Wynn invariant). - 
If p 2 1 then for n 3 q-p+l we have 

1 Proof : The existence of this invariant has been proved by Bauer [1957]. 

Wynn 0 9 6 6 1  has shown that for a sequence s = ( s ~ ) ~ ~  satisfying the minimal 

dif f erence equation f aisn+i = O ,  b n  > N  with f ai Z O we have 
i=O i=O 

with 

and ~ ~ ( 1 )  x ~(l)]-' = - @'(l) @(i)]-' . 
2k-2 

: The following arrays give I(n,k,p) = 1 (-1) E~(P)E~+~(P) and 
i=O 2 

~(n,k,p) for the ARMA (2,2) of B.5.4 (example 1) @(i) = 0,5z + 1,4z + 1 and the 

true value of I(n,2, p) for n 1 is 





h 

The mean of (I(n,2,p))lana6 is -1,1795. 

This is a good estimation of the true invariant. 



Theorem 6.- (Approximation of the roots of ) Pym, 19621. 
If p À 1 and if the roots (Xi) lGiGD of are real distincts and such 

-1 n+l 
that A < A ~ . .  1 1  then J E2i-l (p)I = hi, 1 d i d p 

P n++O0 
-1 n+l - 1 

and lim I[E~~-~(P)] E2i-2(~)}=hi 1 a i  G P  
n++W 

This theorem appears as a generalization of the well-known property that for 

an ARMA (1,q) with m(z) = m0z+l, we h a v e v n  a q , Pn+l 
- - 

so that v n  À q , k;(p)]-l x Entl(P) O = ' A;' 
n+ 1 - 1 

[E;(~)]-' E 1 (P) = (P,+~ + P ~ + ~ B ~  1 (-+,P,+, - pn+, = Al. 

It can be used to estimate the degree d of differentiation in a minimal ARIMA 

(p,q,d) process by counting the roots very close to one. This can be done only when p 

is very well approximated. 

B.5.9. - Convergence theorems and statistical tests on the E-array. 

To give convergence theorems we have to make the following assumption : 

where Mt, t c Z is the a-£ ield generated by sat ' (Of course condition (E) 

is fulfilled when the (Ut)tcz are i.i.d.). 

Theorem 7. - Under assumption (E) we have 

P&aod : X is a stationary ARMA process so that, under assumption (E) we have 

[~annan and Heyde, 1972, theorem O 



It is easy to see £rom its determinantal expression (B. 5.1. ) that &k(s) 

is a differentiable function of ( S ~ , S ~ + ~ , . . . , S ~ + ~ ~  > 
The conclusion follows. . 
Corol1ary.- We have obviously almost sure convergence of ~(n,k,e) to 

I(n,k,p) and a similar result for the approximation of the roots of @ (under 

hypothesis of theorem 6 1 .  

We can obtain strong consistency of 6 and Q , estimates of p and q. 

Suppose that K is an integer strictlg greater than 3p+q. Let &(K) be 

the E-array (even columns) built £rom (ph)-KLhLK . As K > 3p+q the numbers 

E ~ ' ~  and & q-p+l are in E (K) . We suppose that 
2~ 2~ 

n n 
m = min 1 oÎk 1 > O where the min is takcn over the numbers E 2k of &(K) 

k = p and n a q-p. 
Suppose that a is a known number such that 

The above conditions are usually verified. For each T we built &(K,T), 
#. 

the E-array (even columns) £rom (ph)-KahgK . 

We define 6 as follows : 

( 6 = O otherwise. 

The set over which the min is taken corresponds to the S.W.-N.E. diagonal 

£rom &O(;) in &(K,T). 



6 i s  then defined by : 

l 
l 

A 

r 4 =  min {kl ~ E $ ~ ~ ~ I  < a and / E ~ - ' /  > a} i f  t h i s  s e t  i s  non empty 
f i ~ a ~ ~ - $ -  1 26 

i 6 = O otherwise. 
1 
I 
1 

The s e t  over which the min i s  taken corresponds t o  the column number 2; 

i n  E ( K , T ) .  

Theorem 8 . (fi,:) defined above converges almost sure ly  t o  (p,q) i . e .  

f o r  T grea t  enough 6 = p a . s .  

and { = q a.s .  

n A n 
Proof : As ~ ~ ~ ( p )  +- ~ ~ ~ ( p )  a . s . ,  O < k G p we have f o r  T grea t  enough 

( 6 )  a*s. ,  k < ~  

k = p and n a q-p 

18;k(6) 1 < a a - s . ,  k = p and n 5 q-p+l. 

Thus p = p a. S.  and therefore  

Theorem 9 .- Under t h e  nul1 hypothesis H : 
O 

f o r  n à q-p+l cn (p) = 0 ,  the  vector  
2~ 

n n2 
= I l 2 ( €  ' (6)  ,E2p(e) ,  . . . , E Z i ( ~ ) )  where k € N* and n 2 VP+l  lCick, 

2~ i 
converges i n  d i s t r i b u t i o n  t o  a gaussian random vector  of mean O and of covariance 

matr ix J $ J'  

1 
n 

J i s  the  jacobian matrix of 
k 

( E ~ ~ , . * . , €  1 a t  ( P , , P ~ , . . . , P ~  +2p 
2~ 

1 ; 
k 

J' i s  the transposed matrix of J ; 



2 
Proof : Let us first remark that 1 i Yi < + . 

i= 1 

(the Y s have been def ined in (2) of B. 1 . ) : l 

D(Z)J-' is analytic in the disc D(O,l+B) = {z / 1.1 < l+B} ,  B > O small enough ; 
l 
1 

CO CO CO l 

i I 
thus the series 1 Yiz , 1 y:zi and 1 i y:zi have radius of convergence 

i=O i=O i =O I 

strictly greater than one. 1 

1 

1 

Therefore the conditions of Hannan and Heyde C1972, theorem 31 are fulfilled and I 

l 
112 A we can conclude that the joint distribution of T (pi - pi) 1 C i G nk+2p 

converges to the normal distribution with zero mean vector and covariance matrix $. 
n 

As already noticed, cZk(p) is a differentiable function of (pn,p,+, , . . . , P ~ + ~ ~ )  . 
The conclusion follows £rom the theorem 2.9.2. of Mardia, Kent and Bibby. . 

Corol1ary.- If rank (J Z J') = k the distribution of the real random 

2 
variable V(J E JI)-IV' converges to x (k). 

1 The matrix J is computable £rom minors of Hankel determinants. We 

1 don't know if it can be deduced more rapidly £rom the E-array. In practice J 

l can be approximated by means of a numerical derivation method. We shall have to 

I estimate J Z J' from to test the hypothesis Ho from the E-array. Beguin 

l et al have probosed similar tests for the corner method. 

B.6. The R-S algorithm. 

As the &-algorithm has been defined by Wynn to avoid the evaluation 

i of determinants in the Schanks transformation, the R-S algorithm has been intro- 

duced by Pye and Atchison to compute the G-transformation which has been intro- 

duced essentielly to evaluate improper integrals of the first order. We shall 



not deal with that subject here. This transformation involves the computation of 

-1 n' the quantities K-l   AS^ I-Ik(s) and [$(s)]-' H;(AS) . 
The computation of these quantities is the keystone of the paper of Gray et al. i 

It is possible without any evaluation of determinant owing Oo the following algo- l 

B.6.1.- Definition of the R-S algorithm. 

e 
Let s € R  

B.6.2.- Properties of the R - and S arrays. 

Theorem 10.- 

V ~ E K  v n e ~  
-1 n 

Qs) = [$-l(~s)] Hk(8) 

this theorem has been proved first by Pye and Atchison. Using the theory of ortho- 

gonal polynomials, Brezinski Cl9791 gave an other proof of this result and many 

relationships between al1 the algorithms considered in the present paper. We continue 

to suppose that al1 the denominators considered are different £rom zero. 

The paper written by Gray et al is much detailed and contains many examples. 

We are going to show that the three basic theorems of this paper can be easily 

deduced £rom Our above results. 

Theorem 1 1 .- 
n 

Let s F~R' and N N E  , S ((sisanon nul1 constant, as a function 
k 

of n, for n > N if and only if there exists a sequence (ai)~<i<k of real 

numbers such that 



k 
1 a i # o  
i=O 

k 
and aisn+i = O , t j n > ~  . 

i=O 

Proof : To use the fundamental property B.5.2. we have only to remark that 

n n 
ek(s) and Rk+l (s) have the same numerator q+l (SI. 

We have eL(s) = O , n > N 

n if and only if Rk+l(s) = O , b'n > N. 

B.6.1. shows that this last condition is equivalent to sn(s) k constant non 

null, as a function of n for n > N. 8 

Theorem 12 .- A second order stationary process admits a minimal ARMA(p,q) 

representation if and only if its autocorrelation function p is such that 

\ and S;-'(P) # C l  

(Cl is a non null constant). 

Proof : Straightforward from theorem 1 1  and the characterization of a minimal 

ARMA (p ,q) representation. 

Theorem 13 .- The necessary and sufficient condition of theorem 12 can be 
replaced by 

f s;(P) = c2 V n G -q-p 
and ~ k ~ - ~ + ~  (PI # c2 
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Proof : As the autocorrelation p is an even function the &-array built 

f rom (ph) -K&MK 
is symetric. The middle of the column 2k is occupied by 

E - ~  and is a symmetry center for the column : 2k 

The condition (p) = O t'n L q-p 

is equivalent to the condition 

'which is itself equivalent to 

Using B.6.1. we conclude as in the proof of theorem 1 1  

The constants Cl and C2 can be calculated easily £rom the determinantal 

n 
expression of S (p) and are respectively equal to (-l)P$(l) and to k 

The R-S algorithm is a little more complicated than the €-algorithm and 

needs more operations. Usually the two methods give the same result (see for 

instance examples 1 and 2 of B . 5 . 5 . ,  also given in Gray et al). When there is a 

doubt, a comparison between the E,  R and S arrays is useful. 

B. 7 .- The corner method kéguin et a q  . 
This method is based on the computation of 



1 It i s  easy t o  s ee  t h a t  
I 

l 

Hi- j + 1 i - j+ l  (p) i s  the  numerator of E (p) .  Using theorem 3 i n  B.5.2. 
j 2Cj-l) 

we e a s i l y  deduce the  corner charac te r iza t ion  of Beguin e t  a l .  

and on t h e  theorem 1 i n  B. 2 .  

l Theorem 14 .- A second order  s t a t i ona ry  process admits a  minimal ARMA (p,q) 

representa t ion  i f  and only i f  i t s  au tocorre la t ion  funct ion p i s  such tha t  

A( i , j )  = O v i > q + l  and j , p + l  

A ( ~ , P )  + O ' d i h q  

A(q,j)  z 0 d j r p .  

l 
Proof : The condit ion 

1 i s  equivalent  t o  

A(i,p+l) = O b'i 2 q+l 

and A(q,p+l) f O 

so t h a t  the condition of the theorem i s  redundant ; t h i s  i s  t o  show t h a t  we have 

t o  d e t e c t  a  corner of zeroes.  The given condit ion can be obtained by using the  

recurrence r e l a t i onsh ip  between Hankel determinants (B.4.3. (3))  which becomes 

i - j+ l  
i n  terms of A ' ( i , j )  = H j  (PI : 



The quantities A i , )  can be disposed in the following way : 

Suppose that we have computed this array from the autocorrelation function 

of a minimal ARMA (p,q) process. 

A1(i,p+l) = O y i > q+l 

Ihen{and A'(q,q+l) # O  . 

From (G) we have At(p,q) # O and At(q,p+2) # 0. 

If A'(q+l,p) = O we have A'(q+2,p) = 0, 

At(q+3,~) = O and so on, i.e. A1(i,~) = 0, Y i 3 q + l .  

This contradicts the minimality of p. 

Thus A'(q+l,p) # O and A1(iyp+2) = 0, t/ i 2 q+ 1 . We have shown that 

(F) implies 



Therefore A'(~, j) # O v j  L P  

and A1(i,j) = O  1 v j  > p + l .  

As A' (q+l ,p) # O , (G) shows that 

A1(q+2,p) # O and so on, i.e. 

A1(i,p) # O, i L q. . 
In their paper, Beguin et al give properties of the A-array and statistical l 

testing procedures. This method has been recently used by several authors in 

their investigations in time series domain. 

Liu and Hanssens have used a modification of it to identify parsimonious 

rational forms of transfer functions. They illustrate their procedure by a 

simulated example. They also mentionned in their work a forthcoming paper by 

De Gooijer and Heuts which contains critical remarks and applications of the corner 

method to examples. 

C. The vector case. l 
The direct estimation of p and q in the multivariate case, £rom the empi- 1 

1 
rical auto-and cross-covariances has been much less studied than in the univariate I 

case. 

Recently Box and Tiao have proposed an extension of the determinantal methods, 

but their paper deals little with this subject. They Say to be "studying sampling 

properties of estimates of appropriate functions" of matrices of determinants built 

£rom (R(s))~,~ . Our method is based on the matrix and vector E-algorithms but 

is no longer a determinantal one because these algorithms are not expressed in 

terms of determinants. We shall only give below the outlines of this extension to 

the multivariate case. It is detailed in [~erlinet, 19841 where other algorithms 

are also considered. 



C. 1. - Notations and assumptions . 
Let n be a fixed inteeer strictly greater than 1 and 1 = {1,2, ..., n}. 
I T ~  C&) is the real vector space of processes (Xt) tcC taking their values 

in IRn, defined on a probability space (R ,  A ,Pr) and such that t E Z EXt = 0. 

v2(X) is the subset of IT~(C) of second order stationary (wide sense) 

processes : 

E(Xk,tXL,S) depends only on k,L and (t-s) and will be noted RkSe(t-s). 

(We have 

For s € Z we note R (s) = (R. .(s))~~~ . X 1 J  

j €1 

We cal1 multivariate white noise of covariance matrix C ( # 0) any element 

U of r2(Z) such that E(U~UA) = GtsC. 

The components of U are n univariate whitenoises (possibly correlated) but 

such that Ui,t 
and U. are not correlated if t # S. 

J 7s 

C.l.l.- Multivariate ARMA models. ...................... 
An element X = ( X  ) of n2(Z) is said to admit an ARMA (p,q) representation t t€k 

if there exist matrices A. , Al , ... , Ap = In 

and a multivariate white noise U such that 

C.1.2.- Remarks. ------- 
a) Generally it is impossible to transform equation (5) in a system of n 

equations, each of them beeing an univariate ARMA representation of XiSt , i E 1. 



l b) If i A. = O, X is a multivariate moving average MA(q) or ARMA(0,q). 
1 

C) If Y i  B. = O, X is a multivariate autoregressive process AR(p) or 
1 

ARMA(p,O) ; 

P-1 
d) if we note a(z) the polynomial matrix In + A ~ Z P - ~  and B(z) the 

q- 1 i=o 
polgnomial matrix In + ~ ~ z ~ - ~  equation (5) can be written as 

i=O 

1 

C. 1.3 .- Existence, hxertibility and ide;tifiabiLi.iy. 
The problem of identifiability of multivariate ARMA processes (that is the 

determination of the matrices (Ai)OCicp-l and f rom the covariance 

matrices of X) is much more complicated than in the univariate case [~annan, 1969; 

Deistler, 1980 ; Priestley, 19812. 

Theorem 15 .- If det a(z) # O for lz 1 c 1 (existence and stationarity 
condition) 

and det B(z) # O for lz 1 c 1 (invertibility condition) 

there exists only one element X of ~ ~ ( 2 )  verifying (5). 
03 

S 
Moreover t o L , Xt = Ts Ut-. where Ts is the coefficient of z 

s =O 
in the Taylor series expansion of T(z) = b(z)]-l~(z) (To = In). 

1 Among al1 the ARMA representations of the same process we shall cal1 canonical 

I ARMA representation (when it does exist) the one which has the lowest degree p (of 

l autoregression) among those which have the lowest degree q (of moving average) 

and which, moreover, verifies rank A = n and:agreatest common left divisor of 
O 

a(z) and ~ ( z )  is In. Such a canonical mode1 is identifiable (we have taken for 

A and B a condition slightly stronger than that given by Hannan [1969] : 
O O 

rank [A~ : B J = n) . 
We shall suppose in the following that X verifies the above conditions and 

has a canonical ARMA representation. We have only considered 



covariance matrices because in the multivariate case correlation matrices have not 

the properties of the autocorrelation function in the scalar case : in general the 

cross-correlations are not symmetric and may attain their maximum absolute value 

(less than or equal to one) at any lag. 

c. 2. - F~~bamental-thegre~ 16 : characterization of the de9rees of a ca~ogicaI-ARMA(~,q) 

representation. -- ----------- 
p and q are the degrees of the canonical ARMA representation of X if and only 

if the sequence (R(S))~~ of its covariance matrices satisfies a difference equation 

with constant matrix coefficients of minimal order p £rom the minimal rank (9-p+l) : 

det A. # O 

Proof : As in the univariate case, necessity is obvious by calculating 
D 

Sufficiency is derived from the multivariate extension of the case p = O 

Derlinet, 1982 (b)] . 

Therefore we are in the same situation that in the univariate case : we have 

to find an algorithm which gives us the minimal rank and the minimal order of a 

difference equation satisfied by a matrix sequence. From the part B of this paper, 

a natural extension is the use of the matrix &-algorithm : the rule (D) (B.5) can 

be applied to matrix sequences. An other possibility is the use of the vector E- 

algorithm applied to the column vectors of the matrices : we use the rule (D) 

with the following definition of the "inverse" of a vector of R~ : 



Theorem 18 states that the above condition is necessary and sufficient in the 

- 1 Definition : Let y E iRn, y # O. The inverse of y, y , is the vector 

y/ / /y / 1 where 1 1 1 1 is the euclidian norm. 
1 
1 

1 

However, in this case the theorems on the e-algorithm we shall use only give 

usnecessity of the vanishing of terms of the E-array. This differs £rom the scalar 

case for which we have given a necessary and sufficient condition. 

C.3.- The matrix E-aigorithm. 

The following theorem is a consequence of the theory of Padé approximants upon 

non-commutative algebras [~raux, 19831 and of theorem 16. 

Theorem 17.- Let X be an element of .rr (2) admitting a minimal ARMA (p,q) 
2 

representation. If the matrix &-algorithm is applied to the sequence R of 

autocovariance matrices of X then 

case p = 1 .  

Theorem 18.- The process X admits a minimal ARMA (1 ,q) represen- 

tation if and only if 

Proof : Under the usual assumption that al1 the quantitiesinvolved in the 

theorem are computable : 

C (e2(R) = O, L à q) <=> (There exists a constant matrix A. such that 

1 1 q , AoR(e) + R(L+l) = O). 

We conclude by using theorem 16. 1 



The vector  &-algorithm. ___ _-----_--- --- ----- - 
1 

The matrix &-algorithm involves a matrix inversion f o r  the  computation of each 
l 

matrix of the  array so t h a t  t he  vector E-algorithm, which seems t o  be more s t ab l e  

has been more extensively studied : pa r t i cu l a r  and s ingular  ru les  have been found 

k o r d e l l i e r ,  19771 ; it can be used t o  solve systems of non l i n e a r  equations and t o  

compute the eigenvalues of a matrix E rez insk i ,  1 9 7 g .  

The numerical examples lead us t o  think t h a t  the necessary condition given i n  

the following theorem i s  a l so  s u f f i c i e n t  but . t h i s  converse has not  ye t  been proved. 

~ Nevertheless t h i s  theorem allows us t o  s e l ec t  a few number of p o s s i b i l i t y  f o r  p and 

Theorem 19 .- Let X be an element of n 2 (Z) admitting a canonical 

ARMA(p,q) representat ion.  I f  we apply t h e  vector &-algorithm t o  the  sequence of 

vectors  ('i, l'kit where "i ,L i s  t h e  ith column vector of R(&) then 

where m. i s  the degree of the  minimal polynomial of t he  matrix 
1 

- 1 
and we have m. n p & mi. 

1 

Proof : S t r a igh t f  oward  f rom our assurnptions and theorem 95 of Brezinski 9773 . 



We shall come back on the comparison between the two algorithms with numerical 

examples (real or simulated), on the invariants and on further investigation of the 

properties of the algorithms studied above in the vector as well as in the scalar case 

in a next paper. 
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Annexe 1 - 01 

ANNEXE 7 - (Ex,tn& de Pub. 1REM - LLUQ - V o l .  3 - F a c .  6 - 7 98 7 ) . 

1 - SIMPLlF7CATlON DES EOUATlONS AUX DIFFERENCES STOCHASTI9UES.- 

* 
On désignera par II(Z') l'espace vectoriel sur R des processus 

réels, centrés, indexés par 2 et définis sur l'espace probabilisé 

(nYAyPr) , par X (27) le sous-espace de II(2) constitué des processus b 

(X t) tEz! 
du second ordre bornés en moyenne quadratique (i.e. 

2 sup E(xt) < + m) et par ïï (a) le sous-ensemble de IIb(Z) constitué 
st 

te2' 

des processus stationnaires (au sens large : l'autocovariance 

E(Xt Xt+h) ne dépend que de h E 2) . 

On notera B l'automorphisme de II(@ qui, au 

processus associe 
(Xt) tE2 B((xt)tEz) = ( x ~ - ~ ) ~ ~ ~  i 

R[X] désignera l'anneau des polynômes à une indéterminée, 

à coefficients dans IR. 

P 
p-i Pour tout élément P de R[X] tel que P(z) = 1 a. z 

1 
YzE:IR 

i=O 
P 

on notera P(B) l'endomorphisme 1 ai B ~ - i  
i=O 

2 O ) EquaLLoa aux ckbbetLenc~ a;tachan;tiyuu. 

soit u =  (u) ~ïï(27). Soit x =  ( x ~ ) ~ ~ ~  E n(Z) Y 
t tEZ 

tel qu'il existe 4, E R[X]Y e 1  E R[X] vérifiant b l  (B) (x) = B I  (B) (u) . 
($l#o) (e ,#O) 

Soit @ = {P E R[X] 1 3 Q E R[X] tel que P(B) (x) = Q(B) (u)} 

et @ = {Q E R[X] ' 1  3 P E R[X] tel que P(B)(x) = Q(B)(u)) 

.......................... 
( )  On identifiera les processus qui sont modification l'un de l'autre. 



Q et 8 sont des idéaux de R[X] , donc 

(9 est l'ensemble des multiples d'un polynôme 4 et l'ensemble 

des multiples d'un polynôme 8. 

Si les variables aléatoires réelles sont linéairement 

1 
indépendantes dans L (Pr), à tout polynôme P E correspond un unique 

polynôme l(P) E tel que P(B) (x) = l(~) (B)(u) ; en effet, la relation 

P(B) (x) = QI(B) (u) = Q (B) (u) entraîne la nullité d'une combinaison 
2 

linéaire finie des (ut) tal . 

On définit ainsi une application linéaire 1, surjective 

(par définition de 8 ) mais non nécessairement injective de <P sur @ 

et il existe un unique réel o tel que l($) = uoO ; en effet, si 
O 

l($) = Qû et L(P@) = 8 on a L(PI$) = PQ8 = 8 donc PQ = 1 et 

P et Q sont deux constantes inverses l'une de l'autre. 

Pttopo4Xon 1 . -  Si les processus x et u appartiennent à 

II (Q, les polynômes 4 et 8 n'ont pas de racine complexe de module 
b 

différent de 1 en commun. 

Démonstration : Supposons que $(A) = 8 (A) = O avec 

a) Si X = O comme B est injectif on a I$~ (B) (x) = 8 (B) (u) 

ce qui contredit le fait que et 8 soient les générateurs respectifs 

des idéaux et @ . 
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b) Si A E IR* supposons que la restriction de (B-AI) à Iib(Z) 

I ne soit pas injective. Il existe Z E Iib(lP) , Z f O tel que 

(B-AI) Z = 0 

donc tJt E a 
zt-l = A Zt 

tjt € a -t et Zt = A Z avec Zo # O 
O 

2 
s i  < 1 limE(Zt) = + a  

2 
; si lAl > 1 limE(Zt) = + a ,  

t-t-w t++w 

ce qui est contradictoire avec le fait que Z E IIb(@ . 
I 

On a donc encore + (B) (x) = 8 (B) (u) et on conclut comme au a) . 

Supposons qu'il existe Z E IIb(2) , Z # O tel que 

2 ( B ~  - (2ReA) B + 1 A 1 1) Z = O 

1 équation aux différences finies dont l'équation caractéristique a pour 

1 solutions - 1 
et - - 

A A 

donc bt E Z - B - -  + -  
Zt , t :t 

Z et Z1 étant réels on a Z = (a + B) E IR 
O O 

et (Aa + AB) E IR 
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donc - a + B = O  et a 3 B  

si 1x1 > 1 h = r e  i8 = rt cos te 

r~:] 1 ,+m[ 

er [O, 2" C 

On peut donc trouver une suite k a  
d'entiers relatifs 

L 
tels que lim E(Z ) = + m et on peut conclure de la &me façon 

k*m k 
qu'au b) . 

C 0 t ~ a ~ U . h . -  Dans ' Il (Z) on peut "simplifier" l'équation 
b 

$(BI (XI = 8 (BI  (u) en 

$] (B) (x) = 8 (B) (u) (cas a) et b)) ou en 

$2(B) (x) = B2(B) (u) (cas cl) 

lorsque $ et 8 ont en commun une racine X de module différent de 1.  
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X(n) vérifie une équation aux différences finies à coefficients 

constants d'ordre minimal K = 2 à partir du rang minimal N = 1 .  
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Exemple 2. - 

Ordre minimal K = 2 Rang minimal N = 2 
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(les premières valeurs des exemples 3 et 4 ont été générées par un programme 

simulant une variable normale centrée réduite). 

Ordre minimal K = 2 Rang minimal N = 3 - 

L'équation aux différences est la même qu'à l'exemple 2, donc 

aussi le polynôme caractéristique, les racines et l'invariant. 
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Ordre minimal K = 3 Rang minimal N = 3 
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SOM€ USEFUL ALGORlTffMS 1N TlME SERZES ANALYSlS 

A b a a a c t  : In the first part of this paper we re-state some properties of the 

l €-algorithm applied to the autocorrelation function of a univariate ARMA 

process and how to use it to estimate the unknown degrees of such a process or, 

more generally, of parsimonious rational forms of transfer functions. We also 

show how general orthogonal polynomials can give results about the fitting of 

time series by means of autoregressive processes, without any reference to 

spectral theory. In the second part we use two extensions of the scalar 

€-algorithm to estimate the degrees of multivariate ARMA models. 
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In this paper we deal with algorithms which are well known in nume- 

rical analysis, which are very easy to cornpute, of low cost and which provide 

a preliminary estimation procedure for parameters of a mode1 directly from the 

empirical autocovariance function. In the first part we re-state some properties 

of the &-algorithm applied to the autocorrelation function of a univariate 

ANIA process and how to use it to estimate the unknown degrees of such a 

process or, more generally, of parsimonious rational forms of transfer 

functions. In this case the &-algorithm can be expressed in terms of deter- 

minants. Two other methods have been used to estimate the degrees : the 

R-S algorithm r ~ r a ~ ,  - Kelley and Mac 1ntir4 and the corner method @éguin, 

Gouriéroux and Monfor4 ; these are also determinantal methods. Their links 

with the E-algorithm have been studied in r~erlinet, 1982(b)]. We also show, 

without any reference to spectral theory, how general orthogonal polynomials 

can give us results about the fitting of time series by means of autoregressive 

processes, and therefore,about the computation of the partial autocorrelation 

funct ion. 

In the second part we use the extension of the characterization of 

moving averages given by Ansley, Spivey and Wrobleski for univariate 

processes to characterize minimal ARMA (p,q) representations. Two 

extensions of the scalar &-algorithm are used to estimate p and q : the 

vector and the matrix &-algorithm. 

We shall use definitions arid properties of ARHA processes whicl-i are 

detailed in r~oeanov, - 19671 , r~annan, 19701 , C~nderson, 197g , 

Priestley, 19811, and some results well known in acceleration of convergence ; 

see [~rézinski, 1977, 19801 for the theoretical aspects and proofs of theorems 

and [~rézinski, 19781 for the practical ones (FORTRAN programs) . 



8 - UNIVARIATE CASE. - 

This case has been examined in detail in [~erlinet, 1982 (b)] where 

proofs and examples can be found. We will simply re-state here the basic 

properties of the c-algorithm and give three applications. We will suppose that 

al1 the quantities involved in the following are computable. This is a usual 

assumption when sequence transformations occur. 

8.7. - No.td2ov1~ and anaumpkiom. 

Let X = (X ) be a real stationar~ (wide sense) process ; we suppose 
t tsZ 

without loss of generality that E X t = O  ,vt E Z . 

Let Y = (yh) hEC and P = be respectively the autocovariance 

and autocorrelation function of X : 

X is said to be an AutoRegressive Moving Average process of degrees 

p and q (ARMA (p,q)) if it satisfies the following stochastic difference 

equat ion 

where 4, + @p 
= 1 

(C> 

- 2 
U ‘ (Ut) is a white noise (EUt = O , EUtUs - o 6ts , o > O) 

\ 

( 1 )  can be written as +(B)(X) = 8(B)(U) with 

P 
@ ( z )  = 1 miz p-i 

i=O 
9 q-i 

e(z) = eiz 
i=O 



B is the backward shift operator : 

It is well known that a sufficient condition for the existence 

and unicity of a second order stationary (wide sense) process satisfying (C) 

is that the roots of 4 are of modulus strictly greater than 1. We assume 

that the roots of 8 also verify the above condition so that U 

is the innovation process of X. Then, we have the following expansion for 
Xt : 

- 1 
where the c 's are the coefficients of the Taylor series expansion of [4 (zg j 

(c = 1). 
O 

Representation (1) will be called minimal when p and q are as 

small as possible i.e. when @ and 8 have no common root. 

It is well to note that under the above assumptions an equation such 

like (1) can be simplified when @ and 8 have in comon roots of modulus 

strictly greater than 1. 

For any sequence s = (s,),~ 
of real numbers we note 

i~ As the sequence (sn+] - Sn)nc~ . 
k k.- 1 

J: A s the sequence A(A s) , k 2 2 . 

i~ $(s) the Hankel determinant of s of order k £rom the rank n : 



8.2. - Fundamenkae fieohm 7 : Chattaclt&za.&ion 0 6  .the degtteu 06 a 

minUn& ARMA k e p h u e W o n  [8égwn et cd] . 
The second order stationary process X admits an ARMA (pYq) minimal 

representation if and only if the sequence p satisfies a difference equation 

of minimal order p £rom minimal rank (q-p+l) : 

If we dispose of an algorithm which, applied to a sequence satisfying a 

difference equation, gives us the minimal rank and the minimal order of this 

equation, we are able to recognize a stationary minimal ARMA(p,q) and to 

calculate p and q £rom the sequence p, or £rom a sequence deduced £rom p 

and satisfying a difference equation of the same minimal order £rom the same 

minimal rank. 

However, in practice, we only observe Xo, ..., XT and we do not know p. 

A natural strategy is to apply Our algorithm to an estimate of p, computed from 

Xo, ..., XT and if X is an ARMA(p,q) to estimate, from the results, the degrees 
A 

p and q. As an estimate of p we have used in the following p, the empirical 

autocorrelation function. This is not a restriction, other estimates can be used 

(and sometimes give better resu1ts);for instance,smoothed autocorrelation derived 

via spectral analysis. 

The &-algorithm is a recursive lozenge algorithm firts defined by 

Wynn L1956] as follows : let s = 
iZ 

(Sn)nc~ 
be an element of IR : 



B. 4.1 . - Theohm 2 : V d M n a n i t a e  d a m  od t h e  & - @ o a h m  

[ ~ynn ,  1 9 5 6 3 .  

Let k c N  , n s Z  

B. 4.2. - Theohm 3 : FundcuneW pmperrky 0 6  t h e  E-dgottiithm. 

Let S cIR , k E N  N s L and s = 
('n'na 

n A necessary and sufficient condition for E*~(s) = S , Vn /n. N , is 

the existence of a family 
(ai)~Si<k 

of real numbers such that 

/ 

From B . 2 .  and B . 4 . 2 .  we get : 

T h e ~ h m  4.-  The second order stationary process X admits a minimal 

ARMA(p,q) representation if and only if 



I n  the  E-array, only columns corresponding t o  k being even w i l l  be 

of i n t e r e s t  t o  us. It i s  poss ib le  t o  compute on ly  these  columns, using the  

cross- ru le  of Wynn 119661 : 

A minimal ARMA(p,q) process i s  the re fo re  charac ter ized  by the  following 

even columns i n  the  E-array b u i l t  £rom i t s  au tocor re l a t ion  funct ion  p : 



8.5. - E~Zimcr;tion 0 6  p - and q. 

We suppose that we have observed realizations X , XI, ..., XT of a 
O 

minimal ARMA(p,q) process X the degrees, coefficients and mean of which are 
n * 

unknown. We compute the empirical autocorrelation function P = 

A A 

and we apply the E-algorithm to p or to a sequence deduced £rom p by 

means of some transformation : numerical resul ts 

are better when the autocorrelation changes sign at each lag ; when we have 

successive groups of autocorrelations of the same sign, we apply the algorithm 

nh 
to ((-1) Pn)mE . Rounding errors can be serious when calculating the inverse 
of a difference of two numbers close to one another. When the autocorrelations 

n- n- + become small quickly we can use ((-2) pnInEz or (a x (-1) P ~ ) ~ ~ ~  , a c R , 

for instance. 

To estimate p and q we have to detect a sudden variation in the 
CI 

E-array. We are not compelled to build the whole array £rom (ph)IhlCT : we have 
n 

to compute at least E q-P and E q-p+l ; for that we have to use at least 
2P 2~ ph 

for q-p < h 5 q+3p+l (It is assumed that T is greater than q+3p+l). 

A good sequential way to proceed is to compute the SW-NE diagonal 
A A 

£rom Eh - 
O - ph and the NW-SE diagonal £rom E - ~  = -h after the calculation 

O 

8.6. - E x a m p l a .  

Most of the simulations have shown that the degrees of the process were 

correctly estimated, or that a small number of possibilities(with the true values 

among them) could be selected. Of course the method is not miraculous : when p 



is badly approximated we are unable to conclude anything or we give bad 

estimates of p and q. Other examples can be found in [~erlinet, 1982 b]. 

B. 6.1 . - Example 1 : Sun~po;t data. 

Many authors have fitted the series of Wolfer's sunspot numbers which 

can be found for instance in Anderson [1971] for the years 1749 to 1924. 

Th,e entire series or subseries are often fitted with AR(2) models. With 
A A 

h A the E-algorithm applied to ((-1) ph) we obtain p = 2 , q = O for the 

entire series. A more refined analysis of the sunspot series, using different 

models (linear, bilinear and threshold models) and Akaïke's information criterion 

can be found in @riestley]. Gray et al also deal with this example, using the 

R-S - algorithm. 
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h - Sunspot numbers (1770 to 1869) - E-array built from ( ( - 1 )  P ~ ) - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

8.6.2. - Examp.ik? 2 : Given by Gray et al [1978, p. 91. 



E-array b u i l t  from ('h)-2rhi 12 

h* 
E-array b u i l t  £rom ( ( - 1 )  



The estimation of p and q £rom the first array is not possible 
h * 

when £rom the second the choice p = 2 , q = 1 is obvious. 

ô. 6 . 3 .  - Example. 3 : Ga6 &tnace. data [BOX and Jenkins Series JI 
This example hasbeen dealt with by Liu and Hanssens using the corner 

method. We give it here for comparison. 

The method is straightforward and needs no "prewhitening". We shall 

use notations and results of Box and Jenkins [1976, p. 3781. 

Suppose that the transfer function mode1 
CO 

may be parsimoniously parametrized in the form 

Y t 
= 6-1 (B) w(B) Xt-b + Nt 

where 6(B) = 1 - 2 
6 1 B - 6 2 B  ...... - 6  B~ 

r 

3 
and w(B) = w o - w  B ............. - w  B', (b,r,s) . 1 s 

From the empirical autocovariance function of the input Xt and the empirical 

cross-covariance function between the input and the output it is possible to get 
6 

rough estimates v. of the transfer function weights v. , O Y i < K , by 
1 1 

solving a linear system. The weights satisfy a difference equation of minimal 

order r £rom minimal rank b + s - r + 1 and the first b are zero. For 

gas furnace data the estimates of the weights are : 

If we apply the &-algorithm to i * 

( - 1  (vi)Osis 13 we get the following 
* * 

array (we have to use the singular rule of the algorithm because v8 = - v9). 

Details about particular and singular rules can be found in [~rézinski, 1977, 



I From this array we can select a small number of models to study more 

precisely. They must satisfy 

* b E {1,3)  

* ( r = O  and b + s = 6 )  or ( r = 1  and b + s = 5 )  

Box and Jenkins only consider the case b = 3 and r 2 1 , for which they 

conclude r = 1 and s = 2. In that case,we get the same values directly £rom 

the array. 



B .  7 .  - Ukhm p a a p d c u  ad khe E-atgorrA/thm appUed t a  khe 

aLLtacom&.Cian bunctian p 06 a minimal ARMA(p ,q)  pxaccua. 

B. 1.7 . - Theaaem 5 ( Baum - Wqnn inva/Uant) . - 

! I f  p  5 1 , then f o r  n  3 q-p+l we have 

2k-2 
i n *  n A Example : The fol lowing a r r a y  g ives  I ( n , k )  = 1 (-1) E ~ ( P ~ ) E ~ + ~  (13') 

i = O  
CI 

f o r  sunspot d a t a ,  where 
h A  PA = (-1) Ph : 



B .  1.2. - O ~ ~ U L  &ULL&~ : (detailed in [~erlinet, 1982 (b)]) . 
When p is very well approximated, the E-array provides estimates of 

the roots of 4 .  

Under usual assumptions one can get convergence theorems for the 

2 
elements of the E-array, which lead to x -tests. 

B. 8. - Au;to&e,g&ubiam and g e n d  otthogoY1CLe potynotniah. 

To estimate the dimension of a model, a very useful parameter is the 
1 

1 

partial autocorrelation function : if it vanishes on rp, + -[n IN , the series 
l 

I 
is an autoregression. We can associate to any autocovariance function of a 1 

l 

stationary second order process a functional on IR[X], vector space of 
I 

polynomials with real coefficients, and general orthogonal polynomials 

r~khiezer, 1965 ; Brézinski, 1980 ; Draux, 19811 with respect to this functional 
! 

which are very useful to compute the partial autocorrelation function l 
r = (rh)hEN* and to fit data by means of autoregressive processes of increasing 

degree. In a classical way orthogonal polynomials are considered with respect to 

the spectral measure of a stationary process. Here no reference to spectral theory 

is made. Our results explain that the partial autocorrelation function can be 

computed £rom the autocovariance function by means of the q-d algorithm of 

Rustishauser [~erlinet, 1982, a)] . The results given in this paragraph can 
easily be extended tothe multivariate case. 

Let X = (Xt) be a real, zero-mean, second order stationary process 

with autocovariance function y = ('h)he~ ' 

We define a linear functional c on R[X] by setting 
P 

C Lxi] = Y,-i , i ê IN , where p is a fixed non zero integer. 
P 

th 
We assume the existence of the p orthogonal polynomial with respect 

to the functional c , i.e. the polynomial of exact degree p determined 
P P 



Setting (0) = 1 and $ (x) = 1 + f aixi , (3) is equivalent to 
P P i= 1 

The equations in (4) are Yule-Walker's for the autoregressive process of 

degree p with autocovariance equalling y on ~Oyly2y.,.yp~. 

The systems of orthogonal polynomials with respect to the functionals c and 
P 

c are adjacent so that they can be computed recursively by applying to the 
p+l 

autocovariance function of X the algorithms using the well-known recurrence 

relationships between them. If we apply the q-d algorithm to (yilid : 

h- 1 
wehave h 2 2  r h =  (-1) 9; l-h [~erlinet, 1982, b] 

i= 1 

then the relationships 

"JO O e = e  
k k  

"Jp+l "Jp+l -%P"JP . "JP + ZP = %p+l + ;p+l 
%+l ek - ekqk 'k+~ k qk+l k+ 1 ,  EN* , P E N  

?k 
give us Q~(x) , k E N , the unitary orthogonal polynomials with respect to 

the functional c by means of the relationship : 
P 

- ZP qp (x) . - ;;> 9b(x) qk k k- 1 
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Therefore $ (x) = Q;(X) [Q~(O)J-~ = - r QP(x) 
P P P 

Exampte : For sunspot data we obtain in this way, £rom the empirical 

autocovariances the following estimates for the partial autocorrelations : 

The AR(2) fit is given by 

and the associated invariant (cf. B.7.1.) is - 1,12 . 
As shown by Brezinski these algorithms are strongly linked with the €-algorithm ; 

we are currently studying their stability to compare with Durbin's algorithm 

when coming near non-stationarity. 



C - MULTT VARTATE CASE. - 

The direct estimation of, p and q in the multivariate case, £rom 

the empirical auto - and cross - covariances has been far less studied than in 

the univariate case. 

Recently Box and Tiao have proposed an extension of the determinantal 

methods, but their paper deals little with this subject. They Say they are 

"studying sampling properties of estimates of appropriate functions" of matrices 

of determinants built from (R(S))~~~ . Our method is based on the matrix and 
vector E-algorithms but is no longer a determinantal one because these algo- 

rithms are not defined in terms of determinants. 

We give a characterization of minimal ARMA representations using 

an extension to the vector case of the results of Ansley et al on moving averages. 

We end by giving some results of simulation. The definitions and properties of 

multivariate models needed in this part can be found in Rozanov E9671, 

Hannan [1970] and Priestley n981]. 

C .  7 .  - No;t&onb and cuawnp;tionb. 

Let n be a fixed integer strictl~ greater than 1 and 

1 = {1,2,. ..,n}. 

- 1 
For any matrix If , MM' will denote the transposed matrix and El. , 

when existing, the inverse one. \Je shall use the same notation for an n 

dimensional vector and the matrix n x 1 of its coordinates in the canonical 

* 
basis ; for 1 o IN , Il will denote the unit matrix of order 4 .  

n l ( L )  is the real vector space of processes ('t) ~EZ taking their 

n values in R , defined on a probability space (n,A,pr) and such that 

'dt s Z EXt = O . 



n2(Z) is the subset of al@) of second order stationary (wide 

sense) processes : 

l 

l E(Xk,tX.&s ) depends only on k , l  and (t-s) and will be denoted by 
l 
l 1 Rk,e(t-s). (We have R &k (s-t) = Rk,e(t-s)). 

For S E L ,  let lIX(s) =(R..(S))~€~. 
1 J  

jsI 

We cal1 multivariate white noise of covariance matrix E(# 0) any 

process 5 of n2(Z) such that E(6 5') = StsE . The components of 5 are t s  

n univariate white noises possibly correlated, but such that and 

are not correlated if t # S. 
'j ,s 

A process x = (xt) of n2(Z) is said to have. an ARNA(p,q) 

representation if there exist matrices A , Al ,..., A = 1 
O P n 

Bo 3 B1 , * * - ,  B = I n  and a 
q 

multivariate white noise 5 such that 

The integers p and q (not unique in general) are the degrees of the model. 

a) Generally it is impossible to find £rom (5) a univariate ARMA 

representationforeach component X. of Xt . 
1,t 

b) If p = O ,  X is a multivariate moving average MA(q) or 

c) If q = O , X is a multivariate autoregressive process 



- 19 - 
P- 1 

d) If a(z) denotes the polynomial matrix In + 1 A ~ Z P - ~  and 
q- 1 i=o 

B(z) the polynomial matrix In + B. zq-i equation (5) can be written as 
1 i=O 

where B is the usual backward shift operator in v 2 ( Z ) .  

C . 1 . 3 .  - Exin;tence, inveJr,-iibLUty, ~ e n t i ~ ~ a b ~ y  and mi&& 

hepka entuLion. 

The problem of identifiability of multivariate ARMA processes (that 

is the determination of the matrices (A ) and (B.) £rom the 
i O:i,<p-1 i O,<i<q-l 

covariance matrices of X when p and q are known) is much more difficult 

than in the univariate case [~annan, 1969 ; Deistler, 1980 ; Priestley, 19811. 

Theohem 6 . -  A sufficient condition for the existence of a stationary 

process verifying (5) is that det a(z) # O , z E: D(0,I) (closed unit 

disc in the complex plane). 

Then X has the representation : 

S where T ïs the coefficient of z in the Taylor series expansion of 
s 

T(z) = ~(z)]-' B(z) (To = In) If det B(z)  # O , vz E D(0,I) the process 

is invertible. 5 is the innovation process of X. 

For an ARMA process X, consider the class C(X) of ARMA 

representations of lowest degree p (of autoregression) among those of lowest 

degree q (of moving average). Representations in C(X)  al1 have the same 

degrees and explain, as much as possible, Xt 
by its own past. Hannan's 

identif iability theorem Cl9691 implies that at most one representation in 

C(X) satisfies 



M rank A = n 
O 

* a greatest common left divisor (G C L D) of a(z) and B(z) is 1 n 

De&bk?%on.- If there exists a representation in C(X) satisfying 

(6) it will be called minimal ARMA representation of X. 

a Such a minimal model is identifiable because we have taken for 

A. , B , a(z) and B(z) a condition slightly stronger than the necessary 
O 

and sufficient condition of unicity of the representation given by Hannan Cl9691 : 

rank [A~ : BJ = n and G C L D (a(z), B(z)) = In ; when p and q are 

known the second stage of analysis (estimation of the coefficients) can take 

place without any ambiguity. 

* It must be noticed that a multivariate ARMA system has not always 

- a minimal representation : the MA(]) mode1 Xt - A et-] + Et with 

A # O A~ = O and E(Et 5:) = 6 1 has also the AR(1) representation ts n 
- Xt - A Xt-] - St 9 therefore it has no minimal representation (see theorem 8 

below) . 
We shall suppose in the following that X verifies the above 

conditions and has a minimal ARMA representation. We have only considered 

covariance matrices because in the multivariate case correlation matrices don't 

havethe properties of the autocorrelation function in the scalar case : in 

general the cross-correlations are not symmetric and may attain their maximum 

absolute value (less than or equal to one) at any lag. 

C . 2 . 7 .  - Theoum 7 . -  (Extension to the multivariate case of the 

* 
result of Ansley et al). Let q E N  and Y be a process of n2(Z) with 



covariance matrices %(t), t D L. 

Y is a moving average and q is the lowest possible degree of a 

MA representation of Y if and only if 

Theorem 7 can be proved by means of Wold decomposition of a stationary process 

(see annex 2). 

C.2.2. - R m a h k . -  If, by convention, a white noise is said to be a 

moving average of degree O, we see that for q = O the above characterization 

is, by definition, that of a white noise. 

C.2.3. - C o h o U a h y . -  The sum of two uncorrelated multivariate moving 

averages of lowest degrees q1 and q2 is a moving average of lowest degree 

q s max(ql,q2) (equality holds if q # q ).  
1 2 

and % (s) = O Vs > q, 

R (s) = O { xi 
vs > q 2 

C. 2.4. - Lemma.- If X has an ARMA(p,q) representation satisfying 

conditions of theorem 6, (R(S))~~= satisfies a difference equation of order p 

f rom rank (q-p+ 1) . 



C .  2.5. - Theonm 8. - If a moving average Y of lowest degree r 

has a minimal ARMA(p,q) representation then p = O and q = r. 

P&oo& : The result is obvious if r = 0. 
n a 

- - Otherwise, let f Ai Yt-p+i f Bi St-q+i be the minimal 
i=O i=O 

representation of Y (q s r) . 
Suppose that q < r (thus p > O). From lema C.2.4. we have 

- 1 P 
%(r) = A. (- 1 A. $(r+i)) = O . Thi~~contradicts the minimality of r. 

1 i= l 

Thus q = r  and p = 0 .  

C. 3 .  - Ch~c;tetUz&on 06  t h e  degtLea 06  a minUn& ARMA n e p a ~ e ~ o n .  

Theohem 9.- p and q are the degrees of the minimal ARMA 

representation of X if and only if the sequence (R(S))~~ of covariance 

matrices of X satisfies a difference equation with constant matrix coefficients 

of minimal order p £rom minimal rank (q-~+l) : 

( and 

PtLoa6 : Let p and q be the degrees of the minimal ARMA 

representation of X. 

a) If (R(s>)scz satisfies a difference equation of order k £rom 

rank r, X has an ARMA (k, k+r-1) representation : let 
k 

t o Z where the Ai's are the coefficients of the 
i=O 

recurrence satisf ied by (R(s) ) srE . 



Thus Y o ~~(1) and E(Yt Y;+s) = O t/s > k+r-l 

Y is a moving average of degree (k+r-1) and X is an ARMA(k,k+r-1). 

b) If the minimal order of the recurrence satisfied by (R(s)) s€Z 

was pl < p , X would have, by a) and lemma C . 2 . 4 . ,  an ARMA 

(pl , pl + (q-p+l) - 1) representation. This would contradict the minimality 

of q. Thus p is the minimal order of the recurrence. In the same way 

r = q-p+l is minimal. 

C) If (R(s))~~~ satisfies a recurrence of minimal order k £rom 

minimal rank r, X has an ARMA (k, k+r-1) representation. The minimality 

of k, r and q implies 

thus {' = 
and q = k+r-l 

Therefore we are in the same situation as in the univariate case : 

we have to find an algorithm which gives the minimal rank and minimal order of 

a difference equation satisfied by a matrix sequence. We shall use two 

extensions of the scalar €-algorithm : the matrix and the vector versions. In 

the multivariate case we shall be able to obtain only sufficient conditions of 

vanishing for the elements of the E-array. The proof of existence of Bauer-Wynn 

invariants can easily be extended to the multivariate case. For the matrix 

c-algorithm, because of the non-commutativity of the matrix product, we 

get two di£ ferent invariants ( [wynn, 1 9631 ) . 

C . 4 .  - The mat'ux E-@ahi;thm. 

The rule (D) (B.4) can be applied to matrix sequences because it 

involves only computation of differences, sums and inverses. As in part B we 

shall suppose that al1 the quantities involved in the following are computable. 



Theohem 10.- If the matrix r-algorithm is applied to the sequence 

R of covariance matrices of a minimal ARMA(p,q) process we get : 

Phood : Theorem 10 follows £rom theorem 9 and the extension to the 
1 

1 

matrix case of the fundamental property of the r-algorithm applied to a 1 

sequence satisf ying a di£ f erence equation [~raux, 19831 . However su£ f iciency 
1 

of (7) (analogous to condition of theorem 4) has not yet been proved for any p. 

T h e o h m  I I .- If p = 1 , condition (7) of theorem 10 implies 

that X is a minimal ARMA(1,q) process. 
l 

Phood : 

e 
(r2(R) = O , VL 2 q) <=> (There exists a regular constant matrix A O 

- 1 
S U C ~  that tj.e 3 q ~(1) ~(e+i)l-~ = - A 0 . 

This last condition is equivalent to A O ~(1) + R(L+I) = O , t% 3 q and the 

conclusion follows £rom theorem 9. 

Theohem 7 2.  - If the matrix r-algorithm is applied to the sequence 

of covariance matrices of a minimal ARMA(p,q) process (p >- 1) the quantities' 



and 

are constant for n 5 q-p+l . 

C. 5. - The vec;to& E - d g a ~ h m .  

The main deficiency of the matrix s-algorithm is to involve a matrix 

inversion at each stage of the computation. This leads to an instability which 

grows with n. Therefore one may prefer (or use simultaneously) the vector 

€-algorithm which is defined by means of the rule (D) with the following 

definition of the inverse of an n-dimensional vector : 

De~iniAon.- Let y E IRn , y # O . The inverse of y is the 

- 1 2 - 1 
vector y = y / 1 l y l  1 , where 1 1 1 ( is the euclidian n o m  (y is the 

inverse of y w . r .  t. the unit sphere of nn) . 
.th 

Let Vi,e 
be the I column vector of ~(1). If R = (~(1))~~~ 

satisfies a difference cquation, the sequence V. = ( v ~ , ~ ) ~ ~ ~  satisfies the 
1 

same equation for any i E 1. However the minimal order for each of the 

sequences V. i s 1 , may be strictly lower than the minimal recurrence order 
1 y 

of the sequence R. Nevertheless,the following theorem allows us to select a 

smalrnumber of possibilities for p and q. 

Theotreni 1 3 . -  Let X be a process of n2(Z) with a minimal 

ARMA(P,~) representation. If we apply the vector &-algorithm to the sequerice 

of vectors 
a. 

('i , d t e  then E ~ ~ .  = O Y1 2 q-p+l , 
1 

dhere m. is the degree of the minimal polynomial of the matrix 
1 



for the 

vector 

- 1 
and we have m. n < p l m i .  

1 

Ptr006 : Straightforward £rom our assumptions and theorem 95 of 

Brezinski c l 9 7 4  . 

Because of the symmetry of the inner product ( )  in xn , we 

obtain the same invariant as in the univariate case : 

Theoaem 14.- Under assumptions of theorem 12, if p 2 1 , the 
2m. -2 

1 k n 
scalar sequence I(n) = 1 (-1) (ck , cn ) is constant for n z q-p+l . 

k=O 
k+ 1 

C.6. - E ~ ; t i m d o n  0 6  p and q. 

We suppose that Xo,X I,...,XT are (T+l) observed realizations of 

n 
a minimal ARMA(p,q) IR -valued process the degrees, coefficients and mean of 

which are unknown. We estimate R..(s) by the empirical autocovariance : 
13 

- 1 T 
with Hi = (T+l) 1 'i,t 

i=O 



p p p p p  

l 
1 

- 27 - l 
l 

l 
CI 

Then we apply the matrix €-algorithm to the sequence R or the 
l .. .. 

vector €-algorithm to each of the sequences ('il iE1 where is the i th "i ,e .. 
column vector of R(R) and we have to detect a sudden variation in the so-built 

arrays . 

Theoretical results do not allow us to deduce £rom the arrays a unique 
A .. 

value for (p,q) but only to select a limited number of possibilities. However, 

in practice, we get the same results as in the scalar case.Perhaps, it will be 

possible to prove converses of theorems 10 and 13. 

Remarks made in the univariate case about the computatior (B.5.) 

are still available. For the vector €-algorithm particular and singular rules 

l have been studied by Cordellier. Convergence theorems and statistical tests given i i 
l 

in the univariate case ([r~erlinet, 1982, b]) can be extended, with appropriate 

modifications , to the multivariate case, using results of Hannan Cl9763 . 

Let us remark, however, that the aim of Our method is to provide 

preliminary estimates ; so that statistical tests will be more useful after a 

more refined study of the series. 

C.7 .  - S h u R d o r n .  

Simulations often give good results : a small number of possibilities for 

p and q, with the true one among them, can be selected £rom the E-arrays. 

We give two examples. For each of them the starting values were zero,and 200 

values of the process were generated with gaussian noise. 



n n 

The vector €-algorithm has been applied to the sequences (VI and (V2ys) 
A 

of coiumn vectors of R(s), - 2 s 6 10 . 

In each column of the array one finds on the left hand side results .. n 

about V I  and on the right hand side results about 
v2 



S * 
The matrix €-algorithm has been applied to the sequence (-1) R(s) , 

- 2 j s i l O .  
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ANNEXE 2 

1 - MOYENNES MOBlLES MULT1VARlEES.- ( E x t i / a i / t  de Pub. 1RMA - L X e  - 
VOL. 4 - Fat. 3 - 1 9 6 2 ) .  

2 
Soit HX le sous-espace fermé de L (Pr) engendré par 

2 
(Xk, t)kd 

; pour t E 2 soit H (t) le sous-espace fermé de L (Pr) 
X 

engendré par (Xk, S)~E:I et D (t) l'espace d'innovation de X à l'instant 
X 

sjt 

t (supplémentaire orthogonal de HX(t-1) dans HX(t)). 

On note SX = n ~ ~ ( t )  . 
te2 

Soit (Ut) la famille unitaire associée à X : 

!ft E Z Ut est l'unique opérateur unitaire de HX tel que 

'dk € 1 

* 
2 O )  ThéotLème (;théotLème 7 du c h a p h e  6 ) . - Soit q E: N et un 

élément de n2(Z) dont les matrices de covariances sont notées %(LI, t E 2 . 

Une condition nécessaire et suffisante pour que Y soit une 

moyenne mobile de degré minimal q est que 

{ 
%(t) = 0 y t't > q 

$(q) # 0 

Rw#L~uQ.- On peut d6montrer ce théorème en utilisant des méthodes 

spectrales. Nous donnons ici une démonstration basée sur la décomposition de Wold. 1 
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Y étant stationnaire, il admet la décomposition unique 

suivante [~ozanov, 19671 : 

où n(.) = (flk(o))kEI et 5(.) = ( s ~ ( - ) ) ~ ~ ~  sont subordonnés à Y : 

>i et 5 sont mutuellement non corrélés (E qk(t) ~~(s)) = O , 
2 

'd(k,l) E 1 , Y(s,t) E 2 ) .  

est linéairement régulier ( S  = ( O ) )  et 5 est linéairement ' I H  
singulier (Sc = H . ce qui entraîne [~~(t)] ' = {O) et l'inclusion 

H y y  
IHy 

évidente de cet ensemble dans [Hy(t)] , vt c a ) .  

On peut remarquer que Q # O ; dans l'hypothèse contraire 

on aurait Y = 5 et donc Sy = Hy , or l'hypothèse X;i(t) = O t/t > q 

entraîne que Y (t) est orthogonal à Sy et par conséquent que 
k 

yk(t) = O t/t E 2 k E 1 ce qui n'est pas puisque Ry(q) # O . 

Comme q est régulier il admet une décomposition de Wold 

unique 

où c (t) = E(qk(t) Ej(0)) et 5 est un processus fondamental pour 
k j 

(tel que '6 (E.(s)) lrj5m est une base orthonormée de Dv(s)) . 
J 
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(1) et (2) donnent la décomposition de Wold de Y . 
On a H (t-1) e D (t) = H (t) C H (t) (TI étant régulier Dn(t) # {O}). n n n Y 

h c 1 yk(t+s) est orthogonal à HY(t) dès que 

s > q donc [qk(t) + ~~(t)] est orthogonal à D (O) pour t > q n 
et c (t) = O pour t > q . 

k j 

Par conséquent : 

on a 

et donc 

comme H (t) = H (t) 8 H5(t) Y n 

= S  e s  
S~ n 5 

s ~ = s  5 = H  5 

ck(t) E Sy et nk(t) = Yk(t) - (t) est orthogonal à 
k Sy donc 

2 
~([~~(t)] ) = ~(?~(t) yk(t)) = O car Y (t) est orthogonal à sy - 

k 

Donc Y = n  et 

n Soit e (t) le vecteur de IR défini par 
O 

e (t) = (E.(t))lsjsn si m = n  
O J 

e (t) = (Sl(t), E2(t) .. . .. Sm(t), O, . ., 0)' si m # n .  
O 

On a alors si t # s E(e (t) eA(s)) = O 
O 

E(e (t) eA(t)) = In si m = n  
O 
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On pose C(s) = ( c ~ ~ ( s ) ) ~ ~ ~  

I<jsm 

La matrice C(0) = E(Y~(O) E (O)) lskÉn est la matrice des 
J 

16jsm 

coordonnées de ('k(O) ) 1 Ékgn dans la base (6 (0) ) . Elle est donc l~jjrn 

de rang m . 
i 

Si m = n on pose Cl(0) = C(0) et C (0) est une matrice 1 

régulière. 

Si m < n on peut trouver (m-n) matrices (nxl) : 

VIy V2 y...y V telles que : 
m-n 1 

C1(0) = (C(0) : VI : V2 : ...... : V ) soitune matrice 
n-m 

régulière. 

Pour 1 s i 3  q onpose Cl(i) = C(i) si m = n  

(c1(i)), = ckl(i) si I c 1 5 m 

k s I  si m < n  

= O sinon 

4 
on a alors vt E Z Y(t) = e(t) + 1 B(i) e(t-i) 

i= 1 

e est bien un bruit blanc multivarié : 
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~ ' ~ ~ t r e  part C (O) C; (O) B' (q) = CI (0) C; (O) Cc; (O)]-' (q) 1 

ce produit n'est pas nul car C(0) C1(q) est égal à %(q) # O et Y 

est une moyenne mobile de degré minimal q . 

l Si Y est une M.A.(q). 1 

où 5 = (Et)tE2 est un bruit blanc multivarié de matrice de variances- 

covariances C # O . 

On a alors RX(Y) = E(Y Y;) = O si t > q 
O 

et RX(q) =E(co 6; B') = C 8 '  . 
4 q 

Si C B' était nul, d'après la démonstration de la condition 
q 

suffisante, Y serait nul (impossible puisque E(Y 5') = C )  ou serait t t 

une M.A.(ql) avec q' < q , ce qui contredirait la minimalité de q. 

11 - COfdPLEh4ENT S U R  L '  E P S I L O N - A L G U R l T f l M E  l . i A T R l C 1 E L .  - 

La propriété fondamentale de l'epsilon-algorithme scalaire 

appliqué à une suite satisfaisant une équation aux différences a été 

étendue, sous certaines conditions, à l'epsilon matriciel (Draux, A., 

Pub. AN0 Lille, 115, Théorèmes 4.3.18, 4.3.19 et 4.3.20). Sous les 

mêmes conditions on peut donc établir la réciyroque du théorème 10 

en utilisant le théorème 9. 
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11 1 - AUTOREGRESS TONS MULTlVARlEES ET POLYNOLIES ORTHUGONAIIX GENERALlSES. - 

Supposons qu' il e x i s t e  un processus a u t o r é g r e s s i f  ('t) t o a  

de degré p dont l a  s u i t e  des ma t r i ce s  de covariance co ïnc ide  avec 

c e l l e  de 
( X t ) t € a  

s u r  ( O ,  1,. . . , p l .  Le processus  
( ' t ) t €a  

e s t  t e l  q u ' i l  

e x i s t e  des  ma t r i ce s  M I  M2 ,..., M (M # O) pour  l e s q u e l l e s  
P P P 

i 
d e t ( I n +  1 Mi z ) ne s ' annu le  pas  pour lzl ( 1 e t  un b r u i t  b lanc  

i= l 

( E t ) t r ~  
t e l s  que 

Le processus 
( Y t )  t c l  

est  l ' a j u s t emen t  a u t o r é g r e s s i f  de degré p au 

processus 
('t) t c a  

e t  l a  s u i t e  r de ses ma t r i ce s  de covar iance  v é r i f i e  

les équat ions de Yule-Walker : 

En mettant  (4) sous l a  forme 

P 
r (p - j )  + 1 Ni r (p - i - j )  = O , O S j  C p-l . 

i= 1 

P i 
e t  en posant dp(x)  = In + 1 M. x , on s e  rend compte que l e s  équa t ions  

1 i= 1 

de Yule-Yalker son t  équ iva l en t e s  à 

où c  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  à v a l e u r s  dans l ' a l g è b r e  E !  des ma t r i ce s  
P n 

c a r r é e s  r é e l l e s  d 'o rdre  n  e t  d é f i n i e  s u r  hdn[x] , anneau des polynômes 

à une indéterminée à c o e f f i c i e n t s  dans M , p a r  
n  
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Sous l'hypothèse que la matrice 

(dlp 
est inversible, il existe un unique polynôme W 1 -unitaire 

P n 

vérifiant (5) : c'est le polynôme de degré p orthogonal à droite par 

rapport à c et dont le coefficient du terme de plus haut degré est 
P In 

Si on suppose M inversible on a alors les relations : 
P 

Sous les hypothèses habituelles de calculabilité, les généralisations des 

% 
algorithmes qd et qd permettent donc la détermination de 3 et celle 

P 
de l'autocorrélation partielle généralisée. 




