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INTRODUCTION

Les transducteurs électromécaniques utilisés dans les systémes
SONAR convertissent de 1'énergie électrique en énergie mécanique, par
l'intermédiaire de l'effet piézoélectrique, puis en énergie
acoustique, par la génération et le rayonnement dans un fluide d'une
onde sonore divergente. Le développement des modéles mathématiques
nécessaires & la compréhension de leur comportement et & la conception
de transducteurs nouveaux implique la résolution de trois problémes.
Le premier est l'intégration simultanée des équations de 1'élasticité
et de l'équation de Poisson & 1l'intérieur d'une structure hétérogéne,
de forme géométrique complexe. Le second est la prise en compte du
couplage, par les équations de continuité, entre le champ de
déplacement de la structure et le champ de pression du fluide. Enfin
le troisiéme est la représentation du rayonnement, qui nécessite que
le domaine fluide analysé s'étende & 1'infini.

Pour résoudre ces problémes, les multiples approches proposées
reposent sur des hypothéses simplificatrices souvent sévéres, tant au
niveau de la géométrie du transducteur que du comportement du matériau
piézoélectrique, de la modélisation du rayonnement ou de la gamme de
fréquence utilisée. Parmi ces approches se trouvent les techniques de
schémas électriques équivalents 2 constantes localisées [1-4] ou
réparties [3-5], les premiéres utilisant les représentations
classiques & 1'aide de masses et ressorts, les secondes s'appuyant sur
une approximation d'onde plane et s'apparentant aux méthodes des
matrices de transfert [6]. Avec 1'aide d'expressions analytiques des
impédances de rayonnement [1,2,7-10], ces approches ont permis le
développement de méthodes de conception opérationnelles [11-14] et la
réalisation de nombreux transducteurs. Néanmoins, pour lever les
hypothéses trop restrictives, des techniques numériques plus évoluées
ont été rapidement mises en oeuvre. C6té structure sont ainsi apparues
des applications des méthodes variationnelles de type Rayleigh-Ritz
[15]. cété fluide, le probléme de rayonnement a été pris en compte par
résolution numérique de 1l'une ou l'autre forme des équations
intégrales de Helmholtz [16-18]. Malheureusement, l'abandon des




hypothéses simplificatrices a souvent conduit ces approches nouvelles
4 des modéles trop spécialisés [19,20] dans la perspective globale
d'un travail de conception.

Pour surmonter ces difficultés, les laboratoires américains
impliqués dans la conception de transducteurs SONAR nouveaux ont, dés
1970, fait appel & la méthode des éléments finis, qui permet & la fois
de prendre en compte des formes géométriques complexes, des
inhomogénéités de structure et l'anisotropie des matériaux
piézoélectriques. De plus, outre le fait qu'elle fournit une
information physique trés détaillée sur le comportement des structures
modélisées, cette méthode bénéficie des moyens multiples,
algorithmiques, informatiques ou autres, congus dans d'autres domaines
d'application [21]. Ainsi ont été développés des codes de simulation
de transducteurs piézoélectriques dans l'air [22-24] puis de
transducteurs immergés, en conditions de rayonnement [25-28]. Avec ces
produits, de nombreux transducteurs actuels ont pu étre analysés :
transducteurs classiques, de type Tonpilz, utilisant un mode de
vibration longitudinal [22,23], transducteurs annulaiges fonctionnant
en immersion 1libre [25,26,29], transducteurs basse fréquence
utilisant des résonances de coque [30-32], résonateurs de Helmholtz
{33], antennes linéaires remorquées [34]... Plus tardivement, la méme
méthode a été exploitée au Japon, pour analyser le comportement de
résonateurs de Langevin [35], et en France, pour modéliser des
éléments de céramique utilisés en haute fréquence dans des dispositifs
d'imagerie ultrasonore [36,37] ou pour optimiser différents types de
filtres [38]. Toutefois, méme si 1'un d'eux met en oeuvre une approche
perturbative originale du probléme piézoélectrique [36,37], les codes
associés a ces deux derniéres applications n'incorporent pas les
effets du rayonnement et n'ont pas le caractére général des codes
américains évoqués précédemment.

Cette étude a donc pour objet le développement, la mise au point
et le test d'un code général de simulation de transducteurs
piézoélectriques pour systémes SONAR, utilisant la méthode des
él1éments finis pour représenter & la fois la structure
électromécanique et le domaine fluide soumis au rayonnement de 1l'onde
sonore. Elle porte essentiellement sur la modélisation & deux et trois
dimensions de composants piézoélectriques et de transducteurs de
formes complexes [39,40], la prise en compte du rayonnement suivant
une approche simple qui n'utilise que 1a méthode des éléments finis
[41,43] et le test du code dans le cas de transducteurs réels, bien
caractérisés expérimentalement [44,45]. Hormis la description du code
ATILA [46], nous présentons des résultats originaux au niveau des




méthodes comme au niveau de l'analyse du comportement des
transducteurs. Au niveau des méthodes, nous précisons les conditions
de maillage de structures piézoélectriques [39], étendons au probléme
couplé fluide-structure la technique de condensation de Guyan [41] qui
permet le recours & l'algorithme classique d'assemblage frontal [47],
construisons un él1ément fini rayonnant et définissons son domaine
d'application [41-43], proposons une méthode d'identification des
caractéristiques des céramiques piézoélectriques utilisées dans les
transducteurs [48,49] et enfin développons une méthode mixte, couplant
les approches par onde plane et par éléments finis, qui permet une
réduction considérable de la taille des systémes d'équations 2
résoudre en conservant tous les aspects fondamentaux du comportement
des dispositifs modélisés [50-52]. Au niveau de l'analyse, nous
interprétons en détail le comportement d'un transducteur classique, le
Tonpilz, & la fois dans l'air (identification des modes propres,
sensibilité des modes aux paramétres de fabrication...) et en
rayonnement dans l'eau (interprétation des variations avec la
fréquence du niveau d'émission, étude détaillée du critére de champ
lointain, étude du champ proche...). Enfin, réalisée avec P. TIERCE
[51,53] et R. BOSSUT [54,56] 1l'application du code & des transducteurs
plus complexes, sur le plan de leurs structures ou des conditions de

rayonnement, est en cours d'achévement.

Ce rapport est divisé en cinq chapitres. Le premier décrit les
structures de projecteurs piézoélectriques utilisés actuellement dans
les systémes SONAR. Pour chacun d'eux, il présente les modéles
simplifiés existants et dresse la liste de leurs limitations
essentielles. Le second présente succinctement le formalisme de
l'application de la méthode des éléments finis & des structures
piézoélectriques. Il décrit ensuite les divers tests réalisés sur des
structures simples dont l'assemblage constitue un transducteur Tonpilz
complet. Le troisiéme résume les résultats de 1l'analyse modale de
plusieurs transducteurs Tonpilz et présente, d'une part,
l'identification détaillée des modes obtenus et, d'autre part, la
méthode mixte dont il prouve 1l'efficacité. Le quatriéme présente le
formalisme de l'application de la méthode des éléments finis au
probléme fluide et insiste particuliérement sur la modélisation du
rayonnement. I1 décrit également les tests réalisés et compare la
méthode retenue aux autres approches existantes. Le cinquiéme analyse
les résultats obtenus en modélisant des transducteurs Tonpilz immergés
et permet une interprétation détaillée de leur fonctionnement, tout en
constituant un test ultime du code. Parallélement & ces chapitres,
plusieurs annexes décrivent les grandeurs physiques caractéristiques
des transducteurs et les propriétés des céramiques utilisées, les




algorithmes de calcul et la constitution du programme. Enfin, en
conclusion, les possibilités actuelles du code sont résumées et
comparées & celles des autres produits connus, de méme qu'une
description des perspectives essentielles est briévement réalisée, au
niveau des principes comme 3 celui des algorithmes ou des applications
nouvelles.




CHAPITRE 1

PRESENTATION DES MODELES CLASSIQUES DE TRANSDUCTEURS

L'objet de ce chapitre est la présentation de quelques
transducteurs classiques (transducteurs da vibration longitudinale de
type Tonpila, transducteurs annulaires a immersion libre fomectionnant
en équipression, transducteurs utilisant des vibrations de coques
minces...) et des modéles simples qui permettent leur analyse et
atdent a leur conception. Dans chaque cas, une description géométrique
et physique sommaire est donnée et les principaux arguments des
modéles sont développés pour mettre en évidence leurs limitations
essentielles. Enfin, l'accent est surtout porté sur la structure
Tonpilz qui est la structure test de cette étude.




I.1 LE TRANSDUCTEUR DE TYPE TONPILZ

I.1.1 Description

Ce transducteur, dont une présentation schématique est donnée
figure (I.1), est généralement constitué par :

- une colonne motrice formée d'un empilement de céramiques
piézoélectriques annulaires, séparées par des électrodes
annulaires de mémes rayons. Les axes de polarisation des
céramiques sont paralléles & l'axe du moteur, leurs
orientations étant alternées. Les électrodes peuvent €tre
trés minces (quelques diziémes de millimétres) et assurer
seulement une fonction d'excitation électrique, ou épaisses
(épaisseur comparable a celle des céramiques), auquel cas
elles assurent de plus une fonction mécanique en contribuant
a 1'élasticité de la colonne,

- un pavillon, dont la face avant ou face "parlante'" est au
contact du fluide. Il assure l'adaptation d'impédance entre
la colonne motrice et le fluide et doit &tre constitué d'un
matériau léger (duralumin, alliage de magnésium...). Ses
dimensions transversales sont liées aux conditions de
rayonnement, en particulier au couplage entre transducteurs
élémentaires d'une méme base,

- une contremasse, constituée par un matériau de forte densité
(acier, laiton, tungsténe...),

- une tige de précontrainte, qui assure la cohérence entre
céramiques et électrodes et maintient les céramiques en état
de compression permanente durant leur excitation, condition
indispensable pour qu'elles fonctionnent correctement [3,4].
Cette tige, généralement en acier traité, est de section
faible. Dans certaines configurations, elle peut étre
remplacée par un fourreau extérieur.

Le transducteur Tonpilz est monté dans un boitier auquel il est fixé
soit par l'intermédiaire d'une électrode porteuse intercalée dans la
colonne motrice au niveau d'un noeud de vibration, soit par
1'intermédiaire d'une suspension souple (joints toriques). Enfin, la
face parlante du pavillon est vulcanisée, la peau de caoutchouc
assurant de plus 1'étanchéité du boftier. Les figures (I.2) et (I.3)
présentent deux structures tests sous les références Tl et T2a.

Dans un fonctionnement normal, le Tonpilz est excité

électriquement sur sa fréquence de résonance fondamentale (quelques
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kilohertz). Cette résonance est fortement amortie (coefficient de
qualité de quelques unités, par exemple) par le rayonnement acousti?ug
-+

et grdce a un choix judicieux du pavillon. Le niveau d'émission Sy
présente ainsi un maximum important et large, comme le montre la

figure (I.4).
I.1.2 Modéle a constantes localisées

En premiére approximation, si la fréquence de fonctionnement est
suffisamment basse, le Tonpilz est équivalent & un ressort, la colonne
motrice, qui relie deux masses terminales, le pavillon et 1la
contremasse. Ce ressort se décompose en une série de ressorts
élémentaires, les céramiques, qui sont excités séparément par des
forces alternatives dues & l'effet piézoélectrique. Enfin, 1'ensemble
est amorti par le rayonnement d'une onde acoustique dans le fluide, au
niveau du pavillon. Cette approche dans laquelle les fonctions
d'élasticité, d'inertie, d'amortissement et d'excitation sont bien
"localisées", est due, en particulier pour le Tonpilz, & O. BRANDT
[11]. Utilisant les analogies électromécaniques classiques que résume

le tableau ci-aprés [11,57,58] :

Tableau I.1 Analogies electromécaniques
Mécanique : Electrique
Force (f) Tension (e)
Vitesse (v) Courant (i)
Déplacement (u) Charge (q)

+ Le niveau d'émission et les caractéristiques classiques d'un
transducteur sont définies dans l'annexe 1.
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Masse (m)

Inductance (L)

Elasticité (e=1/k)

Capacité (C)

Amortissement (c)

Résistance (R)

c R
f
B —-é e{ 'Li
f=cv=ocu e = Ri = Rq
L
f
f=mv=mi e=1Li= La
C
f k 11
-*-'WV‘-? e b T
f=ku =k [ vdt e = q/C = 1/C [ idt

(14

mv+evtk [ vdt = £(t)

mutcutku = £(t)

e(t) é R
L

A

Li+Ri+1/C [ idt = e(t)

Lq + Rq + q/C = e(t)
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on obtient la représentation éléctrique analogue :

f . vc v
f ’ r ( résistance P
1 1 -
[ ] de rayonnement ) ! K
£ £,
m 1 i m
c CHES v
( fi’ei ) ! . .
T 1 T i r
m >
c

En remplagant les générateurs de tension (branches fi’ ei) par des
générateurs de courant équivalents, on déduit

mp e=§ei

=t
L

= ju ] eyfy
1

ol w est la pulsation de la force d'excitation et j2 = -1,

Finalement,
revenant 3 un schéma en tension, on a :
et 1 -
i ™
v v
P
a4 mn
P
m 1
c f ="
jwe
—— .
p— r
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Dans la gamme de fréquence intéressante, la résistance de
rayonnement r vérifie généralement 1l'inégalité :

r m, © (1.1)

Alors, le développement de l'impédance au premier ordre en r/mpw
conduit au schéma final :

£ (A r' r' r ( )

e m m' =
mp+1nc
On en déduit simplement la pulsation de résonance :
m, +m, 1/2
g = ( ——— ) (1.2)
m,m e
et le coefficient de qualité :
(mp + m.) mw,
Q = | (1.3)
m, T

Pour compléter la description, il suffit maintenant de déterminer les
forces f; 3 partir des tensions appliquées ¢;. Pour l'anneau de
céramique (i) représenté ci-aprés, notant F; la force appliquée, v;
l'amplitude de la vitesse vibratoire, S; et T; les composantes axiales
de la déformation et de la contrainte, Ai la surface, hi 1'épaisseur,

+)

d; la constante piézoélectrique appropriée et E; le module d'Young

(+) Les relations constitutives caractéristiques du matériau
piézoélectrique sont décrites en détail a l'annexe 2.
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B
]
e

A,
i
5 ] By
du matériau, on a la relation :
1 ¢3
Si=—.Ti-di— (1-4)
d'ou :
Vi ¢i
F; = A; (E;. + E; d;. —) (1.5)
juwhy h1
soit finalement :
Vi
jwei
hy
ey = —— (1.6)
£y = 21
hy

Si toutes les céramiques de la colonne motrice sont identiques et
soumises & la méme excitation électrique ¢, on obtient alors le schéma
électrique équivalent global suivant :
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|
B
e | A
mc mp
f 3'“ T |
| B
(o]
r
v T v
c P
N
EAd/h

ol C, est la capacité "bloquée'" de la colonne (i.e. la capacité de la

colonne
on peut

sans mouvement). Pour améliorer les performances de ce schéma,
tenir compte :

de 1'élasticité des parties inactives (élasticité des
électrodes e,, élasticité des masses terminales rapportées
sur la colonne motrice e et ecL

de la masse de la colonne motrice (masses rapportées sur les
masses terminales, Amp et Am_, obtenues, par exemple, en
calculant 1l'énergie cinétique moyenne dans les deux parties
situées de part et d'autre du plan nodal),

de l'élasticité e, de la tige de précontrainte en paralléle
sur la colonne motrice,

d'une expression compléte de l'impédance de rayonnement
tenant compte & la fois de l'effet dissipatif r et de
l'effet de masse ajoutée, m, [1,21,

des pertes diélectriques R,.

Ainsi, si toutes les céramiques sont identiques, on aboutit au schéma

complet suivant :
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v
c

Pour un cahier des charges donné, cette modélisation simple
permet de calculer les dimensions caractéristiques de la structure, de
choisir les matériaux, d'effectuer un bilan de puissance (calcul des
énergies électrique, mécanique, acoustique, du rendement...) et, en
général, d'obtenir une ébauche raisonnable. Toutefois, le mode
fondamental d'un Tonpilz étant du type A/2 (A, longueur d'onde),
l'approximation des impédances localisées est souvent & la limite de
sa validité et une approche réaliste doit prendre en compte le
caractére réparti de la masse et de 1'élasticité sur l'ensemble de la
structure. Cette conclusion a conduit au développement des modéles de
type "onde plane'.

I.1.3 Modéle 4 constantes réparties ou modéle d'onde plane

Pour tenir compte du caractére réparti de la masse et de
1'élasticité & 1'intérieur de la structure Tonpilz, i1 faut décrire le
comportement de celle-ci en termes de propagation d'onde. Toutefois,
les dimensions transversales de ces transducteurs étant en général
petites devant les dimensions longitudinales et, corrélativement,
devant les longueurs d'onde aux fréquences de fonctionnement, on peut
considérer que le champ du déplacement ou de toute autre grandeur
mécanique est uniforme dans un plan de section droite orthogonal &
l'axe du transducteur. Dans ces conditions, 1l'onde qui se propage est
une onde plane dont les plans de section droite mentionnés
précédemment sont les plans d'onde. Cette approche, développée par
G.E. MARTIN pour les colonnes piézoélectriques segmentées [5] et
exploitée dans des codes de simulation de transducteurs comme le code
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SEADUCER [12] permet d'utiliser alors la méthode classique des
"matrices de transfert" dont les applications en calcul de structures
sont trés nombreuses [6]. Considérant un élément homogéne du
transducteur, représenté ci-dessous par un rectangle, notant
respectivement V et v’ les vitesses vibratoires de ses faces gauche
et droite, F et F' les forces appliquées sur ces mémes faces,

axe de

| F F ] propagation

1l'intégration de l'équation de propagation de l'onde plane dans cet
élément permet d'écrire la relation matricielle :

FH F .
= [T] (1.7)
vt v

ou [T] est la matrice de transfert caractéristique de 1'élément. Si
1'é1ément considéré est piézoélectrique et soumis & une différence de
potentiel ¢, 1'équation (I.7) devient :

Fr F
= [T] +6 £ (1.8)

vt v

ol £ est un vecteur caractéristique de 1'élément. En annexe 3 sont
établies des expressions de [T] et g pour quelques éléments
fondamentaux : cylindre métallique homogéne, cOne métallique homogéne
et cylindre de céramique homogéne. Si on associe deux éléments notés
(i) et (i+1) en série 1'identité de V';.: et V;,, d'une part, de F'.i' et
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(1) @i+

— - +
I B e - T T I« T T

F: d'autre part permet d'écrire :
i+l P P ,

+ + -
Fi+1 Fi Fi
= [ Ti+1] = [ Ti+1] [Ti] _ (1.9)
v vh v
i+l i i

si ces éléments sont purement mécaniques, ou :

+ +
Fiv1 Fy
= [ Ty4q] + bi41 i+l
vt v
i+1 i

[ Ty4q] [T4]

+

[ Tipq) &4 65 + 94418501

(1.10)

si ces éléments sont piézoélectriques. Si on associe deux éléments
notés (a) et (b) en paralldle, 1'identité de V, et Vy d'une part, de

V: et Vg d'autre part, couplée aux relations d'additivité :

19




permet d'écrire :

F+
= | T//]
V+
avec :
[ c11
€21
[ T//] =
1
| €21
ou
a b
Thh Ty
c = ——t —
11
a b
To1 I
1 1
€21 ® —+—
a b
o1 T

20

(1.11)

(1.12)

(a)
—-—-V— e V+
a a
F. F'
= “a a ~=
I v | v
=
e
e F —y
- +
. —»Vb - Vb
- +
e Fb qu—
(b)
€11:S22
€21
€22
€21 j

(1.13)




a a b b
T11-Too T11-T22

= a _ -
c12 = T2 — + Tyo "
Toq T21
a b
Tya Ta22
Chp & = —— =
22
a b
Tor T
, (1.14)
si ces éléments sont purement mécaniques, ou :
FH F
= L1yl 3 %3 Y Ap % (1.15)
vt v
avec :
a cll s W
dj - — dj
€21
a © a
d3
| ‘21 )
_ . -
11
d§ - — 4
€21
& —_—
b b
2
i ¢y ] (1.16)
ou
a
. a T11
dl = tl - tz --a—
T2
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/]
a . .
Ry
T91
b
b_.b_.b 11
dlgtl'tz——b—-
T2
th
ab = -
2
b
Tyy

(1.17)

si ces éléments sont piézoélectriques.

Considérant alors un transducteur complet, et supposant que la

¢
. | | F
c | P,
v ™ '
c P

méme différence de potentiel ¢ est appliquée i toutes les céramiques,
les lois d'association démontrées ci-dessus permettent d'écrire :

+ -
F F
P -] s
=[ T° ] + Lt .4
<+ -
vp Vo
(1.18)
Sachant que :
F,. =0
p; = z. v;
(1.19)
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od Z est 1'impédance de rayonnement du pavillon, on déduit
finalement :

8 _ m8
Z Typ = Tyy

S8 .S _ m8B .8
Too t1 - T1p t2
vt = . b
s 8
Z Typ = Typ

(1.20)

Partant de ces résultats, forces et vitesses peuvent &tre déterminées
2 tous les interfaces entre éléments, donnant ainsi 1l'ensemble des
caractéristiques du mouvement du transducteur.

Cette approche reste simple et susceptible d'étre exploitée dans
un code de calcul général, méme sur microordinateur [59]. Elle a donné
dans de nombreuses applications des résulats trés satisfaisants
{12,40,59] et apporté une aide considérable 3 la conception grice aux
informations détaillées qu'elle fournit sur le comportement des
éléments constitutifs d'une structure. Toutefois, pour des
transducteurs de dimensions transversales importantes ou pour des
transducteurs dont la gamme de fréquence utile s'étend nettement au
deld de la fréquence du mode fondamental, elle devient insuffisante
parce qu'elle néglige tous les effets 2D ou 3D [40,59]. Parmi ces

derniers, on peut citer :

- 1'excitation de modes radiaux ou de modes axiaux a forte
composante radiale. Cet effet apparait lorsque les colonnes
motrices sont de faible longueur et que le diamétre des
céramiques devient comparable & la longueur d'onde [59].

- la flexion du pavillon, appelée papillonnage, qui peut se
coupler fortement au mouvement de dilatation-compression de
la colonne motrice et méme &étre responsable de modes de
résonance supplémentaires du Tonpilz (modes de
papillonnage). Cette flexion, dont 1les évidences
expérimentales sont nombreuses (figure I.5), peut perturber
fortement 1'émission acoustique du transducteur en diminuant
la surface effective de la face parlante du pavillon [60]
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Figure I.5 . Papillonnage des pavillons : les lignes blanches sont

les lignes nodales du pavillon du transducteur T1 pour
son troisiéme (a), quatridme (b), septidme mode (c) et
du pavillon d'un transducteur i symétrie axiale pour
son second mode (d) . La technique expérimentale est la

technique classique des figures de Chladni .
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Figure I.6 . Comparaison des niveaux d'émission du transducteur
T2a : (1) mesuré, (2) calculé par éléments finis en
tenant compte des effets de flexion, (3) calculé
par ondes planes . Le pic aux environs de 2 fo est
induit par le couplage du papillonnage du pavillon
et du mouvement de dilatation-compression de la
colonne motrice . La fréquence de référence est la
fréquence du mode fondamental du T2a dans 1'air,

calculée par €léments finis .
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ou, au contraire, en induisant de nouveaux maximas dans la
courbe de niveau d'émission [44], comme le montre la figure
(1.6).

- l'excitation par une distribution de pression dissymétrique
sur la face parlante du pavillon (cas d'une antenne, par
exemple) de modes de flexion du Tonpilz complet ("rocking
modes") [22].

- les effets spécifiques aux géométries qui n'ont pas 1la
symétrie axiale (dédoublements de certaines résonances...)
[23,39].

I.2 LE TRANSDUCTEUR ANNULAIRE MULTIMOTEUR DE TYPE ISABELLE
I.2.1. Description

Dans son mode de réalisation le plus simple, ce transducteur se
présente sous la forme d'un anneau sur la face intérieure duquel
plusieurs moteurs de type Tonpilz sont fixés en étoile (figures I.7 et
I1.8). L'anneau est excité radialement et la structure présente deux
fréquences de résonance utiles, la plus basse due au mode fondamental
de 1l'anneau, la plus haute due au mode fondamental du moteur. Ces deux
résonances donnent une courbe de niveau d'émission caractéristique
(figure 1.9) qui autorise le fonctionnement de 1'Isabelle dans deux
gammes de fréquence distinctes. Si l'épaisseur de l'anneau est
suffisante pour que la structure résiste & la pression hydrostatique,
ce transducteur peut travailler 3 grande immersion. Enfin, la
superposition des anneaux pour former une base cylindrique, permet de
créer une directivité importante en site.

26




transducteur

Figure I.7 . Présentation d'un anneau 3 dix moteur d'un

de type Isabelle ( voir description détaillée figure

I.8) .
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ANNEAU EXTERNE
RACCORDS
<:::) METALLIQUES

CERAMIQUES

\Q ) ,

CONTREMASSES ‘ ELECTRODES

MINCES

Figure I.8 . Structure Isabelle : présentation schématique

d'un anneau .
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1.2.2 Mod2le A constantes localisées

Considérant d'abord 1l'anneau seul, on note R son rayon moyen, A
sa section, E et p le module d'Young et la masse volumique du matériau
qui 1le constitue. Le schéma
ci-contre permet d‘'écrire
simplement 1'équation du
mouvement pour un secteur
d'angle au centre df :

(1.21)

ot u est l'amplitude du
déplacement radial et :

de
/ d& u
df = F.d8 = -AE. — .d®
R
(1.22)
On en déduit :
2
d“u E
PR — = - — u (1.23)
dtz R

d'ol la pulsation du mode fondamental de 1'anneau :

E
w. = f — (1.24)

pR2

Si on considére maintenant la structure Isabelle, pour chaque moteur
le schéma équivalent doit comprendre :

- la masse de la contremasse, m.,
- la force motrice f et 1'élasticité e de la colonne
motrice,

- une fraction de la masse de 1'anneau :
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m, = (1.25)

ou n est le nombre de moteurs,

- 1'élasticité due & 1l'anneau :

nR
e = (1.26)
2TEA

que 1'on déduit aisément de la relation (I.22).

On obtient ainsi un schéma global, dG & O. BRANDT [61] et B. TOCQUET
[62] :

jwef
v, = (1.27)
Wy e ) 1
I+ -+ — - moew” -
m, e, mceaw2
A la résonance :
2, 2 2 2
watwy 1 ) 4wmwa m,
wl= + — (mg + wm) 1- (1.28)
2, 2.2
2 2 (wg+wg) m +m,
avec :
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Si wy < wy et my < m,, un développement au premier ordre de la racine

c’
carrée donne :

m

2 a ¢ w2

w® = wy w'g
m, + m,
ou &
M
w2=m31+w§———-—- > mi (1.29)
m, + m.

i.e une fréquence de résonance basse et une fréquence de résonance
haute. Enfin, en incluant dans le schéma équivalent une impédance de

rayonnement en série avec m en remplagant f par le transformateur

a’
fictif de la section (1.1.2), en faisant apparaitre l'élasticité de 1la
tige de précontrainte et les différentes pertes (diélectriques,
frottements internes), on obtient un schéma global correspondant 2

celui qui a été développé pour le Tonpilz.

Comme pour le Tonpilz, ce schéma équivalent permet de calculer
les dimensions caractéristiques de la structure, de choisir les
matériaux, d'effectuer un bilan de puissance, pour un cahier des
charges donné. Il contient en outre l'existence des deux modes de
résonance typiques de cette structure. Toutefois, comme pour le
Tonpilz, au deld de 1'ébauche, on retrouve les mémes défauts :

- la localisation des impédances, approximation 3 laquelle on
ne peut plus substituer simplement un modéle d'onde plane
compte tenu de la présence de l'anneau,

- l'ignorance des effets 3D. Ces effets peuvent €tre dis aux
déformations radiales des moteurs, la longueur n'étant plus
trés grande par rapport au diamétre des céramiques. Ils
peuvent aussi é€tre dfis & des flexions complexes de 1l'anneau
pour des fréquences situées en haut de bande, flexions bien
révélées expérimentalement, par holographie par exemple
(figure I1.10).
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Figure 1I.10 . Clich&s holographiques d'un secteur de 1'anneau Isabelle
sur ses premier (a), second (b) et troisiéme (c) modes
de vibration . On notera l'apparition progressive de la

flexion ( mouvement en ''tonneau' ) .
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De plus, on se heurte dans ce cas au probléme de la détermination de
1'impédance de rayonnement dont les expressions approchées sont bien
moins assurées que dans le cas d'un pavillon circulaire ou
rectangulaire [63,64].

I.3 LE TRANSDUCTEUR ANNULAIRE A IMMERSION LIBRE
I.3.1 Description

Le transducteur annulaire & immersion libre [65] est un tube
cylindrique de céramique piézoélectrique, d'épaisseur faible, auquel
une excitation électrique communique une vibration radiale. L'anneau
peut étre :

- homogéne, polarisé radialement, avec des électrodes sur ses
faces interne et externe (figure I.11.a) [66],

- segmenté, polarisé tangentiellement, avec des électrodes
minces, radiales, entre les segments (figure I.11.b)
[19,25,26].

Dans tous les cas l'anneau est revétu d'une couche protectrice étanche
(néopréne...) et peut €tre précontraint par un cerclage en fibres de
verre.

Dans un fonctionnement normal, ce transducteur présente deux
résonances de fréquences trés voisines qui lui conférent une large
bande : le mode radial de 1l'anneau d'une part, le mode fondamental de
la cavité fluide interne d'autre part. La céramique étant, du point de
vue statique, en équipression, ce transducteur peut fonctionner par
forte immersion. Enfin, l'association des anneaux pour former umne base
[66,67], représentée figure (I.ll.c), permet d'obtenir une directivité
importante dans le plan de l'axe de symétrie.

I.3.2 Modéle simple

Dans le cas d'un anneau polarisé radialement, sous réserve que sa
hauteur h soit faible devant son rayon R, le résultat obtenu en
(1.2.2) est valable si on tient compte de l'effet piézoélectrique dans
la relation entre contrainte et déformation. Ainsi, 1'équation (1.22)
devient [3] : '
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Figure I.10 . Clich&s holographiques d'un secteur de 1l'anneau Isabelle
sur ses premier (a), second (b) et troisiéme (c) modes
de vibration . On notera 1'apparition progressive de la

flexion ( mouvement en "tonneau" ) .
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De plus, on se heurte dans ce cas au probléme de la détermination de
1'impédance de rayonnement dont les expressions approchées sont bien
moins assurées que dans le cas d'un pavillon circulaire ou
rectangulaire [63,64].

I.3 LE TRANSDUCTEUR ANNULAIRE A YMMERSION LIBRE
I.3.1 Description

Le transducteur annulaire 3 immersion libre [65] est un tube
cylindrique de céramique piézoélectrique, d'épaisseur faible, auquel
une excitation électrique communique une vibration radiale. L'anneau
peut &tre :

- homogéne, polarisé radialement, avec des électrodes sur ses
faces interne et externe (figure I.1l.a) [66],
- segmenté, polarisé tangentiellement, avec des électrodes

minces, radiales, entre les segments (figure I.11.b)
[19,25,26].

Dans tous les cas l'anneau est revétu d'une couche protectrice étanche
(néopréne...) et peut étre précontraint par un cerclage en fibres de
verre.

Dans un fonctionnement normal, ce transducteur présente deux
résonances de fréquences trés voisines qui lui conférent une large
bande : le mode radial de l'anneau d'une part, le mode fondamental de
la cavité fluide interne d'autre part. La céramique étant, du point de
vue statique, en équipression, ce transducteur peut fonctionner par
forte immersion. Enfin, 1l'association des anneaux pour former une base
[66,67], représentée figure (I.1l.c), permet d'obtenir une directivité
importante dans le plan de l'axe de symétrie,

I.3.2 Modéle simple

Dans le cas d'un anneau polarisé radialement, sous réserve que sa
hauteur h soit faible devant son rayon R, le résultat obtenu en
(I.2.2) est valable si on tient compte de l'effet piézoélectrique dans
la relation entre contrainte et déformation. Ainsi, 1'équation (1.22)
devient [3] : "
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Céramique piézoélectrique
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Figure I.11 . Anneaux 3 immersion libre : (a) polarisation radiale, (b)

polarisation tangentielle,(c) : base de quatre &léments .
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df = ht ( — 3 - 3 ) de (1.30)
E R E T
811 811

ol s%l et dj; sont les constantes élastique et piézoélectrique
appropriées (annexe 2), u est le déplacement radial, ¢ le potentiel
excitateur et t l'épaisseur. On en déduit :

2
dt2 pst§1 pR511 T
d'ou
d3; ¢
u = .« - (1032)

oRs§; W2 - w?)

avec, comme en (I.24) :

1
w, = S (1.33)

pR?sT;

On retrouve ainsi un schéma mécanique équivalent simple :

v e m = 2npht
—
' RsT)
e=
f () "
f= . ¢
E
811

qui, si on introduit le transformateur électromécanique, la capacité
bloquée C, et la résistance de rayonnement r devient :
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Cette approche, méme si elle donne une bonne approximation de la

pulsation de résonance w, et permet de calculer la vitesse vibratoire,

a
est trop grossiére en résumant 1'effet du fluide sous la forme de la
résistance de rayonnement r. De fait, le fluide contenu dans la cavité
délimitée par le cylindre présente, lui aussi, des résonances dont la

pulsation fondamentale est, en premiére approximation :
Te
We = — (1.34)
© n

ou ¢ est la célérité du son dans 1l'eau. L'impédance de rayonnement
doit donc étre représentée au moins par un circuit rLC équivalent,
sinon par des expressions plus comp%exes que l'on rencontre
classiquement lors de 1'étude de la propagation du son dans les tubes
[2]. Pour traiter ce probléme, une seule approche semi-analytique a
été développée par J.P.D. WILKINSON et al [19], & l'aide d'une
formulation en potentiel de simple couche, mais elle nécessite une
résolution numérique d'un systéme d'équations linéaires. De plus, il
faut noter que méme la relation (I.34) a été corrigée par G.W. Mc
MAHON [66] qui a proposé :

- de tenir compte des effets de bord en remplagant la hauteur
h par une hauteur effective hg donnée par [8] :

h, =h (1 + 2 aR) (1.35)
avec ¢
ch
a = .633 - .106 — (1.36)
(o}
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w.R
pour .33 < — < 3.3
c

- de tenir compte de 1'élasticité des parois du cylindre en
remplagant la vitesse de propagation ¢ par une vitesse
effective Ce donnée par [68] :

E
2ks7,R  1/2
ce=e (14— ) (1.37)
T

ol K est la compressibilité de 1'eau.

Enfin, différents auteurs ont essayé de tenir compte de la hauteur
vraie du cylindre dans 1l'analyse du probléme mécanique [69] ainsi que
d'une vibration dans l'épaisseur, induite par effet piézoélectrique,
qui différencie les vitesses des faces interne et externe [70].

De maniére plus critique que pour le Tonpilz et 1'Isabelle, ce
transducteur échappe donc & 1'analyse par des modéles simples. Une
approche sérieuse nécessite :

- une description couplée du comportement de la structure et
du fluide, qui dispense de corrections du type (I.37) et
surtout qui traite le rayonnement,

- une description 2D, qui prend en compte la géométrie
véritable de 1'anneau et les effets de bord que schématise
la relation (I.35).

Une telle approche peut alors décrire également les modes harmoniques
de la cavité ainsi que les flexions de l'anneau qui apparaissent
lorsque le transducteur est employé dans une bande large [25,26,29].
Elle donne aussi accés & 1l'étude du couplage par le fluide entre
anneaux d'une méme base.

I.4 LES TRANSDUCTEURS UTILISANT DES VIBRATIONS DE COQUES MINCES

Un transducteur de ce type, désigné ci-aprés sous le nom de
"criquet" [71], est constitué par un barreau, un disque ou un anneau
de céramique piézoélectrique dont la vibration longitudinale ou
radiale induit un mouvement de flexion d'une coque qui rayonne dans le
fluide environnant [72]. Ce transducteur, dont les figures (I1.12) &
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(I.14) présentent quelques structures classiques, est spécialement
congu pour fonctionner en basse fréquence (i.e. pour des fréquences
notablement inférieures & la fréquence du mode fondamental du barreau,
du disque ou de l'anneau piézoélectrique), la grande rigidité de la
céramique étant compensée par l'inertie effective trés importante
ramenée par le mouvement de la coque pour produire la résonance
désirée. Il n'existe pas, & 1l'heure actuelle, de modéle analytique
simple de ces transducteurs susceptible d'aider efficacement & leur
conception. Toutefois, en traitant approximativement et séparément les
trois parties (moteur piézoélectrique, coque, fluide) et en écrivant
les conditions de raccordement mécanique ou acoustique qui les lient,
plusieurs auteurs ont pu obtenir des informations théoriques
intéressantes sur divers types de structures. L.H. ROYSTER [73] a
analysé un “eriquet" de type I en décrivant la colonne motrice suivant
le modéle d'onde plane développé en (I.1.3), en modélisant la coque
suivant une technique de différences finies et le rayonnement & l'aide
d'une formulation intégrale de Helmholtz. R.A. NELSON et L.H. ROYSTER
[20] ont repris la méme approche pour un "criquet" de type V, le mode
radial du disque étant décrit & l'aide des fonctions de Bessel. Enfin,
G.A. BRIGHAM [74] a étudié 1le "criquet" de type IV en décrivant
également la colonne motrice suivant un modéle d'onde plane, en
assimilant la coque & un anneau ovale (largeur L faible devant le
périmétre 4S) dont 1'équation du mouvement est résolue gréce & une
décomposition en série de Fourier des champs de contrainte et
déformation et en adoptant comme impédance de rayonnement celle d'un
cylindre de section elliptique vibrant dans un baffle dur infini de
méme section.

De ces diverses analyses, on peut tirer quelques remarques
essentielles :

- chaque code de calcul développé, sinon chaque méthode, est
propre & un type de transducteur '"criquet" et dépend de
maniére assez critique de sa géométrie,

- le modéle de coque employé est souvent simple et mal adapté
pour décrire l'interface entre la coque et le moteur ou pour
prendre en compte la forte courbure et la surépaisseur dans
cette méme région,

- les modéles de coque analysés par différences finies
convergent mal [75],

~ la prise en compte du rayonnement est, en général, sinon
grossiére, du moins chére en ressources informatiques.
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Figure 1.13 . Présentation &clatée d'un criquet de type 1 .
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Par opposition, une approche nouvelle doit donc étre polyvalente au
niveau de la description de la structure, ne pas dépendre des modéles
employés pour étudier la coque en permettant, par exemple, le test de
diverses approximations, et assurer une prise en compte naturelle du
rayonnement. Dans certaines configurations, elle doit aussi permettre
la modélisation d'un fluide interne utilisé pour compenser les effets

de la pression hydrostatique extérieure dans le cas de transducteurs a
forte immersion [30].

I.5 BILAN

De cette analyse rapide il ressort que si les schémas équivalents
classiques 3 impédances localisées ou réparties (onde plane)
permettent de comprendre simplement les éléments essentiels du
fonctionnement d'un transducteur et de réaliser une premiére ébauche
de sa conception, ils ne prennent pas en compte ou décrivent mal de
nombreux effets importants, entr'autres :

- le papillonnage des pavillons de Tonpilz, essentiel pour
comprendre et prévoir le fonctionnement de transducteurs
large bande ou multifréquence,

- les modes de flexion de ces mémes transducteurs (rocking
modes) induits par des excitations dissymétriques,

- les déformations radiales de colonnes motrices dont 1la
largeur est comparable 3 la longueur d'onde,

- les déformations non radiales des anneaux Isabelle ou &
immersion libre (flexion...),

-~ le couplage hydroélastique et les effets de bord pour les
modes de cavité des anneaux & immersion libre,

- le couplage entre le mouvement longitudinal ou radial du
moteur et le mouvement de flexion de la coque qui est
responsable du fonctionnement de transducteurs de type
"ecriquet".

Par ailleurs, au dela des effets 2D, 3D ou hydroélastiques, ils ont
recours a des expressions analytiques des impédances de rayonnement:
qui, dans la grande majorité des conditions de fonctionnement, n'ont
pas été établies exactement pour la géométrie de la structure et ne
sont pas des solutions autocohérentes du probléme couplé.
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Cet ensemble d'observations montre que, au deld de 1'ébauche, la
conception d'un nouveau transducteur demande soit une mise au point
expérimentale, résultant souvent d'une démarche par '"essais et
erreurs" et impliquant la réalisation de maquettes et de mesures
parfois difficiles, soit une simulation numérique précise, apte &
prendre en compte les effets complexes évoqués précédemment. Méme si
sa réponse n'a pas un caractére aussi absolu que celui d'une analyse
expérimentale, cette derniére approche a souvent l'avantage de
1'économie et de la rapidité et, surtout, fournit une information trés
détaillée sur le comportement de tous les éléments de la structure
permettant souvent, par la compréhension qu'elle induit, d'accélérer
la convergence du processus de mise au point. Cette simulation
numérique doit pouvoir prendre en compte :

- des géométries complexes (2D, 3D, coques, coques épaisses,
tiges...),

- des structures hétérogénes et souvent anisotropes
(céramiques piézoélectriques),

- le couplage électro-mécanique di & la piézoélectricité i.e.
résoudre simultanément, dans un méme domaine, les équations
de 1'élasticité et 1l'équation de Poisson,

- le couplage hydroélastique i.e. résoudre simultanément, dans
deux domaines adjacents, les équations de 1'élasticité et
1'équation de Helmholtz, '

- 1'effet de rayonnement.

Elle doit disposer d'autre part d'interfaces d'entrée-sortie commodes
et reposant sur une présentation graphique, pour l'essentiel, compte
tenu de la nature complexe du probliéme. A cet ensemble de requétes, la
méthode des éléments finis [21] est actuellement la plus apte a
répondre. La suite de cette thése va présenter l'application que nous
en avons faite et montrer comment elle a permis d'analyser en détails
le comportement des structures Tonpilz. Les études, par la méme
méthode, de la structure Isabelle et des anneaux & immersion libre
‘sont respectivement les sujets des théses de P. TIERCE [53] et R.
BOSSUT [55].

44




CHAPITRE II

ANALYSE DU PROBLEME ELECTROMECANIQUE

A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

L'objet de ce chapitre est de présenter l'application de la
méthode des éléments finis 4 la résolution du probléme
électromécanique du comportement dynamique d'un transducteur
piézoélectrique dane l'air. Aprée un rappel des équations du probléme,
leur formulation variationnelle est posée et discutée. La méthode des
éléments finis est alors introduite dans son application au probléme
traité, les détails techniques'de la formulation des éléments ou de
l'algorithmique étant reportés en annexe. Enfin, les résultats de
plusieurs tests caractéristiques sont présentés pour prouver la
capacité de la méthode & résoudre le probléme et préciser les critéres
de maillage. L'analyse détaillée du comportement d'une dizaine de
Tonpils différents, permettant d'appréhender les régles générales qui
régissent leurs comportements est, elle, conduite au chapitre suivant.
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II.1 LES EQUATIONS DU PRORLEME

L'analyse 3 conduire est une analyse harmonique d'une structure
hétérogéne, de forme géométrique complexe, constituée en général de
matériaux métalliques divers et de céramiques piézoélectriques
anisotropes. Dans cette analyse, seuls les effets élastiques et
piézoélectriques sont pris en compte, les modéles utilisés excluant en
particulier les non-linéarités de grands déplacements ou de
comportement et les effets dissipatifs (frottements internes, pertes
diélectriques). Les équations, la formulation variationnelle et
1'introduction des éléments finis sont développées dans le cas d'un
matériau piézoélectrique, le cas d'un matériau métallique ou d'un
domaine mixte s'en déduisant de facon évidente en supprimant si
nécessaire le champ électrique et les grandeurs et constantes
physiques qui sont associées & son effet. Dans ces conditions, les
équations d'état du systéme sont (annexe 2) :

- .E i}
Ti5 = cigk1 Sk1 ~ k15 Ex

= s
Di = ejk1 Sk1 *+ ey Ej 1.1
1.1

od [T]) est le tenseur des contraintes, [S] le tenseur des
déformations, E le vecteur champ électrique, D le vecteur excitation
du champ électrique, [cE] le temseur des constantes élastiques 3 champ
électrique constant, [e] le tenseur des constantes piézoélectriques,
[e5] le tenseur des constantes diélectriques 3 déformation constante.
i,j,k et 1 varient de 1 & 3 et repérent les axes de coordonnées, la
notation d'Einstein étant d&s maintenant utilisée systématiquement. En
complément :

1 auk Bul

S = (—+—)
Bxl 3Xk
a¢
Ei=-—
Ixy

(11.2)

ol 3 est le vecteur déplacement et ¢ le potentiel électrique. Dans
tout le domaine 2 doivent étre vérifiées l'équation générale du
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mouvement [76] :

2
2

at axj
et 1'équation de Poisson :
ani
—_=
Bxi

(11.4)

les différents matériaux ne contenant pas de charges libres en volume.
Avec les relations (II.1), notant w la pulsation, on obtient le
systéme :

- pwlu, = — (s - E,)
pwuy T — (Cijk1 k1 ~ ®kij “k
axj .

]
S =
— (ejp) Sk1 * €35 Ej) =0
axy
(11.5)
Ces équations sont assorties d'un ensemble de conditions aux
limites mécaniques ou électriques diverses. Les conditions mécaniques

sont :

- des conditions sur le champ de déplacement, du type
Dirichlet :

uj (11.6)
ol u; est une quantité connue. On notera S, l'ensemble des

é1éments de surface soumis 3 une telle condition,

- des conditions sur le champ de contrainte, du type Neumann
[76] :

Tyy-my = £ ' (11.7)

ol R est le vecteur normal 3 la surface, orienté vers
l'extérieur, et £ est un vecteur connu. On notera Sg
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l'ensemble des éléments de surface soumis & une telle
condition.

Les conditions électriques sont :

- des conditions sur l'excitation du champ électrique,
valables sur toute partie de la surface du matériau
piézoélectrique qui ne porte pas d'électrode, et donc pas de
charges superficielles :

D;uny =0 (11.8)

ol R est le vecteur normal & la surface. On notera S;
l'ensemble des éléments de surface soumis 3 une telle
condition. On remarquera que (II.8) suppose que l'excitation
du champ électrique est négligeable & l'extérieur du domaine
Q, ce qui est facilement vérifié pour une céramique
piézoélectrique,

- des conditions sur le potentiel et l'excitation du champ
électrique, valables sur les électrodes. Notant p 1'indice
qui repére les électrodes et varie de 0 & M, Sp la surface
de 1l'électrode p, on a:

¢ = ¢, (11.9)

en tout point de Sp et :

- JI pyeny ds, = q, (11.10)
SP

Suivant les cas, le potentiel ou la charge est imposé. Dans
le premier cas, ¢p est une valeur connue & priori et (II.10)
permet le calcul de Qp. Dans le second cas, Qp est une
valeur connue, (II.9) impliquant seulement que ¢ est une
constante 3 déterminer. Enfin, pour définir l'origine des
potentiels, il est nécessaire d'imposer que le potentiel
d'une électrode, 1'électrode p = 0 par exemple, est nul (¢,
= 0).

II1.2 LA FORMULATION VARIATIONNELLE
Les équations (II.5) d'une part, (II.6) & (II.10) d'autre part,

sont respectivement les équations d'Euler [77,78] et les conditions
aux limites associées & la quantité stationnaire L définie par :
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L=

N ] -

E 2 2
(sij cijkl Skl - pw Ui)dg

- - E -
II (ui ui)nj(cijkl Skl ekij Ek)dSu

Su

[f £;-u;dSy
Sp

1
S
- IIIQ ; (2 Skl eikl Ei + Ei Eilej)dQ

M
= LI erepng (egpg Sy + iy Egas,

(11.11)

Cette quantité, dont le premier terme est le lagrangien du probléme
mécanique seul, a été trouvée suivant une éypproc‘he classique d'essais
et erreurs par J.A. LEWIS [79], R. HOLLAND et E.P. EER NISSE [80,81]
puis justifiée & l'aide du principe des travaux virtuels par H. ALLIK
et T.J.R. HUGHES [82]. L'annulation de la variation de L au premier
ordre implique la vérification de 1l'ensemble des équations et
conditions aux limites (II.5) & (I1.10). Le détail de la démonstration
et sa discussion peuvent &tre trouvés dans le livre de HOLLAND et EER
NISSE:-[15] et dans la thése de D. BOUCHER [§7] et ne seront pas
reproduits ici. -

Ce principe variationnel a été exploité suivant une approche de
Rayleigh-Ritz pour plusieurs applications : recherche des modes
propres d'un parallélépipéde piézoélectrique [83] (les fonctions de
base étant des produits de lignes trigonométriques qui vérifient, &
priori, certaines conditions aux limites), recherche des modes propre's
d'un disque piézoélectrique épais portant des électrodes complétes sur
ses faces orthogonales & 1l'axe de polarisation [80] (les fonctions de
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base étant des produits de lignes trigonométriques et de fonctions de
Bessel qui ont la symétrie des modes de dilatation-compression et
vérifient, & priori, certaines conditions aux limites), recherche de
l'admittance et des modes propres d'un disque piézoélectrique épais
portant des électrodes segmentées et concentriques sur ses faces
orthogonales & 1'axe de polarisation [81]. Toutefois, la méthode de
Rayleigh-Ritz suppose, en général, que les fonctions de base employées
sont définies sur tout le domaine. Elle devient donc inutilisable
pratiquement lorsque le domaine a une frontiére irréguliére et
lorsqu'il est hétérogéne. Dans ce cas, la formulation variationnelle
doit conduire & une analyse par la méthode des éléments finis qui, en
utilisant des fonctions de base définies '"par morceaux", s'adapte bien
aux conditions complexes [21].

I1.3 L'ANALYSE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
I1.3.1 Principe
Dans une analyse par la méthode des éléments finis, le domaine @

dans lequel le champ de déplacement i et le potentiel électrique ¢
sont recherchés est découpé fictivement par des lignes ou des surfaces

RGE)=£ (50 R 5By sX)

¢(£)=g(¢a’¢b’¢c’¢d’{)

en élémente qui sont interconnectés en un nombre fini de points situés
3 leurs frontiéres, les noeuds. L'ensemble des éléments constitue le
maillage. A 1l'intérieur de chaque élément, le champ de déplacement et
le potentiel électrique sont définis de manidre unique par les seules
valeurs qu'ils prennent aux noeuds de 1'élément, cette définition
étant assurée & l'aide de fonctions d'interpolation ou de pondération.
Ainsi on dispose sur £ d'une fonction d'essai, dépendant des seules
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valeurs nodales de j et ¢, qui est définie par "morceaux" dans des
domaines élémentaires jointifs. Ces domaines élémentaires,
contrairement & 2, peuvent &tre des domaines de formes géométriques
simples et de composition homogéne. Injectant cette fonction dans L et
écrivant les conditions de minimisation, on obtient un systéme
d'équations dont les inconnues sont les valeurs nodales. Les
interpolations étant linéaires par rapport aux valeurs nodales et 1la
fonctionnelle dans (II.11) étant quadratique, on montre ultérieurement
que ce systéme est linéaire et susceptible d'étre traité par les
algorithmes puissants de l'analyse numérique moderne.

La suite de cette partie va présenter :

- les fonctions d'interpolation utilisées,

- la formulation en 3D des différents tenseurs,

- l'application du principe variationnel,

- les équations & résoudre et les algorithmes correspondants,
- les éléments utilisés et la formulation isoparamétrique,

- la technique d'assemblage,

- les autres approches.
I1.3.2 Les fonctions d'interpolation

Soit un élément triangulaire e dont les trois sommets sont les

trois noeuds et ¢, $5, ¢S les valeurs nodales du potentiel sur ces
trois noeuds. La connaissance de ¢?, ¢§, ¢§ et des coordonnées des

sommets permet d'obtenir une valeur de ¢ en tout point & l'intérieur
du triangle par une interpolation linéaire :

¢ = ifl N§ (x,y) ¢% (11.12)

dont les coefficients N$, appelés fonctions d'interpolation ou de
pondération, sont représentés ci-aprés. Ces fonctions sont des
polynémes en x et y dont les neuf coefficients constants (3x3) sont
définis par les relations :

N§ (xj,yj) =1 si 1i=j
=0 s8i 1i#] (11.13)

avec i = 1,3 et j = 1,3. Pour le méme élément, si on s'intéresse au
champ de déplacement § dont 1les valeurs nodales sont Hi, ug, Hg, on

a :
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R = % [NE1 1% (11.14)
i=1

avec :

[Nei]= N?_ (xsy)

O O =

00
10 (11.15)
01

dans le cas oll le vecteur X a trois composantes.

‘<§/I | ;

N‘la R

)AL y ‘5555!2’5&!:..>
W Do
y X 1

X

(2) 1 (2)
(3)
Nt; (n
Yy
# (2)

Pour un élément quadrilatére dont les quatre coins sont les
quatre noeuds, les relations (I1.12) & (II1.15) restent valables, &
condition de faire varier i et j de 1 & 4. Les fonctions

d'interpolation restent linéaires sur les cdtés de 1'élément mais
deviennent quadratiques & 1'intérieur.

(1)
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Pour un élément quadrilatére dont les quatre coins et les milieux
des quatre cdtés sont les huit noeuds, les relations (II1.12) & (II.15)
restent valables, 3 condition de faire varier i et j de 1 & 8. Les
fonctions d'interpolation deviennent cette fois quadratiques sur les
cdtés.

Cette procédure de construction est évidemment généralisable a
des interpolations d'ordres plus élevés ou a des éléments
tridimensionnels. Notant p le nombre de noeuds d'un élément e on a
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alors :
¢ = INg) #° (11.16)

ol Qeest le vecteur des p valeurs nodales de ¢ et :

[N§] = [N, N3 «......NT] (11.17)
De méme :
g = [N®] g¢ (11.18)
ol ¢

e ]

"
RE = -2

e

Ky , (11.19)
et :
[N°] = [ [N{], [N3]...[N3] ] (11.20)

Les pxp coefficients des polyndmes d'interpolation sont définis par :

Ng (xj,yj) =1 sii=j
0 sii#]j (1I1.21)

avec 1 = 1,p et j = 1,p.

I1 est intéressant de noter ici qu'd chaque interface entre deux
éléments les relations (II.16) et (II.18) impliquent la continuité du
potentiel et des composantes du champ de déplacement mais pas la
continuité de leurs dérivées spatiales. Il faut aussi remarquer que :

E Ng (x,¥) = 1 ¥V x,y élément (11.22)
i=1

On trouvera dans le livre de 0.C. ZIENKIEWICZ [21] d'autres propriétés
que les fonctions d'interpolation doivent posséder pour assurer la
convergence de la méthode.
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I1.3.3 La formulation des différents tenseurs

Dans ce paragraphe, on va dériver de (II.16) et (II.18) les
expressions du vecteur champ électrique F et du tenseur des
déformations [S] dont on pourra déduire le vecteur excitation du champ
électrique D et le tenseur des contraintes [T]. Cette dérivation est
faite dans le cas d'un probléme 3D mais est évidemment réductible 2
des dimensions inférieures (2D, symétrie axiale). Pour le champ
électrique :

E=- ngd ¢
= - [grad n§, ... grad Ngl ) (I1.23)

soit encore :

R =-[85]2% (I1.24)
avec :
[Bg1 = [R31s B§y --- &5 (I1.25)
et :
raN‘i*
ox
o k
Boi = — (II1.26)
ay
ON§
3z
- -

Pour les déformations, utilisant la notation condensée 3 six
composantes [83], on obtient :

S =1[B%]J (11.27)

avec :
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[8€] = [ [Bﬁl,[Bgl.--[Bgl ] (11.28)
et : —-
e
aNy
[BS] = _— 0 0
9x
e
aNi
0 . 0
3y
e
aNi
0 0 _—
0z
e e
BNi aNi
0 —_ _—
9z Ay
e e
aNi aNi
J— 0 —
3z ax
e e
aNy 3Ny
_— —_— 0
3y ox (11.29)

Dés lors :

T= [cF1 [8°] | + [e] [B3] ¢ (11.30)

R= lel [8°] § - [°] [BY) & (11.31)

ot [cF] est la matrice 6x6 obtenue par condensation du tenseur cgjkl
et [e] est la matrice 3x6 obtenue par condensation du tenseur e

[83] .

11.3.4 Application du principe variationmnel [82]

Pour introduire dans la fonctionnelle de la relation (II.11) les
expressions développées en (I1.3.2) et (II.3.3) des grandeurs

mécaniques ou électriques, il faut décomposer L en une somme
d'intégrales sur tous les éléments e du maillage. Notant R, le volume
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de 1'élément e, Syes STes Spe les parties des surfaces Sus Sy et S

P
appartenant & e, si elles existent, (II.11) devient :

1
L= 7 [=fff &7 (3°17 [<"] [B°] g° ar,
e 2 Q

e

1
- E mz IJI o QeT [Ne]T [Ne] Qe dQe
Q

e

+

(15 meT 13°17 el [8§) g° an,

e

1
- fffn %7 (8517 (5] (8BS ge an,

e

ueT [NE]T { dsTe]

]
—
—

sTe
M
+ .
L 65,
p=o

(11.32)

ol € et % sont les vecteurs des valeurs nodales de y et ¢ dans
1'é1ément e, [B®1, [B;], [N®] sont les matrices d'interpolation
caractéristiques de 1'élément e et l'exposant T indique une
transposition. De cette expression, les intégrales étendues aux
surfaces S, et Sp ont disparu ce qui nécessite une explication
complémentaire. De fait, considérant l'intégrale sur Sue ¢

y E N
II (ui ui)nj (cijkl Skl ekij Ek)dsue

Sue

(11.33)

il est évident qu'elle ne dépendra que des valeurs prises par y et ¢
sur les noeuds de S, 4 1'exclusion de tous les autres noeuds de 2,
puisque, comme le montre le paragraphe (II.3.2), seules les fonctions
de pondération des noeuds d'une face d'un élément ne sont pas

identiquement nulles en tous points de cette face. En conséquence, si,
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dans 1'équation (II.32), on impose aux déplacements des noeuds de 84
les valeurs fixées par les conditions aux limites prescrites, toutes
les intégrales (II.33) deviennent identiquement nulles et ces
conditions aux limites sont bien prises en compte dans la formulation
variationnelle par 1l'expression (II1.32) de L. La méme approche
s'applique, évidemment, & 1'intégrale étendue 2 la surface Spé‘

Dans l'expression de L, les vecteurs I.Le et Qe ne dépendent pas
des variables d'intégration. L peut donc se réécrire :

1

1
L = z [ _HeT [Kgu] He - _w2 HeT [Me] He
e 2 2

1
+ JJeT [Kﬁcb] Qe +; ;aeT [K$¢] %e

HET Ee] + 1511 ¢ Q
: p=o |

(11.34)
avec
(RS,) = Jff (8817 [F] [B°] ao
Qe
M1 = [f o [x1T (8°] aq,
Qe
[KSe] = [ff  (8°17 fe] (B3] au,
9e
[K€g1 = -JIf  1BG1T [e5] [B5) an -
Qe
T
£ =[] IN®1" § asp,
STe
(I1.35)

Les matrices [Kﬁu], [K3¢] et [K$¢] sont les matrices élémentaires de
rigidité, respectivement mécanique, piézoélectrique et diélectrique.
La matrice [M®] est la matrice élémentaire de masse cohérente [21].
Définissant alors R et §, les vecteurs des valeurs nodales de y et ¢
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sur tout le domaine £, 1l'expression (II1.34) peut &tre réarrangée sous
la forme :

1
= 2
L= Z = Uia ( [Kuu]ia,jB W [M]ia,js) UjB

ia,jB 2

+ Z Uia ( [Ku¢]ia,j) Qj
ia,j

I e (I

+ -9 K..1..) ¢

i1 2 i i3’ 3

- ga Usq Fig + § ®5 Q4

(11.36)

ol i et j décrivent tous les noeuds du domaine, a et B les trois
coordonnées x,y,z et Q est le vecteur des valeurs nodales Qj’ tel que
si les noeuds j' sont les noeuds de l'une des électrodes p dont le
potentiel est égal & ¢p’ alors la somme des charges Qj.est égale a

Q

p? sinon Qj est nulle. Dans cette relation :

[Kuu]ia,js = e(;,j) [KSU]iasjB

[ M] [ M€

e(i,j) la, 56

|
~1

ia, jB

Ryplia,j = 1 [K§¢]ia,j

e(i,j)
(K,,] = [k, 1
dd’1,J e(g,j) ¢ 1,
F = Fe
1o e%i) la

(11.37)
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e(i,j) représentant un é1ément e qui contient les noeuds i et j, e(i)
un élément qui contient le noeud i. L'opération de réarrangement et
addition représentée par les équations (II1.37) est une phase
essentielle d'une analyse par éléments finis appelée assemblage.

Dés lors, 1l'application du principe variationnel conduit a
minimiser L par rapport aux valeurs nodales de a et ¢, i.e & écrire :

=0 ¥ia (11.38)

— =0 Vj (11.39)

On obtient :

) (IRyulia, 58 - w? M lia, 87058

i
+ Z ([Ku¢]ia,j)¢j = F;, Via
i
(11.40)
et :
! (Kyylia, 19010 + 1 ([Rgely, 5204
ia ’ i 2
= 'Qj Vi
(I1.41)

Ces deux équations peuvent se regrouper sous la forme matricielle :

(R, - w2 [M] [Kyg) X E

[Ryy1" [Kyy! 2 ®

(11.42)
la matrice du premier membre étant réelle et symétrique.
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11.3.5 Equations 3 résoudre et algorithmes

La résolution de (II.42) peut d'abord étre conduite dans
plusieurs cas correspondants & des structures purement élastiques :

(a) l'analyse statique

Une structure purement élastique est soumise 3 une force statique
E sur sa frontiére. Le déplacement 3 tous les noeuds est obtenu en
résolvant :
(Ryo) X = K (11.43)
La connaissance de ]] permet de déterminer, 2 l'aide des matrices
d'interpolation [N] et [B], le déplacement, les déformations et les
contraintes en tous points.

(b) l'analyse modale

Les modes propres d'une structure purement élastique sont fournis
par :

([Ky,] - w2 M ) g =4§ (11.44)
les pulsations propres étant les racines de :
- w2 =
K, - w [M] 0 (I1.45)
(¢) l'analyse harmonique

Une structure purement élastique est soumise sur sa frontiére &
une force dépendant sinusoidalement du temps, & la pulsation w.

L'amplitude du déplacement & tous les noeuds est obtenue en
résolvant :

([Ry] -0 M) g=k& (11.46)

Le systéme d'équations (II1.46) est singulier pour les fréquences
propres de la structure, la modélisation ne tenant compte d'aucun
effet d'amortissement.
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La résolution peut ensuite €tre conduite dans plusieurs cas
correspondants & des structures électromécaniques purement
piézoélectriques ou mixtes. Dans ces différents cas, la relation
(11.42) peut &tre avantageusement réordonnée en classant les degrés de
liberté du potentiel en trois catégories :

- les degrés de liberté des électrodes, notés ¢p (p = 1,M),
regroupés dans le vecteur §_,

- les degrés de liberté de référence bq (¢° = Q),

- les degrés de liberté internes & la céramique, notés by
regroupés dans le vecteur 24

Alors :
p— 2 . e—— f— - prn _T
[Kyy) - w® M1 [KG,] [REy]  Bugo X )
(kLT (k331 [REB] g4 R4 R
P T i
[Ku¢] [Kéng [Kgg] Kg¢o QP -QP
T iT > T
5u¢o K¢¢o 5§¢° K¢o¢° L_? -Qﬁ_
(11.47)

Dans ce systéme, la derniére équation ne sert qu'au calcul de la
charge de 1'électrode de référence, Q,, et peut étre éliminée. D'autre
part, le vecteur §; peut é&tre remplacé dans la premiére et la
troisiéme ligne part :

gy = - (5L (LT g+ (k3R g) (I1.48)

(11.47) devient alors :

[Ry,1-u? [M]  [RE,] R X

[RP,1T [RPR) Rp “Rp
(11.49)

ol [KR] est la matrice [K] transformée par la substitution (II.48).

Dés lors, on retrouve différentes analyses possibles :
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d) l'analyse statique

Plusieurs éventualités sont & considérer. Si, par exemple, la
structure électromécanique est isolée électriquement (Q_ = o) et
soumise & une force statique § sur sa frontiére extérieure, alors :

([Ry,] - [RB,1 [REPITL (RBIT) = (11.50)
et :
g, = - [igg]'l [KE¢]T ) (I1.51)

(11.50) fournit le champ de déplacement en tous points, (II.51) et
(11.48) les potentiels induits par effet piézoélectrique direct. Si,
au contraire, des tensions excitatrices sont appliquées & une
structure mécaniquement libre, le champ de déplacement induit par
effet piézoélectrique inverse est :

B=-Ig, 0! [RBs1 2, , (11.52)
la relation :
Rp = - [ [RER) - [RRIT [R 171 [RR,1 1 4, (11.53)

donnant les valeurs des charges. D'autres combinaisons sont évidemment
possibles.

e) l'analyse modale en court-circutt
Dans ce cas, toutes les électrodes sont au potentiel zéro et
e 2 =
(IR, - w® M) g = Q (11.54)

Cette équation est formellement identique & (II.44) les modes propres
obtenus sont appelés des résonances. La relation :

Rp = - [RE¢]T N (11.55)

permet de calculer les charges.
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f) l'analyse modale en circuit ouvert

Dans ce cas, il n'y a pas de charge sur les électrodes. La
relation (II.51) s'applique et :

( [Ry,] - [RB,1 [RBRITT [RR,1T - w? [M] ) g = § - (11.56)

De nouveau cette équation est formellement identique a (I11.44). Les
modes propres obtenus sont appelés des antirésonances. Plusieurs
combinaisons sont possibles, qui correspondent & des modes différents,
si des électrodes chaudes sont reliées entr'elles et donc au méme
potentiel. En particulier, l'antirésonance sera souvent définie comme
un mode propre obtenu en circuit ouvert, toutes électrodes chaudes
reliées.

g) l'analyse harmonique

Plusieurs éventualités sont & considérer. Si, par exemple, la
structure électromécanique est soumise & des excitations sinusoldales

¢

de pulsation w, et qu'elle est mécaniquement libre :

p!

CIRy D - w? M1 ) g = - [RB,] ¢ (11.57)
et :
Rp = - [RPPI g - [RB,1T g (11.58)

La relation (II.58) est particuliérement utile puisque, en régime
harmonique, 1l'intensité I_ du courant qui entre dans l'électrode p est

Y P
donnée par :

I, = juQ (11.59)

Si toutes les électrodes chaudes sont reliées entr'elles, au méme
potentiel ¢, définissant :

RP ), =

(Rio)1 jzl([ REoDs, 5 (11.60)
on a :

CIRyD - w? [M] ) g = - RP,.0g (11.61)
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De méme, définissant :

Kgg = izj ( [Rgg] )i,j (11.62)

on obtient 1'admittance de la structure :

= jo [ KBS0 IRy, ] -u? [M] 171 gB, - RED ) (11.63)

g
1]
N |

Les équations (II.57) et (II.61) sont singuliéres pour les fréquences
de résonance de la structure, la modélisation ne tenant compte d'aucun
effet d'amortissement. Ici aussi, d'autres combinaisons sont
possibles.

Du point de vue algorithmique, l'ensemble de ces sept problémes
conduit essentiellement & trois types d'opérations classiques de
1'algébre linédaire :

- la résolution d'un systéme linéaire dont la matrice est
réelle et symétrique. C'est le cas de (II.43), (II.46),
(I1.50), (I1.57) et (II.61).

- l'inversion d'une matrice réelle symétrique. C'est le cas de
(11.51), (11.52).

- la diagonalisation d'une matrice réelle symétrique. C'est le
cas de (I1.44), (II.54) et (II.56).

Ces opérations sont abondamment décrites dans la littérature,
avec un choix de méthodes important dépendant de la taille du systéme
traité [47,84-86]. Les techniques qui sont retenues dans cette étude
sont présentées dans la section (IL.3.) relative 2 1'assemblage et en
annexe 4,

I1.3.6 Formulation isoparamétrique et éléments utilisés

Les cing sections précédentes ont présenté de fagon générale
l'application de la méthode des éléments finis 3 l'analyse des
structures électromécaniques qui exploitent les effets de 1la
piézoélectricité. Cette section et la suivante vont discuter deux
aspects plus techniques, le choix des éléments d'une part, la méthode
d'assemblage d'autre part, dont l'importance est néanmoins trés grande
car ils conditionnent directement la convergence et la qualité des
résultats.
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Les éléments présentés dans la section (II.3.2) sont des éléments
de formes simples (triangles, rectangles) qui ne peuvent modéliser une
frontiére courbe que par une succession de segments de droite ou de
facettes planes. Cette contrainte peut, dans certains cas, imposer un
nombre d'éléments prohibitif pour la précision souhaitée du résultat.
La technique des éléments isoparamétriques [21] permet d'obtenir des
éléments aux contours plus arbitraires & l'aide d'une correspondance
point par point entre un élément simple et un élément curviligne. Les
figures ci-dessous schématisent ce type de correspondance pour deux
cas, respectivement 2D et 3D. La relation entre les coordonnées

n ) -
+1 11

N |

®

3

réelles (x,y) ou (x,y,z) d'un point de 1'élément et les coordonnées
réduites (£,n) ou (£,n,z) du méme point dans 1'élément simple est

assurée a l'aide des fonctions de pondération. Ainsi pour un élément &
p noeuds :

i X1 N1 2
X2 Y2 %2

(x,y,2) = [N (€,n,8), Ny (g,n,2)...N (E,n,0)] . . .

X Yp Zp

(11.65)

De ce fait, & titre d'exemple, des éléments 3 interpolation
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quadratique ont, dans l'espace réel, des cdtés rectilignes ou
paraboliques, permettant d'approcher des frontiéres beaucoup plus
complexes, comme le montrent les nombreuses applications. Bien
entendu, ce changement de variable modifie le calcul des intégrales
(II.35). Ainsi, en 3D, toute intégrale du type :

[I] 16l aq,

Q. (I1.66)

devient :

1. 1. 1
f II lf . [G(E,n,z)] det [J] dE dn dg

(11.67)

Det[J] représente le jacobien du changement de coordonnées. Cette
intégration est alors généralement menée par méthode numérique
(méthode de Gauss).

Le tableau de la page suivante présente les divers éléments qui
ont été employés. Pour chaque élément sont donnés un schéma, le nombre
de noeuds, le nombre de degrés de liberté par noeud, la liste des
monSmes en §, N, § & partir desquels les fonctions d'interpolation
polyndmiales sont construites. Ce tableau est loin d'étre exhaustif,
certaines applications mécaniques nécessitant des éléments de plaques,
de coques, de coques épaisses [21]... L'annexe 5 présente en détail
l'organigramme de deux éléments utilisés.

1I1.3.7 L'assemblage et la méthode de réduction de Guyan

L'assemblage est l'ensemble des opérations représenté par les
équations (II1.37). Il se déroule parallélement au calcul des matrices
représentatives des éléments, les coefficients d'une matrice [A®] d'un
élément e particulier étant, dés le calcul de [A®] achevé, aussitdt
rangés et cumulés dans la matrice [A] globale de la structure entiére.
Cet assemblage est schématisé ci~aprés, les coefficients d'une méme
matrice élémentaire étant symbolisés par un motif type (o,0,+,x) que
l'on retrouve dans les positions appropriées de la matrice globale, la
présence de plusieurs symboles 3 la méme position impliquant un cumul.
Dans ce schéma, seule la moitié inférieure de la matrice globale est
représentée compte tenu des propriétés de symétrie déja évoquées. Si
la numération des degrés de liberté (ou des noeuds) et l'ordre
d'assemblage sont bien congus, la matrice globale posside deux
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TABLEAU RECAPITULATIF DES ELEMENTS UTILISES

Nature de Schéma Nbre de| Degrés de Mondmes
1'é1lément réduit noeuds liberté
Hexaédre z 20 ux’u ’uz lsEm,C,ET\,EC,nC,EﬂC
isop. . y 2 2 2 2 2 2
4 - E sN sZ sE N8 C,n &
3x20=60
. 4n 2.2 2 2
£ ,; nZCsC E»C n,& ng
s [
/]/ - n £,z &En .
I‘:l?m " " ux,uyyuzs¢ " "
piézo.
4x20=80
Prisme 15 Uxau ,uz 1,€sn T,EN,EL,NL,ENT
triangu- y 202,02 62 022
laire 3x15=45 2:7] 5T Cyn LT
isop. z'n.
Ic}gm " " ux9uy’uzs¢ " "
piézo.
4x15=60
. 2 2 .2
Quadri- n4H 8 ux:u 1,E4msEn,E ,n ,E N
latére y 25
isop. 1 2x8=16 nse
sym. g
axiale -
I‘.i?m " t Ux,uy’¢ n "
piézo.
3x8=24
. 2 2
Trlangle nil 6 Ux,u 1,€,n,En,¢ N .
isop. 1y y
sym. £ 2x6=12
axiale
I‘.iem " " Ux’uy’(b " "
piézo.
3x6=18
Ressort 2 u_,u ,u 1,€ .
X'y’ z
""‘E’
3x2=6
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o\
N
2 3 o |oe
el(o) e2(o) W . :\
4 5 6 \
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eg(#) | e, (x) \
x
o |oe je o+ |oe
N\
7 8 9 o Jo X [ox
N
+ + +N
\
+ +x [x |+ PR
x |x X X
AN
- >N
N
caractéristiques équivalentes, trés intéressantes sur le plan

numérique

la largeur de bande W peut étre notablement inférieure &
l'ordre N de la matrice, surtout pour certaines géométries
dont une dimension est trés supérieure aux deux autres,

les termes concernant un degré de liberté donné peuvent étre
tous assemblés bien avant la fin de l'assemblage global.
Ainsi, par exemple, si les éléments sont assemblés dans
l'ordre e1,e5,€3,€,, tous les termes concernant le noeud 1
sont définitivement implantés & la fin de l'assemblage de
ey, tous les termes concernant les noeuds 2 et 3 sont
définitivement implantés & la fin de l'assemblage de e,...

La premiére de ces remarques a conduit au développement de méthodes de

stockage
significa

des matrices permettant des économies de mémoire trés
tives [47]. La seconde est & l'origine de la méthode dite

d'assemblage frontal, couplée soit & une élimination par substitutionm,

soit & une
dynamique.
(11.43) et
concernent

réduction de Guyan, suivant que le probléme est statique ou
De fait, si on considére le probléme statique de 1l'équation
si 1 est un degré de liberté dont tous les termes qui le
sont assemblés, on a :
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] Ry Uy =F;  Vi#l
i
(11.68)

calculant Uy dans la premiére relation et reportant dans la seconde :

Ki1K1; Ki1F1
L Ryy = ——— ) Uy = F - Vil
ifl K1 R ST

(11.69)

Ainsi, la modification des lignes et colonnes autres que la ligne et
la colonne 1 dans la partie déjid assemblée du systéme permet de
réduire d'une unité 1l'ordre de celui-ci et, par 1l'abandon des
positions réservées aux termes de la ligne et de la colonne 1, de
réaliser une économie de mémoire. Si cette procédure est exploitée
chaque fois qu'un degré de liberté est définitivement assemblé, le
systéme (I1.43) est résolu de fait en méme temps que l'assemblage se
termine. Il suffit alors d'appliquer dans l'ordre inverse de
l'assemblage les équations de substitution pour trouver les
composantes de JJ & tous les noeuds du maillage. Cette dernigre phase
porte le nom de substitution arriére. Comme elle se situe aprés la
phase d'assemblage, les termes de la substitution dont elle a besoin
(Klj/Kll et Fy1/Kyq ¥j #1, pour chaque 1) n'ont pas & étre stockés en
mémoire centrale simultanément 3 la matrice globale et ne relévent que
d'une mémoire de masse (fichier sur disque). C'est la progression
caractéristique d'une ligne ou d'une surface en degd de laquelle
toutes les substitutions sont achevées & travers le maillage qui vaut
3 la méthode la dénomination de méthode frontale. En dehors de
l'équation (II.48), ces substitutions s'appliquent & 1l'équation
(IT1.42) qui permet de condenser (II.47) en (II1.49) ainsi qu'a
l'analyse statique des problémes piézoélectriques. Dans le cas d'un
probléme dynamique, la technique n'est plus applicable directement 2
cause de la matrice de masse. En effet, pour 1'équation (11.44) par
exemple, w n'est connue qu'aprés la diagonalisation du systéme. Pour
1'équation (II1.46), par contre, w est connue au moment de 1'assemblage
mais la nécessité de faire un balayage en fréquence avec de nombreux
points exclut 1'hypothése de réaliser un assemblage spécifique 2
chaque fréquence. Dans ce cas, la technique utilisée, appelée
condensation de Guyan [87,88], revient & négliger 1l'inertie associée 2
certains degrés de liberté, les degrés de liberté esclaves, mais a
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traiter toujours exactement l'aspect élastique. Cette procédure, si la
sélection des esclaves est réalisée judicieusement, ne perturbe pas la
partie basse fréquence du spectre de vibration de la structure
analysée. Par contre, elle peut entrainer la disparition de modes de
fréquences élevées et altérer la partie haute fréquence du spectre.
Pour 1l'introduire explicitement, on considére le systéme d'équations
(11.44) :

(K] - w? [M] ) g =Q
dans 1l'écriture duquel [K,,] a été remplacé par [K] pour des raisons

de simplicité. Si s est le numéro du degré de liberté esclave, m (ou
n) symbolisant tous les autres degrés de liberté, on a :

2
Rom 0 Mg
Ug==- ] — U (11.70)
m
Kgg-wlMgg
Si alors
2 I(SS
w® <K — (11.71)
Mgs

la relation (II.70) devient, en développant au premier odre [89] :

1 2 2 sm S8
U, = - — E (Rgp = 0 Mg + 0" ——— ) Uy (11.72)
Kss Kes
En reportant dans (II.44) :
Kns‘Ksm 2 KnsMsm
IRy = o) - 07 Oy =~ ——
Kss Kss
MnsKem KnsMssKsm
- + U, =0 ¥n
2
Kgg Kss

(11.73)

le nouveau systéme obtenu étant équivalent & (II.44) mais avec un
ordre diminué de une unité. L'avantage de cette procédure est que la
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relation (11.73) joue, pour un probléme dynamique, le méme réle que
(I1.69) et reléve donc également de la méthode d'assemblage frontal,
avec les mé€mes économies de stockage. La principale différence est que
la relation (II1.71) doit étre vérifiée pour toutes les pulsations w
utiles et tous les degrés esclaves, obligeant 3 conserver un nombre
minimal de degrés appelés degrés maftres. La sélection automatique des

degrés maitres peut s'effectuer en définissant une pulsation maximum

Wrax telle que si :
) Kis
Wpax < (11.74)
Mig

le degré i est automatiquement un esclave ou en fixant & priori le
nombre de maitres N et en éliminant les degrés de liberté dans
l'ordre des rapports Kii/Mii décroissants. Dans ce second cas, le
spectre de vibration sera fortement perturbé si la pulsation w devient
comparable au plus petit des rapports (Kii/Mii)l/z correspondant a un
degré i esclave. Ces deux approches, décrites primitivement par
HENSHELL et ONG [90] et reprises récemment par SHAH et RAYMUND [91],
sont compatibles avec un assemblage frontal, la seconde ayant été
retenue pour toutes les applications présentées dans les sections
suivantes.

La méthode d'assemblage frontal, couplée & la condensation de
Guyan, a l'avantage de réduire notablement la taille des tableaux &
traiter et de ramener les problémes de diagonalisation & des ordres
compris entre 100 et 200 pour les transducteurs qui ont été modélisés,
autorisant ainsi le recours & la méthode de Householder [85]. Par
ailleurs le méme sous-programme qui calcule les coefficients de
(I1.73) réalise exactement la condensation statique des degrés
piézoélectriques de 1'équation (I1.48). Enfin, le chapitre IV montre
que la condensation de Guyan est généralisable au cas des fluides, 2
condition de remplacer l'approximation sur les inerties par une
approximation formellement identique sur les compressibilités.
Toutefois, comme on le verra également, cette méthode pour devenir
trop grossiére dans le cas de maillages de densité uniforme et
isotrope, nécessitant alors le recours i des algorithmes plus
performants [47].

11.3.8 Les autres approches

Plusieurs auteurs ont analysé par éléments finis des structures
€électromécaniques mues par effet piézoélectrique. Sans étre
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exhaustive, cette section présente quelques contributions
significatives. Pour des structures & symétrie axiale, Y. KAGAWA et T.
YAMABUCHI [35] ont développé un code utilisant des éléments
triangulaires avec interpolation linéaire et supposant un champ
électrique uniforme, ce qui réduit les paramétres électriques aux
seules différences de potentiel entre les électrodes. Ils ont, en
particulier, analysé un transducteur sandwich de type Langevin et
obtenu dans ce cas un bon recoupement avec l'expérience. J.T. HUNT,
R.R. SMITH, D. BARACH, H. ALLIK et K.M. WEBMAN [22,23,24] ont
développé un code, nommé MARTSAM, trés proche de celui que nous avons
mis au point, avec lequel ils ont analysé les vibrations dans 1l'air de
Tonpilz & symétrie axiale [22] ou non [23] et d'anneaux 3 immersion
libre [25,26,29]. Comme dans notre cas, le recours 3 des él1éments de
formes diverses (hexaédres, prismes 3 base triangulaire) et surtout &
la formulation isoparamétrique les a autorisés a traiter des
structures complexes. Plus récemment, le méme code a permis & E.F.
RYNNE [32] et G.W. MAC MAHON et al [30,31] d'étudier le comportement
de projecteurs utilisant des vibrations de coques minces. Tous ces
exemples ont donné lieu 3 des recoupements nombreux et satisfaisants
avec les mesures. Enfin, il faut signaler une approche intéressante et
économique de la détermination des fréquences de résonance et
antirésonance de structures piézoélectriques due & D. BOUCHER et al
[36,37]. Cette approche revient & calculer, & 1'aide d'une analyse
classique par éléments finis, les modes de résonance d'une structure
purement mécanique obtenue en annulant les constantes piézoélectriques
et diélectriques de la structure réelle étudiée, puis & traiter
l'effet piézoélectrique i l'aide d'un développement en perturbation au
premier et au second ordre. Les confrontations réalisées avec les
mesures montrent que les résultats obtenus ont une bonne précision. La
méthode a l'avantage de ne demander qu'un seul assemblage pour
étudier, avec une méme structure, diverses excitations électriques
(résonance, antirésonance avec un ou plusieurs potentiels libres) et
méme diverses configurations d'électrodes. La méthode n'a pas été
étendue & 1l'analyse harmonique.

I1.4 L'ETUDE DE QUELQUES STRUCTURES TESTS

Afin de juger les performances du code de calcul que nous avons
développé suivant les principes et techniques décrits dans la section
(11.3), une vingtaine de structures tests ont été modélisées, en
général avec plusieurs maillages différents, et les résultats obtenus
ont été comparés soit 3 des résultats déja publiés soit & des
résultats de mesures réalisées au laboratoire [92,93]. Ces tests ont
permis de préciser des critéres de définition des maillages ainsi que
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des critéres de réduction (au sens de 1a condensation de Guyan). Les
trois sections suivantes présentent trois applications retenues parce
qu'elles concernent des éléments constitutifs de structures Tonpilz et
fournissent donc, outre le test, des informations physiques
intéressantes.

I1.4.1 Analyse du pavillon du Tonpilz T1

Le pavillon, visible sur la figure I.2, est représenté par un
schéma simplifié figure II.1. Les simplifications portent
essentiellement sur la couronne arriére dont les gorges ont été
supprimées pour obtenir un cylindre creux d'épaisseur constante,
1'épaisseur étant calculée pour conserver la masse totale. Le matériau
constituant le pavillon est du GA3Zl, de masse volumique 1800 kg/m3,
de module d'Young .420 1011 Pa et de coefficient de Poisson .335. Du
point de vue du test, ce pavillon est intéressant car il a une
géométrie complétement tridimensionnelle, la légére différence entre
les deux cdtés de sa face parlante impliquant la non dégénérescence de
tous ses modes. Pour cette structure, libre, l'analyse décrite ci-
aprés est une analyse modale, du type indiqué en (II.3.5.b). Cette
section présente l'étude des symétries, les deux maillages ayant fait
l'objet d'une modélisation, la technique expérimentale d'étude puis
les résultats et leur interprétation.

" a) effet des symétries

Si une structure admet un plan de symétrie P, ses modes de
vibration doivent vérifier une condition de symétrie ou d'antisymétrie
par rapport 3 P. Si, par exemple, P est le plan x = 0, et i le vecteur

déplacement, de composantes u,, u, et u,, on doit avoir :

y

- 8.u, (-x,y,2)

u, (x,y,2) %

uy (x,y,2) = G.uy (~x,y,2)

u, (x,y,2) $.u, (-x,y,2z)

(I1.75)
ot § = +1 pour un mode symétrique et -1 pour un mode antisymétrique.
Ainsi, la condition de symétrie d'un mode par rapport a P doit

s'écrire :

u, (0,y,2) =0 Vy,z (11.76)
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et la condition d'antisymétrie
ug (0,y,2) = O
u, (0,v,2) = 0 Vv,z (11.77)

Dans le cas de ce pavillon existent deux plans de symétrie, notés Pl
et P2 sur la figure (II.1). Si on ne modélise par éléments finis que
le quart de la structure (zone hachurée) les différents modes
s'obtiennent en quatre calculs, avec des combinaisons de conditions
aux limites regroupées dans le tableau ci-dessous.

Symétrie du Symétrie du Conditions sur

mode par mode par le déplacement Notations
rapport a Pl rapport a P2 il

Symétrique Symétrique N € Pl et P2 SSs
Symétrique Antisymétrique N € Pletld P2 S A
Antisymétrique Symétrique g L Pl ete P2 AS
Antisymétrique Antisymétrique x 1 Pl et P2 AA

b) maillages

Le premier maillage réalisé est un maillage fin, représenté
figure (II.2), qui correspond exactement au schéma de la figure
(I1.1). I1 ne s'écarte de la structure réelle que par la description
de la couronne arriére. Ses caractéristiques sont :

- nombre d'éléments : 30

- nombre de noeuds : 239

- nombre de degrés de liberté : cas SS : 629
cas SA : 588
cas AS : 588
cas AA : 544

Pour des raisons liées au temps de calcul, seuls les cas SS et SA ont
été effectivement étudiés, avec, dans les deux cas, 120 degrés maitres
en phase finale de diagonalisation.
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Figure 1I.2 . Maillage fin du pavillon du Tonpilz TI .
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Le second maillage, représenté figure (II.3), est un maillage
plus grossier dans lequel, d'une part, la couronne arriére a été
supprimée et remplacée par une surépaisseur qui conserve la masse et
le moment d'inertie par rapport i l'axe, et, d'autre part, le trou
prévu pour la tige de précontrainte a été prolongé jusqu'a la face
avant. Ses caractéristiques sont :

- nombre d'éléments : 17

- nombre de noeuds : 125

- nombre de degrés de liberté : cas SS : 323
cas SA : 297
cas AS : 297
cas AA : 271

Les quatre combinaisons de symétrie ont été, cette fois, calculées,
avec 100 degrés maftres en phase finale de diagonalisation. Ce
maillage a été développé pour étre incorporé au maillage global du
transducteur Tl complet.

c) technique expérimentale d'étude

Pour obtenir les fréquences propres d'une structure mécanique, le
dispositif expérimental schématisé ci-dessous a été systématiquement

Oscillographe
Synthétiseur cathodique.
HP 3330 B. (
- J
Y ‘
. . Préamplificateur
Ampli de puissance .
Bruél et Kjaér 2713. Tektronix AF50l.
|

Tweeter.

Filtre Krohn-Hite

Structure 2 3202.

analyser. J

Téte
W pick-up.
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employé [92], les résonances excitées par le tweeter étant détectées
par la téte pick-up. Ce dispositif permet une analyse, entre quelques
kilohertz et trente ou quarante kilohertz, qui vérifie les
spécifications critiques suivantes :

- la fréquence synthétisée est trés stable et permet des
observations de durée suffisante pour des résonances
toujours trés étroites (coefficients de qualité supérieurs i
104, par exemple),

- l'excitation est transmise par un couplage trés l8che (air)
pour ne pas perturber les modes analysés,

- la sonde est ponctuelle, dans cette gamme de fréquence, et
sa sensibilité est directive, ce qui permet un tracé
qualitatif de la carte de déplacement.

De plus, en laissant fixe la position de 1l'excitation par rapport a la
structure et en déplagcant la sonde, une analyse de phase est possible
qui facilite le repérage des symétries et antisymétries.

d) résultats et interprétation

Pour chaque condition de symétrie (SS,SA,AS,AA), les résultats
sont regroupés dans un tableau comportant :

- le numéro d'identification du mode, dans l'ordre des
résultats obtenus avec le maillage grossier,

- la fréquence expérimentale (f_,)

- la ou les fréquences calculées (fcal)’

- le ou les écarts relatifs & la valeur expérimentale :
A= (foa1-fex)/fex-

Toutes les valeurs de fréquence sont normées & la valeur calculée par
éléments finis de la fréquence du mode fondamental du transducteur Tl
dans 1l'air.

Dans le cas ol Pl et P2 sont deux plans de symétrie du champ de
déplacement, le tableau récapitulatif est le suivant :
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Pavillon du Tonpilz T1l. Modes libres. Symétrie SS
N° fex fcal. A% feal. A%
mail.fin mail gros.
ss1 1.607 1.575 -2.0 1.681 4.6
$s2 2.263 2.276 0.6 2.335 3.2
- 2.751 2.993 8.8 - -
$S4 3.731 3.677 -1.4 3.758 0.7
- 3.973 3.991 0.5 - -
885 4.758 non - 4.837 1.6
déterminée
$56 5.188 " - 5.306 2.3
$S7 5.213 " - 5.559 6.6

La figure (I1.4) présente, dans le cas du maillage fin, les cing
premiers modes obtenus, en précisant les critéres d'identification.
Les modes numérotés dans le tableau sont des modes dont le champ de
déplacement concerne le pavillon entier. Ils ont été détectés
expérimentalement et identifiés au niveau de la face parlante et
constituent, pour l'essentiel, des papillonnages. Avec les maillages
réalisés, et compte tenu des simplifications de la structure, les
valeurs de leurs fréquences fournies par la modélisation sont
précises. Les deux modes non numérotés dans le tableau sont des modes
de la couronne qui ne doivent probablement pas apparaitre parmi les
modes fournis par le maillage grossier, compte tenu de la
~simplification trop sévére réalisée dans ce cas sur cette partie de la
structure. Néanmoins, le maillage grossier a produit un mode, numéroté
SS3, a4 la fréquence réduite de 3.618, dont le champ de déplacement
pourrait correspondre au premier mode de couronne mais de fagon trop
imprécise pour permettre une réelle identification.’
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Figure II.4 . Suite .
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Dans le cas ou Pl est un plan de symétrie et P2 un plan
d'antisymétrie, le tableau récapitulatif est le suivant :

Pavillon du Tonpilz Tl. Modes libres. Symétrie SA
N° fex fcal. A% feal. 8%
mail.fin mail gros.

SAl 2.468 2.459 -0.4 2.616 6.0
- 2.822 3.143 11.4 - -
- 3.213 3.423 6.5 - -

SA2 3.654 3.876 6.0 3.604 -1.4

SA3 3.975 4,002 0.7 3.955 -0.5

SA4 4.964 non | - 5.184 4.4

déterminée

SA5 5.697 " - 5.794 1.7

La figure (II.5) présente, dans le cas du maillage fin, les cing
premiers modes obtenus, en précisant les critéres d'identification.
Les modes numérotés de SAl 4 SAS5 sont des modes dont le champ de
déplacement concerne le pavillon entier. Ils ont été détectés
expérimentalement et identifiés au niveau de la face parlante. Les
deux modes non numérotés sont des modes de la couronne et, pour les
raisons évoquées au paragraphe précédent, ne sont pas produits par le
maillage simple. Globalement, 1l'accord est moins bon que dans le cas
SS, bien que tout & fait suffisant. On peut noter, en particulier, que
le mode SA2 est moins bien décrit avec le maillage fin qu'avec le
maillage grossier, ce qui traduit un effet important de la
modélisation de la couronne.
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Dans le cas ol Pl est un plan d'antisymétrie et P2 un plan de
symétrie, le maillage fin n'a pas été exploité et le tableau
récapitulatif est le suivant :

Pavillon du Tonpilz Tl. Modes libres
Symétrie AS
N° fexp fcal A%
mail.gros.
AS1l 2.370 2.486 4.9
AS2 3.568 3.552 -0.4
AS3 3.957 4.037 2.0
AS4 | 5.111 ‘ 5.362 4.9
AS5 5.571 5.803 4.2

La figure (I1I.6) présente les trois premiers modes obtenus en
précisant les critéres d'identification. Les cinq premiers modes AS
correspondent, 3 une permutation des axes prés, aux cinq premiers
modes SA, & l'exception des modes 2 et 3 qui sont interchangés (SA2 =
AS3 et SA3 = AS2). L'accord est pratiquement le méme que pour le cas
SA.

Enfin, dans le cas ol Pl et P2 sont tous deux des plans
d'antisymétrie, le maillage fin n'a pas été exploité non plus et le
tableau récapitulatif est le suivant :
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Figure II.6 . Représentation des trois premiers modes du pavillon du
Tonpilz Tl obtenus avec le maillage grossier et des
conditions AS . Les sché&mas de droite indiquent les
crit@res d'identification . On notera que le secteur

présenté est tourné de 90° par rapport au cas SA
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Pavillon du Tonpilz Tl. Modes libres
Symétrie AA
N° fexp fcal A%
mail.gros.

AAl 1.331 1.364 2.5
AA2 non détectée 3.473 -
AA3 3.613 3.864 6.9
AASL 4.399 4,362 -0.8
AAS non détectée 5.389 -

La figure (II1.7) présente les trois premiers modes détectés en
précisant les critéres d'identification. On note que les modes AAZ et
AA5 n'ont pu étre détectés avec le dispositif décrit dans le
paragraphe (c) probablement pour des raisons liées au procédé
d'excitation. Ici aussi, l'accord est comparable & celui du cas SA.

Globalement, ces résultats sont de bonne qualité, les fréquences
calculées étant trés proches des fréquences mesurées et les champs de
déplacement obtenus étant, en valeurs relatives, identiques 3 ceux que
le dispositif expérimental permet d'observer. Enfin, pour reproduire
correctement les effets du papillonnage dans une modélisation globale

.

du transducteur Tl, le maillage grossier est tout a fait suffisant.
1I.4.2 Analyse d'un anneau de céramique isolé

Les anneaux de céramique étudiés dans cette section sont les
é1éments constitutifs des moteurs des transducteurs Tonpilz. La figure
ci-aprés présente un anneau caractéristique et définit ses paramétres
géométriques. La polarisation étant paralléle & l'axe et les
électrodes, complétes, perpendiculaires & cet axe, un anneau posséde
trois plans de symétrie, numérotés Pl, P2 et P3. Les analyses
présentées plus loin ne considérent que le cas ot le champ de
déplacement est symétrique par rapport 3 ces trois plans, ce qui
permet d'atteindre, entr'autres, tous les modes couplés

91




Mode AAl

£f = 1.331
ex

Figure II.7 . Représentation des trois premiers modes détectds du
pavillon du Tonpilz Tl obtenus avec le maillage gros-
sier et des conditions AA . Les schémas de droite in-

diquent les critéres d'identification .
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électriquement. Les caractéristiques physiques des matériaux
constitutifs sont, au moins dans un premier temps, mesurées suivant
une technique proposée par W.P. MASON [4] et décrite en Annexe 2.
Trois types d'études peuvent étre envisagés :

- 1l'analyse modale avec les électrodes en court-circit, i.e la
recherche des résonances, correspondant au systéme
d'équations (I1.54),

- l'analyse modale avec les électrodes en circuit ouvert, i.e
la recherche des antirésonances, correspondant au systeéme
d'équations (II.56),

- 1'analyse harmonique, correspondant au systéme d'équations
(I1.61) et (II.63).

Cette section présente les tests de convergence en fonction du
maillage, la technique de mesure employée, les résultats obtenus avec
une céramique de variété X9(+) puis avec une céramique de variété
X5105(+). Dans ce dernier cas, elle suggére un nouveau procédé de
caractérisation.

(+) Ces variétés de céramique, produites par la société PONS-ALCATEL,
sont respectivement 4 base de titanate de baryum et de
titanozirconates de plomb.
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a) tests de convergence en fonction du maillage

L'anneau de céramique étant un élément utilisé & de nombreux
exemplaires (plus de vingt, par exemple) dans les transducteurs, il
est important de connaftre le maillage minimal nécessaire pour une
qualité de résultats donnée. Pour cela, les dix premidres fréquences
de résonance d'un anneau de dimensions e = 10mm, ry = 6mm et r, =
22.5mm ont été calculées avec trois maillages différents schématisés

ci-dessous. Les conditions aux limites imposées sont, pour le champ de

- ———

déplacement :
-y € Pl, P2 et P3
et, po;r le potentiel :
~¢ = 0 en tout point de P3 et de 1'électrode.

Le premier maillage comporte 12 éléments, 111 noeuds et 315 degrés de
liberté, le second 4 éléments, 51 noeuds et 115 degrés de liberté, le
troisiéme 3 éléments, 29 noeuds et 64 degrés de liberté. Les résultats
sont regroupés dans le tableau ci-aprés. Les fréquences f sont normées
3 la valeur de la fréquence du premier mode couplé électriquement
(mode 2) calculée avec le maillage (1). Pour les maillages (2) et (3),
la premiére colonne donne la valeur de la fréquence f et la seconde

LY

1'écart relatif A a la valeur obtenue avec
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Test de convergence. Céramique annulaire 3 la résonance.

Maillage (2) Maillage (3)
N° | Maillage (1)

- f - f A(%) f A (%)
1 0.589 0.603 2.3 0.642 8.9
2 1.000 1.000 0.0 | 1.015 1.5
3 1,445 1.458 0.8 1.484 2.7
4 1.687 1.811 7.3 1.925 14.i
5 2.531 2.508 -0.9 2.583 2.0
6 2.650 2.653 0.1 2.653 0.1
7 2,842 2.821 =-0.7 2.953 3.9
8 2.782 3.049 9.6 3.164 13.7
9 3.171 3.177 0.2 3.363 6.1
10 3.348 3.427 2.4 3.458 3.3

le maillage (1). La figure (II.8) présente les huit premiers modes.
Dans le cas du maillage (2), on peut noter qu'a l'exception des modes
4 et 8, les résultats sont trés bons, l'amélioration obtenue en
passant au maillage (1) ne justifiant pas l'accroissement de
complexité. Le signe -~ affecté & A pour les modes 5 et 7, qui peut
surprendre compte tenu du type de convergence habituel des calculs par
éléments finis [21,80], s'explique par l'effet de la réduction de
Guyan qui porte, dans le cas du maillage (1), sur 195 degrés esclaves,
et, dans le cas du maillage (2), sur 15 degrés esclaves seulement,
pouvant ainsi induire dans le cas (1) une dégradation du résultat
supérieure 3 celle due au changement de maillage. Dans le cas du
maillage (3), la perte de précision est plus importante mais reste
raisonnable, en particulier pour les deux modes & symétrie axiale
(modes 2 et 7) qui sont les seuls couplés électriquement. Ce maillage
est donc suffisant pour décrire, par exemple, le comportement en
dilatation-compression d'une colonne motrice.
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Figure II.8 . Présentation des huit premiers modes de 1'anneau ,

qualitativement identiques pour le test, la X9 et la
X5105 . Les schémas de droite indiquent les change-

ments de signe de la densité superficielle de charge .

h_ secteur modélisé é_ électrode segmen-
tée (II.4.2.b)
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Figure II.8 . Suite .
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b) techmique expérimentale d'étude

La méthode expérimentale développée est une mesure d'impédance
utilisant le montage schématisé ci-dessous [94]. Le synthétiseur de

lmmb | Anneau X9
1008, w

1084

Synthétiseur Calculateur Table
HP 3330 B HP 9825 tragante
1’ )
R B3

|

Analyseur

144

fréquence fournit le signal sinusoldal. La céramique est placée dans
le pont et l'analyseur de réseau préléve les tensions aux points A et
B. Le calculateur, qui pilote l'ensemble du banc, traite les mesures
et fournit une courbe, semblable & celle ci-dessous, qui présente les
variations de 1'impédance de 1'anneau avec la fréquence, ainsi que les
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valeurs des fréquences de résonance (R) et d'antirésonance (AR).

Dans le cas des modes présentés figure (I1.8), seuls les numéros
2 et 7 sont couplés électriquement et observables par la méthode ci-
dessus, le coefficient de couplage étant, en effet, proportionnel 2
1l'intégrale de la densité de charge sur toute l'électrode [79] et donc
nul pour les numéros 1,3,4,5,6 et 8. Toutefois, expérimentalement, si
on segmente les électrodes et qu'on les connecte comme indiqué ci-
dessous, les modes 1,3,5 et 8 vont se coupler, 4 et 6 restant non

face face

sup. inf.

couplés, 2 et 7 perdant leur couplage. Or, & la résonance, les
électrodes sont en court-circuit et leur segmentation n'intervient pas
dans le calcul. Les fréquences de résonance théoriques s'obtiennent
donc simultanément pour les deux modes d'excitation, ce qui accroit
notablement le nombre de comparaisons possibles. Cette derniére
remarque ne s'applique évidemment pas au cas de l'antirésonance ou de
1'analyse harmonique.

c) analyse d'une céramique de variété X9

Pour cette céramique, qui est 1'élément moteur du transducteur
Tl, les c8tes sont les suivantes : e = 10mm, ry = 6mm et Ty = 22.5mm.
Les valeurs de ses constantes physiques mesurées suivant la méthode de
Mason (Annexe 2), sont groupées dans le tableau ci-aprés. Le maillage
employé est le maillage (2), 2 quatre éléments, de la section (a),
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Caractéristiques physiques de la céramique X9. Unités MKSA
sh1 sf, 533 s13 844 d33
7.54 10712 -2.15 10712| 8.18 10712 | -2.49 10712 | 2.54 10°11| 9.67 10711
d3; d1s e €33 P
£3.35 10711 2.04 10710] 5.36 107 | 5.19 1079 5450.

traité avec cent degrés maftres. Le tableau ci-dessous compare les

fréquences de résonance et d'antirésonance calculées (fcal) et

mesurées
résonance
colonnes

résultats.

(foxp)-

Ces fréquences sont normées & la fréquence de

calculée du premier mode couplé électriquement (mode 2). Les
A donnent les écarts relatifs entre les deux types de

Céramique X9. Analyse modale en résonance et en antirésonance.

N° Résonance Antirésonance
mode

fexp fcal A(%) fexp fcal A(%)
1 .580¢%) .609 5.0 - .609 -
2 .988 1.000 1.2 1.010 1.021 1.1
3 [1.40™) 1.471 2.0 - 1.471 -
4 - 1.842 . - 1.842 -
5 {2,472 | 2512 1.5 - 2.512 -
6 - 2.708 - - 2.708 -
7 |2.786 2.784 | -0.1 2.842 2.838 -0.1
8 [3.01™ | 1.081 1.6 - 3.081 -

(+) : mesure faite avec électrodes segmentées
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Les huit premiers modes sont présentés schématiquement sur la figure
(11.8). 11 faut noter le trés bon accord obtenu sur les deux modes
couplés 2 et 7, et en particulier le fait que 1'écart entre fréquences
de résonance et d'antirésonance est prévu avec précision par le
calcul.

D'autre part, l'analyse harmonique de cette céramique a aussi été
réalisée, dans la méme bande de fréquence que l'analyse modale
présentée ci-dessus. La figure (II1.9) présente 1l'évolution du champ de
déplacement avec la fréquence alors que la figure (II.10) présente la
comparaison entre impédances calculée et mesurée. Outre le trés bon
accord obtenu, il faut noter, sur le plan physique, 1'évolution d'un
mouvement en piston trés pur en basse fréquence vers un mouvement 2
forte dominante radiale au voisinage de la premiére résonance couplée.

d) analyse d'une céramique de variété X5106

Pour cette céramique, qui est 1'élément moteur du transducteur
T2a, les cétes sont les suivantes : e = 10mm, ry = 6mm, re = 17.5mm.
Les valeurs de ses constantes physiques, mesurées suivant la méthode
de Mason, sont groupées dans le tableau ci-aprés. Le maillage employé
est le méme que pour la X9.

Caractéristiques physiques de la céramique X5105. Unités MKSA

E E E E E
811 812 833 813 844 djq

1.10 10" 11}-3.35 10712 1.15 10”11 | -3.96 10°12| 2.67 10"11]1.30 10710

S S
ds; d1s €11 €33 P

17.59 10711} 2.74 10710 | 7.93 1079 | 8.00 1077 7350.

Le tableau ci-aprés compare les fréquences de résonance et
d'antirésonance calculées (f.41) et mesurées (fexp)' Ces fréquences
sont normées & la fréquence de résonance calculée du premier mode
couplé électriquement (mode 2). Les colonnes A donnent les écarts
relatifs entre les deux types de résultats. Les huit premiers modes
sont présentés schématiquement sur la figure (I1.8). Le douziime mode,
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Figure I1.9 . a/ Variations avec la fréquence normée des déplacements
des points A et B ( a et a': point Aenxety, b et b’
: point Ben x et y )
b/ Présentation schématique du champ de déplacement

pour les fréquences normées .330 et .972 .
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4 x{(Q)

104

\

.104

exp.

Figure II.10 . Variations de 1l'impédance de la céramique x9 avec la
fréquence ( fréquence normée 2 celle de la premiére
résonance couplée ) . La courbe en trait plein est

mesurée . Les points sont calculés par &léments finis.
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Céramique X5105. Analyse modale en résonance et en antirésonance.

N° Résonance Antirésonance
mode
fexp fcal A(%) fexp fcal A(%)
1 .578(+) .583 0.8 - .583 -
2 |1.019 1.000 -1.9 1.079 1.055 -2.3
3 |1.5299) 1.515 -0.9 - 1.515 -
4 - 1.866 - - 1.866 -
5 |2.682( 2.685 0.1 - 2.685 -
6 - 2.773 - - 2.773 -
7 |2.992 2.940 -1.7 3.170 3.112 -1.8
8 |3.200(" 3.153 -1.5 - 3.153 -
9 - 3.320 - - 3.320
10 - 3.534 - - 3.534 -
11 - 4.293 - - 4.293 -
12 |4.389 4.312 -1.8 4.411 4.348 -1.4
(+) : mesure faite avec électrodes segmentées

qui est le troisiéme mode couplé et qui n'a pas &té analysé dans le
cas de la X9 est, lui, présenté ci~aprés. Comme on le voit, l'accord
est de bonne qualité. Toutefois, il faut noter qu'il est moins bon
pour les modes utiles, i.e. les modes couplés, que pour les autres, et
que les fréquences calculées sont inférieures aux fréquences
expérimentales, ce qui traduit une erreur systématique indépendante de
la méthode de calcul. Compte tenu des difficultés rencontrées lors de
la mesure du jeu de paramétres de la céramique, ce jeu a été remis en
cause et ajusté de manilre 3 fournir les meilleures valeurs calculées
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Mode 12 . ( £ = 4.312 )

possibles des fréquences couplées. Pour des raisons de simplicité, et
compte tenu de la nature du champ de déformation des modes concernes,
seuls les paramétres s33, 811, djq et d3 ont été variés, 344, dyss
511, 533 et les rapports 812/811 et 813/833 étant laissés constants.
Le tableau de la page suivante présente les résultats optimaux, avec
la méme norme que le tableau précédent. On voit que, au prix d'une
légére dégradation pour les modes non couplés, l'amélioration pour les
trois modes couplés est notable, le modéle de céramique ainsi obtenu
étant de qualité nettement supérieure pour s'intégrer dans la
modélisation d'un transducteur complet. Le second tableau de la page
suivante donne les nouvelles valeurs des paramétres qui ont été variés
et précise 1l'écart relatif.
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Céramique X5105. Analyse modale avec paramétres optimisés

N° _Résonance Antirésonance
mode
fexp fca1 a(%) fexp fcal A (%)

1 .578 .594 2.9 - .594 -
2 1.019 1.016 -0.3 1.079 1.077 -0.2
3 1.529 1.542 0.9 - 1.542 -
4 - 1.899 - - 1.899 -
5 2.682 2.731 1.8 - 2.731 -
6 - 2.822 - - 2.822 -
7 2.992 2.992 0.0 3.170 3.173 0.1
8 3.200 3.208 0.3‘ - 3.208 -
9 - 3.381 - - 3.381

10 - 3.597 - - 3.597

11 - 4.370 - - 4.370 -
12 4.389 4.389 0.0 4.411 4.427 0.4

Modification des paramétres de la X5105 pour optimisation

Paramétre s§3 8%1 dyq dqgy

Ancienne Valeur 1.15 10711 [ 1.10 10711 | 1.30 10710 | -7.59 10711
(MKSA)

Nouvelle valeur

(MKSA) 1.25 10711 | 1.14 10711 2.20 10710 | -1.00 10710

A (%) 8.7 3.6 69.2 31.7
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Cette procédure d'ajustage, sous réserve d'étre menée systématiquement
(effets de tous les paramétres, prise en compte de modes d'ordre plus
élevé ou de modes n'ayant pas la symétrie axiale, approche numérique
précise de l'optimisation et tests d'unicité...), peut €tre
généralisée et méme substituée 3 la méthode classique de Mason par
rapport & laquelle elle a l'avantage de ne pas nécessiter les
nombreuses découpes d'échantillons et d'homogénéiser le jeu de valeurs
par effet de moyenne sur un anneau entier [48,49,53].

11.4.3 Analyse d'une colonne motrice de longueur réduite

Dans la section précédente, on a montré que les premiers modes
propres d'un anneau de céramique piézoélectrique s'obtiennent
correctement avec des maillages trés légers a trois ou quatre
éléments, mais le pas du maillage axial n'a pas été discuté. De fait,
l'existence d'un plan de symétrie orthogonal & 1'axe piézoélectrique
(plan P3) permet de décrire jusqu'd une oscillation compléte du
potentiel électrostatique 3 l'intérieur de la céramique en imposant un
plan nodal entre les électrodes. Toutefois, si l'existence de ce plan
de symétrie n'est pas exploitée, il est évident que le maillage doit
comporter au moins deux éléments dans 1l'épaisseur de la céramique,
sinon, & la résonance, les trois noeuds de chaque aréte sont au
potentiel zéro et le potentiel utilisé dans le calcul des modes est
nul partout, comme 1l'indique trés schématiquement la figure ci-aprés.
En conséquence, dans le cas de céramiques dont le plan médian n'est
pas un plan de symétrie de la structure compléte la finesse du

T =T ™7 I R r—T="
' Lo rob b
i | 1 I | I |
: | { | | ! l : ]
| i | i ] : | 1 |
- — T — —f- —-'-—-— p— - — ? — X—-»
! *3 ( S 3  *3
i I p d
] | /8 !
| ¥4 .
i
! | ! : | | l
! ! v ! \ v I I v I :
' | | , | I b
4 e ¢
\\_4/'x3 ‘\\,/}F;; X x
situation maillage de maillage & un maillage 3 deux
réelle 11.4.3 é1lément dans éléments dans
1'épaisseur 1'épaisseur
(a) (b) (c) (a)
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maillage pose une question importante, d'autant qu'elle conditionne
trés directement la taille du probléme numérique. Cette section
fournit d'abord une réponse a l'aide d'une approche analytique
simplifiée puis elle la confirme par les résultats de la modélisation
d'une colonne motrice & deux céramiques et trois électrodes.

a) approche analytique simplifiée

L'étude analytique d'une onde de dilatation-compression dans une
plaque mince de céramique peut aider 2 mieux cerner le probléme.
Considérant la plaque représentée ci-aprés, dont 1l'axe piézoélectrique
est normal aux électrodes, on peut montrer que [39] :

ol V (x3) est le potentiel électrostatique & 1'abscisse x3, ug(x3) le
déplacement & l'abcisse X3, D3 l'excitation du champ électrique qui
est constante, h;; et B§3 deux paramétres caractéristiques du

A

T - - -
’ e ” c)
matériau., De plus :
wX3 NXB .
u3(x3) = (A sin —— + B cos — )el¥t (11.79)
c c

ol ¢ est la vitesse de propagation de 1'onde, A et B deux constantes
d'intégration fixées par les conditions aux limites. A la résonance,
V(0) et V(1) sont nuls. V(xy) s'obtient donc graphiquement par
différence entre le fragment de sinusoide :

¥1 (x3) = hy3 uy (x4) (11.80)
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et le segment de droite représentatif de :
le fragment de sinusoide et le segment de droite ayant leurs

extrémités confondues en x3 = 0 et x5 = 1. Les figures ci-aprés
présentent la construction pour 1 = A/4 et t = A/2. On voit que

l'oscillation du potentiel disparait rapidement (i.e il n'y a plus de
plan nodal pour le potentiel) lorsque le plan médian de la céramique
n'est plus strictement un plan de symétrie pour le déplacement. Cette
disparition est, évidemment, d'autant plus rapide que la longueur
d'onde augmente. On peut donc en conclure que, dans le cas d'une
structure de dimension longitudinale grande par rapport & 1'épaisseur
de la céramique, un maillage simple en épaisseur est suffisant.

b) analyse par éléments finis
Pour tester les conclusions du modéle simple précédent, on a

modélisé une colonne motrice & trois électrodes en AU4G et deux
céramiques X9, représentée ci~ apras . Trois plans de symétrie, Py,

109




22.5

AU4G —-:'“ /////// :-7
| O
INA77
AU4G ' ALY
9 : o,
! 1
AU4LG ; "7‘

cOtes en mm .

P,,P3, ont permis de réduire le maillage 3 un huitiéme de la
structure et de sélectionner les modes de dilatation-compression. Deux
maillages ont été développés. Le premier, schématisé ci-dessus (zone
hachurée), comporte 12 éléments héxaédriques et 111 noeuds. Le second
est obtenu & partir du premier en coupant en deux,
perpendiculairement & l'axe ox3, chacun des quatre éléments
piézoélectriques, Il comporte donc 16 éléments héxaédriques et 141
noeuds. Le tableau ci-aprés compare les fréquences de résonance et
antirésonance obtenues avec les deux maillages, ainsi que les
premiéres valeurs expérimentales. Ces fréquences ont la mé€me norme que
les fréquences de la céramique X9 seule (cf. section II.4.2.c). La
figure (II1.11) présente les quatre premiers modes propres et la figure
(11.12) la variation avec la fréquence de l'impédance électrique
obtenus avec le maillage & 16 éléments. On note que, comme pour la
céramique isolée, les résultats sont bons, et surtout, qu'ils sont
identiques avec les deux maillages. En particulier, la différence
entre fréquences de résonance et d'antirésonance pour les trois modes
couplés indiqués est la méme, ce qui prouve que l'effet du champ
électrique est pris en compte de fagcon trés semblable dans les deux
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Colonne AUG/X9/AU4G/X9/AU4G. Analyse modale.
N° Résonance Antirésonance
mode
maillage maillage exp maillage maillage exp
12 elts 16 elts 12 elts 16 elts
1 .619 .619 - .619 .619 -
2 .875 .873 .860 .904 . 904 .888
3 .922 .919 - .922 .919 -
4 1.059 1.061 1.035 1.064 1.066 1.038
5 1.275 1.270 1.227 1.291 1.286 1.234
6 1.562 1.547 - 1.562 1.547 -
7 1.786 1.784 - 1.786 1.784 -
cas. Ce résultat est bien interprété par la figure ci-dessous, ou l'on

a reporté la variation du potentiel 2

LN

1'intérieur d'une céramique

(avec l'interpolation quadratique des éléments employés) obtenue avec

v

mode 2

111

modes 4 et 5

(5
(4)
10 N x (mm)




MODE 1

. Présentation des quatre premiers modes de la

Figure II.11]

colonne AU4G/X9/AU4G/X9/AU4G .
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Figure II.12 . Variations avec la fréquence normalisée de 1'impédance

de la colonne AU4G/X9/AU4G/X9/AU4G . La norme de la fré-
quence est la méme que pour la céramique X9 seule ( Cf.
figure I11.10 )
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maillage fin, pour les modes 2,4 et 5. Ces variations sont, en effet,
pratiquement sans oscillation et susceptibles d'une bonne
approximation par l'interpolation parabolique d'un élément unique,
dans le cas du maillage simple.

Dans le cas d'une colonne motrice 3 une ou deux dizaines de
céramiques, la situation est encore plus favorable au maillége & un
élément dans 1'épaisseur, sauf pour une ou deux céramiques qui
contiennent un noeud mais dans lesquelles, compte tenu de 1la grande
longueur d'onde, le potentiel est quasiment nul partout.

11.4.4 Conclusion

L'ensemble des tests, dont les sections (II.4.1) & (II1.4.3) sont
un échantillon représentatif, a permis de dégager quelques régles
utiles pour la modélisation de transducteurs Tonpilz entiers :

- un anneau de céramique peut étre modélisé avec un seul
élément dans 1'épaisseur,

-~ un anneau de céramique, réduit au quart par symétrie, peut
étre modélisé en 3D pér trois éléments triangulaires,

- un anneau de céramique dans une analyse utilisant la
symétrie axiale peut donc, par conséquent, étre modélisé
avec un seul élément,

- 1'écart entre fréquences de résonance et d'antirésonance est
prévu avec une erreur absolue trés inférieure 3 celle qui
entache les deux fréquences, assurant ainsi une erreur
relative satisfaisante,

- la réduction de Guyan et la procédure de sélection des
degrés maitres sont efficaces,

- les modes de papillonnage des pavillons sont susceptibles
d'une description précise.

Ces remarques ont conduit aux maillages choisis pour modéliser
les Tonpilz complets dont le chapitre suivant présente une analyse
détaillée.
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CHAPITRE III

MODELISATION ET ANALYSE DE TRANSDUCTEURS TONPILZ DANS L'AIR

Comme indiqué au premier chapitre, le mode fondamental d'un
transducteur Tonpilz est un mode de dilatation-compression qui est
parfaitement déerit @ l'aide d'un modéle d'onde plane . Toutefois,
pour des transducteurs & large bande ou multifréquences, le
fonetionnement du Tonpilz peut mettre em cause des effets 2D ou 3D qui
perturbent les modes de dilatation-compression ou font apparaitre des
modes supplémentaires, comme par exemple les modes de papillonnage des
pavillons. Le but de ce chapitre est l'interprétation, pour une
dizaine de transducteurs différents, de leurs spectres de fréquences
propres entre la fréquence fondamentale f, et, suivant les cas, quatre
a dix f,. Il présente successivement la méthode d'analyse retenue, les
transducteurs étudiés, les maillages utilisés, les résultats et
l'identification des modes, les problémes liés a la tige de
précontrainte. Enfin, il suggére une méthode mixte, utilisant
simultanément les méthodes d'onde plane et d'éléments finis et
permettant, avec une trés bonne précision, de réduire notablement les
ressources informatiques nécessaires.
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I11.1 LA METHODE D'ARALYSE INITIALE

Pour identifier tous les modes dans la partie du spectre

intéressante de chacun des transducteurs étudiés, quatre analyses ont
été réalisées systématiquement :

Dans tous

permis 1'

l'analyse modale du transducteur complet & la résonance, a
l'aide des éléments finis. Cette étape fournit précisément
les fréquences de tous les modes et donne une représentation
graphique des champs de déplacement correspondants.
1l'analyse modale du tranducteur complet, & la résonance, &
l'aide des ondes planes. Cette étape permet de repérer,
parmi les modes fournis par le calcul en éléments finis, les
modes de dilatation-compression et de mesurer les effets sur
les valeurs de leurs fréquences des déformations 2D ou 3D.
1l'analyse modale du transducteur sans tige ou fourreau de
précontrainte, & la résonance, & 1'aide des ondes planes.
Par différence avec les résultats de la précédente, cette
étape permet d'identifier les modes propres liés 3 la tige
et dont la section (II1.5) discute en détail.

l'analyse modale, par éléments finis, du pavillon du
transducteur, avec des conditions aux limites différentes,
schématisées ci-aprés :

. pavillon libre (aucune condition)

. embase se déplacant parallélement 2 elle-méme (U,
constant)

. embase bloquée suivant l'axe du Tonpilz (JJ bloqué).

Elle a comme objectif la recherche d'une technique de
prévision simple des fréquences de papillonnage.

les cas, la comparaison des résultats des quatre analyses a
identification et donné des informations intéressantes.

D'autre part, dans certains cas, les fréquences propres des modes ont
été recherchées expérimentalement par méthode électrique (relevé
d'impédance au kennellymétre par exemple), & 1'aide de la détection
par téte pick-up présentée en (II.4.l.c) ou par holographie, de fagon

& évaluer

la précision des résultats théoriques obtenus et la validité

des maillages développés.
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Pavillon libre. U, constant.

ARl

U, bloqué. Y bloqué.

III.2 LES TRANSDUCTEURS nmms‘
a) Le transducteur T1
11 ést représenté figure (I.2) et comporte :
- une colonne motrice formée d'un empilement de dix céramiques
X9 et de neuf électrodes épaisses en AU4G,

- un pavillon en GA3Z1l, schématisé figure (II.1),
- une contremasse cylindrique en laiton,

- une tige de précontrainte en acier trempé 25CD4.

Par la forme quasi rectangulaire de sa face parlante, ce
transducteur nécessite une modélisation tridimensionnelle compléte.

b) Le transducteur T2a nominal
I1 est représenté figure (I.1) et figure (I.3) et comporte :
- une colonne motrice formée de deux groupes de céramiques
X5105, comportant respectivement six et seize éléments.
Entre ces deux groupes se trouve une électrode porteuse en

AU4G. Dans chaque groupe, les céramiques sont séparées par
des électrodes trés minces permettant 1'établissement des
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contacts électriques,
- un pavillon & symétrie axiale, en AU4G, schématisé ci-
dessous,

6m | __

-— e . — e o = = e am ww me| - -
- - eem wmm m me e )

68.5 mm

- une contremasse tronconique en acier trempé 25CD4,
- une tige de précontrainte en acier trempé 25CD4.

¢) Les transducteurs T2a d pavillons non nominaux

Pour analyser le phénoméne de papillonnage et sa corrélation avec
les dimensions du pavillon, cing transducteurs ont été étudiés, qui ne
différent du T2a nominal que par les dimensions du pavillon :

- diamétre 180mm, épaisseur totale 30mm,
- diamétre 160mm, épaisseur totale 30mm,
- diamétre 120mm, épaisseur totale 30mm,
- diamétre 100mm, épaisseur totale 36mm.

d) Le transducteur T2b
Il comporte :

- une colonne motrice & vingt six céramiques X5105, séparées
par des électrodes minces,

- un pavillon & symétrie axiale, en AU4G, schématisé ci-
aprés,

- une contremasse et une tige de précontrainte identiques &

celles du T2a.
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e) Le transducteur T3

C'est aussi un transducteur 3 symétrie axiale mais dans lequel la
précontrainte est maintenue grdce 3 un fourreau extérieur et non une
tige. Deux versions ont été modélisées qui correspondent 2 deux
épaisseurs de pavillon différentes. Ce transducteur comporte :

- une colonne motrice & vingt deux céramiques X5105,

- un pavillon 3 symétrie axiale, en AU4G, schématisé ci-
dessous. Suivant la version, 1'épaisseur e de ce pavillon
est de 20 ou 15 mm,

-

- atn - e cmms o mme o e - e e o o o— o fae -

67 mm

- une contremasse en acier trempé 25CD4,
- un fourreau de précontrainte, cylindrique, en acier trempé
25CDh4.
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I11.3 LES MATILLAGES UTILISES
a) Le transducteur T1

La forme quasi rectangulaire du pavillon implique 1l'utilisation
d'un maillage 3D, qui a été 1imité au quart de la structure par la
prise en compte de deux plans de symétrie. Ce maillage est représenté
sur la figure (III.1). Il comporte 597 noeuds et 115 éléments répartis
en :

- 14 hexaédres isoparamétriques & vingt noeuds,

- 80 éléments isoparamétriques & quinze noeuds, dont 30
piézoélectriques,

- 21 éléments unidimensionnels 3 deux noeuds.

I1 contient environ 1200 degrés de liberté, dont 180 ont été retenus
comme maftres en phase finale de diagonalisation. Les principales
simplifications introduites par rapport & la structure originale sont
localisées au niveau du pavillon et ont été discutées en (II.4.1).

b) Le transducteur T2a

Le maillage utilisé est & symétrie axiale. Il est présenté sur la
figure (II1.2) pour le T2a nominal. Il comporte :

- 45 quadrilatéres isoparamétriques & huit noeuds, dont 22
piézoélectriques,

- 5 triangles isoparamétriques & six noeuds,

- 12 éléments unidimensionnels & deux noeuds.

Au total, il contient environ 230 noeuds et 490 degrés de liberté dont
120 ont été retenus comme maitres en phase finale de diagonalisation.
Seules quelques simplifications mineures ont été réalisées. Il est
intéressant de noter, par comparaison avec le maillage du T1, le
raccordement en "parapluie" de la modélisation 1D de la tige de
précontrainte sur la modélisation 2D du pavillon et de la contremasse.
Comme il sera discuté plus loin, cette technique permet une
description plus réaliste de la déformation dans la zone de
transition.

¢) Le transducteur T2b

Le maillage utilisé, & symétrie axiale, est quasiment identique &
celui du T2a. Il comporte :
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Figure III.l . Présentation du maillage du Tonpilz Tl .
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Figure II1.2 . Présentation du maillage du Tonpilz T2a .
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Figure III.3 . Présentation du maillage du Tonpilz T3 .
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- 42 quadrilatéres isoparamétriques & huit noeuds, dont 26
piézoélectriques,

- 5 triangles isoparamétriques & six noeuds,
- 14 éléments unidimensionnels & deux noeuds.

d) Le transducteur T3

A symétrie axiale également, le maillage utilisé est représenté
sur la figure (III.3). Il comporte :

- 49 quadrilatéres isoparamétriques & huit noeuds, dont 22
piézoélectriques,

- 7 triangles isoparamétriques & six noeuds,

- 16 éléments unidimensionnels & deux noeuds.

Au total il contient environ 260 noeuds et 540 degrés de liberté dont
120 ont été retenus comme maitres en phase finale de diagonalisation.
De nouveau, on remarque le raccordement en '"parapluie" de 1la
modélisation 1D sur la modélisation 2D. Par ailleurs, on doit noter
également que la représentation utilisée pour ce fourreau exclut
l'obtention de ses modes radiaux dont certains sont susceptibles
d'apparaftre dans la gamme de fréquences étudiée mais ne sont
probablement pas couplés électriquement.

I11.4 LES RESULTATS ET L'IDENTIFICATION DES MODES

Dans tous les cas analysés, les résultats sont groupés en deux
tableaux comportant, pour le premier :

- les fréquences propres obtenues par éléments finis,

- les fréquences propres obtenues par la méthode des ondes
planes,

- les fréquences propres obtenues par la méthode des ondes
planes pour le transducteur sans tige,

- les caractéristiques retenues pour l'identificationm,

et, pour le second, les fréquences propres des trois premiers modes du
pavillon, obtenues avec les quatre conditions aux limites discutées en
II1I.1. Pour chaque transducteur, les valeurs des fréquences sont
normées 3 la valeur de la fréquence du mode fondamental calculée par
éléments finis. Pour les six transducteurs T2a, la méme référence est
choisie, celle du transducteur nominal, et, pour les deux
transducteurs T3, celle du transducteur dont le pavillon a 20mm
d'épaisseur. L'ordre de présentation retenu permet d'exploiter d'abord
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les effets 1iés & la taille du pavillon et de terminer sur les aspects
plus complexes du probléme 3D.

II1.4.1 Les transducteurs T2a [40,44]

Les résultats sont groupés en six tableaux dans les pages
suivantes, une représentation schématique des champs de déplacement
obtenus par la méthode des éléments finis étant donnée par la figure
(1I11.4). Globalement, on trouve :

- une succession de modes de dilatation-compression situés, en
moyenne, aux fréquences normées 1.0, 2.6, 4.5, 6.2, 7.7,
ayant respectivement 1,2,3,4 et 5 plans nodaux. Si, dans un
modéle trés simple, on admet que ces modes sont en ni/2, ou
n est entier, et qu'on prend pour vitesse de propagation une
moyenne des vitesses des trois matériaux pondérée par leurs
épaisseurs respectives, on obtient les fréquences normées
1.7, 3.4, 5.1, 6.8, 8.5, qui correspondent grossiérement aux
valeurs indiquées précédemment. De fagon plus détaillée, on
note que 1'écart entre les résultats obtenus par éléments
finis et par onde plane est surtout important au voisinage
d'un mode de papillonnage, comme c'est le cas, par exemple,
pour le troisiéme mode du T2a de diamétre 160mm et le
cinquiéme mode du T2a de diamétre 120mm. Cet écart
s'explique évidemment par la forte contribution au mode
considéré d'une déformation 2D du pavillon.

- une succession de modes de tige, situés en moyenne aux
fréquences normées 3.0, 6.3 et 9.7. Ils correspondent
exactement aux modes de dilatation-compression en niA/2 d'une
tige dont les extrémités fixes sont les limites
d'encastrement dans le pavillon et la contremasse, comme le
confirment les courbes de la figure (III.5.a).

- une flexion du pavillon trés importante, dés le second mode,
pour ces deux types de modes.

- des modes de papillonnage dont les fréquences évoluent treés
rapidement avec le diamétre du pavillon, comme le résume la
figure (I11.6.a)

- un mode d'électrode porteuse, formellement identifié par une
modélisation séparée de l1l'électrode et des céramiques
premiéres voisines qui donne, pour le mode de flexion
représenté figure (III.5.b) et pour des conditions aux
limites variées, la fréquence réduite de 6.3.
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ANALYSE MODALE DU T2a NOMINAL A LA RESONANCE
(0 = 137mm, e = 30mm)

Modes de la structure compléte
N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige '

1 1.00% 1.05 1.05 1 plan nodal

2 2.28 2.53 2.55 2 plans nodaux

3 3.03 3.46 - Mode de tige A/2

4 3.47% Papillonnage 2 plans nodaux

5 4.55 4.36 4.35 3 plans nodaux

6 6.14 6.36 6.38 4 plans nodaux

7 6.37 6.81 - Mode de tige A

8 6.63 - - Mode de
1'électrode

9 7.51 Papillonnage 4 plans nodaux

10 8.19 7.24 7.18 5 plans nodaux

11 9.30 8.97 8.97 6 plans nodaux

12 9.98 10.25 - Mode de tige 3A/2

13 10.36 10.56 10.55 7 plans nodaux

+ exp : .949 et 3.50 respectivement
Modes du pavillon

N° libre U, constant U, bloqué § bloqué

1 3.52 3.54 2.25 2.33

2 8.78 8.90 6.24 6.25

3 9.59 9.62 9.56 9.69

(fréquences normées :
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la résonance

ANALYSB HgDALE DU T2a_ ¢ = 180mm,

Modes de la structure compléte
N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige

1 .846 .943 .946 1 plan nodal

2 1.77 Papillonnage 1 plan nodal

3 2.64 2.44 2.45 2 plans nodaux

4 3.18 3.45 - Mode de tige A/2

5 4.12 4.29 4,29 3 plans nodaux

6 5.42 Papillonnage 3 plans nodaux

7 6.20 6.33 6.35 4 plans nodaux

8 6.61 6.80 - Mode de tige A

9 6.77 - - Mode de
1'électrode

10 7.50 7.24 7.17 5 plans nodaux

11 7.59 Papillonnage 5 plans nodaux

12 8.58 8.97 8.97 6 plans nodaux

13 9.75 10.26 - Mode de tige 3)\/2

Modes du pavillon

N° libre U, constant U, bloqué J bloqué

1 2.04 2.06 1.26 1.28

2 5.69 5.73 4.00 4.04

3 7.28 7.29 7.28 7.35

(fréquences normées

T2a nominal).

référence fréquence N°1 - éléments finis

127

- du



ANALYSE MODALE DU T2a, $§ = 160mm,
e = 30mm, & la résonance

Modes de la structure compléte
N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige

1 .906 .988 .994 1 plan nodal

2 2.02 Papillonnage 1 plan nodal

3 2.81 2.47 2.49 2 plans nodaux

4 3.25 3.45 - Mode de tige A/2

5 4.30 4.31 4.31 3 plans nodaux

6 5.89 6.34 6.36 4 plans nodaux

7 6.23 6.80 - Mode de tige A

8 6.63 - - Mode de
1'électrode

9 7.20 Papillonnage 4 plans nodaux

10 7.65 7.23 7.18 5 plans nodaux

11 8.50 Papillonnage 5 plans nodaux

12 8.80 8.96 8.97 6 plans nodaux

13 9.91 10.26 - Mode de tige 31/2

Modes du pavillon

N° libre U, constant U, bloqué I bloqué

1 2.62 2.62 1.62 1.68

2 6.91 6.98 4.90 4.92

3 8.20 8.20 8.20 8.29

(fréquences normées :

T2a nominal)
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ANALYSE MODALE DU _T2a, § = 120mm,
e = 30mm, & la résonance

Modes de la structure compléte

N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige

1 1.05 1.10 1.10 1 plan nodal

2 2.43 2.58 2.61 2 plans nodaux

3 3.12 3.47 - Mode de tige A/2

4 3.82 Papillonnage 2 plans nodaux

5 4.90 4.40 4.40 3 plans nodaux

6 6.18 6.37 6.39 4 plans nodaux

7 6.54 6.83 - Mode de tige A

8 6.66 - - Mode de
1'électrode

9 7.55 7.24 7.19 5 plans nodaux

10 8.53 8.97 8.97 6 plans nodaux

11 9.77 10.26 - Mode de tige 3XA/2

12 10.20 10.56 10.55 7 plans nodaux

Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué I bloqué
1 4.52 4.55 2.95 3.03
2 10.45 10.51 7.48 7.48
3 11.16 11.31 10.90 11.05

(fréquences normées : référence fréquence N°1 -~ éléments finis - du
T2a nominal)
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ANALYSE MODALE DU T2a, ¢ = 100mm,
e * 30mm, & la résonance

Modes de la structure compléte

N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige :

1 1.11 1.16 1.17 1 plan nodal

2 2.56 2.65 2.69 2 plans nodaux

3 3.17 3.48 - Mode de tige A/2

4 4.18 4,48 4.48 3 plans nodaux

5 5.68 Papillonnage 3 plans nodaux

6 6.21 6.39 6.43 4 plans nodaux

7 6.62 6.85 - Mode de tige A

8 7.05 - - Mode de
1'électrode

9 7.60 7.25 7.21 5 plans nodaux

10 8.80 8.99 8.99 6 plans nodaux

11 9.93 10.26 - Mode de tige 31/2

12 10.48 10.56 10.55 7 plans nodaux

Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué } bloqué
1 6.22 6.31 4.24 4.32
2 12.54 12.55 9.21 9.29
3 14.14 14.52 13.06 13.21

(fréquences normées : référence fréquence N°1 - éléments finis - du
T2a nominal)
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ANALYSE MODALE DU T2a, § = 100mm,
e = 36mm, & la résonance

Modes de la structure compléte

N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige

1 1.05 1.10 1.11 1 plan nodal

2 2.49 2.58 2.61 2 plans nodaux

3 3.16 3.46 - Mode de tige A/2

4 4.14 4.39 4.38 3 plans nodaux

5 5.81 Papillonnage 3 plans nodaux

6 6.23 6.35 6.37 4 plans nodaux

7 6.62 6.81 - Mode de tige A

8 7.17 - - Mode de
1'électrode

9 7.61 7.23 . 7.17 5 plans nodaux

10 8.72 8.93 8.93 6 plans nodaux

11 9.91 10.24 - Mode de tige 3\/2

12 10.38 10.52 10.50 7 plans nodaux

Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué I bloqué
1 6.70 6.77 4.07 4.13
2 11.82 11.82 8.60 8.72
3 14.85 15.17 12.36 12.43

(fréquences normées : référence fréquence N°1 - éléments finis - du
T2a nominal)
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Figure III.4 . Présentation schématique des modes du T2a . Le numéro

est celui du mode et fait référence aux tableaux des
pages précédentes . Les tirets repérent les plans no-
daux . De bas en haut : ¢ = 137 mm, 180 mm, 160 mm,

120 mm, 100 mm avec e = 30 mm, 100 mm avec e = 36 mm .
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Figure III.5 . a/ Variations le long de la tige de précontrainte du

déplacement axial pour les modes de tige A/2 et A du
T2a nominal . Les points correspondent aux noeuds .

b/ Mode de flexion de 1'électrode porteuse du T2a no-
minal . Le mod&le comprend, outre l'électrode, les 2
céramiques premiéres voisines avec, sur les faces su-
périeure et inférieure, une condition de blocage (
fig. de droite ) ou de déplacement 3 gLFonstant ( fig.

de gauche ) .
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A PN : plans nodaux : Uy bloqué
-
"Pol Pa : papillonnage : U, constant
T : tige . papillonnage
e 1] T
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Figure I1I.6 . a - Variations des fréquences propres du T2a
avec le type de pavillon ( on note la relati-
ve indépendance des modes de dilatation com~
pression et la forte variation des modes de
papillonnage ) .

b - Variations avec le type de pavillon des
fréquences de papillonnage du T2a et des pre-
miéres fréquences propres du pavillon seul

( on note l'encadrement tr&s lache des deux
premiers papillonnages ) .

Les fréquences sont normées comme indiqué

dans le texte .
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Pigure III.7 . Présentation des modes propres du pavillon du T2a de

libre, U,

180 mm de diamétre . De gauche 3 droite

constant et U bloqué .
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Expérimentalement, seul le T2a nominal a été caractérisé, les modes 1
et 4 étant facilement excités et identifiés. La précision des
résultats obtenus & l'aide des éléments finis est, pour ces deux
modes, de 5% et 1% respectivement, 1l'écart sur le fondamental
s'expliquant en bonne partie par le fait que les vingt électrodes
minces ont été négligées dans le maillage. Les autres modes, bien que
trés peu couplés électriquement dans l'air, seront retrouvés
ultérieurement avec un couplage électrique beaucoup plus important
dans l'eau. Par ailleurs, les seconds tableaux et la présentation
graphique associée de la figure (III.6.b) montrent que, pour les deux

premiers papillonnages :
f(U, bloqué) < f (papillonnage) < f (U constant)

alors que, pour le troisiéme, il n'y a pas d'encadrement. Enfin, la
figure (II1.7) présente les modes propres de trois des six pavillonms.

I11.4.2 Le tramnsducteur T2b [40]

Comme pour le T2a, les résultats sont groupés en un tableau, page
suivante, alors que les champs de déplacement des huit premiers modes
propres du transducteur complet et des trois premiers modes du
pavillon seul sont schématisés respectivement figure (III.8) et figure
(I11.9). L'analyse est la méme que pour le T2a, hormis 1'absence du
mode d'électrode. Les fréquences des modes 1,2,4 et 5 ont été mesurées
par méthode électrique. La précision des résultats obtenus & l'aide
des éléments finis est, pour ces quatre modes, 3.9%, 0.9%, 5.8% et
5.6%, 1l'écart sur le fondamental s'expliquant, ici aussi, par le fait
que les vingt cinq électrodes minces ont été négligées dans le
maillage. Enfin, on note que, pour le premier papillonnage :

f(U, bloqué) < f (papillonnage) < f (U, constant)
I11.4.3 Le transducteur T3 [40]

Pour les deux transducteurs (pavillons d'épaisseurs respectives
20mm et 15mm), les résultats sont groupés en tableaux sur les pages
suivantes. Les champs de déplacement des sept premiers modes propres
du transducteur complet et des trois premiers modes propres du
pavillon seul sont schématisés respectivement figure (III1.10) et
(I11.11) pour le seul cas du pavillon de 15mm d'épaisseur, les deux
cas étant, du point de vue des modes propres, quasi identiques.
L'analyse est 1a méme que pour le T2b A condition de remplacer les
modes de tige par les modes de fourreau. L'inégalité entre fréquences

141




ANALYSE MODALE DU T2b A LA RESONANCE

Modes de la structure compléte
N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige
1 1.00% 1.02 1.03 1 plan nodal
2 2.27% 2.33 2.39 2 plans nodaux
3 2.71 2.92 - Mode de tige A/2
4 3.79% 3.93 3.93 3 plans nodaux
5 5.09% Papillonnage 3 plans nodaux
6 5.27 5.74 - Mode de tige A
7 6.08 5.41 5.46 4 plans nodaux
8 6.59 6.54 6.54 5 plans nodaux
9 7.57 7.49 7.49 6 plans nodaux
10 8.27 8.54 - Mode de tige 31/2
11 8.93 9.06 9.06 7 plans nodaux

+ exp : 0.962, 2.25, 3.58, 4.82 respectivement

Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué } bloqué
1 6.05 6.20 4.53 4.65
2 12.88 12.95 10.02 10.10
3 13.71 14,26 13.48 13.78

(fréquences normées : référence fréquence N°1 - éléments finis)
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v

est celui du mode et fait référence au tableau de la

page précédente . Les tirets repérent les plans nodaux .
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ANALYSE MODALE DU T3 (pavillon d'épaisseur 20mm)
A LA RESONANCE

Modes de la structure compléte

N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec fourreau sans fourreau
1 1.00 1.02 1.03 1 plan nodal
2 2.09 2.30 2.34 2 plans nodaux
3 3.41 Papillonnage 2 plans nodaux
4 3.46 3.20 - Mode de fourreau
A/2
5 4.48 4.07 4.06 3 plans nodaux
6 5.43 5.62 5.70 4 plans nodaux
7 6.24 Papillonnage 4 plans nodaux
8 6.91 6.28 - Mode de)\ fourreau
9 7.36 6.74 6.68 5 plans nodaux
10 8.31 8.11 8.11 6 plans nodaux
Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué I bloqué
1 3.74 3.80 2.04 2.16
2 7.35 7.49 5.82 5.86
3 8.20 8.23 7.92 8.26

(fréquences normées :

référence fréquence N°1 - éléments finis)
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ANALYSE MODALE DU T3 (pavillon d'épaisseur 15mm)
A LA RESONANCE

Modes de la structure compléte
N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec fourreau sans fourreau
1 1.03 1.07 1.09 1 plan nodal
2 2.04 2.35 2.41 2 plans nodaux
3 3.18 Papillonnage 2 plans nodaux
4 3.46 3.22 - Mode de fourreau
A/2
5 4,32 4.12 4,11 3 plans nodaux
6 5.30 Papillonnage 3 plans nodaux
7 6.11 5.63 5.73 4 plans nodaux
8 6.89 6.31 - Mode de fourreau
A
9 7.18 6.75 6.75 5 plans nodaux
10 8.20 8.14 8.14 6 plans nodaux
Modes du pavillon
N° libre U, constant U, bloqué I bloqué
1 3.23 3.32 1.82 1.90
2 6.74 7.03 5.21 5.31
3 7.96 7.98 7.84 8.19

(fréquences normées :

dont le pavillon a une épaisseur de 20mm).

14
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III.11 . Présentation des modes propres du pavillon du T3
et U, bloqué .
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de papillonnage et fréquences du pavillon seul est vérifiée pour les
deux premiers papillonnages.

I11.4.4 Le transducteur T1 [39,40]

Comme pour les autres transducteurs, les résultats sont regroupés
en tableaux dans les pages suivantes, les champs de déplacement des
premiers modes étant représentés figure (III.12). Les modes 1,3,4,7 et
8 ont été caractérisés expérimentalement par méthode électrique, par
analyse & la téte pick-up et par holographie. Les fréquences obtenues
3 l'aide des éléments finis ont respectivement une précision de 2%,
10.7%, 10.6%, 7.47% et 9.3%. Ces précisions sont satisfaisantes compte
tenu du nombre trés important de réductions effectuées pour minimiser
la taille de la matrice & diagonaliser. L'analyse des modes est proche
de celle des autres transducteurs. Il faut noter toutefois que :

- avec un plan nodal dans la colonne motrice existent deux
modes de papillonnage, de fréquences voisines, qui
correspondent grossiérement & des flexions du pavillon selon
sa longueur ou sa largeur. Ces modes ont des champs de
déplacement trés différents des modes correspondants SS1 et
SS2 de la figure (II1.4), bien que les fréquences soient
proches. Ce fait s'interpréte simplement si on considére
que, le pavillon étant trés peu différent d'un carré, SS1 et
SS2 sont quasi dégénérés et que la perturbation induite sur
l'embase par la colonne motrice favorise l'apparition de
deux combinaisons simples de ces deux modes, leur somme et

Pavillon Pavillon monté
libre . sur le T1 .
N © N . . N o
® ® - ® ®
N N ® ?
© N N
N ®
® ® © ©,
N{ ]N N N
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@&F—/O - ® ) 0}
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leur différence, qui sont effectivement les deux premiers
papillonnages. Cette analyse est résumée schématiquement 2
la page précédente, 1la figure (III1.13) comparant les
positions des lignes nodales calculées 3 celles déterminées
expérimentalement.

- la modélisation par éléments finis, parce qu'elle est ici
tridimensionnelle, fournit des modes non couplés, comme le
mode de contremasse, beaucoup plus complexes que dans les
cas précédents.

- les fréquences des modes de tige obtenues par éléments finis
et par onde plane sont trés différentes. Ce fait peut
s'expliquer par la fagon dont le maillage unidimensionnel de
la tige s'articule sur les maillages du pavillon et de la
contremasse, sans recours 3 la structure "parapluie", créant
aisi une concentration de la déformation, probablement trés
incorrecte, que met en évidence la figure (III1.14).

- expérimentalement, il apparait un mode trés peu couplé & la
fréquence réduite de 2.74, qui pourrait @tre le premier mode
de couronne de la figure (II.4) mais que le maillage
grossier du pavillon utilisé dans la représentation globale
du Tl ne peut restituer.

111.4.5 Conclusion

L'ensemble de l'analyse effectuée sur dix transducteurs a montré
que les modes se répartissent essentiellement en trois catégories :

» = les modes de dilatation-compression de la colonne motrice.
Ces modes sont grossiérement en n\/2, ou n est le nombre de
plans nodaux. Sauf pour le fondamental, leurs champs de
déplacement sont fortement perturbés par la flexion du
pavillon. Leurs fréquences sont raisonnablement prévues par
le modéle d'onde plane mais des écarts de 15 & 20% peuvent
apparaitre. Ils sont peu sensibles & la forme du pavillon.

- les modes de tige ou de fourreau. 1ls correspondent & des
modes de dilatation-compression en n)/2 de la tige ou du
fourreau avec extrémités encastrées aux niveaux du pavillon
et de la contremasse. Leurs fréquences dépendent peu de la
forme du pavillon et sont bien prévues par le modéle d'onde
plane mais sont trés sensibles, en éléments finis, & la
modélisation de l'articulation entre maillages 1D et 3D
(nécessité d'une structure "parapluie).
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ANALYSE MODALE DU TRANSDUCTEUR T1
A LA RESONANCE

Modes de la structure compléte

N° Eléments Ondes planes Ondes planes Commentaires
finis avec tige sans tige

1 1.00" 1.01 1.03 1 plan nodal

2 1.28 2.10 - Mode de tige A/2
3 1.96" Papillonnage 1 plan nodal

4 2.19% Papillonnage 1 plan nodal

5 2.47 - - Mode de contre-

masse

6 2.87 4,25 - Mode de tige A
7 3.03% 2.71 2.69 2 plans nodaux
8 3.66% - Papillonnage 2 plans nodaux

+ exp : 0.980, 1.77, 1.98, 2.82, 3.35 respectivement.

Modes du pavillon
N° libre U constant U bloqué J bloqué
G F G F G F G F
1 1.6811.57 | 1.88}1.73 1.68 1.62 1.82 1.74
2 2.33}2.28 2.40 ] 2.30 1.95 1.81 2.17 1.99
3 3.76 | 3.68 3.82}3.70 3.31| 3.21 3.33 | 3.24
G et F : maillages grossier et fin par référence & la section II.4.1

(fréquences normées : référence fréquence N°1 - éléments finis)

151




Figure III.12 . Présentation
schématique des modes du
transducteur Tl . Les sec-
tions noircies repérent les
plans nodaux . La numérota-
tion des modes correspond 3

celle du tableau .
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Figure III.13 . Représentation schématique des lignes nodales sur le
pavillon du transducteur Tl .

maillage de la face parlante .

: ligne nodale obtenue expérimentalement
d 1'aide des figures de Chladni ( voir
figure 1.5 ) .
e e e : points nodaux calculés par Eléments
finis .
(a): mode 3, (b): mode 4, (c): mode 7 .
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24

A u, unité arbitraire |

contremasse

30 X (em)

pavillon

Figure II.14 . Variations avec l'abcisse du déplacement axial le long

de la tige de précontrainte pour les deux premiers mo-
des de tige ( A/2 et A ) du Tl . Les points correspon-
dent aux abcisses des noeuds . On note la variation
trés brutale au raccordement avec le pavillon et la

contremasse .
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- les modes de papillonnage. Liés 4 la flexion du pavillon,
ils s'intercalent entre les modes précédents et sont tres
sensibles & la forme et aux dimensions du pavillon. Leurs
fréquences sont souvent encadrées par celles des modes
propres du pavillon seul, suivant 1'inégalité :

f (U bloqué) < f (papillonnage) < f (U constant)

mais cet encadrement est l&che et n'est pas systématique, ce
qui lui interdit tout rdle prévisionnel.

La précision des résultats obtenus est bonne, en général meilleure que
5% dans la bande utile, et les écarts s'interprédtent assez simplement
(insuffisance du maillage, probléme numérique...). Dans quelques cas,
les fréquences d'antirésonance des modes couplés ont été calculées et
mesurées, montrant que, comme pour les structures tests, l'erreur
absolue sur la différence entre fréquences de résonance et
d'antirésonance est beaucoup plus faible que sur les fréquences elles-
mémes, rendant ainsi l'erreur relative raisonnable et prouvant que la
prise en compte de l'effet piézoélectrique est correcte.

IIT.5 LES PROBLEMES LIES A LA TIGE DE PRECONTRAINTE

Dans l'analyse théorique par éléments finis ou par onde plane
sont apparus des modes de tige ou de fourreau dont les fréquences sont
simplement prévues. Toutefois, pour aucun des transducteurs considérés
dans la section (III1.4), il n'y a eu de mise en évidence expérimentale
de ces modes. Afin de résoudre ce probléme, un transducteur T2b a été
modifié pour minimiser, au niveau de la tige, les amortissements
habituels diis & divers facteurs de fabrication : présence du guipage
des conducteurs électriques, présence de colle, encastrement plus ou
moins ferme dans la contremasse... et favoriser ainsi 1l'apparition des
modes recherchés, ce qui a été réalisé. Le tableau ci-aprés compare
les résultats obtenus par éléments finis et expérimentalement, la
colonne A donnant les écarts relatifs, la fréquence de référence étant
celle du premier mode du T2b nominal calculée par éléments finis. Les
résultats sont satisfaisants, en particulier pour le premier mode de
tige, confirmant les interprétations précédentes. On peut aussi noter
que les résultats obtenus sont proches de ceux du T2b, sauf pour les
fréquences des modes de tige qui sont plus basses, le point de
fixation sur la contremasse ayant été notablement reculé, comme le
montre la figure (III.15).
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Figure III.15 . Présentation du maillage du Tonpilz de type T2b utilisé&

pour la mise en évidence des modes de tige .
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Transducteur T2b : mise en évidence des modes de tige

N° elts finis exp. A(%) nature du mode

1 .993 .935 6.2 ler mode dilat.comp.
2 2.01 1.96 2.6 ler mode tige (A/2)

3 2.42 2.29 5.6 2éme mode dilat.comp.
4 3.77 - - 3éme mode dilat.comp.
5 4.18 3.77 10.8 2&éme mode tige (1)

6 5.11 4.85 5.3 ler mode papillonnage
7 5.86 . 5.93 -1.2 4éme mode dilat.comp.
8 6.46 5.43 18.9 32me mode tige (31/2)

II1.6 LA METHODE MIXTE [50-52]
111.6.1 Principe et mise en équations

Tous les résultats obtenus, en particulier les figures (I1I.4),
(111.8), (I1I.10) et (II1.12) montrent que, dans toute la bande de
fréquence analysée, l'ensemble constitué par l'empilement de
céramiques, la contremasse, la tige ou le fourreau de précontrainte,
appelé ci-aprés, pour condenser, la colonne motrice, vibre en
dilatation-compression, son champ de déplacement vérifiant bien
l'approximation d'onde plane. Par contre, le champ de déplacement du
pavillon a, hormis pour le mode fondamental, des caractéres 2D ou 3D
trés marqués qui ne peuvent €tre modélisés que par éléments finis.
Enfin, la prévision des fréquences de papillonnage nécessite la prise
en compte de toute la structure, 1'étude d'un pavillon isolé avec des
conditions aux limites trés simples sur son embase étant insuffisante.
Pour intégrer tous ces aspects, la méthode mixte proposée consiste i
modéliser la colonne motrice par onde plane, le pavillon par éléments
finis, et 3 raccorder les deux modéles en imposant sur les noeuds de
1'interface entre colonne motrice et pavillon une impédance mécanique
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déduite du modéle d'onde plane. Evidemment, dans cette procédure,
1'analyse par onde plane étant analytique et ne consommant aucune
ressource informatique, la réduction trés importante de la taille du

maillage se traduit par une économie substantielle sur le plan
nunérique.

Avec les notations de la section (I.1.3) et du schéma ci-aprés,

b e,
Ondes planes Eléments
finis
p
> VC Vd
F
e Fc d
4
*—n
Ua
on a, cdté colonne motrice, la relation :
Fd Fc
=[T] + & (I11.1)
Vd Vc

ol f dépend linéairement des potentiels appliqués aux diverses

électrodes. Sachant que la face arriére de la contremasse est libre,
on en déduit :

Fg=Tip Vet tg

Vg = Tgp Vo + £y
(111.2)

Fg = Ky Ug + p, (I11.3)
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avec :

Vg = ijd
Tyo
Ko = juo —
Ty
Tys
p¢=t1-t2o-———
Ty2

(I11.4)

K, et Py sont, compte tenu des propriétés énoncées en annexe 3, des
quantités purement réelles, P représentant physiquement l'excitation
électrique par les céramiques. C6té pavillon, considérant que sa face
parlante n'est pas chargée, on a :

_ 1 - - -
[KM]gp KMpd YR Y
RMZ KM -

L - — - - -l

(111.5)

ol Ud est le déplacement axial identique pour tous les noeuds de
l'interface, Nr est le vecteur déplacement regroupant tous les autres
degrés de liberté du pavillon, KM;; est la notation condensée :

- 2
KM, = Ryy - 0 Myy (111.6)

[K] et [M] étant les matrices de rigidité et de masse du pavillon. De
(II1.5) on déduit :

T
Py KM ra-RRr
Uy = - (I11.7)
KM44-Ko KM44-Ko

et :
T
Rfra XM'pa PyKMga
[ (RMIRR - — ] g =-—
KM34-Ko KMy4-Ko

(111.8)

165




Le systéme d'équations (II11.8) est réel, symétrique, et se résoud
aisément, par élimination de Gauss par exemple, la relation (1I1.7)
permettant le calcul de Uy. Les fréquences de résonance sont alors
obtenues & 1'aide d'un balayage en fréquence, en recherchant les
valeurs de w pour lesquelles Uy est infini.

111.6.2 Les résultats

Pour illustrer les possibilités de cette technique, 1l'analyse de
quelques-uns des transducteurs précédents a été reprise, les résultats
étant regroupés dans les tableaux des pages suivantes. On constate
que :

- la méthode mixte fournit les fréquences propres des
transducteurs T2 avec une excellente précision, souvent de
l'ordre de 1%. Les seuls écarts notables sont enregistrés au
voisinage du mode d'électrode que la méthode mixte ne peut
pas prévoir mais qui est susceptible d'interagir, dans la
modélisation par éléments finis, avec les modes de
dilatation-compression ou de papillonnage qui l'entourent.

- les fréquences propres des modes de papillonnage sont
calculées avec précision, prouvant que 1'impédance mécanique
ramenée sur l'interface par le modéle d'onde plane est une
bonne approximation.

- l'effet du papillonnage sur les valeurs des fréquences
propres de certains modes de dilatation-compression est bien
décrit.

- la méthode mixte fournit des fréquences propres du
transducteur Tl inférieures & celles données par la méthode
des éléments finis et nettement plus proches des valeurs
expérimentales indiquées en (I1I1.4.4). Ce résultat
s'explique simplement en considérant que 1l'erreur introduite
par la modélisation en onde plane de la colonne motrice est
inférieure & celle induite par les nombreuses réductions de
Guyan nécessitées par la résolution du probléme complet. (A
noter que cet argument ne s'applique pas aux modes de
tige pour les raisons déja évoquées en I1II.4.4).

- la méthode mixte prévoit des déformations des faces
parlantes des pavillons trés procheé de celles obtenues par
le calcul complet, comme le montrent les figures (I11.16) et
(I11.17). Ce résultat est trés important, dans la
perspective de 1'étude du probléme de rayonnement.
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Analyse par la méthode mixte du T2a ¢ = 137 mm
N° elts finis meth. mixte A(%) nature du mode
1 1.00 1.02 2.0 ler mode de dil.comp.
2 2.28 2.28 0.0 2éme mode de dil.comp.
3 3.03 3.12 3.0 ler mode de tige (A/2)
4 3.47 3.49 0.6 ler mode de papillonn.
5 4.55 4.64 2.1 3éme mode de dil.comp.
6 6.14 6.17 0.6 4éme mode de dil.comp.
7 6.37 6.46 1.4 2éme mode de tige (1)
8 6.63 - - Mode de 1'électrode
9 7.51 7.05 -6.1 2éme mode de papillonn.
10 8.19 8.39 2.4 5éme mode de dil.comp.
Analyse par la méthode mixte du T2a @ = 180mm
N° elts finis meth.mixte A (%) nature du mode
1 . 846 .858 1.4 ler mode de dil.comp.
2 1.77 1.77 0.0 ler mode de papillonn.
3 2.64 2.69 1.6 2&éme mode de dil.comp.
4 3.18 3.27 2.8 ler mode de tige (A/2)
5 4.12 4.15 0.8 3éme mode de dil.comp.
6 5.42 5.49 1.3 2éme mode de papillonn.
7 6.20 6.24 0.6 4éme mode de dil.comp.
8 6.61 6.70 1.4 2éme mode de tige (1)
9 6.77 - - Mode de 1'électrode
10 7.50 7.25 3.4 Séme mode de dilat.comp

(fréquences normées :

finis)

référence mode 1 du T2a nominal - éléments

167




Analyse par la méthode mixte du T2a ¢ = 160 mm
N° elts finis meth. mixte A(%) nature du mode
1 . 906 .937 3.3 ler mode de dil.comp.
2 2.02 2.01 ~0.5 ler mode de papillonn.
3 2.81 2.87 2.0 2e mode de dil.comp.
4 3.25 3.32 2.3 ler mode de tige (1/2)
5 4.30 4.37 1.5 3éme mode de dil.comp.
6 5.89 5.95 1.0 4éme mode de dil.comp.
7 6.23 6.30 1.0 2éme mode de tige (1)
8 6.63 - - Mode de 1'électrode
9 7.20 6.89 4.4 2éme mode de papillonn.
10 7.65 7.60 -0.7 S5éme mode de dil.comp.
Analyse par la méthode mixte du T2a @ = 120mm
N° elts finis meth.mixte A (%) nature du mode
1 1.05 1.08 2.9 ler mode de dil.comp.
2 2.43 2.44 0.3 2&me mode de dil.comp.
3 3.12 3.22 3.2 ler mode de tige (A/2)
4 3.82 3.81 -0.2 ler mode de papillonn.
5 4.90 4.98 1.8 3éme mode de dil.comp.
6 6.18 6.21 0.5 4éme mode de dil.comp.
7 6.54 6.60 0.9 2éme mode de tige (X)
8 6.66 - - Mode de 1'électrode
9 7.55 7.17 -5.0 5&me mode de dil.comp.
10 8.53 8.82 3.4 6éme mode de dil.comp.

(fréquences normées :

finis)
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Analyse par la méthode mixte du T2b

N° elts finis meth. mixte A (%) nature du mode

1 1.00 1.01 1.0 ler mode de dil.comp.
2 2.27 2.28 0.4 2éme mode de dil.comp.
3 2.71 2.78 2.6 ler mode de tige (A/2)
4 3.79 3.77 -0.5 3&éme mode de dil.comp.
5 5.09 5.05 -0.8 ler mode de papillonn.
6 5.27 5.32 0.9 2éme mode de tige (1)
7 6.08 6.03 -0.8 4éme mode de dil.comp.
8 6.59 6.62 0.4 | 5éme mode de dil.comp.
9 7.57 7.74 2.2 6éme mode de dil.comp.
10 8.27 8.14 -1.6 3éme mode de tige

(33/2)

Analyse par la méthode mixte du Tl

N° elts finis meth.mixte A (%) nature du mode

1 1.00 .982 -1.8 ler mode de dil.comp.

2 1.28 2.17 69.5 ler mode de tige (A/2)
3 1.96 1.85 -5.6 ler mode de papillonn.

4 2.19 2.06 -5.9 2éme mode de papillonn.
5 2.47 - - Mode de la contremasse
6 2.87 3.98 38.6 2éme mode de tige (1)

7 3.03 2.92 -3.6 2éme mode de dil.comp.

8 3.66 3.59 _ -1.9 3éme mode de papillonn

(fréquences normées : respectivement mode 1 du T2b et mode 1 du T1 -
éléments finis).
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Les numéros font référence au tableau de la p.167 .
Les dessins du bas sont obtenus par &léments finis,

ceux du haut par la méthode mixte .
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Figure III.17 . Variations du déplacement normal le long des segments
OA et OB sur la face parlante du pavillon du TI .
L'échelle est arbitraire et la valeur du déplacement
en B constitue une norme . Les courbes sont obtenues
par la méthode mixte et les points par &léments finis.

Le mode est le premier papillonnage .
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Figure III.17 . Suite . Méme légende que la premiére figure . La

norme est la valeur du déplacement normal en A .

Le mode est le second papillonnage .
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Par ailleurs, dans tous les cas, la comparaison des positions des
plans nodaux dans la colonne motrice obtenues par la méthode mixte ou
par calculs complets, montre un trés bon accord, 1l'imprécision étant
toujours inférieure & 1'épaisseur d'une céramique. Enfin, & titre de
contrdole, la force F, sur la face libre de la contremasse, lorsqu'elle
est recalculée & partir des valeurs de Fy et U  obtenues pour chaque
fréquence, est telle que le rapport Fc/Fd reste toujours inférieur &
10'5, prouvant la parfaite cohérence de 1'ensemble des résultats.

Ainsi, la méthode mixte constitue une approche précise, comme le
montrent les exemples traités précédemment, et efficace, par la forte
réduction des ressources numériques nécessaires qu'elle entraine. Son
application & 1l'analyse modale de projecteurs complexes utilisant des
moteurs quasi unidimensionnels [51,53] (Isabelle, criquet de type I ou
IV...) ou & l'analyse de transducteurs immergés [52] présente donc un
grand intérét.
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- CHAPITRE IV

ANALYSE DU PROBLEME COUPLE FLUIDE-STRUCTURE

PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

L'objet de ce chapitre est de présenter l'application de la
méthode des éléments finis d la résolution du probléme hydroélastique
du comportement dynamique d'un transducteur piézoélectrique dans
l'eau. Aprés un rappel des équations générales, une formulation
variationnelle et son approche par éléments finis sont présentées et
discutées pour les problémes fermés i.e les problémes comservatifs du
point de vue énergétique, qui ne font pas intervenir le rayonnement.
Ensuite, la prise en compte du rayonnement est analysée en détail,
compte tenu de son caractére physique essentiel pour l'étude des
transducteures et de sa complexité, et le formalisme développé
précédemment est étendu au cas des problémes ouverts. Plusieurs tests
sont alors présentés pour les deux catégories de problémes. Les tests
sur la premiére permettent de prouver la validité de la formulation du
couplage et de la généralisation de la méthode de Guyan ainsi que de
préciser les critéres de maillage. Les tests sur la seconde
aboutisgent essentiellement 4 la discussion de la position de la
surface frontiére qui limite le maillage, position qui conditiomne de
fait la taille du systéme numérique & résoudre. Enfin, une revue des
autres approches possibles est effectuée : méthode des équations
intégrales de Helmholtz et méthode des éléments frontiéres ("boundary
elements"), exprimée ou non sous forme variationnelle, méthode des
éléments infinis... Dans chaque cas, les équations de base et une
analyse comparative se référant d l'approche exploitée ici sont
données, les informations plus techniques étant simplement renvoyées
aux articles spécialisés. Les applications d différents Tonpila,
permettant pour la premiére fois une interprétation détaillée du
comportement de cette structure, en particulier de sonm niveau
d'émission, dans une large bande de fréquence, font Ll'objet du
chapitre suivant, ainsi que l'extension au cas du fluide de la méthode
mixte. Les perspectives d'étude de sources plus complexes
(dipolaires...) sont abordées en conclusion.
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IV.1 LES EQUATIONS DU PROBLEME

Le probléme concret du transducteur immergé est un probléme 2 la
fois électrique, mécanique et acoustique (fluide). En fait, les deux
couplages, électromécanique d'une part, hydroélastique d'autre part,
sont indépendants et peuvent &tre abordés séparément. Sur le plan de
la formulation, ce chapitre ne traite donc que le probléme
hydroélastique. Les équations du probléme électromécanique, établies
et résolues aux chapitres II et III, sont simplement ajoutées & celles
développées ci-aprés, chaque fois que l'excitation électrique doit
intervenir.

Deux types de problémes hydroélastiques sont rencontrés
classiquement [95,96]. Le probléme fermé, schématisé ci-dessous,

correspond au couplage entre les vibrations d'un solide (domaine Q)
et d'un fluide (domaine 2¢) qui sont au contact l'un de l'autre en
tout point d'un interface (surface I'; ), le fluide étant par ailleurs
limité par une surface libre T;. Cette catégorie, qui contient, du
point de vue du calcul des structures, les importants problémes de
réservoir, ne concerne pas l'analyse des transducteurs, mais sera
utilisée dans la section (IV.4) pour tester le traitement numérique de
1'équation de Helmholtz et du couplage. Le probléme ouvert, schématisé
ci-aprés, correspond su rayonnement d'une énergie acoustique. Le
solide (domaine 2,) et le fluide (domaine ¢) sont de nouveau en
contact en tout point de l'interface (surface I'jn) mais le domaine
fluide s'étend, cette fois, & 1'infini. L'extension & 1'infini peut
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/o/ /

d'ailleurs ne pas concerner tout l'espace, mais, en particulier, se
limiter & un demi espace, si on ajoute au schéma précédent une surface

libre (I‘l) ou toute autre surface frontiére, comme par exemple les
baffles (surface I'y), fréquemment employés en théorie du rayonnement
acoustique [1,2,7,64]. Dans ce second cas, la dissipation d'énergie
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par rayonnement implique l'existence, dans Qg , d'une source
d'excitation qui est, pour ce qui concerne les transducteurs, l'effet
piézoélectrique. Dans tous les cas :

~ le fluide est homogéne et idéal. Toutes les causes de
dispersion et d'amortissement sont négligées.

-~ le fluide est compressible. Cette condition est, bien sir,
indispensable pour décrire le phénoméne physique du
rayonnement. Elle sera toutefois levée dans quelques tests
et pour introduire la notion de masse ajoutée.

- les effets d'écoulement sont négligés. Bien qu'importants en
technique SONAR [97-99] (sources de bruit et d'amortissement
supplémentaire...) et susceptibles d'un traitement par
éléments finis [100], ils sortent du cadre de cette étude.

- les ondes de surface sont négligées sur la surface libre T;.
Cette approximation, parfaitement valide dans la gamme de
fréquence caractéristique de nos applications, permet de
remplacer wune condition complexe [95,101] par 1la
condition p = 0.

Les équations du probléme sont :

- en tout point du domaine Q, 1'équation du mouvement,
vérifiée par le champ de déplacement y :

3
2 -
- pg W uy = — (eggpq i)
axj
(1v.1)

les notations étant celles de la section (II.1),

- en tout point du domaine g, 1l'équation de Helmholtz
vérifiée par le champ de pression p :
Ap + k%p = 0 (1v.2)
ol k = w/c, ¢ = (K/pf)llz, w est la pulsation, ¢ la célérité

du son dans le fluide, K et P¢ la compressibilité et la
masse volumique du fluide.
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Elles sont assorties des conditions aux limites suivantes :

- pour le solide, des conditions sur le champ de déplacement y
du type :

ui = ui (IV.3)

ol u/ est une quantité connue. On notera I', l'ensemble des
é1éments de surface soumis & une telle condition,

- pour le gsolide, des conditions sur le champ de contrainte,
du type :

'rij ny = -f; (IV.4)

ol n est le vecteur normal & la surface, orienté cette fois
vers l'intérieur du solide, £ une charge connue hormis la
pression. On notera I'y 1'ensemble des éléments de surface
soumis 3 une telle condition,

- pour le solide et le fluide, en tout point de l'interface
I'ips les conditions de couplage dynamique :

et cinématique :

p
n; — =pg¢ w? n; uy (IvV.6)

Ixy
- pour le fluide, une condition sur le champ de pression, du

type :
p=p (Iv.7)

ot p' est une quantité connue. On notera Pp l'ensemble des
éléments de surface soumis & une telle condition. Pp
contient la surface libre T; et les baffles mous pour
lesquels p' =0,

- pour le fluide, une condition de flux, du type :

ap :
Ny o —— =y . (1v.8)

Bxi
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ol § est une quantité connue. On notera I' l'ensemble des
éléments de surface soumis 3 une telle condition. T
contient, entr'autres, les baffles durs pour lesquels ¢ = O,

- pour le fluide, si le probléme est ouvert, la condition de
rayonnement de Sommerfeld [102] :

lim (rp) finie, et

r4w

ap
lim [ r(ikp + — )} =0
T ar

(1v.9)

uniformément dans toutes les directions, r étant la distance
& tout point défini. Cette condition peut se réécrire sous
forme plus précise [103,104] :

ap 2
lim ff |ikp+ — |[“dS =0 (1v.10)

T s ar
ol S est une sphére de rayon r centrée en r = 0.

Cette derniére condition, comme indiqué au début du chapitre, rendle
systéme dissipatif et change la nature du probléme mathématique
qu'elle complique notablement. En conséquence, l'approche formelle
décrite ci-aprés est divisée en trois étapes, les deux premiéres
donnant la formulation variationnelle et l'application de la méthode
des éléments finis pour un probléme fermé, la troisiéme décrivant,
avec l'aide de la technique ainsi développée, la prise en compte de la
condition de rayonnement pour les problémes ouverts.

IV.2 LA FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME FERME
Les équations (IV.1) et (IV.2) d'une part, (IV.3) & (IV.8)
d'autre part, sont respectivement les équations d'Euler et les

conditions aux limites associées & la quantité stationnaire L définie
par [95,101,105,106] :
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1 2.2
L= IIIQ 5 (813 S1jk1 Sk1 ~ Pe¥ uj)dag
. q

+ I Cugmud) nyoegqi S 9Ty

Ty

I[ £, u; 4 Tq

Tp
1 1 ap
+ [If —[(—)Z-kzpzldﬂf
pew? 9y 2 axg
1 ap
- [ (p-p") ng — dli,
pfwz I'p 3xi

1
-— I pvadr
2
P gw Th

- ]I puyny dry,

Tin (Iv.11)
Les trois premiéres intégrales ont déjd été rencontrées dans
1'équation (II.11). La quatriéme intégrale correspond & 1l'équation de
Helmholtz (IV.2), la cinquiéme & la condition du type Dirichlet (IV.7)
et la sixiéme 3 la condition du type Neumann (IV.8). Enfin, la
dernidre intégrale contient & la fois la condition dynamique (IV.5),
obtenue en développant les équations d'Euler relatives au champ y, et
la condition cinématique (IV.6), obtenue en développant 1'équation
d'Euler relative au champ p. Une condition de flux nul, déduite de
(IV.8) en posant ¢y = 0, n'apparait pas dans cette formulation dont
elle est, de ce fait, la condition aux limites naturelle.

D'autres expressions ont été introduites, discutées et
exploitées, par exemple par H. MORAND et al [107] A. COMBESCURE et al
[101] et W.J.T. DANIEL [108]. Dans certains cas, elles ont nécessité
1l'introduction d'une nouvelle variable indépendante, du type T = p/uz,
afin d'aboutir 3 une formulation symétrique, trés commode lors d'une
analyse modale. Notre objectif relevant plutdt d'une analyse
harmonique, l'expression (IV.11) qui nécessite le nombre minimal de
variables a été utilisée systématiquement. Enfin, il faut signaler que
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certains auteurs [109] ont proposé de décrire le milieu fluide comme
un milieu élastique particulier dans lequel la premiére constante de
Lamé, 1, est égale au coefficient de compressibilité du fluide, K,
alors que la seconde, i, est nulle. Cette approche, trés simple en
principe puisqu'elle élimine formellement la notion d'interface, a
1'inconvénient de traiter un déplacement & trois composantes plutdt
qu'une pression et surtout d'introduire, pour un probléme fermé, des
modes parasites [39]. Elle a donc été définitivement écartée.

IV.3 L'ANALYSE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DU PROBLEME FERME
IV.3.1 Principe et mise en équation

Comme le domaine solide 2., le domaine fluide 2. est découpé en
éléments simples constituant un maillage. A 1'intérieur de chaque
€lément e, comme le déplacement j et le potentiel électrique ¢, la
pression p est domnnée par :

p = [N7] E© (1v.12)

€ est le vecteur des valeurs nodales de p et N® un polynéme

ot P

d'interpolation semblable & ceux décrits en (II.3.2). En conséquence,
le gradient du champ de pression, qui apparait dans (IV.11), s'exprime

par :
>

grad p = [B7] R° (1v.13)

avec :

[B3] = [Rp1» RBpo --- Bppl | (1V.14)

et :
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Dés lors,

e
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e
aupi

ay

e
3NG4

9z

= —

reportant les expressions (II.18),

(Iv.15)

(Iv.12) et

(1V.13) dans la fonctionnelle de (IV.11) et adoptant les conventions
de notation de (1I.32), on obtient :

1 .
L= I - gl geT (817 [e] [8°] §° do,
e 2

+

e

1
"3 w2 [[] g BT [Ne]T [ne] ge an,
Qe
- [ geT T g oarg,)
I"I‘e

1 1
- Z(Z) [ - [f; gt [B§]T [Bgl £® do,

oo’ T

1
- - k2 [ff g°T In§1T INSIR® an,
f
e

- J'J' EGT [N;]T v drne]

rne

) 2(3) II ueT (N1t 3 [N;] Ee dline

rine
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ot 2(1) est une somme sur les éléments e solides, y compris leurs
frontitres Tp., 7(2) une somme sur les éléments e fluides, y compris

leurs frontiéres T, 7(3) une somme sur les éléments interfaces Tine
communs aux éléments solides et fluides. De cette expression les
intégrales étendues aux surfaces Pu et T ont disparu, pour des
raisons exposées en détail dans la section (I11.3.4), les conditions
(IV.3) et(IV.7) étant simplement remplies en donnant aux variables
nodales concernées les valeurs imposées uj et p' convenables. Dans
(Iv.16), 1les vecteurs H€ et R® ne dépendent pas des variables

d'intégration. Dés lors :

1 1
L= 2(1) [ ; QeT [K®]gS - = w2 HeT (8] x© - MeT.Ee]

e

1 1 1
+ 2(2) [ Z geT [we] e - _ peT [M$] pe
02c2u? o 2 2

- prZ geT el

- 2(3) ueT [Le] Ee

e
(1v.17)
avec, comme en (II.35)
[x¢1 = [ff 13%17 [e] [B®] dq,
Qe
M1 = [ff  og [n1T [N®] am,
Qe
o= 00 et garg,
Tre ‘
(1v.18)

et :
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(we] = [ff & (8817 [B] an,
Qe
31 = [f] g [NGIT [N2] ag,
Qe
= 1 1Ty arg,
rne
(] = JJ (N1 g INS] ATy .
Tine (1v.19)

Les matrices [K®] et [M®] sont respectivement les matrices
élémentaires de rigidité et de masse cohérente d'un élément e solide.
Par extension, [H®] et [M?] sont appelées aussi matrices de rigidité
et de masse pour un élément e fluide mais, comme le montre la section
suivante, cette dénomination ne correspond pas 3 une signification
physique simple. Enfin, [L®] est la matrice de couplage de 1'élément
interface T,

ine’
¥ sur tout le domaine Qs, et R, le vecteur des valeurs nodales de p

Définissant alors JJ, le vecteur des valeurs nodales de

sur tout le domaine ¢, 1l'expression (IV.17) peut &tre réarrangée sous
la forme :

1
L= I =0y (Rl g5 - 0® My, 59004
ia,jB 2

- X Usa Fia
ia

1
+t — Z ; Pm ( [H]m,n - m2 [Mllm,n)Pn

- L Uy, [L]ia,m P
ia,m (1v.20)

ol i et j décrivent tous les noeuds du domaine ,, m et n tous les
noeuds du domaine Qf,a et B les trois coordonnées x,y,z. Dans cette
relation :
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[K]ia,jB = z [Ke]ia’jB i,j Eﬂs

e(i,j)
[M]iu,jB = z [Me]ia,js i,je QS
e(i,j)
Fia = X Fga ie Qs
e(i)
[H]m,n = ) [He]m,n m,n € Qg
e(m,n)
[Mllm,n = ) [M? m,n m,n € O
e(m,n)
e(m)
[Liem = 1 [%)44.m i€Q,,m¢€aq
e(i,j)

(1Iv.21)

e(i,j) représentant un él1ément e qui contient les noeuds i et j, e(i)
un élément qui contient le noeud i. Comme les relations (I1.37), ces
relations correspondent & une opération d'assemblage. Il est
intéressant de noter ici que la dernidre des six égalités ci-dessus
revient & définir 1'élément de surface T'ine comme un élément fini
proprement dit, auquel est associée la seule matrice [L®].

L'application du principe variationnel conduit & minimiser L par
rapport aux valeurs nodales de y et p, i.e & écrire :

—_—=0 V ia ’ (1v.22)

—_— =0 Vm (1v.23)
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On obtient :

I (Rlyq,jp - u® Mlgq, 38) Uyg

j8
-1 [Llig,m Pn = Fiq
m
(1v.24)
et
2
—-—2 > z ( [H]m,n - w [MI]m n) Pn
pscw n
1
-1 Usa [L]ia,m = ¥
ia Df(l)z
(1v.25)

Ces deux équations peuvent se condenser sous la forme matricielle :

(K] - w? [M] -[L] ) E
-p2c2y2 [1]T (1] -w2[M;] R pgc? ¥

(1Iv.26)

la matrice de gauche étant toujours réelle mais, cette fois,
dissymétrique.

IV.3.2 Equations & résoudre et algorithmes

L'objectif de 1'étude du probléme fermé étant uniquement de
tester la résolution de l'équation de Helmholtz et la formulation du
couplage fluide~-structure, et non d'envisager tous les cas physiques
correspondants, seule l'analyse modale de systémes couplés a été
entreprise. Considérant une structure mécanique libre et une condition
de flux nul sur la surface T', si elle existe, l'équation (1v.26)
devient :

187




[K] - w? [M] ~[L) X o

- p}c20? [1]T [H]-w2[M,] R R

L 4L 4 A

(1v.27)

équation dont les valeurs propres sont les pulsations de résonance.
Pour pouvoir utiliser les techniques classiques de diagonalisation
(annexe 1V), comme en (II.44), la matrice de (IV.27) doit étre
symétrisée. Cette transformation est réalisée facilement grdce & une
opération de réarrangement et substitution due 3 B.M. IRONS [95], qui
conduit & :

[ 1 [ g 1077 77
;] [o] [y (m1 7 e)” R R
pfcz p% 62
2 =
| -1 1
i (0] [KU -[L][H] M1 '] ) LQ_ _Q_
(1v.28)

s

ou :
'] = ] + o2 ¢2 [1] [u]7) [1]T

A ce stade, il est intéressant de consid&rer le cas particulier
du fluide incompressible, i.e, physiquement, le cas des grandes
longueurs d'onde. Dans l'expression (IV.16) de L, comme k tend vers 0,
1'intégrale assocife & [M;] disparait et (IV.27) devient :

[K] - o? [M] -[L] N R
-02cZy2[L]T [H] R R
(1v.29)
La seconde équation donne :
R=p2c?u? mt ¥y (1v.30)
que 1l'on reporte dans la premiére pour obtenir :
(K] - w? (M']) § = Q (1v.31)
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Ainsi, dans le cas du fluide incompressible, l'analyse modale est 1la
méme que pour la structure mécanique seule & condition de remplacer la
matrice de masse cohérente [M] par la matrice de masse cohérente [M'].
Le terme supplémentaire, p%CZ[L][H]'llL]T, est la masse ajoutée
[95,101,110] correspondant & l'inertie du fluide entrafné. Comme
indiqué précédemment, on voit donc que la matrice [H] est associée a
1'effet d'inertie, tout l'effet de compressibilité étant contenu dans
[MI], ce qui traduit une signification physique contraire 3 1la
dénomination traditionnelle de ces deux matrices.

IV.3.3 Eléments utilisés

En se référant au tableau de 1la section (II.3.6), les éléments
utilisés pour modéliser le domaine fluide sont, en 3D :

- 1'hexaédre isoparamétrique & 20 noeuds,
- le prisme triangulaire isoparamétrique 3 15 noeuds,

et, dans les cas 3 symétrie axiale :

- le quadrilatére isoparamétrique & 8 noeuds,
- le triangle isoparamétrique 3 6 noeuds.

Pour l'interface, les éléments utilisés demandent une conception
particuliére puisqu'ils couplent deux domaines distincts. En 3D,
1'é1ément schématisé ci-dessous en coordonnées réelles et en
coordonnées réduites est un élément d'épaisseur nulle & 16 noeuds. La
matrice [L®] qui le représente contient au maximum 24x8 termes non

(-1,0,0)

e >0
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nuls. Formellement :

e = e
Liu,m II Nf Npm [Gul’ 23 6a3] dine

l-‘ine
(1v.32)

ot 1,2,3 symbolisent les coordonnées x,y,z. En coordonnées réduites :

=
D

= N{ (&,n,2)

e _
Nom = Mo (€50,0)

pm
(1v.33)
et :
dy A dz
Rl ine = dz A dx
dx A dy
(1Iv.34)
sachant que :
x = ] N (g,n,0) X8
i
y = 1 N§ (g,n,z) Y§
i
z = ] N (&,n,z) 2§
i
(1v.35)

ol X?, Y? et Zg sont les coordonnées du noeud i de 1'élément e, la
somme portant sur tous les noeuds de e. Alors, classiquement :

3(y,z) o(y,2z) a(y,z)
dy A dz = d¢ A dn+ ———— dn A dg +
3(E,»N) a(n,g) 9(z,&)

dr A 4t

(1v.36)

avec la notation habituelle :
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FBY oy
g an
a(y,z) .
= (1v.37)
a(g,n)
oz oz
3k an

deux relations semblables étant & écrire pour les deux autres
composantes de df;, .. Si, comme sur la figure présentée, le plan de
1'é1ément interface en coordonnées réduites est le plan (£,n), seul
dg A dn apporte une contribution non nulle et :

1 1
La,m = [ T N§(E,n) N8, (£.n) [851,8,49,8,5]
-1 -1

— —

d(y,z)

3(€,n)

3(z,x)

d£.dn
3(gyn)

9(x,y)

3(E,n) (1v.38)

Dans le cas de la symétrie axiale, le seul élément interface,
schématisé ci-dessous, a 6 noeuds. Sa matrice [L®] a, au maximum, 6x3

€
y X
\/ F s |
S
(-1,0) (1,0)
~— —¢
e=>0 € e;, - — -
e 11
F
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termes non nuls, qui se déduisent simplement de (IV.38) :

1
Lio,m = 2" [ Nf (&) NG, (£) d(&) [8,7,6,,].

- -
oy
g
. . dE
Ix
12
- el

(Iv.39)

d représentant la distance & 1'axe de symétrie d'un point courant de
1'élément.

IV.3.4 L'assemblage et la méthode de réduction de Guyan

Comme dans le cas d'un solide, l'assemblage est réalisé suivant
une méthode frontale couplée & la réduction de Guyan. Cette section
donne, dans le cas du probléme couplé, les équations de condensation
et leurs conditions de validité [41].

Appliquant, pour un degré de pression esclave Py, 1le
développement proposé en (I1.70) & la seconde équation de (IV.27), on
obtient :

_2 222
Him~ 0 ™My1p PFcw Lyn
] gt ———
mfl Hyp-w My L Hyy-e’Myy
(1v.40)
Si
) Hyy
we < —0 (1Iv.41)
Minn

(111.40) peut &tre développée au premier ordre em w? :
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1 2
Pl = - z — (Hlm - W Mllm + w
mfl Hyy
L,
il
+ Z p%czw2 — Uy
i Hyy

Reportant dans les deux équations

M H
2 M1t
— e,

Hyy

du systéme (IV.27) :

L.,L.
il~jl
2 2.2
i | H1p
LjIHIm
= z (ij = )Pm = 0
m¥1l Hll

quel que soit i, et :

Hp1Bim ) HpiMitm Min1Him
) [, - ) - wt My - -
H_ M,qH L., H
nl1111"1m 222 j171n
Hy 3 Hyp

(1v.42)

(1v.43)

(1V.44)

quel que soit n. De méme, appliquant le développement pour un degré de
déplacement esclave Uy 32 la premiére équation de (IV.27), on obtient :

2
Kpj-e™p;5 L'im
U =- 1} , Uy + ] — P
j#l Kll-w Mll m Hll
Si :
K
11
w? << —
M),
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(IV.45) peut &tre développée au premier ordre en w? :

Ki: M
1 1
v =_Z __(Kl.-wzul +w2_.J_L1..)U,
1 b j j
j#1 Ky, K11
le
+Z-——Pm
m K11
(1Iv.47)
Reportant dans les deux équations du systéme (IV.27) :
SSLSE ) MitK1y  KypMyg
z [(Kij- )-w (Mij - -
j*1 K11 K11 K11
Ki1M11Kp Ki1lin
1y - ] (1, - ) Py =0
m
K11 LSH1
(1v.48)
quel que soit i, et :
L, L
In™1m
2 2.2
) [Hop = w® (M + pfc® —— )] P
m Kll
Ly Ky
222 _ In 1_] -
+ 7 pFcw (LJ-n ) U; =0
(1v.49)

quel que soit n. Ainsi, appliquant les transformations :
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j =1 ]

nm

Mlnm

=

1]

1j

jm

ou @

HnIHIm

Hnm -
Hyy
HiiMitm  MiniFim Bn1 M111 Bin
Mlnm - - + 2
Hyq Hyp i
- Liilsy
Mij + (s
Hyg
LjIHIm
ij =
iy
(1Iv.50)
Hom
2 2 Llnle
Mnm + pgc
K11
Ri1Ky5
K11
MitKiy  KuaMiy Ky Mg Ky
- +
K1 K11 LS§1
leKIj
ij -
K11 (IV.51)
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suivant que le degré esclave traité est le degré Py ou le degré U;, on
peut éliminer dans (IV.27) la ligne et la colonne 1 et obtenir un
systéme d'équations dont l'organisation est rigoureusement identique
mais dont 1'ordre est diminué d'une unité.

Cette réduction de Guyan généralisée a 1'avantage de permettre
l'emploi de la méme technique d'assemblage frontal pour les problémes
couplés et les problemes de structures seules. Dans le cas de la
réduction d'un degré solide, la condition (IV.46) est identique 2
(I1.71) et 1l'approximation réalisée consiste & négliger l'inertie
associée & ce degré esclave. Dans le cas de la réduction d'un degré
fluide, la condition (IV.41) est formellement identique & (IV.46) et
permet donc l'utilisation du méme algorithme de sélection des degrés
maitres. L'approximation réalisée consiste, cette fois, & négliger 1la
compressibilité associée au noeud esclave. On peut d'ailleurs vérifier
trés simplement que, si on réduit la totalité des degrés de liberté
fluides, le probléme dégénére en un probléme de masse ajoutée dont
1'équation est identique & (IV.31). Enfin, (IV.50) et (IV.51)
montrent, comme le schématise la figure ci-dessous, que la réduction

solide fluide
—4 -— - - couplage
! :><: d'interface.
- O degré
l X | l réduit.
R T
solide fluide solide fluide
.y | l
i
o p—
q
o R4
Réduction d'une Réduction d'un
pression. déplacement.
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d'un degré de liberté d'interface se traduit par l'apparition de
nouveaux termes de couplage hors de 1'élément interface lui-méme.

La généralisation de la méthode de Guyan présentée ci-dessus est
originale. Sa mise en oeuvre et son efficacité sont analysées dans la
section (IV.5).

IV.4 LA FORMULATION ET LA RESOLUTION PAR ELEMENTS FINIS DU PROBLEME
OUVERT

Pour traiter un probléme de rayonnement dans le contexte des
éléments finis, il est nécessaire de tronquer le volume fluide Q¢ en
le limitant par une surface frontiére T, sur laquelle des conditions
appropriées sont imposées. La partie de Q¢ interne a T, notée Q%, est
alors maillée comme dans le cas d'un probléme fermé, la partie
externe, notée Q%, étant seulement simulée par les conditions aux
limites sur I' . De nombreuses approches ont été développées suivant
cette ligne [26,41-44,111~-113] différant les unes des autres par le

choix des conditions imposées sur TI'_, et, en conséquence, par la

position de T',. Pour sélectionner une de ces approches, les critéres
que nous avons retenus sont :

- avoir une condition aux limites sur T, du type :
p

nj.— =T (1v.52)
3xi i
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Cette condition est identique & (IV.8) et permet, de ce
fait, d'utiliser une formulation simple, trés proche de
celle du probléme fermé,

- avoir une condition locale, i.e que le calcul du terme T de
(IV.52) ne nécessite pas la connaissance du champ de
pression p en tout point de T_, de facon & conserver la
structure des équations de la méthode des éléments finis.

Ils ont conduit au développement d'un élément rayonnant directement
déduit des travaux de 0.C. ZIENKIEWICZ et al [95], D.V. DEAN [111] et
A. BAYLISS et al [112]. Cette section présente l'analyse mathématique
dont 1l'approche est issue, la formulation de 1'é1ément, les différents
algorithmes de résolution correspondant aux situations rencontrées
concrétement. Comme indiqué au début du chapitre, la section (IV.5)
résume les résultats obtenus pour plusieurs cas tests et la section
(IV.6) compare la méthode retenue aux nombreuses autres, qu'elles
relévent du contexte des éléments finis ou non.

IV.4.1 Formulation mathématique de la condition de rayonnement

Pour prendre en compte avec un maillage limité & T, les effets du
rayonnement, O0.C. ZIENKIEWICZ et al [95] ont d'abord proposé
d'appliquer une condition semblable & la condition de Sommerfeld
directement sur T :

nj.—0 | = -jkp (1v.53)

ce qui, & 1'évidence, revient & imposer que le rapport de la pression
4 la vitesse normale est égal, en tout point de I',, & 1'impédance
caractéristique du fluide, pgc. (IV.53) est toutefois une relation
trés imprécise et nécessite de rejeter T_ loin des sources, en
principe & 1'infini. Pour réduire le volume de Q% et, par conséquent,
la taille du maillage, D.V. DEAN [111] a proposé l'emploi de 1la
condition :

ap 1
— | =-(-+3)p (1IV.54)

ar T r

©

en tout point d'une surface frontiére T, sphérique centrée au

voisinage du centre acoustique de la source. Dans ce cas le rapport de
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la pression 3 la vitesse normale est égal, en tout point de I',, a
1'impédance d'une onde sphérique. Comme pour (IV.53), 1les deux

conditions de sélection retenues sont remplies par (IV.54) mais, en
outre, (IV.54) est vérifiée par l'expression du champ de pression
lointain et devient donc exacte dés que I', entre dans la zone de
validité de cette expression. En effet, si r, O et ¢ sont des
coordonnées sphériques d'un systéme centré prés de la source, on sait
qu'en champ lointain la pression p est donnée par [1,2,9,64] :

e Jkr
p=P@=

Fo (8,d) (1Iv.55)
kr

qui est bien solution de (IV.54).

Dans de nombreux cas, en particulier celui des sources pulsantes
ou, de maniére équivalente, celui des pistons montés dans des baffles
durs, la zone de validité de (IV.55) est, classiquement [64,114]

r >>d

a2
r D> —
A

(1v.56)

ol d est la plus grande dimension de la source dans le plan normal a
la direction de propagation considérée. De ce fait, si, dans ces
différents cas, on impose que le rayon R, de la sphére I', vérifie la
relation (IV.56) i.e que :

R, >> d

a2

R, >> —
A

(1v.57)

on assure simultanément la validité de la condition aux limites
(1V.54) et de 1l'expression approchée (IV.55). Les valeurs de la
pression sur T fournies par le calcul 2 1'aide des éléments finis
sont alors directement les valeurs en champ lointain et autorisent,
sans traitement numérique supplémentaire, l'obtention du niveau
d'émission (annexe 1) et de la fonction de directivité F, (6,¢).
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Toutefois, la condition (IV.57) peut é&tre trop sévére pour assurer la
validité de (IV.54) et, d'autre part, la condition (IV.56) n'est pas,
comme il sera discuté ultérieurement, complétement générale.

Pour lever, au moins partiellement, ces dernidres difficultés, il
est intéressant de noter que, & l'extérieur de la sphére circonscrite
a toute surface vibrante, le champ de pression p se développe suivant
la gérie :

e"Jkr o F,(8,0)
p(r,06,4) = ) (1v.58)
kr n=0 (kr)"

série dont la convergence absolue et uniforme a été prouvée par C.H.
WILCOX [103,104]). Dans cette série, F (6,¢) se déduit de la fonction
de directivité par :

1 n
F(6,6) = — 1 [1(1-1)4Q] F,(8,6) (1v.59)
nt(-2j)" 1=1

oli Q est 1'opérateur de Beltrami défini par :

2

)
— (1v.60)
8 362

1 ] 9 1
(— sin 6 — ) +

sinb 096 96 sin

o0
"

2

De ce fait, si on assimile le champ de pression p au champ de pression
lointain p, en tout point de T',, l'erreur réalisée décroit en 1/R£ :

1
PPl =0C(—5) (Iv.61)
r, R_
Par contre, si on impose la condition (IV.54), l'erreur réalisée
décroit en 1/R2 :

3 1 1
(—+—-+3k)p| =0(=3) (1v.62)

or r T Rw

©
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De fagon plus précise, si on note W(zx) la différence entre la solution
du probléme de rayonnement réel et celle du probléme approché, et si
on mesure 1l'erreur réalisée par la norme || W(x) || telle que :

[l w) [12 =10 | wg)|? ar (1v.63)
rco

en assimilant le champ de pression p & p, en tout point deT_ on a :

(annexe 6) :

C
Hwe) || v — (1V.64)
k2R,

alors qu'en imposant la condition (IV.54) on a (annexe 6) :

c
| w @[] »— (1V.65)
k3r2

Ainsi il apparaft que l'erreur induite par 1l'application de 1la
condition (IV.54) décroit plus rapidement avec R, que l'erreur due &
1'approximation du champ lointain. Dans certains cas, on doit donc
pouvoir placer la surface frontiére I',, dans le champ proche et obtenir
néanmoins une bonne description de la pression, la détermination du
niveau d'émission et de la fonction de directivité nécessitant alors
toutefois le recours a un calcul supplémentaire, & 1l'aide d'une des
formulations intégrales de Helmholtz par exemple. Dans tous les cas
étudiés, 1l'absence d'un critére de convergence précis et simple nous a
conduit & justifier par des tests numériques la position de T_,
confirmant systématiquement les conclusions qualitatives de cette
section.

IV.4.2 L'élément rayonnant

Revenant aux équations du probléme posées dans la section (IV.1),
la condition (IV.54) est une condition de flux du type (IV.8) et peut
donc étre incorporée dans la formulation éléments finis de la relation
matricielle (IV.26) en calculant le vecteur chargement ¥. T, étant un
élément de la surface frontiére, on a alors :

Ye = - Jf 1TCL 4 gop ar,, (1v.66)
r R

we [ -]
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soit :

1 1
Y = - — ( — + 3k) [D®] R® (1v.67)
pgc R,
avec :
[0€] = pgc [f  [N2IT [NE] ar,, (1V.68)
r

xe

Appelant [D] la matrice obtenue par assemblage des matrices
élémentaires [D®], (IV.26) devient :

[K] - w? [M] - [1] X )
ot (LT Hyl-0?(y) R | [-juoi
(1v.69)
avec :
[+]
[H,] = [H] + — [D] (1v.70)
R,

L'élément rayonnant est un élément permettant la fabrication de la
matrice élémentaire [D®]. En 3D, 1'élément schématisé ci-dessous est
un élément 3 8 noeuds dont la matrice représentative contient 8x8

<> s
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termes, d'expression générale :

1 1
Dm,n = Pgc | [ Npn (E,n) N§, (E,n) x

m,n
-1 -1
3(y,z) 3(z,x) d(x,y)
X Y e (Y2 »2 1 dgdn
a(&,n) a(g,m) 3a(g,m)

(1v.71)

avec les notations de la section (IV.3.3). Dans un cas & symétrie

axiale, comme schématisé ci-dessous, c'est un élément 3 3 noeuds dont

("190) (190)

¢

la matrice représentative contient 3x3 termes d'expression générale :

1
DS o = 2mpge fl Nom (€) N5, (8) d(g) x

9x oy
x [ (—)24+ ()2 at
ot 9E

(1v.72)

d représentant la distance & 1'axe de symétrie d'un point courant de

1'élément.
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IV.4.3 Les algorithmes de résolution

Deux cas sont 3 considérer concrétement :

- la distribution de vitesse a l'interface I'ine ©st connue et
seul le champ de pression est & calculer. Ce probléme permet
de tester la formulation développée mais aussi de traiter
des cas physiques ou la réaction du fluide sur la structure
excitatrice est négligeable, comme par exemple le cas du
rayonnement dans 1l'air.

- la force excitatrice est seule connue et le probléme couplé
structure-fluide est & résoudre dans son ensemble. C'est
typiquement le cas des transducteurs SONAR dans l'eau.

a) Premier cas : la vitesse est connue en tout point de
l'interface

La relation (IV.69) devient :

( [H;] - w? [M] + 3w [D] ) B =p2c2? (11T g (1v.73)

] étant un vecteur connu. Séparant R en parties réelle et
imaginaire :

R=R1%+31% (1v.74)

et considérant IJ comme un vecteur réel (phase de référence), on
obtient :

€ [1;] - w? (M1 ) By - w [D] By = p3c?? (11T § (1v.75)
et :
C [H;] - w? [M] ) B, +w [D] By =R (1V.76)

Numériquement, le probléme se raméne i la résolution de :

( [mM] + o2 [D] [EM]7} [D] ) By = 02cZw? [L1T g (1V.77)
ol :
[1M] = [H,] - w? (4] (1v.78)

En fait, la matrice [D] est une matrice trés creuse, cette
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caractéristique permettant une simplification notable des équations
ci-dessus. Appelant gi et Rr les parties de P correspondant
respectivement aux noeuds intérieurs & I, et aux noeuds de T, on peut
ordonner P tel que :

Ri

= r (1v.79)
b4
Alors
[0] [0]
[D] = (1v.80)

[o] [d]

et le systéme (IV.77) devient :

_ N -
[HM]y 4 (Ml ®i
= p%csz[L]T u
), () +?[al(al7M(a] | | %
_ JL

(1Iv.81)
avec ¢

[a] = [mM], . - [EM]_ ; [EMID; [mMD, o

(1v.81) Etant résolu & l'aide d'une &limination de Gauss, on achéve le
calcul de P par :

B3 = (w7l (] o [A17Y [a) gE (1v.82)
et
RS = -u (a1°1 a1 & (1v.83)

Compte tenu de la faible taille de [d], les noeuds de T, ne sont jamais
réduits, les degrés esclaves étant seulement choisis dans 21.
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b) Deuxiéme cas :

le probleme couplé

La relation (IV.69) doit &étre considérée dans son ensemble.
Choisissant la référence de phase telle que les composantes de I

soient réelles et posant :

R=R1+ik
R=Hy+il,

on obtient :

By = [kMI71 (g + (L] Ry
By = [xM1°1 (L] g,

ou :

[kM] = [K] - w? [¥M]

Substituant dans la seconde ligne de (IV.69) :

2.2

C (] - o%c?w? [L)T (07D [L] ) By - w [D] B,

et :

([1M] - p2c20? [L]T [kM]71 [L] ) B, + w [D] By = @

=pfc

2

(1v.84)

(1v.85)

(1Iv.86)

(1v.87)

(1v.88)

Formellement (IV.87) est identique & (IV.75) et (IV.88) & (1IV.76). La
séparation de R en gi et Rr est donc de nouveau utile pour permettre
l'exploitation de la structure particuliére de la matrice [D], la
démarche devenant paralléle 3 celle décrite de (IV.80) & (IV.83).

Si la structure étudiée est une structure électromécanique

excitée par une tension extérieure ¢g, on a montré en (II.3.5.g) que

1'équation (I1.46) caractéristique d'une analyse harmonique :

CIRy] - o? (M) g =
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doit é€tre remplacée par 1'équation (II.61) :
( [R,,) - w? M1 ) g = - RBy-4g

Le systéme d'équations (IV.83) 3 (IV.86) n'est donc pas modifié si on
pose :

E=- K (1v.89)

D'autre part, (II1.58), (I1.59), (I1.60) et (I1.62) permettent d'écrire
le courant total :

I=-jo ¢ REOT.g + RPP 00) (1v.90)

On en déduit les parties réelle et imaginaire de l'admittance
électrique :

X(w) = w(RB)T B, /0g (1v.91)
et :
Y(w) = - (KRBT B /og + REP) (1v.92)

Dans le cas d'un transducteur SONAR, X(w) et Y(w) sont directement
reliés aux composantes paralléles Rp et Cp du schéma équivalent
(annexe 1).

D'une fagon générale, les traitements numériques nécessaires aux
deux cas a et b sont, d'une part, des réarrangements de grands
tableaux pour lesquels une attention particuliére a dii étre accordée
au compromis temps CPU/espace mémoire [41], et, d'autre part, des
inversions ou résolutions de systémes linéaires décrites en annexe IV.

IV.5 ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES TESTS

Afin de préciser les possibilités du code que nous avons
développé suivant les principes décrits dans les quatre premiéres
sections de ce chapitre, de nombreux exemples ont été traités. Cette
section en présente plusieurs qui précisent le critére de maillage
(1v.5.1), analysent les effets des réductions de Guyan dans le fluide
et 4 1'interface ((IV.5.2) et (IV.5.3)), testent la modélisation du
rayonnement ((IV.5.4) et (IV.5.5)) et d'un probléme couplé ouvert
(1v.5.6). Dans la majorité des cas, la référence est une solution
analytique totale (plaque ou sphére vibrant uniformément) ou partielle
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(piston bafflé). Dans un cas (IV.5.3), une étude expérimentale
détaillée a été mise en place.

IV.5.1 Analyse modale d'un domaine fluide. Critére de maillage

Pour préciser le critére de maillage d'un domaine fluide, deux

=
| K

3

exemples ont été traités : une plaque carrée de c6té L et un disque de
rayon R. Dans les deux cas, l'épaisseur choisie est suffisamment
faible pour que le champ de pression reste uniforme dans la direction
perpendiculaire au plan des figures, et la condition imposée sur les
surfaces externes est une condition de flux nul. La symétrie permet,
dans chaque cas, de ne mailler que le quart de la structure et on a
utilisé, respectivement, 16 et 15 éléments. En appliquant
successivement des conditions de symétrie (flux nul) ou d'antisymétrie
(pression nulle) sur les plans T, et m,, on peut réaliser trois
combinaisons distinctes notées SS, SA et AA, qui donnent accés & tous
les modes. Dans le cas de la plaque, les fréquences propres sont
données par [2] :

f = f— v m2+n2

nm 2L

et les modes propres par :
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mnx nry
P = po coOs T cos —1‘— (IV.94)

Dans le cas du disque, les fréquences propres sont données par [2] :

f =—a (1v.95)

mn 2R mn .

avec :

d

— I (ma) | =0 (1v.96)

da a = o

et les modes propres par :
r

P = Py Iy (ma . — ) cos (mp) (1v.97)
R

ou r et ¢ sont les coordonnées polaires. Les deux tableaux de la page
suivante comparent les valeurs normalisées des fréquences calculées a
1'aide des relations ci-dessus et par éléments finis, et donnent les
valeurs relatives de l'erreur. Les figures (IV.1) et (IV.2) présentent
quelques modes propres. Pour les ordres m et n faibles, les résultats
sont excellents. Ils ne commencent & se dégrader que lorsque moun
atteint ou dépasse la valeur 4, i.e, lorsque la longueur d'onde
devient de 1l'ordre de L/2 ou de R et qu'un élément contient le quart
de cette longueur d'onde. Ce critére de convergence, dit '"critére en
A/ 4", est, de fait, trés général, et se justifie simplement en
considérant que, le long d'un élément, l'interpolation par les
fonctions de forme utilisées est quadratique. Cette justification
permet en outre de prévoir que, dans le cas d'un probléme de
rayonnement, le critére en A/4 ne doit &tre vérifié de fagon précise
que dans la direction de propagation.

IV.5.2 Analyse modale d'un domaine mixte fermé. Premier test de
1'interface et de la réduction de Guyan

Pour tester 1'é1ément interface, deux modéles simples ont été

développés afin de permettre la comparaison des résultats obtenus par
éléments finis & des solutions analytiques. Le premier modéle est
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Plaque carrée.

Fréquences normalisées

(2L/¢) fon

m n E.F | theor. A% m n E.F theor. A%
o0 | 1.001| 1. 0.1 ] 3| 3 | 4.288 | 4.243 1.1
1 | 1.420] 1.414) 0.4 | 4 | 0 | 4.299 | 4. 7.5
o | 2.046| 2. 2.3 1 4| 1] 4.288 | 4.123 4.0
1 | 2.272) 2.236 | 1.6 | 4| 2 | 4.856 | 4.472 8.6
2 | 2.929| 2.828| 3.6 | 4 | 3 | s5.445 | 5. 8.9
o | 3.122] 3. 4.1 | 4| 4 | 6.385 | 5.657 | 11.3
1 | 3.174] 3.162| 0.4 ) 5| o | 5.512 | 5. 10.2
2 | 3.815| 3.605| 5.8| 5] 1 | 5.268 | 5.099 3.3

Disque Fréquences normalisées opn = 2R/c fon

m n E.F | theor. A% m n E.F theor. A%
2 | 1.231] 1.219} 1.0 | 2 | 3*| 3.221 | 3.173 1.5
3 | 2.338) 2.330f 0.3 | 3| 1| 1.353 | 1.337 1.2
4 | 3.478| 3.237 7.4 31 2| 2.591 | 2.552 1.5
1 | 0.586] o0.585 | 0.3 | 4 | 1%| 1.769 | 1.693 4.5
2 | 1.706| 1.697 | 0.5 | 4 | 1*| 1.694 | 1.693 0.1
3 | 2.757] 2.714 1.6 | &4 | 2¥| 3.178 | 2.954 7.6
17 ] 0.981] 0.972 | 0.9 | 4 | 2x| 2.985 | 2.954 1.0
1* | 0.973] o0.972 ] o0.1 | 5| 1 | 2.091 | 2.032 2.9
2t | 2,196 2.134 | 2.9 | 6 | 1| 2.568 | 2.377 8.0
2% 1 2,145 2.13¢ ) o.5 | 6 | 1*| 2.432 | 2.377 2.3
3t | 3.313| 3.173 | 4.4

+

*

valeur E.F déterminée avec la condition SS
: valeur E.F déterminée avec la condition AA
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Figure IV.l . Variations de la pression pour certaines directions pri-
vilégiées de la plaque carrée . Les courbes représentent
la relation (IV.94) . Les points sont calculés par &lé-
ments finis . Les fl&ches indiquent les points de norma-
lisation .
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Figure IV.2 . Variations de la pression avec r ou ¢ dans le cas du
disque . Les courbes représentent la relation (IV.97).
Les points sont calculés par éléments finis . Les

fléches indiquent les points de normalisation .
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constitué par un cube solide, d'aréte L = 10 c¢cm, de masse volumique pg
= 1600 kg/m3, de module d'Young E = .260 1010 ps  de coefficient de

Poisson v = 0.3, surmonté par une colonne fluide de méme section, de
hauteur 1 = 16 cm, de masse volumique pg = 1000 kg/m3, de coefficient
de compressibilité K = .222 1010 Pa. Le fond du cube est fixé
rigidement. Les quatre parois sont infiniment rigides. La surface du
fluide est libre. Ce modéle est décrit en éléments finis & 1'aide de
quatre hexaédres solides (51 noeuds), huit hexaédres fluides (81
noeuds) et quatre rectangles interfaces. Pour le cube seul, la surface
m étant libre, les fréquences de résonance correspondant aux modes de

: X
[
:
|
1 \ p(x)
i
I
L
P u(x
L ’ [ __:/{_

dilatation-compression sont données par :

s
fo = — (2 ng + 1) (1v.98)
4L ‘
ol cg est la vitesse de propagation des ondes longitudinales :
//[ E(1-v)
cg = (1v.99)
(1+v) (1-2v)p

Pour le fluide seul, la surface m étant rigide les fréquences de
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résonance des mémes modes sont :
Cf

fr =— (2ngHl) (1v.100)
41

ot cg est la vitesse du son :

/E
ep= o — | (1v.101)

of

Pour le probléme couplé, écrivant les expressions des champs de
déplacement :

wx
u = A sin — (1v.102)

et de pression :

w
p=Bsin — (x-1-1) (Iv.103)

cf

et les conditions de continuité :

e | = wzpf u(L)
3% x=L
du
Oscg —_ | = -p(L)
dx x=L

(1v.104)

on montre aisément que les fréquences de résonance sont solutions de :

L PsCg 1
tg(2mf — )= cotg (27f —) (Iv.105)

€s  Pfef e

Le tableau ci-aprés résume les résultats, cent degrés maltres ayant
été retenus pour le calcul par éléments finis.
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ler modéle théorique : comparaison des résultats analytiques et EF
Cube seul fluide seul Probléme couplé
f en hz | (Iv.98) E.F (1v.100) E.F (Iv.105) E.F
mode 1 3700 3711 2328 2331 1620 1622
mode 2 6984 7126 4182 4298
mode 3 7100 7383

I1 montreun excellent accord et prouve la validité de 1la
représentation du couplage utilisée par le code, d'autant que, la
modélisation par éléments finis étant 3D, d'autres modes que les modes
de dilatation-compression apparaissent dans le spectre calculé, le
troisiéme mode couplé étant ainsi, en fait, le neuviéme mode. Pour
tester la validité de la réduction de Guyan des noeuds d'interface, le
méme calcul a été repris en ne conservant dans 1l'interface que 12 puis
9,5 et 2 noeuds maftres, au lieu des 21 noeuds initiaux. Le tableau
ci-dessous présente 1'évolution des résultats, chaque figure indiquant
la position des noeuds maitres conservés.

ler modéle théorique : effet de la réduction des noeuds d'interface

Mode Anal. 21 12 9 5 2
maitres maitres maitres maitres maitres
. o -
f 'y { 'Y 'Y
hz ¢ {-‘1» ¢
¢ ™ « P
1 1620 1622 1626 1641 1650 1644
2 4182 4298 4286 4173 4110 4174
3 7100 7383 7506 7699 7743 7738

217




On note que la dégradation des résultats reste inférieure i 5% et que

1'effet sur le mode 2 est opposé& aux effets sur les modes 1 et 3 .

Le second modéle est comstitué par une sphére solide, de rayon a
= 10 cm, de masse volumique pg = 2000 kg/m3, de module d'Young E =
3.10? Pa et de coefficient de Poisson v = 0.15, immergée dans une
sphére fluide de méme centre, de rayon b = 20 cm, de compressibilité K
= 3.7 107 Pa et de masse volumique pg = 1000 kg/m3, la surface externe
du fluide étant libre. Ce modéle est décrit par éléments finis a

\

l'aide d'un maillage & symétrie axiale 3 six éléments solides (23
noeuds), six éléments fluides (29 noeuds) et trois éléments
interfaces, schématisé ci-dessus. Pour le solide seul, 1l'interface =

étant libre, les modes purement radiaux ont un vecteur déplacement du
type [115] :

3 hcoshr - sinhr
Rx) = — (1Iv.106)
r (hr)?

ol, notant cg la vitesse des ondes longitudinales définies par
(1v.99) :

h = — (Iv.107)

Annulant la contrainte normale en r = a, on obtient les fréquences de
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résonance qui sont solutions de :

tgha

= _____l;____. (1v.108)

2
ha K ha 2
1-(=) (=)
h 2

ou :

w
K = — . (1Iv.109)

Ct

C étant la vitesse des ondes transversales. Si on considére le fluide
seul, l'interface 7 étant rigide, le champ de pression s'exprime par :

A sinkr B coskr

p () = + (1v.110)
kr kr
avec :
w
k = — . (Iv.111)
Cf

la vitesse du son cg étant définie par (IV.101). Les fréquences de
résonance sont solutions de 1'équation :

tgk (a-b) = ka (1v.112)

obtenue en imposant & p les conditions aux limites en a et b. Pour le
probléme couplé, utilisant les expressions des champs (I11.106) et
(I11.110) et les équations de couplage :

ap
wazu(a) = — |
ar r*=a
du u
[(A+2u) — + 20 = ] = -p(a)
3r a r=a

(1v.113)
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ol A et y sont les coefficients de Lamé, on montre aisément que les
fréquences de résonance sont solutions de :

22
k"a
(—— -1)tgha + ha
Pg 4 tgk(a-b)
—_— =-a — (1v.114)
Pe |<2a tgk(a-b)-ka
— (ha-tgha)
4

Le tableau ci-aprés résume les résultats. Il montre un excellent
accord et prouve de nouveau la validité de la modélisation du couplage

2e modéle théorique : comparaison des résultats analytiques et EF
Solide seul Fluide seul Probléme couplé

f en hz |(Iv.108) | E.F (1v.112) E.F (1IV.114) | E.F
mode 1 4729 4732 6211 6238 3205 3206
mode 2 12024 12030 7344 7370
mode 3 11259 11395

utilisée, d'autant que des modes non radiaux [116] apparaissent dans
le spectre calculé, le troisiéme mode couplé étant, de ce fait, le
sixiéme mode & symétrie axiale. Enfin, pour tester aussi dans ce cas
la réduction de Guyan des noeuds d'interface, le méme calcul a été
repris en ne conservant dans l'interface qu'un nombre réduit de noeuds
maftres. Le tableau ci-aprés présente l'évolution des résultats,
chaque figure indiquant la position des noeuds maitres conservés. La
derniére colonne précise les valeurs des fréquences propres dans
l'approximation de la masse ajoutée qui constituent, comme indiqué en
(IV.3.4), les limites obtenues en condensant tous les degrés de
liberté fluides. On note que la dégradation des résultats reste
inférieure & 2% mais qu'elle n'est pas complétement négligeable devant
l'effet de la compressibilité, et que l'effet sur les modes 2 et 3 est
opposé i 1l'effet sur le mode 1.

Ces deux exemples montrent, par référence & des résultats
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2éme modéle théorique : effet de la réduction des noeuds d'interface
Mode 7 4 3 3 3 0 masse
maitres maitres maitres maitres maitres maftre ajoutée
(E.F)
f
en
hz
1 3206 3247 3200 3231 3245 3252 3403
2 7370 7292 7433 7339 7290 7282 x
3 11395 11269 11474 11350 11348 11348 10367

analytiques, que la modélisation de l'interface et la réduction de
Guyan des noeuds de l'interface sont correctes et susceptibles de
fournir des résultats trés précis. Toutefois, les modéles analysés
sont trés simples. En proposant 1'étude d'une structure réelle avec,
comme référence, des résultats expérimentaux, la section suivante
aborde la modélisation de déformations complexes.

IV.5.3 Analyse modale d'un domaine mixte fermé. Second test de
1'interface et de la réduction de Guyan

La structure analysée est un creux, schématisé
ci-aprés, réalisé en AU4G (masse volumique 2780 kg/m3, module
d'Young .714 1011 Pa, coefficient de Poisson .344), dont les modes
propres ont été déterminés & vide et pour quatre niveaux différents de
remplissage en eau (1/4, 1/2, 3/4 et 4/4). La premiére modélisation

par éléments finis qui a été réalisée est & symétrie axiale et utilise

cylindre

huit éléments solides (43 noeuds), douze éléments fluides (51 noeuds)

et sept éléments interface. L'analyse expérimentale correspondante a
été effectuée 23 l'aide d'une téte pick-up, comme décrit en (IIL.4.l.c),
et d'un hydrophone de trés petites dimensions, permettant de relever
la carte de pression dans le fluide. L'identification des modes n'a
été enregistrée que lorsque tous les éléments contrdlables étaient
satisfaisants (positions des lignes nodales ou ventrales, phases
dans certains cas cartes de

relatives, amplitudes relatives,

pression). La mesure des pressions a toujours été délicate et souvent
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imprécise mais elle a permis néanmoins d'assurer le repérage des modes

I
l _____ _
A | A
| e
| ._{E.f?___ | I
|
| I i 1 :
i | I+ I
100 mm | 70 mm |
(BB) ' (AA)

de type fluide. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure
(1v.3). I1s montrent :

- un bon accord entre valeurs calculées (chiffres supérieurs)
et mesurées (chiffres inférieurs) pour tous les modes
représentés, quel que soit le niveau de remplissage.

- une évolution complexe, mais bien reproduite numériquement,
des modes propres en fonction du remplissage. Globalement,
on peut considérer que des modes fluides, repérés par la
lettre F, correspondant & une onde de pression en \/4&4,
3A2/4..., viennent progressivement s'intercaler entre des
modes solides dont les filiations sont repérées par les
fléches. De ce fait, les fréquences propres des modes du
cylindre ne décroissent pas d'une maniére monotone en
fonction du remplissage comme l'imposerait un effet de masse
ajoutée seul. Expérimentalement, cette irrégularité a été
mise nettement en évidence en recherchant les modes propres
4 symétrie axiale dans la bande 18-21 Khz en fonction du
remplissage mais avec un nombre élevé de points de mesure,
les résultats étant regroupés sur la figure (IV.4). Sur
cette figure, les fléches relient les points correspondant
aux modes de la figure (IV.3) issus des modes 2 et 3 du
cylindre vide, et montrent les passages d'une courbe A
1'autre associés au croisement d'un mode solide et d'un mode
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vioe e V2 & o

Figure IV.3 . Evolution des modes propres du cylindre avec le remplis-
sage en eau . Les fréquences sont en khz ( Sup. : E.F. ,

Inf. : exp. ) . Le signe du déplacement est arbitraire .
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Figure IV. 4 , Evolution mesurée des fréquences des modes propres du

cylindre dans la bande 18-21 khz avec le remplissage .
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fluide.

- une évolution trés nette, également bien reproduite
numériquement, de la déformation dans la série allant du
second mode du cylindre vide au quatriéme mode du cylindre
plein, se traduisant par une inversion de la phase relative
des déplacements du fond et de la paroi. Un tel effet, s'il
est correctement prévu par la modélisation globale proposée
ici, pourrait €tre plus difficilement décrit & 1'aide des
techniques de synthése modale [108,117].

Pour cet exemple, l'effet des réductions a également été analysé dans
le cas du cylindre plein en considérant d'abord des réductions dans
l'interface seulement, puis dans le fluide seulement et enfin dans
l'ensemble structure + fluide, laissant dans ce dernier cas
l'algorithme de sélection précédemment mentionné choisir les degrés
maltres. Les trois tableaux ci-aprés résument les résultats obtenus et
précisent, dans chaque cas, les maftres retenus. Ils montrent de
nouveau un accord remarquable. Enfin, un maillage tridimensionnel du
quart de la structure, limité par deux plans de symétrie m; et T,
(voir figure ci-dessous) a été testé. Il comporte 78 éléments (26

™

AN\

solides, 30 fluides et 22 interfaces), 442 noeuds (230 solides et 212
fluides) et 785 degrés de liberté (614 solides et 171 fluides). En
phase finale de diagonalisation, 120 maftres ont été retenus
automatiquement (71 fluides et 49 solides). Les résultats sont
regroupés dans un tableau ci-aprés qui contient, en outre, les
fréquences des modes du cylindre vide et des modes du fluide seul,
considéré comme contenu dans un cylindre infiniment rigide. Si le
spectre est correctement obtenu, avec une précision relative meilleure
que 10% pour les 9 premiéres fréquences, l'erreur sur la variation de
fréquence due au fluide est parfois trop importante, probablement_é
cause d'un nombre de réductions trop élevé et surtout différent pour
le cylindre vide et le cylindre plein. La figure (IV.5) présente
schématiquement les déformations pour trois modes n'ayant pas la
symétrie axiale, déformations qui ont été retrouvées expérimentalement
avec un trés bon accord.
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R
N i B L o B i B
tion 3 R . B
11 1] 1] L] i1
1 4.56 4.56 4.53 4.54 4.54 4.53
2 11.3 11.3 11.3 11.5 11.4 11.6
3 13.8 13.8 13.8 14.0 14.1 14.0
4 18.4 18.4 18.4 18.5 18.5 18.5
5 19.9 19.9 20.0 20.0 20.0 20.0

Analyse de l'effet des réductions des noeuds d'interface (f en khz)

N° Pas de Ll
réduc- AR o

tion L $ 4

T
1 4,57 4.55 4.54 4.62
2 11.3 11.7 11.4 11.9
3 13.8 14.9 14.1 16.2
4 18.4 18.7 18.5 18.8
5 19.9 20.0 20.0 20.0

Analyse de 1l'effet des réductions des noeuds fluides (f en khz)

N° Pas de 100 75 50 30
réduc- maitres maitres maitres maitres
tion auto auto auto auto

(56S8/44F) (318/44F) (188/32F) (118/19F)

1 4.57 4.56 4.53 4.53 4.53

2 11.3 11.3 11.3 11.3 11.5

3 13.8 13.8 13.8 13.9 14.1

4 18.4 18.4 18.4 18.5 19.0

5 19.9 19.9 20.0 20.1 20.7

Analyse de l'effet des réductions avec sélection automatique
par le code des degrés maitres (f en khz).
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Fréquences propres du cylindre. Analyse 3D (SS)

(fréquences en khz)

Cylindre vide fluide cylindre plein f (plein) (+)
~-f (vide)
NO
EF EF (++) EF EF EF A EF EF
exp.| axi. 3D th. 3D exp. axi 3D (%) | exp axi. | 3D
1 - - - 4.49 4,50 | 4.29 4.56 4.52 5.4 - - -
2 |5.55 - 5.68 - - 5.10 - 5.23 2.5 0.45 - 0.45
3 - - - 13.5 13.7 11.1 11.3 11.7 5.4 - - -
4 012.9 - 13.3 - - 11.9 - 12.3 3.4 1.05 - 1.05
513.7 | 14.1] 14.4 - - 13.7 13.8 14.3 4.4 0.00 0.30] 0.10
6 {18.9 | 18.9 | 19.4 - - 18.3 18.4 19.4 6.0 0.65 0.55| 0.00
7 0.1 - 20.7 - - 19.4 - 21.2 9.3 0.70 - -0.50
8 p0.6 | 21.0 | 21.7 - - 19.6 19.9 21.3 8.7 1.05 1.13 ] 0.40
9 p2.1 - 23.3 - - 20.1 - 21.9 8.9 2.03 - 1.41
(+) : mesure l'effet du fluide
(++) : fréquences données par la relation :

e ol (2p+1)? )1/2
£ o= _ +
pun 5 ( RZ 412

avec R = 70mm, 1 = 84mm et (p,m,n) = (0,0,1) ou (1,0,1).
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MODE 4

MODE 2

MODE 9

Figure IV.5 . Représenta-
tion schématique des modes
propres du cylindre plein

iale

n'ayant pas la symétrie
axia
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IV.5.4 Calcul du champ de pression rayonné par un piston
circulaire, bafflé dur, excité uniformément.

Pour tester la méthode de modélisation du rayonnement que nous
avons présentée en (IV.4), deux étapes sont nécessaires :

- le contrdle des éléments rayonnants et des algorithmes dans
des cas simples pour lesquels la formulation utilisée est
exacte,

- le contr8le de la validité de l'approximation dans des cas
réels.

La premiére étape a été réalisée en étudiant le rayonnement d'une
sphére pulsante [41]. Elle a permis de vérifier que, dans ce cas, si
le pas du maillage est inférieur & A\/4, la position de I'_ n'a, comme
il se doit, aucun effet sur la précision du résultat. La seconde étape
nécessite la connaissance préalable de la pression en champ lointain
et, au moins partiellement, en champ proche. Plusieurs possibilités
sont offertes pour lesquelles existent des solutions analytiques :
piston circulaire bafflé dur & excitation uniforme ou parabolique
[1,2,9], piston rectangulaire bafflé dur & excitation uniforme [1,9],
cylindre pulsant dans un baffle cylindrique dur [64])... De méme
existent plusieurs possibilités pour lesquelles des solutions
numériques détaillées sont connues : cylindre de hauteur finie
[16,118], plaques diverses [98]... Nous avons retenu le piston
circulaire bafflé dur, avec excitation uniforme ou parabolique, car il
peut étre modélisé avec un maillage & symétrie axiale et, surtout, il
correspond au cas concret de nombreux transducteurs Tonpilz. Cette
section traite de l'excitation uniforme et la suivante de l'excitation
parabolique.

La figure ci-aprés définit le probléme et les notations
utilisées. L'amplitude du déplacement du piston &tant arbitrairement

fixée & 1'unité, on dispose des relations analytiques suivantes
[1,2,9], qui donnent :

- les parties réelle et imaginaire de la pression, P et py,

en tout point de l'axe ox :

k k
P} = -2cpgw sin [ -V a2+x2-x] cos [ — ¥ a24x2 + x]

2 2
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k / k /
Ps = 2cpgw sin [ - az+x2-x] sin [ ; az+x2+x]

2
(1v.115)
x A
> |
M Ay !
axe de L
symétrie i
a=7.5cm 1
6
r
baffle
7777777 0' Y////;’ ’ —a o a v
j—1
[} a |

- les parties réelle et imaginaire de la pression, P et Pas
en tout point du bord du piston :

cp fw
Py = - — H, (2ka)
2
cp gw
Py = 5 (1 - J,(2ka))

(Iv.116)
ot J, et Hy rprésentent respectivement les fonctions de

Bessel et de Struve d'ordre n [119],
- 1'amplitude de la pression en champ lointain :
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Ofw282 2 Ji(kasin 6)
Po = . (1Iv.117)
2r ka sin ©

Le calcul par éléments finis a été réalisé pour six fréquences : 3000
hz, 5000 hz, 7000 hz, 10.000 hz, 12.000 hz et 15.000 hz. Pour ces
différents cas, la limite du champ lointain, donnée classiquement par
4&2/A, est & 4.5 cm, 7.5 cm, 10.5 cm, 15 cm, 18 cm et 22.5 cm. Trois
maillages ont été utilisés, représentés schématiquement ci-dessous,
avec R, égal a 22.5 cm, 15 cm et 10 cm. Dans une direction radiale, la

Maillage 1

R_=22.5 cm
Maillage 2 Maillage 3
R =15 cm R = 10 cm
o0 [ -]

largeur d'un é1ément est toujours inférieure & 2.5 cm. Le critére en
A/4 est donc vérifié dans les trois cas jusqu'ad 15 khz au moins. Les
résultats sont regroupéé dans les six tableaux des pages suivantes et
sur les figures (IV.6) & (IV.12). Chaque tableau présente les
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Evolution des résultats éléments finis X,y :cm 40
avec le rayon de I'_.U; wuniforme. P1sPy ¢ 10" "Pa
f = 3.000 hz Ay 329,
Variation de p; et P, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 1l0cm
analytiques
x P1 Py Apy Apy Apy apy bpy | %y
0.0 -2.28 1.17 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2.5 -1.49 1.15 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
5.0 -0.892 1.09 0.2 0.0 0.1 0.0 -1.2 -1.8
7.5 =0.453 0.999} 0.4 -0.1 0.4 -1.0 “4.2 -5.0
10.0 -0.130 0.875 3.8 -0.1 3.8 ~-1.9 -18. -9.1
12.5 0.104 | -0.729| -8.4 -0.3 -7.0 | -3.4 — |
15.0 0.267 | 0.568| -3.1 | -0.2 -4.1 -5.4 4//,,,ﬂ””;:,
17.5 0.368 0.403] -2.4 0.5 ]
20.0 0.418 0.2421 -2.8 -0.8
22.5 0.422 0.093¢ -3.1 ~-1.3
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, =15 cm R, = 10 cm
analytiques

y Py Py Py Py Apy | 4p, | Apy Ap,
0.00 -2.28 1.17 -2.28 1,17 0.0 0.0 0.0 0.0
1.25 =-2.26 1.17 0.0 0.0 0.0 0.0
2.50 -2.18 1.15 0.0 0.0 0.0 0.8
3.75 — | -2.05| 1.13| 0.0 | 0.0 | 0.5 0.9
5.00 -1.87 1.10 0.0 0.0 0.0 0.9
6.25 -1.57 1.06 0.0 0.0 0.6 1.9
7.50 -1.10 0.994] -1.10 1.01 0.0 0.0 1.8 2.9
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Evolution des résultats éléments finis X,y : em_ qq
avec le rayon g?ogﬁ‘gé uniforme. R%’les 10°"Pa
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 15cm | R, = 10cm
analytiques
x P1 Py Apy 4py Apy Apy Ap; | App
0.0 -4.68 4.73 0.0 0.0 0.2 0.0 0.2 0.0
2.5 -2.30 4.49 0.4 0.2 0.9 0.2 0.9 -0.4
5.0 -0.359 3.83 -2.2 0.0 7.2 0.3 14.2 -2.3
7.5 0.999 2.84 2.1 0.3 =5.2 0.3 -12.1 =5.6
10.0 1.75 1.70 1.7 0.6 4.6 1.2 ~10.3 p12.9
12.5 1.95 0.576 | 2.0 3.8 | -5.1 5.5 —
15.0 1.70 -0.358 2.3 -6.7 -6.5 -11.7 ””’;’
17.5 1.15 | -0.987| 3.5 | -2.4 //
20.0 0.461 ]| -1.26 | 8.2 | -1.6 —
22,5 | -0.191| -1.18 | 15.2 | -0.8 —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y P Py P P Ap, Ap, Apq Ap,
0.00 -4,.68 4.73 -4.68 4.73 0.2 0.0 0.2 0.0
1.25 =4.60 4.68 0.0 0.0 0.0 0.0
2.50 =4.34 4.52 0.0 0.0 0.0 0.4
3.75 =-3.96 4.27 =0.2 0.0 -0.2 0.7
5.00 -3.38 3.94 -0.3 0.0 -0.6 1.3
6.25 -2.50 3.53 -0.8 0.0 -0.4 2.2
7.50 -1.19 3.06 -1.19 3.06 =2.5 0.0 -3.4 3.6
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Evolution des résultats éléments finis X,y s cm o
avec le rayon de I _.U; uniforme. P1sPy_: 10°"Pa
f = 7.000 hz Ap 7%
Variation de p,; et P, suivant 1'axe (ox)
résultats Re - 22.5cm R, = 15cm R, = 10cm
analytiques
x P Py bpq Apy Ay Apy Apy | 2py
0.0 ~5.24 10.50 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.0
2.5 -0.328 9.38 3.9 -0.1 4.6 0.2 24.4 0.1
5.0 3.49 6.43 -1.1 0.0 1.7 1.4 -7.7 0.1
7.5 5.17 2.62 -1.5 0.0 1.9 6.5 -9.5 2.3
10.0 4.65 -0.843) -2.4 0.7 3.0 -27.0 -13.7 |-20.0
12.5 2.60 -2.98 4.2 0.7 5.8 -7.7 "”’/J
15.0 0.079 | -3.39 |-61.0 0.3 |184. -5.6 e
17.5 -1.86 -2.29 2.1 1.3
20.0 =2.57 -0.465] 0.0 4.7
22.5 | -2.01 1.20 | -1.5 | -1.7 —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats Ry, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y P Ps P Py JApy Ap, Apy Ap,
0.00 -5.24 10.50 -5.24 10.50 0.0 0.0 0.2 0.0
1.25 =5.11 10.30 0.2 0.0 0.0 0.0
2.50 4,72 9.64 0.4 -0.1 -0.4 0.3
3.75 - -4.17 8.66 0.5 | -0.3 | -1.7 0.2
5.00 -3.31 7.39 1.5 -0.5 -3.3 0.4
6.25 L— | -1.95 | s5.93| 3.0 |-1.2 | -6.7 0.7
7.50 -0.007 4.38 0.175 4,38 |-47.2 -1.8 112, 1.6 J
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Evolution des résultats éléments finis X,y : cm 40
avec le rayon de T_.U; uniforme. P1sPy : 107 "Pa
f = 10.000 hz Ap %%
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 1l0cm
analytiques
X Py Py Apq Ap, Apy Ap, Apy | Apy
0.0 0.197 18.70 [~-23.3 0.0 {-20.8 0.0 37.0 0.0
2.5 9.93 13.80 -0.8 0.0 -1.5 =-0.7 0.7 2.2
5.0 13.80 2.60 -0.7 =-5.0 -2.9 10.0 1.4 | 34.0
7.5 8.90 -7.14 -1.1 2.9 -4.8 5.9 5.4 |-19.7
10.0 -0.298 -9.41 14.4 2.5 116. 5.2 -14.2
12.5 | -6.67 | -4.31 | -0.6 | 3.5 | 1.9 | 8.6
15.0 -6.25 2.76 -1.3 -0.7 -1.3 =5.4
17.5 ~0.891 5.90 -7.3 1.5
20.0 4.04 3.43 | 0.2 2.9
22.5 4.51 -1.49 | -0.7 -2.7 —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y P Py P Py Ap, Ap, Apq Ap,
0.00 0.197 18.70 0.151] 18.70 3.3 0.0 78.8 0.0
1.25 -0.060} 18.10 |-25.1 0.0 -0.5
2.50 -0.544]| 16.30 -7.2 0.0 pl0.1 -1.2
3.75 ~1.34 13.50 =5.2 0.7 =-2.2 ~2.2
5.00 -1.89 10.30 -5.3 0.0 2.1 5.1
6.25 -1.48 6.84 ~9.4 0.9 8.7 -8.6
7.50 .569 3.61 0.670 3.70 21.9 1.6 #10.3 ~-16.2

- Signe incorrect
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Evoiggio?edizygﬁsglt?:?uéléﬁﬁgggrgé?is ;ifp; t"1010p,
f = 12.000 hz Ap %
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 1l0cm
analytiques
x 'pi ) Apy Ap, Ap, Ap, Apy Ap,
0.0 | 6.83 | 20.20 | 1.5 0.0 0.9 0.0 0.4 |-1.0
2.5 |19.20 | 10.70 | 0.5 0.9 0.0 2.8 3.1 |-0.9
5.0 |17.60 | -7.51 | 1.1 }|-2.7 |-0.6 | -9.7 | 10.2 | 1.7
7.5 2.08 |-15.80 | 11.0 |-1.9 |-7.7 | -5.7 |119. 1.3
10.0 |-11.00 | -7.39 | 0.9 | -2.2 4.5 | -5.5 | -4.5 | 6.4
12.5 | -9.50 6.06 | 3.2 1.3 6.3 | -0.8 —
15.0 1.78 9.57 | -1.5 0.4 |-18.5 | -2.0 —
17.5 8.39 1.53 | 0.2 1.3
20.0 3.84 | -6.54 | 6.2 0.3
22.5 | -4.38 | -5.22 | -3.4 1.1
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y Py Py P P2 Ap, Ap, Ap, Ap,
0.00 | 6.83 | 20.20| 6.93 | 20.20| -0.6 | 0.0 |-1.0 -1.0
1.25 | 5.97 { 19.50 | -0.5 | 0.0 |-2.3 -1.0
2.50 3.62 | 17.50 | 0.0 |-0.6 |-8.3 -0.6
3.75 0.228] 14.50 | 16.6 | -1.4 -0.7
5.00 -2.75 { 10.90 | -2.5 |-1.8 |[21.4 0.0
6.25 -3.76 | 7.32 | -1.9 |-4.1 |17.8 0.8
7.50 | ~1.25 4,191 -1.38 | 4.15 | -2.9 |-7.0 |28.9 1.9

- signe incorrect
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Evolution des résultats éléments finis X,y 1 em 44
avec le rayon de I',.U; uniforme. Xl,pz : 10" "Pa
f = 15.000 hz P : %

Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)

résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 10cm
analytiques

x P1 Py Apy 4py 4py py Apy | 4py
0.0 14.00 13.60 2.1 -1.5 2.1 0.7 0.7 0.7
2.5 27.50 -4.14 0.4 -3.7 =0.4 9.7 -2.9 19.5
5.0 7.42 -25.80 2.0 ~1.6 -0.1 3.1 -23.3 8.9
7.5 -19.80 -12.30 0.0 0.8 -4.0 8.9 6.1 26.0
10.0 =-13.40 14.80 3.7 =3.4 -7.4 -3.4 3.0 [15.5
12.5 11.20 13.00 -3.6 -0.8 3.5 3.8
15.0 12.10 -8.72 3.3 -3.6 -1.6 =5.7
17.5 -6.99 -11.10 -7.1 0.9
20.0 |-10.20 5.76 | 2.9 | -5.8 —
22.5 4.87 9.36 |-10.1 0.5 — —

Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats Ry, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques

y P 1) P Py Apq Ap, Apy Ap,
0.00 14.00 13.60 14.30 13.40 0.0 -0.7 -1.4 0.7
1.25 ] 12.00 14.10 0.8 0.0 0.0 1.4
2.50 T 6.65 15.00 2.1 1.3 4.0 3.3
3.75 -0.459] 15.70 -171. 2.5 4.4
5.00 =5.95 14.90 -7.4 3.3 rl6.3 5.4
6.25 «7.05 12.30 -7.6 3.3 F12.0 3.2
7.50 1.68 8.37 -1.80 8.19 }|-31.1 2.1 45.8 -2.0

X - Signe incorrect
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variations de p; et p, suivant l'axe Ox et suivant l'axe Oy. Suivant
l'axe Ox, il donne :

- les valeurs de p; et p, calculées analytiquement & 1'aide
des équations (IV.115),

- pour chaque valeur de R, les écarts relatifs (en %) Ap, et
Ap, entre les résultats obtenus par éléments finis d'une
part, analytiquement d'autre part.

Suivant 1l'axe Oy il donne :

- les valeurs de p; et p, calculées analytiquement au centre,
2 l'aide des équations (IV.115), et au bord, & l'aide des
équations (IV.116),

les valeurs de p; et p, calculées par éléments finis pour R,
= 22.5 ¢cm,

- pour R, = 15 cm et 10 cm, les écarts relatifs (en %) Ap; et

Ap, entre les résultats obtenus par éléments finis dans
chacun de ces cas, d'une part, les résultats obtenus par
éléments finis pour R, = 22.5 cm d'autre part.

Les six premiéres figures présentent, pour chaque fréquence, les
variations de p;,p,y,p = (p%+p%)1/2 et p, avec x, les courbes étant
déduites des équations (IV.115) et (IV.117) et les points calculés par
éléments finis. Enfin, la figure (IV.12) montre les variations de p;
et p, avec y, sur le piston, pour différentes fréquences, les courbes
étant obtenues par éléments finis avec R, = 22.5 cm et les points par
éléments finis avec R, = 10 cm. L'ensemble de ces résultats prouve
que :

- pour R, = 22.5 cm, les valeurs de p; et p, sont toujours
trés bonnes, sauf cas particulier ol 1l'une est négligeable
devant l'autre. Pour ce rayon, I, est toujours en champ
lointain comme le montre sur les figures, & cette abscisse,
la concordance entre p et p.,

- pour R, = 15 cm et 10 cm, les valeurs de p; et pp restent
trés bonnes, bien que, pour R, = 15 e¢m, T, soit en champ
proche 3 12 et 15 khz et que, pour R, = 10 cm, T, soit en
champ proche pour 7,10,12 et 15 khz.

- lorsque des écarts importants apparaissent dans les
tableaux, comme par exemple & 15 khz pour R, = 10cm, ils
sont au moins partiellement dis au mode d'évaluation de
1'écart relatif, comme le montre la figure (IV.11) sur
laquelle ont été reportées les valeurs obtenues avec R, =
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10cm. On voit en effet que les écarts sur p; et py sont
provoqués par la conjonction d'une oscillation trés brutale
avec un léger décalage dans la direction de propagation,

- méme pour R, = 10cm, la pression en tout point du piston est
correctement calculée.

En conséquence, méme lorsque la surface frontiére se situe en champ
proche, ces résultats montrent qu'une excellente description du champ
de pression peut &tre obtenue. Il faut toutefois garder en mémoire le
fait que, si T_ est en champ proche, la détermination du niveau
d'émission et du diagramme de directivité 3 partir des résultats
éléments finis n'est plus immédiate, comme le montre la figure
(IV.13). On constate en effet, sur cette figure, que si les diagrammes
de directivité D) et D, calculés respectivement par éléments finis et
par la relation (IV.117) sont confondus pour R, & 22.5cm, ils
présentent des différences notables pour R, égal 2 10cm. Or, dans ce
dernier cas, les valeurs obtenues & 10 cm du centre acoustique avec le
maillage correspondant & R, égal 3 22.5cm donnent des points situés
pratiquement sur Dy, prouvant la validité de ce diagramme. L'écart
entre D) et D, provient donc bien du fait que la surface I, de rayon
10cm est pratiquement en champ proche & toutes les fréquences testées.

Enfin, il faut noter que l'introduction de réductions de Guyan
dans la résolution de ce probléme peut présenter des inconvénients
importants si les degrés de liberté maftres et esclaves se
répartissent grossiérement en couches successives et que la distance
entre deux couches de degrés maftres excéde le quart de la longueur
d'onde. Dans ce cas, la dégradation de la solution peut étre trés
rapide dans tout le domaine. Ici encore, un contréle a postériori de
la sélection automatique des degrés maitres est donc indispensable.

IV.5.5 Calcul du champ de pression rayonné par un piston
circulaire, bafflé dur, excité paraboliquement

Cette section poursuit le méme objectif que la précédente et
s'intéresse au probléme défini par les figures ci-aprés. Dans ce cas,
1'amplitude du déplacement du piston varie avec la distance r du point
courant au centre suivant la relation :

r
U =1-(-)2 (Iv.118)
a

Ce cas est intéressant car il correspond qualitativement au champ de
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15000 hz

Figure 1IV.13 . Diagramme de directivité du piston bafflé dur a
champ de déplacement uniforme .
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Figure IV.13 . Suite . R =15cm.
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déplacement obtenu sur la face parlante d'un transducteur Tonpilz
lorsque le pavillon papillonne. Analytiquement, on dispose des
relations suivantes [1,9] qui donnent :

- les parties réelle et imaginaire de la pression, p] et P

1
en tout point de l'axe ox : 2
2
20 fc k2a2
P = - [ kx cos kx - (1+ —— ) sin kx
kaz 2
+ sin ks - ks cos ks ]
20 gc? 1242
Py = [ kx sin kx + (1+ a2 ) cos kx
kaz 2
- cos ks -~ ks sin ks 1
(1v.119)
avec

s =/ a2 + x2 (1V.120)
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- les parties réelle et imaginaire de la pression, p1 et Pys
en tout point du bord du piston :

4  Bp(2ka)  H (2ka)
P = pgcw [ - - ]
Tka ka kzaz

1-3,(2ka)  J,(2ka)

Py = pgcw { - ]
k2 a2 ka
(1v.121)
- 1'amplitude de la pression en champ lointain :
pfmzaz 8J,(kasind)
P =
4r (kasing)?
(1v.122)

Le calcul par éléments finis a été réalisé pour les mémes fréquences
et les mémes maillages que dans la section précédente. Les résultats
sont présentés dans les six tableaux des pages suivantes et sur les
figures (IV.14) a (IV.21), avec les mémes conventions que dans la
section précédente. Les conclusions sont également identiques, sinon
plus favorables, en particulier pour les diagrammes de rayonnement
obtenus avec R, = 10 cm. De fait, pour ces diagrammes, la comparaison
de la figure (IV.21) & la figure (IV.13), montre que la dépendance
angulaire est plus faible pour une fréquence donnée, suivant un
phénoméne classique d'apodisation, ce qui simplifie la représentation
par éléments finis.

IV.5.6 Analyse harmonique d'un systéme couplé

Pour tester l'algorithme décrit em (IV.4.3.b), le premier modéle
étudié est constitué d'une plaque métallique cylindrique, encastrée
latéralement, et surmontée d'une colonne d'eau infinie. Cette prlaque,
excitée sur sa face arriére par une pression uniforme Py de pulsation
w, rayonne une onde plane dans le fluide. Se référant & la figure ci-
aprés et notant Pg et pr les masses volumiques du solide et du fluide,
c, et cp les célérités du son dans le solide et dans le fluide, u(x)

s
le champ de déplacement dans le solide, p(x) le champ de pression dans
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POl Soor e, il | 2 ot
f = 3.008 hz 83’32
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.;:m R, = 1l5cm R, = 1l0cm
analytiques
x P1 P2 Apy | BApp | 4p¢y App | Apy | Apy
0.0 ~1.62 0.601 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2.5 -0.941 0.591 0.2 6.0 0.2 0.0 0.0 -0.3
5.0 -0.535 0.561 0.2 0.0 0.2 -0.2 -0.6 1.4
7.5 -0.272 0.513 0.4 0.0 0.4 -0.6 -2.6 -3.3
10.0 -0.091 0.450 1.2 0.0 1.4 -1.3 -11.0 -6.2
12.5 0.037 0.376 | -4.6 0.0 -6.9 -2.1
15.0 0.125 0.294} ~1.6 0.0 -2.4 -3.4
17.5 0.180 0.2101% -1.7 0.0 -
20.0 0.208 | 0.128} -1.9 0.0 P
22.5 0.212 0.053 ] -2.3 =2.1
Variation de Py et py sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y Py P2 P1 Py Apq Apy Apy Ap,
0.00 -1.62 0.601;] -1.62 0.601f 0.0 0.0 0.0 0.0
1.25 ~-1.58 0.599 0.0 0.0 0.0 0.0
2.50 -1.46 0.591 0.0 0.2 0.0 0.3
3.75 -1.26 0.579} 0.0 0.2 0.0 0.5
5.00 _— -1.02 0.562] -1.0 0.2 0.0 0.9
6.25 -0.730 0.541] -0.1 0.2 0.7 1.3
7.50 -0.466 0.516] ~0.465 0.516] 0.0 0.4 1.3 1.9
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Evgigzigz gzs résultatg élémengslginis X,y CTOIOP
02 $%005 ns PO £1°%%, :
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 1l5cm R, = 1l0cm
analytiques
X 121 Psy Apy 4py Apy Ap, Apy Apz__
‘ 0.0 -3.81 2.54 0.0 0.4 0.0 0.4 0.0 0.0
2.5 -1.79 2.42 0.6 0.0 0.6 0.0 0.6 -0.4
5.0 -0.470 2.07 ~0.2 0.5 2.3 0.5 4.0 -1.4
7.5 0.372 1.56 1.3 0.0 -5.1 0.0 -10.2 ~-3.8
10.0 0.834 0.957 1.1 0.7 -3.3 0.8 -7.4 -8.3
12.5 0.979 0.367 1.3 1.9 -3.5 2.7
15.0 0.877 | -0.129| 1.6 6.2 |-4.3 | -9.3 —
17.5 0.608 ~0.469 2.3 1.7
20.0 0.263 | -0.624| 4.9 1.1 —
22.5 | -0.071| -0.601] 13.2 0.8 —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y Py Py Py Py Apy Ap,y Apy Ap,
0.00 -3.81 2.54 -3.81 2.55 0.0 0.0 0.0 -0.4
1.25 -3.67 2.52 0.3 0.0 0.3 0.0
2.50 -3.30 2.43 0.0 0.0 0.0 0.4
3.75 — | -2.69 | 2.30| 0.0 o0.0] 0.0 | 0.0
5.00 ~1.94 2.11 -0.5 0.0 =0.5 0.9
6.25 -1.08 1.89 -0.9 0.0 -0.9 1.0
7.50 =-0.303 1.63 -0.305 1.63 -3.6 0.0 =5.2 2.5
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Evolution des résultats éléments_finis X,y : cm__10
avec le rayon 9?056.3; parabolique. K&’?Zz= 10*"Pa

Variation de p; et py suivant 1'axe (ox)

résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 10cm
analytiques
X Py Py Apg Ap, 4py Ap, Ap; | 24py
0.0 | -5.69 6.09 | 0.2 0.0 0.0 0.0 0.2 | 0.0
2.5 | -1.50 5.49 | 0.7 0.0 0.0 0.2 2.0 | 0.2
5.0 1.27 3.88 | -1.6 -| 0.0 0.8 1.0 | -7.9 | 0.3
7.5 2.53 1.79 | -1.2 0.0 1.6 3.3 | -6.7 | 0.6
10.0 2.46 | -0.148| ~1.2 0.7 2.0 |362. -8.9 F29.1
12.5 1.49 | -1.40 | -2.7 | 0.0 3.3 | -5.7
15.0 0.188 | -1.72 |-14.4 0.6 |25.0 | -3.5
17.5 | -0.855 [ -1.23 | 1.4 0.8 —
20.0 |-1.28 | -0.321] 0.0 2.2 4/’,,,,f"””'
22.5 | -1.05 | 0.545| -1.0 | -0.9 —

Variation de p; et p, sur le piston (oy)

résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques

y P1 Py P Py Apy Ap, Apy Ap,
0.00 | -5.69 6.09 | -5.70 6.09 -0.2 0.0 0.0 0.2
1.25 -5.42 5.96 0.0 0.0 0.0 0.2
2.50 ~4.66 5.58 0.0 0.0] -0.2 0.4
3.75 -3.46 4.99 0.3]| -0.2] -0.6 0.2
5.00 |~ -2.00 | 4.22 0.5 -0.2| -2.0 0.5
6.25 — | -0.413] 3.3¢| s.0] -0.6]-11.4 | 0.6
7.50 | 0.898| 2.41 0.915] 2.41 -3.3| -1.2 7.5 0.8
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Favec T Tagon 15 Ipolh, Parabolimeer | piles 010
Variation de p, et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 15cm R, = 1l0cm
analytiques
x P Py Apy Ap,y Apy Ap, Ap, Ap,
0.0 |-5.88 | 13.2 0.8 0.0 0.8 0.0 | -0.5 | 0.0
2.5 3.03 { 10.3 | -2.3 0.0 | -3.0 0.0 1.3 | 1.0
5.0 7.19 3.48 | -0.8 | -1.4 | -1.9 | -2.9 1.2 | 9.2
7.5 5.51 | -2.78 | -0.7 2.9 |{-2.9 5.4 2.7 |18.7
10.0 0.688 | -4.91 | -3.2 1.8 |-18.4 3.4 | 32.4 F10.0
12.5 | -3.10 | -2.71 | 0.0 1.8 | -1.6 4.4 —
15.0 | -3.36 1.01 | -0.6 0.0 |-0.9 | -3.4 —
17.5 | -0.774 | 2.95 | -1.3 1.0 — —
20.0 1.88 1.93 | 0.0 2.1 — —
22.5 2.34 -0.560{ 0.0 -3.2 —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
P Py P Py Apy | dpy | 2Py Apy
0.00 |-5.88 | 13.2 | -5.93 | 13.2 0.0{ o0.0| -1.3 0.0
1.25 -5.51 | 12.7 -0.2| 0.0 -1.3 0.0
2.50 -4.37 | 11.2 -0.5| 0.0} -0.1 | -0.9
3.75 -2.62| 9.00 | -1.1| 0.2} -1.1 | -1.4
5.00 -0.607] 6.39 { -6.9| o0.2| -2.0 | -3.1
6.25 1.41 | 3.72 3.5 0.5{ -2.8 | -6.5
7.50 | 2.68 1.32 | 2.70 | 1.36 2.2| 1.5| -1.1 |-18.3
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Evolution des résultat éléments_finis x cm
avec le ra¥on oBoﬁﬁ parago lique. Ei¥ 1010pa
z

Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)

résultats R, = 22.5cm R, = 1l5cm R, = 1l0cm
analytiques
X Py P2 4py Ap, Apy Apy Apy | 4py
0.0 -3.75 17.6 -0.5 0.6 0.3 0.6 1.1 |-0.6
2.5 8.71 11.5 0.2 0.0 -0.3 0.9 2.4 |-0.9
5.0 11.0 -0.941| 0.9 |}-10.8 0.0 |-33.7 6.4 7.3
7.5 3.26 -8.07 2.4 -1.4 -1.5 -4.2 27.6 0.6
10.0 -4.93 -5.03 | 0.2 -1.2 2.6 -3.0 |-13.6 2.0
12.5 -5.42 | 2.26 1.8 1.3 3.3 -1.8
15.0 0.185 5.01 }-52.0 | 0.4 [56.1 -1.6
17.5 4.16 1.32 0.5 2.3
2 2.32 -3.08 | 4.7 0.0
22.5 -1.94 -2.86 | -3.1 1.4

Variation de p; et p, sur le piston (oy)

résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques

y P Ps P1 Py Apq Ap, Apy Ap,
0.00 | -3.75 17.6 -3.73 17.7 0.8 0.0 1.6 ~-1.1
1.25 ~3.46 16.7 0.6 0.0 2.3 -0.6
2.50 | -2.68 | 14.2 0.4 0.0} 5.2 | -0.7
3.75 ] -1.43 10.6 =0.7 =0.9} 14.7 -0.9
5.00 - 0.020 6.56 208. -1.5 -0.2
6.25 ] 1.55 2.87 1.9 =4.51~18.1 0.7
7.50 2.40 .118 2.33 112 0.9 =9.0 31.2
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Pavec'fe Thjon fenechy o FRRESIEIE | Bilp) Ti0lms
Variation de p; et p, suivant 1'axe (ox)
résultats R, = 22.5cm R, = 1l5cm R, = 10cm
analytiques
X P Py Apy Apy Apy Ap, Ap; | 2py
0.0 1.43 21.2 3.5 0.0 -0.7 -0.9 -13.3 0.5
2.5 18.3 7.44 -0.5 2.5 -1.1 -1.8 -3.3 ~3.6
5.0 10.3 -12.5 0.0 -2.4 -1.0 1.6 -9.1 7.2
7.5 -8.36 |-10.0 -1.6 0.0 -3.7 4.0 5.8 | 11.1
10.0 -9.01 5.82 1.1 -3.8 -3.8 -2.9 -0.7 |-10.8
12.5 4.27 7.94 | -3.5 -0.6 1.6 2.3
15.0 7.00 -3.28 1.8 -4.8 -1.0 -5.5 — |
17.5 -2.63 6.22 | -8.4 0.5 ]
20.0 -5.57 2.17 2.1 -8.3
22.5 1.85 5.03 |-12.4 0.8 " — —
Variation de p; et p, sur le piston (oy)
résultats R, = 22.5 cm R, = 15 cm R, = 10 cm
analytiques
y P1 P2 P1 Py Apq Ap, Apq Ap,
0.00 1.43 21.2 1.48 | 21.2 -4.0| -0.9]-16.2 0.5
1.25 1.00 | 19.9 -2.4}1 -0.5]-27.0 0.5
2.50 0.078] 16.4 43.6 0.0} 79.4 1.2
3.75 -0.716| 11.6 -15.9 0.8 | -40.1 2.6
5.00 p— -0.847F 6.67 | -21.4 3.5 | -55.1 5.7
6.25 0.114} 2.64 192. 8.7 | 354. 10.2
7.50 1.12 .259 1.07 0.191} 19.6}| 71.7 | 29.9 29.3
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Figure IV.15 . Variations
le long de 1'axe de la

Pression rayonnée par un
piston bafflé dur a champ
de déplacement parabolique.
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| Figure IV.19 . Variations ©
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Figure IV.21 . Diagramme de directivité du piston bafflé dur

champ de déplacement parabolique .

(—u—%-) éléments finis, (——) théorie .

R =22.5cm.
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Figure IV.21 . Suite . R_= 10. cm .
Les points noirs (e) indiquent les valeurs obtenues
par éléments finis 3 10. cm du centre acoustique

lorsque R = 22.5 cm .
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métal fluide

o
r
|

le fluide, on obtient simplement, sous forme analytique [41] :

u(x) = uy(x) + j uy(x)
uy(x) = - p, [ cos kL sin k(x-L)
2 2.2
+ v* sin kL cos k(x-L) ] /kpscsd
’ 2,2
uy(x) =« p, v cos kx/kpscsd
(1v.123)
et :
p(x) = p(x) + 3 py(x)
P1(x) = p, [ cos kL cos k'(x-L)
- v sin kL sin k' (x-L) 1/ 42
pa(x) = - p, [ v sin kL cos k'(x-L)
+ cos KL sin k'(x-L) ] / 42
(1v.124)
avec :
Vv = 0gcg/pgcs
k = w/cg
k' = w/cf
d2 = cos? kL + v sin? kL
(1v.125)
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Enfin, définissant le coefficient de transmission :

T = lBl (1v.126)
Po
on a @
1
T = _ (Iv.127)
d

Le maillage utilisé comporte dix éléments solides, vingt éléments
fluides, un élément interface et un élément rayonnant, la surface
frontiére étant située & une distance L de l'interface. Compte tenu de
la géométrie, ces é1éments sont & symétrie axiale. Pour les valeurs
numériques L = 40cm, p = 2780 kg/m3, pg = 1000 kg/m3, cg = 2847 m/s,
cg = 1480 m/s, Py = 10° Pa, la figure (IV.22) présente 1'évolution de
u;, Uy, Py et p, & la pulsation w = 40 000 rd/s. La figure (IV.23)
montre la variation du coefficient de transmission T avec le produit
kL. Les résultats sont excellents et l'ensemble des simulations
réalisées prouve qu'ils ne se dégradent que lorsque le pas du maillage
devient supérieur & A/4, comme indiqué déjid & propos d'autres
exemples.

Le second modéle utilisé, trés voisin dy premier, sert a tester
la prise en compte de l'effet piézoélectrique dans un probléme de
rayonnement. Il est constitué par une plaque cylindrique de céramique
piézoélectrique, polarisée axialement, encastrée latéralement et
surmontée d'une colonne d'eau infinie. Cette plaque, excitée par une
tension d'amplitude ¢ ,, rayonne une onde plane dans le fluide. Se
référant & la figure ci-aprés et notant Pg et p¢ les masses volumiques

du solide et du fluide, c§3, hyj et S§3 les constantes élastique,
piézoélectrique et diélectrique utiles, u(x) le champ de déplacement
dans le solide, p(x) le champ de pressison dans le fluide, on obtient
simplement, sous forme analytique [41] :

P (x) = py(x) + j py(x)

py(L) = - a (v X, sin kKL - Y, cos kL) ¢,

Po(L) = - a (X, cos kL + vY, sin kL) ¢,

(Iv.128)
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[LLL 4L L0 LL
®) ¢
s

céramique fluide

v = pscs/pf Cf

k = w/cs

h33(coskL-1)

wA(cossz+v2sin2kL)
(1v.129)

A étant la section du disque, X, et Y, les parties réelle et

imaginaire de l'admittance électrique. L'impédance électrique est
donnée par :

1 k2 2v(1-cos kL)-j sin KL
z = (1-3— ) (1Iv.130)
JCw kL cos kL+jv sin kL

ol :

C, = A/L 83

o 33

2 _ 2 D S
ki = h33/C33 B33 (1v.131)

Le maillage utilisé comporte quatre éléments piézoélectriques, quinze
éléments fluides, un élément interface et un élément rayonnant. Ces
éléments sont & symétrie axiale. Avec les valeurs numériques L = 10cm,
A =78.5 cm2, cg = 4395.4 m/s, cg = 1490 m/s, cg3 = 1.42 1011 Pa, e§3
= 8.0 10°° F/m, k, = 0.211, v = 21.7 et ¢, = 1V, la figure (IV.24)
présente les variations de |p(o)| et des parties réelle et imaginaire

de Z avec la fréquence, autour de la premiére résonance. Ces résultats
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sont excellents. La figure (IV.25) présente les mémes variations
autour de la seconde résonance, mettant seulement en évidence un trés

léger décalage en fréquence. Enfin, la figure (IV.26) analyse 1la
sensibilité du second résultat aux réductions de Guyan dans le fluide
et montre une trés bonne stabilité.

IV.5.7 Conclusion

L'ensemble des tests réalisés dans cette section permet de
dégager les conclusions suivantes :

- dans une direction de variation de la pression et, en
particulier, dans une direction de propagation, le pas du
maillage doit toujours étre inférieur au quart de la
longueur d'onde (A/4). Cette condition est directement liée
au caractére quadratique de l'interpolation par les éléments
finis utilisés et est trés stricte.

~ la condensation de Guyan d'un probléme couplé fluide-
structure est opérationnelle et efficace, surtout lors d'une
analyse modale. En particulier, d'excellents résultats ont
été obtenus méme en réduisant la totalité des degrés de
liberté d'un interface. Toutefois, dans des problémes de
rayonnement pour lesquels la densité du maillage du domaine
fluide est souvent quasi uniforme, la répartition des
esclaves doit €tre contrdlée pour éviter la formation de
couches réduites d'épaisseur supérieure & A/4. Cette
difficulté, associée au choix des algorithmes de résolution
employés, est la contrainte qui fixe actuellement la taille
des maillages, donc la fréquence maximale ou les dimensions
extrémes des faces parlantes.

- la modélisation du rayonnement pour des sources de type
monopolaire est simple, précise, et la position de la
surface frontiére peut €tre nettement en degca de la distance
classique, dz/A, qui détermine la séparation entre champ
proche et champ lointain. Cette conclusion rend la technique
choisie parfaitement opérationnelle pour traiter les
problémes de transducteurs Tonpilz et, de fagon plus
générale, de transducteurs isolés dont le rayonnement a un
caractére monopolaire marqué. Toutefois pour des sources
ayant essentiellement un caractére dipolaire, i.e une
vitesse volumique nulle (sphére oscillante, piston en baffle
mou, transducteur annulaire & immersion libre...), 1la
position de la surface frontidre peut &tre rejetée trop loin
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et imposer l'emploi d'une condition de non réflexion plus
complexe [54-56,112] dont traite la section IV.6.

En 1'état, le code ATILA est donc capable de traiter un grand nombre
de problémes actuels de 1l'hydroélasticité et du rayonnement acoustique
dans les domaines basse et moyenne fréquence pour lesquels la quantité
caractéristique sans dimension ka (k = 27/A, a dimension maximale de
la face parlante) n'excéde pas quelques unités.

IV.6 PRESENTATION COMPARATIVE DES AUTRES METHODES DE MODELISATION D'UN
PROBLEME OUVERT

Sans rechercher un caractére exhaustif, cette section décrit
quelques approches du probléme du rayonnement susceptibles d'étre
couplées 3 une modélisation par éléments finis de la structure. La
premiére, qui ne requiert pas la modélisation d'un domaine fluide,
utilise les différentes représentations intégrales de Helmholtz, sous
leurs formes originales dues aux travaux de C.H. WILCOX [103,104], G.
CHERTOCK [18,120], L.G. COPLEY [17] et H.A. SCHENCK [16], ou sous les
formes plus récentes des "éléments frontiéres" [121,122-129]. Elle a
conduit 3 une premiére version du code de simulation de transducteurs
développé par les laboratoires de la marine américaine [25]. La
seconde requiert la modélisation d'un domaine fluide d'étendue limitée
sur la frontidére duquel est imposée une condition de non reflexion.
Cette condition peut &tre déduite d'une représentation intégrale de
Helmholtz, auquel cas elle a conduit A une seconde version du code de
simulation évoqué dans les lignes précédentes [26]. Elle peut aussi
étre déduite du développement multipolaire (IV.58) [112], auquel cas
elle a conduit, outre les résultats présentés ici, & la notion
d'élément rayonnant dipolaire [54~56,112]. Enfin, la troisiéme
utilise, au deld du domaine fluide proche, des éléments infinis
associés & des fonctions de pondération particuliéres [113,130-132].
Pour chaque approche, le principe et les équations fondamentales sont
présentés et les avantages et inconvénients discutés.

1V.6.1 Les approches déduites des représentations intégrales de
Helmholtz

1vV.6.1.a) Prineipe
Pour présenter ces approches on peut, dans un premier temps,
simplifier le systéme d'équations décrit en (IV.1). Pour cela, on

considére un corps R, de forme quelconque, limité par une surface
extérieure S dont le champ de vitesse est ¥, rayonnant dans le domaine
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infini R, une onde de pression p
(figure ci-contre). Le champ de
pression p doit vérifier :

- 1'équation de Helmholtz (IV.2)
en tout point de R,

o

d(g,é) - la condition de couplage
cinématique (IV.6) en tout
S point de S,
- la condition de rayonnement de
Sommerfeld (IV.10).

§ Notant les abscisses vectorielles
- d'un point courant de R, R et S

0 respectivement par une lettre
majuscule (X¥), minuscule ( ) ou

grecque (£), le champ de pression

P est alors donné par
[16,133,134] :

P(x) = 4rjwre [[ o (§).2(x,E,k).dS () (1v.132)
S
ou :
L endklxg |
g (X,£,k) = — . o (1v.133)
4 x|

est la fonction de Green de l'espace libre et o(§) est une fonction
densité, inconnue, sans signification physique immédiate. Utilisant la
condition (IV.6), o(f) peut &tre déduit de 1'équation intégrale+ :

9

X(B).n(E) = 2mn 6 (L) - [[ o(E).
S an(g>

g(&s k) .dS(R) (1v.134)

(IV.132) permet alors le calcul de p(x) en tout point de R . Cette
représentation intégrale est appelée représentation de simple couche.

L L L L L L L L T N

+ Dans cette équation, la notation intégrale est impropre et doit étre
comprise comme une partie principale.
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Pour s'affranchir de 1l'utilisation de la densité o(£), une autre

représentation, appelée représentation de Helmholtz extérieure,
s'écrit [16~18,103,104,134]

p(ﬁ) = [ [pQ%).

S n(g)
n

g (g,g,k)

+ jwp gv(E).n(g).g(x,£,k)]1ds(E)
N NNy NN \

(1v.135)
Dans ce cas, le calcul de l'intégrale nécessite la connaissance de la

pression en tout point de S, que l'on peut déduire de 1l'équation
intégrale+

3

1
- p(z)- [[ p(;)
2 v s an ()

g (if%;k) ds (%)
= juwog If Xﬂ%}.%ﬂ%}.g(%;%;k)dS(%}
S

(Iv.136)

ou de la représentation de Helmholtz intérieure :

If [p(;}

8(X, &,k )+jup ¢¥(£) .n(8).8(X,§,k)]1ds(g) = 0
s an(g)

(1v.137)

D'autres représentations intégrales, en particulier celle du potentiel
hybride, sont décrites, par exemple, par J. GIROIRE [134].

+ Le facteur 1/2 doit étre modifié en un point singulier de S et

remplacé par le rapport d 4m de llangle solide extérieur défini par la
surface S en ce point.
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IV.6.1.b Couplage avec la méthode des éléments finis

Si 1a structure R est modélisée & 1'aide des é1éments finis, la
surface S est découpée en un certain nombre de surfaces élémentaires
Se’
vectorielles (B = 1,M). Utilisant les relations d'interpolation :

connectées par des noeuds dont les ¥ représentent les abscisses

v(E) = [N® (£)] Vv (1v.138)

v n L

déduite de (I1.18), et :

p(g) = [Ng(g>1ne (1v.139)
") n ",

déduite de (IV.12), on peut réécrire 1'équation intégrale (IV.136) &
chacun des noeuds de S sous la forme :

d

1
S p(%u)-é ff : [NDCE)] P€ . g(E,E5,k)dS (£)

e an(g)

= 3 T e e
Joee 1 IS oM@ IR 1° 8(Ey 0 as ()
e S

e
(1v.140)

soit :
[a] g = [B]l ¥ (1v.141)

ol P et ¥V sont les vecteurs des valeurs nodales de p et x pour toute
la surface S et :

3
1
Ao==8.,- 1 [[ N (&) g(E,E,,k)dS(E)
af aB pB a e
e(B) S, Y oan(g) MV v
N

T . e

B .= (E)In(g)g( k)ds_(g)

ag = Jwoe L[] IN®(E)]In(E)g(E,E,,k)dS (£

n e(B) Se n 4V n N

(1v.142)

EaB est un vecteur & trois composantes compte tenu des caractéres
respectifs scalaire et vectoriel de p et y.e(B) représente
classiquement un élément e de S qui contient le noeud B. Ainsi, de
(IV.141) on déduit :
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p=1(a]"l[B]V (1V.143)
N n

L'équation (IV.26) permet alors de calculer le vecteur force
(chargement) appliqué par le fluide sur la structure :

F=I[L]P=[L] [a]"! [B] V (IV.144)
n, n n,

et de réduire la résolution du probléme de rayonnement a la seule
résolution du probléme électromécanique avec un chargement sur la
surface externe. Ce chargement, qui dépend de la fréquence, représente
tout l1l'effet du domaine fluide infini [25). En fait, il faut noter
que, techniquement, l'équation intégrale est souvent traitée par
collocation sur une grille qui différe du maillage par éléments finis
[126], ce qui ajoute dans (IV.144) une matrice assurant la
correspondance par interpolation entre les deux représentations.

IV.6.1.c) Avantages et inconvénients

Par rapport & la méthode proposée dans cette étude et incorporée
au code ATILA, l'approche décrite dans cette section présente
l'avantage important de limiter le maillage par éléments finis & la
structure seule, ce qui entraine évidemment des économies nombreuses
sur le plan numérique. Par ailleurs, la formulation sur laquelle elle
repose est exacte, contrairement & la condition de non réflexion de la
relation (IV.54) et peut donc s'appliquer & tout type de rayonnement
(monopolaire, dipolaire...). Les trois inconvénients les plus évidents
sont :

- la nécessité de reprendre, pour chaque valeur de w et donc
de k, le calcul complexe de toutes les intégrales Ayp et EhB
ainsi que l'assemblage des matrices [A] et [BI],

- 1l'existence d'un couplage entre chaque noeud a et tous les
autres noeuds 8 de la surface S, contrairement au cas des
éléments finis od, pour étre couplés, les noeuds a et B
doivent appartenir au méme élément,

- la nécessité d'utiliser la représentation de Helmholtz
extérieure (IV.135) pour déterminer les champs de pression
proche et lointain.

Un autre inconvénient beaucoup plus grave est l'existence des
classiques "valeurs de k & probléme'" [16-18,120,134]. Les propriétés
générales des équations de Fredholm [135], dont (IV.134) et (IV.136)
sont deux exemples, permettent en effet de montrer que :
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- pour certaines valeurs de k associées aux modes propres du
probléme de Helmholtz intérieur, la solution du probléme de
rayonnement ne peut pas étre représentée par la relation
(1v.132), i.e la représentation de simple couche n'existe
pas,

- pour les mémes valeurs de k, les équations (IV.135) et
(1v.136) sont insuffisantes pour définir le champ de
pression de fagon unique, i.e la solution existe mais est
indéterminée.

Or, des fréquences propres du probléme de Helmholtz intérieur associé
4 un transducteur sont souvent situées dans la bande utile de ce
transducteur et peuvent donc perturber fortement le résultat. Ainsi,
pour ces valeurs de k, la matrice [A] de la relation (IV.143) n'est
pas inversible. De plus, pour des raisons liées & la limite de
précision d'un ordinateur, il existe autour de ces valeurs de k des
plages de valeurs également trés perturbées qui peuvent se recouvrir
si la densité modale du probléme intérieur est élevée.

Pour surmonter ce dernier inconvénient, H.A. SCHENCK [16] a
proposé de surdéterminer le systime d'équations déduit de la
représentation de Helmholtz extérieure par quelques équations obtenues
en écrivant la représentation intérieure (IV.137) en des points X
judicieusement choisis dans R. De fait, pour cette représentation, il
n'y a pas de valeurs de k & probléme mais, malheureusement, le systéme
d'équations auquel elle conduit présente un comportement peu
intéressant sur le plan numérique, qui exclut son utilisation
systématique [16]. Du point de vue de 1l'équation (IV.143), 1la
surdétermination du systéme d'équations implique un calcul de R 2
1'aide d'une méthode de moindres carrés [16,25,136].

En résumé, l'ensemble de ces inconvénients semble avoir imposé
une spécialisation & une ou quelques surfaces S particuliéres de
chacun des codes numériques existants. Dans la perspective du
développement d'un code de simulation valable pour toutes les
structures de transducteurs, qui est celle du code ATILA, la méthode
des représentations intégrales est donc apparue moins intéressante
qu'une méthode qui reléve totalement des éléments finis.

I1V.6.1.d) Développements récents
Bien que les premiéres applications sur ordinateur utilisant les

représentations intégrales de Helmholtz aient prés de vingt ans, les
deux avantages importants qu'elles présentent, discutés en (IV.6.l.e),
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conduisent actuellement de nombreux auteurs & les exploiter,
conjointement avec les éléments finis, sous la dénomination standard
de méthode des "éléments frontiéres" ("boundary integral elements" ou
"boundary elements'). Parmi les travaux de synthése, on peut citer
entr'autres ceux de ZIENKIEWICZ et al [122-124), BREBBIA [121], EATOCK
TAYLOR [125]), GIROIRE [134]... Dans la majorité des cas, la
représentation de Helmholtz extérieure est utilisée, des formulations
Plus complexes étant parfois développées [127] lorsque les valeurs de
k & probléme peuvent perturber le résultat.

Tres récemment, des formulations variationnelles des équations
intégrales ont été proposées, qui évitent les singularités des
intégrales & évaluer et conduisent & des systémes d'équations
symétriques. Une présentation précise en a été faite par M.A. HAMDI
qui les a appliquées au calcul de la propagationm et du rayonnement du
son par les conduits [128] et au calcul des modes hydroélastiques
d'une plaque mince immergée [129]. Cette nouvelle approche est trés
intéressante mais elle conserve quelques problémes inhérents aux
représentations intégrales : calcul séparé des champs, formulation
relativement dépendante de la structure, valeurs de k 3 probléme+...

IV.6.2 Les approches déduites d'une condition de non réflexion

Ces approches relevant strictement de la formulation présentée
dans la section (IV.4) et utilisée dans le code ATILA, leur principe
n'est pas repris ici. Par contre, deux conditions qui différent de
( IV. 54) par la prise en compte d'une impédance d'onde plus complexe
sont rapidement décrites.

IV.6.2.a) Condition de non réflexion déduite de la
représentation intégrale de Helmholtz extérieure

La résolution d'un probléme de rayonnement & 1l'aide de 1l'équation
matricielle (IV.26) suppose la connaissance du vecteur chargement §,
directement déduite de celle du flux normal & la surface I, :

n; — = - jwpg V" (1vV.145)

+ Les valeurs de k a probléme n'’apparaissent pas dans les deux
applications indiquéee [128,1291car, dans les deux cas, la surface S
est ouverte.
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o v!! est la vitesse normale des particules de fluide. Or, si la
surface T', qui limite le maillage est sphérique, la pression p et la
vitesse v peuvent étre décomposées sur une base d'harmoniques
sphériques suivant les relations :

P (Rp»®,0) = } py o (R Yy, (8,0)

1,m

vl Ry 0,6) = 1 vl (R Yy o (8,4)
1,m
(1IV.146)

ol 6 et ¢ sont les angles du systéme de coordonnées sphériques et 1 et
m sont des entiers tels que ~1 . m 1. Avec cette base, utilisant la
représentation de Helmholtz extérieure, HUNT et al [26] ont montré

que 3
9 Pi,m 1 1
ni == M pl,m (Rw)
Bx1 T, R, Al(kRm)
(Iv.147)
ou :
1/x(x) = 141 - x [ hj_; (x)/hy (x) ] ' (1v.148)

hi étant la fonction de Hankel sphérique d'ordre 1 [119]. De ce fait,
si on utilise sur la surface ', la base des harmoniques sphériques
plutdt que la base des fonctions d'interpolation N;i, on sait écrire
le vecteur chargement j en fonction de la seule pression, comme dans
la relation (IV.54), et on sait donc résoudre le systéme d'équations
représentant le probléme de rayonnement. Pour effectuer ce changement

de base il faut :

- définir une base finie de fonctions Yl,m ayant la méme
dimension que celle des fonctions d'interpolation de T.
Sachant que :

L

T (21+1) = (141)? (1V.149)
o]
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il faut choisir L tel que :

(1+1)2 = Ng (1v.150)

ol N; est le nombre de noeuds rayonnants.
- appliquer aux matrices éléments finis concernées ([H], [MI]
et [L]) les transformations associées & ce changement de

base. Réduite 3 1'ensemble des noeuds de T la matrice de

®?
changement de base pour cette transformation est formée de
Np vecteurs Xl,m dont chacune des Np composantes est obtenue
en évaluant 1'harmonique sphérique Yl,m(e’¢) au noeud
concerné de T,.

- écrire la matrice d'impédance, qui joue le méme rdle que la
matrice [D] de 1l'équation (IV.67). Ici cette matrice est
diagonale et formée par les termes 1/X{(kR,) de la relation

(1v.148).

La résolution est alors la recherche classique des solutions d'un
grand systéme linéaire.

Cette méthode présente, par rapport a celle que nous exploitons,
1'avantage de permettre une meilleure description de la condition de
rayonnement. De fait, la relation (IV.54) est un cas particulier de la
relation (IV.147) correspondant 3 1=0. Cette meilleure description
permet alors de réduire fortement la taille du domaine fluide 9% en
rapprochant la surface T', des sources. De plus, si la géométrie de la
source le rend souhaitable, un autre systéme de coordonnées
orthogonales peut €tre utilisé, dont I', est une surface de niveau,
mais au prix d'un accroissement notable de complexité. Parmi les
inconvénients, le premier est 1ié au caractére mixte de la
repfésentation du champ de pression qui alourdit notablement
l'algorithme de résolution et tend, de nouveau, 3 spécialiser le code
pour certaines géométries. Ainsi, par exemple, une version simplifiée
peut étre plus facilement développée pour une structure dont 1la
géométrie et l'excitation sont & symétrie axiale, les seules
harmoniques sphériques 3 m nul étant requises. Le second inconvénient,
1ié au recours & la représentation de Helmholtz extérieure, est
l'existence de k & probléme, pour lesquels HUNT et al [26] ont
toutefois proposé une technique simple et efficace de
surdétermination.

Comme indiqué au début de cette section, cette méthode est

utilisée dans le code de simulation américain, ainsi que le précisent
de nombreuses références [26-33].
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I1V.6.2.b) Condition de non réflexion de type dipolaire

Dans la section (IV.4.1), la relation (IV.62) est due au fait que
la condition de non-réflexion (IV.54) utilisée dans cette étude est
exactement vérifiée par le premier terme du développement multipolaire
(1Iv.58). Si la surface frontiére est trop proche des sources ou si la
vitesse volumique de la source est nulle ou négligeable (sphére
oscillante, piston en baffle mou, anneau & immersion libre...), la
contribution du second terme du développement peut devenir essentielle
et rendre erronée la condition (IV.54) retenue. Pour éliminer cette
difficulté, BAYLISS et al [112] ont montré que, si on définit
1'opérateur By tel que

3 1
By = — - jk + - (1v.151)
or T

et les opérateurs B successifs ("dampers") par la relation de

récurrence :

3 2m-1
B, =(— - jk+ ) By (1Iv.152)
or T
le champ de pression p vérifie la relatiom :
1
B p =0 ( ) (1v.153)
T RZ™1
i.e que la condition de non-réflexion :
Bp| =0 (1v.154)

est exacte pour les m premiers termes du développement multipolaire.
En fait, 1l'opérateur B, s'avére d'un emploi aussi aisé que celui de B;
dans le cadre de la méthode des éléments finis. Développant B, :
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3 3
By=(—=-jk+=)B

or r 1
2
3 4 3 2 1,
= — 4+ ( =+ 2jk) — + ( - + 43k) — - k
arZ T or r r

(Iv.155)

on obtient, en éliminant la dérivée seconde par rapport & r gréce 2
1'équation de Helmholtz :

1 d 1 k )
By =2 (—-+jk) —+2(—+2j—-=-%k%) - —

r or I‘z r r

N

ol Q est l'opérateur de Beltrami de la relation (IV.60). Si, pour
simplifier 1'écriture, on considére un probléme & symétrie axiale, la
condition de non-réflexion :

B,p | =0 (1Iv.157)
Te
devient :
] op
—(sin® —)
ap 1 a6 36
—==-(-+ jk) p +
or r 1
r28inb(— +jk)
r
(1Iv.158)

Le premier terme correspond 3 la condition de non-réflexion
monopolaire , i.e la relation (IV.54). Le second est associé a la
composante dipolaire. L'intégration de cette relation dans le

formalisme des éléments finis conduit alors a [54-56,112] :
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1 1 e
Be = - — [ ( —+ 3k) [D°] %

pgc R,
1
—_ - jk
R
+ [Dle] E
1+k2R2
(1v.159)
oti [D®] est définie en (IV.68) et [D'®] est donnée par :
1 3N§ aNs
[p'€] = ; pgc Jf [ —I1T [ ) dT e
Twe 30 36
(Iv.160)

La présentation détaillée de cette méthode peut &tre trouvée dans la
thése de R. BOSSUT [54] ainsi que plusieurs applications. Sans
accroitre beaucoup la complexité de la formulation par éléments finis
du probléme de rayonnement, la prise en compte des termes dipolaires
peut améliorer trés notablement la qualité des résultats ou, de facon
équivalente, réduire R,. Par ailleurs, R. BOSSUT [54-56] a développé
une méthode d'extrapolation permettant un calcul simple du champ

L

lointain a partir du champ proche obtenu en éléments finis et des
opérateurs B, et B,.

IV.6.3 les approches utilisant les éléments infinis

Contrairement aux deux autres approches, la méthode des éléments
infinis n'est pas propre aux problémes de rayonnement mais a permis de
traiter des applications variées dans des domaines infinis ou semi-
infinis : écoulement [130], élasticité [132], calculs de potentiels
[132,137], diffraction et réfraction des ondes de surface [131],
vibrations couplées de structures hydroélastiques [138]... Plusieurs
présentations ont été développées depuis quelques années. Cette
section décrit succinctement 1l'une d'entr'elles qui fait correspondre
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un élément réduit standard & 1'élément infini & 1'aide de relations+

d'interpolation [113] ("mapped infinite elements')

Pour aborder simplement la méthode, on va considérer d'abord le
cas d'un probléme statique 3 une dimension. Soit alors un élément fini
réduit unidimensionnel représenté par le segment -1 £ € 1. A l'aide
de la transformation :

X = No (E) x°+N2 (E) x2
N, (6) = £/(E-1)

Nz (¢) = 1/1-£)
(1v.161)

on lui fait correspondre point par point un domaine unidimensionnel
infini, x » xy, ol x; est 1l'abscisse du milieu de segment [xo,le,
comme indiqué sur le schéma ci-dessous. Ce domaine constitue un

— A SIS S S S
-1 0 1 £ %o X ) ¥

élément infini. Si maintenant une quantité p est exprimée dans
1'élément réduit par le polyndme :

P=a,+ay £+ ... +a gn (Iv.162)

dans 1'élément infini la correspondance entre £ et x permet d'écrire :

A
E=1--
r
81 Bn
P=Bg+t—+ ... + —
r r

(Iv.163)

+ Pour des raisons évidentes dans la suite de cette section on
distingue nettement ici lee relations d'interpolation, assoctées a la
géométrie, et les fonctions de pondération, associées d la représenta-
tion de la variable.
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avec :
A=2 (xp = %xp)

r =X - X
(Iv.164)

le coefficient B, étant nul si p tend vers zéro & 1'infini. Cette
expression de la quantité p peut représenter au dela de x; et avec une
précision qui dépend de n, le comportement de toute fonction
décroissante. Le point x; doit alors raccorder le maillage par
éléments finis du domaine x < X1 & 1'élément infini, le point X, étant
le péle de la partie asymptotique de p. A deux dimensions, la méme
correspondance peut €tre définie entre 1'élément réduit et 1'élément

™y

infini schématisé ci-dessus. Pour la variable x on a alors :
x = Ny () [ (2xyx,) Ny (5) + xp Ny (£) ]
+ Ny (n) [ (2%3-x,) Nj (&) + x, Ny (£) ]
+ N3 (n) [ (2x5-xg) N (£) + x¢ Ny (£) ]
(1v.165)

Pour la variable y, la méme relation permet d'achever 1la
correspondance point par point entre les deux domaines. Dans ces
relations, les fonctions Nl’ NZ’ 33 sont des fonctions de pondération
standard. Pour la fonction p, l'interpolation suivant n est classique.
Par contre, comme précédemment, l'interpolation suivant £ correspond
dans le domaine réel & une représentation par un polyndme en l/r, ot r
est la distance au pSle correspondant (#sur le schéma ci-dessus),
suivant les directions [1,71, 13,8{, [5,9[...
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Pour les problémes de rayonnement, cette méthode peut €tre

employée si les fonctions de pondération contiennent le caractére
d'onde progressive de la solution en champ lointain [113,131,138].

Ainsi, par exemple, si la dépendance par rapport & £ dans 1'élément
réduit s'éerit :

o jkA
£Y) exp —

p=la,+aE+ ... 0
o 1 1-£

n

(IV.166)

la fonction p est représentée dans le domaine réel par le classique
produit du terme de propagation exp(jkr) et d'un polyndme en 1/r, qui
vérifie la condition de rayonnement de Sommerfeld. A partir de ces
notions, la construction des matrices représentatives de 1'élément
infini est standard, bien qu'elle se heurte & des difficultés
d'intégration dues au terme oscillant. Ce point est largement discuté
par P. BETTESS et al [113,130-132] et n'est pas repris ici. De méme,
l'extension au cas tridimensionnel est directe.

La méthode des éléments infinis a l'avantage de conserver toutes
les propriétés des éléments finis (symétrie des matrices, bandes
étroites, possibilité de maillage de domaines complexes..) et donc de
ne nécessiter aucune technique de résolution particuliére. Du point de
vue du code, 1'élément infini se comporte en fait comme tout autre
é1ément de la bibliothéque. Toutefois, hormis 1l'important probléme
d'intégration évoqué au paragraphe précédent, les éléments infinis
présentent aussi l'inconvénient d'un choix arbitraire du polyndme en £
et des relations d'interpolation (IV.161) qui ne sont pas uniques. Par
ailleurs, bien évidemment, ils ne servent qu'ad simuler l'effet du
domaine infini lointain sur le domaine fini proche, sans prétendre
représenter le comportement réel de la solution dans ce domaine
lointain. Leur application au rayonnement acoustique reste
actuellement trés rare.

IV.6.4 Conclusion
Cette section montre que le choix des méthodes de modélisation du
rayonnement acoustique susceptibles d'étre couplées aux éléments finis

est large. La méthode retenue dans cette étude présente les avantages
suivants :
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~ la formulation est simple et reste entiérement du type

éléments finis. En particulier, 1'élément rayonnant est un
élément standard de la bibliothéque des éléments,

- la formulation est libre de toute singularité, comme les
valeurs de k & probléme,

- les résultats obtenus, avec des maillages de taille
raisonnable,sont précis pour des sources de type monopolaire
et dans des gammes de fréquence telles que le produit ka
n'excéde pas quelques unités. Rentrent dans cette catégorie
les cas des transducteurs Tonpilz, Isabelle et des
transducteurs utilisant des coques minces,

- en général, le calcul fournit directement le champ proche et
le champ lointain (niveau d'émission, diagramme de
directivité...).

L'inconvénient majeur est le caractére approximatif de la condition de
rayonnement utilisée qui, pour des sources de vitesse volumique nulle
(anneau & immersion libre...) ou pour des sources monopolaires
étendues, & produit ka élevé (antenne ou base de transducteurs
Tonpilz, d'anneaux Isabelle...), rend la taille du maillage du domaine
fluide intérieur 9% prohibitive. Dans un premier temps, 1'élément
rayonnant de type dipolaire permet toutefois de traiter, avec une
taille du maillage raisonnable, les problémes d'anneaux & immersion
libre [54-56] ou d'interaction entre quelques transducteurs
élémentaires. Le calcul par éléments finis fournit alors, dans le
domaine fluide, le champ proche, une méthode d'extrapolation simple
donnant le champ lointain. Pour des bases plus importantes ou pour des
fréquences plus élevées, le maillage du domaine fluide est trés
probablement exclu et le recours aux équations intégrales est quasi
obligatoire. I1 nécessite la prise en compte des inconvénients majeurs
de cette technique : difficultés numériques, valeurs de k & probléme
et forte dépendance de l'algorithme par rapport & la structure, mais
on peut attendre des nombreux travaux actuels (approches
variationnelles, approches utilisant d'autres représentations...) des
éléments de solution intéressants.
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CHAPITRE V

MODELISATION ET ANALYSE DE TRANSDUCTEURS TONPILZ

RAYONNANT DANS L'EAU

Ce chapitre décrit l'application de la méthode proposée
précédemment au calcul du champ de pression rayonné par un
transducteur de type Tonpilz. Il montre qu'un bon accord peut étre
obtenu entre les valeurs calculées et mesurées de plusieurs grandeurs
physiques caractéristiques, en particulier la réponse en tension,
constituant ainsi un test ultime de la validité du code ATILA. Par
atlleurs, il propose une interprétation détaillée du comportement de
ce transducteur, établissant des corrélations précises entre les
diverses structures de sa courbe de réponse en fonction de la
fréquence® et 1'évolution du champ de déplacement (position dee plans
nodaux dans la colonne motrice, papillonnage...). Il définit ains<
certaines conditions nécessaires 4 la conception et & la réalisation
de transducteurs d large bande ou multifréquences. Aprés une
discussion détaillée des conditions de comparaison entre les résultats
de simulation et les résultats expérimentaux obtenus par le
G.E.R.D.S.M., 1l présente successivement l'analyse du Tonpilz T2a
nominal puis du Tonpilz T2b avec diverses excitations électriques.
Enfin, il étend au cas du probléme de rayonnement l'application de la
méthode mixte onde plane-éléments finis dont il démontre l'efficacité.

Note importante. Dans ce chapitre, toutes les fréquences sont normées
d la valeur de la fréquence du premier mode propre du Tonpilz
eonsidéré, dans l'air, calculée par éléments finis (comme pour les
tableaux du Chapitre III).
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V.1 DEFINITION DES CONDITIONS DU PROBLEME

La comparaison entre les résultats numériques obtenus avec ATILA
et les mesures effectuées au G.E.R.D.S.M. pose trois problémes :

- les conditions de baffle, qui peuvent modifier fortement

toutes les caractéristiques du rayonnement, surtout en basse
fréquence,

- la prise en compte des dissipations internes & la structure
électromécanique qui font chuter la valeur du rendement
électroacoustique,

- les modes de tige qui peuvent perturber le spectre du
transducteur si le montage mécanique ne les amortit pas
totalement.

Ces problémes sont évidemment apparus tout au long de 1'étude. Ils
sont ici regroupés en téte de chapitre pour faciliter ultérieurement
l'analyse du comportement des Tonpilz T2a et T2b et rendre la
présentation plus logique.

V.1l.1 Les conditions de baffle

Comme indiqué dans les sections (IV.5.4) et (IV.5.5), la
modélisation du champ rayonné par un piston bafflé dur, de déformation
quelconque, pour des valeurs du produit adimensionnel ka de quelques
unités, est facilement réalisable par éléments finis avec une grande
précision. Physiquement, cette condition de baffle peut &tre
rapprochée du cas d'un transducteur monté dans une base plane ou dans
une base cylindrique de grand rayon dont les autres projecteurs
seraient bloqués pour éviter les phénoménes importants d'interaction
acoustique. Toutefois, le G.E.R.D.S.M. ne disposant pas au moment de
la caractérisation des transducteurs analysés dans ce chapitre d'un
baffle dur de taille et qualité suffisantes, le montage retenu pour
les Tonpilz a été le montage classique, en boftiers cylindriques, 2
l'intérieur desquels ils sont suspendus par une électrode porteuse,
des joints toriques ou, parfois, 1l'écrou de contremasse. La
modélisation de la situation expérimentale réelle, schématisée ci-
aprés par le dessin de gauche, s'avére alors trés différente de la
modélisation initialement prévue, schématisée sur le dessin de droite.
En particulier, la surface T, doit englober largement l'ensemble de la
structure, dont la longueur est souvent supérieure & la valeur de R
que fournit l'application du critére classique en dz/x a la seule face
parlante du pavillon. De ce fait, la taille du maillage peut étre
notablement accrue, de méme que la complexité du calcul numérique. Cet
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accroissement de complexité est, de plus, d'une utilité souvent treés

réduite car, malgré le découplage entre le projecteur et son boitier,
ce dernier rayonne de l'énergie sonore dans la partie haute fréquence

du spectre, d'une facon suffisante pour perturber des résultats
déduits d'une approximation de boitier rigide et trop complexe pour
étre, dans un premier temps, bien prise en compte par le modéle. Pour
comparer la situation expérimentale réelle & celle du projecteur monté
en baffle dur, une condition de baffle intermédiaire peut étre
utilisée, qui consiste & considérer le boftier comme un tube rigide
semi-infini, terminé par la face parlante du pavillon. Elle est
désignée ci-aprés par condition de baffle cylindrique (ou "pipe
baffle"). Plusieurs comparaisons peuvent alors étre effectuées en
supposant que le mouvement du pavillon est rigide et en utilisant les
formules classiques de RAYLEIGH [1,2,9] et de LEVINE et SCHWINGER
[1,8). La figure (V.1) présente ainsi dans les deux cas les variations
avec la fréquence de 1'impédance de rayonnement, la figure (V.2)
montrant, elle, celles de 1'index de directivité (annexe 1). Elles
mettent en évidence des différences notables dans la partie basse
fréquence du spectre, jusque ka égal 2 deux. Plus intéressante, la
figure (V.3) compare les réponses en tension obtenues pour le Tonpilz
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Figure V.l . Variations avec le produit ka des parties réelle (RM5
et imaginaire (XM) de 1l'impédance de rayonnement,
normées & Ta pgC (a : rayon du piston, Pg : masse
volumique du fluide, ¢ : c@lérité du son dans le fluide )
- (1) et (3) : XM et RM pour le baffle plan dur .
- (2) et (&) : Xy et Ry pour le baffle cylindrique dur .
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FPigure V.2 , Variations avec le produit ka de 1l'index de directivité

pour le baffle plan dur (1) et le baffle cylindrique
dur (2) .
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baffle plan
dur

= ——- baffle cylin-
drique dur

PO T R TS

Figure V.3 . Comparaison des variations avec la fréquence de la
réponse en tension du Tonpilz T2a calculées par la
méthode d'onde plane pour un baffle plan dur ou un

baffle cylindrique dur .
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T2a avec la méthode d'onde plane dans les deux cas. Les calculs
correspondants utilisent la technique classique décrite dans la
section (I1.1.3), l'impédance Z de 1'équation (I.19) étant remplacée
par l'expression appropriée [1,2,8,9]. Elle montre cette fois un
excellent accord autour de la résonance fondamentale, pour la partie
basse fréquence du spectre utile. En conséquence globale de cette
analyse, les calculs par éléments finis des réponses des transducteurs
T2a et T2b présentés dans les sections suivantes utilisent la
condition de baffle dur. Pour les niveaux d'émission, cette condition
ne doit pas perturber la comparaison entre théorie et expérience. Par
contre, aucune comparaison quantitative des diagrammes de directivité
théoriques et expérimentaux n'est possible, au moins dans la partie
basse fréquence du spectre balayé.

V.1.2 Le rendement électroacoustique

Dans un projecteur piézoélectrique, la dissipation d'énergie par
rayonnement d'une onde sonore est toujours accompagnée de dissipations
parasites dues aux frottements internes, aux pertes diélectriques...
Ces dissipations ne sont pas prises en compte par la modélisation en
éléments finis. En conséquence, le rendement électroacoustique
théorique est toujours égal & un, contrairement au rendement réel. Du
point de vue de la pression rayonnée, cet effet se traduit par une
diminution d'amplitude & excitation donnée, i.e par une diminution de
la réponse en tension pour le cas réel‘par rapport au cas théorique.

Dans la partie basse fréquence du spectre, le schéma équivalent &
constantes localisées de la section (I.1.2) peut &étre repris et
complété comme ci-dessous pour tenir compte des pertes. Sur ce schéma,

a
- v
JL
o |
) e
m m
c p
‘ =<, 3l
o o f vc vp
Y Tr
c P
r
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Ro représente les pertes diélectriques, r, et rP les pertes mécaniques
de part et d'autre du plan nodsl. Si r et r_ sont nettement
inférieures 3 m.w et T, a m.w, le schéma de la partie motionnelle

est équivalent & :

JL
élr’___‘_
i v
mp m,
m' m' =
. mp+mc
2 2
E§ ' ' (r+rp)mc+rcmp
r r =
2
(mp+mc)

Comme m, est souvent grande devant my, l'expression de r' se réduit

c
a s
2
mc(r+rp)
' = (v.1)
2
(mC + mp)

montrant que seule la résistance mécanique en série avec la résistance
de rayonnement a un effet notable sur le comportement du transducteur.
En conséquence, si on néglige la résistance de pertes diélectriques, r
et r_ étant parcourues par le méme courant, le rendement
électromécanique est donné par :

n=— (v.2)

Pour ce qui concerne 1'impédance électrique vue entre les bornes du
transducteur, la résistance Rp résulte, & la résonance, de la mise en
paralléle de R, et (r+rp)/a. Comme r et r
on a donc :

psont trés inférieurs a Ry

Rp = (r+rp)/a | (v.3)
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Par rapport au cas théorique idéal, R¥ est donc multiplié par 1/n. Par
contre, loin de la résonance, R résulte de la mise en paralléle de R,

P
et de :

(m'w - 1/ew)2
RI') = (v.4)
al(r + rp)

dont le résultat peut &tre notablement inférieur & la valeur obtenue
dans le cas sans perte. Enfin, pour ce qui concerne l'amplitude de la
pression rayonnée, elle est proportionnelle & v_ dont la valeur & la

P
résonance est :
f (mp+mc)
m, (r+rp)

Ainsi, a la résonance, le rapport des pressions avec et sans pertes
est aussi égal 3 n. Par contre, loin de la résonance, la valeur de v

est de nouveau fixée par la partie réactive de 1'impédance et dépend
donc beaucoup moins des pertes.

En conséquence de ce modéle simple, on peut conclure que l'effet
des pertes est important & la résonance, les variations de Rp et de la
pression rayonnée qui lui sont dues étant, en valeurs relatives,
égales au rendement. Par contre, hors de la résonance, cet effet peut
devenir négligeable. Enfin, ce modéle n'est valable que dans les
limites d'application du schéma & impédances localisées, la situation
devenant beaucoup plus complexe dés que la fréquence augmente. Dans
les sections suivantes, ces différents éléments vont permettre de
comparer les résultats théoriques et expérimentaux en se référant aux
valeurs limites de l'effet des pertes. Ainsi, pour la réponse en
tension S,, on peut considérer que la valeur de n exprimée en décibels
est bien représentative de l'effet maximum des pertes.

V.1.3 Les modes de tige

Comme indiqué dans la section (II1.5), la tige de précontrainte
présente des résonances multiples, pour les fréquences telles que la
longueur de tige comprise entre les points d'encastrement soit égale &
un nombre entier de demi-longueurs d'onde. Lorsqu'une telle résonance
se produit, la réponse en tension d'un transducteur immergé décroft
brutalement, & cause de la variation importante d'impédance électrique

qu'elle provoque. De ce fait, par rapport a un transducteur sans
P q P PP
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résonance de tige, i.e un transducteur pour lequel les vibrations de
la tige sont fortement amorties, le transducteur avec résonance de

tige a une réponse en tension qui présente des minimas supplémentaires
trés marqués.

Ce fait est confirmé théoriquement et expérimentalement par les
figures (V.4) et (V.5). Sur la figure (V.4) sont présentées les
variations avec la fréquence des réponses en tension du Tonpilz T2a
calculées en tenant compte ou non de la tige de précontrainte. On voit
que le mode de tige perturbe trés fortement la réponse dans la bande
de fréquence qui l'environne. De méme, sur la figure (V.5) sont
reportées les variations avec la fréquence des réponses en tension du
T2b avec un montage normal et avec le montage particulier décrit dans
la section (III1.5) qui favorise l'apparition des modes de tige. Deux
minimas supplémentaires trés marqués apparaissent & proximité des deux
premiéres résonances.

L'apparition de minimas associés 3 des modes de tige dans un
calcul par éléments finis peut étre génante car, dans la majorité des
cas, le montage des transducteurs est tel qu'ils ne sont pas observés
expérimentalement. Par ailleurs, le code ATILA ne prenant pas en
compte les pertes internes la modélisation de l'effet physique qui
élimine ces modes n'est pas possible. En conséquence, afin de ne pas
perturber les résultats numériques, les modes de tige sont supprimés
dans les exemples des sections suivantes en donnant & la tige toutes
ses propriétés physiques normales hormis sa masse volumique qui est
divisée par cent. Cette procédure conserve l'effet de la rigidité de
la tige qui est important pour déterminer précisément la premiére
fréquence de résonance, mais rejette les modes de tige & des
fréquences dix fois supérieures, hors de la gamme utile. Globalement,
cette méthode ne modifie pas les autres résonances, comme le montre le
tableau ci-aprés qui compare les fréquences propres dans l'air
obtenues avec les deux méthodes pour le T2a nominal et le T2b. Dans
tous les cas représentés, l'accord est meilleur que 3.5 %. Par
ailleurs, les champs de déplacement ne sont modifiés que dans le
voisinage immédiat des extrémités de la tige.
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Effet de 1'élimination des modes de tige
Tonpilz T2a nominal Tonpilz T2b
Modes de tige Modes de tige Modes de tige Modes de tige
reproduits é1liminés(p/100) reproduits é1iminés(p/100)
o
1.00 1.00 1.00 1.01
2.28 2.28 2.27 2.35
3.03 - 2.71 -
3.47 3.38 3.79 3.80
4.55 4.55 5.09 5.11
6.14 6.19 5.27 -
6.37 - 6.08 6.03

V.2 ANALYSE DE LA REPONSE DU TRANSDUCTEUR T2a

Le Tonpilz T2a nominal est décrit dans la section (III.2.b). Les
pages suivantes présentent en détail 1l'analyse de son comportement, en
particulier les corrélations entre le champ de déplacement dans le
transducteur et le champ de pression rayonné dans le fluide.

V.2.1 Définition du maillage

Le maillage utilisé est & symétrie axiale. La maillage de la
structure est le méme que celui décrit dans la section (IIL.3.b), qui
contient 62 éléments et 230 noeuds. La position de la surface
frontiére T est obtenue en calculant R_ & l'aide de la relation :

R = — (v.6)

ol A, est la longueur d'onde associée & la fréquence maximale du

spectre étudié, fréquence choisie ici égale & 5.0 en valeur normée. Le
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pas du maillage fluide doit rester inférieur & Api,/4 dans toutes les
directions radiales. Avec ces contraintes, le maillage fluide obtenu,
représenté sur la figure (V.6), contient :

6 éléments interfaces & 3 noeuds,
108 éléments fluides quadrilatéres isoparamétriques a 8
noeuds,

12 é1éments rayonnants a 3 noeuds,
331 noeuds (donc 331 degrés de liberté).

Le baffle dur est représenté par une condition de flux nul,
naturellement prise en compte par la formulation éléments finis,
imposée sur les c6tés concernés de six éléments. La technique de
réduction de Guyan a permis la condensation de la moitié des degrés de
liberté, avec une répartition uniforme des esclaves dans la structure
et dans le fluide.

Pour tester la validité de ce maillage, le calcul de la réponse
en tension a été effectué également avec deux autres maillages pour
lesquels les rayons de la sphére externe sont respectivement :

R, = 0.87 a?/a;

et

R, = 0.72 d2/a_,

Dans ces deux cas, les fréquences maximales compatibles avec la
relation (V.6) sont respectivement, en valeurs normées, &4.45 et 3.60,
au lieu de 5.0. Les maillages correspondants sont obtenus & partir du
maillage de la figure (V.6) en enlevant une puis deux couches
d'éléments fluides. Les résultats sont reportés sur la figure (V.7),
montrant une bonne convergence et validant ainsi la modélisation.
Comme discuté au chapitre IV, on note donc qu'avec un maillage de
taille raisonnable l'approche retenue fournit & la fois les
informations caractéristiques du champ proche et du champ lointain.

V.2.2 Présentation des résultats et discussion
Pour le maillage de la figure (V.6), 1'analyse compléte du T2a a

été réalisée avec un balayage en fréquence de 40 valeurs prises dans
la bande 0.5 - 5.0 en valeurs normées. Les résultats sont groupés dans
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Figure V.6 . Maillage du T2a immergé avec R_ = dz/x .
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les figures ci-aprés qui présentent :

- la comparaison des variations avec la fréquence des réponses
en tension calculée et mesurée (figure V.8),

- les variations avec la fréquence de l'amplitude de
déplacement au centre et au bord du pavillon. Comme indiqué
par l'équation (IV.84), cette amplitude est complexe et doit
étre représentée en parties réelle et imaginaire (figure
vV.9),

- les déformations du transducteur pour les fréquences normées
0.81, 2.02, 3.17, 4.68 (figure V.10),

- la comparaison des variations avec la fréquence des
résistances paralléles Rp calculée et mesurée (figure V.11),

- la comparaison des variations avec la fréquence des

capacités paralléles C_ calculée et mesurée (figure V.12).

P

V.2.2.a) Interprétation du comportement du transducteur

La courbe de réponse en tension du T2a présente six structures
nettement marquées, quatre maximas et deux minimas trés profonds, que
1l'on trouve & des fréquences trés voisines & la fois sur la courbe
théorique et sur la courbe expérimentale. L'existence de ces extrémas
s'explique simplement, par corrélation avec 1'évolution du champ de
déplacement dans le transducteur.

Le premier maximum, situé & la fréquence normée théorique de
0.825, correspond & la résonance fondamentale du Tonpilz, i.e au
premier mode de dilatation-compression. Comme le montrent la figure
(V.9) et 1a premiére figure (V.10), le centre et le bord de 1la face
parlante du pavillon vibrent en phase, avec des amplitudes
comparables, sans indiquer pratiquement d'effets de flexion. A cette
fréquence, Rp présente un minimum trés marqué, ainsi que le prouve
simplement le schéma équivalent discuté dans la section (V.1.2). Il
est intéressant de noter que le glissement de la fréquence de
résonance di au fluide atteint 17.5 %.

Le second maximum, situé & la fréquence normée théorique de 2.00,
correspond au second mode de dilatation-compression du Tonpilz.
L'étude du champ de déplacement de la face parlante sur les figures
(v.9) et (V.10) montre que, & cette fréquence, la zone centrale du
pavillon a un déplacement négligeable, alors que le mouvement du bord
du pavillon est trés important. En conséquence, le second maximum de
la courbe S, doit &tre directement associé & un effet de papillonmnage,
méme si le mode propre correspondant n'est pas un mode de papillonnage
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au sens du chapitre II1I. Ceci implique, comme le montre la figure
(I.6), qu'un modile d'onde plane est incapable de reproduire ce
maximum. Par ailleurs, plusieurs remarques sont & dégager sur le plan
physique :

- comme indiqué au chapitre III, le second mode du T2a n'est
pratiquement pas couplé électriquement dans l'air. Le
rayonnement entrafne, dans 1l'eau l'apparition d'un couplage
trés important,

- le glissement de fréquence dfi au fluide est de 14.07%,

- dans la colonne matrice n'apparait qu'une seule zone
d'amplitude de déplacement minimale, alors que le mode
propre associé contient deux plans nodaux. Cet effet peut
s'expliquer par le glissement de fréquence dont 1l'importance
est suffisante pour faire 'sortir" le second plan nodal par
le cdté pavillon de la structure.

Le troisiéme maximum, situé & la fréquence normée théorique de
3.10, correspond lui au premier mode de papillonnage du Tonpilz. La
figure (V.9) montre & cette fréquence un mouvement en opposition de
phase du centre et du bord de la face parlante, avec une amplitude
nettement plus importante sur le bord. Par ailleurs la colonne motrice
contient deux zones trés marquées de déplacement minimal,
correspondant aux deux plans nodaux du mode propre associé. Le

glissement de fréquence dii au fluide est de 12.0 %.

Enfin, le quatriéme mode, & la fréquence normée théorique de 4.50
correspond au troisiéme mode de dilatation compression du Tonpilz. La
colonne motrice contient trois zones de déplacement minimal
correspondant aux trois plans nodaux du mode propre associé, alors que
la figure (V.9) montre un mouvement du bord en opposition de phase
avec celui du centre et une partie réelle du champ de déplacement
pratiquement nulle. Le glissement de fréquence est, cette fois, trés
faible, de l'ordre de 1%. Ce point est commenté ultérieurement, en
(v.2.2.¢).

Le deux minimas trés marqués (99db et 105db) sont aux fréquences
normées théoriques de 2.25 et 4.12. L'examen de la figure (V.9) montre
qu'ils coincident avec deux annulations simultanées des composantes
réelles et imaginaires du déplacement normal au centre et au bord au
pavillon, i.e & une face parlante complétement immobile. Ils sont en
fait associés A& l'apparition dans le transducteur d'un plan nodal
supplémentaire qui, en supprimant au niveau du pavillon le mouvement
de dilatation-compression, fait disparaitre également le mouvement de
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flexion. En conséquence, la présence de ces minimas trés marqués est
inhérente au principe de fonctionnement du Tonpilz et ne peut €tre
éliminée par des modifications de conception (dimensions, nature des
matériaux...).

Cette analyse, présentée ici en détail, a été réalisée pour
plusieurs transducteurs. Elle conduit systématiquement aux mémes
corrélations et souligne toujours l'importance des modes propres du
transducteur et de 1'apparition de plans nodaux supplémentaires.

V.2.2.b) Comparaison des résultats théoriques et
expérimentaux

Le G.E.R.D.S.M. a réalisé plusieurs caractérisations
expérimentales du transducteur T2a nominal. Lles premiéres
correspondent & un transducteur maintenu dans le boitier cylindrique
par 1'électrode porteuse. Cette technique, efficace au voisinage du
mode fondamental pour lequel le plan nodal coincide pratiquement avec
1'électrode, s'avére beaucoup moins intéressante pour une étude dans
une bande de fréquence large puisque, pour certaines fréquences,
1'électrode va cofncider avec un ventre de vibration. Or, 1la mise en
vibration du boftier par le mouvement de 1'électrode porteuse peut,
comme indiqué en (V.1.1), perturber fortement le rayonnement du
transducteur. Aussi, pour minimiser cet effet, la derniére
caractérisation correspond & un transducteur seulement maintenu, au
niveau de la contremasse, par un amortisseur en caoutchouc, et, au
niveau du pavillon, par le caoutchouc d'étanchéité. Les résultats

R_et C

expérimentaux reportés sur les courbes de variation de Sy» p P

correspondent 3 cette derniére situation.

Du point de vue de la réponse en tension, on constate que les
courbes théorique et expérimentale sont trés semblables, présentant
les mémes structures, pratiquement aux mémes fréquences. Les écarts
relatifs sur les fréquences des quatres maximas sont respectivement de
6%, 7%, 3% ete 6%. Seul 1'écart sur le premier mode peut demander une
analyse plus fine car il est de signe contraire & 1'écart obtenu pour
le méme mode dans l'air, les deux écarts étant, de ce fait,
cumulatifs. Toutefois, l'examen de la figure (V.l) montre que, en
basse fréquence, l1l'effet du fluide sur la structure, associé
physiquement & la notion d'impédance de rayonnement, est beaucoup plus
important pour la situation modélisée que pour la situation
expérimentale et peut justifier qualitativement cet écart. Pour ce qui
concerne le niveau, on note un accord raisonnable, avec des écarts de
l'ordre de 1 & 2 décibels sauf pour les premidre et troisiéme
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résonances. Toutefois, comme discuté en (V.1.2), 1l'écart peut alors
€tre attribué & un rendement électroacoustique faible. Or, de fait, le
rendement électroacoustique mesuré pour ces deux fréquences vaut, dans
les deux cas, 25%, et peut donc justifier un écart maximum de 12
décibels (-20 logn), largement suffisant pour étayer notre
interprétation.

Les courbes de Rp et CP conduisent 3 des conclusions voisines,
les structures étant bien reproduites, & la bonne fréquence, mais avec
des valeurs numériques qui peuvent €tre assez différentes. Pour Rp,
les écarts sur les minimas s'interprétent aussi en termes de
rendement, comme expliqué en (V.1.2). Par contre, l'écart dans la
région comprise entre les deux premiéres résonances est associé & la
condition de baffle. En effet, la mé&me analyse théorique réalisée avec
une condition de baffle mou donne, dans cette gamme, une résistance Rp
calculée supérieure 3 la résistance mesurée. Pour Cp, deux points sont
34 noter. Le premier est l'apparition sur la courbe théorique d'une
petite bande de fréquence pour laquelle la capacité est négative. Il
s'explique trés bien & 1'aide des schémas équivalents de la section
(V.1.2) et s'observe expérimentalement pour d'autres transducteurs. Le
second est le fait que 1l'oscillation de Cp au passage par les
résonances est nettement plus importante théoriquement. Cet effet peut
€tre relié en principe aux valeurs minimales de Rp puisque, au passage
par la résonance, la capacité motionnelle ramenée par le
transformateur est inversement proportionnelle & la résistance.

En conclusion, l'accord obtenu paraft raisonnable, compte tenu
des réserves posées dés le début de la comparaison, dans la section
(v.1). La qualité des résultats est de toute fagcon suffisante pour
valider 1l'interprétation proposée pour le comportement du transducteur
et pour permettre un véritable travail de conception. L'étude
ultérieure d'un transducteur de meilleur rendement confirmera ces
divers points.

V.2.2.c) Exploitation des diagrammes de directivité

Comme indiqué en (V.1.1), le choix d'une condition de baffle dur
interdit la comparaison des diagrammes de directivité calculés et
mesurés. Néanmoins, la comparaison des diagrammes calculés par
éléments finis & ceux déduits de 1l'équation (IV.117) pour un piston
rigide est instructive. Cette comparaison est réalisée sur la figure
(v.13) pour différentes fréquences. On constate en effet que 1la
déformation par flexion de la face paflante du pavillon perturbe la

.

directivité de fagon notable & partir de la valeur 3.0 de la fréquence
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Figure V.13

. Diagrammes de directivité du T2a en baffle dur . Les

figures de gauche proviennent d'un calcul par &léments
finis, les figures de droite d'un calcul par méthode

mixte . ( —w—w—— E.F., ou méthode mixte,

formule analytique) .

321







normée. Ce point, déjd mentionné par J.L. BUTLER et al [60],
s'interpréte évidemment & 1'aide de l'opposition de phase entre le
centre et le bord du pavillon. En particulier, si la ligne nodale
séparant les deux zones de phases opposées découpe la surface du
pavillon en deux parties égales, la vitesse volumique devient trés
faible et on doit obtenir une forte diminution de la pression rayonnée
dans l'axe du transducteur, ce que confirment les deux derniers
diagrammes. Ce résultat est également confirmé par la faiblesse du
niveau de la réponse en tension pour la quatriéme résonance, alors que
le gain de S, di & la directivité seule est alors de plus de 10db
par rapport & la résonance fondamentale. Enfin, il peut étre associé a
la trés faible valeur du glissement de fréquence de la quatriéme
résonance.

V.3 ANALYSE DE LA REPONSE DU TRANSDUCTEUR T2b

Le Tonpilz T2b est décrit dans la section (III.2.c). Les pages
suivantes présentent l'analyse de son comportement et de l'influence
du type d'excitation électrique sur sa réponse en tension.

V.3.1 Définition du maillage

Le maillage utilisé est & symétrie axiale. Le maillage de la
structure est le méme que celui décrit dans la section (III.3.c), qui
contient 61 éléments et 226 noeuds. R, étant calculé pour une
fréquence maximale de 5.7, le maillage fluide, représenté figure
(V.14) contient :

- 4 éléments interface & 3 noeuds,
- 48 éléments fluides quadrilatéres isoparamétriques a 8
noeuds,

8 éléments rayonnants a 3 noeuds,
169 noeuds (donc 169 degrés de liberté).

Le baffle dur est représenté par une condition de flux nul sur les
segments appropriés.

V.3.2 Analyse du comportement du T2b pour une excitation
électrique normale

La figure (V.15) présente les variations avec la fréquence de la

réponse en tension du T2b. Comme pour le T2a, elle est caractérisée
par une succession de maximas et de minimas trés prononcés, dont les
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Figure V.14 . Maillage du T2b immergé. Dans le transducteur, seul

le maillage du pavillon est représenté .
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fréquences calculées ou mesurées sont, respectivement, trés proches.

Le premier maximum, & la fréquence normée de 0.922 est associé au
premier mode de dilatation-compression du T2b, Le glissement de
fréquence dii au fluide est de 7.8%. Le second maximum, & la fréquence
normée de 2.27, est associé au second mode de dilatation-compression.
Le glissement de fréquence est, cette fois, nul. Enfin, le troisiéme
maximum est associé au premier mode de papillonnage. Sa fréquence
normée vaut 4.73 et a subi un glissement de 7.6%. Les représentations
schématiques du champ de déplacement fournies pour ces trois
fréquences par la figure (V.16) confirment l'identification proposée
par la corrélation existant entre les zones de déplacement minimal du
transducteur immergé et les plans nodaux du transducteur résonnant
dans 1'air. Par rapport au T2a, il est intéressant de noter que le
troisiéme mode de dilatation-compression, dont la fréquence propre est
3.79, ne semble pas couplé électriquement lorsque le transducteur est
immergé et ne fournit pas de maximum. Enfin, comme pour le T2a, les
minimas trés prononcés sont associés & l'entrée dans le transducteur
d'un plan nodal supplémentaire.

Du point de vue de la comparaison & l'expérience, 1l'accord est de
méme qualité que pour le T2a, les différences essentielles concernant
les niveaux des premiére et troisiéme résonances. L'interprétation de
ces écarts peut alors se faire, de nouveau, en termes de rendement
électroacoustique. ‘

V.3.3 Analyse du comportement du T2b pour une excitation
différenciée des céramiques

Si on considére, sur la figure (I11.8) par exemple, les
déformations relatives des différentes céramiques d'une colonne
motrice, on constate que, suivant les positions que ces céramiques
occupent par rapport aux plans nodaux, elles peuvent €tre de signes
opposés . Certaines céramiques sont ainsi en état de compression alors
que d'autres sont en état de dilatation. Or, 1'excitation électrique
classique consiste & appliquer la méme différence de potentiel &
toutes les céramiques. On peut donc penser que, suivant la position et
la fréquence, l'effet de cette excitation est constructif ou
destructif par rapport au mouvement d'ensemble de la colonne motrice.
Pour modifier ce point, 1'idée proposée par le G.E.R.D.S.M. [140]
consiste, suivant le mode que l'on veut privilégier, & différencier
par opposition de phase 1'excitation des céramiques compte tenu des
positions qu'elles occupent par rapport aux plans nodaux, les plans
nodaux ayant été repérés initialement par une analyse modale par
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éléments finis ou, s8i le transducteur existe déja, par une analyse des
phases des différences de potentiel induites sur les céramiques par
une excitation sonore du Tonpilz utilisé comme récepteur. Le bien
fondé de cette proposition est confirmé par les figures (V.18) a
(v.22) qui comparent les courbes de variation des réponses en tension
calculées et mesurées pour les différentes excitations électriques
décrites sur la figure (V.17) et par le tableau ci-aprés qui met en
évidence les couplages électriques forts par une analyse modale en
antirésonance. On constate en effet que la répartition et 1l'amplitude
des extr@mas des courbes de réponse sont largement affectées par le
type de 1l'excitation électrique utilisée, favorisant ainsi 1'une ou
1l'autre bande de fréquence.

Dans le premier cas, noté (1-7/8-13) par référence a 1la
numérotation des groupes de la figure (IV.17), le maximum associé au
mode fondamental est fortement réduit, la totalité des céramiques de
la colonne motrice étant soit en état de compression, soit en état de
dilatation. Par contre, le maximum associé au second mode de
dilatation-compression est, lui, fortement renforcé, la séparation
entre les deux zones d'excitations opposées coincidant avec 1la
séparation entre les zones de dilatation et de compression. Il en est
de méme pour le mode de papillonnage, le troisiéme mode de dilatation-
compression restant, lui, non couplé. La figure (V.23) illustre cette
interprétation, de méme que la colonne (1) du tableau suivant.

Dans le second cas, noté (1-3/4-13), le premier mode reste
raisonnablement couplé alors que le second est renforcé par la
répartition de l'excitation. Toutefois, c'est le troisiéme mode de
dilatation~-compression, situé 3 la fréquence normée de 3.72, qui
bénéficie le plus de cette nouvelle répartition. Cette derniére
remarque est encore plus vraie dans le cas de l'excitation (1-3/4-
10/11-13), la figure (V.23) confirmant que, cette fois, 1l'adéquation
entre la répartition de l'excitation et les zones de dilatation ou de
compression est quasi parfaite. Les mémes interprétations peuvent
évidemment &€tre développées pour les deux derniers cas.

I1 est intéressant de noter, du point de vue du comportement du
transducteur, que les fréquences correspondant aux minimas des courbes
de réponse dépendent nettement du‘mode d'excitation. Ainsi le premier
minimum est & la fréquence 2.00 pour l'excitation normale et
l'excitation (1-3/4-10/11-13), & la fréquence 1.25 pour les
excitations (1/2-9/-10-13) et (1-7/8-13 & la masse), & la fréquence
2.75 pour l'excitation (1-3/4-13) et enfin & 1la fréquence 3.60 pour
l'excitation (1-7/8-13). Par ailleurs, il faut remarquer que les
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Analyse modale du T2b avec excitations différenciées des céramiques.
Calcul des fréquences d'antirésonance (méme norme qu'en (II.4.2)).

Antirésonance
N° | Nature du mode Résonance
(1) (2) (3) (4)
1 ler mode dil.
comp. 1.01 1.01 1.09 1.01 1.01
2 2e mode dil.
comp. 2.35 2.68 2.39 2.36 2.49
4 3e mode dil.
comp. 3.80 3.80 3.94 4.23 3.94
5 ler papillon-
nage 5.11 5.23 5.12 5.11 5.13
7 4e mode dil.
comp. 6.03 6.04 6.04 6.11 6.04
(1) : excitation 1-7/8-13
(2) : excitation 1-3/4-13
(3) : excitation 1-3/4-10/11-13
(4) : excitation 1/2-9/10-13

Ces valeurs sont calculées avec une tige de masse volumique réduite 2
1/100 (cf (V.1.3)).
couplages électriques forts induits par modification de l'excitation

électrique.

Les valeurs soulignées correspondent & des
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les déformations de la colonne motrice sous excitation différenciée
présentent des irrégularités que ne produit pas l'excitation normale.
Ce fait est démontré, par exemple, par la figure (V.24) qui montre la
déformation du T2b sous 1l'excitation (1-7/8-13) & la fréquence normée
de 2.18.

Du point de vue de la comparaison entre résultats numériques et
expérimentaux, les courbes (V.18) & (V.22) témoignent d'un accord
remarquable quant 3 la description des différentes structures, maximas
et minimas, et & leurs fréquences. En outre, l'accord sur les niveaux
est en général meilleur que pour le T2a ou le T2b & excitation
normale, ce qui justifient des valeurs du rendement électromécanique

mesuré assez élevées.
V.4 APPLICATION DE LA METHODE MIXTE

La méthode mixte, telle qu'elle est décrite dans la section
(111.6), peut évidemment étre’appliquée auprobléme du rayonnement d'un
transducteur Tonpilz. Dans ce cas, comme en (I111.6), 1l'ensemble de 1la
colonne motrice est analysé par onde plane, le déplacement normal de
1l'interface entre colonne motrice et pavillon est supposé uniforme et
égal & Uy et la force E de 1'équation (IV.89) est remplacée par un
vecteur 3 une seule composante :

avec les notations des équations (III.1) & (II1.4). La technique de
résolution est alors la méme qu'en (IV.4.3.b). La substitution arriére
dans le modéle d'onde plane, qui fournit le champ de déplacement en
tout point de la colonne motrice, est menée comme pour une analyse
modale mais en tenant compte, cette fois, du caractére complexe du
vecteur Ud'

Pour chacun des cas étudiés dans ce chapitre, la détermination de
la réponse en tension a été reprise par la méthode mixte avec le méme
maillage du domaine fluide que pour le calcul complet par éléments
finis. La figure (V.13) présente ainsi le maillage utilisé par méthode
mixte pour le T2b. La comparaison avec les résultats obtenus par
éléments finis est réalisée sur les figures (V.8), (V.15) et (V.18) &
(v.22). Pour le T2b, 1l'accord est parfait. Pour le T2a, le niveau du
second maximum et la fréquence du second minimum sont légérement
différents (+ 2db pour le niveau, + 3% pour la fréquence), mais,
globalement, 1l'accord est aussi bon. Enfin, la figure (V.10) compare
les champs de déplacement du pavillon obtenus avec les deux approches
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pour les fréquences 0.81, 2,02, 3.17 et 4.68. Ils sont identiques. De
plus, 1'économie de ressources informatiques réalisée par rapport & un
calcul complet par éléments finis est considérable, plus importante
encore que pour l'analyse modale de la section (1I11.6). Typiquement,
un facteur quatre ou cinq est gagné sur la taille des tableaux et le
temps CPU de 1l'assemblage, un facteur deux ou trois sur le temps CPU
de la résolution, & nombres de degrés maitres fluides identiques. La
qualité des résultats et l'importance de 1l'économie peuvent justifier
pleinement un recours systématique & cette méthode.

V.5 CONCLUSION

L'analyse détaillée du fonctionnement des Tonpilz T2a et T2b en
condition de rayonnement montre que :

- les courbes de réponse en tension présentent des structures
importantes. Les maximas sont associés sans ambiguité aux
différents modes de résonance du transducteur. Les minimas
correspondent & l'entrée dans la structure de plans nodaux
supplémentaires et sont inhérents au Tonpilz.

- les fréquences des modes du transducteur peuvent étre
fortement modifides par l'effet du rayonnement, des
glissements de 20% en valeurs relatives ayant été obtenus.

- les champs de déplacement fournis par 1l'analyse modale sont
trés semblables & ceux calculés dans les conditions de
rayonnement. En particulier, les effets de papillonnage
apparaissent & des fréquences souvent assez basses et
peuvent exclure le recours & l'analyse par onde plane
uniquement.

- certains modes non couplés dans l'air se couplent fortement
lorsque le transducteur est immergé.

- une excitation différenciée des céramiques de la colonne
motrice permet de modifier notablement les fréquences et
niveaux des maximas de la courbe de réponse en tension.

- le papillonnage du pavillon peut modifier complétement la
directivité du transducteur, suivant la position des lignes
nodales sur la face parlante.

Ces résultats, qui fournissent une interprétation compléte du
comportement du transducteur Tonpilz dans une large gamme de
fréquence, vont aider & la conception de dispositifs nouveaux en
permettant de s'affranchir des limites classiques des modéles de
schémas équivalents ou d'onde plane. Par ailleurs, ils constituent une
importante validation du code ATILA en montrant qu'il est capable de
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reproduire en détail et aux mémes fréquences toutes les structures
d'une courbe de réponse en tension. Ils en indiquent aussi une limite,
liée au probléme de rendement électroacoustique, due & 1l'ignorance des
effets de dissipation interne. Enfin, la méthode mixte parait &tre le
meilleur compromis précision/cofit chaque fois que la colonne motrice
présente un caractére unidimensionnel marqué.
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CONCLUSION

Les résultats obtenus lors de cette thése ont conduit au
développement du code ATILA dont ce rapport présente les principes et
les applications essentielles. Ce code permet la modélisation & 1'aide
de la méthode des éléments finis de transducteurs piézoélectriqﬁes
rayonnant ou non dans un fluide environnant. La géométrie des
structures étudiées peut €tre quelconque, & symétrie axiale ou
réellement tridimensionnelle. Les champs représentés par les
interpolations classiques de la méthode des éléments finis sont le
déplacement dans la partie élastique, le potentiel électrique dans la
partie piézoélectrique et la pression dans le fluide. Le déplacement
et le potentiel électrique sont couplés dans le volume piézoélectrique
par les équations constitutives du matériau. Le déplacement et la
pression sont couplés en tout point de 1l'interface fluide-structure
par les relations de couplage dynamique et cinématique. Enfin, le
rayonnement est pris en compte en imposant sur une surface sphérique
qui entoure le maillage fluide une condition de non-réflexion, exacte
en champ lointain, bien adaptée au probléme de projecteurs isolés de
type monopolaire, i.e & vitesse volumique non nulle.

Ce code permet l'analyse modale ou harmonique de structures
mécaniques ou électromécaniques dans l'air, la résolution de problémes
de couplage fluide-structure en espace fermé ou ouvert et, en
particulier, 1l'analyse harmonique de transducteurs piézoélectriques en
condition de rayonnement. Dans tous les cas évoqués, il a été testé
avec succés par rapport & d'autres résultats numériques ou analytiques
ou par rapport & des mesures, réalisées en particulier au G.E.R.D.S.M.
Plusieurs transducteurs Tonpilz ont notamment servis & la validation
en permettant de montrer que le code reproduit correctement leurs
réponses en tension dans de larges gammes de fréquence. Par ailleurs,
P. TIERCE [53] et R. BOSSUT [56] ont réalisé avec succés les mémes
validations, respectivement pour un transducteur Isabelle et pour des
anneaux de céramique & immersion libre. Le code est donc actuellement
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opérationnel et prét & aider & un travail de conception de
transducteurs nouveaux. Avec des approches souvent différentes, il

permet de réaliser les multiples applications des codes américains
évoquées en introduction et il a fourni, & notre connaissance pour la
premiére fois, les résultats d'une simulation tridimensionnelle d'un
transducteur rayonnant [51]. Dans ce dernier cas, la méthode mixte,
qui allie la simplicité d'une analyse par onde plane aux nombreuses
possibilités des éléments finis, s'avére trés utile.

Du point de vue de l'acoustique, l'analyse détaillée du
fonctionnement du Tonpilz a été réalisée dans une large bande, bien au
deld de sa gamme de fréquence habituelle. Aprés avoir explicité le
probléme de l'interaction entre le mouvement de dilatation-compression
de la colonne motrice et le mouvement de flexion du pavillon, mettant
en évidence les modes de papillonnage, et prouvé l'existence des modes
de tige, nous avons identifié l'origine des nombreuses structures des
courbes de variation de la réponse en temnsion en fonction de la
fréquence. Ainsi, les maximas sont directement reliés aux modes de
résonance et les minimas profonds & l'introduction dans le
transducteur de plans nodaux supplémentaires, effets qui sont
inhérents & la structure Tonpilz. Enfin, sur une idée proposée par le
G.E.R.D.S.M., nous avons analysé les possibilités d'une excitation
électrique différenciée des céramiques, vérifiant ainsi que les
variations avec la fréquence du niveau d'émission peuvent, dans une
large mesure, étre ajustées. Hormis la compréhension qu'elles
apportent, ces conclusions sont intéressantes car elles prouvent
l'efficacité de ces simulations numériques dans une opération de
conception.

D'autres applications ou extensions de la méthode et du code sont
d'ores et déja a 1'étude : analyse de l'interaction entre deux
transducteurs, modélisation de transducteurs utilisant des flexions de
coques minces, modélisation d'antennes linéaires, analyse des effets
de baffle ou de boftier... Par contre, d'autres problémes ne sont
actuellement qu'au niveau de l'approche théorique. L'un d'eux est la
prise en compte des pertes internes dont l'influence sur les valeurs
des niveaux d'émission et des impédances est trés importante au
voisinage des résonances. Si leur traitement par éléments finis est,
dans certains cas, classique [21,45], la mesure des paramétres
caractéristiques des matériaux est souvent difficile, de méme que
l'identification des pertes associées aux interfaces. L'autre
probléme, plus fondamental, est la possibilité d'analyser des
dispositifs de grandes tailles : antennes comportant plusieurs
dizaines de projecteurs, ddmes SONAR... En 1'état actuel avec des
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ressources informatiques classiques, ces problémes sont hors de
portée. Toutefois, du point de vue structure, gridce & la méthode mixte
par exemple, des solutions sont envisageables aisément. L'effort doit
donc porter sur la prise en compte du rayonnement, & l'aide d'éléments
rayonnants d'ordres plus élevés (dipolaires...) [54-56,112] ou des
développements récents des méthodes d'équations intégrales
[128,129,141].
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ANNEXE 1

DEFINITION DES CARACTERISTIQUES CLASSIQUES D'UN PROJECTEUR

PIEZOELECTRIQUE D'ONDES SONORES

Cette annexe a pour objectif de rappeler les définitions des
grandeurs physiques qui caractérisent un projecteur d'ondes sonores
utilisé dans un systéme SONAR, en particulier de celles qui sont
déterminées & 1'aide du code ATILA. Une discussion détaillée de leurs
significations et des moyens mis en oeuvre classiquement pour les
mesurer peut €tre trouvée dans le livre de R.J. BOBBER [114] ou dans

les rapports correspondants de 1'AMERICAN NATIONAL STANDARD [142].
a) la réponse en tension ou réponse par volt S,

Loin d'un transducteur, l'onde de pression qu'il rayonne est une
onde sphérique divergente qui semble provenir d'une source ponctuelle,
le centre acoustique. L'amplitude de cette onde décroit alors suivant
la loi classique en inverse de la distance. Par ailleurs, la pression
émise par le transducteur est souvent une fonction rapidement variable
de la direction d'émission. Elle présente un maximum dans une
direction déterminée appelée axe principal du transducteur. Enfin, si
le comportement du transducteur est linéaire, 1l'amplitude de l'onde de
pression est directement proportionnelle & la valeur de la tension
appliquée & l'entrée. Compte-tenu de ces remarques, on appelle réponse
en tension ou réponse par volt S, le rapport de la valeur de la
pression acoustique 3 une distance de référence donnée du centre
acoustique, dans la direction de 1l'axe principal, et de la valeur de
la tension appliquée & l'entrée du transducteur. En général, 1la
distance de référence est prise égale & un métre, méme s8i & cette
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distance la condition de champ lointain n'est pas remplie. Dans ce
cas, la valeur de la pression utilisée est une valeur effectivement
mesurée ou calculée dans le champ lointain et ramenée & un métre par
une régle de trois immédiatement déduite de la loi en inverse de la
distance. Par ailleurs, la pression est souvent repérée sur une

échelle logarithmique par rapport & une pression de référence p,,
généralement un micropascal (1 pPa), suivant la relation :

P
Po

En conséquence, la réponse en tension S, s'exprime en décibels,
référence un micropascal par volt (1 uPa/V), & un métre.

La réponse Sv d'un projecteur est une fonction souvent rapidement
variable de la fréquence d'émission. Enfin, dans certains cas, elle
peut étre déterminée dans une direction caractéristique différente de
celle de l'axe principal mais la mention doit alors en étre
explicitement faite.

b) le niveau d'émission S

Le niveau d'émission d'un transducteur est la valeur de
1l'intensité sonore qu'il émet dans la direction de son axe principal,
déterminée & la distance de référence de un métre (avec les réserves
faites en a). 11 s'exprime le plus souvent en décibels par rapport a
un niveau de référence égal 2 6.6 10°1% w/m? (intensité d'une onde
plane de pression efficace 1 uPa se propageant dans 1l'eau). Si u est

la tension efficace appliquée & l'entrée du transducteur, on a :
Sy = S = 20 logjg u (A.1.2)

v

A partir de cette définition et par analogie avec (A.1.2), on peut
introduire la réponse en courant S; :

ot i est 1'intensité du courant entrant dans le transducteur, et la
réponse en puissance Sy : '

Sy = S - 10 logjo W (A.1.4)

ol W est la puissance électrique fournie au transducteur.
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¢) le diagramme de directivité

L'intensité sonore émise par un transducteur est une fonction
variable de la direction d'émission. Cette fonction est souvent
exprimée par rapport & un systéme de coordonnées sphériques dont 1'axe
est 1'axe principal du transducteur. Elle s'exprime donc comme une
relation du type £(0,4), appelée fonction de directivité. Si, & partir
d'une origine, on reporte dans la direction (6,¢) un vecteur dont le
module est proportionnel & £(6,¢), 1l'extrémité du vecteur décrit la
surface de directivité. Enfin, la courbe obtenue en coupant la surface
de directivité par un plan qui contient l'axe principal est le

diagramme de directivité.
d) l'index de directivité D;

Le facteur de directivité d'un transducteur Ry se calcule suivant
la relation :

21 W

Rg =41/ [ [ £2 (6,6) sin 0 do d¢ (A.1.5)
0 0

L'index de directivité D; est défini par :

D; = 10 logyqy Ry (A.1.6)

Pour un transducteur réel, Rg et D; sont déduits d'une intégration
graphique de la fonction de directivité mesurée.

e) l'impédance électrique
On adopte souvent une représentation électrique équivalente de

1'impédance du transducteur, vue entre les bornes d'entrée, suivant le
schéma :

L.
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Rp et cp sont respectivement la résistance paralléle et la capacité
paralléle du transducteur.

£) Puisesances et rendement

La puissance électrique P, fournie par la source au transducteur
est liée & 1la tension d'excitation e et & la résistance paralléle
par :

P = ___ (A.1-7)

La puissance acoustique totale P, s'obtient en intégrant
1'intensité acoustique rayonnée sur toute sphére entourant le
projecteur, si on néglige les pertes de propagation dues a
1'absorption par le fluide. Elle est liée au niveau d'émission S par :

S = 10 log P, + D; + 171 b+ (A.1.8)

Le rendement électroacoustique du transducteur n est le rapport
de la puissance acoustique 3 la puissance électrique :

Pa

n=_— (A.1.9)
Pe

On déduit de cette définition les relations :

10 logygn = S - D; - 10logyy P, - 171 db (A.1.10)
et :
10 logygn = S, - Dy + 10 logyg R, - 171 db (A.1.11)
ou :
10 logygn = S; = D; = 10 logjoRy, - 171 db (A.1.12)

+ Les 171db proviennent d'une part du logarithme décimal de la valeur
de l'intensité de référence et, d'autre part, du logarithme du facteur
41 qui norme Rg.
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ANNEXE 2

LES CERAMIQUES FERROELECTRIQUES : RELATIONS CARACTERISTIQUES

ET MESURE DES CONSTANTES PHYSIQUES

A.2.1 RELATIONS CONSTITUTIVES POUR UN MATERIAU PIEZOELECTRIQUE

Dans un matériau piézoélectrique les tenseurs de déformation et
de contrainte [S] et [T] et les vecteurs champ électrique et
excitation du champ électrique § et D sont liés entr'eux par quatre
couples équivalents de relations constitutives [3,83]. Choisissant,
par exemple, les variables indépendantes [S] et E, on a :

. .E .
Ti5 = 151 Sk1 ~ ekij Ex

Dy = ejy1 Sy *+ €15 E;

(a.2.1)
o [cE] est le tenseur d'ordre 4 des rigidités & champ électrique
constant, [e] est le tenseur d'ordre 3 des constantes
piézoélectriques, [c5] est le tenseur d'ordre 2 des constantes
diélectriques & déformation constante. En fait, les propriétés
remarquables des tenseurs [S] et [T] permettent de condenser leurs
notations sous forme de vecteurs & 6 composantes {83]. La relation
(A.2.1) devient alors :

= oE -
Ti cij Sj eji Ej
D, =e;. S +g$. E.
i i3 7j ij ~j

(A.2.2)
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les éléments cEj et e;; se déduisant trés simplement des éléments
c%jkl et e;,q- Si on choisit comme variables indépendantes [s] et D,
on substitue & (A.2.2) la relation :

= D -
Ty = cy5 85 = hyy Dy

= = S
E; hij Sj + Bij Dj
(A.2.3)

Si on choisit [T] et E :

. .E
Si sij Tj + dji Ej
D. =d.. T. + €1, E.
i ij 7] ij 73
(A.2.4)

Enfin, si on choisit [T] et } :

D
. = . + . .
5i = 835 Ty *+ 851 Dy
E, = ~-g.. T. + BT. D.

i ij 73 ij 7j
(A.2.5)

by

Compte tenu de l'équivalence entre les quatre couples (A.2.2) &
(A.2.5), les différentes constantes sont reliédes comme suit :

a)
- - E
dpi = €nm Bni = emj°5ji
= gl =h_,.s? =123
8mi Bnm.dni mj'sji avec m,n a
= S = E I =
€ni = €om-Pni dmj‘cji i,j 146

(A.2.6)
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D _ _E _

855 = 855 ~ 9mi-8nj

cfj = (-1)(i+j). A:?/ASE avecm = 1 & 3
D _ E .

€ij €13 + emj'hmi 1,] 1ae6

ey = (1D 480 peD
(A.2.7)
c)
I = (~1)(mtn) pET/peT
ein = egn - dj-ens avec m =1 & 3
B> = 8T +g ..h . 1=126
B3 = (-1)(m¥n) 48/ ,e8
(A.2.8)

ot A¥ est le déterminant de la matrice [x] et A?j le mineur de la méme

matrice obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j.
A.2.2 CAS D'UNE CERAMIQUE FERROELECTRIQUE

Les céramiques ferroélectriques sont des composés obtenus par
frittage d'oxydes et de sels de plomb, de zirconium et de titane
[143]. Aprés polarisation, réalisée en soumettant la céramique & un
champ électrique élevé (quelques dizaines de kV/cm), généralement &
une température proche de la température de Curie, apparait un effet
piézoélectrique, la symétrie des tenseurs caractéristiques étant alors
celle de la classe 6mm [3]. Si on adopte la présentation générale qui
regroupe les trois tenseurs dans une notation symbolique matricielle
unique, on a donc dans ce cas :
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p— —
® o . e . .
termes :\\b I v e . . . x
élastiques t—. ? \' : ;/ :
termes o e e s . « . termes
piézoélectriques « v e ‘//f . ?\\‘ . diélectriques
L.—-. [ . . . . . ®

(A.2.9)

les petits points indiquant des termes nuls, les lignes joignant des
termes égaux et la croix représentant, suivant les cas, 2 (811'812) ou
(cll-clz)/Z. Comme on le voit, seul l'axe Ox3, qui est l'axe de
polarisation, est privilégié, le matériau étant isotrope dans le plan
Oxx,. La céramique étant un matériau fritté, donc moulé, et l'axe de
polarisation étant défini par la ‘direction du champ électrique
polarisant, elle permet la réalisation de composants piézoélectriques
originaux, par exemple des sphéres creuses ou des anneaux &
polarisation radiale. Les propriétés d'une céramique sont trés
sensibles 3 de nombreux paramétres extérieurs [3] : température,
précontrainte axiale, pression hydrostatique, champ électrique élevé,
vieillissement..., cette sensibilité pouvant compliquer notablement
leur emploi. Néanmoins, le fort couplage electromécanique qui les
caractérise les a fait préférer & tous les autres matériaux dans la
fabrication des projecteurs que nous étudions.

A.2.3 CARACTERISATION DES CERAMIQUES PIEZOELECTRIQUES

La détermination par éléments finis de modes dont le champ de
déformation est complexe implique la connaissance des dix coefficients
de la matrice (A.2.9), dont seuls quelques termes trés utiles (333,
dsq, 533) sont, en général, mesurés par le fabricant. D'autre part, a
cause de la grande sensibilité des paramétres du matériau aux effets
extérieurs et de la technique de fabrication, la dispersion des
valeurs peut étre grande (de 2 ou 3% & 20% pour certains
coefficients). Il est donc important, dans une phase de conception
d'un transducteur, de savoir mesurer, rapidement et avec une bonne
précision, l'ensemble des dix coefficients. Pour cela la méthode
classique, dite méthode de Mason [3,4,37], préconisée par les "IRE
standards ou piezoelectric crystals" [144], consiste en une mesure de
1'impédance ou de 1'admittance d'échantillons de céramique dont la
géométrie a été choisie pour privilégier certains modes de vibration.
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A 1l'aide des fréquences de résonance ou d'antirésonance et des
capacités HF et BF les diverses caractéristiques recherchées peuvent
alors étre atteintes.

A titre d'exemple, considérant le barreau représenté ci-dessous
dont les dimensions transversales w et t sont trés faibles devant la

&lectrode

longueur 1, on peut admettre que, pour ses premiers modes propres de
dilatation-compression, seules les composantes T; et E; des vecteurs [
et £ sont non nulles. Alors :

3D,
—— =0 (A.2.10)
8x3

et :
2 2

p = = (AQZ. 11)
at2

D 2
3X3 533 3x3

ol y est le vecteur déplacement. On en déduit :

WXy WXy
u3(x3) = A co§ — + B sin — (A.2.12)
c c
avec :
c=(p 333)'1/2 (A.2.13)

A l'antirésonance, Dy est nul. La condition aux limites :
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T3(0) = T3(1) =0 (A.2.14)

devient :

3u3 3u3

— = | =0 (A.2.15)

BX3 X3=0 aX3 X3-1

d'ol
wl

sin — =0 (A.2.16)
c

Les fréquences d'antirésonance f_ vérifient donc :

(o

fa = n— (A.2.17)
21

A la résonance, la différence de potentiel appliquée est nulle, i.e :

1 .
JO E3.dX3 =0 ) (A02o18)

On en déduit :

2
£33 wl wl . £33
—— [ Acos — + B sin — A ] = (B3, + —— ) Dal
33 3
sD c c sD
33 33
(AOZU 19)
d'od, avec les conditions (A.2.14) :
kl
tg —
2 1
= (A.2.20)
2
k1 k33
2
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T D
1 B33 833
_— ] (A.2,21)
2 2
k3s3 833

Notant f_, et f ., les fréquences fondamentales d'antirésonance et de

résonance, on a finalement :

2 T fro fro
k = — cotg
33 2
fao fao
D _ 2 2
833 1/4p 1 fao

(A.2.22)

et, en couplant les premiéres relations de (A.2.6) et (A.2.7) :

D
£33
s33 = (A.2.23)
1-k2
33
Ainsi, la mesure de f et f_ ro pour cette éprouvette particuliére nous

donne k33, 333 et 533 La méme procédure peut é€tre employée pour
d'autres géométries simples (différents barreaux, plaques, disques,
anneaux...) et permettre d'atteindre d'autres caractéristiques ou de
recouper des valeurs déji mesurées. Le tableau de la page suivante
présente un jeu de cas possibles, retenu pour la caractérisation de la
céramique X9 de la section (II.4.2.c). Les colonnes indiquent
successivement :

- le type de champ de déplacement,

- la géométrie de 1l'échantillon et la configuration des électrodes,
OX 4 étant la direction de polarisation et ¢ la direction de
propagation,

- les relations fondamentales permettant l'exploitation directe des
mesures, f . et f, étant des fréquences fondamentales de
résonance et d'antirésonance,

- les relations complémentaires, généralement déduites de (A.2.6),

(A.2.7) ou (A.2.8), permettant le calcul des coefficients.

Dans ce cas, seules les quatre premiéres éprouvettes sont
indispensables, le disque permettant plusieurs recoupements (mesures
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indépendantes de cg3, e§3, 8%1' ka Soulignés dans le tableau, on
retrouve tous les termes des tenseurs [sD], [sE], [d] et [sT], tous
les autres s'en déduisant par le calcul. D'autres procédures sont

évidemment imaginables.

La méthode de mesure utilise le montage présenté dans la section
(1I.4.2.b). Sa mise au point a fait 1'objet des DEA de P. TIERCE [145]
et R. BOSSUT [146]. Les éprouvettes étant taillées avec le plus grand
soin, elles sont métallisées & 1la laque & 1l'argent ou par dépét sous
vide puis les contacts sont établis par deux pointes élastiques qui
assurent simultanément la fixation de 1'échantillon. Dans certains
cas, l'amortissement est faible et les mesures de fréquence sont
stables et reproductibles. Par contre, dans d'autres cas, un
amortissement important perturbe les mesures et diverses techniques
plus complexes ont dii étre mises en oeuvre (utilisation de plusieurs
harmoniques, méthode de soustraction capacitive...).

D'un principe trés simple, cette méthode a quelques inconvénients
notables :

- la nécessité de couper des éprouvettes dans un matériau trés dur,

- la durée d'une mesure,

- 1l'amortissement important de certains modes qui diminue 1la
précision des mesures correspondantes,

- le recours & des fréquences élevées (5 & 10 MHz par exemple)
lorsque les échantillons sont, pour des raisons liées & la coupe,
de trés petite taille.

De ces points de vue, la méthode d'identification proposée en

(I1.4.2.d) est plus séduisante et a déjd donné des résultats complets
pour plusieurs variétés de céramiques [48,49].
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ANNEXE 3

EXPRESSIONS DES MATRICES DE TRANSFERT UTILISEES

DANS LE MODELE D'ONDE PLANE

L'analyse par onde plane [12] suppose que les grandeurs physiques
caractéristiques du mouvement d'un transducteur (déplacement, vitesse,
contrainte...) se propagent le long de la structure en ayant la méme
valeur en tout point d'une section droite. Suivant le paragraphe
(1.1.3), considérant un élément homogéne, notant V~ et vt les vitesses
vibratoires de ses faces gauche et droite, F~ et Ft les forces
appliquées sur ces mémes faces, ¢ la différence de potentiel appliquée
si 1'élément est piézoélectrique, on a :

F+ F-
=[T] +4& 0 (A.3.1)
vt V"

Les paragraphes ci-aprés donnent les expressions de [T] et % dans
trois cas typiques et discutent quelques propriétés.
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A.3.1 CYLIRDRE METALLIQUE HOMOGENE

S
Longueur : L

Section

e
.

module d'Young : E

masse volumique : p

8i, & la fréquence utilisée, les dimensions transversales de la
structure sont négligeables, seule la composante T, de la contrainte
est non nulle. L'équation du mouvement dans le cylindre est donc :

2
p = — (A.3.2)
at?  ax,
avec :
8u3
T3 = E. ———— (Al3‘3)
aX3
On en déduit, oubliant la dépendance temporelle en elut
u3(x3) = A cos kx3 + B sin kx; (A.3.4)
Les conditions aux limites donnent :
VT = juuy (0) = juA
vh = jwug (L) = jw (A cos kL + B sin kL)
+ =
F' = - STy (o) = - SEkB
F' = - STy (L) = - SEk (B cos kL - A sin kL) (A.3.5)
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soit, aprés un traitement élémentaire :

_ jw sin kKL _
V cos kL - ——— ___ F

kES

<
]

- kES sin kL -
F cos KL+ ——— _ V

jw

d'ol la matrice de transfert :

r— -
cos kL -jpcS sin kL
[T] =
jsinkL
- —_— cos kL
pcS
- _

Ce résultat reste valable si la section droite n'est pas
circulaire, ou, en particulier, dans le cas d'un anneau.

A.3.2 CONE METALLIQUE HOMOGENE

w

section minimale

wn

section maximale
Longueur : L

—_— . - — -

module d'Young : E
masse volumique : p

€

o |

Considérant, comme pour le cas du cylindre, que seule 1la composante T,
de la contrainte est non nulle et notant S(x3) l'aire de la section
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droite au point x5, l'équation du mouvement d'une tranche d'épaisseur

dx3 s'éerit

22u;
pS(X3)dX3 e (S (X3).T3 (X3)-de (A-308)
2
at 8x3
soit, sachant que S(x3) varie comme x% :
aZU3 32u3 2 BU3
p = E ( o ) (A.3.9)
2 2
ot 3x3 x3 3x3
ou, avec une dépendance temporelle en ejut
2
0 uz 8u3 )
—_—t e e+ k uy = 0 (A.3.10)
2
8x3 X4 3x3
dont la solution générale est :
coskx3 sinkx3
X3 X3
Les conditions aux limites donnent :
coskx~ sinkx"
VT o= juug (x7) = juw (A + B )
X x
coskx+ sinkx+
vE o= juug (xF) = ju (a + B )
%t xT
coskx" sinkx coskx_ sinkx"
F = S T,(x") = -S"Ek(B - A A - B )
3(X ) ( - = = _2
x X kx kx
coskx+ sinkx+ coskx+ sinkx+
F' = -s¥T1,(x") = -s¥EK (B - A - A - B )
x+ X+ kX+2 kx+2
(A.3.12)
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Développant dans vt les lignes trigonométriques de kxt en lignes

trigonométriques de kx et kL on obtient :

_ coskx~ cosklL sinkx~ sinkL coskx”~ sinkL
vt = ju (A - A + B

x* x" x'

sinkx” coskL

+ B )

xt

et, en regroupant :

V'x"cosklL F " x"sinkl V sinkL
vt = ju ( - + )
juxt S"Ekx* jukxt

j sin kL. _ S7sin kL 1 -
vt = - F+_—— (cotgkL + —— ) V

pcv/s~st Y/ s”st kx"

(A.3.13)

(A.3.14)

(A.3.15)

La méme transformation sur l'expression de F* donne finalement la

matrice de transfert :
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—
s* sin kL 1
-  x -joc ¥ 878t - gin kL x
[t sin kL
1 1 1
x (cotg kL - —_ ) x(cotg kL - —— )(cotg KL + — )
kxt kxt kx~
j sin kL s~ 1
- x (cotg kL + — )
pe/ s7st kx~

(A.3.16)

Strictement, ce résultat n'est vrai que pour un cdne plein mais
peut étre appliqué & un cdne percé si la section droite du trou reste

trés inférieure 3 S~.

A.3.3 CYLINDRE DE CERAMIQUE HOMOGENE

374

Section : S

Longueur : L

Axe de polarisation : 3
ddp : ¢

1
c = —
/ D
PS33
w
k = —
C




Dans les mémes conditions que pour le cylindre métallique :

2

P

32 ax,
avec, puisque les dimensions transversales sont négligées :
8u3 )
— T 833 T3 + g33 D3 (A.3.17)
3X3
comme indiqué en annexe 2. Utilisant 1'équation de Poisson :
3Dg
—_— =0 (A.3.18)
BX3
on déduit :

U3 (x3) = A cos kx3 + B sin kxg (A.3.19)

Les conditions aux limites donnent :

VT = juwu,y (0) = jwA
V' = jwus (L) = ju (A cos kL + B sin kL)
F = - 8T, (0) == — +S — D
3 D — D3
33 833
Sk 833
F@ = - ST, (L) = - — (B cos kL - A sin kL) + S — D3
sD sD
33 33
(A.3.20)
Pour éliminer D3, OM utilise :
= T

soit :
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2
833 duj T 833
Ey = - — — + (833 + — ) D3

D
833 9x3 §33

et, intégrant de x3 = 0 & x3 ~ L

2 +_y=
(B33 + — ) L Dy = - ¢ + —

£33 833 jw

De (A.3.20) on déduit, par exemple :

. D
st33 } g33
sin kL (F~ -S — D4 )

D
833

vi = V™ cos kL -

Sk

qui, couplée & la relation (A.3.23) et avec les notations :

833C4
K=
D
533
S
Co =
2
T 833
L(B33 + — )
sD
33

1 1
Z; = - jpc S tg k —
2

joes K2
1 - -
22—

sinkL Cow
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devient la relation :

F~ 21 K

Vi 4+ I+ — )V +— ¢
1 1 1
z} 2} z}

(A.3.26)

Procédant de méme pour F+, on obtient 1a relation de transfert :

p— — r-— o  — — e —
21 21 21
Fr 1+ — zi 2+ — ) F~ K
1 1 1
Zy Zy Zy
= + ¢
1
1 21 _ K
vt — 1+ — v —
1 1 1
z z z
2 2 2

(A.3.27)

Ce résultat reste valable si la section droite n'est pas
circulaire, ou, en particulier, dans le cas d'un anneau.

A.3.4 PROPRIETES DES MATRICES ET VECTEURS DE TRANSFERT [T] ET } 4
De fagon évidente, on peut noter que les matrices et vecteurs de

transfert définis en (A.3.7), (A.3.16) et (A.3.27) ont les formes
générales :

[T]

je d

iB

(A.3.28)
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ou a,b,c,d,a et B sont des quantités purement réelles. Cette propriété
se conserve dans une association série, lorsqu'on forme les produits
(1] [Ti+1] et [Ti+1] ki de la relation (I.10), ou dans une
association paralléle, lorsqu'on applique les relations (I.13) a
(I.17). Elle est donc globalement valable pour toute structure
complexe formée par association de ces trois éléments simples. D'autre

part, on vérifie que, pour chaque matrice :
det [T] =1 (A.3.29)

relation qui se conserve également lors des associations série ou
paralléle. Ces deux propriétés sont directement liées au caractére non
dissipatif des éléments étudiés et & la réciprocité de la notion de
transfert.

Enfin, il est intéressant de noter que, si la relation (A.3.1)
est vérifiée, on a :

- +
(A.3.30)
ty Typ =t Ty
{ =
t; Tp1 -t Ty
(A.3.31)

la nouvelle matrice de transfert et le vecteur x vérifiant également
les deux propriétés énoncées au début de cette section.
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ANNEXE 4

LES ALGORITHMES NUMERIQUES

Comme indiqué dans les sections (II.3.5), (1V.3.2) et (1V.4.3),
1l'application de la méthode des éléments finis conduit essentiellement
4 la résolution de systémes d'équations linéaires et & 1'inversion ou
la diagonalisation de matrices. Dans les différents cas évoqués, les
matrices i traiter sont réelles et symétriques. Ces problémes sont
classiques et les techniques associées abondamment documentées. On
peut citer, entr'autres références, les ouvrages de A. RALSTON [84],
A.R. GOURLAY et al [85] et G. DAHLQUIST et al [86], ainsi qu'une
synthése claire de M. GERADIN [47]. L'objectif de cette annexe est
simplement de préciser les choix d'algorithmes effectués dans ce
travail, sans les décrire.

A.4.1 RESOLUTION D'UN SYSTEME D'EQUATIONS LINEAIRES A MATRICE REELLE
ET SYMETRIQUE.

La méthode retenue est la méthode classique d'élimination de
Gauss. Le systéme d'équations étant noté :

(Al x = : (A.4.1)

on transforme [A] en une matrice triangulaire supérieure [U] par une
série d'opérations sur les lignes de [A] telles que, globalement :

fL] [a]l = [u] (A.4.2)

Le systéme 3 résoudre devient alors :
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[l x =g = I[L] & (A.4.3)

dont la solution est, a l'évidence :

n
x; = — [y;; - 1 Usj x5 1
i=1l,n

(A.4.4)

n étant l'ordre du systéme. Dans cette méthode, la matrice [U] doit
étre construite explicitement mais pas la matrice de transformation
[L]. La méthode de condensation statique présentée en (II1.3.7) par les
équations (I11.68) et (I1.69) est trés voisine de 1'élimination de
Gauss. Le nombre d'opérations nécessaires, pour n grand, varie comme

n3/3.
A.4.2 INVERSION D'UNE MATRICE REELLE SYMETRIQUE

Dans le cas général, l'inversion est réalisée en utilisant la
méthode d'élimination de Gauss et en résolvant 1l'équation (A.4.1) pour
n vecteurs R différents constitués par les n colonnes de la matrice
identité n x n. Les n vecteurs résultats x constituent ainsi la

matrice [A]'l.

Si la matrice [A] est définie positive, elle peut se décomposer
sous la forme :

[a] = [R] [R]T (A.4.5)

ol [L] est une matrice triangulaire inférieure. Cette opération porte
le nom de décomposition de Cholewsky. Alors :

[a"l = ( [r1°1)T [g)7! (A.4.6)

les é1éments de [R]-1 étant calculés par :
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r;k = . Z Tim r;k i<k
rii m=i+1
1
rzk = —_— i=k
Tii
i = 0 i>k

(A.4.7)
A.4.3 DIAGONALISATION D'UNE MATRICE REELLE SYMETRIQUE

Les équations aux valeurs propres produites par les applications
de la méthode des éléments finis sont de la forme :

(K1 § = w2 M] (A.4.8)
différente de la forme canonique :

(Hl ¥ =gy (A.4.9)
La méthode retenue se décompose en trqis étapes.

A.4.3.a) La réduction a la forme canonique a l'aide de
l'algorithme de Cholewski

La matrice de masse cohérente [M] étant définie positive, elle
peut se décomposer sous la forme :

[M] = [L] [L]T (A.4.10)

ou [L] est une matrice triangulaire inférieure, comme indiqué en
(A.4.2). Alors :

[L17Y (k] (L1 Ty=w?y (A.4.11)
ol :
Y=ty (A.4.12)

(A.4.11) est bien la forme canonique (A.4.9). On note que les valeurs
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propres de (A.4.11) sont les mémes que celles de (A.4.8) mais que le
calcul des vecteurs propres du probléme initial suppose le stockage de
[L] et 1'application de la relation (A.4.12).

A.4.3.b) La tridiagonalisation de Householder

La matrice [L]'1 [K] [L]"T est une matrice symétrique. Les
algorithmes classiques de Givens ou de Householder permettent de 1la
réduire & une forme tridiagonale symétrique en un nombre fini
d'opérations. La méthode de Householder, plus efficace pour traiter
les matrices denses fournies par un nombre important de condensations

de Guyan, est retenue dans le code. Le nombre total d'opérations
requis est 2n3/3 pour n grand.

A.4.3.c) La séquence de Sturm

La recherche des valeurs propres d'une matrice tridiagonale
symétrique peut &tre réalisée en exploitant les propriétés des suites
de Sturm. C'est un procédé classique de dichotomie qui est retenu dans
le code. De fagon schématique, si [T] est 1la matrice tridiagonale

e -

tll tlzoco'noooo'

t12 typ to3 O eevne

[T] = 0 t23 t33 t34 cen

cecrrresavesess Ot

n-1l,n tn,n

L _

(A.4.13)

et si on définit la suite des mineurs principaux :

Po (M) =1
Pl ) = tll -2
P2 (A) = (£11-0) (tgp-2) - td,
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B ]

tll'k t12 0 s e

tlz tzz-k t23 )

p, (V)

det ceestesssescersavonse

tessreccsssesssat -A

r,r

det [T-A1) (A.4.14)

Py, (V)

le nombre d'identité de signes successifs dans la suite, noté s(}),
est égal au nombre de valeurs propres de [T] strictement supérieures &
A. Ainsi, si

[
=

8 (ll)
’ Az < Al

]
=
+
-

s (3,)
(A.4.15)

il existe nécessairement une valeur propre de [T] dans l'intervalle
[Xz, Al], qui peut étre identifiée par dichotomié. La précision de
l'ensemble des trois étapes est directement liée & celle de 1la
dichotomie.

Le code fournit toutes les fréquences propres du probléme (A.4.8)
et les vingt premiers vecteurs propres au maximum. On note que la
méthode conserve les modes rigides (fréquences propres nulles ou trés
faibles). Associée & la condensation de Guyan, elle a été appliquée a
des matrices d'ordre compris entre 1000 et 2000 avec 120 3 180 degrés
maitres, en conservant une précision raisonnable.
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ANNEXE 5

ORGANIGRAMME DE DEUX ELEMENTS

Cette annexe présente sous forme simplifiée 1'organigramme de
deux éléments. La technique retenue est classique, d'autres variantes
étant décrites par exemple par 0.C. ZIENKIEWICZ [21].

A.5.1 L'HEXAEDRE ISOPARAMETRIQUE A VINGT NOEUDS
A.5.1.a) Formulation des équations

La correspondance entre les coordonnées des points de 1'élément
réel et de 1'é1ément réduit est définie par la relation (I1.65). Elle
peut se réécrire :

x{a)

x(@) = [ Ny (&,m,2) ... Np (€,n,2) ] .
(e

|4
— -

(A.5.1)

ol a vaut 1,2 ou 3 et repére les axes de coordonnées. Sous une forme

équivalente :
20
= (a)
x(‘l) = z Ci mi (A.5.2)
i=1

ou les m; sont les mon6mes en £, n et [ regroupés dans le tableau de
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la section (II.3.6). Si z(“) est le vecteur des valeurs nodales de
x(a) ¢ [A] est la matrice obtenue en donnant aux mondmes m; leurs
valeurs calculées aux vingt noeuds :

[A] = | eeeeiiniiiinineenns

m1(20) m2(20)... m20(20)

(A.5.3)
on a @
£ < [a] ¢(@) (A.5.4)
Notant :
NT = [Ny, Ny ... Nyl A " (A.5.5)
la ligne des vingt fonctions d'interpolation, on a :
NT = pT (a7 : (A.5.6)

ol @ est le vecteur constitué par les valeurs des mondmes m; au point
considéré. Définissant par Ry le vecteur des valeurs des dérivées par

LN

rapport & £ des mondmes m,

i au point considéré, on a :

3 x(a)
= %g [A]‘l X(a) (A.5.7)
3 £

Deux relations semblables en n et Z permettent alors le calcul de la
matrice de Jacobi [J]. D'autre part :

m o] e
Ny Bt
NS = (17t A [a17!
NT mT
T R (A.5.8)
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3
Rﬁ = §T (A.5.9)
9x

On en déduit la matrice [B] qui relie les composantes du tenseur des
déformations aux composantes du vecteur déplacement. Regroupant les
termes par lignes de 20, correspondant & un classement des composantes
de }J en trois groupes associés aux trois axes de coordonnées, au lieu
de 1l'ordonnancement théorique de la relation (I11.28), on a :

Fﬁg 0 0 |
0 gg 0
0 0 N2
[B] =
0 NN
N 0 Nx
Ny N o0
- - (A.5.10)
qui peut se factoriser sous la forme :
[B] = [b] [a%] (A.5.11)
avec :
_[A]'l 0 0 )
(a1 = | o (a1’ o
0 0 [a]-1
- - (A.5.12)

[b] étant déduite des termes de :
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[31-1 %E

b

Dés lors on obtient :

(k€1 = [aT1T [R ] [aF]
Ime] = [a11T [r'] [a1)
(A.5.13)
avec :
1 1 1
[R] = [ [b]T [c] [b) det [J] dE dn dz
1 -1 -1
1 1 1
[R'] = % . p det [J) dE dn dg
-1 -1 -1
(A.5.14)

On dispose ainsi de toutes les quantités nécessaires au calcul des
matrices élémentaires, les intégrations étant réalisées a 1'aide d'une
quadrature de Gauss & 27 points (3x3x3). La page suivante présente
schématiquement 1'organigramme de 1'élément.

A.5.2 LE QUADRILATERE ISOPARAMETRIQUE POUR APPLICATIONS A SYMETRIE
AXIALE

Par rapport au cas précédent, a est limité aux valeurs 1 et 2 et
le nombre de noeuds & 8. En conséquence la matrice [A] est une matrice
8x8, la matrice [J] une matrice 2x2, la matrice [B] une matrice 3x16.
Les intégrations se font par rapport & { et n seulement, & l'aide de 9
points de Gauss :

1 1
Rl =2n [ | [b1T [c] [b] d det [J] dg dn
-1 -1
(A.5.15)
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- 4

- | |
Acquisition des données .

1

Caleul des coordonnées locales et de
la matrice de rotation .

l OUI

Element = Précédent ? -—
NON l_-

1

Acquisition ou calcul de [A]177
T

¢ —

Acquisition des coordonmnées et poids
du point de Gauss .

1

Caleul de m, mg, mn, ;r\z‘c

]

Caleul de [J] et detl[J] .

® 1

Calcul des dérivées des fonetions
d'interpolation et formation de [b] .

¢C

Caleul de [b17[c1[b]. detlJ] - poids
de Gauss .

]

Caleul de Q.%Z detlJ).poids de Gauss .

$c

Cumul dans [R] et [R'] .

— -—

1

Pré/postmultiplication par [A+]et[A+]T

- —

B -t

Transfert de [KZu]’ [M] et de 1la

matrice de rotation 4 l'assemblage .

|

Assemblage et réduction .
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Oxyz : repére
global

L1

0x.y,2, : repére
1 local

P

OEnz : repére réduit

<:> boucle points de Gauss

(:)‘boucle égléments




une relation déduite de (A.5.14) par la méme transformation donnant
[R']. Dans 1l'intégrale, d représente la distance du point courant
1'axe de symétrie. L'organigramme est le méme que pour l'hexaédre
condition de remplacer le trongon CC' par :

e M

I C
Calcul de la distance d & 1'axe .

]

Calcul de [b]T[c][b].det[J].poids
de Gauss .

1

Calcul de Q.%T.det[J].poids de Gauss .

Cl
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ANNEXE 6

EVOLUTION AVEC R, DE L'ERREUR INDUITE PAR

LA CONDITION DE RAYONNEMENT

Si en tout point de la surface frontiére T_ on assimile 1la
pression p & sa valeur en champ lointain p,, compte tenu du
développement en série (IV.59) on a :

e'ikr Fl (e’¢)
P~ P " 5 (A.6.1)
(kr)

Comme défini en (IV.4.1), notant W(r) la différence entre la solution
du probléme de rayonnement réel et celle du probléme approché, on a,
suivant (IV.63) :

Il wy 112=f] ——w—ar (A.6.2)
Ty (kr)*

d'ol :

[l wx) || » (A.6.3)

k2R

00

Si maintenant on impose en tout point de T la condition (IV.54)
on a :
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AW(x) + k%W (z) = 0 (A.6.4)

oW .
n, — =0 sur T, (A.6.5)
3xi
o 1
(—+_+ ik ) W(g) = h (1) sur T (4.6.6)
or r
avec :
CI
h ({) = (A.6.7)
k2R3

Dés lors, notant W(f) 1la quantité conjuguée de W(x), (A.6.4)
implique :

If (W.grad W) R.dr= [[f  (|grad w[z - k2 |w|2) an
TetTy v 2 v

soit, utilisant (A.6.5) :

Im [/ (E:grad Wn dr = 0 (A.6.9)
T a
et :
- 1
Im /] W[h=-(_+ik)w] dr=o0 (A.6.10)
T r

«©

Finalement :

k ||W]|2 = Im [f W.h.dr (A.6.11)
T

soit, utilisant 1'inégalité de Schwartz :

k JIw| 12 < ||w]]|.]In]] (A.6.12)
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et :

Cl
Hwll o~ —

k3g2

Les conséquences des relations (A.6.3) et (A.6.12) sont discutées dans

la section (IV.4.1).
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ANNEXE 7

PRESENTATION GLOBALE DU CODE ATILA

Le code ATILA contient environ 260 sous-programmes et 30.000
instructions FORTRAN. Le déroulement d'une exécution est commandé par
un programme principal, écrit par l'utilisateur en fonction de son
application, qui associe les déroulements de cinq phases successives,
suivant l'organigramme de la page suivante. Les phases 3 et 4 qui
différencient les applications sont d'autre part détaillées en deux
tableaux synoptiques ci-aprés. Comme indiqué dans l'organigramme, la
phase 1 fait appel & un générateur de maillage (MOSAIQUE) et un
processeur de visualisation (GRAFTEC) qui sont, en fait, des codes
indépendants. Le code a été ou est installé sur les systémes
suivants : IBM 370/148, IBM 4341 modéle 1 (ISEN), VAX 780 (GERDSM) et
UNIVAC 1110 (CCSA). Des temps d'exécution sur IBM 4341 sont regroupés
dans le tableau ci-aprés. Ils sont voisins de ceux obtenus sur VAX 780
et donnent des ordres de grandeur. Enfin, il faut noter les
possibilités de reprise & chaque changement de phase.
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PHASE 1 .

Génération manuelle ou automatigue du
maillage (MOSAIQUE) et des données .

i

i - — A
FIC.1 ., FIC.2 . GRAFTEC .
Données Données Processeur de
ATILA-Ph.2 GRAFTEC visualisation
L -— . ,———4——]
PHASE 2 . - TEKTRONIX
Acquisition des données, prise en compte des
conditions aux limites, préprocesseur . - BENSON
- ] -
i 1 ol 1
FIC.3 . FIC.4 . FIC.5 . -
Données Résultats Visualisation TEKTRONIX
ATILA-Ph.3 préprocesseur maillage,dof = BENSON
L — - . .
> - el listing
PHASE 3 .
Génération des matrices élémentaires
assemblage et réduction de Guyan .
- i
| By sl |
FIC.6 . FIC.7 . GANT GRAMME
Données Données OK G
ATILA-Ph.4 ATILA~Ph.4 GENERAL
: ATI1A
L - 1]
- T -
PHASE 4 .
Résolution des diverses éguations,
substitution arriére .
g 1
1 — ] st 1
FIC.8 L] FIC.g . FIC.]O . -—
Données Résultats Visualisation TEKTRONIX
ATILA-Ph.5 déplacements BENSON
I — listi
- ! - isting
PHASE 5 .
Postprocesseurs divers ( isobares,
directivité ... ) .
- I —
[ sl 1
FIC.11 . FIC.12 ., -
Résultats Visualisation TEKTRONIX
™—1 BENSON
1 — . L
bt listing
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PHASE 3

ORGANIGRAMME

— “Ixe

jueuUOLBI Tlu

:l*r‘ *In3uetay

uumauommu\*ll

ll* *In8uejoaa

jueuuofer |—

ll*{ *1IXB

mummumunwlﬁll

*In3uetiy

—

adeziajuy |—

— *1n3ue3dax

2dey1ajuT |—

— °PInij ‘Ixe ay8uetay |—
— 2PIn{J ‘1xe ay3uejoax ||
—{ @pIniy ‘duetiy swstid | —

Sélection d'un
degré & réduire.

té

4

;;>\\k quelconque

er

Y
 J

Lecture
FIC.3
Y

[ PpPINT3 3ipgexay |
T 3108591 |—
| -oza1d ‘1xe a1duetiy |—
—{  "3seT2 “1xe a13uBT1l | —
— ‘ozgtd ‘Ixe 93ue3daa |
ulﬁw.umme‘.«xm.mﬁmsmuowwx*lj
— '0%Z3Td "dueiay swstad |—
ll*\.ummﬁw *3uetay awstad |—
—|  *09790291d aapaEXay |
rl* anbijseia muvwmxmsk%lg

d
lib

éléments.
(rayonnant,..)

Assemblage par
Réduction,
Edition de
FIC.6 et FIC.7

-

obligatoire
interne...)

esclave
obligatoire
(piézoélect.

mattre

®

de 1l'élément

boucle sur
les degrés
de libertéd

éléments

boucle
sur les

®




Y

Lecture

FIC.6,FIC.7

Analyse
modale
dans

l'air .

ORGANIGRAMME
PHASE 4

Analyse
harmonigue
dans

l'air .

Analyse
modale
structure
+ fluide .

t
Rayonnem
¥ imposé .

Rayonnemt

E ou ¢

imposé .

Y

Simple préc. —
»— Diagonalisat.
Double préc.
' \
Lecture Calcul Résolut.
»— données impédancel—{méthode
O.P —(- 0.P mixte.
]
)
Résolution
systeme -
linéaire.
(<)
\Ji
boucle Y
fréguences
. Symétrisat. ’_E Simple prec. |—
Luagonallgat. Double préc.
Y
lect. U
1
Résolution o Substitution
systéme o arriére.
linéaire. Edition de
(= FIC.8,FIC.9
~ et FIC.10 .
lect. F w f'calc. F piézo.
Résolution i
systéme -
linéaire.
{3
— ‘
Lecture Calcul Résolut.
»— données impédancef™| méthode [T~
0.P 0.P mixte
(<)
O/
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Type de calcul Temps Type de calcul Temps
CPU CPU

Analyse modale Analyse harmonique 20 &
d'une céramique : Ssec. d'un Tonpilz immergé,
symétrie axiale a4 symétrie axiale 30 min.
(§ I1.4.2) (§ V.2 et V.3) :

assemblage
Analyse modale
d'une céramique : 3D | 30sec. Analyse harmonique 32
(§ 11.4.2) d'un Tonpilz immergé,

& symétrie axiale 8 min.
Analyse modale 7 a (§ V.2 et V.3) :
d'un Tonpilz & pas de fréquence
symétrie axiale 10 min.

(§ I111.4)




RESUME

L'application de ila méthode des éléments finisal’ analyse detransducteurs
piézoélectriques, utilisés particulierement comme projecteurs dans les systémes
SONAR, est décrite. L'objectif poursuivi est la modélisation de structures de
géométrie quelconque, a symétrie axiale ou réellement tndumensnonnelles
rayonnant ou non dans un fluide environnant. :

Les champs représentés par les interpolations de la méthode des elements
finis sont le déplacement dans la partie élastique, le potentiel électrique danslla
partie piézoelectrique, la pression dans le fluide. Le déplacement et le potentiel
electrique sont couplés dans le volume piézoélectrique par les équations consti-
tutives du matériau. Le déplacement et la pression sont couplés en tout point de

- l'interface fluide-structure par les relations de couplage cinématique et dynamique.

Le rayonnement est pris en compte en imposant sur une surface sphérique qui
entoure le maillage fluide une condition de non-réflexion, exacte en champ lointain,
bien adaptée au probléme de projecteurs isolés de type monopolaire.

L'analyse modaie de structures électromécaniques dans l'air, la résolution
de problémes couplés fluide-structure en espace fermé ou ouvert, I'analyse
harmonique de transducteurs rayonnants, sont testées avec succés. Plusieurs
projecteurs reels sont notamment utilisés pour la validation, en permettant de
montrer que la méthode reproduit correctement leurs réponses en tension dans
de larges gammes de fréquence. Parmi les apports originaux, on 'peut citer
I'extension aux problémes couplés de la technique d'assemblage frontal, le
développement d'une méthode mixte onde plane-éléments finis pour les structures
présentant une partie & géométrie unidimensionnelle, I'analyse détaillée d'un
type de transducteur, le Tonpilz, dans une large bande, permettant a’ erwlsager

“des utilisations nouvelles. Ce travail est le support théorique qui a permis le

déveioppement du code ATILA.

MOTS-CLEFS
Transducteur électroacoustique Eléments finis
(electroacoustic transducer) ] (finite element)
SONAR Piézoélectrique Onde acoustique
(sonar) (piezoelectric materials) (acoustical wave)
Interaction fluide-structure ) Conception assistée
(fluid-structure interaction) (computer aided design)




