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INTRODUCTION.

En statistique fonctionnelle 1'estimation par projection dans des sous-

espaces de dimension finie de l'espace des paramétres est utilisée fréquemment.

Dans [8] C. Guilbart a effectué d'abord la projection dans 1l'espace
des mesures (muni d'un produit scalaire) et lui a associé ensuite son image

dans l'espace des paramétres.

C'est cette nouvelle méthode qui va &tre 1'objet de notre travail,
Le chapitre I est essentiellement consacré 3@ un rappel de certains résultats
généraux sur les espaces & noyau reproduisant et les espaces de mesures. La
caractérisation d'une mesure aldatoire gaussienne considérée comme une v.a. &
valeurs dans un espace de Hilbert 3 noyau reproduisant est donnée. La convergence

stochastique des mesures aldatoires est étudiée.

Dans le chapitre II, on s'intéresse 3 l'estimation d'un paramétre
fonctionnel par un estimateur proposé par C. Guilbart dans [8]. Plusieurs
modes de convergence de cet estimateur sont &tudiés. La loi limite de 1l'estimateur
est fournie. Une comparaison avec la méthode des fonctions orthogonales est faite.
Les démonstrations de ces résultats sont basées sur les résultats d'un article

de Denis Bosq et Jacques Bleuez [18].

Dans le chapitre III, on considé&re une densité de probabilité
f=(l-e¢) g+ e h appartenant 3 un modéle contaminé, le couple (g,h) est
supposé connu et € inconnu. On construit deux estimateurs sans biais de € :

- 1'un par la méthode des fonctions orthogonales ,

- 1'autre par la méthode de la projection sur les ensembles de mesures.
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La borne de Cramer-Rao, la loi limite et la borne supérieure pour 0 < €<1 de
ces deux estimateurs sont fournies. L'efficacité de ces estimateurs est &tudiée,

Une comparaison avec d'autres estimateurs de € est faite. On illustre cette

étude par quelques exemples.

Enfin dans chapitre IV, on effectue des simulations pour comparer

graphiquement 3 méthodes de l'estimation de la densité :

- méthode des fonctions orthogonales,
- méthode du noyau,

- méthode par projection sur les ensembles de mesures.

—I




CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES ESPACES AUTOREPRODUISANTS ET LES
ESPACES DE MESURES BORNEES A SIGNE.

1 - ESPACES DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT.-

La théorie des noyaux reproduisants a &té introduite par N. Aronsjazn

en 1943 dans [11.

Depuis elle a été 1'objet de nombreux travaux,3d titre d'exemples
P ]

voir [2], [3], (4], [s], [6],

Définition : Soit E un ensemble. Une fonction K : E x Em» R est
dite noyau reproduisant si K(x,y) = K(y,x) (symétrie) et si
V(ai,xi) eRxE lsisj |a a, K(x;,%;) 2 0 (semi-définie positive).
Un espace H d'applications réelles sur E est dit de Hilbert
a8 noyau reproduisant K , s'il est de Hilbert pour un produit scalaire <.,.>

tel que :

- Vx e E , K(.,x) eH

Comme rappel citons quelques résultats généraux :

—

Théondme 1.- (de caractérisation) (voir [1] page 138).
Soit H un espace de Hilbert de fonctions réelles définies sur E.

H est & noyau reproduisant si et seulement si :

Yx € E . &X : H—R

f — f(x)

est continue.

- VeEe H . Vx e E <f , K(.,x)> = f(x) (propriété d'autoreproduction).




Remarque : Le représentant dans H de 0X est donc K(.,x)

(propriété d'autoreproduction).

Théoreme 2.~ (voir [1] ou [8])
. 81 H est K-reproduisant alors Ho , espace engendré par les

combinaisons linBaires finies de K(.,y) est dense dans H.

. A tout noyau reproduisant K on peut associer un Hilbert

K-reproduisant, fermeture pour <K(.,x), K(.,y)> = K(x,y) de Ho .

Ce théordme de construction et dont la démonstration se trouve

dans [1] ou [4] montre que l'espace H, associé 3 un noyau reproduisant K

K

n'est autre que 1'ensemble des applications de E dans R qui sont limites

pour la topologie de la convergence simple sur E de suites d'éléments de Ho

qui sont de Cauchy.

Théondme 3.- (voirn [§])

H , Hilbert K-reproduisant borné (c'est-a-dire K est borné),
est séparable si et seulement si il existe une suite (fi)iéN d'applications
de E+>R telle que K(x,y) = 2 fi(x) fi(y) , la limite étant uniforme en

ielN
X pour tout y fixé.

11 - ETUDE DES PRODUITS SCALAIRES SUR L'ESPACE DES MESURES BORNEES A SIGNE :

PRELIMINATRES ET NOTATIOAS.-

- - . , -
Deéfinition :
. Une mesure p & signe sur un espace mesurable (E,B) est une

application de B dans ]— o, + «ﬂ telle que :

(U Ai) = 2 u(Ai) (o—additivité) pour toute famille
iel iel

T




dénombrable {Ai , i € I} de parties de E dans B deux 3 deux disjoints.

Si sup {|u(A)|, A e B} <+ » , alors u est dite bornée .

Remarque : - o est exclu pour la valeur de u pour que la somme

Y u(Ai) définie ci-dessus ne soit jamais indéterminée.

iel
On note
- M(E) : 1'espace des mesures bornées & signe |,
+ , _ .y
- M (E) : 1'espace des mesures bornées positives ,
- ﬂ%(E) : 1'espace des combinaisons linéaires finies de mesures

de Dirac 6X , x e E ,

P(E) : le sous—espace de M(E) , formé par l'ensemble des

mesures de probabilités ,

1

PO(E) = P@E) N MO(E) .

C. Guilbart en se servant de la théorie des noyaux reproduisants a introduit
un produit scalaire sur M(E) et sous certaines conditions il a montré
que M(E) peut &tre considéré comme un sous—espace d'un espace de Hilbert H

34 noyaux reproduisants : c'est le

Théoreme de plongement.- (voin [6])

Soient (E,B) un espace mesurable, K un noyau reproduisant borné

et B @ B —mesurable.

Soit Sesep le pseudo-produit scalaire défini sur M(E) par
U V> = <¢p(u), <1>(\))>]_I oi ¢ désigne l'application linéaire :
“K

$ + M(E) r——s HK

Y J K(.,y) du(y) .




)

Alors si -.,.>, est non dégénéré, ¢ est une isométrie de (ME), <.,.>

K K

dans (¢(M(E)) , <.,.>y ) et (M(E), <.,.>K) peut &tre considéré comme un
K
sous—espace de HK .
Si <esp est non dégénéré deux remarques découlent de ce théoréme :
- MO(E) est dense dans (M(E), <.,.>K) .

- VT € H

K ? Vh e M(E) « <f, ¢(u)>H = J f du .

K

L'identification des produits scalaires, sur 1'espace des mesures, qui

se réintégrent s'annonce comme suit :

Théondme de néintégration.- (cf. [8]).

Soient (E,B) un espace mesurable et <.,.> un produit scalaire
sur M(E), oi <§_,8 > est B @ B - mesurable et horné. Pour que <.,.> se
réintégre (i.e. V@, v € M(E) : <u,v> = J <6X,6y> du(x) du(y)) il faut et

il suffit que T

X F—H-GX soit un estimateur faiblement sans biais d'ordre 1

de la loi. Autrement dit Vh e P(E) , T] est yu=-intégrable au sens de

Pettis et J Tl dy = u.

Remarques :
- Le moins de l'on puisse demander & un produit scalaire sur M(E)
est que la mesure empirique soit un estimateur sans biais de la loi. Les seuls

produits scalaires intéressants sont donc de la forme J K du 8 v.

- Un produit scalaire sur M(E) ne se ré@inté&gre pas nécessairement.

Exemple : (voir [8]).




IT1 - RCLATION ENTRE PRODUIT SCALAIRE ET TOPOLOGIE FAIBLE.-

Soient (E,d) un espace métrique et (Cb(E), |l. ) 1'espace des

Iy
fonctions réelles continues bornées, muni de la norme de la comvergence

uniforme ||fI|U = sup |f(x)l .
E

Définition : On appelle topologie faible de M(E) . (que 1'on
note Fd) la topologie engendrée par la famille d'écarts

(df(U,V) = |J f d(u—\))l)fecb(E)

C. Guilbart a donné une caractérisation des produits scalaires dont la
topologie sur 1'espace des mesures de probabilités n'est autre (resp. : est

moins fine) que la topologie faible, c'est le :

Théondme de 4aible comparaison (cf. [8]).-

Soient (E,d) un espace métrique séparable et <.,.> un pseudo-produit

scalaire sur M(E). Si <6 _,8 > est bornée. Alors :

1) pour que <.,.> soit moins fin que la topologie faible sur
+
M (E) il faut et il suffit que <.,.> se réintégre et que <§ ,§ > soit

d ® d continu.

2) si <.,.> vérifie 1), il existe une suite (fi) uniformément

bornée de C (E) , telle que <§ ,8 > = X £f.(x) £.(y) (la convergence
b Xy P21 1 1

n
est telle que,pour tout x fixé de E, z fi(x) fi(y) converge
i=1

uniformément vers <6X,6 >).
Yy

3) si. de plus <.,.> est non dégénéré, pour tout compact F de E
+
. K oy
(fi|F)1dN est totale dans Cb(F) et <.,.> a pour trace sur M (F) 1la

topologie faible.




Remarques :
+ .
. Si Fd est plus fine que <.,.> sur M (E) et si

<6x,6 > = z fi(x) fi(y) converge uniformément, Fd est alors plus fine
i=0

que <.,.> sur M(E) tout entier.

. La topologie de <.,.> est en général strictement moins fine

que Fd sur M(E) tout entier.

Exemple : [§]

*
On prend E =R et pour tout 1 € N une suite (£, .). de
: pre P i,]7]eN

fonctions réelles, continues, bornées par 1, nulles sur
]— o, = (i+1)[LJ]i+], + w[ , telle que la suite des restrictions

. .. - 1
(fi,j| Edqu)jéN soit totale dans Cb['l,i] , on pose K igj ;TI; fi,j ] fi,j

Alors <.,.7y est non dégénéré et vérifie 1'assertion (1) du théoréme

de faible comparaison, et pourtant (6n5 est une suite tendant vers zéro

pour <.,.>K alors qu'elle ne tend pas vers z&ro pour la métrique de Prokhorov.

Théoneme d'existence.- [8]

Si (E,d) est un espace métrique séparable, il existe un noyau

reproduisant K , non dégénéré tel que la topologie trace de Sese>p SUT

M+(E) soit la topologie faible.

La démonstration de ce théoréme met en &vidence 1'existence d'un

noyau K de la forme K(x,y) = z f.(x) f.(y) ou (£f.). est une suite
ieN 1 171eN
de fonctions réelles, bornées, uniformément continues par rapport a4 une

métrique d' &quivalente 3 d et qui est dense dans 1l'ensemble des fonctions

réelles, bornées, uniformément continues Ub(E,d') muni de la norme de la

convergence uniforme.




Remarquesd :
Sous les conditions du théoréme d'existence on a :

- 1'ensemble des mesures de Dirac est fermé dans (M(E), <.,.>K) ,

- M+(E) et P(E) sont fermés dans (M(E), <.,.>K) .

Un théordme qui permet d'exhiber des noyaux reproduisants sur R dont
. + - . - . .
la métrique trace sur M (R) est équivalente d la métrique de Prokhorov et

qui est di 3 C. Guilbart s'énonce comme suit :

Theoneme.- [§]

Si ¢ est un homéomorphisme de R sur W(R) C:l—a,+a[ (avec a < =)
. . . . . n n
si (an) est une suite strictement positive et si K(x,y) = z an(ﬂ(x)) WA(y))

(resp : K(x,y) = Z o e—n@(x) e—n$(Y) est borné) , alors le produit scalaire

. + . .
<.,.>p @ pour topologie trace sur M (R) 1la topologie faible.

TV - MESURES ALEATOIRES A VALEURS DANS Hy .-

Dans ce paragraphe on étudie les convergences stochastiques des mesures
aléatoires considérées comme des variables aléatoires a4 valeurs dans un espace
de Hilbert & noyau reproduisant. Soient (E,d) wun espace métrique séparable
et K un noyau reproduisant borné non dégénéré tel que HK soit séparable.
Notons dK la métrique associée & <es.>p et (M(E), BdK) 1'espace des

mesures bornées i signe muni de la tribu boré@lienne associée & dK .

1 - Mesurabilité dans M(E).

Lemme TV.1.1. (voin [9])

Tl existe un sous—ensemble dénombrable DO de H0 qui est dense

dans H,, .




)
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Conollaire IV.1.17,-

M(®), dK) est séparable et il existe un sous—ensemble dénombrable

N (E) de MO(E) qui est dense dans M(E).

Démonstration : Soit 1'application

¢ (M(E), <.,.>K) —_— (HK s Sesedy ) d'aprés le théoréme de plongement M(E)
K

o { K(C.,y) d (y)

-~

est isométrique &3 ¢(M(E)), HK est séparable donc (M(E), dK) est séparable.
¢(MO(E)) = HO donc d'aprés le lemme précédent il existe un sous—-ensemble
NO(E) de A%(E) et qui est dense dans M(E).

Proposition TV.T1.1.-

La tribu borélienne Bd de M(E) est engendrée par les applications
K

(Lﬂx)XeE qui sont définies par ﬂx(u) = <y , 6X>K .

Démonstration : La démonstration est analogue & celle du théoréme I

de [9]. Soit T 1la tribu engendrée par les ﬁx , x e E .

V& € E @X est une application continue donc T CZBd .
K

. montrons que B, CT:
dK

(M(E), dK) &tant séparable tout ouvert est réunion dénombrable de boules

fermées et par consé&quent il suffit de montrer que toute boule fermée € T.

Soit r >0, ue ME) et B(u,r) = {v e M(E) : dK(u,v) < 1}

de(,v) = [Ju=vlfp = sup  fauwmv,yr| = sup v,y
yeM(E) YeNo(E)
v Hlgst v ] et

donc B(u,r) = M {v : |<u—v,y>K| < 1}

YeNO(E)




T est engendrée par les ¢ , x € E donc pour tout x € E : v Fﬁ-<v,6x>K
X .
m
est T-mesurable et par conséquent VQ = z o, GX € NO(E) 1'application
i=1 i
S £ est T-mesurable et pour p fixé : v »»-IZ a, <u—v,6x >| est

1

T-mesurable done {v : ‘<u—v,y>K <Y, Y€ NO(E)} eT.

La condition de mesurabilité dans (M(E), Bd ) s'énonce comme suit
K

Proposition V. 1.2.-

Soit (Q,A) un espace mesurable et u : (Q,A) — (M(E), B, ) une

%

application alors u est une mesure aléatoire si et seulement si

Vx ¢ E <u.,6X>K est une variable aléatoire réelle.

La démonstration est une conséquence directe de la proposition IV.l.1.

Cornollairne IV.1.2.-

La donnée d'une mesure aléatoire u. : (2,A) — (M(E), BdK) est
équivalente 3 la donnée d'un processus (Xt)t€E défini sur (Q,A) et dont
M(E) _

{( K("Y) du(Y)’U € “(E)} de

la trajectoire appartient au sous-espace HK
J

2 - Mesunes aléatoines gaussiennes dans (M(E), Bd ).
K

Dans [10] Rajput et Cambanis ont montré 1'équivalence entre processus
gaussien et mesure gaussienne dans différents espaces fonctionnels (espace
des fonctions, continues, absolument continues et espace L2) dans [9] Berlinet

a étendu leurs résultats aux espaces de Hilbert A noyau reproduisant.

Nous allons étudier 1'équivalence entre mesure aléatoire gaussienne

et processus gaussien,




Dé finition TV.2.1.-
*
. Soient (F, || [|) un espace normé séparable, F  son dual topolo-

*
gique et BC la tribu engendrée par les &léments de F .

Une mesure de probabilité yp sur (F,BC) ‘est dite gaussienne si
. V * . - . P .
et seulement si feF f est une variable aléatoire réelle gaussienne

de (E, Bc, y) dans (R, Em).
. Un processus (Xt)teT est dit gaussien si et seulement si toute

combinaison linéaire finie des (Xt)teT est une variable aléatoire réelle

gaussienne.

Remarnque : Si  (F,T) est un espace de Fréchet séparable et
si on note par B(T) 1la tribu borélienne de F alors Bc = B(T) (voir [}1]
page 100).

.
Definition 1V.2.2.-

Une mesure aléatoire u. : (2,A,P) — (M(E), Bc) est gaussienne

N . e 3 . N
si et seulement si V% e M (E) fou est une v.a.r. gaussienne.

e e =

Avant de caractériser les mesures aléatoires gaussiennes énongons un lemme

caractérisant les formes linéaires continues sur (M(E), || |lK).
J—

Lemme TV.2.7.-
. Les formes linéaires continues sur (M(E), || ||K) sont de la

forme Py) = J gdu, ge€ HK .

.B, =B .
dK c
Démonstration :
2 V% € HK 1'application linéaire ¢ : (M(E), Il ||K)+—-+EK

ul-———-———-—-*{gdu
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est continue, en effet

dK HK
Un — Y <==> I K(.,y) dun(Y) _— J K('QY) dU(y) ==>

Vg e He <J RK(.,y) du (v), g> — <J K(.,y) du(y), g> et comme pour tout

v € M(E) et pour tout f € HK on a <J K(.,y) dv(y),g> = J g dv (voir Dﬂ)

alors [ g du_ — [ g du.
J n J

.) Soit 1 une application linéaire continue de (M(E), dK)-—+'R

et ¢ 1'isométrie de M(E) dans ¢(M(E)) définie par ¢(u) = J K(.,y) du(y).

Alors ¥ =J o ¢_] : $(M(E)) — R est une application linéaire continue et

comme ¢(M(E)) est dense dans HK ¥ se prolonge d'une fagon unique en une
. ", N .

forme linéaire ¥ sur H, avec IIW!I = IIWII . H_ &tant un espace de

K K

Hilbert, il existe donc g € HK c Vo= <8y
K

W/HM(E) =¥ [ K(.,y) duly) — <J K(.,y) du(y), g>HK = ng du donc
K

Vie M) P(w) = J g du.

Démonstration évidente d'aprés ce qu'on vient de montrer et la

proposition IV.1.1.

B

Théoneme 1V.2.1.-

Une mesure aléatoire u : (2,A,P) +— (M(E), Bd ) est gaussienne
K

si et seulement si pour tout x de E,<u',6X>K est une variable aléatoire

réelle gaussienne.

Démonstration :

. Si 1y est gaussienne alors V% € HK f g du° est une v.a.r.

gaussienne en particulier Vx ¢ E J K(x,y) du (y) = <u',5X> est gaussienne.

K
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. Réciproquement supposons que Vx e E: <u ,6X> 0Lt une v.a.r.

K

gaussienne.

Soit ge Hy : H étant dense dans H , il existe

K

. Soit w € Q.

i
g € H : ||gn—gHHK <=

[]

|J<gn-g,K(-,y)> duw(y)l (propriété
d'autoreproduction)

w
ey [1IRG 11, @00

(inégalité de Schwarz)

He () &) - [g(y) e ()]
n

A

K &tant borné donc 3MZ> 0 tel que llK(.,y)[I <M d'ol :

fx

J g(v) | s M (g sl W(@E) — 0

n--e

ljgn(y.) a’(y)

‘ s
"H  don~ = o, K. .
g, e H on gn Z o (.,%x. )

o <w6 >
i Hos%y 7K
1 n 1

Jgn<x> au” (x)

It
Il o~
Q
]
“——i
~
—~
b
»
[
~
[a N
=
>4
~
b
~
I
II.M (7]

1] 1

.. .. . . . w .
combinaison lindaire finie de gaussiennes donc [gn(x) du (x) est gaussienne

et Jg(x) duw(x) est gaussienne. (Comme limite p.s. de gaussiennes).

Exemple :
(R, BR.’ N = N(0,1)) et W~ une mesure fixe de M@®R).

On suppose que le noyau reproduisant K est tel que JK(x,y) duo(y) >0 ,xeR.
Alors ~u. : R = M(R) est une mesure aléatoire gaussienne. En effet :

W —> W
uO

VxeR o — (uu , 6§ ) =w<p ,8 > est une variable aléatoire réelle.
o X o’ x K

. Pour tout o € R et pour tout x € R on a :

w
N s <
((-U u ,6X>K

< a) N(w : w J K(x,y) duo(y) <a)

o

[,y au, )

I

)

N(w : w <

I
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a/fK(x,y) du (y) 2
w ° -t7/2 . .
N(w :<p ,8 > e dt donc p est gaussienne.

x K /-Z—ﬂ-

3 - Notion de cylindre dans M(E).

Notation et définition d'un sous-ensemble de M(E).

Pour tout x,,...,xp e E on note par H(x x ) 1'application de
ree

P

(w) = (<u,6X >K seses <u,6X >K) .

M(E) dans RP définie par I
_ (x],...,xp) 1

Depinition 1V.3.-
W C M(E) est dit cylindre de dimension finie si W est de la

forme 11,

.(x],...,

« )(B) avec B un élément de la tribu borélienne B D de TP .
D R

Proposition 1V.3.-

La classe U des cylindres est une algébre de boole engendrant la
tribu borélienne de M(E), donc c'est une classe déterminante (au sens de

Billingsley [15]).

Démonstration :

* ) U est une algébre de boole :
- Stabilité par complémentation :

Soit W i B u
o1 (x],...,xp)( ) €

c -1

W = H(x < )(BC) et comme B est un borélien de TR
EERTY

ona W e U
-~ M(E) e U: pour xe E ME) =1 (R)

-1

(B) et W'
(xl,...,xp)




e
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WNW = H—] (B xB') et B x B' est un borélien de iRP+q
(X]""’Xp’}’]""’yq)

donc W N W' est un cylindre.

*¥ ) U engendre la tribu Bd :
K

Soit T 1la tribu engendrée par U :
*
- V% elN , V(xl,.

(M(E), d,) dans RP donc TCB, .
K dK

..,xp) e EP est continue de

I
(xl,---,xp)

- Il nous reste a montrer que BdKC: T , pour cela il suffit de montrer

que toute boule fermée de M(E) est dans T. La démonstration proposée est

analogue 3 la démonstration de la proposition IV.Il.1,

Soit B(u,r) = {v : ||u—vi|K < r} une boule fermée
B(u,r) = M {v : |<u—v,y>K| < r} (N (E) étant l'ensemble dénombrable
YeN (E) ©
o
|lY|l 3|
' K
m
dense Jdans M(E) (corollaire IV.1.1.)) vy € NO(E) donc y = ) a, Gx
i=1] i
Considérons :(Eﬁl, B )+— @R, ER) est mesurable,
—
m
Groeestg == T ag 18, = ms, 2
i=1 i
-1 ~1
Posons B = ¢ ([0,r]) ¢ B etona: {v: |[<uv,y> | g} =1
R" K

donc comme intersection dénombrable d'éléments de T B(O,r) € T.

4 - Convergence stochastique dans M(E).

L) Definition et preliminaires.

Dégindition TV.4.4. (Gefgroy).
Soit (E,B) un espace mesurable, M un ensemble non vide de mesures

sur (%,B) et T wune tribu de parties de M. On dit que (M,T) est un espace
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mesurable de mesures adapté 3 1'espace mesurable (E,B) si

VB e B , Ll'application &B : (M,T) —— (R, RR) est mesurable.

H ——> u(B)

Dans la suite on suppose que (E,d) est un espace métrique séparable

que 1'on munit de sa tribu borélienne Bd .
B(O,r) désignera une boule de centre O et de rayon ~r

- pour 6 >0 A6= {x :« d(x,A) < &}
Soit A € Bd , on désignera par le dilaté de A & & prés

— 8A : la frontiére de A.

Dans [}2] J. Geffroy a introduit sur 1l'ensemble M des mesures positives

"g-finies" (c'est-d-dire finies sur tout borélien borné de Bd) la distance

© p_(u,u")
p(u,u') = 2" = avec

— ]

n=1 1+ pn(u,u )
pn(u,u') = sup {en(u,u') s Gn(u',u)} et

. I ‘ o
en(u,u') =1inf {&¢ > 0 / Ya e Bd avec A C B(0,r) , u(A) < u(A") + 8}

pour étudier la convergence stochastique des mesures aléatoires & valeurs
dans M. Citons quelques uns de ces résultats qui vont nous &tre utiles par

la suite.

Théoreme 1V.4.4.1. (voirn [12]).
Etant donné une mesure u € M et une suite généralisée {ue , 8 € 0},
ol O est un ensemble filtrant supérieurement, on a l'équivalence
lim p(p,u,) = 0 <==> VA ¢ B tel que uw(8A) =0 1lim u_(A) = u(A)
0 6 b 0 0

CBb : désigne 1'ensemble des boré&liens bornés de E.
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Théoreme 1V.4.4.2.- (voir [12]).

La fonction dB s (M, Bp) —> (R, BHQ est mesurable VB € Bb .

Egmangue/s :

. La distance o induit une topologie &quivalente & la topologie

faible sur P(E) mais non sur un ensemble de mesures quelconques.

. Si on considére M : 1'ensemble des mesures positives finies

sur les boréliens bornés de E alors M+(E)C:ﬁ4.

Pnogoz;i/téon IV.4.40.1.-

. . . + .
La topologie induite par dK sur M (E) est plus fine que la

topologie induite par p.

d
Démonstration : Soit M K, Mos==> =t=> | ==e=> YA e Bd tel que

p(8A) =0 un(A)b——+ p(A)  (voir []3] page 366 théoréme 2). En particulier
VA e borélien borné tel que u@A) = 0 on a un(A)'——» u(A) et le théoréme

IV.4.i.1, implique que unr—£L+ u .

Notre but est d'@tudier la convergence stochastique des mesures
. - + . » .
aléatoires 3 valeurs dans (M (E), dK). Mais avant d'étudier cette convergence,
montrons comme dans [12] que (M(E), Bd ) est adapté a (E,Bd). Pour cela

K
énongons deux lemmes

Lemme IV.4.4.17,.-

Pour tout ouvert 6 de E ﬂe : (M+(E), dK) > R est

B > u(8)

semi—continue inférieurement.




- 17 -

Démonstration :

La démonstration de ce lemme est analogue d celle du lemme 4.2.

de ([12], page 21).

d
On va montrer que si v —X, ¥ alors pour € > 0 EN :n 33N

on a @e(un) 2 ﬂe(u) - €.

(E,d) étant séparable, soit (Xi)ielN une suite dense dans 6.
Vi Hr. >0 tel que B(x.,r.)C 6 et 6 = \ B(x.,r.) . Soit s, € ]O, r.]
i i’71 {oN i’i i i

tel que : u(aB(xi,si)) =0 s. existe sinon B(Xi’si) ne serait pas de

mesure finie. On a 6 = U B(x.,s.).
. i*7i
1€IN
Posons : Cl = B(xl,s])
C2 = B(XZ’SZ) - B(Xl’sl)
y i-1
Ci = B(Xi’si) - jL:j] B(Xj’sj) .

Les Ci sont des boréliens deux 3 deux disjoints et comme

1
(AN B) C §(A) U (8B) => § CiC' U B(Xj’sj) et donc
j=1
dK i
Vi u(GCi) =0 oy = I e “n(Ci) — “(Ci) (voir [13],
P- 12), or w(®) =u(U ¢) = | uc) w(e) = 7§ u (€.
i=1 i=1 i=1
Soit € >0 u(C)>uC) Vi IN({) :n > N(@)
€ €
lu (€)= ue] < o T M) (G ¢ =y
u(e) = ) u(C,) < o ==> Ve > 0 In ¢ ) u(c,) <ef2
i=1 °© i=N+1 !
NO o
doi  u(8) = ] u(C,) +e/2 .
i=1

Posons N, = sup(N(i), i = 1,...,No) .
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N
(o]
Alors pour n > N, on a u(e) < J u(Ci) +€/2
i=1
N -
2 € .
u(e) < .Z (un(Ci) + i+]) +e/2 g un(e)»+ e , soit pour
i=1 2
n >N, ¢n(un) >'$n(u) - € et par conséquent @6 est semi-continue

inférieurement et donc mesurable.

F R

Lemme TV.4.4.2.-

+
VB e B, ¥ : ((®), BdK) +—> (R, By) est mesurable.

Démonstration :

Soit W={BeB,: ﬂB est mesurable
F=1{6, 6 ouvert de E}C W , F est un I-systéme
et la tribu engendrée par F est Bd' Si W est un A-systéme, alors W
contient le A-systéme engendré par F donc W serait &gale 3 Bd . Pour

démontrer le lemme il suffit donc de montrer que W est un A-systéme :

-B, eW , ByeW, B CB,:

B, = B, u (B, - B) => u(B,)) =u(B) +u(d, ~B) => ‘932—13] = &BZ - xDB] ‘

différence de deux fonctions mesurables donc mesurable.

- S1 (Bn)nchw : BnC Bn+l
w(U B ) = lim p(B ) = u(lim B )
>

|

donc ¢ () = 1lim &B (4) est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

(U Bn) n—»«© n i

Proposition 1V.4.0.2.~

M(E), Bd ) est un espace mesurable de mesures bornées 3 signe
K ,

adapté a (E,Bd).




Démonstration :

Vu e M(E) :+ n = u+ - u— (décomposition de Hahn - Jordan)

donc VB e B, I, = \UB(u+—u—) =u(B) - u (B = ‘0B(u+) - () donc W

est la différence de deux fonctions mesurables donc mesurable.

Conséquence : Si u. : (Q,A)Y = (M(E), Bd ) est une mesure aléatoire
K

alors VB ¢ Bd : u.(B) : (2,A) — GR,BIQ est une variable aléatoire réelle.

£L) Convergence presque sire.

Proposition V. 4.40.7.~

Soient My s WO (2,A,P) — (M+(E), Bd ) des mesures aléatoires,

K
n €N .,
Considérons les conditions suivantes :
e p.S. .
1) RELAEN U

“n
2) JK(.,Y) du; P-3: JK(.,y)chf(y) dans Hy -
3) VB e Bd tel que b (3B) = O p.S. u;(B) —_ u.(B) pP.S.
4) fK(.,y) du; T~+—fK(.,y) du’ uni formément presque siirement.

5) Pour toute famille 1T de H bornée au sens de la norme de H

K K
sup |deu'—ff dy | B2 0
n .
fell
6) Vg € HK Jg dun — Ig du p.s.
Alors on peut énoncer les résultats suivants
1) <==> 2) <==> 3) ==> 6) , et si on suppose en plus que le noyau K

est séparément continu et que les mesures aléatoires CEP sont 3

valeurs dans P(E) alors :

1) <==> 2) <====> 3) <==> 4) < > 5) ===> f .
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Démonstration :

1) <==> 2)

d
U. EJE;»-u° <===> 3 QO € A : P(QO) = 1 et Yo e Qo ug S uw

<=>Jqa_eA:P@)=1 et Yo eq JK(.,y) du§—+ JK(.,y) du

dans HK

<> J K(.,vy) du;(y) —a—J K(.,y) du.(y) p.s. dans HK

{) <==> 3 : Evident d'apras [12].

1) ==> 6) :

—> U p.§. <= A =
WM P.s < > 390 € P(Qo) 1 et tel que

w dK W
V@ € Q U —
o n

<==> 390 eA:P(Q) =1 et tel que

v . w ¢
Jw € Qo K(.,y) dun —> | K(.,y) du dans HK .

.._—>3 QO e A: P(QO) 1 et Vg € HK <8s JK(.,Y) du:)1>H —> <8, JK(-’Y)dUw>H
K

K

= 3 QO e A P(Qo) 0 et V@ € HK .[g duﬁ — J g duw .
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iil) Convergence en probabifité dans MY (E).

On suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que

Vo e N s Mo s u. : (Q,A,P) ——»-(M+(E), BdK) soient uniformément bornées

par C presque slirement

e ————————

PnoQOALiion V. 4.040.1.-

Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) u; ——> 4 en probabilité ,

2) pour toute famille I de HK bornée dans HK

sup !Jf du_ - J fdi | 2—0 .
fell - n

Démonstration :

. .

Supposons que 1L —_— en probabilité. Soit 1 une famille bornée

de HK . Pour we & on a:

sw (g A0 W] = sw g, JK<.,y> d(u-u") (3) >y |
gell geH K

cou Tlally 1] G 46501
( .

gel K

=> {u : sup |Jg(y) a6y (| > e} C {o |IJK(.,y)d(u2-uw)(y)|lH > }

gell K swllelly

gell K
donc P(w : sup|Jg d(pz—pw)l > ¢) ¢ Plw :||(K(.,y)d(u:i“uw)(y)llH > £
gell : J Kk sup|lgl]
gell HK

u;>—11+ po<==>VYe >0 P(u: lluﬁ-uwllK >€) = Pw : |iJK(.,y)d(u§-uw)(y)||HK > €)

converge vers O .

==> P(w : sup i(g d(uw-uw)l >g) — 0,
J n
gell n-o
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2) ==>1)

IIJK<.,y> d(u:-uw)(y)||§K J(J K(x,y) dGu’=u") () G -u™) (x)

A

20 swp | [K(r,y) 4084 () |

x€E
donc
W [ wow 82
{w : IIJK(-,Y) d(u~u )(y)||HK > el C {w: izg | |R(x,y) d(un-u Y(y) > 5e }
2
donc si P(w : sup I[K(x,y) d(uﬁ—uw)(y)i > %E. — 0
x€E n->e
=> P(w : ||J K(.,vy) d(ug-pw)(y)llH >g) —> 0
K n-oo

Pour conclure il suffit de remarquer que I = {K(.,y) , vy € E} est une

famille de HK bornée.

V - THEOREME DE "GLIVENKO-CANTELLI" ET ESTIMATION.-

En théorie d'estimation au lieu de considérer la projection sur les
espaces de paramétres, C. Guilbart a considéré la projection sur les espaces
de mesures auxquelles il a associé ensuite son image dans 1'espace des paramétres.

Comme base, i1 a énoncé un '"théoréme de Glivenko—-Cantelli" et plus précisément.

Theoneme ([8] page 26).-

Si K = z a, fi 4] fi est normal (c'est-d-dire les fi sont des
v.a.r. bornées par 1 et (di) une série convergente de termes strictement

positifs). Alors :
N 16 no(a) z

yos =l 2 a) s
=1 “i K a2 . N

a) sup uem(kj {weq

nzN

!
Fls
1 1
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n 2

b) sup u@m (w € Q Ifﬁ ) Sw —u||K2 a) €2 no(a) exp(~ 13
i=1 i

— )
4 z o
= £

avec a > 0 et no(a) est le plus petit entier tel que :

oo 2
a . -
. X a, <= sl les fi sont positives

(o]
© 2
a .
. ) o, <=4 sinon .
8
o

La démonstration de ce théordme repose sur certaines inégalit&s de Hoeffding

(voir [17]).

Soient P] un sous—espace de P(E) et (un) une suite dense dans
(Pl , dK) < Hpseeesu > et e(ul,...,un) désignent respectivement 1'enveloppe

convexe et vectorielle de (u],...,un).

Proposition ([8] page 53).-

n
.K 1 .

a) prj - z § ) est un estimateur convergeant presque
UpseeesH >0 w

i=1 i

sGrement vers la loi sur P] .

n
. 1 . . . .
b) prJK (= Z 8§ ) est un estimateur asymptotiquement sans biais
(P, yeaesl ) .2 W
1 n i=1 1
Y K - ]
(c'est-d~dire : peP I prj — Z § ) du (W, eeesw ) —> 1)
e
1 ot (ul,...,un) ooz, el 1 .
converge presque sirement vers la loi.
K I o i S
c) pri (= Z 8 ) (resp. prig (- 2 § )) est
UppeeesU >0 o2 0 (“1""’“n) nooo, e

un estimateur de la loi séquentiellement plus rapide que la loi empirique

(c'est-d~dire : Vh € Pl , ﬂN(u) :n = NG

K 1 =
o —_— 1) - — - .
> prJ<“1""’“n>(“ izl “’i) UHK < | izl 8 i ullK)
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d) pour toute application linéaire ¢ : e((un :neN) — (F, || |D
n
1
) — § est un
(F espace de Banach séparable), ¢ o pr_]e(u]’“.’u ) (n izl wi) u

estimateur séquentiellement sans biais de ¢ , (c'est-d-dire :

n

1
Vi e Pl > IN(w) : n 3 N(w) => JQ $ o prJe(ul,...,u )(n igl swi)

P ayseensn) = 60 .

Pour finir ce paragraphe &noncons une proposition relative & 1'estimation d'un

paramétre linéaire.

Proposition [8].-
Soient K = Z o, fi a fi un noyau reproduisant normal, non dégénéré

et (F, |[ |]) un espace vectoriel normé.

1) Si ¢ est une application linéaire de e(p],...,uk) dans

F alors :

.K
a) ¢ o prj

n
l ‘ . .
(— z § ) est un estimateur fortement sans biais

e(ul,...,u ) 'n L w

i

d'ordre n de la restriction de ¢ & P(E)D e(p],...,uk)

n
Qoo o K
b) inf u E” e : ||oopri Y8 ) = o(wl]
WeP(E)N e(i,eneyt) e<“1’-°-’“k) no ey
1 o
<ae, Vn > N]] >1-16 no(a £) —%fliﬁi— s
a e N

ol a est la norme de ¢ et e >0 .,

2) 81 ¢ est une application linéaire définie sur e(pn :ne W)
alors on peut exhiber (3 1'aide des projections orthogonales sur des sous—espaces
vectoriels de dimension finie) un estimateur (Sn) séquentiellement fortement
sans biais et convergeant presque slrement de la restriction de ¢ a

P(E) N e(un ;s neWN).

La démonstration de ces deux propositions est essentiellement basée

sur le théoréme de "Glivenko—Cantelli' cité précédemment.
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CHAPITRE 11

ESTIMATION D'UN PARAMETRE FONCTIONNEL PAR PROJECTION

SUR LES ENSEMBLES DE MESURES.

Dans ce chapitre on garde les notations du chapitre I.

I - INTRODUCTION.-

Soient (Q,A,P) wun espace probabilisé, (E,d) un espace métrique
séparable, P1 un sous—-ensemble de P(E), ¢ une application de e(Pl)
dans F sous-espace de R" prolongeable en une application linéaire a e(P])
et X wune variable aléatoire définie sur (2,A) & valeurs dans (E,B)),
dont la loi PX € Pl . On se propose d'étudier la convergence d'un estimateur
de ¢(PX) (proposé par C. Guilbart dans [8}) suivant des modes que nous
préciserons plus loin, lorsque la taille n de 1'échantillon augmente indéfi-
niment. Soit K : E x E+> TR , un noyau reproduisant induisant un produit
scalaire Sese>p Sur M(E) supposé de dimension infinie. A partir de n obser-
vations une estimation directe d'un paramétre de dimen;ion infinie n'est pas
possible. Il faut nous ramener donc & l'estimation d'un paramétre de dimension
finie pour espérer une information raisonnable pour cela on se donne :
Une suite d'entiers naturels (q(n)) telle que q(n) — » .

* ~
Pour tout n e N on pose Hn = e(ul,...,u ) 1'espace engendré par

q(n)

Ul,...,uq(n) muni de la topologie induite par dK . On considére H = ;E& Hn

limite inductive des Hn . H est complet (une limite inductive d'espaces

complets est compléte).
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. . .K
On peut donc comsidérer la projection prj, de M(E) sur H .

On prend :

P, = P(E) N H

n
. - K, 1
Comme estimateur de ¢(PX) on prend ¢n =4 o prJH(n z GX ) .

=1 7]

Un calcul simple montre qu'il existe un entier N0 tel que pour n 3 No :
‘ -~ n [q(n) [q(n) . det M ., .
1 k+ k

m e == 1| I | I 07 9(m) kel <j K(X,,y) d . (3] 6(n,)

n n . . . ] k 1
j=1j1i=1 i=1 det M
q(n)
u i TH . . t i
oil Mq(n) est la matrice (<u1’u1'>K)lslsq(n) et Mq(n),kl est la matrice

1ci'<q(n)
iéme

PR . . €éme
déduite de M ligne et la i colonne.

q(n)

obtenue en supprimant la k

Remarques :

Si on pose

q(n) (q(n) det M .
k+1 k
Rt = L | 1T D aln) (J K(x,y) du, (5| o(u)) ()
4 i=1 | k=1 det M
q(n)
Alors :
-~ 1 1
1) Pour n assez grand, pour tout x e E on a ¢n(x) = ;-jz Rq(n)(Xj,x)
avec Rq(n)("t) € HK .
. . . . . V dv 2
2) Si P] est dominé par une mesure p o-finie telle que v e Pl rm e L (u)
et si on prend ¢(v) = D , alors pour n assez grand ¢n(x) est un

du

estimateur de la densité qui a la forme d'un estimateur bien connu et qui a

été étudié dans []8] par Denis Bosq et Jacques Bleuez.

. ) %
3) Si on suppose que les By s i eN sont orthogonales pour <.,.>

1'estimateur ¢n se réduit pour n assez grand a

K

- e Jragy ago)
% Tn L] 7 o0y
J=] i=1 HuillK
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1T - ESTIMATION SANS BIAIS.-

2 N
Dans ce paragraphe on suppose que ¢(P]) < L"(4g) ol U est une
mesure o-finie définie sur (E,Bd) telle que Lz(u) soit séparable.

On munit Lz(u) de sa tribu borélienne C.

Déginition (D. Bosq [19]).

. T est un estimateur (d'ordre n) de ¢ si T est une v.a.

Bg - C mesurable,

. . . *
. Soit T un estimateur d'ordre n de ¢, on dira que T est une

version réguliére de T si

* . . n+l
a) T est une fonction numérique Bd - mesurable ,

b) T*(xl,...,xn) est une version de T(xl,...,xn) pour tout

(X ,.-.,X) € En .
- n

Proposition 11.7.-
a) ¢](x) = ¢ o prjﬁ (SX ) est un estimateur sans bials d'ordre 1
n 1

de ¢/P] N Hn .

b) Si la tribu des événements symétriques est compléte pour P1 n Hn

- n q(n) |q(n) . det M ,

alors ¢ (0 =+ J | | [ n? 9(n) ki <J KOG, & ()] 40 (0
j=1 {i=1 | k=1 det M

q(n) J

définit une version régulidre de 1'unique estimateur sans biais d'opérateur
de covariance minimum pour ¢/P Ny °*
1 n

n
N K, 1 . .
c) ¢n(x) = ¢ 0 prjﬁ(a' Z 6X ) est un estimateur asymptotiquement
=1 7]
sans biais de ¢/P](7 q

Pour la démonstration de cette proposition i1l suffit d'adopter
celle de la proposition | de ([39], page 3) pour a) et b) et de remarquer

pour c) que pour tout ve P NH §n_ :n3zn ve P, NH .
1 o} o 1 n
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Pour une &tude trés dé&taillée de l'estimation sans biais d'un paramétre
fonctionnel voir [19], dans cet article D. Bosq a donné un résultat trés

o . : 2 .- ~
précis : dans L7(n), en supposant les densités bornées et P] convexe,
une condition nécessaire et suffisante pour que la densité@ soit estimable
sans biais, est que 1'ensemble des densités a P] soit inclus dans un espace

de dimension finie.

Dans [8] C. Guilbart a donné une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un paramétre soit estimable sans biais cette condition porte sur la

continuité au sens de la topologie faible du paramétre a estimer.

1711 - CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE.-

1) Notation et hypothlses.

On suppose que la suite (u ) ¥ de M(E) est telle que
n’ nelN
V' % + - + - e, . . -
ieN Mo = oup T owgoavec et My deux mesures positives dominées par

une mesure p o-finie non atomique définie sur E et telle que :

- Lz(u) soit séparable ,

+ -
du. du.
. * 2 2
-Vienw (—d—ul,—a}mL(u)xuu).
du du,  du,
On pose f, = a— = —— - =L | i eN

comme paramétre ¢ on choisit la densité : ¢ :Pll——» Lz(u) .

v
du
On pose :
dP1
+ D= et D= {f €e D: lim sup I(Rq(n)(x,t) du(x) - £(t)| =0}, F

n+o teF

étant un sous—espace de E.

. Dn(t) [fn(t) - f(t)l , teE , n assez grand .

. fn(t) Ef fn(t)

. Sn(t) fn(t) - fn(t) , teE , n assez grand
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q(n) . det M .
g, (t) = Z (_])k+1 q(n) ki
'n k=1 det M

(J K(t,y) duk(Y)) ,ieN .

On suppose que les densités de D sont bornées.
On considére les hypothéses suivantes :

Hl) (resp. Hi) lﬂh :E—R (resp. définies sur F et bornée) tel que

sup Ifi(x)| <h(x) , xeE.

q(n) 9 8
my o> 0,3, tetaue 111 I5ll1%, <& am
i=1 L™ (u)
q(n) 9 8
Hy) 3C >0 telque [| J g [II7, —sc am

i=1 n L7 (w)

H,) (resp. H!) HM >0 : sup, sup |g. (x)| < M (resp. Vi = lye..,q9(n)
4 4 . ¥ 1
1elN xeE n

sup |gi(X)| <M q(n)B)-

xekE
q(n) 8
H5) Ja >0 on € E tel que izl gi(xo) fi(xo) > A q(n)
q(n) 9
H6) HB(t) >0 tel que E( z g. (Xl) £.(t))" = B(t)
: o iy i

Zj Convengence simple en moyene d'ondre p (p = 1,2).

Proposition 111.2.2,-

Considérons les propriétés suivantes :

B
a) S.(_n..).____)o

n
dPl
b) Ef(Dn(t)) — 0 , teE, fe v
2 dPl
c) Ef(Dn(t)) — 0 , teE, fe I

Alors sous les hypothéses Hl) et H3) on a les implications a) ==> c) => b) .
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Démonstration : On va montrer que les hypothéses Hl) et H3) entrafne

1'hypothése II de [}8] ce qui nous permettra de conclure.

2 q(n) )
[ Rq(n)(x,t) du(x) = [E (izl g; (x) fi(t)) au(x)

n

A

q(n) 9
f 1 lg; @] 1£,@D7 dux
i=1

n

N

n

|

q(n) 2 l

J ) |8i (x)| h(£))" du(x) (H,) B
i=1

|

A

q(n)
h’(t) f 3 gy o au
i=1

n |

A

f Ry (608 duC) < € n%(e) am)® |

I1 suffit de poser B(t) Co hz(t) , r(n) =q(n) et a =B et d'utiliser

la proposition 4 de D. Bosq et J. Bleuez ([18], p. 488) pour affirmer que

a) => c) ==> b).

3) Convergence en moyenne quadratique Anteghré.

g e o

Proposition 111.3.1.-

B
Sous HZ) et H4) , si ﬂigl—--+ 0 on a alors
- 2 dP1
Ef [ (fn(X) - f(X)) du(X) — 0 N f e .ETJ—

Démonstration :

E f (£, (0 = £ duGx) = B [ F,00 = 2,60 w0 + | (5,00 = £6? aut

- ;o falm) q(n)
£ (x) - f (&) = E—_Z _Z 8; (Xj) £.(x)) - .Z (J g, (v) £(y) du(y)) £;(x)
i=1 [ i=l n i=I n
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q{(n)
B

EJ(EH(X) - fn(x)>2 du(x) < 2

2
gin(Xl) fi(X)) du(x)

A

f (| €1 g (0 £,G)7 £(r) du(r)) du(x)

i=1 n

A

ra(n) 2
f( (1 legy W] GDT £(1) du(e)) du(x)
i=1

v n
12 9 2
s=M | () £ ] £() dult) dulx) (1,)
b=l
- B
Ef<f (x) - £ ()2 du(x) s > g LB
n n [o] n
P, 2
et comme pour tout f € T J (fn(x) - f(x))” di(x) — 0O

on a le résultat cherché.

4) Convergence simple presque complete et en moyenne d'ondre p (p = 1,2).

Enongons d'abord un lemme qui donne la vitesse de convergence de

En(x) vers f(x).

Lemme TI1.4.17.-
Sous les hypothéses Hl), H3) et Ha) (resp. Hl)’ H3) et HL) , pour

tout t € E , pour tout € > 0 on a :

P(D (t) > e) £ 2 exp(~ p(t) oe ) , n assez grand ,
n B
q(n)

p() = —te |1+ SR I ¢ p20yy | pogr w MOy 1}

4M h(t) M h(t) © (sup £(x)) C_ h(¢)

(resp. P(D (t) 2 €) < 2 exp(- p(t) —ELE;—Q , 0 assez grand ,
n 28
q(n)
2
sup f(x) C h (1) :

p(t) = 1 (1 + 2 ) . Log(l + Mh(t) 5 ) -1

4M h(t) M h(t) (sup f(x)) C0 h"(t)
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Démonstration : On a montré dans la proposition III.2.2. que Hl) et

H3) entrafne II) de [18]. Montrons que H]) et H4) (resp. H])et HZ)) => I) de [lé}.

I I lq(Zn) ( (t) | q(Zn)l ) |£, (0]
sup |R (x,t)| = sup g. (x) £.(t)| < sup g. (x)||£.(t
xeE q(n) x€E  i=1 'n t xeE i=1 *n 1
q(n) g 40
sup qu(n)(x,t)l <M ‘Z Ifi(t)l sous H4 (resp. £ M q(n) 'Z Ifi(t)|
xeE =1 i=1

sous Ha)

M q(n)B h(t) sous H]) (resp. s M q(n)28 h(t) sous H])

A

il suffit de poser Al(t) =Mh(t) et o =8 (resp. o = 2B) pour pouvoir

appliquer le lemme | de ([}8] p. 490).

Remarque : La démonstration du lemme 1 de ([18] p. 490) est basée

sur une inégalité de type exponentiel dii a Hoeffding (cf. [21]).

Avant de donner une condition suffisante de convergence presque compléte
et en moyenne d'ordre 1| et 2 rappelons la définition de la convergence

presque compléte (p. co.).

(Yn)néN une suite de v.a.r. converge p.co. vers Y si

Ve > 0 JR(Y -] 36) <+ =

Remarque : La convergence presque compléte entrafne la convergence

presque slire (lemme de Borel - Cantelli).

Proposition 111.4.4.-

Soient les proprié&tés suivantes :

a) V% >0 Z exp(— n < +
q(n)
dP1
b) D(t) ———>0 et EMD () —0; teE, fe ——
n n du
p.co.

2 P,
¢) D(t) —+ 0 et E(D(t)) — 0 ; teE, fe —
n b.co. n du

Alors sous les hypothéses Hl) , H3) et H4) on a les implications a) ==> c) => b).
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Démonstration : a) entrafne c¢) d'aprés le lemme II.1. et la proposition

I11.2.2., il est évident que c) ==> c).

5) Convergence uniforme presque sire.

Enongons d'abord un lemme di & Hoeffding.

Lemme 111.5.2. ([17] page 16).

Soient XI sesas Xn n v.a.r. indépendantes, centrées, majorées

par une constante positive b, définies sur (Q,A,P) et ayant des moments

o~

d'ordre 1 et 2. Si on pose Sn =X +...+X , o =

1 2
| - E-k | E(Xk) alors pour

O0<e<b ona:

2
ne o} be
P(Sn >ne ) < exp(- < [(] + BE) Log(1l + ;i) - 1]).

Proposition 111.5.5.-

Sous les hypothéses Hl)’ HA) et si en plus h est bornée dans E,

- dpP
Alors une condition suffisante pour que SUE £ (x) - £(x)] 225 o , £ € 1
o X€ n du
est que Z q(n) exp(- A ———Ei—) <+w Yoo 0.
B
n=] q(n)
Démonstration :
sup |f (%) - £(x)| < sup |f (x) - f (x)| + sup |£f (%) - £(x)]
n n n n
XeE xeE
fn est asymptotiquement sans biais donc il suffit de montrer que
sup |f (x) - £ (x)] B:5-, 9
n n
xeE
- p aln)  n q(n)
sup !fn(x)—fn(x)! =sup |- )y () g (X)) £.(x) - Y (J g. (ME(y)du(y))f. (%) ]
b . i *7j i . i i
xeE xeE 1=1 j=1 n i=1 n
- qm) 0
ssup () |-} g (X)) - f g. (NE@du| [£.(x)])
b b j i i
xeE 1=1 1=1 n n
q(n) n

A

sup h(x)) ( ) I%- Y g; (X.) - f g. (ME¥)Ydum ) (H))
xeE i=1 j=1 'n 1 'n
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h étant supposé bornée il suffit donc de montrer que

q(n) n
) I‘I{_‘ ) 8; (Xj) - J 8: (y) £(y) du(y)| P:8- , 0 pour cela on va utiliser
i=i ™21 g n

le lemme précédent.

Posons Yin,j = gin(Xj) - f gin(y) f(y) du(y)

Les sont des variables aléatoires réelles indépendantes et centré@es.

in,j

|y | < 21 q(n)B (Hi)

A

in, ]
2
E((Yin J.) )

2

B, 5007 - ([ g 0 160wy’

n n

2D

A

E(gi (Xj)z) < M2 q(n)26 (H
n

2

2 28
donc si on pose b = 2M q(n)28 alors %—E- < y———cl-(—t-l)—-—

T oM q(m 2P

-1
5 -

. 1 . .. . .
La fonction h(u) = (1+u) Log(l + _G) - 1 est strictement positive et décroissante

sur ]O, + 00[ on a donc
2

o be M 2
(1 + EE) Log(1 + 25) 1> (1 +.§) Log(1 + 39 1

n
en appliquant le lemme III.5.2. & S, = 2 Y, ; on obtient

n e

2M q(n)°

n
P(% _z] gi‘(Xj) - )( gi(Y) f(Y) du(y)l >€) = P(Si’n > g) < eXp(“‘ p)
J=

avec p = (1 +%) Log(1 +_h271) -1

on a donc :

qm) | =&
PC Y o 1 g (XD - f g. (v) £(y) du(y)| > )
i=1 j=1 'n J . in
n
L

q(n) !
s 1 eUg
i=1 j

€

(Xj) - J 8; (y) £(y) du(y)| > )

n n q(n)

€

2M q(n)

< 2q(n) exp(- n 7551

d'od le résultat.
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Remarque : dans ([?5] p. 102) on trouve une condition analogue avec

6) Converngence uniforme en moyenne quadratique.

Proposition 111.6.6.-

Sous les hypothéses Hl) et HZ) et si en plus dans Hl) 1a fonction

2
aw D
n N>

h est bornée. Alors si on a

sup E_(f (x) - f(x))2 —_— 0
f ' n
xeE n->o

Démonstration : Il suffit de montrer que sup Ef(gn(x) -~ fn(x))2 — 0.
xeE
~ 2 1A 2
E(f (x) = £ (x))" s = E( _Zl gin<x]> £, (x))
i g(n) 2
< = K 121 Igin(Xl)I EREID
q(n) 2
canieo B C T g xpD (H)
1i=1 n
2
- (B+1)
B(E (0 - £ ()7 ¢ h¥( i 2B
(8+1)2

sup E(E_(0 - £(0)° s (sup h’(0) M S

xeE xeE

A

d'ol le résultat.

IV - LOT LIMITE DE L'ESTIMATEUR.-

Soit t wun point de E, pour n assez grand on veut &tudier la loi
. . -~ 1 n Q(n)
limite de 1'estimateur fn(t) =3 X [ z 8; (Xj) fi(t)] et plus précisément
i=1 i=1 n

la loi limite de

£ (t) - £ (1)
n n (1)

o(£_(£))
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Proposition TV.1.-

Sous H]), H4) et H6) et si

£ () - £ (1)
n n

_ £t N(O,1) .
o (£_(£))

Démonstration : La démonstration est analogue & celle qui se trouve

[21]. Posons

1 Y. (&) = B, (£)
Y. ( )(t) -1 boe. (X)) £.(t) , Z, ( )(t) _ _iq(n) jq(n)
19 L T Jgin /H'G(YjQ(n)(t))

qu(n)(t) sont des v.a.r. de méme loi, indépendantes, centrées et d'écart

1
ey et on a pour n assez grand :

£ (t) - £ (1)
n n _ (t)

~18

< = Z.
o(fn(t)) i=1 jq(n)

trouver la loi de (1) on va appliquer le théoréme limite centrale ([22]

328) aux variables Zj (t). I1 suffit alors de montrer :

q(n)

n
a)\Ve >0 321 P(Iqu(n)(t)l >g) — 0

n o, n
b) aa > 0 tel que jZ] o (qu(n)(t)(a)) — 1 et jzl E(qu(n)(t)(a)‘—+ 0

qu(n)(t)(a) la variable aléatoire tronquée & a.

Démonstration de a)

n
Soit € > O 'Z] P(|qu(n)(t)| >¢) =n P(lz]q(n)(t)l > €)

n El(Y, . (t) - K N

Y1q(n)
e

lg(n)

84 n2 04(Y

A

1q(n)
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& 4
CHSNORS: SR OMMIES 119} PRI OTILRI-1¢ SN O
< B[ Ma(n) h(e) + 1 Ma(m) n(e))*] (@) et B,
& 16 4 4 4
ELOY g gy () = EQY gy ()] ¢ Z M @R
2 2 _ 2
o (qu(n)(t)) = E(Y]q(n)t)) (E(qu(n)(t)))
2 Ny s 2
BV (y(8)) % B(E)/n (Hy)
q(n) _,
E(qu(n)(t)) < M h(t) — 0 (H] et H4)
donc ﬂNo :n 3 NO E(Yl (n)(t))z < B(t% et par conséquent pour
4 2 n
2 , B(t)
s T n 16 M qm)® 4 4 ot
d'ott pour n assez grand jzl P(IZ jq(n)(t)l > g) € _Z-_::T— n4 h (t) x " (t)
n 4 4 4
z P(IZ. ( )(t)! >e ) g 744M 21’1 (t) q (n) —_ 0
j=1 Jain e BT(t) n
4
s1i q_(n) —> 0
81
Démonstration de b) :
2, (o] = B2 2~ F @ ) R TTONRAMIALTION N
Jq{n —
/n O (Y5 (my () /n o[yjq(n)(t)]
) Mq(n) h(t)/n + Mq(n) h(t)/n (1, et 1)
/n Ty ()
4
122y (O < 2Mhe) al) alm) _, o o d@_
lain /B(t) /o n
donc Ve > 0 qu(n)(t)(q) = qu(n)(t) pour n assez grand et comme les

P . 1 - .
Ziq(n)(t) sont centrées et d'@cart type — on a le résultat souhaité.
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V - COMPARAISON AVEC LA METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES.-

La méthode des fonctions orthogonales a été proposée par
Tiago de Oliveira en 1961 (23) et idendépendamment par CencSv en 1962 (24).

P . 2 .
On suppose que la densité 3 estimer f € L"(u). On pose comme estimateur

- q(n) -~ - ;0

gn(x) = izl aki,n eki(x) avec aki,n = - jzl eki(xj)’ (ek)keI étant une

base de Lz(u) ,q(n) une suite d'entiers positifs tendant vers 1'infini.

Si Lz(u) est séparablevon prend ki =i Wi-= 1,q9(n).

p )
Dans ce paragraphe on suppose que L (u) est séparable. On va montrer
que dans certains cas la méthode par projection sur les ensembles de mesures

coincide avec la méthode des fonctions orthogonales.

En effet soit (fi)iém* une base orthonormale de Lz(u) telle que

Vien IlfilIU = sup Ifi(x)[ <o,

xekE

f. o

1 . *
Posons v hi = —=— , i€eN et K(x,y) = z o hi(x) hi(y)

HfiHU i=1

avec (ai)iém* une suite 3 termes strictement positifs et telle que Z a, < o,
Posons =t -7 dui = f+ et dul = f, 0 eut alors
oson My My My avec a5 & - - n p 0

énoncer la proposition :

..
ProposLition V.1.-

Si la forme bilinéaire symétrique Sereg définie sur M(E) est

un produit scalaire. Alors :

a) les (ui)idN sont orthogonaux par rapport & SesePp -

b) Wedn-= U(H_ N P(E)) . L'estimateur de dv par projection
N I du

sur les ensembles de mesures fn colincide avec l'estimateur de la méthode

~

des fonctions orthogonales g, *
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Démonstration :

a)  <WpsUpy g =

I o~18

o (f h, (%) du,(x)) (f b, (y) dupe (7))

i

1
~18

Loay ———i—~§ (J fi(x) £p(x) du(x)) (J fi(y) fz'(y) du(y))
1=0 !Ifi||U

or (fi)' * est une base orthonormale de Lz(u) donc

1elN
o
£ 4
= <upouprp = ——— |l
227K I|f£l|§ £ LZ(U)
Upslpry = 0 pour £ # £'

. * P
b) Les wu. , 1ieN sont orthogonales pour <.,.> et par conséquent

i K
q(n) ., det M .
g, (x) = ("1)k+1 q(n),ki (J K(X.,y) duk(y)) se réduit a
n i=1 det M J
q(n)
[ KKy du ) ““—Hfaiu SR
g, (x) = J - = L @) £, (X.)
o [, 112 % 4 ’
il e,
e 112 2
- . q(n) n -
dome £ () = — izl [jzl fi(Xj)] £,(t) = g () Veer .
VI - EXEMPLES.-
Exermple 1 :

On considére (R, B]R) .

Soit A 1la partition de R définie par

A]=]—l,+1[

A2=]—2,+2[—A]

' n-1
An=:|—n,+n[—u A,

i=1
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1 s s .
— IA. 8 ]A. définie un prodult
12 1 1

Le noyau reproduisant K =

I ~18

: i
scalaire <.,.> sur M(R) .

Considérons la suite des mesures de probabilités (un)néN* H

=U i i sur |n-l,nj.
u IErqan] loi uniforme su [ . ]
*
On vérifie que les ¥ » 0 e N° sont orthogonales pour Sese>p et

1
e <u. R
que < ,u. 3

P2 -~ []
On vérifie que les hypothéses H] s H2 . H3 . H4 (resp. HA)’ H5 et H6

sont vérifiées avec h =1, Eo =1,8=1, CO =1,M=1 et A=1
q(n) -

pour X € U Brd,ij.
i=1

Exemple 2 : Polynimes de Legendre sur E = [- 1., + 1].

Les polyndmes de Legendre sont définis de la fagon suivante :

n

1 d 2 *

~ —~H-(x --l)n , 1 eN , X E€ E— I, + 1] .
27 n! dx

P (x) =
NE)
Ils vérifient la relation de récurrence :

t 3

(n+1) Pn+](x) - (2n+1) x Pn(x) +n Pn_](x) =0 ,nelN .

Les premiers polynSmes de Legendre sont :

' . 3.2 1 _5 3 3
Po(x) =13 P](x) = x 3 Pz(x) =3 x 7 P3(x) =3 X 5 X -
Les polynSmes de Legendre sont bornés,on a sup ’Pn(x)l <1, Vhen .
xe |—-1,1

Le systéme {((2n+l)/2)1/2 Pn} est orthonormal dans L2 ET 1, + 1].

Soient (ai) une sédrie 3 termes strictement positifs et K 1le noyau

ielN
reproduisant sur [} 1, + ]] définie par K(x,y) = Z o, Pi(x) Pi(y) .
” ielN

Considérons le systéme de mesures {ui}idN suivant :

= -, avec Eii~- P+ et fﬂi = P— 1 €N
My T ¥y T M dyp i dp - i
dv . ~
Posons H = E(uo,...,uq(n)) et Pl = {v e P(E4,+11)f7 H : e soit borné}l .

nelN
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Proposition Vi.1.-

La forme bilinéaire symétrique <ihe>p SUT M(F) est un produit

+
scalaire induisant la topologie faible sur M (E) et pour tout

fe Sﬁfﬁ%%ﬁl;ﬂl 1'estimateur fn de f par la méthode de projection sur

~

les ensembles de mesures coincide avec l'estimateur g, de f par la méthode

des fonctions orthogonales.

Démonstration :

. Soit m e M(E)

allg = 1 o <jE P (o) anG? = 0 > Vi e [E P.(x) dn(x) = 0
1

E

i
or (x )iéN est dense dans C[}l, +l] => Vr ¢ CE—], + l] Jf(x) dm(x) = O

S Vb = z 1 Pi j Q(x) dm(x) = 0 => Vi em f xi dm(x) = O .
E

<==> m = 0 donc <ey.>p est un produit scalaire,

. . . . +
. Pour montrer que <.,.>, induit la topologie faible sur M (E)

il suffit d'appliquer le théordme de faible comparaison du chapitre I page 5.

. Les Wy s i e N sont orthogonales pour <.,.>K , on trouve :

— 5 et -0 pour £# &

Yyslp>y = O UpsHpy>
eRR T T2 erex

~

Une vérification simple montre que Vx € E fn(x) = gn(x) .
Pour cet exemple on vérifie que les hypothéses Hl (resp. H;), H2 ,
H, , Hz , H. , H_ sont vérifiées.

6

Exemple 3 : Base de Haanr.

Ici on reprend l'exemple qui a été traité dans [26] pour montrer

que pour un systéme. de mesures {ui}. bien défini la méthode par projection

1elN
sur les ensembles de mesures coincide avec la méthode des fonctions orthogonales,

Soit (E,B,u) un espace probabilisé, oii B est engendrée par une suite

croissante Bn de sous—tribus de B construites de la fagon suivante :
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- B = {¢,E}
" _ y -5, 50y
. 1 est engendrée par la partition de E P1 = {B ’ avec
u(Bé])) = u(BEl)) =-% d'une maniédre générale si n = + £ 2= ,...,Zk—l .
. Bn est engendrée par la partitionde E : P = {B(n) En),..., Bin)}
(n) (n)y _ _ ()  __1
avec u(B ) = (B ) e = u(B2 b s 2k+1
(n) = o(n) (n-1)
Bye U Bygsy & Bap
(n) - (n)y __1
U(B2£+2) . = ]J(Bn ) - zk

La suite de partition de E ,

(voir (26) page 51).

A ce systéme,

P constitue un systéme de Haar
( n)néN ° y

on associe une base de Haar définie de la fagon suivante @

Uo(t)=1
k/2 . (n)
.
+ 2 si t e BZE
~ k/2 . (n) - ok - k
Un(t) = 2 si t e B2£+1 pour n=2 +£ (keN,L=0,...,2~1)
. 0 sinon
comme noyau reproduisant sur E on prend :
w U.(x) Ui(y) ‘ :
K(x,y) = Z avec Vi enN ay >0 et Z a; < ®
SN TTATRNI e
comme systéme de mesures {“i}iém on prend :
+ ——
= - T tel qu g e e Ty
Mg S Mg T W, avec o tebque g =R € an i c
Si on considére Pl ={veP(EYNH: %% soit bornée sur E}. Alors on
vérifie de <epe>p st un produit scalaire sur M(E) et pour tout v € P1
'estimateur de o par projection sur les ensembles de mesures fn coincide

~

1 'estimateur g,

de la méthode des fonctions orthogonales.
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CHAPITRE 111

ESTIMATION DU DEGRE DE CONTAMINATION.

T - GENERALITES.-

Dans un probléme statistique, 1'analyse avant 1'expérience du phénoméne
aléatoire &tudié, conduit le plus souvent au choix d'un modéle idéal (E,B,P).
Mais 3 cause des erreurs de plusieurs types, il y a des cas ol il y a contra-
diction entre ce mod&le préexpérimental P et le résultat des expériences. Pour
tenir compte de ces erreurs, une notion de déviation est introduite entre le

modéle P et le modéle étendu qui sert & exploiter le résultat P] : PC Pl .

Le choix de P se fait sur deux types de connaissance a priori :

1) celle du modéle 'théorique" P.
2) celles des conditions expérimentales plausibles qui conduisent &

étendre le modéle P a P] .

Cependant les procédures classiques qui sont trés sensibles 3 de
légéres déviations deviennent instables d&s qu'on s'éloigne de P. Ceci a
conduit alors & définir sur les mod&les quelque chose ressemblant & une topologie,
de maniére a rechercher des procé&dures stébles aux voisinages des modéles
préexpérimentaux, le voisinage &tant le modéle de 1'exploitation de l'expérience.
Une méthode statistique qui reste stable au voisinage du modéle préexpé&rimental

est dite robuste.

. &8 . e .
Si (PG)GEC) est le modéle initial, on peut citer comme exemples de

voisinages :
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a) Le modéle contaminé :

' 1
Hc(e) = {(1-¢) Pe + € h}ee(>,heH avec € € ]0, 5{: et H un ensemble
assez vaste.

Ce modadle a &té &tudié dans [27] ; [28] ; [29].

b) Le modé&le i variation totale :

Pour O < e <1 : le modé&le & variation totale est :

H (¢) = U B(P.,e) avec B(P_,e) la boule associée a la distance
K 66() 6 0

K(P,Q) = sup |P(A) - P(B)|, de centre Pe et de rayon €. Ce modéle peut &tre
AeB
considéré comme une extension du modéle contaminé.

¢) Le modéle de Prokhorov :

Le modéle de Prokhorov est défini pour € eR par :
Hn(e) = U BH(Pe,e) avec BH(Pe,e) la boule associée a la distance

GGGD

de Prokhorov 1N(P,Q) = inf {e | YA e B P(B) < Q(B%) + e} de centre P,

et de rayon €.
Dans la suite nous allons nous intéresser au modéle contaminé.
Nous reprenons ici les exemples de C. Huber (voir [30]) qui illustre

le mauvais comportement des méthodes usuelles en statistique paramétrique deés

qu'on s'éloigne du modéle.
Soit P = {N(6 02) 02 connu} .
b b edR

1] Pour estimen La moyenne 6 de N(Q,Gz) on peut, pour tenir

compte des mesures aberrantes, choisir le modéle normal contaminé

Nc(e) = {(l-¢g) N(G,cz) + ¢ N(o, A 02), e >0, A>0, 02 >0, 6 ¢ R}
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L'exemple suivant montre qu'il est difficile de déceler une telle contamination :

Soit un échantillon de taille 1 000 de X telle que
2
PX = (1-g) N(B,oz) + ¢ N(®, Ac) avec e = 0,01.
En moyenne il y aura 10 observations provenant de la loi contaminante
N(8, A 02), mais parmi ces observations, seules donneront 1'é@veil celles qui,

se situent en dehors de la zone E— 2,56 3 2,56] oli les fonctions de répartitions

des lois contaminées et non contaminées coincident pratiquement.

Si A=9 etsi Py -= N(0,962) on a P(|X| > 2,56) # 0,4,
c'est—3-dire que 1'on peut s'attendre 3 voir 2 observations 3 droite et 2
observations 3 gauche de E— 2,56 3 2,56] provenant de la loi contaminante

N(0,96%).

Si = N(O,cz) : P(IX| > 2,56) = 12.10_3 donc il y aura six

P
X
observations & gauche et six observations & droite de E— 2,56 ;3 + 2,56] provenant

de N(O,oz).

I1 ne sera guére possible de détecter que le mod&le gaussien ne
convient pas.
X =

|
n n.
1

Xi est un estimateur sans biais de 8.

o~

|

Soit In(s,G) la quantité d'information de Fisher s

V (e) = Var(X) = 1+8¢ 1'efficacité asymptotique de X est e(e) = lim S S
n n n
N I(n,E)Vn(E)

un calcul numérique donne le résultat suivant :

€ 0,00 0,02 0,05 0,10

e(e) ] 0,90 0,80 0,70 (voir Exﬂ)
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L'efficacité de la moyenne empirique est sensiblement modifiée méme

avec € = 0,01,

Un autre estimateur trés simple de la moyenne est la moyenne a-tronquée :
. 1 P . .
si o€ ]O,vffr, on appelle moyenne o-tronquée de l'échantillon (X],...,Xn)

de statistiques d'ordre (X(l)""’x(n)) la statistique

= 1 oo . . s
X = w———— EX' +...+ X ] ot [ﬁa] désigne la partie entiére de no.
a9 [nu] anx] +1 n- [noz]

Pour o = 0,03 on a le tableau suivant :

€ 0 0,02 0,05 0,10

ez 0,98 0,99 0,97 0,91 (voir [31])

On constate que 3.(0‘ est plus robuste que X .

Le graphique suivant illustre le comportement de l'efficacité asymptotique

des moyennes tronquées en fonctions du degré € de contamination.

100%
6 % -TRUNCATED
3% -TRUNCATED
90 % |
1% - TRUNCATED
> .
2 (voir Tukey [29])
w
£
:i_ i
w 80%
=4
= *THE MEAN"
9 *0%-TRUNCATED
a
-3
>.
(%)
L4
TO% ’
"THE MEDIAN"* 50% -TRUNCATED
L H i
.00 O .02 .05 J0

FRACTION OF CONTAMINATION, Y
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2) Estimation d'un parameire d'échelle.

Si on suppose maintenant que le modéle est

2 ..
> 0} avec € connu vérifiant O <€ £ 1 .

{

2 2
{(1-e) N(0,67) + eN(0,967), ©
Pour estimer 0, on considadre les estimateurs

od o S 1
To= o et T = ——— -y
E(dn) E(S ) i

ol
<
[0
0
[« N
]

L'efficacité asymptotique relative de Tn par rapport a ’Té en fonction de €

est : (voir [28], page 3).

[3(1+80 ) _ 0

Var T 2
ARE(e) = 1im n_ _(1*+8)
rll
n>* Var Tn 4[ (1+8 2 _ ﬂ
2(1+2 )
£ 0 0.001{0.002{0.005| 0.01} 0.02} 0.05} 0.10( O0.15}] 0.25| 0.5 1.0

ARE(e) |0.876(|0.948|1.0161.198]1.439}1.752/2.03511.903;1.689|1.371{1.017{0.876

Ce tableau montre que pour € = 0 ce qui correspond au modéle gaussien la
performance asymptotique de 1'estimateur T; (optimal dans la classe des
estimateurs sans biais de o) est mailleure que celle de Tn . Cependant
il suffit d'une contamination trds faible (e = 0,002) pour que Tn se

comporte aussi bien que T' .
n

Ceci montre le caractére fragile de 1'optimalité face & des modéles

perturbés méme trés légérement.
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11 - ESTIMATION DU DEGRE DE CONTAMINATION.-

1) Inthoduction.

Soient (E,d) un espace métrique séparable, P et Q deux sous-
ensembles de P(E), dominés par une mesure u o-finie et telle que :

A 1)

u

Y(g,h) e (=5, H =

2 2 .
an T’ (g,h) € L"(u) x L"(n). Soit g € G.

Pour une densité f appartenant au modéle contaminé :
(N Fc(g) = {(l-¢) g +¢h, he H, 0 < e < 1}

connaftre le degré de contamination est une situation concréte trés particuliére.
Aussi nous allons chercher 3 1'estimer. Soit (Xl""’xn) un échantillon

qui suit une loi de densité f = (l-€) g+ € h € Fc(g).

Avant de citer l'exemple de Bickel-Lehmann qui montre que si on
suppose h inconnu il n'existe pas en général d'estimateur sans biais de ¢

énongons leur célébre théoréme :

Théondme (Bickel-Lehmann, [32] page 1525)
Soient Po un sous—ensemble convexe de P(E), F un espace de Banach
séparable et { une application de Po > F. Alors les conditions suivantes

équivalentes

1) degré de ¥ = n (c'est-d-dire le plus petit entier n tel que
g

solt estimable sans biais d'ordre n).

2y - YW et Y € Po . Vo e BL]] , Y(av + (1-a)y) est un polyndme

en o de degré inférieur ou égal &8 n .

- b% € Po , il existe vy tel que ¥(av + (l-a)Y) soit exactement

de degré n.
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Exemple : (voin [32] page 1527).

Soit Fc(g) = {(l-¢) g+eh ,heH, 0Ogesc 1} o g est la densité
de la loi normale ré&duite, H un ensemble convexe, complet, équivalent & g
et tel que si (l—gl) g+ e h] = (]—52) g+ e, h2 alors e) =€, et h] = h2

Soit
§ : Fc(g) — [Q,l]

(l1-e)g + eh+—— ¢

Supposons que i est estimable sans biais.
Fc(g) et 1 sont convexes donc d'aprés le théoréme de Bickel-Lehmann ) est
de degré 1. Soit T wun estimateur sans biais d'ordre 1 de .

Vi = (1-e) g+ ¢h € Fc(g) : J T(x) f(x) dx = ¢(f) = € cette condition est

J . J T(x) g(x) dx

|

ﬁ . J T(x) h(x) dx

\

équivalente 3

1]
o

1]
—

contradiction avec H complet et équivalent & g.

2) Methode des fonctions onthogonales.

a) Efidlcacite de L'estimateurn et borne de Cramen-Rao.

Soit Po un sous—ensemble de P(E) dominé par une mesure de probabilité

12

i

2 . . . .
u tel que Vh € —«2-, hel (uo). Considérons le modé&le contaminé :

o duo

Fc(h) ={(l~e) 1 +e¢h,heH,h# lps., O0<ec<1l},

h supposé connu.Soit (X ..,Xn) un échantillion de loi v absolument

continue par rapport a My tel que f = é%i = (1-¢) 1 + €h € Fc(h)'
o

1"
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Notons par Il || la norme de Lz(uo) .

Posons a = (||h||2 - 1)1/2 3 el =1, e, = E:l .

Supposons en plus que h3 € Ll(uo)

Proposition 11.2.1.-

2
1) (e],ez) est un systéme orthonormal de L (uo)

N
~
M)
il
e~

(h(Xi) - 1) est un estimateur sans biais de €.

~ -~ l

3) La variance de £, s'écrit wvar €, =

a 52 + be + c avec
K

7
na
a=- u4 , b= J h3 du - 3.[h2 du + 2 , c = az
0 0
. 2
4) Si on pose PY(e) = ae +be + c alors
b . b
"D("z'a) si 0 < -2-5<1
n a4 sup var €_ = . P(0) si - b <0
n 2a
O<ex<]
1)) si —%21-

Démonstration :

Do f e e, du = J LD an - é-(J du -1 =0

o o
2 2
2 [ .h-1 1 2 ot
J e, duo = [ (—Erﬁ duo == J (h 2h + 1) duo == = 1
o o

2) f ¢ E(el,ez) N Lz(uo) : Les coefficients de Fourier de £ sont

a, = J £ 1 dp =1

a, = f e, dy = . £ (E:l) dy = l.[j ((1-g).1l+ch) dp —J((l—e).l+eh)du ]

2 2 ) o o a N * o o

]

2 2
[J(l—e) hodu + e Jh du_ = 1] =% (In]]” - D

N
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Soit a, =€ o

un estimateur sans biais de a, est eZ(Xi) d'ol un estimateur sans

1

il ~183

i
biais de ¢ :

-~ n
e = ]2 Y [z -]
no i=l

~

3) wvar €, =

1
7 var h(X])

n o
h(x)=|h?fau - (| b fdy)>

var I uo “o

= h2 ((i=g).1+eh) du - ( h[(l—e\ 1+eh]du )2

' o . o
2 2 2 2 2 3 2 2
=€ EZJh duo—((h du ) =1]+e [—Jh duo+Jh du_+2 ZJh duoj +Jh du -1
2 2 2 3 2 2

var h(Xl) = —([h duo—l) € +(fh duo—3Jh duo+2)e+(Jh duo~1)

c'est un polyndme en € de degré deux.

’ oy _ - _— __ b
4) 5e = 2ae+b = Q <==> ¢ = >3

32$

— = 22 <0 (a <0) donc ¥ est concave et

oe

/
b . b
ICgp st 0<-gp<

A
o

sup  P(e) =< . P90 si -

> 1

b
2a
. b
@(1) S1 Py

n
Considérons le modéle (EP, BRP , I [Kl—e).l+eh(xi)], € € ]O,l[ ouvert de R).

i=1
- - n
On a : Eg(en) = J en(x],...,xn) igl[Kl-e).1+£h(xi)]du0(x])...duo(xn) = g
€ > fe(x) = (l-e).1 + eh(x) est dérivable pour tout x € R et
afe(x) . f (%)
—~——— =h-1 gch el (uo) donc X > £ est intégrable et on a

Je o€
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5 of

o€ o€

cation de 1'inégalité de Cramer—-Rao et on peut &noncer :

Pnogozsi/téon 11.2.2.-

Sous les hypothéses suivantes :

4
H]) h el (uo)

(h-1)>
l1+e(h-1)

HZ) pour € € ]O,IE,J du  est finie

4
H3) pour € € ]O,l[;[ —ih:ll—— duo est majorée .
l+e(h-1)

On a les résultats suivants

- 1
1) pour € € :]O,l[,var e 3 du

n J ((h=1)2/ (1= (h=1))

(o]

~

2) 1'efficacité de € "au voisinage de € = 0" est de la forme
[
| 17 an

o . 0(62)
J (=17 du_

ee(en) = I-¢

Démonstration :

h-1

1) 2 Log fE -2 Log (1+e(h-1)) = ——
1+e(h-1)

9e o€

e—1

1 + e(h-1) = 0 <==> gh = ¢ - 1 <==> h =

pour tout € € ]0,1[.

La quantité d'information de Fisher est définie par

5 Log f 2 _ 2 2
T(e) = Ee(_______i) = J @_Jl~L_. Y f dp = J.__Sb_ll__n duy < =
d¢ 1+e(h-1) e o 1 + eh-1) °

——[fe(x) duo(x) = J-—E (x) duo(x) =0 , on est donc dans les conditions d'appli-

< 0 1impossible donc 1 + e(h=1) # 0
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d'aprés 1'hypothése HZ) et comme h # 1 p.s. ==> I(e) # 0 d'ol

- 1
Var ¢ >
n

n [ ((=1)2/ (b)) au_

d'aprés Cramer-Rao.

~

2) Calculons 1l'efficacité de € "au voisinage de € = 0" .

-~
. . 1 . -
"au voisinage de € = 0" wvar e = donc l'efficacité de

n[J h? duo—lj

€ "au voisinage de € = 0" est

~ Var e J ((h—])z/(l+e(h-1)) du
n (o]
e(en) = =
borne de C.R. ( h2 du - 1
(o]
2 2
Or on a : R I - e(h=-1) + € (h-1)
I+e(h=-1) 1+e(h-1)

2 4
= j&ll- du = [ (h—])z du - € J (h—])3 duo + 52 J—ﬁl_:l).__ duo
l+e(h-1) ° ° 1+e(h-1)
4
J (h-1) _ .
et comme ~———— du_ est supposée majorer on a :
I+e(h-1)
. (h-1)° ay
e(e ) =1-¢ + 0(e™)
n 2
J(h—]) duo
Remarngues
. H2) et H3) sont vérifiés si pour tout xe€ E h(x) - 1320 .

~

. Le minimum de var € n'est pas atteint pour € € ]O,I[: car le

modéle n'est pas exponentiel.
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b) Loi Limite de £'estirmatewnt.

Théoneme. -
n
I e - (1+ne)]
i=1 —— N(0,1)
/n o(h(X,))
h(Xi)-l
Démonstration : Posons w(Xi) = — ,V est de carré intégrable
o
e 13
C e > ) xp - D - o T - me)
n _na i=l _ 1=l
o c ) a2 1
“n — o (Pp(X.))
. /n J
n
3 (X)) = ne)
- 1= —— N(0,1)
Mo (y(X,))
d'aprés le théoréme central limite.
c) Exempoles .
Exemple 1 : modéle uniforme contaminé :
duo 1
Soi P — = — . 1dé & -£). < 1
Soit = 5 ][0,90] Considérons le moddle {(l-g).l+ch, 0 < e < 1}
0
avec h === 1 L et 0<B8, <08 <26, .
6. [0,8 ] 1 o 1
1 o
i O i-1
. J h™ (x) dp (%) = (57 s, 121
o 91
3 2 eo 2 e-o
b=Jh duo-3Jh du°+2=(§? —3(—é—l)+2
On trouve que
2
- B - 306 90, +28 0
1 2 o i 1 1
varen=—r—1[—€+ ) e + ]
G 6,) (6, - 6,)
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60 2 60
(_5—) - 3(?‘) + 2 0
b i 1 1 1
.- = == (1 - ) £0
2a % 2 2 8 -0
2(— ~ 1) o 1
6
i
90 - 61
donc sup ¥(e) = J(0) = 'é‘"‘
O<ex<l1 1
- 1 el
sup var € = —
O<e<l n n 6 -6
o} i
. La borne de Cramer-Rao est :
6
. o 2
(h(x)=1)° 5 G 1
J ————~—~———-duo(x) = J 5 -5 dx
I+e(h(x)-1) 0 |+ e (69__ 1 o
9 1
2 (6 - 6.)
h ~1 1
J (h(x)=1) du () = —2
I+e(h(x)-1 6 (5.+c(8 -198.))
o 1 o) 1

L'efficacité asymptotique ee(en) "au voisinage de € = 0" :

_\3 J 3. J 2
J(h D dp JhTdu -3 b7 du o+ 2 5

= =-2_2
J(h-1)2 du J n au -1 %
(o] o)
donc
- 6 - 20 )
e (e)=1- (22— e+ QO
€ n 8
1

Exemple 2 : modele normal contaminé.

On considére Wy = N(mo,l) et le modéle {(l-g).1 + ¢h, 0 < e < 1}

~l/2(x—m])2 1/2(x-m )2
o
avec h(x) = e .e ; m < m,
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Aprés tout calcul on trouve :

2
(m -m,)"/2 -(m -m )x
h(x) = e o 17 . e o 1

i(i—l)(mb—ml)z/Z

1‘. - . . —_—
. f h duo = e 3y 1i=2,3
A m)® (m-m)
~ 1 2 e -3 ° + 2 1
var ¢ = — |— & + e+
n T m ) 2
(m-m,) 2 (m,~m))
(e -1 (e -1
“ (m -m )2
1 2 1 1
var ¢ =— |- € + (e + 2) e +
n n 2
(mo-ml)
(e -1
(m -m )2
b e © l
-2 =1+ > 1 d'ou sup ¢(e) = P(1)
2a 2 O<ex<l
- | (mo-m])2 i
donc sup vare_ = — |- 1 + e + 2 +
n n 2
O<e<1 (m -m])
(e ° - 1)
2(m -m )2
- o |
sup var €_ = 1=
O<e< | n n (m -m )2
o 1
e - 1

~

Pour la borne de Cramer—Rao et l'efficacité@ de € "au voisinage

de 0" on suppose que € € ]O,a[ , o<1 etque m ,m € [?,b].

Dans ces conditions, on va montrer que H2) et H3) de la proposition

I1.2.2. sont vérifiédes.

(mo—ml)2/2 —(m —ml)x
En effet h(x) = e . e °© croit de 0 4 + «

donc 1 ~a<1-¢gg< 1+ ¢e(h-1) d'ot :
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2

- 2

J_gl__]_)___.. du < ! J (h—]) duo = _._—1— (J h2 duo b ]) < + o
1+ e(h-1) ¢ 1-o 1-a

4 G
f-——ib:ll—- du ¢ ! J (h—l)4 duo et on montre que J ——ih—ll——— duo

1 + e(h-1) ° 1-o 1 + e(h-1)

peut &tre majorée par :

2 2 2 2
(e(b—a) + 1) [§4(b—a) + 9 e3(b—a) . 3 e2(b--a) _ i]

Pour l'efficacité ee(e) "au voisinage de € = 0" on trouve
2 2
e (e ) =1~ (e -1 (e +2) e +O(e)
Si on prend par exemple m = 0 et m, o= 2 ,on a:

- e? 4 (e4 +2) e+ 4] ]

1

. var g = —
n n

e —1

td

- 1 2
. _ - €
var € = [ e + 57¢+ 0,017]

~

n sup v_ = 55,6

e(e) = 1 - 3078 ¢ + Oeh

. Exempfe 3 : Dans cet exemple on considére b, = N(O,o%) et le modéle

o
1
(1) {(1-¢).1 + e¢h, 0 < e < 1} avec h(x) = = exp(- 7?-(—7 - —7)) , 0 < o, <o,

2 02 01

. g
mais pour que [ h' du  soit fini, 1 = 1,4 il faut que /zg << 1.
J 0 Vi “©5,

Cette condition assez contraignante nous a conduit alors a considérer au lieu

de (1) le mod&le F suivant :
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Soient P, Q deux ensembles de probabilités dominés par une mesure

. &P dqQ .2 2 _ 4P _ dQ
o-finie telle que M x-EE eL(y) x L"(¢) . On pose G = o’ H F et

F={f=(l-e) g+¢€ch,0<e<1l, (gh)etGxX H} .

Soit (Xl""’xn) un échantillon de taille n tiré suivant v telle que

%%.= f = (l-e) g+ chefF , le couple (g,h) est supposé connu.
Posons o = —iglb;z , €, = b, e, = _hmeg o || || désigne
el el | [h-ag] |

. . . 2
1a norme associée au produit scalaire usuelle de L7 (u).

Proposition 11.2.3.-

1) (el,ez) est un systéme orthonormal de Lz(u).

- n
2) e = I g J %» 2 ez(Xi) est un estimateur sans
2 2 2 1=1
Al 1% 0] 12=<gln?

bials de €.

~

3) La variance de €, "
- 1

var En = 5 5 (ue2 + ve + W)
n(|lgl[“In}]"=<g|n>

2)2

2 2 2.2
avee = - (1gl1? [1n]]” - <gln>?)
4 2 2 2
v el - [ wamman] sl ol [enomg sl o tp)
4 2 2 21 3
B I e e P

2
ue  + ve + w alors

4) 8i on pose P(w)

v . v
P(_.Z-G) s1 0 < _2—J< 1

~

all gl 121 n] 2=<gl>)? sup var e =<4 . B(O)  si -
0<e<1 n

A
o

v
2u
v

P(1) si - 57

N\
o
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2
5) Si ( —Sh:gl——-du(x) < o alors pour tout € € ]O,l[' on a
J g+e(h-g)
var ; > l
n nVJT ((h-g)%/(g+e(h-g))) du
Démonstration :
1) [ e e du = J & . (h-ag) dy = ] (J ghdu—anzdp) =0
ell  [|n-ag]] gl |]]|n-ag]|

2) fe Lz(u) N E(e],ez) . Les coefficients de Fourier par rapport

a (e,,e.) sont :

a, = J £ e, du = J ((1-e) g + ch) _h-ag du
| [h-ag] |
= W—l—l'l— [( ]"'E) J g(h—ag) du + € [ h(h—ag) d].l]
h-ag :
2
a2 = IITI!I_QTT|h> € et comme :
h-ag
2 2 2
| lh-ag|| = J1181| |In||"-<g|n>
g
a
alors a, = | |h-ag|| € d'ot e = 2

| In-ag] |

un estimateur sans biais de a, est =

e . (X.) d'oll un estimateur
2 2771

1

No~13

i
sans biais de € :

- 1 1
€. = ———— - ) e, (X.)
n Hh"’OLgH n 1 2 71

e~

i
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3) wvar ;n !
| Ih-ag] |

< var(h(X)) - og(X)))

1
n||h-agl|

[var n(X)) - a(Eh(X,)g(X))-En(X,) .Eg(X))) +

az var g(X])]

Var h(X)) = Bh’(X)-(En(X,))” on trouve :
.Var,h(X]) = - sz(fhzdu—Jhg)z + e[Jh3—J 2g + Z(Jhg)2 —Z(Jhg) thj + thg - (Jhg)2
Vg(Xl) = - ez(Jghdu—ngdu)2 + e[nghdu-Jg3du + Z(ngdu)2 - Zngdu.Jghdu]+

Jg3du - (ngdu)2
. Eg(X])h(X])—Eg(xl).Eh(x]) =
- ez[ngdu.Jghdu - ngdu.thdu - (J ghdu)z + Jghdu.thdu].+
etjghzdu - nghdu + 2 ngdu.[ghdu - ngdu.fhzdu - (Jgh)zj +

2 2
[g hdu - Jg du . Jghdu .

un simple calcul domne alors le résultat 3).

4) Si on pose P(eg) = ue2 + ve +w

- 1

alors sup var €_ = sup P(e)
oce<t ®  a(llel Pl In] |P-<gn>?)? o<e<i
3P(e) _ B - __ v
c 5o T 2ue + v = 0 <===> € = 35
BZP(S)
O F\E) _ 94 <0 donc P(g) est concave et par conséquent
o€
.
v . v
P( 'EE) S1 0 < 5‘6 < 1
sup P(g) = § . P(0) si --g% <
O<exl1 v
P(1) si - Ja > 1
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5) e e]O,][ ouvert de R .

€ F—ﬁ-fe(x) = (l-¢) g(x) + eh(x) est dérivable pour tout x € R

8f€(x) . 3f€

————— =h-g <h el (u) donc x+—>— est intégrable et on a
de d¢e '

af (%)
2 ( fg(x) dx = J —5 dx =0 , on est donc dans les conditions d'application

3¢ / 9¢e

de 1'inégalité de Cramer-Rao. La quantité d'information de Fisher est définie

9 Log fe 2 (h‘g)z
par I(e¢) = E (—m——) = J e d 4 . d'oli le résultat.
€
d¢e g+e(h-g)

Etude de £'exempfle

2
-(1/2)/(X/01)
{f = (l-e)g+ech ,0<e <1, g(x) = e .
€ 2nG
1
2
. -(1/2)(X/02)
h(x) = e 0 <o, <o, }
/77,
—(x2/2) (1/a% + 1/02)
1 1 2 i m
. ghdx = ——— | e dx =
216 .0 2mg .0 l{~L +-J—)
172 172 2% 2 2
o o
i 2
1
/zn(of+o§)
2 1
el |” = ——
2 01 v
2 1
[In]] P
2 02 v
donc u=- ( ! - ] )2 (n
4o, 0 2n(02+ 2)
192 1792 '
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2
) R A LN
fh gdx = 5 Je e
2m0s V2mo
2 1
thgdx = ___._._.L——-——-—-—
2wo ¢202+02
2 1 72
. Jh3du -1
2/5?62‘
3 1
. jg du = 5
2/§ﬁ61
. nghdu = !

2mo 2

v = -—

]J202+02

1

1

dx

4“0% 2/§bzn

+

Zﬂ(o1

1

1

1 [ i
2n02¢20?+o§} o /FVZW(O?+O§) 270 J202+02

2 1

1

+0)

2 [
2 2mo

2

/2 2 2/3m0°
1 20 +01 1

2

yemd

1

2

1 1

1
201ﬂ2¢2(o%+02) [02V20%+0§ 9,

4ﬂ2(0?

2
+oz)cl

2 2
202+c5l /561

|

2

1
¢202+c?

(2)
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1 1 2 1 1
w = - - - +
ZOIJF n/?blozv20?+c§ ¢2n(c?+0§) 2no]/20§+0? 4/3%20%(02+o§)
w = —1 1 _ 2 + 1 -
4n202 2G /602+02 ¢2(02+02)(202+02) /§(cz+02
1 2 1 2 1 72 1 1 2
situer -~ g% par rapport a ]O,l[ est un probléme trés délicat , aussi

pour avoir une idée plus précise traitons le cas

1 1 1 1 1 1 1 + 1 1 1 ]

v=—5 [= + — (= - —)

m? 12 33 Vit V30 /19 it 20 /i /3

. 0,0023405

on trouve Vv
2
2w
1 1 1 1 0,0053891
« W = 2( - + ~ 5
4n” 6/11 /95  10/3 4
v o . c sl oy_w
5o = 0,5266125 > 0 donc on a : sup e = — [ 1 " :]
O<ex<l]
sup e = 4 x 1,2657725 (4)
O<ex<l n

3) Mézthode par projection sun Les ensembles mesunres.

a) Efflcacité de £'estimateur ef borne de Cramer-Rao.

Considérons le mod&le contaminé F = (l—s)'uo teu o, 0 <eg < 1}

~

ot W, u, sont deux mesures de probabilités supposées connues et absolument

continues par rapport d une mesure u o-finie définie sur (E,Bd).
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Soit K un noyau reproduisant sur E , borné , Bd 8 Bd mesurables

et induisant un produit scalaire <.,.>, sur M(E) .

Soit (Xl,...,Xn) un échantillon de loi v = (l-€) uo + € ul , 0<e< 1.
On veut estimer ¢ par la méthode de projection sur les ensembles de mesures.

Posons

7 du1 _ du1

W f = —, f1 = —
du du

-

Pnogoaition 11.3.1.-

1) y et B sont orthogonales pour <.,.>K .
J K(Xi,y) ds(y)

t lsllg

est un estimateur sans biais de €.

3) var e_ = ——~l—f5 [é 82 + be + d] avec

o aflelly

<

uo’ul>K 2

11

o
1

- I8l = = eyl -

2
DY PEe

o
n

J(jK(X,y) dul(y))2 d(u]-uo)(X) + J(IK(X,y)duo(y))zd(u]-uo)(X)

A
g
ook

-2 0 >
2
g 1%

J (JK(X,Y) du](y) . J K(x,y) duo(y)) d(ul-uo)(X)

< >
onul K

2
112

@]
1]

J(JK(X,y) dul(y))2 duo(X) -2 J(JK(X,y) du](y) . JK(x,y)duo(y))duo(X)

2 :

U S U,
—2 K f(fz«x,y) an (N7 du ()
[ Tug l14 °
K
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2
4°) si on pose Y(x) =a e +be + ¢

b . b
. ﬁ(— 5; s1 O < i; <1
. b
alors sup P(e) = NIG)) si -5y 3 1
O<ex<l ) b
. ¥(0) si - 5a 0
(£,-£ )
5°) Si pour tout ¢ e]O,l[f dy <
fO + e(fl—fo)
- 1
alors wvar e 3 .
n 2
n f ((£=£) /(£ + (£,~£)) du
Démonstration :
< >
) <y,B>, = <u_,u, - Lorlik M > = SH M > = < ,u > =0
’ K 0’ 1 I' ,IZ o K O’ I K o’ I K
uo K

2) v e E(vy,8) <=>_':]g )‘l . )\2 tel que v = (l-g) My toeu, = >\1Y + AZB

considérons 1'application ¢ : E(y,B) — R

A Y+X28 b— )

1 2

IK(Xi,y) dB(y)

n n
. N 1 1
On sait que A =y o prj (—-Z 8 )=—z est un
2,n E(y,B) 'n i Xi n i=1 ',BIIZ
estimateur sans biais de AZ
<"J u >
_ _ 2 2 _ o’ I'K -
VB> = <A y4a8,8> = A, ] |8] lx = Az(llulllK W) Ay <HpaB>p
Hollk
= <(1-¢) My *oeH,BY = e<uI,B>K
~ . fK(Xi,y)dB(y)
donc € = Ay d'oll un estimateur sans biais de € : e, =T ) )
i=1 |[8]lg
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-~

3) wvar ¢

var J K(Xl’y) dB(y)

ol (el

varJK(Xl,y)dB(y) [(JK(x,y)dB(y))z((I—S)fo(X)+ef1(X))du(X) -

((l—e)J(JK(X,y)dB(y))fO(X)du(X)+€J(JK(x,y)dB(y))fl(X)du(X))2

(1-€)J(JK(X,y)dB(y))zfo(X)du(X)+€J(JK(X,y)dB(y))zfl(X)du(X)

- ez(J(JK(x,y)dB(y))fI(X)du(x))z

varJK(Xl,y)dB(y) - EZ(JJK(x,y)dB(y)duI(X))2+€[j(JK(x,y)dB(y))zdul(X) -

J(JK(x,y)dB(y))zduo(x)J + J(JK(X,Y) dB(y))zduo(X)

2
<UO,U1>K

JK(X,Y)dB(Y)dUl(X) = <U],B>K = ||U1 | l12< - —I-—l—-——|—l—2-
Hollg

r
RGe,y)dCu;=hy) () ()

f
<[K<x,y>ds<y>>2dul<x) - [(

J

2
[ 2 <UOsU]>K 2
=.f(JK(X,y)du](y)) 00+ =g J(JK(x,y>duo<y>) du | (%)

' Uoilg

UM g
-2 —]]——TTE I(JK(X,y)du](y).JK(x,y)duo(Y))du](X)
uo K

pour 4 et 5) méme démonstration que dans le cas des fonctions orthogonales.

b) Loi Limite de £'estimateur.

PnoEOAition 11.3.2.-
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Démonstration : Méme démonstration que dans le cas des fonctions

JK(Xi,y) dB (y)

2
18112

orthogonales. Il suffit de poser w(Xi) =

c) Exemples :

Exemple 1 : Considérons le modéle {(l-¢) N(0,0§)+EN(0,0%),O < €<1}00 <o,

2
on prend K(x,y) = e'(X”Y) /2

.

K borné , BR,® Bm_ mesurable et induit un produit scalaire sur M(R).

| —(x- )2/2 —xz/Zoz —y2+201
U SUPE = JK(x,y)duo(x)dul(y) = -—————-JJe y e ‘ e © dxdy
270 O
o1

| -yz/zof gy a2 —x2/20§
—_— Je (Je y e dx)dy  (Théoréme de Fubini)

210 ©
o1

un simple calcul montre que pour ¢ > O :

2 2 2 2 2
IO(Y) - J e—(x—y) /2 LT /20 ix = V21 o 7Y [2(c"+1) donc
¢02+1
L Ee, -GHD[6d v 1 (ogrD)]
U SH e = . Je dy ;

K
2Troocl ¢0§+1

on trouve d la fin

< >
Mo b

1 K RS
Vo +o +1

o N
— N

On en dédult :




. J(JK(x,Y) du](y))2 du](X) =

: J(JK(x,y)duo(y))z an, () =
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Le coefficient a de la proposition II.3.1. est donc :

2

1 200+1 2 ‘
a = ( - ) (5)
262+] 02+02+1
| o 1
i ( . —x2/2(o%+1)
K(x,y)du, (y) = I (y) = e
| o}
/5;61 1 G%+1
. [(JK(x,y)dul(y) . JK(x,y)duo(y)) duo(X) =
2 2 2 2
-x/2(o[+1) -x"/2(o"+1)
J 1 e ! . ! e ° duo(x)
o%+l c§+1
{(JK(x,y)dul(y) . JK(X,y)duo(y)) du () = 1
4 2 2 2 2
o +20 0 +30 +07+1
o 1 o |1
2 | 'Xz/("%”)
. J(JK(x,y)du](y)) duo(X) = J 5 e du (%)
(01+l) ©
' 2 1
{(JK(x,y)dul(y)) duo(X) =
04+2(02 2+0 +62)+]
1 o 1 1
J(J( (x,9)du_(y))° du_ (%) e (
. K(x,y)du (y dy (x) = J e du (x)
o o (0§+1) o

1

V304+402+1
0] (o]

J(JK(X,y)duo(y))z au (=) =

—
¢3c?+40%+1

1

2
9

04+2(0 +02+0 )+1
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L'expression de b est alors :

2#202+l 2 o+l
b = 1 _ 1 _ 0 + 0
2
/304+402+1 \/04+2(0202+02+02)+1 /(02+02+1).(304+4c +1) 02+02
i 1 1 ol o 1 o 1 o o o 1
(6)
1 1
( - )
@+2(0202+02+02)+1 /304+4c52+1
o) ol "o 71 o) o
L'expression de c¢ est :
1 202+1 202+l 1
c = -2 o + o .
/4+2(0 2+02+02)+l (02+02+1)(04+202 2+302+02+l) 01+02+1 ¢304+402+1
I o 1 o1 o |1 o | o )
(7

Il sort de ces calculs que trouver le sup var e n'est pas chose facile.
O<e<l

Comme dans le cas des fonctions orthogonales et & titre de comparaison

traitons le cas

d'aprés les formules (5), (6) et (7) on a :

I _ 3.2 _ 2116
a=(—--=)" =
19 11 43681
bmz____g_._ /3,3 1,
/280 /120 22 11 Y40 /8
b = - 0,7244295

o /3 3
c = - = —_
V120 88 11V/8

¢ = - 0,1320903
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- b c
- P~ 7,4772696 donc n sup vare =-1-—=--=
n
2a O<ex<l a a
n sup var e€_ = 16,681305 (8)
n
O<e<l

Remargue : D'apréds les formules (4) et (8) on peut dire que pour le
modéle {(l-e) N(0,1) + € N(0,9), 0 < e < 1} 1a méthode des fonctions ortho-

gonales est meilleure que la méthode par projection sur les ensembles de mesure.

Exemple 7 : modele nonmal contaminé {(1-¢) N(mo,l) + eN(m],]),

O<e<l,m <m} .
o 1

-1/2(x-y)°
On prend K(x,y) = e > M = N(mo,l) et 1w, = N(m],l)

2 2
2 -(x-m )°/2 =(x-m,)" /2
-(x-y) /2 1 o 1
U H4p,> = JJ e — e e dx dy
o’ 1 K o
2 2
() 2 -(m_-x)"/2 -(y-m )7/2
=1 J ([ e (x=y) /2 e ° dx) e ] dy (théoréme de
27 J Fubini).

un simple calcul montre que

2
R -(m -x)"/2 32
I(m,y) = J e (x=y) /2 e ° dx = /1 e (m-y) /2 9)
s e —Gmm P
donc <uo,ul>K = E; J e e dy
1 -(mo—m])z/e
U HHU,>, = —— e
o’ I K
3 (10)
2 _ 2 _ 1
Hu e = T g = =
2 <“oi“fz 2 1 /3 '(mo'm1)2/3 2
a=-Ulyllg - =) =~ T )
o 112 5 3
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. J (JK(x,y)dul(y).J

~(m=0 /4 =(
e

on trouve :

K(X,y)duo(y))duo(X) = —

1 1

J (I(ml,x).I(m ,X))e
V2r 2m °

mo—x)2/4 —(x—mo)2/2

e dx

J (JK(x,y)du](y)- K(x,y)duo(y))duo(X)

_ —_ )2
3(mb ml) /16
=—_.—e

2V2

1
2027

[1

: f (JK(X,y)du](Y))ZduO(X) -

-(x-m )2/2
(m],X) e © dx

—_— e

—(mo—ml)z/ 4

|| Jremman, o e oo -

2V2

{ ] (Jreamran, 0% 6o -
2v2

I -3(m°—m])2/l6
. J (JK(X,Y)dUI(Y)).([K(X,y)duo(y))dul(x) =-7: e '
2v2

Les formules (4) a (10) donnent :

2 2
—(mo—m]) /4 1 -(mo-ml) /4
(— e

2V/2

—(mb—m])2/3

- 3(mo-m])2/16

2
—(mo—ml) /6
.e

e

1
V2

2
-17(mo-ml) /48

2
-(m -m )"/4
o 1 7 e

-(mo-m1)2/3

+ e

(1)

2
~(x-m_)"/2

(12)

(13)

(14)

(15)

(17)

dx
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(11) et (16) donnent :

2
~(mo-m1) /4
_b _ 3 1-e (18)
20 4/7 ~(m ~m)%/3
o 1
1 —e
d'ou :
~(m -m /4
-~ o 1
1 2 3 1 - e
var € = — |- € + . — € +
non 2/2 -(m -m,) /3
o 1
1 — e .
2
~(m_-m )%/ ~17(m_-m )" /48 —(mo—m])2/3
3 e ° -2 e + e
. : 5 (19)
2/2 —(“B_ml) /3 2
(1 -e )
d'autre part on peut remarquer que
-(m -m1)2/4
1 - e ° b
5 § ] donc d'aprés (18) 0 < - — < 1
-(m -m )"/3 2a
o |
1 — e
et par conséquent on a d'aprés la proposition II.3. 1.
2
-(m -m )" /4
~ o 1
9 ] - e 2
n sup var e = -— ( )
0<e<| 32 -(mo~m1) /3
1 - e (20)
2
~(m ~m.)2/4 17 -m) /48 ~(m -m)>/3
o 1 o 1 o |
3 e -2 e  t e
2/7 ~(m -m,)%/3
| - e o 1

Remarque :

. Par la méthode des fonctions orthogonales et la méthode par
projection sur les ensembles de mesures on peut au lieu de considérer le

modéle {(l-¢) Vi tEvV, 0 <e < 1}, considérer le modéle généralisé
k

tQ=e) vy + k.
1

k
, avec € >0 Vi = 1, k et € = Z €
1 i i i i=

I 0~
4]
=
<
o

estimer les €1
i
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ITTI - AUTRES ESTIMATEURS DE e.-

Nous avons tout récemment découvert un article de M. Ahmed, N. Giri
et B.K. Sinha [33] oii d'autres estimateurs du degré de contamination € sont

étudiés. A titre comparatif citons les principaux résultats de cet article
et oli les auteurs adoptent le critére suivant : un estimateur e, est dit

~ -~

optimal sur une classe d'estimateur C si sup var e = _inf sup var r_.
n n
O<e<1 rneC O<g<]
Soit (Xl,...,Xn) un échantillon de taille n de densité
f= (1-g) f] + € f2 avec f] . f2 supposées connues et 0 < € < 1 inconnu.
Soit Fi la fonction de répartition de fi ,1=1,2.

a) L'estimateun de James

Soit T = {) | F](X) # FZ(A)} pour A € T 1'estimateur de

James est défini par :

Fn(x) - FZ(A)

4 *
. € X = , 81 0 <¢ A < i

A F Q) - F,(0) o

2

- *
En,x = i . 0 s S1 En,x <0

3 *
0 s S1 En,x 2 1

\

ol Fn est la fonction de répartition empirique associée &

n
D X.).
i=1

(
:l'°°’>‘] '

La variance de cet estimateur est :

5 |-

...,Xh) : Fn(k) =

(e(F, () + (1=e) F,(1) (e F (W) + (1=e) F,(1))

1
S, )
(F, () = F,()7 ne




Provosition [33].-

1 ) 1
( . Y. ()\))2 si F]()\) < 5 < Fz(x) ou
1 2 FIO‘) < -;— < FZ(K) ou
FZ(A) < %-< FI(A) ou
F,00) <35 F,0)
J Fl()‘)ﬁl(” ) 1
sup ¥ (A) = . 5 si FZ(A) > F](A) 25 ou
© (F,(1)=F, (1)) , ,
F,(A) <F (N 5
2 1 2
F (\)F, (1)
. 2 2 7 si F](A) < FZ(A) S'% ou
(P, (M)=F,(0)) ]
\ F,() > F,(0) 35

Remarque : Trouver vy qui minimise  sup ws(y) n'est pas toujours
O<e<|

chose facile, dans ce cas les auteurs proposent de choisir vy qui maximise

(F, (N-F, )% puisque Wy B F.(n) s4, i=1,2.

1
z ’
Comme application a cette proposition les auteurs ont donné plusieurs

exemples

. Pour le modale {(l-¢) N(m],l) + eN(mZ,l), 0 < e < 1}, la fonction
sup ¥ () est convexe, son minimum unique est atteint au point
O<e<l
A= 12 et sup Yy (A) = T
o<e<1 ¢ °©° Ao -y2/2
8 e — d
0

y

. Pour le modéle {(l1-g) N(O,ol) + eN(0,0 , 0 <e <1},

5)
T'optimum A n'est pas finie. Dans ce cas M. Ahmed, N. Giri et B.K. Sinhh

se servent de leur remarque pour dire que prendre
2
AL 2 A2 A :
) telle que exp((5~) - (=) = —5 est peut @tre un bon choix.
2 1 o]
2
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. Pour le modéle uniforme contaminé {(l-g) 1 + el :
> 0,0, 7 4 [o,8,] °

c'est le

0 <e <ty 9] <8, < 2 6]} min sup wE(A) = sup ws(el) =
A O<ex] 62—6]

méme résultat qu'on a trouvé avec la méthode des fonctions orthogonales.

Remarque : sup we(A) peut avoir plusieurs optimums (voir exemple 4
O<e<l
page 353 de [33]).

b) Estimateur base sun Les quantiles :

Soit «a Q-JO,][ et Xa son quantile inconnu correspondant.
On suppose que Fl(xa) # FZ(Xa)'
On pose Yy = [ﬁu] la partie entiére de na.

Comme estimateur de € on pose :

o - F_(X )
( . e = 2_ () si €: € ]O,l[
X )-TF_(X
F (K P2 K eyy)
€ = < . 0 si e* <0
n n
#*
. 1 si e > 1
n
\

~

la variance asymptotique de e, est:

" £ (X)) 2
var € =1 a(l-a) 2 @ = ¢€(a)

TN )R, (X ) [er (X)) +(1e) £ (X))

trouver o qui minimise sup we(a) n'est pas un probléme facile.
O<ex<]

On peut citer aussi un estimateur de € basé sur les statistiques d'ordre
et qui a &té &tudié en 1968 par Choi et Bulgren [34], cet estimateur est

défini par :
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n .
l —
- .Zl (= = By (X)) (F (X)) = Fy(X5y))
* En == S1 € ]0 ][
n
2
iél (F (X (5y) = Fp(Xiy))
; - ﬁ - 0 si e*so
n,c n
1 s1 e* > 1
n

e) L'estimateurn de classdiglcation.

i
i
|
Cet estimateur est basé sur 1'idée de grouper les n observations 1
i
1

X]""’Xn en deux classes : l'une est constituée par les observations qul !
\

|

proviennent de la loi contaminée, 1'autre est constituée par les observations

qui proviennent de loi contaminante.
Soit A € %R tel que PI(A) # P2(A).

L'estimateur de classement de ¢ est défini par

n
-1
. o] 1A(xj) - P, ()
* _ J=] . *
« B AT s s1 €, eAJO,l[
’ PI(A) - PZ(A) ’
8* = < 0 si t»:ek < 0
n,A ) n,A °
1 i * > 1
’ st 8n,A .
\
1 1
Posons Co ={A : PI(A) S5 < P2(A) ou P](A) < §~$ P2(A) ou
1 1
PZ(A) § 5 < Pl(A) ou PZ(A) <58 Pl(A)
- fA . 1 1
C] = {A : P](A) < P2(A) g5 ou PI(A) > PZ(A) > 2}
1 1
¢, = {A: P2(A) < Pl(A) g5 ou PZ(A) > Pl(A) 2 7}
cC = C UyUc, CcC, .
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P&ogo»si/téon. -

-~

var € =

| (e B8 + (1m8) By(A)) (e B (A) + (1-e) Pp(a)) v (e)
€ n,A n -

A 2 n
(P (&) - P,(A)

P NOERCN

. 5 -3 A e C]
(P (A)-P,(8))
P (A) P (&) .
sup ’d} (g) = < . _ 2 S1 A e C2
O<e<] A (P (4)-P,(A))
l .
. 2 si A€ C0
[ 4(P (A)=P,(A))

Remarques :

1) Trouver A e IB tel que P,(A) # P,(A) et sup ¢ _(A) soit
k 1 2 €
R O<ex<l1

minimum est un probléme trds difficile.

2) Si on prend A = |-w ,f] on retrouve l'estimateur de James.

3) Choisir A qui maximise IPI(A)—PZ(A)I. et peut &tre un choix
raisonnable du fait que Pi(A) §i(A) < %-, i=1,2,
Comparaison. :
Modale {(1-¢) N(ml,l) + eN(mz,l)} m, < m,

méthode des fonctions orthogonales :

2
~ 1 eZ(mb-ml)
A = sup vare == |———————p—
n O<e<l n (n -m,)
o 1
e -1
par l'estimateur de James :
B = inf sup var ; -1 U
A O<e<l noon éf(moml)/ze—xz/z 4
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8 e . e dy

to 0

B (m -m,)

" e °© 1 =D

2(m —ml)2 (m +ml)/2 -x2/2

A 8 e ° . ° e dy
L

B (m_-m )2

n o |

(e -1
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CHAPITRE 1V

SIMULATION.

I - INTRODUCTION.~

Soient (Q,A,P) un espace de probabilité, B]]g la tribu borélienne

de R et E un intervalle de R .

X : (,A,P) — (R, QR) variable aléatoire de loi P_ absolument

X
dPX 2
continu par rapport a la mesure de Lebesgue 1 et telle que f = T e L"(w).

Gridce 3 une visualisation graphique on se propose de comparer trois méthodes

d'estimation de f£.

1) Méthode du noyau.

Méthode introduite par M. Rosenblatt en 1956 [34]
n x=-X.
1

z K( 3 1)y avec K une application mesurable de R dans R
n Gn j=1 n

£ (%) =
n,l

qui est en général une densité de probabilité et Gn une suite de nombres

réels positifs tendant vers O et telle que n 6n,_—“+ ©
11>

Le choix optimal de K a 8té résolu par V.A. Epanechnikov (voir [36]).
Cependant il est important de souligner que le choix de K ne présente pas une
grande importance, alors que le choix de Gn représente une importance capitale

voir & ce sujet par exemple [37].

De nombreux auteurs se sont intéressés au choix pratique de Gn voir

par exemple W. Silverman [38].
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2) Méthode des fonctions ornthogonales.

- 2
(ei)idN étant une base de L7 (u).
~ q(n) - , o
fn’z(x) = iZ 3 1 ei(x) avec ai,n == jzl ei(XJ.) et q(n) — =,

La mise en oeuvre de cette méthode a &té effectude par R. Kronmal M. Tarter [39]

et par M. Ouledcheikh [40]. Le procédé consiste pour un systéme (ei). donné

1€lN

3 choisir q(n) qui minimise l'erreur quadratique intégrée Jz(n,q(n)).

3) Méthode par projection sur Les ensembles de mesures.

Soient

- (Ui)idN* une suite de mesures absolument continues par rapport a4

du.

et telle que Tﬁ%‘e Lz(u) , View' pour P, € P(E) N (LJe(U],...,uq(n)))
- n
on a fn,B(X) = é% (proje(ul,...,uq(n)(% .Z] ij)) , pour n assez grand
- q(n) q(n) , det M . n du.
£ 3(x) = Z [ z (_1)k+1 qg(n),ki (l Z JK(X"y)d“k(Y))] 7Tl(x)
n, . n . j u
1= k=1 det Mﬁ(n) j=1

la détermination du rang q(n) qui minimise l'erreur quadratique est dans ce
cas trés difficile aussi nous allons nous contenter d'essayer plusieurs rangs
et de choisir le rang qui rapproche le mieux la courbe estimée de la courbe

théorique.

i +
4) On va prendre la moyenne des estimateurs (fn,l fn,2 + fn,3)/3 .
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11 - METHODE PAR PROJECTION SUR LES ENSEMBLES DE MESURES : LE CALCUL COMMUN

A TOUTES LES LOIS QU'ON VA TRAITER PAR LA SUITE.-

Il est important de souligner que pour cette méthode les calculs

sont extrémement longs et délicats comme on va le constater par la suite.

Dans cette partie, on prend E = [é,b] compact de R .

du. .
- 1 1-1 . *
¥ 1oy, == .
Comme systéme de mesure (ui)idN ul o X , 1 €N On montre
que les u; sont linéairement indépendants.
q(n) q(n) i det M R n _ .
£ o= ) [ 5 (-nkH am),ki (1 y Jx(x.m vl ap] &
n,3 . . h|
i=1 k=l det M i=1
q(n)

Calewl de L'erreun quadhatique Aintéghie :

- b . -
fn,3(x)—f(x))2 dx = E Ja (fn’3(x)—Efn 3(X))2dx +

’

b
J3(n,q(n)) = E f (
a

b - 2
Ja(Efn’3(x)—f(x)) dx

b
~ 2 -~
Posons I,(n,q(n)) = E Ja (fn,B(x)_fn,3(X)> dx  avec fn,S(X) = Efn’3(x)
b 2
Ly(n,q(n)) = Ja (fn’3(X)—f(X)) dx .

= 1= g ° =A =
Pour alléger 1'écriture posons fn,B fn , fn,3 fn et

i et Moy ki

(n),ki =1

4 ? det M

q(n)

Caleuwlons IB(n,q(n)) :

I,(n,q(n)) = E!(En-fn)zdx - JE(En—fn)zdx
; an) q(n) e k=1, 7 i-1
Ly(na(m) = JE(H LLL Ay (L [RG) Y el -
i=1 k=1 ]
q(n) q(n) ‘

k-1 i-1
X 'j Kix,y) £ d
i=1 k=1 q(n),ki J (x,y)f(x)y dx y]x dx




i % %?) [?%?) [xc -1,
I.(n,q(n)) = JE(— [1 A JK X, y)y dy
3 ol Liny mm 9k
_I(K(x,y)f(y)y —ldxdy)]xi_ l] )de
1 q(n) r_q(n) k=1 io1.2
B E.IE(izl LkZI Aq(n),ki(JK(xl’y)y ] ) e
(n) q(n) .
(4 k-1 i-1.2
= J( 2L [kzl Aq(n) ,ki(ﬂK(x,y)f(x)y dxdy)]x ) dx
Posons
q(n) q(n) k=1 i-1.2
a@ =2CL L Aq(n),ki(JK(Xl’y)y )=
q(n) q(n) . ] )
Gq(n) (x) = (izl [kzl Aq(n),ki(HK(X’y)f(x)y dxdy):lx
1
ona J(,q(x)) = ~ J((Fq(n) (x)—Gq(n)(x))dx
q(n) q(n) 2 2(i-1)
Fq(n)(X) = E(izl Aq(n)’ki(JK(X],y)y dy)] ) +

2E(
1gi<i'gq(n) k=1

q(n) ]

q(n)

i+i'=2
Fq(n) (x) = izl E( kzl (Aq(n),ki) ((K(Xl,y)y dy)
k-1 k'-1
+2 A ey (fK(Xl,y)Y dy)(JK(Xl,y)y dy)

1sk<k'<q(n)

: 2 [ z Aki Ak'i'E(JK(Xl ,Y)yk—ldy)(JK(Xl ’y)yk"‘]dy)]xi+i'-2

1gi<i'gq(n) 1gksq(n) -
1gk'gq(n)
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q(n) q(n) 1 2 2(i-1)
' Gq(n)(X) ) iZ] [kzl AQ(n),kiSﬂK(X’Y)f(X)y dxdy)] * x +
2 q%?)' {( (x0y) £ y* " axay)]
A . (| K(x,y)E(x)y dxdy
15i<izsq(n) k=1 q(n) ,ki

q(n) ‘ . o
[kz] Aq(n)’ki'(ﬂK(XQY)f(X)yk 1dXdy]Xl-.‘l 2

q(n) q(n)

= 2 k-1 2(i-1)
fam®@ T L LT G qTK(X’Y)f(X)y axdy) Jx +

q(n)
DlE

Aq(n) ki‘Aq(n) k'iqTK(xay)f(X)yk-ldxdy)
1= Je N

Isk<k'zq(n)

(UK(X,Y)f(x)yk'_ldxdy)] 4=

2 <ﬁ1<<x,y)f<x)yk"dxdy)

A . A .

l¢i<i¥<q(n) 1gk<q(n) q(n),ki “q(n),k'i
]<k'<q(n) ' N

- - -] '_
(J]K(x,y)f(x)yk dxdy) =1 72

b
n I3(n,q(n)) = [a (Fq(n)(X)-Gq(n)(X))dx

q(n) Q(n) 2 k-1 2
n I,(n,q(n)) = izl [kzl (Aq(n),ki) (E(JK(Xl,y)y dy) -
2i-1 2i-1
SﬂK(x,y)f(x)yk—ldxdy)ZJ(b (Zi:?) ) +
q(n)
k-1 k'-1
’ i=1 Rsksg'sq(n) AQ(H),ki'Aq(n),k'i(E(fK(Xl’y)y dy)(fK(X]’Y)y W) -

k-1 K'—i p2i-1_ 2i-1
(JIK(X,Y)f(X)y dxdy) (ﬁK(x.Y)f(x)y dxdy)):[ x Zi-a-ll)

k-1
+ 2 A . WA . E((K(X vy dy)
ISiSi'Sq(n) ISkSQ(n) q(n),ki q(n) ,k'lv( J e

I<k'<q(n)
] k'-1
(|K(X )y dy| -
i+i'=1 {i+i'-1
-a

k- ; : "
(L[K(X,Y)f(x)y ]dXdy)(JfK(X’Y)f(X)yk ]dXdY)] b GHi™=1)
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Considérons le noyau reproduisant

2c2 1o xd y.1
K(x,y) = 7 = 2 - QE) Cz)
2¢7-xy i=0 2

§ avec ¢ = sup(|al, |b]).

Pour 1'écriture posons :

b
. hk(x) = J yk : Log(2c2-xy) dy k 21
a
b 2c2 k-1
- g (¥) = Y dy
a 2¢ -xy

Ja 2c7=xy a 2c -xy

. T(i,k) = W(i,k) - V(i) V(k)

Cs(k) = uk) - VA(K) .

Calcul de h(x)

=

»‘/'\
%

S
0

b ‘ 2 2
J Log(zcz—xy) dy = - (2¢”-xy)Log(2c ~xy) _ Ylb
a

a
X

hl(x) - (2c2—ax)Log(202—ax)—(2c2—ax)Log(2c2—bx) + (a-b)

X

hk(X)

b

k-1 2
J y Log(2c -xy) dy
k>1 a

a 2¢c -xy
b (b b
. B(k) = J Log(ZCz—xy) yk : xk ! dx dy = [ hk(x) xk !
la Jg a
P 2 k-1 2
.Uk = (J ey ap? £ ax
‘a a 2c -xy
b /b 2
. (k) = J gc yk ! f(x) dy dx
Ja Ja 2¢7-xy

b b 2, b
(i) = J J gc A1 R g ay = J g (%) ST
a a

dx

b b 2 . b 2
cwtio = [ (] H—y (| = e 0 ax
a




hk(X)
k>1

hk(X)
k1

Apreés tout
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calcul on trouve :

2
1 (- L0526 xy)-y) | D (k- 1)f k= 2<~———-——(2“ ) 10g(2cP=xy)+y) dy
a
k-1,(2 2— ) 2 k-1 (2c2—bx)Lo (Zcz—bx)
a (——EQ—EE—Log(Zc ~ax)+a)=-b ( - g +b) +
b k-2 b
(k—l)ﬁ[ (2¢"-xy)Log(2c —xy)dx+f dj]
a a

- 2
kk(x) = ~—[a (2c2-ax)Log(2c2—ax)—bk 1(2c2—bx)Log(2c —bxi]—
k> 1
k k
SE_%E_l + 2c2 Sk:ll hk—](x)
k kx
Pour x =0
2
h](O) = (b-a) Log(2c™)
k k
k>1
Caleul de gk(x)
Pou&. x # 0
2
gl(x) = [ 2 dy —-———ELOg(ZC ~ax)~Log(2c —bx)]
a 2c —xy
-1
g (¥ = J NV
k> 1 a 2c -xy
2 b b
2 -1 2¢ - -1 k-~
= 2c [‘Yk Eg-g-%;c———}iy—)l + B—;J y 2 Log(2cz—xy)d}']
a a
2c2 k-1 2 k-1 2 2C2
gk(x) = —— la Log(2¢ -ax)-b  Log(2c —bx)] + (k=1) hk—l(x)
k>1
Poun x =0
bk— *
g (0) = & Ve e N
k K
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I1T - LOT POLYNOMIALE : x + 3 = swr [0,1].-

3 2
ap f x + E-x pour X € [0,1]
On considére ——(x) =
dx
0 ailleurs .

Soit (X,,...,X ) un échantillon de taille n de loi P_ pour
1 >“n X

simuler cet &chantillon on utilise le lemme suivant :

G E——

Lemme., -
Soit X wune variable aléatoire réelle de fonction de répartition F
alors Y = F(X) suit une loi de probabilité uniforme sur [p,l].

— 2 3

. - .. +
La fonction de répartition F de PX est F(x) = X ZX
-1

croissante sur BL]}, pour calculer X =F (Y) on utilise la méthode de Newton.

strictement

a) Méthode des fonctions orthogonales.

On utilise les polyndmes de Legendre :

P (x) = —— D [(x>-D"] , n=0,1,... xe [-1,+1]
o 2nn!

/2

dans le chapitre II on a vu que le systéme {((2n+1)/2)1 Pn} est orthonormale
et complet dans L2 [7 1, + 1] une simple transformation nous permet de
dire que {Qn(x) = vV2n+l Yn(x)} est complet et orthonormal dans L2 [b,l]

avec Yn(x) = E% p" [ﬁn(x-l)?J.

On a : Qo(x) =1
Q () = V3 (2x-1)
Q,(x) = /5 (6x2=6x+1)

i
f(x) = a QO(X) + a, Ql(x) + a, Qz(x) avec a, = Jo f(x) Qi(x) dx
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- 2 n
f (x) = z [.r{. z Q,(X.)] Q.(x) est un estimateur sans biais de f et r¥(n)
n,2 P20 521 i) i 1
, 2
le rang qui minimise I,(n,r(n)) =E f (f ~f)7(x) dx est < 2.
2 0 n,2
On a :
L - 2 1 2
. I,(n,2) = E (f . (x) - £(x))° dx =— )} var Q. (X)
2 n,2 n .- 1
0 1=0
1o 2
. Iz(n,l) == ) var Qi(,X) + a,

i=0

1
2

]

Iz(n,2) - Iz(n,l) var Q2(X) - a

1 2 2 2
= = [E.(0,(®) = (E.(Q,(¥)7] - a

1
or  a,-= J /5(6x"~6x+1) (x + 3 x) dx = 5
0 20
2 ! 2 2 3 2 15
B (Q,(x)” = f sexlsx)? (x + 250 ax =12

0

[—:—5— = (n+l1) -81— <0 pour n > 84

1
n 4

Iz(n,Z) - Iz(n,l)

1
1 2 1 2
= ]'_ZO var Qi(X) +a, - (H var QO(X) +a;  +a )

Iz(n, 1) - Iz(n,O)

—_—

Iz(n,l) - Iz(n,O) == [Ef(Ql(X))z - (n+1) a?]

1

1
Or a, = Q. (X)(x + 3 x2) dx = -5-£—3— et E_(Q (X))2 = 3 (2x—l)2(x + 3 xz)dx =—]—1—
1 0 1 2 12 f 71 0 2 10
1 11 25
donc Iz(n]) - Iz(n,O) == I:TO- - (n+1) Z—g:l <0 pour n 2 2
donc pour n 3z 84 Iz(n,Z) < Iz(n,l) < Iz(n,O)

2 <n g 84 Iz(n,l) < Iz(n,O)

< Iz(n,Z)
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Pour n > 84 :

n n
p 1 1 2 2
= - - - — 6%, +1 -6x+1
£,,2(®) =1+ 3¢ jzl (2%,=1) (2x-1) + 565 jzl (6X,-6X.+1)) (6x"~6x+1)
P 2 1 ¢ 2
£ .(x) =9 +30 x” - 36x+ (= )} X.) (- 180 x" + 192 x - 36) +
n,2 n j=] hi ‘
n
30 7 %D (6x% - 6x+D)
n . k|
j=1
Pour n < 84 :
~ 1 n
a2(0 = 1436 J_Z] (2%,=1) (2x=1))
-~ 1 n
£, ,(0 =4+ 6 jzl X,) (2x-1) - 6x

- Aprés tout calcul on trouve :

152
n ° 35

Iz(n,Z)

~ I -~
. A,(n,2) = [ fn,Z(X) dx = 1
0
139 1

”~ ] -~
“2%0 tgo 3 AD =f

fn,Z(X) dx = 1

Sl

Iz(n,l) o

b) Méthode par projection sur Les ensemblfes de mesures.

dp

X _ 3 2
PX € e(ul,uz,u3) (PX .-75:(x) =x+3 sur [b,l])
2
K(x,y) = ——
2-xy
3 3 . det M ] n .
- 1 +k 3,k 2 k-1 1-1
f a0 == 7 [] 07— ] f y. dplx
’ i=1 k=1 det M3 j=1 2-X.y
]
. .. 3 2
est un estimateur sans biais de f(x) = x +-§ X . On a :




Pour x # 0 :

hl(X) =

hk(X) =
k>1

i

gl(X)

gk(X) =
k>1

2 Log 2 - iZ—x) Log(2-x) _ ) =‘§ Log zzx
I o L 2k=D

T [0 Log(0] = = + Zg— iy ()
2 2

X Log 2-x

b, (0) = LOE 2 Yk e N¥
gk(O) = %- Vi e'N*
Caleul des eléments o(i,k) de M3.
I - Doty il ke
a(i,k) = f gk(x) X dx = J J Y dx dy
0 0’0 2-xy
1 .1 9 1
a(l, 1) = [ j dx dy = f g](x) dx
070 2-xy 0
! i-1 ) !
a(l,1) = lim J g](x) X dx = lim 2([ X Log 2 dx - J
i>1 >0 ‘¢ >0 € >
e>0

aiiii) = 2(hi_1(0) - hi_](l)

X

i-

2

+ Log(2-%x) - 1

Log(2-x) dx)




1
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1
a(2,2) = f gz(x) x dx = lim J gz(x) x dx
€

0

Aprés tout calcul on trouve

>0
>0

a(2,2)

]

2 (a(l,1) = 1

i
J h](x) dx = a(l,1) + h](l) -1

‘ B(1) = a(l,1) + 2(Log 2 - 2)

B(1) = =
0

B(k) =

k>1 ‘0

Aprés deux pages de calcul, on trouve la relation de récurrence :

1 1
2 k-
[ hk(x) X dx = 1lim [8 hk(x) X dx

1

>0
>0

h (1)
2 k-1 1+
B(k) = = [(k=1) B(k-1) - = - —5
k>1 k k k2
! k-1
a(k,k) = lim J gk(x) X dx
k>2 e>0 ‘¢

>0

On trouve 3 la fin :

a(k,k) = 2 [(k=1) B(k=1) h_, (D]

k>2

1 .
a(i,k) = lim { gk(x) xl_] dx
>

i>1 >0

i#k e>0

k>1

on trouve :
: 2 .

a(i,k) = [k-1 B _ (1) = G-1) h,_ (D]
i#k (i-k)
i,k>1
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3 . det M n
k+i 3,ki 1
[kz DT =22 (] g (X)) 7

1 det M,  j=I

Caleul de £'erreun quadratique intégrie :

fn 3 est un estimateur sans biais donc 1'erreur quadratique
4 1

. - 2

intégrée est : IB(n,3) = E fo (fn’3(x) - fn,B(X)) dx = J3(n,3) .

Calculons W(i,k)

] - 2 k-1 2
Sy dy)([————y dy) (x + 5 ) dx

W(i,k) =J -
0 2

1 l . 1
. 2 i-1 2 k-1
W(i,k) = j (J y dy)(J el dy) x dx
o 2-xy

1 1 1
2 i-1 2 k-1 2
J ([0 T=ny Y dY)(JO g dy) x dx

N

1 1
W(i,k) = f gi(x) gk(x)x dx +-% [ gi(x) gk(x) x2 dx
0

1

1
w(l,1) = J g?(x)x dx + %-J g%(x) x2 dx
0

1 .l
- X 3 <) o 2
wﬁi;k) = J g](x) gk(x)x dx + §~JO gi(x) Ok(x) x~ dx

I
fo g](x) [;-% Log(2-x) + é-(k—l) hk_](xX]x dx

il

+

1
3
5 JO gl(X) [}‘é Log(2-x) + é’(k-l) hk_](X)]xz dx

1
w(l,k) ( g](x) [} 2 Log(2~x) + 2(k-1) h (x)] dx
o k-1

rl

%‘JO gl(X) [} 2 Log(2-x) + 2(k=1) hk*](xi]x dx

+




]
w0 - |
0
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1
gl(x) [—- 2 Log(2-x):] dx + 2(k-1) Jo gl(x) hk_l(x) dx

1 1
+ % J gl(x) [— 2 Log(2-—x):|x dx + 3(k-1) f g](x) hk_](x) dx
0

0

c) Méthode du noyau.

Soit g un noyau symétrique, tel que J g(x) dx = 1 et J x2 g(x) dx < =
- n X.=-X
_ j :
fn’](x) = =% Z g( 5 ) avec 6n —>Q0 , nd§ —>0 , llerreur
n j=1 n n> n->o

quadratique intégrée est 8quivalente pour n assez grand a

64

I(n,5) = — fg2<t> at + 2 (f (£"(x)) % ax) (f ¢ £(e) ar)?
n

n

6n qui minimise

cette erreur I](n,(Sn) est :

~ J gz(t)dt 1/5
§ = ( )

(Jt2 g(t)dt)? (Jf"(x))zdx)]/S al/>

1

5 ([ gz(t)dt)4.(J tzg(t)dt).J(f"(x))zdx 1/5
I(m,8) = 7 4 )
n
pour g(x) =§1 1[_]’+1E(x) on trouve gn = .E_z_;;)l_]_]_g et Il(n’gn) ='L5_, (2n)-4/5
g(x) s 16y1/5

= ]E_ 12, + 1/2) (x) on trouve 5, = (—)

n
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x +
. e pour X € R

IV - LOT EXPONENTIELLE NEGATIVE £(x) =

0 sinon

a) Méthode du noyau.

On considére comme noyau le noyau g(x) = 1[}]/2 I/ZEFX) et
b
288)1/5

- qui est optimale d'aprés P. Hominal

comme fen8tre mobile 6n = (

et P. Deheuvels (voir [}5] page 57).

n X.-x

) g .

n Gn i=1 n

fn,l(X) =

b) Méthode des fonctions onthogonales : Les fonctions de Laguerre.

Les fonctions de Laguerre (ZJ.)j>0 qui constituent un systéme

2 . . ~ .
orthonormal et complet de L GR+) satisfait aux équations :

x D2 £ + DL + (n +-l --E) £ =0 n eN
n n 2 4 n

Leur expression en termes de polyndmes de Laguerre Ln est la plus courante

X
Kn(x) = e x/2 Ln(x) avec Ln(x) = %T Dn(xn e X). On construit les polyndmes

de Laguerre Ln a partir de la relation de récurrence :

(n+1) Ln+] - (2n + 1 - x) Ln +n Ln—l =0 avec :
Lo(x) =1
L](x) =] - x
i x2 1
LZ(X) = §~(3~x) (1-x) - 1 = 5 2x + 5
donc on a :
£ (%) = e_x/2
o
£, = X2 iy
2
Kz(x) = e—x/2 %T - 2x + %Q = %'e~x/2 (x2 - 4x + 1)
-~ q@® | n
£,00= )1 G I 4E) 4
1=0 j=1
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Dans [4@] on trouve pour ce systéme le choix optimal de q(n) pour différentes

tailles de l'échantillon simulé.

Pour n = 50 et 100 on a qo(n) =1

1 n
. 1
fao® =5 1 (1 L&) £G)
i=0 j=I
? - n -X,/2 _
| fnJ(@ =% gzle I+ u—gﬂ (1-x)] e */2

c) Méthode par projection sur Les ensembles de mesures.

On prend E = [O,b] compact de R .

Estimer la loi exponentielle négative sur [O,b] c'est commettre

b . . . .
une erreur de e donc pour l'erreur soit faible il suffit de prendre b

assez grand,

2
Comme noyau reproduisant on prend K(x,y) = _gg_ﬂ_ .
2b -xy
On a alors :
Pour x # O :
2 2 2 2
h () = 2b_ Log 2b” - iZb -bx) Log(2b -bx) _ ¢
b~ (2b-x) Log(sz—bx) 1 2 (k=1)
hk(x) = -4 [ - + E] + 2b o hk-l(x)
k>1
2
_2b 2b
g](x) - X LOg Zb—x
k.+] 2
- .2 2 2b _
g (x) = Lo g(2b"~bx) + =— (k-1) hk—l(x)

k>1
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Pour x = 0 :

k
b 2 *
h, () = =— Log 2b Y e W
k
gk(x) = PE—— Y e
b (b 2b2
Caleul des élements de La matrice M () a(i,k) f 5
4 0’0o 2 -xy
b (b 2b2 b
a(l,1) = f f dx dy f g](x) dx
0 ‘0 2b -xy 0
b i
a(l1,i) = lim f gl(x) x dx . On trouve 3 la fin
i>1 e>0 ‘¢
e>0
a(1,i) = 2% [h,_ (0) - h._ (B)] = a(i,)
. 1-1 i-1 .
i>1 1>1
b b
a(2,2) = f g (x)x dx = lim J g (x)x dx .
2 2
0 e>0
e>0

on trouve :

0(2,2) = 262(a(1,1) - b%)

b 2
f h](x) dx = o(1,1) + b h](b) - b

B(1) =

0

b b
8(k) = f e h () dx = lim (M b (x) dx
k>1 0 >0 Je

£>0

i1
X

y

k-1

dx dy
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-1

b K
a(k,k) = 1lim J gk(x) X dx
k>2 e>0 ‘g
>0
2
alk,k) = - 2b°*! b, (®) + 2b"(k=1) B(k=1),
k>2
b i1
a(i,k) = lim J gk(x) X dx s
i>1 e>0 ‘¢
i>k >0
i#k
2p° Li-1 k-1
aii;k) = 2% [Ge=1 b b (b) - (i-1) b h,_, (5]
k>1
i#k
Remarque : On peut utiliser le développement de K(x,y) en
infinie pour le calcul des éléments o(i,k) en effet ;
262 1 xi i
K(x,y) = - @6
2b -xy 1=0 2
© b . b
. 1 h -1 h k-1
ali,k) = ] T(J @ dw) <J @y Ay
h=0 2 0 0 .
. a(i,k) = ¥ . !
h=0 2 (h+i) (h+k)
k ¢ ,x.h I
g (0 =b° ]
h=0 (h+k)

mais pour les calculs numériques, on est obligé de tronquer ces séries

fixant un seuil d'erreur.

série

en
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V - LOT NORMALE N(O,1).

a) Méthode du noyau :

n Xj—x
10 =5 - Z K(——) avec K(x) = 1[_]/2’]/2](;{)
j=1 n
-~ pour n = 100 on prend Gn = 1,510 qui est optimal d'aprés

P. Deheuvels ([37], page 39).

_ (3,685)S 1 2.2
= ___.7___._;1 : = . (Xi X)

- pour n # 100 , on prend Gn avec S =

No~19

1

et X = X, (voir [41], p. 29).

1
Ry

i

e~

b) Méthode des fonctions onthogonales : Les fonctions d'Hermife.

Les fonctions d'Hermite h., , j = 0,1,... sont définies par :
2 J
e_X /2 x2 ], =X
H.(x) et ol Hj(x) =X D *) , jeN.

h.(x) = ————y
] (2Jj!/1.'r_)]/2 3

Le nombre qf{n) optimal pour ce systéme est m = 0 d'aprés

M. Ouledcheikh ([40]).

~

n
ANCRERCINIE NCHE NC
3=1 ,
®
. L on =& v
fnz(X)=-—(EZe ] )
’ yro 0 =1

¢) Méthode par profection sun Les ensembles de mesures.

On prend E = E— b, + bﬂ.

Pour x # O :

h (0 = b —2;13 Log ;gj}f + Log b2 (4b2-x?) - 7]
b G0 = L [k (anZe 2. k-l 2 24 bE-(-p)¥
X — x) Log(2b +bx)-b . (2b“-bx)Log(2b -bx)] —
k> 1 k

+ 2 b2 (k= 1) (x)

kx k-l
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2 2 2 2p 2
_ _ .2p+l Log b (4b -x) _ b 2b-x . b7 (2p-1)
th(x) =-b PX * 2p Log Thrx px 2p—l(x)
h (x) = p%P”] 25 og 2b*x Log b2(4b2-x2) - ———g——a
2p-1 (2p=1) 2b-x (2p-1)
2 __(p=1)
+ 4 b ) hz(p_])(x)
G = B2 o, 2t
8 & 7b—x
2b2 k-1 2 k-1 2 2b2
g (0 = - [(-b) Log(2b“+bx) - b~ = Log(2b“-bx)] + = (k=) b _,
k>1
2p+1 2
_ 2 2,2 2 2
8o (1) = = S Log b7 (4b"=x") + S (2p=1) by ()
2p 2
_ 2 2b+x | 4b°
gZp—l(X) T T x Log 2b-x * X (p-1) h2(p-1)(x)
Pour x =0
th(O) =0
2p—-1
2b 2
h2p-1(0) = 357 Log 2b
gzp(O) =0
2p—-1
2b
89p-1(? =~

(%)




- 100 -

Caleul des élLéments de La matrice Mq(n) = (a(i,k))
2 b I - 2b+x
a(l,1) = 2b J — Log 5 dx
-b *
0(2,2) = 2 b% (1,1) - 8 b
B(1) = a(l1,1) +b h (b) + b h (-b) - 42
8(1) = a(l,1) + 2b h (b} = 4b° (h, est paire)
B = [sz((—b)k_lhk_l(—b)—bk 'y ())+b"h (b)=(-b) ", (- by~ (————(—32——)]
k>1
.2 bZ(B—-]-) 8(k=1)
Remasrque : On montre que th est impaire et h2p+1 est paire
8(2p) = 20 [h, (b)-2b h, _ (b)] + 2b° 222D g(ap-1y
p) = 2p 2p-1 2p P
B(2p-1) = _.—_—-—szp_l [, . (b)-2b h (b) ] b2 Z(P 1) 8(2(p-1))
P=l) = 5 2p-1(P) 2(p-1) 2 L
(2p-1)
atil) = 27 [0 n_ (-b) - b b (0] + 27 (k=1) B(k-1)
k>2
a(2p,2p) = = 4 b P n () + 26%(2p-1) B(2p-1)
a(2p-1,2p-1) = - 4 2P (b) + 4 bz(p—l) 8(2(p-1))
’ 2(p-1)
2(1 l) k-1 2 k-1 i-1 i=1 _
@(ii) = 2b [-5)'h,_ (-b)-b""'n, _ (m)]42b G 7 hy_ (B)=(-b)" h _, (-b))
k>1
i#k
r i 2n, k=2r T #0p on trouve :

v !

2r+1

o _ 2 _ 2p+1 _ _
°p,2r) = e [(2r-1) b hy () = (2p-1) b th_

[ (0]
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Pour i = 2p+l , k = 2r+l r#p
_ 4 2(p+1) L 2(x+D)
a(2p+l, 2r+l) = - [rb hy () - p b th(b)]
Pour 1 = 2p+l , k = 2r , on trouve
a(2p+l, 2r) =0
. 2
a(1,i) = 2 b [hi_](b) - hi_](b)]
1>1]
Pour i = 2p : on a
a(l,2p) =0 (th_] est paire)
Pour 1 = 2p+l
(1, 2p+1) = - 4b° b (b)
a ’ p - zp
Remarque : On peut aussi utiliser le développement de K en série
© . »
infinie : K(x,y) = Z -Jr 05)1 (291
. 1 'b b
1=0 2
+b oo . +b .
k-1 i k-1
g, (%) =j K(x,y) vy dy = ] —7 (x) f * dy
~-b i=0 2°b -b
k v i1 k=1
=b° ] @t —— (= DT
i= 1+k-1
" = Ip
2 v, x. 2i-1 I
Pp(® = 2070 ] (5 2T opo1

i=1




- 102 -

Pour k = 2p-1

2p-1 E ( X)Z(i—l)

(x) =250 5

g2p+1

Caleul des oa(i,k).

2p+2i-3

oo +b . +b -
a(i = § - (f S g (f A" ¥ ay)

1 22h--1

(2p+2h-1)  2q+2h-1

1 1

a(2p-1,2q-1) = 4 b2(p+q—l)
h=1 2

2(b=1) "+ 2h-3) (2q+2h-3)

a(2p,2q~1) =0

s
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o+

+ 4+

-X
f(x) = e
Théorique
+ + + + Méthode du
novyau
o Yy
u
@ ———— Meéthode Laguerre
—~
- v
k)
o - — - - Méthode par
. projection sur
@ les ens. de
A
5 mesures
3
2 Moyenne des
3 estimateurs
.\\\
\\\\‘\
+ N e
+ 4+ NN A
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\\+
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X

£(x) = e
Théorique
§ + + + + Méthode du noyau
q’ s
- Méthode Laguerre
k —
+ _ _ _ _ Méthode par projection
. sur les ens. de
‘é mesures
| _ __ _ |Moyenne des 3
2 estimateurs
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L
27
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X
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0.2 0.4 0.6 0.3 !
3.2
f(x) = x+=% X
2
Théorique
o el
e Méthode du noyau
S
— - . .
= -~ = = — Méthode par projection
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9 + + + + Méthode Legendre
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0.4 0.6

f(x)

=x + §-x
2

2

Théorique

Méthode du noyau

+ + + +

taille 500

Méthode Legendre

Méthode par projection
sur les ens. de mesures

Estimée

Moyenne des trois
estimateurs
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RESUME ‘

Ce travail est essentiellement consacré 3 1l'estimation d'un paramétre

fonctionnel par projection sur les ensembles de mesures.

La convergence stochastique des mesures aléatoires considérées
comme des variables 3 valeurs dans un espace de Hilbert 3 noyau reproduisant

est étudiée.

La densité d'une loi de probabilité est estimée. Plusieurs modes

de convergence sont &tudiés. La loi limite de 1'estimateur est fournie.

Pour une densité f = (l-e) g + eh appartenant a un modéle
contaminé, le degré de contamination e est estimé. La borne de Cramer—-Rao

et la loi limite de 1'estimateur sont fournies.

Enfin, des exemples, et des simulations illustrent cette &tude.

' ;

MOTS CLES : ESTIMATION FONCTIONNELLE, DENSITE.
ESTIMATION, DEGRE CONTAMINATION.
CONVERGENCE STOCBASTIQUE.

SIMULATION.




