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En s t a t i s t i q u e  fonc t ionne l l e  l ' e s t i m a t i o n  par  p r o j e c t i o n  dans des sous- 

espaces de dimension f i n i e  d e  l ' e space  des  paramètres e s t  u t i l i s é e  fréquemment. 

Dans [B] C.  Gui lbar t  a  e f f e c t u é  d'abord l a  p r o j e c t i o n  dans l ' e s p a c e  

des mesures (muni d' un produi t  s c a l a i r e )  e t  l u i  a  a s soc i é  e n s u i t e  son image 

dans l ' e space  des paramètres.  

C 'est  c e t t e  nouvel le  méthode q u i  va ê t r e  l ' o b j e t  de n o t r e  t r a v a i l .  

Le c h a p i t r e  1 e s t  e s sen t i e l l emen t  consacré à un rappel  de c e r t a i n s  r é s u l t a t s  

généraux s u r  l e s  espaces à noyau reproduisant  e t  l e s  espaces  de mesures. La 

c a r a c t é r i s a t i o n  d'une mesure a l é a t o i r e  gaussienne considérée comme une v.a. à 

va leu r s  dans un espace de H i l b e r t  à noyau reproduisant  e s t  donnée. La convergence 

s tochas t ique  des mesures a l é a t o i r e s  e s t  é tud iée .  

Dans l e  c h a p i t r e  II, on s ' i n t é r e s s e  à l ' e s t i m a t i o n  d'un paramètre 

fonc t ionne l  pa r  un e s t ima teu r  proposé par  C. Gui lbar t  dans [8]. Plus i eu r s  

modes de convergence de c e t  e s t ima teu r  sont  é t u d i é s .  La l o i  l i m i t e  de l ' e s t i m a t e u r  

e s t  fou rn ie .  Une comparaison avec l a  méthode des fonc t ions  or thogonales  e s t  f a i t e .  

Les démonstrations de ces r é s u l t a t s  son t  basées s u r  l e s  r é s u l t a t s  d'un a r t i c l e  

de Denis Rosq e t  Jacques Rleuez [IB]. 

Dans l e  c h a p i t r e  III, on cons idère  une d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  

f = ( 1 - E )  g + E h appartenant  à un modèle contaminé, l e  couple (g,h)  e s t  

supposé connu e t  E inconnu. On c o n s t r u i t  deux e s t ima teu r s  sans  b i a i s  de E : 

- l ' u n  par  l a  méthode des fonc t ions  or thogonales  , 

- l ' a u t r e  pa r  l a  méthode de l a  p r o j e c t i o n  s u r  l e s  ensembles de mesures. 



La borne de Cramer-Rao, l a  l o i  l imite e t  l a  borne supérieure paur O < E < 1 de - - - - - - 

fournies. L' ef#,iaaci te de ces estimateurs e s t  btudi8e. 

k e  comparaison avec d'autres est imteurs de E est  f a i t e .  011 i11uatre Cette 

dtude par quelques exemples. 
4 " @$T&ZF# ' 6 > .  + A, 8 

Enfin :dam chapitre I V ,  an. ef Eectw des aimulatioxks paur coinparet 

graphiquement 3 méthodes de l'estimation de l a  densitê : 

- mgthode des fonctions orthogonales, 

- mgthode du AoyaJ, 



GEEJERALITES SUi? LES ESPACES AUTOREPRUVUTSANTS E T  LES 

ESPACES VE MESURES BORNEES A SZGEJE. 

1 - ESPACES DE HILBERT A NOYALI REPRUDUISAI\IT.- 

La t h é o r i e  des noyaux reproduisan ts  a  é t é  i n t r o d u i t e  p a r  N. Aronsjazn 

en 1943 dans [II . 

Depuis e l l e  a  é t é  l ' o b j e t  de nombreux t r avaux , à  t i t re  d'exemples 

pé~in&ivn : S o i t  E un ensemble. Une fonc t ion  K : E x E M I R  e s t  

d i t e  noyau r ep rodu i san t  s i  K ( X , ~ )  = K(y,x) ( symét r ie )  e t  s i  

v (a i , x i )  E R x E 1 5 i s j  1 ai a j  K(x. , x . )  3 O (semi-déf inie  p o s i t i v e ) .  
1 3  

Un espace H d ' a p p l i c a t i o n s  r é e l l e s  s u r  E e s t  d i t  de H i l b e r t  

à noyau reproduisan t  K , s ' i l  e s t  de H i l b e r t  pour un p rodu i t  s c a l a i r e  <.,.> 

t e l  que : 

- £ H , V x c E  < f  , K ( .  ,x )>  = f (x )  ( p r o p r i é t é  d ' au toreproduct ion) .  

Comme rappe l  c i t o n s  quelques r é s u l t a t s  généraux : 

TkEvt~2rne 7 . - (de c a r a c t é r i s a t i o n )  ( v o i r  [l] page 138). 

S o i t  H un espace de  H i l b e r t  de fonc t ions  r é e l l e s  d é f i n i e s  s u r  E.  

H e s t  à noyau reproduisan t  s i  e t  seulement s i  : 

f -4 f ( x )  

e s t  cont inue .  



R m a n q u e  : Le r ep ré sen t an t  dans H de Qx e s t  donc K(. ,x) 

( p r o p r i é t é  d' au toreproduct ion) .  

. S i  H e s t  K-reproduisant a l o r s  Ho , espace engendré par  l e s  

combinaisons l i n é a i r e s  f i n i e s  de K(.,y) e s t  dense dans H. 

. A t ou t  noyau r ep rodu i san t  K on peut  a s s o c i e r  un H i l b e r t  

K-reproduisant,  fermeture pour <K(. , x ) ,  K(. ,y)> = K(x,y) de Ho 

Ce théorème de constru 'c t ion e t  dont l a  démonstrat ion s e  t rouve 

dans [ l ]  ou [4] montre que l ' e s p a c e  HK a s s o c i é  à un noyau reproduisan t  K 

n ' e s t  a u t r e  que l 'ensemble des a p p l i c a t i o n s  de E dans lR q u i  son t  l i m i t e s  

pour  l a  topologie  de l a  convergence s imple s u r  E de s u i t e s  d 'éléments de H 
O 

q u i  s o n t  de Cauchy. 

Théotreme 3 .- ( v o h  [b] ) 

H , H i l b e r t  K-reproduisant borné ( c ' e s t - à -d i r e  K e s t  borné) ,  

I e s t  s épa rab l e  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  une s u i t e  ( f i ) i a  d ' app l i ca t i ons  

de E +-+IR t e l l e  que K(x,y) = f i (x )  f i ( y )  , l a  l i m i t e  é t a n t  uniforme en 
ia 

x pour t o u t  y f i x é .  

11 - ETUDE D E S  P R O D U l T S  S C A L A I R E S  S U R  L '  E S P A C E  D E S  I E S U R E S  BORPJEES A S I G N E  : 

P R E L l M l N A l R E S  E T  NOTATIONS .- 

l . Une mesure à s i g n e  s u r  un espace mesurable (E,B) e s t  une 

a p p l i c a t i o n  de 8 dans 1- a, + a] t e l l e  que : 

u(u Ai) = 1 il<Ai) ( a - a d d i t i v i t é )  pour t o u t e  f a m i l l e  
i ~ 1  i~ 1 



dénombrable {Ai , i E I} de p a r t i e s  de E dans 8 deux à deux d i s j o i n t s .  

. s i  sup CIp(A)I, A E 81 < + , a l o r s  p e s t  d i t e  bornée . 

Remmque : - m  e s t  exc lu  pour l a  v a l e u r  de IJ pour que l a  somme 

p(Ai) d é f i n i e  c i -dessus ne s o i t  jamais indéterminée.  
i ~ 1  

On no te  : 

- M(E) : l ' e s p a c e  des mesures bornées à s igne  , 

- /{+(E) : l ' e s p a c e  des mesures bornées p o s i t i v e s  , 

- El (E) : l ' e s p a c e  des combinaisons l i n é a i r e s  f i n i e s  de mesures 
O 

de Dirac 
6x y 

X E E ,  

- ?(E) : l e  sous-espace de IWE) , formé pa r  l 'ensemble des 

mesures de p r o b a b i l i t é s  , 

- P (E) = P(E) fl b! (E) . 
O O 

C .  Gu i lba r t  en s e  s e rvan t  de l a  t h é o r i e  des noyaux r ep rodu i san t s  a i n t r o d u i t  

un p rodu i t  s c a l a i r e  s u r  !..I(E) e t  sous c e r t a i n e s  cond i t i ons  il a montré 

que !A(E) peut ê t r e  cons idéré  corne  un sous-espace d'un espace de H i l b e r t  H 

à noyaux reproduisan ts  : c ' e s t  l e  

Théotème de $onc)emen;t. - i v o i t  [b] 1 

Soient  (E,B) un espace mesurable,  K un noyau reproduisan t  borné 

e t  8 8 8 -mesurable. 

S o i t  <.,.> l e  pseudo-produit s c a l a i r e  d é f i n i  s u r  E.i(E) pa r  
K 

<I-i , V > K  = <$(p), +(v)>~ où + dés igne  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  : 
K 



A l o r s  s i  . . e s t  non dégénéré ,  ( e s t  une i s o m é t r i e  de (M(E), <. , .>K) K 

I dans ( (  , . ) e t  ( ( E )  . peu t  ê t re  c o n s i d é r é  corne  un 
H~ 

I sous-espace de IIK . 

S i  <., .> e s t  non dégénéré  deux remarques décou len t  de c e  théorème : 
K 

- hi (E) e s t  dense  dans (A{(E), . 
O 

- tif . HK , t'u E ~ I ( E )  : <£,  + ( p ) >  = I f d e .  
H~ 

I J 1 i d e n t i f i c a t i o n  des  p r o d u i t s  s c a l a i r e s ,  s u r  l ' e s p a c e  des  mesures ,  q u i  

s e  r é i n t é p , ~ - e n t  s 'annonce comme s u i t  : 

Soien t  (E,B) un espace  mesurable  e t  <.,.> un p r o d u i t  s c a l a i r e  

s u r  E((E), où <6. , 6 . >  e s t  B 8 B - mesurable  e t  borné.  Pour que <. , .> s e  

r é i n t è g r e  ( i . e .  bu, v E hi(E) : <LI,*> < 6  6 > dp(x)  d p ( y ) )  il f a u t  e t  - 1  x y y  

il s u f f i t  que T l  : x H 6 s o i t  un e s t i m a t e u r  f a i b l e m e n t  s a n s  b i a i s  d ' o r d r e  1 
X 

1 de l a  l o i .  Autrement d i t  v p  E P(E) , T I  e s t  p - i n t é g r a b l e  a u  s e n s  de 

Remnttq~ied : 

- Le moins de l ' o n  p u i s s e  demander à un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  ~ I ( E )  

e s t  que l a  mesure empi r ique  s o i t  un e s t i m a t e u r  s a n s  b i a i s  de l a  l o i .  Les s e u l s  

p r o d u i t s  s c a l a i r e s  i n t é r e s s a n t s  s o n t  donc de l a  forme 

- Un p r o d u i t  s c a l a L r e  s u r  M(E) n e  s e  r é i n t è g r e  pas  nécessa i rement .  

Exemple : ( v o i r  [8]). 



111 - - RELATION EEJTRE PRODUIT S C A L A I R E  E T  TOPOLOGIE FAIBLE. -  

s o i e n t  (E,d) un espace métrique e t  C ~ E )  . l ' e s p a c e  des 

fonc t ions  r é e l l e s  cont inues  bornées,  muni de l a  norme de l a  convergence 

uniforme I I f l I U  = sup I f ( x ) I  . 
E 

I D ~ ~ $ ~ I L & ~ o M  : On a p p e l l e  topologie  f a i b l e  de M(E) (que l ' o n  

n o t e  f ) l a  topologie  engendrée p a r  l a  f a m i l l e  d ' é c a r t s  
d  

r 

I 

C. Gu i lba r t  a  donné une c a r a c t é r i s a t i o n  des p r o d u i t s  s c a l a i r e s  dont l a  

topologie  s u r  1 'espace des mesures de p r o b a b i l i t é s  n ' e s t  a u t r e  ( r e sp .  : est 

moins f i n e )  que l a  topologie  f a i b l e ,  c ' e s t  l e  : 

I Soien t  (E,d) un espace métrique s épa rab l e  e t  <. , .> un pseudo-produit  

s c a l a i r e  s u r  !!(E). S i  <6.,6.> e s t  bornée. Alors  : 

I 1 )  pour que <. , .> s o i t  moins f i n  que l a  topologie  f a i b l e  s u r  

M+(E) il f a u t  e t  i l  s u f f i t  que <.  , .> s e  r é i n t è g r e  et que <6. ,6.> s o i t  

d  8 d con t inu .  

2 )  s i  <.,.> v é r i f i e  I ) ,  il e x i s t e  une s u i t e  ( f i )  uniformément 
w 

bornée de Cb(E) , t e l l e  que < 6  6  > = 1 f  . (x )  f .  (y )  ( l a  convergence 
x 9  Y i=] 1 1 

n  
e s t  t e l l e  que,pour  t o u t  x  f i x é  de E , 1 f .  ( x )  f i (y )  converge 

1 i= l 
uniformément ve r s  <6x.6y>).  

I 3) s i  de p l u s  <.,.> e s t  non dégénéré,  pour t o u t  compact F  de E 

( f i  
e s t  t o t a l e  dans Cb(F) e t  . , . a  pour t r a c e  s u r  M+(F) l a  

t opo log ie  f a i b l e .  



R ~ m m y u a  : 

. Si  Fd e s t  p lus  f i n e  que  . . s u r  A(+(E) e t  s i  
m 

<6 6 > =  f .  (x) f .  (y) converge uniformément, Fd e s t  a l o r s  p lus  f i n e  
x y Y  i=(, 1 1 

que <. , . > s u r  A,{(E) t ou t  e n t i e r .  

. La topologie  de <.,.> e s t  en général  s t r i c t e m e n t  moins f i n e  

que Fd s u r  M(E) tou t  e n t i e r .  

Exemple : [ 6 ]  
* 

On prend E = R e t  pour t o u t  i E: IN une s u i t e  (f; 1 de 
, j  ja 

fonc t ions  r é e l l e s ,  cont inues ,  bornées par  1 , n u l l e s  s u r  

l 1- - ( i + l )  [ U J i + ] ,  + m[ , t e l l e  que l a  s u i t e  des r e s t r i c t i o n s  

1 s o i t  t o t a l e  dans cb[-i,i] , on pose K = 1 1 

i 1 i ,  1 ja i , j  2 i + j  f. l y j  63 f i , j  * 

1 Alors . . e s t  non dégénéré e t  v é r i f i e  l ' a s s e r t i o n  ( 1 )  du théorème 
K 

l de f a i b l e  comparaison, e t  pour tan t  (6 ) e s t  une s u i t e  tendant  ve r s  zéro 
n 

pour <. ,.> a l o r s  q u ' e l l e  ne tend  pas  ve r s  zéro pour l a  métrique de Prokhorov. 
K 

S i  (E,d) e s t  un espace métr ique sépa rab le ,  il e x i s t e  un noyau 

reproduisant  K , non dégénéré t e l  que l a  topologie  t r a c e  de <. , .> s u r  K 

M+(E) s o i t  l a  topologie  f a i b l e .  

I 

L a  démonstration de ce théorème met en évidence l ' e x i s t e n c e  d'un 

noyau K de l a  forme K(x,y) = 1 f i (x)  f i ( y )  où ( f i l i a  e s t  une s u i t e  
i d N  

l de fonc t ions  r é e l l e s ,  bornées,  uniformément cont inues pa r  rappor t  à une 

l métrique d' équiva len te  à d e t  q u i  e s t  dense dans l 'ensemble des fonc t ions  

r é e l l e s ,  bornées,  uniformément cont inues  U (E ,d l )  muni de l a  norme de l a  
b  

convergence uniforme. 



RematryuU : 

SOUS l e s  condi t ions  du théorème d 'ex is tence  on a : 

- l 'ensemble des mesures de Dirac e s t  fermé dans ( h ! ( ~ )  <. , 

- M+(E) e t  P(E) sont  fermés dans  hi(^), <. , .>K) . 

Un théorème qu i  permet d 'exhiber  des noyaux reproduisants  s u r  R dont 

l a  métrique t r a c e  s u r  e s t  équiva len te  à l a  métrique de Prokhorov e t  

q u i  e s t  dû à C. Gui lbar t  s'énonce comme s u i t  : 

Théox2rne. - [ t i ]  

Si  $ e s t  un homéomorphisme de IR s u r  $(IR) C I - a , + a [  (avec a  < W) 

s i  (an) e s t  une s u i t e  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  e t  s i  K(x,y) = 1 an($(x))" ($(y) )n  

( r e s p  : K(x,y) = 1 an e  
e-n'(y) e s t  borné) , a l o r s  l e  produi t  s c a l a i r e  

. , . a pour topologie  t r a c e  s u r  H+(R) l a  topologie  f a i b l e .  
K 

1 V - MESURES ALEATOlRES A VALEURS VANS HK.- 

Dans ce paragraphe on é t u d i e  l e s  convergences s tochas t iques  des  mesures 

a l é a t o i r e s  considéroes comme des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à va leu r s  dans un espace 

de H i l b e r t  à noyau reproduisant .  Soien t  (E,d) un espace métr ique sépa rab le  

e t  K un noyau reproduisant  borné non dégénéré t e l  que HK s o i t  s épa rab le .  

Notons dK l a  métrique assoc iée  à . . e t  (M(E), 8 ) l ' e space  des  
K d~ 

mesures bornées à s igne  muni de l a  t r i b u  boré l ienne  assoc iée  à 
d~ 

I 11 e x i s t e  un sous-ensemble dénombrable D de H q u i  e s t  dense 
O O 



C o m U h e  l V . 1 . 7 . -  

( I ~ ( E ) ,  dK) e s t  séparable  e t  il e x i s t e  un sous-ensemble dénombrable 

de U ( E )  q u i  e s t  dense dans M(E) . 

Démonstration - : S o i t  l ' a p p l i c a t i o n  

: ( A ,  . . H , . . ) d ' ap rè s  l e  théorème de plongement NE) 
H~ 

e s t  isométr ique à @(M(E)),  HK e s t  séparable  donc (NE), d ) e s t  s épa rab le .  
K 

i @(M,(E)) = H donc d 'après  l e  lemme précédent il e x i s t e  un sous-ensemble 
O 

1  no(^) de I f  ( E )  e t  qu i  e s t  dense dans M(E). 
O 

La t r i b u  boré l ienne  de M(E) e s t  engendrée p a r  l e s  a p p l i c a t i o n s  

1 1 ('X)XCE 
qu i  sont d é f i n i e s  par  ( u )  = <p , 

x %'K ' 

4 Démonstration : La démonstration e s t  analogue à c e l l e  du théorème 1 

1 de cg]. S o i t  T l a  t r i b u  engendrge p a r  l e s  Q x , x C E -  

. ~ X C E  J? e s t  u n e a p p l i c a t i o n c o n t i n u e d o n c  T c B  , 
d~ 

. montrons que B C T : 
d~ 

( M ( E ) ,  dK) é t an t  s épa rab le  tout  o u v e r t  e s t  réunion dénombrable de boules  

fermées e t  par conséquent il s u f f i t  de montrer que tou te  boule  fermée E T. 

l s o i t  r > O , u E j h ( ~ )  e t  B(u , r )  = {v E I:(E) : dK(uiv) s r)  

donc B(u,r)  = n {v : I<u-v,y>,l s r} 

yeNo (E)  



T e s t  engendrée p a r  l e s  , x i E  donc pour tou t  x E E : v  c-t <v, 6  
X m 

x K 

e s t  T-mesurable e t  par conséquent yy = a. 6 i No(E) l ' a p p l i c a t i o n  
1 X.  i= 1 1 

v  - < v , Y > ~  e s t  i-mesurable e t  pour p f i x é  : v  I--+ 11 a i  <p-v,6 > 1 e s t  
X. 
1 

T-mesurable donc {v : 1 <p-v,y> ( i r , y  E  no(^) I E T. K 

La condi t ion  de mesu rab i l i t é  dans ( h l ( ~ ) ,  8 ) s 'énonce comme s u i t  : 
d~ 

P~opoaLtiokl - 1 V. 1 .2. - 

S o i t  (a,A) un espace mesurable e t  p. : (L?,A) 4 (A!(E) , 

a p p l i c a t i o n  a l o r s  p e s t  une mesure a l é a t o i r e  s i  e t  seulement si 

bx i E e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

La démonstration e s t  une conséquence d i r e c t e  de l a  p ropos i t i on  I V .  1 . 1 .  

- 
C o R o U ~ h e  1 V .  1 .2 .  - 

La donnée d'une mesure a l é a t o i r e  p. : (R,A) t-+ (A.(E), 8 ) e s t  

équ iva l en te  à l a  donnée d'un processus 
% 

( X t ) t c ~  
d é f i n i  s u r  ( & A )  e t  dont  

l a  t r a j e c t o i r e  a p p a r t i e n t  au sous-espace = ( ( K(. ,y )  dli(y) , p  E LI(E) 1 de HK . 
J 

Dans [IO] Rajput e t  Cambanis ont montré 1 ' équivalence e n t r e  processus  

gauss ien  e t  mesure gaussienne dans d i f f é r e n t s  espaces fonc t ionne l s  (espace 1 
des fonc t ions ,  cont inues ,  absolument cont inues e t  espace b2) dans [9] B e r l i n e t  

a  étendu l e u r s  r é s u l t a t s  aux espaces de H i l b e r t  à noyau reproduisant .  

Nous a l l o n s  é t u d i e r  l ' équ iva l ence  e n t r e  mesure a l é a t o i r e  gaussienne 

e t  p rocessus  gaussien. 



I . Soient (F, 1 1 1 1) un espace normé sépa rab le ,  F* son dual topolo- 

gique e t  8 l a  t r i b u  engendrée p a r  l e s  éléments de F*. 
C 

Une mesure de p r o b a b i l i t é  p s u r  ( F , B ~ )  e s t  d i t e  gaussienne si 

e t  seulement s i  b£ E F* f e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  gaussienne 

de (E, B c ,  U)  dans (R, 8,). 

I . Un processus 
( X t ) t c ~  

e s t  d i t  gauss ien  s i  e t  seulement s i  t o u t e  

combinaison l i n é a i r e  f i n i e  des ( t ) t e T  
e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  

I gaussienne.  

I 

~ernanqu~ : S i  (F,T) e s t  un espace de Fréchet  s épa rab le  e t  

s i  on note  par  B(T) l a  t r i b u  bo ré l i enne  de F a l o r s  8 = B(T) (voir  Cl l] 
C 

page 100). 

l Une mesure a l é a t o i r e  p *  : (o,A,P) -+ (M(E), Bc) e s t  gaussienne 

s i  e t  seulement s i  \Jf E I~*(E) f O p' e s t  une v .a . r .  gaussienne.  

I - 

Avant de ca rac  t é r i s e i -  l e s  mesures a l é a t o i r e s  gaus s iennes  énonçons un lemme 

c a r a c t é r i s a n t  l e s  formes l i n é a i r e s  cont inues  s u r  ( M ( E ) ,  1 1 1 I K ) .  

f  O rme r Lemme I V .  2 . 7  .- 
. Les formes l i n é a i r e s  cont inues  s u r  ME) , 1 ( 1 IK) sont  de l a  

= g , X E HK 

Démonstration : 

. 'dg E H~ ~ ~ ~ l p p ï i c a t i o n  l i n é a i r e  4 : (hl(E) , 1 1 1 lK) +-+n 



e s t  cont inue,  en  e f f e t  : 

v t M(E) e t  pour t o u t  f  E HK on a  <j K(. ,y)  dv(y) ,g> = g  dv ( v o i r  [a]) 

a l o r s  [ g dun -* ( g d l i  
J J 

J 
. S o i t  J )  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  de ( A ~ ( E ) ,  dK) -4 R 

e t  $ i ' i s o m é t r i e  de N E )  dans ( ( L I ( E ) )  d é f i n i e  p a r  $(p) = K(. ,y) du(y) .  

Alors  Y = $ O $-I  : $ ( h l ( ~ ) )  -+ R e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue e t  

comme $ME)) e s t  dense dans HK Y s e  prolonge d'une façon unique en  une 

2, 
forme l i n é a i r e  Y s u r  H~ avec = Y . H~ é t a n t  un espace de 

2, 
H i l b e r t ,  il e x i s t e  donc g E yC : Y = <.,g> 

H~ 

2, 

N E )  = : K . ,  y )  K .  , y  l i  = j g du donc 

H~ 
J H~ 

t" E N E )  $(LI) = g du. I 
Démonstration év idente  d ' ap rè s  ce qu 'on v i e n t  de montrer e t  l a  

p ropos i t i on  I V .  1 . 1 .  

Une mesure a l é a t o i r e  1~-' : ( Q , A , P )  I+ (Aj(E), R 1 e s t  gaussienne 
d~ 

I s i  e t  seulement s i  pour t o u t  x  de E  e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

r é e l l e  gaussienne. 

Démonstration : - 
. s i  u *  e s t  gaussienne a l o r s  'dg c H~ g du* e s t  une v . a . r .  

I gaiissierine en p a r t i c u l i e r  c E K(x,y) du' (y)  = i6,>K e s t  gaussienne.  



. Reciproquement supposons que vx E E : < ~ \ , 6 ~ > ~  soit une v.a.r. 

gaussienne. 

 soi^ g E HK : H O étant dense dans HK , il existe 
1 

gne H~ : I I g l T g l I  - .  Soit w E a. 
HK 

I Ign(y) dvW(y) - jp(y) duw().) 1 = 1 I<gn-e,K(. .Y)> dvw(y) 1 (propriété 
d' autoreproduction) 

- - 
(inégalité de Schwarz) 

K étant borné donc 3 ~ > 0  tel que II~(..y)ll < M  d'où: 
H~ 

1 jgn(y) dilw(y) - 1 g ( y )  duw(y) / M I I gn-gI I v"'(~) ---+ O 
n- 

S 

g , ~  Ho donc g = 1 ai K(.,xi ) 
n i=l n n 

combinaison linéaire finie de gaussiennes donc len(x) duW (x) est gaussienne 

et jp(x) duW(x) est gaussienne. (Comme limite P.S. de gaussiennes). 

(a, B, , N = MO, 1 ) )  et li0 une mesure fixe de hd(IR) . 
On suppose que le noyau reproduisant K est tel que K(x,y) dvo(y) > O , x E n< . I 
Alors p : R -4 kl(IR) est une mesure aléatoire gaussienne. En effet : 

0 - 3  
Op0 

$6 > est une variable aléatoire réelle. . YX E IR w + ( ~ 1 1 ~  , GX) = w<uO 

. Pour tout cl E IR et pour tout x E IR on a : 



, y  dlio(y) 
W 1 -t 1 2  

N(W : < u  
. 

y d x > K  < a)  = - e d t  donc e s t  gaussienne.  

Jin -m 

NofaLion e,t d é i i n X o n  d'un houn-ememble de ME). 

Pour t o u t  x ~ ~ . . . ~ x  E E on no te  p a r  i'i l ' a p p l i c a t i o n  de 
P ( X ] , * ~ - ¶ X  P 1 

bf(E) dans IRp d é f i n i e  p a r  iï (u)  ' ( < ~ , 6 ~  >K Y . * . ,  <u,Sx >K) • 

( x , , . . . , x  ) 
P 1 P 

I W C hl(E) e s t  d i t  cy l ind re  de dimension f i n i e  s i  W e s t  de l a  

- 1 
forme lI (B) avec R un élément de l a  t r i b u  bo ré l i enne  B de IRp . 

( x i .  .xp)  IR^ 

I La c l a s s e  U des  c y l i n d r e s  e s t  une a lgèb re  de boole engendrant l a  

t r i b u  boré l ienne  de ki(E), donc c ' e s t  une c l a s s e  déterminante (au  sens  de 

B i l l i n g s l e y  f151). 

Démonstration : - 

* ) U e s t  une a lgèb re  de boole : 

- S t a b i l i t é  p a r  complémentation : 

- 1 
S o i t  W = I i  

'"] Y . ,Xp' 
(BI € U 

C - 1 
W = I I  P (RC) e t  comme B' e s t  un b o r é l i e n  de IR 

( x ] , .  0 .  .xp' ~ 

- A ~ ( E )  c u : pour x E E I.I(E) = II-'(IR) 
X 

- 1 - 1 - s i  W = IT (B) e t  W '  = 
( x i . .  ,xp' (BI 



- 1 
W ~ W *  = n  P+9 (B x B q )  e t  B x B'  e s t  un b o r é l i e n  de W 

( x I y W . . > x  i Y ] ' . . . ' Y  ) 
P q 

donc \J 0 W' e s t  un cy l ind re .  

** ) U engendre l a  t r i b u  6 : 
d~ 

S o i t  T l a  t r i b u  engendrée par  U : 

- vp /p E* , x ,  . E EP " e s t  cont inue de 
P (x] . . .  "Y P 

(H(E) , dK) dans IRp donc T C 8 
d~ 

- Il nous r e s t e  à montrer que 8 C 7 , pour c e l a  il  s u f f i t  de montrer 
4( 

que t o u t e  boule fermée de M(E) e s t  dans T .  La démonstration proposée e s t  

analogue à l a  démonstrat ion de l a  p r o p o s i t i o n  I V . I . 1 .  

S o i t  B(p,r) = {v : I l i i - v / l K  6 r} une boule fermée 

B(p,r) = n IV  : 5 r }  (N (E) é t a n t  l 'ensemble dénombrable 
vc%(E) 

O 

dense dans k,i(E) ( c o r o l l a i r e  I V .  1 . 1  .)) y e N (E)  donc y = o i= 1 1 ai 'x. 
1 

e s t  mesurable. 

donc comme i n t e r s e c t i o n  dénombrable d'éléments de ' T B(0, r )  E T .  

I S o i t  (E,B) un espace mesurable,  M un ensemble non v ide  de mesures 

s u r  ( : : , B )  e t  T une t r i b u  de p a r t i e s  de ji. On d i t  que (M,T) e s t  un espace 



mesurable  d e  mesures a d a p t é  à l ' e s p a c e  mesurable  (E,B) s i  : 

VB E 8 , l ' a p p l i c a t i o n  gB : (M,T) c-t (R, Bn) est  mesurable .  

lJ I---f v(B) 

I- 

Dans l a  s u i t e  on suppose que (E,d) e s t  un e s p a c e  m é t r i q u e  s é p a r a b l e  

que l ' o n  inunit de s a  t r i b u  b o r é l i e n n e  
Bd 

B(0 , r )  d é s i g n e r a  une b o u l e  de c e n t r e  O e t  de rayon  r 

- 6 
pour  6  > O A = { x  : d(x,A) < 6 )  

S o i t  A E R d  , on  d é s i g n e r a  p a r  l e  d i l a t é  de A à 6 p r è s  

- 6A : l a  f r o n t i è r e  de A. 

Dans Cl21 J.  Geffroy a  i n t r o d u i t  s u r  l ' ensemble  M d e s  mesures p o s i t i v e s  1 
" @ - f i n i e s "  ( c ' e s t - à - d i r e  f i n i e s  s u r  t o u t  b o r é l i e n  borné de B ) l a  d i s t a n c e  : 

d 

B n ( U y u ' )  = i n f  f E  > O / VA E Ed avec  A' C B(0 , r )  , P(A) ( ~ J ( A ~ )  + 6 )  

pour  é t u d i e r  l a  convergence s t o c h a s t i q u e  des mesures a l é a t o i r e s  à v a l e u r s  

dans . C i t o n s  que lques  uns d e  c e s  r é s u l t a t s  q u i  vont  nous ê t r e  u t i l e s  p a r  

l a  s u i t e .  

Théakème 1 V . 4 . i . 7 .  ( v u h  [72] ) .  

E t a n t  donné une mesure p E M e t  une s u i t e  g é n é r a l i s é e  , 0 E 0 )  , 

où O e s t  un ensemble f i l t r a n t  s u p é r i e u r e m e n t ,  on a  l ' é q u i v a l e n c e  : 

l i r n  p ( ~ , l ~ ~ )  = O <=> VA E Bb t e l  que u(6A) = O l i m  ue(A) = v(A) 
O O 

Bb : d é s i g n e  l ' ensemble  des  b o r é l i e n s  bornés  d e  E. 



La fonc t ion  iVB : ( M y  Bp)  c (B , BIRI e s t  mesurable YB c Bb . 

Remahqucm : - 
. La d i s t ance  p i n d u i t  une topologie  équ iva l en te  à l a  topologie  

f a i b l e  s u r  P(E) mais non s u r  un ensemble de mesures quelconques. 

. S i  on cons idère  M : l 'ensemble des mesures p o s i t i v e s  f i n i e s  

su r  l e s  b o r é l i e n s  bornés de E  a l o r s  M' (E) C Il . 

La topologie  i n d u i t e  pa r  dK s u r  M+(E) e s t  p l u s  f i n e  que l a  

1 topologie  i n d u i t e  p a r  p. 

I 
~émons  t r a t  i o n  : S o i t  

d~ +> p -r VA E B~ t e l  que - ' n  "n 

'(&A) = O iin(A) c "(A) ( v o i r  [13] page 366 théorème 2 ) .  En p a r t i c u l i e r  

PA E b o r é l i e n  borné t e l  que l~(6A) = O on a  A )  - ( A )  e t  l e  théorème 

IV.4 . i . l .  implique que " n  6" 

Notre but e s t  d ' é t u d i e r  l a  convergence s tochas t ique  des mesures 

+ 
a l é a t o i r e s  à valeurs  dans ( E f  (E)  , d  ) . Mais avant d ' é  t u d i e r  c e t t e  convergence, 

K 

montrons comme dans [12] que ( M ( E )  , 8 ) e s t  adapté  à ( E , B  ) . Pour c e l a  
d~ 

d  

énonçons deux lemmes : 

Pour tou t  ouver t  O de E  go : ( M + ( E ) ,  dK) C-t IR e s t  

lJ - "(8) 

semi-continue infér ieurement .  



Démonstration : 

La démonstration de ce lemme e s t  analogue à c e l l e  du lemme 4.2. 

de  ([12], page 2 1 ) .  

On va montrer que s i  , ' n 
1i a l o r s  pour E > O 3~ : n 5 N 

( E ,  d) é t a n t  s épa rab le ,  s o i t  (xi) im une s u i t e  dense dans 8. 

Y i  3ri > O t e l  que B(xiyri) C 0 e t  8 = y B(x. , r . )  . S o i t  S .  c ]O, ri] 
i d N  1 1  1 

t e l  que : p(aB(xi ,s i ) )  = O S .  e x i s t e  s inon  B(x. , S . )  ne s e r a i t  pas de 
1 1 1  

mesure f i n i e .  On a  0 = B(xi,si) .  
i d N  

Posons : C l  = B ( x ~ , s ~ )  

Les C.  s o n t  des b o r é l i e n s  deux à deux d i s j o i n t s  e t  comme 
1 

i 
6 ( A n  B ) C  6(A) U (aB) => 6 C i C  U B(x. , s . )  e t  donc 

j = 1 J J  

i p(6ci) = O un - d~ LI -> un +> p => pn(ci) -t i v(c.1 ( v o i r  Cl3], 
1 

S o i t  E > O pn(Ci) -+ "Ci) i 3 ~ ( i )  : n > N(i) 

d ' o ù  ~ ( e )  s 1 u(ci)  + & / 2  . 
i= 1 

Posons N I  = sup (N( i ) ,  i = 1 ,..., N ) . 
O 



N 

Alors  pour n > N *  on a ~ ( 8 )  ,' ,f li(Ci) + € 1 2  
i= 1 

N 
O 

u(e)  L 1 <pn(ci) + 3 + € 1 2  s un(e)  + E , s o i t  pour 
i= 1 

n > N, u n  > ( - E et  pa r  conséquent g8 e s t  semi-continue 

infér ieurement  e t  donc mesurable. 

Lemme 7 V . 4 . i . 2 . -  

b ' ~  E cd dB : (II*(E), B ) c (IR, 8 e s t  mesurable. 
d~ 

IR 

QB e s t  mesurable S o i t  W = (H c B d  . 

F = { û  , 8 ouver t  de E )  C W , F e s t  un IT-système 

e t  l a  t r i b u  engendrée pa r  F e s t  Bd. S i  W e s t  un A-système, a l o r s  W 

c o n t i e n t  l e  A-système engendré pa r  F donc W s e r a i t  éga l e  à Bd . pour 

démontrer l e  lemme il s u f f i t  donc de montrer que W e s t  un A-système : 

d i f  fékence de deux fonc t ions  mesurables  donc mesurable. 

p(U Bn) = l i m  p(Bn) = p(1im B n ) 
n- 

donc (p) = l i m  BB (!A) e s t  mesurable comme l i m i t e  de fonc t ions  mesurables.  

(U Bn) n- n l 

( / A ( E ) ,  8 ) e s t  un espace mesurable de mesures bornées à s igne  
d~ 



~ é m o n s t r a t  i on  : 

+ - 
E ( E )  : u = u - u (décomposition de Hahn -  ord dan) 

i- 4- + 
donc  BE Ed dB(u) = BB(u -LI-) = u (B) - u-(B) = BBDB(u) - 4 B ( ~ - )  donc IPB 

e s t  l a  d i f f é r e n c e  de deux fonc t ions  mesurables donc mesurable. 

Conséquence : S i  : ( A ) ( ( E )  B ) e s t  une mesure a l é a t o i r e  
d~ 

a l o r s  VB i~ Ed : (B) : (n,A) I-+ (IR, BR) e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e .  

+ 
Soient  n  

, ri : ( ~ , A , P )  ~---t (M (E) , B ) des mesures a l é a t o i r e s ,  
d~ 

Considérons l e s  condi t ions  su ivan te s  : 

P . S .  
1) Li, 

P.S. 
2) IK(. ,y) dun y y dans HK . 
3) VB E Ed t e l  que ~ ' ( B B )  = O P.S. B B p.a. 

- I 4 )  /K(. ,y) d p i  - K(. ,y) du* uniformément presque sûrement. 

5) Pour t o u t e  f a m i l l e  II de HK bornge au  sens de l a  norme de H~ 

 SU^ I I  f  du: - I f  d u o /  O . 
f €II 

Alors  on peu t  énoncer l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

1) <=> 2) <=> 3) => 6) , e t  s i  on suppose en p l u s  que l e  noyau K 

e s t  séparément cont inu e t  que l e s  mesures a l é a t o i r e s  pn , u sont  à 

v a l e u r s  dans P ( E )  a l o r s  : 

1) (=> 2) <=> 3 )  <=> 4 )  <=> 5) => 6 . 



1) <=> 3 : Eviden t  d 1  a p r è s  [12]. 

-+ p' P .S .  <=> 3n E A : P(i2 ) = I e t  t e l  que 
O O 

<=> e A : P ( Q  ) = 1 e t  t e l  que 
O O 

I ' d u c  O I K ( . , Y )  du:- K ( . . y ) d p ~  dans  H K *  



- 
h 

* $4 
CC) .A 

n 
CC) 



On suppose q u ' i l  e x i s t e  une cons t an t e  C > O t e l l e  que 

~ ~ E E N ,  v : , u ' :  (R,A,P) - ( M + ( E ) ,  B ) s o i e n t  uniformément bornées 

pa r  C presque sûrement 

4( 

PkopoaiZLon 7 0 . 4 . i L i .  7 . -  

Les condi t ions  s u i v a n t e s  s o n t  équiva len tes .  

1) --+ p' en p r o b a b i l i t é  , 

2 )  pour t o u t e  f a m i l l e  I l  de  HK bornée dans HK 
1 

I 

Démonstration : . 
Supposons que ' n -4 u e n  p r o b a b i l i t é .  S o i t  Il une f a m i l l e  bornée 

de HK . Pour w E R on a : 

sup 1 [g(y) d(uZ-uu) (Y) ( = sup \ c g ,  IK(.  ,Y) d(un-uW) (Y) '  1 
g ~ l l  J S H  H~ 

I I J K ( . , Y )  ~ ( P ; - ~ ~ ) ( Y ) I I  H~ 

E 
donc F(u : supl Il: d(u:-pu) 1 > E )  < P(w : 1 J /K(. ,y)d(un-uw)(y) 1 I H  > 1 

P , E ~  K s u p l l g l  l 
g ~ n  H~ 

converge ve r s  O . 



: 2C sup 1 K(x,y) d ( v : - ~ ~ )  (Y) 1 
xs E I 

Z 
donc s i  P(w : sup  / K(x,y) d(uWpw) (y )  ( > &) --+ O 

XE E n- 

Pour  c o n c l u r e  il s u f f i t  de remarquer que Il = {K(. ,y) , y s E} e s t  une 

famil  l e  de  HK b0rni.e. 

En t h é o r i e  d ' e s t i m a t i o n  a u  l i e u  de c o n s i d é r e r  l a  p r o j e c t i o n  s u r  l es  

e s p a c e s  de p a r a m è t r e s ,  C. G u i l b a r t  a c o n s i d é r é  l a  p r o j e c t i o n  s u r  les  e s p a c e s  

de mesures a u x q u e l l e s  il a a s s o c i é  e n s u i t e  s o n  image dans l ' e s p a c e  des  pa ramèt res .  

Comme b a s e ,  il a énoncé un "théorème de Gl ivenko-Cantel l i"  e t  p l u s  p réc i sément .  

The~hème ( [ g j  page 26 ) . - 
S i  K = 1 a i  f .  C3 f .  e s t  normal ( c ' e s t - à - d i r e  l e s  f .  s o n t  des  

1 1 1 

v . a . r .  bornées  p a r  1 e t  ( a i )  une s é r i e  convergen te  de termes s t r i c t e m e n t  

p o s i t i f s ) .  A l o r s  : 
m 



I avec a  > O e t  no(a)  e s t  l e  p lu s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que : 

w 
a  

2 
a .  < 7- s i  les f .  s o n t  p o s i t i v e s  
1 1 

i=no (a )+ l  

CO 

a 
2 

C ai  < 8 s inon  . 
i=no(a)+  1 

La démonstrat ion de ce théorème repose s u r  c e r t a i n e s  i n é g a l i t é s  de Hoeffding 

( v o i r  [17]). 

S o i e n t  P l  un sous-espace de P(E) e t  (un) une s u i t e  dense dans 

( p l  y dK) < u l y o - * y  Fi n  > e t  e l  , . . , n  ) dés ignen t  respect ivement  l ' enve loppe  

convexe e t  v e c t o r i e l l e  de ( p  l , . . . , p n ) .  

P h a p o n i ~ o  n ( [8 ]  page 5 3 1 . - 
1 

n  
K - e s t  un e s t i m a t e u r  convergeant presque 

') pr '<u l , . . . , un>  n  i = l  1 

sûrement v e r s  l a  l o i  s u r  P l  

K 1 
n  

- 6 W .  ) est un eç t ima teu r  asymptotiquement s ans  b i a i s  
b, ~ ~ ' e ( u ~ , . . .  ,un) n  i = l  

1 
n  

K 
c ' e s t - d e  : vp E Pl , ln" ~ r j , , ~  

8 
- 1 suil du ( w ~ , . . . ~ W  ) + u) 

l ' " ' ,un)  " n 
i= 1 n-tco 

converge presque sûrement v e r s  l a  l o i .  

n n 
K 1 K - 1 6  1 ( r e sp .  

C, p r j < u ,  , . . . , un>  n  
( 1 6 ) )  e s t  

W .  ~ ~ ' e ( u ~ ~ . . . , u ~ )  n  W .  i = l  1 i = l  I. 

un e s t i m a t e u r  de l a  l o i  séquent ie l lement  p l u s  rap ide  que l a  l o i  empirique 

( c ' e s t - à -d i r e  : bu E Pl , ]N(u)  : n 3 N ( u )  



d) pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  4 : e ( (vn  : n E IN)) -4 (F, 1 1 1 1 )  
K 1 

n 
(F espace de Banach s é p a r a b l e ) ,  ' O ~ ~ j e ( v ] , . . . , v  1 (- n 1 6  w ) e s t u n  

n  i = l  i 

1 es t ima teu r  s é q u e n t i e l l e m n t  sans b i a i s  de 4 , (c ' es t -à -d i re  : 

Pour f i n i r  ce  paragraphe énonçons une p ropos i t i on  . r e l a t i v e  à 1 ' es t ima t ion  d' un 

paramètre l i n é a i r e .  

Soien t  K = 1 cii f i  B f i  un noyau reproduisant  normal, non dégénéré 

e t  (F, I I  11) un espace v e c t o r i e l  normé. 

1) S i  C$ e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  de e ( u l  ,. . . ,$) dans 

F a l o r s  : 

K 1 
n  

- 1 6 )  e s t  un e s t ima teu r  for tement  sans  b i a i s  
a) ' ,. . . ,un) n  i = I  

I d 'o rd re  n  de l a  r e s t r i c t i o n  de 4 à P(E) e ( u l  ,. . . ,%) 

où a  e s t  l a  norme de e t  E > O . 

2) S i  4 e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  d é f i n i e  s u r  e(vn : n E N) 

a l o r s  on peut  exh ibe r  (à l ' a i d e  des p r o j e c t i o n s  or thogonales  s u r  des sous-espaces 

v e c t o r i e l s  de dimension f i n i e )  un e s t ima teu r  (Sn) séquent ie l lement  for tement  

sans  b i a i s  e t  convergeant presque sûrement de l a  r e s t r i c t i o n  de 4 à 

P(E) 7 e(u, ; n E IN). 

- 

La démonstration de ces  deux p ropos i t i ons  e s t  e s sen t i e l l emen t  basée  

s u r  1 e  théorème de " ~ l  ivenko-Cantel l i"  c i  t é  précédemment. 
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ESTlMT70N V ' l l fJ  PARAEIETRE FU NCTZONNEL PAR PROJECTZOEJ 

Dans ce c h a p i t r e  on garde l e s  n o t a t i o n s  du c h a p i t r e  1. 

Soien t  ( ~ , A , P )  un espace p r o b a b i l i s é ,  (E,d) un espace  métr ique 

s épa rab l e ,  P I  un sous-ensemble de P(E) , $ une a p p l i c a t i o n  de e ( P l )  

dans F sous-espace de R prolongeable  en une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  à e ( P I )  

1 e t  Y une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d é f i n i e  s u r  (n,A) à v a l e u r s  dans ( E , B ~ )  , 

dont l a  l o i  PX c P . On s e  propose d ' é t u d i e r  l a  convergence d 'un e s t i m a t e u r  
1 

de $(PX) (proposé p a r  C. Gu i lba r t  dans [BI) s u i v a n t  des modes que nous 

p r é c i s e r o n s  p l u s  l o i n ,  l o r sque  l a  t a i l l e  n  de l ' é c h a n t i l l o n  augmente i n d é f i -  

niment.  S o i t  K : E x E e-t lR , un noyau r ep rodu i san t  i n d u i s a n t  un p rodu i t  

s c a l a i r e  <. , . > s u r  /d(E) supposé de dimension i n f i n i e .  A p a r t i r  de n  obser- 
K 

v a t i o n s  une e s t i m a t i o n  d i r e c t e  d 'un paramètre de dimension i n f i n i e  n ' e s t  pa s  

p o s s i b l e .  Il f a u t  nous ramener donc à l ' e s t i m a t i o n  d'un paramètre de dimension 

f i n i e  pour e s p é r e r  une in format ion  r a i sonnab le  pour c e l a  on s e  donne : 

Une s u i t e  d ' e n t i e r s  n a t u r e l s  ( q ( n ) )  t e l l e  que q (n )  -t 03 . 
t 

Pour t o u t  n  E M on pose H = e ( p  ,.. . , p  ) l ' e s p a c e  engendré pa r  
n  ci ( 4  

P1>" . ' l - l  
q  (n) 

muni de l a  t opo log ie  i n d u i t e  p a r  dK . On cons idère  H = y Hn 
ndN 

l i m i t e  i n d u c t i v e  des H . H e s t  complet (une l i m i t e  i nduc t ive  d 'espaces  
n  

complets e s t  complète).  



K 
On peut  donc cons idé re r  l a  p r o j e c t i o n  p r j H  de M(E) s u r  H . 
On prend : 

A K 1  " 
Comme es t ima teu r  de @(PX) on  prend mn = @ 0 prj,(; 1 Sx ) 

j= l  j 
Un c a l c u l  simple montre q u ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  N O 

t e l  que pour n 3 N O : 
- 

où M e s t  l a  mat r ice  (<v. ,v i l>K) 16isq(n) e t  M e s t  l a  mat r ice  s (n)  1 q(n)  ,ki 
l si ' $q (n) 

i ème ème 
dédui te  de M obtenue en  supprimant l a  k  l i g n e  e t  l a  i colonne. 

q  (n) 

S i  on pose 

k+ l 
de t  M 

q(n) 'ki  (j K(x,y) dpk(y)) ( (11~)  (t) 
d e t  .I 

q (n> 1 
Alors : 

A 1 
1 

1) Pour n a s sez  grand, pour  t o u t  x  c E on a  mn(x) = - n (X ,x) 1 n j j= 1 
avec R (.,t) E HK . 

ci (n) 

dv 2 
2 )  S i  PI e s t  dominé p a r  une mesure e o - f in i e  t e l l e  que b v  E P - E L (v)  

1 du 
A 

dv e t  s i  on prend $(v)  = - , a l o r s  pour n a s sez  grand - $ n ( ~ )  e s t  un 
d' 

e s t ima teu r  de l a  d e n s i t é  q u i  a  l a  forme d'un e s t i m a t e u r  b i e n  connu e t  q u i  a  

é t é  é t u d i é  dans [18] pas  Denis Bosq e t  Jacques Bleuez. 

* 
3) S i  on suppose que l e s  

'i 
, i E N s o n t  or thogonales  pour <. , . > K .. 

l ' e s t i m a t e u r  
@* 

s e  r édu i t  pour n assez  grand 2 



11 - ESTZMATlON SANS BIAIS.- 

2 
Dans c e  pa ragraphe  on  suppose que ( ( P l )  -< L (II) où II e s t  une 

2 
mesure o - f i n i e  d é f i n i e  s u r  (E,B ) t e l l e  que  L (II) s o i t  s é p a r a b l e .  d  

2 
On muni t  L ( u )  de  s a  t r i b u  b o r é l i e n n e  C. 

. T e s t  un e s t i m a t e u r  ( d ' o r d r e  n )  de  ( s i  T est  une v.a.  -- 
B: - C mesurable .  

. S o i t  T un e s t i m a t e u r  d ' o r d r e  n  de (, on d i r a  que T* est  une 

v e r s i o n  r é g u l i è r e  de T s i  

a )  T* e s t  une f o n c t i o n  numérique ~1" - mesurable  . 
* 

b )  T ( x I  , . . . , X  ) e s t  une v e r s i o n  d e  T X ,  . . . x  ) pour  t o u t  
n  n  

n  
( X  l y . . . , ~  ) E E . 

n  

a )  + , ( x )  = ( O P r j H  ( 6  ) e s t  un e s t i m a t e u r  s a n s  b i a i s  d ' o r d r e  1 
n  '1 

b) S i  l a  t r i b u  des  événements symét r iques  e s t  complète pour  P l  f l  H 

A 1 d e t  M 
o r  +,(x) = ; 1 q(n) 'ki  (1 K(X ,y)  dvk(y)  

j = l  d e t  M j 
q  (n)  

I d é £  i n i  t une v e r s i o n  r é g u l i è r e  de l ' u n i q u e  e s t i m a t e u r  s a n s  b i a i s  d ' o p é r a t e u r  

de c o v a r i a n c e  minimum pour  . 
n  

CI n  . K  1 
C )  (,(x) = + O p r j  (- 6 e s t  un e s t i m a t e u r  asymptotiquement 

X H n j = l  j 

s a n s  b i a i s  de + / P l  . 

Pour  l a  d é m o n s t r a t i o n  de  c e t t e  p r o p o s i t i o n  il s u f f i t  d ' a d o p t e r  

c e l l e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 de ( r 1 9 1 ,  page 3) pour  a )  e t  b )  e t  de remarquer  

polir C)  que pour  t o u t  v E P I  H 3 no : n  3 n  v E P I  H 
O n 



Pour une é tude  t r è s  d é t a i l l é e  de  l ' e s t i m a t i o n  sans  b i a i s  d'un paramètre 

fonc t ionnel  v o i r  [19], dans c e t  a r t i c l e  D. Bosq a  donné un r é s u l t a t  t r è s  

2 
p r é c i s  : dans L (u) , en  supposant l e s  d e n s i t é s  bornées e t  P I  convexe, 

une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que l a  d e n s i t é  s o i t  es t imable  

sans b i a i s ,  e s t  que l 'ensemble des d e n s i t é s  à P I  s o i t  i n c l u s  dans un espace 

de dimension f i n i e .  

Dans [8] C. Gui lbar t  a  donné une cond i t i on  ngcessa i r e  e t  s u f f i s a n t e  

pour  qu'un paramètre s o i t  es t imable  s a n s  b i a i s  c e t t e  condi t ion  p o r t e  s u r  l a  

c o n t i n u i t é  au sens de l a  topologie  f a i b l e  du paramètre à es t imer .  

7 2 7  - CONDlTlONS S U F F I S A M E S  DE CONVERGENCE. - 

7 ) No;tcrLi.on Q;t hypu;thCsa. 

On suppose que l a  s u i t e  ('n) nm * de ?!(E) e s t  t e l l e  que 

?k + - + - 
'di € I N  u .  = pi - ' i ave c 

i 
e t  ui deux mesures p o s i t i v e s  dominées p a r  

1 

une mesure p  a - f i n i e  non atomique d é f i n i e  s u r  E e t  t e l l e  que : 

2 - L (p) s o i t  séparable  , 
dui dui 2 2 

- 'di E. IN* - 1  E L (u) x L . (d; * du 
+ 

dui dui du; 
- ?& 

On pose f .  = - - - - -  
1 d!J du dv ' i E N  

2 
comme paramètre Q> on c h o i s i t  l a  d e n s i t é  : Q> : 7' 1- L (p) . 1 

On pose : 

dP 1 . D = -  e t  DF = {f E D : l i m  sup 1 (R ( x , t )  dp(x) - f ( t )  / = 01 , F 
d  ?J n-wî t a F  J q (n)  

é t a n t  un sous-espace de E. 

CI . D ( t )  = / f n ( t )  - f ( t >  1 , t E E , n assez  grand . n 

A . s n ( t )  = f n ( t )  - f n ( t )  , t E E , n assez  grand 



- 30 - 

q (n) k+i d e t  M X . gi ( t )  = (-1) K(t ,y)  dbk(y))  , i 
n k= l d e t  M 

q (n) 

On suppose que l e s  d e n s i t é s  de D s o n t  bornées.  

On cons idère  l e s  hypothèses  su ivan te s  : 

+ 
H I )  ( r e sp .  H;) 3 h  : E -+B ( resp .  d é f i n i e s  s u r  F e t  bornée)  t e l  que 

sup 1 f i  (x) 1 h(x)  , x E E . 

H4) ( resp .  H;) ]M > 0 : sup* sup Igi (x)  1 s M ( r e sp .  vi = 1 , .  . . ,q(n)  
idN XEE n 

4 (n) 2 
3 ~ ( t )  > O t e l  que E (  g .  ( x I )  f i ( t ) )  2 ~ ( t )  

1 i = l  n 

2 ;  Cor,ve,tgence climple en moyenne d'okdtLe p (p = 1,2) .  

Considérons l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

Alors  sous  l e s  hypothèses  H ) e t  H ) on a l e s  imp l i ca t i ons  a )  => C) ==> b)  . 
1 3 



Démonstration : On va montrer que l e s  hypothèses H 1 ) e t  H 3 ) e n t r a î n e  

l 'hypothèse II de [18] ce qu i  nous permet t ra  de conclure.  

2 
Il s u f f i t  de poser B( t )  = Co h ( t )  , r (n )  = q(n )  e t  a = B e t  d ' u t i l i s e r  

l a  p ropos i t i on  4 de D. Bosq e t  J. Bleue. ([18] , p. 488) pour a f f i r m e r  que 

a )  => C) => b).  

B 
Sous H2) e t  H ) , s i  4- - 0 on a a l o r s  

4 n 

I Démonstration : 



e t  comme pour t o u t  f  e - 2 
f n x ) - x  d i ( x ) + O  

du ' 

on a  l e  r é s u l t a t  cherché. 

Enonçons d 'abord un lemme q u i  donne l a  v i t e s s e  de convergence de 
A 

f  (x) v e r s  f ( x ) .  
n  

I Lemme 111.4.1 .- 
Sous l e s  hypothèses H l ) ,  Hg) e t  H ) ( resp .  H l ) ,  Hg) e t  Hi) Pour  4 

t o u t  t E E , pour t o u t  E > O on a  : 

P(D ( t )  5 E )  i 2 exp(- p ( t )  --- n , n a s sez  grand , 
q (n)  



Démonstration : On a montré dans l a  p r o p o s i t i o n  111.2.2. que H ] )  e t  

H ) e n t r a î n e  I I )  de [18]. Montrons que HI) e t  H4) ( r e sp .  H]) e t  H;)) => 1 )  de [18]. 3 

q(n)  q (n) 
sup IRq(n) ( x , t )  1 I f . ( t ) l  sous  H4 ( resp.  s M q(n)  1 I£.(t)I 

1 i = l  1 
XE E i= 1 

sous Hf )  
4 

r M q(n )B  h ( t )  sous  Hl) ( r e sp .  c M q(n )2B  h ( t )  sous H ~ )  

il s u f f i t  de poser  A l ( t )  = M h ( t )  e t  a = 8 ( resp .  a = 28) pour pouvoir  

app l ique r  l e  lemme 1 de  (Cl81 p. 490). 

Remahque : L a  démonstration du lemme 1 de ([18] p. 490) e s t  basée 

s u r  une i n é g a l i t é  de t ype  exponent ie l  dû à Hoeffding ( c f .  [21]). 

Avant de donner une cond i t i on  s u f f i s a n t e  de convergence presque complète 

e t  e n  moyenne d ' o rd re  1 e t  2 rappelons l a  d é f i n i t i o n  de l a  convergence 

presque complète (p. CO.) .  

('n) n a  
une s u i t e  de v.a.r .  converge p.co. v e r s  Y s i  

E > O 1 P (  IY,-Y\  3 E )  < + m. 

Remanque : La convergence presque complète e n t r a î n e  l a  convergence 

presque s û r e  (lemme de Borel - C a n t e l l i ) .  

So i en t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

Alors  sous l e s  hypothèses Hl )  , H ) e t  H ) on a l e s  i m p l i c a t i o n s  a) => c)  => b ) .  
3 4 



Démonstration : a )  e n t r a î n e  c )  d 'après  l e  lemme II. 1. e t  l a  p r o p o s i t i o n  

III.2.2., il e s t  év ident  que c)  => c ) .  

5 )  Convmgence unidotrme ptr~nyue bûhe. 

Enonçons d'abord un lemme dû à Hoeffding. 

Lemme 111.5.2. ( [ 1 7 ]  page 16). 

Soient  X1 ,..., X n v.a.r. indépendantes,  cen t r ées ,  majorées 
n 

1 p a r  une cons t an te  p o s i t i v e  b ,  d é f i n i e s  s u r  ( ~ , A , P )  e t  ayant  des moments 
n 

d ' o rd re  1 e t  2. S i  on pose S = X I  +...+ X a l o r s  pour  
n n k= l  

I O < E < ~  o n a :  

Alors  1- Sous l e s  hypothèses H l ) ,  Hl) e t  s i  en p lus  h e s t  bornée dans E. 
4 

A 

1 £,(XI - f  (4 1 P.S. une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que + O ,  f  E -  dP 1 
m d!J 

Démonstration : 

sup 1 fn(x)  - f  (x) 1 S SUP 1 fn(x)  - £,(XI I + SUP I fn(x)  - f ( x )  l 
xe E XE E 

A 

f  e s t  asymptotiquement sans  b i a i s  donc i l  s u f f i t  de montrer que 
n 



h é t a n t  supposé bornée il s u f f i t  donc de montrer que 

q (n)  n  P.S. 
1 I$ 1 gi (x j )  - 1 gi (Y)  £ (Y)  d u ( ~ ) I  F O pour c e l a  on va u t i l i s e r  

i= 1 j = l  n  n 

l e  lemme précédent  . 
r 

Po sons 

Les Y .  s o n t  des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  indépendantes e t  cen t r ées .  
i n , j  

a2 ~ ~ q ( n )  
donc s i  on pose b = 2M q ( n ) 2 B  a l o r s  - E 

2B = - M 
b E 2 M  q ( n ) 2 B  ' 

1 
La fonc t ion  h(u)  = ( l+u )  Log(1 + -) - 1 e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  e t  déc ro i s san te  

u 
! 

s u r  ]O, + m [  on a donc 

n 
en appl iquant  l e  lemme 111.5.2. à S .  = 1 y iny j  on o b t i e n t  

1 , n  j = l  

M 2 
avec p = ( 1  + -) Log(1 + -) - 1 

2 M 

on a donc : 

d'où l e  r é s u l t a t .  



Remartque : dans (1251 p. 102) on t r o u v e  une c o n d i t i o n  analogue a v e c  

6 ) Co nvetcjence unidoturie en moyenne q u a d W q u e .  

I Sous l e s  hypothèses  H ) e t  H') e t  s i  e n  p l u s  dans  Hl)  l a  f o n c t i o n  
1 4 

sup  E ( f  (x)  - f ( x ) 1 2  -+ O . 
XE E f n  n- 

Démonstra t ion : 11 s u f f i t  de mont re r  que  sup E f ( f n ( x )  - fn (x) ) '  -f O 
XE E 

.. 2  2  2  q ( n )  (8+112 
s u p  E ( f n ( x )  - £ ( X I )  C ( sup  h  ( X I )  M n  
XE E XE E 

d 'où  l e  r é s u l t a t .  

S o i t  t un p o i n t  de E ,  pour  n  a s s e z  grand on  v e u t  é t u d i e r  l a  l o i  
n 1 n  q ( n )  

l i m i t e  de l l e s t i m a t e u r  f n ( t )  = [ gi ( X . )  f i ( t ) ]  e t  p l u s  ~ r é c i s é m e n t  
j = l  1 = 1  n  J 

l a  l o i  l i m i t e  de 



Démonstration : L a  démonstrat ion e s t  analogue à c e l l e  q u i  s e  t rouve 

dans [2l]. Posons 

Les Z ( t )  sont des v . a . r .  de même l o i ,  indépendantes,  cen t r ées  e t  d ' é c a r t  
jq (n)  
1 

type ; e t  on a pour n a s s e z  grand : 

Pour t rouve r  l a  l o i  de ( 1 )  on va app l ique r  l e  théorème l i m i t e  c e n t r a l e  ([22] 

page 328) aux v a r i a b l e s  Z ( t ) .  11 s u f f i t  a l o r s  de montrer : 
j q ( n >  

avec Z ( t ) ( a )  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  tronquée à a. 
jq(n> 

Démonstration de a )  : 

n 
S o i t  E > O 1 P ( l z j q ( n )  ( t ) J  > E )  = n P ( I Z  l s (n )  ( t > l  > E )  

j = l  



donc : n 3 N 
o  E(Y iq(n)  

B ( t i  e t  p a r  conséquent pour ( t ) )  s - 
2 n  

2 
n . N O (Ylq(n) ( t ) )  5 - B ( t )  

2 n  
2 '  

n 4  4  
4  n  

4  
d'où pour n  assez  grand 

'(1' jq (n)  
l 6  q(n) h4( t )  . - ( t > I  > €1 ,< -- 

j = l  
4  2 

n  n  
4  

Démonstration d e  b)  : 

donc DE > O Z 
jq (n) 

( t > ( a >  = Z 
j  q  (n)  

( t )  pour n  assez  grand e t  comme l e s  

Z 1 
(t) s o n t  cen t r ées  e t  d ' é c a r t  type - on a  l e  r é s u l t a t  souha i t é .  

_iq(n) n  

( )  1 = I z jq(n> 

Y ( t )  - E(Y 
jq(n)  j q ( n ) ( t ) )  

A o(Y 

IYjq(n)  
( t > l  + IE(Y 

jq(n) ( ' ) '  

jq (n) 
( t ) )  in O [Y 

jq (n )  
( t > l  



V - COMPARAISON AVEC LA METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES. - 

La méthode des fonc t ions  or thogonales  a é t é  proposée p a r  

Tiago de O l i v e i r a  e n  1961 (23) e t  idendépendamment pa r  Cencôv e n  1962 (24) .  

2 
On suppose que l a  d e n s i t é  à e s t i m e r  f s L ( p ) .  On pose comme es t ima teu r  

A q(n> A A 1 
n 

g n ( 4  = 1 akiYn eki (XI avec 
- 

ski , n  - o jC eki (Xj)  ( e k ) k s ~  
é t a n t  une 

i= 1 
2 

base de  L (p) , q ( n )  une s u i t e  d ' e n t i e r s  p o s i t i f s  tendant  ve r s  l ' i n f i n i .  

2 
S i  L (p)  e s t  s épa rab le  on prend k .  = i Yi = 1 ,q (n) .  

1 

2 
Dans ce paragraphe on  suppose que L (p) e s t  séparable .  On va montrer 

que dans c e r t a i n s  c a s  l a  méthode p a r  p r o j e c t i o n  s u r  l e s  ensembles de mesures 

co ïnc ide  avec l a  méthode des fonc t ions  or thogonales .  

2 
En e f f e t  s o i t  (fi)im* une base orthonormale de L (p )  t e l l e  que 

Po sons 

avec (ai)ia* une s u i t e  à termes s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s  e t  t e l l e  que 1 ai < m. 

+ - 
+ - du; + dPi - 

Po sons - - 
pi - Pi  ' i avec - =  f .  e t  - -  - f .  . On peu t  a l o r s  

du 1 du 1 

énoncer l a  p ropos i t i on  : 

I S i  l a  forme b i l i n é a i r e  symétrique <. , .> d é f i n i e  s u r  A . I ( E )  e s t  K 

I un p rodu i t  s c a l a i r e .  Alors : 

a )  l e s  (v i l ia  s o n t  orthogonaux p a r  rappor t  à <. , .> K .  

dv 
b) bv  E H = U(Hn P(E)) . L'es t imateur  de - pa r  p r o j e c t i o n  

ndN 
A 

du 

s u r  l e s  ensembles de mesures 
'n 

co ïnc ide  avec l ' e s t i m a t e u r  de la  méthode 
* 

des fonc t ions  or thogonales  
gn 



Démonstration : 

Co 

a) <vL,vL,>K = 1 a ( 1  x x ( hi(y) dvL, (y ) )  
i= l 

2 
o r  (fi)im* e s t  une base orthonormale de L (p)  donc 

- <vl,vC,>K = O pour L # 1' 

* 
b) Les vi , i E N sont  or thogonales  pour . . e t  p a r  conséquent 

K 
q(n> k+ i de t  M 

g. (x)  = 1 (-1) 
1 

q(n),ki ( 1  K(Xj ,y )  dvk(y)) s e  r é d u i t  à 
n i= 1 d e t  H 

4 (n)  

.. q(n)  n CI 

donc f n ( t )  = ; 1 [ 1 f i (x j ) ]  f i ( t )  = pn( t )  
i = l  j= l  

On cons idère  (IR, BR) . 

S o i t  A l a  p a r t i t i o n  de IR d é f i n i e  pa r  



1 
Le noyau reproduisant  K = 1 - i ' A .  ' ' A .  d é f i n i e  un p rodu i t  

i = l 2  i 1 

s c a l a i r e  <.,.> s u r  M ( I R ) .  K 

Considérons l a  s u i t e  des mesures de p r o b a b i l i t é s  ( )  ; 

= U l o i  uniforme s u r  Ln-l,n]. 
"n 1 [n- i ,n] 

* 
On v é r i f i e  que l e s  lin 9 n E N s o n t  or thogonales  pour . , . K e t  

1 
que < p . , "  > = -  i i  2 i '  

On v é r i f i e  que l e s  hypothèses H 1 , H2 , H3 , H 4  ( resp .  H i ) ,  Hg e t  Hg 

s o n t  v é r i f i é e s  avec h = 1 , Co = l , B = l , C  O = l y M = l  e t  A = l  

q(n)  
pour x E v [ i - l , i ] .  

O i= 1 

Exemple 2 : Polynômes de Legenhe s u t  E = [- 1 , + 11. 

Les de Legendre son t  d é f i n i s  de l a  façon su ivan te  : 

I l s  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  de récur rence  : 

Les premiers  polynômes de Legendre s o n t  : 

Les polynômes de Legendre son t  bornés,on a n 
'd sup I P  ( x ) (  5 1 ,  EN. 

XE [- 1 y 11 
2 

Le système {( (2n+1) /2)  P n } e s t  orthonormal dans L 1 , + 11. 
Soient  (ai)  im une s é r i e  à termes s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s  e t  K l e  noyau 

reproduisant  s u r  [- 1 , + 11 d é f i n i e  pa r  ~ ( x , y )  = ai pi(x)  pi(y)  
iiIN 

Considérons l e  système de mesures {ui}im su ivan t  : 

+ - 
- dvi + dui + - - - - P i  " "i - p .  , i l : N  avec - = P .  e t  - -  

du 1 du 1 

dv 
Posons H = u E ( u O y .  .. , P ~ ( ~ )  ) e t  p l  = f v  6 P([-l,+l]) fl H : ; i ~  s o i t  borné} . 

n a  



I La forme b i l i n é a i r e  symétrique <.,.> s u r  ?4(E) e s t  un p rodu i t  K 

s c a l a i r e  i ndu i san t  l a  topologie  f a i b l e  s u r  II+(E) e t  pour t o u t  

n i 1 CI i l e s t i m a t e u r  'n 
de f p a r  l a  méthode de p r o j e c t i o n  s u r  

d  il 
n 

l e s  ensembles de mesures co ïnc ide  avec l ' e s t i m a t e u r  gn 
de f  pa r  l a  méthode 

des  fonc t ions  or thogonales .  

I 

Démonstration : 

. S o i t  m E M(E) : 
1 

l <=> m = O donc <.,.> e s t  un p r o d u i t  s c a l a i r e .  
K 

. Pour montrer que . , . i n d u i t  l a  topologie  f a i b l e  s u r  M+(E) K 

il s u f f i t  d ' app l ique r  l e  théorème de f a i b l e  comparaison du c h a p i t r e  1 page 5. 

. Les 
"i 

, i E: N s o n t  or thogonales  pour <.,.> , on t rouve  : 
K 

- 4 
<ut, - al e t  < " , Q , > ~  = O  pour  l # l '  

( 2 ~ + 1 ) ~  

n n 

Une v é r i f i c a t i o n  simple montre que v x  'x E fn (x )  = gn(x) . 
Pour c e t  exemple on v é r i f i e  que l e s  hypothèses H l  ( r e s p .  H;), H2 , 

H, , H i  , Hg , Hg s o n t  v é r i f i é e s .  
d 

Exem,ole 3 : Banc d e  Ham. l 
1 

I c i  on reprend l 'exemple q u i  a  é t é  t r a i t é  dans [20] pour  montrer  

que pour  un système de mesures 
{pi]im 

b ien  d é f i n i  l a  méthode p a r  p r o j e c t i o n  

si1 :- 1 r s  ensembles de mesures co ïnc ide  avec l a  méthode des fonc t ions  or thogonales .  

S o i t  ( E , B , ~ )  un espace p r o b a b i l i s é ,  où l3 e s t  engendrée p a r  une s u i t e  

c r o i s s a n t e  1'3 de sous- t r ibus  de 8 c o n s t r u i t e s  de l a  façon su ivante  : 
n 



. BI  e s t  engendrée pa r  l a  p a r t i t i o n  de E P I  - - { B o  ( ' 1  > B I  (")  avec 

1 k k 
B = B )  1 = - 2 d'une manière généra le  s i  n = 2 + l k? = 0 ~ 1 , .  .. ,2 -1 . 

La s u i t e  de p a r t i t i o n  de E , ('n) n m  c o n s t i t u e  un système de Haar 

( v o i r  (26) page 51). 

A ce système, on a s s o c i e  une base  de Haar d é f i n i e  de l a  façon su ivan te  : 

(n) 
B2, 

k 
U ( t )  = - 2 k12 s i  t E B2e+l ("1 pour n = 2 + l 2  si 

+, (k € N y e = 0 ,  . . . , 2  -1) 
n 

L 0 sinon 

comme noyau reproduisant  su r  E on prend : 

a3 u. (XI u. (y) 
1 1 

K(X,Y)  = 1 a i  avec Y i  E N a .  1 > 0 e t  1 ai < 

i = o  I I U ~ I I ~  I Iu I Iu  ia 

comme système de mesures {v i l ia  on prend : 
+ - 

du + dui - + - - + - , avec - U .  . pi - pi u i d l ~  1 dri - U. e t  - - 
i 

t e l  que - - 
1 

dv s o i t  bornée s u r  E). Alors on S i  on cons idère  PI = { v  E P(E) n H : - 
du 

v é r i f i e  de . est un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  M(E) e t  pour t o u t  v E P I  K A 

p a r  p r o j e c t i o n  s u r  l e s  ensembles de mesures ' ' es t imateul-  de - f n  co ïnc ide  
du 

A 

. ; . 1 ' e s  t imateur  
n 

de l a  méthode des fonc t ions  or thogonales .  



EST1I:IATlON VU VEGRE VE CONTAFITNATIOFJ. 
.................................... 

Dans un problème s t a t i s t i q u e ,  l ' a n a l y s e  avant  l ' expé r i ence  du phénomène 

a l é a t o i r e  é t u d i é ,  condui t  l e  p l u s  souvent au choix d 'un modèle i d é a l  (E,B,P).  

Mais à cause des e r r e u r s  de p l u s i e u r s  t ypes ,  il y a des  cas  où il y a cont ra -  

d i c t i o n  e n t r e  ce modèle préexpérimental  7' e t  l e  r é s u l t a t  des expér iences .  Pour 

t e n i r  compte d e  ces  e r r e u r s ,  une no t ion  de dév ia t i on  e s t  i n t r o d u i t e  e n t r e  l e  

modèle P e t  l e  modèle é tendu q u i  s e r t  à e x p l o i t e r  l e  r é s u l t a t  P I  : P C  P I  . 
Le choix  de P s e  f a i t  s u r  deux types  de connaissance a p r i o r i  : 

1 )  c e l l e  du modèle " théorique" P. 

2 )  c e l l e s  des condi t ions  expérimentales  p l a u s i b l e s  q u i  conduisent  à 

é t end re  l e  modèle P à Pl . 

Cependant l e s  procédures  c l a s s i q u e s  q u i  s o n t  t r è s  s e n s i b l e s  à de 

l é g è r e s  dév ia t i ons  deviennent i n s t a b l e s  dès qu'on s ' é l o i g n e  de P. Ceci a 

condui t  a l o r s  à d é f i n i r  s u r  l e s  modèles quelque chose ressemblant  à une topo log ie ,  

de manière à rechercher  des procédures  s t a b l e s  aux vo i s inages  des  modèles 

préexpérimentaux, l e  vo i s inage  é t a n t  l e  modèle de 1 ' e x p l o i . t a t i o n  de l ' e x p é r i e n c e .  

Une méthode s t a t i s t i q u e  qu i  r e s t e  s t a b l e  au  vo is inage  du modèle preexpérimental  

e s t  d i t e  robus t e .  

Qn si (Pg)eE@ e s t  l e  modele i n i t i a l ,  on peut  c i t e r  corne exemples de 

vo i s inages  : 



a )  Le modèle contaminé : 

1 
H (€1  = {( ] -CI  po + E h}8E0,hOH avec E E J O ,  e t  H un ensemble 

C 

a s sez  vas t e .  

Ce modèle a é t é  é t u d i é  dans [27] ; [28] ; 1291. 

b) Le modèle à v a r i a t i o n  t o t a l e  : 

Pour O < E < 1 : l e  modèle à v a r i a t i o n  t o t a l e  e s t  : 

HK(€) = U B(Po, r )  avec B(P , E )  l a  boule a s soc i ée  à l a  d i s t a n c e  
e€@ 8 

K(P,Q) = sup IP(A) - P(B) 1 ,  de c e n t r e  Po e t  de rayon E .  Ce modèle peu t  ê t r e  
AEQ 

cons idéré  comme une ex tens ion  du modèle contaminé. 

Le modèle de Prokhorov : 

+ 
Le modèle de Prokhorov e s t  d é f i n i  pour E E IR p a r  : 

HI(€) = V B I ( P 8 , ~ )  avec B n ( P e y ~ )  l a  boule a s soc i ée  à l a  d i s t ance  
9 4 3  

de Prokhorov II(P,Q) = i n £  { E  1 VA 'A l3 P(B) f Q(B€)  + E )  de cen t r e  8 

e t  de rayon E .  

Dans l a  s u i t e  nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  au modèle contaminé. 

Nous reprenons i c i  l e s  exemples de C. Huber ( v o i r  [30]) qu i  i l l u s t r e  

l e  mauvais comportement des méthodes usue l l e s  e n  s t a t i s t i q u e  paramétrique dès 

qu'on s ' é l o i g n e  du modèle. 

2 2 
S o i t  P = CN(B,O ) , a connu} em ' 

2. 
1 )  Puuh eAtirneh & mayennQ 6 de N(6,a ) on peut ,  pour t e n i r  

compte des mesures a b e r r a n t e s ,  c h o i s i r  l e  modèle normal contaminé 



S o i t  un é c h a n t i l l o n  de t a i l l e  1 000 de X t e l l e  que 

2 2 
PX = ( I -E)  N(0,a ) + E N(0, A a ) avec  E = 0,Ol.  

En moyenne il y au ra  10 obse rva t ions  provenant de l a  l o i  contaminante 

2 
N(0, A a ) ,  mais parmi ces  obse rva t ions ,  s e u l e s  donneront l ' é v e i l  c e l l e s  q u i ,  

s e  s i t u e n t  en dehors de l a  zone [- 2,56 ; 2,563 où l e s  fonc t ions  de r é p a r t i t i o n s  

des l o i s  contaminées e t  non contaminées co ïnc iden t  pratiquement.  

c ' e s t - à -d i r e  que l ' o n  peut  s ' a t t e n d r e  à v o i r  2 observa t ions  à d r o i t e  e t  2 

observa t ions  à gauche de [- 2,56 ; 2,561 provenant de l a  l o i  contaminante 

2 
N(0,96 ) .  

2 -3  
S i  Px = N(0,o ) : ~ ( 1 x 1  > 2,56) = 12.10 donc il y au ra  s i x  

observa t ions  à gauche e t  s i x  obse rva t ions  à d r o i t e  de [- 2,556 ; + 2,561 provenant  

2 
de N(O,a ). 

Il ne s e r a  guère poss ib l e  de d é t e c t e r  que l e  modèle gauss ien  ne 

convient  pas.  

- 1 
n 

X = - 1 X .  e s t  un e s t ima teu r  sans b i a i s  de 8. 
n n 1 i= 1 

S o i t  1 (€,O) l a  q u a n t i t é  d ' in format ion  de F i she r  , 
n - - 

V ( E )  = Var(X ) = - 1+8E l ' e f f i c a c i t é  asymptotique de X e s t  e ( ~ )  = l i m  1 
n n n n 

n I ( n , E ) V n ( ~ )  

un c a l c u l  numérique donne l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

( v o i r  [30]) 



L'e f f i cac i t é  de l a  moyenne empirique e s t  sensiblement modifiée même 

avec E = 0,131. 

Un au t re  estimateur t r è s  simple de l a  moyenne e s t  l a  moyenne a-tronquée : 

1 
s i  a E 10. . on appelle moyenne a-tronquée de l ' échan t i l lon  ( x 1 9 - o o , x  1 n  

de s t a t i s t i q u e s  d 'ordre 
(X( 11 

X ) l a  s t a t i s t i q u e  
(n1 - 

X = 
1 Ex [na] + 1 + -  ' O +  xn- 

] où [n] désigne l a  p a r t i e  en t i è r e  de na, 
a  

n- 2 [na] 

Pour a  = 0.03 on a  l e  tableau suivant : 

( vo i r  [31]) 

- - 
On constate que X e s t  plus robuste que X . 

a  

Le graphique suivant  i l l u s t r e  l e  comportement de l ' e f f i c a c i t é  asymptotique 

des moyennes tronquées en fonctions du degré E de contamination. 

.O0 .O1 .O2 - 0 5  .IO 

FRACTION OF CONTAMINATION, Y 

(vo i r  Tukey [29]) 



2 )  EbfirnmXon d'un pmmèRhe d' E c h a e .  

Si on suppose maintenant que le modèle est 

2 2 l. ( 1-E) N(O,a ) + EN(O, 96 ) , a2 > 01 avec E connu vérifiant O 6 E 6 1 . 
Pour estimer O, on considère les estimateurs : 

o d a S 1 
n 

n T = -  n et T' = -- avec d = - lxil et s = 

E(dn) 
n n n n 

E(S,) i= 1 

L'efficacité asymptotique relative de T par rapport à T' en fonction de E n n 

est : (vair 1281, page 3). 

~3(1+80 - ]-, 
Var TA 

AFE(E) = lim - - (118 ) 2  

n* Var T 
n 4[W1+8 1 

2(1+2 ) 2 
- il 

Ce tableau montre que pour E = O ce qui correspond au modèle gaussien la 

performance asymptotique de l'estimateur T' (optimal dans la classe des 
n 

estimateurs sans biais de a) est mailleure que celle de T . Cependant 
n 

il suffit d'une contamination très faible (E = 0,002) pour que T se 
n 

comporte aussi bien que T' . 
n 

Ceci montre le caractère fragile de l'optimalité face à des modèles 

perturbés même très légèrement. 



Soient  (E,d) un espace métr ique sépa rab le ,  P e t  Q deux sous- 

ensembles de P ( E ) ,  dominés pa r  une mesure a - f i n i e  e t  t e l l e  que : 

dP dQ 2 2 
V(g,h) E ( G  = , H = -) , (g,h)  E L (LI) x L ( r i ) .  s o i t  g E G. 

dii 

Pour une d e n s i t é  f appar tenant  au  modèle contaminé : 

( 1 )  Fc(g) = t(1-E) & + ch, h  c H , 0 < & < 11 

c o n n a î t r e  l e  degré de contamination e s t  une s i t u a t i o n  concrè te  t r è s  p a r t i c u l i è r e .  

Aussi nous a l l o n s  chercher  à l ' e s t i m e r .  S o i t  (XI,  ..., X ) un é c h a n t i l l o n  
n 

q u i  s u i t  une l o i  de d e n s i t é  f = (1 -E )  e. + E h  E Fc(p)-  

Avant de c i t e r  l 'exemple de Rickel-Lehmann qui  montre que s i  on 

suppose h inconnu il n ' e x i s t e  pas  en général  d ' e s t ima teu r  sans  b i a i s  de E 

énonçons l e u r  cé l èb re  théorème : 

Théoxkme ( BickeC- Lehmann, [32] page 1525) 

Soient  P un sous-ensemble convexe de P(E),  F un espace de Ranach 
O 

s épa rab le  e t  $ une a p p l i c a t i o n  de P ++ F. Alors  l e s  cond i t i ons  su ivan te s  
O 

équiva len tes  : 

1) degr6 de $ = n (c 'es t -à -d i re  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  n  t e l  que $ 

s o i t  es t imable  sans  b i a i s  d ' o rd re  n ) .  

2) - vv e t  y  E Po , va E [o,I] , $(au + (1-u)y) e s t  un polynôme 

en a  de degré i n f é r i e u r  ou éga l  à n . 
- Pv E P , il e x i s t e  y  t e l  que $(uv + (1-a)y) s o i t  exactement 

O 

de degré n.  



Exemple : ( v o i n  [32] page 7 5 2 7 ) .  

S o i t  Fc(g) = ((1-E) g + ~h  , h  E H , O $ E d 1) où g e s t  l a  d e n s i t é  

de l a  l o i  normale r é d u i t e ,  H un ensemble convexe, complet, équiva len t  à g 

- h  a l o r s  E~ - E~ e t  t e l  que s i  (1 -E , )  g + E l  h l  = (1-c2) g + E~ 2  e t  h l  = h2 

S o i t  

$ : f c ( e )  I---- CO, 11 

Supposons que 9 e s t  es t imable  sans  b i a i s .  

F (8) e t  $ s o n t  convexes donc d ' ap rè s  l e  théorème de Bickel-Lehmann 4 e s t  
C 

de degré 1 .  S o i t  T un e s t i m a t e u r  sans  b i a i s  d ' o rd re  1 de 9. 

t/f = (1-E) g + Eh E Fc(g) : T(x) f ( x )  dx = $ ( f )  = E c e t t e  cond i t i on  e s t  I 
équ iva l en te  à 

c o n t r a d i c t i o n  avec H complet e t  équiva len t  à g. 

S o i t  ? un sous-ensemble de ?(E) dominé pa r  une mesure de p r o b a b i l i t é  
O 

d  ? 
o  

t e l  que 'h s -- 2  
"O 

, h  E L (p  ).   on sidérons l e  modèle contaminé : 
O 

h supposé connu. S o i t  (XI ,. .. , X  ) un é c h a n t i l l o n  de l o i  v absolument 
n  

d  v cont inue  par  rappor t  I po t e l  que f  = = (1-6) 1 + ~h  E Fc(h). 



2 
Notons par  I I  / 1 l a  norme de L (uo)  . 

2  112 h- 1 
posons a = ( I l h l 1  - 1) ; e l = l ,  e  2 = - .  a 

3 1 
Supposons en  p lus  que h  E L  (po) . 

1) ( e l , e 2 )  e s t  un système orthonormal de L ~ ( u ~ )  . 
#. 1 

n  
2) En = - 2 1 (h(Xi) - 1) e s t  un e s t ima teu r  sans  b i a i s  de E .  

n  a i = l  
#. A 1 

3) L a  var iance  de E s ' é c r i t  v a r  E = - [a :a2 + C E  + C] avec n  n  n  a 
4  

4) S i  on pose $ ( E )  = a  E~ + b E + c  a l o r s  

Démonstration : 

2  
2) f E E ( e l , e 2 )  n L : Les c o e f f i c i e n t s  de  Four ie r  de f s o n t  



S o i t  

1 
n  

un e s t i n a t e u r  sans b i a i s  de a2 
e s t  - 1 e2(Xi) d'où un e s t ima teu r  s a n s  

n  i= 1 
b i a i s  de E : 

1 
3) var  cn = - 4 v a r  h(X1) 

n  a 

I ' I 2 
v a r  h ( X )  = h f  duo - ( h f duo) 

1 

2  
= 1 h2 ( (1-€) . ]+ch)  deo - (Ih[( l -~! . I+eh]dri~)  

var  h(XI)  = -(  h dp -1) d % + 2 ) ~ + (  h  d%-1) I 2  I 2  
c ' e s t  un polynôme en  E de degré deux. 

- -  "' - 2a < O ( a  < O) donc J) e s t  concave e t  

a E 
2 

n 
Considérons l e  modèle (IR , Y n [ ( 1 - r ) . l + ~ h ( x ~ ) l ,  - E E ]0 ,1 [  ouvert  de IR). 

i= 1 

E ++ f E  (x) = ( 1-E) . I + E ~ ( x )  e s t  dé r ivab le  pour tou t  x c IR e t  

a fE(x )  1 a fE(x )  
= h-1 i h E L (p  ) donc XI-+ . e s t  i n t é g r a b l e  e t  on a  

O a E a~ 



"I fE(x) dpo(x) = - (x) dpo(x) = O , on est donc dans les conditions d'appli- 
as 1 y: 
cation de l'inégalité de Cramer-Rao et on peut énoncer : 

Sous les hypothèses suivantes : 

4 
Hl) h E L (u0) 

( h - ~ ) ~  
H ~ )  pour E ~]o,l[,I duo est finie 

1+~(h-1) 

4 
H ) pour E E ]O,l[,j (h-1) d o  est majorée . 
3 1+~(h-1) 

On a les résultats suivants : 

,. 1 
1) pour E ~]0,1Lvar cn 3 

2 dlio 
n 1 ((h-1) /(l-~(h-l)) 

#. 

2) l'efficacité de E "au voisinage de E = 0" est de la forme 
3 

n 
A \ (h-1) dvo 2 

e (E ) = 1-E + O(E ) . 
E n 

Démonstration : 

a a 
1 )  , Log fE = - Log (l+€(h-l)) = 

h- 1 
a~ 1+~(h-1) 

E- 1 
1 + ~(h-1) = O <=> ch = E - 1 <=> h = -  < O impossible donc 1 + ~(h-1) # O 

E 

pour tout E 6 ]O, 1 [. 

La quantité d'information de Fisher est définie par 

a Log fE 2 h- 1 
2 (h-112 

T(E) = EE( 1 = I (  ) f E  d?JO = 1 < 00 

a€ l+~(h-l) I + ~(h-1) 



d 'après  l 'hypothèse H ) e t  comme h  # 1 P.S. ==> I ( E )  # O d'où 
2  

* 

Var E 2 
1 

n  
n  1 ( ( h - ~ ) ~ / ( i + E ( h - i ) )  duo 

d 'après  Cramer-Rao. 

* 

2) Calculons l ' e f f i c a c i t é  de E "au vois inage  de E = 0" . 
n  

A 

11 au vois inage  de E = O" v a r  E = 
1 

n  donc l ' e f f i c a c i t é  de 

.. n[ j  h2 du O -11 

E "au vois inage  de E = O" e s t  
n  

#. 

A Var E 
n  - - e ( ~  1 = 

' -n '  
borne de C.R. 

-> 1 (h- 1) 2  f 3 d u o = j  ("1) du - E (h-1) d u o + €  
l+€(h- l )  O I l::;:::) 

e t  comme duo e s t  supposée majorer on a : 
I+E(h-1) 

. H ) e t  H ) sont  v é r i f i é s  s i  pour t o u t  x  E E h(x)  - 1 > O . 
2  3 

A . Le minimum de var  E n ' e s t  pas a t t e i n t  pour E E: ]O, 1 [ c a r  l e  n  

modèle n ' e s t  pas exponent ie l .  



h(Xi)- 1 

Démonstration : Posons $(Xi) = ,$ e s t  de c a r r é  i n t é g r a b l e  
a 

d 'après  l e  théorème c e n t r a l  l i m i t e .  

Exemple 7 : modèle uniforme contaminé : 

S o i t  p ' - - - . Considérons l e  modèle { ( l - ~ ) . l + ~ h ,  O < E < 

" 

O 1 avec h = - e t  O < < Bo < 2 0 ,  . 
0 ,  C0YflO1 

On trouve que 
2 e 2  - 3 eo + 2 o 1  0 l n  1 O 

var  E = - [- E 2  + 2 E + 
- 0 , )  

' 1  
(eo - 9 , )  



O 0  - 
donc sup  $(E)  = $(O) = 

0<€<1 

. La borne de Cramer-Rao e s t  : 

A 

1 1  L 'e f f i - cac i t é  asymptotique eE(En) au vois inage  de E = 0" : 

donc 

Exemple 2 : mudgle nokmde covLtamin5. 

On cons idère  uo = N( \ , l )  e t  l e  modèle ( (1-E) . I  + ~ h ,  O < E < 11 

- 1 / 2 ( x - m , ) ~  1/2(x-mol 2 
avec h (x )  = e . e ; m < m  

O 1 '  



Après t o u t  ca l cu l  on t rouve : 

CI (m - m 1 l 2  
E 2  + ( e  

O 1 
v a r  E = -  + Z ) E +  n n 2 

(mo-ml 
(e  

1 
- 1) 

2 
(m O -ml) 

- - -  - 1 +  e  > 1 d 'ou sup @(E)  = g( 1) 
2 a 2 O < E <  1 

2  
* (m O -ml) 1 

donc sup var  E = - + 2 +  n 11 2 
O < € <  1 (m O - m l >  1 

(e  - 1) 

A 2(mo-ml ) 
su. var  E n  = 1 n [. ] O < E <  1 (mo-ml 

e  - 1 

A 

Pour l a  borne de Cramer-Rao e t  l ' e f f i c a c i t é  de E n  I t  au  vois inage  

de 01' o n s u p p o s e q u e  E E ] o , ~ [ ,  a < 1  e t q u e  m o , m l €  la,b]. 

Dans ces cond i t i ons ,  on va montrer que Hz) e t  Hg) de l a  p ropos i t i on  

11.2.2. sont  v é r i f i é e s .  
2  

(m O -ml) 12 -(m O -ml)x 
En e f f e t  h(x)  = e . e c r o î t  de O à + 



J (h-1) 4 4 
d o  (h- 1) duo e t  on montre que 

1 + ~ ( h - 1 )  1 -a 1 + ~ ( h - 1 )  du* 

peut  ê t r e  majorée pa r  : 

CI 

11 Pour l ' e f f i c a c i t é  eE(E) au vois inage  de E = O" on t rouve  

S i  on prend par  exemple m = O e t  m = 2 , on a : 
O 1 

A 1 2 4 1 . var  E = -  [ - E  + (e + 2 )  E +-] n n 4 e - 1  

P. 

n sup v = 5 5 , 6  
E 

ExempLe 3 : Dans c e t  exemple on cons idère  
2 

"O 
= N ( O , u  ] )  e t  l e  modèle 

Cr 
1 x2 1 1 

(1)  ( ( 1 - E ) . I  + ~ h ,  O < E < 11 avec h(x)  = - exp(- 2 (2 - , 0 < < B 
Cr 

Cr 
2 

2 
2 1 

mais pour que / hi duo s o i t  f i n i ,  i = 1,4 il f a u t  que 
J 

Cet t e  cond i t i on  assez  cont ra ignante  nous a conduit  a l o r s  a cons idé re r  au  l i e u  

de ( 1 )  l e  modèle F su ivan t  : 





2 
1 / ( h l  du(x) < 03 a l o r s  pour  t o u t  E E ] O , ] [  on a ' g+€(h-g) 

A 

v a r  E 5 
1 

n 2  
n  \ ((h-g) / (g+r(h-g) ) )  du 

J 

Démonstration : 

2 
2) f  E L (r i )  fl E(e ,e2)  . Les c o e f f i c i e n t s  de Four i e r  p a r  r appor t  

à ( e l  , e2)  son t  : 

I h-ag 
a = j f e2  d u 5  ((]-El  g +  ch) 2  du 

I Ih-ag l I 

2 
a  = 1 lh 1 l-a<glh> 

2  e t  comme : 
I Ih-agi I 

a  
a l o r s  a2 = I lh-agl l  E d'où E = 2 

I Ih-agi I 

1 
n 

un e s t ima teu r  sans  b i a i s  de 
a2 

e s t  - e2(Xi) d 'où un e s t i m a t e u r  
n i= 1 

sans  b i a i s  de E : 



A 1 1 ' 

3) var  E~ = - var(h(Xl)  - ag.(XI)) 

a2 v a r  g(xl)]  

2  2 
Var h(XI)  = Eh (XI)-(Eh(XI)) on trouve : 

un simple ca lcul  donne a l o r s  l e  r é s u l t a t  3). 

4 )  S i  on pose P(E) = ue2 + VE + w 

C. 

a l o r s  sup var  E = 
1 

sup P(E)  
O<&< 1 " n ( l  l g l  1 2 1  1hl ~ ~ - < ~ l h > ~ ) ~  O < E < I  

2  
. a '(') = Zu < O donc P(E)  e s t  concave e t  p a r  conséquent 

a E 
2  

v  
sup P(E)  = . P(0) s i  - -  

2u 1 0  
O<&< 1 v  . P(1) s i  - -  

2 u  2 1 



5) E e ] o y 1 [  ouver t  de I R .  

E c--t f  (x) = (1-E) P , ( ~ )  + E ~ ( x )  e s t  dé r ivab le  pour t o u t  x  e R 
E 

afE (x)  1 
= h-g ,< h  e L (p )  donc XI-+- e s t  i n t é g r a b l e  e t  on a  

a~ a €  

a - f E ( x )  dx = dx = O , on e s t  donc dans l e s  condi t ions  d ' a p p l i c a t i o n  
a~ J 

de l l i n é g a l i  t é  de Cramer-Rao. La q u a n t i t é  d ' in format ion  de F i she r  e s t  d é f i n i e  

a L O ~  f 2  (h-g) 
2  

E 
Par  I ( E )  = EE( dp d'où l e  r é s u l t a t .  

a~ g + ~  (h-g) 

2  
- ( x 2 / 2 ) ( ~ / a :  + 1 1 0 ~ )  I a  . 1 phdx = e dx = 

2aa ] a2  2aa 0 
1 2  

donc 



on a donc : 



v 
s i t u e r  - - p a r  r appor t  à ]O, 1 [ e s t  un problème t r è s  d é l i c a t  , a u s s i  

2u 

pour  a v o i r  une i d é e  p lu s  p r é c i s e  t r a i t o n s  l e  c a s  

~ ' a ~ r è s  l e s  formules ( l ) ,  ( 2 )  e t  ( 3 )  on a : 

0 ,0023405 on t rouve  v = 

- = 0,5266125 > O donc on a : sup E = -  1 [- 1 - I - 3  
2 u 

O < € <  1 
n n u 

3 ) FdLthode patr piro jecaXon bu& L u  e m  ernblu meb mes .  

a )  E,(&icaciXé de R'~.lAimateuh eA boirne de Cirame&-Rao. 

Considérons l e  modèle contaminé F = ( 1-E) vo + E 'CI1 , O < € <  1) 

O ;i 
lio l i l  

s on t  deux mesures de p r o b a b i l i t é s  supposées connues e t  absolument 

cont inues  p a r  r appor t  à une mesure 'CI o - f i n i e  d é f i n i e  s u r  ( E , B ~ ) .  





2 
4')  s i  on pose $(x) = a E + b~ + c 

b b . Q(-2a)  s i  O < - - <  1 
2 a 

a l o r s  Sup = $ ( l >  s i  - -  b 
2a 5 1 

O < € <  1 
. $(O> s i  

b - -  
2a i 0 

5') s i  pour  t o u t  E E 10, I [ du < 

O .. 
a l o r s  v a r  E > 1 

n t '3 

Démonstration : 

2) v E E(y,B) <=>]! A l  y A 2  t e l  que v = (1-E) v0 + €5 = Aly + A2f3 

considérons l ' a p p l i c a t i o n  $ : E(yyB) ---+IR . 
h,y+h2B I----+ A 2  

r 
A 

1 
n 

On s a i t  que X 1 
n ~ K ( x ~ . Y )  dB(y) 

2Yn = Q O (; a ) = -  1 X. n e s t  un i = l  1 i - 1  1 1 ~ 1 1 ~  
e s t i m a t e u r  sans  b i a i s  de 

X2 

A 1 n jK(xi ,y)df3(y) 
donc E = h p  d'où un es t i rna teur  s ans  b i a i s  de E : E = - 

n n 2 
i = l  / l B l  l K  



'II 2 
- E ( ( ~(x,y)dB(y))f~(x)d~(x)) 

pour 4) et 5) même démonstration que dans le cas des fonctions orthogonales. 

b )  Loi Lin~Lte de -tfehtirnaXeutr. 

Pnoooai;tion 11.3.2.- 



Demonstration : Même démonstrat ion que dans l e  cas des  fonc t ions  
f 

I 
orthogonales .  Il s u f f i t  de poser  $(Xi) = ' 2 

1 1 ' 1  I K  

c )  Exempjeen : 

2 2 Exemple I : Considérons l e  modèle ((1-€1 N(O,o0)+EN(O,al) ,O < E <  l}oo < 0 1 
2  

on prend K(x,y) = e -(x-y) 12 

K borné , B 8 Bn mesurable e t  i n d u i t  un p rodu i t  s c a l a i r e  s u r  E~(IR). 
IR 

2  2 
2 -x 120 -y2+20 

lle-(x-y) l2 
O 

< v ~ , v ~ > ~  = ~ K ( X , Y ) ~ U ~ ( X ) ~ ~ ~ ( Y )  = e e  l dxdy 
2~ro a  

O 1 

- - e dx) dy (Théorème de Fubin i )  
2-rra o 

O 1 

un simple c a l c u l  montre que pour a  > O : 

on t rouve  à l a  f i n  

On en dédui t  : 



Le  c o e f f i c i e n t  a de l a  p r o p o s i t i o n  11.3.1. est  donc : 



L'expression de c est : 

202+ 1 
2  

1 O 20 O +1 1 + C = 
4 2 2  2  2 

Jo 1 +2(0 o  +O + o l ) + l  o + o + 1  0 1 0 
0 1  O 

l 

L'expression de b est alors : 

A 

Il sort de ces calculs que trouver le sup var E n'est pas chose facile. 
n 

O<€< 1 

1 2  J2 20 + 1  
2 o+l 

1 - - O + O b = 
2 2  2 2 

O 1 

Comme dans le cas des fonctions orthogonales et à titre de comparaison 

( 6 )  

traitons le cas 

d'après les formules ( 5 ) ,  (6)  et ( 7 )  on a : 



A b c 
N 7,4772696 donc n sup v a r  E = - 1 - - - - n 

2a O<E< 1 a a 

Rmahyue : D'après les formules  (4) e t  (8) on peut  d i r e  que pour l e  

modèle ( (1-E)  ~ ( 0 . 1 )  + E N(O,9), O < E < 1) l a  méthode des fonc t ions  or tho-  

gonales  est me i l l eu re  que l a  méthode p a r  p r o j e c t i o n  s u r  l e s  ensembles de mesure. 

2 
On prend K(x,y) = e 

- 1 /2  (x-y) . vo = N(mo, 1) e t  p l  = N(mly 1) 

2  2  
2 -(m -x) 12 

O -(y-ml) 1 2  - - L I  ( J e  -(x-y) / 2  e dx) e dy (théorème de 
2~ Fubin i  ) . 

un s imple c a l c u l  montre que 



on trouve : 

L e s  formules ( 4 )  à (10) donnent : 

2  2 2  
1 1 -(m O -ml) 1 4  -(O-ml) 1 3  , O 

-(m - m l >  1 4  
b = - - -  e + e . (- e - -1 

2 f i  2 J 2  2 J 2  2 J 2  



(11) e t  (16) donnent : 

d'où : 

2 
-(m -ml 14 

A 3  
O 

1 - e  
v a r  E =-! [- E 2  + - .  2 E + n n 2 f i  -(m O -ml) 13 

1 - e  

2 2 2 
-(mo-ml) /4 -17(mo-ml) 148 - (m O -ml) 1 3  

3  e - 2 e  + e 

2 f i  
2 

-(m O -ml) 1 3  
(1  - e 1 

t 

d ' a u t r e  p a r t  on peut remarquer que 

e t  p a r  conséquent on a d ' ap rè s  l a  p r o p o s i t i o n  11.3.1. 

2 
1 

A -(m O - m l >  14 9 (1 - e 
n sup var  E = -- 2 ) 2  + 

O < € <  1 32 -(mo-ml) 1 3  
1 - e  

. Par l a  méthode des  fonc t ions  or thogonales  e t  l a  méthode p a r  

p r o j e c t i o n  s u r  l e s  ensembles de mesures on peut  au  l i e u  de cons idé re r  l e  

( 1 -  v ,  + E v , O < E < 1) , cons idé re r  l e  modèle g é n é r a l i s e  

e s t imer  l e s  E 
k .  
1 



117 - AUTRES E5TII4ATEURS DE E . -  - 

Nous avons t o u t  récemment découver t  un a r t i c l e  de M. Ahmed, N. G i r i  

e t  B.K. S inha  [33] où d ' a u t r e s  e s t i m a t e u r s  du degré  de con tamina t ion  E s o n t  

é t u d i é s .  A t i t r e  compara t i f  c i t o n s  l e s  p r i n c i p a u x  r é s u l t a t s  de c e t  a r t i c l e  
A 

e t  où l e s  a u t e u r s  a d o p t e n t  l e  c r i t è r e  s u i v a n t  : un e s t i m a t e u r  
E n  e s t  d i t  

n A 

o p t i m a l  s u r  une c l a s s e  d ' e s t i m a t e u r  C s i  sup v a r  E n  = * i n £  s u p  v a r  r n  . 
O < & <  1 r sC O < E < ~  

n  

S o i t  (XI ,. . . , X  ) un é c h a n t i l l o n  de t a i l l e  n  de d e n s i t é  
n  

f  = (1-E) f  + E f 2  avec f l  , f 2  supposées  connues e t  O < E < 1 inconnu.  
1 

S o i t  F. l a  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  de f i  , i = 1,2 . 
1 

S o i t  r =  { A  ( F l ( h )  # F 2 ( A ) l  pour  A E ~  l ' e s t i m a t e u r d e  

James e s t  d é f i n i  p a r  : 

ou F e s t  l a  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  empi r ique  a s s o c i é e  à n  

La v a r i a n c e  de c e t  e s t i m a t e u r  es t  : 

A 

( E ( F ~ ( A )  + (1-E) F2(A)) ( c  F l ( h )  + (1-1 F 2 ( h ) )  

- 1 - - 1 
v a r  E 2  = - $&(A) 

n,A n n 
(F l (A)  - F2(A)) 



Remmque : Trouver y q u i  minimise sup +€(y)  n ' e s t  pas  t ou jou r s  
O < & <  1 

chose f a c i l e ,  dans ce  cas l e s  a u t e u r s  proposent de c h o i s i r  y  q u i  maximise 

2 1 
(Y) - F ~  (Y 1) puisque '6 F~ (Y) Bi (y )  \' 4 , i 3  1,2. 

Comme a p p l i c a t i o n  a  c e t t e  p r o p o s i t i o n  l e s  au t eu r s  on t  donné p l u s i e u r s  

exemples : 

. Pour l e  nodèle  C(1-E) N(ml, l )  + €N(m2,1), O < E < 11, l a  fonc t ion  

sup $€(A) e s t  convexe, son minimum unique e s t  a t t e i n t  au po in t  
O < & < ]  

. pour l e  modèle { (  1-E) N(Oyo l )  + €N(0,u2) Y O < < '1 

T.'optimum A n ' e s t  pas  f i n i e .  Dans ce cas M. Ahmed, N. G i r i  e t  B.K. Sinhh 

s~ ser-7,-c~it de l e u r  remarque pour d i r e  que prendre 
2  

h 2 A 2 
O 

l e s t  peut  ê t r e  un bon choix. t e l l e  que exp( (a) - (a) ) = 7 
2 1 0 ,  



. Pour l e  modèle uniforme contaminé ((1-E) 1 + € 1  Co.e,l 0 ,  to,e21 ; 
O < E < 1 ; 0 1 < e 2  < 2 min sup $€(A) = sup iPE(eI) =- c ' e s t  l e  

h O < € < ]  O2-O 1 
même r é s u l t a t  qu'on a t rouvé  avec l a  méthode des  fonc t ions  or thogonales .  

Retvakque : sup $ ( A )  peut  a v o i r  p l u s i e u r s  optimum ( v o i r  exemple 4 
E 

O<E < l 
page 353 de [33]). 

S o i t  a E: ]O ,  1 [ e t  X son q u a n t i l e  inconnu correspondant .  
a 

On suppose que F I  (Xa) # F2(Xa). 

On pose y = [na] l a  p a r t i e  e n t i è r e  de na. 

Comme e s t i m a t e u r  de E on pose : 

6 

l a  var iance  asymptotique de E e s t  : 
n 

t rouve r  o q u i  minimise sup +,(a) n ' e s t  pa s  un problème f a c i l e .  
O < € <  1 

On peut  c i t e r  a u s s i  un e s t ima teu r  de E basé s u r  l e s  s t a t i s t i q u e s  d ' o r d r e  

e t  qu i  a é t é  é t u d i é  en  1968 p a r  Choi e t  Bulgren [ 3 4 ] ,  c e t  e s t i m a t e u r  e s t  

d é f i n i  p a r  : 



Cet estimateur est basé sur l'idee de grouper les n observations 

X I  ,. . . ,X en deux classes : l'une est constituée par les observations qui 
n 

proviennent de la loi contaminée, l'autre est constituée par les observations 

qui proviennent de loi contaminante. 

soit A E: tel que P,(A) # P2(A)* 

~'estimateur de classement de E est défini par 

1 1 
Posons Co ={A : p l  (A) 1 < P2(A) OU P I  (A) < 7 1 Ou 

1 1 p2(A) y < P (A) ou P2(A) < 7 (A) 
1 

1 1 
Cl = { A :  P,(A) < P2(A) $ 7  ou PI(A) > P2(A) 5 



A (E pl(A) + (1-r) P2(A)) (E   pl(^) + (1-€1 P2(A)) $A(E) 
- 1 - - =- v a r  E 

E n,A n 2 n 
(P ] (A) - P2!A)) 

P (A) F I  (A) 

2 s i  A c C 2  
Sup = 

O < € < ]  ( p l  (A)-P2(A) ) 

1) Trouver A E Il3 t e l  que P I  (A) C P2(A) e t  SUP lIE(A) s o i t  
IR O < € <  1 

minimum e s t  un problème t r è s  d i f f i c i l e .  

2) S i  on prend A ,y] on re t rouve  l ' e s t i m a t e u r  de James. 

3) Chois i r  A qu imax imise  I P ~ ( A ) - P ~ ( A ) I  e t  peut  ê t r e u n  cho ix  

1 
ra i sonnable  du f a i t  que P. (A) Fi (A) S , i = 1,2 . 

1 

Cornpanainon : 

. Modèle { ( I -E)  N(ml, l )  + E N ( ~ ~ , I ) }  m 1 < m  2 

. méthode des fonc t ions  or thogonales  : 
'7 

. pa r  l ' e s t i m a t e u r  de James : 

A 1 IT 
B = i n £  sup v a r  E = - 

n A O < € < ]  n n '  ,(mOtml) 1 2  2 
e -x 12 

d 
O 





CHAPITRE 1 V 

SZMLILATZON. 

-------- -- 

Soient  (Q,A,P) un espace de p r o b a b i l i t é ,  
BR 

l a  t r i b u  bo ré l i enne  

de IR e t  E un i n t e r v a l l e  de IR . 

x : ( ~ , A , P )  - (B, BR) va r i ab l e  a l é a t o i r e  de l o i  PX absolument 
A D  

con t inu  par  rappor t  à l a  mesure de Lebesgue ~i e t  t e l l e  que f = - u'X E L~(u). 
d ~ i  

Grâce à une v i s u a l i s a t i o n  graphique on s e  propose de comparer t r o i s  méthodes 

d ' e s t ima t ion  de f .  

1 ) Methade du noyau. 

Méthode i n t r o d u i t e  pa r  M. Rosenblat t  en  1956 [34] 
* 1 

n  x- X 
j f (x) = - K(-6-) avec K une a p p l i c a t i o n  nesurable  de IR dans ïR 

n ,  1 n 6  j = l  n  
n 

qu i  e s t  en général  une d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  e t  6 une s u i t e  de nombres 
n 

r é e l s  p o s i t i f s  tendant  ve r s  O e t  t e l l e  que n 6 --t 03 . 
n n- 

Le choix optimal de K a  é t é  r é s o l u  pa r  V.A. Epanechnikov ( v o i r  [36]). 

Cependant il e s t  important de sou l igne r  que l e  choix de K ne p ré sen te  pas une 

grande importance, a l o r s  que l e  choix de 6 r ep ré sen te  une importance c a p i t a l e  
n 

v o i r  à ce s u j e t  par  exemple 1371. 

De nombreux au teu r s  s e  s o n t  i n t é r e s s é s  au choix  p ra t ique  de 6 v o i r  
n  

pa r  exemple W. Silverrnan [38]. 



2 )  F4é;thude d u  danc;tioa ohtho~ondch.  

2 
(ei)  im é t a n t  une base  de L (LI) .  

A q(n )  .. 1 
n 

f (x) = a .  e i (x )  avec a .  = -  1 ei(X.) e t  q(n)  -+ a. 
n,2 l y n  i , n  n i = O  j= 1 J 

La mise en oeuvre de c e t t e  méthode a é t é  e f f e c t u é e  par  R. Kronmal M. T a r t e r  1391 

e t  par  M. Ouledcheikh 1401. Le procédé c o n s i s t e  pour un système (ei) iw donné 

à c h o i s i r  q (n)  q u i  minimise l ' e r r e u r  quadra t ique  i n t é g r é e  J 2 ( n , q ( n ) ) .  

3 )  E4é;thude part pka jectiun d u t  Len ememblu de mesunu. 

Soient  : 

- (ui)imf une s u i t e  de mesures absolument cont inues par  r appor t  à LI 

dui 2 
e t  t e l l e  que - s L (LI) , Yi E EN* pour pX E P ( E )  0 (U   LI,, . . . , 

,. du n "q(n) ) )  
d 

on a f  (x) = - ( p r ~ j ~ ( ~  
1 

(- tiX ) )  , pour n assez  grand 
n, 3 du , , * -  ,LI ( n )  

cl j = l  j  
l 

A q(n)  s ( n >  d e t  M dui 
r (x> = 1 [ 1 (-11~" 
n,  3 i = l  k= l  d e t  M n j= 1 I K ( X j  , Y ) ~ U ~ ( Y ) ) ]  d;-(x) 

q (n>  

l a  dé te rmina t ion  du rang q(n)  qui  minimise l ' e r r e u r  quadra t ique  e s t  dans ce 
1 

cas  t r è s  d i f f i c i l e  a u s s i  nous a l l o n s  nous con ten te r  d ' e s saye r  p l u s i e u r s  rangs 

e t  de c h o i s i r  l e  rang qui  rapproche l e  mieux l a  courbe est imée de l a  courbe 

théor ique .  

4 )  On va prendre l a  moyenne des e s t ima teu r s  ( f  + f + f  ) / 3  . 
n ,  1 n,2  n , 3  



11 - METtlUZ?E PAR PROJECTION SUR LES ENSEElRLES PE MESUEES : LE CALCIlL COElI4UN 

A TOUTES LES LOTS Dlf'ON VA TaAlTER PAR LA SUITE.- 

Il e s t  important de s o u l i g n e r  que pour c e t t e  méthode l e s  c a l c u l s  

s o n t  extrêmement longs e t  d é l i c a t s  comme on va l e  c o n s t a t e r  par  l a  s u i t e .  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  on prend E = [a,b] compact de IR . 
dui i- l * 

Comme système de mesure (ui)im* : = - -  - x , i . On montre 
i du 

que l e s  ' i sont  l inéa i rement  indépendants.  

q (n> q(n)  k+i d e t  M n  
f  (XI = 1 [ 1 ( - 1 )  

k- l  
n , 3  

q(n)yki  (i -1 1 K(Xj ,y)  y  dy)] xi-' 
i = l  k=l  de t  P4 

q (n> 
J =  1 

b  .. 2 a 

Posons ~ ~ ( n > q ( n ) )  = E 1 ('n, 3(x)-fn, 3  ( x ) )  dx avec f (x) = Ef (x) 
a  n , 3  n93 

a a 

Pour a l l é g e r  l ' é c r i t u r e  posons f  - f  = f  e t  
n , 3  - 'n y n , 3  n 

i +k d e t  M 
A = (-1) q  (n)  , k i  

q (n) , k i  d e t  M 
q (n)  



Po sons 

q(n> 4 ( n )  k- 1 i - 1  2  
P (x) = E( 1 [ 1 , k i ( \ ~ ( ~ l  ,Y)Y d ~ ) l x  ) 

q (n)  i = l  k=l  

q ( n >  q ( n )  k- 1 i -1)2 
G q (n)  ( X I = (  1 1  Aq(n) ,k i  ( j K ( x , y ) f ( x ) ~  d x d ~ ) ~ x  

i = l  k=l  



q (n) 
2 F ( K(x,y)f (x)y II k- l 

1 1  Aq(n) ,ki  dxdy )] <q (n) k= 1 

4 (n) k- 1 dxdy-, xi+i ' -2 
1 Aq(n) ,kif k= 1 

q(n) q(n) k- 1 
( X I '  L 1 1  (Aq(n),ki q (n) dxdy) 3 x2( i -1)  + 

i = l  k=l 

L 

k-l 2 
) 2 ( E ( l ~ ( x ,  ,Y)Y dy) - 

i=l k=1 

1 <kl dq (n) 



- 85 - 

Considérons le noyau reproduisant 

l avec c = sup(lal, Ibl). 

l 
l 

Pour l'écriture posons : 

2c i-l k-l k- 1 . a ,  = la j x y dx dy = [ x dx 
a 2c -T 

b b  2 k-l k-l k- l . ~(k) = la 1 ~og(2c -ry) y x dx dy = hk(x) X dx 
a 

2c2 k-l dy)2 f (x) dx 
a 2c -xy 

2 . ~ ( k )  = u(k) - V (k) . 

2 
(2c2-ax)~o~(2c~-ax)-(2c~-ax)~0g(2c -bx) . h,(x) = + (a-b) 

X 

2 
Log(2c -v) dy 

k>  1 



2 k-l (2c 2 -bx)Log(2c 2 -bx) + b) + k-l (2c -ax)Log(2c2-ax)+a)-b ( h ( x ) = a  ( k x 

Après tout calcul on trouve : 

2 h (O) = (b-a) Log(2c ) 
1 

k k  
(b -a ) Log2c 2 . hk(0) = k 

k> 1 
4. 



3 2  711 - L O I  POLYNOMIALE : x  + - x  d m  [O, 11 O -  

2  - 

( x  + 3 x2 pour x E [O, I] 
dP ,, 2  n 

On cons idère  -(x) = 
dx  

O a i l l e u r s  . 

S o i t  (XI, ... , X  ) un é c h a n t i l l o n  de t a i l l e  n  de l o i  P pour  
n  X 

s imuler  c e t  é c h a n t i l l o n  on u t i l i s e  l e  lemme s u i v a n t  : 

L e m m e .  - 

S o i t  X une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  de fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  F 

a l o r s  Y = F(X) s u i t  une l o i  de p r o b a b i l i t é  uniforme s u r  [O, 11. 
A.- 2  3 

X +X 
La fonc t ion  de r é p a r t i t i o n  F de PX e s t  F(x) = - 2  

s t r i c t e m e n t  

- 1 
c r o i s s a n t e  s u r  [O, 11, pour c a l c u l e r  X = F (Y) on u t i l i s e  l a  méthode de Newton. 

On u t i l i s e  l e s  polynômes de Legendre : 

dans l e  c h a p i t r e  II on a  vu que l e  système { ( ( 2 n + 1 ) / 2 ) l l 2  Pn) e s t  orthonormale 

2  
e t  complet dans L [- 1 , + 11 une simple t ransformat ion  nous permet de 

d i r e  que {Qn(x) = Y (x )}  e s t  complet e t  orthonormal dans L~ [O, l] 
n  

n  
avec Y,<'> = 4 D" [xn(x-1) 3 .  

n .  

f ( x )  = a o  Q0(x) + a i  Q1(x )  + a2 Q2(x) avec a .  = f ( x )  Qi(x) dx 



CI 2 n * 
f  (x) = 1 1 Q ~ ( x . ) ]  Qi(x) e s t  un e s t ima teu r  sans  b i a i s  de f e t  r (n)  
n ~ 2  i=o  j = l  3 

1 A 2 
l e  rang qui  minimise I (n , r ( n ) )  = E Io -f) (x) dx e s t  6 2 .  

2 

1 ,  2 1 
2 

. I2 (n, 2) = E 1 ( f  (x) - £ (x ) )  dx = - 1 v a r  Qi (X) 
O n ,  2 n i =O 

1 
1 

2 . I ( 1 )  = - v a r  Qi(X) + a2  
2 n i =O 

' 5  - ( n + ~ )  3 O i 2 ( n , 2 )  - 1 2 ( n , l )  = - n '3 
8 

pour n 3 84 

1 
1 

2 1 2 2 
1 2 n  - I 2  = - 1 v a r  Qi(X) + a 2  - (; v a r  Qo(X) + a i  + a2) n i =O 

25 " - (n+i )  =] < O donc 1 2 ( n I )  - 12(n ,0)  = ; [IO pour n b 2 

donc pour  



Pour n 5 84 : - 

.. 1 
n 

f (x) = 9 + 30 x2 - 3 6 ~  + (; 2 X.) (- 180 x2 + 192 X -  36) + 
n ,  2 j= 1 J 

1 2 
30(; 1 x.) (6x2 - 6 ~ + 1 )  

j= 1 J 
L 

Pour n < 84 : - 

Après t o u t  c a l c u l  on t rouve : 

PX E e h 1  ,v2,u3) 
d P ~  3 2 

(PX : -(x) dx = x + - x  2 s u r  [o,I]) 

.. 3 3 i+k  det M3,ki 
n 

1 2 k-1 
f (x) = -  1 [ C  (-1) n y dy)lxi-l  n ,  3 i = l  k=l  de t  M3 

3 2 
e s t  un  est i rnateur  sans  b i a i s  de f ( x )  = x + 2 x . On a : 



Pour x # O : 

2 2 Log 2 - (2-x) Log(2-x) - 1 = - 
h l ( x )  = + Log(2-x) - 1 Log - 

X X 2-x 

2 2 
s , ( x )  = ; Log - 2-x 

Pour x = O : -. 

Log 2 
hk(O> = 7 '& E N *  

Calcul den éLémenh a ( i , k )  de M3. 

1 i - 1  k-1 i- 1 
cx(i,k) - 1  s i x )  x d x =  I o 2  Y d x d y  

O - xy 

1 i- 1 I i-2 i-2 
( , i ) = m  g l ( x ) x  d x = l i m 2 (  x L o g 2 d x -  x Log(2-x) dx) 
i> 1 &+-O E EN E 



(x) x dx = l i m  
€+O 

Après t o u t  c a l c u l  on trouve 

Après deux pages de c a l c u l ,  on trouve l a  r e l a t i o n  de récurrence : 

k- 1 
a (k ,k )  = l i m  gk(x) X dx 
k> 2 &+O 

€ > O  

On trouve à l a  f i n  : 

on trouve : 

2 
a ( i , k )  = - 1 i #k  

C(k-1) h k - l ( l )  - (i-1) h i - l ( ~ ) ]  
(i-k) 



1 3 3 de t  M 
(x) dx = - 1 11 ( - I ) ~ + ~  

n i 
i = i  k=l  de t  M3 j = i  

n 

f e s t  un e s t  imateur s ans  b i a i s  donc 1 ' e r r e u r  quadra t ique  
n , 3  

i n t é g r é e  e s t  : 13(n,3) = E 2 1; n , 3  - f n , 3  dx = J3(n,3) 

Calculons W(i,k) : 

2 k-l 3 2 
yi-l d y ) ( j  -y d y ) ( x + ~ x )  dx 

0 2-xy 

1 1  
2 k-l 

k )  ( & Y i - '  d y ) ( j  -y  d y ) x d x  
O O 

2 k-l 2 
Yi-ldY) ( j  - y dy) x dx 

0 2-XY 

1 
2 = pl(.) [- $ Log(2-x) + ; (k-1) hk-l (x)]x dx 

O 

1 
2 2 + 5 1 p l  (x) [- - bog(2-x) + - (k- 1) hk- (XI] x2 dx 

O 
X X 



1 

+ ? J  g1(x) [ - 2 ~ o g ( 2 - x ) ] x d x + 3 ( k - I )  g l ( x ) h k - l ( ~ )  dx 
O 

C) Méthode du noyau. 

2 
s o i t  g un noyau symétrique, t e l  que ( g(x) dx = I e t  ( x g(x) dx < 

n X.-x J J 
A 1 
f (x) = -  1 g,(+) avec 6 O , n 6 n - - + 0  , l ' e r r e u r  
n ,  1 j = l  n n n- n* 

l 
quadratique in tég rée  e s t  équivalente pour n assez grand à 1 

CI 

6 qu i  minimise c e t t e  e r r e u r  1 ( n , 6 ~  e s t  : 
n 

A 1 
n 

1 5 -415 
pour . g(x) = - 2 1 [-,,+,C<x) on trouve 6 n = 115 e t  l , (n ,Sn)  = 4 (2n) 

( 2 4  

n 16 115 . g(x) = 1 (x) on trouve 6 = (-1 [- 112, + 1/21 n n 



+ 
pour x E. IR 

Z V  - L07 EXPONENTIELLE NEGATLVE f ( x )  = {: er sinon 

a)  F4é;thade du noyau, 

On cons idère  comme noyau l e  noyau g(x)  = 1 
[-1/2,1/2[(~) e t  

comme f e n ê t r e  mobile an  = (-1 288 q u i  e s t  opt imale d 'après  P. Hominal n 

e t  P. Deheuvels ( v o i r  [35] page 57) .  

Les fonc t ions  de Laguerre (1 . )  qu i  c o n s t i t u e n t  un système 
J j>O 

2 
orthonormal e t  complet de L (IR ) s a t i s f a i t  aux équat ions  : + 

Leur express ion  en termes de polynômes de Laguerre L e s t  l a  p lus  courante  
n 

X -x/ 2 e n -x C (x) = e L,(x) avec L (x) = D"(X e ). On c o n s t r u i t  l e s  polynômes 
n n n .  

de Laguerre L à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  de récur rence  : 
n 

(h+ l )  L - (2n + 1 - X) L~ + n L = O n+ l avec : n- 1 

donc on a : 



Dans 1401 on trouve pour  ce système l e  choix opt imal  de q(n)  pour  d i f f é r e n t e s  

t a i l l e s  de l ' é c h a n t i l l o n  simulé. 

Pour n = 50 e t  100 on a qo(n) = 1 

c )  F.lE;thade pan prtu j e d i o n  am L a  evinernbla de mawre.h. 

On prend E = [0,b] compact de IR . 
Estimer l a  l o i  exponen t i e l l e  néga t ive  s u r  [0,b] c ' e s t  commettre 

-b 
une e r r e u r  de e donc pour l ' e r r e u r  s o i t  f a i b l e  il s u f f i t  de prendre b 

a s sez  grand. 
9 

Comme noyau reproduisant  on prend K(x,y) = 
2bL 

2 
2b -xy 

On a a l o r s  : 

Pour x # O : - 
2 2 2 

2b Log 2b2 - (2b -bx) Log(2b -bx) - 
h l ( x )  = x 

2 
bk (2b-x) Log(2b -bx) + 

+ 2b h (x) = - -  [ 2 (k-1) 
k k x k k.x % - I ( ~ )  

2b ' 
g l ( x )  = - 2b 

Log - x 2b-x 



Pour x = O : 

bk 
hk(x) = - Log 2b 

k 
' d k E ~ *  

: a ( i , k )  = Ib 'i2 i - 1  k-l CdcLLe dea ZLdmem de La maftuce M x y dx dy 
4 (n) O O 2b -xy 

b 
a 1 i = l m  g l ( x )  xi-' dx . On trouve à l a  f i n  
i> 1 E-tO E 

€ > O  

on trouve : 



k- l  
a (k ,k)  = l i m  g k ( ~ )  x dx 
k> 2 €4 

k+ l 2 
a (k ,k)  = - 2b hk- l 

(b) + 2b (k-1) B(k-1) 
k>  2 - 

Rsmatrquei : On peu t  u t i l i s e r  l e  développement de K(x,y) en série 

i n f i n i e  pour l e  c a l c u l  des é léments  a ( i , k )  e n  e f f e t  ; 

mais pour  l e s  c a l c u l s  numériques, on es t  o b l i g é  de t ronquer  c e s  s é r i e s  en  

f i x a n t  un s e u i l  d ' e r r eu r .  



a )  ,?léZhude du noyau : 

1 
n  X. -x 

f (XI  = - K(*) avec  K(x) = 1 
n , l  6, j= l  n  [ - 1 / 2 , 1 / 2 ] ( ~ )  

- p o u r  n  = 100 on  prend 6  n  = 1,5 10 q u i  e s t  op t imal  d ' a p r è s  

P .  Deheuvels ( [37] , page 39) .  

1 
n  

( 3 , 6 8 5 ) s  avec S  = - - pour  n  # 100 , on prend  6 n  =nï/5 n- 1 (xi-%)2 
i= l  

n  - 1 e t  x = -  1 x 
n  i ( v o i r  [4 11 , p. 29) . i= 1 

Les f o n c t i o n s  d 'Hermite h  , j = O . s o n t  d é f i n i e s  p a r  : 

Le nombre q ( n )  op t imal  p o u r  c e  sys tème e s t  m O = O d ' a p r è s  

M. Ouledcheikh ( [40] ) . 

C )  MéZhode pa t~  prrojec;tion hm L u  e . ~ e m b l ~ n  de. rnQnUha. 

On prend  E = [- b  , + b]. 

Pour  x # O : 

2b 2  2 2  
2b+x + Log b  (4b -x ) - 21 h l ( x )  = b  LT Log - 
2b-x 

k-1 2 2  
k  

b -(-b) 
k  

1 2  
h k h >  = [(-b) k-l (2b2+bx) Log (2b +bx) -b (2b -bx) ~ o ~ ( 2 b  -bx)] - 

k 2  



2 2 2  2 
2p+l ~ o g  b (4b -x ) + - b2' 2b-x b (2p-1) 

h ( x ) = - b  2P 
Log - + 

2 P PX 2b+x PX 2p- 1 

b2P- 1 2b +X 2 2 2  
h ( x ) =  [% ~ o g  - + Log b (4b -x ) - 

2p- 1 2b-x 
1 (2p- 1) 

(2p-1) 

(Pm')  h 
+ 4 b  x.(2p-1) 2(p-1) (x) 

.. 

2b 2b +x 
g 1  (x )  = - Log - x 2b-x 

- 
2 b 2 ~ + 1  2 2 2  

= - 
2b 

Log b (4b -x ) + - (2p-1) hZp- (XI  
X X 

2b 2p 
(x) = - 2b+x 4b2 Log - + - 

g2p- l x 2b-x x (P-1) h 2 ( p - 1 ) ( ~ )  

L 

Pour  x = O : 

h (O) = O 
2P 

Log 2b 2 
2p- 1 



( h l  e s t  p a i r e )  

2 k-l + 2 b B(k-1) 

R e ~ m u ~ y u ~ :  O n m o n t r e q u e  h e s t  i m p a i r e e t  
2~ h2p+ l 

e s t  p a i r e  

B(2p) = - (b)-2b h (b)] + 2b ( 2 p - i )  ~ ( 2 ~ - ] )  
2p- 1 2 P 

i - 
2b 2 ~ '  

(b )  -2b h 
2(p-1) 

(b)  - 1 + 2b2 2(p-1) B(2(p-1)) 
(2p-1) 

2 2p- 1 

2 
a (2p ,2p)  = - 4 bZp+ '  h ( b )  + 2b ( ~ P - I )  ~ ( 2 p - 1 )  2p- 1 

2 ( i -  1) k- 1 (-b) -bk- ]hi- l 2 k-l i - l  a ( i , k )  = 2b - [(-b) 
1-k hi- 1 (b)] +2b (=) ( b  hk- (b)-(-b) i-lhk- (-b) ) 

i> i 



pour i = 2p+l , k = 2r+ l  r # P - 

Pour i = 2p+l , k = 2 r  , on t rouve - 

Pour i = 2p : on a 

Pour i = 2p+l : - 
-2 

2 
a(], 2p+l) = - 4b h (b)  

2P 

(h2p- 1 
est p a i r e )  . 

RemcVLque : On peut  a u s s i  u t i l i s e r  l e  développement de K e n  s é r i e  
Cu 

1 x i  y i  
i n f i n i e  : K(x,y) = 1 7 (b) (b) 

i = O  2 



Pour  k = 2p-1 : - 



l f (x)  = e -x 

Théorique 
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O 
v; 
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d'un parmsrre, 

fonctionnel par projection sur l e s  ensembles de mesures* 

de co~ivergence sont étudiés. La l o  d llestimateur e s t  fournie. 

Pour une denaite f = ( partenant B un modèle 

containiné, l e  degré de contamination s est  estimé. La borne de Cramer-ho 

e t  l a  loi limite de l'estimateur sont fournies. 

Enfin, des .exemples, e t  des simulations i l lustrent  cette étude. 
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