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Nous donnons i c i  l a  l i s t e  des principaux symboles u t i l i s é s ;  l e s  

au t res  sont  d é f i n i s  dans l e  t e x t e .  

- - a 

er 3 ee e z  vecteurs u n i t a i r e s  en coordonnées cylindriques 

x i  ( i = 1 , 2 , 3  1 t r i è d r e  ca r t és ien  de référence 

C1 

i composante de l a  v i t e s s e  instantanée dans l a  d i r e c t i o n  i 

'i composante de l a  v i t e s s e  moyenne dans l a  d i rec t ion  i 

" i composante de l a  v i t e s s e  f luc tuan te  dans l a  d i rec t ion  i 

pression ins tantanée  

P pression moyenne 

P f luc tua t ion  de l a  pression 

tenseur de Reynolds 

énergie c inét ique  de turbulence 

échel le  de longueur des grosses s t r u c t u r e s  

échel le  de longueur des p e t i t e s  s t r u c t u r e s  

coordonnées cyl indr iques ,  où Z e s t  l a  dis tance  

ax ia le  à p a r t i r  du plan  médian des deux disques 

or ig ine  v i r t u e l l e  du j e t  

rayon des disques 

écartement e n t r e  l e s  disques 

'Q 
v i t e s s e  r a d i a l e  moyenne & l a  s o r t i e  



composantes instantanée de l a  v i t e s s e  r ad i a l e ,  

t angen t ie l l e  e t  ax i a l e  respectivement 

composantes moyennes de l a  v i t e s s e  r ad i a l e ,  

t angen t ie l l e  e t  ax i a l e  

composantes f luctuantes  de l a  v i t e s s e  r ad i a l e ,  

t angen t ie l l e  e t  ax i a l e  

valeurs maximales de U e t  de V 

constantes dans l e  modèle k - E  

longueur de mélange 

fonctions cor rec t r i ces  de v i s cos i t é  

v i t e s s e  de frottement 

coef f i c ien t  de frottement 

paramètre de forme 

terme de source r e l a t i f  à l a  v a r i a b l e n  

longueur de référence 

constantes dans l e  modèle multi-échelle 

nombre de Reynolds de l a  turbulence 

nombre de Reynolds r e l a t i f  à 6 

nombre de Reynolds r e l a t i f  au taux de ro t a t i on  8 

nombre de Peclet  

nombre de f lux  de Richardson 



masse volumique 

viscosité dynamique moléculaire 

viscosité turbulente dynamique 

viscosité cinématique 

viscosité turbulente cinématique 

échelle unique de temps 

viscosité dynamique effective 

viscosité cinématique effective 

tenseur de Kronecker 

dissipation 

taux de dissipation de l'énergie 

cinétique de turbulence 

ordonnée réduite 

nombre de "Prandtl turbulent" relatif à la 

variable 

corrélation pression-vitesse : terme non linéaire 

corrélation pression-vitesse : terme linéaire 

épaisseur du jet (distance axiale entre les 

1 plans où U z Um et u ; ) ou de couche 

limite sur plaque plane 

distance axiale entre les plans où U = UC et 
U = O.O1Um 

épaisseur de déplacement 

épaisseur de quantité de mouvement 



rapport de l'écartement au rayon du disque 

taux de rotation 

distance axiale adimensionnelle 

Laplacien en coordonnées cylindriques 

fonction de courant 

rotationnel 

contrainte totale : 7 = 3am + Ttot 

linéaire 

non linéaire 

condition à la paroi 

condition extérieure 

condition intérieure 

condition aval 

condition amont 

condition en 77' 

condition en 7- 



I N T R O D U C T I O N  

Les écoulements de cisai l lement l i b r e s  qui comprennent essen t ie l l e -  

ment l e s  j e t s  turbulents ,  l e s  s i l l a g e s  e t  l e s  zones de mélange présentent ,  

malgré l e u r  s impl ic i t é  apparente, bien des caractères  qui l e s  désignent 

particulièrement comme des t e s t s  cruciaux pour va l ider  cer ta ines  méthodes 

numériques. 

Ces écoulements sont ca rac té r i sés  s u r  un plan physique par  l e s  

propr ié tés  suivantes : 

- L'écoulement s ' e f fec tue  dans un domaine présentant une d i s to rs ion  géomé- 

t r i que  orthogonale à l a  d i rect ion pr inc ipa le  de l a  v i t esse .  

- Les f ron t iè res  de l'écoulement sont l i b r e s  en p a r t i e  ou en t o t a l i t é ,  ce 

qui rend 1'écoULement turbulent  même à nombre de Reynolds modéré. 

I l s  sont auss i  ca rac té r i sés  d'un point de vue spectra1,soi t  par 

une f a i b l e  production d'énergie cinétique turbulente ,  dominée par l e s  pro- 

cessus convectifs  corne dans l e  s i l l a g e  der r iè re  un obstacle ,  s o i t  pa r  une 

production f o r t e  comme dans l e s  j e t s  plans.  

Dans l a  présente recherche, nous nous sommes part iculièrement 

in té ressés  au ca lcu l  de j e t s  en ro t a t i on ,  c e t t e  dernière é t an t  i ndu i t e  par 

un obstacle tournant.  Le problème abordé concerne l e s  j e t s  i s sus  de l ' i n t e r s -  

t i c e  en t re  deux disques coaxiaux, l ' un  f i x e ,  l ' a u t r e  tournant à v i t e s s e  

constante. 

Le caractère  fortement d i f f u s i f  de l a  turbulence, propre aux 

écoulements c i s a i l l é s  est,souvent déc r i t  pa r  un coef f ic ien t  d i t  de v i scos i té  

turbulente par  analogie avec l a  d i f f u s i v i t é  moléculaire. Mais même s i  ce t t e  



formulation a apporté satisfaction dans de nombreux cas, elle a fait l'objet 

de critiques fondées car elle n'a pas permis de décrire certains problèmes 

à champ moyen dissymétrique. 

La détermination de cette viscosité turbulente peut se réaliser à 

l'aide de plusieurs méthodes. Parmi celles-ci, on peut citer le modèle de 

longueur de mélange de Prandtl, le modèle de Prandtl-Kolmogorov, et le modèle 

k- qui détermine cette viscosité turbulente à 1 'aide d'un groupement entre 

1 ' énergie cinétique turbulente k et son taux de dissipation E . 
Le calcul des jets s'effectue à l'aide d'un modèle k-E mettant en 

jeu, outre les équations de quantité de mouvement auxquelles on a appliqué 

l'approximation de couche limite et l'équation de continuité, deux équations 

de transport pour l'énergie cinétique turbulente k et pour le taux de dissi- " 

pation e . La technique numérique qui a servi ici à résoudre ce système à 
b 

cinq équations aux dérivées partielles est du type "volumes finis". Elle 

s'inspire des travaux de PATANKAR et SPALDING. 

Le mémoire se présente de la façon suivante : 

- Le premier chapitre rappelle quelques principes fondamentaux de la modéli- 

sation dans l'espace physique. 

- Le second chapitre traite succintement de la modélisation de la turbulence 

dans l'espace physique, de la modélisation des équations de transport pour un 

écoulement en géométrie de révolution, des tensions de Reynolds, de l'énergie 

cinétique de turbulence et de son taux de dissipation. 

- Dans le troisième chapitre,nous passons en revue quelques procédures de 

résolution numérique des problèmes de cisaillement simple. 

- La technique de calcul utilisée est présentée dans le quatrième chapitre. 

- Le chapitre cinq est consacré à la comparaison du calcul avec l'expérience. 



On y aborde différents problèmes soulevés par cette comparaison et on 

essaye d'apporter quelques propositions comme perspectives de développement 

futur de la recherche. 

- Enfin, nous résumons les résultats obtenus dans la conclusion, en soulignant 
I 

les avantages et les lacunes de la procédure numérique et du modèle utilisés. ~ 



CHAPITRE 1 

PRTNCTPES FONDAMENTAUX DE LA MODELISATIUN 

DE LA TURBULENCE DANS L 'ESPACE PHYS12UE 

La turbulence e s t  un phénomène t r è s  courant en ~ é c a n i q u e  des Fluides.  

En e f f e t ,  l a  majori té des écoulements rencontrés dans l e s  appl icat ions  prat iques  

sont t u rbu l en t s ,  Ce3phénomène e s t  ca rac té r i sé  par  une ag i t a t i on  apparement 

désordonnée, des par t i cu les  f lu ides .  Son appar i t ion peut ê t r e  néfas te ,  pa r  

exemple en provoquant un déréglage des brûleurs ,  une augmentation de l a  t ra înée ,  

une exc i ta t ion  de s t ruc ture ;  mais il peut procurer c e r t a in  avantages comme l e  

retardement des décollements des couches l imi tes .  

Théoriquement, toute  étude d'écoulement turbulent  d o i t  se  f a i r e  en 

résolvant l e s  équations de Navier-Stokes e t  de l a  cont inui té  qui  rég i ssen t  l e s  

v i t esses  instantanées.  O r ,  c e t t e  voie s ' e s t  avérée t r è s  compliquée vo i r  impossible. 

Alors, on se  contente d'aborder l e s  écoulenents turbulents  par une approche qui 

consis te  à décomposer t ou t e  grandeur physique en une p a r t i e  moyenne constante 

dans l e  temps e t  en une p a r t i e  f luctuante de moyenne temporelle nul le ,  e t  à 

essayer d'appréhender l e s  grandeurs moyennes. 

7 . 7  . - L ' APPRUCH E STATTST7QUE 

La méthode c lass ique pour décr i re  un écoulement turbulent  e s t  de 

décomposer t ou t e  grandeur instantanée ? en une moyenne dl ensemble < f > 
e t  une f luc tua t ion  f :  



f < > e s t  obtenue en moyennant f sur  un ensemble inP in i  de 

réa l i sa t ions  du phénomène. 
H 

f e s t  l a  p a r t i e  a l é a t o i r e  de f .  
Un écoulement e s t  s t a t i onna i r e  lorsque l a  moyenne d '  ensemble ( 

e s t  indépendante du temps e t  s e  r édu i t  donc à une valeur moyenne o rd ina i re  

qu'on notera f :  

Nous écr i rons  a lo r s  : 

La moyenne de l a  f luc tua t ion  de f e s t  évidemment nul le .  

1.2. - LES EQUATlONS DE L ' ECOULEMENT 1NSTANTANE ET MOYEN 

1.2.7. - Ey lla;tiam de 1' EcauRement i n n t a d n é  eA ma yen -_-_-______________---- - - - - - - - - - - - - - - - - -  -- 

Une étude générale d'un écoulement nécess i t e  l a  réso lu t ion  des 

équations de Navier-Stokes, de l a  con t inu i té ,  de l ' éne rg i e  e t  des d i f fé ren tes  

l o i s  d ' é t a t  du f lu ide .  

S i  on adopte l e s  hypothèses suivantes : 

- f lu ide  newtonien à propr ié tés  physiques constantes,  

- température constante, 

- écoulement s t a t ionna i re ,  

- forces ex té r ieures  négligeables 

l e  phénomène étudié e s t  purement dynamique e t  il ne nécess i t e  que l a  résolut ion 



du système : 

En appliquant l'approche statistique décrite ci-dessus aux équations 

1.2.1.1 et 1.2.1.2 et en prenant la moyenne, on obtient : 

d'ou, par différence, I 

1.2.1.3 pour l'écoulement moyen 

1.2.1.4 pour les fluctuations 

et les équations dites de Reynolds pour le mouvemeht moyen 

L'équation 1.2.1.3 associée aux 3 équations 1.2.1.5 permettent de 

déterminer l'écoulement moyen à condition de connaître l'expression des termes - 
supplémentaires U* U* I l  

J 

L'apparition de ces termes turbulents est lié au caractère non linéaire 

des équations de Navier-Stokes. On nomme ces termes tensions de Reynolds car 

ils jouent un rôle semblable à celui des contraintes visqueuses. Ils constituent 

les composantes d'un tenseur symétrique appelé tenseur de Reynolds. 
* 

7 

1.2.1.6 

- - - 
UW VW 



Comme nous l'avons signalé plus haut, l'étude d'un écoulement passe 

par la détermination du mouvement moyen (vitesse-pression). Pour cela, on ne 

dispose que de l'équation de continuité et des équations de Reynolds dont 

la réunion constitue un système ouvert. 

Si l'on dérive l'équation 1.2.1.2 par rapport à xi , quel'on 

somme et que l'on tient compte de l'équation de continuité, on obtient 

l'équation de Pression pour : 

En utiliçant encore la décomposition classique 1.1.3, on obtient 

deux équations de Poisson pour la pression moyenne et la fluctuation de la 

pression : N 

En tenant compte de l'équation de continuité de la fluctuation turbu- 

lente, on peut écrire 1.2.1.8 sous la forme : 

3Uk au; + 

On voit alors d'après 1.2.1.5 et 1.2.1.10 que la détermination des 

vitesses moyennes et de la pression nécessite la spécification des quantités 

en surnombre qui sont dûes aux effets de la turbulence. 



1.3.- TECffNlqUES UTILISEES DANS LA DESCRlPnON DE LA TURBULENCE 

La voie idéale pour décrire la turbulence est d'établir des équations 

de transport exactes pour les tensions de Reynolds à partir des équations 

instantanées de Navier-Stokes (~nnexe 1). Cependant cette voie mène à des 
# 

équations contenant des corrélations de vitesses d'ordre supérieur ou égal 

à 2 et des corrélations vitesses-pressions. 

1 .3 .1  .- E q d o n b  _ ___________________ - - - - - - - - - _ - -_ - -_ -_ - -_  de a2unhpoht den contïaintes de Reynoldb _ _ _ _ _  

En multipliant par Ui 1 ' équation de Navier-Stokes projetée suivant 
I 

, en lui ajoutant sa conjuguée, en sommant membre à membre et en moyennant - 
o n  obtient l'équation de transport de la grandeur / 1 /, / 2 / : 

- au; 
R 

II 

III 



de ~ v L . l p 0 k . t  d u  c o W n ; t u  de Reynolds .................................. ----- 

Il  e s t  possible de donner à chaque terme de l 'équat ion de t ranspor t  - 
pour U * U' une i n t e rp ré t a t i on  physique : 

1 J - 
- Le terme 1 e s t  l a  dérivée maté r ie l l e  d e u '  U . Il représente l e  - .i 

t r anspor t  convecti f  de U ' U' par 1 ' écoulement moyen. ' 1 
- Le terme II e s t  l a  production dÛe au  mouvement moyen. Il  représente 

une ac t ion  du gradient de l a  v i t e s se  moyenne s u r l e s  contraïrrtesde Reynolds. 

On montre que suivant l e  signe du gradient ,  ce  terme correspond s o i t  à une 

production posi t ive ,  s o i t  à une production négative pour U' Us . 11  
- Le terme III exprime l a  d i s s ipa t ion  de l a  contra inte  visqueuse. 

au En e f f e t ,  on remarque que ce terme e s t  l e  produit  d'une c o n t r a i n t e ~ i  

par un gradient  . Donc il représente l ' e f f e t  du gradient  de 

d ' ag i t a t i on  sur  l a  con t ra in te  visqueuse correspondant à l ' a g i t a t i o n .  

On montre dans l 'espace spec t r a l  que ce terme correspond toujours à une destruc- 

tien de U'U' . Sa contract ion entra îne  l a  d i s s ipa t ion  de l ' énerg ie  turbulente  ' 1  
par e f f e t  visqueux. 

- Le terme I V  exprime une cor ré la t ion  en t re  l e s  f luctuat ions  des 

gradients de vi tesses  e t  de l a  pression.  On montre que ce terme d i spa ra î t  

dans l 'équat ion de l ' éne rg i e  c inét ique de turbulence. Il  représente donc une - - - 
red i s t r ibu t ion  (échange) en t re  l e s  composantes normales v2 e t  w2 . 

- Enfin, l e  terme V représente l e  t ranspor t  par  d i f fus ion des tensions  

dû à l 'écoulement turbulent ,  à l a  v i scos i té  e t  aux in te rac t ions  vi tesses-  

pressions f luctuantes.  



Dans un écoulement, on peut définir plusieurs formes d'énergies 

liées au mouvement instantané, moyen et fluctuant. 

CI 

En multipliant par Ui l'équation de quantité de mouvement 1.2.1.2, 
W N  

on obtient l'équation de transport pour l'énergie cinétique Luiui du 
9 
L 

mouvement instantané : 

Cette équation exprime que les variations locale's par unité de temps 

et de masse de l'énergie cinétique instantanée(1) sont égales à la somme des 

contributions convectives de la pression totale (2) de la diffusion visqueuse 

(3 )  et de la dissipation mécanique dÛe au frottement visqueux (4). 

1 . 3 . 3 . 2 . -  Eyu&on de t'énehgie dn&AXque du mauveme& moyen - -_-_-__-__-- -___ -____-_-_  --___-_----_------ -- 

En multipliant par U i 1 ' équation 1.2.1.5 (équation du mouvement 

moyen), on obtient l'équation dite de 1' énergie cinétique moyenne / 2 /, / 3 /: 



En posant 3ui + au( tenseur de déformation 
3x1 axi J 

tenseur qui représente la somme des 

contraintes visqueuse, turbulente et de pression, on peut écrire l'équation 

1.3.3.2.1 sous la forme : 

- Le terme 2 représente le travail interne de déformation. En effet, 

il peut être mis sous la forme : 

Le terme ( a) correspond à la dissipation visqueuse, donc à une 

transformation de l'énergie cinétique moyenne en chaleur. C'est un travail 

de déformation pour les contraintes visqueuses. Ce terme est toujours négatif, 

ce qui a pour effet de prélever de l'énergie cinétique au mouvement moyen. l 
Le terme (b) correspond à un travail de déformation pour les contraintes - l 

turbulentes. Il est en général négatif, donc il correspond à un prélèvement 

de 1 'énergie cinétique à l'écoulement moyen, mais dans certains cas / 57 /, il 
restitue au contraire de l'énergie à l'écoulement moyen. 

- Le terme (c ) est nul, ce qui implique que la pression n'intervient 
pas dans la déformation. 



Le terme 3 représente la somme des travaux externes reçus par la 

masse fluide. 

Elle est définie par : k= 
L16quation de transport en faisant la contraction - 

des équations de transport Four U' U*. On a donc : 
1 J 

Le terme 1 représente la convection de l'énergie turbulen;e k dÛe 
au mouvement moyen. - 

Le terme 2 peut s'écrire :-U*U*@~-. Notons qu'il apparaît changé 
I J  iJ 

de signe dans l'équationpourl'énergie cinétique moyenne. Il. exprime alors 

un échange entre ces deux formes d'énergie. 

Les termes 3 et 4 pris en compte ensemble s'écrivent : 

Ceci représente la convection par diffusion dÛe au mouvement fluctuant 

et aux interactions entre les vitesses fluctuanteset la pression. 

Les termes visqueux 5 et 6 peuvent s'écrire sous la forme : 
* 



Le terme noté A s ' appe l le  l a  d i ss ipa t ion  vra ie  : il correspond à un 

t r a v a i l  de déformation pour l e s  tensions de Reynolds. Il e s t  toujours négat i f  

e t  représente une d i ss ipa t ion  d 'énergie turbulente  en chaleur. On peut 

l ' é c r i r e  encore : 

En turbulence homogène, l e  terme e s t  nul ,  s i  bien que 

l a  d i ss ipa t ion  vraie  s e  rédu i t  au taux de 

- 
Un examen de l 'équat ion de t ranspor t  pour U' U* permet de consta ter  1 1  

q u ' i l  e s t  impossible de résoudre directement l e s  équations de l'écoulement 

moyen e t  c e l l e s  des tensions de Reynolds. En e f f e t ,  on vo i t  appara î t re  des 

inconnues supplémentaires t e l l e s  que l e s  corré la t ions  t r i p l e s  de v i tesses  e t  

l e s  corré la t ions  pression-vitesses. 

La première-idée qui vient  à l ' e s p r i t  pour surmonter c e t t e  d i f f i c u l t é  

e s t  d ' é c r i r e  des équations de t ranspor t  pour ces nouvelles inconnues, mais il 

apparaî t  encore de nouvelles cor ré la t ions  d'un ordre  supérieur pour l esque l les  

il faudra i t  former de nouvelles équations de t ranspor t .  Il s 'avère  donc 

nécessaire de f a i r e  une modélisation c 'es t -à-di re  é t a b l i r  des hypothèses sur  



l e s  termes inconnus : c ' e s t  ce qu'on appel le  l a  fermeture des équations. 

Une modélisation prend presque toujours appui sur l ' expér ience 

a f i n  de donner une représentation r é a l i s t e ,  capable de ca r ac t é r i s e r  correc- 

tement l a  turbulence. 



CHAPITRE I I  

MOVELlSATlON DE LA TURBULENCE VANS 

L ' ESPACE PUYSlOUE 

77.7.- VISUALTSATlON ET SCUEMATlSATlON DE LA TURBULENCE 

Si on visualise une couche limite, un sillage ou un jet turbulent, 

on met en évidence l'existence de structures s'ordonnant suivant une hiérarchie 

de taille. Cette visualisation montre que l'écoulement moyen impose une orienta- 

tion particulière aux.grosses structures. En reprenant l'hypothèse de KOLMOGOROV 

qui consiste à supposer que la turbulence est en équilibre local, on peut montrer 

dans l'espace spectral l'existence d'une production d'énergie non négligeable 

au niveau des grosses structures et transfert de cette même quantité vers les 

petites structures : c'est ce phénomène qu'on nomme "phénomène de cascade 

d'énergie" / 4 /, / 5 /, / 6 / qu'on peht représenter de façon schématique en 
imaginant qu'un tourbillon donné se scinde en tourbillons plus petits et ainsi 

de suite jusqu'aux échelles microscopiques où la viscosité intervient pour 

dissiper toute l'énergie sous forme de chaleur. 

La théorie de KOLMOGOROV est souvent présentée dans l'espace de Fourier 

où on décompose le champ des vitesses en une superposition d'ondes planes carzc- 

térisée chacune par un nombre d'onde k ; à k on associe 1' énergie cinétique 
- moyenne de l'onde correspondante, appelée spectre d'énergie où densité d'énergie, 

et qu'on note E ( k ). 
La représentation de E ( k ) est formée par le schéma ci-dessous. 

On peut démontrer que la loi de Kolmogorov impliciue que le cube du spectred'énergie 

est proportionnel à l'inverse de la puissance cinquième du nombre d'onde : 



- 5/3 E €S. k , E é tan t  l e  taux de d i ss ipa t ion  dé f in i  par 1 .3 .3 .3 .5  

d i ss ipa t ion  
d 'énergie 

7 1 . 2 . -  L E  PHENUMENE D E  CASCADE D t E N E R G 1 E  

Les grosses s t ruc tu r e s  de fréquence basse prélèvent 1'6nergi.e de  

l'écoulement moyen dans l e s  zones de f o r t s  gradients  (terme b de l ' équa t ion  

1.3.3.2.3).  Cette énergie e s t  t r ans fé rée  à des s t ruc tu r e s  de plus  en plus  

p e t i t e s  jusqu'à ê t r e  d i s s ipée  en chaleur par l e s  s t r uc tu r e s  dont l a  t a i l l e  

e s t  f ixée  par l e s  e f f e t s  visqueux. 

S i  on considère que l a  turbulence e s t  en équ i l ib re  l o c a l  c 'est-à-dire 

que l e  f lux  d 'énergie à t r ave r s  l e  spec t re  de d i s s ipa t i on  e s t  constant e t  

égal  au  taux de d i ss ipa t ion  de l ' éne rg i e  par ac t ion  de l a  v i s cos i t é  du f l u ide ,  

a l o r s ,  on peut considérer qu'on e s t  en présence d'un phénomène qui  peut-être 

ca r ac t é r i s é  par l e s  seules  grosses s t ruc tures .  



7 7 . 2 . 2 .  - EcheUen p w y  ues en tuhbutence -------------- ----------------- 

On vient  de voir  qu'on peut scinder l e s  s t ruc tures  présentes en 

turbulence en deux catégories,  en l 'occurence l e s  grosses e t  l e s  p e t i t e s  

s t r u c t u r e s , S t o n ~ l e s  propr ié tés  vont ê t r e  précis6es ci-dessous. 

Les grosses s t ruc tures  sont c e l l e s  dans l e  mouvement desquelles 

l a  v i scos i té  peut ê t r e  négligée; l e s  p e t i t e s  s t ruc tures  sont  c e l l e s  pour 

l esque l les  l a  d i s s ipa t ion  s ' e f fec tue  par v i s cos i t é  : 

7 7 . 2 . 2 . 1 . -  L u  gnussu a;t t~udw~eA' ---- ----------------- 

On peut montrer par analyse spec t ra le  que ces s t ruc tures  contiennent 

une p a r t i e  importante .d'énergie. E l l e s  peuvent ê t r e  ca rac té r i sées  à l a  f o i s  

par une échel le  de v i tesse  u l i é e  à l ' a g i t a t i o n  turbulente  : 

e t  par une échel le  de longueur 1 l i 6 e  à l e u r  t a i l l e .  A t i t r e  d'exemple, c e t t e  

longueur e s t  de l ' o r d r e  de l ' épa i sseur  d'une couche l im i t e ,  d'un s i l l a g e  ou d'un 

j e t .   échelle de temps a.ui l u i  correspond e s t  : 

A p a r t i r  des échel les  U e t  [ e t  de l a  v i s cos i t é  cinématique Y , 
on forme l e  nombre de Reynolds de l a  turbulence ca rac té r i s t ique  de ces grosses 

s t ruc tures  : 



Ces s t ruc tu res  sont ca rac té r i sées  par l e s  hautes fréquences. E l les  

sont responsablesde l a  d i s s ipa t ion  de l ' éne rg i e  par v i s cos i t é .  On l e u r  a t t r i b u e  

un temps ca rac té r i s t ique  dé f i n i  par : 

On peut au s s i  l eu r  assoc ie r  une échel le  de v i t e s s e  U' e t  une éche l le  de 

longueur 1' . 
Souvent on admet que l e  processus de d i s s i pa t i on  s e  f a i t  à des nombres 

de Reynolds de turbulence.de l ' o r d r e  de l ' u n i t é ,  donc, pour 

( l e  symbole s i gn i f i an t  i c i  "de 1' ordre  de"). 

I' O r  U =- 
t ' 

, on en déduit  l e s  expressions des échel les  suscept ib les  

de ca r ac t é r i s e r  l e s  p e t i t e s  s t r uc tu r e s  : 



Cette hypothèse d'échelle unique de temps est à la source des 

différents modèles de turbulence. On suppose que le temps nécessaire pour 

effectuer le transfert d'énergie aux petites structures dissipatives est du 

même ordre que le temps caractéristique des grosses structures. Ainsi, on 

admet le concept d'une seule échelle de temps 
Td 

pour l'évolution de la 

turbulence. 

En utilisant l'analyse dimensionnelle, on peut écrire : 

Or d'après l'hypothèse ci-dessus, on a :rd- 
U 

d'où 

et par conséquent, le taux de dissipation de l'énergie est relié aux grosses 

structures. 

L'hypothèse d'échelle unique de temps n'est valable que pour les 

grands nombres de Reynolds. Pour des nombres de Reynolds faibles, la relation 

11.2.3.1.2 n'est plus vérifiée et on peut trouver un autre dimensionnement du 

taux de dissipation E en faisant intervenir la viscosité : 



Cette  formule e s t  à peu près  c e l l e  proposée par HARLOW / 591 : 

où H e s t  une fonction empirique de l a  forme : 

Ut é t an t  l a  v i scos i té  turbulente  qu'on précisera  dans l a  s u i t e ,  e t  CY* e t  @* 
é t an t  des constantes voisines de 5 e t  0.2 respectivement. 

Les visual isa t ions  à l ' a i d e  de fumée d'un s i l l a g e  ou d'un j e t  turbulent  

montrent l ' ex i s tence  de grosses s t ruc tures  turbulentes .  Celles-ci s e  développent % 

I en s'ordonnant suivant des d i rec t ions  pa r t i cu l i è r e s  imposées par l e  mouvement 

moyen, ce qui  a pour e f f e t  de rendre l e  tenseur de Reynolds anisotrope. Mais 

l on suppose qu'à grand nombre de Reynolds, l e s  tourb i l lons  d i s s i p a t i f s  sont 

1 indépendants de ces d i rec t ions  p r iv i l ég iées  e t  sont par  conséquent presque 

I i sot ropes .  

On peut a l o r s  é c r i r e  : 

'ij 
e s t  l e  tenseur de Kronecker e t  € e s t  l e  taux de d i ss ipa t ion  de 

l ' 'énergie cinétique turbulente.  



Le problème de modélisation e s t  grandement s impl i f ié  s i  l e  nombre 

de Reynolds turbulent  e s t  grand. En e f f e t ,  comme on l ' a  w ci-dessus, on peut  

a lo r s  représenter l e  terme de destruction des tensions  de Reynolds par  un 

tenseur isotrope.  

II. 3.- MODELISATION DES E2UATIONS DE TRANSPORT POUR UN ECDULEMENT EN GEOMETRIE 

DE REVOLUTION 

11 3 1 - E~u.io@_be--_u_@~aht_du_~ou~emeMk-mo~e~ 

En vue de t r a i t e r  l e  cas du j e t  tournant turbulent ,  nous a l lons  

exp l i c i t e r  l e s  équations de t ranspor t  modélisées du mouvement moyen, supposé 

en ou t re  permanent e t  axisymétrique. 

11.3.1.1.- E q d o n  _ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  de caWnux/ té  

El le  s ' é c r i t  : 

11.3.1.2,- EqumXon _ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nadiale de l a  quantiAE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  de mouvement 

En appliquant l 'approche s t a t i s t i q u e  (1.1) aux équations instantanées 

de Navier-Stokes, on ob t ien t  : 



En tenant compte de l'équation 11.3.1.1.1, l'équation ci-dessus peut- 

être mise sous la forme : 

Utilisons la formulation générale des tensions de Reynolds : 

où le terme a été ajouté afin qu' après contraction des 

indices on obtienne bien _ _-' 
au second membre. 

La traduction de la formule 11.3.1.2.3 en coordonnées cylindriques 

avec l'hypothèse - 0 , fournit les expressions suivantes : 
38- 



L'équationI1.3.1.2.2 s'écrit : 

a 'au 3 du au 5 (ru )=-(p-) + -(p-)++p- r&(w") + f X  32 32 ar ar 



En posant tiJe=p+/Jt 9 0 " " :  

a 311) + -.-(P,~) I 3 ;au a WU) + f  .$(ru ) =  z(Peaz Pz(  
1 C l[dr ar. 

< 
+ -.- aw v u  .r J ( p t  'r:r(i~t,d a . . : 1 

On peut écrire : 



OU encore : 

d- 
2/ 2 rc=I[d+-fl Y - 3-P - '.cark+-.+k 

r 3 r 3 r3r 3 r  

u -* pert 

P 

En tenant  compte de l ' équa t ion  de con t inu i té ,  on montre que l e  terme I V  

e s t  identiquement nul .  

On ob t ien t  donc l ' équa t ion  : 

1 (P 3 JW) ''"1 t Z ( I J e g r  + r ' p  JT 



1 1 . 3 . 7 . 3 . -  EyuatLon - ---------- ZangentieLte --------------- de la q u W Z  ---------- de 

rno - - uvement - - - - - - - 

En procédant de l a  même façon que pour 1' équation II. 3.1 .2.1 , on 

obt ient  : 

En tenant compte de l ' équa t ion  11.3.1.2.3, on peut é c r i r e  l ' équat ion 

ci-dessus sous l a  forme : 

1 1 . 3 . 7 . 4 . -  EquuZion axiale de La qu&Z de mouvement - .................... .................... 

D e  l a  même façon, on ob t ien t  : 



avec 

' 1  1 

i 

11.3.2.- Equatiunl _ ___________________- -_-_- - - -___- -__-_  de ;thanbpotr;t de Ra ZwtbuRence 

Les équations du mouvement moyen font in tervenir  un ce r t a in  nombre 

de corré la t ions  inconnues en t re  grandeurs f luctuantes.Celles-ci  peuvent à 

l e u r  tour  ê t r e  décr i t es  par des équations dont l e  nombre e s t  fonction de l a  

complexité du problème e t  de l a  procédure de fermeture adoptée. 

Nous a l lons  nous l im i t e r  aux corré la t ions  doubles du type 

PU*U (i, j = 1, 2,  3) :  
I J  

L'établissement d é t a i l l é  de ces équations f a i t  l ' o b j e t  de l 'annexe A 2 .  









1 1 . 4 .  - MOVELISATION D E S  EQUATI ONS DE TRANSPORT DES T E N S I O N S  DE REYNOLDS 

En adoptant une notation i n d i c i e l l e ,  on peut é c r i r e  l e s  équations 

aux tensions de Reynolds de façon abrégée sous l a  forme : 

Dérivée convective 1 ~ o r r é l a t i o n  1 Diffusion i ~ i s s i p a t i o n  
du tenseur 1 pression/ 1 

I 



3xi 3xi + d'autres termes provenant de 
la formulation en coordonnées 

J J cylindriques . 
- 

Notons que la dérivée convective du tenseur U*U , la production p. 
1 J 

la corrélation vitesse-pression ( e*), la diffusion ( fi ) et la dissipation 
il ' 

e 1 J i j 
( Li i) contiennent des termes suppl6mentaires qui ne sont pas présents en 

9 

représentation cartésienne. 

CHASSAING (P) / 7 / donne les expressions de ces termes en coordonnées 

oylindriques. 

11.4.7. - ModZl.i~aZLon ................................... du Z m e  d e  p h o d u d o n  

Si on considère l'ensemble des six composantes du tenseur de Reynolds, 

l ce terme ne nécessitera pas de modélisation puisqu'il ne fait intervenir que le 

1 gradient de vitesse moyenne et les contraintes de Reynolds. 

Dans certains écoulements possédant des propriétés physiques particulières, 

les équations peuvent être mises sous une forme approximative,d1oÙ certaines 

coqtraintes de Reynolds peuvent être éliminées. C'est le cas par exemple des 

couches limites, des jets ou des sillages. Dans ces circonstances, il suffit 

de considérer les équations de transport pour les seules contraintes qui 

demeurent dans les équations de première approximation. 

En ce qui concerne les jets tournants, on peut se limiter aux équations 

d'évolution des quantités UW et VW . 

Ce terme contient la fluctuation de la pression qui est régie par 

l'équation de Poisson 1.2.1.9. 



L'indice X (resyectivement Y ) indique une valeur prise au point X 

(respectivement )/ ) du domaine d ' intégration. 

- ( Sij $ Çji ) renr6sente une intégrale de surface qui doit son 

existence à la présence d'une paroi. 

- Les termes 1 et 2 sont souvent notés (bijIl et flijj2 respecti- 

vement. 

11 . 4 . 2 . 7  . - Madé~ct; t ion du ;tQlune. non finéaitte ---- ............................. 

a I jbl est un terme non linéaire qui ne dépend que de l'agitation 

fluctuante. Il est appelé "terme de retour à l'isotropie'' 181 

ROTTA /9/ a proposé un modèle fondé sur l'hypothèse linéaire de retour 

à l'isotropie, qui stipule : 

où C 1 est un coefficient positif et r une constante de temps, qui peut 

être assimilée à celle caractérisant les grosses structures, en l'occurence 



La détermination de la constante C 1 a pos6 quelques problèmes. 

ROTTA /9/ proposa la valeur 1.4 en 195 1, alors qu'en 1962, il doubla pratique- 

ment cette valeur et ceci afin d'être en bon accord avec quelques expériences 

1121. 

REYNOLDS et TUCKER 1131 proposaient eux, une valeur de l'ordre de 3, 

mais leurs expériences étaient faites à des nombres de Reynolds faibles, ce qui 

avait amené LAUNDER et al 1141 à revenir à la valeur de 1.5r 

11.4.2.2.- MadéUat ian  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - _ _ _ _ _ - _ _  du ;teme f i n é a h e  

a;,.* est un terme associé à l'écoulement moyen et est appelé 

"terme linéaire". 

On montre / 6 /  que ce terme peut s'écire sous la forme : 

-9 
OÙ r = y  - dgcrit tout l'espace. Le prime indique une valeur prise 

au point . Y 



La seconde in tégra le  e s t  nu l l e  en turbulence homogène. De plus ,  l e  

gradient de v i tesse  moyenne e s t  supposé constant dans l e  domaine où 
28- ' um n ' e s t  pas négligeable 181. Cependant, dans l e s  problèmes de 

- 3 d  
couche l i m i t e  mince, l a  t u rbu l enc5n1es t  pas homogène : l e  volume 

d ' in tégra t ion  de l a  quanti té aumui - e s t  de l a  t a i l l e  des grosses 

art. 3 g  
s t ruc tures  turbulentes  e t  l e  gradient  de v i t e s se  moyenne e s t  a s s u j e t t i  à de 

fo r t e s  var ia t ions  dans c e t t e  zone. 

Moyennant l e s  hypothèses d'homogénéité de l a  turbulence e t  de f a i b l e  

var ia t ion du gradient ,  LAUNDER, REECE e t  RODI /14/ proposent en première appro- 

ximation l a  r e l a t i on  : 

avec 

- - 

La forme du tenseur du hème ordre a mi 
a é t é  déterminée par ROTTA / 9 /  

1 qui a montré que ce tenseur s a t i s f a i t  l e s  propr ié tés  suivants : 

ml mi 
a/ a ( j  = a~ i  (~héorème de SCHWARTZ ) 

im (homogénéité ) 



Des prop~iét&s (a) et (b) , on déduit que l'expression la plus générale 

du tenseur est de la forme : 

11.4.2.2.4 - 

Les hypothèses (c) et (d) indiquent qu'on peut expliciter quatre des 

cinq constantes d , Ct , r )  et V en fonction d'une seule, 

I par exemple C2 : 

En substituant l'expression 11.4.2.2.4 dans l'équation 11.4.2.2.2,on 

aboutit à l'expression finale de 4J2 : 



e s t  l e  tenseur moyen de déformation 

e s t  l e  terme de production dans 
l1 équation de t ranspor t  pour "iUj 

e s t  l a  production de l ' énerg ie  
cinétique de turbulence. 

Il e s t  in téressant  de noter  qu'en turbulence isot rope soumise 

à une b ru t a l e  d i s to rs ion ,  l ' équat ion 11.4.2.2.6 s e  r édu i t  à /15 /  : 



Corne pour qjtl , l a  modélisation "f inale"  du terme B ij,z demande 

l a  détermination de l a  canstante CL . Celle-ci a é t é  obtenue par p lus ieurs  

chercheurs qui  ont essayé de re t rouver  cer ta ines  grandeurs turbulentes à p a r t i r  

de mesures f a i t e s  par  d 'autres  chercheurs. Les diverses valeurs de CZ proposées 

sont rappelées dans l e  tableau no 11.1. 

Tableau no II. 1 

Le dernier  terme de 1 ' équation de t ranspor t  1.3.1 .1 pour U* U' 1 1  e s t  

Auteurs 

LAUNDER e t  a l  /14/ 

LUMELEY e t  a l  / 16 /  

NAOT e t  a l  /17/ 

une conséquence de l a  nature non homogène du champ turbulent .  Rappelons 

l 'express ion de ce terme : 

- 
valeur de C 

0.4 

1.17 

0.31 



A grand nombre de Reynolds, V e s t  négligeable s i  

b ien que l 'express ion de s e  ramène à : 

U i k + i k  ] 1 1 3 . 2  

En principe l e  terme de pression devra i t  ê t r e  du même ordre  que l a  

cor ré la t ion  t r i p l e  121. Cela e s t  v r a i  s i  p e s t  d 'ordre PU' : en e f f e t ,  l e s  

3 
deux termes dans sont a lo r s  d 'ordre  U . 

Cependant, cer ta ines  expériences montrent qu'on peut négliger l e  

terme de pression 1181. Donc, l a  modélisation de Dij s e  ramène 2 c e l l e  

de l a  co r r i l a t i on  t r ipLe,  l aque l le  e s t  r ég ie ,  à grand nombre de Reynolds, par  

1 - 
l ' équa t ion  de t ranspor t  /IO/ : 



La corrélation d'ordre quatre U* Un U est exprimée par une loi normale : 
1 J% 

I 

et par conséquent, les termes (111)et(I~)peuvent être traités simultanément : 

- 

La corrélation vitesse-pression (V) peut être décomposée en un terme 

- 

linéaire par rapport au gradient de vitesse moyenne et un terme 

non linéaire de retour à l'isotropie 121, /7/ .  On néglige le premier 

4 H 
CHOU /19/ propose de négliger la convection (1) et la production (II). 

et on modélise le second en s ' inspirant de ce qui a été fait en II. 4.2.1. Il 

vient alors : 



L'indice n 1 sicnif iûnt "non linCaire". 

Soit finalement : 

- 
- a ukui 

11.4.3.7 

Cette formulation est souvent délaissée au profil d'une autre, de type 

gradient, c'est-à-dire : 

où d1anr2s /IO/, /II/, 1141. 

La relation 11.4.3.8 a conduit à des résultats satisfaisants 1201. 

Cependant, on n'a pas encore dégagé suffisamment de supports physiques pouvant 

affirmer cette expression réduite. 

Dans le cas de couches de cisaillement où les tensions de Reynolds ne 

sont pas toutes calculées, on utilise une formulation du type gradient par 

analogie avec les termes de diffusion moléculaire, soit : 

11.4.3.8 

La modélisation du terme Ji i semble grossière, mais ceci n'est 
d 

pas très gênant puisque le rôle de ce terme n'est prépondérant qu'au voisinage 

d'une paroi. 



11.4.4.- M a d & . t h d o n  __-_______--_______--_- - - -___-- - - - - -  du t m e  de d i s ~ i p a t i o n  

En s e  basant sur  l e  caractère  isot rope des s t ruc tures  d i ss ipa t ives  

à grand nombre de Reynolds de turbulence, ROTTA / 9 /  a suggéré de modéliser 

ce terme à l ' a i d e  de l a  formule : 

qui a é t é  u t i l i s é e  avec succés par HANJALIC e t  ai / I O / .  

11.5 .  - MODELE GLOBAL RESULTANT 

A l a  lumière de ce qui  a é t é  développé ci-dessus, nous obtenons 

l 'équat ion de t ranspor t  des tensions . . de Reynolds : 

M. I j,2 ayant llexlx-ession 11.4.2.2.6. 



Enfin, nous renvoyons l e  l e c t eu r  désireux d 'obtenir  des précis ions  

à l a  référence 171 pour vo i r  l a  façon dont on transforme l e s  équations 11.4.2.2.6 

e t  11.5.1 en coordonnées cylindriques,  équations que nous avons é c r i t e s  en 11.3.2. 

1 1 . 6 .  - MODELISATION DE L ' EQUATION DE TRANSPORT POUR k 

L ' équation de t ranspor t  de k - 1  - - uf s ' o b t i e n t  en f a i s an t  
1 - - 

l a  somme des équations de t ransnor t  de ~i~ , v2 et w2 & r i t e s  en II. 3.2 : 



Rappelons que tou te  r é p é t i t i o n  d ' indices  s i g n i f i e  sommation sur  ces  

indices (convention d l ~ i n s t e i n ) .  

On peut é c r i r e  encore c e t t e  équation sous l a  forme (vo i r  Annexe ~ 2 ) .  

1 k= convection de k üûe à i l é codemen t  moyen 

II k= dif fus ion visqueuse de k 
II ,= dif fus ion turbulente  

gk= production : transformation de l ' éne rg i e  c inét ique moyenne en 

énergie c inét ique tu rbu len te  - 
Y k = diss ipa t ion  visqueuse. 



Les termes Ik e t  Ek n'ont pas 2 ê t r e  modélisés. 

Le terme e s t  modélisé par  analogie avec l e  terme 1 k. Donc : 

où o k  e s t  analogue aunonbre  d e P r a n d t l p o u r  k .  
Le terme de production mk s ' é c r i t ,  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i on  générale 

lI .3.1.2.3,  sous l a  forme : 

\ 

En supposant que l a  d i s s ipa t ion  de l ' éne rg i e  cinétique turbulente  s e  

produit  principalement dans l e s  p e t i t e s  s t ruc tures  turbulentes qu i ,  outre  ce l a ,  

sont supposées isotropes localement, on a : 

où e s t  une échelle de longueur ca rac té r i s t ique  des grosses s t ruc tures  

e t  Cd une constante ( cd = 0 . 0 9 ) .  

S i  ces di f férentes  hypothèses sont subst i tuées  dans l 'équat ion 11.6.1.2, 

nous obtenons : 

-, --9 9 
avec Ps =gradU g2Sij 



71.7. - MODELlSATlON DE L ' EQUATT ON DE . TRANSPORT - POUR -- 

L'équation exacte du taux de dissipation & , lequel est égal à 

l'opposé du terme V de l'équation de transport de k , a été formulée par 

HARLOW et NAKAYAMA /21/ 3 RODI /22/ Y /23/ et J. OLIVER 1581. 

On obtient cette équation en différentiant l'équation de quantité 

de mouvement pour U; par rap~ort à X i en multipliant par la quantité 
I J 

2 9. a et en moyennant. Tous calculs faits, on obtient : 
axi 

' D E  - . .  - - P A &  
Dt1 1 II 

On retrouve les termes de convection (1), de diffusion visqueuse (II), 



de diffusion tumbulent (III), de production (IV), de dissipation (v) plus 

un terme supplémentaire de production. 

I et Les termes 1 restent inchangés. 

Le terme est mod6lisé comme pour l'énergie cinétique turbulente, 

soit : 

ou 0, est un coefficient analogue à un nombre de Prandtl pour la dissipation 

vis queuse. 

Le terme m est aussi mdélis6 de la même façon que pour k : 

Quant au terme supplémentaire , RODI (1971) / 2 3 /  a montré qu'on 

peut le traiter sirnultanSrnent avec le terme V, qui représente la décroissance 

du t a u  de dissipation sous l'action de la viscosité. On a alors : 

De 1% l'équation : 



avec 

sont des constanes à grands nombres de Reynolds. 

7 7 . 6 .  - REVUE DES EQUATZUNS ELLZPTl()UES MUDELISEES 

NOUS pouvons noter que l e s  équations en 11.3.1, 11.5, 11.6 e t  11.7 

peuvent ê t r e  mises sous l a  forme commune suivante : 

Le passage du cas axisymétrique au cas ca r tés ien  s e  f a i t  en remplaçant 

3 - par 3 3 3 
3 x 3 z  

par - e t  en posant r = 1 . 
3 r 3Y 



Le tableau 11.2 résume c e t t e  p a r t i e  concernant l e s  modèles éventuels 

que nous serons amenés à u t i l i s e r  dans l a  p a r t i e  consacrée à l a  résolut ion 

numérique de j e t s  tournants.  

Tableau no II .2 

conservation de 

Masse 

Composante rad ia le  de l a  

quanti té de mouvement 

Composante t angent ie l l e  

de l a  quant i té  de mouvement 

Composante ax i a l e  de l a  

quant i té  de mouvement 

~ n e r g i e  cinétique turbulente  

Taux de d i ss ipa t ion  

2 

1 0 0 

V 

k Y P -E t s  

- 

Ve 

_ _ 2 1  _.- a(rk)-2ve- U -P.,$ 1 3  + -  \F 
3 r 3  rt r 

-- UV + V 3 (we) r T a . 3  



CHAPITRE I I I  

P R O C E D U R E S  DE R E S O L U T I O N  NUMERIQUE 

D E S  P R O B L E M E S  DE C I S A I L L E M E N T  S I M P L E  

7 1 7 . 1 . -  C A L C U L  N U M E R I Q U E  EN MECANIQUE D E S  F L U I D E S  

Les méthodes analytiques ne permettent la résolution des équations 

de Navier-Stokes que dans de rares cas, tous limités au régime laminaire. 

Traditionnellement la Mécanique des fluides puise ses fondements à 

la fois dans l'expérience et la théorie. Mais, depuis plusieurs années, un 

troisième axe de recherche est né grâce aux progrès accomplis dans le domaine 

de la technologie des ordinateurs qui ont commencé à permettre d'utiliser les 

algorithmes complexes, d1am6liorer les insuffisances des méthodes analytiques 

et d'ouvrir la voie à ce qu'on appelle maintenant couramment "l'expérience 

numérique " . 
Cette voie est devenue nécessaire, sinon indispensable pour tester 

certains modèles provenant de la théorie ou de l'expérience et pour prédéterminer 

les écoulements qui sont soit très difficiles,soit très onéreux à réaliser expé- 

rimentalement. 

La voie numérique présente un caractère expérimental pour deux 

raisons essentielles : 

- les équations sont non linéaires ce qui implique que l'existence 

et l'unicité de la solution ne sont toujours pas démontrées, 

- on ne dipose pas d'une théorie permettant de bien cerner et maîtriser 
les méthodes numériques employées. 



Grâce à ce ca rac tè re  expérimental, l 'approche numérique a donné 

naissance à une multitude de méthodes. HA MINH 1241 propose une excel lente  

b ibl iographie  sur  de nombreuses méthodes r e l a t i v e  à des équations e l l i p t i ques .  

Quant aux méthodes r e l a t i v e s  aux équations paraboliques, on peut c i t e r  l e s  

ouvrages de PATANKAR e t  SPALDING 1251, de S.V. PATANKAR /26/ e t  de 

D.B. SPALDING 1271. 

Parmi l e s  nombreuses méthodes disponibles à l ' h eu re  a c tue l l e  pour 

t r a i t e r  l e s  écoillements turbulents  de c isa i l lement  simple,nous dist inguons 

c e l l e s  qui t r a i t e n t  l e s  équations in tégra les  e t  c e l l e s  qui  t r a i t e n t  l e s  équations 

l oca l e s .  

Cet te  méthode consis te  en l a  réso lu t ion  des équations i n t ég ra l e s  des 

quant i tés  de mouvement appelées équations de VON YflFdAN 1281. E l l e  n ' e s t  

appl icable  qu'aux écoulements de c isa i l lement ,  ce qui  n ' e s t  pas l e  cas des 

au t res  méthodes. 

11 1 . 7  .3 .  - Méthode  o on don de coutant- t~ataLionnel"  --------- .............................. 

Afin d ' év i t e r  des i t é r a t i o n s  sur  l a  pression,  on élimine c e t t e  grandeur 

en in t roduisant  une fonction de courant \k e t  l e  ro ta t ionne l  . Cette  méthode 

e s t  auss i  applicable pour certainsécoulements tridimensionnels moyennant quelques 

modificat ions,  mais dans ce cas  on v o i t  mal l ' i n t é r ê t  de c e t t e  formulation. Pour 

l e s  écoulements bidimensionnels, e l l e  permet une s impl i f ica t ion du nombre 

d'équations à résoudre. 

De plus,  comme l e s  équations sont e l l i p t i q u e s ,  l e s  condit ions aux 

l im i t e s  doivent ê t r e  spéc i f i ées  pour tou tes  l e s  var iables  e t  sur  t ou t e s  l e s  

f r on t i è r e s  du domaine de ca lcu l .  Ce dernier  po in t  cons t i tue  l ' u n  des défauts 



majeurs de cette formulation notamment dans le cas des écoulements à frontières 

libres (sillages, jets, . . . )  à cause des cdriaitions aux limites pour a qui 

sont difficiles à spécifier. 

11 1.7 .4. - Mé;thode d u  v a l u m u  &Lnin .................... ---- 

Cette méthode a été développée par PATANKAR et SPALDING 1251. C'est 

une formulation dite en U , V W , P , donc proche de la description 

physique du problème étudié et par conséquent l'interprétation des résultats 

devient plus aisée. Grâce à ses propriétés paraboliques en ce qui concerne les 

cas de cisaillement simple, elle a été largement utilisée par de nombreux 

chercheurs : JONES et LAUNDER (1972), KOLLMANN et VANDROMME (1979), CLER et 

BUIKHAC ( 1979 ) , J .M. GALMES ( 198 1 ) , HOUDEVILLE R . et TULAPURKARA ( 198 1 ) , 

COUSTOLS E. (1983). 

1 2 1 . 2 .  - PROCEDURES MISES EN OEUVRE POUR LA RESOLUTION DES EWATlONS 

Au début de notre recherche nous avons mis en oeuvre une méthode qui 

s'inspire des travaux de GOSSMAN et al 1291. Afin de tester cette méthode nous 

l'avons appliqué au cas de l'écoulement radial laminaire entre deux disques. 

C'est ce que nous allons exposer à présent. 

Etant donnée la symétrie radiale du problème les équations de 

Navier-Stokes sont formulées en coordonnées cylindriques ( r , 8 , 1. Les 

équations de continuité et de quantité de mouvement pour un fluide newtonien 

incompress~ble, sans forces extérieures peuvent s'écrire. 



La fonct ion de courant $' e t  l e  r o t a t i o n n e l  sont  d é f i n i s  par  : 

Nous in t roduisons  l e s  v a r i a b l e s  adimensionnalis6es su ivantes  : 

En t enan t  compte des r e l a t i o n s  III. 2.1.1.6, on a : 



On en déduit les relations adimensionnelles suivantes en supprimant 

l'accent circonflexe pour simplifier l'écriture : 

Les équations adimensionnelles de Navier-Stokes s'écrivent alors : 

1 [Av - Y) 
r2 

111.2.1.1.11 
Re 



1 1 7 . 2 . 7 . 7 . 7 . -  Eyua-CLon _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - _ _  de La d o n d o n  _ _ _ _ _ - _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  de counant 

D'après III.2.1.1.8.c, on a : 

On ob t ien t  l ' équa t ion  du tourb i l lon  en éliminant l a  press ion en t r e  

111.2.1.1.10 e t  111.2.1.1.12. Tout c a l c u l  f a i t ,  on trouve : 

1 1 1 . 2 . 1 . 1 . 3 . -  E q d o n  - __----------_- de V 

S i  l ' o n  i n t rodu i t  l e s  r e l a t i ons  111.2.1.1.8 a-b dans l ' équa t ion  

111.2.1.1.11, que l ' o n  mul t ip l i e  par rt , on trouve : 



Les équations 111.2.1.1.13 à 15 peuvent s e  mettre sous l a  forme 

suivante : 

n où l a  grandeur peut ê t r e  égale à , - , rxv , . . . r 

Les coef f ic ien t s  a$, , b+ , C+ e t  d+ sont données dans l e  tableau III. 1 

Tableau III. 1 



lt1.2.1.2. I~ - l?GW-at io~_~-eqMc-O 9 

Nous dispos6ns d t  6q-f ion a& dérides 

r l l ipt iques.  En conséquence, des conditions aux l imites  doivent ê t r e  spécifi8ea 

5 l a  fo i s  par tputes l.ekviable< et sur toute8 les h 9 n t i h e  3u dcmaine de 
, - - . r  

> 8 i-4 ' 

calcul ( Fig . IIL I).Pc &iGiy:a *fa&i&itiaiiaef l e s  variah1 as  daae l e  champ. 
. * :" , 

. Noiu LU transformer ces Bqmtions en des équations al 

peuvent ê t r e  rgso~ues  par une mgthode i té ra t ive .  
A , -  , 

ta technique de discrét isat ion que nous avoru 'adoptg consiste a 
" ,  . 

-Snt6grer hl kquation locale! II 

rltn point murant 

. - 



L'intégration de l'équation 111.2.1.1.16 sur le domaine ci-dessus 

nous permet d'obtenir l'équation algébrique aux différences finies suivante : 

avec 

Les coefficients AI , BI ( 1 ,E,W, N ,S ) et Vp s'écrivent : 



Le d é t a i l  de l a  p a r t i e  algébrique de c e t t e  technique e s t  développé 

dans l 'annexe A3  . 



111.2.7.3. - REsaLu;CLan ----------------- n u t n é ~ q g g  

La formule III. 2.1.2.1 e s t  é c r i t e  sous une t e l l e  forme a f i n  de f a c i l i t e r  

son analyse du point de vue s t a b i l i t é ,  mais pour que s a  programmation s o i t  f a c i l e ,  

nous l ' éc r ivons  sous l a  forme suivante /29/: 

avec 

C e  sont  l e s  r e l a t i ons  111.2.1.3.2.3.4 que nous avons programmées dans 

notre cas t e s t .  

Pour plus de d é t a i l ,  on s e  repor tera  à l 'annexe A 3  ... (organigramme, 

coef f ic ien t s  A\ e t  B' 3 ...). i 



1 1 7 . 2 . 1 . 4 . -  CancliLiam ...................... aux fimiku 

Des conditions sur  l a  v i t esse  : 

on déduit c e l l e s  pour l a  fonction de courant e t  l e  rota t ionnel  : 

3n - Re ,vu pour z = 
r 

h 
--- 

7 1 1 . 2 . 1 . 5 . -  Candb%am .................... ~ ~ ~ e b  

Les var iables  e t  A sont i n i t i a l i s é e s  par in tégra t ion  e t  

dérivation du p r o f i l  des v i t esses  cho i s i ,  à savoir  un p r o f i l  en forme de chapeau, 

avèc conditions aux l im i t e s  aux parois .  Quant à l a  v i t e s se  t angent ie l l e ,  e l l e  

e s t  i n i t i a l i s é e  par l e  p r o f i l  suivant : 



Cette procédure de résolution développée par PATANKAR et al /2T/ 
l 

s'applique à un ensemble d'équations de transport du type parabolique dans 

l'espace et couplées avec l'équation de continuité. 

Cette méthode permet de déterminer l'évolution d'une couche limite 

dynamique, thermique ou massique. 

Notons que plusieurs caractéristiques de cette méthode telles que 

l'introduction d'une fonction de courant comme variable transversale et pour 

satisfaire l'équation de continuité, les points de glissements et le traitement 

des termes sources ont été abandonnges. C'est donc une autre version diff6rente 

de celle utilisée par VANDROMME 1301, GALMES /31/, gui sera proposée au chapitre 

. suivant et qui constitue pour nous une source de résultat formant l'essentiel 

1 -  de notre contribution au problème. 



CHAPITRE IV 

APPLTCATION DE LA METHODE D E S  VOLUMES F I N I S  

AUX CALCULS D E S  J E T S  TOUR,VANTS TURBULENTS 

TV.1. -  MUDELES D E  TURBULENCE ENVlSAGEES 

Nous nous proposons de résoudre l e  problème de j e t s  en ro t a t i on ,  c e t t e  

dernière é tan t  indu i te  par un obstacle  tournant. Plus précisément, l e  j e t  e s t  

i s su  de l ' i n t e r s t i c e  en t re  deux disques coaxiaux, l ' u n  f i xe ,  l ' a u t r e  tournant 

à v i t e s se  constante ( f i g .  IV. 1 ) . 
Dans l e  cadre de l'approximation de couche l i m i t e ,  l e  système d'équations 

que nous a l lons  résoudre e s t  1321 : 



C'est  l e  système s impl i f i é  grâce à des considérations sur l e s  ordres 

de grandeur, obtenu à p a r t i r  des équations 11.3.1.2.1 e t  11.3.1.3.1, l 'équation 

ax ia le  II. 3.1.4.1 pouvant ê t r e  l a i s s é e  de côté .  - 
On remarque que l e  système ci-dessus e s t  ouvert car  l e s  tensions - - 

turbulentes  UW e t  VW sont pour l e  moment des inconnues supplémentaires. 

I l  importe a lo r s  de fermer ce système en introduisant  des modèles de turbulence 

qui permettent d'exprimer ces inconnues en surnombre à l ' a i d e  d 'échel les  caracté- 

r i s t i q u e s  du mouvement moyen, avec l ' a i d e  éventuelle d'équations de t ranspor t .  

C e  sont ces modèles que nous nous proposons d'examiner dans ce qui s u i t  : 

- 
Dans l e  cas général d'une tension Ui Uj 

quelconque, on peut f a i r e  

l 'hypothèse d'une v i s cos i t é  turbulente  par analogie avec l e s  mécanismes de 

di f fus ion moléculaire e t  exprimer c e t t e  tension à l ' a i d e  de la  formule 11.3.1.2-3 

Dans notre cas ,  on a : 

- 
-VW = lJ 3 V  

t 3 z  IV. 1.2.2 

Le modèle de longueur de mélange e s t  basé sur l 'hypothèse de Prandtl  
* 

/33/ e t  /34/. La v i s cos i t é  turbulente  e s t  exprimée sous l a  forme /28/ : 

IV. 1.2.3 

Dans l e  cas d'une couche l im i t e ,  l a  longueur IO e s t  une fonction 

supposée universelle de l a  d is tance à l a  paro i  e t  de l ' épa i sseur  6 de couche 



l imi te .  Pour un écoulement de cisai l lement l i b r e  ( j e t ,  s i l l a g e )  , ion ' e s t  fonction 

que de l ' épa i sseur  6 du j e t  ou du s i l l age .  

Pour l e  j e t  dans l a  zone d ' équ i l ib re ,  on reconduit l a  formulation 

exprimée dans l e  cas d'un s i l l a g e  l o i n t a i n  161. 

Dans l e  cas de l a  couche l im i t e  sur  plaque plane on o : 

I V .  1.2.5 

où X r 0 41 e s t  l a  constante de KARMAN. 

La r e l a t i on  IV.1.2.5 n ' e s t  qu'un regroupement des deux comportements ,- 

asymptotiques déterminés par expérience : 

1-0.41 O' 6 dans l a  région logarithmique 

I - 0.0858 
0- 

dans l a  région d é f i c i t a i r e .  

Le modèle de longueur de mélange n ' e s t  pas adapté à l ' é t ude  du s i l l a g e  

proche 161 e t  de l a  zone près de l a  s o r t i e  du j e t  dans notre  cas.  Mais, il peut 

ê t r e  employé pour l ' é t u d e  des zones lo in ta ines  du j e t  (zones d ' équ i l i b r e ) .  Toute- 

f o i s ,  c e  modèleen1est valable que lorsque l e  nombre de Reynolds de l a  turbulence 

kL 
e s t  grand ( e f f e t s  négligeables de V sur  l a  turbulence).  

v € 
Par contre quand ce nombre e s t  f a ib l e ,  l a  v i s cos i t é  du f l u ide  devient c ap i t a l e .  

C 'es t  l e  cas pour une couche l i m i t e  tou t  près dq l a  paroi  ou pour l e s  régions 

cen t ra les  d'un j e t  peu après l 'émission e t  d'un s i l l a g e  débutant. On modifie donc 



03 7 est l e  frottement total  : riam+ 

0 
< \ ( _ - I n  

.a 

% :y. , . $?-fi; ,G,".r, J. Ce @ ~ @ c  *. l 
es t  surtout - . . I int6ressant par sa siniplici 

qu'il a &te largement uti l is6.  

Les inconv6nients sont les suivants : 

L'échelle de longueur 1 O doit être ~ p é c i i i 6 e  pour chaque proBl.b, 

nais pour des écoulements complexes, cette prescriptioq devient conpliquée voire 
* Xi% ii&$ 
!f &ae, 

s'imndent et vice-versa. Cette coniéquenoe qui provient be l'epplication Ba ce 



I V .  1 . 3 .  - ModZe _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  à deux  é q d o n h  ___________________----------------- d e  Zkanhpoht pouk k et E 

Le modèle k - E a é t é  élaboré e t  développé par LAUNDER e t  JONES 

(1972). 11 détermine l 'express ion de l a  v i s cos i t é  turbulente  à p a r t i r  de l a  

r e l a t i o n  suivante/35/ : 

avec 

I V .  1.3.1 

énergie cinétique turbulente  

taux de d i ss ipa t ion  de k 
r2 

constante qu'on détermine 

expérimentalement 

- - 
On voi t  a l o r s  que l e  ca lcu l  des tensions UW e t  VW demande 

l a  connaissance de k e t E .  

L'énergie cinétique turbulente e s t  calculée en couche de c isa i l lement  

à l ' a i d e  de l 'équat ion de t ranspor t  11.6.3 dans l aque l le  ce r ta ins  termes sont  

l a i s s é s  de côté en tenant compte des hypothèses de couche l im i t e .  

IV. 1.3.2 

Le taux de d i ss ipa t ion  e s t  l u i  au s s i  dé teminer  par son équation de t ranspor t  

qui s ' é c r i t  en couche c i s a i l l é e  (vo i r  équation 11.7.2.1) : 



IV. 1 . 3 . 3  

nombre de Reynolds turbulent  e t  qui prend en compte l e s  e f f e t s  de f a ib l e  nombre 

avec 

de Reynolds dans l a  région de s o r t i e  du j e t  ou du proche s i l l age .  

- 

Comme on l e  constate,  l e s  constantes C El e t  CE peuvent prendre 

plus ieurs  valeurs.  Ceci implique que O& 
doi t  ê t r e  a ju s t é  en fonction de 

P s , g r a d ~ ~ 2 f  
S é t an t  l e  tenseur moyen de déformation 

Ok =l* 
nombres analogues aux nombres de Prandtl  

- 1.3 
OC - 

ces constantes de t e l l e  so r t e  que l ' équa t ion  de & v é r i f i e  en région loga- 

rithmique l a  condit ion /2/  : 

IV. 1.3.4 

Ce modèle permet de prendre en compte l e  t ranspor t  de l a  turbulence. Le modèle 

é t a b l i  pour de grands nombres de Reynolds e s t  supposé valable aus s i  b ien pour une 

couche l im i t e ,  que pour un j e t  turbulent  ou wi s i l l age .  



Les e f f e t s  de proximité de paroi  où lesnombres de Reynolds sont f a ib l e s ,  1 
1 

qui ne nous in téressent  pas directement i c i ,  seront é tudiés  aux paragraphes I 
1 

concernant l e s  conditions i n i t i a l e s  e t  à l ' en t r ée .  

La formulation de l a  v i scos i té  turbulente sous l a  forme 11.3.1.2.3 

implique @'il y a annulation simultanée du gradient de v i tesse  e t  de l a  tension 

de Reynolds. O r  comme on l ' a  déjà  s ignalé ,  ce  r é s u l t a t  e s t  en défaut dans ce r t a in s  1 
cas. Donc on peut,  conclure que ce r ta ins  phénomènes ne peuvent pas ê t r e  correcte-  1 
ment représentés par  ce modèle. 1 

Bien que ce modèle n ' a i t  pas é t é  u t i l i s é ,  nous a l lons  l e  décr i re  

brièvement. Il possède bien entendu tous l e s  avantages du rnadèle k- & . De plus ,  1 
il permet d 'apporter  un remède au défaut de l a  formulation de v i scos i té  turbulente  1 

s ignalé  ci-dessus. ~éanmoins,  ce modèle présente un inconvénient notable en ce 

qui concerne l a  résolut ion numérique. C e  défaut previent  du f a i t  q u ' i l  e s t  - - 
nécessaire d ' in t roduire  l e s  tensions de Reynolds U W  e t  V W  dans l e s  

équations de quant i té  de mouvement IV.1.1.2 e t  IV.1.1.3. 

Il en r é su l t e  que ces équations perdent a l o r s  l eu r  caractère  parabolique, 

ce  qui rend dé l i ca t  l ' u t i l i s a t i o n  de méthodes numériques fondées précisément 

sur  ce caractère  parabolique. 

1V.2.- CHOIX DU DOMAINE DE CALCUL ET DES CONDZTIONS AUX LIMITES 

Tous l e s  écoulements subsoniques sont t e l s  que toute  perturbation des 

propr ié tés  en un point  provoque des changements en t o u t  point du domaine où 

s 'ef fectue  l'écoulement. Ceci provient de ce que l e s  équations qui régissent  



l 'écoulement sont e l l i p t i ques .  Mais, il y a des circonstances où, grâce à des 

s impl i f icat ions  concernant notamment l e s  mécanismes de convection, de di f fus ion 

e t  de pression,  l e s  équations de première approximation qui l e s  décrivent sont 

de nature paraboliques. En e f f e t ,  dans ces écoulements l e s  perturbations sont  

véhiculées par l e  mouvement moyen selon une d i rec t ion  pr iv i lég iée ,  r ad i a l e  dans . 
notre  cas.  Ce f a i t  impose de f i xe r  des conditions spa t i a l e s  i n i t i a l e s  pour tou tes  

l e s  var iables  U , V , k , & , ... dans une s t a t i o n  mon t  à p a r t i r  de . 
l aque l le  se  fera  l e  calcul .  De plus,  il nous faut  p r e sc r i r e  des conditions su r  

l e s  f ron t iè res  extérieures pour ces mêmes var iables .  

1 V . 2 . 1 . -  €ondi;tionh à L1eM;ttLée ..................... 

Comme nous ne disposons pas de conditions à l ' en t r ée  du f a i t  que l e s  

r é s u l t a t s  expérimentaux connus /32/ concernent l e  j e t  l o in t a in  ( r 3 80 h )  , 
nous avions l e  choix entre  adopter des p r o f i l s  de v i t e s se  approximatifs ou 

démarrer l e s  calculs  en t re  l e s  disques pour obtenir  des conditions correctes  

à 1' entrée  du domaine de ca lcu l .  C ' e s t  c e t t e  dernière option que nous avons 

chois ie .  

I l V . 2 . 7 . 1 . -  C d c d  de llEcouRement entiLe lu denx c ü ~ y u u  ......................................... --- 

Du f a i t  que l e s  f ron t i è r e s  in fé r ieure  e t  supérieure sont  des parois ,  

il e s t  nécessaire de t e n i r  compte des e f f e t s  de f a i b l e  nombre de Reynolds e t  
,. 

des modifications dûes à l ' an i so t rop ie .  

La modélisation à f a i b l e  nombre de Reynolds des équations de t ranspor t  - 
PO'= k e t  & a é t é  effectuée par J O N E S  e t  LAUNDER (1972) /35/. 

Nous nous sommes i n sp i r é  des travaux de ces chercheurs /35/ pour l e  



choix du système à résoudre. Ce dernier  s ' é c r i t  : 

UJE +w& 
ST 3z 

avec O" '1. 

.  es constantes Uk , , CE, , CE e t  C g a r d e n t l e s  

mêmes valeurs que c e l l e s  données en I V . 1 . 3 .  
P 

On verra  plus  l o i n  comment l ' i n f l uence  du nombre de Reynolds e s t  

in t rodui te  au moyen de deux fonctions : 



f = exp 
P (.2.5/[1. + k)) 50 

e s t  l e  nombre de Reynolds de l a  turbulence. 

Un terme supplémentaire par rapport aiuc équations IV.I.3.2 e t  IV.1.3.3 

apparaî t  dans chacune des équations pour k e t  E 

3 k1'2 )' - l e  terne  2 lJ (s3z a é t é  ra jou té  pour retrouver 

l e  comportement parabolique de K au voisinage d'une paroi .  Dans l 'éguat ion 

IV.2.1.1.1.4, l a  d i s s ipa t ion  e s t  représentée par  l e  terme.&+ 

e t  non plus par l e  seu l  terme de l 'équat ion IV.1.3.2. 

En f a i t  l e  terme (a) a é t é  in t rodui t  a f i n  que l e  t e r m e c  f c2 
E2 2 . 7 7  

m \ 
ne devienne i n f i n i  au  voisinage de l a  paroi .  En e f f e t ,  à ce t  endroi t ,  on a 

l a  dernière  r e l a t i on  indique que l e  taux de d i ss ipa t ion  n ' e s t  pas nul  à l a  paroi .  

Donc, on peut poser : 

. I L  

- l e t e r m e  L V Y  ( - "  1 t Jz2 e s t  in t rodui t  empiriquement a f i n  

de retrouver l e  niveau maximum de k pour ~+=20 .  
L a  v i scos i té  turbulente "t n ' e s t  p lus  calculée à p a r t i r  de l a  

r e l a t i on  IV.1.3.1,relation é t a b l i e  dans l e s  régions où l a  convection e t  l a  diffu- - - 
s ion des contraintes de Reynolds UW e t  VW sont négligeables e t  02 



il y a équ i l ib re  en t r e  production e t  des t ruct ion.  En f a i t ,  on pondère c e t t e  

expression par  une fonction de v i s cos i t é  empirique f qu'on optimise nmé- 
l-' 

r i  quement. On _pose : 

Notons qu'à mesure qu'on s 'é loigne de l a  paroi ,  l e s  fonctions de 

correction f e t  f augmentent comme Ci 
Ret or  ces fonctions ayant été 

in t rodui tes  uniquement pour un trai tement de paroi ,  on l e s  bloque a lo r s  à l e u r  

valeur maximum (théoriquement 1) car  l a  décroissance de Re à 1' exté r ieur  de 

l a  couche l i m i t e  provoquerait auss i  l e u r  diminution. 

Nous avons chois i  de l e s  é c r i r e  en r = 20 h . 

- P r o f i l  de v i tesse  r ad i a l e  

Le p r o f i l  des v i t esses  e s t  obtenu par  l a  méthode proposée par 

D.L. WHITFIELD 1371. Il s ' a g i t  d'une représentation analytique de couche l i m i t e  

turbulente.  

Les var iables  e t  l e s  paramètres u t i l i s é s  sont : 



Re, = 9.u e 
3 

L'expression des profils est une combinaison linéaire de deux fonctions 

trigonométriques qui &pendent des paramètres z+, z- 
8 

, C f  , le paramètre 

de forme H et de Re,. 
+ + .uC= Ui + u, La solution générale est . 

Dans la région interne, on a une solution de la forme : 

Cette expression permet de décrire à la fois la sous-couche visqueuse, 

la région tampon et la région logarithmique. 

Contrairement à la solution UT qui a un fondement théorique, la 

solution dans la région externe est fondée sur 11exp6rience. 

D'après l'équation TV.2.1.1.2.2on remarque qu'on a 

+ 
et comme U doit tendre vers à l'extérieur de la couche 

limite, on a : 



2- ao (ex té r ieur  de l a  couche l i m i t e ) .  

Par a i l l e u r s ,  puisque l 'express ion IV.2.1.1.2.2 donne d 'excel lents  

+ 
r é s u l t a t s  au voisinage de l a  paroi ,  l a  solut ion U doi t  tendre  vers 0 c o r n  

. Par conséquent, on adopte l a  forme suivante : 

où G e s t  une fonction ma ly t i que  qui  dépend des paramètres Cf , H etRe 8 
e t  qui v é r i f i e  : 

G (  ao ) -1 

Une formulation de l a  fonction G e s t  / 37 / : 

où a e t  b sont des paramètres fonctions de 
cf 

H e t  Ree. 
Donc l a  formulation f i n a l e  de l a  solut ion globale e s t  : 



Les coef f ic ien t s  a e t  b sont déterminés par expérience en étudiant  l a  

U z - 5 .  z - 2  e t - -  d i s t r i bu t i on  de - en deux points  par exemple - - 
ue 8 8 

Nous donnons dans l e  tableau I V . l  l a  procédure permettant de déterminer 

l e s  p ro f i l s  radiaux. 

- Pro f i l  de l a  v i t e s se  or thoradia le  

Nous avons donné un p r o f i l  l i n é a i r e  en Z vé r i f i an t  l e s  conditions 

d'adhérence sur  l e s  parois.  Ce p r o f i l  pêche par s a  s impl ic i t é ,  mais nous avons 

pensé q u ' i l  e s t  i n u t i l e  de chercher un p r o f i l  compliqué qui r i sque ra i t  de provo- 

quer des d i f f i c u l t é s  de démarrage de 1a.procédure . . 

- Pro f i l  de l a  v i t e s se  ax i a l e  

On peut l ' o b t e n i r  à p a r t i r  de l ' équat ion de cont inui té  
- 

aru  + ' = O . Mais l a  dérivée de u suivant r n ' e s t  

3 r Jz 
pas connue. On es t  donc amené à formuler d i f fé ren tes  hypothèses pour s ' a f f ranch i r  

de c e t  obstacle .  : 

- Comme W es t  p e t i t ,  on peut prendre w = o  . 

- On peut adopter une hypothèse de s imil i tude qui  s t i pu l e  que l e s  p r o f i l s  de U 
sont semblables suivant l a  d i rec t ion  rad ia le .  U é t an t  l a  v i t e s se  maximale m 
sur l ' a x e ,  fonction de r , on pose : 



TABLEAU IV. 1 

Pas 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Calcul 

On se donne H e "  u .@ -8 
Ree= L et ue 

v 

On ca lcu le  - U [ 2 )  ;1.723(1. + E) e x p  ( - 0 . 6 ~ )  
Ue 

On calcule  - U ( 5 )  4 . 8 7  +0.08 exp ( - 2 - 6 ( ~ ~  95r) 
Ue 

U 0.1 Re 
c c  G ( 2 ) :  -(~)--J--A~C~~(~-Q)/(I. - 

Ue .O9 Ue " 1 0.18Ue 

On ca lcu le  G ( 5 ) =  L ( 5 )  1 Arctg( . - 
Ue .O9 " 1 0.18Uè 

L" T~-'[GW j On calcule  b - - 
T h W ( 5  1 1 5 

on calcule  a - - ~ h - '  [ ~ " j  2 lj/2b 

on calcule  U+ - A r c t g ( O . O 9 ~ + ) + ( ~ ~ - - i - ) ~ h ~ a ( ~ )  - 
0.09 0.08 

b, 



a U ( ) = O  
3r Urn 

e t  à l ' a i d e  de l ' équa t ion  de con t inu i té ,  on ob t i en t  : 

r=20 à l f a i a e d e s  On calcule  donc l a  d i s t r i bu t i on  W ( f  ) en t 
I I  

p r o f i l s  U (2) Um[ r ) e t  de l a  condit ion sur  l e s  parois  W = 0 . 

- P r o f i l s  de k Y & .  , uw e t  V W :  

Les p r o f i l s  i n i t i a u x  de ces grandeurs turbulentes  sont  déterminées à 
J1 

p a r t i r  du p r o f i l  des v i t e s s e s  de manière classiquei On ob t i en t  : 
, 



* 
avec 

Dans l e  cas du modèle k- & , il fau t  se  donner l e s  valeurs de 

e t  Ee aux f ron t iè res  extér ieures  de l a  couche l imi te .  Nous avons adopté 

un taux de turbulence extér ieur  de l ' o r d r e  de 1 %. 

On a donc : 

avec 

u = 0.996 . 6 é tan t  l ' épa i sseur  de l a  couche l i m i t e  déf in ie  par - - Ue- 
Ces p r o f i l s  obtenus pour IL& Y U W  e t  VW sont évidemment 

approximatifs, mais l e u r  influence ne s e  f a i t  s e n t i r  a-ue sur  quelques pas de 

calculs  jusqu'à ce que l e s  p r o f i l s  cor rec t s  commencent à s ' é t a b l i r .  On pourra i t  

également s e  baser sur  des p r o f i l s  expérimentaux pour de t e l l e s  grandeurs mais 

dans notre  cas ,  l e s  informations expérimentales sont r a r e s  voire  absentes. 

7 V . 2 . 1 . 1 . 3 . -  Candi;tionn _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  aux &&eh 

Sur l a  paroi  supérieure, on impose des conditions d'adhérence : 



ce qui implique : 

Sur l a  paroi i n f é r i eu re ,  on impose l e s  conditions suivantes : 

Notons que l e  gradient  de pression a é t é  calculé  à l ' a i d e  de l a  formule 

de Bernoulli : 

Nous avons procédé au  calcul  de l'écoulement en t re  l e s  disques par  

l a  méthode des volumes f i n i s  (que nous a l lons  d é t a i l l e r  au paragraphe I V .  3 )  

grâce à un premier code que nous avons élaboré. 

Nous avons mené l a  résolut ion jusqulà l a  s o r t i e  s o i t  r = 15 cm e t  

nous avons stocké l e s  p r o f i l s  de v i tesses  e t  de tou tes  l e s  grandeurs turbulentes  

a f i n  q u ' i l s  puissent nous s e r v i r  comme p r o f i l s  i n i t i a u x  pour l e  second code 

élaboré pour l e  calcul  de jetstournants turbulents .  Ces p r o f i l s  i n i t i a u x  sont 

représentés s u r  l e s  f igures  IV. 3 à 6 .  



1 V .  2 . 3 .  - C a n ~ a n h  aux fimi;ta paun  lu iekb X a u n n d  ___--_____________--------------  -_-__-------- 

Comme l e s  f ron t iè res  du j e t  sont fonction de l a  dis tance rad ia le  

nous avons imposé l e s  conditions suivantes : . 
3rU , O 
3r condition homogène de Fourier  

où e s t  l a  f ron t iè re  du j e t .  

La r e l a t i on  IV.2.3.1 nous permet d 'obtenir  plusieurs conséquences. 

En e f f e t  : 

cte U 3 - condition compatible avec l ' évo lu t ion  

le r 
de u en - 1 

et "lé0 condition qui t i e n t  compte des e f f e t s  d'entrainement IV.2.3.3 

de l'atmosphère environnante. 

Les valeurs l im i t e s  des grandeurs turbulentes ne sont pas a r b i t r a i r e s  

lorsqu'on u t i l i s e  des équations de t ranspor t .  En e f f e t ,  l e s  formes l im i t e s  des 

équations pour k e t  E à l ' e x t é r i e u r  ( Z  =Ze ) s e  réduisent  au système 

d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  du premier ordre 1301, 1351 : 



Enfin, il r e s t e  à f i x e r  une condition pour l a  composante ve r t i c a l e  W .  
I c i ,  on e s t  confronté au problème de l oca l i s a t i on  de l a  surface où il faudrai t  

imposer c e t t e  condition : en s ' i n sp i r an t  du trai tement des s i l l a g e s  de plaque 

plane, on a posé : 

dans un plan = cf e , par exemple ce lu i  correspondant au plan médian des 

deux disques s i  on néglige l a  dissymétrie in t rodui te  par l e  mouvement du disque 

mobile . 

1 V .  3 .  - METHODE D E  R E S O L U T I O N  PAR VOLUMES F I N I S  

Le système d' équations obtenues é tan t  du type parabolique, nous avons 

cho is i  de l e  résoudre à l ' a i d e  d'une méthode qui s ' i n s p i r e  des travaux de 

PATANKAR e t  SPALDING 1251 e t  qui  e s t  largement u t i l i s é e  au DERAT-CERT 1381, /39/, 

1401 

L ' in té rê t  e s sen t i e l  de c e t t e  méthode rés ide  dans sa r ap id i t é  qu i  r é s u l t e  

de son caractère  non i t é r a t i f  e t  dans son un iversa l i t é  ca r  e l l e  permet de t r a i t e r  

simultanément l e s  équations de quant i té  de mouvement e t  des modèles de plus ieurs  

équations de t ranspor t .  

Les raisons qui nous ont guidé dans l e  choix de c e t t e  méthode s e  j u s t i -  

f i a n t  par l e s  raisons invoquées ci-dessus e t  par  ses  p r inc ipa les  ca rac té r i s t iques  

qui  sont : 

- Le schéma impl ic i te  de d i s c r é t i s a t i on  v é r i f i e  l e  caractère  conservatif  des 

équations du problème e t  il assure par  a i l l e u r s  une s t a b i l i t é  incondit ionnelle 

du ca lcu l .  



- L'utilisation d'un algorithme tridiagonal (algorithme de THOMAS) dont la mise 

1 en oeuvre peut se résumer à triangulation et une inversion d'une matrice 

bidiagonale . 
- La marche "pas à pas" de la méthode permet le calcul de l'écoulement de façon 

,. rapide tout en ne nécessitant que peu de place mémoire dans l'unité centrale 

de l'ordinateur. 

1  V .  3 . 1  . - P d n c i p e  d e  La muhode ...................... 

1 V . 3 . 7 . 7 . -  Idée  ----- dandamentaLe ......................... d e  l a  rnshade 

Partant de la forme générale des équations paraboliques de transport, 

nous obtiendrons, apr& quelques changements appropriés, une forme commune : 

où $ représente U , V  2 k , E , etc ... 
SIZ/ est le terme de source. En plus du terme de gradient de 

pression, il contient des termes de production-destruction des grandeurs turbu- 

lentes et les termes supplémentaires qui apparaissent à cause du système de 

coordonnées utilisé. 

L'équation de continuité, multipliée par $ , s'écrit : 

En faisant la somme des 2 équations IV.3.1.1.1 et IV.3.1.1.2, on 

obtient : 



Comme l'épaisseur du jet 6 augmente avec r , les frontières du 
domaine doivent être des fonctions croissantes de r (fig. 1v.2). On introduit 

une longueur de référence L ( r ) telle que L > 2 6 et la variable 

z . Ainsi, on se ramène $ un domaine rectangulaire ( r , r) ) . 
I 
L 
Nous nous sommes inspiré de l'expérience 132 / pour donner une évolution 

de L(r . NOUS avons ainsi adopté pour L ( r ) une variation linéaire 

(fig. IV.2). 

Avec le changement de variables : 

On obtient 

Les équations IV.2.1.1.1.1 et IV.3.1.1.4 s'écrivent : 



La méthode utilisée pour résoudre ce système consiste à l'intégrer 

. dans un volume élémentaire fini Dj (fig. 1v.5 ) .  

2 V . 3 . 7 . 3 . -  f f y p o t h è ~ e ~  - .......................... de mine en aeuvhe 

Avant de procéder à l'intégration de l'équation IV.3.1.2.6 dans le 

domaine Di , nous allons expliciter des hypothèses nécessaires à la discréti- 
J 

sation. 

1.   ou te fonction QI ( r ,3 ) est connue, en toute section r= ctÇ par ses 

valeurs aux points .3 j  . 
U 

2 .  @ ( , 9 ) est supposée varier par sauts suivant r . Entre f et 

rd on a @= grd à 3 constant pour que le schéma soit implicite 

afin d'assurer la stabilité pour Ar grand (fig. 1v.3 1. 



3. En t r e  deux noeuds consécu t i f s  en 3 ( r ,3 ) e s t  supposée v a r i e r  

l i néa i r emen t  en fonc t ion  de 3 ( f i g . I V . 4  ) 

4. ~ o r k  de l a  d i s c r é t i s a t i o n ,  c e r t a i n s  c o e f f i c i e n t s  s e ron t  p r i s  égaux aux va l eu r s  

d u p r i s e s  en r , d ' a u t r e s  sont  p r i s  égaux aux va l eu r s  p r i s e s  en r . Ceci e s t  

f a i t  uniquement p a r  souc i  de s i m p l i c i t é .  

5 .  Afin d ' a t t é n u e r  l e s  e f f e t s  de non l i n é a r i t é  du terme S g ,  on l e  décomposera 

de  l a  manière s u i v a n t e  : 



où D> e t  sont respectivement l a  p a r t i e  l i n é a i r e  e t  non l i n é a i r e  qu'on 

détermine à l a  pos i t i on  amont. 

pd e s t  l a  valeur de ,@ à l a  posi t ion aval .  

Cette décomposition exige que l e  coef f ic ien t  s o i t  t ou jows  

in fé r ieur  ou égal  à zéro comme l e  s ignale  PATANKAR S .V. / 2 6 / .  Par exemple, dans 

l 'équat ion or thoradia le  de quanti té de mouvement, l e  terme SB s ' é c r i t  : 

e t  l a  décomposition appropriée pourra i t  ê t r e  : 

Pour ob ten i r  l a  forme d i s c r é t i s ée  des équations de t ranspor t ,  il nous 

f au t  in tégre r  chaque terme de l a  forme générale IV.3.1.2.6 en tenant  compte des 

hypothèses exp l ic i t ées  ci-dessus. Ceci va f a i r e  l ' o b j e t  du paragraphe suivant.  

Avant de procéder à l a  d i s c r é t i s a t i on ,  nous a l lons  encore transformer 

l e s  équations IV.3.1.2.5-6. L a  ra ison de c e t t e  transformation s e r a  fournie dans 

l e s  paragraphes suivants.  
a 

En posant f$ = W - 9L U , on obt ient  pour l e s  équations IV. 3.1.2 



Cette t r a n s f o m t i o n  e s t  commode car  e l l e  va permettre de f a i r e  

apparaî t re  un nombre de Pecle t ,  nombre qui va nous guider dans l e  choix du 

schéma. 

Procédons à présent à l ' i n t é g r a t i o n  dans l e  domaine Dj quenous 

1 a l lons  rappeler a f i n  d 'y exp l i c i t e r  effectivement l ' i n t ég ra t i on .  

/ Domaine d9int6gration 

Volume de controle Dj 



a. l e r  terme de IV.3.1.4.2 

- 9j+1 Qj-1 avec Ar, =3+- 3- - 
9 

b. Second terme de IV.3.1.4.2 



C'est  à ce s tade q u ' i l  faut f a i r e  l e  choix d'un schéma de calcul .  

Différentes poss ib i l i t é s  se  présentent '  : 

- Schéma aux différences centrées (CDS) 

Ce schéma u t i l i s e  une interpolation l i n é a i r e  pour obtenir  l e s  va leurs  

de @ aux points s i t ués  sur l e s  faces du volume de contrôle. 

On a donc : 

Ce schéma donne d'excellents r é s u l t a t s  lorsque l e  nombre de Reynolds 

tfe maille (ou nombre de ~ e c l e t )  déf ini  par 

pe = WAz 

e s t  t e l  que 2 . Par contre,  il donne des r é s u l t a t s  non 

r é a l i s t e s  dans l e  cas cont ra i re  / 26 1. 

C'est  à cause de ce défaut du CDS que l e s  schémas aux différences 

décentrées ont p r i s  naissance. 

- Schéma aux différences décentrées (UDS) 

On u t i l i s e  l e s  interpolat ions  suivantes : 



SPALDING 1411 a montré que ce schéma permet d'obtenir des résultats 

excellents et interprétablesphysiquement lorsque 1 p e  l> 2 est c 'est pour 
cela qu' il le qualifie de "supérieur" au CDS, alors que pour ( p e  \< 2 . 
il n'est pas nécessaire de l'utiliser car d'une part, il donne des résultats 

moins bons par rapport au CDS et d'autre part, il fait intervenir des formules 

compliquées (1v.3.1.4.8.9). 

- Schéma hybride (HDS) 

Afin de réaliser un équilibre entre les schémas centré et décentré 

amont (upwind), SPALDING 1411 a proposé un schéma qui utilise les avantages 

qu'offrent ces deux schémas : 

Lorsque 1pe 1 < 2 . on utilise le CDS, alors que pour IPe1>2 
on utilise le UPS. 

La combinaison de ces deux schémas a donné naissance au schéma dit 

hybride. 

3ème terme de IV.3.1.4.2 



! Afin ds g ~ a l i a a  It *<nultbi, e 'cst4-dire;ut i l iau la IIDS, on - ,h#d 
nniltipiie les tnmes discrétisés de diffusion par l a  fonction / 26 /. 





à la position aval, et aj , bj Cj et d sont des coefficients 

/ entièrement connus car ils ne font intervenir que des valeurs de la position 

l amont. 

Les coefficients aj , bj y Cj et d sont : 



I V . 3 . 1 . 4 . 2 . -  Expheshion des coe6&ioient6 , 

Ici nous allons expliciter les expressions des coefficients a j  Y 

b C j et d dans le cas des deux schémas cités en IV. 3.1.4. 

- Schéma CDS 



U ' c'? U 
-6 + Cc. mv+- -+* 

l 

On remarque que 
U 

al a la même expression quelque 805% l e  s i p e  de [p.T.A+, ,.L:; 
l $;>!..$$; ;$ 

eion s'€ci.gS : t. ! + - , y  
7. w 

d%d+ &Y@ =.-p &P e a ,Io 

c 

1 Ï?.A~- J 
1 - Schéma UDS 

1 ; on regroupe ces axpJessions en qeuïe : 
5 

_ A(. 

*' !P - 

1  kg>(-^, ,g jj$~\r ' .Li.+u 

y $5 p:c - iL 
1 a i r - - ~ a r .  . , i ... 3 I Y . L d  4.<r T; CL:: 

'1 & C s b  

~"$4  



d u U, 
b - r .U*.An + 1 [E"+ 0)TAr - [.bu-L~o)~~~~q 
j -  J Tb J L J  

d u ' u  b - = r  .U-.A~+-&(O-F!)TA~ - LU . )FA~ :A~  
J J L J L J  

7 V .  3 . 1  . 4 . 3 .  - Revue _ _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _  d a  diadéneutta _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ _ - _ _ _ _ _  e~pheAhi0~~cl 

On a en dé f in i t i ve  l 'expression de l 'équat ion IV.3.1.4.14 dans l e  cas 

du schéma hybride : 



- O  UDS -y*l ou pg O J 
?;e3j 

:*%$Y 

u 4 ' -  d;' EAr =, 
O - [  t! t b q +  

*%;L ,'<, 

1 
" , ..y, 

U - di-l $ ' I *- .+ 

C-.  a -0 CDS :**ri ,L9 

- L&,"v- 1 &* @ 



Les coefficients aj  , bj , c j  et d j  sont: 

FAr .rnax(-F~,O.) + -7- O U DS 

aj' - u 
r*Ar . ( + F+U ) +- TAr c +  CDS 
2Ld 

+(-712*- 
[L) Av+ " 

- 
r.Ar . rnax [-  E" ,O.) + -- 0 .  UDS 
L" 

-.I U 
?Ar ( . + E  1 --. A c - )  CDS 
2L + 

- U 

tir (maxi 6; O ) + r n a x ~ E ,  UDS O) 

- U c A r  -1 C+ 
U C- ' d 2  (L) Av+ + -1 A v- 

UDS 

CDS , 



En f a i t ,  il ex i s t e  une r e l a t i o n  en t r e  l e s  coef f ic ien t s  â j  , bj e t  C j  , 
r e l a t i on  qui e s t  sur tout  exploi tée  en programmation. 

Démontrons c e t t e  r e l a t i on  pour l e s  schémas cen t ré  e t  décentré amont. 

Nous a l lons  avoir  besoin d ' u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  : 

u 
-max(%,O ) + E -.?IJDS 

-a- ..ce= 
J J  - U 

c A r (  c + +  c! 1 OF 1 d 2  CDS [L) hs' Ali- 

O r ,  d 'après l ' équat ion de con t inu i té ,  on a  : 

UDS 

CDS . 



d'où 

UDS 

On obtient donc la même équation pour les deux schémas. 

L'intégration de l'équation de continuité IV.3.1.2.5 est nécessaire 

pour calculer W sur la face aval du volume de contrôle.  équation discrétisée 

qui en résulte est : 



d'où 

IV.3.1.4.4.1 

Passons maintenant à l'évaluation de W au point P le plus proche 
de la paroi. 

Fig. IV.6. 





Donc 

I V  . 3 .  1  .S. - R a  _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  oluLion du 4 ystème _ _ _ _ _ _  parr _ _ _ _ _ _ _  L ' d g o h ü h e  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  de THOMAS 

I V .  3 . 7 . 5 . 1  . - Exphession _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ma~%iLe.Ue 

L'équation IV.3.1.4.1.1 peut s'écrire sous la forme matricielle 

suivante : 



Comme l a  matrice A e s t  t r id iagonale ,  l 'a lgori thme de GAUSS /43/, 

1441, 1451, peut S t r e  s impl i f ié .  

On peut ne mémoriser que l e s  3jm- 2 termes non n d s  Cie A 
dans t r o i s  vecteurs E , F , G ayant respectivement j m-1 , j m et j m-1 
composantes, p lu tô t  que de t r a i t e r  (ou mémoriser) tous l e s  éléments de l a  matrice - 
dont (jm)23jm + 2 sont nuls.  

l V . 3 . 1 . 5 . 2 . -  Mga&hme. -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - L - - - -  de THOMAS 1 4 5 1  1 4 6 1  

La r e l a t i on  IV.3.1.4.1.1 e s t  une r e l a t i on  en t r o i s  noeuds success i fs .  

Nous a l lons  chercher à l a  transformer en une r e l a t i on  de récurrence en deux noeuds 

success i fs .  

-Normalisons l a  première l i gne  du système ci-dessus : 



puis ,  réduisons l a  seconde en l u i  soustrayant C f o i s  l a  première : 
2 

On normalise l a  seconde l i gne ,  pu i s  on rédu i t  l a  troisième e t  s i  on 

r é i t è r e  l e  procédé pour l e s  j m l ignes  du système, on obt ient  l e  système à 

matrice bidiagonale un i ta i re  : 



En résumé, l'algorithme de Thomas emprunte les étapes suivantes : 

- Triangulation 



- Résolution du système à matrice bidiagonale 

A 

- Conditions aux l im i t e s  

La r e l a t i on  IV.3.1.5.1.8 é c r i t e  pour j = 1 donne : 

O r ,  6 = %mite e s t  connue; a l o r s  pour que l a  r e l a t i o n  IV.3.1.5.1.9 s o i t  

toujours vé r i f i é e ,  il s u f f i t  de prendre : 

d 
81 =@[i mite 

d 
Il  faut  connaître fljm polir pouvoir démarrer i e  ca icu l .  POLW ce la ,  

- . . 
écrivons IV.3. i .5.1.8 pour ] =J m . 

, donc il faut  prendre : 



(Y* -0 Ifi 

On caicule (Y, er; f l  r & p a r t i r  de IV.3.1.5.1.3 e t  5. 

- - - - - - - - -. - - - - 

4. Enfin, on calcule l e s  par valeurs décroissantes de j c'est-8-dire 

Dans ce parsgra~;,he, noty allons prgciaer certaines ét&~)e?ei qui nous on% 
' 

, , I 
apparues intbressantes . 

LO choix de. COOP~O#S~&S r , 3 = -& stAt a d o p t ~ ,  il 

convient de bien répartir $es pas en r) a f i n  d'obtenir une distr ibut ion sstis- 
. , , , 

faisante des points de calcul à t ravers  lqépa i s sew du j e t  ou d e ' l a  couche limite.  

Co- ~ ' B C O U L - ~  se  produit dans l e  domLine grBrsentant une distorsion 

(domaine niince) qui e s t  orthogonde à l a  direction moyenne de l a  vi tesse du je t ,  

il convient de concentrer suffisamment de points dans c e t t e  r6gion. 



Ainsi ,  dans l a  sect ion d ' en t rée ,  on f i x e  pour 3 une g r i l l e  en 

progression géométrique de ra ison q . Ce choix a é t é  u t i l i s é  avec succès 

au DERAT-CERT 1381, 1391, / h o / ,  e t  auss i  par GALMES /31/. 



On se  f i x e  un nombre de pas j m e t  on prend : 

.)(. ' é t an t  l a  hauteur de l a  p a r t i e  à mai l le r .  

La progression de l a  résolut ion dans l e  sens de l'écoulement pose 

l e  problème du choix du pas A r  : s i  ce pas e s t  t rop  grand l e  schéma diverge; 

s ' i l  e s t  t r op  p e t i t ,  l e  temps de ca lcu l  e t  donc son coût deviennent p roh ib i t i f s .  

Il ex i s t e  a lo rs  un compromis en t r e  ces deux extrêmes. Pour a r r i v e r  

effectivement à ce compromis, l e  pas do i t  ê t r e  de l ' o rd r e  de l ' épa i s s eu r  

de quant i té  de mouvement 9 ou de l ' o r d r e  d'une f r ac t i on  de l ' épa i sseur  du 

j e t  ou de l a  couche l im i t e  calculée  dans l e  pas précédent 1311. 

Quatre équations sont t r a i t é e s  : 

- quant i té  de mouvement rad ia le  

- quant i té  de mouvement or thoradia le  

- énergie c inét ique de turbulence 

- taux de d i ss ipa t ion  E .  

Cette équation s ' é c r i t  : 



On a donc : 

v" 1 3 P  , soit d'après IV.2.1.3.5. 

avec 
k2 
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E l l e  s'écrit : 
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Elle s'écrit : 

1 V. 5. - ORGANIGRAMME VU PROGRAMME 

Nous avons décrit dans les paragraphes prêcédents tous les éléments 

nécessaire à l'écriture d'un programme de calcul de jets tournants turbulents. 

Dans l'annexe A 4 , nous esquissons l'organigramme de ce Progrme. 



CHAPITRE V 

CUNFRUNTATlUN ENTRE LE CALCUL ET L'EXPERIENCE 

Dans ce chapi t re ,  nous a l lons  aborder l e s  comparaisons de nos 

calculs  e f fec tués  à l ' a i d e  du modèle k- E avec l e s  d i f f é r en t s  r é s u l t a t s  

expérimentaux disponibles.  Tout d'abord, nous nous sommes a t tachés  à t e s t e r  

nos codes, d'une pa r t  dans l e  cas d'un écoulement laminaire r a d i a l  en t re  

deux disques avec ou sans ro t a t i on ,  d ' au t re  pa r t  dans l e  cas d'un j e t  

laminaire sans ro ta t ion  même s i  l a  r é a l i s a t i on  de ce dernier  cas e s t  assez 

d i f f i c i l e  voire  impossible. Puis ,  nous nous sommes in té ressés  aux j e t s  

tournants turbulents  dont l ' é t ude  expérimentale a é t é  en t repr i se  par MUHE /32/. 

Nous tenons à p réc i s e r  que ce type de problème e s t  l ' u n  des p lus  

d i f f i c i l e  à explorer  t a n t  expérimentalement que numériquement. Plus ieurs  

chercheurs s 'accordent su r  l a  complexité du problème d'une turbulence en 

ro t a t i on ;  parmi ceux-ci, on peut c i t e r  R O D I  W.  1481, LAUNDER e t  MORSE /hg/ ,  

AUPOIX e t  COUSTEIX 1501 , GENCE e t  a l  /511/, COUSTEIX J. e t  AUPOIX B. /52/ ,  

BERTOGLIO J .P .  e t  a l .  1531. Par a i l l e u r s ,  s i  dans de t e l s  écoulements, l e s  

défauts du modèle k - E ont b ien entendu l e u r  importance, il f au t  t ou t e fo i s  

- s igna l e r  que l e s  conditions i n i t i a l e s  nécessaires au démarrage du calcul  

peuvent avoir  e l l e s  auss i  un e f f e t  important. Un début de so lu t ion  s e r a  

- évoqué au cours d'une discussion en f i n  de ce chapi t re .  



V. 7.7. - E6lije-t  d' wze t ~ a u o n  im la Xm b d e n c e  - ................................... 

Les études menées s u r  l a  ro ta t ion  sont malheureusement f o r t  r a res .  

Ces études ont simplement pour but  d'essayer d'expliquer e t  de comprendre 

1 ' act ion du cisail lement qui r é su l t e  de l a  superposit ion d'une déformation 

pure e t  d'une ro ta t ion .  CLER A .  /2/ suppose que l a  ro ta t ion  présen te ra i t  un 

e f f e t  inhibi teur  s u r  l e  t r a n s f e r t  de 1 'énergie des grosses s t ruc tures  vers 

l e s  p e t i t e s  s t ruc tures ,  ce qui  rend caduque l 'hypothèse d 'échel le  unique. 

L'équation classique du taux de d i ss ipa t ion  ne f a i t  aucune di f férence 

en t re  de t e l s  écoulements e t  ceux r e l a t i f s  à l a  turbulence homogène isot rope.  

Selon l e s  chercheurs c i t é s  p lus  haut c ' e s t  c e t t e  équation qui e s t  à l ' o r i g i n e  

des déficiences dans l e  trai tement de quelques problèmes de cisai l lement 

( j e t s  turbulents plan e t  c i r c u l a i r e  avec ou sans ro ta t ion ,  s i l l a g e  plan 

l o i n t a i n ,  couche l i m i t e  avec gradient  de pression adverse, ... ) .  

La ro ta t ion  a  pour e f f e t  de rendre l a  turbulence anisotrope. Il 

apparaî t  donc nécessaire d 'en t e n i r  compte. Une première tendance a  consis té  

à in t roduire  un terme rota t ionnel  dans l ' équa t ion  pour & . Ce terme devrai t  

ê t r e  l i é  à l a  production t o t a l e  de l ' énerg ie  cinétique turbulente k pour 

pouvoir s o i t  ag i r  dans l e  cas des écoulements à f a i b l e  production d 'énergie 

( s i l l a g e  p lan) ,  s o i t  s 'évanouir dans l e  cas de ceux à f o r t e  production. Le 

terme rota t ionnel  de HANJALIC e t  a l .  /54/  const i tue  une première approche en 

ce sens. 

V. 7.2.- d a  c o n ~ o ~  ivLi;tida - ........................... 

Comme nous l 'avons s ignalé  au Chapitre I V ,  nous é t ions  amenés à 

ca lcu le r  l'écoulement entre  l e s  deux disques a f i n  d 'obtenir  des p r o f i l s  

i n i t i a u x  de j e t  "acceptables". Nous avons f a i t  ce choix pour deux pr incipales  

raisons : 



- La première e s t  que l e s  r é s u l t a t s  expérimentaux pouvant s e r v i r  comme 

conditions i n i t i a l e s  sont f o r t  r a res  pour ce type de problème. 

- La seconde vient  du f a i t  de l a  propr ié té  qu'on l e s  modèles t e l  que k - & 

de tendre rapidement vers une solut ion asymptôtique indépendant des conditions 

i n i t i a l e s .  Ainsi ,  JONES e t  LAUNDER /35/ ont suggéré l ' i d é e  de f a i r e  démarrer 

l e  calcul  suffisamment l o i n  en amont a f i n  de provoquer un effacement des 

conditions i n i t i a l e s .  

Ajoutons, par a i l l e u r s ,  q u ' i l  e s t  présomptueux d ' ê t r e  exigent avec 

des modèles simples du type gradient jusqu'à l e u r  demander une prédic t ion 

11 par fd i te  " de r é s u l t a t s  expérimentaux qui ,  d ' a i l l e u r s ,  sont eux-mêmes entachés 

d 'er reurs .  Toutefois, il fau t  espérer que l e  ca lcu l  recoupe ces résultats 

expérimenta~m au moins pour l e s  ca rac té r i s t iques  pr incipales  du problème 

é tud ié .  Dans l e  problème que nous t r a i t o n s  il s ' a g i r a i t  de l a  v i tesse  r ad i a l e ,  

de l 'élargissement du j e t ,  du degré l o c a l  de ro t a t i on ,  des v i t esses  maximales 

rad ia le  e t  t angen t ie l l e .  

V.2 . -  LA COMPARAiSON ENTRE CALCUL E T  EXPERZENCE 

V .  2 . 7  . - GénétLaei;téa ----------- 

Avant de confronter l e  ca lcu l  à l 'expérience,  nous a l lons  p r éc i s e r  

quelques paramètres ca rac té r i s t iques  des j e t s .  Ces paramètres sont : 

- Le nombre de ro ta t ion  S dé f in i t  comme l e  rapport des v i t e s se s  t angen t i e l l e  

e t  r ad ia le  à l a  s o r t i e  du j e t ,  s o i t  : 

S ; W R O  
2 

"a 
- Le nombre de Reynolds R e  = o.R, 

Y 



- Le rapport de l'écartement des deux disques au rayon : 

On pourra se reporter aux travaux de MUHE 1321 à la fois pour le 

choix de ces paramètres et pour la description des expériences. 

Les résultats ont été représentés sous forme adimensionnelle pour 

différents nombres de rotation et pour différentes positions radiales 

Le tableau V . 1  présente les données qui ont été utilisées à la fois 

dans nos calculs et dans les expériences. 

Tableau V.l 

Conditions d'essais pour le jet libre. 



V . 2 . 2 . 1 . -  Pmw _-_ ____--___________-_--------  de  Ra v L t 4 n ~ c  nacüde mogenne _ _ _ _  

U Le p r o f i l  de l a  v i t esse  r ad i a l e  moyenne adimensionnelle - 
z 

Um 
en fonction de l a  distance ax ia le  adimensionnelle t = - r à - 

6 h 
f i xe  e t  en prenant S comme paramètre, e s t  comparé aux p r o f i l s  expérimen-b.au 

( f i g .  V. 1 à V.3). La comparaison e s t  f a i t e  pour l e s  posi t ions  l= 80, 92 e t  
h 

104. On consta te  que dans l'ensemble l ' accord  e s t  bon. Par fo i s ,  l e  modèle 

k - & surestime l e s  r é s u l t a t s  par  rapport à l ' expér ience  pour t < O 

e t  pour t > O ,  il l e s  sousestime. 

U La f igure  v.4 présente l e  p r o f i l  - en fonction de t pour 
Um 

r S f i xe  e t  - var iable .  E l le  montre l à  auss i  un bon accord. 
h . 

v Le p r o f i l  de l a  v i t e s s e  or thoradia le  moyenne adimensionnelle - 
Vm 

en fonction de 4 à & f i x e  e t  S var iab le ,  e s t  comparé aux r é s u l t a t s  expérimen- 
h 

- 

taux ( f i g .  V.5  à 7 ) .  L'accord e s t b o n p o d t  \ < 0 . 4  . Quand à I E ~  > O - 4  

l e  modèle surestime de façon notable l e s  p r o f i l s  par rapport à l ' expér ience .  

Ceci montre, sans équivoqae, q u ' i l  f au t  reprendre l e  modèle a f i n  de décr i re  

de façon plus  précise  l ' évo lu t ion  de l a  v i t e s s e  t angen t ie l l e .  Nous pensons 

auss i  q ~ ' i 1  faut  ê t r e  prudent en ce qui concerne l e s  mesures de c e t t e  

grandeur par l'anémométrie à f i l  chaud aux f a ib l e s  v i t e s s e s .  

Notons que l e  modèle p r éd i t  une v i t e s s e  plus élevée du côté du 

disque tournant ,  ce qui correspond à l a  r é a l i t é  e t  qui e s t  bien observé 

expériment alement . 

La f igure  V.8 présente l e  p r o f i l  de l a  v i t e s s e  moyenne or thoradia le  

v adimensionnelle - en fonction de r pour S constant e t  -variable. 
vm h 



El le  montre q u ' i l  y a accord seulement pour 1 E 1 < 0 . 4  . Le modèle 

classique présent ne permet pas de  réd dire c e t t e  grandeur correctement pour 

1 1 > 0.4 , c'est-à-dire dans l e s  zones extér ieures .  Ceci renforce 

l ' i d é e  de revoir  e t  l ' équat ion or thoradia le  de quant i té  de mouvement e t  l e s  - ~ 
équations de t ranspor t  pour k e t  E , e t  en p a r t i c u l i e r  l e s  termes l 
production-destruction a i n s i  que l e s  valeurs des di f férentes  constantes mises 

en jeu. 

A l a  s o r t i e  du j e t  ( = 60) ,  l a  v i t e s se  or thoradia le  maximale 
h 

e s t  égale à l a  v i t e s se  de ro ta t ion  du disque. On observe qu'à mesure que 

r - augmente e t  quelque s o i t  S , l a  v i t e s se  maximale V tend à 
h m 

ê t r e  a t t e i n t e  vers l e  plan médian des deux disques. En d ' au t res  termes, 

v quand r c ro i t  l e s ' p r o f i l s  - deviennent insensible  à l a  dissymétrie 
Vm 

créée par l a  ro ta t ion .  Ce phénomène a auss i  é t é  observé expérimentalement. 

V .  2 .3 .  - Ech&e~ camc;tétLinfiyua du j e t  ..................... ------- -- 

V .  2 . 3 . 7  . - € c h & ~  dea v i X a i  a ma y e n n a  ........................ ----- 

Les échel les  ca rac té r i s t iques  des v i tesses  moyennes rad ia le  e t  

or thoradia le  sont l e s  v i t esses  maximales U m e t  Vm . 
Les f igures  V . 9  e t  V.10 présentent  l e s  var ia t ions  des rapports 

U r - e t  en fonction de - pour d i f fé ren tes  valeurs 
um vm h 

de S . On constate que l ' accord  e s t  bien mei l leur ,  notamment en ce qui  

concerne l a  v i t e s se  Vm car  on a u r a i t  pu penser d'après ce qui précède 

que l e  modèle p r éd i t  mal c e t t e  grandeur. 

On a observé auss i  que l a  v i t esse  maximale or thoradia le  décroi t  

plus v i t e  que l a  v i t e s se  maximale r ad i a l e ,  phénomène qui e s t  confirmé 

expérimentalement. 



Vm Ce paramètre e s t  dé f in i  comme é t an t  l e  rapport - 
Um 

Ses var ia t ions  en fonction de S pour d i f fé ren tes  valeurs de -!- sont  
h 

rapportées su r  l a  f igure  V . l l  e t  comparées avec l ' expér ience .  On consta te  

que l ' accord  e s t  excel lent  sauf peut ê t r e  pour l e s  f a i b l e s  valeurs de S 

V . 2 . 3 . 3 . -  Taux de d i n p e a i o n  6 ...................... 

Ce paramètre e s t  une ca rac té r i s t ique  majeure d'un écoulement de 

j e t .  Il e s t  dé f i n i  par l a  distance ax ia le  en t re  l e s  plans où U = Um e t  

Um U =- . La prédic t ion de ce paramètre n ' e s t  pas pa r f a i t e .  En e f f e t ,  l e  
2 

modèle indique que lorsque l e  nombre de ro t a t i on  S augmente, l e s  pentes 

8 - f [ f )  des d ro i t es  - - augmentent ( f i g .  v . 3 2 ) .  Un examen de c e t t e  
h 

même f igure  montre que l e  ca lcu l  p réd i t  une or ig ine  v i r t u e l l e  - du 
h 

r r 
j e t  comprise en t r e  - = 50 e t  - = 60 quel le  que s o i t  l a  valeur  

h h 
de S . Par contre,  l ' expér ience  montre qu'on trouve des d ro i t e s  sensible-  

ment pa r a l l è l e s  ayant pratiquement l a  même pente, ce qui donne pour l e s  

valeurs de S l e s  plus élevées des o r ig ines  f i c t i v e s  comprises en t re  

r r - - 2 0  e t  -=40  , c'est-direpo pour 5 cm< r G 1 0 c m .  
h h 

Ce r é s u l t a t  expériemntal n ' e s t  pas t r è s  cohérent c a r  il s i g n i f i e  que 

lorsque S augmente, l e  j e t  tend à n a î t r e  tou t  près  de l a  zone d'impact 

du f l u ide  d 'al imentat ion.  Sur ce point ,  l e  ca lcu l  semble donc donner des 

résultats plus acceptables physiquement. 

Notons enfin que dans l e s  deux cas ,  on trouve que l e  j e t  s ' é l a r g i t  

l inéairement,  r é s u l t a t  qui  e s t  confirmé théoriquement pour d ' au t res  écoulements 

de j e t ,  plus simples 1611, 1621. 



V .  2 . 4 .  - Tens ions  -------------- d e  ReynoLA ----- 

Le tenseur de Reynolds e s t  dé f in i  par  l a  r e l a t i on  1.2.1.6. 

Cependant dans ce modèle de turbulence, on ne calcule que l e s  quant i tés  - - -  - 7 
k = L ( U' + va + W' ) e t  l e s  tens ions  uw e t  vw . L'énergie 

2 
cinétique de turbulence k e s t  ca lculée  à p a r t i r  de son équation de t ranspor t  

(équation IV. 1 . 3 .2 )  . Quant aux tens ions  de Reynolds, e l l e s  sont  calculées par 

l e s  r e l a t i ons  suivantes : 

où u t  e s t  l a  v i s cos i t é  turbulente  dé f in ie  par IV.1.3.1 e t  où 

lam 
au T = Y.,- 

3. 

7' = V .  3 v  
lam 3. 

L'équation V.2.2.4.1 permet donc une comparaison e n t r e  l e s  tensions 

de Reynolds ca lculée  e t  mesurée à r = 8 0  e t  S v a r i a b l e  ( f i gu re  V . 1 3 ) .  La 
h 

prédic t ion e s t  correcte  pour -0.8 < < O c 'est-à-dire du côté du disque 



tournant,  t and is  que pour E <-0.8 e t  E > 0 , l e s  frottements 

turbulents  sont légèrement sures t img par  l e  modèle k - Ê . A L= 9 2  
h 

( f i g .  V. 14-15), on constate que l 'accord e s t  bon 

pour -0.8 < E < 2 .O . Sur l e s  t r o i s  f igures ,  on remarque que l e  

modèle surestime l e s  frottements pour E <- 0.8 ( régions in termit tente  

e t  ex té r ieure  ) . 
r La f igure  V. 16 présente l e  frottement turbulent  UW à - 
h 

f i x e  e t  S var iable  e t  montre que l a  prédiction e s t  correcte  pour l e s  

grandes valeurs de ( r - 9 2  ,104 e t  pour - 1 <  5 ( 2 . 0 .  
h h 

L'équation V . 2 . 2 . 4 . 2  permet l a  comparaison entre  l e  frottement - 
turbulent  V W  calculé e t  mesuré. Sur l e s  f igures  V. 17, V. 18, V. 19 e t  

V . 2 0 ,  on constate que l e  modèle permet de trouver des p r o f i l s  ayant des 

formes semblables pour = 80 e t  92 e t  quel le  que s o i t  l a  valeur  
h 

de S , a lo r s  que l 'expérience n 'obt ient  ce r é s u l t a t  que pour l e s  grandes 

valeurs de S . Notons que pour l e s  grandes valeurs de S , l a  prédic t ion 

e s t  correcte  e t  que pour E > 0 (respectivement g < 0 ) l e  modèle 

surestime (respectivement sousestime) l e  frottement turbulent .  

* 
Les f igures  V . 2 1  e t  V . 2 2  présente l e s  var ia t ions  de l ' énerg ie  

c inét ique turbulente k en fonction de E à ' constant e t  pour 
h 

différentes  valeurs de S . Avant de nous l i v r e r  à l a  comparaison, nous 

tenons à donner quelques précis ions .  L'énergie cinétique turbulente calculée  



- - - 
par le modèle est égale à la demi-somme des tensions u2 , va et w D ,  - - 
tandis qu'expérimentalement, on définit k comme étant égale 5 1 [ U' + va) , - 2 
la quantité W' n'ayant pas été mesurée. Ceci dit, un examen des figures 

P 

V.21 à V.22 montre que le calcul surestime de façon marquée l'énergie cinétique 

par rapport à l'expérience. Nous pensons que ceci est dû à plusieurs choses : 

- les différences dans la définition de k pour le modèle et l'expérience, 

- les conditions initiales. 

V .  2 . 6 .  - Taux de dLaipaLLon E ......................... 

Les résultats obtenus numériquement sont rapportés sur les figures 

V.23, v.24 et V.25. Nous présentons la distribution de la quantité adimension- 

en fonction de [ à r fixe et en prenant S variable. 
nene h 
On constate que les profils ne sont pas symétriques, que cette quantité est - 

r légèrement supgrieur du côté du disque fixe, qu'elle diminue lorsque - 
h 

augmente et que tous les profils admettent un creux central et un maximum 

accusé en dehors de l'axe central, relatif certainement à la zone de production 

( du jet ) . On remarque également que la dissipation adimensionalisée augmente 
r avec . S à - constant. 
h 

Notons enfin que la comparaison de ces profils avec des résultats 

expérimentaux n'est pas possible car ces derniers ne sont pas disponibles. 

Les résultats présentés dans les paragraphes V.2.1 a V.2.5 

permettent à la fois de souligner un certain nombre de faits et d'essayer 

d'améliorer le modèle classique en vue d'une bonne prise en compte des effets 

de la rotation sur la turbulence. 



Tout d'abord, on constate que dès que la composante tangentielle 

moyenne V ou fluctuante v apparaît, un certain désaccord se manifeste 

entre calcul et expérience. Ceci n'est pas étonnant car on s'attendait un 

peu à ce que le modèle classique ne représente pas correctement les effets 

de la rotation. 

Le modèle fournit un élargissement plus faible que l'expérience, 

mais il prédit une origine virtuelle dont la localisation nous semble plus 

réaliste (voir v.2.2.3.3). 

Le calcul prédit également une croissance plus élevée de l'énergie 

cinétique turbulente. 

Comme nous l'avons signalé au paragraphe V.l, il importe de tenter 

d'améliorer le modèle utilisé. B.E. LAUNDER et A. MORSE 1491, RODI W. 1481 

affirment que certains défauts de ce modèle ont principalement pour origine 

l'équation de transport pour Ê . 
RODI W. 1481 suggère de modifier le modèle k -Ê  classique en 
-----_ --- /' 

multipliant le coefficient C par une fonction dite de RICHARDSON 
E l  

ayant la forme : 

où R est le nombre de flux de RICHARDSON ( "flux Richardson number") 

défini par : - -- 

, - 
1 f ,," 

1 Gv- + 
/ -'& 
i P +  G 

- - aSt la product~on/destruction des fluctuations v a  et UV' 

dÛe à une rotation ou aux forces extérieures. P + G est la production 



totale (cisaillement + FeXt) de l'énergie cinétique turbulente k . 
Le modèle k- E qu'il faudrait tester ultérieurement est le 

suivant 1481 : 

avec ak = 1. 1 a, z 1 . 3  

c 1.44 , 
Ê I= 

c ~3 e [o. . 0.91 



où l'indice c signifie ici "central". 

Un autre reproche que l'on peut faire au modèle classique 

est le fait qu'il utilise l'hypothèse d'une mono-échelle. K. HANJALIC et 

al 1541, LAUNDER B.E. et SCHIESTEL 1531, 1561 et SCHIESTEL 1571 ont introduit 

un modèle multi-échelle destiné à décrire les écoulements turbulents pour 

lesquels l'hypothèse d'une échelle unique n'est plus acceptable. L'idée 

principale qui se dégage de ces travaux est la mise en oeuvre de méthodes de 

calcul à équations de transport tenant compte de la nature spectrale de la 

turbulance et conservant l'efficacité des méthodes de résolutions dans l'espace 

physique. 

Pour des études à venir, on pourrait utiliser le modèle multi-échelle 

s'inspirant des travaux des chercheurs cités plus haut. Ce modèle devrait avoir 

la forme suivante : 



v.3.9 

et P est le taux de production de k 
par cisaillement. 

Le choix des coefficients doit être dégagé de quelques expériences 

numériques préliminaires. HANJALIC et al.ont choisi ces coefficients comme 

des fonctions des rapports ke et - E~ . Ils proposent : 
k~ 

Il reste à déterminer le coefficient 
'Pl 

du terme de production 

de l'équation pour 
E~ 

. CLER A. /2/ suggère la valeur 1.085. 
Dans ce schéma le spectre est caractérisé par trois flux d'énergie : . 

E transfert de l'énergie hors de la zone de production délimité par le 

nombre d' onde Ê transfert d'énergie à travers la zone inertiale kl '  T 

qui ne subit ni production ni dissipation et E transfert d'énergie vers 

les tourbillons dissipateurs (assimilé à grand nombre de Reynolds de turbulence 

au taux de dissipation). Le schéma de principe ci-après illustre ce qui vient 



d ' ê t r e  c i t é .  

Enfin,  pour te rminer ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  d 'essayer  d ' u t i l i s e r  a u s s i  - - 
l e  modèle à quat re  équations de t r a n s p o r t  pour k , , UW e t  V W d é j à  

c i t é  au  chap i t r e  I V .  



C O N C L U S I O N  

Dans le présent travail, nous nous sommes efforcés de calculer les 

jets tournants turbulents, à l'aide du modèle de turbulence à deux équations 

de transport pour l'énergie cinétique turbulente k et pour son taux 

de dissipation ô dans lequel les tensions de Reynolds sont décrites à 

l'aide dlunChypothèse du type gradient et dans lequel les effets des bas 

nombres de Reynolds n'ont pas été pris en compte. 

Afin de favoriser l'effacement des effets des conditions aux limites 

à l'entrée, nous avons procédé en premier lieu au calcul de l'écoulement 

entre les deux disques à l'aide d'un modèle k - ô  du type JONES et LAUNDER, 

dans lequel il a été tenu compte des effets de parois à l'aide de fonctions 

d'amortissement. 

Pour le calcul du jet, nous avons appliqué l'approximation de couche 

limite, hypothèse qui nous a permis d'obtenir un système parabolique dont la 

résolution numérique a été entreprise à l'aide d'un programme de calcul que 

nous avons élaboré et qui est basé sur une méthode du type "volumes finis". 

Auparavant, nous avons développé un premier code utilisant la même technique 

et qui résoud le système du type JONES et LAUNDER pour l'écoulement entre les 

deux disques. 

Signalons que le code a permis d'explorer un intervalle proche du 

début du jet, 15 où des données expérimentales n'existent pas. Nous consi- 

dérons que le calcul de cet intervalle est acceptable puisque la comparaison 

entre calcul et expérience faite en aval a donné satisfaction. 



A l a  lumière des r é s u l t a t s  obtenus, nous pouvons confirmer l e s  

consta ta t ions  suivantes : 

- Le p r o f i l  de v i t e s se  r ad i a l e  a t t e i n t  son é t a t  de s imil i tude plus v i t e  

que l e  p r o f i l  de l a  v i tesse  orthoradiale.  Cet é t a t  dépend du nombre de 

ro ta t ion  . En e f f e t ,  on remarque que plus S augmente, plus cet  é t a t  

e s t  a t t e i n t  rapidement. 

- Le ca lcu l ,  tout  comme l fexpér ience ,a  permis de montrer que l e s  maxima de 

l a  v i t e s se  rad ia le  e t  de l a  v i t e s se  orthoradiale var ient  au l o i n  comme 

- Le taux de dispersion du j e t  va r i e  linéairement en fonction de l a  

distance radia le  r . Le ca lcu l  p réd i t  une or igine  v i r t u e l l e  rédui te  

comprise en t re  50 e t ' 6 0  ( s t a t i o n  de s o r t i r  du j e t )  quelle que s o i t  l a  

valeur de S , r é s u l t a t  qui  semble acceptable physiquement. 

Il e s t  à souligner que l a  procédure numérique u t i l i s é e  e s t  t r è s  

d i f f é r en t e  de c e l l e  de PATANKAR e t  SPALDING. L 'u t i l i s a t i on  d'une fonction 

de courant comme var iable  t ransversale  e t  des points de glissement a é t é  

l a i s s ée  de côté. Dans l a  nouvelle procédure mise en oeuvre, nous normali- 

sons l a  variable t ransversale  z à l ' a i d e  d'une fonction L ( r )  qui e s t  

p r i s e  au moins égale au double de l ' épa i sseur  du j e t .  

Cette méthode a permis de donner d 'excel lents  r é s u l t a t s  pour des 

temps de calcul  beaucoup plus  courts  ( 5  minutes pour ~ ~ U L T I C S ) .  

Le schéma u t i l i s é  e s t  basé sur  l 'hypothèse d 'un ic i t é  des échelles - 
de références de l a  turbulence pour l e  temps e t  l a  v i t esse .  O r ,  on s a i t  que 

de t e l s  modèles sont en défaut dans de nombreuses s i t ua t i ons  pratiques.  En .x 

p a r t i c u l i e r  i l s  ne sont pas aptes à prédire  correctement l e  taux de disper- 

s ion des j e t s  e t  des s i l l a g e s .  



Il faut  noter  également que l e  schéma n ' a  pas permis de déceler  

l ' in f luence  du nombre de ro ta t ion  su r  l e s  contra intes  turbulentes ,  en p a r t i -  - 
c u l i e r  V w  , aux f a ib l e s  valeurs du paramètre S comme l e  l a i s s e  prévoir  

l 'expérience.  

Le modèle é tan t  du type v i scos i té  turbulente ,  il n ' e s t  pas apte  

a lo r s  à renseigner sur  l ' i s o t r o p i e  ou non du champ turbulent .  

 alg gré ces défauts du modèle k- E class ique,  il n ' e s t  pas question 

de condamner ce modèle qui a f a i t  preuves dans de nombreux cas d'écoulements. 

Enfin, d i f fé ren tes  di rect ions  sont suggérées pour l e s  études à 

venir  : 

- L 'u t i l i s a t i on  d'un modèle k - E modifié incluant  l e s  e f f e t s  de ro ta t ion .  

- L 'u t i l i s a t i on  d'un modèle multi-échelle s impl i f i é ,  puisant  ses  fondements 

dans l ' e space  spec t ra l  e t  pouvant a ider  à l a  compréhension des problèmes de 

turbulence en ro ta t ion .  Ce modèle devrai t  auss i  résoudre l e  problème d ' é la r -  

gissement des j e t s  e t  prédire  correctement l e  non alignement des tensions de 

Reynolds sur  l e  gradient  de v i t e s se  moyenne. 

- L 'u t i l i s a t i on  d'un modèle à quatre équations de t ranspor t  pour k , E , - - 
U W  e t  V W .  



ANNEXE 1 

EQUATIONS DE TRANSPORT DES CONTRAINTES DE REYNOLDS 

EN COORDONNEES CARTESIENNES 

L 'expression des tensions de Reynolds est -P U U* 
1 )  

Si on adopte les hypothèses suivantes : 

- fluide newtonien à propriétés physiques constantes. 

- écoulement tridimensionnel. 

- forces extérieures négligeables. 

Les équations de continuité et de ~avier-Stokes s ' écrivent : 

En passant aux grandeurs moyennes et fluctuantes, on obtient : 
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En prenant la moyenne statistique, on obtient : 

Par soustraction entre A 1.4 et A 1.6, on a : 

On obtiendrait de même pour 

- - 3 u  3U 3uj + u -i + U  .i + L U  - W U  ) 
3t k 3Xk k3xk  3xk 1 k J k 

Multipliant A 1.7 (respectivement A 1.8) par U (respectivement Ui ), j 
1 faisant la somme et prenant la moyenne, on obtient : 



En tenant compte des r e l a t i ons  suivantes : 



L'équation A 1.9 s'écrit : 

C'est l'équation qui gouverne les tensions de Reynolds. 
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ANNEXE 2 

EQUATIONS DE TRANSPORT DES CONTRAINTES DE REYNOLDS 

EN COORDONNEES CYLINDRIQUES 

Nous écrirons ces équations pour un écoulement tridimensionnel 

axisymétrique d'un f l u ide  incompressible à viscos i té  constante. Nous 

supposons que l e s  forces extér ieures  sont négligeables. 

A 2 . 1 .  - ECUATION DE TRANSPORT DE LA TENSION U ' , 
+ 

w Partant  de l 'équat ion de quant i té  de mouvement proje tée  suivant e : r 

On obt ien t ,  en passant aux grandeurs moyennes e t  f luctuants ,  en mul t ip l i an t  

l ' équat ion résu l tan te  par U e t  en prenant l a  moyenne : 





2- . d'où l'équation de transport pour U . 

- 
3 7  " 3 7  
- 4 .  - L  ~ 3 ~ -  2 UV- v 



- 
A 2.2. - EQUATION DE TRANSPORT POUR v2 - 

On part de l'équation de quantité de mouvement projetée suivant ee : 

On pose : 

On obtient 1 ' équation de quantité de mouvement moyenne, qu'on multiplie 

par V et après avoir pris la moyenne de l'équation résultante, il vient : 





- - 
du - v - v  - t 3 ~ 1  - LJ v a  = - (con t inu i té )  

- 
So i t  l l équa t ion  de t ranspor t  pour v': 

A 2.3. - EQUATION DE TRANSPORT POUR W' - - 
En procédant de l a  même fapon que pour ut e t  V' , on obt ient  : 



En tenant compte des r e l a t i ons  suivantes : 

- uw 
a - - (con t inu i té )  

'l 

L'équation ci-dessus s ' é c r i t  : 



A 2.4. - EQüATION PE TRANSPORT POUR UV 

On considère l'équation : 



En adoptant toujours la décomposition : 

en multipliant par V et en prenant la moyenne, on obtient : 

On considère de même l'équation 

En adoptant la même décomposition que ci-dessus, en multipliant par U 

et en prenant la moyenne, il vient : 



En f a i s a n t  l a  somme des 2 6quations A 2.4.1 e t A  2.4.2, on o b t i e n t  : 

- -  37+u - 3=+w - - 3uv + ( u t  v") Y 
3 t 7~ 3 2  2, 



A 2.5. - EQUATIONS DE TRANSPORT POUR UW 

En appliquant l a  même procédure que pour UV , on a : 

- 7 

LU- + U w & - W w 3 U  +O, - 3 U  0 3 U  
Qt 31, '32 9% 

+ W  - 
32 



En f a i s a n t  l a  somme, on o b t i e n t  : 



En tenant compte de l a  r e l a t i on  : 

- 
L'équation de t ranspor t  pour UW peut s ' é c r i r e  : 



A 2.6. - EQUATiUN DE TRANSPORT POUR VW - - 
Le même procédé que pour UV ou U W , nous permet d'avoir : 



La  somme membre à membre de ces 2 équations nous permet dlobten+ : 



3 w  3u - U v w  Comme V W .  - J W -  - -- 
3 2  Pt 2 

J 
A 2 .7 .  - E2UATION DE TRANSPORT POUR k 

L'équation de t ranspor t  de l ' éne rg i e  cinétique turbulente k s'obtient  --  - 
en fa i san t  l a  somme des t r o i s  équations de t ranspor t  pour u2, va e t  w2 . 

O n a :  



-- - --- 
+y 2 ? ( o * v ~ + w ~ )  +l .3[ ,~+"~+ w") 
[>P 9, 72 







1 .- PROCEDURE (fi,$', 

considérons l ' é q u a t i o n  111.2.1.1.6 du c h a p i t r e  III 

L a  f i g u r e  I I I . 1 . p r é s e n t e  l e s  no ta t ions  c h o i s i e s  pour nommer l e s  p o i n t s  

entourant  l e  point  c e n t r a l  

~ n t é g r o n s  l ' é q u a t i o n  ci-dessus dans l e  domaine chois 



~ypotnese 1 : On stzppoise que 

S 

\ 

termedl de convection E Icmg 

f ?  
1 .  

' 1  i 

temes de source E IS 
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Posons par exemple : 

Hypothèse 2 : On suppose que e s t  uniforme à l ' i n t é r i e u r  de chaque 
* 

rectangle . 
- 

D'oh 

I Notons que l a  moyenne de @ e s t  évaluée par l a  technique de l a  

1 différence amont. En e f f e t ,  on a : 

Considérons l ' i n t é g r a l e  

/?*)dr = [%&-f ie )  
rs 

On vo i t  que s i  Tng - & > 0 S. e ( ~ ) ~ > O , l a  d i rec t ion  de 1 ' &ou- 

iement e s t  d i r igée  du point  P vers l e  point  E ( P . + E  ) 

l e t  par conséquent on a : 

si P < O , i . e ( w ) , < O  , a l o r s o n a  <-- E 

Donc peut s ' é c r i r e  sous l a  forme mathématique suivante : 
ce 



De même, on a 

OU 

2 

2 

D'où, on a : 



Hypothèse 3 : La valeur de la fonction de courant aux coins du domaine est 

égale à la moyenne des 4 valeurs aux noeuds voisins. 

Ainsi, on a : 



En posant : . J 



On peut é c r i r e  : 

So i t  finalement : 

On notera que l e s  coef f ic ien t s  A ,A  A e t  As ne peuvent 

jamais ê t r e  néga t i f s  ( i l s  sont toujours 0 ) .  

Termes de di f fus ion : 

avec 

1 de 



'b 
Le même traitement et les mêmes hypothèses que ci-dessus nous 

permettent de trouver que : 

De la même façon, on a : 



1 

En posant 

On peut écr i re  : 



Le terme de diffusion s'écrira finalement : 1 

Terme source : 

~ I I  { Z e  

Comme da peut ne pas être constant, cette intégrale ne peut pas 

être calculée inmédiatement. On est alors amené à faire l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 5 : On suppose que dg est uniforme dans le domaine d'intégration 

et est égal à sa valeur en P . - 
Si nous supposons de plus gue r = rp , on peut écrire : 

On pose 



� équation f i n a l e  s '  é c r i t  : 

(C .% - C  0 ) (C p - c  .g ) + d  V-O - N P)/N N G ~ / P  P s 9 s  s  la,^ P g.~j P- 

So i t  finalement : 

avec 

E - 



En utilisant la 3ème hypothèse, les coefficients A , A , A et 

A slécrivent : 



Nous écrivons l a  formule ( 1 )  sous l a  forme : 

* 

avec 

c ' e s t  l a  formule II. 1 avec II .2 e t  II .3 que nous avons programmées. 

A 3.7 . - C A L C U L  DES CUEFFZ C I  ENTS A' A' A' e t  A' . E' W N -  
A -  

On pose 

ü E = A ~ / v ~  

abs(AE1) -AEI 

/ 



As= As/vp 

-0.5a ~ ~ ( A s I ) + ~ I  ] - 
avec 

@P 

A 3 . 2 . -  CALCUL DES COEFFlCZENTS B 'i ( i - O E 4 , W , , N / , S ) POUR CffAqUE 
J 

FONCTION ,@ . 





\ 4 *: --2 y-% I .  ' > 

A. 3 . i "A---"- \ , % :  - '@Tl - $8 - -1.. ---+ - i j \ l i t  
comme c = - ana : 7 * *  -- kl 

plp Re .. 
~ U M  

' 1 EBE)A[i-$~ljl) - "8 A. ' -% [fi) = (AE: 4'- 
Re - 3 

&& 

B W ( i ) ,  BBW = - F2 

- 
BBN = BN( j ) ,  

( rN+ * rpr ' 3  

%% 5,'' 8.; t 

BBS = 
. i:?Qfj! 8 es[, 1- a 

( rs 4- r P I a  

- 1  V j  
c f i l ~  - 

et a = O  ,on. : ,B]P 4 "  Z J  - 



A ( y  ) = BBE . ~ [ i+ i , j )  +BBW . ~ [ i - i  ,j) 
NUM 

A ( y ) = B B E  +BBW+BBN+BBS 
DEN 

A 3.2.c.- Moment a ~ g u R a h e  T=  r.v --------- -------------- 

BDE = 2 .  h r i  .BE[ i ) ,  

BBN = h i+ r t ) . ~ ~ [ j ) ,  
Re 



A DEN (T) =AE +AW + A N  +AS 

+ [BBE + BBW + BBN + BBS J 
'71 1 -  

711.-  PROCEDURE DE RESOLUTlON 

Dans l e  but d 'ob ten i r  l a  d i s t r i bu t i on  de chaque fonction en 

chaque point  du mail lage,  nous avons appliqué l a  méthode i t é r a t i v e  de 

GAUSS-SEIDEL avec re laxa t ion  (point  successive over-relat ion 160 / ) : 

En adoptant une nota t ion ma t r i c i e l l e ,  nous écrivons l e  système sous 

l a  forme : 

où C e s t  une matrice ca r rée  MxM 

C de l a  r e l a t i on  1 1 

III. 1 

I 

formée à p a r t i r  des coe f f i c i en t s  



@ e s t  l e  vecteur contenant l e s  inconnues 

E e s t  un vecteur contenant l e  second membre. 

La r e l a t i on  1 1 1 . 1  a l a  forme ma t r i c i e l l e  suivante : 

III. 2 

La voie idéa le  pour résoudre ce système ma t r i c i e l  e s t  d ' inverser  

directement l a  matrice C . O r  c e t t e  fapon de procéder e s t  t r è s  d i f f i c i l e  

e t  t r è s  couteuse lorsque l ' o r d r e  M e s t  t r è s  grand. En f a i t ,  en général 

l e s  coef f ic ien t s  de C sont non l i néa i r e s  e t  par conséquent l ' i nve r s ion  

d i r ec t e  devient t r è s  compliquée. Pour p a l i e r  à ce problème, on u t i l i s e  l a  

procédure d i t e  de GAUSS-SEIDEL : 



On pose C s  I + S  III. 3 

où 1 (respectivement S ) e s t  une matrice diagonale in fé r ieure  (respectivement 

diagonale supérieure dont l a  diagonale pr incipale  e s t  nu l l e ) .  

La  formule III. 1 s ' é c r i t  a l o r s  : 

l 

1' indice  N iddiquant i c i  l e  no du cycle d '  i t é r a t i o n .  

A p a r t i r  d e  l a  formule ci-dessus, on obt ient  facilement l a  valeur 

III. 5 

- c r i t è r k  de convergence : 

Comme l a  méthode e s t  i t é r a t i v e ,  nous devons appliquer un c r i t è r e  

de convergence a f i n  d ' a r r ê t e r  l e  c a l cu l  lorsque l a  so lu t ion  tend vers c e l l e  

des équations aux dérivées p a r t i e l l e s .  Nous avons cho is i  d 'appliquer l e  

c r i t è r e  suivant : 

avec 

Max (aNiN a*-' ) < cc 



7 V . - ORGANIGRAMME 
Dans cette annexe, nous avons décrit tous les éléments nécessaires 

pour l'écriture d'un programme de calcul laminaire. La description de ce 

programme et son organisation sont illustrées sur l'organigramme présenté 
1 

ci-après. 
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Programme P r i n c i p a l  

A 

LECTURE DES DONNES 

BLOCK DATA 

il i n i t i a l i s e  l e s  v a r i a b l e s  des 
i 

COîQiüN à é t i q u e t t e s  LECTURE DES PAIIAIIE L - 
SPECIFIQUES DU P a .  

_j 
b 

CALL SPACE - 
7 SPACE 

c a l c u l e  l e  mai l lage  . 
CALL ALI;IIIT - y 

9 

ALI! I I T  
f i x e  l e s  cond i t ions  aux l i m i t e s  

1 

t 
CALL A I N I T  - - 

A I N I T  
i n i t i a l i s e  tous  l e s  champs - 

r 

b 

CALL RESOL 

'r' 
OUI 

NON 

( CALL D I S V I T  
nTC2TTTm 
U J . 0  V J. L 

Calcule  l a  d i s t r i b u t i o n  a e s  v i t .  

1 

CALLAITIPRC - - AI:IPRE 
A imprime l e s  r é s u l t a t s  de to i l tes  - 

l e s  v a r i a b l e s  ap rss  convergence 

1 F I N  1 



- 
C A L L  SORCE SOURCE 

c a l c u l e  l e s  termes de  source  

I - 
J 

1 - 
CALL CONVEC 

CONVEC 
Ca lcu le  l e s  c o e f f i c i e n t s  de convec- 

I 
I 

I L t i o n  I 

CYCLE FOR 
STREAT 1 PUTJCT1i):J 

1- 

I L  XST SEiIBLABLE A 

CELUI DE LA FONCTION 

CALL DIFFUS 
J 

CYCLE FOR 
STREAbl FUNCTIOB H 

DIFFUS 
Ca lcu le  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  d i f f u -  

I L  EST SEIIBLABLE 
AUX CYCL,F:S CI-DESSUS 

t 

EOUBDR 
c a l c u l e  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  
n é c e s s i t a n t  d ' ê t r e  i t é r é e s  

I 
- s i o n  i 

I 

CALCUL 3 E  gP à 

p a r t i r  de  1' équa t ion  13 

t , 

UTILISATIûl\J EVETJSUELLE 

DU FACT. :JO? 

\ 1 

f 
CALCUL DU ESIDU 'i< k-1 RS=l. -gPbp 

I 
I 1 
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ANNEXE 4 

Dans c e t t e  annexe, nous présentons  un organigramme q u i  d é c r i t  à 
l a  f o i s  l e  programme e t  son o rgan i sa t ion  p r i n c i p a l e .  

- 

PROGRAMME PRINC IPAL 

I 

1 BLOCK DATA 

LECTURE DES DONNEES il i n i t i a l i s e  l e s  v a r i a b l e s  des 
COMMUi? à é t i q u e t t e s  

1 1 
LECTURE DES PARAblETRES 

SPECIFIQUES DU PROBLEME 

GR 1 LLE 
C 

CALL GRILLE 
- c a l c u l  l a  g r i l l e  en 7 

* - 
l 

CALCUL DES CON ITIONS AUX 
LIldlTES EN rd 

I ,, 

I N I T  
i n i t i a l i s e  à l a  l è r e  s t a t i o n  : 
- on f i x e  l e s  va leurs  de H ,Ree 
u,,- ke 3 Ee 

- c a l c u l  des p r o f i l s  de  U , V , 
k , E , W ,  k e e t E e .  

- - CALL I N I T  
\ 

I 

t 

CALCUL DE 

poilr k - avec blocage OU non dé  f 
CL 

1, avec blocage O U  non d e  F 
- 



CALCUL DE Fw. par 

FW = w -9LU 
= 

.191 

. 

# 

t 
J 

- 

CALCUL DL a 
- 

1 1  

C a l c u l  de c:, c;, Du su 
J 7  j 

calcul  l e s  coefficients q), b(, 1 
cl j  1 et d( j ) .  
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