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PRINCIPALES NOTATIONS

Nous donnons ici la liste des principaux symboles utilisés; les

autres sont définis dans le texte.

NOTATIONS LATINES :

é’r R 39 R ;z vecteurs unitaires en coordonnes cylindriques

X ; (i=1,2,3) triddre cartésien de référence

iii composante de la vitesse instantanée dans la direction i

lJi composante de la vitesse moyenne dans la direction i

u. composante de la vitesse fluctuante dans la direction i

P pression instantanée

P pression moyenne

p fluctuation de la pression

uiui tenseur de Reynolds

k énergie cinétique de turbulence

| échelle de longueur des grosses structures

V échelle de longueur des petites structures

r,e ,z coordonnées cylindriques, ol 2 est la distance
axiale 4 partir du plan médian des‘deux disques

o origine virtuelle du jet

RO rayon des disques

h écartement entre les disques

U vitesse radiale moyenne & la sortie




u,v ,w

u,v,w

u, v, w

lkn ,\a“

C

)

c81’ c82

l0

Fof, f

uT

Cs

H

SEI

L(r)

Cpy 2 Cp2

Cri1°Cr2
2
k

Re , =

t v.E

0.V

Re = e

6~

Re - w.Ry
v

Pe - W.Az
v

Ri

composantes instantanée de la vitesse radiale,
tangentielle et axiale respectivement

composantes moyennes de la vitesse radiale,

tangentielle et axiale

composantes fluctuantes de la vitesse radiale,

tangentielle et axiale

valeurs maximales de U

constantes dans le modéle k-€

longueur de mélange

fonctions correctrices de viscosité

vitesse de frottement

coefficient de frottement

paramétre de forme

terme de source relatif & la variable &

longueur de référence

constantes dans le

nombre

nombre

nombre

nombre

nombre

de

de

de

de

de

Reynolds

Reynolds

Reynolds

Peclet

modé&le multi-échelle

de la turbulence

relatif & @

relatif au taux de rotation €

flux de Richardson

et d¢e V
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"NOTATIONS GRECQUES

P masse volumique

7} viscosité dynamique moléculaire

[ viscosité turbulente dynamique

1 viscosité cinématique

Ve viscosité turbulente cinématique

Td ~&chelle unique de temps

heg = B + Mg viscosité dynamique effective

Vo =V + V4 viscosité cinématique effective

6ij tenseur de Kronecker

gii dissipation

€ taux de dissipation de 1'énergie
cinétique de turbulence

I — ordonnée réduite

L(r)

Oy nombre de "Prandtl turbulent" relatif & la
variable &

fjii,1 corrélation pression-vitesse : terme non lingaire

gii,Z corrélation pression-vitesse : terme linéaire

0 épaisseur du jet (distance axiale entre les
plg.ns ol U=z Uy et U= ‘12'Um ) ou de couche
limite sur plagque plane

5* distance axiale entre les plans o U = Uc et
U =0.01U,,

61 | épaisseur de déplacement

0 épaisseur de quantité de mouvement
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¥ rapport de 1'écartement au rayon du disque

m

taux de rotation

distance axiale adimensionnelle

e g
1]
|~

Laplacien en coordonnées cylindriques
fonction de courant

rotationnel

*\:O~$>

contrainte totale : T = T + T

INDICES :

1 linéaire

nl non linéaire

p condition & la paroi
e,o condition extérieure
i condition intérieure
d condition aval

u condition amont

+ condition en N

- condition en N~
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INTRODUCTION

Les écoulements de cisaillement libres qui comprennent essentielle-
ment les jets turbulents, les sillages et les zones de mélange présentent,
malgré leur simplicité apparente, bien des caractéres qui les désignent
particulidrement comme des tests cruciaux pour valider certaines méthodes
numériques.

Ces &coulements sont caractérisés sur un plan physique par les
propriétés suivantes
- L'écoulement s'effectue dans un domaine présentant une distorsion géomé-
trique orthogonale & la direction principale de la vitesse.

- Les frontiéres de 1'écoulement sont libres en partie ou en totalité, ce
qui rend 1'écoulement turbulent méme & nombre de Reynolds modéré.

Ils sont aussi caractérisés d'un point de vue spectral, soit par
une faible production d'énergie cinétique turbulente, dominée par les pro-—
cessus convectifs comme dans le sillage derriére un obstacle, soit par une
production forte comme dans les Jets plans.

Dans la présente recherche, nous nous sommes particuliérement
intéressés au calcul de jets en rotation, cette derniére étant induite par
un obstacle tournant. Le probléme abordé concerne les jets issus de 1l'inters-
tice entre deux disques coaxiaux, 1'un fixe, 1'autre tournant & vitesse
constante.

Le caractére forteﬁent diffusif de la turbulence,propre aux
Zcoulements cisaillds est, souvent décrit par un coefficient dit de viscosité

turbulente par analogie avec la diffusivité moléculaire. Mais méme si cette
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formulation a apporté satisfaction dans de nombreux cas, elle a fait 1l'objet
de critiques fondées car elle n'a pas permis de décrire certains problémes
a4 champ moyen dissymétrique.

La détermination de cette viscosité turbulente peut se réaliser &
1l'aide de plusieurs méthodes. Parmi celles-ci, on peut citer le modéle de
longueur de mélange de Prandtl, le mod&le de Prandtl-Kolmogorov, et le modéle
L<- € qui détermine cette viscosité turbulente & 1'aide d'un groupement entre
1'énergie cinétique turbulente L( et son taux de dissipation € .

Le calcul des jets s'effectue 4 1'aide d'un modéle L<—€ mettant en
jeu, outre les équations de quantité de mouvement auxquelles on a appliqué
1'approximation de couche limite et 1'équation de continuité, deux équations
de transport pour 1l'énergie cinétique turbulente '( et pour le taux de dissi-
pation € . La technique numérique qui a servi ici & résoudre ce systime 3
cing équations aux dérivées partielles est du type "volumes finis". Elle
s'inspire des travaux de PATANKAR et SPALDING.

Le mémoire se présente de la fagon suivante :

- Le premier chapitre rappelle quelques principes fondamentaux de la modéli-
sation dans l'espace physique.

- Le second chapitre traite succintement de la modélisation de la turbulence
dans 1'espace physique, de la modélisation des équations de transport pour un
écoulement en géométrie de révolution, des tensions de Reynolds, de 1'énergie
cinétique de turbulence et de son taux de dissipation.

- Dans le troisiéme chapitre,nous passons en revue quelques procédures de
résolution numérique des problémes de cisaillement simple.

- La £echnique de calcul utilisée est présentée dans le quatriéme chapitre.

- Le chapitre cing est consacré 3 la comparaison du calcul avec 1l'expérience.
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On y aborde différents problémes soulevés par cette comparaison et on

essaye d'apporter quelques propositions comme perspectives de développement

futur de la recherche.

- Enfin, nous résumons les résultats obtenus dans la conclusion, en soulignant

les avantages et les lacunes de la procédure numérique et du moddle utilisés.
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CHAPLTRE I

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA MODELISATION

DE LA TURBULENCE DANS L'ESPACE PHYSIQUE

La turbulence est un phénoméne trés courant en Mécanique des Fluides.
En effet, la majorité des &coulements rencontrés dans les applications pratiques
sont turbulents'. Ce phénoméne est caractérisé par une agitation apparemment
désordonnée, des particules fluides. Son apparition peut &tre néfaste, par
exemple en provoquant un déréglage des briileurs, une augmentation de la trailnée,
une‘excitation de structure; mais il peut procurer certain avantages comme le
retardement des décollements des couches limites.

Théoriquement, toute étude d'écoulement turbulent doit se faire en
résolvant les équatiohs de Navier-Stokes et de la continuité qui régissent les
vitesses instantanées. Or, cette voie s'est avérée trés compliquée voir impossible.
Alors, on se contente d'aborder les écoulements turbulents par une approche qui
consiste & décomposer toute grandeur physique en une partie moyenne constante
dans le temps et en une partie fluctuante de moyenne temporelle nulle, et & |

essayer d'appréhender les grandeurs moyennes.

I.1.- L'APPROCHE STATISTIQUE

La méthode classique pour décrire un &coulement turbulent est de
o~

o~
décomposer toute grandeur instantanée f en une moyenne d'ensemble<<'f :>

et une fluctuation f

f =<f>+f I.1.1
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"~ ”~
<:f :> est obtenue en moyennant f sur un ensemble infini de
réalisationsdu phénoméne.
f est la partie aléatoire de f .

Lo d
Un écoulement est stationnaire lorsque la moyenne d'ensemble(f)

est indépendante du temps et se réduit donc & une valeur moyenne ordinaire

gu'on notera f

t.T

X = 1| f(2t)dt
(X) Tt( ) |

Nous écrirons alors :

?? = % + f ’ I.1.3

~

La moyenne de la fluctuation de f est évidemment nulle.

1.2.- LES EQUATIONS DE L'ECOULEMENT INSTANTANE ET MOVEN

1.2.1.- Equations de £'Ecoulement instantang el moyen

Une &tude générale d'un écoulement nécessite la résolution des
dquations de Navier-Stokes, de la continuité, de 1l'énergie et des différentes
lois d'état du fluide.

Si on adopte les hypothéses suivantes

fluide newtonien & propriétés physiques constantes,

température constante,

écoulement stationnaire,

forces extérieures négligeables

le phénoméne étudié est purement dynamique et il ne nécessite que la résolution
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du systéme :

o
c

I
o

I.2.1.1

Q
X

__G.i.j. b'._..'! :-1_.g‘é_.+vozai I.2.1.2
at OXk P JX; 5)?{

-y

l
(&)

En appliquant 1'approche statistique décrite ci-dessus aux €quations

I.2.1.1 et I.2.1.2 et en prenant la moyenne, on obtient :

JU;
X
d'ou, par différence,

RIVE

() I.2.1.3 pour 1'écoulement moyen

%

() T.2.1.4 pour les fluctuations

5

et les équations dites de Reynolds pour le mouvement moyen

a__Ui.;.Uan ___1_OP+ 9 VQUJ_G;GJ 1.2.1.5

ot TIax; TP oXiT 0% [ 0%

L'équation I.2.1.3 associée aux 3 équationé I.2.1.5 permettent de
déterminer 1'écoulement moyen i condition de connaltre 1'expression des termes
supplémentairesii{ii

L'apparition de ces termes turbulents est 1ié au caractére non lingaire
des équations de Navier-Stokes. On nomme ces termes tensions de Reynolds car

ils jouent un rdle semblable & celui des contraintes visqueuses. Ils constituent

les composantes d'un tenseur symétrique appelé tenseur de Reynolds.
- \

W ouv uw
E?. = ) I.2.1.6

=~ luv  vE oyw
Uw VW W

. /
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Comme nous l'avons signalé plus haut, 1'étude 4!

écoulement passe
par la détermination du mouvement moyen (vitesse-pression)

. Pour cela, on ne
dispose que de 1'équation de continuité et des équations de

Reynolds dont
la réunion constitue un systéme ouvert
Si 1'on dérive l'équation I.2.1.2 par rapport & X

P que 1l'on
gomme et que l'on tient compte de 1l'équation de continuité, on obtient

-~
1'équation de Pression pour F)

2_

JdX;”

1
P

I.2.1.7
En utilisant encore la décomposition classique I.1.3, on obtient
deux équations de Poisson pour la pression moyenne et la fluctuation de la
pression :
( )
2
1P __|9QUe QUi | Jux OU; 1210
P ox? | 9% 0%k 0% OX
¢
2 N
1.9 o 2V ui 3 fuu TG,|| e
!’Ox OX; OXx  OJ%j
/
En tenant compte de 1'Bquation de continuité de la fluctuation turbu-
lente, on peut écrire I.2.1.8 sous labforme
JZP .O_UEQQ.'. JU uk I.2.1.10
l’ X dXi axaxk

On voit alors d'apreés I.2.1.5 et I.2.1.10 que la détermination des

vitesses moyennes et de la pression nécessite la spécification des gquantités

en surnombre qui sont dies aux effets de la turbulence
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1.3.- TECHNIQUES UTILISEES DANS LA DESCRIPTION DE LA TURBULENCE

La voie idéale pour décrire la turbulence est d'établir des équations
de transport exactes pour les tensions de Reynolds & partir des &quations
instantanées de Navier-Stokes (Annexe 1). Cependant cette voie méne & des
gquations contenant des corrélations de vitesses d'ordre supérieur ou égal

8 2 et des corrélations vitesses-pressions.

1.3.1.- Equations_de thanspont_des contraintes de Reynolds

En multipliant par LJ[ 1'équation de Navier—-Stokes projetée suivant

)(j , en lui ajoutant sa conjuguée, en sommant membre & membre et en moyennant

-on obtient 1l'équation de transport de la grandeur L&LJ' /11,7217 :

I [)le = JUi 11
Y Dbt “”*6‘{* 9 3

_ 2y 9y au -
Yo% ox L3

aU. J v
'a_J ‘a—

Uy, - _ vy 9y UJ + RS

d
0%, S0+ i+ Gyl |
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I1 est possible de donner & chaque terme de 1'équation de transport

pour LJiL{j une interprétation physique :

ema—

- Le terme I est la dérivée matérielle deL” Lﬁ . I1 représente le

transport convectif deLJiLﬁ par 1'écoulement moyen.
- Le terme II est la production diie au mouvement moyen. Il représente
une action du gradient de la vitesse moyenne sur les contraintes de Reynolds.

On montre que suivant le signe du gradient, ce terme correspond soit & une

production positive, soit & une production négative pourLJiLﬁ

- Le terme IITI exprime la dissipation de la contrainte visqueuse.
En effet, on remarque que ce terme est le produit d'une contrainte‘J-élL!j-
Jdu;i OXxk

?j;? . Donc il représente 1l'effet du gradient de la vitesse

d'agitation turbulente sur la contrainte visqueuse correspondant & l'agitation.

par un gradient

On montre dans l'espace spectral que ce terme correspond toujours & une destruc-—

tion de LJiLﬁ . Sa contraction entraine la dissipation de 1'énergie turbulente
par effet visqueux.

- Le terme IV exprime une corrélation entre les fluctuations des
gradients de vitesses et de la pression. On montre que ce terme disparalt
dans l'équation de 1'énergie cinétique de turbulence. Il représente donc une

e e 2 2 w2

redistribution (échange) entre les composantes normales u ’ et

- Enfin, le terme V représente le transport par diffusion des tensions

di & 1'écoulement turbulent, & la viscosité et aux interactions vitesses-

pressions fluctuantes.
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Dans un écoulement, on peut définir plusieurs formes 4'énergies
9

1liédes au mouvement instantané&, moyen et fluctuant.

-~
En multipliant par LJi 1'équation de quantité de mouvement I.2.1.2,
1~~
on obtient 1'équation de transport pour 1'énergie cinétique __lJiL1i du

mouvement instantané :

2 I.3.3.1.1

-~ ~ “on A ~ -~ ~.
Q_\u-'(aun a0))| (g + 33
X . s UXG X
j3 <X 9%y
Cette équation exprime que les variations locales par unité de temps

et de masse de 1'énergie cinétique instantanée(1) sont égales & la somme des

contributions convectives de la pression totale (2) de la diffusion visqueuse

(3) et de la dissipation mécanique dlie au frottement visqueux (U4).

1.3.3.2.- Equation_de £'Znengie cinétique du mouvement moyen

En multipliant par LJi 1'équation I.2.1.5 (&quation du mouvement

moyen), on obtient 1'équation dite de 1'énergie cinétique moyenne /2 /-1 31:
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I1.3.3.2.1

En posant S .l aU' aUl tenseur de déformation

I 62 oX| * X

et Il ..stl =U: Ul - T tenseur qui représente la somme des

contraintes visqueuse, . turbulente et de pression, on peut écrire 1l'équation

I.3.3.2.1 sous la forme :

DIuU)=-T eS; .+ (TU)
1 || Il +3o i I.3.3.2.2
P2, 2 M3 .

il peut etre mis sous la forme :

Ti®Sj =-2vS;eS, +0 UiUeS; + _}D_S 88 1332
R TR S

Le terme (a) correspond & la dissipation visqueuse, donc & une
transformation de 1'énergie cinétique moyenne en chaleur. C'est un travail
de déformation pour les contraintes visqueuses. Ce terme est toujours négatif,
ce qui a pour effet de prélever de 1l'énergie cinétique au mouvement moyen.

Le terme (b) correspond & un travail de déformation pour les contraintes -
turbulentes. Il est en général négatif, donc il correspond & un prélavement
de 1l'énergie cinétique & 1'écoulement moyen, mais dans certains cas /st/, i1
restitue au contraire de 1l'énergie & 1'écoulement moyen.

- Le terme (c ) est nul, ce qui implique que la pression n'intervient

pas dans la déformation.
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Le terme 3 représente la somme des travaux externes regus par la

masse fluide.

iY

L'équation de transport pour k s'obtient en faisant la contraction

Elle est dé&finie par : k:lu

des équations de transport pour Ul Uj On a donc :

k-_TuoUi _ 9 |uksul —vOK [_y(Qui, .,
%T“ u'ulﬁSZj“ "X qu+qu, vaxj- "‘axj) e
1 2 3 4 5 6

¢
Le terme 1 représente la convection de 1l'érergie turbulente k die

au mouvement moyen.

Le terme 2 peut s'écrire —UIUJ'QSIJ Notons qu'il apparait ché,ngé

de signe dans 1'Bquation pour 1'énergie cinétique moyenne. Il exprime alors

un échange entre ces deux formes d'énergie.

Les termes 3 et 4 pris en compte ensemble s'écrivent :

, . 0 el
UJ%_L;. +uJa§X-j(—PE ..UJa_>.<j(k+_rE) .3.3.3.

Ceci représente la convection par diffusion dlie au mouvement fluctuant

et aux interactions entre les vitesses fluctuanteset la pression.

Les termes visqueux 5 et 6 peuvent s'écrire sous la forme :

Uizsij)-?VSij@Sij I.3.3.3.3
g A

Pk LU Aui_ .0
vER _yLel. = V|
OXJ dXj 5>TJ ' DXJ
ou ¢t = l au. ..au‘ :
%j =2 ax3 b
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Le terme noté ;\ s'appelle la dissipation vraie : il correspond & un
travail de déformation pour les tensions de Reynolds. Il est toujours négatif
et représente une dissipation d'énergie turbulente en chaleur. On peut

1'écrire encore :

. 85.. = y(Aui)’ AV .
szljeslj"v(a_x;?) +u3_x_-'3—>2j 3.3.3.4

En turbulence homogéne, le terme )/.éiilL£1 est nul, si bien que

XX

la dissipation vraie se réduit au taux de dissip tlon :

£ ( I.3.3.3.5

De 1a

vg_a% _V(au') =u_a_(2u-s--)_£ I.3.3.3.6

I.4.- NECESSITE DE LA MODELISATION

———

Un examen de 1'&quation de transport pour Lq Lﬁ permet de constater
qu'il est impossible de résoudre directement les &quations de 1'dcoulement
moyen et celles des tensions de Reynolds. En effet, on voit apparaitre des
inconnues supplémentaires telles que les corrélations triples de vitesses et
les corrélations pression—-vitesses.

La premiére-idée qui vient & 1l'esprit pour surmonter cette difficulté
est d'écrire des équations de transport pour ces nouvelles inconnues, mais il
apparait encore de nouvelles corrélations d'un ordre supérieur pour lesquelles
il faudrait former de nouvelles &quations de transport. Il s'avére donc

nécessaire de faire une modélisation c'est-d-dire &tablir des hypothdses sur
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les termes inconnus

c'est ce qu'on appelle la fermeture des &quations.
Une mod&lisation prend presque toujours appui sur l'expérience

afin de donner une représentation réaliste, capable de caractériser correc-
tement la turbulence.
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CHAPITRE II

MODELISATION DE LA TURBULENCE DANS

L'ESPACE PHYSIOQUE

I1.1.- VISUALISATION ET SCHEMATISATION DE LA TURBULENCE

Si on visualise une couche limite, un sillage ou un jet turbulent,
on met en évideﬁce 1'existence de structures s'ordonnant suivant une hiérarchie
de taille. Cette visualisation montre que 1'écoulement moyen impose une orienta-—
tion particuliére aux.érosses structures. En reprenant 1l'hypothése de KOLMOGOROV
qui consiste a supposer que la turbulence est en &quilibre local, on peut montrer
dans 1'espace spectral l'existence d'une production d'énergie non négligeable
au niveau des grosses structures et transfert de cette méme quantité vers les
petites structures : c'est ce phénoméne qu'on nomme "phénoméne de cascade
d'énergie" / 4 [, /) 5/, ] 6/ qu'on peut représenter de fagon schématique en
imaginant qu'un tourbillon donn& se scinde en tourbillons plus petits et ainsi
de suite jusqu'aux échelles microscopiques ol la viscosité intervient pour
dissiper toute 1l'énergie sous forme de chaleur.

La théorie de KOLMOGOROV est souvent présentée dans 1'espace de Fourier
ol on décompose le champ des vitesses en une superposition d'ondes planes carac-—
térisée chacune par un nombre d'onde L< ; 4 '< on associe 1l'énergie cinétique
moyenne de 1'onde correspondante, appelée spectre d'énergie ou densité d'énergie,
etmﬂmnmeE(k)

La représentation deEE(l< ) est formée par le schéma ci-dessous.
On peut démontrer que la loi de Kolmogorov implique que le cube du spectre d'énergie

est proportionnel & l'inverse de la puissance cinquiéme du nombre d'onde
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E 2/3 k'5/3 . . . oo s
A €7°, , € é&tant le taux de dissipation défini par I.3.3.3.5.

E(K)

logk

dissipation
d'énergie

11.2.- LE PHENOMENE DE CASCADE D'ENERGIE

11.2.1.- Sthweture de La turtbulence

Les grosses structures de fréquence basse prélévent 1'énergie de
1'&coulement moyen dans les zones de forts gradients (terme b de 1'équation
I.3.3.2.3). Cette énergie est transférée 3 des structures de plus en plus
petites jusqu'd €tre dissipée en chaleur par les structures dont la taille
est fixfe par les effets visqueux.

Si on considére que la turbulence est en &quilibre local c'est-a-dire
que le flux d'énergie a travers le spectre de dissipation est constant et
égal au taux de dissipation.de 1'énergie par action de la viscosité du fluide,
alors, on peut considérer qu'on est en présence d'un phénoméne qui peut-&étre

caractérisé par les seules grosses structures.
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On vient de voir qu'on peut scinder les structures présentes en
turbulence en deux catdgories, en 1l'occurence les grosses et les petites
structures, dont les propriétés vont &tre précisées ci-dessous.

Les grosses structures sont celles dans le mouvement desquelles
la viscosité peut &tre négligée; les petites structures sont celles pour

lesquelles la dissipation s'effectue par viscosité

On peut montrer par analyse spectrale que ces structures contiennent

une partie importante d'énergie. Elles peuvent &tre caractérisées & la fois

par une échelle de vitesse U 1iée 3 1l'agitation turbulente :

u=k”

I1.2.2.1.1

et par une &échelle de longueur l liée 3 leur taille. A titre d'exemple, cette

longueur est de l'ordre de 1'épaisseur d'une couche limite, d'un sillage ou d'un
jet. L'échelle de temps cui lui correspond est :
t = ——L—— I1.2.2.1.2
&
A partir des échelles U et [ et de la viscosité cinématique V ,

on forme le nombre de Reynolds de la turbulence caractéristique de ces grosses

structures

_ Kk~
Re, = £

IT.2.2.1.3
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11.2.2.2.- Petites structures

Ces structures sont caractérisées par les hautes fréquences. Elles
sont responsablesde la dissipation de 1l'énergie par viscosité. On leur attribue

un temps caractéristique défini par :

’
t - 4 I1.2.2.2.1

/
On peut aussi leur associer une &chelle de vitesse U et une échelle de

[/
longueur
Souvent on admet que le processus de dissipation se fait & des nombres

de Reynolds de turbulence de l'ordre de 1'unité, donc, pour

uvll 1

14

IT.2.2.2.2

(le symbole = sign}fiant ici "de l'ordre de").
Pd
Or LJ = i’

de caractériser les petites structures

» on en déduit les expressions des &chelles susceptibles

u = (V.e )1/4 I1.2.2.2.3

’ 1

| = -:_3)/4 II.2.2.2.4
n

't/ = (_'e’_ )/4 | _ II1.2.2.2.5
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Cette hypothése d'échelle unique de temps est & la source des
différents moddles de turbulence. On suppose que le temps nécessaire pour
effectuer le transfert d'énergie aux petites structures dissipatives est du
méme ordre que le temps caractéristique des grosses structures. Ainsi, on
admet le concept d'une seule &chelle de temps Tg Dowr 1'évolution de la

turbulence.

En utilisant l'analyse dimensionnelle, on peut écrire :

2.2
Ty = u I 1
i I.2.3.1.
Or d'aprds 1'hypothése ci-dessus, on a Y= t = —L-
u
d'ol
3
€ = u
= "r" I1r.2.3.1.2

et par consdquent, le taux de dissipation de 1'énergie est relié& aux grosses

structures.

L'hypothése d'échelle unique de temps n'est valable que pour les
grands nombres de Reynolds. Pour des nombres de Reynolds faibles, la relation
IT.2.3.1.2 n'est plus vérifide et on peut trouver un autre dimensionnement du

taux de dissipation € en faisant intervenir la viscosité

€=V Kk zv(_Ll 2 I11.2.3.1.3
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Cette formule est & peu prés celle proposée par HARLOW / 59/ :
2
€~ 21/1:1(.‘:[‘.) I1.2.3.1.L

ol }{ est une fonction empirique de la forme :

H:oﬂ{ﬁ*ﬂﬂ II.2.3.1.5
v

P . . P . )
Vt gtant la viscosité turbulente qu'on précisera dans la sulte, et a* et ﬁ

étant des constantes voisines de 5 et 0.2 respectivement.

Les visualisations & l'aide de fumée d'un sillage ou d'un jet turbulent
montrent l'existence de grosses structures turbulentes. Celles—ci se développent
en s'ordonnant suivant des directions particuliéres imposées par le mouvement
moyen, ce qui a pour effet de rendre le tenseur de Reynolds anisotrope. Mais
on suppose qu'a grand nombre de Reynolds, les tourbillons dissipatifs sont
indépendants de ces directions privilégifes et sont par conséquent presque
isotropes.

On peut alors écrire

yOUi 2 2 5. s
(OXJ) =5 5'] .2.3.

ol 5[] est le tenseur de Kronecker et € est le taux de dissipation de

1'énergie cinétique turbulente.
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Le probléme de modélisation est grandement simplifié si le nombre
de Reynolds turbulent est grand. En effet, comme on 1l'a vu ci-dessus, on peut
alors représenter le terme de destruction des tensions de Reynolds par un

tenseur isotrope.

17.3.~ MODELISATION DES EQUATIONS DE TRANSPORT POUR UN ECOULEMENT EN GEOMETRIE

DE REVOLUTION

11.3.1.- Equations _de thansport _du_mouvement_moyen

Fn vue de traiter le cas du Jet tournant turbulent, nous allons
expliciter les équations de transport modélisées du mouvement moyen, supposé

en outre permanent et axisymétrique.

Elle s'écrit :

C) E) = IT.3.1.1.1
5|._(rU) ¥ zj_Z(rW) =0. 3.1,

o o o - —— o s i o o m e "

En appliquant 1'approche statistique (I.1) aux &quations instantanées

de Navier-Stokes, on obtient :
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r z 2 IT.3.1.2.1
VZ . V2D (rch ,JUW
e +FES VRS

En tenant compte de 1l'équation II.3.1.1.1, 1l'équation ci-dessus peut-

8tre mise sous la forme :

éWU . L.(%(rUU) = L), 9 ) +_'_B.0U

oz oz T or'or ar

: II.3.1.2.2

U QP V' v ¢ Q (rif),duw
P gt - F g

Utilisons la formulation générale des tensions de Reynolds :

Tt JdUi , AU au s.. II.3.1.2.
Wy = - OXJ a__) J,.:1§_ukuka'J 3.1.2.3
1

L‘(uk | été ajouté afin qu' aprés contraction des
indices on obtlenne bien Zk au second membre.
La traduction de la formule II.3.1.2.3 en coordonnées cylindrigques

avec l'hypothése i: O , fournit les expressions suivantes :

Joe




=_2v,c‘Q.|..U_ + .%_G;”k a)
7=_2vt_“$\_+%_{]:k (b)
wi=-2y G LG8 ()
11302k
uv =- Vi r.g_F.(\_I{) (d) 3
W (g e s
T "

L'équationII.3.1.2.2 s'écrit :

0 2\, 1oU }
 LWU) 4 £ 2(r0%)= 20, Qpdh, R 3U
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En posant 'Je = P + Pt , ona :

¢
VU ¢ 4 3TV Gt + 1o e
C ¢ ’ N .

5 dq, W

19 (npdd) 2 Sy -0-5-;
2 p 3k .2 Y
2 |

‘ I1.3.1.2.6

On peut &crire :

=Ty 3(vea¥,>+1°w ) - S )
1
r
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ou encore :

v/
| g 2
[ =140 -r_\r(- _ ir'? - .%.%%rk+_3~%k
U 1dprddy » Wy pU
-Zpe—rz —r‘a—l:(l“"r“r':) + DZ(p F) M ¥

En tenant compte de 1'8quation de continuité, on montre que le terme IV

est identiquement nul.

On obtient donc 1l'équation :

2
rﬁ(WUH .%(ruz)— L (bed2) - ar+r¥

I1.3.1.2.7
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En procédant de la méme facon que pour 1'équation II.3.1.2.1, on

obtient :

Qv v . V|_pUV _2,uv _,d0v
[’U(T: +FW£ZL -P[li/'FzJ'l’_r"zf—r—’rar

IT.3.1.3.1
A

En tenant compte de 1l'équation II.3.1.2.3, on peut &crire 1'équation

ci-~dessus sous la forme :

) J. = vy -, UV
fa_ZWV+£r-J—r(rUv) = az(“eaz ) F r IT.3.1.3.2

SETS TRA LT

De la méme facon, on obtient :

Jd (W2 J _d dWy_ dP
f’a-z'(w ) + %%(FUW) = ‘&(Pe'a“z“')- 3Z

II.3.1.4.1

1.9 W
+—r-'5-r—(|"er5}:‘) + C
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avec

JZ ragr'' € gz J

= O Wy, 19 (proly_2 .0k
C = Gk W) » (Hr )-5153

Les équations du mouvement moyen font intervenir un certain nombre
de corrélations inconnues entre grandeurs fluctuantes.Celles-ci peuvent &
leur téur 8tre décrites par des &quations dont le nombre est fonction de la
complexité du probléme et de la procédure de fermeture adoptée.

Nous allons nous limiter aux corrélations doubles du type

———

f’uiuj (1, 3 =1, 2, 3):

L'établissement détaillé de ces &quations fait l'objet de 1l'annexe A 2.

or roJrr.3.2.1.1

+
<
(>
Sl
'Yy
|
N
TS
C
&
+
(0P)
C
T
.'.
C
tﬂ
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+V

P,

5 v 2 2| |
Av -2@%)2 9L —Vﬁ]

\

1T.3.2.2.1

Q

We, U WP, WIW _ _2lawd wIW
g tUsr + Wz - Z[UWEMry *Waz]

_ |1?.DQF(ruwz) + (_Sj'z'(wwz)]

1I.3.2.3.1



bo

290 wDh) ;2D 9w
szl t ’E JZ

+v{AVv'5_2[(%g Fe (9-"2*’-)"’\}

WV, uIWw , WY , (ut v
:

At 3z T 0z

+V

gv_2 (u Jv  JuJv  uv]
Auv [:)r 3 52 57 * r?/}

—
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- uwg\g/ +uw3U +u"aW,,wJu vaJ

= -‘WDV w%\é ...vw%V_V +uv0%v+vw£l£_}



- _Q_(V.;E-) + _IFD.Q_Y I1.3.2.6.1

YIAVW_2|9V. IW , IV . IW , VW | VW

5

11.4.- MODELISATION DES EQUATIONS DE TRANSPORT DES TENSIONS DE REYNOLDS

En adoptant une notation indicielle, on peut écrire les &quations

aux tensions de Reynolds de facon abrégée sous la forme :

M‘ = ﬁ' 8- -25 - &
Dt * I S
' |
Dérivée convective Production dul Corrélation | Diffusion | Dissipation
du tenseur tenseur Ljifﬁ | pression/ | I

| vitesse | l

) |ag oy L oo U

.p| ) U| ké_x%‘:( +UJUka—>ZJ"-< IT.4.1
o _ . D (dw . ou

Ci=+ 4 [‘aﬁj b ,'
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Ei' -—-1\)( aul . Qul ) + d'autres termes provenant de
J E))< E))(J la formulation en coordonnées

cylindriques.

la corrélation vitesse-pression ( éﬁj), la diffusion ( i)ij)

( Eaj) contiennent des termes supplémentaires qui ne sont pas présents en

Notons que la dérivée convective du tenseur LJ.L{j’ la productionu/,ij,

et la dissipation

représentation cartésienne.
CHASSAING (P) / T / donne les expressions de ces termes en coordonnées

eylindriques.

11.4.1.- Modelisation du tenme de production

Si on considére l'ensemble des six composantes du tenseur de Reynolds,
ce terme ne nécessitera pas de modélisation puisqu'il ne fait intervenir que le
gradient de vitesse moyenne et les contraintes de Reynolds.

Dans certains &coulements possédant des propriétés physiques particuliéres,
les équations peuvent &tre mises sous une forme approximative,d'ol certaines
contraintes de Reynolds peuvent &tre &liminées. C'est le cas par exemple des
couches limites, des jets ou des sillages. Dans ces circonstances, il suffit
de considérer les équations de transport pour les seules contraintes qui
demeurent dans les &quations de premidre approximation.

En ce qui concerne les jets tournants, on peut se limiter aux &quations

d'évolution des quantités UW « VW

Ce terme contient la fluctuation de la pression qui est régie par

1'équation de Poisson I.2.1.9.
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Ou;

En intégrant cette équation aprds avoir multiplié par a X et en

moyennant, on obtient /7/

o %——5,, _ 1 | duumis el ,1[2Y) |dums Qv
0l 7/ by 12 (XS

Vv o1 >
l ' .|.(SU.|. Sﬁ) II.k.2.1

_x-
L'indice X (resmectivement y ) indique une valeur prise au point X
(respectivement y ) du domaine d'intégration.
S Si + SJ' ) représente une intégrale de surface qui doit son
- existence & la présence d'une paroi.
~ Les termes 1 et 2, sont souvent notés ¢'j’1 et ¢U'2 respectif

vement.

11.4.2.1.- Modelisation du tenme non Linéaire

glj 1 est un terme non linéaire qui ne dépend que de l'agitation
)
fluctuante. Il est appelé "terme de retour & l'isotropie" /8/

ROTTA /9/ a proposé un moddle fondé sur 1l'hypoth&se linéaire de retour

3 l'isotropie, qui stipule :

' ﬂ] :.._Q'l uu - _2_k$l : II.4.2.1.1
) T () T3
ol C1 est un coefficient positif et T une constante de temps, qui peut
8tre assimilée 3 celle caractérisant les grosses structures, en l'occurence

——k— /10/ , /11/. Ainsi, le schéma II.4.2.1.1 peut s'decrire :




.. =

1],1

La détermination de

L5

_C1.§k_ uYj - -;-23-“513

la constante C'] a DOoS

IT.h.2.1.2

posé quelques problémes.

ROTTA /9/ proposa la valeur 1.4 en 1951, alors qu'en 1962, il doubla pratique-

ment cette valeur et ceci afin d'étre en bon accord avec quelques expériences

/12/.

REYNOLDS et TUCKER /13/ proposaient eux, une valeur de l'ordre de 3,

mais leurs expériences &étaient faites a

avait amené LAUNDER et al /14/ 3 revenir 3 la valeur de 1.5@

i =

11.4.2.2.-

15 E _ 2Kk,
15kuuJ 3kJ

Modelisation du tenme Lindainre

des nombres de Reynolds faibles, ce qui

Ir.4.2.1.3

ﬂlj 2 est un terme associé & 1'écoulement moyen et est appelé
’

"terme linéaire".

On montre /6/ que ce terme peut s'éecire sous la forme :

1
211(

T ::-gl)"_ X

au point y.

QU )
hE ]y

2,

Dau'mu; N
Vv

Y
JdJumuy;

Juu

JdUm Uj
Fi liT"—l\

dv

IT.k.2.2.1

dv

Ix;an t %0 9

V

I

déerit tout 1l'espace. Le prime indique une valeur prise
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La seconde intégrale’est nulle en turbulence homogéne. De plus, le

gradient de vitesse moyenne est supposé constant dans le domaine ol

_J___JJFU(S'_‘:J n'est pas négligeable /8/. Cependant, dans les problémes de
\

couche llmlte mlnce, la turbulencgwn est pas homogéne : le volume

d'intégration de la quantité .321411%%41___ est de laitaille des grosses
structures turbulentes et le gragzg;t der;ltesse moyenne est assujetti & de
fortes variations dans cette zone.

Moyennant les hypothdses d'homogénéité de la turbulence et de faible
variation du gradient, LAUNDER, REECE et RODI /14/ proposent en premiére appro-

ximation la relation :

" ou |
,;ajj'zz = .____l EilJ Eill II.k.2.2.2

avec

2)----—----—-n- e e—
aM -1 [ Pimy JTmu | dv
A 2w/ |On I oG | il

V

La forme du tenseur du L3me ordre A&

mi
lj

qui a montré que ce tenseur satisfait les propriétés suivants :
mi mi
9 2 =3

a été déterminée par ROTTA /9/

(Théoréme de SCHWARTY)

II.4.2.2.3

b/ a ml ’ im

a . (homogénéité)
1]

\J

i
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Des propriétés (a) et (b), on déduit que 1'expression la plus générale i

mi
du tenseur aU est de la forme :

rm

Uy, ml’r_uu—‘*'l‘gmj +U Ui SH +UuS

|

|
IT.k.2.2.4 ‘

Les hypoth&ses (c) et (d) indiquent qu'on peut expliciter quatre des
cing constantes o, P . Cz . D et V  en fonction d'une seule,
par exemple CZ :

=%(2 c,.5) =_J1_(3c +2)

™

Ir.k.2.2.5

9_—._525(25(:3,,2) \r=§_(10c”3)

En substituant 1l'expression II.k.2.2.L4 dans 1'&quation II.Lk.2.2.2 ,On

aboutit & l'expression finale de% 2
)
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- _15¢, -1 k (4S;) 4206
5 !

% est le tenseur moyen de déformation

est le terme de production dans
1'équation de transport pour uin

_U
1l
!
N
Sl
le
—£|
py
(&l
> I_C

. P est la production de 1l'énergie
cinétique de turbulence.

i
XI_
-+

1)
I1 est intéressant de noter qu'en turbulence isotrope soumise

3 une brutale distorsion, 1'dquation II.L.2.2.6 se réduit & /15/ :



;ﬂ}j 5 = 0.4 ;lLJl + .élLJ; II.L.2.2.7

Comme pourﬂ?] 1> la modélisation "finale" du terme gU 2 demande
' !
la détermination de la censtante CZ . Celle-ci a été obtenue par plusieurs
chercheurs qui ont essayé de retrouver certaines grandeurs turbulentes a partir

de mesures faites par d'autres chercheurs. Les diverses valeurs de CZ proposées

sont rappelées dans le tableau n® II.1.

Tableau n° IT.1

Auteurs valeur de Cz
LAUNDER et al /14/ 0.k
LUMELEY et al /16/ 1.17
NAOT et al /17/ 0.31

—————

Le dernier terme de 1'équation de transport I.3.1.1 pour Ui U est

J

une conséquence de la nature non homogéne du champ turbulent. Rappelons

1'expression de ce terme :

. -_9 |u ¢y Louun
-Dlj - _a—i-k U|Ujuk+-%(U|Sjk+u)5lk)-l}—ay;:—:< IT.L4.3.1
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z—
J U; U; Lo :
A grand nombre de Reynolds, Vv —a—;(-—zj est négligeable s1

bien que l'expression de -DU se raméne & :

D.. = _g__ iuuk"'E(uigjk"'ujsik) IT.4.3.2

En principe le terme de pression devrait &tre du méme ordre que la
2
corrélation triple /2/. Cela est vrai si P est d'ordre fU : en effet, les
‘ D 3
deux termes dans 'Jsont alors d'ordre U .
Cependant, certaines expériences montrent qu'on peut négliger le
terme de pression /18/. Donc, la modélisation de DU se raméne a celle

de la corrélation triple, laquelle est régie, & grand nombre de Reynolds, par

1'équation de transport /10/ :

II.4.3.3
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-l I

_|uu 9P u.u_gg uu.g_Q
159%, T IKOR YUK 0%
‘ ] J
Vi
CHOU /19/ propose de négliger la convection (I) et la production (II).

La corrélation d'ordre quatre Uil U est exprimée par une loi normale :
|

et par conséquent, les termes (III)et (IV)peuvent &tre traités simultanément :

M.V — _loa dulk, Gg 0uli . ggouil;| o
.m -|.l.y = U|Ur_5j).zi‘+ UJU[_%;(J[. .‘.UIEI DXl 4.3.5

La corrélation vitesse-pression (V) peut &tre décomposée en un terme
-linéaire Pl par rapport au gradient de vitesse moyenne et un terme
non linéaire Pnl de retour & l'isotropie /2/, /7/. On néglige le premier
et on modélise le second en s'inspirant de ce qui a été fait en IT.L.2.1. I1

vient alors :
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a_Ek+uu‘0_l3_ +U 13)‘9 =%..T<_ J k II.4.3.6

L'indice r\l signifiant "non linfaire".

Soit finalement

A J _B_ _DUIJ— ULl 0U|U
Dij=3% % ¢ iMax ¥ Exbr +uul XY

IT.%.3.7
Cette formulation est souvent délaissée au profil d'une autre, de type

gradient, c'est—-a-dire :

D = 5 2 Ukul du U' I1.4.3.8
DX[
ol VC4€.[0.08, 0.25] d'aprds /10/, /11/, /14/.

La relation II.4.3.8 a conduit & des résultats satisfaisants /20/.'
Cependant, én n'a pas encore dégagé suffisamment de supports physiques pouvant
affirmer cette expression réduite.

Dans le cas de couches de cisaillement oll les tensions de Reynolds ne
sont pas toutes calculdes, on utilise une formulation du type gradient par

analogie avec les termes de diffusion moléculaire, soit :

2 (g, u\oum I
D'J..Oxk +-(§_ Tlx—‘;j II.4.3.8

La modélisation du terme -Zblj semble grossiére, mais ceci n'est
pas trds génant puisque le rdle de ce terme n'est prépondérant qu'au voisinage

d'une paroi.
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En se basant sur le caractére isotrope des structures dissipatives
3 grand nombre de Reynolds de turbulence, ROTTA / 9/ a suggéré de modéliser

ce terme a l'aide de la formule :

2 .. B
%j=§£41 -

qui a &été utilisde avec succds par HANJALIC et al /[10/.

11.5.- MODELE GLOBAL RESULTANT

A la lumidre de ce qui a été développé ci-dessus, nous obtenons

1'équation de transport des tensions de Reynolds :

Udi - P.. £ luu - 2 k..
DDU_%'JJ— P‘J'C‘—E Ul - 3k‘§'J

+jj,2 .
3 ¢, x\OUT

.+5§(+é93?i
2ed

_§€4J

527}j 2 ayant l'expression II.4.2.2.6.
J
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Enfin, nous renvoyons le lecteur désireux d'obtenir des précisions
8 la référence /7/ pour voir la fagon dont on transforme les équations II.k.2.2.6

et II.5.1 en coordonnées cylindriques, équations que nous avons é&crites en II.3.2.

11.6.- MODELISATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT POUR K

L'équation de transport de k = —;— u

. . 2 VZ 2 .
la somme des é&quations de transport de u N et W eécrites en II.3.2:

s'obtient en faisant

1Ok . U0k dky _ B GudV  GwN
ﬂa_’f + U5F + W'j‘z‘) ___r[uz Vv uwa
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Rappelons que toute répétition d'indices signifie sommation sur ces
indices (convention d'Einstein).

On peut écrire encore cette équation sous la forme (voir Annexe A2).

_ I k= convection de k die & 1'écoulement moyen : "
]I k-': diffusion visqueuse de k
]]I k= diffusion turbulente
Yk= production : transformation de 1'énergie cinétique moyenne en
énergie cinétique turbulente

Yk= dissipation visqueuse.
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11.6.2.- Modélisation

Les termes Ik et I[k n'ont pas & &tre modélisés.

Le terme Iﬂk est modélisé par analogie avec le terme I[k Donc :

9 i Oky . 1 3w Ok
M= 5 t5-52) + Forls or |

ou o k est analogue au nombre de Prandtl pour k
Le terme de production Nk s'écrit, en utilisant la relation générale

II.3.1.2.3, sous la forme :

Nk=v 2 (%—VZV)&-F_ (—%,—J—)?J-\- (%%)2}1- (Q_u+ JW )21-(8\2/ )z+ (g_¥_¥_)” :

JZ Jr

En supposant que la dissipation de 1'énergie cin&tique turbulente se
produit principalement dans les petites structures turbulentes qui, outre cela,

sont supposées isotropes localement, on a :

_ 3
V =_C, K
k"~ d I

ol ld est une échelle de longueur caractéristique des grosses structures
et Cd une constante (Cd = 0.09).
Si ces différentes hypothses sont substituées dans 1'équation 11.6.1.2,

nous obtenons :
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IT1.7.- MODELISATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT POUR E

L'équation exacte du taux de dissipation 6 , lequel est égal 3
1'opposé du terme V de 1'équation de transport de k , a été formulée par
HARLOW et NAKAYAMA /21/ , RODI /22/ , /23/ et J. OLIVER /58/.

On obtient cette équation en différentiant 1'équation de quantité
de mouvement pour Ul par rapport & XJ en multipliant par la quantité

2 \) -Q-L-'-'—! et en moyennant. Tous calculs faits, on obtient :

~Y X
DE _ yAg

On retrouve les termes de convection (I), de diffusion visqueuse (II),
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de diffusion turbulent (III), de production (IV), de dissipation (V) plus

un terme supplémentaire de production.

11.7.2.- Modélisation

Les termes I et ].[ restent inchangés.
Le terme IH est modélisé comme pour 1l'énergie cinétique turbulente,

soit :

O-9( = ) 18(_"_1.t)r3_8

():Z e 251: O¢ E)f‘

ou ‘oé _est un coefficient analogue 3 un nombre de Prandtl pour la dissipation
visqueuse. ‘

Le terme 13[ est aussi modélis?¢ de la méme fagon que pourt(
Y =C_., £ yP
| €1kVtS

Quant au terme supplémentaire ‘Z:[ , RODI (1971) /23/ a montré qu'on
peut le traiter simultanément avec le terme V, qui représente la décroissance

du taux de dissipation sous l'action de la viscosité. On a alors :

_ g
V+VI= -CEZ._k_

De 13 1'équation :

€ _J dl,1.d JE
D—Z— = D-Z[(U-l- -et-)—:\ +_|:3—F[( +—t)r3—[—.

I
!
-+

C
o[o
S

-
=
o

- £
+C€1—R-vtps IT.7.2.1




‘CEZ'

x|,

avec

W
=

e —————

Yt

et C€1 ’ CEZ . O'E sont des constanes & grands nombres de Reynoldsf

11.8.- REVUE DES EQUATIONS ELLIPTIQUES MODELISEES

11.8.1.- Forme conservative

Nous pouvons noter que les équations en II.3.1, II.5, IL.6 et II.7

peuvent etre mises sous la forme commune suivante :

W) 1. 9Up) = £(¢98)+ 1. Lire 98)
+S¢

Le passage du cas axisymétrique au cas cartésien se fait en remplagant
J J J J r =1
e DAY par et en posant -
- Jr IJX T JZ Jy
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Le tableau II.2 résume cette partie concernant les modéles éventuels
gue nous serons amenés & utiliser dans la partie consacrée 3§ la résolution

numérique de Jets tournants.

Tableau n° II.2

conservation de z C¢ S¢

Masse | 1 _ O O

Composante radiale de la U Ve (')7(

quantité de mouvement

Composante tangentielle V Ve —-—L-J-—\-/— + -y— . a (r)je)

de la quantité de mouvement

Composante axiale de la W Ue ..Q_. (ue Q_W_) . l—a—-( ))erg_u. .

P(Z
quantité de mouvement 2 a

Energie cinétique turbulente k U{-y_t ))t F>S — g

e ' € lc
Taux de dissipation : E )’+2ﬂ T(-[C ))t PS —CEZ E]
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CHAPITRE III s

PROCEDURES DE RESOLUTION NUMERIQUE

DES PROBLEMES DE CISATLLEMENT SIMPLE

I111.7.- CALCUL NUMERIQUE EN MECANIQUE DES FLUIDES

Les méthodes analytiques ne permettent la résolution des équations
de Navier-Stokes que dans de rares cas, tous limités au régime laminaire.

Traditionnellement la Mécanique des fluides puise ses fondements &
la fois dans l'expérience et la théorie. Mais, depuis plusieurs années, un
troisidéme axe de recherche est né grice aux progrés accomplis dans le domaine
de la technologie des ordinateurs qui ont commencé 3 permettre d'utiliser les
algorithmes complexes, d'améliorer les insuffisances des méthodes analytiques
et d'ouvrir la voie & ce qu'on appelle maintenant couramment "1'expérience
numérique”.

Cette vole est devenue nécessaire, sinon indispensable pour tester
certains moddles provenant de la théorie ou de 1l'expérience et pour prédé&terminer
les &coulements qui sont soit trds difficiles,soit trés onéreux 3 réaliser expé-
rimentalement.

La voie numérique présente un caractére expérimental pour deux
raisons essentielles :

- les &quations sont non linéaires ce qui implique que 1l'existence
et 1'unicité de la solution ne sont toujours pas démontrées,

- on ne dipose pas d'une théorie permettant de bien cerner et maftriser

‘les méthodes numériques employées.
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Grace & ce caractére expérimental, 1'approche numérique a donné
naissance i une multitude de méthodes. HA MINH /24/ propose une excellente
bibliographie sur de nombreuses méthodes relative & des équations elliptiques.
Quant aux méthodes relatives aux équations paraboliques, on peut citer les
ouvrages de PATANKAR et SPALDING /25/, de S.V. PATANKAR /26/ et de
D.B. SPALDING /27/. |

Parmi les nombreuses méthodes disponibles & l'heure actuelle pour
traiter les écoulements turbulents de cisaillement simple,nous distinguons
celles qui traitent les &quations intégrales et celles qui traitent les équations

locales.

Cette méthode consiste en la résolution des équations intégrales des
quantités de mouvement appelées &quations de VON KARMAN /28/. Elle n'est
applicable qu'aux écoulements de cisaillement, ce qui n'est pas le cas des

autres méthodes.

Afin d'éviter des itérations sur la pression, on élimine cette grandeur
en introduisant une fonction de courant Y et le rotationnel Q . cette méthode
est aussi applicable pour certainsécoulements tridimensionnels moyennant quelques
modifications, mais dans ce cas on voit mal 1'intérét de cette formulation. Pour
les écoulements bidimensioﬁnels, elle permet une simplification du nombre
d'équations & résoudre.

De plus, comme les équations sont elliptiques, les conditions aux
limites doivent &tre spécifiées pour toutes les variables et sur toutes les

frontiéres du domaine de calcul. Ce dernier point constitue 1'un des défauts
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majeurs de cette formulation notamment dans le cas des &coulements & frontiéres
libres (sillages, jets, ...) & cause des conditions aux limites pour €2 qui

~

sont difficiles 3 spécifier.

Cette méthode a été développée par PATANKAR et SPALDING /25/. C'est
une formulation dite en LJ . \/ s ‘\AJ . F) , donc proche de la description
physique du probléme &tudié et par conséquent 1l'interprétation des résultats
devient plus aisée. Grice i ses propriétés paraboliques en ce qui concerne les
cas de cisaillement simple, elle a &été largement utilisée par de nombreux
chercheurs : JONES et LAUNDER (1972), KOLLMANN et VANDROMME (1979), CLER et
BUIKHAC (1979), J.M. CALMES (1981), HOUDEVILLE R. et TULAPURKARA (1981),

COUSTOLS E. (1983).

-

111.2.- PROCEDURES MISES EN OEUVRE POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS

Au début de notre recherche nous avons mis en oeuvre une méthode gqui
s'inspire des travaux de GOSSMAN et al /29/. Afin de tester cette méthode nous
1'avons appliqué au cas de 1l'écoulement radial laminaire entre deux disques.

C'est ce que nous allons exposer & présent.

Etant donnée la symétrie radiale du probléme les équations de
Navier—-Stokes sont formulées en coordonnées cylindriques { r , 0 , z ). Les
quations de continuité et de quantité de mouvement pour un fluide newtonien

incompressible, sans forces extérieures peuvent s'écrire.

.



u 9y + widyu _ .\%. =--g--%? +V(AU-H-) 111;2.1

ov OV . uv _

UW + Waz + o= y(Av - _\;z) T11.2.
JW oW - 1 ‘ ITI.2

u 5-{-:. + W'a—z— ——-T.%g+UAW I . . 3 3

La fonction de courant Y et le rotationnel {} sont définis par :

U= _l_a_l_é_ W= lg.i. Q= Q_
raz . r 0Z

-

Nous introduisons les variables adimensionnalis&es suivantes :

0:..2.. 0:_}_/__
UO Uo U

N>

A
r =

T
h

En tenant compte des relations III.2.1.1.6, on a :

+ az III.2.

IW
III.2.
T

,-_,-_.Z_. ﬁz _E_z I11.2.1.1.6
h pU3

1t

.1.2

.1.3

.1.5



- .._'/’.l. 1 Jx/L\ A ) 1 Ollﬁ\
degh brgz) W-gRiTSH
ot IIT.2.1.1.7

A A
& - U (Jdu _Jw
hﬂo(aﬁ )

On en déduit les relations adimensionnelles suivantes en supprimant

1l'accent circonflexe pour simplifier 1'écriture :

U=_l,Qi , W= _lQi et Q= au_.a_V_V .2.1.1.8
r5% FoT 52" 9r ITI.2.1.1
(a) (b) (c)
Les équations adimensionnelles de Navier-Stokes s'écrivent alors :
Jru + JrW _0 IIT.2.1.1.9
Jr JZ |
2 ‘ ‘
udu | w.ou _ Vv’ _ 9P T Au_Y I11.2.1.1.10
or Y0z TT or +Re( re

_l_(AV__\-/- IIT.2.1.1.11
Re re

u JW + WQ__VZ_V. :-30_5 + %.AW II1.2.1.1.12
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D'aprés IIT.2.1.1.8.c, on a :

Q

J(-1.

JZ ) - “Q"(Jr‘"l)

ar r

i

ou

IT11.2.1.1.13

91 9L
Jdz'r )z’ or'r

C_qc;)

4) 4 r(-2)=0

On obtient 1'équation du tourbillon en &liminant la pression entre

I11.2.1.1.10 et III.2.1.1.12. Tout calecul fait, on trouve :

229 - J(ady gl )

ITI.2.1.1.1k

_L%(r‘%(l. 2 raVz 0

Re

Si 1'on introduit les relations III.2.1.1.8 a—b dans 1'é&quation

o s 2
ITT.2.1.1.11, que l'on multiplie par r , on trouve :
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jOz(r.v %_‘Pr) - E%(W Dl)} - Q_[.fg_(ﬂ )]

I1IT.2.1.1.15

Les équations IIT.2.1.1.13 & 15 peuvent se mettre sous la forme

suivante :

a¢[§’_z. 02 -2 (o34 2 {r.b¢.3%(c¢.¢)]
IIT.2.1.1.16

ol la grandeur ¢ peut &tre égale 3 ¢ , -?- s  IxV

C et d sont données dans le tableau ITI.1
¢ ¢

Les coefficients a¢ . bd’ .

¢ | as | by [Cy |dg
)
v 0 L -F
Q 2 rz | 1 [_gv?® |
r Re Z
r.v rz _1—
T T E L0

Tableau III.1
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Nous disposons d'un systéme d'équation aux dérivées partielles
elliptiques. En conséquence, des conditions aux limites doivent &tre spécifiées
8 la fois par toutes les variables et sur toutes les frontiéres du domaine de
calecul ( Fig.IIL.1).De plus, il faut initialiser les variables dans le champ.

Nous allons transformer ces équations en des €quations algébriques
qui peuvent &tre résolues par une méthode itérative.

La technique de discrétisation que nous avons adoptée consiste a
intégrer 1'équation locale IIL2.1.1.16 dans un domaine &lémentaire entourant

un point courant F) du maillage.

—

{7

AV 3 T
|
g i ¥
=
- h
1
| % Z
im
P IITETITV

[ S8
e

Figs. IXI.1
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L'intégration de 1l'équation III.2.1.1.16 sur le domaine ci-dessus

nous permet d'obtenir 1'équation algébrigue aux différences finies suivante :

I1T.2.1.2.1
qSP - cEqSE +chBW + cs¢s N cN¢N+ D

avec

Ce :(AE "'%EBE)/ ’
CW:(A ~+C B\N)/):

Cs = (AS +C¢,SBS)/ .

B.J.. .

ntCp NN

*"A\N*' s+AN *C¢,P(BE+BW+‘ Bs+ BN) ’

et : ‘
b = d>P P/

Les coefficients A , BI ( 1=E’W’N ’S ) et VP s'écrivent :

c, =(A

I



T0

>
m
]
Ay
m -
°
~—A r'-:~——\
ufé
+
m.$
i
i
=
m_-
=
df%
~+
uf%
"‘
Ef%
!
zf$
m
v

IIT.2.1.2.2

Le détail de la partie algébrique de cette technique est développé

dans l'annexe A3 .



T1

La formule ITI.2.1.2.1 est écrite sous une telle forme afin de faciliter
son analyse du point de vue stabilité, mais pour que sa programmation soit facile,

nous 1l'écrivons sous la forme suivante /29/:

JEWNS(A /V +C¢JB/V)

b= ITr.2.1.3.1

f: (Z\J //’\4, *.C3¢",,-EEL’/“\GD)

ou

( +Cs, (b¢;J' "'bdnp)BJ)‘bJ"dd).P»
J E‘vv lu S (P ’ ITT.2.1.3.2

L (A; +C4p s,y +Dge)B)

avec

AJ - AJ/VP I11.2.1.3.3

B, =B, /Veby, +Byel I11.2.1.3.8

Ce sont les relations III.2.1.3.2.3.4 que nous avons programmées dans
notre cas test.

Pour plus de détail, on se reportera & l'annexe A3 ... (organigramme,

coefficients /\j et E3 i ceo)a
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111.2.1.4.- Conditions aux Limites

Des conditions sur la vitesse

U

v=wW =0 pour £ =h ITI.2.1.4.1
u-= W:O/-V = wRo pour Z =0 III.2.1.4.2

on déduit celles pour la fonction de courant et le rotationnel

.Q..‘e. =0 pour Z =0 et Z =h III.2.1.4.3
dJr

an
0z

=
AN _ _ Re Y,
hya r

.._RQ..V]' pour Z =0 IIT.2.1.h.}

Y pour Z = h III.2.1.4.5

111.2.1.5.- Conditions Ainitiales

Les variables \L et ﬂ sont initialisées par intégration et
dérivation du profil des vitesses choisi, & savoir un profil en forme de chapeau,
avec conditions aux limites aux parois. Quant & la vitesse tangentielle, elle

est initialisée pai' le profil suivant

V = wl".(1. __ZH.)/UQ IIT.2.1.5.1
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Cette procédure de résolution développée par PATANKAR et al [25/
s'applique & un ensemble d'équations de transport du type parabolique dans
l'espace et couplées avec l'équation de continuité.

Cette méthode permet de déterminer 1'&volution d'une couche limite
dynamique, thermique ou massique.

Notons que plusieurs caractéristiques de cette mé&thode telles que
1'introduction d'une fonction de courant comme variable transversale et pour
satisfaire 1'équation de continuité, les points{de glissements et le traitemenﬁ
des termes sources ont été abandonnées. C'est donc une autre version différente
de celle utilisée par VANDROMME /30/, GALMES /31/, qui sera proposée au chapitre
suivant et qui constitue pour nous une source de résultat formant 1l'essentiel

de notre contribution au probléme.
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CHAPITRE IV

APPLICATION DE LA METHODE DES VOLUMES FINIS

AUX CALCULS DES JETS TOURNANTS TURBULENTS

IV.1.- MODELES DE TURBULENCE ENVISAGEES

Nous nous proposons de résoudre le probléme de Jjets en rotation, cette

derniére étant induite par un obstacle tournant. Plus précisément, le jet est

issu de 1l'interstice entre deux disques coaxiaux, l'un fixe, l'autre tournant

3 vitesse constante (fig. 1V.1).

Dans le cadre de l'approximation de couche limite, le systéme d4'&quations

que nous allons résoudre est /32/ :

arU ., drtW _ ¢

U, wou _ V¥ _ _109P _2,,9U
U_r‘*'W"Jz -+ T rortazlYaz )
Juw
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C'est le systéme simplifié gréce & des considérations sur les ordres
de grandeur, obtenu 3 partir des équations II.3.1.2.1 et II.3.1.3.1, 1'équation
axiale II.3.1.4.1 pouvant &tre laissée de cOté.

On remarque que le systéme ci-dessus est ouvert car les tensions

turbulentes UW et VW sont pour le moment des inconnues supplémentaires.v
I1 importe alors de fermer ce syst@me en introduisant des mod&les de turbulence
qui permettent d'exprimer ces inconnues en surnombre 8 1'aide d'échelles caracté-
ristiques du mouvement moyen, avec l'aide &ventuelle d'équations de transport.

Ce sont ces modéles que nous nous proposons 4'examiner dans ce qui suit

IV.1.2.- ModeLe de Longueur de mélange

Dans le cas général d'une tension LJiL{j quelconque, on peut faire
1'hypothése d'une viscosité turbulente par analogie avec les mécanismes de
diffusion moléculaire et exprimer cette tension & l'aide de la formule II.3.1.2.3

Dans notre cas, on a :

-UW = ))t( %_g .|.QM'Y.) IV.1.2.1
— | C)
VW = l)t 5-\21- , | ;V.1.2.2

Le moddle de longueur de mélange est basé sur 1l'hypothése de Prandtl

/33/ et /34/. La viscosité turbulente est exprimée sous la forme /28/

_[\/( ) + ( ) IV.1.2.3

Dans le cas d'une couche limite, la longueur lo est une fonction

supposée universelle de la distance 3 la paroi et de 1l'épaisseur 0 de couche
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limite. Pour un dcoulement de cisaillement libre (jet, sillage),lon'est fonetion
que de 1l'épaisseur O du jet ou du sillage.
Pour le jet dans la zone d'dquilibre, on reconduit la formulation

exprimée dans le cas d'un sillage lointain /6/.

._lgl’.. =O12 Iv.1.2.k4

Dans le cas de la couche limite sur plaque plane on & :

Lo -0085Th{_x_ . z
5 0085 o

od X= 0.41 est la constante de KARMAN.

Iv.1.2.5

La relation IV.1.2.5 n'est gu'un regroupement des deux comportements

asymptotiques déterminés par expérience

l0= O' 41 0 dans la région logarithmique

[0: 0.0855 dans la région déficitaire.

Le moddle de longueur de mélange n'est pas adapté & 1'&€tude du sillage
proche /6/ et de la zone prds de la sortie du jet dans notre cas. Mais, il peut
&tre employé pour 1'étude des zones lointaines du jet (zomes d'équilibre). Toute-

fois, ce mod&le n'est valable que lorsque le nombre de Reynolds de la turbulence

Ret=

S est grand (effets négligeables de PV sur la turbulence).
Par contre quand ce nombre est faible, la viscosité du fluide devient capitale.
C'est le cas pour une couche limite tout prés de la paroi ou pour les régions

centrales d'un jet peu aprés 1'émission et d'un sillage débutant. On modifie donc
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le modéle en introduisant une fonction correctrice F: de sous—couche visqueuse

/34/.

F=1.-GXP _2 l° _\57 IV.1.2.6

6X;4

oll T est le frottement total : 7]an#' "oy

De 1a

2
Ve = (Flo)\/(%_L.ZJ_)2+ (%.\-é_)z IV.1.2.7

Notons que la formule II.1.26englobe celle proposée par VAN-DRIEST (1956).

Ce modéle est surtout intéressant par sa simplicité, ce qui a fait
qu'il a été largement utilisé.

Les inconvénients sont les suivants

- L'échelle de longueur lo doit étre spécifide pour chaque probléme,
mais pour des écoulements complexes, cette prescription devient compliquée voire
impossible.

-~ La viscosité turbulente doit s'annuler 13 ol les gradients de vitesses
s'annulent et vice-versa. Cette conséquence qui provient de 1l'application de ce
modéle est mise en défaut dans certains cas. Parmi ces cas, on peut citer 1'écou-
lement entre deux plaques paralléles, 1l'une étant rugeuse et l'autre ne 1'étant
pas et un sillage bidimensionnel dissymétrique.

~ Enfin, 1'hypothése de longueur de mélange ne tient pas compte du

transport de la turbulence.
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Le modéle k- € g été &laboré et développé par LAUNDER et JONES
(1972). Il détermine 1'expression de la viscosité turbulente & partir de la

relation suivante/35/ :

\ .
ut = CP—{'_:IS- IV.1.3.1

avec

2 2 2
(U +V+ W ) énergie cinétique turbulente

taux de dissipation de k ,,

C = 0.09 constante qu'on détermine

v

expérimentalement
On voit alors que le calcul des tensions UW & VW demande
la connaissance de k et €
L'énergie cinétique turbulente est calcul&e en couche de cisaillement
3 l'aide de 1'équation de transport II.6.3 dans laquelle certains termes sont

laissés de c8té en tenant compte des hypothéses de couche limite.

Iv.1.3.2

—~

Dk J
ot = 2z

14
ol gE) < 4R -
k

Le taux de dissipation est lui aussi déterminer par son équation de transport

qui s'éecrit en couche cisaillde (voir équation II.T.2.1) :




79

De_ :-ag. (V+_’f! Je +Cc.. £V .P

t Z oe! 3z

2 Iv.1.3.3
€
-C.f, 1
avec =
E— —
PS =gradU e2S
S étant le tenseur moyen de déformation
g = 10
k nombres analogues aux nombres de Prandtl
GC '-103

Ce,e[Mh , 145

c.,€[19, 2.0

2
f2 :1. —03 exp(-Re,t) est une fonction qui fait intervenir le
nombre de Reynolds turbulent et qui prend en compte les effets de faible nombre
de Reynolds dans la région de sortié du jet ou du proche sillage.

Comme on le constate, les constantes C et CSZ peuvent prendre

€1
plusieurs valeurs. Ceci implique que 08 doit 8tre ajusté en fonction de
ces constantes de telle sorte que 1'équation de €& vérifie en région loga-

rithmique la condition /2/ :

3/
(0.3k) *
%f(:_ =0 € = Q_%TL IV.1.3.4
Ce mod&le permet de prendre en compte le transport de la turbulence. Le mod€le
établi pour de grands nombres de Reynolds est supposé valable aussi bien pour une

couche limite, que pour un jet turbulent ou un sillage.
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Les effets de proximité de paroi ol lesnombres de Reynolds sont faibles,
qui ne nous intéressent pas directement ici, seront &tudiés aux paragraphes
concernant les conditions initiales et a l'entrée.

La formulation de la viscosité turbulente sous la forme II.3.1.2.3
implique du'il y a annulation simultan€e du gradient de vitesse et de la tension
de Reynolds. Or comme on l'a déjd signalé, ce résultat est en défaut dans certains
cas. Donc on peut, conclure que certains phénoménes ne peuvent pas etre correcte-—

ment représentés par ce modéle.

O e

Bien que ce mod&le n'ait pas été utilisé, nous allons le décrire
briévement. I1 possé&de bien entendu tous les avantages du medéle l(-s . De plus,
il permet d'apporter un reméde au défaut de la formulation de viscosité turbulente
signalé ci-dessus. Néanmoins, ce modéle présente un inconvénient notable en ce

qui concerne la résolution numérique. Ce défaut previent du fait qu'il est

nécessaire d'introduire les tensions de Reynolds UW & VW dans les
équations de quantité de mouvement IV.1.1.2 et IV.1.1.3.

I1 en résulte que ces équations perdent alors leur caractére parabolique;
ce qui rend délicat l'utilisation de méthodes numériques fondées précisément

sur ce caractére paraboligue.

IV.2.- CHOIX DU DOMAINE DE CALCUL ET DES CONDITIONS AUX LIMITES

Tous les écoulements subsoniques sont tels que toute perturbation des
propriétés en un point provoque des changements en tout point du domaine ol

s'effectue 1'écoulement. Ceci provient de ce que les &quations qui régissent
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1'4coulement sont elliptiques. Mais, il y a des circonstances ol, gréce & des
simplifications concernant notamment les mécanismes de convection, de diffusion
et de pression, les éqguations de premidre approximation qui les décrivent sont

de nature paraboliques. En effet, dans ces &coulements les perturbations sont
véhiculées par le mouvement moyen selon une direction privilégiée, radiale dans
notre cas. Ce fait impose de fixer des conditions spatiales initiales pour toutes
les variables LJ . \/ . t( , & , ... dans une station amont & partir de
laquelle se fera le calcul. De plus, il nous faut prescrire des conditions sur

les frontidres extérieures pour ces mémes variables.

1V.2.1.- Conditions a4 L'entrée

Comme nous ne disposons pas de conditions a4 l'entrée du fait que les
résultats expérimentaux connus /32/ concernent le jet lointain ( f';>80f1),
nous avions le choix entre adopter des profils de vitesse approximatifs ou
démarrer les calculs entre les disques pour obtenir des conditions correctes
3 1'entrée du domaine de calcul. C'est cette derniére option que nous avons

choisie.

Du fait que les frontidres inférieure et supérieure sont des parois,
il est nécessaire de tenir compte des effets de faible nombre de Reynolds et
des modifications diies 4 1'anisotropie.

La modélisation & faible nombre de Reynolds des équations de transport
pour K et & & &6 effectude par JONES et LAUNDER (1972) /35/.

Nous nous sommes inspiré des travaux de ces chercheurs /35/ pour le
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choix du systéme & résoudre. Ce dernier s'éecrit :

ar z JZ o' JZ €k

-Ceéfz"%f— + wt

avec Gu - 1 : < C — < b
(Tv ::1

Les constantes Gk , 08 , C€1 . C€2 et C

mémes valeurs que celles données en IV.1.3.

u

Iv.2.1.1.1.4

gardent les

On verra plus loin comment 1'influence du nombre de Reynolds est

introduite au moyen de deux fonctions :

—_
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fz =’I._O.3e><p -Rei IV.2.1.1.1.6

Re
f‘J = €Xp -25/” + %t) IV.2.1.1.1.7
ol Ret = _ka— est le nombre de Reynolds de la turbulence.

Un terme supplémentaire par rapport aux &quations IV.1.3.2 et IV.1.3.3
apparalt dans chacune des &quations pour k et €
} akl/z 2
- le terme 2 V. ( v ) a é€té rajouté pour retrouver
le comportement parabolique de E au voisinage d'une paroi. Dans l'é%;ation
o - 2ul 9K*?
Iv.2.1.1.1.4, 1la dissipation est représentée par le terme € 4 U(.__.z_-)
et non plus par le seul terme € de 1'équation IV.1.3.2.
2
En fait le terme (Q) a été introduit afin que le terme C82f2' €
ne devienne infini au voisinage de la paroi. En effet, & cet endroit, on a

/317, 136/, /w7 -

k~22 et € ~ U.QZ_L.(_
lo , ~ "0z

la derniére relation indique que le taux de dissipation n'est pas nul & la paroi.

Donc, on peut poser :

ep~2u __Q_k_l/.?)z

(
Ju y J?
- le terme ZVU,((JZZ )

+
de retrouver le niveau maximum de pour Z= 20

est introduit empiriquement afin

La viscosité turbulente Vt n'est plus calculée 3 partir de la

relation iV.1.3.1,relation €tablie dans les régions ol la convection et la diffu-

sion des contraintes de Reynolds UW et VW sont négligeables et ol
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il y a équilibre entre production et destruction. En fait, on ponddre cette
expression par une fonction de viscosité empirique f}J qu'on optimise numé-

riquement. On pose :

K’

fPCP Iv.2.1.1.1.8
Notons qu'd mesure qu'on s'éloigne de la paroi, les fonctions de
correction_'fz et f‘J augmentent comme FQG?t. Or ces fonctions ayant &été
introduites uniquement pour un traitement de paroi, on les bloque alors a leur
valeur maximum (théoriquement 1) car la décroissance de F?Gat 3 1l'extérieur de

la couche limite provoquerait aussi leur diminution.

v.z2.1.1.2.- Cond&t&onb d'éinitialisation

o - = - ————— i ——— = —— ————_—— ——

Nous avons choisi de les écrire en I :20 h .

— Profil de vitesse radiale

Le profil des vitesses est obtenu par la méthode proposée par
D.L. WHITFIELD /37/. Il s'agit d'une représentation analytique de couche limite

turbulente.

Les variables et les paramétres utilisés sont

zt - M1z
Y

U+ = -Li—- UT :Ue._%f— Cj - sz

T
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o -] Y. _U)dz
Ue Ue
0
Ree: e.ue

Y .

L'expression des profils est une combinaison linéaire de deux fonctions
. ” kg . ” ~ Z+ Z C -~
trigonométrigues qui dépendent des parametres y — f , le parametre
de forme H et de Ree

+
La solution générale est : u

+ +
= Ui + Ue IV.2.1.1.2.1

Dans la région interne, on a une solution de la forme :

+ 1 Arctan(0.092+) Iv.2.1.1.2.2

LJi(inner)z'gj(ﬁ

Cette expression permet de décrire 3 la fois la sous—couche visqueuse,
la région tampon et la région logarithmique.

Contrairement a la solution U;:- qui a un fondement théorique, la
solution dans la région externe est fondée sur 1'expérience.

D'aprés 1'équation IV.2.1.1.2.2,0n remargue qu'on a

U?' > T v.2.1.1.2.3 *
| 018 e o |l ol el o
Zt > ‘

+ .
et come W' doit tendre vers ug-‘-' ——2—- a l'extérieur de la couche
Ct

limite, on a :
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+ | // 2

U > - IV.2.1.1.2.4
ofouter) \'Cs ~ 018 |

Z —» © (extérieur de la couche limite).

Par ailleurs, puisque l'expression IV.2.1.1.2.2:donne d'excellents
. . . . . + . 0
résultats au volsinage de la paroi, la solution u doit tendre vers comme

Z . Par cons&quent, on adopte la forme suivante :

+- .] re 2 _ T R Z '
u_mArctang(O.ng +{4/ Cf 015> G(@) V.2.1.1.2.5

ol G est une fonction analytique qui dépend des paramétres Cf R H etRee

et qui vérifie :

G(O) —-————>O C W.2..1.2.6

G( © ) ————?1 Iv.e.1.1.2.7

Une formulation de la fonction G est /37T/ :

G(.g_)=\/Th [a(_éz_)‘b] | ‘ 211208

o A et b sont des paramétres fonctions de Cf . H et Ree

Donc la formulation finale de la solution globale est
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+- _1 __Arctang(0.09) (/2 | .7 _\Th*{a|Z b
" 009 9(009(ve--p3g) M Bk )

Iv.2.1.1.2.9

Les coefficients @ et t) sont déterminés par expérience en étudiant la

U Z

distribution de —=— en deux points par exemple ..é_ = 2 et 6- = 5 .

Nous donnons dans le tableau IV.1 la procé&dure permettant de déterminer

les profils radiaux.

- Profil de la vitesse orthoradiale

Nous avons donné un profil linéaire en Z vérifiant les conditions
d'adhérence sur les parois. Ce profil péche par sa simplicité, mais nous avons
pensé qu'il est inutile de chercher un profil compliqué qui risquerait de provo-

quer des difficultés de démarrage de la procédure

— Profil de la vitesse axilale

~

On peut 1l'obtenir & partir de 1'équation de continuité

Jdry Jrw. _o
Jdr JZ .

pas connue. On est donc amené 3 formuler différentes hypothéses pour s'affranchir

4 . Mais la dérivée de LJ suivant [ n'est

de cet obstacle. :
- Conme \A/ est petit, on peut prendre \A/ = ()

- On peut adopter une hypoth&se de similitude qui stipule gue les profils de LJ
sont semblables suivant la direction radiale. LJ[T] étant la vitesse maximale

sur l'axe, fonction de r , on pose



TABLEAU IV.1

Calcul

1 On se donne H =R

Pas
2 | On calcule
3 On calcule
L On calcule
5 On calcule
6 On calcule
7 On calcule
8 | On calcule

_ Ue.06
, , Ree_.__SL_ et Ue

e ug=(:2_)
C
50
U(2)- 1723(1 - 30 ) exp (-06H)
U (5)=0.87 +0.08 exp< 2.6(H_195)">

G(2)= - (2)_ Actg(-ﬂfﬁﬁ)/( - o18U% !
01R
G(5)=_U_(5)-_§_Arc’t9( 25se)/ 10 - o5
n ThG*(2)] 2
b= Th-‘[G*(S) /L( |
a _-.Th'iG(Z)/Z
ut =_1_.

0.08

88




89
0 IV.2.1.1.2.10

_a_(y_ ):
dr'Um

et 3 1l'aide de 1'dquation de continuité, on obtient :

AW

St ———

0z

]

_J_.LJ_.J_arUm) IV21-1211
T Un ofF e

On calcule donc la distribution W(Z) en -f- : 2 O a4 l'aide des

profils U(Z) R Um( r ) et de la condition sur les parois W.‘: 0 .

_ Profils de K e , UW et V_W :

2

Les profils initiaux de ces grandeurs turbulentes sont déterminées &

partir du profil des vitesses de maniére classique{@ On obtient :

2 A |
Yk [Fld [(QU P, (QV | (dUs, W
a 0.3 (az)"(az) "‘:‘)‘i*ﬁ%)
| e
(0.3K)7 e |
£ = ___l.o___ j’ﬂ‘;'{
z > - 2,- Iv.2.1.1.2.12
Ow < (FUAIRUE. V21U | aw
A l-uw = (FL) (a_z.).,. 7)(3 +UT)
W = (FUMUS, V) av.
oV z T az) 3z
J oot a o
[0 R o7k 4"*?{?
V" ho &Y | ﬁ(ﬂ\ﬁ(‘/ “\‘M\ 'M“W(
‘ o C T
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avec ...l.(l. :0.085Th (0‘41 . Z
5 0085 5

Dans le cas du modéle k- € , i1 faut se donner les valeurs de ke
et Ee aux frontidres extérieures de la couche limite. Nous avons adopté
un taux de turbulence extérieur de 1l'ordre de 1 %.

On a donc

ke =0.0001U, SRR
avec | | of B
€. = (O.3xk)1.5 0.085.: IV.2.1.1.2.1k

0 é&tant 1'épaisseur de la couche limite définie par —L-J- = 0996 .

@ ——

Ces profils obtenus pour k , & . UW et VW sont évidemment
approximatifs, mais leur influence ne se fait sentir que sur quelques pas de
calculs jusqu'd ce que les profils corrects commencent & s'&tablir. On pourrait

également se baser sur des profils expérimentaux pour de telles grandeurs mais

dans notre cas, les informations expérimentales sont rares voire absentes.

1V.2.1.1.3.~- Conditions aux Limites

Sur la paroi supérieure, on impose des conditions d'adhérence

U=V=W =0 IV.2.1.1.3.1
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ce qui impligue
L( = (J et € =:() Iv.2.1.1.3.2

Sur la paroi inférieure, on impose les conditions suivantes

U=0 V=or , W=0 IV.2.1.1.3.3

/

k=0 e =0 IV.2.1.1.3.h

Notons que le gradient de pression a été calculé & 1'aide de la formule

de Bernoulli

JP _ Q_U_e Iv.2.r1.1. i
S = ‘PUe = 3.5

Nous avons procédé au calcul de 1l'écoulement entre les disques par
la méthode des volumes finis (que nous allons détailler au paragraphe IV.3)
grédce 4 un premier code que nous avons &laboré.

Nous avons mené la résolution jusqu'a la sortie soit F'=15 cm et
nous avons stocké les profils de vitesses et de toutes les grandeurs turbulentes
afin qu'ils puissent nous servir comme profils initiaux pour le second code
€laboré pour le calcul de jetstournants turbulents. Ces profils initiaux sont

représentés sur les figures IV.3 & 6.
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Comme les frontidres du jet sont fonction de la distance radiale

nous avons imposé les conditions suivantes

ar[L_J = O condition homogéne de Fourier Iv.2.3.1

pour Z :’Ze
() Iv.2.3.2

\%

ol Ze est la frontidre du Jet.

La relation IV.2.3.1 nous permet d'obtenir plusieurs conséquences.

En effet :

.QE.U_ =O implique U = cte condition compatible avec 1'é&volution

are ‘e ' deUen1
J

r

Z

et ——W-l = O condition qui tient compte des effets d'entrainement IV.2.3.3

e de 1l'atmospheére environnante.

Les valeurs limites des grandeurs turbulentes ne sont pas arbitraires
lorsqu'on utilise des &quations de transport. En effet, les formes limites des
équations pour k et € i l'extérieur (Z =Ze) se réduisent au systéme

d'équations différentielles du premier ordre /30/, /35/ :

(P )e - € Iv.2.3.k

€.€

Cermic] AR Je-Care

Iv.2.3.5

C
Y
"

e
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Enfin, il reste & fixer une condition pour la composante verticale \A/ .
Ici, on est confronté au probléme de localisation de la surface ol il faudrait
imposer cette condition : en s'inspirant du traitement des sillages de plagque

plane, on a posé :

W = 0 Iv.2.3.6

dans un plan Z= Cte , par exemple celul correspondant au plan médian des
deux disques si on néglige la dissymétrie introduite par le mouvement du disque

mobile.

IV.3.- METHODE DE RESOLUTION PAR VOLUMES FINIS

Le syétéme d'équations obtenues étant du type parabolique, nous avons
choisi de le résoudre & l'aide d'une méthode qui s'inspire des travaux de
PATANKAR et SPALDING /25/ et qui est largement utilisde au DERAT-CERT /38/, /39/,
/40/.

L'intérét essentiel de cette méthode réside dans sa rapidité qui résﬁlte
de son caractdre non itératif et dans son universalité car elle permet de traiter
gsimultanément les &quations de quantité de mouvement et des modéles de plusieurs
équations de transport.

Les raisons qui nous ont guidé dans le choix de cette méthode se justi-
fiant par les raisons invoquées ci-dessus et par ses principales caractéristiques
gqui sont
~- Le schéma implicite de discrétisation vérifie le caractére conservatif des

équations du probléme et il assure par ailleurs une stabilité inconditionnelle

du calcul.



ol

- L'utilisation d'un algorithme tridiagonal (algorithme de THOMAS) dont la mise
en oeuvre peut se résumer 3 triangulation et une inversion d'une matrice

bidiagonale.

- La marche "pas & pas" de la méthode permet le calcul de l'écoulement de fagon
rapide tout en ne nécessitant que peu de place mémoire dans 1l'unité centrale

de 1l'ordinateur.

Partant de la forme générale des équations paraboliques de transport,

nous obtiendrons, aprés quelques changements appropriés, une forme commune

Jdg dg _ J Jdo
U S5r +WTZ_. _...z.C¢-a—z— +SQ IV.3.1.1.1

ol Qf représente LJ , \/ . }(, , € , ete

SSJZ( est le terme de source. En plus du terme de gradient de
pression, il contient des termes de production-destruction des grandeurs turbu-
lentes et les termes supplémentaires qui apparaissent & cause du systéme de
coordonnées utilisé.

L'équation de continuité, multipliée par Ey , s'éerit

& . 9dry 9w _
r Jr +'O(Oz =0

Iv.3.1.1.2

En faisant la somme des 2 équations IV.3.1.1.1 et IV.3.1.1.2, on

obtient
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1 Jru d _ d Jo
..F. (FUE/) + -a-z-(wﬁ) —a—z(cgji)-i-szf IV.3.1.1.3

r

ou

J J _r.9 (c 1@
D.Z(I'VV.@) + W(FUQ)—F-OZ(C‘GBZ){-RS’@/ IV.3.1.1.4

Comme 1l'épaisseur du jet ) augmente avec r , les frontiéres du

domaine doivent &tre des fonctions croissantes de r (fig. IV.2). On introduit

une longueur de référence L ( r ) telle que L>2 0 et la variable

D - _Z.E_ . Ainsi, on se raméne i un domaine rectangulaire (r, D )

Nous nous sommes inspird de 1'expérience /32 / pour donner une évolution

de L(r) . Nous avons ainsi adopté pour L( r ) une variation linéaire

(fig.IV.2).

Avec le changement de variables :

>= 1

R =T IV.3.1.2.2

Iv.3.1.2.1

On obtient

L(r)- OD Iv.3.1.2.3

SI© Qe

a ° Iv.3.1.2.
> " Lr) ° b o

0 LodU , r w._ e
—OT'(FU)- r/LD 55t T =0 3.1.2.5
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1 9kWel, dlrUg)_ L lrUg)_ @ (. 2@
L Jb * T—TD an "2 'ab(cgjt—))ikr-sﬁlvs.nzﬁ

La méthode utilisée pour résoudre ce systéme consiste & 1l'intégrer

dans un volume 8lémentaire fini Dj (fig. IV.5 ).

Avant de procédder 3 1'intégration de 1'équation IV.3.1.2.6 dans le

domaine Dj , nous allons expliciter des hypothéses nécessaires & la discréti-

sation.

e
1. Toute fonction ¢ (r, D) est connue, en toute section [=C*= par ses

valeurs aux points DJ .

) U
2. ¢ ( r ) D ) est supposée varier par sauts suivant I . Entre [ et
d

on a ¢= ¢ a constant pour que le schéma soit implicite
. rd D

afin d'assurer la stabilité pour Ar grand (fig. IV.3).

*!
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3. Entre deux noeuds consécutifs en t) . Q§ (r,t) ) est supposée varier

linéairement en fonction de ':) (fig.IV.4 )

/

nG-y o nG)  MGe) MG

fig. 1v.4

L. Lors de la discrétisation, certains coefficients seront pris égaux aux valeurs

d

fait uniquement par souci de simplicité.

prises en [ , d'autres sont pris &gaux aux valeurs prises en F™ . ceci est

5. Afin d'atténuer les effets de non linéarité du terme Ssgy, on le décomposera

de la maniére sulvante

Sy = Sy +99. DY it
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s pU c\u . e L
ou er et jZf sont respectivement la partie linéaire et non linéaire qu'on
détermine & litfosition amont.
Q est la valeur de B/ 8 la position aval.
Dy
Cette décomposition exige que le coefficient 13' solt toujours
inférieuwr ou égal & zéro comme le signale PATANKAR S.V. /26/. Par exemple, dans

1'équation orthoradiale de quantité de mouvement, le terme SSJE( gs'éerit :

Slgz-_ur__y-‘ | IV.3.1.3.2

et la décomposition appropriée pourrait &tre :

max(-% 0. ) IV.3.1.3.3

.DU = - maX(_L'_J_ 0 ) IV.3.1.3.4

/

Pour obtenir la forme discrétisée des &quations de transport, il nous
faut intégrer chaque terme de la forme générale IV.3.1.2.6 en tenant compte des

hypothd&ses explicitées ci-dessus. Ceci va faire 1l'objet du paragraphe suivant.

Avant de procéder 3 la discrétisation, nous allons encore transformer
les équations IV.3.1.2.5-6. La raison de cette transformation sera fournie dans
les paragraphes suivants. .
En posant EN = W—DLU , on obtient pour les &quations IV.3.1.2.5

et IV.3.1.2.6
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orU OF . Lry - i
a_r_.i. _[-..DD-P LrU __O I.3..h.‘

J R
F(rugﬂ%.ﬁ(rmﬂ ="E2"%(Cﬁ'%%)

IV.3.1.4.2

¢+ (DU-_'_.U)

Cette transformation est commode car elle va permettre de faire
apparaitre un nombre de Peclet, nombre qui va nous guider dans le choix du

schéma.

Procédons & présent a 1l'intégration dans le domaine DJ gue nous

allons rappeler afin d'y expliciter effectivement 1'inté&gration.

Ap* ! )

| v

t ) g, v} ui,&;,m;

Ay, ‘ - 7/ %

‘ Uf:ﬂfj’_p?),_l
ru rd

Domaine d’intégration

fige I1V.5 {ou
Volume de controle DJ
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a. ler terme de IV.3.1.4.2

D*F rd Nt l'd
/ [ _gF(rUﬂ)dr]dg _—../ ' rLCJjD
b D~

ru
= [rdUdQ - ruU ,@]  Iv.3.1.h.3
- | - Dj— i
avec AD -_:I’)+.. ") = 4 2

b. Second terme de IV.3.1.4.2

rd n+ rd +
[ %.DQ_(FQF dD / / (ﬂF)dg
ra /b~

- r@F|".dr IV.3.1.h.4
Ld/ l 3 |
ru J |
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C'est 3 ce stade qu'il faut faire le choix d'un schéma de calcul.
Différentes possibilités se présentent. :

- Schéma aux différences centrées (CDS)

Ce schéma utilise une interpolation linéaire pour obtenir les valeurs
de 127 aux points situés sur les faces du volume de contrdle.

ﬁ: R = -17( L * ﬁ )-R s

g’ E :’—%-(ﬂjd + Q:J.Eu IV.3.1.h.6

Ce schéma donne d'excellents résultats lorsque le nombre de Reynolds

de maille (ou nombre de Peclet) défini par

_7) WAz

IV.3.1.4.7

est tel que ~/ e I < 2 . Par contre, il donne des résultats non
réalistes dans le cas contraire / 26 /.

C'est & cause de ce défaut du CDS que les schémas aux différences

décentrées ont pris naissance.

- Schéms, aux différences décentrées (UDS)

On utilise les interpolations suivantes

d

Q+ g max( 0) (Z .max(_ ) IV.3.1.4.8



g F -_-Q;_‘:.max(E",O) ~Zimax[-E0)  waas

SPALDING /41/ a montré que ce schéma permet d'obtenir des résultats
ﬁe\> 2 est c'est pour

cela qu'il le qualifie de "supérieur" au CDS, alors que pour |-/ e\< 2 ,

excellents et interprétablesphysiquement lorsque

il n'est pas nécessaire de 1l'utiliser car d'une part, il donne des résultats

moins bons par rapport au CDS et d'autre part, il fait intervenir des formules

compliquéeéw(iv.3.1.h.8.9).

- Schéma hybride (HDS)

Afin de réaliser un &quilibre entre les schémas centré et décentré
amont (Upwind), SPALDING /41/ a proposé un schéma qui utilise les avantages
qu'offrent ces deux schémas

ﬁel < 2 , on utilise le CDS, alors que pour Ij)e |>2

Lorsque

on utilise le UPS.
La combinaison de ces deux schfmas a donné naissance au schéma dit

hybride.

c. 38me terme de IV.3.1.4.2

r(j | t).b rd 5
L1/ Dic. 9 ydn|dr = /L |c,22|"d
2 OD(C;Z OD) > —LZ C¢OD
ru N ry b IV.3.1.4.10
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Afin de généraliser le résultat, c'est—-d-dire utiliser le HDS, on

multiplie les termes discrétisés de diffusion par la fonction /26 /.

G(Pe)=max(0,1.-05.|Pe|) oz

D'ol

oy ot G S d d Fo.L.Any
& T BA+D+'(gJ“ . QJ e O )

; IV.3.1.k.12
ct : E.L.A~ )5
.._E_ES_W; : Q;).G( = ) |TAr
d. Le terme de IV.3.1.h4.2
rd D+ |
it 2 / [S; +(.Du_.%.0),@(Jr.dndr)
ru - IV.3.1.4.13

g T
- SJ-r.Ar.Ar) +[-DJ—_L_UJ£5J-RAEAD

Finalement, 1'équation de transport discrétisée s'écrit :
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d ? .g Uy U Y 1 C1 U (j : U
[r UJ (ZJ_ r Ujﬂj}At)+ _I__a.[ﬂj.max.{-ﬁ,O)_ ,@J’ﬂ.max(-E,,O)

a ,@j(_j_,l.max(FLf,O)Jr ,@jd max|-F=,0)(FAr

e U
- S TArAn - [DJJ ; (%)u“-‘] ¢‘J?'.EArAD

IvV.3.1.4.14

: —'(-AF [ el G(EULAD-L)(chL_ng)

E | E&nr ct

Aprds arrangement de 1'équation IV.3.1.4.14, nous obtenons la

forme suivante :

8 v |
aj'gj“ +ngJ +CJ¢'_1 —dJ IV.3.1.)+V.1.1

d

ol (Zj 1 > Q" et Eﬁ‘ sont les inconnues sur trois points successifs

J
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a la position aval, et Eaj . t)j ) (:j et ij sont des coefficients

entidrement connus car ils ne font intervenir que des valeurs de la position

- amont.

Les coefficients Eaj . t)j . (:j et (jj sont :

co ] ( FY o) ci (0 1 IE LAr\'"l A
a: = max . III X )

Cj =~ T}i_[max(l: 0.) + —C= maxl(0,1.- [E- LArﬂjrAr

LAD 2c?

d; = ISUFAr +g“ UUJAQ

b; = rd chjA:) + _1@_ [max(ﬁ“, 0.) ymax(-FY 0.)J FAr

[.DJU _Lu JFA rAn

+ 1[ - maxl0.1.- LAyl )
D+ ZCU

.max(O./’l | EYL. Ath TAT
EAD‘ 2(:u
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1V.3.1.4.2.- Expression des coefficients QAj

bj. ¢j «d i __pous_tes schenasCOSed

Ici nous allons expliciter les expressions des coefficients aj .

, bJ . CJ’ et dJ dans le cas des deux schémas cités en IV.3.1.k.

- Schéma CDS

oo IR o Gl IELA]
C..|. ZCL.!

Si F+u>0 ( ,F.:‘I:F_l_u /-F.:.J<O,),alors:

aj -~ FAr| 0 P S ELA
< My LAy 2cY
3. __ LAr cy  Fy
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P r.Ar Fu CE C-ol:l ..Fu ElA'q
Ej An+ Ld An+ Q'Cu

ou

a.=_F.Ar Cli.l i F...u
J d dar 2

u
On remarque que aj a la méme expression quelque soit le signe de F .

I1 en est de méme pour Cj dont 1'expression s'écrit :

-

G S e )
C = _
g [ " Y2 J

U
On a FEJA > 2 »G(@):O

Si +>0 on a a. __H(O)FAF
si E<O 9.8 aJ __E_(_EL)IFAF

On regroupe ces expressions en une seule :

_-Tg;(F” 0)FAr
F(O +0)FAr

J

8 __lt,_.max(-ﬁ O)F.Ar

Ci = _{_max(+F O)F.Ar

SiF>O
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h._d Y, 1 129 = u | Y=

. _?{(o + O)FAr

& FY<0

b= .Uy + _l,h (0-F2)Tar - (D] LLULJ‘)EAnAn

+_TE_.(0 + OJFAr

On a en définitive 1l'expression de 1l'équation Iv.3.1.4.14 ‘dans le cas

du schéma hybride :
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+i%£_ [mc:x(lf,,u,o.),djd 4 mox(-Ff,O.)ﬁji

(r de ruUu #)An +max(-F O)QJ mcx(FO)(ZJUDS

ou

R [ai®g8) - EY( o 1)] CDS

2.d i
| =5y rArA,,+( -_)af* FAr. An,UDSEDS
“E&e 1D ] 0. Ubs
I
ou

cu_ %- 4, ]=0 cDS
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Les coefficients aJ s bJ . c.j et dj sont :

_%L.max(-FE 0) + 0. uDS
A= .
) FAC (L FY) rAr Cti) cDS
ot -"('(E)z' Ar+ "
r_F-lLSI.max(_EU,O.) , 0.  UDS
Ci= 4 . |
"l ok ’ FAC €2y cDS
_IAr (L E _EAr C-
L 2L [+ | '+( () An“) a
r"'U‘j.An . F.ér <mc1x( EY 0)+max(- EY O))
) uDS
_ (DY __t_u}‘)mmn +0
b=
J = TR T I
VA r-lf\f (R-EY) _(Df - Lujeamy,
u ll:l_ CDS
FAr ( C+ _ _C-
i (13)2( Ay * An')
L ,‘
(SFAT 4+ &rUT A oms
d;=

( S‘LJJFAF + d;lj'l'l'l.UBJ )A'q cps |
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En fait, il existe une relation entre les coefficients Eij . t)j et(;j )
relation qui est surtout exploitée en programmation.
Démontrons cette relation pour les schémas centré et décentré amont.

Nous allons avoir besoin d'utiliser la relation :

mGX(-a, 0) -.:lTlClX(-\-a,O) o

On a

ig-f(moxu::",O)-max(‘?E",o ) r-:“-r-:jws

_EAr (EM _EYy L TAT c

N (o R
rMUSAy —a, —ci 4 (R -F).ZAr
jor -8j - + (R -RIST
_(DELui) A, T
b= -
J_ _ u
4 FArEY w FAT Ch C-
r UJAﬂ--é-E,-(E - E )+(E)d( A + Ay CDS

- ( b] - _L-Uj) rArAq

Or, d'aprés 1'équation de continuité, on a :
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d'ol

_aj-cj,,r"u}‘zxn _ i, UDS

L'intégration de 1'équation de continuité IV.3.1.2.5 est nécessaire
pour calculer \ﬁv sur la face aval du volume de contrdle. L'équation discrétisée

qui en résulte est :

d
oW | (e ey, 2, Ve Y
- - TAr " ] p+ ' M= iy

7’. — -
Or n-L_ 17_ = ——J+—12——-"?L——1
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d'ol

‘ : d _
W, =W_ fk ’Zf*‘;"l-’(r"U-_rUJ)+L UJ“ZUJ“'

IV.3.1.4.4.1

Passons maintenant d 1'évaluation de W au point P le plus proche

de la paroi.

P’WjJD+

g7 7 7 7 7 77 /7

W, P

Fig. IV.6.
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AW - _W[P)-W[1) _ w(P)
JD|p,T of—n1) DY

o D" = 1-(n(2) +0(1))

et

N(1)=0
d'ou d
W, -2 We
Jn \p H(2)
| a ]
d d "yl2)-U(1)
U = wL°, UL
> r)\p 0 | H(2)
U1 =
S0V - m2 W)
D = 2 H(2) 2
d u
L JIrU | _ d rdUp - rYUy
r Ir = r Ar
S L rd 2yl
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: d [ 4 d ‘
2w, -2l 1@ | dy (2) - ruu2)
H(2) 2 2rAr |

. J
'. d d u |
f = Q%ZJ. LU[2) -L [rdud(Z) -rUU(Z)]/r‘z'xr
. L ,
IV.3.1.4.4.2
IV.3.1.5.- R&solution du systlme par £'algonithme de THOMAS
IV.3.1.5.1.~ Exphession matriciette
L'équation IV.3.1.4.1.1 peut s'écrire sous la forme matricielle
: r 1
fb1 a [ )
C, 2 az
3 b, \ 0
NN
—'< < \ ¢J_,
0 \_> —_— ¢+1
T \a.m J
N b
L jm Jmit ‘IV31‘51
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ou

A XY

Comme la matrice A est tridiagonale, l'algorithme de GAUSS /L3/,

/hb/, /45/, peut €tre simplifié.

On peut ne mémoriser que les 3jm...2 termes non nuls de A

dans trois vecteurs E . F . G ayant respectivement Jm"’ . Jm et_]m-1
composantes, plutdt que de traiter (ou mémoriser) tous les &léments de la matrice

dont ( jm)2_3jm + 2 sont nuls.

La relation IV.3.1.4.1.1 est une relation en trois noeuds successifs.
Nous allons chercher & la transformer en une relation de récurrence en deux noeuds
successifs.

Normalisons la premiére ligne du systéme ci-dessus :

r’] a ( ¢, 1
1
c, b ¢ ?, 2

) d.
J1Om my
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puis, réduisons la seconde en lui soustrayant (::2 fois la premiére :

[N

—

)

[ 4

im

On normalise la seconde ligne, puis on réduit la troisiéme et si on

réitére le procédé pour les Jm lignes du systéme, on obtient le systéme 3

matrice bidiagonale unitaire :

P
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ﬂjni

En résumé, l'algorithme de Thomas emprunte les étapes suivantes :

- Triangulation
| a,
S 4 = e—
’ 1
b,
a
Qi = ]

j= 2 jm-1

J = ;2 / JlT]-—1

Iv.3.1.5.1.3

Iv.3.1.5.1.4

Iv.3.1.5.1.5

Iv.3.1.5.1.6
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- Résolution du systéme 3 matrice bidiagonale

d
Q’j = Bjm | IV.3.1.5.1.7

d
gj = 5j - aj-ﬂj(L j:jm-1,1 ,..1 Iv.3.1.5.1.8

— Conditions aux limites

La relation IV.3.1.5.1.8 écrite pour J :1 donne :
ﬁ1 = 61_ a1.Q/2 IV.3.1.5.1.9
Or, ¢1 = 'gliml’(e est connue; alors pour‘ que la relation IV.3.1.5.1.9 soit

toujours vérifiée, il suffit de prendre :

Ot1=O- Iv.3.1.5.1.10

et
B1=glimite IV.3.1.5.1.11
T1 faut connaltre gjm pour pouvoir démarrer le calcul. Pour cela,
écrivons IV.3.1.5.1.8 pour J:J m .

d d
ﬁjm = Bjm - O!Jm-¢jm+1 IV.3.1.5.12

Or ﬁjm = “m,.te , donec il faut prendre ;



1. On calcule o
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Bt k) IV.3.1:5.3.13

d
Bjm =ﬁlimite IV.3.1.5.1.14

1V.3.1.5.3.- ALgonithme de La procidunre

Finalement 1l'algorithme de la procédure est :

g et B 1 & partir de IV.3.1:5.1.3 et 5.

2. On utilise les formules IV.3.1.5.1.4 et IV.3.1.5.1.6 pour calculer on et [Bj

dej: 2 . jm-1d.

3. On calcule IZTer‘ grace & la relation IV.3.1.5.1.12.

4. Enfin, on calcule les »  par valeurs décroissantes de j c'est-a-dire

de j

J

:jm-1 B iy 2 3 i'side de 1a forwule IV.3.1.5.1.8

IV.4.- DETAILS DES CALCULS

apparues

convient

faisante

(domaine

Dans ce paragraphe, nous allons préciser certaines &tapes qui nous ont

intéressantes.

Le choix des coordonnées [ y t:) = ]:%%T- étant adopté, il

de bien répartir les pas en !:) afin d'obtenir une distributiop satis—
des points de calcul 3 travers l'épaisseur du jet ou de la couche limite.
Comme 1'écoulement se produit dans le domaine présentant une distorsion

mince) qui est orthogonale & la direction moyenne de la vitesse du jet,

il convient de concentrer suffisamment de points dans cette région.
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Ainsi, dans la section d'entrée, on fixe pour t) une grille en
progression géométrique de raison C] . Ce choix a été utilisé avec succes

au DERAT-CERT /38/, /39/, /L0/, et aussi par GALMES /31/.

Maillage en progression
7 geomeétrique

17(1)=_1. J

fig. IV.7
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On se fixe un nombre de pas J rr\ et on prend :

Z[j+1]) _ 1. ‘qJ
-1 q(j“)

1. _ q(j-1)
1 — g™

ou

z(j) =X.
injétant la hauteur de la partie & mailler.

La progression de la résolution dans le sens de 1'&coulement pose

le probléme du choix du pas Zkr': si ce pas est trop grand le schéma diverge;

s'il est trop petit, le temps de calcul et donc son colit deviennent prohibitifs.

Il existe alors un compromis entre ces deux extrémes. Pour arriver
effectivement & ce compromis, le pas l&f‘ doit &tre de l'ordre de 1'épaisseur
de quantité de mouvement 53 ou de l'ordre d'une fraction de 1l'épaisseur du
jet ou de la couche limite calculée dans le pas précédent /31/.

U u
1V.4.3.~ Caleul des termes Sj 3 Dj'gg_c¢

Modéle k - E

Quatre &quations sont traitées

quantité de mouvement radiale

- quantité de mouvement orthoradiale

énergie cinétique de turbulence

- taux de dissipation i: .

Cette équation s'écrit :
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‘ 2
ArUy) . ArUW) _ 1 D au | V1 ap|
5+ S ‘r'a—z‘(”"”f) Z\J"? Far [

_1 0P
P or °

soit d'aprés IV.2.1.3.5.

aveck .:'-'f . -k—z
Y=o lurg

Re
f‘J = e><p<_2.5(1. + ._S_Oi)>

2
Re, = K°
© vE .,
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aruv) , AeWV) _r 9 |, OV |, LWV
or 0z 9z | ? 0z r
55’=_U_\/_Ur

) roj

u

s =0

DJ

C¢:V+Vt

Irukl Irwk) _r.0 Ik
e+ S5 'r'jz' Cﬂ'ﬁi + [UR-ELr

On a :

g =k

u A\ u
Sj = VtPS _Ej
pH- 0.

C¢: V-‘-_o-_zk J 0|(=1.
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Flle s'écrit :

JrVUE) a(rwe) r 0

JE
o T T Cp-

0Z
+Ces ﬁ Vi -Ces ]r

On a :

u
pY - _Hcm.u.P C,,€
Cg = V+ %A /°e=1‘3

1V.5.- ORGANIGRAMME DU PROGRAMME

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents tous les &léments
nécessaire 4 1l'écriture d'un programme de calcul de jets tournants turbulents.

Dans l'annexe A 4 , nous esquissons 1'organigramme de ce programme.
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CHAPITRE V

CONFRONTATION ENTRE LE CALCUL ET L'EXPERIENCE

V.1.- INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons aborder les comparaisons de nos
calculs effectués & 1'aide du moddle MK—=€ avec les différents résultats
expérimentaux disponibles. Tout d4'abord, nous nous sommes attachés 3 tester
nos codes, d'une part dans le cas d'un &coulement laminaire radial entre
deux disques avec ou sans rotation, d'autre part dans le cas d'un jet
laminaire sans rotation méme si la réalisation de ce dernier cas est assez
difficile voire impossible. Puis, nous néus sommes intéressés aux jets
tournants turbulents dont 1'étude expérimentale a été entreprise par MUHE /32/.

Nous tenons & préciser que ce type de probléme est 1'un des plus
difficile & explorer tant expérimentalement que numériquement. Plusieurs
chercheurs s'accerdent sur la complexité du probléme d'une turbulence en
rotation; parmi ceux-ci, on peut citer RODI W. /48/, LAUNDER et MORSE /L49/,
AUPOIX et COUSTEIX /5%0/, GENCE et al /51/, COUSTEIX J. et AUPOIX B. /52/,
BERTOGLIO J.P. et al. /53/. Par ailleurs, si dans de tels &coulements, les
défauts du mode&le .|(-€ ont bien entendu leur importance, il faut toutefois
signéler que les conditions initiales nécessaires au démarrage du calcul
peuvent évoir elles aussi un effet important. Un début de solution sera

8voqué au cours d'une discussion en fin de ce chapitre.
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Les é&tudes menées sur la rotation sont malheureusement fort rares.
Ces &tudes ont simplement pour but d'essayer d'expliquer et de comprendre
l'action du cisaillement qui résulte de la superposition d'une déformation
pure et d'une rotation. CLER A. /2/ suppose que la rotation présenterait un
effet inhibiteur sur le transfert del'énergie des grosses structures vers
les petites structures, ce qui rend caduque 1'hypothése d'échelle unique.

L'équation classique du taux de dissipation ne fait aucune différence
entre de tels écoulements et ceux relatifs & 1é'turbﬁlence homogéne isotrope.
Selon les chercheurs cités plus haut c'est cette équation qui est & 1l'origine
des déficiences dans le traitement de quelques problémes de cisaillement
(jets turbulents plan et circulaire avec ou sans rotation, sillage plan
lointain, couche limite avec gradient de pression adverse, ...).

La rotation a pour effet de rendre la turbulence anisotrope. Il
apparalt donc nécessaire d'en tenir compte. Une premiére tendance a consisté
a4 introduire un terme rotationnel dans 1'équation pour &€ . Ce terme devrait
8tre 1ié & la production totale de 1'énergie cinétique turbulente K pour
pouvoir soit agir dans le cas des &coulements & faible production d'émergie
(sillage plan), soit s'évanouir dans le cas de ceux & forte production. Le
terme rotationnel de HANJALIC et al. /S4/ constitue une premiére approche en

ce sens.

Comme nous 1l'avons signalé au Chapitre IV, nous étions amenés &
calculer 1l'écoulement entre les deux disques afin d'obtenir des profils
initiaux de jet "acceptables". Nous avons fait ce choix pour deux principales

raisons
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- La premiére est que les résultats expérimentaux pouvant servir comme
conditions initisles sont fort rares pour ce type de probléme.
- La seconde vient du fait de la propriété qu'on les mod&les tel que k-¢€
de tendre rapidement vers une solution asymptdtique indépendant des conditions
initiales. Ainsi, JONES et LAUNDER /35/ ont suggéré 1'idée de faire démarrer
le calcul suffisamment loin en amont afin de provoquer un effacement des
conditions initiales.

Ajoutons, par ailleurs, qu'il est présomptueux d'étre exigent avec
des modéles simples du type gradient jusqu'd leur demander une prédiétion
"parfaite." de résultats expérimentaux qui, d'ailleurs, sont eux-mémes entachés
d'erreurs. Toutefois, 1l faut espérer que le calcul recoupe ces résultats
expérimentaux au moins pour les caractéristiques principales du probléme
€tudié. Dans le probléme que nous traitons il s'agirait de la vitesse radiale,
de 1'élargissement du jet, du degré local de rotation, des vitesses maximales

radiale et tangentielle.

V.2.- LA COMPARAISON ENTRE CALCUL ET EXPERIENCE

V.2.1.- Generalites

Avant de confronter le calcul & 1'expérience, nous allons préciser
quelques paramétres caractéristiques des jets. Ces paramétres sont :
- Le nombre de rotation $ définit comme le rapport des vitesses tangentielle

et radiale & la sortie du Jjet, soit

S - w.RQ
Uo
. 2
- Le nombre de Reynolds Re :—‘-‘L’EQ_
1 4

. . B & § I‘i
JI'S ISR NS S XS 3??®KiMN\ T
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- Le rapport de 1l'écartement des deux disques au rayon :

On pourra se reporter aux travaux de MUHE /32/ & la fois pour le
choix de ces paramétres et pour la description des expériences.

Les résultats ont &té représentés sous forme adimensionnelle pour
différents nombres de rotation et pour différentes positions radiales .

Le tableau V.I présente les données qui ont été utilisées & la fois

dans nos calculs et dans les expériences.

Re % 10-5
3.90 5.46 7.80
m/sec
39.3 54.98 8.54
U m/sec -2

23.58 1.67 2.33 3.33

18.86 2.08 2.89 4,16 S

14.15 2.78 3.90 5.55
Tableau V.1

Conditions d'essais pour le jet libre.
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V.2.2.1.- Profif de £a vitesse radliate moyenne
Le profil de la vitesse radiale moyenne adimensionnelle ,_!!__
en fonction de la distance axiale adimensionnelle E = z g ot

5 h

fixe et en prenant $ comme paramétre, est comparé aux profils expérimenbaux
(fig. V.1 & V.3). La comparaison est faite pour les positions-i%-= 80, 92 et
104. On constate que dans 1'ensemble l'éccord est bon. Parfois, le modéle

k — € syrestime les résultats par rapport & 1'expérience pour £ < 0

et pour 3 > 0, il les sousestime.

Y

m
S fixe et F . variable. Elle montre 18 aussi un bon accord.

La figure V.4 présente le profil en fonction de S pour

Le profil de la vitesse orthoradiale moyenne adimensionnelle

m
en fonction de & & —¥- fixe et § variable, est comparé aux résultats expérimen-
taux (fig. V.5 & 7). L'accord estbonpoux‘g \< 0.4 . Quana 3 EI >0.4

le mod&le surestime de fagon notable les profils par rapport & 1'expérience.
Cecli montre, sans dquivoque, qu'il faut reprendre le moddle afin de décrire
de facon plus précise 1l'évolution de la vitesse tangentielle. Nous pensons
aussi qu'il faut &tre prudent en ce qui concerne les mesures de cette
grandeur par 1'anémométrie & fil chaud aux faibles vitesses.

Notons que le mod&le prédit une vitesse plus éleve du cdté du
disque tournant, ce qui correspond 3 la réalité et qui est bien observé
expérimentalement .

La figure V.8 présente le profil de la vitesse moyenne orthoradiale
variable.

adimensionnelle en fonction de E pour § constant et

m
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Elle montre qu'il ¥y a accord seulement pour | E‘ <:().4 . Le modele
classique présent ne permet pas de prédire cette grandeur correctement pour

‘ 3 ‘ > 0.4 , c'est-8-dire dans les zones extérieures. Ceci renforce
1'idée de revoir et 1'équation orthoradiale de quantité de mouvement et les
8quations de transport pour k et & | et en particulier les termes
production-destruction ainsi que les valeurs des différentes constantes mises
en jeu.

A la sortie du jet (== = 60), la vitesse orthoradiale maximale

h
est €gale 4 la vitesse de rotation du disque. On observe qu'd mesure que
L augmente et quelque soit & , la vitesse maximale \‘n tend a
&tre atteinte vers le plan médian des deux disques. En d'autres termes,
quand F croit les profils oA deviennent insensible & la dissymétrie

m
P& hd P -~ - P4 ” Pl 2 .
créée par la rotation. Ce phénomene a aussi &té& observé expérimentalement.

Les échelles caractéristiques des vitesses moyennes radiale et
orthoradiale sont les vitesses maximales Um et Vo,

Les figures V.9 et V.10 présentent les variations des rapports

u et gﬁ&liﬂ- en fonction de pour différentes valeurs
Um Vm
de S . On constate que l'accord est bien meilleur, notamment en ce qui

concerne la vitesse \Qn car on aurait pu penser d'aprés ce qui précéde
que le modéle prédit mal cette grandeur.

On a observé aussi que la vitesse maximale orthoradiale décroit
plus vite que la vitesse maximale radiale, phénoméne qui est confirmé

expérimentalement .
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Ce paramdtre est défini comme &tant le rapport Vm
m
Ses variations en fonction de $ pour différentes valeurs de —— sont

rapportées sur la figure V.11 et comparées avec 1l'expérience. On constate
que l'accord est excellent sauf peut &tre pour les faibles valeurs de S

r
et de e,
h

Ce paramdtre est une caractéristique majeure d'un &coulement de

jet. I1 est aéfini par la distance axiale entre les plans ou U = Um et
U -Ym i . .

= . La prédiction de ce parametre n'est pas parfaite. En effet, le
mod&le indique que lorsque le nombre de rotation S augmente, les pentes

. r .
des droites -§h— = f(_i‘l—) augmentent (flg. V.12). Un examen de cette
r

méme figure montre que le calcul prédit une origine virtuelle 0 du
. . r .
jet comprise entre =50 et :‘ = 60 guelle que soit la valeur
de 8 . Par contre, l'expérience montre qu'on trouve des droites sensible-

ment paralld@les ayant pratiquement la méme pente, ce qui donne pour les

valeurs de 8 1les plus élevées des origines fictives comprises entre

r r S a-
=20 et P =40 , c'est-d-dire pour 5 cm< r <Wenm.

Ce résultat expériemntal n'est pas trés cohérent car il signifie que
lorsque S augmente, le jet tend & naiftre tout prés de la zone d'impact
~du fluide d'alimentation. Sur ce point, le calcul semble donc donner des
résultats plus acceptables physiquement.

Notons enfin que dans les deux cas, on trouve que le jet s'élargit
linéairement, résultat qui est confirmé théoriquement pour d'autres &coulements

de jet, plus simples /61/, /62/.
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Le tenseur de Reynolds est défini par la relation I.2.1.6.

Cependant dans ce modéle de turbulence,on ne calcule que les quantités

k = ...1__( uz+ Vz+ Wz’) et les tensions UW et VW | L'énergie

2

cinétique de turbulence K est calculée 3 partir de son &quation de transport

(Bquation IV.1.3.2). Quant aux tensions de Reynolds, elles sont calculées par

les relations suivantes

_:;v- = Vt(llivm__) v.2.2.k4.1
_-v_v-v_ = U (_Tl_c;m_) v.2.2.4.2

~

ol V¢ est la viscosité turbulente définie par IV.1.3.1 et ol

T = V. au
lam az
et
, 7' = v, JV
lam az

L'équation V.2.2.4.1 permet donc une comparaison entre les tensions
de Reynolds calculée et mesurée 8 -L=80 et 8 variable (figure V.13). La

h
prédiction est correcte pour ~0.8 gf L0 c'est—-d-dire du cOté du disque
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tournant, tandis que pour & <-0.8 et £ > 0 , les frottements
turbulents sont 1égérement surestimé par le modéle k — € .4 L-92

et = 104 (fig. V.14-15), on constate que l'accord est bon

.
h
- pour -0.8 < E <2.0 . Sur les trois figures, on remarque que le

modéle surestime les frottements pour E <-0.8 (régions intermittente
et extérieure). v

S——

La figure V.16 présente le frottement turbulent uUwW a :'1

fixe et 8 variable et montre que la prédiction est correcte pour les

grandes valeurs de —-{;— (—-:‘—-=92 104 et pour -1< 3 <2.0.

L'équation V.2.2.4.2 permet la comparaison entre le frottement

’turbule}lt VW calculé et mesuré. Sur les figures V.17, V.1.8, V.19 et
V.20, on constate que le moddle permet de trouver des profils ayant des
formes semblables pour -:-; = 80 et 92 et quelle que soit la valeur
de 8 , alors que l'expérience n'obtient ce résultat que pour les grandes
‘valeurs de S . Notons que pour les grandes valeurs de 8 , la prédiction
est correcte et que pour & > 0 (respectivement 3 < 0 ) le modéle

surestime (respectivement sousestime) le frottement turbulent.

Les figures V.21 et V.22 présente les variations de 1'énergie

L]

cinétique turbulente Kk en fonction de f a —-|-‘- constant et pour
a

différentes valeurs de § . Avant de nous livrer & la comparaison, nous

tenons & donner quelques précisions. L'énergie cinétique turbulente calculée
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par le mod&le est égale &4 la demi=somme des tensions u? . v et sz,

tandis qu'expérimentalement, on définit K  comme étant égale & ._12.( u? . Vz) .

1la quantité w? n'ayant pas été mesurée. Ceci dit, un examen des figures

V.21 & V.22 montre que le calcul surestime de facon marquée 1l'énergie cinétique
par rapport & 1l'expérience. Nous pensons que ceci est dl 4 plusieurs choses

- les différences dans la définition de Kk pour le moddle et 1'expérience,

- les conditions initiales.

Les résultats obtenus numériquement sont rapportés sur les figures

V.23, V.24 et V.25. Nous présentons la distribution de la quantité adimension-
€.
Us

m

On constate que les profils ne sont pas symétriques, que cette quantité est

nelle en fonction de E a -{r- fixe et en prenant $ variable.

1égdrement supérieur du cdté du disque fixe, qu'elle diminue lorsque —t=—
augmente et que tous les profils admettent un creux central et un maximum
accusé en dehors de l'axe central, relatif certainement & la zone de production
(du jet). On remarque &galement que la dissipation adimensionalisée augmente
avec -8 & I constant.

Notons enfin que la comparaison de ces profils avec des résultats

expérimentaux n'est pas possible car ces derniers ne sont pas disponibles.

V.3.- CONCLUSTON

Les résultats présentés dans les paragraphes V.2.1 & V.2.5
permettent & la fois de souligner un certain nombre de faits et d'essayer
d'améliorer le moddle classique en vue d'une bonne prise en compte des effets

de la rotation sur la turbulence.
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Tout d'abord, on constate gque d€s que la composante tangentielle
moyenne V ou fluctuante V  apparaft, un certain désaccord se manifeste
entre calcul et expérience. Ceci n'est pas &tonnant car on s'attendait un
peu & ce que le modéle classique ne représente pas correctement les effets
de la rotation.

Le moddle fournit un élargissement plus faible que 1'expérience,
mais il prédit une origine virtuelle dont la localisation nous semble plus
réaliste (voir V.2.2.3.3).

Le calcul prédit également une croissance plus élevée de 1'énergie
cinétiqﬁe turbulente.

Comme nous l'avons signalé au paragraphe V.1, il importe de tenter
d'sméliorer le modSle utilisé. B.E. TAUNDER et A. MORSE /L49/, RODI W. /L48/
affirment que certains défauts de ce moddle ont principalement pour origine
1'équation de transport pour &

RODI W. /48/ suggdre de modifier le modéle k ~& classique en
"

multipliant le coefficient cSl par une fonction dite de RICHARDSON

ayant la forme

V.3.1

ol lif est le nombre de flux de RICHARDSON ("flux Richardson number')
défini par :

- Y /] =N
R, =1 Gv2 - 2 v.3.2

1
/ f 2 P+ G

(; ~—zest la production/destruction des fluctuations v®et w?
V+Wz'

dfie 3 une rotation ou aux forces extérieures. P (5 est la production




totale (cisaillement + ext

Le modéle

suivant /48/ :
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z 0dZ
Je de _ 0 [,
Us W55 =5z "
+C 1.(1. +C
avec Gk:1. UE -1.3

<&
y ¢ . K
e- B T
c‘u= 0.09 - 0.04f

c

€2

et f - ...Q.*_{JU"
Unm| JT

-1.92 - 0.067f

|

JUe
or

}

0.2

) de 1'énergie cinétique turbulente k .

k— € qu'il faudrait tester ultérieurement est le

} P +G_s V.3.3

V.3.4

.._(P+G) e k
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ol 1l'indice © signifie ieci "central”.

Un autre reproche que l'on peut faire au modéle classique
est le fait qu'il utilise 1'hypothése d'une mono—-échelle. K. HANJALIC et
al /54/, LAUNDER B.E. et SCHIESTEL /55/, /56/ et SCHIESTEL /57/ ont introduit
un moddle multi-échelle destiné & décrire les &coulements turbulents pour
lesquels 1'hypothé&se d'une &chelle unique n'est plus acceptable. L'idée
principale qui se dégage de ces travaux est la mise en oeuvre de méthodes de
calcul & équations de transport tenant compte de la nature spectrale de la
turbulance et conservant l'efficacité des méthodes de résolutions dans 1'espace
physique.

Pour des &tudes & venir, on pourrait utiliser le modéle multi-é&chelle
s'inspirant des travaux des chercheurs citds plus haut. Ce mod€le devrait avoir

la forme suivante :

._tE = == (v + __0':P T_?J +P - €p V.3.5
[)k _ () » Ve )k ‘
| ___t_'r = 5 ( .,.?'_(_..'.),_J'J + & -8 v.3.6

*
~|™
I

(S
~

+
o
o
™
- I
.l..
2]
0
l o
v
I
i
s
<

= — $ — MET + C -C_. 2T V.3.8
D{- ‘az L cre_'_ az) T1 k T2 kT
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€ = vV.3.9
8T
k .
oi ¥ =C k.—B- et P est le taux de production de k
W kT

par cisaillement.
Le choix des coefficients doit &tre dégagé de quelques expériences

numériques préliminaires. HANJALIC et al.ont choisi ces coefficients comme

k €
des fonctions des rapports —B_ et i . Ils proposent :
k €
T T
c =1.08 P
T1 ST
C = 1.15
T2
e _
C__ =18_0.3_X1
P2 kP
—_ 4 1
ky
I1 reste & déterminer le coefficient CP1 du terme de production
de 1'équation pour €. . CLER A. /2/ suggére la valeur 1.085.

P

Dans ce schéma le spectre est caractérisé par trois flux d'énergie

€ p ‘Gransfert de 1'énergie hors de la zone de production délimité par le
nombre 4d'onde k1 , ST transfert d'énergie & travers la zone inertiale
qui ne subit ni production ni dissipation et € transfert d'énergie vers

les tourbillons dissipateurs (assimilé & grand nombre de Reynolds de turbulence

au taux de dissipation). Le schéma de principe ci-aprds illustre ce qui vient
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d'étre cité.

E(k)1

k logk

xt---

Enfin, pour terminer, il est intéressant d'essayer d'utiliser aussi
uw et VW 3déja

le modéle 3 quatre équations de transport pour k , &,

cité au chapitre IV.
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CONCLUSION

Dans le présent travail, nous nous sommes efforcés de calculer les
jets tournants turbulents, & 1'aide du modéle de turbulence & deux équations
de transport pour 1'énergie cinéﬁique turbulente k et pour son taux
de dissipation €  dans lequel les tensions de Reynolds sont décrites &
1'aide d'un¢hypothése du type gradient et dans lequel les effets des bas
nombres de Reynolds n'ont pas été pris en compte.

Afin de favoriser 1'effacement des effets des conditions aux limites
4 1'entrée, nous avons procédé en premier lieu au calcul de 1'écoulement
entre les deux disques & 1l'aide d'un modéle k-€ du type JONES et LAUNDER,
dans lequel il a été tenu compte des effets de parois & 1l'aide de fonctions
d'amortissement.

Pour le calcul du jet, nous avons appliqué 1'approximation de couche
limite, hypotheése qui nous a permis d'obtenir un syétéme parabolique dont la
résolution numérique a été entreprise a 1l'aide d'un programme de calcul gque
nous avons élaboré et qui est basé sur une méthode du type 'volumes finis".
Auparavant, nous avons développé un premier code utilisant la méme technique
et qui résoud le systéme du type JONES et LAUNDER pour 1l'écoulement entre les
deux disques.

Signalons que le code a permis d'explorer un intervalle proché du
début du jet, 13 ol des données expérimentales n'existent pas. Nous consi-
dérons que le calcul de cet intervalle est acceptable puisque la comparaison

entre calcul et expérience faite en aval a donné satisfaction.
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A la lumiére des résultats obtenus, nous pouvons confirmer les
constatations suivantes :
- Le profil de vitesse radiale atteint son état de similitude plus vite
que le profil de la vitesse orthoradiale. Cet &tat dépend du nembre de
rotation . En effet, on remarque que plus $ augmente, plus cet &état
est atteint rapidement.
- Le calcul, tout comme 1'expérience,a permis de montrer que les maxima de

1s vitesse radiale et de la vitesse orthoradiale varient au loin comme

1 1
—_ et
r © re

- Le taux de dispersion du jet varie lin&airement en fonction de la
distance radiale r . Le calcul prédit une origine virtuelle réduite
comprise entre 50 et 60 (station de sortiy du jet) quelle que soit 1la
valeur de 8 , résultat qui semble acceptable physiquement.

I1 est & souligner que la procédure numérique utilisée est trés
différente de celle de PATANKAR et SPALDING. L'utilisation d'une fonction
de courant comme variable transversale et des points de glissement a gté
laissée de cbté. Dans la nouvelle procédure mise en oeuvre, nous normali-
sons la variable transversale Zz & l'aide d'une fonction L(r) qui est
prise au moins égale au double de 1l'épaisseur du jet.

Cette méthode a permis de donner d'excellents résultats pour des
temps de calcul beaucoup plus courts (5 minutes pour MULTICS).

Le schéma utilisé est basé sur 1'hypothése d'unicité des échelles
de rérférences de la turbulence pour le temps et la vitesse. Or, on sait que
de tels modéles sont en défaut dans de nombreuses situations pratiques. En
particulier ils ne sont pas aptes 2 prédire correctement le taux de disper-—

sion des Jets et des sillages.
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Il faut noter 8galement que le schéma n'a pas permis de déceler

1'influence du nombre de rotation sur les contraintes turbulentes, en parti-

culier vw , aux faibles valeurs du paramétre S comme le laisse prévoir
1'expérience.

Le modéle étant du type viscosité turbulente, il n'est pas apte
alors & renseigner sur l'isotropie ou non du champ turbulent.

Malgré ces défauts du modéle t(-EI classique, i1 n'est pas question
de condamner ce modé€le qui a faif preuves dans de nombreux cas d'écoulements.

Enfin, différentes directions sont suggérées pour les études &
venir :
- L'utilisation d'un modéle L(-— € modifié incluant les effets de rotation.
- L'utilisation d'uﬁ mod&le multi-échelle simplifié, puisant ses fondements
dans 1l'espace spectral et pouvant aider & la compréhension des problémes de
turbulence en rotation. Ce moddle devrait aussi résoudre le probléme d'élar-
gissement des jets et prédire correctement le non alignement des tensions de
Reynoldé sur le gradient de vitesse moyenne.

- L'utilisation d'un mod&le & quatre équations de transport pour L( , &

uw et vw. Y
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ANNEXE 1

EQUATIONS DE TRANSPORT DES CONTRAINTES DE REYNOLDS
EN COORDONNEES CARTESIENNES

L'expression des tensions de Reynolds est -PlJiLﬁ
Si on adopte les hypothéses suivantes :

-~ fluide newtonien & propriétés physiques constantes.
- &coulement tridimensionnel.

—~ forces extérieures négligeables.

Les équations de continuité et de Navier-Stokes s'écrivent :

94; - o

JX;

En passant aux grandeurs moyennes et fluctuantes, on obtient :
Ui+ uj) -0
JXj

,DQ-_t—(Ui+Ui) + (Uk+ Uk)-(.%-(—l((Ui +.Ui )

__ 1.0 U+ u) an
"‘?“ﬁi(P*p)"”axéU"’ ui) o
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En prenant la moyenne statistique, on obtient :

JdU; _ N
-53—{,‘ =0 1.5

Ui , U JUi amk_ _1 0P+ DUl

MR I il B A S
Par soustraction entre A 1;h et A 1.6, on a :

dui | y JdY; dUi | J (uu, -Gy, )
3 kaxk+u IR, " ki)

dui J U JU; Jd 41,
ot k‘ﬁ{("“ﬁiﬁ*ﬁ;ﬁ”

1.3 du;
_—-— —?r '-tjé%'+'1/ ———-1l A 1.8

Multipliant A 1.7 (respectivement A 1.8) par LJj (respectivementLJi ),

faisant la somme et prenant la moyenne, on obtient :
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L'équation A 1.9 s'éerit :

J (U.u: J (U.u:
'jT('(UIuJ) +Uk'j§<'t((u'ul)

C'est 1'équation qui gouverne les tensions de Reynolds.
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ANNEXE 2

EQUATIONS DE TRANSPORT DES CONTRAINTES DE REYNOLDS
EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

Nous écrirons ces équations pour un écoulement tridimensionnel
axisymétrique d'un fluide incompressible & viscosité constante. Nous

supposons gque les forces extérieures sont négligeables.

O——

: 2
A 2.1.- EQUATION DE TRANSPORT DE LA TENSION U

—
Partant de 1'équation de quantité de mouvement projetée suivant G?r.:

JN g S OU V2
PIot ar Jdz - T
194,30 _ 0

+|J - 5=
OrZ rJdr  Jzz r2
On obtient, en passant aux grandeurs moyennes et fluctuants, en multipliant

1'équation résultante par u et en prenant la moyenne :

TU . Uudu L Wodu vV .U
flugd + VUG« Wugs —uv gt vuw

(LJIC.)
NIC

_wv Y L 0?du L uwdy o uv?

—— -—

Jdr DZ r
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v Vv
2,,[—»_3_9_ s uv__}

duw yIW 2uv?
P ]'Szlis — leingi +

- U —_—— - 7
o d 2z 0z
pLY
ZU%.E
:ﬁl
X YT
_3____&+%_{_ L
-I-t“' D2 __ _
Ju 2
2R 2f 2k
—_— _
d (continuit
u&z_‘i_ué%_‘;’. :+’L
Or - Cﬂz




1 ddd)y D[ v
-lx ..D_E.('zu )+5_z_(u w)_Z_Lf_LY.

IRSTYLEYY D22
Ju” (JuP  u?
-2 (-’D—’L-) +(-5;_' +-—,Z'

A 2.2.- EQUATION DE TRANSPORT POUR V2

. . D
On part de 1'édquation de gquantité de mouvement projetée suivant EBGB :

~
On pose : o = U +U

On obtient 1'équation de quantité de mouvement moyenne, qu'on multiplie

par V et aprds avoir pris la moyenne de 1'dquation résultante, il vient :
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=—r oY DZ
/ A
R wv¥
P T T

ou

A INTELRWIE TN WA A
f[vt*“i‘:* 52

WV L w2V L V2U

-zf

) |
5 Puv?_ vaDu N dwyv? _ oW L2uv?
r 54 o vz o2 2

DU'\','S 1 :)Vz) Davb |
WSt o

20212 28
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& -
{(continuité)

Soit l'équation de transport pour VZ’:

IV, UIvP, WP 2N
B T RNY * 2
-_2 uv2l/+vw%\2/+75_%}
1) AN 2 uv?
IL.O.E(Q.UV )+.D_.2(WV )+2T
1.2 (4%, OV
+V 2.%(1% ey
L 'D 3
v v 2

A 2.3.- EQUATION DE TRANSPORT POUR w2
“ 2 2 .
En procédant de la meme fagon que pour U et V , on obtient
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— _— )
Ié_w_b UdWY, W | 2, |aw W, WP 2W
f ot o1 0z f 1 Z )
]
duw? 3y u w3 4 OW
'f 29 v Oz 0z
/
_2 wp
W’TFE
Y 1 Dwr |, D%w?
+F Y I ) OzY
' 2
_2| (2m) Q_‘l]
22F s 120}
En tenant compte des relations suivantes :
- Wb—o—g _W"'?—‘:—, = uwb (continuité)
29 oz 1
WP 1 Owr _ 1 0% (WP
VY 91 2 Nt

L'équation ci-dessus s'éecrit :
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Iw? L U WP WIwr o [T W W
SE T o oz ST
_ duw¥  Dwil _::J_\AW
oL} D2 1
_2 w2P
T
1 D 1, oW D
L7
= ETE"

A 2.4.- EQUATION DE TRANSPORT POUR UV

On considére 1l'équation :

DT _ ¥* - V[AU__D'_J
Dt v 2t
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En adoptant toujours la décomposition :

o =U +u
?/J :V 4V
'\R”:W +\M

’F:P+F )

en multipliant par V et en prenant la moyenne, on obtient :

Ju | Du Ju T=OU ';—"DU u Du
v2Y . UvZY Wv2Y LuvY yw vy w2y
st P YN Vo * e o ey YT

| 1

=_V_Q_(__P_) A 2.h.1
N p
2 [} —
-~V V'.?_L.’.‘..!. %.'.Vg.ﬁ{. — .‘:’-‘:
Ozb 2 9 2 i

En adoptant la méme décomposition que ci-dessus, en multipliant par U

et en prenant la moyenne, il vient :
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q_ DZ_ ?1’
+U&_g_;:+ W..D_ZY +UV
PEALY
L'y 7
- 92 +U.Dv
91& T 9

A 2.4.2

DLV _w
Dzé 42

En faisant la somme des 2 &quations A2.4.1etA 2.4.2, on obtient :

Juv UDuv WDuv (U 2 &)V
2t D'L
[:xsu+uvvu AL, 7Y, 7Y
uvw uvv“’ Dulv 'uVD" Jv V3
| oz 0z D4 tH T
v
2z
v, DZUV-Z Q_L_J_?l/ DLDV
L YT Y YT V7%
2w

07 V21

r2

7/
W

/

)
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ou

w)lw)
*{El
_l..
g
<|
N
| <
1
£
5|
dlu
C
<
<
\
C
-+
c
5
<J
<

TSRS R

Juvw 1 9 20\ UV v
—_ IR £ TN ¥ g V4 A
|, 12 ),

plAd 21 2uvy, 2 (2w
+ ’L’z,( ,?_)’rgz(gz)

A 2.5.- EQUATIONS DE TRANSPORT POUR UW

En appliquant la méme procédure que pour uv , ona :

__U.... Uwz.".{ _WW.D_(;' -+ .U_W—Q_U_ +;3’-.Q_U_
VL 24 P4 o1 oz

2wV L w2y WEOu  wy
Wt ”W% Yz 7

PRESIEEY

— J + W 2_ DU uw
= - W'D_'L(-E) + i w 7')}' . 9‘)’ w ’)zb /)_L
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ow Ow dw {;:)\AV o :ng
U':)_\—'_"'UU_:')T ST YT v SWSSZ
a? W _ aw2W
o 0Z
O (P
- U=
'DZ( f’)
N &
+ Y pdW u oW, D
2 1 91 ozY
En faisant la somme, on obtient :
Jow  Jduw . Wiw _ gV
oL o oZ
- ;‘\:,‘DU ;’;,‘DW zDU 2OW
‘ ST
_| 2uw¥ _widw Dudw _ w2l _ wv?
| 7z "oz ot 9%

Jw2 (B ug_(_a)}

o' P
?D,
ow 1 duw , JQuw
Hoptn o T oze
\
du Dw | U Ow  yw
‘2[37,'612,-"02 oL 23}
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En tenant compte de la relation :

_uw—-_>_‘_."’ _uw 2¢ = uw
0z 21 2

L'équation de transport pour uw peut s'écrire :

+ U Duw Juw W Juw WU

St o oz s
f )
=~ u_ +Uw DW e DZ\/ +"v;,7,5i)_¥ _';;_Q
r B y
- (uww)__._l'L _Dz(,wuw) _ ﬂ/}-}b
(
7l (2) + v (-Q-)J
F
-;-uL - %{ DQUILW) 52: ( DDUZW)
R o). 2
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A 2.6.- EQUATION DE TRANSPORT POUR_VW

Le méme procédé que pour UV ou UW , nous permet d'avoir :

v Dv vV =DV L 5OV
wit e Uwgh + Wwh o owsasow sy

et

dw_ . Us2w W, v = oW oW dw
Y Y Jjv L e =z ~
o + YV 3 + V'DZ + wv 5 + VW 57 + uV”ST
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La somme membre & membre de ces 2 équations nous permet d'obtenir :

JVW U)Vw + w)\/w + Z/—Jl
ol o Z 7

—-[uw V +w2")V v N + UVDW+—V—V-V- }
LY oZ VZ 29 1

2| 2

_ 2w _vwW £ 2HVW _w2d | ow
¥4 >z oL > 1
w1 ow . Dhw
+V + . + Qvw
pL A L B ozv

2|2y Ow  Dv Dwl| Y&
0y DA T 0z Dz v
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vw.?.!’. _vw2Y =

Comme Sz Q’L —_-——,—L—— , on a :
Ww . YIdvw | \WIvw cw V.
StT ooy oz Ty

on 02 oz
v — U
Uy 228 4vwW >
T 3 T
D vvw 1 Onuvw uyw
- + +
D7 n N 2
-V Z(ﬁ)
7z P

1 el w DI Jdw VW

T ')'L(h—f_?_?:) +_92( 57 ) Y
N OW DV Dw

”2[97,'% +Dz'on

A 2.7.- EQUATTON DE TRANSPORT POUR K

L'équation de transport de 1'énergie cinétique turbulente k s'obtient

en faisant la somme des trois équations de transport pour Uz ) Vz et W‘z .

" On a :
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.;;E(L|b+v0+w0) + U%L(.u—z.’.f?’:,. -v-\l_;’) +W%(-J5+TZ’+;/—&)

:-2[7DU sowdd UCM+L'TJ_31/_+\TV—VQ_\!_
oL B ¢ O JZ

'[ﬁ“‘“w%w*n cuavaw‘n%wzuuuaw"l

Az

2
O (U -l-\/b-g- ) .._D_.‘UL+V1'+ Wb)

1
+V 02% A Oy

P 2 (A 2(12 s (2 (2]

(B AR AR A ]

,22
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Or UZI+V + W s 2K , d'oll :

td

C
-
&
NI
7o
——————

i Uj‘:l(_E.) +W_a_

N

+u[ Ak ((%% )’;(%;)if%vr_v)"

\

JuU 7 JV\Z wr 5 —l}-&-‘;;
*(32“)+(32' +%z) F

ou
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ANNEXE 3

I .- PROCEDURE (¥, V)

Considérons 1'équation III.2.1.1.6 du chapitlfe IIT
dlode)_ D (42
a’[)’z Py 3 0 57

_ __z_ [ by MJ [rb¢ _D_MJ rdg =0

La figure III.1.présente les notations choisies pour nommer les points

entourant le point central

Intégrons 1'équation ci-dessus dans le domaine choisi. On a :

M /Ze

A Jy J J
/ q"’li‘z”")")"ar("’ag )}dz.dr
rSrZer
"5

(
_ 2| bg.r ce.d |dzdr
/ Jz.b‘P JZQQJ
r

b,.r 9Cs2 d
@ 3 sz r

r

\

S/ "V Ze
j//rdq,dzdr =0
s ‘Z

A~
>
N
N
e,
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Hypothese 1 : On suppose que = F)

On a alors :

/r'[q,(w) byl 22 }

s
_3__ _¢_(2¥) |dz
/[CI) J2 (3 )s}
\ Ve J
rr1 termes de convection = Iconv
o {(bq,.r)eL_j%(cﬁ.d)L_ (bﬂ,.r) O (c 2) }
ES Terme
de
o
- {(bﬂ.r)n I% (Cﬁ'g)Jn_(b”r) J (c 2) }
Zw

//rd drdz =0
I's

termes de source = IS
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M

Posons par exemple : Ice = a¢;[3 ¢e (g[“p)edr

ls
Hypoth&se 2 : On suppose que q est uniforme & 1l'intérieur de chaque

rectangle.

Do Ie =a¢,p._¢-e(<//ne_ ¢

Notons que la moyenne de ﬂ est évalube par la technique de la

différence amont. En effet, on a :

_, 1.9y __1.9
W“’“ ror U= ijzg

Considérons 1l'intégrale

/(—Z)df =~ { $he- $e)

On voit que si - %¢>O ,i.e(W)¢>O,la direction de 1'é&cou~

lement est dirigée du point P vers le point E ( P : ;E )

et par conséquent on a :

g, = 2,

Si }”7\¢ }”se<0 J i.e(W)¢< O , alors on a P(——————-—-E

et g
Done Iiepeut s'écrire sous la forme mathématique sulva.nte :

the — Use) + | e -
Ice’_'afé,P Q«P (Yhe - Us -21- Vit ‘//sz‘

- & (Wn4~%¢)£|%e—‘{{se| |
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—

De méme, on a ICW = ag'PgW ( SUnw— L}ISW)
I _q {@P . (%w- L/’.sw)-' I%w- LI’}JWI

CW™— "gpP )

(U’AW' q’Aw"‘" Iq’nw_ LI/AWI }

-+¢W .

len= ag,p'an( Fre = Fnul

ou

_~ ‘ (%e—%w)—jl%e—%wl
fen= a%P(gP' 2
("Pne"//nw)"'l%e "(/ﬁwl}

-Ics = a¢’p'as( yﬁe - %w)

ou

(%e—‘/’}jw)-l- ‘%c-%wl
ICS =a¢,P{¢P.

2

(‘ﬁic" ‘//Aw)_ l%c - L/Zw
A _

D'ou, on a :

- - I
conv = “ce Ic;w Icn*' cs
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Hypothése 3 : La valeur de la fonction de courant aux coins du domaine est
égale i la moyenne des U4 valeurs aux noeuds voisins.

Ainsi, on a :

Sl/ne = "14_( L}/P + ('IUN + WE TWNE)
fre= Tl Yo + W5 + e + Yo
-

"2:"( q/p + k]/\f/\/"‘l[/’\] t+ q/NW)’

et

fw= 2 ¥p + Wy + Yo + Yo

lce - E%P{WP'QE)[(%" el - [t ]

+ ng(%e— (/25)} Y

CW= T{ (y/w (7(//5 ‘\l/ (Il/w
+ ng(%w'%sw)}/



ICn = E%E {—(gp -gN) {( V/ne"q/nw)"'

Ieo= 33_8{ 9-2] [( Yo~ Ye) + |tow™ i

- En posant :

A

A

172

|

+ zgp(%e- %w)}

|

+ ng(%e—‘ﬁ,w )}

%e'\//nw

)

Yie—Yhe | ’

/

E= E‘%LE[(VJM" L/’ne) +

1
‘k)w- %wl J

/

39,P | [y -
W zp[(%‘” il +

)

\

N = B (e ol | e
2¢.p
2

(%w—%c)"' "f;w- %C'

,
\ /

J
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On peut écrire :

ICG = +AE( QP - QE) + aglpgp(%c"ksc) !
ICW= —AW( QP -—QW) + aQ;PgP(%_ %\N)I
Icnz”AN(gP"gN) +aglpgp(()lﬁ¢" %w)/

-ICS:: +AS (QP -gs) +a'@',PQP(%e - %N) )

ICOHV:AE(QP"@E) +AW(@P—QW)

+AN(®P- QN)+ AS(gP- GS)

On notera que les coefficients AE , AW, AN et AS ne peuvent

jamais &tre négatifs (ils sont toujours > 0).

Termes de diffusion :

On a :

avec

Lyits = liem Law+ Ldn - Lds

v rh
-Ide=/(b¢.r)e[%(c¢.¢)]édr
A
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potnpse b+ T, = P ; I3
b,d,e= by p ; lO@‘,E
LRCSCI % Cop
2ol E P

- z. - Zp
L= (b¢r)w.x_aa_z.(c¢¢)xsvr

Le méme traitement et les mémes hypothéses que ci-dessus nous

permettent de trouver que :

ldw:'(rw+rP)/2'(b¢W+ apY2
1
¢vv %w- “2,5%p (rN.rS)/2

De la méme fagon, on a : P - ZW
Ze
-bn= j (bﬁ'r)n'&’g—r (cg-2) ndz
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-C, 9
d :-'__l_(l‘ + T )/2 ¢NN (:,P P(ZE—Z\X/)/Z

'NT P
Ze (baf“'-,- bgl")/z
_ J
Iy = (b¢.r)s[_5_r(ca.0)]s.dz
2w

ou

C - C .
_(r + I )/2 ¢§_?SFT g p P (z ZV\)/Z
(b +t3g/)/2

En posant

ry = T
( ¢,E + ¢,P)/8 Z: - zi(rs-l-rp) J

| Ty - Tl |
Bw=(b¢,w"' ¢,P)/8' ZN ~ Zs\'”(rw"‘rP)/

P

BN =(_b¢;N +b¢;P)/8' f: — Zw(rN + o),

et

| Z. -
BS :(b ,s+b¢jp)/8.rPE ZW(_I'S.i. I‘P)
Ige = +BE.( Co e - Cop @) )

Id _—BW(Cﬁw - C¢,P'Ql)/
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"+BN (Cﬁu v~ CopPe ),

t Id

Id - S ( gng )

Le terme de diffusion s'éerira finalement :
Laitf = Be(Coee - S p o +By (G- G

+B (c (c

Cop P)+ 95 - ZP P)

M
//rd drdz

Cormme dz peut ne pas &tre constant, cette intégrale ne peut pas

Terme source :

&tre calculée immédiatement. On est alors amené 3 faire l'hypothése suivante :

Hypothése 5 : On suppose que dﬁ est uniforme dans le domaine d'intégration
et est égal 4 sa valeur en P .

Si nous supposons de plus que [ = I‘P , on peut écrire :

IS = rPd,G,p .(ZE_ZW).(FN - T )/A

On pose VP=FP(ZE _ZW).(FN_FS)/[,
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On a donec : IS= dﬁ,P 'VP

L'équation finale s'écrit :

Ao, - &) +Aw(rzp-qm)+AN(ap -8,)

+As(¢p -Fs)- BE(Cg e -cﬁlp.pp)_Bw(cﬁ'va Sy p %)

_BN(CQ’,N' C Q) B ( ,P :0

QSS gg)'l'

ou-

[AE+AW+AN+A§*C¢, (B +B *BN*BS’JQP

=.(AE + G B )gE +Ag o, \va)g

JA S BB A + g BIOC 4D

¢N N %8

C‘P gp = CE'¢E + CWQW + CN 'QN + Cs .(Zs -§:D I.1

avec CE =(AE +CQ'EB )/E

Cw: +C¢/ )/E
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C. _—.(AN +C6N N)/Z
Cs =(Ag +cgsts)/):

D =—d/¢,P VP/Z
E =AE+ AW+AN .|.As +CQ,P(BE +BW+BN +Bs) I.3

I.2

et

En utilisant la 38me hypothése, les coefficients AE ’AW’ ANet

AS s'écrivent :

A\W— ——8——{(()”" t faw Y (Fw)"' “'——--‘l}/

Y 1}

et L

AS"'E%E‘\(%V *Yew e "'Il/se)‘*‘ ‘‘‘‘‘‘ I}
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1T.~ PROGRAMMATION

Nous écrivons la formule (1) sous la forme :

g, - {0,105+ o B9 -
-

%[AJ +C P(b + QJ)B]

=Aj/Np
=Bj/[Byj+ ByplVp

clest la formule II.1 avec II.2 et II.3 que nous avons programmées .

avec

A 3.1.- CALCUL DES COEFFICIENTS AE, AW . AN _et AS .
NN JZ-E [AJ' *Cﬂj(sz” 69’3'] 7;-d

On pose

.....

Apen= g [AJ *Cop ( )B }
D'aprds les relations I.L, on a :
AE - AE /vP
 =05a,|abs|AET) ARl |
Aw=Aw/ Ve 1
:0.5aﬂp[abs(AW1) FAWT

IT.1

ITI.2

IT1.3

Zp
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AN = AN/VP
_05a O,’Plcbs(AN‘l ) _ AN ]

AS= AS/VP
- 0.5a

et

7P abs(AS1) + AST ]

avec

AE1= Lw(i/ )=l it ) - 7u(i+1,j_1)] JAYS

AW1- | w(i,j4) = i j)+ ¢lia,ja)- L//(i-1,j-1)j/l..VP,

AN wli-1,j)=ylia, )y pli-1j4a)- q/(i+1,j+1)j/l..VP,

et
1

AST= [ yli=t,j)=gl19, e, 4)- s ) | /6

7/
a 5.0.- caccu oes coerrrerents B3 (1=E W , N, S ) rour cague
p) 7 r4 4 7 y

roneTIon & .

A 3.2.a.- FonctionLL
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BN = BN[j) = N0_5s(1 ML )/(r -

B = BS(j] = =2 _05 (1.,-2 )/(r - )

; N"'s
et

BBE - (b +by ) -BE(1)
e el
~ BBW.=(by by ) BW(I)
L BW(i)
BBN =(by, + by, )-BNIJ)
=(rZ +2).BN( j) '
» BBS;(bg’s+bz;P).BS(j)

=(r2+r2).BS(j)
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N P \
{q . i« 1 Jﬁ; SRS B A S g { 8 = 8
comme C ‘on a & 3o ‘iw Vt
¢ Re .

) = [AES L BBE)n{(i47§) -

NUM

+HAW te BBW)-Q-( 1] )+(AN+——BBN)-Q(| )
+AS’ .;.‘_QéBBS)_ﬂ_(I,J-*I) " ﬂ =

A ) =AE “ P AW ;AN&;@,,A;;{ C.

L (BBE BBN +BEW. BRS

H‘x

A 3.2.b.- Fonetion de counant

2
p
2
BBW- -2-BW(1],
BBN._ 8 BN ),
et ' (errp)z (J
BB . _ 8 BS(J) iz 244
(rs‘l'rp)

Comme Cglj = 1 V J Pl et a,@'P =O§ s, 00 83

2,
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A [y)=BBE.yliaj)+BBW.ypli4j)

NuUM

+BBN . (]/(l',j.q.’\ ) +BBS Y(i,j-—‘l) 4.57,

A__[y) =BBE .BBW +BBN +BBS

On a :

2

BBE = 2. BEJi),
Re

BBW = 2. _o_ .BW[i),
Re

BBN = I+ &) BN[j),
- Re

et

BBS - _{r¢ + &) BS(j)
Re
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comme "'—1— € = on a :
Co = t am: 1,

y

M
A (T)=(AE + 1_.BBE).T(in j)
um r(])

+ AW + Tzﬁ_)_.BBW).T(iA J)

+(AN

- (J )BBN)T(I,JH)

L1
+|AS =T .BBS)Tli, j-1) +ST

[T)-AE + AW AN +AS

DEN

(J ) .[BBE +BBW +BBN +BBS)

111.- PROCEDURE DE RESOLUTTON

Dans le but d'obtenir la distribution de chaque fonction Q’ en
chaéue point du maillage, nous avons appliqué la méthode itérative de
GAUSS-SEIDEL avec relaxation (point successive over-relation /60/) :

En adoptant une notation matricielle, nous écrivons le systéme sous

la forme :

Cﬁ =k IIT.1

-

ol C est une matrice carrée K xM formée & partir des coefficients

CJ de la relation I.T.
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IZf est le vecteur contenant les inconnues

et

E: est un vecteur contenant le second membre.

La relation IIT.1 a la forme matricielle suivante

' | Y(.) (.
E

NN

Y

b AN G teph-Cel X Oyl | B |=| g, | e

H

La voie idéale pour résoudre ce systéme matriciel est d'inverser
directement la matrice c: . Or cette facon de procéder est treés difficile
et trds couteuse lorsque l'ordre M est trés grand. En fait, en général
les coefficients de C: sont non linéaires et par conséquent 1l'inversion
directe devient trés compliquée. Pour palier & ce probléme, on utilise la

procédure dite de GAUSS-SEIDEL
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On pose (: 132 I. <+ SS

ITT.3

ol I (respectivement 55 ) est une matrice diagonale inférieure (respectivement
diagonale supérieure dont la diagonale principale est nulle).

La formule IIT.1 s'dcrit alors

| I.Qd‘“l) 4_55.g2rﬂ“.1)= EE

IIT. 4

[
o ae C o . . e s s
1'indice N  indiquant iei le n° du cycle d'itération.

r . . .
A partir de la formule ci-dessus, on obtient facilement la valeur

de Q(N) :

|

oM. _T'sg™Y, I'E

I11.5

i
J

- critére de convergence :

Comme la méthode est itérative, nous devons appliquer un critére
de convergence afin d'arréter le calcul lorsque la solution tend vers celle

des équations aux dérivées partielles. Nous avons choisi d'appliquer le

eritére suivant :

N

N
jzrlﬂ

Max (9

£ ¢cc I1I.6

Y/

avec 103< cc g 5.1073
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IV.- ORGANIGRAMME

Dans cette annexe, nous avons décrit tous les éléments nécessaires
pour l'écriture d'un programme de calcul laminaire. La description de ce
programme et son organisation sont illustrées sur 1'organigramme présenté

ci-apreés.
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Programme Principal

!

LECTURE DES DONNES

‘ BLOCK DATA
il initialise les variables des
LECTURE DES PARALE > COMIUN & &tlguettes
SPECIFIQUES DU PB.
r g —
CALL SPACE
SPACE
‘, g calcule le maillage
CALL ALIHMIT > R
‘f ' fixe les conditions aux limites
CALL AINIT - -
AINIT
initialise tous les champs
CALL RESOL
TEST ouT
SI KITER EST ATTEINT P
NON TEST
DE COWNVERGENCE
QUI f
CALL DISVIT -
DISVIT
'L - Calcule la distribution des vit.
CALLATIMPRE - ATITRE
< imprime les résultats de toutes
. les variables aprés convergence
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RESOL
| CYCLE POUR
i OMEGA
- CALL VISCEF VISCEF .
Calcule }J en chaque point
SOURCE
CALL SORCE
- - calcule les termes de source
CONVEC
CALL CONVEC Calcule les coefficients de convee-
. tion
' DIFFUS
CALL DIFFUS Calcule les coefficients de diffu-
sion
CALCUL DE ¢D 3
partir de l'équatioan
UTILISATION EVENTUELLE
“ DU FACT. WOP
CALCUL DU RESIDU
RS:] _ﬂp/ﬂSA
CALCUL DU MAX
DE RS
CYCLE FOR -
STREANM TUNCTION
II, EST SEMBLABLE A
- CELUI DE LA FONCTION
OMEGA
CYCLE FOR -
STREAM FUNCTION
IL EST SEMBLABLE
AUX CYCLES CI-DESSUS
BOUNDR

CALL BOUNDR

calcule les conditions aux limites
2 . A LN
nécessitant d'etre itéreées

RETURN
) |

| END ]
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ANNEXE 4

ORGANIGRAIME

. e as el N
Dans cette annexe, nous présentons un organigramme qui décrit a

la fois le programme et son organisation principale.

PROGRAMME PRINCIPAL

!

LECTURE DES DONNEES

LECTURE DES PARAMETRES
SPECIFIQUES DU PROBLEME

!

BLOCK DATA
il initialise les variables des
COMMUN & &tigquettes

CALL GRILLE

GRILLE
calcul la grille en 9

O

- CALL INIT

Y

INCREMENTATION DE F(j

CALCUL EVENTUEL DE L(r)

!

CALCUL DES CONDITIONS AUX
LIMITES EN [

INIT ,
initialise & la 1ére station :
~ on fixe les valeurs de H »Reg,
Ug, s, ke , E¢ .
- calcul des profils deU ,V ,
k., €,W, keget €g.

CALCUL DE

pour k-g avec blocage ou non de f

2
UV \ pour avec blocage ou non de

” ' N




CALCUL DE FW, par

FW:W_DLLU

\

CALCUL DE g

2-UV k€

1

Du Sy
Bj).) b))

Calcul de C%, C

Calcul des cdeffic lents

C(J) et d(J)

TRIANGULATION DE LA MATRICE
TRIDIAGONALE

RESOLUTION DU ‘SYSTEME A
MATRICE BIDIAGONALE

CALCUL DE W i la station T

.191

CALL SORTIE

oui

SORTIE
il calcul
- les épalsseurs 6, 6m et 61/2‘
- les vitesses Uy, UVthm '
- Reyy, Re .Reyp,;:
- les profils
\'4
1’ . z - :" ) v L
m
'; ,Eg > ﬁ ot W
Un Um u

FIN
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RESUME

Le jet tournant 11bre est un exemple d'écoulement de c1sa111emenu
complexe par des effets de rotation.
‘ Le systéme ouvert des equat1ons d'éyolution reg1ssant le phenome»
transforme en un systéme fermé au moyen d'une modélisation s'appuyant sur 1'hyp
de transport turbulent par gradient. 5

Une procédure du type "PATANKAR-SPALDING" a &té prise comme base
Tution numérique. Un certain nombre de modifications ont &té introduites : le
importantes sont 1'utilisation d'une fonction pour normaliser la coordonnée tr
et d'un maillage relatif 3 1a vitesse axiale décalé par rapport & celui conc
,?utres 1nconnues, a savoir les autres composantes de ia vitesse et les grand

entes.‘

Le code e1abore fonda sur un modéle de turbulence du type énerg
dlss1pat1on, a permis de calcu]er 1'écoulement dans la zone de sortie du jet.
L'accord avec les résultats expérimentaux est relativement sati
ce qui concerne 1'advolution des profils de vitesses moyennes et des caracté

turbulentes du Jet be ca1cu1 permet de plus d'accéder a certaines grandeurs:t
mesurabTes.

MOTS CLES

TURBULENCE - COUCHE DE CISAILLEMENTS - JETS TOURBILLONNAIRES -
 ECOULEMENT - INCOMPRESSIBLE - EQUATIONS DE REYNOLDS - CALCUks
HETHODE PANTANKAR-SPALDING. ' =
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