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1 
i INTRODUCTION 

i Le travail présenté ici a pour objet l'étude d'appareils à pression 
i 

formés d'une coque tronconique à bases circulaires et d'une coque cylindrique de 

révolution, raccordées suivant la grande base du cône. 

Dans le domaine industriel du dimensionnement des appareils à pression 

peu d'études ont été faites sur les coques coniques de révolution et aucune 

( à  notre connaissance) ne s'est intéressée au cas, rencontré dans la pratique, 

des coques coniques à bases circulaires mais qui ne sont pas de révolution. 

L'un des problèmes cruciaux est celui de l'étude des contraintes dans la 

zone de raccordement cône-cylindre : zone de contraintes maximales due principa- 

lement à la discontinuité géométrique. 

Si on considère séparément l'équilibre des parties conique et cylindrique 

de l'appareil, chacune est ainsi soumise à des efforts de pression et à des effets 

de bord à la base commune. On a cherché à résoudre ces problèmes d'équilibre 

élastique en déterminant des solutions analytiques plus faciles à exploiter dans 

la pratique. 

Après un chapitre 1 introductif dans lequel on établit les équations 

générales d'équilibre d'une coque élastique en coordonnées curvilignes orthogonales, 

on applique celles-ci, dans le Chapitre II, à une coque tronconique à bases 

circulaires. En outre, compte tenu des hypothèses supplémentaires de Love-Kirchoff 

dans le cas des coques minces, on est ramené classiquement à l'étude de l'équilibre 

de la surface moyenne soumise à des champs de contraintes et de couples de contraintes 

(les éléments de réduction) qui sont les inconnues du problème. 

La solution de membrane (qui correspond à des couples de contraintes nuls) 

est déterminée analytiquement dans le cas général. 



On clôt ce Chapitre IT par l'étude en terme de déplacements du problème 

homogène de la flexion (couples de contraintes non nuls à priori, efforts de 

pression nuls). 

Devant la complexité du problème global notre démarche a consisté 5 

étudier en premier, au Chapitre III, le cas du cône de révolution pour lequel 

la solution générale de révolution est obtenue. 

Au Chapitre IV on établit les équations d'une coque cylindrique (mince, 

dans les hypothèses de  ove-~irchoff) ce qui permet, à l'aide du Chapitre III, 

d'étudier, dans un Ve Chapitre, le problème du raccordement cône-cylindre de 

révolution. 

Pour ceci on détermine, dans. un premier temps, pour chacune des deux 

enveloppes, les 'ldéformations" (déplacement radial et angle de rotation de la 

normale) de la base commune en fonction de la pression et des effets de Eord qui 

sont les inconnues. 

Ensuite les conditions d'équilibre de la zone de raccordement cône-cylindre s 

et la compatibilité des déplacements et rotation de la hase commune permettent de 

déterminer enfin la valeur de ces effets de bord. 

A partir de 12 il est possible d'exprimer les contraintes en tout point des 

deux coques en fonction de la pression et des effets de bord précédemment déterminés. 

A ce stade on se place en contraintes adimensionnelles (rapport de la 

contrainte réelle à la contrainte circonférentielle de membrane du cylindre) pour 

chacune des deux coques et on détermine leurs valeurs absolues maximales. 

i Pour faciliter le calcul pratique de ces extréma, on propose en Annexe 3, 

xi programme en mode convers~tionnel, écrit en BASIC. 

Les différents tests effectués avec ce programme montrent qu'on trouve 

les mêmes résultats que ceux donnés dans "Stresses in a Pressure Vesse1 with a 

Conical Head" (voir Annexe 1 ) . 



1. - d'un changement de variable 

- de l'utilisation d'une fonction de contraintes 

- d'une décomposition en série de Fourier 

en cherchant la solution générale (non nécessairement axisymétrique) du problème 

homogène de la flexion d'une coque cylindrique de révolution. 

On opère ensuite de façon analogue avec le cône déporté ce qui permet 

~ de séparer (sans difficultés particulières) les variables. Le problème est alors 

ramené à la résolution d'une équation différentielle linéaire d'ordre huit à une 

seule variable dont la solution analytique n'est pas évidente. 

Aussi on regarde les simplifications apportées par l'étude du cône de 

révolution (toujours dans le cas asymétrique) et on poursuit par une 

linéarisation du problème du cône faiblement déporté; on obtient ainsi une solution 

c approchée. 

Enfin on termine ce même chapitre par une discussion sur la possibilité 

d'utiliser "un cône de révolution équivalent" pour étudier le problème du raccor- 

dement cône déporté à base circulaire-cylindre de révolution. 



CHAPITRE 1 

EQUATIOHS REGISSANT UNE COQUE 

EN COORDOillNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES 

1 . 1 . - ASPECTS GEOMETRIQUES 

1.1.1. - Dé6iniüon de la coque 

La coque de su r f ace  moyenne O , d ' é p a i s s e u r  2h , e s t  l e  domaine SLh 
de l ' e s p a c e  a f f i n e  e u c l i d i e n  engendré p a r  un segment de d r o i t e  de 

longueur 2h , normal à w en son mi l i eu  rn , lo rsque  m d é c r i t  w . 
k S i  M e s t  l e  p o i n t  générique de R , 0 une o r i g i n e  dans g3 , on a : 

__F 

avec N vec teu r  u n i t a i r e  n o m 1  en rn à W .  

S i  : 

où R I ,  Rr s o n t  l e s  rayons de courbure pr inc ipaux en rn de O , la co r re s -  

pondance M ~ c  (m ,x3) e s t  b i j e c t i v e  d 'où  l ' i d e n t i f i c a t i o n  : 

h h 
La f r o n t i è r e  r de R~ e s t  l a  réunion L~ U u , avec : 

- - 

où e s t  l a  f r o n t i è r e  de W . 
Afin d ' a v o i r  e f fec t ivement  une coque on cons idére  également que : 

< rn i*i ( 4 - (ml)  - 
mEcv  4 1 2  

où l!,lL s o n t  l e s  longueurs  des  a r c s  i n t e r c e p t é s  p a r  b/ l e  long des  l i g n e s  
de  courbure en rn 2 Cu). 



2 
W e s t  munie d 'un  système de coordonnées cu rv i l i gnes  ,x ) 

c 'es t -à -d i re  q u ' i l  e x i s t e  une b i j e c t i o n  Y )  de c l a s s e  au  moins C" d'un 
2 

ouve r t  de li\ s u r  W t e l l e  que : 

A h 
l e s  f r o n t i è r e s  Y de o e t  Y de w s e  correspondant p a r  Y . 

En t o u t  p o i n t  m de W , 1 'espace tangent  Tm <w) e s t  engendré 

p a r  l a  base n a t u r e l l e  cova r i an t e  : 

d 3  - t g  
à l a q u e l l e  on a s soc i e  l a  base  duale  d é f i n i e  p a r  : 

- 8 8 - 2' - ge ovcc symbole de Kronecker. 
4 

Le vec t eu r  normal u n i t a i r e  Ncm,est  d é f i n i  p a r  : 

Dans ce q u i  s u i t ,  nous emploierons l e s  l e t t r e s  grecques : OC Y I / I *-• 

I pour des i n d i c e s  prenant l e s  va l eu r s  1 e t  2 ,  a l o r s  que l e s  l e t t r e s  l a t i n e s  : 

, 6 , h . . . . . , se ron t  r é se rvées  aux i n d i c e s  prenant  l e s  va l eu r s  1 ,  2 e t  3. 

Pour ces  i n d i c e s  nous u t i l i s e r o n s  l a  convention d ' E i n s t e i n  concernant l a  
1 v' sommation s u r  l e s  i nd ices  r é p é t é s .  Dans l e  c o n t r a i r e  l a  n o t a t i o n  $ s e r a  
I u t i l i s é e  pour ind iquer  l ' absence  de sommation s u r  l ' i n d i c e  r é p é t é  L . 

L'élément de longueur d ' a r c  de courbe de W peut  ê t r e  c a l c u l é  p a r  : 

2 -- - (a', d P ) .  (q 4 1 3  d p  = d m . d m  - 



avec : 

La forme quadratique 
a a ~  

d8*drp est appelée la première forme 

quadratique fondamentale de W , et les Uug sont, par définition, les compo- . 
4 

santes (covariantes) du tenseur métrique sur O qui est bien entendu symétrique. 

Nous introduisons la notation : 
2 'L 2 - -  

= 3 e b (  = IIqll .llT211. sin (a, , a ~ )  

La condition (1.1-5) impose ~f 0 . 
Si dY désigne l'élément de surface sur W . on a : 

soit 

De façon analogue à (1.1-7) on pose : *4< a . -f' a 
Dans le cas d'un système orthogonal de coordonnées curvilignes 5' et r2 , 

nous pouvons écrire : 

a =  a,,. a,, 

1.1 .4 . -  Seconde @r..me $ondamentale 

Introduisons le produit scalaire : -- - -  i 2 
- d m . d N  = d ~ > ~ f = b  d S d r  d6 

enposant (1.1-8) 
-- 

(car N.a, =O ) 

La forme quadratique bHp. dr?dyp est appelée la seconde forme 
fondamentale de la surface CA) 

Les bM6 sont symétriques car : 



On d é f i n i t  également l e s  c o e f f i c i e n t s  b; p a r  : 

jj, a%"< - -rd 23 -t 

(1.1-10) L e =  - , a  . -  (car  N . X & = ~ )  5 3  3'28 
l i é s  aux bdp p a r  : 

b; - - J . aad = - - .  2 7  4d 
a h  O<- -  

a = - . a  a 
a P  .YS are 

e t  à p a r t i r  desquels  on d é f i n i t  l a  courbure t o t a l e  e t  l a  courbure 

moyenne H p a r  : 

H e t  K s o n t  des  i n v a r i a n t s  qui  dépendent des c o e f f i c i e n t s  de l a  

seconde forme fondamentale. 

E l l e  e s t  d é f i n i e  à p a r t i r  du p r o d u i t  s c a l a i r e  : 

en posant  (1.1-12) = bdx. bX 
B 

1.7.6. - Dé~véea  d u  vecteum de l a  bm e c o v d a n t e  

S i  on i n t r o d u i t  l e s  symboles de C h r i s t o f f e l  : 



On o b t i e n t  la  décomposition : 

3 
en posant  bde = Le . 

Nous savons d ' a u t r e  p a r t  que se lon  (1.1-9) : 

7 . 7 . 7 . 1 .  On d é f i n i t  1 ' opé ra t eu r  de courbure de C d  en n? par  : - 
(1.1-16) G - z d ~ = -  >ÏT Qzd a y  (a : produi t  t e n s o r i e l )  

rn 

C ' e s t  un endomorphisme de T ( W )  q u i  e s t  symétrique compte tenu  / 

de (1.1-9 e t  15 ) .  

I l  admet donc au  moins deux d i r e c t i o n s  propres  or thogonales  ( dans m ( w )  ) 
4 4 correspondant a u  v a l e u r s  propres  r é e l l e s ,  no t ées  - , - qui  sont  l e s  courbures  

p r i n c i p a l e s  de CC) au  p o i n t  rn . R.l R2 

Les i n v a r i a n t s  d é f i n i s  en ( 1 . 1 - 1 1 )  s o n t  donc l iés aux courbures pr in-  

c i p a l e s  p a r  : 

4 K=-• 
R, R, 

1 .  7 . 7 . 2 .  
--C 

S o i t  m un p o i n t  quelconque de CO , Z une d i r e c t i o n  donnke dans 

-q, (4 -- 
; l ' i n t e r s e c t i o n  du p l an  ( t n , t , N )  avec eO e s t  un a r c ( t )  

 aram métré : 

t E c ~ / ~ ] c ( R  - P (t) = Y (Y?&,, E; c t )  c L3 
.c-t 

--lr 

dont l e  c e n t r e  de courbure C en rn &ri f i e  : m C RN . N où 4 /R ,,, . - . - 
, (courbure en ln de (y) ) e s t  l a  courbure norna le  en m pour l a  d i r e c t i o n  
4 
Z , donnée pa r  : a 



( /) abscisse  cu rv i l igne )  

En e f f e t ,  d 'après  l e s  formules de SERRET-FRENET : 

4 

d'où, p a r  produit  s c a l a i r e  avec M , (1.1-17) compte tenu de : 



Comme 

on v o i t  que - -  
dt:  

4 L a 
e t  que - e b d p r d t P  ou ~ ~ r , = l l t l l = ~ , ~ ~  

RN 
ct 

dépend (pour t'n donné s u r  O ) que de Z 

Compte tenu de (1.1-16) on a  a i n s i  

. - 
ce qui  montre que e t  I / R t  sont  l e  maximum e t  l e  minimum de 4 /RN 

-t 

quand Z. b a l a i e T m ( u > )  . 
Dans l e  cas d'un système de coordonnées r4 , yL t e l  que l e s  l ignes  

de coordonnées ( Y O ( = c S h )  s ' i d e n t i f i e n t  aux l i g n e s  de courbure ( l i g n e s  

tangentes en t o u t  point  m aux d i rec t ions  p r inc ipa les  de l ' opé ra teur  de 

courbure) ,  ce qui  e s t  obtenu s i  e t  seulement s i  : 

a l o r s  
_CC __C 

ad pour Lr = - 
e t  donc se lon (1.1-17) : 

I 

1 . 1 . 8 . 1 .  S o i t  N MESZ~,OM=Z+=,. 

Le repère l o c a l  en M de SL" e s t  d é f i n i  par  s a  base covariante 

4 aM - -3 N =. - -  - % s = 8 .  
2x3  



--C 

où (1.1-19) )L= I +r . 
2 3 

GZd 
m 

(avec sz identité de 
- - .  

r ( w )  ) est un automorphisme de Tm (UJ) dans 1' hypothèse ( 1.1-2). 

On définit également la base duale (f ', 3.' , 

car est symétrique; par conséquent : 

car ,ÂA existe sous l'hypothèse (1.1-2) . 

1 . 1 . 8 . 2 .  - Si dV désigne l'élément de volume au point M , on a : 

- + (1 4r4d~'dr,  = $% d ~ ~ ~ ~ ' d z 3  soit CIV = \\ A ql 

Dans un système de coordonnées dont les lignes de courbure sont les 

lignes coordonnées : 

et donc : \r%l = (4 - ). (4 - z ) - G  
R-i R E  



7 .2 . -  UPERATEURS DlFFERENTZELS DANS LE REPERE PiiYSTO,UE 

7 . 2 . 1 .  - R c p è h e  onthonotuné a d ~ o c i é  au m p è m  na.tm& - 
Dans l e  cas de coordonnées curvil ignes orthogonales l e s  g_i sont 

deux à deux orthogonaux e t  on associe au repère na tu re l  ci) l e  repère orthonormé - 
formé des vecteurs un i ta i res  e_i déf in i s  par  

4 
avec l e s  coef f i c ien t s  de Lamé ht=II<I;Y. 

Pour ê t r e  en mesure d 'ob ten i r  l e s  expressions des opérateurs classiques 

de l ' ana lyse  t en so r i e l l e  en coordonnées curvil ignes orthogonales, il e s t  
--C 

nécessaire de ca lcu le r  l e s  dérivées des vecteurs un i t a i r e s  ei . 
De même que pour l a  base na tu r e l l e ,  on dé f i n i t  dans l e  repère physique l e s  

coef f i c ien t s  de Chris toffe l  qilk 

- --  
Du f a i t  de 

on ob t ien t  l e s  r e l a t i ons  

par : 

s i  ( permutation de (1 ,  2 ,  3) 

On peut donc finalement é c r i r e  : 



e t  l e s  s i x  au t r e s  p a r  permutations c i r c u l a i r e s  des i n d i c e s  1 ,  2 ,  3.  

1 . 2 . 2 . -  GmdLent d'une  onction h é m e  $ ( 'S i )  
L 

P a r  d é f i n i t i o n  $*ad$ est  l e  vec teur  i n t r o d u i t  p a r  l a  d i f f é r e n t i e l l e  

de l a  fonc t ion  du p o i n t  M' , s o i t  : 

d'où 

7 . 2 . 3 . -  GmcüenX d ' u n  vedeuh 
a - 4 

Le gradien t  Qzd @ d ' u n  champ de vec t eu r s  CC = 4 ei e s t  l e  
M 

champ de tenseurs  q u i ,  déf  i n i t i c n  , f a i t  correspondre au déplacement élémen- 
_5 

t a i r e  dM l a  d i f f é r e n t i e l l e  de k- , s o i t  : 
. I - --t --C 

du= G a  U.. d M  
M 

D'après  l a  d é f i n i t i o n  des  c o e f f i c i e n t s  de Lamé e t  l e s  r e l a t i o n s  (1.2-2) 

s o i t  



l 
et les 6 autres par permutations circulaires des indices. 

7 . 2 . 4 .  - Divugence dl un vectewz 

avec 

7 . 2 . 5 . -  R o M o n n d  d'un vecteun 
--C 

1 Le vecteur rotationnel de U s'obtient par double contraction du * 4 
pseudo-tenseur de Ricci par le tenseur d;%d & , dloù sous forme m 
développée : 

1 . 2 . 6 .  - Laphcien d'une d o n d o n  h é m e  

~ v e c  les relations AP=div(jZdf)  et (1.2-3 et 5 )  on obtient : 

1 . 2 . 7 . -  Ghadienf: d'un Xemewr * 
Pour un champ de tenseur donné kr( M), le tenseur eradient est obtenu 

par : +=+ * + 
G m d t  = t k m e k  1 

* hk 

I Si k est un vecteur on retrouve (1.2-4). 



- -..- 
Pour un tenseur du second ordre t = hi %@eh il vient : 

-ic, --te - 
(1.2-8) ~ Z d t  = ,L (t.. e . o e )  o e k  

h, 16 * b , k  

- - -  
Dans le cas d'un tenseur du 3e ordre 

1 . 2 .  b . - Divetrgence d'un Zen4 ewr du aecond otrdite 

Le tenseur divergence est obtenu par contraction de l'indice de dérivation 

avec le dernier indice du tenseur dans l'opérateur gradient. Les composantes 

de d i v ?  = di%. -b 

e; se mettent sous la forme : 

1 . 2 . 9 .  - RoZationnel ci' wz ferneut du aecond otrdhe * --t- 
Le tenseur rotationnel d'un tenseur du second ordre t = e ' .  ei@e b* 

s'obtient par double contraction du pseudo tenseur d'orientat'on de Ricci < * t.4 --t 
par le tenseur G a d  6 . Les composantes développées de R o V t  =(rot).- e.aed 

-cl 4 
sont : v 

1 (4) =- [ (h3{3!2- (h2. teS\3] - 1- h2 3 t32 - ha,, t - h l z  t 
h, 4 '' h3he 2'L 

43 hr 11% h~h3 

et les six autres par permutations circulaires des indices. 



2 . 2 . 1 0 . -  Laplac ien  d ' u n  Jtemeur du second  ok&e 

Le Laplacien s ' o b t i e n t  par double contraction par  rapport * *  
de dér ivat ion dans l e  tenseur G Z ~ ( G W ~  k ) . 

l e s  composantes sont  >alculables  pa r  (1.2-8 e t  g ) ,  a lo r s  

avec QJh 
Si e s t  un tenseur  symétrique son tenseur  l ap lac ien  1' 

aux indices  

, dont 

e s t  auss i .  

1.3 .  - EQUATI ONS REGISSANT U N E  COCUE E N  ELASTl C l  TE CLASSIQUE 

1.3.7 . - EXude de  L a  d& $ohma.tlan 

Une coque e s t  soumise à : a 
--t 

- des forces  -de volume de densité volwnique 2 appliquées à SZ. , 
'-c 

- des forces de surface de densité surfacique CJ appliquées partout  ou s u r  
h une p a r t i e  de r ( l a  f ron t iè re  de a ) ,  

r . i 

- des déplacements imposés partout  ou sur  une p a r t i e  de f S.,: 
-'-. .. 

Dans l e  cadre de l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  on suppose que 

l e s  déformations r e s t en t  t r è s  p e t i t e s  e t  on i n t rodu i t  l e  tenseur  l i n é a r i s é  * 
des déformations comme é t an t  l a  p a r t i e  symétrique du gradient  du champ 

d 

de vecteur déplacement u du po in t .  

Pour une f ace t t e  s i t u é e  au point M e t  o r ien tée  par l a  normale un i t a i r e  
--C 

ex té r ieure  h l e  vecteur contra inte  s e  met sous l a  forme : 

où OS- CM) sont l e s  composantes du tenseur des contra intes  de CAUCHY. &J 



Dans le cadre de la statique les équations d'équilibre en forces et en 

moments d'un élément de volume arbitraire de la coque fournissent les relations : 

7 . 3 . 3 .  - Loi de compotLtement 

On utilise la loi de Hooke en faisant les deux hypothèses suivantes : 

H4 : le matériau est élastique, homogène et isotrope. 

Hz : il existe un état naturel pour lequel les déformations sont nulles 
et qui servira de configuration initiale pour mesurer les déplacements. 

Alors la loi de Hooke s 'écrit : - 

avec 

OU encore : 

et inversement C 

On appelle : 

E : module d'Young 
3 : coefficient de Poisson 

l/r : coefficients de Lamé. 



Dans le cas de la résolution d'un problème d'élasticité par la donnée 
=f 

des six composantes du tenseur symétrique des déformations é , les équations 
de compatibilité nécessairespour pouvoir déterminer le vecteur déplacement 

à partir des .- s 'écrivent sous forme tensorielle : 
Lc5 

-. -3 * 
(1.3-6) Rot  ( R o t  E ) -0 y 

-I 
Comme & est symétrique le tenseur 

l'est aussi et (1.3-6) se réduit à six équations. 

Lorsqu'on désire aborder le problème en contrainte, il est intéressant 

d'utiliser la transcription de ces équations en termes de contraintes. Les 

équations obtenues par l'intermédiaire de la loi de comportement s'écrivent : 

--+ __j =3 
+ QZLI (8mdsk) - A - O 
1+3 + kk 

- 

__71 
1; étant le tenseur unité. 

Ces équations peuvent être modifiées en utilisant la première équation de 

(1.3-3). On obtient alors les équations de Beltrami : 

soit, plus simplement, lorsqu'on néglige les forces de volume : 



CHAPITRE II 

ETUDE D'UN CONE 

AYANT UNE BASE CIRCULAIRE 

11.1 . - ASPECTS GEOMETRT 2UES 

11.1.1.- PahamèXmge de &a coque 

On étudie  une coque conique ayant une base c i r c u l a i r e  de rayon R . 
~e repère ca r tés ien  ( 0, X, , Xc , X3 ) e s t  p r i s  t e l  que : 
- O s o i t  l e  sommet du cône, 

- (O, X4, )$)soit un plan pa r a l l è l e  au plan contenant l a  base, 

- (0, Xz,X3)soi t  l e  plan de symétrie du cane. 

Les coordonnées du centre O4 du ce rc le  de base sont  a l o r s  (o,Q, H) . 
Le cas p a r t i c u l i e r  A = 0 correspond au cône de révolution qui f e r a  1 'obje t  

du chapi t re  suivant .  

Ce cône e s t  représenté su r  l e s  f igures suivantes : 

Un point tn de l a  surface moy 

de base l e  point tr7, déf in i  par : 

enne (a/ a pour homologue sur  l e  ce rc le  



Si X3 désigne la cote du point m on a alors : 
__C 

___t 

Orn =-  
H 

Afin d'éliminer la singularité correspondant au sommet 0 on choisit 

comme surface moyenne (a) le tronc de cône défini par : 

__C __t 

(a) = 1 r n  1 Orn - -- X, 0rn - o c 4 4  X ~ < H  , BE [o,L~[] 
H 

O /  

On choisit le paramétrage suivant : 
b - 

- IloGll = -)O(-llom.ll =.X+ 
H H 

Dans ces conditions : 

I 11.1 . 2 .  - Base covahiante de Tm (w) . Tevu cuir mé.t&g ue . 

1 La base naturelle définie par fi. 1-4 et 5) a pour vecteurs dans le repère 
cartésien : 

--F 

I --t - Om 

l 

1 
a. - -- 

<A 
\H'+ R'+ e')CodS - R R (4 + - -- R .  A 

a2 - -- - 1 "- "Q)&B 
[ H ~ + A ~ +  p- Z O R ~ ~ O ] ~ ' ~  - 

R H i n 8  



1 La normale est dirigée vers 1 'intérieur du cône. . 
Les composantes du tenseur métrique sont : 

1 2 2 
1 a =4 a -a = O  R L HI+ C R - R W ~ ) ~ ~  
1 - 
I 41 2 -  2-1 a22 = H%+ R*+ R ~ -  ZRR-@]' 

Son déterminant vaut donc : 

a = 
Par construction les lignes de coordonnées *= cmlfa~lte sont orthogonales 

l entre elles en tout point tn de (w) ; les coordonnées (?f4,YL) sont donc 
des coordonnées curvilignes orthogonales. 

-.-t 

La détermination des a 
* "'/p 

permet le calcul des coefficients de 

l la second forme fondamentale et des symboles de Christoffel. 

Pour les coefficients de la second forme fondamentale définis par 

(1.1-9 et IO), on obtient : 

b - a  - 
22 - 22. D3 - 

:R-RQd)L ' 

La matrice de l'opérateur de courbure étant diagonale on en déduit que . 
les lignes de coordonnées se confondent avec les lignes de courbures. Les 

courbures principales sont alors selon (1.1-19) : 



De même, se lon (1.1-3), l e s  seuls  coef f i c ien t s  de Chr i s to f fe l  
non nu l s  sont: 

a,he , .[R+R-@- ZQ'RA,,~ 1 nokl 
H'+ (R-Rco68) H \ A ~ + R ' - ~ A R C ~ ~ B '  ' 

plus  simplement r par  l a  su i t e .  

h 
11.1.4.- Base coumiante de 

h 
Un po in t  M de R e s t  dé f i n i  par : 

r 
--C -f 

O M =  Orn + x , N  = p . a ,  + r  a 3' 3 

avec 2 h é tan t  l ' épa i s seur  supposée constante 

de l a  coque. 

Les l i gnes  de coordonnées é t a n t  confondues avec l e s  l ignes  de courbure, 

nous savons d 'après l e  paragraphe (1.1-8), que l e s  vecteurs de l a  base covariante 

de nh sont  r e l i é s  à ceux de l a  base covariante de Tm (w) par : 

1 1 . 2 . -  OPERATEUUS D I F F E R E N T I E L S  DANS LE REPERE PHYSIOUE 

Des re la t ions  précédentes on déduit immédiatement l e s  coef f i c ien t s  de 

Lamé : 



les vecteurs du repère orthonormé l oca l  é t a n t  l i é s  à ceux des bases 

na tu re l l es  par  : 

Le ca lcul  des dérivées des termes e t  RL donnant : 

on ob t ien t  l e s  dérivées premières du coef f i c ien t  de Lamé ht : 



c e i i e s  de h, e t  h3 é tan t  b i e n  entendu n u l i e s .  

Les c o e f f i c i e n t s  de C h r i s t o f f e l  du repère  physique, non n u l s  sont  donc 

S o i t  Q une fonction du point  , son gradient  vaut se lon  (1.2-3) : 

d'après (1.2-1) : - 1 
l 

7 1 . 2 . 3 . -  Gmdient  d'un vecteuh 
* 

--t -C 

soit U = U A e -  une fonction v e c t o r i e l l e  du p o i n t  M , l e s  

(11.2-1) 

composantes de son gradient  s o n t ,  selon (1.2-4) e t  (II. 1-7) : 

- - J;: 
7322. - - q932 --- 

Re 
I I .  2 . 2  .- Gmdient  d'une donction té&e # ( b,8,x3) 

1 

(11 -2-3) 

au; 
= - a 

au; 
(Pr);s = - 

3x3 

( 4 ) d Z  = R, - x s  JA P 



1 1 . 2 . 4 . -  Divengence d'un vecteun 
+ 

En prenant  l a  t r a c e  do ~;ZLU on o b t i e n t  : 

-Z au, au) 
di\/ U. = - + - R, 4 3 U L  4 

2 )  >xa + G - ( x ? ~ + ~ - -  u3 R 2 1 
1 1 . 2 . 5 . -  Rata,tionn& d'un vec tew 

Selon (1.2-6) il v i e n t  : 

1 1 . 2 . 6 . -  LapLacien d'une d o n d o n  &é&e 

D'après (1.2-7) on a  : 

4 3C -- 
ab' R 2  -x3 



Soit 
=3 --f --C c = q- e;@e,j un tenseur symétrique d'ordre 2, i 

son vecteur divergence a pour composantes selon (1.2-10) : l 

7 7 . 2 . 8 . -  Tenaeuh gnadient d'un Xenneuh ~yméa%que d'ohdne 2 - - a 
soit 6 -'7 6. e .  

A$ A 
un tenseur symétrique d'ordre 2 

-C 
fonction du point r( et soit P= k..  ~ ; 0 e ~ @ q  

-9 k son gradient. 

La symétrie de 
-3 a! conduit immédiatement à la symétrie de k par * 

rapport à ses deux premiers indices. Les composantes de k sont alors d'après 

(1.2-8) avec l'aide de (11.2-1) : 

t.. = L p -  - -2 q j  
Ab 1 

- 
;3p 



11.2 .9 . -  Ro.tm5onnel d'un t e u e w r  dlok&e 2 
* --C --t 

S o i t  M = Mig % me* l e  r o t a t i o n n e l  d 'un 

; ses  composantes va len t  se lon  (1.2-1 1 )  : 
tenseur 

% pli -1 M = - - -.[ 2 f 4 4  - -  ah; 
3i 2p h~ 2 8  

( P,,+ $1) - 2~ J 



I 
-2 Pz2 M = - -  L52 4 4 ,  P et,)- + P ah. 1 

32 a p  h, 2~ 3x3 
43 - 

7 7 . 2 . 1 0 .  - LAPLACIEN D' UN TENSEUR SYMETRlqUE D'ORDRE 2 

-15 --C --F 
Soi t  U = qi e; @ e& un tenseur  symétrique d 'ordre  2 

V 

fonction du point  M de l a  coque. 
-3 

 onf formé ment au  paragraphe 1.2-10, l e  tenseur  l ap lac ien  de CI- s ' o b t i e n t  

p a r  double cont rac t ion  du tenseur 6 g d  (. ~zd $1 . -- - 
S i  on appelle  Pz kiJk c i  a ek l e  t enseur  

G %A? y l e s  composantes kii  k sont  données par  l e s  formules (11.2-5 1. 
V -+ ) - C - - C  --C 

D'autre p a r t ,  s i  on appelle  P - GJk& e ; @ e 4 @ e k @ e 4  --+ . 
l e  tenseur ~ 8 d  ((Gad?) = ~ r % d ( t /  nous savons d 'après  

(1.2-9) que : 

13 
sachant  que l a  symétrie de conduit immédiatement à : 

P L ~ ~ P  = pji h l .  
--F - 

 es composantes du t e n s e u r  A ?  ::= Aii 2 i e e j  sont  a l o r s  

obtenues pa r  : 

ce qui nécess i t e  uniquement l e  c a l c u l  des r i 6 h e  pour l e sque l s  h= ; 

s o i t  donc 6 . 3  = 18 termes, compte tenu de l a  symétrie pa r  rapport  aux deux 

premiers i n d i c e s ,  su r  l e s  81. 



2 6 

On ob t i en t  compte tenu de l ' express ion de bf du (II -2-4) : 



11.3.- E2UATlONS DE BASE REGISSANT LA COQUE EN ELASTOSTATZ?UE< 

11.3.1 .  - Tena euh  U n é d h é  d a  d é @ m d o n a  * --f - 
Soient E = 6- e p e j  le tenseur linéarisé des déformations - 4- 

en un point M k = U .  e .  le vecteur déplacement de ce point. Les 
e& - 4 ,  

relations entre et sont selon (1.3-1 ) et (II .2-3) : 

au, au3 2 EA3= 2 f3,= - + - 
3 x 3  3) 

l 11.3.2 . -  E q u a t i o m  d 1 é q W b h e .  Than6&htnation des équdkonh  d ' é q f i b h e  

=t --f 4 
1 soit cr= G- e . p e j  

"b 
le tenseur symétrique des contraintes 

les forces de volume au point M . Les équations 
1 

d'équilibre s'écrivent selon (1.3-3) et avec l'aide de (11.2-5) : 



Ces équat ions  peuvent encore s e  met t re  sous l a  forme su ivan te ,  en  

nég l igean t  de façon c l a s s i q u e  l e s  fo rces  de volume : 

I 
-+ .*- -- - + -  s o i e n t  3 - 9; e t  2 = g i  ei l e s  f o r c e s  

de s u r f a c e  en 2 h . D'après l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  (I .3-4) en ~,=?h , 
J 

nous avons : 



En i n t é g r a n t  l e s  équat ions précédentes  e n t r e - h  e t  X 3  il v i e n t  : 

On v o i t  a i n s i  que l a  connaissance des fonc t ions  s4 , sL e t  %L 

permet d ' en  dédui re  dans un premier temps %3 e t  Qi3 , à l ' a i d e  des 

deux premières  équat ions ,  p u i s  e n s u i t e  (333 p a r  i n j e c t i o n  dans l a  de rn i è re .  

Dans l e  cadre de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  l e s  r e l a t i o n s  l i a n t  l e  t e n s e u r  

des c o n t r a i n t e s  à c e l u i  des déformations sont  s e l o n  (1.3-5) : 



avec E module d'Young et 3 coefficient de Poisson. 

Les conditions d'existence d'un vecteur déplacement correspondant à 
1 

un tenqeur de déformations donné s'écrivent selon (1.3-7) : 

En s'aidant de (11.2-6) sachant que : 

LILLE 8 
on obtient : 





Pour un champ de contraintes statiquement admissible, les équations 

de compatibilité s'écrivent, les forces de volume étant négligées, sous la 

forme (1.3-8 bis) soit : 

ave c r=Th  = T4+  OS^ 

A l'aide de (11.2-2, 3 et 8) on obtient : 



1 7 . 4 .  - HYPOTHESES DE LOVE-KIRCHOFF 

--m CC 
4 

s o i t  CL = mm' = U; (D,@).  e; l e  vecteur déplacement 

d'un point  m de l a  su r face  moyenne @) e t  s o i t  M un po in t  de l a  normale en 
__C --F 

m d é f i n i  donc par VVI M = r3m= 2 CL3 . 
Les hypothèses de Love-Kirchoff sont  : 

1 1 Il II 
(1) s i  m d é c r i t  (CU? quand Vn d é c r i t  (d) e t  s i  M désigne l e  déformé 

_Ct 

de M , o n a  m ' M t  normal&(UJ ' )  . 
--F 

--C __t 

(11) s i  e; = m'Mt 1 
-) f 

(normal donc à ($0'1 en m 1, on a ln' M' = xs ej 
Il m Il 

On en t i r e  : 

--C -f -C 

a l o r s  t -  
e;= a : ~ % :  / 1 1 ~ ~ ~ a ~ l I  

-C 
I a 7  3 7  au' - + 

avec - - =- + -  au; --, 
- 

a 27 
aYd ard 3F6 

+ CC. - 
ay  

,-'O êy + 
O r  nous avons - e , d'où avec (11.2-1) : 

7 i j 4  



-C 

ce qui donne A; e .  avec : 

On a donc 
- 1  
= 3  = R7+F\,<+A3< -4 -i 

- - 
d ' a p r è s  (II. 2-3) car x =O e t  u = u (b,@J . 

3 



Par l'hypothèse des petites déformations qui a permis de linéariser + 
le tenseur € , les six termes sont OCE) avec : 

On peut donc écrire : 

-1 
d'où 2 -ri 3 Y, [A:+ A:+ n,] = a'[, + z ( 3  +A- -+--- 

a~ 28 P Ur 

-F --* ---) 

et donc a u 3  -, e;-e3 = - 5  
? A  

On en déduit le champ de déplacement : 

--+ 
u (M) = U ; c  avec- = ^ A -  x3 au3  - 2~ 

( 1 1 . 4 - 1 )  a o(t9 
- : U L d X 3 ( ? - ~ - ? 3 + u r )  

J2 as R, 
p rcs 

u3 - u 3  



I 
En injectant l'expression simplifiée du champ de déplacement dans les 

1. expressions des & (II. 3-1 ) , nous obtenons toujours à O(€' )  près : Zd 

ce qui correspond à un état plan de déformations (parallèle au plan tangent 

à 6) en m pourtout M=mt;N 1.  
i 

11.4.4.- TevLilewt dea c o r n d u  

Compte tenu de (II. 3-4) et (II. 4-2), les hyoothèses de Love-Kirchoff 
1 conduisent pour les contraintes aux expressions : 
l 



On c o n s t a t e  que l e s  hypothèses de Love-Kirchoff rev iennent  à n é g l i g e r  

l e s  c o n t r a i n t e s  de c i s a i l l emen t  t r a n s v e r s e  q3 ce qui  en t h é o r i e  de l a  

membrane ne pose  pas de problème m a i s  peut  ê t r e  gênant en t h é o r i e  de l a  

f l e x i o n .  

Dans l e  cas qui  nous préoccupe, de par  l a  d i s c o n t i n u i t é  du p l an  tangent  

à l a  jonc t ion  cône-cyl indre,  l e  r ô l e  de l a  f l e x i o n  s e r a  localement impor tan t .  

Afin d ' é v i t e r  c e t t e  d i f f i c u l t é  nous a l l o n s  v o i r  ce  que donne une t h é o r i e  

a s s e z  vo i s ine  proposée par  Hencky, Mindlin,  Reissner  ... , q u i  c o n s i s t e  

à cons idé re r  que l e s  normales r e s t e n t  d r o i t e s  au  cours  de l a  déformation m a i s  

q u ' e l l e s  ne s o n t  plus pe rpend icu la i r e s  à l a  s u r f a c e  moyenne déformée. 

11.5.  - H Y P O T H E S E S  D E  HENCKY, M Z I U D L ~ N ,  R E T S S N E X  . . . 

1 

Les r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  déplacements ( U4 , Y ,  L(j ) d'un p o i n t  

M = m + r  7J) de l a  coque a u  déplacements ( LI, , UL , '<li ) de sont  
3 

l p r i s  de l a  forme : 

I avec Pd= B4(b,8) angles  de r o t a t i o n  de l a  normale; mais nous 

n  'avons p lus  comme dans 1 'hypothèse de LOVE-KIRCHOFF : 

3 ~3 B 4 = - -  et- 
% 



Dans ces  condi t ions  l e  t enseu r  des déformations se lon  1 1 3 - 1  a 
I pour composantes : 

On peut  développer l e s  EiJ en x3 en  remarquant que : 

avec 



Avec l'hypothèse des coques minces qui consiste à considérer que E 
et 9 sont des infiniments petits du même ordre, il vient à ~ ( f t )  près : 

al34 + Xj -- € = -  
44  '24 

a . .  - - -+A4t i  = - + - - -  )p. k ( ,-y 
22 t2 29 A u3)t(LK" 4. R Ga8 P au2+u-' u31 

Il est encore possible de simplifier ces expressions. Intéressons-nous 

par exemple à E L L  : 
'43 

.4 RL 
ce terme est 7) , donc 
de E , il vient : 

3C3 - -  au, u, -4 - + - - - - -  (-, 2, A 
O ~ f 7  

R, 

ce terme doit donc être négligé. 



Il est possible de f sire le même raisonnement pour €*et fm On 
donc les expressions Simplifiées, à o(E~ )  près toujours : 

f43 et Ez3 sont indépendants de X j  et donc O- et q3 aussi. 4 3  
Ceci impose donc d'après les conditions aux limites (11.3-3) : 

ce qui est astreignant. 

Pour un appareil à pression cette imposition est certesrespectée car : 

mais on doit alors avoir : l 

Les hypothèses de Hencky, Mindlin et Reissner conduisent donc pour une 

coque mince sous pression à l'absence de cisaillement transverse; on retombe 

sur le même écueil que sous les hypothèses de Love-Kirchoff. 



11.6.-  MODELE DE LOVE-KIRCHOFF 

On a  vu au paragraphe 11.4 que l e s  hypothèses de Love-Kirchoff couplées 

avec l a  r e l a t i on  5 3  = OCE') sont  t r è s  r e s t r i c t i v e s .  C'est  pour 

ce la  q u ' i l  e s t  assez habi tuel  de garder l e s  re la t ions  s u r  l e s  d&formations 

déduites de Love-Kirchoff mais de ne pas en t i r e r  l e s  conséquences (déduites 

des r e l a t i ons  de comportement) s u r  l e s  contra intes  ce q u i ,  pour un l ec teur  

non a v e r t i ,  semblera contradic toi re .  

C ' e s t  à peu près  en ces termes que Gol'denveizer s'exprime dans son 

ouvrage "Theory of e l a s t i c  t h i n  she l l s "  ( au  début du chapi t re  3 ) .  

On négligera l ' i n f luence  de O- , u;3 , q3 s u r  l e s  déformations 
-1 3 

e t  on considère qu'on a  toujours l e s  r e l a t i ons  (11.4-1). 

Toutefois on ne considère plus que C = CJ- 2 C& = 0 -13 23 
mais on reconnaît que ces termes sont négligeables,  OCCL) donc, sans ê t r e  

pour au tan t  nuls. 

Cette hypothèse e s t  c lass ique en Résistance Des Matériaux pour l ' é tude  

des poutres où on considère comme négligeables l e s  e f f e t s  su r  l e s  déformations 

de l ' e f f o r t  normal e t  des e f f o r t s  tranchants bien qu'on t ienne compte de ces 

e f f o r t s  pour l e  ca lcul  des contra intes .  

Le modèle de Love-Kirchoff en e s t  donc une extension aux plaques e t  

coques q u ' u t i l i s e n t  de nombreux auteurs comme : Novozhilov, Timoshenko, 

Go1 ' denveizer , Si11 . . . 
Signalons néanmoins que c e t t e  hypothèse, appliquée à l ' é t ude  des plaques 

f i s su r ée s ,  conduit à une s i ngu l a r i t é  des contra intes  inacceptable. 

1 Les re la t ions  de comportement imposent pour que Cl& s o i t  négligeable : 



d'où en  r é i n j e c t a n t  dans c e s  r e l a t i o n s  : 

c 'es t -à -d i re  l e s  r e l a t i o n s  de l ' é t a t  p lan  de c o n t r a i n t e s .  

11.6.3. - Exp&ehhionb h&piX&ées des dé,$vzmatLona 

S i  on reprend  l e s  express ions  s i m p l i f i é e s  des  déformations (11.5-3) 

obtenues pour une coque mince en prenant  b ien  c e t t e  f o i s  : 

on o b t i e n t  à O(fL) près  : 

e t  l e s  paramètres  de v a r i a t i o n  de courbure 
1 2  

(II. 6-2 )  

E = E O  
dp - X3 Pdk et- cw3 -:O 

uuec  les €4; O,&) : 
au4 E,: = - 
'ad 

4 au, u4 (A3 E ~ ; = - - + - - -  
G a8 ,A R, 

4 au E O -  4 + -  A-- 
12 - -- 2 2 4 Q- a~ "9 A 



Avec l e s  r e l a t i o n s  précédentes  e t  ( II. 6- 1 ) nous avons : 

4 

avec 
Y 

4-4 - - 

22 4-3' 4-f 

Avec l e  modèle de  Love-Kirchoff l e  problème c o n s i s t e  donc à déterminer  

1 l e s  , l e s  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  é t a n t  obtenues comme sous-produits  à 
1 ' a i d e  des équat ions d ' é q u i l i b r e  t ransformées (11.3-4) q u i  peuvent d ' a i l l e u r s  

l ê t r e  s i m p l i f i é e s  compte t enu  de (11.6-3) e t  du f a i t  que l a  coque e s t  mince. 



I I .  6 . 5 .  - Expke66ion4 himp&&iéu d u  . Equatiow d1ép&bke d e  
membtwze. 

Prenons l a  première équat ion du système (11.6-3). E l l e  s ' é c r i t  

R,+h - Tl-=-- % - 43  Rz-x3 4 P 

comme = O - ' +O(€? 46 " B  a q p  

nous avons O$ = O(€) )i OCh) 

on en dédu i t  que : 

4 
g z OCh) avec Q = O ( h )  et q . ,  

Donc pa r  i n t é g r a t i o n  

comme d ' a u t r e  p a r t  : 

il v i e n t  : - 
w- - 
4 3  - -  3, 3 



t etcomme %(eh) z 3A nous obtenons l e s  r e l a t i o n s  : 

En opérant  de l a  même façon  avec l e s  deux a u t r e s  équat ions ,  on o b t i e n t  : 

Dans l e  cas qui  nous i n t é r e s s e  d'une press ion  i n t é r i e u r e  f s e u l e  

l e s  f o r c e s  de sur face  va l en t  : 



e t  l e s  systèmes précédents  donnent : 

O - P R ,  5 2  - - 
2 h 

Le système (II.  6-7) c o n s t i t u e  l e s  équat ions  d ' é q u i l i b r e  de membrane 

exprimées en c o n t r a i n t e s .  

L a  t h é o r i e  de l a  membrane r e v i e n t  à cons idé re r  que l a  coque, t e l l e  une 

peau de tambour, n ' a  aucune r i g i d i t é  en f l e x i o n  e t  t o r s i o n .  On a  a l o r s  : 

, cons tan t  s e lon  l ' é p a i s s e u r .  



v Cet te  théor ie  n é c e s s i t e ,  pour l e s  r é s u l t a t s  s o i e n t  s a t i s f a i s a n t s ,  que 

l ' é p a i s s e u r  s o i t  t r è s  f a i b l e  p a r  rapport aux rayons de courbure e t  q u ' i l  n 'y  

a i t  pas d ' incompat ib i l i té  d ' équ i l ib re  n i  de déformation. 

Pour l a  coque sous press ion  i n t é r i e u r e  constante P (press ion  de gaz) 
i 

nous avons à résoudre (11.6-7a,b,c).  

L ' in jec t ion  de ( c )  dans ( b )  donne l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  en 

l e  second membre e s t  une fonction de 6 seulement c a r  R2 e t  G' sont  

directement proport ionnels  à A . 
L a  solu t ion  générale de ( b '  ) e s t  donc : 

tl+ est une fonction de 8 seulement. 
O O 

L '  équation ( a )  devient en remplaçant sL e t  T2. par  l e u r  expression : 

toujours  pour l e s  mêmes ra isons  l e  second membre peut s e  mettre sous l a  forme : 

ave c 
1 

L a  solu t ion  générale de ( a ' )  e s t  donc 

avec 3 zg(b) une fonct ion  de B seulement. 
2 2  



Les fonc t ions  d ' i n t é g r a t i o n  e t  $2 conduisent ,  s i  e l l e s  sont  

d i f f é r e n t e s  de l a  fonc t ion  n u l l e ,  à une s i n g u l a r i t é  de c o n t r a i n t e s  de r0 e t  
2 4  5; en A = O ce  q u i  n ' e s t  pas  acceptab le  dans l e  cas  d'une p r e s s i o n ;  on 

a donc - 0 d'où l e  champ de c o n t r a i n t e  de membrane : 

77.7.- ETUDE EN FLEX70N 

On i n t r o d u i t  l e s  éléments de réduct ion  : 

i h 
- e f f o r t s  r é p a r t i s  p a r  u n i t é  de longueur : 2 { qJ d x 3  4-j 

(11.7-1) .- h 
th 

- moments r é p a r t i s  pa r  u n i t é  de longueur : M 
La symétr ie  du t enseu r  des c o n t r a i n t e s  a s su re  c e l l e  des  x. e t  Mid 

comme = L'cd : Olh) 4d 
Gb 

nous avons Z,, = 0(h2/ 



S i  on développe l e s  équations d ' équ i l ib re  (II .3-2) en x3 e t  qu'on 

l e s  in tègre  ensui te  en X3 de - h 2 +h sachant que : 

puis  qu'on in tègre  l e s  deux premières, après mul t ip l ica t ion par  X3 en 

sachant que : 

on ob t ien t  a l o r s  l e  système suivant : 

a b ,  J W"LL - + - -  MA, - M c  Z - + -- - - 
b 23 

h? 
' 3 ~  Q 2 9  

Les t r o i s  premières équations peuvent ê t r e  s impl i f iées  c a r  z3 -   OC^ 
par  contre ,  on ne s a i t  r i en  sur  leurs  dérivées.  



,On obtient alors le système simplifié : 

La solution de ce système d'équations différentielles est la somme 

de la solution générale de l'équation homogène et d'une solution particulière 

de l'équation avec second membre. 

Comme solution particulière il est possible de prendre l'état de 

contraintes selon la théorie de la membrane soit : 



dont la solution est : 

ce qui correspond à l'intégration de - h à + h en Xj des résultats 

(11.6-9). 

Il reste à résoudre le problème homogène pour lequel la coque n'est 

chargée que par des forces et moments de liaison sur ses bords. 

On pose f = dans le système (II .7-2) qui s16crit alors : 

C'est un système hyperstatique d'ordre 3 ( 5  équations, 8 inconnues). Il est 

possible de se ramener à un système fermg en exprimant les éléments de 

réduction ' d B  et M d g  en fonction du champ de déplacement, soit 3 

inconnues, et en conservant en plus Z 4 3  et ZZ3 . 



I I .  7 . 3 .  - E x ~ ~ ~ A ~ o M  ded Zg e.t en d o n d o n  de , uZ , u3 . 
Avec le modèle de Love-Kirchoff nous avons selon (11.6-3) : 

D'après la définition (11.7-1) des éléments de réduction il vient : 

soit donc en fonction des déplacements avec (11.6-2 et 3) : 

avec : 
% = E (zh) 

: raideur d'allongement 
4 -*2 - 

3 - 2  -_- ch3- _ € (2h15 : raideur en flexion-torsion. 
3 4-dZ 4 2 (i-$z) 



I 1 1 . 7 . 4 .  - Tham bo&an du byhtème homogène 
I 

Le système (11.7-5) doit être transformé car seuls les 

s'expriment en fonction des déplacements. 

Pour ceci on isole ZA3 et q3 dans les équations (d) et (e) et 
on injecte les expressions obtenues dans (c). On obtient ainsi : 

Les relations (11.7-7) permettent de remplacer (11.7-8) par un système 

de 3 équations aux trois inconnues ( U UL , Qg ) dont la résolution couplée 4 

toujours avec (II .7-7) fournira les et 
dB 

Mdp . Z, et zzj seront aiors 
obtenus comme sous-produits par (11.7-9). 



Après s u b s t i t u t i o n  des équations (11.7-7) dans c e l l e s  de (11.7-8) on 

o b t i e n t  l e s  équations suivantes : 

La complexité de ce  système nous amene à nous l i m i t e r  dans un premier 
temps à l'étude du cône de révolut ion  . 

i 

2 atu, A-a au, + - -  + - - -  4 3% ( , - , ) I - ~ U ,  U A  
- /  

2- asP' a)  2~ ae rbz 
2 

3- 3 au, O au3 U S  , 0 + -4+3o(j~ + - - -- + - - 
2 ~ 2 e a p   GA Je RE 21 R2 A 

s u 4  3-9 au., + 4 -  >aL , > u  4-3 2 U, -l+Q - +- - - + - - -  + - -  
ZJQ apae z ~ p  de 2 à p z  O- >eL 2 )  21 

r a ~ ,  3-4 -- - + U - - + -1 au3 u - 0  
* 28 29 38 ~ $ 2  3 - 

3 
2 -  a,, - + 14 (3-2) yuL 3 aZus r >*Mc . --- -- 

G R L a m b 2  G U  a~~ CRI~2,d@ R ~ ~ / L J #  

3 K  A + - - + ----- 
J2 R,P 24 G UL A- 

I .  / 

n L F(K ' -~M-K ' )  t- - - k - ] U 2  
d-2 K2 G. -dL 

<r 3 <r 
'a us 2-4 3 ug + ---- z>u3 - zr  - - 2:s - -  3 s 4 3  ---- ~ $ 3  

f -- + - --- 
as" >O~+' P ab3 ap2M aP +d@' i Je3 -, aLU3 2r )zu3 - { - - t-- 

4 3r + - ( ? + -  
A~ apae CL as" 

A au3 - - + - + - 
y 4 3  ôp  a 

3 - 3 ~ 2  d - -  + - 
G b B  



CHAPITRE III 

ETUDE DU CONE DE REVOLUTION 

171.1 .  - ASPECTS GEOMETRlO,UES 

1 1 1 . I . I . -  PmaméMgc? de la coque 

Le cas p a r t i c u l i e r  du cône de révolut ion e s t  obtenu quand A 10 ; 
on appel le  a l o r s  o( l e  demi-angle au sommet d é f i n i  par  

7 Arc t+ 1;) 
Dans ces condit ions : 



II1.1.2.- Base covahiante de x ( w )  . Tenhew m é ~ q u e  

D'après (11.1-2) l e s  coordonnées dans l e  repère  c a r t é s i e n  des 

vecteurs  de  l a  base n a t u r e l l e  s o n t  : 

Le déterminant a du t enseu r  métrique e s t  t e l  que : 

Selon  (11.1-5) l e s  symboles de C h r i s t o f f e l  non n u l s  sont  : 

2 = , A . A r n o (  

Le terme no té  r dans l ' é t u d e  e s t  donc nu l  i c i .  

La courbure non n u l l e  v a l a n t  na ture l lement  : 

(III .  1 - 5 )  - 4 - -4 - -  
R~ A.$* 

l e  terme K - 4 3Rr de l ' é t u d e  géné ra l ees t  donc nu l  également. 
RL ae 

1 7  1 . 2 .  - OPERATEURS D I  FFERENTZE L S  DANS LE REPERE PHYSZCUE 

7 1 1 . 2 . 1 .  - Repètr~ o ~ h o n a h m é  .  symbole^ de ClztUsto 6 de& 

Le  c o e f f i c i e n t  de Lamé hL vaut : 



ses' dérivées premières sont : 

hL représente physiquement l a  distance du point  M de l a  coque à 1 'axe 

de ce l le -c i ;  aussi  on notera plus simplement +L c e t t e  distance (R = hL) . 
Les coordonnées dans l e  repère ca r tés ien  des vecteurs de l a  base 

physique sont : 

111.2.2.- Gmdient d'une donotion hé&e 

--C 

% 

On obt ient  : 

On ob t ien t  : 

au, 1 v = - 
31 

, . a h 8  

c - 4 .  cm0 

n&d. 4bnQ - 
- s h d . r m 8  e~ 

1 O 
Les symboles de Chris toffe l  non nuls du repère physique sont : 

ex10 - 
ah@ e3 

(III. 2-2) 

C o i  d 

- . 
7-12~ - - q2d2. = Aund 



1 7 7 . 2 . 4 . -  Divekgence d'un veotewr 

Il v i en t  : - au4 au, -4 >Y d k l l  = - + - + / + A & , U  - - d 3 )  
3% ( as 4 

> A  

1 1 1 . 2 . 5 . -  RataLLonnd d'un vectewr 

1 1 1 . 2 . 6 . -  Laplacien d'une donction té&e 

On o b t i e n t  : 

1 1 1 . 2 . 7 . -  Divekgence d ' u n  Z e m e ~ h  byméahique du second okdtte 

D'après (11.2-5) on a : 



1 1 1 . 2 . 8 . -  Gmdient d'un t e m e w  6ymé.Oripue du 6econd o k h e  

Les composantes du gradient d'un tenseur symétrique 3 du second 
ordre sont d'après (11.2-6) : 

2 2 2 . 2 . 9 . -  R o t ~ a n n e ~  d'un tendewz du ~econd  o&&e 

--2 :* 
Selon (II .2-7) les composantes de M -= R O T  ( 7) sont : 



111.2.10.- LapLa&en d'un Zemewr bljméaXque dlak&e 2 

D'après (11.2-8) les composantes du laplacien d'un tenseur symétrique 

du second ordre sont : 



I I I .  3 .  - EO,OATIONS DE BASE REGISSANT LA COQUE EN ELASTOSTATIOUE 

Les relations (11.3-1) s'écrivent ici : 



Le système (11.3-2) devient : 

Lorsqu'on néglige les forces de volume les contraintes q3 peuvent 
être obtenues comme sous-produits des par le système (11.3-4) qui 

dP 
s'écrit ici : 

3 2  

1 avec 
- 

)L = A ( J ~  =. .h )  := ~ . d l W d  t h c m  



I I  1 . 3 . 3 .  - Reea t iom c o n h a i n t e 6  -dé 6 o m a t i o w  

Les r e l a t i o n s  généra les  1 1  3 5  r e s t e n t  b ien  entendu inchangées. 

1 I Equatiom _ -__-_-_-__-___ de c o m p a t i b U é  - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  en d é d o m a t i o a  _ _ _ _ _ _ _ _ -  

Le système (II. 3-6) devien t  : 



>2 En- 
'38 ?a2 

Le système (11.3-7) des équat ions de c o m p a t i b i l i t é  en c o n t r a i n t e s  

s ' é c r i t  Dour l e  cône de r évo lu t ion  : 



avec t o u j o u r s  

 après l ' é t u d e  du paragraphe 11.6 : 

d --C - * 
S o i t  L[ = u * e b  4 -4. l e  vec t eu r  déplacement du p o i n t  M = th +q 

4 -C 

N 
e t  u = U .  c e l u i  de m . Alors  à O ( é L )  près  : 

4 

A OC 6') près  nous avons : 

1 qL= 1 +1> *'42 

l e s  c o n t r a i n t e s  oI. 6 t a n t  négl igeables  ( = ~ ( f ? )  mais non nulles. 
-4-3 



Dans l e  cas d'une coque mince, c 'est-à-dire JI = h h k ~ d  de 

l ' o r d r e  de , l e s  déformations tg s e  mettent sous l a  forme, toujours 

à 0(f2) ~ r è s :  

l e s  £4 (),QI é t an t  dé f i n i s  par : 

e t  l e s  

Les re la t ions  (11.6-3) res tent  inchangées, s o i t  : 



, les $f(pa) étant dé£ inis par : 

(III. 4-8) 
<l E 

4 -4' 

Les équations d ' équ i l ib re  de membrane s ' é c r i v e n t  : 

---- 
avec Tt e t  g l e s  fo rces  de surface  en t h  

I Les q3 son t  obtenus à p a r t i r  des Cep i par : 



111.5. - RESOLUTION DE L' ETAT D' EQUTLIBRE DE MELIBRANE 

On se place dans le cas d'une pression intérieure P considérée 

comme constante (pression de gaz). 

Le système ( II. 6-9) nous fournit immédiatement les contraintes 

classiques de la littérature technique : 

(problème de révolution) 

727.5.2.- Champ de dépLacmeutt 

Le problème étant de révolution nous savons que : 

U, = u, ( P )  u r = O  cc, = u3 0) 

D'autre part d'après (111.4-4) nous avons : 

d'où 

I dont l'injection dans : 
O O 

u3 - CLL ---Q 5 4  - - _ _-------L -- 
?a\- 

€,; = - -- ( 2  -+) __% 
1 , -A JJ k8d E 4hE: 

donne : 



217.6.-  ETüVE EN FLEXION 

On s e  place dans l e  cas d'une pression in t é r i eu re  seu le  e t  on suppose 

que l e s  conditions de l i a i s o n  à l a  grande e t  à l a  p e t i t e  base du t ronc de cbne 

sont de révolut ion.  Le problème e s t  donc axisymétrique e t  de plus tou t  plan 

méridien e s t  plan de symétrie;  dans ces conditions le  plan 8 =constante 

est p r inc ipa l  . Nous avons donc : 

e t  a lo r s  l e s  élgments de réduction v é r i f i e n t  : 

Les cinq équations (11.7-2) s e  réduisent a l o r s  aux t r o i s ,  non t r i v i a l e s ,  
suivantes : 

La solut ion p a r t i c u l i è r e  correspond à l ' é t a t  d ' équ i l i b re  de membrane;dle 

s ' é c r i t  : 



11 1.6.3. - Pm bLème homogène 

Le problème homogène nécess i te  l a  r é so lu t ion  de 

S i  nous éliminons ZL2 de ( a )  e t  ( b )  nous obtenons 

Onen  déduit que : x4, Cske 
B I-T b 
L f l i ~  O Cske 

O r  l e  terme - correspond à l a  so lu t ion  de membrane pour une 
P 

charge concentrée agissant  au sommet du cône. Nous considérons donc ce terme 

comme une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  e t  nous posons donc C ~ k e  . 
Nous sommes donc ramené à l a  résolu t ion  de 

Les r e l a t i o n s  ( I I - )  deviennent pour l e  axisymétrique du l 

l cône de révolut ion  : 



2 

- -3 4 d U 3  + + - -  
Ml, -- L ,b2 

avec toujours 

2Eh 6 = - : raideur d'allongement 
-4 

3 = a3 : raideur en flexion-torsion 
3(4-97 

1 17.7. - RESO LUT1 ON DU PROBLEME HOMOGENE 

1 11.7.1. - Clzangement de v d a b l u  

~imoschenko propose dans son ouvrage "Plaques et Coques'' d'effectuer 

le changement de variables suivant : 

Les relations (111.6-3) permettent alors d'écrire : 

(111.7-1) 

ce qui conduit avec (111.4-4) à : 

V - - -  : angle de rotation de la normale 

(c) - du4 - - 5  2;,_-3& -- , . 3 + B d j -  u J O )  g-: - -  -------1-- 

4 L' 2ch 

43 

De ( d )  il vient : 



soit encore par dérivation : 

équation qu'on peut encore écrire avec (c) : 

A l'aide de (a) et (b) on obtient alors l'équation liant U et V 

11 est possible d'en obtenir une seconde en exprimant M4et M 2 L  
en fonction de V puis en réinjectant les expressions obtenues dans 

la troisième équation d'équilibre : 

En effet selon (111.6-4) 

On obtient alors en injectant ces expressions dans la 3e équation 

de (111.6-3) après multiplication par 



111.1.2.-  O b t e n t i o n  d e  deux é q u a t i o m  à v a i a b b e e s  h é p u é e s  

En définissant l'opérateur : 

d d -  d p  A 

(111.7-2 et 4 )  s'écrivent : 

d'où les équations à variables séparées : 

1 1 1 . 7 . 3 . -  Rého lu t ion  de  l ' é q u a t i o n  d i $ l é . z e n t i e U e  e n  u 
En posant : 

l'équation différentielle en u (111.i-5a) du be ordre s'écrit : 



ce qui impose : 

avec 

Les parties réelles et imaginaires des équations, sur 

le corps des complexes, du second ordre : 

- O L ( O )  - i p Z u  - 

sont donc aussi solutions de (111.7-6). 

Supposons que : 

sont deux solutions indépendantes de (a), alors obligatoirement 

cl- LAq : Y3 - iY9 

sont deux solutions indépendantes de ( b )  . 

4 y 

Ck 
L Y U 3  y U q  représentent donc le système complet 

de solutions indépendantes de (111.7-6). 



La solution générale de III-6) est donc de la forme 

1 
où les Ci sont des constantes arbitraires. Le problème se réduit donc 

à la détermination des quatre fonctions . yL . f 3  et %, . 
Considérons pour cela (a) et remplapons &(O) par son expression : 

- r v g v  
, t A <  

soit comme en divisant par 

4 3  

Enposant h 4 ,  bG - 3(4--3") - _ _  on obtient 

encore : kg4 hz kJZd  

En effectuant le changement de variable 7 = 2 h ' 
Y 

l'équation se transforme alors après simplification par LA' en une équation 

de Bessel d'indice 2 : 

dont les solutions sont : 

x2 ) : fonction de Bessel de première espèce d'indice 2. 

(3 ) : fonction de Bessel de second-espèce d'indice 2, encore 

appelée fonction de Neumann d'indice 2. 

Soit la variable réelle sans dimension : 



Alors 7 =  Y C  et 

s o i t  encore 

(PA , yL , \43 , \P+ é t a n t  l e s  qua t r e  s o l u t i o n s  cherchées.  

I I I  .7 .4 .  - Dévetoppement en h Ehie entiZhe d a  dondon5 \f; 

Les développements en s é r i e  e n t i è r e  des  fonc t ions  4 e t  YL é t a n t  : 



n 

avec Y = PA L 2 -3 - - l r i  ( nJ:> 0,s 722457. .. : constante 
ri+- pZ4  p 

j 
1 d 'Euler  

il v i e n t  en posant  a = e t  en sépa ran t  l a  p a r t i e  r é e l l e  de 

l a  p a r t i e  imagina i re  dans e t  Yz : 

117.7- 5 .  - Fandan6 de. Lakd Kelvin - RelaZia~n dive t~ i lu  

S i  à 1s p lace  du changement de v a r i a b l e  dans (111.7-7) 

on e f f e c t u e  l e  changement ?i='çc on o b t i e n t  : 



dont  l e s  s o l u t i o n s  s o n t  : 

('Pm : fonction de Bessel modifiée de première espèce d'indice 2. 
2 

1.< (rc) : fonction de Bessel modifiée de seconde espèce d'indice 2. 
2 

Remarque : 

De par la relation In(%) = 4 nous avons 

la relation de dépendance : 

\v 
On en conclut que la solution générale de l'équation (III .7-7) 

peut être obtenue en combinant linéairement deux quelconques des solutions 

2 
qui viennent d'être mises en évidence, pourvu qu'elles soient indépendantes, 

par exemple 3 2 ('Pm et K 2 ( Y L 1 )  
Lord Kelvin a introduit les fonctions réelles ber, . b e ~ , ,  . ker, 

et kei, définies par : 

d'après (111.7-1 1) 

11 est possible d'exprimer bel, b e i L  , kerz , k r i z  et leurs 

dérivées à partir des fonctions les plus utilisées de Kelvin bero , b e i e  , , 
ke r , k e i  que l'on écrit souvent sans l'indice O . 

O O 



En e f f e t  d ' après  l e s  r e l a t i o n s  de récur rence  s u r  l e s  fonc t ions  de 

Besse l  : 

En e f f e c t u a n t  l e  changement de v a r i a b l e  3/2, a-2 x - 4  , il 
v i e n t  : 

D'où l e s  r e l a t i o n s  : 

l 
1 

Lei ( X I  - be i  cr) - L . ber <XI 
t 

X, 

De façon analogue nous avons : 

e t  donc avec c e t t e  f o i s - c i  3 .: x \r;l L o n o b t i e n t :  

S i  on d é r i v e  l a  r e l a t i o n  dé j à  u t i l i s é e  = --Jo + LT 
X 

il v i e n t  : 

/ J- 
/ 

d- - -J, s o i t  encore avec , -. e t  J-) < -<  = JO - +-- -O-  3- 
1 - 3C X- 



En e f f e c t u a n t  tou jours  l e  changement de v a r i a b l e  
- 3/2 

on o b t i e n t  
$== X X  

I I I 

- -  4 b e i  Dr) 1 bec,<xi - 2 bww- bww -- 
3C 3cZ 

Toutes l e s  fonc t ions  de Bessel  v é r i f i e n t  l e s  mêmes l o i s  de  

récur rence ,  d'où : 

x xE 
! En e f f e c t u a n t  l e  changement de v a r i a b l e  ;I.=xu on o b t i e n t  : 
\. 

77 2.7.6.  - Dévdappement en aéaie entièke d u  donc/tiavm de K d v i n  

d'indice O 

En p a r t a n t  du développement de : 

on o b t i e n t  : 



D'autre pa r t  sachant que ce lu i  de e s t  

avec 

e t  qu'on a : 

avec : deuxièmefonctiondeHancltel  

d ' indice  0 ,  encore appelée fonction de Bessel de 3e espèce. 

On ob t ien t  : 

11 1 . 7 . 7 .  - Dév&oppment UA ymp-toiique d u  $oncaXo~d de Kelvin d ' indice O 

Les développements asymptotiques de 3o($) e t  uo".'$ 

sont quand \ 1 a --.- * : 

avec . - I I  d. ar l ($ )L- l I  



.3/2 
En e f f e c t u a n t  l e  changement de v a r i a b l e  %= Z* d a n s z  e t  

,=x F' 4 dans Ko e t  en i s o l a n t  l a  p a r t i e  r é e l l e  de l a  p a r t i e  imagina i re ,  

on o b t i e n t  quand X- - - rc  00 donc : 

X -- 
h e r ( x )  RI vzl - e JZ . cw (2 + -) 11 

J ; - 8  

e t  pour  l e u r s  dé r ivées  : 

Bt Li" : *d 

Ces développements donnent des  r é s u l t a t s  s a t i s f a i s a n t s  pour ?C > 8 
en p r a t i q u e  ce qu i  e s t  l e  cas  de l 'argument  Y>= 2 ~ 6 '  pour une 

coque mince. 

X -- 
e x  - . e z . 4m (--- z +.--) \ \ 

E- 8 



I l  e s t  poss ible  d 'obtenir  également l e s  développements asymptotiques 

de ber , b& 
2. 2. , ker , Kci2 

'L 
e t  de l eu r s  dérivées mais l e u r  

u t i l i s a t i o n  pra t ique nécess i t e  un argument X. t r o p  élevé ce qui l eu r  ô t e  

l e u r  i n t é r ê t .  

11 1 .7 .8 .  - Choix  de holua%on~ g é n é d e s  p u a  wre étude à la g m d e  

b u e  o u  à la w a e  b u e  du cône 

Compte tenu des remarques du paragraphe 111.7-5, l a  solut ion complète 

de (111.7-6) peut se  met t re  sous l a  forme : 

Les fonctions beci e t  beiL sont d 'après  (111.7-14, 20 e t  21 ) 

o s c i l l a t o i r e s  e t  amorties quand décro î t ,  e t  l e s  fonctions key, heit 
sont  d 'après (111.7-15, 20 e t  21) o s c i l l a t o i r e s  mais amorties quand Y c r o î t .  

Pour une coque tronconiquemince d'angle o~ t r è s  d i f f é r en t  de ?!- 
2 

e t  de longueur nettement p lus  grande que l ' épa i s s eu r ,  l e s  forces  e t  moments 

sur un bord n 'ont  qu'une légère  influence sur l e s  contra intes  e t  déplacements 

de l ' a u t r e  bord. 

On u t i l i s e  donc pour chaque bord une solut ion s impl i f iée  à deux 

constantes : 

A 2  à l a  grande base,  

A j  e t  A+ à l a  p e t i t e  base. 



CHAPITRE IV 

ETUDE DU CYLINDRE DE REVOLUTION 

Afin d ' é t u d i e r  l e  raccordement de l a  grande base du cône avec un  

c y l i n d r e  nous a l l o n s  reprendre  l ' é t u d e  généra le  du c h a p i t r e  précédent dans 

l e  cas du c y l i n d r e  de r évo lu t ion .  

1 V. 1 . - ASPECTS GEOMETRlQUES 

TV. 1.1.- PahamZmge de La coque 

Le p o i n t  courant Wl, du c e r c l e  de l a  grande base du cône ayant Dour - 
coordonnées ( KAAB . (A - 6 ~ @ )  ; H ) dans l e  r epè re  c a r t é s i e n  - --F ---#. y 

( fi , X,  , XZ , X3 ) ,  l a  su r f ace  moyenne du cy l ind re  e s t  d é f i n i e  p a r  : 

avec L longueur  du c y l i n d r e .  



l e  paramétrage e s t  donc : y4 = 3î 

En appelan t  @ l a  demi-épaisseur cons tan te  du cyl indre,  l a  coque 

e s t  d é f i n i e  p a r  : 

--F 

avec N = n o a e  i n t é r i e u r e  à (w) en m . 

Les vec teurs  de l a  base n a t u r e l l e  sont  en rn : 

e t  l e  déterminant du t e n s e u r  métrique vaut  : 

TOUS l e s  symboles de C h r i s t o f f e l  son t  nu l s  e t  l a  s e u l e  courbure non 

n u l l e  vaut  b i e n  entendu 4 /R . 

1 V .  2 .  - OPERATEORS D I  FFERENTI ELS DANS L E  REPERE PHYSIQUE 

1 V .  2 . 1 .  - Repène o h t h o n o r n é .  Sqm6oled d e  C h ~ s t o d d d  
-t 

Les vec teurs  C; de l a  base physique s o n t  : 



Les c o e f f i c i e n t s  de Lamé v a l e n t  : 

l e u r s  dé r ivées  son t  t o u t e s  n u l l e s  sauf  = -4 
de C h r i s t o f f e l  non nu l s  son t  : d b  

. Les symboles 

7 V . 2 . 2 . -  Gmdient d'une @nct ion  4éeUe 

-C 

I V . 2 . 3 . -  Gmdient d'un veotem V=V;c; 



l V . 2 . 5 . -  RaXaXLonnel d'un vecteuh 

1 V .  2 . 6 .  - Laplucien d' une @nctLan hQ&e 

* 
I V .  2 . 7 .  - Divmgence d '  un ;tevu euh aljmE&Lque clu decond ottdrte Z 

div - a . -  2-1, + + 4 ~ G L  a 7% 
3 - ax 3% - + - 5 3 1  - as 





1 V .  2.10. - Laplacien d'  un teizdeuh aymé;tiUque du decond ohdiLe 

1 V .  3 .  - EQUATZÙNS DE BASE REGZSSANT LA COQUE EN ELASTUSTATL O_IIE 

7 V .  3 .  7 - TeMneuh f i n é d a  é dea dé~otunatiovin 
=$. -C --C 

S o i t  l e  t e n s e u r  l i n é a r i s é  des  déformations 
---C --C 

e t  V = Y c i  l e  vec t eu r  déplacement en un p o i n t  M de l a  coque cy l in -  

d r ique .  Alors : 



--C- --e 

Soit les forces de volume 
C 

=+ -Z --e 
et Z - L; tD Ci le tenseur symétrique des contraintes. 

Les équations d' équilibre s ' écrivent : 



Par  l a  procédure u t i l i s é e  pour l e  cône, l e s  c o n t r a i n t e s  Z;3 
peuvent ê t r e  obtenues, lo rsqu 'on  négl ige l e s  forces  de volume, comme sous- 

p rodu i t s  des  -P p a r  : 

-- - 4 

avec . C .  l e s  f o r c e s  de s u r f a c e  en 5 =-e . 

Les r e l a t i o n s  généra les  (11.3-5) s o n t  t ou jou r s  v a l a b l e s  en remslaçant  

b ien  entendu l a  n o t a t i o n  b p a r  Z e t  l a  no ta t ion  6 p a r  . 

On o b t i e n t  : 

(1v.3-4) 
4 4 
- + 

a'<, aq,] >'a,, - 1  -àJk 3YLi)+& + -_..- * - - + - - -  - - -  
n - 5  - ( ,oz Tg- 7 %  26% 2% a, >ta.-- 



Elles s ' écr ivent  : 

1 

avec T -= l- t c- kz- 
4 1 LE 33 



IV. 4.  - MODELE DE LOVE-KIRCHOFF 

--+ --C --t 

s o i t  V= Vi C; l e  vecteur  déplacement de m =  m t % N  e t  - - 'UEC Ci ce lu i  de  m . Les hypothèses du modèle de déformation de 

Love-Kirchoff conduisent  à : 

Nous avons : 

l e s  c o n t r a i n t e s  rL3 é t a n t  négl igeables .  

Dans l e  cas d 'une coque mince, c ' e s t - à -d i r e  ?)= d e l t o r d r e  
r 

de & , nous avons : 



O 

les cp(x,@) étant définis par : 

e t  l e s  7 ( l e  p a r  : 

r V .  4 .4 .  - Expkeaa.iort6 dimpfi&céed de6 TdB 

Nous avons : 

O 
l e s  (xf) é t a n t  définis pa r  : 

4P 



I V .  4 . 5 .  - Exphe~dConb nimpfigbéeb d a  z 2 3  . Equationb d ' é q ~ b h e  de 

Les équations d ' équ i l ib re  de membrane s ' éc r iven t  : 
\\ 

- --C 

avec 3 -+ e t  3- l e s  forces de surface en ?I e  . 
- 4 

Les ?ri3 sont obtenues à p a r t i r  des rdk par  : 



1 V .  5 .  - RESOLUTION DE L'ETAT D1E2U1L1BRE DE MEMi3RANE 

On s e  place toujours dans l e  cas d'une pression i n t é r i eu r e  constante P 
(press ion de gaz).  

Le système ( IV. 4- 10) nous fourn i t  l e s  contra intes  classiques : 

7 V . 5 . 2 . -  Champ de déplacement 

Le problème e s t  de révolution e t  donc nous avons : 

D'autre pa r t  d 'après ( I V . 4 - 4 )  e t  l e s  formules inverses de ( I V .  4-7) 

nous avons : 

O O O 

J5 a 7 5 2  -- 5, - PR- - --- - . - - ( 2  - 3 )  - -  
E 4e. 



I V .  6. - ETUDE EN FLEXION 

On d é f i n i t  l e s  éléments de réduction de l a  coque cylindrique : 

+e 

- e f f o r t s  r6par t i s  p a r  unité  de longueur : N;, = i,, dt 

- moments r é p a r t i s  p a r  uni té  de longueur : d cis = j Fj 5 5 
-e 

Dans l e  cas d 'un  problème axisymétrique avec t o u t  p lan  méridien plan 

de symétr ie ,  tout  p l a n  6 = constante e s t  p r i n c i p a l  e t  donc : 

e t  a l o r s  l e s  éléments de réduction v é r i f i e n t  : 

C -- 
;cl 

- -  C.. cx) 

Le système d 'équations d ' é q u i l i b r e  en f lexion s e  l i m i t e  a l o r s  aux 

t r o i s  équations non t r i v i a l e s  suivantes : 



La s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  correspondant à l ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  de 

membrane s ' é c r i t  : 

7 V .  5 . 3 .  - Pm blême homogène 

I l  n é c e s s i t e  l a  r é s o l u t i o n  de : 

LI équat ion  ( a )  impose N,, = Constante = 0 c a r N  = c o n s t a n t e + O  
44 

correspond à l a  so lu t ion  de membrane pour une f o r c e  appl iquée en ex t r émi t é  

de cy l ind re .  

De p l u s  en é l iminant  NA3 e n t r e  ( b )  e t  ( c )  nous obtenons : 



Avec l e s  r e l a t i o n s  (1v.4-3,4,5,6,7 e t  8 )  on o b t i e n t  par  i n t é g r a t i o n  

des c o n t r a i n t e s  : l 

avec 

8 - ' Ee r a ideu r  d'allongement 
<Y' 

-IC_ 

1-3' 

2Ee3 r a ideu r  en f l e x i o n  t o r s i o n  
3 ( 4 .-aL) 

7 V .7. - R E S U  LUT1 UN DU P R U B L E M E  HUMOGENE 

comme N =:O pour l e  problème homogène il v i e n t  avec 
4 4 

( 1v.6-4a) 

en r é i n j e c t a n t  c e t t e  r e l a t i o n  dans (1v.6-4b) il v i e n t  : 



a l o r s  avec (1v.6-3c) e t  (1v.6-4c) on o b t i e n t  1 'équat ion d i f f é r e n t i e l l e  

en l a  s e u l e  v a r i a b l e  r3 : 

qu i  peut  encore s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

dont l a  s o l u t i o n  géné ra l e  e s t  : 

1 v. 7 . 2 .  - Choix d u  6 o t u ~ i o n 6  généiraeed p o u  une é t u d e  à t ' elct>ré&é 

i n d é h i e m e  ou  à 1 '  e>LtirémLté h u p é ~ e u t e  

-k= -PA . 
Les fonc t ions  e ~ d f x  e t  e O(M fx sont  o s c i l l a t o i r e s  

Ba . e t  amort ies  quand x c r o î t  t a n d i s  que eBLcd F r  e t  e ilunpz 
son t  o s c i l l a t o i r e s  e t  amort ies  quand ~c d é c r o î t .  

Pour une coque cy l ind r ique  mince e t  de longueur nettement supé r i eu re  

l à l ' é p a i s s e u r  ( e/L de l ' o r d r e  de & ) ,  l e s  fo rces  e t  moments s u r  un bord 
n ' o n t  que peu d ' i n f l u e n c e  s u r  l e s  con t r a in t e s  e t  déformations s u r  l ' a u t r e  

1 
I bord. 
' . On u t i l i s e  donc pour chaque bord une s o l u t i o n  s i m p l i f i é e  à deux 

c o n t r a i n t e s  : 

/ 

l 

K e t  KL pour l e  bord i n f é r i e u r  ( r  2 O) 
1 

. e t  k4 pour l e  bord supér ieur  (r= LJ . 



CHAPITRE V 

FTUVE DU RACCORDEMEFJT 

CONE-CYL7NDRE COAXIAUX 

A LA GRANOE BASE DU CONE 

L'objet de ce chapitre est la détermination des contraintes au 

raccordement à la grande base d'un cône de révolution avec un cylindre, 

l'ensemble étant sous pression intérieure constante. 

Ce problème a déjà fait l'objet d'une publication américaine en 

1952 présentant très brièvement la partie théorique pour s'étendre surtout 

sur les résultats pratiques. Cet article est à l'Annexe 1. 

C'est cette étude qui, couplée à une analyse des contraintes, est 

à la base des règles de calcul de nombreux codes relatifs aux appareils à 

pression (A.S .M.E.  8 division 2, B .S. 5500, CODAP . . . ) . Un extrait du 
CODAP 80 (révision 84-10) relatif au point étudié est à l'Annexe 2. 

V . 1 . -  ETUVE A L A  GRANDE RASE DU CONE D E  REVOLUTTON 

D'après les remarques du paragraphe III .7.8, on utilise pour ce bord 

une solution simplifiée du problème homogène de la forme : 

soit encore de façon équivalente : 

où C, et C2 sont deux constantes à déterminer. 



L'angle de rotation de la normale est donné par (III .7-2) , soit : 

Comme \f4 + y2 est solution de 1' équation : 

nous avons : 

On en déduit : 

(v.  1-1 ) 

V .  1 . 2 .  - Exphadon des éeétnenta de fieduetion en honction de C-4 et CL 

Pour Z nous avons immédiatement : 
4 3  

1 et, à l'aide des équations (111.6-3a et b) : 



Pour les moments, à. l'aide de (111.7-3) et (v.1-l), nous obtenons : 

V .  1 . 3 .  - Expression du déplacement radial b en fonction de C4 et CL 

Soit b le déplacement radial, compté positivement vers 1 'axe, d'un 

point m de la surface moyenne. Nous avons alors : 

Soit encore avec (v. 1-3) 

(v. 1-5) 
4 Eti 1 



V .  1 . 4 .  - ExpmudLon de b et V à La gmnde base en  donct ion d u  

eddohtd et moment appfiquiia Le 60hd 

La coque conique supporte à s a  grande base des e f f o r t s  e t  un moment 

représentés s u r  

@ LILLE 

i gu re  suivante : +. . R --I 

avec z4: - - 2 ( A = < )  
-44 

l e s  e f fo r t s  e t  l e  moment méridiens appliqués de révolution sur  l e  bord. 

comme 3,. = - 9". r0 , ce qui permet d 'assurer  l ' é q u i l i b r e  
-4 3 

en force selon l ' axe  du cône, nous pouvons également u t i l i s e r  l a  représenta t ion 

suivante : I 

avec 

(v .  1-6) 
Qo résultante de r0 et x" soit A4 -i 3 



On cherche à exprimer les valeurs & et de &- et V en A i 4  

en fonction de 4, et Mo . 

Pour cela on commence par déterminer les constantes C et CL en 
4 

résolvant le système obtenu en exploitant (v.1.2 et 4 )  : 

La résolution de ce système donne : 

1 avec: 



Par substitution dans les expressions (Y. 1-1 et 5) pour =yo , 
l 

il vient : 

avec : 

On peut vérifier que la valeur de r, occasionnée par Mo= - 4 seul 

(c'est-à-dire unitaire dans le sens V,> O ) est égale à la valeur de V, 

occasionnée par 4, = 4 seule; ce qui correspond au principe de récipro- 

cité de Maxwell-Betti. 

Avec les relations : 

on peut encore écrire : 

2. '59 326 
h - -  rùmd ta. IO 

E h &  = - . CI_---. M o  4- 
4 -- -... RQ,, 

2 (C +ZOG) 4 c t ~ o b  



@-P' Remarque : Dans A, B, C et G n'interviennent que par des rapports; il est donc 

possible pour calculer ces constantes de ne prendre que la partie trigonomé- 

I t 

trique des développements asymptôtiques des fonctions ber , b e i  , ber et 
I 
1 I 

bei donnés en (III .7-20 et 21 ) . 
I 

Pour obtenir les expressions complètes de { et il suffit d'ajouter 

à la solution (v.1-9) du problème homogène, la solution particulière de la 

théorie de la membrane. 

Pour la membrane nous avons avec (III .5-2 et 3) : -7 .1  

A la grande base où 4 = do - - R / d & d  , nous obtenons : 

D'où pour le problème global : 

r- 
(v .  1-10) V, - v J ( I . ~ ~ R ~ I  -. _ _ _ . . . _  __.  

- 1 ,  



V . 2 . -  ETWE DU CYLlNDRE A SA BASE TNFERZEURE 

D'après l e s  remarques du paragraphe IV.7-2, on u t i l i s e  pour l e  bord 

i n f é r i eu r  une solution s impl i f iée  du problème homogène de l a  forme : 

avec K e t  ML deux constantes à déterminer. 
1 

V .  2 . 1 .  - Expke66ion de V en d o n d o n  de 1.(, et Kz 

L'angle de ro ta t ion  de l a  normale vaut : 

V .  2 . 2 .  - Expkuaiovks d u  UEments de kZdum5on en d o n d o n  de K4 et C(2 

~ ' a ~ r è s  (1v.6-lc) e t  (1v.6-4) l e s  éléments de réduction, du problème 

homogène, sont donnés pa r  : 



Il vient immédiatement : 

E r p k a d i o n  d e  A et V d La base Ut@hLewre en donct ion d e  

L ' ed dottt et du moment app l iqué  dm Le 6akd 

Soit 6 et Co l'effort et ie moment s'exerpant sur le bord r =O 

comptés positivement dans le sens des vecteurs reportés sur la figure suivante : 

s- - 
P. .-. L I L L E  

a * 
Comme sur le bord O la normale est 0 = - , nous 

avons : 

d'où selon (v.2-2) : . 



dont on tire : 

L'injection de ces expressions dans (v.2-1 et 3 ) ,  avec X = 0 9 

donne alors : 

S et V, il suffit Pour obtenir les expressions complètes de 

d'ajouter à la solution précédente du problème homogène, la solution particulière 

de la membrane. 

Or pour la membrane, (IV.5-3) impose : 

Soit donc pour le problème global : 

(v .  2-6) 

S - 
0 - -  - 

Ee 4 

-- -1 y, = - )  2 K P  .o..) + 4 . .  L 

E e  



V .  3 .  - DETERMINATION DES EFFORTS DE L I A I S O N  ENTRE LES DEUX COCUES 

V . 3 . 1 . -  RetktLons enthe tu eddoht6 duit t e  bahd du cqfindrte et 

ceux 4uh l e  cône 

Nous avons à é tud ie r  : 

On effectue  une coupure par l e  plan r ad i a l  x = O  a f in  de l i b é r e r  les 

inconnues hyperstatiques in té r ieures  e t  on décompose pour l e s  deux coques, 

l e  problème global  en ce lu i  de l a  membrane e t  ce lu i  de l a  f lexion homogène. 

On obt ient  a lo rs  l a  décomposition suivante : 

- 
Problème Globa l  - - Membrane + Effet de Bord 

.--- - 

PR - PR 
2 

C- 

PR 

. - 2 -  

PRt- Tt- g 
PR 



Les éléments du  cône Qo e t  Mo i n t r o d u i t s  en (v. 1-6) s o n t  donc 

l i é s  aux éléments e t  Co du cyl indre  p a r  l e s  r e l a t i o n s  : 

Les auteurs WATTS e t  LANG de l ' a r t i c l e ,  dé jà  c i t é  en référence  ont  

dû u t i l i s e r  des r e l a t i o n s  plus p r é c i s e s  t enan t  compte que l a  coupure z = 0 
n ' e s t  pas une coupure normale pour l e  cône c a r ,  i l s  n 'aboutissent  pas exacte- 

ment aux mêmes r é s u l t a t s  comme on l e  verra  p l u s  t a r d .  

Ceci e s t  m i s  e n  évidence s u r  l a  f i g u r e  ci-dessous q u i  montre, qu 'à  l a  

jonction nous avons l e  cyl indre ,  l e  cône e t  un élément in termédia i re  de sec t ion  

t r i a n g u l a i r e  ( a bc  ) . 

Deux coupures normales, se lon  ac pour l e  cyl indre  e t  bc 

cône, donnent l a  décomposition su ivan te  : 

pour l e  

PR, -. - 
i) Te+-. 



Ce qui conduit aux relat ions l i a n t  (M, ,Q~) à (c, ,T,) : 

O r  l e  terme correct i f  de l a  première équation vaut : 

ce terme e s t  doncnégligeablevis-&vis de Co= O(h3) ; cequimontre  

que pour une coque mince l e s  relat ions (v. 3-1 ) sont sa t i s fa i santes .  

Remarques : 

A . Les relat ions ci-dessus ne sont valables que s i  l 'épaisseur  du cone e s t  

supérieure ou égale à ce l le  du cylindre, ce qui e s t  l e  cas l e  plus courant, 

car dans l e  cas contraire l a  forme de l a  jonction e s t  différente.  WATTS e t  

LANG ne font pourtant pas ce t t e  dis t inct ion dans l eu r  a r t i c l e .  

. Le changement de section au raccordement montre que, même en l'absence d'une 

soudure, l a  répart i t ion des contraintes e t  ne peut pas ê t r e  l i néa i r e  

à l a  jonction e t  donc que l e s  contraintes o'tjtenues par l a  théorie des coques 

doivent encore ê t r e  multipliées par un coefficient mult ipl icat i f  de non-linéa- 

r i t 6  (coeff ic ient  de concentration de contrainte) qui sera  fonction de l a  

qual i té  des surfaces de raccordement e t ,  peut-être, de l 'angle . 
L'étude délicate de ce t t e  correction ne sera pas abordée i c i .  11 e s t  

d ' a i l l eu r s  u t i l e  de noter que l e s  codes de calcul d 'appareils à pression èxploi- 

tant  l ' a r t i c l e  de WATTS e t  LANG n'en tiennent pas compte. Ceci e s t  certainement 

dû au f a i t  que l e s  conditions de réal isat ion de l a  soudure qu'imposent-ces codes 

conduisent à une valeur suffisamment fa ib le  de ce coefficient pour que ce t te  

correction puisse ê t r e  masquée par l'emploi des coeff ic ients  de sgcuri té  e t  pur 

l e  f a i t  q u ' i l  y aura une p las t i f ica t ion  locale bénéfique. 



Afin de rendre le problème adimensionnel on pose 

En substituant les relations (v.3-1) dans (v.1-9) il vient : 

Remarque : Indépendamment das tgtations les coefficients d'influence a. et b; 
if erents 

du cône sont unLpeuvde ce& proposés par WATTS et LANG compte tenu 

que les auteurs ont utilisé des relations excessivement plus précises 

que (v.3-1).  



Avec (v.3-2), (v.2-6) s'écrit encore : 

En posant 

on peut encore écrire le système précédent sous la forme : 



- 
Les inconnues de liaison Co et T, sont déterminées en exprimant 

la continuité du champ de déplacement à la jonction soit 

d'où selon (v.3-3 et 5) le système à résoudre : 

Les solutions sont selon la méthode des déterminants 

V . 4 . -  CONTRAINTES DANS LE CONE AU RACCORDEMENT 

On définit les éléments de réduction adimensïonnels du cône de façon 

l analogue à (v. 3-2) , soit : 



A l'aide des relations (v. 1-2,3 et 4) ,  (v-1-7) et (V.3-1) on obtient 

pour les éléments de réduction adimensionnels du cône, au raccordement avec 

le cylindre, les valeurs suivantes : 

On définit les contraintes adimensionnelles par : 

iv.4-3) 1 avec 

PR la contrainte circonférentielle de membrane dans le a-=- 
2e 

cylindre. 



D'après les expressions simplifiées (II .6-3) des contraintes 6 et "'k 
et de la définition (11.7-1) des éléments de réduction, les (11.6-8a) de 5% I 

- 

contraintes sont déduites des éléments de réduction par : 

0- - z-44 - - 4- 
4 4  

JC3 . M,, 
2 h  2 h3 

soit encore en variables adimensionnelles 

Les maximums en valeur absolue selon la normale sont : 

1 

I Les valeurs 1: de ces coefficients d'intensité de contrainte, 
4 

relatif au cône, au raccordement avec le cylindre sont obtenues en prenant 

pour les éléments de réduction adimensionnels les expressions (v.4-2). 



V . 5 . -  CONTRAINTES VANS LE CYLlNVRE 

On définit les variables adimensionnelles : 

A 1 'aide des relations (v.2-2), (v.2-4) et (v.3-4), les éléments de 

réduction adimensionnels du cylindre s'écrivent : 

- - 
C,, = 9 C -14 

, dont les valeurs particulières au raccordement ( X Z O )  sont : 

- O 

N,, - 4 / 2  - - 
NL, - - 4 + 2 Y (  Y.  c, +..-c) 



De façon analogue à (v.4-3) on pose 

Les contraintes sont déduites des éléments de réduction comme pour 

le cône, c'est-à-dire par : 

d'où pour les contraintes adimensionnelles : 

auxquelles correspondent les maximums en valeur ahsolue selon la normale : 

Les valeurs Ti de ces coefficients d'intensité de contrainte, 

relatifs au cylindre, au raccordement avec le cône sont obtenues en prenant 

pour les éléments de réduction adimensionnels les expressions (~,5-3). 



V. 5.3. - MaxUnm des coeb&i&nts d '&ten&Lté de conOucLnte 

En dehors des valeurs  54 qui correspondent à des points  d ' a r r ê t ,  

il e s t  poss ib le  de rechercher l e s  maximums des  5 . 
Pour s i m p l i f i e r  l e s  é c r i t u r e s  on pose : 

On ob t ien t  a l o r s  : 

- 
Comme 2 0 e t  que l e s  con t ra in tes  sont o s c i l l a t o i r e s  e t  amorties 

- 
vers  l e s  valeurs de membrane quand x -+ +OO , on prendra l e  premier argument 

p o s i t i f  ou nul s a t i s f a i s a n t  à l a  l o i  de congnence c 'est-&-dire : 

4 -kt 
Rvck3 (0 si ce terme e s t  p o s i t i f  ou nu i .  

TI + F(Kk 2 ( *k ) dans l e  cas  c o n t r a i r e .  



L a  remarque précédente s u r  Wz3 e t  également applicable à W Z' 

d'où : 

avec : 

(v.5-10) 

avec : 

71 a Y ?  = Y', - -  si V q  E [$  ,$ 
4 

e l  Jonc a l o r s :  

- + 4 
2s 

J;,.ax 2 [3 (4 -*~j]''~ .F . &,max 

37) b) YS, = Yz, + -  s i  W z 3 E [ o , 3  
4 4 C 



V . 6 . -  PROCEDURE R E C A P T T U L A T l V E  DU PROBLEME A D l M E N S l O N N E L  

Les données de départ sont : 

O( : demi-angle au sommet du cône. 

~ / e  : rapport rayon du cylindre/demi-épaisseur du cylindre. 

, = h/e : rapport épaisseur du cÔne/épaisseur du cylindre 

3 : coefficient de Poisson du matériau commun aux deux coques. 

Les différentes étapes du calcul des coefficients d'intensité de 

contrainte sont les suivantes : 
l 

- 
- 1  

2 )  Caïcuï des fonctions ber  , , ber' , bec pour l'argument Y0 . 

Pour ceci on pourra utiliser les développements asymptôtiques 

(111.7-20a et b) et (III .7-2laet b) en ne prenant que la partie trigonométrique 

d' après la remarque de la fin du paragraphe V. 1-4. 

Si l'argument rD n'est pas trop élevé ( % ( 2 0 )  on obtiendra un 

résultat plus précis en prenant les développements en série (III .7-18) et leurs 

homologues pour ber'  et L e i '  . La convergence très rapide de ces développements 
autorise de prendre un nombre limité de termes (12 pour une précision meilleure , 

l 

que Io/,,). Un argument trop élevé conduit à manipuler des grands nombres qui 

dépassent rapidement les possibilités des (mi cro-) ordinateurs. 

3) Calcul des fonctions yA , Y L  , , Y pour l'argument à l'aide 

des relations (111.7-13, 14 et 16). 

4 )  Calcul des termes A, B, C et G d'après (v.3-7 et 8). 

5) Calcul des coefficients d'influence a; et b; du cône selon (v.3-3). 

6) Calcul de Y et k d'après (v.3-4). 



7) Calcul des coefficients d'influence a; et b; du cylindre à l'aide de 

(v.3-5). - 
8) calcul de et selon (v.3-6) 

9) Calcul des éléments de réduction adimensionnels du cône, à la jonction 

avec le cylindre, avec (v.4-2). 

10) Calcul des coefficients d'intensité de contrainte du cône 1. à la 
A. 

grande base d ' après ( V. 4-6) . 
11) Calcul des éléments de réduction adimensionnels du cylindre, à la jonction 

avec le cône, selon (v. 5-3) . 
12) Calcul des coefficients relatifs au cylindre au raccordement en 

exploitant (v. 5-7). 

13) Calcul des coefficients %,,ax et des positions correspondantes 

d'après (v.5-9, 10 et 11) .  

V. 7 .  - DISCIJSSION SUR LES RESTJLTATS ---- OBTENUS 

Le calcul, selon la procédure du paragraphe précédent, des coefficients 

d'intensité de contraintes a été programmé en mode conversationnel sur un 

l micro-ordinateur Commodore CBM 8032. 

Le listing du programme est à l'Annexe 3 et des copies des résultats 

obtenus à 1 'écran sont à l'Annexe 4. 

Différents passages de cas de calcul tirés de l'article de WATTS et LANG 

conduisent aux mêmes résultats sauf quand les coques sont peu minces ( R / e  4 30) 

où on a 'de légères différences (quelque % )  compte tenu de la remarque de la fin 

du paragraphe (V .3-2) . 



On pourra donc se reporter à la discussion détaillée des résultats 

faites par les auteurs. Les points les plus importants sont les suivants : 

- le coefficient d'intensité maximal est en &néral celui relatif à la 

O 

contrainte méridienne à la jonction dans la pièce la plus mince ( 5 ou 1' ) .  
1 1 

- les deux coefficients primordiaux < et xdO augmentent quand l'angle o< 

augmente et quand R/e  augmente. 

- le rapport k = h/e le plus favorable est h= 4. car si h> d. , 
O 5 augmente et si 4 4  c'est I+O qui augmente alors (voir fig. 6, 

1 
page 318 de l'article). 

1 



CHAPITRE V I  

ELEMEMTS D ' E T U V E  DU RACCORDEMENT 

CONE R E P O R T E - C Y L I W R E  DE REVOLUTION 

A L A  GRANPE B A S E  DU CONE 

I V I .  1 . - PROBLEME HOMOGENE DE L A  FLEXION ASYMETR12UE D' UN C Y L I W R E  DE REVOLUTION 

Aux paragraphes 1v.6 et 7, le problème homogène de la flexion d'un 

cylindre de révolution a été résolu en se limitant à la partie axisymétrique. 

I Cette étude partielle était nécessaire et suffisante pour l'étude du raccordement 

cône-cylindre coaxiaux mais elle ne l'est plus quand le cône est déporté; nous 

allons donc traiter maintenant le cas général ce qui nous donnera des éléments 

d'approche pour l'étude du cône déporté. 
l 

V I .  1 . 1 .  - E q d u v ~ ? ~  dinpuaib les  
I 

Les équations d'équilibre du problème homogène s'écrivent d'après le 

paragraphe 1v.6.1. dans le cas général : 



Pour un champ de déformation de Love-Kirchoff les déformations de la 

surface moyenne, les angles de rotation de la normale et les paramètres de variation 

de courbure sont donnés par les relations suivantes tirées du paragraphe IV. 4.3. 

(1 1 4 4 2%. 
7 %  - R B- 

- 
(mJ 

2%. 
9-42- - - a;r 

En inversant les relations (IV-4-7) et en remplaqant les contraintes 

par NdP /,?.c il vient : 



1 
Enfin en intégrant après multiplication par 2 les équations (1v.4-8) 

, de -e à + e  onobtient $l'aide de ( k , , b  ) : 

C 
-1-1 

av, +a av, =-Dy,. (g,, +3.i,,) =-D,,. ( -  -.-) 
2x R 28 

V1.1 .2 . -  W a t i a n  d'une pheudo-6oncZLon d ' u y  

(1) Si on considère que les éléments de réduction Ndg peuvent être obtenus 

à partir d'une pseudo-fonction d'Airy F= F(x ,@)  soit : 

alors les deux premières équations d'équilibre (a) et (b) sont automatiquement 

satisfaites. 



En isolant N et 
43 

dans les équations d'équilibre (d) et (e) 

et en remplapant les éléments de réduction C par leurs expressions (q), (r) *k 
et (s) en fonction des angles de rotation il vient : 

avec 

Alors en substituant (~1.1-2) dans l'équation d'équilibre non encore 

utilisée (c) et avec (VI. 1.1 .b) on obtient la première équation différentielle - -- 
liant F à y , VL par l'intermédiaire de y , vL . 

avec le laplacien d'une fonction définie sur la surface moyenne déduit de (IV.2-5) : 



O 

(11 En éliminant qz e n t r e  ) e t  (O) , puis  en i s o l a n t  $ dans 

l ' équa t ion  obtenue e t  en f in  en dérivant  en x on f a i t  appara i t r e  l ' équa t ion  : 

O r  en i s o l a n t  II2 dans l ' équa t ion  ( ) e t  en dér ivant  en x,  on o b t i e n t  : d 

dont l a  subst i tu t ion dansl 'équation précédente nous donne une deuxième équation 

l i a n t  , e t  F : 

I 1 
(III) En él iminant  en t re  (h) e t  (p) e t  en dérivant  en r on o b t i e n t  

à l ' a i d e  de ( ~ 1 . 1 - l c )  : 

o r  en éliminant b;: e n t r e  (#) e t  (n) on ob t i en t  : 

dont l a  s u b s t i t u t i o n  dans l ' équa t ion  précédente donne avec l ' a i d e  de ( ~ 1 . 1 - l a  e t  b )  

l a  t roisième équation l i a n t  < , VL e t  F : 

VI. 1.3 .  - SépamCion d a  v d a b l e a  

(1) S i  on dér ive  ( ~ 1 . 1 - 6 )  en Xi. e t  qu'on y s u b s t i t u e  9 q  - par  ( ~ 1 . 1 ~ 7 )  
3 x  

on ob t i en t  : 



- 
(11) S i  on subst i tue  à vz dans ( ~ 1 . 1 - 7 )  son expression (~1 .1 -3 )  e t  qufon 

u t i l i s e  (VI. 1-8) on ob t ien t  : 

- 
(III) Avec l a  déf in i t ion  (VI.  1-3) de V, e t  VL , (VI.  1-4) s ' é c r i t  encore : 

En dérivant deux f o i s  en ly. ce t t e  équation e t  en u t i l i s a n t  (~1 .1 -8  e t  9 )  

on obt ient  l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  en l a  seule  variable jf : 

dont l a  résolut ion nous donnera F donc l e s  éléments de réduction NdF par 

( ~ 1 . 1 - l ) , p u i s  y e t  par ( ~ 1 . 1 - 8  e t  9 )  e t  donc l e s  éléments de réduction 

Nd3 e t  Cdp par (VI.  1-2) e t  ( q , Y , S ) .  

Comme l e  problème e s t  périodique en 6 de période h on peut décomposer 

en s é r i e  de Fourier l a  fonction F sous l a  forme : 



avec 

On peut d'ailleurs remarquer que le raccordement c6ne déporté-cylindre 

de révolution sous pression présente le plan X 4 = 0  soit @=O comme 

plan de symétrie. On en déduit donc que la fonction F est paire en 8 ce qui 

assure que les Rn sont nuls . 
Néanmoins nous ne tiendrons pas compte pour l'instant de cette particula- 

rité afin de conserver au problème toute sa globalité. 

Dans ces conditions (VI. 1-10) fournit les équations : 

avec g' = ._ d i 4 d h  
dx' 

Ce sont des équations différentielles en s à coefficients constants mais 

fonctions de Y1 . 
rd= 

Les solutions sont donc de la forme ( C = constante) 

avec pour r les 8 solutions sur le corps des complexes de 1 'équation carac- 

téristique : 

où [ L E e  - - 3 (4 - ù2) comme défini en (1v.7-2). 
2 RLDct~ R~(L& e 

C'est une équation du 4e degré en r , 

(1) Résolution pour n = 0  II , ---------- ----------- 

Dans ce cas (~1.1-12) s'écrit simplement : 



dont la solution générale est 

R 
où les sont des constantes. 

(II) résolution pour tl _-________________------ 

Dans ce cas ( ~ 1 . 1 - 1 2 )  s'écrit : 

iJ 1-2 3) 

* 3 6 2 3- 
Les quatre solutions indépendantes Udi.x , kd4. X , et 

8 
K,, avec UG = constante sont évidentes. 

Y X  
Les quatre autres sont de la forme u;~ e avec r solution 

de l'équation bicarrée: 

Y - 
dont les racines, sur le corps des complexes, sont : 

1 

2. 
Dans cette expression (2 -3  ) /4 est nettement plus petit que 

$' R" - 3 4  -.- R~ dans le cas d'une coque mince. Nous 
- 4 e2 

pouvons donc nous contenter de l'approximation : 

Les quatre autres solutions de (b) sont donc approximativement : 



On retrouve donc le champ de solutions obtenu pour of 0 mais ici 

avec une certaine approximation. 

(III) résolution pour n grand ----------- ------------- 

(~1.1-13) s'écrit encore : 

lorsque n est grand nous pouvons approximer cette dquation par la suivante : 

dont le membre de gauche est simplement 

+ n Les solutions de (c) sont donc Y = - - , chacune des deux racines 
R 

(réelles) étant quadruple. 

Par la méthode de la variation de la constante on trouve comme champ 

approximatif de solutions : 

toujours avec K A  = constantes. 



VI. 2 .  - PROBLEME ff OMOGENE DE L A  F L E X I O N  DU CONE D E P O R T E  

La procédure est pratiquement la même que pour le cylindre. 

VI. 2 . 7 .  - E q & o a  c i h p o n i b l e ~  

Nous rappelons le système (11.7-5) des équations d'équilibre : 

Les déformations de la surface moyenne, les angles de rotation de la 

normale et les paramètres de variation de courbure sont donnés d'après le 

paragraphe 11.6.3 par : 



En inve r san t  l e s  r e l a t i o n s  (11.6-3) e t  en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  (II .7-6) 

l i a n t  l e s  c o n t r a i n t e s  aof;; aux éléments de r éduc t ion  on o b t i e n t  : 



V1.2 .2 . -  W & a n  d ' u n e  p h e u d a - t j a n d a n  d ' A I R Y  

(1) Les xdp sont liés à 1a pseudo-fonction d'Airy Fo,Q) par : 



1 
Alors les deux premières équations d'équilibre sont automatiquement 

1. satisfaites. 

En isolant x4 et ZZ3 dans les équations (d) et (e) et en 
I rempla~ant les éléments de réduction Mqp par leurs expressions (q), (r) et (s) 

I il vient : 

avec 

En substituant (~1.2-2) dans (c) on obtient avec (~1.2-lb) 

(VI. 2-4) -- Ji a'F = q n c y , +  
R, abL AC 3 

. avec le laplacien d'une fonction définie sur la surface moyenne déduit de (11.2-4) : 



O 
(11 En éliminant E 22 entre ( g )  et (e), puis en isolant U3 dans 

l'équation obtenue et enfin en dérivant en A on fait apparaître : 

En isolant UL dans l'équation (j) et en dérivant en il vient : 

De même en éliminant E 0  entre (f) et (n) on obtient : 
4 4  

En substituant ces deux dérivées dans l'équation précédente de 4 
on obtient la deuxième équation liant , VL et F : 

O 
L141imination de EdL entre (h) et ( p )  donne : 

dont la dérivation en après multiplication par ,b donne avec (~1.2-lc) 

et (& la troisième équation liant v V- T 2 et F 



VI. 2 . 3 .  - Sépartcr;tion d a  v&ablu.  Dhcu6~ion A ~ L  Cl équation en F 

(1 Si on dérive (~1.2-6) en P et qu'on y substitue 2 ()q) 
3) 

Par 

l'expression déduite de (~1.2-7) on obtient : 

- 
(11) Si on substitue à Vz dans (~1.2-7) son expression (~1.2-3) et 

qu'on exploite (~1.2-8) on obtient : 

- - 
A 

2% (III) Avec la définition (~1.2-3) de V et V2 (en rempla~ant - - a9 
( a n s  1 'équation de V, ) , (VI. 2-4) ç 'écrit encore : par, - 

P be 



4 
En multipliant par P et en dérivant deux fois en ,b cette équation 

devient : 

9 v4 On voit qu'en substituant - et 220vk) respectivement par les 
'3b a' 

relations (VI .2-8 et 9) (VI. 2-10) fournit une équation aux dérivées partielles 
f 

du 8e degré en la seule variable F . La complexité de cette équation due 
essentiellement aux termes en VL est telle que nous épargnerons le lecteur 

en ne l'écrivant pas. 

La 271- de la fonction F étant toujours assurée, la 

décomposition (VI. 1-1 1 ) de f en série de Fourier est toujours possible 

( avec bien sur). 

L'équation aux dérivées partielles, non fournie, se transforme alors 

en des équations différentielles du 8e degré relatives aux fonctions R h  



~ndépendamment de l a  complexité de l 'équat ion en F , ce l les  en fdn l e  seront 

1 
1 ' 

également car l e s  dérivées p a r t i e l l e s  de F sont mult ipliées par  des termes 

l représentant l a  géométrie du cône déporté ( RZ , . . . . ) qui sont également 

I* fonctions (périodiques) de B .  
l 

On seheur teradonc à l a  d i f f i c u l t é  supplémentaire ( c e r t e  non insurmontable 

1 mais désagréable) de l a  recherche des termes du développement d'un produit de 

fonctions en fonction des termes de chacun des deux développements. Cette recherche 

fondée sur  l e s  formules de transformation en somme d'un produit de fonctions 

I c i r cu l a i r e s  permet de montrer que chaque terme du produit e s t  fonction d'une 

i n f i n i t é  de termes de chacune des deux fonctions. 

V 1 . 3 . -  PROBLEME HOMOGENE DE L A  FLEXION R S Y M E T R I 2 U E  DU CONE DE REVÙLUTlON 

Au paragraphe 111.7 l e  problème homogène de l a  f lexion du cône de révolution 

a é t é  résolu en s e  l imi tan t  à l a  pa r t i e  axisymétrique. 

Nous désirons maintenant résoudre l e  problème global de l a  f lexion 

asymétrique. Pour cela  nous reprenons l e s  r é su l t a t s  obtenus pour l e  cône déporté 

sachant que dans ce cas : 

1 e t d o n c  K = r = O  . 

Les équations (VI.  2-8, 9 e t  10) deviennent i c i  : 



La substitution de ( ~ 1 . 3 - 1  et 2) dans (VI .3-3) fournit l'équation 

suivante en F : 



avec comme au paragraphe (III. 7.3) : 

V I .  3 . 2 .  - DécornposWon en dEitie de fouhiu 

Compte tenu de la 2~r-périodicité du problème en 6 , F(bI@/ est 

décomposable en la série de Fourier : 

avec 

Ainsi (VI. 3-4) fournit les équations différentielles : 

avec 



soit encore sous forme développée et ordonnée : 

C'est une équation différentielle linéaire homogène d'ordre 8 à 
i 

coefficients analytiques qui est du type de Fuchs à l'origine. Ceci assure 

l'existence sur le corps des complexes d'au moins une solution de la forme : 
1 

avec Clm coefficient& 

et Y. nombre éventuellement complexe, & déterminer. 



l 
l 

La détermination des a et de r est encore délicate, nous allons m 
I 
1' 

en donner un aperçu pour le cas le plus "simple" où h = 0 . 

l Pour \3=O l'équation (~1.3-5 bis) s'écrit 

l 

l 
La dérivat ion de ( VI. 3-6 ) donnant 

le premier terme du développement de (~1.3-7) en puissances de P s'écrit : 

v- 4 
 égalisation à zéro du coefficient en A fournit l'équation 

caractéristique: 



dont l e s  rac ines  ( 0 ,  1 ,  2 e t  3) sont  t o u t e s  doubles e t  ne d i f f é r e n t  deux à deux 

que d'un e n t i e r .  L'équation d i f f é r e n t i e l l e  ( ~ 1 . 3 - 7 )  e s t  donc du second type  de 

Fuchs ce qui permet d 'a f f i rmer  que t o u t e s  l e s  so lu t ions  de ( ~ 1 . 3 - 7 )  ne sont  pas 

de l a  forme ( ~ 1 . 3 - 6 ) .  

Pour chaque va leur  de Y il e s t  ensu i t e  poss ib le  de déterminer de 

proche en proche, par  s u b s t i t u t i o n ,  l e s  r e l a t i o n s  de récurrence donnant l e s  

c o e f f i c i e n t s  am à p a r t i r  de l a  constante a r b i t r a i r e  CI, . 
Comme l e s  r ac ines  son t  doubles e t  que de p lus  e l l e s  ne d i f f è r e n t  deux 

à deux que d'un e n t i e r  nous ne disposons que d'une so lu t ion  indépendante de l a  

forme ( ~ 1 . 3 - 6 ) .  Il s ' a g i t  de c e l l e  correspondant à l a  p lus  p e t i t e  rac ine  s o i t  : 

I avec pour l o i  de récurrence : 

e t  q3 quelconques 

En fa i t  c e t t e  s o l u t i o n  con t i en t  quatre fonct ions  indépendantes. c a r  il 

y a  qua t re  constantes a r b i t r a i r e s  ( CXo , , a, e t  U3 ) .  

Ces qua t re  fonct ions  indépendantes so lu t ions  de (VI. 3-7) peuvent 
/ 1 

s  ' é c r i r e n t  sous l a  forme : 



La première solution n'a pas d'intérêt car elle correspond à des 

éléments de réduction tous nuls. 

Les quatre dernières solutions doivent être cherchées dans les groupes 

de solutions suivants (voir le livre de G. VALIRON, cité dans la bibliographie, 

pages203 à 209). 

Le groupe suivant est de la forme : avec : 

L'injection de ce type de solution dans (~1.3-7) permet d'obtenir les 

coefficients b et a et le terme V . m n 

On obtient ainsi : 

(VI.3-10) 
Pi 

du type (VI.3-8) mais avec a = O (donc r = 0) 
1 . bo , bl , b3 , b quelconques, et pour m a  4 : 4 



Cette solution génère 3 nouvelles fonctions indépendantes de ce l l e s  

déjà trouvées ; e l l e s  s 'écrivent : 

avec : 

Il manque encore une s o l u t i ~ n  indépendante des précédentes pour obtenir  

une base de solutions.  

Celle-ci doit  ê t r e  recherchée dans l e s  groupes suivants  qui sont de La 

forme fioujours d'après G . VALIRON) : 

groupe f ' :  

Dc3 . w t r  
avec $. de l a  forme aL p * - m=o m 

l e s  & e t  Y dépendent du groupe. 



1 150 

Le troisième groupe fourni t  l a  dernière fonction de l a  base de 

solutions.  : 

El le  e s t  d e  la forme : 

00 
h+i h+4  y 

+ (Lwp) . r a b  i- 
mr+ 2m+F m = i  2m+4 

avec %:= Constante 

c3 = 1 a3 = b3 = O 

e t  pour p = 2m+l > 4 : 

(VI. 3- 12) 



V 7 . 4 . -  PROBLEME HOMOGENE DE LA FLEXION D'UN CONE LEGEREMENT DEPORTE 

Dans ce paragraphe on se place dans le cas particulier où le déport h 
l l 

du cône est faible vis-à-vis du rayon R et on appelle ici : 

l'infiniment petit caractérisant le départ. 

De même on appelle d le demi-angle au sommêt qu'aurait le cône sans 

Si on linéarise en E les termes géométriques P/G et P / R ~ .  on 

obtient à o(E') près : 



: ( 4  $a t( E - t ( ' 1 ~ )  sane auuop 

%a d ap u o y ~ s u o j  xna %u-eq? " ' dp sama% sa1  "W l- K &.Z c. 

l : suone snou Tssnv 'anbr~q?uuCsrxe ' assa~?quy  snou rnb ses a 1  xnod' %sa 

ap squaur?T? Sap squamaddo~an?p sa1  suone snou s2.113 (z310 v t . i 

ZSI 
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Le cas = 0 correspond aux équat ions  (III .6-1) du problème homogène 

axisymétr ique de l a  f l e x i o n  du cône de r évo lu t ion .  

La r é s o l u t i o n  à l ' o r d r e  1 de (VI. 4-6) correspond aux équat ions  ( a ,  b ,  

c ,  d ,  e )  du paragraphe VI.2-1 r e l a t i v e s  a u  problème homogène asymétrique de l a  

f l e x i o n  du cône de r évo lu t ion .  

V I  - 4 . 3 .  - Linéanination du champ de dép1acmen.t 

De même pour l e s  déplacements nous avons à OCE'~ p r è s  : 

avec t o u j o u r s  pour l e s  mêmes r a i s o n s  : 



i 
I 

O 
V I .  4 .4.  - LUlEahination de6 X m e 6  hg , Vo< et Pdg 

l 

La l i n é a r i s a t i o n  des déformations de l a  su r face  moyenne $4 , des 

1 

angles de r o t a t i o n  Vd de l a  normale e t  des paramètres b de v a r i a t i o n  

1 de courbure donne d 'après  (11.6-2) e t  (~1.4-7), t ou jour s  en s ' a r r ê t a n t  à l ' o r d r e  1 

en E : 
l 

E 0  
O 

C ,  



I AVC C 

4 4 
- 4  ( v  + -  au: 

PL, -7 4&d -) 

On consta te  que l ' o r d r e  O correspond aux re la t ions  du problème axi- 

symétrique du cône de révolution e t  que l ' o rd r e  1 correspond à c e l l e  du problème 

asymétrique de ce même cône. 

V I .  4.5. - SoRdion du phobREmc homogène de La 6LeLon du cône légëhement 

dEpon;té 

Compte tenu des r é su l t a t s  des l inéar i sa t ions  précédentes, l a  solut ion 

du prohlème homogène du cône faiblement déporté e s t  consti tuée : 

- à l ' o rd r e  0 de l a  so lu t ion  du problème homogène axisymétrique du cône 

de révolution,  donnée complètement au paragraphe 111.7; 

- à l ' o r d r e  1 de l a  solut ion du ~ r o b l s m e  homogène asymétrique du cône de révolution,  

donnée part iel lement au paragraphe V I . 3 .  



V 1 . 5 . -  SUR LE REMPLACEMENT VU CONE VEPORTE PAR UN CONE D E  REVOLUTION "EQUZVALENT" 

Le code AmericainA.S.M.E., partie 8 division 1,  préconise pour étudier 

le raccordement cÔne déporté-cylindre, de remplacer le cÔne déporté par un cÔne 

de révolution de même épaisseur dont le demi-angle au sommet correspondrait à la 

plus grande discontinuité Bu raccordement du cône réel car on sait, par expérience, 

que c'est la zone la plus sollicitée. 

Ceci est visualisé sur les figures suivantes, le dessin du cône déporté 

étant obtenu par projection sur le plan de symétrie : 

avec H = Max (da j 4,) 
i*\ 

Z I 
Ce code considère donc que le raccordement du cône équivalent avec le 

cylindre présente le même niveau de contraintes, ou un niveau supérieur par 

conservatisme, que celui avec le cône déporté dans sa zone la plus sollicitée. 

Ceci peut en partie se justifier par les points suivants : 

a) La pression est la même. 

b) Le cylindre est inchangé. 

c) Les deux cônes ont la même épaisseur. 

d) La plus grande discontinuité du plan tangent pour le cÔne déporté a la même 

valeur que la discontinuité obtenue avec le cône "équivalent". 



e )  Au raccordement avec l e  cylindre l e  rayon de courbure non i n f i n i  du cône 

R r?épuivalentlt  vaut R2= - . 
m 

Pour l e  cône déporté s i  on prend dm> do comme représenté su r  l e s  

dessins précédents, ce qui  e s t  toujours  l o i s i b l e ,  a l o r s  = o(, e t  l a  

plus grande discont inui té  du plan tangent e s t  obtenue pour 0 -rr . 
D'après (II. 1-4) l e  rayon de courbure vaut à ce t  endroit  : 

avec distance du point  considéré au sommet du cône. 

Donc géométriquement il v i en t  immédiatement : 

s o i t  l a  même valeur que pour l e  cône "éql~ivalent".  

Ceci permet de v é r i f i e r  qu'au point Vn4 l e s  contra intes  de membrane, 

1 
donnéespar(11.6-g) , (enremarquantque \ \ ' = I C = r = G  en @ = O  O U T )  

sont l e s  mêmes que ce l l e s  du cône de révolution à s a  base, données par (III .5-1) . 



f) Au raccordement avec le cylindre, le Jacobien de l'élément de surface vaut 

I. pour le cône de révolution d'après (III. 1-3) : 

1 

Pour le cône déporté nous avons un point m (défini sur la figure 

précédente) d'après le paragraphe (11.1-2). 

l 
l Soit une fois de plus la même valeur que pour le cône "équivalent". 

Ces deux derniers points, très importants, couplés avec les précédents 
8 - 
i 

YI b 
laissent présager pour le cône équivalent un comportement très voisin de celui 

du cône déporté dans sa zone critique. 

Certeslorsqu'on s'éloigne de la base les termes et Rz du cône 

déporté et du cône "équivalent" différent progressivement mais, comme le problème 

est essentiellement local (effet de bord), ceci doit influer assez peu. 



CONCLUSION 

De façon  généra le ,  l e s  a p p a r e i l s  à pres s ion  u t i l i s é s  dans l ' i n d u s t r i e  

s o n t  c o n s t i t u é s  d 'une v i r o l e  cy l ind r ique  raccordée à d ' a u t r e s  coques de géo- 

mé t r i e s  d i f f é r e n t e s  ( t ronc  de cône, fonds bombés, fonds p l a t s  . .. ). 
L'expérience i n d u s t r i e l l e  montre que ce sont  l e s  zones d e  raccordement 

q u i  sont  souvent à l a  source des a v a r i e s  dans l e s  a p p a r e i l s  à pres s ion  c a r  

e l l e s  sont généralement l e  l i e u  de  c o n t r a i n t e s  maximales e t  d e  d i s c o n t i n u i t é s  

géom6triques e t  méta l lurg iques .  

L 'é tude  en é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  des  c o n t r a i n t e s  

dans l e s  zones de raccordement e s t  rendue d i f f i c i l e  à cause de  l a  v a r i a t i o n  

des rayons d e  courbures e t  p a r f o i s  du p l an  t ansen t , ce  q u i  engendre une 

d i s c o n t i n u i t é  des  c o n t r a i n t e s .  

Devant ces  d i f f i c u l t é s ,  n o t r e  démarche a  c o n s i s t é  à é t u d i e r  séparément 

l e s  coques de géomét r i e sd i f f é ren te s  p u i s  à s ' i n t é r e s s e r  à l e u r  raccordement. 

Pour l e s  coques minces, on a  posé l e  problème de l ' é q u i l i b r e  é l a s t i q u e ,  

dans l e  cadre de l 'hypothèse  de KIRCHOFF-LOVE (1850-1892) e t  on s ' e s t  i n t é r e s s é  

spécialement aux cas  des  coques cy l ind r iques  e t  coniques, ces  d e r n i è r e s  ayant  

f a i t  l ' o b j e t  de  peu d ' é tudes  e t  uniquement dans l e  cas  de coques coniques d e  

révolu t ion .  

Dans un premier temps on a  r é so lu  l e  problème généra l  d e  l a  membrane 

pour l e  cône ( dépor té  ou non ) e t  l e  cy l ind re .  

On a  donné e n s u i t e  l a  s o l u t i o n  ana ly t ique  généra le  de l a  f l e x i o n  du 

cône e t  di1 c y l i n d r e  de révol.ution sous chargement axisymétr ique e t  on a  d é t e r -  

miné l e s  c o n t r a i n t e s  e t  l e u r s  maxima dans l a  zone de  raccordement. 

Un c a l c u l  numérique, à p a r t i r  de nos r é s u l t a t s ,  montre qii'on t rouve 

pra t iquevent  l e s  mêmes ya l eu r s  que c e l l e s  données dans " S t r e s s e s  i n  a  Pressure  

Vesse1 with a  Conical Head " (vo i r  Annexes 1 ,  3 e t  4 ) ,  a r t i c l e  qu i  est, s u r  c e  

s u j e t , à  l a  base des r é g l e s  de c a l c u l  de  nombreux codes de f a b r i c a t i o n  d'appa- 

r e i l s  à press ion  ( CODAP: v o i r  Annexe 2 ,  ASME, BS ...). 



Dans l e  c a s  du chargement asymétrique, on a  réso lu  l e  problème, pa r  

l ' i n t e r m é d i a i r e  d'une pseudo-fonction d'AIRY, e t  on a  donné l a  s o l u t i o n  géné- 

r a l e  de l a  f l e x i o n  homogène sous s a  forme développée en s é r i e  de  FOURIER. 

Le système d 'équat ions  r é g i s s a n t  un t e l  problème e s t  a l o r s  ramené à une 

équat ion  d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  homogsne d ' o rd re  h u i t ,  à coe f f j . c i en t s  cons t an t s  

pour l e  c y l i n d r e  e t  du type  de FUCHS pour l e  cône de  révol i i t ion.  

Les so lu t ions  ana ly t iques  géné ra l e s  données dans l e s  deux cas  montrent que: 

- à l ' o r d r e  zé ro  du développement en s é r i e  de FOURIER, on retroi ive b i e n  l e s  

s o l u t i o n s  obtenues pour l e  chargement axisymétriqiie e t  proposées dans l a  

l i t t é r a t u r e  technique. 

- aux ordres  supér ieurs  l a  s o l u t i o n  ana ly t ique  e s t  déterminable sans s impli-  

f i c a t i o n  supplémentaire  ce qu i  g é n é r a l i s e  c e l l e s  rencont rées  dans quelqiies 

ouvrages ( NOVOZHILOV, FLUGGE ... ) .  

On a  montré que c e t t e  démarche e s t  g é n é r a l i s a h l e  au cas  du cône dépor t é  

e t  que,par a i l l e u r s ,  l a  s o l u t i o n  pour l e  cône faiblement  dépor t é  e s t  obtenue 

à p a r t i r  de c e l l e  du cône de r évo lu t ion ,  c e c i  p a r  l e  b i a i s  d 'une l i n é a r i s a -  

t i o n  des  équat ions.  

Cer ta ins  codes de  cons t ruc t ion  d ' a p p a r e i l s  à pres s ion  ramènent l ' é t u d e  

du cône dépor t é  à c e l l e  d 'un "cône de  r évo lu t ion  équivalent" .  On a  appor t é  

des  éI.émentsde discussj.on su r  une t e l l e  démarche e t  s u r  s a  v a l i d i t é  dans  l e  

c a s  d'un dimensionnement. 

Pour l e  problème é t u d i é  on a  donné l a  d i s t r i b u t i o n  des  c o n t r a i n t e s  dans 

l e s  appa re i l s  à press ion  comprenant l e  raccordement d'un c y l i n d r e  e t  d ' u n  cône 

coaxiaiix sous forme ana ly t ique  fac i lement  e x p l o i t a b l e .  A c e  s t a d e ,  poiir l e  

problème du di.rcensionnement, l e s  c r i t è r e s  de r é s i s t a n c e  son t  d i rec tement  

app l i cab le s .  11 s e r a i t  également i n t é r e s s a n t  à p a r t i r  de  l à  d ' é t end re  c e t t e  

1 é t u d e  au cas  d e s  déformations é l a s to -p l a s t iques .  
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Stresses in a Pressure Vessel' 
With a Conical Head' 

1 BY G. \V. \VA?TS3 AND H. A. LANG,' CHlC.4GO. ILL. 

e.- 
E ~ h i s  paper presents the results of compubtions for de- 1. i 

y - distance of point from apex of cone measured along 
' g the stresses in r pmssure vesse1 with r conid middlesurface, i n  . 

i' 
b z h e  a-te bnàing th- of sheiis in used to  Q, = ebear force per unit length, Ib per in 

1 jedurte the local bendïng stresses in the ncighborhood M, Ne - bending moments per unit length, lb 
;of the jurictim of the conical hud  and the cylindrid N,, No - tensile forces per unit length, Ib per in. 

Tables show the magnitudes of the shear stress, the q = location of maximum sbear stress in cyliider 
I ;-ciraimferrntial stress, and the adal s b s s  at the junction z, - location of m a . u m  axhl stress in cylinder 

% multipks of pd/2t. For the axial and ciraudurntial 2, = location of maximum circumferential stress in cylinder 
stresses, the tables show the magnitude and sense of stress 
the stress on both the intenul and demai nutaes of the . Z = stress inde.. = - 

1 gnssel- Additional nsults rhow the magnitude and l m -  
tion of the maximum stress (of -ch of the thrrs types) in &' . ' . a - influence numbem 
' the -liader. Cumes are given showkng the maximum '* - - . ' 

I B ~ s e  for d u e s  of conripi  angle, ratio of umi-1 head INIRODGCZIOIJ 
~thicknus to cylindv thickness, and ratio of cylinder nu dalimg nlh the in uiL a 
+&metu to cyhdu  thickness which wili include most of conid hea4 is part of a continuing program instituted by the 
8 t h  vesuls cncauitered in practice. 

l 
Design Division of the Pressure Vessel R e - u h  Cornmittee of 

+ ~ a b l e r  of influence numbers for the conid hua - ae welding -h Council of the Engineering Foiindation. k' y-ed. cari utilid in pmblems This program, which consists of both analytic and e..rimental 
pwhich muire attaching a *O 'Ome other investigations, is intended to benefit enquieers engaged in the 
&&stic strudure. A discussion of the mathematical pro- design and manufacture of uswls. 
%.dure is contained in an Appndk. The paper is the first of a series vhich ultimately will cover the iw - - 

, $  . 
kinds of v-l heads in common use. TIFO additional pspm 

&& ;-1 . . ~ONEXCL~TURE deaiiig with flat and hemiPrpherical heads d l  be published later. 
* :The f o l l o ~ ~ i n ~  nomenchture ia used in the paper: Esch design paper consists of tables and c m e s  for deterrnining 

. the msximurn stress in a pressure vesse1 under the specified end 
b = radial deflection of middle suriace a t  junction, positive closure- . outward, in. The elements of the theory (which are well h o ~ n ) ~  are not re- . 

-.. * 6' - rotation of middle surfsce at junction, poritive as indi- here and the rmitd iblf to a daoipfion of the > .-* ; - cated in F'ig 1 putatiolial procedure togcther a i th  a disussion of the results. s? 'Z' T - t h i b e s s  of wne, in. 
SI-. ; The problem logicaliy con,&ts of two parts: (1) The shear force 
- t thich~e~gof cyIinder,in. Q. and axial bending moment JIa a t  the cone-c~liider junction 

- E - modulus of elasticity, poi (see Fig. 11, must be determined from the continuity of the 
. radiai &placement and rotation a t  the junction. .(2) 

th- are h o w n  we may determine the shear, circumferential 
and mid &eseu at the junction in the q l i ider  and in the 

E = cone parameter 2m d w  cone The mYamum stressen in the  q i i ider  other than a t  
f;  = eone prameter a t  base = m 4 2 ( d / ~ )  cot a csc a the junction aJso ain be found Details are given in the AP 
d = diameter of cone base, diameter of cylinder, in. pendir. Each stress is diided by pdflt, the circumferential 

- ma = 13(1- f l )  stresr in a thii  unrestrained cyliider under uniform praeure, to 

?s: . . p = = m / & t  
form the stress index denoted by 1. The values kt the junction 
are disthguished from the cyïider masha by subscriptr j and 

& ,. . , A - flJfa!Qe m, respectiveiy. The suboenpts s, a, c, denote ahear, axial, and - 
@:- - cireumferential, respecti~ely. There are thus nine stress indexes, - This uork ïs prt or a continrting pro- institutcd in 1940 by 
3 ' the Deim Di\%ion of thc Prernim lres9c1 -ar& Cornittee of denoted by I,,, 1, I, and I,i, Z.,, Isis 1t d l 1  be cl- from the 

the 'XelChg R m r e h  Couneil of the Engineering Foundrtion, Ned wnt& whether the bst three of th- refer to t.hû cylinder Or 
: . York. S. Y. the eone. The s k  index in the cone I,;, d l  be called a9al .- ' Dirmor of EnSncering. Standard Oi Compms (hdian3- Fe]- though proper]y i t  bas the direction of y, Fig. 1. The s m  

Ioa.UJIE. 
.. - - , p&, En& :er, EnDneering newu& fiputment, sindard in the cone other thnn a t  the junction hsve not h n  computd- 

@J Company (induna). Jletn. -4SJIG. The stress ratio Z has ttro distinct advantages It reduces the 
Cottn3uted by rha Petroleum Diviuion and pr-nted at the mgaitude of the results nnd enables one to tell imniediately 

Pr:ro!eu Jlechanical Engineering Confcrence. Tulsa, Okln., Sep- - 
te~'ber 24-28. 1931. of THE AUERIC.IN SOCIETP OF J~~CH.ASICAL 4 The thcory of shclls i s  dBcussed in "Theon of Plates and Shrlh." 

by S. Timoshcnko. first edition. JfcGraw-Hill BookCornpany. ha., 
~ O T E :  Staten~ents and obinions advanceci in pnpers aire to be New lVoiork. N. Y.. 1910. Ch~pt.  XII. ;\ *nerd mathematical treat 

;;' mdtrzt-taod as individual cxpmsions of their authors and not those ment of pressuro %-es~els ml1 be round in "The Basic Elastia Theon* 
' of tbc Society. .\lanuscript reccived a t  ASblE Headqunrters, of V-1 I Ieds  Undcr Interna1 Pressure." by G. W. w3tt.S and W. 

11 .' - J* 6. 1951. Paper No. 51-PET-8. H. Burrows. Trans. ASME. vol. 71. 19-19. pp. 55-73. ...-: - . .. .. ---.. - 315 . . 
r w - .  -, ?-=Cf.\ - - 
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TABLE 1 

.. . . 
,y. 3p(2 tan a 

nt4 

J I  Qa + 1-2ul +- (21. + p s i n a )  

r' 
i I+ Pd 

aCb k n?prese&d 1>ï & in tlie left cylindcr aiid h~ in the riglit: 
But - -1;: and 4 - - ( a / : )  (T/ l )z  - -0.32. This nicsns 
thnt the left cjlinder rotates in a positive sciise I>y an ainount 
0-18(Qo/'pd) mon than the right cylindcr rotrtcs. A iiegative 
bending moment is required to reconcile this differenre and main- 
tain continuity of deflectioa 

( b )  Sfrm 1nder-s;. 1 A11 nine ctirss indexes tend to i n c r c . ~  
'mith mgle a except for the two cimmferential stress index- Iei 
a t  the junction which decnsse nt d c i e n t l y  eniall valuea of 
d/T but increase nt larger values of d/T. This exception k ap- 
parently caused by the decmuc in ut u id  h which outneighs in- 
tresses in a,, h, ah and & in the eone a t  the junction. In  the 
cj-linder a t  the'junction the shear force reduces the circumferen- 
tial stress arising from pressum and this reduction is grwter than 
the increase in circumferentiai stress arising from the hending. 

2 As d/T increaszes, the stress indexes 1, (in cylinder), Z,, (in 
cylinder), and I,, (in hoth.cone and cylinder) increasc. The re- 
rnaining stress indesw may decreasw or increose depending on 
the values of a and T/I. These changes are cauzed prirnarily by 
the relative effect of changea in the infiuence numbers. 

3 Aa T/t  increaw, îhe strea indeses rai and I,, in tho cone 
decrease while I,,  in the cyiiider increases. The index Z,, (in 
the cone) decreak ercept a t  a - 15 deg and large d/T n-hèn i t  
increases, the remaining indmes tend to increasc nt lo\v d/T and 
decrease a t  large d / T  for each value of a. The reasoning here 
follows the argument given in the preceding discussion. , 
1 The ratios s / d ,  -/d, and xg/d, apecifj-bg the location of 

ux imurn  stresses in the cylinder, tend generally to decrese 
with increasing d/T,  increasing T / f ,  and decreasing angle a. ,ls 
the angle decremes n e  appmach more nearly two cylinders and 
the corresponding decreaw? in l a d s  to ma~iinum cylindcr 
strrsu?s nearer the junction; The increase. in d/T or T/ t  results 
in a thicker con0 or cylinder. The strain energy induced by the 
moment and shesr force is confined, on the average, to the same . 
volume sincc d f ~ / p d x  and Ql/pd change relatively don-Iy. The 
increase in thicknccs then r e q h  a decreasing length z /d  in 
which the s t re~s  is high. Coniequently, the ma~imurn stresses 
should approach the junction. 

5 The type of stress index which is the greatest of the niiie 
indexes is shown in Table 3. Generally the nual stress in the cone 
at the junction is greatest for T / f  = 0.8, or altematively for T/L = 
1.0 and d/T suficiently large. The avial stress in the cylinder a t  
the junction is greatest for T / f  > 1, o r  dternatively for T / f  = 
1.0 and d/T sufficiently emall. At angh a = 45 deg or less oud 
small d /T ,  the circumferential stress may be greatest.. The 
greatest computed stress index is in the cone a t  the junction when 
a = 60 deg and T / f  = O.& The value of this index is 19.S25. 
At a = 15 deg and T / f  = 1.0, the dkscontinuity in axial stress a t  
the junction is extremely smsll. Thus two symbols are inserted 
in this column of Table 3. 

Ii'here the axial stress a t  the junction does not govern, the 
valurs of d / T  are small and the conical head is not a tliin shell a3 
the theow coiitemplates- Using the legend of Table 3, Figs. 3, 
4, 5, and 6 show the variation of msumurn strcss intles n-ith 
d/T where d/?'estends from appm.Umstely 5 to 100. 

Figs. 3 to G ~how imniediately that it is desirable to makc the 
vertex half angle a and d / T  aq small as possible, thrit is, the more 
nearly the cone becomw 3 cylinder the lower the ma\rirnum 
stïess. Al=, incresing the thickness of the cone relative to its 
dizmeter d e c r e ~ w  the msvimum stress. The curves eiiggcst 
that the most favorable thichess mtio is T / f  - 1.0. .IVhcii T/ t  
< 1.0, the cone is thinner than the cylinder and thcre is 3 large 
axial stress a t  the junition in the cone. Khen T/L > 1.0, the 
cone is thicker than the cylinder and there is a large axial stress 
rt the jiinction in the cylinder: \Vhere i t  is not possible to 
haro the thickiiers the same in both cone and cylinder, it is more 
dwirnhle to make the cone thicker. This is indicated by the 
fact that curve T/ t  P. 1.2, F i e  5 iind 6, l a d s  ta 101s-cr stress 
than the curve T/t  = 0.8. A slight increase in conc thickricss a t  
s m l l  values of angle a affecta this msimum strcss vcry little. 

For suKciently large angle a, varialions in T / t  not too much iii 
excess of 1.0 proditce vcry small changes in maximum strcss. 
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?y . TABLE t MAXIMUM 8f RESS INDESES FOR CO.VIC.4L HEAD8 
7 JO* - - 4.5. e 60- -- _ 

- ~ a g l e r  -1s.- 

b\rjb 1.0355 ' 1.1517 1.4142 .- 0.8 1.0 15.) 0.8 1 . 0  ( r a 3 0 ° )  0.8 1.0 1.2 (na 4Sb) 0.8 1.0 1.2 1 . 6  2.0' 

"*rsa: 
'L h i d - s t r r r  i n d u  e y b & r  .t junction 
'a. ArLt+tnu index ici cane i t  junction 
%+ C+mferen+Latrer i n d u  tn wpe rt junction 
.rM Af.umurn cu-eurnfemmbrktm%a index m cyluider 
- 7 - -  *: , 
%ABLE 4 IXFLUENCE COEFFICIENTS FOR'CONE, - 15 DEC TABLE 5 INFLUENCE COEFFICIENTS FOR COSE. a - 30 DEC - 

d / r  -". +. al sr 4 b i  bl b t  

E:. 3.9231 - 6 .36U + l.bâ2I 4.1020 i3.6189 -0.4913 4.0199 
9 . W 6  - 16.0642 + 2.7141 +O.WW + 5.7543 -0.4957 4.Ol76 

i.?- . 29.422n - 4â.4194 + C7646 -0.0994 + 9.9995 -0.4880 4.0114 
49.QJQ - 80.791S + 8-1753 -0.1941 +12.92LX -0.4986 4.0522 

a-- 1M.¶310 -113.W51 + 9.0113 -0.3879 +lb9165 -0.4991 4.0329 
194.0019 -1203775 41-3660 -0.6085 45.1384 -0.4994 4.0331 
310.43û4 - 5 l t 4 2 8 1  4%- -0.829L J2.5598 -0.4995 4.033J S. 408.61I1 6 2 1 1 1 S 4  49.6700 -1.1111 41.2758 -0.4996 4.0333 

--LE 6 INFLUESCE COETFICIENTS FOR CONE. r. - 45 DEC 

.$%. . 4 . o ~  - 5 . n ~  + 1.2~0 -o.mts + 4.012s -0.437~ + o . m i  & io.om - i s ~ n 4  + ris24 -o.xsr + 6.6074 -0.4720 +o .on7  

:$ci4- 40.0000 - 84.9345 + 45965  4.8558 +13.5059 -0.4913 +0.1163 
80.- -130.82M + 8.6064 -1.3547 +19.1883 -0.4949 +0.1202 

%? . 100.OQ00 -1bJ.7929 + 7.4152 -1.5M2 +ll.4754 -0.4957 +0.1211 
3.qaC 300.0000 -493.6916 +13.0171 3.9547 +37J)llld -0.4880 4.1235 
-3: m.mo - J ~ J . ~ S Z . Y  . 1 a n 1 4  -3.9179 +te.lzoo -0.4986 +o.izto ijg?- .- * 1 

~tresJ index is 19.525 for a cone having or = 60 deg, T/t - 509.1167. This stress occurs in the cone a t  the junc- 
The high values of stress index su-t early yielding a t  a 

d n e a r t h e  junction. . - 
A?, 

's TO illustrate the LW of the &rves for determking the secondary 
.%F _, bending strecxs, 8s-cume a 6-ftdiam vesçel with a wall thicliness 
-%%cd 0.3 i i ~  The internal pressure is 100 psi and the conical head 
-,IV 

hm an apex.angle of 120 dek Therefore d/f = 72/0.3 = 240 -. ,--- 

<@ or = 60 deg, pd/% - 12,000 psi Using Fig. 6, the follonring 
--?%trbk can be constmcted: 
sr-. 

. . 
TABLE 7 ISFLUENCE COEFFICIEXTS FOR ~ O X E .  <r - 60 DEC 

d / T  a* '2 '3 bl  "2 b3 

magnitude but ita sense (whether tension or &rnpresion) and its 
location (whether on the internal or evternal - d a c e  of the v a -  
sel). I n  Tables S through 23 the following convcution is ad- 
hered to: 

1 For erery circumferential or axial-stress index, tno  fi,pres 
are listed for each diameter-thickness ratio. Tlie uppcr fig- 
ure represents the value of the stress index a t  the external surface 
of the rescel. The lower fipz represcnts the ralue of the stress 
index n t  the internal surface of the veçsel. A plus sign denotes 
tension and a minus sign denotes comp&cion. 

2 Every shenr-stress index rcfers to a shw stres  a t  the 
niiddle surface of the vesxl. The shear st- acting on the 
cylinder a t  the junction is positive <?ben i t  bas the direction of 
QJ in Fig. 1. The shear stress acting on the cone a t  the junction 
is positivo when ita component parallel to the ae of the shell is 
to the left in Fig. 1, The maximum shesr stress in the cylinder 
is positive mhen it h39 the direction of QI in Fig. 1. The shell 
rail, to which the stress refers, is to the left. 

The magnitude of these strew indicates, of course, that some -. . - 
~ i e l d i n ~  and stress d i e f  haa occurred in the neighborhood of the Appendix 
iunction betn-een the body and hcad. 

IXFLIIENCE NUUBERS FOR THE CWSDER 
C o s r z ~ ~ ~ o s  VSED K.. TABLES S Tilnoucu 23 Tlie ddection and rotation produced by l a d s  p, Qo, .Ifa are' 

In rhis paper the problem of the mgnitude of the 
6 Sc "Theon- of Plata and Shclk," S. TimoJienko. 6=t dilion. &um strem bas primarily emphized. A addi- lfdjraw-HiU Book Company. Ino.. New York. K. Y.. 1910. pp. 393. 

5.: knd mlculations make it possible to indiate not only the stress 407. - 



T.\BLE 8. STRESS INDEX 11; TWO CYLISDERS. e - O. T / 1 -  O S  TABLE 9 STRESS ISDESES IS A CYLISDRIC.\L PRES- 
(Cppcr values d e r  t o  i t r r r r  at ex tenu i  s a r f a ~ :  l o r e r  r a l u u  -fer to stress , 

VESSEL IVITH COSICAL LiE.\D. a - 13 DEO. ï,'t - û.8. 

r t  i n t e r 4  surlace. + - tension: - - eompressiom.) - - (Upper \%lues refer t o  strew at extemal audace: l o r a r  -lues -fer t o  
Lcft CylinCer. Thickntsr 1 at interna1 sw!ace. + - tension; - - e o m ~ n d o e )  

Co=e a? Fmct'oa C W c r  tt h x C e n  
d/t d % e u  .irlal Ciicum. y i eL  ~ea i  .Ci:c-a 

'11 ' i l  'CI '31 'a1 'cf Ingoir Index blu:mum S l r e u  
d/t Shear M a i  Circcm. Shear Ar?rl Circum. Shear &da1 Clreum.' 

Id I,, la, I,, xl;d x ~ / d  r3/d . '. 

JuncUon S res1  bfaximuœ %es1 LocaUon d 
Indes ' Index Mulmum Stres) 

d b  Sbeu Axhl Clrcum. SI- Adal C i r c u a  Sheu Axial Clrcum. 
1.1 5, 13, 'I 1- xl ld  =dd 

. brze ru l aQU!d*r  
d/t d S t r u  Mai Clrcum. 

fsm Z m  k m  

1.1384 S.9211 -0.tX47 -0.5282 - 1.OCU1 
-0.4718 * 0.9982 

1.8461 9 . 8 m  -0.0049 -0.5484 * i.0100 
* 0.453b -0.9970 

.Correction t o  Table 8. For  d / t  of 210.0. irnder Junction Stresa Indes. 
III d 1.19W rhould be  1.10ô-i. . . 
T-kBL~  ç T ~ ~ S S  1sDEs~s 1s A C ~ I S D R I C A L  PRESSURE T-4BLE 11 STRESS I S D E E S  IS A CYLIXDRICIL P R E S S t P a  

VESSEL WITH CONICIL HEAD. a - 15 DEC. T / t  - 1.0 
VhSSEL 1) ITH COSICAL HEAD. a - 15 DEG. T/t  1.- 

(Cpper viluer refer t o  s t r e u  st externd r.dace: lo\rer valire. refer ta Areu ( U P P ~  values refer ta stress at e*emal ?rf=e: lover  d u e 3  d e r  tes- 
al i n t e r 4  surface. + - tension; - - compression.) st in ternd surface. 4- - tenson;  - - compreuioe)  

Cooc at Junct!om CyUrder ai JuncUm 
d/\ d n  S b n r  Axtll G ~ L  S u r  A d a i  C l r c u a  

' S I  'a, 1, 1st la1 rcj 

' 4.0614 5.9211 -0.0163 -0.5111 +1.01U 0.5112 0.3298 0.6224 
-0.4î89 + 0.9955 

1 o . i s ~ o  0.8016 - 0 . m -  . o.sasi + 1.01m 0.1817 0.246i auu - 0.4161 c 0.9946 
~0.4806 2 9 . 4 ~ ~ 6  -0.0- -0.62as + 1.0~16 0.211s a1530 025% 

200.9284 194.0819 .o.ocni -aÜiu -i.osra a m 1 8  0 . ~ 1 4  atmo 
*O.1842 e0.9198 

121.18:Z 310.430( -0.0065 -0.84U . 1.0856 0.0127 0.MW 0.0815 
-0.1014 +0.9145 

516.2696 498.6781 -O.O(XS -1.0043 + 1.1081 0.0574 0.0384 A M  . n mus .a sari 
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;TABLE 1 1  STRESS INDEXES I S  A CTLISDRICAL PRESSURE 
*;. \ E P S E L W T H C O X I C A L H E A D . r - 3 O D E O , T / t - 0 s  T.4BLE 13 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESBU- 
.fIfwor dires =fer b atreu at externil audace: 10-r vduea =fer to rba VESSEL WITH COSICAL HEAD. a - 3 0  DEG. T/t - 1.0. .-.- 

at int+inrliudace. + - temion: - - comprruio), . Wpmr ~ d u ~  =fer to strcu at  a x b r d  audice: brsr due, refer to s u  
at  interna1 iurl~ea. + - bruion: - - eompreuioir) 

Caic rt JriK1'~, CyEnder i t  JuncUa a a/r 9ru A u 1  f!rcun. Suu Axlrl Ciram. Cooa i t  Ja&a 
'ri r 'ci Iaj 41 . 

3 . 2 ~ 0  r.an +o.ioin +o.ztzs +o.ctac +o . i trr  + a s 8 8  +o.ror~ 
rO.9861 r0.9394 +0.7411 +0.8474 * 4.0815 4.0121 +ô3111 -0.1922 +QUSI + 1 1 8 0  b0.1911 +O1118 

1 t Q t B  ILUS# +MO) -0.4625 +0.2855 + O . l u 1  -0.1911 4.3710 + 4 ~ 0 0 0  + 0.n28 +&8018 + am1 
+1.8977 +0.9420 +I.lSlt  *O.tUT 18.3298 18.3209 +OJOU +4UOJ +0.180# +4192S - 0 S T 4  +0.284# 

)1.W 4 4 U U  +QI568 -1.2039 -41281 r0.1957 -0.M91 -0.W2X + 1 3 4 8  +0.7640 + l S l 4  +0.7614 
+2.4495 4.8828 *1.8691 + 4 U P  40.8248 40.8248 + OJOSI +0.890, -0.1701 + o . i o n  - 0 . 8 ~ ~  + 0 . 1 7 ~  

61.U91 77.04U +O2498 -1.9337 -0.7523 +a2023 -1.1379 -0.4890 + 1.8978 + 0.8W + l l ~  + O . ~ S S T  
+ J . I W ~  - 0 . 8 1 ~ ~  + z . I s ~ ~  +O.SIW - n . m o  rr.oct9 baroic + I . ~ M I  - 0 . s ~ 8 5  + o m s  -s.rru -0.6400 

n.n# l u m e  +azur - r . n u t  -1.2699 +&IWO -1.580s -o.mes + X. 4UO + 0 . ~ 8  + 2.4842 + 0.538s 
+rino +o.swr +X.UO) +o.zsa 111.474J 1 ~ 2 . 4 7 ~  +oaaaa + i . w  - i .oaz~ + a t a  - L ~ W  - 1 . 0 8 ~  

irum zoctui + a z u i  4 . 5 ~ 8  -i.ooio +0.2oor -1.1980 - 1 . ~ 1  +J.OQQO + Q ~ I U  +S.- +0.445s 
+4.8441 -0.5518 5.1960 +O.IN . . 204.1139 204.1238 + 4 1 W  42.7474 -1.7085 +42OSI -2.7482 -1.llOI 

24LSS84 3Oô.1955 +O2397 4.5604 -2.1235 +0.2116 -2.8211 -2.1011 - , +3.7491 + 0.2371 +¶.74U + 0.2385 
*5.8187 +0.405û 43.8211 -&ZOO8 300.1i55 308.lSSS +O.l@ïS +J.SOl4 -1.3454 +0.2045 -J.S044 -1.347S . 

. 4QQOôOl SQQOTS1 rO.2375 -5.9857 5.8015 0.2136 4.1347 J .1 lô8  +CS058 +O.- + 4.5048 + 0.05% 
+7.2470 *O.IBOJ +4.7347 - 0 . ~ 7 ~  soo.msi s w . o ï r i  + a i m i  +c.si ir -3.ze.n + 0 . 2 0 ~  -4.6140 -3.2849 

+ 5.8155 -0.2174 r5.6140 -0.2185 

Maxiou In CyLLder ' &C=do<i d Y(r*nm 
In CyL?.der 

LoaUm d Haairna 

d/î  d n  Sbeu Adal C!rcaa SI- Mai C 
Maxim810 1-r In C llndcr 

!- dl\ d / ~  9iar m'='ci- sar & Cir- 
k m  =am l,, xl /d x2/* . i d  rs, km 4 m  'l/d x2/d x3/d 

i 
3.2640 ~ O C I S  4 0 1 4 5  +0.5891 +1 .011~ 0.6405 0.4014 0 . n m  4.0825 4.0825 -0.0173 +0.81W + 1.0255 0.5678 Q3US 0.84U 

+0.4101 *0.9943 + OJ810 + 0.9924 
13.0W8 16.3290 -0.0129 +O.OS% + l.O.î43 0.3508 02313 0.3911 16.3299 18.3299 -0.0113 +O.6840 +1.03% 0.3182 0.2091 0 . 3 5 s  

+o.r4m - 0 . 9 8 ~  + 0.3160 + 0.988~ : 3 2 8 W  40.8248 4.0138 +0.7691 +1.0578 0.2220 0.1464 024% ' 40.8248 40.8248. -0.0132 +0.7868 +l.Oô18 0.2W4 - 0.13SI 0.2281 
L.  +423W + 0.9828 +O.Zlfl +49817 , - 81.6391 77.0169 -0.0145 +0.8873 *1.0832 0.1607 0.1057 0.1808 : ??.O489 77.0489 -0.0132 + a 8 w 7  +1.08= 0.1486 0.0994 0.1665 

+O.Il27 + 0.9752 + 0.1053 + 0.9744 
97.9'795 122.47U 4 0 1 4 9  +l.O(aS -1.1080 0.1269 0.0813 0.1428 122.474~ 122-4143 -0.0133 + 1 . 0 0 ~ ~  + 1.1061 0.11t0 0 .0~80 0 . 1 3 ~ ~  

-0.oOZ9 + 0.9678 - 0.0057 +O.OC78 
1W.2991 204.1230 -0.0153 +1.1675 i1.1433 0.0918 0.0640 0.1101 204.1239 204.1239 -0.0134 +l . lSH *1.1407, - 0.0915 0.0611 0.1023 

-0.1675 + 0.9571 -0.1554 +0.9Yll 
248J564 SOû.1OSS -0.0156 +1.3357 1.1794 0.0794 0.0518 0.0894 308.1955 308.195s -0.0135 +1.~101 +1 .17~9 0.4143 0 . 0 4 ~  0.0a32 

-0.3357 + 0.9466 - 0.3101 r 0.9481 
4W.Oü01 500.Uï51 -0.0159 +1.5842 -1.2128 0.0621 0.0405 0.4100 - 500.4151 500.0751 -0.0138 + 1.5384 + 1.2229 0.0583 0.0389 0.0653 

-0.5842 0.9301 -0.5384 + 0.9338 

. I  
TABLE 1 4  STRESS INDESES I S  A CTLISDRICAL PRESSURE TABLE 15 STRESS INDEXES IN A CnINDRIC-$L PRESS- 

J \%L'SU KITH COSICAL HEAD. a = 30 DEG. T/t = 1.15L7 VESSEL \VITH CONICdL HE4D. = - 4 5  DEC. T/f - 0.8 
‘. .Cppat ~ d u u  =fer to rlrcss i t  extcrnd silrface; 10n-er \-lue8 d e r  b 8- (TJpper values nfer  ta at extcrnal sudacc: lower values refer to str- : - at i n t e n d  surface. + - tension; - - compression.) , at interna1 aurfaca + - bension; - - compreeaion.) 

- 7 

Corn r t  J c d o a  . Llnder rt Junciiao . C w  at Jm~tlom 
lkder at Juoctiori 

M 9icu 1Liil Cirma 2 . r  C d/P =CU- =Z c i r c u a  

1.1 kj 'ci 'sj j kj i , 'CI 'sj 'II 'ci 

4.7140 COB15 +41713 +0.1631 r0.5256 +0.2048 +0.1388 +0.55U 32000 4.OOOD +OU61 -0.JWS +0.4414 +0.%70 -0.lOüS +O.SI94 
+0.7050 r0.7561 + 0.8612 +0.76W + 12240 + 0.8W9 + 48995 + 0.7591 

18.8562 18.J29S +0.1787 +0.2620 +0.23@8 i0.1974 -0.4253 + 0.1SSl 8.0000 10.0000 + 4 4 1 ~  - 0 . a ~  +O.I~SS + O . Z S O ~  +a3009 +0.2422 
+ 1.1259 +0.6609 +1.425J +0.74&l + l d i U  +0.9099 r IJOOI +0.7288 

41.1404 40.8248 +0.1781 +a7304 -0.1599 +KI082 -1.0501 -0560( 31.0000 10.0000 +0.3843 - 2 0 4 n  -0.mS6 +431SX r i 3 7 9 3  -0.68 
+ 1.5948 +0.5287 +2.0501 +46ô07 + 3.5640 + 0.8017 + u l 9 3  + 0 . 4 3 W h k  j 

=MC( 7 7 . W S  r41756 +1.1959 -0.5795 +0.1989 -1.6711 -0.7286 84.0000 80.0000 + U t 2 5  -2.WBO -1.9334 +O.JtW +22245 -1.5025 
+ 2- + cnszt + 0.6441 + 3 2 4 s  + o . i , n  

80.0000 100.0000 +0.3693 -3.3343 -2.3214 + O 3 2 2  r2.5606 -1.8331 
+5.419ï + 0574J +3.5606 +O.OLUZ 

140.0000 300.0000 + O.3575 - 5.8415 - S.0224 + 0.3455 + 4-86I2 - 4.1421 





\;raLE 20 STRESS IXDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE TABLE 29 STRESS' INDEXES IX A CTLISDRIC.%L PRESSURE 
VESSU WITH COXICAL HEAD. a - 60 DEG. T / t  - 1.0 

*S. 

VESSEL Il 1TH CO.\rICAL HEAD. a - 60 DEO. T/L - 1.6 
d u e q  n h r  to s t rcu  a t  exterad murface: i o r v  v d w  d e r  (o r t r w  (Upper raluw =fer b r i m u  a t  extenul surface: lorer  d u e s  d e r  tq  ri- + .- i~ intamai surface. + - tension; - - camp- i t  interna1 surface. + - tensioo; - - comprrrioi.) 

~ T ~ B L E  21. STRESS ISDESES I N  A CYLINDRICAL P-URE 
&?_, . \-EL WITH COSICAL HEAD, a - 60 DEG. T/L - 1 2  
-. - 
5'<~ppcr ni- =fer to stress i t  exterail aadace: l o n r r  d u e s  nlcr b st- - ,: . .t i n t e r d  surfaea. + - tension; - - cornpmmi~) . 

C o n  a: RiK(lm C LMu a l  Juctlon 
d/t s i e ü ü r c l l ~ .  -8 Clreuin 

'11 'a~ 'cl Irj kj bj 

' -0.M93 
I * i lmo 0.120~ awr o.134~ 
i *0.9381 

.1.2988 O.OûH 0.0592 0 . ~ 0  
'-+0.91lw 

* l 5 3 %  0.0784 40528 .,O.W49 
+0.9001 
+ 1.3975 - 0.0648 0.0149 0.0721 
+0.6616 

TABLE 23 STRESS IXDESES I S  A ClT.ISDRIC-4L PRESSURE 
VESSEL \VITH COXICAL HEAD. a - 60 DEC. T/t  - 2.0 

(Upper values rcfer to stress nt exterml surface: lo.rer values refer to a t m  
a t  interna1 audace. + - tension: - - compression.) 

- 
Correction to T i h l e  21. For d / t  of 251.55.93, under Cslindw a l  JUIIC- 

lion. Ici d 5.32S3 sho~ild be 5.9ZS9. 
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:-. % gnipleproblem and the foregoingquoted comment thereon Do the worh "not possible" imply ah excessive ring strem in the 
f d t u t e  an sclrnorledgment by the authora Qat the theory oone when the apex angle U large? 
-4 e W c i t y  ia unable to =Ive fully the basic problem of the 6 HOW does a weld a t  the cylinder-cone junction aKect tlie 
%b&r-ccme junction. If, perforcc, wholly fictitioua and reallg drains and stresses in the junction r e g i o ~ ?  
' b ~ e b l e  calcuhbd be involved as One link in a Such queries hsunt and hound the thoughtful reader of tliis 
&in leading to the miution of thb problem, then, e v e n u l ~ s  pper ;  perhaps i b  greateJt value lia in thU fact. 
&y must in nome usable way be related to the actual change of 
dupa aqd reeiduiMre9 ny&m and evahmted in terms of Arrnro~s' Cmsoae 
pcrtornunce uid d e t y .  The authok wish to thank Bir. BoaFdmon for bi. careful and 1' L mw hu i p - g  oonr*tion tb.t the fi-0 V& thought-provoking review of the pi-. The? r k b  to oiïer a 

1 .- Cammith (PVRC) of the \Veldmg b e i l  number of commenta in anmer to hi8 points. 
md mmt the tael: of rnd respansibility for i n t ,  Mr. BoBoardman'a 6rst paragraph indicatcs t h t  plastia Bor 

l 
pting aich ppera aa the authore' in terms wbich will thmn probably occur i t  -me pointa of a prewm m d  during 
WC oq the major job of deciding how to surin a t  sale bat the hydroetrùic test but that the tubequent behavior in service 

. d c p 1  dcsllpy eg hb -t the p h t i a  defomtion be whony eïastjc. Gice the volume of materid involred 
' d g  during the hydrostatia test and tbe residual-a*- in plastic flow may be e.xtremely d l ,  i t  seems entirely possible 

l -cm estoblished thereby. Thig the wriw believy is what that -me plastic d d d -  -y occm ~h time the vesse1 
of the PVRC -t, not oniy with referenw is loaded or unloaded due to elastic strem in the other parts of 

to conical heads, nithout Iinuckles and compression rings, aith the veasel. Such a wringing action codd eventually remilt in a 
.-pression rings but rPithout huckles, a d  with hiuckla wi& crack. Thus the high stressen indicated by elastic anal3-& 

1 'out mmpr-m rings; burala> with refera- to the W b -  are valuable aince they point out locatioxm where trwble msy be 
torispherical and ellipidal hesdg. expe~ted- 

Tbe rntbor3 have done a spladid analytical job and aeir l[n locations where it ie possible for plastic flow to OCCW, 

lnp in con junc*n  th 0th- of ita kind and the r d t a  of & th0 h u m  4 be limited to the flow s h  and the high 
nork of the PVRC Design Division a t  h r d o e  University, p m  P h  indicated by elastic ana les  will be redistributed by in- 
rides r founbtion u p n  which, by an e e x r c i ~  of mmbined msaing the to the flow value a t  nearby points. The 

perie.a, = . t ,  and judgmat, the PVRC must, authora agree that the term "streis relief1' for this effe t  is a mis- 
a i t  ithUns its avowed objective, resch specifio workable nomer and "stress redistributiont1 might be ~referable. 

i in enect, will the Code of de Continuing his diecwsion, &fi- Boardman points out be- 

~ p p  ar they 
me, or rwIIMend rev&ons thereof, or d v o a b  - CaUBB of th0 p h t i c  fl0w which inteï~eIleS a t  points of &Rss Con- 

entirely n e s  mies, - centration, the resulta of elastic analpSs must be "evaluated" 

i. =thors- deserve cornendation for preparing a very œ 'hterpretedl' before being applied to practical v e s e k  The 

&ght-provofig pper- ~ ~ l ~ ~ - ~  me of the quest.ons authon believe that this ia an oversimpliied view of the aitua- 
l 

rhich it raises in the writer's mind: t ioa  Having made an eiastic analysis, as in this paper, it then 
: ,, . .., .: becornes necesary to analyze those 4 areas of the v-i . 
7 1 Am not oonclusions 1 and 2 seü-ëvident? It appeara &O- where plastic flow is indicated. To compute the plastic stresses 
matic that a cylinder under interna1 gas pressure e-vanda; that and strains in such areaa is another problem of considerable 
îbe base of a cone atspended on a vertical canvaa cylinder and difliculty in itseif. Athough these phases of the o v e d l  d&m 
under intenial gse preswe contracta since the -vas cannot re- ' problem are only beginning to be investigated by rational meth& 
skt the compnenb perpendiculsr to the axis, of the aloncthe-. i t  will be necessary to have such solutions before condusions on 
eiement stresses; and that the tendency of the cylinder to expand the safety of practical veseb can be drawn. 
and of. the cone base to contract must cause disoontinuities a t  bfr. B o a r d .  c d u d e d  by asking six questions The 
tbeir jnnctioe ' authora' commenta on these are as foiiows: 
- 2 Are localizéd aorking str- of high intemity just as  dan- . 1 The ' lobvid '  aoncIusions 1 and 2 a-ere &an11 to cal1 
gerous to the vesse1 as general S t r m  of the same intensity attention to a basic defect in any design haviog h r p  cornem. 
uouid ber Put inawther way, would a streamlined vesse1 with It h a  been sbown that severe concentrations are set up 
8 genersl working stress intensity equal to the localized morking at fach pointa mmy pmcficd u r s e ~  plastic doa  ~ermits  a 
s t r e  inbensity of a conventional vesse1 (such as that of the vesse1 to d s t  the Ioada without damage. Horever, there are 
gmple problem) be just M safe as the latter? also ckumstsncea rh- plastic flow is impossible so that such 

Lf the is uymlp nen industry should simultsneouslp a design is unsde. Tm, e .u~pIes  may be mentioncd: (a) 

&ruunlie its pressure vessels and raise the design stress, thus structurai at low t e m p e r a m i  (b)  l o w - d o ~  
pmmoting both d e t y  and economy in materisla. steele which have a hi& yield point obtaineà at  the espenss of . 
.- 3 Xlmt is the optimum test pressure in te- of the working ductilitr- 
prtsane and nomiml w o r ~ n g  streSB? 0thernrise expressedl 2 The authon believe that a design with s t r e s s  of high 

tes( pressure establish the opt*um residu31 stresses ad how intensity througliout the vesse1 would be much more likely to 

, it be determined? . fail tban one where high stresses are confineci to srnaIl areas. 
The following commenta msy be made: (a) %%en the high ~tress * be any deg@ limitl of which wiu ia localized, the sumunding cl&ic region exerts restnint on the 

buemg* On the ring stress region of Iiigli stress tuid malies the vesse1 stronger than if the high 
junction? Put in another \\.ay, are al1 of the stress factors ,tmw ncre generd. ( b )  lfa single local crack developed in either 

equal signscance? ShO"ld t"ey be held the case, the localizcd stress is safer becnuse the surrounding elastic 
Ume numerical value? region hm, nt least potcntially, stririn energy xvrrilable up lo 

5 The authors States "ltxere it is net ~ossiblc to have the rupture to nbsorb the cnergy released by the crack. (c) -1 gencral 
thichess the s m e  in both cone and cylinder, it is more desirable high stress is likely to produce crmks a t  eome nerk point of a 

mske tbe cone îbicker." Under whrt conditions n.ould it be structure. On pounds ofprobnbility a locnlized high stress rnay 
s r  not passible" to have the cone and cjlinder the snme thickness? not occurat a wenk point. 



3 The Yuu-er to thi3 question r e q u i ~ ~  anal* of the plas- 
tic regions as dixused ahove. 130th the elastic and plastic tii~aly- 
ses are e s e n t a  for a complete solution to thesu pmblems. The 
clnstic -1ysia U neded to  define the a m  whem p h t i c  flow 
may occur. If reddurl itrev~es are set up  by plastic Uow, the 
elmic anilysis u still needed to compute the totd stress at a 
point during cycles of loading and u n l o d i g .  It seems obviow 
that a p p m h t e  elnstic theones n-ould be of little use since 
precise d u e s  of s t res  a t  dl pointa must'be knom if a eombined 
elastie and plastic case in to be correct1y ~dyred 

4. The authors agree that, in gened, the signihce of posi- 
tive ami negative strwses d be dinecent. The importance of 
M g  compresdve stresses nas empbesized in the recent paper by 
l l e s a r  W i h  nnd Wetterstr~rn.~~ 

1s "Lrtcril Buckiing ol Ci& 8tinening'Riigs in Compression." 
by L -4 W i  and Edwin Wetteratmm. Pre~nted at t h  Annud 
5ieet.Ù~ d Tm a c ~ v  S o c m ~  o r  Zrlrcslurcnr. EXGII~E~IU. 
.4tlpoüe Ci*. N. J.. ?For 2 M .  195t 

I t  is mainly in rectnt years that  rational ntcthort L v e  bcea 
applied in studying the flon of nrctrb under bizxial or trizxid 
repses. Corwidernble p v  hrw becn made on pmbknu of 
formiiig, dn\ving, rolling, etc., but iiiuch less attmcion hy bees 
given to the conditions under rhich failun of the nuterial 
niIl occur. This is certainly rci area whem future research rrok 
should malie a concentmted attack. 

5 The nuthors had in mind the occarioaai nrsembly of s m d  
vessels fmm sdvaged components. as might be n e e e u q  for emee 
gency repaira or e.uperïmentai work. I t  u a b  conceivabie that 
i t  might be necessq- to w a thicker h e d  t o  provide sdncient 
metal for reinforcement rrwnd opuiings which. might be neces- 
eary alter the vesse1 ia u#ted and rhich might be dinieuit to' 

, otheilvise reinforce. 
6 A large moun t  of current research U devoted to oreid- 

hg. Several yeara di probably elapee before h a  conelttsionr. 
can be-dranrn regarding the behavior of wekb under stmetural. 
loadr 
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(2.3.6 - RACCORDEMENT A ANGLE VIF A LA 
GRANDE BASE DE L'ENVELOPPE CONIQUE 

C2.3.6.1 - L'assemblage & angle vif d'une enveloppe 
conique A sa grande base avec une enveloppe cylindri- 
que de même axe (voir fig. C2.3.6.1) est acceptable 
si : 

a) l'assemblage est constitué par une soudure bout 
à bout avec reprise envers assurant - par meulage si 
nécessaire - un raccordement régulier des surfaces 
intérieures des deux enveloppes comme indiqué en 
annexe FA. 1 ; 

b) la soudure d'assemblage est soumise aux contrô- 
les non destructifs à 100 % prévue en 1.10. 

\ I 
Fig. C2.3.6.1 

Raccordement A angle vif 
à la grande base d'une enveloppe conique. 

R ~ v .  82-02 - CODAP 80 - C2/23 

C2.3.6.2 - Si la valeur du demi-angle au sommet a de 
l'enveloppe conique ne dépasse pas la valeur donnée 
par le graphique C2.3.6.2, les épaisseurs minimales 
données : 

- par les formules C2.1.4 pour l'enveloppe 
cylindrique, 
- par les formules C2.3.4 appliquées à la grande 

base pour I'enveloppe conique, 
sont suffisantes. 

L'épaisseur minimale el,c6ne ainsi obtenue pour 
l'enveloppe conique doit s'étendre sur une longueur, 
mesurée selon une génératrice, au moins égale à : 

d ~ m , ~  'el, cône 

COS a 

C2.3.6.3 - Si la valeur du demi-angle au sommet a de 
I'enveloppe conique dépasse la valeur donnée par le 
graphique C2.3.6.2. l'épaisseur minimale de 
I'enveloppe cylindrique, sur une longueur mesurée 
selon une génératrice, au moins égale à d-, 
doit être au moins égale Li la plus grande des deux 
valeurs : 

M. P. De. I (formule C2.3.6.3.a) 

P .  De, I (formule C2.3.6.3.b) 

2 f.2 + P 

L'épaisseur minimale el,cône de I'enveloppe coni- 
que, sur une longueur, mesurée selon une génératrice, 
au moins égale à : 

Dm. le1 ,cône d cos a 

doit être au moins égale à la plus grande des deux 
valeurs : 

P. De. I 
M .  2 f + P  

(formule C2.3.6.3.a) 

1 P. De, 1 . (formule C2.3.6.3.c) 
2 f . z + P  c o s a  

Le coefficient M est donné par le graphique 
C2.3.6.3. 
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Prograrme de calcul des coefficients d'intensité de contraintes 

au raccordmmt c6ne-cylindre coaxiaux 
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