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VIII

INTRODUCTION

Le travail présenté ici a pour objet 1'étude d'appareils & pression
formés d'une coque tronconique & bases circulaires et d'une cogue cylindrique de
révolution, raccordées suivant la grande base du cdne.

Dans le domaine industriel du dimensionnement des appareils & pression

‘peu d'études ont été faites sur les coques conigues de révolution et aucune

(& notre connaissance) ne s'est intéressée au cas, rencontré dans la pratique,
des coques coniques & bases circulaires mais qui ne sont pas de révolution.

L'un des problémes cruciaux est celui de 1'étude des contraintes dans la
zone de raccordement cOne-cylindre : zone de contraintes maximales due principa-
lement 2 la discontinuité géométrique.

Si on considére séparément 1'équilibre des parties conique et cylindrique
de 1l'appareil, chacune est ainsi soumise & des efforts de pression et a aes effets
de bord 3 la base commune. On a cherché 3 résoudre ces problémes d'équilibre
élastique en déterminant des solutions analytiques plus faciles & exploiter dans
la pratique.

Aprés un chapitre I introductif dans lequel on &tablit les &quations
générales d'équilibre d'une coque &lastique en coordonnées curviligneé orthogonales,
on applique celles-ci, dans le Chapitre II, & une coque tronconique & bases
circulaires. En outre, compte tenu des hypothéses supplémentaires de Love-Kirchoff

dans le cas des coques minces, on est ramené classiquement a 1'étude de 1'équilibre

de la surface moyenne soumise a des champs de contraintes et de couples de contraintes

(les é1éments de réduction) qui sont les inconnues du probléme.
La solution de membrane (qui correspond & des couples de contraintes nuls)

est déterminée analytiquement dans le cas génédral.



IX

On cl8t ce Chapitre IT par 1'étude en terme de déplacements du probléme
homogéne de la flexion (couples de contraintes non nuls 3 priori, efforts dé
pression nuls).

Devant la complexité du probléme global notre démarche a consisté &
étudier en premier, au Chapitre IIT, le cas du cdne de révolution pour‘léquel
la solution générale de révolution est obtenue.

Au Chapitre IV on établit les équations d'une cogue cylindrique (mince,
dans les hypothéses de Love-Kirchoff) ce qui permet, & 1'aide du Chapitre IIT,
d'étudier, dans un V€ Chapitre, le probléme du raccordement cSne-cylindre de
révolution.

Pour cecl on détermine, dans un premier temps, pour chacune des deux
enveloppes, les "déformations" (déplacement radial et angle de rotation‘de la
normale) de la base commune en fonction de la pression et des effets de Bord qui
sont les inconnues.

Ensuite les conditions d'équilibre de la zone de raccordement céﬁe-cylindre
et la compatibilité des déplacements et rotation de la hase commune permettent de
_ déterminer enfin la valeur de ces effets de bord.

A partir de 13 il est possible d'exprimer les contraintes en tout point des
deux coques en fonction de la pression et des effets de bord précé€demment déterminés.

A ce stade on se place en contraintes adimensionnelles (rapport de la
contrainte réelle & la contrainte circonférentielle de membrane du cylindre) pour
chacune des deux cogques et on détermine leurs valeurs absolues maximales.

Pour faciliter le calcul pratique de ces extréma, on proposé en Annexe 3,
un programme en mode conversationnel, écrit en BASIC.

Les différents tests effectués avec ce programme montrent qu'on trouve
les mémes résultats que ceux donnés dans "Stresses in a Pressure Vessel with a

Conical Head" (voir Annexe 1).



Au début du Chapitre VI on généralise le Chapitre IV par le biais’:

- d'un changement de variable

- de l'utilisation d'une fonction de contraintes

- d'une décomposition en série de Fourier
en cherchant la solution générale (non nécessairement axisymétrique) du probléme
homogéne de la flexion d'une coque éylindrique de révolution.

On opére ensuite de fagon analogue avec le cdne déporté ce qﬁi permet
de séparer (sans difficultés particulidres) les variables. Le probléme est alors
ramené & la résolution d'une &quation différentielle linéaire d'ordre huit & une
seule variable dont la solution analytique n'est pas évidente.

Aussi on regarde les simplifications apportées par 1'étude du cdne de
révolution (toujours dans le cas général asymétrique) et on poursuit par une
linéarisation du probléme du cbne faiblement déporté; on obtient ainsi une solution
approchée.

Enfin on termine ce méme chapitre par une discussion sur la possibilité
d'utiliser "un cBne de révolution &quivalent" pour étudier 1le probléme du raccor-

dement cbne déporté a base circulaire—cylindre de révolution.



CHAPITRE I

EQUATIONS REGISSANT UNE COQUE

EN_COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES

I.1.- ASPECTS GEOMETRIQUES

I.1.1.- Deginition de La coque

La coque de surface moyenne €9 , d'épaisseur Zh , est le domaine S)_

de l'espace affine euclidien ‘83 engendré par un segment de droite de

longueur ?_h , normal & € en son milieu Y , lorsque YN décrit w .

. . PP h . . ~
Si M est 1e point génerique de S?. s O une origine dans ‘63 , On a :

(r.1-1)

—

OW:O':\- + xs._N—. ‘\xaléh , mE w

avec N vecteur unitaire normal en Y i (O,

Si

(1.1-2)

ou R4 s RZ

pondance

(1.1-3)

\'\ <L min (IR Cm)‘) (m)D ‘ | :

mEw

sont les rayons de courbure principaux en ™ de & , la corres-

Me—r (m,xa) est bijective d'od 1'identification : ,' - 4,~\:;

o reh h
La frontiére r de Slh est la réunion r Ur U': , avec :

\-—;\\ :.{M ‘OM Om *’théw}:@X{:‘:h}

rorh _ { M ‘ 5["1-_-._6;\ +x3—N:m€X/ |x3|< \'\}:Yx]_h,,.h[_

ou b/ est la frontiére de W

Afin d'avoir effectivement une coque on considére également que :

h << min (*?le ’e("‘)) -

me€E w

ou 2,,,£ sont les longueurs des arcs interceptés para/ le long des lignes

de courbure

enm a (w).



I1.1.2.- Bases covarniante et contrevariante de ‘T;\(w) A

¢ est munie d'un systéme de coordonnées curvilignes (\5 € )
c'est—a~dire qu'il existe une bijection \Y de classe au moins Cz' d'un

ouvert 63 de E\z sur W telle que )
V. oD —w w=t@ ck

3 (€Y) —» m=Y(F)Y¥)

: A~
les frontiéres b 4 de GO et ¥ de W se correspondant par k'}
En tout point T de W , l'espace tangent -T:n (w) est engendré

par la base naturelle covariante

— 1
(I.1-k) a = D_Y(____\: 5 < =4,2
oC Dfe‘
) —
a4 laquelle on associe la base duale O  définie par :

—» —»B
a o« ® L & g oc OVec Sec symbole de Kronecker.
el ’

Le vecteur normal unitaire N(m)est défini par :

N — A z (: a% :&)
“a /\“9_“

Dans ce qui suit, nous emploierons les lettres grecques : 0(’ B/Y/ S...

(1.1-5)

pour des indices prenant les valeurs 1 et 2, alors que les lettres latines

[ d * . .
L, & , R eeve., Seront réservées aux indices prenant les valeurs 1, 2 et 3.

Pour ces indices nous utiliserons la convention d'Einstein concernant la
sommation sur les indices répétés. Dans le ‘; ontraire la notation z * sera

utilisée pour indiquer 1'absence de sommation sur l'indice répété 4.

1.1.3.- Premiere forme quadratique jondamentale

L'élément de longueur d'arc de courbe de W peut &tre calculé par :
2 — - oo ol — F
| dp = dm.dm = (o d¥ ).(QP d¥')
‘ (1.1-6) _ % 1oB

[}



avec:

e L
(1.1-7) (# & = Q..(. O-p

p
. *1ef 2 :
Lg forme quadratique (@ ap d¥ c‘f est appelée la premiére forme
quadratique fondamentale de W , et 1les a.up sont, par définition, les compo-

santes (covariantes) du tenseur métrique sur @ qui est bien entendu symétrique.

Nous introduisons la notation 3 2

2 2
a = Dek(ayy) = IG| .. sin (aF,2%)

La condition (I.1-5) impose &#‘0 .

si dY désigne 1'élément de surface sur @ , on a

NdV— dmadm = Oaay. dsider
soit ClY = “71:/\—5-(; u J?*dgz - \j__‘clg cl?z

De fagon analogue a (I.1-7) on pose : P —’“. KF

4 2
Dans le cas d'un systéme orthogonal de coordonnées curvilignes Y et F K

nous pouvons écrire :

az a, &,

dpt = (\’_q? J\§.4)2- + (\/a_z:_ d?z)z

I1.1.4.- Seconde gomme gfondamentale

Introdulsons le produit scalaire :

= N et 1,2
_dm . dN = _ (a5 4¥7). (?N 4¥F —_ad%g_?dus" by, dF4¥

— - >
en posant (I.1-8) b«s_-‘a; 2;? N .-%% (car N,adzo )

La forme gquadratique b«Fd?“JEP est appelée la seconde forme

fondamentale de la surface W

Les bxp sont symétriques car :

(I.1-9) b



On définit également les coefficients k)P par :

—p o > —w —-
(I.1-10) \99 N - % ?—N—F (car N.=*=0)

liés aux Ehxp par : —
‘D B h’ ’)ﬂiwx N . le‘- 'Eiﬁi . C:f a\zf = O -l:

S i i Y

et 4 partir desquels on définit la courbure totale P( et la courbure

moyenne H par :

(r.-11)  H= :'i. b: K:-_—:De\'(b:)

Fl et P( sont des invariants qui dépendent des coefficients de la

seconde forme fondamentale.

I1.1.5.- Thoisdieme forme quadratique fondamentale

Elle est définie & partir du produit scalaire :

W.N:(ggd a¥). (_g{y 2)= (b a}')(b

d¥*4¥F

n posant (I.1-12) C = b y.bT
¢ xp o p

I1.1.6.- Déndvées des vectewrs de La base covarniante

Si on introduit les symboles de Christoffel :

- .
=

(1.1-13)

TR I L

& 4¥')



On obtient la décomposition :

24 N=T oab N=T, T

(T.1-1k) ;?E}: aY +(N ?sfec) - dP'QT+dF op * U
3
en posant bc(ﬁ= r:(P

Nous savons d'autre part que selon (I.1-9) :

IN _ pP ==

(I.1-15) Phaliahy

S

1.1.7.- Opérateun de cowrbure. Courbunes nonmales

I.7.7.1. On définit l'opérateur de courbure de D en M par :

(1.1-16) G:r:?dmN = %L;‘& 9—'

C'est un endomorphisme de lm(u.)) qui est symétrique compte tenu #
de (I.1-9 et 15). '

(®: produit tensoriel)

I1 admet donc au moins deux directions propres orthogonales (dans-l;\(w))
correspondant aux valeurs propres réelles, notées i s __f‘_. qui sont les courbures
principales de @ au point M . R4 Rz'

Les {nvariants définis en (I.1-11) sont donc liés aux courbures prin-

cipales par :

Hz A (A +24) =_A_
2 "R R
A N R, Ry
I1.1.7.2.
el
Soit M un point gquelconque de O , Z une direction donnée dans
—_— T
T;n(w) ; 1'intersection du plan (m/r/ N) avec @ est un arc(‘c)

paramétré

t €la,b]cR — P(e):*l’(‘f?a,?%e:) el)c w

dont le centre de courbure € en m vérifie : mc == R N ol "/RN

(courbure en m de (E) ) est la courbure normale en M pour la direction
e
~ , donnée par :

« P -
1 be e Be (N dax) ar®

(1.1-17)




P _a

dt

ax* dst
“B 4t dE

( A abscisse curviligne)

En effet, d'aprés les formules de SERRET-FRENET :

7>
d°F _ N _ d[dF )‘I’ d¥
9\ ¥
::.C_l.[_—a:( d\fl )adp d?pd‘f "‘—5':("4";
dp EP dp dp P
o
o 2y db aeTdef om dF
T P de  de \dp P
d'ol, par produit scalaire avec —'\_r, (I.1-17) compte tenu de
N. 27 = 0
—~ 2 = dp
- 11 - -
(Jf')_ dE “ de  dt
dp” _ —= Je”
tns— -— d ——
d d€




ol
g i ———
Comme .4.&:-;::‘:5 - = :'Z..(O.d
‘dA dt
ot
on voit que < ~ = .._._A?
dE |
93 T
et que A = bdp'Z‘ ZP o0 ‘C“"C’“::ll"z:‘"::l. , he

o~
2

L ‘ , . —
dépend (pour m donné sur @ ) que de T .

Compte tenu de (I.1-16) on a ainsi

- —
(1.1-18) - _.;_‘._ = (G;:ZJ"\N () ."C)

N
ce qui montre que 4/&,. et JI/RZ sont le maximum et le minimum de "/RN
g
quand T balaie |m(w) .

5 A AN 1o . .
Dans le cas d'un systeéme de coordonnées ’ tel que les lignes
ot . o . .
de coordonnées (‘E =Cs|'e) s'identifient aux lignes de courbure (lignes
tangentes en tout point v aux directions principales de 1l'opérateur de

courbure), ce qui est obtenu si et seulement si :

0

0_47_ = 0 et b‘w_z )
—— —_—
alors _A_ = A pour T = __%e
R RN 1= Ml

et donc selon (I.1-17) :

..L" et 4 - b2.‘). _LZ
- R

4

(I.1-19)

A _ b
R4 %

h
1.1.8.- Bases covardlante et contrhevariante de Sl.

S,

1.1.5.1. soit ™ eﬂh ,_6_"1.=_5—\': +°‘3°Ncm)
oo M F) T (FUFY) 4o N (FLF)

h S :
Le repére local en M de Sl. est défini par sa base covarlante
el -l e
. —_— —_— —
(34_) ) :-‘}_'VJ_ = Ry +x3-?—N— = ,A(ad)
R e %

N =2M -5 =

?xa"%:%



oi (I.1-19) }L'—'—"—- Iz+x3 . Gra:!nN (avec IZ identité de
—‘:n(w) ) est un automorphisme de _'_ (w) dans 1l'hypothése (I.1-2).
—d -—.2. —
On définit également la base duale ( 3 N)
—-b.l -t é‘o(
_— q
95 = °p “pE) = rtz ") ap
car ,A est symétrique; par conséquent :
—-’ -
(I.1-20) }A (<)
-4
car ,A existe sous l'hypothése (I.1-2).

1.1.8.2.- si 4V désigne 1'élément de volume au point M » On a :
2M ;; ')M Ay] ')M d
V= [(x* )?l ) =)
(—?{4,"3:_):'\" “\gid\gzdxs

it dV= || T AT || ¥ S A, = Vg AT

A g=Det(yg, )= i N5l s (325

Dans un systéme de coordonnées dont les lignes de courbure sont les

lignes coordonnées :

TT = (A-x.B)E = (4-x/R)

T = (doxsb)d; = (A-x/R)

et donc : \)—g“ - (al_ )(4-__—)0-_‘

d'od : dv = (4- )(" )474"3




I1.2.- OPERATEURS DIFFERENTIELS DANS LE REPERE PHYSIQUE

1.2.1.- Repénre onthononmé associé au repére natuwriel

. . e
Dans le cas de coordonnées curvilignes orthogonales .les 34.- sont

deux & deux orthogonaux et on associe au repére naturel ‘%‘J le repére orthonormé
formé des vecteurs unitaires €, définis par

i —
9, = h. .€;
A <
. . rd —’
avec les coefficients de Lamé hx.:“s"
A
Pour &tre en mesure d'obtenir les expressions des opérateurs classiques
de l'analyse tensorielle en coordonnées curvilignes orthogonales, il est

—
nécessaire de calculer les dérivées des vecteurs unitalres 64: .

De méme que pour la base naturelle, on définit dans le repére physique les
coefficients de Christoffel C‘i&h par :

: A 2
Du fait de —ez.e‘}:S.-- et ):‘JL::):’)*
on obtient les relations 'B\f 3} B} é\g

- - (BU
Uk =ik

Yy =0 (#4)
(I.2-1) c‘AJll =0 si (i,}/h) permutation dé (1, 2, 3)
. b o |
Ly =25 1#) (F)

On peut donc finalement écrire :

28 _hy, e — M e
2% h4 \'\3
(1.2-2) % bu g
I.2-2 4 A
% h,
%€ _ hy, <,
¥ b
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et les six autres par permutations circulaires des indices 1, 2, 3.

1.2.2.- Guadient d'wie fonction nsette P (5%)
|

i
Par définition snd;e est le vecteur introduit par la différentielle

de la fonction du point M , SOit :

dp = Gredf.dM

d'ou

h: >

A

(1.2-3) 3vaa‘£ - 4 ?“Q e _;L_ :ﬁ.i Yy
Y

<

1.2.3.~ Grnadient d'un vecteun

——
=, —
Le gradient Grqtu. d'un champ de vecteurs U. = U:‘ Q_&' est le
champ de tenseurs qui, par définition, fait correspondre au déplacement &lémen-—

taire dM 1a différentielle de w , soit :
P : ———— s
dW = G-radM(L . dM

D'aprés la définition des coefficients de Lamé et les relations (1.2-2)

- - . - — —
cradnu — (VM)_‘_J eier = _._;_:;_ ( U.*./} +u1cu4_d)€,,®€}
soit
(1.2-1) (m = S, h4'7"u‘:'. v taa Y,
I.2-
44 h“ halhl \'\4h3
W= Y b u
42 h b, h
2 Y N
()= %2 baou
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et les 6 autres par permutations circulaires des indices.

1.2.4.- Divergence d'un vecteur

comme div U =—T;'4C¢— (GradMu' il vient selon (I.2-L) :

£

<

(I.2-5) divll = 4 (h _“_—c_.)
' h

avec S
h o= hhh
1.2.5.- Rotationnel d'un vecteun

—p
Le vecteur rotationnpel de w s'obtient par double contraction du

/

pseudo-tenseur de Ricecl 3 par le tenseur G%&MQ ., d'ol sous forme

développée :
v, 71 - -
(1.2-6) rot W = hf——hs [013“3)'2_"(\\7_ Lli),a}g‘ +i.,:':'|.;[(\1‘u')/3— (‘}ua),;}e;
t : h [l\"zuzli"(hc LL)Iz]E;
4 2 e
1.2.6.- Laplacien d'une fonction réelle e

Avec les relations P:c‘w (3!:'&4:?) et (I.2-3 et 5) on obtient :

(1.2-7) A:P = -%’ ("Ef:e,—c)l.c

1.2.7.- Gradient d'un tenseun

=>

Pour un champ de tenseur donné é' (M), le tenseur gradient est obtenu

: =
L GHdE = 4 En e,
hy
=

Si é est un vecteur on retrouve (I.2-4).
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% ——tg el
Pour un tenseur du second ordre - é’} eime} il vient :
= — — —
. == - .. ] - e
(1.2-8) Grad & = _JJI—T; ( é—‘& e ®¢; /k® k

— - —

= —i-(é..iJ mj Imik* mc(mék)e QeJQek

=3 é ——  ——— —
Dans le cas d'un tenseur du 3e ordare € = .[Jl gege ?&

(1.2-9) Gvad b —’; Jk Lt thh Ml t é’mk ‘]mét + 4Jm1mu_ _e'ogo—e:ezi

1.2.8.- Divengence d'un tenseur du second ordre

Le tenseur divergence est obtenu par contraction de 1'indice de dérivation
avec le dernler indice du tenseur dans 1'opérateur gradient. Les composantes

de d wb - dt\i 4: se mettent sous la forme :
o A (E.. . +E,. . N
(I.2-10) d“f(,’ —-E}- ( 4,4 + 2 ‘]14-01 +é-£ "LZH)

1.2.9.- Rotationnel d'un tenseur du second ordre

% é- —_— —
Le tenseur rotationnel d'un tenseur du second ordre t - 44 4®QJ_
s'obtient par double contraction du pseudo tenseur d'orientation de Ricci E

——lp —".—'
par le tenseur 6'7'_?4 €. lLes composantes développées de Re¥ € 2("062‘}- %QQJ

sont :

b g by
3h 2 h1h4|

(rob)—-" (\"t)—(2_243]+

} “ "y hy

(I.2-11) Qroé ______[( A 3?_ 2152213]4-%%(:3_‘4. hes +_h.34?:'L’23

33
AL h, 1, hy b,

cot) = A byt hsap e b,
( 062(3 = hz hg[u‘a&gﬁ)’l 2 23 3] 37- \,\3 h« 24 h':!

3

: et les six autres par permutations circulaires des indices.
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1.2.10.- Laplacien d'un tenseur du second ondre

Le Laplacien s'obtient par double contraction par rapport aux indices
de dérivation dans le tenseur G-\'ad(G'WJ 6) '

Soit P._ E&hl e. ®ed ®€k® el = L:rmd (sz é’ 2 dOnt
les composantes sont calculables par (I.2-8 et 9), alors A A ®a
avec A_‘ = E_JHQ

Si est un tenseur symétrique son tenseur laplacien l'est aussi.

1.3.- EQUATTONS REGISSANT UNE COQUE EN ELASTICITE CLASSIQUE

1.3.1.~ Etude de La déformation

Une coque est soumise & :
— h
- des forces de volume de densité volumique 12 appliquées & 52.
- des forces de surface de densité surfac1que 3’ appliquées partout ou sur

une partie de |' (la frontidre de .S—L f/; “"

- des déplacements impos&s partout ou sur une partie de r

Dans le cadre de la théorie de 1'é€lasticité linéaire on suppose que
les déformations restent trds petites et on introduit le tenseur linéarisé
des déformations 8 comme étant la partie symétrique du gradient du champ

de vecteur déplacement LL du point.

— T —"
) c _ 4 (GF"ZJMLL‘ + foamu_)

1.3.2.- Equations d'eéquilibre

Pour une facette située au point M et orientée par la normale unitaire
P .
extérieure N le vecteur contrainte se met sous la forme

(1.3-2) T(M/?T) = 0. n}.‘i

ou QZ. (.M) sont les composantes du tenseur des contraintes de CAUCHY.
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Dans le cadre de la statique les équations d'équilibre en forces et en

moments d'un €lément de volume arbitraire de la coque fournissent les relations :

= =
div &© + -0 h
(1.3-3) :e sor S
U::' — q:.}".
(I.3-h4) . Ny — v
| Q—& n gt 31: sur r

1.3.3.- Loi de compontement

On utilise la loi de Hooke en faisant les deux hypothéses suivantes

HA4 : le matériau est &lastique, homogéne et isotrope.
HZ : i1 existe un état naturel pour lequel les déformations sont nulles
et qui servira de configuration initiale pour mesurer les déplacements.

Alors la loi de Hooke s'écrit :
W = Z}’LE,LJ +tNE,, 9

(I.3-5)|ou encore :

£.. — _ZL#- V.. - >‘ “3; "]

A

3N +2p) _ A
avee E - p3Arhy) v 2O

et inversement _ E >\ _ —__é—_’?_____"
K= 5aw) = P )
On appelle :

E; : module 4'Young
N : coefficient de Poisson

: coefficients de Lamé.
M p
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1.3.4.- Conditions de compatibilité

Dans le cas de la résolution d'un probléme d'édlasticité_ par la donnde
des six composantes du tenseur symétrique des déformations & , les équations
de compatibilité nécessaires pour pouvoir déterminer le vecteur déplacement

d partir des E,(_" s'écrivent sous forme tensorielle :

= =, = ?
(1.36) Rot ( Ret &) =
Comme E est symétrique le tenseur R Oé Rot &
l'est aussi et (I.3-6) se réduit & six équations.
Lorsqu'on désire aborder le probléme en contrainte, il est intéressant
d'utiliser la transcription de ces équations en termes de contraintes. Les

€quations obtenues par 1'intermédiaire de la loi de comportement s'écrivent

can NZ_CZdE) _ ermd (i)

= =>
= , —» ) v
+ A Ead (gaday) - A T, = O

=
I._S étant le tenseur unité.

Ces équations peuvent &tre modifiées en utilisant la premiére équation de

(I.3-3). On obtient alors les équations de Beltrami

= = T = .
(I.3—8) A?+ 4“‘9 (G'V'ad(%Yddq—t;k) +6V‘uc'£ + &quﬁ *_4?0 AIV .
+

soit, plus simplement, lorsqu'on néglige les forces de volume :

(I.3-8bis) A? + A GﬁJ(FJT{k) :.:—5?

A+
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CHAPITRE II

ETUDE D'UN CONE

AYANT UNE BASE CIRCULAIRE

IT.7.- ASPECTS GEOMETRIQUES

I1.1.1.- Paramitrhage de La coque

On étudie une coque conique ayant une base circulaire de rayon R .
Le repére cartésien (O, X, , X,_/X3) est pris tel que :
- O soit le sommet du cdne, ,
- (O, X4, Xl)soit un plan paralléle au plan contenant la base,
- (o, Xz,xs)soit le plan de symétrie du cBne.

Les coordonnées du centre O4 du cercle de base sont alors (O,n, H) .

Le cas particulier A =0 correspond au cbne de révolution qui fera l'objet

BU |
@ Yayon R

du chapitre suivant.

Ce cdne est représenté sur les figures suivantes

s

A

Un point M de la surface moyenne (w/ a pour homologue sur le cercle
de base le point Wl défini par : -

Om, = RDJnG.i f(A”P\“’ée)Xa +H'X3

—
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Si )(3 désigne la cote du point ™M on a alors :

O ~ X5 Om,
" =9

Afin d'éliminer la singularité correspondant au sommet () on choisit
comme surface moyenne @D) le tronc de cOne défini par :
— —
(II.1-1) (co) = 'i m \ Om = _)_<.:L Om°70<H°< X3§H“" 96[012"[}
H
On choisit le paramétrage suivant :
]

\gi_ A = ”D—;”T" = .2(_34"6;“:" :_)_(é_VﬁhH’*rRZ—ZHRcmé’l
- H
¢ _ 6 "

Dans ces conditions :

——
3

Om=T(p9=__2 '{R""’“Q—’-‘:*<"‘R°°°9’—X:*H %

P, 2 R=2AR e

IT.1.2.- Base covariante de T:n (w) . Tenseur métrnique.

La base naturelle définie par(i.1-h et S)a pour vecteurs dans le repére

cartésien : S
E;:::: __Esz_ 2 aL pt z
T (H+A +R)kaa8 - AR (4+cod 6)
EZ = R. 2 -3 (Hl“ R*-ARco26) sinb
[HE+% R 2Rl | g
(I1.1-2) _ Hafme
—> N7 A )
R veevrl (A
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La normale est dirig€e vers 1l'intérieur du cdne.

Les composantes du tenseur métrique sont : 2
2
R [ H™+ (R-Rcosd) 1

a = 4 av”—: Clz = O Q 7
[ H+0%+ R~ 2ARco0d]”

A4 4 2

Son déterminant vaut donc :
=
& 22
Par construction les lignes de coordonnées ?ZCO“S‘GVE sont orthogonales
. , 4 z
entre elles en tout point mMm de (w) 3y les coordonnées (kf ,?) sont donc

des coordonnées curvilignes orthogonales.

IT.1.3.- Colfficients de La seconde forme fondamentale. Symboles de
Chaistoffel. |

— ‘
La détermination des a, g permet le calcul des coefficients de
/4

la second forme fondamentale et des symboles de Christoffel.

Pour les coefficients de la second forme fondamentale définis par
(I.1-9 et 10), on obtient :
b =b-b -b =t=b'-0
4T T4 T T 24T 4T T2 T
(II.1-3)

i

L - @ ba HRA
227 22 2 — N —
VHE A%+ R 2RRcen6 . HE 4 (R-Rec)

La matrice de l'opérateur de courbure étant diagonale on en déduit que
les lignes de coordonnées se confondent avec les lignes de courbures. Les

courbures principales sont alors selon (1.1-19)
2 22 .
(rr.1-y) 4 =0 A _ H | H+A%R-2AR ool

R, Ry Rp [ HPe (R-Acod)
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De méme, selon (I.1-3), les seuls coefficients de Christoffel
non nuls sont: ‘

A ]

4 ‘ ‘ B
(II.1-5) r =_ % |
(XA A

N A rinb R 4P codd 2 A%R 200 ] ‘.
= - - 4+ HcoolU note
r”— HY 4 (R~Acaadl? [ 2 AT+R2ARcO ] /

plus simplement ™ par la suite.

h
11.1.4.- Base covariante de SZ

h
" Un point M de 51 est d&fini par :

——l

. i — P )
OM = Om +x,N = »/a, + x, @, | ]
avec xa € [-h y, +|1] |

de la coque.

, 2h &tant 1'épaisseur supposée constante

Les lignes de coordonnées &tant confondues avec les lignes de courbure,

nous savons d'aprés le paragraphe (I.1-8), que les vecteurs de la base covariante

de ﬂ,h sont reliés a ceux de la base covariante de T (w) par :

34 (4- )q =,
(11.1-6) . —

Po= - RL) %2

%’3 = ag

11.2.- OPERATEURS DIFFERENTIELS DANS LE REPERE PHYSIQUE

IT.2.1.- Repére orthononmé. Symboles de Christofgel

Des relations précédentes on déduit immédiatement les coefficients de

Lamé : xs
h4:h3:'fi- l’lZ: (’L..R——)\J:J

I



les vecteurs du rep@re orthonormé local &tant 1iés 3 ceux des bases
naturelles par :

——t— ——— ——
.eq = aJ‘ = %4

— .
EZ: Q2. = %1

Vo' h,

— — o

Le calcul des dérivées des termes 6& et Rz donnant :

Py
p A
RIS AN
08
R, — Rq
p A
2. .2
Ry ¢ W=k(g=3R2mnb { RR2nE__ coqf
5’52 = KR, ave “ H - (R~Accsd)* L H%AR-2ARco0f }

on obtient les dérivées premidres du coefficient de Lamé l'lz_ :

Joo b
A ,A(4~—3:-{3;.—)

P+%(K~r‘)] =h, [P _K]

Rz_ x3

h

2A

I

h

2,2

i
;'i]

2,3 B RZ Ry -,
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celles de }h et h3 étant blen entendu nulles.

Les coefficients de Christoffel du repére physique, non nuls sont donc

d'aprés (I.2-1) :
Ja.

C‘4zz - - C‘Hz = A
(II.2-1)
1 = - — a
322 Qo2 = -2
Ra.

11.2.2.- Gradient d'une fonction néelle f(bLG,xs)
1

Soit :£ une fonction du point M , son gradient vaut selon (I.2-3) :

(II.2-2) %mdﬁ _ € o+ A ?_%E:_ 21 A
k. - %) 2 25
A

11.2.3.- Gradient d'un vecteur

—> (“-—.- .
Soit w = £ ?;' une fonction vectorielle du point M , les

composantes de son gradient sont, selon (I.2-4) et (II.1-T7) :

%), - 2

<4 'Dﬁ,
(Vn)is — %’%
R U Uu ‘
(1I.2-3) (VM)47_ - R,_-Lx; (J::C' )94 - /62)
U U
WM)zz = Rzkj'x;( ;; %cg% i aie 'é_)

(U, -t %
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11.2.4.- Divengence d'un vecteur

@ Bt .
En prenant la tracede G\Fac'{‘u on obtient :

T VO

Rz—x3

di\l u.- = ')P 'Bxg

11.2.5.- Rotationnel d'un vecteun

Selon (I.2-6) il vient :

S = g -
['\P(Rz*"S) o 9%3
4 U, )U_:, I
Dx; 9,0
W . s

[ Ry + Z=£
2(R,oxg) =9

A (Ry-x3) A
11.2.6.- Laplacien d'une fonction néelle

D'aprés (I.2-7) on a :

Uy Uy

R, _(4 ')(,(7_+U4_~u3)
Jo' M

5 R,

u, rg
Rl—xi -
R, 3“*]—62

T R (R-x) 94

9O, 4 (kD
(I1.2-4) AIB - gﬁ aiz * R, -X3 ( 2 op 'bxa)
(R)" [(F (. xi)2d

¥ B ( Rz-“"a) 00

o (Rz_x3)7' D6
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11.2.7.- Vectewr divergence d'un tenseur syméirnique du second ordre

. % - ——— ” . 1
; . : un tenseur symétrique d'ordre 2
So1t g = <r‘:} e, ®e; ym que >

A
son vecteur divergence a pour composantes selon (I.2-10) :

3 T,
divg =rbch + RA + R (4 00, +°:4-T24___ ?{3 )
Bp D.Is Rz-—xg \y;-‘ .bo /A 2
(I1.2-5)| 4oy = Vg . 2T R R ( 4 ‘9“52+2 O _2 °75)
Y x;  Rp—x; \a 28 A 2
: da; PAE Ry («1 2 L T “'2?-;_?.3_)
d = 43 -\ =
BTt S, T Rem Wa 00 A R

11.72.8.- Tenseur gradient d'un tenseun symétrnique d'ondre 2

= — —
Soit © = J;; €. 93} un tenseur symétrique d'ordre 2
fonction du point M et soit € = «Q}h € ® eJ @ e, son gradient.
La symétrie de conduit immédiatement & la symétrie de & par
rapport & ses deux premiers indices. Les composantes de &

(I.2-8) avec 1l'aide de (II.2-1) :

sont alors d'aprés

D05
b,cji :tjii = 9/3(,
(74‘33 =Cji3 = 2114
3
a2 R {_'Dv;i ~ &.‘rﬂ“.c_r;zl
Ja' (R'L-X3) 08 A
Ry Do o ' ‘S" ]
ézz = G :m' “é‘éﬂ“ "fg\‘ (0-—4-4-0{7.)-{;0:3
€ = &, = Ry 20, o o
- 312 — w5, ——| A 2o+ g,
(I1.2-6) 32 z \)_;(Rz-x3) 28 A 23 R, 4’?.]
R 2/ ]
6222: X [ —BUE'L {—%;"{:‘5‘.0:1,.__@: 0’7'_3
\)‘;\(RzFxs) 99
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£ _ Ry 35{3+\5:"0' +_\E(¢

TR (R L8 A PR,
Ry R Zm.r]

Vo' (Ry-x3) 28 Ry 2

1T.2.9.- Rotationnel d'un tensewr d'ondne 2

= - —-
Soit M= MA_; e. ®€d'_ le rotationnel d'un tenseur
= ﬁ-&;—: T, ses composantes valent selon (I.2-11) :
_ 2By _p 3 P Dby _ 2P
o= hy L 08 N —'37-] 0%x3
_ 'Bl’sz £ b, (R, P Yo\ _ 2P
M4z — n [ + 13 57;: +\33 n)’b;ﬂ x5
M :__,_1__[3?33 (%, )'th.] _ ofs
(e | o6 0% %3
M _ a by ___Pa By
M fBPJn_ _ BPE!Z
227 S, 9p
MZ.S = E P43 —P—'% 3
M — 0Py A %PM _(P.+P ?_‘12-
T, h, - 78 (T ) 9P}
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11.2.10.- LAPLACIEN D'UN TENSEUR SYMETRIQUE D'ORDRE 2

Soit 9 = O:J €:® é—; un tenseur symétrique d'ordre 2
fonction du point générique M  de 1a coque.
Conformément au paragraphe I.2-10, le tenseur la.placien de O s'obtient
par double contraction du tenseur & vad ( Gvad U")
" 8i on appelle ?: é_«C(}k e ® QJ ® ek le tenseur
Gad , les composantes é(_&h sont données par les formules (II.2-5).

P —— - — -

D'autre part, si on appelle P = J R € (e Qk@ €y
le tenseur G vad (Gvad 02) Gmd( , nous savons d'aprés
(I.2-9) que : .

a;h.ﬁ = -:}:-;[_ é'l'gh,/l +6d;k-‘1ai£+§,¢h‘lqt *L,}Jd‘hu] (#l)

=

sachant que la symétrie de @ conduit immédiatement & :
=2 A Tee
Les composantes du tenseur A g iz ié ej: Q& sont alors
AJ:; = fiz;hh%AJ‘)

ce qui nécessite uniquement le calcul des V[Jhi pour lesquels R= é

——

obtenues par :

soit donc 6.3 = 18 termes, compte tenu de la symétrie par rapport aux deux

premiers indices, sur les 81.
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On obtient compte tenu de 1'expression de Af du (II1.2-4) :

2 | |
A=A o [ 4% ,2a@ o,2a %]
4 14 a(R_x)2- B 20 BT TR
2
A'zAO‘ +_Re '[401)&_4.}: 0073 2Va Wxy
2% a(Ref B B8 T Ry 280 p(Ryxy) -
o 2 2 4
+’|Lzzil: 23 +—9{_(?""-'-U£7-)‘_R_Z{_(22-03-3)— :; q:g,]
(I1.2-8) 7.

A% 21 42 “(Rz-xs) A 99 - RZ. a& Ry X3 -3
~ VYa K x; l!‘+.f'_0’ L 0"]
SRR

43 34 43 a( Rz_—xj).z R?. 30 A 90 Rz" x3
+\]:‘Kx3_0" ~afA_+A4 +_&__U—_Za-+g-]
P (Ry-x3) ( RZ ,Ai) BORp (33 12 ‘-H)

@

szu—‘

A ;—.A :Acr' + R [3_@')% ;2&2 3(0;1—“33)_\‘; -

a( R,_,xs)" A 26 R, D0 PR,-x)

_O_O_ZKQ—Q- q¢-+3°ko-—_£|q°_]
('L‘l 33) A 23 RLD Az Rz. 13
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11.3.- EQUATIONS DE BASE REGISSANT LA COQUE EN ELASTOSTATIQUE.

11.3.1.- Tenseuwr Lindarisé des déjormations

Q ——
Soient Ei poent &i GDGQ le tenseur linéarisé des déformations
é_,
en un point Pq et LL. (L .L le vecteur déplacement de ce point. Les

relations entre £ et LL sont selon (I.3-1) et (II.2-3) :

u
£, = %__pi ‘
g _ ——_&—‘— ,_’i.—()al + _(_"__‘_‘__ - ._({..(-3—
22 Ry~ x3 (\]: WA Rz)
fy= 2
TDch
_ Wy, Re (4l U
(11.3-1) 25,4«,_: 28, = _’BerR?: (o”‘ 26 /5)
543 34 ?13 ’blb
2- _ f)u.?_ R?. _j_‘___r}ug H,_
2¢& Exn Crau (\ra: % Rz.\)

11.3.2.- Equations d'équilibre. Transformation des Equations d'Equilibre

= el . . .
Soit g — 023 gi Gbég le tenseur symétrique des contraintes
et .£ = ~P, e. les forces de volume au point Pﬂ . Les équations
A A

d'équilibre s'dcrivent selon (I.3-3) et avec l'aide de (II.2-5) :
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dup LV, . R (_LBW& + W= _3‘2),, _0

“3p PEX Ry-2x3 Vo' 96 A R 1
(11.3-2) |

0T, + 097, + P2 (" R +1 % .2 izé)+£ =0

N dx, R, -x Ja' PY: A A L

25, dm ,  Re (2 2%, % P g -0

2.4 Dxa Ri-x3 MJa' 98 A Ra 3

Ces équations peuvent encore se mettre sous la forme Sulvante, en

négligeant de fagon classique les forces de volume :

3 Ry o0,
'_5—-3[(Rz—x3 .T:--[(R x 3;4 + & \)_?: 392. + /RA?_ q{l__ga)]

L o=~ (R -x) [(R-5,) 9% , Re 2% , zR
a[m-x»vaﬂ--us GRS

09 . R
&5 %%

9 [(R -x) )= — | (R-x

e\
Bb}
(B
sz
Soient q = 31: € et 3 = 9; e; les forces
de surface en *th . D'aprés les conditions aux limites (I.3-k4) en x5=1‘|1‘,
nous avons :
- - + + * .’.h)
- . = - - UT — . OT :T h:—-
(II.3-3) GIS 9; et O = g, avec Gy =03
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En intégrant les équations précédentes entre -|'\ et 3C3 il vient :

— Rz+h R R)_’B% Rz
0-:3 T Rz‘xs.%*i fos J[( x) P 26 j(m‘%]dx'a
(II.3-L) _ [Ry+h -xOUz ., R 3"1’1 2R2 - \dx
% =[R2 sy ﬁ“‘ AT % T
3
9oy = _ 2+|’I - R -x PB R?_ 003 R‘Lu-.,.o"
33 R)_"xé 83 9‘2"3‘3 [ ) ,D \]"‘ 90 ,A"IS 3%

On voit ainsi que la connaissance des fonctions UjH s 0:7_ et Opp
permet d'en déduire dans un premier temps 633 et 0‘7)-3 , & 1'aide des

deux premiéres équations, puis ensuite 0'5'3 par injection dans la derniére.

11.3.3.- Refations contraintes-deégormations

Dans le cadre de 1'8lasticitd linéaire, les relations liant le tenseur

des contraintes & celui des déformations sont selon (I.3-5) :

T = -DE 49 (&, +€ ]
T Ueo) (4 2) [ (&4 33)
E
9, = d (-9)E 4D
L () (@-29) [ 0t (E** * & )]
(I1.3-5)
V. = - O)E
BTG (4 29) [( 30 (&, +£y))
o _ E _ E E
T M7 T iy
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' E
g — 0 —_ —
- .o . E ¢ _E
23 — 312 — gzg - 37
A+ A+

avec E; module d'Young et v

coefficient de Poisson.

11.3.4.- Equations de compatibilite

Les conditions d'existence d'un vecteur déplacement correspondant 3

un tenseur de déformations donné s'écrivent selon (I.3-T) :
= => =
ROGT(“ROTE )= O

En s'aidant de (II.2-6) sachant que :

h

2,24

Ja' I
3

hz,zs = h2,3?_:.— Vao (K-T) @
R.
on obtient :
O _ [)533 _ r'+ x3K)'b(C33 ZK E 'l -B‘L&z
a(Rz_x )? Y Rp-x3” 90  Ry-x; ?xsl
+ 2R [283 (g x)>gzs] Re szs o(&3-2€) +Ra-p }Ez,_)
Vo (Ryox,) L 08 W0x3°  p(R,-x;)LOp 33 Ry Ox3
o - R Y€ _?15331,' 4 Re &y & -z>531
R R-xg) L WOxy  200p 3 Rp-xs WAl(Ry-x;) 26 2x5 9
DE\:, +>E;_3 L L R‘L R+ 3533 ')EZQ] €2, ) R 523 2
(I1.3-6) Bx3 9x;9p ,o(R xg) U—'(R ~x3) 00 ox; (P‘z‘xs) 'D(Kz.'x.%)
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i o [["+9C3K A DE_;,( K(E E +(K x) 4)532 A4 >€34l |
\T‘(RZ-X3) 'J‘J) l) ( 39 \r“ )91)

_L. > €5 . )7‘52' A )Ez‘] _ D&y
R(Rox) L 3605~ 36om; Rp-xg 36 Vx0p

4+

[rb(tczz—-ggg) + ‘E';; chn—gzz)l

O = )LEM L >1£43 + 31833
.BJC;Z 2x3'3p E,A"

0~ YEa V&, R (; £a ‘5&4\, 4 (éaz LN

T x| b \a(Ryxs) \ 2{9313 R,-x3\ p  R(R-x)
+ [ZDE& _ & Re )53‘] (E + Rv. & )
AR-x) b 2xz; oA X (R-x) IO p(k_ x)t

0 — Bgzz Ra [ Ry YE Zbg ]+ 4 2 o€ __3541)

W F(K _x5) LG (R-) 25?- Bl Ro-x ' 0p
+ 2t [2_3527- ~ }E“ _ R )Eu]
(R xs) V:\ (Kl'x3) 26

2 2
___Eg__,(r+_°f§__'_‘_)3€4 N 2 xR, K 242
a (R,-x;) R 26 202 (Ro-x3)?
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Pour un champ de contraintes statiquement admissible, les équations -

de compatibilité s'écrivent, les forces de volume étant négligées, sous la

forme (I.3-8 bis) soit :

AT &?&({«Tdr):
avec Q":QI‘,\:O:"4+O'£2+O'3'3

A l'aide de (II.2-2, 3 et 8) on obtient :

a(R A 39 ,ol 227 44 gz 43

O = AU‘ + RZ f[— }0:2. 2% (v _o +__2_£‘_.0"]+ 4 ’}——9:

oMol e i) R,a B3O w2t
Y
a(Ry-x)f - Ry 28 Ry R, A R
+ A Yo
(I1.3-7) A4 'Bx;—
0 — AO"’ + RZ’.z 20a )(91-:1"“.2.-?.)_ 2Ja 90,73 \’/‘Kxg (0—_ 22)
A g Ry A 96 Ry 98 A(“z--"s)
R, }r K?_ }0‘
4 4 da o 2 )
+‘\5‘i U - Q(I&i+ 'ﬁ;_i)gz "R 2 D 23] 10 Va (R x)[DBD,A A(R -x3)38

2 r—\
O —_ AQ" + RZ _(‘_.Z\rﬁ'l‘. 30—2—3 Z.J.C: bo—l-z. _J;K e QKI.;
290 Ry 0 Rt a(Ryix;) *

>t
o a i 4
—a(dy Ao i ("3‘3-“{1*‘5)] TR MO

“,.
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e — Ag"‘a + Ry [ 2V 9y, +_2_E4 3(07_.1_—"3;)_ Voo K, -
2 a(RZ..x3)2- A 230 Ry 28 A (Ry-23) 3

—EK(O—__O-) C\o— + ?’C&U— 4(&0—-]

22”337 7 T2 23 42 g7 23
P P\ZA Rz

A Re Yoo 4 D0
+ - + )
A4 J;(RZ"XS) 9(9913 R?_——xs‘ 26

11.4.- HYPOTHESES DE LOVE-KIRCHOFF

11.4.1.- Hypothises

. —w — .
Soit 3 (p,@) =mm! = W, (/5,9) € le vecteur déplacement
d'un point m de la surface moyenne (w) et soit M un point de la normale en
B e
M  @éfini donc par mM=og N =%e;.

Les hypothéses de Love-Kirchoff sont :

[ 4

. ! . ! P . . I PR z -
(I) si m  décrit (w) quand m  déerit (w) et si M’ aésigne le déformé

de M , on a m' M/ normal a (w') .
g
\y ] ! . D ol —y
(1I) si e’ ::,__"!‘__[1.__.. (normal donc 3 (o'} en m' ), on a m'M' = ¢ e’
3T mnd e
m

On en tire :

—_— —- —_— ——T«P-, - ‘ ._.l —
A(M)=MM = Mm i+ mm sm'M = (m) +x3 (‘es—.e_;)

———
11.4.7.- Caleul approche de (L (M)

e ——— — —C,)’l
On a : Om’ = Om + wlm) = (6,9)
- — —
' / / [ !
alors €3 = 9, A9, /" 9,79, |l
—-— -, — . -
avec 8; e ;;&; :_.D_i} + %__('f__ ::—(;\:( +D“~1 “T + Ko ?‘%x
e P Jex * <
-
Or nous avons oey = q.. o , d'ol avec (II.2-1) :
€< Apot 4
Py Duq ™ Dup 7 DUz o
= (4+ 54 ) e flt e g3 e
Bl v 550 r 576
= (2uy N, V& A D4y, W U3\
92 (5‘5“‘ A‘“L)e *‘m(”;;;'\ CY I RL) 2
TSI
00 Ry
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. / ] A g
ce qui donne %4 A %?_ = Ny Q«L. avec :

A _J3 Uz J—’Qua 4 3“24. Uy “) ’)“2(?_“}+_J_::u,_

22 e 90 2 RJ 24 \%8 Ry
A - Du §d, 9«4(%«3 52.,) +2us ( Du.. )
LT T8 TR T s \98 R, 2

_ 2u 4 Uz . u B J”‘ch 309_+“4 _ﬂ..
A3“d2(4+u4+r % "% Rz) 9,4(0“})" 2

'BuL ('Qu.. “__(:_ 2)

A4€ +A2_—é—z + A3 €3

_—'
On a donc €3 —
5 5
\, A + AZ +A3
Or : ‘
’D(A,( _"1,, ?._('_‘.‘_‘_ e __q_k O
EN Jo 28 A
fodt = 2_‘:‘}_ 1,,-2‘1’:4-.‘1‘_“_*1'}.3. (@)
D4 Ja 0 2 R
\ ,' 2“3 ¥+ MZ O
=29 Ry

d'aprés (II.2-3) car JCS:O et u.:u.(p,@)-



Par 1'hypothése des petites déformations qui a permis de linéariser

le tenseur & , les six termes sont OCE) avec :

Ay

€= Sop { Max
MesL - 4
On peut donc écrire :
A4 = _.J-z ?_ﬁé_ +OC£2}
2.4
AL e Jo «, v OCEY)
Y3 R,

24

T

-1 -4
d'oll - 2 2 212 i Su A DUy Uy, Y3 ’_O(EZJ 2
[A_"?Az-l-ﬁg]: [4+Z(.J_+\r‘.a& +p Rz) )
A 4 - (9_‘9_+ 4 QU , Ug U3 +0(EZ)}
N R [ Vo 08 A Ry
“.- - . - 2
et donc 33-83 - )u3e __(_';'.‘_ ')—(_,(_3__’_0(7_) +O(E}
24 o 08 2
On en déduit le champ de déplacement :
— — du
U ( M) = (/{4: e, avec (-/(4 = ®,— X3 —;522' O& O(Ez)
(IT.4-1) P <
(/(Z..’ Uy, — X3 (—J%—Sféé‘* :i) pres
(/(3 Skt
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11.4.3.- Tenseun des défonmations

En injectant l'expression simplifiée du champ de déplacement dans les

expressions des Sid (II.3-1), nous obtenons toujours & O(E ) prés :

2
E — (bq.‘ _x .3‘&3

u Vu Dl dus s Uy
o= { 3 - 2Rl ERlE
(IT.4-2)
2 _ DUy Ro. ;\__3“4 _ Y
YN R,~x3 V& 20 A

ce qui correspond 4 un état plan de déformations (paralléle au plan tangent
a (w) en M pour tout M=m +.£C.3 N )

11.4.4.- Tenseun des contraintes

Compte tenu de (II.3-4) et (II.4-2), les hypothéses de Love-Kirchoff

conduisent pour les contraintes aux expressions :

[ AN) 4{4-05]

-
M @4-0) (4 2\))

c 4‘
T (o€ o€
22 T U - [( v ' }
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: G;é = (E; +—E

(4+o)(4 1)
s - _E ¢
Az Ty Tz
Ty = 23 =0

On constate que les hypothéses de Love-Kirchoff reviennent & négliger
les contraintes de cisaillement transverse Q43 ce qui en théorie de la
membrane ne pose pas de probléme mais peut &tre génant en théorie de la
flexion. '

Dans le cas qui nous préoccupe, de par la discontinuité du plan tangent
8 la jonction cOne-cylindre, le rdle de la flexion sera localement important.

Afin d'éviter cette difficulté nous allons voir ce que donne une théorie

assez voisine proposée par Hencky, Mindlin, Reissner ... , qul consiste

d considérer que les normales restent droites au cours de la déformation mais

qu'elles ne sont plus perpendiculaires & la surface moyenne déformée.

IT.5.- HYPOTHESES DE HENCKY, MINDLIN, REISSNER ..

I1.5.1.- Hypotheses

Les relations liant les déplacements ( Lé' . (/{2_ s (/{3 ) d'un point

M= M+ N ae 1a coque aux déplacements ( , , «

., L,us)dem sont

pris de la forme

A= G +x,. B,
(I1.5-1)
(/(5:: (-(3
avec Bo( = Bc( (,A/@) angles de rotation de la normale; mais nous
n'avons plus comme dans 1'hypothése de LOVE-KIRCHOFF :
F —_— '}(A3 e_l' P Iz - '30(3 +__b}_2;-)
4= 2y ’a" o8 Ry
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I1.5.2.- Tenseur des déformations

Dans ces conditions le tenseur des déformations selon (IT.3-1) a
pour composantes :

_ Vu, + 28,

L > o

= Ry (ra2u , ay_ 4 ﬁ_z_ ﬁ}
gzz— R, -, (0199 i )+ YA /A)

¢y = O
(11.5-2) SRR s R—lx j\ﬁ%— )+x PF” ZL Qrg—a%"%)]
253: B, ’*%—3—3- E?
"= i S (Eﬂ

On peut développer les g en X3 en remarquant que :

4
o A /I+x3+...+—(ff§)n+...]::’__[4+x3 fO(p)]
R —xs Rz_ R ,RZ. RZ. 2.

avec 7 o h
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Avec 1'hypothése des coques minces qui consiste & considérer que’ £

. . . - -~ - . ~ Z -
et p sont des infiniments petits du méme ordre, 11 vient a O(E) pres :

Dus |, Ue X3 ). i?_(‘(}_+_(i7:.‘l
L&y, =<Ez+i—a@% *‘E;)+(R?_>[P2+\r 0 Ry

I1 est encore possible de simplifier ces expressions. Intéressons-nous

par exemple & EZL :

/l D('(?_ U4 Uz
£, (x,=0) = R o
\j/‘ 26 - Ry
ce terme est donc de l'ordre de € . Comme _Ei est de l'ordre de p , donc
de £ , 11 vient : z ‘

X2 | (“1 24y + ru;‘___,_) OCEZ)
w00 TR,

ce terme doit donc &tre négligé.

Uz

u

=3y

b=t ) (i Bl -5
£ = O |
26, = (et gt - 6% -5
2€5= Bt
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I1 est possible de faire le méme ralsonngment Dour’EﬁLet 23+ On
obtient donc les expressions simplifiges, & O(& )pres toujours :

£ — 2w + X, Of4

(11.5-3)

oM™
l
o

2€,= (e -5 (B3 e s
Sug
2 éis = P+ YY)

&

43
Ceci impose donc d'aprés les conditions aux limites (11.3-3)

et 523 sont indépendants de %3 et donc 0_'4'3 et O_ZB aussi.

+ __ 7 o __a”
=-3, < 3,79
ce qul est astreignant.

Pour un appareil 3 pression cette imposition est certegrespectée car :

t g — gt - a0 - 0O
LD 4 gz =4,
mais on doit alors avoir : j |

64—3 = 623 =0 v (/b/g/"‘g)v

Les hypothéses de Hencky, Mindlin et Reissner conduisent donc pour une
coque mince sous pression & 1l'absence de cisaillement transverse; on retombe

sur le méme écueil que sous les hypothéses de Love-Kirchoff.
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I11.6.- MODELE DE LOVE-KIRCHOFF

On a vu au paragraphe II.l4 que les hypothéses de Love-Kirchoff couplées
avec la relation 0'53 = O(fz) sont trés restrictives. C'est pour
cela qu'il est assez habituel de garder les relations sur les déformations
déduites de Love-Kirchoff mais de ne pas en tirer les conséquences (déduites
des relations de comportement) sur les contraintes ce qui, pour un lecteur
non averti, semblera contradictoire.

' C'est 84 peu prés en ces termes que Gol'denveizer s'exprime dans son

ouvrage "Theory of elastic thin shells" (au début du chapitre 3).

11.6.1.- Hypothéses

On négligera 1l'influence de qa

et on considére qu'on a toujours les relations (II.L4-1).

, 0;é s CE; sur les déformations

Toutefois on ne considére plus que T3 = Ty = T3g =0
mais on reconnait que ces termes sont négligeables, CDCE%) donc, sans &tre
pour autant nuls.

Cette hypothése est classique en Résistance Des Matériaux pourrl'étude
des poutres ol on considére comme négligeablés les effets sur les déformations
de 1'effort normal et des efforts tranchants bien qu'on tienne compte de ces
efforts pour le calcul des contraintes.

Le moddle de Love-Kirchoff en est donc une extension aux plaques et
coques qu'utilisent de nombreux auteurs comme : Novozhilov, Timoshenko,
Gol'denveizer, Gill

Signalons néanmoins que cette hypothése, appliquée & 1'étude des plaques

fissurées, conduit A une singularité des contraintes inacceptable.

11.6.2.- Relations contraintes-déformations

Les relations de comportement imposent pour que (Ek soit négligeable

,833 - - %‘ (€&, *gzz)
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d'ol en réinjectant dans ces relations :

&
o:i:\ Y <€M+\)EZL)
(11.6-1)

E ,

0-21: % (£ZL+Q%H)
E ¢

9, —

Az Ay L

c'est-d-dire les relations de 1'état plan de contraintes.

11.6.3.- Expressions simplifiées des déformations

Si on reprend les expressions simplifiées des déformations (II.5-3)

obtenues pour une coque mince en prenant bien cette fois :

du du u
=-S5 ¢ R (G R

on obtient & O(fz/ prés :

£°(i5 - goqz, %0 €3 =0

avec les g:ﬁ (»9) :

£° _ 9uy
(11.6-2) 4=
Eo _ —:’_ﬂrbu?_ + “4 — ug
22 = 36 / -
°© _ 4 (242 1 Duy Y
fa= 7 (50 @ 70 “)

et les paramétres de variation de courbure Po(ﬁ (,0/@/

e . 3u3

A4 > 2t

QU u
P 4 9 /A 94 | Uy
Co= 3 5. " & <\r 8 RL)

D4 _ Yug 4 us), 4 /e Uz
4L:®%(ﬁ—£é+ﬂt) 4(5;9% ﬁ393/ RZ.(?A A)
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IT.6.4.- Expressions simplifites des contraintes

Avec les relations précédentes et (II.6-1) nous avons

o 4
Q_O;{S — «B — X3 U;P
avec U:L}( = U;?; (,o,@/ el
3: :J—E\;L (6_4_' +\)EZL)
o _ E— [+} [
% = T4t (Ezz + 54)

o
(I1.6-3) 42 q+0 AL

o= £ (¢ +v¢,)

A0
A E
UZ—Z - 49t ( ()ZL * 9(.)44)

A E
o, = &
- 647,

Avec le modéle de Love-Kirchoff le probléme consiste donc & déterminer
les Q’o:‘(; , les autres contraintes &tant obtenues comme sous-produits 2
l'aide des €quations d'équilibre transformées (II.3-U4) qui peuvent d'ailleurs

€tre simplifiées compte tenu de (II.6-3) et du fait que la coque est mince.
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IT.6.5.- Expressions simplifies des O7y . Equations d'équilibre de
membrane .

Prenons la premiédre equa.tlon du systeéme (II 6-3). Elle s'écrit

_ Ry+h g 4 % LA, T -l
Up =~ fog% L¢ m A" I e N
o
comme 00‘(& = Oo?g X U_; +O(EZ/
nous avons UJO — O(E} = O(}?)
x, ‘; OCE) = O(h)
on en déduit que :
‘ 2
x)2% , 4 2% W-n .. f_ Ba +Oh)
(-2 52 T % 1T
[ 'DO'"D O_,o—v—o
ou A y,) 9) = ?. __..0‘74 j‘ 4z 4 22

A
BA(A’&} i Dv-;" + (}/-v DJ‘L +

avec H4: O(/’\) e,\' :xg%::O(h)

Donc par intégration

- N o, A h)— Be(xt |-%)+0(h3)
x P) iz V22 ldx .= + —1 - ‘
[G“Tf{) et E e s [+ A ’
-h
comme d'autre part :
Re . 4 roch) - Reth _vorm g _ (k)
F\Z-Xs ) 'RZ"XB /

i1 vient : — ‘_3 A(x +h) +~4(x W) +0(|w)
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(I1.6~ka,b)
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nous obtenons les relations :

T (+h) = 31
30:.’: . A Doy N
2.4 Vo 9¢

9 = 4 +
A3 Zﬂ"[(xg *"} 34

L 2 4
+ X3 -h [0

2 22

+

4i Q.oi; T 3::kg: + CD(;:j
A 2h

v (x-h)g; |

JESSRAREN

4 DUj'z_ + 0'::‘1-0_;!2.)1—0(}\3)
Jo. 08 A

En opérant de la méme fagon avec les deux autres &quations, on obtient :

(II.6-5a,b)

(II.6-6a,b)

Dans le cas qui nous intéresse d'une pression intérieure F

o |
20, L L2 T - 32 L o)
ey Jaa 6 A 2h

- (g5 +y,)

T = A G ey

les forces de surface valent :

’-

. V2% . V?fz) + OCR)
Vo 968 2

Re  OCK)
2h

.2
xz _h

2 RL

o, +O(K)

seule

9, =9 =3, °9, =9, =0 gt -

3
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et les systémes précédents donnent -

o ©
}Gj,. A B«lz + T2 - 0O

24 \)" 28 D
Y A 0% , 2 Yo O
(II.6-Ta,b,c) Y + M\j:: 3 P
(]
T2, = EB_?;
h
et A S
g (ZS“'\) ( Za ¢ A 20-:'_2 + Taa Q_Ez)
-3 L 2

1
: . 7‘3 )( -4?_ . =
Y3 = 5, o 00 4
(I1.6-8a,b,c)

L
9, = — Plxsrh) (x5 -h) h) Ufa
Zh LR,

Le systéme (II.6-7) constitue les équations d'équilibre de membrane

exprimées en contraintes.

11.6.6.- Résolution de £'état d'équilibre de membrane

La théorie de la membrane revient d considérer que la coque, telle une

peau de tambour, n'a aucune rigidité en flexion et torsion. On a alors

Q
<¥§P - Cﬁ;ﬁ (fp/éy , constant selon 1'épaisseur.
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ve
Cette théorie nécessite, pourq les résultats soient satisfaisants, que
1l'épaisseur soit trds faible par rapport aux rayons de courbure et qu'il n'y '
ait pas d'incompatibilité d'équilibre ni de déformation.
Pour la coque sous pression intérieure constante P (pression de gaz) -
nous avons & résoudre (II.6-Ta,b,c). : ;
L'injection de (c) dans (b) donne 1l'équation différentielle en T~

A2 ¢

r———

0.4 A 2hval

le second membre est une fonction de 9 seulement car R?_ et \}OL sont

oy 2% 4 2 T o_ PR K =P

directement proportionnels i .4
La solution générale de (b') est donc
o -2
v, = ) +-£ 2
Az % 3

ol 31 est une fonction de O seulement.

o ° . a
L'équation (a) devient en remplagant o, et 9,, par leur expression i
[~] o —Z
(a') 2% y T - __f_%_?:_, - /L—( g, : ) -
04 - 2h b Vao © A

toujours pour les mémes raisons le second membre peut se mettre sous la forme

v P

avec

/

_ _ 3.)
?, -%W’—- =

a

£ ':‘}P(O/ HPJ PRLL4 +2. (K 24K’ KI“)}

i 2 T Z_\nA LN

La solution générale de (a') est donc

o - -2 »
G-;—'i - gz' A Aﬁ/‘"A fﬁz;'z’

- / - Z 2 / .
=q.4 + 31 %‘i\l . i(K +w_v<.t*)}
z Va A

avec g :3_(9) une fonction de 0 seulement.
2
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Les fonctions d'intégration 3 et 32 conduisent, si elles sont

4 ,
différentes de la fonction nulle, & une singularité de contraintes de 0;3 et
0;; en ) =0 ce qui n'est pas acceptable dans le cas d'une pression; on

a donc g :3 — O d'ol le champ de contrainte de membrane :
4 d

G"'o - PR?_
Zh

(I1.6-9)
° _ PRK

LS AN
6hal

I

° PR W L Kk-Kr
el IR d

.7.- ETUDE EN FLEXION | ,
11.7.- ETUD a0\
LiLe

IT1.7.1.- Eléments de réduction

On introduit les &léments de réduction :

+h
- efforts répartis par unité de longueur : Z — ‘( U‘:J d:xs
‘ _,(_J
(II.7-1) - -h
' "t
- moments répartis par unité de longueur : M — 0-. x dx
: 44 A 2 3

La symétrie du tenseur des contraintes assure celle des Z:.. et M4~<}

comme OZ‘F - OCE) - OC"I)
0'23 = OCEZ) = O(hz)

nous avons E- ~ Ochl/ Z—C-S . O(hg)

oV

Mup = OCK M., = O
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11.7.2.- Equations d'dquilibre en elments de ndduction

Si on développe les équations d'équilibre (II.3-2) en‘txs et qu'on
les intégre ensuite en Xy de ~h ot +h sachant que :
+

Q—;(B — 0_33 =0

5 = _P
S = OCh)

puis qu'on intégre les deux premiéres, aprés multiplication par X3 en

sachant que :

x Va3 (x, T o
3 —= = . o —_— )

on obtient alors le systéme suivant :

D2 m LA VZu + 244‘227_ _ 243 _ 0('13) |

Py Va 20 A Ry

DZ a1 " A D__ZZL r 2 _2_4_7: A _Z_Z-}_ = OU’]%/ ,
22 Voo 08 2 R2

2.8 , A 0Z,, , Zay o, 222 — Py 0(h3)
D4 Va - 26 ) Ra

oM, g M MM, O(h')
~ \[22 0 2 23

i

My 4 3Mi g M 3 OGN
22 Va 4 =

>3 "/
Les trois premiéres équations peuvent €tre simplifiées car 3 77 O(h

par contre, on ne sait rien sur leurs dérivées.
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.On obtient alors le systéme simplifié :

'}Z,H +_i—_ )Z!L + Z_,_,-Zzz o

2.4 Voo ¢ A
V2. L+ A VZn s L2Z2 _O
4§ B A '
A D(AZ43) 4 >2-23 + __2:7_-3__ - P
I VI Ry

(II.7-2a,b,c,d,e)

oM, +_:1__,3M4L + Myy-My 2 =0
Q4 Joo 98 A 3

)M*L —:L'}MZ'L +_Z M—lz __Z -0

+

> T 06 A 2

La solution de ce systéme d'équations différentielles est la somme
de la solution générale de 1'équation homogéne et d'une solution particulidre

de 1l'équation avec second membre.

.Comme solution particuliére il est possible de prendre 1'état de

contraintes selon la thvéorie de la membrane soit :
M -

e M-A‘L = Z\% Z3 o
)ZH ¢ A )Z?. + 4—1~Z -0 ‘ | |

(II.f{-3) 94 E 28 <
)Z‘A'L + /f >ZZL + Z Z—{?_ — O [

32 UL 08 A |

Zzz — O |
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dont la solution est :

PR,

1l

(IT.7-4)
Z« PR,_\K A

Y
Z — .F_E‘_?-_[J\ +_é7:(Kz+ K’-‘<P)]
“44 2 3a

ce qui correspond 4 l'intégration de —-"‘\ a +h en 23 des résultats
(11.6~9). |

I1 reste 4 résoudre le probléme homogéne pour lequel la coque n'est’
chargée que par des forces et moments de liaison sur ses bords.

On pose P:o dans le systéme (II.7-2) qui s'@crit alors :

A ?_@ZJ + A 22Za _ Zn =0
I Val 20 -
A

?_(AZZ)+ _L)ZL =0
2 T U 26

/A?_

(II.7-5a,b,c,d,e,)

A2 0LS), A
79A(A43)+J;‘75_+T=

C'est un systdme hyperstatique d'ordre 3 (5 équations, 8 inconnues). Il est
possible de se ramener i un systéme fermé en exprimant les éléments de
réduction E"‘P et MO(P en fonction du champ de déplacement, soit 3

inconnues, et en conservant en plus 2:43 et 2;3
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IT.7.3.- Expressions des 7«3 et an en gonction de U,y , Uy ,Ug |

Avec le modéle de Love-Kirchoff nous avons selon (II.6-3) :

(’—;5 = q:zp ~"3°:<p

D'aprés la définition (II.T-1) des éléments de réduction il vient :

de 2h Txa

(IT.7-6)
3 4
M,(F ‘.:...._?;_“1 QO—(F

a4

Z, = BLE &) =B 2 4o
A

22 —

. o oy Duy
2z, —B(Ezz+%€4)-5[%>A+(m

= (4_‘\'))8 ° — .\))B du
(I1.7-7) AL g'z = & ( 'a.:

Lu duy D ___f)_“_+‘_‘fl'}'
m=-www—:»ag;wu):wat.e@«»s )

My, = —j)_ (()z,_’fﬂf’ 3’{"‘) us 4 :‘—3_“‘3 + :L?;(:LE‘.‘}. +%’;)}

N : D /1 ’)(,(3 + Ug
MAL = - (49)DE, = (4’0)) (\f‘ FY) Rz)
avec : B = f(ih) : raideur d'allongement

: raideur en flexion-torsion.

D2 El-.s__ E(Zh)
3 AV A2 (4
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I1.7.4.- Trans formation du systeme homogéne

Le systéme (II.7-5) doit &tre transformé car seuls les :%;P et quﬁ
s'expriment en fonction des déplacements.
Pour ceci on isole :Z;g et 233 dans les équations (d) et (e) et

on injecte les expressions obtenues dans (c). On obtient ainsi :

(II.7-8 29 1 Va0

a,b,c)
> 2 )L(.AM4L) -i)mzz__t)Mn +i-27_:0
-3’%1('%4%5-;,5 326 A 24 Va 26 R,
et
— A D P1 ‘j’.\bpq4z, _ P1zL
Z&“jéz(‘«)‘fﬂ——fw >
(11.7-9
4 My
a,b) _ A2 (L*M P SR 2 3
b Zp =50 5

Les relations (II.7-7) permettent de remplacer (II.7-8) par un systéme

de 3 équations aux trois inconnues ( & 7

W B
. _ : Z,

toujours avec (II.7-T) fournira les :Z;P et P1dp . :Z;B et 23 seront alors
obtenus comme sous-produits par (II.7-9).

, » U3 ) dont la résolution couplée
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Aprds substitution des équations (II.7-7) dans celles de (II 7 8) o
obtient les &quations suivantes :

2 Z ‘ ‘
f 9 uy 4 A-° duy + A )“4 _ (4_/«))[43014 Y
2% 2a 302 A DA 2o )0 AT
e Ve 003 Dy 9 Dus w3 20
2Va 09 2las 6 Ry 24 24

P Dup . VA 4 dus K w, =0
Y~ 2 2 R,ja 28 RV
2.0 33(,(2_ N K (v-2) Y™ _ 3 )las ___l:_ 32“5
o R 28002 Vo' Ry 202 JAR,s 200 R % H6%
3K Due A G, Mk 10,
MERTIN e 20
(11.7-10 [ o Rpp 0.8 Ja R, A a
a,b,c) 2 L
I I OIS A L W
= = E .
)u 2 )qug L2 ?iu, zl“ )u; 3 )U3l‘E)u§
YIS T TR et A = 0 apyet ot o
3143 Zr )O(_?, -~ ( 4 3l )) us
+ z
At QAL ap apaﬁ o N a 20
L Y r( rlom 4 ) 2us
+ — _— —_— T —3 29
S5 Op o « 2
_3 (9%, 4 2w f_‘i) = O
FE\ % w2 2 &

‘o< - . ~ - .
La complexité de ce systéme nous amene & nous limiter dans un premier
temps 4 1'étude du cdne de révolution .
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CHAPITRE III

ETUDE DU CONE DE REVOLUTION

ITI.7.- ASPECTS GEOMETRIQUES

111.1.1.- Paramétrage de f£a coque

*X-& ,

Le cas particulier du cOne de révolution est obtenu quand A:O

on appelle alors ©{ le demi-angle au sommet défini par

o = Prc by (g)

Dans ces conditions :

(111.1-1) Om= 1(5,6) = p{m X - eOR,) + conc Xa}

x ity

4

.
b
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"I11.1.2.- Base covariante de _[;(oo) . Tenseur métrnique

D'aprés (II.1-2) les coordonnées dans le repére cartésien des

vecteurs de la base naturelle sont :

2omol yon8 3. dnex conO — ot oimB

(IIi 1-2) a —- re
P a . .
A |-ains cof %2 | 4. 2imet imd 3| codu b

(o] O dm K

Le déterminant a. du tenseur métrique est tel que :

(III.1-3) \)a = d.im«x

111.1.3.- Symboles de Chuistoffel

Selon (II.1-5) les symboles de Christoffel non nuls sont :

r‘,?. B rl _

A ¥

>la

(II11.1-4)

4
rzz = _.,A.J(}V\ao(

Le terme noté l\"~ dans 1'étude générale est donc nul ici.

La courbure non nulle valant naturellement :

(II1.1-5) 4 - A
—_— =
R, ,A.hgo(
le terme K= 4 é___RL de 1'étude généraleest donc nul également.
Rz P

I17.2.- OPERATEURS DIFFERENTIELS DANS LE REPERE PHYSIQUE

111.2.1.- Repénre orthonomnmé. Symboles de Chrnistofgel

Le coefficient de Lamé \’l?_ vaut :

(III1.2-1) hl — . 3mo - X5 . CoIK
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ses dérivées premiéres sont :
- - = _
h, . = aina h =0 h,,
24 2,2 ’ .
‘\Z représente physiquement la distance du point M ge la coque & l'axe
de celle-ci; aussi on notera plus simplement JL cette distance (JL::hz).

Les coordonnées dans le repére cartésien des vecteurs de la base
physique sont :

Ao . om0 b _ codot . im0
.é: - 2imet . cosl EZ 2im8 E; covel . 08
cooet © dimat
Les symboles de Christoffel non nuls du repére physique sont :
(II1.2-2) T = - 42 = ot

2 — Codok

‘iszz_ - c’zaz

111.2.2.- Gradient d'une fonction réelle | )

On obtient :

(II1.2-3) %\rad£ — sj)_ E: + .)_::
A

Y

2.
28 "0x,

111.2.3.- Gradient d'un vecteur

On obtient : | .T>Cx
oU- / g
(VM )i4 = 5 ; (VM)B = S
lVN)«lz_ == )i- ( %%1 - Atmol, uz)
(IIT.2-4) (VN)ZL ._]1.1_ (%%?; + Amd 0(4 Cogol Ua)
». U |
(VM)sz = ‘:'{ ( )3‘93 + cooel uz.) |
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I111.2.4.- Divergence d'un vecteur

I1 vient :

. 1 36(4 “oUs + MU, +,oomLu ccdo(d3
c[mr(l - '),A+?x3 (98 )

111.2.5.- Rotationnel d'un vecteun

N6 Doxg
d[ 2% 2%\
513 'B,A z

IT1.2.6.- Laplacien d'une fonction néelle

On obtient :

3 Y g )
(I1I.2-5) £ : ﬁ AT rama ;Q _ codot _ﬁ )
,A

}x n n. )0‘ p g’

IT1.2.7.- Divengence d'un fenseun symétrnique du second ordre

D'aprés (II.2-5) on a :

P)
div — BU‘:‘ + s s %, +4m¢(cr' v’) Ceaa?‘ﬂ
DY) REN n 26
div = ,.2_.%"3; ;30_2_%__ P Nz + 2ama o _ chds(’{?’
(II1.2-6) 2 D ')xs s 268 42,
div, = 2% 298 4 |m wine 1 ot (55 33)1
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C111.2.8.- Gradient d'un tenseur symétrique du second ondre

Les composantes du gradient 4'un tenseur symétrique ? du second

ordre sont d'aprés (II.2-6).:

(I11.2-7)

_ 2% o=bia="%
Ceja= Gou = oy p = G T

20, '
My = .)_1.- ( )6 200\4&%)
E = € - A4 R 4?. + dmal — Cogot T_l
422 N Y (%-7
E., = = 4 29,

32

= %)
Crpy = ';{ < '3;(';1 + 2 pomat 9 _chocﬁ’)
é_' — & = __,,- '30"3 +Amol'°—' +C°$d( 2~ 33)X
232 322 By [ B@ 43
biag = A (2B 4 Lewx g

171.2.9.- Rotationnel d'un tenseuwr du second onrdre

Selon (II.2-7) les composantes de M = ROT ( _P) ~ sont :
M = 4 /2R P s P __)FH
w = (5 ““‘”) 2
MA?_ — [DF?’Z- + M P4 kcmoc(? l }FZ?_
26
(1II.2-8) M — ’{ [)Pss b codod <{;_3*P3?_) 4}%
3
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| My = 2% _2’}_1
oxy o)

M, = 2P 2%

L ?13 '3;5

Mp = 2P ;5?33
rbx_g .bp

- S5 " wL e won
M33 — 2P A 2P Lo P?_B + Coool E'L]
.4 n = %0

111.2.10.- Laplacien d'un tenseur syméirique d'orndre ?

D'aprés (II.2-8) les composantes du laplacien d'un tenseur symétrique

du second ordre sont :

:Aq:;‘ +,i?__ _tl,oanx};;l |—2mmo¢(v-‘ oy

+ 2 admocoak T _l
n

[lu,m’bn_ 4(0{)0(}23 a—?_mmo((o“_ 27)
28 28

-Zcood(o’ CY') 4”””‘““’”“0::3}

:AO{zi—

'2.?'

(I11.2-9)

— 4 30—1‘3 - g 7‘,( g .G, ]
A35”“A°;3 +_1.L.i_[LfcoooL _%_é- + 2 oumxa:dol45 + 2 (27_ 33)

— A pnd AG“ %—..LL L romst ?éf’;j_;"'_z}_) Zuﬂ&} B
24 A2 )Ll 30 o6
- (443000 o()O" *30".?‘*“:’“ 23 l
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A ::AH - No- +_,—[ me&-}q?s v 2 con 2T l_.q‘;
13 ‘ A3 Jl 0 N
+ A0nod CoI ol (UES__Z.OEI +-qa ) ‘]

A:A -_-_—_AQ—' ‘i"—i—[ZMo(?_?__‘-‘; +2cadd}(qzz~633)
23 3L 23 2 oY) | "“"‘.b‘"‘B“""

_(4+3m’;<)ozr; + 3inat coost Ty ]

111.3.~ EQUATIONS DE BASE REGISSANT LA COQUE EN ELASTOSTATIQUE

111.3.1.- Tenseur €infarnisé des déformations

Les relations (II.3-1) s'écrivent ici :

(II1.3-1)

U
E«H = ,3/;
w = (D ?-+mmxu cw«u)
€4 = 9“3

2=,

U, oy 22U ma U
Z‘EAL:ZEZ%' > +JL ()g"'—w"d‘l)
2E _pg o M R4

A3 34 ’D,A + 7533.
2. EZZ =2 (_ng = PDUZ- A (-——33— +‘°"°‘UZ)
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I11.3.2.- Equations d'equilibre. Trans formation des equations
d'équilibre

Le systéme (II.3-2) devient :

’?074 . BQZE + A [_30:1 +4‘;“,((0"__r)‘_codo(94’gax+:£ :O
(II1.3-2)| Doy, N 2% _ﬂ_[ 9%, 9 sina U'-cholq;.sx +£ =0
24 CEN % o6 * :

=~ '}0._4'3 + CAF:! + A in'_g_%_ + dimel T +C°°°L(o—"°')l+£ =0
S = S 5y 50 43 1 B

“Lorsqu'on néglige les forces de volume les contraintes Qzé peuvent
&tre obtenues comme sous-produits des O;P par le systéme (II.3-4) qui

s'écrit ici :

- [ *otr o
o) (o e
(arra-n| 2 Z—CLL_ - i’-J [.)L 41 +> 3 +2M"°m/1dx3
- 097, 4o +coostd . |dx
T =-(£)s, - j[’l‘ S e

avec
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I11.3.3.- Relations contraintes-déformations

Les relations générales (II.3-5) restent bien entendu inchangées.

111.3.4.- Equations de compatibilite

Le systéme (II.3-6) devient :

' 2 ' ‘i’ o {‘
A (D g 2) . 28 (]
2t 26?2 26 2xt e
+4 [..Z }féz-_é + Aol ( 26n - (%2 E”“)) + (20t - coet ) ?-_-—E"Z]:: O
n 20, 24 0x; . dx;

2
—31524 + R 623

Yy 2 , lfzs.l_
_Ez[w‘* —56-31 oot EM Mm&(w*glf 20 ) ‘Bxsz "Ax;0p

(II1.3-4)

+i >2£43 >a£33 +cm?_§§l ,anao(?,___.gzz‘_..,d(;ho(.g__gﬂ‘ ] :O
AL gox, T 26 0% o4 9x3

A [ A, 2€n 2  conet &, X 2én

L % T e 26 3 oms
o | ngs?. v 3 EZ‘. + coot ?(Eui%}.) + Ao D(EM”E”—.)J:O
2L 30 902x 0 23
32644 2 _32513_ 52533 . O
FBJCSZ FD'J'{.g'D/A CB/AL
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(4
__"_',i [-,A(;no( ((coaat é?_ + poma E?’Z,. )634)— o:m)gul ) .3 Ex

o0 ’bx'b,b "
2
+_—-[ 37.643 3 P g’H + codol Bg,_ I 30nol Z_'_}E“L }E37_>l,.
Wop  0ox P 2,

| 2
A L > € 2 doma [4=) } + P———-———EZ?'
6% 26

Le systéme (II.3-7) des dquations de compatibilité en contraintes

s'écrit pour le cbne de révolution :

(I1I1.3-5)

X
A s Z»(MoL [ A B“"— + ook (v’ O”){»cwdc’l ",..?_3.‘ -0
A4V 3/5?'

AUZ—'Z +,§{ omd(léé‘l \-A(mo((U’ 0—_1) Lcmd.d" cmo((l?_q:+cod=({o’ 53))]

y A (Ao -

Xy L
1+© ?A 'Bx3

c 907, Co
Ag; 20:’*{_2_ Oz {-J(/No(oi; H.ooo(( 33)J,, gxs = O
RIC
b@
LA (Yo o _?E;)n_.o
40T 72530 T

AO" -i-;i— b‘”“*(
AL

S g ) e 8 (12T
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' AOZS +--[Cocol(z LZL___S_{) 3»umt0“)+2.wm(

=5 — (43¢0 u.)O" }

28

2
+_/‘ __’_i«()o—. +C‘w°(‘2_.0:“ :O
P 'bxsrb& 90
AO" + A .2 s6na 2% + 2 oot 0502 +A(MaLCoch( .20 4o )_ O
“43 )L?_ D& )& 22 44 43
4
o o
L4 ¥ 0o
440 ngbp
avec toujours
VU= 9Lt 9, vy, -
LI!.L
111.4.- MODELE DE LOVE-KIRCHOFF
D'aprds 1'&tude du paragraphe II.6 :
I11.4.1.- Hypotheses
Soit (- = (/(4' QL le vecteur déplacement du point M m+§N
et W= UEL e-; celui de m ., Alors & O(&) prés

2p

(rrr.b-0 | U L X3 ( 1 '-3—5—3—*“1)
b.Yga © codal 08

c(g = u3v

111.4.2.- Relations contraintes-dégformations

lq 0(62) prés nous avons :

S &2 )
44 - ﬂl TEPERRY
(1I1.4-2) | o, = _:‘_%z_( €,y +0 64)
E
Uy = ey I

2 .
les contraintes ?—L:B 8tant négligeables (:on )) mals non nulles.
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111.4.3.- Expressions simplifiGes des déformations 845

Dans le cas d'une coque mince, c'est-a-dire y - l’:/ot'?oc de

l'ordre de 8 , les déformations Ed} se mettent sous la forme, toujours

a O(fl) prés :
(III.4-3) E“P = Ed; ~ X, ﬁqa

les Ea(OP (/5,9) étant définis par :

£° B ’3“4
44 )
o
(rmr.b-b)) € = A A Du, g & -*"‘3)
Ai‘goL codot A6
Qu.
° — Du 1 AN 294 o a
) = Gl 53 o Swd 36 7Y )]
et les de (A)Q) par
e _ )Z(A3
H ?AL .
L das L A (vf‘wpul P 2%
(i1.4-5) | Coe = 4" Ga  oFWhk \ws 9 ok X

0 A fu . A ?_‘ﬁ;'-:l
(3*12‘- 5} ‘»l'g,.,g( L Codot 30)

IT1.4.4.- Exphessions simplifies des Op

Les relations (II.6-3) restent inchangées, soit :

(] A
(III.4-6) Taqp = Txp —x3 Ixp
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(-]
les 0:(}(’,9) étant définis par :

[+
T4 = oy ( 4 +“)EZL)
(rrz.b-1)| 030 = _E (6. 4+ )
- o
o . _E
4T O
et les o-:q; (p,@) par
1 E
(1II.L-8)
4  E
T = Y (ezz *Qe«)
A E
O:‘?_ - 44+ ()*l?.

111.4.5- Exphessions simplifiées des 93

. Equations d'équilibre

de membrane

Les équations d'équilibre de membrane s'écrivent :

(ITI.4-9)

—p

avec 3+ et

Les

(III.4-10)

) ° ° + ,aq"
DXV . A 203, Y4 - T2z _ It
22 A.dmd 28 A 2h
) ° ° + -
2%y , A 2%, 2. T ___;3_7::3}.-
4 Py A 2h
i 4. F oL
Y2z = (33+33)
_g_ les forces de surface en i"\ .
U7 sont obtenus & partir des :; par :
4 4
x -.\'1 ') . /l 3 4 -%22
T = [_(x+h)3 + (2 h)g 3 L T Ty 9& = ]
2,2 4 D;’
,4 [ b h x3-h r 2o, 4P ) 2
= x + )g f(* )jz} 7 -—"—"(BIA APW‘* Dﬁ P ]
zZ W
Tl

% =gl g g

2,0 "3&.
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IT1.5.- -RESOLUTION DE L'ETAT D'EQUILIBRE DE MEMBRANE

On se place dans le cas d'une pression intérieure f>

comme constante (pression de gaz).

considérée

111.5.1.- Contraintes de membrane

Le systéme (II.6-9) nous fournit immédiatement les contraintes

classiques de la littérature technique :

<T?;; = F‘°}3?4
(III.5-1) 2h
v = E;i!gff
44 4h
; o ° = O (probléme de révolution)
N 42

111.5.2.- Champ de dépfacement

Le probléme &tant de révolution nous savons que :

W= a (m u=0 s =t O

D'autre part d'aprds (III.4-4) nous avons :

£° = dua = TEm-2%n . ) Po

A dp 4KHE
d'od
?,oz}'goL
I1.5- w = (4-29)
(I11.5-2) A 8\15
dont l'injection dans :
2 wa L T T (g ) Palg
- T2 2Fga E hhE
donne :
S o
(II1.5-3) Uy = -— 2
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ETUDE EN FLEXION

I111.6.1.- Equations d'équilibre

On se place dans le cas d'une pression intérieure seule et on suppose
conditions de liaison & la grande et 4 la petite base du tronc de cfne

révolution. Le probléme est donc axisymétrique et de plus tout plan

méridien est plan de symétrie; dans ces conditions le plan O =constante

est principal . Nous avons donc : ‘
_- _ . — O
T, = % =0 % = % ()

et alors les éléments de réduction vérifient :

Zi= 250 Mej = My )

> =2, =M =0

A2 23 A2

Les cinq équations (I1.7-2) se réduisent alors aux trois, non triviales,
suivantes :
dz,i_‘ + ZJ_“ ...zzl - o
dp P
(III.6-1) i(pZB) v+ Zu — Py
dp tgeL
d M—H + M-H— le _ Z e
————— B el 43 =
d s A
111.6.2.- Solution panticuligre
La solution particuliére correspond & 1'état d'équilibre de membrane;e]le
s'écerit :
EE;Z == 2_2i44 - P’bt3°‘
(III.6-2)

M — MZ'L:ZAB':'O

44
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111.6.3.- Probleme homogéne

Le probléme homogéne nécessite la résolution de

(a) JE—A«! + 2.44‘222. — @)
dp A
dp gt

(c) dMuw o Mu-M2 57 _o
dp A -3

Si nous éliminons Zzz de (a) et (b) nous obtenons

d SY_ Za _ 4 Az, 4 d (T

5 (%) ‘“T““,d“i;:(” m’*§4)~“g: 55
&aui S > Cst

On en deduit que : 44 e -"90( -3 + ;e

Csre

Or le terme correspond 4 la solution de membrane pour une

charge concentrée agissant au sommet du cdne. Nous considérons donc ce terme
comme une solution particuliére et nous posons donc Cste =0 .

Nous sommes donc ramené a la résolution de

D
qey| Tp = - e 402724
III.6-3 22 got T
C{M-H + ”44 -__Pl'ff-_ 7 -0
d} A -3

2

111.6.4.- Expressions des eléments de ndduction en gonction des
déplacements

Les relations (II.7-7) deviennent pour le probléme axisymétrique du

cbne de révolution :

T o= B dm o e

S APPE e

” h' K
(III.6-4) Z = B [_ 9 f’,',.‘.f_i‘. + d :«.f,‘f“. X
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P1 = D c;zllg s CJ‘*S
A4 dA?_ + Z" O‘P ]
_ dus . A 9’:::}
Mv_ = -D [Q A dp 1.

avec toujours

- Zf;h : raideur d'allongement
A" ‘
3
D = 2€h : raldeur en flexion-torsion
3(4-vY

111.7.- RESOLUTION DU PROBLEME HOMOGENE

I11.7.1.- Changement de variables

Timoschenko propose dans son ouvrage "Plaques et Coques" d'effectuer

le changement de variables suivant :

\/, = f&ié : angle de rotation de la normale
dp :
(I11.7-1) B
U = shqu
= A :3042%23
Les relations (III.6-3) permettent alors d'écrire :
- _ UV b b > = dU
(a) 25244 pran ;2; e ( ) : 2 ¢dﬁ
ce qui conduit avec (III.L4-L) 3 :
EO —_ d Ky O:: v (r{l . 2‘..-“ —‘“)Zl—l . 4 (‘9 + ég-)
(e) S P e 2€h  2€6h N A dp
£ by -~y 03, 09, 25, A2y v _dv
(d) 22. = proed e T ,,A,'.-v..,_ oy ( p d)
2 gt £ 2Eh Zéfh

De (d) il vient :

Uy — ‘Z}pi.b&d - ;ffgfi (,ZZ: ,_"0:;£')



72

soit encore par dérivation .

= 32 dp 2€Eh dp U M2 &
équation qu'on peut encore écrire avec (c) : ' -
|
_ () Fgt (Z .2) . afgt d (7 7))
2 Eh “44 2Eh d 22 -4

A 1'aide de (a) et (b) on obtient alors l'equatlon liant L) et \/

dv , dU UV

J

s d,A A

(r11.7-2) 2ERY

I1 est possible d'en obtenir une seconde en exprimant f4 et P1
en fonction de \/ puis en réinjectant les expressions obtenues dans

la troisiéme &quation d'équilibre :

En effet selon (III.6-L4)

=22 (4 oY)

Mzz e (Qj;/ ! /\)/)

(III.7-3)

On obtient alors en injectant ces expressions dans la 3e équation

de (III.6-3) aprds multiplication par p*’d

(III.7-4) ——]) { D ?! + j:\( — \j.} ‘ch‘ —_- u
A b ‘
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I11.7.2.~ Obtention de deux Equations & vaniables sZpardes

En définissant 1'opérateur :

L(...) = d(.) , dl.) e
(C..-) {P Y + T = }kﬁp(

(III.7-2 et 4) s'écrivent :

L (V) = 2ERV

L (V) - _ UV

— imn

D

d'ou les équations & variables séparées :

LLL(U)] = LERLLY) . _ZER U

(1II1.7-5) , D
LLOLW) o Z 4 L) = _26hV

D D

ITI.7.3.- Resolution de £'équation dif4erentielle en U

En posant :
4 B 2Ch B 3(1;9? '1v41(4:§)
f& o ~ i ( hl;

1'équation différentielle en k) (III.7-5a) du be ordre s'édcrit :

(I11.7-6) L[ LC U)] v y U -0
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ce qui impose :

LI Lo +2p2V) - [ L) itV =0

L[ L(u-xp)y H:/t[L(u),z}&U} -0
avec ,('2 — 4

Les parties réelles et imaginaires des équations, sur

le corps des complexes, du second ordre :

(a) L(U) 1L“‘:/"‘zu‘::o

(b) | L(U/—&'}} =0

sont donc aussi solutions de (III.7-6).

Supposons que :

(c) U = YA-%-_L'KFL et (}(2.;\?3 !—ikpq

A

sont deux solutions indépendantes de (a), alors obligatoirement

(d) L(g =z \€4 ,,CKEL el C(Q - “93 _‘L\(L

sont deux solutions indépendantes de (b).

L‘A R Ltz. . 0&3 R L(q représentent donc le systéme complet

de solutions indépendantes de (III.T7-6).
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" La solution générale de (III.7-6) est donc de la forme
/ ~1 I 3
- C C
L*‘ peasd 41.\€4 t C:Z..*z } (:sffg t q-%z

/
ol les C.Z sont des constantes arbitraires. Le probléme se réduit donc
d la détermination des quatre fonctions \P4 . ‘\()7. . *3 et %

Considérons pour cela (a) et remplagons L(U) par son expression :

dV dV YV )tgau + LU =0
(pes v g8 -2 )lge v £p
80it comme () o /b kg,cx 2—_43 en divisant par \’gzoﬁ

f BRI
S

pALZ) w D 0T) T, ELT) =0

4
En posant >\Q o ZE - 3(‘4 ) on obtient

N

encore

(III.7-7) ,0 0‘1 ,o ) d. (p7;3) + < >\ /)
dp

En effectuant le changement de variable = 2 >\J ,b s
1'équation se transforme alors aprés 51mp11f1catlon par 4,) en une équation

de Bessel d'indice 2 :

d°(p2,,) + A :dl (rZ,) + (1-2.).007,) -0
0'97' Y, y Vi ,

dont les soclutions sont :

(I11.7-8)

3;_@) : fonction de Bessel de premiére espéce d'indice 2.

X (y) : fonction de Bessel de secondeespéce d'indice 2, encore

appelée fonction de Neumann d'indice 2.

Soit la variable réelle sans dimension :
A4

(IT11.7-9) \f - 2>\ \TI[)1 - ) 'Lzu O)J 14

2

‘ i 7} J‘(
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Alors | 7 = \g \)—Z‘ e-\'.

J0) = 1% Y,

soit encore

e Re [T 0)] = Rel Y 00)
g~ In [ 50)) t-3m [ 30)]

(I1I.7-10)

k()l . k()L , \()3 , \Q étant les quatre solutions cherchées.

LILLE

111.7.4.- Développement en série entilre des gonctions \PI

Les développements en série entiére des fonctions JZ et YL étant :

o 2n

3G = (Z)Z. > (g_)

z n=0 V]‘.(YH-Z)!. 2
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et
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n
Ve o [ 24 /-n(n)lzx O5¥72457F... . constant
Nn—e 00 r:" P ‘ g ' ' vente
d'Euler
P_ ? |>+Z‘
K(r) = 2 > A . 1 =2 A 2 4
111 q p+ Pr& q= =4 7 q:ﬂ q

R
K(O) -_ Z' _1” = .é—
=1 9 2.

il vient en posant } = \SJ et en séparant la partie réelle de

la partie imaginaire dans T et yz

(III.7-11)

uﬂ(f) _ (_)4"){2 (“.«)f .(-E-)Qf

2 7 @l Qe

o0

£ = (5o, < (:i)""

p=© (ZP).I (Zf ¥2)! ]

Y9 = %{z\g (r+ln%) -1 \ ) S AKapet (f)'} - ___

= 2pril pr3)? |\

s f
0= et (5 P e O

I111.7-5.- Fonctions de Lond Kelvin - Relations divernses

Si 4 la place du changement de variable )= \?\14. dans (III.7-7)

on effectue le changement 9:?\)—,& on obtient :

(rrr-e) A (rZ,) + ___—.(AZ) (1+4).(pZ,) =
? p pl 13

dy?
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dont les solutions sont :

I?. (r\}u) : fonction de Bessel modifiée de premiére espece d'indice 2.

Kz (?\T:?) : fonction de Bessel modifiée de seconde espéce d'indice 2.

Remarque :
~n
De par la relation Ih(%) = < . j;\(,ié) nous avons

la relation de dépendance :

T (82) = _3;(\?61‘)

A

Lic. s
" On en conclut que la solution générale de 1l'édquation (III.T-T)

peut &tre obtenue en combinant linéairement deux quelconques des solutions

T (32) L % (FT) LT, (30%) . K, CER)
qui viennent d'étre mises en évidence, pourvu qu'elles soient indépendantes,
par exemple T'L (\S\J?) et Kz(?\ﬁ:\)

Lord Kelvin a introduit les fonctions réelles ber‘;\ , be.ih R kern

et kein définies par :

3
-J;\ (x 4:/1) -z Lwerh (x) + /(:.I’Jeih (x)
K, (xf/‘) = ker )+ < ke, (x)

Or :

By - . ‘
:‘; (.xx. )- J;(;t. X\E:‘) ,:KC(«L)L) +4'_k'02(ix) o s \6 (>9) _.J:.\Pz(x)

d'aprés (III.T-11)

d'od

(I11.7-13) LP“ ot bev—z et kfz T a \DQ(:Z_

I1 est possible d'exprimer \)Q\i, bed. ke kci.?_ et leurs

L’ 2
dérivées 3 partir des fonctions les plus utilisées de Kelvin bcro . be-io ,

kevo ) keco que l'on écrit souvent sans 1l'indice O .
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En effet d'aprés les relations de récurrence sur les fonctions de

Bessel : ' /
- 2 _ yA
T =Tt r 2T = oo - 2T
: 3/2. ,
En effectuant le changement de wvariable %_ = x A , 11
vient : ‘ '
J ¢ ) = ( ber(x) + & bei,a)) + ,,C.(_ be-< (x) _Z Ler'(x))
2% — ¢ o b
D'ou les relations : |
A
bev (x) = _berx) + Z bel &)
z P
(III.7-1k) /
\DQ&Z (x) = - bes (x) ~ _,Z__  ber (x)
L -
De fagon analogue nous avons :
/
: 2
WZ (x) - Ko (x) .. = Ko (x)
et donc avec cette fois-ci 3 = .x\r;'j on obtient :
!
ker (x) = __ kev(x) . ﬂ_@__ lced (x)
z 3
(II1.7-15)
kei (x) = - ked(x) + L Wer @)
z - - x X

Si on dérive la relation déjd utilisée :]2_ == --:’: + 3-.:’;

x
il vient :
I - " . v‘, g -
TJ . J N L J - _Z:_J4
2/ .y | T - eongom
soit encore avec U‘ = . J, et J, - Jd Y =) + ,‘?_9-
1 1 o . °
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%

En effectuant toujours le changement de variable % - X <

on obtient

I N
l)e'f '(x) = _2'_ berc) — Ler (x) _._l:"__ be.l (x)
2. vy =
(II1I.7-16) ' _
\)Q{,' (x) = _&_ beilx)— bei(x v 4 bedtx)
Z o X2

Toutes les fonctions de Bessel vérifient les mémes lois de

récurrence, d'ol :
/ /
Ka = __%..Ko + ("&—i _4).K°
. En effectuant le changement de variable 3 =o¢ 4 on obtient :

/
\»(ev?i (<) = __?_-_ kev (x) - ker'(x) + ii ke < (x)
x
(III.7-17) *

4 ke,r,(x)_
2

'
kel (x) = L kelcx) kel ,(x) -
(4 ac x

I1T1.7.6.- Deéveloppement en série entiere des fgonctions de Kelvin
d'indice ©

En partant du développement de IQ
="l

e n
_\-):(%) e 2__ ‘._(;1)__(2)

=0 nlnl \Z

n

et de : J(3=xi”) = ber o) ribeitx)

‘ on obtient :
i oQ

Lev () —

(,._4)? B _(i)lm

= Gl ool \Z
2 _ n+

o) bes (3¢) == Z; M(Un m“_'(x>" -
00 2ne Y 2+ )

Z
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D'autre part sachant que celui de »g

' o | n 2n
2q) = (b )T -2, CV.50 2

est

n
avec S(h}: Z _:1._
=1 9

et qu'on a :

Kev (x) = _ “g_ KRe [H(Z (x\Y?')]

kectr = T Ym [ HY @)

(2) .
avec Ho (73) = Z(S) - A 3:(%) : deuxiéme fonction de Hanckel
d'indice O, encore appelée fonction de Bessel de 3e espéce.

On obtient :

o W bt () S(z,») [x)
Kew Ge) = (g 7Y ) bercn + be ("“r}-‘ eapl (L

(IITI.7-19)

Weld (x) =~ (Ln®= +¥)bec(x) - bcf(x)+z G ‘S(ZP”) (.
= ( Z " ) & p=° (2P+v|(2r+*|)| )

I111.7.7.- Développement asympiotique des 4onctions de Kelvin d'indice o

Les développements asymptotiques de 3:('6) et l/(o (5)

sont quand \§)>oo :

T v [ el T
a7y .. |
L avec - arq ( h
\rg%)ru\)_z‘% e n < a3 n



" En effectuant le changement de variable

3
%,:: xX A

dans :I; et

3;tacdi?dans P<° et en isolant la partie réelle de la partie imaginaire,

on obtient quand D¢ —e= 0O donc :

x
\) A Z o T
ev (x) e | ecod ( — - —
) 2 ( vz g )
x
(111.7-20)|  bed(x) ar A % i (X _ )
2nx V2! 8
-2
ker(x) A ||TL e 2 cog (_§_+l
2x V2! ®
2
7 N [ J
Wed (x) o -\ TL e \J'f. am (XM
2 JZ? g
et pour leurs dérivées :
x,
\')er ’(xl NN 4 C‘r?:‘ . cod (3,% +%)
2nx
/ x |
bei() v . e oo (X +T)
2nx N g
/ - |
: 1]
(ITI.7-21) kev'<x) A ZT}; e % coy ('\;ifz-_—ﬂ )
=
ol E ° w
L( / AL & ron (( 2C &V
ec (x) v\, - (\jz' 8 )

Ces développements donnent des résultats satisfaisants pour €K.:> 8

en pratique ce qui est le cas de 1l'argument

coque mince.

€25

pour une
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Il est possible d'obtenir également les développements aéymptotiques

de be.r?_ , ’oeucz_ , ke,v?_ ,

utilisation pratique nécessite un argument x trop élevé ce qui leur Ste

'(Q4i_ et de leurs dérivées mais leur

leur intérét.

ITI.7.8.- Choix de sofutions générales pour une &tude & La grande
base ou a La petite base du cdne

Compte tenu des remarques du paragraphe III.T-5, la solution compléte

de (III.T-6) peut se mettre sous la forme : 4
U = ,A\fgol 2«13 - ’Af‘ ch(g) ¥ Az l)e..«.a(\{) + As ke£(¥) + AQ ke[ﬁ(?)

Les fonctions beyi et bciﬁ_ sont d'aprés (III.7-1k, 20 et 21)
oscillatoires et amorties quand }? décroit, et les fonctions kef‘, \feii
sont d'aprés (III.7-15, 20 et 21) oscillatoires mais amorties quand E' croit.

Pour une coque‘tronconiquendncedfangle ol trés différent de .
et de longueur nettement plus grande que 1l'épaisseur, les forces et momeé%s
sur un bord n'ont qu'une 1légére influence sur les contraintes et déplacements
de l'autre bord.

On utilise donc pour chaque bord une solution simplifiée & deux

constantes

A o A,

A

l\3 et }\“'

(o4

la grande base,

w/

la petite base.
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CHAPITRE IV

ETUDE DU CYLINDRE DE REVOLUTION

Afin d'étudier le raccordement de la grande base du cdne avec un
cylindre nous allons reprendre 1'é@tude générale du chapitre précédent dans

le cas du cylindre de révolution.

IV.1.- ASPECTS GEOMETRIQUES

IV.1.1.- Paramétrage de La coque

X, + o
e — \\
/'/\1 ~——
rqyon R
—-
e
%
x \ _ , m____‘\a
gl By /
/
U
H |
Xo.
' o * 'XA

Le point courant M, du cercle de la grande base du cdne ayant pour

coordonnées ( Ram@ : (\A-—P\Cod@/ : H ) dans le repdre cartésien
. ——

B ‘

( C, X, s X?_ s X3 ), la surface moyenne du cylindre est définie par :
—— W - . ) .

(w) = { m‘C’m ,—v:Omo +x Xs/-,ECLO,Z’nL el"xé[O}LJ§

avec L longueur du cylindre.
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Le paramétrage est donc : \f.‘ - : \g = e
(IV.1-1)lAlors : (’)(x 9) — R/.)(MBX (R Rconﬁ) +(H+x) X3

En appelant € la demi-&paisseur constante du cylindre la coque

est définie par :
SL = {M l P’\:m+:}_{§r/- mé(w)/.l§|< e_}

i
avec N = normale intérieure 3 (w) en M

1V.1.2.- Base covariante de Vo (w) . Tenseur métrique.

Les vecteurs de la base naturelle sont en mMm

(IV.1-2) —a.. ::X

- ~—r — i —
a, = R(wOX, vand X,)  G=N=_oimbX, +cab Xy

3

et le déterminant du tenseur métrique‘ vaut :

(1Iv.1-3) \Y;: = FK

@
LILLE
—_

IV.7.3.- Symboles de Chrnistofgel

Tous les symboles de Christoffel sont nuls et la seule courbure non

nulle vaut bien entendu 4/R

1V.2.- OPERATEURS DIFFERENTIELS DANS LE REPERE PHYSIQUE

IV.2.1.~ Repere ornthonoamé. Symboles de Chrisitoffel

i
Les vecteurs Ci de la base physique sont :
= X oo BT % b e
C_4 el aA - X3 CQ. == COD ), +am 2
i
C3 o= as jond N :::_JW&.X‘_' +C07.)5 Xz_ = é_iz'.

dé
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Les coefficients de Lamé valent :

(Iv.2-1) \’\4 = \f\3 = "‘z_—’- R‘}

leurs dérivées sont toutes nulles sauf CnW— =_-4 . Les symboles
de Christoffel non nuls sont : ¥

(IV.2-2) 9220 = - Qpqp = -4

1V.2.2.- Guadient d'une fonction néelle

>£-— 2 = o —
(Iv.2-3) . %raa':e W.ig_.c?_ +'_§—;'C,3

—
1V.2.3.- Gradient d'un vectewr Y =V <

(VM)14 - % (v”)is = 2

T ox ’)%
2V,
Mo = &%
(IV.2-4) (VM)Z?_ _ _é_j_{ < %\_} _\/3)
<$11L2 - (

1V.2.4.- Divergence d'un vectewr

clivw\/’ - DV” + (b.\/g 4 D\/ V)

Do ‘3}- j
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1V.2.5.- Rotationnel d'un vecteur

VA W, W, W, W
roé\/:[,pi‘,_(_éﬂ/z)} g [§;~5; <

[9\4~ AV ~;
R?,b(?

1V.2.6.- Laplacien d'une 5onc/a'on neelle

(1v.2-5) Af: >2%P+ P L { ?__*E _?:JP:]

w3t Ry = Ry 28°

| =
1V.2.7.- Divergence d'un fenseur symétrique du second orndre T

. D Txh 0Ty q D Tur
d ‘V-'I = dx + 3? i + [ ——CZB]
i 0T 2T 4 [ 27
(vee| A= ST ?;” ! "R‘Z? 55 C s
o 0T DT PYa
allv3 = S + _75; .+ [ 31 r 7z, 33l

% . % Q. ,:
1V.2.8.- Guadient € d'un tenseur syméinique T du Aecond ondne

D T4j >
. — <) E.. — i)
6‘43“‘ ,?) '4d5 ’3%/
E e DTy
e R-3 96
DT
é = é . .L—— - - .. C
AL2 242 R--’) ( >0 43)
(IV.2-7) ¢ - . A Va3 ¢
132 312 K JI ( =5 + 41)
67.1_2_ =T ( PR 4T 2 22'25)




Crap = &,, = 4 (27
232 322 = wo ( 2;3 +7, —Zsz)
& — A4 T
332 — 32 .,
R-} ( S + 2 zzs)

1V.2.9.- R ( M
otalionnel W d'un tenseur dy second ondue P

M _ dF, +P b,
44 R 3 ( TR u) - 7}"
- 2P
W = ( 3 ,P ¢ ’3'?2?_
o T 23
43 = '(BF33 H s R - B
M?:‘ —_ 'BF.H _ 384
'b% o
My, = 2P R,
'b} Dx
(Iv.2-8) Mza _ ’QEB B P
'B% Dx

) Ry 3P
M3Z: fﬁl_‘n A (rbﬁﬂ' P)
% TR \m B
M _ F oF
o Lo (PPep)
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IV.2.10.- Laplacien d'un tenseur symétrnique du second orndre T

I

A<,

>
|

2. 0Ty

>
!

2
A S )

[
=
v
\O
L.D
~n
Il
>
~N
-
1

A (2.2%

e (R-3F 24z,

20 A2

by =0, = Aoy A (27220 <

A3 34 =3 " W Y 43

>
I

_ /4 WHTCp-Ta) o
ASZ - A—C-Z3 + (K—%)Z.( _;29 —Z'§3>

IV.3.~ EQUATTIONS DE BASE REGISSANT LA COQUE EN ELASTOSTATIOUE

1V.3.1- Tenseur Lindarise des dé4ormations
= ‘

— - —-
Soit ¥ = B_/,,_J c.® <j le tenseur linéaris& des déformations
- —— e
et \% :\,/C < le vecteur déplacement en un point M ge 1a coque cylin-

drique. Alors :
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y -V
44T
_ 4 ?ﬁ-_V)
®TRg V3 P
3 = 2V
(IV.3-1) oy

Y]
s
I
o
D
I
o/
<
~
o/
=<

1V.3.7.- Equations d'equilibre. Transformation des dquations

d'équilibre
—— ——
Soit -f = ‘£. C. les forces de volume
<
et z = zzéi C-® (ﬁ_ le tenseur symétrique des contraintes.

Les équations d'équilibre s'écrivent :

2o e 4 (e o g 20

> 23 Ry 26
(1V.3-2) ?Z’«@_ . D7, . A ’(33‘21_'?_—5) +_£ ~0
D x 2% R-3 26 3 2
r>—c4‘3 i

D¢ : 0; .
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Par la procédure utilisée pour le cbne, les contraintes T -

peuvent &tre obtenues, lorsqu'on néglige les forces de volume, comme sous-

produits des Z-"(ﬁ par :

r-4
Ty = - R+e 3_ _ —%—*g[(K'})BtH + ?aZ:iZJdé/

3 Raﬁ_ A R }. fBJL 8
~-€
Rre) ’ 3T, | 2%,
i - —- - 4 . R.2). (R. 42 + 22 14
(Iv.3-3) 23 R-3 (3 (R-%)’- I( 5)[ 3) Ox 28 } ¥

- R+e _ P pYe
2 L33 = _ . R- B, —-——-—23 -
1}7;;:) > R~5, 3 - ‘([( ) >z zzld}

T -
avec = . C. les forces de surface en é ——-e .
< *

1V.3.3.- Relations contraintes-de formations

Les relations générales (II.3-5) sont toujours valables en remplacant

bien entendu la notation U~ par T et la notation &€ par Y .

1V.3.4.- Equations de compatibilité

On obtient -:
P . s, ) (3 W] I o
0% 633 9 o3t
[ Ay >iaga+?z;‘_-zvl->@9%s-o
R-z LR-3 Y726 392>$ T o« 23 oxl 3¢ ?ja*

(Iv.3-k) ) X
)XH+DY7-) < r “ \?.3396_2.’:‘! 2 2922 .0

R-3 lR -3 ( 0% 993,; "\"955""3; D zjax
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%5 2%, W _o
37 - 2223 Dxt

A [ A )XM 31%1 ? b/ 'Bb/u } + )L)/"- )z)gz -0

R-3 R-3, 35 Y )33(9 ' Px

LR AR WJ 71Yu~o
R} [R% WE g ox

Elles s'écrivent ‘ ’
A A th e
Car * A4V dxt |
2 PY=
A 2 (p 93 4 4 (4 BT B 0
2z - (R—})?‘ ( 6 +z2-7-—- 33) +4+0 R2 3, R-3 0% '35,)
YT
AT Z ZFBZEB -T + A . =0
(Iv.3-5) 33 +(K~3_)?- ( D& 2L 33) 149 93°
A 74 4 4 3T _p
AEZ - (R-3)? ( 20 ' 4&) ' 4+ Ry 2226
2
+ A (L?Toz_c +» Bt =0
BRy? 26 443 930
1= : (?(ruﬂt”) A .';_'i._()zt + —L?E) 0
23 (R 5)2 'ae“ - 23} 4 R-} ?3_30 R~% P
avec T = T oy O v
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1V.4.~- MODELE DE LOVE-KIRCHOFF

1V.4.1.- Hypotheses

- ——t—

Soit \/:\/4 c; le vecteur déplacement de M= m+}N et
— — ‘ ,
U=V, C; celui de m . Les hypothdses du moddle de déformation de

Love-Kirchoff conduisent & :

V:'U’__?_ﬂ.—é_
4 A PDoc.
(Iv.k-1)
"Bm)’
V= w - 2 (52 0)
Vi =

1V.4.2.- Relations contraintes-deéformations

Nous avons :

- E
=, = E_(4,9)
19
(IV.h—2) EZ )(
Ty = 4_\)1'();?.*'044)
- E
Z-n‘ I B"/”'

les contraintes C - étant négligeables.

<3

1V.4.3.- Expressions simplifies des défonmations (dL

Dans le cas d'une coque mince, c'est—d-dire - € de 1l'ordre
R

de E , nous avons

(Iv.k4-3) \b/o(

- ©

e Ty b
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o
P(X/G) étant définis par :

les X

of

¥, = 2%
11 o
(IV.4-4) Y° 4 }U‘L "
2, — —7':—( 3‘0;" - 3)
Yoo 4 (%, 42U
1z 2. ( Y WY )

_ o
’9“ - jx_z _
7 -
_ . A )173, B‘rz_)
(Iv.4-5) p‘z.?_ — R ( 391 + '5;
p . A BL'J:"}__ +->1r’->
A2 R (’éﬁ,‘ Dac

1V.4.4.- Expressions simplifites des Txp

Nous avons :
o 4
(IV.4-6) —Z—a(ﬁ = _C;(F -3 Toqs

o( g . P
les Z"‘P x, ) étant définis par :

o . E + € e
=, = 4*01.(3:‘ *‘)Yzz)
(IV.4-7) o iy o 0
o = ':;‘“:37'”“ 0 Y))
° = E‘ Y_ﬂ_




| et les E';"P(xls) par :
4 E
T, = : N
A4 4.-9% (ZH * 722.)
‘ —_—t E
-8 | Ty == '@zz v, )
4 E
—(;2 TS .?4?-

IV.4.5.- Expressions simplifites des T3 . Equations d'Equilibre de

membrane

" Les équations d'équilibre de membrane s'écrivent :

o + -
2¢f L A DT . 3% * 3,
o x R 6 Ze
(Iv.k4-9) o o F oo
’D Taz 4 ) Ca ‘ 31 + 31
+ — e ———————————
D x R 26 2e
I, s - R
“n :‘(33 * 33)“{;‘
avec (é’+ et %— les forces de surface en X e .
Les —C(.'3 sont obtenues i partir des —C:(F par :
2 2 A A
- -¢ (9T, ] ‘)t«\?.)
o + ) ¥ ( o, 4
—C:B "“ZZ'{_(§+&)%4 Gy c)(éd ! 2 Do TR 8
2 .2 A
‘ ¥-¢ (e, 3Z‘?J.)
— A Yo A Bt
)| TpE a6 99, ] = [ M Y
2 .2
- € i
e A ‘ + (3 -9 8_ _CZ
Gy = Al v Qs e g T
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1V.5.- RESOLUTION DE L'ETAT D'EQUILIBRE DE MEMBRANE

On se place toujours dans le cas d'une pression intérieure constante F>
(pression de gaz).

1V.5.1- Contrhaintes de membrane

Le systéme (IV.4-10) nous fournit les contraintes classiques :
o o PR o _
s T = PR zt =R -0

1V.5.2.- Champ de déplacement

Le probléme est de révolution et donc nous avons :

- L
U= () v; =0 Y =G ()

D'autre part d'aprés (IV.L-4) et les formules inverses de (IV.h-T)
nous avons :

[+

X_,‘o,' == f:l_t_rl g .Z:k‘i -B__ici%z- -2 (-4-2,\3) _,P.B.
’ dx c Lre
o ) , ,
X = ‘j; = Tzoz -9 .c—‘..‘i- = (2.. -‘0) ﬁ%..
TR ; E Le
d'ou
PR o
(1v.5-2) voos (aZ20) DS
! Lt e
A
(IV.S_B) 'v’; L (L .'\\) PK
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IV.6.- ETUDE EN FLEXION

1V.6.1.- Equations d'équilibre

On définit les éléments de réduction de la coque cylindrique :

te
- efforts répartis par unité de longueur : NJ:- —_ (’C dﬁ'
“4
e

- moments répartis par unité de longueur : Ci

I

e
| ftg 3 43
&

Dans le cas d'un probléme axisymétrique avec tout plan méridien plan

de symétrie, tout plan 9 = constante est principal et donc :
- =7. =0 T.. — T..(x
A2 23 <J <3 )

et alors les éléments de réduction vérifient :

N.. - N (x) C -2 C(Jc)
<} <} )

.LA £

A2 23 —

N, =N, =C_ =0

Le systéme d'équations d'équilibre en flexion se limite alors aux

trols équations non triviales suivantes
N, 0o
da

(IV.6-1) dN,, - ‘sz ~ P
dac N
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1V.6.2.- Solution particulidre

-~

La solution particuliére corfespondant a4 1'état d'équilibre de

membrane s'écrit :

N, =2 N, = PR
(Iv.6-2)

C e C ""N :“O

44 22 7 A4 T

BU
1V.5.3.- Probleme homogene LILLE

I1 nécessite la résolution de :

clN“ - 0

a) —

d
b) dN4g , N _

dax R
c) dC, N.-0O

- 43
d o
L'équation (a) impose hd+‘= Constante = 0 car hL4 = Constante 7EC)

correspond 4 la solution de membrane pour une force appliquée en extrémité
de cylindre.

De plus en &liminant Pd43 entre (b) et (c¢) nous obtenons

N,, =0

1
(IV.6-3) dNyg . Na
dx R

fiifiﬂ. + JYE%;-: (7
dax? R
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1V.6.4.- Expressions des éLéments de néduction en fonction des
déplacements '

Avec les relations (IV.4-3,4,5,6,7 et 8) on obtient par intégration

des contraintes :

N = B (do_+%)
A4 24 dx P\
N —_ B .(’D JU‘ — 11-:3_)
(IV.6-L) 22 eyl dx R
C=_D .45
11 - CY‘ dxz'
2z
- 2dv _ 9C
22 T cyl dx?t -+
avec
B | = _25& raideur d'allongement
4 1-0?
3
:D i - AE_:_Q:___ raideur en flexion torsion
Y 3(4.x%)

TV.7.- RESOLUTION DU PROBLEME HOMOGENE

IV.7.1.- Résolution

Comme N_4 -- O pour le probléme homogé€ne il vient avec
A
(1Iv.6-La)
d‘Y‘ el ..---—-FJ;
d K
en réinjectant cette relation dans (IV.6-Lb) il vient :
(IV.7-1) N =_8B .‘_f,:.‘?_L.J . lCc 03
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alors avec (IV.6-3c) et (IV.6~kc) on obtient 1'équation différentielle
en la seule variable U3
D d'w 2€e  _ O

o T TR

qui peut encore s'écrire sous la forme :

‘+ . L‘ '
(IV.7-2) d 4ﬁ15; -0 awec [5:
d M

dont la solution générale est :

g = &g g i) » € (N cope 1 oint)

IV.7.2.- Choix des solutions générales pour une etude & L'extrémité
anferiewne ou & L'extnémité supérieune

..Fx- p,y_

Les fonctions € COOEJC et € oo EJ@ - sont oscillatoires

. - . px 2
et amorties quand 2¢ croilt tandis que e cod fgx et e om@x

sont oscillatoires et amorties quand 2¢ décroit.

Pour une cogue cylindrique mince et de longueur nettement supérieure

8 1l'épaisseur ( QU/L_ de l'ordre de E-,), les forces et moments sur un bord

n'ont que peu d'influence sur les contraintes et déformations sur 1l'autre
bord.

On utilise donc pour chaque bord une solution simplifiée & deux

contraintes

rd
P(‘ et }\l‘ pour le bord inférieur (aa_:Cv

}\’3 et KL, pour le bord supérieur (Jc:. L.) .
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CHAPITRE V

ETUDE DU RACCORDEMENT
CONE-CYLINDRE COAXTAUX
A LA GRANDE BASE DU CONE

L'objet de ce chapitre est la détermination des contraintes au :
raccordement & la grande base d'un cOne de révolution avec un cylindre,
l'ensemble &tant sous pression intérieure constante.

Ce probléme a déjd fait 1l'objet d'une publication américaine en
1952 présentant trés bridvement la partie thé&orique pour s'étendre surtout
sur les résultats pratiques. Cet article est & 1'Annexe 1.

C'est cette &tude qui, couplée & uhe analyse des contraintes, est
d la base des régles de calcul de nombreux codes relatifs aux appareils &
pression (A.S.M.E. 8 division 2, B.S. 5500, CODAP ...). Un extrait du

CODAP 80 (révision 84=10) relatif au point &tudié est & 1'Annexe 2.

V.1.- ETUDE A LA GRANDE BASE DU CONE DE REVOLUTION

D'aprés les remarques du paragraphe ITI.7.8, on utilise pour ce bord

une solution simplifiée du probléme homogéne de la forme :

U = ﬂi‘_ Levz_(\g) +Ap_.l9e4.'1(}’)
soit encore de fagon équivalente

25z

| ) 2553 = (:4.‘f: + C -

ou (; et (;Z sont deux constantes & déterminer.
4
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V.1.1.- Expression de V en gonction de G at G

L'angle de rotation de la normale est donné par (III.T-2), soit

V:"_ __é_(gl— = ._\1‘_*_[.(42)
2Eh 2€h B

Comme ‘\\04 +L '\‘)2 est solution de 1'équation

L(V) = _iptU =< XU

l(\ﬁ) = Nhga ¥,
L.(\ez) - >\z l'?o(\ﬁ

On en déduit :

. Z|_?.
(V.1-1) v = %-—E_-a}.—‘oi- ( C.1 'LPz_ - Cz_\ﬂ)

V.1.2.- Expression des ééments de ndduction en fonction de Cyet Co

Pour Z 43 nous avons immédiatement :
(v.1-2) Z - A 543 _ Ca\ﬁ + C%\FL _ ZIAZ. C,:e‘ ‘sz‘fﬁ-
43 ) A <

et, 4 1'aide des équations (III.6-3a et hb) :

\SB.
(v.1-3) .
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car \g-: Z.)J_:A" et donc ds o >\ - [
da V2 ¥

Pour les moments, 4 1'aide de (III.7-3) et (V.1-1), nous obtenons :

I

44

2L (R ek - (1. B
(V.1-h) BU}
-2 [ 6Y . {sj’z _ (Y +%).CL ]

,4’

il

22

V.1.3.- Expression du déplacement radial g en fonction ge C4 et C?.

Soit & 1e déplacement radial, compté positivement vers l'axe, d'un

point m de la surface moyenne. Nous avons alors :

o .
5- - u.g.COdo( —~u_l.4)unat = EZZ.A.D(MO(
= Zoz -V 24 A .
2Eh

Soit encore avec {(V.1-3)

(V.1-5) y = s bga [(?.?‘/HZ_OY: )C' + (f.f' ~2-‘>k(a)'cz}
4EhR -
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V.1.4.~ Expression de § ot V a La grande .base en fonction des

effonts et moment appliquis surn Le bond ‘

La coque conique supporte & sa grande base des efforts et un moment

. . .
représentés sur la figure suivante :

- R =]
TN E L m N
| o

°
M44

\\ /

: N}/ 7.
BU 0/
LILLE ' S/

\,/.

avec z_o -z (J:A

M (=)

44

i

les efforts et le moment méridiens appliqués de révolution sur le bord.

[-) o
Comme 24 — \'got . 243 , ce qui permet d'assurer 1l'équilibre
A

-~ - - . -
en force selon 1l'axe du cone, nous pouvons également utiliser la représentation
sulvante : ‘

M, Q. Qo Mo

avec
o
MO = Mu
o ©
Q résultante de Z/H et Z‘S soit
o
(v.1-6) o °
Q - Zo cod X ,.Z_ Cdmat _..Eﬁm
© 43 -t Codol
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On cherche & exprimer les valeurs So‘ et \/o de § et V. en A=4

en fonction de Qo et Mo

Pour cela on commence par déterminer les constantes C_‘ et C.‘,_ en

résolvant le systéme obtenu en exploitant (V.1.2 et 4) :

o 2
Q =2 = (N +CY)

codot % covat

44 = - \f

(o}

M, = Mo o ?[ (% + 2Ry _ (% J.%f}).cz]

)
“(’ s \h R \fz_ s \(l étant calculés pour 1l'argument \g‘): Z)&‘ = LX\’..B——
4 . 2 ° Ama
La résolution de ce systéme donne : '

C _ (0(4 Qo +°‘2'Mo)

—

1T C+2v6 N |

C ~ ( 0(3 Q + oy, Mg)

AR C + 290G
avec
_ \{a Codod (\f \Pl + 2.--0\(’)

= - Ve &
2
2 1l . )

«, = __Ei.?_i.(fofkfé' *‘)—‘)\fl)

(V.1-7) 3 L)*

0(.,,"’ - Ef\f« /2-
c= (£ %)Y

G- 4%




Par substitution dans les expressions (V.1-1 et 5) pour ‘f;‘?o

il vient :
s - Ainot |"34. o { }’ B \)G) Q A'Mo}
° LiEh(C+2\)G’) e
V =_ )Y |’3|x . o ' ACOOO( ok _____Mo
© 2Eh  Caz06 L “4¥ Q z \Q

(v.1-8) A= (‘CY;_ _‘f{"(’z) ?o B - (\f’;)z + (\d)z

On peut vérifier que la valeur de g; occasionnée par Mo: -1 seuwl
(c'est-3-dire unitaire dans le sens V,>0 ) est égale & la valeur de vo
occasionnée par Q° = seule; ce qui correspond au principe de récipro-
cité de Maxwell-Betti.

Avec les relations :
€ Xl _Poh’

Gh

4\ Ao : 4

on peut encore écrire :

2. €8 26
ch§ = _* e '9"‘?’;.% b :j_,,,...oon.(.RQo
° 2 (C +296) A C +296
(v.1-9)
,
2
_ERyY, _ & PR M ke

S M S v
m‘l C+296G & L(CNJG)
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Wv.A4-3),
Remarque : DansYA, B, C et G n'interviennent que par des rapports; il est donc
possible pour calculer ces constantes de ne prendre que la partie trigonomé-

° )
trique des développements asymptdtiques des fonctions ber , bel s ber et

' .
bei donnés en (III.7-20 et 21).

V.1.5.- Expression de &, et Yo en fonction des effets de bord et

de La pression

Pour obtenir les expressions complétes de 5; et V, il suffit d'ajouter
d la solution (V.1-9) du probléme homogéne, la solution particuliére de la

théorie de la membrane.

Pour la membrane nous avons avec (III.5-2 et 3)

V -~ dus —~ __3_ . P »}‘3,,4
© da 4 Eh
_0) P ain:
S = u, . cadet — U, dima = (2-9) V.0 aimx
LER cog
A la grande base ol 4= g = R /a&m,( ~, nous obtenons :
2
V — 3 PR"g_oL . \53(—4;\)?) 3 PR -
T8 Cheon % Ch* caom . aimat
§ o= _ (2w
° 4 E h cogat
D'ol pour le probléme global :
f.
5_ _ PR?‘ A dmat }3,,(? ( Mo) . Jma((_) (2. 0)
° ~ "Eh 2 (C+196) 4 VR’ PRI

wool v By A ey, 3
° = C +2V 6 ‘f- PR* z_((_ 1-2.\36—} PR/ <odat sima’S

4
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V.2.- ETUDE DU CYLINDRE A SA BASE INFERIEURE

D'aprés les remarques du paragraphe IV.7-2, on utilise pour le bhord

inférieur une solution simplifiée du probléme homogéne de la forme :

vz = —e@x,.[ M“ c,oo(Px) + KZ Aim(ﬁx)]

avec K4 et K?_ deux constantes & déterminer.

_ /“.) V.2.1.- Expression de V en fonction de W, et Wy

S L'angle de rotation de la normale vaut :

(v.2-1) V = %_E__ = F;F’.‘[(Kzﬂ\f_({)coaﬁx - (\/(1+K')40n[?>x]

V.2.2.- Expressions des eLEments de adduction en fonction de K4 et K,_

D'aprds (IV.6-1c) et (IV.6-k4) les éléments de réduction, du probléme

homogéne, sont donnés par :

— 0
a4
V2 26e P .

P¢zl pomnt _.2156.75— = =" c . (}(4600?2L +\$140NF39
(v.2-2) 2 B ‘

C = _D dVv _ Ef:..g'_,_. WK amPx + U B

44 cyl dx.z R?. pL ( 4 F 2 P )

Cl?. = v 4

N, - ddc; - % % [ (%) aimpax = (i, ) coope]
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V.2.3.- Expression du déplacement nadial d en_fonction de ¥, et Uy

I1 vient immédiatement :

(v.2-3) g: "l); = é-(lx (W‘ codPx + V(Ljomﬁx)

V.2.4.- Exphession de 5- et V a ta base ingérieune en fonction de

L'egfort et du moment appliqué Sur Le bord

Soit —’: et Co l'effort et le moment s'exergant sur le bord x =0

comptés positivement dans le sens des vecteurs reportds sur la figure suivante :

To
"
G
] \LILLE/

G (w

Comme sur le bord 9 =O  1la normale est " = - C: , nous
avons :
STl M), o o G =(G), e
d'ou selon (V.2-2)
EQ 3,
To = - o (Ur) = - 2P By ()
E e &
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dont on tire :

, _
K = Ttb _ RB (7 .pc,)
A 2@3:D| EC
<y
(v.2-14) .
K _ C, B Rl?> C
a Z.F?'IDW, Ee °

L'injection de ces expressions dans (V.2-1 et 3), avec < =0 .

donne alors :

_ KB (T,
S = - == (T +pC)

(v.2-5) 2 L )-———11
AV ,_Elfi__. T +2BC -:_gjfjjil;gl ;I;_ (;
° Ee ( ° ﬁ O) Ee ( yA +F )

V.2.5.- Expressions de X, et V° en fonction des effets de bords

et de La pression

Pour obtenir les expressions complétes de 5; et \4 11 suffit
d'ajouter & la solution précédente du probléme homogéne, la solution particuliére
de la membrane.

Or pour la membrane, (IV.5-3) impose :

S 23w o V. 0O

o 4 Ee (o]

Soit donc pour le probléme global :

t (gt G NI
5, == X | CF () Rl '227"}

|

(v.2-6) Ee

% - B ) 16D )

[ e?
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V.3.- DETERMINATION DES EFFORTS DE LTAISON ENTRE LES DEUX COQUES

V.3.1.- Relations entre Les effornts surn Le bornd du cylindre et

ceux sun Le cone

Nous avons & &tudier :

2e

!

w\/—\\/-\
o

2h

Pression
inkerieuve P

2

P
L o

-

x=0
On effectue une coupure par le plan radial ac=QO afin de libérer les

inconnues hyperstatiques intérieures et on décompose pour les deux coques,
le probléme global en celui de la membrane et celui de la flexion homogéne.

On obtient alors la décomposition suivante :

Probléme Global Membrane + Effet de Bord

4
PR
A

© - ®
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Les &léments du cdne Qo et Mo introduits en (V.1-6) sont donc
liés aux €léments —‘; et Co du cylindre par les relations

M, =C,

(o]

(v.3-1) PR
Q= T, + = h&oc

Les auteurs WATTS et LANG de l'article, déjd cité en référence ont
dd utiliser des relations plus précises tenant compte que la coupure x =O

n'est pas une coupure normale pour le cOne car, ils n'aboutissent pas exacte-
b

ment aux mémes résultats comme on le verra plus tard.

Ceci est mis en évidence sur la figure ci-dessous qui montre, qu'd la
jonction nous avons le cylindre, le cdne et un &lément intermédiaire de section

triangulaire (a bc) .

Deux coupures normales, selon ae¢ pour le cylindre et bc pour le

cone, donnent la décomposition suivante :

C,-Telg To
25%2 R pr | i‘)~ . _gﬂ.
z T Z 2 e,
o "l; 'T;
L Loty

®



ACe qui conduit aux relations liant (P1°/<Q°) 3 ((:OI_T;) ooz
MO - C° __‘:e\—a'd
PR
Q=T+ By

Or le terme correctif de la premiére &quation vaut :

T ek« = O(R).0Ch) = O(KY

i ts-tvis ee Co= OCK L
ce terme est donc négligeable vis—-d&-vis de o= . 3 ce quil montre

que pour une coque mince les relations (V.3-1) sont satisfaisantes.

Remarques :

. Les relations ci-dessus ne sont valables que si 1'épaisseur du cahe est
supérieure ou égale 3 celle du cylindre, ce qui est le cas le plus courant,
car dans le cas contraire la forme de la jonction est différente. WATTS et
LANG ne font pourtant pas cette distinction dans leur article.

. Le changement de section au raccordement montre que, méme en l'abhsence d'une
soudure, la répartition des contraintes G;F et Z;@ ne peut pas €tre linéaire
d la jonction et donc que les contraintes obtenues par la(théorie des coqueé
doivent encore &tre multipliées par un coefficient multiplicatif de non-linéa-
ripé (coefficient de concentration de contrainte) qui sera:fonction de la
qualité des surfaces de raccordement et, peut—&tre, de l'angle oL .

L'étude délicate de cette correction ne sera pas abordée ici. Il est
d'ailleurs utile de noter que les codes de calcul d'appareils & pression exploi-
tant 1l'article de WATTS et LANG n'en tiennent pas compte. Ceci est certainement
di au fait que les conditions de réalisation de la soudure qu'imposent- ces codes
conduisent d une valeur suffisamment faible de ce coefficient pour que cette
correction puisse €tre masquée par 1l'emploi des coefficients de sécurité et par

le fait qu'il y aura une plastification locale bénéfique.
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V.3.2.- Expressions de 5; et V, pour Le cone en fonction de I, ,

—

Co et P

Afin de rendre le probléme adimensionnel on‘pose

| =T/
v.32)| T, = C, /R

En substituant les relations (V.3-1) dans (V.1-9) il vient :

2 _— —
PR
S; = = % q_‘.Co + q?.'—l: + qa}

v - Ba PR {(b,C b T, + b}

° E h%
avec 2. [
A sima Faot So aim. Faa 1A
a = . 3 — ‘) 3
AT 7 (C+206) L z 4
o R/ V6 .
z - C+2v6G s
2 bFq ot
(v.3-3) Az = -~ T +a,. 32
z
b= & ek
A C+206 4

b A
z 2 (C+296G)

b - 3 + ba"‘:%‘i
codnt . dimet §.2 2

Remarque : Indépendamment d otations les coefficients d'influence Q- et b:
P aslfr%érents TA ¢t
du cdne sont un peude ceux proposés par WATTS et LANG compte tenu

que les auteurs ont utilisé des relations excessivement plus précises

que (V.3-1).
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V.3.3.- Expressions de 8: et Vo pour Le cylindre en fonction de

(V.3-4)

T. ,C et P

Avec (V.3-2), (V.2-6) s'écrit encore :

8:=____{(pk)c FRT, +?:§2_}

mPR{PR +T°_}

2
En posant
kR = h
e
.—’—..“’\
q) _ FR\?= f; k Fﬂ& Hm o
2. 2

on peut encore &crire le systéme précédent sous la forme :

(v.3-5)

5 - ;R: { a,C vagl rag)
v RTE?:ZPR{M .°+b}
v;: Yk b, = - Yk
o= _ Tk by X

a6~__<2~:)k b= O
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v.3.4.- vetemination de Co et To

et

Les inconnues de liaison Co et |, sont détermindes en exprimant

la continuité du champ de déplacement & la jonction soit

6y = (S (U)ot =)o

~

d'ol selon (V.3-3 et 5) le systéme & résoudre :

q4 E; + Q;.:r: + Cl3 = qQ’Eo + as.—__r: + Qg
BU ral = I =
6. C o+ BT e b = BT+ b b

Les solutions sont selon la méthode des déterminants

(‘*c—“s)-“’,_—bs) - <|’c—\°3)("z.~“5)
(a,-0,) (b,-bg) - (b,-%)(a,-as5)

(V.3-6)

:'E (2,- c‘h)(;\’g—"g) - (b, “’Q)(QG‘ 03)
(a,-ag)(b,-b;) ~(b,-b)(a,-ag)

V.4.- CONTRAINTES DANS LE CONE AU RACCORDEMENT

V.4.1.- ELéments de néduction adimensionnels au naccordement

On définit les éléments de réduction adimensionnels du cOne de fagon
analogue 3 (V.3-2), soit :
— N m M

2 <
(v.h-1) > . = < -
<3 PR “d PR*
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A 1l'aide des relations (V.1-2,3 et 4), (V.1-7) et (V.3-1) on obtient

- - - ”~ !
pour les éléments de réduction adimensionnels du cOne, au raccordement avec

le cylindre, les valeurs suivantes :

(V.4-2)

(V.4-3)

2 = T..codat + RMme
2
jz: = _-—T; .dmel + ‘1;°(

C.

X
]

l‘gaf

4 (449

V.4.2.- Contrhaintes adimensionnelles au raccondement

On d&finit les contraintes adimensionnelles par :

T.. - 744
avec
cr’::_P_@__ la contrainte circonférentielle de membrane dans le
2¢e
cylindre.

44
~Z— _——___{ (Zaz+9./)0noc).,-f + Z_QA-‘C: v2ay, ~\’).c?<_»4o( }

2 o ‘ :
W, = 251G, Sl AT +zs(a‘—«+*s&)}
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\

D'aprés les expressions simplifiées (II.6-3) des contraintes G;F et

(II.6-8a) de T3 et de la définition (II.7-1) des éléments de réduction, les

contraintes sont déduites des &léments de réduction par :

— Zwu » 2% M
R T A
(V.4-1) T 3xs
%9 = 2:"' Sy
_ 3 A xz \2 233
3 Z L ( h) ] 2h

solt encore en variables adimensionnelles

S - 3x,R 7
O = ‘%‘[ Z, * T{“M«] -
_ —_— 4 - 30\2 R ™~ .
? (V.4-5) G = —E‘[ Zza r —T.%— Mu_] | :
— . x3 l}
BT o [4 "(TF) A3

Les maximums en valeur absolue selon la normale sont :

— s 2 RM

I_‘ = ‘0:1 max = —%“{ |Z44‘ +T?\M—H\}
| (V.4-6) = ™M
| — 3 R IM ]I
| —
: I?. - \ Ozl‘max = —:ikk——{ lz”-zl ' & e I TL‘

:Ea = \CQSlrnax = é%%"' 43'
| Les valeurs tI;: de ces coefficients d'intensité de contrainte,

- g -
relatif au cone, au raccordement avec le cylindre sont obtenues en prenant

pour les éléments de réduction adimensionnels les expressions (V.L-2).
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V.5.- CONTRAINTES DANS LE CYLINDRE

V.5.1.- ELéments de néduction adimensionnels

On définit les variables adimensionnelles :

(v.5-1) v N —_ N C“ _ C-CJ = = i

13 _
PR PR

A 1'aide des relations (V.2-2),(V.2-4) et (Vv.3-4), les éléments de

réduction adimensionnels du cylindre s'@crivent :

N, = 3

— = L —
N,, =A4+2Y.e { Y. ((con % —am¥z).C, + To,coo%z}

-]

(v.5-2)| —I\IB e 56{ _ Y. 2a¥x . C 4—((.01:‘{)5{ ~.o<}u\f’i‘).:l—::}

[+]

C—: — é—%:..{ (W= +2m¥z).C, + ”".;)%‘- .:l:}

v C

22 44

O
I

dont les valeurs particuliéres au raccordement Ci:::O) sont :

Ny, = 1/2 . -
N, = 4+ 29(Y 1)
ﬁf& = :f':
(V.5-3) s e
' C314 = G
C, = VG,
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V.5.2.- Contrhaintes adimensionnellfes

De fagon analogue & (V.4-3) on pose

V.5-4 .. =

Les contraintes sont déduites des éléments de réduction comme pour

le cOne, c'est-d-dire par :

N 3y
T = =t ga G
(V.S—S) N 3
_ZZL: 2'7“ + 22; C
3y N-«s
+ & =

d'ou pour les contraintes adimensionnelles

—_— S%R -
Ty = N~H + T C-H
J— 3R 7+~
(V.5-6) Ty = 22t %é?_ -Cu
N _ 3 3, 2 =
3 = “Z‘["*(E) ] N,

auxquelles correspondent les maximums en valeur absolue selon la normale :

[Tl =1+ 35 1T <2 138 T )
.5 J, = l%—z_v. max ':“_N_zzl * 3%'\—62"‘
e 3 Y
—:‘; = 43 I max = —Z.-lN"s'

© . . -
Les valeurs J_(' de ces coefficients d'intensité de contrainte,

relatifs au cylindre, au raccordement avec le cdne sont obtenues en prenant

pour les éléments de réduction adimensionnels les expressions (V,5-3).
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V.5.3.- Maximues des coedficients d'intensit? de contrainte

o
En dehors des valeurs -3: qui correspondent & des points d'arrét,
il est possible de rechercher les maximums des 3:
Pour simplifier les écritures on pose :

Ye, 39
et m

T V3G9

On obtient alors :

(v.5-8) &€ =

Il

Y=
(I ° \ 3
: 33, max = I3 VA+26 126* | e

(v.5-9) avec .

Y& = Avclhg (:‘_Z_E modulo T

panmg

Comme < 20 et que les contraintes sont oscillatoires et amorties
vers les valeurs de membrane quand o — yoo0 , On prendra le premier argument

positif ou nul satisfaisant & la loi de congruence c'est—d-dire :

ﬂ\rc\'g (’:'_Z"_(_:) si ce terme est positif ou nul.
mn + QK}‘S (:%é) dans le cas contraire.

(II) 1 °© —-\‘V-Z.— ‘
J :i+__%___,\[__'3..3;.e4.m
2. e

-4, max [3c )%
avec
x = ﬂm¥ ( 4 modu‘o n
B 3 A$2€

= fnlg (jltc‘_‘_j_ ) [T1]

-4+ ALE 4

)= STl
_._b L"LS — j&_ [Hl
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La remarque précédente sur \ljis

d'ol :
a)

(v.5-10
b)

(II1)
ocv
)

(v.5-11)

Y= = Yz, -
]

et donc alors:

et également applicable & (-Va—c'd_

st LVSE3 € [I\,:

a7
Z.é? R :r
:&—,MQ)( = —Z- + -———-—-[3(4.\’"'1)]-"4--”_5 © Y3,MmaX

L

|
- — 3 . .
vx_1 = kf):Jc3 + 27 st Lf)xg é [o,_’g_[
el alovs :
2 et"'— l
H/max 2 BauTm Ve o Hm

Ty

+
Tz_'mgx f—d MGX [ Jl,ma)( /‘ 2, max

+

TZ,m«xx = I—Cza (3=

avec

m+4 +2mé

Y= = n.-cr}( mA-2€

£ = +4  si

) Tpmax = [G2 (3
\ Ao EQT \/(4 m 2mt)?  (Aeme2e) e

avel .

= - ﬂrchaL(

Z i

£ = 44

+e),"w

l 4+ EY. T, V(4+m+2m6) +(4 mﬂé)"

‘"} Q‘f)i:) > 0

-:..e)]mx

V’LI

) R kf’x € [o,ﬂ[_

- _4 daws le cas conbraire

Y=

m+4+2( -
A_m. me.) E l

1“3(“1)22); ©

Wx, € Lo

c."

- 4 dans le cas contraire

)
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V.6.- PROCEDURE RECAPITULATIVE DU PROBLEME ADIMENSTONNEL

Les données de départ sont

X : demi-angle au sommet du cdne.
R/%L : rapport rayon du cylindre/demi-épaisseur du cylindre.
k ::‘7/é, : rapport épaisseur du cdne/épaisseur du cylindre
3 : coefficient de Poisson du matdriau commun aux deux coques.

Les différentes &tapes du calcul des coefficients d'intensité de

contrainte sont les suivantes

Y '
1 34 R

1) Calcul de \fo:: 2)\;,50 = Z_.L () ]

‘_S’d FIN 0(

.l
2) Calcul des fonctions bev , bes ,ber', bec pour 1l'argument \§;

Pour ceci on pourra utiliser les développements asymptStiques
(III.T—QCa et b) et (III.7-2laet b) en ne prenant que la partie trigonométrique
d'aprés la remarque de la fin du paragraphe V.1-k.

Si l'argument \fo n'est pas trop élevé <\€o< 20) on obtiendra un
résultat plus précis en prenant les développements en série (III.7-18) et leurs .
homologues pour ber' et be" . La convergence trés rapide de ces développements
autorise de prendre un nombre limité de termes (12 pour une précision’meilleure 2
que 1°/50). Un argument trop élevé conduit 3 manipuler des grands nombres qui
dépassent rapidement les possibilités des (micro-) ordinateurs.

3) Calcul des fonctions \ﬁ4 , sz s %ﬁ ,\f; pour 1'argument }; a l(aide
des relations (III.7-13, 14 et 16).

4) Calcul des termes A, B, Cet G d'aprés (V.1-T et 8).

5) Calcul des coefficients d'influence a; et b[ du cdne selon (V.3-3).

6) Calcul de Y et k. d'aprés (V.3-U4),. : }



8)
9)

10)

11)

12)

13)
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Calcul des coefficients d'influence o, et bi du cylindre & 1l'aide de

(V.3-5).

s

calcul de Co et 1o selon (V.3-6)
Calcul des éléments de réduction adimensionnels du cdne, 4 la jonction

avec le cylindre, avec (V.u4-2).

-~

Calcul des coefficients d'intensité de contrainte du cdne :I;Z a la
grande base d'aprés (V.4-6).

Calcul des €léments de réduction adimensionnels du cylindre, & la‘jonction
avec le cone, selon (V.5-3).

Calcul des coefficients :E? relatifs au cylindre au raccordement en
exploitant (V.5-7).

Calcul des coefficlents ‘J},max et des positions 5;; correspondantes

d'aprds (V.5-9, 10 et 11).

V.7.- DISCUSSION SUR LES RESULTATS OBTENUS

Le calcul, selon la procédure du paragraphe précédent, des coefficients

d'intensité de contraintes a été programmé en mode conversationnel sur un

micro-ordinateur Commodore CBM 8032.

Le listing du programme est & 1'Annexe 3 et des copies des résultats

obtenus & 1'dcran sont i 1'Annexe L.

Différents passages de cas de calcul tirés de l'article de WATTS et LANG

conduisent aux mémes résultats sauf quand les cogues sont peu minces (R/e_<:3C9

ol on a‘de 1égéres différences (quelque %) compte tenu de la remarque de la fin

du paragraphe (V.3-2).
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On pourra donc se reporter & la discussion détaillée des résultats
faites par les auteurs. Les points les plus importants sont les suivants
— le coefficient d'intensité maximal est en général celui relatif i la
contrainte méridienne & la jonction dans la pilce la plus mince | C[:ou,?g: ).
= les deux coefficients primordiaux :[: et 3;: augmentent quand l'angle o
augmente et quand Rfe augmente.
- le rapport k= h/e, le plus favorable est k=4 car si R>4
:t: augmente et si R <4 clest ];: qui augmente alors (voir fig. 6,

page 318 de 1l'article).



CHAPITRE VI
ELEMENTS D'ETUDE DU RACCORDEMENT

CONE DEPORTE-CYLINDRE DE REVOLUTION

A LA GRANDE BASE DU CONE

VI.1.- PROBLEME HOMOGENE DE LA FLEXION ASYMETRIQUE D'UN CYLINDRE DE REVOLUTION

Aux paragraphes IV.6 et T, le probléme homogdne de la flexion d'un
cylindre de révolution a ét& résolu en se limitant 3 la partie axisymétrique.
Cette &tude partielle était nécessaire et suffisante pour 1'étude du raccordement
cOone-cylindre coaxiaux mais elle ne l'est plus quand le clne est déporté; nous
allons donc traiter maintenant le cas général ce qui nous donnera des éléments

d'approche pour 1'étude du cdne déporté.

VI.1.1.- Equations disponibles

Les équations d'équilibre du probléme homogéne s'éerivent d'aprés le

paragraphe IV.6.1. dans le cas général :
(a) N o A Ny - 0
P2 R

(v) "ONy 4 oNu o
ox R 268

il



(¢) (DNAB + 4 ENZA + Noo -0
D R 20 R
(d) 2 Cyy s A ’)Cn =0
dx R 20 43
(e) 2Ca + 4. ?i%!— — N‘L3 =0
0 x R 28

"Pour un champ de déformation de Love-Kirchoff les déformations de la
surface moyenne, les angles de rotation de la normale et les paramétres de variation

de courbure sont donnés par les relations suivantes tirées du paragraphe IV.4.3.

o >
() = 53
(g) XZ'L — _%_.(_552_@3)
°© 4 2 Y
» e = (% v %)
(5 v, = 2%
0 x
P
o= G
oV
(%) - 4
Zu T 3
‘1) %.7. _- ;%.%_v__
‘ V.
(m) ’942_ = ?i

) °
En inversant les relations (IV-4-T) et en remplacant les contraintes to(ﬁ

par N"‘P /Ze il vient :

(n) 3/:‘ — Noy Ny
2 Ee




(o) Xzz

XO

(p) 42

128

Ngp NM
2Ee

N,
2Ee

I

(A+)

Enfin en intégrant aprds multiplication par 3 les équations (IV.L-8)

de -€ 3 4€

(q)

(s)

on obtient 4 1l'aide de

(R, 2 ,m

~ '3V7_

W, ,
(*w

)

d
.(O?\i ) ?& ?5\3)

oyl (7)44 +0'p22) =

—"DI
N4

- D (pn +~D.2_1) =

D 'B\/z.

— (. 0)$Y‘ ’912 = _ (4-9) 21

VvI.J.Z.— Utilisation d'une pseudo-fonction d'Ainy

(1)

8 partir d'une pseudo-fonction d'Airy

(VI.1-1.a,b,c)

Si on considére que les &l&ments de réduction Nol[& peuvent &tre obtenus

F: F(x,@/ soit :
4 OF
M T ORT 6
2
Dxl
N - A OF
2 7 T R 2x96

alors les deux premidéres équations d'équilibre (a) et (b) sont automatiquement

satisfaites.
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En isolant h&5 et 'ng dans les équations d'équilibre (4) et (e)
et en remplacant les éléments de réduction (;ip par leurs expressions (q), (r)

et (s) en fonction des angles de rotation il vient :

WV
N, = -D,.22
(vI.1-2) " M
VIi.1-2 —_ 7
_ W, , A 3\/4}
Noy = =Dy G952+ -5
avec
v = 2% j__‘}___v?—
42 T Bx R 06
(VI.1-3) Vo = Ve A VY
Dx R 20

Alors en substituant (VI.1-2) dans 1'équation d'équilibre non encore
utilisée (c) et avec (VI.1.1.b) on obtient la premidre équation différentielle

liant F & \C , V; par 1l'intermédiaire de VL R \éL .

I . "Ll‘/-
(VI.1-k) oF :D‘"YJ { R A(\é) + (4-9) ;{;—6%(

2x?

avec le laplacien d'une fonction définie sur la surface moyenne déduit de (IV.2-5)

& 2
(VI.1-5) A = ¢ + - '9‘
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o
(11) - En éliminant 04, entre (g) et (O) , puls en isolant ‘U_; dans

1'équation obtenue et enfin en dérivant en ax on fait apparaitre 1'équation :

Vv —2u _dY% R ’9( N,)
5 Bx | V200  2€e ox

Or en isolant 'U;_ dans 1l'&quation (j) et en dérivant en x, on obtient :
M~ RV,

dx
dont la substitution dansl'équation précédente nous donne une deuxiéme équation

1iant V. ,V. et F

A (R

(V1.1-6) V, = RN _ R ( PF __O_BF}
26 2Ee rbxs z

(111) En éliminant Xﬁ_ entre (h) et (F) et en dérivant en X on obtient

4 1'aide de (VI.1-1c) L
(4+9) YF _ V. + F;j__‘B’L”JTc
EeR* 2x%30 Dx R* 269x

entre (.{) et (n) on obtient :

P ©
or en &liminant ¥

A4
?_ﬂ_]_ = N-H -~V N?.?_
x 2Ee

dont la substitution dans 1'équation précédente donne avec 1'aide de (VI.1-1a et D)

la troisiéme équation liant \/4 R V?. et F

vl 3
(VI.1-7) ?Z’-_ - { 2.#-0)BF "?_ oF bl }
?)L ZEe. RZ 'BxZD& R 96
V1.1.3.- Séparation des varniables
(1) Si on dérive (VI.1-6) en 2 et qu'on y substitue %_YZ._ par (VI.1-7)
s

on obtient :
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(v1.1-8) ' ?_V;'_ — R A(AF)

P3'e 2Ee

(11) Si on substitue a VZ. dans (VI.1-7) son expression (VI.1-3) et qu'on

utilise (VI.1-8) on obtient :

(VI.1-9) TV 4 (A F 4 249 )F }zF')
RZ dx? f&* 26t

vec la définition - e .- s'ecrit encore :
(1I11) A la définiti (VI.1-3) 4 , (VI.1-L) s'écri

=<|
®
<

:;\G + (2 tD:) + ‘f 'Q?V;‘}
dx 6?2 “Dx 7‘99 R* 263

En dérivant deux fois en ¢ cette équation et en utilisant (VI.1-8 et 9)

on obtient 1'équation différentielle en la seule variable F

* (4
(VI.1-10) oF <y' {RAF 43 3[‘ 4- >F L4 OF

=% 2Ee RE 3362 R‘o S50 R 2g¢

dont la résolution nous donnera F donc les &l&ments de réduction Ndﬁ par
(VI.1—1), puis \4 et V'L par (VI.1-8 et 9) et donc les &léments de réduction

No(g et Cozp par (VI.1-2) et (q , Vv , S ).

VI.1.4.- Décomposition en serie de Fowrlen

Comme le probléme est périodique en 9 de période 23T on peut décomposer

en série de Fourier la fonction F'_ sous la forme :

o0
(VI.1-11) F(x,@) = %} ({m cos(nB) + {2_“ Sin (n&))
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avec ‘ :felh:: fdh(x) .

On peut d'ailleurs remarquer que le raccordement c8ne déporté-cylindre
de révolution sous pression présente le plan X_' =0 soit 9: 0 comme
plan de symétrie. On en déduit donc que la fonction F est paire eh 9 ce qui
assure que les fzn sont nuls.

Néanmoins nous ne tiendrons pas compte pour 1'instant de cette particula-
rité afin de conserver au probléme toute sa globalité. ‘

Dans ces conditions (VI.1-10) fournit les &quations

) ) c) (6) 6 (4-Hnt v hnn® (l) na.n
(VI.1-12) 1&“ = 7' {"P l‘n 'P——TL‘ ol ""n"‘""' {du}

«) diﬁ(
£ = Lo

avec "
Ce sont des équations différentielles en 2 & coefficients constants mais
fonctions de N

Les solutions sont donc de la forme :pa(h: C e (C = constante)

avec pour I les 8 solutions sur le corps des complexes de 1l'équation carac-—

téristique :
G4 8 4l 6. 6N oInt ¢ . dntln® 2 nEné
(VI.1-13) __Qgr =r _ 10 'y 202 vy 20
R? R* R R®
. ;
od 3(4-%9 comme défini en (IV.7-2).

F'= R"D‘,l TR,

C'est une équation du be degré en I .

VI.1.5.- Resolution pour diggérentes valeurns de N

Dans ce cas (VI.1-12) s'écrit simplement

(a) :e:(f) + QBQ {W —~ 0
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dont la solution générale est

(VI.1-1k) __edo = ‘Px (l/\’d,, cos Px +K sm ﬁx)i-e (l( cospx+ s.'an)

5 3 [ 2 > 8
+K°(o.x +K°(°.Z + l’(do.x +K¢-\(O

ou les Wa(o sont des constantes.

(II) résolution pour n=4

Dans ce cas (VI.1-12) s'écrit :

:E(S) £d‘t (Z+l’) 4 ﬁ)-:t(l” _0

] 5 3 6 2 +
Les quatre solutions indépendantes \'(ot—j.‘x . I'{OH.OC s \/{“4.1 et

A
KOH avec Wyq = constante sont évidentes.

) A [ g &
Les quatre autres sont de la forme Wal-i e avec Y solution

de 1'équation bicarrée:

L B2 (231 +4ﬁ9) =0

R?.
dont les racines, sur le corps des complexes, sont :
1
7
R 4

. Z 3
Dans cette expression (2 -V )/LI- est nettement plus petit que

pIRY = 3¢ RE
4 et
pouvons donc nous contenter de 1l'approximation :

r ~ * (-&ti)ﬁ

dans le cas d'une coque mince. Nous

Les quatre autres solutions de (b) sont donc approximativement
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—px 2

K;d_ e cosfx j Kdi ;_pzsfn Bx y Kj: e,Fxcos Fx ; K;‘i eﬁxsﬁn Fx

On retrouve donc le champ de solutions obtenu pour N=O mais ici

avec une certaine approximation.

(ITI) résolution pour N grand _ '

(VI.1-13) s'dcrit encore :

y 2 " 6
8 Ln* -6 +[6n _n (4 +[‘P"Jr."+ Un* b o ne_n _0
Rlc

TR RS - TR®

lorsque N est grand nous pouvons approximer cette équation par la suivante

6 8
(c) \fs_..til'.?:r‘ + éﬂ‘_‘.\rl‘ _.t_‘f.’_.rz h =0
RZ RY RE RE

Les solutions de (c) sont donc y =+ __;\L , chacune des deux racines
(réelles) &tant quadruple.
Par la méthode de la variation de la constante on trouve comme champ

approximatif de solutions

nx
-0 4. 2 3 2 3
(VI-1-15) noc

. <
toujours avec th = constantes.
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VI.2.- PROBLEME HOMOGENE DE LA FLEXION DU CONE DEPORTE

La procédure est pratiquement la méme que pour le cylindre.

VI.2.1.- Equations disponibles

Nous rappelons le systdme (II.7-5) des équations d'équilibre :

() ’9?;(1’2-44) *%35941 “zza =0
(@‘)‘ %%(Alzm) , uA’;‘ ‘égiéz _ 0
SR L
(a) %(/3 oo+ Ao\ D;;"‘ —Mzz—AZB =0

) zM ) DMZZ . Z -0
@;(’5 z) +'@‘3$ Pzz“

Les déformations de la surface moyenne, les angles de rotation de la
normale et les paramétres de variation de courbure sont donnés d'aprés le

paragraphe II1.6.3 par :

(f) 84: — '3(.(4
%p
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' (o}
(g) 87_2_:_’!__3_“?:4-“4_.13_.
a 26 A Re.
° 4 Uy { du U
(n) £_47_ = 5 5 -e—m 26’4 - T’-
du ;
(1) V, = 55 (i
(5) V, = 4 2% b
Vo 08 Re
(k) €> — EEEQL
U4 04
(1) e = _\_/i + _,L i;—\é
AT
(m) ‘ f> = iéyg;
42 (BA

En inversant les relations (II.6-3) et en utilisant les relations (II.7-6)

liant les contraintes CLXF aux €léments de réduction on obtient :

| oS
(n) g‘: _ 2-44Z-EHZZZ
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v

r Yoy
5

2EHh
EO - u}) Z“W_
@) -z (4] 2€h
'/
(a) Y i (&4 +V sz) =-D. [ + (
M D 3 D[
P
(s) M, = - (4-9).2.0,, = - (4-0) D e

VI1.2.2.- UWilisation d'une pseudo-gonction d'AIRY

24

F 0

A MW

+.——-——__.-—

V' 20

]

4 3\/2.
w5

35

(1) Les de sont 1iés 4 la pseudo-fonction a'Airy par :
S, = AOF 2 g OF)_ A 4 O R
R Iy SN VN Y S A o0p algpgr B
(VI.2=1a, b, c) Zzz ?_jf_-
Y
Z ::_,D_,_ _’,‘_.?_Ej)::_j__ (j_lﬁ"?fﬂ.‘
9 ) Vo W73 36~ 9p068
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Alors les deux premieéres €quations d'équilibre sont automatiquément

satisfaites.

En isolant 52;3 et 35:23 dans les équations (d) et (e) et en

remplacant les éléments de réduction b1qp par leurs expressions (q), (r) et (s)

il vient :
| YA o
Z“‘e‘ == 'a/: @
(Vi.2-2) y }V.
2. . =~ DA dA)+ A 2%
avec
Vo = A2 (V) « 42
A ) (pY) + = 28
(VI.2-3) 7 BV
V, = A9 V) 4. 24

En substituant (VI.2-2) dans (c) on obtient avec (VI.2-1b)

a4 F V) . 40 SGY)
(VI.2-k) _—R—;—-ra——’bz' = j){ A(_,') + PYR 9/538 }

avec le laplacien d'une fonction définie sur la surface moyenne déduit de (IT.2-h) :

A:?f_..’r:‘_g_ +—’L<‘)z _r.é-—>
2 3 9 a Z O
(Vvi.2-5) A A 26 N
=4 2 [pd et [ L 2. 1
A B LT op Vo' 26 & i 06
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' o
(I1) En éliminant E'l?_ entre (g) et (@), puis en isolant Wy dans

1'équation obtenue et enfin en dérivant en A on fait apparaltre :

\4_'30.3 _ Ro 3“?. - Ro Quy _ R [P 2 )]

| ——  —otm  cmmp——

dp Va' 2226 A b 2Fh » 9,6

En isolant (g dans 1'équation (3) et en dérivant en A il vient :

RV
) ¢

- U Eo .
De méme en &liminant - entre (f) et {n) on obtient :

(£) Quy . Z V29
@ 95 2L.Eh

En substituant ces deux dérivées dans 1'€quation précédente de Y‘

on obtient la deuxiéme &quation liant \/4 , VZ. et F

V= Ra ) (RV)
TN 26

R, 4 ) o [y oF 4 2F
+T'ZEE{"°»»B 5055 D’ba» = ("\;?i"“)]

(VI.2-6)

R B

A ,,'))}
Vaa o9 ‘Va &8

- - . o
L'élimination de 547_ entre (h) et (p) donne :

92 (A+9) Z a2 __Qay v 4 duy Uy

hanand . ——

2Eh 25 Vo 98 ey

dont la dérivation en ) aprés multiplication par p donne avec (VI.2-1c)

et (é/ la troisiéme équation liant \/4 , VZ. et F
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(VI.2-T) p%( V)= _Z_E__{(z o),, (4'3F> 3;(;_3; _\%

sg\v
g
¥lv
=
esl“’
w-’

VI.2.3.- Séparation des variables. Discussion sur L'eéquation en F

(1) Si on dérive (VI.2-6) en p et qu'on y substitue -3%(/6-\—/:) par

l'expression déduite de (VI.2-T) on obtient :

(VI.2-8) 2V, = _ Ry A(AF)
P 1Eh
(I1) Si on substitue a V,: dans (VI.2-T7) son expression (VI.2-3) et

qu'on exploite (VI.2-8) on obtient :

V) A (e (A2F) 4 B2 (A2F), 4 (4 3F
AT -ZEhRZ{ (\r‘ 2 ( ) A (\r; a&)
(VI.2-9)
+2 20 _9_(;4_?___)]+AR1 °( AF)}
Vo 2047 2 Mol 96 Re
(I11) Avec la définition (VI.2-3) de —VA \/ (en remplacant ?_gfi’:
par"")(”\/) dans 1l'équation de V -4) stéerit encore‘:
b 00
4 EZ_F__: '}3V__1+“__3V4 i?_lé_f,_\é_
DR, op* op D DpE At A3
+4LQ +_,4__21V_‘__0\">20\/4__£?_yi]
m&z P opE 3 26

{(z v)>(pV 3 0OV, 4 04
,A\Ta %06 A 0p2k BE 26

(V) (pV a(A
e et g



En multipliant par )“

devient :
2
DR, 25
Va
(VI.2-10)

3

@
¥ (_\%) .

On voit qu'en substituant ?__\é

relations (VI.2-8 et 9)/ (VI.2-10) fournit une &quation aux dérivées partielles

du 8e degré en la seule variable

) Di\_/‘_‘. + 40p3 P/ + ?_3)?‘}3‘{' +9) 2V,
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et en dérivant deux fois en ,b

A /}l"_’i +6p§_3__ +-6?;Z_E

243 Ipt

o ——

p° 2y o ot
+(_A_)7‘.[ o 5 ( >V, _ré"_\é)

04200 24°00
My T 2N )
p 00t Y0

+(-4+ln))p(
2 (eo) [ OVe T ?_214_)]
2

0002 9p06
o
7

(294 T_V
[ 0% o Y%, art p)é(p‘é)]
3A1w3 Op 30
2 . |
55 t ?2;) respectivement par les

F . La complexité de cette &quation due

|
essentiellement aux termes en v;_ est telle que nous €pargnerons le lecteur

en ne 1l'écrivant pas.

La 27— périodicité de
décomposition (VI.1-11) de F
(avec :eu(h = __.Eu(“ (p)

L'équation aux dérivées

en des équations différentielles

la fonction F étant toujours assurée, la

en série de Fourier est toujours possible

bien sur).

partielles, non fournie, se transforme alors

du 8e degré relatives aux fonctions _‘Paih

cette équation

) (5. Qo)pb(”vl) +20. oﬂ(b\/)
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Indépendamment de la complexité de 1l'équation en F , celles en :£ le seront

odn
également car les dérivées partielles de Fosont multiplides par des termes
représentant la géométrie du cbne déporté ( Rq_, q;? ....) qui sont également
fonctions (périodiques) de 6

On se heurtera donc & la difficulté supplémentaire (certe non insurmontable
mais désagréable) de la recherche des termes du développement 4'un produit de
fonctions en fonction des termes de chacun des deux développements. Cette recherche
fondée sur les formules de transformation en somme d'un produit de fonctions

circulaires permet de montrer que chaque terme du produit est fonction d'une

infinité de termes de chacune des deux fonctions.

V1.3.- PROBLEME HOMOGENE DE LA FLEXION ASYMETRIQUE DU CONE DE REVOLUTION

Au paragraphe III.7 le probléme homogeéne de la flexion du cdne dé révolution
a été résolu en se limitant 4 la partie axisymétrique.

Nous désirons maintenant résoudre le probléme global de la flexion
asymétrique. Pour cela nous reprenons les résultats obtenus pour le cdne déporté

sachant que dans ce cas

V! — A, sinet

et donc K:F:O

VI.3.1.- Séparation des variables

Les &quations (VI.2-8, 9 et 10) deviennent ici

(VI.3-1) VY, — o AZF

25 2Eh




(VI.3-2)

(VI.3-3)
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LICA D [ AF rewon_(E), fti BF
Q,Az —ZEHP'}&»W& w[ ++Np3)7-(7)+P9 : ]

A pz)qr 6 3F +4215]—- YA/ 0. Ry S +3A}2V

=p 21 )____

:Drjd

suivante

(VI.3-k)

" 'Aﬁaag % S Y L2y

5/ 4
+__“__ -O,A 2 Y, +(—l+ln>),bé u +2(4+o)>3V4 ]

AUk Py 3282 ‘A26 ’2»)0
+ 4 | (2- \))p ) (s 4\)),6>(/M-)
domal ?»ﬂaé’ A

Sh) 4 (%)
+20-9) W f/)m"-t 9,47‘383

La substitution de (VI.3-1 et 2) dans (VI.3-3) fournit 1l'équation

enF:

_)‘{

+

1BF+G BF — 4 A Y 2~

» Fre2P 1l = A ALAD(ANF)
4 {( 1)) F 6y °F . 9+9v_23¢ ¥F

byl pimt 58" A o0t PE pt6%

(9490239 3 °F , 2C40) (44-29) ¥F
Al %Abaz Y 2Ot

rd [k ¥F 8 3%F s ¥R, B‘F]}

un‘o(

pE PO P >,A>»0“ AT A“»uv& 26
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avec comme au paragraphe (III.T.3) :

X'-: 26h  _ 3Q-3)
:D.bgza(' \11,\"3"»4

BU
VI.3.2.- Décomposition en série de Fourien

Compte tenu de la 2T -périodicité du probldme en 6 R F(Mp} est

décomposable en la série de Fourier :

(VI.3-5) F (5,8 = Z:o L _f-m coon@) + f’ZhJJ&n(nQ}]
avec fo(n il fd“ (»

Ainsi (VI.3-4) fournit les équations différentielles :

l Kr o ¥
N4 o r6p A vEh] = %ALM(/) )
o 60 3 +9v_2st p@
(VI.3-5) rz’(»md{(“ )f *”_)T'—th

2(9+9v-23) £ 3 2 w)(-u.zo)
——— + :e
ol
23 n

(
»(Ml& [_ /)L i(l) 8 -:l) (43 “'L ]‘}

—

avec A [ 3(/)’]
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soit encore sous forme développée et ordonnée :

O= p 4o i g g +(}z_a__._p£‘

“2 4 - nd VA
+[24 #Xp -m(30+ rg%() + 60 1. f
¢ 2 (3)
, +[ EXNA €9 ]
(VI.3-5 bis) tg.,( .ovn%x
Ve nt 3490 23F) , n' ‘-e

[6 A~ («Ih— S ) e (ZO+|-3 _ Aw&] ot

< [32+2(9+90 2 (4o 43 )t . 8n l 4
/)(Mo( f‘gac I:g‘ac dmik _,om“.(

L n* _[_36_7"““")“*‘1‘” F (4363 )nL T _4_3__, n ]
Dimet g2t hy'sc | 2% g Aw“.x Akt

C'est une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre 8 &
coefficients analytiques qui est du type de Fuchs & l'origine. Ceci assure

l'existence sur le corps des complexes d'au moins une solution de la forme :

oL
. jE -_— Z a ,«)
(VI.3-6) aAn m=©

avec am coefficients

et ¥ nombre éventuellement complexe, & déterminer.




146

La détermination des am et de ¥ est encore délicate, nous allons

en donner un apergu pour le cas le plus "simple" o N=O

VI.3.3.- Etude pour n=0

Pour N=0  1'équation (VI.3-5 bis) s'éerit

(VI.3-T) pf,<0+4“£ +’-7-Z,o£ +96,{ s (24N ﬁ( g,\(fﬂ) ﬂz)) o

La dérivation de (VI.3-6) donnant
"'H'Y'.F

=)
n_3
= a (m+r)(mivd)eee (Mmev_p+4d

Lo = L O (e )(mir-y e (mirpad) s
le premier terme du développement de (VI.3-7) en puissances de p s'éerit :

-4

a_ b v(r-4) ... (ro?#
+46r(r_1) ... (r-§)
vFLvv Al L. .. (r-5)
FIv(vd)e aws (ro4)

* 24 v (voAy vz (vi3d) }

v

L'égalisation d zéro du coefficient en O fournit 1'équation

caractéristique:
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0= r(roA) (ro2)(v-3) Sl(r.td( -S) (- 6)(r A + 46 (e ) (v_S)(v-6)
I2(vl)(v-5)  + 96 (vl) 4 24'}

— ) orafor3)

dont les racines (0, 1, 2 et 3) sont toutes doubles et ne différent deux & deux
que d'un entier. L'équation différentielle (VI.3~7) est donc du second type de
Fuchs ce qui permet d'affirmer que toutes les solutions de (VI.3-T7) ne sont pas
de la forme (VI.3-6).

Pour chague valeur de ¥ 1l est ensuite possible de déterminer de
proche en proche, par substitution, les relations de récurrence donnant les

coefficients a & partir de la constante arbitraire Qg

m
Comme les racines sont doubles et que de plus elles ne différent deux
8 deux que d'un entier nous ne disposons gque d'une solution indépendante de la

4

forme (VI.3-6). Il s'agit de celle correspondant d la plus petite racine soit :

m

<0
:e = > a, A
o0 m=0

avec pour loi de récurrence :
(VI.3-8) 4, , 4, , 4, et Qg quelconques
W

mZ(m4)(m-3)

En fait cette solution contient quatre fonctions indépendantes car il

pour m>4

m:

y a quatre constantes arbitraires ( a, , &, , q?_ et U, ).

Ces quatre fonctions indépendantes,solutions de (VI .3-7} peuvent

s'écrirent sous la forme :
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+o
~
I
x
Sw

o{©

-:e o Ko -4
oD
3 3 2m
:foco = Kdo ;4 aZm A
o0
(VI.3-9) 4 K 4 Zm+d. |
“Pdo - o Z‘l Q2m+1’6 :
avec T

>\‘/
A =_-L __—«a -2
P prCp-1)(p-3) P

K. 3 conshantes

Péuf P>,,+

La premi&re solution n'a pas d'intérét car elle correspond 3 des

éléments de réduction tous nuls.

Les quatre dernidres solutions doivent &tre cherchées dans les groupes
de solutions suivants (voir le livre de G. VALIRON, cité dans la bibliographie,
pages 203 4 209).

Le groupe suivant est de la forme : f.lnp ff avec

4 2
SO .
[i3) e ?_"i. m+v
) m=o 2 mzo M

L'injection de ce type de solution dans (VI.3-7) permet d4'obtenir les

coefficients bm et am et le terme V°

On obtient ainsi

. *z. du type (VI.3-8) mais avec a, = 0 (donc r = 0)

(VI.3-10) .« by, by, by s b, quelconques, et pour m> 4 :

b - )\‘-f { b m2 L0mE+30m AL o _b }
™ mE(ma) (m-3) mlm.1)(m_-2)(m-3) ™-& m-2
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Cette solution génére 3 nouvelles fonctions indépendantes de celles

déja trouvées; elles s'écrivent :

. f:o = Ky -Llnp
. :fdi :Kdiiln,o{édqm ]+ZZ4|>
A At A

avec
(VI.3~11) .

Kao : constauves
Cl2_203=i bzzbssO
et povr Pz‘f-:

&
a; = -
P P Cp-1(p-9)

a P__z

X*(tq;“ tofed0p-ttl __(4p-205430p-0)
P p* (p-AlCp-21Cp-3) P"" pCp-11(p-3) p

b

I1 manque encore une solution indépendante des précédentes pour obtenir

une base de solutions.

Celle-ci doit &tre recherchée dans les groupes suivants qui sont de la

forme (tou,jours d'aprés G. VALIRON):

groupe F : fdo :P (Anp +4{/Ln) +.. . -ep

o<
. mav
avec :P de la forme =2 a” AP
“ m

m=0

les -P, et ¥ dépendent du groupe.
<
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Le troisi®me groupe fournit la dernidre fonction de la base de

solutions.:

Elle est de la forme :

m=4 2m+44

8 ) L2 2med 2 Imid = 2msd
:€to = K"" {(/_"P) ) mz—.i Trs” * (L"P ) 'Z}. Gmn®* 2. S

3
avec P&o_ éons;ante

Cy = 1 a3'= b3 = Q
et pour p = 2m+l > 4 :
4
. X
P — 1 o2
4 Cp-1) (p-3) P

A 4
(VI.3-12) *p= —{ )'/"CP +>7/->\CP~?- +X‘(\QP-Z} /X5
4 :
b, = {)(44‘, +X, 0p + X2.>‘cf~?. fxl/ anr_z "’Xe >’ql’p-2.'§ /xs
Ya= UpCpa)(p9(p-2) (4 e r2dp_c)
Yy = 8pCp-li(pra)

Ki= 4 plp-d) (A4 p'_H2 p* 434955 _383p + 424)
2 (6p*_2tp+23)
2plp-41Cp-2)(p-3(UpA8p +24p_€)
L (p-2)(2p"-8p+F)

Xs = P Cp-)ilp-2)"(p3)°

Xe= (-1)Cp-3(p )

X
I

w
1]

>< X
L~
1
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VI.4.- PROBLEME HOMOGENE DE LA FLEXION D'UN CONE LEGEREMENT DEPORTE

Dans ce paragraphe on se place dans le cas particulier ol le dépert A

du cdne est faible vis—3-vis du rayon R et on appelle ici :

(VI.L-1) £ = __A:.
R

1'infiniment petit caractérisant le dépert.
De méme on appelle o le demi-angle au sommét qu'aurait le cOne sans

déport :
(VI.4-2) re 3('_‘

Si on lindarise en & 1les termes géométriques ,b/l): et P/Rz_ on

obtient a O(Ez) preés :

- __f_‘__.. — E.A&na( cod&'

(VI.h-3) 2 .
Veu L

el
RQ_ "}o(
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s [dom-g ] +[>(gffﬂ 4 2Za 51 ¢ -0

Am( 38

(3 5050 552 ] € -

| PN r’d(z fn >(pz¢3 4 32-7;;‘ z-7.42‘
(VI.h-6) dp/”.,3 Tg ] [ Yok 30 T 1€

CAOMad M° 2pM ) 4 oM, W 4
3 d,““MZ'L‘PZs] 9/;” - 3‘;2 21—/5243]'6:0

4 P, Ned DM;L 4 —
» 'a»(” Plz)+f&2< % 42 | € =0

Le cas £=@ correspond aux équations (III.6-1) du probléme homogéne
axisymétrique de la flexion du cdne de révolution.
La régolution 3 1l'ordre 1 de (VI.L-6) correspond aux équations (a, b,

¢, 4, e) du paragraphe VI.2-1 relatives au probléme homogéne asymétrique de la

flexion du cdne de révolution.

VI.4.3.- Linanisation du champ de déplacement

3
De méme pour les déplacements nous avons & OCE} prés ¢

(¢}

4
(VI.)-\L—'?) C(_i - “J: + E (-&J:
avec toujours pour les mémes raisons :

u; =0 u, = u, M Uy = Uz (a)

4 A4
(A_(‘ e (1519/

1
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» - . ’ o
VI.4.4.~ LinBanisation des termes Eap , Vi et Pup

e~ . . - - ' [ -]
La linéarisation des déformations de la surface moyenne 5&3 , des
angles de rotation \4( de la normale et des paramétres f&s de variation

de courbure donne d'aprds (II.6-2) et (VI.L-T), toujours en s'arrétant 3 1l'ordre 1

en €

[ di] e[ 2 'J-e, &

M

I
|~

[+}
u® 1 #AT A 3“2. |

g° _ i[ YT . 4 Du,, u}f].e

—

24 o.Amet 0 Y.

V, = Vi + &V
avec
VAR dus
4 37
Ve
(VI.Lk-9)
VARSIREL?
44 EA
1 4 ) Qu"
Vo= (U +—L222)
/.H*g,( Coal I8
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(VI.k-10) ap H = A
o _ Y ol —A (Va4 M
fzz' - :—A_ 2 A -4 ama DO

o A
E. =0 012 = L

Z

On constate que l'ordre O correspond aux relations du probléme axi- -
symétrique du cOne de révolution et que l'ordre 1 correspond & celle du probldme

asymétrique de ce méme cdne.

VI.4.5.~ Sofution du probleme homogéne de La §Llexion du cdne Légerement
déponte

Compte tenu des résultats des linéarisations précédentes, la solution
du probléme homogéne du cdne faiblement déporté est constituée
- & 1'ordre O de la solution du probléme homogdne axisymétrique du cdne
de révolution, donnée complétement au paragraphe III.T;
- & 1'ordre 1 de la solution du probléme homogéne asymétrique du cbne de révolution,

donnée partiellement au paragraphe VI.3.
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VI.5.- SUR LE REMPLACEMENT DU CONE DEPORTE PAR UN CONE DE REVOLUTION_"EQHIVALENT"

Le code AméricainA.S.M.E., partie 8 division 1, préconise pour &tudier
le raccordement cOne déporté-cylindre, de remplacer le cane déporté par un cdne
de révolution de méme épaisseur dont le demi-angle au sommet correspondrait 3 la
plus grande discontinuité 8u raccordement du cbne réel car on saif, par expérience,
que c'est la zone la plus sollicitée.

Ceci est visualisé sur les figures suivantes, le dessin du cbne déporté

étant obtenu par projection sur le plan de symétrie :

- e e
Tﬁ\ Reession P
oy — —R -4 - 2—2'—-
"‘/ . 0\
équivalent a :
olm_|
; ih

avec D$1= anx G*;}'*Tr)

Ce code considére donc que le raccordement du c6neréquivalent”avec le
cylindre présente le méme niveau de contraintes, ou un niveau supérieur par
conservatisme, que celuil avec le cdne déporté dans sé zone la plus sollicitée.

Ceci peut en partie se justifier par les points sﬁivants
a) La pression est la méme.

b) Le cylindre est inchangé.
¢) Les deux cBnes ont la méme épaisseur.
d) La plus grande discontinuité du plan tangent pour le cdne déporté a la méme

valeur que la discontinuité obtenue avec le cBne "éguivalent”.
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e) Au raccordement avec le cylindre le rayon de courbure non infini du cdne

"gquivalent" wvaut R?.: R .
CM«M
Pour le cdne déporté si on prend olpn > A, comme représenté sur les
dessins précédents, ce qui est toujours loisible, alors °(|"\ = olyr et la

plus grande discontinuité du plan tangent est obtenue pour @ =+ . |

D'aprds (II.1-4) le rayon de courbure vaut 3 cet endroit :
R, = R »

avec AA. distance du point considéré au sommet du cdne.

Fs!
A R
l .
/ " A =” 0 " "
H i // oLt
Yy 0o X

Donc géométriquement il vient immédiatement

R?.‘R :__P\

—

Coogo{ cooX M

T*

soit la méme valeur que pour le cdne "équivalent".
Ceci permet de vérifier qu'au point vni les contraintes de membrane,
P !
données par (II.6-9), (en remarquant que b= I = F=C en 0=0 ouT T )

sont les mémes que celles du cdne de révolution & sa base, données par (III.5-1).



158

f) Au raccordement avec le cylindre, le Jacobien de 1'é1ément de surface vaut

pour le clne de révolution d'aprés (III.1-3)

Vo' = A pinolp :(_B_-).,M’Molm =R

pimp
Pour le cOne déporté nous avons un point m, (défini sur la figure

précédente) d'aprés le paragraphe (II.1-2).

o =R ~ R
\fH?'+ (K-I-A)z"

Soit une fois de plus la méme valeur que pour le cdne "équivalent".

Ces deux derniers points, trés importants, couplés avec les précédents
« P -~ “/ . ’ -~ . . .
lalssent présager pour le cOne équivalent un comportement trés voilisin de celul
du cOne déporté dans sa zone critique.
Certeslorsqu'on s'éloigne de la base les termes \]Q et R7_ du cone

déporté et du cbne "équivalent" différent progressivement mais, comme le probléme

est essentiellement local (effet de bord), ceci doit influer assez peu.
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CONCLUSION

De fagon générale, les appareils 3 pression utilisés dans 1'industrie
sont constitués d'une virole cylindrique raccordée a d'autres coques de géo-

métries différentes ( tronc de céne, fonds bombés, fonds plats ... ).

L'expérience industrielle montre que ce .sont les zones de raccordement
qui sont souvent 3 la source des avaries dans les appareils 3 pression car
elles sont généralement le lieu de contraintes maximales et de discontinuités

géométriques et métallurgiques.

L'étude en 8lasticité linéaire de la distribution des contraintes
dans les zones de raccordement est rendue difficile 3 cause de la variation
des rayons de courbures et parfois du plan tangent, ce qui engendre une

discontinuité des contraintes.

Devant ces difficultés, notre démarche a consisté 3 étudier séparément

les coques de géométriesdifférentes puis 3 s'intéresser 3 leur raccordement.

Pour les coques minces,’on a pos& le probléme de l'équilibfe glastique,
dans le cadre de 1'hypothé&se de KIRCHOFF-LOVE (1850-1892) et on s'est‘intéressé
spécialement aux cas des coques cylindriques et coniques, ces derniBres ayant
fait 1'objet de peu d'études et uniquement dans le cas de coques coniques de

révolution.

Dans un premier temps ou a résolu le probléme général de la membrane

pour le cOne ( déporté ou non ) et le cylindre.

On a donné ensuite la solution analytique générale de la flexion du
cdne et du cylindre de révolution sous chargement axisymétrique et on a déter-

miné les contraintes et leurs maxima dans la zone de raccordement.

Un calcul numérique, & partir de nos résultats, montre qu'on trouve

pratiquement les mémes valeurs que celles données dans Stresses in a Pressure

Vessel with a Conical Head " (voir Annexes 1, 3 et 4), article qui est, sur ce

-

sujet, 3 la base des trégles de calcul de nombreux codes de fabrication d'appa-

reils 3 pression ( CODAP: voir Anmexe 2, ASME, BS ...).
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Dans le cas du chargement asymétrique, on a résolu le probléme, par
1'intermédiaire d'une pseudo-fonction d'AIRY, et on a donné la solution géné-

rale de la flexion homogéne sous sa forme développée en série de FOURIER.

Le syst@me d'équations régissant un tel probléme est alors ramené i une
équation différentielle linéaire homogéne d'ordre huit, 3 coefficients constants

pour le cylindre et du type de FUCHS pour le cOne de révolution.

Les solutions analytiques générales données dans les deux cas montrent que:
— 3 1'ordre zé&ro du développeﬁent en série de FOURIER, on retrouve bien les
solutions obtenues pour le chargement axisymétrique er proposées dans la
littérature technique.
- aux ordres supérieurs la solution analytique est déterminable sans simpli-
fication supplémentaire ce qui généralise celles rencontrées dans quelques

ouvrages ( NOVOZHILOV, FLUGGE ...).

On a montré que cette démarche est généralisable au cas du cdne déporté
et que, par ailleurs, la solution pour le cdne faiblement déporté est obtenue
3 partir de celle du cdne de révolution, ceci par le biais d'une lindarisa-

tion des é&quations,

Certains codes de construction d'appareils a pression raménent 1'é&tude
du cdne déporté 3 celle d'un "cdne de révolution &quivalent'. On a apporté
des élémentsde discussion sur une telle démarche et sur sa validité& dans le

cas d'un dimensionnement.

Pour le probléme &tudié on a donné la distribution. des contraintes dans
les appareils 3 pression comprenant le raccordement d'un cylindre et d'un céne
coaxiaux sous forme analytique facilement exploitable. A ce stade, pour le
probléme du dimensionnemént, les critéres de résistance sont directement
applicables. Il serait &galement intéressant 3 partir de 13 d'étendre cette

étude au cas des déformations élasto-plastiques.
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ANNEXE 1

Article "Stresses in a Pressure Vessel With a Conical Head"

par G.W.WATTS et H.A.ILANG
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-

L - .
;‘This paper presents the results of computations for de-
ttermining the stresses in a pressure vessel with a conical
. Maead. The accurate bending theory of shells is used to
gevaluate the local bending stresses in the neighborhood
rof the junction of the conical head and the cylindrical
ﬂ,ody Tables show the magnitudes of the shear stress, the
“ drcumferential stress, and the axial stress at the junction
'fa.s multiples of pd/2¢. For the axial and circumferential
i stresses, the tables show the magnitude and sense of
§ the stress on both the internal and external surfaces of the
1 }vessd. Additional results show the magnifude and loca-
;. tion of the maximum stress (of each of the three types) in
githe cylinder. Curves are given showing the maximum
gs&esm for values of cone apex angle, ratio of conical head
“thickness to cylinder thickness, and ratio of cylinder
3 dxameter to cylinder thickness which will include most of .
tbe vessels encountered in practice.
;‘w Tables of influence numbers for the conical head are
g presented. These can be utilized in many problems:
5: which require attaching a conical shell to some other
;iehshc structure. A discussion of the mathematical pro-
g.eedure is contamed in an Appendxx. .

.\

A \om‘.l\cm'nmn
bl The follomng nomenclature is used in the paper: . -

) 6= radml deﬂectxon of middle surface at )unctxon, positive
“outward,in.
5 = rotation of middle surf.xce at junction, posmve as indi-
“ahe. catedinFig 1
T == thickness of cone, in.
t = thickmess of cylinder, in.
" E = modulus of elasucxty, psi -
P = internal pressure, psi .
~ p = Poisson ratio = 0.3 for steel
«- = half vertex angle of cone

' £ = cone parameter = 2m V/(y/T) cot

~ & = cone parameter at base = m V2d/T) cot a csc
d =-diameter of cone base, dmmeter of cylinder, in.
S mt = 12(1 — p?)

t B =m/Va

A = BM/Q

¥ This work is part of a continuing program instituted in 1946 by
= the Desizn Division of the Pressure Vessel Research Committee of
+.-the ’:'Vell‘mg Rezearch Council of the Engineering Foundation, New
=" York. N.Y.
-~ . *Director of Engineering, Standard Oil Company (Indiana). Fel-
=, low ASME.
= ¥ Project Engineer, Enginecring Research Department, Standard
0l Company (Indiana}. Mem. ASME.
-Contributed Ly the Petroleum Division and presented at the
’_P't.'o!eu:: Mechanical Enginecering Conference, Tulsa, Okla., Sep-
§. tember 24-28. 1951, of Tre Am:mnv Socu:-n oF \rscx\\rcn
o N E.\cx\’ntzs.
.¥.. "Note: Statements and opmnons advanced in papers are to be
B u:xder'tood as individual cxpressions of their authors and not those
- of- the "Society. M anuscript received at ASME Headquarters,
: ’JuL\ 8.1951. Paper No. 51—PET-8. .

Stresses in a Pressure Vessel

With a Conical Head'

By G. W. WATTS? ano H. A. MNG,’ CHICAGO, ILL.

y = distance of point from apex of cone measured along
middle surface, in. ]
Q, = ghear force per unit length, Ib perin.
M, My = bending moments per unit length, b -
N,, No = tensile forces per unit length, Ib perin,
x; = location of maximum shear stress in cylinder
:ra = location of maximum axial stress in eylinder
loc:mon of maximum circumferential stress in cylinder

I stres dex = stress
I mstressindex = oy _
Gy Qs . . . Gl -
by B, b‘} influence npmbers

: INTRODGCTION .

Thls paper, dealing with the stresses in a | prasure vessel witha
comeo.l head, is part of a continuing program instituted by the
Design Division of the Pressure Vessel Research Committee of '
the Welding Research Council of the Engineering Foundation.
This program, which consists of both analytic and experimental
investigations, is intended to benefit engineers engaged in the
design and manufacture of pressure vessels.

* The paper is the first of a series which ultimately wxll cover the

kinds of vessel heads in common use.  Two additional papers
dealing with flat and hemispherical heads will be published later.
Each design paper consists of tables and curves for determining
the maximum stress in a pressure vessel under the specified end
closure.’

The elements of the theory ( wlnch are we]l Lnown)‘ are not re-
peated here and the report limits itself to a description of the com-
putational procedure togcther with a discussion of the results.
The problem logically consists of two parts: (1) The shear force
Qs and axial bending moment M, at the cone-cylinder junction -
(see Fig. 1), must be determined from the continuity of the
radial displacement and rotation at the junction. (2) When
these are known we may determine the shear, circumferential
and axial stresses at the junction in the cylinder and in the
cone. The maximum stresses in the cylinder other than at
the junction also can be found. Details are given in the Ap-
pendix. Each stress is divided by pd/2{, the circumferential
stress in a thin unrestrained cylinder under uniform pressure, to
form the stress index denoted by I, The values at the junction
are distinguished from the cylinder maxima by subscripts 7 and
m, respectively. The subseripts s, a, ¢, denote shear, axial, and
circumferential, respectively. There are thus nine stress indexes,
denoted by I, T e, T 20d 1,;, Iz, 1. It will be clear from the

context whether the last three of these refer to the cylinder or e

the cone. The stress index in the cone I,;, will be called axial -
though properly it has the direction of y, Fig. 1. The stresses
in the cone other than at the junction have not been computed.
The stress ratio I has two distinct advantages. It reduces the
magnitude of the results and enables one to tell immediately

¢ The theory of shells is discussed in **Theory of Plates and Shells,”
by S. Timoshenko, first edition, McGraw-Hill Book Company, Inec.,
New York, N. Y., 1940, Chapt. XII. A general mathematical treat-
ment of pressuro vessels will be found in *“The Basic Elastio Theory
of Vessel Heads Under Internal Pressure,” by G. W, Watts and W.
R. Burrows, Trans. ASME, vol. 71, 1949, pp. 55~73.

315 .-

Hawsondzo ASME Il Qualdyse
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B i
Fi1c.1 YXoaps ar Juxcrion oF HeEAp axD SHELL

_ whether a stress is greater or less than the hoop stress in a thin

cylinder. It frequently is substantially linear when plotted
against the diameter-thickness ratio, d/¢, of the cylinder.
contrast, a curve of stress dnnded by pr&surexsmore nearly para-

bolic. -

Since the theory of the shell is concerned mth nuddle surface

displacements, conditions at the junction of a physical shell do

not correspond .precisely with the junction conditions formu--

lated here. This is indicated in Fig. 2 where it is apparent that

F1a. 2 Deratu AT JuxctioX o HEAD AND SHELL

the cylinder and head. overlap. To state this ditferently, we

have a cylinder, cone, and a transition element of triangular croas

section (a b ¢). Some discrepancy, even in the abszence of yield-
ing, is to be expected between the computed results and any re-
sults obtained experimentally because of the effect of this transi-
tion element. Questions of this sort constitute a problem in
local stresses and lie outside the scope of-shell theory.

The determination of a correction for this local state of stress
is being investigated by a PVRC Design Division Subcommittee.
Thetir findings, which will be pubhshed can be used to extend the

results tahulated in the pment paper.’

ANALYSIS

The deflection and rotation at the ‘junction can he expressed in
the forms

TRANSACTIONS OF THE ASME

By

. pands more.

.\PRIL,‘ 1953 .

Q A, Qs
-p_d’— » 'p—d;'a; +-’-’-;-a:+ax -;z:‘h‘f“ pdm +¢c- [l]
ET’G' J[o Q . . M, Qo :
m’pd' pd= bn+pd§:+bx-pd bu"!";{& &.‘21
(for cone) (for cylinder) .~

The quantities ay, as, as, by, b:, anu b; are dimensionless ““influence
numbers” for the conical head. Thus a; represents the effect of -
unit pressure in producing a deflection ET4/d? at the base of the
cone. Similarly, a, as, as, b, bs, and b¢ are dimensionless mﬂu-'
ence numbers for the cylinder. The definition of all influence -
numbers is given in the Appendix. S

The dimensionless. ratios Mo/pd* and Qs/pd, computed from -
Equations. {1} and [2], are sufficient to determine the stress in-
dexes listed in Table 1.

RANGE OF CALCGLATIONS .

The values of T/t used are :
Fora = 0deg T/t = 0.8, 1, 120
For cx = 15 deg T/t = 0.8, 1, sec 15° (1.0353)
For a = 30 deg T'/t = 0.8, 1, sec 30° (1.1547) 3
- For @ = 45 deg T/t = 0.8, 1, 1.2, sec 43° (1.4142) * = .72
For a = 60 deg T/t = 0.8, 1, 1.2, 1.6, sec 60° (2.0)"

For each half cone angle, values of £, are selected which will lead ~
to seven to nine values-of d/T' extedding from 3 to 500. ‘The -
values of d/T are not evenly spaced but fall mostly between 3 and in
100, which is the range occurring {frequently in practice. \on— -
integer initial values of £, were selected so that &/T = 4, 10, 40,
80, 100, 300, 500 at ¢ = 45 deg. A few additional values of &~
are required at other angles. The 16 values of & chosen yield -:
121 values of d/t in the range 3 to 500.. Table 2 shows the &
chosen and the values of T/t and « for which each &, is used. .

The numerical results are sufficiently complete to allow the -
designer to interpolate for most values of a, T/t, and d/t en~
countered in practical problems.

Discussion oF Rnsuurs

(a) Two Cylinders. If the thickness T refers to a cylinder:
which replaces the conical head in Fig. 1, the stress indeves for s
T/t = 0.8 are shown in Table 85 Only the shear stress varies
with change in diameter-thickness ratio, d/T or d/f. The maxi-.
mum circumferential stress in the thinner cylinder is the largest -
stress. It is 26 per cent greater than the hoop stress pd/21. For--
equal thicknesses the moment M, and a shear force Qs, vanish
and the circumferential index is 1 everywhere, while the axial...
index is !/; everywhere. There is no shear stress. .

We should expect the stresses to be greater in the thinner cylin- -
der. The only exception. to this coaclusion is the maxdmume .
shear-stress index. Since stresses. in a cylinder decay exponen-: .
tially with distance from the junction, the greater. ehear-stress -
index in the thicker cylinder results from its closer pmnmxty to
the junction.

* Al stress indexes are either unchanged or decrease with increase
in d/t. This corresponds to an increase in the common diameter - :
of the cylinders while the thicknesses remasin fived. Such an in-
crease leads to larger values of the influence codﬁcxents and a . .
cormpondmg decrense in 3fo/pd? and Qo/pd.

That the signs of My/pd* and Qo/pd are negative can be seen .
physically. Under uniform pressure, the thinner cylinder ex- .
A negative shear force is necessary to enforce con--
tinuity of deflection. The angle turned through by a line ele-
ment at the junction when unit negative shear force Qo/pd = 1.

3 Interchanging cyliriders. the results also apply when T/t = 1.25.
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: ) TABLE 1 ) (b) Stress Indezes. 1 All nine stress indexes tend to increase
 Srress Inoexes 1IN Coxican Heao At Juxcriox "with angle a except for the two circumferential stress indexes I,
C t!Q l Q. 1. ' at the junction which decrease at sufficiently small values of
I;=3 T ;j - 3 pd cos o i sin @ d/T but increase at Jarger values of d/T. This exception is ap-
o . parently caused by the decrease in @ and by which outweighs in-
LN ' creases in a;, by, a,, and b; in the cone at the junction. . In the
I;=2 }'v +12 T T pd' | cylinder at the ‘junction the shear force reduces the circumferen-
: X tial stress arising from pressure and this reduction is greater than.
R th oos & + _(_}_._ o +12 _d_ i 1[. _ the increase in circumferential stress arising from the bending.
> Ti4 pd hx pdx R 2 Asd/T increases, the stress indexes I, (in cylinder), I,,, (in
oo . cylinder), and I, (in both-cone and cylinder) increase. The re-
} - 2 ! -'\0 l*" ’ maining stress indexes may decrease or increase depending on
. i T .pd the values of et and T'/t. These changes are caused primarily by
e B ’ the relative effect of changes in the influence numbers.
Foomg- ! {mtnn a }{' (1,l M) + .9_'. b +.b,’ 3 As T/t increases, the stress indexes I,; and [, in the cone
. T -m¢ 2 decrease while I,; in the cylinder increases. The index I, (in
" §cos @ the cone) decreases except at a = 15 deg and large d/T when it.

n ]
. 1

}

2a;+—p§(2ag+psma)+2a.+

Stress INpDEXES IN CYLINDER AT JD\CTIOV

T l Q. !

. = el

; 1 a 3{. Sl
= ‘{:f'__é “27 sl

;o

AL,
d!

:pd(1+)\)l+12“ [

\Lunmx S'rar.ss INDEXES 1IN CTLINDER-

-I,! 1+ 2\ <+ 2At T .. Vtﬁl-l_‘

L+
e LA N S
e T4 , ok
D d d
S - m 4/—
R . i
d . N U T
- —_— T T e T e
= +3.~l}26 7 = P d i 7
. . ' m —
t
o d AM,/pdt
. A=m4/ - ——
3 o t Qs/pd
’ TABLE2 VALUESOF &
Angle 13* 30° 45° — 60° —
C B\T/t Al Al Al 0.8 1.0 1.2 1.6 2.0
+ . 6.1143 X X X X X X -
9.6673 x X X X X X X
16. X X X X - X
19.3356 X X X X X X X X
27.34147 X X X X X X
30.5723 X x X X X X
360000 : X X X X
-42.0000 X X X X
- 52,9528 X X X X
68.3817 X X x
10000 - . X
100.0000 X
107..0000 : x
136.0000 X
172.0000 X.
X ..

acts is rcpreaentcd by b. in the left cylinder and bs in the right.-
But by = —1/5and by = —(l/.) (T/t)r = —0.32. This means
that the left cylinder rotates in a positive sense by an amount
0.18(Qo/pd) more than the right cylinder rotates. A negative
bending moment is required to reconcile t,hls difference and main-
tain continuity of deflection. :

" at the junction is greatest for T/t =

increases, the remaining indexes tend to increase at low d/7" and
decrease at large d/T for each value of a. The reasoning here
follows the argument given in the preceding discussion. ,

4 The ratios z;/d, z./d, and x;/d, specifying the location of -
maximum stresses in the cylinder, tend generally to decrease

with increasing d/T', increasing T'/¢, and decreasing angle . . As -~

the angle decreases we approach more nearly two cylinders and-
the corresponding decrease in A leads to maximum cylinder
stresses nearer the junction. The increase in d/7 or T/t results -
in a thicker cone or cylinder. The strain energy induced by the .

* moment and shear force is confined, on the average, to the same . =

volume since As/pd* and Q./pd change relatively slowly. The
increase in thickness then requires a decreasing length z/d in
which the stress is high. Consequently, the maximum stresses
should approach the junction. .

5 The type of stress index which is the greatest of the nine
indexes isshown in Tahle 3. Generally the axial stress in the cone
0.8, or alternatively for T/t =
1.0 and d/T sufficiently large.. The axial stress in the cylinder at
the junction is greatest for T'/t > 1, or alternatively for T/t =
1.0 and d/T sufficiently small. At angles & = 43 deg or less and
small d/T, the circumferential stress may be greatest. The
greatest computed stress index is in the cone at the junction when
a = 60 deg and T/t = 0.8. The value of this index is 19.§25,
At a = 15 deg and T/t = 1.0, the discontinuity in axial stress at
the junction is extremely small. Thus two symbols are inserted
in this column of Table 3. :

Where the axial stress at the junction does not govern, the
values of d/T are small and the conical head is not a thin shell as
the theory contemplates. Using the legend of Table 3, Figs. 3,
4, 3, and 6 show the variation of maximum stress .index with
d/T where d/T extends from approximately 5 to 400.

Figs. 3 to 6 show immediately that it is desirable to make the

- 'vertex half angle a and d/T as small as possible, that is, the more

nearly the cone becomes a cylinder the lower the maximum .
stress.  Also, increasing the thickness of the cone relative to its
diameter decreases the maximum stress. The curves suggest
that the most favorable thickness ratio is 7'/t = 1.0. AVhen T'/t
< 1.0, the cone is thinner than the cylinder and there is a large
axial stress at the junction in the cone. When T/t > 1.0, the
cone is thicker than the cylinder and there is a large axial stress
at the junction in the cylinder.- Where it is not possible to -
have the thickness the same in both cone and cylinder, it is more
desirable to make the cone thicker. This is indicated by the
fact that curve T/t = 1.2, Figs. 5 and 6, leads to lower stress
than the curve T'/¢ = 0.8. A slight increase in cone thickness at
small values of angle « affects this maximum stress very- little,
For sufficiently lurge angle a, variations in 7'/t not too much in
excess of 1.0 produce very small changes in maximum stress.
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S . ‘ ' TABLE 3 MAXIMUM STRESS INDEXES FOR CONICAL HEADS .

15° — 30* —

1.0333 - 1.1347
e 0.8 1.0 (pee 15°) e.3 1.0 (sec 30°)

~r9.6678 - ’ L ’ - - -

|
|

8
0!
=3
bt
+ +
(o]
Q

1l

!
e ©0e9 © o

c0e @ oo
e ocool

“¥.. Axial-stress index in cylinder at junction
1. Axial-atress index in cone at junction

*:4 Circumferential-stress index in cone at junction .
xﬂ Maximum circumferentiaketreses index in cyhndcr

'

%rABLE 4+ INFLUENCE COEFFICIENTS FOR CONE. @ = 15 DEG

~—

p 23 2y b . b by
. 8.3655 ¢ 1.682¢ +0.1020- + 3.6189 -0.4013 +0.0199
.~ 16.0642 « 27148 <0.0360 ¢ 57543 -0.4957 +0.0278
{2 484194 ¢ 47646 -0.0999 + 9.5995 -0.4980 40.0314
- 807915 + 6.1753 -0.1941° +12.9205 -0.4986° +0.0322
-173.0657 + 9.0713 -0.3879 +18.9165 -0.4991 40.0329 .
-320.271S +12.3660 -0.6085 -<25.7384 -0.4994 0.0331 .
5124285 15.6604 -0.8291 32.5598 -0.4995 <0.033%
-823.3524 <19.86700 -1.1111 -0.4996 +0.0333

+41.2758

:‘IA.BLE [ INFLDE‘\CE COEFFICIENTS FOR CONE, a« = 43 DEG
2y agv ay b, by by
~ S.T79€ & 1.2340 -0.0725 _ + 4.0323 -0.4372 +0.Q741
~ 15.5974 o+ 2.1524 -0.2654 + 6.6074 -0.4720 +0,0977
(- 64.9345 « 4.5965 -0.8558 +13.5059 -0.4913  +0.1163
-130.8284 + 6.6064 -1.3547 +19.1883 -0.4949 +0.1202
-163.7929 + 7.4152  -1.5562- +21.4754 -0.4957 +0.1211
~493.6916 +13.0171 -2.9547 +37.3188 - -0.4980 +0.123§
-823.7623 +16.8714 -3.9179 +48.2200 -0.4386 +0.1240

tedst.mmdexls 19.825 for a cone bavmg a =60 deg, T/t =
..~0.8, d/T == 509.1167. ‘This stress occurs in the cone at the junc- -

::é‘hon. The bigh values of stress mdex suggest early y)eldmg at
é;::ndnea:thexunchon. ’

Sutpm ProsLEM

3 To ﬂluetrate the use of the curves for determmmg the secondary
2 bending stresses, assume a 6-ft-diam vessel with a wall thickness
_7of 0.3 in. The internal pressure is 100 pei and the conical head
lhhas an apex.angle of 120 deg. Therefore d/t = 72/0.3 = 240
; .,,—-md o = 60 deg, pd/2¢ = 12,000 psi. Using Fig. 6, the following
«;&hb)e can be constructed:

A .:h

2

=" 0.8 1.0 1.2 1.6 2.0
= .300 240 200 150 120
= 13.8 9.6 98 9.6 8.9
= 163000 118000 115000 107000

115000

The magnitude of these stresses indica.tu, of course, that some
?'ielding and stress relief has occurred in the neighborhood of the
junction between the body and head. -

Coxvextiox Usep ix Tasres 8 Turouvcu 23

In this paper the problem of determining the magnitude of the
. maximum stress has been primarily emphasized. A few addi-
- “onal calculations make it possible to indicate not only the stress

-

- sel).

‘are listed for each diameter-thickness ratio.
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TABLE 5 I\XFLUENCE COEFFICIEVTS FOR CO\E a = 30 DEG
4/r 2y ag ay by ] by
4.0825 -~ 6.3678 + 1.5220 +0.0030 + 3.8148 -0.4720 +0,0447
16.3299 - 26,5004 + 32502 -0.2297 + 7.7977 - -0.4913 40.063¢ -
40.8248 - 66.8682 + 5.2433 -0.5138 +12.3988  -0.4957 +0.0683
77.0489 -126.6027 + 7.26685 -0.8047 +17.0707 -0.4972 +0.0700
122.4743  -201.5488 + 9.2048 -1,0840  +21.5459 -0.4980 -0.0707
204.1239 -336.2996 +11.9299 14770 +27.8398 ° -0.4986 +0.0713 .
308.1955 -508.0048 +14.6953 -1.8760 4342261 -0.4989 +0.0715
500.0751 -£24.8978 +18.7620 -2.4629 «43.6180 . -0.4992 -0.0718

TABLE 7 INFLUENCE COEFFICIENTS FOR CONE, « = 60 DEG

d/T 2 az . ag . bl by by .
8.4853 - 12,2604 + 1.5114 -0.3207 + 8.9848 -0.4372 -0.1436
21.2132 - 33.0871 + 2.6361 -0.755% +11.4443 -0.4720 +0.1803
$8.1018 - 93.7150 + 4.8013 -1.5823 +19.2842 -0.4881 +0.2009
84.8528 -137.7469 + 5.6253 -2.0229 +¥3.3930 -0.4913 +0.2052

T 169.7056 -277.5290 + 8.0911 -3.0837 433.2351 -0.4949 +0.2103 -

2121320 -347.4572 + $.0817 -3.51186 +3Y.1965 -0.4957 +0.2114 _ -
294.1408 -482.6728 +10,7465 -4.2314 +43.8550 -0.4966 +0.2126
400.3580 -657.8463 +12.5880 -5.0271 +51.2120 -0.4972 +0.2135

636.3959 -1047.2780 +15.9428 -8.479T [+64.637T7 -0.4980 +0.2145

magnitude but its sense (whether tension or compression) and its
location (whether on the. internal or external surface of the ves-
In Tables 8 through 23 the fol!omng convenhon is ad-
hered to:

1 For every circumferential or a.nal-stress mdet, two figures
The upper fig-
ure represents the value of the stress index at the external surface
of the vessel. The lower figure represents the value of the stress
index at the internal surface of the vessel. A plus sign denotes -
tension and a minus sign denotes compression.

2 Every shear-stress index refers to a shear stre_s at the
middle surface of the vessel. The shear stress acting on the
cylinder at the junction is positive when it has the direction of
@, in Fig. 1. The shear stress acting on the cone at the junction
is positive when its component parallel to the axis of the shell is
to the left in Fig. 1. The maximum shear stress in the cylinder
is positive when it has the direction of Qo in Fig 1. The shell
wall, to which the stress refers, is to the left. '

INFLUENCE N UMBERS FOR THE CYLINDER

The deflection and rotation produced by lo;ds P, Qs M, ares

¢ See *Theory of Plates and Shclls;" S. Timoshenko, first edition,
McGraw-Hill Book Company. Inc., New York. N. Y., 1940, pp. 393,
407. -
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¢ STRESS INDEX IN TWO CYLINDERS, @ = 0, T/t = 0.8 TABLE 9 STRESS IXDEXES IN A CYLINDRICAL PRE%‘UR;
TABLES - & / VESSEL WITH CO\IC-\L HEAD, a = I35DEG, T/t =
(Tpper values refer to stress at oxtonul nurheo' lower values n!or to ntreu .

at internal surface, - = - I (Uppor values refor to stress at external surface; lower values nfer tonn.
' Lelt Cylinder, Thickness t DA at internal surface, -+ = tcnsnon- — = compression.)
' L - Coze a¢ Junctlon Cylinder at Jincticn
Junction Stress Max‘muem Stress Locationof .~ — - =
. Index Index Maximum Stress . - A a/T &"" A’l:ﬂ C“f‘"’" s!':" ‘\"‘“‘l LCizcam,
d/t  Shear Axal Clrcum, Shear Axial Circum. Shear Axal Cireum.® =~ - ] | c} s ) Ty
1y T2y Iy Ism ham  lem /4 x2/d  xy/d 70 - .
. 3.138¢  3.9231 +0,1373 +0.4420 +0.9089 +0,0822 -9.39!3. -9.553%.
3.2 -0.0419 «0.4831 +1.0963 -0.0108 0.4754 -0.9929 0.4546 0,2130 0.3495 . - -0,7352 - 1.0134 - 05092 - 93325 -
«0.5189 -1.1064 <0.5646 -0.9949 : .- 7.8481  0.8076 +0.1517 -0,2423 -0.8007 +0.0754 -Q 2523 +9.3433 .
3.0 -0.0265 -Q.4331 +1.0963 -0.0087 -0.4354--0.9929 0.2873 0.1347 0.5378 - - .. . +0,99768 <1,0259 2 0.7417 ~9.3043
0.5169 +1.1084 0.5646 -0.9949 S 23.5383  29.4228 - O.1374 -0.1168 +0.5635 «0.0872 -0.0212 -39
32.0 -0.0132 -0.4331 +1.0563 <0,0033 -0.4334 -0.9929 0,1437 0.067¢ 0.2888- +1,3616 +1,0062 «0.9730 DSR2
«0.5169 +1,1064 «0.5646 .0.9949 39,2305 49,0381 +0.1327 -0,3508 +0.3961 +0,0911 <0.123¢ «95.33%3 |
§4.0 -0.0094 +0.4331 +1.0963 -0.0024 -0.4354 -0.9929 0.1016 0.0476 0.1899 .- 51,5978 +0,9813 S 1234 - 4849 /
<0.5169 -1.1064 <0.5646 .0.9949 CT e 83,9458 104.9318 +0.1273 -0.3208 +0.0519 +0.0555 +0.4243 - 90,7264
0.0 -0.0084 <0.4311 +1.0983 +0.0021 -0.4354 -0.9929 0.0909 0.0426 0.1899 . +2.0494 -0.9206 “1.4243 - 61718
«0.5169 +1.1084 0.5648 -0.9949 : © 0T 188,2656 1940819 +0,1242 -1.3434 - 0,341€ < 0.0581 - 0.3627 - 0,3932
240.0° -0,0048 +0.4831 +1.0963 -0, 0012 +0.4354 +0.9929 0.0525 0.0246 0.0981. . +2.5981 +0.8452 »1.3829. -2.164%. -
«0.5169 1.1964 +0.5648 -0,9949 . 248.3443 310.4304 «0.1226 -1.3730 -0.7351 +0,0998 «1.0538 -0.5012"
400.0 -0.0037 -0.4831 +1.0963 .0.0009 04354 -0.3929 0.040T 0,0191 0.0760 ' - 31234 +0.7672 +2.0233 ~0.4531
0.5169 <1,1084 -0.5648 .9949 : 396,9425 498.678L +0,1209 -2.5408 -1.2384 +0.1008 +1,5255 -0.9321

- 3,791% +0.8853 ¢2,5265 -0.2333

Rignt Cylinder, Thickness T

’ . . . Location cf Maxima
Junction ‘?tuss Maxmum Stress Location of - - - . Maxima n Cylinder - In Cyl'>ler

di Shea;—ig?:l Clrcum. Shear WA;:l Circum. m%uh.j . an LA s‘:m ‘\i‘l Ch;:um. ih;;r Ax:‘ Cm/:‘?‘
15 Ly I Iyn fam  fem X/ xp/d xp/d sm m m 1 X2/ 3

4.0 40.0524 «0.3485 41,0906 -0.0083 +0.683) +1.2624 0.4674 0.2514 0.3482 " 30386 39231 -0.0MT - 0.5262 - L009Y 00 oas: amm
10.0 0.0331 33488 11098 -0.005¢ 0883y 42624 0.2956 0.1590 03455 - TOEL  R00TE 00048 < nde soamg o S8 08
0.0 40.0168 ;g:gf;: o%oe -0.0027 /8833 42624 0.1478 0.0195 oarzy. - 0 15383 204238 -0.0087 :’;-_if,i; Io0a04- 02691 DB 0308
30.0 0.0117 0.3488 10998 -0.0019 08833 12624 0.1045 00562 0.1221. BRI i Y 2+ -y - Eaniaa i B
100.0 0,010 03488 11098 -0.0017 06833 12624 0.0935 0.0503 0109z - - 3453 104.8318.-0.0087 L laoaey - omer .90 A4S
3000 -0.0080 93196 40908 -0.0010 08833 12624 0.040 0,0290 0083y - 135:2658194.0819 -0.00T0 0TS LLe G013 05T M0
$00.0, 40.0047 -0.3488 41,0903 -0.0008 00833 42624 0.0418 0.0255 0.04g9 o - 2483443 3104304 -0.0072 it Sogrsy o s oo
20.6518 1.1455 -0.3167 0.9218 : 390.9425 498,6781 -0.0074 +1.0032 +1.1080 0.0626 0.0409 0.0704 .

., -0,0032 +0.9698

*ICorrection to Table 8. For d/t of 240.0, under Junction Stress Index,
Tej 'of 1.1964 should be 1.1

33 TlBLE 11 STREbS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRES tRE
TABLE 10 STRESS LORTSE HEah, f?{;g‘é’c‘“ﬁ, P_Rfﬁsmw VESSEL WITH CONICAL HEAD, a = 15 DEG, 7/t = 1.033% -
(Upper values refer to stress at externll surface; lower values refer to atress

t. external surface; lower values refer to stress 3
- (Cpper \'A:ue';{g:;l gus:fr:::.“-}- = tension; — = compression.) . - atioternal surface. - = temsion; — = compresst‘on.) .,
. - Coze at Junction Cylinder 2t Jaection
Coaoe at Juaction - Cylinder at Junction o d/t - d/T  Shear Axial Circum. Shear Axial Circup:
an 4a/T Shear  Axal Circam. Sheat  Axal Clrcum, _ : j Ly Iey Igy . Ly 1y
L ¢ 1 [} 1 1 I : .
s} ad <} L aj cf . "
- - 4.0614  3.9231 +0.0939 +0.3545 +0.7762 +0.1003 +0.86330 +0.78957"
. 39231 3.9231 +0.1019 +0.3380 »0.7936 +0.0355 -0.3688 +0.8038 - +0.6120 +0.8759° -0.3620 +0.8725
+0.6308 +0.8925 +0.6314 +0.8828 ’ 10.1536  9.8078 +0.0958 +0.2086 +0.6908 +0.0983 +0.7940 +0.5943 - .
9.807T8  9.8076 +0.1020 +0.2148 +0.7058 «0.0354¢ -0.2153 +0.7094 B +O.T572 +0.8633 -0.2060 +0.870T
+0.7841 +0.2836 +0.7847 +0.8802 30.4608. 29.4228 +0.0960 -0.0530 +0.4931 +0.0581 +1.0743 +0.4378
29.4228 . 29.4228 +0.1008 -0.0592 «0.5031 +0.0968 +0.0588 +0.5040 ' . "« 1.0187 +0.8167 +0.0743 + 0.8324
+1,0585 +0.8401 +1.0588 +0.8393 50.7680 49.0381 '+ 0.0939 -0.2253 +0.3521 +0.0962 +1.2593 +0.3424
49.0381  49.0331 +0.1001 -0.2396 -0.3538 +0.0973 +0.2394 +0.3593 . . +2.1913 +0.7779 +0.2593 +0.7973
+1.2392 +0.8033 +1.2394 +0.8029 108.6334 104.9318 +0.095T -0.5733 +0.0593 +0.0984 +1.6320 +0.0415
104.9318 104.9318 +0.C994 -0.6032 ~0.0596 «0.0980 +0.6030 +0.0597 +1.5391 +0.6928 +0.6320 +0.7208
+1.6029 +0.T215 +1.6030 +0.7215 . 200.9284 194.0819 +0.0955 -0.9547 ~0.2758 +0.0985 +2.0516 -0.3022
194.0819 194,0819 +0.0990 -1.0123 -0.2827 +0.0984 +1.0122 -0.2827 : +1.9308 +0.5021 +1.0518 +0.6233
+2.0122 +0.6245 +2.0122 +0.6248 321.3812 310.4304 +0.0958 -1.3543 ~0.4901 +0.0985 +2.4692 -0.6456
310.4304 310.4304 +0.0988 -1.4152 -0.625T +0.0987 +1.4192 -0.5012 lro"CS\’J - +2.3202 +0.6115 +1.4692 + 0.3349
. +2.4192 +0.5257 +2.4192 +0.4381 516.2606° 498.6781 +0.0953 -1.3505 ~1.0412 +0.0986 +3.0010 -1.0387
493.8781 498.6781 +0.0986 -1.9370 -1.0644 +0.0939 +1.9379 -0.932L . +2.8164 +0.3543 +2.0010 «0.4139
+2.9330 +0.3944 . +2.9379 +0.2838 .

Locatioa of Maxixca

Maxima in Cylinder

' 1nd Location of Maxima . . . . io Cylinder
Maxima In Cylinder, tn Cylinder 4k~ 4/T Sear Axal Cuream. Shear Axial  Circam.
L7,3 4/T  Shear Axial Circum. Shear Axial Circum, Igm Lim Tem xy/d x3/4 xy/d
. Ism Lam Lm X/ /A xy/d
. 4.0814  3.9231 .0.0103 ~0.5711 «1.0153 0.5442 03298 0.6224
3.9231  3.9231 -0.0097 -0.5858 +1.0140 0.5584 0.3383 0.8380 . . +0.4289 +0.9953 i
+0.4344 +0.9958 - .-+ - 10.153¢  9.8076 -0.007TT ~0.5337 +1.0180 0.3817 0.2481 0.4312
9.8076 9.807¢ -0.00T4 +0.5T87 +1.0169 0.390% 0.2526 0.4409 . +0.4163 +0.9946
+0.4213 +0.9950 . 30.4608 29,4228 -0.0058 -0.5233 +1.0276 0.2313 0.1530 0.253%
29.4228 29.4228 -0.0087 +0.6240 +1.0266 0.2357 0.1560 0.2647 - +«0.3713 +0.9918
+0.3760 +0.9921 50.7680 49.0381 .0.006T +0.6523 +1.0348 0.1808 0.1202 0.2030
49.0381  49.0381 -0.0086 «+0.6581 +1.0339 0.1840 0.1223 0.2065 «0.3377 +0.9896
+0.3419 +0.9899 108.6334 104.9318 -0.0068 ~0.7336 +1.0501 0.1248 00831 0.1397
104.9318 104.9318 -0.0066 «0.7300 +1.0494 0.1285 0.0843 0.1418 ~0.2584 +0.9351
+0.2700 +0.9852 200.9284 194.0819 -0.0083 -0.8158 +1.0678 (.0918 0.0614 0.1030
194.0819 194.0819 -0.0088 +0.81290 +1.0672 0.0931° 0.0621 0.1044 +0.1832 +0.9798 .
+0.1871 +0.9800 . " 321.3812 310.4304 -0.0065 +0.8538 +1.0856 0.0727 0.0438 0.0815
310.4304 310.4304 -0.0066 +0.8963 +1.0850 0.0737 0.0491 0.0826 L +0.1014 +0.9743
+0.1037 «0.9747 518.2696 496.67T81 -0.0053 ~1.0043 +1.1083 0.057¢ 0.0384 0.0844
499.6781 493.6781 -0.0068 +1.0001 +1.108 0.0%8%1 0.0388 0.0852 - -0.0043 +0.9877

40070 20987
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WATTS, LA.\'G—STRESSES IN A PRESSURE VESSEL WITH A CONICAL HEAD o 3921

*TABLE 12 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE -
e VESSEL WITH CONICAL HEAD, a = 30 DEQ, T/t = 08 TABLE 13 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE

“(Upper values refer to stress at cxternal surface; lower \'nluu nler toltn- VESSEL WITH CONICAL HEAD « = 30 DEG, T/t = 1.0,

at internal surface. + = ; — = (Tpper values refer to stress at utenul mrhee. lower values refer to .ue-
) . at mumal t\uﬁ«. + = HE S ) |
Cone at Jepet'on Cylinder at Junction . . ’
7.3 T Shear A:czl Cireum, Shiar AXal  Clream. Cone at Junction Cylinder at Jusction
- I Iy Iy Iy LY Iy . an a/r nm-. Shear _Clxcu-.
Ty Ly Tey ) ) Tcy
3.2680  4.0873 +0.2919 +0.2323 +0.6763 +0.1834 +0.2588 +0.7027 . i
N +0.9862 +0.9394 +0.7412 +0.9474 . ) 4.0823  4.0825 +0.2111 -0.1022 +0.582¢ «+0.1893 «+0.1061 +0.6128
13.0639 16.3299 +0.2708 -0.4628 +0.2855 +0.1832 .0.1912 +0.3710 . . i . +0,8000 +0.8229 . «0.3039 +0,7951
41,6977 +0.9420 «1.1912 +0.7857 T 16.3290 16.3299 ¢0.2083 +0.3303 +0.2608 +0.1923 -0.3274 +0.2648
32,6398  40.5343 +0.2569 -1.2039 -0.2261 +0.1957 -0,8891 -0.0822 = - - - +1.3246 +0.7840 +1.3274 +0.76014
. +2.4495 +0.8828 +1,6691 +0.6352 . 40.8248 €0.8248 +0.2038 «0.8999 -0.1792 +0.197¢ -0.8988 «+0.1796
61.6391  77.0489 +0.2498 -1.9337 -0.7523 «0.2023 -1.1379 -0.4890: : +1.8876 +0.8586 +1.8988 +0.6597
+3.1848 -0.8183 +2,1379 +0.5197 ° . TT.0489 - 77.0489 +0.2014 +1.4644 -0.6385 +0.2008 -1.4642 -0.6400
© YT.TSS 1224743 «+ 02457 -2.6237 -1.2699 «0.2080 -1.5805 -C.9499 N . +2.4840 +0.5368 - «2.4642 +0.3385
. +3.8T79 +0.8907 +2.380% +0.2982 . : 122.4743 122.4743 ¢ 0.2000 +1.9904 -1.0821 +0.202L -1.9998 .1.084%.
163.2991 204.1239 +0.2421 -3.5868 -1.9910 +0.2004 -2.1980 -1.5¢63 . . +3.0000 +0.4143 +2.9998 +0.4458
+4.8441 +0.5518 +3.1080 +0,052¢ - - 204,1239 204.1239 +0.1987 +2.74T4 -1.7085 +0.2006 -2.7482 -1.710S
248.3564 308.1933 +0.2397 -4.5604 -2.7235 +0.2116 -2.8211 -2,19392 - - | . +3.7491 +0.2371 +3.7433 «0.2385
. . *5.8187 +0.4058 +3.8211 .0.2008 .. .306.1953 308.195% +0.1978 +3.5034 -2.3454. ¢0.2045 -3.5048 -2.3473
.-400.0601 500.0751 +0.2373 -5.9857 -J.8013 . +0.2138 -3.7347 -3.1168 . . +4.5058 +0.0543 - +4.5046 +0.0554 "
+7.2470 +0.1883 +4.71347 -0.57%2 : $00,0751 $00.0751 +0,1971 +4.6125 -3.2831 +0.2054 -4.6140 -3.2849
" - . +3.6155 -0.2174 +5.6140 -0,2185
. Maxima in Cylinder * Location of Maxima L Locatioa of Maxima
s ———— in Cyliader e : Maxima {n Cylinder .. in Cylinder .
ah ¢/T = shear Axial Circum. Shedr ‘roum, . - i, d/T° sar Adal Clrcam. Shéar  Axal  Clrcum..
sm am Iem xp/d xp/d xy/d . Tsm Lo Iem x1/d - xp/a x3/d
-
3.2680 ° 4.087S -0.0145 +0.5897 +1.0193 - 0.6405 0.4014 0.7278 b 4.0825  4.0823 -0.0173 +0.6190 +1.0255 0.5678 0.353% 0.6458
h +0.4103 «0.9943 C ' +0.3810 +0.0524 C
13,0839  16.3299 -0.0129 +0.6593 +1.0343 03508 02313 0.3943- © . 16.3209  16.3299 -0.0133 +0.6840 «1.0335 0.3182 0.2003 0.3553
= +0.3408 +0.9898 - A +0.3160 +0.9882" .
I 32.8598 40.8248 -0.0138 «0.7692 +1.0578 0.2220 O0.1464 0.249€ " 40,8248  40.8248_ -0.0132 +0.7858 «1.0818 - 0.2034 0.1358 0.2281
N +0.2308 +0.9828 - ° . o +0.2132 +0.9817 -
.-+ 618391 77.0469 -0.0143 +0.8873 +1.0832 ©.1607 0.1057 0.1808 -~ = .. TT.0489 77.0489 -0.0132 +0.8967 +1.0852 0.1486 0.0994 0.1665
- : . © +0.1127 +0.9752 . IR +0.1033 +0.9748 . X E
< ST.OTS 1224743 -0.0149 . ¢1.0029 +1.1080.° 0.1269 0.0833 0.1428°  ~* " 1224743 122.4743 -0.0133 +1.0037 +1.1081 0.117% 0.078% 0.1322
. o ~0.0029 +0.9678 : . -0.0037 +0.9678 )
.163.2991 204.1239 -0.0153 +1.1675 +1.1433 0.0978 0.0640 0.1102 T 204.1239 204.1239 -0.0134 + LS54 +1.1407, - 0.0913 0.0611 0.1023
= . | -0.1675 +0.9573 ’ : -0.1554 +0.9581 .
246.5564 308.1955 -0.0156 +1.3357 +1.179¢ O0.0794 0.0518 0.0894 308.1955 308.195% -0.0138 +1.3101 «1.1739  0.0743 - 0.0497 0.0832
. -0.3357 +0.9466 R -0.3101 +0.9482
400.0601 500.0751 -0.0159 +1.5842 -1.2328 0.0621 0,0405 0.0700 -5 500.0731 S00.0751 -0.0136 +1.5384 «1.2229 0.0583 . 0.0389 0.0653

-0.5842 +0.9307 _ . -0.5384 +0.9336:

.

,TABLE 14 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE TABLE 15 STR,ESS I\IDEXES IN A CYLINDR[C-\L PRESSURE

) VESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 30 DEG, T/t = 1.1547 VESSEL WITH CONICAL HEAD « = 45 DEG, T/t = 0.8
Pper values refer to stress at external surface; lower values refer to stress " (Upper values refer to stress at external surface; lower values refer to stress
at mtennl surface. -+ = tension; ~— = compression.) s at internal surface. -+ = tension; —— = compression.)

. . : . Cone at Junction - linder at Junction
‘ - . Cone at Jenction - . Cylinder at Junction™ . . ar Aol Clreum. LEEI—CIX—‘
LA or. sar KAl (Gam. Siar Al Chem - 0 Yt 4T sEs o Shear Ax Lo
: ’ ] Ly I Iy Ly Ly - ) Ls ey s a4 -
‘4.TI40 4.0825 +0.1713 +0,1631 +0.5256 +0.2048 +0.1388 +0.552% .~ 3.2006  4.0000 +0.4281 -0.396S +0.4414 +0.2679 -0.1005 +0.5194
+0.7050 +0,7581 +0.8612 +0.76%0 - +1.2240 +0.8969 " +0.8995 +0.759%
i 18.8562 16.32909 +0.1767 +0.2620 +0.2398 «+0.1974 -0.4253 +0,1932 - - 8.0000 10.0000 «0.4153 03135 00 1259 +0.2801 +0.3069 +0.2422
' . +1,1259 +0.6609 +1.4253 +0.7483 : +1.3099 +0.7288
AT.1404 40.8243 +0.1761 +0.7304 -0.1599 +0.1982 -1.0501 -0.2604 ’ 32.0000 40.0000 +0.3843 2.0112 09156 +0.3152 +1.3793 -0.68 "ohs'_
| : +1.5948 +0.,5287 . +2.0501 +0.6697 D 43,5640 +0.8017 +2.3793 +0.,43807"
1 38,9684 TT.0489 +0.1756 +1,1959 -0.5795 +0.1989 -1.6711 -0.72868 : 64.0000 80.0000 +0.3725 -2.9680 -1,9334 +0.3288 +2.2245 -1.5
i ) 22 * +0.5741 +4.8927 +0.644% +3.2245 +0.1322
l 141.4212 1224743 «0.1753 +1.6378 -0.8855 +0.1993 - 80,0000 100.0000 +0.3693 -3.3343 -2.3214 +0.3322 +2.5608 -1.8331
+2 +0,2418 +5.4197 +0.5743 +3.5608 +0.0032
235.7020 204.1239 +0.1750 +2.2559 -1,5589 +0. A . 240.0000 300.0000 +0.3575 -5.8435 -5.0224 +0.3455 +4.8603 -4.1421 -
+3,1212 +0.0382 . +4,0847 +0.0355 +9.0209 «0.0415 +5.8603 -0.9259
355.8735 308.1953 +0.1749 +2.8810 -2.1422 +0.1999 -3.9182 -2.4618 400.0000 $00.0000 +0.3538 -7.5588 -6.8850 +0.3497 +6.4307 -5.7384
- +3.7464 -0.170% +4.9162 +0.1894 : +1L47T73 -0.4079 +7.4307 -1.5800 -
. $77.4370 500.073% «0.1747 +3,7979 -3.0013 +0.2001 -5.1411 -3.4128
) +4.6638 -0.4797 +6.1411 +0.0279 - Location of Maxima
| Maxima ia Cylinder . inCylinder
| Location of Maxima . an a/T Sheéar AxIal Cu':ma. Slw.‘r/fl Axhlxz/d Clr/mm.‘
! A Maxima {a Cylinder in Cylinder - 1 I . X, x
] . aT Shéar Axal Crcum. ‘Shear Axial Clroum, —— b = <o 1 3
| Y T S Ul A 32000 4.0000 -0.0234 +0.6431 +1.0307 0.6515. 0.4099 0.7356
. . +0.3588 +0.9909
4.7140  4.0823 -0.0183 +0.635%3 +1.0291 10,5331 0.3338 0.6050 ’ 8.0000 10.0000 -0.0202 +0.6950 +1.0419 0.4445 0.2917 0.5002
+0,3648 +0.9913 +0.3050 +0,9875
18,8562 16,3299 -0.0135 +0.6998 +1.0429 0.2961 0.1968 0.332¢ 32.0000 40.0000 -0.0220 +0.9256 +1.0914 0.2250 0.1437 0.2529
- ) +0.3002 +0.9872 _ R +0,0744 +0.9728
47.1404 40,8248 -0.0128 +0.8006 +1.0645 0,1916 0.1287 0.2148 64.0000 80.0000 -0.0234 +1.1380 +1.1370° 0.1580 0.1040 0.1778
+0.1994  +0.9308 -0.1J80 +0.9592 .
88,9584 77,0489 -0.0127 +0.9078 +1.0873 0.1405 0.0946 0.1572 80.0000 100.0000 -0.0238 +1.2256 «+1.1558 0.1410 0.0927 0.1586
- +0,0922 +0.9739 -0.2256 +0.9538
161.4212 1224743 -0.0126 +1.0119 +1,109¢ 0.1117 0.0754 0.1250 240.0000 300.0000 -0.0254¢ +1.8440 +1.2885 0.0805 0.0526 0.0937
. -0.0119 «0.9673 -0.8440 +0.9141
2357020 204.1239 -0.0126 «1.1595 «1.1418 0.037 0.0585 0.0970 400.0000 300.000G -0.0240 +2.2749 +1.3810 0.0621 0.040% 0.0700
| -0,1595 +0.9578 - -1.2749 +0.886%

i 353.8735 308.1955 -0.0126 +1.3098 +1.1739 0.0705 0.0477 0.0790 .
-~ 0.3098 «0.9482

$T7.4370 500.0751 -0.0126 +1.5318 +1,2214 0.0555 0.0313 0.0620 -
-0.5315 «0.9341




168
322 . TRANSACTIONS OF THE ASME : APRIL, 1952
TABLE 18* STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL' PRESSURE . ] ’ ' .
VESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 45 DEG, T/t = 1.0 TABLE 17 STRESS INDEXES IN A CYLINDRJC;\L' PRESSURE
(Upper values refor to stress at external surface; lower values refer to stress v EL WITH CONICAL HEAD, « = 43 DEG, T/t = 12 :
at internal surface. + =~ tension; — = compression.) (Upper values refer to stress at external surface; lower values refer to stress
_ at internal surface. + = tension; — pression.) . -
Cone at Junction Cylinder at Junction . . : L
an a/T Shear  Axal ™ Clrcum. aJe;L_m—r ireum, L Coae at Junction - Cylinder at Juaction
L L Iy Ly I A WT SErTKED Clicm. Shar Adal Coésa
A : Iy Ly I Iy Ty I
4.0000  4.0000 +0.3282 -0.0118 +0.3756 +0.2507 +0.001S- +0.517¢ LT
+0.9911 .0.7112 +1.0013 +0. 7270 4.3000  4.0000 +0.2630 -0.0068 +0.3263 +0.3037 +0.1058 +0.2108
10.0000. 10.0000 +0.3255 -0.4850 «0.1239 +0.2897 +0.4751 +0.3144 +0.8345 +0.6768 - +1.1058 +0.7080 .
+1.4633 +0.7237 - +1.4751 +0.7193 12.0000 10.0000 +0.2678 -0.3684 +0.1158 +0.2056 +0.6220 +0.0408
40.0000 40.0000 +0.3101 -1.7497 -0.8130 +0.3114 +1.7500 -0.8225 . +1.1899 +0.5853 +1.8220 +0.7133 B
+2,7504 +0.5183 . +2.1500 +0.5278¢ - 48.0000 40.0000 +0.2609 -1.3509 -0.7088 +0.3072 +2.043¢ -0.9413 | i
80.0000 80.0000 +0.3041 -2.7669 -1.6373 +0.3200 +2.7713 -1.6483 ’ : +2.1315 +0.3014 +3.0434 +0.3847 “LLE
+3.7T757 +0.3081 +3.7713 +0.3144. 96.0000 80.0000 +0.2579 -2.1464 -1.4413 +0.3123 +3.1917 ~1.7830 \
100.0000 100.0000 +0.3024 -3.1730 -1.9724 +0.3223 +3.178% -1.933% - . +2.9810 +0.0¢08° ¢4.1917 +0.4320 -
. +4.1840 +0.2159 +4.1785 +0.2238 120.0000 100.0000 +0.25T1 -2.4850 ~LT390 + 03137 +3.6308 -2.134t
300.0000 300.0000 +0.2983 -5.9640 -4.3096 +0.3308 +5.973% -4.3194" ) +3.3002 -0.0875. +4.8503 +0.3683
+8.9830 -0.4354" +6.9735. -0.4353. - 360.0000 300.0000 «0.2541 -4.6532 -3.8229 +0.3188 +6.8051 -4.4971¢
500.0000 500.0000 +0.2948 -7.8743 -5.9233 +0.3334 +7.8350 - 5.9323 : : : : +5.4928 -0.8423 +T1.8051 -0.2648
+8.8957 0.9528 +8.8350 -0.9013 600.0000 500.0000 +0.2532 -6.1520 -5.2623 ¢0.3203 +5.9644 -6.1350 -
- +8.9930 -1.4158 . +9.9644 -0.4383
Location of Maxima o
Maxima In Cylinder : In Cylinder c L - lacy B locla.tlgl:.duldna :
an d/T°  Swar  Axal Clreum. Shear Axial Clream. e Maxiza [a Cylinder Looder
b L lem  Xd m/d  xgd . e .ap 4T SeaiF Adl Chreum, Sear Al Chcam.
e e, . e Isw  bLm  Iem x1/4 xp/d x3/d
4.0000  4.0000 -0.0243 +0.6860 +1.0358 0.5910 0.3750 0.6398. - "
+0.3340 +0.9894 - : 4.8000  4.0000° -0.0243 +0.6832 +1.0383. 0.5457 0.3518 0.520T
. 10.0000 10.0000- -0.0201 +0.7168 +1.0465 0.4042 0.2676 0.4541 i ’ +0.3188 +0.9833 " cee R
S LR +0.2834 +0.9862 coe 12.0000 10.0000 -0.0199 +0.7351 +1.0508 0.3733. 0.2488 0.4191 -
- 40,0000 . 40.0000 -0.0201 +0.9338 +1.0931 0.2083 0.1400 0.2332- . : s +0.2649 +0.9830-  ° .
. . +0.0662 +0.9723 . o " 48.0000 40.0000 °-0.0190 +0.9433 +1.0983 0.1939~ 0.1316 0.2187
80.0000 30.0000 -0.0208 +1.1302 +1.1353  0.1473 0.0990° 0.1649 ° - +0.0517 +0.9713 o
. ° B *«0.1302 +0.959T . - e, 98.0000 80,0000 -0.0191 +1.1387 +L1371° 0.137T 0.0938 0.1538 - .
. 100.0000 100.0000 -0.0208 +1.2106 +1.1526  0.1317 0.0885 0.147¢ EC ~0.1387 +0.9592° : : :
) . = . -0.2108 +0.9548 . S.o0 7 .- 120.0000 100.0000 -0.0192 +1.2164 +1.1538 0.1232 0.0838: 0.1378 .
300.0000 300.0000 -0.0218 +1.7757 +1.2739  0.07ST - 0.0507 0.0848 LT -0.2164 +0.9542 I T
-0.7757 +0.918¢ - : i - 260.0000 300.0000 -0,019% + L7607 +1.2706 0.071L° 0.048¢ 0.0795
500.0000 300.0000 -0.0219 +2.1679 +1.3581 - 0.0535 0.0392 . 0.0658 N . K . ~0.7807 +0.9194 s :
- -1.1679 +0.8934 - €00.0000 500.0000 -0.0198 +2.137% +1.3515 .7 0.0552 ° 0.0374 0.061S.
. ~1.1375 +0.8953 T
* Corvection. to Table 16. Under Cone at Junction, last entry foc Icj
should be minus, . T e D y
. . TABLE 19 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL  PRESSURE
VESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 60 DEG, T/t = 0.8

VESSEL WITH CONICAL HEAD, a = 43 DEG, T/t = 14142 H

: TABLE 18%% STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE . (Upper values refer to stress at external surface; lower values refer to strese
. ; ) at internal surface. + = tension; — = compression.)
{Upper nlugs refer to stress at external surface; lower ralues_ refer to stress

at internal surface. 4 = tension; — = compression.) . : Cone at Junction Cylinder at Janction .
L . ' Cone at Junction Cylinder at Junctiom _dﬂ T &}m Aza.l Cﬁ;:mo Sl;ear A;:‘l u-! .
A 4/T  Shear Axal Clreum. Shear AxGl Circam - : 3] 2 ) 3l 2l <4
. Iy Ly Iy Lay Ly Ly Tt 6TBSZ 8.4853 +0.5859 -1.0969 -0.1370 +0.3937 +0.5838 -0,0288
. +2.2901 +0.9028 . +1.5838 +0.6791 -
5.6569  4.0000 +0.2173 -0.0015 +0.2861 +0.3154 +0.2133 +0.2697 ~_ : 16,9708 212132 +0.5383 -2.4329 - .9822 +0.437T +1.4912 -0.6359
: - +0.7118 +0.5944 +1.2133 +0.69TT - +3.7307 +0.8212 . +2.4912 +0.5088
19,1421  10.0000 +0.2257 -0.2791 -0.4695 +0.2965 +0.7573 -0.0453 - Lo 46.4813 58,1018 +0.509¢ -4.8992 - 8773 +0.4853 +3.0596 -2.1172 )
- +0.9871" + 0.1041 + L7573 +0.7091 - . . +8.2247 +0.6783 . +4.0596 +0.0188
56.5685 40.0000 +0.2244 -1.0402 -0.6367 +0.3011 +2.2811 -1.047S ’ 67.8822  84.8528 +0.4998 -6.1454 ~3.5938 +0.4997 +3.3638 -2.3952
+1.7409 -0.1208 - +3.2811 +0.6212 - . +T.4918 +0.5251 +4.8638 -0.2769-
113.1371  $0.0000 +0.2233 -1.6589 -1.2999 +0.303¢4 +3.5200 -1.9025 135.7844 169.7056 +0.4863 -9.0938 -S.8117T +0.5210 +5.7538 ~4.7364
. +2.3611 -0.1824 +4.5200 +0.5095 +10.4758 +0.1101 +68.7638 -1.0297
141.4214 100.0000 +0.2230 -1.9063 -1.5704 +0.3040 +4.0157 -2.2485 235.3123 294.1408 +0,4782 -12.2593 -8.2178 +0.5339 +7.7925 -6.8453
+2.6091 -03084 - +5.0157 +0.4810 . +13.6548 -0.3788. -~ +8.7928 -1.8653
424.2641 300.0000 +0.2219 ..3.6122 =3.4610 +0.3061 +7.4235 .4.6540 320.2884 4003380 +0.4745 -14.4405 -9.887T +0.5398 +9.1912 -8.2787 .
. +4.3163 -1.4892 +8.4235 +0.100 . +15.8448 -0.7293 +0.1912 -2.4620
707.1068 300.0000 +0.2218 -4.7809 +4.7682 «0.3083 +9.7663 -6.3124 509.1187 636.3959 +0.4699 -18.4103 -12.837T «0.5472 +11.7353 .10.8938
| +5.485¢ -1.8173 ~10.7663 -0.1526 +19.8249 - 1.3843 +12.7353. - 3.5526-.
Locatioa of Maxima . Locatios of Maxima
Maxima {n Cylnder In Cylinder . Maxima ia Cylinder in Cylinder
[L7.3 a/T Sear Axal” Clrcum. Shéar  Axial  Clicam. 7.3 a/T snm@ m&
Loy L Tem X /4 xp/d x3/d - - Ln Lm Iem %/ x/d xy/d
5.6569  4.0000 -0.0244 +0.6982 +1.0425 0.5138 0.3321 0.3801 0.7832  8.4333 -0.0273 +0.7442 +1.0524 0.4891 0.3233 0.549T
+0.3018 +0.9873 . . +0.2558 +0.9844 . °
19.1421  10.0000 -0.0197 +0.7523 +1.0542 0.3473  0.2324 0.3892 - 16.9706° 21.2132°-0.0292 +0.9109 +1.0882 03151 02108 0.3534
+0.2477 +0.9339 +0.0891 +0.9737 )
56.5685 40.0000 -0.0181 +0.9648 +1.0997 0.1808 0.1234 0.20:8 46.4813 58,1018 -0.0333 +1.2730 +1.1661 0.1383 0.1250 0.2115
+0.0354 +0.9703 -0.2738 +0.9508
113.137F  80.0000 -0.0180 +1.1327 +1.1401 0.1287 0.0830 0.1433 67.8822 84.8528 -0.0348 «+1.4774 +1.2098 0.1549 0.1024 0.1740
. -0.1527 +0.9583 . ' . - 0.47T74 +0.9378
141.4214 100.0000 -0.0180 +1.2202 +1.1566 0.1152 0.0789 0.1285 135.7644 169.7056 -0.0372 +1.9803 +1.3178  0.1083 0.0712 0.1218
-0.2292 +0.953¢ : -0.9803 +0.9054
424.2642 00,0000 -0.0180 «1.7642 +1.2714  0.0667 0.0457 0.0744 235.3125 204.1408 -0.0389 +2.5343 +1.4367 0.0818 0.053% 0.0919
. -0.7642 +0.9192 ’ . -1.5343 +0.8700 ’
707.1063 500.0000 -0.0180 +2.1341 «1.3508 0.0517 0.0355 0.0758 320.2864 400.33580 -0.039T +2.9217 «1.5199 0.0697 0.0456 0.0783
~1.1341 +0.8955% -1.9217 +0.8452

509.1167 636.3958 -0.0407 +3.832¢ +1.672% 0.0550 0.0359 0.0620
~2.6324 +0.7998

*® Table 18. For d/t of 19.1421, under Cone at Junction, laj of 0.9871
should be 0.9872.
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LE 20 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PR.ESSURB TABLE 22 STRESS INDEXES IN A CYLI\DRIC\L PR
f" VESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 60 DEG, T/f = ESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 60 DEG. '/t = E.SSURE
prc values refer to streu at oxternnl surface; lower vnlue- rde-r to stress (Upper \--luu refer to stress at extemnl lurfnct. lower values nler to stress

Do -  atinternal surface, + = § - ") at internal nurfnee. + = Ml P
T Cone at Junction linder at Junction ' Cone at Jenctl Cyiinder at Junctd
IPYSEERDPP IR " T TR S @ ur nc%m.. ss’—mu—crm T Clecum.
: Yay Ly 1oy Tey Ly I : Iy Ly fej 1sy Ly ley

8.4853 34853 4 0.4491 - 0.8207 -0.0888 ¢0.4008 + 00011 -0.0884 . 134754  B.4AST +0.2809 -0.3878 -O.C296 +0.4001 - LI63¢ -0.3448
. + L7035 +0.6020 + L0zl «0.6928 . «0.0892 +0.2778 o 2.262¢ «0.7126
TU31213R 212132 4 0.4326 - 1.3758 07023 < 0.4339 + 1.87¢3 -8.8259 T 33.9411 21.2132 «+0.3773 -0.8904 -0.5232 <0.4117 - 2.5828 «1.1339
+ 2,8768 +0.568¢ + 23763 +0.5997 . T «1.5001, -0.0120 © e 3.5828 +0.7188
55.1018  S3.1018 +0.4142 - Y7437 -2.2353 « 04708 +°3:7655 -2.278) . . 92,9630 58.1018 402717 -1.8236 -1.5769 +0.4297 - 4.9851 +2.6500
< . * 478972 02513 * 4.7655 «0.28i3 - . +2.4461 -0.5572 o $.9652 +0.8201
3 $4.8528 L4328 +0.4087 - 4.7130 -3.0202 ¢+ 04816 + €.7418 -3.0615 < 135.7644  84.8528 +0.2700 -2.3069 -2.1558 «0.4350 - 6.7076 +3.4607
+ 57691 «0,0565 + 5.7410 «0.082% T 42,9334 -0.8533 « 7.2078 +0.3638
: uo.m 1857036 «0.400T - 7.0167 -4.9243 +0.4977 o 7.0541 -4.9637-" 271.5208 169.7056 +0.2676 -3.4604 -3.5658 «0.4427 - 9.1673 +5.4181
+ B.0914 -0.4480 + 3.0541 -Q4312 . o . «4,0024 -1.5748 +10.1675 +0.3844 -
3“-1400 !N-““ 403939 - 94887 -6.9933 +0.5073 4 9.5203 -T.0292 . . 394111 212.1320 +0.267¢ -3.922¢ -um +0.4448 -10.3544 +6.2054
+10.5721 -1,0220° +10.5293 -1.0118 . L« 4.558T7 «1.87 +11.354¢ +0.3072
-Mu 400.3580 +0.3937 -11.5244 -08.4209 +0.5117 +11.2378 -8.4641 < 4706249 294.1408 +0.2662 - 4.7001 _5.'“ .o_“rx -12.3452 +7.3334 -
) +12.2833 -1.4283 +12.237T9 -1.4214 - +5.3553 -2.3683 +13.3452 20,1737
J . . Lecation of Maxima . . i Locatioa of Max!
o Max{ma in Cylinder ' in Cylinder .o ) : Max{ma ia Cylinder . ia Cylinder ma
- afr Shear Axjal Clrcum.”. Shear  Axdal Clrcum, . an’ a/T. sbew—.ﬂ‘l—m&m &m&.
rs% L lm  xyAd x3/d : Lm hm . lem %/ %/d xy/d

< 13.5T64°  8.4853 -0.0247 +0.8105 +1.0667 . 0.3647 02474 0.4074.
S +0.1895 +0.9802 '
¥ $3.9411 21,2132 10.0237 +0.9709 +1.1011° 0.2352 0.1641 . 0.2653
- +0.0291 +0.9699 . .
92.0630 S8.1018 -0.0241 +1.2337 +1.1704 0.1456 0.1008. 0.1620
: , -02837 +0.9493
-~ 1357644 84.8528 -0.0244 +1.4684 +1.2079- 0.1207 Q0838 O0.1342
S < 0.4684 +0.9381 ~
© 27T1.5289 169.7056 -0.0247 +1.8917 +1.2088 0.0854 0.0592 0.0950.
L -0.8517 +0.9110° v -
T 339.4111 212.1320 -0.0248 +2.0631 +1.3356 0.0764 (0.0529 00849

\{ 4853 - £.4853 -0.0263- +0.7634 +1.0568 0.4473 0.2992
R +0.2366 +0.9833 - . y
2121327 212132 -0.0269 +0.5230 +1.0908 . 0.2911 0.1972
- +0.0770 +0.9730
‘7 S8.1018  SK1018 -0.0297 +1.2555 +1.1830 ' -Q.1759  0.1183
- -0.2593 +0.9514. - )
L 84.8528 . 84.8528 -0.0301 +1.4453 +1.2030 - 0.1451 0.0383
S - . ~0.4453 +0.9395 .
~160.7056 160.1056 -0.0315 +1.9008 +1.3007 . 0.1020 0.0688
-0.9008 +0.9105 : ’
zu.uos 2941406 -0.0325 +2.3994 +1.4078 .” 0.07T1 - 0.0519

-1.3994 +0.8786 -1.0831 +0.9001 .
400.390 masao -0.0328 +2.7471°+1.4824 © 0.0659 0.0443 470.6249 294.1406 -0.0250 +2.3517 +1.3975 _ 0.0848° 0.0443 0.0721
- 1.7471 +0.8564 . g . -1.3517 +0.8618 ~

R.TABLE 21‘ STREQS’ I\'DE\ES IN A CYLINDRXCAL PR.E.%URE
.. VESSEL WITH CONICAL HEAD, « = 60 DEG, T/t = 1.2

: . TABLE 23 STRESS INDEXES IN A CYLINDRICAL PRESSURE
w”f' “{‘,“;2{;{1“.’;,‘{::;“;":’“;L::;’::‘E_ ‘f_"‘:;’,;’"; lues refer to stress  TAEUYESSEL WITH CONICAL HEAD, o = 60 DEG. T/t = 2.0

(Upper values refer to stress at external surface; lower values refer to stress

- 'd/l‘ ) @ Cone :(:x’hui"iu?:ni . bvs\cyu"d" at "'&“‘" S at internal surfnce. + = tension; — = compression.)
- ear reum, =13 Axial Toum, .
. Isj o | Isg Ly g . B Cone at Juaction Cylinder at Junction
1018237 8.4853 0.6302 -0.0565- +0.4040 +0.987S -0.1892 M T ShedTRGAlClfcum. shear  Aal Clicum.
R X! +0.3729 -0, -0.0555- + 0. +0. - 1 I 1 1 _
: R T #1.4357 +05152 .. . +1.987S +0.3033 . - — 2l . L) Ly Ley
B AL 403628 - S e 08 e Iocsey 16,9706  8.4853 +0.2280 -0.2460 -0.0152 +0.3871 + 14310 -0.4481
1222 ' Y " ¥ . +0.7195 »0.1226 + 24310 +0.7105
697122 S8.1018 +0.350¢ -2.5082 - 18363 +0.4580 LN ki . | 424264 21.2132 +0.2279 -0.5820 -0.4463 +0.3875 « 2.1752 -1.2378
'3 Y ' 3 - +1.0557 +0.2210 + 37752 40,7278
1018233, 308528 < 0.3463 -3.0732 -2.6269 ¢ 04667 < 54T <3000 116.2037 $3.1018 +0.2258 -1.1909 -1.3726 +0.3565 « 5.2213 .2.7456
- - - ; o +1.6698 +0.8421 « 8.2213 +0.6872
AT 108 + 03418 - o - e ATy B 0 0ses 169.7055 B4.8528 +0.2249 -1.5099 .1.8826 +0.3994 + 6.5008 .3.5499
! X " ¥ ¥ : o +1.9905 ~1.1728 + 7.5008 +0.6506
IHSSEY 2ILII20 40O A ey TS i oleet . 339.4111 169.7056 402239 -2.2718 -3.1261 -0.4035 + 95332 -5.4870
y : ) . +2,7548 +1.9712 +10.5532 +0.6799
352.9687 284.1406 ¢0.3383 :Z';ﬁ: ::';;: +0.48¢8 :g"gg :ﬁig; 424.2639 212,1320 +0.2236 -2.5778 -3.6301 +0.404S «+ 107785 -6.2682
480.4296 400.3580 +0.3371 -8.7698 -7.4202 +0.4900 +12.7679 «8.6888 +3.0614 +2.2943 +11.7785_+0.4988
+9.6579 -2.0297 +12.7679 - 0.7281
. .
Location of Maxima - Location of Maxima
L Maxima fa Cylinder in Cylinder Maximea in Cylinder ia Cylinder
I 4/T  Shear Axial Circum. Shear Axial Circum, - an ar . Sh;" xl‘hl T"x""’" SM;: Ax;‘a’l a";:"
) X X,
Lmk Tam  lem %1/ x/d x/d sm_ ‘am cm 1 *2 3
10,1823  8.4¢853 -0.0258 +0.7811 +1.0604 0.4148 02792 0.4640 16.9708  8.4853 -0.0238 +0.8315 +1.0712 0.3250 0.22312 ' 0.3683
+0.2189 +0.9820 +0.1685 +0.9788
23,4558 - 21.2132 -0.0255 +0.9398 +1.094¢ .0.2706 0.1350 0.3019 42,4264 21.2132 -0.0221 +0.9911 +1.1054 0.2140 0.1477 0.2382
+0.0802 +0.9719 +0.0089 «0.5686
€0.7222 S8.1018 -0.0269 +1.2673 +1.1647 0.1845 01128 0.1834 116.2037 53.1018 -0.0220 +1.3082 +1.173S 0.1311 0.0910 0.1457
. -0.2673 +0.9510 ; . -0.3082 +0.9483 .
1018233 84.8528 -0.0275 +1.4463 +1.2032 0.1360 0.0932 0.1517 169.7055 84.8528 -0.0220 +1.4790 +1.2102 0.108 0.0756 0.1209
’ -0.4463 +0.9395 . ) -0.4790 +0.9374
203.6467 169.7056 -0.0284 +1.8827 +1.2968 0.0959 0.0656 0.1070 339.4111 169.7058 -0.0221 +1.7921 +1.2989 0.0771 0.0536 0.0858
-0.8827 +0.9116 -0.7921 +0.9110
254.5583 212.1320 -0.0266 +2.0598 +1.3349 0.0857 ° 0.0586 0.0956 424.2639 212.1320 -0.0222 +2.0591 +1.3347 0.0693 0.0480 0.0766
-1.0598 +0.9063 : -1.0591 -0.5003

| 352.5687 294.1408 -0.0290 +2.1587 +1.3990 O0,0727 0.0457 0.0811
-1.3587_+0.8812

4E0.4258 4003560 .0.0293 +2.6901 +1.4702 0.0822 0.0425 0.0654
-1.6501 +0.8600

* Correction to Table 21. For d/t of 254.5383, under Cylinder at Junc-
tion, Jej of 3.5289 should be 5.9289.
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. _. The sample problem and the foregoing quoted comment thereon
Mtute an acknowledgment by the authors that the theory
<of elasticity is unable to solve fully the basic problem of the
»cylinder-cone junction. If, perforce, wholly fictitious and really
" impossible calculated stresses must be involved as one link in a
chain leading to the solution of this problem, then, eventually,

they must in some usable way be related to the actual cbange of -

' shape and residusl-stress system and evaluated in terms of servuoo
perfomunee and safety. :

v: The writer bas a- gmwmg cdnvxcuon that the Pressure Vessel
‘Research Committes (PVRC) of the Welding Research Council:
-should and must assume the task of and responsibility for inter--

"preting such papers as the authors’ in terms which will throw *

Jight on the major job of deciding how to arrive at safe but

. economical designs, taking into account the plastic deformation .
‘oecurring during the hydrostatic test and the residual-stress-

-system established thereby. This, the writer believes, is what
the financial sponsors of the PVRC want, not only with reference.
to conical heads, without knuckles and compression rings, with

+ compression rings but without knuckles, and with knuckles with- .
“out compression rings; butalso with referenee to the shallower.

1tonsphencal and ellipsoidal heads.

. The authors have done a splend:él a.na.lytxcal 1ob and theu'

“paper in conjunction with others of its kind and the results of the

-work of the PVRC Design Division at Purdue University, pro-
-vides a foundation upon which, by an exercise of combined ex-

perience, experiment, analysis, and judgment, the PVRC must,

if it attains its avowed objective, reach specific workable conclu-:
sions which, in effect, will confirm the ASME Code rules of de- -
sign as they are, or recommend l‘evxsmns thereof or wdvocata :

ent.xrely new rules.
- The authors- deserve oommendat.xon for preparmg a very

xhoughb-provohng paper. Following are some of the quest!onsf,

wh'ch 1t raises in the writer’s mind:

mtw that a cylinder under internal gas pressure expands; that

the base of & cone suspended on a vertical canvas cylinder and -
under internal gas pressure contracts since the canvas cannot re-
sist the components perpendicular to the axis, of the along-the-
element stresses; and that the tendency of the cylinder to expand
and of the cone base to contract’ must cause discontinuities at -

their junction. -

2 Are locahzed worhng stresses of bxgb intensity just as dan- _

gerous to the vessel as general stresses of the same intensity

would be? Put in another way, would a streamlined vessel with
a geners] working stress intensity equal to the localized working -
stress intensity of a conventional vessel (such as that of the .

-sample problem) be just as safe as the latter?
If the answer is “yes,” then industry should simultaneously’
streamline its pressure vessels and raise the design stress, thus
promoting both safety and economy in materiala,
= 3 What is the optimum test pressure in terms of the working
pressure and nominal working stress? Otherwise expressed, what
test pressure will establish the optxmum residual stresses and how
can it be determined? .

4 Shaquld there be any design limit, short of that which will
produce buckling, on the ring compressive stress at a cylinder-
cone junction? ‘Put in another way, are all of the stress factors
of Table 3 of equal significance? Should they all be held to the
same pumerical value?

5 The authors state, _
thickness the same in both cone and eylinder, it is more desirable
to make the cone thicker.” " Under what conditions would it be
“‘not passible’” to have the cone and cylinder the same thickness?

: g Are not conclusions 1 and 2 self-evxdent? It appears axio--

“IWhere it is not possible to have the

325

Do the words “not possible” imply an excessive ring stress in the
cone when the apex angle is large?

6 How does a weld at the cylinder-cone junction affect the
strains and stresses in the junction regions? . -
8uch queries haunt and hound the thoughtful reader of this
paper; perbaps its greatest value lies in this fact. -

Avtrors’ CLOSURE
The authors wish to thank Mr. Boardman for his careful and
thought-provoking review of the paper. They wish to offer a
number of comments in answer to his points.
Mr. Boardman’s first paragraph indicates that plastic flow

"will probably occur at some points of a pressure vessel during
_ the hydrostatic test but that the subsequent behavior in service

will be wholly elastic. Since the volume of material involved-
in plastic flow may be extremely small, it seems entirely possible
that some plastic deformation may occur each time the vessel
is loaded or unloaded due to elastic stress in the other parts of
the vessel. Such 2 wringing action could eventually result in a
crack. Thus the high stresees indicated by elastic analysis
are valuable since they pomt out loca.txons where trouble may be

_expected.

In Jocations where it is possxble for plastic ﬂow to occur,
the maximum stress will be limited to the flow stress and the high
peaks indicated by elastic analysis will be redistributed by in- .
creasing the stress to the flow value at nearby points. The
authors agree that the term “stress relief” for this effect is a xms-
nomer and “‘stress redistribution” might be preferable. '
- Continuing his discussion, Mr. Boardman points out that be-
cause of the plastic flow which intervenes at points of stress con-’
centration, the results of elastic analysis must be “evaluated”
or “interpreted” before being applied to practical vessels. The
authors believe that this is an oversimplified view of the situa-

_tion.” Having made an elastic analysis, as in this paper, it then

becomes necessary to analyze those small areas of the vessel .
where plastic flow is indicated. To compute the plastic stresces
and strains in such areas is another problem of considerable
difficulty in itself. Although these phases of the over-all design
problem are only beginning to be investigated by rational methods
it will be necessary to have such solutions before conclusions on
the safety of practical vessels can be drawn. .
Mr. Boardman concluded by asking six questlous. The

. authors’ comments on these are as follows:

1 The “obvious” conclusions 1 and 2 were drawn to call
attention to a basic defect in any design having sharp corners. -
It has been shown that severe stress concentrations are set up
at such points. In many practical cases plastic low permits a
vessel to resist the loads without damage. However, there are

_also cirdumstances where plastic flow is impossible so that such

a design is unsafe. Two examples may be mentioned: (a)
Ordinary structural steel at low temperatures; (b) low-alloy
steels which have a high yield point obtained at the expense of
reduced ductility.

2 The authors believe that a design with stresses of high
intensity throughout the vessel would be much more likely to
fail than one where high stresses are confined to small areas.
The following comments may be made: (a) When the high stress
is localized, the surrounding elastic region exerts restraint on the
region of high stress and makes the vessel stronger than if the high
stress were general. (b) If a single local crack developed in either
case, the localized stress is safer because the surrounding elastic
region has, at least potentially, strain energy available up to
rupture to absorb the energy released by the crack. (c¢) .\ gencral
high stress is likely to produce cracks at some weak point of a
structure. On grounds of probability a localized high stress may
not occurat a weak point.
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3 The answer to this question requires analysis of the plas-
tic regions as discussed above. Both the elastic and plastic analy-
ses are essential for a complete solution to these problems. The
elastic analysis is needed to define the areas where plastic flow
may’ occur. [If residual stresses are set up by plastic flow, the

elastic analysis is still needed to compute the total stress at &

point during cytles of loading and unloading. It seems obvious
that approximate elastic theories would be of little use since

precise values of stress at all points must'be known if a combined

clastic and plastic case is to be correctly analyzed.

4" . The authors agree that, in general, the significance of posi-
tive and negative stresses will be different. The importance of
ring compressive stresses was emphasized in the recent paper by
Messrs. Wilkin and Wetterstrom."

13 “Lateral Buckling of Ciroular Stiffening ngs in Comprewon."
by L. A. Wilkin and Edwin Wetterstrom. Presented at the Annual
Meoting of Tae Auz=ricaN SocieTy oF MECRANICAL Evcwn:ns.
Atlantie City. N. J., Nov 25-30, 1951,

TRANSACTIONS OF THE ASME

APRIL, 295

It is mainly in recent years that rational mcthods have been
applied in studying the flow of metals under biaxial or traxial-
resses. Considerable progress has been made on problems of .
forming, drawing, rolling, etc., but much less attencion has been.
given to the conditions under which failure of the material
will occur.  This is certainly an area where future research work *
should make a concentrated attack.

- 8 The authors had in mind the occasional zusembly of small
vessels from salvaged components, as might be necessary for emer-
gency repairs or experimental work. - It is also conceivable that .
it might be necessary to use a thicker head to provide safficient.
metal for reinforcement around openings which might be neces-
sary after the vessel is erected and which might be difficult to
otherwise reinforce. ,

6 A large amount of current research is devoted to weld—
ing. Several years will probably elapse before firm conclusions.
can be-drawn regarding the behavxor of welds under structural.
loads.
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_ANNEXE 2

Extrait du C.0.D.A.P 80 "Raccordement a angle vif & la grande

base de l'enveloppe conique"
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C2.3.6 - RACCORDEMENT A ANGLE VIF A LA
GRANDE BASE DE L’ENVELOPPE CONIQUE

C2.3.6.1 - L’assemblage A angle vif d’une enveloppe
conique a sa grande base avec une enveloppe cylindri-
que de méme axe (voir fig. C2.3.6.1) est acceptable
si:

a) ’assemblage est constitué par une soudure bout
a bout avec reprise envers assurant — par meulage si
nécessaire — un raccordement régulier des surfaces
intérieures des deux enveloppes comme indiqué en
annexe FA.l ;

b) la soudure d’assemblage est soumise aux contrd-
les non destructifs & 100 % prévue en I.10.

|

i
\] Raccordement régulier
‘K\ des surfaces intérieures

Fig. C2.3.6.1
Raccordement a angle vif
a la grande base d’une enveloppe conique.

Rév. 82-02 - CODAP 80 - C2/23

C2.3.6.2 - Si la valeur du demi-angle au sommet « de
I’enveloppe conique ne dépasse pas la valeur donnée
par le graphique C2.3.6.2, les épaisseurs minimales
données :

— par les formules C2.1.4 pour !’enveloppe
cylindrique,

— par les formules C2.3.4 appliquées a la grande
base pour I’enveloppe conique,
sont suffisantes.

L’épaisseur minimale e, , . ainsi obtenue pour
I’enveloppe conique doit s’étendre sur une longueur,
mesurée selon une génératrice, au moins égale 3 :

D

AN el, cbne
COs

C2.3.6.3 - Si la valeur du demi-angle au sommet o de
Penveloppe conique dépasse la valeur donnée par le
graphique C2.3.6.2. I’épaisseur minimale €] eyl de
Penveloppe cylindrique, sur une longueur mesurée
selon une génératrice, au moins égale a \/Dm',.el’cyl
doit étre au moins égale & la plus grande des deux
valeurs :

P.D
M. el (formule C2.3.6.3.a)
2f+ P
P.D
el (formule C2.3.6.3.b)
2f.z+ P

L’épaisseur minimale e, . . de I’enveloppe coni-
que, sur une longueur, mesurée selon une génératrice,
au moins égale a :

Dm. lel ,céne

COs o

doit étre au moins égale i la plus grande des deux
valeurs :

P.D,,
M. 27+ P (formule C2.3.6.3.a)
P.D,. 1
el . (formule C2.3.6.3.¢)
2fz+ P cos «

Le coefficient M est donné par le graphique
C2.3.6.3.
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ANNEXE 3

Programme de calcul des coefficients d'intensité de contraintes

au raccordement cdne-cylindre coaxiaux
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