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INTRCDUCTION.

Ces derniéres amnées ont vu se développer tout un domaine de
1'optique non linéaire autour de la bistabilité optique [26, 33].
L'intérét pour ce nouveau domaine d'étude est 1ié, d'une part a l'espoir
peut-€tre déraisonné de réaliser des systémes a logique optique ultra-
rapide et dQtautre part au fait qu'il s'agit de prototypes particuliérement
simples de systémes thermodynamiques ouverts. L'étude des comportements
synergétiques de tels systémes peut alors &tre poussée tant du point de
vue théorique qu'expérimental. Ils présentent en effet une grande variété
de phénoménes dont la modélisation est suffisamment performante pour permettre

une confrontation heureuse entre théorie et expérience.

L'engouement pour les effets de bistabilité optique a ramené
en lumiére des études antérieures sur les instabilités des lasers ou
l'hystérésis des lasers contenant un absorbant saturable. C'est ainsi que
les travaux de Grasyuk et Orayevskiy [5] dans les masers et ceux de
Casperson [4] sur le "second seuil" d'oscillation du laser ont repris une
actualité qu'ils avaient perdue. De méme le laser contenant un absorbant
saturable (L.S.A), initialement étudié pour ses possibilités de spectros-
copie sans effet Doppler, a été réexaminé dans un point de vue synergétique
avec un accent particulier sur les conditions de bistabilité ou celles
d'instabilité [41). Les études théoriques de ce systéme bénéficidrent de
1'introduction par Erneux et Mandel [32] de la théorie des bifurcations qui
avait montré son efficacité dans le traitement des problémes de turbulance

en mécanique des fluides [31].

Mandel a pu mettre en évidence l'existence théorique de nombreuses
instabilités dans le L.S.A. sur un modéle & deux niveaux en élargissement
homogeéne. Citons la solution ''en dessous du seuil" due & la dispersion [19],
les solutions harmoniques, pulsées ou quasi-périodiques [42],[51]. Des zones
chaotiques ont méme été prédites par Mrugala et Péplowski [35]. Ces solutions
peuvent coexister et engendrer des hystérésis ce qui donne naissance a une

grande variété de comportements du systéme.



Toutefois le mod@le & deux niveaux semble inadéquat & décrire
correctement la plupart des molécules gazeuses, les bandes vibrationnelles
de celles-ci relaxant généralement moins vite que les niveaux rotationnels
entre lesquels s'effectue la transition. Une étude approfondie du systéme
4 quatre niveaux introduit par Burak et al. [15] s'avére donc nécessaire.

Cette étude a été entreprise par Arimondo et al. [17] et c'est
dans la poursuite de celle-ci que se situe la plus grande partie du travail
présenté ici. Un modéle de rate equations sur les niveaux vibrationnels,
qu'on pourrait qualifier de "deux niveaux effectifs", y est étudié tant
numériquement qu'analytiquement, notamment dans le cadre de la théorie des
bifurcations.

I1 est intéressant de constater des analogies entre les résultats
de ce modéle & deux niveaux effectifs et le comportement des instabilités
dans le modéle & deux niveaux du laser sans absorbant saturable intracavité.
C'est pourquoi cette thése comporte une étude du laser dans un systéme a

deux niveaux.

Cette étude du laser sans absorbant saturable dans un modéle a

deux niveaux en élargissement homogene fait 1l'objet de la partie A.

La partie B est consacrée au L.S.A. Le premier chapitre établit

le modéle a deux niveaux effectifs issu du modéle a quatre niveaux. Le
chapitre II en étudie les solutions stationnaires. Des bifurcations de Hopf
sont décelées sur celles-ci, bifurcations qui correspondent & une émission
laser périodique et la stabilité des solutions périodiques de faibles modu-
lation d'amplitude est déterminée. Le troisieme chapitre entreprend 1'analys
nunérique du diagramme de phase du modéle et dévoile les analogies entre ce
modéle du L.S.A. et celul a deux niveaux du laser sans absorbant intracavité
Enfin le dernier chapitre propose un certain nombre d'extensions du modele,
notamment une prise en compte de l'effet Doppler sur le profil de gain des

milieux gazeux.

La partie B est ponctuée de pages de couleur résumant les principa

résultats établis.



Trois arnexes complétent ce travail. La premiére présente les
éléments de théorie des bifurcations utilisées dans les parties A et B.
La seconde rappelle quelques résultats obtenus sur le modéle a deux
niveaux du laser avec ou sans absorbant saturable. La derniére détaille
le calcul des expressions intervenant dans le traitement du L.S:A. en
élargissement inhomogéne mené au chapitre BIV, rendant les résultats

obtenus dans celui-ci directement utilisables pour une étude numérique.



PARTIE A

EXEMPLE D’INSTABILITE DANS UN LASER
SECOND SEUIL D’OSCILLATION



Introduction.

Cette partie est associée a l'instabilité qui apparait dans
un laser a fort taux de pompage. Cette instabilité n'a été traitée
analytiquement que récemment par Mandel et al. [1-3], bien qu'elle
fut étudiée expérimentalement par Yariv et Casperson [4] dés 1972 sur
un laser a xenon et théoriquement par plusieurs auteurs, notamment par

analyse numérique [5-10].

L'étude & l'aide de la théorie des bifurcations [3] a été
effectuée 2 la méme époque que celle proposée dans cette partie, mais
dans un cadre plus large englobant le désaccord en fréquence entre le
milieu et la cavité. Aussi cette partie est-elle i considérer essentiel-
lement comme un exemple d'application de la théorie des bifurcations a

un probléme de physique des lasers.

Les méthodes mathématiques utilisées sont présentées plus en

détail dans l'annexe I.

Les résultats obtermus par d'autres auteurs sur le modéle a
deux niveaux d'énergie dans 1'étude du laser avec ou sans absorbant
saturable sont reportés en annexe II, complétant ainsi 1'étude de cette
partie, faite dans le cadre restreint d'un élargissement homogéne et sans

désaccord en fréquence.



CHAPITRE A

LE MODELE, VALEURS STATIONNAIRES.,
STABILITE LINEAIRE
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1 -1. Le medéle.

L'établissement des équations est détaillé dans [11-13] et
sera présenté plus amplement dans la partie B sur le modéle & quatre

niveaux.

Nous considérons un ensemble de molécules en interaction avec
un champ électromagnétique a l'intérieur d'une cavité résonante, de
longueur L modélisées par des systémes i deux niveaux d'énergie entre
lesquels s'effectue la transition laser et caractérisés par un taux de
pompage A et des constantes de relaxation collisiomnelle Yy pour
l'inversion de population et Y, pour la polarisation que nous prendrons

égales :

Y// =Yl= Y

comme c'est presque toujours le cas dans les lasers a gaz

Y
a /"‘\)
A hw
, \ ,
\_/7
Y .
Fig. A-1. : modéle & 2 niveaux

On se limite ici au cas ol la fréquence de la cavité v

est accordée sur celle de la transition w.
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de sorte que le champ oscille a cette méme fréquence et qu'aucun effet
de phase n'apparait. Le champ électrique est alors réel et la polari-

sation purement imaginaire.

Nous supposerons de plus 1l'effet Doppler négligeable, de
sorte que l'évolution d'une molécule ne dépende que du temps et de
sa position dans la cavité. Cette évolution est décrite par 1l'opérateur

"matrice densité" dans un formalisme quantique.

Le champ est assimilé a une onde plane monochromatique. D'une
part on néglige tous les effets transverses diis & sa structure gaussienne
et d'autre part on considére faibles les gain et pertes, de sorte que
mis 4 part le terme d'onde stationnaire, 1l'amplitude est indépendante
de la position. Le champ s'écrit alors :

. N w nlt
(AI-1) E(z,t) = En(t) sin K, z coswt ol K.n =< ="

Nous supposerons de plus l'amplitude lentement variable
(approximation S.V.A) et négligerons en conséquence les termes d'ordre

deux dans 1'équation de propagation qui se réduit a

(AI-2) fan(t) + —2-% E_(t) =-§- =2 p (¢)

Q

ou Q est le coefficient de qualité de la cavité et P la composante

source de la polarisation P(z,t) pour le mode considéré :

L
(AT-3) Pn(t) = %’ . P(z,t) sin K z dz
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La polarisation s'exprime en fonction des éléments non
* iz ,
diagonaux 6 et o, =0, de la matrice densité (* désigne la
conjuguaison complexe).
(AI‘4) P(Z,t) = B pab (Z,t) + CC

u est le moment dipolaire de la transition

Les éléments de la matrice densité o

aa pab

°©
[

*ba *bb

obéissent aux équations d'évolution suivantes :

. : i -

by = - (Go+v)ey +§V (o0 = Ppp)
(AI-5) Paa ™ ~ Y Paa~h v (pba pab)+ A

O, = = Y P, + iy (pr. = p_,)

bb bb  h ba ab

En développant l'opérateur ¢  suivant les modes propres de

la cavité wvide

o(z,t) = mX Em(t) cos v t sin K z
=0

-
avec K = S et v_o=

et en utilisant les deux approximations suivantes :
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. passage dans le référentiel tourmant (rotating wave approxi-

mation) : on néglige pour les cohérences les modes m # n
pab(z,t) ~ Qabn(t) cos wt sin Kz
. approximation du champ moyen (mean field approximation) :
on ne retient que la composante moyenne Qaao(t) et pbbo(t) des popu-

lations.

Aprés utilisation des relations. (AI-3 et 4) et en supposant

constante la somme des populations, le systéme (AI-5) se réécrit :

X=-xX+ny
(AI-6) y=~=-V+vVvXu
. v
G = - viu-1l) - 7 Xy

La premiére équation est l'équation de propagation reliant le

champ et la polarisation en unités réduites :

uE
X = —Eg x est le rapport de la pulsation de Rabi WE 3 la
largeur homogéne Hy de la transition.
Pn _
y = — oiu N est l'inversion de population moyenne en
Nu champ nul :+ N = A/y
2=

n = %%%}4% est le paramétre de pompage qui mesure le gain linéaire
[0

Les deux derniéres équations du systéme (AI-6) sont les équations

de Bloch du systéme a deux niveaux.
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Paa ~ Pub
u = —————  caractérise l1l'inversion de population

représente le rapport entre la constante de

<
A
[ %]

f
< =]

relaxation v du milieu et celle du champ dans la

cavité vide « = %ﬁ . T1 traduit la “qualité"

de cette cavité.

dans une "bonne!" cavité k < YAI+ Y, et v > %

. ey 2 i
dans une "mauvaise" cavité xk > Yt Y, et 0 < v <5

On a utilisé comme échelle réduite de temps le temps de vie des
, -1
photons dans la cavité (x 7).

Les notations employéés sont celles de Grasyuk et al. [ 5] qui a

établi le modéle.

1 - 2. Solutions stationnaires et stabilité linéaire.

Les solutions stationnaires non nulles du systéme précédent

s'écrivent :

x, = % /2(n-1) avec les conditions d'existence :
(AI-7) yi = ¥ 42(n=-1)/n no>1
u_ = 1/n v >0

Ces deux solutions ont le méme comportement aussi n'étudierons

nous que la solution (xS = X Yg = Vs us). Notons qu'il existe ici

4+
une symétrie essentielle du systéme qui ne fait pas différencier valeurs

positives ou négatives du champ.
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On montre qu'en plus de ces deux solutions existe une solution

triviale (xs =0, Yy,

solution correspond a l'absence d'émission laser. Elle est stable pour

=0, u = 1) pour tout n et pour v > o. Cette

n <1 et bifurque sur la solution précédente qui, comme nous le verrons
ci-aprés, est stable pour n supérieur et voisin de 1 (fig. A-2). n sera

donc le paramétre de bifurcation utilisé dans notre étude.

Pour examiner la stabilité de la solution (AI-7) sous l'action
d'une petite perturbation, nous linéarisons le systéme (AI-6) et regardons
1'évolution de cette perturbation. Si celle-ci décreit dans le temps la
solution stationnaire étudiée est asymptotiquement stable, si, au contraire,

elle croit, la solution stationnaire est instable.

Pour cela nous posons :

x(t) = Xg + x'(t)
(AI-8) y(t) = g t y'(t)
u(t) = ug + u'(t)
x'{t)
ol le vecteur v(t) = z:gzg désigne la perturbation.

En utilisant les notations de l'annexe I, le systéme (AI-6)

se réécrit

dv

(A1-9) T = £(n,v) = fu(nlv) + Q(v)
ou fu(nlv) = L{n).v est la partie linéaire en v de f(n,v)
~1 n o
(AI-10) ici L(n) = vug -y VX
Y >
"2V T2 X TV
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24

14

Fig. A-2. Diagramme de bifurcation de la solution X, = 0.

Cette solution existe pour tout n. Elle est stable pour
n <1 et instable pour n>1. En n =1 elle bifurque sur les
solutions X, = Xy dont seule X, est ici représentée. Ces solu-

tions sont stables au point de bifurcation (bifurcation supercritique).
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La solution de 1'équation (AI-9) est de la forme :
v(n,t) = vo(n) ek(n)t

ol ) est la solution du polyndme caractéristique de (AI-10).

(AI-11) k3 + (2v+1) XZ + A2 v(t+vn) + 2v2 (n-1)=0

Plutdt que d'obtenir les expressions analytiques exactes
pour A, on peut appliquer le critére de Routh-Hurwitz a 1l'équation

(AI-11) qui nous permet de déterminer le signe des différentes solutions.

Dans notre cas ce critére s'énonce comme suit :

Soit 1l'équation :

3 2 A -
Co A~ + C1 AT+ C2 A+ C3 =0
On pose :
D =2¢C
o o
Dy = ¢
C1 Co
D2 =
C3 C2
C1 CO 0
D3 = C3 C2 1 = C3 D2
o C
3

Si tous les coefficients D, ont méme signe, alors la solution

stationnaire est stable.

Nous avons :

D,=C =1 ; D =2v+1;D, = v(2v + 1) [(2v + 1)(1 + vn) = 2v(m - 1)]

2v%(n - 1) D,

=
1
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Compte tenu des conditions d'existence de x, mentionnées

en (AI-7), le critére de stabilité pour ces solutions se réduit a
(AT-12) (2v+1) (1+vn) = 2v(n-1) > 0

et le point critique ol la solution stationnaire perd sa stabilité est
dommé par le paramétre de bifurcation Ne

(AI-13) Ne = v

La condition n_ > 1 implique v < 3, autrement dit cette
circonstance n'apparait que dans une "mauvaise cavité" ou le champ relaxe
rapidement par rapport aux dipdles. La courbe N, en fonction de v est
tracée sur la figure (A-3). La valeur minimale du paramétre critique est
Ec = 14.93. Or n est directement relié au champ électrique stationnaire
par les équations (AI-7). I1 faut donc un pompage fort pour obtenir un
champ fort dans la cavité si on veut mettre cette instabilité en évidence.
Pratiquement cette condition est opposée i la condition de mauvaise cavité
qui tend 3 maintenir un champ faible dans la cavité. Ceci explique qu'on
n'ait jamais vu cette instabilité dans les conditions du modeéle ici étudié,
c'est- a-dire laser monomode, élargissement homogéne. On verra en annexe II
qu'un élargissement inhomogéne raméne ﬁc a des valeurs expérimentalement

accessibles [4];

Pour la valeur (AI-13) du paramétre de bifurcation, 1'équation

caractéristique s'écrit :
(AI-14) Ir + (1+2v) 1 [ AZ + v(1+vnc) ] =0

dont les racines sont

Ay = - (1+2v) <0

At = * i wo

2 _ 1 + v
(AI-15) w, = v(1+vnc) =2v T
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-+
-+
e
.
-
e N

(]
.
[V, g

Fig. A-3. Paramétre de bifurcation critique en fonction de v.

La valeur minimale est HC = 14.93 = 8 + 2 Y12

Cette courbe montre les deux conditions qu'il faut réunir

pour atteindre le second seuil d'oscillation du laser

* condition de mauvaise cavité v < 0.5

* condition de fort gain n > 14.93.

pour n < nc la solution stationnaire X, est stable

pour n > . elle est instable.
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Ces racines remplissent les conditions suivantes qui définissent

une bifurcation de Hopf :

une paire de racines complexes conjuguées annulent leur partie

réelle au point critique, les autres racines (ici Ao) restant stables.

Pour un gain n = n_ 1la solution stationnaire perd sa stabilité
et donne naissance i une solution harmonique d'amplitude nulle autour de
x_ et de pulsion w dépendant du rapport v de la largeur homogéne a

l'inverse du temps de vie des photons dans la cavité.

Nous allons étudier la stabilité de cette solution en la cons-

truisant au voisinage du point de bifurcation e

Dans le tableau A-1 sont résumées quelques relations utiles
pour la suite de cette étude et liant des valeurs caractéristiques du point

de bifurcation :

Valeur critique du para-

\ . . 1 1 + 4y
métre de bifurcation Ne = T

(gain linéaire)

valeur du champ au

point critique X = lz(nC - 1)

pulsation de la solution

m2 = v(l+vn_ ) = 2v 1y
oscillante émergeante o e = 1 - 2v
(2v+1) (1+nvc) = 2v(nc -1)
. . 2 2 2
diverses relations (2v + 1) wo =V x
2 2 w2 i2
V. = @ m e Y e mme———
o 2

Tableau A-1 : Caractéristiques du point critique.



CHAPITRE A II

CONSTRUCTION DE LA SOLUTION BIFURCANTE
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11 - 1. Le probléme linéaire.

Nous allons construire la nouvelle solution d'équilibre (*)

u(n,t)de L'équation d'évolution (AI-9) au voisinage du point
de bifurcation pour n  légérement supérieur a Ne? solution qui
s'annule en n = Ne* Pour cela on effectue d'abord une translation en

n et l'on pose :

(ATI-1) n = ne tM o f(n,u) = £(u,u) ; uln,t) = uly,t)
u est un petit parametre, ce sera notre nouveau paramétre de bifurcation

le point de bifurcation étamt défini par u = 0.

Nous allons construire la solution oscillante comme un dévelop-
pement en puissances de u que nous allons réinjecter dans 1l'équation
d'évolution (AI-9). En développant l'opérateur £ en série de Taylor
au voisinage de u = 0, nous pouvons calculer les différents ordres de
la solution par identification terme & terme de l'équation (AI-9). Le
probléme au premier ordre se raméne au probléme de stabilité linéaire
précédent qu'il est nécessaire de pousser a son terme en calculant les

vecteurs propres associés a la valeur propre w.

Nous allons donc reformuler le probléme linéaire dans 1l'optique

de ce développement en série.

Le développement de f en puissances de u s'éerit (cf. para-
graphe AN 1 - ITI-2).

(¥) aucune confusion n'est possible entre l'écriture de la solution sous
forme locale u(u,t) et l'inversion de population puisque seule sa valeur
a 1'équilibre ug intervient dans la suite et ne sera jamais explicitement

utilisée.
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(AIT-2) f(u,u) = fij;o) (ofu) +u fﬁlal)(olu) +'% u‘2 f£1;2) (oju) + ...

+

%‘ [f&?;o) (ojJuju) + u fi?;l) {(ofluju) + ...]

(
+ %—,— [f“lff) (olujulu) +..] + ...

fizao)(olalb) est -1'opérateur non linéaire d'ordre 2 dans le systéme

b
(AI-6). Si a et b sont deux vecteurs quelconques de composantes (al,

a5, 33) et (bl’ b, b3), cet opérateur s'écrit :

0
0) _ .
; (olalb) = v a, b3 * a, b,

1,
-5 (ay b2 * ay bl)

(ATI-3) fff

fﬁgio)(o|a|blc) est 1'opérateur d'ordre 3, il est nul ainsi que tous les
2

opérateurs d'ordre supérieur.

] dL (n_)
(190) > — d.ff (1’1) - — <
fu,u (0]+) = L(nc) = Lo ot fu,u (0f«) = ( dn )n=nc
Au point de bifurcation l'équation (AI-9) s'écrit alors pour u
(ATI-4) du _ (1,00 (g
dt u,
En introduisant 1'opérateur adjoint T, = L;O , les équations
0o
aux valeurs propres du probléme linéaire (AII-4) sont :
(ATT-5) L . . % % "
-5 0o % T 1 ¥ % Loo %0 = = * 45 &g
- . - P ¥
Loo % = = % 4 % Loo % =1 % %
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ou Eo désigne le complexe conjugué du vecteur propre I  de L

00
£* celui du vect ¥ de L.
et co celui vecteur propre Co e 00
On obtient
1 _ 1421 9y
nc X
1+4i w v-i w
1 o N § 0
(ATI-6) Co =¥ " et CO = N* —
R (1+v)
- o o 1
vn X
c
#*
N et N sont des constantes qu'on détermine en posant
(AII_7) ﬁ?\ - N ":i\\

et en normalisant les vecteurs Co et z

(ATI-8) < T ;Z > =1

on obtient alors

R 2 2 2 .
(AIT-9) N™ = W% [ - wo +dowg (1 + 2v)]

On peut vérifier que £, et 5; sont orthogonaux.

(AII"]-O) <z, ¢ >=0
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IT - 2. Construction de la solution bifurcante.

a) Développement de 1'équation d'évolution au voisinage du point de
PP q g¢ P

On définit le produit scalaire dans l'espace des fonctions
21 - périodiques pour tout vecteur a(s) et b(s).

1 21
la(s), b(s)} = ST < a(s), b(s) > ds
o

On introduit la nouvelle échelle de temps : s = w(n) t

On pose :

et on introduit le paramétre :

3

(AII-11) e = [u, 271

w(e) est la pulsationde la solution u(s,¢). Elle vérifie w(o) = W

On pose :
L d- (1,0) .
Jo( ) = - “o ds fu,:l (of+)
3500 = d- (1,0) (o1
Jo( ) = Y@ ds * fu,x,x (o1+)

et on développe au voisinage de ¢ = O les fonctions suivantes :

u(s,e) - u (s)
(ATI-12) u(e) = Iy
w(e) - w n=1 w
0] n
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La définition (AITI-11) de ¢ implique les relations de

normalisation suivantes pour u(s,¢)

3

(AII-13) [un, zZ] = ‘Sn-;,i

Avec ces notations 1l'équation d'évolution se réécrit :

(ATI-14) w(e) QE&E;EL, = f(e,u)

En utilisant le développement (AII-2) de f£(u,u) et celui
(AII-12) de u, on obtient les relations suivantes pour les ordres 1 3 3

en ¢ en identifiant terme a terme les deux membres de 1'équation (AII-14).

Y I (uy) =0 (a)
Tolug) -0y _;::_]; T fﬁfﬁl)("‘“l) "7 fﬁﬂe)("’“ﬂ“ﬂ =0 (d)
(AII-15) T (1) - u, ;;—1- - u, 2-2—2- +uy f‘gf;” (olu,) (c)
cx 3 £ 5P Glup) oy £ (ol + 2820 oluy vy (o)
R (ol luy) - £330 (ol Juy ;) = 0

b) Résolution de l'ordre 1.

La solution de 1'équation (AII-15a) est du type :

u1=c2+62

Un choix judicieux de l'origine des temps permet de prendre réelle
la constante C. D'autre part [ul, Z'] =C et la condition (AII-13) de
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normalisation impose C = 1.

La solution & l'ordre un est donc simplement :

iwt _ -iwt
~ (ATI-16) u, =¢ e + g, e

e e o st e

La condition de solubilité (ANI=33) appliquée & 1'équation
(AII-15b) de l'ordre 2 s'écrit :

1 * 1,1 * 1 2.0 *
(AII-17) - w; [ag— A uy [fﬁ,; ) (o!ul),Z ]+ 7'[f£,ﬁ )(olullul),l ]
du1 _
a‘-s—=iZ-iZ
dul *
[ &= z] =+1i

(ar1-18) 2220 ol ) = £, (ol 1) &5 w2 £ (015 1%)

(2,0), = = - 2is
+ fu’u (OIc-ol;O) e

3*

et [fif;o)(olul), Z] = o0

D'autre part 1'inéquation (ANI-23) de perte stricte de stabilité

permet d'affirmer que :

Re [f(l’l)

* (1,1) #*
= < b > i iti
o (o!ul), Z'] =Re fu,u (olco), z, est strictement positif.
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La condition (AII-17) ne peut étre vérifiée que si u, = 0,

1

ce qui implique w, = 0 et est en accord avec le résultat général (ANI-34).

d) Résolution de l'ordre 2.

1'équation (AII-15-b) se résume donc a :

1 f(2,0)

Iolug) = -3 £,75

(oluy lu)

On cherche une solution particuliére de cette équation sous

la forme :
. - ‘2‘
u, = A ele + Ae s, B
L'équation précédente, compte temu de la forme (II-18) de
f&zao)(olullul), se scinde en deux équations :
b

(1,0) _ (2,0) - Lh .
A (o|B) = - A (olz I &) W (a)
(AII-19) ( (
1,0) : __ 1 .(2,0)
fu,u (o]A) ~ 2i g A= - 5 fu,u (OiCol Co) (b)
dans lesquelles : 0
2 .
2.0 1 ( —wg + i w0(1+v)
1 , v
2 fu,; (ofzyley) = §7 vonx
1 + jw
-2 2
2 n !
0
(2,0) =y __1 2
fu,u (olcolco) = INE -2 mo/n x
- v/n

En cherchant des solutions de la forme :
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1
A=-1—2— a, et B=_—-li-
N IN]
a
3
on trouve :
3y
1 1+21i w
A== a
N n 1
- = ( )
T m012v+1) 7t X3y
1+iw
avec @ = (2v+1) ST

1
a; = % (1 + 28)
a - @
5 - o
T4 w - a - 2i(1+v)
bl
1
et B = - —5 bl/n
IN] 1 x
L_Xy
n n 1
_ 1 1+4v
avec by =3 Tv
La solution de (AII-15b) est donc :
u, = A ele + A e-le +B +CZ + CZ

La condition de normalisation (AII-13) impose :

L

¥*
[U2’Z]=C=O



33

e) Stabilité de la solution.

La condition de solubilité appliquée & 1'équation (AII-15c)
permet de calculer o dont le signe détermine la stabilité de la solution
périodique.

si u_>0 la bifurcation est dite supercritique ; elle est
stable.

si  u, <0 elle est dite sous-critique ; elle est instable.

La condition de solubilité se réduit a

du ~
1 * (1,1 * 2,0 *
(AII—ZO) - m2 [ag” s L ] +'u2 [fu,u )(Olul)a A } + [fﬁ,; )(Oiulluz))z ] =0

puisque [EE” , z'] = i, seule la partie réelle de cette équation nous

est utile pour calculer Moo

filﬂl)(olul)’ z'] > 0, seule la partie réelle

3
du dernier terme est a prendre en considération

Comme de plus Re [

_ (2,0) * (2,0) *
(AII-21) g = Re [fu,; (olulluz),z ] = Re < fu,u (O'EO(B), ¢ >
(2)0) = *
+Re < £ (ol ¢ _1A), ¢, >
ol nous avons :
0 -
f£2;0)(o'COIB) = - 1 5 5 1 - wz (3+8v) + i wo (1+4v) (1+v)
’ N|N| nx (1+2v) o ‘
- (1+4v) (2+i mo) vx/2 ]
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r 0
w w + i(1+v)
£2:0) 017 ja) = - —2 o a (1+2v)(148) + (1+28) (142
u,u ° NINIZ ax>(1+2v) 2
(2+1 mo)
. 7 VIFZV (1+428)(1+2v)
On obtient alors :
"o Re ( 55 )
g=- e
]NI2 nx2¢1+2v N2 |
v+ 1w 2+1i w
. _ 3+8v . (1+4v) (1+v) o) o
avec g' = [° “ol1yzv *t 1 1+2v 'R * 2

i V+i mo (1+2v)wo 2
[(1+28) 152\) - (1+4V)] T wO \)2+4’ wi [(V+2 0-‘0)

w +i(1+V)
+ i wo(v—Z)] (1+8) + _Q_ii_____ (1+28)

Cette équation est bien trop compliquée pour &tre résolue analy-
tiquement et ce malgré la simplicité du systéme d'équations du modéle a
deux niveaux. On est donc amené 2 entreprendre une étude numérique de gu

c'est ce qui fait 1l'objet de la section suivante.



CHAPITRE A III

INTEGRATION NUMERIQUE
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111 - 1. Stabilité de la solution harmonique.

L'expression Re (g'/y2) a été évaluée numériquement pour
0 < v < }. Le résultat est reporté sur la figure (A-4).

Fi gure A-4,

La solution harmonique de pulsation

w, au point de bifurcation est stable

lorsque Re(g'/N2) > O et instable

2
lorsque Re(g'/y2) < 0, Re(g'/N ) =0
pour v = 0.03.

Re (g’/Nz)
N
0
-L;n
<

Pour v > 0.03, c'est A dire sur la plus grande partie du domaine
de variation, Re(g'/NZ) est négatif et donc u, pareillement. La solution
est instable. Elle ne devient stable que pour les toutes petites valeurs de v,
donc pour de trés mauvaises cavités (v < 0.03) et pour des taux de pompage

extrémement élevés, condition actuellement irréalisable.

IIT - 2. Intégration des équations d'évolution.

Le systéme (AI-6) a été intégré selon la méthode de Merson
(voir la partie B). Quelques résultats typiques sont présentés sur les

figures (A-5) 2 (A-8). La condition initiale a été choisie comme suit :
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H
e
3K

o

.

sy

x (o) oll X, Y, u sont calculés pour les

s

y{(o) valeurs de Vv et n mentionnées.

u(o)

"
<

1
=

C'est & dire en supposant une perturbation de 10 % de la
valeur du champ dans la cavité.

La solution harmonique, lorsque le paramétre de bifurcation n
est voisin de Nes est clairement instable et donne naissance a un attrac-
teur étrange (fig. A7 et A8-b). Cet attracteur est responsable du compor-
tement chaotique du laser au dela du point de bifurcation étudié qu'on

appelle le "second seuil d'oscillation" du laser.

Les figures A7 et A8 sont caractéristiques d'un comportement
chaotique décrit par Pomeau et Manneville [48] comme de 1'intermittance
de type III, c'est a dire une succession de régions d'oscillations quasi
périodiques avec commutation apparamment aléatoire entre les points "attrac

teurs" de chaque oscillation quasi périodique.
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Fig. A-6. : pour v 0.3 et n n_ * 1.01.
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-3, 314 [ 3. 314

Fig. A=7. : v = 0.3 n = N, X 1.5. L'dvolution du systéme est chaotique (a)
son diagramme de phase est l'attracteur de Lorenz (b) et son

spectre est continu (c¢)
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(b)

Fig. A-8. : Mémes paramétres que précédemment sur un intervalle de temps

postérieur.



Remarque : Le changement de variables suivant :

X‘-"lﬁ x, 0’:—'% t! = vt
Y..-.r.l._ r =
= f_z_,y_" n

Z = - n(u-1) b=1

i)

permet de mettre le systéme (AI-6) sous la forme traditionnelle du systéme

de Lorenz :

X=o0(Y - X)
. .o dX
Y=rX-Y-X1Z ou X = I
Z7=XY-b1Z

Hassard et al.l57] ont trouvé que pour des valeurs habituelles
rencontrées en hydrodynamique des parametres 1r, ¢, b 1la bifurcation de Hopf

étudiée est toujours sous-critique.

Néanmoins diverses analyses numériques [58 et 59] confirment le
résultat de la figure (A-4) selon lequel la bifurcation peut étre supercritique

pour les grandes valeurs du paramétre o.

Un développement limité un peu long de la formule donnant g‘/N2

permet d'ailleurs de retrouver analytiquement ce résultat.



PARTIE B

ETUDE DU LASER AVEC ABSORBANT SATURABLE
DANS UN MODELE A QUATRE NIVEAUX
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Introduction.

Si la littérature abonde en traitements théoriques sur le
laser avec absorbant saturable intracavité (L.S.A) dans le modéle a
deux niveaux, elle est relativement pauvre en ce qui concerne le modéle
3 quatre niveaux [15 - 17]. Cette étude s'avére toutefois nécessaire pour
une meilleure description des résultats expérimentaux sur les lasers i
gaz, le modéle & quatre niveaux décrivant mieux que le modéle 3 deux niveaux
les molécules des gaz généralement utilisés. Ce n'est donc pas un hasard

si les premiers utilisateurs de ce modéle sont des expérimentateurs.

Nous nous sommes efforcés dans ce travail de préciser clairement
les approximations faites afin de faciliter la comparaison entre les résul-

tats numériques et expérimentaux.

La démarche suivie dans cette partie est identique & celle
utilisée dans les chapitres précédents. Le chapitre I établit les équations
du modéle, le chapitre IT présente l'étude analytique des bifurcations
apparaissant sur les solutions stationnaires, le chapitre III donne les
résultats des simlations numériques et le chapitre IV ébauche quelques

pistes de développements possibles.



CHAPITRE BI

LE MODELE
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1 - Le systéme & quatorze équations.

Préambule.

Les différents auteurs écrivant directement les "rate equations",
ce chapitre a pour but de préciser les diverses approximations tout en

introduisant les notations utilisées.

1 - 1. Le modéle moléculaire.

On considére une cavité résonante de longueur L (fig. B-1)
dont les pertes sont caractérisées par un coefficient de transmission T
et ou sont placées deux cellules, l'une de longueur %, comtenant un
milieu gazeux pampé par une décharge électrique et dans lequel s'effectue
l'émission laser, l'autre, de longueur 71.-, contenant un gaz absorbant.

*
—

L ]
4
L

L

5
| Z

Fig. B-1l. Schéma de principe d'un laser avec absorbant saturable intra-
cavité. La cavité résonante a une longueur L. Ses pertes sont
caractérisées par un coefficient de transmission T. Elle
contient une cellule amplificatrice de longueur & et une cel-

lule absorbante de longueur 7.

Les molécules de chaque milieu, amplificateur ou absorbant, sont
décrites par un modéle A quatre niveaux illustré sur la figure (B-2). Deux

niveaux J2 et J1 de population MJ et MJ sont résonants avec le champ
2 1
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et responsables de 1'émission laser dans 1l'amplificateur et de l'absorption
dans 1'absorbant. Ils sont distants en énergie de fi w,.

Ces deux niveaux sont couplés aux autres niveaux rotationnels
de la méme bande vibrationnelle considérée comme un réservoir unique de

population M, pour le niveau supérieur et M, pour le niveau inférieur. |

1
Ce couplage s'établit via une relaxation rotationnelle du niveau

résonant vers le niveau réservoir (resp. du niveau réservoir vers le niveau

résonant) caractérisée par la constante YR (resp yé). Ces constantes

sont supposées identiques pour les deux niveaux J2 et JL’ approximation

raisonnable compte temu du fait que la relaxation rotationnelle est due aux

collisions, phénoméne de thermalisation qui agit donc de la méme fagon sur

chaque bande vibratiomnnelle.

Les niveaux vibrationnels relaxent de méme avec des constantes
Y, €t Y; que nous supposerons égales :
Y=Y2=Y1

Notons que cette approximation est moins bien justifiée que la
précédente notamment sur des molécules comme CO, ou CHBF mais qu'elle

n'est pas de nature a modifier grandement les résultats.

L'amplificateur est en outre caractérisé par un terme de pompage

que nous supposerons n'agir que sur le niveau vibrationnel M2’

Nous supposerons de plus que seules les cohérences induites par
l'absorption ou 1l'émission entre les niveaux résonants sont non nulles et
qu'elles relaxent a la méme constante YR Que les niveaux résonants comme

c'est expérimentalement généralement le cas dans les gaz.
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fwa

R~
YR

Figure B-2. : Schéma du modéle & quatre niveaux.

Les deux niveaux résonants avec le champ J2 et Jl sont distants
en énergie de . w4 et caractérisés par des constantes de relaxation

rotationnelle et Yﬁ‘ Ils sont couplés 3 deux niveaux vibrationnels

Y
R
réservoirs 2 et 1 qui relaxent 3 la constante vy. L'amplificateur est en

outre caractérisé par un terme de pompage PO qui peuple le niveau vibra-

tionnel 2.

L'état de la molécule est alors décrit par l'opérateur densité :

sz(z,v,t) p“(z,v,t)

o(z,v,t) DJl(z,V,t)

(BI-1)  (e(z,v,t)) =

pz(z)v)t) O

ol(z,v,t)

ot on a séparé les niveaux résonants J2 et J1 des niveaux réservoirs

2 et 1. o*(z,v,t) désigne le complexe conjugué de o(z,v,t).

Cet opérateur obéit a l'équation d'évolution :

d(p(zyvyt ) )
dt

(BI-2) - -2 1, (o(z,v,t)] =5 (P - (a(z,v,8)), T}

o [ 1 désigne le commutateur et { } 1'anticommtateur. P est la matrice

de pompage.
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02+03 0

Y2,3 5

les termes o° sont liés aux populations des niveaux a
H
1'équilibre thermodynamique et Po vaut pg dans l'absorbant et
le terme de pompage dans l'amplificateur.

r est la matrice de relaxation des niveaux :

N
[
\ it

kS ‘L‘

et H 1'hamiltonien de la molécule en interaction avec le champ laser
E(z,t) :

H v
72 0
% avec HJ - HJ =hH w
v H Y 9 a
Jl

H = et V(z,t) = - u E(z,t

H 0 . .
2 @ étant le moment dipc

0

L 0 H laire de la transitior

J2 - J1
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En développant 1'équation d'évolution (BI-2) on obtient le
systéme d'équations suivant :

( doJ {z,v,t)
Zdt =_% (i E(z,t)e(z,v,t)+cc) = YR(PJO(Z,v,t)—ogz(z,v,c))+Y§pz(z,v,t)
de (z,v,t)
1dt = - %'(i E(z,t)elz,v,t)+cc) - vplo; (z,v,t)-ag (2,v,8))+vpo,(z,v,t)
1 1
(BI-3) doz(z,v,t) ,
4 — = - (Y+Y§) pz(z,v,t) + TR sz(z,v,t) + P (z,v,t)
dDI(Z,V‘,t) o
Y = - ('Y -~ Y!'{) (QI(Z;V;E) - Ql(zyv,vt) ) + YR QJI(Z)V;C)
d ’ ) . V*
o\zéz,t == %ﬁ (°J2(2’V:t) - 03 (z,v,8) ) + iw, olz,v,e) - 1g 2(z,v,t)
' 1
\

Dans lequel les hypothéses sur les constantes de relaxation ont
été traduites en posant :

r Y; o *y = vy *y = y!
J2 2,J2 J1 1,J1 R
Y =Y = Y
J J R
2 1
(BI-4) <
Yo =Yy Y + yé
Po =Y Pé
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¥* * 3 %*
Les populations a 1l'équilibre Py s Py s Py et Py sont

reliées par les équations d'équilibre des transferts entre les niveaux

résonants et les niveaux réservoirs (detailed balance)

# YR 3 TR %

I, T Ty M1 ’ "3, T vg 2
ce qui améne 3 poser dans (BI-3)

24 =p3’1= 0

R i I e

1 - 2. L'équation de propagation.

Le champ sera assimilé a une onde stationnaire monochromatique
oscillant a la pulsation de résonance w de la cavité passive.

t

(B1-5)  E(z,t) = 3 (E,(6) e “n° L E_(¢) " “n%) v (2)

En négligeant tout effet transverse di a la structure du champ,

on a :
. n
Vn(z) = sin Kn z 5 K = s

En supposant les gain et pertes linéaires faibles on négligera
la structure longitudinale du champ de sorte que E+ et E_ ne dépendent
que de t et non de z

E,(t) = E'(£) = B(t) (¥
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La décomposition en ondes planes de ce champ s'écrit :

+®© s . _ .
(BI-6) E(z,t) = | E(K',0',t) e i(w' t-K'z)
 q——
(n':—a:
avec les relations :
1
E(K,o',t) = g5 (B (6)8,,  +B(€) 8 (8, o= 8, )
n n n n

(BI-7) { E (=K',-u',t) = E(K',u',t)

E (-K',w',t) = - E(K',w',t)

Nous développons de méme la polarisation P(z,t) sur les modes

propres de la cavité passive

(B1-8)  P(z,t) = 3 [y e7iomt P, (8) &70%) v (2) déz P_(z,t)
(BI-9) P (t) =P (f) et Pn_(t) = P_(t)

+

pour le mode n considéré eam (BI-§).

La polarisation se compose de deux termes, un pour chaque cellule

ampl abs

P(z,t) = P (z,t) + P (z,t)

Seule la composante Pn(z,t) intervient comme terme source dans

1'équation de propagation du mode n

L

2 1 = pab
(BI-10) P (z,t) =1 | P(z,t) V_(2)dz = 2P (z,t) + T P17°(z,¢)

0
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. - 1
ou 4 =‘% et T = E
f2
AL, oy - 2 PP, ) v (2) dz
n 2 n :
1O ‘
2 B
P2PS(z,t) = 2 P2PS(z2,t) Vv (2) dz
2 jO

L'équation de propagation est :

32 3 2 32 1 32
(~—5+Kkgg-¢ —% ) E(z,t) = = =— —5 P(z,t)
at? ot 2z o at?
ol on a posé «x. = %% , Kk représentant la constante de relaxation du

champ dans la cavité.

. . . -lwpgt . .
Sa proiection sur le mode de propagation e = ?  s'éerit, en

-

negligeant les termes du second ordre E+, K é+,‘§+, ©y P+ (approximation

S.V.A, de 1l'amplitude lentement variable).

5 iw

(BI-11) ( 37 +x)E(t) = 5;3 P (t)
O

Cette équation se scinde en deux équations réelles :

# une équation en phase qui régit 1'évolution de la fréquence
du champ (18] et que nous négligerons ici en supposant que le champ oscille
a la fréquence w > Ce qui nous autorise a prendre E, réel et P imagi-
naire. Remarquons que, ce faisant, nous éliminons toutes les solutions sta-
tionnaires régies par cette équation et dues a une dispersion anormale indui

par l'absorbant [19].
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# une équation en amplitude :

W

(2%—,0- + 2¢) E(t) = ";3 P, (t)

qui, en multipliant scalairement par E(t) les deux membres, donne

1'équation en intensité :

3 w

(BI-12) (3¢ + 2¢) E°(¢) = =2 (¢ P(t) E(t) - T B(t) E(¢) )

0

o P(t) = [F2PHe)| et B(r) = PO%(e)]

I - 3. Equations d'évolution.

Nous traiterons dans cette partie le cas d'un milieu en élargis-
sement . homogére pour lequel 1'opérateur densité est indépendant de la
vitesse. Toutes les équations qui suivent sont valables indifféremment

dans l'absorbant ou l'amplificateur.

La cohérence est liée a la polarisation par la relation :
(BI-13) P(z,t) = cu (o(z,8) + 0 (2,t))

ou C, est le nombre de systémes par unité de volume.

Nous développons la cchérence sur les modes propres de la cavité

passive

. m

(BI-14) o(z,t) = [ 3 (o (t)e ™" + o (t) ™m%) v (2)
m
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déf déf
avec Dn+(t) = D+(t) et on_(t) = O_(t)

L'équation (BI-13) donne :
(BI-15) P,(t) =c_u (o (t) + oﬁ(t) )

Nous décomposons 1'opérateur densité en ondes planes

(plz,tN= [ (o(K',ut,) ) e +(@'8K2)

t I
K',w

avec, pour le terme non diagonal du mode n, les relations :

, 1
t ! = -
o(K'ut,t) = 27 (o, (¢) Gw,,wn + o_(t) Gm',—wn)(sK',Kn S ki,
(BI-16) o(-K',=w',t) = o (Kju',t)
p(-K',0',t) = - o(K',u0',t)

Nous utiliserons 1'approximation du champ moyen (mean field
approximation) qui ne retient des populations que les modes de propagation
K' = w' = 0 (valeurs moyennes).

La contribution des cochérences & ces modes vaut :

(BI-17) E(z,t) o(z,t) = E(K',w',t) P(-K',-w',t)
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La projection du systéme d'équations (BI-3) sur les modes K',u'

donne alors :

s dpjz(o,o,t) ;
u .
T TR g (L BK0R(K o)) (o3, (o0,0)
\‘ @ =..Lun
- 02) + vl 0,(0,0,t)
JZ R "2+
d e (0,0,t) .
1 B .
i dt = - ﬁ K'fu" (l E(K',w',t)p(-K',.‘w"t)+cc) - YR (le(0,0,t>
-09) + v, o, (0,0,t)
| J, R °1°%®
|
|
| (BI-18)
ﬁ dpz(o,o,t)
Ty = = (Y*'Yﬁ) Oz(o,o,t) + Yg OJZ (0,0,t) + P,
|
i
"1 dpl(o,o,t) o
TS = - (v + v4) (o,(0,0,t)=0]) + ¢ oJl(o,o,t)
(S~ 5 w) p(K',ut,8) = EE (Kw',t) (s (0,0,t) (0,0,t) )
i 1w o] swhyt) = h Rty DJZ 0,0, - le 0,0,
+ (i w, o= YR) p(Klw',t)

Le systéme complet se compose donc de 14 équations : deux équations
issues de 1l'équation de propagation ; l'une de gain l'autre de dispersion,
et pour chaque milieu, six équations d'évolution : quatre pour les popula-

tions et deux pour la polarisation.
Le fait de négliger les phases raméne le nombre d'équations a 11.
Nous allons ticher de le réduire encore afin d'en entreprendre une premiére

étude analytique.

[T - Réduction du modéle a trois équations

o ot e et i v

Nous allons supposer dans la suite que la somme des populations des

niveaux résonants d'une part et des niveaux réservoirs de l'autre, reste
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constante dans chacun des deux milieux.

le + pJZ = cste 3 01 + 92 = cste
Le nombre d'équations a considérer est maintenant de 7.

I1 convient, pour poursuivre le traitement, d'avoir un ordre

de grandeurdes taux de relaxation. Dans les lasers a gaz, typiquement,

- 7 -1
Yﬁ et YR v 100 s

4 -1

Yy ~ 107 s
La relaxation rotationnelle est généralement beaucoup plus

rapide que la relaxation vibratiomnelle, ce phénoméne étant responsable

dans le laser infrarouge lointain de 1'engorgement vibrationnel qui limite

1'inversion de population et par conséquent le gain du laser.

Dans ces conditions une approximation raisonnable dans les lasers
a gaz consiste a éliminer adiabatiquement dans le systéme (BI-18) les termes
relaxant a la constante YR> c'est a dire la polarisation et la population

des niveaux résonants. Cette élimination se fait en deux temps

IT -1. Approximation des ''rate equations''.

La premieére étape consiste a éliminer les cohérences en négligeant

les termes o (K',u',t)

d
dt
ce qui donne :

W' +w

t ] 1 ! 1 (_—-—.—__)
(BI']-Q) Q(K W )t) = ;};R E(K Jw )t) (DJZ(O,O:t) - OJI(O)O)t)) °C(" YR 2
(BI-20) £(x) = 1iix = Lpx) + i L(x) ;5 Lilx) = : 5

l+x

Approximation résonante : on ne retient, pour le mode n, que

le terme oscillant 4 la pulsation wy, = w,, en négligeant le terme oscillant

a w, + w_ . On ne retient donc que w' = - w > Ce qui revient & négliger

o+(t) et tous les termes en E(K',wn,t) (approximation des axes tournants’
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En utilisant les relations (BI-7 et 16), il vient

uE2

EL (5] (0,0,8)-05 (0,0,%) )-

R 2 1

(BI-21) §  E(K',u',t) o(K',-a',t) = =
K',w' 4

w, - w
Ly (=—2)
"R
On obtient alors un systéme de cinq équations appelées "rate

equations" dans lesquelles n'interviemnent plus que les différences de
population.

f G
d uE{t},2 1 st v
- (9 (0:0 t)-p (O)O)t))="( | ( )(p (0,0,t)~9 (0,0,t))
A 1 A R & R I, Iy

- YR("J?(O’O’t)“’Jl("’O’t) )+Y§(92(o,o,t)-ol(o,o,t))

%g (ey(0,0,8)-0,(0,0,8)) = = (y+vg)(py(0,0,t) -0 (0,0,8))+vplp; (0,0.t)

Q

—oJl(o,o,t)) + Po‘(Y+Yé) o3

- - [

G(5 (00,6135 (0,0,61) == (RELELZ L g ( BB)(5,(0,0,8)-5 (0,0,6))

dt-"J J o z Y 2 1
2 1 2h Yg R

(BI-22) { - ?R(BJ?(o,o,t)-SJl(o,o,t)) + ;é(sz(o,o,t)-El(o,o,t))

%(Ez(o,o,t)—sl(o,o,t)) == (?a—?é) (Ez(o,o,t)—al(o,o,t)) + ;R(EJQ(_o,o,t)

- = =, =0 =0
- on(o,o,t)h(YHé)(oz—pl )

[ 4K 1 - a o -u
(5 + 20 (01 =- BB (202 (B2 (5 (0,0,t)p, (0,0,6)) E*(E)
o R h 2 1
0 I o - o -a
PR (B )2p (B2 (5 (o,0,t)- 7, (0,0,6)) EX(t)
L o YR h YR 2 1

Dans ces équations les termes surlignés sont relatifs 3 1l'absorbant, les

autres a l1l'amplificateur.
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[T - 2. Changement de notations.

On peut introduire dans (BI-22) la densité de photons ¢ et
les coefficients d'absorption par unité de longueur & pour 1'amplifi-

cateur et g-i' pour l'absorbant par les relations :

4
€ Ez(t)
7] =How o(t)
1 B2 FMI’n “n ~ Y3
(BI-23) < A =—;71'{—' ﬁ) :. Lp (“"";‘R—")
z 1 E)Z I:.“"n “n ~ aa
SR L R A

On travaille de plus en populations réelles en posant :

. 3%

o =e (PO-DI) ; o =c¢ (92-91)

(BI-24) § o© AJ(t) = co(sz(o,o,t)—oJl(o,o,t)); o ZJ(t)=EO(5J2(o,o,t)—5J1(<

o 8(£) = c_(p,(0,0,£)=p (0,0,t)) 53 &(t) = ¢ (5,(0,0,t)-p,(0,0,t

L

On introduit les paramétres sans dimension :

= 1 . U = v /v

v = Y/YR ; v Y/YR
- g = 1 . S = v /T
(BI-25) { VR YR/YR ; VR YR/YR
\§ =1+ 5 §=1+v
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et les unités réduites :

1. YR _ o TR
G = '2-; — A G=-i‘ r— A
R R )
A= & , R--2E6
K K
(BI-26)
S:ﬁ& ; §=%_6_é_
v YR v YR
S
a=3 H I = So¢

G (G) représente le coefficient d'amplification linéaire
(d'absorption) par molécule active de la cellule, Yﬁ/YR, étant un rapport
d'efficience du pompage.

A est le paramétre de pompage, il représente le rapport du coef-
ficient d'amplification linéaire de la cavité aux pertes par les miroirs.
A mesure le ccefficient de pertes linéaires par absorption.
A noter qu'il est choisi de signe opposé au choix habituel dans le modéle
3 deux niveaux (voir annexe II) et qu'il est donc positif dans notre cas

pour une cavité absorbante.
S(S) est le coefficient de saturation de 1l'amplificateur (absorbant)
a est le paramétre de saturabilité qui chiffre la saturabilité
relative de l'absorbant et de l'amplificateur: a > 1 pour un absorbant plus

saturable que l'amplificateur.

I est l'intensité du champ en unités de saturation dans 1'ampli-

ficateur.
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Dans les notations de Lamb [12] on aurait :
k(A - 1)—-*an
I - Bn In

En introduisant les fonctions de saturation :

(BI-27) d = 6 + vI et d=6+val

et en travaillant en temps réduit ol 1l'unité de temps est le temps de

vie des photons dans la cavité :

Y la méme transformation est appliquée aux

autres constantes de relaxation.

le systéme d'équation (BI-22) se réécrit sous la forme :

/
I=1 (vR A AJ(t) - GR A ZJ(t) - 1)
iy = -vg BE 4 (e) 4y ace)

{BI-28) § ) _

EJ = - ?R dst) ZJ(t) + ;1'2 A(t)
A= - YR(8 8 (£) = ) + vy a5(t)
A= - ;1'1 (5 2(t) - %) + ?R KJ(t)

\
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IT1 - 3. Réduction a trois équations.

La seconde étape consiste a éliminer adiabatiquement les

niveaux résonants. Il vient alors :

A(t)

85(8) = vy de)

(B1-29) 3,(t) = f; -Z_iﬂ
R d(t)

et le systéme se restreint a

1) 1(e) = T(8) (A& a(e) - 22— E(x) )
a d(e d(t)
(B1-30) ¢ (- + 1) ae) = ¥(1 - -—t—S_—A(t()i L)

L) =70 - el
{ d(t)

Clest finalement aux solutions de ce systéme que nous allons

nous intéresser dans les deux chapitres suivants :

Remarques : Arimondo et al. [17] ont montré qu'une élimination adiabatique
des niveaux réservoirs dans (BI-28), donc pour Yg << Y, redonnait le

systéme d'équations du modéle a deux niveaux dans 1'approximation des '"rate

equations” :
(& + 1) T=I(6 agt) + & B(6))
(BI-31)  { (G +v) a3=v, (o' - 5y() 1(8) )

\ %‘E”;//) By=7 (0! - 35(t) a I(t) )
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avec les nouvelles définitions suivantes :

Y Y Y Y

R - ‘R
(BI"SZ) Y ] 50 Y =
/ T+Yg / oo
R
! - 1
1 g YR p YR s
ol =7T—=7"0; o' =—0

<
<

Pl

<

I1 est A noter que la condition de validité (YR << y) de
cette éliminationest en contradiction avec le choix de YR comme cons-
tante de relaxation pour la polarisation et qu’il convient d'en prendre

une autre :
Yy # TR
La condition YR << vy est généralement fausse dans les gaz

ce qui explique pourquoi le modéle a deux niveaux est mal adapté a une

description quantitative de ceux-ci.

Le systéme (BI-30) obtenu par élimination des niveaux résonants

est aussi un modéle 3 deux niveaux (les niveaux réservoirs) mais dont les
non-linéarités sont notablement différentes de celles du modéle classique
(BI-31) ou les deux niveaux considérés sont les niveaux de la transition.
Ce fait va profondément modifier le diagramme de bifurcation du systéme,

sensible essentiellement aux non linéarités des équations.



CHAPITRE B II

ETUDE DES SOLUTIONS STATIONNAIRES
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1 - Solutions stationnaires, stabilité.

I-1. Existence.

Les solutions stationnaires de (BI-30) sont :

d
st -1 st
A =—fﬁ—— A = (1 +- )
st (1+Ist 8 st <t
(BII-1) _ ou encore
d al

A =z——-———y= A =(1+’;"“_
st 1+a ISt 5 st dst,

et I est solution de :
st
A A
(BII-2) I, (1 - ) =0
st 1 + ISt 1 +a Ist
On a posé dSt =8 + v ISt et dSt =8 + v a ISt

L'équation (BIT-2) étant identique i celle du modéle i deux

niveaux, le diagramme des solutions stationnaires est le méme :

#¥pour a< 1 ou 1 <ac< A i 1 , deux solutions existent :
A
I-= Io = 0 existe pour tout A
I-= I+ existe pour A > A + 1

¥ poura>1 et A> {(a- 1)—1 il existe trois solutions :

I=I =20 pour a A < X+
I=I,I=I, I=Ipur X <aA<a (A +1).

I-=1I pour A > A +1
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a+A-1+2+A (a-1)

»
8
°5
[¢
H
>
1}

[}
o+
1

_ %E'[a(A'l) - (Re1) £ +La(a-1)-(A+1) 1% - 4a(Re1-a)] ]

Puisque le modéle a deux niveaux provient d'une élimination
adiabatique des niveaux réservoirs du modéle a quatre niveaux, il est

normal de retrouver ces résultats.

En introduisant les fonctions :

§ A a8
t 1 - st 1
(BII-3) g = = = et T, = -
st d2 dst(1+Ist) st F? a~t(1+a I.)
3 st

st st
1'équation (BII-2) se réécrit sous la forme :

(BII-4) I (1 - Agy, dyp + A gy d ) =0

qui nous servira par la suite.

I -2. gtabilité linéaire des solutions 1_etI_.
Nous allons suivre la méme démarche que dans la partie A.

Pour cela nous posons :

— H
I(t) = T+ I'(t)
(BII-5) aA(t) = b + at(t)
A(t) = by + a'(t)
I'(t)
ol le vecteur v(t) = | a'(t) représente une petite perturbation de

31 (t) la solution stationnaire.
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A est notre paramétre de bifurcation.

Dans la suite l'indice st sera sous entendu.
En notation fonctionnelle, le systéme (BI-30) et le probléme

linéaire s'écrivent respectivement :

dv

(BII-6) — = £(A,v) ot &

s = f, (alv) = LO(A).V

ou LO(A) est 1'opérateur matriciel suivant :

T -(1-Ags + Agd) asI/d - 31/d
(BII-7) L(A) = - ¥ -a 0
-y ag 0 - a
On a posé :
_X 5.1 i m i
(BII-8) o = X a > (A et A mis pour Bt et Ast)

Ces deux quantités représentent des constantes de relaxation

"effectives" pour les perturbations 4'(t) et 4'(t).

La solution au probléme linéaire est cherchée sous la forme :

At N . A .
v=v_ e ou X est un nombre complexe solution du polynome caracte-

ristique.

(BII-9) AW +a, XM +a ) +a =0
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dans lequel
a, = a+a+veI-val
(B1I-10) a =a @ +2 T (6y +va) -2 al (8 v + va)
ao =0 8§yal- 78 Y a aT
avec
(BII-11) 2= Ag et & =Ag |

On a utilisé, dans l'écriture de a,; la relation suivante tirée de
(BII-4).

(BII-12) (1 -Ag 6 + Ag§) = v &I - v ¢ aI

L'application au polyndme (BII-9) du critére de Routh-Hurwitz
rappelé dans la partie A au paragraphe I-2, montre qu'une paire de racin
complexes conjuguées A, annule sa partie réelle lorsque la condition suiv:

te est remplie :

(BII-13) aa, -a_ =20

La troisiéme racine restant négative, la branche I+ perd sa

stabilité par une bifurcation de Hopf lorsque A = AC,

critique solution de (BII—13» et donne naissance a une solution harmo-

A, étant le point

nique d'amplitude nulle, de pulsation w, = /gl et de valeur moyenne I+
en A= Ac'
Une autre bifurcation, qui n'est pas de Hopf, apparaitrait sur I

lorsque la condition suivante est vérifiée :

(BII-14) =0

)

Cetbe condition étant dans tous les cas vérifiée aprés (BII-13)

elle est sans effet pratique.
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La derniére condition de stabilité tirée du critére de Routh-~
Hurwitz est que a, doit rester positif.

Or a, est directement proportionnel a %% . On montre qu'on
peut écrire :
- 6 8(1 '
(BIT-15) a, = vyl (%)
dd

La constante de proportionnalité est toujours positive et
%% est toujours positif sur la bande I+, de sorte que la conditigg
a >o ne géneére pas d'instabilité sur cette branche, alors que Y est
toujours négatif sur la branche I_, de sorte que le critere a, > o n'est
jamais satisfait ; cette branche, comme dans le modéle a deux niveaux, est

instable.

1 - 3. Stabilité linéaire de la solution I,-

Pour cette solution le probléme linéaire s'écrit :

;-tl—'- == (1 -A+RA) I

' 1
(BII-16) %%— = - g-I' -y Al

da' __ya
a - 3

qu'on peut réécrire sous la forme :

du
E‘E = LO(A) u
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D

avec -(1-A+A) 0 0
LO(A) = - v/ -y 0
- ya/§ 0 -y

p S,

Le polyndme caractéristique est alors

- [(1-A+A) + 2] (y + 2) (¥ + )

1}
o

dont les racines sont :

kl ==-(1-A+A)
o
A, = =

3 Y

Seul Al peut s'annuler en AC =1 + A, les deux autres racines

restant négatives. On n'a donc pas de bifurcation de Hopf sur IO mais

. ~ : . A+l
une bifurcation que nous verrons &tre vers I, si a<1loul<a=<-=

. A
et vers I_ dans les autres cas. Io est stable pour A < A

I1 - Equations de la bifurcation sur I+.

11 - 1. Paramétre de bifurcation.

Plusieurs bifurcations de Hopf peuvent exister sur une méme
branche I+ mais nous établirons au chapitre B-IV que cette branche est

toujours stable a forte intensité.

Nous appellerons "point haut" le premier point de bifurcation

de Hopf qui apparait lorsque l'intensité décroit

Au veisinage de ce point nous poserons :

(BII-17a) Alu) = AL -w c 9
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Lorsque la branche I+ est stable a basse intensité, nous
appellerons "point bas" la premiere bifurcation de Hopf qui apparait

lorsque l'intensité croit. Au voisinage de ce point nous noterons :

(BII- 17b) A(u) = Ag+w 3 A=A

Dans les deux cas u est un petit paramétre appelé paramétre
de bifurcation lorsqu'on réduit le probléme 3 sa forme locale autour de
A.- Les signes sont choisis dans les définitions précédentes pour que
la bifurcation apparaisse dans tous les cas en u = 0, la branche étant
stable pour u < o0 et instable pour u > 0, de sorte que les calculs

qui suivent sont valables aux deux points.

Soit u (u,t) la solution d'équilibre cherchée au voisinage

de u = 0. C'est une solution de pulsation w(n) qui vérifie
u(o,t) =0 et w(o) = w,

Sous la forme locale f(A,u) = f(u,u)

et le probléme linéaire se réécrit :

du

déf
at = L . u

= fu(o]u) = LO(AC).u 00

Ab est défini par u =0 ou aa, - a, = 0

Dans la suite on emettra l'indice c, toutes les fonctions de

A précédemment définies, a savoir

—

A,d, d, g, g % &, a, a, ao, a]_: a w

2)

étant systématiquement prises en A = AC.
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11 - 2. Vecteurs propres de Loo'

La premiére étape de 1'étude de bifurcation, aprés la déter-
mination de la position du point par 1l'étude des valeurs propres du
probléme linéaire, consiste & calculer les vecteurs propres ¢ de ce

probléme en ce point. Ces vecteurs sont définis par

¥* * *
.

(BII-18) Looco =1iw, g Loo g, =-iuwz
- ) - : LV ¥ ) %
Looco"'lmot;o 000 - T 1% %

3* *

ou Loo est 1'opérateur adjoint de Loo’ z;o le vecteur p:ropre de ce

dernier. Zo désigne le vecteur complexe conjugué de o

On obtient les vecteurs

1 1
-ie ¥ »f ASI  ie
(BII-19) ¢ _ = x -—I%_e s =x | == e
° ° d/hb
N Yl i3
_xag 16 _ i\_&% ot

On a défini :

— i - 9,
a+ikwo=/Dkelek;a+ikw=@ell‘
(BII-20) _ _
1 H el=o; 1 3

La non nullité de x se traduit par la relation :

. ie - I _id
(BII-21) isj = - (v 2I- 3% aI) RN R I A
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qui se décompose en deux relations réelles en séparant partie imaginaire
et réelle :

(BII-22) - (vl -V tal) ~ha ~Ra=0

(BII-23) h-H=1

qui doivent étre vérifiées au point de bifurcation.

On a utilisé la relation {BII-12) et introduit de nouvelles

fonctions de l'intensité :

(BIT-24) h = %L"I' ; K = Li:z_é_l
db

Les relations de normalisation donnent :

-3t %

< > = R = ¥* -
FET 4 z xx (1 -h +H)

d'aprés la relation (BII-23) ces deux vecteurs sont donc orthogonaux

* * 3 -218 -2ig
< > = . = -
tos o 8 ¢ o xx (1 -he +He )

Les grandeurs complexes x et x  peuvent alors étre déterminées

en imposant les conditions supplémentaires suivantes :

(BII-25)

qui nous domnent la relation de définition de x :

(BII-26) x2(1 -h o210 L g e‘21e) =1
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I1 ~ 3. Développement au voisinage du point de bifurcation.

On définit le produit scalaire dans 1l'espace des fonctions
21 - périodiques par :

21
déf
pour tous vecteurs a(s) et b(s) [a(s), b(s)] = z—lﬁ [ < a(s),b(s) >
O i
Onpose s = w(u)t et on introduit les vecteurs :
is * is *
Z =-ce ;0 H Z =-e ;o

et le nouveau paramétre :

(BII-27) € = [u,z*]

ainsi que les opérateurs

d- ~
W gs * fu(ol )

il

Jo(f)

3 de *o
JO( ) = mO ds + fu(ol )

qui vérifient les relations : J_(2) = J_(Z') = 0

Au point de bifurcation u = o, w(o) = w, et Z et A
représentent le mode instable. De plus en ce point u = 0 et donc

€ = O.

€ apparait donc comme la projection de la solution sur le
mode instable responsable de la bifurcation et traduit le fait que, au
voisinage du point de bifurcation, la nouvelle solution est l'évolution

adiabatique de ce mode.
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L'équation d'évolution se réécrit alors en fonction du nouveau

paramétre ¢
(BII-28) w(e) —S‘E{-‘gﬁl - £(c,u)

On développe au voisinage de € = 0 les expressions suivantes

u(s,¢) 3 u (s)
(BII-29) u(e) =7 & u
n=1
w(e) - W, w
avec les relations suivantes (cf. annexe 1) ,/f’$$

w = U :O
(BII-30) 2n-1 = "2n-1 nal

un,Z] =6n,1

Dans ces conditions 1l'opérateur f(u,u) s'écrit :

fu,u)

fu(olu) + u fit;l) (oju) + % fi?;O)(olulu)

+ éT- fﬁf;o) (oluluju) + ..

(B11-31) ¢ f£(u,u) = ¢ fu(olul) . 2 [fu(oluz) + % fuu (olullul)}

;e [fu(ofu3) + gy fit;l) (olul) + fi%;o)(olulluz)
1 .(3,0)
+ 3 fu,; (olullullul)] P
L'opérateur f(n’m)(olul ...lu) représentent la dérivée m°"C
uju I e s

"
en 1 de la dérivée fonctionnelle d'ordre n en u. Elle est symétrique et

n - linéaire en u.
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En comparant les expressions (BII-31) au développement en

série de Taylor du systéme initial (BI-30), on obtient les expressions

suivantes :
f(l’l)(ol') =L oi L est la matrice
u, ol ol
- = 1 - A
218 - 418 s( AL) - F (ALY
d 3
- - - ! - 1
(BII-32) L, (vg) a 0
- (y ag' 0 - a!

le prime désigne dans L1 la dérivation par rapport a u.

1 1
(BII-33) fiz’o)(olalb) = -vg Y,
U
- vyag Y,
o Y =x (gm-gx) ext G- )
A d A d
v - 3a, s
28 (- d ) Y, - 28 (- 3 ) Y2
(811-30) £33 (olalvle) = | -ve (F) ¥,

! v . . .
Y2 = x'x" ( “AL -4 x“!) + permutation circulaire
ou
- ot va , . . ]
Y2 = x'x" ( -T x"") + permutation circulaire
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Dans les deux derniers opérateurs, les grandeurs

(x',y',¥"), (x",y",3"), (x"', y"',y"!) représentent respectivement
les coordonnées de trois vecteurs quelconques a,b,c.
L'identification terme 4 terme des différents ordres en ¢ des

deux membres de l'équation (BII-28) conduit au systéme :

(a) Jo(ul) =0
1 .(2,0)
2 fu,uo

du
(c) Jo(us) = wy ‘Ii.' - u, f&t;o)

(BII-35) (b) { J (uy)= - (ofu, u))

- f(Z,O) (o]u

(O'ul) u,u

2lul)

- %— fl(jﬂO) (olullullul)

I11 - RESOLUTION DES EQUATIONS DE LA BIFURCATION.

I11-1. Résolution des ordres 1 et 2.

I11-1.a) Ordre 1.

s o e s s s

Puisque * iw_~ sont des valeurs propres simples de fu(ol ),
zéro est une valeur double semi-simple de J o avec deux solutions linéai-
rement indépendantes Z et Z sur lesquelles on peut développer tout vecteur
de 1l'ensemble nul de JO. Donc :

u =CZ + CZ

C peut étre choisi réel par une translation de 1l'origine des temps.
D'autre part [u,Z.’\] = C et la condition de normalisation (BII-30)

impose C = 1.



82

Finalement u, = e T + e 4

I111-1.b) Ordre 2.

e i e i e e

On vérifie tout d'abord que la condition de solubilité (cf.
amnexe 1) s'applique bien a la seconde équation du systéme (BII-35),

équation qui définit le probléme a l'ordre 2.

,0)

(2,0) _ (2 2is (2,0) -
fu,u (olullul) = fu,u (olcblco) e + 2 fu,u (olcolco)
(2,0) .
+ f ’ "215
u,u (o] COICO) e
. (2,0) * . .
et on a bien [fu . (olullul), Z] =0, ce qui est cohérent avec le
3
choix W=y o= 0
On cherche une solution particuliére de la forme
ug = A ele +B+ A EZlS
a 1l'équation (BII-35-b) dont la solution générale est :
w, = C e T + A eZlS + 1 B + cc
2 o 2
is = -is - . . . .
Ce Ty * Ce s étant la solution de 1'équation sans second

[uz,ZW] = C et la condition (BII-30) dimpose C = O.

En séparant les différentes puissances de e™® dans (BII-35.b)

on obtient le systéme

(2,0 -
S (a) £,000B) = - £.°2°" (0lg,17.)
(b) -2i w_ A + £,(0}A) = —-%- ffj;o’(olcolcO)
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f(Z,O)(

u,H olz;O,CO, =

U=2x° U ; §=2x* ﬁl
(BLL=37) U - o8 e-iek v 5 —acg ‘igk va
k- -4 k = -a
Dy D,
e g v - - -Za— va
28 ( 5 td ) -2 8§ ( ~:—g + =
D d
2
- 2 .
f£250) (olele ) =-2x - vg ( 355 +-§
2
- - a3%ag 3a
- vag ( —= + )

on obtient alors,

1
2
B = 2|x]| Xy - vg/o +
- Yga/a
on a posé :
2
- T -
UB = Re U1 Dt
(BII-38) o
0, =-Re U, =28
B 1 -
D
Le réel X

(BII-39) [h(a --‘g ) - F (3 -

Rt o

[x]

A<

°ﬂ§'

6]
vg Ug/a

Yag UB/E

p est donné par la relation :

D
)] Xg=Ug (286 -h=) -

en reportant ces expressions dans le systéme (BII-36),

et o
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dans laquelle les relations (BII-12) et (BII-22) ont été utilisées.
1 0
. —i@z
- . 1S L) 1l e &
A= X2 o e + 5 Ug Er—
2 2
_Aiéé_ e—iez -1 ﬁéé.g:igz_
= 7 Ve T
2 2
=i
i !% ‘J X, est donné par la relation
(BII-40) (-9, +h, -h )X, =-~Uh, +~ OR
2 2 2 72 2 2 2 2
on a utilisé les définitions suivantes
hk =% § - % e_lek
(BII-41) Ek =28 - BD_ e“1ek k entier positif ou nul
/B,
\e
Qk =1+1k 0,
Avec ces notations 1'équation (BII-21) qui traduit la non nullité
de t, se réécrit
{BIT-42) Ql - h1 + 51 =0

Remarquons que les résultats précédents s'expriment aisément

a 1l'aide d'une suite de nombres \

suit par ei et Di :

et de vecteurs

1 4 s
[ generes comne
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v, - 8 o718 . 5 __2& ig
1 /p, /B,
1 1
(BII-43) 1
i X
= | -wvi

On a alors des expressions suivantes utiles pour la program-

mation des fonctions et vecteurs :

(BII-44)

I11 - 2. Condition de stabilité de la solution harmonique.

La stabilité de la solution périodique u(s,c) est déterminée
par le signe de By lui-méme calculé en appliquant la condition de solu-

bilité a 1'ordre trois {équation (BII-35.c) ).
Cette condition s'écrit :

[f(l,l)

1 *
[ ,Z]+u2 w,u

-.wz

( BII "'45 ) 3t
+~% {fi?;O)(olullullul),Z ]

Dans cette expression :

(oluy 1,2 ) + 18220 (ol 1uy),2")

H
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[f(z’O)(olullu ),2°1 - <f£2’0)(OJEOlA)’ qg> + <f(2 0)(o|C |B), CZ >

u,M sH U,

(68329 Coluy Iy 1uy),2°1 = 3 < 250 oIzl 15,05 ¢ >

Le calcul donne :
LsUP-2 35 T

¥*
(2 0)(o|§ |A) = x - yg U
u) -—
- vyag U'
ou
3¢ 1 ) .
U’ =X2(U1 +U2) -'2-(1 YZ'U
(BII-46)
~ % - 1 = -
| I -— -
U-XZ(U1+U2) 2Ua2
(2,0), = * 2 .y - ‘
fu,u (olcolA), e > = [x| (h; U' - R U")
(2,0) ¥ 2 , .
< fu,u (OICOIB), ;o > = |x| (h1 UB - Hl UB)
avec : '
Ug = x [ZXB(UO+U1) +gUB]
{BII-47)
- 2 - — - -
| S
B =X [2 X, (UO + Ul) +ga UB]
(L os(-3 ) (U';"+2U1) 3 (_ )(U 2

BII-48) £ (3,0 7 - 2. ¥
(BII-48) £, | (olz lz Iz ) = 2x|x]| vg (-3 (U +20p)

- yag (- %3) (ﬁ; + 261)
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3% 2

(BII-49) <€ 310N (ole T 1T 0se> = 2 % Ixl” Ihy (=g (U

‘1
va
d

. R (ﬁ) * . .
Dans les ex?r?551ons (BII-46) a (BII-49) 5 désigne le
complexe conjugué de U, »
D'autre part :

- ! <a A A
1t - it -h/ﬁele(gl—)/(g-l-)+ﬁ«ﬁ_e19(é€%)v/(%)

(1,1) o . , g —ieé
fu,u (olco)- x - (vyg)' + @ 5 |
- -  Yam -ie e
- (vyg al)' + a! 188 '
(vg JB
et
(1,1) o2 L ET ~-iep AL, , AL (yg)'
<ty lolz ),z > = x fort 3T /D L Sh () 4 )]
(BII-50)
— _’.—‘ e r '-—\] 03 - - .
+R/D e 16[( é% )r/( é% ) + (%é% ] +a' he 218 _3, Ae 219{
Yag
dans (BII-50) ' désigne la dérivation par rapport & u qui pourra étre

en pratique la pression dans l'amplificateur ou 1' absorbant.

On supposera que la perte de stabilité est stricte, c'est a dire
31;1) (olco),ci> > 0, auquel cas la stabilité de la solution
2

émergente, d'aprés la théorie de Floquet, est donnée par le signe de Mo
solution de 1'équation (BII-45) que nous réécrirons sous la forme

(BII-51) = du, + u,< gl1,1)

* 2 -
2 o (olco),co> + x| {h1 W-HR W =0
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ol on a posé :
W= X (U+U,) -+ Uo 2 (5 x (+0)eg (S8 . 2]
= XUy +ly) -3 vy + X 12 X (U U v 57 + 3

+ x2 ( —% ) (U-;lr+2U1);
(BII-52)

2 - = - a ga
(2 0 +0,) 282, 23]
+ X XB ( otV )+ ag ( z + 3

2 va P
+ x (- 3 )(U1+2U1)

On obtient alors le systéme suivant en séparant la partie

réelle de la partie imaginaire dans (BII-51).

(1,1)

% 2 -
u, (olco),co> + |x]7 Im (h1 W - ﬁl. W) =0

- +uZIm < f

Re(h1 W - h1 W)

Wy = -
(1,1) *
Re<fu,u (ol&o) 85>
La solution périodique est stable si Hy > 0, donc si
dé - . . oL .
(BII-53) a, éf Re (h1 W - ﬁl W) <0 (bifurcation supercritique)

et instable dans le cas contraire (bifurcation sous-critique).

111 - 3. Bifurcation sur IO.

Nous avons vu que la branche IO présentait en AC =1+ A
une bifurcation vers une autre solution stationnaire en annulant la valeur

propre Ay du probléme linéaire.

Au point critique les vecteurs propres attachés a cette valeur

propre sont définis par :

LOOCO=O 5 L t =0
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ce qui donne :

1 1
#* %
= ~1/8 =
L, = X 1/_ et ¢ =X 0
-a/é 0
x et x sont déterminés par les conditions :
x=x
3¢ \
<z z > =1 [
o’ "o %
qui donnent x = x =1 o

Comme la branche est stable pour A < AC et instable aux dela,

on définit le paramétre u par
A(w) = A +u
c
On utilise le paramétre ¢ = <u, cg> . Au point de bifurcation

u=0 et € = 0. On peut alors développer les expressions au voisinage

du point de bifurcation en puissances de ¢

u(e) - u

Ae) = 7 & A
) n=1 n

u(e L

w vérifie, d'aprés la définition de ¢, la condition de normalisation

< W) = § N
UnsSo n,l1

L'équation d'évolution
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donne le systéme

100 1u ) = 0
U. u
i,1)
£ (oluy) + oy 2{ (oluy) + 3 8820 (oluytup = 0

En tenant compte de la condition de normalisation, la solution

de la premiére équation est simplement u, = ¢

La condition de solubilité appliquée a la seconde équation

.s'écrit
(1,1) * 1 (2,0) * _
Hy < fu . (olul),§0> ) f (olullul), i, > = 0
< (1,1) * a2 .
fu . (Ofulig Z, > =1 la perte de stabilité est stricte
H
A _-aA
c
2,0)
f&}; (olullul) =-21 - v/8
-y 32/6
uy est le premier coefficient non nul, c'est son signe qui va

déterminer 1la stabilité de la solution émergente.

wo= AC - aA =1 + A(1-a)

A l'ordre 1 1la solution émergente s'écrit

Ilr\,er\,l'l_ ¥

%1 1+(a-1) A

Cette solution est stable pour wy > 0, c'est a dire pour

a<il1 ou a>1 et A> —lT . Un développement au voisinage de AC de
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I+ montre que cette solution émergente est bien I+ qui est alors

stable au voisinage du point de bifurcation.

Elle est au contraire instable pour u, < 0, auquel cas elle

1
coincide avec I_.
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Réaumé :
A la fin de ce chapitre trés calculatoire, il peut étre utile
de récapituler les principales conclusions et formules qui nous servirons

par la suite :

Le systéme admet trois solutions stationnaires : Io, 15 I+.

LR est toujours instable.

* I =0 est stable pour A < AC =1 + A et instable au-dela.

SEOSEL <A< 2
1 la solution émergente est la branche I

ou a>1 mais A > I L8y 3
a-= stable au voisinage de ce point. Dans ce

cas le systéme ne présente pas de bis-

tabilité on - off.

* dans les autres cas la solution émergente est I_ qui est instable.
Le systéme présente une bistabilité on-off mais on ignore ce que
devient la solution émergente instable.

* I+ peut présenter une bifurcation de Hopf A, aux moyennes intensités

2
(point haut) et une autre bifurcation A1 aux faibles intensités (point

bas) (BII-17).

La position de ces points est déterminée par 1'équation

(BIT-13) a;a, - g 0

En ce point émerge une solution harmonique de pulsatioi Roe /51

dont la stabilité est déterminée par la condition (BII-53) a, < O.

3

Trois conditions doivent en outre étre vérifiées pour que ces

calculs aient un sens :

deux qui traduisent la non nullité de o
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(BII-22) ha+Ha + (veI-vTal)=0

(BII-23) h -hA =1
et la derniére qui traduit la perte stricte de stabilité :

_ oE1,1) ¥
(BII-50) Re\<fu’1’1 (olco),co> > 0

Arimondo et al [17] a en outre proposé les deux approximations

succéssives suivantes sur la position du point de bifurcation :

{BII-14) a, = 0

(BII-54) v 2I-v%taIl=0

Nous appellerons A, la position réelle définie par (BII-13)
(Ac = A, ou Al) ; AL 1'approximation (BII-14) et Ag celle de (BII-54).

Notons que la condition (BII-14) est une condition stricte de
perte de stabilité mais qui se produit lorsque a; a5 - ag < 0, de sorte
qu'en ce point I_ est déja instable.

Toutes ces équations ont été résolues numériquement sur les
expériences rapportées par Arimondo et al. (17] sur un laser CO2 avec
S F6 ou CH3 I comme absorbant, ainsi que sur des jeux de valeurs arbi-

traires des paramétres pour amorcer 1l'étude du diagramme de phase du systeéme

Les résultats de ces simulations sont présentés au chapitre

suivant.

I1 a de plus été possible de poursuivre 1l'étude analytique de
ces équations dans une approximation limite de mauvaise cavité. Ces calculs

sont rapportés au chapitre IV.



CHAPITRE B ITI

ETUDE NUMERIQUE



Préambule
.
:

e ————————_—

L'étude a été menée dans deux directions :

* pésoudre numériquement les équations du chapitre précédent
dans des situations expérimentales. Les résultats obtenus sur les expéri-
ences rapportées dans Arimondo et al., qui, seuls, seront présentés ici,
nous ont amené a entamer une étude systématique du diagramme de bifurcation

sur les solutions stationnaires du systéme.

* intégrer numériquement le systéme 3 trois équations (BI-30)
ou 3 5 équations (BI-28) afin de vérifier la validité de 1'élimination
adiabatique et de compléter 1'étude du diagramme de phase par la mise en

*
évidence des branches de solutions d'équilibré %on stationnaires.

L'intérét de 1'étude est donc double ; d'une part confronter
les résultats de la théorie 4 des situations expérimentales réelles,
d'autre part débroussailler une étude plus compléte du diagramme de phase

général du systeme.

Le paragraphe 1 décrit le programme utilisé, le paragraphe I1
présente les résultats de 1'étude de 'SF6 et CH3

amorce la construction du diagramme de phase pour le systéme a trois équa~

I et le paragraphe III

tions.

Tous les calculs ont été menés sur Mini 6 et les courbes tracées

par une table commandée par HP 835.

" -LE PROGRAMME.

Le nombre considérable de fonctions du point de bifurcation
introduites dans le chapitre précédent et la diversité des tiches demandées
nous ont amené & construire un programme conséquent de 1100 lignes répondant

a une triple volonté :

* de rapidité dans 1'éxécution en évitant la répétition de calculs
par 1l'utilisation de blocks-common,

*
Voire note de bas de page, p.176 dans l'annexe I sur le sens donné au

terme "solution d'équilibre' dans la theése
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* de souplesse : les tiches sont effectuées indépendamment
les unes des autres dans des sous-programmes aisément modifiables pour
des études ultérieures qui prendraient par exemple en compte l'effet
Doppler ou la dépendance longitudinale du champ.

* d'exploitation expérimentale : les paramétres théoriques
du probléme peuvent sans grand changement étre reliés a n'importe quel
paramétre physique et suivant n'importe quelle loi. Ile peuvent actuel-
lement s'exprimer en fonction de la pression dans 1'absorbant ou 1'ampli-

ficateur.

Nous ne préciserons ici que l'organisation générale du programme

afin de ne pas ralentir inconsidérablement 1'exposé des résultats.

Le programme, présenté dans le tableau (B-1), s'articule en

19 sous-programmes hiérarchisés de deux facons différentes :

- en fonction de l'utilisateur : lecture des données, calculs

ou écriture des résultats.

- en fonction de sa position dans 1'accomplissement de la tache

demandée .

Ces deux classements sont respectivement schématisés sur le

tableau (B-1) par les deux entrées possibles : horizontale et verticale.

ENTREES HORIZONTALES.

* Sur une premiére bande horizontale se trouvent le programme
principal (L.S.A) et deux sous-programmes qui constituent le bloc d'entrée.
Leur rdle est de Iire et réécrire le fichier de données, d'initialiser et
de commander les sous-programmes suivants en fonction de "paramétres de
branchement" dont la valeur, introduite par l'utilisateur, détermine la

tache a accomplir.
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* La seconde bande horizontale contient tous les sous-programmes
de calcul ou sont évaluées toutes les expressions du chapitre précédent.
Ce bloc contient également la procédure d'intégration.

* La derniére bande concerne les sous-programmes de sortie.
Ceux-ci écrivent les résultats dans des fichiers, généralement sous forme
de tableaux. A noter que 1l'écriture des résultats d'intégration numérique

sont effectués dans le sous-programme "integr'.

ENTREES VERTICALES.

Les taches sont classées en quatre verticales : 0, 1, 2, 3,
suivant la nature du calcul.

~ la demi-verticale O concerne toute la partie d'intégration

numérique,

- les verticales notées 1 aux deux extremités du tableau con-
cernent le calcul des valeurs stationnaires : intensité et populations

en un point, variation de 1l'intensité avec un paramétre (A ou la pression),

- la verticale 2 calcule les approximations et la position réelle
du point de bifurcation. Elle peut aussi calculer le zéro d'une fonction

quelconque des paramétres.

- la bande 3 détermine la stabilité de la solution périodique
émergente au point de bifurcation et donne la valeur de toutes ou partie
des fonctions intervenant dans ce calcul afin de vérifier la validité du

calcul (équations BII-22 et 23) ainsi que des approximations possibles.

Toutes les filiéres d'imbrication des sous-programmes aboutis-
sent a la subroutine cemtrale PRES qui calcule les paramétres théoriques
du probléme en fonction des variables expérimentales et permet ainsi la
comparaison théorie-exprériences quelle que soit la procédure utilisée

dans ces derniéres.
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TABLEAU B-1

'X' — Izl signifie que le sous programme X fait appel

au sous programme Y.

Le programme est organisé en trois étages : un étage d'entrée
des données, un étage de calcul et un étage de sortie des résultats.

Il permet d'accomplir les téches suivantes, rangées en quatre filiéres

la filiére O intégre numériquement les systémes & 3 et 5
équations,
- la filiére 1 calcule les valeurs stationnaires en un point,

la filiére 2 calcule la position du point de bifurcation,

[}

la filiére 3 détermine la stabilité de la solution émergente.

L'ensemble de ces sous-programmes fait en outre appel & un .

sous-programme ERROR de traitement des erreurs non noté sur le tableau.

Le méme sous-programme IST a été noté deux fois pour des raisons

de clarté.

Toutes les filiéres font appel au noyau PRES qui relie les

paramétres théoriques aux paramétres expérimentaux.
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11 - ETUDE DES EXPERIENCES SUR SFg ET CH31.

La valeur des paramétres pour ces expériences est dommée dans
Arimondo et al. [17]. Nous avons étudié le diagramme (I,A) pour SFg
et (I,p) pour CHzl , P désignant la pression dans 1'amplificateur,
déterminé 1la position des points de bifurcationbsur I + ainsi que la
stabilité de la solution périodique avant de vérifier ces résultats et
d'étudier les solutions périodiques par simulation numérique. La discus-~

sion de ces résultats sera menée au chapitre suivant.

I1-1. Laser COp, absorbant SFg.

Cette étude reprend 1l'analyse des expérirences de Dupré et al.
[16] avec une réactualisation des paramétres utilisés pour SFg (17].

Le jeu de paramétres suivants a été utilisé, il correspond a

une pression ;-) de 50 mT pour SF6-

A=2,78 a = 1768 2 = 6.107
(BITI-1) yp = 2.10 vp = 1.3 10° Yy =9.10
- 6 - 2 - 4
Yg = 2-5 10 Y = 7.10 Yy =2.10
. -2 -
ce qui donne : v = 7.10 v = 28,57
8§ = 1,07 § = 29,57

. .. -1 . .
les constantes de relaxation sont exprimées en s . L'étude est menée

en fonction du parametre A.

Le diagramme de phase dans le plan (I, A) est tracé sur la
figure (B-3). Il existe une bistabilité entre les solutions I, et I,
pour 1,08 <A<3,78 =A + 1,

Une bifurcation de Hopf apparait entre ces deux valeurs sur I+,
ce qui limite la zone de bistabilité. C'est la une premiére conséquence
importante de 1l'existence d'une instabilité sur I+, celle-ci modifie de

facon notable les prédictions de bistabilité.
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Figure B-3. Diagramme (I-A) pour le laser Co, - SFg (p = 50 mT)

>

=

Les pointillés correspondent aux solutions instables

I est stable pour A > 1,16 et instable pour 1,08 < 1 < 1,16
I existe pour 1,08 < A < 3,78, 1l est toujours instable,

I est stable pour A < 3,78 et instable au-deld.

On a donc bistabilité on-off pour 1,16 < A < 3,78
en 3,78 on a la transition Io + I+
en 1,16 on a précipitation du laser I+ + IO.

Il n'existe aucune solution périodique stable.
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Le tableau suivanmt (B-2) domne les valeurs de quelques fonctions

au point de bifurcation. \

I1 apparait que les deux conditions :

h-F=1 e v&I-vfaI+ha+ha=0

qui. déterminent la validité du calcul sont parfaitement vérifiées avec
7

une précision de 10 / qui est meilleure que la précision demandée sur

le calcul de A, (~ 107).

Le signe positif de a, = Re (h1 W - R, W) indique que la soluti

3
émergente est instable. La simulation numérique a montré qu'en ce point, le
laser devrait précipiter sur la solution nulle et que, contrairement a 1'ex
périence, le modéle ne prévoit aucun cycle limite stable correspondant au

passive Q-switch.

Nous avons d'autre part pu vérifier le ralentissement critique
(critical slowing down) qui se traduit par le fait que la constante de
relaxation des oscillations amorties tend vers zéro lorsqu'‘on s'approche

du point de bifurcation, par la branche I+ stable.

Nous avons également vérifié la continuité entre la fréquence
de ces oscillations amorties et la fréquence de la solution périodique
instable qui émerge au point de bifurcation. Ces deux constatations tra-
duisent le fait qu'on suit le comportement du mode responsable de la des-
tabilisation de I, de part et d'autre du point de bifurcation.

IT - 2. Laser COg absorbant CH3I -

11-2.a) Diagramme de bifurcation.

L'étude a été réalisée en fonction de la pression totale p
régnant dans 1'amplificateur. Les paramétres utilisés sont les suivants
(d'aprés Arimondo et al. [17] ).
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(BIII-2) A = 0,745 96 ; A =0,872 ; a=0,76p 5 2k = 1.11C
YR = 8 p 106 3 YI'{ = 3p 105 50 Y =4,743 p 103
T .. 3 . = Al
YR T 1,7 10 3 YI'{ = 3.510 5y =10
ce qui donne v =1,58 1072 ; v = 2,857 |
§ = 1,016 ;8 = 3,857 |

. ., -1 N
Les constantes de relaxation sont exprimées en s = et les pressic

en torr.
Le diagramme (I,p) est donné sur la figure (B-4).

I1 n'y a pas de bistabilité, la branche I, émerge de I, =0
en p_ = 2,5128 Torr. Elle est stable en ce point et compte deux bifurca-
tions de Hopf en p,; = 2,5130 Torr (point bas) et Py = 5,6928 Torr (point
haut) dont les caractéristiques sont données dans le tableau (B-3). I+ est
instable entre ces deux points et stable dans le reste de son.domaine

d'existence.

Nous avons parcouru dans les deux sens par intégration numérique
~1. -

la branche I_ sur le domaine 3 < p < 8 Torr par pas de 2 10 a 5 10 3 To
et en attendant 1'amortissement du régime transitoire avant de passer au

point suivant.

Nous avons étudié plus particuliérement. le voisinage des points

5

de bifurcation par pas de 5 10-5 Torr auv voisinage de Py et de 10 ° Torr a

voisinage de Py-

L'analyse prévoit que la solution périodique émergente au point
haut est instable. La simulation numérique a montré qu'elle bifurque sur

une solution pulsée dont les caractéristiques sont données ci apreés.

Nous avons suivi cette solution jusqu'en p-=3,1 Torr, pcint ol
le minimum tombe en dessous du zéro machine de sorte que, la période étant
trés longue, l'ordinateur "perd" la solution et se bloque sur le zéro-

machine.
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Figure B-4. Diagramme (I,p) pour le laser

€O, - CH,I (p = 170 m Torr).
la branche ~Io est stable pour p < po = 2,5128 Torr et

instable au deld ou elle bifurque sur la branche I+ qui est stable

jusqu'en p; = 2,51302 Torr {(point bas) ol elle bifurque sur une

solution périodique. La branche I+ est instable pour Py <p K« P

i

En P, 5,6928 Torr (point haut) elle bifurque sur une branche pulsée.
Cette branche pulsée a été suivie pour 3,1 < p < 7,2 Torr.
En Py = 7,2 Torr elle bifurque sur I+. Le systéme connalt donc une bista-

bilité cw = Q switch pour 35,6928 < p < 7,2 Torr.
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Le point bas est trés difficile a étudier. Les points de

bifurcation étant extrémement rapprochés, les temps de relaxation sont

trés longs. Il faut intégrer sur un grand nombre de pas et il est dif-
ficile de déterminer si les petites variations sur les maxima dans le
temps, sont dues a une propagation d'erreurs numériques ou & une insta-
bilité inhérente au systéme. Cette derniére peut provenir d'une instabilité
réelle du systéme aux petites fluctuations, ou du fait qu'on n'a jamais
atteind le régime d'équilibre, auquel cas, en suivant pas a pas la solution,
on peut trés bien s'en écarter a chaque étape et créer en fin de compte

une fluctuation importante déstabilisatrice.

Les meilleurs résultats ont été obtenus en faisant varier

5

p par pas de 10°°T en prenant comme condition initiale :

P =2,51299 Torr ; I =1, (1 + 10_3) s A =4 ;s A=A

st st”’

Nous avors alors obtenu les résultats suivants :

P = (Torr) 2,51299 2,51300 2,51301 2,51302 2,51303
oscillations de faible vombe
amplitude i la pulsa- | amorties amorties amorties instables 2&rO—
tion w ' .

o machin
conclusion sur I+ stable stable stable instable instab

On vérifie la bonne position du point de bifurcation et le fait
que la solution pulsée, confondue en cet endroit avec le zéro-machine, est

plus stable que la solution harmonique.

Pour obtenir des conclusions certaines sur la stabilité de la
solution harmonique, il aurait fallu réintégrer avec un pas plus petit

pour s'assurer qu'on suit bien adiabatiquement cette solution et que la
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p p! I a a h R 2, ha - ha v 21— T al a,

2,513018 2,5132| 9,5.107#{1,0845.10730,0052.1074 |1,3520451 | 0,3520450 |2,32.1077| 1,146217.1073| -1,146215.1073} - 11,4

- - - -3 -3 _ -3
5,603 | 5,659 | 2,09  |9,3617.1073[1,1972.1073 |1,0002451 | 2,458.1074{6»92-10 | 9,36374.10 9,30372.10 2,7

Tableau B-3. : Caractéristiques des points de bifurcation pour le laser OON - O:wH (p = 170 m Torr)

les pressions sont exprimées en Torr, les constantes de relaxation o et a en unités 2x.

Pour les deux points les conditions h -A =1 et v &I -v2al+ha +HRa=0 sontbien remplies.

YA -
Les mémes remarques que dans le cas de mwm s'appliquent au point haut Avm = 5,693) puisque >o = 4,24 IMW =1,04.10 2 voa g
- 1 3 _ .
WM (1 +.mv =1,23.10 "~ a ; h~v 1 ; A~ o. Ces approximations sont fausses au point bas.
L'approximation de saturation de 1'absorbant en Py est moins bonne que dans le cas de mmm. Le signe de aqy ubmA:H£ - 3H$v

que la solution périodique de faible amplitude autour de 1 est stable au point bas et instable au point haut.

indique
ndiq +
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perturbation apportée, de l'ordre de 5 % sur la valeur initiale avec
ce pas, n'est pas trop grande. Nous ne l'avons pas fait car les calculs
sont trés longs et les bifurcations I, I+ ; L

Iharmonique* Ipulsé

+ Iharmoniqu.e
sont. trop proches les unes des autres pour étre

séparées expérimentalement.

I1-2.b) Caractéristiques de la solution pulsée.

Nous avons étudié les caractéristiques suivantes de cette

solution en fonction de la pression.:

# évolution des minima et des maxima
% évolution de la forme des pics

% évolution de la fréquence.

Remarquons tout d'abord que cette solution est indépendante
des points de bifurcation Py et p, de la solution stationnaire puisqu'

elle coexiste avec I, entre Py et Py

Aussi une telle solution n'est-elle accessible analytiquement

que par une étude des sclutions périodiques du systéme.

Cette solution est plus stable que toute autre solution sur le
domaine d'existence trouvé mais nous n'avons pas cherché i établir avec
précision la position du point de bifurcation de cette solution vers I+
ce qui aurait nécessité une étude plus fine au voisinage de p3. Sa grande
stabilité a néanmoins été vérifiée par un "saut' de I+ sur cette solution
pulsée, que nous noterons IQ’ a p= 5,60 lors de 1'étude de I,. D'autre
part si nous prenons comme condition initiale I = 10-2, A=A =1 (solu-

tion Io) nous obtenons :

en p = 8 7,5 7 Torr
I

la solution d'équilibre =
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La figure (B-5) représente cette solution pour différentes
-valeurs de p. La valeur moyenne de eette solution vaut sensiblement
I.

La forme des pics se rapproche de formes vues expérimentalement
sur SF¢ (Dupré et al. [16]) par la raideur du front montant et la dé-
croissance exponentielle du pic. Il n'y a pas de structure fine et la

largeur & mi-hauteur est indépendante de la pression.

D'autre part le‘minimum varie treés rapidement avec la pression :
il vaut 5.10_6
et 3,6 Torr et en exp (- 10 p) entre 5,4 et 7 Torr. Ce résultat, cause

en p = 7,16 Torr et varie en exp (- 33p ) entre 4,8

de la perte de la solution a basse pression, est évidemment masqué par

liémission spontanée négligée dans ce modéle.

Le pic n'est pas centré sur la période, c'est a dire que le
maximum ne se trouve pas au milieu de 1l'intervalle séparant deux minima
mais sa position est plus proche du minimum qui le préceéde. Cette situa-
tion s'estompe lorsque la pression augmente et s'inverse a § Torr. Pour

des pressions supérieures, le maximum se rapproche du minimum suivant.

La figure (B-6) montre 1l'évolution des maxima avec la pression
dans 1'amplificateur. Ceux-ci varient peu en comparaison des minima et
le maximum maximorum est, comme les points remarquables précédents ;

changement de pente des minima et pic centré, voisin de 5 Torr.

La figure (B-7) montre que la période TQ de la solution IQ
évolue treés rapidement avec la pression. Elle est notablement différente

decelle (TTf de la solution harmorique au point Py

T, = 76 et TQ = 280 unités(ZK)“l. A haute pression la
période évolue en exp (- 0,17 p) (figure B-8). Cette évolution est encore

plus rapide a basse pression : elle est décrite par une loi en exp(- 10

-3p~2).
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(c)
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Figure B-6. Evolution des maxima de I avec la pression pour

Q
le laser CO2 - CH3I.

—_— est la courbe obtenue dans le modéle & 3 équations : son maximum

est enp = 4,5 Torr
X correspond aux points calculés dans le modéle & 3 équations

[] correspond aux points calculés dans le modéle & 5 équations.
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Figure B-7. Evolution de la période de la solution pulsée avec la
pression pour le laser 002 - CH3I dans le modéle & 3 équations
(X) et & 5 équations éé—-). La période est en unités réduites

-1 . . N .
2K a gauche et en micro-secondes a droite.

leg(T)

4
X

O

1 P(terr)

Figure B~8. : log TQ = f(p) dans le modéle a 3 équations. L'équation de

la droite tracée est : Log T - 0,1725 p + 3,5075.

Q=
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II-2.c. Comparaison des systémes & 3 et 5 équations.

Nous avons intégré le systéme a 5 équations (BI-28) obtenu
avant élimination adiabatique des niveaux résonants sur le domaine

3 < p < 8 Torr. Les différences avec les résultats précédents sont minimes i

Le point haut est légérement décalé : 5,75 < pé < 5,8 Torr,
de mémecpour P3 (7 < pé < 7,2) et les courbes (B-6) et (B-7) montrent
que les caractéristiques de la solution pulsée sont les mémes que précé-
demment , la seule différence étant une augmentation de quelques pourcents

de la valeur du maximum. La forme des pics est la méme.

I1 semble donc que la réduction du modéle de 5 a 3 équations
soit une bonne approximation, ainsi que 1' avaient constaté Arimondo et al.
sur la position du point de bifurcation de SF6. Cela est cohérent avec
le choix de Yg comme constante de relaxation de la polarisation puis-~
qu'alors 1l'appoximation des rate équations, en éliminant la polarisation,

élimine déja la plupart des effets dis aux modes relaxant en TR

ITI - AMORCE D'UN DIAGRAMME DE PHASE POUR LE SYSTEME A 3 EQUATION

111-1. Valeurs standard.

Le nombre de paramétres intervenant dans la description du systém
est déja conséquent. Ceux-ci sont A, A, a et les constantes de relaxation
2k, Y, Y, v, v. Nous avons choisi d'étudier le diagramme (I,A) pour diverse

valeurs de a en prenant des valeurs raisonnables pour les autres paramétr

4 = 1,2.10/ ; 4,5.106

<
~
1

(BIII-3)

Y 3 . 7. = 2,100 P

3
YR = 10

Les constantes de relaxation sont données en s
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Notre souci était de comprendre pourquoi SF6 ne donnait pas
de Q-switch dans ce modéle. Nous avons, pour cela, déterminé les carac-
téristiques des points de bifurcation sur I_.(Rappelons que I_ est

toujours instable et que I est toujours stable pour A < A+1 et

. instable au-~deld) et intégré numériquement le systéme de 3 équations au

voisinage de ces points comme dans les cas précédents pour 18 valeurs
de a comprises entre 0.5 et 50 et les trois valeurs a = 100, 1000,
5000.

L'étude d'un tel diagramme de phase est généralement entreprise
dans le plan (A,A). Il nous a semblé que les conclusions pouvaient &tre
interprétées de facon plus physique en utilisant le paramétre de satura-

bilité a plutdt que le coefficient A de pertes linéaires par absorption.

La figure (B-9) montre 1'évolution du diagramme (I,A) pour
quelques valeurs de a. Examinons d'abord la forme des solutions. On trouve
bien que pour a < 1 1la concavité est tournée vers l'axe I alors que
pour 1 € a ¢ é*{—l =2 elle l'est vers 1l'axe A. Pour a > 2 on retrouve
la zone de coexiséence des trois solutions Io’ I, I+. On constate que
1'absorbant est rapidement saturé, méme pour des valeurs moyennes de a.

A titre d'exemple, pour a = 20, I vaut 1,92 en A = 3. Autrement dit,

1'approximation I % A - 1 s'applique pour a > 20 et A> A + 1

Pour a >> 1 la courbe I = I+ se rapproche de la droite I = A - 1.
On a coexistence des solutions I+ et I0 sur le domaine 1 < A< A + 1
pour l'allumage les pertes par absorption reportent le seuil en A = A + 1
apres quoi 1l'absorbant se trouve tout de suite saturé, ce qui raméne 1'in-
tensité a celle du laser sans absorbant. Lors de l'extinction 1'absorbant
est saturé tres longtemps et le seuil est ramené vers sa valeur A = 1.
C'est pourquoi le point de raccordement des solutions I+ et I_ tend vers
le point (I = 0, A = 1) lorsque a augmente. Pour ce qui concerne l'exis-
tence des solutions, a forte saturabilité a, la différence entre le laser
avec et sans absorbant ne joue que sur le domaine 1 < A < A + 1. Le dia-
gramme se rapproche de celui du lasef sans absorbant:: '
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Figure B-9. Diagramme (I-A) pour diverses valeurs de a et les

paramétres (BIII-3), Les zones en pointillé sont instables.

IO si A<1 +A (A =0 dans le cas du laser sans absorbam

o)
H

I= I+ =A-1 si A>1

La différence entre le laser avec et sans absorbant saturable
intra-cavité est donc plus sensible pour des valeurs plus petites de a,
bien que le phénoméne le plus spectaculaire, la bistabilité on-off, puisse

en étre absent.

Cette conclusion se trouve renforcée lorsqu'on examine la positio
des points de bifurcation. On constate tout d'abord que :
#* lorsque les trois solutions Io’ I+, I_  existent, la branche

I+ ne comporte qu'une seule bifurcation de Hopf : le point haut A2

# lorsque la solution Io bifurque sur I+, il existe alors

deux bifurcations de Hopf : le point haut et le point bas de sorte que le
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démarrage du laser est toujours stable (bifurcation supercritique) ainsi
que le fonctionnement a fort gain.

Lorsque a augmente, le point haut se rapproche du point
(I =0, A=1). A la limite, pour a = 5000, le point de raccordement
des branches I et I_ se situe en (I = 10-2, A =1,028) et toute la
hranche I+ est stable.

De méme, le point bas, toujours proche du point (I = O,

A=A+1=2), se déplace trés rapidement vers ce dernier

a= 0,5 0,9 1,5 2
A, =2,05 2,02 2,00012 2,00011

On remarque le saut que fait A, au changement de concavité

1
(a =1).

Le point haut se trouve dans une zone ou 1'absorbant est déja
saturé et ol 1'approximation I # A - 1 s'applique. Cette approximation
est vraie & 10 4 en valeur relative pour a > 5, ce qui est une valeur
encore faible du paramétre de saturabilité relative : pour a = §, A2 = 3,77
et IC = 2,52 ce qui fait disparaitre la bistabilité attendue pour

1,8 < A< 2.

L'existence de ce point haut réduit considérablement 1'intervalle
d'existence de la bistabilité on-off qui n'apparait qu'au dessus d'une

valeur critique_ a_ nettement supérieure a éél-. Dans notre exemple

a v 34 >> 2 = éél . Méme lorsqu'elle existe, Ala zone de bistabilité se
trouve diminuée par la présence de cette bifurcation de Hopf. Ainsi, pour
a=100>> a_, A, = 1,54 et la bistabilité n'apparait que sur 57 % de
la zone possible et pour a = 1000 elle n'occupe encore que 95 % de la

zone prévue par l'examen de la forme des branches.

Un dernier point intéressant a signaler est l'existence d'une

trés large zone instable pour a < 1 alors que l'absorbant est moins
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saturable que 1l'amplificateur et ou on s'attendrait par conséquent
a4 un simple comportement passif de la part de celui-ci, c'est a dire

a 1'adjonction d'un facteur de pertes linéaires dans la cavité.

Enfin nous avons constaté que les conditions (BII-22 et 23)
étaient vérifiées avec une précision relative de 10—€ meilleure que celle

demandée sur la détermination de Ac'

La solution émergente au point bas est toujours stable. Celle

émergente au point haut l'est pour a < 3,1 et devient instable au dela.

Nous avons effectué la similation numérique au voisinage du

point haut pour :

5 0,9 ;1,5 ;252,554 ;4,2 520 ; 30 ; 36 ; 40 ; 50 ; 100.

[+}]
i
rof

Partant d'un point situé au-dessus de A2 , nous avons diminué
A par pas de 0.01 afin de localiser la bifurcation. Nous n'avons, en
général, examiné que le voisinage de A2 et dans un seul sens : en dimi-

nuant A.

Nous avons observé que pour a < 1 1la solution harmonique
évolue sans transition vers une solution pulsée (fig. B-10), comportement

expérimentalement observé dans d'autres circonstances.

Nous avons suivi cette solution pour a =-% . Elle se rattache
en I+ au point bas. D'autre part, partant d'un point de la solution pulsé
pour a = 0,9, nous l'avons parcourue en augmentant A. Dans ce sens on ne
repasse pas par la solution harmonique de faible amplitude mais cette solu-
tion reste pulsée jusqu'au deld du point haut (jusqu'en 7,2 alors que
A2 = 7,18). Elle bifurque sur I+. 11 existe donc bistabilité entre cette

solution et/soit la solution harmonique, soit la solution stationnaire I+-
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Pour a > 1, le domaine de stabilité de la solution émergente
est faible (quelques centiémes)et diminue quand a augmente.

Cette solution effectue une transition du 1° ordre vers une

solution pulsée.

I1 semble donc que la solution harmonique est quasi-inexistante
ou inexistante alors que la solution pulsée existe toujours et qu'elle est
la plus stable. Cette solution pulsée est certainement bistable avec I,
au—~dessus du point de bifurcation A2 comme dans le cas de CHSI ou de
a = 0.9.

Pour a > 3,1, la solution harmonique est instable et au point
haut, I+ bifurque sur une solution pulsée que nous n'avons pas suivi
jusqu'en A = A +1 =2 pour vérifier si elle coexiste avec la solution

triviale.

En a = 36, une zone de bistabilité on-off existe sur 1l'inter-
valle (A,, A + 1) puisque A2 =1,978 et A+ 1 = 2. La solution I,
en AZ’ bifurque sur une solution pulsée qui se bloque sur le zéro -
machine en A = 1,91. Une zone de bistabilité coexiste donc avec une

solution Q-switchée.

La solution pulsée disparait a partir de a = 100 ol le laser
précipite en A = A2 = 1,54 sur la solution I0 stable en ce point
(Az <A+1=2).
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Figure B-10. Evolution de la solution périodique pour a == et les

2
valeurs (BIII-3) des paramétres lorsqu'on diminue A.

, -1
A2 = 8,75. Le temps est en unités 2 x .
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En résumé de ce paragraphe, les principales conclusions

sont

* la solution I_ connait une zone d'instabilité a faible et
moyenne intensité, méme pour des valeurs du paramétre de saturabilité

inférieures a 1.

* Deux cas se présentent :
- pour 1 < a < éél ou a<1, I+ bifurque de I0 en A = A+l
et la branche contient deux " bifurcations de Hopf en A1 et Az.

-pour a>1 et a> é;l 3 I+ se raccorde a I en

X - f— A
A= ;i & TN ; + 2 /A(a-1) et ne contient que la bifurcation de
Hopf A2.
* Lorsque a augmente, ces points de bifurcation évoluent de
la fagon suivante : A} —A +1
X
A2 —1 et -;i —>1 ; la convergence de A2 étant

la plus rapide. La zone ou la solution stationnaire I+ est instable

diminue quand a augmente.

* Cette instabilité a deux conséquences sur la bistabilité :
A+l

A

> 1

- elle en retarde 1l'apparition a une valeur a_>
P c

telle que pour a =a_, ona A, = i f

- elle en diminue la zone_d'existence puisque, sur un treés large
intervalle de valeurs de a, A, > — mais elle n'a plus d'influence au-

2 a
X
dela de la valeur a = a! telle que A, = E;
c

.

* des solutions périodiques existent en outre pour le systéme

sauf aux fortes valeurs de a ou le laser précipite sur Io'
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* Ces solutions sont de deux types :

- des solutions de faible amplitude autour de I+ qui
n'existent qu'aux faibles valeurs du paremétre de saturabilité et sur

un domaine négligeable au voisinage du point de bifurcation Az.

- des solutions pulsées trés stables et qui coexistent avec

I+ et la solution précédente dans des régions ou celles-ci sont stables.
* I1 y a opposition entre Q-switch et bistabilité, 1'un étant
faiblement développé lorsque 1l'autre est important ainsi que 1'a récem-—
ment décelé expérimentalement P. Glorieux et J. Heppner et al [24].
* La situation la plus riche en phénoménes correspond donc a

des valeurs moyennes de a.

I11 - 2. Etude zoologique du diagramme de bifurcation de la solution I+.

Afin de déterminer 1l'influence des différents paramétres du
probléme, nous avons résolu numériquement les équations du probléme sur
150 points du diagramme de phase en choisissant diverses valeurs de ;ﬁ
et a et pour les jeux de paramétres suivants :

(BIII-4) 2« = 100, 107, 101° ; A=1lould ; ¥ = 10° ou 10°

les autres paramétres gardent leur valeur du tableau (BIII-3)

4

Y =710%; yp=1.2 107 ;5 0 6.3 3

5 YR = 2.10° Yé = 4.5 10 ; Yﬁ = 10".

Les constantes de relaxation sont données en s

Nous avons étudié les solutions stationnaires et construit le

diagramme (I A) pour différentes valeurs des constantes de relaxation

stat’
2¢, Y, v pour Y et v fixes ainsi que les autres paramétres. La simula-

tion numérique n'a pas été entreprise.
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Les principaux résultats sont les suivants :
(1) * les conclusions précédentes restent vraies, notamment :

A1 + A+l et A2 + 1 lorsque a croit. De méme la solution
émergente de faible amplitude est déstabilisée lorsque a augmente.

Dans tous les cas étudiés elle devenait instable pour a 3 20.

(2) * Les instabilités sont favorisées lorsque les inégalités suivantes

Cette déstabilisation du laser s'opére de deux facons lorsque
2¢ ou 9 = augmentent
%

- par un accroissement de la zone ou la solution I+ est instable
(tableau B-4) ; le point haut étant plus haut et le point bas

plus bas.
- par une destabilisation de la solution émergente (tableau (B-5) ).

Notons que seuls 2x et v interviennent : & 2« et v fixes,
la variation de y n'entraine pas de modification notable sur la position

du point de bifurcation.

Pour 2« = 100 << y et vy, toutes les instabilités disparaissent
quelque soit la valeur des autres paramétres.
- . - ~2 7
Méme résultat pour v = 10 et 2x = 10" . En revanche les
. . . . - - 1
instabilités réapparaissent pour v = 10 2 et 2¢ = 10 0 (tableau (B-6)).
De plus les variations dues & V sont moins importantes que celles

diies & 2x et notamment elles sont inférieures 3 1 % entre v = 33 et



(a)

7 103 10°
- =2 I
v 310 1 33 100 »
71,10 . 71 .10t .7, .10 7'10710 A=
2¢ | 10°{10°"] 107}107"] 107 |10°"| 107 |10™7} 10’ |10 s - 20
A, |1,742,23|2,35|2,81|2,35{2,81|2,38/2,83|2,382,83 <
+ >
1,44 2
(b)
T - 3 5
f’tgﬂ\‘Y 10 10 I
¢,
\,.h\igjl - .
S I 1 33 33 1
A =10
2¢ | 107110%° 107]10'9} 107 [10'°] 107|10%° a =20
A2 6,10(7,2216,1317,24(6,10{7,22 7,24 \
. ->
2,83 11
Tableau B-4. Position du point haut A2 pour diverses
valeurs des paramétres. Les autres paramétres
sont donnés au tableau (BII-4) et a = 20 ;
A =1 (tableau (a) ) et & = 10 (tableau (b))
- lorsque 2« augmente A2 remonte et la zone instable s'étend
- méme phénoméne mais d'importance moindre avec v
- ; n'a qu'une influence inférieure au 1 % sur la position de A2
(4 v et 2k fixes)

la bistabilité est favorisée quand A augmente.
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" 10’ 10
v 1 33 1 33 100 I
N

2| 107 [10M°] 1071100} 107 [10°] 107 |10'°| 107 [10*° K =1

| >
A,15,3316,47|5,59 5,33(6,47(5,5916,73/5,59(6,73

+

33 - - — _ _ _ + _ ;

Tableau B-5. Position du point haut A

5 et stabilité de la

solution émergente pour des valeurs A = 1, a = 2.

)

= Re (h1 W ~-nh

1 W)

est négatif si la solution

périodique de faible amplitude est stable.

M8mes remarques qu'au tableau (B-4). On note en

outre qu'a

v

élevé, 2«¢ grand destabilise la

solution périodique.

v = 100, ce qui tend a faire croire que la disproportion de variation

entre v (1 2 100) et 2« (107 a 1010) n'entre pas en ligne de compte

et que 2k est le parametre le plus influent sur la variation de la posi-

tion.

La condition 2k >> y >

et v! ressemble 3 la condition de

R

mauvaise cavité rencontrée dans 1'étude du laser sans absorbant et en

bistabilité optique.[26] ,

condition nécessaire & l'apparition d'insta-

- bilités. I1 en va de méme ici pour les instabilités & champ moyen, i la
différence prés qu'il s'agit d'une condition de mauvaise cavité par rapport
aux niveaux effectifs du modele qui sont les niveaux réservoirs et non les

niveaux résonants.

La condition Vv = %T grand est une condition de bon absorbant
. . . R . ..
puisque, la relaxation vibrationnelle étant supérieure au taux de repeu-
plement du niveau résonant, le niveau supérieur ne se trouve pas encombré

lors de 1'absorption.
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3 1072 3 1072 diagramme (I,A)
2 107 | 10'° | 107 | 10°
1
a= % X X X
AL = A
A, la=2 X X X ¢
Ac = A2
a=20 X | 1,63 | 1,74 A = A
(] 2
3

Tableau B-6. Stabilité de la branche I_  pour A=1, vy =10
et les valeurs (BIII-4).

X signifie que toute la branche est stable.

(3) * Le point haut se situe avec une bonne approximation dans une

zone ol 1'absorbant est saturé (tableau B-7) et ol la loi I # A, -1
s'applique. Cette constatation n'est pas,contrairement aux précédentes,
aisément explicable a partir de considérations physiques. Elle sera
néanmoins fort utile dans les calculs du chapitre IV. L'approximation est
d'autant meilleure que a est grand ou que 2« l'est puisque dans ce
dernier cas le point se trouve fortement remonté. Il est en revanche
indépendant de Y et ne dépend de v que dans la limite des mauvais

absorbants (Vv << 1), ce qui confirme 1'importance relative de 2x et v

Lorsque A augmente, la saturabilité doit augmenter dans les
mémes proportions pour retrouver des résultats analogues puisque A, décro

quand a augmente mais augmente avec A.

Remarquons que pour des valeurs usuelles des parametres c'est

une bonne approximation.
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A 10

- -2

v 10 33 100 33

2 ¢ 107 11012} 107 {1019 107 [161°] 107{10'9 107 {1010 107} 10
a=2 | x| x| 13l10 | 12]09,5| 12 |9,5 23 23

i o1,
a=20 | x|2216 | 4] 6| 46 |al 12 of12]09
S

a = 100 X 7 5 3 3 3

Tableau B-7.

Validité de l'approximation de saturation de 1l'absorbant

au point haut de bifurcation pour les valeurs (BIII-4)

des paramétres Is

= A

sont en pourcentages.

2

-1

’

I =
c

I

!

A2)

On retrouve l'importance relative de 2« et

tatée dans les tableaux précédents

dante de

Vv

De plus la variation de

de 2kx. Lorsque

a

v

les résultats

cons-
la loi est indépen-
sauf pour les petites valeurs de celui-ci.
est plus décisive que celle

A augmente il convient d'augmenter a

dans la méme proportion pour obtenir des résultats iden-

tiques.
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Les trois conclusions précédentes permettent d'établir

1'importance relative des paramétres du probléme.

Ils sont a priori au nombre de 8 : A et A; a; 2¢; yet

Y g et 7& dans le modéle a4 3 équations.

I1 semble judicieux de remplacer v, et ;ﬁ par v = —%E
et Vv = —%; puisque, outre le fait que ce sont eux qui interviemment
dans les équations du systéme (BI-30), on peut aisément leur donner

une signification physique : ils mesurent la qualité de 1'absorbant et

de l'amplificateur : v >> 1 pour un bon absorbant et v << 1 pour un
bon amplificateur puisqu'alors le niveau résonant se repeuplant en priori:
té, l'inversion de population peut se maintenir.

Considérant que v et v ont des rdles symétriques & vy et v on

peut établir la hiérarchie suivante :

# dans la limite des bonnes cavités effectives : 2x << constant
de relaxation des niveaux réservoirs, c'est le paramétre le plus influent

puisqu'il stabilise la branche I+.

¥* sinon les paramétres les plus importants sont A, A et a,

vient ensuite 2«

vet v ne jouent de rdle important que dans la limite des
mauvais absorbants (Vv << 1) ou des mauvais amplificateurs (v >> 1) et

ne jouent aucun rdle dans la limite des bons absorbants et amplificateurs.

Y et Y ne semblent pas jouer de rdle important dans la positi

de la bifurcation et la stabilité de la solution périodique émergente.

Arimondo et al ont proposé deux conditions approchées pour trous
la position des points de bifurcation sur I+ : la condition a, = 0 qui
définit 1'approximation AC' et la condition v4I-vZal=0 qui

définit Ag.
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Le tableau (B-8) montre que la premiére approximation est
bonne, notamment pour des valeurs élevées de la constante de relaxation
du champ. Nous verrons au chapitre suivant qu'elle correspond a une
approximation de la loi réelle fondée sur des considérations d'ordre
de grandeur des paramétres de relaxation. La seconde approximation est
moins bonne et ne correspond A aucune approximation physique, il s'agit
plutét d'une hypothése simplificatrice de calcul. Remarquons gque Ag
est indépendant de 2x et ne traduit donc pas 1l'influence de ce para-
métre. Dans la mesure ou cette derniére approximation est une approximation
sur la condition approchée a, = 0 et que celle-ci est meilleure pour 2x
grand, v £ T -v 2 al =0 ne donnera de bons résultats que pour
2x » », De plus les termes négligés dans cette approximation sont au
point réel de bifurcation, du méme ordre de grandeur que v & I - v tal
a cause de la condition (BII-22). Comme la fonction v 2 I - Ve a I varie

moins rapidement que a ou a;a, - a,, la condition v ¢ I - v 2al =0

2 1
retarde la bifurcation.

Nous avons pu remarquer sur SF6 et CH,I qu'au point haut h

reste toujours trés voisin de 1. Nous verrons au3chapitre suivant, équations 3
(BIV-10), que ce résultat est une conséquence des conditions de mauvaise
cavité et bon absorbant. Ce résultat est d'autant meilleur que 2x est
grand comme le confirme le tableau (B-9). Cela signifie que, d'aprés
1'équation (BII-23), h ~ 0, auquel cas 1'équation (BII-22) se réduit

vaI-v2al+as=0, condition trés proche de la condition

=f it

=a+a+veI-v2als=0, cequi explique pourquoi 1'approximation

0 est bonne, d'autant qu'en général a << a .

[ I I g
[S-R
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1 ~4
a=% |-310
2 -3

(2¢ = 107 ;Y =107 5 9 = 1)

1 a=2 |-1 10‘7

Tableau B-8. Qualité des approximations sur la position du point haut
de bifurcation (a) et du point bas (b), valeurs (BIII-4)

des paramdtres ; A =1 ; A, est solution de a.a —a, =0 ;

2 172
] _ " Iy = . '
A2 de a2 =0 et A2 de vl v ial 0o A2 < A2
1"t
et A2 > A2-
A} est proche de A2 pour 2x >> vy, ¥y ; le résultat

est meilleur quand a est faible. Il est 3 peu prés indépen-

dant de v pour un bon absorbant (; >> 1).

AS est indépendant de 2x, 1'approximation est moins bonne.
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- 3
Y 10 10
- =2
v 10 1 100 33
7
2K 10/ 10'° 10 1010 10 10t® 10 10'0 10’ 1010
a=2 X X 7,6 107 3,9 107 4 107 2,1 10 7,7 107, 102 1,2 107 6,510
2 -5 _ -5 - - - ;
a=2 X 2,0810° 2,910 {1,110 5 1,4 10 5 4,8 1078 2,9 10 3 1,3 10 3 4,6 10 > 1,8 10
h -1 ‘
a = 100 M 1,16 1072 107 4,8 107 2,9 1070 5,5 07 7,6 107
a =200 X 9107 1,6 107 2,8 10>

Tableau B-9. Valeur de h en quelques points hauts (A = 1, paramétre BIII-4)

h reste toujours trés voisin de 1. 2x ocu a le font moins varier

que Vv et surtout ;.
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Des résultats de ce paragraphe (III-2) nous retiendrons

principalement que :
(1) * le jeu de paramétres & utiliser dans 1'étude du probléme est

- A et A : les coefficients de gain de 1l'amplificateur et pertes

par absorption (coefficients linéaires).

a le parametre de saturabilité relative de 1'absorbant et

de 1'amplificateur

- 2k, Y, Y : constante de relaxation de 1'intensité et constantes
de relaxation vibrationnelle des niveaux réservoirs
- v et v : coefficients de qualité des milieux amplificateur

et absorbant.

(2) * les instabilités sont favorisées lorsque les relations suivantes ont
lieu ¢

2K > v, >> YR 2

2k >> yp >> v

qui traduisent les conditions physiques suivantes :

= 2k 3>y, Y, : condition de mauvaise cavité effective. C'est
une condition nécessaire & 1'apparition d'instabilité a faible
et moyenne intensité, condition analogue & celle obtenue dans

le modéle a 2 niveaux

- v << 1 : condition de bon milieu amplificateur
-Vv> 1 : condition de bon milieu absorbant.
(3) * les paramétres 'pertinents" du probléme sont

A, K, a et 26

v et v ne jouent de réle que lorsque les conditions physiques

mentionnées en (2) ne sont pas vérifiées.
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Y et Y ne jouent qu'un rdle trés secondaire.

(4) * les approximations suivantes sont loisibles au point haut de bifur-

cation :
- 1'absorbant est saturé : I # A, - 1
- A2 est donné avec une bonne approximation par 1l'équation
veI-veal+a=0, équation proche de la condition

a, =0 proposée par Arimondo et al. [17]

Les faits dégagés dans ce chapitre nous aménent a réfléchir

dans deux directions sur le modéle :

# d' une part ouvrir une discussion interne au modéle sur les lois

et approximations observées,

¥ d'autre part proposer une critique du modéle et des ouvertures pos-
‘ sibles de celui-ci aux vues de la comparaison entre les résultats

théoriques et les expériences.

J Ce sont les objectifs du chapitre suivant.




CHAPITRE B IV

DISCUSSIONS, OUVERTURES
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Le paragraphe 1 examine les approximations possibles sur
la condition d'existence des bifurcations sur I etla stabilité de
la solution périodique émergente. Cette étude repose sur une estimation
des ordres de grandeur respectifs des différents termes des équations.
Le paragraphe II discute de 1'adaptation du modéle i la réalité expéri-
mentale telle qu'elle est apparue sur les exemples de SF6 et CHBI et
propose des perfectionnements au modéle. Le paragraphe III traite de
fagon plus poussée l'une de ces ouvertures possibles : le modéle en élar-

gissement Doppler.

Attention, dans la suite de ce chapitre, les constantes de

relaxation moléculaires sont exprimées en unités réduites 2«.

1 - ANALYSE DES EQUATIONS, APPROXIMAT IONS.

I - 1. Stabilité & fort ou faible champ.

I-1 a) Stabilité a fort champ.

On remarque qu'aucune bifurcation n'apparait a fort champ dans
les exemples précédents. Nous allons montrer qu'a l'instar de ce qui se
passe a cet ordre d'approximation (rate equations) dans le modéle 3 deux

niveaux, la branche I+ est stable a fort gain.

Pour cela, en supposant remplieé les conditions de bon amplifi-
cateur (v << 1) et de bon absorbant (v>>1), nous allons établir que a,

ainsi que a, a, - a sont positifs a fort gain.

1 72

Puisque A est grand, trés grand devant 1, 1'absorbant est
saturé et I v A.

En choisissant A>>~% , on peut négliger § et § dans les

expressions de d et d: d~ vA et d~ vaA.

En considérant v << 1 et v > 1 il vient

Y . 337 . — —
anvy ;o oaenvy 52N et 2'\:_22
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d'ou l'expression de a, :

(BIV-1) a, N-% + Y + 1=

la condition a, > 0 est alors remplie pour A>>-‘3 .

g

Les expressions de a; et a, sont, en supposant A>>— ,
va

Y 1 -
a; vt g [ 6y + vy ]

(BIV-2)

d'ou

+ & %» +y 1+ ;2 ( %l + 1)

Cl*l

X
38y - 2 v v T Dl

expression toujours positive ; le passage aux rate equations,

came dans le modéle a deux niveaux, a fait disparaitre le second seuil
d'oscillation du laser a fort champ au-dessus duquel la solution station-

naire I+ devenait instable, entrainant le laser dans un comportement

chaotique.
N
En posant vy = ? P et A = Ap, on obtient a forte pression :
v
I
(BIV-4)
4%
Y 2 2
B "3 " s ( v )" p

Ces relations sont vérifiées sur CH.,I et témoignent de la co-

3

hérence des approximations et calculs d'ordres de grandeur effectués.
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[-1.b) Stabilité de I, A champ faible en absence de bistabilité.

On considére les deux cas suivants ol I, émerge de 1 o ©en
AO=K+1: a<1l ou 1<a<—fx-—j_'—!-.Nousallonsmontrerdirecte—-
ment que la branche I . est stable au éoisinage du point de bifurcation

A .
o

Pour cela nous posons A = A0 (1 + €) avec e << 1

A €
2 1

On a In <<
1 - A(a-1)

et pour ¢ tendant vers zéro :

a, = Y + Y
(BIV-5) a, = vy
ao—; 0]

de sorte que les inégalités a, >0 et a3, - aj > 0 sont remplies ;

la bifurcation (supercritique) est stable.

I - 1.c) Stabilité de I, & champ faible en présence de bistabilité.

Nous allons démontrer que le point de raccordement entre I_ et
I+ est instable dans la limite de la mauvaise cavité effective pour un

bon absorbant et un bon amplificateur.

Pour cela nous allons déterminer le signe de a,- En ce point

X. - =
A=A == o0 X =a+A-1+2/A(a-1)
I+=I :=_‘1La-_-_;_)_—_1_ avec a>Ar1; a>1
- A

les conditions de bon absorbant (Vv >> 1) et bon amplificateur (v << 1)

permettent d'écrire

a'\ay+~?+I(a—Y--vaA)
2 - .
s $

O3}
4
<

et
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Dans une mauvaise cavité: v, Y €< 1 de sorte que Yy << AV ;

(BIV-6) ag v - A [ /A (a-1) - 1] est négatif ce qui traduit

1'instabilité de la solution I, au point considéré.

Lorsque a tend vers 1l'infini, les relations suivantes sont :

vérifiées du point de bifurcation :

A —+1 et I-—=0
+ +

I - 2. Position du point de bifurcation en fonction de 2«.

1 - 2.a) Bonne cavité.

Nous considérons le cas ou la constante de relaxation du champ
est nettement inférieure a celles des niveaux réservoirs ce qui, en notation

réduites,s'écrit : Yy et ¥y > 1.

Dans ce cas, pouwr des valeurs moyennes de I, A et A, on a les

approximations : a; vooaa v a, et a, v+ oa

Les conditions de stabilité de I+ : a0> o et ala2 - a, >0 sont

alors vérifiées sur toute la branche.

I - 2.b) Critére approché dans le cas d'une mauvaise cavité effective.

Nous allons montrer que dans le cas d'une mauvaise cavité effective
et pour un bon amplificateur, on peut développer les expressions a l'ordre 1
Il ~ . P .
en 6 - 5 et 9 - g ce qui permet de trouver une condition approchée

proche de celle proposée par Arimondo.
© et & sont définis par les relations (BII-20)
. i - . i%
a+1wo=/ﬁe 5 a+1wo=/fe

avec w = »’a1

I1 convient donc de montrer dans un premier temps que © et 6

.. i s . —
sont voisins de 5 c'est a dire que a << »/a1

a, = ax +2 I (8y + va) -2 aI (8 + va) (formule (BII-10) )
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ot a=7Y(1+—=) (BII-1 et 8) ; & =75 (1 +—2L )
§+vl §+val
et 1 = —T~é—7— (BII-3 et 11) ; 2 = —-—5——-—- ;d =68 + vI
d(1+I d (1+al)
d =3 + vaI

Comme nous étudions un point haut de bifurcation, nous supposons

remplies les deux conditions suivantes :
(BIV-7) I# A-1 et al>» 1

I1 suffit de vérifier sur les exemples proposés au long de cette
étude que la seconde hypothése est vérifiée méme pour des valeurs faibles
de a.

Dans ce cas, aux ordres de grandeur de A2 , a est de 1'ordre
de grandeur de Yy et o de celui de v, sauf dans le cas des trés mauvais
absorbants pour lesquels la loi val > 1 ne serait pas vérifiée et ou le

terme en al 1'emporterait sur 1 dans «a.

Le terme oaa est donc du méme ordre que  yy.
le terme &I (8y + va) est lui aussi du méme ordre que Y et ~y. Le
terme en % al est lui en ‘if’ de sorte qu'il est négligeable devant le

précédent .

Aussi 1'approximation de mauvaise cavité effective : vy et y <<

nous conduit-elle a négliger oo et & poser :

(BIV-8) a; # 2I(8y + va) qui est de 1l'ordre de grandeur de 7.

Donc s d'ordre de grandeur de /;, est trés grand devant
@« et a ; 1l'approximation " et ® proches de -g"est équivalente

a 1'approximation de mauvaise cavité effective.

Nous avions par exemple (L -1,5708)
2

(]

1,5692
1,5617

1,5708
1,5706

pour SF6 e

pour CH3I e

o ol
i
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Le résultat est meilleur pour & car y <<y

Nous pouvons alors développer les expressions a l'ordre 1 en

~ - (1
2] - 4 c'est a dire en ——;
2 w
o)
/ﬁ VoW /-ﬁ ]
o o
sin 9+ 1 sin 8 ~

1
cos ont _ v cos @ X
2 w g

o)
4

et aja, - a = 0 devient a, - —;Z = 0 (d'aprés la définition de wo)
soit
(BIV-9) a+a+veI-v2als= E—%l;l o - * 8 3 Iy a

w @

o) o
pour V << aI, 1la discussion sur 2 a I montre que

Nous allons comparer la fornule (BIV-9) & la formule (BII-22)

he +ha + veI -v2al=0

Nous allons de plus supposer que 1l'amplificateur est bon : v << 1
danscecas : § % 1 ; d=1+ wWI+1)vvVA+1~v1 ;21

2
et a; v v(A-1)=uw
_ sy I 28y I vy(A-=1)
(BIV-10) h = = " 5 = 5 v 1
[$1] w
= 2 8 v al <X § v al I ;I
dD v aID v al wy
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- i 53
or i< —2y et B < — < 1
3(al) (5 aI)? v(a-1)

les conditions de mauvaise cavité effective et bon amplificateur
conduisent donc a l'approximation h =1, A = 0 qui remplit la
condition (BII-23) h -H =1

L'équation (BIV-9) s'écrit alors :

a+ad+v_e8I-Vvtal=a

soit

(BIV-11) aé =a+v2eI -V %al=0 quiest l'approximation cherchée,
proche de a, = 0, et rien d'autre que la condition (BII-22) de validité
du calcul de bifurcation dans 1'approximation h =1, R = 0. On vérifie

ainsi la cohérence du modéle a cette approximation.

I-2.c) Position approximative du point haut dans ce cas .

Arimondo et al. ont proposé comme derniere approximation 1'équation
(BIV-12) aﬁ =veI-v2al=0 qui détermine le point AE, position
approchée du point de bifurcation.

Cette approximation, outre le fait qu'elle n'est justifiée que
par la petitesse de ce terme au point réel de bifurcation, a 1'inconvénient
de ne dépendre que de v et v, d'étre indépendant de 2«, y, vy et de
masquer ainsi le role de 2x, paramétre le plus important d'apreés 1'étude
précédente. Elle a néanmoins l'avantage de permettre une détermination rapide
du point de bifurcation que nous allons comparer i la solution de (BIV-11)

afin de déterminer son domaine de validité. Nous allons tout d'abord calculer

n
2
cavité effective, puis nous chercherons un ordre de grandeur de 1'écart &

la solution Aé de (BIV-11).

la position A] dans 1l'approximation du bon amplificateur et de la mauvaise

Avec les hypothéses précédentes : I # A -1 ; aI > 1 ; y et

y << 1 3 v << 1
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on a av y(1+I)~vyA; 2 1

Si de plus on prend une condition liche de bon absorbant : v > 1,

any(1+l) et Ta—A_

3 (al)?
Il vient alors :

A

aé v YA + v(A-1) - (A1) qui s'annule en A = Aé
(BIV-13) -
ag v v(A-1) —-ETK%TT qui s'annule en A = AS
la solution A; est immédiate :
. b
(BIV-14) Ab =1+ é; ]

On vérifie bien que le point se rapproche de A =1 lorsque a
croit. On obtient pour : SF6 : A; = 1,150 et pour CH3I : pg = 6,01 Torr.

En posant ¢! = Aé - 1, 1la solution de la premiére équation devie
et al' = (v + v) e'z + v ! - é— = 0.

2 a

En posant ¢ = Ag -1 et A =¢' - €, on va chercher un ordre
de grandeur de A afin de trouver les critéres de validité de la solution
(BIV-14). L'approximation est bonne si |A] << 1. On peut alors développer

ab au premier ordre en A

A =y €2 + vy e+ [2e (v +v)+v]a

ai(s') = 0 # aé(e) +

(BIV-15) &

il

- €

Vv
1+ 2¢(1 + 7 )

Le signe moins nous indique que Aé et AE évoluent en sens

inverse comme nous l'avions remarqué au tableau (B-8).
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Nos hypothéses de mauvaise cavité effective et bon amplificateur

imposent Y << v

1
Si ¢ = (-23 )2 << % alors |A] ~ + ¢ << 1 1'approximation est bonne.
. Y 1 v
Si =<<e << 1 alors [A] v = =<%<1
v 2 v
Si 1 << g << ‘g alors |A] v ¢ %-<< 1
si 1 <<'$ << € alors [A] ~ ¢ % >> 1 et 1l'approximation A2;¥ Ag

est mauvaise.

Le critére pour que le point de bifurcation soit donné par :

1 - -
Ay =1+ Cé; )?> solutionde v&I - v 2 al =0 est donc :

A 3 v
- = ( =~ << -
(BIV-16) € ( = ) 7
T 1
a titre d'exemple : pour SF6 4$ =46 et ( g— )2 = e = 0,15 1' approximation
est bonne alors que pour CH3I -% = 6,43 (en A2) et ¢ = 3,48 1'approxima-

tion est moins bonne.
On vérifie sur la formule (BIV-16) les résultats trouvés au

tableau (B-8) : 1'approximation A, = A est meilleure quand a ou 2

augmentent .

I - 3. Perte stricte de stabilité.

Nous avons considéré que la stabilité de la solution périodique

émergente. au point de bifurcation est donnée par le signe de Cette

TN

2
affirmation repose sur 1'hypothése d'une perte stricte de stabilité par
la branche I+, hypothése qui s'exprime par 1'inégalité :

) (1 1) 3%
(BIV-17) Re<fu,; (o] zo), t, > > 0
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Nous allons vérifier que cette condition est satisfaite pour

CH3I et SF¢ dans 1'approximation au 1° ordre en (5)--% (aux points

hauts) .

|

L'expression de < f&lal) (o] co), cﬁ > est donnée en (BII-50)
, i

Nous allons la développer dans les conditions : |

- Y, v << 1, v << 1< v, I~vA-1
. . 2 1 PR
A cet ordre d'approximation x ) et on peut négliger o' et
a'. Le paramétre de bifurcation u, dans nos exemples, peut dépendre de la

pression dans l'amplificateur. C'est pourquoi nous posons :

A(u) = A - u
(BIV-18) d a(u) = a - a u A, a et y étant la valeur des paramétres
y(u) =y - y(u) au point de bifurcation.
2b b, - ¢
(BIV-19) I’=%—£—=b1+% t
(b” - ¢)*
ou on a posé :
CA(w) -1 A+1
b(u) = 5 - = b + blu
(BIV-20) C(u)=K+I—A(u)=C+Cu
alu 1
b . _L_A+1 3 e _Ll,.2
1 2 2a a ’ 1" a a
les autres dérivées valent :
¢ -
1o . 1 v 1 P Y I
g =-gl' (g+75) ;8 = g(aI)'[c_l + T
AL ., AT, _ 1 1 v
d ) /( d )——A+I' (I-d)
I' v(al)!
(BIV—ZZ)J ('{‘)'/(%“T'Xﬁ%—
d d d
1 v - ~ ¢ v(AI)! (aI)'
L' = - 1 . -
g[1+AI(1I+d)] ;1= [ - 1+aI]
N
' S . Y
\(Yg)/vg- [Y+I(1+I+d)]
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En général /D et //§.<< 1 de sorte que

(1,1) *® 1 1 3
Re<fu,u (o{co), i, > v 3 (6 21 =3 &' ]

On vérifie sur CH,I et SFy que g<< g, de sorte que la
condition (BIV-17) se réduit 2a

(BIV-22) - ( -i- FEy s 0

2 1+

. pour CH3I (point haut) : Ay =4,24 5 IT=29 ; I

la relation est vérifiée

. pour SF., exemple typique o a>1, c~n c;vo
- A
et T = (A, - 1) A 2z donc (1+I)-'1 > Agl, la relat
2 a A2—1

bien vérifiée.

I'~ -1

ion est
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Les principaux résultats de ce paragraphe sont donc :

(1)

(2)

(3) .

(4)

(5)

(BIV-22) -

. la stabilité a fort champ de la branche I+ a été vérifiée dans

le cas d'un bon absorbant (Vv >> 1) et d'un bon amplificateur
(v =2 1),

. dans la condition de mauvaise cavité effective : y et y << 1,

la branche I+ ne compte qu'un point haut de bifurcation lorsque

I_ existe.

dans une bonne cavité effective, I+ est partout stable.

. 1'hypothése de mauvaise cavité effective est équivalente a dire

@ et @ N-g. Dans une telle cavité, pour un bon amplificateur

(v << 1) et une condition liche pour l'absorbant : v > 1, le

point haut est donné par la formule (BIV-14) : Ay X1 ( ;% )%
solution de la condition approchée (BIV-11) : ¢ + v 2 I-v % al = 0
5 0. Ee critére de validité de 1'approxi-
mation (BIV-14) est : (-JS )2 <<-¥ au point de bifurcation (rela-

av
tion (BIV—16)).

proche de la condition a

. Dans 1'hypothése Yy, vy << 1 ; v << 1 ; v >1 la condition de perte

stricte de stabilité s'écrit au point haut

1
R ane

At ) > 0, relation vérifiée pour a >> 1.
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IT - DISCUSSION.

Il - 1. Comparaison du modéle aux résultats expérime ntaux.

Les exemples numériques traités montrent que le modéle rend assez
bien compte de la position du point de bifurcation sur I+ (trouvé expé-
rimentalement a4 9 Torr pour CH31 dans Arimondo et al. [17] figure 6)

mais ne décrit pas correctement ce qui se passe au-dela de ce point

- on ne retrouve pas de solution pulsée sur SE6

- la solution pulsée trouvée sur CH31 coexistant avec la
branche stationnaire I+, un cycle d'hystérésis aurait di étre observé
entre ces deux solutions, ce qui n'est pas le cas. De plus, expérimentale-
ment, la solution périodique se rapproche plus de celle que nous avons
trouvé pour a < 1 ; elle semble provenir d'une déformation de la solution
de faible amplitude alors que nous avons observé numériquement une transi-

tion directe vers une solution pulsée.

I1 - 2. Discussion des approximations.

Le nombre important de paramétres intervenant dans le probléme
et la faible précision avec laquelle certains d'entre eux sont connus,
rend la précision sur la position du point trouvé assez faible. A titre
d'exemple un calcul a été effectué sur CH3I en modifiant la valeur de
la saturabilité relative a, paramétre dont on ne connait en général qu'un
ordre de grandeur. En prenént a=0,36p au lieude a = 0,76 p. Le
nouveau point obtenu : Py = 6,9 Torr, est décalé de plus d'un torr (20 %)

par rapport au point précédemment calculé.

La position du point de bifurcation, la forme et 1l'existence des
solutions périodiques peuvent étre affectées,notamment aux grandes valeurs
de a ou nous avons constaté l'existence d'une valeur critique au dessus

de laquelle le laser précipitait.
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Néanmoins, le modéle établi sur SF, par Dupré et al. (16],
dont est issu le modéle étudié ici, permettait & ces auteurs d'obtenir
numériquement des solutions pulsées sur SF6. Arimondo [20] a déterminé
la valeur des paramétres utilisés dans les simulations numériques de

Dupré et al.[16]. Ces valeurs sont

A=23,22 ; A=13,7p ; a-= ngé 5 2k = 16.107
(BIV-2 6.10° ; 6.0 5 7-2,510%5
- 3) Yl = 6.107 Yz = 0.10 5 vy =2,510"p

- - - - t 6
R= 1.107 P vg=23.3 104 p;yg=7-4 107 3 Y = 5,2 10

Nous avons intégré le systéme (BI-30) pour p = 50 mT et p = 100 n
en prenant deux conditions initiales différentes a chaque fois : 1l'une proct
de I+ et 1'autre proche de Io. La simulation numérique a montré que seul

I+ est stable en ces points et qu'aucune solution pulsée n'existait.

Les différences avec le modéle de Dupré sont les suivants :
* Nous avons égalé les constantes de relaxation des niveaux bas et hauts,
notamment, en posant Y = /72_75, celles des niveaux vibrationnels. Cette
simplification n'est certainement pas d'ordre a supprimer une solution,

d'autant que y est apparu comme peu influent sur la stabilité de I+-

* Le systéme de neuf équations a été réduit a cing en supposant constante
la somme des populations des niveaux résonants d'une part et des niveaux
réservoirs d'autre part. L'analyse des résultats numériques obtenus par

Dupré montre que cette approximation est tout a fait justifiée.

* Le systéme a finalement été réduit a trois par élimination adiabatique des
niveaux résonants. Nous avons vérifié sur CHSI par intégration numérique,
et Arimondo et al. [17] ont vérifié sur SF6 par le calcul de la position

du point de bifurcation que cette élimination ne modifie pas fondamentalemer

les résultats du modéle.

# L'émission spontanée a été négligée. Ce fait perturbe certainement la

solution pulsée et, ne serait-ce que pour des raisons d'intégration numé-
q
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rique, il serait souhaitable de la garder. Néammoins, étant donné 1'ordre
de grandeur de cette perturbation, elle ne doit pas restreindre énormément

le domaine d'existence de la solution pulsée.

L'élément le plus déterminant semble donc étre la linéarisation
de 1'équation en champ, justifiée dans le cas des faibles pertes ou gains.
Or si cette approximation est raisonnable dans le cas de CH31 ou le
coefficient d'absorption en intensité par unité de longueur de cellule
vaut 3,2 10_2 cm—l, elle 1l'est beaucoup moins dans le éas de SF6 ou ce
coefficient vaut 0,7 cm—1 et ou l'exponentielle s'éloigne du dévelop-

pement linéaire. Nous discutons ci-dessous du modéle non linéaire de Dupré.

D'autre part la pression de 1'absorbant utilisée dans les expé-
riences varie de quelques millitorrs a quelques centaines de millitorrs.
I1 est évident qu'a ces pressions on ne peut négliger les effets inhomogénes
dis & 1'effet Doppler. Le paragraphe (III) propose une étude du modéle en

régime inhomogéne.

On peut aussi tenir compte des pertes sur le réseau, ainsi que
1'ort proposé Arimondo et Dinelli [21], ce qui revient a remplacer dans
la définition de 2x T par 2 - ry - Ty ou ry et ry sont les coefficients
de réflexion du miroir et du réseau. Ces pertes supplémentaires ont pour

effet de remonter le point haut.

Enfin il est évident que la levée de l'approximation des rate
equations, en réintroduisant la polarisation, fera apparaitre d'autres
bifurcations et d'autres solutions périodiques, une élimination adiabatique
altérant profondément le diagramme de phase d'un systéme [22]. Il est
notamment probable qu'elle perturbe la branche I0 et fasse apparaitre
une bifurcation en dessous du seuil du type de celle observée dans le modéle
3 deux niveaux [19]. Une telle bifurcation peut donnei' naissance i de nou-
velles branches pulsées qui se développent jusque dans des zones expérimen-
talement accessibles. Ce modéle fera peut - étre aussi apparaitre une struc-
ture de pulse plus proche de la réalité ainsi que les résultats du modéles

4 2 niveaux [51] le laissent supposer.

11 - 3. Bifurcation sur I, dans le modéle non linéaire de Dupré.

En négligeant 1l'émission spontanée et en égalant les constantes
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de relaxation, le systéme,réduit a 5 équations, s'écrit dans nos

notations

do _, (1-T) 2 P sy_1,cr
EE"{ T exp("'4’0 AJ"'zc AJ) T3 L
AJ == (2"4’4’ + YR) AJ + Yé A

- — ! - -
b=yp 8y - YR & y(a - o)

+ termes barrés pour 1'absorbant.

cT L - %
On pose : 2k =T 7 = T r = T
le passage en unités réduites donne
_ oL T Y A g A -
b=>2ct v =>90 y=>gz A=>0 &=>3 4=>0 A=> e

L'élimination adiabatique des niveaux résonants 4; et KJ conduit

alors au systéme de 3 équations suivant (on a utilisé les mémes notations

que précédemment) :

d 1 1-T AST AST -
(gr1) 1= F e@(—g=2 - = 1)
d AT
(a-E+Y)A—Y(1--5-)
d - = - A aIl
( i Y) 8 =v(1 - - )

qui se réduit au systéme étudié dans les chapitres précédents lorsqu'on

développe 1l'exponentielle au ler ordre.

Les solutions stationnaires non nulles sont solutionsde 1'équation

1L e (AL _ AT _ )
I-T - P V1T " Tl
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. A A
soit 1+ = 1+al 0
avec c —-l L L
=T Y€ 17T

La solution au point (A, A) est donc simplement I+('% ,-% ).

-

Les équations de stabilité linéaire sont exactement les mémes qu'aux chapi-
tres précédents puisqu'elles correspondent & la linéarisation du modéle.

I1 suffit donc, pour calculer la_position du point de bifurcation, de rem-
placer I (A,A) par I, ( % ,'é ) dans les équations précédentes.

Or pour T=5%, ona c-= 1,026 et le point est trés proche

de celui calculé dans un modéle a pertes faibles.

En revanche les non linéarités sont différentes et perturbent

fortement les solutions périodiques.

111 -MODELE EN ELARGISSEMENT DOPPLER.

IIT - 1. Etablissement du modéle.

Nous reprenons le modéle développé au chapitre BI en supposant
le profil de gain du milieu élargi par effet Doppler et considérons que
les vitesses des molécules sont régies par la fonction de distribution de

Maxwell.

(BIV-24) wW(v) = —=——

<$S caractérise 1'inhomogénéité Doppler du milieu. Dans le systéme d'équations
d'évolution (BI-3 ) des éléments de 1l'opérateur densité pour le milieu

absorbant ou amplificateur on a alors :

d: 3 3 .
ST =5tV 3s pour les cohérences
(BIV-25) a ot z
‘ )
%s =35t pour les populations dans 1'approximation

du champ moyen qui supprime les effets

longitudinaux sur les populations.
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En cherchant des solutions du type :

- pour les cohérences (matrice (BI-1) )

-iw t i

p(z,v,t) = Z'% { o4 (v,t) e “m® o _(v,t) elmmt]Um(z)

m m

- 14!
= Z D(V, K:m‘:t) e 1(“-‘ t-K Z)
Kl,wl
- pour les populations :
~i(w't-K'z)

pJZ(z,v,t) = SK',o Gw,,o sz(v,o,o,t) e (

(approximation du champ moyen)
et des formules analogues pour les autres populations comme

nour 1'avions fait en (BI-14).

Le systéme d'équations d'évolution de la matrice densité,

donné par (BI-18) dans le modéle homogéne, s'écrit ici :

( 30 (v,0,0,t)
2 .
at =% K|z+ [1 E(K')‘”':t) Q(V:"K')-wlit) + CC]
w‘;:;m
n
- YR sz (v,0,0,t) + Yﬁ Dz(V,O,O,t)
apJ (v,0,0,t)
lat = - X 2 (iE(K',w',t) p(V)"K‘J"w')t) + cc)
to+
R K'——K.n
w'l=tw
n
(BIV_27)< - YR le(V:O)O:t) + Yf{ DI(V)O:O:t)
apz(v,o,o,t)
T = - (y + Yﬁ) DZ(V,O,O,t) + Yp QJ2(V:0:O:t) * PO
301 o)
Y (v,0,0,t) = _.(Y+Yﬁ) (pl(v,o,o,t) - 01) * YR le(V:O:O:t)
(,.__3. -iw' +4ig') o(v,K',w' t) = _]';_H_E (+K',+w',t){p; -0, )(v,0,0,1
: 3t ) 2 J - ﬁ 4 > JZ Jl IEa

+ (1 ma - YR) O(V)K';w')t)



158

La p?larisation est reliée a la cohérence par l'équation :
+ e ¥*
P(Z,t) = CO u (P(Z:V:t) + P (Z:V)t)) W(V‘) dv

Nous allons supposer, comme au chapitre BI, constantes les
populations totales :

J. *° =cste;pl+02=cste
1 2

et appliquer l'élimination adiabatique de la cohérence dans le systéme
V 3o(v,K',ul,t)

3T =0

(BIV-27) en supposant yy << YR? ;R et en posant

On obtient alors :

ml+wa_K|v
E(K',u',t) (py =p; ) (v,0,0,8) L£(- —
R 2 71 R

iy

(BIV-28) o(v,K',0',t) = 5

En utilisant 1l'approximation résonante dans laquelle on néglige

les termes oscillant a wy, + w_ et en faisant le changement de notations

suivant :
2
e E°(t) Y 4 (-
(Brv-29) S e B a(0) 5 30 = G wioeels] (vo0e)
(=) (=) (o) (=) (-)
(BIV-30) ‘¢’ 'a’(v,t) = Cq (oz(v,o,o,t) - pl(v,o,o,t))

ou c, est le nombre de molécules par unité de volume dans 1'am-
plificateur et ¢ l'inversion de population des niveaux réservoirs en champ
nul et en introduisant les coefficients d'absorption et d'amplification

par unité de longueur :

)

- @ ) (-) " ;) o R

(:A{v) = A JZ__,: ~ avec «440 = -(ET ( z ) =

(BIV-31) R ) %)
(- - - - K
et(£) -x (2 (Q ) + £(&))] avec x, = 2 - 2 _jX
72 + - t (~) (=)
: YR YR
L(x) = 1

)

1
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Le systéme a cinq équations s'écrit :

(BIV-32) 4

{

a(v,t) E (v,t) -

fl

&

R °J

!+QW(V) Av) ZJ(v,t)dv -1

o6) = [0 | dlv) aylv,0) WO) av + T |

d5(v,e) = = (24(v) o(t) + vp) 85(v,t) + v 8(v,t)
;‘J(v,t) = —(2Av) o(t) + TR) 35 (vit) + 7} B(v,t)
A(v,t) = v 85(v,t) - vl a(v,t)-v(a(v,e) - 1)

;I'{ ZR(V,t) - ;(K(V:t) - 1)

En éliminant adiabatiquement les niveaux résonants et en introdui-

sant les notations suivantes compatibles avec celles du modéle homogéene des

chapitres précédents :
( -
\J——;T—' > G=1—=
»
R R
(=) 1 (-) YR (=) Go (=)
2 YT, % v AsT ;o S=8
Y
(BIV-33) 9 R
< Go
A=-r<
S ~
La =5 > I=S0 ; d(v) =8 + vL, T ;d-=

le systéme a trois équations de notre modéle s'écrit

(BIV-34) <

[ 4 +o A§ £,
F ( o 1) I=11( [-m -ar;% a(v,t) W(v) dv
i A(v,t) W(v) dv
(d (o) =y (1 — 22

T+ v alv,e) =y (1 - ——1I

dt d(v)

L, A(v,t) aI

(& + D) Bv,e) =7 - ==

d(v)

g}
=

+oo

i+

d(v)

Pa—
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II1 - 2. Solutions stationnaires et équation de stabilité linéaire.

111-2.a) Solutions stationnaires.

Les solutions du systeéme précédents sont :

- d(v) .3 d(v)

(BrV-35) 0™ =g 5 S 5(1&:&1)
+o AL, + A i; -

(BIV-36) Ist [( m W(v) dv - - —e W(v) dv - ﬂ =0
—C0 + -1 1.’_,2113

la solution est la méme que dans le modéle a 2 niveaux en élargissement
inhomogéne (23] et s'exprime 3 1'aide de la fonction de dispersion de
plasma qui conduit a des expressions analytiques dans les limites homogéne

et Doppler infini.
L'équation (BIV-36) se réécrit :
(BIv-37) I [Ag(e, u', I) - A g6, u', al) - 1] =0

ou g est le facteur de gain dont la définition est la méme que celle de

Salomaa et Stenholm [23] au facteur de normalisation prés, et u' 1l'élargis-

sement Doppler en unités réduites : u' = 5%
w - w

n a

R

Dans nos notations © =

+® £+ 2 ) Xy X
g = _an(V) —l—ji__—f dv = o [AIZ('JLT)+ABZ(E-,3 )y 1

ou Ai et x; sont des fonctions de © et I données en [18] et (23] et

Z(z) 1la fonction de dispersion de plasma :

2

+ e—t
Z(C) = T:-—_——E— dt

Nous posons :
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3 £t Ast(v) £i
glv) = dz(v) d(v) (1+ £:I)

( i s It Kst(v) i Zt
(v av) (142, al)

(BIv-38) E g(v)

+o 4+
g = [ W(v) g(v) dv ; g = W(v) g(v) dv

-0 -

La fonction de gain s'écrit alors :

g (o, u', I) = [+QW(V) d(v) g(v) dv

J -
+0

g (8, u', aI) = I W(v) d(v) g(v) dv

-0

B?) I11-2b). Stabilité linéaire.
LLLE

On pose I(t) = T+ I'(t) ; (EkV,t) =(ﬁst(v) +

(ﬁl(v,t)

On sous-entendra l'indice st par la suite.

En linéarisant le systéme (BIV-34), on obtient les équations

suivantes qui gouvernent 1'évolution de la perturbation.

(4 o o AsdL, I
T I'(t) = - I'(t) (1-Adg + Asg) +'J_QW(V)‘———3(57_ At (v,t) dv
o A3 I aI
- W(v) ————  3'(v,t) dv
e d(v)
(BIV-39) { |
T2t = vev) T <y a'(ve)
d - - - -
ryey A'( :t) = - g( ) I- A'( :t)
mkdt v Y v) a Z(v) v

les valeurs de I, d(v), d(v), g, g, g(v), g(v), a(v), 8(v) sont relatives

a l'intensité stationnaire au point étudié.
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Les courbes de .4(v) et &(v) données sur les figures (B-II)
et (B-12) présentent deux caractéristiques qui vont nous permettre de
résoudre exactement le systéme (BIV-39) et de trouver une approximation

de la solution dont on peut évaluer la validité.

Les caractéristiques en question sont les suivantes :

- A(v) et A(v) sont toujours comprisesentre 0 et 1, 1'inversion
maximale étant 1l'inversion en champ nul (4(v) = 1) que 1l'on

retrouve loin de la résonance pour v + ®

- ces fonctions varient peu dans 1'intervalle [0,1] en fonction
de la vitesse, et ce d'autant plus que :
. pour l'absorbant : Vv est grand (condition généralement vérifiée)
. pour l'amplificateur : que I est petit, ce qui est vérifié au

point haut de bifurcation si a est grand.

La premiére caractéristique nous permet de poser :

+w
(BIV-40) 4(v) = Ao(l + e(v)) avec e(v) <1 et a4, = w(v) a(v) dv

-—0

e(v) sera d'autant plus petit que :

- soit 4(v) est toujours proche de 1 ce qui correspond au cas
de faible saturation des niveaux réservoirs, condition bien vérifiée dans

1'absorbant méme pour des valeurs proches de 1 du paramétre v, ce qui

confirme que la condition de bon absorbant : v > 1 est peu critique.

- soit le domaine de vitesses & considérer est faible, c'est a

dire que le milieu est faiblement inhomogéne.

I11-3. Solution en régime inhomogéne.

[11-3a) Solution exacte par séparation des variables.

On cherche la solution pour un milieu donné sous forme d'une
série :
@«

(BIV-41) a'(v,t) = [ &%(v) al(v,t)
n=o»
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CA
-<|:§

—_— a7 102

—_——— - yal 1072

Figure B-11l. Inversion de population stationnaire dans l'amplificateur
& (v') en fonction de la vitesse exprimée en unités réduites
v! = Ry pour trois valeurs de l'intensité stationnaire I et
deux valeurs du coefficient v en supposant toutes les fréquenc

accordées.
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—» D>

V=29

.= vrmmi— & = 800

[T
<
-

(=]

Figure B-12. M&me figure que précédemment pour l'absorbant

vV =3 et 29

(v') pour

—_—— 1+ I =0,2 et a =600
-_— : I =3 et a =6
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En développant A-l(v) sous forme d'un polynéme en ¢(v) dans
le systéme (BIV-39), on obtient 1'équation

S d As(v,t) y ° n N on
I fv) —BA e sem ) - T § (D™ ) s (vt
n=0 de %6 n=o n'=o n-n'""7
ce qui conduit par identification terme a terme au systéme :
d Aé(v,t) v
—gc— =-velv) I' - = allv,t)
(BIV-42) o
d A'(v,t) n . .
n _ X v _y\0-n
T = A ) (-1) 8,1 (v,t) n3l1
o n's=o

dont nous allons chercher la solution par séparation des variables en

posant Aﬁ(v,t) = 4a' (v) a! t(t) n30

n,v n,
On obtient Aé v(v) = %— g(v) pour tout n (c0 est une constante)
+
o
et le systéeme :
' ()
d A t
ot ° __x ' '
Ty 5 (AO c, I (t) + Ao’t(t) )
(BIV-43) 4
dar () n 1
___Bé%___ = - 10" sl (6) ns1
\ o n'=o o

Notons que, par cette méthode, la précision d'une intégration
mmérique ne dépend pas du nombre de classes de vitesses choisies, donc du
degré d'inhomogénéité, mais uniquement de la précision souhaitée (en unités
e™(v) ). Le nombre d'équations nécessaires peut alors étre petit si e(v)

reste partout suffisamment faible.

Les solutions de (BIV-43) sont du type :

-t
! = ! > >
An,t(t) Al e avec A >0, n>0
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on obtient alors pour n 3 1

(BIV-44) Aé = (-1)n x Aé ( T%; avec X = Ao T
on a ainsi :
( al -
Aé(V,t) = “%* g(v) e t
o)
ac -t 1 n
al(v,t) = —éc’-; gv) e x (=)
! 0
(BIV-45) ¢ dilv,t) = =it 22_ gv) (1 +x I i{:) )]

——CO . ]

A%t)=[+WW)A%mt)¢f=edt 2o { +W(v)g(v)dv
_ o

- X [ W) g(v) e(v) T () )

\ 1-x

Cette solution ne peut avoir de réalité physique que si la

- e(V) )n
1 - x

nage des points de bifurcation de Hopf qui nous interessent, puisque dans

série S = ( converge. Cette condition est réalisée au voisi-

ce voisinage la valeur propre A vérifie :

A=A +iuw avec Ao = 0 au point de bifurcation

mais w_ £ 0

e(v)

1 - x

< 1. Le critére de Cauchy affirme alors

ce qui nous assure que ’

que Se converge.

La solution dépendant du rapport des deux paramétres Aé et S

nous pouvons en fixer un.
Nous choisissons

[ oo
(BIV-46) c, =8g= [ w(v) g(v) dv
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En introduisant les notations suivantes, équivalentes a celles

utilisées lors du traitement du probléme en régime homogéne :

: +® L, glv)
(BIV-47) a = {— ; -é-=é w(v) ——151-(—;)—- dv
(o] J -
le systéme (BIV-39) devient :
dI'(t) _ == =y . AsI A_§al - |
% - " I'(t) (1-Ag 8+ Ag §) + 3 A(‘),t(t) - 2 Aé,t(g
[+ L,g(v)
x * e{v)
~ AST A(')’t(t) e _mw(v) ) Toxte(v) dv
- liw 2+é(v) -
+ATals (t) ] W(v) — e(v) ~ dv
(BIV-48) $ 0, g |- d(v) 1 - x + g(v)
dat (t)
— 22— = - g I'(e) - 8l (6)
da () o _
oc’i:: =-yagli(t) -« A(;,t-(t)

Ce systéme est 1'équivalent du systéme linéaire de (BII-6).
L'opérateur intervenant dans (BIV-48) est une extension de celui (BII-7)
régissant le cas homogéne. On vérifie d'ailleurs qu'il se réduit a (BII-7)

lorsquion néglige 1'effet Doppler et qu'on peut poser :
w(v) = W(v) = §(v-0)

puisqu'alors les expressions de Ao, g, d, o se réduisent aux expressions

des chapitres précédents et que (BIV-40) donne :

e(o) = e{(o) = O

Les intégrales du systéme (BIV-48) ne contiennent plus que des
fonctions connues de la vitesse et sont décomposables en fonctions de dis-

persion de plasme. Cette décomposition est effectuée en annexe III. Ce systé
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est donc utilisable pour une étude numérique, quel que soit le rapport

des largeurs homogéne et Doppler.

La solution de (BIV-48) est du type :

| -\t -\t = -, =it
‘ 1 - T . ' = Al . 1 = Al
I'(t) =1I'e ; Ao,t(t) =8l e ; Ao,t(t) b e
Nous obtenons ainsi une équation implicite pour X :
x = - ( igd) +A8T g x _ B35a’T X - i
“r=-U-Ag +AEY) T NS T " - g4
d 1-x
2 [+ L, glv)
X + e(v)
B1v-49) - AST Ao 1-x —QW(V) d(v) 1-x+e{v) v
. =2 e £, g(v) -
+ A EazIAo-—x—_- Wv) = egvz dv
1-x —e d(v) 1-x+e(v)

Les points de bifurcation sont donnés par 1l'équation :

(BIV-50) Re(A) =0, X #0

qui peut se résoudre graphiquement dans un plan (Rei, A).

Cette solution nécessite de nombreux calculs d'intégrales.

Les remarques faites sur les courbes A(v) et A(v) vont
toutefois nous permettre de calculer une valeur approchée de A qui
nécessite moins de calculs et facilite la comparaison entre les cas

homogéne et inhomogene.

{ I11-3. Approximation de la "résonance inefficace".
|
|

Cette approximation consiste & négliger les intégrales en vitesse
dans (BIV-49). Cette approximation n'est justifiée que si ces intégrales
restent petites ce qui est possible, d'aprés les figures (B-11) et (B-12),

dans le cas suivant :
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# amplificateur homogéne et bon absorbant (v >> 1).

En effet dans ce cas €(0) = 0 et ¢e(v) reste toujours treés
petit. D'aprés (B-11) et (B-12) 1la premiére condition doit étre plus

critique que la seconde.

Cette approximation revient donc & considérer que ¢(v) est
indépendant de la vitesse, autrement dit que la saturation des niveaux
résonants n'entraine pas de saturation sur les niveaux réservoirs de

1l'absorbant, d'ou son nom.

La solution approchée A = ko est alors donnée par

ASI o _AdaI i o_ -
dgol--x0 = o - €

(BIV-51) - Ay = - (1 - Ags + Ags) +

=<1

avec X =

Remarquons que, dans cette approximation, le systéme (BIV-48) se
réduit formellement au systéme (BII-6, BII-17).

Ao est donc calculable par le critére de Routh-Hurtwitz avec
les mémes équations qu'au chapitre BII a la différence prés que les relatior
(BII-3) et (BII-12) ne sont plus vérifiées et qu'il convient d'écrire les

coefficients ags ay, a, de (BII-10) sous la forme :

a = aIA—:;——Y—-g a + (1-Ags + Ag8) aa +—I-1§—(S- yg&
{ - =y = Asg - 8
(BIV-52) a = o3 + (1 - Ags + Ag8) (a+a) + Ta —= ¥ + IA 5 &v
d

32=a+3+(1—Ag6+§§§)

Ainsi, dans cette approximation, le probléme inhomogéne se raméne
au probléme homogéne moyennant une simple renormalisation de 1'intensité et

des paramétres décrivant 1'absorbant.
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Les conditions de validité sont plus proches de la réalité
expérimentale. Cela explique aussi en partie pourquoi 1l'étude des solutions
stationnaires dans le modéle homogéne donne de bons résultats qualitatifs
mais des résultats quantitatifs assez médiocres. Cette hypotheése sera a

vérifier sur des traitements numériques. -

On ne peut évidemment pas effectuer un calcul de bifurcation sur
cette valeur Ao qui. n'est qu'approchée, mais on peut estimer 1'erreur

comise dans le calcul de Ao.

Pour cela on pose :

A= ko + A ol Ae est la correction d'ordre le plus bas lorsqu'on

tient compte des intégrales dans (BIV-49)

X
X = X_ + X avec X = - =2 2
- o € e Ao €

- 2
b'e - = 2 X X
'*e=A§IAog1-;’AfaIZo —€-ASL A oo
o d 1-x © e}
o)
' -2
+ L, glv)  elv) e 9 x_
W(v ) o) dv + A § a1 [ —
- [o) 1‘x
f oo _ L, g(v) €(v)
w(v) dv

4o d(v) (i-io+z(v))
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ELEMENTS DE THEORIE DES BIFURCATIONS
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INTRODUCTION.

La théorie des bifurcations a été inventée en 1885 par Poincaré
[27] pour résoudre des problémes d'hydrodynamique et a été largement utilisée
et développée dans ce domaine, notamment par Joseph, Ioss et Sattinger [28 a

31] 3 partir des années 1970.

Cette théorie a été introduite en physique des lasers par P. Mandel
et T. Erneux [32], en 1981. Elle permet une étude analytique plus poussée

des solutions du laser avec ou sans absorbant saturable [31] et [34].

La théorie des bifurcations se propose d'étudier 1l'existence et la
stabilité des solutions d'équilibre des systémes d'équations non linéaires.
Nous n'étudierons dans cette annexe que les deux types de bifurcations
rencontrées dans notre étude du laser avec absorbant saturable : la bifurca-
tion d'une solution stationnaire vers une autre solution stationnaire et la
bifurcation d'une solution stationnaire vers une solution périodique encore
appelée bifurcation de Hopf. L'étude de cette derniére nous donne des rensei-
gnements sur les solutions périodiques de faible amplitude issues des solutions
stationnaires mais ne nous apprend rien sur les éventuelles solutions pulsées.
I1 s'agit de plus d'une théorie locale valable au voisinage du point de bifur-
cation, le mot voisinage pouvant recouvrir un domaine de variation des para-
métres tellement petit qu'il est inexistant expérimentalement. L'analyse de
bifurcation ne dispense donc pas de l'intégration numérique des équations
mais permet de controler les propriétés d'un certain nombre de solutions au

voisinage des points de bifurcation.

Nous utiliserons dans cette annexe les notations et méthodes du

livre de Ioss et Joseph [29].
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I - SOLUTIONS D'EQUILIBREWDES PROBLEMES D'EVOLUTION, STABILITE

LINEAIRE.

1 - 1. Solutions d'équilibre.

On étudie les solutions des problémes de la forme :

du

E = F(A:U)

(ANI-1)
o A est un paramétre réel, appelé paramétre de bifurcation, U(t) un

vecteur et F(A,U) un opérateur non linéaire qui dépend de U(t) mais pas
de son histoire. Nous ne considérons que des problémes pour lesquels F ne

dépend pas explicitement du temps (problémes autonomes).

Soit U(A) 1la solution stationnaire de cette équation. Cette
solution reproduit les symétries de l'opérateuwr F mais d'autres solutions
d'équilibre peuvent exister pour le probléme (ANI-1) qui brisent les symé-
tries de F, comme par exemple les solutions périodiques U(A,T) qui dépend

explicitement du temps bien que F n'en dépend pas.

Les solutions d'équilibre peuvent étre disjointes ou se croiser,
c'est & dire qu'en une valeur critique AC plusieurs solutions d'équilibre
existent pour le systéme. Ce point particulier est appelé '"point de bifur-

cation" car le systéme change alors de solution.

Un exemple simple de point de bifurcation nous est fourni par le
"seuil d'oscillation du laser'" qui, dans le diagramme (I,A) de la figure
(ANI-1) ou I est l'intensité du champ et A le terme de pompage propor-
tionnel & l'inversion de population du milieu en champ nul, est représenté
par le point (o,At) au-dessous duquel le laser n'‘oscille pas (solution I

et au-dessus duquel 1l'oscillation laser prend naissance (solution I = I+ #

"Remarque : Le mot équilibre n'est pas & prendre ici dans son sens thermody
mique. Il signifie simplement qu'on envisage les solutions stationnaires,

périodiques, pulsées, stables et instables obtenues aprés amortissement de:
régimes transitoires et qui possédent un diagramme de phase indépendant du

temps.
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Figure ANI-1 : Exemple de point de bifurcation
le seuil d'oscillation laser de coordonnées (I = 0, A = At)

ot I est l'intensité du champ et A le terme de pompage.

1-2. Schéma de la démarche, stabilité linéaire.

L'analyse de bifurcation se propose de :

. déterminer la position des points de bifurcation sur les
solutions stationnaires,

. construire la solution émergente au voisinage du point de
bifurcation,

. en déterminer la stabilité au point de bifurcation.

Le premier probléme se traite en regardant la stabilité linéaire
de la solution stationnaire ﬁ(A) sous 1l'action d'une perturbation de faible

amplitude v(A,t) en posant U(A,t) = ﬁ(A) + v(A,t).

Comme seul nous intéresse le comportement de la solution stationnaire
aux perturbations de faible amplitude, on linéarise le systéme (ANI-1) par

rapport & v(A,t).

La solution du systeme différentiel du ler ordre obtenu est alors

du type

(WI-2)  v(A) = v (a) & M*

ay
La solution stationnaire U(A) est stable si Re o(A) est négatif

et instable dans le cas contraire. La condition :
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(ANI-3) Re o(A]) =0

va alors donner les valeurs critiques AC du parametre de bifurcation pour
|
lesquelles la solution stationnaire devient instable. ‘

Les deux derniers problémes sont des problémes locaux : nous ne
cherchons la solution émergente et sa stabilité qu'au voisinage des points |
de bifurcation. Une méthode consiste a chercher cette solution sous la forme
d'une série de Taylor en développant 1'opérateur F(A,U) sous forme d'une
telle série et en identifiant terme a terme les deux membres du systéme
(ANI-1). Le premier terme du développement de la solution correspond aux

solutions du probléme linéaire.

Puisque le probléme est local, il semble judicieux de le formuler
dans une écriture indépendante de A_ et ﬁ(AC).

Pour cela on introduit le nouveau paramétre de bifurcation ; u pat

(ANI-4) A

1
p-d
+
j =

avec p << AC

Le point de bifurcation est donné par la condition u = 0

U(u,t) = U(u) + u(u,t)

u(u,t) obéit a 1'équation.

De méme on pose U(A,t)

du
dt

= Flu, U +u) - FOu,t) % £u,w)

(ANI-5)
Ecrit sous la forme (ANI-5), le probléme est dit réduit a sa
forme locale. wu(u,t) est une perturbation faible de la solution station-

naire u(u,t) = O.

La démarche de calcul se fait en deux étapes : un calcul global
sur 1'équation (ANI-1) pour obtenir les valeurs critiques des points de
bifurcation Ac’ suivi d'une réduction sous forme locale de ce systéme et

d'une recherche de la solution u{u,t) sous forme d'une série :
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systéme (ANI-1)— linéarisation + recherche des valeurs propres G(AC)

réduction a4 sa forme locale+ développement + recherche de

en série de u(u,t) sous

f(u,u) autour forme d'une

de u = 0 série autour
de u =0

[-3. Forme locale du probléme linéaire.

a) Développement de la fonctionnelle.

Le développement en série de Taylor de 1l'opérateur f(u,u) au
voisinage de la solution stationnaire u = 0, s'écrit :
4

(ANT-6) £(u,u) = £, (slw) + 3 B, Glulw) + 37 £, (slululw) + (] ful|

ol 1l'opérateur fu u(ulul..lu) est la dérivée n°C en u de £(u,u).

n n

C'est un opérateur symétrique n-linéaire en u.

Pour obtenir le développement de cette série au voisinage du point
de bifurcation, nous développons alors (ANI-6) en fonction de u supposé
petit :

1

(ANI-7) f(u,u) = fif;o)(olu) + 1 f&f;l) (olu) +-% fif;o) (ojulu) + 3T

f&?;o)(olululu) .

fﬁn;m)(olul..lu) est la dérivée m™°C
2

1'opérateur f(u,u)

. . . _&me
en u de la dérivée n en u de

b) Stabilité linéaire.

Soit v(u,t) 1la perturbation de faible amplitude a la solution

stationnaire u(u,t) =0
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L'équation d'évolution de cette perturbation, au ler ordre, est

obtenue en linéarisant 1'équation (ANI-5).

dv déf |
(ANI-8) T - fu(ulv) = Lo(u) .V

ol Lo(u) est la matrice de 1'application linéaire fu(ul')
La solution u = 0 est asymptotiquement stable si :

(ANI-9) v(u,t) =+ O

torx

En posant v(u,t) = vo(u) ec(u)t 5 a(u) = g(u) + in (w),

1'équation (ANI-8) donne le probléme spectral suivant :
(ANI-10) L () EIi(u)=oI(u) Tpy (#) 1 <i<2

ol L1y sont les vecteurs propres de Lo(u) associés a la

valeur propre Op-
% est la dimension de l'espace propre associé a la valeur propre
C'est 1la multiplicité géométrique de or

la multiplicité algébrique k de or est définie par :

1

det (Lo(u) - 6&) (o—cI)k %(c) ou %(o) est un polyndme en o

ne s'annulant pas pour ¢ = Oy.

La valeur propre op est dite demi-simple si k = %, simple si
k = 1.

Certains des résultats de 1l'étude qui suit ne sont vrais que pour
des valeurs propres simples ou demi-simples ce qui est le cas des problémes

du laser avec ou sans absorbant saturable intracavité.

c) Le probléme adjoint.

Le probléme adjoint est une autre fagon de traiter le probléme

linéaire (ANI-8) en utilisant 1'opérateur adjoint Lg(u) défini par :
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a

a, *
(ANT-11) V’x bi et y bg < x, Lo(u) L y>= <L0(u) . X,y >
1 2

dans cette éguation < > note le produit scalaire défini par
(ANTI-12) < x,y > = x.y = a; a, + by b2 + ¢ ¢
le surlignage désigne la conjugaison complexe.
On obtient -alors :

* T N T . . '
(ANI-13) Lo(u) = Lo(u) ol Lo(u) est la matrice transposée de Lo(u).

L:(u) et Lo(u) admettent les mémes valeurs propres op- Les

3* *
vecteurs propres ty. de Lo(u) sont définis par 1l'équation spectrale :

3*

~ 3+ -3 -
(ANT-14) L (w) gy = o Ty

avec la condition de normalisation :

5 L]

(ANI-15) <ty Tp> = 8p5 8,4

Neous aurons besoin de ces vecteurs powr construire la solution

sous forme d'une série.

IT - BIFURCATION EN UNE SOLUTION STATIONNAIRE.

I1-1. Perte stricte de stabilité,

On suppose qu'en u = 0 la solution stationnaire u(u,t) = O
devient instable et bifurque sur une autre solution stationnaire u(u,t) = u(u)

qui vérifie les conditions :

3
# 1a condition d'orthogonalité des sous-espace propres < Typ0 & Jj> =0
pour I # J est toujours vraie. En revanche la condition de normalisation
a 1l'intérieur du méme sous-espace propre n'est vraie que si 1 est simple

ou demi-simple.
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(ANI-16) u(o) =0, u(u) #0 pour u #0

Cet énévement arrive lorsqu'une et une seule valeur propre 94
du probléme linéaire s'annule en u = 0, les autres gardant leur partie

réelle négative, ce qui exclut tous les problémes polycritiques.
En posant OI(u) = CI(u) + 1 nI(u)

On a : Cl(o) = nl(o) = 0, cI(o) <0 pour I #1

dcl(u)

1
On pose Ei(o) s | —g

u=0

La condition ci(o) > 0 est une condition de perte stricte de stabilité .

Cette condition est généralement remplie.

Si la valeur propre % est simple, on montre que
(1,1) *
1 — 3
gjlo) = < £ (olgy)s gy >

I1 - 2. Construction de la solution stationnaire bifurcante.

Nous supposons que 9y est simple et posons :

(ANI-17) e(u) = < ulu), Cr(u) > (e =0 si u § 0) wu(u) est

la solution stationnaire.

On cherche la solution stationnaire non nulle pour B > 0 sous

forme d'une série en ¢

A
w(e) | net u_(e)

e est la projection de la solution sur le mode instable. Le

0~ 8

choix de ce parameétre traduit le fait qu'au voisinage du point de bifurca-

tion la nouvelle solution est 1'évolution adiabatique de ce mode.
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L'équation d'évolution de u(k) conduit au systéme d'équations

e(1,1)
u,u

(ANI-18) fu(olun) +nw (olul) +k =0

ou kn dépend des termes d'ordre inférieur a n.

1 On a de plus les conditions de normalisation issues de (ANI-15 et 17)

*
(ANI—19) < u % > = 6n1

1}
fa

La solution & l'ordre un est immédiate : u

Aux ordres supérieurs on utilise le théoréme de solvabilité

suivant qui, appliqué a l'ordre n, permet de calculer Y

»,

1'équation fu(o]un) = g est soluble si et seulement si <g, c{> =0

11-3. Stabilité de la nouvelle solution.

La stabilité des solutions émergentes est donnée par le signe de
la quantité ¢ g% (figure (ANI-2) ).
du

- si € ey > 0, la bifurcation est supercritique : la solution

émergente est stable,
) du ‘o . .
-si ego < 0, elle est sous-critique et la solution émergente

est instable.

I1 convient donc de pousser le développement précédent jusqu'a

l'ordre m + 1, m étant 1'ordre pour lequel M= 0 et Ml #0
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£ r cA, &4
S
s
N s
N
\ 1’4 3 u
s u ] s / U u,’ U
A {
s
s Qv ‘ \
- Supercritical bifurcation - Subcr.ilical bifurcation Two-sided (transcritic)
on one side on one side bifurcation
s : stable u: instable

Figure ANI-2 : Les trois types de bifuractions

(d'aprés Ioss et Joseph [29]).

II1- BIFURCATION DE HOPF

I11-1. Le probléme linéaire.

La bifurcation de Hopf correspond au cas ol la partie réelle

d'une paire de valeurs propres conjuguées s'annule et change de signe :

(ANI-20) Cl(o) =0 ; nl(o) = w Cn(o) <0 pour n #1

o

Au point critique une solution harmonique de pulsation ®y prend

alors naissance.

Le probléme spectrale s'écrit

i}

(ANI-21) i“o T, = fu(olgo) avec ¢ CI(O)

*x®

<%

iy 7

4

3¢ 3 -3
) l;o = fu(ol CO ) et ¢

(o)

i

[

(o)
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les conditions de normalisation sont :

3
(ANTI-22) ST Eg =1 5 <, T > =0

. e e 3o de
On suppose stricte la perte de stabilité : Re ( ™ )u=o = ( = )u=o >0
Pour uw > 0 1l'équation (ANI-21) permet d'écrire

30 : 3L 3 (1,1)
(350, o +ing (32) =€ (o ()« o)

(ANI-23) et donc ( %% )

- (1,1) *
= < fu’u (0140), g, >

[11-2. Développement en série.

On définit [29] 1le produit scalaire dans 1'espace des fonctions
201 - périodiques par :

20
pour tout vecteur a(s) et b(s) = [a(s), b(s)] = [ <a(s), b(s)>ds"

o]

=1
o= Ll

Soit w(u) 1la pulsation de la solution émergante (w(o) = wo)
On se ramene aux fonctions 271 - périodiques en posant :
(ANI-24) s(u) = w(u) t

On introduit alors les vecteurs :

1 3¢ 1 #*
(ANT-25) Z = &*S t, 3 2 = eS¢

qui, compte-tenu de 1'équation d'évolution (ANI-3) du probléme linéaire,

vérifient les relations :

(ANI-26) JO(Z) =J, (z') =0
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ol I ) == wg -%é + £, (ol")
Ji(') =u o * £ (o]*)

L'équation (ANI-23) se réécrit en fonction de Z et 7

(ANI-27) (3= ), = [fﬁf;l) (0l2), 2]

(o]

On introduit le paramétre ¢ = lu, Z'] et on cherche les
solutions 21 - périodiques u(s,e) = u(s+20I, ¢) vérifiant les conditions

initiales en fonction de ¢
(ANI-28) wu(s,0) = 0 ; w(o) = Wy u(o) = 0

u(s,e) est solution de 1'équation d'évolution :
(ANT-29) w(e) —d;‘-‘;(i—:-ﬂ- - £ (u(e), uls,e) )

qu'on développe en puissances de ¢ en posant :

()) ® ()
(ANI-30) B(f)e- w = 7 & 32 >
u(e) n=1 o

et qu'on projette sur chaque ordre avec les conditions de normalisation
tirées des conditions (ANI-22)

(aN1-31) [u,, Z1l=1; [u,2)] =0 si n>1

n

On obtient alors un systéme d'équations du type

1 (1,1) -
(av1-32) I (u) -nw == +nu £,n  (olu) +R =0
ou R dépend des termes d'ordre inférieur & n-1.

n-2
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w4 et LY sont déterminés en utilisant la condition de

solubilité suivante appliquée a (ANI-32) :

Soit 1'équation Jo(un) = g(s) = g(s+20). Cette équation est
soluble pour u 20 - périodique si et seulement si :

(ANI-33) [g,2'] = lg, 21 =0

Dans le cas ol g est réel, cette double condition se réduit a :

(g,27] =0

On montre a l'aide de ce théoréme que les termes impairs vérifient :

(ANT-34) “2n+1 T Y2ne1 T 0 n€R

I11-3. Stabilité de la solution périodique (théorie de Floquet).

Soit v(t) une perturbation de faible amplitude de la solution

périodique trouvée. On pose :

(ANI-35) s =w(e) t ; v(s) = eY(e)S z(s) ;5  z(s) = z(s+2n)
v(e) est appelé exposant de Floquet
L'équation de stabilité linéaire de v s'écrit :

v = flu,u+v) - f(u,u) ~ £, (u(e), uls,e) | v)
(ANT-36)

soit y(e) z(e) + w(e) g% = fu (u, ulv)

La solution de cette équation est donnée par un théoréme de facto-~

risation (28] qui nous apprend que 1'exposant de Floquet s'écrit :

(ANT-37)  v(e) = - 22 [ (25 e+ o(c?) ]
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Dans ce cas les résultats trouvés sur les bifurcations
stationnaires s'appliquent encore ici puisque, la perte de stabilité
] . .
étant supposée stricte, ( 3% )o > 0 et le signe du coefficient %% = 2u2 €
détermine la stabilité de la solution :
- la solution est stable si u, > 0 (bifurcation supercritique)

- instable si u, <0 (bifurcation sous-critique).

Rappelons qu'il faut projeter jusqu'a l'ordre 3 pour calculer

ce coefficient.



ANNEXE 11

ETUDE DES INSTABILITES LASER DANS
LE MODELE A DEUX NIVEAUX
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I ~LE LASER-SANS ABSORBANT SATURABLE.

I-1. Introduction.

Un article de Casperson [36] fait 1l'historique des expériences
et théories sur l'instabilité dans le laser sans absorbant saturable et

nous nous contenterons d'en tirer les quelques points les plus marquants.

Cette instabilité avait été prédite dés 1959 par des auteurs
russes et notamment Orayewskiy[37] pour le cas des masers dont les équations
de base sont identiques a celles des lasers. Le premier laser & rubis réalisé
par Maiman [38], en 1960 montrait des oscillations irréguliéres mais il est
difficile d'attribuer celles-ci a un effet simple compte-tenu de la dispersion

des paramétres et de 1l'oscillation multimode.

Pour expliquer les oscillations du laser A rubis Statz et de Mars
[39] ont établi en 1960 un modéle de rate équations ol la polarisation
n'intervient plus. Un tel model ne présente d'ailleurs aucune instabilité,
il est nécessaire d'utiliser un modéle i trois équations comme 1'ont fait
Grasyuk et Orayeskiy en 1964. De nombreuses études numériques et théoriques
ont été entreprises, notamment par Risken et Numﬁedal[6}, Casperson [7-8],
Hendow et Sargent III [9]. Mandel [1-3] en a donné une étude analytique en

utilisant notamment la théorie des bifurcations.

1-2. Les équations.

» Nous nous contenterons dans cette annexe de préciser comment le
désaccord en fréquence ou 1‘'inhomogénéité du milieu modifie le critére de
stabilité (AI-12) des solutions stationnaires. Dans un laser en élargissement
homogéne, les instabilités n'apparaissent que pour des conditions expérimen-

tales actuellement inaccessibles.

Nous donnons ici l'étude réalisée par Mandel sur un laser en

anneau. En adoptant ses notations le systéme (AI-6) s'écrit :
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—(—g-E+K)'E=NP
(ANTI-1) (& +v,) P=lglDE
d
_(E'E +Y//)D=Y//0—4PE

oi. E est l'amplitude du champ en unités réduites, P 1la partie imagi-
naire de la polarisation, D 1l'inversion de population, «k la constante

de relaxation du champ.

L'intensité réduite est I = SEZ,

ou S est le paramétre de saturation.

ik
(ANTI-2) s = 4el
Y// Y.L

le parametre de pompage est :

2
(ANII-3) A= %— =.§$§lz_2__ ou o est l'inversion de population en
t L

champ nul, 9 l'inversion de population au seuil d'oscillation, N le
nombre de molécules actives et g la constante de couplage entre le milieu

et le champ.

Les solutions stationnaires de ce systéme sont :

0 stable pour A < 1
I=1I = A-1 stable pour A >1

Le second seuil d'oscillation du laser (AI-13) au-dessus duquel

la branche I+ devient instable s'écrit :

<+ 3ty

K
(ANTZ-4) Ac Ty K=Yy ~ ¥,
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Si on tient compte de la phase ¢ du champ, du désaccord entre
la fréquence de résonance de la cavité v et la fréquence centrale du

profil de gain w et de 1l'effet Doppler, le systéme s'écrit alors [2]

(. =
( ol k) E=N P(v,t) dv
§ E =-§ - 0(v,t) dv
(ANTT-5)  } (S5 + v Qv,6) = - 8 v, P(v,t)
(S +v,) P(v,t) = v, 8 Q(v,t) + E D(v,¢)
v ( g—t- +vy ) D(v,t) = Yy a(v) - 4 E P(v,t)

ol Q est la partie réelle de la polarisation, § = o Y HE 2 -9 ¥ gy

Les solutions stationnaires de ce systéme sont

(

5 = cste
i _ +* a a(v) g . - Iglz N
= T Is 22(%) v ou a =% .

f oo

e a o(v) A(;) dv
j= 1 + I + Aa7(v)

1+ a2%(v)
(ANII-6) < D(v) = o(v)

1 +71 + Az(v)

P(v) = o(v) Ez |
1 +I+a%(v)
o(v) = - ag(v) A(v) E

{ 1 +1+ Az(v)
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I-3. Influence d'un élargissement inhomogene.

Pour déceler 1l'influence d'un tel élargissement on considére
. |
la cavité accordée sur la fréquence de résonance des molécules : ¢ = w = v,

et la raie élargie par effet Doppler :

g V)Z

u

(ANII-7) a(v) = exp (-

urll
On montre alors [2] que dans la limite de 1'effet Doppler infini
(u + ») une bifurcation de Hopf n'apparait que dans une mauvaise cavité
pour laquelle les constantes de relaxation des variables moléculaires sont
trés petites devant la constante de relaxation du champ.

En posant v, = Yy o= y cette bifurcation apparait pour

(ANII-8) I ~

ol

X
K

A=

et donne naissance a4 une solution harmonique de pulsation ¢ =

On notera que 1l'intensité critique IC est ici réalisable
puisque « >> y . C'est pourquoi le socond seuil d'oscillation n'a été
étudié expérimentalement par Casperson [7] que dans un laser & Xénon en
anneau pour lequel 1'élargissement inhomogéne est important : (le rapport

des élargeurs. Doppler et homogéne est de 1'ordre de 30).

1000,

J_riiai

sl

10

el

v

1.0

001 Q.01

Figure ANII-1 : d'aprés Minden et Casperson [20] seuils d'instabilité pour

le laser a xendon 3 différentes pressions. t, est le temps

1

de vie des photons dans la cavité tc ==
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La figure (ANII-1) est une courbe théorique calculée par
Casperson pour le laser a xénon. On vérifie que si on augmente la pression,
et par conséquent 1l'élargissement homogéne, 1'instabilité n'apparait que
dans des cavités de plus en plus mauvaises dans lesquelles le temps de vie
des photons diminue, et pour des inversions de plus en plus élevées.
On vérifie aussi que dans tous les cas cette instabilité n'apparait pas

dans une bonne cavité.

I-4. Influence d'un désaccord en fréquence.

On suppose l'élargissement homogéne et w # v . L'intensité
stationnaire est alors [3]

(ANII-9) I=A-1- 52

La figure (ANII-2) donne le résultat trouvé par une analyse de
bifurcation sur cette branche stationnaire : le domaine d'existence de
1l'oscillation hmarmonique est inchangé : il faut que « > 2y. En revanche
un désaccord suffisant stabilise cette oscillation qui n'était stable que

pour « > 33y lorsque toutes les fréquences étaient accordées (figure A-4).

19, -
: STABLE
= i
N E
2
Tlwd
- -d 1]
- | =
» -,
< 135
2 1 osmes
L : 1 0
e 2 s xak/§
Figure (ANII-2) : existence et stabilité des solutions périodiques de

faible amplitude émergeant de la solution I+ pour

a = 100 (d'aprds Mandel et Zeghlache [3] ).
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Malheureusement la figure (ANII-3) montre que lorsque § augmente
l'intensité critique 3 atteindre pour obtenir 1l'instabilité augmente aussi |

ce qui donne des conditions encore plus difficiles a atteindre.

Figure ANII-3 : Valeur critique de - ‘
l'amplitude du champ au-dessus de laqué
la branche I+ est instable en fonctié
du désaccord en fréquence pour a = 100.

Les courbes en pointillés correspd
dent a4 des bifurcations sous-critiques

instables, les courbes en traits pleins

a des bifurcations supercritiques stabl

D'aprés Mandel et Zeghlache [3].

11 - LELASER AVEC ABSORBANT SATURABLE INTRACAVITE.

11-1. Equati ons d'évolution.

Un laser avec absorbant saturable intracavité (L.S.A) se compose
d'une cavité résonante contenant deux cellules : l'une active dans laquelle
1'émission laser a lieu, l'autre passive, remplie d'un gaz dbsorbant plus

saturable que le milieu actif.

Les premiers traitements du L.S.A. dans le modéle a deux niveaux
[231(49] étaient essentiellement numériques car on tenait compte d'un élar-
gissement inhomogéne par effet Doppler mais une étude analytique poussée
peut &tre entreprise dans le cas d'un élargissement homogéne [50]. L'étude
de bifurcation peut étre menée sur les solutions stationnaires [32] et [34].
Cette procédure a l'avantage de mettre en évidence le rdle des différentes
approximations du modéle [51]. Nous résumons ici les principaux points de

cette étude.
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Le systéme total comprend trois équations de plus que celui du
laser sans absorbant intracavité : deux pour la polarisation et une pour
l'inversion de population dans 1'absorbant. En supposant égales les fré-
quences de résonance de la cavité et de gain des milieux : v = w = u,

ce systéme s'écrit

( = +«) E{(t) =N P(t) + N P(t)

E(t) o(t) = N Q(t) + N Q(¢)

a6 L) k) = - e(e) P(t)

(S +v.) P(E) = o(t) Q(t) + lgl® D(&) E()
(ANII-10) ¢4
(%~ Y, ) D) =¥, 0 - 4 P(t) E(t)
(S5 + 70 0(8) = - o(e) Ble)
(& + 7)) Ble) = o(t) B(e) + 1212 B(e) E(e)
d - — - - =
l (aE+Y//) D(t) =~{// o - 4 P(t) E(t)
avec o(t) = %% - v

Les grandeurs surlignées sont relatives a 1'absorbant, les autres

a 1l'amplificateur. Q représente la partie réelle de la polarisation.

On introduit les paramétres suivants :

2
* le paramétre de pompage : A = %—-: —%i%l——i—
t 1

* le coefficient de pertes linéaires par absorption (ce coefficient

est négatif) :
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# le parametre de saturation dans chaque milieu :

2 -2
S = 4 lgl 3 - 4]g]
- 2 - - -2
Yy vi(1407) vy v (187
N » ~ Q=v - Q-v _ 33
ou on a pose A = Y. s A = — avec Q = 3t

Y1
* la paramétre de saturabilité relative de 1l'absorbant et de

l'amplificateur : a =

vl

a > 1 pour un absorbant plus saturable que l'amplificateur.

* 1'intensité réduite en unités de saturation du milieu actif :

I=2S5 E2

Dans 1'absorbant 1l'intensité vaut I = al
Yo

Y 2 -
* les rapports : d=-— , b= (—) , d=

Y

Avec ces notations l'intensité stationnaire I et le déphasage

A du champ sont liés par deux équations :

- 1'équation en intensité :

(ANTI-11) I(1-— - - ) =0
1+4 7 +1 1+ba” + aI
- et 1'équation de dispersion :
-1 - =1
(ANTI-12) Ia (1 + gd + é d ) =0
1+47 + I 1+bA” + al

on retrouve les équations du laser sans absorbant en posant A = O.
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11-2. Solutions stationnaires.

Le systéme (ANIT-11 et 12)

solutions normales qui oscillent a la fréquence de la cavité résonante et

admet deux types de solutions : les

pour lesquelles 4 = O, et les solutions anormales qui oscillent 3 une

fréquence différente de celle de la cavité : 4 # O et qui sont dues a

une dispersion anormale causée par l'absorbant [19]. Ces derniéres solu-

tions n'apparaissent pas dans un laser sans absorbant pour lequel les

équations précédentes se réduisent a :

I(1 -

A
——gr—— )
1+ +T

=0 et

-1 ;

%‘ 3 8

Ia (1 + A‘zi ) = 0
1+A7+T

et dans ce systéme une solution I # O de la premiére équation entraine

A

les

0 dans la seconde.

Les solutions normales sont au nombre de trois :

I=1I, = %5 { a(A-1)-(-A+1) i[(a(z-\—1)-(_Z*H-1)).2 - 4a(-A+1-A)]

+

-

}

Si 1'absorbant est moins saturable que 1l'amplificateur, (a < 1),

seules solutions possibles sont (figure ANII-4)

Lst

I

=1 existe pour tout A

I=1 n'existe que pour A > 1 - A

Figure ANII-4 : Solutions stationnaires
normales dans le cas ou a <1

d'aprés Arimondo et al. [17].
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Si 1'absorbant est plus saturable que 1'amplificateur mais pas trop :

1 <ac< 1 - A les solutions sont les mémes mais la concavité de i
A courbe est maintenant tournée vers l'axe I (figurel
(ANII-5). |
Is,A Figure ANII-5 : solutions statig
naires norgales pour le cas |
1 <acx< ifé d'aprés Arimondo et
A
Ael ;~=;
Si 1'absorbant est beaucoup plus saturable que l'amplificateur : a > 1-4

les trois solutions existent et donnent naissance a une bistabilité entre

les solutions I et I comme le montre la figure (ANII-6) (La solution

I est toujours instable, elle est en pointillés sur la figure).

A Figure ANII-6 : solutions static
Lo naires normales dans le cas
-~ > 1-A
A
“ : I_ est en pointillés. D'aprés
: Arimondo et al.
i
.
b
1 I
- . ol
T 1 e
X+/a ;91 A

I =1, existe pour tout A
= I+ existe pour A > —= ol X =a-A-1+2vA(1-a)
X -

= I existe pour —§ <A<1-A
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Les solutions anormales sont au nombre de deux qui oscillent
a des fréquences différentes et ont la méme intensité. Leurs propriétés

sont étudides en détail dans la référence [32].

Leur intensité vaut : I = T = f(a,b)

et leur fréquence est dennée par Az = Xi = f(b,a)
on a posé f(a,b) = E%B { b~1 + (a-d) | - A + % b 13
d(d+1) d(d+1)

Ces solutions n'existent que si la polarisation nelaxe plus vite
dans 1l'amplificateur que dans l'absorbant (b > 1) et uniquement sur le
domaine A(1) < A < A(3) (figure ANII-7).

d(d+1) d+1

ou A(1) = (1-A) A4 * an (d+d+1)
d(d+1 - A
ot a(3) - At L2 . Ay
d-d d(d+1)
N 4"
En A(1) ona I =0 mais a, == b # 0
tandis qu'en A(3) Xi = 0 mais
Y .2 -2
*I1=1I si A+ (a-1) AC > 0
* f = I+ dans le cas contraire.
On a posé AC = Qigill

d -d
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Figure ANII-7

solutions

Ies Ii’
A>o, A<A
c
)
I existe pour
I+ existe pour
I_ existe pour
avec A(L) =
A(2) =
A(3) =

: d'aprés Erneux et Mandel [32]

<

"J ~
I dans le cas ou :

0 b>a>1, A+ (a=1) K
A(1) < A < A(3)

A > A(2)

A(2) < A <.A(4)

- d(d+1) d(d+1 -
(1-A) a(asl) + 3(del) (d+d+1)
=, A(4) = 1-K

a(d+1) [ l=a _ A ]
a d-a  d(d+1)

: domaines d'existence des

>0
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11-3. Réductions du modéle et stabilité des solutions stationnaires

11-3.a) Stabilité des solutions dans le modéle a 8 équations.

* La solution I est stable pour A < A(1) et présente en
A = A(1) une bifurcation de Hopf supercritique ou sous-critique suivant

la valeur de A.

En A(1) 1la pulsation de cette solution vaut :

mc=r(d+a+da-A(1)d-Aa)

La branche I, présente une autre bifurcation vers la solution
I en A=A(4)=1- A. Lorsque A = Ac on a A(1) = A(4)

¥ La branche I_ est instable.

N
* Mrugala et Peplowski [35] ont montré que lorsque I se raccorde

N

a I, cette derniére branche présente une instabilité de phase pour A < A(3)
qui donne naissance & une bifurcation de Hopf et ce pour tout rapport d.

Ainsi, contrairement a ce qui se passe dans un laser ne contenant pas d'absor-
bant, le L.S.A. peut présenter une instabilité & faible intensité en élargis-

sement homogéne .

Pour a~1 >b +d, il existe pour toute valeur de A une valeur

critique du paramétre de pompage au-dessus de laquelle I+ est instable.

Pour b>1 et |A| grand, I, n'est pas stable
Pour a'l <b +1 I+ est stable pour A~ 0 et instable dans
un intervalle [AS’ Agl  si A est grand.

Les domaines instables [35, 52, 53] peuvent étre des solutions
périodiques ou chaotiques. Des solutions chaotiques apparaissent également
4 basse intensité pour A > 0 [52], c'est i dire si les deux cellules

sont amplificatrices.

La présence d'attracteurs étranges n'est pas surprenante puisqu'on

peut établir (53 et 54] une analogie entre le L.S.A. et l'instabilité
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convective dans un liquide a deux composants chauffé par le bas (instabilité
de Rayleigh-Bénard).

")
¥ La stabilité de la branche I n'a été déterminée que numérique-
ment. Toutefois on peut montrer que A(l) est aussi un point critique pour
N
I car deux valeurs propres du probléme linéaire s'annulent, mais la bifur- '

cation n'est pas de Hopf.

11-3.b) Réduction du modéle.

Lorsque la cavité est accordée : vV = @ = W, on peut ne pas tenir‘
compte de 1'équation de dispersion ni de la partie réelle de la polarisation
Dans cette approximation on perd la solution anormale } mais pas les point
de bifurcation sur Io et I+. Le tableau ANII-1 montre que le diagramme

de bifurcation des solutions périodiques est, en revanche, modifié.

solution modéle 3 8 équations modéle a 5 équations
I A< 3,788 A< 3,788
I+ 4,2005 < A < 6 ou plus 4,2005 < A < 6 ou plus
1 3,788 < A < 3,805 .
harmonique f 3,86 < A < 3,94 3,788 < A < 4,02
harmoniqueg- >< 4,02 < A < 4,0215
pulsée 3,92 < A < 4,45 3,975 < A < 4,445
tableau ANII-1 : domaines de stabilité des différentes solutions

dans le modéle & 8 équations et sa réduction a

5 équations. D'aprés Mandel et Erneux [51]

X indique que la solution n'existe pas dans le
modéle considéré. Les paramétres valent

d =10, d = 2, Yy = 0,1 «, ?// =0,lk,4 = A =0,
a =5, A = 3,4375.
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On peut encore pousser plus loin les approximations et éliminer
adiabatiquement les polarisations lorsque d et d tendent vers 1'infini.

On obtient alors le systéme de trois équations suivant :

x(-1+AF +AF)

2
—d//(l-F~Fx)

a” (1 -F-afF x2)

(ANTII-13)

ey e
I

-

ol on a posé x=/§E, D=0F,13=3F et d// =Y///'<, a// =;///l<

-

1'unité de temps est « ol « est la constante de relaxation du champ.

Dans ce modéle on.perd le point de bifurcation A(1l) sur Io’ le
laser s'allume en A(4) sur la solution I,.

La position du point de bifurcation sur I+ est elle aussi modifiée. |
Ce point correspond encore & une bifurcation de Hopf mais instable. Ainsi
perd - on les solutions harmoniques et pulsées, la bifurcation sur I+

correspond en fait 4 la précipitation du laser de I+ sur Io'

¢) Conclusion,

De ce survol rapide se dégage 1'idée que toute réduction du modéle
perturbe profondément le diagramme de bifurcation en modifiant le domaine de
stabilité des solutions, en supprimant ou rajoutant méme certaineé d'entre
elles. La bifurcation étant conditionnée par la partie non linéaire des équa-
tions, une élimination adiabatique ou une simplification modifie celle-ci en
perturbant justement cette partie non linéaire. Un article de Lugiato et al.
[22] montre que la valeur relative des constantes de relaxation n'est pas
le seul critere de validité d'une élimination adiabatique. Celle-ci suppose
en outre que les modes d'oscillation supprimés restent stables sur tout le
domaine d'étude, sous peine de changer implicitement de systéme d'équations,
donc de modéle.




ANNEXE 111

EXPRESSIONS DES INTEGRALES

DU CHAPITRE BIV
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Les intégrales qui interviennent au chapitre B IV dans le calcul
en élargissement inhomogéne peuvent toutes s'exprimer a l'aide de la fonction

de dispersion de plasma :

1 [+m e-tz
z(g) ‘= 7% B r— dt

qui redonne des résultats analytiques 3 la limite Doppler infinie [23] et
qu'on sait programmer pour toute valeur de £. L'établissement de ces expres-

sions est long et fastidieux, aussi nous contenterons nous de donner les résul-

tats. o L m
4+
En posant fm n(e,I,u') = I w(v) ___:___E_ dv
’ - (1+LL,)
mn‘wa Ku
avec 0 = ———— ; oy ==
YR Y
il vient
ao=1 4+ 3 f (e,I,u")
o § 71,1 =
g=f (o,T,u') -2e (o, 2L u)
1,172 § 1,1 7 T80
1_1 > 1y .2 1y o S+l M
d- g [ VI fz,l(e,I,u ) i f3,1(e,vI,u ) 521 f2,2(e’ 6’ul)]
[ 4o £2 e(v) dv
- +
(ANTIV-1) W(v) - - 1 £, ,(e,T,u")
o (1+L£i)(6+vI£+)(1—x+e(v)) G(I-on) 3
2 §A
- B f 1 1 °
§(1-8_x)(v-B3) :z,1(c"’BI"jl ) LT * 3B
J2 ] oI 1 on(v+2B6)
= 2 tz l(e) -g_ 3 u ) - 2 2
§ (1-on)(v-—BG) ’ 8 (I—on)(v-BG)
I
fz’z (@, _\).g' 3 u')
N 3 vl [ 1+LI_%’%23_’:_§)__] f3 2(@)%, u')
8 (v-Ba)(1-on) ’

et des expressions analogues pour 1'absorbant en utilisant les notations

surlignées et en remplacant I par aI.
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On a posé dans (ANIV-1)
v
B = ( i AOX)/(I‘AOX)

le développement des fonctions fm n(G,I,u') donne :
3

AI(G,I) Xl(e,I) A3(G}I) Xg(eJI)
EI,I(G’I’U") = 2 - VA ( o ) + = Z( o
A, (9,I) x,(0,I) x,(e,I) B
1 1 2 1 1
380w = (S — ) [ 22— 2 (——) -2 1+ ()
xl(e,I)
Z (
u!
A (8,T) x.(9,I) x,(0,TI) B
+(3u‘ )2 -23u, Z( 3u' )-2]+(-£-?-)
x,(0,I)
z (=)
C,(9,1,0) x, (0,1) c, (8,0,1) (e,0)
1 . 1 2 ;) 1 2 1 3 3 , )(1 3
7 fZ,I(G’I’u ) = u' Z u! ) + u! Z u! )
c,(0,1,0) x.,(9,I) Cc,(8,0,I) x,(9,0)
+ “3'——"'1—"_ Z ( 3 T + 3 T Z ( 3 ! )
u u u u
[ x,(0,1) x; (8,1) | Ae,1) ?
£ 9,I,u') = D.(e,I,0) [-2 - Z -2 ———
3,2( u') i=¢§,13 5 ( ) = ( " ) =
2
A.(e,1I)) x.(0,I) x.(0,I) x. (e,
1 E (01,0 (A {2 (A ) (2. A
i=1,%3 u u u u
xi(O,Il)
+ i=§1,13 C;(0,I;,Ipn5n0,) 2 ( = )

(11112) = (IJO) et (O:I)

La derniére somme porte sur l'indice i et sur les 2 couples (I,0) et (0,I
Lorsque I, (Pesp.Iz) vaut I alors nl(resp. n2) vaut 2 et lorsque Il(resp.Iz)

vaut 0, n, (resp. n2) vaut 1.

On obtient f3 1(@,I,u') en intervertissant I et O dans f3 2(G,I,u')
3 2
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On a introduit les notations de Salomaa et Stenholm (23]

L .
2

x,(8,I) = (¢ + d)* ; x3(G,I) = (c-d)%

x;l(G,I) = - x,(8,I) ; x;B(O,I) = - xg(e,I)
1
c = 0% - 1 ~-% ; d o= (-i I2 - 4 62 -2 62 I)2
1+<32 + x? 1+92 + xg
Al(e,I) = —Z-a~;;—~ 5 AB(G,I) = - “Z—afzg~——
Adl(eyl) = - Al(e,I) H A_S(G:I) = - AS(@,I)

ainsi que les paramétres :

x;(0,1,) [3(x; (0,1,) % (x;(0,1,) 7]

Di(e,Il’Iz) = Aj(ele)

= ] .
j=t1,%3 [xj..(e,l')-xj(@,12)J2 [xi(e,11)+xj(e,12)}2
O T I Rt b U e e A 2
J=*1,%3 [xi(e’ll) - xj(e:I )] [xi(e’Il) + Xj(@;Iz)J
Ai(G,I) n Ai(e,I,n,m)
En posant : ’ (——— )= 7 m pour n = 1 ou 2
i x-xi(e,I) i,m (x-xi(e,I))

on définit le dernier paramétre :

Ai(e,Il,nl,l) Aj(e,Iz,nz,m)

(1-5 )
m I.1
1£i3 [xi(6,11)~xj(9,12)] 172

Ci(e’Il’IZ’nl’nZ) =

—t {4

J=
m=

Ai(e,Il,nl,l) Aj(e,Iz,nz,m)

m 5i5 %11
x3 (xi(e’Il) ~ xj(ealz)) J 172
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CONCLUSIONS, PERSPECTIVES

Notre étude de 1'approximation des "deux niveaux effectifs"
du modéle a guatre niveaux nous a amené 2 introduire des critéres nouveaux
pour l'apparition d'instabilités sur les branches stationnaires. Celui,
tout d'abord, de mauvaise cavité effective, condition & rapprocher de celle
de mauvaise cavité obtenue sur le modéle a deux niveaux en bistabilité
optique et dans 1'étude du second seuil d'oscillation du laser sans absor-
bant. Ceux enfin de bon absorbant et de bon amplificateur, spécifiques au
modéle étudié. '

Ces notions nous ont permis de comprendre le diagramme de phase
des solutions stationnaires, de cerner les paramétres pertinents du probléme
et de proposer des relations simples pour la position du point haut de

bifurcation.

L'analyse numérique a montré qu'il était vain, en général, d'espérer
obtenir des renseignements sur les solutions périodiques du probléme & partir
d'une étude de bifurcation sur les solutions stationnaires, les oscillations
mises en évidence lors de cette étude ayant bien souvent un domaine de sta-
bilité limité & un voisinage du point de bifurcation. C'est pourquoi 1'étude |
de ces solutions doit &tre menée au deld du point de bifurcation ainsi que 1'on |

fait T. Emeux et P. Mandel sur le modéle & deux niveaux. |

Nous avons ébauché 1'étude du modéle en élargissement Doppler par
1'établissement d'une relation implicite déterminant la position du point
de bifurcation. L'introduction d'une nouvelle approximation : "la réscnance
inéfficace" a considérablement simplifié le probléme et semble plus proche
des conditions expérimentales que le modéle purement homogéne. L'ensemble des
intégrales intervenant dans ce modéle ont été exprimées & l'aide de la fonction |
de dispersion de plasma rendant ainsi la théorie directement applicable pour |

une étude numérique.

Cette étude numérique, par une comparaison des résultats des deux
modéles avec la réalité expérimentale, constituerait la suite logique de ce
travail. Des expériences récentes [24] rendent possible cette confrontation

par le soin avec lequel les parametres ont été déterminés.
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Nous avons signalé que les absorbants a fort coefficient d'absorp:
tion nécessitaient la prise en compte de la dépendance longitudinale du
champ. Il est évident que la considération de la structure spatiale du
champ modifie les solutions ainsi que 1'ont montré Hall et pziura [25] sur |

le modele 2 deux niveaux.

I1 serait enfin souhaitable de déterminer les modifications que
créent la réintroduction des polarisations et des phases perspectives qui

se sont avérées riches de conséquences sur le modéle a deux niveaux [51].

Par ailleurs, les méthodes développées dans ce travail peuvent
8tre appliquées & d'autres systémes laser dans lesquels différentes bifur-
cations ou séquences de bifurcations ont été prédites ou observées. Citons
par exemple le laser avec signal injecté [56], 1le laser avec pompe modulée

[43] et le laser avec pertes modulées [44].
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