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INTRODUCTION. 

Ces dernières années ont vu se développer tout un domaine de 

l'optique non linéaire autour de la bistabilité optique [26, 331. 

L'intérêt pour ce nouveau domaine d'étude est lié, d'une part à l'espoir 

peut-être déraisonné de réaliser des systèmes à logique optique ultra- 

rapide et d'autre part au fait qu'il s'agit de prototypes particulièrement 

simples de sys tèmes thermodynamiques ouverts. LI étude des comportements 

synergétiques de tels systèmes peut alors être poussée tant du point de 

vue théorique qu'expérimental. Ils présentent en effet une grande variété 

de phénomènes dont la modélisation est suffisamment performante pour permettre 

une confrontation heureuse entre théorie et expérience. 

L'engouement pour les effets de bistabilité optique a ramené 

en lumière des études antérieures sur les instabilités des lasers ou 

l'hystérésis des lasers contenant un absorbant saturable. C'est ainsi que 

les travaux de Grasyuk et Orayevskiy [ 5 1 dans les masers et ceux de 

Casperson [ 4 j  sur le "second seuil" d'oscillation du laser ont repris une 

actualité qu'ils avaient perdue. De même le laser contenant un absorbant 

saturable (L.S.A), initialement étudié pour ses possibilités de spectros- 

copie sans effet Doppler, a été réexaminé dans un point de vue synergétique 

avec un accent particulier sur les conditions de bistabilité ou celles 

d'instabilité [41] . Les études théoriques de ce système bénéficièrent de 
l'introduction par Erneu et Mandel [ 3 2 ]  de la théorie des bifurcations qus 

avait montré son efficacité dans le traitement des problèmes de turbulance 

en mécanique des fluides 131 1 . 

Mandel a pu mettre en évidence l'existence théorique de nombreuses 

instabilités dans le L.S.A. sur un modèle à deux niveaux en élargissement 

homogène. Citons la solution "en dessous du seuil" due à la dispersion [ 199 , 
les solutions harmoniques, pulsées ou quasi-périodiques [ 43 1 , [ 51 1 . Des zones 
chaotiques ont même été prédites par Mrugala et Péplowski [351. Ces solutions 

pewent coexister et engendrer des hystérésis ce qui donne naissance à une 

grande variété de comportements du système. 



Toutefois l e  modèle à deux niveaux semble inadéquat à décrire 

correctement la p l q a r t  des molécules gazeuses, l e s  bandes vibrationnelles 

de celles-ci relaxant généralement moins vi te  que les  niveaux rotationnels 

entre lesquels s 'effectue la transition. Une étude approfondie du système I 

à quatre niveaux introduit par Burak e t  al. [151 s'avère donc nécessaire. 

Cette é t u d e a é t é  entrepriseparArimondoet al.. [171 e t  c ' e s t  ' 
dans l a  poursuite de celle-ci que se si tue l a  plus grande partie du travail  

pdsenté i c i .  Un modèle de rate equations sur l e s  niveaux vibrationnels, 

qu'on pourrait qualifier de "deux niveaux effect ifs",  y e s t  étudié tant 

numériquement qu'analytiquement, notannient dans l e  cadre de la théorie des 

bifurcations. 

Il e s t  intéressant de constater des analogies entre l e s  résultats  

de ce modèle à deux niveaux effect ifs  e t  l e  comportement des ins tabi l i tés  

dans l e  modèle à deux niveaux du laser sans absorbant saturable intracavité . 
C'est pourquoi ce t te  thèse comporte une étude du laser  dans un système à 

deux niveaux. 

Cette étude du laser  sans absorbant saturable dans un modèle à 

deux niveaux en élargissement homogène fait l ' ob je t  de la part ie  A .  

La part ie  B e s t  consacrée au L.S.A. Le premier chapitre é tabl i t  

l e  modèle à deux niveaux effect i fs  issu du modèle à quatre niveaux. Le 

chapitre II en étudie l es  solutions stationnaires. Des bifurcations de Hopf 

sont décelées sur celles-ci, bifurcations qui correspondent à une émission 

laser  périodique e t  l a  s t ab i l i t é  des solutions périodiques de faibles rnodu- 

lation d'anplitude es t  déterminée. Le troisième chapitre entreprend l'analysl 

numérique du diagramne de phase du modèle e t  dévoile les  analogies entre ce 

modèle du L.S.A. e t  celui & deux niveaux du laser  sans absorbant intracavité 

Enfin le  dernier chapitre propose un certain nombre d'extensions du modèle, 

notamment une prise en compte de l ' e f f e t  Doppler sur l e  profi l  de gain des 

milieux gazeux. 

La part ie  B es t  ponctuée de pages de couleur résumant l e s  principa 

résultats é tabl is .  



Trois annexes complètent ce travail .  La première présente l e s  

éléments de théorie des bifurcations ut i l i sées  dans l e s  part ies A e t  B. 

La seconde rappelle quelques résultats  obtenus sur l e  modèle à deux 

niveaux du laser  avec ou sans absorbant saturable. L a  dernière détai l le  

l e  calcul des expressions intervenant dans l e  traitement du L.S.A. en 

élargissement inhomogène mené au chapitre BIV, rendant les  résultats  

obtenus dans celui-ci directement ut i l isables pour une étude numérique. 



PARTIE: A 

EXEMPLE D ' 1 NSTAB 1 L 1 TE DANS UN LASER 

SECOND SEU I b D 'OSC 1 LLAT ION 



1 ntroduction. 

Cette part ie  es t  associée à l ' i ns tab i l i t é  qui apparaît dans 

un laser  à £O& taux de pcmpage. Cette instabil i té  n'a é té  t r a i t ée  

analytiquement que récemment par Mandel et a l .  [ 1-3 1 , bien qu ' elle 

fu t  étudiée expérimentalement; par Yariv e t  Casperson [ 41 dès 1972 sur 

un laser  à xenon et. théoriquement par plusieurs auteurs, notamment par 

analyse numérique [ 5-10 1 . 

L 'étude à 1 'aide de l a  théorie des bifurcations [ 3 1 a é té  

effectuée à l a  m h e  époque que cel le proposée dans cet te  partie,  mais 

dans un cadre plus large englobant l e  désaccord en fréquence entre l e  

milieu e t  l a  cavité. Aussi ce t t e  part ie  est-elle à considérer essentiel- 

lement conmie un exemple d'application de l a  théorie des bifurcations à 

un problème de physique des lasers. 

Les méthodes mathématiques ut i l i sées  sont p6sentées plus en 

dé ta i l  dans l'annexe 1. 

Les résultats  obtenus par d'autres auteurs sur l e  modèle à 

deux niveaux d'énergie dans l 'étude du laser avec ou sans absorbant 

saturable sont reportés en annexe II, complétant a ins i  l 'étude de cette 

part ie ,  f a i t e  dans l e  cadre restreint d'un élargissement hmo&ne e t  sans 

désaccord en fréquence. 



C H A P I T R E  A 1 



1 - 1. Le modèle. 

L'établissement des équations es t  déta i l lé  dans [ 11-13] e t  

sera présenté plus amplement dans l a  part ie  B sur l e  modèle à quatre 

niveaux. 

N o u s  considérons un ensemble de molécules en interaction avec 

un champ électromagnétique à l ' in tér ieur  d'une cavité résonante, de 

longueur L modélisées par des systènes à deux niveaux d'énergie entre 

lesquels s 'effectue l a  transition laser  e t  caractérisés par un taux de 

pompage X e t  des constantes de relaxation collisionnelle y // 
l 'inversion de population e t  

yL 
pour l a  polarisation que nous prendrons 

égples : 

conme c 'es t  presque toujours le cas dans l e s  lasers à gaz 

Fig. A-1. : modèle à 2 niveaux 

On s e  limite i c i  au cas où l a  fréquence de l a  cavité vn 
e s t  accordée sur cel le  de l a  transition w. 



de sorte que l e  champ oscil le  à cet te  m b e  fréquence e t  qu'aucun effet  

de phase n'apparaît. Le champ électrique es t  alors rée l  e t  la polari- 

sation purement imaginaire. 

Nous supposerons de plus l ' e f f e t  Doppler négligeable, de 

s o r b  que 1 'évolution d une molécule ne dépende que du temps e t  de 

sa position dans l a  cavité. C e t t e  évolution es t  décrite par l 'opérateur 

"matrice densité1' dans un formalisme quantique. 

Le champ es t  assini lé  à une onde plane monochromatique. D'w-e 

part on néglige tous l e s  e f fe t s  transverses dûs à sa structure gaussienne 

e t  d'autre part on considère faibles l e s  gain e t  pertes, de sorte que 

mis à part  l e  terme d'onde stationnaire, l'amplitude es t  indépendante 

de l a  position. Le champ s ' é c r i t  alors : 

( - 1 )  ~ ( z , t )  = ~ , ( t )  s i n  Kn z cos ott 

N o u s  supposerons de plus l'amplitude lentement variable 

(approximation S.V.A) e t  négligerons en consequence les termes d'ordre 

deux dans l'équation de propagation qui se  réduit à 

où Q e s t  l e  coefficient de qualité de l a  cavité e t  Pn l a  composante 

source de l a  polarisation ~ ( z ,  t )  pour l e  mode considéré : 



La polarisation s'exprjme en fonction des éléments non * 
diagonaux et pba = Pab de l a  matrice densité (* désigne la 

conjuguaison complexe) . 

(AI-4) ~ ( z , t )  = e pab ( z , t )  + cc 

u est l e  moment  dipolaire de l a  t rans i t ion  

Les éléments de l a  matrice densité p 

obéissent aux équations d'évolution suivantes : 

. - - i 
ab 

- (iw + y )  pab + 5 V (pas - pbb) 

- i - - Y  P a a P f i  ('ba - 'ab > +  

i 
obb = - Y pbb + 5 V (pba - pab) 

En développant l 'opérateur suivant les modes propres de 

l a  cavité vide 

p(z,t)  = P (t) cos .vmt  s i n  Kmz m m=o 
v 
m. 

avec Km, = e t  v = w  n 

e t  en u t i l i sant  les deux approximations suivantes : 



. passage dans le référentiel tournant (rotating wave approxi- 

mation) : on néglige pour l e s  cohérences l e s  modes m b n 

'ab ( t )  cos u t  sin Knz 

. approximation du champ moyen (mean f i e l d  approximation) : - 
on ne ret ient  que l a  ccmpcsante moyenne Cao(t) e t  pbbo(t) des popi- 

l a t  ions. 

Après ut i l i sa t ion des relations. (AI-3 e t  4)  e t  en supposant 

constante l a  somme des poprlations, l e  système (AI-5) se réécrit : 

La première équation es t  l 'équation de propagation reliant; l e  

champ e t  l a  polarisation en unités réduites : 

'En x = -  x es t  l e  rapport de l a  pulsation de Rabi uE a la  
hv 

largeur homogène i5y de l a  transition. 

P 
n y O - où N est  1 inversion de population moyenne en 

c h a m p r u l : N = h / y  

n =  e2Fi Q es t  l e  paramètre de pompage qui  mesure l e  gain linéaire 
Fi EOY 

Les deux dernières equations du système (AI-6) sont l e s  équations 

de Bloch & système à deux niveaux. 



u = - Pbb caractérise i 'inversion de popuïation 
N 

-LQu v - 
W 

représente le rapport entre l a  constante de 

relaxation Y du milieu et ce l le  du champ dans l a  
W 

c a ~ i t é  vide . Il t raduit  l a  Mqualitém 

de ce t te  cavité. 

dans une " b 0 ~ e "  cavité K < y/,+ yl e t  v > 2 1 

dans une "mauvaisen cavité ie > y 
I: 

B 
+ y , e t o < v < -  2 

On a u t i l i s6  comne échelle réduite de temps l e  temps de v ie  des 
-1 

photons dans l a  cavité ( K ) . 
L e s  notations employées sont ce l les  de Grasyuk et a l .  [ 5 1 qui a 

é tab l i  l e  modèle. 

1 - 2.  Solutions stationnaires et stabilité linéaire. 

L e s  solutions stationnaires non nulles du système prkédent 

s ' écrivent : 

avec les conditions d'existence : 

ri > l  

v > O  

Ces deux solutions ont l e  même campo&ement aussi n'étudierons 
- nous que l a  solution (x = x+, ys - y+, us) . Notons qu ' il existe i c i  

S 

une symétrie essentielle du système qui ne f a i t  pas différencier valeurs 

positives ou négatives du champ. 



On montre qu'en plus de ces deux solutions existe  une solution 

t r iv ia le  (x  = O, 
1 

s Y s  = O, us = 1)  pour tout  ri et pour v > o. Cette 

solution correspond à l'absence d'émission laser .  E l l e  e s t  s table pour 

ri < 1 et bifurque sur  la solution précédente qui, came nous l e  verrons 

ci-après, est s table  pour ri supérieur e t  voisin de 1 ( f i g .  A-2) . ri sera 

donc le paramètre de bifurcation u t i l i s é  dans notre étude. 

Pour examiner l a  s t ab i l i t é  de l a  solution (AI-7) sous l ' ac t ion  

d'une pe t i t e  perturbation, nous linéarisons l e  système (AI-6) e t  regardons 

l 'évolution de c e t t e  perturbation. S i  celle-ci décroit dans l e  temps l a  

solution stationnaire étudiée es t  asympt otiquement s table,  si, au contraire, 

e l l e  c ro f t ,  l a  solution stationnaire es t  instable. 

Pour ce la  nous posons : 

x ( t )  = Xs + ~ ' ( t )  

(AI-8) ~ ( t )  = ys + Y % )  

u ( t )  = us + u l ( t )  

où l e  vecteur v ( t )  = désigne l a  perturbation, 

En u t i l i san t  l e s  notations de l'annexe 1, le système (AI-6) 

se  réécrit : 

où fu(rilv) =L(r i ) .v  e s t  l a p a r t i e  l i néa i r een  v d e  f(ri ,v) 

- 1 i1 O 

(--IO) i c i  .(ri) = ( vus -v 

V v 
vxs ) 

- z y s  - - X  2 s -v 



F i g .  A-2. Diagramme de b i f u r c a t i o n  de l a  s o l u t i o n  x = 0 .  
s 

C e t t e  s o l u t i o n  e x i s t e  pour t o u t  n. E l l e  e s t  s t a b l e  pour 

n < 1 e t  i n s t a b l e  pour n > 1. En n = 1 e l l e  b i furque  s u r  l e s  

- s o l u t i o n s  xs - xi dont s e u l e  x+ e s t  i c i  représentée .  Ces solu-  

t i o n s  son t  s t a b l e s  au p o i n t  de b i f u r c a t i o n  ( b i f u r c a t i o n  s u p e r c r i t i q u e ) .  



La solution de 1 'équation (AI-9) es t  de l a  forme : 

n t  = v o n  e ~ ( n ) t  

O 1 est l a  solution du polynôme caractéristique de (AI-10). 

Plutôt que d'obtenir l e s  expressions analytiques exactes 

pair 1, on peut appliquer l e  c r i t è re  de Raith-Hurwitz à l'équation 

(AI-11) qui nous permet de déterminer l e  signe des différentes solutions. 

Dans notre cas ce c r i t è re  s'énonce corrnne sui t  : 

Soit 1 'équation : 

On pose : 

S i  tous l e s  coefficients Di ont même signe, alors l a  solution 

stationnaire est stable. 

Nous avons : 

Do = Co = 1 ; Dl = 2 v  + 1 ; D2 = v ( 2 v  + 1) [ ( 2 v  + 1)(1 + v n )  - 2v(\n - l ) ]  
s, 



Ccaiprte tenu des conditions d'existence de x+ mentiomhes - 
en (AI-7), l e  cr i tère  de s t ab i l i t é  pour ces solutions se réduit à 

e t  l e  point critique où l a  solution stationnaire perd sa s tab i l i t é  es t  

donné par l e  paramètre de bifurcation 
ric. 

La condition nc > 1 implique v < f, autrement d i t  ce t te  

circonstance n'apparaît que dans une "mauvaise cavité" où l e  champ relaxe 

rapidement par rapport aux dipôles. La courbe nc en fonction de v e s t  

tracée sur l a  figure ( A - 3 ) .  La valeur minimale du paramètre critique es t  
- 
" c = 14.93. O r  ri es t  directement re l i é  au champ électrique stationnaire 

par l es  équations (AI-7). Il faut donc un pompage for t  pour obtenir un 

champ for t  dans l a  cavité si on veut mettre ce t te  ins tabi l i té  en évidence. 

Pratiquement ce t te  condition est  opposée à l a  condition de mauvaise cavité 

qui tend à maintenir un champ faible dans l a  cavi té .  Ceci explique qu'on 

n ' a i t  jamais vu cet te  ins tab i l i t é  dans l es  conditions du modèle i c i  étudie, 

c'est-à-dire laser monomode, élargissement homogène. On verra en annexe II 
- 

qu'un élargissement inhomogène ramène nc à des valeurs expérimentalement 

accessibles [ 4 1 . 

Pour l a  valeur (AI-13) ch paramètre de bifurcation, l 'équation 

caractéristique s ' é c r i t  : 

dont l e s  racines sont 



Fig .  A-3. Paramètre de b i f u r c a t i o n  c r i t i q u e  en fonc t ion  de v .  

- 
L a  va l eu r  minimale e s t  

c 
= 14.93 = 8 + 2 

Cet t e  courbe montre l e s  deux cond i t i ons  q u ' i l  f a u t  r é u n i r  

pour a t t e i n d r e  l e  second s e u i l  d ' o s c i l l a t i o n  du l a s e r  : 

* c o n d i t i o n  de mauvaise c a v i t é  v < 0.5 

* c o n d i t i o n  de f o r t  ga in  q > 14.93. 

pour < n c  l a  s o l u t i o n  s t a t i o n n a i r e  x+ e s t  s t a b l e  

pour n > qc e l l e  e s t  i n s t a b l e .  



Ces racines remplissent les conditions suivantes qui définissent 

une bifurcation de Hopf : 

une paire de racines complexes conjuguées annulent leur part ie  

rée l le  au point crit ique, l e s  autres racines ( i c i  lo) restant stables.  

Pour un gain ri = ric la solution stationnaire perd sa s t ab i l i t é  

e t  donne naissance à une solution harmonique d'amplitude nulle autour de 

x+ e t  de pulsion wo dépendant du rapport v de l a  largeur homogène à 

l ' inverse du temps de v ie  des photons dans l a  cavité. 

Nous allons étudier l a  s t ab i l i t é  de ce t t e  solution en l a  cons- 

t ruisant  au voisinage du point de bifurcation rlc.  

Dans l e  tableau A-1 sont résumées quelques relations u t i l e s  

pour l a  su i te  de ce t te  étude e t  l i an t  des valeurs caractéristiques du point 

de bifurcation : 

Tableau A-1 : Caractéristiques du point critique. 

- 1 1 + 4 v  - - 
v 1 - 2 v  

i=m 

2 l + v  
w = v(l+vric) = 2 v  

O 1 - 2v 

(2v+l) (l+rivc) = 2v(r ic  - 1) 

2 2 2  
( S v  + 1) wo = v x 

2 2 v - W  = - v -  
v2 x2 

O 2 - 

Valeur cr i t ique du para- 

mètre de bifurcation 

(gain l inéai re)  

valeur du champ au 

point cr i t ique  

pulsation de l a  solution 

oscillante é m e r g e a n t e  

diverses relations 



C H A P I T R E  A II '  

CONSTRUCTION DE LA SOLUTION BIFURCANTE 



I I  - 1. Le problème linéaire. 

NCR~S al lons constem la nouvelle solution d'équilibre (*) 

~ ( ~ , t ) d e l l é q u a t i o n  d'évolution (AI-91 au voisinage! chi point 

de bifurcation pour s légèremernt supérieur à riC, solution qui 

s'annule en i1 = riC. Pcur cela on effectue d'abord une t ranslat ion en 

ri et 1 'on pose : 

u e s t  un pe t i t  paramètre, ce sera notre nouveau paramètre de bifurcation 

l e  poix& de bifurcation étant; défini par u = O. 

Nous al lons construire l a  solution osci l lante comme un dévelop- 

pement en puissances de u que nous al lons réinjecter  dans l 'équation 

d'évolution (AI-9). En développant l 'opérateur E en sé r i e  de Taylor 

au voisinage de u = O, nous pouvons calculer l e s  différents ordres de 

la solution par identif icat ion terme à terme de l 'équation (AI-9). Le 

problème au premier ordre se ramène au problème de s t ab i l i t é  l inéai re  

précédent q u ' i l  est nécessaire de pousser à son terme en calculant l e s  

vecteurs propres associés à l a  valeur propre w .  

Nous al lons donc reformuler l e  problème l inéaire dans l 'optique 

de ce développement en série .  

Le développement de f en puissances de u s ' éc r i t  (c f .  para- 

gr-aphe AN 1 - I I - 2 ) .  

- - 

(*) aucune confusion n ' e s t  possible entre 1 ' écri ture de l a  solution sous 

forme locale u( u, t )  e t  1' inversion de population puisque seule sa  valeur 

à 1 'équilibre us intervient dans l a  su i t e  e t  ne sera jamais explicitement 

u t i l i sée .  



( a - 2 )  f(u,u) = f u  (',O) (olu) + u f 1 2 f ( l , 2 )  
9 u u, l l ( u )  !J * 2 u u, u ( 0 1 ~ )  + .. . 

+ + [ f (2 ,0)  (o lu /u)  + u f 
u,u (2J1) (o lu /u )  + ... 1 

u, 

1 + - [f! 390) 
3! u,u (olulu lu) + .- 1 + . . . l 

1 

f ( 2  Y') ( O  la 1 b) est 1 ' opérateur non l inéa i re  dl ordre 2 dans l e  système 
u, 
(AI-6) . S i  a e t  b sont deux vecteurs quelconques de composantes ( a l ,  

a2 a3) 
e t  (bl , b2, b ) , ce t  opérateur s ' é c r i t  : 3 

f ( 3 y 0 ) ( o l a l b l ~ )  e s t  i lopérateur d'ordre 3, il e s t  nul a i n s i  que tous l e s  
u, 

opérateurs d'ordre supérieur. 

d é f  d~ inc) - f('y0) ( 0 1  0 )  = ~ l n ~ )  - L~~ e t  f ( l > l )  ( 0 1 ' )  = ( 
dn U Y ~ '  u, 

1 n=nc 

A u  point de bifurcation l 'équation (AI-9) s ' é c r i t  a l o r s  pour u 

x- 
En introduisant l 'opérateur adjoint T - 

- Loo l e s  équations Loo 
aux valeurs propres du problème l inéa i re  (MI-4) sont : 



où 
';O 

désigne l e  canplexa conjugué du vecteur propre Co de Loo 

- * * * 
e t  

O 
celui du vecteur propre C o  de Lw 

On obtient 

N et N' sont des constantes qu'on détermine en posant 

- i C  
( AII-7 ) N = N  

i C  
et en normalisant l e s  vecteurs c0  e t  go 

3C 

(AII-8) < C o ,  C O  > = 1 

on obtient a lors  

- 3+ 
O n  peut vé r i f i e r  que co e t  to sont orthogonaux. 



I I  - 2 .  Construction d e  l a  solution bifurcante . 

a)  Développement d e  l ' é z a t i o n  d'évolution a u  voisinaxe du point de  ---- --------- -1-1-------1_------- ---------- 
bifurcation.  ------- 

On d é f i n i t  l e  produit s c a l a i r e  dans l'espace des fonctions 

2ii - périodiques pour tou t  vecteur a ( s )  et b ( s )  . 

On introduit l a  nouvelle éche l le  de temps : s = w ( ~ )  t 

On pose : 
is 3:- 

a 
Z = e  e t  Z = e  is 4 

O 

et on in t rodui t  l e  paramètre : 

a (  E )  e s t  la pulsation de l a  solut ion u ( s ,  E )  . E l l e  v é r i f i e  w (O )  = wo.  

On pose : 

et on développe au voisinage de E = O l e s  fonctions suivantes : 



La défini t ion (AII-11) de E implique l e s  relat ions de 

normalisation suivantes pour u(s, e ) 

Avec ces notations l 'équation d'évolution se réécri t  : 

En u t i l i san t  l e  développement (AII-2) de f ( u  ,u) e t  ce lu i  

(AII-12) de u ,  on obtient l e s  relations suivantes pour l e s  ordres 1 à 3 

en c en identif iant  terme à terme l e s  deux membres de l 'équation (~11-14).  

hl - u1 a5 + u  f ( 1 , l )  
1 u,u 

f ( 2 ' 0 ) ( o l u l ~ u l )  = O (b)  (olu,) + z 
u7 LI 

b) Résolution de l 'ordre 1. 
-------o.---------- 

La solution de l 'équation (MI-15a) e s t  du type : 

Un choix judicieux de l ' o r ig ine  des temps permet de prendre rée l le  

l a  constante C .  D'autre part [ul ,  Z*I = C e t  l a  condition (AII-13) de 



normalisation impose C = 1. 

La solution à l'ordre un est donc simplement : 

i w t  - -i w t 
(AII-16) u1 = to e + <O e 

c) Calcul  de u et- ul. ------ 
La condition de solubilité ( ANL-33) appliquée à 1 ' équation 

(MI-1Sb) de l'ordre 2 s'écrit : 

D'autre part l'inéquation (ANI-23) de perte stricte de stabilité 

permet d'affirmer que : 

>< (1,l) 35 ~e [ f 1 ( u 1 )  z " ]  = Re < f (01~~)) Co > est strictement positif. 
u, lJ u> lJ 



La condition (ALI-17) ne peut être vérif iée que si ul = 0, 

ce qui implique wl  = O et est en accord avec l e  &sultat général (MI-34). 

d) Résolution de l'ordre 2 .  
L_------------c 

l 'équation (AII-15-b) se x-ésum donc à : 

On cherche une solution particulière de ce t te  équation sous 

l a  forme : 

L'équation précédente, compte tenu de la  forme (11-18) de 

f ( 2 ' o ) ( o l ~ 1  lul),  s e  scinde en d a u  équations : 
U,U 

dans lesquelles : O 

En cherchant des solutions de l a  forme : 



on trouve : 

avec 

avec 

La solution de (AII-1 5b) est donc : 

La condition de normalisation (AII-13) impose : 



e )  Stabilité de la solution. ----------------- 
La condition de solubi l i té  appliquée à l 'équation (AIL-15c) 

permet de calculer u2 dont l e  signe détermine 151 s t a b i l i t é  de la solution 

périodique. 

si u > O l a  bifurcation est dits supercritique ; e l l e  est 
2 

stable.  

si u2 < O e l l e  est d i t e  sous-critique ; e l l e  e s t  instable. 

La condition de solubi l i té  se réduit à 

Z + I  = i seule l a  part ie  réelle de ce t t e  équation nous puisque lT , 

est u t i l e  pour calculer u 2 .  

C-e de plus R e  [fL1 ")(O lu1), Z*I > O, seule l a  part ie  r é e l l e  
> u 

du dernier terme es t  à prendre en considération 

où nous avons : 



On obtient a lors  : 

2+i  w 1 [- 3+8v + + +  ] O + O avec g ' = 
O 1+2\)  1 +2 v 2 

Cette équation e s t  bien t rop  compliquée pour ê t r e  résolue analy- 

tiquement et ce malgré l a  s implici té  du système d'équations du modèle à 

deux niveaux, On est donc amené à entreprendre une étude numérique de g', 
c 'est  ce  q u i  f a i t  1 'objet  de l a  sect ion suivante. 



C H A P I T R E  A I I I  

I NTÉGRAT I ON NUMÉR I QUE 



I I I  - 1. Stabi l i té  de l a  solution harmonique.  

L 'expression Re (g' /N2 ) a été évaluée numériquement; pair 

O < v < 4. L e  résultat  e s t  report6 sus l a  figure (A-4). 

A Figure  A-4. 
Cù 
Z 
b W  .) V La s o l u t i o n  harmonique de p u l s a t i o n  
M 
w w au p o i n t  de b i f u r c a t i o n  e s t  s t a b l e  

O 

2 lo rsque  R e ( g 1 / ~ 2 )  > o e t  i n s t a b l e  
2 

l o r sque  Re (g1 /N2)  < O ,  Re(gt/N ) = O 

pour v = 0.03. 

Pour v > 0.03, c ' e s t  à d i r e  sur l a  plus pande part ie  du domaine 

de variation, ~ e ( g '  /NZ ) e s t  négatif e t  donc up  pareillement. La solution 

es t  instable. Elle ne devient stable que pour l e s  toutes peti tes valeurs de v, 

donc pour de très mauvaises cavites ( v  < 0.03) e t  pour des taux de pompage 

extrêmement élevés, condition actuellement irréal isable.  

I I  1 - 2 .  Intégrat ion des équat ions  d 'évolution.  

Le s y s t h e  (AI-6) a été intégré selon l a  méthode de Merson 

(voir l a  part ie  B) .  Quelques résultats  typiques sont présentés sur l es  

figures (A-5) à ( ~ - 8 ) .  La condition i n i t i a l e  a é t é  choisie came su i t  : 



+* 1 . 1  x ( O )  = X+ où x+, y+, us sont calculés pour l e s  

~ ( 0 )  = Y+ valeurs de v e t  ri mentionnées. I 

u(0) = us 

C ' e s t  à d i re  en supposant wie perturbation de 10 % de l a  

valeur du champ dans l a  cavité.  
1 

La solut ion harmonique, lor*sque l e  paramètre de bifurcation ri 

e s t  vois in  de n c ,  e s t  c l a i r e n t  ins table  e t  donne naissance à un at t rac-  

teur étrange ( f i g .  A7 e t  ~ 8 - b ) .  Cet at t rac teur  e s t  responsable du compor- 

tement chaotique du laser au delà du point de bifurcation étudié qu'on 

appelle l e  "second seu i l  d 'osc i l la t ion"  du laser .  

Les f i g w e s  A7 e t  A8 sont caractér*istiques d'un compo~.tement 

chaotique décri t  par Pomeau et Manneville [ 48 1 comme de 1 'intermittance 

de type III, c ' e s t  à dire  une succession de 14gions d 'osc i l la t ions  quasi 

périodiques avec comnutation apparawnent a léa to i re  ent re  l e s  points ITat;trac 

tew-s " de chaque osc i l la t ion  quasi pér~iodique . 



Fig .  A-5. Pour v = 0.49 e t  n = nc * 1.5 
-1 

Evolu t ion  du champ x en f o n c t i o n  du temps en u n i t é  K (a) 

e t  de l a  d i f f é r e n c e  de popu la t i on  u  ( b )  



Fig. A-6. : pour v = 0 . 3  et n = n ,  * 1.01. 



Fig. A-7. : v = 0.3 r ~  = n c  x 1.5.  L ' évo lu t ion  du système e s t  chaot ique  ( a )  

son diagramme de phase e s t  l ' a t t r a c t e u r  de Lorenz ( b )  e t  son 

s p e c t r e  e s t  con t inu  ( c )  



F i g .  A-8.  : Mêmes paramèt res  que précédemment s u r  un i n t e r v a l l e  de temps 

p o s t é r i e u r .  



Remarque : Le changement de variables a s v a n t  : 

permet de mettre l e  système (AI-6) sous l a  forme tradi t ionnel le  du système 

de Lorenz : 

Hassard e t  a l .  [-57 1 ont trouvé que pou1 des valeurs habituelles 

rencontrées en hydrodynamique des pa1-amètres 11, o, b l a  bifurcation de Hopf 

étudiée e s t  toujours sous-critique . 
Néanmoins diverses analyses num61-iques [ 58 et 59 1 confirment l e  

résul ta t  de l a  f igure (A-4) selon lequel l a  bifurcation peut ê t r e  supercritique 

pour l e s  grandes valeut-s du pararnèt1-e o. 

Un développement limité un peu long de l a  formule donnant gl/N 2 

permet d ' a i l l eu r s  de retrouver andytiquement ce résul ta t .  



P A R T I E  B 

$TUDE DU LASER AVEC ABSORBANT SATURABLE 

DANS UN MO&LE A QUATRE NIVEAUX 



Introduction. 

S i  l a  l i t térature  aborde en traitements théoriques sur l e  

laser avec absorbant saturable intracavith (L. S .A) dans le  modèle h 
deux n i v e . ,  e l le  est relativement pauvre en ce qui concerne l e  modéle 

à quatre niveaux [ 15 - 17 1 . Cette étude s 'avère toutefois nkessaire pour 

une meilleure description des résultats exp6rimmtat.a sur l e s  lasers à 

gaz, l e  &&le à quatre niveaux décrivant mieux que l e  modèle à deux niveaux 

l e s  molécules des gaz généralement uti l ishs.  Ce n'est donc pas un hasard 

si l e s  premiers utilisateurs de ce modhle sont des expérimentateurs. 

Nous nous somnes efforcés dans ce travail  de préciser clairement 

l e s  approximations faites afin de fac i l i te r  la canparaison entre les  résul- 

t a t s  numériques e t  expérimentaux. 

La démarche suivie dans cette partie es t  identique à celle 

ut i l isée dans les chapitres précédents. Le chapitre 1 établi t  l es  équations 

du modèle, l e  chapitre II présente l 'étude analytique des bifurcations 

apparaissant sur les  solutions stationnaires, le chapitre III donne les 

résulkats des sinrlations numériques e t  l e  chapitre IV ébauche quelques 

pistes de développements possibles. 



C H A P I T R E  B I  

LE MODÈLE 



1 - Le systéme à quatorze équations. 

Préambule. 

L e s  différents auteurs écrivant directenient les "rate equatioras" , 
ce chapitre a paur but de préciser l e s  diverses approximations tout en 

introduisant l e s  notations uti l isées.  

1 - 1. Le modèle moléculaire. 

On considère une cavité résonante de longueur L (f ig. B-1 ) 

dont l e s  pertes sont caractérisées par un coefficient de transmission T 

e t  où sont placées d m  cellules, l 'une de longueur a ,  contenant un 

milieu gazeux poinpe par une décharge électrique e t  dans lequel s 'effectue - 
l'émission laser, l ' aut re ,  de longueur 8 ,  contenant un gaz absorbant. 

Fig. B-1. Schéma de principe d'un laser avec absorbant saturable intra- 

cavité. La cavité résonante a une longueur L. Ses pertes sont 

caractérisées par un coefficient de transmission T. Elle 

contient une cellule amplificatrice de longueur et une cel- - 
lule absorbante de longueur a .  

Les molécules de chaque milieu, amplificateur ou absorbant, sont 

décrites par u n  modèle à quatre niveaux i1lusti-e sur la  f i-e (B-2) . Deux 
niveaux J e t  JI de population MJ e t  MJ sont résonants avec le  champ 2 ,-l 1 



et responsables de l'émission laser dans l'amplificateur e t  de l'absorption 

dans l'absorbant. Ils sont distants en énergie de A wa. 

Ces deux niveaux sont couplés aux autres niveaux rotationnels 

de la  m & m  bande vibrationnelle consid4rek conme un &semoir unique de 

population M2 pour l e  niveau supérieur et Ml pour l e  niveau inférieur. 

Ce couplage s ' é tab l i t  via une relaxation rotationnelle du niveau 

résonant vers l e  niveau réservoir (resp. du niveau réservoir vers l e  niveau 

résonant) caractérisée par l a  constante yR (riesp Y;<). Ces c e a n t e s  

sont supposées identiques pour l e s  deux niveaux J2 e t  JI, approximation 

raisonnable compte tenu du f a i t  que l a  relaxation Wat ionne l le  e s t  due aux 

collisions, phénanène de thermalisation qui agit  donc de l a  même faqon sur 

chaque bande vibrationnelie. 

Les niveaux vibrationnels relaxent de même avec des conseantes 

Y2 
et y1 que nous supposerons égales : 

Notons que cette approximation es t  moins bien just if iée que l a  

précédente notamment sur des molécules comne CO2 w CH F mais qu'elle 3 
n' est pas de nature à rnodif i e r  grandement les résultats.  

L'amplificateur est  en outre caractérisé par un terme de panpage 

que nous supposerons n'agir que sur l e  niveau vibrationnel M2. 

Nous supposerons de plus que seules l e s  cohérences induites par 

l'absorption ai l'émission entre l e s  niveaux résonants sont non nulles e t  

qu'elles relaxent à l a  même constante 
yR 

que les  niveaux résonants c m e  

c 'est  expérimentalement g6néralement l e  cas dans les  gaz. 



I Figure B-2. : Schéma du modèle à quatre niveaux. 

Les deux niveaux résonants avec le champ Js et J1 sont distants 
l 

en énergie d e d  w a  et caractérisés par des constantes de relaxation 

rotationnelle 
Y~ 

et y i .  Ils sont couplés à deux niveaux vibrationnels 

réservoirs 2 et 1 qui relaxent à la constante y. L'amplificateur est en 

outre caractérisé par un terme de pompage Po qui peuple le niveau vibra- 

tionnel 2. 

L'état de la molécule est alors décrit par l'opérateur densité : 

O& on a séparé les niveaux résonants J2 et J des niveaux réservoirs 
* 1 

2et 1. P (z,v,t~désignelecoaiplexeconjugu6de ~(z,v,t). 

Cet opérateur obéit à l'équation d'évolution : 

où [ 1 désigne le camrmtateur et 1 3 l1 anticonimitateur. P est la matrice 

de panpage. 



O 
les termes P sont Liés aux populations des niveaux à 

1 

1 ' équilibre thermodynamique et Po vaut PZ dans 1 ' absorbant e t  

l e  terme de pompage dans l 'amplificateur.  

ï' es t  la matrice de relaxation des niveaux : 

et H lfhamiltonien de l a  molécule en interaction avec le champ laser  

E(z,t)  : 

avec HJ - H ~ l  
=Ti  w 

2 a 

e t  V(z,t) = - u E(z,t 

ri é tant  l e  moment dipc: 

l a i r e  de l a  t ransi t ior  



En d6veloppant l'équation dlévolution (31-2) on obtient l e  

système d équations suivant : 

Dans lequel l e s  hypothèses sur l e s  constantes de relaxation ont 

é t é  traduj t e s  en posant : 



* >k * K- 
Les popilations à l ' équi l ibre  oJ9, oJ , ,  p2 et p l  sont 

reliées par l e s  équations d 'équil ibre des t$ansf$rts entre l e s  niveaux 

résonants et l e s  niveaux réservoirs (detailed balance) 

ce qui amène à poser dans (BI-3) 

1 - 2 .  L '  équation de propagation. 

Le champ sera assimilé à une onde stationnaire monochromatique 

oscillant à l a  pulsation de résonance un de l a  cavité passive. 

1 -i w,t i w t  (BI-5) ~ ( z , t )  = - (E+(t)  e 2 + E - (t) e vn(z) 

En négligeant tout  e f fe t  transverse dû à l a  structure du champ, 

En supposant l e s  gain e t  pertes l inéaires fa ib les  on négligera 

l a  structure longitudinale du champ de sor te  que E+ e t  E - ne dépendent 

que de t e t  non de z 



I,a décomposition en ondes planes de ce  champ s'écrit : 

avec l e s  relat ions : 

Nous développons de même l a  polarisation P(z,t)  sur l e s  modes 

propres de l a  cavité passive 

(BI-9) P (t) = P+(t )  e t  Pn ( t)  = P-(t) 
*+ - 

pour l e  mode n considéré en (BI-5). 

L a  polarisation se compose de deux termes., un pour chaque cel lule 

Seule l a  composante Pn(z,t)  intervient corne terme source dans 

l 'équation de propagation du mode n 



abs 2 Pn ( z , t )  = - - 
R 

L ' équation de propagation es t  : 

où on a posé K - - CT K représentant l a  constante de relaxation du - 2L ' 
champ d a n s  l a  cavité. 

- i w n t  
Sa ~ ro j ec t i on  sur l e  mode de propagation e s'&rit, en .. .* b 

negl-igeant l e s  termes du second ordre E+, K Et, Pi, un P+ (approximation 

S.V.A, de l'amplitude lentenent variable).  

Cette équation se  scinde en deux équations réel les  : 

* une équation en phase qui régit l 'évolution de l a  fréquence 

du champ [ 18 1 e t  que nous négligerons i c i  en supposant que l e  champ oscille 

à l a  fréquence un, ce qui nous autorise à prendre E+ rée l  e t  P+ imagi- 

naire. Remarquons que, ce faisant,  nais éliminons toutes l e s  solutions sta- 

tionnaires régies par ce t te  équation e t  dues à une  dispersion anormale induj 

par l'absorbant [191. 



* une équation en amplitude : 

a W 

( 2  + 2 ~ )  E(t)  = - P (t) 
E + 

O 

qui, en d t t i p l i a n t  scalairement par ~ ( t )  les deux membres, donne 

l 'équation en intensi té  : 

a 2 
W n 

(BI-12) (= + 2 ~ )  E ( t )  = - 
E ( 5  P(t)  ~ ( t )  - r P( t )  ~ ( t )  ) 

O 

1 - 3. Equations d 'évolution,  

Nous trai terons dans cet te  part ie  l e  cas d'un milieu en élargis- 

sement homogè~e pour lequel l'opérateur densité es t  indépendant de l a  

vitesse. Toutes l e s  équations qui suivent sont valables indifféremment 

dans 1 ' absorbant ou 1 ' amplificateur . 

La cohérence es t  l i é e  à l a  polarisation par l a  relation : 

où c e s t  l e  nombre de systèmes par unité de volume. 
O 

N o u s  développons l a  cohérence sur l e s  modes propres de l a  cavité 

passive 



dé f d é  f 
avec P ( t )  = ~ + ( t )  et  ( t )  = PJ*) 

n+ 

L'équation (BI-13) donne : 

Nous décomposons l 'opérateur densité en ondes planes 

avec, pour le  terme non diagonal du mode n, les relat ions : 

Nous ut i l i serons  I'zpproximation du champ moyen (mean f i e l d  

approximation) qui ne re t ient  des populations que les modes de propagation 

KI = w 1  = O (valeurs moyemes). 

La contribution des cohérences à ces modes vaut : 



La projection du sys the  diéquatiofaa (BI-3) sur les modes KI ,ut 

danne alors : 

Le système complet se compose donc de 14 équations : deux équations 

issues de l 'équation de propagation ; l 'une  de gain l ' a u t r e  de dispersion, 

e t  pour chaque milieu, s ix  équations d'évolution :- quatre pour les popula- 

t ions et deux pour l a  polarisation. 

Le f a i t  de négliger les phases ramène l e  nombre d'équations à 11. 

Nous al lons tâcher de l e  réduire encore a f i n  d'en entreprendre une première 

étude analytique. 

I I  - Réduction du modèle à trois équations 

Nous aUons supposer dans l a  su i te  que l a  somme des populations des 

niveaux résonants d'une part e t  des niveaux réservoirs de l ' au t r e ,  reste 



constante dans chacun des dewr milieux. 

P ~ l  
+ p  = e s t e  ; ~ ~ + ~ ~ = c s t e  

Le nombre d'équations à considérer e s t  maintenant de 7 .  

Il convient, pour poursuivre le  traitemerrt, d 'avoir un o h  

de grandeurdes taux de relaxation. Dans les lasers  à gaz, typiquement, 

La relaxation rotationnelle est généralement beaucoup plus 

rapide que l a  relaxation v ibra t iomel le ,  ce phénomène étant responsable 

dans le laser  infrarouge lo in ta in  de l'engorgement vibrationne1 qui limite 

l ' inversion de population et par conséquent l e  @in du laser. 

Dans ces  conditions une approximation raisonnable dans les lasers  

à gaz consiste à éliminer adiabatiquement dans l e  système (BI-18) l e s  termes 

relaxant à l a  constante yR, c ' e s t  à d i r e  l a  polarisation e t  l a  population 

des niveaux résonants. Cette é l b i n a t i o n  se  f a i t  en dewr temps : 

I I  - 1. Approximation des "rate equarions". 

La première étape consiste à éliminer l e s  cohérences en négligeant 
d 

l e s  termes P (K' ,wl , t )  

ce qui donne : 

Approximation résonante : on ne re t ient ,  pour l e  mode n, que 
l e  teme osci l lant  à l a  pul,sation w - w en négligeant l e  terme oscillant a nJ 
à w + w . On ne ret ient  donc que w '  = - w n ' ce qui  revient à négliger a n 
p+(t)  e t  tous les termes en E ( K 1 , w n , t )  (approximation des axes tournants: 



En u t i l i san t  les relat ions (BI-7 et  16), 1;L vient : 

On obtient alors  un s y s t k  de cinq équations appelées " ra te  

equations" dans lesquelles n'interviennent plus que les différences de 

population. 

Dans ces équations les termes surlignés sont r e l a t i f s  à l 'absorbant, les 

autres à l 'amplificateur.  



I I  - 2 .  Changement d e  notations.  

On peut introduire dans (BI-22) l a  d a s i t é  de photons 9 e t  

l e s  coefficients d'absorption par unité de 1one;ueur 4 pour 1 'amplifi- - 
cateur e t  4 pour l'absorbant par les relations : 

On tr-availle de plus en populations rée l les  en posant : 

On introduit l e s  paramètres sans dimension : 



et les unités réduites : 

G ( 5 )  représente le coefficient d ' amplification l inéaire 

(dlabsorption) par molécule active de l a  cellule, y i / r R  étant un rapport 

d'efficience du pompage. 

A es t  l e  paramètre de pompage, il représente l e  rapport du coef- 

f ic ient  d'amplification l inéaire de la cavité aux pertes par l e s  miroirs. 

A mesure l e  coefficient de pertes l inéaires par absorption. 

A noter q u ' i l  est choisi de signe opposé au choix habituel dans l e  modèle 

à deux niveaux (voir annexe II) e t  qu!il est donc posit if  dans notre cas 

pour une cavité absorbante. 

s(S) es t  l e  coefficient de saturation de 1 ' amplificateur (absorbant) 

a es t  l e  paramètre de saturabil i té  qui chif f re  l a  saturabil i té  

relat ive de l'absorbant e t  de lfamplificateur: a > 1 pair un absorbant plus 

saturable que l 'amplificateur. 

1 es t  l ' in tens i té  du champ en unités de saturation dans l'ampli- 

f icateur . 



Dans l e s  notations de Lamb [12] on aurai t  : 

En introduisant l e s  fonctions de saturation : 

e t  en travail lant  en temps &duit où l ' un i t é  de temps es t  l e  temps de 

vie des photons dans l a  cavité : 

déf 
t ' 2 ~ t  = t 

d é f  
Y ' '/2K = Y l a  même transformation es t  appliquk aux 

8 - 

autres constantes de relaxation. 

l e  système d'équation (BI-22) se réécri t  sous l a  forme : 



I I  - 3.  Réduction à trois équations. 

La seconde éeape consiste à éliminer adiabatiquement l e s  

niveaux résonants. Il vient a lors  : 

e t  l e  système se res t re in t  à : 

C'est finalement aux solutions de ce système que nous al lons 

nous intéresser dans l e s  deux chapitres suivants : 

Rmmquen. : Arimondo et a l .  [17lontmontré qu'une élimination adiabatique 

des niveaux réservoirs dans (BI-28), donc pour yR << Y ,  redonnait l e  

système d'équations du modèle à deux niveaux dans l'approximation des "rate  

e q u a t i ~ n s ~ ~  : 

(BI-31 ) 

d ' (= + 1)  1 = I (G '  A J ( t )  + dl d J ( t )  ) 

d 
(= + Y//) AJ = Y,, ' - Z J ( t )  I(t) 1 

d - - - - (z + Y/)  AJ = YI ( i l  - bJ(t)  a ~ ( t )  ) 
\ 



avec les nouvelles défini t ions suivantes : 

Il est à noter que l a  condition de va l id i t é  (yR << y) de 

ce t t e  éliminationest en contradiction avec l e  choix de yR comme cons- 

tante  de relaxation pour l a  polarisation e t  q u ' i l  convient d'en prendre I 

une autre : 

La condition yR << y e s t  généralement fausse dans l e s  gaz 

ce qui explique pourquoi le modèle à deux niveaux est mal adapté à une 

description quantitative de ceux-ci. 

L e  système (BI-30) obtenu par élimination des niveaux résonants 

est aussi un modèle à deux niveaux ( l e s  niveaux réservoirs) mais dont les 

non-linéarités sont notablement différentes de ce l l e s  du modèle classique 

(BI-31) où les deux niveaux considérés sont les niveaux de l a  t ransi t ion.  

Ce f a i t  va profondément modifier l e  dia~anrme de bifurcation du système, 

sensible essentiellement aux non l inéa r i t é s  des équations. 



C H A P I T R E  B I I  

ETUDE DES SOLUT 1 ONS STAT 1 ONNAI RES 



1 - Solutions stationnaires, stabilité . 

1-1 . Existence. 

Les solutions s tat ionnaires  de (BI-30) sont : 

(BII-1 ) - OU encore 

et Ist e s t  solution de : 

- - - 
On a posé dst = 6 + v Ist e t  dst = 6 + v a Ist 

L'équation (BII-2) étant identique à c e l l e  du modèle à deux 

niveaux, l e  diagramme des solutions s tat ionnaires  e s t  l e  même : 

*pour a c 1 ou 1 < a < - A + deux solutions exis tent  : 
A 

1 = 1 = O ex i s t e  pour tout  A 
O 

1 = I+ ex i s t e  pour A > A + 1 

* pour a > 1 e t  > ( a  - 1)-l  il ex i s t e  t r o i s  solutions : 

1 = 1  = O  
O 

pair a A < X+ 

= I o  1 - 1 = 1  + pour X + < a A < a ( A + l ) .  

I = I~~ I = I+ pour A > A + I  



Puisque l e  modèle à deux niveaux provient d'une élimination 

adiabatique des niveaux réservoirs du modèle à quatre niveaux, il est 

normal de retrouver ces résul ta ts .  

En introduisant l e s  fonctions : 

l 'équation (BII-2) s e  réécr i t  sous l a  forme : 

d ) = O  (~11-4) Ist ( 1 - Agst dSt + A gSt 

qui nous servira par l a  su i te .  

1 - 2 .  Stabilité linéaire des solutions I +  et 1-. 

N a i s  al lons  suivre l a  même démarche que dans l a  part ie  A .  

Pour ce la  nous posons : 

où le vecteur v( t) = (::::) - r é s e - e - e - i t e p r t u ~ i o n -  

h' ( t )  
l a  solution stationnaire.  



A es t  not n: paramètre de bifurcation . 
Dans l a  sui te  l ' indice  st sera sous entendu. 

En notation fonctionnelle, l e  système (BI-30) e t  l e  problème 

l inéaire s ' écrivent respectivement : 

où L ~ (  A )  es t  1 ' opérateur matriciel suivant : 

On a posé : 

Y - - 
(BII-8) a = - . = Y  - ( A  e t  A m i s  pair e t  dst) 

A ' 
A 

Ces deux quantités représentent des constantes de relaxation - 
"ef fectives" pour l e s  perturbations A ' ( t ) et  A ' ( t ) . 

La solution au problème l inéaire est  cherchée sous l a  forme : 

V = V  e 
O 

It où h est un nombre complexe solution du polynhe caracté- 

r ist ique . 



dans lequel 

- - - - 
(BII-10 = a . + R I  (6y + v a )  - 11 a1 (6 y + v a )  

- -  - 
= L 6 y a I - R 6 y a a T  

avec 

On a u t i l i s é ,  dans l ' éc r i tu re  de a2,  l a  relation suivante t i r é e  de 

(~11-4) . 

L ' application au polynôme ( BII-9 ) du c r i t è r e  de Routk-Hurwitz 

rappelé dans l a  par t ie  A au paragraphe 1-2,  montre qu'une paire de r a c h  

complexes conjuguées A +  annule sa part ie  réel le  lorsque l a  condition suivi - 
t e  est  remplie : 

La troisième racine restant négative, l a  branche I+ perd sa 

s t ab i l i t é  par une bifurcation de Hopf lorsque A = Ac, Ac étant l e  point 

critique solution de (BII-I3), e t  donne naissance à une solution harmo- 

nique d'amplitude nulle, de pulsation w = Al e t  de valeur moyenne I+ 
O 

Une autre  bifurcation, qui n 'est  pas de Hopf , apparaît~qait SUI- 1 

lorsque l a  condition suivante est  vérif iée : 

Cette condition étant dans tous l e s  cas vérif iée après (BII-13) 

e l l e  e s t  sans e f fe t  pratique. 



La dernière condition de s tab i l i t é  t i d e  du cr i t é re  de Routh- 

IIurwitz e s t  que a. doit rester  posi t if .  

dA O r  a. e s t  directement proportininel à 3 . On montre qu'on 

peut éc r i re  : 

L a  constante de proportionnalité e s t  toujours positive e t  

es t  toujours positif  sur l a  bande 1+, de sorte que l a  condition 
dA > O ne génère pas d ' ins tab i l i t é  sur ce t te  branche, alors que - 
dI es t  

toujours négatif sur l a  branche 1-, de sorte que l e  c r i t è re  a, > O n ' es t  

jamais s a t i s f a i t  ; ce t te  branche, comme dans l e  modèle à deux niveaux, est 

instable. 

1 - 3. Stabilité linéaire de la solution I o .  

Pour ce t te  solution l e  problème l inéaire s ' é c r i t  : 

qu'on peut réécrire sous l a  forme : 



avec r-( I-*+x) 

L e  polynôme caractéristique es t  a lors  

dont l e s  racines sont : 

Seul il peut s 'annuler en Ac = 1 + A, l e s  deux autres racines 

restant négatives.0n n ' a  donc pas de bifurcation de Hopf sur  Io mais 
A + l  

une bifurcation que nous verrons ê t r e  vers I+ si a < 1 ou 1 < a < - 
et vers 1 dans les autres cas. e s t  s table  pour A < Ac. 

A 
- Io 

I I  - Equations de  l a  bifurcation s u r  I+ .  

I I  - 1. P a r a m è t r e  de  bifurcation.  

Plusieurs bifurcations de Hopf peuvent exister  su r  une même 

branche I+ mais nous établirons au chapitre B - N  que cetee branche e s t  

toujours s table  à f o r t e  intensi té .  

Nous appellerons "point haut" l e  premier point de bifurcation 

de Hopf qui apparaît lorsque l ' i n t en s i t é  d&roît 

A u  voisinage de ce point nous poserons : 



Lorsque l a  branche I+ est stable à basse intensi té ,  nous 

appellerons "point bas" la première bifurcation de Hopf qui apparaît 

lorsque l ' i n t en s i t é  c ro i t .  Au voisina@ de ce point nous noterons : 

Dans l e s  deux cas ri est un pe t i t  paramètre appelé paramètre 

de bifurcation lorsqu'on reduit l e  problème à sa forme locale autour de 

Ac. Les signes sont choisis dans les définitions précédentes pour que 

l a  bifurcation apparaisse dans tous les cas en u = O,  l a  branche étant  

s table pour u < O e t  instable pour u > O, de sorte  que les calculs 

qui suivent sont valables aux deux points. 

Soit  u ( r i  , t )  l a  solution d 'équilibre cxerchée au voisinage 

de ri = O .  C ' e s t  une solution de pulsation w(u) qui vér i f i e  

Sous l a  forme locale f ( ~ , u )  = f(ri,u) 

et le problème l inéai re  se réécrit : 

du - - d é f  
dt - fU(olu) = L ~ ( A ~ ) . U  = Loo • 

Ac e s t  déf in i  par u = O  w a a  - a  = O  1 2  O 

Dans l a  su i t e  on omettra l ' i nd ice  c ,  toutes l e s  fonctions de 

A précédemment définies, à savoir : 

étant  systématiquement prises en A = Ac. 



Vecteurs propres de Loo. 

La première étape de l ' é tude de bifurcation, après l a  déter- 

mination de l a  position chi point par l 'é tude des valeurs propres du 

problème l inéaire,  consiste à calculer l es  vecteurs propres io de ce 

problème en ce point. Ces vecteurs sont définis par 

3t 3t 
où est l 'opérateur adjoint de Loo, C, l e  vecteur pi-opre de ce 

= O 0  - 
dernier. 

= O  
désigne l e  vecteur complexe conjugué de 

G ~ .  

On obtient l e s  vecteurs : 

On a défini : 

La non nu l l i t é  de x se  traduit  par l a  relation : 

- - -i@ + g e-i6 
( 1 1 - 2 1  i eo  = - (v  P I -  v a  a1) - h 6 e 



qui se décompose en deux relat ions &elles  en s6parant par t ie  imaginaire 

et rée l l e  : 

qui doive& ê t r e  vér i f iées  au point de bifurcation. 

On a u t i l i s é  l a  relat ion (BII-12) e t  introduit  de nouvelles 

fonctiqns de l ' i n t e n s i t é  : 

Les relat ions de normalisation donnent : 

d'après l a  relat ion (BII-23) ces deux vecteurs sont donc orthogonaux 

>L 

Les grandeurs complexes x e t  x puvent  a lo r s  ê t re  déterminées 

en imposant l e s  conditions supplémentaires suivantes : 

qui nous donnent l a  relat ion de définition de x : 



I I  - 3 .  Développement au vois inage du point d e  bifurcation.  

On déf in i t  l e  produit sca la i re  dans l 'espace des fonctima l 

2il - périodiques par : 

d é f  1 
pa i r  touS vecteurs a(s)  et b(s)  [ a ( s ) ,  b(s)  1 = - 

On pose s = w( u) .t e t  on introduit les vecteurs : 

e t  l e  nouveau paramètre : 

a ins i  que les opérateurs 

'I JL 

qui vérif ient  l e s  relat ions : J0(z)  = J ~ ( z " )  = O 

3t. 
Au point de bifurcation u = O, w(o) = w o  e t  Z e t  Z 

représentent le mode instable.  De plus en ce point u = O e t  donc 

E = 0. 

E apparaît donc comme l a  projection de l a  solution su r  l e  

mode instable responsable de l a  bifurcation e t  t radui t  l e  f a i t  que, au 

voisinage du point de bifurcation, l a  nouvelle solution es t  116volution 

adiabatique de ce mode. 



L'équation d'évolution se &écrit a lo r s  en fonction du nouveau 

paramètre E 

On développe au voisinage de c = O l e s  expressions suivantes 

avec l e s  relat ions suivantes ( c f .  annexe 1 )  

Dans ces conditions 110jx5rateur f (u ,u)  s ' é c r i t  : 

L ' opérateur f (n'm) ( 01 ul . . 1 u représentent l a  dérivée m &ne 
u,u - 

n 
en u de l a  dérivée fonctionnelle d'ordre n en u. Elle e s t  symétrique e t  

n - l inéa i re  en u. 



En comparant les expressions (BII-31) au développement en 

sé r ie  de Taylor du système i n i t i a l  (BI-30), on obtient l e s  expressions 

suivantes : 
l 

où LOI e s t  l a  matrice 

- - AI ' !L16 - 9 ' 6  b (  7 ) - c ( - )  
d 

(BII-32) Lot = - ( ~ g > '  - a'  O 

- - (7 a > l  O - a1 

l e  prime désigne dans Lol l a  dérivation par rapport à u .  

[ Y2 = xlxT1 ( - x ! ) + permutation circulaire 
A d 

- 2' - ( 7, = xlxrf  ( - a ) + permutation circulaire 
A 



Dans les deux derniers opérateurs, les grandeurs 

- 
(x  y y , ( X " , ~ J !  , Y f f )  , (x" ' , y'' ' , yr1  ' ) représentent respectivement 

les C O O ~ ~ O M ~ ~ S  de t r o i s  vecteurs quelconques a,b,c. 

L'identification terme à terme des différents ordres en e des 

deux membres de l 'équation (BII-28) conduit au système : 

I I I  - RESOLUTION DES EQUATIONS D E  LA BIFURCATION. 

111-1. Résolution des  o r d r e s  1 et  2 .  

111-1.a) Ord re  1. 

Puisque + i u  
O 

sont des valeurs propres simples de f ( O 1 ) , u 
zéro es t  une valeur double semi-simple de JO avec deux solutions l inéai-  

rement indépendantes Z e t  S SUI- lesquelles on peut développer tout vecteur 

de l f ens&le  nul de JO. Donc : 

C peut ê t r e  choisi rée l  par une translat ion de l ' o r ig ine  des t e m p s .  
I 

D 'autre part [ u , ~ "  1 = C e t  l a  condition de normalisation ( B I I - 3 0  

impose C = 1. 



is mis - 
Finalement ul = e 

O 
+ e co 

III-1.b) O r d r e  2. ------ 
On v é r i f i e  tou t  d'abord que l a  condition de so lub i l i t é  ( c f .  ~ 

annexe 1) s 'applique bien à l a  seconde équation du système (BII-351, 

équation qui dé f in i t  l e  problème à l ' o rd re  2. 

AC 

e t  on a bien [ f (2 '0 '  ( 0 1 ,  lu 1 ,  z ~ ]  = O,  ce  qui e s t  cohérent avec l e  
u, lJ 1 1  

choix w = ul = O 
1 

On cherche une solution par t icu l iè re  de l a  forme 

à l 'équat ion (BII-35-b) dont l a  solution générale e s t  : 

ceis Co 
+ c - 

O 
é tant  l a  solution de l 'équat ion sans second 

membre Jo(u2 = O 

3' 

[uZ,2 ' 1  = C e t  l a  condition (BII-301 impose C = 0. 

is 
En séparant l e s  différentes  puissances de e dans {BII-35.b) 

on obtient l e  système 

- 
(al  f U ( 0 l ~ )  = - d 2 7 O '  ( 0 1  coi co l  u,u 

(BII-36 ) 
1 f ( 2 7 0 )  (b )  - 2 i  wo A + U ( O I A 1  = - - 2 U ' U  {o130tco)  



On a utilisé (BII-19) et (BII-33) et posé : 

on obtient a lors ,  en reportant ces expressions dans l e  système (BII-361, 

on a posé : 
1 

Le r6el  XB e s t  donné par l a  relation : 



dans laquel le  l e s  relat ions ( B E - 1 2 )  e t  (BII -22)  ont é t é  ut i l i sées .  

3 e s t  donné par l a  relat ion : 

1 1  - 
(BII-40 1 ( -  n 2 + h2 -G21x2 = - -  2 u h2 + T  Oh2 

on a u t i l i s é  l e s  défini t ions suivantes : 

k en t i e r  posi t i f  ou nul 

Avec ces  notations l 'équation (BII-21)  qui t radui t  l a  non n u l l i t é  

de co se réécri t  : 

Remarquons que l e s  résul ta ts  précédents s'expriment aisément 
i 

à 1' aide d'une s u i t e  de nombres vi e t  de vecteurs 5 générés c m e  

sui t  par 1 e t  Di : 



On a a lors  des expressions suivantes u t i l e s  pour l a  prograrn- 

mation des fonctions e t  vecteurs : 

I I  1 - 2 .  Condit ion d e  s t a b i l i t é  de  la so lu t ion  ha rmon ique .  

L a  s t a b i l i t é  de l a  solution périodique u(s ,c )  e s t  déterminée 

par l e  signe de u 2  l u i - m ê m e  calculé en appliquant l a  condition de solu- 

b i l i t é  à I ' ordre t r o i s  (équation (BII-35 .c ) ) . 

Cette condition s ' é c r i t  : 

Dans ce t t e  expression : 



L e  calcul donne : 

f(2~0'(~i~ol~) = x 
u, 11 - yag U f  

avec : UA = x 2  [2 ~g (u0 + u l l  + g u s ]  

(BII-47 1 
2  81 = x [2 x2 (üo + Ü l )  + s a  OBI 

B  



D a n s  les expressions (BII-46 à (811-49 1 (8 * désigne l e  
(-) 

complexe conjugué de 'i 

D ' aut re  part  : 

- - A I '  - - 
s e r  - a % !  - h JD e-I@( / ( 

- î e  AI AI 1 + Fi &e (y)!/( 
d 

f(171 1 - (yg) ' + al 3 e - io 
u,u - - - 1P \ 

- (;aa)' + a l  % e-i@ 
6 

dans (BII-50) désigne l a  dérivation par rapport à u qui pourra être 

en pratique l a  pression dans l 'amplif icateur  ou 1' abso~lbant. 

On supposera que l a  perte  de s t a b i l i t é  e s t  s t r i c t e ,  c ' e s t  à d i re  

que R e  cfu (171)  ( O ~ C ~ ) , C ~ >  +C > O, auquel cas l a  s t a b i l i t é  de l a  solution 
Y U  

émergente, d 'après  l a  théor ie  de Floquet, e s t  donnée par l e  signe de u 2  

solution de l 'équat ion (BII-451 que nous reécrirons sous l a  forme : 



où on a posé : 

0 

On obtient a lors  le  système suivant en séparant l a  pa r t i e  

réel le  de l a  pa r t i e  imaginaire dans ( B I I - 5 1 ) .  

La solution périodique es t  s tab le  si u2 > O,  donc si : 

d é f  
(811-531 ag = R e  (hl W - KI PI  < O (bifurcation supercrit ique) 

e t  instable  dans le  cas contraire  (bifurcation sous-crit ique).  

I I 1  - 3. Bifurcation s u r  Io .  

Nous avons vu que l a  branche Io présentait  en Ac = 1 + À 

une bifurcation ve r s  une aut re  solution s tat ionnaire  en annulant l a  valeur 

propre X1 du problème l inéa i re .  

Au point cr i t ique les vecteurs propres attachés à c e t t e  valeur 

propre sont déf in is  par : 



ce qui donne : 

>C 

x e t  x sont déterminés par l e s  conditions : 

- - 
< C o ,  5;  > = 1  

' C  

qui donnent x = x" = 1 

Comme l a  branche e s t  s table pour A < Ac et instable aux delà, 

on dé f in i t  l e  paramètre u par 

2' 

On u t i l i s e  l e  paramètre E = CU, c;;> . Au point de bifurcation 

u = O e t  E = O. On peut a lo r s  développer l e s  expressions au voisinage 

du point de bifurcation en puissances de E 

Un +$ 
vér i f ie ,  d 'après l a  défini t ion de e ,  l a  condition de normalisation 

= 6n,1. 

L'équation d'évolution 



donne l e  système 

En tenant compte de l a  condition de normalisation, l a  solut ion 

de l a  première équation e s t  simplement ul = c0 

La condition de s o l u b i l i t é  appliquée à l a  seconde équation 

s ' écrit : 

- -  
< f ( l > l )  (0/ulL c i  > = 1  l a  perte de s t a b i l i t é  est s t r i c t e  

U Y ~ '  

u1 est Pe premier coef f ic ien t  non nul,  c 'est son s igne qui va 

déterminer l a  s t a b i l i t é  de l a  solut ion émergente. ' 

A l ' o r d r e  1 l a  solut ion émergente s'écrit : 

Cette solut ion est s t a b l e  pour uI > 0, c'est à dire pour 

l . Un développement au voisinage de Ac de a < 1  ou a > 1  et A > -  a- 1 



I+ montre que cette solution émergente est bien I+ qui est alors 

stable au voisinage du point de bifurcation. 

Elle est au contraire instable pour ul < O, auquel cas e l l e  

coïncide avec 1 . - 



R W  : - 
n l a  ?in de ce chapitre tdws caîculaîmim, il put are uti le  

de récapituler les principales condusions et fowules qui nous serviron% 

par l a  suite : 

Le  système admet trois solutions stationnaira. : Io, 1 , - . -. 
* 1 - est toujours Sistable. 

* Io = O est stabie pour h * ,  
4 

= ' + A et instable au-delà. 

s i  a c l  
1 l a  solution h r g e n t e  est l a  brancha I+ 

ou a > 1  m a i s A > -  a-1 stable au voisinage de ce point. Dans ce 
cas l e  système ne présente pas de bis- 

tab i l i té  on - off. 

dans les  autres cas l a  solution b r g e n t e  est 1- qui est instable. 

Le système présente une bistabilité on-off m a i s  on ignore ce que 

devient l a  solution émergente instable. 

* I+ peut p-nter une bifurcation de Hopf A2 aux moyennes intensités 

(point haut) et une autre bifurcation A aux faibles intensités (point 1 
bas) (BII-17). 

La  W t i o n  de ces pourts & d6terminée par 1 '&ution 

(EX-1 3 alaZ - a, = O 

Pn ce point b r g e  unc solution harmoniqus de pulsstfoü ro = al 
ci- l a  s t & ~ t ç  e d  par l a  condition (BIX-53) a3 < O. 

Trais conditions doivent en outre 6tm vérifiées pour que ces 

calculs aient un sena : 
deux qui traduis- l a  rmn nulli%é de 



et l a  d e r n i h  qyi t radui t  l a  perte stricte de s t a b i l i t é  : 1 

fimondo e t  a l  Cl71 a en outre proposé les deux approximations 

succéssives suivantes sur  l a  position du point de bifurcation : 

Nous appellerons Ac l a  position réelle définie par (BII-13) 

(Ac = % ou Al 1 ; A; 1 'approximation (BII-14) et Af cel le  de (BII-54 . 

Notons que l a  condition (BII-14) est une condition s t r i c t e  de 

p z t e  de s t a b i l i t é  mais qui se produit lorsque al a2 - a. < O, de sor te  

qu ' en ce point 1 + es t  déjà instable. 

Toutes ces équations ont été résolues numériquement sur l e s  

expériences rapportées par Arimondo et al. [171 sur un laser  CO2 avec 

S F6 ou CH 1 corne absorbant, a ins i  que sur des jeux de valeurs arbi;- 3 
t r a i r e s  des paramètres pour amorcer l ' é tude  du diagramme de phase du système 

Les résul tats  de ces simulations sont présentés au chapitre 

suivant. 

Il a de plus &té possible de poursuivre l 'é tude analytique de 

ces équations dans une approximation l imi te  de mauvaise cavité.  Ces calculs  

sont rapportés au chapitre I V .  



C H A P I T R E  B I I I  

ETUDE NUMÉR 1 QUE 



L'étude a &é menée dans deux directions : 

* résoudre numériquemerrt; l e s  équations du chapitre précédent 

dans des situations expérimentales. Les &sultats  obtenus sur les expér-i- 

ences rappprtéeç dans Arimondo et a l .  , qui, seuls, seront présentés i c i  , 
nous ont amené à entamer une étude systématique du diagramme de bifurcation 

sur l e s  solutions stationnaires du système. 

* intégrer numériquement l e  système à t r o i s  6quations (BI-30)  

ou à 5 équations (BI-28 1 af in  de vé r i f i e r  l a  val idi té  de l 'élimination 

adiabatique e t  de compléter l ' é tude  du diagranme de phase par l a  mise en 
(*) évidence des branches de solutions d'équilibre non stationnaires. 

L ' intérêt  de l 'é tude est donc double ; d'une part  confronter 

l e s  résul ta ts  de l a  théorie à des si tuat ions expérimentales réel les ,  

d 'autre part débroussailler une étude plus complète du diagramme de phase 

général du s y s t h e .  

Le paragraphe 1 décrit  l e  programme u t i l i sé ,  l e  paragraphe II 

présente l e s  résul tats  de l ' é tude  de SF6 e t  CH 1 e t  le  paragraphe III 3 
amorce l a  corlr;truction du diagramme de phase pour l e  système à t r o i s  équrr- 

t ions . 
Tous l e s  calculs ont é t é  menés sur  Mini 6 e t  les courbes tracées 

par une table  conmandée par HP 85. 

1 - LE PROGRAMME. 

Le nombre considérable de fonctions du point de bifurcation 

introduites dans le  chapitre précédent e t  l a  diversité des tâches demandées 

nous ont amené à construire un programme conséquent de 1100 lignes répondant 

à une t r i p l e  volonté : 

* de rapidi té  dans l 'éxécution en évitant l a  répétit ion de calculs 

par l ' u t i l i s a t i on  de blocks-conimon, 

( * ) Voire note de bas de page, p. 176 dans 1 'annexe 1 sur l e  sens donné au 

terme solution d ' équi1i~1.e" dans l a  thèse 



* de souplesse : les tâches sont effectuées indépndamnent 

les unes des autres dans des sous-programmes aisément modifiables pour 

des études ultérieures qui prendraient par exemple en compte l ' e f f e t  I 

Doppler ou l a  dépendance longitudinale du champ. 

* d'exploitation expérimentale : les paramétres théoriques 

du problèiw peuvent sans grand changement être reliés à n'importe quel 

paramétre physique et suivant n'importe quelle l o i .  I l e  peuvent actuel- 

l e n t  s'exprimer en fonction de l a  pression dans l'absorbant ou l'ampli- 

f icateur . 

Nous ne préciserons i c i  que l 'organisation générale du programme 

afin de ne pas ra lent i r  inconsidérablement l'exposé des résul tats .  

Le programme, présenté dans l e  tableau (B-11, s ' a r t i cu le  en 

19 sous-programmes hiérarchisés de deux façons différentes : 

- en fonction de l ' u t i l i s a t eu r  : lecture des données, calculs 

ou écriture des résul tats .  

- en fonction de s a  position dans l'accomplissement de l a  tâche 

demandée. 

C e s  deux classemerrts sont respectivement schématisés sur l e  

tableau (B-1) par l e s  deux entrées possibles : horizontale et verticale.  

ENTREES HORIZONTALES.  

Sur une première bande horizontale se trouvent le programme 

principal (L.S.A) e t  deux sous-programmes qui constituent l e  bloc d'entrée. 

Leur rôle e s t  de l i r e  e t  réécrire l e  f ichier  de données, d ' i n i t i a l i s e r  e t  

de comnander l e s  sais-programmes suivants en fonction de "paramètres de 

branchementf' dont l a  valeur, introduite par 1 ' ut i l i sa teur ,  détermine l a  

tâche à accomplir. 



* La seconde bande horizontale contient tous les sous-progranmes 

de c a l c d  où sont évaiuées toutes les expressions du chapitre prkédent .  

Ce bloc contient également l a  procédure d'intégration. 

+ La dernière bande concerne les sous-progrannaes de sor t ie .  

Ceux-ci écrivent les résul tats  dans des f ichiers ,  généralement sous forme 

de tableaux. A noter que l'écriture des résul ta ts  d' intégration numérique 

sont effectués dans l e  sous-progr- "integr". 

ENTREES VERTICALES. 

Les tâches sont classées en quatre verticales : 0, 1, 2 ,  3, 

suivant l a  nature du calcul. 

- l a  demi-verticale O concerne toute l a  par t ie  d' intégration 

numérique, 

- l e s  vert icales notées 1 aux deux extremités du tableau con- 

cernent l e  calcul des valeurs stationnaires : intensi té  e t  populations 

en un point, variation de l ' i n t en s i t é  avec un paramètre ( A  ou l a  pression), 

- l a  vert icale 2 calcuie l e s  approximations et l a  position rée l le  

du point de bifurcation. Elle peut aussi calculer l e  zéro d'une fonction 

quelconque des paramètres. 

- l a  bande 3 détermine l a  s t ab i l i t é  de l a  solution périodique 

émergente au point de bifurcation e t  donne l a  valeur de toutes ou par t ie  

des fonctions intervenant dans ce ca3.cul a f in  de vér i f ier  l a  va l id i té  du 

c a l c d  (équations 311-22 e t  23)  ains i  que des approximations possibles. 

Toutes les f i l i è r e s  d'imbrication des sous-prograrnnes aboutis- 

sent à l a  subroutine centrale PRES qui calcule l e s  paramètres théoriques 

du problème en fonction des variables expérimentales e t  permet a ins i  l a  

comparaison théorie-exprériences quelle que so i t  l a  procédure u t i l i sée  

dans ces dernières. 



TABLEAU B-1 
1 

- 
(9 -+ ('1 signifie que le sous programme X fait appel 

1 

au sous programme Y. 

Le programme est organisé en trois étages : un étage d'entrée 

des données, un étage de calcul et un étage de sortie des résultats. 

Il permet d'accomplir les tâches suivantes, rangées en quatre filières : 

- la filière O intègre numériquement les systèmes à 3 et 5 

équations, 

- la filière 1 calcule les valeurs stationnaires en un point, 

- la filière 2 calcule la position du point de bifurcation, 

- la filière 3 détermine la stabilité de la solution émergente. 

L'ensemble de ces sous-programmes fait en outre appel à un 

sous-programme ERROR de traitement des erreurs non noté sur le tableau. 

Le même sous-programme IST a été noté deux fois pour des raisons 

de clarté. 

Toutes les filières font appel au noyau PRES qui relie les 

parametres théoriques aux paramètres expérimentaux. 



I 3 1 &tagrution 1 Porit ionr 1 
l 

VaJrurr 
I du peint de I Stohili ta ' - 7 -  

1 r t a t .  / bifuroat ion 1 1 VoJaucr 

I I I 
r ta t .  

I 

TABLEAU B-1 : organisation du programme. 



I I  - ETUDE DES E X P E R I E N C E S  S U R  SF6 E T  CH?I 

La valeur des par&res pour ces expériences es t  donnée dans 

W n d o  et a l .  [ 17 1 . Nous avons étudié le diagramne (1 ,A) pour SF6 

et (1,p) pour CH,I, p designant l a  pression dans l 'amplificateur,  
J 

déterminé l a  position des points de bifurcation sur 1, ainsi  que l a  

s t ab i l i t é  de l a  solution gr iodique avant de vérif ier  ces résul ta ts  e t  

d'étudier l e s  solutions périodiques par simulation numérique. La discus- 

sion de ces résul ta ts  sera menée au chapitre suivarït. 

I I  - 1. Laser C 0 2 ,  absorbant SFg . 
Cette étude reprend l 'analyse des expérirences de Dupré e t  a l .  

[ 16 1 avec une réactualisation des paramètres utilisés pour SF6 [ 17 1 . 

Le jeu de paramètres suivants a été u t i l i sé ,  il correspond à - 
une pression p de 50 mT pour SF6. 

-2 - 
ce qui donne : v = 7.10 v = 28,57 

-1 
l e s  constantes de relaxation sont exprimées en s . L'étude es t  menée 

en fonction du paramètre A. 

Le diapomme de phase dans l e  plan (1, A )  est tracé sur l a  

figure (B-3). Il exis te  une b i s tab i l i t é  entre l e s  solutions Io et I+ 
- 

pour 1,08 < A < 3,78 = A + 1. 

Unebifurcation de Hopf apparaît entre ces deux valeurs sur  1+, 
ce qui  l imi te  l a  zone de b i s t ab i l i t é .  C'ese l à  une premiere conséquence 

importante de l 'existence d'une ins tab i l i t é  sur 1+, celle-ci modifie de 

façon notable l e s  prédictions de b i s t ab i l i t é .  



o . !  l 1 1 1 1 I 1 I I 

1 A 

O 2 d - 
Figure 8-3. Diagramme (1-A) pour le laser CO2 - SF6 (p = 50 mT) 

Les pointillés correspondent aux solutions instables : 

I+ est stable pour A > 1,L6 et instable pour 1,08 < 1 < 1,16 

1 - existe pour 1,08 < A < 3,78, il est toujours instable, 

Io est stable pour A < 3,78 et instable au-delà. 

On a donc bistabilité on-off pour 1,16 < A < 3,78 

en 3,78 on a la transition Io + I+ 
en 1,16 on a précipitation du laser 1 + 1 . + O 

Il n'existe aucune solution périodique stable. 



L e  tableau suivant (B-2) dom les valeurs de quelques fonctiont 

au point de bifurcation. 

Il apparaît que les deux conditions : 

h - f i = l  ~ a ~ - G L a ~ + h a + h G = o  

qui déterminent l a  va l id i té  du calcul sont parfaitement vérif iées avec 

une précision de 1 0 - ~  qui est meilleure que l a  précision demandée sur 

l e  calcul de Ac ( % 10-~). 

L e  signe positif  de a = Re (hl W - fil W) indique que l a  solutj  
3 

émergente es t  instable. La simulation numérique a montré qu'en ce point, 1 t  

laser  devrait précipiter sur l a  solution raille et que, contrairement à 1 le> 

périence, le modèle ne prévoit aucun cycle limite s table correspondant au 

passive Q-switch . 

Nous avons d 'aut re  part pu vér i f ier  le  ralentissement cr i t ique 

( c r i t i c a l  slowing dom) qui se t radui t  par l e  f a i t  que l a  constante de 

relaxation des osci l lat ions amorties tend vers zéro lorsqu'on s'approche 

du point de bifurcation, par l a  branche I+ stable. 

Nous avons également vé r i f i é  l a  continuité entre l a  fréquence 

de ces osci l lat ions amorties e t  l a  fréquence de l a  solution périodique 

instable qui émerge au point de bifurcation. Ces deux constatations t r a -  

duisent l e  f a i t  qu'on su i t  l e  comportement du mode responsable de l a  des- 

tabi l i sa t ion  de I+ de part et d 'aut re  du point de bifurcation. 

I I  - 2 .  Laser C e  absorbant CH?I  

11-2 .a) Diagramme -- de bifurcation. 

L'étude a é té  réalisée en fonction de l a  pression t o t a l e  p 

régnant dans 1 ' amplificateur. Les paramètres utilisés sont les suivants 

(d'après Arimondo e t  a l .  El71 1. 
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ce qui donne 

-1 
Les constantes de relaxation sont exprimées en s e t  l e s  pressid 

en torr. 

Le diagramme (1 ,p est donné su r  l a  f igwe (B-4 1 . 

Il n 'y  a pas de b i s t a b i l i t é ,  l a  branche I+ émerge de Io = O 

en po = 2,5128 Torr. Elle est s table  en ce point et compte deux bifurca- 

t ions de Hopf en pl = 2,5130 Torr (point bas l e t  p2 = 5,6928 Torr (point 

haut) dont l e s  caractér is t iques sont données dans l e  tableau (B-31. I+ e s t  

instable  entre ces  deux points e t  s tab le  dans l e  r e s t e  de son.domaine 

d'existence. 

Nous avons parcouru dans l e s  deux sens par intégration numérique 
- 1 

l a  branche 1 sur l e  domaine 3 < p < 8 Torr par pas de 2 10 à 5 1 0 - ~  Ta 

e t  en attendant 1 ' amortissement du régime tr-ansitoire avant de passer1 au 

point suivant . 

Nous avons étudié plus particulièrement. l e  voisinage des points 

de bifurcation par pas de 5 IO-' Torr au voisinage de p e t  de 10-' Tore a 2 
voisinage de pl. 

L'analyse prévoit que l a  solution périodique émergente au point 

haut est instable.  La s i d a t i o n  numérique a montré qu ' e l l e  bifurque sur 

une solution pulsée dont l e s  caractéristiques sont données c i  après. 

Nous avons suivi c e t t e  solution jusqu ' en p = 3,l  Torr, point où 

l e  minimum tombe en dessous du zéro machine de sor te  que, l a  période étant 

t r è s  longue, l 'ordinateur  "perdt' l a  solution et se bloque sur l e  zéro- 

machine. 



Figure B-4.  Diagramme ( 1 , ~ )  pour l e  l a s e r  

CO2 - CH31 (F = 170 m T o r r ) .  

l a  branche Io e s t  s t a b l e  pour p  < po = 2,5128 Torr e t  

i n s t a b l e  au de l à  où e l l e  b i furque  s u r  la branche I+ q u i  e s t  s t a b l e  

jusqu ' en pl = 2,51302 Torr ( p o i n t  bas )  où e l l e  b i fu rque  s u r  une 

s o l u t i o n  pér iodique .  L a  branche I+ e s t  i n s t a b l e  pour pl < p < pz .  

En p2 = 5,6928 Torr  (po in t  h a u t )  e l l e  b i fu rque  s u r  une branche pulsée. 

Cet t e  branche pu l sée  a  é t é  s u i v i e  pour 3 , l  < p  < 7 , 2  Torr .  

En p3 = 7 , 2  Torr e l l e  b i furque  s u r  I+.  Le système conna î t  donc une b i s t a -  

b i l i t é  cw - Q swi tch  pour 5,6928 < p  < 7 , 2  Torr .  



Le point bas e s t  très d i f f i c i l e  à étudier .  Les points de 

bifurcation étant  extrihtxwnt rapprochés, l e s  temps de relaxation sont 

très longs. Il faut  intégrer  sur  un grand nombre de pas e t  il est dif-  

f i c i l e  de déterminer si les pe t i tes  var iat ions sur l e s  maxima dans l e  

temps, sont dues à une propagation d 'e r reurs  numériques ou à une insta- 

b i l i t é  inhérente au système. Cette dernière peut provenir d'une i n s t a b i l i t é  

r é e l l e  du système aux pe t i t e s  fluctuations,  ou du f a i t  qu'on n ' a  jamais 

at te ind le régime d 'équi l ibre ,  auquel cas ,  en suivant pas à pas l a  solution, 

on peut t r è s  bien s ' e n  écar te r  à chaque étape e t  créer  en f i n  de compte 

une fluctuation importante des tab i l i sa t r ice .  

Les meilleurs r é su l t a t s  ont été obtenus en faisant  var ier  

p par pas de 1om5T en prenant ca~me  condition i n i t i a l e  : - - 
P = 2,51299 Torr ; 1 = 1, (1 + loe3) ; A = A ; A = AstV 

Nous avops a lors  obtenu les ré su l t a t s  suivants : 

conclusion sur I+ 1 s tab le  s tab le  s t ab le  ins tab le  ins tab  

osc i l la t ions  de fa ib le  
amplitude à l a  puisa- 
t i o n  w 

O 

On v é r i f i e  l a  bonne posit ion du point de bifurcation e t  l e  f a i t  

que l a  solution pulsée, confondue en c e t  endroit avec l e  zéro-machine, est 

plus s tab le  que l a  solution harmonique. 

tombe 
sur  l e  

amorties amorties amorties instables  zéro- 
machin 

Pour obtenir des conclusions certaines sur l a  s t a b i l i t é  de l a  

solution harmonique, il aura i t  f a l l u  réintégrer avec un pas plus petit 

pour s 'assurer  qu'on suit bien adiabatiquement c e t t e  solution e t  que l a  
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perturbation apportée, de 1 'ordre de 5 % sur l a  valeur i n i t i a l e  avec 

ce  pas, n ' e s t  pas t rop grande. Nous ne l 'avons pas f a i t  car les calculs 
l 

-+ sont tr&s longs et les bifurcations Io + I+ ; I+ Iharmonique 
1 

+ 
'harmonique IPulsé 

sont t rop  proches l e s  unes des autres pour ê t r e  

séparées expérimentalement. I , 

11-2. b) Caractéristipues de la solution pulsée. --------- ---------------- --A- 

Nous avons étudié l e s  caractéristiques suivantes de c e t t e  

solution en fonction de l a  pression : 

* évolution des Mnima e t  des maxima 

* évolution de l a  forme des pics  

* évolution de l a  fréquence. 

Remarquons tout  d'abord que c e t t e  solution es t  indépendante 

des points de bifurcation pl e t  p2 de l a  solution stationnaire puisqu' 

e l l e  coexiste avec I+ entre  p2 e t  p3. 

A u s s i  une t e l l e  solution n 'es t -e l le  accessible analytiquement 

que par une étude des solutions périodiques du système. 

Cette solution e s t  plus s table  que toute autre solution sur l e  

domaine d'existence trouvé mais  nous n'avons pas cherché à é t a b l i r  avec 

précision l a  position du point de bifurcation de c e t t e  solution vers I+ 
ce  qui aurai t  nécessité une étude Plus f ine  au voisinage de pg. Sa grande 

s t a b i l i t é  a néanmoins é t é  vérif iée par un "saut" de I+ sur c e t t e  solution 

pulsée, que nous noterons I à p = 5'69 l o r s  de l ' é tude  de I+. D'autri Q' -2 - part  si nous prenons comme condition i n i t i a l e  I = 10 , A = A = 1 (solu- 

t i o n  Io) nous obtenons : 

en p = 8 7,5 7 Torr 

l a  solution d 'équi l ibre = I+ 1 + 1 Q 



La figure (B-5) représente c e t t e  solution pour différentes  

valeurs de p. La valeur moyenne de ee t te  solution vaut sensiblement 

La forme des pics  se rapproche de formes vues expérimentalement, 

sur  SF6 (hipré e t  ai. [16 1 ) par l a  raideur du front  montant e t  l a  dé- 

croissance exponentielle du pic .  Il n'y a pas de s t ructure f ine  e t  l a  

largeur à mi-hauteur est indépendante de l a  pression. 

D'autre par t  l e  minimum varie t r è s  rapidement avec l a  pression : 

il vaut 5 .10 -~  en p = 7,16 Torr et varie en exp ( -  33p ) entre 4,8 

et 3 , 6 Torr e t  en exp (- 10 p 1 entre  5,4 et 7 Torr. C e  résu l ta t ,  cause 

de l a  per te  de l a  solution à basse pression, est évidemment masqué par 

11émission spontanée négligée dans ce  modèle. 

Le pic n ' e s t  pas centré sur  l a  période, c ' e s t  à d i r e  que l e  

maximum ne s e  trouve pas au milieu de l f i n t e m a l l e  séparant deux minima 

mais sa  position e s t  plus proche du minimum qui le précède. Cette s i tua-  

t ion  sfestompe lorsque l a  pression augmente e t  s ' inverse  à 5 Torr. Pour 

des pressions supérieures, le  maximum se  rapproche du minimum suivant. 

La figure (B-6) montre l 'évolut ion des m a x i m a  avec l a  pression 

dans l 'amplif icateur .  Ceux-ci varient peu en comparaison des minima e t  

l e  maximum maximonun e s t ,  c m e  l e s  points remarquables précédents ; 

changement de pente des minima e t  pic centré, voisin de 5 Torr. 

La figure (B-7 montre que l a  période *Q de l a  solution 1 Q 
évolue très rapidement avec l a  pression. E l l e  e s t  notablement différente  

dece l l e  (Th) de l a  solution hannorique au point pq : 

Th = 76 e t  T = 280 uni tés  ( 2 ~ ) - ' .  A haute pression l a  Q 
période évolue en exp ( -  0,17 pl ( f igure B-8). Cette évolution e s t  encore 

-3 -2 plus rapide à basse pression : e l l e  e s t  décr i te  par une l o i  en exp(- 10 p 1 .  



Fig. B-5.  So lu t ion  pu l sée  IO 
du l a s e r  C O p  - CH31 à d i v e r s e s  p re s s ions  

dé CO2 (en  Tor r )  dans l e  modèle à 3 Gquations, l e  temps e s t  
-1 

en u n i t é s  r é d u i t e s  ( 2 4  . 





Figure B-6. Evolut ion des  maxima de 1 avec l a  press ion  pour Q 
l e  l a s e r  CO2 - CH31.  

,, e s t  l a  courbe obtenue dans l e  modèle à 3 équat ions  : son maximum 

e s t  en p = 4 , 5  Torr  

X correspond aux p o i n t s  c a l c u l é s  dans l e  modèle à 3 équat ions  

0 correspond aux p o i n t s  c a l c u l é s  dans l e  modèle à 5 équa t ions .  



Figure B-7.  Evolut ion de la  pér iode  de la s o l u t i o n  pu l sée  avec l a  

p re s s ion  pour b l a s e r  CO - CH31 dans l e  modèle à 3 équat ions 
1 

2 
( X I  e t  à 5  équat ions  6;--). La période e s t  en u n i t é s  r é d u i t e s  

-1 
2~ à gauche e t  en micro-secondes à d r o i t e .  

F igure  B-8. : l og  T = f ( p )  dans l e  modèle à 3 équa t ions .  L 'équat ion  de 
Q 

l a d r o i t e t r a c é e  e s t  : L o g T  - 0 , 1 7 2 5 ~  + 3 , 5 0 7 5 .  
Q = 



1 

11-2 .ç . Comparaison d e s  y s t è m e s  à 3 et  5 éguations. -- --me------ ------------- a--- 

Nous avons intégré l e  système à 5  équations ( B I - 2 8 )  obtenu , 

avant élimination adiabatique des niveaux résonants sur  l e  domaine 

3 < p < 8 Torr. L e s  différences avec les résultatsprécédents sont minimes 1 

Le point haut e s t  légèrement décalé : 5,75 < pi < 5,8 Torr, 

de r n ê m e e - p o u r  p3 ( 7  < p ' < 7,2  1 e t  l e s  courbes (B-6 1 e t  (8-7 1 montrent 
3 

que les caractéristiques de l a  solution pulsée sont l e s  mêmes  que précé- 

denment, l a  seule différence étant une augmentation de quelques pourcents 

de l a  valeur du maximum. La forme des pics e.4 l a  même. 

Il semble donc que l a  réduction du modèle de 5 à 3 équations 

so i t  une bonne approximation, ainsi que l ' ava ien t  constaté Arimondo e t  a l .  

sur l a  position du point de bifurcation de SF6, Cela est  cohérent avec 

l e  choix de 
yR 

comme constante de relaxation de l a  polarisation puis- 

qu'alors l'appoximation des ra te  équations, en éliminant l a  polarisation, 

élimine déjà l a  plupart des e f fe t s  dûs aux modes relaxant en 
yR. 

I I I  - AMORCE D'UN DIAGRAMME DE PHASE POUR LE S Y S T E M E  A 3 EQUATION 

I I  1-1. Valeurs  s t andard .  

Le nombre de paramètres intervenant dans l a  description du systèm 

est  déjà conséquent. Ceux-ci sont A ,  A, a e t  l e s  constantes de relaxation 
- - 

2 ~ ,  y ,  y, v, v .  Nous avons choisi d 'étudier  l e  diagramme ( 1 , A )  pour diverse 

valeurs de a en prenant des valeurs raisonnables pour les autres paramètr 

- 1 
Les constantes de relaxation sont données en s . 



Notre souci é t a i t  de comprendre pourquoi SF6 ne donnait pas 

de Q-switch dans ce modèle. Nous avons, pour cela,  déterminé les carac- 

té r i s t iques  des points de bifurcation su r  1,. @appelons que 1 - es t  

toujours instable e t  que I o  
est toujours stable pour A A + 1 e t  

instable au-delà) e t  intégré ndr iquanen t  l e  système de 3 équations au 

voisinage de ces points comne dans les cas précédents pour 18 valeurs 

de a comprises entre 0.5 et 50 e t  les t r o i s  valeurs a = 100, 1000, 

5000. 

L ' étude d'un te l  diagramme de phase est généralement entreprise 

dans le  plan (A,& Il nous a semblé que l e s  conclusions pouvaient ê t re  

interprétées de façon plus physique en utilisant l e  parametre de satura- 

b i l i t é  a plutôt que l e  coefficient À de pertes l inéaires par absorption. 

La figure (B-9) montre l 'évolution du diagramme ( 1 , A )  pour 

quelques valeurs de a .  Examinons d'abord l a  forme des solutions. On trouve 

bien que pour a < 1 l a  concavité es t  tournée vers l 'axe 1 alors  que 
A + 1 pour 1 C a 6 - = 2 e l l e  l ' e s t  vers l ' axe  A. Pour a > 2 on retrouve 

I l a  zone de coexis ence des t r o i s  solutions Io, 1-, I+. On constate que 

l'absorbant e s t  rapidement saturé, même pour des valeurs moyennes de a.  

A titre d'exemple, pour a = 20, 1 vaut 1,92 en A = 3. Autrement dit, 

l'approximation 1 # A - 1 s'applique pour a > 20 e t  A > A + 1 

Pour  a >> 1 l a  courbe 1 = I+ se rapproche de l a  droi te  1 = A - 
On a coexistence des solutions I+ e t  Io sur l e  domaine 1 < A < À + 1 : 

pour l'allumage l e s  pertes par absorption reportent l e  seui l  en A = A i 1 

après quoi l'absorbant se  trouve tout de sui te  saturé, ce qui ramène l ' i n -  

t ens i t é  à ce l l e  du laser  sans absorbant. Lors de l 'ext inct ion l'absorbant 

est saturé très longtemps et le  seuil  est ramené vers sa  valeur A = 1. 

C ' es t  pourquoi l e  point de raccordement des solutions I+ e t  1 - tend vers 

le  point (1 = O, A = 1 )  lorsque a augmente. Pour ce qui concerne l'exis- 

tence des solutions, à fo r te  sa turabi l i téa ,  l a  différence entre le  laser 

avec e t  sans absorbant ne joue que sur l e  domaine 1 < A < À + 1. Le dia- 

ggamme s e  rapproche de celui  du laser  sans absorbanti:: 



Figure B-9. Diagramme (I-A) pour d i v e r s e s  va l eu r s  de a  e t  l e s  

paramètres  (BI I I -3 ) .  Les zones en p o i n t i l l é  son t  i n s t a b l e s .  

1 = IO si A < 1 + A (A = O dans l e  cas  du laser  sans abso rba  

La différence en t re  l e  laser  avec e t  sans absorbant saturable 

intra-cavité e s t  donc plus sensible pour des valeurs plus pe t i t e s  de a ,  

bien que l e  phénomène l e  plus spectaculaire, l a  b i s t a b i l i t é  on-off, puisse 

en être absent. 

Cette conclusion se trouve renforcée lorsqnfon examine la pos i t io  

des points  de bifurcation. ûn constate tou t  d'abord que : 

* lorsque les t r o i s  solutions Io, 1+, 1-. existent ,  l a  branche 

I+ ne comporte qu'une seule bifurcation de Hopf : le  point haut A2 

* lorsque l a  solution Io bifurque sur  1+, il existe a lors  

deux bifurcations de Hopf : l e  point haut et l e  point bas de so r t e  que le 



démarrage du laser  est toujours s table  (bifurcation supercritique) a ins i  

que le fonctiomement à f o r t  gain. 

Lorsque a augmente, le point haut se rapproche du point 

( 1  = O, A = 1 ) .  A l a  limite, pour a = 5000, l e  point de raccordement 
-2 

des branches I+ e t  1- se s i tue  en (1 = 10 , A = 1,028) et toute l a  

branche I+ e s t  stable.  

D e  &, l e  point bas, toujours proche du point (1 = 0, - 
A = A + 1 = 2 1 ,  se déplace très rapidement vers ce dernier 

On remarque l e  saut que f a i t  Al au changement de concavité 

(a  = 1 ) .  

Le point haut s e  trouve dans une zone où l'absorbant es t  déjà 

saturé e t  où l'approximation 1 # A - 1 s'applique. Cette approximation 

es t  vraie à 10 % en valeur relat ive pour a > 5, ce qui e s t  une valeur 

encore faible du paramètre de sa turabi l i té  re la t ive  : pour a = 5, A2 = 3,77 

e t  Ic = 2,52 ce qui f a i t  disparaître l a  b i s t ab i l i t é  attendue pour 

1,8 < A < 2 .  

L'existence de ce point haut réduit considérablement l ' i n te rva l l e  

d'existence de l a  b i s t ab i l i t é  on-off qui n'apparaît  qu'au dessus d'une 

valeur cr i t ique ac Â + l  nettement supérieure à -. - Dans notre exemple 

a ? , 3 4 > > 2 = -  
C 

. M ê m e  lorsqulelle existe, 'la zone de b i s t ab i l i t é  se 
A 

trouve diminuée par l a  présence de ce t t e  bifurcation de Hopf. Ainsi, pour 

a = 100 >> ac, A2 = 1,54 e t  l a  b i s t ab i l i t é  n'apparaît que sur 57 % de 

l a  zone possible e t  pour a = 1000 e l l e  n'occupe encore que 95 % de l a  

zone prévue par l'examen de l a  forme des branches. 

Un dernier point intéressant à signaler e s t  l 'existence d'une 

t r è s  large zone instable pour a < 1 alors que l'absorbant est moins 



saturable que 1 ' amplificateur et où on s ' at tendrai t  par conséquent 

à un simple comportement passif de l a  part de celui-ci, c ' e s t  à d i r e  

à l 'adjonction d'un facteur de pertes l inéaires dans l a  cavité. 

Enfin nous avons constaté que les conditions (BII-22 e t  23) 
-6 

étaient vérifiées avec une précision relat ive de 10 , meilleure que ce l l e  

demandée sur l a  détermination de Ac. 

La solution émergente au point bas est toujours stable.  Celle 

émergene au point haut 1 'es t  pour a < 3,l  e t  devient instable au delà.  

Nous avons effectué l a  simulation numérique au voisinage du 

point haut pour : 

Partant d'un point s i t ué  au-dessus de A2 , nous avons diminué 

A par pas de 0.01 a f in  de local iser  l a  bifurcation. Nous n'avons, en 

général, examiné que l e  voisinage de A2 e t  dans un  seul  sens : en dimi- 

nuant A. 

Nous avons observé que pour a < 1 l a  solution harmonique 

évolue sans t ransi t ion vers une solution pulsée ( f ig .  B-IO), comportement 

expérimerrt alement observé dans d ' autres circonstances. 

1 
Nous avons suivi c e t t e  solution pour a = 2 . Elle se rattache 

en 1 au point bas. D ' autre part ,  partant d 'un point de l a  solution puid  + 
pour a = 0,9, nous l'avons parcounie en augmentant A .  Dans ce sens on ne 

repasse pas par l a  solution harmonique de fa ib le  amplitude mais ce t t e  solu- 

t ion reste pulsée jusqulau delà du point haut (jusqu'en 7,2 alors  que 

AZ = 7,181. Elle bifurque sur I+. Il existe  donc b i s t ab i l i t é  entre ce t te  

solution et ,soit l a  solution harmonique, s o i t  l a  solution stationnaire I+ 



Pour a > 1, l e  danaine de s t ab i l i t é  de l a  solution émergente 

est faible (quelques centièmes) e t  diminue quand a augmente. 

Cette solution effectue une transi t ion du l0 ordre vers une 

solution pulsée. 

Il semble donc que l a  solution harmonique est quasi-inexistante 

ou inex i s tade  alors  que l a  solution pulsée existe  toujours e t  qu 'el le  e s t  

l a  plus s table.  C e t t e  solution pulsée est certainement bistable avec I+ 
au-dessus du point de bifurcation A2 comne dans l e  cas de CH 1 ou de 3 
a = 0 .9 .  

Pour a > 3,1, l a  solution harmonique est instable e t  au point 

haut, I+ bifurque sur une solution pulsée que nous n'avons pas suivi 

jusqu'en A = A + 1 = 2 pour vé r i f i e r  si e l l e  coexiste avec l a  solution 

t r iv ia le .  

En a = 36, une zone de b i s t ab i l i t é  on-off existe  sur l ' i n t e r -  

val ie  (A2, A + 1 )  puisque A = 1,978 e t  Â + 1 = 2. La solution I+, 2 
en As, bifurque sur une solution pulsée qui s e  bloclue sur l e  zéro - 
machine en A = 1,91. Une zone de b i s t ab i l i t é  coexiste donc avec une 

solution Q-switchée . 

La solution pulsée disparaît  à par t i r  de a = 100 où l e  laser 

précipite en A = A2 = 1,54 sur  l a  solution Io stable en ce point 



I 
Figure B-10. Evolution de la solution périodique pour a = - et les 2 

valeurs (BIII-3) des paramètres lorsqu'on diminue A .  
-1 

A2 = 8 ,75 .  Le temps est en unités 2 K . 





l a  golution I+ connaît une zone d1instabil i t6 à faible et 

moyenne intensité, m&m pour des valeurs du parawètre de saturabilité 

inférieures à 1. 

Deux cas se présente& : 

ou a <  1, T .  . * i Ç u r q u e d e ~ ~ e n ~  = A t 1  - p o u r l < a < -  
A 

et l a  branche cont;ierrt deux bifurcations de tiopf: en Al et A2. 

X+l - p a i r a > l  et a > -  , T+ se raccorde à 1 en 
X 

- 
+ A - ? -  = ~ + A - I + z ~  

A 
a a et; ne contient que l a  bifurcation de 

Hopf %. 

Lorsque a augrnede, ces points de bifurcakion évoluent de 

l a  façon suivante : Al - A + 1 
X + A2 -1 et a- -1 ; l a  convergence de A2 étant 

l a  plus rapide. La zone oii l a  solution stationnaire I+ est instable 

diminue quand a augmente. 

a&te instabil i td a dewc c ~ w ~ # : e s  sur l a  bistebil i té : 

A+1 - e l l e  ai retarde l 'apparit iai  B uns valeur ac > - > 1 

tellequepour a = a c  a n a  A 2 = X + 1 .  A 
** 

- e en dnirrue l a  zone d'exlstci~kce puisque, sur un très large 
x+ irrtervalle de valeurs de a, A2 > a mais elle n'a plus d l u i f l w e  au- 

x+ dslà de l a  valeur a = a; t e l l e  que A2 = 3;; . 
C 

des sol*iaier g&riadiqueici existent en &re pour le s y s t b e  

sauf a q  fortas v d a i n  de a où le 1-r e i p i t e  sur Io. 



C e s  solutions sont de deux types : 

- des solutions de fa ib le  amplitude autour de I+ qui 

n'existent qu'aux faibles valeurs du paramètre de sa turabi l i té  et sur 

un danaine négligeable au voisinage du point de bifurcation A2. 

- des solutions puisées très stables et qui coexistent avec 

I + e t  l a  solution précédente dans des régions où celles-ci sont s tables 

11 y a opposition entre Q-switch e t  b is tabi l i té ,  l ' un  étant 

faiblement développé lorsque l ' au t r e  e s t  important ainsi  que l ' a  récem- 

ment décelé expérimentalement P. Glorieux e t  J. Heppner e t  a l  [ 241 . 1 

La si tuat ion l a  plus riche en phéndnes  correspond donc à 

des valeurs moyennes de a .  

I I  1 - 2 .  Etude zoologique du diagramme d e  bifurcation de  la solution I+. 

Afin de déterminer l ' inf luence des différents  p a r d r e s  du 

problème, nous avons résolu numériquement les équations du problème sur - 
150 points du diagramme de phase en choisissarrt diverses valeurs de YI; 
et a et pour les jeux de paramètres suivants : 

les autres paramètres gardent leur  valeur du tableau ( B I I I - 3 )  : 

- 1 
L e s  constantes de relaxation sont données en s . 

Nous avons étudié l e s  solutions &ationnaires e t  construit l e  

diagramme (Istat, A) pour différentes valairs  des constantes de relaxation - - 
2 ~ ,  y ,  v POUT Y e t  v fixes ains i  que l e s  autres paramètres. La simula- 

t ion  n d r i q u e  n 'a  pas été entreprise. 



Les principaux ré su l t a t s  sont les suivants : 

(1) * les conclusions précédentes restent vra ies ,  notamrient : 

Al - A+l et A2 + 1 lorsque a c r o î t .  D e  même l a  solution 

&ergente de fa ib le  ampl-itude e s t  déstabi l isée lorsque a augmente. 

Dans tous les cas étudiés e l l e  devenait ins tab le  pour a 5 20.  

( 2 )  * Les i n s t a b i l i t é s  sont favorisées lorsque l e s  inégal i tés  suivantes 

ont l ieux  : 

Cette déstabi l isat ion du laser  s 'opère de deux façons lorsque - 
2% ou - v = - Y augmentent : 'R 

- par un accroissement de l a  zone où l a  solution 1 e s t  instable  + 
(tableau B-4 ; l e  point haut é tan t  plus haue e t  l e  point bas 

plus bas. 

- par une destabi l isat ion de l a  solution émergente (tableau (B-5)  1 .  

- - 
Notons que seuls  2~ e t  v interviennent : à 2r e t  v f ixes ,  

l a  var iat ion de 7 n'entraîne pas de modification notable sur l a  posit ion 

du point de bifurcation. 

- 
Pour 2~ = 100 << y e t  y ,  toutes  l e s  in s t ab i l i t é s  disparaissent 

quelque s o i t  l a  valeur des autres  paramètres. 

- -2 
M ê m e  résu l ta t  pour v = 10  e t  2 K = 107.  En revanche l e s  - -2 

i n s t a b i l i t é s  réapparaissent pour v = 10  e t  2r = 10'' (tableau (8-6 1 ) .  

- 
D e  plus l e s  variations dues à v sont moins importantes que ce l l e s  

dûes à 2~ e t  notamment e l l e s  sont infér ieures  à 1 % ent re  J = 33 et 



Tableau B-4. Position du point haut A2 pour diverses 

valeurs des paramètres. Les autres paramètres 

sont donnés au tableau (BII-4) et a = 20 ; - 
A = 1 (tableau (a) ) et A = 10 (tableau (b) ) 

- lorsque 2~ augmente A2 remonte et la zone instable s ' 6  tend - - même phénomène mais d'importance moindre avec v - - y n'a qu'une influence inférieure au 1 % sur la position de A - 2 
( à  u et 2~ fixes) 

- la bistabilité est favorisée quand A augmente. 



Tableau B-5. P o s i t i o n  du p o i n t  hau t  A2 e t  s t a b i l i t é  de l a  

s o l u t i o n  émergente pour des v a l e u r s  Â = 1, a  = 2 

a = Re (hl W - fil W) e s t  n é g a t i f  s i  l a  s o l u t i o n  3 
pér iod ique  de f a i b l e  ampli tude e s t  s t a b l e .  

Mêmes remarques qu 'au  t ab l eau  ( B - 4 ) .  On note  en - 
o u t r e  q u ' à  v é l e v é ,  2r grand d e s t a b i l i s e  l a  

s o l u t i o n  pér iod ique .  

- 
Y 

- 
v 

2~ 

A2 

a 
3 

- 
v = 100, ce qui tend à faire croire que l a  disproportion de variation - 7 10 entre v (1 à 100) e t  2~ (10 à 10 ) n'entre pas en ligne de compte 

e t  que 2r es t  l e  paramètre l e  plus influent; sur l a  variation de l a  posi- 

t ion. 

1 os 

- 
La condition 2r >> 7 > e t  y;< ressemble à l a  condition de 

mauvaise cavité rencontrée dans l 'é tude du laser  sans absorbant e t  en 

b i s t ab i l i t é  optique [ 26 1 , condition nécessaire à 1 ' apparition d ' insta- 

b i l i t é s .  Il en va de même ic i  pour l e s  ins tab i l i t é s  à champ moyen, à l a  

différence près q u ' i l  s ' ag i t  d'une condition de mauvaise cavité par rapport 

aux niveaux ef fec t i fs  du modèle qui sont l e s  niveaux réservoirs e t  non les 

niveaux résonants. 

1 o3 

- - 
La  condition v = grand es t  une condition de bon absorbant 

v ' i  
puisque, l a  relaxation vibrationnelle étant supérieure au taux de repeu- 

plement du niveau résonant, l e  niveau sup6rieur ne se trouve pas encombré 

lo r s  de l 'absorption. 

la, 1 1 

107 

5959 

- 

3 3 33 

107 

5933 

- 

107 

5933 

- 

10lO 

6373 

+ 

107 

5959 

- 

107 

5959 

- 

10lO 

6947 

- 

10lO 

6947 

- 

lo10 

6973 

+ 

10lO 



- - 
Tableau B-6. S t a b i l i t é  de l a  branche I+ pour A = 1, y = 10 

3 

e t  l e s  v a l e u r s  (BIII-4) . 
X s i g n i f i e  que t o u t e  l a  branche e s t  s t a b l e .  

( 3 )  +$ L e  point haut se s i tue  avec une bonne approximation dans une 

zone où l'absorbant es t  saturé (tableau 8-71 e t  où l a  l o i  1 ,& A2 - 1 

s'applique. Cette constatation n 'es t  pas,corrtrairement aux précédentes, 

aisément explicable à pa r t i r  de considérations physiques. Elle sera 

néanmoins for t  u t i l e  dans l es  calculs du chapitre IV. L'approximation es t  

dlautarrt meilleure que a est  grand ou que 21c l ' e s t  puisque dans ce 

dernier cas l e  point se trouve fortement remonté. Il es t  en revanche 
- - 

indépendant de y e t  ne dépend de v que dans l a  limite des mauvais - 
absorbants (3 << 1 1, ce qui confirme 1 'importance relative de 2~ e t  v 

Lorsque A augmente, l a  saturabil i té  doit augmenter dans l e s  

mêmes proportions pour retrouver des résultats  analogues puisque A2 décro 

quand a augmente mais augmente avec A. 

Remarquons que pour des valeurs usuelles des paramètres c ' e s t  

une bonne approximation. 



Tableau B-7. V a l i d i t é  de l ' approximat ion  de s a t u r a t i o n  de l ' a b s o r b a n t  

au p o i n t  haut  de b i f u r c a t i o n  pour l e s  va l eu r s  ( B I I I - 4 )  

des  paramètres Is = A2 - 1 ; Ic = 1 ( A 2 )  l e s  r é s u l t a t s  
i- 

s o n t  en pourcentages.  - 
On re t rouve  l ' impor t ance  r e l a t i v e  de 21c e t  v cons- 

t a t é e  dans l e s  tableaux précédents  : l a  l o i  e s t  indépen- - 
d a n t e  de v sauf  pour l e s  p e t i t e s  v a l e u r s  de c e l u i - c i .  

De p l u s  l a  v a r i a t i o n  de a e s t  p lus  d é c i s i v e  que c e l l e  

de 2 ~ .  Lorsque A augmente il convient  d 'augmenter a  

dans l a  même propor t ion  pour o b t e n i r  des  r é s u l t a t s  iden- 

t i q u e s .  



L.es t r o i s  conclusions précédentes permettent d f  é t a b l i r  

1 'importance r e l a t ive  des paramètres du problème. 

Ils sont à p r i o r i  au nombre de 8 : A e t  A ; a ; 2~ ; y e t  - 
y  ; y R  e t  7 dans le  modèle h 3 équations. 

- 
Il - semble judicieux de remplacer r i  e t  r i  par v = 

- Y  YB et v = - puisque, out re  l e  f a i t  que ce sont eux qui interviennent 

dans l e s  équations du système (BI-301, on peut aisément leur  donner 

une s ignif icat ion physique : ils mesurent l a  qual i té  de l 'absorbant e t  
- 

de 1 'amplificateur : v >> 1 pour un bon absorbant et v << 1 pour un 

bon amplificateur puisqu'alors l e  niveau résonant se repeuplant en pi.ior-i. 

t é ,  l ' inversion de population peut se maintenir. 

- 
Considérant que Y e t  v ont des rô l e s  symétriques à 7 e t  v on 

peut é t a b l i r  l a  hiérarchie suivante : 

* dans l a  l imi t e  des b o ~ e . 5  cavi tés  effect ives  : 2~ << constant 

de relaxation des niveaux réservoirs,  c ' e s t  l e  paramètre l e  plus inf luent  

puisquf i l  s t a b i l i s e  l a  branche I+. 

35 sinon l e s  paramètres l e s  plus importants sont A,  A e t  a ,  

vient ensuite 2~ . 

v e t  J ne jouent de rôle important que dans l a  l imi te  des 

mauvais absorbants (G << 1 )  ou des mauvais amplificateurs ( v  >> 1 )  e t  

ne jouent aucun rôle  dans l a  l imite  des bons absorbants et amplificateurs. 

- 
Y e t  Y ne semblent pas jouer de r ô l e  important dans l a  pos i t i  

de l a  bifurcation e t  l a  s t a b i l i t é  de l a  solut ion périodique émergente. 

Arimondo e t  a l  ont proposé deux conditions approchées pour trou1 

l a  posit ion des points de bifurcation sur I+ : l a  condition as = O qui 
- - 

déf in i t  1 ' approximation AC e t  l a  condition v a 1 - v a 1 = O qui 

déf in i t  A:. 



Le tableau (8-8 montre que l a  première approximation est  

bonne, notanment pour des valeurs 6levées de l a  constante de relaxation 

du champ. Nous verrons au chapitre suivant q u ' e l l e  correspond à une 

approximation de l a  l o i  r k l l e  fondée sur  des considérations d'ordre 

de grandeur des paramètres de relaxation. La seconde approximation e s t  

moins bonne et ne correspond à aucune approximation physique, il s ' a g i t  

plutôt d'une hypothèse s implif icatr ice de ca lcu l .  Remarquons que A l  
e s t  indépendant de 2~ e t  ne t r adu i t  donc pas l ' inf luence de ce para- 

mètre. Dans l a  mesure où c e t t e  dernière approximation est une approximation 

sur  l a  condition approchée a2 = O et que cel le-ci  e s t  meilleure pour 2~ - 
grand, v R 1 - v aI = O ne donnera de bons résu l ta t s  que pour 

2~ + m. De plus l e s  ternies négligés dans ce t t e  approximation sont au - - 
point réel  de bifurcation, du m ê m e  ordre de grandeur que v % 1 - v  % a 1  - -  
à cause de l a  condition (BII-22). Comme l a  fonction v R 1 - v a  a 1 var ie  

- - 
moins rapidement que a2 OU a l a2  - a O' 

l a  condition v a 1 - v a a 1 = O 

retarde l a  bifurcation. 

Nous avons pu remarquer su r  SF6 e t  CH 1 qu'au point haut h 
3 

res te  toujours t r è s  voisin de 1. Nous verrons au chapitre suivant, équations 

(BN-101, que ce  résu l ta t  e s t  une conséquence des conditions de mauvaise 

cavi té  e t  bon absorbant. Ce r é s d t a t  e s t  d 'autant meilleur que 2~ e s t  

grand comme l e  confirme l e  tableau (B-9). Cela s ign i f i e  que, d 'après 

1 'équation (BII-23 1 ,  O, auquel czs 1 'équation (BII-22 ) se  réduit  

à v a 1 - 3 k a 1 + a = O, condition t r è s  proche de l a  condition 

- a + a + v a 1 - J a 1 = O,  c e  qui explique pourquoi l'approximation a2 - 
a = O e s t  bonne, d ' autant qu ' en générai a << a . 

2 





Tableau B-8. Qualité des approximations sur la position du point haut 

de bifurcation (a) et du point bas (b), valeurs (BIII-4) - 
des paramètres ; A = 1 ; A2 est solution de ala2-a. = O ; 

A; de a 2 = 0  et A; de ~ $ 1 - ; e a I = O  ; A; < A2 

- 
A; est proche de A2 pour 2~ >> y ,  y ; le résultat 

est meilleur quand a est faible. Il est à peu près indépen- - 
dant de v pour un bon absorbant ( v  >> 1) . 
A; est indépendant de 2 ~ ,  l'approximation est moins bonne. 



Tableau B-9. Valeur de h en  quelques p o i n t s  hau t s  (A = 1, paramètre  BIII-4)  

h r e s t e  t o u j o u r s  t r è s  v o i s i n  de 1. 2~ ou a l e  f o n t  moins v a r i e r  
d - 

que v e t  s u r t o u t  y .  



D e s  dsultats de ce paragraphe (111-2 mus retiemdrons 

principalenent que : 

(1 1 * le jeu de par&res à utiliser dans 3 letude al problème es t  . 

- A e t  A : les coefficients de gain 

par absorption (coefficients linéaire 

tïcateur et pertes 

s de saturabilité relative de llabsorbant et 

qui traduisent les conditions physiques suivantes : 

- - 21c >> y, y, : c d t i o n  de mamqise cavité effective. C f &  

une condition nécedm à lfapparitian d1instabilit6 A faible 

& mrsyenne interisité, condition -1os)ue celle &terru8 dans 

le  mod&le à 2 nl,veaux 

- v << 1 : condition de bon mil ieu amplificateur 
L - v 1 : condition de bon milieu absorbant. 

(31 * les gxwadtk- ffpertbmtslf du p r o b l b  s& : 

A, A, a ZR 

v & 3 ne jaulen&; de &]Le que l q u e  les a d t i c m a  phyapiqurss 

~i~ en (2)  ne sont paw v&ffié-Qbs. 



y e t  ne jment qu'un &le très secondaire. 
1 

l 

( 4 )  * les approximations suivantes sont lo is ib les  au point haut de bifur- 

cation : 

- 1 'absorbant est saturé : 1 # A2 - 1 l 
- A2 est donné avec une bonne approximation par l 'équation 

- 
v a 1 - v a a 1 + a = O, équation proche de l a  condition 

a = O proposée par Arimondo e t  a l .  [ 17 1 . 2 

Les f a i t s  dégagés dans ce chapitre nous amènent à rdfléchir 

dans deux directions sur l e  modèle : 

* d1 une part ouvrir une discussion interne au modèle sur l e s  l o i s  , 
et approximations observées, I 

+:- d'autre part proposer une cri t ique du modèle e t  des ouvertures pos- 

s ib les  de celui-ci aux vues de l a  comparaison entre l e s  résul tats  

théoriques e t  les expériences. 

C e  sont les objectifs du chapitre suivant. 



CHAPITRE B I V  

DISCUSSIONS* OUVERTURES 



Le paragraphe 1 examine l e s  approximations possibles sur 

l a  condition d'existence des bifurcations sur I+ e t  l a  s tab i l i t é  de 

l a  solution périodique émergente. Cette étude repose sur une estimation 

des ordres de grandeur respectifs des différents termes des équations. 

L e  paragraphe II discute de l'adaptation du modèle à l a  réa l i té  expéri- 

mentale t e l l e  qu 'e l le  es t  apparue sur l e s  exemples de SF6 et CH31 e t  

propose des perfectionnements au modèle. Le paragraphe III t r a i t e  de 

façon plus poussée l 'une de ces ouvertures possibles : l e  modèle en élar- 

gissement Doppler. 

Attention, dans l a  sui te  de ce chapitre, les constantes de 

relaxation moléculaires sont expr1ides en uni tés r*éduites 2 ~ .  

ANALYSE DES EQUATIONS, APPROXIMAT IONS.  

1 - 1. Stabilité à for t  ou faible champ. 

1-1 a )  Stabil i té à fort  charne. ------------------ 
On remarque qu'aucune bifurcation n'apparaît à for t  champ dans 

l e s  exemples précédents. Nous allons montrer qu'à l ' ins tar-  de ce qui se 

passe à cet  ordre d'approximation (rate eqyations) dans l e  modèle à deux 

niveaux, l a  branche I+ es t  stable à fo r t  gain. 

Pour cela, en supposant remplies l e s  conditions de bon amplifi- 

cateur ( v  << 1) e t  de bon absorbant (;>> l ) ,  nous allons é tabl i r  que a2 

a ins i  que al a2 - a. sont posi t i fs  à fo r t  gain. 

Puisque A est  grand, t r è s  grand devant 1, 1 ' absorbant est  

saturé e t  1 (L A .  

1 - 
En choisissant A>>; , on peut négliger 6 e t  6 dans l e s  

expressions de d e t  d : d % VA e t  d J a A .  

- 
En considérant v << 1 e t  v >> 1 il vient 



d'où l'expression de a2 : 

A l a  condition a2 > O es t  alors remplie pour A>>; . 

A 1 Les expressions de al e t  a  sont, en supposant A>>- 
O - '  

va 

d'où 

expression toujours positive ; l e  passage aux ra te  equations, 

came dans l e  modèle à deux niveaux, a f a i t  disparaître l e  second seuil  

d'oscillation du laser  à f o r t  champ au-dessus duquel l a  solution station- 

naire I+ devenait instable, entraînant l e  laser  dans un comportement 

chaotique. 

'L % 
En posant y = y p e t  A = Ap, on obtient à for te  pression : 

Ces relations sont vérifiées sur CH 1 e t  thoignent de l a  co- 
3 

hérence des approximations e t  calculs d'ordres de grandeur effectués. 



r-1. b) Stabilité de I+ a champ faible en absence de bistabilité. 
--1-------.-.11Ii-.-- ------------ 

On considère l e s  deux cas suivants où I+ émerge de Io en 

A ~ = À + I :  a < 1  ou 1 < a < -  A + . Nous allons montrer directe- 
A 

ment que l a  branche I+ est stable au voisinage du point de bifurcation 

Pour cela nous posons A = A 1 + E )  avec E << 1 

e t  pour E tendant vers zéro : 

de sorte  que l e s  inégalités a, > O et alaZ - a > O sont remplies ; 
O 

l a  bifurcation (supercritique) e s t  s table.  

1 - 1 .CI Stabilité de I+ à champ faible en présence de bistabilité. ........................................ 
Nous allons démonkrer que le' point de raccordement entre 1- e t  

I+ est instable dans l a  l imite de l a  mauvaise cavité effective pour un 

bon absorbant e t  un bon amplificateur. 

Pour cela nous allons détexminer l e  signe de a2. En ce point 
X 

A = A  =-+ où ~ + = a + A - l + 2 m  + a 
m - 1  1 = I  i A + l  . + - a avec a > 7 , a > l  

A 
les conditions de bon absorbant (ü >> 1) e t  bon amplificateur ( v  << 1) 

permettent d ' écr i re  



- - 
Dans une mauvaise cavité; y ,  Y " 1 de sorte que y << A ; ; 

( B N - 6 )  a 2 ' - x  [ 7 A ( - 1  - 1 est négatif ce qu i  t r adu i t  

l ' i n s t a b i l i t é  de la  solut ion I+ au point considé14. 

LOI-sque a tend vers  1 ' in£ i n i ,  les r e l a t i ons  suivantes sont 
~ 

vér-ifiées du point de  bifurcation : 

1 - 2 .  Position du point de bifurcation en fonction de 2 ~ .  - 
1 - 2 .  a) Bonne cavité. ----------- 
Nous considérons l e  cas où l a  constante de r*elaxation du champ 

est nettement in fé r ieure  à c e l l e s  des niveaux r~éser-voir~s ce  qui, en notation 

rédui tes ,srécr*i t  : Y e t  7 >> 1. 

Dans ce cas ,  pour des valeurs moyennes de 1, A e t  A, on a l e s  

approximations : a l  a; % a. e t  a 2 % c i + .  

L e s  conditions de s t a b i l i t é  de I+ : ao> O et  a a - a. > O  sont 1 2  
a lors  v é r i f i é e s  sur  t ou t e  l a  branche. 

1 - 2.b) Critère aqproché dans le cas d'une mauvaise cavité effective. -------- ............................................. 
Nous a l lons  mont~-er que dans l e  cas  d'une mauvaise cav i té  effective 

et pour un bon amplificateur, on peut développer les expressions à l 'ordr-e 1 
n - 

en 8 -  - e t  8 - -  2 %e qui permet de trouver une condition approchée 2 
proche de  c e l l e  proposée par Arimondo. 

O e t  o sont  dé f in i s  par l e s  r e l a t i ons  ( B I I - 2 0 )  : 

avec a = JT 
O 

Il convient donc de mont~*er dans un prlemier temps que O et  8 
X 

sont vo is ins  de 2 , c ' e s t  à dire que ci << /zl 



Comme nous étudions un point haut de bifurcation,  nous supposons 

remplies les deux conditions suivantes : 

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  sur les exemples proposés au long de c e t t e  

étude que l a  seconde hypothèse e s t  v é ~ i f i é e  même pow des va leurs  f a ib l e s  

de a. 

Dans ce  cas, aux ordres de gxqandeur de 
A2 , a e s t  de 1 'oI-~I-e 

- 
de grandeur- de y et  a de ce lu i  de 7, sauf dans l e  cas des t1-ès mauvais 

- 
absol-bants pour lesquels l a  l o i  v a 1  >> 1 ne s e r a i t  pas v é ~ ~ i f i é e  e t  où l e  

- 
terme en a 1  1 'empol-terait s u r  1 dans a .  

- - 
L e  terme aa est donc du même ordre que yy. - 

l e  terme a1 (GY  + v a )  est lui aussi  du même o r -d~~e  que Y et  y .  L e  
- 

terme en k a1  e s t  lui en - de s o r t e  q u ' i l  est négligeable devant l e  a I J  
précédent . 

- 
A u s s i  l 'approximation de mauvaise cavi té  e f fec t ive  : y et y << 1 - 

nous conduit-elle à négliger au e t  à poser : 

(BIV-8) al fi k1(6y + v o )  qui e s t  de l ' o i d r e  de grandeur de y. 

Donc w oJ  d 'ordre  de grandeur de J;, est très grand devant - - 
a et  a ; 1' approximation "O e t  n 

Q proches de - " e s t  équivalente 2 
à l 'approximation de mauvaise cavi té  effect ive.  

Nous avions par  exemple ( 2 = 1,5708) : 
2 

POUXa SF6 0 = 1,5692 

POU- C H ~ I  Q = 1,5617 



- - 
Le résultat est me il leu^. pour 8 car y << y 

Nous pouvons a101.s d6veloppe1- les expressions à 1' ordrle 1 en 
(-1 
9 - A c l e s t à d i r e e n  y. l 

2 
O 

sin O Q l  s i n  O s 1 - 

a 
O 

et  ala2 - a = O devient a2 - - = O (dlapilès l a  définition de uo) 
O .O 

soit : 

- - 
POU v << aI, l a  discussion sur 11 a 1 montre que 

Nous al lons comparer l a  formule (BIV-9) à l a  f o d e  (BI I -22 )  

NOLIS allons de plus supposer que l'amplificateur es t  bon : v << 1 

d a n s c e c a s :  8 %  1 ; d = 1 +  v ( 1 + 1 ) % v A + 1 % 1  ; ~ $ 1  



l e s  conditions de mauvaise cavi té  effect ive et bon amplificateur 

conduisent donc à l'approximation h = 1, Fi = O qui rempl i t  l a  

condition (BII-23) h - Fi = 1 

L'équation (BIV-9) s ' é c r i t  a lors  : 

- - - 
a + a + v k I - v % a I = a  

s o i t  

(BIV-11) a i  = o + v 9 . 1  - ; a1 = O qui  e s t  1' approximation cher-chée, 

proche de a2 = O, e t  r ien dl autre  que l a  condition (BII-22) de va l id i té  

du calcul de bifurcation dans l'appr~oximation h = 1, Fi = O. On ver-ifie 

a ins i  l a  cohérence du modèle à ce t t e  app~~oxination. 

1-2 .cl Position approximative du point haut dans ce cas . ---------- ................................ 
Arimondo e t  a l .  ont ptloposé corne dernière appi3oximation 1 ' équation - - 

(BIT-12) a"  = v k 1 - v % a1  = O 
2 qui détermine l e  point A & ,  position 

approchée du point de bifurcation. 

Cette appr>oximation, outre l e  f a i t  qu 'e l le  n ' e s t  j u s t i f i ée  que 

par l a  pet i tesse de ce terme au point rée l  de bifurcation,allinconvénient - - 
de ne dépendre que de v e t  v ,  d ' ê t r e  indépendant de ZK, y ,  y e t  de 

masquer1 a i n s i  l e  rô le  de 2 ~ ,  par3amètr*e l e  plus important dl après 1 'étude 

précédente.Elle a néanmoins l 'avantage de permettre une détermination rapide 

du point de bifurcation que nous allons comparer à l a  solution de (BIV-11) 

a f in  de déterminer son dmaine de va l id i té .  Nous allons tout  d'aber-d calculer- 

l a  position A" dans l'approximation du bon amplificateur e t  de l a  mauvaise 
2 

cavité effective,  puis nous cher-cher30ns un orldre de grandeur de 1 ' Rcar-t à 

l a  solution A '  de (BIV-1 1) . 
2 

Avec l e s  hypothèses précédentes : 1 ff A - 1 ; a 1  >> 1 ; y e t  



- 
S i  de plus on prend une condition lâche de bon abso~*bant : v > 1, I 

- 1 - 
a - )  e t  1 1 %  

A - 
v ;(dl2 

Il vient a lo r s  : 

qui s r a m d e  en A = AS 

qui s ' a m d e  en A = A "  
2 

l a  solution A; e s t  inmiédiate : 

On vé r i f i e  bien que l e  point se rapprqoche de A = 1 l o ~ ~ s q u e  a 

A: = 1,150 e t  pour CH31 : p i  = 6,01 TOIT. c ro î t .  On obtient pou. : SF6 . 

En posant c l  = A i  - 1, l a  solution de l a  première équation devie 
A 

E l  a$ = ( Y  4- y) E l 2  + y E '  - - = o. 
a 

En posant B = A 2  - 1 e t  A = E '  - E ,  on va cher-cher un ordre 

de grandeur de A af in  de trouver- l e s  c r i t è res  de va l id i t é  de l a  solution 

(BIV-14). L'approximation e s t  borne si 1 ~ 1  << 1. On peut a lors  développe1- 

a 2 au premier ordre en A 

Le signe moins nous indique que AS e t  A; évoluent en sens 

inverse comme nous l 'avions rema17qué au tableau (B-8). 



Nos hypothèses de mauvaise cavité e f fec t ive  e t  bon amplificateur 

ilnposerrt y << v 

A i  si ~ = ( = ) z < < -  Y a lo r s  1 A  1 * + E << 1 l'approximation e s t  borne. 
v 

si L << E << 1 a lo r s  ( A I  * 1 1 << 1 
V 2 v 

v Si 1 << E << - a lo r s  % E L < <  1 
Y v 

V S i  < - << E 
Y a lo r s  *. E - >> 1 e t  l'approximation A2 # A; 

Y v 
est mauvaise. 

Le c r i t é r e  pour que l e  point de bifurcation s o i t  donné par : 
A i  A 4  = 1 + (= )' solution de v % I  - ; a1 = O e s t  donc : 

V A L 
à t i t r e  d '  ex€%Tlple : pour SF6 - = 46 e t  ( - ) = E = 0 1 1' a p p ~ ~ o ~ + - i o n  

Y a 
v 

es t  bonne a lo r s  que pour CH31 - = 6,43 (en A2) e t  F = 3,48 l'approxima- 
Y 

t i o n  e s t  moins bonne. 

On vé r i f i e  sur l a  formule (BIV-16) l e s  ~xésul tats  trouvés au 

tableau (8-8) : 1 'approximation Ac = AS es t  meilleure quand a ou 2r  

augmentent . 

1 - 3. Perte stricte de stabilité. 

Nous avons considéré que l a  s t a b i l i t é  de l a  solution périodique 

émergente au point de bifurcation e s t  donnée par l e  signe de ri2. Cette 

affirmation repose sut3 l'hypothèse d'une perte s t r i c t e  de s t a b i l i t é  par 

l a  branche 1+, hypothèse qui s ' exprime par 1 ' inégal i té  : 



Nous a l lons  v é r i f i e r  que cette condition e s t  s a t i s f a i t e  pour 
ié )  n 

CH$ et  SF6 dans l 'approximation au 1' ordre en - - 2 (aux points  

hauts). 

l 

L'expressionde < f("') ( 0 1  c,), 5: > e s t  donnée en (BII-50) 
u9 lJ 

Nous a l l ons  l a  développer dans les conditions : 
l 

2 1 
A cet  o rdre  d'approximation x Q - 2 e t  on peut négliger a ' et  

- 
a'. Le paramètre de bifurcat ion u ,  dans nos exemples, peut dépendre de l a  

PI-ession dans 1 ' amplificateur , C ' est pourquoi nous posons : 

A ,  a e t  y é tan t  l a  valeur des pa~mnètres 

au point de bifurcation.  

où on a posé : 

A ( U )  - 1 A + i  
b(u) = 2 - Zao = b + b l u  

A + l  - ~ ( u )  = + C ( U )  = 
a ( u )  1 

les au t r e s  dérivées valent : 



En général  8 et fi << 1 de s o r t e  que 

On v é r i f i e  sur CH 1 et SF6 que g<< g, de s o r t e  que l a  
3 

condition (BIV-17) se rédui t  à 

LILLE 0 
. pour CH 1 (point  haut) : A2 = 4,24 ; 1 = 2,99 ; It = - 1,28 

3 
l a  r e l a t i on  e s t  ver-ifiée 

. pour SF6, exemple typique où a >> 1, c Q cl Q O ; I I  't - 1 

A *z e t  1 = ( A ~  - 1) - -  - 
a A2-1 donc (1+1)-' > A-', l a  r e l a t i on  est 

bien ver-if iée . 



L e s  principaux t-ésultats de ce paragraphe sont donc : 

solution de l a  condition app~wchée (BIV-11) : a + v L 1 - ; L a1 = O @ 
PI-oche de l a  condition a = O .  L e  ci8itèr*e de validité de ltapproxi- 

2 
mation (BIV-11) e s t  : ( -$ )$ 2 au point de bifurcation (1-la- 

Y 
tion (BIV-16)). 

( 5 )  . Dam l t h ~ t h & e  T, 7 << 1 ; v << 1 ; J 4 1 l a  conàition cEe pe1-b 

stricte de s2;abilité s ' b i t  au polnti haut : 



I I  - DISCUSSION. 

I I  - 1. Comparaison du modèle aux r é s u l t a t s  expér ime ntaux. 

L e s  exemples numériques t r a i t é s   mont^-ent que le  modèle 1-end assez 

bien compte de l a  posit ion du point de bifurcation sur 1 (trlouvé e e -  + 
rimentalement à 9 TOI*I- pour CH 1 dans A~~imondo e t  al. [ 17 1 f i g w e  6) 3 
mais ne décr i t  pas correctement ce qui s e  passe au-delà de ce point : 

- on ne ~-etr*ouve pas de solution puisée sur SF6 
- l a  solution pulsée tr-ouvée su. CH 1 coexistant avec l a  3 

branche s tat ionnaire  1+, un cycle d 'hystérésis  aurai t  dû ê t r e  observé 

entre  ces  deux solutions,  ce qui n ' e s t  pas l e  cas.  De plus, expérimentale- 

ment, l a  solution périodique s e  I-app~aoche plus de ce l l e  que nous avons 

trouvé pou1 a < 1 ; e l l e  semble p1loveni11 d'une défo~mation de l a  solution 

de f a ib l e  amplitude a lors  que nous avons obser-vé numériquement une t rans i -  

t ion  d i rec te  vers une solution pulsée. 

I I  - 2 .  Discuss ion des  approximations.  

Le n d r - e  imporatant de parlamètr.es intervenant dans l e  problème 

e t  l a  f a ib l e  p~lécision avec laquelle cer-tains d ' entre eux sont connus, 

rend l a  précision s u r  l a  position du point t r . 0 ~ 6  assez f a ib l e .  A t i t r e  

d'exemple un calcul a été effectué sur  CH 1 en modifiant l a  valeur1 de 3 
l a  sa tu rab i l i t é  r e l a t ive  a,  par.amèt1.e dont on ne cornait en génér*al qu'un 

ordre de grandeur. En prenant a = 0,36 p au l i e u  de a = 0,76 p. Le 

nouveau point obtenu : pZ = 6: 9 Tor-17, e s t  décalé de plus d'un to1-1% (20 16)  
par1 rapport au point pr*écédemment calculé.  

La posit ion du point de bifurcation, l a  forme e t  1 'existence des 

solutions p61-iodiques peuvent êt1.e affectees, notamment aux grandes valeurs 

de a où nous avons constaté l ' ex is tence  d'une valeur c r i t i que  au dessus 

de laquelle l e  laser  pr3&ipitait;. 



N é a m i n s ,  l e  modèle é t a b l i  sur SF par Dup1.é e t  a l .  b61, 6 
dont e s t  i s s u  le modèle étudié i c i ,  permettait à ces  auteurs d'obtenir- 

numériquement des solut ions  pulsées SUI- SF6. Arimondo [20 1 a déterminé 

l a  valeur des  p a ~ a n è t ~ * e s  u t i l i s é s  dans l e s  simulations numériques de 

Dupré e t  a l  . [ 16 1. C e s  valewls sont : 

Nous avons in tégré  le  système (BI-30) pour = 50 mT e t  6 = 100 n 

en prenant deux conditions i n i t i a l e s  dif férentes  à chaque f o i s  : l ' une  procf 

de 1 e t  1 ' autre  proche de Io. La simulation numérique a montré que seul 

I e s t  s t a b l e  en ces points  e t  qu'aucune solut ion pulsée n ' e x i s t a i t .  + 

L e s  différences avec l e  modèle de Dup1.é sont les suivants : 

* Nous avons égalé les constantes de relaxation des niveaux bas e t  hauts, 

notamment, en posant y = m, c e l l e s  des niveaux vibr-ationnels. Cette 

s impli f icat ion n ' e s t  certainement pas d 'ordre à suppr-imer- une solution,  - 
d'autant  que y e s t  apparu c m e  peu inf luent  sur l a  s t a b i l i t é  de I+. 

* L e  système de neuf équations a été réduit  à cinq en supposant constante 

l a  somme des  populations des niveaux résonants d'une par t  e t  des niveaux 

réser-voirs d ' autre  par t .  L ' analyse des r é s u l t a t s  numériques obtenus pax- 

Dupr-é montre que c e t t e  appr-oximation e s t  tou t  à f a i t  j u s t i f i é e .  

* L e  s y s t h e  a finalement été rédui t  à trwis par1 élimination adiabatique de: 

niveaux 1-ésonants. Nous avons véx.ifi6 sur CH I par intégrat ion numé1-ique, 
3 

e t  Arimondo e t  a l .  [ 17 1 ont v é r i f i é  sur SF6 par l e  c a l c d  de l a  posi t ion 

du point de bifurcation que c e t t e  élimination ne modifie pas fondamentalemei 

les 11ésultats du modèle. 

* L'émission spontanée a été négligée. Ce f a i t  pei-twbe certainement l a  

solut ion pulsée e t ,  ne serai t -ce  que pour* des 1-aisons d ' in tégra t ion  nmé- 



rique, il serait souhaitable de  l a  garder. Néanrmiins, é tan t  dom4 l ' o rd re  

de grandeur de cette perturbation, elle ne doi t  pas res t re indre  é n o d e n t  

l e  danaine d 'existence de l a  solut ion pulsée. 

L'élément l e  plus dételminant semble donc ê t r e  l a  l inéar i sa t ion  

de l 'équat ion en champ, j u s t i f i é e  dans le cas des f a i b l e s  per tes  ou gains. 

Or si cette approximation est z*aisomable dans l e  cas  de CH 1 ou le  3 
coeff ic ient  d 'absorption en i n t e n s i t é  par unité de longueur de ce l lu l e  - 1 
vaut 3 ,2 10 -~  cm e l l e  1 ' est beaucoup moins dans l e  cas de SF6 où ce 

coeff ic ient  vaut 0,7 cm-' e t  où 1 'exponentielle s' éloigne du dévelop- 

pement l i néa i r e .  Nous discutons ci-dessous du modèle non l i n é a i r e  de Dupré 

D'autre pa r t  l a  pression de l 'absorbant u t i l i s é e  dans les expé- 

riences var ie  de quelques Nl1itor1.s à quelques centaines de mil lit or*^^^. 

Il est évident qu 'à  ces pr-essions on ne peut négliger- les e f f e t s  inhomogènes 

dûs à 1 ' e f f e t  Doppler. L e  paragraphe (III) praopose une étude du modèle en 

régime inhomogène. 

On peut aussi  tenir* compte des per tes  su* le  réseau, a i n s i  que 

1 '~ pl-oposé AI-inondo e t  Dine l l i  [ 21 1 , ce qui rlevient à ~ m q l a c e r -  dans 

l a  déf in i t ion  de 2r T par1 2 - r1 - r2 où r1 e t  r2 sont les coeff ic ients  

de i*éflexion du miroir  e t  du 1-éseau. Ces per tes  supplémentaires ont pour 

e f f e t  de remonter l e  point haut.  

Enfin il est évident que l a  levée de l'app~*oximation des r a t e  

equations, en réintr-oduisant l a  p o l a ~ ~ i s a t i o n ,  f er-a apparaî t re  d ' autres  

bifurcat ions  et  d ' au t r e s  solut ions  périodiques, une élimination adiabatique 

a l t é r an t  prof ondément l e  diagramme de phase d ' un système [ 22 1 . Il e s t  

notamment probable qu ' e l l e  perturbe l a  branche Io et  fasse  apparaî t re  

une bifurcat ion en dessous du seuil du type de c e l l e  obse~vée  dans l e  modèle 

à deux niveaux [191. Une t e l l e  bifurcat ion peut donner1 naissance à de nou- 

ve l l e s  branches pulsées qui se développent jusque dans des zones expérimen- 

talement accessibles.  Ce modèle f e r a  peut - être auss i  apparaî t re  une struc- 

ture de pulse plus  proche de l a  r é a l i t é  a i n s i  que les ~ ~ é s u l t a t s  du modèles 

à 2 niveaux [51] l e  l a i s sen t  supposer. 

I I  - 3. Bifurcation s u r  I+  dans le modèle non linéaire de  Dupré .  

En négligeant l 'émission spontanée e t  en égalant  l e s  constantes 



de relaxation,  l e  système,réduit à 5 équations, s ' & r i 6  dans nos 

notations : 

+ termes barrés pour l 'absorbant .  

- 
cT 

On pose : 2~ = - R - 
6 = -  

a 
L L 

c =  - L 

l e  passage en unités réduites donne : 

- 
L'élimination adiabatique des niveaux résonants AJ et  A J  conduit 

a lo r s  au système de 3 équations suivant (on a u t i l i s é  les m ê m e s  notations 

que précédemment) : 

qui  se réduit au système étudié dans les chapitres précédents lor*squ'on 

développe l 'exponent ie l le  au ler ordre. 

L e s  solut ions  s t a t i o m a i ~ ~ e s  non nul les  sont solutions de 1 ' équation : 



s o i t  

avec 

La solution au point ( A ,  A) e s t  donc simplement A A 
I+( c ' <  1. - 

L e s  équations de s t a b i l i t é  l inéa i re  sont exactement l e s  &mes qu'aux chapi- 

t r e s  précédents puisqu'elles correspondent à l a  l inéarisat ion du modèle. 

Il s u f f i t  donc, pour calculer l a  position du point de bifurcation, de rem- 
A A placer I+ (A,Â) par I+ ( ; , c ) dans l e s  équations précédentes. 

O r  pour T = 5 $, on a c = 1,026 e t  le point e s t  très proche 

de celui  calculé dans un modèle à pertes faibles.  

En revanche l e s  non l inéa r i t é s  sont différentes  e t  perturbent 

fortement les solutions périodiques. 

I I I  -MODELE EN ELARGI S SEMENT DOPPLER. 

II 1 - 1. Etablissement du modèle. 

Noiw reprenons l e  modèle développé au chapitre B I  en supposant 

le  prof i l  de gain du milieu élargi  par e f fe t  Doppler e t  considérwns que 

les vi tesses des molécules sont régies par l a  fonction de distribution de 

Maxwell. 

K - caractérise l1inhomogènéité Doppler du milieu. Dans l e  système d'équations 
Y 
dlévolution (BI-3 ) des éléments de l1 opérateur densité pour l e  milieu 

absorbant ou amplificateur on a alors  : 

a 
pour l e s  cohérences 

( B n - 2 5  

pour l e s  populations dans 1 ' approximation 

du champ moyen qui supprime les ef fe ts  

longjtudinaux sur  l e s  populations. 



En che~~chant  des solut ions  du type : 

- pair- les cohé1-ences (rnati1ice (BI-1) ) : 

- i (u  t t - K '  z )  = L P(V,  IC , u t  , t )  e 
K t  , u '  

- pow* les populations : 

(app~.oximation du champ moyen) 

e t  des f o~mules  analogues poua les autres  populations corne 

nouzq 1 avions f a i t  en (BI-1 4) - 

L e  système d ' équations d ' évolution de l a  matr-ice densité,  

donné par (BI-18) dans l e  modèle homogène, s éc1-it i c i  : 



La polar isat ion est reliée à l a  cohérence paz. l ' équat ion : * 
P ( z > ~ )  = Y ( P ( z > v > ~ )  f P ( z ,v , t ) )  w(v) d~ 

Nous a l lons  supposer, c a m e  au chapi t re  B I ,  constantes les 

popnlations totales : 

et appliquer l 'é l iminat ion adiabatique de l a  cohérence dans l e  s y s t h e  - - 
(BN-27) en supposant Y Y  << YR> YR et en posant ~ P ( v ~ K ' , Y ~ , ~ )  = O  

a t 

On obtient a101-s : 

En u t i l i s a n t  1 'app~*oximation   lés on an te dans laquelle on néglige 

l e s  termes osc i l l an t  à 
ua + un et en f a i s an t  l e  changement de notations 

suivant : 

où co e s t  le  nombre de molécules par unité de volume dans l 'am- 

p l i f i ca t eu r  e t  a l ' i n v e ~ ~ s i o n  de population des n i v e a u  I * ~ S ~ I V O ~ I - S  en champ 

nul e t  en inti70duisant l e s  coefficients d 'absorption et d 'amplification 
( -1 

pax- un i té  de longueur : % 



L e  s y s t b  à cinq équations s ' écr*it : 

En éliminant adiabatiquement les niveaux 1-ésonants et  en i n t ~ ~ o d u i -  

sant  les notations suivantes compatibles avec c e l l e s  du modèle homogène des 

l e  système à t r o i s  équations de notre modèle s ' écrit : 



I I  1 - 2 .  Solutions stationnaires et équation de stabilité linéaire. 

I I  1-2 .a) Solutions stationnaires. 
-------A------- 

Les solutions du système pr&édents sont : 

l a  solution es t  l a  même que dans l e  modèle à 2 niveaux en élar-gissement 

inhomogène [ 23 1 e t  s ' exprime à 1 ' aide de l a  fonction de disper-sion de 

plasma qui conduit à des expressions analytiques dans l e s  l imites  homogène 

e t  Doppler i n f i n i .  

L'équation (BN-36) s e  réécr i t  : 

O 9 e s t  l e  facteur  de gain dont l a  déf in i t ion  e s t  l a  même que ce l l e  de 

Salomaa e t  Stenholm [ 23 1 au facteur de normalisation près, e t  u ' 1 ' élar>gjs- 
Ku. sement Doppler en unités réâui tes  : u '  = - 

Y 
U - U  
n a Dans nos notations 8 = 

où Ai e t  xi sont des fonctions de O e t  1 données en [ 18 1 e t  [ 23 1 e t  

~ ( c )  l a  fonction de dispersion de plasma : 

Nous posons : 



La fonction de gain s ' é c r i t  a l ~ ~ - s  : 

g (8, u t ,  1 )  = 1 " W(v) d(v) g(v) dv 
J -m 

9 (G, ü', a I )  = 

I I  1 -2b). Stabilité l inéaire .  ---------------- 

on pose I = I + I ; (i)(v,t) =(dst(v) + ( i 1 ( v ? t )  

On sous-entendra 1 ' indice st pax- l a  suite. 

En l inéar i san t  l e  système (BIT-34), on obt ient  l e s  équations 

suivantes qui gouvexXnent l ' évo lu t ion  de l a  perturbation.  

les va1eux.s de 1, d(v) , d(v) ,  g, 5, g(v),  &v),  ~ ( v )  , B(v) sont r e l a t i ves  

à 1 ' in t ens i t é  stationnair-e au point é tudié .  



L e s  courbes de A(V) et h(v) données sui* les figures (8-11) 

e t  (-B-12) présentent deux caractéristiques qui  vont nous pe~mettre  de 

résoudre exactement l e  s y s t h e  (BN-39) e t  de trouver une appr*oximation 

de l a  solution dont on peut évaluer l a  va l id i té .  

Les caractéristiques en question sont l e s  suivantes : 

- A (v) e t  h(v) sont toujout-s comprisesentre O e t  1, l ' inversion 

maximale étant 1 'inversion en champ nul ( A  (v) = 1) que 1 ' on 

retrouve lo in  de l a  résonance peut- v + = 

- ces fonctions varient peu dans 1 ' in temal le  [ O ,  1 1 en fonction 

de l a  vitesse,  e t  ce d'autant plus que : - 
pour l'absorbant : v est grand (condition généralement vérif iée)  

pour* l 'amplificateur : que 1 e s t  p e t i t ,  ce qui  e s t  vé r i f i é  au 

point haut de bifurcation si a e s t  grand. 

La première caractéristique nous permet de poser : 

(BIV-40) ~ ( v )  = Ao(1 + ~ ( v ) )  avec C ( V )  < 1 e t  A. = 1 ~ ( v )  ~ ( v )  dv 
-Ca 

E (v)  sera d'autant; plus p e t i t  que : 

- s o i t  h(v) e s t  toujours proche de 1 ce qui cor~~espond au cas 

de faible  saturation des niveaux réser-voirs, condition bien vé13ifiée dans 
- 

l'absorbant même pour des valeurs proches de 1 du paramètre u, ce qui 

confirme que l a  condition de bon absorbant : v > 1 es t  peu cr i t ique.  

- s o i t  l e  domaine de vi tesses à considér*er e s t  faible ,  c ' e s t  à 

dire que l e  milieu est faiblement inhomogène. 

II  1-3. Solution en régime inhomogène. 

I I  1-3a) Solution exacte par s9aration des variables. ------------------- ------------------ 
On cherche l a  solution pour un milieu d o n .  sous forme d'une 



Figure B-11 . Invers ton  de popula t ion  s t a t i o n n a i r e  dans 1 ' ampl i f i ca t eu r  

A ( v ' )  en fonc t ion  de  l a  v i t e s s e  exprimée en  u n i t é s  r é d u i t e s  : 

v i  = 2 pour t r o i s  va l eu r s  de l ' i n t e n s i t é  s t a t i o n n a i r e  1 e t  
Y 

deux v a l e u r s  du c o e f f i c i e n t  v en supposant t o u t e s  l e s  fréquenc 

accordées.  



I 
O 

5 1 
Ti' * 

Figure B-12. Même figure que précédemment pour l'absorbant : z ( v t )  pour - 
v = 3 e t 2 9  : 



-1 
En développant A (v) sous forme d 'un polynôme en c (.v) dans 

l 

l e  système (BIV-39 ) , on obt ient  1 ' équation 

ce qui  conduit par  iden t i f ica t ion  terme à terme au système : 
1 

dont nous a l lons  chercher l a  solut ion par séparation des va~l iab les  en 

posant A ~ ( v , t )  = A '  (v) bA,%(t) n > O 
n,v 

1 
On obt ien t  A i  ( v  = - g(v)  pour tou t  n (co est une constante) n,v c 

O 

Notons que, par1 c e t t e  méthode, l a  pr.écision d ' une intégrat ion 

numé~~ique ne dépend pas du nombre de c lasses  de v i tesses  choisies,  donc du 

degré d'inhomogénéité, mais uniquement de l a  p1.écision souhaitée (en unités 
n 

E (v)  ) . L e  nanbr-e d ' équations nécessaix-es peut a101-s être p e t i t  si E (v)  

res te  pax-tout suffisamment f a i b l e  . 
Les solut ions  de (BIV-43) sont du type : 

- X t  
A '  ( t )  = A n  e avec X > O ,  n > O  
n , t  



on obt ient  a101.s pour* n 5 1 

l ln avec 
Y (BIV-44) A h  = (-1)" x A h  ( , x = -  

A. 

on a ainsi : 

Cette solut ion ne peut avoir  de 1-éal i té  physique que si l a  

série SE = ( )n converge. Cette condition est réa l i sée  au vo is i -  - X 

nage des points  de bifurcat ion de Hopf qui nous intel-essent, puisque dans 

ce voisinage l a  valeur- propre 1 v é r i f i e  : 

X = X  + i w  
O O avec X o  = O au point de bifurcation 

mais w # O 
O 

ce qui  nous a s s w e  que < 1. Le CI-itère de Cauchy affirme a l o r s  

que Sc converge. 

La solution dépendant du rapport des deux paramètres A: e t  coJ 

nous pouvons en f ixe r  un. 

Nous choisissons 



En int1-oduisant. les notations suivantes,  &quivalentes à celles 

u t i l i s ée s  l o r s  du traitement du p r o b l h e  en 1-é&e hmogène : 

l e  systàne (BIV-39) devient : 
1 

X,g(v) 
- A 6 1  A '  ( t )  g 

o , t  
LO dv 

( )  d )  1-x+e(v) 

d A '  ( t )  
o , t  
d t  = - yg I ' ( t )  - a A '  ( t )  

0, t 

d ' ( t )  
o , t  = - 7  a g ~ l ( t )  - i n t  ( t )  
d t  o , t  

\ 

C e  système est l 'équivalent  du système l i n é a i r e  de ( ~ 1 1 - 6 ) .  

L ' opérateur intervenant dans (BIV-48) est une extension de ce lu i  (BII-7) 

régissant l e  cas homogène. On vér-ifie d 'a i l leur-s  qu' il s e  rédui t  à (BII-7) 

lorasqut on néglige 1 e f f e t  Doppler e t  qu'on peut poseI1 : 

puisqu 'a lor*~ l e s  expr-essions de Ao, g, d, a s e  14duisent aux expr>essions 

des chapi t res  PI-écédents e t  que (BIV-40) donne : 

L e s  in tégra les  du système (BN-48) ne contiennent plus que des 

fonctions connues de l a  v i t e s se  e t  sont décomposables en fonctions de dis- 

persion de  plasne. C e t t e  décomposition est effectuée en annexe III. Ce systc 



est donc u t i l i s a b l e  pour une étude numérique, quel que s o i t  l e  rapport 

des largeurs homoghne et Doppler. 

La solut ion de (BIV-48) est du type : 

- A t  ; * '  - X t  
- - - X t  

~ ' ( t )  = If e ( t )  = A h  e , AAjt(t) = A l  e 
o , t  O 

Nous obtenons ainsi une équation implic i te  pour X : 

L e s  points  de bifurcation sont donnés par l 'équat ion : 

qui  peut se résoudre graphiquement dans un plan (ReX, A ) .  

Cette solution nécessite de nombreux ca lcu ls  d ' in tégrales .  

L e s  remarques f a i t e s  sur l e s  courbes ~ ( v )  e t  h(v) vont 

tou te fo is  nous pe1mett1.e de calculer une valeur appr-ochée de X qui  

nécessite moins de ca lcu ls  e t  f a c i l i t e  l a  compa~-aison entre  les cas 

homogène e t  inhomogène. 

I I  1-3. Approximation de la "résonance inefficace". 

Cette approximation consiste à négliger les in tégra les  en v i t e s s e  

dans (BIV-49). Cette app~-oxination n ' e s t  j u s t i f i é e  que si ces in tégra les  

res ten t  p e t i t e s  ce  qui  est possible, d ' après  les f igures  (B-1 1) e t  (B-12) , 
dans l e  cas  suivant : 



* amplificateur homogène et bon absorbant ( J  >> 1 ) .  

En e f f e t  dans ce cas  €(O) = O e t  ;(V) reste tou jo~ws  tt-ès 
l 

pe t i t .  D'après (B-11) et (B-12) l a  première condition do i t  être pl- 

c r i t ique  que l a  seconde. 

- 
C e t t e  approximation revient donc à considérer que ~ ( v )  est 

1 

indépendant de l a  v i tesse ,  autrement d i t  que l a  saturat ion des niveaux 

résonants n 'entra ine pas de sa tura t ion  SUI* les niveaux réservoirs  de 

l 'absorbant,  d'où son nom. 
1 

La solut ion approchée X = X est a l o r s  donnée par 
O 

x =--A=-- . avec , x =-- 
O *O Xo O - 

*O Io 

Remarquons que, dans c e t t e  approximation, l e  système (BIV-48) se 

reduit f o~mellement au système (BII-6, BII-17 ) . 

Io  e s t  donc calculable par l e  c r i t è r e  de Routh-Hurtwitz avec 

l e s  mêmes équations qu'au chapi t re  B I 1  à l a  différence près  que l e s  r e l a t i o r  

(BII-3) et (BII-12) ne sont plus  vé~ l i f i ée s  et  q u ' i l  convient d1écri1-e les 

coeff ic ients  a,, a l ,  a2 de (BII-10) sous l a  forme : 

Ainsi, dans ce t t e  approximation, l e  problème inhomogène se ramène 

au problème hanogène moyennant une simple I-enormalisation de l ' i n t e n s i t é  e t  

des paramètres décrivant 1 'absor-bant . 



Les conditions de validi té  sont plus proches de l a  réa l i t é  

expérimentale. Cela explique aussi en partie pourquoi l 'étude des solutions 

stationnaires dans l e  modèle hmo&ne donne de bons résultats  quali tat ifs  

mais des résultats  quanti tat ifs  assez médiocres. Cette hypothèse sera à 

vérif ier  sur des traitements numériques. 

On ne peut évidemnent pas effectuer un calcul de bifurcation sur 

cet te  valeur* 
Xo 

qui n ' es t  qu'approchée, mais on peut estimer l 'erreur 

comnise dans l e  calcul de X o .  

Pour cela on pose : 

1 = X + X où X est  l a  correction d'ordr-e l e  plus bas lol*squton 
O E E 

tient. cconipte des intégrales dans (BIV-49) 

X = X 
O 

+ XE 
avec x = - -  X 

O E X E 
O 

On obtient alors : 



ANNEXES 



ANNEXE 1 

ÉLÉMENTS DE THEOR I E DES BI FURCAT I ONS 



INTRODUCTION. 

La khéor-ie des bifurcations a été inventée en 1885 par Poinca1-é 

[271 pour résoudre des problèmes d'hydrodynamique et  a été la17gement u t i l i s é e  

e t  développée dans ce domaine, notamment par Joseph, I o s s  et Sat t inger  [28 à 

311 à p a r t i r  des années 1970. 

Cette théo13ie a été introdui te  en physique des l a se r s  par  P. Mandel 

et Tc Erne- 1321, en 1981. Elle permet une étude analytique plus poussée 

des solut ions  du l a s e r  avec ou sans absorbant saturable  [ 31 1 et [ 34 1 . 

La théor ie  des bifurcat ions  se propose d ' é tudier  1 ' existence e t  l a  

s t a b i l i t é  des solut ions  d'équilibr-e des systèmes d'équations non 1inéai1-es. 

Nous n ' é tud ie~~ons  dans c e t t e  annexe que les deux types  de bifurcat ions  

1-encontrées dans notre  étude du l a se r  avec absorbant saturable : l a  bifurca- 

t i o n  d ' une solut ion s ta t ionna i re  vers  une au t re  solut ion s t a t i o n n a i ~ ~ e  e t  l a  

bifurcat ion d'une solut ion s ta t ionnaire  ve r s  une solut ion pé~*iodique encor1e 

appelée bifurcation de Hopf. L'étude de cette dernière nous donne des rensei- 

gnements SUI- les solut ions  périodiques de f a i b l e  amplitude issues  des solut ions  

s ta t ionna i res  mais ne nous apprend r ien  sur les éventuelles solut ions  pulsées. 

Il s ' a g i t  de plus d'une théo13ie locale  valable au voisinage du point de bifw7- 

cation,  l e  mot voisinage pouvant recouvrir un danaine de var ia t ion des parla- 

mètres tellement p e t i t  qu ' il est inexis tant  expérimentalement. L ' analyse de 

bifurcat ion ne dispense donc pas de l ' i n t ég ra t ion  n d r - i q u e  des équations 

mais permet de contr-oler les propriétés d'un cer ta in  nombre de solut ions  au 

voisinage des points  de bifurcation.  

Nous uti l iser-ons dans c e t t e  annexe les notations e t  méthodes du 

l i v r e  de Ioss  e t  Joseph [ 29 1 . 



I - SOLUTIONS D ~ E ~ U I L I B R E ' D E ~  PROBLEMES D' EVOLUTION,  S T A B I L I T E  

LINEAIRE.  

1 - 1. Solutions d'équilibre. 

On étudie les solut ions  des problèmes de l a  forme : 

où A e s t  un paramètre I-éel, appelé paramètre de bifurcation,  ~ ( t )  un 

vecteur et  F(A,u) un opérateur non 1inéaii.e qu i  dépend de ~ ( t )  mais pas  

de son h i s to i r e .  Nous ne considérons que des pl-oblèmes pour lesquels  F ne 

dépend pas explicitement du temps (problèmes autonomes) . 

Soi t  U( A)  l a  solut ion s ta t ionna i re  de c e t t e  équation. Cette 

solut ion r ~ e p ~ ~ o d u i t  l e s  symétries de 1 ' opérateu~. F mais d ' aut res  solut ions  

d 'équi l ib re  peuvent ex i s t e r  pour l e  PI-oblème (ANI-1) qui br i sen t  les symé- 

tries de F, ccmme par exemple l e s  solut ions  périodiques U ( A , T )  qui  dépend 

explicitement du temps bien que F n 'en dépend pas. 

Les solut ions  d 'équi l ib re  peuvent être d i s jo in t e s  ou se cro iser ,  

c ' e s t  à d i r e  qu'en une valeur  c r i t i que  Ac p lusieurs  solutions d ' équ i l i b re  

exis tent  pour l e  système. C e  point p a r t i c u l i e ~ .  est appelé "point de bifur-  

cation" car l e  système change a lors  de solution.  

Un exemple simple de point de bifurcat ion nous e s t  fourni  par l e  

"se+.l d ' o s c i l l a t i o n  du l a se r t '  qui, dans le  diagramme (1,A) de l a  f igure  

(ANI-1) où 1 e s t  l ' i n t e n s i t é  du champ e t  A l e  terme de pompage px'opor- 

t ionnel  à l ' inver-sion de population du milieu en champ nul, e s t  17ep1-ésenté 

par l e  point (o,At) au-dessous duquel l e  l a se r  n '  o s c i l l e  pas (solut ion Io= 

et  au-dessus duquel l ' o s c i l l a t i o n  laser1 prend naissance (solut ion 1 = I+ f 

- -  
"Rerna1-que : L e  mot équi l ibre  n ' e s t  pas à pl-end1.e i c i  dans son sens thermody 

mique. Il s i g n i f i e  simplement qu'on envisage les solutions s t a t i o m a i ~ ~ e s ,  

périodiques, pulsées, s t ab l e s  e t  ins tab les  obtenues ap~xès arno~.tissement de: 

régimes t ~ * a n s i t o i ~ . e s  e t  q u i  possèdent un diag;r.amme de phase indépendant du 

temps. 



Figure ANI-1 : Exemple de point de bifurcation : 

le seuil d'oscillation laser de coordonnées (1 = O, A = A ) 
t 

où I est l'intensité du champ et A le terme de pompage. 

1-2. Schéma de la démarche, stabilité linéaire. 

L'analyse de bifurcat ion se propose de : 

. déterminer l a  posit ion des points de bifurcat ion SUI- l e s  

solut ions  s ta t ionna i~*es ,  

. const1-uire l a  solution émergente au voisinage du point de 

b i f  ux-cati on, 

. en déterminer l a  s t a b i l i t é  au point de bifurcat ion.  

Le prlemier problème se t r a i t e  en regardant l a  s t a b i l i t é  l i néa i r e  

de l a  solut ion s ta t ionnaire  %(A) sous 1 ' ac t ion d'une pertw-bation de f a ib l e  

amplitude v ( ~ , t )  en posant U(A,t) = $(A) + v(A,t). 

C a m e  seul nous in té resse  le  cornpo~-tement de l a  solut ion s ta t ionna i re  

aux per-turbations de f a ib l e  amplitude, on l i néa r i s e  le système (ANI-1) par 

rapport à v(A,t) . 

La solut ion du système d i f f é r e n t i e l  du l e r  ordre obtenu e s t  a lors  

du type : 

C\r 

.La solut ion s t a t i o n n a i ~ ~ e  u(A) est s tab le  si Re o(A) est négatif 

et  ins tab le  dans l e  cas  contrai re .  La condition : 



va a lo r s  donner- l e s  valeurs cr*itiques Ac du paramètr-e de bifurcation pour 
l 

1esquel l .e~ l a  solution s tat ionnaire  devient instable .  

Les deux derniers problèmes sont des problèmes locaux : nous ne 

che~*chons l a  solution émergente e t  sa s t a b i l i t é  qu'au voisinage des points , 
de bifurcation. Une méthode consiste à chercher c e t t e  solution sous l a  folrile 

d'une s é r i e  de Taylor en développant l'opérateur* F(A,U) sous fo~me  d'une 

t e l l e  s é r i e  e t  en ident i f ian t  terme à terme l e s  deux membres du système 

(ANI-1). Le premier- terme du développement de l a  solution correspond aux 

solutions du problème l inéa i r e .  

Puisque l e  problème e s t  loca l ,  il semble judicieux de l e  f o ~ m d e r  

dans une éc r i tu re  indépendante de Ac e t  8 ( ~ ~ ) .  

Pour cela  on in t rodui t  l e  nouveau paramètre de bifurcation ; u par 

( 1 4  A = Ac + u avec u << Ac 

Le point de bifurcation e s t  donné par1 l a  condition u = O 

De même on pose u ( A , ~ )  = U(u,t) = 8(u)  + u(u, t )  

u(u , t )  obéit à l 'équation. 

Ecrgt sous l a  forme (ANI-S), l e  p~*oblème e s t  dit rédui t  à sa  

forme locale.  u (u , t )  e s t  une perturbation fa ib le  de l a  solution station- 

naire u (u , t )  = 0. 

La dbarche  de calcul  s e  f a i t  en deux étapes : un calcul global 

sur l 'équat ion (ANI-1) pour obtenir l e s  va1eu1-s c15tiques des points de 

bifurcation Ac, suivi  d'une 13éduction sous forme locale  de ce  s y s t h e  e t  

d'une recherche de l a  solut ion u(u , t )  sous folme d'une s é r i e  : 



s y s t h e  (ANI-1) l inéar i sa t ion  - recherche des valeurs propies G ( A ~ )  

14duction à sa forme loca le+  développement -c recherche de 

en s é r i e  de u ( u , t )  sous 

f (u ,u)  autour forme d'une 

d e u = O  s é r i e  autour 

de s i = O  

1-3. Forme locale du problème linéaire. 

a) Développement de la fonctionnelle. 

Le développement en sé r i e  de Taylor de 1 ' opérateur* f ( u ,u) au 

voisinage de l a  solution s tat ionnaire  u = 0, s 1 é c i > i t  : 

1 1 
(ANI-6) f (u ,u)  = f U  (ulu) + EuU(uIulu) + 7 f ( u I u J u / u )  + O ( /  1111 14) 3 .  uuu 

ème où l'opér-ateur f U , .  .u ( u ] u ] . . l u )  e s t l ad61- ivée  n e n u d e f ( u , u ) .  

C ' e s t  un opérateur symétrique n-1inéai1-e en u. 

Pour obteni1- l e  développement de ce t t e  s é r i e  au voisinage du point 

de bifurcation, nous développons a lors  (ANI-6) en fonction de ii supposé 

p e t i t  : 

f ( n ' m ) ( o l u l  . . lu )  e s t  l a  dérivée m 
&ne ème en u de l a  dérivée n en u de 

U,U 

b) Stabilité linéaire. 

Soit  v (u , t )  l a  perturbation de fa ib le  amplitude à l a  solution 

s tat ionnaire  u(u , t )  = O 



L'équation d 'évolut ion de cette perturbation,  au ler o ~ d r e ,  est 

obtenue en l inéar i san t  1 ' équation (ANI-5) . 
dv d é f  

(ANI-8) = fU(uiv) = Lo(u) . v 

où Lo(u) e s t  l a  matrice de l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  fu(ul .) 

La solut ion u = O e s t  asymptotiquement s tab le  si : 

En posant v (u , t )  = vO(u) e ; a(u)  = ~ ( u )  + i n  ( Y ) ,  

l 'équat ion (ANI-8) donne l e  PI-oblème spec t r a l  suivant : 

où ' ~ i  
sont les vecteurs propres de L0(u) associés à l a  

valeur propre a 1 ' 

11 est l a  dimension de l ' e space  PI-op1.e associé à l a  valeur proprle 

C'es t  l a  mul t ip l ic i té  géométrique de aI 
l a  mu l t ip l i c i t é  algébrique k de oI e s t  déf in ie  par : 

k 't 
det  (L0(u) - 03) = (O-oI) P(o) où ?(a)  est un polynôme en o 

ne s 'annulant pas pour. a = aI. 

La valeur propre oI e s t  d i t e  demi-simple si k = L, simple s i  

k = 1 .  

Ger-tains des r é s u l t a t s  de l ' é t u d e  qui suit ne sont v r a i s  que pour 

des valeurs  PI-opres simples ou demi- simples ce qui est l e  cas des pr~oblèmes 

du l a se r  avec ou sans absorbant saturable  in t racavi té .  

C) Le problème ad joint. 

L e  problème adjoint  est une au t re  façon de t13aiter l e  problème 
>C 

l i n é a i r e  (ANI-8 ) en u t i l i s a n t  1 ' opérateui. ad joint  L:( u ) dé f in i  par : 



dans cette équation > note l e  produit scalaire défini par 

l e  surlignage désigne l a  conjugaison canplexe. 

On obt ient  a101-s : - * T T 
(ANI- 13) Lo(u) = L (u) où Lo(u) e s t  l a  matrice tiaansposée de Lo( u) . 

O 

i: 
Lo(u) et  Lo( u) admettent l e s  mêmes valeurs propres or .  Les 

3 i  Jt 
vecteurs propres 

' ~ i  
de Lo(u) sont dé f in i s  par- 1' équation spec t ra le  : 

avec l a  condition de normalisation : 

Nous aurons besoin de ces  vecteurs pour- construix-e l a  solut ion 

sous forme d'une série. 

I I  - BIFURCATION E N  UNE SOLUTION STATIONNAIRE. 

11-1. Perte stricte de stabilité. 

On suppose qu'en u = O l a  solut ion stationnai1.e u(u,t;) = O 

devient ins tab le  e t  bifurque sur. une au t re  solut ion s ta t ionnaire  u (u , t )  = u(u) 

qui vér-ifie les conditions : 

i: 
î3 l a  condition d'or.thogonalit6 des sous-espace propres < c I i ,  c J j >  = O 

 pou^- 1 f J e s t  toujours vraie .  En revanche l a  condition de no~malisat ion 

à 1 ' i n t é r i eu r  du même sous-espace pr20pi1e n ' est vraie  que si e s t  simple 

ou demi-simple. 



Cet énèvement a r r ive  loi*squ'une e t  une seule valeur- propre a 1 
du problème l inéa i r e  s 'annule en u = O, l e s  au t res  gardant leur- par t ie  

14el le  négative, ce qui exclut tous l e s  problèmes polycritiques. 

En posant oI(U) = 5 (u) + i qI(u) 1 

La condition <;(O) > O e s t  une condition de perte  s t r i c t e  de s t a b i l i t é  . 
Cette condition e s t  généralement remplie. 

S i  l a  valeur propre al e s t  simple, on montre que 

I I  - 2 .  Construction de la solution stationnaire bifurcante . 
Nous supposons que a e s t  simple e t  posons : 1 

>C 

(ANI-17 ) E ( U )  = < ~ ( u ) ,  G;(u) > . (E  = O si u 5 O) U ( U )  e s t  

l a  solution stationnai1.e. 

On cherche l a  solution statiomai1.e non nulle pou* u > O sous 

fo~me  d 'une sér-ie en E : 

E e s t  l a  projection de l a  solution sur  l e  mode instable .  Le 

choix de ce  pa~~arnètre t r adu i t  l e  f a i t  qu'au voisinage du point de bifurca- 

t i o n  l a  nouvelle solution e s t  l 'évolut ion adiabatique de ce mode. 



L'équation d'évolution de U(H)  conduit au s y s t h  d'équations 

où kn dépend des termes d to id re  infér ieur  à n. 

On a de plus l e s  conditions de notmialisation issues de (ANI-15 et 17) 

La solution à l ' o r d r e  un e s t  immédiate : u = C l  1 

Aux ordres supérieurs on u t i l i s e  l e  théorème de so lvabi l i té  

suivant qui, appliqué à 1 ' 01~d1-e n, petmet de calcul et^ un-l : 

?; 

1 'équation %(O/ un) = g e s t  soluble si e t  seulement si cg, i l>  = O 

11-3. Stabilité de la nouvelle solution. 

La s t a b i l i t é  des solutions &ner*gentes e s t  donnée par l e  signe de 
du l a  quantité E - (figure (ANI-2) ) .  d € 

du - s i  E - 
d € 

> O, l a  bifurcation e s t  supercritique : l a  solution 

émergente e s t  s tab le ,  

du - s i  E -  dE < O, elle e s t  sous-critique e t  l a  solution émergente 

e s t  instable .  

Il convient donc de pousser l e  développement p~aécédent jusqu'à 

1' ordre m + 1, m étant  1' ordre pour lequel um = O e t  umcl # O. 



Supcrcritical bifurcation Subcriiical bifurcation Two-sidcd (iranrcritic) 
on one side on one sidc birurcation 

s : stable u: instable 

Figu re  A N I - 2  : Les t r o i s  types  de b i f u r a c t i o n s  

( d ' a p r è s  Ioss e t  Joseph [29] ) . 

I I I -  BIFURCATION DE HOFF 

I I  1-1. Le problème linéaire. 

L a  b i furcat ion de Hopf ~~~~~~espond au cas où l a  p a r t i e  r é e l l e  

d'une pa i r e  de valeurs  propres conjuguées s 'annule et change de  signe : 

(ANI-20) cl(o) = O ; nl(o) = uo , c,(o) < 0 pour n f 1 

Au point c r i t ique  une solut ion harmonique de pulsation uo prend 

a lors  naissance. 

Le  problème s p e c t ~ ~ a l e  s ' éc15t : 

(ANI-21) i w b  co  = f,,(olzo) avec C o  = ~ ~ ( 0 )  



l e s  conditions de normalisation sont : 

au a E )  > O  On suppose s t r i c t e  l a  perte de s t a b i l i t é  : Re ( a; = ( a; Y=O 

Pour u O l ' équat ion (ANI-21) peimet d ' é c r i r e  

au (1 , l )  3t (ANI-23) e t  donc ( a; = < f  (0lC0)> Co > 
U,U 

I I  1-2. Développement en série. 

On déf in i t  [ 29 1 l e  produit scalai1.e dans 1 ' espace des fonctions 

2ii - péi'iodiques pal1 : 

pour tou t  vecteur1 a ( s )  et b(s) = [ a ( s ) ,  b ( s ) l  = - 2i 12'<a(s), b ( s )  > 
O 

Soit  w(u) l a  pulsation de l a  solut ion &ergante (u(o) = wo) 

On se ramène aux fonctions 2ii - périodiques en posant : 

On in t rodui t  a lo r s  les vecteu1.s : 

qui, compte-tenu de l 'équat ion d'évolution (ANI-8) du pi*oblème linéaii-e,  

vé r i f i en t  l e s  re la t ions  : 



L'équation (ANI-23) se i$éci*it en fonction de Z e t  2-' : 

On in t rodui t  l e  paramètre E = [U  , 2 1  e t  on cherche les 

solut ions  21i - périodiques U(S,E) = u(s+2Ii, E )  vé r i f i an t  les conditions 

i n i t i a l e s  en fonction de E : 

u ( s , ~ )  e s t  solut ion de l ' équa t ion  d'évolution : 

qu'on développe en puissances de E en posant : 

et  qu'on pr-ojette SUI* chaque ordr-e avec les conditions de normalisation 

t.i~-&es des conditions (ANI-22 ) 

On obt ient  a101.s un système d'équations du type 

où Rn - dépend des termes d'oi~dr-e inférieurg à n-1. 



W 
n- 1 et un-i sont déterminés en u t i l i s an t  l a  condition de 

so lub i l i t é  suivante appliquée à (ANI-32) : 

Soit  l 'équat ion J~(U,) = g ( s )  = g(s+Zn). Cette équation est 

soluble pour un 2n - périodique sf et seulement si : 

Dans l e  cas  où g e s t  14e1, ce t t e  double condition se  rédui t  à : 
35 

[g,z 1 = O 

On montre à l ' a i d e  de ce  t h é o r b e  que l e s  termes impaii-s vér i f ien t  : 

I I  1-3. Stabilité de la solution périodique (théorie de Floquet). 

Soi t  v ( t )  une per.tux.bation de f a ib l e  amplitude de l a  solution 

pé~~iodique t~-ouvée. On pose : 

Y ( & )  e s t  appelé exposant de Floquet 

L'équation de s t a b i l i t é  l i néa i r e  de v s'éc1-ik : 

da s o i t  Y ( € )  ( ( 9 )  + Y ( € )  ;TS = f U  ( Y ,  UIV) 

L a  solution de c e t t e  équation e s t  donnée par un théorème de facto- 

r i sa t ion  [ 28 1 qui nous apprend que 1 ' exposant de Floquet S I  é c r i t  : 



Dans ce cas l e s  1-ésultats t~-ouv6s SUI* l e s  bifu~xcations 

s t a t iomai~-es  s ' appliquent encore i c i  puisque, l a  perte de s t ab i l i t é  I 

a s  a ' > O e t  l e  signe du coefficient a; = Zu2 E étant supposée s t r i c t e ,  ( Io  
déte~mine l a  s t ab i l i t é  de l a  solution : 

- l a  solution e s t  s table si u2 > O (bifurcation supei-CI-itique) , 
- instable si uZ c O (bifw-cation sous-critique). 

Rappelons qu ' il faut pro je ter  jusqu ' à 1 ' o ~ ~ d r e  3 pour7 calculer 

ce coefficient . 



ANNEXE I I  

ÉTUDE DES INSTABILIT~S LASER DANS 

LE MODÈLE A DEUX NIVEAUX 



1 - L E  L A S E R  S A N S  A B S O R B A N T  S A T U R A B L E .  

1-1 . 1 ntroduction. 

Un a r t i c l e  de Casperson [ 36 ] f a i t  1 'histor-ique des expéx-iences 

e t  théo13ies sur. l ' i n s t a b i l i t é  dans le  laser- sans abso~*bant saturable  e t  

nom nous contenterons d 'en t irer l e s  quelques points  l e s  plus ma~lquants. 

Cette i n s t a b i l i t é  ava i t  é t é  préd i te  dès 1959 par- des auteurs 

russes et notament O~~ayewsisiy [ 37 1 pour l e  cas des masers dont les équations 

de base sont identiques à c e l l e s  des laserls. L e  p1-emie1- l a se r  à ~ z i b i s  r*éalisé 

par Maiman [ 38 1 , en 1960 montrait des osc i l l a t ions  i r ~ r é ~ i è r * e s  mais il est 

d i f f i c i l e  d 'at tr ibuer1 cel les-ci  à un e f f e t  simple canpte-tenu de l a  dispersion 

des paramètr-es e t  de l ' o s c i l l a t i o n  multimode. 

Pour* expliquer l e s  osc i l l a t ions  du laser. à rubis S ta tz  et de Mar-s 

[ 39 1 ont é t a b l i  en 1960 un modèle de r a t e  équations où l a  pola~*isat ion 

n ' in te rv ien t  plus.  Un te l  mode1 ne PI-&ente d ' a i l l e u r s  aucune i n s t a b i l i t é ,  

il e s t  nécessaire d ' u t i l i s e r  un modèle à t r o i s  équations comme l ' o n t  f a i t  

Grasyuk e t  Orayeskiy en 1964. De nombrleuses études numér-iques e t  t héo~~ iques  

ont été entrepr ises ,  notamment par- Risken et N d a l [  6 1 , Casper8son [ 7-8 1 , 
Hendow e t  Sargent III [ 9 1 . Mandel [ 1-3 1 en a donné une étude analytique en 

u t i l i s a n t  notamment l a  théor ie  des bifurcations.  

1-2. L e s  équations. 

Nous nous contenter-ons dans c e t t e  annexe de  précise^. comment l e  

désaccord en frléquence ou 1 linhomog6néité du milieu modifie le  CI-itèrle de 

s t a b i l i t é  (AI-12) des solut ions  s t a t i o n n a i ~ ~ e s .  Dans un laser* en élax-gissement 

homogène, les i n s t a b i l i t é s  n ' appar-aissent que pour- des conditions expér-inen- 

t a l e s  actuellement inaccessibles.  

Nous donnons i c i  1 'étude r éa l i s ée  pax1 Mandel SUI* un l a s e r  en 

anneau. En adoptant ses notations le système (AI-6) s 'écrlit : 



1 

où E est. l 'amplitude du champ en uni tés  réduites,  P l a  pa1.ti.e imagi- 

na i~ -e  de  l a  polar isat ion,  D l l i n v e ~ * s i o n  de population, K l a  constante 

de re laxat ion du champ. 

2 
L' in tens i té  rédui te  est 1 = SE , 
où S est l e  paramètre de saturat ion.  

l e  paramètre de pompage e s t  : 

(ANII-3 ) 
O Nlg12 . A = - - =  
u où u est l ' i nve r s ion  de population en 
t YI 

champ nul, ut l ' invers ion  de population au seuil d 'osc i l l a t ion ,  N l e  

nombre de molécules act ives  e t  g l a  constante de couplage en t r e  l e  milieu 

e t  le  champ. 

Les solut ions  s ta t ionna i~ les  de ce  système sont : 

1 = Io = O s t ab l e  pour A < 1 

1 = I+ = A-1 s t ab l e  pou1 A > 1 

L e  second seuil d ' o sc i l l a t i on  du l a se r  (AI-13) au-dessus duquel 

l a  branche I+ devient i n s t ab l e  s1écr-it : 



S i  on t i e n t  conipte de l a  phase du champ, du désaccord ent re  

l a  fréquence de résonance de l a  cavi té  v et l a  f~~équence centrale du 

prof il de gain w e t  de 1 ' e f f e t  Doppler*, l e  système s ' 6 c r i t  a lors  [ 2 1 

. . 
@ - v où Q e s t  l a  par t ie  r ée l l e  de l a  polarisation, 6 = - ; A = 

4 ' - w + q v  
K Y. 

Les solutions s tat ionnaires  de ce système sont : 

1 i = cs t e  

a a(v) ~ ( v )  dv 2 -- 1 + 1 + A (v) 

(ANII-6) D(v) = a(v) 1 + a2(v) 
2 1 + I + A  (v) 

P(V) = d v )  E 2 
1 + 1 + A  (v) 

Q(v) = - U(V) A(V) E 
2 

1 + I + A  (v) 



1-3. 1 nfluence d'un élargissement inhomogéne . 
Pour déceler l ' inf luence d'un tel  élargissement on considere 

l 

l a  cavité accordée SUI* l a  fréquence de résonance des molécules : Q = w = v, 

et l a  r a i e  élargie par e f f e t  Doppler : 

On montre a lo r s  [ 2 1 que dans l a  l imi te  de 1 ' e f f e t  Doppler* i n f i n i  

(u  + -) une bifurcation de Hopf n'apparait que dans une mauvaise cavité 

pour laquelle l e s  constantes de relaxation des variables mo1éculai1-es sont 

ti-ès pe t i t e s  devant l a  constante de relaxation du champ. 

En posant ul = Y// = y ce t t e  bifurcation apparait pour 

Y e t  dome naissance à une solution harmonique de pulsation R = - . 
K 

On notera que l ' i n t e n s i t é  cr i t ique Ic e s t  i c i  réalisable 

puisque K >> y . C'est  pourquoi l e  socond s e u i l  d 'osc i l la t ion  n 'a  é t é  

étudié expéraimentalement par Caspe~son [ 7  1 que dans un l a se r  à Xénon en 

anneau poux. lequel 1 ' élargissement inhomogène e s t  impo1.tant : ( l e  1-apport 

des élargeurs Doppler e t  homogène e s t  de 1'ordr1e de 30). 

Figure ANII-1 : d ' a p r è s  Minden e t  Casperson [40! s e u i l s  d ' i n s t a b i l i t é  pour 

l e  l a s e r  à xenon à d i f f é r e n t e s  p re s s ions .  tc e s t  l e  temps 
1 - - de v i e  des  photons dans l a  c a v i t é  tc - K 



La f igure  (ANII-1) est une courbe théorique calculée par 

Casperson pow* l e  l a s e r  à xénon. On v é r i f i e  que si on augmente l a  pression, 

e t  par+ conséquent 1 ' élargissement homogène, 1 ' i n s t a b i l i t é  n ' apparait que 

dans des cav i tés  de p lus  en plus mawaises dans lesquel les  l e  temps de v i e  

des photons diminue, e t  pour des inve~*sions de plus en plus  élevées. 

On v é r i f i e  aussi  que dans tous  les cas  ce t t e  i n s t a b i l i t é  n 'apparai t  pas 

dans une bonne cavité.  

1-4. 1 nfluence d'un d é s a c c o r d  e n  f r é q u e n c e .  

On suppose 1 l éla~*gissement homogène e t  w f v . L' i n t ens i t é  

s ta t ionna i re  est a l o r s  [ 31 : 

La f igure  (ANII-2) donne l e  I-ésultat  trouvé par1 une analyse de 

bifurcation su  c e t t e  branche stationnai1.e : l e  domaine d 'existence de 

l l o s c i l l a t i o n  hma~nionique est inchangé : il f a u t  que K > 2 ~ .  En revanche 

un désacc01-d suf f i san t  s t a b i l i s e  c e t t e  o sc i l l a t i on  qui n ' é t a i t  s tab le  que 

pour K > 33y lorsque toutes  les fréquences é t a i en t  accordées ( f i gu re  A - 4 ) .  

Figure (ANII-2) : existence et stabilité des solutions périodiques de 

faible amplitude émergeant de la solution 1 pour + 
a = 100 (d'après Mandel et Zeghlache [ 3 ]  ) . 



Malheureusement l a  figure (ANII-3) montre que lorsque 6 augmente 

l ' in tensi té  critique à atteindre pour obteni~. l ' i n s t ab i l i t é  augmente aussi 
1 

ce qui donne des conditions encore plus d i f f i c i l e s  à atteindre. 

Figure ANII-3 : Valeur c r i t i q u e  de  l 

1 'ampli tude du champ au-dessus de laque 

l a  branche 1 e s t  i n s t a b l e  en fonc t id  + 
du désaccord en fréquence pour a = 100, 

Les courbes en p o i n t i l l é s  cor respc  

dent  à des  b i f u r c a t i o n s  sous -c r i t i ques  

i n s t a b l e s ,  l e s  courbes en t r a i t s  p l e i n s  

à des b i f u r c a t i o n s  s u p e r c r i t i q u e s  s t a b l  

D'après Mandel e t  Zeghlache [3]. 

I I  - LE LASER AVEC ABSORBANT SATURABLE INTRACAVITE.  

11-1 . Equati  o n s  d 'évolu t ion .  

Un laser  avec absorbant saturable intracavité (L.S.A) se compose 

d'une cavité 1x5sonante contenant deux cellules : l 'une active dans laquelle 

l'émission laser a l ieu,  l ' au t re  passive, remplie d'un gaz absorbant plus 

saturable que l e  milieu ac t i f .  

Les premiers traitements du L.S.A. dans l e  modèle à deux niveaux 

[ 23 1 [ 49 1 étaient essentiellement numériques car on tenait  compte d ' un  élar- 

gissement inhomogène par effet  Doppler mais une étude analytique poussée 

peut ê t r e  entreprise dans l e  cas d'un élargissement homogène [SOI. L'étude 

de bifurcation peut ê t r e  menée sur l e s  solutions stationnaires [ 32 1 e t  [ 341 . 
Cette pr*océdure a l'avantage de mettre en évidence l e  rôle des différentes 

approximations du modèle [ 51 1 . Nous ~*ésumons i c i  l e s  principaux points de 

cette étude. 



Le  système t o t a l  canpx-end t r o i s  équations de plus que ce lu i  du 

laser  sans absorbant intx-acavieé : deux pour l a  pola~aisation e t  une pour 

l ' inversion de population dans l 'absorbant. En supposant égales les fr-é- - 
quences de résonance de l a  cavi té  e t  de gain des milieux : v = w = w ,  

ce système s' é c r i t  : 

avec a e @(t) = - u 

Les grandeurs surlignées sont relat ives à l 'absorbant, l e s  autres 

à l 'amplificateur.  Q rep~~ésente  l a  par t ie  rée l le  de l a  polarisation. 

On introduit  l e s  paramètres suivants : 

a Nlg12 a 
35 l e  paramètre de pompage : A = - - 

ot YJ.lC 

* l e  coefficient de perltes l inéa i res  par absorption (ce coefficient 

esk négatif)  : 



* l e  param6t1-e de saturat ion dans chaque milieu : 

a-v - n-v 
où on a posé A = - 9 A = -  a 4) - avec R = - 

y, a t 
y J. 

36 l a  paramètre de s a t w a b i l i t é  r e l a t i ve  de 1 ' absorbant et  de 
S 

l 'amplif icateur  : a = - 
S 

a > 1 pour un absorbant plus  saturable  que 1 ' amplif icatew- . 

36 l ' i n t e n s i t é  1-éduite en uni tés  de  sa tura t ion  du milieu ac t i f  : 

- 
Dans lfabsoslbant l ' i n t e n s i t é  vaut I = a1 

- 
Y J. Yl ) 2  - YI * l e s  rapports : d = - Y b = ( r  Y d = -  

K K 

Avec ces notations l ' i n t e n s i t é  s ta t iomai1-e  1 e t  l e  déphasage 

A du champ sont l iés par deux équations : 

- l ' équa t ion  en i n t e n s i t é  : 

- e t  1 ' équation de dispel-sion : 

on ret1-ouve l e s  équations du l a se r  sans absor-bant en posant A = 0. 



11-2. Solutions stationnaires. 

L e  système (ANII-1  1 et 12) admet deux types de solut ions  : les 

solut ions  normales qui o sc i l l en t  à l a  €1-équence de  l a  cav i té  résonante et 

pour lesquel les  A = O, e t  les solut ions  anoimales qu i  o sc i l l en t  à une 

fréquence d i f fé ren te  de c e l l e  de l a  cav i té  : A 4 O e t  qui sont dues à 

une disper-sion anormale causée par 1 ' absorbant [ 19 1 . Ces dernièl-es solu- 

t i o n s  n 'appa~-aissent pas dans un l a s e r  sans absor-bant pour lequel l e s  

équations précédentes s e  réduisent à : 

et  dans ce système une solut ion 1 f O de l a  premièr-e équation entraine 

A = O dans l a  seconde. 

Les solutions normales sont au nombre de t r o i s  : 

S i  1 f absorbant e s t  moins saturable  que 1 amplificateur , ( a  < 1 ) , 
l e s  seules  solut ions  possibles sont ( f igure  ANII-4) 

1 = Io exis te  pour tou t  A 

1 = 1 n 'ex i s t e  que pour A > 1 - A 

Figure ANII-4 : Solu t ions  s t a t i o n n a i r e s  

normales dans l e  cas  où a < 1 

d ' ap rè s  Arimondo e t  a l .  [ 17 1 . 

C 
I 

A c 1  A 



Si 1 l absorbant e s t  p lus  saturable que 1 ' amplificateur mais pas t rop  : 

1 - A  
1 < a < - l e s  solutions sont l e s  mêmes mais l a  concavité de 

A courbe e s t  maintenant tou~qnée vers  1' axe 1 (f igure 

F i g u r e  ANII-5 : s o l u t i o n s  statiu 

n a i r e s  normales  pour  l e  c a s  l 

1 -A 
1 < a  < - - d ' a p r è s  Arirnondo e t  

A 

1 -A  
S i  1 'abso~~bant  e s t  beaucoup plus saturable que 1' amplificateu~. : a > - 

A 
l e s  t r o i s  solutions existent e t  donnent naissance à une b i s t a b i l i t é  entre  

l e s  solutions Io e t  I+ corne l e  montre l a  figure (ANII-6) ( ~ a  solution 

1 es t  toujours instable ,  e l l e  e s t  en po in t i l l é s  sur  l a  f igure) .  

F i g u r e  ANII-6 : s o l u t i o n s  s t a t i c  

n a i r e s  normales  dans  l e  c a s  

1 e s t  e n  p o i n t i l l é s .  - 
Arimondo e t  a l .  

1 = Io ex i s t e  pou- tout  

I = I ex i s t e  pou- A > t̂ où x = a - A - 1 + 2 J A(1-a) + X a - + 
1 = 1 exis te  pour 3 < A < 1 - A  

a 

D ' a p r è s  



Les solutions anormales sont au nombre de deux qui osc i l len t  

à des fréquences différentes  et ont l a  même in tens i té .  Leurs propriétés 

sont étudiées en dé ta i l  dans l a  réfé~*ence [ 32 1 . 
5 

Leur in t ens i t é  vaut : 1 = I = f (a,b) 

e t  l eu r  fréquence e s t  donnée par A = iI = f (b, a )  - 

l r b-i + (2-d) [ on a posé f (a ,b)  = - a-b 
A + 

d(d+l) d(di-1) 

Ces solutions n 'exis tent  que si l a  polarisation nelaxe plus v i t e  

dans 1 ' amplificateur que dans 1 ' absorbant (b > 1 ) e t  uniquement sutq l e  

domaine A ( 1 )  < A < A(3) (figure ANII-7). 

d(d+î)  1-a 
- 

e t  A(3) = a e - -  
a-d 

A 1 
d(d+l ) 

'L 'L 2, 

En A(1) on a 1 = O mais A +  = - A- # O 

2, 

tandis  qu'en ~ ( 3 )  A +  - = O mais 

i 
.vI=I - si A + (a-1) AC > O 

5 * I = I+ dans l e  cas cont13aire. 

hi a posé Ac = d(d+i  ) 
a - d  



Figure A N I I - 7  : d ' a p r è s  Erneux e t  Mandel [32]  : domaines d ' e x i s t e n c e  des 
'-b 

s o l u t i o n s  1,, Iy, 1 dans l e  ca s  où : 

A > o , ~ ~ < A ~ < o  b > a  > 1 ,  A + (a-1) AC > O 

"J 
1 e x i s t e  pour A ( 1 )  < A < A(3) 

I+ e x i s t e  pour A > A(2). 

1 - e x i s t e  pour A(2)  < A < " ~ ( 4 )  

- d ( d + l )  + â ( d + l >  (d+z+l) 
avec : A ( 1 )  = ( 1 - A )  d ( d + l )  d ( d + l )  

* r 



1 1-3. Réductions du modèle et stabilité des solutions stationnaires 

11-3 .a) Stabilité des solutions dans le modèle à 8 é2ations.  ---------------------------- ---- 
* La solut ion Io e s t  s tab le  pour A < A(1) et présente en 

A = ~ ( 1 )  une bifurcat ion de Hopf supercri t ique ou s u s - c r i t i q u e  suivant 

l a  valeur de A. 

En ~ ( 1 )  l a  pulsation de c e t t e  solution vaut : 

La branche Io p~lésente une au t r e  bifurcat ion verls l a  solution 

1 en A = ~ ( 4 )  = 1  - A. Lorsque A = Ac o n a  ~ ( 1 )  = ~ ( 4 )  

* La branche 1- est instable .  

% 

* Mrugala e t  Peplowski 1351 ont montr-é que lorsque 1 se raccor-de 

à I+Y c e t t e  d e ~ n i è r e  branche présente une i n s t a b i l i t é  de phase pour* A < A(3) - 
qui  donne naissance à une bifurcat ion de Hopi? e t  ce  pour tou t  1-apport d. 

Ainsi, contrairement à ce qui se passe dans un l a s e r  ne contenant pas d 'absor- 

bant, le  L.S.A. peut présenter une i n s t a b i l i t é  à f a i b l e  i n t ens i t é  en élarlgis- 

sement homogène. 

1 
Pour > b + d, il exis te  pour toute  valeur de A une valeur 

c r i t i que  du paramètr-e de pompage au-dessus de laque l le  I+ e s t  ins table .  

Pour b > 1  e t  1 A 1 grand, I+ n ' e s t  pas s tab le  

Pour d ' < b + 1 I+ e s t  s t a b l e  pour A 5 O e t  i n s t ab l e  dans 

un in t e rva l l e  [A5, Ag 1 si A e s t  grand. 

Les domaines i n s t ab l e s  [ 35, 52 ,  531 peuvent être des solutions 

périodiques ou chaotiques. D e s  solutions chaotiques appai-aissent également 

à basse in t ens i t é  pours A > O [ 5 2  1, c ' e s t  à dire si les deux ce l lu l e s  

sont amplificatrices.  

La présence d ' attr*acteu~-s étrlanges n ' est pas su.pslenante puisqu ' on 

peut établi13 [53  et  54 1 une analogie en t r e  l e  L .  S.A. e t  1 ' i n s t a b i l i t é  



convective dans un l iquide à deux composants chauffé pax8 l e  bas ( i n s t a b i l i t l  

de Rayleigh- Benal-d) . 
l 

'L 

* La s t a b i l i t é  de l a  branche 1 n ' a  été déterminée que numér-ique- 

ment. Toutefois on peut montrer- que A(1) est aussi  un point c r i t i q u e  pour 
'L 

1 ca r  deux valeurs propres du PI-oblème l i n é a i r e  s 'annulent ,  mais l a  bifu18- 

cation n ' e s t  pas de Hopf. 

I I  -3. b) Réduction du modèle. 
- 

Lorsque l a  cavi té  est accordée : = = W ,  on peut ne pas t e n i r  

compte de l ' équa t ion  de dispersion n i  de l a  pa r t i e  r é e l l e  de l a  polarlisation 
'L 

Dans cette approximation on perd l a  so lu t ion  anormale 1 mais pas l e s  point 

de bifurcat ion sur- Io et  I+. L e  tableau A N I I -  1 montre que l e  dia@-amme 

de bif  ur-cation des solut ions  pé1-iodiques est, en revanche, modifié . 

solut ion modèle à 8 équations modèle à 5 équations 

I o  A < 3,788 A< 3,788 

1 4,2005 < A < 6 ou plus  4,2005 < A < 6 ou plus + 
? 3,788 < A < 3,895 

ha~monique f 3236 < A < 3,94 3,788 < A < 4,02 
f harmonique 7 * 4,02 < A < 4,0215 
" 

pulsée 3,92 < A < 4,45 3,975 < A < 4,445 

t ab l eau  ANII-I : domaines de s t a b i l i t é  des  d i f f é r e n t e s  s o l u t i o n s  

dans l e  modèle à 8 équa t ions  e t  sa réduct ion  à 

5 équat ions .  D ' après  Mande 1 e t  Erneux [ 51 1 
X indique que l a  s o l u t i o n  n ' e x i s t e  pas  dans l e  

modèle c o n s i d é r é .  Les paramètres  va l en t  : - - - 
d  = 10, d = 2, y = 0 ,1  K, // Y// 

= O , ~ K ,  A = A = 0 ,  

a = 5, A = 3,4375. 



On peut encore pousser plus l o i n  les approximations e t  6liminer 

adiabatiquement les polar isat ions  lor*sque d et  d tendent vers  1 ' i n f i n i  . 
On obt ien t  a l o r s  l e  système de t r o i s  équations suivant : 

- d -  

o ù o n a p o s é  x =  /SE, D = O F ,  D = a F et d // = K ,  a// = ;l /K 

- 1 
I ' u n i t é  de temps e s t  K où K e s t  l a  constante de relaxation du champ. 

Dans ce  modèle on perd le  point de bifurcation ~ ( 1 )  SUI* Io, le 

l a se r  s 'allume en ~ ( 4 )  su r  l a  solution I+. 

La posi t ion du point de bifurcat ion sur  I+ est e l l e  auss i  modifiée. 

C e  point  corr3espond encore à une bifurcat ion de Hopf mais ins tab le .  Ainsi 

p e ~ d  - on l e s  solut ions  harmoniques e t  pulsées, l a  bifurcat ion sur I+ 
con-espond en f a i t  à l a  pi-écipitation du l a s e r  de 1 sur  Io. + 

c) Conclusion. 

D e  ce  sur-vol rapide se dégage l ' i d é e  que tou te  réduction du modèle 

per.tux*be profondément l e  diagramme de bifurcat ion en modifiant le domaine de 

s t a b i l i t é  des solutions,  en suppxlimant ou rla joutant même cer ta ines  d ' ent1.e 

e l l e s .  La b i furcat ion étant  conditiomée par l a  pa r t i e  non l i néa i r e  des équa- 

t ions ,  une élimination adiabatique ou une s impli f icat ion modifie ce l le -c i  en 

per-tur-bant justement c e t t e  p a r t i e  non l i néa i r e .  Un a r t i c l e  de Lugiato e t  a l .  

[ 2 2 ]  montrle que l a  valeur r e l a t i v e  des constantes de 1-elaxation n ' e s t  pas 

le  seu l  c r i t è r e  de v a l i d i t é  d 'une élimination adiabatique. Celle-ci  suppose 

en ou t re  que les modes d ' o sc i l l a t i on  supp~*imés res ten t  s tab les  sur1 tou t  l e  

domaine d ' étude, sous peine de changer implicitement de système d ' équations, 

donc de modèle. 



A N N E X E  III 

EXPRESS 1 ONS DES 1 MÉGRALES 

DU CHAPITRE BIV 



L e s  in tégra les  qui interviennent au chapitre B I V  dans le calcul 

en éla~ygissement inhanogène peuvent toutes  s'e.pi*imer- à l ' a i d e  de l a  fonction 

de disper-sion de plasma : 

qui redonne des 1-ésultats analytiques à l a  limite Dopple~. i n f i n i e  [23 1 e t  

qu'on s a i t  pr.ogranuneI1 poux- toute  valeur de 5. L 'établissement de ces expres- 

s ions  est long et fas t idieux,  aussi  nous conten te~~ons  nous de donnet* les ~-ésüL- 

t a t s .  
T - 

Enposant f ( Q , I , u ' ) =  dv 
m>n , m (1+1s+)~ - 

il vient : 

et des exp1-essions analogues pou* 1 ' absovbant en u t i l i s a n t  l e s  notations 



On a posé dans (ANIV- 1)  

l e  développement des fonctions f (Q , 1 u ) donne : 
m,n 

La derniè1.e somme porte su* 1 ' indice i e t  sur l e s  2 couples (1, O )  e t  ( O ,  1 

Lorsque Il (1-esp.1 ) vaut 1 a l o r s  nl ( resp.  n2) vaut 2 et loi~sque Il (resp.1 ) 2 2 
vaut O, nl (ilesp. n2 ) vaut 1 . 

On obt ient  f ( Q , I , u '  ) en intel-vel-tissant 1 e t  O dans f ( Q  ,I,U' ) 3, l  392 



On a intr-oduit les notations de Salantaa e t  Stenholm [23] 

A-, (Q,I )  = - Al(@,I)  ; Ad3(@,I) = - A3(Q,I) 

ainsi que les par~amètr*es : 

Ai(@, l )  Ai(@,I,n,m) 
En posant : 1 ( l n =  1 m pour- n = 1 ou 2 i x-xi(a ,I) i , m  ( x - x ~ ( Q , I ) )  

on déf init  le  dernier pal-adtr-e : 



CONCLUSIONS, PERSPECTIVES 

Notre étude de l'approximation des ''deux niveaux effectifs" 

du modèle à quatre niveaux nous a amené à introduire des critères nouveaux 

pour l'apparition d'instabilités sur les branches stationnaires. Celui, 

tout d'abord, de mauvaise cavité effective, condition à rapprocher de celle 

de mauvaise cavité obtenue sur le modèle à deux niveaux en bistabilité 

optique et dans l'étude du second seuil d'oscillation du laser sans absor- 

bant. Ceux enfin de bon absorbant et de bon amplificateur, spécifiques au 

modèle étudié. 

Ces notions nous ont permis de comprendre le diagramme de phase 

des solutions stationnaires, de cerner les paramètres pertinents du problème ' 

et de proposer des relations simples pour la position du point haut de 

bifurcation. 

L'analyse numérique a montré qu'il était vain, en général, d'espérer 

obtenir des renseignements sur les solutions périodiques du problème à partir 

d'une étude de bifurcation sur les solutions stationnaires, les oscillations 

mises en évidence lors de cette étude ayant bien souvent un domaine de sta- 

bilité limité à un voisinage du point de bifurcation. C'est pourquoi l'étude 

de ces solutions doit être menée au delà du point de bifurcation ainsi que l'on 

fait T. Emeux et P. Mandel sur le modèle à deux niveaux. 

Nous avons ébauché l'étude du modèle en élargissement Doppler par 

ltétablissement d'une relation implicite déterminant la position du point 

de bifurcztion. L'introduction d'une nouvelle approximation : l'la résonance 

inéfficace" a considérablement simplifié le problème et semble plus proche 

des conditions expérimentales que le modèle purement homogène. L'ensemble des 

intégrales intervenant dans ce modèle ont été exprimées à l'aide de la fonction 

de dispersion de plasma rendant ainsi la théorie directement applicable pour 

une étude numérique. 

Cette étude numérique, par une comparaison des résultats des deux 

modèles avec la réalité expérimentale, constituerait la suite logique de ce 

travail. Des expériences récentes [?41 rendent possible cette confrontation 

par le soin avec lequel les paramètres ont été déterminés. 



Nous avons signalé que les  absorbants à fo r t  coefficient d'absorp 

tion nécessitaient la prise en compte de l a  dépendance longitudinale du 

champ. Il es t  évident que la considération de la structure spatiale du I 

champ modifie les  solutions ainsi que l ' on t  montré Hall e t  Dziura [25] sur 

l e  modèle à deux niveaux. - I 

Il sera i t  enfin souhaitable de déteminer l es  modifications que 

créent la réintroduction des polarisations e t  des phases perspectives qui 

se sont avérées riches de conséquences sur l e  modèle à deux niveaux [51]. 

Par ai l leurs ,  l e s  méthodes développées dans ce travail peuvent 

être appliquées à d'autres systèmes laser dans lesquels différentes bifur- 

cations ou séquences de bifurcations ont é té  prédites ou observées. Citons 

par exemple le laser  avec signal injecté [561, l e  laser  avec pompe modulée 

[43] e t  l e  laser avec pertes modulées [ 44 ] .  
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