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1 NTRODUCTI ON 



1 océaniques s o n t  sans doute insurmontables.  En e f f e t  , l a  complexité des  écoule- 
1 

ments r encon t r é s  à l a  s u r f a c e  de l a  sphère t e r r e s t r e  dépasse de beaucoup nos 
l 

I connaissances physiques e t  mathématiques. On e s t  donc naturel lement  conduit  

1 à cons idé re r  séparément l e s  problèmes spéc i f iques  correspondant à une s i t u a -  

l 
t i o n  physique donnée : étude des marées,  é tude  des grands courants  t e l  l e  

l 
Gulf-Stream, étude des ondes dues à l a  t e n s i o n  s u p e r f i c i e l l e  par  exemple. 

l 

I Ces problèmes conduisent l e  p l u s  souvent à des modèles i d é a l i s é s  

l q u i  n 'en tendent  pas donner une e x p l i c a t i o n  complète mais v i s e n t  p l u t ô t  à met t re  

1 

en évidence l e s  t r a i t s  dominants des phénomènes q u ' i l s  approchent.  

La d i v e r s i t é  de ces mouvements e s t  a u s s i  un o b s t a c l e  à l e u r  étude : 
l 

il e s t  b i e n  évident  que l ' o n  ne peut  cons idérer  l 'ensemble de l e u r  s p e c t r e  

dans un t r a v a i l  de Thèse. Aussi nous limiterons-nous à ceux que PEDLOSKY (7979) 

nomme l e s  écoulements de grande é c h e l l e  dynamique, c ' es t -à -d i re  ceux pour  

l e s q u e l s  l a  r o t a t i o n  de l a  Terre  e s t  prédominante e t  dont l ' é t e n d u e  ho r i zon ta l e  

ne dépasse pas  1000 km. 

Parmi l e s  paramètres  c a r a c t é r i s t i q u e s  des e f f e t s  dus à l a  r o t a t i o n  
1 

de l a  Ter re  l e  p lus  important e s t  l e  nombre de Rossby (ROSSBY, 1939), r appor t  

de l ' a c c é l é r a t i o n  de l 'écoulement  dans un r epè re  l i é  à l a  Te r re  à l a  f o r c e  de 

I C o r i o l i s .  Deux a u t r e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  importantes  r e s s o r t e n t  de l ' a n a l y s e  de 
i 
l 

ces écoulements : t o u t  d 'abord l ' o c é a n  e s t  s t r a t i f i é  en profondeur e t ,  comme 

l 

on l e  v e r r a  p a r  l a  s u i t e ,  une importante  r e l a t i o n  l i e  l e  champ des v i t e s s e s  à 
1 
l l a  d e n s i t é  volumique ( c e t t e  r e l a t i o n  e s t  due à. l a  r o t a t i o n  de l a   erre). 
l 

Deuxièmement, e t  c e l a  domine l a  physique des problèmes envisagés ,  ce s  écoulements 

o n t  l i e u  dans une f i n e  couche en tourant  l a  sphère t e r r e s t r e .  En e f f e t ,  l a  

profondeur des  océans qu i  excède rarement 5 km e s t  beaucoup p l u s  p e t i t e  que 

1 l e u r  étendue h o r i z o n t a l e .  C ' e s t  à p a r t i r  de c e t t e  de rn i è re  remarque que nous 

avons é t é  condui t s  à développer une t h é o r i e  asymptotique en  ondes longues : i 



3 

le formalisme envisagé ici s'appuie sur la petitesse du parmètre hydrostatique 

(qui est la mesure de la profondeur relative des océans) et, à notre connaissance, 

n'avait pas encore été développé de façon systématique. La simplicité des résultats 

obtenus, qui à première vue n'était pas évidente, nous a permis d'appliquer à 

l'océan des techniques qui se sont révélées très fécondes dans l'atmosphère. 

Le concept du géostrophisme associé 2 la méthode des développements 

raccordés (basée sur des nombres de Rossby petits devant l'unité) conduit alors 

à la formulation de problèmes d'éuolution pour la pression océanique. Les 

modèles mathématiques approchés obtenus tiennent compte ae l'interaction 

atmosphère-océan ce qui est nouveau dans le présent contexte. Des codes numériques 

doivent pouvoir être développés à partir de nos résultats, permettant ainsi un 

traitement sur ordinateur de l'évolution des courants océaniques à l'image des 

modèles atmosphériques qu'utilisent les météorologues pour la prévision du temps. 

Ce travail n'est donc pas essentiellement théorique et ses prolongements doivent 

. . 
interesser tous ceux qui sont concernés par l'évolution des océans (météorologues, 

océanographes et plus généralement tous ceux qui exploitent les océans). 

Dans notre travail, l'océan et l'atmosphère sont assimilés à un 

milieu fluide supposé newtonien, pesant, compressible et visqueux. 

Par hypothèse l'océan est supposé être en évolution isochorique 

(c'est-à-dire à masse volumique constante le long des trajectoires, ce qui 

oblige nécessairement à négliger les effets non adiabatiques), limité vertica- 

lement par un fond plat et une surface libre qui le sépare de l'atmosphère et 

d'étendue horizontale de l'ordre de Lo &ad , où a,, désigne le rayon de 
la sphère terrestre. 

Nos équations sont rapportées à un repère lié à la Terre qui est 
+ 

en rotation à la vitesse angulaire h ( In I = no 713 -1 O-' p' ) . 

Au Chapitre 1 ,  après avoir décrit le cadre physique, qui est celui 

des équations de Navier-Stokes dans le plan tangent (avec effet ) , dans 



lequel s 'inscrit cette étude, on construit un modèle mathématique en ondes 

longues de la circulation océanique. Ce modèle se déduit des équations générales 

par un processus limite lié à la petitesse du paramètre hydrostatique et tient 

compte de la présence de l'atmosphère par un couplage des couches d'Ekman 

atmosphérique et océanique. Ce couplage est traduit par une condition de 

transmission portant sur les gradients verticaux du champ des vitesses dans 

les deux couches limites. En première approximation, il est connu (R. ZEYTOUNIAN, 

1985) que le modèle d'Ackerblom permet de décrire la couche limite atmosphérique; 

on peut alors, à partir de cette remarque, expliciter la condition de transmission. 

La modélisation ~récédente "filtre" certains phénomènes physiques; afin d'éclairer 

ce point on donne un exemple simple d'équation des ondes pour laquelle certaines 

solutions sont modifiées ou disparaissent (on dit qu'elles sont filtrges) lors 

de l'approximation des ondes longues. Ce dernier point conclut le chapitre 1. 

On désigne par géostrophisme l'gquilibre entre la composante horizon- 

tale de la force de Coriolis et le gradient horizontal de la pression. Le second 

chapitre est consacré aux différentes techniques asymptotiques (passages à la 

limite principal et locaux, développements asymptotiques, en puissance de R o y  
extérieurs et intérieurs) qui permettront la construction des approximations 

d'ordre supgrieur au géostrophisme que sont les modèles quasi géostrophique, 

avec densité constante puis variable, et agéostrophique. 

Le problème du quasi-géostrophisme avec densité constante fait l'objet 1 

du troisième chapitre. Ce modèle simple de circulation oc6anique ne permet pas 

la description de la structure verticale de l'écoulement mais sert d'introduction ~ 
aux chapitres 4 et 5 : la simplicité des calculs dans le cas de la densité l 

l 
constante laisse apparaître clairement la façon dont on construit L'approximation 

quasi-g60strophique ainsi que le problème d'évolution associé (équation et 

conditions aux limites associées). 
I 

L'étude complète, c'est-à-dire avec une densité variable, est 



développée au chapitre 4. C'est à partir des résultats de ce chapitre qu'une 

analyse de la structure verticale des écoulements peut être entreprise; le 

problème correspondant est formulé pour conclure le quatrième chapitre. 

Afin de montrer que le formalisme développé dans les précédents 

chapitres peut être poursuivi à l'ordre supérieur, on développe au chapitre 5, 

ce que l'on appelle avec GUIRAUD et ZEYTOUNIAN (1980) l'agéostrophisme, qui 
2 

est l'étude du terme d'ordre R o  de la pression océanique. Ce chapitre 

est très technique et les calculs qui y sont développés sont parfois 

fastidieux mais on y trouve l'étude de régions doublement locales que constituent 

les couches limites d'Ekman instationnaires au voisinage du fond et de l'inter- 

face. Il faut noter que l'agéostrophisme traité dans ce chapitre n'est pas celui 

de PEDLOSKY ( 1979) qui, lui, désigne par agéostrophisme tout écoulement qui 

s'écarte du quasi-géostrophisme. 

Le sixième chapitre est consacré ,> l'étude de l'influence d'un 

coefficient de viscosité dynamique variable suivant la verticale et développe 

une idée de ZEYTOUNIAN (1983, non publié). Le modèle asymptotique élaboré 

permet d'inclure une sous-couche visqueuse dans la couche limite classique 

d'Ekman au voisinage du fond et montre, contrairement à ce que l'on peut 

rencontrer dans la littérature concernant le sujet (voir I.A. KIBEL, 1963 

par exemple), que c 'est avec la couche limite d ' Ekman de seconde approximation, 

et non pas de première approximation, qu'est couplée la sous-couche visqueuse 

de première approximation. Le mécanisme de cette interaction est mis en évidence 

et explicité. Dans le cas de la densité constante on formule Le problème 

dlACKERBLOM pour la vitesse d'ordr? RO dalis la couche limite dfEkman situGe 
au voisinage du fond. 



On termine ce travail par trois annexes. La première est une 

présentation simplifiée de la méthode des développements asymptotiques 

raccordés et elle a été rédigée pour deux raisons : tout d'abord pour préciser 

les idées de l'auteur sur ce sujet et ensuite pour permettre aux "non spécia- 

listes" des techniques asymptotiques d'aborder la lecture de la thèse sans 

trop de difficultés. Dans la seconde annexe on trouvera les équations de 

Navier-Stokes avec viscosité dynamique variable en coordonnées cartésiennes 

locales adimensionnées puis ces équations sont écrites dans le plan tangent; 

enfin, on donne leur forme limite lors de l'approximation des ondes longues. 

Enfin dans la troisième de ces annexes on donne les ordres de grandeur des 

principaux paramètres sans dimension qui apparaissent dans notre travail. 

Signalons pour terminer que les résultats présentés au chapitre 4 

ont fait l'bbjet d'une publication (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, 1985). D'autre 

part une autre publication est en cours : elle concerne les résultats du 

chapitre 6 (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, à paraître). 



PRINCIPAUX SYMBOLES ET NOTATIONS 

i 

I P I  lJ c o e f f i c i e n t s  de v i s c o s i t é  dynamique e t  cinématique. 

1 

opé ra t eu r s  g rad ien t  e t  l a p l a c i e n .  

g rad ien t  p l an ,  l a p l a c i e n  p l an .  

I coordonnées sphériques ( : l a t i t u d e ;  (9 : l o n g i t u d e ) .  

" 2  5 
r o t a t i o n  de l a  T e r r e , n o = ( 6 . h  ~ 9 , 3 . 4 0 -  A-? 

rayon de l a  Terre ,  Q 2 6400 km. 

&;. ~n, paramètre de C o r i o l i s .  

Qo= 2% oLea paramètre l o c a l  de C o r i o l i s .  

LoIHO,TO, é c h e l l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de longueur ,  de temps, 

b t L J o ,  k,e0 de v i t e s s e  de p r e s s i o n ,  de masse volumique. 

& t Ha/La  paramètre hydros ta t ique .  

paramètre bê t a .  

nombre de Rossby. 

nombre de Reynolds. 

nombre de Boussinesq. 

nombre de S t rouha l  



E = R ~ I R Q  nombre d 1  Ekman . 

e, = E. IE' nombre dlEkman v e r t i c a l .  

paramètres de s i m i l i t u d e .  

3 
où y e s t  l a  v i t e s s e  h o r i z o n t a l e , W  l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e ,  

( e t  l a  p re s s ion  e t  l a  masse volumique. 

4 - 
U ' U ( x ~ ~ ~ ~ I  t) région p r i n c i p a l e  I . 
& - 

région l o c a l e  II au vo i s inage  de l ' i n s t a n t  i n i t i a l ;  

u'w'xf<a) 3/ t) rég ion  l o c a l e  111, au vois inage  du fond; 3 = (a + ,)/ Ra . 
A A  

(~,4),X,t) région l o c a l e  V au  vois inage  de 1 ' i n t e r f a c e  ; >= -% /Ra . 
v 

U z ~ ( l l  2,3;Ë ) région doublement l o c a l e ,  au vois inage  du fond e t  de 1 ' i n s t a n t  

& 

I i n i t i a i ;  5 = (a+l)/Ro et k = k / S R o ;  ( I V ) .  
l r 

= (71<a13,x ) ~ é g i o n  doublement l o c a l e ,  au vois inage  de 1 ' i n t e r f a c e  e t  de 

~ I\r 

l ' i n s t a n t  i n i t i a l ;  S= - % I R 0  t = t / S R ~ ( V I ~  

l 
Les numéros des  régions ~ r i n c i p a l e  (1) e t  l o c a l e s  (II à V I )  f o n t  r é f é rence  

a u  schéma de l a  page 50. 
1 





1, LE MODELE PlATHETIATTIUE EN ONDES LONGUES, 



Dans ce qui suit l'océan et l'atmosphère sont supposés 

être des milieux continus. Nous nous limitons aux phénomènes 

macroscopiques et nous supposons que les équations de Navier-Stokes 

dans permettent la description des écoulements étudiés. Nous 

faisons de plus l'hypothèse restrictive suivante : les deux coeffi- 

cients de viscosité p , sont constants et satisfont de plus à 

l'hypothèse classique de Stokes. Nous adoptons le point de vue de 

ZEYTOUNIAN (1976) qui consiste à d6coupler les problèmes liés à la 

turbulence et à la modélisation asymptotique. 



7 . 7  . - LES EQUATIONS DE BASE 

7 . 7  . 1 .  - Navie&-SXo k a  

Sous les hypothèses fornulées dans notre introduction les 

équations des mouvements océaniques s'écrivent : 

où le premier terme du crochet représente l'accélération de la masse 

et le second la force de Coriolis. C'est une force apparente qui trouve 
3 

son origine dans la rotation, avec la vitesse angulaire n (vecteur 
parallèle à la ligne des pôles, dirigé vers le Nord, qui représente la 

rotation terrestre), du repère lié à la Terre. 

3 
Dans le membre de droite Q est la force de gravité apparente 

(c 'est l'accélération gravitationnelle légèrement corrigée par 1' accélé- 

ration centrifuge). 

Les effets de viscosité sont pris en compte par le terme 

, où est le coefficient de viscosité dynamique supposé 

constant tout le long de ce chapitre 1. 

Dans le système ( 1 , l )  il faut noter que : 

3 

; v : opérateur nabla (ou gradient) où ( t , 
) est une base orthonormée du repère utilisé ( g:-a$ > et 

désigne la vitesse relative, AL désigne la pression. 
I 



On désigne successivement par 0 , Q et la latitude 

( 2 2 ) , la longitude ( O ,( 9 < ) , 

et la distance au centre de la sphère terrestre. En tout point de 

coordonnées sphériques , , <4 on introduit le repère naturel 

orthonormé dont les vecteurs de base ont été notés aI ; o n  

désigne par Mg l'origine de ce repère, avec : 

où désigne le rayon 

de la sphère terrestre. 

L'opérateur ;'écrit alors de la fason suivante : 

Dans ce repère les équations du système (1.1) s'écrivent : 



+ 
(b) ?(M t J.VY + %?$O /L +%Y n + Z R U - A ~ ~ )  

- - m e  4 ? y  +p(? lY+?:?~+ 2 ~ A e a 4  - 
*a8 R'W rs~a.8*âQ? h2Ceo26 " ); 

! 

1 
On rappelle que 

On trouvera dans YERONIS ( 1973) une formulation du problème 
l 

1 précédent en coordonnées elliptiques (la Terre n'est plus supposée 

1 
sphérique mais est supposée être un ellipsolde de révolution) ainsi ~ 

I qu'une estimation de l'erreur commise en assimilant la Terre à une sphère. 
l 



1 . 2 . -  LES C U N D l T l U N S  AUX L l M l T E S  

Les conditions utilisées ici sont classiques, on en trouvera 

un commentaire dans le livre de P. G E N I N  et P. MULLER ( 1980). 

Le long d'une paroi baignée par un fluide (visqueux ou non) 

la composante normale de la vitesse du fluide relativement à la paroi 1 

est toujours nulle.  expérience a permis de dégager pour des fluides 

visqueux la condition plus forte dite d'adhérence : le long d'une paroi, 

la vitesse reLative du fluide visqueux est nulle. 

La justification que l'on peut donner de cet énoncé est essen- 

tiellement d' ordre expérimental : on constate effectivement que ses 

conséquences sont bien vérifiées par l'ex~érience; mais il est aussi 

cohérent du point de vue mathématique avec 1 'ordre des équations. 

Pour des raisons analogues, on admettra que sur une surface 

de séparation entre deux fluides visqueux il ne peut y avoir de variations 

de vitesse. A la condition nécessaire imposant aux composantes normales 

des vitesses relatives d'être nulles, on ajoute donc, lorsque les deux 

fluides sont visqueux, la condition que les composantes tangentielles des 

.vitesses relatives doivent aussi être nulles. 

En l'absence de tension superficielle on doit vérifier de plus 

que sur cette surface de séparation le vecteur contrainte pour les direc- 

tions normale et tangentielle est continu. 

A ces conditions aux frontièr~s s'ajoutent des données initiales : 



1.3. - COORDONNEES CARTESlENNES LOCALES - AVlMENSlONNALlSAT10N 

On u t i l i s e  l a  t ransformat ion  de coordonnées d é f i n i e  p a r  : 

avec 

2 
( l e  Jacobien  qu i  vau t  -a0cm$ 

e s t  d i f f é r e n t  de zéro s i  l ' o n  ne s e  p l a c e  pas au vois inage  d'un p ô l e ,  

ce que l ' o n  suppose désormais) .  ( , , (P ) désignent  l e s  

coordonnées sphériques du p o i n t  au vois inage  duquel l 'écoulement  e s t  

é t u d i é ;  on r a p p e l l e  que a. mesure l a  d i s t a n c e  du c e n t r e  de l a  Ter re  

à l a  s u r f a c e  moyenne des océans (on a : a p  6 400 kms). 

Afin de met t re  en évidence l ' impor tance  r e l a t i v e  des d i f f é r e n t s  

mécanismes qui  gouvernent l e s  c i r c u l a t i o n s  océanique e t  atmosphérique 

il e s t  h a b i t u e l  de renc?re sans  dimension l e s  équat ions  e t  l e s  condi t ions  

aux l i m i t e s  correspondantes .  On f a i t  a i n s i  a p p a r a î t r e  d i f f é r e n t s  nombres 

sans  dimensions (nombres de Reynolds e t  de Rossby, p a r  exemple) dans l e s  

équat ions ;  ce s o n t  ces nombres qui  t r a d u i s e n t  dans l e s  équat ions l e s  

e f f e t s  de l a  r o t a t i o n  de l a  Te r re  ( ~ o s s b ~ )  e t  de l a  v i s c o s i t é  ( ~ e y n o l d s )  

p a r  exemple. 

Soien t  



les échelles caractéristiques de longueur, de temps, de vitesse, de 

pression, de masse volumique. 

On définit alors les variables adimensionnées suivantes 

(notées avec un prime) : 

A l'aide de (1,4) et (1,5) on obtient 

Si on désigne par SD l'opérateur de dérivation particulaire : 

Et' 



on o b t i e n t  l e  système su ivant  ( équ iua l en t  à (I,2) ) où l ' o n  a supprimé 

l e s  primes. 



Les paramètres sans dimension qui apparaissent dans ces 

équations sont : 

- le nombre de Rossby 

Q,= 2Qk$ Ro = UJQJ-, 1 



- l e  nombre de Reynolds 

Re- U,L,/V ; v 

- l e  nombre de Boussinesq (ZEYTOUNIAN; 1985) 

130 = & g K / P o ,  

- l e  nombre de Mach 

M:: U;/C J . C ~ = I & ~ P . ,  

- l e  nombre de S t rouhal  

S =  La /UdTo 

e t  l e s  amplitudes r e l a t i v e s  

1 . 4 .  - L ' APPROXIMATION DU PLAN TANGENT. L ' EFFET P . 

Lorsque 8 = Lo /ao t end  v e r s  zéro (approximation d i t e  du 

p lan  t angen t )  on peut  supposer que l e s  coordonnées X e t  2 s o n t  des 
3 

coordonnées ca r t é s i ennes  l i é e s  au  plan normal à $ z œ g &  (LEBLOND e t  

MYSAK; 1978). Dans ce cas  l e  seul  paramètre par  Lequel l a  s p h é r i c i t é  

l a i s s e  une t r a c e  dans l e s  équat ions  e s t  l e  paramètre 



On dit alors que l'on tient compte de l'effet (ROSSBY; 1939) 

si le passage à la limite, 6 & O , dans le système précédent s'effectue 

sous la contrainte 

(3= OCl) 

3 
En définitive on peut écrire pour la vitesse horizontale /V , 

la vitesse verticale W , la pression et la masse volumique e les 
équations limites suivantes : 



Commenous avons supposé W z  h U  ilnous faut écrire 

les conditions initiales suivantes 

Par ailleurs le fond ayant été suppos6 plat, d'équation dimensionnée 

.la=-Ha nous pouvons écrire les conditions aux frontières 

suivantes (avec des grandeurs adimensionnées ) . 

Précisons que le système (1,9) s'obtient en reportant dans 

(1~7) les séries de Taylor au voisinage de 8 = des fonctions 

0-0 3 - 0  et %€l avec 8 = eO+ S 2  3 

puis en effectuant alors le passage à la limite 



On pourra à ce sujet consulter LEBLOND et MYSAK (1978).  

Ceci revient, en première approximation, à remplacer le paramètre 

de Coriolis local, & = 2% 0 par l'expression linéaire 

suivante : 

puisque l'on a : 

Le paramètre constant de Coriolis est défini par 

Deux nouveaux paramètres sans dimension apparaissent dans (1 , . )  , 
1 

il s'agit : 

- du nombre dfEkman E (EKMAN; 1905) ~ 
2 

E. = RoIRe .: /POLo 
l 

- et du nombre dlEkman vertical 

1 

On rappelle que le paramètre hydrostatique est défini par 



7.5. - L' INTERFACE ATMOSPffERE-UCEAN 

1.5.7. - P t é m M a i h e .  g&amé&ique 

L'équation de la surface qui sépare l'océan de l'atmosphère, 

dite interface dans ce travail, est prise sous la forme : 

où & désigne l'amplitude de l'interface. 
Le vecteur unitaire de la normale à l'interface, dirigé vers 

l'atmosphère, s'écrit : 

soit, en effectuant le calcul, d'après ( 1 , l  bis) 

où N désigne un facteur de normalisation qui s 'exprime par la 

relation : 

où l'on a continué à noter 7 la f~nction obtenue en passant de 

On remarquera qu'un nouveau paramètre sans dimension s'introduit 



il caractérise l'amplitude réduite des déplacements verticaux de l'interface 

en comparaison avec la profondeur . 
L'hypothèse, que l'on fait par la suite, imposant la relation 

traduit une situation physique effective. 

On verra an § 1.6 que la situation asymptotique E. 4 O conduit 

à une interface qui se confond avec un plan. Ceci résulte bien sûr du choix 

de notre adimensionnalisation. Si l'on avait rapporté les distances horizon- 

tales à une longueur d'onde liée à l'interface et les distances verticales 

à l'amplitude caractéristique de celle-ci nous aurions obtenu un système 

d'équations réduites décrivant l'évolution des ondes de surface. 

1 . 5 . 2 . -  DEX&ndan du vec;teuh-caW&~Re 

a )  Le ..................... vec;teuh-cavi;t)raivLtQ 

Pour un fluide visqueux newtonien les cmposant,es 

tenseur des contraintes sont données par 



où est la pression, C L  les composantes des contraintes visqueuses 

et si$ désigne le symbole de Kroenecker; désigne le tenseur des 

contraintes et celui des contraintes visqueuses et les composantes C 

ont la forme suivante : 
La 

où D&a désigne la trace du tenseur des taux de déformations, qui est 

nulle dans notre étude puisqu'égale à la divergence de la vitesse; par 

conséquent (1,19) se réduit à : 

- 
a = 2,u ID.  

avec (O tenseur des taux de déformations. 
Le tenseur f est un opérateur linéaire qui à un vecteur - .., 

quelconque 3 fait correspondre un vecteur que 1' on note V . 
3 

Avec cette notation, n désignant un vecteur unitaire 
L -9 

est le vecteur contrainte pour la direction-. 

- 
Puisque a = X/L< (0 , la détermination de D;;i équivaut à I 

; dans la suite nous noterons par exemple D Qe plutôt 

3 (O est la partie paire de G-A u , ses composant~s I 

1 

en coordonnées sphériques sont les suivantes (voir GERMAIN, 1980, par exemple). 



tandis qu'en coordonnées cartésiennes locales adinensionnées on a : 

En effectuant le produit ci-dessus on obtient : 



où l'indice indique la composante du vecteur suivant la direction désignée. 

Si on développe les calculs on obtient alors : 



Si l'on convient de noter [ 61% le saut de la grandeur 
au travers de 3 , la continuité de ?(&) , en l'absence de 

8 
tension superficielle, s'écrit : 

ce qui est équivalent à 

La relation (1,26) doit nous fournir les conditions à la frontière 

qui nous manquent encore pour fermer notre système d'équations aux dérivées 

partielles. 

el Edbet _-______-___________- - - -_ - - - -_ - -  de l lapp tror imdon  du plan .ta%ent _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  nun l lexphennion 
3 4 

den componantu de T(a) . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - _ - - - _ - _ -  

Le passage b la limite s b O dans (1~24) nous donne 



Li. (bl T2 = -y3 czP -[-EH 
NL. % 2, 2 8% 

où on a  conservé l e s  mêmes no ta t ions  pour l a  fonc t ion  e t  sa l i m i t e  quand 

% LO ; a i n s i  dans (1,27) on a  : 



avec 

Les relations (1,28) s'écrivent alors : 



1.6.- L'APPROXlMATION DES ONDES LONGUES, 

L'approximation dite "des ondes longues" est définie par le 

passage à la limite suivant : 

En désignant encore par 3, 1\2r , 1- et e les valeurs 

limites de la vitesse, de la pression et de la masse volumique lors de 

ce passage à la limite on obtient, en appliquant (I,30) au système (I,9) 

les équations limites suivantes : 

A ce système nous pouvons associer les conditions aux limites : 



4 O 
où 'V et <FO sont les fonctions connues de X ,  () et (données 

initiales du problème de Cauchy). 

Il faut encore écrire une condition de transmission sur la 

surface libre; celle-ci découle des conditions (1~26) ; en effet le passage 

à la limite L i M utilisé dans (1,28) fournit les égalités suivantes : 
OL 

Ainsi, à la limite, la normale à l'interface coïncide avec le 
3 

vecteur unitaire & : Z r  P . 
Un peu de reflexion permet de se rendre compte que ce résultat 

est naturel, en effet, € <C O transforme la surface 9 en un plan 
d'équation )= O ; ceci résulte bien entendu de la relation O( = 
et de 1 ' équation ( adimensionnée ) de 1' interface 

Quand on mentionnera l'interface il s'agiramaintenant du plan 

d ' équation 



De ce  q u i  précède on dédui t  t o u t  d 'abord une condi t ion  p o r t a n t  

s u r  l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e  M .  

3 
p u i s ,  pour l a  v i t e s s e  h o r i z o n t a l e  e t  l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e  w, l e s  

r e l a t i o n s  ( I  ,26) sous l e  passage à l a  l i m i t e  LIM en t ra inen t  
OL 

où l a  no ta t ion  

désigne l e  s au t  de au t r a v e r s  du p l a n  

Dans ce t r a v a i l  l e s  condi t ions  l a t é r a l e s  s o n t  ignorées ;  e l l e s  

n ' i n t e rv i ennen t  pas  dans l a  modél i sa t ion  e f f ec tuée  dans l e s  §§ s u i v a n t s .  

On peut  à ce s u j e t  consu l t e r  W.P.M. DE RUIJTER (1980) .  

1 .6 .2 . -  Le ~ i k t x u g e  

Le passage à l a  l i m i t e  des ondes longues (ECO ) a  pour 

conséquence (zEYTOUNIAN, 1981) une f o r t e  dégénérescence de l ' é q u a t i o n  

des ondes a s soc i ée  que l ' o n  peut  ob ten i r  pour l e s  p e r t u r b a t i o n s ,  p a r  

r appor t  au repos ,  des  v i t e s s e s ,  de l a  p re s s ion  e t  de l a  masse volumique 



à p a r t i r  du système ( 1 , g ) .  Ce passage à l a  l i m i t e  joue l e  r ô l e  d'un 

11 f i l t r e "  en modifiant de façon inéga le  l e s  fréquences des ondes obtenues. 

La modélisat ion des écoulements qui va su iv re  a u r a  pour e f f e t  

de f i l t r e r  l e s  ondes acoust iques t o u t  en mettant en évidence l e  r ô l e  du 

nombre de Rosçby, Rg , pour l e s  écoulements océaniques dont l ' é c h e l l e  

hor izonta le  Lo e s t  beaucoup p lus  p e t i t e  que (Ig mais beaucoup p lus  

g randeque  HO ( S a l t  €41 ) 
Afin d ' i l l u s t r e r  ce qui  v i e n t  d ' ê t r e  d i t  concernant l e  f i l t r a g e  

on é tudie  des écoulements qui sont  de p e t i t e s  pe r tu rba t ions  d'un écoulement 

s tandard.  Cet écoulementstandard e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  l e s  va leu r s  su ivantes  : 

avec 

On note  encore par  M , I\T , , 1. , f l e s  composantes 

de l a  v i t e s s e ,  l a  press ion  e t  l a  masse volumique, e t  les pe r tu rba t ions  

autour  de l ' é t a t  s tandard sont d é f i n i e s  par  ( l e  paramètre 0< e s t  c e l u i  

du § 1 . 5 ) .  

S i  on néglige l e s  termes couplés avpc E C O ~ ~  e t  

que l ' o n  pose = 0 , l e  système ( I ,9) s  t g ~ r i t  ~ ~ O P S ,  en posant XE 



Afin d'obtenir un problhe de STURM et LIOWILLE à coefficients constants 

on suppose maintenant que l'on a : 

et on effectue le changement de variables 



C - L. - - 
On o b t i e n t  a l o r s  pour k , Y , W , e t  f l e  

système suivant  : 

La s o l u t i o n  de ce système e s t  recherchee sous l a  forme 

3 
où l e s  fonct ions inconnues ( 'V w , ) ne dépendent que de 

De l ' é q u a t i o n  ( e )  (1,40) on t i r e  l a  va leur  de W .  

w = - L o  H e  

L'équation ( c )  (1 ,a) nous donne e : 



Expression que l'on reporte dans 'LV pour obtenir 

Des deux premières équations du système (1,401 il vient aisément 

de sorte que l'équation de continuité devient : 

A l'aide de cette relation et de l'équation (1,44) dérivée une 

fois, on obtient : 

La condition d'adhérence sur le fond de l'océan nous donne la 

condition sur 



Finalement, avec le changement de fonction 

= =n= e c r p ( b 1 2 ~ )  

le problème de la propagation des ondes revient à la résolution du problème 

de Sturm-Liouville suivant 

Pour obtenir un problème bien posé il convient de poser une 

condition à la fonction sur 5 = 0. 
On a l'équation de l'interface, sous forme adimensionnée 

et on peut y écrire (LEBLOND et MYSAK, 1978) l'équilibre entre la pression 

atmosphérique, supposG~ constante, k , et la pression exercée par la 

mer; soit, en grandeurs adimensionn6es : 

, sur % Z a y .  



En linéarisant autour de la surface au repos, d'équation 

, il vient : 

soit 

/ 
D'autre part, la vitesse verticale o(v s'exprime sous la 

forme 

d'où, en linéarisant 

Il vient donc en reportant (I,50) dans (I,5 1 ) 

1 ce qui compte tenu de la forme de la solution et de la relation (1~44) 

donne successivement 



Le problème (1,48) avec c e t t e  de rn i è re  équat ion  possède une 

v a l e u r  propre p a r t i c u l i è r e  : l a  dé r iva t ion  de l a  condi t ion  en % = - A  

condui t  à une équat ion  iden t ique  à l ' é q u a t i o n  généra le  pour au t an t  que 

l a  v a l e u r  propre  prenne l a  v a l e u r  ~ a r t i c u l i è r e  

ce q u i  conduit aux fréquences 

c,2= R~ /E'HM~' . 

Cet te  fréquence correspond à une onde acous t ique  bidimen- 

s i o n n e l l e  s e  propageant dans l e  p lan  h o r i z o n t a l .  

Les a u t r e s  va l eu r s  propres  s o n t  d i s t r i b u é e s  dans C O , & ]  e t  

il l e u r  correspond l e s  f réquences su ivan te s  : 

Lorsque E 4 0 , l a  f réquence a t e n d  vers  l ' i n f i n i ,  

pa r  conséquent l e s  ondes acoust iques qui  l u i  correspondent son t  f i l t r é e s  

( longueur  d'onde n u l l e )  . 
D'au t r e  p a r t  on o b t i e n t  l o r s  de ce f i l t r a g e  

On t r o u v e r a  dans DEMUTH (1985) un t r a i t e m e n t  p lus  géné ra l  de ce 

problème. 



II . MODELISATION ASYMPTOTIQUE. 



Ce chapi t re  a pour but  de d é f i n i r  l e  cadre asymptotique 

dans lequel  nous nous plaçons. Plus précisément on y dé f i n i t  

l e s  passages à l a  l im i t e ,  p r inc ipa l  e t  locaux, qui  vont 

permettre l a  construction des modèles quasi-géostrophique 

(ordre  RO ) , avec densi té  constante puis va r iab le ,  e t  agéo- 

2 
strophique (ordre  RO ) . 



Notre po in t  de départ e s t  l e  modèle en ondes longues obtenu au 

chap i t r e  1 auquel nous associons l e s  condit ions aux l i m i t e s  (1,32), (1,36), 

(1,37) e t  i n i t i a l e s  (1,331 : 



On d é f i n i t  a l o r s  l e  modèle quasi-géostrophique comme cas  l i m i t e  

du modèle en ondes longues lorsque RO , EL , tendent  simultanément 

v e r s  zéro dans l e  système ( I I , 1 )  de t e l l e  façon que l ' o n  a i t  l e s  r e l a t i o n s  

de s imi l i t ude  : 

Le modèle quasi-géostrophique s ' o b t i e n t  donc après  l e  passage à l a  

l i m i t e ,  dans l e s  équat ions du système ( I , 9 ) ,  su ivan t  : 

l e s  au t r e s  paramètres  e t  v a r i a b l ~ s  indépendantes r é d u i t e s  r e s t a n t  f i x é s ,  

de l ' o r d r e  de l ' u n i t é .  
-B 

Conjointement à (II  ,3)  on pos tn l e  pour 'V , Qd , 5 e t  f' l e  

développement asymptotique p r i n c i p a l  su ivant  : 



1 1 . 2 . -  LE MUVELE MATffEMAT10,UE 

A 
La déf in i t ion  des paramètres sans dimensions ad , EL peme t  

d ' éc r i re  à l a  place du système (II,~) : 



c ' e s t  à p a r t i r  de ce système e t  du passage à l a  l i m i t e  ( I I , 3 )  que nous 

cons t ru i rons  dans l e s  prochains c h a p i t r e s  l e s  modèles quasi-géostrophique 

( ch .  III e t  I V )  e t  agéostrophique ( ch .  v ) .  

11.3. - QUAS1 -GEciSTROPff 1SME ET AGEOSTRUPH 1SME 

On remarque que ( I I , ~ )  conduit  à un problème de pe r tu rba t ion  

s i n g u l i è r e  : auss i  b i e n  RO que EL l o r s q u f i l s  tendent  ve r s  zéro 

conduisent à une dégénérescence des équat ions : lo rsque  % b 0 dans l e  

système (II,~) l e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  en t d i s p a r a i s s e n t  e t  nous ne 

pouvons p l u s ,  dans l e  système l i m i t e  obtenu, s a t i s f a i r e  aux condi t ions  

i n i t i a l e s  imposées à *\r e t  ; a u v o i s i n a g e d e  k = O  i l f a u t p l a c e r  

une couche i n i t i a l e ,  ce  qui  condu i t ,  à l ' o r d r e  zéro re la t ivement  au 

développement ( II, 4 )  , au  problème de 1 ' adap ta t ion  au géos trophisrne. D e  

même l e  second membre de ( I I , ~ )  ( a )  d i s p a r a î t ;  l e s  condi t ions  aux f r o n t i è r e s  

en  %:-A e t  % = O ne s o n t  donc p l u s  app l i cab le s  au  problème 

l i m i t e  obtenu. Nous sommes en d'un problème c l a s s ique  : c e l u i  du 

phénomène de couche l i m i t e  au  vois inage  des p lans  - e t  = 0 qui 

conduit ,  à l ' o r d r e  zé ro ,  au problème d i t  dlACKERBLOM décr ivant  l a  couche 

l i m i t e  s t a t i o n n a i r e  dlEkman. 

Pour une desc r ip t ion  r igoureuse  de 1 ' analyse asymptotique des 

problèmes de perturbations s i n g u l i è r e s  on pour ra  consu l t e r  W.  ECKHAUS 

(1973; 1979).  

Ainsi au  passage à l a  l i m i t e  p r i n c i p a l  

il rious f au t  a s s o c i e r ,  comme 1 ' indique 1 'ana lyse  f a i t e  aux chap i t r e s  s u i v a n t s ,  

t r o i s  passages à, l a  l i m i t e  locaux : 



- l'un qui tienne compte du voisinage de l'instant initial, 

- les deux autres qui tiennent comptes des voisinages des plans d'équation 

" ' 1 (fond) et â. - % = 0 (interface). 
A 2 

Le choix de E L = E A / R g  n'est pas fortuit : on sait en effet 

(J.s. DARROZES; 1972) qu'il existe au moins une relation entre Ro et EL 
telle que la situation décrite par 

contienne toutes les autres. 

Ce choix est dictépar le principe de moindre dégénérescence de 

VAN-DYKE (1964; 1975) : 

Il doit être fait de telle façon que le système d'équations 

locales, au voisinage du fond par exemple, retienne le maximum de termes 

lors du passage 2 la limite local correspondant; ce système s'obtient à 

partir des équations complètes (II,5) en introduisant la variable locale : 

's = ( % + I ) / o ( R o )  1 

(9 Définissons le passage à la limite local correspondant par : 

( ) Remarque : Dans (II .8) 1 ~ s  autres paramètres et variables indépendantes 

adimensionnées restent fixés de l'ordre de l'unité. 



On peut remarquer que si l'on veut que (II,~) définisse une nouvelle 

variable suivant la verticale alors il faut imposer à 8 d'être voisin de - 1 

lorsque Ro 1 0 . 
Le système diéquations (II , 5 )  s'écrit, en utilisant la relation 

et les variables t , X , 2 , 5 pour les 

composantes de la vitesse, de la pression et de la masse volumique notées 
A A  A 

respectivement , d , + et e : 



Les conditions de raccord entre l'écoulement principal ((II,?) 

associé à (II,~) ) et l'écoulement local (ou intérieur) décrit par (II,~) 

et sous (II ,8) fourniront les conditions aux frontières qui n'apparaissent 

pas dans ce dernier système d'équations. 

Lorsque Rg 4 O avec k , % , et fixés on doit 

imposer la relation suivante 

O( Ro) a2( ROI 
si l'on veut satisfaire au principe de moindre dégénérescence. 

Par le raccord des vitesses verticales on montre que nécessairement 

(si l'on veut que la méthode des développements raccordés s'applique) 

Q ( R ~ )  = Ro 
par .conséquent 

Finalement est le seul petit  aram mètre du ~roblème. On 

représente ci-dessous dans le plan ( t , ) , les différentes régions 

que nous considérons lorsque R0 LO : 

â A 
r 

l 
l 

i 
l 
i 
I 

I 

c t,z) 
52-1 

I t 

VI 

CFJ ) 

a 
-3 I I  

0 ?A- +T 

% g &  
2 6- 
3 

V. Couche d'Ekman stationnaire, correspond à : 

[&RaCoi k,zly,3=-b/Pa B a )  
I 

4 
conditions sur l'interface 5: 0 

1. Région principale, correspond à : 

\ ~ o L ~ ; t , x , ~ , )  &&SI 
conditions 
initiales. ;s - 

conditions sur le fond b=- 4 

IV , 
I 

III. Couche dlEkman stationnaire, correspond à : 



La région 1 correspond au passage à la limite principal (11~6) 

qui conduit, à l'ordre zéro (relativement à (II,~) ) ,  aux relations classiques 

géostrophiques - -1 -, * -  
Go =(&JO<) b o t ,  a 

La prise en compte des équations d'ordre un (ordre R b  ) permet de formuler 

une équation d'évolution du premier ordre en t pour un opérateur elliptique 
C 

relativement à la pression (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN; 1985) .  Cette 

équation régit l'écoulement dit "Quasi-Géostrophique"; cette théorie classique 

(J.P. GUIRAUD et R. ZEYTOUNIAN; 1980; N.A. PHILLIPS; 1963) est développée aux 

chapitreshIII, pour une densité constante, de IV avec une densité variable. 
& 

La région II correspond à l'introduction du temps fin k.z k./SR0 
et permet l'étude du voisinage de l'instant k = O par l'intermédiaire 

de la limite locale : 

4 
lorsque l'on a, en désignant par % les fonctions V , C\J , 1- et 

Cette région conduit, à l'ordre zéro du développement local précédent, 

au problème de l'adaptation au géostrophisme. On trouvera dans W. BLUMEN 

(1972) un exposé remarquable de cette question. L'analyse de ce problème, 

à l'ordre un, permet de formuler la condition initiale (au temps t = O ) 

à imposer à l'équation d'évolution du quasi-géostrophisme. Cette étude fait 

l'objet du paragraphe IV-2 du chapitre IV. 



Les régions III et V correspondent à 

I pour la région III 

pour la région V. 

L'étude de ces deux régions, qui correspondent aux couches limites 

dlEckman stationnaires, conduit au problème d1Ackerblom dont la résolution 

(dans Yes régions III et v), associée aux conditions de transmission pour 

la région V, permet la formulation des conditions aux frontières (en $=-q 

et %= 0 ) qu'il faut associer à l'équation d'évolution du quasi-géostro- 

phisme. On peut alors (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, 1985) formuler le problème 

complet du quasi-géostrophisme pour l'océan limité verticalement par le 

fond %:-l et l'interface â -0 . 
Les régions IV et VI sont doublement locales et correspondent à 

l'introduction simultanée, dans les équations, des coordonn6es locales 

P+ 

t = t / 5  RO et 3 5 ( ~ + I ) / R o  dans la région IV 
i 
l 

& 

et t s = t / S R o  dans la région VI. 

Ces régionspeuvent être ignorées si on se restreint à l'équation d'évolution 
.I. 

pour h , mais elles sont nécessaires dans l'étude de la composante 
du développement principal (II,~). Ces r6gions qui sont celles des couches 

dlEkman instationnaires font l'objet des $ V-&?et V-2-2du chapitre Y de 

ce travail; elles permettent la formulation pour & du problème, analogue 
I au cas quasi-géostrophique, qui est appelé agéostrophique en utilisant la 

terminologie de J.P. GUIFUUD et R. ZEYTOUNIAN (1980). 



Comme il est indiqué dans l'introduction, on utilise le modèle 

dlAckerblom (ZEYTOUNIAN, 1985) pour décrire, en première approximation, 

le champ des vitesses dans la couche limite d'Ekman atmosphérique située 

au voisinage de l'interface. Ce modèle s'obtient à partir du passage à la 
A 

limite local C Ro L O , d , , t fixés ) 
dans le système des équations atmosphériques en ondes longues qui s'obtient 

en effectuant le passage à la limite & O dans le système des équations 

: atmosphériques non adiabatiques adimensionnelles (R . ZEYTOUNIAN, 198 1 ) 

ci-dessous : 



est le paramètre de rayonnement, 

représente le rayonnement, supposé connu. 

Pour plus de détails on renvoie à la rgférence citée. On peut 

aussi, à partir de ce système et d'un formalisme identique à celui que 

l'on a développé pour lfoc6an, établir un modèle quasi-géostrophique - - 
pour l'atmosphère. Ceci permet d'obtenir pour $- et , (les 

O 
O 

3 
vitesses horizontales d'ordre Ra et Ro ) les expressions suivantes : 



3 

où l a  fonc t ion  X n ' e s t  pas p r é c i s é e  mais n ' e s t  pas f o n c t i o n  de 

& ( a 2  I d )  . 

Ces r é s u l t a t s  se ront  u t i l i s é s  dans l e s  chap i t r e s  q u i  su ivent  

l o r s  de l a  dé te rmina t ion  de l a  v i t e s s e  h o r i z o n t a l e  daris l e  p l an  b= 0 
( i n t e r f a c e )  . 



1 1 1 , MODELE AVEC DENS I T E  VOLUMIQUE CONSTANTE, 



Dans ce chapitre un modèle simple de circulation océanique 

correspondant à une étendue horizontale moyenne (soit Lo N quelques 

centaines de km) est mis en oeuvre. L'hypothèse de densité volumique 

constante ne permet pas, bien sûr, de decrire de façon satisfaisante la 

structure verticale d'une telle circulation; néanmoins ce modèle donne 

de bonnes informations sur la nature de la circulation dans des plans 

horizontaux (J. PEDLOSKY; 1979). 



I 111.7.- MODELE EN ONDES LONGUES AVEC D E N S I T E  CONSTANTE. 

Notre point  de départ  e s t  l e  cas généra l  cons t i tué  par  l e  s y s t h e  

des équations (II;5) dans lequel  on f a i t  l e s  hypothèses suivantes : 



On u t i l i s e  l e  passage à l a  l i m i t e  p r i n c i p a l  

e t  l e  développement asymptotique p r i n c i p a l  

pour ob ten i r ,  au premier ordre  en Ro (ordre  ) : 

En in tégran t  par  rappor t  à 7i On Obtient : 

2 
suivant  que 1 'on i n t è g r e  e n t r e  - 1 

et 3 ou O e t  % 



Les deux r e l a t i o n s  précédentes  e n t r a î n e n t  

- - 
( a i n s i  l a  donnée de 

+O Co) détermine +.(-?) e t  réciproquement) . 
l 2 

A l ' o r d r e  su ivant  en RO ( o r d r e  RO ) on o b t i e n t  : 

On peut  remarquer que l ' é q u a t i o n  (b) du système ( I I I , ~ )  a s s o c i é  au 

, développement p r i n c i p a l  ( 1 1 1 , b )  e n t r a i n e  

1 L '  équa t ion  ( a )  du système (III ,7 )  e t  c e t t e  de rn i è re  remarque e n t r a î n e n t ,  

é t a n t  indépendante de ( a = Br\af, ek 3 = 0 ) : % 0 ab 
1 



On s u b s t i t u e  a l o r s  ( I I I , 8 )  dans l ' é q u a t i o n  ( c )  de ( I I I , 7 )  pour o b t e n i r  : 

Le second membre de ( I I I  ,9 )  ne dépend pas de 121 . On peut  donc é c r i r e  : 

où l ' o n  a posé : 

équat ion  que l ' o n  peut  d é r i v e r  une f o i s  p a r  r appor t  à a- pour ob ten i r  : 

On peu t  aus s i  remarquer que (111,10) i n t é g r é e  p a r  r appor t  à, 'Zf donne 

où l e s  deux a r b i t r a i r e s  (Q e t  X r e s t e n t  à déterminer .  La r e l a t i o n  (111,12) 
l 

nous donne donc une équat ion pour F4 . 



11 1.2. - COUCffES LIMITES D' EKMAN STATIONNAIRES. 

3 
Les fonc t ions  ?r , , dépendent maintenant de k , X , 2 e t  

l 4 , "  3 = (bri)/eO ; l e  système d 'équat ions  (III ,2)  s  ' é c r i t  a l o r s ,  en notant  lr ,W 
1 

e t  l a  v i t e s s e  h o r i z o n t a l e ,  l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e  e t  l a  p re s s ion  : 
l 

l 03 l e s  condi t ions  aux f r o n t i è r e s  qui  manquerit s e ron t  f o u r n i e s  p a r  l e  raccord l 
de l a  s o l u t i o n  l o c a l e  avec l a  s o l u t i o n  p r i n c i p a l e  obtenue aux §§ précédents  

l 
1 

( l e  raccord  repose s u r  l ' hypo thèse  que 1 'on f a i t  e t  qu i  e s t  c e l l e  de compor- 

tement de l a  s o l u t i o n  l o c a l e  pour des $ grands compatible avec l e  compor- 

tement,  pour a proche de -? , de l a  s o l u t i o n  p r i n c i p a l e ;  c ' e s t  l a  condi t ion  



que l ' o n  d o i t  v é r i f i e r  pour que l a  technique des développements raccordés 

s o i t  app l i cab le ;  v o i r  à ce s u j e t  n o t r e  Annexe 1 ,  i n t i t u l 6 e ~ ~ A R ) .  

Au passage à l a  l i m i t e  l o c a l  

on assoc ie  l e  développement l o c a l  
A 

I l  v i e n t  a l o r s ,  successivement l e s  r é s u l t a t s  : 

Le système (111,16) peut  ê t r e  é t u d i é  en examinant l e s  équat ions dans 

un ordre  convenable. 

On constate  d' abord que 



A 
on vo i t  ensui te  que 10 e s t  une constante que l ' o n  détermine par appl ica t ion 

de l a  règ le  de raccord élémentaire due à L. PRANDTL ( 1928) qui  s ' é c r i t  de l a  

façon suivante 

s o i t  

où l ' o n  convient de noter  

lorsque & dépendde 3 ( e t  éventuellement de X , , t ) . On détermine 

ensui te  Ta en u t i l i s a n t  (d) ( 1 1 1 ~ 6 )  e t  l e  raccord avec l a  pression dans 

l'écoulement p r inc ipa l ,  ce qui donne 

où l ' o n  rappel le  que K ne dépend pas de a - .  
Avant de continuer dans l ' ana lyse  du système (111,16) il f a u t  s igna le r  

A 
que l a  règ le  de raccord u t i l i s é e  pour déterminer h n 'es t  p lus  c e l l e  de 

PRANDTL mais en e s t  une général isa t ion ra t ionne l le ,  due à B.K. SHIVAMOGGI ( 1978) , 

dont on trouvera l e  comrneqtaire dans l'Annexe 1 de ce t r a v a i l ;  c ' e s t  c e t t e  

règ le  de raccord qui  e s t  u t i l i s é e  dans tou te  l a  s u i t e  de l a  t hè se .  

On peut noter  i c i  que l 'hypothèse de masse volumique constante 

permet d ' é c r i r e  



puisque, comme on l'a déjà fait remarquer à. propos de l'équation (b) du système - 
(III ,2)  tous les 'P- sont indépendants de . A ce stade on peut utiliser 

f i  
(c) (111, 16) pour déterminer <4- Cx, a, 3, t ) en tenant compte de la 

'5 
condition en 3 = O et du raccord avec v- cx, la, k) . 

Cette équation (c) devient, en utilisant (III ,17) 

soit encore, en posant successivement : 

puis 

équation à laquelle on associe les condit,ions aux frontières déduites dp (e) - 
-# 

(III, 16) et du raccord avec 1)- O : 



I où on a noté 

4 
Il  e s t  a l o r s  f a c i l e  d 'ob ten i r  pour Wl : 

Le raccord,  su ivant  l a  r è g l e  de Prandt l ,  des v i t e s s e s  v e r t i c a l e s  ( à  l ' o r d r e  RO ) 
s ' é c r i t  

ce qui  ent ra ine  

11 1.2.2. - Vodinacie de R ' i v L t u  Aace 

La var iab le  de profondeur e s t  maintmenant l a  va r i ab le  ( l o c a l e ) S = - b / R o  

I e t  l e  passage à l a  l i m i t e  l o c a l  e s t  d é f i n i  par  



Il v i e n t  a l o r s ,  pour l e s  termes du développement l o c a l  (où l e  symbo1e.r 

indique l e  voisinage de l ' i n t e r f a c e )  

C) = (;\ + 
f - - -  

' t a  't-4 

l e s  équations suivantes : 

4 A 
où Vg e s t  l a  valeur inconnue de s u r  3 , 0 . 

O 



4 
3 En utilisant les mêmes méthodes qu'au § précédent on obtient pour Ir 

I O 
l 

le problème dlAckerblom suivant 

, avec 

Le problème en surface a donc une structure différente du problème au 
3 

fond (condition en \5 = 0 faisant intervenir la vitesse inconnue Vg , valeur 
3 prise par y sur k= 0 ) et les deux couches limites correspondantes sont 

O 
donc dissymétriques. 

La solution de (111~23) est donnée par 

Cette solution sera déterminée complètement lorsque l'on connaitra : vO 
c'est la condition de transmission 

a 
qui va nous permettre d'effectuer le calcul de 



Pour préciser le champ des vitesses atmosphériques qui intervient 

dans cette condition de transmission on utilise les résultats de J.P. GUIRAUD 

et R. ZEYTOUNIAN ( 1980) ainsi que ceux de R. ZEYTOUNIAN ( 1985) . I 

On trouvera dans les deux références citées un exposé complet de la modélisation 

des écoulements atmosphériques (cas du quasi-géostrophisme et de l'ageostrophisme); 

dans ce qui suit on ne fera qu'utiliser, sans les exposer, les résultats obtenus 

par ces deux auteurs. 
O 

Ainsi la vitesse, au premier ordre(&), dans la couche limite 

dlEkman atmosphérique au voisinage de l'interface s'écrit : 

où l'indice "a1' signifie que les grandeurs sont des grandeurs atmosphériques, 

et où l'on a noté 

O ~ -9 
ave c Ia densité volumique, d'ordre RO , de l'atmosphère et EL le 

6 4  9 a L Z 4 A  
nombre sans dimensions défini par EL = EL/(& ) = I / E  Re RO ~ 
lorsque 1' on fait 1 'hypothèse que les paramètrf>s hydrostatiques, , sont 

1 

1 équivalents dans l'atmosphère et l'océan. 

La variable est définie par : 



par conséquent, d'après ce qui précède, la condition de transmission s'écrit 
O 

(au premier ordre en Ro . (ordre Ro ) : 

En reportant (111,24) et (111~25) dans (111,26) on obtient la 
4 

vitesse Vg(x ,~t): 

111.2.2.2.- VLtuse v e d c d e  d a ~ n  La couche M e  

d' Ekmm 6 L'intehdace 

L'équation (b) de (111,22) : 

à laquelle on associe la condition (ordre R b  de (e) (III,~)) 

s'intègre facilement pour donner : 

Par conséquent le raccord, au premier ordre non nul Tour les vitesses verticales 

(c'est-à-dire l'ordre RO ) , entraîne : 



où e s t  donné en (111~27). 

On peut remarquer que l e s  r e l a t i o n s  (III ,21) e t  (III ,28) permettent  

l a  déterminat ion de l a  v i t e s s e  ( X  4 i>,%it) 
: en e f f e t ,  on a posé au  

9 111-1  . 

on o b t i e n t  donc l e s  v a l e u r s  de e t  X en r epor t an t  (111,21) e t  (111,28) 

dans l a  de rn i è re  é g a l i t é  ( I I I , ~ ~ ) .  

De même on p e u t  auss i  remarquer que l l e x p r e s s i o n  (III ,27) qu i  donne 
- 

3 - 
Qo en fonc t ion  des  v i t e s s e s  g60strophiques r e l i e v o  aux p re s s ions  

Tl; à l ' a i d e  de l a  r e l a t i o n  : 

Les deux fonc t ions  de ( X , % , t ) , (4 e t  X , S é c r i v e n t  donc 

en fonc t ion  de 1.4 et h l  : 



1.1 1 . 3 .  - L ' ADAPTATION 

On s e  p lace  au voisinage des temps p e t i t s  en posant 

rCI 
1 

dans l e  système des équations ( I I I , ~ ) ;  on o b t i e n t ,  en notant  par  u l e s  
1 * 

fonct ions v ,  , p considérées comme fonct ions  de X 

Le développement l o c a l  

associé  au  passage à l a  l i m i t e  l o c a l  

O 
permet d ' o b t e n i r  au ~ r e m i e r  ordre en RO (o rd re  RO ) 

Lorsque l ' o n  u t i l i s e  l a  r è g l e  de raccord de Shivamoggi ( q u i  coïncide 

O 5 - 
avec c e l l e  de P rand t l  à l ' o r d r e  Ro ) on o b t i e n t  pour l e s  v i t e s s e s  'Vo e t  Go 

l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

( III ,34) 
l 

1 

~ 
l 



s o i t '  encore,  en u t i l i s a n t  des  no ta t ions  év identes  : 

L'équat ion ( I I I , ~ )  e s t  une équat ion  d ' évo lu t ion  pour l ' o p é r a t e u r  

L) 

e l l i p t i q u e ,  pa r  r appor t  à 

On va  donc formuler une condi t ion  i n i t i a l e  pour c e t t e  de rn i è re  

q u a n t i t é .  La f i n  de ce p e t i t  $ e s t  consacrée à l ' o b t e n t i o n  de c e t t e  condit ion 

au  temps t= 0 . 
3 + 

En appl iquant  l ' o p é r a t e u r  D e  @fi à l ' é q u a t i o n  (111,33) on 

o b t i e n t  : 

O 
s o i t  encore,  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  ( c )  du système (111~32)  ( 5  l ' o r d r e  R O  ) ) . 

Equation que l ' o n  i n t è g r e ,  p a r  rappor t  à , pour o b t e n i r  

- m 
une f o i s  que l ' o n  admet que w 

01') = -"01-4 
= O . Pour prouver ce s  deux a f f i rma t ions  

il e s t  néces sa i r e  de cons idé re r  l e s  r ég ions  doublement l o c a l e s  I V  e t  V I ;  c e t t e  

é tude  e s t  f a i t e  a u  chap i t r e  V où l ' o n  montre que l e s  v i t e s s e s  v e r t i c a l e s ,  à 
O 

l ' o r d r e  RO , y sont  n u l l e s  e t  par  conséquent en procédant aux raccords e n t r e  

l e s  régions I V  e t  II a i n s i  qu ' en t r e  l e s  rég ions  V I  e t  II on o b t i e n t  l e s  r é s u l t a t s  

annoncés. 



O + ,  - N 

A ,  / ( D . ~ A G ~ )  % étant indépendant de k , on a : 
-? 

-? 0 
l où l'on a supposé pouvoir développer la donnée initiale Y en puissance de RO 

9 6 (et par suite désigne le premier terme de ce développement). On admet la 
1 O 

l permutation de l'intégrale et de la limite (comme on l'a fait pour l'opérateur 

a& et l'intégrale) ; cela entraine 

4 
Or, Va est indépendante de . On a donc successivement : 

C'est cette dernière équation qui nous donne la condition initiale 
-*%- 

recherchée pour 



.L 

111.4.-  PROBLEME D'EVULUTION POUR +&. 
I 

En conclusion de l'analyse effectuée aux $ précédents on peut formuler - 
pour la perturbation de pression fq  le problème suivant 

et y est donnée par la relation (111 ,311 . 

Comme on le voit sur ce problème l'hypothèse de la densité volumique 

constante est par trop simplificatrice puisque l'étude de la structure verticale 

de la pression n'est plus possible FI a O ) . Au chapitre IV on 
présente un modèle plus réaliste .variable, mais tout d'abord nous allons 

étudier les voisinages du fond (% : - 1 ) et de l'interface ( à= 0 ) 8. 

l'ordre RO . 

II 1 . 5 .  - COUCHES LIMITES P'  EKMAN P' ORDRE Ro 

Du système (111,13) auquel on associe le passage à la limite local 
A 

(III, 14)  ainsi que le développement local (III, 15) on tire pour 3 1 l'équation 
suivante : 



l 
d'où 

On a utilisé le résultat (111~37) pour écrire que l'on a 

On pose 

- 3 + 2 / 
Y,= 'y, S V  , 1 

- - 
( % et sont donnés respectivement par (III,~) et (111~8) ) l'équation 

4 

précédente se transforme alors sous la forme suivante : 

-$ 3 /  A 
avec 8'- P ~ Q A ~ ~  ++Oa(vi)*~~.D 3 1 - 7  ~ r i u , ~ ~ .  +,$. . 0 - D t  

On pose alors, dans (III ,45)  

on obtient 



équation à l aque l l e  on associe  l e s  condit ions aux f r o n t i è r e s  déduites  de ( d )  
0 

4 
(III', 13) e t  du raccord avec /V1 : 

L' équation (III ,46) avec l e s  condit ions ~ r é c é d e n t e s  s ' i n t è g r e  a l o r s  

sous l a  forme ( FAVARD; 1963) . 

avec 



On ne donne pas l e  d é t a i l  des ca lcu l s  qui sont longs mais relativement 

f a c i l e s ,  pour ne p résen te r  que l e  r é s u l t a t  f i n a l  a i n s i  que l ' express ion de a: . 
On peut remarquer que l ' équa t ion  (III,~~) avec ses  condit ions aux f r o n t i è r e s  

S e s t  l e  problème d'bckerblom, de seconde approximation, pour Ir i '  



On ne fait que formuler le problème dlAckerblom (de seconde 

4 
approximation) pour la vitesse V (vitesse horizontale d'ordre & dans 

1 

la couche limite dlEkman au voisinage de l'interface). 

4 1 
où Va désigne le terme d'ordre Rg du développement en puissance de Rd 

4 4 3 1 
de la vitesse Va(x,%, t) . On trouvera le détail du calcul de y4 et V 

A /  
O 

au chapitre V où l'on a, de plus, une densité volumique variable. comme dans 

(III,~~) est une fonction connue une fois déterminé le quasi-géostrophisme. 

On conclut ce chapitre en effectuant la synthèse des résultats 

obtenus. Un problème d'évolution pour Fl a $té formulé au $ 111.4; pour 

poser correctement ce problème 1 'étude des couvhes dlEkman au voisinage du 

fond et de l'interface a été nécessaire (condit,ion de transmission sur 

l'interface); de même que l'étude des temps pei.its a permis d'obtenir la 

condition initiale à imposer à , . Malheur~usement le problème obtenu 
ne permet pas d'étudier , (indépendance par rapport 8. ) on est donc 

nécessairement conduit à développer des schéma:- d'étude plus fins, ce que 

l'on fait dans les chapitres 4 et 5 qui suivent,. 



IVl LE MODELE ASYMPTOTIQUE QUASI -GEOSTROPH IQUE, 



La p r i s e  en compte d'une densi té  volumique var iable  
- 

permet une étude complète de l a  pression + contrairement 

au cas de l a  densi té  constante. Dans ce quatrième chapi t re  où 

l a  densi té  e s t  var iable  on formule un problème d 'évolution pour 

un opérateur e l l i p t i q u e  relativement à qui permet de poser 

l e  problème de l a  s t ruc tu re  ve r t i c a l e  de l'écoulement p r inc ipa l ,  

d 'ordre RO . Ce problème conclut l e  chapi t re  4. 



i 1 V .  1 .  - L ' E2UATION QUASI-GEOSTROPHIQUE 

Le passage à la limite principal 
l 

1 kp n - {% LO,avec ho et EL fixés 
i R o  1 
l 

associé au développement asymptotique principal 

conduit, à l'ordre zéro de (II,~), au système limite : 
l 

-* 
(a) D F o = O  J' 

(b + B o . . = o ;  

(c) 
- 7 D*v ,=o  ; (IV,~) 

( a )  

4 - 9 
(e) @AG, z - O 5, . 

La dernière relation nous permet de retrouver la relation géostrophique 

classique : 



et l'on rappelle que l'on a 

avec 

Ensuite on peut écrire à l'ordre suivant en Ro , le; équations 
limites correspondantes : 

La première de ces équations conduit à : 

- - +- ~ ( C A  %O) - pif -V, ; 1 &AD)=+ "Sm 
k a  

tandis que la seconde entraine : 

+ 
soit encore, en utilisant l'expression de 1 obtenue en (IV,~) , 



1 En tirant profit des relations (c) et (d) du système (IV,?) on obtient, 

lorsque &Po + O : 

1 da 

et lorsque d o  &,d% 0 il faut écrire pour la perturbation de pression 

I la relation suivante : 

- 
Si on remplace dans (IV,~) W, donné par (IV,~) on obtient alors 

Après quelques transformations et simplifications on obtient de (IV,~) 

l'équation recherchée pour 5 : 

où on a introduit la dérivation quasi-g60strophique 



et l'opérateur /A : 

fi?, 

L'équation (IV, 10) est du premier ordre en t et du second ordre en - 
X 3 et % . Pour déterminer , il faut donc connaître la valeur 

- O 
de $ au temps k= O ; cette valeur TI  ( x,  2, 3) s 'obtient à partir 

du problème régissant l'adaptation au géostrophisme, développé au 8 suivant. 

1 V . 2 . -  L'ADAPTATION AU GEOSTROPHISME 
h, 

L'introduction du tempsfin k= t / 5R0  dans les équations (11~5) 
transforme celles-ci en : 



I 
En cons idérant  simultanément l e  développement l o c a l  

e t  l e  passage à l a  l i m i t e  l o c a l  

dans l e  système ( I V , 1 3 ) ,  on o b t i e n t  t o u t  d 'abord  que : 

O - 
ce qu i  e n t r a i n e  en e f f e c t u a n t  l e  raccord ,  à l ' o r d r e  RO , 

.i - de ?a et 70 
, ( r ég ion  l o c a l e  II) avec fo e t  Po ( r ég ion  p r i n c i p a l e  1) : 

1 
l 

s o i t  encore 



ry 

-P ry - 
A l ' o r d r e  su ivan t  en & on o b t i e n t  pour Vg , %do e t  un système 

que 1' on appel le  "système dl adap ta t ion  au  g6ostrophisme" : 

De ce système il découle que : 

e t  l e  système d ' adap ta t ion  l o c a l e  ( 1 ~ , 1 7 )  devient  un système de deux équat ions 
CV 

pour e t  7, : 

A ce système il f a u t  a s s o c i e r  l e s  deux condi t ions  i n i t i a l e s  de d é p a r t ,  1 

h, 

correspondant à k- z k = O ; t o u t  d 'abord ,  de (II ,5)  on a : 



l 

Pui s  il f a u t  supposer en t o u t e  g é n é r a l i t é  que l a  donnée i n i t i a l e  

l O 
peu t  s e  d6cornposer sous l a  forme : v0 .O 

+ R b  f, + 0 1 ~ 3 e t  dans 

l ce  cas nous é c r i r o n s  : 

-00  
S i  on note  L ( F4) = .t; - 

t-t.00 

on a ,  en appl iquant  l a  r è g l e  de raccord  e n t r e  l a  rég ion  II ( r ég ion  i n i t i a l e )  

e t  l a  rég ion  1 ( p r i n c i p a l e ) :  

où on note  

a l 

P a r  passage à l a  l i m i t e  s u r  k dans l ' é q u a t i o n  ( a )  du système ( 1 ~ ~ 1 9 )  

on o b t i e n t  l 



En raccordant avec la région 1, on a : 

d'où l'équation 

et la relation (e) de (IV,~) impose alors que l'on ait 

si l'on veut que la méthode des développements raccordés soit bien applicable. 

Ainsi, sous réserve que (1~,25) soit établie, on constate qu'il y a bien 

adaptation au géostrophisme. 

On veut obtenir, à partir du système ( 1 ~ ~ 1 9 ) ~  avec les conditions 

initiales ( 1 ~ ~ 2 0 )  et (1V,21), la condition au temps t; 0 qu'il faut imposer 
à l'équation d'évolution quasi-géostrophique pour valable dans la région 

principale 1. 

Tout d' abord la première des équations (IV, 39) conduit à : 

A 
ce qui, en utilisant l'expression de ?ug donnée en (1v,18) est équivalent 

à l'équation suivante : 



+ 4 

En appliquant l ' opé ra teur  D e  Br\ à L'équation ( a )  ( IV,  17)  

on ob t i en t  

9 - a ( a . a q  + L  a ((!5j1q,)) . O 
aT kbb. % 'ba 

*V 

ce qui  t r a d u i t  l 'indépendance par  rappor t  à t de l a  quan t i t é  e n t r e  crochets .  

Il v i e n t  a i n s i  de ( 1 ~ ~ 2 7 )  , en u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  ~ r é c é d e n t  , l ' équa t ion  - 
suivante pour 

Cet te  équation peut s e  met t re  sous une forme plus condensée, en 

u t i l i s a n t  l ' o p é r a t e u r  /A déf in i  après  (1V,lO) : 

Mais on remarque que l ' o n  a : 

l 

1 - 
I e t  de ce f a i t  on ob t i en t  pour l a  r e l a t i o n  f i n a l e  : 



Pour pouvoir u t i l i s e r  ( 1 ~ , 3 2 )  comme donnée i n i t i a l e  associée à 

1 ' équation S Cb/Dt( A 5, + F,Q,,,P~ ) = O , il faut  résoudre 

l ' équa t ion  (1V,30); il e s t  donc nécessa i re  de formuler t o u t  d'abord l e s  deux 

conditions aux f r o n t i è r e s  qui  l u i  sont  associées.  Comme on l e  verra  au 

hr 
chap i t re  V,  

-0 
s 'annule en g= - ?  e t  :,= 0 ; l a  r e l a t i o n  

( 1 ~ ~ 1 8 )  : 

en t ra îne  a lo r s  

22 , = 0 pour a=-7 et ?b r O. ( 1 ~ , 3 4 )  

I l  f a u t  auss i  a s soc ie r  à ( 1 ~ , 3 0 )  deux conditions i n i t i a l e s  : 

I Enfin, on peut auss i  remarquer que l ' o n  obt ient  deux conditions de 

I compatibi l i té  pour en procédant de l a  façon suivante : 



l 
l P a r  passage à l a  l i m i t e  sur t on o b t i e n t  (on  suppose l a  convergence 
I 

I de l ' i n t é g r a l e )  

S i  maintenant on admet que l ' o n  a : 

a l o r s  on o b t i e n t  l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

Ces deux de rn i è re s  condi t ions  en % = - A  e t  a = 0 a u  temps kr O 

son t  des condi t ions  de compa t ib i l i t é  s u r  . Lorsque h ne s e  d é ~ e l o p p e  

pas en puissance de Ra , ces deux condi t ions  s e  résument à : 



1V.3.- COUCHES LlMlTES D'EKMAN STATTONNAlRES 

1V.3.7.- V o A i n a g e  du 6ond 

On é tudie  maintenant l a  région l o c a l e  III (voisinage du fond) en 

e f fec tuan t  dans l e  système ( I I , 5 )  l e  changement de va r i ab le  ( su ivan t  l a  

v e r t i c a l e )  3 = ( % + I I  / R o  ; il v i e n t  l e  système dalquat ions suivant  : 

( b )  2- = O j  a3t + ' 0 .  t 

3 3 4 
( c l  Ra(Saê+  v . D ~ )  + ? J ~ F =  O; 

at a3 

( d l  
- ' 9  R0D.v  + 2 a = O i  

33 

A h 
( e )  5=0, += d, hrr,= O .  

Conjointement, on d é f i n i t  l e  passage à l a  l i m i t e  l o c a l  

e t  1.e développement asymptotique l o c a l  



1 

Il v i e n t  a l o r s ,  en u t i l i s a n t  ( 1 ~ ~ 3 9 )  e t  (1V,40) dans (1v,38), à 

l ' o r d r e  zéro l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

La r e l a t i o n  ( c )  as soc iée  à l a  condi t ion  eri 3 = O ,  ( d ) , e n t r a î n e  

D'autre  p a r t ,  l e  raccord  de l a  r ég ion  l o c a l e  III avec l a  rég ion  

p r i n c i p a l e  1 e n t r a i n e  



Pui  s  que ne dépend que de , on peut  é c r i r e ,  en u t i l i s a n t  

l e s  &eux de rn i e r s  r é s u l t a t s  e t  l e s  r e l a t i o n s  ( a )  du système ( 1 ~ ~ 4 1 )  : 

(on f a i t  1 'hypthèse que a (20=o). 
a3 

A l ' o r d r e  supé r i eu r  en  Ra on o b t i e n t  l e  système su ivant  : 

J 
Pour déterminer  on u t i l i s e  l e  r acco rd  de l a  rég ion  l o c a l e  III 

avec l a  r ég ion  p r i n c i p a l e  1; c e l u i - c i  nous donne 

/\ I 
05 e s t  une fonc t ion  qui  t e n d  ve r s  zéro avec 1/ 5 . On d6termine t, en 

u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  ( b )  de ( 1 ~ ~ 4 3 )  e t  ( 1 ~ , 4 4 )  ; en e f f e t ,  (b) (1Y,43), impose 



AI q-, ' O .  

I Finalement il vient : 

De même, si on pose : 

-+ 
où le raccord avec la région 1 impose a;*K (-3:)~ 0, l'équation (a) du 

3-r- 
système ( 1 ~ ~ 4 3 )  s'écrit, en utilisant ( 1 ~ ~ 4 5 )  : 

On doit associer deux conditions a u  frontières à cette équation, 

(d) ( 1 ~ ~ 4 3 )  donne 

i tandis que, par construction, on a 

A.'-($,= ô. 
5+00 2 1  

Le problème que l'on peut formuler alors pour Uro est le problème 

1 dlAckerblom de première approximation : 



La résolution de ce problème ( ~ ~ 4 7 )  ne  rése ente pas de difficultés. 
h 
3 /  -$ 9 1  

11 suffit pour cela d' appliquer l'opérateur Tg à ?To - i &A 
asa 

en tenant compte du résultat (IV ,46) pour obtenir une équation différentielle 

linéaire du second ordre en 3 ( t , X , % jouant le rôle de paramètres) 
à coefficients constants et homogène; si on pose : 

on a alors à résoudre 

La solution de ce probl'eme est classique, elle est donnée par 



De XO on tire facilement 

et en ajoutant à ce dernier résultat la quantité complexe conjuguée correspon- 

dante on obtient : 

Il est alors facile, en utilisant l'équation (c) du système ( 1 ~ ~ 4 3 )  

A 
et la condition, en 5 z O , (d) du même système, d'obtenir pour W, : 

Le raccord des vitesses verticales entraine ensuite : 

Si l'on se souvient que \;3, est donné par ( 1 ~ ~ 8 )  , il vient la 
- 

relation suivante, portant sur 
l 1.4 : 



1 

C ' e s t  c e t t e  cond i t i on  (1V,53) q u ' i l  f a u t  a s s o c i e r  en ,=-? 5 - 
l ' é q u a t i o n  d 'évolu t ion  quasi-géostrophique pour 'l-3 

D t  

On e f f ec tue  l e  changement de v a r i a b l e  3 = - RO dans l e s  

Ilb équations (II , 5 )  où on no te  maintenant v ( ~ , ~ , s , k ) =  ~ ( T , ~ ~ - S R O ,  k) 
- 

A A A A 
p a r  exemple. On o b t i e n t  pour , , e t  , l e  système su ivant  : 

1 

Les condi t ions  aux f r o n t i è r e s  manquantes s e ron t  f o u r n i e s  p a r  l e s  

condi t ions  de t ransmiss ion  s u r  l ' i n t e r f a c e  a i n s i  que par l e  raccord  de l a  

l 
rég ion  l o c a l e  V avec l a  rggion p r i n c i p a l e  1. 

3 
S i  on note % ( X , ~ ,  k ) l a  v a l e u r ,  inconnue, de l a  v i t e s s e I f  

, sur s z p  = O y on ob t i en t  l a  condi t ion  l i m i t e  en %= 0 à imposer à a 



(voir le $ 1.2 du chapitre 1): 

3 
On détermine ensuiteva à l'aide des conditions de transmission (a) 

de (1~37). Au paragraphe 1.6 nous avons mis en évidence le fait que la surface 

libre d' équation 3 = ~ i l ' ~ , u ,  k) se transionne sous le passage à la 

limite en ondes longues, LÏMoL , en un plan d'équation 5- 0 . Par 
A 

- 

conséquent on peut écrire pour la vitesse verticale, w , dans la couche 

limite d ' Ekrnan au voisinage de 1 ' interface d ' équation s= 0 : 

Le développement asymptotique local dans ( IY, 54) : 

associé au passage à la limite local dans ( 1 ~ ~ 5 4 )  

a 
conduit aux équations suivantes pour 



Par conséquent, en utilisant (b) et ( c )  : 

Des calculs et des raisonnements analogues à ceux du § IV,3.1 

conduisent à : 

Ir * A A 
A l'ordre suivant en RO , on obtient pour Y O , W, et le système h 

suivant : 



A 
La détermination de l a  per turbat ion  de press ion  

'l-4 
s e  f a i t  à 

l ' a i d e  du raccord des régions Y ( l o c a l e )  e t  I ( p r i n c i p a l e ) ;  ce raccord  

conduit au r é s u l t a t  su ivant  : 

On pose à nouveau =$IOt30 , avec ( c ' e s t  l e  raccord 

qui l ' impose)  

f '  Nous pouvons a l o r s  formuler pour r\r l e  problème suivant  analogup 
O 

3 4 à ( 1 ~ , 4 7 )  (Problème d'Ackerblom pour .y ) : 
O 

3 La v i t e s s e  q,- e s t  a l o r s  donnee p a r  : 
O 



A p a r t i r  du r é s u l t a t  précédent (IV ,65) , l ' é q u a t i o n  ( c )  du système 

a s soc i ée  à l a  condi t ion  en = O du même système, s ' i n t è g r e  fac i lement ;  

A 
on o b t i e n t  pour l a  v i t e s s e  v e r t i c a l e ,  w, , dans l a  couche dlEkman au 

vois inage  de l ' i n t e r f a c e  : 

Par passage à l a  l i m i t e  s u r  3 dans c e t t e  de rn i è re  r e l a t i o n  on 

A 
o b t i e n t  pour l a  va l eu r  l i m i t e  p r i s e  p a r  

: 

avec W 7 -  e*n (2,). - 5-?& 3 

La déterminat ion de Vo d o i t  donc l o u r n i r ,  à l ' a i d e  de c e t t e  

r e l a t i o n ,  l a  bonne condi t ion  à l a  f r o n t i è r e ,  pour 3 = O , à a s s o c i e r  

à 116qua t ion  quasi-géostrophique,  puisque l e  raccord avec l a  rég ion  1 conduit  

à l a  r e l a t i o n  



Comme il a été dit au Chapitre II un formalisme identique à celui 

que l'on a développé pour l'océan permet d'obtenir l'expression de la vitesse 

atmosphérique dans La couche limite d'Ekman se situant au voisinage de l'inter- 
1 -- 

I face (avec %>, O pour être du côté atmosphérique). 

1 A a Dans cette cbuche limite la vitesse horizontale., (où l'indice 

1' ' 1  
I a désigne l'atmosphère), s'exprime sous la forme 

4 
et lQ= % / Ro , R: désignant le nombre de Xossby atmosphérique 

défini par R:= u ~ / Q ~ L ~  (*) 

La condition de transmission (a) (1,37) conduit au résultat suivant 

Soit encore, en utilisant (1~,65) et (1~,69) : 

(*) Les variables d'espace ont été adimensionnalis6es à l'aide des mêmes 
longueurs caractéristiques. 



1 V. 4. - L E  PROBLEME D ' €VOLUTION 2 U A S l - G E O S T R O P f f l Q U E  

Dans l'équation (IV,~I) qui donne l'expression de 

L 2 1. 

où uo = h o / %  et &O "=(M:/R:) sont supposés être 
1 

de l'ordre de l'unité (voir à ce sujet le passage à la limite (II; 2 ) ) .  

1 

La relation (1~~67) prend aiors ia forme suivante lorsque l'on utilise 
3 

l'expression de Vg donnée par ( 1 ~ ~ 7 1 )  et la remarque ci-dessus : 

- 
Par conséquent on obtient pour 1 - 4 1  0 , d'après (1Y,68) et 

i 

(IY,~), la condition suivante : 



l En conclusion de l ' a n a l y s e  e f f ec tuée  t o u t  au long  du c h a p i t r e  I V  

C 

l 
on peut  formuler pour l a  p e r t u r b a t i o n  de p r e s s i o n  l e  

I problème d 'évolu t ion  su ivan t  : 

t a n d i s  que : 
1 12 

Les condi t ions  aux f r o n t i è r e s  en 5 =O e t  E- 1 f a i s a n t  i n t e r v e n i r  ~ 
un terme en i l  convient d ' a s s o c i e r  à ces de rn i è re s  une condi t ion  I 



i n i t i a l e ;  ce l l e - c i  e s t  fou rn ie  p a r  l e s  condi t ions  de compa t ib i l i t é  ( 1 ~ ~ 3 7 )  : 

t= O, a - a 
- ' p l =  O h pour a=-1 et ) =  O 

ab a% 
l o r sque  l a  donnée i n i t i a l e  s e  décompose e t  

pour y- ? et 5 - 0  

l o r sque  l a  donnée i n i t i a l e  ne s e  décampose pas en puissance de Ra . 

7 V. 5. - STRUCTURE VERTICALE D E  L' ECUULEMENT QUASI-GEOSTRUPH 1 QUE 

On considère un écoulement de base  ayant une v i t e s s e  cons tan te  

purement zonale ( d i r i g é e  l e  l ong  des c e r c l e s  de l a t i t u d e )  

0 

e t  on a l i n é a r i s e ,  autour  de c e t  é t a t  de r é f é rence ,  l ' é q u a t i o n  du modèle 

quasi-géostrophique a i n s i  que l e s  cond i t i ons  aux f r o n t i è r e s  qu î  s ' y  r appor t en t  

( v o i r  (1V,73)). 

On note  y l a  p e r t u r b a t i o n  de p re s s ion  correspondante;  on o b t i e n t  

a l o r s ,  en notan t  O( l e  p e t i t  paramètre de l i n é a r i s a t i o n  ( o( e s t  l e  

paramètre  d é f i n i  au  $ 1 . 5 ) ~  l e s  équat ions su ivan te s  : 



bey, 2 ( E* a Y ( - ) ) l e ( $ ) - - -  - 1 d -  
cJ-ra)% ëo p, 

t a n d i s q u e  6 e s t d o n n é e n  ( 1 ~ ~ 7 2 ) .  

On a f a i t  de p l u s ,  l ' hypothèse  que l e s  pe r tu rba t ions  de press ions  

atmosphériques sont  0 (4% ) . 
Les s o l u t i o n s  s o n t  recherchées sous l a  forme c l a s s ique  

e t  à l ' a i d e  du changement d' inconnue 

on o b t i e n t  pour ( 1 ~ , 7 5 )  l e  système équiva len t  su ivan t  : 



où l ' o n  ne no te  p lus  . 

L' étude d i r e c t e  du problème (1~~77) e s t  une ques t ion  d i f f i c i l e  ; 

dans un premier  temps on considère l e  cas  

Dans ces condi t ions  l ' é q u a t i o n  v é r i f i é e  par  e) devient  l i n é a i r e  

à c o e f f i c i e n t s  cons tan ts  e t  son i n t é g r a t i o n  ne pose p lus  de problèmes. On 

o b t i e n t  pour  9 l ' e x p r e s s i o n  su ivan te  : 

Les cons tan tes  a e t  & r e s t a n t  à dét,erminer 2. l ' a i d e  des 

condi t ions  en  â = O e t  & = - 7  . Cel les -c i  s  ' é c r i v e n t  : .- 



Ce qui  conduit à l a  r e l a t i o n  de d ispers ion  su ivante  : 

Le paramètr- Cod e s t  habituel lement  nommé fréquence de 

11 T l  I I  

BRUNT-VAISALA e t  on a toujours  (on pourra consu l t e r  V.M.-KAMENKOVICH à 

ce s u j e t )  : 

Dans l a  référence  c i t é e  on donne ; 



On t i r e  p ro f i t  de l a  pe t i t e s s e  du paramètre sb pour approximer 

l a  r e l a t i on  de dispersion (1v,80) par l a  suivante : 



Au niveau du système ( 1 ~ , 7 7 )  deux éche l l e s  v e r t i c a l e s ,  a e t q p % ,  

émergent : une technique en double é c h e l l e ,  qui s e r a  mise e n  p lace  dans un 

t r a v a i l  u l t é r i e u r ,  devra i t  donc donner de bons r é s u l t a t s  dans l ' é t u d e  du 

système d i f f é r e n t i e l  ( 1 ~ ~ 7 7 ) .  



V . LE PIODELE AGEOSTROPH 1 QUE. 



Ce que nous avons appelé "écoulement quasi-géostrophique" est 

donc maintenant clairement défini : le problème (IV,73) , avec ses 
1 

conditions aux frontières et initiales, en est l'expression mathématique. 

D'une façon analogue nous définissons l'écoulement agéostrophique 

par l'étude du terme rL de la pression; la formulation d'un problème 
semblable à (1~,73) pour précisera cette définition. Dans un premier 

paragraphe nous établissons 1 'équation dite agéostrophique ; 1 ' étude des 

conditions aux frontières et initiales associées à cette équation est faite 
+ 

dans les paragraphes qui suivent. La démarche suivie ici s'inspire de celle 

de GUIRAUD et ZEYTOUNIAN et on peut à ce sujet consulter les Notes de 

GUIRAUD  dine ne , 1983; ~ibliothèque de l'université de Paris VI) . 



V . 1 . -  L 1 E 2 U A T 7 0 N  AGEOSTRUPff22UE 

Notre point  de départ e s t  l 'ensemble des équations suivantes,  

obtenues à p a r t i r  de (II , 5 )  : 

1 

où l ' o n  a ,  d 'après l e s  r é s u l t a t s  du chap i t re  I V  : 



$6 + Bo. p, = O 

r;; 
Il e s t  f a c i l e  d 'obtenir  à p a r t i r  de l ' équat ion ( a )  du système ( ~ ~ 1 )  : 

2 

e t  en développant les calculs on obt ient  : 



1 
i avec 

I Maintenant, de l ' é q u a t i o n  ( d )  du système ( ~ ~ 1 )  on t i r e  l ' express ion  - 
I de W 9 ,  une f o i s  que l ' o n  t i e n t  compte des équations du système ( ~ ~ 2 )  e t  

de l ' équa t ion  ( c )  de ( V , 1 )  : 

Il nous r e s t e  à t i r e r  p r o f i t  de 1 'équat ion ( b )  de ( ~ $ 3  ) pour ob ten i r  

l ' é q u a t i o n  recherchge pour 
Ti : 



-. 
où l e  second membre n ' e s t  fonct ion que de , c 'es t -à-d i re  uniquement 

de l a  so lu t ion  quasi-géostrophique . 

V . 2 . -  LA COUCHE LIMITE D'EKMAN INSTATlUNNAIRE 

On considère maintenant l a  région I V  qu i  e s t  associée  au  passage 

à l a  l i m i t e  suivant  : 

Y 
Cette région e s t  doublement l o c a l e ;  rious notons, p a r  exemple, 

l a  v i t e s s e  hor i zon ta l e  considérée non p lus  comme fonct ion de 7 C  % ,  a- 
e t  k mais de X ,  %, 3= (3+4>/Ro e t  I5= ~ / S R O  

Les équations correspondant à c e t t e  région I V  sont a l o r s  l e s  suivantes : 



Conjointement à (~~10) nous définissons le développement local 

suivant : 

Le passage à la limite local (v, 10) dans le système (~,11) conduit, 
O 

à l'ordre Ro de (~,12), aux équations suivantes : 



Les condit ions aux l i m i t e s  assoc iées  à ( ~ ~ 1 1 )  sont  l e s  su ivan te s  : 

V v V 
Il v i e n t  donc p o u r  , wo e t  O l-0 : 

En examinant dans un o rd re  adéquat l e s  équat ions ( ~ ~ 1 3 )  auxquel les  

s o n t  a s soc i ées  l e s  cond i t i ons  ( ~ , 1 5 )  on o b t i e n t  : 

V A 
Le raccord de p 

O et e, conduit  a l o r s  au r é s u l t a t  sui.vant 

O 

De même, l e  r a c c o r d  à l ' o r d r e  RO des rég ions  TV e t  II condui t ,  

pou r  l a  p r e s s i o n ,  au r é s u l t a t  su ivan t  : 

+ v 
~ ' é ~ ~ ~ t i ~ ~  (d) du système ( ~ , 1 3 )  f a i t  i n t e r v e n i r  l e  terme i 

v 
on détermine l a  p re s s ion  

5 4  
en e f f e c t u a n t  l e  raccord.  à. l ' o r d r e  RO , de l a  

V 
pres s ion  5 ( rég ion  I V )  avec l a  p r e s s i o n  ( r é g i o n  11). La r è g l e  de r acco rd  

que nous ut i1 . isons s ' énonce  a i n s i  : 



Il d o i t  y a v o i r  é g a l i t é  e n t r e  l e  développement (formel)  en s é r i e  
1 

2 
de Taylor de 7 au  vois inage de âZ - 1 , tronqué à 1 'ordre  Ro e t  

l r é é c r i t  en v a r i a b l e  $ , avec l a  l i m i t e ,  lo rsque  , du développe- 

l 
ment d ' o rd re  RO de , 

l 
Cela conduit  à é c r i r e  pour r ,  l e  comportement su ivant  : 

l v 
n, p, = >&Fol-, f , hi-, 

où l a  fonc t ion  Ti' t end  ve r s  zéro avec 1/5 , 

I Pour déterminer  on é c r i t ,  à l ' o r d r e  Rg que l ' o n  a ( c ' e s t  l a  

r e l a t i o n  ( b )  de ( ~ ~ 1 1 ) .  

e t  en remplaçant {, dans c e t t e  équat ion pa r  s a v a l e u r t r o u v é e  ci-dessus 

on o b t i e n t  : 

4 4  
ce q u i ,  a s soc i é  à l a  condi t ion  -eL*r- ( 0 , e n t r a i n e  

5+ +d) 

1 

l 
Finalement on o b t i e n t  pour 

L'équation (d) de ( ~ ~ 1 3 )  devient  a l o r s ,  en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  

( v Y l 6 ) ,  (Vy17) e t  (v ,19 )  a i n s i  que l a  condi t ion  ( ~ , 1 5 ) ,  e t  en posant  
V 

' $ 1  

+ v0 1 



Il fau t  n o t e r  que pour o b t e n i r  ce  problème qu i  e s t  c e l u i  dlEkman 

i n s t a t i o n n a i r e  nous avons u t i l i s é  l a  r e l a t i o n  ( a )  de (IV, 17) pour % =- 1 . 
V 
4 v 4 

on pose Xg= dans (~,20) pour o b t e n i r  le problème 

équiva len t  su ivant ,  où X e t  L) jouent l e  r ô l e  de paramètres  : 

Ce problème peut  lui-même s e  me t t r e  sous une forme s i m p l i f i é e  : Y s i  

nous supposons 1' e x i s t e n c e  de l a  t ransformée de Laplace, 1 (P, 3). d e x,~,,s) 
nous obtenons a l o r s  : 



v + Nous sommes donc, en p r i n c i p e ,  capable de déterminer  ; pour O 

I c e l a  il faudra  pouvoir  a v o i r  aocès à l a  t ransformée inve r se  de L(p, s )  . 
1 Nous ne t r a i t o n s  pas  ce problème dont on t r o u v e r a  une s o l u t i o n  dans 

GREENSPAN (1968); rappelons que 

4 
La ques t ion  qu i  s e  pose maintenant e s t  de s a v o i r  s i  l a  v i t e s s e  

A 
4 

, s e  raccorde avec l a  v i t e s s e  V de l a  r ég ion  l o c a l e  III. A l ' o r d r e  0 l a  

condi t ion  de raccord  e n t r e  l e s  deux r ég ions ,  pour l e s  v i t e s s e s  h o r i z o n t a l e s ,  

s e  t r a d u i t  pa r  l ' é g a l i t é  

Dans ce qu i  s u i t  on montre que ce raccord a  l i e u  e t  l ' o n  d i t  a l o r s  
O 

qu 'à  l ' o r d r e  RO , il y a adap ta t ion  au modèle dlAckerblorn. 

9 - A 
S i  nous écr ivons  -9 1 e t  ?! p 

v* = *O\--, + v, Y '  
Y 0  = "O\-r + 'q, , 

l a  condi t ion  de raccord  ( ~ , 2 3 )  devient  : 

e t  l e  second membre de c e t t e  é g a l i t é  e s t  n u l  p u i s q u ' i l  t r a d u i t  l e  r acco rd ,  en 



- M 

9 -+ 
temps, de avec v0 su r  b= - 1. Le problème e s t  ramené au su ivan t  : 

O n 3 4 
pour q u ' i l  y a i t  r acco rd ,  à l ' o r d r e  zéro,  de 4f e t  V il f a u t  ( e t  il s u f f i t )  

O O 

Montrons q u ' i l  en e s t  b i e n  a i n s i ,  e t  pour c e l a  considérons 

Le problème dlEkman i n s t a t i o n n a i r e  (~,20) montre que c e t t e  fonc t ion  

s a t i s f a i t  l e  système aux l i m i t e s  su ivant  : 

- 0  -9 7 
où /V = V  a u  temps k -0 e t  en 3- - 1 ; l a  condi t ion  pour 

0 1 - 4  O & d 

3 
3 = 0  provient  du  raccord,  en temps, de Gol-q avec vol- 1 

I l  f a u t  n o t e r  l a  d i s p a r i t i o n  du terme 3 Y /  
4z- l o r s  du passage à l a  l i m i t e  

hr IL 

+ + dans (V,20) : on a pour t o u t  t e  CO,+OOC 



avec 

00 
I p a r  conséquent,  l a  l i m i t e  % é t a n t  supposée f i n i e ,  
l 

, Comparons maintenant ( ~ ~ 2 5 )  avec l e  problème aux l i m i t e s ,  s a t i s f a i t  pa r  
0 n 
+'O- Q,&,, (Y), dédui t  du problème dlAckerblom (IV ,47).  'v - 

1 0 t90 O 

On c o n s t a t e  que l ' o n  a b i en  ( u n i c i t é  des s o l u t i o n s )  

c ' es t -à -d i re  ( ~ ~ 2 4 ) .  Par  conséquent,  à l ' o r d r e  zéro ,  il y a adap ta t ion  au 

modèle dlAckerblom. 

V. 2.2. - Le uuiainage de. l 'iM;tekdace 

l 
I On cons idère  l a  rég ion  l o c a l e  V I  assoc iée  aux v a r i a b l e s  l o c a l e s  

l e t  3 = - % / Ro e t  à l a  l i m i t e  l o c a l e  su ivante  : 



En adoptant une démarche identique à celle que nous avons emprunté 

au paragraphe précédent ( § V. 2.1 ) nous avons, dans la région doublement 

locale VI, pour les composantes de la vitesse, de la pression et de la 

?; r r 1 
masse volumique notées respectivement y , w , + et fj , le système 

v 
.4 

3 v 
v =  v*, w =  0 , 

et si nous définissons , conjointement au passage à la limite local, le 

développement asymptotique local : 



on o b t i e n t  successivement l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

$ 1  - -P 
e t  en posant  Vg=x+ on o b t i e n t  l e  ~ rob lè rne  d1Ekrnan 

i n s t a t i o n n a i r e  au vois inage  de l ' i n t e r f a c e  : 

3 

où VO e s t  l a  va l eu r  de l a  v i t e s s e ,  inconnue, dans l e  p l a n  5- 35 0 
e t  où L)~ = EL/eo,o . 

Ce problème e s t  t rès  d i f f é r e n t  de c e l u i  que l ' o n  a formulé au  

vois inage du fond pour  q ~ -  : dans l a  conditJion en 3 = O il a p p a r a î t  
O 

l a  v a l e u r ,  inconnue, de l a  v i t e s s e .  Ces deux problèmes sont  donc dissymétr iques.  ~ 

D e  p l u s ,  il f a u t  a u s s i  s ' a s s u r e r  que l ' o n  a b i en  

N 

a f i n  que l e s  condi t ions  aux l i m i t e s  en 3 = O et k = O du système ( ~ ~ 3 0 )  



4 

soient compatibles. L'expression de VO donnée en (1~,71) et notre dernière 

remarque impliquent que les données initiales Y *O et $ ne peuvent pas être 
indépendantes' mais Sont liées par (~,31) 

Comme au paragraphe précédent on peut se demander s'il y a adaptation 

au modèle dlAckerblom ( à  l'ordre zéro), c'est-à-dire s'il y a égalité des 

limites suivantes 

Une argumentation semblable à celle que l'on a développée au § V.2.1 

pour répondre à une question similaire nous permet de répondre par l'affirmative. 

V .  3 .  - L ' ADAPTATION A L ' AGEC)STROPUlSME 

Nous revenons aux équations ( 1 ~ ~ 1 1 )  et au développement local (1~~12). 

or - -  - 
On obtient pour y , , +%et q le système local suivant : 

4 4 

(b + Bo. pz = O; 

+ % 6 P  
(c De% + a w 2 = O ;  

a% 



3 + 
NOUS appliquons i f o p é r a t e u r  (he DA ( e t  nous u t i l i s o n s  ( c )  de 

i 
( ~ ~ 3 2 ) )  à ( a )  de (Y,32) pour ob tbn i r  : 

l m 
e t  s i  nous remplaçons dans c e t t e  d e r n i è r e  équat ion w pa r  son express ion  

4 

obtenue à p a r t i r  de ( d )  e t  ( c )  de ( ~ ~ 3 2 )  on o b t i e n t  

-a N 6 

on no te  \D l a  l i m i t e ,  supposée f i n i e ,  de ID l o r sque  t * * o ~ .  

On peut  t i r e r  p r o f i t  de 1 1 é g a l i t 6  : 



pour é c r i r e  que l ' o n  a l a  r e l a t i o n  

Maintenant nous in tégrons  l a  r e l a t i o n  ( Y  , 34) , re la t ivement  à t Y 

de O à +O() e t  en supposant que nous pu i s s ions  j u s t i f i e r  l e s  c a l c u l s ,  

& 
nous aurons une r e l a t i o n  e n t r e  l a  l i m i t e  à l ' i n f i n i  de 

'Pl 
e t  une fonc t ionne l l e  

CL 
connue de , ou p l u s  exactement de sa va l eu r  l i m i t e  pour e* + 4 . On e s t  

ry 

donc conduit  à examiner l e  comportement, pour des  k grands,  des d i f f é r e n t e s  

fonc t ions  inconnues du problème. Ces comportements sont  f o u r n i s  p a r  l e s  condi t ions  

de raccord de l a  rég ion  l o c a l e  II avec l a  rég ion  1. On d é t a i l l e  ci-dessous l e  
2. 

raccord  des p re s s ions  à l ' o r d r e  Ro : 

i )  développement ( fo rme l )  de f en s é r i e  de Taylor  au vois inage  de k = 0 : 

ii) é c r i t u r e  en v a r i a b l e  l o c a l e  de ce développement : 

2 
iii) d6veloppement l o c a l  à l ' o r d r e  : 



Natre principe de raccord, dit qu'il y a égalité entre les deux 
1 

I limites suivantes : 

d'où les comportements de lieth : 
' 0  C L '  î. = l-, + f - 9  

rV 
3 . /V  

De même on a pour la vitesse horizontale 'V et la vitesse verticale%/: I 



 intégration de l a  r e l a t i o n  ( ~ ~ 3 4 )  n é c e s s i t e  l e  c a l c u l  de 

1' i n t é g r a l e  hr 

e t  on n o t e  - 

où PF e s t  mis pour  ITpar t ie  f i n i e f ' .  11 v i e n t  a l o r s ,  e n  i n t é g r a n t  ( ~ , 3 4 ) ,  

l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

hr - 1 - -92- 
= ( a .  $A++, + B. "(("y -yZ) 

%%a-., /L - 3 3 3 t = O  
+ ? ( aA5Q) .ce~~~ + P ~ B .   DA^^) 
2 



l où < ) désigne une collection de ternes qui tendent vers zéro 

l 

avec1/r : 

La relation ( ~ ~ 3 9 )  doit être cohérente awec l'analyse ~récédente 

et cela implique que : 

On tire alors de la relation (~,39), en utilisant (~,40) et (b) de 

(~,2), la condition en t = O suivante : 



+ O  3 0  O 
où , Y  et désignent les composantes d'ordre 0 , 1 et 2 

du développement en puissance de R0 des données initiales; lorsque celui-ci 

est impossible ces termes se réduisent à zéro. 
N 

Le dernier terme du second membre de (v,~I) fait intervenir 10 , - - 
c 'est-à-dire 1-1 . Ainsi pour calculer au temps kt-- 0 , la quantité /Ah 
il faut avoir résolu le problème de l'adaptation au géostrophisme, c'est-à- 

/Cr 

dire qu'il .faut eonnaitre 
1-10 

La relation ( ~ ~ 4 1 )  est alors la condition initiale qu'il faut associer 

à If équation d'évolution du modèle agéostrophique, c 'est-;-dire l'équation ( ~ ~ 9 ) .  

V.4.- COUCHES D'EKMAN STATlONNAlRES DE SECONDE APPROXZMATTON 

V .  4 .  7 .  - Len e~&om de couche f i d e  au v o i ~ i n a a e  du bond 

Nous nous pla~ons à nouveau dans la région III (locale en altitude, 

par ltinterm6diaire du changement de variable défini par 3 = (5 + 1) / Ro ) . 
3 A A Pour les termes V, Y Y et h du développement asymptotique ( IV, 40 ) 

on obtient le système suivant : 



1 

l 2 4 3 + A A 
l ( e  1 tC=O, V, = IV, = O, W, =w,= O a 

1 J 
Le raccord de l a  rég ion  III avec l a  rêgion 1 donne l e s  r g s u i t a t s  

1 

su ivan t s  : 

Il e s t  a i s é  d ' o b t e n i r ,  à p a r t i r  de (b) de ( ~ , 4 2 )  e t  ( c l ,  ( d )  de 

(~,43), l a  r e l a t i o n  su ivan te  e n t r e  



A'  

et ri e s t  so lut ion de 1' équation suivante ,  obtenue en reportant  ( d )  de 

( ~ ~ 4 3 )  dans ( d )  de ( ~ ~ 4 2 )  : 

0 41 
La fonction e , ne dépend donc que de p, ( e t  b ien  entendu de , , t 

e t  3 ) .  On in tègre  l a  r e l a t i o n  ( ~ ~ 4 4 )  par  rapport  à & pour obteni r  : 

e t  on détermine l a  fonction 0 ( t) en écr ivant  pue 

s a t i s f a i t  à l a  con t ra in te  suivante : 

ce qui conduit à l ' é g a l i t é  suivante : 

03 nous supposons que l ' i n t é g r a l e  e s t  f i n i e .  

Finalement, il v ien t  pour ? L E  

A 
Nous pouvons donc é c r i r e  pour 

' k2  : 



I On peut remarquer que la fonction 
/\I p, ne peut être identiquement 

+ -  4 0  - 
nuiie; en effet, l'équation (~,45) impliquerait alors que (ao/.De, +'h~,d_e.) = 0, 

avec 3 a=-% I 

1 

ce qui est faux comme le calcul l'indique. 
l 

avec 

Nous avons, d'après ( ~ ~ 4 3 )  : 

h 
3 

Si nous reportons cette expression de dans (a) de (~,42), 

en tenant compte des résultats du chapitre IV, on obtient pour le 
1 

problème dlAckerblom de seconde approximation : 



6 / ' , I  -9 -$ 3' 
o n p o s e  X4=G4- i.kA v4 dans (~,48) pour ob ten i r  l e  

aux l i m i t e s  su ivant  (où t , '% e t  2 jouent l e  r ô l e  de 

paramèt res )  : 



dont l a  s o l u t i o n  généra le  e s t  donnée pa r  

I où l e s  no ta t ions  s o n t  l e s  su ivan te s  : 

On prend l a  p a r t i e  r é e l l e  de l ' é q u a t i o n  ( ~ , 5 0 )  pour oh ten i r  : 



Il e s t  important  pour l a  s u i t e  des  c a l c v l s  de remarquer qu ' aus s i  
L - / C 

bien  que <9, s 'expriment  pour  l ' u n  à p a r t i r  de hl- 1 
- e 

et 1-1 1-1 e t  hi-, pour 1 ' a u t r e  : 

- 
e t  pour 8 on a vu que ne dépend que de t 4 1 -  1 de même 

h 4 $ / - 
" e t  w,, que , % p a r  conséquent qO ne dépend que de ?-II- 7 

- 
( e t  b i e n  entendu de  

toi-  1 
mais c e l a  c  ' e s t  1' é ta t  s t a n d a r d ) ,  

4 
On détermine <WL à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  ( c )  de ( ~ ~ 4 2 )  e t  du 

r é su l t a t  (v ,53)  q u i  nous permet ten t  d ' é c r i r e  

On a donc e n  u t i l i s a n t  ( e )  de ( ~ , 4 2 )  : 

l 
e t  d ' a p r è s  ( ~ , 4 3 )  on a  

ce qu i  e n t r a i n e ,  e n  éc r ivan t  l ' é g a l i t é  des  l i m i t e s  dans ( ~ ~ 5 2 )  e t  ( ~ ~ 5 3 )  



lo rsque  $ t e n d  ve r s  1' i n f i n i  : 

1 

\ ' .  
C'es t  c e t t e  d e r n i è r e  é g a l i t é  qu i  va f o u r n i r  l a  cond i t i on  à l a  l i m i t e ,  x 

l 
en : - 1 , pour l ' é q u a t i o n  (V,9) du modèle agéostrophique.  En e f f e t ,  Gz 

I e s t  donné par  (V,7) e t  nous avons déterminé v, 2' e p  ( ~ ~ 5 1 ) ;  c e s  deux v i t e s s e s  - 
1 

- 
s 'expriment en fonc t ion  de f.. e t  5, ( e t  aus s i  . par  conséquent ( ~ , 5 4 j  

I e s t  b i e n  une condi t ion  s u r  F. en 5 = - 1 .  
De l ' é g a l i t é  ( ~ ~ 5 4 )  e t  des expressions (V,7) e t  ( ~ , 5 1 )  on t i r e  t o u t  

d 'abord : 

s o i t  encore 

-$ 
+d) 

3' ' '2 -1  -2- 

"'JO 'VI ds = ce, (%CI-,) D tz,-, + WfF,,-) 

désigne une c o l l ~ c t i o n  de termes fonc t ions  de 51 
e t  de s e s  dér ivées  en - 1 , a . ins l  que de - t o  e t  des  dér ivées  de 

Po en % = - A .  



On obtient  aisément, à p a r t i r  de c e t t e  dernière r e l a t i o n  e t  de 
IL 

( ~ ~ 5 4 )  où % e s t  donné par ( ~ , 7 ) ,  l a  condition l imi te  en a:-? pour TL: 

; a e s t  donné en ( ~ , 8 ) .  

V .  4.3. - Lu égua&iou~.ll de couche .eimi;te au voihinage. dd'ivtlekdace 

On considère à nouveau l a  région V ( l oca l e  en a l t i t u d e ,  avec %=-Rd).  
4) A A 

I l  vient  pour l e s  termes y , wz e t  t~ du développement asymptot iqile ( I V ,  7 ) 
4 

l e  système d'équations suivant : - 

-9 $ 4 -  3 -9 4 " x 3  
+ Q A Y , )  + e  4 

+ I D ? , =  E& w, j 
Qo az 



l 

I 
3 A A 

(dl 
1 a t  
1 r 

1, 

, (el $=O, 3 4 A 
v =  0 ,  -J,= w, = o .  

Les conditions aux limites qu'il faut associer â ce système seront 
1 

fournies par : - le raccord avec l'écoulement principal (c'es+-$-dire la 

région 1). 

- la condition de transmission sur la surface a = 0. 
Le raccord avek la région 1 donne 

a.' - B a .  p, A ' = O  . stt 



A' 
Comme précédemment on montre fac i lement  que e s t  s o l u t i o n  de 

1 ' équat ion  

- 
I c i  encore l a  s o l u t i o n ,  8: , ne dépend que de h ( e t  b i e n  entendu 

C 

de 'ho e t  t , X , , 3 ) . On i n t è g r e  l a  r e l a t i o n  ( ~ ~ 5 8 )  par rappor t  
A '  

8 3 pour  ob ten i r ,  en  t enan t  compte du comportement pour 3 grand de 

& 
On o b t i e n t  donc pour 

.ta : 

V .  4 . 4 .  - Pno blème d l  Ackehblorn de ~ e c o ~ d e  apphoxirnation au voLhiviage. 

de L1i&enaace 

Nous avons, d 'après  ( ~ , 5 7 )  : 

4 1 4 

où J-C+,)= 0 . 
'3* A -9 

S i  nous repor tons  c e t t e  express ion  de IV, dans ( a )  de ( Y  , 5 6 ) ,  en 

t enan t  compte des r é s u l t a t s  du chap i t r e  I V ,  or) o b t i e n t  pour 3' 1 l e  problème 

dlAckerblom de seconde approximation : 



l h 3 (41 J 
où V'' = 4 /Pa\O e t  Vo désigne l e  second terme du développement 

I en  puissances de Ro de la v i t e s s e ,  inconnue, de l 'êcoulernent dans l e  p l an  

-b ' 
Le second membre e s t  d é f i n i  par  : 

A 
- . /  $ 1  -* A 4 

Onpose  Y'=w, - i Q A  G t  dans ( v , ~ o )  pour o b t e n i r  l e  

problème aux l i m i t e s  su ivan t  (où t , %- e t  3 jouent l e  r ô l e  de paramètres)  : ~ 



dont l a  so lu t ion  e s t  donnée p a r  : 

On prend l a  p a r t i e  r é e l l e  de l ' é q u a t i o n  (~,62) pour ob ten i r  : 



On utilise la condition de transmission (a) de (1,371 pour déterminer 

11 11 -f (" . Corne on l'a fait au chapitre IV on indexe par un a les grandeurs 

atmosphériques et on utilise le modele dlAckerblom pour décrire, en première 

approximation, le champ des vitesses atmosph6riques qui intervient dans (1~37) ; 

il vient alors : 

Nous avons 



A' 4 / 
3 

On a pour la vitesse une expression analogue à celle de V : 
1 

une fois que les grandeurs atmosphériques aient été d é ~ e l o ~ ~ é e s  sous une forme 

analogue aux grandeurs océaniques. Dans (~,65) on a  osé 

Ainsi lorsque 1 'on a 

et plus simplement 



la relation de transmission s'écrit : 

La situation décrite par (~,66) est réa$iste puisque nous avons 

(GERMAIN; 1973) ' 

et que pour les écoulements considérés dans notre étude nous avons 

Nous ferons donc l'hypothèse que (~,67) est bien réalisée, (~,63) 

devient donc la condition de transmission qu'il fqut associer au problème 

(V,60) pour déterminer ' . On suppose que les théorèmes de dérivation 
des intégrales généralisées dépendant d'un paramètre s'appliquent; on obtient 

alors : 

4 / 
3 A 

et an résultat analogue pour 2 V4 asa 



La condi t ion  de t ransmiss ion  (~,68) s 'énonce a l o r s  sous l a  forme : 

De c e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  on t i r e  faci lement  : 



La r e l a t i o n  ( c )  de (V,56) e t  l a  condi t ion  ( e l  du même systême 

l e n t r a i n e n t  

on a  de p l u s ,  d ' ap rè s  (b) de ( ~ ~ 5 7 )  : 

pa r  conséquent,  en prenant  l a  l i m i t e  pour <5 tendant  v e r s  +oOdans l e s  deux 

de rn i è re s  r e l a t i o n s  on o b t i e n t  : 

C'es t  de c e t t e  de rn i è re  r e l a t i o n  que nous a l l o n s  déduire  l a  condi t ion  
1 

à l a  l i m i t e ,  en = 0 , pour l ' é q u a t i o n  ( ~ ~ 9 )  du modèle agéostrophique.  
1 

On c a l c u l e  l e  second membre de ( ~ ~ 7 2 )  : 



On peut  donc é c r i r e ,  e n  développant l e  c a l c u l  de l a  divergence du premier 

terme du second membre de (~,73) : 

o s  4 désigne une c o l l e c t i o n  de termes où n ' appa ra i s sen t  que des termes d ' o rd re  

-9 
zéro e t  un ( p a r  exemple ....) a i n s i  que l e  terme su ivan t  : 

- 
On u t i l i s e  a l o r s  l a  r e l a t i o n  (V,74) dans (~,72) 02 Wz e s t  donné p a r  

(~,7) pour  obten i r  : 



I Cette dernière relation est la condition à la limite à associer, 
1 

en %= 0 , à 1' équation (~,9) du modèle agéostrophique. , 
l 

V .  4.5. - CundCiZum au kmpa k = O puut c u n m u m  aux 

l,hLta en x=-1 eA 2 = O .  
V u 

Les conditions en %= - ? et a = 0 , (v,55) et (V,75) font 
intervenir un terme en 52/3t , il convient donc d'associer à ces dernières 

une condition initiale, au temps t = O . 
& 

Du système (1~,11) on tire pour t. 1 ' équation : 

On va utiliser cette équation pour obtenir la relation cherchée au 

temps t = 0 en % = O ; un travail analogue fournira une condition en k= 0 

et %= - 1  . La relation (c) du système (~,27) qui décrit la couche limite 

au voisinage de l'interface dans la région locale VI nous permet d'écrire, 

en tenant compte de (e) du même système : 

Le raccord avec la région locale II implique que : 



Ains i ,  

La r e l a t i o n  ( ~ , 7 6 )  peu t  a l o r s  s ' é c r i r e  : - -9 +* ., / 
a -( 3- +z)+9eD$;)+w - 2 - - BO.% J o P . ~ o  d u  = O . 

2'E ab 0 ajztq 

Il v i e n t  donc en ,= 0 : 

v - O e t  l e  raccord avec l a  puisque d 'après  ( a )  de ( ~ ~ 2 9 )  on a  - 

r ég ion  II de l a  rég ion  V I  e n t r a i n e  

on montre de même que l ' o n  a 
(* )  

Le r acco rd ,  e n t r e  l e s  régions 1 e t  II, des p re s s ions  e n t r a i n e  : 

Ains i ,  en y 0  

(*)  Remarque : Les deux r e l a t i o n s  (v-80) e t  ( ~ , 8 i ) o n t  é t é u t i l i s é e s  au c h a p i t r e  III 
pour é t a b l i r  ( I I I ; ~ ~ )  a i n s i  qu'au c h a p i t r e  I V  pour  é t a b l i r  l e s  
r é s u l t a t s  ( 1 ~ ~ 3 7 ) .  



On note alors 

l il vient alors, en supposant l'existence des intégrales : 

avec 

soit encore ,en = 0 : 
A4 

N 

Par passage à la limite sur k. on obtient donc 

quand on fait la décomposition suivante pour le champ de pression initial : 

l Lorsqu'une telle décomposition s'avère impossible, (v,82) se réduit à : 



Une question reste à élucider : celle de l'intégrabilité de l'écart 

La relation (v,82) est la condition, en 5 = O , qu'il faut 

associer au temps k = 0 à la condition limite en > = O  donnée par 

(v,75). 

D'une façon analogue on a : 

avec 

Pour conclure ce chapitre on va formuler le problème d'évolution 

agéostrophique comme on l'a fait au chapitre IV pour ia pression où 

on avait formulé le problème d'évolution quasi-géostrophique. 

Le problème d' évolution ag60strophique pour est constitué par 

les relations (~,9), (v,~I), (v,55), (~,75), jV,82) et (~383); Gin peut donc 
C 

formuler le système aux limites suivant pour la composante du développe- 

ment asymptotique (VI, 1 ) : 





où l ' o n  s e  r e p o r t e r a  aux équat ions c i t é e s  pour l a  s i g n i f i c a t i o n  des d i f f é r e n t e s  

nota t ions  u t i l i s é e s  dans ce système. 



V I  , - INFLUENCE D'UNE VISCOSITE VARIABLE.  



On élabore, à partir d'une idée de ZEYTOUNIAN (1983; non publié), 

un modèle asymptotique pour des nombres de Rossby petits qui permet 

d'inclure une sous-couche visqueuse dans la couche dlEkman au voisinage 

du fond. L'écoulement est supposé stationnaire. Cette sou$-couche visqueuse 

est induite par l'introduction d'un coefficient de viscosité dynamique 

variant sur une petite échelle relativement à l'échelle o ( R O )  de la 

couche dlEkman. On met en évidence et on explicite le mécanisme d'inter- 
2 

action couche-limite - sous-couche visqueuse en précisant le choix de & 

pour la petite échelle microscopique. Le problème dlAckerblom de seconde 

approximation pour la vitesse dans la couche dlEkman est formulé lorsque 

la densité volumique est supposée constante. 



Le point de départ de cette étude est la prise en compte d'un 

coefficient de viscosité dynamique variable dans les équations de Navier-Stokes. 

OQ suppose l'écoulement stationnaire et on êtudie le voisinage du 

fond qui est, par hypothèse, plat. La viscosité dynamique variable est carac- 

térisée sous la forme suivante : 

où Po est une yiscosité, constante, de référence et 8, et & sont deux 

jauges liées à Ro : 

L'indice "m" caractérise un coefficient moyen, laminaire, directe- 
1 

ment lié à la couche limite d'Ekman classique d'épaisseur O(Rg) , ce qui 
1 

conduit à faire le choix de : 

L'indice "fl" caractérise un coefficient, fluctuant, microscopique 

directement lié % l'émergence d'une sous-couche visqueuse au voisinage 

immédiat du fond; on supposera dans tout ce qui suit que l'on a : 



C'est-à-dire que l'on suppose la jauge 8% , qui caractérise 
l'épaisseur de la sous-couche visqueuse, beaucoup plus petite que 

l'épaisseur de la couche dlEkman. 

Ce qui suit a pour but d'établir un modèle en trois couches : 

fluide parfait, couche dlEkman (couche limite laminaire) et sous-couche 

visqueuse, en tirant profit du double passage à la limite 

Il est bien évident que cette modélisation dépend, a priori, de 

la façon dont les deux paramètres RO et &CR6) tendent vers zéro; 

cela signifie qu' il faudra déterminer la relation de similitude liant Rd 
et $(Ra) pour laquelle on obtient un modèle le plus significatif qui 

permette la construction d'un développemrnt asymptotique uniformément 

valable de la solution recherchée. 

On considère les équatioqs adimensionnées suivantes : 

I 



Ces équations sont établies dans nptre annexe L. On a fait l'hypothèse 

que p*et/CIEeetleurs dérivées premières restent bornées lors des divers 

Y -  
processus limites liés à Ro i O. 

De plus on supposera que : 

Lorsque l'on fait tendre RO vers zéro dans le système ( ~ 1 ~ 6 )  on 

considère en premier lieu le passage à la limite quasi-géostrophique défini 

en (11~6) auquel on associe conjointement le développement principal. 

Le terme visqueux de llgquation (a) de (vI,~) disparaît et on 

retrouve pour les composaptes du développ~ment (vI,~) les résultats du 

chapitre IV. 

Pour l'analyse asymptotique qui suit il est n6cessaire au niveau 

de (vI,~) de passer à la variable de couche limite 



e t  de considérer  l e  développement l o c a l  su ivant  : 

On pose 

a 

il vient a l o r s  à l a  place de ( v s , ~ )  l e  problème suivant  : 



V I .  3 .  - COUCHE LIMZ TE D'EKMAN LAMINAIRE AVEC VISCOSITE VARIABLE 

Le processus limite 
1 

A 
\RO L O avec LL, x , 2 5, fixés 1 

conduit, pour les fonctions limites du développement local (VI , I O )  aux 

équations de la couche limite laminaire avec viscosité variable (on note 

de la même façon la fonction et sa limite). 

4 
(a) Foi- 1 

(V1,13)  

(b) 

on rappelle que d" 

Aux équations ( ~ 1 , 1 3 )  on associe les conditions de comportement 

obtenues par le raccord avec la solution extérieure, soit encore : 

Le coefficient ,& (TC@) étant nul on perd donc, au niveau de 
8 

116quation (a) du système ( ~ 1 , 1 3 ) ,  toute information concernant l'influence 

de ce terme; de ce fait on est amené à considérer un troisisme passage à la 



l i m i t e  qui  permette, l u i ,  d 'en  t e n i r  compte. 

VI. 4. - SOUS-COUCHE VISQUEUSE 

On revient  a u  système ( ~ 1 , 1 2 )  e t  on considère l e  passage à l a  l i m i t e  

l o c a l  su ivan t  : 

Il vient  pour l e s  premiers termes du développement asymptotique 

associé  : 

l e s  équations de sous-couche visqueuse su ivantes  : 

Le raccord de l a  sous-couche yisqueusr  avec l a  couche l i m i t e  laminaire 

d l E h a n  conduit ,  en u t i l i s a n t  l e  raccord de la couche laminai re  avec l ' écou le -  - 
3 - 

ment p r i n c i p a l  ( , , ) ,  aux r é s u l t a t s  suivarit;: 



1 Le système (~1~16) s'obtient après que l'on ai8 fait l'hypothèse 
l 
l 

que l'on a : 
1 

q , (3 et 71 restant à ce stade à déterminer. 
l 

Aux équations (~1~16) on peut associer les conditions aux limites : 
1 

C'est le raccord de (V1,lO) avec ( ~ 1 ~ 1 5 )  qui va nous permettre d'être 

l en mesure d'écrire des conditions aux limites en 5,=0 pour les équations 

de la couche limite laminaire (~1~33); nous déterminerons lors de ces raccords 

1 les exposants q et p ce qui nous donnera X . 
On revient d'abord à (~1~36); on tire de la relation (a) la solution 

l 

l Pu 

, et il noua faut connaître le comportement de uo(q) pour des xz grands. 
1 
l 

La fonction est pour l'instant arbitraire. 

Si on impose à ~ ~ ( 3 , )  les contraintes nécessaires à la conver- 

gence de l'intégrale suivante : 

alors, lorsque , on peut écrire : 



où k t  5 désigne une c o l l e c t i o n  de t e r n e s  qui  tendent  vers  O avec 7 4  

e t  où on note 

Ainsi on a, pour s2 grand : 

Pour o b t e n i r  ( ~ 1 , 2 1 )  on a é c r i t  : 

s o i t  encore  : 



9 
D' a u t r e  p a r t ,  l o r sque  \5 e t end  ve r s  zéro ,  l a  s o l u t i o n  des 

O 

équat ions de l a  couche l i m i t e  l amina i r e  s e  comporte comme : 

3. Y 
Le r acco rd  des v i t e s s e s  e t  1 ~ -  e n t r a i n e  : 

d O 

Y 
Une f o i s  déterminée p a r  l a  formule ( ~ 1 ~ 2 0 )  dans l a q u e l l e  on 

remplace & p a r  l ' e x p r e s s i o n  t rouvée  en ( ~ 1 ~ 2 1 )  on o b t i e n t  

e t  d ' après  ( ~ 1 ~ 2 1 )  

D' a u t r e  p a r t ,  on a  poix 5 ,  proche dr zbro : 



A 9 
puisque aW,=-a.'V0 =O p o u r 5 , - O  - d ' a p r è s  ( ~ 1 , 2 3 ) .  

-4 

Le raccord de ( ~ 1 , 2 4 )  avec ( ~ 1 , 2 5 )  condui t  à : 

e t  il n 'y  a aucune cond i t i on  à imposer s u r  puisque : 

En première approximation on a donc, pour  l a  couche l i m i t e  avec 

v i s c o s i t é  v a r i a b l e  : 

On peut a i n s i  c o n s t a t e r  qu'à c e t  o rd re  il n ' y  a pas d ' i n t e r a c t i o n  

e n t r e  l a  couche l i m i t e  l amina i r e  avec v i s c o s i t é  v a r i a b l e  e t  l a  sous-couche 

visqueuse.  



V I .  5. - MISE EN EVlDENCE DE L ' 1 NTERACTlON COUCHE L I M I T E  LAMINAIRE 

SOUS-COUCH E VZSquEUSE 

Au vu des résultats de l'analyse asymptotique effectuée ci-dessus, 

on constate qu'en première approximation il faut résoudre le problème de 

la couche limite laminaire avec viscosité variable (~1~28) où apparaissent 

les conditions aux frontières classiques. C'est cela qui nous fait dire 

qu'il n'y a pas, à cet ordre, interaction entre les deux couches. 

De plus, au niveau de cette approximation l'exposant qui doit 

préciser la relation de similitude 

entre les jauges $ et Ro , reste indéterminée. 

C'est l'étude de l'interaction couche limite laminaire 

, sous-couche visqueuse qui va nous fournir la valeur de . 
9 A n 4 

On a pour les composantes % w t y  fzet ?2 du développe- 

ment (V1,10) les équations suivantes : 

2 + 4  a A  va. De, +w,a3,e4=o* 



I 

Le raccord des  v i t e s s e s  ho r i zon ta l e s  dans l a  couche l i m i t e  lamina i re  

avec c e l l e s  de l a  sous-couche visqueuse e n t r a i n e ,  avec l e  choix d e @ =  1 : 

P a r  conséquent,  puisque h = O( il v i e n t  : 

Les développements asymptotiques de l a  s o l u t i o n  de sous-couche 

visqueuse s ' é c r i v e n t  donc : 

avec puisque  ahs%, = 0 
U L J  

e n t r a i n e  que n i  ta n i  f 4  nr  dgpendent de . Par  a i l l e u r s ,  le 

raccord de 7 avec , à l ' o rd re  RO impose que I 'on a i t  



'=iJ 3 
Il vient donc pour et w4 les équations de sous-couche 

4 

1 visqueuse, de seconde approximation, suivantes : 

1 

1 

Cette description asymptotique est liée au processus limite 

ce processus limite conduit au modèle le plus significatif et à une sous-couche 
z 

visqueuse d'épaisseur Ra . 
1 

4 
V I .  6 .  - PROBLEME D' ACKERRLOM DE SECONDE APPROXIMATION POUR $, 

On fait l'hypothèse supplémentaire de la densité volumique constante 

pour obtenir à partir de (V1,38) le problème dlAckerblom de seconde approxi- 
: $ 

mation pour v, : 



l o r sque  l ' o n  u t i l i s e  l e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  III, notamment pour  l e  c a l c u l  

S i  on ne suppose p l u s  
f 

cons t an te  l e  problème dd'ckerblom pour 

r e s t e  ident ique  à l a  modi f ica t ion  près  du  second membre de ( a )  de ( ~ 1 ~ 3 5 ) ~  

mais l a  na ture  du problème r e s t e  l e  même; c e t t e  hypothèse supplémentaire 

n ' appor t e  qu'une s i m p l i f i c a t i o n  des c a l c u l s .  

On r a p p e l l e  que l ' o n  a : 

p a r  conséquent 

Il f a u t  encore n o t e r  que l ' o n  a supposé, dans ce $,  que l ' o n  a : 

Cet te  hypothèse semble d'ailleilr:: plils p r è s  de l a  & a l i t é  que c e l l e  

qu i  c o n s i s t e  à supposer p - v a r i a h l e  ( v o i r  l a  Note de S .  GODTS e t  

R .  ZEYTOUNIAN, à p a r a î t r e ) .  



ANNEXE 1 

La méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR). 

Techniques de raccord. 

1 MTRODUCTI ON 

Notre but n'est pas tant be faire un exposé rigoureux comme dans 

ECKHAUS (1969; 1973; 1979)~ que de montrer comment on peut utiliser la 

technique des développements raccordés dans des problèmes de couche limite 

en Mécanique des Fluides (COLE et KEVORKIAN, 1981; NAYFEH, 1973). Dans ce 

qui suit un certain formalisme est mis en place : il servira de cadre dans 

tout notre travail. 

1.7.7. - Appkaximcr;tiavin k é g U R i è t ~ ~ 6 .  

Une fonction d'ordre (ou de jauge, ou jauge), B(E)  , est une 

fonction du petit pa,ramètre & , définie, continue et positive sur 

~'ouvert)O , & C telle que e*1 Sc&) existe. Par la suite on suppose 
0 f* 

que la fonction b ( z , h )  est &finie sur ln fermé borné 3 ; 9 

désigne le plus grand ouvert inclus dans . 
Pour comparer deux fonctions d'ordre &, et Sz on utilise les 

symboles (de   and au) : 

&=Oc %) , s'il existe 4 , constante telle que 



3 
On dit que la fonction 4, (r, €1 est une approximation asympto- 

O 

tique de la fonction d, dans ,& si on a. 

On peut alors définir (ECKHAUS; 1973) l'approximation asymptotique 

d'ordre supérieur : 

En répétant l'opération --fois il vient 

Lorsque l'on peut itérer ce proc6dé pour t o u t m  on obtient alors 

une série asymptotique donnée par 

On appelle régulière tout approximstion (resp. serie) asymptotique 

pcur laquelle on a (resP. 4, ) indépendant (a) de & . Si la limite 

L ( @ / 6 )  existe et est non identiquement nulle alors l'approxima- 
€+O 
tion -6gulière de Q est donnée par 



En utilisant la définition ~récédente d'une approximation régulière 

on a alors l'énoncé suivant : 

Une approximation asymptotique de 42 OS('?') est régulière 

1 . 7 . 2 .  - Pentutbm5om hégulièt~a e-t binguliheb 

On considère des problèmes où $($, 8 )  est solution de 

l'équation différentielle 

- 
Nous notons & le domaine de définition de et &. et r=as . 

LE est un opérateur différentiel dans la variable 5 , dont & est un 

On suppose que 4 satisfait a m  conditions d'existence et 

d'unicité, et que l'on peut d.écomposer sous la forme suivante 



' ,' -, , = L, +$ 
L E  

où Lo ne &pend pas de & , e t  
,.,,. . . 

-? 
3 k 

". *. . ' , "y': t- 

( aBgn) = O  pour tou te  3 inaépendante 
€4 O 

& & ;  1 q ~ x b l ~ 6 . I  h ~ 2 = ~ ~ s \ 2 d ~  
a) 

par exemple. ri) 

4 
Soi t  A,,c3() une approximation gsymptotique de &. dans b : 

h pro~lème de perturbation (6)  est .  d i t  régulier (en ~ r e m i è r e  

approximation) s ' i l  ex i s t e  QcQ , , sa t i s f a i s an t  

,.- . Dans l e  cas contraire l e  problème e s t  d i t  s ingul ie r  (en premidre 
: 2 , .  

8.. ) :,;,, . 
,:,.\ ,4-J ,' ,, 'bpproximation) -. - , , , . 
&g$$., , 

Les problèmes régul iers  ou s ingul i  rrs d'ordre supérieur s e  
: i -.. 
définissent a 1' aide des approximations d' ordre supérieur des fonctions. 

Dans l a  pratique on rencontre souv<ant des problèmes où l ' on  peut 

kcr i re  : 

avec L, ind&penciant de & e t  1 d'ordrtl supérieur à Ld 



i Ces problèmes sont appelés "problèmes de perturbation singulière" ; 

I la raison est que si l'on peut construire une approximation asymptotique 4 
O 

de 4 , solution de 
1 

dans 5 

celle-ci ne satisfait pas, en général, toutes les conditions aux limites 

imposées à . C'est en ce sens que dans notre travail nous parlons de 
perturbations singulières. 

. Exemple 1 

La solution exacte de ce problème est 

on peut remarquer que si on se donne comme norme la norme sup alors le 

problème est singulier (au sens (8) , alors que le choix de la 

norme de ~ ( c O ~ I ) )  le rend régulier. La fonction 7 , qui satisfait 

à & 40 = 0 est alors une approximation asymptotique. 
dx 

Si on adopte notre  oint de vue le problème ~rgcédent est singulier, 

en première approximation, car : ne satisfait pas à la condition en 

x = o  et & affecte l'opérateur d'ordre le plus élevé. 

On peut remarquer le fait suivant : 

on a qLr* (L>u,.P\@- 1 J) = O . Par conséquent 4 = 7 peut Stre 

0 250 O - 
cnnsidér6e comme une approximation asymptotique de dans le domaine &o. 

Au voisinage de x = 0  ceci tombe en défaut puisque A ~ ( n ~ \ 6 - . i ~ ) ~ 1  ; 
4 

ne peut satisfaire à la condition en O puisque 0 46 . 
O 



Ceci rejoint le point de vue que nous avons adopté dans ce travail. Le 

comportement de la solution du problème (9) est appelé "phénomène de 

couche limi te". 

1 . 7 . 3 . -  A p p t a x i m a t i o ~  1oca .h  

Un second type d'approximation est nécessaire si l'on veut étudier 

le voisinage des couches limites : ce sont les approximations locales. 

On pose 

i.. 

où dD+ désigne la réunion des sous-ensembles de s pour lesquels une 
approximation régulière existe. Pour nous, dzns tous les cas ,Sc sera un 

J 

voisinage d'un sous-ensemble, 5 , de l'espace physique où s'étudie notre - 
problème : ainsi S pourra être un ensemble de points isolés, la réunion 

d'une courbe et de points isolés ou la réunion d'une surface, d'une courbe 

et de points isolés (par exemple dans notre travail les plans, b=-1 et 8 =O , 
- 
k 

de  IR^ ) .  Nous notons l'intersection dr ?,oute famille d'éléments de 5 , 
et on fait l'hypothèse suivante : 

4 

S désigne une surface de  IR^ ~t au triplet x = (%,2,%) 
on associe le triplet ( 3 L  ' , , ' ) de telle sorte que ,'= 0 soit 

l'équation de S . Afin d'étudier le comportement local de 4 au voisinage 

* I I  
di. S il est naturi.1 d'introduire les coord(inn6es locales 3 i (X,Y / '$'/S(S ) 
où = ( . C'est le choix de ln jauye qui détermine la 

"dimension" du voisinage di. 5 dans lequel nous étudions 4(?, E \ . 
-+ 3 A +  

~atransformation X - f transforme &(-L,£) en @ ( F , E )  . 
De façon générale on peut définir les approximations locales dans 

les vsriables locales : 
A 

Si on désigne par cd6 un ~nsemhle born6 dans l'espace $ et par 



f i  
une , s é r i e  asymptotique d é f i n i e  p a r  

h 4 A 

4aJJ e s t  une approximation l o c a l e  de 4 r: 05(4) dans & s i  

+ 4 + 
S o i t  &(*, €.) l a  fonc t ion  de Y e t  de E qui s ' é c r i t  <b (F, L) 

en va r igb le s  l o c a l e s .  La l i m i t e  l o c a l e  de d(p/ &) e s t  d é f i n i e  p a r  

On peut  a l o r s  donner l ' e x p r e s s i o n  des fonc t ions  de 1 'approxi- 

mation l o c a l e  de 4 : 

Comment détermine-t-on l e s  approximations r ég i l l i è r e s  e t  l o c a l e s  

de 4 ? S i  @ e s t  donn6e expl ic i tement  a l o r s  l e s  proc6dés l i m i t e s  ( 5 )  e t  ( 1  1 )  

permettent  l a  cons t ruc t ion  e f f e c t i v e  de ces  approximations. Cependant, nous 

htudions des problèmes dans l e s q u e l s  e s t  d é f i n i e  comme s o l u t i o n  d'une 

équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  LE+ = & dans un domaine 06 avec des condi t ions  

s u r  aa> . En généra l  on ne connai t  pas  @ . On d 6 f i n i t  a l o r s ,  en l i a i s o n  

avec L , des approximations asymptoti ques formel les  a i n s i  que des développe- 
& 



ments asymptotiques formels. 

Supposons que @ satisfasse dans a 

on dit que est une approximation asymptotique formelle de 4 dans 

Une série asymptotique 4 t -1 
est un développement asymptotique 

a4 

formel de dans si 

(F t 
avec s,,,,+, : O i dz) , 02 6, est une fonction d'ordre qui 

mesure l'écart entre 4'*' et , c'est-à-dire l'erreur commise à cet ordre. 
aA 

Pour illustrer ce qui précède considérons à nouveau l'équation de 

. Exemple 2 
On peut définir un développement régulier sous la forme 

et en reportant dans 1 '6quation on obtient 



1 puis, on fait l'hypothèse que 4- est une approximation asymptotique de 
I 
I 

ïasoïution pour X C - & ~ = ~ X ~ O < ~ ~ ~ , ( Z C ~ ~ .  
l 

On impose : 

le développement formel régulier est donc détermin6 (on dit aussi développement 
1 

principal) . 
1 

Au voisinage de x-=O on considère la variable locale 

1 5 = x / &  

le développement local s'écrit donc : 

d'où, en reportant dans l'équation, le problème local : 

On admet que 4- est une approximation asymptotique de 4 
dans ~ z \ S ~ O ( E <  f , < + O o )  ;enimposant 

on obtient 

où les coefficients numériques A,  restent, à ce stade, indéterminés. 

Ce sont les règles de raccord que nous introduisons maintenant qui permettent 

la détermination de ces constantes réelles. 



1.2.- REGLES DE RACCORV 

Dans .la définition des développements asymptotiques aucune 

information n'a été donnée sur les conditions aux limites, la raison 
A 

en est simple, les domaines de validité, O@ et , de ces développements 

n'ont pas été fixés (sauf dans le deuxième exemple) . 
On suppose dans les applications que les approximations sont 

valables dans un domaine qui contient une partie r de&@ pour le 
rl 

développement régulier (ou principal) ou pour l'approximation locale. 

Ces hypothèses permettent alors d'afficher les conditions aux frontières 

correspofidant ces çous-ensembles de aB pour les approximations 
régulière ou locale. 

Cependant cette façon de procéder ne conduit pas, en général, 

à l'unicité des solutions. Des conditions suyplémentaires sont donc requises 

et sont fournies pàr ce que l'on nomme les règles'& raccord. 

Une hypothèse qui conduit à de nouvelles relations est celle du 

domaine de recouvrement (overlap domain) : on suppose qu'il existe un 

ensemble dans lequel le développement régulier (ou principal) ainsi 

que le développement local sont valables. 

Cela conduit, en première approximation, à écrire que l'on a 

1 

(PRANDTL, 1928): 

D'autres règles sont utilisées en Mécanique des fluides. 

l 

On peut citer celles des 6chelles intermédiaires (COLE et KEVORKIAN; 1981) 

et la règle de raccord simplifiée de VAN DYKE (1964 et 1975) dont on expose 

maintenant le contenu. 



La règle de raccord due à VAN DYKE peut s'énoncer ainsi : 

"le développement intérieur jusqu' à a 6) du développement 
extérieur jusqu' à doit être égal au développement extérieur jusqu' 2 

O(A) du développement intérier jusqu'à 0(8) ". 
0ù 8 et A sont deux jauges (non nécessairement égales) qui 

peuvent ne pas apparaître dans les développements. 

Cette règle, comme le signale SRIVAMOGGI (3978) n'utilise pas l'idée de 

limite intermédiaire et de domaine de recouvrement (KAPLUN; 1957). On 

trouvera dans FRAENKEL (1969) une discussion de ce problème. 

On ;termine ce paragraphe en indiquant la règle de raccord proposée 

par sHIvA~OGG1,règle que nous avons utilisé tout au long de ce travail; 

il faut voir dans cette règle une technique qui s'arrère efficace dans de 

nombreux problèmes de la mécanique. On raisonne sur la solution 4(9, E )  

d'une équation différentielle où E << 3 ; on suppose l'existence d'une 

singularité, au voisinage de X .= O , que l'on étudie par l'intermédiaire 

de la variable locale 5 z 2 / & . 
Soit le développement principal (ou extgrieur) 

et le développement local 

On développe, en série de Taylor formelle, a.u voisinage de X=O 

le développement principal que l'on réécrit ensuite en variable locale 3 ; 

il vient 



puis  on e f f ec tue  l e  passage à l a  l i m i t e  l o c a l  ( 1 1 )  dans l e s  développements 

(15)  e t  ( 1 6 )  e t  on exprime p a r  l e s  é g a l i t é s  su ivantes  l e  raccord  des  deux 

approximations 

d'où l e  comportement de (pour  des 5 grands)  : 

A! 
où @, t e n d  vers  z é r o  avec 115 . 

On t rouve ra  dans SHIVAMOGGI de nombreux exemples permettant  l a  

comparaison de c e t t e  technique ( t r è s  e f f i c a c e )  avec l e  p r i n c i p e  de VAN DYKE 

a i n s i  qu 'avec l a  méthode des l i m i t e s  i n t e rméd ia i r e s .  

Dans l 'exemple qui s u i t  on compare deux techniques de raccord  : 

c e l l e  de VAN DYKE e t  c e l l e  de SHIVAMOGGI. 

S o i t  y-,€) l a  s o l u t i o n  du problème su ivan t  : 



l a  so lu t ion  exacte e s t  

avec 
l 

1 

Il  y a  donc une couche l i m i t e  au voisinage de X = 0 . On constate 
1 

facilement que l a  so lu t ion  p r inc ipa le ,  d 'o rd re  & , e s t  l a  suivante : 

a l o r s  que l a  so lu t ion  i n t é r i e u r e  e s t  : 
~ 

La règ le  de raccord s impl i f i ée  de VAN DYKE s 'applique a l o r s  de 

l a  façon suivante : 

1 - 3  
1 ) Dev. Ext à 2 termes : 

1- ';x. 
e + & U - x ) e  

r é é c r i t u r e  en va r i ab le  i n t é r i e u r e  : 



développement pour S. & 0 : 
4 e(?- t ;X+**-)  + e e ( ~ - r ? ~ - ~ x + . . .  

développement Intérieur à 2 termes : 

e + & e ( l - 2 )  

2) Développement Intérieur à 2 termes : 

réécriture en variable extérieure : 

développement pour & 0 : 

- A ,  + 4.r + E. A, + k t )  

où kt3  désigne des termes exponentiellement petits. 

On égale les deux rgsultats : 



l La , r èg l e  de raccord de SHIVAMOGGI donne i c i  : 

1 )  ~éveloppernent en s é r i e  de Taylor au voisinage de X = 0 (en var iable  

l 
loca le )  : 

l 2 )  Egal i té  des l imi tes  : 

s o i t  

e t  

Le s eu l  but de ce t  exenple e s t  de montrer que l a  technique proposée 

par SHIVAMOGGI e s t  plus rapide que l a  règle  de raccord s impl i f iée  de VAN DYKE. 

1 . 3 . -  APPROXIMATION ET DEGENERESCENCE SIGNIFICATIVES 

On in t rodu i t  (ECKHAUS; 1973) l e s  opérateurs de développements 



Dans l a  cons t ruc t ion  de E(g'4 l e  choix des v a r i a b l e s  l o c a l e s  

e s t  important : tous  l e s  choix p o s s i b l e s  n ' o n t  pas  l a  même importance. Il e s t  

s u f f i s a n t  d '  é t u d i e r  1' approximation l o c a l e  pour c e r t a i n e s  v a r i a b l e s  : c e l l e s  

que l ' o n  appe l l e  v a r i a b l e s  de couche l i m i t e .  On formule l a  d é f i n i t i o n  s u i v a n t e  : 

( 9 )  
S o i t  $, e t  deux v a r i a b l e s  l o c a l e s  e t  fl , gL 

l e s  approximations l o c a l e s  correspondantes .  On d i t  que tqC1 e s t  contenue 

dans ~'9' s i  

E;'$ = r;:( E % ) + ) .  
/ 

Une approximation e s t  d i t e  s i g n i f i c a t i v e  s i  e l l e  n ' e s t  contenue dans 

aucune a u t r e .  

On v a  d é f i n i r  maintenant l a  no t ion  de dégénérescence s i g n i f i c a t i v e .  

s o i t  Lg $ = 0 un problème l i n é a i r e ,  e t  s o i t  l a  t ransformat ion  

4 -$ - + 
q u i  à X as soc ie  l a  v a r i a b l e  l o c a l e  b , t e l l e  pue &2,&) W g / 3 ,  E) 

e t  L,@ O <$ . On d i t  a l o r s  que &, Y 

-5 

e s t  une dégénérescence l i é e  à l a  v a r i a b l e  f si  pour t o u t e  fonc t ion ,  

suffisamment dé r ivab le ,  v(S) , i l  e x i s t e  6 t e l l e  que : 

m 

où 8 e s t  une fonc t ion  d ' o rd re .  

En généra l  dans l e s  problèmes non l i n é a i r e s  on peut  d é f i n i r  des  

dégénbrescences s i g n i f i c a t i v e s  qua pour  une r l a s s e  de fonc t ions  . 



Dans la pratique cela signifie que l'on doit estimer l'ordre de grandeur 
* 

de 4 ( 5 , E) . Ainsi lorsque l'on connait les ordres de grandeur de la 

1 solution 4 dans (domaine complet) on peut généraliser la définition 

1 précédente. 

1 

Soit %(? ) une classe de fonctions caractéristiques de ces 

1 

ordres de grandeurs. On a alors l'énoncé suivant : 

1 soit g;'' (resp. d:" ) une dégénérescence de LE par rapport 
l 3 + n 4 

à 2, (resp. 5 ) , pour la classe ( . Soit F, + sZ alors 
1 

z 

1 

. On dit que &:' est contenue dans 4;" si : 

où 5 : fonction d'ordre 
linéaire &(t) = 1 . 

Dans la définition précédente on utilise le fait que 4 est une 
-9 4 + 

dégénérescence liée à la variable 5 pour la classe $ (F) si on a : 
&-+(ggse,a, 'ÿ)=&e~ 3 e,j?(g+~:."u)=&.r 
pour tout ; $ est une fonction suivante : 

Une dégénérescence est significative (pour une classe donnée 

3 + 
d'éléments sO(x et de variable locale 5 ) si elle n'est contenue 

1 dans aucune autre. 

l Malheureusement il n'y a pas de théorème mathématique qui dit que : 

les approximations significatives sont solutions des dégénérescences signifi- 

catives (ECKHAUS ; 1979). 

Cependant, en mécanique des fluides, dans la plupart des cas, 

lorsque la MDAR s'applique ce "théorème" s'avère être exact : c'est ce que 



l ' o n  nomme l e  pr inc ipe  de moindre dégénérescence (VAN DYKE; 1975) .  

Enfin,  pour que l a  MDAR puisse ê t r e  u t i l i s é e  il f a u t  admettre 

(ou v é r i f i e r )  q u ' i l  n ' e x i s t e  qu'un nombre f i n i  d'approximations s i g n i f i -  

ca t ives  dont l a  réunion des domaines de v a l i d i t é  contienne l e  domaine d'étude 

t o u t  e n t i e r  où l ' o n  recherche l a  so lu t ion .  En d é f i n i t i v e ,  l a  MDAR s e  trouve 

. j u s t i f i é e  s i  l 'hypothèse de t r a v a i l  suivante e s t  v é r i f i é e  : 

S i  4 désigne l a  s o l u t i o n  du problème 

e t  s i  tg e s t  une dégénérescence s i g n i f i c a t i v e  de L( , l i é e  à l a  va r i ab le  
6 

l oca le  f , dont l e  domaine de v a l i d i t é  e s t  $ a l o r s  il e x i s t e  au moins 
4 4  "+ 

une approximation s i g n i f i c a t i v e  l o c a l e  de rang un, &( $)$Id g ) ,  
dont l e  domaine d 'exis tence  contienne ce lu i  de l a  dégénérescence % . 

. Exemple 3 

S o i t  LL t e l q u e  

On cherche à résoudre à l ' a i d e  d'un développement asymptotique 

l e  problème suivant 

-2 /€ 
( l a s o l u t i o n e n a c t e  e s t  donn6epar & z q + Z - e  . ) -  

Ce problème e s t  peut, ê t r e  un p rob lèm~ de pertux-bation r é g u l i è r e ;  

on commence donc p a r  développer à X f i x é ,  tendant  vers  0 , powr v o i r ,  

I en p a r t i c u l i e r ,  s i  l e  problème r e s t e  bien pos6. S o i t ,  en ~ r e m i è r e  approximation 



expression que l'on reporte dans (21) pour obtenir 

Ainsi dès la première approximation la condition en >= O n'est 

pas satisfaite ( (0) = 1 + O) . Cette approximation n'est pas uniformément 
II - 

valable dans &= [o,tOdC, mais est régulière dans ,@ -(x(o<&$X) . 
6' 

Ainsi le problème étudié est un problème de perturbation singulière; pour 

étudier le voisinage de X = 0 nous définissons la variable locale 

= 2 (f i  >O ) et on détermine IC( par la condition que 

la dégénérescence de 4 4) ainsi obtenue soit significative. 

Soit < $ l'équation déduite de Ls 6 par la transformation 

2- 5 

Quelles sont les dégénérescences de L liées à E ? 

Il est évident, /A étant >O , que trois cas sont à distinguer : 

c ) & = 1  
A-1 

. dans le premier cas le choix de 8 =, E entrai ne 

c'est-à-dire & = d / d ~  



. dans l e  second c a s ,  = 1 : 

où % désigne 1 ' i d e n t i t é .  

. dans l e  t ro i s i ème  cas ,  g=  1 : 

Laquelle (ou  l e s q u e l l e s )  de ces  dégénérescences e s t  ( s o n t )  s i g n i f i -  

c a t i v e ( ~ )  ? 

û n n o t e  Z , z X / Q  ( e t  5 2 = X / E  
H 

où O( & 3 0, 1 C p u i s  o(> 9 . Le changement de v a r i a b l e  5, E, 
(1 \ 

dans ( 2 5 )  donne, en  notant  iG +a - 1 : 

Par conséquent l a  dégénérescence ( 2 3 )  qu i  correspond à F2 = X / ~  O( 

avec O ( o( ( 1 e s t  contenue dans l a  dégénérescence ( 2 5 )  q u i  correspond 



Par conséquent la dégénérescence (22) qui correspond .?i = x /E d 
1 

avec o( ) ? est contenue dans la dégénérescence (25) qui correspond 
l 

1 

Conclusion : La seule dégénérescence significative de ck est 
donc celle qui correspond à E = x / E  et qui s'écrit 

1 

Le problème ainsi construit est appelé le problème intérieur, ou 

1 
local ou encore proximal, la solution de celui-ci est valable pour des 

fi 
de l'ordre de E . Afin de pouvoir appliquer à @ la condition & la 

limite en 0 on utilise le théorème d'extension de KAPLUN (1967) en 

supposant qu'alors le domaine de validité pour 6 , ainsi obtenu, contient 

lforigine.(Dans notre étude on suppose toujours que ce théorème s'applique 

en posant que les développements locaux correspondent à des approximations 

asyrnptotiquesvalables dans des domaines contenant une partie de la frontière 

de l'espace physique considéré). 

Ainsi il faut résoudre dans le cas de notre exemple : 

c'est-à-dire 
-5 

= d - e  . - 
On vérifie sans peine, qu'à cet ordre, $ et se raccordent 

en utilisant la règle ( 13) . 

Pour conclure on construit un d6veloppement asymptotique de la 
l 

solution uniformément valable dans [ ~ , f  06 [ . On considère : 



N 

<p 0 cx, 5 )  = + o c r )  + q6($) - 
4 

où e s t  l a  pa r t i e  commune à e t  , c 'est-à-dire i c i  : 

e s t ,  fortui tement,  l a  so lu t ion  exacte du problème (21 ) e l l e  e s t  

donc une approximation s i gn i f i c a t i ve  ! La fonction (& e s t  appelée 

Il , developpement composite" de l a  solut ion du problème. 



ANNEXE 2 

Les équations de ~avier-~tokes en coordonnées cartésiennes locales 

adimensionnées avec une viscosité dynamique variable. Application au modèle 

en ondes longues dans le plan tangent. 

1 .  EQUATiONS EN COORDONNES CARTESIENNES LOCALES ADIMENSIONNEES 

Les notations et définitions sont celles des Chapitre I et II. l 

Dans le système des équations (I,1) la dernière ligne doit être remplacée, 

étant variable,par : 

avec le tenseur des contraintes de viscosité. 
l 

Dans le système des coordonnées cartgsiennes locales (1,5) le I 

système des équations ( 1 , 1 ) ,  où la relation (c) est remplacée par l'équation 
l 

ci-dessus, s 'écrit en notant =pop ( 5 )  ( , viscosité de référence) : 





(on a remplacé h par directement dans le système (2) .) 
1 

7 1 . -  APPRUXlMATlUN DU PLAN TANGENT 

Le processus limite défini par 

S L o  avec 

conduit, lors de son application au système (2), aux équations suivantes : 



3 
1 e t  où Y , ?J , 1- e t  e désignent l e s  valeurs l i m i t e s  des fonctions 

correspondantes du système ( 2 )  . 

7 7 7 .  - L ' APPROXTMATION DES ONDES LONGUES 

Cette approximation, dé f in ie  au § 1.6 du premier chapi t re  conduit,  

pour l e  système précédent ,  aux équations suivantes : 

dans l e  chapitre  V I ,  après avo i r  f a i t  l 'hypothèse d'un écoulement s t a t i o n n a i r e  



ANNEXE 3 

2UELQUES 0RpRE.S DE GRANPEUR PB. PARAMETRa SANS PIMENSION 

Ces quelques mesures permettent de cerner les situations physiques 

dans lesquelles les modèles asymptotiques mis en &idence au cours de ce 

travail se rapprochent de la réalité. 

Nos références sont pour la plupart celles que l'on trouve dans 

les ouvragres de KAMENKOVICH ( 1977), LEBLOND et MYSAK ( 1978) et PEDLOSKY ( 1979) . 

. Constantes physiques 

a, * 6400 L (rayon terrestre moyen) . 

. Paramètres sans dimension 
On donne les valeurs approchées des paramètres dont on rappelle 

la définition ci-dessous : 

(paramètre (3 ; plan tangent), 

paramètre de forme; 

paramètre hydrostatique; 

, nombre de Rossby; 

nombre dlEkman vertical; 



Nombre de Boussinesq 

Les r é s u l t a t s  sont  présentés sous forme de tableaux où l ' on  trouve 

vis-à-vis l e s  mesures océaniques e t  atmosphériques. 

OCEAN t ATMOSPHERE 

f i g .  1 : Paramètre P . 
Pour Q =7~/4 (resp.IT/6 ) l e s  r é s u l t a t s  sont mul t ip l iés  p a r K ( r e s p .  D ) 



OCEAN 

I fi. 2 : ?aramètre 8. 

OCEAN ATMOSPHERE 

3 
Sb e \1< 2 - 7 0  ,m AnuTi L' c'&- m a d- 0~ 

fig. 3 : ?aramètre & .  





OCEAN 
& (56, te) 

fig. 4 : Nombre de Rossby. 

On donne à , coefficient de viscosité cinématique, les valeurs 

suivantes : 

2. -1 
O c é ani que ,c4 , 4ooa, 4 6 '  - 4  ; 

h 

Les résultats relatifs aux nombres CL et sont donnés dans les tableaux 

qui suivent. 

On considère tout d! abord l'atmosphère : 





h 

f ia .  5 : e t  EL dans l 'atmosphère.  

On considère maintenant l 'océan e t  on f a i t  prendre à sucess i -  

vement l e s  valeurs  suivantes  : 





6 EL =. 0,32.  'IO- 

L = 1 0 ~ -  
c =>tL = 0 , s .  

c = 1 0 6 -  
A 

& = ,  .O, 5. , ,  

4 3 
Fig. 6 : ELet EL dans l'océan pour 6 - ~ / 3  ; H: 5.10-. 

6' O 



- 1  6 

=> Ê,, 4- 2 
n -2 

m. Uo: 7 - 3  :-W.-mw n;,i9tuto I . . C ) , l m i o - l : ~ L ~ t ~ i & ~ - ' ~ i  
h 3 

Fig .  7 : CL et EL dans l'océan pour e0=n/4 ; hg 530 



OCEAN F'. 

La= 4 0 s  
9 Ê, = o,e 5 

I 
l L; 10 6 
l 

3 ;L= 2 5  
-1 L - q  

( , v , ~ . = l o  % 4 . ( ; ?J x------ = 10 -1  mg'- 2 , 
E - , = a , ~ 4  I ~ - ~  di IO+-,- 

3 i'! - 0 , 2 5  ,i0-' 
E 

L.z.10 n- 

. >  2 = 2,5 
6 L: , IO - 

-9 C,= 2 5(. l 

r a  (..JO= 1 m" v Uo_ ?-a-' 
4 Ê L W b 4 +  f- 40 - 2  . .mr- r l ; sdk&  p- EL* 

i1. 

4 3 
Fig. 8 :El et k dans 1 ' 0 c é a n p o u r ~ ~ z  et f182.10-. 



A 

& dans l ' océan  où l ' o n  prend comme étenclue hor i zon ta l e  
3 

c a r a c t é r i s t i q u e  Lg e t  comme profondeur moyenne H = 2, .IO*: 
O 



Le choix de %O = @, g Ho rend l e  paramètre de 

Boussinesq, , identiquement égal  à l ' u n i t é .  

Pour conclure c e t t e  annexe signalons que l e s  valeurs assignées 

au coef f i c ien t  de v i s cos i t é  cinématique sont c e l l e s  de l a  v i s cos i t é  

turbulente .  On consultera à ce su j e t  l e s  l i v r e s  de LEBLOND e t  MYSAK (1978, 

pp. 458-459), KAMENKOVICH (1977, pp. 117-118) e t  DE RUIJTER (1980, pp. 13-14) 

a i n s i  que VERONIS (1973, pp. 42-43). 
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CONCLUSION 

Nous avons organisé notre travail en deux temps : dans qne première 

partie nous avons construit un modèle mathématique en ondes longues de la 

circulation océanique. La simplicité des résultats obtenus, qui n'ktait pas 

évidente a priori, s'est révélée particulièrement intéressante dans l'étude 

de la surface océanique et tout spécialement lors de la formulation de 

l'interaction atmosphère-océan. C'est cette simplicité qui nous a permis de 

développer la seconde partie de ce travail : nous avons pu en effet formuler, 

à partir du modèle les ondes longues, pour les écoulements quasi-géostrophique 

et agéostrophique des problèmes d'évolution pour les termes d'ordre Rp et 
L 

respectivement de la pression océanique. Ces problème? d1é~oJution font 

intervenir des conditions aux frontières (en 3 = 0 et b = - 7 , ainsi 

qu' au temps t = 0 ) que l'on obtient par l'étude des couches limites eorres- 

pondantes. D'un point de vue asymptotique cette seconde partie est assez 

exemplaire puisque l'on a mis sur pied une théorie qui prend en compte les 

effets du second ordre en 

Un prolongement possible d$ notre travail est celui qui consisterait 

à développer une théorie du géostrophisme (quasi-géostrophisme et agéostrophisme) 

sur la sphère terrestre. Il semble d'ailleurs que ce formalisme soit lig au 

processus limite 

hi 

L. = ~ ~ ~ O / ~  ~d , t ,x t i f /  % fixés J I  

et son importance est de taille : on disposerait ainsi d'un podèle asymptotique 

de la circulation générale océanique ( c ' est-à-dire pour des écoylements dont 

l'gtendue horizontale est de quelques milliers de kilomètres). 



Néanmoins il n'est pas inutile de signaler que les modèles atmosphé- 

riques utilisés par les météorologues et déduits du quasi-géostrophisme dans 

le plan tangent s'avèrent être encore proches de la réalité pour des échelles 

hori zont ales qui dépassent les limites de 1 ' approximation du plan tangent. 

Cette dernière remarque nous conforte dans l'espoir que nous avons de voir 

les résultats numériques, que l'on pourrait déduire de notre modèle quasi- 

géostrophique, confirmés par l'expérience ou d'autres modèles déjà existants. 
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