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INTRODUCTION



Les difficultés que présenterait une étude générale des mouvements
océaniques sont sans doute insurmontables. En effet, la complexité des &coule-
ments rencontrés 4 la surface de la sphére terrestre dépasse de beaucoup nos
connaissances pﬁysiques et mathématiques. On est donc naturellement conduit
a4 considérer séparément les problémes spécifiques correspondant & une situa-
tion physique donnée : &tude des marées, &tude des grands courants tel le
Gulf-Stream, €tude des ondes dues a la tension superficielle par exemple.

Ces problémes conduisent le plus souvent 3 des mod&les idéalisés
qui n'entendent pas donner une explication compléte mais visent plutdt 3 mettre
en évidence les traits dominants des phénoménes qu'ils approchent.

La diversité de ces mouvements est aussi un obstacle 3 leur étude
il est bien évident que 1l'on ne peut considérer 1'ensemble de leur spectre
dans un travail de Thése. Aussi nous limiterons-nous & ceux que PEDLOSKY (1979)
nomme les écoulements de grande échelle dynamique, c'est-d—dire ceux pour
lesquels la rotation de la Terre est prédominante et dont 1'étendue horizontale
ne dépasse pas 1000 km.

Parmi les paramétres caractéristiques des effets aus & la rotation
de la Terre 1e plus important est le nombre de Rossby (ROSSBY, 1939), rapport
de 1l'accélération de 1'é&coulement dans un repeére 1ié 3 la Terre 3 la force de
Coriolis. Deux autres caractéristiques importantes ressortent de 1'analyse de
ces écoulements : tout d'abord 1l'océan est stratifié en profondeur et, comme
on le verra par la suite, une importante relation lie le champ des vitesses &

la densité volumique (cette relation est due d la rotation de la Terre).

Deuxifémement, et cela domine la physique des problémes envisagés, ces écoulements

ont lieu dans une fine couche entourant la sphére terrestre. En effet, la
profondeur des océans qui excéde rarement 5 km est beaucoup plus petite que

leur étendue horizontale. C'est a4 partir de cette derniére remarque que nous

avons été conduits & développer une théorie asymptotique en ondes longues



le formalisme envisagé ici s'appuie sur la petitesse du parametre hydrostatique
(qui est la mesure de la profondeur relative des océans) et, 3 notre connaissance,
n'avait pas encore &té développé de fagon systdmatique. La simplicité des résultats
obtenus, qui & premiére vue n'était pas &vidente, nous a permis d'appliquer &
1'océan des techniques qui se sont révélées trds fécondes dans 1'atmosphere.

Le concept du géostrophisme associé & la méthode des développements
raccordés (basée sur des nombres de Rossby petits devant 1l'unité€) conduit alors
8 la formulation de problémes d'évolution pour la pression océanique. Les
modé&les mathématiques approchés obtenus tiennent compte de 1l'interaction
atmosphére—écéan ce qui est nouveau dans le présent contexte. Des codes numériques
doivent pouvoir &tre développés & partir de nos résultats, permettant ainsi un
traitement sur ordinateur de 1'évolution des courants oc€aniques & 1l'image des
mod&les atmosphérigues qu'utilisent les météorologues pour la prévision du temps.
Ce travail n'est donc pas essentiellement thécrique et ses prolongements doivent
interesser tous ceux qui sont concernés par 1'évolution des océans (météorologues,
océanographes et plus généralement tous ceux qui exploitent les océans).

Dans notre travail, 1'ocdan et 1'atmosphére sont assimilés & un
milieu fluide supposé newtonien, pesant, compressible et visqueux.

Par hypothése 1'ocdan est supposé &tre en évolution isochorique
(c'est-a-dire 3 masse volumique constante le long des trajectoires, ce qui
oblige nécessairement & négliger les effets non adiabatiques), limité vertica-
lement par un fond plat et une surface libre qui le sépare de 1l'atmosphére et
d'étendue horizontale de 1l'ordre de LO ((&o , ol @, désigne le rayon de
la sphére terrestre.

Nos équations sont rapportées & un repére 1ié & la Terre qui est
en rotation & la vitesse angulaire .6. ( lﬁl = Qo ~1d -"o_s 51)

Au Chépitre 1, aprés avoir décrit le cadre physique, qui est celui

des équations de Navier-Stokes dans le plan tangent (avec effet GS ), dans



lequel s'inscrit cette &tude, on construit un modéle mathématique en ondes

longues de la circulation océanique. Ce modéle se déduit des équations générales

‘par un processus limite 1ié 4 la petitesse du paramdtre hydrostatique et tient

compte de la p?ésence de lfatmosphére par un couplage des couches d'Ekman
atmosphérique et ocfanique. Ce couplage est traduit par une condition de
transmission portant sur les gradients verticaux du champ des vitesses dans

les deux couches-limites. En premiére approximation, il est connu (R. ZEYTOUNIAN,

1985) que le modile d'Ackerblom permet de décrire la couche limite atmosphérique;

on peut alors, & partir de cette remarque, expliciter la condition de transmission.

La modélisation précédente "filtre" certains phénoménes physiques; afin d'éclairer
ce point on donne un exemple‘simple d'équation des ondes pour laquelle certaines
solutions sont modifiées ou disparaissent (on dit qu'elles sont filtrées) lors

de 1'approximation des ondes longues. Ce dernier point conclut le chapitre 1.

On d&signe par géostrophisme 1'équilibre entre la composante horizon-
tale de la force de Coriolis et le gradient horizontal de la pression. Le second
chapitre est consacré aux différentes techniques asymptotiques (passages 3 la
limite principal et locaux, développements asymptotiques, en puissance defao,
extérieurs et intérieurs) qui permettront la construction des approximations
d'ordre supérieur au gostrophisme que sont les mod@les quasi géostrophique,
avec densité constante puls variable, et agéostrophique.

Le probléme du quasi-géostrophisme avec densité constante fait l'objet
du troisiéme chapitre. Ce modéle simple de circulation ocfanique ne permet pas
la description de la structure verticale de 1'écoulement mais sert d'introduction
aux chapitres 4 et 5 : la simplicitd des calculs dans le cas de la densité
constante laisse apparaitre clairement la facon dont on construit 1'approximation
quasi-géostrophique ainsi que le probléme d'évolution associé (équation et
conditions aux limites associées).

L'étude compléte, c'est-a-dire avec une densité variable, est



développée au chapitre 4. C'est 3 partir des résultats dé ce chapitre qu'une
analyse de la structure verticale des écoulements peut &tre entreprise; le
probléme correspondant est formulé pour conclure le quatriéme chapitre.

Afin de montrer que le formalisme développé dans les précédents
chapitres peut &tre poursuivi & 1'ordre supérieur, on développe au chapitre 5,
ce gue l'on appelle avec GUIRAUD et ZEYTOUNIAN (1980) 1'agéostrophisme, qui
est 1'étude du terme d'ordre R: de la pression océanique. Ce chapitre
est trés technique et les calculs qui y sont développéds sont parfois
fastidieux mais on y trouve 1'étude de régions doublement locales que constituent
les couches limites d'Ekman instationnaires au voisinage du fond et de l'inter-
face. I1 faut noter que 1l'agéostrophisme traité dans ce chapitre n'est pas celui
de PEDLOSKY (1979) qui, lui, désigne par agéostrophisme tout &coulement qui
s'écarte du quasi-géostrophisme.

Le sixidme chapitre est consacré 31 1'étude de 1'influence d'un
coefficient de viscosité dynamique variable suivant la verticale et développe
une idée de ZEYTOUNIAN (1983, non publid). Le mod€le asymptotique &laboré
permet d'inclure une sous-couche visqueuse dans la couche limite classique
d'Ekman au voisinage du fond et montre, contrairement & ce que l'on peut
rencontrer déns la littérature concernant le sujet (voir I.A. KIBEL, 1963
par exemple), que c'est avec la couche limite d'Ekman de seconde approximation,
et non pas de premidre approximation, qu'est couplée la sous-—couche visqueuse
de premidre approximation. Le mécanisme de cette interaction est mis en &vidence
et explicité. Dans le cas de la densité constante on formule le probléme
d'ACKERBLOM pour la vitesse d'ordre F{o dans la couche limite d'Ekman située

au voisinage du fond.



On termine ce travail par trois annexes. La premiére est une
présentation simplifiée de la méthode des développements asymptotiques
raccordéé et elle a été rédigfe pour deux raisons : tout d'abord pour préciser
les idées de 1'auteur sur ce sujet et ensuite pour permettre aux "non spécia-
llstes des techniques asymptothues d'aborder la lecture de la thése sans
trop de difficultés. Dans la seconde annexe on trouvera les &quations de
Navier—-Stokes avec viscosité dynamique variable en coordonnées cartésiennes
locales adimensionnées puis ces équations sont écrites dans le plan tangent;
enfin, oﬁ donne leur forme limite lors de l'approximétion des ondes longues.
Enfin dans la troisiéme de ces annexes on donne les ordres de grandeur des
principaux paramétres sans dimension qui apparaissent dans notre travail.

Signalons pour terminer que les résultats présentds au chapitre U
ont fait 1'objet d'une publication (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, 1985). D'autre
part une autre publication est en cours : elle concerne les résultats du

chapitre 6 (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, & paraitre).
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PRINCIPAUX SYMBOLES ET NOTATIONS

coefficients de viscosité dynamique et cinématique.
opérateurs gradient et laplacien.

gradient plan, laplacien plan.

coordonnées sphériques ( 9 : latitude; (p: longitude).
rotation de la Terre, Qoz(ﬁ-.a)‘"z’}_/ 4’3'40-5.0-’.
rayon de la Terre, A,7 6400 km.

paramétre de Coriolis.

Paramétre local de Coriolis.

échelles caractéristiques de longueur, de temps,

de vitesse de pression, de masse volumique.

parameétre hydrostatique.

paramétre béta.
nombre de Rossby.
nombre de Reynolds.
nombre de Boussinesq.

nombre de Strouhal




Mé = UZ-Q,OIP

00 *
E = Ro/Re nombre d'Ekman.
E, = E /€ nombre d'Ekman vertical.
by Mo/ Roz
paramdtres de similitude.

él.: EL /Rol

~

;\} ol f\‘)" est la vitesse horizontale, W la vitesse verticale,
L=( W, t,0)

1— et e la pression et la masse volumique.

'\Lf'u(x'%/%/b) région principale I.
N An
’\L:u(x((al‘ﬁ/ t) région locale II au voisinage de l'instant initials
. ~
t=t/SRe
y région locale III, au voisinage du fondj 3:(% .1.4)/ Ro
a
-.-'IL(‘:L'\a/I t) région locale V au voisinage de 1l'interfacej 3:—-% /Ro
v ~o
=u(z(‘313/t) région doublement locale, au voisinage du fond et de 1l'instant
' ~
initial; S = (2+10/Ro et & =t/SRo; (V).
v v
~.
u = U (2/(3/S,t) région doublement locale, au voisinage de l'interface et de

1'instant initialy 3= —%/RO et 'E =t /5 Ra)(\“).

Les numéros des régions principale (I) et locales (II & VI) font référence

au schéma de la page 50.
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I. LE MODELE MATHEMATIQUE EN ONDES LONGUES.
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Dans ce qui suit l'océan et 1l'atmosphére sont supposés
€tre des milieux continus. Nous nous limitons aux phénoménes
macroscopiques et nous supposons que les &quations de Navier-Stokes
dans Wzs permettent la description des &coulements étudiés. Nous
faisons de plus 1l'hypothése restrictive suivante : les deux coeffi-
cients de viscosité /L4 , Y sont constants et satisfont de plus &
1'hypothése classique de Stokes. Nous adoptons le point de vue de

ZEYTOUNIAN (1976) qui consiste & découpler les problimes 1liés 3 la

turbulence et 3 la modélisation asymptotique.



i2

1.1.- LES EQUATIONS DE BASE

1.1.1.- Navien-Stokes

Sous les hypothéses formulées dans notre introduction les

P - ’ e - ) 12 .
equations des mouvements oc&aniques s'écrivent :

(2) Pp:=0 )
Dhe
(b) AT P (1,1)
- - b 4 - =22
(c) ?{g.g -\-25./\\&} “+ V1. = ea + M vV X J

ol le premier terme du crochet représente 1l'accélération de la masse
et le second la force de Coriolis. C'est une force apparente qui trouve
son origine dans la rotation, avec la vitesse angulaire Ei (vecteur
paralléle & la ligne des pdles, dirigé vers le Nord, qui représente la
rotation terrestre), du fepére 1ié a la Terre.
Dans le membre de droite e%; est la force de gravité apparente
(c'est 1'accdlération gravitationnelle 1&gdrement corrigée par 1'accélé-
ration centrifuge).
Les effets de viscosité sont pris en compte par le terme
,u 6241 , ol /u est le coefficient de viscosit@ dynamique supposé
constant tout le long de ce chapitre I.

Dans le systéme (I,1) il faut noter que

D o =1 - - It
= 22 +MV . Kz Arew
Dt ot ’ k
- ~
A=Wl +Ar 5 ; V' . opérateur nabla (ou gradient) odl ( t ,

-» Y @
3 , & ) est une base orthonormée du repdre utilisé (3:-% ) et

EZ désigne la vitesse relative, ﬁu désigne la pression.
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1.1.2.- Les 8quations en coordonnies sphériques

On désigne successivement par e . @ et AL la latitude

( =-T/2 {6 ¢ T/2 ), la longitude ( O & G < LT ),

et la distance au centre de la sphére terrestre. En tout point M de

coordonnées sphériques 7L , e » (¢ on introduit le repére naturel

-ty

P - Pl -~ * 9
orthonormé dont les vecteurs de base ont &té notés L , a R & 3 on

désigne par MO l'origine de ce repére, avec

-

QL QA

d'old

MO(qo, 90, O)

ol ao désigne le rayon

de la sphére terrestre.

Y
L'opérateur Y s'éerit alors de la facon suivante :

s
a: 1 2 T + 12 5’ + 2 4 (I,1bis)
2 Ceo® 2P L 26 dn

V-

IA

L 2 (22
nton On

Yo g2 (82 s 2!
neco® 26\ - 26 Rec*@ D*

Dans ce repdre les équations du systéme (I,1) s'écrivent
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(a) (au. + %o Van umrhae +JU~W' 2L Arrv 6 +2Q.~\rca>9>
= % 4+ +,«(<7 42 2y _ 2000 or
"-cw@ P 26 o réces'© ¢
-L)
ke SC
(b) (»( Onr + 3V < \:%9 +'W’V' +‘2QUL/)V-9>
- 17 + v z'aw‘ 2owmBOou _ - :
Jz.'aef 'u( 2 50 -7 20 o’ ’
(c) e(:‘;l + B Vw ‘kt';""t—zﬂucaoey b(1,2)
o __% 2 (wab
1‘ €3 RPean® 2 e 20 )
2w ) .
nt/J’/
d) 2 M + 2 (vea®) +2We»0 + newb 2av =0
LY o on
e ?. Ii- V =0
On rappelle que | ;’L = ;\*"‘*'WE

On trouvera dans VERONIS (1973) une formulation du probléme
précédent en coordonndes elliptiques (la Terre n'est plus supposée

sphérique mais est supposée &tre un ellipsoide de révolution) ainsi

gqu'une estimation de 1'erreur commise en assimilant la Terre & une sphére.
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1.2.- LES CONDITIONS AUX LIMITES

Les conditions utilisées ici sont classiques, on en trouvera
un commentaire dans le livre de P. GERMAIN et P. MULLER (1980).

Le long d'une paroi baignée par un fluide (visqueux ou non)
la composante normale de la vitesse du fluide relativement & la paroi
est toujours nulle. L'expérience a permis de dégager pour des fluides
visqueux la condition plus forte dite d'adhérence : le long d'une paroi,
la vitesse relative du fluide visqueux est nulle.

La justification que 1'on peut donner de cet énoncé est essen-—
tiellement d'ordre expérimental : on constate effectivement que ses
conséquences sont bien vérifiées par l'expérience; mais il est aussi
cohérent du point de vue mathématique avec l'ordre des équations.

Pour des raisons analogues, on admettra que sur une surface
de séparation entre deux fluides visqueux il ne peut y avoir de variations
de vitesse. A la condition nécessalire imposant aux composantes normales
des vitesses relatives d'€tre nulles, on ajoute donc, lorsque les deux

fluides sont visqueux, la condition que les composantes tangentielles des

vitesses relatives doivent aussi &tre nulles.

En l'asbsence de tension superficielle on doit vérifier de plus
que sur cette surface de séparation le vecteur contrainte pour les direc-
tions normale et tangentielle est continu.

A ces conditions aux frontidres s'ajoutent des données initiales :

-0

&

-0, prd & o= p° (1,3)
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1.3.- COORDONNEES CARTESIENNES LOCALES - ADIMENSIONNALISATION

On utilise la transformation de coordonnées définie par :

(2,9, (-?) — (% )

avec
’
%=z a,08,
= 0 (0-6) b (1,4)
s ~
ol 606 J—g / g[ (le Jacobien qui vaut —-(1‘;CCDG°

est différent de zéro si l'on ne se place pas au voisinage d'un pdle,
ce que 1l'on suppose désormais). ( a, . eo . (p ) désignent les
coordonnées sphériques du point au voisinage duguel 1'écoulement est
étudié; on rappelle que Q, mesure la distance du centre de la Terre
a4 la surface moyenne des océans (on a : Qv 6400 kms).

Afin de mettre en &vidence 1l'importance relative des différents
mécan‘ismes qui gouvernent les circulations océanique et atmosphérique
1l est habituel de renére sans dimension les équations et les conditions
aux limites correspondantes. On fait ainsi apparaltre différents nombres
sé,ns dimensions (nombres de Reynolds et de Rossby, par exemple) dans les
Equations; ce sont ces nombres qui traduisent dans les équations les
effets de la rotatioﬁ de la Terre (Rossby) et de la viscosité (Reynolds)
par exemple.

Soient
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LOIHOITO Uorw Pea

o v

ko

4

les échelles caractéristiques de longueur, de temps, de vitesse, de
pression, de masse volumigue.
On définit alors les variables adimensionnées suivantes

(notées avec un prime) :

/

(x z"a) = Lo<"‘—,;“a—,),' - Ho‘b'/j l=za,

E = Toh’

(W, v) = U (W, V") ; a2 Wy’

/

Pot’ , P =6uf’

A 1'aide de (I,4) et (I,5) on obtient

T

(-]

@96@.,
o ox

10

?. = Qo Q PL
26 Lo oy’

2 . 1 2

DIL Ho ab'

Si on désigne par SD. p

Dt

(1,5)

(1,6)

1'opérateur de dérivation particulaire :
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SD = S 2 + w! <28 2
D’ ot’ ’coo © D3’
+ 2 + Lo Wo oy 2
32' Ho Uo a}'
on obtient le systéme suivant (équivalent d (I,2) ) ol l'on a supprimé

les primes.

Dt T Ro »mE,

F DA 6 )
Ro »m6,
- co G0 MEZQT + __'}__(11..3.( -é_)
Prz,coae o PRe E,Z’Lla'a 75
+ A (cwe’au) + 56 2w
N coo6 3‘8 2C0® In*

(a) (sD.* -8 AV g 25 W Aoy omd

+ 2R @60 2w _ 2§ a»e,me Ar- 8___
e O ntcat® % o0 )/

(b) (sgf\rafsak‘h%emsm sl )
Dt T Roe »w6,

. Mo 2 « L3 2R L 8
en, 33 PRe\ €2* 2, 7’5 cas*©
et 2% Jzzb\g et > )’
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) (»&SBw -5e utev® | E o 06 )

Pt n Roa r»rm6,
Mot
= -1M + Bo. ( X 2P 2w
¢ 1’ e> P Re £ a'b( L4 \
+ NE (weaw) o3& @260 Py #” ’
n.'caoe 3’3 ) o0 ’
SINESW -2BE (me)
n? n.caoe ‘3'3
238 _coBs ® M) j
n?coo6 o2

(e S 2 + M @652 « -2
) o’ n.a»eaxe D‘ae
+%W§ =0
o
0 J

Les paramdtres sans dimension qui apparaissent dans ces

équations sont :

- le nombre de Rossby

= U°/¢Q°Lo J ‘QO = Q.ﬂcb\'\l\.eo

N -5 .
A Q~H340 8"
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- le nombre de Reynolds

Re - U,Lo/v , vV = M@0

- le nombre de Boussinesq (ZEYTOUNIAN; 1985)

Bo

eoca Ho / Poa

- le nombre de Mach

Moz U:/C: ; c2 :Poo/?ac
- le nombre de Strounal

S5: Lo/V,To
et les amplitudes relatives

&= Hy/Log ; §: Le/a,

7\- = Wo/Uo

1.4.- L'APPROXIMATION DU PLAN TANGENT. L'EFFET 6 . \

Lorsque &= lLo/Ao tend vers zéro (approximation dite du
plan tangent) on peut supposer que les coordonnées X et '\a. sont des
coordonnées cartésiennes liées au plan normal & 9’ -%@ (LEBLOND et
MYSAK; 1978). Dans ce cas le seul paramdtre par lequel la sphéricité

laisse une trace dans les équations est le paramétre

(_5: 2Q% €00 L?é (1,8)
Qo Uo




On dit alors que l'on tient compte de 1l'effet (3; (ROSSBY; 1939)
si le passage i la limite, S v QO ., dans le systéme précédent s'effectue

sous la contrainte
@ - O(") e

-y
En définitive on peut écrire pour la vitesse horizontale A/ ,

la vitesse verticale S , la pression 1» et la masse volumique e les

Bquations limites suivantes :

(a) P( Ro S %tf\')’— +(1+RoPy) E/\J + )\wcohaeo- 4 ) T

i 2

LY,

4

- -
:_EQ, D + ED* +E
Mg L v : >

Y  p(NE Rosgtw - & Medkg 6, )

-
o,
b

- __5_91(3{4-50.6) +€'E_-|Sz;v\r +E§-;’;_'\f ; L (1,9)

©) Doy + 2 2mr =0 ;
£n
d 52 ? Qp + 2w p=0
“ € C Ml TVEE T ey |
SD - S2 +4.D +2w2
Dk ot €



=4 -
ox L)
Comme nous avons supposé W:‘. )\ U il nous faut écrire

les conditions initiales suivantes

(1,10)

t"—' O/ ’\-’f='\f
e=¢

Par ailleurs le fond ayant été supposé plat, d'équation dimensionnée
'%.: —Ho , nous pouvons écrire les conditions aux frontiéres

suivantes (avec des grandeurs adimensionnées).

'6.:-1 ,

o Ol

-’
A -3
w: (131])

Précisons que le systéme (I,9) s'obtient en reportant dans

(I,7) les séries de Taylor au voisinage de e = Oo des fonctions

rin® @@ ot kg®  wec Bz G4 8y

puis en effectuant alors le passage & la limite

340 anec @ = Q@) . (1,12)
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On pourra 3 ce sujet consulter LEBLOND et MYSAK (1978).
Ceci revient, en premidre approximation, & remplacer le paramétre
de Coriolis local, R = ZC)_upme , par l'expression linéaire

sulvante :

2Q,0m6, + B Loqa,

Us

puisque l'on a :

1"

—~
lo

C

-Q. ,'\3,:00

(1,13)

d
o © 3
Le paramdtre constant de Coriolis est d&fini par

Qo'..‘. i.ﬂo Dt;weo o

Deux nouveaux paramétres sans dimension apparaissent dans (I9),
il s'agit :

- du nombre d'Ekman £ (EKMAN; 1905)
2
E - Ro/Re =V /0,Leo (T,14)

- et du nombre d'Ekman vertical E'.I.

E, = £ = v /QoHol (I,15)

On rappelle que le paramétre hydrostatique &€ est dé&fini par

E."-: Ho/Lo
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I1.5.- L'"INTERFACE ATMOSPHERE-OCEAN

1.5.1.~ Preliminaine géometrique

L'équation de la surface qui sépare 1'océan de 1'atmosphdre,

dite interface dans ce travail, est prise sous la forme

B, 0,0,£) = % -a, -L£, (6, t)- 0 (1.0

ol .DL° désigne 1'amplitude de 1l'interface.
Le vecteur unitaire de la normale & l'interface, dirigé vers

1'atmosphére, s'éerit :
e J
A= VR/19’1  R.0

soit, en effectuant le calcul, d'aprés (I,] his)

&’L:N-1< —n%;eaéc(;“ -E‘-:E’T)1>

oll P1 désigne un facteur de normalisation qui s'exprime par la

relation :

N?.: 14 &qu(1+'&s-b$?{ Zgo 3_} 1*(‘;9_\3"1)1}

ol 1'on a continué & noter nZ la fonction obtenue en passant de 6},(?

a jtq‘xk .

On remarquera qu'un nouveau paramétre sans dimension s'introduit



25

o = Ro/Ho (1,17)

il caractérise l'amplitude réduite des déplacements verticaux de 1l'interface

en comparaison avec la profondeur.

L'hypothése, que l'on fait par la suite, imposant la relation

=z=0(E) (1,18)

traduit une situation physique effective.

On verra au § I.6 que la situation asymptotique E_‘ O conduit
3 une interface qui se confond avec un plan. Ceci résulte bien slr du choix
de notre adimensionnalisation. Si 1'on avait rapporté les distances horizon-—
tales 4 une longueur d'onde liée a 1'interface et les distances verticales

8 1'amplitude caractéristique de celle-ci nous aurions obtenu un systéme

d'équations réduites décrivant 1'évolution des ondes de surface.

1.5.2.- Détermination du vectewr-conthainte

a) Le vecteurn-contrainte

Pour un fluide visqueux newtonien les composantes (JE- du

()

tenseur des contraintes sont données par
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ol ‘l-v est la pression, 'C;_;a les composantes des contraintes visqueuses
et 8"3 désigne le symbole de Kroenecker; Z désigne le tenseur des

—
contraintes et T celui des contraintes visqueuses et les composantes C
L

ont la forme suivante

Civ = .. . (1,19)
%_XD%SU& +2u D,_3 ;
ou D&& désigne la trace du tenseur des taux de déformations, qui est
nulle dans notre &tude puisqu'égale & la divergence de la vitessej par

conséquent (I,19) se réduit a :
T:-2u1D.

avec (D tenseur des taux de déformations.

Le tenseur ¥  est un opérateur linéaire qui & un vecteur

-y - -y
quelconque VY fait correspondre un vecteur que 1'on note :-V

* 3
Avec cette notation, YL désignant un vecteur unitaire

S . : .
io'\'\- = T ( ’VL) est le vecteur contrainte pour la direction M.

Puisque E - 2/‘ ID , 1a détermination de D"3 équivaut a
celle de .Cl'.' ; dans la suite nous noterons par exemple DCPG plutdt
que 192

[D est la partie paire de G"\.Aol A-: , ses composantes

en coordonnées sphériques sont les suivantes (voir GERMAIN, 1980, par exemple).




tandis qu'en coordonnées cartésiennes locales adimensionnes on a :

\
Dy, = Yo daw = Yo(1 Rar+eBw) D__=
Ty M e L )i P
L)Q(.&.GLQ.‘**-S’V‘E%G +&5’\«r),~
Lo\ e 22
D,,=1Ufew _ 123v_3 =1 Uo[12u 4082V
Ny T 2 f_?,(n_z—}*i, v),st LL\1?Yy Ragdx [ (1,21

T(r‘»’\)=..1.1l-?\ +2u DR (1,22)

En effectuant le produit ci-dessus on obtient :
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: 2
T =P t 2 (D™ * D';ua'“‘a"' Dma'“},) 5

(I,23)

A 4

Tz =t My 12 D *%“WD ™) ;

Ty =g + G ( Dxgroe tDypmy Dy my )

ol 1'indice indique la composante du vecteur suivant la direction désignée.
Si on développe les calculs on obtient alors :

- U @6 N2 IM 2
T T'“ +2.,umqo( m(ncme)?';}ft

-t § 26500 rIN 2§ @60 v AN
> © L2 Nae® Tx

_1ex 1 1 ?iﬂl'au. 1 €of €»Y € '3“1'31r
2 ;ﬁliha Eha, 7 nNtcof ?ﬁa o3¢
+18A 1%6\12’[ “+ 1&;_@&.?_‘.“’
2 n Y T xa0 I
12, —18%)/'
fZE.?Ey 2
2
() Ty 2=y, +2 ‘Jﬂ(—&o&.‘f‘il"ll"h_lao{_@&m&
R /ANLO 9Bl Oy L (ucae)?xax

xS @0s0m 6 woM - 1 3"13‘1——-&20(84"1\!'341
nate® I ?‘33‘3 Y

+ b (1,2)

1 .EJ -+ 1_ ?Z}f - 1.55‘1fi>'
oy 28l 2 /

+1
7

— -
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Si 1'on convient de noter [%]‘8 le saut de la grandeur 6.
au travers de CS , la continuité de T(&*\_) , en 1'absence de

tension superficielle, s'écrit :

c:l"(a)]% - 0 (1,25)

ce qui est équivalent &

EXSCREY l[)-ﬁ"n]€g -0 (1,26)

La relation (I,26) doit nous fournir les conditions & la frontiére
gui nous manguent encore pour fermer notre systéme d'équations aux dérivées

partielles.

Le passage & la limite 3 Y O aans (I,24) nous donne
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NL, o
_1542."12.“- _1€.q2~12r\r+1e§_\v
2yl 2 Y " 2 >
+ .‘L?.u,),

2E %y

(b) T\a= "T‘“‘a +2um _gf_(-iﬁé"\?. v _lex AN

p (I,27)

©) T}= Py Tp Ho_(-e"o&

od on a conservé les mémes notations pour la fonction et sa limite quand

% LO ; ainsi dans (I,27) on a :

= ._.1_ € 2.. ] W
m,,x iy 'az,NLJ
My = - lex2 ; (1,28)
¢ N X 3\9”( A ¢
(a4 = '_‘__ .
P N
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avec

N'L: 1+ g¥oc? g.(éa_x«vl)"--i-(g.‘afz)z}

Les relations (I,28) s'écrivent alors :

r] [ 32 (284203,

go( "’Za”‘ -g% 9 9'\r+e'émr

% %92 o

(a)

ZI—"

) [—%/T ]cg [/UNLo( 80(;;131

-d@.nz QL —- % 2m 2

» 2 oy

~AR m 2 +2 2ny Q.
AT NI

‘ (1,29)
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I1.6.- L'APPROXIMATION DES ONDES LONGUES.

1.6.1.- Le passage a4 La Limite en ondes Longues.

L'approximation dite "des ondes longues" est définie par le

passage & la limite suivant :

N2 E, twno
€ V0, anec : Ro, £.Me ,Bo,S,‘(S ok &, x,y,3 fixes

(1,30)

UMO\_"

En désignant encore par ’U’, o 1. et e les valeurs
limites de la vitesse, de la pression et de la masse volumique lors de
ce passage 3 la limite on obtient, en appliquant (I,30) au systéme (I,9)

les équations limites sulvantes :

'\
(2) e(Ro(S?_:\’r«- B +wg.;7-)
Z R -a'l-’
+(1+Ro(5‘a) /\'\r> agd 1_:E1_—’V')-
™M %
(v) ? - X L
-1~+Bo.e-0 ) (1,31)
(c) -V + 220,
7
(c) Sae +r\r,De “"""ge Q.

S

A ce systme nous pouvons associer les conditions aux limites :

5:—1,

OO&

-l
v =
AN .(1,32)



0

=0,

!
o

']..

1

—’
N
T\. (1,33)
- O o)
ol NV et 1— sont les fonctions connues de A, ’\2 et ‘6. (données
initiales du probléme de Cauchy).
I1 faut encore &crire une condition de transmission sur la

surface libre; celle-ci découle des conditions (I,26); en effet le passage

g la limite LIMOLutiliSé dans (I,28) fournit les &galités suivantes

N

k& N1,

0,
'“'\} = 0, ( (1,34)
1,

5
o

Ainsi, é_,la limite, la normale & 1l'interface coincide avec le
vecteur unitaire &: f_\"\t é

Un peu de réflexion permet de se rendre compte que ce résultat
est naturel, en effet, € ‘L O transforme la surface @ en un plan
d'équation 'Ia_: O ; ceci résulte bien entendu de la relation 0(:0(2)

et de 1'équation (adimensionnée) de 1'interface

2 —-0(42(7(,\3-,{:) =0 .

Quand on mentionnera l'interface il s'agira maintenant du plan

d'équation

—ra,-.-.O . (1,35)
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De ce qui précéde on déduit tout d'abord une condition portant

sur la vitesse verticale AW .
% :O, wr=0 (I,36)

—’
puis, pour la vitesse horizontale U et la vitesse verticale AN/, les

relations (I,26) sous le passage & la limite LJFVL)L.entrainent

@) [ U237:-38
Loy 4y

y (1,37)

(b) _rs2ulo 240720
[1” Z/UL_O}va o)

(4],

désigne le saut de 4€, au travers du plan 3, = O .

J

ol la notation

Dans ce travail les conditions latérales sont ignorées; elles

n'interviennent pas dans la modélisation effectude dans les §§ suivants.

On peut 8 ce sujet consulter W.P.M. DE RUIJTER (1980).

1.6.2.- Le 4iltrage
Le passage 4 la limite des ondes longues (EL{;() ) a pour
conséquence (ZEYTOUNIAN, 1981) une forte dégénérescence de 1'équation
des ondes assocife que 1'on peut obtenir pour les perturbations, par

rapport au repos, des vitesses, de la pression et de la masse volumique
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3 partir du systéme (I,9). Ce passage a la limite joue le rdle d'un
"filtre" en modifiant de facon inégale les fréquences des ondes obtenues.
La modélisation des écoulements qui va sulvre aura pour effet
de filtrer les. ondes acoustiques tout en mettant en é&vidence le rdle du
nombre de Rossby, Ro , pour les écoulements oc&aniques dont 1'échelle
horizontale LO est bBeaucoup plus petite que Qo mais beaucoup plus
grande que HO ( S<(1 1 E(( 1 ) .
Afin d'illustrer ce qui vient d'€tre dit concernant le filtrage
on étudie des écoulements qui sont de petites perturbations d'un écoulement

standard. Cet &coulement standard est caractérisé par les valeurs suivantes

avec

On note encore par AL , AT , AN, 1_ R e les composantes
de la vitesse, la pression et la masse volumique, et les perturbations
autour de 1'état standard sont définies par (le paramétre ©X est celui

du § 1.5).
-~ /
N = N, W =2 X W )

/‘, o(%‘)-\»o(/‘_
e= e(3)* xe’

Si on néglige les termes couplés avec ECOt% ©o et

que 1l'on pose @ = O , le systéme (1,9) s'éerit alors, en posant >\: S_

et EL:O
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ot
«S 2 ! R 24/
© e(ReSE )« B340,
2
ERS?.'BQQ’-!-BO.'-O
@) BRRoSTm’ S (Sf Boe )0,
@) ?.M’-c- 2«r'+2w'=o,
M L n
- /' d -
&) Sa_.tg +fwocbeo-o

Afin d'obtenir un probléme de STURM et LIOUVILLE & coefficients constants

on suppose maintenant que l'on a

_%/H
6(y)= e

et on effectue le changement de variables

b (1,38)

(1,39)
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On obtient alors pour W , f\_r' s W, 1_ et é' le

systéme suivant :

by ReS2yv +ix +2X 27.0,

ot Mo Y
€) €ReS2w « R 3r+Bop _2 1)
° 'aCN M;('b'? e H1-)' p (1,L40)
(O\\ ?_‘_U\ - ?i.— -+ 2’\:\-1 :O,
- T T m
@) S26 _1~v =0
3ke H
J

La solution de ce systdme est recherchée sous la forme
(3,45,F,8) = (Fow f,€) explifRxc+0y - £ } (1,8)

-
ol les fonctions inconnues ( Ar , W, 1.. N ) ne dépendent que de é‘

De 1'équation (e) (I,40) on tire la valeur de W .

mrz-Lg He (1,42)

L'équation (c) (I,Q) nous donne e :
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€= LO’EZ.':\_‘.;.-W A

d
Bo Bo(ff;':?”

Expression gue l'on reporte dans s pour obtenir

(1,43)

((J'EF.. 1 ESo )

=2 (4 _ 1 \iqg (T,44)
H M (O\Da H 1‘

Des deux premiéres &quations du systéme (I,L0) il vient aisément

AL = QO'-!-LQ/RO )

Mo(g-1/Ra)

p (I,45)
A = Lo -<&/Ro

(g1 rey T

de sorte que 1'équation de continuité devient

- g K*

ME(-1/RE)

2 o 2
:_;aw + K=&

A 1'aide de cette relation et de 1'équation (I,kl) dérivée une
fois

, on obtient :

¥ _1d L (Fo_lRe __K____. = (1.46)
(451 H d3, H Mg e - )t |

La condition d'adhérence sur le fond de 1l'océan nous donne la

condition sur 1, en '%: - 1
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?:—1 ) d.: - _1_.51- =0 . (1,47)
. H .
Finalement, avec le changement de fonction

1.. = T ecc‘F(%/ZH)

le probléme de la propagation des ondes revient & la résolution du probléme

de Sturm-Liouville suivant

(:_L/;} + [ > -4/LFH1]>.1T=O , 3 € G0l

A 1 - -
2 _iH).ﬂ-O, oun.%_ 1 r (1.18)

(&,

R N = (€07- Re/HMG) RoK/(1-0R3) .

J

Pour obtenir un probléme bien posé il convient de poser une
condition & la fonction TU sur 3 =0.

On a 1'dquation de l'interface, sous forme adimensionnée

3 - omz('x,'\a,t) =0 . (1,k)

et on peut y écrire (LEBLOND et MYSAK, 1978) 1'quilibre entre la pression
atmosphérique, supposée constante, F%x , et la pression exercée par la

mer; soit, en grandeurs adimensionnées :

PQ'.'.‘ PO + X ‘t—, , sur }:O\'ﬂz—



o)

En lindarisant autour de la surface au repos, d'équation

‘%:O , 1l vient :

Pa :%(O)TO('\Z%;% +---~+o&1..;/+--- ) ‘é:.O

soit
d - / - ,
”Z&aﬁs-—]- ! 73-0 : (1,50)
!
D'autre part, la vitesse verticale o{\W s'exprime sous la
forme

xw'=25D , =
[St(,d”z} T =27

d'ol, en linéarisant
) -
A% VA Sa'étnz P) % = o . (1,51)

I1 vient donc en reportant (I,50) dans (I,51)

ce qui compte tenu de la forme de la solution et de la relation (T,uk)

donne successivement

O_E - i’lo—"M;‘/Bo>.1_ -0 5 % =0 (1,52)
A%
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et

) z 2.2
(f + Mo (Bo/2HMy, - €707)/ Bo).'lT:O, %:0 .+ (1,53)
Le probléme (I,L48) avec cette dernidre équation posséde une
valeur propre particuliére : la dérivation de la condition en 17:-1
conduit & une &quation identique & 1'équation générale pour autant que

la valeur propre prenne la valeur particuliére

o =0

ce qui conduit aux fréquences

2 2 2
Ty =Ro /€*HMo
Cette fréquence correspond & une onde acoustique bidimen-
sionnelle se propageant dans le plan horizontal.
Les autres valeurs propres sont distribuées dans [O’ o0 ] et

il 1leur correspond les fréquences suivantes

2 N/ RIERY) 4 RKY/HME (nee?K?) .

Lorsque s-ir() , la fréquence tend vers 1'infini,
par consédquent les ondes acoustiques qui 1lui correspondent sont filtrées
(longueur d'onde nulle).

D'autre part on obtient lors de ce filtrage
. 2 2 2
om ¢ = VRo  + RoK/AHMo

On trouvera dans DEMUTH (1985) un traitement plus général de ce

probléme.
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11, MODELISATION ASYMPTOTIQUE.
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Ce chapitre a pour but de définir le cadre asymptotique
dans lequel nous nous plagons. Plus précisément on y définit
les passages & la limite, principal et locaux, qui vont
permettre la construction des moddles quasi-géostrophique
(ordre RO ), avec densité constante puils variable, et agéo-

. 2
strophique (ordreRo ).
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11.1.- MODELISATION ASYMPTOTIQUE

Notre point de départ est le modéle en ondes longues obtenu au
chapitre I auquel nous associons les conditions aux limites (I,32), (I,36),

(I,37) et initiales (I,33) :

\

() e(Ro(Sa?.t:\’r-c-i"r.B ~ «w% ) +(1+RoB RNV
- _R Dy «E, 23
Mo Ly La3zv’
(b) §1- +BO-€:O,
»,
©) DAV« ? av:z0,
%,
@) S2p +.De+w2p=0
ate N ¢ 7’56
P (11,1)
e ) .€7=I_ 1 ' a&':.és , ﬂAf::CJ

((5) 15 = O, =0

Lod O
~4+2u U0 240120
( 1' 2/“ an’;w]o
20 k-0 &= A° ¢




ks

On définit alors le modéle quasi-gfostrophique comme cas limite
du modéle en ondes longues lorsque F&; R Ed. , P1O tendent simultanément
vers zéro dans le systdme (II,1) de telle facon que l'on ait les relations

de similitude :

(W, =Ma/RE =0, E =B /Ro=0M). e

Le mod&le quasi-géostrophigue s'obtient done aprés le passage 4 la

limite, dans les &quations du systéme (I,9), suivant :

N =& '\Alwo

EVO, anec Ro,E, ,Mo,Bo,S, B fixes
e N /

(Ro,E, ,Mo) L O, arec to, ok B, grxcs.

p (I1,3)

les autres paramdtres et variables indépendantes réduites restant fixés,
de 1l'ordre de 1'unité.
-y
Conjointement & (II,3) on postule pour N/, W, 1— et @ le

développement asymptotique principal sulvant

- 5 pry =
Ve ~r, Va Va

1}
+
P
+
Py
Qs

_ _ _ te--  (II,W)
T _ 1’0('8) i T2
€ &3 € e2
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11.2.- LE MODELE MATHEMATTIQUE

A
La définition des paramdtres sans dimensions Cog > ELJ_ permet

d'écrire 4 la place du systéme (II,1) :

(a) e(Ro (Sa-;\,f' -t-'?fo‘é A + W ;—;b’?f> +(1+Qo@t23@/\:\ﬂ

. .1 By +ERTA,
= GVOQO 1— + 1 a%:
®) ?_ + Bo.ezoll-
3,61"
€c) ‘6;\-; +2 =0,
%
-
5 ?. +-"D ?. :O,-
@) 20+ %De +w2e
@) "8:-1, '?rza, amrz O
L%\ —%:O ‘ ’W:O
QO?.'V = Q ,
@  %=0
[—1_+2/U L;’." afvu] =0

(@) k-0, o =A~°

P (11,5)
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C'est 4 partir de ce systéme et du passage 3 la limite (II,3) que nous
construirons dans les prochains chapitres les modeles quasi-géostrophique

‘(ch. IIT et IV) et agéostrophique (ch. V).

11.3.- QUASTI-GEOSTROPHISME ET AGEOSTROPHISME

On remarque que (II,3) conduit & un probléme de perturbation
singulidre : aussi bien Ro que E.L lorsqu'ils tendent vers zéro
conduisent 3 une dégénérescence des équations : lorsque QQ&Oda.ns le
systéme (II,5) les dérivées partielles en t disparaissent et nous ne
pouvons plus, dans le systéme limite obtenﬁ, satisfaire aux conditions
initiales imposées & ’?r et '}. ; au voisinage de =0 i1 faut placer
une couche initiale, ce qui conduit, & l'ordre zéro relativement au
développement (II,L4), au probléme de 1'adaptation au géostrophisme. De
méme le second membre de (II,5) (a) disparait; les conditions aux frontieéres
en ‘b. :—'\. et } = O ne sont donc plus applicables au probléme
limite obtenu. Nous sommes en présence d'un probléme classique : celui du
phénoméne de couche limite au voisinage des plans ‘b:-'\ et ﬂa’: QO aqui
conduit, & 1l'ordre zéro, au probléme dit d'ACKERBLOM décrivant la couche
limite stationnaire d'Ekman.

Pour une description rigoureuse de 1'analyse asymptotique des
problémes de perturbations singuliéres on pourra consulter W. ECKHAUS
(19735 1979). |

Ainsi au passage 3 la limite principal

/QLNWP-;SLRO LOI anre . @owl: ,EL 6*19{5} , (11,6)
Ro

il nous faut associer, comme 1'indique 1l'analyse faite aux chapitres suivants,

trois passages 8 la limite locaux :
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- 1'un qui tienne compte du voisinage de 1'instant initial,
- les deux autres qui tiennent comptes des voisinages des plans d'dquation
'za = =1 (fond) et '7a. = 0 (interface).
. A z )
Le choix de E-.L: El /RO n'est pas fortuit : on sait en effet
(J.S. DARROZES; 1972) qu'il existe au moins une relation entre Ro et E'.L

telle que la situation décrite par

RoVO ,E, L0 o B =0O(1)
arec 'E-j_"e(RO)%.L,QM"w 6 =0
" Rot0

contienne toutes les autres.

Ce choix est dict&par le principe de moindre dégénérescence de
VAN-DYKE (196k; 1975)

I1 doit &tre fait de telle fagon que le systéme d'équations
locales, au voisinage du fond par exemple, retienne le maximum de termes
lors du passage 4 la limite local correspondant; ce systdme s'obtient 3

partir des équations complétes (II,5) en introduisant la variable locale :

3= (’é.‘i-’\)/O'(Ro) y

(11,7)
RolO
(3-
Définissons le passage 4 la limite local correspondant par :

0% S{RoLO,amec b, 3,y o 5 fixés } ()

o

(1) Remarque : Dans (II,8) les autres paramétres et variables indépendantes

- - P
adimensionnées restent fixés de l'ordre de 1'unité.
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On peut remarquer que si 1'on veut que (II,7) définisse une nouvelle

variable suivant la verticale alors il faut imposer & ‘6, d'étre voisin de = 1

lorsque Ro l O .
Le systéme d'équations (II,5) s'écrit, en utilisant la relation
A
EL'—' Q(Ro) E’.L et les variables k& , X , ’\-a, . S pour les

composantes de la vitesse, de la pression et de la masse volumique notées

. T A A A
respectivement AN\~ , W , '\. et @

B
N ~ A ~
@) P(R(S2IF 4+ VD A + L2~
(}( ° 7t Y g % )
A 2A A 2D
+(’\+Ro@\a)a./\'v -;___“___D 1-6 E_?__’V
) %Ra’}' -0_-'2 Laxz)
( 2 Bo.? =0 ;
b) 351, + o Bo.p ;
A N
(<) g Doy + 2w =0,
o3 L(II)
A Ay oA 7
) o S28 v-De w2 =0 .
{_\, -
e) =0 ) ~ = O
&= 8
(-6) t=0 , ’\‘}:f\-;o
N
+=1°
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Les conditions de raccord entre 1l'écoulement principal ((II,S)
associé a (II,6) ) et 1l'Bcoulement local (ou intérieur) déerit par (II,9)
et soﬁs (I1,8) fourniront les conditions aux frontidres qui n'apparaissent
pas dans ce dernier systéme d'équations.

Lorsque Ro J/O avec & , 2T, "g,et S fixés on doit

imposer la relation suivante

O(Ro) = & (Ro)

si 1'on veut satisfaire su principe de moindre dégénérescence.

Par le raccord des vitesses verticales on montre que nécessairement

(si 1'on veut que la méthode des développements raccordés s'applique)

- 0 (Ra) = Ro

par .conséquent

2
e(RO) = R0 (11,10)

Finalement R0 est le seul petit paramdtre du probléme. On
représente ci-dessous dans le plan ( & , % ), les différentes régions

que nous considérons lorsque Ro &O :

A

14
V. Couche 4'Fkman staticnnaire, correspond 3 :

VI
(€,3) {(Rol0; &, 2,%9,32-%/Re Gxis}

v

conditions sur 1l'interface ‘5:0

&/5Rs

-
-—

[ N
3 ¢ I. Région principale, correspond & :
+ LAl
m ~ . .
2, 5?8 {ROLO,C,X.,\&,% e;.;ca',s}
g R
i
< 3 conditions
— Mo _Jinitiales.
R cond{}tions sur le fond % z-4
I
IV a, III. Couche d'Ekman stationnaire, correspond & :

(t,3) {Rol0; b, %, 9,3 = ~(+/Ro Ay

a
it
o
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La région I correspond au passage & la limite principal (II,6)

qui conduit, & 1l'ordre zéro (relativement & (II,4) ), aux relations classiques

- géostrophiques

ry =1 2 5

'?ro = (% &) kA D fFa -
La prise en compte des &gquations d'ordre un (ordre RO ) permet de formuler
une équation d'évolution du premier ordre en o pour un opérateur elliptique
relativement 8 la pression 1:1 (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN; 1985) . Cette
équation régit 1'dcoulement dit "Quasi-Géostrophique"; cette théorie classique
(J.P. GUIRAUD et R. ZEYTOUNIAN; 1980; N.A. PHILLIPS; 1963) est développée aux
chapitres 'III, pour une densité constante, de IV avec une densité variable.

La région II correspond & 1'introduction du temps fin t: t/SRO

et permet 1'étude du voisinage de 1l'instant & = par l'intermédiaire

de la limite locale

I

3 :{Ro{'o, anec X,(a,,},,l\:’ G»xelb} )
Ro

P . >
lorsque 1l'on a, en désignant par ’\L les fonctions Vv , AWV, 1.. et e

~ P (e “~~ z’\o
’\L:'\A('X,La,},t) = 'uoi- Ro"-LA+ Re ’UL;--- .

Cette région conduit, & 1l'ordre zéro du développement local précédent,
au probléme de 1l'adaptation au géostrophisme. On trouvera dans W. BLUMEN
(1972) un exposé remarquable de cette question. L'analyse de ce probléme,

1'ordre un, permet de formuler la condition initiale (au temps t=0 )

j g

jorg

imposer & 1'dquation d'évolution du quasi-géostrophisme. Cette &tude fait

1'objet du paragraphe IV-2 du chapitre IV.
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Les régions III et V correspondent 3
fRol0)avec & 2, 8 =(3+4)/Ro @*Xﬁs}

pour la région III

et

{RolO, amvec &, v, 3 =-3/Ro Qixés }
pour la région V.

L'étude de ces deux régions, qui correspondent aux couches limites
d'Eckman stationnaires, conduit au probléme d'Ackerblom dont la résolution
(dans les régions III et V), associée aux conditions de transmission pour
la région V, permet la formulation des conditions aux frontidres (en ES:-1
et ?5::() ) qu'il faut associer & 1'équation d'évolution du quasi-géostro—
phisme. On peut alors (S. GODTS et R. ZEYTOUNIAN, 1985) formuler le problime
complet du quasi-géostrophisme pour 1'océan limité verticalement par le
fond %:-1 et 1'interface 3 =0 .

.Les régions IV et VI sont doublement locales et correspondent &

1'introduction simultanée, dans les équations, des coordonnées locales

b'—b/s Ro et 3 = (%-+’\)/R0 dans la région IV
et tz £ /SRo et S = -% /RO dans la région VI,

Ces régionspeuvent &tre ignorées si on se restreint & 1'équation d'évolution
pour ﬁlh , mais elles sont nécessaires dans 1'étude de la composante 7:1
du développement principal (II,4). Ces régions qui sont celles des couches
d'Ekman instationnaires font 1'objet des § V-2=1et V-2-2du chapitre V de

ce travail; elles permettent la formulation pour 1L2. du probléme, analogue

au cas quasi-géostrophique, qui est appelé agéostrophique en utilisant la

terminologie de J.P. GUIRAUD et R. ZEYTOUNIAN (1980).
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11.4.- L'ATMOSPHERE

Comme il est indiqué dans 1'introduction, on utilise le modéle

" d'Ackerblom (ZEYTOUNIAN, 1985) pour décrire, en premiére approximation,
lewchamp des vitesseé dans la couche limite d'Ekman atmosphérique située

au voisinage de 1l'interface. Ce moddle s'obtient & partir du passage & la
limite local {_Ro YO , ’EL . 'x,‘\a., S = v /Ro , & fixés}
dans le systéme des &quations atmosphériques en ondes longues qui s'obtient
en effectuant le passage 3 la limite £ & O  dans le systime des &quations
atmosphériques non adiabatiques adimensionnelles (R. ZEYTOUNIAN, 1981)

ci—-dessous :

N

(a) €>( S»EE w . __.rcsqa)ag- + 1 2-°°hﬁ3q1;)

Bt L
—1.. 1(Du+§l7u+"3(6u))
WM,o’ax Re )'73"

(5D
(6) el =

‘& oAy

c) e(8€5Bw _ ECO\:%(P w) L

) %P_e ...QV-JU. =0 . r(II,H)
i
(
!



5k

@) eSR2 T _ _%lsef :.J___L_(B"T

(f;) FD:: G'-r .

o 45:(;-;;*4‘:1 ) (?wm )2 )z-.-ezg(B-«"r)z

2. - 5.2
+z((’a_«_k),.(?y)+(_)] 2(v.u) },
o L 73 3
O;o est le paramdtre de rayonnementj
Qﬁl représente le rayonnement, supposé connu.

Pour plus de détails on renvoie a la référence citée. On peut
aussi, a4 partir de ce systéme et d'un formalisme identique 3 celui que
1l'on a développé pour 1'océan, &tablir un modéle quasi-géostrophique

: . > o
pour 1l'atmosphére. Ceci permet d'obtenir pour 'i% et ‘Uq (les
[ o]

. ] 1 . .
vitesses horizontales d'ordre F{o et ‘za ) les expressions sulivantes :
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' _ - -
et :\’,4:(%50)1@/\51.2 + K

ol la fonction 7(. n'est pas précisée mais n'est pas fonction de
- v4 2
F.(2%X =0)
o
)
Ces résultats seront utilisés dans les chapitres qui suivent

lors de la détermination de la vitesse horizontale dans le plan 3,::()

(interface).
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I1I. MODELE AVEC DENSITE VOLUMIQUE CONSTANTE.



5T

Dans ce chapitre un modéle simple de circulation océanique
correspondant a4 une étendue horizontale moyenne (soit LovﬂJ quelques
centaines de km) est mis en oeuvre. L'hypothése de depnsité volumique
constante ne permet pas, bien siir, de décrire de facon satisfaisante la
structure verticale d'une telle circulation; néanmoins ce mod&le donne
de bonnes informations sur la nature de la circulation dans des plans

horizontaux (J. PEDLOSKY; 1979).



58

ITT.7.- MODELE EN ONDES LONGUES AVEC DENSITE CONSTANTE.

IT1.1.1.- L'écoulement principal

Notre point de départ est le cas général constitué par le systme

des équations (II;5) dans lequel on fait les hypoth&ses suivantes :
ﬂ

5:=1, Boz1, as, =1 ‘
(111,1)
ek @ & conotamke =1 )
| ~
(@) Ro(2% +TB T« 23) + (1+ReByIRAY
ot . %,
- _1 2 -
ROt TRET
b 2 1 = .
(b) a'b']» + o 5
©) B':\’f-(-@.w:O J
%
d) 'b:-i 5 f-\’r:a ) Az O ; r(III,Q)
) Y= 0, awmrz O ;
[;LILL?gzﬂ;] = 63 p)
(%3 ‘é: O, 03'5 o
2ubo2w] =0
CR k-0, ’\7’:’-\7? 1_:1_0_
.Jr
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On utilise le passage & la limite principal

A -2
fowa:{Ro 10, anvec E,= E Ro G«-xi } , (111,3)
Ro
et le développement asymptotique principal
"\.'J"' 'i’.ro ’Vfa
W)= O + Ro '\7\.),l Foou- , (TII,4)
1" 1"0(%) 1"‘
pour obtenir, au premier ordre en Ro (ordre E'o )
5 A
Dt, =0 ,
a7 +1=0
olrb 0 ’
r (111,5)
=
Bo ’\f-o - O P)
- -
o -—
/
En inté t 4_— +1 = par rapport & on obtient :
n intégran 1_0 O %_

:}-‘O(%) = —73' t 1_—0(03
ou o3z =2 1‘,0(—1)-1

# (111,6)

suivant que 1'on intégre entre -1 et 'é, ou O et %




60

Les deux relations précédentes entrafnent

| TN = 1,0 +1

(ainsi la donnée de -1-—8(0\ détermine 1,0("’\) et réciproquement).

A 1'ordre suivant en on (ordre FZo on obtient :

(I11,7)

On peut remarquer que 1'équation (b) du systlme (III,2) associé au

développement principal (III,4) entraine

?L =0 Vi EIN®
3751'3 K

L'équation (a) du systéme (II

,7)
étant indépendante de 'vo é/\-6¥1 8 4

N

et cette derniére

remarque entrainent,

)
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(111,8)
.'\:’;‘,‘ T - g;(B‘F“)-ﬁwa.‘?k/\Bi% + E/\ Bi’m .

On substitue alors (III,8) dans 1'équation (¢) de (III,7) pour obtenir :

— L —_
1 = P M)+ 2R =

Le second membre de (III,9) ne dépend pas de . On peut donc écrire :
r

v W - (1II1,10)
° = (P(z,«a, £) ;
2’6 1

~ [} z
od 1'on a posé :

2
-R2 71 +D(Dx
@(x, g, t) = B 2t I—D’f:(D F.) (1IT,11)
8guation que 1l'on peut dériver une fois par rapport & '5. pour obtenir :
- -2 —
3({ 2 + (éAB}—,,).ﬁ} DL +pB°2 )-_-_O (111,12)
'a'b -at 1~4 @221”‘\
On peut aussi remarquer que (III,10) intégrée par rapport & "b, donne

%@,y ) + 2y, )= W, (%Y, 3, E)

ol les deux arbitraires (? et >\ restent 3 déterminer. La relation (III,12)

- .
nous donne donc une équation pour ’l-.4
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1711.2.- COUCHES LIMITES D'EKMAN STATTONNAIRES.

111.2.1.- Voisinage du fond.

-

Les fonctions AV , S , 1\. dépendent maintenant de t , 2, "a. et

-~ P . ” . q A

}:(‘éﬂ)/Ro ; le systéme d'équations (III,2) s'écrit alors, en notant A« ,"W

et 1. la vitesse horizontale, la vitesse verticale et la pression :

\

A\ A > N A N
@) Re(24F +a.DA L+ L F

1
ot Ro 9%

10

N (111,13)
«©) RoB-:f-A-?_'\?):O)'
o%
7
d) 3:=0, =0, w=0
@ k=0, F=° t=14".

ol les conditions aux frontiéres qui manquent seront fournies par le raccord
de la solution locale avec la solution principale obtenue aux $§ précédents

(1le raccord‘ repose sur l'hypothése que 1'on fait et qui est celle de compor-
tement de la solution locale pour des :S grands compatible avec le compor-

tement, pour 3 proche de =41 , de la solution principale; c'est la condition
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que l'on doit vérifier pour que la technique des développements raccordés

soit applicable; voir & ce sujet notre Annexe 1, intituléeMDAR).

Au passage 4 la limite local

,QEWQOC'E:{ROl,O/aNeL g,_,t,'x,'\a,s 6*7-‘{5} ’ (1I1,1k)
o

on associe le développement local

A 4 3 a

e Vo V4 Vo

~ ~ N 2 N

A | =| wo| + Rof W1| +Ro| Wa [+---
n A A A
g to (. (g3

I1 vient alors, successivement les résultats :

@)

0 4 35
2 A 2 3 2 D
(b) 3SM°= O/ D-'\fo +as"\4),‘ =0 ,
> A re ~ 2 24
©) D1’4 + RAYV, = E‘-%z‘v" ’
a_A +1 =0
(e) S:O, ’\:’;O=O p ’\/:/o::o »

(1I11,15)

? (111,16)

J

Le systéme (III,16) peut &tre &tudié en examinant les équations dans

un ordre convenable.

On constate d'abord que

A

W, : O ,
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N
on voit ensuite que 1”0 est une constante que l'on détermine par application

de la régle de raccord &lémentaire due & L. PRANDTL (1928) qui s'éecrit de la

facon suivante

i (1) = 2o (%))

k- adu 5»+c0

soit

A

To = :l:ol-'l

ol l'on convient de noter

§@0)= §4 » 8 =41,

lorsque % dépend de ‘6’ (et Bventuellement de X, Y > £ ). on détermine
ensuite ’ft en utilisant (4) (III,16) et le raccord avec la pression dans

1'écoulement principal, ce qui donne

N\ —
1‘1:—S+1‘1
ol 1l'on rappelle que TK ne dépend pas de 17
Avant de continuer dans 1'analyse du systéme (III,16) il faut signaler
que la régle de raccord utilis@e pour déterminer ?:1 n'est plus celle de
PRANDTL mais en est une généralisation rationnelle, due & B.K. SHIVAMOGGI (1978),
dont on trouvera le commentaire dans 1'Annexe 1 de ce travail; c'est cette
r8gle de raccord qui est utilisée dans toute la suite de la these.
On peut noter ici que 1'hypotheése de masse volumique constante

permet d'écrire
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?" - T’ol—’\ + RO(T""!_‘S)
* LRF,

m2 2

(II1,17)

puisque, comme on 1'a déjd fait remarquer 3 propos de 1'équation (b) du systéme

(III,2) tous les % sont indépendants de . A ce stade on peut utiliser
T > ¥

(¢) (III,16) pour déterminer r?,—o(x' %) S, t) en tenant compte de la

L. =3

condition en 3: O et du raccord avec ’\fo('x’ .7 t) .
Cette &quation (c) devient, en utilisant (III,1T)

2 L2

- 2 a - .
&/\ O+ L_é..;\fo: DT~1(X,'~3,‘:)

21>

soit encore, en posant successivement :

A - /\,
2 _ 2 -
Vo = * 7
puis

)(d = Ar —LQ/\'\ra on A =-1
o J

A

g X = A X

X o

(111,18)

dquation & laquelle on associe les conditions aux fronti&res déduites de (e)

- =
(IIT1,16) et du raccord avec ’\)6:

N\ - .
- - ~»
320, X, =-(%-iEANV)
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La solution de (III,18) avec les conditions précédentes est classique
( PEDLOSKY, 1979)
A 5 .-
q
’\ro = '\;3 + e

(-’64/\:7;»"'“755 —'?-;C,Co:2’5> , (II1,19)

~ Pl
ou on a noté

I1 est alors facile d'obtenir pour 'VV1

W =(

Le raccord, suivant la régle de Prandtl, des vitesses verticales (& 1l'ordre F?o )

)17.-91—' (1 e. (60033 +/)V\‘\x3)> (111,20)

fo1m>

s'écrit

N —
Q}.M\_ ( W‘\B - M(W‘\\
Xr+to0 -1

ce qui entraine

N W2 —
(%-L> D 2 = Waloq (1IT,21)

111.2.2.- Voisdinage de £'internface

111.2.2.1.- Uitesse honizontale

La variable de profondeur est maintenant la variable (locale)S:-%/Ro

et le passage 4 la limite local est défini par
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Qiawﬂoc't._.&Rol:O,ma ’E\,_, t, x4, 5=-8/Ro G*x.és}
o

I1 vient alors, pour les termes du développement local (ol 1le symbole &\

indique le voisinage de 1'interface)

1

A
9 t RO W, -
A

> 2P D

les &quations suivantes :

-
2 A 2 ry
= ) -
(a) E>1—o = O ; 2;51,0 =0 ;
a 3.3 _2% -0
() %"“’foi °q"3—‘asw4= ;
(¢) B_T, -1=0 , b (111,22)
o%'1
- 4 A 4 > a
(a) ~Bn¥, «E, 24 =Dy,
az
V' — A
(e) X=0, V= Volz,g,t), we=0,
X/ 3 )

ol v est la valeur inconnue de sur -
[e) Vv, S = O
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a
En utilisant les mémes méthodes qu'au § précédent on obtient pour '\76
le probléme d'Ackerblom suivant
2 3 - )
VY. = &~V
2 0 - &= 0
3% £
‘ X 2 r o ‘é 2 I
=0, Y, -.-('Vo'-'u;)-t. /\(\/o- '\J;) s P (1II,23)
e -
j&AN\ ( ‘72’\> = C) ’
T >+o00
J
'S
~ - -» . -» -> . -—’ ’3' /
ol SC)_ a7 ..L,Eg/\t\no » avee Ay, T Ar ) + o

Le probléme en surface a donc une structure différente du probléme au
—-’
fond (condition en \S:O faisant intervenir la vitesse inconnue \70 , valeur
4
prise par ’\r}) sur .E;:; C) ) et les deux couches limites correspondantes sont

donc dissymétriques.

La solution de (III,23) est donnée par

A _ g s =
'?’6 = R’;o + e_ﬁs(é/\(&z—v)p-&«(ﬁ) —(%—{’/o)cdxg)) ,  (III,2h)

~
ou on note encore

2

Y = (Z.E,_)—".

—
Cette solution sera déterminée complétement lorsque 1'on connaitra1§€:

c'est la condition de transmission

JR2

qui va nous permettre d'effectuer le calcul de 0
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Pour préciser le champ des vitesses atmosphériques qui intervient

dans ’cette condition de transmission on utilise les résultats de J.P. GUIRAUD
et R. ZEYTOUNIAN (1980) ainsi que ceux de R. ZEYTOUNIAN (1985),
On trouvera dans les deux références citées un exposé complet de la modélisation
des écoulements atmosphériques (cas du quasi-géostrophisme et de 1l'ageostrophisme);
dans ce qui suit on ne fera qu'utiliser, sans les exposer, les résultats obtenus
par ces deui auteurs.
Ainsi ls vitesse, au premier ordre(Rg ) , dans la couche limite
d'Ekman atmosphérique au voisinage de 1l'interface s'écrit :
- a _yag* - =
SR R € NP 2

o (III,25)

_(@ﬂ. a)muqsa> ,

O\o—

ol 1'indice "a" signifie que les grandeurs sont des grandeurs atmosphériques,

et ol 1l'on a noté

a 112
3% = (810 /2E0)

—Q ., . . ~
avec eo la densité volumique, d'ordre RO , de l'atmosphere et E.L le

24 q a\t 2 A A
nombre sans dimensions défini par E‘.L = E.L/( RO) = 1/8 Re Ro
lorsque 1l'on fait 1'hypothése que les paramétres hydrostatiques, S , sont
équivalents dans 1'atmosph@re et 1l'océan.

. a », . .
La variable : est définie par :

Saz %/ R:
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par conséquent, d'aprds ce qui précéde, la condition de transmission s'éderit

<]
(au premier ordre en Ro , (orare Ro ) ) :

‘a 13 a '341 > a
ﬂ55% +/,(a%5;\ro =0, puwz X-X:z0 (II1,26)

En reportant (III,24) et (III,25) dans (III,26) on obtient la

vitesse {Z(’X"\a’t):

3 ag3 %
{Z’ - /‘X"’b +1 A" A0 (ITT,27)
AX*_/AG.Xa.

111.2.2.2.- Vitesse vernticale dans La couche Limite

d'Ekman a L'interface

L'équation (b) de (III,22)

. e d
2y 1

2 laquelle on associe la condition (ordre Ro de (e) (111,2))

A
3:0, W‘J.:O

s'intégre facilement pour donner :

A A VL = —_— -y ) )
w, = (Es) Do RAT-V) (1- €7 (codSniny))
Par conséquent le raccord, au premier ordre non nul pour les vitesses verticales

(c'est—-a-dire 1'ordre Ro ), entraine :
A 112

\Z‘\lo :(%) BOQ/\(’\%—{Z,) (111,28)
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—»
ol \g est donné‘ en (III,27).
On peut remarquer que les relations (III,21) et (III,28) permettent

la détermination 4 i vy : é
étermination de la vitesse Wd(x(\al%lt) en effet, on a posé au

§ 11I-1.

W’« = % (P(X.ka,l:) + XN(x,y,t) ' (I11,29)

on obtient donc les valeurs de (P et A en reportant (III,21) et (III,28)
dans la dernidre égalité (III,29).
De méme on peut aussi remarquer que 1'expression (III,27) qui donne

par's
i-;O en fonction des vitesses géostrophiques relie% aux pressions 1-.1 et

—a
1—“0 4 1'aide de la relation :
- -
-2 - aywa N T &
LAV, = — MED 4, + 48 DE _ (T11,30)
275
Les deux fonctions de ( 2, ‘\a. e ), CP et A , s'écrivent donc

— -_— A
en fonction de 1._, et T,
A 1'0

P (111,31)
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111.3.~ L'ADAPTATION

On se place au woisinage des temps petits en posant

T . t/SRo

dans le systéme des &quations (III,2); on obtient, en notant parﬂll_ les

- q - rd ” . N
fonctions \J , W , 1\, considérées comme fonctions de X ,}9 et t

“ R
o Y A 2Ny
(a) ;_E’Vf -\-Ro("\'r.B"i'r +Wa§,;'f) +(1“'R°B‘a)&/\i” =
...'\_B:F + ELQ-z-g,'
o) Ro %:. hr (I11,32)
%? +14=0,
(C) BO’:\”\)"" a’cJ: O

Le développement local

~

~, "~ 2 v
"M = U, +RoW,+ Ro W +---
0 1 kR
associé au passage 4 la limite local

0 ~
Lﬁ:xtz{RoLO,m x,y,t 6~m}

permet d'obtenir au premier ordre en Ro (ordreFRO

~
2 4 @/\'\r + D ‘P (1T1,33)
~ O
oL
Lorsque 1l'on utilise la ré&gle de raccord de Shivamoggi (qui coIncide
S ° . X > >
avec celle de Prandtl & 1l'ordre FRO ) on obtient pour les vitesses 'UB et ﬂfb

la relation suivante

Lm(:{;r M(’\’r ) (I11,34)
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soit encore, en utilisant des notations évidentes

Y 0 -~ 0
' = & (111,35)
o b

L'équation (III,9) est une équation d'évolution pour 1'opérateur
41-

ellipti ort & . : .
iptique, par rapport & ‘l~1 D 1"1-

On va donc formuler une condition initiale pour cette derniére
quantité. La fin de ce petit § est consacrée 3 1'obtention de cette condition
au temps t-_- O

> -
En appliquant 1l'opérateur De &/\ a 1'équation (IIT,33) on

obtient

- -y ~, ~
D-(@. AV, -"\’ro> =0 (IIT,36)

%(Bo Q/\’-\’rb) + 2 n’b’o = 0. (I11,37)

Equation que l'on intégre, par rapport & '5, , pour obtenir

o .
2 B.BAT - (111,38)
& L(D BAV,)dy =0

S
ol-1

il est nécessaire de considérer les régions doublement locales IV et VI; cette

une fois que 1l'on admet que wolo-; -.—.O . Pour prouver ces deux affirmations

&tude est faite au chapitre V oll 1'on montre que les vitesses verticales, &
(o]
1'ordre Ro , ¥ sont nulles et par conséquent en procédant aux raccords entre

les régions IV et IT ainsi qu'entre les régions VI et II on obtient les résultats

annoncés.
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v

- R
Aipsi, j (D. &/\'\-}Q) A’% étant indépendant de € , on a :
-1

-4 o]
-L(‘B‘QA'?"Q WhJ L J_(D 1/\%)0[%' (I11,39)

4
t—r-\-oo

~ 2 . P ” . - . —' -

ol l'on a supposé pouvoir développer la donn€e initiasle NS en pulssance de RO
(et par suite "\-,roo désigne le premier terme de ce développement). On admet la
permutation de 1l'intégrale et de la limite (comme on 1'a fait pour 1'opérateur

a/aE et 1l'intégrale); cela entraine

0, " o - =,
j( 'k/\’\foo) :j( « RN )d%, (111,40)
-1 1
Or, ’—\"ro est indépendante de 5_ . On a donc successivement

|

B.'é/\«"ro"

0, 4 =o
L(B.e/\f{}o)dfé

et

o >
j(D E/\ )d’}"‘ D‘lAVoo (ITI, k1)

C'est cette derniére &quation qui nous donne la condition initiale

recherchée pour D T‘—"

0, - —
t:O) ~££D-Ql\'\ra)d% - D*h . (11T,k42)
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I11.4.- PROBLEME D'EVOLUTION POUR A4 o

En conclusion de l'analyse effectuéde aux § précédents on peut formuler

pour la perturbation de pression 1.1 le probléme suivant

W
@ (B, 4By) = et
FO 22 _ jo—s 2,50 *(III,)G)
@ k20, DE, = [ B.BATS 4y
- = -~ 2 - -
ou g.t:: aa_.t < '{’rOOD /"v'o".' &AD 1"1 J' 1~4: 1\—.\(113/ t),' J

et (P est donnée par la relation (III,31).

Comme on le voit sur ce probléme 1'hypothése de la densité volumique
constante est par trop simplificatrice puisque 1'étude de la structure verticale
de la pression n'est plus possible ( @. T.‘ =0 ) . Au chapitre IV on
présente un modéle plus réaliste aveca?‘variable, mais tout d'abord nous allons

étudier les voisinages du fond ('Ia z -1 ) et de 1'interface ( 3= O) a

1'ordre RO .

111.5.- COUCHES LIMITES D'EKMAN D'ORDRE Rg

111.5.1.- Voisinage du fond

Du systéme (III,13) auquel on associe le passage & la limite local
\

(III,14) ainsi que le développement local (III,15) on tire pour ’v‘ll'équation

suivante :



A\ A M A A N - N
- N - = -y
2 +D N +w, QAF ...(3 AV + &N A
ot © ) 33 ° ¥ o 1
- Z
1' L 25 ¢
R
d'ol
~ L -» A A N ) -
£, 2 N =0 - R 3 A2 -
N 9 . w 0 N )
l“ast ct 1 'at. 0'+‘\G [>'V3 * '1€;§Ub +{3‘31E' Vot t>1~2
(IIT,4k)
On a utilisé le résultat (III,17) pour écrire que 1l'on a
2A - .
D4.= D1,
On pose
2 353 9 2 53 .57
'\)’o:'\ro+'\ro) V4:«q+’\r1 y
('\—?oet "_\?: sont donnés respectivement par (III,5) et (III,8)) 1'équation

précédente se transforme alors sous la forme sulvante :

P 2 O 3 : )
E 337‘ v, Q/\'\f,l = Qg (11T,L5)
A i BAS DeBNLAIBE 5
- Y QA
avec &O = F,ga&/\’\ro “+ %t(’\fo) '1"\}'0 .D ’\fo + W, a.._s’\fo .

On pose alors, dans (III,L5)

3 A/ - ~
= - - ~ 1 _
X, = '\r1--‘,?a/\‘\f,1 , ow L=-1,
on ohtient
A
2 2 . YN
ELB_ X1 =LX, * QO”L& Q, (IIT,46)




[

dquation 3 laquelle on associe les conditions aux frontiéres déduites de (a)

- Py
(IIT,13) et du raccord avec ’“:l:

\
3'-:0, 5,(4'-"- -(%—LE/\R’:Q )
Y (2= &
S—v-voo( X,‘\— 0.

L'équation (III,46) avec les conditions précédentes s'intégre alors

sous la forme (FAVARD; 1963).

A - > -
X,z ~(%-LeAT)E(S)

N

s 3 5
v f 65§ -LBAG )} 43

o

¥

o9 3 g /
6 QY- RAGEI}AE
3

E(3) = exP("(’HL)(Z/E\Q-V-zS)

et
( , 1+OY(e-3)
10 (e
S UOY(E+3) ) 0({E¢S
- , (E ¢
G(3,5)=
_ %(1'4—3),( e(1 +L)X(S" E)
- (4+OX(‘§+S)> =5 3
/ 7
.

avec

~1/2
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On ne donne pas le détail des calculs qui sont longs mais relativement

- - - - 3 ,
faciles, pour ne présenter que le résultat final ainsi que l'expression de a .
O
On peut remarquer que 1l'équation (III,46) avec ses conditions aux frontidres
2
est le probléme d'Ackerblom, de seconde approximation, pour f\r1 .

- ~-33 _ - -
;(S\: Alx,y,b) e sy +-L’;,(x.\3,l:§ Jsm,zs +C(xy,) s

N

% A =-By, + BN gz(«"?;,w(l/\{’@ B %,

-ty o y - -
BO: —]3(2’ &A'\ro - g.ot(;\,;\ - ’\fOOB ’30

"';-_611_"« Yy *EAR”o>/
~ pral S - = > o > 2.
o= 1{ T:D ¥ +&AT).D RAT, -&’631,‘} ;

) > - = %S .
’\’1(1,’\3,(:,3): ’-\’Jf‘("—eZSCaaXS) —-‘él\'\fq e »m YD
_E_ﬁ{z\oéﬁ;xs.ca:(ﬁ‘s—“/#) +'?"2AA?°€$'§ (

Y 3o (B +T4) - V2 PAYT) + gd e“XSC
V2orn 3% - B3 cao(BS-T4)) - N Boe‘-xs‘é‘sovk(b’f\m@

~2, % 1VE (angS + 20093 —26 %)

+EA ZOJ“ 172 (@33 2503 - & 7%) } :
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111.5.2.~ Vodisinage de L'interface

On ne fait que formuler le probléme d'Ackerblom (de seconde
approximation) pour la vitesse ‘\fi (vitesse horizontale d'ordre Ro dans

la couche limite d'Ekman au voisinage de 1'interface).

“

4 4 4 - a4

,E\-_L @-12 7,‘ = -7"4 + POI-LQ/\PO/
o))
7'y _ 1 - _ ‘
S:O,_ -7,’4:.. ’?,'1_—\-’70’."%/\(?’1'00)) > (ITI,h47)
: 3
‘Ql/vv\— (74) - 5
E-H-oo

/ al’ o a’ )

A a - A —_
- . .3 S
Y4z f\r.,-l,&/\'\f” Nz, + vy
= 4
ol vO désigne le terme d'ordre R@ du développement en puissance de Ro
. '{’7 L. 9 - 1
de la vitesse o(z,\a,b\ . On trouvera le détail du calcul de \A‘et VO
' /

au chapitre V ol 1'on a, de plus, une densité volumique variable. Po comme dans

(ITI,L45) est une fonction connue une fois déterminé le quasi-géostrophisme.

111.6.- CONCLUSION

On conclut ce chapitre en effectuant la synthése des résultats
obtenus. Un probléme d'évolution pour /T11 a été formulé au § ITI.L; pour
poser correctement ce probléme 1'étude des couches d'Ekman au voisinage du
fond et de l'interface a ét€ nécessaire (condition de transmission sur
1'interface); de méme que 1'étude des temps petits a permis d'obtenir la
condition initiale & imposer & 'T-“ . Malheureusement le probléme obtenu
ne permet pas d'étudier "T\,‘ (indépendance par rapport & 6_ ) on est donc
nécessairement conduit & développer des schémas d'étude plus fins, ce que

1'on fait dans les chapitres L4 et 5 qui suivent.
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IV. LE MODELE ASYMPTOTIQUE QUASI-GEOSTROPHIQUE.
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La prise en compte d'une densité volumique variable
permet une étude compléte de la pression %’1 contrairement
au cas de la densité constante. Dans ce quatriéme chapitre ol
la densité est variable on formule un probléme d'évolution pour
un opérateur elliptique relativement & 1:‘\ qui permet de poser
le probléme de la structure verticale de 1'€coulement principal,

d'ordre Ro . Ce probléme conclut le chapitre k.
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IV.7.- L'EQUATION QUASI-GEOSTROPHIQUE

Le passage 8 la limite principal
. P A
oQA/w\. = {RO Lolavec O\)O et E.L fixés}
Ro

associé au développement asymptotique principal

A ri’}o A

' o —

| = + Ro A_A:" - (V1)
fol®) Fa

€ &ol3) e.

conduit, & 1l'ordre zéro de (II,5), au systdme limite :

1
* —
() D$%,=0
() 43 +Bo.§, =0,
(C) Bo ’-\’;O:O / ‘b (IV,E)
(a) Sgé-o ""-‘;’o‘Bg’o=Oi
% .
- iy > _
(e) Wobo BNz - D %,

La derniére relation nous permet de retrouver la relation géostrophique

classique :

pury 2?2 -
v,z (We8) RAD ta, (1v,3)
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et 1'on rappelle que 1l'on a

to= Fol®) €= €ol%) (zv.1)
A_ - -
avec A + Bo. - .
&101‘0 €0 = O
Ensuite on peut écrire i 1'ordre suivant en Ro s les équations

limites correspondantes :

@ B(52%,+%,.B 3, +@yhnT, +BAT)

o G

(b) D.T +2 A, =0; (1v,5)

*Va = 1 ! +

a°a

9 7 s -
(e) a..}".“ +Bo e, = 0 )
(d) 5 a- 64‘ + '{’;O.D€1 *‘-:’4 ...é‘ =0

ot J

La premidre de ces &quations conduit & :

€o

=

- - 2 a S =
= 2;6@/\ D*‘.L-(- eo.S_g_:( %A Vo) - [3\3 Vo

- €4 R’fo (1v,6)

/

tandis que la seconde entraine :

. . >
soit encore, en utilisant 1l'expression de ’\); obtenue en (IV,6),



8L

'éo%w SDO(A)D“.)-» eopr\r.a +‘\r .De,‘ (1v,7)

En tirant profit des relations (c) et (d) du systéme (IV,5) on obtient,

lorsque dé.’go # o)

"-':J,," 1 S Do 3 ) (1v,8)
dg,/dn, Bo DE 3"0

et lorsque dé’/d‘?a: O i1 faut &crire pour la perturbation de pression ;

la relation suivante :
Sa(5 =0
3':0 |

Si on remplace dans (IV,T) Q‘ donné par (IV,8) on obtient alors 1

1eDo (& 37 500(4_51:) B33+ %D, @
Bo Dt de,, “,

Aprés quelques transformations et simplifications on obtient de (IV,9)

-
1'équation recherchée pour ’l~4

Sh(mr, +Bamy)=0 (07,10

ol on a introduit la dérivation gquasi-géostrophique i

s Do - S

— -
9 + &’;B.D
Dt ot

)
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> - _1:61 9 -
’\ro: (C\)Oeo) /\D'].,“ J

et 1'opérateur //\

//\1—‘1 = ;"D (S %oaé"a( -Q-OKO(%\%D(%‘))

. - -
on Ko(%): - eo/ d;eo .

L'équation (IV,10) est du premier ordre en £t et qu second ordre en
 , '\a, et 73 . Pour déterminer -1:4 , i1 faut donc connaltre la valeur

de /-l:_“ au temps k- O ; cette valeur T.“O( x,"y, 3) s'obtient & partir

du probléme régissant 1'adaptation au'géostrophisme, développé au § suivant.

IV.2.- L'ADAPTATION AU GEOSTROPHISME

~~ i
L'introduction du tempsfin &= h/s Ro dans les équations (II,5)

transforme celles-ci en :

@ (27 + R(FBF +2F) +UeRop)BAT
ot L6
-2 BF +E X
,Ro ay
(TV,11)
(b) 2 +Bop = O,
ST o I
5> ~ ~
(c) DAy + 20=0;
Bﬁa
(a) QN R ":\\;)’,-IS'V-g-'\"/\\;-a—-’V =0 .
Bte +Ro ( e a}Q) )
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~
-
\r

1]

En considérant simultanément le développement local

~ ~o o
X 2% <3
o ‘
- + Ro SRk

s

1’ / ﬁ:°(37) i: A /
~ ~

e €o €
et le passage i la limite local

’Qﬁv;v%c {Roto,w\r«_ %, %,},N %ocf»}

dans le systéme (IV,11), on obtient tout d'abord que :

Tbo : E% =0 J 5@5170 J-EBO..%;O =

~o

. . < o
ce qul entraine en effectuant le raccord, 4 1'ordre F&), de ez et 1_0

(région locale II) avec Eﬂ: et 1.0 (région principale I) :

Lon (B 2 r-3 - e = 'JLVNA
1;‘700 <:€?c;) o fia(ff\ E‘5¢) < GQ:}
'QJA-\« k - T = a
T foo( to) ° = To(%) l—,-"o 1~ )

soit encore

€ =Bl Yo = 1o (3)

"\'rN('xlxa,‘za,AE) = (7, \a,%,'SRoE)

(IV,12)

(1V,13)

(1Iv,1k)

(Iv,15)

(IV,16)
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~

A 1'ordre suivant en Ro on obtient pour &’ro . «'Xo et :F un systéme
A
que 1'on appelle "systéme d'adaptation au géostrophisme" :
~ -~ ~~ - prs \
(2) a3 (27 + &%)+ 1 BY,= O
() = Vo o] * = =
-6 ah wO 1“\ J
(b) ?.7\:+Bo.'€'=0-
PR v
L (IV,17)
2 ¥ ~
(e) D.f\ro1-§.rw°:0,
%
. 0 ~ d-‘
(4) = + W o/ =0 .
/

De ce systéme il découle que :

4 (1v,18)

J

et le systéme d'adaptation locale (IV,17) devient un syst@me de deux équations
(e d

pour 'ﬁa et "]T:“ :

~ 2 >

@ (2% + AT)LADE, = O
o

o

b (IV,19)

-» ?; -1 -1 ~
D.v, + Bo é((i?o) g(a«hﬂ =0.
(b) T\ A, | BT\, J
A ce systéme il Taut associer les deux conditions initiales de départ,

~or
correspondant & L=k = 0 ; tout d'abord, de (II,5) on a :
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-0, N = Ar IV,20)

Puis i1 faut supposer en toute généralité que la donnée initiale

- o
(: - O J 1\' - Tv
peut se décomposer sous la forme : 1\,0 = ’T_o(%) + Ro 1—3 +O(Q(7))et dans

ce cas nous écrirons :

k=0, (T (1v,21)
Si on note /\.M ( F/\) - :\}-’;eo

on a, en appliquant la régle de raccord entre la région II (région initiale)

et la région I (principale):

1~4 = ¥, (1V,22)
oli on note

0 ¢ ~
% S N Y 0), €°°=%::i6(x'%’%’t)>‘

~
Par passage 4 la limite sur £ aans 1'équation (a) du systéme (IV,19)

on obtient

- TN ¢ _ 2 ~ - -
eo(%"”) + 60&/\{’,—000+1D % =0. (1v,23)
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En raccordant avec la région I, on a :

= 0
H ~r (Iv,2k)
a

- 00
0
d'od 1'équation
o - 0
e(%%) +6, kA, +1 D
°(;§E. o Qi: o Coo 1“1

et la relation (e) de (IV,2) impose alors que l'on ait

-p
VN a ) ( = 0 (1V,25)
\:,'7-\- o0 BE

si 1'on veut que la méthode des développements raccordés soit bien applicable.
Ainsi, sous réserve que (IV,25) soit établie, on constate qu'il y a bien
adaptation au géostrophisme.

On veuﬁ’obtenir, 3 partir du systéme (IV,19), avec les conditions
initiales (IV,20) et (IV,21), la condition au temps t-0 qu'il faut imposer
3 1'équation d'évolution quasi-géostrophigue pour T;l valable dans la région

principale I.

Tout d'abord la premidre des équations (IV,19) conduit & :
_ S R BATNNL R
eo< %(B°%o) + D-(Ql\'\f03)+6\)o -6 1-\-‘\ = O (1V,26)

~
ce qui, en utilisant 1l'expression de g donnée en (IV,18) est équivalent

a4 1'équation suivante :

e ( 2(-1 2((BY 22T + B-BAVY) +a, B, =0 (xv.n
2e) -
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En appliquant 1'opérateur Do &/\ a 1'équation (a) (IV,17)

on obtient

3%(6.’7&/\56 ..-‘180%(( dea) __1.\4)> = O (1v,28)

“~s
ce qui traduit 1'indépendance par rapport & E de1a quantité entre crochets.

I1 vient ainsi de (IV,27), en utilisant le résultat précédent, 1'équation

L ¥ B
suivante pour 1~1 :

éo‘.% (( Qlfd) 13%(%“’,\ )) «BD.EARC

do n 5 . _d_‘,"'_a_'\— + = 0, IV,29
+%°7%a«"’§)%h) E:o?za«o‘% %‘)} W Dfy= On (20

Cette équation peut se mettre sous une forme plus condensée, en

utilisant 1'opérateur A\ aérini aprés (IV,10) :

(Iv,30)

Mais on remarque que 1l'on a :

imw(wo) on (W)= O (1v,31)

Tre0 k>0

et de ce fait on obtient pour T..l la relation finale :
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E=0, N T~4: e é.B/\’\’)’o +".‘3_°'§. (’édkoz ( _‘)) . (1v,32)

Pour pouvoir utiliser (IV,32) comme donnée initiale associée &
1'équation S DD/D‘__( /AN 1..4 + (-Jo(%)(s-\a ) = O , il faut résoudre
1'équation (IV,30); il est donc nécessaire de formuler tout d'abord les deux

conditions asux frontiéres qui lul sont associées. Comme on le verra au

chapitre V, MO s'annule en %: -1 et 73 = O ; la relation

(1Iv,18) :

Ny = (BadR) 2(27T,) (1v,33)

entraine alors

o _ »‘_“ - Q0 pour 3y=-q et A = O.(1v,3)

I1 faut aussi associer a (IV,30) deux conditions initiales :

t:bzol :i:« - 1\‘10 ; ’6.:\’,0: éo;_%((}gy%(%q» - (1v,35)

Enfin, on peut aussi remarquer que l'on obtient deux conditions de

compatibilité pour T\,1 en procédant de la facon suivante :

g .
fo Mg () de = (Boj./go) (%()1»4 ‘%1—3 ) . (1V,36)
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~
Par passage 2 la limite sur £ on obtient (on suppose la convergence

ée 1'intégrale)
0 o d’b %l A % I A .

Si maintenant on admet que l'on a :

j Wo(w) 0‘**) jo 'w léu%aduu

‘5,6[",0’.\

alors on obtient les résultats suivants :

o 7

_ 0
C A (%1) =3%a4

P (IV,37)

- 27\ . 24.°
%= 0, iR im

J

Ces deux derniéres conditions en '%:-—’l et ’ha. = QO au temps t: O

o

sont des conditions de compatibilité sur T‘ . Lorsque 1,. ne se développe
1

pas en puissance de Ro , ces deux conditions se résument 3§ :
- - P -

& k=0, F=-1 L =0 .
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1V.3.- COUCHES LIMITES D'EKMAN STATIONNAIRES

1V.3.1.- Vodisinage du gond

On &tudie maintenant la région locale III (voisinage du fond) en

effectuant dans le systéme (II,5) le changement de variable (suivant la

verticale) 3 = (%4-4)/ Ro ; 11 vient le systéme d'équations suivant :
A S 3 - A~ S h
(a) (:(ROCS?;W -t-’\r.B’?r L1824)
ot Ro 2%

o
E’.L %;L’\f ;

(b)

3—54/‘.\ +~ Bo. ? =0,
(e) Ro(S28+ 2. B8) +V2¢-

2t %
(@) RoB.A +20 =0,
2%

(e) 3.0, -0, A

Conjointement, on définit le passage & la limite local

,ka«.%c%: {Rolo,awe(. €, x,y, S 6—'0&2/3} ’
Ro

et le développement asymptotique local

2

o .

</

(Iv,38)

(1v,39)
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2 5 3
/"" \ o v,
Fa N\ N\
A W, W
= -+ Ro + -- - (IV,"LO)
) N N\
* / Yo .
A
? @o ‘e“
11 vient alors, en utilisant (IV,39) et (IV,40) dans (IV,38), &
1'ordre zéro les relations suivantes :
‘6/\ - 'a ”~N )
(a) =0 ; e =0 ,
/ko / .az>1‘o
N\
(v) w,.2 8, =0,
%
? (IV,L41)
N\
(e) 2. Wg = (@) .
2% g
(a) X -0, J,=0 |

La relation (c) associBe & la condition en & =0, (d))entraine
’\
we = O .

D'autre part, le raccord de la région locale III avec la région

principale I entraine

b ()= 2 (R

et Rurnn (:é?};) = llb~;\.( éi,) .
Sotwn 371
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Puisque ;\:O ne dépend que de % , on peut écrire, en utilisant

les deux derniers résultats et les relations (a) du systéme (IV,L41)

/N — A —
‘o= Yol 7 €o = Co\-n (1V,42)

(on fait 1'hypthése que Q ?O =0Q).
o>

A 1l'ordre supérieur en Ro on obtient le systime suivant :

'\
-y N\ >y
(a) 5 2 A DR =B 25
Col-r RN A7, + 10T £
(b) EA + BO- -éd"1 - o 1
o311
3 (1V,L43)
B3, «2,=0
! Vo *ox™T T
A >
(a) 3:=0, Ay,=0, =0,

2 . N\ s s .
Pour déterminer "P“ on utilise le raccord de la région locale III

P .. ..
avec la région principale I; celuli-ci nous donne

7 _tdrx T s (17,44)
1’1(5)‘3% o(_1+1'1|-4 T 1’1( ) ’
oll ?{. est une fonction qui tend vers zéro avec 1/5 . On détermine ?,'4 en

utilisant la relation (b) de (IV,43) et (IV,Lh); en effet, (b) (IV,43), impose

Al
=0

S

et(?na M(?:):O

K-’,o
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‘a'od /‘,‘ = 0.

Finalement il vient :

+ .
’}\,4 ‘ ’\—1|_1 (1IV,k45)
De méme, si on pose :
\ —
- _) A /
Vo = Vgl-a t Vo
. A, -
ol le raccord avec la région I impose Lo (r\'}’— ):—. O, 1'équation (a) du
>0 °
systéme (IV,43) s'écrit, en utilisant (IV,L45)
A - N
2 -~ / prg
0 AF - kN = (IV,46)
To z’\ro & ’\Fa = 0 ) ’

33
ol To= B/ €ol-1

On doit associer deux conditions aux frontidres i cette é&quation,

(d) (IV,43) donne

/\ -—
S O - / -

tandis que, par construction, on a

R ( "’) 0.
T 0 S
Le probléme que l'on peut formuler alors pour ’\6 est le probléme

d'Ackerblom de premiére approximation :



I\

30 2/

== "Vol-1

o
M(ﬁ’f’):a.

T+

(IV,h47)

La résolution de ce probldme (IV,47) ne présente pas de difficultés.

I1 suffit pour cela d'appliquer l'opérateur'Tb Q}

o%*

jold

—L.&/\

en tenant compte du résultat (IV,46) pour obtenir une équation différentielle

linéaire du second ordre en ES ( & , 2C, %& jouant le r8le de paramétres)

4 coefficients constants et homogéne; si on pose :

A A A
-/ >
Xy = vy -L A
on a alors i résoudre
2 5 3
ﬂ
To 2 X =UX,
o5
A -
2 > - =5
5=0, Xo = = (-4 RN G-

M(Qo)z o

T2 +o00

La solution de ce probléme est classique, elle est donnfe par

x>

o= -C 5"c>\—1 ”L?z/\:‘}ol-\) E (S)

s

~/

(1Iv,hs8)

(1V,49)
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~1l2

@ EG)= exp(-To (193

-~

De xo on tire facilement

~

: - g — -5
-y N 2 . :
Vg —-L &/\‘\)‘o :(‘\ro‘_1-LQ/\'\fo\,1)(1" l,E)
et en ajoutant & ce dernier résultat la quantité complexe conjuguée correspon-

dante on obtient :

a 5 —33 é
Vo= Vgl-q + ( A"’al-1 AYS - 'Vo|- ‘”735} (1v,50)
| -1l
ol X = ( 'Z.TO) .

I1 est alors facile, en utilisant 1'équation (c) du systéme (IV,43)

.o n N . N
et la condition, en & = O , (d) du méme systdme, d'obtenir pour M, :

52

4l %3
w = (%o €o11) DFuaren ('{‘o) (4-J‘ (cr¥S +m;\~7533> . (1v,51)

Le raccord des vitesses verticales entraine ensuite :

Al

1l- ( ) (w°90|- 1‘4[ -1

(1v,52)

5i 1'on se souvient que ww, est donné par (IV,8), il vient la

relation suivante, portant sur T\,
1

- Do/? = . Bo /o1 4, Bx (1v,53)
5= CRG, Vo (T) &3P

;DI|A




C'est cette condition (IV,53) qu'il faut associer en -5:—'\ a

1'équation d'évolution quasi-géostrophique pour T_1 , 5[24(//\7\'_14. {3@"33"0-
Dt

1V.3.2.- Voisinage de L'intengace

1V.3.2.1.- Vitesse honizontale

On effectue le changement de variable S=- %/ Ro dans les

équations (II,5) ol on note maintenant %r—(x"\alslt): {}(7{_"\3,"3?0, )

a a A A
par exemple. On obtient pour AF » W 1_, et e le systéme suivant :

' Y a r'y & a B
(2) ;cRo(sé’a.t«*H:r. N L
> & -
(1+4RoPvy) BN AF = - 1 D?"'AL .Q.’_'%'
QQRO a’- /
{ a A
(v) 21 _RoBo.p = O
| OST € ’ P (1v,5h)
a 4
c R -’0:\-’)' —?LW -
(e) oD & O,
& » 4 a a
Ro(52.6 « D —w2e=0.
(a) o(Sabe ++.De) w2 e O )

Les conditions aux frontidres manquantes seront fournies par les
conditions de transmission sur 1'interface ainsi que par le raccord de la
région locale V avec la région principale I.

ﬁ .
Si on note \]o(z,\a-/ t) la valeur, inconnue, de la vitess

a

pry

e\

sur S:-% -~ (O , on obtient la condition limite en 8=0 3 imposer & %’
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(voir le § I.2 du chapitre I):

A4
=0, - VR (Iv,55)

=
On détermine ensuite\]é) 8 1'aide des conditions de transmission (a)
de (I,37). Au paragraphe I.6 nous avons mis en &vidence le fait que la surface
libre d'équation ‘é, =K »z(x,xa, t) se transforme sous le passage 3 la
limite en ondes longues, LI1™ , en un plan d'équation %: O . par
oL
conséquent on peut &crire pour la vitesse verticale, w , dans la couche

limite d'Ekman au voisinage de 1l'interface d'équation = S: o

A
3=0, w=0 . (1v,56)

Le développement asymptotique local dans (IV,5k)

&

e - -

Ar ’?}'o Ny

'y o a

Wl o ] We Ro a 4=

A | 7| s + A

1' 1"0 1’4 (Iv,57)
. a A

e o G

associé au passage & la limite local dans (IV,54)

Do 0, {Ro&o,mc £,%,9,3 s} (1v,58)
Ro

A

I N
conduit aux équations suivantes pour 1\ . e et W
0 0 o
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\
- A pd a
(a,) D ‘}_ - O ) ?— = O !
o ox lo
A A A
3 - a - o *
(b) Cwe=0 , weke,=9 (17,59)
¥
(c) T=0, Wy = 0o .
~
Par conséquent, en utilisant (b) et (c) :
\:’ - O . (IV’6O)
o
Des calculs et des raisonnements analogues a ceux du § IV,3.1
conduisent & :
A — A -
- - (Iv,61)
*to = Yolo €o = Polo -
4 a a
A 1'ordre suivant en RO , on obtient pour VT ,W, et ’}_ le systéme
e} 1 1
suivant :
- 7. 4 Re S 28 A
- 1 _ -
(a) ?doQ/\’\fo +5°D1'1 = E-‘-aé-‘sz, ')
Y —
(b) 2 Bo.e,. = O
351'4 ao / r (1v,62)
oS
A
() B.r, -2 =0,
oy 1
o -y A
-—,
d - - - .
(a) 3 O, '\Fo_vo) qu_O
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A

La détermination de la perturbation de pression 1,1 ‘se fait &
1'aide du raccord des régions V (locale) et I (principale); ce raccord

conduit au résultat suivant :

d‘bo

< = = /
On pose a nouvesu aAf a— avec (c'est le raccord
P o =*Yolo*Ve °

A
-7 _xdT
1\'4 - 1"1|0 S& Io | LT¥463)
-

]

qui 1'impose)

~

Qe (

-
X400 )- O -

W

» !
Nous pouvons alors formuler pour f\_;a le probléme suivant analogue

3/)

(Iv,47) (Probléme d'Ackerblom pour A

@©r

PR -
R A NE L YN s
% ° ©
3
/| == _
=0, ’?ro=\70—-'\7'o|o ; P (v,6h)

Quvin (%’—J): 3,
S+ )

2 -
o VYVs=E| /€0

La vitesse y est alors donnée par :

o
= 3 -85, 3 (5 5 X
Nz Yy, ve (QA(%\O-Q3D&XS—(%\O*Q)CQ)’S> (17,65)

. -2
O\ X - (?.‘UO)
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1V.3.2.2.~ Vitesse vernticale

A partir du résultat précédent (IV,65), 1'équation (c) du systéme
(IV,62)
A
D. -2 W, = o,
25
associée 3 la condition en S:O du méme systéme, s'intégre facilement;

on obtient pour la vitesse verticale, /\4\)4 , dans la couche 4'Ekman au

voisinage de l'interface :

A . M, 5 33
W5 = () D A TV (1- & e s o)
+ {’70 ('\ - EXS(COS?SS +’>V"‘-XS)) } (1V,66)

Jou X (2 %)
Par passage a4 la limite sur S dans cette dernidre relation on

A
obtient pour la valeur limite prise par W1

‘oo (% 12 2

(Q/\( o) *Vo> (IV,67)

a o
avec \/\/’1 =

(W't)
T200 -
La détermination de VO doit donc fournir, & 1'aide de cette
relation, la bonne condition & la frontiére, pour ‘é =0 , 3 associer

d 1'équation quasi-géostrophique, puisque le raccord avec la région I conduit

a la relation

W, = Wy . (1v,68)
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Comme il a été dit au Chapitre II un formalisme identique & celui
que l'on a développé pour 1'océan permet d'obtenir 1'expression de la vitesse
atmosphérique dans la couche limite d'Ekman se situant au voisinage de 1'inter-

face (avec -6'>/ 0 pour &tre du cdté atmosphérique).

a
a
Dans cette couche limite la vitesse horizontale, ;\FO (ol 1'indice
"a" désigne 1'atmosphlre), s'exprime sous la forme
a
-4 O > &
- aTAa
Vo = g T e (&/\('\ro\o o)pr[ 3 (1v,69)
=) avra
"('\Jb\o"vo>COQX S >
)] A a
a Qa a —_ a
ol X -(2.570) avec 'U'o = E.L/POIO ,
a a
et SQ: Za / RO , Ro désignant le nombre de Rossby atmosphérique

défini par R:: UQ/QOLO (*).

La condition de transmission (a) (I,37) conduit au résultat suivant

(3 1'ordre Rgz(Q;)O -1 )t

(Iv,70)

e‘»
H
Ol

.3%-0, 2 3 2
Sh Aox™ T e

Soit encore, en utilisant (IV,65) et (IV,69)

/4 (oo 117.{(%‘0 V) *Q’\ "folo {})}

+ % (B LT+ BA (R p-)) = O,

/ﬂA

(%) Les variables d'espace ont été adimensionnalisées i 1'aide des mémes
longueurs caractéristiques.
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d'oll ‘QC;(",‘QV )

1[7_— a

\75 - /U(POlo) '\iolo-*'/" (Po\ow ’\’Zﬂo . (Iv,71)

12

N(Folo71'z"' 242( 50!?)

1V.4.- LE PROBLEME D'EVOLUTION QUAST-GEOSTROPHIQUE

Dans 1l'dquation (IV,71) qui donne 1l'expression de VO on a :

3 - 17 2-
’V-o|o :(QO eOIO) Q,\D 1—4.0

et

- & -]
) a -
Voip = (o @ om\ %ADHO
X X a Q a\t
ol Cug = MO/ RO . et J\)o :(Mo /Ro ) sont supposés &tre

de 1'ordre de 1'unité (voir i ce sujet le passage & la limite (II; 2 )).
La relation (IV,67) prend alors la forme suivante lorsque l'on utilise

1'expression de VO donnée par (IV,71) et la remargque ci-dessus :

A o0 112 -2 -a
W, = ('\50) f;,oD ((‘Uo ?o\a 1—‘"0 (‘*’o eolo) 11’1!0)

Par conséquent on obtient pour :’:1' 0 , d'aprés (IV,68) et

(Iv,8), la condition suivante :

N AN L e S e

o r('b)--1+,u~f-/(,u o+ 03 2)

on o ||—b|((1 V%& -1,0].



106

En conclusion de l'analyse effectufe tout au long du chapitre IV
on peut formuler pour la perturbation de pression 7 le
P P T\'»\ ( x'%’ %/ €)

probléme d'évolution suivant :

S
Do( N7 5 =0 ;
35:_< Ta® eo(%)(?‘a)- o,
- RA 20 - o
b=o/ /AT1:€OQ'DAV "':'3‘038(?0'(0%(;‘)) J
) 0
b(IV,B)

[ Bolo X, B (o) F-lEER) , un 3, =0,

BOXO Bz((CUOéo)-iT'a\) / sur -3:—1 °

\

et

Les conditions aux frontiéres en S =Q et ‘% == faisant intervenir

un terme en S a/ah il convient d'associer a ces derniéres une condition
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initiale; celle—ci est fournie par les conditions de compatibilité (IV,37)

37 .92 ,9
20, Stha=gt per geter 30 W

lorsque la donnée initiale se décompose et

O

n

t:O, aé’z“":o pour -8_-.-’\ et 3

lorsque la donnée initiale ne se décompose pas en puissance de on

1V.5.- STRUCTURE VERTICALE DE L'ECOULEMENT QUAST-GEOSTROPHIQUE

On considére un écoulement de base ayant une vitesse constante

-

purement zonale (dirigée le long des cercles de latitude)

A=(U,0,0)

et on a 1inéarisé, autour de cet état de référence, 1'équation du modéle
quasi-géostrophique ainsi que les conditions aux frontiéres qui s'y rapportent
; (voir (IV,73)).
| On note “q/ la perturbation de pression correspondante; on obtient
alors, en notant ¢X le petit paramdtre de linfarisation ( & est le

3 paramétre défini au § I.5), les équations suivantes
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(Sb +UQ

2 (1Bw+1ae~v) Bay 4+ 06 = O

&:37(

| BoloXy 1 B(¥)+0), 5= 05 heov, 10
(52 +ayy.) % © T

ot " oxlon,
BoXo L B(*P)m(oo Ch

ol

A 3 (’o ("V)) o-(b)'-é'd

aé Ty
e Xy=(Br2a)"” 5‘; ,

tandis que E; est donné en (IV,72).
On a fait de plus, 1l'hypothése que les perturbations de pressions
2
atmosphériques sont O(O( ) .

Les solutions sont recherchées sous la forme classique

“{/(Z.ﬂa,%,t)-‘.@e{”\?f(}) Oxf(t(ﬁx +Q\a_ - ’S_jl:)) } (IV,76)

et 4 1'aide du changement d'inconnue

V&) = BB C(3)

on obtient pour (IV,75) le systéme &quivalent suivant :
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2 ( )‘PO;

E_ 4; ‘) ( el
0' d2 QU—v
2

Bolc
waO(& +& )(é 12 84(p)) a(3)¢ / 3(—'

Bo(@, @228 690, 3=,

1
Codny

~L(v-RU)( %‘75 - a(3) (p) =

ol 1l'on ne note plus % .

L'étude directe du probléme (IV,7T) est une question difficile

dans un premier temps on considére le cas
I~ ®
c—(-ﬁ):;_l.é ° E'O;o ) coneta\n €lP+ .
Cod?y,

Dans ces conditions 1'équation vérifiée par O devient lin€aire
. On

a coefficients constants et son intégration ne pose plus de problémes

obtient pour @ 1'expression suivante

P
"o e
(1v,78)

11

12
Go=A ,20=G, +A
Y\ =o;3-uo;,,%<&z+az+ RR/(&U-WY).
0

ou 2-404 = et

Les constantes & et & restant 3 déterminer & 1'aide des

et 5:-') .

Celles—-ci s'éerivent :

conditions en aa_ =0
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af{(-+RU)2, -,) - Bo G &+)e, (Ex} /cu,}

& Q'i (—\.\)-I»L‘&-U)(Az"oao) ~Bo L (R 223 Q,(El) /‘v’o = O /
(Iv,79)

o {CiViRU) (o, g3 - Bo Fo (B4)es, (&) I L)

. Q,.g(—ivu'QU)(%—GJE%-BAQZ*-Q?')G‘(g“)"li‘ﬁ-.;—d;'/“"} =0,

Ce qui conduit &4 la relation de dispersion suivante :

4

Bot; G Q+Q‘) e2% (¢ .z(’*)
+ Bo'("o ao(e*'ez)(tl/z (LV*!.EU)(QA' (r +€" 56;.)
- -”z(t;+e—%¢..)‘> _1c0- QU)Z -2 0a_ g

(1v,80)

..A“"a-,ocw—&b)eo o) (Run (- 2%

O EY

+EM(r,-e2%)} 1 8-RUYV (™) = 0.

Le paramétre (gqy est habituellement nommé fréquence de

1" non

BRUNT-VAISALA et on a toujours (on pourra consulter V.M.-KAMENKOVICH &

ce sujet) :
GG, &1 ) (1v,81)

Dans la référence citée on donne 3



I

3 -4
2w ® ¢a, <10,

On tire profit de la petitesse du paramétre Goo DPour approximer

1a relation de dispersion (IV,80) par la suivante :

Avt+Bv® +Cv*+Dv +E = O (1v,82)

Az 2, (1-4Bol3w,)®el)Bolu,

B:-thU. A + 0, Bo( 2Rk(8Bs(R+2)/3w, —1)

(B ) (Bur2) *(Ty 2 = 2 (=) D) Bl v 5
C - - Bo(B+ ) (Bo (R E, s, +i kUELIDY*(F; 2
o 21 B B0ty ) + SRU B (€427 30, )G /ey
+ 280 Bo (R4 (U - L (T2 ) 2,2 Vs
+ 4 U Bopk (1- 8, Ro(R L)/ 35 )Y/,
- 28U, Bo( LB (T, +2 -2 (G1Bo(Be ) )

-8 Bo {RY30wg) s ¥ 5 020" Bo(8%L%)(L-8g, Bol 34s) e

- 3R (32 o, /Scu:'/-
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D=2 RUBo(Brl)(Bo@+ DI B, k, ~tU(B2) (f+ 2
- 2l Bl Bl Vi) + BRI R (B Y2000 G i,
4B BoBe) (RU - (- (B )i, -2 80P (L -
b, Bo /e, 2B (8% Moy 280 BoBR(1 - Bes, Bo(BE2 )/, Ve

. 2 - '
AU Bo (B22)(B112) (Mo -2 o DB @t 25 ) s, ent
- L3&Bo @+ (r.( G- (kU= - 3 BUT3) 0y fevg

SRRk Bo/w, + 3R VPRl g, /el ;

E - - BUBo(R+0) (Bol, B (€W, «RU(E12) (T +2
- 2T 1) Bo®3 2Mew, ) + 8B U Bo (B30, ) 6, /0,

He
+ 2RV Bo(Rel) (kU - (Mo (B 12) Yoo,

2
-8R VRS B, (3co; .

Au niveau du systéme (IV,77) deux échelles verticales, 'b et G;O} .
émergent : une technique en double &chelle, qui sera mise en place dans un
travail ultérieur, devrait donc donner de bons résultats dans 1'étude du

systéme différentiel (IV,77).
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V. LE MODELE AGEOSTROPHIQUE.,
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1z

Ce que nous avons appelé "&coulement quasi-géostrophique' est
donc maintenant clairement défini : le probléme (IV,73), avec ses
conditions aux frontidres et initiales, en est 1'expression mathématique.

D'une fagon analogue nous définissoﬁs 1'écoulement agéostrophique
par 1'étude du terme 112— de la pression; la formulation d'un probléme
semblable 3 (IV,T3) pour 1:1 précisera cette définition. Dans un premier
paragraphe nous établissons 1l'équation dite agéostrophique; 1'é&tude des
conditions aux frontiéres et initiales assocides & cette équation est faite
dans les paragraphes qui suivent. La démarche suivie ici s'inspire de celle

de GUIRAUD et ZEYTOUNIAN et on peut d ce sujet consulter les Notes de

GUIRAUD (Udine, 1983; Biblioth&que de 1'Université de Paris VI).
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V.1.- L'EQUATION AGEOSTROPHIQUE

Notre point de départ est l'ensemble des équations suivantes,

obtenues & partir de (II,5) :

- = S = = 33 - - - >
(2) 90(5%0«*?’5'0"2*{’«»%*“"4 g‘}’?ro ¥ OZA'\G.
5 = - - - - s -
By RA%) + (SR, + 7,87, ke,
- o - A —_
- 1 . 'al -» ’
Py k/\’\fa) +6:.)0D Y = E'La'":.va ,
* pry am
(b) Do'?)’,)_ + 9 w, = o,
%
'a A - - .
(c) %1\_1 + Bo. e, O,
(a) S95p +'\7’-D€’ 4-‘\7’.6 4+W,"Q. e,‘-rwz_... o = o
Etel o L 1 3} 0{73

ol l'on a, d'aprés les résultats du chapitre IV :

o -1 -
(a) /\78:'(6\;0?0) éAB,]“".
-5 - 2 - ey —
(b) Po'?",,f- 01 &/\Bh —@ S%€<D1-)-€ (3\3"-;0" 4
de, W = 8-1 s DofO1\ .
(c) oW, = = 2
Ay ° Dt(ava ‘)

b (v,1)
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(a) aa'T"‘ + Bo.é‘=o .

o

11 est facile d'obtenir'ﬂ}i’ 3 partir de 1'équation (a) du systéme (V,1):

=w;1E/\BT.3 —/E\.Lg__.;(a/\ ) +8 SDo(Q/\'\r)
+B BN (Z.B F)+ 5w, 28N -5BYy

- AINT = -
+e43%¢::(&/\'\,;) _e1,‘\’r1 _ 1@\8%0
et en développant les calculs on obtient :
- _-; -’-a, - J. - — -1 > N -
BV, = v, RADY, %, Sgg(ﬁp,_)-wo By #AD1T

e (BaBY, -B)BE, - & RABE,

(Va2)

(V,4)

A= -ar En (BB, +eSay e 2o (B1).B) BT

- (4, ae, Ve, Do(%h (7 *BE) =t D(as

o) 6, (BADT,-BIDT, +lwe s, 5De( B
0 e ( }' ) 1—44F6u € \'94 [)t([>1?)

A1 _12 o~
+(6uo(>5 €4 Q/\D1.1 +wZ1P\3 %(7—4) )

€ 1-4)

(V,5)
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avec

B = (wofw) 2f, DF 73 (RABY,-D)BE,

+By RABT, +25D(BY,) + &5, RADT, .

Ot (v,6)

Maintenant, de 1'€quation (d) du systéme (V,1) on tire 1'expression
de \A@L, une fois que l'on tient compte des équations du systdme (V,2) et

de 1'équation (c) de (V,1) :

W, 480 = Bo SDof 27\ 4 (w,Bos ) £ADT « D2
i sl h) * («oBoR) €ADY, - DILL)

+ C(%,) (vV,7)

P

= ( Bozo'eo) SDi(2 L}g.;j.q—(wo&(-’oi By eABB( .

- (a8 6, BNDBT, - B ( %H

..(‘u Bo ,3 S B B V,¢
| &) SE(Pt, ). (%1-4 (v,8)

I1 nous reste 4 tirer profit de 1'équation (b) de (V,1) pour obtenir

1'équation recherchée pour ﬁ; :
2
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S %{’._(/A Fa) *+ 4 {5;;1"-,_ +(ang,) £ADY, -DE,

+ (oBod) (RADT, - B(2T,) + BADYE - DY

”:
5 21)

%

2 (L ) , (v,9)
N &

= DA + €(%)

&

ol le second membre n'est fonction que de 1,1 , ¢'est—-a-dire uniquement

de la solution gquasi-gé€ostrophique.

V.2.- LA COUCHE LIMITE D'EKMAN INSTATIONNAIRE

V.2.1.- Le voisinage du gond

On considére maintenant la région IV qui est associée au passage

8 la limite suilvant :

~ ~ L
- - [ V,10
{_RoLO)mc El,wo/x‘\a,,s_('é-r'\)/Ro,t-h/SPo Gauzs}.( ,10)

h4

Cette région est doublement locale; nous notons, par exemple, N,

la vitesse horizontale considérée non plus comme fonction de ¢ , 13_, 37

et £ mais de x, Yy, S:(3+43/Ro ekt t:E/SRO

Les &quations correspondant & cette région IV sont alors les suivantes :



v v YayY v X -4 )
(a) 2V +RoAD A +a 2V +(14R eNA-
e(a\: + Ko o+ 2% +( 0(3‘\9) )
-> \Ve
2 - 1 D'{—“PAL‘Q’:&’)"
QORO at !
(b) ?.v R e =
331,4- 0Bo.p =0 Po(v,11)
-»
(c) Ro.Der 4 3 Y =0 .
o3
v
(a) 28.W2¢E +Rov.DE -0,
4" 25 )

Conjointement & (V,10) nous définissons le développement local

suivant :
v
4 ¥ 3
\r N v,
vV v v
w ~ ~w,
= ° 1 +R e (v,12)
v v o v
¥ 4 ¥,
v A4 v
e Co e
Le passage 3 la limite local (V,10) dans le systéme (V,11) conduit,

e .
a 1'ordre Ro de (V,12), aux équations suivantes :

’\

* v -»> v
(a) D o:O, aa::),]_o.;o ;
(b) Q VVV - O:

% o~ 7 +

(v,13)

v Vv v

(e) 'b%eo +w0§'}€0 =OI.
v v 5 VvV >\ A QY

(a) \éo(g:ra+«\:fo?;{'z+&/\%) +1D4=E % A

ot o3 o, %2
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Les conditions aux limites associées a (V,11) sont les suivantes

4 0 )
~ -»
=0, Aro=nv, ¥: 1.- ,
V,1h
Y v ( )
S:O/ N = O) w = QO .
et )4 v v
I1 vient donc pour Vy ,wo et 1..0
v
> _ =0 Y _ .0
v
g 2 v (V,15)
3=Ol '\ro:o ) '\Mo: o .

En examinant dans un ordre adéquat les équations (V,13) auxquelles

sont associées les conditions (V,15) on obtient

= O

0g <

/

et (\;o = 0. (V,16)

Qo

v A
Le raccord de ?O et eo conduit alors au résultat suivant

v ——
€o = €ol-1 - ¥,47)
0
De méme, le raccord & l'ordre Ro des régions IV et IT conduit,
pour la pression, au résultat suivant
v —
To= tok1 - (v,18)

- Vv
L'équation (d) du systéme (V,13) fait intervenir le terme D 1—1 ;
on détermine la pression /}\, en effectuant le raccord, a4 1l'ordre Ro , de la
4
~

pression /|..— (région IV) avec la pression 1; (région II). La régle de raccord

que nous utilisons s'énonce ainsi
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I1 doit y avoir €galité entre le développement (formel) en série
~s .. N 2
de Taylor de 1\' au volsinage de 6:-1 , trongqué a 1'ordre RO et
réécrit en variable ;S , avec la limite, lorsque = *o00 , du développe-

ment d'ordre Ro de ¥

v
Cela conduit a écrire pour 1.1 le comportement suivant

v - ~ ~ /
1‘-1 = ;S‘jéé;rz)k.q * ?K‘-1 + 1‘1

v 7/
ol la fonction 1._ tend vers zéro avec 1/5 .
1

v/
Pour déterminer 1‘,1 on écrit, & 1l'ordre Ko que 1l'on a (c'est la

relation {(b) de {(V,11).

v By =
5_31__4 + Bo. g,.,= 0

v .
et en remplacant dans cette équation par sa valeur trouvée ci-dessus
1Y a 1Y

on obtient :

. A/
ce qui, associé 3d la condition 'Q»Vm ( 1,,,1): O , entraine

Zs+e0
v/

1\1 =Q ,
v

Finalement on obtient pour 1\,1 :

v ~

4, = 50%6"0‘_1..- . (v,19)

11-1

L'équation (d) de (V,13) devient aloers, en utilisant les résultats

(v,16), (V,17) et (V,19) ainsi que la condition (V,15), et en posant

v ~J A\
- -y —pp /
’\r‘o - ’V‘ol"\ + '\r‘o )
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Vl B d v v j
-/ 2 ’
-2,'\-;:) +&/\’\f8 :-.To -Q-z'-\l;'o .
ok 23 ’
~ v Fo) s
£=0, Ry = AT X,
MY 1 r
3=0, Vo T Voas (V,20)
v -
Lo (/)= O
/
T 400 |
7
R 7 = >0 - 0
ou To=EL /€oi-a ot Vi, =V (%) t’/\'\?a‘-‘-l-

I1 faut noter que pour obtenir ce probléme qui est celui 4'Ekman

instationnaire nous avons utlllse la relation (a) de (IV,17) pour %"— 1

On pose Xo ,V— - l'&/\ '\,— dans (V,20) pour obtenir le probléme

équivalent suivant, ol 7 et ’\a_ jouent le rdle de paramétres :

\_/_’ v
_a..Xo-i-Lx :'T'o_.x

\/ v
-0, X.:X@®):- AT
= ’ 0: Xo( )T-"'\fo|__1+\— '\Gl_.‘ 5
L ( 3 Y= O
TS++00
/
Ce probléme peut lui-méme se mettre sous une forme simplifiée :XSi
~
nous supposons l'existence de la transformée de Laplace, I_(P, S),de XO(E/S)

nous obtenons alors :
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Y 2 3o
(p*L) L¢p,3) = 'T‘oéa_szL(P,S) + Xo

)
> >
3=0, L(p,3)= L, ; P (v,22)

Qe (t.(P, S)) = 5.
3+ 00

J
v

N . =
Nous sommes donc, en principe, capable de déterminer '\ro 5 pour
zela il faudra pouvoir avoir accés a la transformée inverse de T_(P, S)
Nous ne traitons pas ce probléme dont on trouvera une solution dans

GREENSPAN (1968); rappelons que

to0 %
_ ~pou-
L(P/S)-fo eP X (w,3)dw, peC.
v
La gquestion qui se pose maintenant est de savoir si la vitesse ’:f

~
. - L .
se raccorde avec la vitesse Ay de la région locale ITII. A 1l'ordre O la

condition de raccord entre les deux régions, pour les vitesses horizontales,

se traduit par 1'égalité

~
N 4 . -p
/QMW r - ,em N v,2
~~ ( 3 - ( 03 . ( 3)
Er+e0 k> 0
Dans ce qui sult on montre que ce raccord a lieu et 1l'on dit alors
qu'd 1'ordre Qo , 11 ¥ a adaptation au modéle d'Ackerblom.
/\ — ~ ~.,
. P S 3 7 _
S1 nous écrivons '\,—o - ’VO\"\ + ’VO et /\ro. ,{’f

la condition de raccord (V,23) devient

mc*'v Bt (02) = Wi (R, ) Dwt Vol s

L"O b%o

et le second membre de cette &galité est nul puisqu'il traduit le raccord, en
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— A

ﬁ -~ - i
temps, de "?r avec f\}’o sur ‘5: -1. Le probleme est ramené au sulvant :
0 v n

. . « . - - . .
pour qu'il y ait raccord, & l'ordre zéro, de /\ro et '\6 il faut (et il suffit)

que

\"4 ~
e () = bt (7)) (v,24)

t2>00 >0

Montrons qu'il en est bien ainsi, et pour cela considérons

\/

od vV
s . /
AT - )

E* o0

Le probléme d'Fkman instationnaire (V,20) montre que cette fonction

satisfait le systéme aux limites suivant

- v V. o) W
= ¢) LN ’
/ -
'Q/\ ';'I' = T, 2. A7 .
o 0 32 0
o8
v —
- ¢ o0 (0]
$.0, HU..%° . b
0"'\ J (V,25)
A -
Q)
-> /
»QJ/VW ('\fo ) = O )
T > o0 )
> 9 35 | o
ol 'y = "/ au temps k- O et en "%: -~ 41 ; la condition pour
ol-1 o 3 —
, . > -
3 = O provient du raccord, en temps, de r\ro'_1 avec r\/ol__ 4

I1 faut noter la disparition du terme O ~'\ro’ lors du passage & la limite

~r

L -+ 00 dans (V,20) : on a pour tout ’E'e CO,"‘OOC

\_: / L~ Y_)/ ~ \_{
Vg (%,Y9,5,L+1) = (x,4,3,t) = %"GN
| ot |ez 6,

[ %

/
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~ Lo "
avee b ¢ O < kb+1
5 ©0
par conséquent, la limite /\Qs
v -
. » !/
E*+0 'Ot

Comparons maintenant (V,25) avec le probléme aux limites, satisfait par

étant supposée finie,

A ~
10 . -/ . . -

R’r - ,04,.\,\('\6 ), déduit du probléme d'Ackerblom (IV,47).
O

20
] N N
- 70 2 N/
&/\mb = 'ﬂ,ész 5
(S
N

]}

/0 e
o) Ar, -
‘ 0 "ol

S =
Qi (

T >+e0

On constate que 1l'on a bien (unicité des solutionsg)

A v
/0 ..’Ioo
ﬂ% = q%

clest-a-dire (V,2L). Par conséquent, 3 1l'ordre zéro, il y a adaptation au

modéle d'Ackerblom.

V.2.2.- Le vodisinage de €'interface

On considdre la région locale VI associée aux variables locales

,E:t/SRO et S:-'b/Ro

2

o

/

(V,26)

et 4 la limite locale suivante
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SLRo V0, anvec wo,El, %Y, Slt @,-.acéb}

En adoptant une démarche identique & celle que nous avons emprunté
au paragraphe précédent (§ V.2.1) nous avons, dans la région doublement
locale VI, pour les composantes de la vitesse, de la pression et de la

vV v v v

masse volumique notées respectivement f-\'r s AW 1,_ et @ , 1le systcéme

sulvant :
v V , 7 .V - T\ )
(a) zcz:r-o-ko '-\’f.D f-\’r-ewa’é-s’;l.’*(""'ROFma)&/\%)
3t ; av .y
= -—Dt +E %A
(b) &o Ro o%*
v
Lt - Roog=0
o _ 2w = O ¢
Ro D.r % .
(a) 28 - W 2¢ +ReA.D%=0,
-1 N
~ 4 o v
(e) t =0, ’V‘:"?r, t = 1.0)
I 2 v
8=0, vo= le w= O »

S

et si nous définissons, conjointement au passage & la limite local, le

développement asymptotique local :

v v Y
A A, 7
v v v
[ V) [aV V7Y
W - ° 1+ R +--- (V,28)
v v v
t o g
v v v
e €. €
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on obtient successivement les résultats suivants

' v
(a) w, = O,
v -
) 1'o - 1’0!0 )

(¢) {,4:-54‘

v ' ! N

)
et en posant ’\r'o f\ro + ’Volo

instationnaire au voisinage de

v --
€0 = €olo ;

A~
°|o * 'hlo,'

1'interface

v
2«%@ RA% =3, B
?)\:. v, 3:
O &I"a: '\_}o- ’\-;Oloo )'
v -, Y
3=0 ., :fo’: o ’_"’blo 5
v -»
& ()= O,

-

ou VO est la valeur de la vitesse, inconnue, dans le plan 'é S O

et ol Y = E-J./eolC)

Ce probléme est trés différent de celui que l'on a formulé au

4

voisinage du fond pour f\)a : dans la condition en 3: g

la valeur, inconnue, de la vitesse.

De plus, il faut aussi s'assurer que 1l'on a bien

t=0, \{) = Vg

- O

S

on obtient le probléme d'Ekman

~

il apparalt

(v,29)

(v,30)

Ces deux problémes sont donc dissymétriques.

(v,31)

LA d
afin que les conditions aux limites en S = O et L - O du systéme (V,30)
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—y
soient compatibles. L'expression de VO donnée en (IV,71) et notre derniére

remarque impliquent que les données initiales ’?)"oet 1..0 ne peuvent pas &tre
indépendantes mais sont liées par (V,31).

Comme au paragraphe précédent on peut se demander s'il y a adaptation
au modéle d'Ackerblom (& 1l'ordre zéro), c'est-d-dire s'il y a égalité des
limites suivantes |

.. 4
«fQJNW ( ’V;) et 7 (’Vo) .
Lo+ L+ O
Une argumentation semblable & celle que 1'on a développée au § V.2.1

pour répondre 3 une question similaire nous permet de répondre par 1'affirmative.

V.3.- L'ADAPTATION A L'AGEOSTROPHISME

Nous revenons aux équations (IV,11) et au développement local (IV,12).

) 1y A - ~ < .
On obtient pour ’\;:1 . Nud, 1»1 et ez le systeme local suivant :

— ~r N P Aas ~, ~n - AN
@ 5 2% +3:D % «W,2 T 4By BAY, LBAT)
3 >y
~ > 4 - o~
* «(a'&’vé T Ql\;{ro) + i‘aD'}‘-z_: Q,
(b) AN +Be.5,=z0,
e .2 = (v,32)
331‘1 ‘ b
-y
(c) D-':\*): ‘?aa-}'\xl: Ol
(a) A5 4+ AR Do + 0,207 a0 48 =0.
‘at 1 (o] 94 oaée 4d%
’ .)
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> o
Nous appliquons 1'opérateur &0 D/\ (et nous utilisons (c) de

(v,32)) & (a) de (V,32) pour obtenir :

N, a)) (v,33)

et si nous remplacons dans cette derniére équation ’\M1 par son expression

obtenue 3 partir de (d) et (c) de (V,32) on obtient

- ~ ~
(B-RAF, <8 201, 2F,) < 1 BA%).(BAY)
(4

[
3t o 9y

2 - X e
+ 2. DA~ = ID
(2“3 o) (T\‘\) (v,34)
D = A.B(R.DAY) « 3.7 +2.D ao%%
- - 2
- Bo %D (s (% DT, 21)) (v,35)
= (e, Bo éaz) 1 QAB,’F ‘ 6(?‘~1> .
*
dE®) ~ ~
on note 1D la limite? supposée finie, de ID lorsque E>+oc0.

On peut tirer profit de 1'égalité :
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2 (32). B( 2F,") + 4% (w53 €NBTBQRF)= O
2.(%"). D( 2t h%e (o &?) PRt

pour écrire que 1l'on a la relation

w0 -1

~,
D= e Vo

- A oo S oo
o QD//\1\4 + (3 50;\’]3 L4 (V,36)

-~
Maintenant nous intégrons la relation (V,34), relativement a t .
de <> 4 400 et en supposant que nous puissions justifier les calculs,
[
nous aurons une relation entre la limite & 1'infini de 1\1 et une fonctionnelle
~ (A
connue de 1¥4 , ou plus exactement de sa valeur limite pour t*»+00 | On est
~s
donc conduit & examiner le comportement, pour des E grands, des différentes
fonctions inconnues du probléme. Ces comportements sont fournis par les conditions
de raccord de la région locale II avec la région I. On détaille ci-dessous le

YR
raccord des pressions & 1l'ordre on

i) développement (formel) de 1~ en série de Taylor au voisinage de t=0:

- —_ —_ 0 -0
x93 = (3 + Ro (4, +t(§-t1,4) )
+RE(TS t(g.tm") + O(R?)

ii) écriture en variable locale de ce développement :

PO 3 SR = Fola) + Ro R+ Ro(F 2 SEERY)
+ O(R)

¥
iii) développement local & 1'ordre Fio
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T\(’x‘ta,%,t):-{-o(}) +Ro 16:1 +Ro 1'\:1_1' O(Ro ) .

Notre principe de raccord,

limites suivantes :

dit qu'il y a égalité entre les deux

R (Fo(3) +Ro T, + R 1,)
k200

et

s CRg(3)+ RoF 4 Ra (F+SEQEY)

I;-)oo

A
d'ol les comportements de 1': et1.,
L K

A - ~ !
1“‘:' ?—404'1"‘
et
~ - 0
1,,,_: 1—7-+St(aat

'Q”“<(1'1/ )

(V,37)

(o0, 0).

e d

- . . =2 . .
De méme on a pour la vitesse horizontale S et la vitesse verticale™W:

\

N - ~
> 320 S5/
Vo =V, + Vv,
~, —— ~ =<.0 ’\;/
F= B0t (2R
‘at o 1 b}
L (v,38)
W, = A + W
1 4
/¥~y 3
oL N,Q;m((’\ro,r’\’q'w*)):(ol 0, o).
k=0 J
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L'intégration de la relation (V,34) ncessite le calcul de

1'intégrale

f D (x, \y, 3,00 dw

On a 'E
jo D(w) dou = tib +I (ID D Ndw ,
et on note
L ~ ~ +oo~
f Bdw = LD + PF'(So D dw)
0

ol F>F— est mis pour "partie finie". Il vient alors, en intégrant (V,3h4),

1la relation sulvante :

- - :¥ - > ﬁ; E,:_()
1 2 .
+ 7__( DAY ADAV) +By & D/\'\ro>
AL - 00 *fxlv
+ k +PF<fO lDolc\D + <kkzy , (V.39
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ou < tt‘% > désigne une collection de termes qui tendent vers zéro

avec 1/1;’

ey = Do BAY, < & ’ia«;lg) %‘h)*

~ 3 ~ ~ - e 4 Y
:;: (BA)) (DA ) + (DAV)Y (BN )+ (3\392--6/“-,{,/.

La relation (V,39) doit &tre cohérente avec l'analyse précédente

et cela implique que :

S(B Q/\('a ) Bo 2 (de")-,}(( 4)0))2 ’l\bq: (V,40)

On tire alors de la relation (V,39), en utilisant (V,40) et (b) de

(v,2), la condition en & = O suivante :

(¢)
£=0, /NI, —e('a)& DARS -\-Bo%(% %( :))

- En(L(BAT) +By DAY

e (Y (6 ) By 311‘,1°+

(eo('%aa-Bo -3-1-0)13 1—, + (& R7 -
= D(%a«rf)).bh +B. 2D AN)

+ PF ( j-:oo B(endew ) 3 (V,41)
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>0 o 0 o
ou ’\); . '\): et T"‘L désignent les composantes d'ordre (@) R I et 2

du développement en puissance de Ro des données initiales; lorsque celui-ci
est impossible ces termes se réduisent & zéro.
~vy
Le dernier terme du second membre de (V,41) fait intervenir ID .
~or -
c'est-d-dire 1,\,‘\ . Ainsi pour calculer au temps k- O , la quantité N 1-7_
il faut avoir résolu le probléme de 1'adaptation au glostrophisme, c'est-a-
. Ve
dire qu'il .faut connaitre
q 1«_4-

La relation (V,41) est alors la condition initiale qu'il faut associer

a8 1l'équation d'évolution du modéle agéostrophique, c'est-d-dire 1'équation (V,9).

V.4.- COUCHES D'EKMAN STATIONNAIRES DE SECONDE APPROXIMATION

V.4.1.- Les equations de couche Limite au voisinage du fond

Nous nous plagons d nouveau dans la région III (locale en altitude,
par 1l'intermddiaire du changement de variable défini par S = (§+4)/Ro ).
N A A
Pour les termes f{'r« s M‘L et 1..1 du développement asymptotique (IV,40)

on obtient le systéme suivant

. ° xR
A 2 A ~ 2 A
A - - Q. AF
+(>«'é/\’\ro +£J—0D 2 = la—gz'\’;,

(p)
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v - -

(v,h2)
-4 \ A
() Do'-\’f' 2 W, —O
e —
A as 2 /
(a) SEA-!"/\_;)' DE, +w 20 =0
a—ten fe A 1.a§?,, ;
N N 5
-» - N N
(e) =0 ) Vo TV, = 0, W, =, = 0.
o

sulvants :
~ = ry A/ \
> > >
(a) NS oZoA; + S ?..""o + v .
- A -1 CEY |- v
N - 3 A/
(b) Waq = Wal, ¥ Sv_.%w,\\_1+ W
(v,43)
| 2
A - 5 - 2 - A/
= + 5 2 "_Szd +
(c) 2 Ta- ‘D‘th\—n +5 o\_:bz'].o |-, |,
A -
] i, .o
(@) €1 = €y + a=o -1 +€a
’ /
3 Al ! /
ol ’\77‘ R WL . ) q et ,6\4 tendent vers zéro avec 1/5 .
T1 est aisé d'obtenir, 3 partir de (b) de (V,k2) et (c), (d) de
/
(V,43), la relation suivante entre Tmlet é\:
Al
(V,hk)

1
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A’ )
et e1 est solution de 1'édguation suivante, obtenue en reportant (d) de

(V,43) dans (4) de (V,u42) :

Al Q D2 A A Al :,\/ > _ /\/ -—
5;;‘:94 +y D €4 tW, ?.e, + Ve D €=, * W, }L.’o o, =0, (v,k5)

| - '
La fonction 61 ne dépend donc que de 1-1 (et bien entendu de € , La, ,

et & ). On intdgre la relation (V,i4) par rapport & S pour obtenir :

Vo) A/ 5 f
1o (X0 5,6) = 1y (3,0, - Bo_fo@(x, 9w, t)dw (V,46)

) A
et on détermine la fonction '1.\.2.(‘)(‘\3_, o, t\ en écrivant que 1,;

satisfait & la contrainte suivante :
. A/
l‘m (17’_ = O
La+00
ce qui conduit 4 1'égalité suivante :

b
3=0, 1’:: z Bo-fo ’e\:(x,\a,w,t)dw

oll nous supposons que l'intégrale est finie.

A
Finalement, 1l vient pour 1._ g

+00
2 x5, 8= Bo [ §lonye,)dw (v.47)
3

N
Nous pouvons donc &crire pour 1,7_ :
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1—1_ 1'2I- +59 1,o|_ +Boj e,(xta,co tHdw

Nl

251— |- " oba’

Al
On peut remarquer gue la fonction (D 1 ne peut &tre identiquement

nulle; en effet, 1'équation (V,45) impliquerait alors que (‘\r De‘ ,.01&) =0

avec 3:-1
{’\ / - 3/(7-’ro) -— ™ —
v, - e . ( &A'\'} _ (3T ) -, we(S/ar, ™5 )
o -1a2 "5/( ,
et "vu = -( )(“’o €ol- .) D :‘:1['1 ( Co(SI(Z‘T;) Y+ova (3/(7.1‘) )

ce qui est faux comme le calcul 1'indique.

V.4.2.- Probleme d'Ackenblom de seconde approximation au voisinage

du fond

A
—,
V.4.2.1.- Vitesse horizontale /N7

Nous avons, d'aprds (V,u43)

f

> 3 5 5
R +33&’r + AF

avec \
. >/ »
Lirnn (’V‘4 ) = 0.,
X9+ c0
o
Si nous reportons cette expression de ’\r’ dans (a) de (V,Lk2),

Y
en tenant compte des résultats du chapitre IV, on obtient pour f\r le

probléme d'Ackerblom de seconde approximation :
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\
N
/ -5 N/ - !
YR
T, & - kAT, = 5,
a3 ! :
-0, 2 .-% b
=0, V= -V (v,48)
~ -»
L (Ar,) = O 5
X++o0
/
ol
Ny
- -1.’A’ - ’\, P
- - N -
—n "'1’\' * ’-\' — ‘1_ -» -,: ’
+ (eol-'\) €a QA'VO +( €ol-1) €al-4 RNV,
ANy~ oy A
- /
a 2t
et ’T‘O:E"L/POI-‘\'
o Al a Al
0 X =ar - LEA ~ (V,48) pour obteni
n pose 4= V- L 4 dans (V,48) pour obtenir le
probléme aux limites suivant (o £, 2¢ et ‘\3. jouent le rdle de
paramdtres) :
~ A A A ~N
2 -» - / - -y /
nr '.a.. X -iX = (g —L&Aga .
0o 2 14 4 0 J
o
5! =
p=) é -
S:Ol X‘\" Vi~ /\’V’ll—ﬂ)/ P
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dont la solution générale est donnée par

Al

) - .2 ry _3 :\9’ - ,-},
Xaz = (T - RAZDE [ 633)(S,(5)-iRAE] D)3

o

+ 00 "y Y
| +f§ 6(5 3}, (5)- ik A Z2Y) 45

(v,50)

ol les notations sont les suivantes :

EQR): exp(- 228 )

(11\03101
( 1&( eo((E"S)_Q-c((§+SB) 0¢¥¢3
-3 y
(5(§,Sj>: ¢
-10_‘(e°¢(5-§) —e:c(<§+5)) ) 53
L A

1
avec o(:(']-FL)X y c;(- = (1 -L)Y et Y= (ZTG) .2

On prend la partie réelle de 1l'équation (V,50) pour obtenir :

= +5?—’§5'_1 — exxp (- Sfam)™ ) - Vo1 <@ (')

- —
+ &N A

S 37 Y,
, pon (SAay)) +Re( JRELLY (8,5)-nGE) dE

+00 ey, - /3/
+fs G(5,5)-(5,(8)-L NS (%)) 45 ). (v,51)
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I1 est important pour la suite des calculs de remarquer qu'aussi

~
—— I —
‘bien /\‘)’T“_,‘ que @o s'expriment pour 1'un & partir de 1.-?_'_1
et % et ry our 1'autre :
1‘1[-'\ 1’1\-‘\ P

_ - - -1~ 2 &
i o PN B - 8T B 0

- S%i( -61-:,,‘_1) - (5‘3 éAB :':4\-1 ,

>

| , - ~
et pour @ on a vu que A ne dépend que de de meme
o 1 \ 4"' 1
> e X A o/

que '\,—6’ g et MW, , par conséquent @o ne dépend que de '1,-_1'_1

(et bien entendu de _1:.0‘ A mais cela c'est 1'état standard),

N
V.4.2.7.- Vitesse verticale Awq . Condition

a La Limite, en = =1 powr :Fq_

A
On détermine W, i partir de la relation (c) de (V,42) et du

résultat (V,53) qui nous permettent d'écrire

LY A
W’L- _4(0 D.’\r:‘ do *WZ"S:O

| - - Al
_ 32 522 =
4= V- ¥ -a-b'\ﬁl—'\ + v,

On & donc en utilisant (e) de (V,Lk2)

a
U Ar

A 5> — Sy A
M, = - Y - Y
2 3 D\, ‘fo B"V: de (v,52)
et d'aprds (V,43) on a
A — — A/
‘\.u?_:: W +S.fa_’\v + AW (v,53)
Al x -1 z

ce qui entraine, en &crivant 1'égalité des limites dans (v,52) et (V,53)
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lorsque S tend vers 1l'infini :

+00
- B 5! '
Wala T T 20, Ay e t)de (V.5h)

C'est cette derniére &galité qui va fournir la condition 3 la limite,
en ':b, = -1 , pour 1'équation (V,9) du moddle ag€ostrophique. En effet, '\4;7_
~/
est donné par (V,7) et nous avons déterminé ,\’;-4 en (V,51); ces deux vitesses
s'expriment en fonction de 1,_1 et 1_‘ (et aussi T,o ) par conséquent (V,5h4])
est bien une condition sur 4. en = -
e %

De 1'égalité (V,54) et des expressions (V,7) et (V,51) on tire tout

d'abord :
- +oo/\ «X % A, A / .
D-f «"r: de = 5-@2'4 f { { G(gs).(ﬁ‘,(g)-awvf{,@)o&g
0 0 0 |
*e0 3 4 2/
té G(gs)-(?,&)-.;&/\&('s‘))o'i} AS>

+T).(92¢(-(€1|_1-L %H)f [E(s)dS)) J

soit encore

102

*o%! -1 222 _
D.J‘O 3—" (T)( eOI-") D tu-r %P(’hl-«)

ol AP ( 1——4“_,\) désigne une collection de termes fonctions de T_.,

et de ses dérivées en 73 =- 1 , ainsi que de 1,0 et des dérivées de

To = 3=-1.
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On obtient aisément, & partir de cette derniére relation et de

(V,54) ol W, est donné par (V,7), la condition limite en %:_ 1 pour ? :
' 2

76:—-1.)

( Bf(-sg.t v (o8 'BADYE, - 6);_%
(s 3 :_;io( Y 2B ~(ayBofe) 8A B ﬂ) B)E,

d% . J(%.,) (V,55)

B(:i:,‘) = Ly( :‘-—1\ - G:(L) ) ¢ est donné en (V,8).

V.4.3.- Les Bquations de couche Limite au voisinage de £'intenface

On considére & nouveau la région V (locale en altitude, avec §:~ROS).

'y A . .
t asymptotique (IV,T)

TI1 vient pour les termes %: . WZ_ et 1..7_ du développemen

le systéme d'équations suivant :

(a)

’\

Y Py
r 4 23 A 3
eOIO( ’.a.t’\fo t+ Ve D Vg — ,‘,é's'\f T'ﬁ‘a' A '\’;

2> 4 a 2, 3 DA P ]
2Ys = (o)
A '\r,\) +e RNV, +1 Dt = E"Léizm—" ;




S N
(c) D.%, -24,=0 ;
[
Sa. :) B‘ A'.aA
(d) _‘b—\:e" + v, ,-be, --'w4&)_i )
4 -
(e) X=0, =V,
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v ~ -

(v,56)

Les conditions aux limites qu'il faut associer & ce systdme seront

fournies par :

région I).

— la condition de transmission sur la surface % = O .

Le raccord avet la région I donne
(a) .3 223 S
,y; - '\’%lo - Ziﬁ;v;l()'k v J
L - r N}
= 325
(b) '\'\)7— W.z'o 35 4] +Wz y)
a — 2 42 —
-5 27 154
(¢) 1',_- 1‘2!0 33%1:|0+isd%1' 1’1- 2
A - ~-<ds, s/
@ €y = Bato EJ;\-1+ €
al ay >
Yi (%, §1,6.3)=(8,0,0,0)
Tar+00
et
/ /-
:.a-?.— - B '64 =o .
o5 ' *

- le raccord avec 1l'écoulement principal (c'est-d-dire la

(V,57)

(v,58)
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a’
Comme précédemment on montre facilement que @, est solution de

1'équation
I a 2, » al
A’ 2 - ‘ 2
Saate1 ""\fotDe,‘ i QS *”\ro DPO‘O+M1 _-eolo-o .

Ici encore la solution, 91 , ne dépend que de L (et bien entendu

T’O et £, X > % s S ). On intégre la relation (V,58) par rapport
al
a S pour obtenir, en tenant compte du comportement pour 3 grand de ‘r

a/ +02/
1..1 = - BO"& f, (%Y« dw

a
On obtient donc pour
o t,

A
o= Fuo =52 Fio + 5 om;fo\o—aof iy O30 (59

V.4.4.- Probleme d'Ackenblom de seconde approximation au voisindage

de £'internface

V.o4.4.1.- Vitesse honizontale '\Q’L,,

Nous avons, d'aprds (V,57)
3 —_—

—’

v,= o

QM 3/
W
(ry)y=0
300 »

Si nous reportons cette expression de Af, dans (a) de (V,56), en

QI

tenant compte des résultats du chapitre IV, ou obtient pour r\,—l le probléme

d'Ackerblom de seconde approximation :



1 - &/ 3/
v, 32' 4._&/\"\")‘ ;
axz
al - _(4) —_ b
=0, A} = V. -, .
!N o] Al Jj (v,60)
. Al >
-5
3&»’”&("’4)=0;
-

A~ - - (1)
o vo - E—.\./?O\O et 0 désigne le second terme du développement

en puissances de RO de la vitesse, inconnue, de 1'&coulement dans le plan

- =

V, = U, +Ro Vg +OR)

‘/

Le second membre CBG est défini par :

/
-1 2 a ay

C\G = (6"0 ?alo) 01' + (3\3 &A’V‘o +(?olo) e‘\‘O&,\’{’r"

1472, % a 3 a - 9, /
* (fol0) €, Q/\'\Q,—W,% +7-D A,
a — a
i / = Y S ’
Vg e D g +S'b§'t.’v° .
—‘) 7 _" / A /
On pose Y, = /\r'l -1 &/\ ’\1’1 dans (V,60) pour obtenir le

probléme aux limites suivant (ol t , X et ’\a, jouent le r8le de paramétres) :




~
1 é’, 5/ :) / - 3 /
Vol Y, 1Y, = G, kAT, |
oz
=0 5’// 7 WA W b
- ‘z"(vﬂofv" BTy Ve)); (V,61)
-
W ()= 8,
5> +o00 J
dont la solution générale est donnée par :
-‘-)/ 4 -
- vy > a)
LA CR A INC AN 3O
3 37 - 3/
+'£) G(g,5) (T, (8)-1en B, BT
(v,62)

+e0 57 2/
o & (5 5).(B,(2)-i AT, (x)ME

" G+
E.(S\ = eon(- (-2’—.’—;;-4'25)
_1a(eTEI_ BN o esex
G(E,3) =
i} 1?:; (eo((’S-E\ o E+ \)) £y %
avee o =(A+)Y, A== ¥ et ¥=(273%) 2

On prend la partie réelle de 1'équation (V,62) pour obtenir :
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a _ — -
’Vq = '?’Xlo -32 fv;|o—~ e”“P(—S/(?.V,)"z)'( '\"} —@ 4,)Cw<s/(w) )

+ BN By U i (Stz™) )
3 3 7 - 3/
+ Fe ( fo G(s3Y).(, (g)—t&/\*&",(g)vg

+od a
+ ,(S 6'(2) S} (cé: §)—L&/\% (§3)d§> (V,63)

o N}
V.4.4.2.- Détermination de Vo ).

On utilise la condition de transmission (a) de (I,37) pour déterminer °
4 (4) . . .. 1.1
VO . Comme on l'a fait au chapitre IV on indexe par un "a" les grandeurs
atmosphériques et on utilise le mod&le 4'Ackerblom pour décrire, en premifre

approximation, le champ des vitesses atmosphériques qui intervient dans (I,37);

il vient alors :

) 3 a : 2 a
PEN 2 2= O, sor S5:=%:=0. (v,6)

Nous avons

O
et A f’r:-q- Ro +A(RY)

qQ
1'égalité (V,64) s'éerit alors, a 1l'ordre O(RO) et O(Ro )

_* 3_. ) a“gs‘l_‘. :'«__"’
523=0, NRO(-.Q-% °lo asv1)+/,¢ Ro (}}"6\0 a%av" )” O

ol ?;CF:'%jllecr~
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s a X
On a pour la vitesse ’\f; une expression analogue 3 celle de ‘\r‘:
Ay
ragt "’ &\ rd P S (’l)
¥ Re(- (B o T BAEL-VINETSM

oS / a
a a 2 'aq > /g
+f G (530(B, - BN )d S
O .
“*00 9) /{a d ‘—.’ /q
a
LGNS Y .(T, - kNG, )dS
5 (V,65)
une fois que les grandeurs atmosphériques aient été développées sous une forme

analogue aux grandeurs océaniques. Dans (V,65) on a posé

a
(Sa - (’\-(-L)
=0 (21" ) " /€°‘0
L1z (& (330 _ M350 st
G'(%,5%) =
d A( . a

-1/2

avec "(1 "'LBX _a’(/"L)X B‘-‘-(Z’):) .

Ainsi lorsque 1'on a
a.
4RoJpu* R = O1) (7,66)
et plus simplement

/,( Ro = /Aa R: (v,67)
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la relation de transmission s'éerit :

A~ 4 Q3Fa 8! 40 .
T A L Y O

La situation décrite par (V,66) est réaliste puisque nous avons
(GERMAIN; 1973)

/ua'N’\O‘z/A ,

et que pour les &coulements considérés dans notre &tude nous avons

-2 2
Ro~ 10 Ro .

Nous ferons donc 1'hypothdse que (V,67) est bien réalisée, (V,63)

devient donc la condition de transmission qu'il faut associer au probléme

= (1)
(V,60) pour déterminer '\] . On suppose que les théorémes de dérivation

o

des intégrales généralisées dépendant d'un paramétre s'appliquent; on obtient

alors :
= Py S2G s W
%f\q Q«.( (’\q‘o— o’—L ZA(V'\\O- Vv, ))%[E
vt -/
+J, 26(55); R(s)ds + 63T, (5)
0
a / -‘,l
o 26(%53.5‘(9& - 6(53) £3)
v 93 g °
47

/ >

To LRA <,

ll

H

4
| ou QZ:

2]

é
_ P S~ A
et un résultat analogue pour o Ar
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La condition de transmission (V,68) s'énonce alors sous la forme :

' - = & Al y 1
X-3%0, _2% 2% ) ROTAT WAL

o

2/ 5 a
vy (- VS EA -V,

+ o0

R f 2 6(5,5) G, (x4
0 23 Y
+00 -/a
fa a a
+f a’i*G (£39) % (Dds ),

De cette derniére relation on tire facilement :

=¥ (1) ~qay12 - b o —
0" e 3ng g 2 S
| (232) 2222\ lo e ‘
vz 1o = a
v) Vg "'(}';> Mo
) f+co g é 3
+ Re 2 6(83), - (5K(8)-BAGeY)d
< 0 3 IS:O( o g) /\q’;o(§)> g
/-(—00 ( ,a é :’,q
+ /[ 2 G6(gg” G (S)-8A0 (S))dE ).,
o 2z )l L o ) o ) > (V,69)
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a
V.4.4.3.- Vitesse verticale 'wa . Condition a La Limite,
en Zeo O , pour I__.,_.
g [

La relation (c) de (V,56) et la condition (e) du méme systime

entralinent

A Y - ~{$Sf=1

w, =3 D.oAgy + Do) (2 y, 0, )dw (v,70)
on a de plus, d'aprés (b) de (V,57) :

Y — ‘ — "

w = W "'S?—W 'Q‘W.L (VaY])

2 210 —x% -1‘0

par conséquent, en prenant la limite pour 3; tendant vers +o9 dans les deux

derniéres relations on obtient :

+ 0
- B ( . 4/
W, 10 = ( dw) = D-I v, dw ., (v,72)
Tr+o0 1 o,
C'est de cette dernidre relation que nous allons déduire la condition
3 la limite, en 3? :;() , pour 1'8quation (V,9) du mod&le agfostrophigque.

On calcule le second membre de (V,72) :

+00, 4

4 —
D.[ /%;(7(,3,&:,1:3460 :B'CR"("W“ RER VR A)

-+od +00 X :', \ .:,
: fo E(aVdw + /O {fOG-(gls).(’Q(g)—i&/\“eo(g))dE

+0 s/ %7
+'[§G(g/g).(cta(g)-Lé/\%o(g)BdE}ds) > o (V,73)
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On peut donc écrire, en développant le calcul de la divergence du premier
terme du second membre de (V,73) :

+od

B[ ~,

0

,

12 2
di = (co. B N G Ygﬂz —
(<% Foto) (m,f'a(m,«)«z (2B,

+__ Yo (@, S4y) D Faio® £C'1'—1, -'F:) (v,74)

(2,12 (2050)™™

ol % désigne une collection de termes ol n'apparaissent que des termes d'ordre

zéro et un (par exemple T"\lo et -Fo?o ....) ainsi que le terme suivant :
D < | w{ o5, ) (s f?:( $) Ug($Hds | d5
o Lo U e5 659 T, })

~ Pl
ou on a posé

/

-k

R
Shiv

o
- /
’\ko:

On utilise alors la relation (V,7L4) dans (V,72) ou W, est donné par

(V,7) pour obtenir :

- 2 (52 e5'@nDf .B)2
% OJ(BO<Sé“t +(“"°eo) 'QAD1"‘\ D)')’}

2
- (%0 éﬂ— ! de, ( v, } <¥> >"z> B 2
(20)"%(232)" \2

-~ (6, Bog) KN 63.%1:4 .B) %, =

~> a —ax~? = —a y - T
o (% eo) Q‘-Po'l, +§“§° z{(""\rk\‘) ¢ (v,75)
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Cette derniére relation est la condition & la limite § associer,

en '%_—.O , 3 1'équation (V,9) du mod&le agéostrophique.

V.4.5.- Conditions au temps €= O  pour Les conditions aux

Limites en 2=-1 et 220 .
[~ [44

Les conditions en ‘}:-—'\ et }.—_- QO , (v,55) et (V,75) font
intervenir un terme en 53/’3t , 11 convient donc d'associer a ces derniéres
une condition initiale, au temps £=Q .

~
Du systéme (IV,11) on tire pour T\zl'équation

(o]

2(24x Y ( 3 - d s = (V,76)
'b-‘l:_(- Yo )t Vo _3_’01—4 +W %2 Bow4 % ©, = o ,

On va utiliser cette équation pour obtenir la relation cherché&e au
temps E=0 en ‘%:O ; un travail analogue fournira une condition en k=0
et 73,:—1 . La relation {c¢) du systéme (V,27) qui décrit la couche limite
au voisinage de l'interface dans la région locale VI nous permet d'écrire,

en tenant compte de (e) du méme systéme :

-f B, deo (V,77)
o O
- ' L 4 Y laYs
o Ar, = '\_} + A
o - olo °
Le raccord avec la région locale II impligue que
v ~ s
Qo - ) -
( '\"’4\()"'S "%o\o) =0 . (v,78)

Xr+o0 ?5
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Ainsi,
+0d

-3 v/
A -»
’\/\),”0 = D.‘(o ’\ro(x,'-a,c\), tdw . (V,79)

La relation (V,76) peut alors s'écrire :

-

+o0
{ L A pog !' /
I1 vient donc en }-_—; O -

-+ /

L ~ 2 ~n
=0 2 Bo.d& ( DeAr dw -4 -D(2
% / >t ?%1’) d—/gj; Vo © % (‘)31'43 /
4

puisque d'aprés (a) de (V,29) on a w, = QO et le raccord avec la

48

région II de la région VI entraine

Rin ( '\:\\fa) =0 | (v,80)
30

on montre de méme que l'on a

4QIUW\ ('\’2)’°> - O ¢ . (V,81)
¥

Le raccord, entre les régions I et II, des pressions entraine :

'QM"“ (1”1 1"2’St(11"1> > .

t*+w

Ainsi, en "a =0

—\0
3=0, t,—n-oo( *g_('aaah)) (%t'h) ’

(%) Remarque : Les deux relations (v,80) et (V,81)ont été utilisées au chapitre III
pour établir (III;38) ainsi gu'au chapitre IV pour établir les

résultats (IV,37).
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On note alors

¢ AR

et iLAAA ’qp

T '('00

il vient alors, en supposant 1'existence des intégrales :

|§=o)

avec

Y =Y (%93S)

solt encore ,en 2 = O:

[
~ D a ~Ar -0 _ *‘?’5 x , ol SO oy A
S (%h}%%(%ﬂ’*) ) fo ((Boi-;a fo D dw - %»D(%w—% da

~r

Par passage 4 la limite sur © on obtient done
570, 28 =240 « [ (¥ -&2)ad 8
T 5= - - v,82
quand on fait la décomposition suivante pour le champ de pression initial :
o_ T o 2z o 3
t —1,0(%)4-?01,1 + Ro 1-7_+O(Ro).

Lorsqu'une telle décomposition s'avére impossible, (V,82) se réduit & :

3=0, 21, ‘f?"i“f'-*\?"")d”
e o ° '
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Une question reste & élucider : celle de 1'intégrabilité de 1'écart

NS

O
V- ) pour 2 = O .
La relation (V,82) est la condition, en % =0 , qu'il faut

associer au temps b= O 3 1a condition limite en }:: e donnée par

(V,75).

D'une facon analogue on a :

-0 ~ ~
3=-1, 2% =24, +fo(e_e_1)“u (v,83)

avec

~ - P - ~

O_,= - (Boéfaj D.Ar, dew +-"\’r.D(_a_1'))

o 0 a.b1 o
d ~0 ,

ou

v ~ A% ~

2 _ - / - '_;' '_\_’/I

Vo: Vol-a TV 0 Vot Vo
et

Pour conclure ce chapitre on va formuler le probléme d'évolution
~

agéostrophique comme on 1'a fait au chapitre IV pour la pression 1:1 ol

on avait formulé le probléme d'évolution quasi-géostrophique.

V.4.6.- Le probleme d'dvolution agéostrophique

Le probldme d'évolution agéostrophique pour 1'7. est constitué par
les relations (V,9), (V,k1), (V,55), (V,75), (V,82) et (v,83); on peut donc

formuler le systéme aux limites suivant pour la composante 1'& du développe-

ment asymptotique (VI,1)
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®) SDolNF,) ' B2 T, + (o &3 &nBE, DY,
Dt

 ow (BB, B3R - BT, BET
D //’\ +

%(deo/d%> ;
®) t:0, AT,= &(3)k-BAT +Bo 2(G ko2 15’“3)
) % e
e (LB By BBARY) vei(
-1 2 —32 1
A8 (B )+ BoD 1o+ P y-Bo 3 W+
(%38 BTN BT B2 D) PrfBa,
-1 =17 - '
€y 3=-1, (Bo <S’§—t +(p €5) 8N D4, - D% *("‘”eo)ocg (TOWB P (v.,8h)
-1 - - 5
—~(0,BoB,S BA D%H.B)h = (%) g%o ;
@) 520, (B0(SF, +@.ay'BABLBR  -(apl 4B (
(%%a)'llz i 3-zd)'l'z>B?- _(‘uoBoé)""z/\ﬁ(%E)-B) 1:1

(20 f2+@8)
-1 - —a - -a
= ::6( )"z(w:e;) it +;'.:§o56('111,h);
(29%) oy
+00
5=9, 21-'7_0:”6”1'20"' (ﬁ—-“\}\f:)d«?')
o BT % °
@) = ‘60
—-a (o] ~A ~o0d ~a
3=-1) %h :%h +J (8-87)99,
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ol 1l'on se reportera aux équations citées pour la signification des différentes

notations utilisées dans ce systéme.
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VI.- INFLUENCE D'UNE VISCOSITE VARIABLE,
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On élabore, 4 partir d'une idée de ZEYTOUNIAN (1983; non publié),
un modéle asymptotique pour des nombres de Rossby petits qui permet
d'inclure une sous—couche visqueuse dans la couche d'Fkman au voisinage
du fond. L'écoulement est supposé stationnaire. Cette sous—couche visqueuse
est induite par l'introduction d'un coefficient de viscosité dynamique
variant sur une petite &chelle relativement & 1'échelle O(Ro) de la
couche d'Ekman. On met en évidence et on explicite le mécanisme d'inter-
action couche-limite w.sous-couche visqueuse en précisant le choix de Fﬁ:
pour la petite &chelle microscopique. Le probléme d'Ackerblom de seconde
approximation pour la vitesse dans la couche d'Ekman est formulé lorsque

la densité volumique est supposée constante,
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VI.1.- INTRODUCTION

‘Le point de départ de cette étude est la prise en compte d'un
coefficient de viscosité dynamique variable dans les équations de Navier-Stokes.

On suppose 1'écoulement stationnaire et on dtudie le voisinage du
fond qui est, par hypothése, plat. La viscosité dynamique variable est carac-—

térisée sous la forme suivante

/"z/uo(/"m SHS /ueg(%q)) N

ol /40 est une viscosité, constante, de référence et 81 et 87. sont deux

jauges liges 3 Ro :

S

[}

84(RO)) et »QMM-(S) O

! Roi0

(vI,2)

8.

81( RO), et Qi ( S 3 0.
RolO

L'indice "m" caractérise un coefficient moyen, laminaire, directe-

ment 11 & la couche limite d'Ekman classique d'épaisseur O(Ro) , ce qui

conduit 4 faire le choix de
S,(RoY=Ro . (VI,3)

L'indice "fl1" caractérise un coefficient, fluctuant, microscopique
directement 11é § 1'émergence d'une sous-couche visqueuse au voisinage

immédiat du fond; on supposera dans tout ce qui suit que 1'on a :

,me<8 (Ro)/r\>0> O . (VI,b)
Roi0
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C'est-d-dire que l'on suppose la Jjauge 8’_ , qui caractérise
1'épaisseur de la sous—couche visqueuse, beaucoup plus petite que
1'épaisseur de la couche d'Bkman.

Ce qui suit a pour but d'établir un modéle en trois couches
fluide parfait, couche d'Ekman (couche limite laminaire) et sous-couche

visqueuse, en tirant profit du double passage & la limite

Rel O, 8(RDLO . (VI,5)

I1 est bien évident que cette modélisation dépend, a priori, de
la facon dont les deux paramétres Ro et Sz(Ro) tendent vers zéro;
cela signifie qu'il faudra déterminer la relation de similitude liant RO
et &(Ro) pour laquelle on obtient un modéle le plus significatif qui
permette la construction d'un développement asymptotique uniformément

valable de la solution recherchée.

VI.2.~- FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME .

On considére les équations adimensionnées suivantes :

(a) e(Ro('{’r.B q?’-t-W%;\’r) +(4+!?o(3’\a)a/\:\’f)

1 Do « 22 -
t (/*(%)a-% ),

oo Ro

(VI,6)

TTw
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-
(a) "\’r.De-&-w?.e—.-.O,
” (e) ' %:—1) 7\,"—-___6) amr= 0,
: -
| ol

)
AR = Lon ((3+1)/R0) + /u@((a,m)/ 5,(R) .

Ces &quations sont établies dans notre annexe %. On a fait 1'hypothése

que/Lg“eﬁ; eaetleurs dérivées premiéres restent bornées lors des divers

processus limites liés a Rolo

De plus on supposera que :

A, (re0)= 1, ,aee(»foo): O. (VI,T)

-

Lorsque l'on fait tendre Fao vers z&ro dans le systéme (VI,6) on
consid@re en premier lieu le passage 4 la limite quasi-géostrophique défini

en (II,6) auquel on associe conjointement le développement principal.

oy pry
AT, A
o) @1
= + Ro +--= . (V1,8)

to'3) e
€o 2

I Y

Le terme visqueux de 1'équation (a) de (VI,6) disparalt et on
retrouve pour les composantes du développement (VI,8) les résultats du

chapitre IV.

Pour l'analyse asymptotique qui suit il est nécessaire au niveau

de (VI,6) de passer a la variable de couche limite
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51 =(3+1)/Ro ) (VI,9)

et de considérer le développement local suivant :

~ 9 (A~ B 1 ) g
'\r('x_"\al—1+RoS1) r'\?—(—;( Y T) ’e’o ’:\,\f ]
1 g A 1
(2,9 ,~1+Re ) N (x,4,3,) 0 D
_ 1
) = R - +Ro +---, (V1,10)
t (XY 1+Ro3,) (24,3, o t.
e(x '%’—1+R054> Leul‘af&) ) k?o J L é\‘\)
On pose
A =8,(RoY/Ro «1 vz,

i1 vient alors 3 1la place de (VI,6) le probléme suivant :

(8 S(ReTDBDA 2 %13 +A+RoBBATY) 1
=_._1_.51‘, +/EL§((/:M(S,\)+,« (S,/A))?.ﬁr);
tooRo 3%, £¢ 25,
(o) aégﬁ: + Ro Bo. é\ =0, (VI,12)
(e) O A +Rol3.qf’;=o,-
3%,

————y—
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(d) Ro'\-a”.D?-r'QI?./é’-‘O/
%,
N
(e) 31.:0, &'r:O, Q:O.

VI.3.- COUCHE LIMITE D'EKMAN LAMINAIRE AVEC VISCOSITE VARIABLE

Le processus limite

{Ro ¢ OavecEL, X,"a, R S“ fix’és}

conduit, pour les fonctions limites du développement local (VI,10) aux

quations de la couche limite laminaire avec viscosité wvariable (on note

de la mfme facon la fonction et sa limite).

~
a o DI
=) Col-1 é/\ Vo +s D1’1I~1 = By aas(/’m(g‘l)a%’?)‘b) 5
1 2
B ~ A
(b) o’\fo + Q ’\»\).‘:.' O ;
3"5,I
v

on rappelle que

/\ e d"— .
1_“ - 1’1[»\ + S" ‘;61—0 ‘—1

Aux équations (VI,13) on associe les conditions de comportement

obtenues par le raccord avec la solution extérieure, soit encore

A\ —
. - ->
-QJJW\. (’\fo> feend /VO,-'] .

5'4—9 +o0

Le coefficient Gfoa) étant nul on perd dong, au niveau de

8¢

(VI,13)

1'équation (a) du systéme (VI,13), toute information concernant 1'influence

de ce terme; de ce fait on est amené & considérer un troisifme passage & la
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limite qui permette, lui, d'en tenir compte.

VI.4.- SOUS-COUCHE VISQUEUSE

On revient au systéme (VI,12) et on considére le passage 4 la limite
local suivant :

{RO‘O/MC E-.L r X% S,_‘-‘-S.‘ /A eéxéb }

> 2
associe :

(VI,1kh)

Il vient pour les premiers termes du développement asymptotique

5 3 of
’\F(‘Z.’%IASJ '\r(xl‘b/sz) = RO

g ]
Vylx, y,5,) +---

~ ) 6

w (xr"d‘/ASZ) 2 wix, Y, D= Ro w, (2,9, Sz)"""

? (x/‘a/A S.)

"

AC AW ’{,(z,ta,’S,) = T—, (2,5 S.)+---

r (VI,15)

(I
(%,93,)= 6,y %)+

les équations de

sous—couche visqueuse sulvantes

/
'\
=4 -

@ B((a 0, (50)2 V)= 0

M o 7/

2 § o5,
> (VI,16)
-5 4 )
ey
(b) DeAr, + 2 mv, = O.
° o3,
o
Le raccord de la sous—couche visqueuse avec 1la couche limite laminaire

d'Ekman conduit, en utilisant le raccord de la couche laminaire avec 1'&coule-
ment principal ( '.\’ro s /l._o s éo ), aux résultats suivants

J o Lt —
to = Tol-1) €o = Col-1 °

(VI,17)
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Le systéme (VI,16) s'obtient aprds que 1'on ait fait 1'hypothdse

que 1l'on a :

p .
A = Ro
(vI,18)
A+1 i
81 = Ro *

et {3 = X + A
A (3 et A restant & ce stade & déterminer.

Aux équations (VI,16) on peut associer les conditions aux limites

=4 -
- -
S7..“01 Vo= 0, awva=0 . (VI,19)

C'est le raccord de (VI,10) avec (VI,15) qui va nous permettre d'étre

en mesure d'écrire des conditions aux limites en 317_0 pour les équations

de la couche limite laminaire (VI,13); nous déterminerons lors de ces raccords

les exposants ¢ et ﬁ ce qul nous donnera A

On revient d'abord & (VI,16); on tire de la relation (a) la solution

= s z - ~
oL, 'S, )= Aa(i; ) / ( A, (0)+ ,aee(cu)) 10‘«) = z., 'U;,( 3.) (VI,20)
o

\ ~~
et il nous faut connaitre le comportement de ( 70(3’_3 pour des Sl grands.
-
; ' . .
La fonction &O(I’\a\ est pour l'instant arbitraire.
Si on impose & ﬂee(sl) les contraintes nécessaires & la conver-

gence de 1l'intégrale suivante

f i

K (O) +/leg( =) (0

)dS

alors, lorsque 52-9 + ) , on peut écrire
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ﬁo(sz) = S,_ u,.(0) + f\}"og + kkz. (v1,21)

ol tt% désigne une collection de termes qui tendent vers O avec 1/51

et ol on note

+o0

’\J‘o:: v A _ 45, -
/0 (Iaw(ﬂ*/’&{SQ ,amla\)

Ainsi on a, pour Sz grand :

’\5);(1,’\6/ SZ): /zi.o(x/‘%)( S’/"M(@ *‘vo: + tt§> .

"Pour obtenir (VI,21) on a écrit :

Ly

2

~ :2
~ dw < 1 -1 \d
U"({Q o A0 /o Hpt0) +/,,ee(w) /“«“’7> ®

soit encore :
+ o

GO(S-D = %/, =/( 1 . )dw
1o, /‘M(d’ f/"ee(w) o (o)

+00

- < 1 _ 1 ‘) dew
52 ,0,,,,(0)"'/4@0(‘03 fUna(0)

o
- f\)’oo -f-tl:va .
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\
z . >
D'autre part, lorsque S 2-tend vers zéro, la solution ’\ro des

équations de la couche limite laminaire se comporte comme :

>
/V

olo-l"g .a..’?fo

‘e - pour S .~ O - (vi,22)
135, l'S,:O *
A

Le raccord des vitesses ;\-’ra et Vg entraine :

s 5 -
“Volo * "U;(‘x,‘\a,O) =0

(VI,23)
= =>‘/ (X,‘\a) /Ll (O\ ? ‘\f
Colsso
Y
Une fois Ary déterminée par la formule (VI,20) dans laquelle on
—,
remplace AO par l'expression trouvée en (VI,23) on obtient
‘ S
= - D. _( A (o) ‘ Uo(‘d)dw y
et d'aprés (VI,21)
— R./2 > o
wofz»a/%w-/ww”"%‘%( ) (w3,
1. {0
2 v
M-, >
+ S,_ /Z/lm(o) + Ay ) J Qor‘sclue_ Sz od (v1.20)

ol on note +o0
~
A% ,_fo (G, - v )dew-

D'autre part, on a pour 34 proche de zéro :




170

A N 2 A2
= 1 2 -
w, (X, 5) = W, (xy,0) + 15, 575} s, - by (V1,25)
. N\
puisque 3%4A1=— B‘:{”’o =0 pour 34: O a'aprés (Vi,23).

Le raccord de (VI,24) avec (VI,25) conduit & :
/\
w,(x,~,0) =0 (VI,26)

et il n'y a aucune condition & imposer sur .  puisque :

~ 2 =
$A=0, az",".\’q E_B.(?—;\;o>=—_1_‘ D'Ao° . (V1,27)
5} 95, #4,$0)

En premidre approximation on a donc, pour la couche limite avec

viscosité variable :

2 /'; —1_"" E' p>) -”\ )
(a) eo|-1 Q/\.'\)’O +“’o D1'1'-1 = 'L . (/4 (s\)a-g '\ro) /
A
- A
() Dt"?fo + an/:;4 =0,
aS‘,' p (vI,28)
) > _2 A
(e 3,‘:0) '\ro-O, "‘V4=O/.
S >
(a) Yo () = Vgpeq -
S,>+o0 )

On peut ainsi constater qu'd cet ordre il n'y a pas d'interaction

entre la couche limite laminaire avec viscosité wvariable et la sous—couche

visqueuse.
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VI.5.- MISE EN EVIDENCE DE L'INTERACTION COUCHE LIMITE LAMINAIRE

S0US-COUCHE VISQUEUSE

‘Au vu des résultats de l'analyse asymptotique effectuéé» ci-dessus,
on constate qu'en premiére approximation il faut résoudre le probléme de
la couche limite laminaire avec viscosité variable (VI,28) ol apparaissent
les conditions aux frontiéres classiques. C'est cela qui nous fait dire
qu'il n'y a pas, a4 cet ordre, interaction entre les deux couches.

De plus, au niveau de cette approximation 1'exposant K qQui. doit

préciser la relation de similitude

' 8,(R)= RS «Ro (v1,29)

entre les jauges 82_ et Ro , reste indéterminée.
C'est 1'étude de l'interaction couche limite laminaire
w= SOUS—couche visqueuse qui va nous fournir la valeur de >\ .
S A A A .
On a pour les composantes '\,: , "“’7. s 1,7. et el du développe-

ment (VI,10) les équations suivantes

s
- 32% A Al /\9
(a) Cot-1 (VoD A, +W"a?§’v‘—’ +By RATV, )+, RN Y,
3 -“12A S
B Y, 40 B, = B2 (4527),
) ) P (v1,30)
(b) | 92 +Bop.=0
o512 =
L 02
(e) Ao D@y +w, 28:= 0.
28,
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Le raccord des vitesses horizontales dans la couche limite laminalre

avec celles de la sous-~couche visqueuse entraine, avec le choix de°(=1

5 vy 0
V; (%,%,0) = A (2,y) Vo, (VI,31)

~
ou on a

&(2\3\ ~/Iﬁn OIS\ O

Par conséquent, puisque A = X il vient

A= 1 5 @: . (VI,32)

Les développements asymptotiques de la solution de sous—couche

visqueuse s'écrivent donc :

uJ w A

‘ 2
o= Ro » +Ro A +--
w4 2 .t
LAVV) = Ra W+

¢ (v1,32)

s _— o
t = tola* Rofpa+-
wJ —_ J e
e = Col-1 +Ro @4+ P

avec 1,-4 1,4 (D(', '\ar) pulsque aég 1— +ROBO P 0

entraine que ni 1,0 ni 1—4 ne dépendent de Sz . Par ailleurs, le

() A - ) )
raccord de 1,_ avec 1, , 4 1l'ordre QO impose que l'on ait

(Vr,33)

w - —
FalX09) = F4l ¢,-1) = -
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| -
. ) (- . N
I1 vient donc pour '\r‘ et ~w, les équations de sous-couche

visqueuse, de seconde approximation, suivantes:

\
(a) E—La<(ﬂm<°3*/4%e(5a))a“> w"B/hH 5
(VI,34)
_ 4
(b) B.%, + 2 ~w, = O.
° g J

Cette description asymptotique est 1liée au processus limite

Rat0,  §(Ro)=R L O,

ce processus limite conduit au modéle le plus significatif et 3 une sous-couche

visqueuse d'épaisseur Ro .

A\
VI.6.- PROBLEME D'ACKERBLOM DE SECONDE APPROXIMATION POUR /\7'4

On fait 1l'hypothése supplémentaire de la densité volumique constante

pour obtenir & partir de (VI,38) le probléme d'Ackerblom de seconde approxi-
: 2.
mation pour Ar,
\
I\
2\ / e -/
3 Y -
(2) E_L % (An(S)2 A7) - RAT = Qo (5)
A

5! o o o

(0 5,20, A= R\ Vi —
oD
. -y ot J VI
T 20
SN - - -~y ~ /. - _ -2 -3
© '\ro~f\r0+/\ro) Vp= VR +V,
X AR - Y A A.afv\
-’
et Q)= PybAY + D (4 +3) W R, ’
1 v




174

lorsque l'on utilise les résultats du chapitre III, notamment pour le calcul
X
de O(E%).
, A

S8i on ne suppose plus (9 . constante le probléme d'Ackerblom pour i};
reste identique 3 la modification prds du second membre de (a) de (VI,35),
mais la nature du probldme reste le méme; cette hypoth&se supplémentaire
n'apporte qu'une simplification des calculs.

On rappelle que l'on a :

A 23
(x = o) £ v
-] "3) /('N\ ag o‘g\:o

et A
S _ 3 I 5
Vo= :\’fo re Y [ N, VS, — A, cods,)
=Alz

par conséquent’
-~ A — —
A (2, ) =(2/ED z;61,,,,\(03-( Vg + gn Vo) - (VI,36)

T1 faut encore noter que l'on a supposé, dans ce §, que 1'on a :

Cette hypothdse semble d'ailleurs plus prés de la réalité que celle

gui consiste & supposer /(4Mh_variah1e (voir la Note de S. GODTS et

~

R. ZEYTOUNIAN, 3 paraltre).
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ANNEXE 1

La méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR).

Techniques de raccord.

INTRODUCTION

Notre but n'est pas tant de faire un exposé rigoureux comme dans
ECKHAUS ‘(1969; 1973; 1979), que de montrer comment on peut utiliser la
technique des développements raccordés dans des problémes de couche limite
en Mécanique des Fluides (COLE et KEVORKIAN, 1981; NAYFEH, 1973). Dans ce
qui suit un certain formalisme est mis en place : il servira de cadre dans

tout notre travail.

1. DEFINITIONS.
1.1.- APPROXIMATIONS ASYMPTOTIQUES

I.1.7.- Approximations régulienes.

Une fonction d'ordre (ou de jauge, ou jauge), 8(8) , est une
fonction du petit paramétre & , définie, continue et positive sur
l'ouvert]O . EO‘E telle que E‘QA:S.S(E) existe. Par la suite on suppose
que la fonetion (b('},&) est définie sur le fermé borné og . D
désigne le plus grand ouvert inclus dans 5

Pour comparer deux fonctions d'ordre S‘ et 8:_ on utilise les

symboles (de Landau)

8 =O( Sz) , s'il existe ‘& , constante telle que
5 <RkS, , 0¢sgs,

S«-‘-‘O(Sz) ; Sl g:;(&,/&):@. (1)
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. . - . .
On dit que la fonection Cl)o (u., E) est une approximation asympto-—

tique de la fonction d) dans D si on a
Cb(%,g) = 05(4), Vie D

-4, = o, VZeD

ou 8,. = 05(81) si B, = O('S,J et S, #0(8,)
On peut alors définir (ECKHAUS; 1973) 1'approximation asymptotique

d'ordre supérieur :

Cb,"d’o-'-‘ g,&, ; Cf—?o-'*os(’ﬂ J 54.-:0(1).

En répétant 1'opération Aavv.-fois il vient
(3 i 3
(%,€) = %. S.$ (X)) +8 ¢

&0, O ; 8,21, 8,50 5m 7

et SM-M = O(S'n) )

Lorsque 1l'on peut itérer ce procédé pour tout Avi on obtient alors

e . - ., -
une série asymptotidue donnée par

Ve € IN¥ ¢(§’<,e)=§: 5.0 +0(s5,.,.). (1)

On appelle régulidre tout approximation (resp. série) asymptotique

pcur laquelle on a ¢° (resp. ¢~\. ) indépendant (b)Y de € . 81 la limite
,Qj/w\.. ( d)/S ) existe et est non identiquement nulle alors 1'approxima-—
E>0

tion réguliére de ¢ est donnée par
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4): S Cl)o(‘?ﬂ «-0(8‘) )

¢, (X) = g*_';g(¢/5§

En utilisant la définition précédente d'une approximation réguliére

on a alors 1l'énoncéd suivant :

Une approximation asymptotique ¢¢0 de ¢_—_ Os(’lx est régulieére

b, = z S8 (X)
(5)
¢"¢M = O( S'w.\

~m -

b, = Qo s“(d’ 7 S &) 5 ™2,

1.1.2.- Perturbations néguliénes et sdngulitres

On considére des problémes ou 4)(_:2} E) est solution de

1'équation différentielle
— a pryg
L,d = ReX,e), RedD. )

Nous notons & 1le domaine de définition de ¢ et ‘&. et r:'bSD
Lak est un opérateur différentiel dans la variable i , dont & est un
parametre. On suppose que d) satisfait aux conditions d'existence et

d'unicité, et que 1'on peut décomposer L& sous 1la forme suivante
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ol LO ne dépend pas de & , et 38 est tel que

-%l:;v's ( llggny = O pour toute % indépendante

de &€ ; l“:M_gnc (_i ou I “'L=_' lzd
gll= MasclgGO)| oW'=fslgldx

par exemple.

et

- = ; ; s
Soit .O\OC‘x) une approximation asymptotique de A, dans D

Bs (R-85)=0-

Le probléme de perturbation (6) est dit régulier (en premiére
. 5 : . 2 3 A . )
approx1matlon), s'il existe Q (X_) P o € D , satisfaisant

'Lo%"'u‘oz '-X'.Gez)

)

b-d,=01) , e : 2€D, 2(WP-)) =0

. . . . .
Dans le cas contraire le probléme est dit singulier (en premiere

approximation).
Les problémes réguliers ou singulicrs d'ordre supérieur se
définissent 4 1'aide des approximations d'ordre supérieur des fonctions.

Dans la pratique on rencontre souvent des problémes ol 1'on peut

- .
BeriLIre 3

o o s

avee L,‘ indépendant de & et L1 d'ordr: supérieur a L’d ;

(8)
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Ces problémes sont appelés 'problémes de perturbation singulidre";
la raison est que si l'on peut construire une approximation asymptotique 4)
0

de d) , solution de

Lo Cbo = 2\0 dans o@

celle-ci ne satisfait pas, en général, toutes les conditions aux limites

imposées & d) . C'est en ce sens que dans notre travail nous parlons de

perturbations singuliéres.

. Exemple 1
Ed"dp +d b =0 D =Co,1)
d‘x;¢ dx¢ ! !

doy=0, d1)=1. (9)

La solution exacte de ce probléme est

Dy er= (1- e €Y/ (1- ),

on peut remarguer que si on se donne comme norme la norme sup alors le

probléme est singulier (au sens (8), précédent) alors que le choix de la
2

norme de L(EO,’U) le rend régulier. La fonction d)o: 1 , qui satisfait

3 & cb = (O est alors une approximation asymptotique.
dx 10

Si on adopte notre point de vue le probldme précédent est singulier,

en premiére approximation, car : (po ne satisfait pas & la condition en
x = O et & affecte 1'opérateur d'ordre le plus élevé.
On peut remarquer le fait suivant
pour tout sous-ensemble ,,é; de o@- avec -@o = %xé 05 ‘ 0< X, & <1}
on a ‘QUVW /Au,P\ (p— 1\) = (O . Par conséquent ¢o:: 1 peut &tre
E>0 “oBp

considérée comme une approximation asymptotique de Cb dans le domaine °90 .

Au voisinage de % =0 ceci tombe en défaut puisque ﬂg:\fo(/)l_kf‘(b-‘l])a'l J

¢ =1 ne peut satisfaire & la condition en @) puisque () &éo
(o]
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Ceci rejoint le point de vue que nous avons adopté dans ce travail. Le
comportement de la solution du probléme (9) est appelé "phénoméne de

couche limite".

1.71.3.- Approximations Locales

Un second type d'approximation est nécessaire si 1l'on veut é&tudier
le voisinage des couches limites : ce sont les approximations locales.

On pose
ol 9'. désigne la réunion des sous—ensembles de D pour lesquels une
approximation réguliére existe. Pour nous, dans tous les ca.s,o@S sera un

~
voisinage d'un sous—ensemble, S , de 1'espace physique ol s'é&tudie notre

~
probléme : ainsi S pourra &tre un ensemble de points isolés, la réunion
d'une courbe et de points isolés ou la réunion d'une surface, d'une courbe
et de points isolés (par exemple dans notre travail les plans, ‘b:-—" et %:O 5
L

de "23 ). Nous notons S 1'intersection de toute famille d'&léments de S ,

et on fait 1l'hypothése suivante

3 ) -
S désigne une surface de IR et au triplet x= %% %)
. . /] ! ! / .
on associe le triplet (=", ’\3 . ‘b ) de telle sorte que 3 - O soit

1'équation de S . Afin d'étudier le comportement local de (b au voisinage

de S il est naturel d'introduire les coordonnées locales -§=(x:31/ }//gg)

ou 2 = o(’]) . C'est le choix de la jauge Sgﬂ qui détermine la

"dimension”" du voisinage de S  dans lequel nous étudionms d)(i?/ S_\

La transformation ; — g transforme ¢ (i, &) en $(§) 8) .
De facon générale on peut définir les approximations locales dans

les variables locales

/\ =
8i on désigne par oé un ensemble borné dans 1'espace E et par
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A
c\)M une série asymptotique définie par
; ~N M A - o) ~ ~
o, = ‘6: SueYY (3 ; B, ,, = o 3 ,. 8,1
A 2 A
¢M est une approximation locale de (b: 05(43 dans oD si

‘ > - N2
Soit d)(:x, E) la fonction de X et de & gqui s'éerit dJ(EJG.)

en varigibles locales. La limite locale de cb(i’, g£) est définie par

E

€20

2 x(d)(‘x e)) QM».-» S, €)= Qm ¢ EortmbBie). (o)

$ o

On peut alors donner 1'expression des fonctions '\VM_ de 1'approxi-

mation locale de Cb

Y, (%) = G §(,6)

\Vm(:i)) z QA;«M}. ,::;-( 2,6V - g{gﬁxy&@')) . (11)

Comment détermine-t—on les approximations réguliéres et locales
de d') ? 81 (b est donnde explicitement alors les procédds limites (5) et (11)
permettent la construction effective de ces approximations. Cependant, nous
dtudions des problémes dans lesquels d} est définie comme solution d'une ﬁ
8quation différentielle LéCb:‘a\, dans un domaine oé avec des conditions

sur 9o . En général on ne connait pas (b . On définit alors, en liaison

avec L , des approximations asymptotiques formelles ainsi que des développe-
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ments asymptotiques formels.

Supposons que b satisfasse dans .@

L24>—0~-=O,

on dit que (b est une approximation asymptotique formelle de d) dans
a0

*Coé si
T el =0, Ve, (12)
€20 Ite cb“ ! ’

(™)
Une série asymptotique d) est un développement asymptotique

an
. L4
formel de d) dans 09 s1

Ld-a=0(8"), ved"

(=) : gr) )
- ~ . 'y .
avec S,“‘_M = 0 ( M\) , Ou SM est une fonction d'ordre qui
v (w) e .
mesure 1l'écart entre et ¢ , c'est-da-dire l'erreur commise & cet ordre.
an
Pour illustrer ce qui précdde considérons & nouveau 1l'équation de

1l'exemple 1.

. Exemple 2

On peut définir un développement régulier sous la forme
A "~
¢ =3 € d} (x) )
a0 .
o
et en reportant dans 1'équation on obtient
& 49 =0 ,
dx "o

é(b "-él%-ﬂ ) "\711

nx ™ dx'l
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puis, on fait 1l'hypothése que d%»o est une approximation asymptotique de
la solution (b pour x G e@°= XX‘O <‘X°\(‘x(1}.

On impose :

¢,)=1, $, M=1, "2,
le développement formel régulier est donc déterminé (on dit aussi développement

principal).

Au voisinage de .2 on considére la variable locale

:§ = X/&

le développement local s'écrit donc
N ~

d)a.o = :i & '\l’m(§)

d'oll, en reportant dans 1l'équation, le probléme local :

(2
d. "\V + d Y o= O, "3 O
dg ™ dsz 7 ’

On admet que CPM est une approximation asymptotique de d)

dans é\:iglog E{ ;e <+ o0 } ; en imposant
Y, . (0)=0, m3O0

on obtlent

V. (E)=A, (€%1) , m30

ol les coefficients numériques /\ﬂm restent, & ce stade, indéterminés.
Ce sont les rdgles de raccord que nous introduisons maintenant qui permettent

la détermination de ces constantes réelles.
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1.2.- REGLES DE RACCORD

Dans la définition des développements asymptotiques aucune

information n'a été donnée sur les conditions aux limites, la raison

~
en est simple, les domaines de validitd, o® et oD , de ces développements
n'ont pas été fixés (sauf dans le deuxidme exemple).

On suppose dans les applications que les approximations sont
valables dans un domaine qui contient une partie ’;_ de 3—9 pour le
développement régulier (ou principal) ou EL pgur 1'approximation locale.
Ces hypothéses permettent alors d'afficher les conditions aux frontidres
corfespohdant i ces s’ous—e’nsembles (ie r;:'a,s pour les approximations
réguliére ou locale.

Cependant cette fagon de procéder ne conduit pas, en général,

4 1'unicité des solutions. Des conditions suvplémentaires sont donc requises
et sont foﬁrnies par ce que 1l'on nomme les régles.de raccord.

Une h&pothése qui conduit & de nouvelles relations est celle du
domaine de recouvrement (overlap domain) : on suppose qu'il existe un
ensemble é€%<i. dans lequel le développement régulier (ou principal) ainsi
que le développement local sont valables.

Cela conduit, en premidre approximation, & &crire que l'on a

(PRANDTL, 1928):

L ( Cbo.) = Uwm (:’\Pb') . (13)

x>0 @ +00

D'autres régles sont utilisées en Mécanigue des fluides.
On peut citer celles des &chelles intermédiaires (COLE et KEVORKIAN; 1981)
et la régle de raccord simplifide de VAN DYKE (1964 et 1975) dont on expose

maintenant le contenu.
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La régle de raccord due & VAN DYKE peut s 'énoncer ainsi

"le développement intérieur jusqu'a O(S) du développement
extérieur jusqu'a O(A) doit &tre égal au déveioppement extérieur jusqu'a

O(A) du développement intérier jusqu'a O( 8) ",

o B et sont deux jauges (non nécessaire‘mént égales) qui
peuvent ne pas apparaltre dans les développements.
Cette régle, comme le signale SHIVAMOGGI (1978) n'utilise pas 1'idée de
limite intermédiaire et de domaine de recouvremént (KAPLUN; 1957). On
trouvera dans FRAENKEL (1969) une discussion de ce problime.

On termine ce paragraphe en indiquant la régle de raccord proposée

par SHIVAMOGGI )régle\que nous avons utilisé tout au long de ce travail;

il faut voir dans cette régle une technique qui s'avére efficace dans de

. P . - . wlly
nombreux problemes de la mécanique. On raisonne sur la solution Cb()(, &)
d'une équation différentielle ol & & 9 ; on suppose l'existence d'une
singularité, au voisinage de X = O , que 1l'on étudie par 1l'intermédiaire
de la variable locale & = X /&

Soit le développement principal (ou extérieur)

¢ - G, (0 + € d(x)+ OS(EZ) , (14)
et le développement local

A A A

¢ = D (r) ~e (F) + Og (€)Y , (15)

On développe, en série de Taylor formelle, au voisinage de =~ =0
le développement principal que 1l'on réécrit ensuite en variable locale § H

11 vient
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bz, = QO+ e(ELY +b,(00) +Oxe)

puis on effectue le passage 3 la limite local (11) dans les développements
(15) et (16) et on exprime par les égalités suivantes le raccord des deux

approximations
a)
¢,00) = § (+e0)

J. ICAY mm(gdcb( + d o),

TH+e0 s 400

A
d'ol le comportement de (P" (pour des g grands )

4’;,,12) = Ej(-x‘bo(o-r d, o) + @’(;3 (16)

Al .
ol 4)4 tend vers zéro avec WS .

On trouvera dans SHIVAMOGGI de nombreux exemples permettant la
comparaison de cette technique (trés efficace) avec le principe de VAN DYKE
ainsi qu'avec la méthode des limites intermédiaires. |

Dans 1l'exemple gqui suit on compare deux technigues de raccord :
celle de VAN DYKE et celle de SHIVAMOGGI.

Soit ’\3(7"£> la solution du probléme suivant
€« d'ny b day = C
) adx"ﬂa + 0&«3 ==Y, x € CO,17)

Yoy= O
%y ()=
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la solution exacte est

X o,
e

"3(7(,&):: e -

avec U (-1 ¢ (1-‘4-8)1“')/28 .

. |
I1 y a donc une couche limite au voisinage de x=0 . On constate

facilement que la solution principale, d'ordre € , est la suivante :

YW =R,y = Gl + e G x) +O(EY)

- 1~

o Guxyz €77, G =(1-x) T

alors que la solution intérieure est :
QX G (2Y+e, (3 + O ()
«3:‘\3(1,&)"35 X )+ &Y,
~ (@) -~ __"i A - - —?C.
ou Yo (™) == Ay(1-& ), 134(13 = A, (1-e }

A o)
+AX (1+ €Y

La régle de raccord simplifiée de VAN DYKE s'applique alors de

la fagon suivante :
< 1-x 1-
1) Dev. Ext & 2 termes : e +e(1-x)e

réécriture en variable intérieure :

1-£% 1-¢ %
e +8('\—£§23e
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développement pour £ Q0 :

e(d-eX+ ) + € e(1-eX)-X +- )

développement Intérieur 3 2 termes :

A
e + £ e(1-7X)

2) Développement Intérieur 3 2 termes :

% -3 A 2
- Ag(1-€ N+ SS\_A.,(’I-e Y+ AcX (1+€ )}
réécriture en variable extérieure :

- X/ - g -3
CA-E ) ee( A(-2 e A°(1+e{)§ )

développement pour & 10 :

—Ags t AL x +E A, Ty

ol 'ct‘)a désigne des termes exponentiellement petits.

On égale les deux résultats :

e+ ee(1-x/gY = ~A, +A,x +EA,

D'ol A

o

t!
}
©

3
f
P
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La régle de raccord de SHIVAMOGGIL donne ici :

1) Développement en série de Taylor au voisinage de DX = (en variable

locale)

9 = G 0) +€(F 00+ XY (@) +0(E)

3 - e +E(g—§e) +O(€z\

2) BEgalité des limites -+

divn [ (e +ele-Re)) — (- A,0-ET)
% - +00
+E(A,\('l—e"‘).«Ac,&('t-eé'x))} = O
soit
e + /ﬁ\o =0
et /5\4 - e

Le seul but de cet exemple est de montrer que la technique proposée

par SHIVAMOGGI est plus rapide que la rdgle de raccord simplifiée de VAN DYKE.

1.3.- APPROXIMATION ET DEGENERESCENCE SIGNIFiCATIVES

On introduit (ECKHAUS; 1973) les opérateurs de développements
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(") ma
E_, b = = SM_CP(S".)
r.4 fe) m
(17)
™ moA -
E_lg’cb -_;Z,gmaqi(g).

(™)

Dans la construction de E—% q) le choix des variables locales
est important : tous les choix possibles n'ont pas la méme importance. Il est
suffisant d'étudier l'approximation locale pour certaines variables : celles
que l'on appelle variables de couche limite. On formule la définition suivante :

\ p)

Soit E et § deux variables locales et 5 ) E_g

Y

les approximations locales correspondantes. On dit que é g est contenue

dans E_ g

)

E—" ¢ = E—g m‘P) (18)

Une approximation est dite significative si elle n'est contenue dans
aucune autre.

On va définir maintenant la notion de dégénérescence significative.

Seit 4) O m probléme lin&aire, et soit 1a transformatlon
qui a SE associe la variable locale E , telle que 6(2 g)—> g(g 8)

A
et Lid) — 365_4) . On dit alc::s que £o ’
est une dégénérescence 1liée i la varisgble E si pour toute fonction,

-,
suffisamment dérivable, '\I/('s') , 11 existe 5 telle que

QLM? (8L:Y) = LY (19)

ol 8 est une fonction d'ordre.

En général dans les probllmes non lindaires on peut définir des

dégénérescences significatives que pour une classe de fonctions 05(8 )
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Dans la pratique cela signifie que 1l'on doit estimer 1'ordre de grandeur
~
(b('§ ) E) . Ainsi lorsque l'on connait les ordres de grandeur de la
solution’ Cb dans & (domaine complet) on peut généraliser la définition
précédente.
Soit 8°(§> une classe de fonctions caractéristiques de ces
ordres de grandeurs. On a alors l'énoncé‘suivant

&) (2)
solt g (resp. 5{, une dégénérescence de LE. par rapport
-

-3
a 21 (resp. E ), pour la classe 5 (E} . Soit ?1 — E’_ alors

£v(4)d) -> £“' z)d) . On dit que o”eiz) est contenue dans gga(") ci

(o]
(1,2)

Ry (§ 257 001Y)= 2,7
ou ~ (20)

1 )
Liwm3 ( 2" L)W= L5

1

o=

AL,D A 3
ou S . for?ction d'ordre &(E\ - SO(EL)/ So (§43 : dans le cas
linéaire &(E\: 1 .
Dans la définition précédente on utilise le fait que £a est une

—5
dégénérescence 1liée a4 la variable T pour la classe 8 (§> sion a :

wa.;(s;eg«y‘) L,V ou &mg 14 5 V) £,
pour tout W*’ S est une fonction suivante

Une dégénérescence est significative (pour une classe donnée

A, =g

d'é1éments Sa('g\ et de variable locale § ) si elle n'est contenue
dans aucune autre.

Malheureusement il n'y a pas de théoréme mathématique qui dit que
les approximations significatives sont solutions des dégénérescences signifi-
catives (ECKHAUS; 1979).

Cependant, en mécanique des Tluides, dans la plupart des cas,

lorsque la MDAR s'applique ce "théoréme'" s'avére &tre exact : c'est ce que
aq PP
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1'on nomme le principe de moindre dégénérescence (VAN DYKE; 1975).

Enfin, pour que la MDAR puisse &tre utilisée il faut admettre
(ou vérifier) qu'il n'existe qu'un nombre fini d'approximations signifi-
catives dont la réunion des domaines de validité contienne le domaine d'étude

tout entier ol 1'on recherche la solution. En définitive, la MDAR se trouve

"justifide si 1'hypoth&se de travail suivante est vérifiée

Si (b désigne la solution du probléme
Li¢ = o

et si £o est une dégénérescence significative de Lf_ , 1li€e &4 la variable
~
locale g , dont le domaine de validité est ag; alors il existe au moins
’ AN 2 ) -5
une approximation significative locale de rang un, 55( E)d)o( % ) ;

dont le domaine d'existence contienne celui de la dégénérescence %

. Exemple 3
Soit Lg_ tel que

Led = gﬁ‘tx‘b « —x-1-£ .

On cherche & résoudre 3 l'aide d'un développement asymptotique

le probléme suivant

L£¢ = O
b =0 (21)

-x/e
(la solution exacte est donnée par C‘):1+2 -€ ..

Ce probldme est peut &tre un probldme de perturbation réguliére;
on commence donc par développer & X rfixé, § tendant vers O , pour voir,

en particulier, si le probléme reste bien posé. Soit, en premidre approximation
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¢ = B0+ § B (D+ o)

expression que l'on reporte dans (21) pour obtenir

4’0 -x-1 =0

d'ol

d?oCxJ = 2 +1

Ainsi dés la premidre approximation la condition en De= ¢ n'est
pas satisfaite ( Cbo (O\ =1=% O) . Cette approximation n'est pas uniformément
valable dans @: EO,foOE , mais est régulidre dans ,QG:Q‘DC‘O<3(6\<2} .
Ainsi le probléme étudié est un probléme de perturbation singulidre; pour

étudier le voisinage de X = O nous définissons la variable locale

§ = X /2/4 (/.4. >O) et on détermine /M par la condition que
la dégénérescence de LS (b ainsi obtenue soit significative.

A
Soit ags_d) 1'équation déduite de L;d‘/ par la transformation
x-» %

*%@ =E4./‘dd‘§$ «$ -ME-1-¢.

Quelles sont les dégénérescences de Li. liées & § ?

I1 est évident, /4 étant Y@ , que trois cas sont & distinguer :

a) A1
b)) oML

c) /,(::1

. dans le premier cas le choix de S:E entraine
("¢ $3 - & (?7\
k3 2 dg 7°

c'est-d-dire .£ = d—/dg (22)

- -1

Lipom
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. dans le secopd cas, s = 1
A A
Qi (V- @) = By (23)

c'est-d-dire oec - ,n 4

ol 1’. désigne 1'identité.

. dans le troisiéme cas, §: 1 .
A A “
i (1. 25 = D Dy + Py
s (1 &) = FPo * & (2h)
ctest=a-dire
. & = dids + 1 -1

Laquelle (ou lesquelles) de ces dégénérescences est (sont) signifi-
cative(s) ?

On note §,‘: x/¢ (= '53 et §2=>‘/£x
ol x€ Jo,1C puis «> 1 . Le changement de variable §,‘—> Ez

dans (25) donne, en notant aféﬂ:dd_ +1-1:

A

(407'\ -
PR b S
d¥,

i) Od(x <1

(1,2\ (e

N A DEY R

Par conséquent la dégénérescence (23) qui correspond 3 Ez:x/ﬁx
avec O X1 est contenue dans la dégénérescence (25) qui correspond
a E,‘ =Xx/&.

(i1) &> 1

S ca ,(2)
§-£7" 5 m§(a“1a(302 35:&@0.
2
. 2
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Par conséquent la dégénérescence (22) qui correspond i §2=I/&x
avec o 5 1 est contenue dans la dégénérescence (25) qui correspond
2 3,=x/%,
Conclusion : La seule dégénérescence significative de Lg& est
donc celle qui correspond 3 §=x/£ et qui s'éerit
A A N
Cob = Zd «d -1 -
Le probléme ainsi construit est appelé le probléme intérieur, ou
local ou encore proximal, la solution de celui-ci est valable pour des X
- A -
de 1'ordre de & . Afin de pouvoir appliquer & ¢ la condition i la
limite en O on utilise le théoréme d'extension de KAPLUN (1967) en
A
supposant qu'alors le domaine de validité pour ¢ , alnsi obtenu, contient
l'origine. (Dans notre étude on suppose toujours que ce théordme s'applique
en posant que les développements locaux correspondent 3 des approximations
asymptotiquesvalables dans des domaines contenant une partie de la frontiére
de 1'espace physique considéré).
Ainsi il faut résoudre dans le cas de notre exemple
d 2 A
= &, + ¢, = 1
o]
das '°
b 1
¢, (0 = s
A -
c'est-d-dire ¢o('§) =1-e .
A
o e e . s
On vérifie sans pelne, qu'a cet ordre, 4% et ¢a se raccordent
en utilisant la régle (13).

Pour conclure on construit un développement asymptotique de la

solution uniformément valable dans CO,'l‘oo U . on considdre




@, E) = ¢ o)« § %) - b,

A\ ~
ol ¢ " est la partie commune & (P et q) , c'est-d-dire ici
o o 4

o
-

¢0"1 J

-x/ &
Q(x, E)= 1+x -e .

Cpo est, fortuitement, la solution exacte du probléme (21) elle est
donc une approximation significative ! La fonction CQ est appelée

"développement composite" de la solution du probleéme.
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ANNEXE 2

Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes locales
adimensionnées avec une viscosité dynamique variable. Application au modé&le

en ondes longues dans le plan tangent.

1. EQUATIONS EN COORDONNES CARTESTENNES LOCALES ADIMENSIONNEES

Les notations et définitions sont celles des Chapitre I et II.
Dans le systéme des équations (I,1) la dernidre ligne doit &tre remplacée,

/4 étant variable,par :

- - - - - % —
e(PuU+2aAR)+ V4 = pg + V- T (1)
Dt
avec a? le tenseur des contraintes de viscosité.
Dans le systéme des coordonnées cart@siennes locales (I,5) le
systéme des équations (I,1), ol la relation (c) est remplacée par 1'équation

ci-dessus, s'écrit en notant ,61:/40/&-;{5,) ( p4, viscosité de référence) :

’\
(a) (5Du, - % u'\”L%9+55 UW 1 omBar, £ @0,
Dt A+ €33 1+¢33 RoowmB, Roowo,
e 1 1.. +1 (z ! ((4*&85 BM)
(14£5w@d MS 2x e E(1+€52)* 0,
1 ~) @G 4y +_ 2886 9.,
(1+es=g cooeb\g 2\3 (1+€53) '’ O (1+£53)°cen® ¥
-2 @0 rin® 3, & <
(14.3&05‘(@193%  (+ESyT "e zRed'b %
!
85 . fwB 2.\, '

1+E S, (85O o /7 !
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+€S vwS
1+ €82

5 U Ll

S D'\)’ +
e( 1+£ 83

l:cae

A A3 1
(A+E 53 M3 a‘aA" Re ez(«-esé)

@6,

+ 1 (@02 V) +

@O (1+E8Y 'y Y

+ 25 "wOwBory, gt 1

v

'31.
(+€53) o ONF

+1om9M

RO v 6.

9( 44—&55}2311‘

Je23_ 1 P w

(41&2‘8‘5\13\3
1 d,ﬁ

(1+€53) cn’Ox (A+£53) @O

v 2

M—&S?a

12w

41-8373 )\a

- €9 €

*

/

slsDw _es Wvl € 6
(1+‘é5‘35) Raow\e

4 + Eb}) Qw)

(c)

el

(¢

S

SRed'b

<?.

iy

c_ooe Q.'w)

%

ze' azw -2 8281
o © X

2

( ’|+£-Sb\

+ €

2

—

-2%E co>Oo e
' (44-&'510\’2@6&

*

(d) §4+285\cw9°3%‘u +('I+E%é)a?.'a(’vm6)+

(«es}) 2 ?"o

~~w/

(1e£52)"

_28s8__ 1

?.9/3 ?w/-

Redaq £

2

® 2((1+£53 \w
E) )

p2)

11\1'@6)

(1+€33) ey

- . -



' }

() 529:0

A SD .52 48 4?2 +wv?2 +w?
Dt ot (1+£33)@0 o [ »

J

(on a remplacé hN par € directement dans le systéme (2).)

IT.- APPROXIMATION DU PLAN TANGENT

\ .
Le processus limite défini par

10 avee (3= Q1)

conduit, lors de son application au systéme (2), aux &quations suivantes :

(a) 6(9059'\'}4-(11-?5(5\3)@/\‘?{+€<ob‘36, '\ut) )
Dt
-.-.-B.OB ulE l'\-f,-;-E?}.'?f.\-E_?.‘/a?.'\‘;'
oy 1—--«-/4( L332> L%% 5
(b) 2 D _ _ R ,a +B .
e (€ RoSD.Q«: £ cotey 6, u>"',\3‘%(-5':01' 0.0)
2 - , (3)
-t-'E.'a_?.'w-«-ElEBw,-r‘LE?.l/“"_a.w- 4
(e) >
fg e S A %%5\41 = C),
(@ S3p +4r.De +w3p=0,
%
J

or  SDp= S + A Of e +‘V'3/‘a\3 -+ W'a/a:a )
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N
et ol A7, W r‘__ et e désignent les valeurs limites des fonctions

correspondantes du systéme (2).

111.- L'APPROXIMATION DES ONDES LONGUES

Cette approximation, définie au § I.6 du premier chapitre conduit,

pour le systéme précédent, aux équations suivantes :
(2) eCROSQf?r «(1RB) BAR):=- B Bi’ + €12 (ia(3) 27) A
Dt Mg ‘25 ')% /

(b) ?.1, -«-Bo.e.—-O,-
¢

p(lL)
*
(c) S2p «A7.Dp «w2p =0;
at %
| =
@  Dev + 2mr=0.
C'est ce systéme, ol (Cug= QQZ/M: , que 1'on utilis:

dans le chapitre VI, aprds avoir fait 1'hypothése d'un écoulement stationnaire

(Sa/.ata o)
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ANNEXE 3

QUELQUES ORDRES DE GRANDEUR DES PARAMETRES SANS DIMENSION

Ces quelques mesures permettent de cerner les situations physiques
dans lesquelles les modeéles asymptotiques mis en édvidence au cours de ce
travail se rapprochent de la réalité.

Nos références sont pour la plupart celles que l'on trouve dans

les ouvragres de KAMENKOVICH (1977), LEBLOND et MYSAK (1978) et PEDLOSKY (1979).

. Constantes physiques

ﬂazlﬁl ~ 7‘,3.10-5/;1

’

qo ~ 6400 M (rayon terrestre moyen).

. Paramétres sans dimension

On donne les valeurs approchées des paramétres dont on rappelle

la définition ci-dessous

2
@ =2ro‘beo Lo /ao Uo (paramétre @ : plan tangent),
8 = Lo /Ao paramétre de forme;
€ = Ho/Lo paramétre hydrostatique;

RO = Uo/‘QO LO)QO=2QoM90 , nombre de Rossby;

2 2 '
E.L::E/E -V /QOHO nombre d'Ekman vertical,;
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Bo= eeog HO/POO

/E\—l =‘ E—L/R;

Nombre de Boussinesq

Les résultats sont présentés sous forme de tableaux ou 1l'on trouve

. N e P P
vis-a-vis les mesures océaniques et atmosphériques.

OCEAN f

ATMOSPHERE

e O = T/3

Uo: O, 1 ’WLJD"

1

R— B!
o L,=10

= B = 1,16.10" "
. Lo:’\OSéW\,

) ﬁ = \16
o Lt ’\OG’WV

=N {3;4,’\&401

D PR 21,16.10"°
. LO:’\ngvw—
5 p=16.10"
-LO: /\06%
> B+ 41610

. 90 - T3
Uo:

10 .0~ !

R A0%

:713: ’\"\b.’\o‘l"
5

‘Lot_ 107 ~w~

> B =116.107"

Lz 10° m~

> p= 1,16

U,: 1. n’

(_@, Le ¢can Cava Pt

Cveton d ok,

s
2 Qo C@eg I_"_°

Pr Liheemty &

fig.

Pour GO:TI'/Q— (resp.T/6 ) les résultats sont multipliés parfi(resp.Bb ).

1 : Paramétre LB_ .
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ATMOSPHERE

. \_o: ’lO'*/vv\, .
2 8- 0,157.1C
e L= 107~

> §=-0,15%.10"
. Lo'. ’lobfw»

> &= 0,157

\dsse - o can o(io.m(‘.).,\a.

S. L
. As

fig.

OCEAN

2 : Paramétre 8.

ATMOSPHERE

° LO: ’\Ou/vw y Ho: 5.1-'03%
S &€ 20,5

‘L°: 105’\’\/\—

= ¢= 0,05

i = 6

o Lo_ "O A

= €z 0,005

L0, Ho= 3.40%m
o

=t = 0,3

° Lo: ’\OS/WV

= &= 0,08

.LG: 106m~

I

= &£ = 0,008.

AUCCeni Uverenk

("
[ L;’\OM\—
= €= O L
5
[ Lo’. 1C! Y
o &L= ¢ e
¢ L: 1(,‘\4«.
)
= &= G, 0012

S.‘v (A )\/\,\"’M (’t Ho-. P 1 03’m

r -
daws € Olgae wl U

: Paramdtre &,
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OCEAN Ro ATMOSPHERE
1) 6,- /3 No.- T/3.
o U= 01 "o o Uz 10m 5"
Ly= 10%m L= 10%m
= Ro:0,08 =) Ro= 8
L= ’\05~v~— . Lo: ’\Osm
= Ro0:0,08.10" 3Rz 0,8
L,: 106"""— L= ’\06%
2 (-}
D Ro= 0,08

> Ro=0,08.107

.UJ: 1 m. s
L= 10"~ 4
2> Ro=0,8
Le=107
2 Roz0,8. 40"

L= 10%m
2 Ro= O,%.'\O"z

2) O,: T/

o U= O; 1 o
Lz 10%vr
= Ro: 0,097

L= 10° M~
> Ro= 0,09%.107"

> Ro: 0,092.10"

® UO: ,\ ’YY\'/.)~1

\_0: /\Oq’w\

2 Re - ¢,97

L= 10 ‘
> Ro = O, 10
L= ’1C>6m\

5 Ro:0,9%.10"

. 3)en: TT/é

o U!: 1 ’WLD.1

Risulbats ¢ deukl Faeo anx
Can océa,w(qf‘u,{, (WV%AM 3

-2
0,81 £ Ro € 0,8

2)60 = /.

ellgs 10w 5!

0,97

L= ’\06%'\

> Ro = 0,097

@ LL: 1T )

Can Céavw C\,\&m COULLHa \.ev\c‘( VS

o, 9}_4Q~2§ Re 0,9}

e, -6

Rasultats Lc(nuh(c‘,u_oo UL
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Ro(SU\te)
OCEAN ATMOSPHERE
) 6,= /6 %) 6,= W/
® U-01ma" o UL:-10 o
L

L‘: 10 v~ L= 10%
2 Ro= 0,137 = Ro= 134
L= 10%m = L =10°% e
-:> ROZ 0,013’} :: Qo z 1’3;
L= 10%m Loz 10w
> Ro= 0,00137 = Ro = 0,133 75
: » ‘ ey

] U«: 1’W\/) . ’ .Uc: ’\MO’
L= 16" m
= Ro=1,33 ; | . v
L°: A Oﬁm Rt‘;&:LQ/tCLb) A,cLQA«l:LW() aLoc
= Ro 20,131 e o%awiw C.('mma‘_cr“Aam,kb -

6

L=1¢ 0,0i31 £ Re ¢ 1,37
> Ro = 0101:‘37

fig. 4 : Nombre de Rossby.

On donne & Y , coefficient de viscosité cinématique, les valeurs

sulivantes :

- -3 -3 -1 -1
107", 407,107,107 ST

océanique

atmosphérique : 5 '1\‘\1'/.)'4 5
A

Les résultats relatifs aux nombres E'.l. et EJ. sont donnés dans les tableaux

qui suivent.

On considdre tout d'abord 1'atmosphére :
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ATMOSPHERE ’é
L

4)-60 =T/3

o E -625107"

2—) eo =TT/

o, = 7,58.10-1"

4.) 60 = Tr/i3

1

® U‘: 10 m.»n”

L= 10 v
>E = 0916.10"
Le 1 0%
€L -0,916.10
10° m
L2 0,916, 10’

5

3

>
Lo
>

)

r000:4m”1
Lf ’\Ol*rw\/
2€,-0 916. 10
Lot ’losm
€, :0,9%6.10""
Lz 10%
>EL: 976

3

Y6 =T/ 4

x -1
oU‘L:’\Orm,o

L - 10%wa
"—; L= 0,805.10°
L= 0°
=€ =085 107
L= 16
=€, = 0,305 10"

.10: 1 man™

S

Loz 104
= E\L = O, 805 '\O'—}
Lb'-’\C‘B'W\.
= EL = 0, 2¢5 a4
Lo:’\ObfYV\

a

=€, = 3,05

’
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PaS
E.L ATMOSPHERE (SUITE) L E 1

3) GO:TT/G 3)6,=W/6

o E, = 1,012.107° 0 Uiz 10 s’
L= ’IOI"/W\;
> € =0, 302.107%
L,=10%mm
= €, = 0,302.10
Ly= 10%m
> 4“:1_ = 0,5502.’10’1

3

oe U-"1 m s

L°: 10% A

= €, = 0,302.10_5
Lo—_/\’\osm

2> & = 0,302.10"
Lyz 10 %m

> €, -3012

~ .
fig. 5 : EJ_ et E._L dens 1l'atmosphére.

On considére maintenant l'océan et on fait prendre & Y sucessi-

vement les valeurs suivantes :

-2
’

2 -

vz 10"%, 10210 107" mds




£,

- QCEAN
A) QG =3 V0 = W/,
° -0 "
(‘\)ov"‘::\gf‘rmedl ® UQ:O,'\ rwwv'\
, ~_? Q) Y 210 s
E, - 0,32.10 L=10"m
' > E,=0510°
Lz 10 °m
o
= k&, =0,5 10‘3
L: 108
) Y = /F:j_-O,f)/\O‘1
Gi)y 10 °man (i)Y = A0 > mwio™ "
E, = 032.10°° Lz 107 m~
= EL = 0,510 N
L= 10 mm
5% =0,510"
L, 408
Gy Vo= 40’Lﬁm7'/_)"" z /F:L N
) GiYY =149 2mip”!
£, = 0,32.107° L= 10" m
= €, =05 103
L=105%m
>8.:0510
L=10%m
vy vV 210 s . ): €L: S 2
‘ o (V) V= g m s
E.L: ¢, 5210 Lo'—',:‘ 0% v
=€, :0510"
L.o'—"\OS-’VW
>k, =0.5
‘_o:/lCJwa»
’ = ,E\’L = 50
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OCEAN(SUITE) EL

(6o=T13)
'Y UO: 1 /ms?

W)V = A0 s’

EL= 052107

(i), 2 1 0 ity

E,=0,32.10°°

-1

LY —1
(i)Y =10 s
-5

E.l. = 0)37., 10

(v} V= 10" mis"

E, = 03210

(6, -T/3)

'Y ) Uez'\’wu.)_"‘

MY =10 mEs
LO:’\Oi"/Vvu
=>8 - 0,510
LO:’\OS’W\— |
':>'EL :O,S.'\OT
Lo'::\\OG’W\- L
=€, =05.10

Qi) VY = A0 "

1

5

&S

{ljo" \Urcr
i
]

E)A iﬂ)_\
" © u C
Re)

& 3
- ———
=) o

N 1
Gv)Y =1¢ wiy?

L - 10 e
:;>€L: 0,5.10"‘s
L':’|05!w-\,

=>E, = 05. 1072
L=10%we

> €, - os.

A 3
Fig. 6 : E".L et E'L dans 1'océan pour eo:_'IT/.S H H°= 510m,




L) O,= T/y | 2) 6,

o U- 0,1~y o U=01ms"
- 0,1 m

. -4
v = 10" 4y Wv._ =10 by

- L= 10"
E.L: 0‘39 107 - ,‘ "

.Y ) ) /\
LILL E

e _?, o R |
GV 210 "y i)y =10 Pms

—

"
€, -03%.10"° L=10%m

Gy =10 (Hiyv -

Y
£, 20,3310 L=10%m

. _1 1 -
W)Y =210 ™MD

v W)y 10 mi!
- S . ) (1
B, = 0,393 10 L= 10" m

LT
1 FS

L 1 J Uo'. 1 st memnee acsuikake o0 UO:

- ~ . J
Fig. 7 :E'L et E.I. dans 1'océan pour Go-;ﬂ/q— ,H°=
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. OCEAN E.L

@0: “‘/I.‘,

o UO:O,'1 0% *

(}\v =1 OJV'YV\"o"‘
Ej_ = 0O, ?.‘i—.‘10~6

GOV 2 40 Bl
0.5

£ = 0,24.1

Wy, - ,10‘2%7-0,41

-
E'L :OlLL\-. AQ
(‘V\ v_:10—1'w\?—,0" 1
E, <0,Lk10 >

o0 U(): 1’\'\’\0"‘

'W\'l\rwxw flcf$u,,0}:¢to1»uﬂ— E._l_.

&, - T ,
e U:-01 rv;?\/,)"‘

('Ih{ = 10”7 "’W\Z,L"1
Le 10" .
2> &, -0,25.10"

L=10%~
o
DE =0,25

()Y 210> mp~?
Lo'_’\olrm\
:§€L: 0,25 A0 3
Lz A0 ‘e
3E,=0,25.10"
L’ot’1oef\nﬂ»
2F, - 2,5

D g =25
(V)Y = A0 min

Lb: /IO"—IW\«
= EL = 0,25 '10“

1

Ly=A0 e
> E1- 2,5
L - 10%n~
;—)/"'LZ‘*:ZS(‘.
QOL%: A ™A

EL eotoy“y\,qb:’—a.{ 1&)’(— 40..2 '

Fig. 8 :E'.L et E.L

" dans 1'océan pour 60: "IL;- et H°=21031W\.
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Pa
E—L dans 1'océan ol l'on prend comme étendue horizontale

3
caractéristique L'O et comme profondeur moyenne Ho= 2.10m.;

(1) Lz 510%™

00, =T/4 ok U,z 01 s |
-V = '10-“'m3'o"

E, = 0,243.10" ¢

€, :0,6510"3

-V

-2 -
10 'W\.lo !

™

1 - 0,6 5.10—1
Vot 10" ' mrs

£,:=0,65

(iiy) Loz 5105~

.e :T'/L‘. et U°=O,1Mr\o' 1
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Le choix de Pgo - ema Ho rend le paramétre de

Boussinesq, Bd , identiquement égal '@ 1'unité.

Pour conclure cette annexe signalons que les valeurs assignées
au coefficient de viscosité dinématique sont celles de la viscosité
. turbulente. On consultera & ce sujet les livres de LEBLOND et MYSAK (1978,
pp. 458-459), KAMENKOVICH (1977, pp. 117—118) et DE RUIJTER (1980, pp. 13-14)

ainsi que VERONIS (1973, pp. L42-L43).
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CONCLUSION

Nous avons organisé notre travail en deux temps : dans yne premiére
partie nous avons construit un modele mathématique en ondes longues de la
circulation ocfanique. La simplicité des résultats obtenus, qui n'était pas
évidente a priori, s'est révélée particuliérement intéressante dans 1'étude
de la surface océanique et tout spécialement lors de la formulation de
1'interaction atmosphére—océan. C'est cette simplicité qui nous a permis de
développer la seconde partie de ce travall : nous avons pu en effet formuler,
a partir du moddle les ondes longues, pour les écoulements quasi—géostrophiqug
et agfostrophique des problémes d'évolution pour les termes d'ordre F%p et
respectivement Fﬂ; de la pression océanique. Ces problémes d'évolution font
inﬁervenir des conditions aux frontidres (en ﬁ,: O et 7& = -1 , ainsi
qu'au temps & ‘=’-O ) que 1l'on obtient par 1'étude des couches limites corres-
pondantes. D'un point de vue asymptotique cette seconde partie est assez
exemplaire puisque 1'on a mis sur pied une théorie qui prend en compte les
effets du second ordre en

Un prolongement possible de notre travail est celui qui consisterait
4 développer une théorie du géostrophisme (quasi-géostrophisme et agéostrophisme)
sur la sphdre terrestre, Il semble d'ailleurs gue ce formalisme soit 1ié au

processus limite

. (@-6 ~
QL’EV_“— )b :gg{lo/ anvee X, , b,,x, Y. 2% % fixés } /

ot Xy=E/Re

et son importance est de taille : on disposerait ainsi d'un modele asymptotique
de la circulation générale océanique (c'est-3-dire pour des &coulements dont

1'étendue horizontale est de quelques milliers de kilomStres).
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Néanmoins il n'est pas inutile de signaler que les modéles atmosphé-
riques utilisés par les météorologues et déduits du quasi-géostrophisme dans
le plan tangent s'aveérent &tre encore proches de la réalité pour des échelles
horizontales qui dépassent les limites de 1'approximation du plan tangent.
Cette derniére remarque nous conforte dans l'espoir que nous avons de voir
les résultats numériques,‘que 1'on pourrait déduire de notre mod&le quasi-

gostrophique, confirmés par 1'expérience ou d'autres modéles déjd existants.
g pnique,
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| EQUATIONS DE NAVIER-STOKES. NOMBRES DE ROSSBY ET D'EKMAN.

PERTURBATIONS SINGULIERES, DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDES.

' INTERACTION ATMOSPHERE-OCEAN. ONDES LONGUES. MODELISATION ASYMPTOTIQUE.
f
| GEOSTROPHISME. COUCHES D'EKMAN.

|
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?

RESUME

Les ‘concepts usuels d'ondes longues et de néostrophisme sont utilisés
pour construire, & partir de la méthode des développenents

un moddle approch? du chan

asymptotiques raccordsé,
ip de la pression oc? anlque qal prenne en cormte l'interaction
atmosph&re-océan, Ay

Lette interaction consiste en un couplage des couches a'Fkman océanique

et atmosphérigue au voi sinage de la. gurLace libre et & cette fin on tire profit au
maximun de 1'approximation hydrostatique.

Dans un premier temps on est conduit, aprés avoir €tudié le cas simole
de la densité constante, au modéle quasi-géostrophique pour lequel on formule une
€quation a'évolution pour un opérateur elliptique relatlvement a la pression ainsi
que les conditions aux limites associées. : )

] L'approximation d'ordre supérieur, dite agostrophique, est &tudiée de
la méme facon. S '
Enfin, la prise en compte d'un coefficient d'&change varlable suivant

la verticale permet d'inclure une sous— couche visqueuse dans la couche class1que

d'Ekman au voisinace du fond. Le couplage de ces deux couches est soigneusement &tudié

et on formule le prodbline moddle correspondant.




