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INTRODUCTION

Nous nous proposons d'établir des conditions nécessaires pour
un probléme d'optimisation avec contrainte bilatérale du type suivant :
on se donne E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, a
un point de U, f wune application de U dans F de classe Ck (k 2 2)
au voisinage de a } on note W = f_1(f(a)) la surface de niveau de f
passant par a 3 le probleme est de minimiser une application J de
U dans IR, de classe C2 au voisinage de a, sur la surface de ni-

veau W au point a.

Dans le cas d'un probléme normal (Df(a) est surjective), on
a les conditions classiques des "multiplicateurs de Lagrange' : il

oS

existe une forme linéaire & dans F telle que,

(1) : DJ(a) = &€ o Df(a)

2) \/){ € Ker Df(a) DZJ(a)(x,X) 2 E o sz(a)(x,x).

Dans le cas d'un probléme anormal (Df(a) non surjective), on
connait une condition nécessaire du premier ordre liée au cOne tangent :
si J présente sur W un minimum local en a, alors DJ(a) est positif
sur le cdre tangent Taw a W en a ; de plus, si ce cOne est symé-
trique alors DJ(a)IT W 0. La détermination du cone tangent en a a

N .
Ta
W permet d'écrire des conditions nécessaires d'optimslité en a pour J

sur W. D'ou ie probléme de la détermination du cOne tangent T W.




Rappelons deux résultats classiques, sur les cOnes tangents,
liés a la différentielle seconde intrinséque Azf(a) au point a,
qui est 1'application bilinéaire symétrique induite par sz(a) de
Ker Df(a) x Ker Df(a) dans Coker(Df(a)). Le premier résultat est di
a Magnus Eﬂ : on dit qu'une application bilinéaire A de Li(E,F)
vérifie la condition de Magnus (M) si pour tout x non nul de E
tel que A(x,x) = 0, 1'application linéaire continue A(x,.) de E

2 . .
dans F est surjective ; si A f(a) vérifie (M) alors

TaW = K(Azf(a)) = {x € Ker Df(a)IAzf(a)(x,x) = 0}.

Le deuxiéme résultat est di 2 Ph. ANTOINE [1] : on dit que
A vérifie la propriété (Pp) (p € N*) si pour toute forme linéaire
£ non nulle sur F, 1la forme quadratique associde & &£ o A a une
positivité ou moins égale a2 p, et que A vérifie la condition (M1)
si A vérifie (Pp) et si dim F = p < e ;3 si Azf(a) vérifie (M1)
alors T W = K(Azf(a)).

Sous 1'hypothése (M1), on obtient mieux que la seule condition

nécessaire du premier ordre :

Si Azf(a) vérifie (M1) et si J présente sur W un minimum

local en a alors il existe &£ dans F  tel que

(c.1) : DI(a) = £ o Df(a) ;

t(c.Z) :Vx e K(Azf(a)), DZJ(a)(x,x) - Zo sz(a)(x,x) 2 0.

La condition de Magnhus (M) permettrait aussi de donner des

conditions nécessaires d'optimalité d'ordre 1 et d'ordre 2.




Nous retrouverons ces conditions comme cas particulier des condi-

tions sous une hypothése plus faible (cf. Chap. II).

Au chapitre I, nous définissons une suite de conditions (Mn)n*Z

relatives & une application bilinéaire symétrique et continue A telles

que (MZ) soit plus faible a la fois que (M) et que (M1) et que pour
tout n 3 2, (Mﬁ) implique (Mn+1) :

()
M) => (M) = M) = .. o= M) => M) => ...

Ces conditions sont telles que, quel que soit n 2 1, si

2 . . N
A f(a) vérifie (Mn) alors T W est égal a K(Azf(a)).

Au chapitre II, nous établissors des conditions nécessaires
d'optimalité du premier et du second ordre pour .J sur W en a pour
une contrainte bilatérale vérifiant (MZ)' Ces conditions généralisent

les conditions sous 1'hypothése (M,) et donnent des conditions sous

1
1'hypothése de Magnus (M).

Au chapitre III, nous établissons une condition nécessaire du
premier ordre (et de nombreuses conditions nécessaires adjointes) pour

J sur W en a pour une contrainte bilatérale vérifiant (M3).

La complexité croissante des conditions nécessaires rend dif-
ficile 1'étude des contraintes vérifiant (Mn) avec n > 3. Cependant,
nous indiquons (problémes ouverts) la possibilité d'exprimer au moins

une condition nécessaire de premier ordre quel que soit n.




CHAPITRE I

DETERMINATION EXPLICITE DU CONE TANGENT D'UNE SURFACE DE NIVEAU

D'UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE.

1.1.- Les conditions (Mn)’ nemN .

1.1.1.- Notations.

Soient E et F deux espaces de Banach et A un élément de

Li(E,F). On note K(A) le cOne isotrope de A défini par
K(A) = {x € E | A(x,x) = 0}

et Kr(A) le sous—ensemble de K(A) - {0} formé des éléments x de

K(A) - {0} tels que 1l'application linéaire A(x,.) de E dans F soit

surjective. Kr(A) est appelé le cOne régulier (ou le cone des éléments

réguliers) de A.

1.1.2.- Déginition.
. (14 2 ) .
Soit A un élément de LS(E,F), on dit que A est propre si
pour tout élément x de K(A) 1'application iinéaire A(x,.) de E

dans F est un morphisme direct.

1.1.3.- Définition.
PR 2 (q 2
Soient A un élément propre de LS(E,F), X, un elément de

K(A), i 1'injection canonique de Ker A(x1,.) =E  dans E et




et Xy la proje

1
appelle applicati

ction canonique de F sur Coker(A(x1,.))

on localisée de A en x la composée

définie de EX X

1

Si A
X

1

8y Oy

consideére

d'ordre deux de A

de la localisée d
par récurrence la
A

K(A), 1la localis

1.1.4.-
Soient

m-fois propre et

est m-fois propre si

1’

A
X

X
1 X

1 o Ao (1X 31, )

1 1

E dans F .
X X

1

est propre et si x, est un élément de K(Ax ), omn

1

qu'on note AX x et on 1'appellera la localisée
2 172

en (x1,x2). Pour m 2 2, on pourra parler aussi
'ordre m de A en ; et on définit

(x1,x2,...,xm)

notion "A est m-fois propre"

A est propre et si quel que soit x, dans

1

ée AX est (m-1)-fois propre.

Notations.
A une application bilinéaire symétrique continue et
E vérifiant

(x1;x2;...;xm) un m-uplet de

(1) X, € K(A) ,x, € K(Ax JyeeerX € K(AX . )
1 1 m-1
(i) AA_ seensA i sont propres.
1 1 m—1
Pour tout k vérifiant, 2 £ k £ m, on note
= Ker|[A (%, ,- ):I
XpeooXy Xyoe Xy g k
F = Coker ]:A (%, ,.)]
XyeooXy KpeooXy g k

de la maniére suivante :




i = 1'injection canonique de E_ dans E_ T

Xyoe Xy PEREE N 10Xk

X = la surjection canonique de Fx % sur FX .

Xyoo Xy 10 X1 PERRE SR
= X » o A o] ( 1 s 1 ) .

Xyoe Xy Xy v Xy XyeooXy 4 XyoeeXy Xy oe Xy

Nous avons alors la chalne d'inclusions suivantes

EDE DE _ D ...DE )
KX, eaeX
1 m

Si le m-uplet (x1,x2,...,xm) est fixé et s'il n'y a aucune

confusion, pour tout k vérifiant, 1 £ k £ m, nous noterons

Ek - Ex1 - Xy ; Eo - E
Fk - Fx1...xk ; Fo - F
Ak - Ax1 - Xy 3 Ao - A
ik - ix1.. X i io - 1E
K T XX1...Xk o Xo T 1F

1.1.5.- Définition,
. 2 . .
Soit A un élément de LS(E,F). On définit par récurrence une

suite de propriétés M relatives a A r
prop ( n)neN S pa

dim F = p <
M)
A vérifie (Pp)




A est propre
o)

v x, € K(A) - Rer A, A_ vérifie (M
1

n—1)

1.1.6.- Remarque.

La condition (M,) entraine que dim E 2 2dim F et que

1

dim F est finie. Il n'y a plus de telles restrictions pour n > 1.

I.1.7.- Proposition.

. N <1z 2
Relativement & un élément A de LS(E,F), nous avors les

implications suivantes :

\/ nz 2,

™)

(M1) => (Mz) => (M,) => ... (Mn) => M

3

Preuve :
Nous allons dans un premier temps, démontrer par récurrence Ssur

n 1'implication ((Mn) => (M_, .)).

o+

n =1

P 2 ‘s
Soit A un élément de LS(E,Rp) (p 2 1) vérifiant (Pp),

alors pour tout point x, de K(A) - Ker A, Im A(x,,.) est de dimension

1 12"

finie r(x1) et Ker A(x1,.) est de codimensiorn finie égale a r(x1).




Ker A(x1,.) et Im A(x1,.) sont donc, respectivement, des facteurs directs

de E et de RP, et donc A(x,,.) est un morphisme direct d'ol la pro-

[
preté de A,

Soit £ wune forme linéaire non nulle sur FX . Alors
1
E=% o Xx est une forme linéaire non nulle sur RP 3 1l existe donc
1 .
un sous—espace vectoriel E de E, de dimension égale & p, tel que

£

VXe E, - {0}, £ 0 A(X,X) = € o X, © A(X,X) > o.
1

Alors

VXe (Eg N EX1) - {0}, £ o Xx1 o A(X,X) = E o AX1(X,X) > 0.

Puisque E est de codimension r(x1), le sous-espace E_ N E_

Xy 2 1

est de dimension supérieure ou égale 2 p—r(x1), donc A, vérifie
1

(Pp—r(x1)) et A vérifie (Mz).

Supposons maintenant que 1'implication ((Mk) ==> (Mk+1))
soit vérifiée quel que soit k vérifiant, 1 g k g n-1, et montrons
que 1l'implication ((Mn) ==> (Mn+1)) est encore vérifiée. En effet,

si A vérifie (Mn)’ alors la localisée d'ordre n-1 de A vérifie

(M1), et, par le méme raisonnement que dans le cas n = 1, cette localisée

).

vérifie (M,), c'est-a-dire que A vérifie M

2 n+1

Si A vérifie (M), alors quel que soit 1'élément x, de

K(A) - {0}, 1'application linéaire A(x1,.) est surjective, la codi-
mension de Im A(X1,.) est nulle, et AX est nulle. Donc A vérifie

d'une maniére évidente (M e

9)-




I1.1.8.- Remarque.

Les conditions (M) et (M1) sont étrangéres : on a

non () => () et mon (M) => ().

En effet, considérons 1'application bilinéaire symétrique A
’ PP ym q

de R xR dans R définie par

Y (x,¥) e R x R, Alx,y) = xy

K(A)

{0}
.

K_(4)

A vérifie la condition (M), mais A ne vérifie pas (M,)

car la forme quadratique associée & A est de signe constant.

. L 3
Soit A 1'application bilinéaire symétrique de IR3 x R
PP ym q

dans R définie par

3
VX = (x,y,z)‘€|R3 ; VX' = (x",y',z2") e R,

A(X,X") = xy' + x'y.

A vérifie (P1) : pour tout scalaire A de R - {0},
‘

la droite de R3 définie par
E, = {{x,)x,0) | x € R}

vérifie
2 2

VXe E, - {0}, 2E,x = 22" > o.

Le vecteur e, = (0,0,1) est dans K(A) mais n'est pas dans

Kr(A). Par conséquent, A vérifie (M1) et A ne vérifie pas (M). @
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I.1.9.- Remarque.

Nous avons aussi non ((M,) => (M)) et non ((MZ) => (M1)5;\\ E

Si 1'on considére le deuxiime exemple de la remarque précédente,
on a une application bilinéaire symétrique A qui vérifie (MZ) (car

elle vérifie (M1)) et qui ne vérifie pas (M).

Considérons l'application bilinéaire symétrique A de 1R3 x R3

dans le définie par :

3

bl

Vx-= (x,v,2) € RB : Vx = (x',y',2") e R

AXX") = (xx' + yy' - zz'", xy' + x'y).

A ne vérifie pas (M1) car la dimension de 1'espace de départ

de la forme quadratique associée 2 A est trop petite.

K(A) = {(x,0,x) | x e R} U {(x,0,-x) | x e R} U

{(0,y,) | vy e R} U{(0,y,-y) | vy e R} .

Soit X, un é1lément non nul de R, et soit (u,v) un élément

2 .
de IR", alors l'équation en (x,y,z)

A((Xoyoayo)’ (X,Ysz)) = (U,V>

—-u
s =)

. v . . .
admet toujours (O,-;~ - pour solution. Donc 1'application
(o]

(o]

A((XO,O,XO),.) est surjective. Un raisonnement analogue montre que les
applications A((x,0,-x);.), A((0,y,v);.) et A((0,y,-y);.) sont

surjectives lorsque x et y sont différents de zéro. Par conséquent :
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K .(8) = K(4) - {o}.

Ce qui fait que A vérifie (M) et donc (Mz). [ |

1.2.- Détermination du cone tangent.

1.2.1.- Théoneme.

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E,

a un point de U, f une application deux fois différentiable en .a

telle que 1'imege de Df(a) soit fermée dans F et W = f—1(f(a))
q g £t

la surface de niveau de f passant par a. S'il existe un entier naturel

n > 1 tel que Agf(a) vérifie la condition (Mn), alors le cone tan-

gent 3 W en a est le cone isotrope K(Azf(a)) de Azf(a).

Avant de passer a4 la démonstration de ce théoréme, rappelons

un résultat classique qui nous sera utile par la suite.

1.2.2.- Proposition.

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E,

a un_point de U et f une application de U dans F deux foix diffé-

rentiable en a. Si l'image de Df(a) est fermée dans F, alors on a

les inclusions suivantes :

Kr(Azf(a)) crwc K(A%f(a)).

1.2.3.~ Corolhlaire.

N 2
Sous les hypothéses de la proposition (I.2.2), si Kr(A f(a))

N 2
est dense dans K(Azf(a)) - {0}, alors T W est identique a K(A"f(a)).
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Il ne nous reste donc qu'd résoudre le probléme de la densité
de Kr(Azf(a)) dans K(Azf(a)) - {0}. Ph. ANTOINE a résolu ce probléme
pour une application bilinéaire symétrique continue vérifiant la pro-

riécé (p) :
P P )

1.2.4.- Proposition (Ph. ANTOINE [1])

Si A est une application bilinéaire symétrique continue de

FE x E dans RRP vérifiant (Pp), alors K(A) est une partie génératrice

de E et Kr(A) est dense dans K(A) - {0}.

1.2.5.- Conollairne.

Si A est une application bilinéaire symétrique continue de
E x E dans RP (avec p 2 1) vérifiant (Pp), alors Kr(A) est non

vide.

La proposition suivante donne une condition suffisante de
densité du cdne régulier Kr(A) dans le cone isotrope K(A) - {0}

d'une application bilinéaire symétrique continue A.

1.2.6.- Proposition.

Soient E et F déux espaces de Banach et A une application

bilinéaire symétrique continue et deux fois propre définie sur E x E et

a valeurs dans F. Alors, une condition suffisante pour que Kr(A) soit

dense dans K(A) - {0} est que pour tout x de K(A) - {0}, on ait

R (A) F 0.

Preuve de fa proposition (1.2.6)

On fixe un élément X, de K(A) - {0} et on va construire
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un chemin différentielle vy tracé sur K(A) tel que v(0) = 0 et que

pour tout t voisin de zéro, +vy(t) soit dans Kr(A).

A x

4 correspond un élément x, de K(A ) tel que 1'applica~

1
tion linéaire A_ (x%,,.) soit surjective. Le fait que A_ (x,,x,) soit
X, 2 X, 2°72

nul entraine 1'existence d'un élément vy, de E tel que
1 Ax,,x.) + A(x,,y,) = 0
2 2272 1271 *

Considérons la fonction g de R X Ex x E dans F définie
1

par

—li-A(x1+tx+t2y;x +tx+t2y) si t#£0
2t

g(t; (x,y)) i

g (03 (x,v)) % Alx,x) + A(x1,y) si t = 0.

Puisque A(x1,x1) et A(x1,x) sont nuls, on peut aussi écrire
g sous la forme :

2
Alx,x) + A(x,,y) + tA(x,y) + 52— Aly,y).

N =

g(t; (x,y)) =

1
On peut alors facilement voir que g est de classe C et
que

D,g(0; (x,y)) (X,¥) = A(x,X) + Alx,,Y).

Au point (O;(xz,y1)), on a :

_ 1 -
8(0; (x,,5,)) = 5 A(x,,%x,) + Alx,,y,) = 0

ng(09 (X23y1)) = A(XZ,.) + A(X,l,.).




Soit x, (z) wun élément de F . la résolution dans E_ de
1 1 1

1'équation, A, (XZ’X) = Xy (z) est équivalente a la résolution dans
1 1

E. *x E de 1'équation
1

A(xz,x)-+ A(x1,y) = z

donc la surjectivité de 1'application AX (XZ") est équivalente a celle
1
de 1'application ng(O;(xz,y1)). Comme A est 2-fois propre, A(x1,.)

et AX (xz,.) sont des morphismes directs ; il en résulte facilement
1

que ng(O;(xz,y1)) est un morphisme direct et donc admet une sectiorn.

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe € > 0, et une

appiication différentiable (x,y) de 1—&1,61[: dans Ex x E telle que
- 1

Ve c]-—e1,s1E 3 g, (x(p),y(e))) =0
x(0) = X,

y(0) = vy -

Donc, pour tout point t de ]—61,61[, on a :

A(x1 + tx(t) + t2y(t) s ox, + tx(t) + tzy(t)) = 0.

1

P 2
Le chemin différentiable vy(t) = x, + tx(t) + t"y(t) est alors

1
tracé sur K(a).

Pour t assez voisin de zéro, on va voir que le chemin v(t)
est non seulemert tracé sur K(A), mais qu'il est tracé sur Kr(A).

Pour cela, on écrit
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v(t) = x, + t(x2 + e(t)), avec lim e(t) =0
-0

Aly(t),.) = A(x1;.) + tA(x2 + e(t);.)

et on applique le lemme de 1'annexe aux deux applications A(x1,.) et

A(xz,.) : en effet, AX (x2,.) est surjective et pour t voisin de
1
zéro, 1l'application A(x, + e(t);.) est voisine de A(x,3.). Par consé-

quent, pour t assez petit, A(y(t);.) est surjective et donc vy(t)

.

appartient a Kr(A)' Or vy(t) tend vers X, quant t tend vers zéro,

-

on en déduit donc que Kr(A) est dense dans K(A) - {0}. ®

Démonstnation du théoréme (1.2.1)

Notons E le noyau de Df(a), F o le conoyau de Df(a) et A

la différentielle seconde intrinséque de f er a. D'aprés la proposi-

tion (I.2.4), quel que soit le (n-1)-uplet (x1,x2,...,xn_1) tel que
(%, € K(A) - Ker A
X, € K(AX ) - Ker A,
4 1 1
X € K(aA ) - Ker(a )
\ "‘'n-1 XieeoX o R
K(A ) engendre E et K (A ) est dense dans
Ky eeoX Ky eeoX r xR, . ..X
1 n-1 1 n-1 1 n~1
K(Ax ) - {0} car A vérifie (Mn). Si p est supérieur ou égal
TERRE S
a 1, le corollaire (I.2.5) entraine que Kr(AX x ) est non vide
RS S
(car A vérifie la propriété (P )).
x X )

17" ""n-1
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De la proposition (I.2.6), il résulte alors que

Kr(AX x ) est dense dans’ K(Ax Cx ) - {0}. Puisque x_ ., est
1 n-2 1 n-2

un vecteur non nul de K(A < ), ce cdne n'est pas réduit a2 {0}
. IRRES S

et donc Kr(Ax x ) est non vide. En réappliquant ce méme raisonne-
1"‘“_2 v

ment (n-2)-fois, on trouve que Kr(A) est dense dans K(A) - {0}. Il

ne reste maintenant qu‘'a appliquer le corollaire (I1.2.3) pour trouver

que

T W= k%fa)). =




CHAPITRE 11

CONDITIONS NECESSAIRES POUR UN PROBLEME D'OPTIMISATION

AVEC CONTRAINTE BILATERALE VERIFIANT (MZ)'

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E,
a un point de U, f une application de U dans F 5-fois continG-
ment différentiable en a et telle que Df(a) soit un morphisme di-
rect, W 1la surface de niveau de f passant par a, et J une appli-
cation de U dans R 'de classe C2 en a. Nous nous proposons, dans
ce chapitre, de trouver des conditions nécessaires d'optimalité pour J
sur W au point a lorsque la différentielle seconde intrinseéque

).

Azf(a) vérifie la condition (M2
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Théonéme .-

2 rd s » ke » 3
Si A"f(a) vérifie (MZ)’ alors pour que J présente un minimum

local sur W au point a, il est nécessaire que soient vérifiées les deux

conditions suivantes :

Vx e k(*(@) - Rer(a’£(a)) 5 FOsu) e FO7

(i) : pJ(a) = AX o Df(a) + w_ o sz(a)(x,.) et W o Df(a) = 0
(i) : D23(a)(x,x) 3 A o D2f (a) (x,x) + —_17 b o D f(a) (x,x,%) .

Pour démontrer ce théoréme, nous allons procéder en deux étapes.
La premiére consiste a réduire le probléme & un probléme équivalent pour
lequel la différentielle premiére de la contrainte est nulle. La deuxieme
est la démonstration du théoréme dans le cas particulier ou Df(a) = O.

Le théoréme général en découle.

11.7.- Premiene éiape de La démonstration du théoréme.

Df(a) étant un morphisme direct, Ker Df(a) et Im Df(a)
sont, respectivement, des facteurs directs de E et de F. On note
X = Im Df(a), Y = Ker Df(a) et Z un supplémentaire topologique de X

dans F.

I1.1.1.~ Proposition (Liapouncv-Schmidt).

Si f est de classe Cr, (r 1), et si Df(a) est un

morphisme direct, alors il existe deux difféomorphismes locaux k et h

respectivement entre (F;f(a)) et (XxZ;(0,0)) et entre (XxY;(0,0)) et




{ (E;a)

ol g

On a :

donc
nature
on ide

de X

néaire
| B3
et 1'1

Coker

Ker Df

Dh

F
(0,0) Dh(0,0) ka(O) ' Dk (0)
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tels que 1l'application ¢ =k o f o h soit de la forme :

X xYDV s X xZ

(x,y) AAAAAAAAANAAAA> (x;g(x,y))

est de classe C' et vérifie g(0,0) = 0 et Dg(0,0) = 0.

11.7.2.- Lemme.

Ssi p*5(a) vérifie M,), alors 2%5(0,0) vérifie ().

2

Preuve du Lemme (11.1.2.) :

Par des translations, on se raméne au cas ot a = 0 et f(0) = 0.

V (x,y) €X xY 5 De(0,0)(x,y) = (x,0)

Ker D9(0,0) = {0} x Y que 1l'on identifie 8 Y muni de 1'injection
lle i de Y dans X x Y. Par ailleurs, Im D&(0,0) = X x {0} ;

ntifiera Coker D®(0,0) a Z muni de la projection naturelle p

x Z sur Z.

Comme D&(0,0) = Dk(0) o Df(0) o Dh(0,0), 1'isomorphisme 1i-
Dh(0,0) 1induit un isomorphisme Dh(0,0) de Y sur Ker DEf(0O)
somorphisme linéaire Dk(0) induit un isomorphisme Dk(0) de

Df(0) sur Z. On a les diagrammes commutatifs suivants

(0) ! E X > Coker Df(0)

L > XXX XxZ P z
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On a donc 1 o Dh(0,0) = Dh(0,0) o i et p o Dk(0) = Dk(0O) o X.

La différentielle seconde intrinséque de @& au point (0,0) est

226(0,0) = p o D28(0,0) o (i,i)

avec D2®(O,O) Dz(k o f o h)(0,0)

(1 Dzk(o) ) E)f(o) o Dh(0,0);Df(0) o Dh(o,o)]
+ Dk(0) o D2£(0) o [Dh(0,0) ;Dh(0,0)]

+ Dk(0) o DE(0) o Dh(0,0).

~
En tenant compte des relations

Df(0) o Dh(0,0) o i = Df(0) o 1 o Dh(0) = O
p o Dk(0) o Df(0) = Dk(OV) o X o DE(O) = O

il vient que

£°6(0,0) = DK(O) o x o p%£(0) o (:1 o Dh(0,0);1 o Dh(0,0) ]

c'est-a-dire que

A2<I>(O,O) = Dk(0) o Azf(O) ) [1 o Dh(0,0);1 o Dh(0,0) ] .

I1 est par ailleurs facile de calculer A2®(O,O), en tant
qu'application bilinéaire de Y x Y dans Z, en fonction de g :

on a A2®(O,O) = Dgg(0,0).

2 N 2
L'application A ¢(0,0) s'obtient a partir de A f(0) par
. 2 . .
composition par des isomorphismes linéaires et donc A $(0,0) hérite

cy 2 s 2 .
de toutes les propriétés linéaires de A £(0). D'ol le lemme (II1.1.2). ®

Considérons 1'application g de Y dans Z définie par

Vyey ;5 gy =s,.
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Nous avons :

p
g(0) = g(0,0) =0
Dg(0) = D,g(0,0) = 0
) ng(o) = Dég(0,0)
D3§(0) = ng(o,o)
et Dzé(o) vérifie (M,).
\

Soit W 1la surface de niveau de g passant par O.
Minimiser J sur W en O équivaut a minimiser J = Joho i sur W
en 0. Si le théoréme précédent est démontré dans le cas d'une contrainte

de différentielle premiére nulle, on 1l'applique a J et g

2—- 2- - *
Vyo € K(D"g(0)) - Ker D'g(0), 3 My € Z
(o}

(i) : DJ(0) = EyO o Dzé(o)(yo;.)

N, 1 - 3= o
(ii) : D J(O)(yo,yo) 23 uyo oD g(O)(yo,yo,yo).

Nous allons montrer que ces conditions sont équivalentes aux con-

ditior.s du théoréme relatif a J et g.

Par i'isomorphisme Dh(0,0), se donner y, dans
K(Dzé(o)) - Ker ng(o) est équivalent a se donner X, = Dh(O,O)yO

dans K(Azf(O)) - Ker Azf(O).
En différentiant 1'identité J = J o h o i, il vient que

DJ(0) = DJ(0) o Dh(0,0) o i = DJ(0O) o 1 o Dh(0)
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donc (i) donne

DJ(0) o 1 ﬁy o D%g(0,0) o L?h(o,o)'1xo : Dh(0,0)_q

o

- ﬁyo o Dk(0) o Azf(O)(xo;.)

= uy o Dk(0) o x o D2f(0)(xo,1).
)

On pose p. = pn_ o Dk(0) o x. On a alors u_ o Df(0) =0
X y X
o o o
et

n
o

BI3(0) - 1, o DE(O) (x_;.]]
- ) ° Ker Df (G)

I1 existe alors Xx dans F tel que
o

DJ(0) = W, o sz(O)(xo,.) + AX o Df(0).
o o

En différentiant 1'identité J = J o h o i deux fois de suite,

il vient que

p?3(0) = D%3(0) o [Dh(0,0) o i, Dh(0;0) o i]

+ DJ(0) o Dzh(0,0) o (i,1i)

p?3(0) o [1 o Dh(0,0);1 o Dh(0,0)]

+ DI(0) o D?h(0,0) o (i,1),

donc (ii) donne :

DZJ(O)(xo,xO) + DJ(0) o Dzh(0,0)(i o Dh(O,O)_1xo;i ) Dh(o,o)"1xo)

- 3
uyo o D,g(0,00(y_,y_,y,)

LA)!-—-

W




c'est-

2 1 -
D J(O)(XO,XO) 2 3 H
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a-dire que

5
v o ng(O,O)(yo,yo,yo)

1

- D3(0) o D?i(0,0) (i o D'h'(‘o',“o‘)"1xo;i o Dh(0,0) 'x, ).

Or, en différentiant 1'identité & =%k o f o h trois fois

de suite et en tenant compte du fait que

Dgg(O,O) =po D3®(0,0) o (i,i,1i)

on obtient

3 3
ng(0,0)(yo,yo,yo) = p o Dk(0) o D f(O)(xo,xo,xO) +

3p o DK(0) o D’£(0) [xo;Dzh(0,0)(i o Dh(o,o)‘1xo;i o Dh(o,o)"x(ﬂ

et en

u o
Yo

donne

remplacant DJ(0) par AX o Df(0) + m, o D2f(0)(x0;.), on a :
) o

- 3
uy opoDk(0) oD f(O)(xo,xo,xo) +

(o]

W=

2
D J(O)(Xo,xo) 2

1 . —r — ]
x 3 io Dh(0,0) XO;}

p o Dk(0) o sz(o)[%o : Dzh(0,0)(i o Dh(0,0) "
. 2., . e - . e =1
- Aoo Df(0) o D h(0,0)[;c>Dh(0,0) x 5 1o Dh(0,0) x;}

-1, o D£(0) x_3D°h(0,0) (i o DR(0,0) 'x_ 5 1o 'Dh(O,O)—1xO)]
(6]

Puisque Dh(O,O)_1XO est dans K(Dgg(0,0)), 1'égalité (1)

Dk(0) o Df(0) o Dzh(0,0)ll:i o Dh(o,o)"xO C 1o Dh(0:6)_1xoj]

= —- Dk(0) o szﬂo)(xo,xo),
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donc on a :

1

DE(O) o Dh(0,0) [1 o DR(0,0) 'x 3 i o D'h'('o','o')”xO:] = - D°£(0) (x.%,).

D'olu
p23(0)(x .x ) 34+ 1 o DOEO(x ,x ,x)+ A o DEO(x ,x). ®
0’0’ 3 "x 0> 0’0 X o’ o

o (o]

11.2.- Deuxieme étape de fa démonsiration du théoreme.

Nous allons démontrer le théoréme dans le cas particulier ou
Df(0) est nulle. Pour cela, nous fixons un élément X dans
2 P p .
K(sz(o)) - Ker D°f(0) et nous procédons en trois temps : nous établissons

la condition nécessaire d'optimalité d'ordre 1 pour J

2 c
DJ(0) = u oD f(O)(xo,.) ; nous construisons un chemin différentiable
O
y tracé sur W et vérifiant vy(0) = 0 et lim Y(E) = x_ ., et a 1'aide
t>0 t
duquel nous améliorons le multiplicateur U ; et, enfin, nous mini-~

(o}

misons J sur Yy pour établir une condition nécessaire d'optimalité

d'ordre 2 pour J sur W en O.

a) Démonstration de La condition nécessaine d'ondre 1.

Df(0) étant nulle, Azf(O) est égale 2 D2f(0). On note

A= sz(o).

11.2.7.- Lemme.

Si A vérifie (Mz) et si J présente sur W un minimum
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local en O, alors quel que soit 1'élément x  de K(A) - Ker A, 1la res-

triction de DJ(0) & RKRer A(x,.) est nulle.

Preuve du Lemme (I11.2.1) :

Puisque J présente sur W un minimum local en O, on a
DJ(O)IT Wz 0. D'aprés le théoréme (I.2.1) ToW est égal &2 K(A) :
o

le cOne tangent TOW est symétrique et donc DJ(O)lT w0
o

Soit x, un é1ément de K(A) - Ker A. Comme A vérifie (Mz),
la localisée AX vérifie (M1), donc K(Ax ) engendre Ker A(xo,.)
et est égal au cgne tangent en X _ a K(a) ?Proposition (I.2.4) et
corollaire (I.2.3.)). Comme. DJ(0) est linéaire, continue et nulle
sur K(A), alors DJ(0) est nulle sur K(A.X ) et, par conséquent,

o
DJ(0) est nulle sur Ker A(xo,.). ]

Démonstration de La condition nécessasirne d'ondre 1

A étant propre, A est un morphisme direct et donc le polaire
. *
de Ker A(xo,.) coincide avec Im(A(xo,.)) . Comme DJ(Q) est dans le
polaire de Ker A(xo,.), il en résulte qu'il existe une forme linéaire

*
My dans F telle que

DI(0) = (A(x 3.))" (u) = u, 0 AGx,.).

11.2.2.- Remarque.

u n'est définie que modulo Ker(A(xo,.))A.
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b) Chemin différentiable thacé sun W.

1172.3.- Lemme.

vérifiant :

Quels que soient X s X et x

X, € K(A) - Ker A

J x1 € Kr(Ax )
o

1
E—A(x1,x1)-+ A(xo,xz) = 0,

il existe un chemin différentizble vy gg_:]—a,a[: (a > 0) dans W

tel que

lim 11%2. =x, et v(0) = 0.
t->0 t

Preuve du Lemme (11.2.3.)

Soit x = un é1ément de K(A) - Ker A. Comme A vérifie (Mz),

K(Ax ) est une partie génératrice de Ker A(xo,.) et Kr(AX ) est

o o
dense dans K(Ax ) - {0}. or X est un vecteur non nul de Ker A(xo,.),
)
par conséquent, K(AX ) n'est pas réduit & {0} et Kr(Ax ) n'est
0 )
pas vide. Soit alors X, un élément de Kr(Ax ), et soit X, un élément
o v

de E tel que

1

5 A(x1,x1) + A(xo,xz) = 0.

Considérons 1'application g de R x Ker A(xo,.) x E dans F

définie par

g(t, (X,Y)) 4%—f(t3xo + t4X + tSY) si t#0
t

3 AKX + Alx_,¥) si

g(0, (X,Y)

rt
1
o
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On note P(t) = t3xo + tax + t5Y. La formule de Tayior a 1'ordre

deux avec reste intégral appliquée a f au voisinage de O, nous donne,
si t#0

g(t, (X, 1)) =~ A(R(£),P (1)) +
2t

< rl
e <J (-0 OB (£))dN) (B (1) P (£),B(8)).

2t 0

Comme A(xo,xo) et A(xo,X) sont nuls, on a :

2
AGK,X) + Alx_,Y) + 1:2— ACY,Y) +

N

g(t, (X,Y)) =

3 3

1
t[:A(X,Y) + %(J -0 s (e)yany ELL | 20 P(t))] _
0 t t t

. . . 2
f eéetant de classe C5 au voisinage de 0, g est de classe C au

voisinage de (O;(x1,x2)). De plus, on a

1 —
g(O,(x1,x2)) =5 A(x1,x1) + A(xo,xz) =0

ng(O,(x1,x2))(X,Y) = A(x1,X) + A(XO,Y).

Comme A est deux-fois propre, Ker AX (x1,.) est un facteur
o

direct de Ker A(xo,.), et donc Ax (x,,.) admet une section & véri-
o

1°°
fiant AX (x1;§) = 1F . Soit Xg la projection canonique de F sur
o x
o

F_ - On peut montrer sans difficulté qu'il existe une application linéaire
o .

n dans L(F,E) tellie que :

A(x1;£ ) xo) + A(Xo;n) = 1F .

On note £ = £ o Xy e L'application linéaire (&,n) est une
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section pour ng(O;(x1,x2)). D'aprés le théoréme des fonctions implicites,
il existe o > 0, et une application différentiable (X,Y) de 1l'intervalle

]-—oc,a[ dans EX x E telle que
Q

ViteTloael; gt &®,%(10))) =0 5 X0 =x, et Y(0) = x

1 2°

On note «y(t) = t3xO + t4X(t) + tSY(t), on a alors
’
Yt ej—a,a[ 5 f(y(e)) =0 3 «y() =0

lim 11§2-=
t->0 t

\

D'ou le lemme (II.2.3). ®

Pour la démonstration de la condition nécessaire d'ordre 2,
nous allons essayer de minimiser J sur vy. Pour cela, nous avons
besoin du développement limité, a 1'ordre 2, au point 0, du chemin vy
et de calculer explicitement les coefficients de la partie polynOmiale

de ce développement limité en fonction de X, X, et X,.

On fait un développement limité d'ordre 2 de X et de Y :

X(t) = x, + tX'(0) + -% £2(x"(0) + e (8) 5 lim e (£) = 0
t>0

Y(&) = x, + t1'(0) +-;- £2(y"(0) + £,(£)) 5 lim £, (£) = 0
t>0

il vient un développement limité de vy(t)

.3 4 5 6 6
y(t) = t X+ tx +t (x2+y1) + t (y2+z1) + t e(t)

avec
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N
o
-
1l

1
X'(0) € EX
o

Y'(0) ¢ E

«
N
]

"
X"'(0) € Ex
: 0

lim e(t) = 0
\ t=>0

_ 1
21772

Fn différentiant deux fois de suite 1'identité g(t;(X(t),Y(t)) = 0,

on obtient :

* D8 (k3 (X(8),Y(8)) + Dogles (X(£),¥(1))) (X' (£),Y' (£)) = 0
% D2g (5 (R(D),¥())) + 2D Dg(e; (X(£),¥(6))) (X' (£),¥' (1))

+ Dyg (5 (X(0),¥(0) [(X' (0,1 () 5 &' (8,7 ()

+ D,yg(t; (X(0),Y(£))) X" (&) 5 Y'(£)) = 0

au point t = 0, on a

[ * D18(0,(X1,X2)) + ng(O,(x1,x2))(y1,y2) =0

2
) * D1g(0, (x,,%,)) + 2D,D,g(0, (x,,%,)) (y,,¥,)

2
+ D580, (x4,%,)) ((y4,y,) 5 (v{,,))

[+ D,g(0, Gx,x,)) (X"(0), X" (0)) = 0.

On note B = D3f(0). Comme on a

/

1
D1g(0,(x1,x2)) - A(X1’x2) + E-ngo’xo’xo)

2 -
D1g(0,(x1,x2)) = A(XZ’XZ) + B(xo,xo,x1)

D1ng(0,(x1,x2))(X,Y) = Alx,,Y) + Alx,,X)

D28 (0, (x,,%,)) (X, 1), (X', ¥")) = AG,X")
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alors, & l'aide de la section (&,n) de ng(O,(x1,x2)), on peut €crire

, 1 |
= - E(A(X1,X2) + E-B(xo,xo,xo))

¥ =
1 .
$ Yy = - n(A(x1,x2) + 6 B(xo,xo,xo))
S
21 - = 2 E(A(XZ,XZ) + ZA(Y1’Y2) + 2A(X23Y1) + A(Y1sy1) + B(XO’XO’X1))

Si J présente sur W un minimum local en 0, alors J o v

doit présenter sur 1—&,&[: un minimum local en t = 0, On a donc a

étudier J o v.

Par translation, on suppose que J(0) = 0. On écrit J sous la

forme :
I(x) = u(x) + %v(x,x) + e | ]x]]?
avec
u € L(E,R), (u= DJ(0))
vellem, =l

lim e(x) = O
x>0

\
Par ce développement limité de J, il vient
J(y(t)) = t3u(x )+ t4u(x ) + tsu(x +y.) + t6(u(y +z,) + l-v(x ,X ))+-t6e(t),
o 1 271 2 71 2 o’*“o
avec 1lim e(t) = O.

t~>0

Comme u est nulle sur Ker A(xo,.), on a

u(xo) = u(x1) = u(y1) = u(z1) = Q.
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11 reste donc
I = ulxy) + Py + 5 vl x)) + t0e(e)

Or, J oy présente sur ‘];a,a[: un minimum local en t = 0 et donc

u(xz) = 0. Comme
1
5 A(x1,x1) + A(Xo’XZ) = 0,

en composant cette égalité par Ms on obtient :

B, © A(x1,x1) = 0 ;

c'est-a-dire que par continuité de 1'application u, © A et par densité

de K (A ) dans K(A_ ), nous avons
rox X

Vxe K(AXO), M, O A(X,X) = 0,

autrement dit, la forme quadratique associée 2 po o A est identiquement

nulle sur le cOne K(AX ) de AX .
o o

11.2.4.- Lemme.

PO 2
Soient E un espace de Banach, A un élémert de LS(E,RP)

(p € IN) vérifiant la propriété (Pp), et B un élément de Li(E,R)

tel que la forme quadratique associée 4 B soit nulle sur K(A).

Alors

Vx ek (&), 3 gxo e ®D)"

x O A(XO,.)
0

B(XO,.) = g

(B - & ©° 8 ker AR ,.)xKer AX,.) O
o] O [o]
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Preuve du Lemme (11.2.4.)

Puisque, pour tout X de K(A), B(X,X) = 0, alors, on a

Vxer@ ; BEX,.) = 0.
ITX(K(A))

Or, comme A vérifie (Pp), si dim Im A(X,.) = r(X), alors
e . . . 1
AX vérifie (Pp—r(X)) et donc K(AX) qui n'est autre que TX(K(A))

engendre Ker A(X,.), d'ou

B(X,. 0.

) |Rer AX,.) "

Puisque Im A(X,.) est de dimension finie et Ker A(X,.) est
de codimension finie, alors A est propre et donc il existe EX dans

ORP)* tel que
B(X,.) = & o A(X,.).

. = ' -
Fixons Xo dans Kr(A)’ on a K(AXO) = Ker A(Xo,.), c'est-2
dire que

TXO(K(A)) = Ker A(XO,.).

Soit X wun élément de TX (K(A)), 1l lui correspond une suite

(X )

0 nen® de K(A) et une suite (an)

de R telles que :

r lim X =X
n>eo

A
—
.H.

=

Q

o]

1l

O
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K

Or, nous avons pour tout n dans N,

(
B(X ,X ) - gxo o A(X ,X ) =0
{ BE,X) - Exo o A(X_,X ) =0
\ B(X ,X ) - gxo o A(X ,X¥ ) = O.

D'ou,

*
Vnemw, B(X -X_,X -X ) - &XO

o A(Xn-XO;Xn—XO) = 0.

- 2 . P
En divisant par a et en faisant tendre n vers 1l'infini,
nous obtenons

B(X,X) - gX o A(X,X) = 0.

e}

Comme Ker A(XO,.) est un espace vectoriel, on en déduit que

Y X € Ker A(XO,.), Y X' € Ker A(XO,.) :
B(X,X') - £ o A(X,X') = O,
)

Donc

@ - x_° &) ker A(X_,.)sKer AKX ,.) . @&

Appliquons le lemme ci-dessus a 1'application bilinéaire Ax

et 4 la forme bilinéaire M, © A, alors 1l va exister Py dans
1

(Coker A(xo,.))ﬂ tel que

Uy © A(X1")tKer A(xo,.) = Ux1 © AXO(X1")‘
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= et = -
Posons 1 “x1 ° X, Uy T Hy ux1 , TNOUS avons

Boo A(x = 0

1’°)|Ker A(xo,.)

u = ﬁo o A(xo,.) .

On a donc amélioré le résultat de la partie (i) du théoréme.

11.2.5.~ Remarque.
On peut calculer explicitement ﬁo en fonction de la section

(¢,n) de l'applicatior A(x,,.) + A(xo,.).

17"

En effet, puisque

A(x1,€) + A(xo,n) = 1F

u = ﬁo o A(xo,.)

alors en composant la premiére identité par M, > on trouve

uo =uon. 8

c) Preuve de fa condition nécessaine d'optimalité du second ondnre.

A l'aide des considérations précédentes, J(y(t)) devient

Ir() = e%uly,) + 1 vl ,x ) + e(t)) 30

lim e(t) = 0
t>0

6 s .
En divisant par t et en passant a la limite sur t, on

obtient :
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1
2 vl ,x ) + uly,) 30

avec
1
Yy = —n(A(x1,x2) f 3 B(XO,XO,XO))
d'ol 1
u(yz) = - u o n(A(x1,X2) +z B(xo,xo,xo))
- 1
= —uo(A(x1,x2) + € B(xo,xo,xo))
et donc
1) . i-v(x x ) L o B(x ,x ,x ) > un o A(x,,x,)
T2 o’ o 6 "o 0’70’0 * To 12727°
Nous avions pris auparavant X, comme solution de 1'équation
en X

1 -
5 A(x1,x1) + A(XO,X) =0

mais quand on change X, en kx1 , une solution de 1'équation

> A(kx1,kx1) + A(xO,X) =0

D'ou, en changeant dans 1'inégalité ci-dessus x, en kx

1 1°

nous obtenons :

_ 3 -
u, o B(xo,xo,xo) >k (uo o A(x1,X2)),

N —

1
2 V(Xo’xo) -

faisons tendre k d'une part vers + et, d'autre part, vers - «
’ p ’ ’ ) ; ’

alors pour que 1'inégalité (1) reste vérifiée, il est nécessaire que

io o A(x1,x2) soit nul. Par conséquent, nous avons

Wy O B(xo,xo,xo). e

W=

V(xo,xo) 2
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11.2.6.- Remarques.

2 .
i) 8Si, a fortiori, A"f(a) vérifie (M1), alors pour tout

rd e 2 2 ] £
élément X, de K(A"f(a)) - Ker A"f(a) 1le multiplicateur M est
' o
nul et par conséquent on tombe sur les conditions nécessaires d'optima-

1ité (c.1) et (c.2) (cf. Introduction).

2 f s
ii) Si, a fortiori, A f(a) vérifie (M), alors comme (M)

2
implique (MZ)’ pour tout x_ de K(A"f(a)) - {0} il existe (Xx SU )
‘ o] o]

* 2
dans (F )~ tel que

DJ(a) = kxo o Df(a) + uXo 0 sz(a)(xo;.)

(on avait trouvé W = o X, ix £ (Coker Df(a)) )
0 o 0

_ 2
DJ(a)lKer DE(a) = uxo o A f(a)(xo,.)

%
comme Azf(a)(xo,.) est surjective, (Azf(a)(xo,.)) est injective.

2 .
Le multiplicateur M est donc unique lorsque A f(a) vérifie (M).




CHAPITRE III

CONDITIONS NECESSAIRES POUR UN PROBLEME D'OPTIMISATION

AVEC CONTRAINTE BILATERALE VERIFIANT (M3).

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E,
a un point de U, f wune application de U dans F 8-fois continiiment
différentiable en a telle que Df(a) soit un morphisme direct, W Ila
surface de niveau de f passant par a, et J une application de U
2 .
dans R de classe C en a. Nous nous proposons, dans ce chapitre,
de trouver des conditions nécessaires d'optimalité pour J sur W au

c N 2 s
poirt a lorsque la différentielle seconde intrinséque A f(a) vérifie

(M3) .
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Préliminaine.

Df(a) étant un morphisme direct, X = Im Df(a) et Y = Ker Df(a)
sont respectivement des facteurs directs de F et E ; et Df(a) admet
(3] une quasi-section o, dans L(F,E) qui vérifie :

Df(a) o g, o Df(a) = Df(a).

Si Azf(a) vérifie (MB)’ pour tout couple (xo,yo) vérifiant

x_ e K(A2E(a)) - Ker A%f(a)

y, € K((8°£(a))_ ) ~ Ker (8°f(a))_
(o] (o]

on a : K((Azf(a))X y ) engendre Ker (Azf(a))X (yo,.), et comme y_ = appar-
o’ o o

tient & ce sous-espace, K((Azf(a))x v ) n'est pas réduit a {0} ;
o’o

K ((Azf(a)) )} est dense dans K((Azf(a)) ) et donc K ((Azf(a)) )
T Xy Xy r Xy
0’0 - oo o’ o

P 2
n'est pas vide. Alors pour tout élément z de Kr((A f(a))x ) 1'appli-
0’0

. 2 . .
cation linéaire (A f(a))x . (zo,.) est surjective et son noyau est un
0”0

facteur direct de Ker(Azf(a))X (yo;.) (car A est trois fois propre).
o)
Elle admet donc une section ¢ qui vérifie

2
(A" f(a)) (z ;%) 1 .
%Yo ° Coker(Azf(a)X (yo;.)
)

On note Xy la projection canonique de ‘X sur
0
Coker Azf(a)(xo,.) et X, la projection canonique de
o’ o
2 2
Coker A f(a)(xo,.) sur Coker (A f(a))x (yo;.).
)
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Théoreme. -

2 Sy , ; .
Si A"f(a) vérifie (MB) et si J présente sur W un minimum

local en a, alors quels que soient X» Voo 2 et Xy vérifiant

( x_ € K(a%£(a)) - Ker A%f(a)
Y, € K((Azf(a))x ) - Ker (Azf(a))x
(0] (o)

2
7, € K ((E@), )

(1)

.o

1 2 2 ~
L E—A f(a)(yo,yo) + A f(a)(xo,x1) =0,

pour toute quasi-section %, de Df(a), et pour toute section Z, de

2 o x3
(A f(a))XOyO(zo,.), il existe (Ao,uo,u1) dans (F ) tel que

DJ{(a) = Ao o Df(a) + H, O sz(a)(xo,.) + My o sz(a)(yo;-),

et si on note (¢ = Co ° X, v °© X, 0 X 3y les multiplicateurs My

et My vérifient en outre les relations suivantes :

/ao) : o DE(a) = u, o Df(a) = 0
ap) w0 sz(a)(xo;')iKer pf(a) = °
a) i w0 D>f (a) (x,,x_.% ) = 3u; o p%f(a) k0, o sz(a)(xo,xo)]
az) i o D’f (a) [:aoDBf(a) (x 5% »% ) 3 zoD’ £ (a) (yo;x1)]‘ <
ﬁ 3u0 D’£(a) [ToD £ (a) [x 30,00 £ (@) Gx ,x )] 5 con%£ (a) (v, %))
a,) © o D(a) LoD’ f(a) (y_,x,) 5 toD £(a)(y_,x Y] = 0
;15) P, o sz(a) [coD3f(a) (xo,xo,xo) H C0D3f(a) (xo,xo,xo):]
+ 9w, o D’f(a) [toD’E(a) [k ;o oDt (a) Cx_,x_J] s 2o0”f(a) [k s 0 osz(a>(xoxo)ﬂ
= 6u, o D'f(a) [zoD £ (a) (x_,x_,x );zoD F (a) [x ;0 oDZf<a>(xo,xo)ﬂ.
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Pour démontrer ce théoréme, nous allons procéder en deux étapes.
La premiére consiste & réduire le probléme & un probleme équivalent pour
lequel la différentiable premiére de la containte est nulle. La deuxieme
est la démonstration du théoréme dans le cas particulier ot Df(a) = O.

Le théoréme général en découle.

171.1.- Premidre étape de La démonstration du théoréme.

On garde les mémes notations qu'au chapitre ITI :

Im DfCO)

a=0 3 f() =0 3; JO =0 ; X

kofoh ; J

= é“(o).

Ker Df(O) ; ¢

<
i

Johoi,

09 |
=l

T Blvnforxy G

117.1.1.- Lemme.

Si Azf(O) vérifie (M,), alors AZQ(O,O) vérifie (M,).

3 3

La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme

(I1.1.2.).

Si le théoréme est démontré dans le cas d'une contrainte de
différentielle premiére nulle en O, on 1'applique &8 J et g

(Dg(0) = 0 admet comme quasi-section 80 1'application nulle)

quels que soiernt X): Voo Z et x, vérifiant

)
’

- 2- 2-

X, € K(D"g(0)) - Ker D g(0)

J, € K(DEO)2 ) - Ker (0°E(0));
" : < 9 ) o

z € R _((D7g(C))= =)

) r Xy

o’ o
L %50 (7,5 + D0 & _,%,) =
5 D g (0) yo,yo) D g(0) X ,X,) = 0
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et quelle que soit la section Eo de (ng(o)); - (Eo;.), il existe
% o’o
(ﬁo,ﬂ1) dans (F )2 tel que

- - 2_ _ - 2- -
DJ(0) = u_ o Dg(0)(x ,.) + n, o DEO) (¥ ,.)
o o 1 o
et si on note ¢ = o © X3z 5 ° % ou Xz est la projection cano-
o’ o o )
nique de Z sur Coker ng(o)(Qo,.) et Xz - est la projection cano-

0”0

nique de Coker Dzé(O)(io;.) sur Coker(Dzé(O))i (§o;')’ on ait :
o

(5D 5y 0 RO G,,.) = 0

[}

3_ - - -
D g(O)(xO,xo,xo) =0

8]
e
~
=
—
o]

@]

o D%5(0) (3,,%)] € 0

ad}

§ 3t 0 RO [T o RO G LELE)

2’30 [Z o %O G5 5 T

o

ng(o)(§o,§1)j =0

[os)
o
p g
=
—
o]

D’2(0) [Z o D°E(0) (x_,%x,x) 5 ZTo D E(0) (x,%_,x )] = o.

Va
[
[
A
=
-
e}

Nous allons montrer que ces conditions sont €quivalentes aux

conditions du théoréme relatif 3 J a g.

Par 1'isomorphisme Dh(0,0), se donner (§0,§O,EO,§1)

vérifiant (I') est équivalent 2 se donner (xo,yo,zo,x1) vérifiant

(I) et
( x = Dh(0,0) x
O o]
< yo = Dh(0,0) yo
z = Dh(0,0) z
[o] (o]
[ Xy = Dh{(0,0) X,

Comme DJ(0) = DJ(0) o Dh(0,0) o i, on a

DJ(0) o 1 = DI(0) o Dh(0,0)'. Done
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1 1

DJ(O) o 1 = EO o Dgg(o,o)(Dh(0,0)_ X3 Dh(0,0) )
- 2 ——— -1 P
+ Yy o D58(0,0)(Dh(0,0) .y_ ; Dh(0,0) ) .

Or, 2 2
ng(o,o) = Dk(0) o A“£(0)(1 o Dh(0,0) ; 1 o Dh(0,0))

DI(0) o 1 = Hy o Dk(0) o X o sz(o)(xo,1)
+ ﬁ1 o Dk(0) o x o D2f(Q)(yo,1).

En notant My = M, © Dk(0) o ¥ et My = ﬂ1 o Dk(0) o ¥,

cette égalité s'écerit :

(03(0) = b, 0 D’£(0) (x,.) = uy o DE(O) (y ;. 0.

))IKer Df(0)
*
Doric, il existe une forme linéaire Ao dans F telle que
2 2
DJ(0) = u, o D f(O)(xo,.) + u oD f(O)(yo,.) + Ao o Df(0).

De plus, on a :

Dk(0) o x o Df(0)

i
=
o]

i
o

uo o Df (0)

il
o

By o Df(0) Dk(0) o x o Df(0)

]

h=
—_

]

et comme ﬁ1 o Dég(O,O)(EO,.) =0, on a
— 2 —_— _ —_—
Hy © Dk(0) o Af(0O) (5 o Dh(O,O).xO, 1 o Dh(0,0)) = O

c’est-a-dire que

u o p%£ (0) (x,,1 o DR(0,09) = o.
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W, © sz(O)(XO,I) = 0.

Pour les égalités et inégalité qui restent a érabliir, on
_ 3 - - - _ 2 -
va expliciter ¢ o D g(O)(xo,xO,xo) et z oD g(O)(yo,x1).

Par les deux isomorphismes Dk(0) et Dh(0,0), a toute

section Zs de 1'application (Dzé(O))g - (ZO;.) correspond une

0’0o
section ¢ de 1'application (Azf(O))X y (zo;.) telle que, si on
o’ o
note - ¢ = Co 6] X§ § 0 Xi et C = go o] Xx v o] Xx O X, on ait :
o’o o o’o o
£ =10 Dh(0,0) o T o p o Dk(0).
(*) : ToD%E0)F ,E) = T o 00,00 ,x,)

yO’A1 Zg ’ yoa 1

= 7 o DK(O) o A*£(0) (1 o DR(0,0).5_,1 o DA(0,0).x,)

=z o Dk(0) o x o sz(O)(yo;x1).

(%) : On sait que (cf. Chapitre II, page 23)

3 - - - 3
DZg(O’O)(Xo’Xo’Xo) = p o Dk(0) o D f(O)(xo,xo,xo) +

3p o DK(0) o D'£(0) (x_;D°h(0,0) (i(x ) ; 1(x))) .

On va exprimer maintenant Dzh(0,0)(i(§o) ; i(io)) en
. 2
en fonction de D f(O)(xo,xo) et d'une quasi-section de Df(0).
On pose h = h—1. En différentiant, deux fois de suite,

1'identité h o h(x)

x, on obtient

p’h(0,0) o (DR(0);DA(0)) + Dh(0,0) o D°R(0) = O.
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1

Comme (Dh{0)) Dh(0,0), on a

it

Dzh(0,0) - Dh(0,0) o DZE(O) o (DPh(0,0);Dh(0,0)).

=g}

Or est définie (cf. Bﬂ, page 2) par :

h(x) =(q o £(x),jix)

oi q est la projection de F sur X et j est la projection de

E sur Y. On a donc

Dh(0) = (Df(0);])

p?R(0) = (q o D2£(0);0).

Df(0) étant un morphisme direct, il admet alors une quasi-section a,

(pf(0) o g, © Df(0) = Df(0)). On peut définir Dh(0,0) 2 1l'aide de

o
0
Dh(0,0)(x,y) = y + 0 _X-
D'ou
2 2
D"h(0,0) = -0, 0qo0 D°£(0) o (Ph(0,0);Dh(0,0))
et 2 2
D"h(0,0) o (i,i) = - 0,090 D°£(0) o (Dh(0,0) o i;Dh(0,0) o i)
- -0 0qo p%£(0) o (1 o DA(0,0);1 o Dh(0,0)).
En appliquant ceci a ;o = Dh(O,O)—1.XO, on obtient
D%h(0,0) (i(x );i(X)) = - o_ o q o D £(0) (x_3x )
’ o'’ 0 o q 0’7o’
2 2
Comme x_ est dans K(Af(0)), D f(O)(xo,xO) est dans X,
et donc

D2h<o,o)(i(§0>;i(§o)) = -0 o sz(O)(xo,xo).
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Finalement 1'inégalité

- 2= e 3=, li- = == 2
w0 Dg(0) [Z 0 DTE(0) (K, ,% )3T 0 DE(0) (7 ,%,)] < 0

devient

51 o Dk(0) o x o sz(O)[E o Dh(0,0) o C o p o Dk(0) o D3f(0)(xo,xo,xo) ;
1 0 Dh(0,0) o T o p o Dk(0) o sz(o)(yo,x1ij
o Dk(0) o x o sz(o)[j o Dh(0,0) o Z o p o Dk(0) o sz(O)(xo;cooDz(O)(xo,xo)) ;

1 0 Dh(0,0) 0 Z o p o Dk(0) o sz(o)(yo,x1i] < 0.

c'est-a-dire que
u, © sz(o)fi ) D3f(0)(x X ,X ) 3C o0 sz(O)(y x,)]| <
1 - 0’70’70 ? o

3uy 0 D°£0) [z 0 DE(0) (x_,0_ o p%£(0) G bx ) 5 £ 0 DPEO) (34,0

Le méme raisonnement entraine les deux égalités (a,) et (a
g

4 5)

du théoréme. @

ITI.Z2.- Deuxieme étape de La démonstration du théorlme.

Nous allons démontrer le théoréme dans le cas particulier ou
Df(0) = 0. Pour cela, nous fixons deux éléments X, et y_, respective-
ment, dans K(D’£(0)) - Ker D’£(0) et K((0’£(0))_) - Rer (D°£(0))_
et nous procédons en quatre temps : nous établissonz une condition anes—
saire d'ordre 1 pour J : DJ(b) = ué ) D2f(0)(XO,.)+u; o sz(O)(yo,.) 3

nous construisons un chemin différentiable vy tracé sur W vérifiant

vy(0) = 0 et lim ligl-= X 3 mous améliorons, a 1l'aide de vy, le
t=>0 ¢t
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couple (ué;u;) ; et, enfin, nous minimisons J sur Yy pour établir

les autres égalités et inégalité du théoreéme.

Df(0) étant nulle, on a Ker Df(0) = E, 1Im Df(O) = {0},

1F, Azf(o) = sz(o). On note A = sz(o), B = D3f(0),

>
It

u=DJ(0) et v = DZJ(O).

a) Détermination de (ué,u{).

111.2.1.- Lemme.

Si A vérifie (M3) et si J présente sur W _un minimum

local en 0, alors

V’xo € K(A) - Ker A ; V/yo € K(AXO) - Ker AXO S Uikor Ax (Yo;~) = 0.

o]

Preuve du Lemme {(I111.2.7.)

Comme A vérifie (M3), on a Téw = K(A) et quels que soient

X dans K(A) - Ker A et vy dans K(A ) - Ker A ; K (A ) est
o o X X roxy
o o o’ o
dense dans K(Ax y ) - {0} et K(AX ) engendre Ker A (yo,.).

0”0 0”0 (0]

T, (R(A)) et Ty (K(AX )) sont égaux, respectivement, a K(AX ) et
) o o o

K(A ). Puisque J présente sur W un minimum local en O, on a

X
OyO

YK (A) > 0. Or, K(A) est symétrique, donc Ulg(a) T 0. Comme u est

linéaire continue, on a :

U|T (K(A)) =0 et
XO (o] o

Donc
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A étant trois fois propre, Ax est propre. Il en résulte que
O e
le polaire de Ker A_ (yo,.) est identique & 1'image de (AX (yo,.)) .
o )

- *
Par conséquent, il existe une forme linéaire u% dans (Coker A(xo,.))

telle que

— .
YlRer A(x ;.) 0 M1 © Ay (yo")'
o )

— _' - =
(u Wy 0 X, © A(yo,. 0.

o ))[Ker A(xo;.)

A étant propre, le méme raisonnement entraine 1'existence

e

d'une forme linéaire ué dans F telle que
v - !
U= usox o A(yo,.) Bo© A(xo,.).

On pose u; = U o X , 1l vient

u = pé ) A(xo,.) + u; o A(yo,.)

\i —
u, o A(XO,.) 0. [

111.27.2.- Remarque.

ué et u{ ne sont définis, respectivement, que modulo

Ker(A(xo,.))* et Ker(AX (yo,.))*.
)

b) Construection du chemin .

Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant
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1171.2.3.- Lemme.

Il existe une application linéaire continue S, de Ker AX (yo;.)
o

dans E telle que

\/z € Ker AXO(yO;.) : A(yo;z) + A(XO;SO(Z)) = 0.

Preuve du Lemme (1171.2.3.)

A étant propre, A(xo,.) est un morphisme direct et donc
A(xo,.) admet une quasi-section S0 linéaire continue de F dans E

et vérifiant

Vyem AGe ;) 5 AGx3S_ (1) = y.

On note {1 1'injection canonique de Ker A(xo;.) dans E, et on consi-

dére 1'application composée :
s = - SO o) A(yo;lo).

o

Soit z un élément de Ker Ax (yo;.). On a 1l'équivalence suivante :

(Axo(yo,z) = Q) <=> (A(yo,z) € Im A(Xo;-))

A(yo,z) + A(xo,so(z)) = A(yo,z) - A(XO,SO o A(yo,z))

It

Aly,,2) - Alyg,2)

= 0.

s, est évidemment linéaire et continue sur Ker AX (yo;.).
)

D'ou le lemme (III.2.3.). ®
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Suite de La construction du chemin .

Soit 2z un élément de K (A ). Par définition de x , y
o Ry, )
et z_ il existe (x1,x2,y1) dans E x E x Ker A(xo,.) tel que

o]

1
E‘A(yo,yo)-+ A(xo,x1) = 0

1 =
E A(ZO’ZO) + A(yogy1) + A(XO’XZ) = 0.

D'autre part, puisque A est 3-fois propre, l'application 1i-

néaire AX (zo,.) admet une section ¢. Il est facile de voir aussi
o’o

que 1'application A(zo,.)-+ A(yo,.) + A(xo,.), définie sur
Ker Ax (yo,.) x Ker A(xo,.) x E et qui associe & (z,y,x) 1la valeur

o

A(zo,z) + A(yo,y)-+ A(xo,x) admet une section (Z,n,&) telle que

[z ,0) + ALy ,m) + AGe,B) = 1,

1 rT=717o0 Xy o X, -
OyO

o

111.2.4.- Lemme.

Quels que soient X 3Y 32 3% 5%, et y, vérifiant

( x € K(A) - Ker A
v, € K(AX ) - Ker A,
o o
z € K (A )
@ {0 Ny,

1 -
> A(yo,yo) + A(xo,x1) = 0

1 _
§~A(zo,zo) + A(yo,y1) + A(xo,xz) = 0,
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il existe un chemin différentiable <y tracé sur W et vérifiant

Y(;) = x_ et vy(0) = 0,

lim
t->0 t

Preuve du Lemme (111.2.4.)

Soient X s Yoo 2o Xps Xy et y, des éléments de E

)
vérifiant (I). Considérons le polynome P défini sur
IR x E x Ker A(xo,.) x Ker AXO(yo,.) par

P(t;(x,vy,2)) = t9xo + t12y0 + t13z + t14y + t15x1 + t16so(z) + t17x H

th (t; (x,y,2))

et 1'application g de R x E x Ker A(xo,.) x Ker A (yo,.) dans F
)
définie par

g(t, (x,7,2)) = == £((t, (x,7,2))) si t# 0
t

g(0, (x,y,2)) = %—A(z,z) + A(yo,y)-+ A(xo,x) si t = 0.
Puisque

/
A(xo,xo) =0
A(xo,yo) =0
A(xo,z) =0

4 A(xo,y) =0
1 -
7 A(yo,yo) + A(XO,X1) =0
A(yo,z) + A(xo,so(z)) = 0
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alors en appliquant la formule de Taylor, a 1'ordre deux, avec reste inté-
ppliq ylor, s ,

gral, & l'application f au point O, on trouve

g(t, (5,y,2)) = =5 [t*sAm(t;(x,y,z)) s (x,7,2)))
: 2t

- ,
+ 2 J (1-2) 2D £ ¢ P(t;(x,y,Z)))dA-(Q(t,(X,y,Z));Q(t;(X,y,Z));Q(t,(X,y,Z))):\
(0]

ceci s'éecrit :

glt; (x,y,2)) = % Alz,z) + Aly_,y) + Alx_,x) + t@(yo,XQ + A(y,z)]
P 1 AGLY) + AG,2) + Ay ss (@)] A,y + Alz,s @)+

+ A(yo,x)] + ta[% A(x1,x1) + A(y;so(z)) + Alx,z) | +

ol
t 2.3
?J (1-0)"D fOP(t, (x,v,2)))dxr. (Qt, (x,y,2))3Q(t, (x,y,2)) 5Q(t, (x,¥,2))) .
0

De cette manidre, on voit que g est de classe C5 par
rapport & (t;(x,y,z)) puisque f est de classe C8 au voisinage de
0, et

ng(O;(x,y,Z)) = A(z;.) + A(Yo;-)'+ A(XO§-)-
Au point (O;(XZ’Y1’ZO))’ on a

g(O; (XZ’Y1320)) =0

ng(O;(ngszo)) = A(zo;.) + A(yo;.) + A(xo;-)

ng(o,(xz,yq,zo)) admet donc une section (zZ,n,&). Par le
théoréme des fonctions implicites, il existe a > 0, et une applica-
tion différentiable (x,y,z) de 1'intervalle :]—u,a[: dans

E x Ker A(xo,.) x Ker AXO(yO,.) telle que
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(
Ve eJ-a,af; alt; x®),y(),2()) = 0
x(0) = x
{ 2
y(0) = Y4
z{(0) = z

Le chemin différentiable

12

v(t) = t9x0+ t Ty + t13z(t) + t14y(t) + !

x, + t16so(z(t)) + ' % |

est alors tracé sur W, et vérifie

lim
t=>0 t

c] Amétionation de (u!';ui).
Puisque g est de classe C5 au voisinage de (O,(xz,y1,zo)),

on peut faire un développement limité d'ordre 5 de la solution du théoréme

des fonctions implicites (x,y,z) au voisinage de t = O :
( 1 22 33 4 4 5,5
x(t) = X, +tx +tTx +txT+tx +t(x+ 81(t))
2 3
y(t) = ¥y + t y1 + t y2 + t3y + t4y4 + tS(yS + ez(t))
2(t) =z +tz b2t 00+ ety 06 £4(£))
avec, lim 81(t) = lim EZ(t) = lime(t) = 0 .
t>0 t->0 t>0 ~
\

I1 vient alors un développement limité de v

y(t) = t9xO + t12y0 + t1320+ t14(y1+z1) + t15(x1+y1+22)

16 2 3 17 1 3 4
+ t (so(zo) + vy +27)+t (x2 + so(z )+ v+ z)
+ t18(x1 + y4 + 25 + so(zz)) + t18€(t)

avec 1im e(t) = 0.
t->0
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Comme J présente sur W un minimum local en 0, alors
J o vy présente sur .]—a,a[_ un minimum local en t = 0, et comme u

est nulle sur Ker Ax (yo,.) s KA ) N K(AX ) et sur K(A),

X
o OyO o

nous avons :

J(y(t)) = t14u(y1) + t15u(x1+y1) + t16u(y2+s0(zo)) + t17u(x2+y3+so(z1))
+ t18E1(x1+y4+so(zz)) + —;— v(xo,xo)]

+ t1880(t) (avec 1im eo(t) =.0)
t>0

et
lim Joy () _ u(y,) = 0.
14 1
>0 t

Remarquons que si y, est une solution de 1'équation en y :

1
> A(zo,zo) + A(yo,y) + A(xo,xz) =0

alors pour tout scalaire k non nul, une solution de 1'équation en y :

1 _
E-A(zo,zo) + A(kyo,y) + A(XO’XZ) =0
1
est K y1.
Prenons k = -1, et notons y1(t) le chemin associé a

(xo,—yo,zo,x1,x2,—y1), (y(t) étant associé a (xo,yo,zo,x1,x2,y1)),

nous avons aussi

J o Y1(t)
lim-————iz-— = u(—y1) = —u(y1) z 0.
t->0 t
Par conséquent, u(y1) = 0. Comme u s'éecrit

u = u; o A(xo,.) + u; 0 A(yo,.)




- 54 -

et que y, est dans Ker A(xo,.), alors en composant 1'égalité
1 y =
> A(zo,zo, + A(yo,y1)-+ A(xo,x ) 0

par u; , on obtient

A —
Wy oo A(zo,zo) =0 .

Comme u} ne dépend pas de z, 3 Kr(Ax ) est dense dans K(AX )
o’o o’o

et que u{ o A est continue, on a :

\/z € K(Axoyo) ; u{ o A(z,z) = 0.

Puisque AX y vérifie la propriété (Pp), alors, en appliquant le
0’0o
lemme (II1.2.4.) a 1'application A y et a4 la forme bilinéaire u{ o A,
) N
il en résulte qu'il existe une forme linéaire Ez dans (Coker Ax (yo,.))

o o
telle que

T
g o A(zo,.)

Ker AX (yo,.) z XY
o)
= T = ' —
On pose 60 62 0 Xy . ° Xy et My By 60,
o o’ o o}
alors on obtient
(U“ (e} A(ZO,.)‘Ker A ( ) = 0
x Jort/

)
{ 60 o A(xo,.) =0

L 8, © A(yo")!Ker A(xo,.) =0

La derniére égalité donne
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%
8, A(y _,.) = E o Alx_,.),(E € F)

Donc

[=1
It

Y |
uoo A(xo,.) + W o A(yo,.)

I

' 1_
ul oo A(xo,-) + (=8 o Ay ,) + 8 o Ay »-)

A\
1.10 O A(XO’ o) + ]J~1 o A(Yo’-) + E’;O o] A(XO) ‘)

il

(ué + Eo) o A(xo,.) + Wy o A(yo,.).

. = .t
Si on pose po uo + EO, on a
(
u= o A(xo,.) + 1 0 A(yo,-)
J W, o A(xo,.) =0

My o A(zo,.) Ker A (y ,.) ~ 0.
X Yo

\ o}

Nous avons donc amélioré (ué,u;). s

111.2.5.- Remarque.

Soient k et k., deux scalaires non nuls, si 1'on change

1 2

1
(xo,yo) en (k1xo,k2yo) alors (po,u1) se change en (E:~uo,

En effet, il suffit de considérer 1'identité u = u, o A(xo,.) + uy o A(YO,.)

. ... . ;
qui est indépendante de (xo,yo) et d'y changer (xo,yo) en (k1x0,k2yo).

111.2.6.- Remarque.

On peut calculer y en fonction de la section (g,n,&)
p 1

1'application A(zo,.) + A(yo,.) + A(xo,.) qui & (x,y,z) de

X Xy

ExXE xE associe A(zo,z) + A(yo,y) + A(xo,x).
o 0’0o ‘

1
— H,).
k, 1

de
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En effet, on sait que

A(ZO,C)-+ A(yo,n) + A(xo,i) =1z

Im £ C Ker Axo(yo,.)

alors en composant cette égalité par M5 on a
Hy o Aly_>m) = uy.
Comme Im 1 C Ker A(Xo,.), il vient
won=y o A(yo,n) = H -

Donc

My = uon. [ ]

d) Les nelations (52) ; (53) H (54) ; (55) du théoneme.
J o y(t) = t15u(x1+y1) + t16u(y2+so(zo)) + t17u(x2+y3+so(z1))

+ t18[§(x1+y4+s(zz)) + %~v(xo,xoi]+ t1860(t).

L'exposant de la puissance de t dont le coefficient est
1 . . .
u(x1+y ) est impair, donc pour que J o y présente sur .]—u,a[: un
minimum local en t = 0, il est nécessaire que ce coefficient soit nul.
D'ou :

ulx, + v = o.

e 3 1 . 2 . ) . ’
Pour connaitre la valeur de y , on différentie 1'identité

g(t, (x(t),y(t),z(t))) = O par rapport & t. On en tire :




y = - n(D1g(0;(x2,y1,20)))
- 1
= - n(6 B(xo,xo,xo) + A(zo,y1) + A(yo,x1))
et
1 1
u(x1 + vy ) = u(x1) - % " © B(xo,xo,xo) -y o A(zo,y1)

-y o A(yo,x1) = Q.

Or u(x1) =y, 0 A(xo,x1) + U o A(yo,x1).

I1 va rester :
1
) : by © A(xo,x1) - W o A(zo,y1) -g Yo B(xo,xo,xo) = 0.

Cette égalité est vérifiée quel que soit le choix de

(XO,YO,ZO,X1 9X2ay1) .

Considérons les deux équations respectivement en X1 et en

(1,,%,)
j’(Z) : %~A(yo,yo) + A(XO,X1) = 0
L(B) : %A(zo,zo) + A(yO,Y1) + A(xO,Xz) = 0.

x, est solution de (2), (y1,x2) est solution de (3).

Mais quand on change X  en k1x0, v, en kzyo et z_ en k3zO

((k1,k2,k3) € (R*)3) alors

7 2
kZ
% %Xq est solution de (2)
1
{
g
(E— y1,-E—~x2) est solution de (3)
2 1
\
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et . 1
My devient % M

1 (o}

devient 1
1y vien k2 My

et 1'égalité (1) devient :

(4) . _lig_ A( ) - g_ A( ) —- _1.. .k_?_ B( ) =0
3 Ho O AlX5e Xy 2 My 0 A2, = % k, Hp O BMEe XX, .
2

Multiplions (4) . par k, et faisons tendre k1 vers zéro,

nous obtenons

My © A(xo,x1) = 0.

Multiplions (4) par k, et faisons tendre k, vers 1'infini,

nous obtenons

Wy o B(xo,xo,xo) = 0.

D'oli 1'implication

B, O A(XO,X1) 0

Gﬂxﬁy5==® == I uy o Az ,y,) =0

L uy o B(xo,xo,xo) =0 .

Enfin

I = e %bs_(2)) + ¢ TuGepryrs 1)
+ t18[5(x1+y4+so(22)) + %—v(xo,xoi] + t18eo(t).

Comme J o y présente sur ]-{ucx[ un minimum local en t = O,

on a :
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lim-£9¥égl-= u(y2+so(zo))2 0.
t>0 ¢t

_ 2 R
Essayons de calculer y  en fonction (xo,yo,zo,x1,x2,y1).
Pour cela, nous différentions deux fois de suite 1'identité
g(t, (x(t),y(t),z(t))) = 0 par rapport 3 t, il en résulte que

2 1 2
y = _'E n[§1g(oa(xz,Y19zo))

+

1 1 1
2D1D2g(0,(x2,y1,20))(x Y 52 )

b 280, Gy ) (s ey e .

Donc
2. no A(x,,z ) — n o A( s (z ))~-n o A( 21)
y 1“0 Y2500 MK
oAz 3y -t o Aly,y) — S oA ,z)
09y 2 Y1,Y1 ) ’ .
Or
(1
y = - H(D1g(0,(X2,Y1,ZO)))
1
ﬁ z = - Q(D1g(0,(X2’Y1szO)))
1
D1g(0,(x2,y1,zo)) =% B(Xo,xo,xo) + A(zo,y1) + A(yo,x1).

Comme u omn = W, Ona 1'inégalité :
(5) : uls (z)) - wn o AGxy,2 ) -y o A(YO,SO(ZO))
- u, o A( 2"y =, o Az y1) . u, o Aly,,vy,)
1 ML 1 o’ 2 M 1274

_ 2 1,1
5 My © A(zt,z') 2 0.
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Cette inégalité est vérifide quel que soit le choix de

-(XO,YO,ZO,X1 ’XZ’Y1) hd

Remarquons que si. s, est 1'application linéaire continue

associée & (xo,yo) et vérifiant

\V z € Ker AXO(yO,.);A(yO,Z) + A(XO,SO(Z)) = 0,

alors on peut déduire de s, une application linéaire continue S0 k. .k
b 1! 2

associde 2 (k1xo;k2y0) définie par

o,k1,k2 k1 o

s vérifie bien le lemme (III.2. 3).
o,k1,k2 :

En faisant dans 1'inégalité (5) le changement

( X — k,x , k, € R
o 170 1
%
Yo k2yo s k2 € R
zO —_— k3zO . k3 ele
2
kS
X — '—Z—X
1 )
.
X9 'T X9
2
— _1_‘2
71 5 Y4
~+ —L
u0 k1 uo
——__). -—;l_
H K, M
]
\ So k1 So
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alors on obtient 1'inégalité

(6)

avec

k3k

k

1

B

2

1

kg k3k? ki k? kiky o
B1 + ;‘g BZ + kz B3 + kzkz B4 + . kz BS + (——'——'k3 ) B6 > 0
2 2 3K %3

"

n, oo A(xo,so(zo)) - ¥y © A(zo,x1)

+ o A[zo,n o A(yo,x1):| + uy 0 A[y1,t: o A(yO

- w0 A[C o A(zo,y1);2; o A(yo,x1)].

1
- "i 111 o A(y1,y1) + U1_ o AEZ(),C o A(ZO,Y1)]
+ ny o Al:y1;t o A(zo;y1)]

:
- 5w, o AL o AGz ,yy)58 0 AGz_sy,)]

1
2 [u1 o A[zo,n o B(xo,xo,xo)]

uy o Al_y1,§ o B(xo,xo,xo)]

uy o A[@ o B(xo,xo,xo);c o] A(ZO,Y1)]]

1
—Lu oA[CoB(xxx)'goB(xxx)‘l
72 1 o’%0’ 0"’ 0’70’ o'~

1
-g o AI:C o B(xo,xo,xo),c o A(yo,x1)].

%]
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On peut facilement remarquer que, dans 1'inégalité (6), seul

P 2
le coefficient de B, est un carré. Si on multiplie (6) par k

on fait tendre k1 vers 0 on trouve

ufﬁl@ﬁn
o
\4
o

Or k2 peut prendre des valeurs aussi bien positives que

négatives, il vient donc que B4 = 0. 8i on multiplie (6) par
2
k3

% puis on fait tendre k1 vers 1'infini, on a alors, pour tout
1

k

scalaire non nul kz, i}—BS 2 0, ce qui implique que B est nul.
2

5
En faisant le méme raisonnement, on trouve B1 = B2 = B3 = 0 et
k,k
172,2
(~E;_9 B6 > 0,

My © A[c o B(xo,xo,xo);c o A(yo,x1)__-l: £0

< Uy o Ai} o B(xo,xo,xo);g o B(xo,xo,xolj =0

U1 o A[_-C o A(Yosx1);§ o A(YO,X1)_| = 0. o

12 puis




PROBLEMES OUVERTS

Il est possible d'établir une condition nécessaire du premier
. .. 2
ordre pour que J préesente un minimum local sur W lorsque A £(a)

vérifie (Mn), n x4

Théoreme. -

2 PP . < .
Si A“f(a) vérifie (Mn) et si J présente sur W un minimum

local en a, alors

Y x, € K(22£(a)) - Rer(A2£(a)), E/xz e K((Azf(anX ) - Ker((Azf(a))X )
1 1

) - Ker((a2£(a)) ),
1-.. n—2< X1...Xn_2

, '7'€n
T O rpeenry ) e (FD

o Vs e RO

I'l—i
DJ(a) = A o Df(a) + Yo

2
o D f(a)(x,,.)
=1 k

k

V/k, 1 ¢k € n-1 ; A, o Df(a) = O

Vi, 1cksnt ;3 Vm 1emgkt! 3

Ay © {isz(a)(xm,.)) . -0, (f = Ker Df(a)).
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La démonstration de ce théoréme est semblable a celle déja

faite dans les cas (Mz) (pages 24-~25) et (M3) (pages 46-47).

2 . g
Si A f(a) vérifie (Mn), alors pour tout élément x, de
K(Azf(a)) - Ker Azf(a), on montre comme dans les cas (M2) et (MB)’
a4 l'aide du théoréme des fonctions implicites qu'il existe un chemin

différentiable <y  tracé sur W, passant par a en t = 0, et un
n

entier a tels que

L'exploitation de ce chemin pour déterminer des conditions
nécessaires se heurte & des difficultés d'ordre pratique. D'une part,
le nombre de paramétres crolt trés rapidement avec n (exp : dans le
cas de (MZ)’ il y a trois paramétres, dans le cas (M3) ily a
six paramétres ; dans le cas (M4), il y aurait 11 paramétres).
D'autre part, 1l'entier a ‘croit aussi trés vite avec n (exp :
G, = 3, ay = 9, o, = 27) 3 il faut donc aller trés loin dans le déve-
loppement limité du chemin Y, ce qui rend les calculs quasi-infaisables.
On se heurte aussi & des difficultés d'ordre théorique déja rencontrées

pour (M3). En effet, au chapitre III, nous sommes restés a 1'égalité
16, 2 17 3 1
Jo y(t) = t “uly +s0(zo)) + t u(x2+y +so(z )D)
18 1, 4 2 1
+ t El(x +y +so(z )Y + 5 V(xo,xo) + ao(t)]
avec

u(y2+so(zo)) = ~ % g o sz(O)[EODBf(O)(xo,xo,xo);CoDZf(O)(yo,x1j] = O.
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'Si nous avions pu établir la nullité de u(y2+so(zo)), nous

aurions alors
_ .18 1. 4 2 1
Joy(t) =t [ulx+y +s (27)) + 5 vix,x ) + so(tij
et donc puisque J présente sur W un minimum local en O, nous

aurions

1im Joy(t)

1
t>0 t8

1

_ 1, 4 2
= u(x +y +so(z )) + 5

vz ,x) 2 0,
O (o]
c'est-a-dire que
p23(0) (x_,x) 3 ~2D3(0) (x‘+y‘*+so(z2)) i

Par conséquent, en calculant x‘, vy et z2 en fonction de
(xo,yo,zo,x1,x2,y1), et en remplacant DJ(0) par

2 2 P
H, © D f(O)(xO,.) + u 0D f(O)(yO,.), nous aurions pu déduire une condi-

tion nécessaire d'optimalité d'ordre deux pour J sur W en O.

Une maniére d'établir 1'égalité

u, 0 sz(O)[é o D3f(0)(xo,x0,xo);C o sz(O)(yo,x1i] =0

serait de démontrer la conjecture suivante, qui est un renforcement de

notre lemme (II.2.4.).

Soient A un élément de Lz(E,Rp) vérifiant (Pp), et B

oy . 2 .
un élément de LS(EJR) vérifiant,

Vxe K(A), B(x,x) =0
alors il existe & dans ORP)N tel que B = £ o A,
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Elle est vérifiée pour p = 1, et je n'ai pas trouvé de contre-

exemple pour p > 1.

Ce résultat permettrait non seulement de donner des conditions
nécessaires d'ordre deux pour 1'hypothése (M3), mais aussi probablement

d'aborder le cas (Mn) avec n > 4.

——




ANNEXE

En suivant une idée de Ph. ANTOINE D], nous allons démontrer

un lemme sur les applications linéaires continues admettant une section.

Lemme.. -

Soient E et F deux espaces de Banach, u et v deux

applications linéaires continues de E dans F telles que u soit

un morphisme direct et que 1'application induite par v de Ker u dans

Coker u admette une section. Il existe alors &6 >0 et y >0 ¢tels

gque pour toute application linéaire continue «w de E dans F véri-

fiant, ||o-v|] €y, et pour tout scalaire t vérifiant, O <t < §,

1'application linéaire continue u + tw admet une section.

Preuve :

u étant un morphisme direct, Ker u est un facteur direct de
E. On note i 1'injection canonique de Ker u dans E, k 1la projec-—
tion canonique de F sur Coker u et s, une section de u considérée

comme application surjective de E dans Im u : u o s, = 1Im u

Seit s, une section pour k o v o i, alors puisque

(k ovoi) os est inversible, il existe y > 0O tel que

v - 1Coker u

pour toute application linéaire continue w de E dans F vérifiant

[{w-v[l <y, 1'application (ko w o i) o s, soit un automorphisme
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. -1 . .
de Coker u et 5, Sy © ((kowo i) o sv) soit une section pour

kowold

. - . . -1=
(k owo i) o s, (kowo }) os, o0 ((kowo i) o Sv) 1Coker 0"

L'application qui a w assoice S, est continue, donc S,
est bornée au voisinage de v, quitte 3 diminuer vy, on peut, par

exemple, majorer []swll par lesv|l.

Pour tout y de F, et pour tout t > O, on pose

=

ri o sw(k(y)) + so(y -wois (k(y))]

X
w’Y1t

Zyy,t " tOO s,y ~woio s, (k(¥))).

On peut facilement voir que

(u + tw)(x ) =y + z

w,¥,t w,y,t °

Si 1'on prend

§ |
Ay = 2lls 11+ Us I+ 2Hs Lo+ FelD < Qs 1]

¢ ay = s e TolD [+ 21ls fHee+ | vl 1]

$ A = maX(A1,A2)

on a les majorations

[y g el <5 vl

w,Y’t

Bk

w,y,c! | < Atllyl]
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Pour w et t fixés, on construit une suite (xn)neN et une suite

(zn)n€|N par application réitérée du résultat précédent :

(0) z =y
1) (u + tw)(xn) =z 4 + z pour n'z 1
@ gyl < aellz ]
A
@ gl <2 1z, 11
De (2), il résulte que
@ Vaso, lz |l < Go®|lyl]
et (3) devient alors
\ (a)™
) Yast, x|l <L iy
: -
La série de terme général (—1)n+1.xn et donc normalement convergente
si At <1, soit t < ¢ ='% .
Soit x = z (—1)n+1xn , on a:
nz1
8 nt1 -1
(u+ tw)(x) = lim(u + tw) ( ) (=1) x ) = lim (y+ (1) 'z
N->e0 n=1 N->o0
or d'aprés (4), lim z = 0 si At <1, donc (u+ tw)(x) = y.

N->0

On définit une application Se W de F dans E, par
b

St,w(y) T X

On a u+ tw s = 1 3
n ( ) o t,w F t,w

et puisque

s est évidemment linéaire ;
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_ 4 At
e g 11 = 3 i ll <% o 25 [y
nx1 : t
St est alors continue. Par conséquent, pour tout t voisin
?

de =zéro, l'application u+ tw admet une section. ®
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RESUME

Soit E et F des espaces de Banach, U un ouvert de E et f
une application de classe Ck, k 2, de U dans F. L'auteur donne une

suite de conditions (Mn) de plus en plus faibles, relatives a une ap-

nx1’
plication bilinéaire symétrique continue, telles que, si en un point a de
U 1la différentielle Df(a) est un morphisme direct et la différentielle
seconde intrinséque A2f(a) vérifie 1'une des conditions (Mn)’ alors le
cone tangent en a a la variété de niveau de f passant par a est égal

au cbne isotrope de Azf(a).

Cette détermination explicite du cOne tangent est exploitée
pour donner des conditions nécessaires d'optimalité pour un probléme avec
contraintes bilatérales vérifiant (Mn) On trouve dans tous les cas des
conditions d'ordre 1 ; des conditions d'ordre 2 sont explicitées dans le

cas (M2).

MOTS CLES :  Cone tangent, optimisation.




