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Nous nous  proposons d ' é t a b l i r  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  pour  

un problème d ' o p t i m i s a t i o n  avec  c o n t r a i n t e  b i l a t é r a l e  du t y p e  s u i v a n t  : 

on s e  donne E e t  F deux e s p a c e s  d e  Banach, U un o u v e r t  d e  E ,  a  

un p o i n t  d e  U ,  f une a p p l i c a t i o n  d e  U d a n s  F d e  c l a s s e  ck (k 2)  

- 1 
a u  v o i s i n z g e  d e  a  ; on n o t e  W = f  ( f ( a ) )  l a  s u r f a c e  d e  niveau d e  f  

p a s s a n t  p a r  a ; l e  problème est d e  min imise r  une a p p l i c a t i o n  2 d e  

2 
U dans  IR, d e  c l a s s e  C au v o i s i n a g e  d e  a ,  s u r  l a  s u r f a c e  de  n i -  

veau W au p o i n t  a .  

Dans l e  c a s  d 'un  ~ r o b l è m e  normal ( ~ f ( a )  est s u r j e c t i v e ) ,  on  

a  l e s  c o n d i t i o n s  c l a s s i q u e s  d e s  " m u l t i p l i c a t e u r s  d e  ~ a g r a n g e "  : i l  
-L 

e x i s t e  une forme l i n é a i r e  5 d a n s  F t e l l e  que,  

2  2 
(2)  : t/ x E Ker Df (a) ; D J ( a )  (x ,x )  .; 5 O D f (a) (x ,x)  . 

Dans l e  c a s  d 'un problème anormal (Df(a)  non s u r j e c t i v e ) ,  on 

c o n n a î t  une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  du  p remier  o r d r e  l i é e  au cône  t a n g e n t  : 

s i  J p r é s e n t e  s u r  W un minimum l o c a l  en  a ,  a l o r s  ~ J i a )  e s t  p o s i t i f  

s u r  l e  cÔrLe t a n g e n t  T W à W en  a  ; d e  p l u s ,  s i  c e  cône e s t  symé- 
a 

t r i q u e  a l o r s  DJ(a) I T  = O. La  d é t e r m i n a t i o n  du cône t a n g e n t  en a  à 
a  

1 permet d ' é c r i r e  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d l o p t i m s l i t é  en  a  pour  J 

s u r  W .  D'où i e  problème de  l a  d é t e r m i n a t i o n  du cône t a n g e n t  T,X. 



Rappelons deux r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s ,  s u r  les cônes tangents ,  

l i é s  à l a  d i f f é r e n t i e l l e  seconde i n t r i n s è q u e  A2f(a) au p o i n t  a ,  

2 
q u i  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétr ique i n d u i t e  par  D f (a) de  

Ker Df ( a )  x Ker Df (a) dans  Coker(Df (a) ) . Le premier r é s u l t a t  e s t  dû 

2 à Magnus : on d i t  qu'une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  A d e  Ls(E,F) 

v é r i f i e  l a  cond i t i on  de  Magrius (M) s i  pour t o u t  x  non n u l  d e  E  

t e l  que A(x,x) = 0,  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  A(x, .) de E 

dans F e s t  s u r j e c t i v e  ; s i  ALf(a) v é r i f i e  (M) a l o r s  

2 2  
TaW = K ( A  f ( a ) )  = {x E Ker Df(a) \ A  f ( a ) ( x , x )  = 0).  

Le deuxième r é s u l t a t  e s t  dû à Ph. ANTOINE [I] : on d i t  que 

A v é r i f i e  l n  p r o p r i é t é  (Pp) (p  E UU*) s i  pour t o u t e  forme l i n é a i r e  

5 non n u l i e  s u r  F, l a  forme quadra t ique  a s soc i ée  à 5 O A a  une 

p o s i t i v i t é  ou moins éga l e  à p, et  que A v é r i f i e  l a  cond i t i on  (Ml) 

L 
s i  A v é r i f i e  (Pp) e t  s i  dim F = p  < ; s i  A f ( a )  v é r i f i e  (Ml) 

2 
a l o r s  T W = K(A f ( a ) ) .  

a  

Sous l ' hypo thèse  (Ml), on o b t i e n t  mieux que l a  s e u l e  cond i t i on  

n é c e s s a i r e  du premier o r d r e  : 

Théat rèm~ (Ph.  ANTOINE [II -.--- 

S i  ALf(a) v é r i f i e  (Ml) e t  s i  J p ré sen te  s u r  W un minimum -- -- -A 

* 
l o c a l  en a  a l o r s  il e x i s t e  5 dans  F t e l  que ---- - 

((c.1) : Dl(a) = 5 O Df(a)  ; 
4 2 2 2 
( (c .2)  : \I x E K ( A  f  (a)  1, D ~ ( a )  (x,x)  - 5 O D f (a )  (x,x) > 0. 

La cond i t i on  d e  Magrius (M) p e r m e t t r a i t  a u s s i  de donner d e s  

cond i t i ons  n é c e s s a i r e s  d ' o p t i m a l i t é  d ' o r d r e  1 e t  d ' o r d r e  2 ,  



Nous r e t r o u v e r o n s  c e s  c o n d i t i o n s  comme c a s  p a r t i c u l i e r  d e s  cond i -  

t i o n s  sous  une  hypothèse  p l u s  f a i b l e  ( c f .  Chap. I I ) .  

Au c h a p i t r e  1, nous d é f i n i s s o n s  une s u i t e  d e  c o n d i t i o n s  (M ) n  n32 

r e l a t i v e s  à une  a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symét r ique  e t  c o n t i n u e  A t e l les  

que ( M ~ )  s o i t  p l u s  f a i b l e  à l a  f o i s  que (M) et  que  ( M ~ )  et que pour  

t o u t  n  3 2, (Mn) impl ique  (M&,) : 

Ces c o n d i t i o n s  s o n t  t e l l e s  que,  q u e l  que s o i t  n  3 1  s i  

2 2  
A f  ( a )  v é r i f i e  (Mn) a l o r s  T W e s t  é g a l  à K(A f  ( a ) ) .  a  

Au c h a p i t r e  II,  nous é t a b l i s s o r s  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  

d l o p t i m a l i t é  d u  p remier  e t  du  second o r d r e  pour  3 s u r  W e n  a  p o u r  

uile c o n t r a i n t e  b i l a t é r a l e  v é r i f i a n t  (M2). Ces c o n d i t i o n s  g é ~ é r a l i s e n t  

l e s  c o n d i t i o n s  sous  l ' h y p o t h è s e  (Ml) e t  donnent  d e s  c o n d i t i o n s  sous  

l ' h y p o t h è s e  d e  Magnus (M). 

Au c h a p i t r e  III, nous é t a b 1 i s s o r . s  une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d u  

p remier  o r d r e  ( e t  d e  nombreuses c o n d i t  i o n s  n é c e s s a i r e s  a d j  o i n t e s )  pour  

J s u r  W en a  pour une c o n t r a i n t e  b i l a t é r a l e  v é r i f i a n t  (M3). 

La cornplexit6 c r o i s s a n t e  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  rend d i f -  

f i c i l e  l ' é t u d e  d e s  c o n t r a i n t e s  v é r i f i a n t  (Mn) avec  n  > 3 .  Cependant ,  

nous indiquorLs (problèmes o u v e r t s )  l a  p o s s i b i l i t é  d '  expr imer  au moins 

une c o n d i t i o n  n é c e s s â i r e  d e  p remier  o r d r e  que l  que s o i t  n. 



CHAPITRE 1 

DETERNrIMATION EXPLICITE DU CONE TANGENT D'UNE SURFACE DE NIVEAU 

D'UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE. 

Soient  E e t  F deux espaces de  Banach e t  A un élément d e  

2 
L s ( E , ~ ) .  On no te  K(A) l e  cÔne i s o t r o p e  d e  A d é f i n i  par 

e t  K (A) l e  sous-ensemble d e  K(A) - ( 0 )  formé des  éléments x d e  
r 

K(A) - ( 0 )  t e l s  que l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  A(x, .) d e  E dans F s o i t  

s u r j e c t i v e .  K (A) e s t  appe lé  l e  cÔne r é g u l i e r  (ou l e  cône des  éléments  
r 

r é g u l i e r s )  de  A.  

L 
S o i t  A un élément d e  Ls(E,F), on d i t  que A e s t  p r o p r e  s i  

pour t o u t  élément x d e  K(A) 1 ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  A(x, .) de E 

dans F e s t  un morphisme d i r e c t .  

Soien t  A un élément propre de  L;(E,F), x ,  un élément d e  

K(A) ,  ix l ' i n j e c t i o n  canonique de Ker A(x l ,  .) = E dans E e t  
1 

X 
1 



e t  xX l a  p r o  j e c t  ion  canonique  d e  F  s u r  Coker ( A ( X ~  , . ) ) = F~ . On 
1 1 

a p p e l l e  a p p l i c a t i o n  l o c a l i s é e  d e  A - en x  l a  composée 1 ' 

dé£ i n i e  d e  Ex x Ex d a n s  F . 
1 1 

X 
1 

S i  Ax e s t  p r o p r e  e t  s i  x2 e s t  un é lément  d e  K ( A ~  ), on 
1  1 

c o n s i d è r e  qu 'on n o t e  A et  on l ' a p p e l l e r a  l a  l o c a l i s é e  
X X 1 2  

d ' o r d r e  deux d e  A en (x l  , x 2 ) .  Pour m 3 2, on pour ra  p a r l e r  a u s s i  

d e  l a  l o c a l i s é e  d ' o r d r e  m d e  A  en ( x l  , x 2 , .  . . , x  ) ; e t  on d é f i n i t  
m 

p a r  r é c u r r e n c e  l a  n o t i o n  "A e s t  m-fois propre" d e  l a  maniè re  s u i v a n t e  : 

A e s t  m-fois p ropre  s i  A e s t  p r o p r e  et s i  q u e l  que s o i t  x1 d a n s  

K(A), l a  l o c a l i s é e  A e s t  (m-1) - f o i s  propre .  
X 

1 

7.1.4 . -  NoXu,tionb. 

S o i e n t  A une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symét r ique  c o n t i n u e  e t  

m-fois p r o p r e  et ( x 1 ; x 2 ; .  . . ; x  ) un m-uplet d e  E v é r i f i a n t  
m 

( i )  : x  E K(A),x2 e K(Ax 1 ,  ..., x E K(Ax 
1 m , " . X  

1 
1 m-1 

( i i )  : A , A  , . . . ,A s o n t  p r o p r e s .  
X 

1 X I "  .X m- 1 

Pour t o u t  k v é r i f i a n t ,  2 6 k , OL n o t e  

K e r  r~~ - l . . . x  ( x ~ ,  )] k- 1  



i = l ' i n j e c t i o n  canonique de  E dans E 
X I  . . .X k k " k- 1 

= l a  s u r j e c t i o n  canonique de F s u r  
Xx l . .  .x X I  . . .X Fx ... x 

k k- 1 i k  

Nous avons a l o r s  l a  cha îne  d ' i nc lus ions  su ivan te s  : 

S i  l e  m-uplet (x l  , x2 , .  . . , x  ) e s t  f i x é  e t  s '  il n r y  a aucune m 

confus ion ,  pour t o u t  k v é r i f i a n t ,  1 s k < m, nous noterons  : 

1 . 1 . 5 .  - D Q ~ ~ L C L O M .  ---- 

2 
S o i t  A un élément de  L (E,F).  On d é f i n i t  par  récur rence  une 

s 

s u i t e  de p r o p r i é t é s  (Mn)ncl~  
r e l a t i v e s  à A par  : 

d i m F = p < m  

(Ml) : 

A v é r i f i e  (P ) 
P 



e t ,  pour n  2 2 ,  

( A e s t  p ropre  

x l  E K(A) - Ker A, v é r i f i e  

1. 7.6.- Rematque. 

La cond i t i on  ( M l )  e n t r a î n e  que dim E 2 2dim F e t  que 

dim F e s t  f i n i e .  Il n t y  a p l u s  d e  t e l l e s  r e ~ t r i c t i o r ~ s  pour n > 1 . 

2 
Relativement à un élément A - de  L s ( ~ , F ) ,  nous av0r.s l e s  

imp l i ca t ions  su ivan te s  : 

Nous a l l o n s  dans un premier  temps, démontrer par  récur rence  s u r  

n  l ' i m p l i c a t i o n  ((M,) => (Mn+, 1). 

2  
So i t  A un élément d e  L ( E , R ~ )  (p  2 1) v é r i f i a n t  (pp) , 

s 

a l o r s  pour tou t  p o i n t  x  d e  K(A) - Ker A ,  I m  ~ ( x , , . )  e s t  de dimension 1 

f i n i e  r ( x l )  e t  Ker A(x, .) e s t  d e  c o d i m e n s i o ~  f i n i e  é g a l e  à r ( x l ) .  



Ker A(x l , . )  e t  I m  A(x l , . )  sont  donc, respect ivement ,  d e s  f a c t e u r s  d i r e c t s  

d e  E e t  de   IR^, e t  donc A(x,, .) e s t  un morphisme d i r e c t  d'oh l a  pro- 

p r e t é  de  A. 

- 
S o i t  5 une forme l i n é a i r e  non n u l l e  s u r  F . Alors  

X 
1 

F = 5 0 Xxl  e s t  une forme l i n é a i r e  non n u l l e  su r   IR^ ; il e x i s t e  donc 

un sous-espace v e c t o r i e l  E  de E,  d e  dimension é g a l e  à p,  t e l  que 
5 

Alors  

Puisque E e s t  de  codimension r (xl ) , l e  sous-espoce 
1 E E n  Ex 1 

e s t  de  dimension supé r i eu re  ou é g a l e  à p - r ( x , ) ,  donc Ax v é r i f i e  
1 

('p-r (XI 
e t  A v é r i f i e  (M2). 

Supposons maintenant que 1' imp l i ca t ion  ( ( M ~ )  ==> ( M ~ +  l )  ) 

s o i t  v é r i f i é e  que l  que s o i t  k  v é r i f i a n t ,  1 6 k  $ n-1, e t  montrons 

que l ' i m p l i c a t i o n  ((Mn) => (Mwl)) e s t  encore v é r i f i é e .  En e f f e t ,  

s i  A v é r i f i e  M n  a l o r s  l a  l o c a l i s é e  d ' o r d r e  n-1 de A v é r i f i e  

(Ml), e t ,  par  l e  même raisonnement que dans l e  c a s  n  = 1 ,  c e t t e  l o c a l i s é e  

v é r i f i e  (M2), c ' e s t - à -d i r e  que A v é r i f i e  (Mn+ I ) 

S i  A v é r i f i e  (M), a l o r s  quel  que s o i t  l ' é lément  x  de  1 

K(A)  - { O ] ,  l l a p p l i c a t  ion l i n é a i r e  A(xl , . ) e s t  s u r j e c t i v e ,  l a  codi- 

mension de  I m  A(xl , .) e s t  n u l l e ,  e t  A e s t  n u l l e .  Donc A v é r i f i e  
X 

1 
d 'une manière é v i d e n t e  (MZ). 



7 . 1 . 6 . -  Rema.&yue. 

Les c o n d i t i o n s  (M) e t  (Ml) s o n t  é t r angè res  : on a - 

non ((Ml => (Ml)) non ((Ml) = (M)). 

En e f f e t ,  considérons l l a p p l i c a t  i on  h i l i n é a i r e  symétr ique A 

de  IR x IR dans IR d é f i n i e  par 

(x,y)  E IR x IR, A h ,  y) = xy 

K(A) = (0)  

Kr (A) = b .  

A v é r i f i e  l a  cond i t i on  (M), mais  A ne  v é r i f i e  pas  (M,) 

c a r  l a  forme quadra t ique  a s soc i ée  à A e s t  de  s igne  cons t an t .  

'1 
S o i t  A l l a p p l i c a t  ion b i l i n é a i r e  symétrique de  IR^ x IR- 

dans IR d é f i n i e  par  

A v é r i f i e  ( p l )  : pour t ou t  s c a l a i r e  A de IR - {O) ,  

3  
6 

l a  d r o i t e  de IR d é f i n i e  par 

v é r i f i e  

Le v e c t e u r  e3 = (0,0,1)  e s t  dans  K(A) mais n ' e s t  pas dans  

Kr(A). Par conséquent,  A v é r i f i e  (Ml) e t  A ne  v é r i f i e  pas (M) . 



NOUS avons a u s s i  non ( (M2) =) (Ml) e t  non ((M2) => ( M l ) )  . 
\ '\ 

S i  l ' o n  cons idè re  l e  deuxième exemple de l a  remarque ~ r é c é d e n t e ,  

on a  une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétrique A q u i  v é r i f i e  ( M ~ )  ( c a r  

e l l e  v é r i f i e  (Ml 1) e t  q u i  ne  v é r i f i e  pas  (M) . 

Considérons l ' a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétr ique A de  R3 x IR 3 

2  
dans IR d é f i n i e  par  : 

3 3 
V x = ( x , y , Z )  E R  ; ~ ~ ' = ( x ' , y ' , Z ' )  E R ,  

A(X,X1) = (xx'  + yyl  - z z ' ,  xy' + x f y ) .  

A ne  v é r i f i e  pas  (Ml) c a r  l a  dimension d e  l ' e s p a c e  de  d é p a r t  

d e  l a  forme quadra t ique  a s s o c i é e  à A e s t  t r o p  p e t i t e .  

S o i t  x  un élément non n u l  de  IR, e t  s o i t  (u,v) un élément 
O 

2  
de  IR , a l o r s  l ' é q u a t i o n  en (x,y,z)  : 

v -U admet t ou jou r s  (O,  - , - pour so lu t ion .  Donc l ' a p p l i c a t i o n  
X X 

O O 

A x ,  O ,  x  , . ) e s t  s u r j e c t i v e .  Un raisonnement analogue montre que les 

a p p l i c a t i o n s  A((x ,o , -x) ; . ) ,  A((O,y,y) ; . )  e t  A ( ( o , ~ , - y ) ; . )  son t  

s u r j e c t i v e s  lo rsque  x e t  y  son t  d i f f é r e n t s  d e  zéro.  Par conséquent : 



K (A) = K(A) - {O). 
r 

C e  q u i  f a i t  que A v é r i f i e  (M) e t  donc (Ma). 8 

S o i e n t  E - e t  F deux e s p a c e s  d e  Banach, U un o u v e r t  d e  E ,  

a  un p o i n t  de  U ,  f  une a p p l i c a t i o n  deux f o i s  d i f € é r e n t i ; r b l e  en a  

t e l l e  que l ' i m z g e  d e  Df ( a )  s o i t  fermée d a n s  F - e t  W = f- '  ( f  ( a ) )  

l a  s u r f a c e  d e  n i v e a u  d e  f  p a s s a n t  p a r  a. S ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  

2  
n  2 1 t e l  que A f ( û )  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  M n  , a l o r s  l e  cône tan-  

2  
g e n t  à W - en a  e s t  l e  cône i s o t r o p e  K(A f  ( a ) )  d e  n2f ( a ) .  

Avant d e  p a s s e r  à l a  d é m o n s t r a t i o n  de  c e  théorème, r a p p e l o n s  

un r é s u l t a t  c l a s s i q u e  q u i  nous  s e r a  u t i l e  p a r  l a  s u i t e .  

7 . 2 . 1 . -  P h o p o ~ L t i a n .  

S o i e n t  E - e t  F deux e s p a c e s  d e  Banach, U un o u v e r t  d e  E ,  

a  un p o i n t  d e  U - e t  f une  a p p l i c a t i o n  d e  U d a n s  F deux f o i x  d i f f é -  

r e n t i a b l e  en a .  S i  l ' i m a g e  d e  ~ f ( a )  e s t  fermée d a n s  F, a l o r s  on a  

l e s  i n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  : 

Sous l e s  hypothèses  d e  l a  p r o p o s i t i o n  (1.2.2), - s i  Kr(bLf ( a ) )  

2 2 
est d e n s e  dans  K(A f  (a)  ) - {O),  a l o r s  T W e s t  i d e n t i q u e  à K(A f ( a ) )  . a  



11 n e  nous reste donc qu'à r é soudre  l e  problème de  l a  d e n s i t é  

2 
d e  Kr(A f ( a ) )  dans   KA^ - 0  Ph. ANTOINE a  r é s o l u  c e  problème 

pour une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétr ique cont inue  v é r i f i a n t  l a  pro- 

p r i é t é  (Pp) : 

1.2.4. - P h o p o h ~ a n  [Ph. ANTOINE [I] ) 

S i  A est une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétrique cont inue  d e  - 
E x E dans iRP v é r i f i a n t  (Pp),  a l o r s  K(A) e s t  une p a r t i e  g é n é r a t r i c e  - - 
de  E et Kr(A) est dense dans  K(A) - { O ] .  - - 

S i  A e s t  une a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  symétrique cont inue  de  - 

E x E dans  IR' (avec p  L 1) v é r i f i a n t  (pp) ,  a l o r s  Kr(A) e s t  non - 
v ide .  

La p ropos i t i on  su ivan te  donne une cond i t i on  s u f f i s a n t e  de 

d e n s i t é  du cône r é g u l i e r  K (A) dans l e  cône i s o t r o p e  K(A) - ( 0 )  
r 

d  'une a p p l i c a t i o n  b i l i r k a i r e  symétrique con t inue  A. 

So i en t  E e t  F deux espaces de  Banach e t  A une a p p l i c a t i o n  - 
b i l i n é a i r e  symétr ique cont inue  e t  deux f o i s  propre d é f i n i e  s u r  

à v a l e u r s  dans F. Alors une c û n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour que Kr(A) s o i t  
- 9  

dense dans  K(A) - (0)  e s t  que pour t o u t  x de  K(A) - C O ) ,  on a i t  - 
K (A 1 + 6. r x 

On f i x e  un élément x d e  K(A) - {O) e t  on va  c o n s t r u i r e  1 



un chemin d i f f é r e n t i e l l e  y t r a c é  s u r  K(A) t e l  que y(0)  = O e t  que 

pour t ou t  t v o i s i n  d e  zéro,  y ( t )  s o i t  dans Kr(A). 

A x1 correspond un élément x2 d e  K(A ) t e l  que î ' a p p l i c a -  
X 

1 
t i o n  l i n é a i r e  Ax (x2, .) s o i t  s u r j e c t i v e .  Le f a i t  que Ax (x2,x2) s o i t  

1 1 

n u l  en t r a ine  l ' e x i s t e n c e  d'un élément y1 d e  E t e l  que 

Considérons l a  fonc t ion  g d e  IR x E x E dans  F d é f i n i e  
X 

1 
Par 

Puisque A(x l ,x l )  e t  A(xl ,x)  s o n t  n u l s ,  on peut  a u s s i  é c r i r e  

g sous l a  forme : 

1 
On peut  a l o r s  fac i lement  v o i r  que g e s t  de c l a s s e  C e t  



S o i t  x ( z )  un élément d e  F . La r é s o l u t i o n  dans E d e  
1 1 1 

l ' é q u a t i o n ,  Ax (x2,x) = xX (2) e s t  équ iva l en te  à l a  r é s o l u t i o n  dans 
1 1 

donc l a  s u r j e c t i v i t é  de  l ' a p p l i c a t i o n  Ax (x2, .) e s t  équ iva l en te  à c e l l e  
1 

d e  l ' a p p l i c a t i o n  D2g(O; ( x 2 , y l ) ) .  Comme A e s t  2 - fo is  propre,  A(xl , . )  

e t  Ax (x2 , . )  son t  des  morphismes d i r e c t s  ; il en r é s u l t e  faci lement  
1 

que D ~ ~ ( o ;  (x2 ,y1) )  e s t  un morpfiisme d i r e c t  e t  donc admet une sectior. .  

~ ' a ~ r è s  l e  théorème des  fonc t ions  i m p l i c i t e s ,  il e x i s t e  E > O, e t  une 1 

Donc, pour t o u t  po in t  t de ] - E ~ , E ,  [, on a  : 

2 
Le chemin d i f f é r e n t i a b l e  ~ ( t )  = x l  + t x ( t )  + t y ( t )  e s t  a l o r s  

t r a c é  s u r  K(A). 

Pour t assez  v o i s i n  d e  zéro ,  on v a  v o i r  que l e  chemin y ( t )  

e s t  non seulemert  t r a c 6  s u r  K(A), mais  qu ' i l .  e s t  t r a c é  s u r  Kr(A). 

Pour c e l a ,  on é c r i t  



y( t )  = X, + t ( x  + ~ ( t ) ) ,  avec l i m  ~ ( t )  = O 
2  

t* 

~ ( y ( t ) ,  .) = A(x, ;.) + tA(x2 + ~ ( t )  ;.) 

e t  on appl ique  l e  l e m m e  d e  l ' annexe  aux deux a p p l i c a t i o n s  A(x,,.) e t  

A(x2,.)  : en e f f e t ,  Ax (x2 , . )  e s t  s u r j e c t i v e  e t  pour t v o i s i n  de 
1 

zé ro ,  l ' a p p l i c a t i o n  A(x2 + ~ ( t )  ; .) e s t  vois j r .e  d e  A(x2; .) . Par  consé- 

quent ,  pour t assez  p e t i t ,  A(y( t ) ; . )  e s t  s u r j e c t i v e  e t  donc y ( t )  
* 

a p p a r t i e n t  à Kr(A). O r  y ( t )  tend v e r s  x quant  t tend v e r s  zéro,  
1 

(. 

ofi en dedu i t  donc que K (A) est dense dans  K(A) - (O). 
r 

D6mona;Dta;tion du Jthéotrëme ( 7 . 2 . 7  ) : 

.. .. 
Fotoris E l e  noyau d e  Df(a) ,  F l e  conoyau d e  Df(a) e t  A 

l a  d i f f é r e n t i e l l e  seconde i n t r i n s è q u e  de  f  en a .  ~ ' a ~ r è s  l a  proposi-  

t i o n  (1.2.4),  que l  que s o i t  l e  (n-1)-uplet (x l  , x 2 , .  . . , x  t e l  que 
n- 1 

( 
x1 E K(A) - K e r  A 

x2 E K(Ax ) - Ker Ax 1 .  1 1 

* 
K (Ax ) engendre E e t  K, ( A ~  ) est dense dans  

X I "  .X 1 " ' X  n- 1 n- 1 n- 1 l . . . X  

K (Ax ) - {O) c a r  A v é r i f i e  (Mn). S i  p  e s t  supé r i eu r  ou éga l  
l . . . X  n- 1 

à 1 ,  l e  c o r o l l a i r e  (1.2.5) e n t r a î n e  que 
Kr ) e s t  n o n v i d e  

, " . X  n- 1 
( c a r  A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  ( P ~ ) ) .  

X I  . . .X 
n- 1  



De l a  p ropos i t i on  (1.2.6), il r é s u l t e  a l o r s  que 

) e s t  dense dans K(Axl . .x ) - 0 Puisque x ~ - ~  est 
Kr (Ax l . .  .x n-2 n- 2 

un vec t eu r  non nu l  d e  K(Axl . . .x ) c e  cône n ' e s t  pas  r é d u i t  à {O) 
n-2 

e t  donc Kr (Axl . , ) e s t  non v ide .  En r éapp l iquan t  c e  même raisonne-  
n- 2  

ment (n-2)-fois,  on t rouve  que K (A) e s t  dense dans K(A) - (O). Il r 

ne r e s t e  maintenant qu 'à  app l ique r  l e  c o r o l l a i r e  (1.2.3) pour t rouve r  



CHAPITRE II 

CONDITIONS NECESSAIRES POUR UN PROB1,EME D'OPTIMISATION 

AVEC CONTRAINTE BILATERALE VERIFIANT (NIZ). 

S o i e n t  E e t  F deux e s p a c e s  d e  Banach, U un o u v e r t  d e  E ,  

a  un p o i n t  d e  U ,  f une a p p l i c a t i o n  d e  U d a n s  F 5 - f o i s  con t inû-  

ment d i f f é r e n t i a b l e  en  a  e t  t e l l e  que Df ( a )  s o i t  un morphisme d i -  

r e c t ,  id l a  s u r f a c e  d e  n iveau  d e  f  p a s s a n t  p a r  a ,  e t  J une a p p l i -  

2 
c a t i o n  d e  U d a n s  R d e  c l a s s e  C en a .  Nous nous  proposons,  d a n s  

c e  c h a p i t r e ,  d e  t r o u v e r  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d V o p t i m a l i t é  pour J 

s u r  W a u  p o i n t  a  l o r s q u e  l a  d i f f é r e n t i e l l e  seconde  i n t r i n s è q u e  

2 
A f ( a )  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  ( M 2 ) .  



2 
S i  A f  (a)  v é r i f i e  (M2), a l o r s  pour que 3 p r é s e n t e  un minimum - 

l o c a l  s u r  W au po in t  a ,  il e s t  n é c e s s a i r e  que s o i e n t  v é r i f i é e s  l e s  deux 

cond i t  i ons  su ivan te s  : 

2 2 
x E K(A £ ( a ) )  - Ker(b £ ( a ) )  ; 3 ( X x ; % )  E ( F * ) ~  ; 

Pour démontrer c e  théorème, nous a l l o n s  procéder  en deux é t apes .  

La première c o r ~ s i s t e  à r é d u i r e  l e  problème à un problème équiva len t  pour 

l e q u e l  l a  d i f f é r e n t i e l l e  première d e  l a  c o n t r a i n t e  e s t  n u l l e .  La deuxième 

e s t  l a  démonstration du théorème dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où Df (a) = 0. 

Le théorème généra l  en découle.  

11.7. - P ~ e m i è ~ f e  6Zape de l u  démonbX4uLion - du  Z h é v ~ è m e .  

Df (a) é t a n t  un morphisme d i r e c t ,  Ker ~f  ( a )  e t  I m  Df (a)  

son t ,  respectivemerLi-, des  f a c t e u r s  d i r e c t s  d e  E e t  de  F. On no te  

X = I m  Df ( a ) ,  Y = Ker Df (a)  e t  Z un ~ u ~ p l é m e r i t a i r e  topologique d e  X 

dans F. 

S i  f  e s t  de  c l a s s e  c r ,  ( r  3 l ) ,  e t  s i  Df(a) e s t  un - 

morphisme d i r e c t ,  a l o r s  il e x i s t e  deux d i f f é o m ~ r ~ h i s m e s  locaux k e t  h  --- - 
respect ivement  e n t r e  (F;f  (a ) )  et (XxZ; (0,O)) e t  e n t r e  (XxY; (0,O)) e t  



(E;a) t e l s  que l ' a p p l i c a t i o n  @ = k  O f  O h s o i t  d e  l a  forme : 

où - g e s t  d e  c l a s s e  cr e t  v é r i f i e  g ( O , ~ )  = O - e t  Dg(O,O) = 0 .  

7 1 . 1 . 2 . -  Lemme. 
2  2  

S i  A f  (a )  v é r i f i e  (M2), a l o r s  A @(0,0)  v é r i f i e  (M2). - 

Pheuue du Lemme ( 1 7 . 7 . 2 . )  : 

Par  des  t r a n s l a t i o n s ,  on s e  ramène au cas  où a  = O e t  f  (O) = 0. 

On a  : 

Y (x,y) s X x Y ; DQ(O,O) (x,y) = ( x , ~ )  

donc Ker D@(o,o) = (O) x Y que l ' o n  i d e n t i f i e  à Y muni d e  l ' i n j e c t i o n  

n a t u r e l l e  i d e  Y dans X x Y .  Par  a i l l e u r s ,  I m  D@(O,O) = X x {O) ; 

on i d e n t i f i e r a  Coker DQ(0,O) à Z muni de  l a  p r o j e c t i o n  n a t u r e l l e  p 

d e  X x Z s u r  Z .  

Comme DQ(0,O) = Dk(0) O Df (O) O Dh(O,O), l ' isomorphisme li- 

n é a i r e  Dh(0,O) i n d u i t  un isomorphisme D ~ ( o , o )  d e  Y s u r  Ker D£ (O) 

- 
e t  l ' isomorphisme l i n é a i r e  ~ k ( 0 )  i n d u i t  un isomorphisme Dk(0) d e  

Coker ~ f  (O) s u r  Z .  On a  l e s  diagrammes commutatifs s u i v a n t s  : 

Ker Df (O) 
I 

E F X Coker Df ( O )  



On a  donc I O Dh(0,O) = Dh(0,O) O i e t  p O Dk(0) = Dk(0) O X. 

La d i f f é r e n t i e l l e  seconde i n t r i n s è q u e  de  @ au p o i n t  (0,O) e s t  

2 2 A @(o,o) = p  O D @(0,0) O (i,i) 

avec  
2 

02m(o,o) = D (k o  f o  h) (o,o) 

2 
(1 )  = D k(o) @£(O) O D~(o,o);D~(o) O D~(o,o)] 

2 + ~k(0) O D f (O) O @h(0,0) ;D~(o,o)] 

2 + Dk(0) O Df (O) O D h(0,o). 

'1 

En t e n a n t  compte d e s  r e l a t i o n s  

1 p  O ~k(0) O Df (O) = Dk(0) O x O Df (O) = O 

il v i e n t  que 

2 A2m(o,o) = D~(o) E r (o)  O DNO,~); 0 D~(o,o) 1 - 

c  ' e s t - à - d i r e  que  

2 
11 e s t  pa r  a i l l e u r s  f a c i l e  de  c a l c u l e r  A @(0,0), en t a n t  

q u ' a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  d e  Y x Y d a n s  Z ,  en  f o n c t i o n  d e  g : 

2 2 
on a A @(0,0) = D2g(0,0). 

2 
~ ' a p ~ l i c a t i o n  ~~0(0,0) s ' o b t i e n t  à p a r t i r  d e  A f  (O) p a r  

composi t ion p a r  d e s  isomorphismes l i n é a i r e s  e t  donc hL@(O,O) h é r i t e  

d e  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  l i n é a i r e s  de  bLf (O). D'où l e  lemme (II. 1.2). . 
- 

Considérons  l ' a p p l i c a t i o n  g d e  Y d a n s  Z d é f i n i e  p a r  



Nous aven-s : 

I e t  D2g(0) v é r i f i e  (Pi2). 

- 
S o i t  W l a  s u r f a c e  d e  n i v e a u  d e  g p a s s a n t  p a r  0 .  

- 
Minimiser  J s u r  W' en O é q u i v a u t  à minimise r  3 = J O h  O i s u r  W 

en O. S i  l e  théorème p r é c é d e n t  e s t  démontré dans  l e  c a s  d ' u n e  c o r i t r a i n t e  

- 
d e  d i f f é r e n t i e l l e  p remière  n u l l e ,  on l ' a p p l i q u e  à J e t  g : 

J- 

y E K ( D ~ ~  ( 0 ) )  - K e r  D 2 g  (01,  3 iy E Z "  ; 
O 

O 

1 - 3 - \ ( i i )  : D ~ ~ ( o )  (yo,yo) 5 7 11 0 D g (0)  ( Y ~ ; Y ~ ; Y ~ ) .  
y0 

Nous a l l o n s  mont re r  que c e s  c o n d i t i o n s  s o ~ t  é q u i v a l e n t e s  aux con-  

d i t i 0 r . s  du théorème r e l a t i f  à J e t  g.  

P a r  i l i s o m o r p h i s m e  D ~ ( o , o ) ,  s e  donner y0 
dari s 

K ( D ~ E ( O ) )  - Ker D 2 ~ ( 0 )  e s t  é q u i v a l e n t  à s e  donner x O = Dh(0,0)y0 

2  2  
d a n s  K(A £ ( O ) )  - Ker A f ( 0 ) .  

- 
En d i f f é r e n t i a n t  l ' i d e n t i t é  J = J O h  O i, il v i e n t  que 



donc ( i )  donne 

- 
On pose vX = o D k ( 0 )  O X. On a  a l o r s  

vx 
O Df (O) = O 

O Y 0  O 

e t  

r ~ ~ ( 0 )  - - ux O D2f (0) (xo; .DI = O. 
O Ker Df (6) 

-1. 

I l  e x i s t e  a l o r s  
Xx 

dans  F" t e l  que 
O 

DJ(0) = ux O DLf (O) ( x ~ , . )  + AX O Df (O). 
O O 

En d i f f é r e n t i a n t  l ' i d e n t i t é  3 = J O h  O i deux f o i s  d e  s u i t e ,  

il v i e n t  que 

2  
D * ~ ( o )  = D ;(O) o  ~ D ~ ( o , o )  a i, D ~ ( o ; o )  o  il 

donc ( i i )  donne : 

2  
D ~ J ~ O )  (x 0 , X  0 ) + DJ(O) O D ~ ( o , o )  (i o  D ~ ( O , O ) - ' X ~ ; ~  o  D ~ ( O , O ) - ' X ~ )  



c ' e s t - à -d i r e  que 

O r ,  en d i f f é r e n t i a n t  l ' i d e n t i t é  @ = k O f O h t r o i s  f o i s  

de  s u i t e  e t  en t enan t  compte du f a i t  que 

on o b t i e n t  

3 3 
D2g(OyO) ( Y ~ , Y ~ , Y ~ )  = p 0 Dk(0) O D f (0) (xo,xo,xo) + 

I p  O DX(O) O D2f(0) h(0,O) (i O Dh(0,0)- 'x0;i  O D h ( 0 , 0 ) - ~ ~ ~ ~  

- 
2 e t  en remplaçant DJ(O) par  h O Df (O) + vx O D f ( 0 )  (xo; .), on a : 

X 
O O 

- 1 2 
Puisque Dh(0,0) xo e s t  dans K ( D ~ ~ ( o , o ) ) ,  l ' é g a l i t é  (1)  

donne 



donc on a  : 

11.2.- DeuxiCme é;tape de La d é m a n s ~ d o n  du Xhéathme. 

Nous a l l o n s  démontrer l e  théorème dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où 

Df (O) e s t  n u l l e .  Pour c e l a ,  nous f i x o n s  un é lément  x d a n s  
O 

2 2 
K(D £(O)) - Ker D f ( 0 )  e t  nous procédons en  t r o i s  temps : nous é t a b l i s s o n s  

l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d t o p t i m a l i t é  d ' o r d r e  1 pour J : 

2  
DJ(0) = x O D f  (O) (x0, .) ; n o u s  c o n s t r u i s o n s  un chemin d i f f é r e n t i a b l e  

O 

~ ( t )  
y  t r a c é  s u r  W e t  v é r i f i a n t  y ( 0 )  = O e t  l i m -  = x  3 e t  à l ' a i d e  

t* t 
O '  

duquel  nous amél io rons  l e  m u l t i p l i c a t e u r  
Iix 

; e t ,  e n f i n ,  nous mini-  
O 

misons  J s u r  y  pour é t a b l i r  u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d l o p t i m a l i t é  

d ' o r d r e  2 pour J s u r  W en O.  

a )  - Vémon~X~cction -- de La condition néce~ba&e d'oxdte - 7 .  

2 
Df(0) é t a n t  n u l l e ,  n 2 f ( 0 )  e s t  é g a l e  à D f ( 0 ) .  On n o t e  

2 
A = D f ( 0 ) .  

11.2.7.- Lemme. -- 
S i  A v é r i f i e  (M2) e t  s i  J préssente s u r  W un minimum - - 



l o c a l  en O, a l o r s  quel que s o i t  l 'élément xo K(A) - Ker A, l a  res-  

t r i c t i o n  de DJ(0) à Ker A(xo,.) e s t  nul le .  

Phuve du Lemme (11.2.1) : 

Puisque J présente sur  W un minimum loca l  en O, on a 

DJ(O) l T  2 O. ~ ' a ~ r è s  l e  théorème (1.2.1) T W e s t  égal  à K(A) : 
O 

o .  
l e  cône tangent T W e s t  symétrique e t  donc DJ(O) 1 TOw = O. 

O 

Soi t  x un élément de  K(A) - Ker A. Comme A v é r i f i e  ( M ~ ) ,  
O 

l a  l oca l i s ée  
Ax 

v é r i f i e  (Ml), donc K(Ax ) engendre Ker A(x,,.) 
O O 

e t  e s t  égal  au cône tangent en x à K(A) (Proposition (1.2.4) e t  
O 

c o r o l l a i r e  (1.2.3.)). Comme DJ(o) e s t  l i néa i r e ,  continue e t  nu l le  

sur K(A), a l o r s  DJ(o) e s t  nu l l e  sur  K ( A ~  ) e t ,  par conséquent, 
O 

DJ(O) e s t  nu l l e  sur  Ker ~ ( x ~ , . ) .  m 

Vémonnkrtation de Ra c o n m a n  nécuaahe d'o~~drte 1 : 

A é t an t  propre, A e s t  un morphisme d i r e c t  e t  donc l e  p o l a i r e  

* 
de Ker A(xo, .) coincide avec Im(A(xo, .)) . Comme DJ(0) e s t  dans l e  

po l a i r e  de Ker A(xo,.), il en r é s u l t e  q u ' i l  ex i s t e  une forme l i n é a i r e  

* 
1J.o 

dans F t e l l e  que 

J; 

'-'O 
n ' e s t  dé f in i e  que modulo ~ e r ( A ( x ~ , . ) )  . 



7 7 , 2 . 3 . -  Lemme. 

Quels que s o i e n t  Xo> - e t  x2 v é r i f i a n t  : 

( xo E K(A) - Ker A 

il e x i s t e  un chemin d i f f é r e n t i z b l e  y  d e  1 - a , a E  ( a  > O) dans  W 

t e l  que 

_r(t> - l i m  - x  e t  y ( 0 ) = 0 .  
t* t 

O - 

Pkeu\le du Lemme ( 7 7 . 2 . 3 . )  : -- 

S o i t  x  un é lément  d e  K(A) - K e r  A. Comme A v é r i f i e  (M2) y 
O 

K ( A  ) est une p a r t i e  g é n é r a t r i c e  d e  K e r  A(x . e t  Kr(Ax ) e s t  
X 

O 
O y 

O 

d e n s e  dans  K(Ax ) - CO}.  O r  x  e s t  un v e c t e u r  non n u l  d e  Ker A(x .), 
O 

O 
0 ' 

p a r  conséquent ,  K(Ax ) n ' e s t  p a s  r é d u i t  à {O) e t  Kr(Ax ) n ' e s t  
O O 

p a s  v i d e .  S o i t  a l o r s  x  un élémeiit  d e  K,(Ax ), e t  s o i t  
1 x2 un é lément  

O 

d e  E t e l  que 

Considérons i ' a p p l i c a t  i o n  g d e  IR x Ker A(xo, .) x E d a n s  F 

d é f i n i e  p a r  



3 4 5 
On n o t e  P ( t )  = t xo + t X + t Y. La formule d e  Taylor à l ' o r d r e  

deux avec  r e s t e  i n t é g r a l  appl iquée  à f au vo i s inage  d e  O, nous donne, 

s i  t # O  : 

Comme A(x ,xo) e t  A(xo,x) son t  n u l s ,  on a  : 
O 

5 2 
f é t a n t  de  c l a s s e  C au vo i s inage  de  O,  g e s t  de  c l a s s e  C au 

v o i ~ i r ~ a g e  de  (O; (x l  ,x2)  ) . D e  p l u s ,  on a  

Comme A e s t  deux-fois  propre,  K e r  Ax ( x l , . )  e s t  un f a c t e u r  
O - 

d i r e c t  d e  K e r  A(xo , . ) ,  e t  donc Ax ( x l , . )  admet une s e c t i o n  5 v é r i -  
O 

f i a n t  Ax (x l  = 1 
F - S o i t  

O 
l a  p r o j e c t i o n  canonique d e  F s u r  

O X 
O 

Fx . On peut moritrer s ans  d i f f i c u l t é  q u ' i l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  
O 

dans  L ( F , E )  t e l i e  que : 

O n  n o t e  5 = O xo. ~ ' a ~ p l i c a t i o n  l i n é a i r e  ( 5 , ~ )  e s t  une 



secitiori pour D2g (O; (x l  , x2)  1.  après l e  théorème d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s ,  

il e x i s t e  a > O ,  e t  une a p p l i c a t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  (X,Y) d e  l ' i n t e r v a l l e  

1 - a , a [  d a n s  Ex x E t e l l e  que 

3 4 5 
On n o t e  y ( t )  = t xo + t X ( t )  + t Y ( t ) ,  on a a l o r s  

b ' t ~ ] - a , a [  ; f ( y ( t > > = o  ; y ( 0 )  = O  

D 'OÙ l e  lemme (11.2.3).  8 

Pour l a  démons t ra t ion  d e  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d ' o r d r e  2, 

nous  a l l o n s  e s s a y e r  d e  min imise r  J s u r  y. Pour c e l a ,  nous  avons  

b e s o i n  d u  d6veloppement l i m i t é ,  à l ' o r d r e  2 ,  au p o i n t  O,  d u  chemin y  

e t  d e  c a l c u l e r  e x p l i c i t e m e n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l a  p a r t i e  polynômiale  

d e  c e  développement l i m i t é  e n  f o n c t i o n  d e  x x e t  x2.  
O'  1 

On f a i t  un développement l i m i t é  d ' o r d r e  2  d e  X e t  d e  Y : 

~ ( t )  = x l  + t x l  (0)  + 1 t 2 ( x " ( o )  + E l  (t)) ; iim E ( t )  = O 
2  1 tw 

~ ( t )  = x, + t . f l ( o )  + ' t 2 ( ~ " ( o )  + c 2 ( t ) )  ; i i m  E ( t )  = O 
2  

t* 
2  

il v i e n t  un développement l i m i t é  d e  y ( t )  : 



l i m  ~ ( t )  = O I t* 

En d i f f é r e n t i a n t  deux f o i s  de s u i t e  l ' i d e n t i t é  g ( t ; ( X ( t ) , Y ( t ) )  = 0,  

on o b t i e n t  : 

f " ~ ~ g ( t ;  ( ~ ( t )  , ~ ( t ) )  + ~ ~ g ( t ;  (X(t)  , ~ ( t ) ) )  (X' ( t )  , Y '  ( t ) )  = O 

au po in t  t = O ,  on a 

3 
On n o t e  B = D £(O). Comme on a 

1 1 
Dlg(O,(xl , x 2 ) )  = A(x 1 2  , X  ) + 6 B(xo,X 0 ,  XO) 

2  
Dlg(O, (x l  , x 2 ) )  = A(x2,x2) + B(xo,xo,xl ) 

DID,g(o, (xl  ,x2> > (X,Y) = A(xl ,Y) + A(x2,X) 

2  
D2g(0, (x, , x 2 > )  ((X,Y), ( x ' , Y ' ) )  = A(X,X') 



a l o r s ,  à l ' a i d e  d e  l a  s e c t i o n  (5,ri) d e  D2g(0, (x, , x 2 ) ) ,  on peut  é c r i r e  

S i  J p ré sen t e  s u r  W un minimum l o c a l  en O, a l o r s  J O y 

d o i t  p r é sen t e r  s u r  1 - a , a [  un minimum l o c a l  en t = O. On a donc à - 
é t u d i e r  5 O y. 

Par  t r a n s l a t i o n ,  on suppose que J ( 0 )  = O. On é c r i t  J sous  l a  

forme : 

avec  

Par ce développement l i m i t é  de J, il v i e n t  

avec l i m  ~ ( t )  = 0.  
t+O 

Comme u e s t  n u l l e  s u r  Ker A(xo , . ) ,  on a 



I l  r e s t e  donc 

5 6 1 6 
J(Y(t))  = t u(x2)  + t (u(y2) + 7 v(xo.xo)) + t ~ ( t )  

O r ,  J y  p r é s e n t e  s u r  1 - a , a  [ un minimum l o c a l  en t = O e t  donc 

u(x , )  = O. Comme 
L. 

en composant c e t t e  é g a l i t é  par  on o b t i e n t  : 

y0 o  A b I  , x I  = O ; 

c '  e s t - à -d i r e  que par  c o n t i n u i t é  d e  l ' a p p l i c a t i o n  O A e t  p a r  d e n s i t é  

de  Kr(Ax ) dans K(Ax ) ,  nous avons 
O O 

autrement d i t ,  l a  forme quadrat ique a s s o c i é e  à ilo O A e s t  ident iquement  

n u l l e  s u r  l e  cône K ( A ~  ) d e  Ax . 
O O 

7 7 . 2 . 4 . -  Lemme. --- 

2  
Soient  E un espace d e  Banach, A un élémerLt de L ( E , R ~ )  s 

E: IN) v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  

t e l  que l a  forme quadra t ique  a s soc i ée  à B s o i t  n u l l e  su r  K(A). 

Alors  



Ptreuve du lemme ( 7 7 . 2 . 4 . )  : 

Puisque ,  pour t o u t  X d e  K(A), B(X,X) = 0 ,  a l o r s ,  on a 

O r ,  comme A v é r i f i e  (Pp) ,  s i  dim I m  A(X, . ) = r(X) , a l o r s  

+ v é r i f i e  
('p-r (XI 

) e t  donc K(+) q u i  n ' e s t  a u t r e  que TX(K(A)) 

engendre  Ker A(X, -1, d'où 

Pu isque  I m  A(X, . ) est d e  dimension f i n i e  e t  Ker A(X, .) e s t  

d e  codimension f i n i e ,  a l o r s  A est p r o p r e  e t  donc il e x i s t e  EX dans  

(IRPI* t e l  que 

Fixons  X d a n s  Kr (A), on a K(+ ) = K e r  A(x0, . ) , 
O c ' e s t - à -  

O 

d i r e  que 

TX (K(A) ) = K e r  A(Xo, . ) . 
O 

S o i t  X un é lément  d e  TX (K(A)),  il l u i  cor respond  une s u i t e  
O 

3; 
(XnInaN* d e  K(A) e t  une s u i t e  d e  IR+ t e l l e s  que : 



* 
O r ,  nous avons pour t o u t  n  dans IN , 

2 
En d i v i s a n t  par  a e t  en f a i s a n t  t end re  n v e r s  l ' i n f i n i ,  n  

I nous obtenons 

Conme Ker A(Xo, .) e s t  un espace v e c t o r i e l ,  on en dédu i t  que 

t f x  E Ker A(Xo,.), Y X '  E Ker A(Xo,-) ; 

Donc 

Appliquons l e  lemme ci-dessus à l ' a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  A x 
O 

e t  à l a  forme b i l i n é a i r e  po O A,  a l o r s  il va  e x i s t e r  " x  dans 
1 

-1. 

(Coker A(xo, .) 1'' t e l  que 



- - - - 
Posons - vx 0 Xo e t  Po - Vo - - 

Px 
1 1 'XI , nous av0r.s 

1 On a donc czmélioré l e  r é s u l t a t  d e  l a  p a r t i e  ( i l  du théorème. 

11.2.5.- Remmque. 
- 

On peut c a l c u l e r  expl ic i tement  
'-'O 

en fonc t ion  d e  l a  s e c t i o n  

(5.11) de l l a p p l i c a t i o r  A(x l ,  .) + A(xo, .). 

En e f f e t ,  puisque 

A(xl,  S )  + A(xo, n) = 1 F 

- 
u = vo O A(xo,.) 

- 
a l o r s  en composant l a  première i d e n t i t é  par  

?-'O 
on t rouve  

c )  - Ptreuve de l a  condiiian n é c u a a h e  dlopth&é du a~cvnd otrdtre. 

A l ' a i d e  des  cons idé ra t ions  précédentes ,  J ( y ( t ) )  dev ien t  

6 
En d i v i s a n t  par  t e t  en passant  à l a  l i m i t e  s u r  t ,  on 

o b t i e n t  : 



avec 

d'où 

e t  donc 

Nous av ions  p r i s  auparavant x comme s o l u t i o n  de  l ' é q u a t i o n  2 

en X : 

1 
- A(xl , x l )  + A(xo,X) = O 
2 

mais  quand on change x en kxl , une s o l u t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  1 

~ ( k x ~  , k x l )  + A(xo,X) = O 2 

2 
e s t  X = k x 2 '  

~ ' o ù ,  en changeant dans l ' i n é g a l i t é  c i -dessus  x1 en k x l ,  

1 nous obtenons : 

1 1 - 3 - 
v (x0, x0) - 6 u0 0 B (xo,xo ,xo) > k (u0 O A(x1 ,x2) ) ,  

f a i s o n s  t end re  k, d 'une p a r t  v e r s  + ", e t ,  d ' a u t r e  p a r t ,  ve r s  - 1 

i a l o r s  pour que l ' i n é g a l i t é  (1)  r e s t e  v é r i f i é e ,  il e s t  n é c e s s a i r e  que 

- 
po O A(xl ,x2)  s o i t  nu l .  Par  conséquent,  nous avons 



11.2.6.- Remahqueh. 

2 
i )  S i ,  a  f o r t i o r i ,  A f ( a )  v é r i f i e  ( M l ) ,  a l o r s  pour t o u t  

2 2 
élément x  d e  K ( A  £ ( a ) )  - K e r  A £ (a) l e  m u l t i p l i c a t e u r  

O Px e s t  
O 

n u l  e t  par  conséquent on tombe s u r  Les c o n d i t i o c s  n é c e s s a i r e s  d1optima- 

l i t é  (c.1) e t  (c.2) ( c f .  I n t roduc t ion ) .  

2 
i i )  S i ,  a  f o r t i o r i ,  A f  ( a )  v é r i f i e  ( M ) ,  a l o r s  comme (M) 

2  
implique (M2), pour t o u t  xo d e  K(A f  ( a ) )  - {O) il e x i s t e  (Ax ;Px 

O O 

dans (p*12 t e l  que 

- - 
(on a v a i t  t rouvé - Px Px 0 X, Px E (Coker ~ f ( a ) ) * )  

O O O 

2 2 * 
comme A f ( a ) ( x o , . )  e s t  s u r j e c t i v e ,  ( A f ( a ) ( x o , . ) )  e s t  i n j e c t i v e .  

-3 

Le m u l t i p l i c a t e u r  est donc unique lo r sque  nLf (a) v é r i f i e  (M). - 
O 



CHAPITRE I I I  

CONDITIONS NECESSAIRES POUR UN PROBLEME D'OPTIWISATIQN 

AVEC CONTRAINTE BILATERALE VERIFIANT (rd3). 

S o i e n t  E  e t  F deux e s p a c e s  d e  Banach, U un o u v e r t  d e  E, 

a  un p o i n t  d e  U,  f  une  a p p l i c a t i o n  d e  U d a n s  F 8 - f o i s  cont inûment  

d i f f é r e n - t i a b l e  e n  ü te1.J.e que D f  ( a )  s o i t  un morphisme d i r e c t ,  W l a  

s u r f e c e  d e  n iveau  de  f p a s s a n t  p a r  a ,  e t  J u n e  a p p l i c a t i o n  d e  U 

2 
d;.,ns IR d e  c l a s s e  C en a .  Nous nous proposons ,  d a n s  c e  c h a p i t r e ,  

d e  t r o u v e r  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d ' o p t i m a l i t é  pour  .J s u r  W au 

2 
p o i c t  a  l o r s q u e  l a  d i f f é r e n t i e l l e  seconde  i n t r i n s è q u e  A f ( a )  v é r i f i e  

( M j ) .  



Pnél4nhaihe. 

Df (a) é t a n t  un morphisme d i r e c t ,  X = I m  Df (a)  e t  Y = K e r  Df (a) 

s o c t  respect ivement  d e s  f a c t e u r s  d i r e c t s  de F e t  E ; e t  Df(a)  admet 

[3] une quas i - sec t ion  a dans  L(F,E) qu i  v é r i f i e  : 
O 

Df ( a )  O O O ~f (a) = Df (a) .  

2 
S i  A f (a )  v é r i f i e  (M3), pour t o u t  couple  (xo,y0) v é r i f i a n t  

2 2 ( xo E K(A f ( a ) )  - K e r  A f ( a )  

2 
y E K((d2f ( a l l x  ) - Ker ( A  f  ( a l l x  

O O 

on a : K ( ( A ~ £ ( ~ ) ) ~  y ) engendre K e r  (A 2 f  ( a l l x  (yo, .), e t  comme y, appar- 
0 0 O 

t i e n t  à c e  sous-espace, K (  (AL£ (a) ) ) n ' e s t  pas  r é d u i t  à ( 0 )  ; 
XoYo 

2 
Kr((A f ( a ) )  e s t  dense dans K ( ( A ~ I  ( a ) )  ) e t  donc K ~ (  (A2£ ( a ) )  

XO"O 

1 
XOyO XOyO 

n ' e s t  pas  vide.  Alors  pour t o u t  élément z d e  Kr((A2f ( a ) )  ) l l a p p l i -  
O 

XOYO 

2 
c a t i o n  l i n é a i r e  (A f ( a ) ) x  y (zo,.)  est s u r j e c t i v e  e t  son noyau e s t  un 

O O 

f a c t e u r  d i r e c t  de  ~ e r ( A ' f ( a ) ) ~  (yo; .) ( ca r  A e s t  t r o i s  f o i s  p ropre) .  
O 

E l l e  admet donc une s e c t i o n  5 q u i  v é r i f i e  

( ~ * f ( a ) )  (z,;?) = 1 2 
XOYO Coker ( A  £ (a )  (Yo; -1  

O 

On note  xX l a  p r o j e c t i o n  canonique de  X s u r  

2 
O 

Coker A f ( a )  (xo , . )  e t  l a  p r o j e c t i o n  canonique d e  
Xxoyo 

2 2 
Coker A f  (a) (xo, .  ) s u r  Coker (A f ( a )  ) x  (y,;. ) . 

O 



2 
S i  A f  (a )  v é r i f i e  (Mg) e t  s i  J p r é s e n t e  s u r  Tt un minimum - - 

l o c a l  en a ,  a l o r s  q u e l s  que s o i e n t  x  * z e t  x  v é r i f i a n t  
0' 'O'  O - 1  

2 2 ( xo E K(A f ( a ) )  - Ker A f ( a )  

2  
y, E ~ ( ( ~ ~ f ( a ) ) ~  O ) - Ker (A f  ( a ) )x  O 

71) : 
z  O E Kr((b2f (a )  lx y 

O 0 

pour  t o u t e  quas i - sec t ion  a  d e  Df(a) , e t  pour t o u t e  s e c t i o n  
O - de 

<O - 
( n 2 f ( a ) )  (zo; .), il e x i s t e  ( h o , \ , p , )  dans  ( F " ) ~  t e l  que 

XoYo 

e t  s i  on no te  5 = Co O x O X, O x ; les m u l t i p l i c a t e u r s  
Xoyo O 

l-io 

e t  - pl 
v é r i f i e n t  en o u t r e  l e s  r e l a t i o n s  suivant-es : 

O Df (a) = p  O Df (a)  = O 
1 

2 3 3 
O D f (a)  EOD f  (a)  (xo,xo,xo) ; COD f  (a) ( X ~ , X ~ , X ~ ) ]  - 

2  2 2  2  
f 9p1 O D f  (a)   COD - f  (a)  rxo; - o o o ~  f  (a)  ( x o , x 0 ~  ; COD f  (a)  Lxo; O O oD2f ( a )  (x O x  O )]] 

2 3 2 2 
= 6ul O D f (a )   rio^ - f (a) (xo,xo,xo) ; COD f  (a)  Lxo; o O oD f  (a )  (xo,xo)]]. 



Pour démontrer c e  théorème, nous a l l o n s  procéder en deux é t apes .  

La première c o n s i s t e  à r é d u i r e  l e  problème à un problème équ iva l en t  pour 

l e q u e l  l a  d i f f é r e n t i a b l e  première d e  l a  c o n t a i n t e  e s t  n u l l e .  La deuxième 

e s t  l a  démonstration du théorème dans  l e  c a s  p e r t i c u l i e r  où Df (a) = 0. 

Le théorème généra l  en découle.  

1 7 7 . 7 . -  Phmiche 6Xape de l a  démvns&a-tLon - du 2hévt~ème. 

On garde l e s  mêmes nota t iof i s  qu'au c h a p i t r e  I I  r 

a =  0 ; £(O) = O ; ~ ( 0 )  = O ; X =  ImDf(0 )  ; 

Y = K e r D f ( o )  ; Q = k o f  o h  ; y =  J o h o i ,  

7 7 1 : l .  7 . -  Lemme. 

Z 
S i  A, f  (O) v é r i f i e  (M3), a l o r s  nL@(O,O) v é r i f i e  ( M ~ ) .  - 

La démonstrat ion de  c e  lemme e s t  i den t ique  à c e l l e  du 1-emme 

(11.1.2.) .  

S i  l e  théorème e s t  démontré dans l e  c a s  d'une c o n t r a i n t e  de  

d i £  f é r e n t i e l l e  première n u l l e  en O,  on l l a p p l i q i i e  à 3 e t  g 
- 

(Dg(0) = O admet comme ques i - sec t ion  a i l a p p l i c a t i o n  n u l l e )  : 
O 

- - - - 
q u e l s  que soier , t  xoz y,, z e t  x,  v é r i f i a n t  : 

O 



- 2  - - et  q u e l l e  que s o i t  l a  s e c t i o n  5, d e  D O -  - z 0 ; ,  il e x i s t e  

- - XoYo 
dans ( ~ " 1 ~  t e l  que 

- - 
e t  s i  on no te  5  = r, O X- - O X; , oh X; est l a  p r o j e c t i o n  cano- 

O Xoyo O O 

2  - n ique  de  Z s u r  Coker D g(O) (z0, .) e t  X- - e s t  l a  p r o j e c t i o n  câno- 

XoYo 

n ique  de  Coker D 2 8  10) ; .) s u r  ~ o k e r  (D2g(0) ); (yo ; . ) , on a i t  : 
O 

Nous a l l o n s  montrer  que c e s  c o n d i t i o n s  sont  équ iva l en t e s  aux 

c o n d i t i o n s  du théorème r e l a t i f  à J à g. 

- - - -  
Par  1' isomorphisme Dh(0, O), s e  donner (xo, yo ,zo ,x l  ) 

v é r i f i a n t  ( 1 ' )  e s t  équ iva l en t  à s e  donner (xo, y o , z o , x l )  v é r i f i a n t  

(1) e t  : 

Comme D5(0> = DJ(0) O Dh(O,0) O i, on a  

DJ(O) O 1 = Dj(0) O D ~ ( o , o ) - l .  Donc 



d  'où 

- - 
En n o t a n t  = O Dk(0) O x e t  pl  = v1 O Dk(0) O X, 

'-'O 

c e t t e  é g a l i t é  s ' é c r i t  : 

9< 
DorLc, il e x i s t e  une  forme l i n é a i r e  A d a n s  F t e l l e  que 

O 

D e  p l u s ,  on a : 

- 
e t  comme 

2 
u l  O D2g (0 ,  O) (Go,. ) = O,  on a 

c ' e s t - à - d i r e  que 

?' 
2 

O D f (O) (xo, i O Dh(0,O)) = 0. 



Pour l e s  é g a l i t é s  e t  i n é g a l i t é  q u i  r e s t e n t  à é t ü b l i r ,  on 

- 3- - - - 
v a  e x p l i c i t e r  5 O D g ( 0 )  ( ~ o , x o , x o )  e t  5 O D'E(O) (yo,X1) .  

P a r  l e s  deux isomorphismes Dk(0) e t  D ~ ( o , o ) ,  à t o u t e  

- 2- - 
s e c t i o n  

<O 
d e  l ' a p p l i c a t i o n  (D g ( 0 ) ) x  7 (2,; .) cor respond  une 

O O 

s e c t i o n  
<O 

d e  l 1 a p p l i c a t  ion  (n2£ ( 0 ) )  (zo;  .) t e l l e  que,  s i  on 

- XoYo 
n o t e  i = O x- - O xp e t  i = io o  x O xX O X ,  on a i t  : 

XoJ'o O *OYO O 

( : f i )  : On s a i t  que ( c f .  C h a p i t r e  II,  page 23) 

2  On v a  expr imer  main tenan t  D h(0,O) ( i ( x 0 )  ; i (Xo))  en 

en  f o n c t i o n  d e  DE£ (O) (xo,xo)  e t  d ' u n e  q u a s i - s e c t i o n  d e  Df ( O ) .  

- 
On pose  h = h - l .  En d i f f é r e n t i a n t ,  deux f o i s  d e  s u i t e ,  

l ' i d e n t i t é  h  O h (x )  = x ,  on o b t i e n t  



Comme (DB(o))-' = D ~ ( o , o ) ,  on a  

2 
D ~ ( o , o )  = - D ~ ( o ,  O) g2h(o) 0 ( D ~ ( o , o )  ; D ~ ( o , o ) ) .  

O r  6 e s t  dé£ i n i e  ( c f .  121, page 2) par  : 

h(x> = (q O f ( x ) , j x )  

où q e s t  l a  projec t ion  de F sur  X e t  j e s t  l a  projec t ion  de 

E s u r  Y .  On a donc 

Df(0) é t an t  un morphisme d i r e c t ,  il admet a l o r s  une quasi-sect ion a O 

(Df (O) O a  O Df (O) = Df (O)). On peut d é f i n i r  Dh(0,O) à l ' a i d e  de  
O 

- 
En appl iquant  c e c i  à x  O = D ~ ( o , o ) - '  .x O y 

on ob t i en t  

2 2 
Comme x  e s t  dans K(Af(O) ) ,  D ~ ( O ) ( X ~ , X ~ )  e s t  dans X, 

O 

e t  donc 

2 2 D h(o ,o)( i (Y ) ; i (Xo))  = - a. 0 D f ( 0 ) ( x o , x o ) -  
O 



Finalement  l ' i n é g a l i t é  

- 2 - 3 - 

d e v i e n t  

c ' e s t - à - d i r e  que 

Le même ra isonnement  e n t r a î n e  l e s  deux é g a l i t é s  (a4) et (a5)  

du théorème. . 
11 1.2. - Deuxième ézape d e C a  d6rno~n;Dzcdion du Ahéofième . -- 

Nous a l l o n s  démontrer  l e  théorème d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où 

~f (O) = O. Pour c e l a ,  nous  f i x o n s  deux é l é m e n t s  x  e t  r e s p e c t i v e -  
O 

2  2  ment,  d a n s  K(D f  (O)) - Ker D f  (O) e t  K (  (D2f ( O ) )  ) - ~ e r ( D ~ f  ( O ) )  
X 

O 
X 

O 
e t  nous  procédons en q u a t r e  temps : nous é t a b l i s s o n s  une  c o n d i t i o n  néces-  

2  2  s a i r e  d ' o r d r e  1 pour J : DJ(O) = PA O D f (O) (x0 , . )+p ;  O D f ( 0 ) ( y 0 , . )  ; 

nous c o n s t r u i s o n s  un chemin d i f f é r e n t i a b l e  y  t r a c é  s u r  W v é r i f i a n t  

y ( t >  y(0)  = O e t  l i m  - = x . nous amél io rons ,  à l ' a i d e  de  y ,  l e  
t-tO t 

9 O 



couple ; ; e t ,  e n f i n ,  nous minimisons J s u r  y pour é t a b l i r  

l e s  a u t r e s  é g a l i t é s  e t  i n é g a l i t é  du théorème. 

D£(o) é t a n t  n u l l e ,  on a  Ker Df(0) = E,  I m  Df(0) = CO}, 

2 2 2 3 x = 1 A £(O) = D £(O). O n n o t e  A =  D f ( 0 ) ,  B = D  f ( 0 ) ,  
F' 

2 
u  = DJ(O) e t  v  = D J (0 ) .  

111.2.7.- Lewime. 

S i  A v é r i f i e  ( M ~ )  e t  s i  J p r é s e n t e  s u r  W un minimum - 

l o c a l  en O,  a l o r s  

V x  E K(A) - Ker A ; v y o  E K(Ax ) - Ker Ax ; U l ~ e r  Ax (yo; .) 
= o. 

O 
O O 

O 

Pheuve du lemme (111.2.7.) : 

Comme A v é r i f i e  (Mg) , on a T W = K(A) e t  que l s  que s o i e n t  
O 

x  dans K(A) - Ker A e t  y  dans  K(Ax ) - Ker Ax ; Kr(Ax y ) e s t  
O O 

O O O O 

dense dans K(Ax y ) - {O} e t  K ( A ~  y ) engendre Ker Ax ( y o , . ) .  
O 0 O O O 

T (K(A)) e t  T (K(Ax ) )  son t  égaux, respect ivement ,  à K ( A ~ )  e t  
X 

O y0 O O 

K(A ) Puisque J s u r  W un minimum l o c a l  en O,  on a  
Xoyo 

IK(A> 
> O. O r ,  K(A)  e s t  symétrique, donc IK(A> 

= O. Comme u e s t  

l i n é a i r e  cont inue ,  on a : 

Donc 



A é t a n t  t r o i s  f o i s  propre,  Ax est propre.  Il  en r é s u l t e  que 
O * 

l e  p o l a i r e  de  Ker Ax (yo, . )  e s t  i den t ique  à 1' image de  (Ax (yo,.  ) ) . 
O O 

- 1 * 
Par  conséquent,  il e x i s t e  une forme l i n é a i r e  u,, dans  (Coker A(xo,.))  

t e l l e  que 

u  - - 1  

l ~ e r  A(xo; .) - v1 O Ax O (y,;.). 

A é t a n t  propre,  l e  même raisor'nement e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  
J- 

d'une forme l i n é a i r e  VA dans  F" t e l l e  que 

- 1 
u  - uo 0 xx0 O A(yo, .) = VA O A(xo, .). 

on pose pl  ' - - -' pl O X, , il v i e n t  
O 

111.2.2.- Rematrque. 

VA e t  V; n e  sont  d é f i n i s ,  respectivemer:t, que modulo 

* 
Ker(A(xo,.) ) *  e t  Ker(Ax (yo,  .)) . 

O 

6 )  - Cans;titucitiun du chemin y. 

Pour c e l a ,  nous avons beso in  du lemme su ivant  : 



7 7 7 . 2 . 3 . -  Lemme. 

I l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  con t inue  s de Ker A 
O X (yo; .) 

O 

dans  E t e l l e  que 

v z  E K e r  A x (yo; . )  ; A(yo;z) + A b o ;  so (z )  = 0. 
O 

Pkeuve du lemme ( 7 1 7 . 2 . 3 . )  : 

A é t a n t  p ropre ,  A(xo, .) e s t  un morphisme d i r e c t  et donc 

A(xo,.) admet une quas i - sec t ion  S l i n é a i r e  cont inue  d e  F dans  E 
O 

e t  v é r i f i a n t  

On n o t e  i l ' i n j e c t i o n  canonique d e  Ker A(xo;.) dans E ,  e t  on cons i -  
O 

d è r e  l ' a p p l i c a t i o n  composée : 

S o i t  z  un élément d e  K e r  Ax (yo; .). On a l ' é q u i v a l e n c e  su ivan te  : 
O 

d'où 

A ( ~ o , z )  + A(xo,s0(z) )  = A(yo,z) - A(xo,So O A(yo,z)) 

- - A(Y O , z )  - A(y O , z )  

= o. 

s e s t  évidemment l i n é a i r e  e t  con t inue  s u r  K e r  Ax ( y o ;  .) . 
O 

O 

D'OÙ l e  lemme (111.2.3.). I 



Suite de la carm%ucfion du chemin y .  

S o i t  zo un élément d e  Kr (A . Par  d é f i n i t i o n  de  x  
Xoyo 0, y0 

e t  z  il e x i s t e  ( x l , x 2 , y l )  dans  E X E  x K e r A ( x o , . )  t e l  que 
O 

 a autre p a r t ,  puisque A e s t  3 - fo i s  propre,  l ' a p p l i c a t i o n  li- 

- 
n é a i r e  A (zo, .) admet une s e c t i o n  5. Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  a u s s i  

Xoyo 

que l ' a p p l i c a t i o n  A(zo, .) + A(yo, .) + A ( X ~ ,  .) , d é f i n i e  s u r  

Ker Ax (yo,.)  x Ker A(xo,.) x E e t  q u i  a s s o c i e  à (z ,y ,x)  l a  v a l e u r  
O 

A(zo,z) + A(yo,y) + A(xo,x) admet une s e c t i o n  , ,  t e l l e  que 

717.2.4.-  Lemme. 

Qüels que s o i e n t  xo; yo;z0;xl ,x2  et y, v é r i f i a n t  

( xo E K(A) - K e r  A 

y0 
E K(Ax ) - Ker A 

X 
O O 

z  E Kr(A 1 
(1) : O Xoyo 



il e x i s t e  un chemin d i f f é r e n t i a b l e  y  t r a c é  s u r  W e t  v é r i f i a n t  

v ( t )  - l i m  - - 9 
e t  y(0) = O .  

t-m t 
O 

Ptreuve du lemme (171.2.4.)  : 

Soient  xo, yo, zo, x l ,  x2 e t  y l  d e s  éléments d e  E 

v é r i f i a n t  (1). Considérons l e  polynôme P dé£ hi s u r  

IR x E x Ker A(xo, .) x Ker Ax (yo, .) par  
O 

e t  l ' a p p l i c a t i o n  g d e  IR x E x Ker A(x .) x Ker Ax (yo, .) dans F 
0 y 

O 

d é f i n i e  pa r  

Puisque 



a l o r s  en app l iquan t  l a  formule de  Taylor ,  à l ' o r d r e  deux, avec reste i n t é -  

g r a l ,  à l ' a p p l i c a t i o n  f  au po in t  O, on t r o u v e  

c e c i  s ' é c r i t  : 

5 
De c e t t e m a n i è r e ,  on v o i t  que g  est de  c l a s s e  C par  

r appor t  à ( t ;  (x ,y ,  z ) )  puisque f  est de c l a s s e  c8 au vo i s inage  d e  

O,  e t  

D2g(O; (x, y , z ) )  = A h ;  .) + A(yo; .) + A h o ;  .) . 

i z 11, on a  Au p o i n t  (C;(x2,y1,  

D ~ ~ ( o , ( x ~ , ~ ~ , z ~ ) )  admet donc une s e c t i o n  , Par  l e  

théorème d e s  fonction:;  i m p l i c i t e s ,  il e x i s t e  a > O,  e t  une app l i ca -  

t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  (x, Y , Z )  d e  1' i n t e r v a l l e  1 - n , u [  dans  

E x Ker A(xo,.) x K e r  Ax (y,,.) t e l l e  que 
O 



Le chemin d i f f é r e n t i a b l e  

est a l o r s  t r a c é  s u r  W, e t  v é r i f i e  

Y(t )  l i r n  g = x  . 8 
t+O t 

O 

c ) ArnëLiukcu%n de ( PA ; u i  ) . 
5 Puisque g e s t  d e  c l a s s e  C au  v o i s i n a g e  d e  (O, (x2,  y I  , z o ) ) ,  

on p e u t  f a i r e  un développement l i m i t é  d ' o r d r e  5 d e  l a  s o l u t i o n  du théorème 

1 d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  ( x , y , z )  a u  v o i s i n a g e  d e  t = O : 
1 

avec ,  l i m  E ( t )  = l i r n  E ( t )  = l i m ~ ( t )  = O . 
1 

t-a 
2 

t-tO 
3 

I l  v i e n t  a l o r s  un développement l i m i t é  d e  y  : 

avec l i r n  ~ ( t )  = 0. 
t* 



Comme J présente  s u r  W un minimum l o c a l  en O,  a l o r s  

J o y  p résen te  s u r  1 - a , a  [ un minimum l o c a l  en t = O, e t  comme u 

e s t  n u l l e  s u r  Ker Ax (yo, .) ; K ( A ~  y ) ; K(Ax ) e t  sur  K(A) , 
O 0 0 O 

nous avons : 

+ t l 8 c 0 ( t )  (avec l i m  ~ ~ ( t )  = O) 
t* 

Remarquons que s i  y l  e s t  une s o l u t i o n  de l ' équa t ion  en y : 

a l o r s  pour t o u t  s c a l a i r e  k non nu l ,  une s o l u t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  en y  : 

1 
e s t  k y l .  

Prenons k = - 1 ,  e t  notons yl ( t )  l e  chemin a s s o c i é  à 

nous avons a u s s i  

Par conséquent, u ( y l )  = O. Comme u  s ' é c r i t  

u  = PA o  A h o ,  .) + P; 0 A b o , . )  



e t  que y1 e s t  dans  Ker A(xoY.) ,  a l o r s  en composant l ' é g a l i t é  

par  4 , on o b t i e n t  

Comme u; ne dépend pas d e  zo ; Kr(Ax y ) e s t  dense dans K(Ax y 
O 0 O O 

e t  que pi O A e s t  cont inue,  on a  : 

Puisque A v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  (Pp) , a l o r s ,  en appl iquant  l e  
XOyO 

lemme (11.2.4.) à l ' a p p l i c a t i o n  A e t  à l a  forme b i l i n é a i r e  p: O A, 
XoYo rL - 

il en r é s u l t e  q u ' i l  e x i s t e  une forme l i n é a i r e  6z 
dans  (Coker A 

X ( y o y . ) )  
O O 

t e l l e  que 

On pose 6 = Sz - 1 

O O Xx y 0 Xx e t  ?JI - Pl  - 6(,> 
O O O O 

a l o r s  on ob t i en t  

La d e r n i è r e  é g a l i t é  donne 



Donc 

S i  on pose Lio = ?JO+ Co, on a  

Nous avons donc amélioré  ( p .  

171 .2 .5 . -  Remattque. 

Soien t  kl e t  k2 deux s c a l a i r e s  non nuls ,  s i  l ' o n  change 

I I 
(xo, yo) en (k lxo ;  k2yo) a l o r s  (v0, p l )  se change en (- Po; - Lil) 

kl k2 

En e f f e t ,  il s u f f i t  d e  cons idé re r  l ' i d e n t i t é  u = po O A ( X ~ ,  .) + u1 O A ( ) . ~ ,  .) 

q u i  e s t  indépendante d e  (xo,yo> e t  d 'y  changer (xo,yo) en ( k l x o , k t ~ o ) .  

111.2.6.- Remahque. 

On peut c a l c u l e r  pl en fonc t ion  d e  l a  s e c t i o n  (i,q,() de  

l ' a p p l i c a t i o n  A(zo, .) + A(yo, .) + A(xo, .) q u i  à (x ,y , z )  d e  

E x E x  X E  a s s o c i e  A(zo,z) + A(yo,y) + A(xo,x).  
O Xoyo 



E n  e f f e t ,  on s a i t  que 

a l o r s  en composant c e t t e  é g a l i t é  par  p l  on a  

Comme I m  >i C Ker A ( x ~ ,  . ) , il v i e n t  

Donc 

~ ' e x ~ o s a n t  d e  l a  pu issance  de t dont  l e  c o e f f i c i e n t  est 

1 
u(xI+y  ) est impair,  donc pour que J O y p r é s e n t e  s u r  1 -a,a[: un 

minimum l o c a l  en t = O, il e s t  n é c e s s a i r e  que ce c o e f f i c i e n t  s o i t  nu l .  

D ' O Ù  : 

1  
u (x l  + y )  = O. 

1 
Pour c o n n a ï t r e  l a  v a l e u r  d e  y , on d i f f é r e n t i e  l ' i d e n t i t é  

g ( t ,  ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) )  = O p a r  r a p p o r t  à t .  On en t i r e  : 



O r  u ( x l )  = po O A(X, ,X~)  + pl 0 A(yo,x1) 

Il va r e s t e r  : 

Cet t e  é g a l i t é  e s t  v é r i f i é e  que l  que s o i t  l e  choix d e  

( x o , ~ o , ~ o > ~ I ' ~ 2 Y ~ I )  * 

Considérons l e s  deux équa t ions  respect ivement  en X I  e t  en 

( Y , . X ~ )  : 

x1 e s t  s o l u t i o n  d e  ( 2 ) ,  (y l  ,x2)  e s t  s o l u t i o n  d e  ( 3 ) .  

M a i s q u a n d o n c h a n g e  x  en k lxo ,  y, en k2yo e t  z en k3zo 
O O 

A 3  
( ( k l , k 2 , k 3 )  E (R  ) a l o r s  



1 
po dev ien t  - 

k, "O 

1 ( pl dev ien t  - 
k2 lil 

et l ' é g a l i t é  (1)  dev ien t  : 

Mul t ip l i ons  ( 4 )  p a r  kl  e t  f a i s o n s  t end re  kl  v e r s  zéro ,  

nous obtenons 

p O A(x , x l )  = 0. 
O O 

M u l t i p l i o n s  ( 4 )  p a r  kt e t  f a i s o n s  t end re  k2 v e r s  l ' i n f i n i ,  

nous obtenons 

u1 O B ( X ~ , X  ,x ) = O. 
O O 

 où 1' impl ica t ion  

Enf in  

Comme J o y p r é s e n t e  s u r  1 - a , a  [ un minimum l o c a l  en t = O, 

on a  : 



Essayons d e  c a l c u l e r  y2 en f o n c t i o n  ( x o , y o , ~ o , x l  , x2>  y l )  . 
Pour c e l a ,  nous d i f f é r e n t i o n s  deux f o i s  de  s u i t e  l ' i d e n t i t é  

g ( t , ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) )  = O par  r appor t  à t ,  il en r é s u l t e  que 

Donc 

Comme u  0 n = p l ,  on a l ' i n é g a l i t é  : 



Cette i n é g a l i t é  est v é r i f i é e  que l  que s o i t  l e  choix  d e  

. ( x ~ ' Y ~ ~ ~ ~ ~ X ~  ' x ~ Y Y , )  

Remarquons que s i  s est l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  
O 

a s s o c i é e  à (xo,y0) e t  v é r i f i a n t  

z  E: Ker A 
X 

( Y ~ , - ) ; A ( Y  ,z )  + A(xo,so(z))  = O, 
O 

O 

a l o r s  on peut dédu i r e  d e  s une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  con t inue  s 
0 O&1 Y k 2  

a s s o c i é e  à (kl xo ; k2yo) d é f i n i e  p a r  

s v é r i f i e  b ien  l e  lemme (111.2. 3 ) .  
0 9  k l  Y k2 

En f a i s a n t  dans  l ' i n é g a l i t é  (5) l e  changement 



a lo r s  on obtient l ' i n é g a l i t é  

avec 



On peut fac i lement  remarquer que, dans l ' i n é g a l i t é  (6 ) ,  s e u l  

2 l e  c o e f f i c i e n t  d e  B e s t  un c a r r é .  S i  on m u l t i p l i e  (6) par  k l y  p u i s  
6 

on f a i t  t e n d r e  k, v e r s  O on t rouve  

5 
O r  k2 peu t  prendre  des  v a l e u r s  a u s s i  b ien  p o s i t i v e s  que 

négat ives ,  il v i e n t  donc que Bq = O. S i  on m u l t i p l i e  (6) par  

J - puis  on f a i t  t e n d r e  kl v e r s  l ' i n £  i n i ,  on a  a l o r s ,  pour t o u t  

s c a l a i r e  non n u l  1 
k2, i;; B5 1 0 ,  c e  q u i  implique que B5 e s t  n u l .  

En f a i s a n t  l e  même raisonnement, on t rouve  B , = B  = B  = O  e t  
2 3 

e t  donc B6 3 0. 

D'où 



PROBLEMES OUVERTS 

11 e s t  p o s s i b l e  d ' é t a b l i r  une cond i t i on  n é c e s s a i r e  du premier 

o r d r e  pour que J p r é s e n t e  un minimum l o c a l  s u r  W l o r s q u e  A2f(a) 

v é r i f i e  M n  n  > 4 : 

ThéonErne.- 

2 
S i  A f  (a) v é r i f i e  (M,) e t  s i  J  rése ente s u r  W un minimum - 

a l o r s  l o c a l  en a ,  

2  2 
'd E ~ ( n ' f  ( a ) )  - Ker (A f  (a) 1, jd 2 ~ ( ( $ f  ( a ) ) x  ) - Ker((A f (a )  l x  ) 

1 1 



La démonstrat ion d e  ce théorème e s t  semblable à c e l l e  d é j à  

f a i t e  dans l e s  c a s  (M2) (pages 24-25) e t  (M3) (pages 46-47). 
, 

L 
S i  A f (a) v é r i f i e  (Mn), a l o r s  pour  t o u t  élément x d e  

O 

2  2  
K ( A  f  (a)  ) - K e r  A f  ( a ) ,  on montre  comme dans l es  c a s  (M2) e t  (M J) , 

à l ' a i d e  du théorème d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  q u ' i l  e x i s t e  un chemin 

d i f f é r e n t i a b l e  y t r a c é  s u r  W, passan t  par a en t = O, e t  un n  

e n t i e r  a t e l s  que n  

L ' e x p l o i t a t i o n  d e  ce chemin pour dé te rminer  d e s  cond i t  i ons  

n é c e s s a i r e s  se heu r t e  à d e s  d i f f i c u l t é s  d ' o rd re  p r a t i q u e .   u une p a r t ,  

l e  nombre de  paramètres  c r o î t  t r è s  rapidement avec  n  (exp : dans l e  

c a s  de ( M ~ ) ,  il y a  t r o i s  paramètres ,  dans  l e  c a s  (Mj) il y a 

six paramètres  ; dans l e  c a s  (M4), il y a u r a i t  1 1  ~ a r a m è t r e s ) .  

D 'au t re  p a r t ,  l ' e n t i e r  an c r o î t  a u s s i  t r è s  v i t e  avec n (exp : 

a == 3 ,  a3 = 9, 2  a4 = 27) ; il f a u t  donc a l l e r  t r è s  l o i n  dans l e  déve- 

loppement l i m i t é  du chemin c e  q u i  rend l e s  c a l c u l s  quas i - i n f a i s ab l e s .  

On s e  heu r t e  a u s s i  à d e s  d i f f i c u l t é s  d ' o r d r e  t héo r ique  d é j à  r encon t r ée s  

pour (M3). En e f f e t ,  au c h a p i t r e  III, nous sommes restés à l ' é g a l i t é  

avec 



2 
Si nous av ions  pu é t a b l i r  l a  n u l l i t é  d e  U(Y +so (z0 ) ) ,  nous 

a u r i o n s  a l o r s  

e t  donc puisque J p ré sen te  s u r  W un minimum l o c a l  en O, nous 

a u r i o n s  

c ' e s t - à -d i r e  que 

1 
Par  conséquent,  en c a l c u l a n t  x  , y4 e t  z 2  en fonc t ion  d e  

( x ~ , ~ ~ ~ z ~ , x ,  ,x2,y1)  y e t  en remplaçant DJ(O) par  

2 2 
O D f ( 0 ) ( x 0 , . )  + pl O D f ( O ) ( y O , - ) ,  nous aur ions  pu dédu i r e  une condi-  

"O 

t i o n  n é c e s s a i r e  d ' o p t i m a l i t é  d ' o r d r e  deux pour J s u r  W en O. 

Une manière d ' é t a b l i r  l ' é g a l i t é  

2 3 2 
O D £(O) ri - D f(O) (xo,xo,xo) ; D £(O) (Yo.xl 11 = O 

s e r a i t  de  démontrer l a  con jec tu re  su ivan te ,  qu i  e s t  un renforcement d e  

n o t r e  lemme (11 .2 .4 . ) .  

2 
s o i e n t  A un élément d e  L ( E , R ~ )  v é r i f i a n t  ( P ~ ) ,  B 

S 

2 
un élément de Ls(E,IR) v é r i f i a n t ,  

a l o r s  il e x i s t e  E dans (Rp)" t e l  que B = 5 O A. 



E l l e  e s t  v é r i f i é e  pour p = 1 ,  e t  j e  n ' a i  pas  t rouvé  d e  contre-  

exemple pour p > 1 .  

Ce r é s u l t a t  p e r m e t t r a i t  non seulement d e  donner d e s  cond i t i ons  

néces sa i r e s  d ' o r d r e  deux pour l 'hypothèse  (Mg), mais a u s s i  probablement 

d 'aborder  l e  c a s  (Mn) avec n 5 4.  



ANNEXE 

En su ivan t  une idée  d e  Ph. ANTOINE [II, nous a l l o n s  démontrer 

un lemme su r  l e s  a p p l i c a t i o n s  l i n é a i r e s  cont inues  admettant une sec t ion .  

L emrne . - 
Soient  E 5 F deux espaces d e  Banach, u  et v  deux 

a p p l i c a t i o n s  l i n é a i r e s  cont inues  de E  dans  F t e l l e s  que u  s o i t  

un morphisme d i r e c t  e t  que l ' a p p l i c a t i o n  i n d u i t e  par  v - de  Ker u  dans  

Coker u  admette une sec t ion .  I l  e x i s t e  a l o r s  6 > O - e t  y  > O - t e l s  

que pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  d e  - E - dans F v é r i -  

f i a n t ,  1 Iw-VI 1 y, e t  pour t o u t  s c a l a i r e  t v é r i f i a n t ,  O < t < 6, - 
l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  u  + t u  admet une sec t ion .  - 

u é t a n t  un morphisme d i r e c t ,  Ker u e s t  un f a c t e u r  d i r e c t  de  

E. On no te  i l ' i n j e c t i o n  canonique d e  Ker u  dans  E ,  k  l a  pro jec-  

t i o n  canonique d e  F s u r  Coker u e t  s O une s e c t i o n  de u  cons idé rée  

comme a p p l i c a t i o n  s u r j e c t i v e  de  E dans I m  u  : u  O s O = ~m u w  

S o i t  s une s e c t i o n  pour k  O v O i, a l o r s  puisque v 

( k o v o i ) o s  = e s t  i n v e r s i b l e ,  il e x i s t e  y > 0  t e l  que v  ' ~ o k e r  u  

pour t o u t e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  cont inue  w d e  E dans F v é r i f i a n t  

1 (w-v( 1 < y, l ' a p p l i c a t i o n  ( k  O w O i )  O s v  s o i t  un automorphisme 



- 1 
d e  Coker u  e t  sw = sv O ( ( k  O w O i) O sV) s o i t  une s e c t i o n  pour 

k o w o i  : 

~ ' a ~ p l i c a t i o n  q u i  a  w a s s o i c e  s est cont inue ,  donc s 
W W 

est  bornée au vo i s inage  d e  v, q u i t t e  à d i m i r a e r  y, on peut ,  par  

exemple, majorer  1 1 su 1 ( pa r  2 1 1 sv / / 

Pour t o u t  y d e  F, et pour t o u t  t > O, on pose  

On peut fac i lement  v o i r  que 

S i  l ' o n  prend 

on a l e s  majora t ions  



pour w e t  t f i x é s ,  on c o n s t r u i t  une s u i t e  c X n ) n d  e t  une s u i t e  

( 'n 'na 
par  a p p l i c a t i o n  r é i t é r é e  du  r é s u l t a t  précédent  : 

(0) z  = y  
O 

(1 (u + t u )  (x,) = Z, - + zn pour n  >, 1 

(2) IIznI I A t I  IznVl I I 

De ( 2 ) ,  il r é s u l t e  que 

e t  ( 3 )  dev ien t  a l o r s  

La s é r i e  de  terme généra l  ( - I ) ~ '  .x e t  donc normalement convergente n  
1 

s i  A t  < 1 ,  s o i t  t < 6 = -  A *  

N n+ 1 Nt1 
( u +  ~ , u ) ( x )  = l i m ( u +  t u ) (  l ( - 1 )  .xn) = l i m  ( Y +  (-1) zN) N-tco n= 1 N* 

o r  d ' a p r è s  ( 4 ) ,  l i m  z  = O s i  A t  < 1 ,  donc (u + t u )  (x) = y. 
N a  

N 

On d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  s de  F dans E, par  t , w Y  

O n a  ( u + t w )  o s  - s e s t  évidemment l i n é a i r e  ; 
t , 0  - I F  t , W  

e t  puisque 





BIBLIOGRAPHIE 

1 Ph. ANTOINE - Détermination explicite du cane tangent d'une 
surface de niveau ; applications. 
Séminaire d'Analyse Fonctionnelle 2980- 8 1. 
Publ. 1.R.NI.A. de Lille 1, U.E.R. de Math. Pures 
et Appliquées, Vol. 3, Fascicule 5,  1981. 

[23 Ph. ANTOINE - Etude locale d'une application différentiable. 
Séminaire d'Analyse Fonctionnelle 1978-79. 
Pub. 1 .R.M.A. de Lille 1, U .E.R. de Math. Pures 
et Appliquées, Vol. 1, Année 1979. 

131 S .M. ACFJARFI - v-suffisance de jets définis sur  un espace de 
Banach. Application à une équation d'évolution. 
Thèse de 3ème cycle, Univ. de Lille 1, 1982. 

R.J. MAGNUS - On the local structure of the zero set of a 
Banech space valued mapping. 
J.  of Funct. Anal. 22, 58-72, 1976. 



t ,  -- 
' . .  ' 

, 3slt g 
I wl4utin dJ 

,r a 

ttyw t t  * pl,& m ptw ksi 
. 

pt lqit(*), btt tb~kri . , la*-eo*tf* 

u -la n n r ~ i r i i i  ~ ( r )  rt -in djmt 'rt 3. d~~iiwth~k ,-Y 2 , , . 

IFta Or 
dlt rr*wlau 

- 

- 
&t'te' d d t e k i w t i o n  expl i c i t e  du cbnc tangent est exploitee 

pour donner des conditions &cessaires d'optinuil i t 4  pour un p r o b l b  avec 

cwitraintcs bilatgrales vérfftant (M,) On trouve dans tous les cas des 

conditions d'ordre t ; des conditions 'd'ordre 2 snit expi icitges dans l e  

cas (a,). , .- . 

-. 
4 

<:. -. - '  
3<.'*; ' . 


