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Le but de l'étude phénoménologique développée dans ce travail 
est de fournir les bases d'une méthode générale.dlanalyse des transferts 

d'énergie thermique utilisable dans les parois monodimensionnelles en régime 

variable. La fomlation fondée sur la thermodynamique des évolutions 

$rréversililes donne une importance fondamentale au concept de pertes thermodynamiques - - - - - -  - -  - - - "  
dues à l'irréversibilité des évolutions ( obéissant au principe de dissipation 

4 .  muiunale en régime quasi stationnaire ) d'une part, et au concept d'énergie 

utilisable stockée et ( susceptible d'entretenir une évolution naturelle ) 

dl autre part. 

L'objet de la première partie de notre travail concernant la thermo- 

dp"mique des phénomènes irréversibles est de définir clairement les concepts 

d' énwgie utilisable. stockée et d'énergie dissipée par conduction thermique. 

Les variations temporelles de ces quantités caractéristiques de l'évolution 
énergétique des processus thermiques peuvent être calculées lorsque l'on connaît 
le flux thermique et la température en chaque point de l'espace. 

POUT calculer ces grandeurs, nais avons utilisé la méthode matricielle 
classique permettant de calculer les variations en fonction du temps des flux 

et température par synthèse de Fourier en chaque point du système monodimensionnel, 

Nous avons également utilisé un modèle analogique classique à résistances et 

capacités distribuées, particulièrement intéressant pour notre étude, puisque 

1 'énergie électrostatique modélise 1 'énergie utilisable stockée et, 1 'énergie 

dissipée par effet Joule dans les résistances modélise l'énergie dissipée par 

conduction thermique. 

Un résultat essentiel de cette étude est de montrer que la dissipation 
de 1 ' énergie et le stockage d'énergie utilisable peuvent être analysés par 
traitement des évolutions observées des flux et température sur l'accès du système. 

Cette démarche a le grand avantage de donner une interprétation énergétique du 

concept d1 impédance ou dl admittance thermique, et de fqon plus générale, de toute 

relation fonctionnelle reliant deux grandeurs conjuguées par rapport à "l'énergie 

 utilisable^ . 



La connaissance de l'impédance d'un système caractérise totalement 
l'ensemble des interactions entre le système et le milieu extérieur quelle que 

soit la structure interne du système. Connaissant l'impédance d'entrée d'un 
système, la relation entre grandeurs conjuguées par rapport à l'énergie utilisable 

est parfaitement définie et il est possible d'obtenir à partir des grandeurs 
conjuguées une représentation temps ou fréquence des échanges d'énergie utilisable 

avec le milieu extérieur. 

A f i n  de bien distinguer les parties active et réactive d'un transfert 

énergétique, le formalisme de la transformation de Hilbert permettant une repré- 

sentation causale des échanges à la fois dans les domaines temps et frgquence, 

est introduit en détail. 

L'objectif de cette partie du travail est de montrer llintér"e d'ajouter 

une conrposante complexe en quadrature à un signal ( sa transformée de Hilbert ) 

de façon à obtenir un signal analytique dont le spectre est causal. Cette analyse 
fondée sur les méthodes de traitement du signal conduit à utiliser les fonctions 

de corrélation et d'intercorrélation pour représenter les échanges énergétiques 

entre un système et le milieu extérieur. 

La fonction d ' intercorrélation entre grandeurs conjuguées à 1 ' énergie 
utilisable possède des propriétés particulières. Nous montrons pour la première 

fols à notre connaissance que la partie paire de la fonction d'intercorrélation 

est une représentation temps ( équivalente à la représentation fréquence ) de 

la dissipation énergétique en régime variable, la partie impaire constitue une 

représentation des échanges réactifs ou réversibles d'énergie utilisable entre 

le système et le milieu extérieur. Compte-tenu des propriétés des transformations 

de Fourier et de Hilbert relatives à la parité, la formulation conduit naturellement 

à utiliser la transformation de Hilbert pour la représentation des échanges réactifs 

Ce formalisme, particulièrement bien adapté à la représentation des 

transformations cycliques n'est pas applicable aux régimes transitoires du type 
échelon. Dam ce cas particulier, nous avons étendu les résultats d'une thèse de 
matli6matique à la représentation des échanges d énergie utilisable, Connaissant 

les évolutions des flux et températures sur une durée de ZT, la méthode développée 
permet le calcul de l'énergie dissipée et de l'énergie utilisable stockée entre O 

et T. 



La dernière partie est consacrée aux vérifications expérimentales. 

Nous avons montré que la mesure des échanges actifs et réactifs sur l'accès 
d'une ligne électrique modélisant une paroi, était représentative de la dissipation 

et des variations dt énergie utilisable dans la paroi en régime périodique non 

sinusoPda1. Les expériences donnent une signification physique aux mesures 

de puissance et d'énergie sur une ligne électrique simulant une paroi. 



C H A P I T R E  1 

SUR LA REPRESENTATION DES ECHANGES ENERGETIQbTS 
1 



1 GRANDEURS CONJUGUEES PAR RAPPORT A L ' ENERGIE 
~-C-- - -CCi"-CCC-I -" - - - - - - - - -~-~-~- -~~- - -~-" -  

A tout couple de grandeurs physiques susceptibles de contribuer 
à la représentation d'un état, on peut associer une grandeur scalaire de 

type énergétique intimement liée à la notion de norme ( respectivement norme 

hennitienne associée au produit scalaire des espaces de Hilbert ). 

Le concept relève de la nécessité de pouvoir décrire les systèmes 

physiques indépendamment du système de référence dans des espaces métriques, 

une fois des unités étant définies. Par exemple, lorsqu'un espace est défini 

à 1' aide de coordonnées, la mécanique classique ( et déterministe ) prévoit 

l'existence de fonctions conservant lors des états de mouvement une valeur 

constante dépendant seulement des conditions initiales. Ces fonctions sont 
appelées intégrales premières et possèdent des propriétés de conservation 

[34]et d'extensité? En d'autres termes, il reste toujours intéressant de possdder 

des informations sur les systèmes indépendamment de la forme des paramètres 
utilisés lors de la description. L'analyse d'un système physique doit toujours 

aboutir aux memes lois de comportement quelque soit l'observateur ou l'appareil 

de mesure. C'est pourquoi on est amené lorsqu'on parle d 'évolution à considérer 
plusieurs types de descriptions toutes cependant ramenées à la notion de temps. 

On remarquera, à cet égard, que la résolution de 1 'équation de Fourier 

n'apporte aucune indication quant au sens de l'évolution d'une perturbation 

thermique. On note seulement de façon phénoménologique que la conductivité 

est une grandeur toujours positive. Ce n'est que dans le cadre plus général 

de la thermodynamique irréversible que l'étude des fonctions de Lyapounov 

[15] justifie h>0: 

Lorsque des phénomènes sont de nature périodique, le processus 

réapparaît de façon récurrente en un point et la description peut être effec- 
tuée dans le domaine fréquentiel. On ne peut jamais accéder à m e  observation 

sur un temps infinjment bref oc infiniment long, c'est pourquoi toutes les 
[II mesures sont rattachées à un espace borné? 



Soit un signal quelconque x(t) ; x(t) 
si xCt) = aCt) + j.b(t) ; a et b E IR 
La pu2ssance instantanée associée à ce signal s 'exprime : 

Cette définition résulte de la nécessité de conserver la norme 
[41 dans un espace imitaire ( éléments complexes )? 

Conformément aux remarques précédentes, on est en pratique ramené 

à mesurer une puissance sur un intervalle de temps fini. ûn définit alors 

une puissance moyenne sur une durée T. 

avec pour cas particulier x réel. 

Le signal- est d'énergie finie lorsque l'intégrale P(t) dt 

Converge vers une valeur finie. 

Il est immédiat que ce ne peut être le cas des signaux périodiques; 

ces derniers étant à valeurs non intégrables. 
l 

La puissance d'un signal peut être considérée comme une fonction 

du temps ou de la fréquence. Dans le premier cas, on parle de puissance 
temporelle et dans le second de densité spectrale de puissance. On doit 
remarquer que la puissance temporelle comme la densité spectrale de puissance 

sont associées à la notion différentielle de densité puisque toute mesure 

dcessite une énergie, par conséquent une fenêtre temporelle ou fréquentielle 

[l] [28] non nulle! 

Si l'on rapporte deux signaux quelconques x(t) , y [t) au même 

instant, on peut définir une grandeur énergétique caractérisant l'interaction 

simultanée ( par opposition à l'interaction corrélée ) entre les dew grandeurs. 

p (t) est la puissance d'interaction entre les deux signaux. 
xy 



Pour les raisons exposées précédemment, c 'est plutôt 1 'énergie 
d'interaction définie sur un intervalle de temps que l'on est amené à con- 

sidérer . 
t o    AT/^ 

( 1 - 3 )  

t o  -AT/2 

Lorsque cette grandeur fonctionnelle est définie sur un intervalle 

de temps f ini ,  on parle dl énergie totale di interaction e t  lorsque l e  signal 

est à énergie infinie, on s intéresse à l a  puissance moyenne définie par 

1 l expression: 

Pxy(t) = l i m  (1/T) . yft) . dt  Cl  - 4 )  

T-3 cm 

Cette notion disparaît s i  l'un des deux signaux est défini sur 

un support borné e t  dans ce cas, seule l'énergie totale d'interaction garde 

un intérêt; On parle alors de signaux transitoires. 

Lorsque l e  signal est défini de façon fréquentielle, 1' énergie 

contenue dans une bande de fréquence f autour de f O s ' écrit  : 

C 

s (f) est l a  densité spectrale de puissance définie par l e  produit 
xy 

hterspec t r a l  

Sxy(f) = X(f) . ~ * ( f )  C l  - 6 )  

~ ( f )  e t  Y(f) sont respectivement les  transformées de Fourier des 

signaux x(t) e t  y(t) calculées à l a  fréquence f .  

Dans l e  cas des signaux réels (grandeurs naturelles), la  densité 
spectrale de puissance possède l a  symétrie hennitique. Les caractéristiques 
de parités associées aux formes des signaux entraînent d'importantes consé- 

quences du point de vue de l a  causalité e t  de l a  description énergétiwe du 
processus. 



La densité spectrale de puissance est reliée aux valeurs temporelles 
des signaux par le théorème bien connu de Wiener Kinchine. Elle s'identifie 
alors à la transformée de Fourier de la fonction de corrélation: 

les fonctions de corrélation $tant définies différemment suivant 
que ;es signaux sont à énergie finie ou non. 

Soit respectivement: 

Toutes les définitions précédentes sont générales et ne font inter- 

venir aucune nature particulière d'unité. L'analyse des systèmes physiques 

entraîne l'utilisation de l'unité d'énergie Joule. 
L'analyse des échanges énergétiques dans ledomaines temps ou 

fréquence, conduit à des résultats identiques ; cette proposition fondamentale 
exprime le théorème de Parseval. 

Le théorème de Parseval traduit la conservation du produit scalaire 

[15] et de la norme dans une transformation de ~ourier: 



Les grandeurs énergétiques définies précédemment s'écrivent sous 
l 
1 

la forme d'un produit de deux facteurs, l'un intensif, lrautre extensif. l 

Ces deux grandeurs sont dites quantités conjuguées par rapport à la nature l 

1 
de 1 ' énergie cons idérée . 

Le tableau suivant donne à titre d'exemple plusieurs formes éner- 

gétiques et les variables conjuguées associées pour une transformation élé- 

mentaire. 

Chacune des variations énergétiques est de la forme X dx où X 
désigne la tension sous laquelle est effectué le processus et dx la quantité 

d'extensité échangée. Les variables d'intensité et dlextensité sont reliées 
l'une à 1 'autre par un coefficient dépendant du système : la capacité. 

En principe rien ne s'oppose à ce que les grandeurs considérées 

précédemment soient étudiées sous le biais d'une analyse fréquentielle plutôt 

facteur de tension 

ou 
grandeur intensive 

F force 

.r couple 
P pression 

V potentiel 

\ v vitesse 

T température 

que temporelle. Cependant, il doit toujours ressortir que lfextensité subit 

de façon causale l'action de la tension qui impose le sens de l'échange, et 

représente une certaine quantité d'une grandeur dont la nature détermine 

extensité 

ou 
grandeur extensive 

1 distance 

cc angle 
V volume 

q charge 

électrique 

p=mv quantité de 

mouvement 

S entropie 

celle de la manifestation énergétique. 

variation énergétique 

élémentaire 

da i travail mécanique 
Pdv travail d'un fluide 

compressible 

Vdq travail électmstatique 

vdp énergie cinétique 

Tds énergie thermique 
J 

Les échanges thermiques mettent en jeu une grandeur extensive 

particulière appelée Entropie. La f omlation thermodynamique des échanges 
thermiques développée dans notre travail, nécessite une définition physique 
précise du concept d'entropie. 



I 

i II BILANS THERM~DYNAMIQUES m REGIME VARIABLE 
.......................................... 

1 Le premier principe de thermodynamique ou principe d'équivalence 

consiste à poser un postulat selon lequel, dans la description de tout système 1 

l 

physique, il existe une fonction d'état appelée énergie interne et définie 1 

i par ses variations: 

Dans toute modification du système, la same des énergies reçues 
. SOUS toutes les formes emisageables est égale à l'accroissment de l'énergie 

1 interne. 

Cette définition ne fait pas apparaître de différence entre la 
nature des extensités mises en j eu et en aucun cas le sens de 1 ' échange 
ne peut être interprété ni prévu. 

L'analyse des systèmes évoluant de façon réversible et cyclique 

permet d'introduire la notion d'entropie. En effet, cette dernière grandeur 
apparaît c m e  1' extensité associée à 1 ' énergie thermique. Lorsque les pro- 
cessus sont réversibles, l'entropie est conservative. Cette propriété est 
représentée par la relation bien connue : 

L'entropie est une fonction d'état. 

S en J/K 

I L'observation de la cinétique des phénmèxies fait apparaître 

l'incqatibilité de la notion de transformations quasistatiques avec la 
l description des processus réels. Le deuxième principe de thermodynamique 

fait a~araître de façon quantitative la perte d'énergie susceptible d'être 

recueillie dans une transformation de nature irréversible. A la différence 

du principe d'équivalence qui considère toutes les transformations comme 

également possibles, on peut préciser le sens de 1 ' évolution considérée 
[l '1 [l51 et définir les conditions d'équilibre stable des systèmes. 



Expression du second principe et application à la conduction en régime continu 

Entre deux états du système, on peut remplacer la transfomation 
réelle par une transformation réversible, suivie d 'une transformation tota- 

lement irréversible ( Joule Thomson ) . 

On peut' alors écrire : nSv = AS, + hSc ( 1  -10) 

La variation d'entropie AS, associée à la transformation réver- 

s ible égale 1 ' échange d ' entropie &Se observé entre le système et le monde 

extérieur augmenté de l'entropie générée ASc lors de la transformation 

irréversible pure. Dans tout processus, nSc est sup6rieure ou égale à zéro. 

A la différence de toutes les extemités des autres natures énergétiques, 

1 'entropie, extensité associée à 1 'énergie thermique, n' est pas une grandeur 

conservative en général.LVentropie d'un système augmente ou reste statioinaire 

suivant le caractère irréversible ou réversible d'une évolution. 
Tant que l'on reste dans le cadre de la thermodynamique linéaire 

du non-équilibre, on peut dire que l'évolution des systèmes s 'effectue con- 

11 51 formément au théorèae de production minhm d'entropieo ( Prigogine ) . 
Lorsque des conditions aux limites données ne permettent pas au système 
d'atteindre l'équilibre thermodynamique ( dSc / dt = O ), le système s'ins- 
talle dans un e t ~ t - ~ g - ~ _ l g d y g - f i ~ s , ~ ~ g t , i g g .  

Génération d'entropie par conduction thermique en régime continu : 

Résistance thermique 

Le transfert de chaleur observé lors de la mise en présence de 
deux corps à des températures différentes est un processus irréversible. 

Ce n'est que lorsque les températures sont infiniment voisines que l'on 
approche des conditions dites quasistatiques. Cependant, il n'existe pas 

de matériau parfaitement conducteur de la chaleur et la transmission à 

travers une paroi exige l'existence en tout point d'un gradient de température 

non nul. 

Un champ de température étant donné, une paroi parfaitement isolante 
ne permet pas de transfert et par conséquent pas de dégradation de 1 ' énergie. 
Une paroi parfaitement conductrice -n'admettant pas de valeur non nulle 

du gradient de température- permet un transfert réversible. 



A puissance transférée égale, l ' irréversibilité définie au passage 
à travers l a  paroi es t  d'autant plus élevée que l e  matériau est  moins bon. 

conducteur de l a  chaleur. 

D'une façon générale, l'échange d'énergie interne s'effectue en 

sens opposé au gradient de température,. La densité de f lm thermique est  

l a  quantité de chaleur traversant une unité de surface par unité de temps 
e t  s'exprime en pV / mZ . Cette grandeur est  reliée au champ de température 
par l a  relation pJzériménologique : - ?= -Agrad X conductivité thermique en W / m. K ( 1 - 1 ' 

De  l a  même façon,qulen électricité,  l'étude du régime permanent 

d'un transfert thermique permet de définir l a  notion de résistance par l e  

rapport de l a  différence de potentiel sur l e  flux d'extensité qui en découle. 

R =  A T / $  en K / W avec O =  y .  S C 1  - 1 ;  

Dans la  suite de ce travail, sauf mention contraire', nous consi- 

dérons des parois de surface unité. 

Considérons une paroi homogène parcourue par un flux continu 

de chaleur f ig ( 1 - 1 ) . 

Source O v Puitsthennique 
To référence 

I 

@1 er accès 1 > 
@zène accès 

Système themique 
plan d'entrée plan de sortie 

milieu homogène 

Le régine permanent es t  caractérisé par un' flux de chaleur conservatif. 



Entre deux instants arbitraires, l'état de ce système reste inchangé 
et l'entropie étant fonction d'état, sa variation est nulle. 

Le deuxième principe entraîne : 

1 

compte-tenu du fait qu'en régime permanent m l  = m 2  , par unité 
l 

de teiips, la génération d'entropie s'exprime : l 

Lorsque ?<<Tl ( 1 - 12 ) entraîne : 

En posant 4/ T = Js J, courant d' entropie en W / K 

C - -  R . JS Z - 
-1 L 

taux d'entropie générée par unité de temps 
U L  au cours du processus en W / K 



Capacité thermique 

Au cours d'un processus de conduction, un système peut stacker 

de l'énergie. La capacité thermique- d'un corps est la quantité de chaleur 
nécessaire pour élever sa température de un degré. Compte-tenu de la 
définition de la chaleur spécifique c , on exprime la chaleur stockée entre 
deux états : 

dQ = blc dT M étant la masse du corps 

C = M.c C sa capacité thermique 

Le flux thermique obéit à une équation de conservation. 
Considérons l'élément de volume: figure C 1 - 2 ) inclus dans 

une paroi traversée par un flux quelconque de chaleur. - 

figure ( 1 - 2 ) 

i Les éléments de surface dS normaux sont dirigés vers l'extérieur; 
Un bilan énergétique relatif au volume .r permet. d'écrire : 

a 

Le stockage de dW entraîne une variation de température du 
volume telle que : 

Cette relaticn intégrale permet d'écrire, par application du 
théorème d'Ostrogradski, la loi locale de conservation cle l'énergie : 

dT div?+ pc- = 0 QÙ pc est la capacité volmique du 
dt matériau ( 1  -16) 



Les relations de conservation précédentes et la relation de 
Fourier permettent de définir l'équation de propagation de la chaleur. 
En étudiant 1 ' évolution des grandeurs de façon monodimens ionnelle , on 
peut écrire : 

a T  = -  
a x 

Y?- ( 1 - 1 7 - 1 )  
h J 2 a T ,aT 

a a --at (1  - 18 ) 

2 = - p C -  a T  ( 1 - 1 7 - 2 )  
a x a t a = A /  pc 

2 a représente la diffusivité thermique du milieu ( m / s ) 

Expression locale du bilan d'entropie 

Les processus de conduction de la chaleur sont de nature irré- 
versible. Il résulte du second principe que le flux d'entropie ( extensité 
associée à l'énergie thermique ) n'est pas soumis à une équation de con- 
servation. 

Pair un élément de volume, on peut écrire : 

Cette relation exprime localement l'égalité entre le taux d'en- 
tropie générée, et la variation d'entropie de l'élément diminuée de 
l'entropie échangée à la surface du système. La convention de signe est 
définie par un comptage négatif du flux sortant de l'élément. 

dSc / dt est la densité temporelle d'entropie générée et Js est 
une densité de courant d'entropie. A travers une portion de surface 

ouverte traversée par une densité de flux y , on a : 

z= 013 1  / T  est la force thermodynamique associée 
T 

à. ilextensité Ip 



La thermodynamique des phénomènes irréversible.? 11 51 [16] 
prévoit que le fait même de définir le flux d.' entropie de la façon précé- 
dente permet d'exprimer le taux de gén6ratian d'entropie. 

-4 .s,= y . g r a d F  où F la force généralisée se réduit 
dt à 1 / T dans le cas particulier de 

notre Btude. 

En effet, compte-tenu de ( 1 - 20 ) 

Cette relation, identique à ( 1 - 19 ) est une expression 

locale du second principe telle que : 

div Js est le terne d'échange d'entropie avec l'extérieur du 

sys t &tc. 

( 1 / T ) div est le terme de variation d'entropie identifié 

à partir de l'équation d.e conservation de l'énergié. 
'f grad ( 1 / T) est le terme représentatif de la génération 

d'entropie associée au processus considéré. 

En effet, la variation locale de l'entropie s'exprime : 

dS = -. - dw W énergie interne stockée 
dt T dt 

compte-tenu de ( .I - 13 ) 

En identifiant les termes relatifs au second principe ( 1 - 10 ) 



Le flux étant de direction opposée au gradient de température, 
la quantité précédente est toujours positive. Quel que soit le sens de 
1 ' échange thermique, ce terme traduit la notion de dissipation d ' énergie 
associge au processus de conduction. 

L'égalité C 1 - 21 ) traduit le fait que l'échange d'entropie 1 

à travers les surfaces externes du système permet d'entretenir les processus 1 
1181 [19] [21] de sdiockage et de transfert de chaleur à travers 1 'échantillon. , 

l 

L'objet de l'ensemble de ce travail consiste à identifier et 

dissccler les coqcsantes énergétiques mises en jeu lors des transferts 

themiq~es régime variable. En imposant ou en mesurant les grandeurs 
flux ou température sur la face d' entrée d'un système thermique, on cherche 

2 savoir. quelle prqcrtion de l'énergie est dissipée pour entretenir 

le processus et quelle est celle participant au phgnomène de stockage. 

Dans l'étude de la dégradation des énergies électriques et 
mécaniques, le problème de la dissociation des énergies fait l'objet 

[30] [31] de nombreux travaux. ( B n m ,  Arnstutz ) 





Pour la propagation de la chaleur 9 (x ,f) et ( (x,Q sont 
fonctions du point x et de la fréquence. 

y est une constante de propagation ( ni1 ) 

Une impédance caractéristique peut être définie par la condition 
limite : 

lim eB (x,f) = O  soi te^ 1 / - = a-. 

x+= 'A h G~~~ avec x*=, thyx # 1 

1 Soit Zc = - = 1 - i  
b @  6 G  

[12] Z, est l'impédance d'entrée dans le cas d'lm milieu semi-fini! 

Ce régime est caractérisé par un retard de ~1;z.se I I / ~  de la 
température par rapport au flux. La grandeur admittacce thermique est alors 
définie par : 

Application à l'tinalyse des transferts thermiques dans les milieux 
mu1 ticouches 

Le formalisme matriciel a ltavantage de permettre une repré- 
sentation élggarite B l'aide de nombres complexes, des grandeurs définies 
sur le système. Entre deux points du matériau, on définit une transforma- 

tion portant eür le vecteur colonne e (x, f) , ( (x, f) dont les composantes 
définissent 1 ' Btst thermique du système . 



La matrice de transformation possède un déterminant unitaire 
[s] et par conséquent est orthogonale? Cette propriété, généralisable à tout 

assemblage de matériaux, est liée à la notion de réciprocité dans le 
cas des milieux homogènes. 

Une matrice carrée étant l'expression mathématique d'une trans- 

formation entre groupes isomorphes, la composition de plusieurs trans- 

formations s ' expriafi par le produit des matrices de transfert . 
La notion d'état thermique définie précédemment permet ainsi 

une analyse simplifiée des transferts thermiques dans les milieux composites. 
Considérons par exemple le système défini par l'assemblage de 

deux matériaux. Figure C 1, 3 

< v figure C 1 - 3 ) 
r \  

A x1 B x2 E 

Dans le plan d'atiscisse noté CC) l'état thermique est défini par : 

Le produit de deux matrices n'étant en gén6ral pas comptatif, 
une paroi composite ne possède pas le même cqcrtement en régime variable 

suivant le matériau que l'on choisit de disposer en entrée. 



@elle qi'e soit la structure du système, il existe une relation 

univoque entre les variables flux et température.lorsque l'une de ces 

deux grandeurs est imposée en un point du sys the, 1 'autre coordonnée 
est définie en tous points de façon univoque. 

Cet état Ge kit découle de la notion d'impédance ramenée des 

[16] accès du système au point considéré; En effet, 3.' impédance est une fonction 

de réponse du système et constitue une relation & corltrainte entre les 

deux composantes du vecteur d'état thermique. Cette proposition traduit 
un princjpe de causalité dans le domaine temps et son étude fera l'objet 
du deuxième chhpitre de ce travail. 

Ltetude d'un système thermique ne peut pas être effectuée indé- 

pendamment de ses relations avec le monde extérieur. Les phénomènes sont 
ainsi nécessairement rappcrtés par rapport à un facteur de tension de 
référence. Compte-tenu du fait que les phénomènes étudiés sont linéaires 

C AT << T absolue ) la thermodynamique du non équilibre ne laisse que le choix 

de deux références pccsibles. 

- Tréf est la température de l'un des accès de l'échantillon 
On se laite alors à des sollicitations appliquées sur un seul accès du 
système. La référence est indépendante des sollicitations et peut être 

considérée comme absolue. Tout se passe comme si on étudie le comportement 

d'une ligne électrique dont la sortie est court-circuitée ', connectée au 
potentiel de référence ) . Le formalisme développé en électricité peut 
alors &tre appliqué à la thermique. 

- Tréf est la température moyenne de l'échantillon 
Considércns un systèm homogène soumis à un ensemble de sollicitations 

quelconques, A WA i~stant donné, une carte du chanq, de température intérieure 
au système peut 6trc définie. Si le système est isolé de façon instantanée, 
au-delà d'un temps de relaxation propre à sa structure, l'échantillon sera 
carôczt;rî sé par m,e dis tribution uniforme de température. La température 
moyera:e -~ât:iale constitue un état attracteur pour des distributions 
initiales nop. unifonries et peut représenter une référence indépendante de 

ltext6rj.eur cli; sptème. Le formalisme des fonctions de Lyapounov est adapte 
[15] à ce tyTe de référence: 

D 'autre part, la diagonalisation de la matrice de transformation 

C 1 - 24 ) peut niener à 1 'utilisation de coordonn6es référencées par rapport 

à la moyenne spatiale de la température. Ce type d'analyse est développé 

au lzboratoire C Duthoit ) 



Afin de simplifier la structure des programmes de modélisation 
mis en oeuvre, la première référence a été choisie ( figure 1 - 4 ). 

Source 0 Pii ts thennique 

TO référence 
conductivité 

i 

@ler accès - 

face d'entrée 
Système thermique @2ème accès 

n couches plan de sortie 

figure [ I - 4 ) 

La face arrière des échantillons est considérée à température 

constante, Cette disposition mène au concept de puits thermique : système 

réel ou artificiel à température imposée et de conductivité apparente infinie. 
Une telle structure n'engendre pas de contrainte particulière. 

Er1 effet, la possibilité de choisir de façon adaptée au problème la nature 

de la couche accollée au puits themique, permet d'aborder l'étude de 
a çystèmes isolés sur leur face arrière. 

La modélisation de ce type de configuration demande à définir 

la loi de carposition des impédances associées à chaque constituant du 

[y 21 système! 

En définissant l'origine sur le plan de sortie figure ( 1 - 4 ) 
l'inversion de la matrice C 1 , 24 ) permet d'écrire entre les plans 
respectifs 1 et q du matériau i : 



- La valeur de l'impédance au point q est la composition de d e u  

impédances; celle définie en 1 et celle entre les plans 1 et q; soit : 

Le calcul de 1 'impédance en chaque pint d'une configuration 

ccnstitue la séquence de base des programes de modélisation de transferts 

en régime variable. D'un point de vue théorique et expérimental, deux types 
de sollicitations idéales sont envisagées : 

-sollicitations par une source à température imposée 

-sollicitations par une source à flux imposé 
On peut alcrs étudier le comportement des systèmes pour différentes 

classes de signaux. La connaissance en tout point d'une structure, des 

composantes de l'état thermique, se révèle nécessaire pour la vérification 

des relations entre les grandeurs énergéticpes que nous développons dans 

les chapitres suivants. 

Les courbes suivantes constituent un exemple de modélisations 

relatives à deux structures : 
-échantillon monocouche de plexiglass de 2,s mm d'épaisseur 

dont la face d'entrée est sollicitee par un flux imposé de 100 Watts à 

différentes fréquences. C surface 1 m2 ) 
-échantillon bicauche composé de deux feuilles de lm d'épaisseur 

respectivement plexiglass et caoutchouc; les sollicitations sont effectuées 
de la même facon que précédem;ent. 



Puits 

figure ( 1 - 5 ) DISTRIBUTION DU MODULE DES OSCILLATIONS DE FLUX 

ECHANTILLON DE PLEXIGLASS 2.5MM D'EPAISSNR 

n u x  IMPOSE DE 1 0 0 ~  

figure ( 1 - 6 ) DISTRIBUTION DES PHASES RELATIVES AUX FLUX 



figure ( 1 - 7 ) DISTRIBUTION DES OSCILLATIONS DE TEMPERATURE 

ECHANTILLON DE PLEXIGLASS 2.5 MM D'EPAISSNR 

n u x  IMPOSE DE' I ~ Q U  

figure ( 1 - 8 ) DISTRIBUTIONS DES PHASES RELATIVES AUX TEMPERATURES 



figure ( I - 9 ) DISTRIBUTION DU MODULE DE L'IMPEDANCE 

/ ECHANLILLON DE PLEXIGLASS 2.5MM D'EPAISSNR 

figure [ 1 - 30 ) DISTRIBUTION DES PHASES DE L'IMPEDANCE 



figure ( 1 - 11 ) DISTRIBUTION DU MODULE DES OSCILLATIONS DE R U X  

BICOUCHE PLEXIGLASS-CAOUTCHOUC 

FLUX IMPOSE DE 100U 

f Q U R [ I - 1 2 ]  DISTiUBUTION DU KODULE DES ûSCILLATIONS DE TEMPERATURE 

BICOUCHE PLEXIGLASS-CAOUTCHOUC 

FLUX IMPOSE DE 100U 



figure ( I - 13 1 DISTRIBUTION DU MODULE DE L'IMPEDANCE 

BICOUCHE PLEXIGLAS-CAOUTCHOUC 
\ 



C H A P I T R E  II 

KHANGES D'ENTROPIE EN REGIME VARIABLE 



1 FLUX DSENTROPIE ASSICIE AUX TRANSbERTS EN REGIME VARIABLE FElilGETw 
i-i-----i--------ii----'-----C-------'-----------------------*-------------- 

Dans ce paragraphe, ~OUS znzclysons l'analogie formelle existant 

entre les grandeurs 

-flux de puissance aéfini pour. w.e ligne électriqce 

-flux d'entropie défini pour la conductlon thermique 

La résistance linéîque d'une ligne à constante répartie constitue le seul 

parmètre dissipatif pour la condüction électrique. Si entre deux points 

de la lige, les états ( VA IA ) et ( VB IB ) sont les observables d'entrée 

et de sortie, toute perte énergétique est due à l'effet Joule et se traduit 

par une chute de potentiel. La notion de résistance thermique est, elle aussi, 

reliée à la notion de dissipation. 

Transferts en régime permanent 

Dans une paroi homogène traversée par un flux permanent de chaleur, 

1 'énergie interne mise en jeu est conservative ( de la même façon que le 

courant électrique ) . En régime permanent, il sort autant de chaleur qu ' il 
n'en rentre dans le système, mais avec une température moindre en sortie. 

La conduction thermique étant un phénomène de nature irréversible, on conçoit 

que l'entretien du processus soit lié à une perte énergétique. L'application 

du second principe permet de donner de façon quantitative la valeur du taux 
d'entropie générée : 

avec AT << To référence de température 

La quantité d'énergie associée à la génération de llextensité 

thermique ASc, à la tanpérature de référence To, est appelée Perte d'énergie 

[14] utilisable* ( W1 ) . 

Cette relation est l'expression du théorhe de Gouy Stodola. 



11 en résulte que la puissance dissipée pour l'entretien du 

processus de conduction thermique permanent s'écrit : 

2 8 écart de température 
- 8.Q - R.$ 
- m m 

( 2 - 3 ) avec par rapport à la référence 

R résistance thermique 
( K/W 

Pour la source thermique située dans le plan d'entrée du système, 

la dissipation dténergié utilisable est liée à la résistance thermique. 

Transferts en régime périodique 

Soit un plan de section droite perpendiculaire au sens de propa- 

gation de la chaleur; figure ( 11 - 1 ) 

Domaine 

Source 

Accès 

au système 

\ 
\ 
1 

Système 1 
1 

I 
% l  

Référence To 

Domaine 

Extérieur 

figure ( II - 1 ) 

Au point d'abscisse x, on pose : 

T(x, t) = TO + 0 Cx,t) 0 [x, t) représente l'écart par rapport à 

. la référence To; c'est une fonction du 
temps et de la position x. 

Pour un transfert cyclique, à l'issue d'un cycle observé dans un volume 

élémentaire du système, l'échange d'entropie est égal et opposé à la génération. 



La description du processus peut être effectuée par la connaissance 

locale du courant d'entropie JS compte tenu de l'hypothèse 8(x,t) <c To, 
on peut écrire : 

Le flux d'entropie Js en un point est la somme de deux composantes; 

le terme +/To de valeur moyenne nulle au cours d'un cycle traduit 1 'échange 
d'énergie interne dans le détail de la transformation. Le terme &+/Tg est à 

valeur moyenne non nulle et traduit, en moyenne dans le temps, la génération 

d'entropie associée à l'entretien du processus de transfert dans la région 

[22] [23] xl>xf 
En effet, l'intégration de la relation ( 2 - 3 ) conduit à : 

Lorsque le calcul est effectué en x=O, la relation traduit la 

génération d'entropie liée au travail de l'extérieur vis à vis du système. 

Capacité thermique et atténuation du flux d'entropie 

Lors d'une augmentation locale de température, l'analyse de la 

variation spatiale du flux d'entropie doit tenir compte des effets capacitifs 

liés au stockage de l'énergie interne. Compte tenu des propriétés conservatives 

du flux de chaleur, l'intég~ation de la relation ( 1 - 21 ) sur un volume 
quelconque conduit à : 

En adoptant la convention suivant laquelle le flux entrant est 

compté positivement, le cas particulier d'un milieu monodimensionnel mène à : 

La variation spatiale du flux d'enqie entretient les processus 

de stockage dam la capacité du système représentés par le premier terme 
du membre de droite, et l'aupntation d'entropie par conduction thermique 

représentée par le second terme du &me membre. 



La relation ( 1 - 21 ) et le théorème de Gouy Stodola permettent 

d'interpréter le sens des termes de la relation ( 2 - 3 ) et d'associer à 

J1 la représentation d'un transfert d'énergie utilisable. Le bilan d'entropie 

échangée à la surface d'un volume élémentaire intérieur au système peut 

s ' écrire : 

1 div Js # - div cp - edivcp _ cpgrade 

TQ T8 TG 
Compte-tenu du théorZrne de Gouy Stodola, ( ' 2 - 7 ) conduit à : 

@ ediv$ To div JS = div(-) To - - - $grade 

To To 
( 2 - 8 )  

TV 

Les trois termes du membre de droite possèdent respectivement les significatiolzs 

suivantes : 
- Stockage d'entropie dû à l'extérieur du système et transférée 

dans le volume élémentaire à la température de référence. Ce terme, de nature 

anergique, ne demande aucun travail de la source sur le système et ne caractérise 

qu'une interaction système référence. 

- Stockage d'entropie dG à l'écart de température e et transférée 

dans le volume élémentaire à la température (To+~). Ce terme de nature exergique 
demande un travail de la source sur le système nais l'élément de voliune est 

susceptible de restituer ce travail. En effet, div @ engendre une élévation 

locale de température. 

- Génération d'entropie due à l'écart de température e. Ce terme 
constitue systèmatiquement une perte dlexergie. 

L'écart local de température en tout point du système constitue le 

facteur de tension local régissant les échanges d'énergie utilisable. Le terme 

de gauche représente l'échange global d'énergie sur la surface du volume 

élémentaire. 

La figure ( 11 - 2 ) schématise les 3 interactions entre un système, 
une source d'énergie, et l'extérieur à la température de référence. 



ne fournit t source 
que J1 

1 compensation gratuite du stockagl 
extérieur d'énergie interne à TO dû au 

système 

de contrôle 
stockage de (Joe-JO,) àTo 

stockage de(ox ei& 
ax 

(génération dejx # 

f i  ( 1 - 2 1 système Z i  deux actes : 

l 1 er accès sur l a source 

2ème accès à l'extérieur 

La relation ( 2 - 3 ) exprime l'interaction du champ thermique avec 

le matériau. En associant un bilan d'énergie utilisable à la relation ( 2 - 8 ) ,  

le théorème de Gouy Stodola permet d'écrire : 

dW1 1 
- =  
dt - div e(x,t) . #(x,t) To 

I Pour un élément de surface, on peut définir un flux de puissance d'interaction 

l soit : 

Cette puissance d'interaction, en régime variable, tient compte des processus 

de stockage et de dissipation. 



En électricité, l'aspect énergétique se formalise à l'aide du 

des variables conjuguées courant e t  potentiel. Une te l le  forme 

bilinéaire exprimée dans l e  domaine fréquence, f a i t  figurer l e  décalage 

en phase entre les  deux variables e t  l'étude classique des régimes isomorphes 

conduit à introduire l a  notion de puissance réactive associée à l a  présence 

d'éléments susceptibles de stocker de l'énergie. 

De l a  même façon, l'énergie mise en jeu au cours de transferts 

cycliques peut ê tre  définie par l e  fliix d'entropie. En effet, cette grandeur 

bien que inhomogène à une puissance peut être exprimée sous l a  forme du 

produit hennitique des d .  variables 0 e t  $ exprimé au coefficient Ta près. 

Le décalage en phase entre flux e t  température apparaît dans 
1 'expression de 1 'impédance en chaque point du système. L 'existence de ce 

déphasage traduit l e  caractère réactif existant en régime variable. I l  en 

résulte que 1 'expression du flux dlendDpie tient compte d'échanges dissipatifs 

e t  réactifs. 

D'autre part, on montrera que cette grandeur, exprimée en terme 
d'énergie, obéit à un principe de superposition e t  est assujettie au théorème 

des travaux virtuels. 

Nous avons établi  au chapitre précédant les relations de trâns- 

formation des coordonnées du vecteur d'état themique en fonction des coor- 

données d'espace pour une fréquence donnée. 
a 

Cette analyse conduit naturellement à étendre l e  domaine de l'analyse 

spectrale aux signaux thermiques. En effet, toute sollicitation peut ê tre  
définie par son spectre, e t  Les principes précédents permettent de calculer 
à l 'aide d'une FFT e t  de son inverse l a  réponse du système en tout point 

e t  à tout instant. Les programmes de modélisation de notre travail procèdent 

de cette maniére. 

En ce qui concerne l'analyse e t  l e  traitemext des grandeurs éner- 

gétiques, l a  façon l a  plus simple pour introduire les interspectres de flux 

d'entropie consiste à uti l iser  l'analogie entre phénomènes thermiques e t  

électriques. 



Les relations ( 1 - 23 ) constituent les équations de comportement 
des systèmes électriques e t  thermiques. Les solutions à ces équations étant 

définies dans l e  domaine fréquence, chaque grandeur physique est  sous forme 

complexe en régime isomorphe réel. 

~n électricité, l a  puissance, forme bilinéaire des variables 
l 

conjuguées V e t  1, est  une notion que l'on doit t ra i ter  avec précautions 

1 lorsqu' appliquée à ces régimes. 

I La nécessité de conservation de l a  nome pour une transformation 

l dans un espace unitaire, introduit l a  notion de produit hennitique ( V I*) 

i 
Ainsi, la  compensation des pertes par effet  Joule est représentée par l e  

flux de puissance active : 

Cette grandeur, étudiée entre les deux accès A e t  B d'une ligne peut être 

exprimée : 

P, = Y(B,t).I(B,t) - V(A,t).I(A,t) ( 2 - 1 2 )  

L ' étude de l a  moyenne temporelle de l a  divergence spatiale - du flux de 

puissance traduit l a  dissipation. 

I L'action des éléments réactifs sur un accès e s t  associée à l a  puissance 

réactive : 
1 

j P, = IIII ( v 1.1 = ( v I*- I*V 
- 

Cette traduit l'échange d'énergie effectuée réversiblement, à 

frhuence double, entre l a  source e t  l e  système. Sa valeur moyenne est  

identiquement nulle. 

Lorsque l a  description des processus se f a i t  à l 'aide des grandeurs 

réelles v(t) e t  i ( t )  , les équations de comportement de l a  ligne électrique 

conduisent à l'expression de l a  divergence spatiale du flux de puissance : 

Le premier terme du membre de droite est  de nature dissipative e t  l e  second 

traduit l a  capacité de ltél&ent co~sidéré à stocker de l'énergie. 



Dans le cas d'un transfert thermique, la relation ( 2 - 3 ) 

conduit à : 

TO . div Js = TO div 4 - div 0 4 ( 2 - 1 5 )  

Seul le deuxième terme du membre de droite traduit l'interaction du champ 

thermique avec le matériau. Compte tenu du fait que le premier terne ne traduit 

que 1 'échange d'énergie interne dans le détail du cycle, la relation 
( 2 - 10 ) et les équations de comportement ( 1 , 23 ) permettent d'envisager 

la dynamique du processus à l'aide du même formalisme que précédemment : 

div e (t) 4 (t) = - - 42 ( t )  - g O* c I - 16 I avec g = pc 
h dt capacité volumique 

( J/K.m3) 
Cette relation fait apparaftre les deia termes respectivement associés à 

la dissipation et au stockage d'énergie utilisable. 

Les équations de comportement peuvent être écrites à l'aide 
des grandeurs physiques définies en régime isomorphe. ( L ' as térisque désigne 
les grandeurs complexes conjuguées ) 

Les expressions : 

* a= - 4 , ~  + jwyee* 1 
1 Sa = -( Ob+ O*+ ) flux dissipatif 

dx 
en posant 

2To 

!&= - $6- jwuee* jSr = -( 1 em*- O*' ) flux réversible 
dx 2To 

- = -  - - - _ .  ae*- $* 

ax 
et 

h 

- - -  a'- juû 

L' interaction du champ thermique sinusoïdal avec le matériau se décompose 
en deux parties, To désignant la température de référence. 

- 9 - =  de jue 
d t 

avec 

. O* - de * = - jwe* 
ax ax d t 
conduisent à écrire : 



e(x,f) et $(x,f) désignent ici les vecteurs de Fresnel associés 

, grandeurs physiques e (t) , $ (t) dont 1 ' évolution est isochrone sinusoïdale. 
Sa et Sr sont des grandeurs énergétiques réelles et sont formelle- 

ment analogues aux puissances actives et réactives définies en électricité. 

La relation ( 2 , 16 ) exprime de façon locale l'évolution du 

flux associé à l'énergie utilisable. Le deuxième terme du second membre 
de est à valeur moyenne nulle en régime sinusof dal. La grandeur ( gû - - dt ) 

représente des échanges de nature réactive entre le volume élémentaire et 
son extérieur. 

Le premier terme du second membre, à valeur moyenne non nulle 

exprime la dissipation associée à l'entretien du processus. 

Pour un temps très supérieur à la période, la relation ( 2 .. 16 ) 

Compte tenu du théorème de Gouy Stodola; cette expression est 

équivalente à (2 - 4 - 1) et représente la dégradation énergétique observée 
dans l'élément de volume considéré. 

La description précédente permet ainsi de donner une analogie 

formelle entre les concepts de puissance active et réactive et respectivement 

de flux dissipatif et réversible. 

Application à l'étude des échanges énergétiques à l'entrée d'un système 

Le comportement énergétique du système représenté figure ( 11 - 3 ) 

peut gtre caractérisé par les grandeurs : 

Source O 
(A)lr' accès J. (8)2"lr acces 

Système thermique 
plan d'entrée plan de sortie 

milieu homogène 

figure ( TJ - 3 ) 



Selon la nature de la source disposée sur le plan d'entrée & 
système, 1 'interaction avec le système sera représentée différemment. 

~Echanges à flux imposé 

'e = ee/me désigne 1 ' impédance en entrée. 

L'angle Y caractérise le déphasage entre le flux et la température. 

Le ~roduit 1 &lcosY est appelé Résistance effective du système. 

Cette grandeur caractérise la dynamique du stockage d'énergie utilisable 

dans le système, 

/ 

-Echanges à température imposée 

On considère l'admittance du système notée Ye. 

Pour la configuration étudiée, en considérant une sollicitation à flux 

imposé, le calcul de l'impédance à la fréquence de source suffit à caractériser 

les grandeurs énergétiques Sa et Sr. f 
( 1 longueur du matériau 

Zc = +, impédance caractéristique 
A l'entrée du système : Ze = Zc th 1 avec 

y = JiW7a 

constante de propagation 
( 2 - 2 2 )  à la fréquence angulaire w 

\ 
Les résultats obtenus par simulation sont représentés figures 

Les courbes normalisées sont valables pour tous les matériaux homogènes, et 

les résultats sont représentés en fonction de l'argument G =IyJ 1/r. 

pour un matériau de résistance R et de capacité C, la fréquence est reliée 

à par la relation G =- ( Z r 2 3  1 
avec 12/a = R C (secondes) ( 2 - 2 4  

Temps propre de l'échantillon 



figure ( II - 4 ) EVOLUTION DU MODULE DE L 'IMPEDANCE D ' ENTREE 
EN FONCTION DU PRODUIT lyl i / v v  

PHASE & /R 
(DEGRES) 

8 

Asymptote Y = - 4Sa 

------------  

f igure C Ir - 5 ) NOLUTION DE L'ARGUMENT DE L'IMPEDANCE C'ENTREE 

EN FONCTION OU PRODUIT 1 -i 11 h T  



figure ( II - 6 ) EVOLUTION DU FLUX DISSIPATIF 

EN FONCTION DU PRODUIT 1 (v 1 VP 

SOURCE A FLUX IMPOSE t U  

fipure ( II - 7 ) EVOLUTION DU FLUX ZEVERSIBLE 



Le terme th y caractérise les effets dûs à l'épaisseur finie 

[IZ] de l a  Cette dépendance est  particulièrenent importante dans le  

domaine des basses fréquences. En effet, le  calcul des valeurs limites 
mène à : 

Pour le système considéré, l'impédance d'entrée converge vers 

l a  valeur de l a  résistance thennique. 

-Sur la  figure ( 11 - 4 ) nous avons représenté l e  module de 
1' impédance d'entrée réduite Ze/R pour un système quelconque. L ' évolution 

est  calculée en fonction du paramètre réel, G sans dimension. La courbe 

est  ainsi indépendante de l a  nature du matériau. 

En haute fréquence 1 Ze 1 converge vers l a  valeur zéro comme 
1 ' impédance caractéristique. 

-L'évolution de l a  phase de Z, est représentée figure ( II - 5 ) 

La courbe présente un extremum défi& par un déphasage Y = - 46,6Z0 pour 
G =1 ,96 .  Cette valeur est l iée  au temps propre de l'échantillon 

par l a  relation : 

R .  C f M 1  1,222 ( 2 - 2 5  1 
En basse fréquence, les grandeurs d'entrée sont en phase e t  

ke+0 

Le comportement en haute fréquence est  celui d'un milieu semi f i n i  

où l a  température possède un retard de phase a/4 par rapport au flwc. 

Les conséquences énergétiques propres à ce type de régime serort analysées 

au chapitre IV. 

-L 'évolution du flux dissipatif Sa est  représentée figure ( II - 6 ) 

pour obtenir un tracé indépendant de l a  température de référence, l a  courbe 

représente : + Sa = f CO 
Le système est soll icité par une source à flux imposé de 1W. Pour 

une te l le  sollicitation, l'énergie dissipée par l a  source à l'entrée du système 

est m e  fonction décroissante de la  fréquence. Le m a x b  de dissipation a 

lieu en régime permanent. 

Remarque : Le phénomène inverse se produit pour une sollicitation 

en température. C Cbp IV 1 



-La figure [ 11 - 7 ) représente l'évolution du flux réversible 
TO Sr = f ( G )  pour les &ms conditions qye précédemment. La courbe présente 

un e x t r w  pour G = 1,12 l i é  au temps propre de l'échantillon 

par l a  relation : 
R C f r  = 0,4CO ( 2 - 2 6  

Ce régime est  caractérisé par un maximum d'échanges réversibles 

au niveau de l a  face d'entrée entre l a  source e t  l e  système; l a  fréquence 

particulière est intrinsèque au système . 



I I I  RAPPELS SUR LA DEGRADATION ET LE STOCKACIE DE L'ENERGIE DANS LES SYSTEMES 
_C-C--*-L-C-CC--C---------------C--------------------w---------------- 

ELECTRIQUES 
---?--mm--- 

Le fl~uc de puissance d'interaction défini par l a  relation ( 2 - 10 ') 

peut être formellement comparé au flux de puissance calculé en un point 

d'une ligne électrique. A f i n  d'analyser les conséquences physiques découlant 

de cette analogie, un rappel du sens de quelques définitions nous semble 

nécessaire. 

Puissances actives e t  réactives 

~n considère un dipôle en régime isomorphe : v(t) e t  i (t) sont les variables 
conjuguées observables en entrée. 

i ( t )  = Re ( IO ept ) Z (p) es t  1 ' impédance associée au dipôle 
vct) = R e ( V 0 e p t )  v(t) = R e {  Z@) , I o e p t  1 

1 
La puissance instantanée à l 'sntrée s 'écr i t  : 

~ ( t )  = ~e ( z I~ ePt ) . ~e ( I~ ePt ) 

= Re { Z IO ePt ( IO ePt + IO )). 

Le cas des régimes sinusofdaux conduit à considérer les grandeurs efficaces 
I = I,/C e t  v = 

L'impédance s 'écr i t  : 

z(jw) = R(jw) + jX(jw) = Iz[ e j '2 

Soit : 
~ ( t )  = RIT + 1 ~ 1 ~ 1  cos(2~t  +Y ) ( 2 - 2 7  
Dans ce qui suit, lorsqulune grandeur à l'entrée d'un dipôle 

est  égale à l a  somme algébrique des grandeurs mesurées dans l'ensemble des 

branches internes, cette grandeur physique sera définie comme consemative. 
ûn prend en général p s ~  ~ o ~ t i ~  1 réel de telle sorte que \Y 

es t  une référence angulaire caractérisant les échanges entre l a  source e t  

l e  dip6le. 

La partie variable de ces échanges s'effectue à l a  fréquence 2~ e t  les 

grandeurs suivantes sont définies de façon phénoménologique. 



pa(u) = R 1 I2 lest la puissance active ; cette grandeur exprime la dégradation 
énergétique au sens général des fonctions de dissipation exprimées par : 

dw 2D =- dt ( 2 - 28 ) soit Pa = 2D 
- w est l'énergie moyenne dissipée dans le système. 

La quantité Pf (w) = 1 Z * 12 1 est appelée puissance fluctuante. elle possède 
une signification énergétique rais n'est pas consemative au sens où elle 

n1 est pas assujettie .au théorème des travaux virtuels. 

~n définit la puissance réactive Pr(w) = X 1121 telle que Pf = IPa + j PrI 

Pr (o) est une grandeur consemative. 

La grandeur Puissance complexe regroupe les définitions précédentes ; elle 

est conservative. 

La puissance réactive possède un sens physique intéressant car 

elle permet d' interpréter la notiun fondamentale d'énergie moyenne stockée. 
En effet, l'observation de cas simples permet de vérifier la proposition 

[29J suivante ( Amstutz ) . 
La puissance réactive se répartit entre les éléments réactifs 

d'un réseau de telle sorte qu'elle est égale au produit par 2w de la diffé- 

rence des moyennes temporelles de la somme des énergies stockées dans les 
inductances et de la somme des énergies stockées dans les capacités. 

La puissance complexe peut alors s'écrire : 

Le symbole c représente la summation étendue à l'ensemble des 

self inductances et des capacités. On peut étendre ces résultats à des 

systèmes à constante répartie. La généralisation de ces principes est 

[30] dgveloppée dans le travail de ( Brun* ) dans le cadre d'une analyse tem- 

porelle des signaux. 

~'intér&t du concept d' énergi.e moyenne stockée ( EMS ) résulte 

du fait que souvent, le détail des échanges énergétiques au cours d'une 

période ne présente que peu d'intérêt, Seule l'étude sur un temps très 
supérieur à la période, permet d'effectuer un bilan énergétique à long terme; 

le cas semble évident dans I 'étude de l'interaction des ondes électromagné- 

r411 tiques avec la matière: 



Ce sont les variations temporelles ou fréquentielles des grandeurs moyennes 
qui permettent de décrire les processus. Le concept d'EMS semble d'autant 

plus intéressant que, considérée à llentr&e d'un système, la grandeur est 
additive lorsqutun régime est composé de plusieurs fréquences. Le fait 
qu'en principe tout signal physique temporel possède un spectre en fréquence 

suggère un moyen d'analyse du stockage énergétique des systèmes physiques 
dont l'étude fait l'objet du chapitre IV. 

En conclus ion, 1 analyse des bilans énergétiques est fondée 
sur la description et la dissociation de deux phénomènes : stociiage et 

dégradation. 

I - stockage d'énergie potentielle électrostatique ( T C ? ) 
3 ou magnétique ( T  L i2 ) 

- dégradation-par effet Joule décrite par une fonction de dissipation 
C 1333 [34]) 

L'étude des systèmes mécaniques répond à une description identique et 

d'une façon générale 1' analyse énergétique des systèmes en régime variable 
[18] peut être rapportée au même fornalisne. ( Biot* ) 



ï V  FUIvCTIO?J DE DISSIPATION ET ENERGIE WTE?JTIELLE D'UN SYSTEME m/IIQUE 
----------------------------------'---------------------------------- 

L'évolution thermocinétique en un point d'un système peut ê t r e  
àécri te  par l e s  deux équations de comportement ( 1 - 1 7  ). 

supposons que l 'on veuille décrire l e  processus à l 'aide de 

variables de phases ou de coordonnées généralisées. Il s e r a i t  préférable 

dans ce cas de fa i re  apparaztre des contraintes de type holonomes entre 

l es  coordonnées utilisées. En effe t ,  il es t  bien connu que, lorsqu'on décri t  

des systèmes ( mécaniques par exemple ), il peut ê t r e  intéressant de disposer 

d'un nombre de coordonnées supérieur à l a  dimension. I l  existe dans ce cas 

des relations de contrainte entre l es  coordonnées surabondantes. I l  e s t  

alors souvent préférable d'avoir à t r a i t e r  des liaisons d i t e s  holonomes 

c'est-à-dire dans lesquelles n'apparaissent pas de différentielles par rapport 

au temps. Entre 0 e t  @ l a  relation de conservation C 1-17-2 ) f a i t  appa- 

r a î t r e  une différentiel le  de ce type. En conséquence, on considère non plus 

l e  flux mais un champ thermique H(x,t) t e l  que localement dwLd dt = $(x,t) 
L'équation de conservation peut avoir valeur de contrainte holonome entre 

0(x,t) e t  H(x,t). 

ûn peut montrer que l e  principe des travaux vi r tuels  es t  applicable 

en thernlique de l a  même façon qu'en électr ici tg où l 'on obtient l'expression 

PZ] [35] du théorème de ~ellegen: Dans l e  cas de l a  mécanique( principe de Dalembert ) 

l e  principe consiste à définir  des déplacements vir tuels  au sens généralisé. 

h peut alors, en stoppant l'écoulement du temps par l a  pensée, figer l e  
système dans son é t a t  dynamique e t  l u i  fa i re  subir un déplacement v i r tuel  

quelconque ( infligeant la rupture des solides dans l e  cas de l a  mécanique ). 

Ce principe es t  souvent d i f f i c i l e  à appliquer e t  son in térê t  

réside dans des applications successives à un mhe instant en choisissant 

[6'J convenablement plusieurs déplacements virtuels? 

Application à l a  thermique 

S i  on imagine un déplacement vir tuel  du champ thermique 6H 

l'équation de conservation permet d'écrire 1ocalerr.ent : 

@ . 6 H = ( - h  grade ). 6H 



Il en résulte pour un volume f in i  du systène : 

(+ + i grade) 6H dr = O 

Soit : h 6H grade -. i div(e 6H) - 1 0  div6H 

1' application du théorème de l a  divergence mène à : 

6H - sdiv6H )dr = 0 6H do 

Uplicitons l e  deuxième terme du remier membre ; ~ JJ~ -4 0 d v H d  = & g 8 66 ddr = -  2 ( g 6 û 2  ) d ~  

On pose : u =- f& g ae2 dr 

Cette grandeur correspond à l a  variation d'un potentiel scalaire U(t) 
défini par l a  relation intégrale : 

ü ~ t l  = + /Jlg e2(x,y,i,t) ddr +  te ~ 2 - 3 0  1 

L ' analyse du déplacement vir  tue1 6H penne t finalement d ' écrire : 

Cette équation exprime un principe variztionnel thermique e t  reste vérifiée 

pour une variation arbitraire du champ thermique. Elle découle de l a  lo i  de 

conduction de Fourier e t  vérifie toujours la  conservation de 1 'énergie 

comme une contrainte. 

Considérons une condition mathématiquement plus faible relative 

au déplacement virtuel 6H envisagé. On peut admettre que ce déplacement a 

été évalué à l a  suite de l'observation locale de l a  valeur du flux. 
Soit 6H = (dt En milieu mnodimensionnel l'équation s'exprime : 

Le produit [e. +] représente un terme source analysé sur les faces respectives 

d'entrée e t  de sortie du système. 



Le premier terme du membre de gau& peut ê t re  rapproché du 

formalisme des lignes électriques afin de définir une fonction de dissi-  
pation t e l l e  que 

C 2 - 3 3 )  

L ' équation peut alors s ' écrire :, 

Résultat identique à ( 2 - 32 ). 

Cette égalité traduit l a  dissociation de 1 'énergie ut i l isable apportée 

en entrée du système, sous forme de stockage e t  de dissipation. 

L 
En posant u = - i;(x) dx d t  

où 6 e t  u représentent respectivement des densités linéïques de dissipation 

e t  de potentiel mesurées au point d'abscisse x du système. 

Localement l e  terme moteur du processus s ' éc r i t  : 

div û(t,x).$(t,x) = - [ 25 + ) ( 2 - 3 5  1 

Les considérations développées au paragraphe précédent montrent 

que, de l a  même manière qu'en é lect r ic i té ,  l e s  systèmes thermiques peuvent 

ê t re  décrits à 1 'aide de fonctions énergétiques. 

11 en résulte donc que l e  concept b' énergie moyenne stockée 
possède un sens en thermique e t  par conséquent l a  notion de flux rsversible 

de &me. Les analogies effectuées peuvent ainsi ê t r e  just if iées compte-tenu 

des hypothèses [ AT << To ). 

En effet,  nous supposons que l e s  processus dont on envisage 

l tétude sont toujours caractérisés par de faibles &arts en température. 

Du point de vue de l a  themdynamique, on reste toujours dans l e  cadre de , 

l a  thermodynamique linéaire du non équilibre, caractérisée par une production 

minimale d 'entropie. 



Le théorème de production minimum d'entropie exprime une sorte 
de propriété d ' inertie des systèmes en non équilibre. Lorsque les conditions 
aux limites données ne permettent pas au système d'atteindre l'équilibre % 

thermodynamique ( respectivement une production d'entropie nulle ) , le 
[15] système s'installe dans l'état de moindre dissipatiori?. ( Prigogine ) 

Considérons un milieu monodimensionnel. 

En un point d'abscisse x, la dissipation linéïque s 'exprime : 
l a 2 -  1 m g r a d e  < = 7  - - 2 x  

peut écrire de façon artificielle : 
5 = 2 5  - < = -  de 4 

+dx - - 2x 

Un régime imposé quelconque doit minimiser la dissipation. 

Pour une perturbation 60 donnée, la variation de @ résultante ( écart de 

trajectoire en flux ) doit entraîner une variation minimale de la dissipation. 

dI. = - c*+B) = O  
d4 dx x 

Conséquence logique, on retrouve la loi de conduction de Fourier. 

En multipliant cette égalité par divm, on obtient : 

soit : 

Lorsque les composantes 8 et 4 sont définies dans le domaine fréquence, 
on obtient : 

soit : 

L ' égalité précédente met en évidence 1 'existence d'une grandeur 
invariante au cours de la progression de ltÉnergie thermique dans une tranche 

de matériau homogène. En d'autres termes, 1 'évolution du stockage et de la 

dissipation s'effectue avec pour condition de contrainte une génération 
minimale d ' entropie. 



Sur un plan à distance x de 1 'origine, le vecteur d'état thermique 

subit une transformation définie par la relation : 

Deux termes de cette matrice de transformation sont fonction de l'impédance 

caractbristique. 

afin de s'affranchir de cette dépendance, il est possible d'utiliser 

les coordonnées 4 et X = e/Zc . 
La transformation s'écrit alors : 

Des considérations élémentaires de géométrie nous mènent à envisager cette 

transformation comme une rotation dans un espace pseudo Euclidien. 

Sachant que la pseudo norme est conservée dans la transformation, on doit 

toujours observer : 

x2(x,w) -m2(x,w) = X2(0,0) - $2(0,~) = K(o) avec K =  te E c 
En exprimant X en fonction de e, on retrouve ( 2 - 36 ). 

En effet : 

g2jwb2 - +2 = Cte avec b2 = Ag 

D'un pokt de vue pratique, la vérification de cette relation 

de contrainte est utiiisée dans le contrôle des résultats obtenus par 

simulation. La relation est vérifiée en tout point d'une couche hmogène 

et la transition entre deux matériaux est caractbrisée par une modification 

de la constante K(w). 

pour les coordonnées [x(u) ,$(a)] , la conservation de la pseudo 
norme constitue une conséquence directe du théorème de production minimale 

d'entropie. 



V COi<SE~LSUCES T&RIX>D'LWlIQL!S LIES PU CIDIX DE LA TEM!?ERATURE EE FEFEFEi':CE 
........................................................................... 

Lorsque les concepts énergétiques sont fonmilés en terme d'entropie 

les ~randeurs physiques précédentes sont définies au coefficient 1 / ~ a  près. 
Les flux dissipatifs et réversibles peuvent être définis en ternes de puis- 

sance (Yatts ) noyennant l'application du théorème de Gouy Stodola, 

Les échanges énergétiques sont définis proportionnellement au rapFort 1 /To . 
Pour une température de référence To définie et fixée, les processus peuvent 

41 
être analysés en terme de perte d'énergie? 

En général, les mé'hodes dl analyse en terme d'anergie et dl 2xergie 

permettent d'exprimer la capacité d'un système à produire un travaLl néca- 

nique fonction de son état de déséquilibre avec l'ambiance dans laquelle 

il se trouve. Pour une transformation réversible, la terminologie est définie 

de la façon suivante : 

Soit une quantité de chaleur dq disponible à température T 
et un milieu ambiant à la température de référence To. 

Th source chau~e 

iaéal L 
To source froide 

-- - 

niveau de Référence 

TO Température a lb  iânte 

Origine absolue 0' Kelvin 

t- ( utilisable ' 



dq peut être séparé en la somme de deux termes : 

-El = dq (1 - ) est susceptible d'être intégralement transformée 
en travail mécanique dans un cycle de Carnot dont la source froide est à To. 

Ce terme est appelé exergie. Par définition, llexergie de l'ambiante est 

nulle. 

To -EL = dqT = TO dS est inapte à toute transformation en travail 

mécanique, Ce terne est appelé anergie. 

La figure [ 11 - 8 ) représente 1 'illustration du principe des machines 

ditheme. 

Un processus réel s'effectue dans le domaine hachuré avec une perte d'exergie 

définie par le théorème de Gouy Stodola. 

wl = To . Sc 
L l entropie générée est calculée par application du second principe. 

Une fomlation en t e m  de perte d'exergie sous-entend qu'à un instant 
donné, au point considéré, on puisse (par la pensée) faire fonctiomer 

une machine thermiqye entre la référence et le point source defini par 

CTo + e,4 1. 

Une formulation générale des concepts doit pouvoir s 'affranchir 

du niveau de référence To dans l'hypothèse où ce niveau est fUcé par définition. 
On doit pour cela montrer que l'énergie moyenne stockée est une grandeur 

extensive possédant des propriétés d'additivité vis à vis des composantes 
lorsqu ' un régime est constitué de plusieurs fréquences . 

A cet effet, 1 ' analogie électrique suivante permet d' illustrer 
cette propriété. 

Soit une capacité localisée C aux bornes de laquelle la tension mesurée 

est la s m e  de deux composantes : 
-VI composante continue (assimilée à un potentiel de référence) 

-v2 composante variable telle que V2 = Vo COS(U~ + Y) 



L'énergie électrostatique moyenne stockée a pour valeur : 

- 1 EMS = W = T C  ( Vi + Va COS(U~ + Y) j 2  

Soit EMS = (Energie permanente stockée de référence) + (Energie 

moyenne stockée du processus cyclique) 

Le niveau énergétique dQ à la source de tension constante peut 

etre défini comme potentiel de référence, au-dessus duquel vient se super- 
poser le potentiel variable ùitroduit par la source. 

L'examen du système sur un temps très long par rapport à la période 
Derme t d ' écrire : 

EMS = Wref + wt et dt d t dms=dwt 

La rSférence étant fixée, la dynamique du processus peut alors être étudiée 

en négligeant le stockage énergétique associé à cette référence. 

ré une façon plus générale, si on considère 

V2(t) = >: V cos(n on t + g) 
n=l* n 

les fomlations précédentes restent identiques, les moyennes temporelles 

associées aux termes croisés étant nulles. 

En ce qui concerne l'étude des phénomènes thermiques, le choix 
de T, entraîne 1 ' existence d'un potentiel thermkqye de référence fixé dans 
1 'échelle absolue de Kelvin susceptible de nl^etre pas pris en campte. 

Cette propriété peut être établie en considérant l'existence 
de la constante dans la relation ( 2 - 30 ) . On peut associer à cette 

constante soit une valeur liée à la valeur de référence soit une 

valeur nulle si on travaille en termes d'exergie. 



Bilan d'énergie utilisable dans le cas de transferts non cycliques 

La similitude des e~ations de comportement relative aux systèmes 

thermiques et électriques permet d'envisager une représentation simple des 
échanges d'énergie utilisable mesurées aux accès d'un système. 

L'énergie intem étant une grandeur consenrative, pour des écarts 

en température faibles devant la référence, la relation ( 2 - 8 ) peut être 
rapprochée d'un bilan localdepuissance en un point d'une ligne électrique. 

( figure II - 9 1 
- 

Accès 2 

I 

figure (II - 9 ) : APPROXIMATION LU SYSTEME A CONSTANTE REPARTIE 
En effet, en chaque point : 

div VT = div VeI + E (x) div 1 + 1 grad E ( 2 - 3 7  ) 

Le bilan effectué aux deux accès conduit à : 

L'énergie électrostatique totale de la ligne est définie par : 

Le potentiel de référence étant fixé, l'énergie utilisable a pour valeur : 

1 
U = 2 zCi relation analogue à ( 2 - 30 ) 
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Entre deux instants ti et t2 

Cette grandeur est représentative d'un échange dQ au potentiel de référence 

sans interaction avec la puissance fournie par les sources €1 et &p. Le terme 
JO de la relation ( 2 - 3 ) est analogue à cet échange. 

Compte-tenu de : 

la relation ( 2 - 38 ) constitue une écriture du théorème de Tellegen où la 

contribution des sources est uniquement représentée par les deux derniers termes 
du membre de droite. La génération d'entropie étant équivalente à la perte de 

.;iuissance active, le flux réversible est représentatif d'un stockage d'énergie 

utilisable. Le transfert d'énergie interne dû à la référence externe ne constitue 

ni un gain ni une perte d'énergie utilisable. En d'autres termes, les sources E: 

situées aux accès du système travaillent sur une impédance invariante vis à vis 

des valeurs prises par la référence, Ainsi, compte-tenu du théorème de Gouy 
Stodola, l'énergie utilisable d'un système thermique est formellement homologue 

à l'énergie utilisable dtme ligne électrique dont les deux accès sont sollicités 

par des sources superposées à un potentiel de référence fixe. 

La relation ( 2 - 3 ) constitue une approximation du premier ordre 

dont l'imprécision conditionne les limites de l'analogie. Les erreurs dues à 

l'analogie sont représentées par le tableau ( 11 , 10 ) pour une température 
de référence de 300OK. 

tableau ( II - 10 ) 



V I  FACTEUR DE QUALITE D'UN SYSTEME, THEFMIQUE 
---C-------C-I---------I---W--------T------ 

D'une façon générale, les analogies développées précédemment 

permettent d'envisager 1 ' étude des processus thermiques sous 1 ' angle plus 
général de la théorie des systèmes. 

Une structure disposée sur un puits thermique Peut alors 
être considérée comme une boîte noire munie d'un accès vers l'extérieur. 

Sans tenir compte des équations de comportement décrivant les phénomènes 
internes au système, on ne considère que les observables à l'entrée compte- 

tenu du fait que toute dissipation d'exergie à l'intérieur du système doit 

être compensée par un apport externe pair entretenir 1 ' équilibre dynamique 
d'un processus. Le terme équilibre dynamique est ici défini par un régime . 

établi dont les variables d'état peuvent être décrites à 1' aide de signaux 

certains ( [33 ) . Il est alors possible de définir un coefficient de qualité 
énergétique. 

Conformément aux définitions générales, le facteur de qualité 

[35] d'un système en régime cissoïdal de fréquence angulaire w, désigne le rapport 
de l'énergie moyenne stockée dans le système, sur l'énergie dissipée pour 

une rotation de phase de un radian ( t = l/w ). 

électricité, cette notion tout-à-fait ordinaire est souvent 

utilisée dans 116tude de systèmes peu dissipatifs ( lignes inductives, 

cavités résonnantes, etc . . . ) . 
L'étude des transferts thermiques est caractérisée par des pertes 

importantes. En effet, la relation ( 2 , 2 2  ) montre que les pertes cons- 

tituent une part prépondérante dans le phénomène de propagation de la chaleur. 

Deux questions peuvent alors être formulées quant aux régimes 
particuliers envisageables à travers une paroi. 

-Canent peut-on envisager url maxiami des échanges internes 
énergétiques : 

la courbe ( 11 - 7 met en evidence une fréquence particulière 
liée à un extremum du flux réversible. 



-Comment, hormis l e  régime permanent, peut-on envisager un régime 
caractérisé par un minimum de pertes actives entre l a  source e t  l e  système : 

t e l  régime es t  associé à une valeur maximale du coefficient 
de qualité. A priori, en très haute fréquence, l e  champ thermique ne se 

propageant qu'à très faible profondeur, on approche de ce régime, les pertes 

actives étant minimisées. Compte-tenu de l a  définition générale; l e  concept 

de coefficient de qualité peut être formulé en terme de potentiel thermique 

stocké e t  de pertes d'exergie. 

En effet  : 

Sa =y* lZeI  cos Y permet de définir l a  fonctionde dissipationIl = Sa/2 

C 2 - 4 0 )  
l Z  1 sin Y es t  l iée  à 11EM!5 par l a  relation 2 WU = - Sr %=9T-. e 

( 2 - 4 1  ) 

Soit : 

U C ~ )  = - ~ ! I Z I  s in Y [en Joules) C 2 - 4 2 )  
avec TO température de reférence 

Y angle de déphasage flux température 

Ce potentiel thermique moyen est  une grandeur positive e t  définie 

comme additive à une référence énergétique définie par un régime permanent 
superposé à 1 ' oscillation du champ thermique à l a  fréquence w . 

Compte-tenu du f a i t  que : 

Le coefficient de qualité associé au régime sinusoïdal s 'écr i t  : 

Q = U / ( D / 4  

Q = - - = -  sr tg' C 2 - 4 3  ) 
'a 

Par analogie avec l 'électricité où une ligne à constante répartie 

es t  assimilable à une infinité de cellules RC disposées en cascade, on 

retrouve de façon logique l a  notion d'angle de perte duale de celle de 

coefficient de qualité. 



f Wre ( II - 11 ) EVOLUTION DE LA RESISTANCE EFFICACE NORMALISE 

EN FONCTION DE LA FREQUENCE 

PLEXIGLASS 2.5HM 

C II - 12 ) EVOLUTION DU RFTARD EN PHASE DE LA TMPERATURE 

EN FONCTION DE LA F2EûUENCE 

FLUX IMPOSE D'AMPLITUDE 1 U 

PLEXIGLASS 2.5HPi 



062 REGIME 
T\ PERHANENT 

figure C II - 13 ) EVOLUTION DU POTENTIEL MOYEN STOCKE 

EN FONCTION DE LA FZEOUENCE 

PLEXIGLASS 2.5MM 

FLUX IMPOSE D'AMPLITUDE 1U 

figure c II - 14 NOLUTION w COEFFICIENT DE OUALITE 

EN FONCTION DE LA FREOUENCE 

PLEXIRASS 2.5tiM 



Sur les figures suivantes, à titre d'application, quelques Wes 
des grandeurs énergétiques étudiées précédenanent, ont été représentées : 

le système thermique est constitué d'un échantillon de plexiglass d'épaisseur 

2,5 mm dont une face est disposée le long d'un puits thermique. Une oscillation 

de flux d'amplitude unité est imposée à l'entrée de l'échantillon pour une 
plage en fréquence variant du réghe permanent jusqu' à 100 mHz . 

La courbe C 11 - 11 ) represente la résistance efficace normalisée : 

( 1 Z / R ) cos Y (u) . En effet, la dissipation énergétique en régime variable 
est essentiellement fonction de cette grandeur dont la valeur en régime 
permanent est égale à l'unité. 

Sur la figure C II - 14 ) nous avons représenté l'évolution du 

coefficient de qualité en fonction de la fréquence. Le tracé présente un 

maximum pour une fréquence telle que le déphasage entre les grandeurs d 'entrée 

présente un extremum ( Y = - 46,6O OU pour un matériau quelconque G = 1,96 ) .  

Un tel régime correspond à une minimisation des pertes actives mesurées au 

niveau de l'accès. En conséquence, si on suppose que l'on veuille entretenir 

un régime oscillatoire dans un matériau, la fréquence devra être définie de 
telle sorte que l'angle Y ( respectivement Q ) présente un extremum : ceci . 

constitue un exemple simple de gestion de processus dont le contrôle peut 

être envisagé à 1 'aide d'un asservissement ([12] [25]) . On remarque, pour 
ce régime particulier, que la résistance efficace en entrée du système 

prend la valeur 0,250 conformément à la notion de puissance disponible en 
électricité. Ci351 ) . 

L'évolution du potentiel thermique moyen est representé figure C II - 12 

Le stockage d'exergie présente un maximum dans les conditions de transfert 

en régime permanent. 

Interprétation de la valeur numérique U (O) . 
Campte-tenu des constantes du système et de la carte de champ thermique 
linéaire en régime pement, le calcul du potentiel thermique conduit à : 

e = k x  k = R @ / L  

e o = R +  En posant v densité linéïque du 

== pice d entrée potentiel - 1 
1 

V(X) = T g e2(x) / To 
5 L 

- 0 
carte du champ de température 

en régime permânent 



To . U(0) = 
gL ~2 

92 avec g = b / G  e t  9 - a i t é  
6 -7 

Soit pour l e  plexiglass : b = 531: e t  a = 1,15 . 10 

R = 0,0137 avec L = 2,s nun 
d'oQ To . UCO) = 2 . 0,062 

Le coefficient "2" provient de l a  valeur limite efficace d'un 

régime sinusoldal. En régime permanent, s i  TO = 273 K, l'exergie stockée 

a pour valeur UlO4 = 4,54 . lom4 Joules 
27 

A fréquence élevée, on observe une annulation rapide du potentiel 

thermique ( EMS ) due à l a  diminution de l a  profondeur de pénétration du 

champ thernilque, 

Le potentiel thermique peut être assimilé à un stockage d'exergie 

conformément à l a  terminologie définie $ IV  e t  V. Cependant, on conçoit bien 

/ qu'en aucun cas, l a  totali té de cette exergie n'est récupérable en ce sens 

que toute extraction nécessite un transfert interne qu'on ne pourra jamais 
effectuer de façon réversible, I l  en est  d'ailleurs de même en ce qui concerne 

1 ' énergie électrostatique stockée dans une ligne capacitive . 
Le concept apporte une différence essentielle par rapport à l a  

notion & "stockage calorifique1' uti l isée ha.bituellement e t  définie par : 

"Q = 
g BCx) dx C en joules ) ( 2 - 4 4  1 

g capacité linéfque 

En effet, s i  on considère une brique dont les deux faces sont 

respectivement chauffées e t  refroidies de te l le  sorte que l a  moyenne spatiale 

de l a  tanppérature reste constante To, l e  stockage calorifique au sens de l a  

relation ( 2 - 44 ) sera nul : l e  système plongé dans un calorimètre 
ressortira à température To sans avoir échangé d 'énergie avec 1 'extérieur. 

par contre, s i  les deux faces sont apyliquées iristantanément sur 

les échangeurs d'me machine thermique, un travail mécanique pourra être 

récupéré, résultant de l a  compétition entre l e  fonctionnement de l a  machine 

e t  l a  conduction interne dans l a  brique. Hormis ce dernier phénomène,lié à 
l a  cinétique du processus, l e  potentiel thermique traduit l'existence d'une 

exergie . 



C H A P I T R E  III 

DJZXERMINISME ET RECIPROCITE DES SYSTEMES THERMIOUES 



Dans ce chapitre nous montrons que la description des processus 

thermiques peut être analysée à l'aide de la théorie des systèmes. D'un 
point de vue macroscopique, l'étude des processus à l'aide des observables 

0 et @ et des grandeurs énergétiques définies précédemment, doit être menée 
en considérant l'évolution des variables de façon déterministe. Lorsque 

l'étude thermodynamique est menée de façon microscopique, la proposition 

précédente perd son sens. 

Le premier paragraphe de ce chapitre est consacré à la caracté- 

risation de la réponse impulsionnelle à l'entrée d'un système. Les propriétés 

liées à la causalité des systèmes conduisent à envisager une relation fon- 

damentale entre les valeurs des flux dissipatifs et réversibles dans le 
domaine fréquence. Ces considérations doivent leur développement du fait 

des contingences imposées par les modélisations, En effet, le traitement 
du signal envisagé ne fait intervenir que des fréquences positives et, 
pour des calculs rapides, l'emploi d'une FFT nous fait introduire la notion 
de signal analytique dans le domaine temps. Les conséquences découlant de 

cette analyse conduisent à considérer au-delà du concept de réponse impul- 
sionnelle la notion de Module temporel mieux adaptée à l'observation de la 

relaxation énergétique d'un système dans le domaine temps. 

Le deuxième paragraphe est consacré à la propriété de réciprocité 
des systèmes thermiques. Les propriét.6~ de symétrie de la matrice impédance 

d'un système permettent d'appliquer les principes énergétiques développés 

dans la suite de ce travail à l'étude des systèmes multiccuches. 



I RELATIONS ENTRE LE FLUX DISSIPATIF ET LE FLUX RE3ERSIBLE 
_C--_C--_------F_--------------------------------------- 

Les systèmes thermiques considérés de façon macroscopique 

possèdent les propriétés suivantes : 

- linéarité 
- invariance par translation dans le temps 
- réalité 
- déterminisme [causalité) 
En effet, un système est câusal lorsque ses réponses à l'instant t 

ne dépendent que des valeurs des actions aux instants antérieurs ou égaux 
à t. Ce principe de causalité engendre une dissymétrie entre l'entrée et 

la sortie par le fait (trivial) que l'entrée précède toujours la sortie. 

Si x [t) et y(t) désignent respectivement l'entrée et la sortie 

d'un système, ces deux grandeurs sont liées par la relation de convolution 

bien connue : 

y(t) t - x  dr 

où h ( ~ )  représente la repense impulsionnelle du système ( noyau de lo 

Lorsque les propriétés précédentes sont établies, le noyau est 

wze fonction réelle et nulle pour les instants précédant l'action. 
 étude des systèmes en général fait appel à la notion plus 

rigoureuse de distribution et on montre que les noyaux des systèmes causaux 
possèdent les propriétés suivantes' : 

- définition sur un support [O,+-[ noté$)+ 

- expression définie par une fonction pour ] O ,+-[ augmentée 
d'une distribution origine composée d'une s o m  de mesures de Dirac et 
de ses dérivées C RG + L6' ) 

A cet égard, les synthèses thenniques présentent une simplification 

due au fait que, en l'absence de caractère selfique, la réponse impulsionnelle 
ne contient pas de ternes en ti ' . 

D autre part, le caractère distribué de la =apacité du système 

m u l e  le coelficient associé à la mesure de Dirac dans l'étude du noyau 

d' impédance, 



Pour des sollicitations à flux imposé, les flux dissipatifs 
et réversibles sont essentiellement définis par les valeurs respectives 

des parties réelles et haginaires de l'impédance thermique. 

En régime variable, on a : 

D'une façon générale, Z (w) constitue une fonction de réponse 

du système quelle que soit sa configuration et l'étude peut aussi être 

effectuée dans le domainetemp.fthéorème de Plancherel) 

La variation de température observée à l'entrée constitue la 

réponse du système consécutive à lbction 4 (t). Dans le cas d'un signal 

impulsionnel, on mesure la réponse impulsiomelle du système. Le caractère 

déterministe de cette réponse étudiée dans le domaine temps conduit à 

considérer des propriétés générales exprimées par les relations de Kramers- 
Kronig. ([27] [33l) 

Les propriétés de parité des fonctions dans un domaine et leurs 
implications dans le domaine dual sont largement exploitées dans la suite 

de ce travail. Le paragraphe suivant résume l'essentiel de ces propriétés. 

A - Causalité et signaux analytiques 

Une fonction quelconque de la variable x est dissociable en la 

somme d'me fonction paire et d'une fonction impaire. 

l 
fo(-x) = - fo(x) : imparité notée (o)i 

f,(-x) = - fe(x) : parité notée (e) 





La transformation de Hilbert d'une fonction f(x), calculée au point x, 
es t  définie par 1 'intégrale de convolution de f (x) par l a  fonction ( 1 /ITX) . 

V.P désigne l a  valeur propre de Cauchy c'est-à-dire l a  partie non divergente 

de 1 ' intégrale. 

La partie imaginaire du spectre es t  donc l iée à sa partie réelle soit  : 

o(f) = - j . ' de (~( f ) )  

~ ( f )  = ECQ - j %cE(~)I  
OCf) es t  appelée partie analytique associée au spectre e t  est liée à l a  

partie réelle par l a  transformation de Hilbert. 

La transformation de Fourier d'une fonction possède non seulement 

des frhuences positives mais aussi négatives. De façon pratique, me mesure 

physique n'uti l ise que des frhuences positives ( analyseurs de spectres, 

FFT ) e t  ce faisant associe au signal réel physique x f t )  une partie coqlé- 
mentaire imaginaire pure appelée signal analytique associé. 

Soit X(f) l a  transformée de Fourier au point f de l a  fonction x(t).  

On est  amené à construire l e  signal complexe z(t) associ6 à x(t) t e l  que 

l a  fonction Z(f) = $(z(t)) soit  identiquement nulle pour fcO e t  égale à 

2X(f) pour f>O. Ceci correspond à l a  causalité fréquentielle e t  conduit à 

l a  transformation de Hilbert appliquée de façon réciproque à la  façon 

précédente. 

Les considérations précédentes entraînent : 10 si  f<O 

par conséquent de façon symétrique au cas précédent, l e  signal complexe 

engendré par l a  prise en compte des seules fréquences positives est défini par : 



Les parties analytiques associées constituent donc des informations 

redondantes quant à l'analyse du signal. II ressort de ceci que, dans l'étude 

des systèmes thermiques, le noyau causal obtenu par mesure de l'élévation 

de température consécutive à une impulsion de flwr, constitue dans le domaine 
fréquence 1 ' inrpédance d'entrée du système. Les parties réelles et imaginaires 
de 1' impédance sont reliées par la transformation de Hilbert et les grandeurs 

physiques qui en découlent, flux dissipatif et réversible sont soumis à la 

même relation, 

La caractérisation des grandeurs énergétiques associées au régime 

inrpulsionnel ( respectivement pour tout régime monofréquentiel ) se trouve 

totalement réalisée lorsque 1 ' an connaît les valeurs de 1 ' impédance pour 
tout le spectre en fréquence . 

B - Application au calcul des relations entre flux dissipatif et réversible 
en régime impulsionnel 

Soit une paroi de longueur finie dont la température initiale 

uniforme est prise comme référence ( To ) et dont l'une des faces est 
soumise à une densité de flux inpulsionnelle, l'autre face étant en contact 

parfait avec un puits thermique à la température de référence. Figure ( III - 3 ) 

paroi 

homogène 
t 

j d t  = 1 h i e  1 
- 

figure ( III - 3 ) 



Pour une impulsion de contenu énergétique un Joule et pâr défini2ion 

du régime iripulsionnel, l'évolution de la température sur la face d'entrée, 

consécutive à la sollicitation, sera décrite par l'ensemble du spectre 
de l'hpédance d'entrée du système. 

6 
Soit z (t+Z Cf) z Ct) est le noyau d' impédance du système 

Le flux d' interaction complexe est défini par : 

r u  s = 0 Cf) . &f) = 4 Cf) 4tf) ZCfl a,r 

N G -e (t) + 4 (t) = z Ct)*6 * 6 = z (t) 'a, r 
henni tique causale 

En principe, la mesure de l'irrrpédance peut se faire indifféremment 

en régime irrrpulsionnel ou par l'analyse harmonique. Cependant, de façon 

pratique, si l'analyse en fréquence nécessite une instrumentation Glectronique 

d'asservissement et des temps de mesure prohibitifs, la mesure de la tempé- 

rature superficielle peut poser des problèmes lorsque l'on étudie une paroi 

fine devant laquelle l'impédance du capteur n'est plus négligeable ( parti- 

culièrement en haute fréquence ) . 
C'est en général la finalité des mesures qui détermine le choix: 

entre 1 ' analy;e dans le domaine Temps ou Fréquence. Cependant, d'un point 
de vue théorique, un contenu informatif optimal est nécessaire, et l'ensemble 
des informations doit gtre connu dans les deux domaines. 

La figure ( 111 , 4 ) représente les valeurs nomalisées de 

1 'impédance associée au système en fonction de la fréquence. La fonction 

Ze(f) possède la symétrie hermitique et définit le flux cowlexe d'interaction 

en régime impulsionnel dans le domaine Fréquence. 

Dans le domaine Temps, la mhe informatton est contenue dans les 
valeurs de la réponse impulsionnelle et, à priori hormis l'expérience, 
deux possibilités de détemination du noyau d'impédance seniblent possibles. 



figure C III - 4 ) a M P m  D I F R E E  NORMALISIE D'UN PIA- 



- Calcul par FFï' inverse 

Bien que plus aisément généralisable à l'étude de configurations 

cumpliquées, le calcul de FFT inverse ne pedt apporter qu'une information 

approximative résultant d'un compromis entre deux situations respectivement 

caracterisées par : 

soit la prise en compte d'une plage importante en fréquence. 
Sur les N points d'échantillonnage utilisés, l'influence de la très lente 
convergence ( figure III-8-a) vers zéro en haute fréquence, se traduit par 

un défaut relatif d'information quant aux premiers points. En conséquence, 

les valeurs de z (t) sont entachées d'une erreur dont 1 'imporyance augmente 

en raison du temps. 

Soit une plage faible en fréquence et l'utilisation d'une fenêtre 
Gaussienne d ' observation . Le défaut d ' information en haute fréquence 
se traduit par dlimportktes erreurs à l'origine. 

- Calcul analytique 
Le calcul à l'aide de la méthode des résidus ou l'utilisation 

d'une table ( [SI ) permettent d'obtenir le résultat suivant : 

1 En posant a = x  , compte tenu de l'expression de Z ( j w ) ,  

la réponse impulsionnelle en température s'écrit : 

Si R et C désignent respectivement la résistance et la capacité 

thermique du matériau, la relation ( 1 - 23 ) conduit à : 

12 R C = -  R 1 
a et c=v soit = C  ' WJ) 

zct) est ici eauprimé en K/J, sa transformée de Fourier ( Z(f) ) est en K/W, 

Il est logique de constater que l'évolution en température est une fonction 

inverse de la capacité et que la vitesse de décroissance est fonction de 

l'effusivité. 
2 

03 

z(t) = c  exp[-t ( g ( 2 n -  11121 ( 3  - 4 
I 



raie gchelle des t q s  étant dafinie en fonction de l a  nature 

du matériau, une v a l m  de n = 100 est suffisante paur une comrergence 
stable du dQvelappement calcul6 awc; faibles valeurs du temps. 

D'autre part, l e  calcul des premiers points peut être précisé 
en prenant une échelle d i la tk .  

Lv(hraluticm de l a  t m r a m e  sur l a  face d'entrk est  reprbsentée 

sur les figures ( III - 5 1 , 2 ) pour deux systhes respectivement consti- 
tu6s par : 

- 2,s nnn Plexiglass 
- 2,s mni C a a u t h c  

Les courbes & l a  figure CI11 - 5 3 sont rapporttkes B un temps 
dg analyse de 100 secondas audela duquel l e  systbe seniole r b  P son 
état initial. A priori, il nf existe p s  & c r i a r e  absolu pour &finir 

temps caractérisant l a  relaxation du systèmr e t  seule l a  vitesse de comr-  

D@W~ 59T-i +- 

& l1 "ouElil' de l a  sollicitation. 

L'utilisation d'une &&elle logarithuüqw du temps e t  de l a  tapé-  

rature conduit aux combes de la f b r e  ( I I I  - 6 ). L*ts&lle ein dscisse 
p e m t  alors de prendre en canpte six dhdes de t e s  telles que : 

La validité du développement ( 3 , 3 ) est v6rifiée par appli- 
cation d'un calcul & FFï'. Le temps d'analyse étant port6 1024 secondes 

afin d'augmenter l a  fisolution en fr6quenc8, l e  calcul est  effectd succes- 
sivement en 128 puis 1024 points. Le d u x i b  cas élargit suffisament 
la fenétre fréquentielle dlobservation p a r  mùiiiniser les alteraticns 
&s valeurs contenues en fin de fichier dues l a  symétrie brmitlque. 

( fi- III - 8 

par l a  surface sous l a  cour& assocî6e B z(t), point origîne calcul6'par 
la m. ihns l e  cas du plexiglass: 

lun )a- z (t) dt = Rfft m 0'01 38 K/IY 
P- 

valeur exacte a 1% pTè~ 



NOYAU D'IMPEDANCE THERMIQUE D'UN SYSTEME MONOCOUCHE 

APPLIQUE SUR UN PUITS DE TEMPERATURE 

- PLEXIGLASS 2.SMM 

CAOUTCHOUC 2.5MM 

SECONDES 

figure ( III - 5 ) REPONSE IMPULSIONNELLE EN TEMPERATURE 

SIGNAL DE DIRAC EN FLUX PORTEUR DE 1 JOULE 



1 1 1 I 
1 

I 
I 0 # 

I l l I 

0 
TEMPS CS) 

figure ( III - 6 )  REPONSE IMPULSIONNELLE EN TEMPERATURE 

SIGNAL DE DIRAC EN FLUX PORTEUR DE 1 JOULE 

ECHELLES LOGARITHMIQUES 



a 

Partie réelle de Z Cf) paire 
J 

noyau d1 impédance z [t) causal et réel 

, impulsion de 1 Joule 

plexiglass 2,s m 

figure ( III - 7): APFLICAT ION DE LA F E  AU CALCUL DES VALEURS DE L ' IMPEDANCE Z (f) 

A PARTIR DES VALEURS DU NOYAU CAUSAL z(t) 

b 

Le calcul est effectué en 128 points portant sur une fenêtre temporelle 
de 1024 secondes., 

I 

a I 
a.** I 

I 

des fréquences 
1 positives 
I 

- 
125 - mHz 2 

Partie imaginaire de Z ( f )  impaire 
I 



Partie réelle de Z(f) 

fréquence CmHz) 

. - 

za 
fréquence (@) 

figure C 111-8) : EVOLUTION DE L ' IMPEDANCE EN FO?dUION DE LA FREQUENCE 

~ALCULEE A PARTIR DE LA REPûNSE I~IPULSIONNELLE PAR FFT 

Plexiglass 2 , s  mm 

---8-- valeurs exactes ( relation 2 - 2 2  ) 

FFT calculée en 1 0 2 4  points fenêtre temporelle 

--8-- FFT calculée en 256 points de 1 0 2 4  secondes 



Les relations ( 3 - 3 ) et ( 3 - 4 ) conduisent à la réponse 

indicielle après intégration. Ainsi, pour une sollicitation en flux de 1 Watt, 

la température de la face d'entrée a pour expression : 

Pour des valeurs du temps inférieures à RC/4, cette relation peut &tre simplifiée. 

En effet, l'évolution de la température n'est fonction que de l'effusivité. 

t h W  soit ZCf )  = b~ 

d'où lii ee(t) = b J ? F  
t+a 

Cette relation constitue une fonction de référence caractérisant le début de 

la r6ponse indicielle de tout système themique. 

En effet, seule 1 'effusivité du matériau situ6 sur l'accès du système conditiome 
le début des échanges énergétiques. 

Les figures ( g 10) se rapportent aux mêmes systèmes thermiques que précédemment. 

L'utilisation d'une échelTe logarithmique du temps permet de comarer les évolution: 
de la fonction de référence et de la réponse indicielle dans le cas du plexiglass 

et du caoutchouc. 
2 Onvérifieque: pourtcRC/4 8e(t)=bm 

pour t-t.. ee (t) =Rth 4 

La figure C ILI , 30 ) représente l'évolution de la réponse indicielle en échelle 

logarithmique. L ' évolution en fi est mise en évidence par 1 ' égalité des pentes 
de chacun des tracés. 



-77- 
fonctions de 
référence - 

I +t/n 

plexig lass 

fîgure (111-9) : WONSES INDICIELLES EN TEMPERATURE 

ECHELLE LOGARITijMIQUE DU TEMPS 
Les signaux convergent vers les résistances thermiques 

de chacun &s échantillons. 

,) fonctions 
A 

figure [III-IO) : REPRESBEATION LOGARMBMIQUE DES REPONSES INIIICIELLES 



D'une manière générale, la mesure physique ne s'accomode que 

de représentations causales. Cependant, l'utilisation de la transformée 

de Fourier sur des signaux mesurés mène à des représentations bilatérales. 

La figure ( III - 11 ) illustre les deux cas d'études symétriques où soit 

la représentation fréquentielle soit la représentation temporelle sont 
constituées valeurs réelles et causales. 

J 

( Synchrone > 

Réponse 

impuls ionne lle 

Domaine Temps t Domaine Fréquence 

1 

figure ( I I I  - 11 - 1 ) La considération d'une réponse i~pulsio~elle 
causale entraîne une représentation complexe 

et bilatérale dans le domaine Fréquence. 

Réponse 

au doublet 

1 
Domaine Temps l D ornaine Fréquence 

1 
f igWe ( 111 - 1 1 - 2 ) La considération d'un spectre   mi latéral 

réel entraîne une représentation complexe 
bilatérale dans le domaine Temps. 



A titre d'exemple, pour un système thermique simple, en se 
reportant à une représentation réelle et causale dans le domaine temps, 
la figure (III - 12 ) illustre la comparaison entre les valeurs exactes 

de la partie imaginaire de Z(f) et celles obtenues par calcul numérique 
de la transformation de Hilbert. 

En considérant les valeurs de Re(Z(f)) calculées pour une fenêtre 

fréquentielle de 100 mHz en 200 points, l'imprécision des résultats augmente 

en raison de la fréquence. Figure [III - 12 - 3 ) . 

En effet, la fonction Re(Z(f)) ne converge que très lentement, 

et la troncature à 100 mHz entraîne une erreur croissante en fin de fichier. 

A la différence d'un calcul de FFT 03 une troncature de borne (t-w) entraîne 
une dégradation des valeurs proches de la borne duale Cf*), la transformation 

de Hilbert opérant d'un domaine dans lui-même.est caractérisée par une altéra- 

tion des valeurs proches de la troncature. Lorsque le calcul est effectue en 

1000 points, sur une plage de 50 mHz, les courbes sont confondues. Figure(II1-12-1, 

En d'autres termes, la connaissance de la dégradation d'énergie 
utilisable sur l'ensemble du spectre permet la détermination du flux réversible 

associé à une fréquence particulière ainsi que du potentiel moyen stocké. 

D'autre part, quelque soit la configuration du système thermique étudié, 
les considérations précédentes cand~~isent à la remarque suivante : 

Le système répond à une sollicitation quelconque de telle sorte 
quf à la partie paire de la réponse, correspond le spectre associé à la degra- 

dation composé des valeurs réelles. A la partie impaire, le quaspectre composé 
de valeurs imaginaires est associé à la dynamique des échanges en considérant 

le flux réversible, ou à la mémoire du stockage en considérant l1I31S. 

Figure ( III - 33) 



Figure (1 11-1 2) : CALCUL DES VALEURS DE LA PARTIE IMAGINAIRE DE Z Cf) 

PAR TRANSFORMATION DE HILBERT DE LA PARTIE REELLE 

fréquence (mtIz) 
a 4.- --++ - .---.-- - 4 ----- .- - --- .. - i---. -.-.. --- -- - -  A-- CL-- 

Plexiglass 2,s mm 

1 valeurs exactes ( relation 

2 calculée en 1Oûû points 

(f 1) 
-&E-a..i 

3 % calculée en 200 points 
fenetre 

fréquent i e  l l e  
de 100 mHz 



DOMAINE TEMPS DOMAINE FIIEQUEJYCE 

Transformation 
l 

de Fourier Synchrospectre 

partie impaire (O) 

- 1 
I (quadrature) 

flgure C III - 13 ) 

Les descriptions respectives du signal dans les domaines 

Temporel et Fréquentiel possèdent des prqriétés de parité telles que 

lors de la transformation de Fourier, un signal quelconque étant la somme 
d'une grandeur paire et dlune grandeur impaire, les transformées respectives 

associées sont réelles et imaginaires. 

La transformation de Fourier conserve la parité. L'appartenance 

aux domaines réel et imaginaire est permutée pour les parties impaires du 

signal . 



Une représentation unilatérale applicable aux deux domaines 

d'étude peut être envisagée si le concept de signal analytique est utilisé 

dans chacun des deux domaines. En effet, une réponse analytique est complexe 

mais causale. Le tableau ( III 14 )résume l'ensemble de ces propriétés. 

D'autre part, la connaissance de l'une des quatre représentations partielles 

permet la détermination des trois autres, 

Le principe classique d'étude d'un système conduit à la détenni- 

nation du lieu de Bode, représentation bilatérale dans le domine Fréquence. 

6 Ct) 
Dirac réponse fonction de transfert 

2npuls ionnelle bilatérale 

En d'autres termes, 1 'opérateur 6 (t) appliqué au système conduit 

à la fonction de transfert bilatérale, compte-tenu du fait que: 

d 
b 

réelle réelle bilatérale 

Afin de déterminer l'opérateur g(t) dont l'application mène à 

la fonction de transfert causale, on considère la transformation telle que: 

fenêtre 

t 1 - cos 2n B a 
- 

partie - 1 imaginzire 



Premier Domaùie 

i 
Trans£ormée 

1 

de Fourier 

A 
1 

1 

Réponse 
I 
I Réponse 

Synchrone 

Unilatérale I Unilatérale 

Réponse 1 Réponse 
I 

au doublet 8'  

I 

I 
I 

I 

figure C III - 14 ) 

Dans chacun des domaines, la description du signal analytique 

se fait dans le corps complexe mais jouit de propriétés d' Unilatéralité. 

La connaissance d'une des quatre parties décrites ainsi est 

équivalente à la connaissance de l'ensemble. 

Lorsque la description n'est pas analytique, l'unilatéralité 

dans un domaine entraPne la symétrie hennitique dans 1 'autre. 



LEGENDE ASSOCIEE AU TABLEAU 
( Unilatéralité (UL) associée aux représentations analytiques ) 

Signaux physiques ( le symbole = prend un sens d'affectation ) 

UL 

Unilatéralité 

X 

de Fourier 

Domaine Origine Espace Dual 

Bilatéralité , 

L ' association au signal physique réel d 'une partie analytique 
imaginaire définie par la transformation de Hilbert mène à un ensemble de 
représentations unilatérales ( causales ou anticausales ). 

X X 
Si xc0 Sgn(7) = - - x 

2 y =  -%+) - g ~ - ~ >  
car l'opérateur est linéaire 

Signaux analytiques 
5 , - - - - - - - - - - - - - - - - -  - -  

Ce), 

X , UL 

remarques : - La transformation de Hilbert change la propriété de parité 
1 [- étant' impaire ) 
X 

- notation : f(x) . Sgn(x) est notée Sgn(f(x)) 

- (e)+parité (o)=Simparité 

l 
1 

l 

1 
i 

1 



L'opérateur g i t )  permet d'obtenir l a  réponse analytique en fréquence 

du système dont l e  comportement e s t  décrit  par l a  réponse impulsiomelle 
composée à l a  réponse au doublet d (a) = 6 ' (a) . 

I 

La partie analytique associée à l a  réponse impulsiomelle porte a ins i  

l a  dénomination de réponse au doublet ( opérateur quadrature ) . 
D'autre part,  les  distributions d(a) e t  ô(a) sont mutuellement l iées 
par l a  transformation de Hilbert. En effe t ,  l e  passage à l a  limite de 

l'expression suivante démontre cet te  proposition. 

Figure ( III - 15  ) 

La figure ( III - 16) représente 1 'évolution en fonction du temps 

de l a  part ie  analytique associée à l a  réponse impulsionnelle définie figure 

C 111 - 5 ). Le calcul numérique de l a  transformation de Hilbert e s t  effectué 

en 532 points répartis sur un délai de 128 secondes; ces valeurs étant choisies 

afin de t r a i t e r  par l a  suite l e  f ichier  à l 'a ide de l a  FFT. La transformée 

numérique de Hilbert permet de conserver l a  résolution en temps due au nombre 

de points du fichier départ. L'accès à l a  réponse au doublet, e s t  en principe 

possible il l 'a ide de l a  FFT en N points. 

En effet ,  après troncature des redondances hermitiques, possédant 

N/2 points représentant l e  spectre causal, l a  FFT inverse génère l a  réponse 

impulsionnelle ( part ie  réel le  ) e t  l a  réponse au doublet ( partie imaginaire ) . 
Cependant, ce t te  démarche implique pour une résolution correcte en fréquence 

une plage d'analyse temporelle suffisamment large peu compatible avec une 

bonne resolution dans l e  domaine temps, compte-tenu du nombre maximum d'échan- 

t i l lons  p r i s  en compte par le-calculateur. La troncature engendre de plus, 
d'importantes erreurs s i  l e  signal e s t  caractérisé par une convergence lente 
dans l e  domaine fréquence. 



Par conséquent, la partie analytique est beaucoup plus accessible 

à 1 'aide du calcul numérique des valeurs principales de Cauchy ([2] [4] ) . 
La réponse au doublet possède une singularité à l'origine : 

lîm zCt) +*  et lim { z ( t ) >  = -- 
t 4  t a  

La convergence vers zéro de la partie analytique est plus lente 

que celle de la réponse impulsionnelle. Ainsi, l'évolution du signal analytique 

complet est physiquement plus représentative de la relaxation du système. 

La représentation en terme de module et phase peut être envisagée pour visu- 

aliser le signal analytique temporel. En effet, ce mode de représentation 
réservé usuellement au domaine fréquence, se justifie compte-tenu des simili- 

tudes formelles caractérisées par la transformation de Hilbert dans les deux 

domaines. 

Les figures ( 111-1 7 & 18 ) représentent les grandeurs citées 

précédemment calculées pour une paroi de plexiglass de 2,5 mm d'épaisseur. 

De ce qui précède, il résulte que l'examen de la seule réponse 

impulsionnelle est en fait aussi peu informatif que celui de la seule partie 

réelle de l'impédance : la visualisation complète nécessite alors l'extraction 

de l'enveloppe du signal complexe à partir d'une seule de ses projections. 

Par contre, la notion de module lié à l'énergie du signal analytique fournit 

l'ensemble de l'information. L'utilisation d'une échelle logarithmique 

appliquée au module permet de traiter des signaux sans limitation de dynamique. 



h(t)  : réponse au doublet obtenue par transformation 

de Hilbert  de l a  réponse impulsionnelle z(t)  

PLEXIGLASS 2.5MM 

--.1S-z(l) réponse irrrpulsionnelle 

.-w[t) énergie du s ignal  analytique 

f i g ~ i r e  (111-16) : EVOLWION EN WNCTION W TEMPS DE L4 REPONSE hPUZSIOEINELLE 

ET DE LfEN%GIE ASSC.CI'EE AU S I W  ANALiTIw 

s ( t )  = z Ct) - j ECt) v t  , Fi (t) > Z Ct) 
~ ( t )  = J Z 2  (tl + h2 (tIb 



logarithmique &Log (z C t )  ) 
- e - - ~ o ~ / z ~  (t) +h2 (t) 

plexiglass 2,5 mm 

figure (111-1 7) : EVOLlJï ION COMPAREE DE LA PARTIE REELLE ET DU MODULE 

MSOCIEE AU SIGNAL N'WflIQUE 
E C W  LOGARITf-MIQUE EN ORDONNEE 

figure (111-18) : EXILUTION DE L'ANGLE DE PHASE .4SS)CIE AU S I W  

ANALYTIQUE DANS LE DOMAINE TEMPS 

8- 

plexiglass 2,s mm 
temps Cs) - # 

B 126 



I I  RECIPROCITE DES SYSTEMES THERMIQUES 
____-C--CC---------I_---------------- 

La réciprocité est une propriété générale de la physique. 

Lorsqu'un système est invariant par rapport à l'inversion du sens des mou- 

vements microscopiques internes, la propriété est appelée réciprocité 

concrète. La description des processus intérieurs au système donne alors 

lieu à la constitution d'un modèle dont les équations de comportement sont 

invariantes vis à vis du sens du temps c'est-à-dire d'une substitution de 
t à -t. Lorsque le comportement est étudié à l'échelle macroscopique, 

en traitant les variables observables aux accès du système, la thermodynamique 

des phénomènes irréversibles pernet d'introduire la notion de réciprocité 

abstraite. Cette propriété issue des travaux de Onsager ( [161), se traduit 

par la possibilité d'appliquer le théorème des travaux virtuels aux régimes 

[35] compatibles avec les liaisons internes du systèmem. En aucun cas, la réciprocité 

abstraite ne doit être confondue avec 1' invariance par permutation des accès. 

Un système soumis à plusieurs forces généralisées Xk est -caractérisé 

par une génération d'entropie liée aux flux conjugués Jk par la relation : 

Les travaux dtOnsager montrent que chacun des flux est fonction 
de l'ensemble des forces mises en jeu par des relations phénoménologiques 

du type : 
- Jk - Li Lik Xk ( 3 - 9 ) avec Lik = Lki 6 relation de récipro- 

cité de ûnsager ) 

Les coefficients Lik sont appelés coefficientscinétiques en raison 

de leur dépendance vis à vis de l'échelle des temps choisie pour décrire les flux 

X = grad 1/T 
Par exemple si 

J = $ l  

Le coefficient L = A T2 dépend de l'unité de temps puisq~ie $l 

peut être défini en Joules par unité arbitraire de temps. 

Les relations dV0nsager correspondent à une propriété générale 
indépendante de tout modèle moléculaire, c'est ce qui fait d'elles un résultat 

themodynamique. 



L'équation de Fourier ( 1 - 18 ) n'est pas invariante vis à vis 

de l'inversio~~ du sens du temps. Cette rupture de symétrie par rapport 

au t q s  constitue une manifestation de l'irréversibilité longtemps considérée 
comme uniquement phénménologique. 

Le terme moteur associé à la relation [ 2 - 34 ) constitue 

une écriture analogue à ( 3 - 8 ) compte-tenu de la relatioz ( 2 - g ) . 
La densi té temporelle d ' exergie consonnée est une fonction bilinéaire 
des variables conjuguées aux flux d'entropie observables aux accès du système. 

Cette relation résulte de l'application du théorème des travaux virtuels 
à la thennique et camljte-tenu de l'hypothèse de linéarité, un système thermique 

à deux accès possède une matrice admittance dont les éléments sont assimilables, 
dans le domaine Fréquence, aux coefficients cinétiques de ûnsager. 

On montre d'autre part (1351 , en théorie des systèmes électriques, 

que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau à plusieurs accès 

soit réciproque est que sa matrice impédance ou admittance soit symétrique. 

La symétrie ou l'antisymétrie résulte des conventions de signe adoptées pour 

définir le sens des observables aux accès du système. N'ayant pas adopté 

les conventions générateur-récepteur de 1' électricité, la matrice impédance 

d'un système thermique doit être antisymétrique pour satisfaire à la récipro- 
cité abstraite du système. 

Systèmes monocouches 

Une paroi homogène d'épaisseur x possède deux accès. Conrpte-tenu 

des relations ( 1 , 24 ) exprimées sous forme matricielle, ce système est 

caractérisé par la matrice ivedance : 

La paroi honiogène constitue, par conséquent, un système réciproque 
vis à vis des grandeurs employées pour la 'description des processus thermiques. 

81 - avec [ Zl2 = - ZC/ sh y x = - z21 ( 3 - 10 
02 221 222 $2 ZZ2 = - Zc coth y x 

- Zii Zi2 $1 
Zli = Zc coth y x 



Systèmes bicouches 

L'assemblage de deux parois d'épaisseurs respectives x et y 

et de constantes de propagation y et y', possède une matrice de transfert 
égale au produit des matrices associées à chacune des parois. Ce produit 

n'étant pas cmwtatif, le système n'est pas invariant par retournement 

des accès. 

- 
matrice impédance 

du système b icouche 

figure ( III - 19 ) 

Le produit des matrices et l'identification avec les termes de 
la matrice impédance conduisent à : 

Zc ch y x ch Y' y + ZC2 Y' Y sh Y Y 
Zll = - z ( 3 - 1 1  1 

shyxchy' Y + A C ~ Y  x S ~ Y '  Y 
Z 
c2 

Z chy xchy' y +  Zcl s h y ' y s h v x  
z22 = + c2 z ( 3 - 1 2  ) 

chy x shy' y + A S ~ Y  x C ~ Y '  Y 
Z 
Cl 

I 
212 = - 221 = ' 

I 1 
( 3 - 1 3  ) - 

Z c h y x s h y ' y + r  shy xchy'y 
c2 Cl 

Un système bico~che possède par conséquent la propriét6 de réciprociti 

La généralisation pour mie paroi composée de n couches résulte de l'analogie 

électrique où l'on montre qu'un réseau composé d'éléments réciproques est 
réciproque. 



La description du système à l'aide de sa matrice impédance ou 

admittance permet d'associer aux termes du type Zii, le lien direct entre 
le flux observé sur un accès et l'écart en température sur ce m&e accès. 

Les termes du type Zij (ifj) constituent des coefficients de couplage 
entre l'entrée et la sortie du système quelle que soit sa constitution. 
Chacun des termes étant accessible à la mesure, l'analyse des systèmes 

thepniques en termes d'énergie utilisable est extensible aux systèmes à 

plusieurs accès. 



C H A P I T R E  I V  

DESOCIATION DES ENERGIES 

EN REGIMES PLURIFREQUENTIELS ET TRANSITOIRES 



1 ANALYSE DANS LE DOMAINE TEMPS : relations de définition 
............................. 

Un système thermique périodique sinusoïdal. peut être étudié 

à l'aide des grandeurs S et Sr respectivement associées aux flux dissipatif a 
et réversible mesurés aux accès du système. 

L'objet de ce paragraphe consiste à étendre les concepts définis 

précédemment à la caractérisation du stockage et de la dissipation dans le 

domaine temps, le système étant sollicité en régime quelconque. D'un point 

de vue purement théorique, nous supposons que, à l'aide de capteurs parfaits, 

on puisse accéder à tout instant aux mesures de e(t) et cp(t). 

Sur la face d'entrée du système, les échanges énergétiques définis 

dans le domaine Fréquence sont caractérisés par 1 ' interspectre : 

Les fonctions flf) et +Cf) étant réelles, le produit hermitique 

des deux grandeurs e (f) et + Cf) possède à fortiori la symétrie hennitique. 

L 'analyse dans le domaine Temps se fait alors à l'aide d'une algèbre de 

convolution oii l'ensercble des fonctions d'intercorellations possède des 

propriétés de parité permettant de découpler, dans le domai~e Temps, les 

parties réelles et imaginaires de l'interspectre. Ainsi, l'applicaticn 

du théorème de Wiener Kinchine conduit à : 

A et A. désignent respectivement les parties paires et impaires constituant e 
la fonction d ' intercorellation. Ces grandeurs ont pur expression : 



Ces deux quantités permettent d'associer à l'interspectre dans 

le domaine Fréquence, une densité temporelle d'interaction décalée dissirative 

ou reversible . 

Les grandeurs précédentes sont calculées à titre d'exemple pour 

les processus suivants. 

Une paroi de plexiglass disposée le long d'un puits thermique 

est sollicitée par des impulsions rectangulaires de flux, porteuses d'une 

même quantité d' énergie mais de durées différentes . 
Les figures ( IV - 1 & 2 ) représentent la forme des signaux kposgs 

et l'évolution de la température à l'entrée du système, 

Les signaux imposés ont les caractéristiques suivantes : 
flux de 1000 W durée 32 secondes 

énergie 3200 Joules flux de 200 W durée 16 secondes 

iigure ( IV - 1 ) flux de 400 W durée 8 secondes 

Les tracés relatifs à l'évolution de la température montrent que 

l'énergie incidente, à un instant donné, n'est pas délivrée à température 

homologue, En conséquence, à énergie interne égale, le découplage entre 

dégradation et stockage n'est pas effectué de la même façon. 

L ' m y s e  harmonique et le calcul numérique de ltintercorrélâtion 

entre flux et température mènent pour chacun des trois modes de sollicitation 

aux tracés de la figure ( TV - 4 ) . 

Le programne de simulation utilisant la FFT conduit aux fonctions : 

- eCf) et $Cf> 

- e .$* 
1 1 ( eP+$k) et 4x ( e+*-$e*) figure C ï V  - 3 j 

'4To 

La F E  inverse appliquée séparément aux parties réelles et imaginaires 

de l'interspectre conduit aux parties paires et impaires représentatives des 
interactions temporelles décalées. 

D'une façon générale, la fonction d'intercorrélation I$ (T) ne présen- 
4 

te pas la propriété d'unilatéralité, La causalité n'est obtenue que lorsque le 

signal imposé est de forme impulsionnelle . 



1 4, = 4ç0 W durée 8 secondes ) énergie 

2 (2  = 2ûû W durée 16 secondes 

3 (3 = 1ûûWdurée 32 secondes 

figure ( IV-1 ) : FLUX IMPOSES A L'ENTWE DLI SYSTEbE 

1 réponse à 41 
2 réponse à. 42 
3 réponse à 43 

figure ( IV -2) : ELEVATION DE L A - ~ ~ T L R E  DE LA FACE D'ENTREE 

calcul effectué en 128 points 



SPECTRE e (f) 

-0,5<f<+0,5Hz 

SPECTRE cp Cf) 

figure ( -3) : REPRESENTATION FREQUENTEU DU DEUXIEME PROCESSUS 

= 200 W pendant 16 secondes : l'évolution de l a  température découle d'un 
f i l t rage  passe-bas; il en résulte un interspectre t r ès  amorti. 



1 (, = 400 W durée 8 secondes 

2 m 2  = LOO W durée 16 secondes 

3 m 3  = 100 W durée 32 secondes 

décalage 

-84 128 

figure ( IV-4 ) : INTERCO~LATIONS ENTRE LtELEVATION DE TEMPERAm ET LE FLüX IMPOSE 
SUR LA FAE D'ENTREE DU SYSïI3E. 

Chacune de ces fonctions est associEe à l'interspectre du processus correspondant, 

Les fonctions dtintercorrélation ne possèdent pas la propriété de causalité sauf lorsque le flux 

tend vers une mesure de Dirac; ltintercorrélation s'identifie alors à la réponse impulsionnelle. 



figure ! TV-5 ) : PARTIES PURES DES FONCTIONS D!INTERCCiRRELATION 

TEMPERATURE-FLUX 
Chacune de ces fonctions est associ6e à la partie réelle de l'interspect. 

du processus correspordant . 

C 

figure( Nd ) : PAFSIES IMPAIRES DES FONCTIONS D'INTERCORRELATION 

m E R A T U R E  -FLUX 
Chacune de ces fonctions est associée à la partie imaginaire de 
l'interspectre. 



figure ( IV-7 ) : FOIETIOG D1AU'ïOCORRELATIO1J ASSOCIEES AUX FLUX 

IMl'OSES REPRESENTES FIGURE ( IV - 1 ) 

Quelle que soit la sollicitation imposée, flux ou température, 

la classe du signal associé est caractérisée par la fonction d'autocorrélation. 

FA effet, les interactions décalées de dissipation et de stockage sont définies 

par la réponse impulsionnelle et l'autocorrélation du signal incident. 

Dans le cas d'un flux imposé : 

$ 1  ~z(f).+(f).~*cf)l = z(t)*$;'( ((f).+*(f)) Re+(') t 
= z (t) * [$ (th+ 

Une fonction d'autocorrélation est toujours paire vis-à-vis de la 

variable de décalage; par conséquent : 

[ z (T) causale 

R (T) paire + @ 



La décomposition du noyau d'impédance en parties paire et impaire 
conduit à la caractérisation des interactions décalees de dissipation et 

de stockage. 

z (t) = ze(t) + zo(t) avec zo(t) = ze(t) sgn(t) 

Deux cas limites sont à considérer : 

- le flux est assimilable à une impulsion de Dirac 

Les parties réelles et imaginaires de l'interspectre constituent 

l'j,.q&iance du système et sont reliées par la trans5omtion de Hilbert. 

La figure ( IV-8 ) représente de façon.qualitative les deux grandeurs 

d'interaction décalée. 

figure ( IV-8 ) : ( représentation qualitative ) 

Pour le support r E @ , -e [ la dissipation et le stockage interviennent 
de la & m e  façon dans le processus. La sollicitation 6(t) étant très riche 

en Haute Fréquence, cet état de fait peut être rapproché à la forme de 1 ' im- 
pédance caractéristique ( 1  - 26) dont les parties réelles et imaginaires 

sont égales. 



- le flux entrant est défini en régime permanent 

soit $(t) = cte = 1 $(f) = 6 Cf) 

La densité spectrale d'interaction est purement réelle. Par conséquent, 

l'interaction décalée est uniquement paire. Le signal n'est plus à énergie finie 

mais à puissance moyenne finie. 

1 

lim B (t) t(t-r) dt = ~4' 
f- 

La partie impaire associée à ce processus est un infiniment petit 

de telle sorte que, au cours du temps, le stockage n'intervient pas de façon 

dynamique. Cependant, en aucun cas, on ne peut préjuger de 1' inexistence d 'un 

potentiel stocké de façon statique dans le système. 

Ces deux cas limites encadrent une infinité de régimes. En considérant 
une sollicitation en flux à énergie finie définie par une forme en créneau de 

largeur variable, la figure suivante illustre qualitativement l'extrapolation 

des processus de la figure ( IV-6 ). 



A l'approche uu régirile iinpulsionnel, l'intercorrélation tend 
vers le noyau causal d'impéaance. 

Lorsque le régime devient pauvre en H. F , 1 ' intercorrélation 
 te^ vers la parité. 

En effet, le calcul approche l'expression d'une autocorrélation 
caractérisée par l'évolution synchrone des deux variables conjuguées 

liée à la disparition de la dynamique du stockage. Le maximum observé sur 
la partie impaire, converge vers zéro. ûn ne peut cependant conclure quant 

à la valeur définie par la surface sous la courbe. 

A - Dissipation en régime variable 

L'interaction dissipative est définie par la partie réelle de 

1' interspectre : pour un processus décrit par des observables Qéfinis 
sur un support borné, le théorème de Parseval conduit à : I 

I 

Dans le cas des sollicitations périodiques, ceci conduit au fait 

que la somme des raies de flux dissipatif est égale à la moyenne teqorelle 

de la dissipation dans l'ensenible du système. Ce cas, trivial en électricité, 
correspond à la propriété de composition des raies de puissance active 

associée à la puissance moyenne dissipée . 

L'examen de la figure ( IV-4 ) conduit aux remarques suivantes : 

- Les valeurs à l'origine des fonctions d'intercorrélation sont 

définies par les valeurs à l'origine de leur partie paire associée. A valsur 
égale d'énergie interne transférée ( 3200 J ), les régimes riches en H.F 

engendrent des pertes dtexergie beaucoup pl- importantes que les régimes B.F. 

- Les surfaces définies par chaque intercorrélation sont identiques 
à fortiori. 



En effet : 

(3, (r) dr = = interspectre en f=O [J.K. s) 

/ +CO 
Dans le cas de la figure ( IV-4 ), R = 0,0137 Joules; Soit 

De la façon dont les concepts ont été introduits, le formalisme 
précédent s ' étend à 1 ' étude de toutes les structures envisageables. Ainsi, 
en régime variable, la dissipation d'énergie utilisable est essentiellement 

liée à la composition du cospectre associé aux variables conjuguées par 
rapport au f l m  d'entropie. Par conséquent, pour une dissipation moyenne 
observée, il existe une classe de signaux de sollicitation du système définie 

par une même fonction dt autocorrélation dans le domaine Temps. Le cas le 

plus simple correspond au régime sinusoïdal où la résistance effective (2 - 20 ) 

suffit quant à l'étude de la dissipation. 

Une sollicitation imposée étant caractérisée par un spectre donné, 

pour une mhe énergie interne transférée à travers une paroi, le minimum 

de'géération d'entropie s'observe lorsque la bande passante définie par 
1 'impédance englobe le spectre associé au flux incident. 

Les méthodes classiques du traitement de signal sont ainsi appli- 

cables à l'analyse des pertes d'exergie observée au cours d'un processus. 

La connaissance de la réponse impulsicmnelle permet de prévoir le comportement 

du système pour toutes les sollicitations quelle que soit la structure envisagée. 

B - Stockage exergique en régime variable 

L'interaction d'échange est définie par la partie imaginaire de 

llinterspectre. La partie impaire de la fonction d'intercorrélation et le 

quaspectre sont les transformées de Fourier l'une de 1 'autre. Une différence 

essentielle par rapport à l'étude de la dissipation réside dans le fait que 

l'application du théorème de Parseval sur l'enseinble de ltinteraction ne peut 

rien apporter. La partie impaire de 1 ' intercorrélation est caractérisée par 
une valeur nulle à l'origine due à l'hermiticité de 1' interspectre. 



Cette valeur a pour signification physique le fait trivial que, au cours 
de 1 'entretien d'un régime périodique, on n' apporte pas de puissance 

moyenne relativement au stockage dans le système, ce dernier étant le siège 

d'un régime établi. Pour l'extension aux régimes apériodiques, cette valeur 
nulle est à rapprocher du fait qu'au-delà de la relaxation du système, 

il ne subsiste plus d'énergie stockée. 

Lorsqulun régime est caractérisé par un spectre utile borné en B.F, 

la figure ( IV - 4 ) permet d'observer une intercorrélation proche de la 

parité..Le cas limite du régime permanent est exempt de phénomène de stockage. 

Seul'l'établisswent de ce regime est caractérisé par une dynamique de 

stockage telle que l'EMS constitue l'information résiduelle non nulle a tout 

instant quant au travail fourni par l'extérieur pour établir le régime. 

Ainsi l'ENS représente une information intégrale sur les échanges énergétiques 
observés aux accès du système. L'observation de la figure ( N - 6 ) conduit 
à remarquer que la surface définie par la partie impaire de l'intercorrélation 

lorsque 0q.c~- évolue entre deux valeurs définies respectivement par R/2 

- en régime impulsionnel et une autre grandeur fonction de la dynamique du 

régime imposé. 

compte-tenu de ce qui précède, la relation quantitative existant 

entre l'EMS et la partie impaire de llintercorr$lation peut Gtre établie 

de la façon suivante : 

avec % (0) = O et A. Cr) fonction exempte de discontinuités pour 

TG Io,-[ 

d'où 

Considérons un régime périodique tel que 1 ' interspectre soit caractérisé 
par une distribution de raies. L'  intercorrélation est alors périodique. 



r 
E~ x =-où r désigne la période, il suit : 

2  

compte-tenu de la parité de Sr/o 

L'identification de la somme des raies d ' m  associée à chaque composante 
du régime périodique mène à : 

où ltintercorrélation est définie par : 

0 (T) . 4(t-~) - 8 (t-T) . 4 (t) dt ( 4 - 1 1  ) 

Cas particulier du régime sinusolldal 

La fonction d'intercorrélation est de la forme bien connue : 

Roc 0) = COS (UT - Y) ( 4 - 1 2  1 
2 

06 \Yest,ltanl>le de déphasage lié à l'impédance définie en entrée du système. 

La séparation des parties paires et impaires conduit à : 

Aoh) = sin UT. sin Y 
2  J 

La relation C 4  - 10  ) peut alors être appliquée. 

'ïo . m = il r'z 00 40 1 0 0  40 - cos UT. cos Y ~ T  = 
2  

sin Y 
W 

( 4  - 14 ) 

Le résultat est conforme à la définition ( 2  - 42 ) du potentiel thermique moyen. 



C - Extension à l'étude des régimes apériodiques 

x(t) et y(t) désignent les variables conjuguées au flux de puissance. 

Un processus étant défini à partir d'un état initial de repos, x(t) et y(t) 

sont des signaux à énergie finie. L'interspectre possède des parties réelles 

sa et imaginaires Sr fonctions continues de la fréquence. Au point f, la 
grandeur SJZo caractérise la part associée à la fréquence w dans le stockage 

énergétique. C'est une fonction paire pour laquelle l'application du théorème 

de parseval permet d'écrire : 

ç t  désigne l'énergie stockée au temps t dans le système. 

Compte-tenu de la relation ( 4 - 3 ), ( 4 , 15 ) conduit à : 

+.TJ-y tif = - 4 (7*sr(i) 1 ' 1 avec $ n g n  Ef: (t) 

wSt dt = -) [~gn(t) j Ao(t)] 4 A. (t) . Sgn(t) dt 
t=O 

La surface associée à la partie impaire de l'intercorrélation constitue 

lthistoire du stockage pour une sollicitation à support borné. 

La ~otion cie résistance effective liée à la dissipation est directe~ent liée 

à la partie paire de l'intercorrélation. Compte-tenu du fait que la sollicitation 

est caractérisée par sa fonction d'intercorrélation, 

En régime sinusoïdal, ( 4 - 13 ) et ( 4 - 17 ) conduisent à la relation classique 

Reff = Iz I  cos Y ( 4 - 1 8 )  



D'une façon plus générale, la relation ( 4 - 17 ) garde un sens 
pour les signaux apériodiques de telle sorte que la résistance effective 

[231 constitue une fonction de transformation! 
L'étude expérimentale d'une configuration donnée à l'aide des 

techniques de corrélation s ' effectue de façon plus simple qu'avec des mesures 
directes, ces dernières nécessitant la mise en oeuvre d'une instrumentation 

synchronisée pour relever les valeurs de la phase et du mdule de l'impédance. 
Lorsque la température et le flux sont affectés de valeurs quadra- 

tiques moyennes constantes, les principes précédents restent applicables. 
Les signaux périodiques et la plupart des signaux stockastiques rencontrés 

en pratique possèdent cette propriété. 

La relation C 4 - 10 ) permet l'analyse du régime permanent. 

En effet, Four un système homogène, 1 ' M  prend alors une valeur maximale 

conformément 5 la figure f II - 10 ). D'autre part, quelque soit le régime 
de fonctionnement, l'expression suivante possède une limite finie. 

r 
lim f IoA0(d # ( 4 - 1 9 )  
r- 

La convergence s'établit entre deux bornes définies respectivement 

par l'étude des régimes pennanent et ùirpulsionnel. Cette propriété se traduit 

physiquement par une impossibilité pour un système quelconque de stocker indé- 

finiment de l'énergie utilisable. 

Dans le cas des signaux à énergie finie, la re3ation ( 4 - 16 ) 
est applicable à l'étude de processus où, à l'origine, les variables sont 
nulles. L'énergie stockée dans le système étant une fonction positive, exemple 

de discontinuités, la relation ( 4 - 16 ) permet d'obtenir l'histoire du 
stockage sur l'ensemble du processus. A partir d'me telle relation, une question 
essentielle peut être fomlée : conment et à quelles conditions peut-on 

déteminer la valeur de 1' énergie stockée à un instant donné dans un système, 
à partir des mesures effectuées aux entrée et sortie de ce dernier. 



11 DYNAMIqUE DES ECHANQS ENERGETIQUES 

La relation ( 4  - 1 ) permet de décrire les échanges énergétiques 

aux accès d'un système à l'aide d'un interspectre défini dans le domaine fréquence. 

La séparation des énergies sous forme de stockage et de dissipation peut toujours 

être réalisée lorsque chacune de ces grandeurs peut &tre fomalisée sous une 
forme orthogonale à ltautre.Dans le domaine fréquence, la relztion de quadrature 

entre parties imaginaires et réelles représente la relation d'orthogonalité 

temporelle suivante : 

A0(r) . A,(=) dr = O  ou Ao(r) A,(r) = O pour les phénomènes 
périodiques 

( 4 - 2 0  1 

La transformation de Hilbert pes &tre appliquée aux grandeurs conjuguées 

à l'énergie de telle sorte que l'analyse dans le domaine temps permet de donner 

une représentation générale de 1 ' interaction réactive observée sur 1 ' accès d'un 
système. L'une des relations obtenues( 4  - 25 ) répond au formalisme développ6 

[37] [39] par ~udeanu'pour l'étude des phénomènes électriques. 

Remarquons en premier lieu la propriété d' orthogonalité existant entre 

une grandeur physi.que et sa transformée de Hilbert: 

En effet : 

Cette propriété est à rapprocher de l'absence d'imparité relative à 

1' intercorrélation calculée pour deux grandeurs évoluant de façon synchrone 
( système sans mémoire ). 

Dès lors, en présence de deux grandeurs physiques conjuguées énergétique- 
ment relativement à un processus doué de stockage, il apparaît utile d'étudier 

le produit scalaire entre l'une des grandeurs et la transformée de Hilbert de 

l'autre. Nous examinons successivement le sens de cette opération en régime 

périodique puis apériodique. 



A - Dynamique associée aux régimes périodiques 

Soient x et y les grandeurs conjuguées à l'énergie. x(t) est la 
grandeur intensive et y(t) l'extensité observée sur l'accès du système. 

~[t) = xct) y(t) représente l'interaction instantanée entre les deux 

grandeurs. 

~n s~pposant que le processus est défini par la superposition d'un 

ensemble de régimes périodiques, 1 ' interaction instantanée se décompose en trois 
tennes : 

n Yn P =  E -  a 2 
cos Y n  

P est l'interaction active observée au cours du processus. Urn est le déphasage 

observé à l'harmonique n. 

Xn Yn Q =  c sin yn 
O 2  

Q représente l'interaction réactive où les échanges relatifs à chaque harmonique 

sont effectués à la fréquence mgulaire 2%. 

3 représente l'ensemble des termes croisés apparaissant dans l'écriture de s(t) , 

Ce terme traduit une conqjosition "de distorsion" dont l'étude rigoureuse présente 

de nombreuses difficultés notament du point de vue de sa mesure, 

De ce fait, il apparaît essentiel de s 'intéresser non pas à 1 'interactior 

inçtantanée mais à l'interaction décalée ( 4 - 6 ) somée sur une période de 

la fondamentale. L'indépendance linéaire de chacune des fréquences harmoniques 

entraîne 1 ' inexistance d 'un terme d ' interaction de distorsion décalée et justifie 
le sens physique des relations ( 4 - 2 à 4 - 6 ). 

Le calcul conduit aux relations : 

(T) est en quadrature par rapport à Ae Cr) : 



L ' interaction active peut alors être définie : 

En considérant Y,, le déphasage relatif entre les grandeurs extensives et 

intensives au rang n, on distingue chacune des composantes yn : 

Soit A'(=) l'interaction définie à l'aide de l'extensité en quadrature pour 

chaque harmonique. 

Compte-tenu de la relation %( sinut ) = j coswt 

n yn A! (T) = j c aT sin Yn COS n w ~  
n 

A' C ) désigne une fonction paire permettant d ' identifier 1 ' interaction réactive 
à la relation suivante : 

Q = ~ ' ( ~ ~ 0 )  = - l 1; x(t) . x(y(t) dt produit scalaire sur une période 
T 

L'antisymétrie de la relation précédente constitue une propriété valable 

pour tout régime. La vérification de cette propriété permet l'extension du 

concept à l'étude des régimes apériodiques. 

B - Dynamique associée awr. régimes apériodiques 

Le produit scalaire est étendu à 1 'ensemble de 1 'observation. 

y(t) étant un signal physique réel, ( 4 - 26 ) est équivalente à : 



Les grandeurs x(t) e t  y(t) 6tmt definies causales, les parties rhlles et 
imaginaires de leur spectre sont transfoimées de Hilbert l'une de 1 'autre. 

L1 indice 1 6tant rapporté atm parties réelles, 1' interspectre slbcrit: 

s,w = &YI+ % &) %(YI)) C ..4-28-1 ) fonction paire 

s,cf) s yl %@ci) - x1 Jel) ( 4-28-2 ) fonction impaire 

Ces deux dernières relations g&alisent l'expression ( 4 - 1 1 . 
D1autre part, l e  calcul de YCf) .*Cf) conduit B ~*(f) = Sa j Sr, 

Ilintégration de C s ( f )  ) conduit écrire, capte-tenu de l a  fonction Sgnw : 
-= L.' 

I" OFF . i- 
ct,, dt - 2 Jq= sr 

LP..' 

- , ,  , 

Cette relation constitue une '&pression du thhrfime de Parseval sur les grandeurs 

careict6risant les échanges réactifs d l h r g  
r;S~wh 

i A. 

~3.& 



III ANALYSE ET DISSOCIATION DES ENERGIES 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - C - i - C - - - - - - - - - C  

A - Généralités 
Soit un processus de durée finie où xCt) et yct) représentent 

les variables observables conjuguées au flux de puissance mesurées en entrée 

et sortie d'un système causal, réciproque et monodimensionnel. 

On considère l'hypothèse restrictive ( mais non nécessaire ) d'un 
d r e  de formes énergétiques égal à deux. Par exemple, l'analyse des réseaux 

électriques &ne à trois formes respectivement définies par : 
- la dissipation par effet Joüle 
- le stockage capacitif - le stockage selfique 
En se limitant à l'étude des systèmes incomplets C deux formes 

seulement ), il est possible de développer un formalisme susceptible de 

dissocier les bilans relatifs à chacune des formes énergétiques. En effet, 
myennmt plusieurs hypothèses sur le temps d'observation des variables 

mesurées a u  accès du système, on peut calculer, à un instant donné, la 
quantité d'énergie. stockée dans l'ensemble du système et l'énergie dissipée 

depuis l'état initial supposé au repos. Le fait qu'en thermocinétique, il 

n'existe pas de forme éqiivalente au stockage selfique, permet de n'étudier 
que deux formes énergétiques. 

L'étude effectuke au paragraphe ~récéde~t ne permet m e  dissociation 
que scus fome ktégrale, c'est-à-dire portant sur l'ensemble d'un cycle 
thermodynamique. Les relations ( 4 - 8 ) et ( 4 - 16 ) conduisent à écrire : 

Les bornes A et B désignent les plans d'entrée et de sortie du 
système. La relation ( 4 - 30 ) détermine l'histoire de l'énergie stockée 
C en J.s ) entre les plans A et B. La relation ( 4 - 31 ) est assujettie 

Lune borne infinie en raison du fait que le processus cyclique sur son ensemble 

est totalement dissipatif. 



Cette propriété apparaît immédiatement si 1 ' on considère que la 
relation ( 4 - 8 ) résulte d'un calcul d'intercorrélation à l'origine et que 

cette opération met en oeuvre des valeurs postérieures à tout instant où 

les variables sont non nulles. Ainsi, on peut Gtre amené à rechercher dans 

quelle mesure l'intégrande par rapport à [T) dans ( 4 - 30 ) peut gtre rapprochée 
de l'énergie stockée à un instant donné. 

Le système physique étant défini par des lois de comportements, 

les relations C 4 - 30 ) et C 4 - 31 ) montrent que l'étude de l'histoire 

énergétique du processus ne nécessite pas l'étude de ces lois. La seule 

limite tient à la nécessité d'un état initial de repos du système. 

L'étude suivante a pou objet de rechercher si, compte-tenu dthypo- 

t6èses correctes, les formes énergétiques peuvent être calculées et dissociées 

à tout instant déterminant le détail d'un cycle thermodynamique. Il apparaît 

alors que, indépendamment de la connaissance de la constitution précise du 

système, l'étude des variables conjuguées à l'énergie mesurées sur une ou 
plusieurs ' "surfaces de contrôle" englobant le système, mène à la séparation 

1301 du stockage et de la dissipation. Une étu& rigoureuse, effectuée par ~run* 

introduit un formalisme de base fondé sur les propriétés relatives à la 

[71 transformation double de Laplace appliquée à l'étude d'un système mécanique. 

Dans la suite de notre travail, nous introduisons les relations nécessaires 
au traitement du problème à l'aide d'un formalisme plus simple bien que mathé- 

matiquement plus faible. Nous prenons toutefois le soin d'insister sur le fait 

que les relations c 4 - 30 ) et [ 4 - 31 ) résultent d'une analyse fréquentielle 

et sont compatibles avec le formalisme suivant. 

B - Etablissement des relations de base 

Les formes énergétiques sont en général définies à l'aide de gran- 

deurs quadratiques; un système apte à stocker de l'énergie, fait intervenir 

ses variables d'état de façon quadratique dans la description de la mémoire 

du processus. La fonction de dissipation, d'autre part, s'exprime à l'aide du 

flux dtextensité mis en jeu élevé au carré. 

Ainsi, compte-tenu de ce qui précède, on est amené à rechercher 

une relation entr'une grandeur quadratique et son expression à l'aide de 
fonctionnelles d'interaction décalées. 



Soit <e la classe des fonctions absolument continues par morce- ( respec- 

tivement à nombre fini de points de discontinuité sur tout intervalle fini ) 

x(t) désigne une variable d'état du système 

~(t) E e et vtco , ~(t) = O ( 4 - 3 2 )  
Au point t = T on cherche à exprimer x2(T) sous forme d'i-me fonctionnelle 

compatible avec la définition de l'intégrale de Stieltjes : 

Si fcx) et g(x) sont deux expressions simples de la fonction x(t) telle que 

leurs supports respectifs soient disjoints, l'expression ( 4 - 33 ) garde un 
sens convergent et l'intégrale de Stieltjes ainsi définie possède la propriété 

de pouvoir être calculée par parties. 

On définit alors les deux applications suivantes : 

Si on s 'intéresse aux instants ~E[o,T] , les points de discontinuités respectifs 
de f et g sont répartis sur un support [O, ZT] ; f et g ne possèdent aucun point 
de discontinuités en commun. 
On peut alors écrire : 

x2(T) =LT [x(~T-t) . i (t) - t ; 62~-f 11 df ( 4 - 3 5 - 1 )  

Soient x(t) et y ( t )  deux fonctions causales et continues presque partout l 

NI 1' intervalle [O ,2T 1 . On désigne par B (T) la fonne bilinéaire Bfix, y) suivante : ~ 



En posant T = 2T-t : 

La forme bilinéaire peut être considérée comme un opérateur noté 

appliqué au couple de fonctions x(t) e t  y(t). J 
Lorsque y(t) = >f(t), l a  relation ( 4 - 36 ) entrafne : 

Lorsque y(t) = x(t) , l a  forme quadratique x2 (7) analogue à ( 4 - 35 - 1 ) 

peut s t é g i r e  : 

j+(x,x) = x2 (Y) - - 2 - t )  x(t) dt  x (ZT-t) X(t) d t  

Lorsque l a  fonction x(t) n'est pas assujettie à la causalité, les relations 

( 4 - 35 ) deviennent : 

x2(T) - ~ ( 0 )  x(2T) = JT x ( T t )  (t) d t  [ 4 - 39 ) 

L'étude des systèmes linéaires conduit couramment à l a  formulation triviale 

La différence essentielle entre ( 4 - 40 ) e t  ( 4 - 35 ) réside dans l e  f a i t  

que ( 4 - 35 ) f a i t  intervenir les valeurs de l a  fonction calculée en deux 
régimes différents décalés dans le  temps e t  permet d'introduire l'opérateur 

a 
[3a y applicable au sens des travaux virtuels, aux équations de comportement 

d'un système. 

Le produit x(T) y(T) peut ê tre  défini de l a  même façon que ( 4 - 35 - 1 ) 



Compte-tenu des mêmes hypothèses : 

x(T) ml = [x(t) y(ZT-t)] = /T y(2T-t) ;(t) dt 
O 

c - Application aux équations de comportement d'un système thermique 

Les variables conjuguées au flux d'entropie sont assujetties 

au principe des travaux virtuels discuté précédemment ( ch II, 5 4 ). 
La figure ( IV - 10 ) représente une configuration multicouche monodimen- 
sionnelle, où l'on suppose homogène chacun des constituants. 

accès 
A accès 
I )X 
1 L 

figure C IV - 10 ) 

Les points A et B constituent les accès du système. Entre ces 

deux limites, la température et le flux thermique définis localement, sont 

des variables cachées. Ainsi, avec le flux d'entropie défini localement, 
les grandeurs énergetiques telles que la densité linéïque de dissipation 

et de potentiel constituent des variables cachées. On cherche à relier ces 

dernières grandeurs aux observables mesurées aux accès, afin d'obtenir la 
dissipation et le stockage de façon globale. A cet effet, nous appliquons 

[6]  [18] à la thermique le principe des travaux virtuels en considérant deux régimes 

distincts.noté~ C 1 S 2 ) compatibles avec les équations de comportement à 

deux instants distincts. 

Les observables sont définis aux points A et B du système pour 

chacun des régimes. 



A l 'instant t = T les deux formes énergétiques globales se définissent 

respectivement : 

Ces deux dernières relations s 'interprètent au sens de C 2 - 30 ) e t  de 

2 - 33 canpte-tenu du f a i t  que ( 2 - 33 ) exprime une dissipation 

instantanée. Le facteur constant ( l/To ) n'est pas explicité afin de 

conserver un sens plus général aux relations. 

Recherche de l a  s m e  des formes ( U + a )  

Recherche du potentiel thermique U 

Soit 4, = 4 (t) e t  e = e CZT-t) 



La relation ( 4 - 42 ) conduit à écrire : 

En intégrant les deux membres de cette expression à l'aide de l'opérateur 

JT = LT - /," , compte-tenu du fait que ce dernier est corntable avec 
l'intégration spatiale : 

Le premier terme du second membre est identiquement nul en tout point compte-tenu 
de 1s relation ( 4 - 38 1, Lt+égrande en x du deuxième terme peut être 
rapportée aux relations ( 4 - 35, 1 et 2 ) soit : 

l 

Il résulte de la relation ( 4 - 46 ) que le stockage énergétique calculé à 

un instant t = T, nécessite la connaissance des observables aux accès du 
système mesurés à l'instant t = 2T; les relations ( 4 - 45 ) et ( 4 - 46 ) 
permettent alors la dissociation des formes énergétiques. L'application du 

principe des travaux virtuels à l'aide de deux régimes admissibles vis à vis 

des équations de caaportement correspond à un raisonnement fréquent en physique. 

cependant, I'association de deux états provenant d'un même régime observé à 

deux instants différents constitue une hypothèse supplémentaire permettant 

d'appliquer 1 'opérateur lT ; La même hypothèse, ad jointe au théorème de 
Tellegen permet en électricitg de déterminer la différence entre les énergies 

électrostatiques et magnétiques d'un système. Nous avons supposé implicitement 

que d'me part, la différence de température en deux points ne dépend pas du 

chemin d'observation puisque la température est une variable d'état, et que 

d'autre part, l'ensemble des flux thermiques confluant en un point est nulle 
-,+ puisque le système ne dispose pas de sources internes ( div.4 = O ). 

Ces considérations, triviales en thermique, sont essentielles en électricité puisqu'à 

la base de la loi des mailles et des noeuds. 



D - Etude des formes énergétiques lors d'une transition entre deux états stables 

La matrice impédance thermique d'un système multicouche possède 

symétrie par rapport à sa diagonale traduisant la propriété de réciprocité 
et les relations ( 4  - 43 ) et [ 4  - 44 ) gardent leur signification si A et g 

sont des fonctions de l'abscisse x. Ainsi, les démonstrations des relations 
( 4 - 45 ) et ( 4 - 46 ) restent cohérentes quelle que soit la constitution 

du système entre les accès A et B. 

@elle que soit la sollicitation imposée sur la face d'entrée 

en supposant un processus pour lequel les observables s'établissent à des 

valeurs stables au-delà d'un temps fini, la relation ( 4 - 46 ) conduit à 

écrire : 

Le stockage associé à la transition entre les états 3 et 2 

s'exprime de façon simple en considérant les valeurs ( 8 - , p )  associées 
à l'état 2 stabilisé. La borne r de l'intégrale peut être choisie non infinie 
compte-tenu de la vitesse de convergence vers l'état stable 2. 

En supposant la face de sortie du système [B) apposée le long 

d'un puits thermique, la relation ( 4 - 47 ) peut s'exprimer en fonction du 

noyau d' impédance défini à l'entrée du système : 

z(t-u) (u) du] dt ( 4 - 4 8 )  

Cas d'une sollicitation indicielle en flux; $ 0  

soit mA = O Vt É O 

$* = ,O art > O 

Cas d'une sollicitation indicielle en température: 8 0  



Ces deux derniers cas sont affectés d'un stockage ~ u l  si le 
systèine ne conlporte pas d'éléments capacitifs. En effet, 4 (tj = 0- et 

+(t) = $(t) à tout instant. ( 4 - 49 ) et.( 4 - 50 ) constituent des relations 

vénérales assimilables aux formules d'Heaviside usuellement établies à l'aide 
(> 

de méthodes d'intégration dans le plan complexe. L'établissement du régime 

permanent en thermique peut aifisi être traité de façon simple du point de vue 

énergétique. 

Corrélativement à l'étude du stockage, la dissipation peut être 

calculée séparément compte-tenu des relations ( 4 - 45 ) et ( 4 - 47 ) 

Dans le cas d'une transition quelconque entre deux états stables : 

Pour une sollicitation i~dicielle en flux Qo,l'accès B étant 

apposé sur un puits thermique : 

Pour une sollicitation indicielle en température e,', la mhe 

configuration conduit à : 

Le cas trivial des sygtèmes non capacitifs mène simultanément 

avec ( 4 - 52 ) et ( 4 - 53 ) à l'expression': 

at = 40 eo . t = R$t ; le résultat est évident quant à l'analogie 

électrique. 

Les relations ( 4 - 51 ) à ( 4 - 53 ) ne sont pas assujetties 

à une borne infinie; en effet, d'un point de vue expérimental, si l'on définit 

un critère de limite tel que : 1 

La borne ro peut être choisie par exemple lorsque les variables 0 

ou 4 ont pour valeur 99% de e ou +m: OD 



Ce choix est arbitraire et les relations IM permettent pas d'accéder à 

la détermination du temps i'o au-delà duquel le régime est considéré établi. 

Le problème de la classe de signaux optimum susceptible d'établir 

un régime sta'ule donné en un temps imposé, peut 8tre abordé à 1 'aide de la 
relation [ 4 - 51 ) compte-tenu de l'expression du noyau d'impédance. 
Cependant, les lois de comportement du système contribuent à minimiser la 

dlssipation quelle que soit l'évolution interne du système conformément à la 

conclusion relative à la relation ( 2 - 36 ). 

l E - Application à la caractérisation des grandeurs énergétiques dans un matériau 

bicouche 
On considère un matériau bicouche constitué de deux feuilles de plexi- 

1 glass et de caoutchouc superposées. (figure IV - 1 1  ) . Lorsque cet assemblage est 
1 disposé à la surface d'un puits thermique, le comportement du système, du point 

de vue énergétique, diffère suivant que la configuration du bicouche est du type 

[A-B) ou (B-A). En effet, les valeurs de l'impédance d'entrée de chacune des 

l configurations conditionnent à chaque instant les valeurs des énergies stockée; 
et dissipée dans l'ensenble du système et ce dernier n'est pas invariant vis à vis 

d'une pernaitation des deux accès. 

To = 273OK A = plexiglass R~ = 5, 55.10-~K/W CA = 1 ,6.103J/K 

B = caoutcho~c R~ = 2 , 7 0 . 1 0 ~ ~ ~ / ~  CB = 1,s .103J/~ 

figure [ IV - 1 1  ) 



A-B plexiglass caoutchouc 

i' / /  B-A caoutchouc plexiglass 

+omc Cs) 
bz- 

1 s  t 

figure ( IV  - 12 ) : EVOLUTION DE LA TEMPERATURE A L'ENTREE D'UN BICOUCHE 

SOL LICITE PAR UN ECHELON DE FLUX 40=1CoW 

kour une soll ici tat ion indicielle en flux, l a  température calnilée sur 

l'accès de chacune des structures e s t  représentée figure ( I V  - 12 ) .  L'évolution 

des systèmes es t  observée pendant une durée de 250 secondes au-delà de laquelle 

l e  régime permanent e s t  obtenu quelle que so i t  l a  configuration étudiée, Il en 
résulte l a  possibi l i té  d'exprimer à chaque instant l e s  valeurs des énergies 

stockée e t  dissipée entre l 'origine du processus e t  l ' ins tant  T = 125 secondes. 

~n effet ,  l 'application des relations ( 4 - 45  ) e t  ( 4 - 46 ) conduit aux 

résultats représentés figures ( IV - 13 ) e t  ( I V  - 14  ) , 

La configuration ( A - B ) pour laquelle l e  régime permanent e s t  obtenu. 

l e  plus rapidement e s t  affectée d'un stockage inférieur à celui observé pour 

l a  configuration ( B - A ). Cet é t a t  de f a i t  résulte en première approximation 

du compromis existant entre l a  capacité du matériau disposé en entrée e t  l a  résis- 

, tance de celui disposé sur l e  puits. 

caoutchouc' plexiglass stockage plus important dans l a  configuration 
R caoutchouc ( R plexiglass ( B - A ) après quelques secondes 



-1 24- ---------------- 

configuration caoutchouc p l ex ig l a s~  

configuration plexiglass caoutchouc 

te;mps Cs) * t 

8 
--t 
1 25 

figure ( N - 13 ) : INFLUENCE DE LA PEXMWATION DES ACCES D'UN SY,SiEbE 

BICOUCHE SUR LE STOCKAGE D'ENEZGIE UTILISABLE 

figure ( TV - 14 ) : INFLUENCE DE LA PERMLITATION DES ACCES D'UN SYSEME 

BICOUCHE SUR LA DISSIPATION ENERGETIQUE 



L'évolution du stockage au début du processus est régie uniquement 

par la valeur de l'effusivité du matériau situé en entrée, conformément aux 

relations ( 3 - 5 ) et ( 3 - 6 ). En effet, si R,C désigne le temps propre de 
ce matériau, compte-tenu de la relation ( 3 - 46 ) on peut écrire : 

- 
UT - J 0 (2T-t) -0 (t) dt 

2To O 

L'effusivité du plexiglas étant inférieure à celle du caoutchouc, 

le processus est caractérisé par un stockage prépondérant dans la configuration 

(A - B ) aux instants initiaux. 
 énergie dissipée entre un înstant donné et le début du processus 

est représentée figure ( TV - 14 ). Le régime permanent est caractérisé par 

une pente constante proportionnelle à la résistance de l'ensemble. Les deux 

tracés parallèles caractérisent la différence des dissipations observées pour 

les deux configurations . 

De la même manière que pour le stockage, seule l'effusivité du matériau 

disposé en entrée conditionne la dissipation. Compte-tenu de la relation C 3 - 6 3 ,  
( 4 - 45 ) et ( 4 - 46 ) conduisent à écrire pour une sollicitation indicielle 

en flux : 

Soit pour T<RC/8 

L'effusivité du plexiglass étant inférieure à celle du caoutchouc, 

le processus est caractérisé par une dissipation prépondérante dans la contiguration 

( A - B ) aux instants initiaux. 

En conclusion, les tracés relatifs au stockage et à la dissipation 

permettent de différencier le comportement énergétique des deux structures et 

la mise en évidence de la différence fondmentale existant entre l'énergie interne 

(grandeur imposée à l'entrée, identique pour les deux configurations) et l'énergie 

utilisable. 



C H A P I T R E  V 

RFSULTATS EVERIMENTAUX 



1 COMFûRTEllENT D'UN S i S m  7XERMIm UEDELISE A L'AIDE D'UNE LIGNE ELECTRIQUE 
............................................................................ 

L'étude des transferts thermiques à travers une paroi et de la conduction 

électrique dans une ligne à constantes réparties mène à des équations de 

comportement homologues. 
1 
l 

La vérification précise des principes développés précédernent , 
l l 

notamment de la relation ( 4 - 10 ), peut être effectuée de deux façons : 1 

a) Utilisation des données résultant de simulations sur microordinateus. 

b) Exploitation de mesures effectuées expérimentalement sur une ligne 
électrique dont les paramètres convenablement choisis se rapportent de f5çon ~ 
simple à ceux d'une paroi constituée d'un matériau donné. 

b) Adaptation des paramètres d'une ligne électrique à la modélisation 

d'une paroi. 
L'étude expérimentale du stockage d'énergie utilisable nécessite 

une mesLire sirmiltanée en chaque plm du matériau, de la température et du flux. 

La réalisation d'un tel système n'est pas envisageable dans le cadre de nesures 

a) Le principe consiste, pour une sollicitation en flux ou en température,, 

àcalculer en tout point de chaque couche homogène constituant le matériau, 

la température et le flux à chaque instant. Ces résultats sont obtenus à l'aide ' 

de l'analyse harmonique, les matrices de transfert étant définies dans le domainc 1 

thermiques en raison des perturbations introduites par l'ensemble des capteurs 

fréquence. Le stockage et la dissipation énergétique peuvent ainsi être calculés 

à chaque instant oil en moyenne sur une période définie. 

D'autre part, les valeurs calculées du flux et de la température à 

l'entrée du système sont stockées sur disquette afin d'être intercorrelées par 

la suite. 
Un découpage du matériau en 40 tranches est nécessaire pour l'ex6cution 

d'un bilan "en chaque point" avec une erreur inférieure à 5%. En revanche, la 

valeur définie à partir de l'intercorrélation des variables calculées en entrée 

et des résistances de contact résultant de l'assemblage. 

, 

n'est entachée que d'une erreur négligeable, 1 

La structure des progrmes nécessaires aux simulations est décrite 

en annexe. l 



D1autre part, l'étude de parois "lourdes" à l'intérieur desquelles l'inclusion 
des capteurs n'engendrerait pa s de perturbations sensibles, nécessiterait des 

temps de mesure prohibitifs (plusieurs jours). Il nais est donc apparu nécessaire 
de modéliser le comportement des systèmes thermiques à l'aide de lignes électrique: 

constituées de "cellules discrètes" RC de telle sorte que l'étude des variables 
0 Cx, t) , $ (x, t) respectivement ( V(x, t) , 1 (x, t) ) se ramène uniquement à des mesures 

de tension. 

L'instrumentation utilisée étant caractérisée par une très forte impédanc 

en entrée C 1012n ) , les perturbations introduites dans le système peuvent être 
négligées. 

Les lignes électriques utilisées sont constituées d'un ensemble de 10 

cellules RC connectées en cascade. Le comportement d'un tel système, notamment 
la mesure de l'impédance effectuée sur un accès, est sensiblement identique à 

celui d'une ligne à constantes distribuées pour des fréquences n'excédant pas 

C300/RC)&. 

Choix du système et calcul des paramètres 

La relation biunivoque entre les paramètres thermiques et électriques 

peut être établie compte-tenu des relations : 

soit 

1.h 1 
C et R-r- b& 

où a = diffusivité du système thermique 

b = effusivité du système thermique 

1 = longueur du système thermique ou 
b 

de la ligne électrique 
R = résistance globale de la ligne thermique 

ou électrique 

c = capacité globale de la ligne thermique 
ou électrique 

L'application formelle de ces relations ne permet pas d'envisager 

directement la réalisation d'une ligne homologue &un quelconque matériau. En effel 

les capacités nécessaires à une telle modélisation seraient de l'ordre de plusieur: 

centaines de Farads. 

Exemple : Modélisation d'une vitre de plexiglas de surface unitaire 
a = 1,15.10-7 m2/sec 

b = 538 w=/m2.~ 
C 
-= 1,586.103 Farads par mm d'épaisseur de paroi soit 158 Fara~ 1 
pour une cellule. 



Le transposition thermique électrique est effectuée en considérant 

un coefficient d'homologie CFIO-~ tel que Cel= 1oq8 Cth et en conservant l'échelle 

des temps telle que Rth Cth = Rel Gel 
La modification d'effusivité de la ligne se traduit par les correspondasicer 

suivantes : 

"dis, el 
Rth+2 =6R12 tt 6- .10c8 = 

T Q "dis, th 

Modélisation d'une vitre de plexiglass 

Une vitre d'épaisseur 1,4mm et de surface lm2 possède les caractéristiques 

suivantes : 

temps propre du système : RC = 17,04 secondes 

La modélisation de ce système conduit à l'assemblage de 10 cellules en cascade. 

4 ~ 2 1  l~/2j+ 

figure ( V - 1 ): Elément constitutif du système électrique équivalent à 

la paroi étudiée 

Un tel modèle ne peut être représentatif du comportement réel que dans une 

gamme de fréquence limitée. En effet, en supposant la sortie de la ligne court- 
circuitée, lorsque la fréquence-n'excède pas 20 Hz, les variations du module et 

de la phase de l'impédance sont analogues pour les deux systèmes. Le comportement 

ne peut diverger qu'en haute fréquence lorsque l'interaction de la première 

cellule constitue une part prépondérante dans 1 ' ensemble du proces sus. En d ' autres 
temç, la convergence vers R/2 du module de l'impédance en haute fréquence est i 

1 

%uivalente à la présence d'une mesure de Dirac à l'origine du temps quant à la 

répme ÿnpulsionnelle. 



Les mesures effectuées ont pour objet de vérifier que l'évolution 

de la dissipation et du stockage énergétique dans 1 'ensemble du système, 
est susceptible d'gtre étudié par la seule connaissance des observables à 

l'entrée. Dans le cas de sollicitations périodiques définies par un spectre 

quelconque, un ensemble de mesures doit être effectué en chaque point de la 
ligne pour définir les variables V(t ,n) , 1 (t ,n) O<n<10. L 'acquisition des données 
ets effectuée de façon automatique sur une durée strictement égale à la période 

de rémence du motif de la sollicitation. On observe de cette façon la répar- 
tition spatiale du stockage et de la dissipation dans l'ensemble du système 

après calcul des moyennes quadratiques des variables au cours du temps. 

L'ensemble de ces mesures permet d'accéder à l'énergie moyenne stockée 

et à l'énergie moyenne dissipée au cours d'une période, Ces deux dernières 

grandeurs peuvent être comparées à celles définies à partir du traitement relatif 

aux variables mesurées en entrée. La figure ( v - 2 ) illustre de façon 
synoptique l'ensemble des mesures et du trWtement effectué. 

L'acquisition des données est effectuée sur 200 points ou 400 points 

pour les fréquences très basses. L'erreur observée dans les deux procédures 
reste inférieure à 5% dans tous les cas. Pour une fréquence supérieure à 0,l Hz, 

le calcul en 400 points permet de réduire les erreurs à moins de 0,5%. 

L'impédance et lgadmittance du système sont représentées par les courbes 

des figures ( V 3 & 4 ) et ( V 5 & 6 ) . Les mesures ayant étE effectuées pour des 
sollicitations en tension, ltad&ttance en entrée constitue la grandeur fonda- 
mentale régissant les échanges énergétiques dans 1 'ensemble du système . La 
fréquence de récurrence des motifs imposés est échelonnée entre O et 1 HZ en 50 

roints. 
pour chacune des fréquences,étudiées, nous avons comparé : - les signaux mesurés en entrée et les résultats relatifs à leur inter- 

corrélation. 
- les signaux simulés en entrée et les résultats relatifs à leur inter- 

corrélation. 
l'EMS et la dissipation obtenues par les mesures en tous points du 

sys tème . 
Les motifs récurrents de période T sont respectivement 
S@I~SO~~~WX 

amplitudes , triangulaires Cmotif pauvre en HF) 
5 'volts 

carrés (motif riche en HF) 
C*e=sq 



figure ( V - 2 ) : SYNOPTIQUE DU TRAITEMENT EFFECTUE SUR LES MESURES 

EN CHAQUE POINT DE LA LIGNE ELECTRIQUE EQUIVALENTE 

ve e t  1, constituent les observables en entrée. 

La mesure de Ie est  effectuée à l'aide de l a  première 

résistance. Cette dernière doit être mesurée à 0,1% près. 

(R/2 = 37870Q) 

R 

I 
R 1 R / 2  

I [ 13-1 
Mesure automatique 

e I 
des variables d'entrée 4- court 

circuit  
ve Ie(t) Ive c= électriw - 

puits 

.i thermique 
6 

l I l 
047-0 V(t,l) V(t,2) VCt,i) V(t,lO) 

Motif des sollicitations Ve imposées 

. Intercorrélation 

. Séparation des parités 

Ae partie paire - obtention de l a  dissipation 
- - 1 O T 

Ae (0) = wdis - 'dis If  di 

A. partie impaire 
O 

obtention du stockage - 10 - 
AO(d dr = WSt IC - w S t = x  O Ci+(Uv;d 

remarque : L'acquisition des nesures est effectuée à l 'aide d'un programme 

réalisé en langage machine (6502). 



fréquence 

figure ( V-3 ) : EVOLUTION DU MQDULE DE L ' LWEDANCE D 'E3lTREE EN 

FONCTION DE LA FREQUENCE 

figure C V-4 ) ; EWLUTION DE L 'ARGUMENT D E  L ' IMPEDANCE D' ENTREE 

EN ,KlNCïIQN DE LA FREQUENCE 



plexiglass 1 , 4  mm .. 
I 

.. 

a 7 1 I r fréquence (H 

O ,001 0 , O l  031 3 1 O 

figure ( V-5 ) : EVOLUTION DU NDULE DE L tADMITTANCE THERMIQUE 
EN FONCïION DE LA FREQüENCE 

~ phase (degrés) 

plexiglass 1 , 4  mm 

I * 

0,003 O ,O1 OP1 1 I O  

figure ( V-6 ) : EVOLUT ION DE L ' mGül4ENT DE L 'ADMITTANCE 
EN FONCTION DE LA FREQUENCE 

fréquence ( 



Les mesures et calculs par simulations sont représentés, à titre 

d'exemple, par les figures ( V - 9 ), ( V - 12 ) et ( V - 15 ) à la fréquence 1 

l 

0,l Hz. 

Les courbes des figures [ V - 16 ), ( V - 17 ) et ( V - 18 ) l 

l 
représentent les calculs d'intercorrélation menés sur les variables d'entrée 

et le traitement effectué en vue de l'obtention des résultats relatifs à l'EMS 

et aux pertes d'énergie. 1 
Les valeurs obtenues sont alors homologues aux grandeurs thermiques 1 

définies par : l 

108 l 
m t s = ~ h l S e i  stockage d ' énergie utilisable 

l 

dissipation d'exergie 

Par exemple, pour les trois motifs .étudiés, à 0,1 Hz, avec TO = 300 K 

Effet Joule ('1 

perte exergique a* CW) 

Wei (J) 

stockages 

mth (JI 

s inus 

3,79.10m5 

12,63 

3,01.10-5 

10,03 

triangle 

2,49.10-~ 

8 93 

2,0.  IO-^ 

6,66 

carré 

9,49.10-5 

31,63 

5,6.10-~ 

18,66 



f m r e  ( V  - 7 ) figure [ V - 8 ) 

Tension imposée à l'entrée de la ligne; Intensité calculée à l'entrée de la li 

f'? 0,1 Hz ; Motif Sinus 

figure ( v - g ) : EVOLUTION COMPAREE DE L' INTENSITE MESUREE A L 'EPRR 

DE LA LIGNE ET DU FLUX CALCULE SUR L'ACCES DU SYST 

=qUE E Q U I V m .  



figure ( V - 10 ) figure( I J  - 1 1  ) 

Tension imposée à l'entrée de la ligne; Intensité calculée à l'entrée de la Isig 

f = O,] Hz; Motif triangle., 

figure ( V - 12 ) : E W L ü ï I O N  CWAREE DE L ' INTENSITE MEÇUREEE A L ' m X  

DE LA LIGNE ET DU FLUX CALCULE SUR L'ACCES DU 

SYSTENE THERMIQUE EQUIVALENT. 



figure ( V  - 13 1 figure C V  - 14 ) 

Tension imposée à l'entrée de la ligne; Intensité calculée à l'entrée de la ligni 

f = 0 , 1  Hz; Motif rectangle 

figure ( V 1 5 ) : EYOLUTION COMPAREE DE L ' INIENSITE MESUREE A L 'ENTF 

DE LA LIGNE ET DU FLUX CAU=ULE SUR L 'ACCES DU SYSl 

THERMIQUE E Q U I V r n r n .  

 tif W l y ~ é  en 1 1 2  points ) 



1, -3 --- o - ~  - 

surface = 4. EMS 

I A,(=) EM!3=3,01.10-~~oules 

 IO-^ 

figure ( V - 16 ) : EMLüïION DE LA FONCTION INTERCORRELATION RVI (T) ET DE SES 

, COMPOSANTES EN FONCTION DU DECALAGE r . 
période T = 10 s ; MOTIF SINUS. 



T Cs) 

1 -5. 3CIm5 
surface = 4. EMS 
7 

A,(=) EMS = 2,~.10-~$oules 

figure C V - 17 ) : EVOLüïION DE LA FONCTION INIERCORRELATION RVI(r) ET DE : 
COOSANTES EN FONCTION DU DECALAGE T. 

période T = 10 s ; m I F  TRIANGLE. 



surface = 4.EMS - . . 

AQ (. EMS = 5 , 6 . 1 ~ ~ ~  Joules 

f igure (- V - 18 :. W O L m I O N  DE LA FONCTION D' INERCORRELATIOI4 RVI (T) 

ET DE SES COMPOSANTES EN FONCTION DU DECALAGE T. 

période T = 10 s ; M I T I F  CARRE. 



En réalité, bien que les pertes exergiques paraissent faibles, la mise 

en oeuvre expérimentale de ces processus est impossible. En effet, compte-tenu 

du coefficient d'homologie, le tracé de la figure ( V - 15 ) met en évidence 
l'existence de flux instantanés proches de 20000 Watts ( 200W/dm2 ) associés aux 

transitoires du régime. Deswleurs de cet ordre seraient difficilement obtensibles 

de façon homogène avec une "source de température rapide1'. Ce dernier concept est 

en effet purement théoriquepuisque la réalisation d'un puits de température 

stable constitue déjà la source de difficultés expérimentales. 

Les figures ( V -19 ) et ( V - 20 ) représentent l'ensemble des résultat 
concernant le stockage et la dissipation en fonction de la frequence de récurrence 

des motifs imposés. Conformément aux évolutions des parties réelles et imaginaires 

de 1 'admittance, quelque soit le régime imposé, la dissipation augmente en fonction 

de la fréquence et le stockage évolue en raison inverse. 

Pour une fréquence de récurrence très basse, la dissipation est définie 

par %I(0). Les transitions HF imposées au système voient leur influence dispa- 
raître vis à vis du régime permanent de telle sorte que : 

Si T est la période du motif : 

motif sinus' Vo2/2R 

l i m a  = lim dt soita motif triangle Vo2/3R 
T-- T- motif carré 711o2/R 

La remarque précédente s'applique égalcrient à l'analyse du stockage. 

En prenant pour référence l'énergie stockée en régime permanent : 

i motif sinus U /2 
u~ 

P 
lrnI,+,E3IS = motif triangle U /3 

P 
motif carré U 

P 
Les valeurs numériques obtenues sont résumées dans le tableau suivant, 

Valeurs limites obtenues en régime TBF. 

h 

9 el 09 

8 w, T,=3 $h 

Uel (JI 

uth CJ) 
T~=~OOK 

SINUS 

1,64.10-5 

5,46 

TRIANGLE 

1,09.10-~ 

3,63 

CARRE 

3,28.10-~ 

10,93 

I 

REGIME 
PERMANENT 
3,28.10-5 

10,93 

9,3.10-~ 

3 1 
6 

4,65.10-5 9,3.10c5 

31 

3,12.1oC5 

15,5 10,4 



Illterjgétôtion du comportement thermique aux fréquences élevées 

La profondeur de pénétration du flux et de la température diminue 

lorsque la fréquence augmente. L'ensemble des phénomènes se réalise alors sur 

domaine de plus en plus localisé proche de l'accès du système. L'EMS converge 

vers une valeur nulle alors que la dissipation reste une fonction croissante de la 

fréquence. Le processus devient de plus en plu irréversible puisque la génération 

d'entropie augmente avec la fréquence de variation du facteur de tension imposé, 

L'étude à flux imposé est caractéris5e par une diminution de la dissipatic 

avec la fréquence. L'interprétation de cette différence apparente de comportement 

réside dans le fait que, à extensité %osée, la grandeur intensive (régissant 

en fait le processus) diminue lorsque la fréquence augmente ( ( Z I 4  ) . 
Le caractère irréversible du processus diminue alors. 



1 motif créneau 

2 motif siilLls 

3 motif trtangle 

figure ( V - 19 ) : WOLWION DE L'EW EN FONCTION DE LA FEEQUENCE 
D E  ÇOLLICITATION 

figure ( V - 20 ) : EWLUTION DE LA DISSIPATION EN FONrnION 

DE LA FREQUENCE DE SOUICITATION 



Mesures relatives à la dynamique dés échanges réactifs 

Les relations ( 2 - 43 ) et (. 4 - 10 ) permettent de définir une fonction 
de transformation notée F assimilable au coefficient de qualité présenté par le 

9 
viv-à-vis du régime imposé. 

w .ES F =- 
9 

( 5 - 1 ) où D représente la fonction de dissipation. 
D 

Compte-tenu des relations ( 4 - 10 ) et (. 4 - 24 ) , F s'exprime : 
9 

- - J0T'2 Ao[i) di ( 5 - 2 )  

Cette de-ère grandeur est formellement identique lorsqu'on la définit àpartir 

des mesures thermiques. En effet, la température de référence n'apparaît pas dans 

la relation ( 5 - 2 ) . 
L'interaction réactive définie par la relation C 4 - 25 ) peut être 

calculée de deux façons aboutissant à la même valeur. 

Q = +JOT ï(t) . % (1 (t) ) dt - --+IoT 1 t t ) d t  ( 4 - 2 5 )  

Q = 2w. EMS puisque pour tout régime Q = %(O) . Fq d ' 02 : 

L'évolution du coefficient Fa en fonction de la frequence de récurrence des motifs 

imposés est représentée fi&e ( V - 21 ) . Le régime sinusolda1 est évidemment 
affecté d'une valeur de convergence unité caractérisant un angle de perte limite 

égal à 45'. (figure V - 6 ) 

Les valeurs de 1 ' interaction réactive sont représentées figure C V - 22 ) . 
Les courbes obtenues résultent de l'application de la relation C 5 - 3 ) .  

Les valeurs obtenues à partir de la relation ( 4 - 25 ) sont identifiées séparément 
et concordent avec une précision toujours supérieure à 5%. La figure ( V - 23 ) 
illustre le calcul effectué à la fréquence 0,1 Hz, l'ensemble des autres points 

étant traité de la m&e façon. 



1 motif créneau 

2 motif sinus 

3 motif triangle 

f 

figure ( V - 21 ) : WOLüTION DU COEFFICIENT Fq EN FONCTION DE LA F R E F C E  

DE SOLLICITATION 

a t 

figure ( V - 22 ) : EVOLUTION DE L t  INTERACTION REACTïVE EN FONCTION DE 

LPc FREQUENCE DE SOLLICITATIOI\T 

Le symbole désigne les valeurs calculées à l'aide de la relation ( 4 - 25 $ .  



t 
!% We Ct) 1 motif triangle 

-5 % (t)) motif carré 
I 

figure ( V - 23 ) : OBTE?flION DES V .  DE L'INTERACTION FEACTI\X A LA FREQUENE 

f = 0,l Hz. 
Le traitement résulte de la relation IV - 25. 



II ETUDE DU CûMPORTl3fENT D'UN SYS'IEME BICOUCHE EN REGIME PERIODIQUE 

NON SINUSOIDAL 

l considère les deux configurations expérîmentales de la 
1 figure ( V  - 24 ). 1 

capteur 
de 

température 

échantillons bicouche 
A B o u B A  

1 t 

figure ( V - 24 ) : ASSERVISSEMENT DU FLUX THERMIQUE A L'FNTREE DES 
ECHANTILLONS ETLTDIES 

- 
1 AMPLIFICATEUR 

DE 

':h PU1 SSANCE 

- 
0 9 7 
W <-) 300s 

cons igne - 
bain thermost 

différentiel 

+ P.1.D projecteur 
(réflecteur parabolique) 



Le fluxmètre et le capteur de température sont disposés de façon 

identique du point de vue géométriqce. Les informations captées sont donc 

totalement correliées dans le temps. Cette disposition évite la perturbation 

d 'un appareil de mesure par 1 ' autre. Afin de pouvoir négliger 1 ' influence 
des contacts thermiques, une mince couche de graisse silicone est interposée 

entre les différents composants du système. 

Les capteurs nécessaires aux mesures n'engendrent qu'une perturbation 

minime. Cependant le système doit 'être considéré comme "tricouche" et les 

deux configurations étudiées deviennent respectivement : 

- capteur, plexiglass 4 mm, tef lon 1,8 mm 
- capteur, teflon 1,8 mm, plexiglass 4 mm 

Présentation des deux types de capteurs 
I 

- le capteur de flux 
Des thermocouples de surface sont réalisés en déposant par voie électrolytique 

une couche métallique de distribution géométrique définie, sur une couche 

conductrice de nature différente. Dans le cas du fluxmètre utilisé pour les 

expériences suivantes, chaque cellule est constituée d'un dépôt de cuivre sur 

alliage constantan. Ces thermoéléments montés en série permettent de mesurer 

aux bornes du capteur une tension électrique proportionnelle au flux thermique 

traversant le fluxmètre ainsi constitué. 

Les flumètres utilisés ont une dimension de 13 x 13 an, cette surface étant 
deux fois couverte par le champ d'éclairement associé au projecteur, D'autre 

part, leur faible épaisseur ( 0,Zm) leur permet d'assurer un temps de réponse 

rapide ( 1 seconde) vis à vis de toute variation de flux le traversant, 
La sensibilité du flmètre utilisé est de 720 pV/W, et sa résistance électrique 

interne est totalement négligeable devant 1 ' impédance d ' entree de 1 ' ampl if icateur 
d'instrumentation. 

-le capteur de température et le pont de mesure associé 

Le capteur de température est réalisé en déposant par réduction chimique 
en solution suivie d'une attaque sélective, un mince ruban de cuivre C35um) 

distribué sur une surface égale à celle d'un fIiuanètre, sur un support de Wlar 
(de 25um d'épaisseur) 



La résistance électrique du capteur est voisine de Ion, le coefficient de teqérat~ 

est de ~ . ~ o - ~ Q / K .  

[ 2 5 ] ~  'utilisation du Pont de Wheastone à équilibrage automatique' associée au capteur 
de température permet d'apprécier les mesures de variations de température avec 

une précision de 10 mK. 

Description et justification du processus 

L'échantillon bicouche muni des capteurs est sollicité à flux imposé de façon 

périodique. L'amplitude du signal imposé est limitée par la plage de mesure de 

température égale à 1 ' ~  dans notre montage. Le temps de récurrence du processus 

est choisi 6gal à 200 secondes afin de solliciter le système en Yoyenne et Haute 

Fréquence. Le flux d'entrée n'étant pas centré, d'un point de vue énergétique, 

le processus peut être découplé en deux parties distinctes : 

.- stockage et dissipation dus à la partie centrée du flux - stockage et dissipation dus à l'offset du signal 

Les caractéristiques du système et du signal imposé sont représentés figure ( V - 

f ri 
I I 

I 
J plexiglass éf lon plexiglass 
I thermique thermique 

I 
I 
1 

1 erecbnfiguration 2èmeconf iguration 

F-A-B F-B-A 

A = plexiglass 4 mm B = téflon 1,8 mm F = flmètre thermique 

figure ( V - 25 a ) : REPRESENTATION DES DEUX CO~.JFIGUP~TIONS ETUDIES 

remarque : La modélisation s'effectue avec l'entrée du système localisée dans 

le plan C défini par la demï épaisseur du capteur; En effet, la mesure 
et l'asservissement sont râpportés à ce plan. 



$Tgure ( V - 25 b ) : VALEURS NUMERIQUES DES CARACTERISTIQUES RELATIVES AUX 

PROCESSUS 

paramètres du système 

R~ (E;/w) 

% cuq 

R ~ + ~  Ww) 

(J/ O K )  

c~ (J/ OK) 

4entrée (w> 

$offset 

surface échantillon 

1,314 

0 , 5 1 4  

1,828 

108,16 

69 

0 , 7 0  

O, 35 

1 m2 

2 ,22.10"~ 

8,69.10m3 

3 ,09 .10-~  

6,40. I o 3  

4,08. IO3 

41,6 

20,8  
/ 



1 

2 

1 : configuration F,A,B 
2 : configuration F !B ,A 
F : fluxmètre thermique ' 

A : plexiglass 4 mm 
B : teflon 1,8 mm 

figure ( V - 26 ) : INFLUENCE DE LA PERMüTATION D'UNE PARTIE DU SYSTEME 

SUR L'WOLUTION DE LA TEMPERATURE CALCULEE EN ENTREE 

La figure ( V - 26 ) représente les valeurs calculées de llévolution 
de la température sur la face dlentrée de chacune des configurations. Compte-tenu 

des valeurs choisies, la partie centrée du signal évolue autour d'une valeur 

moyenne égale à 0,63'~. Cette dernière valeur, cependant, n'affecte en rien le 
calcul de la partie impaire de l'intercorrélation flux température. La connaissance 

de la valeur d'offset n'est nécessaire que pour la dissociation des puissances 

dissipées en régimes permanent et centré. 

Les figures ( V - 27 ) et ( V - 28 ) représentent les mesures de 
températures effectuées sur les faces d'entrée de chacun des systèmes. Les différenc 

observées avec les valeurs calculées proviennent essentiellement des résistances de 

contact at de la nature du capteur. En effet, lorsque ce dernier est en contact 
avec le téflon, les erreurs de mesures sont inf6rieure.s à celles observées pour 

un contact capreur-plexiglas. L'zcquisition des mesures est effectuée à l'aide 

d'un programme écrit en langage machine. En effet, malgré la lenteur du processus 

étudié, la précision du délai imposé entre chaque mesure (1 s) ne permet pas 

1 Iutilisation d'un programme basic. 



figure ( V - 27 ) : COMPARAISON ENTRE LES VALEURS CALCULEES ET MESUREES 

DE L'EVOLUTION DE LA TEMPERATURE A L'ENTREE DU 

SWEbE F-A-B 

2 
1 

1 simulation 

2 mesure 

figure ( V - 28 ) : COMPARAILSON ENTRE LES VALEURS CALCULEES ET WSUREES 
DE L'EVOLUTION DE LA W W T [ J l i E . A  L'EXlRE DU 

SYSTEME F-B-A 



L centre de symétrie 

-5 

figure ( V - 29 ) : OBTENTION DES GRANDEURS ENERGETIQUES ASSOCIEES A LA PARTIE 
CENTREE DU PROCESSUS A PARTIR DE L'ETUDE DE LA FONCTION 
D ' INTERCORRELAT ION 
système F-A-B grandeurs rapportées à lm2 d'échantillon 



figure ( V - 30 ) : OBTENTION DES GRANDEURS EERGETIQUES ASÇCCIES A LA PARTIE 

CEPRREE DU PROCESSUS A PARTIR DZ L'ETUDE DE LA FOXCTION 

D'INTERCORRELATION 
système F-B-A grandeurs rapportées à 1m2d'échantillon 



Traitement et résultats des mesures 

Les figures ( V - 29 ) et ( V - 30 ) résument l'ensemble du traitement 
effectué. L'ensemble des courbes est rapporté à la surface 1 m2. 

Les résultats relatifs à la partie continue du processus peuvent être 

calculés à partir des relations régissant la dissipation et le stockage évalués 
lors de la transition entre deux états stables.(mesure de la réponse indicielle). 

L'ensemble des résultats est résumé dans le tableau suivant : 

T ~ = ~ O O O K  

Wstoffset (J) BIS (J) WdiS offset Pdiscentrée (V 

2,028 0,161 9,0.10-~ 

m2 7,31  IO-^ 
valeurs 3 ,O 0,123 6,0.10-~ 1 

théoriques 3,42.10-~ 2,7.10r3 1 ,52.1oV4 
surface 1,24.10-5 
capteur i 5,07.10-~ 2,08.10~~ 

1 ,oi .IO-4 

m2 

valeurs 

expérimentales 
surface 
capteur 

figure ( V - 31 ) 

Les erreurs relatives aux mesures sur le stockage sont inférieures 

à 58 ; Ces faibles erreurs comparées à celles observées relativement à la dissipa 

semblent montrer que seules les résistances de contact (par nature peu capacitive 

sont à l'origine des erreurs de mesure. En effet, seule la dissipation se trouve 

affectée par la présence de résistances parasites. 



C O N C L U S I O N  
-:Y.:V.:-:-:-:-:-:-:- 



Dans ce travail, nous pensons avoir étendu le domaine d'application 

des techniques de traitement du signal à la modélisation des transferts énergétiques 
en régime variable. 

L'étude exhaustive du premier chapitre a été développée autant dans un 

souci de rigueur que de clarté afin de préciser sur quels fondements de la thermo- 

dynamique repose l'ensemble du travail. Les travaux de base analysés dans notre 

étude bibliographique ( Prigogine ) étaient orientés vers le couplage entre les 

processus physiques. 

Notre apport personnel porte sur les aspects théoriques suivants : 

- L'bterprétation énergétique des fonctions d'intercorrélation entre 
grandeurs conjuguées par rapport à l'énergie. Hormis l'habituelle interprétation 

statistique rattachée à ces fonctions, notre étude conduit d'une part au décou~lage 

des propriétés de parité avec pour conséquence la dissociation temporelle des 

phénomènes de dissipation et de stockage, et d'autre part à rechercher et expliciter 

le r0le joué par la partie analytique de chacune des variables conjuguées au 

transfert énergétique. 

- La possibilité d'appliquer le théorème des travaux virtuels à l'étude 

des interactions entre un système thermique et le monde extérieur permet ltappli- 

cation d'un formalisme mathématique conduisant à la dissociation des énergies 

dans le détail d'une transformation causale à partir de l'analyse des observables 

sur les accès du système. 

- Le fait que le concept de grandeurs conjuguées par rapport à l'énergie 

soît totalement général constitue à notre sens un des intérêts majeurs de notre 

travail. D'autre part, les relations analytiques obtenues ont fait l'objet d'une 

programmation sur microordinateur et donnent lieu à l'ensemble des courbes repré- 

sentées jusqu'au chapitre IV. 

- Enfù-r, 1 ' analogie entre les fonctions énergétiques de 1 'électricité 
et de la thermoclIlétique permet une vérification expérimentale précise des relations 

énoncées notamment en ce qui concerne l'analyse du stockage et de la dynamique 

des échanges réactifs. 



L'expérience réalisée dans la dernière partie permet d'observer le rôle 

essentiel1ement.dissipatif des résistances de contact introduites dans la compo- 

sItion d'un système multi-couche. 

Un dheloppement possible de ce travail consisterait à analyser l'existei 

et la localisation de défaut intérieur à un système. 



A N N E X E S  
-:-:.3:5:-:-:- 



A N N E X E  1 

QUELQUES PROPRIEES 

RELATIVES A LA TRANSFORMATION DE HILBERT 



1) Transformation de Hilbert e t  relations de Kramers-Krhig 

De l a  meme façon que l a  transformation de Hilbert, les relations 

de &amers-&61iig utilisées habituellement en physique, sont l a  traduction 
dans l e  damaine fréquentiel, des relations de causalité. 

Soit h(t) l e  noyau causal associé au comportement d'un système physique. 

S i  h(0) constitue une singularité de type Dirac, h(t) es t  une distribution 

séparable en deux termes définis par : 

u t )  = ho (O) +hl (t) a (ho (0) = [O] 

cB @, (t)) = Io,=[ 

Les grandeurs x e t  y sont mutuellement reliées par l a  transformation 

de Hilbert. 
x(w) est une fonction paire C indice e ) 

ycw) est  une fonction impaire & indice O ) 

e t  ?r WO-w dw 

Soient 

Les intégrandes sont paires dans A e t  B . 
L'exclusion des singularités pourw = wo adjointe aux propriétés de parité 

mènent à : 



Les fonctions xl e t  y1 convergent pour v 

avec ho = x[-) . 6 [t) les  valeurs x e t  y sont définies par : 

1 Relations de 

Kramers-Kronig 

2) Antisymétrie du produit scalaire xct>aeU.ct,, 

x[t) e t  y(t) sont causales e t  réelles. 

soi t  WeCxCf)) JLI~ (X(Q 1 
si  Re(X(f)) = XlCf) 

Y 
d' oii en notant S = fl = Sa (paire) + j Sr (impaire) 

Y2@ = Sa (paire) - j Sr 

l'intégration effectuée compte-tenu de l a  fonction j S g n  conduit à ; 

l'orthogonalité entre une grandeur e t  sa transformée de Hilbert découle inrmédiatem 

de cette dernière relation. 



3) Eneraie d'un signal e t  de sa transformée de Hilbert 

Soit une fonction f ( t )  réelle dont l a  transformée de Fourier est  

notéeF (f) . 
L'égalité suivante est  toujours vérifiée : 

1 (~(f)+. ~*(- f )~*l  = 1 ( j  Sgn(f1 F ( f ) r  j Sgn(f) fl(-fIf4l 

- 
Soit f (t) = N2 (f (t) ) 

P a i r  les signaux 2 énergie finie,  l a  transformation de Hilbert conserve 1' énergie. 

Pour les signaux périodiques, l a  valeur RMS es t  consen~ée. 

4) Transformée d'une fonction translatée 

La transformation de Hilbert d'une fonction décalée est  égale à l a  

trançf onnation décalée de l a  fonction. 

En effet  : 

Conséquence : Une transformation de Hilbert est  définie dans un domaine au plus 

inclus dans l e  dopipe de définition de son original. 

5) Transformée de Hilbert de l a  dérivée d'une fonction centrée, nulle e t  symétrique 

à 1 'origine 

$ 
x(t> -X(f) l a  symétrie e n t r a î n a  (O) =û 

Lorsque les  hypothèses sont vérifiées, 



Si la fonction n'est pas nulle à l'origine et en l'absence de toute 

X (t))̂ii ox (f) -x (O) 

& ~x(t))-~o j sgn(f) *x(~I -%COI 
g,&(t))/̂u Sg.(f) üd(f) - ~(0)) 

Il n'y a donc égalité que si l'original et sa transformée ont même 

valeur à l'origine. 

6) Linéarité de la transformation 

S i  f et g sont des fonctions 'lcontinues presque partout" et définies 

sur un même domaine 

Conséquence pour l'étude des signaux décentrés : 

si kct) désigne la fonction~'cons tante'' 

k 
B=* 

1 k & B - d(t0-t) = lim =-n&=_ tQ-t - - ( ~ o g  -- + Log- I) 
A,B- (l%* . A E 

Cependant, la conservation de l'énergie exige la présence de singularité 

rejetées à l'infini. L'analyse de la transformation de Hilbert d'une distribution 

l'créneau" permet de vérifier cette propriété. 

7) Transformées de Hilbert des fonctions sollicitations utilisées dans ce travail 

a) Les propriétés de quadrature associées à la transformation ont 

pour conséquence inmédiate une correspondance mutuelle entre les fonctions 

sinus et cosinus. 

h) rampe de pente a définie s u r a  = [O ,Tl figure C A 2 ) 

f (t) = at 

at at-au 
dt + 7 

O u-t u- t 



a t Le premier terme a pour valeur : -- 
Ir 

Le second terme s ' éc r i t  : 

lùnE+0 Ir 

au T-u 'dt ) = --Log - t-u Ir u 

par conséquent : 

figure ( A - 2 ) 

avec u €dB - [T [ 
c) créneau non centré de largeur T e t  d'amplitude b; figure ( A - 1 ) 

La valeur principale, calculée c o r n  précédemment s 'exprime : 

f ( t>  A -; b Log ü T-u 

avec u c AB 
figure ( A - 1 ) 



figure A 1 : TRANSFORMEE DE HTLBETiT DE LA FONCTION CREiNEAU 

figure A 2 : TRANSFORMEE DE HILBE17T DE LA WNCTION RAMPE 

C pente unité ) 



$*re A 3 :. 'I'RANS3FORMEE DE HILBERT DE LA FONCTION SINUS 

/ 
[respectivement cosinus) 

-41 

figure A 4 : TRANSFORMEE DE HILBERT DE LA FONCTION C m U  CENTRE 



figure A 5 : W F O R M E E  DE HILBERT DE LA FONCTION TRIANGLE CENTR 

figure A 6 : TRANSFORMEE DE HILBERT DE LA FONCTION SINUS HACHE 
r 7 



A N N E X E  rE 

CONSTANTES THERFlOCINETIQUES 

DE QUELQUES MATERIAUX 





- 

Bakélite 

Béton 

Bois 
, chêne 

. sapin 

.contre . 
plaqué 

Brique 

Chamotte 

Caoutchouc 

Mpron 

Kap ton 

Granite 

Grès 

Marbre 



Plâtre 

Papier 

Polystyrène 
ext mdé 

* 

Plexiglass 

WC 

Téflon 

Verre 

wr ex 

098 

O ,O1 

0,030 

0,18 

O, 15 

0,23 

1 

1 93 

1600 

930 

11,8 

1165 

1 380 
_ _ _ _ _ _ _  - -- 

2200 

2 750 

2200 

8 30 

1350 

1200 

1380 

960 

1035 

830 

7 50 

6,02.10-~ 

7,9.1oC9 

21,2.10-~ 

1,15.10-~ 

1,13.10-~ 

1030 

112 

20,61 

538 

445 

13,8.10-3 

1~6.10-3 

26.10-~ 

6.10-3 

6.10-3 

1  IO-^ 

4,4. loc7 

7,87. low7 

723 

1510 

1464 

5,64.10-~ 

11,8.10-~ 

15,8.10~~ 
œ 



figure B 1 : EVOLUTION C W A R E E  DES REPONSES INDICIEUS DE QUELQUES MATERIAUX DU BATIMENT 

Echelle logarithmique du temps ( cf p 76 ) 

Echantillons d'épaisseur 1 cm 

polystyrène extrudé 

plexiglass 

brique ordinaire 

béton type Portland 



A N N E X E  III 

PRESENTATION DE LA CHAINE DE MESURES ET 

DU PROGRAMME DE MDCELISATION DES TRANSFERTS THERMIQUES 



1) Structure du programme de modélisation des transferts thermiques 

Réalisé à l'usage d'un microordinateur CBM, ce programme permet de 

traiter des fichiers comportant jusqu'à 256 points. Le système thermique comportant 
N couches est l'découpél' en éléments de telle sorte qu'en tout point du système 

le flux et la température puissent être calculés. 

Le système est représenté de la façon suivante : 

longueur totale en unités DX - t 

Remarques : .Pour une fréquence donnée, le calcul de 1' impédance en chacun des 

lieux s'effectue du puits jusqu'à l'entrée du système (de droite à gauch 

.Si la grandeur imposée(ou mesurée) en entrée constitue une observable 
(ee (t) ou me (t) ) , 1' évolutioil de la grandeur conjuguée respectivement 
(,(t) et ee(t) est obtenue en fin de programme. 
Pour le poùit localisé dans la couche 1 au lieu J, on obtient 0 (1, J) Ct) 

.Le programne permet par exemple de calculer pour tous les lieux et à 

chaque instant, l'étalement d'une impulsion imposée à l'entrée du systèi 



woncature des fréquences négatives 
boucle 1 - - - - - - - - - - -  

- - - - - - - -  - - -  - 

FWREE DES DONNEES 

nombre de couches 

unité DX et longueur de chaque couche en unité DX 
diffusivité et effusivité de chaque couche 

localisation du point analysé 

nombre de points d'analyse fréquentielle 

recherche du fichier départ ee(t) ou @,(t) 

f 

des parties Re et Im de l'impédance 
au lieu J, fréquence 1. 

I 

sur disquette ou signal test 

stockage si demandé 1 * A - - -  - - - - - - - - -  
calcul de l'observable conjugué à 1-'entrée 1 

- - - - - - - - - - - spectre du firrhier d6part 

I 
calcul des parties Re et Im des températures 

1 1 et flux au lieu et à la fréquence considéres 1 
I 

stockage en mémoire vive de e (f) et @ Cf) 
I 

I l -  --  - - - -  - - - - -F 

obtention du signal analytique 

pour chacune des fréquences 

pour chaque tranche du système 

du puits 
I 
I 
I 
I 
jusqul à 1 ' entrée 

pour chaque tranche du système 

de l'entrée 
1 
I 
I 
I 

jusqu'au puits 

reconstitution des parties négatives des spectres 
-- pour cp C f )  puis 0 (f) 

FFT inverse 
- - - - - - - - - - -  - - obtention de cp (t) et 8 (t) 

visualisation des résultats sur écran ou 

1 imprimante I 
I 

,sauvegarde des résultats sur disquette I 

figure A : Organigramme simplifié du progrme de simulation 

de transfert thermique 



2) Présentation de la &!?ne de mesures 

L'unité principale de cette c h a b  de mesure est un mlcroordinateur 

CBM 4032 bâti autour du mîcroprocesseur de Rockwell, le 6502. 

La sauvegarde des progrannnes et des tableaux de mesures est effectuée 

sur une unité double de minidisquettes de capacité totale : 360 Koctets. 

Le contenu des programmes et des résultats de mesures peuvent etre affichés sur 

une @rimante à aiguille d'une rapidité de 80 caractères par seconde. 

Enfin, les courbes résultant du traitement des mesures sont visualisées à l'aide 

d'une table traçante. 

Rappelons ici que ces trois périphériques sont raccordés à l'unité 

cevtrale par l'intermédiaire d'un bus IEEE admettant jusqu'à la connexion de 15 

périphériques en parallèle. D'autre part, afin de pouvoir être traitées, les mesure 

doivent être effectuées séquentiellement, sur plusieurs voies avec un temps de 

récurrence ajusté en fonction de la nature et de la rapidité des phénomènes 

enregistrés. Les grandeurs sont alors transformées sous forme numérique avant 

d'être transférées en mémoire centrale puis stockées sur disquette. 

disquette 

micro ordinateur 

sur oscilloscope 

imprimante table traçante 

amplif icateurç - montages expérimentaux pont de mesures 
automatiques 

I 
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