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On s'accorde généralement pour dire que la thèse dlEtat marque une étape 
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appr is,  de lu i ,  beaucoup de mathématiques mais aussi une certaine façon d'en 
faire. D'emblée, i fa i  été frappé par sa façon d'exposer un  problème qui allait 
tout droi t  au coeur d'une question sans passer par un jargon devant lequel 
l ' in  terlocuteur se sent si souvent écrasé. II m'a rendu conscient de l'importance 
qu' i l  y avait à se faire sa "petite idée personnelle" sur tout sujet. Ce que je 
lu i  dois déborde la sphère mathématique proprement dite. Je lu i  exprime ici 
toute ma reconnaissance. 
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remercie profondément. 

Pierre Dolbeault et Henri Skoda ont accepté de faire partie du  jury de ma 
thèse. Avec Pierre Lelong, ils ont montré l ' intérêt qu'i ls portaient à mes 
travaux en me faisant l'honneur de m'inviter plusieurs fois à leur Séminaire 
d'Analyse Complexe. Je leur exprime ici ma grati tude. 

J'ai exposé une première version de cette thèse à I'Ecole Hassania de 
Casablanca. Je suis particulièrement reconnaissant à Najib Cherfaoui pour 
l'accueil chaleureux qui  m'a été réset-vé. 

Laurent Gruson et Alan T .  Huckleberry ont bien voulu faire part ie du 
jury de cette thèse. Le premier, dont j'ai toujours pu apprécier la grande 
cul ture mathématique, a dir igé ma seconde thèse. Le second a exercé une très 
grande influence sur mes travaux par l 'article qu' i l  avait fait en collaboration 
avec B .  Gilligan. Merci beaucoup à tous les deux. 

Enfin, pour qu'une thèse existe, il faut qu'elle soit frappée et t irée. Un 
grand merci à Raymonde Bérat qui  n'a pas ménagé sa peine. Merci aussi à 
Françoise Wdowczyk, Monique Lloret, Albert Gournay et Michel Provost pour le 
t irage. 



INTRODUCTION 

Ce t r a v a i l  e s t  composé de t r o i s  a r t i c l e s  : 

"AcLion d l w e  dotrme de Lie héelle d'un ghoupe de Lie complexe sutz 

Les aonct iun~ pluhinounhoutmoniyues", 

" Pseudo-convexit6 d u  o u v e m  LnvanicrMko e2 convexité géodé~ique 

ciam ceMccivza a pacei a ymé;tit@ues", 

" A  cuwztm-example t u  ;the Seme Ptublem w d h  a bounded domain od 

a2 a6 6ibeh1', ( é c r i t  en c o l l a b o r a t i o n  avec G. COEURÈ) 

q u i  p a r a î t r o n t  respect ivement  aux "Annales de l ' I n s t i t u t  Fourier" ,  

aux Lec ture  Notes i n  Mathematics "Séminaire d'Analyse P. Lelong-P. Dolbeault-  

H.  Skoda), aux "Annals of Matihematicsl'. 

Chaque a r t i c l e  e s t  précédé d 'une in t roduc t ion .  Au début du second 

a r t i c l e ,  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  du premier a r t i c l e  sont  améliorés .  Nous donnons 

i c i  au l e c t e u r  un aperçu des  thèmes de l 'ensemble du t r a v a i l .  

I !  L'ézude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  de l a  pseudo-convexité deo couple, --- ( G ~ , G ~ )  dohinés ----- 
pg-gn --  cjfioi~pe --- de Lie t é e l  ex de llulzc de ses homes ------------- héelles 
/ehméu : Lorsque G d------  e s t  simplement connexe, (Gg,qR) 

@'7R 
e s t  pseudo-convexe s i  e t  seulement s i  GIR e s t  à s p e c t r e  imaginaire  pur.  

(Ceci s i g n i f i e  que pour t o u t  X E Lie (yR) ,  adX a s e s  va l eu r s  propres  

imagina i res  pu res ) .  Ces couples  sont  aus s i  c a r a c t é r i s é s  par  l ' e x i s t e n c e  

d 'un groupe de L ie  complexe e t  simplement connexe Ca,  d 'une forme r é e l l e  

'L % 

GIR de G à s p e c t r e  iraagii-xire pur ,  d 'un sous-groupe d i s c r e t  c e n t r a l  1' 

'L 
de GR t e l  que : GE = G ~ / ~  e t  GIR = ; l a  v a r i é t é  Gc e s t  nécessa i -  



rement de Stein. Lorsque 
G 

n'est pas à spectre imaginaire pur, il ne 

peut exister de structure kahlérienne sur Ga invariante par clRe 

Cette étude nous permet de donner certains résultats sur les 

variétés Ga/A, où A est un sous-groupe discret uniforme d'une forme 

réelle GR de GE. 

2 ) L16tude ______-_- - -__- - -__  decl t u b a  pseuda-convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  en. t~eLa;tion avec Le phinc-ipe ----- - 

du ........................... minhm de C.0, KAeLrnan : Soit (G G ) un couple pseudo- a' IR 
convexe. Etant donné un fibré principal holomorphe M de groupe structural 

Ga et de base B de Stein, et il un ouvert pseudo-convexe de M inva- 

riant par GiR et à fibres connexes au-dessus de B, alors la projection 

de n sur B est de Stein. 

3 )  L'étude d u  O U V ~ ~  pseudv- convexe^ &vCLfLiUn& : .................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Pour un couple (GC,GlR) et pour un ouvert R pseudo-convexe de 

Ga invariant par CiR, on montre l'existence d'une fonction strictement 

p.s.h. sur R ,  invariante par GR et d'exhaustion sur il 
/G,R 

, non 

seulement pour un couple pseudo-convexe mais aussi pour tout 
Gc 

résoluble 

tel que fi est relativement compact. 

On étudie également la relation entre convexité et pseudo-convexité 

pour les ouverts invariants. La convexité géodésique de (Gg,GR) est carac- 

térisée par une propriété du spectre de la représentation adjointe et la 

simple convexité de " / G ~  . Pour tout couple (G G ) géodésiquement O' IR 

convexe (en particulier, pour tout couple pseudo-convexe), la projection 

sur G IGIR d'un ouvert pseudo-convexe invariant est convexe ; la réciproque 

est fausse en général. 

4 )  ---_-------------  L' étude d ' u ~  exen7ple -----------------  do~nan2 une k@p0n6e -------  n Q g d v e  Ù une 

con/~cXiitL~ - - -  - -----------------  de Y . T .  S iu ,  en exhibant un fibré qui n'est pas 

de Stein, alors que sa base est de Stein, et que sa fibre est un domaine 

2 
borné pseudo-convexe de K . 
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Il existe des exemples assez simples d'ouverts de Stein de G x (2' 

2 
dont la projection sur n'est pas de Stein. Néanmoins, on doit à 

C.O. Kiselman le théorème suivant : 

B. Chafi a étudié, dans sa thèse de 3ème cycle r2], - ce qui se 

passait si on remplaçait gm par un groupe de Lie complexe connexe Ga: 
et iRm par une forme réelle G,R de GG. On rappelle ici qu'une forme réelle 

GIR de Ga: est un sous-groupe de Lie connexe de Ga: tel que 

Lie(Gc) = Lie(qR) @ i Lie(%). Il a démontré les deux résultats suivants : 

1 uz aéau&aX : Phincipe du h 4 i n i r n w n .  

Soit G un groupe de Lie complexe et a: G l ~  
une forme réelle fermée. 

Soit R un ouvert de G x an invariant par l'action à droite de 
G G t ~  

et à fibres connexes au-dessus de an. Alors si est une fonction régu- 

lière invariante sur R, strictement plurisousharmonique et d'exhaustion 

sur RIG , la fonction Y (x) = inf $(g,x) dé£ inie sur la projection 
A 

L! de sur (En est plurisousharmonique d'exhaustion sur w. 



Ce résultat a comme conséquence immédiate que w est de Stein. 

Dès lors, pour généraliser le théorème de C.O. Kiselman à 
Gc ' 

il fallait savoir si un ouvert de Stein Q invariant de Ga x C n 

admettait une fonction régulière strictement plurisousharmonique invariante 

et d'exhaustion sur "%. 

Le second résultat de B. Chafi est que cette condition est satisfaite si on 

prend pour Ga un groupe de la forme GL(p,E) x cq et pour G~~ la forme 

réelle ~ ( p )  x lRq. (GL(p,E) est le groupe linéaire complexe d'ordre p 

et ~ ( p )  le groupe unitaire d'ordre p) . 

Nous montrons dans la cinquième partie que le premier résultat de 

B. Chafi peut être replacé dans un cadre géométrique assez général (théorème 3). 

Pour la généralisation du second résultat, nous commençons par 

aborder la question de l'existence pour un couple (Gc,GR) d'une forcticn $ 

00 

de classe C sur Ga , strictement plurisousharmonique, invariante par 

l'action à droite de G ~ R  et d'exhaustion sur G / . Si la réponse est 
"IR 

affirmative, nous disons que le couple est pseudo-convexe. (NOUS 

admettons dans la définition que YR est fermé dans G a ) .  La motivation 

de cette définition est que l'existence de 3 ,  triviale dans le cas ((En,,Rn) 

n'est pas toujours assurée. 

Pour donner un critère de pseudo-convexité, nous introduisons 

les définitions suivantes : 

1) Une algèbre de Lie J (réelle) est à spectre imaginaire pur 

si pour tout X E , l'endomorphisme adX a toutes ses valeurs propres 

imaginaires pures. 



2) On dit qu'un groupe de Lie G réel est à spectre imaginaire 

pur si son algèbre de Lie est à spectre imaginaire pur. 

Rappelons ici que Jenkins [7] a démontré que G est à spectre 

imaginaire pur, si et seulement si il est à croissance polynomiale. Ceci 

signifie qu'étant donné une mesure de Haar sur , il existe un polynôme 

p tel qu'à tout voisinage relativement compact U de l'élément neutre 

on peut associer une constante C(U) vérifiant : 

n v n  n IN, mes U 6 c(U)p(n). 

Dans notre étude, nous n'utiliserons pas cette caractérisation 

des groupes à spectre imaginaire pur. 

On peut alors énoncer le théorème 1 qui est le résultat essentiel 

de la 3ème et de la 4ème partie. 

Théotlème 1 .  - S o a  un ghoupe de Lie complexe à hadicd  dh2Lment 

connexe e,t G une dotlme tléeUe de GE. Alund pou4 que (G,,q,) 
IR 

peudo-convexe, 2 da& e t  il du66*t que GR 
no** à dpecfie imaginaihe put. 

Ceci permet de dire que si Gc est nilpotent simplement connexe, 

alors (GC,GR) est pseudo-convexe, tandis qu'il y a des groupes résolubles 

Gc tels que ne soit pas pseudo-convexe. 

On remarque que si (G0,5R) est pseudo-convexe (avec à radical 

simplement connexe), alors GE 
est de Stein. En effet, dans la 3ème partie 

nous montrons que Ga est un produit semi-direct de cn et d'un groupe 

semi-simple complexe qui est de Stein d'après un résultat de ~atsushima [ g  . 



Dans sa démonstration du deuxième résultat, B. Chafi s'est servi 

de la mesure de Haar sur le groupe compact U(p) pour rendre invariantes 

des fonctions plurisousharmoniques. Le lemme 1 ,  essentiel à la démonstration 

du théorème 1 ,  généralise cette méhode en faisant jouer à un espace homogène 

compact le même rôle que le groupe compact. Nous utilisons encore ce lemme 

dans la cinquième partie, pour montrer que le théorème de Kiselman se géné- 

ralise pour les couples (G ,G ) pseudo-convexes moyennant l'hypothèse a: R 

restrictive que GIR contienne un sous-groupe discret uniforme T. J'ignore 

si cette hypothèse est nécessaire mais elle joue un rôle essentiel dans 

notre démonstration qui repose sur un théorème de Grauert-Docquier. Ajoutons 

que notre hypothèse est déjà restrictive, au niveau des groupes nilpotents, 

dont on sait qu'il existe un groupe de dimension 10 sans sous-groupe discret 

uniforme Bq. Incidemment, nous montrons également que dans le théorème de 

Kiçelman, on peut remplacer cn par une variété de Stein quelconque. 

Si qR n'est pas à spectre imaginaire pur, il n'existe pas de 

fonction strictement plurisousharmonique sur Ga: (4ème partie) . Nous 

renforçons ce résultat dans la 6ème partie, en montrant que dans ce cas 

il n'existe même pas de structure kahlérienne sur G invariante par 5 R  

Lorsque la forme réelle GR contient un sous-groupe discret uniforme T, 

nous donnons quelques résultats sur les espaces homogènes , à savoir : 

Si (GC,GlR) est pseudo-convexe, la variété /r est de Stein. 

Tandis que si 
GiR 

n'est pas à spectre imaginaire pur, alors 
'G /r n'a 

pas de métrique kahlérienne'l) . Certains groupes résolubles font partie de 
cette dernière catégorie. 

.......................... 
(*) On suppose ici l'existence d'une mesure 

G i ~  
invariante positive sur G~/r - 



La première assertion implique que si Ga 
est nilpotent et sirn- 

plement connexe, alors Gc /r est de Stein. Ce résultat, démontré par 

B. Gilligan et A. Huckleberry [5], est utilisé dans notre démonstration 

du théorème 1. 

Pour terminer cette introduction, je tiens à remercier G. Coeuré 

pour les nombreuses suggestions qu'il m'a faites pour cet article, ainsi 

que le referee de m'avoir fourni, pour la proposition 10, une démonstration 

notablement plus simple que ma démonstration initiale. 



11. PRELTMINAZRES ET PROPUSTTlONS TECtlN12UES. 

On a le lemme de moyennisation suivant : 

Lemme 1 . -  So i t  G~ un giroupe de Lie complexe, GR une dome 

h é f i e ,  dehmée, et Q un ouveht de UlvahiaMt pm L'action à dnoLte 

de G On suppose q u ' i l  exihXe r hOU5-ghOUpe de GR Xe1 que : 

1 ' ) G ~ / ~  so*t compact. 

2') il e r i s t e  une niesme p o s U v e  d de m a s e  1 s w  G , ~  / 
invahiantepm L' action à gauche de 

Gg. 

M O M ,  on a L' &quivatence evcfite : 

i) ie exd-te s u  D une donetion $ de d a s e  cW, sthiotement 

plwdounhahmoniylce, invaniante pm L ' a d o n  de r 2 dtLa*te, eX dlexhausXian 

nw 'Ir. 

ii) il er id te  6WL Q une doncUon Y de d a s e  cm, sthiotenent 

pLuhinounhmmonique, i n v d a n t e  pm L'action de cR à diroiXe eX d'exhaunhion 

Remmqueh : 

a) Si I' est discret, la condition i) est équivalente à 'Ir de 

Stein. 

b) Si GE est résoluble et simplement connexe (en particulier 

nilpotent), alors 1 " )  => 2') [ll]. 

C) ii) => i) n'utilise pas la condition 2"). 

Pireuve : i) => ii) . On definit Y par : 



Par dérivation sous le signe somme, on voit de suite que Y est Cm et 

strictement plurisousharmonique. L'invariance de Y provient de l'invariance . 
de dg Reste à montrer la propriété d'exhaustion. 

R ' 

On a un diagramme commutatif : 

p, q, r sont les projections canoniques et comrnutent à l'action de . Ga: 

On note pour C E Di : 

.- 

Mc = Ig 6 Q I  3kp, E GR/r tel que : g& c ~ ~ 1 -  

On voit tout de suite que LC est inclus dans Mc. 

Montrer la propriété d'exhaustion de Y, c'est montrer que qLc 

est relativement compact dans RIG . Pour ceci, il suffit que qMC vérifie 
IR 

la même propriété. Mais qMC C rKC. En effet, on a évidemment : 

M ~ =  Ig E Q 1 3 g , ~  G ,  tel que p(ggR) E KC}. 

Donc pour g E: IlC , on a : 



et comme 
K~ 

est, par hypothèse, relativement compact dans il/r, on a le 

résultat annoncé. 

ii) => i). On est ramené à démontrer que l'application naturelle 

de a/, sur QIG est propre. Or, on a l'assertion suivante d'où découle 
R 

le résultat. 

Soit G un groupe de Lie, A et B deux sous-groupes fermés, 

avec A C_ B. On suppose BIA compact. Soit R un ouvert de G invariant 

par l'action à droite de B. Alors l'application naturelle : 

BIA A YB est propre. 

Pireuve de ~'uAaeLtiun : On considère le diagramme commutatif avec 

les projections canoniques : 

Soit K un compact dans fi /B . On a r-'K = p(q-l~). 

- 1 % % 
Il suffit de montrer que q K = K.B avec K compact car BIA est compact. 

Or, il existe des compacts Cl,. . . ,C de GIB tels que : n 

1") K = U Ci et 2") pour tout Ci, il existe un ouvert U. contenant 1 
i= 1 

% 

C. et une section continue S. de U. dans G. on pose alors K = u s.C.. 
1 1 1 1 1  i= 1 



Leme 1 ' . - Soient H et FR deux @unen iléekXen 6ehnéed de 

Ha et Fa  Jzenpeotivement. So i t  Ga un giloupe de Lie complexe de l a  doilme 

"c ; Fa (piladuA/t n d - h e c t  au hem a n u l g ~ q u e  de H avec F dd f ingué  
a: a: 

dans G . On pone G~ 
= % C ' u f  une dome ilé&e denmée de 

G ~ .  

Soient dom deux now-gkoupu &m.mén r et r de HR et FR k u p e c -  
'k 

Zivernent véh idhn t  7 O )  et 2' ) du lemme 1 ileeatCvement à \ et F henpec- 

fivement et l e  i l  du lemme 1 ildcu5vemen-t à H et F ~ .  On nuppone, de a 
p l a ,  que la élérnem de r commuAent avec F . keom l e  gkoupe r 

IR 

véhidie l e  1 O ) ,  2 ' )  neLativemeMt à G~ eX l a  c o n w o n  i l  p o u  fi = cl. 

l 

Pkeuve : Si on pose K = IR ou , on voit immédiatement qu'on l 

a un homéomorphisme des variétés : G X F ~ / ~ ~ , ~ .  Deplus, 

si 1-i sont les mesures du 2O) relativement à et r , la 
H~ FiR 

vérifie le 2 " )  pour r . r  . Si $ et $ vérifient 
H~~ F~ q R  IR 

I i) relativement à H et F et sont positives (ce qu'on peut toujours 
6 c 

supposer), alors + OF vérifie i) relativement à G et r . r  
IR IR 

(C H~ F~ 

(la propriété d'exhaustion utilise l'homéomorphisme de variétés défini 

ci-dessus). 

Coiloa&e den Lemmu 7 e;t 1 ' . - Soun len hypo;thè.cl u du lemme 1 ' , 

lu condition M )  du lemme 1 en* nathdaLte pouil = Ga. 
l 

Le lemme de descente suivant utilise des techniques classiques 

pour les groupes résolubles. 



Lemne 2 . -  Soient G~ un gkoupe de Lie héénoluble complexe nh@enient 

connexe et une dome ké&e. On con6idène un hou-ghoupe de Lie (connexe) 

LR 
de GR et on note L~ l e  cornpt?eri~ié de k danb Ge. Aeoha llappe*- 

cation natwr&e de LC/LlR dan6 Ga/% est  phope. 

Ce lemme implique que si (G ,G ) est pseudo-convexe, alors 
(C IR (Lc. b) 

l'est aussi. 

Rmmque : On sait que G sont automatiquement fermés L ~ ,  L ~ >  IR 

et simplement connexes [3] . 

Pheuve : Pour La, LR, GR, GE fixés, on va montrer qu'il existe 

un sous-ensemble fermé F de Ga, et deux homéomorphismes 4 et 4' tels 

que le diagramme suivant soit commutatif. 

i' est l'inclusion et i est l'application naturelle. 

De cette propriété découle immédiatement le lemme car i' est 

propre. 

On démontre la propriété annoncée par récurrence sur la dimension 

n de 

Pour n = 0, c'est évident. On suppose la propriété vraie à 

l'ordre (n-1) et on va la démontrer à l'ordre n. 

On suppose donc 
GIR 

de dimension n et LiR sous-groupe de . G~ 



Pour éviter les confusions, on mettra des indices à F,$,$' ,i,i' 

indiquant la dimension qu'on considère. 

On écrit : = V x M (produit semi-direct) où 
'IR R s IR 

YR est un 

sous-groupe distingué simplement connexe de dimension (n-1) et VR un 

sous-groupe de Lie isomorphe à IR. 

On note e un isomorphisme de R sur 

On a : = V  x M  où Ma et Va sont les complexifiés de Ga: a s  c y  

% et ViR 
dans G On note encore e le prolongement de l'isomorphisme 

C ' 

précédent de sur Va. Plusieurs choix pour VR sont possibles. Dans 

la suite, nous allons préciser le choix. 

Pour se ramener à la dimension (n-1, on considère deux cas, 

qui permettent de définir un groupe . 
QR 

\. on pose qR = et et4 = LLa et vlR quelconque. 7m CatS : L*C 

2Ene cab : LIR qR. Dans ce cas, on choisit viR 
tel qu'on puisse 

écrire : L~ 
= V x Q où Qc est le complexifié de 

= v i ~ C Q i ~  y La c s c Qw 
et SC%. (En fait : QR = L R n H  ) .  IR 

On a, par hypothèse de récurrence, un diagramme commutatif : 

_+ 

(Les signes % indiquent des homéomorphismes). 



On définit (avec un abus d'écriture évident) F par : n 

(où e(iR) est l'image de dans V par e) . 
(C 

- 
Pour g r Gc , on note g sa classe d'équivalence dans G@/G,~. 

On définit Qn par : 

On s'assure d'abord que est bien définie (et continue). n 

Pour e(X )m E: VR 5 yR , on a : 
O O 

(e(A)m) (e(ho)mo) = e(X+ho)e(-ho)me(")mo. 

Comme e (-ho)m e (ho) E MU: , on voit que gn est bien définie. 

 autre part, soit Y l'application réciproque de n- 1 'n-1 . 
On vérifie que l'application réciproque (continue) Y de Sn est donnée n 

par : 

Y : F -+ Gê/GIR 
n n 

e(i h2)x + e(i h2).Yn - ](x) pour h2 E IR et x E Fnel 

(le groupe Va agit sur G~/G,~). 

Pour terminer la démonstration, considérons les diagrammes. 

7eh CaA : LRC "IR. 
 application 4; est donnée par : 



2ème cm : %- 
L 'app l i ca t ion  $A es t  donnée par  : 

h E Q c 9  $n(e ih)q)  = e I m  ~ ) $ ; - , ( e ( ~ e  A)qe(-Re A)). 

Pour l a  s u i t e ,  on a besoin  de  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  de plongement 

des  a lgèb res  de  L i e  r é so lub le s .  

On i n t r o d u i t  l a  d é f i n i t i o n  su ivan te  : 

Dédini&ion.- Une a l g ê b t c  d e  LLe iLéaoeuble 4 é d L e  R a;t scindée. 

a i  R a;t p4oduit  a m i - d i 4 e C t  d 'une  algêbtre a b é f i w n e  A eL d ' u n  i d é a l  

nUpo;tent n, e.X si ,  d e  plun, poufi ;toux x E A,  adx a-t d i a g o n d A a b e e  

P4o,ooa&on 1 .  - SoLt L une algcbne t ~ é a o l u b t e  4Q&e à a p e c x # ~ ~ e  

imçrginahe pu4. IL exAXe une a l g h b t e  nc indéc  a p4oduLt a&-di4ecA: d ' une  

dgèbac!  commutative B e-t d 'un  i d é a l  niepo;tevl;t n, a i v i n i  qu'une baile ( 8 )  

d e  B t e l a  que : 

i) L e ~ x  liaomot~phe ù une aoua-GLegèb/~~e de a ; 

) a e ~ ; t :  à apeottre h a g i n c i h e  put ,  e.X Lea vdeuhil  ptropae~ 

de  ada(x)  app,pahtiennent Ù 2 inZ  p o u  *out x davin ( B )  . En pu4Lic&eh : 

Exp ad (x) = i d  pou4 x E: (8). 
6 a 



Pneuve : On reprend la construction faite par Reed [12] , de 

l'algèbre scindée associée à une algèbre résoluble. 

Soit n le radical nilpotent de L et La 
1 (resp. le 

complexifié de L (resp. n). On choisit x E L 
1 nl ' et on décompose 

la dérivation adx en sa partie semi-simple d et sa partie nilpotente 
1 1 

n qui sont des dérivations réelles. 
X '  
1 

On décompose La en espaces propres pour d et on remarque 
X '  1 

que l'espace propre correspondant à la valeur propre O est le complexifié 

de l'espace propre réel L correspondant, et que les autres espaces propres 
O 

sont dans (nl)a. On choisit ensuite x dans L nl , 
2 O 

indépendant de 

1 
- dx dx (où d est la x et on remarque que d (x2) = O et d d - 

X 
1 X1 X2 2 1 X 2 

semi-simple associée à adx ) .  En décomposant 
2 

LI en sous-espaces propres 

par rapport à l'algèbre engendrée par d et d , et en refaisant une 
X 

1 X2 

opération similaire à la précédente, on choisit x indépendant de 
3 x1 Y x2 Y 

dans L - n tel que : dx (x3) = dx (x3) = O et dx commutant à 
1 1 2 3 

d ,d . De proche en proche, on définit 
xl  y*..9x N base d 'un supp lémen- 

X X 
1 2  

taire de n et tels que : dx dxj = dx.dx 1 
où d est la partie semi- 

X .  
i J i 1 

simple de adx.. 
1 

On définit alors une algèbre résoluble R produit semi-direct 

d'une algèbre abélienne A et de L de la façon suivante. 

Une base de A est donnée par les éléments dl, ..., d et on a : N 

On voit immédiatement que ad d. est semi-simple sur R ,  et que 
1 

si L est à spectre imaginaire pur, les valeurs propres de ad d. sont 
1 



toutes imaginaires pures. 

On remarque que le sous-espace n de R engendré par 1 
et les 

x -d. (i = 1 . est un idéal nilpotent de R (ad(x.-d.) est nilpotent 
i i 1 1  

et [R,n'J c nI). Par conséquent, R est produit semi-direct de A et de n 

et donc R est scindée ; de plus, R est à spectre imaginaire pur, 

3 cause de ce qui a été dit précédemment sur les ad di. 

Soit n le complexifié de n, on remarque que l'algèbre 
(C 

R' = A + n est une algèbre réelle admettant les mêmes propriétés que R. 
(C 

On décompose n en espaces propres par rapport à l'action de A. 
â: 

Soient 
'i 

et X les poids correspondant à n. et n.. 
j 1 J 

Deux cas peuvent se produire : 

2) [ni," # 0. Il existe alors k (unique) tel que : 
j 

(poids correspondant à 

Ilontrons à présent qu'il existe un IR-espace vectoriel B contenant 
'L 

A et une base (8) de B pour lesquels existent des formes linéaires Ai 

sur B à valeurs dans iR vérifiant : 

'L 
b) la restriction de Xi à A est hi ; 

% 
c) hi prend ses valeurs dans 2inZ sur (8). 

On considère le système d'équations linéaires suivant : 



pour les différents i ,  k tels que : O # [niynj] C nk. 

Les inconnues appartenant à un espace vectoriel sur 0. 

La résolution donne, en changeant les indices : 

Xl,...,X arbitraires et X X combinaisons linéaires a 
§ s+ 1 P 

coefficients rationnels de XI, ..., X s ' 
On pose alors : B = A @ IR'. (On a : B = A si la seule solution 

du système de départ est X. = O pour tout i). 
1 

Soient P l  Y ,Ps les éléments d'une base du dual de IRS. 
'L - On pose : Ar - Ar + i pr pour r = l,...,~. 

CL 'L 
En complétant i XI, ..., i As en une base du dual de B, et en 

m % 'L 
considérant la base duale T3 , on voit que Al, ... ,A prennent des valeurs s 

?W 'L 
dans 2irZ sur 2r.8 . On définit Ai pour i > s en résolvant le sys- 

tème (l).Si on note m le p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients inter- 

% 
venant dans les coefficients des combinaisons linéaires des 'i 

en fonction 

% 
des h (avec i > s et j < s) et si on pose (8) = 2nm8*, les formes 

j 
'Id % 

linéaires hl, ..., hp prennent sur (8) des valeurs dans 2irrZ, et les 

propriétés a) et b) sont trivialement vérifiées. 

On définit alors l'algèbre scindée produit semi-direct de B 

et n par la loi suivante : 
(C 

'L 
[b,x.J = hi(b)x. pour b E B et x. E n. 

1 1 1 

[b,bl] = O pour b, b' E B. 

L'identité de Jacobi provient de la condition a) ci-dessus. 

L'algèbre 6 satisfait bien aux conditions de la proposition 1. 



Remc~rque : G .  Coeuré a montré, toujours en s'appuyant sur [lg, 
qu'une algèbre de Lie à spectre imaginaire pur se plonge dans l'algèbre de 

Lie des matrices triangulaires supérieures complexes ayant des éléments 

imaginaires purs sur la diagonale. 

111. RESULTATS PUSlTlFS. 

Dans cette partie, on démontre la condition suffisante du théo- 

rème 1. 

A. Rad G E  = {I l .  

C'est le cas semi-simple. est compact (voir 4ème partie, 

C : le cas semi-simple). On démontre alors le résultat en appliquant le 

lemme 1 de moyennisation à = GE et r = { l } .  

Pour traiter le cas résoluble, on commence par le cas nilpotent : 

Pxo,ponition 2 . -  SoLt G@ un giroupe de Lie complexe nimplment 

connexe n i lpo ten t ,  et G~ une @rw t é e u e ,  a l o u  l e  couple ( G ~ , G ~ )  enX 

ph eudv-convexe. 

Pour la preuve, on utilise deux propositions : 

Piropondion A [5J .- S i  r en* un now-gxoupe discird de qR 
I d p o t e n t 1  , d o f i  La vvaUéré G en* de S t e in .  

Rematrque : La démonstration de cette proposition repose essentiel- 

lement sur le théorème de Matsushima Cg]. 



Avant d'énoncer la deuxième proposition que nous allons utiliser, 

introduisons quelques notations. 

Pour K = IR, C ,  C ,  on note NK le groupe des matrices triangu- 

laires supérieures d'ordre p, n'ayant que des 1 sur la diagonale, et à 

coefficients dans K. Pour K = IR ou , on a un groupe de Lie nilpotent 

simplement connexe. 

P k a p u ~ L t i m  B (ThEakème d '  A d u )  Ci] . - ToLLt gkuupe vitpuXent n h -  

p~ement connexe /réel e n X  Aamutrphe (en  ,tant que ghvupe de Lie) à un AuuA- 

ghOU,De dennte d'un N; . 

P '  de : Par le lemme 2, il suffit de démon- 

- ' et Ga = Na. D'après la proposition A trer la proposition 2 pour qR - N,R , 
et le lemme 1 de moyennisation, il su£ f it de montrer que N:/N; est compact. 

Or soit n E NP il existe n c NP tel que les coefficients de nn 
IR ' O n O 

soient compris entre O et 1. Le choix de n se fait de la façon sui- 
O 

vante. On appelle a les coefficients de la matrice n et bij 
les 

i j 

coefficients de n qu'on veut déterminer. (On a : 1 & i & j & n et 
O 

a = bii = 1 ) .  On détermine les coefficients bi j 
par récurrence sur 

i i 

k = j-i. On appelle c les coefficients de nn . 
i j O 

Pour k = 1 ,  on doit avoir : 

c = a. avec O & c. & 1, 
i,i+i + bi,i+i i,i+l i,i+l 

d'où un choix pour les bi,i+i. 

Plus généralement, pour k quelconque : 



d'où un choix pour les b i, i+k' 

Montrons à présent dans le cas résoluble, la condition suffisante 

du théorème 1. 

Soit L un groupe de Lie résoluble simplement connexe d'algèbre 

de Lie L ,  à spectre imaginaire pur. D'après la proposition 1, on le 

plonge en tant que groupe de Lie dans un groupe de Lie S simplement connexe 

dont l'algèbre de Lie d est scindée et à spectre imaginaire pur. Si on 

note Sg un complexifié de S, il suffit d'après le lemme 2 de démontrer 

la pseudo-convexité du couple (Sa,S). 

On se reporte à présent aux notations de la proposition 1. On a 

une décomposition en produit semi-direct de S en un groupe abélien 3 

(correspondant à B) et d'un groupe distingué nilpotent N. Pour sa: ' 
on a une décomposition correspondante en 3 et N a .  c 

Soit r le réseau dans B engendré par (8). Comme Exp adx = id a 
pour x & (8) et que B est commutatif, on en déduit : 

x E , Exp adx = ida . 

Soit r' le sous-groupe fermé de B, image de r par l'exponen- 

tielle (qu'on note exp). Comme Ad,$(exp x) = Exp ad (x), on en déduit 

que I" est dans le centre de G. 

On applique alors pour conclure le corollaire des lemmes 1 et 1' 

à la situation suivante : 



B = H , ~ ,  N = F I R *  r l = r  , ~ = r  . 
q~ F l ~  

D. C a h  g ê n ê t ~ d .  

Montrons, à présent, que si 
G l ~  

est à spectre imaginaire pur, et 

si le radical R de Ge est simplement connexe, alors (Ge,GlR) est 
6: 

pseudo-convexe. 

Commençons par supposer GR simplement connexe. Alors GR est 

isomorphe d'après le théorème de Levi-Malcev Cl] en tant que groupe analy- 

'L 2i 
tique à un produit semi-direct K x R où R est le radical de 

G~ 
et K 

S 
'L 

est semi-simple. Mais comme K est à spectre imaginaire pur, c'est un 

groupe compact d'après ce qui a été dit précédemment. 

'L 'L 2> 
Soit K un complexifié de K (on sait que 

O 
Ka existe). 

C'est un groupe semi-simple simplement connexe et on peut définir 

'L 'L 

Ka ; Re. On peut toujours supposer que Ge = K x K Comme les couples 
G S a' 

'L 'L 
(KO,K) et (Re,R) sont pseudo-convexes, on a par application du corol- 

laire aux lemmes 1 et 1' en posant r$ = 11 } et r = R, que (Gc,GR) 
R 

est pseudo-convexe. 

Si GIR n'est pas simplement connexe, soit un revêtement 

2> 
universel de G comme on l'a vu précédemment 

IR YR admet un complexi- 

fié . L'application de revêtement p au-dessus de Ga peut être 

choisie telle que le diagramme suivant, dans lequel les flèches verticales 

sont des inclusions naturelles, soit commutatif : 



1 En effet, l'existence d'un tel diagramme au niveau des algèbres de 

~ Lie est claire, les flèches horizontales étant des isomorphismes. Comme 

'L 

Ga: 
est simplement connexe, on peut remonter sur les groupes, 

et p est un revêtement. Montrons à présent que les fibres de p sont 

finies. 

Il suffit de prouver que le groupe fondamental de 
GC est fini. 

A cet effet, on considère la fibration : qui donne 

naissance à la suite exacte : 

Or IT (R ) est trivial par hypothèse, et de plus comme le groupe 
1 a: 

G / est semi-simple complexe, son groupe fondamental est fini, ce qui 
(C Ra: 
implique bien que IT (G ) est fini. 

1 c 
Par conséquent, p est fermé. On en déduit que GR est fermé 

'L 
dans Ga. Terminons la démonstration. Soit J I  une fonction plurisousharmo- 

nique d'exhaustion positive associE au couple pseudo-convexe (G~,G:). On 

a un isomorphisme de groupes analytiques entre et G:/~ (où c est 

un sous-groupe fini central de 

On définit une fonction $ sur Gc par : 

CO 

On vérifie facilement que $ est de classe C , strictement 

plurisousharmonique sur Gê , invariante par G et d'exhaustion sur IR 



T V .  LE CAS NEGATTF. 

A. Cm p ~ c u f i m .  

On commence par étudier les cas particuliers fondamentaux pour 

lesquels le couple (GI,GR) n'est pas pseudo-convexe. On en déduit facilement 

la condition nécessaire générale. On note P l'ensemble des fonctions pluri- 

sousharmoniques sur Ga , invariantes par 
G ~ *  

NoRaLiou : 

Soit S' le cercle unité de centre O dans C, et dB la mesure 

1 de Haar normalisée sur S . On désigne par 5 le disque unité fermé de 

- 
centre O et par H(:) l'espace des fonctions holomorphes au voisinage de D. 

Le lemme et la proposition qui suivent ont été démontrées par G. Coeuré. 

Lernme 3 .  - IL e x h t e  une &un*eee (f,),,, de doncXiovin de ff(D) 

v é ~ d i a n R  : 

LÜ) on pose : bE = ( eRefEd6. Alohs bE U R  une doncXion 
1 

continue de E e,t lim bE = + . 
&-++a 

P h ~ u v ~  : Soit Log z la détermination principale du logarithme 

dans le demi-plan : Im z > 0. 

1+&+2 
On pose : f (2) = Log i - . 

E 1 +E-z 



On vérifie immédiatement i) et ii), ainsi que la continuité de bE. 

De plus, d'après le lemme de Fatou 

lim 1 eRefidf3 1 lim eRef'de 
,l Id- 

DE~inLtia~n : 

Pour K = R OU C , on munit K~ d' une structure de groupe ana- 

lytique GK dont la multiplication est donnée par : 

9~ est une forme réelle de G 
(E ' 

Pour une fonction $(z,b) invariante par l'action à droite de G~~ ' 

et on a un difféomorphisme entre 
2 

G / et IR donné par : 
G~ 

n -Rez 
(zyb) G ---t (Im z,e Im b) 

n 
où (z,b) est la classe d'équivalence de (z,b) IZ Gc . 



Le groupe GR (resp. GE) est le revêtement universel du groupe 

affine sur R\ (resp. 0"). On a la proposition suivante : 

Pf iopoht ion  3 .  - L u  aelLe~n b o n d o n h  iQ(z,b) de P nont  le^ 

~onC;t iam convexu  de Im z. 

P ~ Q U V C  : Sur , et pour E > O, on définit une fonction 
g& 

continue sur D et holomorphe à l'intérieur par : 

ge(0) = O et Im gE(z) = e Ref &(Z) 1 
- bE pour z E S , 

Re£& La fonction est bien définie car e 
1 

g~ 
est cCOsur S ,  

et que d'autre part : eRefEdO = bE. 

Si 4 E P, alors la fonction hE(z) = ~p(f~(zf,~&(z) + i bE) est 

- 
semi-continue sur D, et plurisousharmonique à l'intérieur. De plus, 

(par invariance) : 

1 
Pour z E S , on a : hE(z) = $(i Im f (z),i), et 

E 
1 

donc : z E S , 1 h )  1 K indépendant de E. 

1 
De plus : $(O) = $(i c2,i e bE) 9 

où on pose c = Im c et c = Re c. On a d'après l'inégalité 2 1 

de la moyenne 

........................ 

( )  Pour IR, on a le groupe affine lui-même. 



Comme lim b& = + m y  et que bE est continu, on en déduit que 
&++a 

Q(i c2> ib) ,< K' avec K' indépendant de b pour b 2 O. Une telle 

inégalité se généralise pour b E R, en remplaçant $(z,b) par $(z,-b) 

qui appartient aussi à P, et conme on a : $(z,b+bo) = $(z,b) pour 

b c B, on en déduit que $(i clYb) est majorée pour tout b E C .  Or 
O 

une telle fonction est constante d'après Liouville, donc : 

$(i c2.b) = $(i c2 yO)o 

On peut remplacer i c par n'importe quel autre élément de a, 
2 

quitte à remplacer $(z,b) par $(z+a,b) qui appartient aussi à P. 

(Ici a est une constante arbitraire). D'où la proposition. 

De la proposition 3, on déduit immédiatement le corollaire : 

Cot~oLLaitre. 3 .  - 14 vz'exLs,te. pm de. d o n d a n n  de P qu i  h a i t  

bficte.me& p L d a u n h m a n i q u e ,  uu de 6oncL.ion de P qu i  dl~xhauL.ian 

Dé&i.vuXon : 

Pour B F IR, et K = IR OU ê, on munit K~ d'une structure de 

groupe analytique B 
GK 

dont la multiplication est donnée par : 

où A est la matrice 1 '1 = I + BJ, avec I (A y )  et J = ( 
O +1  

B (-B 1  -1 0). 



Pour $(z,b) 6 P ,  on a : 

$J(z,b) = iy(i I z i e-Rez.A6 Im b) 

et on a un difféomorphisme entre 3 
et iR donné par : 

G ~ /  B 
G~~ 

Pour 8 E ,R et $ E P on remarque que la fonction définie 
8 

par : 

appartient à P. En effet : 

le dernier terme est égal à 

d'autre part, l'application : b + eeJb est holomorphe. 



2lT 
On pose alors : lpA(z,b) = 1 0(z,eeJb)d0. 

O 

La fonction 8 appartient à P. De plus : 

A -Re z 
= IJ (i Im z, i e .Im b) car dA est invariante par 

l'action de 8. 

2 
Soit b E IR , on a : 

et d'après la démonstration de la proposition 4, on voit que : 

d'où la proposition pour $*. Mais si $ est strictement plurisousharmonique 

A 
ou d'exhaustion, l'est aussi.  où la proposition pour $. 

Remutque : L1amélioration suivante de la proposition 4 m'a été proposée 

par le referee. 

Il Les seules fonctions $(z,b) de P sont les fonctions convexes 

de Im z ", résultat analogue à la prop. 3. 

Il suffit pour cela de considérer la fonction 

Le raisonnement fait pour $JA montre aussi que gs ne dépend que 
S S A 

de z. Donc $ (z,b) = 4 (z,O) = $(z,o) = $ (z,0) = bA(z,b). Ceci implique 

que $(z ,eeJb) = $(z ,O) pour presque tout 8 6 [O, 21r] , d' où la conclusion. 



PnoposLtian 5.- S i  G~ n'es*. pan à spe&e imaginaMe p u h ,  ie 

er ia fe  un sous-gtoupe analytique complexe H de G@ a u  lequel aucune 

d o n d o n  f pluhisoushrvunonique sua cl, uivahianf e pan 1' action de G~ 

à dhoite, ne s o i t  s X c t e m e n t  pLûU1i6ous hamionique. De p h ,  s i  
Ga 

e61 

nésoluble et ahplement connexe, L'injec-twn canonique de H l H  ,, GR dana 

GI/GR 
en* pnophe et f ne peuX êthe d' exhw-tion suh H l H  

GR. 

Cet te  p r o p o s i t i o n  implique évidemment l a  cond i t i on  n é c e s s a i r e  du 

théorème 1. Au paragraphe V I ,  on r e n f o r c e r a  c e t t e  p ropos i t i on .  

Pheuve : Il e x i s t e  dans  Lie(%) un élément X t e l  que adX 

n ' a i t  pas  t ou t e s  s e s  v a l e u r s  p rop re s  imagina i res  pures .  Deux c a s  peuvent 

se p r é s e n t e r .  

7eh c m  : adX a une v a l e u r  p rop re  r é e l l e  non n u l l e  A .  Alors  

il e x i s t e  Y non n u l  dans Lie(GR) t e l  que : [x,Yr] = hY. Les v e c t e u r s  

X e t  Y forment l a  base d'une a l g è b r e  d e  Lie  isomorphe à c e l l e  du groupe 

a£  f i n e  . 

2ème c a  : adX a une v a l e u r  p rop re  de  l a  forme X + i v  (avec 

A .  # O). S o i t  Z un vec t eu r  p rop re  de  L i e  ( G  ) a s s o c i é .  a 

On é c r i t  : Z = U + i V  où U , V  E Lie(G ). 
IR 

On a : rx,u] = AU - UV e t  [x,v] = hv + VU.  

De p l u s  : X , V  = [[x,uJ ,VI + LU, P,V]] = ~A[U,V-J. 



On peut supposer [u,v] = 0, car sinon on est ramené au premier cas. 

On vérifie immédiatement que X, U, V est une base d'une algèbre de Lie de 

dimension 3. Quitte à remplacer X par XIA, on peut supposer A = 1 ,  et 

donc l'algèbre précédente est isomorphe à Lie (g) . 
On pose la définition suivante : 

On appelle groupe du type 1, un groupe de Lie (réel) analytiquement 

isomorphe à un groupe dont le revêtement universel est un groupe G: OU le 

groupe affine réel. 

Alors d'après ce qui a été vu plus haut, le groupe G~ 
contient 

un groupe 
H~ 

du type 1. Si H est le complexifié de $ dans 
y 

vérifions qu'il n'existe pas de fonction strictement plurisousharmonique sur 

'L 
H, invariante par  HI^ . Soit H le revêtement universel de H. Alors il 

'L 'L 
existe une forme réelle H de H ayant même algèbre de Lie que H, tel 

R 

que le diagramme suivant soit commutatif : 



Les flèches verticales sont les injections naturelles. L'application 

p est l'application de revêtement, et p' est la restriction de p. 

'L 'L 
On voit ainsi qu'oh peut remplacer le couple (H,%) par (H,H~). 

Or soit A, (resp. A ) un groupe égal à ou au groupe affine (resp. a G~ 

G' ou au revêtement universel du groupe affine complexe) , alors par simple 
a: 
connexité, on a un diagramme commutatif : 

(les flèches horizontales sont des isomorphismes analytiques et les flèches 

verticales les inclusions naturelles). 

'L % 
On peut donc remplacer (H,HIR) par (Ac,%) mais dans ce dernier 

cas, on sait qu'il n'y a pas de fonction strictement plurisousharmonique 

sur Ac , invariante par A~~ . 

La dernière partie de la proposition se démontre en utilisant 

le lemme 2. 

Remcurque : 

On a implicitement démontré (condition nécessaire et condition suf- 

fisante : le cas D) que les algèbres de Lie à spectre imaginaire pur sont 

les algèbres de la forme k + r (produit semi-direct d'un idéal r et d'une 
- s -  - 

algèbre k) - avec - r résoluble et à spectre imaginaire pur et k - algèbre 



de Lie d'un groupe compact semi-simple K. Démontrons directement ce résultat 

algébrique (une des conditions découlant directement du théorème de Levi- 

Malcev, on va simplement montrer qu'une algèbre L de la forme k + s est - - 
S 

à spectre imaginaire pur). 

7') Pour k E k, - ad k a ses valeurs propres imaginaires pures. 

En effet, L est un K-module par l'action de Ad. Comme K est compact, 

il existe un produit scalaire sur L qui rend les opérateurs A ~ K  (K c K) 

orthogonaux, et donc les opérateurs adk (k E k) antisymétriques. 

2' )  Soit maintenant c L se décomposant suivant k et r 
O - - 

sous la forme 
ko + ro 

. Soit L' l'algèbre résoluble iRko Q f. 

Alors L est un L' module. En utilisant le théorème de triangulgtion 

dlEngel [l], il suffit pour conclure de montrer que ad r a ses valeurs L O 

propres imaginaires pures. Soit donc Y E: L (complexifié de L )  et c 
vérifiant : [r0,y] = h.Y pour un certain A E . Si A est non nul, 

alors nécessairement Y appartient au complexifié de r. - Mais alors A est 

imaginaire pur par hypothèse. 

 utilisation du théorème dlEngel m'a été suggéré par G. Coeuré. 

C .  Le c m  semi-b imple.  

On va montrer pour finir que dans le cas semi-simple, on a des 

résultats négatifs plus forts que ceux décrits dans la proposition 5. 

P h o p o a i t i o ~  6 . -  Soi* Ga un ghoupe de L i e  comptexe benii-bimple 

e* GR une dohme hée.&?e ban6 bOUh-ghOUpe compact d i n f i n g u t  de duriemion 

pobi* ive.  M o u  P be héd& aux comXanteb.  



Coto.Ua&e. - P o w  G~ 6eBi-huil,p&, Le couple (GgyG,R) MX 

pheudo-convexe h i  et netLeement h i  GIR ait compact. 

Ptteuve du cottoflaihe : 

La condition suffisante a été évoquée dans l'introduction. 

Pour montrer la condition nécessaire, on suppose GR non compact, il 

existe alors un sous-groupe de Lie simple Gi de GIR tel que si on 

note Gk le complexifié de GA dans G 
(E ' le couple (Ga,Gi) satisfait 

aux hypothèses de la proposition 6. La restriction d'une fonction de P 

à Gd: 
est alors constante, et ne peut donc être strictement plurisous- 

harmonique. 

Pour la démonstration de la proposition 6, on utilisera les 

notations suivantes : 

On note l'algèbre de Lie de GIR , et soit : - 
J~ J I ~ - ~ + P  

une 

décomposition de Cartan où k est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe compact 

maximal. Soit a une sous-algèbre abélienne maximale dans p et q une 
IR 

sous-algèbre maximale abélienne de JR contenant a On sait C6] qu'on a 
IR' 

une décomposition : q = tR + a 
IR y 

où tIR est une sous-algèbre abélienne 

de k. On pose : v = iyR + tR , et on sait que le sous-groupe de Lie V 

de GE correspondant à v est compact, (c'est un tore maximal). On note 

le sous-groupe de GC correspondant à ia IR ' 

Les sous-groupes de correspondant à a et a (complexifié 
(R a 

de aIR) sont notés 4 et AG.  On a le lemme suivant (connu) mais se trou- 

vant assez peu dans la littérature. 

Lemme A. - Le poupe UR enf compact. 



Pneuve : On suppose d'abord GE simplement connexe. 

Il existe une involution 0 sur J telle que : 0X = X pour X c t 
IR IR 

et 8X = -X pour X € a On complexifie l'involution qu'on continue d'ap- 
IR ' 

peler 8. On a alors : 

i g  = IX E V I ~ X  = -XI. 

'L 
Soit 8 l'involution associée à 8 sur G Le groupe 

(C ' 
UR est 

alors la composante connexe du sous-groupe fermé de V défini par : 

Comme V est compact, est compact. 

?I 
Si G n'est pas simplement connexe, on passe au revêtement universel 

(C 

'L 
et UR est l'image continue du sous-groupe compact de Gc cofrespondant à 

i a 
IR' 

Du lemme A ,  on déduit que si f est une fonction plurisousharmo- 

nique sur *a: invariante par l'action à droite de , f est constante. 

En effet : A@ = U A 
IR' IR 

et on applique le principe du maximum. 

On se place à présent dails les hypothèses de la proposition 5. 

Lemme B.- Un boub-g t l~~pe  damé de Ge conXenant GR eA Ac e.bL 

Gc ZouX e n f i m .  

Pkeuve : Soit C l'algèbre de Lie d'un tel groupe. 

1 n i 
On pose : 

J~~ 

= JR @ ... @ J,R où les  JI^ sont des idéaux simples 

i i 
de JR. Pour chaque JIR , on choisit a sous-algèbre abélienne maximale IR 

i 
dans la partie non compacte d'une décomposition de Cartan de JR. 

On pose 

1 n 
a = a @ ... 8 a et on vérifie que c'est bien une sous-algèbre abélienne 
IR IR R 

maximale dans la partie non compacte d'une décomposition de Cartan de JIR. 



i i 
Si on note les complexifiés de i i 

J, Y J, Y a, 
J , ~  y J,R y C ~ R  y 

i 
Or a # (0) d'après les hypothèses sur u: CiR , et il est bien connu 

i i 
que JIR est une sous-algèbre maximale de JE. Par conséquent : 

i i 1 
C n J, = J, , et donc C = J 

(I: y 
d'oh le lemme. 

l 

1 

1 Pfieuve de  la pkapabLt ion 6 : 

on pose : L = Ig E G~ 1 V f  E P , f(g) = f(i)I. 

C'est un sous-groupe de Ga car P est invariant par l'action 

de G, à gauche. De plus L contient G et A,. En effet, il contient 
IR 

G~ 
par hypothèse, et d'autre part si on prend la restriction d'une fonction 

f de P à la sous-variété complexe *c y 
f est constante, égale à f(l), 

d'après le lemme A. En appliquant le lemme B, on voit que L est dense 

dans G 
B ' 

On a alors : 

v f  E: P : f(g) 2 f(l), à cause de la semi 

continuité des éléments de P. Mais alors soit gotzG,, et £ € P .  

- 1 
En considérant la fonction £(go (x)) dans P, il vient : 

D'où finalement : v g  E: G B y 
f(g) = f(l), pour f E P. 

~emahque : 

Montrons que GIR à spectre imaginaire pur et semi-simple équivaut 

à GR compact. Tout d'abord si GR est compact, il peut être réalisé comme 



sous-groupe de Lie d'un groupe orthogonal. Cela implique que pour x E J 
IR y 

adx est antisymétrique et donc à valeurs propres imaginaires pures. Réci- 

proquement, si 
G~ 

n'est pas compact, alors a # (O) et pour X & a non 
IR rR 

nul, adx a ses valeurs propres réelles et non toutes nulles [6J. 

On retrouve ainsi le corollaire de la proposition 6. 

Dans le cas où GIR est un groupe de Chevalley [13], on peut 

renforcer la proposition 1. On appelle 
b l ~  

une sous-algèbre de Borel de 

GfR y et ?R 
le sous-groupe de GR correspondant. 

Cette proposition repose elle-même sur la suivante (on note B u: 
le complexif ié de dans Ga et Q l'ensemble des fonctions plurisous- 

harmoniques sur Ba invariantes par BR) . 

PtropoaLtion S .  - L ' emanble Q ne i rédud aux cona;tante.b. 

On définit L sous-groupe de Ba: par : 

Comme précédemment, L contient BIR et Ac Y et l'algèbre de Lie 

1 de contient 
b l ~  

et a Soit alors e un vecteur propre de c a 

associé à la racine positive a. On sait qu'il existe H E aR tel que : 

O [H,~J = a(H)e, 



Les éléments iH et e appartiennent à L, donc également a 

[i~,eA = a(H). (iea), donc ie ê L car a(H) E: IR ' {O). a 

Par conséquent L = bg (complexifié de b ) et comme précédernent IR 

L = BC. 

Ptreuve de La y ~ t ~ o p o a ~ o n  7 : 

Soit R l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques sur Ga: 
invariantes par l'action à droite de . 

Pour f e R et g E G a : '  on définit sur B la fonction f a g 

vérifiant : f (b) = f(gb) pour b r Ba. C'est une fonction de Q, et 
g 

donc constante. Par conséquent, f est définie sur 
Ga/Bc , qui d'après [13] 

est compact.  après le principe du maximum, f est constante. 

Remahque : 

Soit SL(2,E) (resp. SL(2,Z)) le groupe des matrices carrées 

d'ordre deux sur d: (resp. Z) et de déterminant 1. Les méthodes précé- 

dentes permettent de démontrer que les seules fonctions plurisousharmoniques 

sont les constantes. 

V .  LE CAS DES WVERTS. 

ThEotrhme 2 .  - On huppoa e l e  couple (Ge , GR) ph eudo-convexe. 

So*f fi un ouvez* de S t e i n  de c , ~  i n v h n t  pm l'ac.tion de GR. 

Aeohn ie e r i s t e  nun n une donction de c l u n e  cm, nZhicfement p l d o u n  - 

hahmonique, invahiante pnh GR , et d'exiiauation nu& Q , moyennant 

- / compact. r di6cheA de r ; ~  , avec GIR 



I 
Illustrons le théorème 2 par un exemple. On prend G = K x  IR^ 

IR 
n 

où K est un groupe de Lie compact et G c =  K c x  où Kc est un 

complexifié de K. 

En posant l? = ( 1 )  x iZn, on voit que le théorème 2 est vrai 

pour (Gc,GR) . 

J'ignore si l'hypothèse supplémentaire est nécessaire. 

Le théorème 2 repose sur la proposition suivante : 

P&opoaiXion.- S o L t  F u n e  vaniéXE d e  S X e h ,  E une v&C.tC cam- 

plexe. ,  e,t p : E + F u n  t tevéXmen; t  holomoirphe. S i  a e ~ ; t  un o u v m  de S X e h  

- 1 d a m  E v é t U 6 i a n t  p (PR) = R, n l o m  pR ~ A X  u n  O U V ~  d e  S R e i n .  

(Remarque ----- -- : d'après un théorème de Stein, E est de Stein). 

P4euve : 11 suffit d'après le théorème de Grauert-Docquier [4] , 

de montrer que pR est localement de Stein. Pour x E F, ch~isissons un 

voisinage ouvert 
Dx 

de x, qu'on suppose trivialisant et difféomorphe 

analytiquement à un polydisque de cn. Fixons, d'autre part, un élément 

- 1 
y de la fibre au-dessus de x. Soit A la composante connexe de p Dx 

Y 

contenant y. L'ouvert A n R est de Stein, comme intersection de deux 
Y 

ouverts de Stein, et, d'autre part, d'après les hypothèses sur fi, on a 

un difféomorphisme analytique induit par p entre A n R et Dx npR. 
Y 

D'où la proposition. 



Pheuve du ~héohëme 2 : 

Le groupe YR est unimodulaire, car à spectre imaginaire pur. 

Donc le 2') du lemme 1 est vérifié pour 
G 

D'après ce lemme, la 

variété Ir est de Stein. La proposition précédente appliquée au revê- 

tement de Gc sur G ~ / ~  montre que R I r  est de Stein. En qtilisant à 

nouveau le lemme 1 ,  on en déduit le théorème 2. 

AppficuZiom à l' éakde d u  ;tuba PA eudo-convexes . 
Ce chapitre généralise les résultats de B. Chafi [2] dans deux 

directions différentes .  une part, il donne un cadre géométrique au principe 
du minimum (théorème 3) et, d'autre part, il étend la classe des groupes 

auxquels ce principe s'applique (théorème 4). 

On dira qu'une submersion surjective n de classe d'une. variété 

complexe E sur une variété connexe (réelle) B est totalement réelle si pour 

tout   oint b de B, il existe un point e de la fibre Pb au-dessus de b 

tel que l'espace tangent en ce point à la fibre soit une forme réelle de l'es- 

pace tangent à la variété totale E. On a : 

I PtropoaLtion 9 .  - SoiA n une bubmefi.bion swjec;tive XoWment 

tréeUe de E nuh B, QR f une l on ci ion indé~in iment  dibdéhenitiable de B 

dancr IR XeUe que f O IT croa ba%LcXement ptwzhoushatunonique, A t o u  : 

i) En ;tu& p o i n t  U q u e  de f, t e  iiecrnien de f ~ A X  a.tkLote.mertt 

p06&4. 

) S i  f e,s;t de plu d' e x / ~ a ~ ; t i o n  cruh B, doficr f admd u~ 

p o i n t  U q u e  unique qui Q ~ X  un minimum global (e,n parr;ticufiu~ f a un 

minimum l a c d  unique) . 



P h u v e  : 

La théorie de Morse [lg assure 1' implication i) -> ii) . 
La démonstration de i) utilise quelques résultats d'algèbre linéaire 

% 
que nous rappelons ici. Soit G le espace vectoriel de IR-formes linéaires 

à valeurs complexes sur un espace vectoriel complexe G. On a une décomposi- 
- 

m m m 
tion de G% en somme directe : G* = GH @ GH , où GH est le C-espace 

- 
vectoriel des formes a-linéaires et ~ f ;  le 6-espace vectoriel des formes 

a-semi-linéaires. Soit maintenant d l , .  . . ,% une famille libre de n formes 

de G* s'annulant sur une forme réelle L de G. Alors, si on note 

* 
'& 

l'élément de GH dans la décomposition de , la famille des n formes 
Bk '4 

est libre. Pour ceci, on suppose une relation de la forme : 1 ak$; = 0 .  

1 
Comme $;(x) = 5 (Qk(ix) + iqk(x)) pour X r Gy on a, en prenant X E I : 

1 akdk(x) = O  et lakdk(ix) = O  d'où 1 akgk=O, donc a k = O  

pour k = 1 ,  ..., n. 

A présent, montrons i). L'assertion sur f étant locale, an peut, 

quitte à composer avec un difféomorphisme, supposer que B est un ouvert de 

gn, contenant 1 'origine,  oint critique pour f . Notons x l , .  . . ,X les n 

applications coordonnées de B dans IR, et u. = x. O n pour i = 1 ,  ..., n. 
1 1 

On a : f O n = f(u l,...,~n). 

a2 f 
D'OÙ aa(fon)= 1 au.au 

a f 
aui n au.  + 1 OU. asu. . 

' i l  
1 

i,j i j 

Comme O est un point critlyue de f, on a : 

pour e dans la fibre au-dessus de O. On choisit e tel que l'espace 
O O 

tangent à la fibre soit une forme réelle de l'espace tangent total. 



Comme n est une submersion, les formes linéaires dul, ..., du 
n 

sur l'espace tangent total en e forment une famille libre, D'après 
O 

l'hypothèse faite en e et les remarques d'algèbre linéaire ci-dessus, la 
O 

famille des 
aui 

est libre. Ceci joint à la stricte plurisousharmonicité 
rn 

aL f de f O IT, implique que la matrice des (0) est strictement positive, 
auiau i - 

ce qui signifie justement la condition i). i 

On se donne à présent : 

T : E -t B, une submersion surjective totalement réelle et X une 

variété analytique complexe. 

On note p la projection canonique de X x B sur X. Pour un 

ouvert 6 de X x B et pour 6 c X, on note l'ouvert de B défini par 

b n p-l({€,}). On dit que c'est la fibre de Si au-dessus de 5. (On ne par- 

lera plus ici de fibres associées à T). 

Par définition, un ouvert R de X x E est invariant si on a : 

(idX,*)-l O (idX,*) ( Q )  = R. On dira qu'un tel ouvert invariant R est un . 
tube si les fibres de l'ouvert R = (id ,T)(R) au-dessus de X sont connexes. X 

A une fonction sur 6, on associe naturcliement une fonction u sur Q . 
telle que : u(c,e) = u(6,ne) pour (6,e) E Q. 

Le principe du minimum s'énonce comme suit : 

Tlzéokème 3 .  - On ne dcinne i ~ n  ;tube 62 dam x x E d a n t  an nulte w 

La ,~kujec;tiun autc x. 

S u a  une $on~fion indéljdvMmertt di$dé~elzti.abLe nuk 

h = (id n)(R) ZeUe que l a  d a n ~ o n  u nduh~f l emen t  U A O C . , ~ ~ ~  hua fi 
X ' 

véhidie len pkophiétéa nuLvanXu : 



1 u U R  plu.kbo~~?lhanmoGque clln R ; 

Li) Poun t o u t  5 dam w ,  u(<,*) e ~ t  n M c t m e n t  phttinoua-hmmu- 

ut indé&Krnent dia~htrentiable Q;t p ~ o u b h a t u n o ~ y u e  auh w. 

hème 3,  en hempla~ant L'exhcrunLLvLté de A([ ,  - )  b u t  h pan 1' exhaun-tivLté de  
5 

; nu& Aout h. Un duppone, de pLua, y u ' d  c x h t e  nuh x une donction hh- 

guLLë~e aMctement  phtLinouhatunoniyue. (Ceci ut vtrai, en p m f i c f i ~ n ,  a i  x 

~ A X  de S t e i n )  . ALou w U X  de Stein.  

Ptreuve du co4oUaihe : Se déduit immédiatement du théorème 3 en 

remarquant que v est d'exhaustion sur w .  

'K 
Ptreuve du Xhhotème : Pour 5 E x, la submersion R 5 - 

est évidemment totalement réelle. On note w(<) le point de R où la 5 
fonction u({,*) atteint son minimum. Ce point est unique d'après le ii) de 

la proposition précédente. Considérons un systzme de coordonnées x l y ~ * ~ y x  n 

au voisinage d'un point b = w(S0) de B. Alors la fonction w(5) est 
O 

a ù 
solution du système : - (<,w({)) = O pour i = l...,n. Or, le Jacobien 

ax. 
1 . 

de ce système est justement le Hessien d'une fonction u(c,*) en son point 

critique. Ce Hessien étant strictement positif d'après la proposition 9, 
CO 

on déduit du théorème des fonctions implicites que w est de classe C . 

Soit Eo c m. Montrons que v est plurisousharmonique en . 50 



Quitte à faire un difféomorphisme holomorphe local, on peut supposer que X 

est un ouvert de an contenant O, et que Co = O. Le problème étant 

directionnel, on peut même supposer que X est un ouvert contenant O de 

. Pour r > O et assez petit, il faut donc démontrer l'inégalité : 

. dt 
l ( r t w r t  . u(O,w(O)) G 

J ltl=l 

Soit e un élément de E vérifiant n(eo) = ~(0) et dont l'es- 
O 

Pace tangent à la fibre soit une forme réelle de l'espace tangent total. 

L'inégalité est vraie si on démontre pour r assez petit l'existence d'une 

fonction 8 du disque fermé unité dans un voisinage de e continue dans 
0 ' 

le disque fermé et holomorphe à l'intérieur telle que .rr O B(t) = w(rt) 

pour 1 t 1 = 1. En effet, sous cette hypothèse, on a : 

En passant pour E et B à des systèmes de coordonnées locales 

(holomorphes pour E) et en utilisant le fait que la différentielle de T 

en e s'annule sur une forme réelle de l'espace tangent, on est amené à 
O 

CO 

la situation locale suivante : Etant donné une application n de classe C , 

défini dans un voisinage ouvert de O dans gn, à valeurs dans Rn 

vérifiant : n(O) = O et nl(0)z = Irn z pour z E cn, et une autre appli- 

cation w, de classe cm, défini dans un voisinage de O dans an à 



valeurs dans IR", il existe pour r positif et assez petit une fonction 8 

1 continue sur le cercle unité S et se prolongeant en une fonction 8 holo- 

1 morphe à l'intérieur telle que : IT O 8(t) = w(rt) pour t ç S . 

On va résoudre ce problème par application du théorème de submersion 

dans les espaces de Banach. 

n 
Pour a = (al, ..., a ) tz C , on pose : 

n 

1 
On note C(S ) l'algèbre des applications continues Sur le ceocle 

à valeurs dans an qu'on assimile à des fonctions sur IR de période 2n. Pour 

1 A 

k ~ :  Z et f E C(S ) on note f(k) le coefficient de Fourier associé. 

On introduit les algèbres de Banach suivantes : 

Cette algèbre est munie de la norme : 

1 
2O) B(S ) est l'algèbre des fonctions f sur SI à valeurs dans E" et 

1 1  
dérivables, telles que f' appartient à k? (S ) .  On munit B(s') 

d'une norme d'algèbre de Banach en posant : 

1 
On note B (S ) la sous-algèbre des fonctions réelles de B(s') 

R 
1 1 

et A ( s  ) la sous-algèbre des fonctions de B(S ) vérifiant : Z(k) = O 



pour k < O. Les éléments de cette dernière algèbre se prolongent en des 

1 
fonctions holomorphes à l'intérieur de S . 

1 
Pour une fonction f = (f l,...,f ) de C(S ), on pose : n 

où l l f i l  l m  = sup Ifi(t)l. 

tês 1 

On a le lemme suivant : 

Lmme.- L'apptication f + .rr O f es2 une ~ubrnmLon d€i&Me d'un 
1 1 vo&ininage de O dan, A ( s  ) sun un vohinage de O dann B,($ ) .  (Vau 

Montrons tout d'abord comment ce lemme assure l'exisfepce de 8. 

1 
On remarque qu'une fonction f de B(S ) est de classe C 1 

et qu'on a les inégalités de normes suivantes : 

n 
On peut prendre K = - 

6 ' 
Ceci implique, en particulier, que n O f existe pour 1 1 f 1 1 

1 
assez petit. if autre part, si on pose : wr(t) = w(rt) pour t E S , on a : 

et cette dernière expression peut être rendue aussi petite que l'on veut, 

d'où l'existence de 8 U partir du lemme. 



1 Pheuve du temme : Pour f assez petit dans B(S ), on a : 

(71. O f)' =(nt O f).f' . 

1 1 1  
La fonction T'  O f est de classe C , donc appartient à 4 (S ). Comme 

1 1 r'(S ) est une algèbre, la fonction (r O f)' appartient à 1' (S ) .  

1 
Par conséquent IT O f appartient à B(S ) .  Démontrons la différentiabilité 

de l'application : f -+ IT O f. 

Pour p et q de norme assez petite dans an, on a : 

La fonction matricielle u(p,q) est de classe C' au voisiqage de 

(0,O) et vérifie : u(p,O) = 0. 

2 Dans (l), on remplace p et q par f et h dans B(S ) qu'on 
2 

suppose assez petits en norme. En considérant u(f,h) comme Blement de an , 

il vient : 

d'où, par uniforme continuité, pour f fixé, lim 1 lu(f.h)ll = 0). 
I I lhll l *  

De plus : 

d'où comme précédemment : 



iim 1 /(u(f,h))' 1 1 = 0. 

I I lhl I l* 

On en déduit la différentiabilité de l'application : f -+ IT O f. 

La différentielle en f est l'application linéaire : h -+ r1(f).h. On 

vérifie également que cette différentielle est continue par rapport à f .  

Pour conclure, il suffit de montrer que la différentierle h -+ m'(O).h 

au point O de l'application f * n O f admet une section continue s de 

1 1 
A ( S  ) dans BIR(S ). On définit une telle section s par 

Re;touh aux gh0Upe.A.  

Nous allons appliquer le théorème 3 à la situation particulière 

suivante : 

E = G groupe de Lie complexe. a: 

B = G / avec GR forme réelle fermée de 
a: G l ~  

Un ouvert invariant de Gg est un ouvert invariant par l'action 

à droite de GiR. On se pose alors la question suivante : 

La projection sur X d'un tube de Stein est-elle une variété 

de Stein ? Une réponse affirmative à cette question a été donnée par 

C.O. Kiselman 18 ] lorsque X et Cc sont des espaces (En et GR = ReG 
(i: ' 

par B. Chafi [ 2 1  lorsque X est un groupe de Lie complexe et 

(GR,GC) = (K,GI) où K est compact. 



On dira que le tube Q vérifie le principe du minimum si pour 

toute fonction u, plurisousharmonique sur R et inv.ariante par 
?R y 

on a : 

v(5) = inf u(E,g) est plurisousharmonique sur la projection w 
g 

de R sur X. 

. 
Pour un objet A invariant de Gc on note A l'objet associé 

à G,lyR. 

Pnoponhtion 10. - €&nt donne un &te i2 de x x ; 6 'il e d t e  

s u  R une @n&ion 9 sXkic;Lernen;t p l u n i n v u b ~ o v L i y u e ,  invahiaht-te pa4  

G ~ ?  
d'  e x h u ~ f i o n  bu4 h, d o t ~ n  Q uéhibie Le phindpe du rniuhnurn. 

Ce résultat a été démontré par B. Chafi lorsque X est un groupe 

de Lie. 

Pkeuve : Pour c E IR, on pose : 

Pour démontrer la proposition, on utilise simplement la propriété 

locale suivante sur : 

Ptrop~é,té d1exhaus;tivLté LvcaLe : Pour tout compact K inclus 

dans w et pour tout c E: IR, l'ensemble 

- 
Ac n (K x G / ) est compact dans n. 

a: G , ~  

La proposition 10 est alors conséquence du lemme suivant : (on 

désigne par P (il) l'ensemble des fonctions plurisousharmonques sur 9 inva- 
1 

riantes par %) ' 



Lemme.- On nuppone q u ' i l  e x h t e  une ionotion 9 E P*(R) nIOuc- 

,tement pl&ouhmonigue et locaeement d l  exhat~lfion am 8 .  S o i t  wo c w 

un ouv& ttet&vernent campac2 dana un ouv& de coohdonnéa de w e,t 

R = n n x G ~ ) .  
O 

A l o u ,  pom ,toute A o n d o n  u E pItn), il e x h z e  une ouA*e déchah- 

hante de doncLLon6 uk E PI(Ro), 6;ttuotemen-t pluhinou6hahmoniquen de clasne 

cm 6~ no et localement d lexhauf ion  nwr 6 , convehgeant v a  u n w  

R .  
O 

Pteuve de l a  phaponLtion : 

On se place dans un ouvert " tel qu'il a été défini dans le lemme. 
Draprès le théorème 3, la fonction v ( 5 )  = in£, u (<, i l  est plurisousharmo- n e 
nique sur w . Comme v tend en décroissant vers v, on en déduit que R 

O n 

vérifie le principe du minimum. 

Pheuve du Lemme : 

Pour c s IR, on pose : 

Comme 4 est supposée localement d'exhaustion sur 6, on peut choisir une 

suite strictement croissante d'entiers c c IN telle que k 

Désignons par uE et , O < E c 1 ,  les régularisées de u et 

$ par une famille de noyaux de convolution à gauche sur le groupe cn x GC. 

Les fonctions u et $€  sont invariantes à droite par l'action de . 
E G ~ R  

Choisissons une suite décroissante ck de réels > O tendant vers O 
- C 

et $ soient définies au voisinage de Ron R 
k+2 

telle que u 
E 
k Ek 



Grâce au théorème de Dini, on peut imposer de plus que < c k+ 1 sur 
E. 

- 0'-k fion . On pose alors 

00 

où v, x,, x2, ... E C (R,R) sont telles que : 

O r  1, p(t) = 1 pour t s O ,  ~ ( t )  = O  pour t > 1. 

x, est à support dans ] C,-~,C~+~ [, convexe sur I - ~ , C ~ + ~ ]  

et strictement convexe sur CcL- 1 9 II 

On remarque que 
cl x, O $,, est plurisousharmonique sur Q , 

. C 

strictement plurisousharmonique sur R - R '-l et à support dans R 
l+2 

C C 

k+2 et vaut 1 sur R k- 1 la fonction $ ' ck) est à support dans R 
k - 

L 
k- 1 

Ainsi Uk = U ~ k  sur R et converge donc en décroissant vers u. 

On peut donc alors, f désignant la forme de Levi, choisir les X, Par 

récurrence de telle sorte que pour tout k : 

C C 
k+l , k 

l(xk+ 1 O $ 1 > L(X, O ), 1 + L (uE . p($, - ck) sur R 
k+ 1 k k k 



uk 
est alors plurisousharmonique, strictement plurisousharmonique 

si u l'est, et dans crn(a0) ; en choisissant les xt assez grands, 
Uk 

est d'exhaustion sur . Lorsque u n'est pas strictement plurisousharmo- 
O 

nique, on peut appliquer le procédé de construction précédent avec u = 4 

et k = 1 pour obtenir une fonction J ) ,  3 strictement plurisousharmonique 
- 

et d'exhaustion sur . Il suff it alors de remplacer 
1 

uk par uk + (),-A), 
O 

Le théorème suivant met en évidence une classe de couples (Ga,yR) 

pour lesquels tout tube de Stein satisfait au principe du minimum. 

Théofième 4 .  - SoiX X une valuéR5 de et (Ga: ,G,R) un 

coupCe pheudo-convexe t el que 
GR 

d o i t  derné et conXienne un houn-giroupe 

r dinciiet unidome. M o u  pou4 .to& .tube de S te in  fi d a a  x x G~ , on a 

h pxopxiéXé du m i n i m u m  eA l a  j ~ ~ a  jec;tion w de il acih x Q ~ X  de % e h .  

On reprend les idées de la démonstration du théorème 2. La variété 

X X est de Stein, et on note q l'application de revêtement : 

X x G -t X x Ga: r. 
(I: / 

On déduit du théorème de Grauert-Docquier que q est de Stein. 

Par moyennisation, on a l'existence d'une fonction $ de classe cm satis- 



faisant aux hypothèses de la proposition sur R.  On a donc le principe du 

minimum pour R. De plus, d'après le corollaire du théorème 3, l'ouvert w est 

de Stein. 

VI. FORMES DI FFERENTIELLES INVARIANTES. 

Pour énoncer la proposition 1 ,  on a besoin de quelques définitions 

et notations : 

Soit X une variété réelle, on note AP(x) l'espace des foomes 

différentielles sur X et A(X) l'algèbre graduée différentielle des 

formes différentielles sur X munie de la différentiation extérieure d. 

Pour x E X, on désigne par T (X) l'espace tangent en x 3 X. 
X 

Soit Y une variété complexe, on note A P Y ~  (Y) l'espace des 

formes différentielles sur Y de type (p,q) et n'(y) l'algebre graduée 

différentielle qui est (en tant qu'espace vectoriel) la somme directe des 

AP'O (Y), et dont la di£ férentielle est a .  

On note R : A(Y)  -t AO(y) l'homomorphisme d'algèbres gra$u$es 

différentielles qui à une p-forme différentielle associe sa cornpopante 

de type (P,O). 

Pour y E Y, on désigne par T' "(Y) l'espace tangent en y 
Y 

des vecteurs de type (1,O). 

Soit alors 
Cc 

un groupe de Lie complexe muni d'une forme réelle 

IR fermée et R un ouvert de invariant par l'action de G ~ R  à droit?, 

;I( 
On note T la projection canonique de R sur R et l'homomor- 



phisme (associé à T) d'algèbres graduées différentielles de A(G ) 

dans A(Gg). 

On définit alors A )  comme étant l'espace des formes diff6- 

rentielles de type (p,q) sur R invariantes par l'action de 
G~ 

à droite. 

On a : ~(A!'~(Q)) A;" *q(Q). De même, on définit l'algèbre graduée dif- 

férentielle invariante A~(Q). 

( L u  @52cha hohiz ovi;tde.h honX deh ornotpkib ma d ' upacen veçtotde&, 

et n a Z l a  dimenhion de G ~ ) .  

Rema,zque : Si on note pour p 2 1 : 



Alors de la proposition Il., on déduit immédiatement que HI'"S-2) 

c q  
est isomorphe à (H'(R,c)) n .  

W 
Démontrons d'abord l'assertion sur R O n . 11 est immédiat 

X 
que R O T est un homomorphisme d'algèbres graduées différentielles. 

Montrons que c'est une bijection. 

On remarque que pour g e Gc, l'application tangente induite 

(G 8 C est un isomorphisme d'espaces par n de "(Ga) sur C,5R 
g 

vectoriels, car par translation, on peut supposer g = 1 et, dans ce 

m 
cas, c'est clair. On en déduit l'injectivité de R O n . Il découle éga- 

lement de cette remarque l'existence d'un isomorphisme nx entre l'espace 

des champs de vecteurs complexes sur et l'espace des champs de vecteurs 

G -invariants à droite de type (1 ,O) sur R. Pour w E hpy0(i2), on 
R 

définit a sur R par : 

où les X. sont des champs de vecteurs sur R . 
1 'YR 



- 1 
car les nx (Xi) sont de type 1 0  On en déduit bien évidemment l'égalité 

x 
de R O IT a et w sur les champs invariants de type ( 1 0  donc sur 

tous les champs de type (1,O) car ils sont engendrés par les champs invariants. 

% * 
Comme R O IT a et w sont de type (p,O). On a : R o IT a = w, d'où la 

f 
surjectivité de R O n . 

Pour terminer la démonstration de la proposition, on considère 

une base (W.) de formes de type (0,q) sur G invariantes par l'action 
J jeJ a: 

à droite de GE. Ce sont des formes anti-holomorphes. Toute forme B de 

~ ~ ' ~ ( f l )  s'écrit de fagon unique sous la forme Bj A où les 
I j 

Bj sont 
j&J 

- 
dans Apy0(fl). De plus, par l'anti-holomorphie des w , on a : 

I j 

L ' isomorphisme de c q 
~ ~ ' ~ ( i ? )  sur ( A ~ ( L ?  ) )  n est alors donné 
1 

IGfR 

par : 

Théoaème 5.- SoLt un gaoupe de Lie complexe et G~ une 

donme néeMe q u i  n' ~ A X  j3m spectn.e imaginaiire pwr. heom poutr un centain 

nous-gnoupe de Lie G;R de G , il nlexisXe )3an de rnéXiriyue hakeéhienne 

swr Le comple>Ii6ié G; de GA dano GC , inv&nXe ?ah llacXion à 

dzoite de G;. 

E n  p ~ c ~ e n ,  ceci  implique qu'ce n1ex&Xe pccn de méfnique 

bahléhienne swr Ga,  invahianXe p a h  L'action à & o i ~ e  de GR. 



Remmque : 

Si, par contre est pseudo-convexe, alors il existe une 

métrique kahlérienne G -invariante, construit de la façon classique B 
IR 

partir de la fonction 4 strictement plurisousharmonique invariante. 

Le groupe G contient un sous-groupe de Lie 
R G& de Fype 1 

(voir 4ème Partie, B). On va montrer que le couple (Gi,Gi) satisfait 

bien aux hypothèses de la proposition. On se ramène au cas G; gimplement 

connexe en composant la métrique avec la projection du revêtement univeasel. 

Pour prouver la proposition, il suffit alors en vertu des résultats du IV, 

1 9 1  de montrer que pour une forme fermée w E AI (Ga), il existe une f~netion 

9 régulière sur 6; invariante par G,; et telleque : aa$?=o. 

La variété est homéomorphe à IR", donc H'(G~/~~ ,() est nu1 

pour p 2 1. Iltaprès la remarque de la proposition 1,  il existe a E II;' ' (G;) 
- 1 

tel que : aa = w. Comme aw = O, on a : a (sa) = O. La forme aa est 
- 

dans A: (Gi) anti-holomorphe et 3 fermée. 

Considérons le cas où ' (le cas du groupe affine se traite G,; = GR 
de façon analogue) et cherchons dans G' les formes j holom~rphep invariantes 

ii: 

de type ( 2 , O )  et a-fermées. Rappelons que 
2 

6: est & x munide la 

loi de composition : 

Nous utiliserons ici simplement le fait que tr(A ) et dét(A ) B B 

sont non nuls. On a : 



OG db = ( et H = (H ,H ) avec Hl et H holomorphes. 
1 2  2 

De l'invariance de j par le sous-groupe (0) x iR2 de G: e t  

de l'holomorphie de H et g, on déduit que H et g ne dépendent 

B :  que de z. D'autre part, on a toujours par invariance de j par GIR 

z A 
~(z,zo) E C x IR, ~ ( z )  = H(z + zo)e 0 B 

Par prolongement analytique, ces égalités sont aussi vraies pour 

z c , d'où : 
O 

2 
avec K1 E 6 et K2 E C .  

Comme j est fermée, on déduit que g est identiqpement nul. 

- d'où : j = - a ( ~  A  autre part : H(z)dz = - a(Kl Ag e e-zA6db). 
1 6  

Or, on vérifie immédiatement que la forme K~ AB' e 'ZA~db est invariante. 

En revenant à notre problème de départ, on voit donc que a; s 36 

1 O - - 
pour 6 E f$' (GC) holomorphe, dl où w = aa, avec a 1 = a - 6 o A:'O(G~) 

et aa = O. 1 



En appliquant à nouveau la remarque de la proposition 10 pour a l  ' 
- 

(on remplace a par a, mais ceci ne change rien), on en déduit a = aY 
1 

où 0 c , d'où le théorème 5. 

Phopoai,Cion 1 2 .  - On ae place dam l a  a ~ ~ o n  a LLivaVLte : 

G~ : ghoupe de Lie complexe ; 

G ~ R  : dome h é U e  n' é&nt pan à apeothe h a g i n a h e  ph .  

r : hou-giroupe &chet de G , ~  ,tel que G / ooLt ccom,oact et muni d'une 
IR 

menute d k  jmai,Cive de manae 1 ,  invahuznte paii l ' ac f ion  de GR d 

gauche. 

S o w  cen hypo.tlièaen, l a  vahié,té complexe G c / T  n'admet pan de 

Pheuve : 

On raisonne par l'absurde en supposant G /r muni d'une métrique 
'J 

kahlérienne, ou ce qui revient au même Gâ 
muni d'une métrique kahlérienne 

K invariante par l'action de r à droite. 

Pour g E Gâ , on note K la métrique K au point g et si 
g 

X est un champ de vecteurs sur G â ,  on note X la valeur de ce champ 
g 

au point g. D'autre part, g transforme par son action à droite sur G B: 

un vecteur tangent v en go, en un vecteur tangent v.go en g.go. 

% 

On définit alors une métrique kahlérienne K invariante par 

l'action de G à droite (ce qui est absurde d'après le théorème 5) de 
IR 

la façon suivante : 



Pour X et Y deux champs sur G on pose : 

Cette intégrale est bien définie car K est invariante par 

l'action de T. L'action des éléments de 6 sur Ga étant holomorphe 
IR 

et réelle, il s'ensuit que # définit bien une métrique kahlérienne. 
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PSEUDO-CONVEXITE DES OUVERTS I N V A R I A N T S  

EODESIQUE C E R T A I N S  ESPACE SYMETRIQUEL 



Ce travail est une suite d'un article à paraître [l 11 . Le problème 

général sur lequel G. Coeuré avait attiré mon attention est de savoir dans 

quelle mesure les résultats d'analyse complexe sur an qui mettent en jeu 

une invariance par le sous-groupe des translations de rRn se généralisent 

à la situation (Gc,GR) où Gg est un groupe de Lie complexe et qR une 

forme réelle de Ga. (Une forme réelle G est un sous-groupe de Lie 
IR 

connexe de Gc avec Lie(Gc) = Lie(G ) @ i Lie(GR)). Une question déter- 
IR 

minante à ce sujet est l'existence d'une fonction invariante strictement 

plurisousharmonique sur Gg et d'exhaustion sur G ~ / G ~ .  Dans le cas de 

(gn,Rn) la réponse est trivialement vraie, mais dans le cas général, 

elle peut être fausse. Dans [l fl , nous appelons couple pseudo-convexe, 

un couple (G ,G ) pour lequel la réponse est positive. Nous avons montré 
G IR 

(th. 1 de [ l  q )  qu'un tel couple se caractérise essentiellement par la 
croissance polynomiale de . (Nous avons appelé un tel groupe 

G l ~  5R groupe 

à spectre imaginaire pur car pour tout X s Lie(GIR), adX a ses valeurs 

propres imaginaires pures, et c'est là la propriété que nous avons utilisée). 

La proposition 1 de cet article précise quelque peu le théorème 1 de 11. - 
Dans [ 9 ]  , C.O. Kiselman avait démontré le résultat suivant : Etant donné 

un ouvert de Stein 3 dans gP x cq invariant par les translations de 

/RP x {O) et à fibres connexes au-dessus de cq, sa projection sur cq 

est de Stein. B. CHAFI avait généralisé ce résultat dans sa thèse de 



3ème cycle au cas où gP est remplacé par un poupe réductif et R' par 

un groupe compact. Dans [lg, nous avions montré que le théorème de 

Kiselman est vrai lorsque cq était remplacé par une variété de Stein 

P P et (a ,IR ) par un couple pseudo-convexe satisfaisant certaines hypothèses. 

Dans ce travail, nous généralisons le théorème de Kiselman au cas 
(Gy,GR) 

pseudo-convexe sans hypothèse supplémentaire. Nous mettons également en 

évidence le caractère local du théorème de Kiselman (th. 1). Ce théorème 

est obtenu en utilisant une fonction distance-frontière sur les ouverts 

qui a été définie par A. Hirschowitz [5] et qui généralise une siutation 

classique dans cn. Nous faisons par ailleurs un usage abondant des 

travaux de A. Hirschowitz ([5] et [ 6 ] ) .  

l La deuxième partie de notre article traite de liens entre la 

l pseudo-convexité et la convexité géodésique pour certains espaces symétriques. 

On sait que pour qu'un ouvert connexe de an invariant par les translations 

de iRn soit pseudo-convexe, il faut et il suffit que sa base soit convexe. 

Pour un couple (GC,qR), on définit une géodésique de G comme l'image 

par la projection canonique d'une courbe de 
Ga 

de la forme : 

t - g exp itX(g s GC,X c Lie(JR)). Est-il alors vrai que l'image dans 

G d'un ouvert pseudo-convexe soit géodésiquement convexe ? Une réponse 
a/GR 

affirmative à cette question a été donnée par 0. Rothaus p3-1 - et 

Y. Lassale [la pour GR compact. Nous montrons que le résultat est vrai 

pour une classe assez générale de couples (G G ) que nous appelons géo- 
(C' IR 

désiquement convexe. Pour un tel couple, par deux points de G passe 

l une géodésique et une seule. (Une définition précise de la géodésique 



convexité est donnée avant le théorème 3). Dans le cas général, nous obtenons 

un résultat apparemment plus faible de convexité locale. Bien que pour Rn, 

la convexité locale implique la convexité, nous ne savons pas si cela demeure 

vrai dans des situations plus générales. Les couples pseudo-convexes 

sont géodésiquement convexes mais la réciproque est fausse et on peut, 

dans le cas non pseudo-convexe, se poser le problème de l'existence d'une 

fonction convexe d'exhaustion sur 

A la fin de l'article, nous montrons,que même pour des couples 

pseudo-convexes, il n'y a pas équivalence entre ouverts géodésiquement 

convexes de 
G@/~,R 

et ouverts pseudo-convexes invariants de . Une 
Gd: 

réponse affirmative avait été conjecturée par 0. Rothaus pouq GR 
compact. 

Nous donnons un contre-exemple dans le cas SL(~,C)/~~(~). La question 

que nous laissons ouverte est alors de savoir s'il existe pour yn ouvert 

convexe de 
'e/GR 

ne provenant pas d'un ouvert pseudo-convexe de 
y 

(au moins dans le cas pseudo-convexe), une fonction convexe d'exhaustion. 

On pose SIR = Lie(G ) et 
IR 

= Lie(Gc). 

On note la projection canonique de Ga: sur G lorsque qR est 

fermé. On abrègera plurisousharmonique (resp. strictement plurisousharmonique) 

en p.s.h. (resp. s.p.s.h). Une variété pseudo-convexe est une variété 

complexe sur laquelle il existe une fonction p.s.h. continue d'exhaustion. 



J e  remercie vivement Gérard COEURE pour l e s  nombreuses discussions 

st imulantes que j ' a i  pu avoir  avec l u i  au s u j e t  des thèmes de c e t  a r t i c l e .  



l 
7.  Tuben pheudo-convexa . 

La proposition suivante donne des caractérisations des couples 

pseudo-convexes et précise ainsi le théorème 1 démontré dans 6 13 . 

P n o p o h ~ o n  7 . -  Un couple formé d'un groupe de Lie complexe 

connexe Ga et d'une forme réelle 9, est pseudo-convexe si et seulement 

si une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée : 

il 9, est à spectre imaginaire pur, fermé dans Ga: et G 

est simplement connexe. 
C I G R  

2, 
ii) Il existe un groupe complexe Ga simplement connexe et une 

CL 2, 
forme réelle G dans Gc à spectre imaginaire pur, ainsi qu'qn sous-groupe 

R 
'L 

discret central ï de 9, tels que : 

Pneuve : Si le couple (GE,YR) est pseudo-convexe, alors 
G~ 

est à spectre imaginaire pur [ll] .  autre part, en appliquant la thgorie 

de Morse à une fonction s.p.s.h. invariante d'exhaustion associée au couple 

(GEyGR), on en déduit que G est simplement connexe. La condition i) 
C'?, 

est donc nécessaire. La condition ii) est suffisante pour la pseudo-convexité 

de (G ,G ) car à une fonction s.p.s.h. invariante et d'exhaustion pour c iR 

($c,;R), on associe naturellement une fonction ayant les mêmes propriétés 

'L CL 
pour (GC,GR). D'autre part / est fermé dans Ga /r car pour un revê- 

tement l'image d'un fermé saturé est fermé. 

Il reste à montrer i) => ii). Supposons donc i) vérifié. 



'L 
Soit Ga le revêtement universel de G et p l'homomorphisme, 

6 
'b 

canonique. On a un difféomorphisme naturel entre et GO/ -1 

P GtR 

La suite exacte d'homotopie s'écrit : 

'L 
Par hypothèse, ) et IT (G ) sont nuls. 

O a 

- 1 - 1 
Donc no(p GR) l'est aussi, ce qui signifie que p Ga< est 

- 1 'L % 
connexe. On pose p qR = YR et r = Ker p. Par définitioa rC G IR ' 

'-b 'L 
On a : GE = et GR = 5R/r* 

'L 
Comme GIR 

est bien évidement à spectre imaginaire pur, on a ii). 

ConoUeaihe. - - Si (G~,?~) edX pheudo-convexe, a l o u  Le gaoupe GÎ 

a;t de SXdn. 

Pkeuve : II suffit d'après un théorème de Matsushima [la] de 

montrer que la composante connexe Ze du centre de contenant l'élément 

'-b 'L 
neutre est de Stein. Notons zc (resp. ZIR) la composante connexe du centre 

'L 'L 
de Ga (resp. G ) contenant l'élément neutre. Ce sont des saus-groupes IR 

'-b 'L 
de Lie du radical de Gc et de qR respectivement. Or ces radicaux sont 

CL 
résolubles et simplement connexes. Par conséquent, Zc est un groupe abélien 

'L 'L 'L 

simplement connexe dont ZjR est une forme réelle. Comme Za n r ZR , 
'-b 

on en déduit que Z est de Stein. Or c'est justement z~ . 



Les r é s u l t a t s  q u i  su ivent  son t  dûs à Hirschowitz 141. 
Les démonstrat ions que nous en donnons d i f f è r e n t  quelque peu e t  nous 

mettons en évidence l a  no t ion  de bonne v a r i é t é  i . h .  q u i  va ê t r e  u t i l i s é  

pour l e s  groupes de  L ie  complexes. 

P é S i W a n  7 [ 4 j  . - Une v a r i é  t é  complexe i n f  i n i  tésimalement 

homogène (en abrégé : v a r i é t é  i . h . )  e s t  une v a r i é t é  complexe pour l a q u e l l e  

t o u t  vec teur  tangent  en un p o i n t  s e  prolonge en un champ de v e c t e u r s  holo- 

morphe s u r  t o u t e  l a  v a r i é t é .  (Par exemple, t o u t e  v a r i é t é  de S t e i n  e s t  i . h .  

d ' ap rè s  l e  théorème A de Car tan) .  

Hirschowitz démontre que s u r  une v a r i é t é  i . h . ,  il e x i s t e  N 

champsde vec t eu r s  holomorphes engendrant l ' e s p a c e  tangent  en t o u t  po in t .  

Par  i n t é g r a t i o n  des  champs de  vec t eu r s ,  on o b t i e n t  l a  cond i t i on  su ivante  : 

Pour qu'une v a r i é t é  complexe M s o i t  i . h . ,  il f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u ' i l  

e x i s t e  un vois inage  W de M x  {O} dans M x  gN (pour un c e r t a i n  N )  e t  

une a p p l i c a t i o n  ana ly t ique  e  de W dans M t e l l e  que : 

i i )  D2e(x,0) e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  s u r j e c t i v e  

N 
de s u r  l ' e s p a c e  tangent  en x à M .  

Pour l a  s u i t e ,  on c h o i s i t  une norme s u r  gN notée / 1 1 1 e t  

pour r > O,  on no te  B ( r )  l a  boule ouve r t e  de c e n t r e  O e t  d e  rayon r .  

Nous u t i l i s e r o n s  l a  d é f i n i t i o n  2 su ivan te  : 

V é ~ i v i C i o f l  2 . -  On d i r a  qu'une v a r i é t é  complexe M e s t  une 

bonne v&été i . h .  s ' i l  e x i s t e  ro > O e t  une a p p l i c a t i o n  ana ly t ique  e  

de M x B(ro) dans M t e l l e  que : 

b x  cz M : i )  e(x,O) = x  ; 

i i )  D2e(x,X) e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  s u r j e c t i v e  pour 

(x,X) c MxB(ro) 



Exem$e : Une variété M complexe homogène sous un groupe de 

Lie complexe. (Ceci signifie que 
= G / ~  

où G et H sont des groupes 

de Lie complexes). C'est une bonne variété i.h. avec l'application e 

suivante : 

e : M x Lie(G) -+ exp X.X. 

On choisit r pour que exp X soit un difféomorphisme de 
O 

B (ro) sur exp (B (ro)). 

Rmmque : Si M est une variété complexe homogène sous un 

groupe de Lie réel, alors M est une variété i.h. mais non nécessairement 

une bonne variété i.h. 

.- 
Phopobition 2 . -  Soit U un ouvert propre d'une bonne variété 

i.h. M. Alors il existe une fonction continue du sur U strictement 

positive et tendant vers O sur la frontière de U. Si, d p ,  U 

weudo-convexe, d o n n  - ~ o g  d u X  p.s.h. . 
U 1 

Cette proposition généralise un résultat bien connu pour an. 

PheuVe : Soit r le nombre apparaissant dans la définition 2. 
O 

Pour x IZ M et r > O, on note Bx(r) l'ensemble {x} x B(r). On 

définit du par : 

Bien évidemment : O < dU(x) s ro. 

On se contentera de démontrer la dernière assertion de la propo- 

sition 2, la démonstration des autres assertions utilisant essentiellement 

le théorème des fonctions implicites. 



Pour la plurisousharmonicité de - Log du , on se sert de la 

méthode des marmites. 

Soit x ê U. On considère une application holomorphe T -t X ( T )  
O 

d'un voisinage du disque unité fermé à valeurs dans U tel que : x(0) = xo. 

On suppose qu'on a : - Log dU(x(r)) 4 Re f ('r) pour 1 T I  = 1 et 5 poly- 

nôme holomorphe sur . Montrons que 1 ' inégalité est vraie pour 1 'r 1 4 1 . 
On a : 

- Log dU(x(T)) 4 Ref (T) <-> dU(x(=)) 2 1 -f (Tl 1 

D'après le principe du maximum : 

En particulier, ceci implique que e(x(~),e -f (TI, a) existe pour 

1 T I  6 1 et 1 la1 1 < 1. En utilisant la fonction : 

$('r,h) a e(x(~),he -f(T).a) définie pour h E b, et Ir1 6 1 et en 

lui appliquant le principe des marmites, on en déduit par la pseudo-convexité de 

u que e(x(-r),e -f(T).a) E U  pour I T I  4 1 et Ilal1 < 1 .  ceci implique 

bien : dU(x('r)) 2 1 e -f(T)~ pour 1 ~ 1  < 1 . .  

Appfia.u%n aux grroupe~ de Lie. 

On sait (exemple ci-dessus) qu'un groupe de Lie complexe G est une 

bonne variété i.h. De plus, on voit immédiatement en choisissant la fonction e 

donnée dans cet exemple que pour un ouvert U de G invariant par l'action 

à droite d'un sous-groupe L, la fonction du est également invariante par 

l'action de L. 



Le théorème suivant généralise le théorème 4 de b1) et donne 

une condition pour que la projection d'un ouvert de Stein soit de Stein. 

I Théohème 1 . -  Soit (Gc,GR) un couple pseudo-convexe. Soit, 

I d'autre part, M un fibré principal holomorphe de groupe structural 
G~ 

1 et de base B. Alors si R est un ouvert de M pseudo-convexe invariant 

par l'action de GR et à fibres connexes au-dessus de B, on a : 

i) la projection de R sur B est localement pseudo-convexe ; 

i ii) si B est de Stein, alors cette projection est un ouvert 

de Stein. 

Pheuve : i) => ii) par le théorème de Grauert-Docqqier [3] 

n 
Démontrons i). Comme Gg x 12 est de Stein (Corollaire de 

i n 
la proposition l), on peut localiser en remplaçant M par GC x & et 

l B par cn. 

l On peut alors définir une fonction da invariante par l'action 

1 
de % X { O )  sur R. La fonction -Log d est p.s.h. donc aussi R 

l une fonctionpositive, 8.p.s. et d'exhautionsur En ajoutant à - 

(1) x cn et une autre fonction s.p.s.h. positive sur Ga, invariante par l'action 

à droite de (jR et d'exhaustion sur G / (qui existe), on obtient sur 
"R 

l R une fonction s.p.s.h. invariante par l'action de C, et d'exhaustion iR 

sur R . Par le principe du minimum 11, on a le résultat. 19, 

On a également un résultat sur les ouverts invariants donné par 

le théorème suivant : 



Théokême 2.- Dans les deux cas suivants, il existe sur un ouvert 

R pseudo-convexe et connexe de r Ga 
invariant par une forme réelle 

ql3 , 
CO 

une fonction de classe C , s.p.s.h. et d'exhaustion sur R 

i 1 (GE,Gg) est pseudo-convexe ; 

ii) Ga est résoluble et simplement connexe et relativement 
IR 

compact dans 
G ~ / ~  

IR 

Ptreuve : 11 existe une convolution sur les groupes de Lie [2 1. 
7 1 

Par une technique classique [- page 4 4 ,  on passe d'une fonction 

continue s .p. S. h. d'exhaustion à une fonction de classe cm, s .p. s .h. 

d'exhaustion. (On dit qu'une fonction continue est s.p.s.h. si elle est 

localement la somme d'une fonction p.s.h. continue et d'une fonction s.p.s.h. 

de classe cm). On peut donc démontrer le théorème 2 pour une fonction 

1 
continue. Dans le cas i), on obtient une telle fonction en ajoutant à - 

dR 

une fonction s.p.s.h. sur Gc , invariante par l'action de à droite G;R 

et d'exhaustion sur GB/?*. Pour le cas ii), il manque a priori la stricte 

1 
plurisousharmonicité à la fonction - . 

d~ 

On adapte au cas invariant la méthode de la ''courbe intérieure" 

due à A. Hirschowitz qui permet de passer du cas pseudo-convexe au cas 

strictement pseudo-convexe 1 6 1 .  Pour la commodité du lecteur qui est 

prié de se reporter à l'article de Hirschowitz, on rappelle la méthode 

dans le cas invariant : si pour tout g dans R et tout vecteur tangent 

holomorphe 6 en g à Ga et non nul, il existe une fonction p.s.h. 

invariante sur fi dérivable au voisinage de g et non nul sur 6, 



alors il existe une fonction strictement p.s.h. invariante sur R. 

On supposera doncquepour un certain couple (g,8) toutes les 

fonctions p.s.h. invariantes sur R, dérivables au voisinage de g s'an- 

nulent suivant 6. 

Par l'action de Ga à gauche et par un procédé de recollement, 

on déduit que les fonctions p.s.h. invariantes différentiables sur R sont 

constantes sur la courbe complexe y : z + exp z6.g. A priori, cette 

courbe n'est dans R que pour 1 zl assez petit. Néanmoins en choisissant 

une fonction p.s.h. invariante différentiable et d'exhaustion sur , 
on voit par ce qui a été dit précédemment que l'image de y dans 

'/G R 

reste dans un compact fixe de S2 ' . Ceci permet de dire que toute la 
'(?R 

courbe y est dans R. En k&aurnE, b l x  n lexdXe p a  de d o n d o n  d . p . b .  h. 

invmhn;te  d l  exhcruakion autr R , a l o u  un a une appficaLion f halo- 
/., 

motrphe non covmtante de a: d a a  R ;t&e que 6 i  an naXe .rr l a  ptrojecfion 

canonique de G~ l'image de n O f soit relativement compacte 

dans R . Dans notre cas, on a : f(z) = exp z8.g et on pourrait raison- ' GIR 
ner a priori sur cette fonction particulière. Néanmoins, le lemme suivant 

dont (ii) est conséquence a un intérêt par lui-même. 

I Lemme 7 . -  Soit f une fonction holomorphe de dans 

résoluble simplement connexe tel que l'image de .rr O f soit relativement 

I compacte dans G . Alors f est constante. 
a'CiR 

Ptreuve : On raisonne par récurrence sur la dimension p de GC. 

Si dim Ga: = 1 ,  c'est une forme du théorème de Liouville. Supposons le 

lemme vrai à l'ordre p-1. Soit m un idéal de Lie (G ) de dimension 
IR IR 

p-1 et % le sous-groupe de Lie de 'IR 
correspondant. On note Ma 



le complexifié de % dans Ga. Soit 3 l'homomorphisme canonique 

Ga + G . La fonction 6 O f est alors constante car elle est 

G -invariante et on a : dim(G ) = 1. Ce qui se traduit encore par 
R/M, a / M ~  

l'existence de go c Gc tel que l'application : z E + go.f(l;) 

soit à valeur dans 
M. 

Par l'hypothèse de récurrence, on en déduit que cette fonction 

est constante, d'où le lemme. 

1- Cofio&kL&.>re. - Sous les hypothèses du théorème 2, soit I' un sous- 

I groupe discret de G,R tel que GRIF soit compact. Alors RIr est de Stein. 

Pfieuve : Il suffit de remarquer qu'une fonction G;R invariante 

est r invariante. 

Rmahque : De façon similaire au lemme 1 ,  on démontre le résultat 

suivant : soit f une application d'une variété connexe complexe X telle 

que, en tout x E X, il existe un voisinage ouvert connexe pour lequel, 
O 

on a : f = n O f x  avec f application holomorphe du voisinage consi- 
X 

O O 

déré dans Ge. Alors si f(X) est compact, f est constante ainsi que les 

f pour tout x . De ce résultat, on déduit facilement que si r est 
X O 
O 

un sous-groupe discret de Ga résoluble simplement connexe, alors 

n'admet pas de sous-variété compacte de dimension positive. (On rappelle 

que certaines de ces variétés n'ont pas de structure kihlérienne [Ill). - 



21.  0uvetL;tn pheudo-convexa invatuaM;tn et ouve,t.t~ géadéaiqument convexa. 

On passe maintenant à l a  t h é o r i e  des  ouve r t s  géodésiqyernent convexes. 

On cons idère  l a  s i t u a t i o n  (Gc,GR) où Ga e s t  un groupe de ~ i e  complexe 

et q R  
une forme r é e l l e  fermée de 

Ga. 
Pour commencer, on poqe quelques 

- 1 
d é f i n i t i o n s .  S o i t  U un ouver t  de  G . Pour g E n (U) et 3 E JR c /G, 

f i x é s ,  on pose : U = ( t  E I R  Ig .n(exp  i t x )  E: u). C'est  un ouver t  de  
x9 g 

IR, en généra l  non convexe. 

On d i t  qu'une f o n c t i o n  numérique f  d é f i n i e  s u r  U e s t  convexe 

s i  e l l e  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

Pour t o u t  g c  T(-'(U) e t  x  E JR, l a  fonc t ion  : 

e s t  convexe ( i . e .  convexe s u r  chaque i n t e r v a l l e  dans U ) .  
x9 g 

On d é f i n i t  de même l a  n o t i o n  de f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  convexe. 

On a p p e l l e  géodésique de G un courbe paramétrée : 
'qR 

t E IR - g . ~ ( e x p  i t x )  

(8 E G~ e t  x  E 7, f i x é s ) .  

Pour a ,  b  E G on a p p e l l e  gGodéaique &a& de a VW b, c /G,, ' 
une géodésique v é r i f i a n t  : F(0) = a e t  F ( l )  = b .  

L'ensemble ra ,bl  = { ~ ( t )  pour t E [0,l]) e s t  appelé  segment - - 
géodésique. 

On d i t  qu'un sous-ensemble R de G 
/G, 

e s t  convexe s i  pour 

t o u t  a ,  b  E R, il e x i s t e  une géodésique a l l a n t  de  a  ve r s  b  t e l  que 



[a,q C fi. (C'est là une dé£ inition de circonstance qui peut être modifiée 

dans des situations plus générales). Les fonctions et les ensembles convexes 

sont stables par l'action à gauche de . Ga: 

Lemme 2.- On considrre la situation d'un couple G R  tel 

- 
que Ga soit muni d'une conjugaison notée g -+ g qui laisse les éléments 

- 
de GIR invariants. On pose P = { p  E Gelpp = 1). 

On suppose, de plus, que l'application : x E SIR + exp ix E P 

est un homéomorphisme de SIR sur P. On a alors les conclusions sui- 

vantes : 

i) l'application : x G 
X 

IR - Ga 
(x,g) -+ exp ix. g 

est un homéomorphisme. 

Il en est de même pour l'application : 

x ---t ~(exp ix) . 

ii) Il existe une fonction continue y : 

telle que : t + p(x,y,t) soit l'unique géodésique allant 

de x vers y. 



Pheuve : 

i) On vérifie facilement que l'application réciproque de X est 

donnée par : 

On déduit de ceci également la seconde assertion de i). 

ii) se démontre sans difficulté. On a : 

- 1 
~(x,y,t) = exp i Y (x).~(exp it$(x,y)) 

-1 
avec $(x,y) = Y-' (exp (-iy (x) ) .y) . 

Vé~iniAion. - on dit qu'un couple est géodésiqument 

conve.xe, si l'application x E JIR -+ ~(expix) E G est un homéomor- 
"CR 

phisme. On a alors G convexe. Notons que si les hypothèses du lemme 2 
G,R 

sont satisfaites, alors (Gg,qR) est géodésiquement convexe. 

Théokème 3. - Pour que (GE ,qR) soit géodésiquement convexe, 

I il faut et il suffit que G soit simplement connexe et que pour tout 
9 R  

I x de JR, la seule valeur propre réelle de adx soit O . 

Pttuve (conàLtion néc~rlsaAe) : S'il existe Xo 
et Y non 

O 

nuls de tels que : [xO,yd ' Y. avec X E: IR - { O ) ,  alors 

YR contient le groupe affine AIR de la droite réelle. Or l'application 

Lie (Am) --+ G 
(E 

n'est pas injective ( p e u  cdcd). Donc la fin 

X ---+ exp (iX) 

de la conclusion est nécessairement vérifiée. D'autre part, de l'homéo- 



C o n u o n  h u ~ ~ h a n t e  : On dira qu'un groupe de Lie G est à 

spectre non réel si la seule valeur propre réelle de adx pour x € Lie(G) 

I 'I, 
est 0. Montrons tout d'abord que si 

GIR 
est une forme réelle à spectre 

i CL 'L 
non réel de G simplement connexe, alors 

(r: 
Gm est lui aussi simplement 

CL 'L 
connexe. Notons le radical résoluble de G Le groupe G % 'L 

(F • n/sa n G, 

est une forme réelle du groupe semi-simple complexe 2 . Comme 

'L 
'L 'L est à spectre non réel, il est compact (voir ci-dessoys). 

G ~ / ~ g  GIR 

On sait que ceci implique qu'il est aussi simplement connexe. Par conséquent, 
CL CL 

'a: n Gm est connexe et donc simplement connexe en tant que sous-groupe de 
l 

'L CL 

Sa. 
Un petit argument de suite d'homotopie permet de conclure que G l ~  

est simplement connexe. 

On revient alors à la situation d'un couple (G G ,G IR ) avec Gn 

à spectre non réel et Ga/GIR simplement connexe. Soit p : { -+ G, 

le revêtement universel de Ga. En utilisant la suite exacte d'homotopie 

'L - 1 
comme pour la proposition 1 ,  on a GR = p Gn 

connexe. De plus, il existe 

CL 'L 
un sous-groupe discret central r de Gm tel que : G~ - Ga/r et 

CL 'L - . On a un homéomorphisme naturel h entre G % et Ga/G1R. 
Gn - G ~ / r  Û/G, 

De la commutativité du diagramme suivant : 



2, 2, 
On déduit que (G yG géodésiquement convexe entraîne (G ,G ) 

Q: IR a IR 

géodésiquement convexe. En utilisant ce qui a été dit plus haut, on 

supposera dans la suite Ga et GR simplement connexes. La décomposition 

de Levi-Mac Lev et l'unicité du complexifié simplement connexe d'un groupe ~ 
1 de Lie entraînent : 

l = K GIR I R z S m  Y Ga=Ka:s, (produits semi-directs) 

où SIR (resp. S ) est le radical résoluble de 
(C GIR 

(resp. G ) et Ka 
(C 

i est un sous-groupe semi-simple complexe de Ga dont K est une forme 
IR 

I réelle. D'autre part, le groupe KIR 
est compact car sinon il existerait 

Xo E: Lie(Kn) tel que adXo ait une valeur propre réelle non nul. (On 

considère Xo dans une partie non compacte d'une sous-algèbre de Cartan). 

Pour prouver que (G G ) est géodésiquement convexe, on va 
( e y  IR 

montrer que le couple satisfait aux hypothèses du lemme 2. Notons immédia- 

tement que la simple connexité de G entraîne l'existence d'une conju- a 
gaison. 

Ièhe é;tape : 

résoluble, Ka = f11. 

On utilise le théorème suivant dû 3. Dixmier : 

Théohèmme [l)  . - Soit G un groupe de Lie résoluble simplement 

connexe. On pose 

adx - 
v = {x E ~ie(~)ldét(~ adx I> # 0) 

(i.e. x E V  <=> la seule valeur propre imaginaire pure 

de adx est O). 



Soit n le radical nilpotent de Lie(G) et N le sous-groupe 

analytique correspondant dans G. On note : 

p - : J + JIn et p : G + G  
/N 

les projections canoniques. 

Alors, on a un homéomorphisme par l'exponentielle : 

CL 
v - p-'(exp(p{v)) = w E G . 

exp - 

On revient aux notations du lemne 2. D'après l'hypothèse sur les 

valeurs propres de adx, on a : iJm S v ,  d'où l'injeetivité de 4 .  

- 
Montrons que P W. Soit p E: P, on a : pp = 1. Donc p (p) .p (i) = 1. 

Or p(i) = p(p) car le radical de J est le complexifié du radical a: 
de JE et on construit naturellement une conjugaison pur JE/n , (donc 

aussi sur GIIN simplement connexe) telle que : - = - 5. Comme G s /N 
x+ii 

est abélien, on a : i>p = expip(X) avec p(X) = P(X) = R ( ~ )  et donc 

pp E exp p(v). Pour terminer, on a bien : p = exp i X pour un certain 

X E Sm. En effet, on a : p = exp Z pour un certain Z & v. D'autre 

-- 1 - - 
part : p = exp (-Z) = p = exp (Z) . Or v est stable par Z + - Z. 

- 
Donc - Z c v. Par conséquent, Z + 2 = O = Z = iX avec X E SIR. 

D'où surjectivité de 4.  

2ëme étape : Ga = Ka.  C'est un résultat connu [ 4 ] .  

3eme é-2- : Cu g é n é ~ d .  

- 
1njec;tiviXé -- ----------- de : On note w l'homomorphisme canonique de 



- 
Ga: sur Ka: , et w l'application induite sur les algèbres de Lie. m 

Soient X, X' E 4R tels que : exp iX= exp iX'. On a : 

- - 
exp iW X = w(exp iX) = w(exp i~') = exp iimX1. Ce qui implique par la m 

- - 
2ème étape : wnX= wmX1 = u. On définit les algèbres rSsolubles : 

4; = R u  ; Lie(%) et J' = C.u Lie(SC), ainsi que les sous-groupes de 
(i: 

'b 
Lie de G correspondant : G b  et Ga. Soit G; le revêtement uni- 

d: 
CL 

verse1 de GO et r la projection associée. On note exp l'application 

exponentielle de J, dans 2;. Entre les exponentielles de Ji dans 

G& et , on a la relation : 

'b 
r O exp = exp. 

'Il 

On pose : r = Ker r (sous-groupe discret central de G l ) .  
CL 

Il est a priori inclus dans 
Va , sous-groupe abélien complexe simplement 

connexe de dimension 1 de CL, Ga correspondant à Cu. Pour y q ï, on peut 

CL CL 
donc écrire : y = exp(Z) où Z E Va. Il vient : 

CL 
1= r(exp(Z)) = exp Z. 

En posant Z = au + ibu (avec a, b & IR), on vSrifie : 

- 
exp Z.exp Z = exp(2ibu) = 1.  Comme u E ~ie(K,~), ceci implique : b = 0. 

' (sous-groupe analytique de On en déduit que r est dans qR 2 corres- 

pondant à 
JR' . 

Terminons la démonstration de l'injectivité. On pose : 

CL CL 
exp(iX) = p et exp(iX1) = p'. 

O n a :  r(p) =r(pl) d'où p = p l . y  pourun y ~ r .  

IL' . On en déduit : y? = 1 d'où d'après la première étape appliqué à Ga . 



'L 
y = exp(iY) pour un c e r t a i n  Y E JL. Mais on a  a u s s i  : 

- 2 
y = y, d 'où  1 =  y  = exp(2iY). Donc Y = O e t  y  = 1. Toujours d ' ap rè s  l a  

l è r e  é t ape ,  on en dédu i t  X = x ' .  

- - 
S u n j e c ~ v ~ é  : S o i t  q  E P .  On a  ~ ( q ) . w ( ~ )  = 1 d'où w(q) = exp i u  

pour un u  c Lie(K ) .  On cons idère  a l o r s  J' = Ru + Lie (S  ) e t  l e s  d i f f é -  
R IR s IR 

rL 1 r e n t s  o b j e t s  précédemment d é f i n i s .  On a  : q = r ( p )  pour un c e r t a i n  p  E Ga 

'L 
d'où pp = y E r .  On décompose p  = v . s  avec v  6 VC e t  s E S a I l  

- 
v i e n t  : vv = y.  O r  : r ( e x p  i u )  = r (v) , d'où v  = exp( iu)  .y  

O (Y, '5 r ) .  
2  

Il  en découle  : y. = y.  Q u i t t e  à remplacer p  par  pyo, on 

- 
peu t  donc supposer pp = 1 .  En app l iquan t  l a  première  é t a p e ,  on a  : 

'L 
p = exp(iX) pour un c e r t a i n  X 6 {A , d'où q  = exp i x .  

BiconCLnuLté : On no te  l e s  ensembles P 

a s s o c i é s  à Ka,  Sa, G a .  On a  a l o r s  un homéomorphisme de  'Ka 'S 
(C 

sur P ~ ( C  

d é f i n i  par  : 

( l a  r a c i n e  c a r r é e  est une fonc t ion  cont inue  su r  P ) 
Ka 

l ' a p p l i c a t i o n  réc iproque  e s t  donnée par  : 

Par  conséquent,  e s t  homéomorphe à un espace   IR^. 

L ' a p p l i c a t i o n  @ de  J ,  s u r  P é t a n t  une a p p l i c a t i o n  b i j e c t i v e  con t inue  
Ga: 

e n t r e  deux espaces homéomorphes à  IR^, e s t  en  v e r t u  d 'un théorème connu, 

b i con t inue .  



Remcvtque : Montrons que s i  
Gc 

e s t  à r a d i c a l  r é s o l u b l e  simplement 

connexe e t  
9 R  

à spec t r e  non r é e l ,  a l o r s  (Ga,qR) e s t  géodésiquement convexe. 

'-b 'L 
S i  on no te  GE l e  revêtement un ive r se l  de Ga,  on a  : 

'(i: avec r 
'L 

sous-groupe d i s c r e t  c e n t r a l  de Ga. S o i t  Sc l e  r a d i c a l  r é s o l u b l e  de  Ga 

'L '-b % '-b 
e t  Sc c e l u i  de . on a  : S~ = saIr n :a, d 'où Sc = 1 par  l a  

s imple connexi té  de  . Il en découle que l a  r e s t r i c t i o n  à r de l'homo- 
@ 

'-b 
morphisme canonique de Ga: e s t  i n j e c t i v e .  D 'au t re  p a r t ,  

l ' image de  r e s t  évidemment dans l e  c e n t r e  de . Ce d e r n i e r  groupe 
a sa 

é t a n t  semi-simple complexe, son c e n t r e  e s t  f i n i .  Par  conséquent l? e s t  l u i  

a u s s i  f i n i .  On a  (vo i r  démonstrat ion de l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  du théorème 1) 

- 1 
où on a  no te  G i ~  l a  composante connexe de  p  Gm contenant  1 .  

Le groupe c e n t r a l  r é t a n t  f i n i  e s t  dans l e  c e n t r e  de  

'L 
Ka: 

donc a u s s i  dans l e  groupe compact 
K~~ y 

lui-même i n c l u s  dans CiR. On a  

'L 
donc : 

/GR = (G c l r  1 /(;R/r) 
homéomorphe à . Donc e s t  

simplement connexe e t  l e s  hypothèses du théorème 1 son t  s a t i s f a i t e s .  

La p ropos i t i on  q u i  s u i t  r e l i e  ouve r t s  convexes e t  fonc t ions  

convexes. 

Pt~opoai ,Cio~ 3 . -  S o i t  ( G ) un couple géodésiquement convexe. 
(I: m 

Un ouver t  U connexe de e s t  convexe dès q u ' i l  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  

su ivan te  : 

Il e x i s t e  une fonc t ion  cont inue  convexe $ d é f i n i e  s u r  U t e l  

que pour t o u t  c E IR, l 'ensemble F = {x c U I Y ( x )  Gc} e s t  fermé dans 
C 



On munit G d'une métrique auxiliaire 6. 

Fixons x E U  et notons E ={XEUI[X~.~ÇU}. c'est un 
O X 

O 

ouvert de U. En effet soit x & E .  Pour un nombre E > O, Qn a : 

6(~(x~~x,t) ,~(x~.x' .t)) < E pour t s [0,1] et x' assez proche de x. 

En choisissant E assez petit, on en déduit que ~ o y ~ f ]  est dans U 

pour x' assez proche de x. Par conséquent, Ex est bien ouvert. 
O 

Soit Ë' l'adhérencede 
G o  

- u  dans U. Pour y E Ex , o n a  : 
Xo O 

-u 
y = lim y avec yn E X . Par la continuité de $ en y, on a : 

n 
O 

(Vn~n)$(~ ) 6 c pour une certaine constante c. En posant : $ '  = ~ax(c,$(x~)) , n 

la convexité de $ entraîne : $(v(xoyyn,t)) 6 c' pour tout n et tout 

t r [O, 11 . Par conséquent, p (xo ,yn, t) E Fc , et donc aussi les éléments 

~(x~,y,t) par continuité de l..~ et par fermeture de Fcl . Comme 
Fc ' 

est inclus dans U, on a bien évidemment : [x~,~] C U et donc y c Ex . 
O 

Par conséquent ËU = Ex , ce qui signifie par la connexité de U : 
X 
O O 

E = U. Comme x a été choisi arbitrairement dans U, on en déduit que 
X O 
O 

U est convexe. 



11 1.  Appfication à l' andeya e complexe. -- 

Soit U un ouvert de G / et (l une fonction numérique sur U. a % 
ALom h i  $ O .rr eaX p.a. h. (resp. s.p.s.h.), l a  $oncZion 4 a X  convexe 

(resp. strictement convexe). La démonstration est immédiate. Elle consiste 

à considérer pour x E J et p, E Ga avec ~ ( g )  o U, la fonction 
IR 

z + $ O ~(gexpzx) = Qx (2). Cette fonction est p. s .h. et invariante par 
,g 

les translations de IR. D'après un résultat classique, la fonction $ (it) 
x, l: 

est convexe pour t E IR. 

ThZokème 4 . -  Soit R un ouvert connexe et pseudo-convexe de Ga: 
invariant par l'action à droite de . Alors si (G ,G ) est géodési- G ~ R  Cc IR 

quement convexe, l'ouvert SI est convexe. 

Pireuue : La fonction -Log dn définie dans la première partie 

est p.s.h. et invariante. De plus 

Comme dn prolongée par O sur R est continue, on en déduit 
'L 

C 
que F = {g E RI -Log dR(g) $ CI est fermé dans Ga.  Par conséquent, 

C 

'L 
F = .rr Fc est lui-même un fermé de G comme projection d'un fermé 
C C / q R  

invariant. Par application de la proposition 3 à -Log d on déduit que R 

-rrR est convexe. 

RemcVrque : Un couple pseudo-convexe est géodésiquement convexe 

mais la réciproque est fausse, comme le montre l'exemple suivant : 

m 
Pour p c IR , on pose : A = . On définit 

2 
alors G: comme étant iR x iR muni de la structure de groupe suivant : 



On définit de même G:. On vérifie alors facilement que la seule 

valeur propre réelle ou imaginaire pure pour adx (avec x & ~ie(~')) est O. 
IR 

Fi 1-i Donc les couples (Gc,qR) sont géodésiquement convexes et non pseudo-convexes. 

Remarquons que ces couples sont déjà intervenus dans [l l] . 

Le cab g Enétal.  

Pour un couple (G ,G ) quelconque, je ne sais pas si le théorème 4 a IR 

reste vrai. On a néanmoins un résultat local. 

î lédin&Lon.-  On dit qu'un ouvert R de G est e u c d m e n X  
C/qR 

convexe si pour tout point x de G , il existe un voisinage ouvert 
C / GIR 

V tel que chaque composante connexe de V fl il soit convexe. 
X X 

R~rnanque : On peut supposer que x appartient à la frontière de il 

en utilisant la locale convexité de 
G / (voir preuve de la prop. 4). 

G~ 

-Ptropoa&ion 4 .  - La projection sur G / d'un ouvert pseudo- 
"R 

convexe invariant de Ge est un ouvert localement convexe. 

Pheuve : D'après un résultat général sur les connexions [ 4 ] ,  en 

tout point de , il existe un système fondamental de voisinage 

convexes ouverts. Par deux points x et y d'un tel voisinage V, il 

passe alors une géodésique unique telle que L x , ~  soit dans V. Soit P 

un voisinage convexe de I-(l), supposé assez petit. En utilisant le fait 

que l'application x & JR + ~(expix) cz G / est un homéomorphisme sur 
a: G , ~  

son image au voisinase de l'origine, on voit facilement qu'on peut définir 

une fonction continue sur P x P x [0,11] analogue à celle définie dans 



le lemme 2 et qui traduit la continuité d'une géodésique par rapport à ses 

extrémités. 

Soit alors Q un ouvertpseudo-convexe invariant de G .  Pour 

A E I R ,  l'ensemble : {XE n Q n  P / - L O ~  dQ(x) & A} est fermé dans P. 

D'où en appliquant la proposition 3 à P au lieu de G et, par transla- 

tion, on déduit la proposition 4. 

Conxke-exemple à une c o n j e c m e  de O .  Rothau~ [13] 

On va montrer que si on prend pour Ga le groupe SL(2,C) des 

matrices complexes d'ordre 2 et de déterminant 1, et pour 
G i ~  

le sous- 

groupe de SL(2,G) des matrices unitaires de déterminant 1, il existe un ouvert 

Q invariant dans SL(2,E) de projection convexe et non pseudo-convexe. L'idée 

est d'utiliser un modèle classique de s~(2ye) /su (2) qui est une boule 

et dont les géodésiques sont des segments de droite. L'ouvert TR est 

alors simplement un demi-espace. On rappelle brièvement la construction du 

modèle. 

Le groupe SL(2,G) opère dans l'espace H des matrices hermitiennes 

* * 
d'ordre 2 par : (g,h) E SL(2,G) x H -t ghg E H (g est la transconjuguée 

X 
de g). On note par la suite : p(g)h = ghg . L'orbite S de l'élément 

1 = par p s'identifie naturellement à l'espace homogène 

SL(2,0),sU(2). On considère le sous-espace P de H des matrices de trace 

nulle et on note B l'ouvert de P défini par : B = {p E Pldét(I+p) > 0) ; 

On voit que B est une boule ouverte de centre O et de rayon 1 dans P. 

$ 2x On vérifie facilement que l'application x c S --+ - - 1 est une bijec- trx 

tion de S sur B. 



Montrons, à présent, que l'image des géodésiques de S sont les 

intersections des droites de P avec B. Les géodésiques de S passant 

par 1 sont données par : t + exptX où X c P. Un calcul facile 

montre que ce sont aussi les intersections des plans vectoriels engen- 
X 

drés par 1 et X avec S. Mais alors toute géodésique est l'intersec- 

tion d'un plan p(g)nX avec S. En utilisant l'application 9, on voit 

qiie l'image d'une géodésique dans B est l'intersection de B avec une 

droite de P. Comme par deux points, il passe une géodésique, toute inter- 

section non vide d'une droite de P avec B est l'image d'une géodésique. 

sur S, on définit un ouvert par 8 ={c  :)CS aveca>c). 

Cet ouvert est convexe dans S, car son image par $ est l'intersecti~n 

d'un demi-espace de P avec B. On définit alors l'ouvert R de SL(2,a) 

- 1  
par : ,Q = T R où n est l'application : g E: SL(2,C) -+ p ( g ) . I  € S. En 

posant g = (C 1) et en explicitant, on a : 

Montrons que l'ouvert R n'est pas pseudo-convexe. L'intersection 

de R avec l'hyperplan complexe d'équation d = 1 est donné par les 

équations : 

a = l + b c  

f(b,c) < O 

2 2 
(où o n a  posé : f(b,c) = (cl - (bc/ - ( h l 2  - ZRe(bc)) donc difféomorphe 

2 
analytiquement à l'ouvert U de donné par : 



Il suffit pour conclure de montrer que U n'est pas pseudo-convexe. Le point 

1 (b,c) = (1,- I )  est un point régulier de la frontière de U où l'espace 

3 
tangent complexe contient le vecteur ( - 1  ) La forme de Levi en ce point 

s ' écrit : 

- 2  lb12 + R e  bC . 4 

3 
Elle prend une valeur négative sur le vecteur (- 1 ) et 

l'ouvert U n'est pas pseudo-convexe. 

RemCVrque : 

On considère le groupe de Heisenberg réel 
2 qR qui est IR x IR 

muni de la loi de composition suivante : 

Alors on peut considerer dans le eroupe de Heisenberg complexe 

Ne l'ouvert invariant $2 = { g  1 '  g 2 1 .g 2 E NIR et g = (iX, ic) avec 1 

(X,C) E qR et c > O}.  

Comme précédemment, mais plus simplement, on démontre qu'un 

tel ouvert est géodésiquement convexe et non pseudo-convexe. Néanmoins, 

cet exemple est moins intéressant que le précédent par rapport à la 

question de O. Rothaus car ici la forme réelle n'est pas compacte. 
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In 1953, J.P. Serre raised the question whether a holomorphic fiber 

bundle with Stein fiber and Stein basis is itself Stein. A positive answer was 

given by K. Stein D2] when the fiber is O-dimensional and by N. Mok Cl21 when 

the fiber is one-dimensional. (Previously, Y.T. Siu 71, A. Hirschowitz [8] 

and N. Sibony p5] have independently solved the case of a fiber which is a 

domain in a) .  A negative answer to the Serre problem was given by H. Skoda 

[20] in 1977, who constructed a holomorphic fiber bundle which is not Stein 

2 
with D as fiber and a domain of B as basis. Later, J.P. Demailly [il - 
improved this counter-example by showing that one can choose transition func- 

2 tions as locally constant polynomial automorphisms in & . Always with C 2 

as fiber, J.P. Demailly (ri1 - - , [3] ) has constructed counter-example to the 

Serre problem with the plane or the disc as basis. 

Whether there are only few positive results to the Serre problem 

in dimension more than one, the same is not true in the special case of a 

bounded Stein domain in cn. G. Fischer ( [ 4 ] ,  [5] , [6] ) has given an aff ir- 

mative answer when the fiber is Banach Stein, for instance, in the case of 

bounded domains in 6" which are strongly complete with respect to the 

Caratheodory metric (A. Hirschowitz 1191 ) . Using some results of J.L. Steehlé 

[21] , J. Fornaess and K. Diedrich [7] solved the case when the fiber is a 

2 
bounded domain of (En with C boundary. 

Y.T. Siu has proved the very strong result that the Serre problem 

has a positive answer when the fiber is a bounded Stein dornain in c", with 

the only topological restriction that the first Betti number is zero. After 

that, one could hope that there was a general positive result for bounded 

domains in en, and in 1978, Y.T. Siu il 4 conjectured that a holomorphic 



f i b e r  bundle with S t e i n  b a s i s ,  and which i s  a  r e l a t i v e l y  compact S t e i n  open 

subse t  of a  S t e i n  manifold, i s  i t s e l f  S t e in .  Our aim i s  t o  g ive  a  nega t ive  

answer t o  t h i s  con jec tu re  : we produce a  non S t e i n  f i b e r  bundle wi th  O* 

2 
a s  b a s i s  and a  bounded and pseudo-convex Reinardt  domain i n  C a s  f i b e r .  

We c o n s t r u c t  t h i s  counter-example £rom some 3-dimensional so lvab le  complex 

L i e  group. 

The au tho r s  a r e  g r a t e f u l  t o  H.  Cartan f o r  i n t e r e s t i n g  remarks 

ccncerning the problem discussed  i n  the  paper .  

7 - CONSTRUCTION OF THE FZBER.  

Let A be t h e  mat r ix  ; i t s  eigenvalues a r e  p o s i t i v e  

3+ Js 3 - 5  
and X2 = - , corresponding e igenvec tors  belong t o  IR 

2 (X = - 1 2  2 

Let V be t h e  domain of  a2 de f ined  by : 

V = {u1Xl + u X 1 I m  u1 > O and I m  u2 > O}. 
2 2 

It is  obvious t h a t  t h i s  domain i s  i n v a r i a n t  by t h e  t r a n s l a t i o n s  

2 2 
of IR , and consequently by those  of Z . 

Let F = V It w i l l  be t he  f i b e r  of t h e  f i b e r  bundle. 

PtLopo6iaXan 1 . - F a SXe.in mavLidoRd a ~ d  La hoLvmv~pkicd ly  

2 
dihde,omokphic Xo a bounded Reinhmdt domain i n  . 

" 
2 i r ( z  +z ) 2inz 

1 2  2 2 
The map (z l  , z2)  -+ (e  , e ) £rom & ont0 C* x C* 

rn 
induces a  holomorphic diffeomorphism of onto * x C . The range 

of F i s  a  Reinhardt domain because V i s   IR^-invariant. It can be checked 



immediately t h a t  (v1,v2)  belongs t o  t h i s  Reinhardt domain i f  and only i f  

~t i s  a l s o  t h e  s e t  of p o i n t s  (v1 ,v2) i n  C' x C' which 

1 X2 
v e r i f  i e s  : 1 v2 1 < 1 V,  1 < I V *  1 . It i s  contained i n  t h e  product  of t h e  

L 

two u n i t  d i s c s  ; h i s  b a s i s  i s  loga r i thmica l ly  convex, ço by Cl], i t  i s  a 

domain of holomorphy. 

RmUkh : Moreover, one can s e e  t h a t  t h i s  domain is of t y p e  H~ 

accord ing  t o  Sibony ( c f .  [16] ) , f o r  it i s  t he  i n t e r i o r  ~f the i n t e r s e c t i o n  

Pn qn PA of domains given by : 1 v2 1 < 1 v l  1 < 1 v2 1 where PA/% ( r e s p .  pn/qn) 

is a sequence i n  Q, which by D6] a r e  of type 8.; a l s o  we can observe t h e  

- 1 3 ,  a c t i o n  of A on t h i s  domain by t h p  map : ( v I , v 2 )  -+ ( (v2)  ( v , )  , v , I .  

2. THE FIBER BUWLE. 

D 
Let D be the  r e a l  mat r ix  de f ined  by : e = A .  For K = IR, (C 

o r  d, we denote by 
2 

GK t h e  group on K x K endowed wi th  the  fol lowing 

product  : 

2 
Let R be t h e  domain x V i n  x G . Writ ing an element b 

a s  ulXl + u2X2 with r e spec t  t o  t he  e igenvec tors  X i ,  we s e e  i m e d i a t e l y  

t h a t  R i s  i n v a r i a n t  by t h e  r i g h t  a c t i o n  of G,R then  a l s o  by Gz. Let be 

For q E G o r  (En, t h e  a s s o c i a t e d  element i n  G 
(C or ' " ~ n  

i s  denoted by 4. Let be n t h e  map from E on t0  CLz , as soc ia t ed  t o  t h e  



p r o j e c t i o n  map (z ,b)  -t z £rom R ont0 a. 

PtropoaiLLon 2 .  - The map IT induceh on E a a&uc.tutre od hotu-  

motrphic dibetr bun(;I.ee d h  F a d i b e ~ .  

Ptrood : 

For every  po in t  of e/e. t h e r e  a r e  an open neighbourhood U  and 

a  s p l i t t i n g  map s f o r  t h e  p r o j e c t i o n  of E ont0 Elz.  SO we have t h e  

fo l lowing  commutative diagram : 

- 1  IT 
IT u - u  

The map $ i s  a holomorphic diffeomorphism def ined  by : 

. - 
$(é, b) = ( s  ( z )  , b) ( i t  doesn' t depend of t h e  choice  of b) . 

R m m h  : One can a l s o  d e f i n e  t h e  f i b e r  bundle E by a t r a n s i t i o n  

func t ion .  Take t h e  b a s i s  a* a s  t h e  union of two open s e t s  def ined  by : 

U l  = C -  CO,+^[ and U2 = E - ] -m,g . The t r a n s i t i o n  f u n c t i e n  on U 1  *2 

i s  t he  i d e n t i t y  f o r  I m  z  > O and i s  de f ined  by t h e  a c t i ~ n  of t h e  inatr ix  

A On "/e2 
f o r  I m  z < 0.  

CUUNTER-EXAMPLE. 

Theotrem. - The d i b m  bundte E i~ na;t SXein.  Mme p e c i h e l y ,  Xhexe 



Pmod : 

We apply methods of Cl01 and Cl 11 . At first , we have the 

following lemma : 

Lemma.- Let be D (aehp. 6) t h e  open iaebp. cloaed) un i t  d d c  

i n  ic. L e t  be SI .the uni2 c h d e  w*th dû a6 n~irmae*red liam memune 

on a. 
Thehe *n a darnily 0 6  hoLomonpkic i(unctiona (fR)R,I dedined 

- 
i n  a ncighboahuod 0 6  D ,  w a h  .the ~oUuwing pkap&en : 

**) Re fR(0) = O 

&Re f 
) lim e Rde = + . 

R-l+ 

Ptrood 06 t h e  lemma : 

On the upper half plane, we use the principal determination 

R+z 
of the logarithm. If we put : fR(z) = Log i - R-z ' al1 properties of fR 

are easy to verify. (The proof of iii) arise £rom Fatou's lemma). 

Because 1 fR is regular on S , there exists two holomorphic 

f unc t ions gR and hR on D, which are continuous on 5 and such that : 

Re£ -Re£ 
Im gR = e and Im hR = e 1 on S . The harmonicity of Im gg and 

- 
Im h implies : Im gR > O and Im hR > O on D. lloreover 

R 

Re fR 
Im gR(0) = dû and so : lim Im gR(0) = + m. (The same is 

J ~1 R-+l+ 

true for hR , which could be defined by h (2)  = g (-z)). R R 

Now, we prove the theorem. We suppose that g1 is a plurisubharmonic 

exhaustion function on E. Let be the function on R defined by : 



By d e f i n i t i o n ,  9,  i s  i n v a r i a n t  by r i g h t  a c t i o n  of . 
G l ~  

It i s  very  easy t o  s e e  t h a t  G ~ / ~ z  i s  compact. Then it fo l lows  t h a t  $ has 

va lues  i n  [-a,+m[, i ç  plurisubharmonic and t h a t  t h e  a s soc i a t ed  func t ion  

On '/GR 
i s  an exhaust ion func t ion .  

. - 
Let p = Log X The map : (z ,ulXl  + u X ) cz R 2 2 /G 

__3 

1 ' 
IR 

-pRe z  
(Im z , e  u X  + e  u2X2) r e a l i z e s  a  homeomorphism of ont0 

pRe z  
1 1  

IR x IR+ x IR+. (The poin t  denotes  an  element i n  t he  quo t i en t  space) .  

- 1 
For R > 1 ,  we cons ide r  the map t + 1i f R ( t )  ,gR(t)Xl  + hR(t)X2 

from 5 i n t o  R which i s  wel l  de f ined  f o r  In h > O and I m  .gR > 0. 
R 

- 1 
It i s  continuous on 6 and holomornhic on D .  Denote $(p fR,gR*XI + hR.X2) 

a s  'YR. The invar iance  of $ imp l i e s  : 

- 1 -£R 
IR = $ ( i  p  Imf , i  e . I m  gR.X1 + i efR.Im hR.X2) 

R 

and by t h e  maximum p r i n c i v l e ,  we have : 

By t h e  choice of fR ,  gR, hR, t h e r e  e x i s t s  some cons tan t  K 

which does not  depend of R ,  such t h a t  sup  Y ( t )  & K.  It fol lows t h a t  : R 
I t l = l  

$ ( i  v-l Imf (O), i I m  .gR(0)Xl + i I m  hR(0)X2) & K. R 



But this is in contradiction with the property of exhaustion of $ because 

lim Im g (O) = + 
~ - + l +  R 

So, the fiber bundle E with basis C* and f iber a bounded 

2 
Stein domain of , is not a Stein manifold. 

I o )  There are other choices than (c* for the basis. Because 

Im f (O) remains bounded, we can for instance take a pointed disc instead 
R  

of a*. 

2') In the case of bounded domains of c", there is no counter- 

example to the Serre problem with a simply connected basis as Demailly's 

2 
example for C . This comes £rom the fact that such a fiber bundle is 
necessarly trivial because the transition functions are locally constant 

([13] and [ i ~ i ] ,  

3' ) We know a priori that for E, holomorphic funçtions separate 

points and define at every point a coordonate system Clq. 

4 ' )  Instead of E, we can also consider the fiber bundle 

m m 
+ C l e  ; in this case, the fiber is C x E . By a device like in 

theorem 3 1 big , we can show that the only plurisubharmonic functions on 

G / are the constant functions on the fibers. 
a Gz 

h h 
5') \le denote as DA the domain : 1x1 > l y l  , l y l  > 1x1 ; 

then for every h the biggest root of hL - kh+l = O (with k as 

integer 2 3) the same type of counter-example could be constructed with Dh 

as liber. 
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