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On s'accorde généralement pour dire que la thése d'Etat marque une étape
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INTRODUCTION

Ce travail est composé de trois articles

"Action d'une forme de Lie néelle d'un groupe de Lie complexe sunr
Les fonctions plunisoushanmondiques”,

"Pseudo-convexité des ouvernts invariants et convexité géodésique
dans cerntains espaces symétrniques”, '

"A counter-example to the Serre Problem with a bounded domain of
¢2 as f4ben", (écrit en collaboration avec G. COEURE)

qui paraitront respectivement aux "Annales de 1'Institut Fourier",
aux Lecture Notes in Mathematics '"Séminaire d'Analyse P. Lelong=P. Dolbeault-

H. Skoda), aux "Annals of Mathematics".

Chaque article est précédé d'une introduction. Au début du second
article, certains résultats du premier article sont améliorés. Nous donnons

ici au lecteur un apercu des theémes de 1l'ensemble du travail.

germées : Lorsque

G est simplement connexe, (G_,G,)
""" ¢/Gg

€’ R

est pseudo—convexe si et seulement si qR est a spectre imaginaire pur.

(Ceci signifie que pour tout X € Lie(qR), adX a ses valeurs propres
imaginaires pures). Ces couples sont aussi caractérisés par l'existence

. . N ‘
d'un groupe de Lie complexe et simplement connexe Gm, d'une forme réelle
N A N . . . . .
qR de GC a4 spectre imaginaire pur, d'un sous—groupe discret central |

r\l L4 ’ ’ -_
de qR tel que : GC = GC/} et qR = IR/F ; la variété GC est nécessai




(ii)

rement de Stein. Lorsque G, n'est pas & spectre imaginaire pur, il ne

R

peut exister de structure kdhlérienne sur Gm invariante par Cr

Cette étude nous permet de donner certains résultats sur les

variétés Gm/k, oi. A est un sous—groupe discret uniforme d'une forme

réelle qR de Gm.

du mindmum de C.0. Kisedman : Soit (GG,qR) un couple pseudo-

convexe. Etant donné un fibré principal holomorphe M de groupe structural

GG et de base B de Stein, et Q un ouvert pseudo—convexe de M inva-

riant par GR et a fibres connexes au-dessus de B, alors la projection

de Q sur B est de Stein.

3) L'étude des ouverts pseudo-convexes invariants :

Pour un couple (GC’qR) et pour un ouvert § pseudo—convexe de

G, invariant par G on montre l'existence d'une fonction strictement

€ iR’

p.s.h. sur Q, invariante par qR et d'exhaustion sur Q/b , non
R

seulement pour un couple pseudo-convexe mais aussi pour tout GC résoluble

tel que Q est relativement compact.
G P
R

On étudie également la relation entre convexité et pseudo-convexité
pour les ouverts invariants. La convexité géodésique de (GG,qR) est carac-
térisée par une propriété du spectre de la représentation adjointe et la

simple convexité de Pour tout couple (GG’%R) géodésiquement

G,/ «
C

/Gy
convexe (en particulier, pour tout couple pseudo—convexe), la projection

sur GC/E d'un ouvert pseudo-convexe invariant est convexe ; la réciproque
R

est fausse en général.

de Stein, alors que sa base est de Stein, et que sa fibre est un domaine

borné pseudo-convexe de €2.
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I. INTRODUCTION.

I1 existe des exemples assez simples d'ouverts de Stein de € X Gz

. . 2 . < . S s
dont la projection sur € n'est pas de Stein. Néanmoins, on doit 3

C.0. Kiselman le théoréme suivant :

Théoneme [5].- Soit Q un ouvert de Stein de € x ¢ 4invariant
par Les translations de R™ x {0} et & fibres connexes au-dessus de @-.

Alons £a profection w de © sur €% est de Stein.

B. Chafi a &tudi&, dans sa thése de 3&me cycle [2], ce qui se
passait si on remplagait c” par un groupe de Lie complexe connexe Gm

et R par une forme réelle qR de GG' On rappelle ici qu'une forme réelle

qR de Gm est un sous—groupe de Lie connexe de G(E tel que

Lie(GC) = Lie(qR) ® i Lie(qR). I1 a démontré les deux résultats suivants :

Ten nésultat : Princdpe du Minimum.

Soit GC un groupe de Lie complexe et QR une forme réelle fermée.

. n . . N .
Soit § un ouvert de GG X ¢ invariant par 1'action 3 droite de qR

o e n . . . ~
et 3 fibres connexes au-dessus de € . Alors si Y est une fonction régu-

lidre invariante sur §, strictement plurisousharmonique et d'exhaustion

sur Q/& » la fonction VY (x) = inf @¥(g,x) définie sur la projection
R

n . . .
w de £ sur € est plurisousharmonique d'exhaustion sur W.




Ce résultat a comme conséquence immédiate que ® est de Stein.

Dés lors, pour généraliser le thdoréme de C.0. Kiselman 3 GC’

il fallait savoir si un ouvert de Stein  invariant de G _ x ¢°

c
admettait une fonction réguliere strictement plurisousharmonique invariante

et d'exhaustion sur Q/éR.

Le second résultat de B. Chafi est que cette condition est satisfaite si on

prend pour Gm un groupe de la forme GL(p,E) X c? et pour qR la forme

réelle U(p) X R, (GL(p,C) est le groupe lindaire complexe d'ordre p

et U(p) le groupe unitaire d'ordre p).

Nous montrons dans la cinquiéme partie que le premier ré&sultat de

B. Chafi peut étre replacé dans un cadre géométrique assez général (théoréme 3).

Pour la généralisation du second résultat, nous commengons par

aborder la question de l'existence pour un couple (Gm,qR) d'une foncticn ¢

o .
de classe C sur GC s strictement plurisousharmonique, invariante par

1'action a droite de qR et d'exhaustion sur Gc/g . Si la réponse est
R
affirmative, nous disons que le couple (GC,qR) est pseudo-convexe. (Nous

admettons dans la définition que qR est fermé dans GG)' La motivation

e e . . . n _n
de cette définition est que 1'existence de 1), triviale dans le cas (€ ,R )

n'est pas toujours assurée.

Pour donner un critére de pseudo-convexité, nous introduisons

les définitions sulvantes :

1) Une algdbre de Lie J (réelle) est a spectre imaginaire pur

si pour tout X € J, 1'endomorphisme adX a toutes ses valeurs propres

imaginaires pures.



-~

2) On dit qu'un groupe de Lie G réel est & spectre imaginaire

-~

pur si son algébre de Lie est & spectre imaginaire pur.

-

Rappelons ici que Jenkins [7] a démontré que G est 3 spectre

-~

imaginaire pur, si et seulement .si il est & croissance polynomiale. Ceci
signifie qu'é@tant donné une mesure de Haar sur G, 1l existe un polyndme

p tel qu'a tout voisinage relativement compact U de 1'élément neutre

on peut associer une constante C(U) vérifiant :

\f n € N, mes Un £ c(Wp(n).

Dans notre &tude, nous n'utiliserons pas cette caractérisation

-~

des groupes 3 spectre imaginaire pur.

On peut alors énoncer le théoréme | qui est le résultat essentiel

de la 3&me et de la 4&me partie.

Theoneme 1.- Soit Gg un groupe de Lie complexe a radical simplement

connexe et G Wne forme néeelle de Ge- Alons pourn que (GG,qR) S04t

pseudo-convexe, AL faut et AL suffit que Ge 504t @ spectre Amaginaire pur.

Ceci permet de dire que si G@ est nilpotent simplement connexe,

alors (GC’GR) est pseudo-convexe, tandis qu'il y a des groupes résolubles

G(C tels que (GG,qR) ne soit pas pseudo-convexe.

On remarque que si (GG,qR) est pseudo-convexe (avec GG a radical

simplement connexe), alors GG est de Stein. En effet, dans la 3&me partie

. . s n
nous montrons que Gm est un prodult semi-direct de € et d'un groupe

semi-simple complexe qui est de Stein d'apr@s um résultat de Matsushima [{].




Dans sa démonstration du deuxidme résultat, B. Chafi s'est servi
de la mesure de Haar sur le groupe compact U(p) pour rendre invariantes

des fonctions plurisousharmoniques. Le lemme 1, essentiel 3 la démonstration

~

du théoréme 1, généralise cette méhode en faisant jouer 3 un espace homogéne
compact le méme rf6le que le groupe compact. Nous utilisons encore ce lemme

dans la cinqui&me partie, pour montrer que le théoréme de Kiselman se gé&né-

’

ralise pour les couples (Gm,qR) pseudo-convexes moyennant 1'hypothé&se

restrictive que qR contienne un sous-groupe discret uniforme TI. J'ignore

si cette hypoth&se est nécessaire mais elle joue un rdle essentiel dans
notre démonstration qui repose sur un théor@me de Grauert-Docquier. Ajoutons
que notre hypoth&se est déja restrictive, au niveau des groupes nilpotents,
dont on sait qu'il existe un groupe de dimension 10 sans sous—groupe discret
uniforme Eﬂ. Incidemment, nous montrons également que dans le théoréme de

. n s s .
Kiselman, on peut remplacer € par une variété de Stein quelconque.

Si qR n'est pas 3 spectre 1maginaire pur, il n'existe pas de

fonction strictement plurisousharmonique sur GG (4&me partie). Nous

renforgons ce résultat dans la 6&me partie, en montrant que dans ce cas

il n'existe méme pas de structure kdhlérienne sur GG invariante par qR.

Lorsque la forme réelle qR contient un sous-groupe discret uniforme T,

nous donnons quelques résultats sur les espaces homogénes G@/f , 4 savoir

Si (GC,qR) est pseudo-convexe, la variété GC/} est de Stein.

-~

Tandis que si GR n'est pas a4 spectre imaginaire pur, alors G@/f n
*)

'a

pas de métrique kéhlérienne( . Certains groupes résolubles font partie de

cette dernidre catégorie.

(*¥) On suppose ici 1'existence d'une mesure QR invariante positive sur qR

fr-




La premiére assertion implique que si G, est nilpotent et sim-

¢
plement connexe, alors GG/F est de Stein. Ce résultat, démontré par

B. Gilligan et A. Huckleberry,[ﬁ], est utilisé dans notre démonstration

du théoreéme 1.

Pour terminer cette introduction, je tiens a remercier G. Coeuré
pour les nombreuses suggestions qu'il m'a faites pour cet article, ainsi
que le referee de m'avoir fourni, pour la proposition 10, une démonstration

notablement plus simple que ma démonstration initiale.




1T. PRELIMINAIRES ET PROPOSITIONS TECHNIQUES.

On a le lemme de moyennisation suivant :

Lemme 1.- Soit Gg un ghoupe de Lie complexe, G une gorme

néelle, fermie, et Q un ouvent de Gg Anvadlant pan £'action 4 droite

de G On suppose qu'il existe T sous-groupe geumé de Gr tel que :

R’
0 ’

19) QR/% 804t compact.
° . . . B .

2°) AL existe une mesure positive dg, de masse 1 sun qR/%

Anvariantepar £'action 4 gauche de Gp.

Alons, on a L'équivalence entre :
1) 1L exdste sur 9 une fonction ¥ de classe Cm, stnictement
plurisoushanmonique, Lnvariante par £'action de T & drodite, et d'exhaustion

sun Q/l.,.

ii) 12 existe sun Q une fonction Y de cLasse C , atnictement
plurisousharmonique, Lnvariante par L'action de G, & drnoite et d'exhaustion

R
AU Q/b .
R

Remarques :

a) Si T est discret, la condition i) est é&quivalente & Q/% de

Stein.

b) Si Gm est résoluble et simplement connexe (en particulier
nilpotent), alors 1°) => 2°) [31].

¢) ii) => i) n'utilise pas la condition 2°).

Preuve : i) =>1ii). On définit VY par :

v = | V(eg,)dg, -
JG!R/I“



Par dérivation sous le signe somme, on voit de suite que Y est C° et
strictement plurisousharmonique. L'invariance de Y provient de 1'invariance

-~

de dg- Reste 2 montrer la propriété d'exhaustion.

On a un diagramme commutatif :

C (E/G'R

¢/T

, g4, ¥ sont les projections canoniques et commutent & l'action de G_.
P P q C

On note pour C € R :

L, = {g € Q] [ w(géa)ng g ¢}

GIR/ r

K, = {8 e [0 < c}

M, = {g e Q| EHéR € QR/F tel que : g%R € KC}.

On voit tout de suite que LC est inclus dans MC'

Montrer la propriété d'exhaustion de ¥, c'est montrer que qLC
est relativement compact dans Q/é . Pour ceci, il suffit que qMC vérifie
R

la méme propriété. Mais qM, C rK.. En effet, on a évidemment :

C

MC = {gef IEHgR € qR tel que p(ggR) € KC}.

Donc pour g € M on a :

C »




q(g) = q(ggm) =T o0 p(ggR) € K,

et comme KC est, par hypothé&se, relativement compact dans Q/F’ on a le

résultat annoncé.

ii) => 1i). On est ramené 3 démontrer que 1'application naturelle
de Q/F sur Q/b est propre. Or, on a l'assertion suivante d'oli découle
R

le résultat.

Soit G un groupe de Lie, A et B deux sous~groupes fermés,
avec A C B. On suppose B/A compact. Soit § un ouvert de G invariant
par 1'action a droite de B. Alors l'application naturelle :

Q/A — %/B est propre.

Preuve de £'assention : On considére le diagramme commutatif avec

les projections canoniques :

Soit K un compact dans Q/é. On a r_lK = p(q—lK).

- N Y
I1 suffit de montrer que ¢ 1K = K.B avec K compact car B/L est compact.

Or, il existe des compacts C

l,...,Cn de G/% tels que :

n
1%) K= U C. et 2°) pour tout Ci’ il existe un ouvert U.1 contenant

i=1] L

n

1 1

i=1

Y
C. et une section continue s; de Ui dans G. on pose alors K = { s.C,.

1




Lemme 1'.- Sodent He et EFp deux formes néelles fermées de

H et Fmb respectivement. Soit Ge

He g Fe (produit semi-direct au sens analytique de H, avec F, distingud

un groupe de Lie complexe de La forme

dans Gm). On pose G_ = Hy g Fr- C'est une forme néelle fermée de G

R c’

Sodient alorns deux sous-groupes fermés T et FF de H_ et Fp espec-

R R R

tivement vérigiant 1°) et 2°) du Lemme 1 relativement & B, ef Fp nespec-

Livement et Le L) du Lemme 1 nelativement & Hy et Fe: On suppose, de

plus, que Les eléments de T commutent avec F_. Alows Le groupe T .T
He iR B e

venigie Le 1°), 2°) nelativement a G et La condition L) poun K = G

Preuve : Si on pose K =R ou €, on voit immédiatement qu'on

a homé i iétés : H F .
un omeomorpﬁlsme des variétés Gg/% T et %/}WR X g/%F De plus,

HR ﬁR R
. o : -~
si uy et Hp sont les mesures du 2°) relativement 3 FqR et FF , la
R R . R

mesure U, 8 g vérifie le 2°) pour Ty Tp Si ﬁH et ﬁF vérifient

qR R ' R "R R iR
i) relativement & Hm et FC et sont positives (ce qu'on peut toujours
supposer), alors ., + i vérifie 1) relativement 3 G, et T, .T

B TR ¢ g R

(la propriété d'exhaustion utilise 1l'homéomorphisme de variétés défini

ci-dessus).

Conollaine des Lemmes 1 et 1'.- Sous Les hypothsses du Lemme 1°',

La condition LL) du Lemme 1 est satisfaite pour € = G-

Le lemme de descente suivant utilise des techniques classiques

pour les groupes résolubles.




Lemme 2.- Sodent Gg un groupe de Lie #ésoluble complexe simplement

connexe et Gp une gorme réelle. On considére un sous-groupe de Lie | connexe)

R R c
cation naturelle de LC/L'R dans G(E/G'R est propre.

‘ L, de G, et on note L, Le complexifie de L dans Gy Alons L' appli-

Ce lemme implique que si (GG,QR) est pseudo-convexe, alors (LQ’HR)

1'est aussi.

Remarque : On sait que LG’ HR’ qR sont automatiquement fermés
et simplement connexes Eﬂ.
Preuve : Pour LG’ HR’ qR, GC fixés, on va montrer qu'il existe

un sous—ensemble fermé F de G et deux homéomorphismes ¢ et ¢Y' tels

m’

que le diagramme suivant soit commutatif.

—
GG/GlR F

L. /L ~ FNL

i' est 1l'inclusion et 1 est l'application naturelle.

' est

De cette propriété découle immédiatement le lemme car i
propre.

On démontre la propriété annoncée par récurrence sur la dimension

n de qR.

Pour n = 0, c'est &vident. On suppose la propriété vraie 2

1'ordre (n~1) et on va la démontrer a l'ordre n.

On suppose donc qR de dimension n et HR sous—-groupe de GR'




_]l_

indiquant la dimension qu'on considére.

- : . = X
On écrit q VR 5 MR

M (produit semi-direct) ol %

Pour éviter les confusions, on mettra des indices 3 F,{,{',i,i’

est un
R

sous—groupe distingué simplement connexe de dimension (n-1) et V_ un

| sous—groupe de Lie isomorphe & R.

On note e un isomorphisme de R sur

On a : Gw = Vm § MG ’ €

%R et WR dans G@'

précédent de € sur V

On note encore e
o Plusieurs choix pour
la suite, nous allons préciser le choix.

Pour se ramener d la dimension

qui permettent de définir un groupe QR'

Ten cas : Ly & M-

2¢me cas : L1R¢MIR' Dans ce cas, on
écrire : LR = VR g Q,R ’ Lc = VC 5 Qm oli QC
et Q{R(-:- I\%R (En fait : QfR = L(R N MR).

On a, par hypothése de récurrence, un

<

n—1

i M t
oud e V€

(n_l) >

"o/ A
in-l
]
n-1 N
QC/QR AN

. —_—
(Les signes o

R

WR'

sont les complexifiés de

le prolongement de l'isomorphisme

VR sont possibles. Dans

on considére deux cas,

On pose QR = HR et QC = L(c et WR quelconque.

choisit V_ tel qu'on puisse

R
est le complexifié de QR

diagramme commutatif

indiquent des homéomorphismes).
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On définit (avec un abus d'écriture &vident) Fn par :

= 1 X
F o= e(iR) X F__,

(oi e(iR) est l'image de 1R dans Vm par e).

Pour g € G, , on note g sa classe d'équivalence dans Gm/Gm'

¢
On définit ﬂn par :

Viee, me Mg g (e).m) = e(i Im AP _, (e(Re A)me(-Re 1))

On s'assure d'abord que wn est bien définie (et continue).

Pour e()\o)mO € %R § %R , on a :

(e()\)m)(e()\o)mo) = e()\+>\o)e(—>\o)me(>\o)mo-

on voit que ﬁn est bien dé&finie.

Comme e(—Ao)m e(lo) € MC s

1'application réciproque de 1

D'autre part, soit VY .
P ? n— n-1

1

On vérifie que 1'application réciproque (continue) Wn de @n est donnée

par @

l{jn : Fn M GC/qR

e(i Kz)x - e(i Xz).Wn_ (x) pour Xz €eR et XE& Fn-l

1

(le groupe V@ agit sur GC/qR)'

Pour terminer la démonstration, considérons les diagrammes.

Ten cas : LRg_b

R

L'application ﬂ; est donnée par :
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Ve Le/Lg ey =P

et F NL =F N L

28me cas : L|R¢ M-

L'application ﬂ; est donnée par :

Vaeq,, ret, 91Mq = el m Y _ e®e Dge(-Re 1)).

Pour la suite, on a besoin de certains résultats de plongement
des algébres de Lie résolubles.

On introduit la définition suivante :

Définition.- Une algebre de Lie nésoluble néefle R est scindée
54 R est prodult semi-direct d'une algébre abélienne A et d'un Ldéal
nilpotent n, et sL, de plus, pour tout x e A, adx est diagonalisable

surn  C.

Provosition 1.- Soit L une algebre réscluble néelle a spectre
Amaginaine pur. 1L existe une algébre scindée 5 produdlt semi-direct d'une
algebre commutative B et d'un {déal nilpotent n, ainsi qu'une base (B)
de B tels que :

L) L est isomorphe a une sous-algébre de 5

S AL) 8 est a spectre Amaginairne pur, et Les valeurs propres

de ad (x) dppartiennent & 2img  pour fout x dans (B). En particubiern :

Exp adé(x) = idA pour x € (B).
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Preuve : On reprend la construction faite par Reed [12], de

~

1'algébre scindée associée & une algébre ré&soluble.
Soit n le radical nilpotent de L et Lm (resp. (nl)c le
complexifié de L (resp. nl). On choisit X e L= n o, et on décompose

la dérivation adxl en sa partie semi-simple dx' et sa partie nilpotente
1
n_, qul sont des dérivations réelles.

X

On décompose Lm en espaces propres pour dX , et on remarque
1
que 1l'espace propre correspondant 3 la valeur propre O est le complexifié

de 1'espace propre réel Lo correspondant, et que les autres espaces propres

On choisit ensuite x, dans L = n., , 1indépendant de

sont dans (nl)m. ) o 1

X, et on remarque que dx (x2) =0 et dX dX = dx,dx (ol dX est la
1 1 72 271 2
semi-simple associée 3 adxz). En décomposant LC en sous—espaces propres

par rapport 3 l'algébre engendrée par dx et dX , et en refaisant une

1 2
opération similaire & la précé&dente, on choisit X5 indépendant de X5 Xy,
dans L - n, tel que : dxl(x3) = dxz(x3) =0 et dX3 commutant 3
d ,d . De proche en proche, on dé&finit X, 6,...,X base d'un supplémen-
XX, 1 N
taire de n, et tels que : d dx. =d d ~ ou d est la partie semi-
1 X, Xi X, X

simple de adxi.

On définit alors une algdbre résoluble R produit semi-direct

d'une algdbre abélienne A et de L de la fagon suivante.

Une base de A est donnée par les Eléments dl""’d et on a :

Vxel, Yi=1,...,x “(xa] = (4.6 = 4
v

i
(@]

1,...,N Ldi,dj'_[

On voit immédiatement que ad di est semi-simple sur R, et que

|
si L est A spectre imaginaire pur, les valeurs propres de ad di sont
|
\
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toutes imaginaires pures.

On remarque que le sous-espace n de R engendré par n, et les
xiddi (i=1,...,N) est un idéal nilpotent de R (ad(xi—di) est nilpotent
et [R,ﬁﬂ(: nl). Par conséquent, R est produit semi-direct de A et de n

et donc R est scindée ; de plus, R est 3 spectre imaginaire pur,

34 cause de ce qui a été dit précédemment sur les ad di'

Soit n_ le complexifié de n, on remarque que 1l'algébre

cC
R' = A + ng est une algébre réelle admettant les mémes propri&tés que R.
On décompose ng en espaces propres par rapport 2 l'action de A.
n, =n, + +n .

Soient Ai et Aj les poids correspondant & n, et nj.

Deux cas peuvent se produire :
1) [ni,nj] = (0) ;
2) Eﬁfrﬁj # 0. Il existe alors k (unique) tel que :

+ = 1 3 .
[ni,nj]g; n, et Xi Kj Ak (poids correspondant & k)

Montrons 3 présent qu'il existe un R-espace vectoriel B contenant

N
A et une base (B) de B pour lesquels existent des formes linéaires Xi

sur B 3 valeurs dans iR vérifiant :

a) A+ A=

: ; K si (0) # I:ni,nj] C n oo

N
b) 1la restriction de Ai da A est A.

~
c) Ai prend ses valeurs dans 2inZ sur (B).

On considére le systéme d'é@quations linéaires suivant




il
o

¢D) X, + X, - X
i h|

pour les différents (i,j,k) tels que : 0 # Eni,nj-_l - n, -

-

Les inconnues appartenant 3 un espace vectoriel sur @.

La résolution donne, en changeant les indices :

X .,Xs arbitraires et X ..,Xp combinaisons linéaires 3

EEE se1°"
coefficients rationnels de Xl,...,XS. 5
On pose alors : B=A®R%., (Ona: B=A si la seule solution

du systéme de départ est Xi 0 pour tout 1i).

Soient Hyseeeslig les élémeﬁts d'une base du dual de RS,

"
On pose : Ar = Xr + 1 U pour r = 1,...,s.

N n
En complétant 1 kl,...,i AS en une base du dual de B, et en

. g * ) v v
considérant la base duale B , on voit que XI,...,AS prennent des valeurs

. ¥ P v . .
dans 2imZ sur 2w.B . On définit Ai pour 1 > s en résolvant le sys-—
téme (1). Si on note m 1le p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients inter-
o . ¢ e s Y .
venant dans les coefficients des combinaisons linéaires des Ai en fonction
" . . . X
des Aj (avec i >s et j € s) et si on pose (B) = 2mmB ', les formes

A%

AV}
linéaires A, ,...,A. prennent sur (B) des valeurs dans 2imZ, et les
1

p

propriétés a) et b) sont trivialement vérifiées.

On définit alors 1'algébre scindée 4 produit semi-direct de B

et n, par la loi suivante :

[b’xi]
o.v]

n,
)\i(b)xi pour b€ B et X € n,

0 pour b, b' € B.

L'identité de Jacobi provient de la condition a) ci-dessus.

L'algdbre 4 satisfait bien aux conditions de la proposition 1.
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Remarque : G. Coeuré a montré, toujours en s'appuyant sur [lﬂ,
qu'une algébre de Lie 3 spectre imaginaire pur se plonge dans 1'algdbre de
Lie des matrices triangulaires supérieures complexes ayant des &lé&ments

imaginaires purs sur la diagonale.

 I1T. RESULTATS POSITIFS.

Dans cette partie, on démontre la condition suffisante du théo-

A. Rad Gy = {1}.

C'est le cas semi-simple. QR est compact (voir 48&me partie,
C : le cas semi-simple). On démontre alors le résultat en appliquant le
lemme 1 de moyennisation 3 Q =G, et T = {I1}.

C

B. Cas nilpotent.

Pour traiter le cas ré&soluble, on commence par le cas nilpotent :

Proposition 2.~ Soit Gg wn groupe de Lie complexe simplLement
connexe nilpotent, et Gg une gonme néelle, alors Le couple (Gc,qR) est

pseudo-convexe.

Pour la preuve, on utilise deux propositions :

Proposition A [5].- S{ T est un sous-groupe discret de Gy

(nilpotent), alorns La varniéxté Gm/% est de Stedn.

Remarque : La démonstration de cette proposition repose essentiel-

lement sur le théor@&me de Matsushima Eﬂ.
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Avant d'énoncer la deuxi&me proposition que nous allons utiliser,

introduisons quelques notations.

Pour K =R, €, Z, on note NE le groupe des matrices triangu-
laires supérieures d'ordre p, n'ayant que des 1 sur la diagonale, et 3

coefficients dans K. Pour K =R ou €, on a un groupe de Lie nilpotent

simplement connexe.

Proposition B (Théongme d'Ado) [1].- Tout groupe nilpotent sim-
plement connexe néel est isomonphe (en tant que ghoupe de Lie) a un sous-
ghoupe geme d'un N,II: .

Preuve de La proposition 2 : Par le lemme 2, il suffit de démon-

trer la proposition 2 pour qR = Qg , et G@ = Ng. D'aprés la proposition A

et le lemme 1 de moyennisation, il suffit de montrer que N;/Ng est compact.
Or soit n € NP
R’

soient compris entre O et 1. Le choix de n_ se fait de la fagon sui-

il existe n € N; tel que les coefficients de nn

vante. On appelle aij les coefficients de la matrice n et bij les

coefficients de n, qu'on veut déterminer. (Ona : 1 g1 < j <« n et
a.. = b.. = 1), On détermine les coefficients bij par récurrence sur

11 11

k = j=i. On appelle c.lj les coefficients de nn_
Pour k =1, on doit avoir :

= a + b avec 0 <c

c., . .. . . . .
1,1+l i,1+1] 1,1+1 1,1+]

-d'oll un choix pour les b, .. ..
1,1+]

Plus généralement, pour k quelconque :
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c, . = a, . + b, . + a, .b. .
i,i+k i, itk i,1+k 1<_’]§l+k 1,3 1,14k

d'ol un choix pour les b. . ..
P i,1+k

C. Le cas néscluble.

Montrons & présent dans le cas résoluble, la condition suffisante

du théoréme 1.

Soit L un groupe de Lie résoluble simplement connexe d'algébre
de Lie L, 3 spectre imaginaire pur. D'apréds la proposition 1, on le
plonge en tant que groupe de Lie dans un groupe de Lie S simplement connexe
dont 1'algdbre de Lie 4 est scindde et 3 spectre imaginaire pur. Si on
note SG un complexifié de S, il suffit d'aprés le lemme 2 de démontrer

la pseudo—convexité du couple (SG’S)'

-~

On se reporte 3 présent aux notations de la proposition 1. On a
une décomposition en produit semi-direct de S en un groupe abélien B

(correspondant & B) et d'un groupe distingu& nilpotent N. Pour Sm ,

on a une décomposition correspondante en SB@ et NG'

Soit T 1le réseau dans B engendré par (B). Comme Exp adx = idA

pour x € (B) et que B est commutatif, on en dé&duit :

Vxe I'y Exp adx = i.d/:s

Soit TI' 1le sous—groupe fermé de B, 1image de I par 1l'exponen-—
tielle (qu'on note exp). Comme Ad,(exp x) = Exp ad (x), on en déduit

que I'' est dans le centre de G.

On applique alors pour conclure le corollaire des lemmes 1 et 1'

3 la situation sulvante :
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D. Cas générak.

Montrons, & présent, que si qR est 3 spectre imaginaire pur, et

si le radical RC de GC est simplement connexe, alors (GE’GR) est

pseudo-convexe.

Commengons par supposer GR simplement connexe. Alors GR est

isomorphe d'aprés le théor&me de Levi-Malcev [[] en tant que groupe analy-

. g Y - . Y
tique 3 un produit semi-direct K g R ot R est le radical de QR et K

n
est semi~simple. Mais comme K est & spectre imaginaire pur, c'est un

groupe compact d'aprés ce qui a &té dit précé&demment.

. Y . Y . Y .
Soit K_, wun complexifié de K (on sait que K_ existe).

c

C'est un groupe semi-simple simplement connexe et on peut définir

C

A"

K Comme les couples

. ny
= X
RG' On peut toujours supposer que GG KC S RG'

U
ooy
(KG’K) et (RC’R) sont. pseudo-convexes, on a par application du corol-

X

laire aux lemmes 1 et 1' en posant F% = {1} et FR = R, que (Gm,qR)

est pseudo-~convexe.

. . . Y A
Si qR n'est pas simplement connexe, soit GIR un revetement

¥ .
universel de qR ; comme on l'a vu précédemment qR admet un complexi-

- (\) . 3 ~ -~
fie GC' L'application de revétement p au-dessus de Gm peut étre

choisie telle que le diagramme suivant, dans lequel les fl&ches verticales

sont des inclusions naturelles, soit commutatif :

o

(D

e t———r
O e @

o)
=
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En effet, 1l'existence d'un tel diagramme au niveau des algébres de
Lie est claire, les fléches horizontales étant des isomorphismes. Comme

Y .
Gm est simplement connexe, on peut remonter sur les groupes,

et p est un revétement. Montrons 3 présent que les fibres de p sont

finies.
Il suffit de prouver que le groupe fondamental de GC est fini.

A cet effet, on considére la fibration : R@ > Gm > GG/%E qui donne

-

naissance 3 la suite exacte :

WI(GG/RG) — m G — m(Ry).
Or ﬂl(Rm) est trivial par hypothése, et de plus comme le groupe

GG/% est semi-simple complexe, son groupe fondamental est fini, ce qui
cC

implique bien que ﬂl(GC) est fini.

Par conséquent, p est fermé. On en déduit que G est fermé

R
. - . . " . -
dans Gm. Terminons la démonstration. Soit Y wune fonction plurisousharmo-
. ' . . . . NN
nique d'exhaustion positive associé au couple pseudo-convexe (GG’GR)' On

n
a un isomorphisme de groupes analytiques entre G@ et GE/E (ol C est

"N
un sous-groupe fini central de GG)'

On définit une fonction ¥ sur G, par

Vgeq, e = .
‘ X |px=g

[e o]
On vérifie facilement que Y est de classe C , strictement

plurisousharmonique sur GC , 1lnvariante par GR et d'exhaustion sur GG/L
i} R
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IV. LE CAS NEGATIF.

A. Cas particuliens.

On commence par &tudier les cas particuliers fondamentaux pour
lesquels le couple (Gm,qR) n'est pas pseudo-convexe. On en dé&duit facilement
la condition nécessaire générale. On note P 1'ensemble des fonctions pluri-

sousharmoniques sur G invariantes par G_.

¢’ R

Notations :
Soit S1 le cercle unité de centre O dans €, et d6 1la mesure
de Haar normalisée sur Sl. On désigne par D le disque unité fermé de

centre O et par H(D) 1'espace des fonctions holomorphes au voisinage de D.

Le lemme et la proposition qui suivent ont &té démontrées par G. Coeuré.

Lemme 3.- 1L exdiste une famille (f )

&) 650 de gonctions de H(D)

veriplant :

i) Yeo>o, |m £ | <7
AL) fe(o) est constant, égal a c.
AL On pose : b, = [ eRefeqg.  Atons b, est une fonction
1
S

continue de € et 1lim bE = + o,
£-r+oo

Preuve : Soit Log z la détermination principale du logarithme
dans le demi-plan : Im z > O.

l+c+z
l+e-z °

On pose : fe(z) = Log 1
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On vérifie immédiatement i) et ii), ainsi que la continuité de bs'

De plus, d'aprds le lemme de Fatou

lim cRefegg 5 | 1im eRefeap
8 —

(e>0)

l+e 460

+ o0,

Definitions :
Pour K =R ou €, on munit Kz d'une structure de groupe ana-

lytique GK dont la multiplication est donnée par :

\f(z,b), (zo’bo) € K2

VA
_ o
(z,b).(zo,bo) = (z + z s b+ bo).

qR est une forme réelle de GG'

Pour une fonction J(z,b) invariante par l'action a droite de q ,

on a :

R

J(z,b) = J(i Im z,i e €% . Im b)

et on a un difféomorphisme entre GG/E et RZ donné par
R

N -Rez
(z,b) € GG/G —— (Im z,e Im b)
R

oii (z,b) est la classe d'équivalence de (z,b) € GG .
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Le groupe G_ (resp. G,) est le revétement universel du groupe

IR C
* . s .
affine sur R (resp. @f ). On a la proposition sulvante :

Proposition 3.- Les seules fonctions Y(z,b) de P sont Les

gonctions convexes de Im z.

Preuve : Sur D , et pour € > 0, on définit une fonction 8

continue sur D et holomorphe 3 1'intérieur par :

eRefe(z) _ 1

ge(O) =0 et Im ge(z) = b8 pour z € S .

Ref oo 1

La fonction g, est bien définie car e € est C sur S,

et que d'autre part : f 1 eRefEde = b,.
S

si Y € P, alors la fonction he(z) = W(fe(zy,ge(z) + i bg) est
semi-continue sur D, et plurisousharmonique & 1'int&rieur. De plus,

(par invariance) :

D(E_(2),8 () + ib) = G Im £ (), i e T g_(2) + b)),

Pour z € Sl, on a : hg(z) = J(i Im fa(z),i), et
donc : V zZ € Sl, Ihg(z)| € K indépendant de €.
-c

. . 1
De plus : hE(O) = ¥ c,sie be) s

oll on pose c, = Im c et ¢, = Re c. On a d'aprés 1'inégalité

de la moyenne

(¥) Pour R, on a le groupe affine lui-méme.
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Comme 1lim b€ + ®, et que b_ est continu, on en dé&duit que
£+ &
P(i cz,ib) < K' avec K' indépendant de b pour b 3 0. Une telle
inégalité se généralise pour b € R, en remplacant J(z,b) par #(z,-b)
qui appartient aussi 3 P, et comme on a : w(z,b+bo) = ﬂ(z,b) pour

bo € R, on en déduit que Y@ cz,b) est majorée pour tout b € €. Or

une telle fonction est constante d'aprés Liouville, donc :
PG cyb) = PG c,),0).

On peut remplacer 1 ¢, par n'importe quel autre élément de G,

quitte 3 remplacer y(z,b) par Y(z+a,b) qui appartient aussi a P.

(Ici a est une constante arbitraire). D'oll la proposition.

De la proposition 3, on d&duit immédiatement le corollaire :

Corollaine 3.- 1L n'existe pas de gonctions de P qui 504t

sthictement plurnisousharmonique, ou de fonction de P qud 504X d' exhaution

Aunt G .
, o:/c;[R

Déginition :
Pour B €R, et K=R ou €, on munit K3 d'une structure de

B

groupe analytique GK dont la multiplication est donnée par :

2
V(z,b),(zo,bo) € K x K

zoAB

(z,b)(zo’bo) = (Z+zo,e b + bo),

. 1
ol A est la matrice ( =1+ BJ, avec I (O

-8 1
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Pour Y(z,b) € P, on a :

P(z,b) = Y(i Im z, i e X288 1p b)

et on a un difféomorphisme entre Gg/ 8 et lR3 donné par :
G

R

(z,b) —— (Im z,e_Rez°AB Im b).

Proposition 4.- 1L n'existe pas de fonction de P qui s04it

stnictement plunisousharmonique sur G, ou d'exhaustion sur Gm/GaR'

€

Preuve :
Pour 6 € R et Y € P, on remarque que la fonction ﬂe définie

par :

8J
V(z,b) € G Pg(z,b) = Y(z,e™".b)
appartient 3 P. En effet :
R B
V(z,b) € GGJ , V(zo,bo) € G‘R s
z A

$e(z,b) = w(z,eer) = @(z+zo,e 0 Beer + eero)

le dernier terme est &égal 3

z A z A

¢(Z+zo,eeJ(e © Bb+bo)) = ﬂe(z+zo,e ° Bb+bo) ;

. . J
d'autre part, l'application : b - e6 b est holomorphe.
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27
On pose alors : wA(z,b) = f W(z,eer)dO.
0

La fonction &A appartient & P. De plus :

wA(i Im z,i e—Rez.BJ e_Rez.Im b)

¥ (z,b)

R

@A(i Imz, ie °2.,Imb) car wA est invariante par

1'action de 6.

. 2
Soit b e€eR, on a :

R

Vaee, Vzec: * ) =92G In 2,1 e %%Im A.b)

et d'aprés la démonstration de la proposition 4, on voit que :
A .
P (z,ip) = 1*(z,0)

' . s A . . . . .
d'oll la proposition pour Y . Mais si Y est strictement plurisousharmonique

. A . -~ ..
ou d'exhaustion, { 1'est aussi. D'oll la proposition pour .

Remanque : L'amélioration suivante de la proposition 4 m'a été proposée

par le referee.

"Les seules fonctions {(z,b) de P sont les fonctions convexes

de Im z ", résultat analogue a la prop. 3.

Il suffit pour cela de considérer la fonction
S _ o 6J
¥’ (z,b) = supee[b’zﬂjﬁ(z,e b).

Le raisonnement fait pour wA montre aussi que &S ne dépend que
de z. Donc ﬂs(z,b) = ﬁs(z,O) = {(z,0) = @A(Z,O) = ¢A(z,b). Ceci implique
que $(z,eer) =v$(z,0) pour presque tout 9 € [b,Zﬂ], d'ol la conclusion.
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B. Cas général.

Proposition 5.- Si G n'est pas a spectre imaginaine pur, AL

existe un sous-groupe analytique complexe H de G sun Lequel aucune

c

gonction £ plwiisousharmonique sun G Anvarndiante pan L'action de Gg

G’
a droite, ne s0it stnictement plwiisousharmonique. De plus, 54 Gg est

nésoluble et simplLement connexe, L'infection canonique de H dans
1 /mn Cr

- , .
G(E/GIR est propre et £ ne peut étre d'exhaustion sun H/y A GR.

Cette proposition implique évidemment la condition nécessaire du

théor&me 1. Au paragraphe VI, on renforcera cette proposition.

Preuve : 1I1 existe dans Lie(qR) un élément X tel que adX

n'ait pas toutes ses valeurs propres imaginaires pures. Deux cas peuvent

se présenter.

lerx cas : adX a une valeur propre réelle non nulle A. Alors

il existe Y non nul dans Lie(qR) tel que : [k,f] = AY. Les vecteurs

X et Y forment la base d'une algébre de Lie isomorphe 3 celle du groupe

affine.

28me cas : adX a une valeur propre de la forme A + ip (avec

A.l4 # 0). Soit Z un vecteur propre de Lie(Gc) associé.
On écrit : Z =U+ iV ot U,V € Lie(GR).
ona : [X,U] = AU- v et [X,V] = AV + pU.

De plus : [X,[U,V]] = [[%,U],v] + [U,[x,v]] = 2Alu,v].
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On peut supposer EU,j] = 0, car sinon on est ramené au premier cas.
On vérifie immédiatement que X, U, V est une base d'une algébre de Lie de

dimension 3. Quitte i remplacer X par X/A’ on peut supposer A =1, et

donc 1'algébre précédente est isomorphe & Lie(qg).

On pose la définition suivante :

Dé finition :

On appelle groupe du type 1, un groupe de Lie (réel) analytiquement
isomorphe 3 un groupe dont le revétement universel est un groupe qﬁ ou le
groupe affine réel.

Alors d'aprés ce qui a &té vu plus haut, le groupe qR contient

un groupe HR du type 1. Si H est le complexifié de qR dans GC ,

vérifions qu'il n'existe pas de fonction strictement plurisousharmonique sur
. . . Y ~ . .
H, 1nvariante par %R' Soit H 1le revéetement universel de H. Alors il

" "
existe une forme réelle HR de H ayant méme algébre de Lie que H, tel

que le diagramme suivant soit commutatif :

oo —— 5> me
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Les fléches verticales sont les injections naturelles. L'application

p est l'application de revétement, et p' est la restriction de p.

.. oy
On voit ainsi qu'on peut remplacer le couple (H’HR) par (H’HR)'

Or soit AR (resp. AC) un groupe égal a qﬁ ou au groupe affine (resp.
Gg ou au revétement universel du groupe affine complexe), alors par simple

connexité, on a un diagramme commutatif :

e
>

_meo X

(les flé&ches horizontales sont des isomorphismes analytiques et les flé&ches

verticales les inclusions naturelles).

"o
On peut donc remplacer (H’HR) par (Am,ﬂR) mals dans ce dernier
cas, on sait qu'il n'y a pas de fonction strictement plurisousharmonique

r invari .
su AC ’ n iante par AR

La derni&re partie de la proposition se démontre en utilisant

le lemme 2.

Remarque. :

On a implicitement démontré (condition nécessaire et condition suf-
fisante : le cas D) que les algdbres de Lie a spectre imaginaire pur sont

les algébres de la forme k ; r (produit semi-direct d'un idéal r et d'une

algébre k) avec r résoluble et & spectre imaginaire pur et k algebre
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de Lie d'un groupe compact semi-simple K. Démontrons directement ce résultat
algébrique (une des conditions découlant directement du théordme de Levi-
Malcev, on va simplement montrer qu'une algébre L de la forme k + s est

s

3 spectre imaginaire pur).

1°) Pour k € k, ad k a ses valeurs propres imaginaires pures.
En effet, | est un K-module par l'action de Ad. Comme K est compact,
il existe un produit scalaire sur | qui rend les opérateurs Adk (kK € K)

orthogonaux, et donc les opérateurs adk (k € k) antisymétriques.

2°) Soit maintenant Zo € L se décomposant suivant k et r
sous la forme kO +or . Soit L' 1'algébre résoluble leo tr.
Alors L est un L' module. En utilisant le théoré&me de triangulation
d'Engel [ﬂ, il suffit pour conclure de montrer que adLro a ses valeurs
propres imaginaires pures. Soit donc Y € LG (complexifié de L) et
vérifiant : [fo,Yj = A.Y pour un certain A € €. Si X est non nul,

alors nécessairement Y appartient au complexifié de r. Mais alors X est

imaginaire pur par hypothése.

L'utilisation du th&oréme d'Engel m'a &té suggéré par G. Coeuré.

C. Le cas semi-simple.

On va montrer pour finir que dans le cas semi~simple, on a des

résultats négatifs plus forts que ceux décrits dans la proposition 5.

Proposition 6.- Soit Gg Wt groupe de Lie complexe semi-simple
et Gy une forme néelle sans sous-ghoupe compact distingué de dimension

positive. Alorns P se rédudlt aux constantes.
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Cornollaire.- Poun Ge semi-simple, Le couple <G¢’%R> est

pseudo-convexe 54 et seulement 54 Gg @t compact.

Preuve du cornollaire :

La condition suffisante a &té évoquée dans 1'introduction.

Pour montrer la condition nécessaire, on suppose qR non compact, il

existe alors un sous—groupe de Lie simple Gé de qR tel que si on

note G' 1le complexifié de G' dans G, , 1le couple (G',G') satisfait
) R ) "R
aux hypothé&ses de la proposition 6. La restriction d'une fonction de P

a Gé est alors constante, et ne peut donc étre strictement plurisous-

harmonique.

Pour la démonstration de la proposition 6, on utilisera les
notations suivantes :

On note %R 1'algébre de Lie de qR , et soit : {R =k + p une
décomposition de Cartan oli k est 1'algébre de Lie d'un sous-groupe compact

maximal. Soit a_ une sous-algébre abélienne maximale dans p et 1n une

R
sous—algdbre maximale ab&lienne de JR contenant a. On sait Bﬂ qu'on a
une décomposition : n = tR + ap oli HR est une sous-algé&bre abélienne
de k. On pose : v = i%R + HR , et on sait que le sous-groupe de Lie V

de GC correspondant & v est compact, (c¢'est un tore maximal). On note

qR le sous-groupe de G@ correspondant 3 1%R.

Les sous—groupes de GC correspondant 3 a et ag (complexifié

de %R) sont notés %R et AG. On a le lemme suivant (connu) mais se trou-

vant assez peu dans la littérature.

Lemme A.- Le groupe Uz est compact.
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Preuve : On suppose d'abord G, simplement connexe.

c
Il existe une involution 6 sur JR telle que : 06X = X pour X € HR
et 0X = -X pour X € an- On complexifie 1'involution qu'on continue d'ap-
peler 6. On a alors :
ig, = {X e v|6x = X}
Soit % 1'involution associée 3 6 sur GC' Le groupe qR est

alors la composante connexe du sous—groupe fermé de V dé&fini par :

{g e V]gg - g—l}.

Comme V est compact, qR est compact.

"\
Si GG n'est pas simplement connexe, on passe au revétement universel GG

] } n
et UR est 1'image continue du sous-groupe compact de GC correspondant 3

1aR.

Du lemme A, on déduit que si f est une fonction plurisousharmo-

invariante par 1'action & droite de A_, f est constante.

ique sur
niq R

A@
En effet : A et on applique le principe du maximum.

¢~ YRR’

On se place 3 présent dans les hypoth&ses de la proposition 5.

Lemme B.- Un sous-groupe gerumé de Ge contenant Gr et A est

G tout entien.

c
Preuve : Soit C 1'algdbre de Lie d'un tel groupe.
On pose : %R =‘{é ® ... 0 %E oll les %; sont des id&aux simples
de %R' Pour chaque J& , on choisit %; sous—algébre abélienne maximale
. - . i
dans la partie non compacte d'une décomposition de Cartan de %R' On pose
a = al ® ... ® a° et on vérifie que c'est bien une sous-algébre abélienne

R R R

maximale dans la partie non compacte d'une décomposition de Cartan de %R'
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i

- ; . .

si J e i i

on note A J(c » 3 les complexifiés de {R s %R I
on a :
i i i
CNJya, + I .
i
Or ag # (0) d'apr&s les hypothéses sur qR , et il est bien connu
; .
que {R est une sous-algébre maximale de Jé. Par conséquent :
i i

cn JG = JG » et donc C = Jc , d'oll le lemme.

Preuve de La proposition 6 :

On pose : L = {ge Ge I Vier , f(g) = f(1)}.
C'est un sous-groupe de G(B car P est invariant par 1'action

de GC d gauche. De plus L contient qR et AG' En effet, il contient

qR par hypoth&se, et d'autre part si on prend la restriction d'une fonction

f de P 3 la sous-variété complexe A@ , f est constante, &gale 3 £(1),
d'aprés le lemme A. En appliquant le lemme B, on voit que L est dense -

dans GG'

On a alors

Vg € G(]: , \7/ febP + f(g) 2 f(1), & cause de la semi
continuité des éléments de P. Mais alors soit g, € GC , et f € P.
En considérant la fonction f(ggl(x)) dans P, il vient :

£(1) = f(gglgo) > £(g ).

D'oli finalement : V’g € G f(g) = £(1), pour £ € P.

G b

Remarque :
Montrons que qR 3 spectre imaginaire pur et semi-simple &quivaut
4 G_. compact. Tout d'abord si G_ est compact, il peut &tre réalisé comme

R
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sous-groupe de Lie d'un groupe orthogonal. Cela implique que pour x € %R ’

adx est antisymétrique et donc & valeurs propres imaginaires pures. Réci-

proquement, si qR n'est pas compact, alors ap # (0) et pour X € a, non

nul, adx a ses valeurs propres réelles et non toutes nulles Dﬂ.
On retrouve ainsi le corollaire de la proposition 6.
Dans le cas oli. G_ est un groupe de Chevalley [}3], on peut

R

-renforcer la proposition 1. On appelle b|R une sous-algébre de Borel de

qR , et %R le sous—groupe de qR correspondant.

Proposition 7.- Les fonctions plurnisousharmoniques sun Gg

Anvarnlantes par L'action & droite de B sont constantes.

Cette proposition repose elle-méme sur la suivante (on note BG

le complexifié de %R dans GG et Q 1'ensemble des fonctions plurisous-

harmoniques sur BG invariantes par BR)'

Proposition §.- L'ensemble Q 4e r@dudlf aux constantes.

Preuve de La proposition § :

On définit L sous-groupe de B@ par

L={beB | VEeal| £ = £}

Comme précédemment, L contient %R et AC , et 1'algdbre de Lie

L de L contient blR et ap. Soit alors e, Uun vecteur propre de bIR

associé 3 la racine positive d. On sait qu'il existe H € ae tel que

0# [He] = ale,.
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Les éléments 1iH et e, appartiennent 3 L, donc également

[iH,e ] = a(#).(ie)), donc ie, € L car a(i) e R * {0].

Par conséquent L = bE (complexifié de qR) et comme précédemment

[
i
tJ

Preuve de fa proposition 7 :

Soit R 1l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques sur GG

invariantes par l'action 3 droite de B_.

R
Pour.r f € R et ge GC » on définit sur B¢ la fonction f
vérifiant : fg(b) = f(gb) pour b € Be: C'est une fonction de Q, et

donc constante. Par conséquent, f est définie sur GG/% , qui d'aprés [Li
C ’ ,

est compact. D'aprés le principe du maximum, f est constante.

meque:

Soit SL(2,€) (resp. SL(2,Z)) 1le groupe des matrices carrées
d'ordre deux sur € (resp. Z) et de déterminant 1. Les méthodes précé-
dentes permettent de démontrer que les seules fonctions plurisousharmoniques

sur SL(2,GJ)/SL(2 Z) sont les constantes.
H4

V. LE CAS DES OUVERTS.

Théoneme 2.- On suppose Le couple (GG,qR) pseudo-convexe.

invardant parn L'action de G

Soit @ un ouvent de Stein de G R

C
Alons AL existe sur Q une fonction de classe ¢, stnictement pLusrisous -

harmondique, Anvariante pan Gg » ©f d'exhaustion sun Q/& ,  moyennant
R

L' hypothese suppliémentainre suivante sun Gg + AL existe un sous-groupe

I' discrnet de qR , avec QR/f compact .
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Illustrons le théor&éme 2 par un exemple. On prend GR = K x R"
oi K est un groupe de Lie compact et GC = K@ x C ol KC est un
complexifié de K.

En posant I = {1} x Zn, on voit que le théor@me 2 est vrail

pour (Gm,qR).

Remarque :

J'ignore si 1'hypoth&se supplémentaire est nécessaire.

Le théoréme 2 repose sur la proposition suivante :

Proposition.- Soit F une variété de Stein, E une varlété com-
plexe, et p : E > F un revétement holomorphe. S&L Q est un ouvert de Stedin

dans E vériglant p-l(pQ) =Q, alons pQ est un ouvert de Stedn.

(Remarque : d'apr@s un théoréme de Stein, E est de Stein).
Preuve : 11 suffit d'aprés le théoré@me de Grauert-Docquier Dﬂ ’
de montrer que pfl est localement de Stein. Pour x € F, choisissons un
voisinage ouvert DX de x, qu'on suppose trivialisant et difféomorphe
analytiquement 3 un polydisque de c". Fixons, d'autre part, un &lément
y de la fibre au-dessus de x. Soit Ay la composante connexe de p_le
contenant y. L'ouvert Ay.ﬁ 0 est de Stein, comme intersection de deux
ouverts de Stein, et, d'autre part, d'apré&s les hypothé&ses sur £, on a

un difféomorphisme analytique induit par p entre Ay NQ et DX N pf.

D'oll la proposition.
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Preuve du théornéme 2 :

Le groupe qR est unimodulaire, car 3 spectre imaginaire pur.

Donc le 2°) du lemme 1 est vérifié pour QR/%' D'aprés ce lemme, la
variété Gm/% est de Stein. La proposition précédente appliquée au revé-
tement de GG sur GC/% montre que Q/P est de Stein. En uytilisant a

nouveau le lemme 1, on en dé&duit le théoréme 2.

Applications a £'étude des tubes pseudo-convexes.

Ce chapitre généralise les résultats de B. Chafi Eﬂ dans deux
directions différentes. D'une part, il donne un cadre géométrique au principe
du minimum (théoréme 3) et, d'autre part, il étend la classe des groupes

auxquels ce principe s'applique (théoréme 4).

Déginition :
13 . 3 3 o L
On dira qu'une submersion surjective 7 de classe C d'une variété

complexe E sur une variété connexe (réelle) B est totalement réelle si.pour

tout point b de B, il existe un point e de la fibre Fb au-dessus de b
tel que l'espace tangent en ce point & la fibre soit une forme réelle de 1l'es-

pace tangent 3 la variété totale E. On a :

Proposition 9.- Sodt 7 une submersion surfective totalement
néelle de E sur B, et f une fonction indéfiniment différentiable de B

dans R telle que f o m s0Lt strictement plwuisousharmonique, ALors :
L) En ftout point critique de £, Le Hessdien de £ est strictement
POSALLS .

L) S4 £ est de plus d'exhaustion sur B, alorns £ admet un
point critique unique qui est un minimum global (en particulien £ a un

mindimum Local unique).
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Preuve :
La théorie de Morse [}Q] assure 1'implication i) ==> 1ii).
La démonstration de i) utilise quelques résultats d'algébre linéaire
- . X . o . e
que nous rappelons ici. Soit G le € espace vectoriel de R-formes linéaires

a valeurs complexes sur un espace vectoriel complexe G. On a une décomposi-

tion de G en somme directe : G~ = G; 0 G; , ol G; est le C-espace
vectoriel des formes (€-linéaires et ‘Ei le (C-espace vectoriel des formes
C-semi~linéaires. Soit maintenant 01,...,@n une famille libre de n formes
de G* s'annulant sur une forme réelle L de G. Alors, si on note &é
1'élément de G; dans la décomposition de &k, la famille des n formes w&

est libre. Pour ceci, on suppose une relation de la forme : ) akﬂé = 0,
Comme $é(x) = E%»(ﬁk(ix) + hﬂk(X)) pour X € G, on a, en prenant X €L :
= 1 = A1l = =
2 akﬂk(x) 0 et E akﬁk(lx) 0 d'oll ) akﬂk 0, donc ay 0
pour k = 1,...,n.

A présent, montrons i). L'assertioq sur f &tant locale, on peut,

-~

quitte a composer avec un difféomorphisme, supposer que B est un ouvert de

Rn, contenant l'origine, point critique pour £f. Notons XyseeosX les
applications coordonnées de B dans IR, et u. =X 0 T pour i = l,...,n.
Ona: fomwms= f(ul,...,un).
D'o  33(f o m) = ~—§E£—-3u A Bu, + X-in 3du
ou ° T, du.ou. 1 Yy L Bu, i’
i, i3 i i

Comme O est un point criticue de f, on a :

2
- 3°f -

33(f o M (e ) = Y oo (0du, A du;

J

i,j i

pour e dans la fibre au-dessus de O. On choisit e, tel que 1'espace

-~

tangent 3 la fibre soit une forme réelle de 1l'espace tangent total.
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Comme T est une submersion, les formes linéaires dhl,...,du
n
sur 1l'espace tangent total en e forment une famille libre, D'aprés
1'hypothése faite en e, et les remarques d'algébre linaire ci-dessus, la

-

famille des Bui est libre. Ceci joint 3 la stricte plurisousharmonicité
R

de f o m, implique que la matrice des 5;—55—-(0) est strictement positive,
]

ce qui signifie justement la condition 1i). ®m

On se donne i présent :

T : E > B, une submersion surjective totalement réelle et X une

variété analytique complexe.

On note p la projection canonique de X X B sur X. Pour un

ouvert §} de X X B et pour & € X, on note QE 1'ouvert de B dé&fini par

o n p_l({E}). On dit que c'est la fibre de ¢ au-dessus de €. (On ne par-

lera plus ici de fibres associées a ).

Par définition, un ouvert § de X X E est invariant si on a :
(idx,ﬁ)_1 o (idX,W)(Q) = 0. On dira qu'un tel ouvert invariant § est un
tube si les fibres de 1l'ouvert Q = (idX,ﬂ)(Q) au-dessus de X sont connexes.

A une fonction u sur §, on associe naturcllement une fonction u sur §

telle que : u(§,e) = G(E,ﬂe) pour (&,e) € Q.

Le principe du minimum s'énonce comme suit

Théoneme 3.~ On se donne un tube € dans X x E dont on note w
La projection sur  X.

Soit u une fonction indéfiniment difgerentiable sur
Q= (idx,ﬂ) (Q) telle que La fonction u naturellement associée sur Q

verifie Les proprietis suivantes
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L) u  est plwiisoushaumonique sur Q-
L) Pour tout & dans w, u(g,+) est strnictement plurnisous-harnmo-

nique Aur QE = n'lég et u(f,+) est d'exhaustion sur

£
Alons

v(&) = inf u(&,b)
b

est indefiniment differentiable et plurisoushamonique sun  w.

Conoflaire du théoreme 3.- On gande toutes Les hypothises du théo-

neme 3, en remplacant L£'exhaustivité de u(E,+) sur ég parn £'exhaustivité de
v sur tout . On suppose, de plus, qu'il existe sur X une ponction né-
guliere strictement plurisousharmonique. (Cecl est viad, en particulier, s4 X

est de Stein). Alons o est de Stedn.

Preuve du corollaine : Se déduit immédiatement du théoréme 3 en

remarquant que v est d'exhaustion sur w.

P ) m .
Preuve du théondme : Pour £ € X, la submersion Qg —_— Qg

est 8videmment totalement réelle. On note w(&) 1le point de & ot la

3

fonction wu(f,+) atteint son minimum. Ce point est unique d'apré@s le ii) de

la proposition précédente. Considérons un systZme de coordonnées x .5 X

12" n

au voisinage d'un point bO = w(&o) de B. Alors la fonction w(f) est

solution du systéme : 5%i (E,w(g)) =0 pour i1 =1,...,n. Or, le Jacobien
i

de ce systéme est justement le Hessien d'ume fonction u(f,*) en son point

critique. Ce Hessien &tant strictement positif d'aprés la proposition 9,

[e o]
on déduit du théoréme des fonctions implicites que w est de classe C .

Soit Eo € w. Montrons qué v est plurisousharmonique en EO.
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Quitte 3 faire un difféomorphisme holomorphe local, on peut supposer que X
est un ouvert de € contenant 0, et que Eo = 0. Le probléme étant
directionnel, on peut méme supposer que X est un ouvert contenant O de
€. Pour r >0 et assez petit, il faut donc démontrer 1'inégalité :

3(0,w(0)) < 5%;-( drewe)) &E

Je|=1

Soit e un élément de E vérifiant ﬁ(eo) = w(0) et dont 1'es-
pace tangent & la fibre soit une forme réelle de 1l'espace tangent total.

L'inégalité est vraie si on démontre pour r assez petit 1l'existence d'une

fonction 6 du disque fermé unité dans un voisinage de e s continue dans
le disque fermé et holomorphe a l'intérieur telle que w o 6(t) = w(rt)

pour It[ = 1. En effet, sous cette hypothése, on a :

4(0,w(0)) < u(0,8(0)) € = J u(re,8(t)) & = E%E-fl l
t t

. dt
7T l T u(rt,w(rt))-q;
=] 1

En passant pour E et B & des systémes de coordonnées locales
(holomorphes pour E) et en utilisant le fait que la différentielle de =
en e s'annule sur une forme réelle de 1'espace tangent, on est amend 3

0

la situation locale suivante : Etant donné une application 7 de classe C ,

défini dans un voisinage ouvert de O dans mn, a valeurs dans R
vérifiant : 7w(0) =0 et 7'(0)z = Im z pour z € Cn, et une autre appli-

. 00 aee s . . n .
cation w, de classe C , défini dans un voisinage de 0O dans € a
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n . . .. . .
valeurs dans R, il existe pour r positif et assez petit une fonction 6

. _ 1 ;
continue sur le cercle unité S et se prolongeant en une fonction 6 holo~

morphe 3 1'intérieur telle que : T o 6(t) = w(rt) pour ‘t € Sl.

On va résoudre ce probléme par application du th&oréme de submersion

dans les espaces de Banach.

Pour a = (al,...,an) € Cn, on pose :

|a| = Iall + o+ Ianl.

1 \ . . .
On note C(S') 1'algébre des applications continues sur le cercle

- n o . . .
3 valeurs dans € qu'on assimile 3 des fonctions sur R de période 2m. Pour

ke Z et f € C(Sl) on note f(k) 1le coefficient de Fourier associé,

On introduit les algébres de Banach suivantes

19y ey = tgecish| T I1Fw] <+ 1.
keZ

Cette algébre est munie de la norme :

el = J 1200l
keZ

2°) B(Sl) est 1'algébre des fonctions f sur S1 3 valeurs dans C" et

. - 1 . 1
dérivables, telles que f' appartient i EI(S ). On munit B(S)

d'une norme d'algdbre de Banach en posant

1] = el + L]

. . 1
On note _%P(Sl) la sous—algébre des fonctions réelles de B(S')

-~

et A(Sl) la sous-algébre des fonctions de B(Sl) vérifiant : f(k) = O
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pour k < 0. Les &léments de cette dernidre algébre se prolongent en des

fonctions holomorphes & 1'intérieur de S .

Pour une fonction f = (f1’°"’fn) de C(Sl), on pose :

el = THE I + e+ HE T
oli ||f.1||oo = supllfi(t)l.
tes

On a le lemme suivant

Lemme.- L'application £ -~ m o £ est une submernsion définie d'un
voisinage de O dans A(Sl) sun un voisinage de 0 dans %R(Sl). {Dans

ce Lemme, on peut supposer m de classe C3).

Montrons tout d'abord comment ce lemme assure l'existence de 8.
On remarque qu'une fonction f de B(Sl) est de classe C
et qu'on a les inégalités de normes suivantes :
[l ], < [TE1], < (e, + HIETT])-
il
On peut prendre K = -— .
/3
Ceci implique, en particulier, que 7 o f existe pour llflll

assez petit. D'autre part, si on pose : wr(t) = w(rt) pour ¢t € Sl, on a :

[Tw (11, < k(w0 ]|, + [Twl®)}],)

et cette dernidre expression peut étre rendue aussi petite que 1'on veut,

d'ol l'existence de 6 & partir du lemme.
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Preuve du Lemme : Pour f assez petit dans B(Sl), on a :

(mo £)' =(n'" o £).f'.

La fonction 7' o f est de classe Cl, donc appartient 3 21(31). Comme
ZI(SI) est une algé&bre, 1la fonction (m o f)' appartient a KI(SI).

Par conséquent T o f appartient a B(Sl). Démontrons la différentiabilité
de l'application : £ - 7 o f.

. n
Pour p et q de norme assez petite dans €, on a :

(1) m(p+q) - m(p) - "' (p).q = u(p,q).q.

La fonction matricielle u(p,q) est de classe Cl au voisinage de

(0,0) et vérifie : u(p,0) = 0.

Dans (1), on remplace p et q par f et h dans B(Sl) qu'on

2
n

suppose assez petits en norme. En considérant u(f,h) comme &lément de € ,

1l vient :
| |[m(£+h) = m(£) = n'(£).h||| < 2]||ucE,0) ||| .|]|n}]].

On a :

Huem ], < (a1, + [uj@E .|+ u@nll, [

d'oli, par uniforme continuité, pour f fixé, lim [Iu(f,h)]ll = 0).
[11n]]~0
De plus :
||(u(f,h))'|[l = [u](£,n) £ + wi(E,0) 0[] < Hui(f,h).f'Hl+2|!ué(f,h)l|1|||h|l|

d'ol comme précé&demment :
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lim ||(u(f,h))'||1 = 0.
[ Tn]]]~0
On en déduit la différentiabilité de 1l'application : f »+ m o f.

La différentielle en f est 1'application linéaire : h » m'(f).h. On
vérifie également que cette différentielle est continue par rapport a& f.
Pour conclure, il suffit de montrer que la différentielle h »> n'(0).h
au point O de l'application f = =m o f admet une section continue s de
A(S1) dans %R(S1). On définit une telle section s par
s(a + ) a eine + ) a .e—ine) =ia +2i ) a eine .

- n n (o]
n>0 n>0 n>0

Refour aux ghroupes.

Nous allons appliquer le théoréme 3 3 la situation particulidre

suivante :

E = Gm groupe de Lie complexe.

o~}
i}

GG/QR avec GR forme réelle fermée de GG'

Un ouvert invariant de G¢ est un ouvert invariant par l'action

3 droite de qR. On se pose alors la question sulvante :

La projection sur X d'un tube de Stein est—~elle une variété
de Stein ? Une réponse affirmative & cette question a été& donnée par

sont des espaces ¢" et G, = ReG ,

.0. Kisel G
C.0. Kiselman [8] lorsque X et R ¢

€

par B. Chafi [2] lorsque X est un groupe de Lie complexe et

(GR’GC) = (K,Gm) oi K est compact.
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Depinition :
On dira que le tube { vérifie le principe du minimum si pour

toute fonction wu, plurisousharmonique sur { et invariante par G on a :

R’

v(E) = igf u(g,g) est plurisousharmonique sur la projection w

de § sur X.
Pour un objet A 1invariant de GC’ on note A 1'objet associé
| Gm/qR.

Proposition 10.- Etant donné un tube § de X X Gy 5'4L existe

sun 2 une fonction Y Astrndictement plurisousharmonique, Lnvariante poar

Ggo d'exhaustion sun Q, alons Q véndfie Le princdpe du minimum.

Ce résultat a été démontré par B. Chafi lorsque X est un groupe

de Lie.

Preuve : Pour ¢ € R, on pose
8¢ = ((g,8) € 2[d(g,p) < cl.

Pour démontrer la proposition, on utilise simplement la propriété

locale suivante sur

Propriété d'exhaustivité Locale : Pour tout compact K inclus

dans w et pour tout c¢ € R, 1l'ensemble
S NEKxG / ) est compact dans Q.
€/6g

La proposition 10 est alors conséquence du lemme suivant : (on

désigne par PI(Q) 1'ensemble des fonctions plurisousharmonques sur Q inva-

riantes par qR).
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Lemme.- On suppose qu'il existe une fonction ¢ e P(Q) stric-
tement plurisousharmonique et Localement d'exhaustion surn . Soit 0 C w
un ouvert nelativement compact dans un ouvent de coordonnées de w et

Qo =0 N (wo x G_).

C
Alons, pour toute fonction u e PI(Q), AL existe une sulte déerods-

sante de fonetions u, € PI(QO), strnictement plurisousharumoniques de classe

k
¢’ sur 9 et Locakement d'exhaustion sur Q, » convergeant vers u sur

Q .

o
Preuve de La proposition :
On se place dans un ouvert QO tel qu'il a été défini dans le lemme.
D'aprés le théoréme 3, la fonction vn(g) = inf, un(E,é) est plurisousharmo-

nique sur W Comme v, tend en décroissant vers v, on en déduit que €

vérifie le principe du minimum.

Preuve du Lemme :

Pour c¢ € R, on pose

0 = {(g,8) € & | D(E,8) < cl.

Comme ¢ est supposée localement d'exhaustion sur , on peut choisir une

suite strictement croissante d'entiers S € N telle que

C
S ng Y ke,

Désignons par u et ﬂe, 0 <e <1, les régularisées de u et
€

Y par une famille de noyaux de convolution i gauche sur le groupe ¢" x GC'

Les fonctions u. et &E sont invariantes 3 droite par l'action de qR'
Choisissons une suite décroissante € de réels > 0 tendant vers O
= “k+2
telle que ug et ﬂp soient définies au voisinage de QOF\Q .
k k
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Grace au théoréme de Dini, on peut imposer de plus que Y < ¢ sur

—_— G K
- .k
Qoﬂ 2 7. On pose alors

+ oo
-c, ) + 2 X ('l] ):
k = £27e

u = u_uf
k Ek € Z

k

N 0o
ol U5 Xgs Xgseee € C (R,R) sont telles que :

e Ogpu<g 1, ult) =1 pour t <0, u(t) =0 pour t 3 1.

* Xy est a support dans ]CKrZ’CK+2[’ convexe sur f]—w,c£+{]

et strictement convexe sur [bﬂ—1’cf+1]'

On remarque que ¥, o | est plurisousharmonique sur 9] )
q q ¥ € p

£

strictement plurisousharmonique sur @ -0 et a support dans 3

. . N k+2

la fonction u(l,l)8 - ck) est a support dans et vaut 1 sur @
k

L. k-1 . .
Ainsi u = ug sur et converge donc en décroilissant vers u.

k

On peut donc alors, L désignant la forme de Levi, choisir les Xp Par

récurrence de telle sorte que pour tout k

L(Xk o $€k) > L(uek-u(ﬂgk - ck)) sur

) > L(xk o @g ) + L(uE .u(xDE - ck)) sur *Q

L(x o
L K K K

L(XE o @ez) > L(XK-Z oV ) + L(X£—1 o )  sur

£-2
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u, est alors plurisousharmonique, strictement plurisousharmonique

k
si u 1l'est, et dans 'CW(QO) ; en choisissant les Xp assez grands, Gk
est d'exhaustion sur éo' Lorsque u n'est pas strictement plurisousharmo-
nique, on peut appliquer le procédé de construction précédent avec u =

et k =1 pour obtenir une fonction wl > ¥ strictement plurisousharmonique

et d'exhaustion sur éo' Il suffit alors de remplacer u,  par u + %-(wi-A),

ou A = inf_ {,.
0o ©
e}

Le théoréme suivant met en évidence une classe de couples (Gm,qR)

pour lesquels tout tube de Stein satisfait au principe du minimum.

Théoneme 4.- Soit X  une varilté de Stein et (Gg,Gp) un
couple pseudo-convexe tel que 6r S04t fermé et contienne un sous-groupe
T discret uniforme. Alons pour tout tube de Stein §© dans X x Gg » 0N Q@

La proprierd du mindmum et La projection w de Q sut X est de Stedn.

Preuve :

On reprend les idées de la démonstration du théor&me 2. La variété

X % GG/% est de Stein, et on note q 1'application de revétement :

X x Gc > X x G@/}'

On déduit du théor&me de Grauert-Docquier que ¢q est de Stein.

les]
Par moyennisation, on a 1'existence d'une fonction 1 de classe C  satis-




faisant aux hypoth&ses de la proposition sur Q. On a donc le principe du

minimum pour . De plus, d'apré@s le corollaire du théor@me 3, 1l'ouvert w est

de Stein.

VI. FORMES DIFFERENTIELLES INVARTANTES.

Pour énoncer la proposition 1, on a besoin de quelques définitions

et notations :

Soit X une variété réelle, on note Ap(X) 1'espace des formes
différentielles sur X et A(X) 1'algébre graduée différentielle des
formes différentielles sur X munie de la différentiation extérieure d.

Pour x £ X, on désigne par Tx(X) 1'espace tangent en x & X.

Soit Y une variété complexe, on note Ap’q(Y) 1'espace des
formes différentielles sur Y de type (p,q) et AO(Y) 1'algébre graduée
différentielle qui est (en tant qu'espace Vectériel) la somme directe des

AP’O(Y), et dont la différentielle est 3.

On note R : A(Y) ~ AO(Y) 1'homomorphisme d'algé&bres graduées
différentielles qui a une p-forme différentielle associe sa composante
de type (p,0).

Pour vy € Y, on désigne par T;’O(Y) 1'espace tangent en y

des vecteurs de type (1,0).

Soit alors Gm un groupe de Lie complexe muni d'une forme réelle

qR fermée et  un ouvert de GG invariant par l'action de %R a droite,

. . *
On note m 1la projection canonique de § sur Q/é et m 1'homomor-
' R
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phisme (associé 3 7) d'algdbres graduées différentielles de A(GC/q )
R
dans A(GG)'

On définit alors Ai’q(Q) comme &tant 1'espace des formes diffé-
rentielles de type (p,q) sur £ invariantes par l'action de G, & droite.

R
p+l

On a : a(Ag’q(Q)) c A *9(Q). De méme, on définit 1'algébre gradude dif-

férentielle invariante A;(Q).

Proposition 11, -

———

Pour (p,q) € NZ, on a un diagramme commutatif :

: cd
Psq . p n
AP () W@/ )

N

. C
p+l,q p+l . n
() _— @/
ke

A

(Les 4Leches honizontales sont des Lsomorphismes d'espaces vectonlels,

et n est La dimensdion de qR).

PLus précisément, L'application R o T est un Lsomorphisme

d'algébres gradules differentielles entre A(Q/é ) et A?(Q).
R

Remarque Si on note pour p = 1
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Rer(3 : AB*%(@) +~A§+"q(9)}

B @ = =
Im{3 : A? ) A?’q(ﬂ)}

Alors de la proposition 11, on déduit imm&diatement que Hi’q(ﬂ)
, cd
est isomorphe 3 (HP(Q,G)) oo

Preuve de La proposition :

. * . o qe
Démontrons d'abord l'assertion sur R o m . Il est immddiat
* . ' - . trr .
que R o est un homomorphisme d'algébres graduées différentielles.

Montrons que c'est une bijection.

On remarque que pour g € GC’ 1'application tangente induite

par w de T;’O(Gm) sur T“(g)(GC/qR)z C est un isomorphisme d'espaces

vectoriels, car par tramnslation, on peut supposer g =1 et, dans ce
. PR - e e * - -
cas, c'est clair. On en déduit 1'injectivité de R o 7 . Il découle éga-

lement de cette remarque l'existence d'un isomorphisme T entre 1l'espace
q « p

des champs de vecteurs complexes sur Q/G et l'espace des champs de vecteurs
R

qR-invariants d droite de type (1,0) sur §. Pour w € AP’O(Q), on

définit o sur 0 par :
/QR

-1 -1
a(xl,...,Xp) = w(ﬂ¥ (Xl)""’ﬂ¥ (Xp))

ol les X. sont des champs de vecteurs sur .
1 /Gy

On a :

R o ﬂ*a(ﬂ;l(xl),..;,ﬂ;l(Xp)) = ﬂ*u(ﬂ;l(xl),...,ﬂ;l(xp)) ,
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car les ﬂ;l(Xi) sont de type (1,0). On en déduit bien &videmment 1'égalité
*
de RomTa et w sur les champs invariants de type (1,0), donc sur

tous les champs de type (1,0) car ils sont engendrés par les champs invariants.
* * N
Comme R o mo et w sont de type (p,0). Ona: Roma=uw, dou la

» . . Ve *
surjectivité de R o w .

Pour terminer la démonstration de la proposition, on considére

une base (aj) de formes de type (0,q) sur G_ invariantes par 1'action

jed C

d droite de G@' Ce sont des formes anti-holomorphes. Toute forme B de

Ag’q(ﬂ) s'écrit de fagon unique sous la forme ) Bj A 6; ol les Bj sont
jeJ

dans AE’O(Q). De plus, par l'anti-holomorphie des 6} , on a :

=) 9B, Aw, .
j€J J J

cd .
)) n  est alors donné

L'isomorphisme de Ap’q(Q) sur (AP(Q
I /QR

par

*
B > (Rom Bj)jeJ

Théoneme 5.- Soit Gg Wi groupe de Lie complexe et Gg une

gonme néelle qui n'est pas & spectre Amaginaire pur. ALors powr un certain

sous-groupe de Lie G& de Gg »

surn Le complexifLe Gé de G& dans Gg (nvardante par L'action a

AL n'existe pas de miirnique kdhlénienne

; T
dnoite de GR.

En parnticulien, cecd implique qu'Ll n'existe pas de méinique

kdhlénienne sun Gy Anvardante pan L'action a drodte de Gg -
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Remarque :
Si, par contre (Gm,qR) est pseudo-convexe, alors il existe une
métrique k&hlérienne qR-invariante, construit de la fagon classique &

partir de la fonction ¢ strictement plurisousharmonique invariante.

Preuve :

Le gr&upe GIR contient un sous-groupe de Lie q& de type 1
(voir 4&me Partie, B). On va montrer que le couple (Gé,gﬁ) satisfait
bien aux hypoth&ses de la proposition. On se ramdne au cas Gé simplement
connexe en composant la métrique avec la projection du revé@tement universel.
Pour prouver la proposition, il suffit alors en vertu des résultats du iV,
de montrer que pour une forme fermée w € Ai’l(Gé), il existe une fonction
Y régulidre sur Gy invariante par Gy et telle que : 3 = w.

La variété G'/ , est homéomorphe 2 an, donc HP(G'/ v »€) est nul
c qR 0 qR

pour p > 1. D'apré&s la remarque de la proposition 1, il existe a € A?’](Gé)

tel que : 30 = w. Comme Jdw =0, on a : 8(5&) = 0. La forme oo est

dans Ag’z(Gé) : anti-holomorphe et 9 fermée.

8

Considérons le cas ol qﬁ = qp (le cas du groupe affine se traite
N

de fagon analogue) et cherchons dans Gg les formes j holomarpheg invariantes

de type (2,0) et OJ-fermées. Rappelons que Gg est € x ¢2 muni de la

loi de composition :

ZOAB

.(z,b)(zo,bo) = (z+zo,e b + bo)-

Nous utiliserons ici simplement le fait que tr(AB) et dét(AB)

sont non nuls. On a :
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j=dz AH.db + g db, A db

1 2
, db1
oi db = et H= (H,,H,) avec H, et H, holomorphes.
db 1272 1 2
2
'e . . 2 8
De 1l'invariance de j par le sous-groupe {0} x R de qR et

de 1'holomorphie de H et g, on déduit que H et g ne dépendent

que de z. D'autre part, on a toujours par invariance de j par qﬁ :
z AB
V(z,zo) e ¢ xR, H(z) = H(z + zo)e ° et
z trAB
g(z) = g(z + zo)e ° .

Par prolongement analytique, ces &galités sont aussi vraies pour

z €¢€, d'ol :
o

H(z) = K1 e_ZAB et g(z) = Kze_trAB'z

avec Kl € Gz et K2 € €.

Comme j est fermée, on déduit que g est identiquement nul.

D'autre part : H(z)dz = - a(K1 Aél e_ZAB), d'ol : j = - B(Kl A;l e-ZABdb).

e s s -1 -zA . .
Or, on vérifie immédiatement que la forme K1 AB e Bdb est 1nvariante.

En revenant 3 notre probléme de départ, on voit donc que d0. = 936

1,0 ' s _ - T 1,0
pour & € AI (GC) holomorphe, d'ot w = 8&1 avec o, a-08e AI (GC)

et 8@1 = 0.




En appliquant a nouveau la remarque de la proposition 10 pour Qs

(on remplace 9 par 3, mais ceci ne change rien), on en déduit a, = v

ou P e Ag’o , d'ol le théoréme 5.

Proposition 12.- On se place dans La situation sulvante :

Gg ¢ groupe de Lie complexe ;
G ° forme néelle n'étant pas a spectre imaginaire puk.
I' : sous-groupe discret de Cr tek que Gp/T 504t compact et muni d'une

meswre dg.  positive de masse 1, Ainvardante par L'action de G, @&
&R P R

gauche.

Sous ces hypothises, La varnieté complexe GC/F n'admet pas de

métrique kRiahlérnienne.

Preuve :
On raisonne par 1'absurde en supposant GG/F muni d'une métrique
kdhlérienne, ou ce qui revient au méme G(E muni d'une métrique kidhlérienne

K invariante par 1'action de I 34 droite.

Pour g € GG » on note Kg la métrique K au point g et si

X est un champ de vecteurs sur GG’ on note Xg la valeur de ce champ
au point g. D'autre part, g transforme par son action & droite sur GC

un vecteur tangent Vv en g, en un vecteur tangent V.g en g.g .

"y
On définit alors une métrique kdhlérienne K 1invariante par

l1'action de q 3 droite (ce qui est absurde d'aprés le théoréme 5) de

R

la facon suivante
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Pour X et Y deux champs sur G on pose :

C’

n

Kg(Xg,Yg) = {G v Kggm(xg.%R,Yg.%R)ng .
R 2

Cette intégrale est bien définie car K est invariante par

l'action de T. L'action des &l&ments de qR sur GG étant holomorphe

et réelle, il s'ensuit que 4 définit bien une métrique kihlérienne.
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INTRODUCTION

-~

Ce travail est une suite d'un article 3 paraitre [jlj. Le probléme
général sur lequel G. Coeuré@ avait attiré mon attention est de savoir dans
quelle mesure les ré&sultats d'analyse complexe sur ¢ qui mettent en jeu
une invariance par le sous—groupe des translations de R" se généralisent

3 la situation (GC,qR) oi G est un groupe de Lie complexe et G une

(X R
forme réelle de GC' (Une forme réelle qR est un sous-groupe de Lie
connexe de GG avec Lie(GG) = Lie(qR) ® i Lie(qR)). Une question déter-

minante 3 ce sujet est l'existence d'une fonction invariante strictement
plurisousharmonique sur GG et d'exhaustion sur GC/qR. Dans le cas de
(CnJRn) la réponse est trivialement vraie, mais dans le cas général,

elle peut étre fausse. Dans [lﬂ, nous appelons couple pseudo-convexe,

un couple (Gm,qR) pour lequel la réponse est positive. Nous avons montré
(th. 1 de [lﬂ) qu'un tel couple se caractérise essentiellement par la
croissance polynomiale de qR' (Nous avons appelé un tel groupe qR groupe
34 spectre imaginaire pur car pour tout X € Lie(qR), adX a ses valeurs
propres imaginaires pures, et c'est 13 la propri&té que nous avons utilisée).
La proposition 1 de cet article précise quelque peu le théoréme 1 de Dl].
Dans [ 9], C.0.Kiselman avait démontré le ré&sultat suivant : Etant donné
un ouvert de Stein  dans €° x ¢¥ invariant par les translations de

RP x {0} et 3 fibres connexes au-dessus de Cq, sa projection sur c?

est de Stein. B. CHAFI avait généralisé ce résultat dans sa thése de




3éme cycle au cas oii ¢? est remplacé par un groupe réductif et &P par

un groupe compact. Dans [lﬂ, nous avions montré que le théoréme de
Kiselman est vrai lorsque c¢? &tait remplacé par une variété de Stein

et (mp,mp) par un couple pseudo-convexe satisfaisant certaines hypothdses.

)

Dans ce travail, nous généralisons le théoréme de Kiselman au cas (GG,GlR

pseudo-convexe sans hypothé&se supplémentaire. Nous mettons &galement en
évidence le caractére local du théoréme de Kiselman (th. 1). Ce théoréme
est obtenu en utilisant une fonction distance-fronti&re sur les ouverts
qui a été définie par A. Hirschowitz [5:] et qui généralise une siutation
classique dans ¢". Nous faisons par ailleurs un usage abondant des

travaux de A. Hirschowitz ([5] et [6]).

La deuxiéme partie de notre article traite de liens entre la
pseudo-convexité et la convexité géodésique pour certains espaces symétriques.
On sait que pour qu'un ouvert connexe de ¢" invariant par les translations
de R" soit pseudo-convexe, il faut et il suffit que sa base soit convexe.
Pour un couple (GC’qR)’ on définit une géodésique de ‘Gm/b comme 1'image

iR

par la projection canonique d'une courbe de GG de 1la forme :

t — g exp itX(g € G_,X € Lie(qR)). Est-il alors vrai que 1'image dans

0:’

G d'un ouvert pseudo-convexe soit géodésiquement convexe ? Une réponse

GJ/G‘R

affirmative a cette question a &té donnée par 0. Rothaus L}QJ et

M. Lassale []Q] pour G compact. Nous montrons que le résultat est vrai

R

pour une classe assez générale de couples (Gm,qR) que nous appelons géo-

désiquement convexe. Pour un tel couple, par deux points de GC/C passe
R

une géodésique et une seule. (Une définition précise de la géodésique



convexité est donnée avant le théoréme 3). Dans le cas général, nous obtenons
un résultat apparemment plus faible de convexité locale. Bien que pour an;
la convexité locale implique la convexité, nous ne savons pas si cela demeure
vrai dans des situations plus générales. Les couples pseudo-convexes

sont géodésiquement convexes mais la réciproque est fausse et on peut,

dans le cas non pseudo-convexe, se poser le probléme de 1l'existence d'une

fonction convexe d'exhaustion sur

G
¢/cg
A la fin de l1'article, nous montrons,que méme pour des couples

pseudo-convexes, il n'y a pas &quivalence entre ouverts géodé&siquement

convexes de GG/G et ouverts pseudo-convexes invariants de GE' Une
R

réponse affirmative avait &té conjecturée par 0. Rothaus pour qR compact.
Nous donnons un contre-exemple dans le cas SL(Z’C)/%U(Z)' La question
que nous laissons ouverte est alors de savoir s'il existe pour un ouvert
convexe de GC/QR ne provenant pas d'un ouvert pseudo-convexe de Gm ’

(au moins dans le cas pseudo-convexe), une fonction convexe d'exhaustion.

Notations et conventions.

On pose %R = Lle(qR) et JG = Lle(GG).

lorsque G est

On note T la projection canonique de G, sur G R

C @/qR

fermé. On abré&gera plurisousharmonique (resp. strictement plurisousharmonique)

en p.s.h. (resp. s.p.s.h). Une variété pseudo-convexe est une varié&té

complexe sur laquelle il existe une fonction p.s.h. continue d'exhaustion.
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I. Tubes pseudo-convexes.

La proposition suivante donne des caractérisations des couples

pseudo—convexes et précise ainsi le théor&me 1 démontré dans Dl?.

B Proposition 1.- Un couple formé d'un groupe de Lie complexe

connexe GC et d'une forme réelle qR est pseudo-convexe si et seulement

si une des deux conditions &quivalentes suivantes est vérifide :

i) qR est 3 spectre imaginaire pur, fermé dans G‘E et GC/QR

est simplement connexe.

‘s . v .
ii) Il existe un groupe complexe Gm simplement connexe et une

v ny . .. s s
forme réelle qR dans GC d spectre imaginaire pur, ainsi qu'un sous-groupe

Y

discret central T de qR tels que :

¢ = a&/} et Gp = Gp/p-

Preuve : Si le couple (GC,qR) est pseudo-convexe, alors QR
est 3 spectre imaginaire pur [lﬂ. D'autre part, en appliquant la théorie
de Morse 3 une fonction s.p.s.h. invariante d'exhaustion associée au couple

(G.,G.), on en déduit que G est simplement connexe. La condition i)
¢ R 4

/Gy
est donc nécessaire. La condition ii) est suffisante pour la pseudo-convexité
de (GC,qR) car 3 une fonction s.p.s.h. invariante et d'exhaustion pour
v v . » ~ ¢ ., -
(GC,qR), on associe naturellement une fonction ayant les mémes propriétés
our (G _,G.) D'aut art 8 t fermé da 8 car pour un reve
u . autr es ermé ns -
P ¢’ R € P R/T c/r P

tement 1'image d'un fermé saturé est fermé.

-~

I1 reste & montrer i) => 1ii). Supposons donc i) vérifié.




. N ~ . .
Soit GG le revétement universel de GG et p 1'homomorphisme

. . . QY
canonique. On a un difféomorphisme naturel entre G / et G / .
c GR € P—IG
R

La suite exacte d'homotopie s'écrit :

G

ny -1 N
WO(GG) * ﬂo(p QR) M TTl(Gﬁl/p-'l
R

) =T (Gm/qR)'

- n
Par hypothése, ﬂl(GC/éR) et ﬂo(GC) sont nuls.

-1 . . s ags -1
Donc no(p qR) 1'est aussi, ce qui signifie que p G est

- n o
connexe. On pose p lqR = qR et [ = Ker p. Par définition T C G,.

R
n ~
On a : GC = GC/% et qR = qR/%'

,\" . - > -~ » - . ..
Comme qR est bien évidemment & spectre imaginaire pur, on a ii).

Conollaine.~ SAL (Ga:’GlR) est pseudo-convexe, alorns Le groupe G

est de Stedn.

Preuve : Il suffit d'aprés un théordme de Matsushima [12] de

montrer que la composante connexe ZG du centre de GG contenant 1'&lément

. N ny
neutre est de Stein. Notons ZC (resp. %R) la composante connexe du centre

L
de G@ (resp. qR) contenant 1'élément neutre. Ce sont des sQus—groupes

. . v v . .
de Lie du radical de GC et de G respectivement. Or ces radicaux sont

R
N
résolubles et simplement connexes. Par conséquent, ZG est un groupe abélien
. n _ n Y
simplement connexe dont %R est une forme réelle. Comme ZG NTrc ZR s
o

on en déduit que Z /M est de Stein. Or c'est justement Z_.

C/lZe AT oy




Les résultats qui suivent sont diis 3 Hirschowitz Dﬂ.
Les démonstrations que nous en donnons différent quelque peu et nous
mettons en évidence la notion de bonne variété i1.h. qui va étre utilisé

pour les groupes de Lie complexes.

Deginition 1 [4].- Une variété complexe infinitésimalement
homogé&ne (en abrégé : variété i.h.) est une variété complexe pour laquelle
tout vecteur tangent en un point se prolonge en un champ de vecteurs holo-

morphe sur toute la variété&. (Par exemple, toute variété de Stein est i.h.

d'aprés le théoréme A de Cartan).

Hirschowitz démontre que sur une variété i.h., il existe N
champsde vecteurs holomorphes engendrant 1'espace tangent en tout point.
Par intégration des champs de vecteurs, on obtient la condition suivante :
Pour qu'une variété complexe M soit i.h., il faut et il suffit qu'il

. - N .
existe un voisinage W de M x {0} dans M x € (pour un certain N) et

une application analytique e de W dans M telle que :

V X €M : i) e(x,0) = x 3
ii) D2e(x,0) est une application lindaire surjective

-

de CN sur 1l'espace tangent en x id M.

. . . N <
Pour la suite, on choisit une norme sur @€ notée I] || et
pour r > O, on note B(r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon Tr.

Nous utiliserons la définition 2 suivante :

Définition 2.- On dira qu'une variété complexe M est une
bonne varieté i.h. s'il existe r >0 et une application analytique e

de M x B(ro) dans M telle que :

VxeM : i) e(x,0) =x ;
ii) Dze(x,X) est une application linéaire surjective pour

(x,X) €MxB(r,)




Exemple : Une variété M complexe homogéne sous un groupe de
Lie complexe. (Ceci signifie que M = G/H ol G et H sont des groupes
de Lie complexes). C'est une bonne variété i.h. avec 1'application e

suivante :
e : M x Lie(G) —> exp X.X.

On choisit r ~pour que exp X soit un difféomorphisme de

B(ro) sur exp(B(ro)).

Remarque : Si M est une variété complexe homogéne sous un
groupe de Lie réel, alors M est une variété i.h. mais non nécessairement

une bonne variété i.h.

Proposition 2.~ Soit U un ouvert propre d'une bonne variété
i.h. M. Alors il existe une fonction continue dU sur U strictement
positive et tendant vers O sur la frontiére de U. S4, de plus, U est

pseudo-convexe, alors - Log dU est p.s.h. .
Cette proposition généralise un résultat bien connu pour c”.

Preuve : Soit r le nombre apparaissant dans la définition 2.

Pour x €M et r >0, on note Bx(r) 1'ensemble {x} X B(r). On

définit dU par
(\V/ x € U) dU(x) = sup{r < role(r) cC Ul.

Bien &videmment : 0 < dU(x) <r .

On se contentera de démontrer la derniére assertion de la propo-
sition 2, la démonstration des autres assertions utilisant essentiellement

le théoréme des fonctions implicites.



Pour la plurisousharmonicité de - Log dU , on se sert de la

méthode des marmites.

Soit x € U. On consid&re une application holomorphe T = x(T)
d'un voisinage du disque unité fermé 3 valeurs dans U tel que : x(0) = X .

On suppose qu'on a : - Log dU(x(T)) < Re f(1) pour |T| =1 et f poly-

néme holomorphe sur €. Montrons que 1'indgalité est vraie pour |t| < 1.

On a :
-f
- Log du(x(T)) < Ref(1) <==> dU(x(T)) > Ie (T)l.
D'aprés le principe du maximum :
sup e M| = sup [T < .
IT]<! |T]=1
. . .. . ' , -f(Tj .
En particulier, ceci implique que e(x(T),e .a) existe pour
It| €1 et ||a|]] < 1. En utilisant la fonction :

-f(1)

P(t,A) = e(x(1),)e a) définie pour A € [p,i] et |T] €1 et en

lui appliquant le principe des marmites, on en déduit par la pseudo-convexité de

£(1)

A

.a) € U pour |T| 1 et ||a]| < 1. Ceci implique

"f(T) |

U que e(x(T),e—

bien : dU(x(T)) b [e pour |T| 1.2

Application aux groupes de Lie. -

On sait (exemple ci-dessus) qu'un groupe de Lie complexe G est une
bonne variété i.h. De plus, on voit immédiatement en choisissant la fonction e
donnée dans cet exemple que pour un ouvert U de G 1invariant par 1l'action
a droite d'un sous-groupe L, la fonction dU est également invariante par

l'action de L.




Le théoréme suivant généralise le théoréme 4 de Dlj et donne

une condition pour que la projection d'un ouvert de Stein soit de Stein.

Théoréme 1.~ Soit (GC’GR) un couple pseudo-convexe. Soit,
d'autre part, M un fibré principal holomorphe de groupe structural GC

et de base B. Alors si § est un ouvert de M pseudo-convexe invariant

par l'action de qR et 3 fibres connexes au-dessus de B, on a :

i) 1la projection de 2 sur B est localement pseudo-convexe ;

ii) si B est de Stein, alors cette projection est un ouvert

de Stein.
Preuve : i) => 1ii) par le théoréme de Grauert-Docquier [3]
Démontrons 1). Comme GG x ¢ est de Stein (Corollaire de
la proposition 1), on peut localiser en remplacant M par GC x ¢" et
B par c".

On peut alors définir une fonction dQ invariante par 1'action

' . 1
est p.s.h. donc aussi — .

de G X {0} sur Q. La fonction -Log d 3

Q

En ajoutant 3 ELL une fonction positive, s.p.s. et d'exhaution sur
Q
n . s . . .
{1} x ¢ et une autre fonction s.p.s.h. positive sur GG’ invariante par l'action

i droite de G., et d'exhaustion sur G / {qui existe), on obtient sur
iR € qR

2 une fonction s.p.s.h. invariante par l'action de Gp et d'exhaustion

sur Q/b . Par le principe du minimum Dl], on a le résultat.
R

On a 8galement un résultat sur les ouverts invariants donné par

le théoréme suivant :



—

Théonéme 2.- Dans les deux cas suivants, il existe sur un ouvert
{2 pseudo—-convexe et connexe de GG invariant par une forme réelle qR s

(e}
une fonction de classe C , s.p.s.h. et d'exhaustion sur Q/b
R
i) (GG,qR) est pseudo-convexe ;

ii) GG est résoluble et simplement connexe et Q/C relativement
R

compact dans Gc/qR .

Preuve : Il existe une convolution sur les groupes de Lie [?_j.
Par une technique classique [Eﬂ page 4%], on passe d'une fonction
continue s.p.s.h. d'exhaustion 3 une fonction de classe Cm, s.p.s.h.
d'exhaustion. (On dit qu'une fonction continue est s.p.s.h. si elle est
localement la somme d'une fonction p.s.h. continue et d'une fonction s.p.s.h.
de classe Cw). On peut donc démontrer le théoréme 2 pour une fonction
continue. Dans le cas i), on obtient une telle fonction en ajoutant 3 EL

Q

une fonction s.p.s.h. sur Gg > invariante par l'action de qR a droite

et d'exhaustion sur G@/b . Pour le cas 1i), 1il manque a priori la stricte
R

. . e s . 1
plurisousharmonicité i la fonction I
Q2

On adapte au cas invariant la méthode de la "courbe intérieure"
due 3 A. Hirschowitz qui permet de passer du cas pseudo-convexe au cas
strictement pseudo-convexe [6]. Pour la commodité du lecteur qui est
prié de se reporter 3 l'article de Hirschowitz, on rappelle la méthode

dans le cas invariant : si pour tout g dans ()} et tout vecteur tangent

holomorphe § en g 3 Gy et non nul, il existe une fonction p.s.h.

invariante sur §! dérivable au voisinage de g et non nul sur 8,



alors il existe une fonction strictement p.s.h. invariante sur {.

On supposera donc que pour un certain couple (g,8) toutes les
fonctions p.s.h. invariantes sur ), dérivables au voisinage de g s'an~-

nulent suivant §.

Par 1'action de G@ a4 gauche et par un procédé de recollement,
on déduit que les fonctions p.s.h. invariantes différentiables sur { sont
constantes sur la courbe complexe y: =z - exp z8.g. A priori, cette
courbe n'est dans § que pour |z| assez petit. Néanmoins en choisissant
une fonction p.s.h. invariante différentiable et d'exhaustion sur Q/qR s
on voit par ce qui a &té dit précédemment que l'image de <Yy dans Q/QR
reste dans un compact fixe de Q/QR. Ceci permet de dire que toute 13»

courbe 7y est dans Q. En n@sumé, 5'AL n'existe pas de fonction s.p.s.h.

Anvarndante d'exhaustion sur Q/b , alons on a une application £ holo-
R

monphe non constante de € dans Q telle que 84 on note m La profection

canonique de G, sur Gm/b 1'image de 7 o f soit relativement compacte
0 - v

dans Q Dans notre cas, on a : f(z) = exp z8.g et on pourrait raison-

/6

ner a priori sur cette fonction particulidre. Néanmoins, le lemme suivant

dont (ii) est conséquence a un intérét par lui-méme.

Lemme 1.- Soit £ wune fonction holomorphe de € dans GG

résoluble simplement connexe tel que l'image de mo f soit relativement

compacte dans G . Alors f est constante.
€C/G
iR
Preuve : On raisonne par récurrence sur la dimension p de GC'
Si dim Gm = 1, c'est une forme du théor@me de Liouville. Supposons le

lemme vrai 3 1'ordre p-1l. Soit m, un idéal de Lie (G_) de dimension

R

p-1 et %R le sous-groupe de Lie de qR correspondant. On note Mm




- 13 -

le complexifié de qR dans G,. Soit ®w 1"homomorphisme canonique

¢

G -~ G / . La fonction W o f est alors constante car elle est
C ¢ MC

R/M

G / —invariante et on a : dim(Gm/M ) = 1. Ce qui se traduit encore par
R C

1l'existence de g, € G, tel que l'application : z e € = go.f(z)

)

soit 3 valeur dans MC'

Par 1l'hypoth&se de récurrence, on en dé&duit que cette fonction

est constante, d'oli le lemme.

Conollaire.- Sous les hypoth&ses du théoréme 2, soit I  un sous-

groupe discret de qR tel que QR/F soit compact. Alors Q/F est de Stein.

Preuve : Il suffit de remarquer qu'une fonction G invariante

est I 1invariante.

Remarque : De fagon similaire au lemme 1, on démontre le ré@sultat
suivant : soit f wune application d'une variété connexe complexe X telle

que, en tout x € X, 1l existe un voisinage ouvert connexe pour lequel,

ona: f=1mo fx avec fx application holomorphe du voisinage consi-

o o
déré dans Gg Alors si f(X) est compact, f est constante ainsi que les
fx pour tout X . De ce résultat, on déduit facilement que si T est

)

un sous—groupe discret de GG résoluble simplement connexe, alors GC/%

n'admet pas de sous-variété compacte de dimension positive. (On rappelle

que certaines de ces variétés n'ont pas de structure kdhlérienne Elﬂ).
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11. Quvents pseudo-convexes invariants et ouvents géodésiquement convexes.

On passe maintenant & la thé€orie des ouverts géodésiquement convexes.

On considd&re la situation (GG’qR) oii GG est un groupe de Lie complexe

et qR une forme réelle fermée de GG' Pour commencer, on pose quelques

définitions. Soit U un ouvert de G / . Pour g € ﬂ—l(U) et x € J
€ qR v R

- fixés, on pose : UX g ={teR [g.ﬂ(exp itx) € U}. C'est un ouvert de
’

IR, en général non convexe.
On dit qu'une fonction numérique f définie sur U est convexe
si elle vérifie la propriété suivante

Pour tout g € ﬂ_l(U) et X € %R’ la fonction :

tedlU + f(g.m(exp itx
‘g (g.7(exp itx))

est convexe (i.e. convexe sur chaque intervalle dans Ux ).
b

On définit de méme la notion de fonction strictement convexe.

On appelle géodésique de G un courbe paramétrée :

€¢/Gg

teR ——— g.m(exp itx)

(g € G, et X € %R fixés).

[0

Pour a, b € GC/% , on appelle géodésique allant de a vers b,
R

une géodésique vérifiant : F(0) = a et F(1) = b.

L'ensemble [a,b] = {F(t) pour t € [b,l]} est appelé segment
géodésique.
On dit qu'un sous-ensemble  de Gc/b est convexe si pour

R
tout a, b € , 1l existe une géodésique allant de a vers b tel que
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[%,@](; 2. (C'est 13 une définition de circonstance qui peut &tre modifiée
dans des situations plus générales). Les fonctions et les ensembles convexes

sont stables par l'action 3 gauche de GC'

Lemme Z.- On considére la situation d'un couple (G_.,G.) tel

C° R
que GC soit muni d'une conjugaison notée g > g qui laisse les &lé&ments
de GIR invariants. On pose P = {p ¢ GG|pE = 1}.

On supposé, de plus, que 1'application ¢ : x € JIR'+ exp ix € P
est un homéomorphisme de JIR sur P. On a alors les conclusions sui-
vantes

i) 1l'application : J__ X G A, G

IR IR ()

(x,8) > exp ix.g

est un homéomorphisme.

I1 en est de méme pour 1l'application :

JIR —L G(E/G

x —> T7(exp ix).

IR

ii) Il existe une fonction continue U @

Ce/c. *C

/G x IR —— G

R R C/G

IR

(X’y’t) —_— U(X,Y,t)

telle que : t - u{(x,y,t) soit 1l'unique géodé&sique allant

de x vers vy.
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Preuve :
i) On vérifie facilement que 1'application réciproque de X est
donnée par :

-1, =1 ,
g€ G = ( ), exp{%-fl(ggl)-g)e% x G .

R IR

On déduit de ceci &galement la seconde assertion de i).

ii) se démontre sans difficulté. On a :
- .
H(x,y,t) = exp i ¥ (x).m(exp itd(x,y))

avec V(x,y) = ¥ (exp(-i¥™} (x)).v).

Definition.- On dit qu'un couple (Gm,qR) est géodésiquement

convexe, si l'application x € %R + m(expix) € GG/G est un homéomor-
R

phisme. On a alors GC/G convexe. Notons que si les hypothéses du lemme 2
R

sont satisfaites, alors (Gm,qR) est géodésiquement convexe.

Théon2me 3.- Pour que (GG,qR) soit géodésiquement convexe,

il faut et il suffit que GC/G soit simplement connexe et que pour tout

R
x de J_, 1la seule valeur propre réelle de adx soit O

Preuve (condition nécessaire} : S'il existe X, et Y0 non

nuls de JiR tels que : [XO,YQ] =AY avec Ae IR - {0}, alors

qR contient le groupe affine AIR de la droite réelle. Or 1'application

Lie (AIR) —_ GG n'est pas injective (petit cafcul). Donc la fin

X — exp(iX)

de la conclusion est nécessairement vérifiée. D'autre part, de 1'homéo-
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C/QR et JIR’ découle que GC/%R est contractile.

morphisme entre G

Condition suffisante : On dira qu'un groupe de Lie G est a

spectre non réel si la seule valeur propre réelle de adx pour x € Lie(G)

N

est 0. Montrons tout d'abord que si GIR est une forme réelle 3 spectre
"\ Y
non réel de GG simplement connexe, alors GIR est lui aussi simplement
v . P AY n
connexe. Notons S le radical résoluble de G_. Le groupe G Y v
C ¢ R/S, NGy

N
est une forme réelle du groupe semi-simple complexe Gm/g . Comme

C
n
G iy est 3 spectre non réel, il est compact (voir ci-dessous).
R/S A Cr

On sait que ceci implique qu'il est aussi simplement connexe. Par conséquent,
P P

" ~

SG n GIR est connexe et donc simplement connexe en tant que sous—groupe de
(\’ . . ' . ‘ (\l

SG' Un petit argument de suite d'homotopie permet de conclure que qR

est simplement connexe.

On revient alors 3 la situation d'un couple (GG’GIR) avec GIR

, .
ad spectre non réel et G simplement connexe. Soit p : G, > G
€¢/G c C
m .
le revétement universel de GG' En utilisant la suite exacte d'homotopie
,\J - - .
comme pour la proposition 1, om a qR =P 1GIR connexe. De plus, 11 existe
" n
- i : = t
un sous-groupe discret central [ de GIR tel que GC G€/F e
v ny
= . é i I G .
GIR GIR/F On a un homéomorphisme naturel h entre Cm/GIR et G/GIR

De la commutativité du diagramme suivant :

G

e
3 s R

JIR h
r
Qub -
1({)) N
Ce/

IR




réelle. D'autre part, le groupe K
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. NN o ~
On déduit que (GG’GIR) géodésiquement convexe entraine (GG’GIR)

géodésiquement convexe. En utilisant ce qui a été dit plus haut, on
supposera dans la suite G@ et qR simplement connexes. La décomposition

de Levi-Mac Lev et l'unicité du complexifié simplement connexe d'un groupe

de Lie entrainent :

GIR = Kﬂig SIR . G@ = KG é Sm (produits semi-directs)
ol SIR (resp. SC) est le radical résoluble de GIR (resp. GG) et KG
est un sous—groupe semi-simple complexe de G, dont K est une forme

c R

| st compact car sinon il existerait
X0 € Lie(KIR) tel que adXo ait une valeur propre réelle non nul. (On

considére XO dans une partie non compacte d'une sous-algébre de Cartan).

Pour prouver que (GG’G ) est g&odésiquement convexe, on va

IR
montrer que le .couple satisfait aux hypothé&ses du lemme 2. Notons immé&dia-
tement que la simple connexité de GG entraine 1l'existence d'une conju-

gaison.

lene etape :

GC résoluble, KG = {1}.

On utilise le théoréme suivant d4 & Dixmier :

Théoreme [1].— Soit G un groupe de Lie résoluble simplement
connexe. On pose

eadx -1
v = {x € Lie(G) | dét (——=—") £ 0}

(i.e. X eV <

> la seule valeur propre imaginaire pure

de adx est O0).
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Soit n 1le radical nilpotent de Lie(G) et N 1le sous—groupe

analytique correspondant dans G. On note :

o : J->17

P /n et D:G‘*G/

N
les projections canoniques.

Alors, on a un homéomorphisme par 1'exponentielle :

N -1 ‘
v -—é-;;-*p‘ (exp(p(v)) =wC G .

On revient aux notations du lemme 2. D'apr@s l'hypothése sur les
valeurs propres de adx, on a : iJIR Cv, d'ol 1l'injectivité de ¢.

Montrons que PC w. Soit p € P, ona : pp =1. Donc o(p).po(p) = 1.

Or p(E) = p(p) car le radical de JC‘ est le complexifié du radical
de JIR et on construit naturellement une conjugaison pur Jc/h , (donc
aussi sur Gc/h simplement connexe) telle que : pX =pX. Comme G@/ﬁ

est abélien, on a : pp = expip(X) avec p(X) = Q(X) = Q(X%K) et donc

pop € exp p(v). Pour terminer, on a bien : p = exp i X pour un certain
X € JIR' En effet, ona : p = exp Z pour un certain Z € v. D'autre
part : p = exp(-Z) = p = exp(Z). Or v est stable par Z > - Z.

Donc - Z € v. Par conséquent, Z+27Z=0 => Z = iX avec X € JIR'

D'oll surjectivité de ¢.

22me 2iape : Gm = K@. C'est un résultat connu [41.

3eme 8tape : Cas géntrak.

Injectivite de ¢ : On note @w  1'homomorphisme canonique de




_20_

G, sur K , et G* 1'application induite sur les algébres de Lie.

2 \j
Soient X, X' € %R

tels que : exp iX= exp iX'. On a :
exp 15¥X = w(exp iX) = w(exp iX') = exp i@*X'. Ce qui implique par la

28me étape : 6*X= G*X' = u. On définit les algébres résolubles :

" = : ' . . . _
%R Ru ; L1e(%R) et JC C.u ; Lle(Sm), ainsi que les sous—groupes de

n _
Lie de Gm correspondant : GiR et Gé. Soit Gé le revétement uni-

. . . v . .
versel de Gé et r 1la projection associ&e. On note exp 1l'application

Y
exponentielle de JG dans Gé. Entre les exponentielles de Jé dans

"
Gé et Gé , on a la relation :

n
T O exXp = exp.

"
On pose : T = Ker r (sous-groupe discret central de Gé).
N
Il est a priori inclus dans VGJ » sous—groupe ab&lien complexe simplement

3 * r\l -
connexe de dimension 1 de Gé correspondant & Cu. Pour Y € I', on peut

n, A" .
donc écrire : Y = exp(Z) ol Z € VG' I1 vient :
"
1= r(exp(2)) = exp Z.

En posant Z = au + ibu (avec a,b € R), on vérifie :

exp Z.exp Z = exp(2ibu) = 1. Comme u € Lie(%R), ceci implique : b = O.

)

LY
R (sous—groupe analytique de G! corres-

0
On en déduit que T est dans G C

pondant 3 % ).

Terminons la démonstration de 1'injectivité. On pose :
N, N
exp(iX) = p et exp(iX') = p’.

Ona : r(p) =r(p') d'odl p=r7p'.y pour un Yy € T.
- Y
On en déduit : Yy =1 d'ol d'aprés la premiére &tape appliqué 3 Gé
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R

v, . . .
exp(iY) pour un certain Y e J Mais on a aussi

v

2 . .
Y, d'oi 1= v" = exp(2iY). Donc Y =0 et 7Y = 1. Toujours d'aprés la

]

Y

l&re &tape, on en déduit X = X'.

Surjectivité : Soit q e P. Ona w(g).w(g) =1 d'oll w(q) = exp iu

pour un u € Lie(KR). On considére alors %é = Ru * Lie(%R) et les diffé-

. P P . . Y
rents objets précédemment définis. On a : q = r(p) pour un certain p € G&

"
d'ol pp =y € I'. On décompose p = v.s avec V € VC et s € Sm. 11

]

vient : vv = y. Or : r(exp iu) r(v), d'ol v = exp(iu).yO (Yo eD.

i Y. Quitte & remplacer p par PY,> on

I1 en découle : Y
peut donc supposer pE = 1. En appliquant la premiére &étape, on a :

n,
p = exp(iX) pour un certain X € %ﬁ , d'ol q = exp iX.

Bicontinuité : On note P_ , P. , P les ensembles P

Ke S¢ C¢
associés a KG’ Sm, Gm. On a alors un homomorphisme de PK@ b PS@
sur P défini par
G
)
(k,s) - kI/ZSkl/Z _ k(k—l/zskl/z)
(la racine carrée est une fonction continue sur PK )
)
1'application réciproque est donnée par
(k,.s, eP. ) — (k ,kl/zs khl/z).
1771 G 1’71 171
L4
Par conséquent, PG est homéomorphe & un espace R".
0
L'application ¢ de %R sur PG étant une application bijective continue

C

- 5 n PR
entre deux espaces homdomorphes 3 IR, est en vertu d'un théoréme connu,

bicontinue.
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Remarque : Montrons que si GC est 3 radical résoluble simplement

3 spectre non réel, alors (G,,G_ ) est géodésiquement convexe.

connexe et
¢ R

SR
r\’ -~ .
G le revétement universel de G

10
S1 on note C c’

n,
on a : GG = GG/} avec T

"
sous—groupe discret central de Gm. Soit Sm le radical résoluble de GC

v Y ny ny
1 . = n "ol =
et Sg celui de Gg: On a: S¢ sm/% N Sm’ d'ot T'N SC {1} par 1la

simple connexité de SG. Il en découle que la restriction 8 ' de 1'homo-

. . % v . . .
morphisme canonique de Gm sur Gm/% est injective. D'autre part,
€

. Y .
1'image de T est évidemment dans le centre de Gm/% . Ce dernier groupe
c

gtant semi-simple complexe, son centre est fini. Par conséquent [ est lui

aussi fini. On a (voir démonstration de la condition suffisante du théoréme 1)

- N -1
ol on a note qR la composante connexe de p GIR contenant 1.

Le groupe central ' &tant fini est dans le centre de K@ ,

v .
lui-méme inclus dans G_ . On a

donc aussi dans le groupe compact R

donc : Gm/aR

KIR’

n n,
= (G /) [V homéomorphe & G . Donc G est
e/r /(G.R/r) 0:/5lR ¢/G.

simplement connexe et les hypoth&ses du théoréme 1 sont satisfaites.

La proposition qui suit relie ouverts convexes et fonctions

convexes.

Proposition 3.- Soit (Gm’GIP) un couple géodésiquement convexe.
AN
Un ouvert U connexe de GG/C est convexe dés qu'il vérifie la propriété
R
suivante
I1 existe une fonction continue convexe { définie sur U tel

que pour tout c € IR, l'ensemble FC = {x € U |¥(x) §c} est fermé dans

G .
/6y
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On munit G d'une métrique auxiliaire &.

/G

Fixons x € U et notons FE = {x ¢ Ul[k ,éﬂ(: U}. C'est un
(o] XO fo) p—

ouvert de U. En effet soit x € E. Pour un nombre € >0, ona :
6(u(xo,x,t),u(xo,x',t)) < g pour ¢t € [b,l] et x' assez proche de x.

En choisissant € assez petit, on en déduit que [io,xf] est dans U

pour X assez proche de x. Par conséquent, Ex est bien ouvert.
)
Soit E;] 1'adhérence de E, dans U. Pour y e E;] , ona :
(6] 2} o]
. =U P
y = lim y, avec y_ € Ex . Par la continuité de ! en y, on a :
o
CVE)&(yn) € ¢ pour une certaine constante c¢. En posant : ¢' = Max(c,w(xo)),

la convexité de | entraine : ﬂ(u(xo,yn,t)) < ¢' pour tout n et tout
t € [b,f]. Par conséquent, u(xo,yn,t) € FC, et donc aussi les éléments
u(xo,y,t) par continuité de 1y et par fermeture de Fc" Comme Fc'

est inclus dans U, on a bien évidemment : [xo,y] C U et donc ye€ Ex .
)

~ U e e e A
Par conséquent Ex = Ex , ce qui signifie par la connexité& de U :
o o ‘

Ex = U. Comme X, a 8té choisi arbitrairement dans U, on en déduit que
o

U est convexe.
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111. Application a L'analyse complexe.

Soit U un ouvert de G@/G et ¢ une fonction numérique sur U.
R

ALons 84 P om est p.s.h. (resp. s.p.s.h.), ZLa fonction ¥ est convexe
(resp. strictement convexe). La démonstration est immédiate. Elle consiste

4 considérer pour X € %R et g€ GC avec Tm(g) € U, 1la fonction

z + | o m(gexpzx) = &x g(z). Cette fonction est p.s.h. et invariante par
b

les translations de R. D'aprés un résultat classique, la fonction @X 2.’(it)
O

est convexe pour t € IR.

Théoneme 4.- Soit § un ouvert connexe et pseudo-convexe de Gq

invariant par l'action 3 droite de G

R Alors si (Gm,qR) est géodési-

uement convexe, l'ouvert est convexe.
i G
R

Preuve : La fonction -Log d., définie dans la premidre partie

Q

est p.s.h. et invariante. De plus

- Log dQ(g) £ ¢ <=> dQ(g) 3 e C

N
Comme dQ prolongée par O sur LS? est continue, on en déduit

"
que FC = {ge Q|—Log dﬂ(g) < ¢} est fermé dans G Par conséquent,

¢

hY . A - . . -
F =1mF est lui-méme un fermé de G comme projection d'un fermé

¢ ¢ ¢/Gg
invariant. Par application de la proposition 3 & -Log dQ, on déduit que

T est convexe.

Remarque : Un couple pseudo-convexe est gé€odé&siquement convexe

mais la réciproque est fausse, comme le montre 1l'exemple suivant

IR
Pour u € R*, on pose A = k . On définit
-u 1

. 2 . .
alors GE comme 8tant R X IR”™ muni de la structure de groupe sulvant :




A
2 _ 2o
Y(z,b) et (z,b ) € R XR™ : (2,b)(z ;b)) = (z+z_,e b+b ).

On définit de méme GE. On vérifie alors facilement que la seule
valeur propre réelle ou imaginaire pure pour adx (avec x € Lie(qg)) est O.

Donc les couples (Gu,qg) sont géodésiquement convexes et non pseudo-convexes.

Remarquons que ces couples sont déj3d intervenus dans [l[].

Le cas géneral.

Pour un couple (G@,qR) quelconque, je ne sais pas si le théoréme 4

reste vrai. On a néanmoins un résultat local.

Do finition.- On dit qu'un ouvert 2 de G est Localement

G
C/oR

convexe si pour tout point x de il existe un voisinage ouvert

G >
/G

Vx tel que chaque composante connexe de VX N @ soit convexe.

Remargue : On peut supposer que x appartient 3 la frontiére de
q P PP q PE

en utilisant la locale convexité de GC/& (voir preuve de la prop. 4).
R .

Proposition 4.- La projection sur Gw/& d'un ouvert pseudo-
IR

convexe invariant de G@ est un ouvert localement convexe.

Preuve : D'aprés un résultat général sur les connexions Eﬂ, en
tout point de GG/’GlR , 11 existe un systéme fondamental de voisinage
convexes ouverts. Par deux points x et vy d'un tel voisinage V, il
passe alors une géodésique unique telle que [g,i] soit dans V. Soit P
un voisinage convexe de T7(l), supposé assez petit. En utilisant le fait
que 1l'application x € %R + m(expix) € GC/QR est un hom@omorphisme sur

son image au voisinage de l'origine, on voit facilement qu'on peut définir

une fonction continue P sur P X P X Izulj analogue id celle définie dans




- 26 -

le lemme 2 et qui traduit la continuité d'une géodésique par rapport 3 ses

extrémités.

Soit alors { un ouvert pseudo-convexe invariant de GG' Pour
A € R, l'ensemble : {x € ™ N P|-Log dQ(x) € A} est fermé dans P.
D'oll en appliquant la proposition 3 3 P au lieu de GG/& et, par transla-

R
tion, on déduit la proposition 4.

Contre-exempfe & une conjecture de 0. Rothaus [13)

On va montrer que si on prend pour G, 1le groupe SL(2,C) des

0]

matrices complexes d'ordre 2 et de déterminant 1, et pour QR le sous-

groupe de SL(2,C) des matrices unitaires de déterminant 1, il existe un ouvert
¢ invariant dans SL(2,€) de projection convexe et non pseudo-convexe. L'idée
est d'utiliser un mod&le classique de SL(Z,C)/EU(Z) qui est une boule

et dont les géodésiques sont des segments de droite. L'ouvert T est

alors simplement un demi-espace. On rappelle bridvement la construction du

modéle.

Le groupe SL(2,€) opére dans l'espace H des matrices hermitiennes
* *
d'ordre 2 par : (g,h) € SL(2,C8) x H~> ¢hg € H (g est la transconjuguée
J

* . PR
de g). On note par la suite : p(g)h = ghg . L'orbite S de 1'élément
(1 0 'e ‘s . .

I = 0 1 par p s'identifie naturellement d 1'espace homogéne

SL(Z,G)/SU(Z). On considé&re le sous-espace P de H des matrices de trace
nulle et on note B 1'ouvert de P défini par : B = {p € P|dét(I+p) > 0} ;
On voit que B est une boule ouverte de centre O et de rayon 1 dans P.

P 2%

On vérifie facilement que l'application x € S —— e I est une bijec-

tion de S sur B.
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Montrons, & présent, que 1'image des g8odésiques de S sont les
intersections des droites de P avec B. Les géodésiques de S passant
par I sont données par : t > exptX oli X € P. Un calcul facile
montre que ce sont aussi les intersections des plans vectoriels T, engen-
drés par I et X avec S. Mais alors toute géodésique est 1l'intersec-
tion d'un plan p(g)TrX avec S. En utilisant 1'app1ication_ y, on voit
que 1'image d'une géodésique dans B est l'intersection de B avec une

droite de P. Comme par deux points, il passe une géodésique, toute inter-

section non vide d'une droite de P avec B est 1'image d'une géodésique.

Sur S, on définit un ouvert § par £ = { (:E 2j>€ S avec a > cl.

Cet ouvert est convexe dans S, car son image par | est l'intersection
d'un demi-espace de P avec B. On définit alors l'ouvert £ de SL(2,C)

par ¢ Q=T 2 ol T est l'application : g € SL(2,€) »> p(g).I1 € S. En

o

posant g = (:i 2j> et en explicitant, on a :

2 2 2 2
Q= {g e sL,e) | |a]® + Ib|° = |c|” - |4]” > o}.

Montrons que l'ouvert § n'est pas pseudo-convexe. L'intersection
de  avec l'hyperplan complexe d'équation d = 1 est donné par les
équations :

a=1+ be

f(b,c) < O

(ol on a posé : f(b,c) = |c|2 - |bc|2 - !blz - 2Re(bc)) donc difféomorphe

. N 2 .
analytiquement 3 1'ouvert U de €  donné par :

U= {(b,e) € ¢’ | £(b,c) < 0}.
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Il suffit pour conclure de montrer que U n'est pas pseudo-convexe. Le point
1 . . . s

(b,e) = (1,- E) est un point régulier de la frontiére de U ol 1l'espace

tangent complexe contient le vecteur (-1, %). La forme de L&vi en ce point

s'écrit :

—% |b|2 + Re bc .

Elle prend une valeur négative sur le vecteur (-1, %) et

1'ouvert U n'est pas pseudo-convexe.

Remarque :
On considére le groupe de Heisenberg réel qR qui est le X R

muni de la loi de composition suivante :

(X,C)(XO,CO) = (x + X s CH <, + dét(x,xo)).

Alors on peut considérer dans le groupe de Heisenberg complexe
' I3 . = ) = - \ .
NG 1'ouvert invariant & {gl.g2|g2 € NR et 8] (iX,ic) avec

X,c) € NR et ¢ > 0}.

Comme précédemment, mais plus simplement, on démontre qu'un
tel ouvert est géodésiquement convexe et non pseudo-convexe. Néanmoins,
cet exemple est moins intéressant que le précédent par rapport & la

question de 0. Rothaus car ici la forme réelle n'est pas compacte.
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INTRODUCTION.

In 1953, J.P. Serre raised the question whether a holomorphic fiber
bundle with Stein fiber and Stein basis is itself Stein. A positive answer was
given by K. Stein [?2] when the fiber is O-dimensional and by N. Mok [12] when
the fiber is one-dimensional. (Previously, Y.T. Siu D?ﬂ, A. Hirschowitz Eﬂ
and N. Sibony [jﬁ] have independently solved the case of a fiber which is a
domain in €). A negative answer to the Serre problem was given by H. Skoda
[?d] in 1977, who constructed a holomorphic fiber bundle which is not Stein
with Gz as fiber and a domain of € as basis. Later, J.P. Demailly Eﬂ
improved this counter—example by showing that one can choose transition func-
tions as locally constant polynomial automorphisms in €2. Always with €
as fiber, J.P. Demailly (E{], Eﬂ) has constructed counter-example to the

Serre problem with the plane or the disc as basis.

Whether there are only few positive results to the Serre problem
in dimension more than one, the same is not true in the special case of a
bounded Stein domain in €. G. Fischer ([{], Ei], Bﬂ) has given an affir-
mative answer when the fiber is Banach Stein, for instance, in the case of
bounded domains in € which are strongly complete with respect to the
Caratheodory metric (A. Hirschowitz |}ﬂ). Using some results of J.L. Steehlé
[?l], J. Fornaess and K. Diedrich [j] solved the case when the fiber is a

bounded domain of € with C2 boundary.

Y.T. Siu has proved the very strong result that the Serre problem
has a positive answer when the fiber is a bounded Stein aomain in Cn, with
the only topological restriction that the first Betti number is zero. After
that, one could hope that there was a general positive result for bounded

domains in Gn, and in 1978, Y.T. Siu [lé] conjectured that a holomorphic




fiber bundle with Stein basis, and which is a relatively compact Stein open
subset of a Stein manifold, is itself Stein. Our aim is to give a negative

answer to this conjecture : we produce a non Stein fiber bundle with ¢

as basis and a bounded and pseudo-convex Reinardt domain in Gz as fiber.

We construct this counter—-example from some 3-dimensional solvable complex

Lie group.

The authors are grateful to H. Cartan for interesting remarks

concerning the problem discussed in the paper.

1.~ CONSTRUCTION OF THE FIBER.

Let A be the matrix (:% i:) ; 1its eigenvalues are positive

3+/5 3-V5.

X =5 and A = ————0, corresponding eigenvectors belong to Rz

w47 e

Let V be the domain of Gz defined by :

= {uIX1 + u2X2 Im u > 0 and Im u, > 0}.

It is obvious that this domain is invariant by the translations

of 1R2, and consequently by those of 22.

Let F = Z/ 9 It will be the fiber of the fiber bundle.

Proposition 1.- F As a Stein manigold and &8 holomorphically

diggeomonphic to a bounded Reinhardt domain <n ¢,

.Pnooﬁ

Zlﬂ(zl+zz) 211Tz2 9 " "
The map (21’22) - (e ,e ) from € onto € x €

* *
induces a holomorphic diffeomorphism of CZ/’Z onto € %X € . The range

of F 1is a Reinhardt domain because V 1is IR —-invariant. It can be checked




immediately that (VI’VZ) belongs to this Reinhardt domain if and only if

B —2n(A1Imu1+AzImu2) —2w(Imu1+Imu2)
vl = C vyl = e

It is also the set of points (Vl’VZ) in C* X C* which

verifies : |vél Lo |v,| < |v2| 2, It is contained in the product of the

two unit discs ; his basis is logarithmically convex, so by [i], it is a

domain of holomorphy.

Remank : Moreover, one can see that this domain is of type RH®

according to Sibony (cf. [16]), for it 1s the interior of the intersection

1]

of domains given by : |[v 'Pn < |v an < v |pn where p' (re )
& yo: 2 1 2 pn/an Sp- pn/h

is a sequence in @, which by [}Q] are of type Hw.; also we can observe the

action of A on this domain by the map : (v1,v2) — ((vz)_1(v1)3,v1).

2. THE FIBER BUNDLE.

Let D be the real matrix defined by : eD = A. For K=R, C

or Z, we denote by GK the group on K X K2 endowed with the following
product :

z D
o)

(z,b)(zo,bo) = (z + z_se .b + bo) .

Let @ be the domain € X V in € X Cz. Writing an element b
as u X, + u2X2 with respect to the eigenvectors Xi’ we see immediately
that § 1is invariant by the right action of qR then also by GZ' Let be
E=Q .

fe,
n

(1%
3 or /%n

is denoted by &. Let be 7 the map from E onto C/% , associated to the

n . .
For q € G@ or €, the associated element in G@/b




projection map (z,b) - z from  onto €.

Proposition 2.- The map m 4nduces on E a sthucture of holo-

morphic fiber bundle with F as fLbexr.

Proo
For every point of C/i, there are an open neighbourhood U and

a splitting map s for the projection of € onto C/&. So we have the

following commutative diagram :

The map ¥ is a holomorphic diffeomorphism defined by :

.
———

¥(z,b) = (s(z),b) (it doesn't depend of the choice of b).
Remark : One can also define the fiber bundle E by a transition
function. Take the basis ¢ as the union of two open sets defined by :
=@ - L9,+wL and U, = € - ]—a5¢ﬂ. The transition function on U1 n U2

1 2
is the identity for Im z > O and is defined by the action of the matrix

U

A on V for Im z < O.
//Zz

3. COUNTER-EXAMPLE.

Theorem.- The fiber bundle E 4£s not Stein. More precisely, there

5 no pluisubharmonic exhaustion function on E.



Pnooﬁ :

We apply methods of [Nﬂ and [lﬂ. At first, we have the

following lemma :

Lemma.- Let be D (nesp. D) the open (resp. closed) unit disc
in ¢. Llet be s the unit cincle with d6 as its nowmalized Haar measuwre
on L£t.

There 4is a family of holomonphic functions (fR) degined

R>1
in a nelghbourhood 0§ D, with the §ollowing properties :

( < <
L) 0 < Im fR m

AL) Re fR(O) =0

. R
AAL) lim e dg = + ®
R>1t Sl

Proof o4 the Lemma :

On the upper half plane, we use the principal determination

of the logarithm. If we put : fR(z) = Log i %;2 » all properties of va

are easy to verify. (The proof of iii) arise from Fatou's lemma).

. 1 . .
Because fR is regular on S, there exists two holomorphic

functions and hR on D, which are continuous on D and such that :

gr

RefR —RefR 1
Im gg = e and Im hR = e on S . The harmonicity of 1Im 8 and

Im hR implies : 1Im gg >0 and Im hR >0 on D. Moreover

Re f
Im g_(0) = [ e R d® and so : lim Im g _(0) = + . (The same is
R Jsl R+l+ R

true for hR , which could be defined by hR(z) = gR(—z))

Now, we prove the theorem. We suppose that 01 is a plurisubharmonic

exhaustion function on E. Let 1 be the function on Q defined by :




Veea, @ = suw b (aip)

> €C
%R R/GZ

By definition, ¥- is invariant by right action of qR.

It is very easy to see that G is compact. Then it follows that { has

fR/GZ

values in [%”,+m[, is plurisubharmonic and that the associated function

on Q/& is an exhaustion function.
R

/‘—'\
Let | = Log A;. The map : (z,uX + u2X2) € Q/&R —_—

~HRe z u X, + HRe 2 4 x ) realizes a homeomorphism of Q/ onto
171 272 qR

R x R+ X m+. (The point denotes an element in the quotient space).

(Im z,e

For R > 1, we consider the map :t —>—u_lfR(t),gP(t)X1 + hR(t)X2

from D into  which is well defined for Im hR >0 and Im gg > 0.

It is continuous on D and holomorphic on D. Denote ﬂ(u_lfR,gR.Xl + hR'X7)
as WR. The invariance of 1 implies :
-1 “fr fr
= J@i i KXo+ . .

WR JE ImfR,l e .Im &g X1 ie Im hR X2)

and by the maximum principle, we have :
<
WR(O) sup WR(t)
lt]=1
By the choice of fR, gre hR, there exists some constant K

which does not depend of R, such that sup WR(t) < K. It follows that
el

. =1 . .
JE u ImfR(O), i Im gR(O)X1 + 1 Im hR(O)XZ) < K.




But this is in contradiction with the property of exhaustion of ¥ because

- So, the fiber bundle E with basis ¢ and fiber a bounded

. . 2 . . .
Stein domain of €, 1is not a Stein manifold.

Final nemanks :

R ¥ .
1°} There are other choices than € for the basis. Because
Im fR(O) remains bounded, we can for instance take a pointed disc instead

of m*.

2°) In the case of bounded domains of Cn, there is no counter-
example to the Serre problem with a simply connected basis as Demailly's
example for Cz. This comes from the fact that such a fiber bundle is

necessarly trivial because the transition functions are locally constant

([13] and [18]).

3°) We know a priori that for E, holomorphic functions separate

points and define at every point a coordonate system [}g].

4°) Instead of E, we can also consider the fiber bundle

G / - C/ 3 in this case, the fiber is c* x C*. By a device like in
() GZ Zz

theorem 3 [11 bié], we can show that the only plurisubharmonic functions on

G / are the constant functions on the fibers.
(04 qz

| A
5°) We denote as D, the domain : |xl > ]ylx, Iyi > le 5

A
2 .
then for every XA the biggest root of A" - kA+l = 0 (with k as
integer > 3) the same type of counter—example could be constructed with DX

as fiber.
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Ce travail comprend :

- L'étude de la pseudo-convexité des couples (Gm,qR) ‘formés_par_un_groupe

!

Lie complexe et l'une des ses formes réelles fermées. Lorsque GC/GIR est simple
connexe, (Gc,qR) est pseudo—convexe si et seulement si qR est 4 spectre im
naire pur ; ces couples sont aussi caractérisés par l'existence d'un groupe

N : ¥ n e
complexe et simplement connexe G, , d'une forme réelle de qR de G a spe

C c
0
imaginaire pur, d'un sous-groupe discret central I de Gr tel que :
n ¥ NG 3 ; .
GC = GG/}’%R = QR/F s la variété Gm est alors nécessairement de Stein ; lorsque

qR n'est pas a4 spectre imaginaire pur, il ne peut exister de structure kdhlérienne

sur (G, dinvariante par qR'

C

- L'étude des tubes pseudo-convexes en relation avec le principe de Minimum

de C.0. Kiselman. Etant donnés un fibré principal holomorphe M de groupe

structural GE et de base B, qR une forme réelle de G 2 un ouvert pseudo-—

a” g
convexe de M invariant par qR et a fibres connexes au-dessus de B, si (Gc,qR) 23

est pseudo-convexe et si B est de Stein, alors la projection de © sur B est i

de Stein. Lorsque GE =B = M, on peut assurer l'existence d'une fonction stricte-— i
ment p.s.h. sur @, invariante par qR et d'exhaustion sur Q/b non seulement ‘i
. . g R N
pour un couple pseudo-convexe mais aussi pour tout GC résoluble tel que Q/& - i g
R i

est relativement compact.

- L'étude de la relation entre la convexité des ouverts invariants & avec

leur_pseudo-convexité. La convexité géndésique de (G¢,Gm) est caractérisée

par une propriété du spectre de la représentation adjointe et la simple connexité
de GC/qR. Pour tout couple (Gm,qR) géodésiquement convexe (en particulier, pour

tout couple pseudo-convexe) la projection sur GC/G‘R "d'un ouvert pseudo—ccnvexe

invariant est convexe ; la réciproque est fausse en général.

g ¢

- L'étude d'un exemple donnant une réponse négative 4 une conjecture de ik o

Y.T. Siu en exhibant un fibré qui n'est pas de Stein alors que sa base est de Stein M
et ses fibres sont des ouverts bornés pseudo-convexes. i
’ b%;:j n. 1

MOTS CLES : groupe de Lie, pseudo-convexité, E ®

convexité géodésique, espace homogene complexe. 1&




