5035
A 485
43F

THESE

Ne dordre ALGS présentee
A L’UNI\;ERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES
de LILLE
pour obtenir
le titre de Docteur de 3e cycle
“par
RAVALSON WILLIAM

Spécialité : Mécanique des Fluides

Sujet de la these
Résolution numérique des équations de Navier-Stokes
pour les écoulements

transsoniques autour d’'arriére-corps droits

soutenue le 25 avril devant le jury composé de :
Président : A. Dyment
Rapporteurs : H. Hollanders et R. Kh. Zeytounian
Membres : R:G. Lacau

Y. Morchoisme
D. Vandrome

Ad985

e
aerospdatiale
81370 VERRIERES-LE.BUISSON

50346
4985
I3#



A mon épouse ,
A mon enfant ,
A mes parents .



Remerciements

Je tiens 2 remercier tout particuli2rement :

Monsieur le Professeur A. Dyment qui a bien voulu me faire 1'honneur d'accepter
la présidence du Jury ;

Monsieur le Professeur R. Kh. Zeytounian qui m'a aidé dans ce travail et qui
m'a fait bénéficier de ses précieux conseils ;

Monsieur H. Hollanders qui m'a fait l'honneur de s'intéresser de trds prids 2
mon travail, ses nombreux conseils m'ont permis d'orienter mes recherches dans
la bonne voie ;

Monsieur Y. Morchoisne qui a bien voulu porter um jugement sur mon travail ;
Monsieur D. Vandrome qui a accepté de faire partie du jury ;

Monsieur R.G. Laca® de la Société Nationale Industrielle Aérospatiale qui a
bien voulu m'accueillir dans son groupe et a accepté de faire partie du jury ;

la Société Nationale Industrielle Aérospatiale et 1'Office National d'Etudes et
de Recherches Aérospatiales qui m'ont fourni les moyens d'effectuer ce
travail ;

toute l'équipe du département d'aérodynamique théorique de 1'O.N.E.R.A. pour
son aide constante ;

toutes les personnes qui ont contribué 2 la frappe et 2 1'édition de cette
these.



SOMMAIRE

Pages
RESUME = = ~— - - e e e e e . m—— - 5
INTRODUCTION . - i e . o e s e e e e -t e e = v e e = = = §
CHAPITRE 1 - FORMULATION DES EQUATIONS - — — - - m ccr e ot e e e e e e 11
I.1 - Formulation intégrale des équationSe - - - o m e = 0 o 0 = = = e —==11
I.2 - Transformation du probl2me tridimensiounel en un probl2me
bidimensionnel dans le plan méridien—- — — - = & — ¢ - - ¢ & - = & - —. 13
CHAPITRE II -~ PRESENTATION DU SCHEMA POUR UNE EQUATION MODELE MONO-
DIMENSIONNELLE = - = - e e e s s s e e e e m o v 19
II.1 - Equation mod2le monodimensionnelle nm o v e o o o e - - - 19
I1.2 - Discrétisalion — — & — o & o o o e e e e e ——— o — —— e —- 19

CHAPITRE III - EXTENSION DU SCHEMA AU CAS DES ECOULEMENTS AXISYMETRIQUES~ — -26
IITI.]l - GénéralitésS o e s e e e et s e et i - ——— — — = 26

I1I.2 - Discrétisation en temps

Evaluation des dérivées en temps — — — — — = o - m —— - —_— 27
a) TETrmeS SOUTLCES = m —m — o o o o o o o e o e e — o — - - 28
b) Termes de fluide ViSQUEUX = — = = — = o b o e 29

¢) Termes de fluide parfait — = — = = = -+ - - e = — & - — 29



ITI.3 ~ Discrétisation en eSPaCe — — — o — — o o o e e e e B

I11.3.1 - Etape explicite o — & 0 0 o e e == 35
a) Cas du prédicteur_ - - mcw e e = — ~ = - e — 35
b) Cas du COTTeCLeur. - - — m — e e e o e = D7
¢) Evaluation des dérivées d'espace dans le calcul des
flux des termes ViSqUEUX — == — — = — = — = = = — - 38
111.3.2 - Etape implicite . o @ o o et e e - . — - — ke
CHAPITRE IV - MISE EN OEUVRE DE LA METHODE - - — - o e e — = — — e = = — L6
IV.1 - Domaine de calcul o — o e o o e e e —— . ———————— = L6

IV.2 - Conditions aux limites et traitements particuliers__ _ _ _ _ _ _4&

wv.2.1

Iv.2.2

Iv.2.3

Iv.2.4

Iv.2.5

1v.2.6

IV.3 - Calcul

- Traitements auX PATOLS — & — o o e o e e = 48
a) Cas 1aminaire — m e e o o - e . — e —— L&
b) Cas turbulent — — - o & et - . —— - - ———_ ke

- Traitement particulier des flux aux parois._. _ __ __ _51

A - Traitement particulier 2 1'étape explicite—— — . - 1
a) Calcul des flux 3 la paroi w — — oo o e o —~ - .51

b) Calcul des flux 2 la pointe supérieure du culot— 52

B - Traitement particulier éA 1'étape implicitew — — — -~ 5l
a) Calcul des flux 2 la parOi-— @ e e — e 0 = ~-5h

b) Résolution 2 la paroi - = - m e o o s = o e 5‘4

- Calcul de la pression finale dans le cas laminaire. _ 55
- Traitement sur la frontidre aval_ _ _ _ _ — — _ _ _ .58
~ Traitement sur la frontidre amont _ . . . . - - . 58
- Calcul des termes sources au voisinage de l'axe. . - — . 58

du pas de temps — _ . ~ — — — & - - . . — . ——— _._..60



61

CHAPITRE V - RESULTATS- - —= — — —— — — — — — — — = — = -—-—= ="
V.l - Cas laminaire. — . — — - e e e e e e e e e e e —  — m —— ——— = - 62
V.2 - Cas turbulent 63

- an A o o Al - — - oun i - G EEm  emtn wme o e wwm emmn ween et Sma e ow

CONCLUSION o o - e e e e = e e = ———— = = —— = — = — 66
REFERENCES— o o e e e e e e e e e e o e —— e e e e 67
ANNEXE 1 - PASSAGE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES TRIDIMENSIONNELLES AUX
EQUATIONS BIDIMENSIONNELLES AXISYMETRIQUES - = — — — — — — — — — — - 69
ANNEXE 2 - EXPRESSIONS DES FLUX A L'ETAPE EXPLICITE = = — — — — — = — — — — =~ 72
ANNEXE 3 ~ MATRICES JACOBIENNES — m m — —— o e e = e o e e e e o e e o e - 75

A.3.1 - Matrices jacobiennes pour le tenseur fluide parfait— — — -75
A.3.2 - Matrices jacobiennes pour le tenseur visqueuX - — — — — - 76

A.3.3 - Matrices jacobiennes pour les termes de révolution. — — .77

ANNEXE 4 - EQUATIONS DE NAVIER~STOKES MOYENNEES ET MODELE DE TURBULENCE— — — 78

A.4.,1 - Equations de Navier—-Stokes moyennées w —m wm — — — = — — 78
A.4.2 - Modele de turbulencea « —m — = = — — s o - = - —_——— -3
A.4.3 - Présentation du mod2le utilisé - - ~ == = — — = — — -— 82

FIGURRS~ = = — = = —= m— — = mm s mem = = m === — m— = = === == ==-85



TITRE

ot

RBSOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES POUR LES ECOULEMENTS
TRANSSONIQUES AUTOUR D'ARRIERE-CORPS DRC1T3

RESUME

Le présent travail a pour but la mise au point d'un code numérique pour la réso-
lution des équations de Navier-Stokes compl2tes dans le cas d'écoulements de
fluide compressible 2 symétrie axiale.

La méthode retenue est fondée sur la résolution, par un schéma implicite, des
&quations de Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles.

Les applications de cette méthode concernent 1'écoulement autour d'un projectile
de type ogive-cylindre. Dans un premler temps, on examine le cas des nombres de
Reynolds modérés et, dans un deuxidme temps, celul des grandes valeurs du nombre
de Reynolds, la turbulence étant alors prise en compte par l'utilisation d'un
modéle algébrique de type longueur de mélange,

Divers résultats de calcul pour cette configuration sont présentés aussi bien en
laminaire qu'en turbulent. Dans le cas turbulent, " les résultats obtenus
sont en bon accord avec les expériences auxquelles ils ont été comparés.



INTRODUCTION

Les écoulements autour de projectiles (muni d'un jet ou sans v propulsif) sont
caractérisés par la présence de larges zones d'écoulement pr2s e l'arridre-corps
ol les phénomenes dissipatifs jouent un rdle prédominant pour i= comportement
global de 1'écoulement.

Citons par exemple la zone de recirculation, les zones de mélzunze issuesdu point
de décollement, les zones de recompression au voisinage du po:in? ce recollement,
sillage, etc... Ces phénomenes induisent une trainée de culot gui peut représen-
ter une fraction importante de la trainée totale autour du projsciile, cette
fraction pouvant atteindre jusqu'a 50 % dans les cas les plus d#favorables tels
que le régime transsonique [1].

La trainée de culot é&tant engendrée principalement par une prazcicn inférieure 2
la pression infinie du milieu amont non perturbé, il en résulte que la connais-
sance de celle-ci est un facteur important dans l'amélioration d'un mod2le de
projectile existant ou dans la construction d'un tel mod2le plus performant.

Depuis quelques années, des recherches ont été entreprises en vue de la prédic-
tion, a l'aide de codes numériques, des &coulements de fluide compressible
visqueux autour de projectiles. Des études ont d'abord été effectuées dans le
domaine supersonique, essentiellement par 1'approche du type couplage (2], [3].
Les premiers résultats de calculs d'écoulements en régime transsonique ou subso-
nique ne sont apparus que plus récemment [4]. Ce sont les probl2mes liés 2 la
résolution numérique de ce dernier type d'écoulement que nous allons considérer
dans le cadre de cette theése,

Une modélisation réaliste de l'écoulement doit tenir compte en particulier des
régions de fortes interactions fluide parfait-fluide visqueux. Une approche rela-
tivement simple consiste 2 déterminer 1'é&coulement comme solution d'un seul sys-
téme d'équations valable dans tout le domaine de calecul, quelle que soit
1'importance de la région visqueuse de l'écoulement. Ces &quaticns sont les
équations de Navier-Stokes qui contiennent toute 1'informatioa a<dcessaire 3 la
prise en compte de ces phénoménes de fortes interactions.

Certains auteurs 14], [5] ont utilisés une forme simplifide des 3quations de
Navier-Stokes dans laquelle les dérivées des termes visqueux dans la direction
principale de 1'écoulement sont négligées (approximation de couc:2s minces). Les
expériences ont montré que, dans cette approche, la pression de culot moyenne et
la longueur de décollement sont correctement calculées. Cependsnf, une bonne
représentation du champ des vitesses dans les régions de décollament ne peut
alors &tre obtenue.



Aussi, dans cette these, la méthode retenue est fondée sur la résolution numéri-
que des équations de Navier-Stokes complates.

De mani2re générale, la résolution de ces équations est effectude 3 1'aide d'un
code numérique instationnaire basé sur une méthode de différences finies ou de
volumes finis, dans laquelle la solution est avancée en temps par la résolution,
32 chaque instant, des é&quations de Navier-Stokes instationnaires. La solution
stationnaire d'un probl2me est alors obtenue 3 convergence en temps de la solu-
tion numérique.

‘De nombreuses applications ont été effectuées, 2 1'aide de ces méthodes, aux
écoulements de fluide visqueux autour de configurations diverses ; cependant, il
existe tr2s peu de codes de calcul qui s'appliquent 3 des configurations
d'arri2re~corps 2 symétrie de révolution. Dans ce domaine, citons, par exemple,
les références [6] et [7] en régime supersonique et les références [8] et [9] en
régime transsonique.

Une classification des méthodes de différences finies ou de volumes finis peut
8tre établie en fonction de la nature, explicite ou implicite de la discrétisa-
tion en temps des équations. Les schémas explicites sont simples et robustes mais
nécessitent un temps de calcul assez &levé pour obtenir la solution stationnaire
d'un probl2me ; ceci est dG 2 une limitation sévere sur le pas de temps qui
découle d'une condition de stabilité. Cette limitation sur le pas de temps
devient trés restrictive pour le calcul des écoulements 3 grands nombres de
Reynolds ol1 11 est nécessaire d'utiliser des maillages tres fins au voisinage des
parois pour représenter correctement les couches limites. De ce fait, un grand
intérét est porté sur les méthodes implicites qui poss2dent en général une condi-
tion de stabilité beaucoup moins restrictive. Ainsi, peut-on espérer réduire de
fagon importante les cofits de calcul par rapport aux méthodes explicites, malgré

une plus grande complexité de mise en oeuvre et un colt plus élevé par pas de temps.

Briley et MacDonald [10] et Beam—-Warming [11] ont apporté une contribution impor-
tante dans l'étude et le développement de ces méthodes implicites. Les méthodes
développées par ces auteurs font appel 2 un algorithme direct de résolution des
équations par rapport aux inconnues de calcul, qui est basé sur l'utilisation de
développements de Taylor en temps. Une technique de directions alternées (A.D.I.)

12] est utilisée pour factoriser ces schémas suivant les directions d'espace, de
manidre 2 ne résoudre 2 chaque instant que des syst2mes algébriques linéaires 2
structure tridiagonale. Ces schémas inconditionnellement stables dans les cas
d'une variable ou deux variables d'espace deviennent instables pour les équations
d'Euler tridimensionnelles. De plus, ils ne poss2dent pas de bonnes propriétés de
dissipation dans les régions faiblement visqueuses et il est nécessaire de leur
associer une viscosité artificielle appropriée. .



En 1983, Hollanders, Lerat et Peyret [13] ont construit un schéma implicite pour
la résolution des équations de Navier-Stokes, qui conserve de bonnes propriétés
de stabilité et de dissipation, méme en 3D.

Ce schéma est construit 2 partir d'une classe de schémas de fluide parfait propo-
sée par A. Lerat [l4] et appliquée 3 la résolution numérique des é&quations
d'Euler bidimensionnelles [15]. Ces schémas de fluide parfait possddent les
propriétés suivantes : forme conservative, précision du second ordre en temps et
en espace, dissipation au sens de Kreiss, bon conditionnement des syst2mes
linéaires 2 résoudre. Le schéma de fluide visqueux [13] poss2de la plupart des
propriétés précédentes, mais n'est pas inconditionnellement stable bien qu'il ait
&té montré que l'on pouvait effectuer des calculs avec des pas de temps relative-
ment grands.

L'objet de cette thdse est, d'une part, le développement de la méthode implicite
précédemment citée pour la résolution des équations de Navier-Stokes dans le cas
d'écoulements 2 symétrie axiale et, d'autre part, l'application de cette méthode
au calcul d'écoulements transsoniques turbulents autour de projectileset plus
particuli2rement 1'étude de 1'écoulement de culot.

Les résultats obtenus, 2 1'aide de cette méthode, concernent l'écoulement d'un
fluide compressible visqueux 3 des nombres de Reynolds modérés (de l'ordre de
103), dans un premier temps, puis 2 des grandes valeurs du nombre de Reynolds (de
1'ordre de 5.103), dans un deuxi?me temps. La turbulence est prise en compte dans
les équations de Navier—Stokes moyennées par l'utilisation d'un moddle algébrique
de viscosité turbulente.



ORIENTATION DU PRESENT TRAVAIL

Dans le premier chapitre, les équations de Navier-Stokes pour un fluide compres-
sible visqueux et conducteur de chaleur sont écrites dans un syst2me de coordon-
nées cylindriques. Compte tenu de l1'hypoth2se de symétrie axiale, on peut
intégrer ces équations par rapport 3 l'angle azimutal 6, ce qui conduit 3 consi-
dérer un probl2me bidimensionnel, qu'on peut résoudre dans un plan méridien
quelconque.

Le chapitre 2 est consacré 2 la description de la méthode numérique utilisée.
Tout d'abord, on expose le schéma pour une équation mod2le monodimensionnelle,
puis un bref rappel de ses propriétés et avantages est effectué.

On présente dans le chapitre 3 le schéma pour le probl2me axisymétrique. Les
équations de Navier-Stokes sont discrétisées en maillage curviligne en utilisant
la technique de volumes finis précédemment utilisée dans la résolution numérique
des équations d'Euler bidimensionnelles [15] et des équations de Navier-Stokes
tridimensionnelles LIB].

Dans le chapitre 4, on décrit les conditions aux limites utilisées et les traite-
ments particuliers effectués aux fronti2res (matérielles ou non). Un exemple de
traitement concerne l'évaluation au voisinage de 1'axe de symétrie, des termes
sources qui sont contenus dans les é&quations de Navier-Stokes régissant les é&cou-
lements axisymétriques.

Les conditions aux limites utilisées sur les parois, les fronti2res fluideset
1'axe de symétrie et les traitements particuliers effectués dans le calcul des
flux sur la paroi et la pointe supérieure du culot sont également détaillés.

Le chapitre 5 expose les principaux résultats numériques qui ont &té obtenus dans
le calcul d'écoulements autour d'un projectile de type ogive-cylindre, d'une part
en laminaire pour un nombre de Mach M_, =0.8 et pour deux valeurs du nombre de
Reynolds (basées sur le diamdtre du cylindre) (Rey = 500 et Rey = 5:000), et
d'autre part, en turbuylent pour un nombre de Mach Mg = 0,8 et un nombre de
Reynolds Rey = 5 x 105.

On peut noter que si certaines études ont été effectudes sur la modélisation de
la turbulence pour le traitement des écoulements incompressibles fortement décol-
lés de types couches limites (marche...), en revanche, il existe tr2s peu de
mod2les de turbulence qui s'appliquent aisément 3 ce type d'écoulement dans le
cas compressible. Pour les écoulements A décollement libre tel que celui appa-
raissant derri2re le culot d'un projectile, 2 l'heure actuelle, il n'existe
pratiquement pas de mod2le bien adapté 2 1'étude de la turbulence dans la zone de
recirculation ol les phénom2nes dissipatifs jouent un rdle prédominant dans la
stabilité de 1'écoulement global.
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En général, on utilise des modadles algébriques simples ol le passage couche
limite-sillage se fait d'une mani®re semi-empirique. La validation des résultats
se justifie par comparaison avec les résultats expérimentaux. Dans le cadre de
cette th2se, nous nous limitons 3 la résolution numérique des équations de
Navier-Stokes moyennées ol la viscosité turbulente est calculée i partir d'um
modéle algébrique avec longueur de mélange. Nous avons choisi le mod2le exposé
dans l'article de Baldwin-Lomax [16] qu'on présente en Annexe 4.

Bien que les résultats obtenus soient en bon accord avec les résultats expérimen-
taux [1], cette th2se doit 8tre considérée comme étant seulement une premire
étape pour le calcul de l'écoulement de culot en régime turbulent.

Dans la dernidre partie sont exposées les perspectives d'avenir concernant
1'amélioration de la discrétisation du domaine de calcul 2 partir de maillages
plus adaptés, l'amélioration de l'efficacité de la méthode, ainsi que d'autres
questions annexes.



CHAPITRE I

FORMULATION DES EQUATIONS

Nous rappelons ici la forme intégrale des équations de Navier-Stokes pour les
fluides (Newtoniens) compressibles en se limitant au cas d'un gaz parfait 2
chaleurs spécifiques Cp et Cv constantes. Les phénomdnes de réaction chimique
ainsi que les effets dus aux températures élevées sont donc exclus. Pour 1'exposé
des principes généraux sur les é&quations de Navier-Stokes et sur leurs proprié-
tés, le lecteur pourra consulter, par exemple, les documents donnés en références

171, f18) et [19].

I.1 ~ Formulation intégrale des équations

Les équations régissant 1'écoulement compressible visqueux s'écrivent, en
repdre absolu (R), sous la forme conservative suivante :

ror - /'(- -

oV |dv  + PUeV+T  |fids-

Dans ces équations : "\ est un volume de contréle fixe dans le temps (t),dar
est la fronti2re de "*; P est la masse volumique, V la vitesse d'une parti-
cule fluide dans (R), G le tenseur de contrainte, @ la normale unitaire
extérieure 2 4%, E 1'énergie totale spécifique (E = e + 1/2 V2), ol e est
1'énergie interne spécifique et § est la flux de chaleur.
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-
Pour les fluides Newtoniens, le tenseur de contrainte T s'exprime en fonc-

tion de la pression Pet du tenseur des contraintes visqueuses & par la
relation : '

T . Pi-C (1.2)

E3 8 .. z . . .
ot I est le tenseur unité. Le tenseur G est relié au gradient de vitesse
par la relation :

=

(< ANV I + /u{_ Gead V + c;maVL] (1.3)

ol A et/‘4 sont les 2 coefficients de viscosité.

Le fluide est un gaz parfait & chaleurs spécifiques Cp et Cv constantes. On
a les relations suivantes

P:(X-” Pe ) € - CVT ) K = CP/CV (1.4)

ot T est la température absolue.

Le flux de chaleur § est régie par la loi de Fourrier :

‘q .-k ﬁ:clT (1.5)

ol K est le coefficient de conductivité thermique.

On suppose que les coefficients de viscosité A et M et le coefficient de
conductivité thermique K ne dépendent que de la température, A et M satis-
faisant 3 1'hypoth2se de Stokes (3 A + 2M = 0), ol M est connu par la loi
de Sutherland.

On introduit le nombre de Prantdl : Pr =/LC@A<, que l'on consid2re
constant par la suite.



1.2 - Transformation du probldme tridimensionnel en un probl2me bidimensionnel

dans le plan méridien

On se place dans un rep2re cylindrique (%, &, e8) (figure 1), ou les
coordonnées d'un point M sont données par :

x distance le long de l'axe // &%
y distance radiale normale 2 cet axe

8 angle azimutal

PLAN MERIDIEN S

FIG.1 CELLULE DE CONTROLE ELEMENTAIRE \J
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3 * 3
Dans ce rep2re, la vitesse V s'écrit :

N/ -
\/: M€y +<\rQ3 ‘*W?e

Par la suite, on suppose 1l'écoulement axisymétrique, c'est-2-dire sans
vitesse de rotation des particules fluides autour de 1'axe ex et sans
dépendance vis-3-vis de l'angle azimutal

9/30 =0 et W=:=0 e

Dans ces conditions, le tenseur des countraintes s'écrit

= &y & .

rZu Cay o |=&
C - Cxy Cyy 0 |8

e 0 Gee |
avec :
Cix = Laxp = My 5 Gxups (MZM%& R
Ty - Gyge +Ay 5 Qygp = (2B)2Y o h2e

Ceo = Ceep+[z\+2,}u)f\f/n ) Ceep= XKQJ_;’D_%\
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Gxxp, Cyyp et &xy sont en fait les composantes du tenseur de viscosité pour
un écoulement plan dans un rep2re cartésien.

L'équation (1.1) s'int2gre par rapport 3 B de la fagon suivante :

Considérons le volume de contrbdle élémentaire "Ordéfini par la figure 2, qui

3
est engendré par la rotation d'une surface plane S d'un angle d€ autour de
1'axe de symétrie éx.

FIG.?2

CELLULE DE CONTROLE ELEMENTAIRE S

’}ﬁéj\

uLLe /

Dans le rep2re cylindrique (ékx, &%, &8), la variation élémentalre dv et la
normale extérieure 3§ sont définies de manidre générale par

-ydyde

=>4

dv = Ydydo da } ds:=| §dx 46

dx &y
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L'intégration en & permet de ramener le calcul des flux 3 travers les sur-
faces (Si*) et (Sp*) 2 celui d'intégrales curvilignes le long des contours

(C1%) et (Cg%) respectivement. La différence de flux 2 travers les surfaces
S3* et S3~ est ramenée, en utilisant la formule de la divergence, 2 une

intégrale de surface sur S.

Quelques détails sur le passage des équations tridimensionnelles aux équa-
tions bidimensionnelles axisymétriques sont donnés en Annexe l. On pourra
consulter &galement le document donné en reférence [18].

Enfin, les équations de Navier-Stokes sont rendues sans dimension en utili-
sant comme variables de référence une longueur L et des conditions d'écou-
lement non perturbé .

Dans le cas qui nous concerne, on fait les changements de variables
suivants

Xt = XJ/L 5 §'= ¥/l F; =z P/f%o ) o= M'/Vao

ot fo , Vos My Ky sont les conditions de 1'écoulement 3 1'infini non per-
turbé.

Les autres grandeurs se déduisent de ces changements de variables par :

E = .t__. E - -‘5‘
b} - = B
L/ Ve va P
On a de plus
e, = jﬁi et € = A -
(¥-4) P ¥ly-4) Mo

olt M, et Py, sont le nombre de Mach et la pression 3 l'infini respective-
ment .
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Le coefficient de viscosité M est donné par la loi de Sutherland qui
s'éerit :

- E%
Jrae &:\L\LMSO/L
M * T/T°° +50/Teo

ot T est la température et Sy est la constante de Sutherland.

Finalement, en supprimant les barres sur les grandeurs sans dimensions, les

équations de Navier-Stokes pour les écoulements plan (r = 0) et axisymétri-
ques (r = 1) s'écrivent sous la forme intégrale suivante :

YW, ds - rL(IHP—!Hs) ds * {3"[—;«((%)%&@:0 (19
S [ T — )

(sommation sur les indices : (B =1, 2),

ol § est une surface de contrdle fixe et (G) est la frontidre de S, Ng
sont les composantes de la normale extérieure 2 (C).

Les différentes composantes des termes qui apparaissent dans cette équation
sont données par :

¢ p
\\1\/=kv/a)= e .| P ) “:P ’IFPI'!F(: [ e nu)

)= W P, &+ p | Sey
Py Spe
FE wp

(p=s2)
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o
AR S (=)
g sz.
Cpgkl.g + \_‘_& B_E
P ¥Xp

ou :

Coe = M2%4 Spe =+ ,u(?_ﬂ*;,a_uj (%= %2)
DLy

et x) = x, x2 =Y, 5[3;_ est le symbole de Kroenecker,

Rey = P_Q_\L": est le nombre de Reynolds,
Moo

Pr = /:;‘Q_C:_P est le nombre de Prandtl.
Koo .
Les composantes de @P’ H et [H® sont données par :

o
Gor (Go = 0 g0 |
Rey XYY
Ao
)
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CHAPITRE II

PRESENTATION DU SCHEMA POUR UNE EQUATION MODELE MONODIMENSIONNELLE

Dans ce chapitre, nous rappelons le schéma implicite donné en [13] qui sert 2 la
discrétisation des &quations (1.8). Pour simplifier la présentation de ce schéma,
nous considérons ici un mod2le d'équation scalaire monodimensionnel. Nous expose-
rons ensuite les caractéristiques et les propriétés de ce schéma en fonction des
différents param2tres qui interviennent dans sa comstruction.

La méthode nécessite deux étapes de calcul 3 chaque pas de temps :

Tout d'abord, une solution intermédiaire est calculée 3 1'aide d'un schéma expli~
cite de type prédicteur-correcteur qui est une généralisation du schéma de
Thommen [20]. Cette solution est ensuite corrigée par un opérateur implicite
construit 2 partir d'une combinaison linéaire des termes de type fluide parfait
issue des schémas proposés par A. Lerat [14] et des termes visqueux provenant du
traitement implicite de Crank - Nicolson [21].

I1.1 - Equation mod2le monodimensionnelle

On consid2re l'équation mod2le scalaire suivante :

_21__"‘{ t A{%kw)m)]:o (2.1)

At ox DL

ol W est 1'inconnue de calcul, fonction du temps t et de la coordonnée
d'espace x, et

%w%iv{] f(w)_v(w)%ﬁ’ (2.2)

avec

\)(w) >0

I1.2 - Discrétisation

On suppose que W est suffisamment régulidre pour pouvoir effectuer le
développement de Taylor, précis au second ordre en temps, suivant

Vdn+4‘ " dwi a 2 n
= W +Atkﬂ) + % (Q_B..{‘Az’} + O(ati‘) (2.3)

o WR =W (tg = nAt) et At est le pas de temps.
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En utilisant 1'équation (2.1), l'expression (2.3) s'écrit sous la forme
suivante :

n n
ned n 1) 0% g3 (2.4)
:W“At&b)‘g”") (2
W % - 31.(3*: + O )
Cémpte tenu de l'équation (2.2), la dérivée en temps %} se met sous la
forme : 5
! (2.5)
éé=2£-§_(vM)=AM-LKvM\
d ot d¢e 2T d¢t dx\ 0%
avec : A = g—f

L'une des particularités de la méthode consiste A discrétiser de deux
manidres différentes les dérivées OW/Jt qui apparaissent dans 1'é&quation
(2.5) ; ceci afin d'obtenir les bonnes propriétés de stabilité et de
dissipation mentionnées dans 1'introductiom.

Traitement du terme de fluide visqueux

Pour la discrétisation de d W/)tdans le terme BAI_(v bvyst} on utilise une
approximation directe :

(M\“ - w‘nﬁ-\_wh ) ANY‘ (2.6)
ot At At

Traitement du terme de fluide parfait

. W . .. . .
Pour le premier terme (A.-%?), on considére la combinaison linéaire des

quatre termes suivants

OW\" ga AW L g AT QW™ (4-zat) éﬁ"m-u)}_(vm“ (2.7)
0t At 2L I 21\ DL

ol a et b sont deux parametres arbitraires.
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SiV = 0, l'approximation (2.7) correspond & celle proposée par A. Lerat
fie]

si a=0etb =20, l'approximation (2.7) correspond 3 une discrétisation
explicite de type Lax-Wendroff ;

si a = 1/2 et b =0, c'est une approximation de type Crank -Nicolson.

Le second terme de l'équation (2.7) peut étre considéré comme la version
implicite de :

n n (2.8)
Fof o A
DX o )
n Nne
Dans le cas de fluide parfait, le terme implicite & A (B“’/D assure la
dissipation et le bon conditionnement du syst2me linéaire (dominance dia-
gonale strict qui assure l'existence et l'unité de la solution du systime

linéaire).

Si de plus, les paramdtres a et b vérifient les inégalités suivantes :
a«l/2 , bga=-1/2 , b~ aZ/2 ,  (2.9)

alors, dans le cas de fluide parfait, le schéma [13] est inconditionnelle-
ment stable.

En tenant compte de (2.8), l'équation (2.7) devient

n
(2.10)

Ow\" “9a
(_g‘ﬁfg\ = [za%&é-u 2 \%%-\-Rr/l%_i(Aw)J

En substituant les relations (2.5) 2 (2.10) dans (2.4), on obtient le
schéma suivant, précis au second ordre en temps t :

n

AW" + aat .a_(AAw)“+ L At _Q__[A’-Q__(Awﬂ 2.11)
ox DL

R dx

s n
__Ai_t Sb_;z(\//xw\ - - At _%;}_(A-m)/,xt Q_(AB‘}\)



Si maintenant, on utilise des dérivées d'espace centrées, a 3 points, 2
l'instant n + 1 et 2 5 points 2 l'instant n, alors le schéma (2.11) est
aussi précis au second ordre par rapport % la variable d'espace x.

Notons que les é&tudes [15], concernant le choix des paramdtres a et b pour

le schéma appliqué 2 l'équation d'Euler, ont conduit szux conclusions
suivantes
a) Dans le cas instationnaire, l'erreur de troncature du schéma est mini-

b)

misée pour des grandes valeurs du pas de temps en prrenant

b=a-1/2 (2.12)

Le choix optimal de ces paramdtres pour obtenir rapidement la coaver-—
gence vers l'état stationnaire est :

b=2a-1 (2.13)

étant donné que, dans ce cas, le rayon spectral de la matrice d'ampli-
fication tend vers zéro au fur et 3 mesure que le pas de temps augmen-
te.

Précisons que dans le cas de fluide visqueux, on suppose que les para-
métres a et b du schéma (2.11) vérifient les inégalitéds (2.9). Par
ailleurs, le traitement des termes visqueux (2.6) permet de counserver
la plupart des propriétés obtenues en fluide parfait.

L'utilisation pratique du schéma (2.11) est rendue difficile aux
fronti2res par la présence du terme de dérivée troisi2me a/bx_(n D/al(\)bbv_v\)\
qui apparait dans le développement de 3/31( A bQ/B:L) . x )i

Cette difficulté est d'autant plus accrue qu'on résoud un probl2me 2
plusieurs variables d'espace. Dans la suite, la partie droite de
(2.11) est discrétisée 3 1'aide d'un schéma explicite de type
prédicteur-correcteur.

L'introduction de ce schéma prédicteur-correcteur s'effectue de la
mani2re suivante
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La partie entre crochets du membre de droite de l'équation (2.11) est le
développement de Taylor précis au second ordre en temps suivant :

1-2q

{%%-U-QCL)%: %(ﬁr b%»]“: Sa-.l_ ( —Z.- k Bh) J+0(Atl)(2'll‘)

2L

Togre e laapn ()74 plar?)

15

et \B W/bt]est donné par 1'équation (2.1).

En introduisant une solution calculée 3 un instant n + X et notée 'vTﬂ*"’(, on

nai-
peut encore écrire 'F *'%‘ sous la forme équivalente :
N4 i-2a N+ n
{ 2 . 4-2a f %-t—.&&)( ~ 0at?)
2 1«

Ainsi, soit Wim la solut:.g& numéru;\e au pomc (i Ax, n At), la solution
a2 1'étape explicite : AW, ~ W v\*"_ W

est calculée 2 partir du schéma :

AW, = -4t bs [‘;1_“ £ (L- Az2e Lo EN‘V&W"J (2.15)
of b

-
~ : “*“ a4
ol ‘F . g ( N V\+c()
n+a .
avec : W est la valeur prédite calculée par :

—

™~ ned : —3\ N
V\].“ - WL,,,L - oAt 81((:-\’ SLW) (2.16)

LM/’L L +4/L
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On a les relations suivantes :
Woew = (Weuy +We) /g
3 TL"”:. = ( \ftﬂ -TL) /A‘L

o
~ P~ o« i o} f ‘-—. | o)
{:\::2. = ‘F(WL':-:/L) ) ¥L*'/Z = ‘C (WLM/L) )

Y -~ n
VL*“:’: V(Wiﬁ-l/%)

Le paramdtre ¢ ( of #0) de 1'équation (2.15) caractérise l’instant ol le
prédicteur est calculé.

A chaque itération, la solution finale est obtenue par une étape implicite
caractérisée par :

n - n
AWL“ + Qadt Bx(ﬁ m\u * l"%} 8"{.ALSX.(AW)]L
L n | ~
- A_lf_'- S,I_ (\/ AW)L = AW'\_ (2.17)
avec ! Ei-n*’“l = A(Wt’.:\i/z’)

Une étude numérique de la stabilité linéaire du schéma (2.15) 2 (2.17) a
permis de dégager une condition de stabilité en fonction du paramdtre a,
apr2s élimination du paramdtre b par la relation (2.12) ou (2.13).

La figure 3 extraite de la référence (13) montre les régions de stabilité
du schéma. Le schéma global (2.15), (2.16), (2.17) n'est pas incondition-
nellement stable, mais on peut utiliser des pas de temps assez &levés en
prenant des valeurs de a comprise entre 0 et 1/2.



VAL aD4
A S 03
1\ o 95 .
‘Wl IR NN instable
s . N s
12 stable
10 B
—__B=3R  b=Ba-12)
....... B=2
ANSAY G:O.[v
LA\ q:O.3
Ny G;_O_.
_schéma explicite
: 7 T

FIG.3 domaine de stabilite

®
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CHAPITRE III

EXTENSION DU SCHEMA AU CAS DES ECOULEMENTS AXISYMETRIQUES

IIT.1 ~ Généralités

Les équations (1.8) sont discrétisées 2 l'aide du schéma précédent, en
maillage curviligne en utilisant la technique de volumes finis développée
dans (14] et appliquée 2 la résolution des &quations d'Euler bidimension~-
nelles [15] et des &quations de Navier-Stokes tridimensionnelles [13].

Dans cette technique, une valeur moyenne de la solution est calculée 2
1'intérieur de chaque cellule, les flux étant évalués sur les facettes en
utilisant la solution dans la cellule de calcul et la solution dans les
cellules adjacentes. Dans le cadre du déroulement de cette th2se, on a
d'abord mis au point un code de calcul bidimensionnel appliqué 2 1'étude
de 1'écoulement autour d'un profil d'aile, 2 partir du code tridimension-
nel existant [13] pour le calcul de l'&coulement autour d'une aile, ceci
dans le but de faciliter le passage au cas des écoulements axisymétri-
ques.

Les équations (1.8) pour les écoulements axisymétriques (r = 1) contien-
nent trois types de termes supplémentaires par rapport aux équations
régissant les écoulements plans : le terme de flux et deux termes de
surface, 1'un fonction uniquement des variables de calcul H° (termes
sources) et l'autre fonction des variables de calcul et de ses dérivées
d'espacelHsS .

Les termes sources H” sont calculés 2 1'aide des valeurs moyennes de la
solution 2 l'intérieur de chaque cellule de calcul, uniquement 3 1'étape
explicite, étant donné que ces termes ne doivent pas intervenir dans la
stabilité de la méthode. Cependant, au voisinage de 1'axe (y = 0), un
traitement spécial est effectué sur le terme source v/y qui tient compte
du comportement local de la solution. Ce traitement spécial sera détaillé
dans le chapitre 4 qui concerne l'application des conditions aux limites.

Le terme \H4S ne contient que 1'élément : Adiv ¥ qui est évalué de la
manidre suivante

Le coefficient de viscosité A est calculé 2 partir de la valeur moyenne
de la solution dans chaque cellule. En utilisant la formule de la diver-
gence, on ram2ne le probl2me de 1'évaluation de cette intégrale de surfa-
ce 3 celui du calcul du flux de vitesse sur le contour de cette surface,
Ce flux est calculé aux étapes explicites et implicites de la méme manid-
re que les flux apparaissant dans les équations régissant les écoulements
plans. I1 en est de méme pour le calcul du terme de flux a
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II1.2 - Discrétisation en temps

La forme différentielle de l'équation (1.8) s'écrit :

té" %\l:- m(\HP_\HS) + %;ﬁ(\}”ﬁ* - R @(J = 0 (3.1)

((’J=‘:ﬂ S (7-4= x, 34‘-3)

Comme dans le cas monodimensionnel, on effectue le développement de
Taylor en temps de WO+l :

W™ W At %}v_d”J, at™ 3TW" L O (at*) ¢
t 2 Lt

9

En multipliant cette équation par yf et en utilisant 1'é&quation (3.1), on
obtient :

4w (W) - %@(u"ﬂ- T @,@)n

At
p A n O(Btz) (3.3)

- At . TR u;s 4 T F; R )
_z_l W.(l )t+(bx(5(‘j‘h @“’)t+
avec : ned " — T Vv

AW"s w w5 Fy = TR
Cette expression s'écrit encore :

n . n —_ n
AR A AT L(%m“_h_m@(b)
F B'L(& (3.4)

- At -YL\F‘Q + T “41' -+ .Eﬁ
1

DLy

(N 3"(1&7(:)(:%(@(%)

t
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P
Notons que H ,fg ,@:Psont fonction uniquement des variables (Wpg), tandis
que [F) et HS sont fonction de ces variables (W) et de leurs dériviées

d'espace : (b")tlblg :qu') .

Le développement des dérivées par rapport au temps des termes de l'équa-
tion (3.4) font apparaitre des dérivées en temps bWVbt, dont 1l'é&valua-
tion est effectuée selon 3 types de discrétisation.

L'évaluation spatiale de 2Wefdgutilisant 1'équation (3.1) conduit au
traitement explicite du terme considéré.

Le traitement implicite des termes utilise soit une évaluation directe de
type (2.6), soit une combinaison linéaire de type (2.7).

Evaluation des dérivées en temps de 1l'&quation (3.4)

P
a) Termes sources H

Pour les raisons qu'on avait &voquées au début de ce chapitre, les

termes sources |H® sont calculés seulement 2 l'étape explicite. Leur
évaluation en temps peut &tre effectué 2 des instants différents 2

chaque itération.

Dans les applications, on a utilisé deux types d'évaluation de DVVQ/éb
associée au développement de la dérivée en temps de ces termes

- soit on simplifie le probl2me en négligeant dans (3.4)NH?,
c'est-a~dire que {HP est calculé dans le schéma 3 <
l'instant n ;

- soit on traite\HP 3 un instant différent de n ; les calculs ont
montré que le traitement de "3 1'instant (n + 1/2) donnait les
meilleurs résultats. Aussi, dans les applications, on utilise ce
type de traitement.

On a, dans ce cas, l'expression suivante :

n

Y'Y QIR We " (3.5)

£ ] - dWp Yt

avec :

b [ (KoK & (R Gl
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b) Evaluation de la dérivée en temps des termes de fluide visqueux

Les différentes expressions de la dérivée par rapport au temps des
termes de fluide visqueux s'écrivent :

(Qﬁs\n - ( QW™ awWp W )y (Q_W_e) (3.6)

| @.@f\n = | 2Ge ;_ge_.)“ (3.7)
| ot We 3t

c/
=
<
>
H
E
[
| <
P
+
L?S{
2
<
e
/-_\

n
5__@) (3.8)
ot

Dans ces équations, l'évaluation de éwVQt est donnée par la discréti-
sation directe :

a_-\l\‘ﬁn _ WH*“— v\}e‘v\. Awg\ (3.9)
dt A E N

Remargue :

L'expression (3.8) peut encore se mettre sous la forme :

\éﬂv) . ( OF _ 3R | awe ) DIFs dwWe (3.10)
el dWg Bl dge) Dt dxg\ 09y OF

Lorsqu'on néglige la variation de A et}L par rapport au temps, ce qui
est fait par la suite, cet arrangement permet de simplifier le premier
terme de cette é&quation ; toutes les composantes de ce terme sont
nulles sauf celles concernant l'indice £ = 4.

¢) Evaluation de la dérivée en temps des termes de fluide parfait

La dérivée par rapport au temps des termes de fluide parfaitl?%jr
s'écrit :

%‘fg h: 0 IF dwe " | | (3.11)
£ dWp Dt
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On utilise pour 1'évaluation de oWp/Jdt une expression semblable 2
(2.7) qui s'écrit :

05" | 2 0 acte (s[4 HT WG

dt At P
\ (3.12)
n _ N n T n
+ b (éﬁi} Q(JWNK) -(éﬁﬁ étljdﬁ) K=k
31 bWK B'({‘b o bWK b 7‘.(!;

Dans cette évaluation de éwt/)t, le traitement particulier du schéma
de Lerat [14 (voir également 1'équation 2.7) n'est appliqué qu'au
terme de fluide parfait (s ).

Le dernier groupe de terme du membre de droite de 1'équation (3.12)
s'écrit :

i r net T \" it
-2{; d Fae RK WK) R 3(3 \"/K) -
WK | 3 xp WK 0 Xp (3.13)
- n
b ey we) , b 3Fmp AWk Say
dWk AP dwWk 4™

On a constaté que le second terme du membre de droite de l'expression
(3.13) tend 2 déstabiliser la méthode. Aussi, dans les applications,
on néglige ce terme. L'erreur que l'on commet est du second ordre,
elle ne diminue donc pas la précision globale du schéma.

L'approximation de dWe/Jt (3.12) devient :

(Werz 2a AWg L {i-24a) rc( uf-NZ} - AH"FE_Q-(,&)

n

v 4 3F, Q(AWK) (3.14)
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Finalement, en tenant compte des é&quations (3.5) 2a (3.7), (3.6) 2
(3.11) et (3.14), la forme intégrale de 1'é&quation (3.4) s'écrit :

) n
g AW"gs 4 || gt JH> Awe | IH° J (é_“!_t 45
5 At 2 S MWe At 39y 01| Ot

n
20 At 5 OF; Awy wAts‘é*E;[é_ﬁei : MK\HN(SM
dwe At oWy

n
4 ?At'j‘[(a“:;- VI |awe .3 [ﬁ é!’_&) Ny 4L
1 ) OWy 3139 | At dLe 3‘1"_ At

(3.15)
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Le membre de droite de 1'équation (3.15) qui est la partie explicite
du schéma est remplacé par un schéma prédicteur-correcteur comme dans
le cas monodimensionnel.

La solution A cette étape, qui apr2s convergence donne la solution
stationnaire d'un probl2me, est calculée par :

[ N n
§ [ '\w)c\s
S ac
Remarquons que les intégrales de contour et de surface du membre de

droite de 1'équation (3.15) contiennent les développements de Taylor
précis au second ordre en temps de

] o (W)

respectivement.

Leurs expressions s'écrivent :

A (A I R
- L

(3.16)

é_g(ﬂip)n.‘_ H’:—Hz () ( '“Cat
l

bWt 31 axg

™ (W

Comme dans le cas monodlmen31onnel, on introduit une solution prédite
3 un instant n +¢ , notéevm/“*“ dont on précise le calcul par la
suite. Les expressions précédentes peuvent encore s'écrire de fagon
équivalente sous la forme suivante :

(}Ff:\m%i 1-2a (;NI " e d-2a) e 2\ (3.17a)
Y rs) - —Z;—)IF‘\,)+O(At)
(IHP)M% = —2-:—‘; FP h”‘-x- {l~i'1_°( l“e)n.»O(At )(3.171:)

s Flm) T W
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Le schéma prédicteur-correcteur qui est é&quivalent au second ordre en
temps au membre de droite de l'é&quation (3.15) s'écrit :

g W) \4- L W_, SE(TNNEE

(3.18)
©

Comme il est précisé dans le paragraphe suivant, la solution prédite
W™'* est calculée sur une surface S' différente de S 2 partir de :

W™ W L || L
3 At s L

4-14-2a

3,‘ 4.2‘“(’%;)”#“
1o

i

W-(’Fv)h - Gy b N d2

o o

tj"\f\T\/Mt\W“a\s = m(!HP- IHS) ds

£ 4L

7 /
S (3.19)
n

_ ‘jm( lF:-!Frf) - @{5 N it
(@

o1 C' est le contour de S'.
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I11.3 - Discrétisation en espace

Les équations (3.15), (3.18), (3.19) précédentes sont discrétisées dans
un maillage (i, j) associé aux coordonnées curvilignes ( Ny gz), ol la
valeur moyenne de la solution \Ni?s est calculée 2 chaque instant 2
1'intérieur de chaque celluledl(i, j) (voir fig. 4). Cette valeur
moyenne est localisée au centre de la cellule de coordonnées :

(’J(p)%= Xh(id?,,ia"r:_) : (p=1,2)

. ; [
M(1J ) ioy
r—-(; H(h\,J)
C A D
3

FIG.4 REPRESENTATION DE LA cELLULE () (i)

B0

LIRS

La procédure générale pour le calcul d'une itération est la suivante :
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111.3.1 - Etape explicite

a) Cas du prédicteur

O, N4 nr X
Les valeurs moyennes prédites VVJL+ 3 a et\VJl_ S 2

sont d'abord calcg&ﬁes 3 l'intérieur des cellules
(i £1/2, j) et L (i, j £ 1/2) décalées d'une demi-maille
par rapport A{L(i, j) dans les directions i et j respecti-

vement. On détaille ici le calcul de : :SZTC:f> y
)

™~ n+d
Calcul du prédicteur \wJLf4&,é

P~
Le schéma (3.19) est appliqué 2 la cellule LL(i + 1/2, j)
(voir fig. 5).

L'éyaluation de 1' lntégrale de\?‘ sur la surface 51+1/2,J
defLL(i + 1/2, j) s'effectue A partir de l'approximation
suivante :

n T
W) as ~ Aivwag \\/{: N@,d! (3.20)
> Re
SL*‘@ds ’ d

L#l/,_,'a.

~ ~ N

ot Cij+]1/2,3 est la frontidre dedl(i + 1/2, j) et A Lelly )
est une vaieur moyenne de A définie par :

N )
Cotfy \y = A by ¥ XL*q,} //l

Les composantes de \Vf!» sont données par :

< O

Vg = (8 =1, 2)
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L

FIG.5 REPRESENTATION DE LA CELLULE Lo )

T~ Nk
En tenant compte de (3.20), la valeur prédite Vm/;,4&Ja

est obtenue, 2 partir de l'expression suivante :

2
I VARE A T (;4?5—)?\ - 2 UR:"R;\ (3.21)
« At T o 3 74

P
. b 4 >
Les expressions des flux HZK_a travers les contours C;Ksont
données en annexe 2.

wt ‘;’\
(BU',
il

iy
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L'évaluation des autres termes est donnée par :

7, - [ w2

Lv‘ll)."}

1

jtn/z.g = Ly \ji*“é)/z

Enfin, la surface Si+1/2,j est calculée par :

SLM/L,} - jc,s - S“"«?)/Z

S _ A | AD A TG
i‘é 2 . (voir figure 4)

L.).

b) Cas du correcteur

Le schéma (3.18) est appliqué 2 la cellule-Sl(i, j) (voir
figure 4). L'évaluation de 1'intégrale de lH%sur la surface

5i,j de SL (i, j) est approchée de mani2re semblable 2
(3.%0). On obtient ainsi :

[ o n
) f 0 A“ \VnN 3 (3-22)
$ v Al -
| R.C\é Qeg
2 el © Civg

ol Cj j est le contour de L (i, j) et A i,j est une
valeur moyenne de A dans la cellule .Q(i, j) localisée au
centre de celle-ci.
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En tenant compte de 1'approximation (3.22), la solution

intermédiaire \W;\" est calculée 2 1'&tape explicite 2

. ‘4. .
partir de l'expression suivante :

2 4 -
y (W W] . WS - .
' (3.23)
At ('I& ‘-‘('} Kot v K

.
ol gK et g,‘ sont les flux 2 travers les contours Cg* et
Cx~ de SL(i, j) et | P une évaluation du terme source dans
JU(i, j). Les flux :et >, font intervenir les valeurs de
la solution 3 l'instant n et au prédicteur. Leurs expres-

sions sont données en annexe 2.

P
L'évaluation de IH est donnée par :

L\ré S
P P Fned el "
(H]..;iﬂ.{(ﬁ +1-.L[H(H)
L 2 i (3.24)
Qvec: .
—~ S\ nX
~- ~ ~ ~
n+d
O Y S T
Gk Crdiy g =My 0§ Cy vl ‘:)3“/1, Lt

¢) Evaluation des dérivées d'espace dans le calcul des flux des
termes visqueux

Les composantes ng/Ax, Dﬁlby des dérivées d'espace M /yx,
OfF /3y apparaissant dans le calcul des flux %‘;,\Q}: ivoir
annexe 2) sont évaluées au centre des facettes (% , c_: res-
pectivement en utilisant des formules aux différences

centrées.

Connaissant les valeurs de(P = (Fe ou Wp) aux points (N, S,
W, E) entourant un point central M, (voir figure 6), on
calcule les dérivées 9Q/dx, 30/)y de (p en M A partir des
relations suivantes
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(DWE \jsu - q>su jwe

/s
=

STL ™M Xwe jSN - Asw 3we

(3.25)
é_?z < q)wr: xsu - (Ps,\/ 1WE
2y

™ Jwe Aenw - 35«: Xwe

ovee: fwe s Te-Tw o Fews Toote 0 T (0, 2y)

FIG.6 CALCUL DU GRADIENT DE ¢ EN M




o

- + +
Considérons par exemple le calcul des flux P,4 et %‘.

La figure 7 montre les points intervenant dans le calcul des

dérivées d'espace dP/3x, dP/yy sur la facette a"" correspon-—
dant au flux lQ_z .

a(ii)/’ ~: - RE*

)

. ~+
FIG.7 Calcul du gradient de @ surla facette C
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De mani2re semblable, les points intervenant dans le calcul
des dérivées d'espace pour 1l'évaluation des flux @5’
; travers (; sont donnés sur la figure 8;

. \C |
* l
QW) | Lot
o514
h- ‘I’%#'-—* Iy
[
i
FIG.8 Calcul du gradient de @ surla facette CT

Sur les facettes fronti2res du domaine de calcul, la formu-
lation centrée utilisée dans (3.23), pour la direction de
maillage normale 2 la fronti2re, est remplacée par une
formulation décentrée, 2 trois points, vers 1l'intérieur du
domaine de calcul. Les cas particuliers des cellules fron-
tidres du domaine de calcul sont examinés plus loin dans la
partie traitant les conditions aux limites (voir

chapitre 1V.§.2).
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IIT1.3.2 - Etape implicite

~\
Na+d
Connaissant la solution \W  dans la cellule ﬂ(i, j), la
partie implicite du schéma appliquée 2 cette cellule s'écrit :

2

n - - " /\“*A
Fows) SR s (AW g
w | 3
At /.. At
Led L -} Ci&

S oaer o n
avec : A\W = \\AJ “W

\E-,: et \E:K sont les flux A travers les facettes Cf,‘ et C.; de
la cellule L1(i, j).

3 .
Chacun des flux ‘E,“ se décompose en une partie contenant les
dérivées d'espace de /AWet une partie ne contenant pas ces
dérivées.

Ces flux s'écrivent sous la forme :
2o AL -B°
K ) K @

+
Par exemple, les termes /A; qul ne contiennent pas de dérivées
d'espace de Aws'écrivent :°

: dwWe D we = %
LV < N n
vigrih (F,L“,%ﬂ-idﬁr(ﬁ) (Lt)r\ln:ﬂmf
d%g 3y, = % oWe . € Ledhy
- _— " BT
+mé_t&&(‘\ll\/i°(@)) (é__t} NEs AL (3.27)
2 Qc; d W Cedy e C"A/Iua



i o1 les composantes th/ax& de bg/éxp sont évaluées 2 1'aide de
| la formule (3.25).

* . . .
Les termes lB; quli contiennent des dérivées d'espace de AW
s'écrivent :

ﬁ By = 63| L | 26 (g) avy

| e\ 99y bt (3.28)
| ) _ N
43R (R 3RS () aC o) [ | NG, ae
J We d Wk 0 Xg
| Ltvﬁh‘&

Les dérivées d'espace qui apparaissent daas l'expression (3.28)
sont &valuées 2 partir de la formule (3.25) qui fait intervenir
les valeurs de AW aux points adjacents aux facettes C}* dans
les deux directions de maillage (i, j).

Par exemple, pour la facette Cj* indicée par (i + 1/2, j), les
points intervenant dans la formule (3.25) sont repérés par les
indices suivants : (i, j), (i + 1, j), (i, j £ 1) et

(i +1, 3 1),

La contribution dans la direction j reandrait difficile la
factorisation ultérieure de l'opérateur implicite bidimension-
nel en une série d'opérateurs monodimensionnels. Aussi
néglige-t-on la contribution dans cette direction ; l'erreur
que l'on commet disparaissant 2 1l'état stationnaire.

De cette fagon, les expressions de WS; et WB: s'écrivent

B e}, E(E) aw) (IR0 |

! d%e Ledy bqte At.m,; 3‘{¢£ At ixSJ
n

b RN SRR | (aw,] - [ |1,
wa BIE Bw\t ' (.-»l,s, L\s'

‘L*‘/zl'& (3029a)



(i‘fﬁfﬁm)_(w) ___)

09 Ot 34 ot -

ol les dérivées de maillage BF’/M sont évaluées 2 l'aide de
1'expression (3.25). t

De cette fagon, l'approximation de “34 ne fait intervenir que 3
valeurs de Aw"dans la dlrectlon i, A savoir :

12}
A\w‘_ -0} ; A\W""i ot A\W Ly
Le calcul des flux \Bq s'effectue de manidre semblable 2 celui
de lB , cette fois-ci, en négligeant la contribution dans la
dlrectlon i.

Ainsi, 1'équation (3.26) prend la forme suivante :

n
I+ A, A, _A\W.;‘ (WY\+4 WA (3.30)
. Ln&

olr Al et Ay sont des opérateurs aux différences finies, 2
3 points, dans la direction i et j respectivement et I dési-
gnant la matrice identité.

"
Par exemple, l'opérateur /\4 appliqué 2a Z.\\Wc‘és'écrit :

Asaviy = N L] s (L) (AT
&Mzm\ {Aw )* (Fg )" (/\\J 3“(3'-31)

i.+4\}

olt Lig, Mip et Pip (1, m = 1,4) sont des matrices (4 x 4) -
Nduelques détails sur la d ‘termination de ces
matrices sont donn€s en Annexe 3.
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Le schéma implicite (3.30) est factorisé dans chaque direction
de maillage pour une technique de directions alternées [12},
qui conduit au schéma de résolution suivant

LA sy - (At o

*

(I + /\A ‘“ /.X\thj VAR Y Cip (3.32b)

4+ A n "_#
\\J\/Cd = \V\/L-,s + A\Wt,j (3.32¢)

A chaque pas de temps, seul un syst®me linéaire 2 structure
matricielle tridiagonale par blocs (4x4) est 2 résoudre dans
chaque direction d'espace.
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CHAPITRE 1V

MISE EN OEUVRE DE LA METHODE

s

Domaine de calcul

La figure 9 montre le type de projectile étudié dans les présentes appli-
cations. Il se compose d'une ogive 2 nez arrondi prolongée par un cyclin-
dre de diam2tre D. La longueur totale de l'engin est L = 6D. La pointe du
projectile a été arrondie de manidre 2 obtenir un maillage régulier dans
cette région. )

En raison de la symétrie de 1'écoulement, le domaine de calcul est réduit
2 la partie supérieure de l'écoulement (voir figure 10).

Les fronti2res de ce domaine (voir figure 10) sont définies par :

~ 1'axe de symétrie amont du projectile (ligne d'indice de maillage i = 1)
correspondant 2 des facettes C;~ ;

-~ 1'axe de symétrie en aval du projectile (ligne d'indice de maillage
j = 1) correspondant A des facettes Co~ ; :

- la péroi du projectile (lignes d'indice j = jparoi sur 1'avant-corps et
i = ic, sur la base du projectile) correspondant 2 des facettes C~ sur

1'avant-corps et C;~ sur la base du projectile ;

- les fronti2res fluide amont et aval passant par le centre de cellules de
contrdle d'indice j = jpax et 1 = ipgx respectivement .

Yot

C V

Mo ey m o smme en e @ e =B

w
S

. e e— e - g

D - e+ ¢ — —— .+

28340 { 6D

TYPE DE PROJECTILE
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IV.2 ~ Conditions aux limites et traitements particuliers

IV.2.1 - Traitements aux parois

a) Cas laminaire

Sur les parois, des conditions d'adhérence et de flux de
chaleur nul sont imposées A chaque é&tape de calcul

Ww="N=0 ((.&CC)JEJ'quoi\ ot (Uste ‘55}?°"'°i)

be/ﬁt: 0 to our Ls (c 3 J z Srqroi 1)

32/374=o 4o our L o= le , ¥ € yParon

71 et’fz étant les coordonnées curvilignes associées aux
directions de maillage i et j respectivement. Les dérivées
d'espace d¢/3%, et 32/3&_ sont approchées par des formules aux
différences a 2 points.

Ces conditions aux limites ne suffisent pas 2 la détermination
de toutes les inconnues de calcul., La masse volumique est
calculée, 2 la paroi, & partir de la pression par l'intermé-
diaire de l'équation d'état des gaz parfaits. La pression aux
parois est ensuite calculée de fagon explicite 2 partir de
1'équation de quantité de mouvement projetée suivant la norma-
le.

Aux étapes implicites, une condition simplifiée pour la
pression, qu'on donne ci~dessus, est prescrite en plus des
conditions (4.1). L'étape implicite dans la direction de
maillage j (&q. 3.32a) nécessite la détermination de 1'énergie
interne et de la pression 3 la paroi sur l'avant-corps.

De méme, l'étape implicite dans la direction de maillage i
(éq. 3.32b) requiert 1'évaluation de l'énergie interne et de
la pression 2 la paroi de culot.
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Les solutions 2 chaque étape sont calculées % partir des
conditions suivantes :

o

B0, awt o e o d(aPY
9Ty 0 7. )

(4.2a)
Pour L ¢ LC ) d= d4Paro,

el :

Awrt o Avrt_ o . b(Ae“):o - DLAP“)

J 5> =20 (4.2b)

374 DTA.

Poun L = (e N 3 < }Paro:

oli les dérivées d'espace 3/374 et 5/}& sont également appro-
chées par une formulation aux différences 23 2 points. On peut
remarquer qu'3 1'étape implicite, on néglige la coatribution
des termes visqueux dans la condition sur la pression. Cepen-
dant, 2 la fin de cette &tape, la pression finale est calculée
aux fronti2res 2 partir de 1'équation de quantité de mouvement
normale.

b) Cas turbulent

Les différences sur les conditions aux limites entre le cas

laminaire et le cas turbulent portent essentiellement sur la
condition de vitesse 3 la paroi du culot et sur le calcul de
la pression autour du projectile.

La pression finale est calculée 2 partir d'une forme simpli-
fiée de 1'équation de quantité de mouvement normale dans
laquelle on néglige 1'influence des termes visqueux, ce qui
est une boune approximation dans le cas des écoulements 2
grands nombres de Reynolds.

Cette équation s'écrit

(4.3)

et — =z 0. .
b?z i:;\quo\' B YA t=1c

it $ € iParoi
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A la par01 du culot, une condition de glissement pour la
vitesse V . N = 0 (¥ &tant la normale 2 la paroi) est prescri-
te au lieu de la condition d'adhérence décrite dans le cas
laminaire. Les raisons de ce choix sont liées au mod2le de
turbulence (trop simplifié) utilisé qui ne tient compte que la
direction principale de 1'é&coulement*.

Récapitulation des conditions sur la paroi

Le tableau suivant donne une récapitulation des conditions
appliquées sur l'avant-corps du projectile.

Etape explicite ba -
/23,
Au* =Avx = 0
Etape implicite 5(59-‘)/)?1_ -

> (aP)fag, -

A la fin de chaque itération, la pression finale est calculée,
soit avec 1'équation de quantité de mouvement normale (cas
laminaire), soit 2 partir de 1l'é&quation (4.3) (cas turbulent).

* L'application d'une condition d'adhérence sur le culot ferait développer une
couche limite que le mod2le utilisé ne pourrait pas prendre correctement en

compte.



1Iv.2.2 - Traitement particulier des flux aux parois

On décrit ici le traitement particulier effectué dans le calcul
des flux aux parois du projectile. Ce traitement concerne les
facettes G327, T3~ sur 1'avant-corps et €1~, €1" sur la base du
projectile et tient compte des conditions aux limites obtenues
précédemment .

A - Traitement particulier 3 l'étape explicite

a) Calcul des flux A la paroi

Dans le calcul des flux pour le correcteur ﬁézec @5‘ res-
pectivement sur 1l'avant-corps et au culot du projectile
(voir annexe 2), les valeurs moyennes f" et les valeurs
prédites ?"“‘sont remplacées par les valeurs parois pro-
venant du traitement 2 la limite 2 l'instant n.

Les dérivées des termes visqueux sont évaluées 3 partir de
(3.25) en utilisant une formule décentrée, a 3 points,
dans la direction de maillage normale aux parois. On donne
ici 1'exemple du calcul d'un flux @5; 3 travers le contour
C2~ 2 la paroi de 1l'avant-corps du projectile.

La figure 11 montre les points intervenant dans le calcul
des dérivées des termes visqueux en un point M situé au
centre de Cp~.

't
V

[Pt
JP<Paroi i
|
Ug . |+ L
1ip
w -1,0P15 M \/J81p E 1+1,0P-1/5

//3/7/////// A A A G G A e aay a4

FIG.11 Caleyl dugradient de!b a laparoi (M)
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La formule (3.25) est utilisée en remplagant fgy
(figure 6) par YyMyv défini par

fMUV="8"fM+9fU‘fV, f=(¢,x,y)

Un traitement semblable des flux est effectué aux prédic-
teurs :

- en i1 sur l'avant-corps pour le flux 3 travers la facette
. N
paroi C~ d'une part ;

- en j au culot pour le flux % travers la facette paroi
C1~ d'autre part.

» . I3 . o~
Enfin, il existe le cas spécial de facettes C9o~ et E&‘
dont seulement une partie est A traiter 3 partir des

conditions de paroi.

Le traitement de ce cas spécial qui se rencontre 2 la
pointe supérieure du culot est détaillé ci-dessous.

Calcul des flux 2 la pointe supérieure du culot

Dans 1'étape prédicteur en i sur 1'avant-corps, le calcul
du flux 2 travers le contour Cp~ est décomposé en 2
parties,ﬂg'une part une moitié de flux 3 travers le

contour C9g (contour paroi), et d'autre part 1'autre
moitié A travers le contour Cjy (contour fluide).

Les figures (12-a) et (12-b) montrent les points interve-
nant dans le calcul de ces flux. Pour la facette Cpg, la
partie fluide parfait du flux est calculée avec les
valeurs au point M, la partie fluide visqueux fait inter-
venir les points M, U, V, E et W.

Dans le calcul du flux 2 travers la facette Gy, on
utilise respectivement le point M pour la partie fluide
parfait et les points W, E, N et S pour la partie fluide
visqueux.

Cette décomposition en 2 parties des contours intervient
également dans le calcul du prédicteur en j i la poingg
supérieure du culot pour le calcul du flux 2 travers Ci~.
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B - Traitement particulier 3 1'étape implicite

a) Calcul des flux 2 la paroi

Considérons l'exemple du calcul du flux 2 travers une
facette paroi C4~ de la base du projectile dans 1'étape
implicite en i. Ce flux 3a Cravers la facette paroi repéré
par 1' 1nd1ce(1C - 1/2),3 s'écrit

Bl <AL B

e-4fy o4 T Abie-y 04

ol ﬂ\4 Lcdhﬂi et "54 “c-sz sont données par les
expressions (3.27), (3.29a) et (3.29b) appliquées 3 la
paroi et dans lesquelles les valeurs moyennes " et AW"
sont remplacées par leurs valeurs 2 la paroi.

Quant aux dérivées d'espace, elles sont discrétisées 2
partir de la formule (3.25) en utilisant le décentrement
cité plus haut.

De cette fagon, l'évaluation de A Iic -¥2,¥ ne fait
intervenir que la valeur de AW"™2 la paroi. L'é&valuation
de B "c_ fait intervenir les valeurs de QW™
la paroi, au centre de la cellule d'indice (iC, j) et au

centre de la cellule d'indice (iC + 1, j).

b) Résolution 2 la paroi

L'opérateur /\1 appliqué 2a A\\A/LJ (voir équation 3.31)
s'écrit donc

A - (L) (v

lC.,é ‘zl&
(4~5\
h ‘

TR EER INES PO

‘C'\) \c-l )

od L'ip et M'1p etP' |y ont des expressions semblables 2
Lim, Mim et P1p  (voir Annexe 3).
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L'application des conditions aux limites (4.2b) au point

(ic - 1/2, j) fournit les relations complémentaires pour

le démarrage du processus de double balayage utilisé dans
la résolution du syst2me linéaire correspondant 3 1'équa-
tion (3.32b).

IV.2.3 - Calcul de la pression finale dans le cas laminaire

A la fin de chaque itération, la solution 2 l'instant n + 1 est
connue au centre de chaque cellule de contréle. Les conditions
aux limites sont donc traitées de manidre explicite. A la paroi,
1'énergie est évaluée 2 l'aide des conditions (4.1).

La pression finale est calculée A partir de l'expression suivan-
te :

2P 4 3 i . S, bxe ‘ (4.6)
S Tar =1,
?7' iz {fParo; Re3 d %m 3" a '?‘L (""‘ =42

écrite ici pour la paroi de l'avant-corps du projectile (voir
figure 13) ol 7. est la coordonnée correspondante2 la direction
de maillage j et(gn11e tenseur des contraintes exprimé par :

Zém - Adwe 5, n ( . b“—m\ 4.7

2Lp Lvn d Xe (‘D:‘:L\

Les composantes de 5& de l'expression (4.6) sont données par :

SIS B RN R =

o/
riq

(4.8)

Dans ces équations, lesMp( (b= 1, 2) sont les composantes de la
vitesse et §gwm est le symbole de Kroenecker.

La relation (4.6) est discrétisée en un point paroi M 2 1'aide de
la formule (3.25) en utilisant les points M, W', E' et U donnés
sur la figure 13.
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Les composantes du tenseur § (équation 4.7) sont calculées en
chacun de ces points 3 1'aide de la formule (3.25) &galement.

Les figures (l4.a) et(l4.b) montrent les points qui interviennent
dans le calcul du tenseur des contraintes £ en un point paroi E'
et en un point U intérieur au domaine de calcul.

: I
JP=JParot !
|
T
+‘ )
4 4
W Hp Jp-ip> 1LIPY E i JP-1p
= //,/’/',//' 7S 7777
FIG.13 Calcul de la pression a la paroi (M)

,mu\

lLLi

Nhna
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Traitement sur la frontidre aval (i = i max)

Dans les cellules de la fronti2re aval, les valeurs des inconnues
sont extrapolées 2 partir des valeurs aux points antérieurs

(i max - 1), ce qui donne les valeurs finales de la vitesse et de
la température. La pression finale est ensuite prise égale 2 la
pression de l'écoulement uniforme amont. La masse volumique est
enfin calculée 2 1'aide de l'équation d'état. A 1'étape implicite
en 1, seule l'extrapolation précédente est effectuée.

v,

Traitement sur la frontidre amont (j = j max)

On suppose que la frontidre amont est suffisamment loin du corps
pour que le fluide ait un comportement de fluide parfait, Dans la
région au voisinage de cette fronti2re, on néglige donc les
termes visqueux dans les équations (1.8). Comme la vitesse norma-
le 2 cette frontidre est subsonique, seulement 3 conditions aux
limites sont 2 imposer [22].

Dans les présents calculs, on fixe l'entropie, l'enthalpie totale
et la direction de la vitesse. La condition supplémentaire est
donnée par la relation de compatibilité associée 3 la caractéris-

tique sortante qui s'écrit de la fagon suivante :

P‘nu-.PsY\-H N ((.)C\)n (M,hd_ u'vﬁ\q»l) _N = 0 (4.9)

avec C2 =YP /p, N la normale extérieure 3 la frontidre. L'indice
S se réfere aux valeurs fronti2res obtenues par extrapolation de
la solution & partir des cellules intérieures.

Les conditions précédentes sont utilisées apr2s 1'étape implicite

en i, la variation de la solutionm sur cette frontidre est ignorée
durant les étapes implicites.

Calcul des termes sources au voisinage de 1'axe

Dans les cellules de maillage dont les facettes C;~, E}', Cy~ ou
C?~ coincident avec 1'axe de symétrie (voir figure 10), la
contribution visqueuse (A + 2p) v/y du terme source HPest
évaluée en tenant compte du comportement de v par rapport 2 y au
voisinage de l'axe de symétrie. Le terme v/y est remplacé par sa
dérivée JV/dy, ce qui revient 2 évaluer 1'intégrale suivante
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(4.10)

Les composantes de (Ufa sont données par :

@

M@’ ©

f\rchz,

e

Dans 1'équation (4.10), (A+ 2 M) i»j est une valeur moyenne de
A+ 20 dans la cellule fL(i, j) localisée au centre de celle-ci.

Aussi, on a ramené le calcul de l'intégrale de surface sur si»j a
celui du calcul de flux classique 3 travers le coatour Cirj-
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IVv.3 - Calcul du pas de temps

Dans les applications aux &coulements stationnaires, présentées ici, on
utilise une technique d'accélération de la convergence basée sur la tech-
nique du pas de temps local en fonction de la taille de la maille et les
caractéristiques de 1'é&coulement.

La valeur de ce pas de temps est obtenue 2 l'aide d'un critdre de stabili-
té approché relatif aux schémas explicites :

(4.11)
d PR Rey
Ve = 2Yj g

(13‘:\¢,$ = ﬂq Min

ol C est la célérité du son (C2 = Y P/p) et

q - Z 0%, 4 (4.12)

.o :4,

Ly 2)

avec A'E le pas d'espace dans la duectlonfa , d la distance la plus
courte entre le centre de la cellule {L(i, j) et le centre des cellules
adjacentes. Les dérivées T, /yxp de Ll'équation (4.12) sont approchées par
la formule (3.25). Le paramdtre 7| prend la valeur’Y\= 0,8 dans le cas d'un

schéma explicite et une valeur supérieure dans le cas d'un schéma implici-
te.

L'utilisation de cette technique du pas de temps local est présentée dans
chacune des applications.
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CHAPITRE V

RESULTATS

La méthode implicite a été appliquée au calcul de 1l'écoulement de fluide compres-
sible visqueux autour du projectile entier défini précédemment (voir figure 9).
En ce qui concerne les valeurs des param2tres du schéma, les résultats présentés
ici ont été obtenus avec X = 1/2, a = 0,1.

La valeur du paramétre b est calculée 2 partir de la relation (2.13)
(b =2a-1) .

Une viscosité artificielle explicite du quatri2me ordre a été ajoutée 2 la métho-
de pour stabiliser la solution. Cette viscosité artificielle est appliquée sur la
solution calculée 4 la fin de chaque itération de telle sorte que la solution
finale soit obtenue 2 partir de :

g:ﬂ-. gn-\»i‘ 54 [ AT‘)\* buﬁnﬂ ) EL \ARLY" A"“ ¢n+4 .

e,

0 Ttk B Y'«‘-L»

ot A7, et A%, sont les pas d'espace dans les directions i et j respectivement.
Les dérivées d'espace )“/aa“ et 5*/6?: sont approchées par une formulation
centrée, 2 5 points.

La figure 15 montre le type de maillage utilisé pour l'ensemble du domaine de
calcul. La premi2re partie de ce chapitre concerne les résultats obtenus dans
1'8tude de 1'écoulement laminaire 3 un nombre de Mach infini M,,= 0,8 et pour
deux valeurs du nombre de Reynolds (basé sur le diametre du cylindre), Rey = 500
et Rey = 5 000.

La deuxi®me partie de ce chapitre concerne les résultats obtenus dans le cas de
1'écoulement turbulent A M ,= 0,8 et Rey = 500 000. Dans ce dernier cas, la
méthode discrétise les équations de Navier-Stokes moyennées, ol la viscosité tur-
bulente est calculée 2 partir d'un mod2le algébrique de type longueur de mélange
{16] . Ces &quations se déduisent des équations (1.8) en remplagant le coefficient
de viscosité M par (§; + M) dans le tenseur des contraintes visqueux et le
coefficient M/Pr par (U1/Prl + M. /Prt) dans l'équation de l'énergie ;A et ¢
sont respectivement les coefficients de viscosité laminaire et turbulent ; de
méme, Prl et Prt sont respectivement les nombres de Prandtl laminaire et turbu-~
lent. Le passage des équations instationnaires aux équations moyennées est exposé
en annexe 4. On détaille également dans cet annexe le mod2le de turbulence utili-
sé.
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V.l - Cas laminaire

Les cas de calcul présentés ici n'ont pas fait 1l'objet de comparaison avec
1'expérience, ils ont seulement servi i la mise au point de la méthode. Le
maillage contient 110 cellules dans la direction de 1'écoulement dont 45
sur 1'avant-corps du projectile et 51 cellules dans la direction transver-
sale dont 27 sur la base. Une vue partielle du maillage dans la région du
culot est présentée sur la figure 16.

Des resserrements de maillage ont été effectués dans les régions 2 fort
gradient, en particulier, au bord d'attaque, au voisinage du culot, ainsi
que dans la région ol est supposée situé le point de recollement.

Sur la base du projectile, les points sont distribués de mani2re 2 obtenir
deux resserrements dans la direction transversale, 1l'un au voisinage de la
pointe supérieure du culot et 1l'autre au voisinage de l'axe de symétrie.

Le pas d'espace minimum se situe au bord d'attaque et vaut
Ax = 0,0015D et Ay = 0,001D.

Les coefficients de viscosité &£,et £, des termes de viscosité artificielle
de 1'équation (5.1) ont é&té fixés 3 0,001.

Pour les 2 applications, la solution est obtenue aprds 1! 600 itérations
avec un pas de temps local 8 fois plus grand que le pas de temps explicite
calculé 2 partir du crit2re de stabilité (4.11) avec M= 0,8.

L'histoire de la convergence pour les 2 cas de calcul est montrée sur les
figures (17-a) et (17-b) ol sont représentés les résidus maximaux (norme

Leo) -

Les figures (18-a) et (18-b) montrent les valeurs du coefficient de
pression (Cp = (P - Pw) /1/2 P,V.2) le long de la ligne AOCV défini sur la
figure 9. Sur la ligne AO qui correspond 2 l'axe de symétrie amont, un
certain manque de précision a &té observé sur les traitements des termes
sources, ce qui engendre une oscillation sur la courbe des CP dans le
calcul 3 Rey = 500, qui disparait dans le calcul 2 Rey = 5 000. On peut
remarquer une variation brusque de la courbe des CP au niveau de la pointe
supérieure du culot qui correspond 3 la déviation importante de la vitesse
dans cette région. Cette déviation est beaucoup plus importante dans le
calcul 3 Rey = 500 que dans celui & Rey = 5 000. Les figures (19-a), (19-b)
montrent les profils de vitesse dans la région du culot, la zone de recir-
culation s'étend trds en aval du culot au fur et A mesure que l'on augmente
le nombre de Reynolds. Quelques profils de vitesse (u, v) en amont et en
aval du culot sont donnés sur les figures 20-a, 20-b et 20-c. Enfin, les
lignes isobares (P/Py) dans la région du culot sont montrées sur les figu-
res 21 et 22.
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Le niveau de pression au culot est satisfaisant dans les résultats 2

Rey = 500 (fig. 21), et semble trop élevé 3 Rey = 5 000 (fig. 22). Ceci est
probablement dl, d'une part 2 un manque de convergence de la solution aumé-
rique, ce qui est par ailleurs montré sur la courbe de convergence (fig.
17-b), et d'autre part 2 une inadaptation du maillage pour ce nombre de
Reynolds.

Des calculs supplémentaires devraient 8tre effectués sur ces configuratious
pour obtenir des solutions plus précises.

Cas turbulent

Le maillage contient 90 cellules dans la direction de 1'é&coulement dont 46
sur l'avant-corps du projectile et 60 dans la direction transversale dont
27 sur la base. Une vue partielle du maillage dans la région du culot est
présentée sur la figure 23.

Les pas d'espace minimaux sont situés au bord d'attaque (dx =9 . 10-%p,

a
. Ay = 3,5 . 1074D) et 2 la pointe supérieure du culot (ax = 8 . IO'QD,
Ay = 3,5 . 107%D).

Le domaine de calcul s'étend 2 une distance de 4 fois la longueur totale de
l'engin 2 1'amont, de 5 fois cette longueur en aval et de 4 fols cette
longueur dans la direction transversale.

La viscosité artificielle (5.1) a été ajoutée 3 la méthode avec les valeurs
de £4 et &, fixées 3 0,002.

Les premiers calculs que nous avons effectués ont été obtenus en imposant
la condition d'adhérence sur les parois y compris sur la base du projecti-
le. Cependant, les essais ultérieurs effectués en imposant la condition de
glissement sur la base ont montré que la solution obtenue &tait en meilleur
accord avec les résultats expérimentaux [1] que la solution avec la condi-
tion d'adhérence.

Comme il a été dit précédemment, ceci est probablement dG au fait que le
mod2le utilisé ne peut tenir compte de fagon satisfaisante de la couche
limite se développant sur le culot.

La solution présentée est obtenue apr2s 2-800 itérations de calcul avec un
pas de temps local 8 fois supérieur au pas de temps explicite calculé 2
partir du crit®re de stabilité (4.11) avec M = 0,75.

Derridre le culot, une technique de pas de temps localement constant par
ligne d'indice (i) est utilisée de la fagon suivante
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Pour i fixé&, connaissant les pas de temps locaux (At)i,jsup et (At) i,4ing
(voir figure 24) aux points N et S respectivement, le pas de temps utilisé
pour les cellules (£L(i, 1) a (i, j sup)) est donné par

Ate=4[(ny), (M\Wf] 5.2)

Cette technique permet d'obtenir une répartition homogne de valeurs de pas
de temps dans la région en aval du culot.

Cette présente solution nécessite 19.000 secondes de temps CPU sur ordina-
teur Cray4% 2 partir d'un code de calcul non vectorisé.

La figure 25 montre les valeurs du coeff1c1ent de pression

(Cp = (P - Py) / 1/2 P,V,2) le long de la ligne AOCV définie sur la

figure 9. La figure 26 montre les vecteurs vitesse dans la région du

culot. Le point de recollement se situe a 1,5 fois le diametre du cylindre
derridre la base. Quelques profils de vitesse (u, v) en amont et en aval du
culot sont donnés sur les figures 27-a et 27-b.

Enfin, les 1ighes isobares (P/Py) sont montrées sur la figure 28.

Comparaison calcul expérience

Les expériences [l] ont été effectuéessur des configurations schématxsant
les écoulements d'arridre~corps de missiles, en rég1mes subsonlques ou
supersoniques et A grand nombre de Reynolds (de l'ordre de 109).

En ce qui concerne les résultats qui nous intéressent, ils ont été effec—
tués sur une configuration 3 partie cylindrique tr2s allongée par rapport 2
la configuration de calcul. Cependant, la comparaison des résultats de
niveau de pression au culot et de longueur de décollement est possible dans
la mesure ol la couche limite est pleinement développée dans chaque configu-
ration (ce qui veut dire que la partie cylindrique du projectile doit &tre
longue (dans notre cas 3D)) et quele nombre de Reynolds soit assez &levé.

La figure 29 montre la valeur de la pression de culot calculée et donne le
niveau de pression moyen de l'expérience [1]. On peut remarquer un assez
bon accord calcul-expérience. Quant 2 la longueur de décollement, 1'expé-
rience situe le point de recollement 3 envirom 1,6D, ce qui est voisin du
résultat de calcul (1,5D) (voir figure 26).

La solution numérique obtenue donne une représentation satisfaisante de la
zone décollée et un bon niveau de pression au culot, et ceci avec un modéle
de turbulence peu sophistiqué. Cependant, le coit de calcul pour obtenir
une telle solution est encore tr2s é&levé, ce qui est di A un manque actuel
d'efficacité de la méthode qui fait l'objet des remarques développées ci~
dessous.
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Remarques

1)

2)

3)

4)

Le maillage utilisé est caractérisé par un resserrement dans la direc-
tion longitudinale de 1'&coulement (lignes de maillage i) et un resser-
rement dans la direction transversale (lignes de maillage j) au bord
supérieur du culot (voir figure 23).

Ces resserrements en 1 et en j se propagent respectivement jusqu'd la
frontidre extérieure et dans la région en aval du culot, 13 ou il n'est
pas nécessaire d'utiliser un maillage fin. En conséquence, la distribu-
tion des valeurs du pas de temps calculdes 3 l'aide du critdre (3.34)
n'est pas homogdne dans les régions ol l'é&coulement est pourtant relati-
vement uniforme. Ceci freine la propagation des informations et diminue
donc la vitesse de convergence de la solution numérique.

Une amélioration du maillage actuel consisterait, d'une part, 3 modifier
le maillage en aval du culot, en adaptant approximativement les lignes
de maillage j aux lignes de courant, et d'autre part, 2 répartir de
manidre plus homogéne les points de maillage sur la fronti2re extérieu-

re,

La valeur maximale du rapport entre le pas de temps implicite utilisé et
le pas de temps explicite calculé 3 partir du critdre de stabilité
(4.11) est actuellement de l'ordre de 8, Cette limitation sur le pas de
temps est essentiellement due 3 des difficultés de stabilité au bord
d'attaque. Une meilleure résolution dans cette région permettrait
d'augmenter sensiblement la valeur de ce rapport du pas de temps (de
l'ordre de 15 3-20) et, par conséquent, d'am&liorer l'efficacité de la
méthode .,

Compte tenu de 1'hétérogénéité de la distribution du pas de temps dans
le domaine de calcul, qui résulte de l'utilisation de la technique de
pas de temps local, 1l serait intéressant de découper le domaine de
calcul en sous-domaines, dans lesquels la solution serait calculée avec
des valeurs du pas de temps plus homogédnes. Cecli diminuerait les coiits
de calcul car la méthode pourrait n'étre appliquée, A chaque iunstant,
que dans des sous-domalnes particuliers.

La vectorisation du code de calcul doit permettre de diminuer les coiits
de calcul d'un facteur au moins &gal 2 6 par rapport au présent code.
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CONCLUSION

Le développement d'un code de calcul pour la résolution des équations de Navier-
Stokes compl2tes dans le cas d'écoulements de fluide compressible, 3 symétrie
axiale, a été entrepris.

La méthode est fondée sur la discrétisation, 3 1'aide d'un schéma implicite, des
équations de Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles.

Les applications de cette méthode concernent l'écoulement autour d'un projectile
de type ogive-cylindre 2 un nombre de Mach My = 0,8.

Dans un premier temps, le cas des nombres de Reynolds (basés sur le diam2tre de
cylindre) modérés (Rey = 500 et Rey = 5.000) a &té examiné.

Des résultats intéressants ont &té dégagés notamment dans la zone de recircula-
tion derri2re le culot du projectile. Ensuite, le calcul de cas d'écoulement
turbulent a &té entrepris, il consiste en la résolution des équations de Navier-
Stokes moyennées (2 Rey = 500 000) ; la turbulence étant alors prise en compte
par l'utilisation d'un mod2le algébrique de type longueur de mélange. La solution
numérique obtenue prédit un niveau de pression de culot et une longueur de décol-
lement en bon accord avec les résultats expérimentaux.

Ces résultats sont suffisamment prometteurs pour envisager de poursuivre le déve-
loppement de la méthode afin d'en améliorer l'efficacité, d'une part, et afin de
calculer d'autres régimes d'écoulements d'autre part.
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ANNEXE 1

PASSAGE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES TRIDIMENSIONNELLES AUX EQUATIONS
BIDIMENSIONNELLES AXISYMETRIQUES

En utilisdant l'hypoth2se de symétrie axiale (1.6), dans les équations de
Navier-Stokes (1.1) écrites dans un rep2re cylindrique (ék, &y, éB) dé&fini dans
le chapitre I, les &quations de conservation de la masse et de l'énergie s'écri-

vent @

J jft d.'z.d.:gd,e*' (-%f&.{_&éd&*—‘é{)'\rdideﬁ: 0 .
ny

Sas

I e S
" dnr |

(2)
= 0
+S ({)E(\f- %Z}_}-l\)’cyﬁ-lﬁg)‘édidg

$ 0>

ol "\F est un volume de contrdle &lémentaire défini sur la figure 2, $\Fest la
frontigdre de?.

De m@me 1l'équation de quantité de mouvement s'écrit :

f ‘3 (PM-} ax dgd 5 E-_: + [_(Pu,zf P-Z,x_x\,fjdﬁgd9+(?wv*-11té\)‘é M&%Q_;
t

i § >
9 " Iy
S O i L
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o

- (ﬂzee) dwdy To =
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Rappelons que l'hypothdse (l.6) suppose que toutes les quantités des équations
(1), (2) et (3) ne dépendent pas de l'angle azimuthal @, excepté les vecteurs de

base ey et €9. On peut alors intégrer ces équations par rapport 2 Q entre G et
g2 (voir fig. 2 du chapitre I).

Aprds intégration en , les équations scalaires de conservation de la masse et de
1'énergie deviennent. :

(0B | || 4P, dnay +§ ~gEudy vypraxi= O (1)

S @

[06)| || (PE) s een - ("E“"“ L Loy

PR
, kb =0 ()
4 PEw +Par- wlxy -V byy Iy 4t
©)

ol S est une surface méridienne et C le contour de S.

Dans 1'intégration en D de 1'équation de quantité de mouvement (2), on peut sépa-
rer la contribution dans la direction axiale éX, qui ne dépend pas de §, des
contributions dans les autres directioms.

La projection de 1'équation de quantité de mouvement sur ex s'écrit :

(@z/‘gq) :}{Pu)td‘idﬁ r "(Pu-z*P*vai)ljd‘éf(?u.U'- z,;,sé\\é_d'{ -0 (6)

9 («)
. . . ~ — . '
Quant aux contributions suivant ey et e@, 1l faut remarquer, d'une part, que
1'intégration en B de E? donne :
02

—
‘*

— Q'Ql - z_.SA = Q.r (7)

i

€y do
B4
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et d'autre part, que la contribution de 1l'intégrale :

XSS (Pf’;ee) dxdy To

dans le déplacement entre §; et §; devient :

g (P“Zee) dxdy s = (F“C&e\ d1dy {FQZ - FQ‘J (8)
S ks :

- — ey
Aprds projection sur e = ( QSL‘ €o,), on obtient :

U (Pq;—)t*gdidg +§ -((’u.v-z,y,.})jdg +((”\72'4P - Zx%) Y dx o)
’S |

()

- ﬂ (Pﬂee)d*dé" 0
s
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ANNEXE 2

EXPRESSIONS DES FLUX A L'ETAPE EXPLICITE

* 1
Les flux “21 et gk des expressions (3.21) et (3.23) du chapitre 3 s'écrivent :

N EAURS AU AU S EA
| L:%A
+ I Nisva,g \»\\/&_(g)} get« AL (1)
Rey th
Ltd, ¢
N
R (R )= G-y B 3 Ve Ak
J“‘/z.,k”/z,
v )‘F:::" Ve (f) Ney AL (2)
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Les composantes des normales aux facettes sont données par :

N,
A

"

b T * ‘h
tNél) = E-Q:t AL avec: A€4 =[(AIZ+ L\\ﬁz) ]
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Les matrices (4 x 4) (Lip), (M1p), (P1y) sont obtenues aprds 1'évaluation des

ANNEXE 3

MATRICES JACOBIENNES
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flux 2 travers les facettes C)* dans la direction de maillage i. Ces flux sont

obtenus 2 l'aide des relations (3.29), (3.31a) et (3.31b) dans lesquelles les

différentes matrices jacobiennes sont définies ci-dessous.

A.3.1 - Matrices jacobiennes pour le tenseur fluide parfait
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A.3.2 - Expression des matrices jacobiennes pour le tenseur visqueux
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ANNEXE 4

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES ET MODELE DE TURBULENCE

Pour les &coulements turbulents, l'approche globale utilise les &quations de
Navier-Stokes moyennées, complétées d'un moddle de turbulence qui assure la
fermeture du systéme utilisé,

A.4.1 - Equations de Navier-Stokes moyennées

Pour les fluides compressibles, les fluctuations de la masse volumique
introduisent dans les équations moyennes, un nombre important de termes
de correlation supplémentaires par rapport au cas incompressible,
L'utilisation de variables dépendantes pondérées par la masse permet de
minimiser le nombre de ces termes supplémentaires. Le développement d'un
tel concept n'est pas exposé ici, le lecteur intéressé par ce probl2me
pourra consulter, par exemple, les r&férences [23] et [24]. Pour chaque
variable fluctuant¥, on définit une valeur moyenne ¥F def et sa

" fluctuationf' au sens classique. On introduit ensuite une valeur moyenne
pondérée par la masse'§'et sa fluctuation ¥" 2 partir des relations
suivantes :

PP P % = FF + 07 - (1)

~———

h z :F + " . P Y =0

)

sttt

P e -p ¥ - -p97

=
Ainsi, on définit par V la valeur moyenne de la vitesse pondérée par la
masse. Ce procédé est également appliqué pour la définition de la valeur
moyenne € de 1'énergie interne et de la valeur moyenne de 1'énergie
totale Eﬂ etc...



On obtient donc :

m———
d

Pv:Pv . ﬁ-:Fa: . PE:?E ele - - --

en utilisant ces relations dans les équations de Navier-Stokes instantan-
nées (l.1), les é&quations de Navier-Stokes moyennées s'écrivent sous la
forme différentielle suivante :

%‘F; + dnr(fs;\?\ = 0 (2)
07 | wof570771) s dir[T. 2] 9
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Dans ces é&quatiouns Zg_désigne le tenseur de Reynolds pour un fluide
compressible. défini par :

(5)

p est la valeur moyenne de la pression qui s'écrit :

P-(x-4)7e 6)



C est le tenseur des contraintes moyen

' - Ye”

La valeur moyenne de l'énergie totale s'écrit :

~ T N—
E:e"'JiVl: Ea-

<

2,4._?&

el

olt k est l'énergie cinétique de la turbulence définie

Pi = .1.(?7”2) o, Tewee (Ta)

par :

(7)

(8)

(9)
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A.4.2 - Modéle de turbulence

Dans le cas qui nous concerne, on néglige l'énergie cinétique de la tur-
bulence, ainsi que les termes de corrélations (V"4/2 V") et (V" . Z) de
1'équation de l'énergie (4).

Le tenseur de Reynolds'zkpst supposé dépendre linéairement du gradient

de vitesse moyenne, selon une loi semblable 2 la loi de Newton, 2
savoir :

Ca= ¢ Z (10)

ot £ = Ft@;, ﬂ1 étant le coefficient de viscosité tourbillonnaire.

De méme, on suppose que le terme de diffusion turbulente de 1'enthalpie
(Ph™ V') qui apparait dans 1'équation de 1'énergie (4) suit une loi
semblable 2 la loi de Fourrier :

PR v = ‘E_E %caia’ = & P"/Pr_tq (11)
Cv

ol K¢ est la conductivité turbulente qui est en général prise proportion-—
nelle a2 Ay, de mani2re 2 ce que le nombre de Prandtl turbulent Prt = My
CP/K; soit une constante, égale 2 0,9.

Dans ces conditions, les équations de Navier-Stokes moyennées (2) - (3) -
(4) ressemblent aux é&quations de Navier-Stokes instantannées (1-1), il
suffit de remplacer M par (Mg + ) dans le tenseur de contrainte
visqueux et Mfp par ( }L‘AWL . Ft/&t) dans 1'équation de l'énergie.

La modélisation de la turbulence se réduit 2 la donnée de relations de
fermeture permettant de déterminer la viscosité turbulente M¢. Pour les
modeles algébriques, cette viscosité turbulente est calculée 2 1'aide de
relations faisant intervenir des propriétés locales ou intégrales du
mouvement moyen. Sans discuter de la justification physique d'une telle
notion, il faut admettre que ces mod2les donnent de bons résultats, pour
la prédiction des profils de vitesse moyenne, dans les cas des couches
limites non décollées 2 grand nombre de Reynolds et des jets. Leur effi-
cacité est toutefois limité pour les é&coulements présentant de larges
zones de décollement. Dans les applications présentes, nous avons choisi
un mod2le algébrique dérivé du mod2le de Cebeci [25] qui est exposé dans
1'article de Baldwin et Lomax {16]. Ce mod2le présente un avantage impor-
tant par rapport au mod2le de Cebeci classique dans 1'établissement d'un
code de calcul Navier-Stokes. En effet, dans ce modele, il n'est pas




A4.3 -
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nécessaire de connaitre 1'épaisseur physique de la couche limite (§) dont
la détermination 2 partir de résultats obtenus pour le champ complet, ol
l'on passe continuement de la zone visqueuse 2 la zone de fluide parfait,
pose un certain nombre de probl2mes numériques qui compliquent 1'é&criture
du code de calcul.

Présentation du mod2le utilisé

Nous exposons ici de fagon succinte le mod2le de turbulence présenté dans
l'article de Baldwin et Lomax [16].

le coefficient de viscosité Mt est obtenu a 1'aide d'un mod2le algébrique
3 2 couches défini par :

Pt = (Ft)wr hee Ny (12)

(/u't)E,T Pourt ’V\ 7 'Y\Q'

ol #| est la distance normale 3 la paroi et ﬂ& est la plus petite valeur
dezn telle que :

(/%"f\mr * (/ut

(ﬂ{)int'est calculé 2 1'aide d'un mod2le classiquement désigné sous le
nom de modele paroi :

(13)

cxT

(/u*’\iu*r = Pl"fﬂ_‘ ‘ (14)

ot L est la longueur de mélange définie par :

A s C_-nq{4_ exp(-’n*'/A*)] (15)
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et {L est le tourbillonm :

(16)
Q|9 Vv
3% dx
ot C et A* sont des constantes.

La quantité M* est lie 2 la contrainte tangentlelle 3 la paroi Zw par la
relation : .

M, - Jf /uw (_‘f_) (17)

Mw

ou v et Hw sont respectivement la masse volumique et le coefficient de
viscosité 2 la paroi.

pour le calcul du coefficient de viscosité (M) gxr, on utilise la
relation :

(18)

(/‘Lt)_ z K-CcP-F.FssLL'FKer(N\)

Ext

ol K est le coefficient de Clauser et Ccp est une constante réelle.

Fsill est obtenu 3 1'aide de 1l'expression :

N‘no\x Fﬁﬂx : :
Fsitl = Mih/ )

2
Cw " rax UD‘W /vax

Dans cette expression, Cwk est une constante réelle 41max et Fmax sont
déterminés par la fonction :

H“’]) =M }IL, [i - Q‘P(-’YV/A*U (20)




Dans le sillage, le terme en exponentielle de cette équation est suppri-
mé.

Pour i fixé, la quantité Fmax est le maximum de F(4), tandis que 7)max est
la valeur detq correspondant 3 ce maximum.

La fonction Fypjep (1) de 1l'équation ( 18 ) est la fonction de Klebanoff
définie par :

611
waﬂ”‘)" A+55 | Sxeteb- N
MNnans

(21)

ot C Kleb est le coefficient de Klebanoff.

La quantité U diff de 1'expression (19) est la différence, pour i fixé,
du maximum et du minimum du module de la vitesse :

NP ‘/ ' (22)
UbiFF = ( wt o 2 - R

n&x Miv

Dans les relations (15), (18), (19) et (21), les différentes valeurs des
constantes utilisées sont données par :

AT L 26
Cq 4.6
CKMb 0-3
Cwik = 025
(: = 0.
K = 0-04689

)

LLLE 4
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