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TITRE - 
RESOLUTION A[R(ERIQüE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES POFR U S  BCOULEMENTS 

lRANSSONIQmPS AüïûW D'ARRIERE-CORPS DROITS 

Le present travail a pour but la mise au point d'un code numérique pour la r6so- 
lution des équations de Navier-Stokes completes dans le cas d'écoulements de 
fluide compressible à symetrie axiale. 

La méthode retenue est fondée sur la résolution, par un schCma implicite, des 
équations de Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles. 

Les applications de cette methode concernent l'écoulement autour d'un projectile 
de type ogive-cylindre. Dans un premier temps, on examine le cas des nombres de 
Reynolds modér6s et, dans un deuxieme temps, celui des grandes valeurs du nombre 
de Reynolds, la turbulence étant alors prise en compte par l'utilisation d'un 
modele algébrique de type longueur de melange. 

Divers rbsultats de calcul pour cette configuration sont prCsent6s aussi bien en 
laminaire qu'en turbulent. Dans le cas turbulent, les résultats obtenus 
sont en bon accord avec les expériences auxquelles ils ont été compares. 



INTRODUCTION 

Les écoulements autour de projectiles (muni d'un jet ou sans , j r ~  propulsif) sont 
caractérisés par la présence de larges zones d'écoulement pr3s 2e ltarri&re-corps 

l où les phénomènes dissipatifs jouent un rôle prédominant pour i ?  comportement 

global de l'écoulement. 

Citons par exemple la zone de recirculation, les zones de méln?.e issuesdu point 
de décollement, les zones de recompression au voisinage du pain: oe recollement, 
sillage, etc... Ces phknomènes induisent une traînée de culot q-i peut représen- 
ter une fraction importante de la traînée totale autour du proiec:ile, cette 
fraction pouvant atteindre jusqu'à 50 % dans les cas les plus dsfavorables tels 
que le régime transsonique Il] . 
La traînée de culot étant engendrée principalement par une ptzi~icn inférieure à 
la pression infinie du milieu amont non perturbé, il en rbsulee que la connais- 
sance de celle-ci est un facteur important dans l'am6lioration d'un modèle de 
projectile existant ou dans la construction d'un tel modele plus performant. 

Depuis quelques années, des recherches ont été entreprises en vue de la prédic- 
tion, à l'aide de codes numériques, des kcoulements de fluide c~mpressible 
visqueux autour de projectiles. Des études ont d'abord étb effectukes dans le 
domaine supersonique, essent ie 1 lement par 1 ' approche du type couplage L2] , [33 . 
Les premiers résultats de calculs d'écoulements en régime transsonique ou subso- 
nique ne sont apparus que plus récemment [ 4 ] .  Ce sont les problhes liés à la 
résolution numérique de ce dernier type d'écoulement que nous allons considkrer 
dans le cadre de cette thèse. 

Une modélisation réaliste de 1'6coulement doit tenir compte en particulier des 
régions de fortes interactions fluide parfait-fluide visqueux. Une approche rela- 
tivement simple consiste 3 déterminer l'écoulement comme solution d'un seul sys- 
tème d'équations valable dans tout le domaine de calcul, quelle que soit 
l'importance de la rkgion visqueuse de l'écoulement. Ces équaticuç sont les 
équations de Navier-Stokes qui contiennent toute l'infornatiori iJrossaire à la 
prise en compte de ces phénomènes de fortes interactions. 
Certains auteurs 141 , [5] ont utilisés une forme simplifiée der. 5quations de 
Navier-Stokes dans laquelle les dérivées des termes visqueux dans !a direction 
principale de l'écoulement sont négligées (approximation de ct:"~t-'?*?s minces). Les 
expériences ont montré que, dans cette approche, la pression de culot moyenne et 
la longueur de décollement sont correctement calculées. Cepenni~lr, une bonne 
représentation du champ des vitesses dans les régions de dkco?l+~~nt ne peut 
alors être obtenue. 



Aussi, dans cette thèse, la méthode retenue est fondée sur la résolution numéri- 
que des équations de Navier-Stokes complètes. 

De manière générale, la résolution de ces équations est effectuée à l'aide d'un 
code numdrique instationnaire basé sur une méthode de différences finies ou de 

1 volumes finis, dans laquelle la solution est avancée en temps par la résolution, 
à chaque instant, des équations de Navier-Stokes instationnaires. La solution 
stationnaire d'un problème est alors obtenue à convergence en temps de la solu- 
t ion numérique . 
De nombreuses applications ont été effectuées, a l'aide de ces mdthodes, aux 
écoulements de fluide visqueux autour de configurations diverses ; cependant, il 
existe tres peu de codes de calcul qui s'appliquent à des configurations 
d'arrière-corps à symétrie de révolution. Dans ce domaine, citons, par exemple, 
les références 161 et [7] en régime supersonique et les références (81 et C9J en 
régime transsonique. 

Une classification des méthodes de différences finies ou de volumes finis peut 
être établie en fonction de la nature, explicite ou implicite de la discrétisa- 
tion en temps des équations. Les schémas explicites sont simples et robustes mais 
nécessitent un temps de calcul assez élevé pour obtenir la solution stationnaire 
d'un problème ; ceci est dû à une limitation sdvgre sur le pas de temps qui 
découle d'une condition de stabilité. Cette limitation sur le pas de temps 
devient très restrictive pour le calcul des écoulements à grands nombres de 
Reynolds où il est nécessaire d'utiliser des maillages très fins au voisinage des 
parois pour représenter correctement les couches limites. De ce fait, un grand 
intérêt est porté sur les méthodes implicites qui possèdent en général une condi- 
tion de stabilité beaucoup moins restrictive. Ainsi, peut-on espérer reduire de 
façon importante les coûts de calcul par rapport aux méthodes explicites, malgré 
une plus grande complexité de mise en oeuvre et un coût plus élevé par pas de temps. 
Briley et MacDonald [IO] et Beam-Warming [ll] ont apporte une contribution impor- 
tante dans l'étude et le développement de ces méthodes implicites. Les méthodes 
développées par ces auteurs font appel à un algorithme direct de resolution des 
équations par rapport aux inconnues de calcul, qui est basé sur l'utilisation de 
développements de Taylor en temps. Une technique de directions alternées (A.D.1.) 
1121 est utilisée pour factoriser ces schémas suivant les directions d'espace, de 
manière à ne résoudre à chaque instant que des systèmes algébriques linéaires à 
structure tridiagonale. Ces schémas inconditionnellement stables dans les cas 
d'une variable ou deux variables d'espace deviennent instables pour les équations 
d'Euler tridimensionnelles. De plus, ils ne possèdent pas de bonnes propriétes de 
dissipation dans les régions faiblement visqueuses et il est nécessaire de leur 
associer une viscosité artificielle appropriée. 



En 1983, Hollanders, Lerat et Peyret (131 ont construit un schha implicite pour 
la résolution des équations de Navier-Stokes, qui conserve de bonnes propriétés 
de stabilité et de dissipation, même en 3D. 

Ce schéma est construit à partir d'une classe de schémas de fluide parfait propo- 
sée par A. Lerat (141 et appliquée à la résolution numérique des équations 
d'Euler bidimensionnelles [15] . Ces schémas de fluide parfait possèdent les 
propriétés suivantes : forme conservative, précision du second ordre en temps et 
en espace, dissipation au sens de Kreiss, bon conditionnement des systèmes 
linéaires à résoudre. Le schéma de fluide visqueux [13] possède la plupart des 
propriétés précédentes, mais n'est pas inconditionnellement stable bien qu'il ait 
été montré que l'on pouvait effectuer des calculs avec des pas de temps relative- 
ment grands. 

L'objet de cette these est, d'une part, le développement de la méthode implicite 
précédemment citée pour la résolution des équations de Navier-Stokes dans le cas 
d'écoulements à symétrie axiale e t ,  d'autre part, l'application de cette méthode 
au calcul d'bcoulements transsoniques turbulents autour de projectileret plus 
particulièrement l'étude de l'écoulement de culot. 

Les résultats obtenus, à l'aide de cette méthode, concernent l'écoulement d'un 
fluide compressible visqueux à des nombres de Reynolds modérés (de l'ordre de 
103), dans un premier temps, puis à des grandes valeurs du nombre de Reynolds (de 
l'ordre de 5.105)~ dans un deuxième temps. La turbulence est prise en compte dans 
les équations de Navier-Stokes moyennées par l'utilisation d'un modèle algébrique 
de viscosité turbulente. 



ORIENTATION DU PBeSENT TRAVAIL 

Dans le premier chapitre, les équations de Navier-Stokes pour un fluide compres- 
sible visqueux et conducteur de chaleur sont écrites dans un système de coordon- 
nées cylindriques. Compte tenu de l'hypothèse de symétrie axiale, on peut 
intégrer ces équations par rapport 3 l'angle azimutd 8 ,  ce qui conduit 3 consi- 
dérer un problème bidimensionnel, qu'on peut résoudre dans un plan méridien 
quelconque. 

Le chapitre 2 est consacré à la description de la méthode numérique utilisée. 
Tout d'abord, on expose le schéma pour une équation modèle monodimensionnelle, 
puis un bref rappel de ses propriétés et avantages est effectué. 

On présente dans le chapitre 3 le schéma pour le problème axisymétrique. Les 
équations de Navier-Stokes sont discrétisées en maillage curviligne en utilisant 
la technique de volumes finis précédemment utilisée dans la résolution numérique 
des équations d'Euler bidimensionnelles 1153 et des équations de Navier-Stokes 
tridimensionnelles [13] . 
Dans le chapitre 4, on décrit les conditions aux limites utilisées et les traite- 
ments particuliers effectués aux frontières (matérielles ou non). Un exemple de 
traitement concerne l'évaluation au voisinage de l'axe de symétrie, des termes 
sources qui sont contenus dans les équations de Navier-Stokes régissant les écou- 
lements axisymétriques. 

Les conditions aux limites utilisées sur les parois, les frontières fluideset 
l'axe de symétrie et les traitements particuliers effectués dans le calcul des 
flux sur la paroi et la pointe supérieure du culot sont également détaillés. 

Le chapitre 5 expose les principaux résultats numériques qui ont éte obtenus dans 
le calcul d'écoulements autour d'un projectile de type ogive-cylindre, d'une part 
en laminaire pour un nombre de Mach & -0.8 et pour deux valeurs du nombre de 
Reynolds (basées sur le diamètre du cylindre) (Rey = 500 et Rey = 5.000), et 
d'autre part, en turbulent pour un nombre de Mach M a =  0,8 et un nombre de 
Reynolds Rey = 5 x 105. 

On peut noter que si certaines études ont été effectuées sur la modélisation de 
la turbulence pour le traitement des icoulements incompressibles fortement décol- 
lés de types couches limites (marche...), en revanche, il existe très peu de 
modeles de turbulence qui s'appliquent aisément Zi ce type d'écoulement dans le 
cas compressible. Pour les 4coulements à déco1 lement 1 ibre te 1 que ce lui appa- 
raissant derrière le culot d'un projectile, 3 l'heure actuelle, il n'existe 
pratiquement pas de modale bien adapté à l'étude de la turbulence dans la zone de 
recirculation où les phénomènes dissipatifs jouent un rôle prédominant dans la 
stabilité de 1 'écoulement global. 



En général, on utilise des modéles algébriques simples où le passage couche 
limite-sillage se fait d'une maniere semi-empirique. La validation des résultats 
se justifie par comparaison avec les résultats expérimentaux. Dans le cadre de 
cette thése, nous nous limitons 3 la résolution numérique des équations de 
Navier-Stokes moyennées où la viscosité turbulente est calculée B partir d'un 
modale algébrique avec longueur de mélange. Nous avons choisi le modèle exposé 
dans l'article de Baldwin-Lomax Cl61 qu'on présente en Annexe 4. 

Bien que les résultats obtenus soient en bon accord avec les résultats expérimen- 
taux Cl], cette thase doit être considérée comme étant seulement une premiére 
étape pour le calcul de l'écoulement de culot en régime turbulent. 

Dans la derniare partie sont exposées les perspectives d'avenir concernant 
l'amélioration de la discrétisation du domaine de calcul 3 partir de maillages 
plus adaptés, l'amélioration de l'efficacité de la méthode, ainsi que d'autres 
questions annexes. 



CüAPITRE 1 

FORWLATION DES EQUATIONS 

Nous rappelons i c i  l a  forme i n t é g r a l e  des  équat ions de Navier-Stokes pour l e s  
f l u i d e s  (Newtoniens) compressibles  en s e  l i m i t a n t  au c a s  d'un gaz p a r f a i t  3 
chaleurs  spéc i f iques  Cp e t  Cv cons t an te s .  Les phénom&nes de r eac t ion  chimique 
a i n s i  que l e s  e f f e t s  dus aux températures é levées  sont  donc exclus.  Pour l 'expos6 
des p r inc ipes  généraux s u r  l e s  équat ions de Navier-Stokes e t  su r  l eu r s  proprié- 
t é s ,  l e  l e c t e u r  pourra c o n s u l t e r ,  par exemple, l e s  documents donnés en ré ferences  
[17],  1183 e t  [19j. 

1.1 - Formulation i n t é g r a l e  des équat ions 

Les équat ions r é g i s s a n t  l 'écoulement compressible visqueux s ' é c r i v e n t ,  en 
repère  absolu (RI, sous l a  forme conserva t ive  su ivante  : 

Dans ces  équat ions  : PV e s t  un volume de con t rô l e  f i x e  dans l e  temps ( t  1, d~ 
e s t  l a  f r o n t i è r e  de 'V; P e s t  l a  masse volumique, V l a  v i t e s s e  d 'une p a r t i -  
c u l e  f l u i d e  dans ( R I ,  ? l e  tenseur  de c o n t r a i n t e ,  rf l a  normale u n i t a i r e  
e x t é r i e u r e  à d ~ ,  E l ' é n e r g i e  t o t a l e  spéc i f ique  (E = e  + 112 321, où e  e s t  
l ' é n e r g i e  i n t e r n e  spéc i f ique  e t  e s t  l a  f l ux  de cha l eu r .  



ZE 

Pour l e s  f l u i d e s  Newtoniens, l e  t e n s e u r  de c o n t r a i n t e  U s ' expr ime  e n  fonc- 
t i o n  de  l a  p r e s s i o n  P e t  d u  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  v i s q u e u s e s  G par  l a  
r e l a t i o n  : 

'3: 
'I. 

où 1 e s t  l e  t e n s e u r  u n i t é .  Le t e n s e u r  e s t  r e l i é  au  g r a d i e n t  de  v i t e s s e  
p a r  l a  r e l a t i o n  : 

o ù  A et/C( s o n t  l e s  2 c o e f f i c i e n t s  de  v i s c o s i t 6 .  

Le f l u i d e  e s t  un gaz p a r f a i t  à c h a l e u r s  s p e c i f i q u e s  Cp e t  Cv c o n s t a n t e s .  On 
a  l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

où T e s t  l a  t empéra tu re  a b s o l u e .  

Le f l u x  de  c h a l e u r  q e s t  r é g i e  pa r  l a  l o i  de  F o u r r i e r  : 

où K e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de  c o n d u c t i v i t é  thermique.  

On suppose que l e s  c o e f f i c i e n t s  de  v i s c o s i t d  h e t h  e t  l e  c o e f f i c i e n t  de 
c o n d u c t i v i t é  thermique K ne dépendent que de  l a  t e m p é r a t u r e , A  e t f i  s a t i s -  
f a i s a n t  l ' h y p o t h a s e  de  S tokes  ( 3 h  + 2)4 = O ) ,  o ù , k  e s t  connu pa r  l a  l o i  
de  S u t h e r l a n d .  

On i n t r o d u i t  l e  nombre de P r a n t d l  : P r  = ) L L ~ / ~  , que 1  'on c o n s i d e r e  
c o n s t a n t  p a r  l a  s u i t e .  



1.2 - Transformation du probleme tridimensionnel en un probleme bidimensionnel 
dans le plan méridien 

On se place dans un repere cylindrique (s,  9, 3) (figure 11, où les 
coordonnees d'un point M sont donnees par : 

x distance le long de l'axe / /  e T  

y distance radiale normale 3 cet axe 

0 angle azimutid 

FIG. 1 CELLULE DE CONTROLE ELEilENTAIRE 2f 



-b 

Dans ce repsre, la vitesse V s'ecrit : 

Par la suite, on suppose l'ecoulement axisymetrique, c'est--dire sans 
vitesse de rotation des particules fluides autour de l'axe ex et sans 
dependancevis-à-visde l'angleazimutd : 

Dans ces conditions, le tenseur des contraintes s'écrit : 

2 x 9  ; f i ' ( -  a y  + au) 31  



gyyp e t  6 x y  s o n t  e n  f a i t  l e s  composantes du t e n s e u r  de v i s c o s i t é  pour 
un écoulement p lan  d a n s  un r e p è r e  c a r t é s i e n .  

L ' équa t ion  (1 .1 )  s ' i n t è g r e  p a r  r a p p o r t  à @ d e  l a  façon s u i v a n t e  : 

Considérons l e  volume de  c o n t r a l e  é l é m e n t a i r e  W d é f i n i  p a r  l a  f i g u r e  2 ,  qu i  
e s t  engendré  p a r  l a  r o t a t i o n  d 'une  s u r f a c e  p l a n e  S d 'un  a n g l e  d e  a u t o u r  de  
l ' a x e  de  syrndtrie e"X. 

FIG.2 CELLULE DE CONTROLE ELEHENTAIRE S 
&/ 

Dans l e  r e p è r e  c y l i n d r i q u e  (ëx ,  q, 3 1 ,  l a  v a r i a t i o n  é l é m e n t a i r e  dv e t  l a  
normale e x t é r i e u r e  à 3 W  s o n t  d é f i n i e s  de manière  g é n é r a l e  p a r  : 



L'intégration en e permet de ramener le calcul des flux à travers les sur- 
faces (Si*) et (S2*) à celui d'intégrales curvilignes le long des contours 
(Cl*) et (C2f) respectivement. La différence de flux 2 travers les surfaces 
S3+ et S3- est ramenée, en utilisant la formule de la divergence, à une 
intégrale de surface sur S. 

Quelques détails sur le passage des équations tridimensionnelles aux équa- 
tions bidimensionnelles axisymétriques sont donn4s en Annexe 1. On pourra 
consulter également le document donné en reférence Cl$]. 

Enfin, les équations de Navier-Stokes sont rendues sans dimension en utili- 
sant comme variables de référence une longueur L et des conditions d'écou- 
lement non perturbé . 
Dans le cas qui nous concerne, on fait les changements de variables 
suivants : 

où f?, , V,, P a ,  K, sont les conditions de l'écoulement à 1' infini non per- 
turbé. 

Les autres grandeurs se déduisent de ces changements de variables par : 

On a de plus : 

où M, et P, sont le nombre de Mach et La pression 3 1' in£ ini tespective- 
ment. 



Le coefficient de viscositép est donné par la loi de Sutherland qui 
s'écrit : 

où Test la température et So est la constante de Sutherland. 

Finalement, en supprimant les barres sur les grandeurs sans dimensions, les 
équations de Navier-Stokes pour les écoulements plan (r = O) et axisymétri- 
ques (r = 1) s'écrivent sous la forme intégrale suivante : 

(sommation sur les indices : (B = 1, 2 1 ,  

où S est une surface de contrôle fixe et (G) est la frontière de S, NB 
sont les composantes de la normale extérieure à (Cl. 

Les différentes composantes des termes qui apparaissent dans cette équation 
sont données par : 



e t  X I  = X ,  x2 ' y ,  S B t  e s t  l e  symbole de Kroenecker, 

y = & e s t  

Poo 

Pr - P a C f e s t  
K.m 

Les composantes 

nombre de Reynolds, 

nombre de Prandt l  

(S ICIp e t  US sont 
P' 

LILLE Cu, 



PlZESENTBTION DU SCiJEM POUR UNE EQUATION MODELE MONODIMENSIONneLLE 

Dans ce chapitre, nous rappelons le schha implicite donné en [13] qui sert à la 
discrétisation des équations (1.8). Pour simplifier la préseneation de ce schéma, 
nous considérons ici un modèle d'équation scalaire monodimensionnel. Nous expose- 
rons ensuite les caractéristiques et les propriétés de ce schéma en fonction des 
différents parametres qui interviennent dans sa construction. 

La méthode nécessite deux étapes de calcul 3 chaque pas de temps : 

Tout d'abord, une solution intermediaire est calculée à l'aide d'un schéma expli- 
cite de type predicteur-correcteur qui est une généralisation du schéma de 
Thomen (20J. Cette solution est ensuite corrigée par un opérateur implicite 
construit partir d'une combinaison linéaire des termes de type fluide parfait 
issue des schémas proposés par A. Lerat [141 et des termes visqueux provenant du 
traitement implicite de CranK - Nicolson (213. 
11.1 - Equation modale monodimensionnelle 

On considere l'equation modèle scalaire suivante : 

où W est l'inconnue de calcul, fonction du temps t et de la coordonnée 
d'espace x ,  et 

avec : 

J ( w )  7 0  

11.2 - Discrétisation 
On suppose que W est suffisamment régulière pour pouvoir effectuer le 
développement de Taylor, précis au second ordre en temps, suivant : 

où Wn = W (tn = n At) et At est le pas de temps. 



En utilisant l'équation (2.11, l'expression (2.3) s'écrit sous la forme 
suivante : 

Compte tenu de l'équation (2.2), la dérivée en temps se met sous la 
forme : 

, 

d f 
avec : A = 

L'une des particularités de la méthode consiste à discrétiser de deux 
manières différentes les dérivées 3 ~ / 3 t  qui apparaissent dans l'équation 
(2.5) ; ceci afin d'obtenir les bonnes propriétés de stabilité et de 
dissipation mentionnées dans l'introduction. 

Traitement du terme de fluide visqueux 

Pour la discrétisation de 2 Wlbtdans le terme Jal(J  bu^/^^), on utilise une 
approximation directe : 

Traitement du terme de fluide parfait 

Pour le premier terme ( A .  31, on considgre la combinaison linéaire des 
quatre termes suivants : 

où a et b sont deux paramètres arbitraires. 



Si Y' = O, 1 ' approximation (2.7) correspond b celle proposee par A. Lerat 
1141 ; 

si a = O et b 0, l'approximation (2.7) correspond à une discrétisation 
explicite de type Lax-Wendroff ; 

si a = 1/2 et b = 0, c'est une approximation de type ~ r a n k  -Nicolson. 

Le second terme de l'équation (2.7) peut être considére comme la version 
implicite de : 

Dans le cas de fluide parfait, le terme implicite b fln[Aw/~~n::sure la 
dissipation et le bon conditionnement du système linéaire (dominance dia- 
gonale strict qui assure l'existence et l'unité de La solution du systhe 
linéaire) . 
Si de plus, les paramètres a et b vérifient les inégalités suivantes : 

alors, dans le cas de fluide parfait, le schéma [13] est inconditionnelle- 
ment stable. 

En tenant compte de (2.81, l'équation (2.7) devient : 

En sùbstituant les relations (2.5) à (2.10) dans (2.41, on obtient le 
schéma suivant, précis au second ordre en temps t : 



Si maintenant, on utilise des dérivees d'espace centrées, à 3 points, 3 
l'instant n + 1 et 3 5 points à l'instantn, alors le sch0ma (2.11) est 
aussi précis au second ordre par rapport à la variable d'espace x .  

Notons que les btudes 1151, concernant le choix des ja-rm.Gtres a et b pour 
le schéma appliqué 3 l'équation d'Euler, ont conduit ekx conclusions 
suivantes : 

a) Dans le cas instationnaire, l'erreur de troncature du schéma est mini- 
misée pour des grandes valeurs du pas de temps en prenant : 

b) Le choix optimal de ces paramètres pour obtenir rapidement la conver- 
gence vers l'état stationnaire est : 

étant donné que, dans ce cas, le rayon spectral de la matrice d'ampli- 
fication tend vers zéro au fur et à mesure que le pas de temps augmen- 
te. 

Précisons que dans le cas de fluide visqueux, on suppose que les para- 
mètres a et b du schéma (2.11) vérifient les inégalites (2.9). Par 
ailleurs, le traitement des termes visqueux (2.6) permet de conserver 
la plupart des propribtés obtenues en fluide parfait. 

L'utilisation pratique du schema (2.11) est rendue difficile aux 
frontieres par la présence du terme de derivee troisième h/bL 
qui apparaît dans le déve loppement de h/~x  ( P r) . 
Cette difficulté est d'autant plus accrue qu'on résoud un probleme à 
plusieurs variables d'espace. Dans la suite, la partie droite de 
(2.11) est discrétisbe à l'aide d'un schéma explicite de type 
prédicteur-correcteur. 

L'introduction de ce schéma prédicteur-correcteur s'effectue de la 
manière suivante : 



La p a r t i e  e n t r e  c roche t s  du membre de d r o i t e  de l ' équa t ion  (2.11) e s t  l e  
développement de Taylor  p r é c i s  au second o rd re  en temps su ivant  : 

w 
e t  \a d/b t \es t  donne par  1  ' équat ion (2 .1 ) .  

En in t rodu i san t  une s o l u t i o n  ca l cu lée  3 un i n s t a n t  n  + o( e t  notée %+4 on 

peut encore é c r i r e  f ""y sous l a  forme équiva len te  : 

Ains i ,  s o i t  W i n  l a  s o l u t i x  numér iqe  au poin t  ( i  A x ,  n n t ) ,  l a  so lu t ion  
n + d  fi 21 l ' é t a p e  e x p l i c i t e  : h W L  = wi - w L  

e s t  c a l c u l é e  3 p a r t i r  du schéma : 

ry 

avec : h/ e s t  l a  va leur  p r é d i t e  ca l cu lée  par : 



On a les relations suivantes : 

- 
hr 

n+d, - r \+d Y\ - - 
fi. +va  - - i i C L + , , -  ( w ~ ? ~ , ~ )  

Le paramètre d ( d$O) de l'équation (2.15) caractérise l'instant où le 
prédicteur est calculé. 

A chaque itération, la solution finale est obtenue par une étape implicite 
caractérisée par : 

Une étude numérique de la stabilité linéaire du schéma !2.15) à (2.17) a 
permis de dégager une condition de stabilité en fonction du parametre a ,  
après élimination du paramètre b par la relation (2.12) ou (2.13). 

La figure 3 extraite de la référence fl31 montre les rogions de stabilité 
du schéma. Le schéma global (2.151, (2.161, (2.17) n'es: pas incondition- 
nellement stable, mais on peut utiliser des pas de temps assez élevés en 
prenant des valeurs de a comprise entre O et 112. 



1 , schdma explicite 
1 - - - -  " A T  - -  - -2. 
7 

O 1' 2 3 - 1 4 ~ x / u  

F I G . ~  domaine de stabilité 



CBAPITBe III 

l EXTENSION DU SCHEMA AU CAS DES ECOULEMENTS AXISYHETRIQUES 

111.1 - Généralités 
Les équations (1.8) sont discrétisées à l'aide du schéma précédent, en 
maillage curviligne en utilisant la technique de volumes finis développée 
dans (141 et appliquée à la résolution des équations d'Euler bidimension- 
nelles 1151 et des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles (131. 

Dans cette technique, une valeur moyenne de la solution est calculée à 
l'intérieur de chaque cellule, les flux étant évalués sur les facettes en 
utilisant la solution dans la cellule de calcul et la solution dans les 
cellules adjacentes. Dans le cadre du déroulement de cette thèse, on a 
d'abord mis au point un code de calcul bidimensionnel appliqu4 à l'étude 
de l'écoulement autour d'un profil d'aile, à partir du code tridimension- 
nel existant 1131 pour le calcul de l'écoulement autour d'une aile, ceci 
dans le but de faciliter le passage au cas des écoulements axisymétri- 
ques . 
Les équations (1.8) pour les écoulements axisymétriques (r = 1) contien- 
nent trois types de termes supplémentaires par rapport aux équations 
régissant les écoulements plans : le terme de flux Q et deux termes de P surface, l'un fonction uniquement des variables de calcul (CI' (termes 
sources) et l'autre fonction des variables de calcul et de ses dérivées 
d'espace Iks . 
Les termes sources lgP sont calculés à l'aide des valeurs moyennes de la 
solution 3 l'intérieur de chaque cellule de calcul, uniquement à l'étape 
explicite, étant donné que ces termes ne doivent pas intervenir dans la 
stabilit4 de la méthode. Cependant, au voisinage de l'axe (y = O), un 
traitement spécial est effectué sur le terme source v/y qui tient compte 
du comportement local de la solution. Ce traitement spécial sera détaillé 
dans le chapitre 4 qui concerne l'application des conditions aux limites. 

Le terme \C1$ ne contient que l'élément : /\ div 7 qui est évalué de la 
manière suivante : 

Le coefficient de viscosité est calculé à partir de la valeur moyenne 
de la solution dans chaque cellule. En utilisant la formule de la diver- 
gence, on ramène le problème de l'évaluation de cette intégrale de surfa- 
ce 3 celui du calcul du flux de vitesse sur le contour de cette surface. 
Ce flux est calculé aux étapes explicites et implicites de la même manie- 
re que les flux apparaissant dans les équations régissant les écoulements 
plans. Il en est de même pour le calcul du terme de flux C 

P ' 



111.2 - Discrdtisation en temps 
La forme différentielle de l'équation (1.8) s'écrit : 

Corne dans le cas monodimensionnel, on effectue le développement de 
Taylor en temps de \ ~ n + l  : 

En multipliant cette équation par yr et en utilisant l'équation (3.11, on 
obtient : 

avec : 
A\\hjn= 7 

Cette expression s'écrit encore : 



P 
Notons que \H ,\Fi , Cp sont fonction uniquement des variables (dt), tandis 
que\F; et lHS sont fonction de ces variables (Mt.) et de leurs dériviées 
d'espace : (bdLlbxL = qtl) 

Le développement des dérivées par rapport au temps des termes de l'équa- 
tion (3.4) font apparaPtre des dérivées en temps 3%/3t, dont l'évalua- 
tion est effectuée selon 3 types de discrétisation. 

L'évaluation spatiale de b&/btutilisant l'équation (3.1) conduit au 
traitement explicite du terme considéré. 

Le traitement implicite des termes utilise soit une évaluation directe de 
type (2.61, soit une combinaison linéaire de type ( 2 . 7 ) .  

Evaluation des dérivées en temps de l'équation (3.4) 

a) Termes sources W P 

Pour les raisons qu'on avait évoquées au début de ce chapitre, les 
termes sources &IPsont calculés seulement à l'étape explicite. Leur 
évaluation en temps peut être effectué à des instants différents à 
chaque itération. 

Dans les applications, on a utilisé deux types d'évaluation de S ~ Q / J ~  
associée au développement de la dérivée en temps de ces termes : 

P - soit on simplifie le problsme en négligeant dans (3.4) , 
c'est-à-dire que ~t.l'est calcul6 dans le schéma à bc 
l'instant n ; 

- soit on traite(j-iP a un instant différent de n ; les calculs ont 
montré que le traitement de \BPà l'instant (n + 1/21 donnait les 
meilleurs résultats. Aussi, dans les applications, on utilise ce 
type de traitement. 

On a, dans ce cas, l'expression suivante : 

avec : 



b) E v a l u a t i o n  de  l a  d é r i v é e  e n  temps d e s  t e rmes  de  f l u i d e  visqueux 

Les d i f f é r e n t e s  e x p r e s s i o n s  de  l a  d é r i v é e  p a r  r a p p o r t  au temps des  
termes  de  f l u i d e  v i s q u e u x  s ' é c r i v e n t  : 

Dans c e s  é q u a t i o n s ,  l ' é v a l u a t i o n  de  Jdp/3t  e s t  donnée pa r  l a  d i s c r é t i -  
s a t i o n  d i r e c t e  : 

Remaraue : 

L ' e x p r e s s i o n  ( 3 . 8 )  peut  e n c o r e  s e  m e t t r e  s o u s  l a  forme : 

Lorsqu'on n e g l i g e  l a  v a r i a t i o n  de J( e t  p a r  r a p p o r t  au temps, c e  q u i  
e s t  f a i t  p a r  l a  s u i t e ,  c e t  arrangement permet de  s i m p l i f i e r  l e  premier  
terme de  c e t t e  é q u a t i o n  ; t o u t e s  l e s  composantes de  c e  terme s o n t  
n u l l e s  s a u f  c e l l e s  concernan t  l ' i n d i c e  1 = 4. 

c )  E v a l u a t i o n  de  l a  d é r i v é e  e n  temps d e s  termes  de f l u i d e  p a r f a i t  

La d é r i v é e  par  r a p p o r t  au temps d e s  termes  de  f l u i d e  p a r f a i t  IF r 
s ' é c r i t  : Is 



On utilise pour l'évaluation de 3\Je./3t une expression semblable à 
(2.7) qui s'écrit : 

Dans cette évaluation de W./dt, le traitement particulier du schéma 
de Lerat [14 (voir également l'équation 2.7) n'est appliqué qu'au 
terme de fluide parfait (e 1. 

Le dernier groupe de terme du membre de droite de l'équation (3.12) 
s'écrit : 

e -- JFP~ + e -- h ~ o ' e  A ~ K  J~~ 
WK b x p  b d ~  3 "  1' 

On a constaté que le second terme du membre de droite de l'expression 
(3.13) tend ?t déstabiliser la méthode. Aussi, dans les applications, 
on néglige ce terme. L'erreur que l'on commet est du second ordre, 
elle ne diminue donc pas la précision globale du schéma. 

L'approximation de hWt/Jt (3.12) devient : 



Finalement, en tenant compte des equations (3.5) à (3.71, (3.6) à 
(3.11) et (3.141, la forme integrale de l'équation ( 3 . 4 )  s'écrit : 



Le membre de droite de l'équation (3.15) qui est la partie explicite 
du schéma est remplacé par un schéma prédicteur-correcteur comme dans 
le cas monodimens ionne 1. 

La solution à cette étape, qui apres convergence donne la solution 
stationnaire d'un problème, est calculée par : 

4 
Remarquons que les intégrales de contour et de surface du membre de 
droite de l'équation (3.15) contiennent les développements de Taylor 
précis au second ordre en temps de 

respectivement. 

Leurs expressions s'écrivent : 

Comme dans le cas monodimensionnel, on introduit une solution prédite 
a un instant n +e( , n o t é e Q  " '* dont on précise le calcul par la 
suite. Les expressions précédentes peuvent encore s'écrire de façon 
équivalente sous la fonne suivante : 



Le schéma prédicteur-correcteur qui est équivalent au second ordre en 
temps au membre de droite de l'équation (3.15) s'écrit : 

Comme il est précis4 dans le paragraphe suivant, la solution prédite W"" est calcul6e sur une surface S' differente de S 21 partir de : 

où C' est le contour de S'. 



l 111.3 - Discrétisation en espace 
l 

Les Cquations (3.151, (3.181, (3.19) préc4dentes sont discrétisCes dans 
un maillage (i, j) associC aux coordonn4es curvilignes , , où la 
valeur moyenne de la solution \\rlcj est calculée à chaque instant B 
l'intérieur de chaque ceiiuieR(i, j) (voir fig. 4 ) .  Cette valeur 
moyenne est localisée au centre de la cellule de coordonnees : 

( % I L , i  = x b ( c  ~ ~ , , i 4 ? ~ )  i [ p = j 1 z )  

REPRESENTATION DE LA CELLULE 

La procédure générale pour le calcul d'une itération est la suivante : 



111.3.1 - Etape explicite 
a) Cas du prédicteur - n + 4  n t 4  

Les valeurs moyennes prédites \Wi et \di, A I  4 1 ~  

sont d'abord calculées à l'intérieur des cellules a ( i  * 112, j) etfi(i, j * 112) décalées d'une demi-maille 
par rapport afi(i, j) dans les directions i et j respecti- 
vement. On detaille ici le calcul de : 

+ '12 , à - n+d 
Calcul du predicteur \Wi+ 

/u 

~e schéma (3.19) est appliqué à La celluieR(i + 112, j) 
(voir fig. 5). 

5 
L'é aluation de l'intégrale de IH sur la surface Si+l!2, j 
de&(i + 112, j) s'effectue 3 partir de l'approximation 
suivante : 

- - r\ nr 

où Ci+1/2, i est la frontiere defi(i + 1/2, j) et A i + ( / z , h  
est une va eur moyenne de h définie par : 

Les composantes de \Vp sont donnees par : 



FIG. 5 REPRESENTATION DE Lfi CELLULE 5 [ lb1,2 J ]  

n + 4  
En tenant compte de ( 3 . 2 0 ) ,  la valeur predite \Wi*4lz , A  
est obtenue, 3 partir de l'expression suivante : 

CC 

Les expressions des flux IR: 1 travers les contours c i s o n t  
donn6es en annexe 2. 



L'évaluat ion des a u t r e s  termes e s t  donnée par : 

Enfin,  l a  su r f ace  Si+1/2 j e s t  ca lcu lée  par : 

avec : 

b) Cas du co r rec t eu r  

Le schema (3.18) e s t  appl ique 3 l a  c e l l u l e f i ( i ,  j )  ( v o i r  
f i g u r e  4 ) .  L'éva lua t ion  de 1 '  i n t eg ra l e  de l/-iSsur l a  sur face  
Si  ' de ( i ,  j ) e s t  approchée d e  rnaniere semblable à 
( 3 : h ) .  On o b t i e n t  a i n s i  : 

oh C i , j  e s t  l e  contour de fi ( i ,  j )  e t / \  i , j  e s t  une 
va leur  moyenne de A dans l a  c e l l u l e  R(1, j )  l o c a l i s e e  au 
c e n t r e  de c e l l e - c i .  



En tenant comptxde l'approximation (3.221, la solution 
intermédiaire \Min\' est calculée 3 l'&tape explicite 3 
partir de l'expression suivante : 

a travers les contours c ~ +  et 
évaluation du terme source dans 

font intervenir les valeurs de 
la solution à l'instant n et au prédicteur. Leurs expres- 
sions sont données en annexe 2. -- 

P 
L'évaluation de \H est donnée par : 

c )  Evaluation des dérivées d'espace dans le calcul des flux des 
termes visqueux 

Les composantes 3 fe/Jx, 3 ft/bu des dérivées d'espace 'SK/LX, 
b f ? / ~ ~  apparaissant dans le calcul des flux qw,\Rz (voir 
annexe 2) sont évaluées au centre des facettes C*  , res- 
pectivement en utilisant des formules aux différences 
centrées. 

Connaissant les valeurs de - ( fc ou Mc> aux points (N, S. 
W, E) entourant un point central M y  (voir figure 61, on 
calcule les d&rivées39)/2x, de 9 en M  3 partir des 
relations suivantes : 



~ $ 1  2 - Q W E  Y,, - 5 Y,, 

a,,= : 'f',E = T E  ‘tu . ) YS, = Y W - ' f $  > f =  ( g l x l ~ )  

FIG.6 CQLCUL DU GRADIENT DE $ EN M 



+ 
Considerons par exemple l e  ca lcul  des f lux  f?. e t  s,. 
La figure 7 montre l e s  points  intervenant dans l e  ca l cu l  des 
derivees  d'espace 28/3 x ,  >+/ay sur la  facet te  r: correspon- 
dant au f lux  IR; . 

FIG.7 Calcul du qradient de 6 sur lia facette C+ 
1 



De maniere semblable, les points intervenant dans le calcul 
des dtJrivbes d'espace pour l'bvaluation des flux à 
travers Cl sont donnés sur la figure 8; 1 

FIG.8 Calcul du qradient de O surh bcet t e C' 
1 

Sur les facettes frontieres du domaine de calcul, la formu- 
lation centrbe utilisée dans ( 3 . 2 5 1 ,  pour la direction de 
maillage normale à la frontiere, est remplacée par une 
formulation decentrée, a trois points, vers l'interieur du 
domaine de calcul. Les cas particuliers des cellules fron- 
tieres du domaine de calcul sont examinés plus loin dans la 
partie traitant les conditions aux limites (voir 
chapitre IV.5.2). 



111.3.2 - Etape i m p l i c i t e  - n+4 
Connaissant  l a  s o l u t i o n \ W  dans  l a  c e l l u i e  n ( i ,  j ) ,  l a  
~ a r t i e  i m p l i c i t e  du schéma a p p l i q u é e  3 c e t t e  c e l l u l e  s ' é c r i t  : 

e t  ik-s s o n t  l e s  f l u x  3 t r a v e r s  l e s  f a c e t t e s  e t  C; de 
l a  c e l l u l e - ( l ( i ,  j ) .  

Chacun d e s  f l u x  /E: s e  d6conpose en une p a r t i e  con tenan t  l e s  
d é r i v é e s  d ' e s p a c e  de  A W e t  une p a r t i e  ne con tenan t  pas c e s  
d é r i v é e s .  

Ces f l u x  s ' é c r i v e n t  s o u s  l a  forme : 

Par  exemple,  l e s  termes  /AS q u i  ne c o n t i e n n e n t  pas de d e r i v é e s  
d  ' e space  d e  d \ w s  ' é c r i v e n t  :' 



où les composantes > f t I ~ x R  de >R/ax,-, sont évaluees 3 l'aide de 
la formule (3.25). 

Les termes 16: qui contiennent des dérivees d'espace de A\W 
s'écrivent : 

Les derivees d'espace qui apparaissent dans l'expression (3 .28 )  
sont évaluees 3 partir de la formule ( 3 . 2 5 )  qui fait intervenir 
les valeurs de 4\W aux points adjacents aux facettes cl+ dans 
les deux directions de maillage (i, j). 

Par exemple, pour la facette Cl+ indicée par (i + 1/2, jl, les 
points interuenanidans la formule (3.25) sont repéres par les 
indices suivants : (i, j), ( i +  1, j), (i, j * 1) et 
(i + 1, j 1). 

La contribution dans la direction j rendrait difficile la 
factorisation ultérieure de l'opérateur implicite bidimension- 
nel en une shrie d'opbrateurs monodimensionnels. Aussi 
néglige-t-on la contribution dans cette direction ; l'erreur 
que l'on commet disparaissant à l'btat stationnaire. 

De cette fason, les expressions de \R: et \% s'8crivent : 



où les derivées de maillage hy~,$~;ont évaluées 3 l'aide de 
l'expression (3.25). 

+ 
De cette façon, l'approximation de IB; ne fait intervenir que 3 
valeurs de 4\wndans la direction i, à savoir : 

n 
A i -  j a \ w t i  ,t 
Le cocu1 des flux I B ~  s'effectue de nianiere semblable B celui 
&IR;, cette fois-ci, en négligeant la contribution dans la 
direct ion i . 
Ainsi, l'équation (3.26) prend la forme suivante : 

o ù A l  et A2 sont des opérateurs aux différences finies, à 
3 points, dans la direction i et j respectivement et 1 dési- 
gnant la matrice identite. 

h 
par exemple, l'opérateur AI applique 3 AWil;s1écrit : 

où LIm, Mlm et Plm (1, m = 1,4) sont des matrices (4 x 4) 
n u ~ l . q u e s  de ta i l s  sur l a  d -'ter?iination de c e s  
~ a t r i c e s  son t  donne's en Annexe 3. 



Le schéma implicite (3.30) est factorise dans chaque direction 
de maillage pour une technique de directions alternees !12], 
qui conduit au schema de résolution suivant : 

A chaque pas de temps, seul un systeme lindaire à structure 
matricielle tridiagonale par blocs ( 4 x 4 )  est a résoudre dans 
chaque direction d'espace. 



IV.l - Domaine de calcul 
La figure 9 montre le type de projectile étudie dans les présentes appli- 
cations. Il se compose d'une ogive à nez arrondi prolongee par un cyclin- 
dre de diamètre D. La longueur totale de l'engin est L = 6D. La pointe du 
projectile a et6 arrondie de maniere à obtenir un maillage regulier dans 
cette region. . " 4  

En raison de la sym6trie de l'écoulement, le domaine de calcul est reduit 
à la partie supérieure de l'écoulement (voir figure 10). 

Les frontieres de ce domaine (voir figure 10) sont définies par : 

- l'axe de symetrie amont du projectile (ligne d'indice de maillage i = 1) 
correspondant 3 des facettes Cl' ; 

- l'axe de symetrie en aval du projectile (ligne d'indice de maillage 
j = 1) correspondant à des facettes C2' ; 

- la paroi du projectile (lignes d'indice j = jparoi sur l'avant-corps et 
i = ic, sur la base du projectile) correspondant 3 des facettes C2- sur 
l'avant-corps et Cl- sur la base du projectile ; 

- les frontières fluide amont et aval passant par le centre de cellules de 
contrôle d'indice j = jmax et i = imax respectivement . 

TYPE DE PROJECTILE 





IV.2 - Conditions aux limites et traitements particuliers 
IV.2.1 - Traitements aux parois 

a) Cas laminaire 

Sur les parois, des conditions d'adhérence et de flux de 
chaleur nul sont imposées à chaque étape de calcul : 

7 1 et P2 étant les coordonnées curvilignes associees aux 
directions de maillage i et j respectivement. Les dérivées 
df espace > e/af4 et k/>~% sont approchées par des formules aux 
différences à 2 points. 

Ces conditions aux limites ne suffisent pas à la détermination 
de toutes les inconnues de calcul. La masse volumique est 
calculée, à la paroi, à partir de la pression par l'intermé- 
diaire de l'équation d'état des gaz parfaits. La pression aux 
parois est ensuite calculee de façon explicite à partir de 
l'équation de quantité de mouvement projetée suivant la norma- 
le. 

Aux étapes implicites, une condition simplifiée pour la 
pression, qu'on donne ci-dessus, est prescrite en plus des 
conditions (4.1). L'étape implicite dans la direction de 
maillage j (éq. 3.32a) nécessite la détermination de l'énergie 
interne et de la pression à la paroi sur l'avant-corps. 

De même, l'étape implicite dans la direction de maillage i 
(éq. 3.32b) requiert l'évaluation de l'énergie interne et de 
la pression à la paroi de culot. 



Les solutions à chaque étape sont calculées à partir des 
conditions suivantes : 

où les derivées d'espace ahri, et b&, sont également appro- 
chées par une formulation aux différences à 2 points. On peut 
remarquer qu'à l'étape implicite, on néglige la contribution 
des termes visqueux dans la condition sur la pression. Cepen- 
dant, a la fin de cette étape, la pression finale est calculée 
aux frontieres à partir de l'équation de quantité de mouvement 
normale. 

b) Cas turbulent 

Les différences sur Les conditions aux limites entre le cas 
laminaire et le cas turbulent portent essentiellement sur la 
condition de vitesse à la paroi du culot et sur le calcul de 
la pression autour du projectile. 

La pression finale est calculée à partir d'une forme simpli- 
fiée de l'équation de quantité de mouvement normale dans 
laquelle on néglige l'influence des termes visqueux, ce qui 
est une bonne approximation dans le cas des écoulements à 
grands nombres de Reynolds. 

Cette equation s'écrit : 



A la par$ d u  culot, une condit ion de glissement pour la 
vitesse V . N = O (3  étant la normale à la paroi) est prescri- 
te au lieu de la condition d'adhérence décrite dans le cas 
laminaire. Les raisons de ce choix sont liées au modele de 
turbulence (trop simplifié) utilisé qui ne tient compte que la 
direction principale de l'écoulement*. 

Récapitulation des conditions sur la paroi 

Le tableau suivant donne une récapitulation des conditions 
appliquées sur l'avant-corps du projectile. 

A la fin de chaque itération, la pression finale est calculée, 
soit avec l'équation de quantitg de mouvement normale (cas 
laminaire), soit à partir de l'équation (4.3) (cas turbulent). 

. 

* L'application d'une condition d'adhérence sur le culot ferait développer une 
couche limite que le modele utilisé ne pourrait pas prendre correctement en 
compte. 

Etape explicite 

Etape implicite 

U'V'O 

J e / q t  = 0 

AU* =Av* = O 

O ( O ~ ' ) / J ~ ,  2 0 

a ( b p Y / > ~  t . O 

T 



Traitement particulier des flux aux parois 

On decrit ici le traitement particulier effectug dans le calcul 
des flux aux parois du projectile. Ce traitement concerne les + 
facettes C2-, C2- sur l'avant-corps et Cl', Tl' sur la base du 
projectile et tient compte des conditions aux limites obtenues 
précédemment . 

A - Traitement particulier à l'étape explicite 

a) Calcul des flux à la paroi 

Dans le calcul des flux pour le correcteur si et 5; res- 
pectivement sur l'avant-corps et au culot du projectile 
(voir annexe 21, les valeurs moyennes et les valeurs 
predites if~nsont remplacees par les valeurs parois pro- 
venant du traitement à la limite à l'instant n. 

Les dérivées des termes visqueux sont évalu6es à partir de 
(3.25) en utilisant une formule décentrée, à 3 points, 
dans la direction de maillage normale aux parois. On donne 
ici l'exemple du calcul d'un flux 5; à travers le contour 
C2- à la paroi de l'avant-corps du projectile. 

La figure 11 montre les points intervenant dans le calcul 
des dérivées des termes visqueux en un point M situe au 
centre de C2'. 

n-.ii Calcul dugradient de $ à laparoi  (M l  



La formule (3.25) e s t  u t i l i s é e  en  remplaçant   SN 
( f i g u r e  6 )  p a r  d é f i n i  p a r  : 

Un t r a i t e m e n t  semblable  d e s  f l u x  e s t  e f f e c t u é  aux  prédic-  
t e u r s  : 

- en i s u r  l ' a v a n t - c o r p s  pour l e  f l u x  à t r a v e r s  l a  f a c e t t e  
p a r o i  r2- d ' u n e  p a r t  ; 

- en j au  c u l o t  pour l e  f l u x  3 t r a v e r s  l a  f a c e t t e  p a r o i  
Cl' d ' a u t r e  p a r t .  

Enf in ,  il e x i s t e  l e  c a s  s p e c i a l  de  f a c e t t e s  e t  Tl- 
dont  seulement une p a r t i e  e s t  à t r a i t e r  à p a r t i r  d e s  
c o n d i t i o n s  de p a r o i .  

Le t r a i t e m e n t  de  c e  c a s  s p d c i a l  q u i  s e  r e n c o n t r e  à l a  
p o i n t e  s u p é r i e u r e  du c u l o t  e s t  d é t a i l l é  c i -dessous .  

b) C a l c u l  d e s  f l u x  à l a  p o i n t e  s u p é r i e u r e  d,u c u l o t  

Dans l ' é t a p e  p r é d i c t e u r  e n  i s u r  l ' a v a n t - c o r p s ,  l e  c a l c u l  
du f l u x  à t r a v e r s  l e  c o n t o u r  r2- e s t  décomposé e n  2  
p a r t i e s ,  d 'une p a r t  une m o i t i é  de  f l u x  à t r a v e r s  l e  
con tour  cfs ( c o n t o u r  p a r o i )  ,_et d ' a u t r e  p a r t  l ' a u t r e  
m i t  i é  à t r a v e r s  l e  con tour  C ~ F  ( c o n t o u r  f l u i d e ) .  

Les f i g u r e s  (12-a) e t  (12-b) montrent  l e s  p o i n t s  i n t e r v e -  
nant  dans  l e  c a l c u l  de  c e s  f l u x .  Pour l a  f a c e t t e  r22, la 
p a r t i e  f l u i d e  p a r f a i t  du f l u x  e s t  c a l c u l é e  avec l e s  
v a l e u r s  a u  p o i n t  M y  l a  p a r t i e  f l u i d e  v i squeux  f a i t  i n t e r -  
v e n i r  l e s  p o i n t s  M ,  U ,  V ,  E e t  W. 

Dans l e  c a l c u l  d u  f l u x  3 t r a v e r s  l a  f a c e t t e  G?, on 
u t i l i s e  r e spec t ivement  l e  p o i n t  M pour l a  p a r t i e  f l u i d e  
p a r f a i t  e t  l e s  p o i n t s  W ,  E, N e t  S pour l a  p a r t i e  f l u i d e  
visqueux.  

C e t t e  décomposi t ion en 2  p a r t i e s  d e s  c o n t o u r s  i n t e r v i e n t  
également dans l e  c a l c u l  du p r é d i c t e u r  e n  j 3 l a  p o i n t e  

hl 

s u p é r i e u r e  du c u l o t  pour l e  c a l c u l  du f l u x  3 t r a v e r s  C l - .  



calcul du ----- gradient de 0 sur la facc t /e  cis 

colcul du gradient de dl sur la facc t ie  



B - Traitement particulier à l'étape implicite 

a) Calcul des flux à la oaroi 

Consid6rons l'exemple du calcul du flux à travers une 
facette paroi Cf- de la base du projectile dans l'étape 
implicite en i. Ce flux à travers la facette paroi reperé 
par llindice(ic - 1 2  j s'écrit : 

où A: \ i C - t l L  

expressions (3. 
paroi et dans 1 

,; et 6; l ic-t,xlj sont données par les 
271,  (3.29a) et (3.29b) appliqu&s à la 
.esquelles les valeurs moyennes Ff "  et ~TW" 

sont remplacées par leurs valeurs à la paroi. 

Quant aux derivées d'espace, elles sont discrétisées 3 
partir de la formule (3.25) en utilisant le décentrement 
cité plus haut. 

De cette façon, l'évaluation de 4 - ne fait 
intervenir que la valeur de AWna la paroi. L'évaluation 
de I i c - V L , &  fait intervenir les valeurs de b'td"à 
la paroi, au centre de la cellule d'indice ( i C ,  j )  et au 
centre de la cellule d'indice (iC + 1, j ) .  

b) Résolution a la paroi 

L'operateur Al appliqué à &\w~:~ (voir équat ion 3.31 ) 
s'écrit donc : 

où L'lm et Mglm etPtlm ont des expressions semblables à 
Lim, Mlm e t  P l m  (voir Annexe 3 ) . 



L'application des conditions aux limites (4.2b) au point 
( i C  - 112, j) fournit les relations complémentaires pour 
le démarrage du processus de double balayage utilis4 dans 
la résolution du système linbaite correspondant 21 L'équa- 
tion (3.32b). 

IV.2.3 - Calcul de la pression finale dans le cas laminaire 
A la fin de chaque itération, la solution à l'instant n + 1 est 
connue au centre de chaque cellule de contrôle. Les conditions 
aux limites sont donc traitées de manière explicite. A la paroi, 
l'énergie est évaluée 2I l'aide des conditions (4.1). 

La pression finale est calculée à partir de l'expression suivan- 
te : 

écrite ici pour la paroi de l'avant-corps du projectile (voir 
figure 13) où 7' est la coordonnée correspondante3 la direction 
de maillage j e t c ~ m  le tenseur des contraintes exprimé par : 

Les composantes de S t  de l'expression (4.6) sont données par : 

5% = ( X f  2p) au 
b y  

Dans ces équations, lesM.k( (5- 1, 2 )  sont les composantes de la 
vitesse et gE Y*c est le symbole de Kroenecker. 

La relation (4.6) est discrétisée en un point paroi M à l'aide de 
la formule (3.25) en utilisant les points My W' , E' et U donnés 
sur la figure 13. 



Les composantes du tenseur b (équat ion 4 . 7 )  sont  c a l c u l é e s  en 
chacun de ces p o i n t s  à l ' a i d e  de l a  formule ( 3 . 2 5 )  également. 

Les f i g u r e s  ( 1 4 . a )  e t  ( l 4 . b )  montrent l e s  p o i n t s  qu i  in terv iennent  
dans l e  c a l c u l  du tenseur des  c o n t r a i n t e s  2 e n  un point  paroi  E' 
e t  en un po int  U i n t é r i e u r  au domaine de c a l c u l .  

F I G . 1 3  Calcul de la pression à la paroi (M) 



l 
V'i 

 FI(^. l4b Calcul du tenseur T en U 



IV. 2.4 - Traitement sur la frontiere aval (i = i max) 

Dans les cellules de la frontière aval, les valeurs des inconnues 
sont extrapolées à partir des valeurs aux points antérieurs 
(i max - 11, ce qui donne les valeurs finales de la vitesse et de 
la température. La pression finale est ensuite prise égale à la 
pression de l'ecoulement uniforme amont. La masse volumique est 
enfin calculée à l'aide de l'équation d'état. A l'étape implicite 
en i, seule l'extrapolation précedente est effectuée. 

.. x, 

IV.2.5 - Traitement sur la frontière amont (j = j max) 

On suppose que la frontière amont est suffisamment loin du corps 
pour que le fluide ait un cornpottement de fluide parfait. Dans la 
région au voisinage de cette frontiere, on néglige donc les 
termes visqueux dans les équations (1.8). Comme la vitesse norma- 
le à cette frontière est subsonique, seulement 3 conditions aux 
limites sont à imposer 1221. 

Dans les présents calculs, on fixe l'entropie, l'enthalpie totale 
et la direction de la vitesse. La condition supplémentaire est 
donnée par la relation de compatibilité associee à la caractéris- 
tique sortante qui s'écrit da la façon suivante : 

avec ~2 = Y  P If, la normale exterieure 3 la frontiere. L'indice 
S se réfère aux valeurs frontières obtenues par extrapolation de 
la solution à partir des cellules intérieures. 

Les conditions précédentes sont utilisées après l'étape implicite 
en i, la variation de la solution sur cette frontière est ignorée 
durant les étapes implicites. 

Calcul des termes sources au voisinage de l'axe 

ru 
Dans les cellules de maillage dont les facettes Cl', Cl-, C2- ou 

coïncident avec l'axe de symétrie (voir figure 101, la 
contribution visqueuse ( A  + 2p) vly du terme source Wpest 
évaluée en tenant compte du comportement de v par rapport à y au 
voisinage de l'axe de symetrie. Le terme v/y est remplacé par sa 
dérivée 32r/by, ce qui revient à évaluer l'intégrale suivante : 



Les composantes de a/h sont donnees par : 

Dans l t6quat ion  (4 .101 ,  ( A  + 2)*) i , j  e s t  une valeur moyenne de 
A + 2/(c dans l a  c e l l u l e  A ( i ,  j )  l o c a l i s é e  au centre de c e l l e - c i .  

Aussi,  on a  ramene l e  ca l cu l  de l ' i n t e g r a l e  de surface sur S i , j  B 
c e l u i  du ca l cu l  de f lux  classique B travers l e  contour C i , j .  



l IV.3 - Calcul du pas de temps 
l 

Dans les applications aux écoulements stationnaires, présentées ici, on 
utilise une technique d'accélération de la convergence basée sur la tech- 
nique du pas de temps local en fonction de la taille de la maille et les 
caractéristiques de l'écoulement. 

La valeur de ce pas de temps est obtenue 3 l'aide d'un critere de stabili- 
té approché relatif aux schémas explicites : 

où C est la cilérité du son ( ~ 2  = v P / p )  et 

avec h & le pas d'espace dans la direction7 d la distance la plus + ' courte entre le centre de la cellule R(i, J 1 et le centre des cellules 
adjacentes. Les dérivées dTL/d r p  de l'équation ( 4 . 1 2 )  sont approchées par 
la formule (3 .25) .  Le parametrer prend la valeurT= 0,8 dans le cas d'un 
schéma explicite et une valeur supérieure dans le cas d'un schéma implici- 
te. 

L'utilisation de cette technique du pas de temps local est présentée dans 
chacune des applications. 



l La méthode implicite a été appliquée au calcul de l'écoulement de fluide compres- 
sible visqueux autour du projectile entier défini précédemment (voir figure 9). 
En ce qui concerne les valeurs des parametres du schéma, les résultats présentés 

1 ici ont été obtenus avec d = 112, a = 0,l. 

La valeur du b est calculée à partir de la relation (2.13) 
l (b = 2a - 1) . 

Une viscosité artificielle explicite du quatrieme ordre a été ajoutée à la métho- 
1 

de pour stabiliser la solution. Cette viscosité artificielle est appliquée sur la 
solution calculée B la fin de chaque itération de telle sorte que la solution 
finale soit obtenue à partir de : 

où A r 4  et Af,sont les pas d'espace dans les directions i et j respectivement. 
Les dérivées d'espace b4/3c4 et b*l&~: sont approchées par une formulation 
centrée, â 5 points. 

La figure 15 montre le type de maillage utilisé pour l'ensemble du domaine de 
calcul. La première partie de ce chapitre concerne les résultats obtenus dans 
l'étude de l'écoulement laminaire à un nombre de Mach infini M,= 0,8 et pour 
deux valeurs du nombre de Reynolds (basé sur le diamètre du cylindre), Rey = 500 
et Rey Sn 5 000. 

La deuxième partie de ce chapitre concerne les résultats obtenus dans le cas de 
l'écoulement turbulent à M W =  0,8 et Rey = 500 000. Dans ce dernier cas, la 
méthode discrétise les équations de Navier-Stokes moyennées, où la viscosité tur- 
bulente est calculée à partir d'un modèle algébrique de type longueur de mélange 
1161. Ces équations se déduisent des équations (1.8) en remplaçant le coefficient 
de viscosité /1C par (b1 +kt) dans le tenseur des contraintes visqueux et le 
coefficient/LCI~r par (&l/Prl +&/~rt) dans l'équation de l'énergie ; A 1  et kt 
sont respectivement les coefficients de viscosité Laminaire et turbulent ; de 
même, Pr1 et Prt sont respectivement les nombres de Prandtl laminaire et turbu- 
lent. Le passage des équations instationnaires aux équations moyennées est exposé 
en annexe4. On détaille également dans cet annexe le modele de turbulence utili- 
sé. 



V. 1  - Cas l a m i n a i r e  

Les c a s  de  c a l c u l  p r é s e n t é s  i c i  n ' o n t  pas  f a i t  l ' o b j e t  de comparaison avec 
l ' e x p é r i e n c e ,  i l s  o n t  seulement  s e r v i  à l a  mise au p o i n t  de l a  méthode. Le 
m a i l l a g e  c o n t i e n t  110 c e l l u l e s  dans l a  d i r e c t i o n  de  l ' écou lement  dont 45 
s u r  l ' a v a n t - c o r p s  du p r o j e c t i l e  e t  51 c e l l u l e s  dans  l a  d i r e c t i o n  t r a n s v e r -  
s a l e  dont 27 s u r  l a  base .  Une vue p a r t i e l l e  du m a i l l a g e  dans l a  r ég ion  du 
c u l o t  e s t  p r é s e n t é e  s u r  l a  f i g u r e  16.  

Des r e s s e r r e m e n t s  de  m a i l l a g e  o n t  é t é  e f f e c t u é s  dans  l e s  r é g i o n s  à f o r t  
g r a d i e n t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  au  bord d ' a t t a q u e ,  au v o i s i n a g e  du c u l o t ,  a i n s i  
que dans  l a  r é g i o n  où e s t  supposée s i t u é  l e  p o i n t  de  r e c o l l e m e n t .  

Sur l a  base  du p r o j e c t i l e ,  l e s  p o i n t s  s o n t  d i s t r i b u é s  de maniere  à o b t e n i r  
deux r e s s e r r e m e n t s  dans  l a  d i r e c t i o n  t r a n s v e r s a l e ,  l ' u n  au v o i s i n a g e  de l a  
p o i n t e  s u p é r i e u r e  du c u l o t  e t  l ' a u t r e  au v o i s i n a g e  de  l ' a x e  de  s y m é t r i e .  

Le pas  d ' e s p a c e  minimum s e  s i t u e  au bord d ' a t t a q u e  e t  vau t  : 
A x  = 0,0015D e t  d y  = 0,001D. 

Les c o e f f i c i e n t s  de v i s c o s i t é  E 4  e t  E r  d e s  termes de  v i s c o s i t é  a r t i f i c i e l l e  
de l ' é q u a t i o n  (5 .1 )  o n t  é t é  f i x é s  à 0,001.  

Pour l e s  2 a p p l i c a t i o n s ,  l a  s o l u t i o n  e s t  obtenue a p r e s  1  600 i t é r a t i o n s  
avec  un pas de  temps l o c a l  8  f o i s  p l u s  grand que l e  pas  de temps e x p l i c i t e  
c a l c u l é  à p a r t i r  du  c r i t e r e  de  s t a b i l i t é  (4 .11)  avec  q =  0 , 8 .  

L ' h i s t o i r e  d e  l a  convergence pour l e s  2  c a s  de c a l c u l  e s t  montrée s u r  l e s  
f i g u r e s  (17-a) e t  (17-b) où s o n t  r e p r é s e n t é s  l e s  r é s i d u s  maximaux (norme 
Lw). 

Les f i g u r e s  (18-a) e t  (18-b) montrent  l e s  v a l e u r s  d u  c o e f f i c i e n t  de 
p r e s s i o n  (Cp = (P - Pd) / 1 / 2  P , v ~  ) l e  long de  l a  l i g n e  AOCV d é f i n i  s u r  l a  
f i g u r e  9 .  Sur  l a  l i g n e  A0 q u i  co r respond  à l ' a x e  de  s y m é t r i e  amont, un 
c e r t a i n  manque de  p r é c i s i o n  a  é t é  o b s e r v é  s u r  l e s  t r a i t e m e n t s  d e s  termes 
s o u r c e s ,  c e  q u i  engendre  une o s c i l l a t i o n  s u r  l a  courbe  des  CP dans  l e  
c a l c u l  à Rey = 500, q u i  d i s p a r a î t  dans  l e  c a l c u l  à Rey = 5 000. On peut 
remarquer une v a r i a t i o n  b rusque  de l a  courbe des  CP au  n iveau  de  l a  p o i n t e  
s u p é r i e u r e  du c u l o t  q u i  co r respond  à l a  d é v i a t i o n  impor tan te  de  l a  v i t e s s e  
dans  c e t t e  r é g i o n .  C e t t e  d é v i a t i o n  e s t  beaucoup p l u s  impor tan te  dans l e  
c a l c u l  à Rey = 500 que dans  c e l u i  à Rey = 5  000. Les f i g u r e s  ( 1 9 - a ) ,  (19-b) 

l mont ren t  l e s  p r o f i l s  de  v i t e s s e  dans l a  r é g i o n  du c u l o t ,  l a  zone de r e c i r -  
c u l a t i o n  s ' é t e n d  tres e n  a v a l  du c u l o t  au f u r  e t  à mesure que l ' o n  augmente 
l e  nombre de  Reynolds.  Quelques p r o f i l s  de v i t e s s e  ( u ,  v )  e n  amont e t  en  
a v a l  du c u l o t  s o n t  donnés s u r  l e s  f i g u r e s  20-a, 20-b e t  20-c. E n f i n ,  l e s  
l i g n e s  i s o b a r e s  (PIP*) dans  l a  r é g i o n  d u  c u l o t  s o n t  montrées  s u r  l e s  f igu-  
r e s  21 e t  22 .  



Le n i v e a u  de p r e s s i o n  au c u l o t  e s t  s a t i s f a i s a n t  dans l e s  r é s u l t a t s  à 
Rey = 500 ( f i g .  211,  e t  semble t r o p  é l e v é  3 Rey = 5  000 ( f i g .  2 2 ) .  Ceci  es: 
probablement dû, d ' u n e  p a r t  B un manque de convergence de  l a  s o l u t i o n  nurn4- 
r i q u e ,  c e  q u i  e s t  p a r  a i l l e u r s  montré s u r  l a  courbe de  convergence ( f i g .  
17-b), e t  d ' a u t r e  p a r t  B une i n a d a p t a t i o n  du m a i l l a g e  pour ce  nombre de  
Reynolds. 

Des c a l c u l s  s u p p l é m e n t a i r e s  d e v r a i e n t  ê t r e  e f f e c t u é s  s u r  c e s  c o n f i g u r a t i o n s  
pour o b t e n i r  des  s o l u t i o n s  p l u s  p r é c i s e s .  

V.2 - Cas t u r b u l e n t  

Le m a i l l a g e  c o n t i e n t  90 c e l l u l e s  dans  l a  d i r e c t i o n  de  l ' écou lement  dont  46 
s u r  l ' a v a n t - c o r p s  d u  p r o j e c t i l e  e t  60 dans l a  d i r e c t i o n  t r a n s v e r s a l e  dont  
27 s u r  l a  base ,  Une vue  p a r t i e l l e  du m a i l l a g e  dans  l a  r é g i o n  du c u l o t  e s t  
p r é s e n t é e  s u r  l a  f i g u r e  23.  

Les pas  d ' e s p a c e  minimaux s o n t  s i t u é s  au bord d ' a t t a q u e  ( A x  = 9  . 10 '4~,  
A y  = 3 , 5  . ~ o - ~ D )  e t  à l a  p o i n t e  s u p é r i e u r e  d u  c u l o t  h x  = 8  . ~ O - ~ D ,  
A Y  = 3 , 5  . 1 0 - 4 ~ ) .  

Le domaine de c a l c u l  s ' é t e n d  à une d i s t a n c e  de  4 f o i s  l a  longueur t o t a l e  de 
l ' e n g i n  à l ' amont ,  d e  5  f o i s  c e t t e  longueur  e n  a v a l  e t  de  4  f o i s  c e t t e  
longueur dans  l a  d i r e c t i o n  t r a n s v e r s a l e .  

La v i s c o s i t é  a r t i f i c i e l l e  (5 .1 )  a  é t é  a j o u t é e  à l a  méthode avec l e s  v a l e u r s  
de L A  e t  E r  f i x e e s  à 0,002.  

Les p remie rs  c a l c u l s  que nous avons e f f e c t u é s  o n t  é t é  ob tenus  en  imposant 
l a  c o n d i t i o n  d ' a d h g r e n c e  s u r  l e s  p a r o i s  y compris  s u r  l a  base  du p r o j e c t i -  
l e .  Cependant,  l e s  e s s a i s  u l t é r i e u r s  e f f e c t u é s  en  imposant l a  c o n d i t i o n  de 
g l i s s e m e n t  s u r  l a  b a s e  o n t  montré  que l a  s o l u t i o n  obtenue é t a i t  en  m e i l l e u r  
accord avec  l e s  r é s u l t a t s  expér imentaux [l] que l a  s o l u t i o n  avec l a  condi-  
t i o n  d  ' adhérence.  

Comme i l  a  é t 6  d i t  précédemment, c e c i  e s t  probablement dG au f a i t  que l e  
modele u t i l i s é  ne p e u t  t e n i r  compte de façon s a t i s f a i s a n t e  de  l a  couche 
l i m i t e  s e  déve loppan t  s u r  l e  c u l o t .  

La s o l u t i o n  p r é s e n t é e  e s t  ob tenue  a p r e s  24300 i t é r a t i o n s  de  c a l c u l  avec un 
pas de  temps l o c a l  8 f o i s  s u p é r i e u r  au pas de  temps e x p l i c i t e  c a l c u l 6  à 
p a r t i r  d u  c r i t e r e  de  s t a b i l i t é  (4 .11)  avec r/2 = 0,75.  

D e r r i e t e  l e  c u l o t ,  une t echn ique  de  pas de temps localement  c o n s t a n t  par 
l i g n e  d ' i n d i c e  ( i l  e s t  u t i l i s é e  de l a  façon s u i v a n t e  : 



Pour i f i x é ,  c o n n a i s s a n t  l e s  pas de temps locaux ( A t )  i , ~ s ~ p  e t  ( A t )  i , $ l n q  
( v o i r  f i g u r e  24) aux p o i n t s  N e t  S r e s p e c t i v e m e n t ,  l e  pas  de temps u t i l i s é  
pour l e s  c e l l u l e s  ( R ( i ,  1 )  à a ( i ,  j s u p l )  e s t  donné p a r  : 

C e t t e  t e c h n i q u e  permet d ' o b t e n i r  une r é p a r t i t i o n  homogene de v a l e u r s  de p a s  
de  temps dans  l a  r é g i o n  e n  a v a l  du c u l o t .  

C e t t e  p r é s e n t e  s o l u t i o n  n é c e s s i t e  19 .000  secondes  de  temps CPU s u r  o rd ina -  
t e u r  Cray lS  B p a r t i r  d 'un  code de  c a l c u l  non v e c t o r i s é .  

La f i g u r e  25 montre l e s  v a l e u r s  du c o e f f i c i e n t  de  p r e s s i o n  
(Cp = ( P  - P,) / 1 / 2  P . , V ~ )  l e  long de l a  l i g n e  AOCV d é f i n i e  s u r  l a  
f i g u r e  9. La f i g u r e  26 montre l e s  v e c t e u r s  v i t e s s e  dans  l a  r é g i o n  d u  
c u l o t .  Le p o i n t  de  reco l l ement  s e  s i t u e  3 1 , 5  f o i s  l e  d i a m e t r e  d u  c y l i n d r e  
d e r r i e r e  l a  b a s e .  Quelques p r o f i l s  de v i t e s s e  ( u ,  v )  e n  amont e t  e n  a v a l  d u  
c u l o t  s o n t  donnés s u r  l e s  f i g u r e s  27-a e t  27-b. 

E n f i n ,  l e s  l i g n e s  i s o b a r e s  (P/P,) s o n t  montrées  s u r  l a  f i g u r e  28. 

Comparaison c a l c u l  e x p é r i e n c e  

Les e x p é r i e n c e s  [l] o n t  é t é  e f f e c t u é e s s u r  d e s  c o n f i g u r a t i o n s  schémat i san t  
l e s  écoulements  d ' a r r i è r e - c o r p s  de  m i s s i l e s ,  en  régimes subson iques  ou 
superçon iques  e t  à grand nombre de  Reynolds (de  l ' o r d r e  de  1 0 ~ ) .  

En ce  q u i  concerne  l e s  r é s u l t a t s  q u i  nous i n t é r e s s e n t ,  i l s  o n t  é t é  e f f e c -  
t u &  s u r  une c o n f i g u r a t i o n  à p a r t i e  c y l i n d r i q u e  t r è s  a l l o n g é e  p a r  r a p p o r t  à 
l a  c o n f i g u r a t i o n  de  c a l c u l .  Cependant,  l a  comparaison d e s  r é s u l t a t s  de  
n iveau  de  p r e s s i o n  au c u l o t  e t  de longueur  de  déco l l ement  e s t  p o s s i b l e  dans  
l a  mesure où l a  couche l i m i t e  e& ple inement  d8veloppée dans  chaque configu- 
r a t i o n  ( c e  q u i  v e u t  d i r e  que l a  p a r t i e  c y l i n d r i q u e  du p r o j e c t i l e  d o i t  ê t r e  
longue ( d a n s  n o t r e  c a s  3D)) e t  nombre de  Reynolds s o i t  a s s e z  é l e v é .  

La f i g u r e  29 montre l a  v a l e u r  de  l a  p r e s s i o n  Ge c u l o t  c a l c u l é e  e t  donne l e  
n i v e a u  de  p r e s s i o n  moyen de  l ' e x p é r i e n c e  Il] . On peu t  remarquer un a s s e z  
bon accord c a l c u l - e x p é r i e n c e .  Quant à l a  longueur  de déco l l ement ,  l ' expé-  
r i e n c e  s i t u e  l e  p o i n t  de reco l l ement  3 e n v i r o n  1,6D, c e  q u i  e s t  v o i s i n  du 
r é s u l t a t  de  c a l c u l  (1,5D) ( v o i r  f i g u r e  26) .  

La s o l u t i o n  numérique obtenue donne une r e p r é s e n t a t i o n  s a t i s f a i s a n t e  de l a  
zone d é c o l l é e  e t  un bon n iveau  de  p r e s s i o n  au c u l o t ,  e t  c e c i  avec un modéle 
d e  t u r b u l e n c e  peu s o p h i s t i q u é .  Cependant,  l e  c o û t  de  c a l c u l  pour o b t e n i r  
une t e l l e  s o l u t i o n  e s t  encore  t r é s  é l e v é ,  c e  q u i  e s t  dû à un manque a c t u e l  
d ' e f f i c a c i t e  de l a  méthode q u i  f a i t  l ' o b j e t  d e s  remarques déve loppées  c i -  
dessous .  



Remarques : 

1) Le maillage utilisé est caractérisé par un resserrement dans la'direc- 
tion longitudinale de l'écoulement (lignes de maillage i) et un resser- 
rement dans la direction transversale (lignes de maillage j) au bord 
supérieur du culot (voir figure 23). 

Ces resserrements en i et en j se propagent respectivement jusqu'à la 
frontiere extérieure et dans la région en aval du culot, là où il n'est 
pas nécessaire d'utiliser un maillage fin. En conséquence, la distribu- 
tion des valeurs du pas de temps calculées à l'aide du crithe (3.34) 
n'est pas homogene dans les régions où 1'6coulement est pourtant relati- 
vement uniforme. Ceci freine la propagation des informations et diminue 
donc la vitesse de convergence de la solution numérique. 

Une amélioration du maillage actuel consisterait, d'une part, à modifier 
le maillage en aval du culot, en adaptant approximativement les lignes 
de maillage j aux lignes de courant, et d'autre part, répartir de 
manière plus homogene les points de maillage sur la frontiere extérieu- 
re . 

2) La valeur maximale du rapport entre le pas de temps rmplicite utilis6 et 
le pas de temps explicite calculé à partir du critere de stabilité 
(4.11) est actuellement de l'ordre de 8. Cette limitation sur le pas de 
temps est essentiellement due à des difficultés de stabilité au bord 
d'attaque. Une meilleure résolution dans cette région permettrait 
d'augmenter sensiblement la valeur de ce rapport du pas de temps (de 
l'ordre de 15 a 20) et, par conséquent, d'améliorer l'efficacité de la 
méthode . 

3 )  Compte tenu de l'hétérogénéité de la distrlbutron du pas de temps dans 
le domaine de calcul, qui résulte de l'utilisation de la technique de 
pas de temps local, il serait intéressant de découper le domaine de 
calcul en sous-domaines, dans lesquels la solution serart calculée avec 
des valeurs du pas de temps plus homogènes. Ceci diminuerait les coûts 
de calcul car la méthode pourrait n'être appllqu&e, à chaque instant, 
que dans des sous-domaines particuliers. 

4 )  La vectorisation du code de calcul doit permettre de diminuer les coûts 
de calcul d'un facteur au moins égal à 6 par rapport au present code. 



1 CONCLUS ION 

Le développement d'un code de calcul pour la résolution des équations de Navier- 
Stokes compl&tes dans le cas d'écoulements de fluide compressible, à symétrie 
axiale, a été entrepris. 
La méthode est fondée sur la discrétisation, à l'aide d'un schéma implicite, des 
équations de Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles. 

Les applications de cette méthode concernent l'écoulement autour d'un projectile 
de type ogive-cylindre à un nombre de Mach M W =  0,8. 

Dans un premier temps, le cas des nombres de Reynolds (basés sur le diametre de 
cylindre) modérés (Rey = 500 et Rey = 5 000) a été examiné. 

Des résultats intéressants ont été dégagés notamment dans la zone de recircula- 
tion derriere le culot du projectile. Ensuite, le calcul de cas d'écoulement 
turbulent a été entrepris, il consiste en la résolution des équations de Navier- 
Stokes moyennées ( à  Rey 500 000) ; la turbulence étant alors prise en compte 
par l'utilisation d'un modèle algébrique de type longueur de mélange. La solution 
numérique obtenue prédit un niveau de pression de culot et une longueur de décol- 
lement en bon accord avec les résultats expérimentaux. 

Ces résultats sont suffisamment prometteurs pour envisager de poursuivre le déve- 
loppement de la méthode afin d'en ameliorer l'efficacité, d'une part, et afin de 
calculer d'autres régimes d'écoulements d'autre part. 
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PASSAGE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES TRIDIMENSIONNELLES AUX EQUATIONS 
BIDIMENSIONNELLES AXISYMETRIQUES 

En utilisdant l'hypothese de symdtrie axiale (1.61, dans les équations de 
Navier-Stokes (1.1) écrites dans un repere cylindrique (s, G ,  29) ddfini dans 
le chapitre 1, les équations de conservation de la masse et de l'énergie s'écri- 
vent : 

o ù V  est un volume de contrale élémentaire défini sur la figure 2, 6V'est la 
frontiere deV. 

De même l'équation de quantité de mouvement s'écrit : 



Rappelons que lfhypoth&se (1.6) suppose que toutes les quantités des équations 
(11, (2) et ( 3 )  ne dépendent pas de l'angle azimuthale, excepte les vecteurs de 
base 5 et ëg .  On peut alors integrer ces equations par rapport 3 entre el et 
0 2  (voir fig. 2 du chapitre 1). 

Après intégration e n e ,  les équations scalaires de conservation de La masse et de 
lf4nergie deviennent : - 

où S est une surface méridienne et C le contour de S. 

Dans 1' intggration en 0 de lf4quation de quantité de mouvement (21, on peut s6pa- 
rer la contribution dans la direction axiale s, qui ne ddpend pas de 0 ,  des 
contributions dans les autres directions. 

La projection de 18€quation de quantité de mouvement sur s'écrit : 

4 
Quant aux contributions suivant et ee, il faut remarquer, d'une part, que 
1' integration en 6 de 8 donne : 



et d'autre part, que la contribution de l'intégrale : 

j { g ~ p - b a e )  d r d )  G 
dans le déplacement entre et devient : 

* 9 .I-. 

Après projection sur er = ( Q e L i  ), on obtient : 



ANNEXE2 

EXPRESSIONS DES FLUX A L'ETAPE EXPLICITE 

Les flux IR: et des expressions (3.21) e t  (3.23) du chapitre 3 slÇcrivent : 





Les composantes des normales aux facettes sont données par : 



MATRICES JACOBIENNES 

Les matrices ( 4  x 4 )  ( ~ 1 ~ ) ~  ( ~ 1 ~ ) ~  (Plm) sont obtenues après l'évaluation des 
1 

flux 3 travers les facettes Cl* dans la direction de maillage i. Ces flux sont 
obtenus à l'aide des relations (3.29), (3.31a) et (3.31b) dans lesquelles les 

l différentes matrices jacobiennes sont definies ci-dessous. 

A.3.1 - Matrices jacobiennes pour le tenseur fluide parfait 



1 A.3.2 - Express~on des matrices jacobiennes pour le tenseur vrsqueux 
1 



A.3.3 - Matrices jacobiennes pour les termes de révolution 



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES ET MODELE DE TURBULENCE 

Pour les écoulements turbulents, l'approche globale utilise les dquations de 
Navier-Stokes moyennées, complétées d'un modele de turbulence qui assure la 
fermeture du systsme utilise. 

A.4.1 - Equations de Navier-Stokes moyennees 
Pour les fluides compressibles, les fluctuations de la masse volumique 
introduisent dans les équations moyennes, un nombre important de termes 
de correlation supplémentaires par rapport au cas incompressible. 
 utilisation de variables dépendantes pondérées par la masse permet de 
minimiser le nombre de ces termes supplémentaires. Le développement d'un 
tel concept n'est pas exposé ici, le lecteur intdressé par ce problsme 
pourra consulter, par exemple, les rdferences 1231 et (241.  Pour chaque 
variable fluctuant T , on dé£ init une valeur moyenne de 'Q et sa 
fluctuation'f' au sens classique. On introduit ensurte une valeur moyenne 
pondCree par la masse y et sa fluctuation j"' 3 partir des relations 
suivantes : 

= 
Ainsi, on définit par V la valeur moyenne de la vitesse pondérée par la 
masse. Ce procédé est également applrque pour la définition de la valeur 
moyenne Z de l'energie interne et de la valeur moyenne de l'énergie 
totale r, etc.. , 



On obtient donc : 

en utilisant ces relations dans les équations de Navier-Stokes instantan- 
nées (1.11, les équations de Navier-Stokes moyennées s'écrivent sous la 
forme differentielle suivante : 

1 
Dans ces équations cQd4signe le tenseur de Reynolds pour un fluide 
compressible. défini par : 

- 
p est la valeur moyenne de la pression qui s'écrit : 



- 
G est le tenseur des contraintes moyen 

La valeur moyenne de l'energie totale s'écrit : 

où k est l'énergie cinetique de la turbulence definie par : 



A.4.2 - Modèle de turbulence 
Dans le cas qui nous concerne, on néglige l'éner ie cinétique de la tur- + bulence, ainsi que les termes de corrélations (V" 12 V") et (V" . 7,) de 

Le tenseur de Reynolds <%est supposé dépendre linéairement du gradient 
de vitesse moyenne, selon une loi semblable à la loi de Newton, à 
savoir : 

où E = fir étant le coefficient de viscosité tourbillonnaire. 

De même, on suppose que le terme de diffusion turbulente de l'enthalpie 
( qui apparaît dans l'équation de l'énergie ( 4 )  suit une loi 
semblable à la loi de Fourrier : 

où Kt est la conductivité turbulente qui est en général prise proportion- 
nelle à A, de manière à ce que le nombre de Prandtl turbulent Prt =,kt. 
CP/Kt soit une constante, égale à 0,9. 

Dans ces conditions, les équations de Navier-Stokes moyennées ( 2 )  - ( 3 )  - 
(4) ressemblent aux 6quations de Navier-Stokes instantannées (1-11, il 
suffit de remplacer,& par (A+ ,kt) dans le tenseur de contrainte 
visqueux et /r/% par ( ,Ut/PII + k/Lt) dans 1 'équation de 1 'énergie. 

La modélisation de la turbulence se réduit à la donnée de relations de 
fermeture permettant de déterminer la viscosité turbulente/&. Pour les 
modèles algébriques, cette viscosité turbulente est calculee à l'aide de 
relations faisant intervenir des propri6tés locales ou intégrales du 
mouvement moyen. Sans discuter de la justification physique d'une telle 
notion, il faut admettre que ces modeles donnent de bons r4sultatsJ pour 
Pa prédiction des profils de vitesse moyenne, dans les cas des couches 
limites non décollées à grand nombre de Reynolds et des jets. Leur effi- 
cacité est toutefois limité pour les écoulements présentant de larges 
zones de d4collement. Dans les applications présentes, nous avons choisi 
un modèle algébrique dérivé du modele de Cebeci [25] qui est exposé dans 
l'article de Baldwin et Lomax [161. Ce modèle présente un avantage impor- 
tant par rapport au modèle de Cebeci classique dans l'établissement d'un 
code de calcul Navier-Stokes. En effet, dans ce modèle, il n'est pas 



n é c e s s a i r e  de  c o n n a î t r e  l ' é p a i s s e u r  physique de  l a  couche l i m i t e  ( 6 )  dont  
l a  d é t e r m i n a t i o n  à p a r t i r  de  r é s u l t a t s  o b t e n u s  pour l e  champ comple t ,  où 
l ' o n  p a s s e  cont inuement  de  la  zone v i s q u e u s e  à l a  zone de  f l u i d e  p a r f a i t ,  
pose un c e r t a i n  nombre de problèmes numériques q u i  compliquent l ' é c r i t u r e  
du code de  c a l c u l .  

A.4 .3  - P r é s e n t a t i o n  du modale u t i l i s é  

Nous exposons i c i  de  façon s u c c i n t e  l e  modèle de t u r b u l e n c e  p r é s e n t é  dans  
l ' a r t i c l e  de  Baldwin e t  Lomax 1161. 

Le c o e f f i c i e n t  de v i s c o s i t é  Pt e s t  ob tenu  3 l ' a i d e  d 'un modele a l g é b r i q u e  
à 2 couches  d é f i n i  p a r  : 

o ù q  e s t  l a  d i s t a n c e  normale a l a  p a r o i  e t q  e s t  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  
de t e l l e  que : e 

( f i l i n t  e s t  c a l c u l é  à l ' a i d e  d ' u n  modele c lass iquement  d é s i g n é  s o u s  l e  
nom de  modele p a r o i  : 

où e s t  l a  longueur  de mélange d é f i n i e  p a r  : 



et fi est le tourbillon : 

où C et A+ sont des constantes. 

La quantite /tl+ est liee à la contrainte tangentielle à la paroi:,,, par la 
relation : . .., 

où Pd et sont respectivement la masse volumique et le coefficient de 
viscosité à la paroi. 

pour le calcul du coefficient de viscosité ( on utilise la 
relation: . 

où K est le coefficient de Clauser et Ccp est une constante rbelle. 

Fsill est obtenu à l'aide de l'expression : 

Dans cette expression, Cwk est une constante réelle,rmax et Rnax sont 
déterminés par la fonction : 



Dans l e  s i l l a g e ,  l e  terme en exponent ie l le  de c e t t e  équat ion e s t  suppri-  
m e .  

Pour i f i x é ,  l a  quan t i t d  Fmax e s t  l e  maximum de F( 1, t and i s  queqmax e s t  
l a  va leur  de correspondant à ce maximum. 

La fonc t ion  Fkleb (9 de  l ' équa t ion  ( 18 ) e s t  l a  fonct ion de Klebanoff 
d e f i n i e  par  : 

où C Kleb e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de Klebanoff. 

La q u a n t i t é  U d i f f  de l ' exp res s ion  (19)  e s t  l a  d i f f é r e n c e ,  pour i f i x é ,  
du maximum e t  du minimum du module de l a  v i t e s s e  : 

Dans l e s  r e l a t i o n s  (151, (181, (19)  e t  (211, l e s  d i f f é r e n t e s  va l eu r s  des  
cons tan tes  u t i l i s é e s  s o n t  données par : 
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