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INTRODUCTION,

Les splines quadratiques 4 deux variables sont les surfaces différen-
tiables et polynomiales par morceaux les plus simples. Ce sont en effet des
fonetions de Cl(Q) (@ domaine polygonal du plan), dont la restriction 4
chaque triangle T d'une triangulation de Q est un élément de P2, espace des
polyndmes A4 deux variables de degré total inférieur ou égal a 2.

Chaque polyndme P se développe dans la base de Bernstein

Ays A)

P()\) = 2 a, . B.. ()\ 2’ 3

£
o<i+s< 1313 1

A= (Al, 12, As) étant les coordonnées barycentriques de T.
_ 21 1,3 ,2-i-j

B..(A., A, A,) = Ay AZ A

1571 22 ¢ f1it(2-1-3): 17278

Les aij sont appelés B-coefficients de P.
Toutes ces notions sont développées par P. Sablomniére dans [10].

Ainst le caleul de la spline se raméne d celui de ses B-coefficients.

. . R . 2
Dans notre étude, nous choisissors comme domaine Q, un carré de R°.

Dans le premier chapitre, nous donmnons quelques rappels concernant
Z'intefpolation de Lagrange par des Splines quadratiques sur un intervalle de
R? (ces résultats seront utilisés au chapitre 3), et 1'élément fini quadratique
de Powel-Sabin, avec le calcul des fonctions de base du procédé d'interpolation

correspondant.



Dans le deuxiéme chapitre, nous faisone une étude de la majoration de la norme

Lp’ de la fonction de ses dérivées premiéres et secondes, dans le cas de 1'inter—

polation d'Hermite par des splines quadratiques sur un domaine  subdivisé en
triangle de Powell-Sabin.

Nous nous basons dans cette étude sur des résultats donnés par R. Arcangeli
et J.L. Gout dans [11.

L'étude est faite d'abord sur un triangle de référence, puis dans la deuxiéme
partie du chapitre, nous montrons que les majorations obtenues se généralisent
a D ; en utilisant les résultats domnés par P. Sablomniére dans [9].

Le troisiéme chapitre concerne 1'interpolation de Lagrange en des
points répartis de fagon assez réguliére sur ). Nous donnons deux algorithmes
trés simples correspondant d deux choix des points d'interpolation et permettant
le calcul des B-coefficients de la spline, ainst que ceux des fonctions de
base. Ce calcul permet de trouver un majorant M et un minorant m de la norme
L, de l'opérateur d'interpolation ; et par conséquent, une majoration de
l'erreur d'interpolation. Nous montrons que cette derniére est en O(H), avec
o au moins égal 4 2. A la fin de ce chapitre nous donnons deux prograﬁmes :
un programme concernant le calcul des B-coefficients des fonctions de base ;
ainsi que celui de m et M, et un programme concernant le calcul de 1'interpolant
spline, de l'erreur d'interpolation et de l'ordre de convergence. Nous donnons

aussi des courbes de niveau de certaines fonctions et de leurs interpolants.

On sait que la construction de l'interpolant d'Hermite vu au chapitre 1,
nécessite la connaissance des dérivées partielles premiéres aux points d'inter-
polation. Or, en pratique, cette condition n'est pas toujours satisfaite ; il
faut done approcher les valeurs de ces dérivées : cela fait 1l'objet du quatriéme

et dernier chapitre.

Nous proposons deux méthodes d'approximation : la premiére méthode utilise

la minimisation de l'expression
2 2 2
_ 3°5,2 3°S 3°s,2
E= JJ {(;—2) + 2(3x3y) + (3 2) } dx dy.
Q * y

qui représente une valeur approchée de l'énergie de flexion d'une plaque mince.

Dans ce cas, les calculs numériques montrent que l'erreur sur la fonction est

en O(h2) seulement.




La deuxiéme méthode consiste d estimer les dérivées partielles au
moyen de splines cubiques 4 une variable définies sur les paralléles aux
ebtés de Qcette méthode est beaucoup plus satisfaisante car l'erreur sur
la fonetion est en 0(h3). Et d la fin de ce chapitre, on compare ces résultats
avec ceux obtenus par Le Méhauté dans [7], au moyen des splines plaques
minces locales.

Dans ce dernier cas l'erreur sur la fonction est en 0(h3) également.




CHAPITRE 1.

QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX
SUR

LES SPLINES QUADRATIQUES.




I - INTRODUCTION.

Ce chapitre regroupe certains résultats fondamentaux dont on se sert

dans les chapitres suivants, notamment 1'interpolation par des splines quadra-

tiques sur un int

2
ervalle de R et un triangle de R .

II - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR UN INTERVALLE DE R, PAR DES
SPLINES QUADRATIQUES.

Soit I = [a,

bl un intervalle deR et A = {a

subdivision uniforme de I.

Soit :

et

Avec :

pour 0 < i < N-1,

P2([ti, ti+l]) : {fonctions polyngm;a}es du second degré définies sur [ti’ti+

P%([a,b], A)

c‘l({a,b})

hy St 7Y
pour 0 S i < N-1
* _ - 1 .
Ti+1 T Y4172 T HTE By

on définit :

{s € Cl([a,b]) ; tel que S/[t,,t
0 <is N-1}

417 € Polltys t,

{fonctions définie et bornées sur [a,bl}.

Alors le probléme suivant :

Chercher S ¢ P;([a,b], A) tq

* * *
s(t}) = £(t)) = £}

(pour f ¢ C_l([a,b]))

t, < e < t.. = b} une

+1

1),

1

1}




admet une solution et une seule. (Pour la démonstration voir [6]).

S peut s'écrire dans la base de Bernstein de P;([ti’ ti+l]) (0 <1< N-1)

de la maniére suivante :
S(x) = ay; By *8y;,1 By T340 By

avec

[ By(x) = (1-%)°
1 Bl(x) = 2x(1-x)
{ B,(x) = x°

Deginition 1.

Les as ;21 < j <2i+2 powr 0 < i < N-1, sont appelés coefficients-Bezien
ou Les B-coefgicients de S. (Pour cette notion voir [1d).

Exemple.

On représente les B-coefficients pour N = 4,

0 1 2 3 "
Y R . I
0 1 2 3 Y
ao al 32 33 au 35 a6 a7 a8

Fig. 1. Représentation des B-coefficients
a;» 0<ix8;des e py(la,bl).

Proposition 1.

Les B-coefficients indiqués sur La gigure préciédente (Fig. 1), se caleulent
en nésolvant Le systeme suivant :




* * *
6a2 + a“t = -fo + u’fl + uf2
+ 6a,, + = 4E o+ 4Er
Bp5p ¥ 08y t By B MY NEL
(s1) (pour 2 s i < N-2)
_ * * *
@n-u T S3y_2 = Mg Yy -y

puis en calculant :

(s2) { 8,54, = 2F - (a,, +

IA
=
A
=2
'
[y

a2i+2)/2 pour O

avec

Pour la démonstration voir 0Q .

IIl - SPLINES DEFINIES SUR UN DOMAINE TRIANGULE DE IRZ :

A - Notions préliminaires.
Soit & un domainé polygonal de ]R2, et T une triangulation de Q.
Soit Te T, T = (A1A2A3) et M e T.

Dédinition 2.

On appelle coondonnies barycentriques de M, La solution (Al, Az, A
du systéme :

3)

]
=

A A
Ajhy + TR, + AAg

>
+
>
+
>
n
[




Avec 0 < A; < lpour l<is3.

Soit :
P,(T) : {fonctions polynomiales du second degré définiessur T}
P5(2,0) ;{5 e CHR) tg S/T € PAT), ¥T e T)

Déginition 3.

S € P;(Q,C), est appelie Spline quadratique ct déginie sun Q

S/T peut s'écrire dans la base de Bernstein de P2(T) de la maniére

suivante :

S(A;, Ay A) = ) a.. B..(A, A, A).

12 "2° 3 0sitj<2 ij "ij " 1? 2* 73
Avec :
21! 1,3 4(2-i-3)

B..(A , A,s A,) = AT A2 A

ij 1?2 3 1151(2-1-3)1 17273
(pour 0 < it+j < 2).
{Bij}Osi+jS2 est la base de Bernstein. {aij}0$i+j$2 sont les B-coefficients

de S. (Voir figure 2).

Propriede 1.
Les {Bij}0si+js2 virnifient La propriété suivante :
| Bij(A) 20
OSiZjSQ Bij(x) -

Considérons les points : Aij € 9T = bord de T, de coordonnées barycentri-

ques :

(i/2 3 v/2 3 (2-i-3)/2) pour 0 < i+j < 2.




Définition 4.

L'ensemble des points gﬁj
sun Le trniangle T, du polynome

(Aij’ aij)’ est appeld B-nlseau ou B-polytdre,

P(A) = ) a,. B..(%)

osi+j<2 4

(voir Fig. 2).

Dé4inition 5.

On appelle triangle quadrnatique L'ensemble des points (A, P(X)) ; c'est
a dirne Le graphe de P ¢ P (T).

Proprite 2.

On vérnifdie que :

Remarque 1.

1°) - Les relations données dans les propriétés (1) et (2) indiquent que les

points (A, p(A)), du graphe de P, appartiennent d l'enveloppe convexe des points
Ly

a,. = (A,., a,.).

1] 1] 1]

2°) - Les figures suivantes éclaircissent la notion de B-coefficients.




Polyndme quadratique dans la base de Bernstein :

P(A) = a, A + 2a10koll + 2a01A0A2

A + 2allllk2 + 2y A

e REseau Bézier = {&,]




01

.
--------

Figure 3.

; . Representation
Reseaux Bezmr{ P

Continuite C*




B - Raccordement C1 de deux triangles quadratiques.

P . - - 1 >
Etant donné deux triangles T1 = (A1A2A3) et T2 = (A1A2A3), inclus dans 9,

on sait d'aprés ce qui précéde que la spline S s'écrit de la maniére suivante :

P.(A) = )} a,.B,.(0) surT
! ositjs2 13 13 1

P.{i) = )) b,. B,.(y) surTT,.
2 ositjg2 I I 2

La figure précédente représente le raccordement Cl le long de [A1A2] des deux

triangles quadratiques

3

{(x, P,(A)) 5 A= (A, Ays Ag) avec 0 S A, S 1et izl Ay = 1}
3

{(u, Po(u)) 5 w= (uys Wy, Ug) avec 0 <, < 1 et izl W, = 1}

Remarque 2.

Le calcul de S revient & celui de ses B-coefficients. Et pour faciliter
ce dernier, par la suite, on considére la projection du B-réseau dans le plan ;

on obtient ainsi la figure suivante :

b
ao 02
Doy
by (T,) Do
10
420 220

Fig. 4. Projection du B-réseau de deux triangles
quadratiques dans le plan.



Dans la suite, tous les B-coefficients seront représentés par leurs

projections.

Proposition 2.

La continuits ¢ entre Les deux tuiangles quadratiques précédents, Le Long
de [A1A2], de traduit parn Le failt que Les points 2(20 ; 211 ; 'é'lo ; et r1‘:’10 d'une
part ; et Les points 3, ; %ll ;agg et B‘lo d'autre part sont coplanaires.

Se de plus : Ay, A, et Ké sont alignés avec AjA, = K AA  cette continuit?

1 31
se taduilt par :

!
=

(1+K) a, + K a

0~ 10 10

b + K a

(1+K) ajq 01 01

Pour la démonstration de cette proposition voir [10]

C) - Application : Probléme de PoweTl-Sabin.

Dans ce paragraphe on a :

f2 = triangle T = A1A2A3'
La triangulation T subdivise Q, (2 = T), en 6 triangles tss appelés micro-triangles,
comme le montre la figure suivante :

Figure 5. Triangle de Powell-Sabin.
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On a :

)
= aulA1 + m2A2 + w3A3
My = (Lmap) Ay + ayhy
<
M, = a2A1 + (1 - a2)A3 pour 0 < a, < 1
L M, = (l-as)Al + a3A2
On définit :
P2(ti) : {fonctions polynomiales du second degré définies sur ti}

(pour 1 £ i < 86)
et
PXT) : {seclT)tqS/t,eP(t.);1sis 6}
2 ' i 2717 - -

Le probléme & résoudre est le suivant : Etant donné f ¢ Cl(Q), 4? S ¢ P;(Q) tq :

[ S(A,) = £(A,)
1 1
) %% (Ai) =-%§ (Ai) pour 1 < i <3
38 _of
L

On démontre dans [0], qu'il existe S unique, S ¢ Pé(Q, C) ; vérifiant ces

conditions.

Les fonctions de base sont appelés ¢i’ Xi’ et wi pour 1 £ i < 3 et

vérifient :



11

, 2; 26;
¢i(Ai) =1 " (Ai) =0 aki+2 (Ai) =0
i+l
3X; 3X,
£ X.(A.,) =0 — (A,) = 1 —— (A,) =0
iti ali+l i ali+2 i
V. (A,) e (A.) e (A.)
.(A,) =0 = (A.,) = 0 D=1
i 3A1+1 i 3Ai+2 i

Les fonctions ¢ . X et wi’ ainsi que leurs dérivés partielles premidres

étant nulles aux p01nts A 141° A. +2° Avec la convention :

A. = A, our j 2 U
j -3 p J

3°) - Operateun d'interpolation et interpolant.

Appelons T 1l'opérateur d'interpolation, c'est 3 dire 1'application

T : Cl(T) > P;(T)

f > mwf = S

mf étant définie de la maniére suivante :

3 3 >
) £(A)) ¢, + 2 DE(A,).A, A, R .2 DE(A;).A A Y.
i=1 i=1 i=1

Tf

1]
I~ w

£(A) ¢, + y (A ) X, + y f (A.) ¥,
1 i=1 ak Ay 1A

i

4°) - Resultat preliminaire.

Déginition 6.

On appelle A . (l<i<6etlsis3), Les coondonnbes barycentriques
nelatives au tn&angle ts-
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Lemme 1.

Le tableau pniécedent reprisente Le caleul des coorndonnZes barycentriques
nelatives aux micro-triangles t; 5 en fonction de celles nelatives au macro-
tuiangle T.

Démonstration du lemme 1.

En se référant 4 la figure 5, on a pour M ¢ tl; par exemple

(1)

M= A1 + AlQQ + A13 M

11 2

or

o]
"

wlA1 + w2A2 + w3A3

M2 = a2A1 + (1~ a2) A3

En remplagant dans (1) on a :
(1')

M= A A Ay, (WAt wahy) + A g(aA, + (1-a,)A,)
d'autre part, M s'écrit en fonction des sommets de T de la maniére suivante :

(2) M= AlAl + A2A2 + sts

En comparant les expressions (1') et (2), on obtient le systéme suivant :

>
]

17 App Ty A taghg

1 A T wy Ago

Ay T wg Ay * (1= ay) Agg
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En résolvant ce systéme on obtient :

- _2
( A12 - w,
w
2 1

A = - AL+ A

1 13 _ 2" 1-a, '3
' w2(1 a2) 2

A _x_['wl P T, %2
\ - N (1w ) R

11 2 W, w2(1a2) 2 }_0‘2 3

On fait le m@me raisonnement pour le calcul des coordonnées barycentriques

relatives aux autres micro-triangles ti (2 <1ic<6).

5°) - Caleul des B-coefficients de La spline d'interpolation.

Représentons d'abord la projection du B-réseau dans le plan
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Remarque 3.

Pour le calcul des B-coefficients de la spline on se base sur le

1 . .
raccordement C~ de deux triangles quadratiques.

Fig. 7. Représentation des micro-triangles t, et t
et des coordonnées barycentriques co¥respofidantes.

Les coordonnées barycentriques relatives & tl et t2 sont respectivement

(A ) et (A ).

11° A12’ AlS 21° A22’ AQS

En s'inspirant de la figure 6, on peut écrire la spline S, dans la base

de Bernstein de Pz(tl) et P2(t2) de la maniére suivante :

2 2 2
alxll+wk +m A +2(a A, AL te dl AL +C AL AL L) (Sur tl)

S(App9hyp0Ry5) = 121MA 15+ 20A A 1A o8 A 108130 A 1945
SO Amnads) = a A2 +m A2 +h2 +2(b. . Ao te Ao Ao td Ao A )(Sur t.)
21°220°203 R Y U AL Pt U PAP LA P LK 2

or

11 12 13

21 21 723
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d'ol en remplagant dans les deux expressions, on a :

2 2 2

)+ wxlz +m 113

E(A1ps M) =a (1= A1y - Agg 2

+ 2e,, A 5, A

+24; (1 -2, - A5) Ay 2 A2 13

+ 2c1 Als(l - A12 - Al3)

et

Posons :

3
) ax oA
on a : 9
e () 5. 52 )+ sxg‘ 4. ——33 ()

d'ou :

P, = s_)\%. (a) = Eg .a-xE_.(Al) (Voir TAB. 1)

De la méme maniére on trouve :

1 1
axs 1 o, axla
Aussi on a :
A, 3Ag
(A)-——E(A) (A)+—g—(A)——(A)=wP+wq
ax oA, oA, 3A 3, 2ot s

3
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Or aprés le calcul on trouve :

On a ainsi 3 résoudre le systéme suivant :

a = -
5;5- (A)) = 2(b;-a,)

22

a - -
gg— (4,) = 2(4,-a,)

12

3 .
<& (4)) = 2(c;-a,)
3,

- (bj-a)) = Py

(c,-a,) = g
1-a

- = W
2(dj-a)) = Wop) + wyqy

On obtient, comme solution :

Aussi en posant

0
[y
"
+
N =
”~~
[
1
[e]
N
A4
)
=

a1
[y
"
o]
[y
+
N
~
£
N
Le)
=
+
€
w
e
[
N
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[ - { -
a,s= f(A2) ag = f(AS)
Y _ ot
P, = —-—-(Az) Py = 5 (AS)
J 313 4 1
_ ot . of
q, = " (A2) q, = BKQ (A3)
L 1 \ ’

Et en raisonnant de la méme fagon que précédemment, on trouve des valeurs
analogues pour bi’ Css di (i = 2,3), et en appliquant les résultats donnés

dans [8], on a :

3
"

(1-al) b2 + a1°3

(1]
]

(1*a1) d3 + a1d2

w = wldl + w2d2 + w3d3

Remarque 4.

Les résultats précédents permettent donc d'cbtenir directement les
B-coefficients des fonctions de base du procédé d'interpolation, qui sont

regroupés dans le tableau suivant :
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d, 62 { ¢ Xl X, Xy ¥ V2 Ys
a; 1 0 0 0 0 0 0 L0
b 1 0 0 1/2 w 0 0 f 0 0
1 3 1 1-a
e 1 0 0 0 0 0 22 0 0
0 i 0 0
4 |1 jo o 12w o “a/2
a, 0 1 0 0 0 0 0 0 0
b o I 1| o o |1/2 ¢ 0 : 0 0 °
2 1 ' 1-a
e, | 0 i 1] o0 0 0 0 E 0 2 °
: 2 1
6, 0 1 0 0 |1/2 w, 0 ; 0 Y2 0
ag 0o | 0 1 0 0 0 ] 0 0 0
b 0 0 1 0 0 v2a, | 0 o . 0
€3 0 , ° 1 0 0 ° ° 0 ;—2.( 1-(!1)
d o i o 1 0 0 V2w, - 0 ¢ 1
3 i 1 ' 2 Yo
! _
: p.(1-a.) a,{(1-a,)
m, 0 1-&1 (!l 0 1 5 1 0 0 0 1“2 1
i . . a2(1-q2) a2(1-a2) 0 0
m, o 0| 1, 2 2
o, (1-a,) ay(lay)
5(1-a,) | 3 %3
my | 10, o 0 5 0 0 0 2 ¢
e 0 |1-a | @ 0 I 0 el o
1 1l ™1 2 2 2 2
e o | of 1w 22| o [AU2 e 0 |22
2 2 2 2 2 2 2
(1-a,)0] o “y{1ay) !
. 1o o 0 379 33 0 3 5 0
3 3| % 2 2
o oo | w Wi | Y | Y1 “1%% 1% | Y%
1] %2 3 2 2 3 2 2 2

TABLEAU 2. B-coefficients des fownections de base du procédé d'interpolation.




CHAPITRE [I

ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION D'HERMITE

PAR

DES SPLINES QUADRATIQUES C'.
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I - INTRODUCTION.

Considérons un domaine D deIR2, subdivisé par une triangulation T.
T est réguliére, c'est 3 dire qu'il existe o 2 1 tel que :
-¥T ¢ T, T <D,

on a :

h
15%50.

(h et p sont les diamétres respectifs des cercles circonscrit 2 T et inscrit

dans T).

Ce chapitre concerne 1'étude de l'erreur pour l'interpolant d'Hermite

défini au chapitre I.

On commence 1l'étude sur l'un des triangles T de la subdivision T.
Dans la deuxiéme partie, on montre que les résultats se généralisant au
domaine D, et ce, en se basant sur les résultats donnés par P. Sablonniére
dans [9].

”, 2 Pl e d .
Etant donné m ¢ N, x = (xl, x2) ;3 xe R, peR, T e T ; on définit :
Wn“P(T) : {(classes de) fonctions f tq f € LP(T)

et BBf € LP(T) pour |B| < m}

avec

avec
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On définit aussi pour £ e N, £ < m

)|

| I0bec0 || = T |D"f<x> (Eyseees
e 1] =

(El E]R pour 1 < i £ ¢£)

On munit Wm’P(T) des semi-normes suivantes :
| £] = ( IIIDLf(x)HP dx)l/p 3 0<s£<m
£,p,T 7
Avec la modification habituelle quand p tend vers 1l'infini.

[I - ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION SUR UN TRIANGLE T ¢ T, T < D:

Soit T = A1A2A3, subdivisé en 6 micro-triangles t;-

Soit £ e W*P(T) et a = -%—

On a vu au chapitre I que l'interpolant d'Hermite de f, aux points

Ag (1 <1i<53), s'écrit de la manidre suivante :

w

_of of

)\ (A )lp

nf =S = z £(A )¢, + 2 Y
i=1

(A ) X, + 5 .

Avec toujours la convention d'indices :

A. = A, our j 2 4.
j 7 f4-3 POUE S

Remarque 1.
Dans cette étude, on se base sur les résultats donnés par GOUT dans [u4].

Pour ' > 1, T opérateur d'interpolationethle diamétre du cercle circonscrit

3 T, on a les résultats suivants, avec les notations du chapitre I (§ III.C).
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Théondme 1.

2
6p -5 3
| £-m£] < —=R 7P n |£]
0,P,T 6(3p-2)(p-1) 3,p,T

Théoneme 2.

3 Ni Di 5
f-nf < bpa -—— 4+ —=)} h f
|£-mely L p s 6P {igl(sp-z s ORI o PY
avec
la, ,-w.| |1-0, . =w, |
Ni = Max (1 3 i+l i ; i+2 i
Wit1 Y542
| (1-a,  )uw, w, o, .|
D. = Max( +2° i+l i Ti+2 , 1)
1 .
i+2
ThéoAome 3.
lemg|, os108pua’ —B2  p g,
°Ps (3p-2)(p-1) 3:ps
Avec :
©3
M= Max ( )
1<3i<3 wi+l

Pour la démonstration du théoréme 1, on a besoin des lemmes suivants :
Lemme 1.
Pour r = 0,1 ; et avec Les mémes hypothses que précidemment, on a

(J (Max ||3_(£, ,)G0|HP) Ve ® g
T 1<is<3 . * Brp-2 3,p,T

Avec :
1

J (£,A,)(x) = J (1-£)%7F D3g(x+t(a, 37x)) (A, -x)
r i 0

Pour la démonstration de ce lemme cf. [1]
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Lemme 2.

05 Xin ¥ 8tant Les gonctions de base du procedé d'dinterpolation, on
a Les nesubltats suivants :

¢; 203 X; 20 p, 2 0

3
| izl $; (05 Aps Ag) =1

3

I Qs Ay, Ag) = Ay + A Ay + AN
{ i=1

Démonstration.

La démonstration est évidente ; en effet il suffit d‘'écrire localement
chaque fonction de base dans la base de Bernstein (voir ch. I) ; les B-coeffi-
cients de la somme sont alors les sommes des B-coefficients des fonctions

de base du procédé.

Lemme 3.
. 3
| (£-m£)(x)]| < 5 '21 |Jo(f, Ai)(x)l ¢; (x)
i=
3 —_—
+ igl P (£.8000.8.8, | X (x)
3 —
+ izj_'lJl(f’Ai)(X)'AiAi+2| wi(x)

Pour la démonstration de ce lemme cf. [4].

Démonstration du théoréme 1.

En utilisant le lemme précédent et en majorant les normes par le Max,

on a
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3
1
[(s-mE)()| < 5 1»2:3 ENENIIEN izl ¢, (x)

3
+h Max [|9 (£, A=) .Zl X, (x)
1<is3 =

H W

+ h Max ||J1(f, Ai)(X)||
3

1<ic<

Po(x)
1 I

1

(car | |A.A, || shpour 1 <is<3etlcs j < 2).

1 1+j

Et en utilisant le lemme 2, on a :

1 h
(£-TE)(x)| s = Max |J . (f, A,)(x)| + = Max ||J.(£,A.)(x)]]|
| | 2 1<ie3 O -1 3 1<ic3 1771

En effet :
Max (A1A2 + A2A3 + Alla)(x) = 1/3.
xeT

En passant & la norme LP et en appliquant le lemme 1, on a :

| £-m£ < 1/2 [f ( Max ||J.(f, A.)(x)] )PJI/P
IO’P’T ) 1s<i<3 1% +
+ 20 J (Max ||a (£, 8)00] PILP
. 1
1<i<3
T
P 3 h P .2
S —— 1" |f], . o+ 3 —=h‘|f|
2(3p-2) 3.p,T 3 2p-2 3,p,T
d'ol
| £-m| < —P(6p-5) 3 |£]

0,27 g0 1)(3p-2) 3,p,T

C.Q.F.D.
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Pour la démonstration du théoréme 2, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.
Soit £, = ¢i (Xi ou wi s 1 <1< 3).
Posons
Pi(x) = fi(Al(x), Az(x), As(x)) ;

Onapourm=0, 1, 2

IA

!
|07 B Gol| s CMax 1IDAID™ T 55 [0%,(0 (x), 4,00, A5G|

1<j<3 |°L|=m

in

=m

1l.m m! o
(;)J o 1%, 00 (), A (x), AL

Pour la démonstration de ce lemme cf. [11.

Le tableau suivants représentent les dérivés partielles premiéres et

secondes des fonctions de base. Il suffit de donner les résultats pour ¢1 et Xl'

¢i (i =2,3) et Xi 3 wi (pour 1 € i £ 3) ont des formules respectivement analo-

gues 3 celles de ¢l et Xl'
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Lemme 5.

¢;» X; et Y. ; 1s1is<3; Etant toujouns Les fonctions de base, on
a Les majorations sudlvantes :

-0, |  |i-a

¢, | <2 Max (1 ; lai+l i, i+2-mil )
i'1,0,T ~ p ’ W, ? w,
i+l i+2
1%, | < E-Max (1 I(l-ai+2)wi+1-wiai+2l)
1i'1,0,T o ? We o

p &tant toujours Le diamitre du cercle inscrit dans T (pour |¥. |

» on Dwouve
v i'1l,%,T
une maforation équivalente a celle:de IXiI1 o T"
L DS

Démonstration.

D'aprés le lemme 4, et pour 1 < i < 3, on a :

030y p 52 (ol + g2l + [
9. .9 p l 2 3
(1)
< 3 Max |Efi|
T p 15353 T3A.
J
06,

e 1z . i s s
Or en considérant les expressions des YW (1 <1i, j £3) ; on constate que :

M, (A(x)) (2) la. ~w.| [1-a,
sup Max |—2———] < 2 Max (1 ; Lt S S =

xeT 1£§<3 9, @541

~w, |
; +21)

wi+2

Les inégalités (1) et (2), donnent :
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Lemme 6.
Avee toutes Les hypotheses posees au. début on a :

powr m = 1,2 :

3 3
- i p P
L R = igl 193l w1 * 205Dy izl A% wr ¥ 51 e

3
X h |f|3,p,T.

Pour la démonstration de ce lemme cf. [4].

Démonstration du théoréme 2.

En appliquant le lemme 6, pour m = 1, on a :

b

3
1
If-“fll,P,T < 5-33_—2 (:'LZ]_ I¢i|1,°°,T) h Ifl3’p ,T

—— ; oy | %, | N |£]
LA . + |X.
2(P-l) i=l i'1l,=,T 1'1,»,T 3,0,T

En utilisant le lemme 5, on a :

6D

y h 2
wf- f (=) [N.+N_+N_] b“ |f
‘ [1, ,T 3P-2 2p L 12 3] l I3,p,T
6p h 2
+ -~ (20) [D,+D,+D_ ] h Ifls,p,T

Avec
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TR B F AT 3

N. = Max (1 ; itl 3 3 ;+2 )

* Ci41 i+2

+ pour 1 <1 <3

D. = Max (1 : I(l"o‘i+2) “i42 wiai+2|)

i ? )

i+2
On a donc
- < [ i

| £ nfll,p’T._ 6pa [ - f 3p = =1 h° | IS,p,T

C.Q.F.D.

Pour la démonstration du théoréme 3, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 7.

$:s X, et wi etant toufourns Les fonctions de base et Ai, Les coondonntes
barycentriques (1 < i < 3) ona :

—_—
axkaxz
et »  1<i,kx,£<3 f, =X ou ¥,.

1 1

IA

9.
)

, I 3, '
| < M,
Y i

Avec

M. = Max ( H
i

Démonstration.

I1 suffit de considérer les expressions donnés dans les tableaux

précédents et d'utiliser le fait que a, et w, sont inférieurs ou égaux 3 1.
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Lemme §.

Pour 1 <1i<3, ona:

18
l¢il2,°°,T < ? M

9

£ 2,0, ;:i M {avee £, =y, ou X,)

Démonstration.

En appliquant le lemme 4 on a :

1 21 .0
|q>i|2,m,T < -5 %- = [3%, (A, (x), A2, A x|
p° Jaf=2
2
2 2
1 P 19 3
<% U ai;l ' laxgll ' laxgll
P 1 2 3
2
3%, 2.. 2.
+ 2 iy |_ji12£_| + |_jiJ££_|)
81,8, 31,02, 31,32,

< 18

2
P

M (d'aprés le lemme 8).
(On fait le méme raisonnement pour f = wi ou Xi)
Démonstration du théoréme 3.

D'aprés le lemme 6, pour m = 2 ; on a :

3

1 _p_ 3
| £ 2 p,1 <2 3p2 izl 10512 v P 1£l3 57

3
' 3
+—— (] Uil * W3l 0 ) ‘f‘S,p,T

2(p-1) i=1
2
< (108> L 108 MPy h° . £ PR
3p-2 B- 4 p2 o
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(d'aprés le lemme 8).

Avec
“i
M = Max ( 5)
S 5]
d'ou aprés calcul, on a :
2 up -3
f-m < 108 ————
| fIQ’P’T MpP a“ [ 1h 'f's,p,'r

(3p-2)(p-1)

C.Q.F.D.

[I1 - GENERALISATION : ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION SUR
LE DOMAINE D TRIANGULE.

On démontre que les majorations précédentes sont valables dans D,
triangulé par T (qui est réguliére). On se base dans cette étude sur les

résultats donnés par P. Sablonniére dans [9].

1°) - Notions préliminaires.
03 2 £ -~ . - P4 [ P4 P
Toujours dans R , on considére le triangle T, appelé triangle de référence,

de sommets

_ A1 = (0, 0) ; A2 = (1,0) ; A3
et QT le centre du cercle inscrit dans T.

Soit T ¢ T, T = (A1A2A3).

= (0,1) (voir figure 1).

Soit FT la transformation affine telle que :
FT(Ai) = Ai pour 1 < i < 3.

P. Sablonniére a démontré dans [9], que les points Q. = F—l(Q ) varient
- T T T

dans un compact de T, quand T varie dans T.

On appelle ce compact Kd (relativement & & choisi au début du chapitre).
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-

En se référant & la figure 1, on remarque que QT a comme coordonnées

cartésiennes (w2, ws)-

En effet :

QT = wlAl + w2A2 + w3A3 = (w2,w2)
d'ol

kfa) < w; < k2(a) (1 <1ix<3)
et

* *

x <o, < 1-x (pour 1 < i < 3).

Avec

k(@) = (20+1-2 Va(o-1))/(8041)
Ky(a) = (20 + 1 + 2 Ya(a-1)/(8a+1)
* 2
x (a) = (1 -vV1-8%) /2
B = (V8u+l+l)/ha.
(pour ces résultats voir [91]).

Remarque 2.

Les théorémes 1', 2', 3' sont des généralisations respectives des

théorémes 1, 2, 3.
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Theoneme 1.

Avec fes mémes hypoth2ses que dans Le paraghaphe pricident, et aussi
en posant :

H = Max 5
TeT hT ’
Ona :
6p2-5p 3
If-—vflo’p’Ds H lfls’p,D

6(3p-2)(p-1)

Théoneme 2'.
1 A@) , B(@) y .2
|£-n£]) p 5 < 180p @ Gp2 31 ) £l3,5.0
Avec

A(o) = |1 - k, (@) - x" (o)

B(a) = Max (|(1-x"(2)) ky(a) - kl(a).x*(a)l 3 (k,y(0)-k, (a)) x ().
Théondme 3'.

108 ;az k2(a)
|£-ns], p.p S - C
ki(a) (3p-2)(p-1)

4pm8 gy €15 b
Pl 9

Démonstration du théonéme 1'.

11 suffit de reprendre le résultat du théoréme 1 et d'utiliser le

fait que h,, < H, ¥T ¢ T.

T

Pour les démonstration du théoréme 2', on a besoin des lemmes

suivants :
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Lemme 10.

o, W, {pour 1 < i < 3) ; kl(a) ; k2(a) ; x (o) ; etant donnés précédemment,
on a Le nésultat :

los - 0| < &)

i 1|
pourl < i< 3,

- - <
Iwi(l °‘i+1) Y342 O‘:'L+1| Bla)

A
3
l—kl(on) :
{
{
N
I
|
|
{
|
1-k2(<x) N |
N\ |
kz(a) LN
N
5, N
{
i
|
]
|
S
k(@) |- - - T ——————
: |
@) A -
NUWEJ -
A A .kl(a) k2(oc) 1—k2(a) 1 kl(a) A,
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Avec

[ At = [1-k (@) - x*(a)]

1 Ba) = Max (|(1-x"(a)) k(@) - k() x"(a) 3 (ky(a) - k(@) x"(a))
Démonstration.

La démonstration de ce lemme est évidente, il suffit d'utiliser 1le

fait que :

kl(a) <w, < k2(a) (pour 1 <1i <3)
et

* *

x (&) €a. £ 1-x (o) (1s1izx<3)

Démonstration du théoréme 2'.

En reprenant le théoréme 2, ona : ¥T ¢ T

3 Ni Di 2
If-ﬂfll’p’T < 6pa {121(51"_5 +7 )} by lf'S,p,T
Avec :
| Jog g0 | |2-0;, 570y |
N, = Max (1 ; — y
i+l i+2 1<i<3
(-, JJw, . -w.0. .|
Di = Max (1 i+277i+1  Ti7i+2 )
D142
Or d'aprés le lemme 9
\ai+1 - wil < A(o)
et
| 1-0y,, - 0] < Al@)
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de méme w, 2 kl(a) et |(1'0i+2) Wi+l wiai+2| < Bla).
On a donc :
N. < A(a)
1
k, (@)
F
p, « B
1
kl(a)
Par conséquent on a :
| £-m£] < 6pa i A) | Bla)yy 2)¢
1,p,T S ‘ -2 T 3.1 00 Brifig o1
kl(a)
Or ceci est vral ¥T ¢ T, et a < a 3 donc
|-ng] ) Lo s 18 o t3 1 (A, Bla)yy 2 £l 5
> P (p-1)(3p-2)  1-2k,(a) 3P-2 P-1 P>
C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme 3'.

En reprenant le théoréme 3, ona ¥T ¢ T

P-
|£-m|, o < 108 PH a2 P8 By IEl o
s Ds (34P'2)(P'1) sP>»
avec
wi wi
M= Max (—— , —5 )
ir1 Y141
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On vérifie que :

k2(a)
M<—
kl(a)
De méme on a :
h <
e - ¢ )
@ 20

En remplagant, on a donc

108002 4P-3

| £-n£] < . X
2,p,D ki(a)g“(q) (3P-2)(P-1)

IV - EXEMPLE NUMERIQUES,

On choisit par exemple : o = 1.

Théoneme 1'.

Pour p= 2, ona :

7 .3
If-nf|0,2,D <75 H |f|3,2,D
Pour P= o ; ona :
‘ 3
lf-ﬂflo’w’D <1/3 H-Ifls’m,D

H

|£]

3,p,D

C.Q.F.D.
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Théoneme 2'.
PourP = 2, on a :

| £-m£]

IA

9/2 H° |£]

1,2,D 3,2,D

PourP = », on a :

| £-m£} < 3 H|f|

1,»,D 3,%,D°

Théoneme 3'.
Pourp = 2, 0na
f-wf < 810
| I2,2,D HIfIS,Q’D

pour P = =, on a :

lf-ﬂle’w,D < 432 H{fls’w,D




CHaPITRE 111

INTERPOLATION DE LAGRANGE

SUR UN DOMAINE CARRE TRIANGULE.
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I - INTRODUCTION ET NOTATIONS.

Soit {2 un domaine carré de]R2, et T une triangulation réguliére de § (voir
Fig. 1 et 2).

Soient :
C-l(ﬂ) : {fonctions bornées sur Q}
A, (lSisNo) : points choisis convenablement sur ).
1 C . . 1 . . .
P (Q, ) : {splines quadratiques C~ sur £, muni de la triangulation T}
. . 1
No : dimension de PQ(Q, C).

Dans ce chapitre on résoud le probléme suivant :

Etant donné f ¢ C_l(Q), on montre gqu'il existe S unique, appartenant
a P%(Q,T) tel que

S(A,) = £(A,) 1sisN.
1 1 (]

On résoud le probléme dans deux cas de figure § = Q; et = QN, qui sont deux

domaines carrés, mais qui différent par le choix des points d'interpolation.

Il - CHOIX DES POINTS D’ INTERPOLATION.

*
1 - Sur Qn :
Figure 1.

Choix des points ¢'in-
terpolation sur Q;-
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VN * *
c .

QN QN+2

Les cStés étant subdivisés en N segments égaux, on choisit comme points

d'interpolation, les 4 sommets du carré et les milieux des segments déterminés

par la subdivision.

2 - Sur QN :
Dg— o —— —o ¢
®
»- °
t ¢
l () | [}
*- Fig. 2 : Choix des points
A B d'interpolation sur Q-
¥N, QN “ QN+1'

De la méme fagon que précédemment les cdtés du carré sont subdivisés en

N segments.

De plus sur les cOtés BC et CD le choix des points d'interpolation est le
méme.

Par contre sur les cdtés AD et AB, le passage de QN a QN+1 se fait en prenant

B et D comme nouveaux points d'interpolation.
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Remarque 1.

On montrera par la suite que le nombre de points choisis correspond bien
3 la dimension de P;(Q,C)

[II - CALCUL DE LA SPLINE D'INTERPOLATION.

Théoreme 1.

Pour Q = QN (nespectivement Q ), £ fonction donnée appantenani a
c (Q), AL existe une spline et une Aeuze appartenant & P (Q ,T)
internpolant £ aux points Ai, <i <N

A) - NOTIONS PRELIMINAIRES.

On sait d'aprés le chapitre I, que la spline S peut s'écrire sur T, dans

la base de Bernstein de PQ(T), de la maniére suivante :

Spa Aps A) ] 255 Bis(Aps A Ag)
O0<i+j=<2
avec
(Al, Az, As) : coordonnées barycentriques relatives a T
{Bij}05i+js2 : base de Bernstein
{a;.} _.. . : B-coefficients de S.

ij  o£i+j<2

Ainsi pour calculer la spline, il suffit de calculer ses B-coefficients.
tqs . s 1
Pour ce calcul, on utilise la proposition 1, concernant le raccordement C ,

donnée dans le chapitre I, avec K = 1, comme le montre la figure suivante.
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b2 “13
2n
a:.
10 J oo N {01
01
a1 P11
a
00 A
210 a0 = Pog b0

Fig. 3 : Projection du B-réseau dans le cas ou les triangles sont
rectangles isocéles.

On a :

= (a10 + blo)/2

——Pe——
]
N
o
]
=2
N
o
|

Bop * Bpy T Biq Y ey

B) - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR Qy.

Le raisonnement est le suivant. Pour N> 2, Ne&¢ IN, on suppose qu'on connait
les B-coefficients de S sur QN—2’ et on donnera un algorithme de passage de
*

* -~
Reo 9 Np

Le calcul des B-coefficients de S correspondant aux bords de QN’ conduit

d un probléme d'interpolation & une dimension (sur un intervaile de R).

Ce calcul se fait a l'aide de la résolution du systéme tridiagonal

(Sl) et ( S2) donnés au chapitre I paragraphe I.
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a a a a a a a
b - 38 -2,6 §° 2,6 Y 6,6
25,5 e_3,b 2-1,5 1,5 23,5 35,5
a
-3,5
gy @ gy ,y g2, &0, " 2,4 ®35 4
P 23,3 21,3 1,3 23,3 85,3
a a a a a a
-6,2 242 -2,2 0,2 22 4.2 6,2
86,2 g
3-541 -3, -1,1 1,1 23,1 851
. o e-
86,0 24,0 ®- 2,0 0 42,0 2,0 6,0
8 5,-1 341 -1,-1 -1 43,-1 35,-1
a_g _o foy,-2 39,-2 3y,-2 .
® a ) ta a B2
-2 0, 2 2,-2
<5,-3 -3 -3 &1,-3 1,-3 ,-3 %5,-3
a a a a a a ‘ae -4
-6,-4® - -2,-4 0,-l 2,-4 4,-4 ’
8.5,-5 3,4 -1,-5 Q4,-5 a3,-5 ,-5
A & L —0— B
% 6,-6 % y,-6 8.2,-6 0,-6 82,-6 %4,-6 36,

, . . *
Figure 4. Représentation des B-coefficients de S dans Qs
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Les petits carrés sont appelés Qij’ relativement & la numérotation du B-coef-
ficient central.
Pour P ¢ [-(N-1)/2, (N-3)/2], peN on a

a) Sur [AB]
1= up j = -2(N-1)
2342,5 © 2 442,542 T P42 544
b) Sur [BCI
1= 2(N-1) 5= up

= . - a .
33,942 F Pioo g42 T w2

¢) Sur [cD]
i=4p j = 2(N-1)
342,35~ Pi42,5-2 " 214254
d) Sur [pr]
i = -2(N-1) j = up

= - - a
Eli,j+2 2ai+2,j+2 ith, 342

Et pour les B-coefficients correspondants @ 1l'intérieur des carrés Q?L .
]
on applique la proposition 1 du chapitre 1, et on les calcule 3 l'aide de

1'algorithme suivant appelé e, 5°
k]
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i-1,5-1 7 '%i,j-2 i-2,5

23+1,5-1 © “%i)5-2 7 %H+2,3

341,541 - Q2,5 t 3 540

331,541 = (35 540 F 250 5072

(a

1,5 C Bio1ger T 241,5-1072

Ll
'

C) - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR QN.
On fait un raisonnement analogue au précédent.

On suppose que les B-coefficients sont calculés & l'ordre N, on donnera

un algorithme de passage du cas N-1 au cas N (N > 1).

L R e i

Les B-coefficients correspondant & [BC] et [CD], sont calculés 3 l'aide de

la résolution des systémes (Sl) et (82) donnés dans le chapitre I.

Pour
4N-1
j =4p-1 avec 1< p < N-1.

e
n

{;

On a :

33,17 42,1 7 3on 10
a = 2a, ., -a, .
1,1 1,i-2 1,i-4
4 a. - 2a, . - a, e A
i,j+2 i-2,j+2 i-4,5+2
a. . = 2a, . a. .
j+2,1 j+2,1i-2 j+2,i-4
\




1,11

1,7

1,5

1,1
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1,13 3,13 5,13 87,13 89,13 811,13 813,13
B -& —&
o .
»12 4,12
3,11 85,11 87,11 89,11 11,11 921311
a a a
3, 10 4,14 6,10 ,10 10,10 12,10
a3 9 a a a
b ]
. 5,9 .9 9.9 11.9 3130
,8 .8 8 8,8 0,8 12,8
? 9 b ] s ;] 2
£l a a J a ‘a
3,7 5,7 7,7 9,7 11,7 13,7
ad
2,6 ,6 6,6 ,6 10,6 2,6
:3,5 5,5 47,5 9,5 811,5 .
13,5
32,4 2y 6,4 8,4 10,4 124
3,3 éas,s 37,3 ‘ag,a 211,3 #aIS,S
8,2 . 6,2 8>3 10,2 2,
a‘ a a a a
3,1 5,1 7,1 9,1 11,1 13,1

Figure 5. Représentation des B-coefficients de S sur QB'
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Et pour les B-coefficients internes 3 chaque carré Qij’ il suffit

d'appliquer 1'algorithme Gi 5°
L]

EXEMPLES D'APPLICATION,
1°) - Passage de Q; a Q; : (Voir fig. 5).
Notre hypothése est la suivante :

Les B-coefficients appartenant a Q3 sont connus, ceux appartenant

aux bords de Q;, c'est d dire :

a—lO,j+2 avec J = 4p -2<pg 2

ai+2,10 avec i=bp -2<pg?2
1

alO,j—2 avec J =4 -2<pcg?2

a3.p,-10 avec 1= bp -2<psg?2

sont calculés par la résolution du systéme (Sl) donné précédemment.

De méme :

a-lO,j avec j =4 -2<cpcx?2

ai,10 avec 1 =4p =-2gpg?2
4

alO,j avec j=-4p -2<pc<?2
‘ ai’_10 avec i =-4p -2<pc<?2

sont calculés par la résolution du systéme (82).

Et pour :
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a) j=-8 i= up-2 (-2=<p<1)
i+2,-8 = 28542,-6 - 1+2,-4

b) i=28 j = 4p (-=2<p<1)
8,j+2 = 235 342 - qu,5+2

c) j=8 i=lp (=2 <p<1)
i+2,8 = 23542,6 - 1424

d) i=-8 j = up (-2 <p=<1)
38,542 = 23_g 542 - gy, 542

Les B-coefficients appartenant a 1l'intérieur des carrés Q -8,-8 5 Q_8 -y 3
*
Va0 5 La,u Lo, 3 Uiy 3 Q,e 5 %e 5 %ue 3 Qu s %05 Y,y b

Q8,-8 3 Qu,-a 3 QO,—B H Q_q,_8 sont calculés par 1l'algorithme Gy 3"

3
Par exemple dans le carré Qte _g>ona:
9

r

ag,-9 = (a_yg, g * 25, _10)/2-
aq..g7 (ag 19 % ag, _g)/2
)/2.

a_g,7 = (a3, %+t 2 5 ¢

89,7 % (a-g g * a5, g)/2

(a

-8,-8 - (3_g 7 tay g2

[}
!

3

2°) Algorithme de passage de Q,aQ

. (Voir Fig. 6)

Les B-coefficients a13,1 3 8133 3 313,5 3 813,73 a13,7 3 ala,g 3 833,11 ;

213,13 5 %11,13 * %9,13 3 37,13 3 35,13 3 33,13 3 ¥, 13"
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Sont calculés & l'aide de la résolution des systémes ( Sl) et (82)

' 21,07 %90 "
a;3.11 %28 g~ 3 4
811,5 ° 289,5 " 3 5
4 85,11 = %5,9 7 35,7
817,77 89,7~ 3 4
8711 = 287,97 3 5

Il reste donc 3 calculer le B-coefficients internes aux carrés suivants :

QUi,3 3 Qa7 3 Q11 3 %9115 Qo
. foinsqs .
I1 suffit d'utiliser Gi,j par exemple sur Qll,S on a :

,

310,20 7 (81,1 * 29 3)/2

19,0 = (833 3 + a3 3)/2
i 10,3 = (11,5 ¥ g 37/2

3o = (g3 3+ 2y g)/2

11,3 = (@3 4 + 315 ¢)/2
{

D) - FONCTIONS DE BASE DU PROCEDE D'INTERPOLATION.

Proposition 1.

La dimension de P;(Q,C) Q= Q; ou QN) est No = (N+2)2 - 1.

(Pour la démonstration voir [11]).

Définition 1.

Les points d'intenpolation etant Les points I, avee 1 < I < N, Les gonctions
de base sont appelis 1 avec 1< k<N_ et véinifient :

L (1) = 65 .
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6y (1T, ks N) etant Le symbole de Kroncken.

- Remarque 2.

>

Dans le programme donnée & la fin de ce chapitre, les points d'interpola-

tion sont numérotés de la maniére suivante.

31 32 33 34 35 36 37
®30 : 38
3 14 15 16 17
- 2 4 ——
® 20 1% ‘ ®18 39T
7 6 5
-—

928 11‘ BL ‘4 llg 40i

@
1 2 3
& 109 ¢ 20 a1 ®
—e —o —e
5 24 23 22 21
3
’ 42
@26 w
— 4 o— -
25 47 46 as 44 43

Figure 6. Numérotation des points d'interpolation.
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0 0 o] (o]
N ° ® - % *—»
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N /] o -0,2p .25 0 S - A —
N // o5 S— 7 S 2
Q| >. -0,12 ' 0,125 el S —&
AN i 7%
! / \\ ~0,25 0,25 0 yd N // \\
/ \ 0 Z. AN 7 N
1 N ] 0 y4 AN AN
| P — %
N / % 0 \\ 7/ \\
N /
N % 0 %,250  “wp,25 0 N—A4 A N4
\\ v /125 N 7 N 7
o LTI oo 197 Y [ —X—*—x¢
ye \\ 7 X 7 X
/ N " 0,25 ,25 7 AN 7 ~
% N 0 ~— N\ V4 AN
. '
0
0 0 0 0 0/
% 0 o5 7525 0,25 /0 o1 -
r
! .
®o ° -0, % e o® 0
0,85 o> 0,1
’ -
1,25 JLe2p s 1 -0 0,25 8,25 0,29 Z0,25 0,23
0 ! 4 0 B 0 0
-2,5 .5
. Py -
’ 2,5 1 -0,5 0,5 -0,5
B Ly B 2.5 ! Zo,25{ 0,2 0,25 NG L
,6 ‘ 1
Lo 0® 12,5 0 @0 0
N { 25 0,5 0, I%5 .
0 0 0 1,25 © 0 0 0
—® -& &
X Z 0 0 0 \\ —7 \\ -
AN Z. A y4 AN Z
AN 4 71 28 1,25 0 AN 4 AN yd
\ / 0 ’ 25 \\ // \\ /L
S Z -2, NC |
Py < 0,625 0,625 S SE
AN 7 X 7 N\
7N 77X 7N\
7/ N\ 1,25 1,25 0 Ig’ ‘\\ //’ ‘\\
7 N\,
7 A 4 A — -
% 0 o5 A . »

Figure 7. Représentation des B-coefficients de L, dans

Zeca:soziﬂ:Q;.
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Figure 8. Représentation de quelques valeurs de L

- dans

le cas ou Q = Q;.
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Figure 9 : Représentation des B-coefficients de Lo dans le cas
ou N = Q;.
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Figure 10. Représentation de quelques valeurs de Lo dans le cas

ou f =

*
Q5'
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IV - RESULTATS PRATIQUES SUR LA MAJORATION DE LA NORME DE
L'OPERATEUR D' INTERPOLATION.

1 - Notions pré&liminaires.

On considére la fonction de Lebesgue définie ainsi :

N
o v

A ((X,y) = (L, (x,9) ]
N LI

Soit Mo l'opérateur d'interpolation défini par

cHR) ———> P;(Q,T)
Myt
f ———— m(f) = 5.
on sait que :
No :
Hmgll = s lmgell = sw T In,Goml = [lagll,
N IifT|51 N (x,y)ef x=1 * Mit e,

On choisit un certain nombre de points (XL’Yz) € {1, par exemple, sur chaque

micro-triangle, les points de coordonnées barycentriques (wl, Wy, w3) ol :

Wl = Ml/M 0 < M1 <M
M e N avec
W2 = M2/M 0 < M2 < M—Ml
et donc
1< ey = (MHL(M2)
o] 2
Proposition 2.
N
. o
Soit : m = . sgp)eﬂ kzl |Lk(x£,y£)|
272
N
2 .k
M = sup sup Z ]a..l

TeT osit+j<2 k=1 ]
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Les {a§ } etaut Les B-coefficients de L pour 1 <k s<N_.

j o<i+i <2

On a alons Le nésultat suivant :

ms |mgl| <

Démonstration.

La premiére .inégalité est évidente, on démontre la deuxidme

N
[}
Hmgll = Tiagl e g =5up L (x,3)
N Nl w9 gy ey K
Or dans chaque triangle TeT, T<c Q, on a :
L (x,y) = X k B..(x,y)
k osi+j<2 3 1
d'ol
N
0L (xy)] <) y la;. | B..(x,y)
=1 k k=1 osi+j<2 3 1]
N
I By 1 |a]
< B..(x,y a,.
ositjs2 1 k=1
avec
R P p— A,y A0y A ay)
150 70Y) T ITgT(e-iyr MEey) ARtxy) Aglxyy
or
] B..(x,y) =1
ositj<2 I
d'od
N N ,
° |k
Y |Lk(X,y)| sup Y |ai.|
= 0si+js2 k=1

o
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d'O'L\l N
°© k
||nN|| < sup sup )3 Iai.l =M
TeT 0s<i+j<2 k=1 ]

C.Q.F.D.

On donne deux graphes et un tableau qui représentent les variations

de M et m en fonction de N.
Un programme sera donné a la fin de ce chapitre pour le calcul de M et m.
2 - Calcul explicite de 1'erreur d'interpolation et de 1'ordre de convergence.

Quelques explications concernant le programme ODCI : (donné a la fin

. *
de ce chapitre avec ) = QN).

Ce programme consiste 3 calculer la spline interpolant une fonction f

donnée, l'erreur d'interpolation BN et l'ordre de convergence.

a) - Caleul de L'erreunr.

. * (] . ” . *
Soit Qi 3 1'un des petits carrés inclus dans QN (ou Qi 3 c QN)

o o o”o
D C
T3
G
Tl+ T2
Tl
A

Considérons le triangle Tl par exemple :

Soit A = (Al, A A3) les coordonnées barycentrique de Z ¢ T,.

2,
D'aprés les notations des B-coefficients donnés au début de ce chapitre,

la spline S € SPQ(Q) s'écrit de la maniére suivante :

2 2 2

SPI(N) = a, _, . _, A, t+ a, . A, +a, . A
i-2,3,-2 1" %1 42,5 -2 72 7 %137
t+ 2a, -1,§ -1 AAg 2ai g +2 Alk2. .
o o o’’o
+ 2a A A

1o+l »J o—l 273




T89°82 TLO®ST 6T
€ZL LS heT“82 8T
G€9°TS 685°92 65L°S2 0T9°eT LT
ghs*8h 9h0°s2 9T
6Sh°Gh T0S €T 9€8°22 BHTZT ST,
0LE®Zh LS6°TT wT .
zaztee mﬂiﬁom HT6°6T 889°0T €T
H6T*9¢ 698°8T A
90T ¢ce GZeC LT 166°9T 9ZZ'6 TT
LTO‘0E 08L°ST 0T
626°92 LET HT 990“HT S9L L 6
Th8® €z Z69°CT 8
esLoz THI®TT TETTT 90¢€°9 L
©99°LT ©09°6 9
HLS T T90°8 eh1‘g 8e8‘h S
9Lh*TT 8159 f
gees ZL6 h g T86°¢ >

G h0°h Z
€ € € € T
R u R w
N
Ny mo

94




77

» <

28
27

26
25
24 4
23 ¢
22 1

21
20
19 |

8 |
17

ic

14 9
13
12

11
10

3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 x

; ssentation de la variation de m et M
Figure 24. Represen ‘ t
en fonetion de N dans le cas ou { = Q-
pente de D, = 0,73
pente de D2 = 1,46




78

5
4

5634
54 9

52
50

48 J
46 4

uy
42

&40

38

34

32
30
28 ()
26
24 |
22
20
18
16

14

01 2 3 W 56 7 8 9 10 11 12 13 1% 5 158 17 1515 5

Figure 25. Représentation de M et m dans le cas
ou Q = § (variation avee N).
pente de D, = 1,54

1
| pente de D, = 3,08




79

On a des expressions analogues de S sur Ti (2<1ic<u)
On considére ‘les points (xl,yl) 1 <12 M choisis précédemment.
o

Appelons (wi, w;, wg) les coordonnées barycentriques correspondantes.

On a donc :

1 1 1
1 5 ¥ %, + W, Xp + Wy X

]
1]

=wl +wl +wl
Y1 =Wy Jp T Wy Y T W3 g

Soit
1 1 1, _
g(wl, Wy, w3) = f(xl,yl)
et
1 e 1 .1 .1
Hi,j,l = |(g Spl)(wl, Wos w3)|
i<i,j<N
E. = Sup H% . avec{ 1 <k <4
N f k.1 i,j,k
19]’ L] S l S Mo

*
EN est donc une valeur approchée de l'erreur d'interpolation sur QN (respectivement

Q)
b) - Notion d'ondre de convergence.

Soit Q le carré de cdtés égaux a3 1.

On considére deux subdivision respectives des cStés de ce carré, de pas

1
hy = 1/N et hy, = &,
L'erreur d'interpolation EN est proportionnelle & h; avec o € R,

On écrit :

o
EN n K hN

o
Eyr % K Y,

K = constante

d'oll

Log (EN/EN,) v aLog(hN/hN.)
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Définition 2.

L'ondre de convergence caleul est :

o = Log (BN/EN') / Log (N'/N)

c) - Quelques nésultats numéniques.

Les résultats suivants permettent de voir 1'évolution de 1l'erreur

et de l'ordre de convergence en fonction de N, pour quelques exemple de

fonctions, et pour § = Q; et QN

Er = 1o'r r e N

pour

H
n

Log( 2+x+y)

Q= Q= [-0.5 3 +0.51 x £0,5;+0.5]

Eg Egrt Eonea ¢
1 93307 E - 07 4775 E - 07 2,7
3 4775 E - 07 435 £ - 07, 2,82
5 1150 E - 07 115 E - 07 2,91
7 435 E - 07 46 E - 07 2,96
9 208 E - 07 23 E - 07 2,96
11 115 E - 07 13-E - 07 2,97
13 70 E - 07 8 E - 07 2,97
15 46 E - 07 5 E - 07 2,99
17 31 E - 07 4L E - 07 3
i3 23 E - 07 3 E - 07 3
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pour
f = Log (1t+x+y)
Q= Q = [0,11 x [0,1]
N Ey Eyr = Eonog o
1 90850 E - 07 17661 E - 07 2,38
2 17661 E - 07 2662 E - 07 2,74
3 5984 E - 07 815 E - 07 2,89
4 2662 E - 07 345 E - 07 2,96
5 1395 E - 07 176 E - 07 3
6 815 E - 07 101 E - 07 3,02
7 515 E - 07 63 E - 07 3,02
8 345 E - 07 42 E - 07 3,04
9 242 E - 07 29 E - 07 3,04
10 176 E - 07 21 E - 07 3,05
11 132 E - 07 16 E - 07 3,05
12 101 E - 07 12 E - 07 3,05
13 79 E - Q7 9 E-07 | 3,05
14 63 E - 07 8 E-07 | 3,05
15 51 E - 07 6 E - 07 3,05
16 42 E - 07 5 E - 07 3,05
. 17 35 E - 07 4 E- 07 3,05
7?{%2; 18 28 E - 07 3,5 E ~ 07 3,05
N 19 25 E - 07 3 E- 07 3,05
20 21 E - 07 2,6 E - 07 3,05
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Pour

f= x2y
Q= Q; = [-0.5, 4+0.51 x [-0.5, +0.5]
N N Ent = Eonea @
1 29514 E - 06 | 1093 E - 06 3
3 1093 E - 06 861 E - 06 2,99
5 236 E - 06 222 E - 06 2,99
7 86 E - 06 87 E - 06 3,01
9 40,5 E ~ 06 43 E - 06 2,99
11 22,6 E - 06 24 E - 06 3
113 13,4 E - 06 15 E - 06 3
15 8,7 E - 06 1 E- 06 2,99
17 6 E - 06 0,7 E - 06 3
19 4,5 E - 06 0,5 E - 06 2,99
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£

2
Xy
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Qq = [o0,1] x (0,11

N E BN' = E2N o
1 306250 E - 07 38281 E -~ 07 3,01
2 38281 E - 07 4785 E - 07 3,01
3 11343 E - 07 1418 E ~ 07 3,01
4 4785 E - 07 598 E - 07 3,01
5 2450 E - Q7 306 E - 07 3,01
6 1420 E - 07 177 £ - 07 3,01
7 893 E - 07 112 g - 07 3,01
8 598 E - 07 74 E - 07 3,01
9 420 E - 07 53 £ - 07 3,01
10 306 E - 07 38 E - 07 3,01
11 230 E - 07 28 £ - 07 3,01
12 177 E - 07 22 ¢ - 07 3,01
13 140 E - 07 17 E -~ 07 3,01
14 111 E - 07 4 B -~ 07 3,01
15 90 E - 07 11 E - 07 3,01
16 74 E - 07 9 E - 07 3,01
17 62 E - 07 8 E - 07 3,01
18 52 E - Q7 7E - 07 3,01
19 45 E - 07 6 E - 07 3,01
20 38 E - 07 5 E - 07 3,01
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£ = sin(m(xty)

Q= Q; = [-0.5, +0.5] x [-0.5, +0.5]

Ex Ent = Eone1 o
1 522147 E - O7 169961 E - 07 1,07
3 169961 E - 07 8971 E - 07 3,46
5 29543 E - 07 2035 E - 07 3,39
7 8971 E - 07 762 E - 07 3,25
9 3902 E - 07 366 E - 07 3,16
2035 E - 07 204 E - 07 3,11

1194 E - 07 125 E - 07 3,1
762 E - 07 82 E - 07 3,05
517 E - 07 57 E - 07 3,07
366 E - 07 41 E - Q7 3,04

LiLlle
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f = Sin (m(xty))
Q =1[0,1] x [0,1]
N Ey, Egr = Egy o
1 522147 E - 07 974729 E - 07 - 0,9
2 974729 E - 07 93392 E - 07 3,40
3 279067 E - 07 20822 E - 07 3,76
4 93392 E - 07 7317 E - 07 3,69
5 37579 E - 07 3372 E - 07 3,49
6 20822 E - 07 1885 E - 07 3,48
7 11198 E - 07 1145 E - 07 3,30
8 7317 E - 07 744 E - 07 3,31
9 4691 E - 07 512 E -~ Q7 3,21
10 3372 E - 07 367 E - 07 3,21
11 2447 E - 07 272 E - 07 3,18
12 1885 E - 07 207 E - 07 3,20
13 1438 E - 07 161 E - 07 3,17
14 1145 E - 07 128 E - 07 3,18
15 906 E - 07 103 E - 07 3,15
16 746 E - 07 84 E - 07 3,17
17 610 E - 07 70 E - 07 3,14
18 512 E - 07 58 E - 07 3,16
19 428 E - 07 49 E - 07 3,14
20 367 E - 07 42 E - 07 3,14
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1/1.14+x+y

Qy = [-0.5, 0.5] x [-0.5, 0.5]

En Eyt = Eoea o
1 263,04714 E ~ 02 101,99787 E - 02 0,86
3 101,99787 E - 02 28,5177 E - 02 1,49
5 50,07872 E - 02 12,7284 E - 02 1,73
7 28,5177 Ei- 02 6,6484 E - 02 1,92
9 18,54113 E - 02 3,9294 E - 02 2,07
11 12,7284 E - 02 2,5072 E - 02 2,19

13 9,0618 E - 02 1,69 E - 02 2,3
15 6,6483 E - 02 1,19 E - 02 2,36
17 5,047 E - 02 0,866 E - 02 2,44

19 3,9294 E - 02 0,649 E - 02 2,5
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f = 1/0.1+x+y
Q = Qq = [0,1] x [0,1]

g Ex Eyr = Eoy o

1 272,72727 E - 02 142,85714 E - 02 0,94
2 142,85714 E - 02 74,19189 E - 02 0,95
3 98,52285 E ~ 02 44 ,85514 E - 02 1,14
4 74,19189 E - 02 28,9574 E - 02 1,36
5 57,14286 E - 02 19,64912 E - 02 1,55
B 44,85514 E - 02 13,86767 E - 02 1,70
7 35,78678 E - 02 10,10485 E - 02 1,83
8 28,9574 E - 02 7,56076 E - 02 1,95
9 23,7231 E - 02 5,79212 E - 02 2,08
10 19,64912 E - 02 4,53571 E - 02 2,12
11 16,43477 E - 02 3,61142 E - 02 2,20
12 13,86767 E - 02 2,91759 E - 02 2,26
k3 11,79497 E - 02 2,38747 E - 02 2,32
14 10,10485 E - 02 1,97604 E - 02 2,37
15 8,71429 E - 02 1,65226 E - 02 2,41
16 7,56076 E - 02 1,39424 E - 02 2,45
17 6,59663 E - 02 1,18631 E - 02 2,49
18 5,79212 E - 02 1,01703 E - 02 2,52
19 5,11416 E - 02 0,87792 E - 02 2,55
20 4,53571 E - 02 0,76263 E - 02 2,58
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Les résultats numériques précédents montrent que l'ordre de convergence
tend vers 3, quand N augmente. Il semble donc que l'erreur d'interpolation
. o 3
pourrait €tre en O(h ) avec h = 1/N.

3 - Etude théorique de 1'erreur d'interpolation.

Proposition 3.

Soit Q = [-h/2, 1+h/2] ; et 80it £ € C°(Q). L'emreur d'interpokation
est en o(h®) ; avec o au moins égal a 2.

Démonstration.

Soit f € C3(Q), et S la spline quadratique interpolant f aux points I,
“ %
< <
(Ls1zx No), appartenant a Qy (ou QN).
C'est & dire que ﬂNf = S.
D'aprés ce qui précéde, Q est subdivisé en petits carrés appelés Qij (ou Q;j)

avec 1 = i, j £ N,

. . 3 < L L] <& . . P
Soit i, 3, tq 1 < 12 3% N, appelons Clo’ . le centre du carré

Soit Q. . le carré de centre C, . et de cotés 2 h et S,f le quasi-
15090 o’’o 2
interpolant défini par P. Sablonniére [}Q]

- 1.2
8,£(x,y) = in (F(e; ) - h° Af(ey,)) My,
avec
Af = Laplacien de f

M.. = B-spline centrée au point c,.
ij 1j
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Figure 25. B-splre de SP(2,1) (Normalisation : diviser par 8, voir [101).
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P. Sablonniére donne dans [10 ] le résultat suivant :

V3 31 ~1 3
(1) syt = £llgs o . = {574 (eg 3.0 35 wg(hdih
1 ) [o 2o}
[« o}
avec

M3(ci . ) = Max {kaf(C. )}
030 k+£=3 15230
63(h) = Max B(Bkﬁ £,h)
k+£=3
w(ak’zf,h) = sup IBk’Z f(xl) - ak’zf(xz)l
lel-xgllsh
xl, X2€Qio’jo
. e 194
{ = module de continuité de 3 f
d'ol on a :
M (e, . )< |f| 5. .
3 1290 3% Qloslo
et
wy(h) = |f|3 -, 5. .
lo’Jo
et donc
3 -
(2) Ils?f--fll,,:,,Qi < Ch lfl3,.,,,Qi .
o*Vo 030

Or ceci est vrai-¥io,jo ; on peut généraliser le résultat au domaine §, c'est 3

dire

3

(3) Ilszf-fllm’g < Ch Ifls’w

‘e

s, étant une spline quadratique, on a donc

"NSZ = 82.
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On peut donc s'écrire :

f-8=1¢f -~ ﬂNf - S5, f+ ﬂNS £

2 2

d'ol
[1£-8] ], q ||f-82f||w;9 + | Imy(£-5,0)] | g

<1+ |[melD Ilf-s2f|lw,9

d'ol d'aprés (3), on a : |

3
(%) ||1=-s||°°’Q sc @+ [|m|])n Ifls,m’ 5

Mais les résultats numériques précédents montrent qu'il existe C,etC,

tels que :

c
IIanl SCN+C, =+ C,

En remplagant dans (4) on a :

2 3 -
IIf—SlIw,Q < (C7h” + ch") If|3,w, a

C.Q.F.D.
V - QUELQUES GENERALISATIONS.
On choisit les exemples suivants comme généralisation des cas précédents.
1ére exemple.

X+ 2y -1
* .
Qy (ou QN)

——,
O th
1" 1l
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0 1/2 1 3/2 2 5/2 3 7/2 n
-8 - —o—
1/4 1/4 + 3/4 5/4 /4 9/u 1/u 13/4
$-1 1/2 0 1/2 1 3/2 -2 5/2 3 ®
£5/u 3/4 -1/4 /4 3/4 5/ 7/4 /4
2 ~3/2 1 _osll2 0 R 3/2
-9/u ~7/4 -5/4 -3/4 cl/u 1/4 4 5/4
¢ -3 c5/2 L-z ~3/2 . -1 <l/2 ®0 1/2 i’
-13/4 c11/4 -9/4 ~7/4 -5/u <3/4 -1/4 1/4
-4 -7/2 £3 -gﬁg 22 -3/2 21 -1/2
17/4 15/4 13/4 C11/0 -9/u “7/4 5/4 ~3/4
® -5 9/2 tu 7/2 -3 5/2 -2 3/2 -LT
-21/4 -19/h -17/4 15/4 -13/4 1/4 -9/4 7/4%
-® '\ —8 @
-6 ~11/2 -5 -9/2 -4 -7/2 -3 -5/2 -2

Figure 26. Représentation des B-coefficients de S interpolant de f.
UHrs
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2éme exemple.

f = x2 t+y
(avec un autre cas de figure)
6 Y 3 2 2 2 3 6
-8 e -o —e
9/u 13/4 9/u /4 7/4 9/u 13/4 13/4
¢ 11/2 15/4 5/2 7/4 3/2 7/4 5/2 15/4 11/2 @
17/4 /4 7/4 5/4 5/4 7/4 11/4 17/4
5 3 2 & 1 é 2 3
5/4 9/u4 5/4 3/4 3/4 5/4 9/u 15/4
®9/2 1/4 3/2 3/u ® 1,2 3/4 $ 3/2 11/4 9729
13/4 /4 3/4 /4 1/4 3/4 /4% 3/4
0 0 i
4 2 1 N S
11/4 5/4 i -1/4 -1/4 1/4 /4 11/4
® /2 7/4 $1/2 -1/4 -1/2 -1/4 Q1,2 w1729
3/ 1/4 3/4 8/4
1 Q ‘l il
7/4 /4 -3/4 5/4 <5/4 Z3/u 1/4 7/t
3/4 L1/2 5/4 -3/2 5/u -1/2 /4 5/27
+5 /4 1/4 -5/4 ~7/4 -7/4 <5/4 -1/4 /4
2 0 -2 -2 s
—0— » e *

. Représentation des B-coefficients de S interpolant de f.




3iéme exemple.

f

3x + 2y
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(avec un autre cas de figure).

2372 21/2 18/2 17/2 15/2 13/2 11/2 9/2 7/2
u1/4 7/4 8/4 9/4 5/4 21/4 17/4 3/4
Tlo % 8 7 3 5 4 3 2@
5/4 31/4 27/4 23/4 9/4 5/4 11/4 7/4
7.2 15/2 13/2 31/2 9/2 —olL2 2 3/2 1/
u/y 25/4 1/4 17/4 13/4 9/4 /4 1/4
p 7 $5 4 3 2 t: 4 -ﬂr
23 /4 /4 15/4 1/4 7/4 3/u) 1/4 3/4
1/2 9/2 7/2 3/2 /2 J'./2 1/2 1/2 =5/
7/4 3/y 9/4 5 /4 /4 3/4 4 a/y
@ u 3 b2 1 % 1 12 174 -4®
/4 /4 3/4 1/4 ~5/4 8/4 13/4 17/4
5 /2 3/2 1/2 *{1/2 -3/2 .§Z2 ~7/2 =9/2 =11
/4 1/4 -3/ =7/4 11/4 ~15/% -19/4 -22/4
*1 0 ) -1 22 -3 —4 95 -6 -7T
-1/2 -3/2 (si2_gll2 ~9/2 o -11/2 -13;:2 ~18/2 -7/
-7/4% 11/4 15/4 £19/4 23/4 £27 4 3/4
L -2 £ -y -5 -6 -7 -8 -9
-13/4 =17/4 -21/4 c25/4 -29/4 33/4 -37/4
~7/2 &2 =13/2 o15/2 _¢17/2 ~-21/4

Figure 28. Représentation des B-coefficients de S interpolant f.
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On peut généraliser 1'étude précédente, en prenant pour §, un quadri-

latére quelconque, et en choisissant les points d'interpolation de la maniére

suivante :
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Dans ce cas, on procéde de la méme maniére que précédemment.
*
On cherche d'abord les B-coefficients correspondants aux bords de Qu(Qy) ; et ce,
en résolvant les systémes (S1) et (S2) donnés au début de ce chapitre.

Le passage de Qq a Quep® SE fait & 1'aide de la technique des plaques (pour
cette notion voir [101]).
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PROGRAMME 1 = 0DCI
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INTERFCLATICN CE LAGRANGE FAR OES SALINES GLACRATIGUES

CN PREAC LN DCMAINE CARRE (eC,5,%0.52)%(~0,5¢0.5)
CN CHCISIT SLR LgS CCTES CE CE CARRE LANE SURLIVISICN CE PAS hA=Z1,N\
AVEL A INPALR

CN CETIAT LMNE SLITE CRCISSANTE CE CARRES

ILS SCAT APFELES G'N TEL CUE C'N EST INCLL CTANS G*C(N®9) PCUR TOLT
CN CALCLLE L'ERRELR c"INTERPCLATION FCLR TCLUT N ET PAR SUITE
CN CALCLLE L'CRORE Cg CCNVERGENCE ALFHASLOGCEN/E(N41))/LOGCKN/H(N®T))

EN ETANY L'ERRELR CY'INTERPPLATICN CCRRESFONDANT 2 LA SUBDIVISICN CE FAS hi
CECLARAT]IN .

INTECER PoeQeFl1eFZeF2sF4sPSsFFeEN
CIvenSICN AC¢214210.%€5C0),.Y(SC)
CIVENSICN F1¢10),6¢1C),H1C10),EC1C)
€ CN TRAtTE LE CAS Nzq A FARY
DC 2C Ks1e8
REAL (1054152 %xCK),Y(K)
€0 CCNvYInUE
15 FCRvAT(2FE,2)
C INTERPCLATICAN SLR LE CARRE €1
CALL gC0CA.3,%,Y)
C @e=CCeFp, INTERNES
€ FIN OF (*INTERFCLATICN SLR Q1
Ns1
€ CALCLL pE LPERRELR
Caly SSCA0,0010E
E1z¢
WRITECT10C459)
99 FCRvATC('L ERRELR U INTRPCLATION SLR €1 EST')
WRITEC¢108+47G)E1
DC 854 FF=2,21
Ns2«Fp=1
C CALCLL pEe FCINTS D'INTERPCLATICN SUR €1
X(1)20,5/7FLeAT(N)
Y(133=0,37FLCAT(NI
X(2)3«C043/FLCAT(N)
Y(2y=q
X(3y2a043/7FLCAT(NI
Y{332a,5/FLCAT(N)
X{4y=q .
YC4Y=0oS/ELCATIN)
X(5320,5/FLO0ATINY
YCSyan S/FLCATONY
X(&¥=n S/FLCATIN)Y
Y(éy=p ‘
XC2y30+S7FLCATIN)
YC795=0,S/FLCAT(N/
xX(gy=qn
Y(8Y=2al42/7FLEATCN)
€ FIN CE CETYE LECTLRE
€ INTERFELATICN SLR LE CARRE (0.0)

PO MIOICTOOIOIONO
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Niz2an*1
CALL SOC(AINT,XeY)

€ FIN CE Ce CALCLL

C B COEFFICTENTS IANTERNES
CALL s4(ANI,NT)

€ CALCLL pE L'ERRELR SLRKR (C,0)
CALy S5CAs0s0sNsE)
Ec=¢

£ CALCLUL pES FCINTS DYINTERFCLATICN SUR LES ALTRES CARRES
IF(r.6C,.1) Cc TC 55¢
Nezth=1)/2
CC 57 PN31,N2
Pz=2uabN+1
Flzpep
PZ=p1+Pe1
FlspzaP+1
PizplePe
FSz(F+2)%(F42)=1
X(P4)= (w0 SepNI/FLCAT(N)
Y(F4)=X(FY)
X(Fq442=2(¢1)
YCF1+44)3Y(p1)+0,S/FLCAT(N)
CC &1 KzsF142,F2=1
X{kysx(k=1)
YOk)sy(K»T1)4 T4/ FLOATIN)

21 CChNTINLE

X(P2)asX(Fi=1)
YCFr2)sY(F2e1)+0,S/FLCATIN)

~

N X(F244)sXx(p2)4C,S/FLCAT(N)
v YCE244)3Y(F2)
et LC sz KsF242,F3=1
XCKYEXCK=1)49,/FLCATIN)
Y{kysy(k=1)

o CCATINUE
XCF1)eX(FSe1)+0G,S/FLCAT(N)
Y(F1r)=Y(F3a1)y
X{p24q)=2(e3)
YCF2144)sY(P3) "0 ,5/FLCATIN)
£C c KsF342,Pheq
X{kysx(ke)
Y{kysy(K*1)=14/7FLOAT(N)

53 CCnTINUE
X(E4deX(Fé=1)
YCELdaY(F4e1)=C o S/FLCRT(N)
XCFPL41)3XCRLY=C o S/FLCATIN)
YCPe4a)8Y(RL)

BC €4 K=F&4s2,P5
X(kysxtke1)=q /FLCAT(N)
Y(xyzy (K1)

$4 CCNTINUE

X(Fs41)3A(F1)
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Y(FS+14231(P1)

¢ FIN CE (# LECTURE DES FCINTS C'INTERFCLATICN SUR QF
¢ CN CHERCPE C'ABCRY LEY gewCCEFFICIENTS APFARTENANT AUX BCRDS LE GF
¢ CN PAIT ApFEL ALY SCLS PRCERANME S2 PERMETTANT LE CALCLL DE CERTAINS DE CE:
€ B~CCEFFICIENTS
¢ CCTe (A,B) C'EST A CIRE SECVMENT C'EXTRENITESC=4PNs=4FN)ET(4FN,4FN)
IzaywpN

Allo2aeNT1el=24N1)=F(X(P1),Y(F1))
ACTaZoaNTe"T42¢4n1)SF(x(F2),Y(F2))
LFzg=1
H1¢1)=3,72,
G(1y=24,/4
1F(LPIEC,2)GC TC of
DC ¢C KzZosLF=1
F1Cxd)=1,/4
H1(k)=3.’20
G(K)=1 o/ 4
¢C CCnTInUE
€6 FA(LFI®14/4,
H1CLFY=3,/2,
CALL S2CLF P1eF1,UshTeXeYeB)
PC ¢1% J51,Fe1
J124n j=2wF
AClaZaN14d14K1I5ECY)
ACTaZeNTed1o2¢4N1)S24FCXCFI4J) oY (F14J))m(ACIm24NTJ14NT)2A(]I=24NT,
Sdi=sen1)/2
C REGTE pEg B=~CCEFF, AUX ECRDS Dy CARRE (1,J142)
CALL sTCPaI4n1ed1401,2,0.400)
413 CCNTINUE
AC1aZaN1e=T4KT1ISZ*FAXCFT4P) ,YCFI4F))m(ACI=24NT o 1424NT)
SA(ladeNT1e=1=24N1)I/2
C FIN OL cALCLL DEs BoCOQEFF, LE LCAG DE (4,B)
€ B=CCEFF.LF LCNG CE (peC) CYEST 2 DIRECeLPNJAFN) s CAFNCAEN)D D
J24uFN
ACJadeN1ad424N)sr(X(F2),Y(P2))
CC 41 KzZsLP
H1(k)=3,/2,
€1 CONTINUE
CALL S2CLF F2¢F1,04hT¢XxeY,B)
Dc 411 1:10F.1
IR EFA R LA LY
A(T14NT,d+24N1I)3EL])
ACT1@24KT e J424N1YZ2aFCXCF24) ,Y(FC41))=(A(TIT+NT,J424NT )
SACTIa44NT 0 J424N1)) /2
¢ ReSTE CeS B-CCEFF, ALX BCRGS CL CARRE (1142.J)
CALL ST1CAITT4RT J*NT100,°2,0,24)
411 CCavInUE
ACJaN o Jt1RaNTISERr (XCFPE4P) e Y(P24F))=(A(J CANT0JdtE4NT)¢
SACJeZ4eNTod+24K1))/2
€ FIN DL ec2LCLL CES B=COEFF,LE LCNC CE (B.C)
C B=~CCEFFTICTENTS APFARTENANT A (C.0) C'EST A DIRECAPN(LFN) o (4PNe=4FN))
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IS4aFy
ACT424N1e=I=2eNT)SF(XCF4),Y(F4A))
BC &2 X=2sLP
H1(kd)=2,/2,
¢z CCAnTINLE
CALL S2C(LF F3sFT1,0ekTeXeY,B)
DC 416 J=1¢F’1
J1zsedwdacHp
A(1ecaNledianNT1d=ENY)
ACT4Z4NT e J1424N1IZ2aFCXCF34 ) Y(F34J))m(ACTI424NT 014440\ TIY
SA(T4Z2+4NTed14012) /2
¢ RESTE pEg E~CCEFF, SUR LE CARRE (I,d1=2)
CALL S1(Al16h1041’N1o'2'C0'400)
414 CCNTINUE
A(142+N1c°1¢h1)=2‘511(F3¢P),v(F!ﬁF))-(A(1#2+h1.-1*2+N1)*
SA(leceNTe"I=2401)0/2
¢ FIN CL cALCLL DES BwCCEFFICIENTS AFPARTENANT A (C.C)
¢ B<CCEFF APPAKTENANT 5 CA C*EST A DIRE C(4PN,=4PN),(=4FN,=4FND)
Jee{apN
CC ¢4 KsS<olLF
H1(k)=3./2,
€4 CCNTINLE
CALL S2CLF F4osF1,9eHTeXeY,B)
PC 415 T=1.F-1
$15-4uwleie
A{114n1edm24nNT22R (D)
A(1142+h1oJ-2+N1)=2uF(X(Fé*!)aY(F4+I))-(A(I1#A+h1cJ-2+h1)+
SACTII+4NT.Jd=2401)) /2
C RESTE pEs E~COEFF, SUR LE CARRE (If=c,J)
CALL 81CAI1aN1+0¥NT1,0,24C04)
415 CCATINLE
ﬂ(J4h1cJ'Z*N1)=2*f(X(F4+F)aY(PéﬁF)}'(A(J‘Z*N10J'2*h1)*
SA{J=24NTede24N1))/2
FIN DL cA1CLL
FIN DL CALCLL CES BeCOEFF,APFARTENANT ALX BCROS CE TCUS LES CARRES
CCNTENLS CANS Cf
FASSAGE ALX CCEFPICIENTS INTERNES
CARRES LELCNG pg (A,B)
CALL S3CAR =FNs=FNs"FNFNKT,N2EQ)
CARRES LeLCMG CE (B,C)
CALL 83(501'F“'FNOFhuPNON1lN,EZ)
¢ CARRES LelLCNG Dpg (C,.0)
CALL S3CAFN.FNooFAFN="To N1, NeE2)
¢ CARRES LelLCMNG Dg (C,A)
CALL 53(A01'FNth'1E’PNO'PN¢B1'NOEZ)
57 CCntInLE
WRITECI1CE+80)N
€0 FCRyAT(C'L ERRELK O INTERFCLATICHN FCLR NS I3,'EST®)
WRITEC¢1CE¢7G)E2
¢ CALCLUL pE L'CRpRE DE CONVERGENCE
ALFRASLCECET1/E2)/LCG(FLCATINI/FLCATI(N=2))

s NaNaeNe Nel

(g
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WRITECIQ0C 81N

FCRVAT('L CRCRE CE CCNVERGENCE PCLR A=',13,'EST")
WRITECICE 2 7S )ALFRA

FCRvATCFI1E,12)

E1=p¢

CCATINLE

Stce

ENC
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CCSINTCeIX)=C2eLN b)Yy
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A*CdSIK cL2eL2)y yIISVIAIQ
CA'X*LN'YYOS 3yILN9¥Ens

£or

J

J
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SLBRCUTINE S1CA,ToedoKT,KZ K3, K4)
CECLARATYICA

DINENSICN AC21,29)

ACT,JYS2%R(T4KT,J¢K2)=A(T4K3 ,J¢K4)
FIN CL SolS FRCGRANMNME §1

RETLRN

EnC
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SUBRCUTINE SZ(L.R-F1.60H1¢XchB)
CECLARATICN
INTECGER R
CIVENSICA F1(10).5(1C).N1(10)-8(1C)cc(10)
CIVENSICA X(50),v(5¢)
REAL w
RESCLUTICN peynw SYSTENE [E L'ECUATICAS A L'INCCNALES
PAR La METHCCLE CE CGALSS
0(1)=F(x(R¢2).Y(R*Z))+F(X(R+1).y(R41))-F<x(R)ov(RJ)/a
IfFCL.LT.86¢ 10 110
CC 15 I=2,L-1 ‘
C(I)=F(X(R+I»1)aY£R*1*1))*F(X(RfI).Y(R#I))
35 CCNTINLE
110 D(L)=;(x(L+R41J.Y(L45+1))+F(X(L+R).Y(L*R)J-F(X(L¢ﬁ421pYiL4R+2))/4
CC ¢17 k=2,
VaF1(kI/h1¢k=1)
H1Ck)=H1(K)apuG(Ke)
D(K)=D(K)~Ntc(K-1)
é1¢ CCnTINLE
BCLYsp(LI/HT(L)
CC €17 KSLaq,1,+1
8(K)=(D(K)-G(K)*E(K*1))/H1(K)
€13 CenyInLE
FIN CL SCUS FRCGRANMNE S2
RETLAN
ENE
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SLERCUTINE STCA,LToL2eL3sL4, NI (N,E2)D
C CALCLL CE L'ERRELUE C'INTERPCLATION SUE LE CARRE (1,4)
¢ CECLARATIeN
CIvVENSICN AC21.21)
BC €44 113L14N1,124M
1244 (11=NY)
DC ¢45 JISL3+NT,L4eNT
Jada (g1=01)
CALL S4CALTI+NT¢JdeNT) -
CaLy sSCA T, J0NsE)D
1F (E2 .CELE)EC T¢ €45
Eg=¢
€43 CCATINLE
€44 CCANTINLE
€ FIN OL sCLS FRCERAMMNE 83
RETLRN .
END
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NYIL3Yy

S 3AAYN¥9IMd Sn3s NT NI4
2/CCLalf? Lol decLer?ielyy)2tP )y
2P 22al)dbCZal YY) =cLer L 1)y
SICCP P2+l v e (2l ?T)V)SCLer, L)Y
2/CCr o2l v e(Zalr )Vt b)Y
2/¢C2er )y alreel) )L r’ L)Y
eL20L2)Y NJISNIALY

NITLvYdY1d3Q

(reloyyns 3ullNo¥aens
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SUBRCUTINE SSCAR,TedaNoE)
DINVENGICN AL21,242

XAz (FLCAT Y)Y /4a=0eSI/FLOATIND
YASCFILCATCU) /4 oo aS)/FLCATIN)
YES(FICATCIN /4 4CoSYJFLCATIN)
YE=tFICATCU) /4 o= oS)/FLOATIN)
XCz1/eLCATC4wN)

Y=y /ebCAT(4aN)

N1=z2apn+1

Nz ¢

€=0.

LC 198 N11=1,M+1

CAETE Bl

Wizv1/FLLATNV)

CC 466 N2=q,¥=NTe1

peENe=

W2an2/ELCAT(NV)

Wilzq=yinh?

FCLR 7 AFFARTENANT A T4 CN &

CALL SECA W1, M2ebIeXAR e XB XG, YA YE YG,TaNT 04N 22202042021 "%

5*10"1.00'20'4)

IF(K LE.EXGC TC 141
Ezh

FLACCKNS NQLS SUR T2
147 AC=(FLCAICTI/Z4 ¥Ce5)/FLCATIND

YCsCPLCATCU) /4ot eS)/FLCATIN)

CALL SECA WT oW eI eXEeXCoXG,YBoYCrYC ZaNToJdtNT 4202042042447 ¢"1,

5*11‘1;’2000H)

IFC(K LELEIGC TC 14¢
Esh

CN SE FACE SLR 12
SLrR 12
142 XCa(FLCATCI)/4eCed)/FLCATIN)

YOs(FLCAT YUY /4,44CoeS)/FLCATIN)

CALL SECArLT1oMm2ebd3eXCeXDoXG,YCoYC YO, T4NTod+NTs42o420m20424+T 0T,

§1,41,0s%2,H)

IF(R.LELEIGC TC 143
E=F

FLACCAS NOLS SLR T4
FCUR AFFARTENANT A T4 CN A
143 CALL Se(ﬂlk1UKZQL:oXE.onxGaYDoYAoYG.14N10J*h10'20’2!'20‘20'1001o

199
168

Se1,=1,22+0,K)

IF(N.LELEXCC TC 1Y%
EsH

CCATINVE

CCNTINUVE

RETLRN

END
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SUBRCUTINE SECAIWTonZah3aXToX20X20Y1¢Y2eY3010deKTeK2eKIoK4iKS9KE,

SK?,xE,KSeK10,H)
C OECLARATICA

DINENSICN AC27.21)

X2z, M1aX14h2ay24p2nX3

Y23u14Y14h2ay24p2ny2

SFza(1+4K7, J+K2)*k1'k14ﬁ(14K e JHKAI M2 AW 2HACT o)t W3R S42RA(TI+KS,

SI4KEIwahIMhI420ACTHKD  JAKE)*U2NKI4ZHACTHKG (U+KICI MR InU2

N=agS(SFeF(X2,Y2))
C FIN CL FRCCRANMME S¢

RETLAN

ENnC
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REAL FUNVTICAN FCCeC)
FzCaCal

RETLRN

Ene
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PROGRAMME 2 = FLG
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INTERFCLATIUN DE LAGHANGE PAR DES SFLINES GLADRATJIQLES SLR LN OCFMAINE
CARRE TRIANCGLLE
LE OCMATAE CCNSICERE ©€ST AFPELE CN DE CCTE K
LES CCTES CE CE CARRE SCNY SLBLCIVISES EN N SEGMENTS,S1 BIEN GL'CN CBTIENT
DES CARRES CE CCTES 1 InCLUS Dans ¢
Fela TeLt P INFERIELR CL BGAL A ) CN CHERCHE LN MAJCRANT MJ ET UN MINCRANT mn
CE LA NCRME CE L'CPERATELR D'INTERPQLATICN SLR LE BLCC ¢P=CC(F=1)
CELA FeRvETTRA CE VCIR LA VARIATICN CE LA NCRME DE L'CPERATELR
EN pCACYIAN CE W
LINTERFCLATICN FCLUR CMACLNE CES FONCTICNS CE BASE SE FALT SLR QGC(F=9)
F SLFERIELR A 1 ET INFERJELR CU gGAL A A
L'ALGCRITHVNE 2 PERNET LE PASSAGE DE C(Fe1) A QP
CECLARATICA
INTECER FsG,FPsCloFCoeF1sF24F2
REAL NJo¥A
CIVENSICN ATC13014C)eB1C130120)AC13,12)24BCE2+GCE) R1CEI4EC(E)
CINENSICN C(24)
A1 ET 81 REPRESENTEMY LES TABLEALX DANS LESCLELS ON FLACE LES B=CCEFFICIENTS
CES FCNeTTCAS DE BASE oFPCUR CALELLER Mx ET ¥y
LES ELEVENTS OE A REFNESENTENT LES p=CCEFFICIENTS O'UNE FCACTICN DCNNEE
BoC,H1, 81 SCAT LEgS MaTRICES GLI INTERVIENNENT DANS LA RESCLUTICN
CLU sYSTevE CE GapSS gBzp ,E ESY FCRVWEE CLES 8LCCS (E1,CoK1)
CETYE ReSOLLTICA SE FAIT OANS LE PROCGRANNE Sz
C TaBLEAL OES FCNCTICNS CE BASE
LE pIVENSSICANENENT pE CES TABLEAUX EST CONNE PCLR Ns
CRCRE Ce LECTLRE
REACC905.20)
20 FCRMAT(ID) :
INTERPCLATICN SLR €1
L REPRESENTE L*INCICE DES FCNCTICNS DE LAGRANGE
K FEFRESENTE L'INDICE CES PCINTS CY'2ATERFCLATICN
DC g8 L=1,8
CC 86 k21,8
IP(k.EC, L) GC TC o
CCkyan,
6C 1C &5
J €(ky=1,
85 CCNTINUE
Ch pATT LTIMTERFCLATICN SLR G1 PCLR LA FCACTION FSC(L)
CCLY ETANT p LIEME FCNCTICN DE LACRANGE
At1,1%2C¢1)
A(S,1y=2C(3)
€(3,13%2%C(2)°CAC11)4ACS,1))/2
(5,533C(S5)
(5,2)32%C(4)=CA(D.5)+AC(5,1))/2
(1,5)¥sC(?)
(3,53222C(8)=(A(2:5)+A(1,.5))/2
ACr,3y22%0(¢8)~(A¢T.1)4AC1,5))72
CALL g4(A,3)
FIN Ce L'INTERPCLATICN SLR ¢1
IL FAUDRAIT pCNC PLACER CES ELENEKNTS DANS LE TABLEAU A1

A
A
A
A
A
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CALL S59C(LeA,303020)
B¢ CCNTINLUE
LES B-CCEFFICIENTS CES PREMIERES FCNCTICNS DE LACKANGE
AFPEARTENANT A C1,SCNT CCNC FLACES CANS A1
IL RESTE A FaIRE LA SCWME D LEURS VALEURS ABSCLLES
FCLR TRCULVER MJ
~J=c.
CC sC4 k21,13
$=(.
0C SC5 L=1,8
S=S+ARSCAT(K,L))
$C5 CCATINLE
IFC(s LE,Md) GC TC 5C4
V=g
204 CCNTINLE
C CALCLL cE NN
CALL §7(A1,1,8eMN)

(o W Mo N o}

¢ PASSAGE A L*INTERPCLATICN PCLR P GLELCCNGLE
CC 666 F=2,N
I?‘iF-1
¢ CN CHERCRE C'ABCRV LES B~CCEFFICIENTS SUR
¢ (CFPaG(P=1)),0ES FREVIERES FCNCTICNS [E LAGRANGE
¢ C'est A CIRE LES FCNCTIONS CL CARRE G(FP=1)
FEa(F+1)*(pa1)1
P1a(F+13*C(p+1)

F2s(F+2)*(p42)~1
Fiz(F+1)%(F42)
0C §C1 L31,FP
A(le2.1422=0,
o LES BuCCEFFICIENTS CE CES FCACTICAS CE LAGRANGE
AFFARTENANT ALX CELX CCTES oL CARRE CP, SCNT
EN pRINCIFE aLLS
PCa2+p
CC s¢ C121,FC -
J1s22(C1°1) 41
A(le2.d0)=0,
Atl1.1427%0,
5¢ CCnTInLE
A(T,.19=2*R1(2¢L)eA1(2,L)
Iftp.nE,22CC TC 22
AC1,1952%A1(11.L)=A1(€,1L)
GC 1C 22
€2 LFspFel
AC1,1352 A1 1TLEI=R1(E,LE)
C B=CCEFF, INTERNES
DC 958 C=1.P-2
letic-1
KezspFu(d®Cu2) 4|
K3zpFa(29Caq) i ,
CALL SOCA AT1.BT1eFPeC ol odoF2oal K2,K3,1)
C FInx CE Ce CALCLL

c O
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96 CCATINVE
€3 C=fe1
Jsiwl=1
KigpFu(2nlmg) 4L
CALL SOCA AT, BrleP el sl oJdoF2eLeXK&,K&e)
BaCCERFICIENTS SLR LE CARRE(I,I)
CALL sé(AeD)
FIn Cg CE CALCLL
PLACEVENT CES B~CUEFFICIENTS DL CARKE(I,1)
kz2«(p=~12%p24t
CALL SS5CKsAT1el¢ET)
FIN Cp CE PLACENENT
$CT CCATINLE
PrssAGE AV CALCLL CES BeCCEFFICIENTS DES NCULVELLES
FCANECTYICAS OB LAGRANGE ‘
CC 667 L3F1,F2 ‘
DC 668 K3P1,F2 |
IfF(k.eG,L) ec TC 1E
- C(kysaq
GC 1C 99¢
18 C(Ky=z1
998 CCATINVE
CALcLy C8S BwCCEFPICIENTS SUIVANT LES AXES
AC(142,133C(p1)
A(1,142)3C(F2)
Alra2, 142)=C(P3)
ACI,13%0
AC1,1) Co
CALeLL CES B=CCEFFICENTS SUIVANY LES DELX AUTRES CCTES UL CARRE
FAIRE AFFEL AU SCUS~PRCGRANMNE S2
IF(F.NE.E)GC C 55
ALG,39=2%CC(11)+4¢cL1C)=C(9)/4=C(12)/74)/3
A(s, 9) 230001304143 ~C(15)/4=~C(12)/4)/3
GC 1C 15¢
25  LFsped
K1¢1)=3.72,
G(13=14/4,
IFCLF.EG.2)CC TC o€
CC ¢C Kz2,LPel
E1(k)=1,74,
H1(K)330’2u
G(xyz1.4/4,
€U CONTINUE
€6 EN(LFIST1e/4,
h1(LF’-~'I2.
CALL S2lLP,F1¢E1,8,h7,C,48)
DC 413 J=1,12
SAEVANEN!
ACleaz. J195B L))
413 CChtTINUE
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411

15¢

11¢

115

0C €671 _K=¢oLF

IR ENER

CCnTInLE-

CALL’SZCLFOF3'E1‘GOh1CCUE)

C¢C 411 J=1012

J1s 4w g1

JezE= )

ACJe,1%2738(y2)

CCNTINLE

RESTE DES BeCCEFFLICIENTS SUR CES SEGNEMNTS

CC 712 C=1,F

J=4*c-1
AQla2,J032%C(F14C00=(A(T+c,dm2)sA(142,442))/2
AlJ,142)32uC (P2l (ACum2, 42)4R0J42,142))72
FIN Cu CALCLL CE CES BeCCEFFICIENTS

CCNTINUVE

RESTE A CALCLLER WLES BewCCEFFICIENTS INTERAES
0C 713 C=1,Fe1

J:‘ic--"

CALL SOCAIAT,BTeFeColoedeP2sLeK1,K2,0)

FIN CE Cg CALCLL

713

991

411!

416

€15
599y

CONTINVE
CALclLyt CtS BmCCEFRFICIENTS SUR LE CARRE(I,I)
CALL s4(r. 1)
FIN Cg CE CALCLL
RESTE A FLACER CES BeCCEFFICIENTS CANS B9
Ks2a(p=1)%p24L
CALL s5CKsp,3.1481)
FIN Cg CE PLACENMENT
CCANTINVE
RECKRERChE DE LA SOMME CES VALEURS ABSOLUES DES B-CCEFFICIENTS
PCLR TRCUVER UN NAJCRANT MJ [DANS LE pLCC (QpsQ(P=1))
FAze
Mzl
CC €15 1151,FG="
J1s11«Pg¢
0C ¢1¢6 K%1,13
$=(.
DC 417 L3Jd1=Fd+1,41
A1k 1 2381¢K,L)
SaS4ApSCRICK,L))
CCnNTINLE
TE(s LE.MJIGC TC “1¢
NEE
CCAYINLE
CALL ST AT ,J1°P2474J1¢5N)
TFCSAILEGMNIGC Te €45
Mh=gh
CCNTINUE
Chn CRTIENT AINSY UN MAJCRANT DANS LE BLCC GF~C(F=1))
CCATINLUE
CTOP

END
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SUBRCUTINE SOCA 21081 ¢FaQslsdoP2ebekKioK2sR)

CE SCLS PRCGRAMVE FERMET LE CALLLL DES E«CCEFFICINTS APPARTENANT ALX
BCRCS CE CHAQLE CARRE (1,))

IL gAIT APPEL ALX SCLS-PRCGRAMMES §1 ET $3 QLI PERMETTENT LE CALCLL DES @=tCsl
INYERNES ALX CARRES (3,4) ET (€u,1) RESPECTIVEMENT,Y DIFFERENT DE J
CECLARATICA

INTECER FoG,F2
CIvenSICN A(C134127.2A1(13,920).81013,120C)
IFCR,eC.,CoGC TC 14
c BaCrEFFICIENTS SLR LA CARRE(I.J)
Allaz,d)3A9¢8,KT)
AClaZ,J42)zp1(12,X1)
A(IQZ.J'Z’SA1(3'K1)
€C ¢ 2
FIN oL CALCUL DES BoCCEFFICIENTS SLR LE CARRECI,J)
CALCLy CES BeCCEFFICIENTS APPARTENANT AV CARRECJ.I1)

1 A(1.2,J)80

A(lea2,d92)30

A(1ea3,J41)20

A(lez, dngld=p

CarL s¥(a,1,d)

€t On LES FyACE paANS £19

Ka(ep=2)*F24l
CALL sS5CKsA,1,4d,E1)
(o F1n Cy FPLACEVENT DES BeCCEFFICIENTS CU CARRE(I,J)?

IFCR,pC,C26c TC 2
AlJe1,1=20229(€1C,K2)
ACJ,le2)8A1(12.Kk2)
Alle2 l=2)apq(12,K2)
AlJa2 1%2)289€(11,K2)
GC 1C 4

2 A(J,1-2)%0
AlJye2, =220
Alymg, l=cd)=g
Alyal,)l=82=0

4 CALL s3tA,3, 1)

g N NNz N g)

o

"~

C FIn Cg CF CALCLL

¢ CN LEs FLACE DANS E1
K3p2ea(dsb=1)el
CALL sS(XeA,d0048T)

o FIx Cp CE PLACENENT

¢ EIn L SobS PRCCRANMNE SC
RETLERN

ENE
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SVERCLTINE S1(A.T04)

CECLARATICN

CIVENSICN AC13,13)

ACTet,d212 001,002 ,801%2,Jn2),A0142,0),A0142,042)
A(l1a2.d)eA(le2,d42) SCAT CCANUS
AlTel,d=10=(a(Ie2sd)aAtl,0=2))/2
A(Tad,d0M03(a, 0"2)4All42,0))/2

A(Ta1 d9102A(In2,U42)4A(1m2,0)=p(1=3,d+1)
AC1,d42)3228(1=1,Jd410)=8(1»2.J)

ACTa1,d4 )= (A(I,0%2)4A(1I424J))/2
Al1.493CACTI=,d41)42(141,J=1))/2

FIN Ci: FRCGRANNE S1

RETLRN

ENC
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SUERCUTINE SZ2(FsRIEVT+G,H1,C,E)
C RESCLUTION C°UN SYSYEME DE L ECUATICNS A P INCCNANLES
€ PFPAR LA METHCCE CE GaUSS
t CECLARATYCM
INTEGER KsF
DIVENSICN E1CE) CVE€)eG(E) HICO),ECL),CC24)
REAL ¥
C{1ysc(R*2)I4C(R+1JI=C(RI/4
IF(e et T432C6C TC 110
LC 25 lIzdefp=1
CCIy=C{R4I41y4C(R*1)
35 CCNTINLE
T10 CCFPYSCC(P*R41)4CC(F+R)-C(F+R+2)/4
CC €172 K=2,F
FSE9(kI/PhT1(K=1)
H1Ck)=H1CKYeynGCK=1)
CCKY=D(KI=Nap(K=1)
€12 CCNTINLE
B(FYsp(FI/n1(F)
CC €13 KSLe1,1,+1
BCKYS¢C(K)mBEKI®RCK4T)I/HIC(K)
€13 CCNTINLE
C FIN CL ScLS PRCGRANNE S¢
RETLRN
Ene
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SUERCUTINE S2CA,J1)

CECLARATION

CIVENSICN 213,770

ACoa1,1270 ,A¢Jd=2,0),AC0=2,142),A00,142),A0J42,142)
ACJ.,1a2)0AJe221a2) CCANLS
A(Ja1,I=102(aCJd,1%2)4A(dm2e1)) /2
ACJa1,.141)3CaCdm241)4ACJ,242))/2
ACJatll=1)zA(Jd+2,122)48CJd,1e2)mp(de1,1=3)
ACJe2, 1X22ap(d+1,1le1)mp(J,1e2)
ACUe1,14V)=(AaCd+201)9A (I, 242))/2
ACJ,1)SCACU41,I=104A(d=1,141))/2

FiIn Cu FRCGRANMME §3

RETLRN

ENnC
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SLERCLUTINE S4C(A, Y1)
CIVENSICN A(e93,11)
¢ CALCLUL pEs E=CCERF, INTERNES AU CARRE (i{,1d
ACleq.101)=(aCT=2¢1)4A(TeI=2))/2
A(141.3102(aCT,1%2)4AC142,1))/2
At141.14%)=(a(l,1+2)4A(142,1))72
AC1a1. 14102 (AaCT, 1%2)4A(1"2,1))/2
ACY,333CRCTI=,T41040(141,11))/2
t FIN DL ScUS PRCCANMNE S&
RETLRN
ENC
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SUBRCUTINE SS(KeArladeART)

ScLs PRCERAVMNE PERNMETTANT LE RANCGENMENT DANS A1 DES

BeCCEFFICIENTYS CE LA LIENME pCNCTICN CE LAGRANGE
CEs BeCCEFFICIENTS AFFARTENANT AL CARRE(I,J)
CECLARATICA

CIVENSICN AC130120,21(013,12¢C)
AR1(1.x)ZR(Tm2,J0=2)

A1(20K1=‘(10J‘2)

A1(30K)=A(I¢20J'2)

AL xISACI=q,d=1)

A (S, k)R T1+1,4=1)

A1(éox)2h(1=2,J)

A1(7¢K)=A(IoJ)

AMCtp xd=Rr(142,4)

At ,xk)=A(1=-1,J41)

A1(aC, KISA(T41,041)

A1(11.K)3A(Ta2,J42)

A1(12.KIBA(T.J+2)

A2, KISA(1424448)

FIN Cr CE PLACENENT

RETLERN

END
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SUBRCUTINE SECAT,LemTeh2ewS K1,KEoKS¢KLoKSoKELSL)
SCLS PRCGAMME PERMEYTANY LE CALCUL CE LA VALEUR D'UNE SPLINE EN UN POINT
CECLARATICN
DINENSICN A1(13,140)
SR AT CKTob) sl T1ohdtAT(KZ, LI *Wenh24ATCKI,LIAWIoWI+ZNRT(K4 LI nWTnh24
S22 A (NS ab) o2 a2 WA KE, L)k 12
SLzaBS(SR)
FIv 0L SobLS PRCGRANNE S
RETLRN
EN
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SLEBRCUTINE SPTCAT,LT14L2,SN) :
SCLUS PRCARRAVMME PERMETTANT LE CALCUL CL MAXIMLM CES VALEURS LE LA SCMME CES
FCNCT2ch DE LAGRANGE EN UN CERTAIN NCVERE CE PCINTS CANS L'LN DES FETITS
CARRES INCLLS CANS ¢F .

CECLARATTCA

CIvENSICMN A1(13,49¢C)

REAL wN

L Y

SKh=p

CC 158 N137,N§+1

M1zp1a1

Wizsv1/7FLCART (V)

LC 169 N2=21,yv=N141

Vésnz=l

WezwvZ/FLLAT (M)

Wizqnp1ohe

SF=sp

0C 2114 L3L1,L24
C SLR 11 |

CALL SECAT, L, WTohcohde1e347a2¢5,40eSL)
SFagF4SL

394 CCNTINLE
IF(SEZLEWSN)EC TC 141
ShzsFP

14% St=g
0C 115 L3L1,L8
CALL SCCAT L, uwTehdemde3o13¢748,1CoeS5eSL)
SP=¢eFa4SL

315 CCNTINUE
IFCeFILEWSNIGO TC 142
Sh=¢f

142 SF=p
£C 1186 L3L1,12
CALL Sé(A1.L.k1lh‘a“:013011070120901C'SL)
SFzeFeS|

21¢ CCNTINVE
TFCSFILEWSNIGC TC 142
Sh=sF

143 SEs=e
0C 117 L&L1,L2
CoLlL SECAT, L hTebdem2e1TeTeTebebe94SL)
SFasF4SL

217 CCNTINLE
IFCSPILEWSN)GC TC 169
Shscef

199 CCNTINVE

168 CCnTINUVE

C FIN LL ScLS PRCGRANMNE §7

RETLEN
EnC

[ W a Na 3N o]
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Courbes de Niveauxr dans le cas ou
Q =[-0.5, + 0.5] x [-0.5,40.5]
Fonctions en traite pleins, interpolant en pointillés.

_ 1
£= 1,14xty

Altitude H = (10-J)/2
Avec 1<1Icx8.
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Courbes de Niveau dans le cas oti T = Log (1.1l+x+y)

(Fonetion en traits pleins, Spline en pointillés)
Altitude H = (I-15)/6
Avec

1s<Izs<18
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Courbes de Niveaux dans Zé eas ou

Q= [0,1] x [0,1]

F= x3y

1 ( fonetion en traits pleins, interpolant en pointillés)
Altitude H = 1/15.

Avec 1<1Ic<14,

\
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Courbes de Niveau dans le cas ou
Q = [0,1] x [0,1]
F = Sin (m(nty))
Fonction en pointillé, Spline en traits pleins.
Altitude B = 1/15
Avec 1<Is<15




CHAPITRE IV

ESTIMATION DES DERIVEES PARTIELLES
PAR
MINIMISATION DE L'ENERGIE DE FLEXION D'UNE PLAQUE MINCE.
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I - INTRODUCTION ET NOTATIONS.

On considére dans]R2, un domaine carré appelé QNCN 2 1). Les cdtés de
ce carré sont subdivisés en N segments égaux.
Les petits carrés obtenus sont subdivisés chacun en deux triangles comme
1'indique la figure 1. Chacun de ces triangles est appelé macro-triangle et est
subdivisé en six micro-triangles tse Les sommets des petits carrés sont appelés
Alj(l <i, § < N+D.

1°) - Position du probléme.
. . 1
Etant donné une fonction f € C (QN), on pose :
£f.. = f(A,.) (1 < 1i,j < N+1).
i) 1]
On cherche a interpoler f aux points A.j, en utlllsant les triangles de Powell-
Sabin (voir chapitre 1) c'est 3@ dire on cherche S¢ P (Q) (voir explications)

tels que :

S(A;.) = £(A;.) = f;

1] J 1,3
gz (Alj = Eij v %§ (Alj) pour 1 < i, j < N+1
P A :
98 -
5y (A,)) = q. ay (Al )

v N
ol Pij et qij sont des estimations des dérivées partielles.

Dans ce chapitre, on se propose d'estimer ces derniéres en minimisant 1l'expres-
2

sion :
-2 2 2
E = 5%+ 28397 + E5? | axgy
QN | ax xey dy

qui est une approximation de l'énergie de flexion d'une plaque mince.
2°) Quelques explications.

Posons h = 1/N.
2

Soit ¢ la subdivision de QN en micro-triangles, appelés tkl’ 1<k <N et




129

1 <4 <6 on définit :

Pé(QN) = {fonction s ¢ Cl(QN) tq S/ﬁoe € P2(tk£), 1<kz< N2

et 1 54 <6}
D'aprés le chapitre 1, en utilisant les triangles de Powell-3abin, on démontre
qu'il existe S unique vérifiant le probléme IP.

Posons aussi, pour simplifier 1l'écriture :

2 2
_ 5.2 9°s 34s,2
X y

Remarque 1.

Avant de commencer notre &tude, donnons une figure représentant la

subdivision de QN (pour N = 2).
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130

31 32 33
3 3 T A ~v
»r
23
?
4
»
{
D
h
- 14 Y i ] 4 A
. 13
A12

Pigure 1. Domaine Q, subdivisé par C.

-

B
LiLig
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IT - CALcuL DE L'EXPRESSION DE L'ENERGIE.

1°) - Calcul de 1a spline.

a . D, Mg by

Cteene vy
K .
N 5

N

; 2. jectt B~ré 1'un des carrés du domaine (Q..).
Figure Projection du B-réseau sur l'u u. (1 Qlj
Avee la mise en évidence des plaques de raccordement C .
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Pour calculer la spline S, il suffit de calculer ses B-coefficients

indiquées sur Ua figure 2.

En posant :
; a
| 2
3
\ aq.

On trouve les

£ ( B ( a
= f, . r. =P, ., = q. .
1,3 17 71,3 S17 %4,3
s .3 -~
i,5+1 | T27 i 82 % 94 441
n, d n,
141,541 ry * Piy1,541 53 7 %+41,541
n, n,
41,5 Ty F P Sy % 94413

résultats suivants (voir chapitre 1).

o
"

[+
!

o
N

11}

1]
N

]

Flo Elo £l £l

N

0
"
:
+

0
N

"

[U]
N

]

Flo Elo £ Elo

N

o
"
]
+
ol
~~
o)
[T
+
0.
[
S

=%
1
[

/BD)
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On en déduit les autres B-coefficients :

[ m, = (b#b,)/2
4 m, = (c2+c3)/2
L my = (b3+b4)/2
[ my = (eqtc,)/2

n, = (dl+d2)/2
n, = (d2+d4)/2

= (d1+d4)/2

<D
]

3 (e3+e4)/2

<D
n

' (e2+e4)/2

Hh
N
n

(d2+e2)/2

h
"

(e4+d4)/2

{ 0, = (e,te,)/2

w =‘(dl + d2 + du)/3

€
"

(n2+64)/2 = (f2+fu)/2

€
w
"

(e2+e +eu)/3

3

Les B-coefficients calculés, permettent donc d'avoir l'expression de S

sur chacun des micro-triangles, et par conséquent sur tout le domaine QN-
Explication du calcul de S sur 1'un des micro-triangles.
Sur (Al M, 91) par exemple : sur ce triangle S s'éerit :

- 2 2 2
S(Xl, 12, AS) = alkl + mlk2 + w1A3 + 2blAlA2 + 2nlA213 + 2A1A1A3
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(Al, A2, AS) étant les cordonnées barycentriques de ce triangle avec
( Al =z - %'x - %-y + 1
J AZ =-% (x-y)
\’\3=%y

2) - Calcul des dérivées partielles de 1a spline.

On sait que pour exprimer l'énergie, on doit calculer les dérivées
partielles secondes de la spline.

On a donc :

ds. _ _38s a>‘1 + 9s 3A2 + 9s a>‘3
9x axl todx 312 I P 313 to9x

2 2
(2w1Al + 2b1A2)(- EJ + (2m1A2 + 2b_ A (=)

11°'h
= 2 A (b,-a,) + A (m -b.)]
h 11 71 2771 T1°°°
Posons :
95 _ q
X S1
a2s ) BSi axl N QSi 3X2 . ESi 3A3
3x2 Bkl 9x 312 ox  dA 9x
8(a,-2h.4m_)
- 1 171 _‘j; _ _ _
= h2 = h2 ( 4al + 4a2 Shrl hr2)

Le tableau suivant représente les dérivées partielles secondes sur chacun

des trois micro-triangles (AlMlﬂl), (M1 A, Ql), (Ql A2 92).

Les expressions de ces dérivées sur les autres micro-triangles S'en déduisent

par symétrie.
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("suz+taysCsy- ("suz-"ayslsy - ("sug-"ay+
Cayz+tsys Fays Cayz+Tsye-tay + Csy-CaysTsug-
fog Zen-Teg) zt fogsCep_To z :ma+wma-ﬂmguv.mm e
T e T s.¢
N Zeir 2
('syz+7sy+ ay+ sy + (7sy-"ay + Csyslay -
T 2 T . 2% T T. 8o To\ 20 g <
Jd Bh-"B7Z-"E —_— Sy~ "Jd eZ- B —_— X
Ut Bh-"BT-"RB9) 4- du+TeZ-"BT) Tsy-Tay-Yez4tez-y & exe
T 5_g
z
(MsusCayesTsystay +
q y q xg
:mmumm::ammv mm. Amgzm+ﬁg:+um:-ﬁm:v mw. Ampzuﬁpsm-mm:+ﬂm:-v mw. mul
z

Gty = &

Aﬁdmcﬁzv - Nv
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3°) - Expression de 1'énergie au voisinage d'un point A, . de QN.

iJ
La figure suivante représente un point Aij du domaine, avec la mise
en évidence des macro-triangles qui le contiennent. Evidemment sur les bords,

s suivant les cas.

il y a un, deux ou trois triangles qui contiennent Aij

. . ' . .
Figure 3. Représentation d'un point Aij du domaine avec les
macro-triangles T, (1 < i< 6) qui le contiennent.
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On a posé précédemment

E = JJ G(x,y) dxdy = ) G p(x,y) dx dy
QN k,2 T k¢

L]

avec
- 2
Gk,£ = G/tk,ﬂ pour 1 £ k < 2N" et 1 < £ < 6
d'ol
) b )
E = mes t G S e G
K2 kol Tkl T T2 5 Tkoe

Pour minimiser E, il suffit donc de considérer

E' = Z

k,2 .t

On considére maintenant le point Aij donné sur la figure précédente
(Fig. 3).

On pose :

= < <
Sk S/Tk 1<k 6

(Les Tk étant les macro-triangles qui contiennent ce point Aij)'

Soit
2 2 2
6 3 d 9 S
El.= ] i“)2+2(%>2+(—2ﬁ)2
I ex31 ex Y 3y
6 6
=1 1
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Remarque 2.

Pour Aij(l < i, j £ N') appartenant 3 Q,, l'expression de Ei 3 est
. n sJ
exactement la partie de celle de G, contenant pij et qij' Or le probléme qu'on
se pose, est celui de minimiser l'énergie E, on pourrait donc considérer le

systéme

(s) 4 1

A

N'

A
[ ald

23

On arrive ainsi au probléme suivant :

Trouver

N

(Bss )
Pij° 4371 < 1, js N1

solution du systéme (S).

Donnons d'abord quelques résultats :
Exemple. -

Pour N =5 on a :

oE! _ .2 v n v n
Y = h™ (448 Py 32 Qpy t 20 Py 4q12 + 152p21
P22
n n n n n
-4 q21 + 4u p311+ 8 q31 + 20 p32 - L4 q32
n " n n
+ 152 Ppz 4 dp3 + 44 Pi3 + 8 ql3)
+ h(24 a + 400 a + 40 a - 24 a - 400 a - 40 a_ .).

12 21 31 32 23 13
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°E' _ .2 N n n, n n n,
_3'\' = h” (-32 p22 + 448 q22 u p12 + 152 q12 L p21 + 20 q21
q
22
n n n, n n, n,
+8pgy * Mgy - 4Dy, + 152 gy, - 4Py, + 20 g,
0, n
+ 8 P15 t Ly qls).
+ h(u00 ajp * 24 a,, - 40 ag, - 400 a5, = 24 ay, + 4O al3).
OE' _ .2 n N N n " n
—T = h™(90 Py, * 4 49 t 76 Pyo 10 4, * 10 Py ¥ ) q21)
PN
+ h(176 ayq - 176 al2)
9E' _ .2, N n N n n
5,\’— = h™(4 P;p 90 g, 6 Py ¥ 10 435 10 Py, t 76 q21)
93
+ h(176 ajq - 176 a2l).
B 26+ 420 b o+ 22
o P13 93 Pyo 92 Pis
P
n n, n N, n
- 16 q, + 44D, ¥ 8 4, ¥ 76 Py - 10 qls}
+ h{224 ajq = 2 a,, - B4 a , + 40 a,, - 176 als}
°9E' _ .2 N n n v n o
ng— = h“{-10 Pyq * 10 qy, -4 p,, +152q,, - 16 p, + 224 g,
12

n n, 4" n
+8pyy + U4 gy + 6D+ 10 q13}

+ hi2u aj; - 400 a,, + 416 a;, - 40 a21}
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9E' _ .2 " n " n " "
;g—— =h*{10 p,, - 10 q, +152 py, - 4 q,, + B4 P, + 8 q,
21

+ 224 p21 - 16 q21 + 10 p31 + 6 q3l}

+ hi2u aj, - 400 a,, - 40 a,, + 416 321}.

9E! 2 n n " n . "
=~ = BH6 )y + 76 qpy - M Py, +20q,, + 8Py, +Hq,

g,

N n, ™ "
- 16 p,, + 224 4, - 10 py, + 76 q31}

+h{ -24a _ + 224 a,. +40a,. - 64 a. - 176 ay }

22 11 12 21 1

JE' _ .2 n n, " n " ) "
;a- = ho{4b pyg + 8 gy + 10 pyg = 10 gy + 134 pyg = 20 gy
P
16
v N
+ 76 P + 6 qlS}
+ b{40 a o - 24 a,p - 240 a, + 224 a .}
9B' _ .2, " " an N " n
gg—— = h*{8 pyg + 44 g, + 6 Py + 76 gy = 20 pyg + 134 g4
16

N n .
- 10 p,g +10 g} +h {-40ayg - 22ua,g + 2403ze * 24a, ¢

= b2l +8aq. +76p. +6 Q. + 134 ] 20
R SR pgy + 8ag, + 7O Pgy * 0 gy T I Pgy T 4 U

Fely
e -

v n
+ 10 Pgy ~ 10 q51}

= - }
+ hi-40 a,, - 224 a , + 240 ap; + 24 agy
9E' _ 2{ n 44'\' ~n n n n
;g?_ = h"{8 Ps5o + 95y ~ 10 Pgo + 10 Qgp 20 Pg1 + 134 951
61

v N
+ 6 Psy + 76 qsl}

+ h{40 agy - 24 gy - 240 ag, + 224 agy -
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oL
"

2 v v N n
= h"{10 Psg *+ 6 Qg + 90 P + 4 A6
9Pge

n n
+ 76 pgs = 10 q65}

+ hi- 176 ags + 176 a65}
oE' _ .2 N n n n
-~ ° h°{-10 Psg + 76 dsg + 4 Pgs + 99 Qg
944

N n
+ 6 Pgs * 10 q65}

+ h{176 agg — 176 a66}.

II1 - RESOLUTION DU SYSTEME,

Les calculs précédents montrent que le systémne (S) estédquivalent au

systéme :
(s') : AX = B.

= (Xl, X2,...,XN,) N' = N+1

e
\

o
1

= (319 B23'°' sBNv)

X = (g1 5953 3 Pyp 3 Qgp 5 cees Pyy 3 )

B, = ( )

3 7 (Bygs BygaeresBy op
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1°) - Représentation de 1a matrice A.

f .

A est d'ordre (2N'2, 2N'2) et triadiagonak par blocs.

Les D, (0=<i<2), étant aussi tridiagonales par blocs :

Co F1
T
T
Fl Cl Pl




avec
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2
¢, F,
F, 2¢, F,
F, 2c,
E,
T
1 0
T
1 & F
T
F, ¢ B
Fy c,
224
’ ¢, =
-16




2
P
et
E
avec
Ey
Fy

10

144

=20

134

-10

10

76

152

[l

Ly

yy
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2°) - Représentation du vecteur B, 21°™ membre du systéme.

En développant B suivant les fij (1 i, j £ N') on obtient la forme

suivante : (Tridiagonale par Blocs).

A Ay
Ly L, Ly
L L L, Ly
B ==
h
L L,
Hy
avec
T 176 - 176
176 0
224 - B4 - 176
24 416 0
224 - B4 - 176
= 4
A 24 416 0

'BU )
LILLE ' 224 - 64 - 176

24 416 0
224 - 240
24 240




- 176
40
- 40

2 - 4o
224 40

24
400

- 24
- 400

40
- 40

- 40
40

24
Loo

146

- 24
- 400
40
- 40
- 40
40
24 - 40
400 40
0 0

0 176

- 224

-

<B U ;
LLLE;




BU;

LHLE

416
- b4
400
24

- 176
40
- 40

- 400
- 24

400
24

- 24
- 400
40

- 40

- 1400
- 24

- 400

147

- 400

400
24

40

- 40

0 - 400
0 - 24
400 - 1416
24 64
- 24
- 400
40 - 24
- 40 - 224




24
224

240

- 240
176

0

- 40

40
24
400

- 224
-= 24
64

- 416
176
0

- 40
40

- 224
- 2y
-

- 416

148

- 224
- 24

24
400
0

- 40
4o
0
176
-
176
0

N

- 416
176

0

- 224

- 176
- 176
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3°) - Recherche de la solution du systéme.

A et B étant développ& précédemment, le systéme (S') peut s'écrire :

- D c [ %, B, ]
0
B D E X, B,
1
EY D E X B
1 2N'-1 2N'-1
T
E D, XNt Bone
i P - L -

Avec N%v = N+1.

Pour la résolution du systéme (S'), on utilise la méthode S.S.0.R.

(Successive Semi-Over Relaxation) par bloc.

L'algorithme est le suivant :

N:. x(K) + wB | (1)
W

X(K+l/2) -

My

x(K+1) T (X+1/2) +

My = Ny x wB (2)

(w e [1,2;2] voir [5]).

Avec
T _
Mw-D+wu
NT = (1-w)D - wL
w .

et
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(@b J o

\ALLE




On a donc :

D0 wE
Dl
MT =
w
(1-w) D,
- wET
NT =
w

&
LitLE 1-

}(1).peut donc s'écrire :

151

WE

(1-w) Dl

- WE (l-w)D1

T
- E(1-w) D2
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04+

.

on*

T-uN

on¥

on®

()

Ca(m-1)

qm - Haﬁs-av

a0 - fa(o-1)

M -

‘gm + X MmN

oD

% (m-1)

= e/ ™

N
Z . X
Aﬁ+v:

z T-.N

€+ ¥

[
[4 X
- 4
Aﬁ )

T
[4 X
=+

(T +0
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On obtient donc :

¢ X(1<+1/2) _ (K) (k)

D0 1 = (1-w) D0 Xl - Wb X2 + wBl
T (K+1/2) (K+1/2) _ (K) (K)
uwE” X, + DX, = (1-w) DX, = wE X3 + wB,
.‘L
T ,(K+1/2) (k+1/2) _ (X)
WET Xy, )77+ D2 Xy = (1-w) D, X" + wBy,
Soit :
( (K+1/2) _ (X) _ (K) _
D0 X1 = (1-w) D0 X1 w(EX2 Bl)
(K+1/2) _ .. (x) _ (K) T, (K+1/2) _
D, X; = (1-w) D, X, (Ex; 7 + E'X; 7] B,)
(1) )
pour 2 £ i £ N'~-1
by X2 = (1-w) by x{) - w(e” xHVD) g
\
et pour (2) on trouve :
( (K+1) _ . _ (K+1/2) T (K+1/2) _
D, Xy = (1-w) D, Xy - W(E" Xg,_] Byr)
(K+1) _ . _ o (K+1/2) _ T ,(K+1/2) (K+1) _ g,
D, X; = (1-w) D "X, w(E X: 7] + EXyy 0T By)
(2) )
N.1=3i=2
(K+1) _ . (K+1/2) (K+1) _
Dy X; = (1-w) Dy X, - w(EX, B,)

Chacun des systémes (1) a (2) est forme de sous-systémes S

ktavec
l1<k<2et 1< £<2N'.

Pour résoudre chacun des systémes S

L g> On utilise la décomposition L.U.
(voir [51).
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Considérons
b X2 sy .
avec
r=20,1, 2
{t 1lss=sN
Posons pour simplifier
x(}/2) o g - (2,
H = H= (H, Hy,eoos
On a :
I < G
GT C_1 G
Dr =
GT

On a alors la décomposition :

2 ZS’”"ZN')
Hyo)

-
c, 6
e c,

_J
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ce qui conduit & 1'algorithme suivant (voir [51).

- AT A '
{ LiUi-l =G pour i = 2,...,N

(ce qui donne Li)

U. =D
i

. - L.G
i i

Remarque 3.

Cette décomposition existe si U,,...,U

1 N'-1"
Sont non singuliéres (voir [41). Ceci est assuré si les matrices d'ordre

k (k=1, N'-1)

sont non singuliéres.

Or ceciest vérifié dans notre cas en effet

det D]; = det C_ x (det cl)k'l 2 0.

0

Le vecteur L s'obtient donc en résolvant les systémes :

= - 1 t
(1) Y, = H -L, Y. . pour 1 <ic<N
avec LlYO =0
‘ } i N
(2) U2, =Y, - GY, pour i = N',...,1

avec GZn+1 =0
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Et donc :

= g1 N
Zi = Ui [Yi GYi+1]
Remarque 4.
Y. = (Y1 Y2) pour 1 < i £ N* (N' = N+1)
i i’ i
= (gl 52
Zi = (Zi’ Zi)
ce qui détermine le vecteur :
(K+1/2) _ (K+1/2) (X+1/2) (K+1/2)
Xs T T L
= (2135 B1p0 Zops Dogreealyes Zyr)

1 2

Ce calcul est fait pour s = 1, N' ; ce qui détermine complétement

le vecteur

X(K+l/2) - (X(K+1/2)

(K+1/2)
1 S &

oN' 2 ‘

Pour la résolution du systéme (2), on procéde de la méme maniére.
4°) - Vecteur initial et test d'arrét.

On sait que le vecteur X, cherché, a comme coordonnées, des valeurs

proches de ceux de :

X = {(Pij, Qij) 1<i,j <N (N'= N+l)

avec
- of
Pij ¥ 3= (Aij)
2f
%j "y gy

£ étant la fonction donnée au début.
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Sur X le vecteur initial :

[« (¢}
Pij et 9 5 étant les différences divisées dé premier ordre calculées au point Aij'

soit € donné, trés petit.
(K) et X(K+l):_(l< € ]N).

On considére deux vecteurs successifs appelés X
On arréte l'algorithme quand :

||X(K+l) _ X(K)I l

w < €

x5

IV - QUELQUES RESULTATS PRATIQUES.
1°) - Exemple d'application.
Considérons la fonction :
f(x,y) = Log(l+xty)
et soit
QN = [0,1] x [0,1]

f est définie et continument dérivable sur QN'
Soit :

BT vRE L LY .
E = iug (Ig; (Aij) - Pijl 3 Iay (Aij) a..]) =M

Le tableau suivant représente la variation de l'erreur en fonction de N,

en prenant W = 1,5.

o est l'ordre de convergence (pour cette notion voir chapitre I).
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N E o
3 0,10456966 10+
) N 1,302
5 0,51409087 10—1 1,253
7 0,337193007 10_1 1,208
9 0,249127933 10
1 1,17
11 0,197035274 10-1 1183
13 0,162787468 10_1 1128
15 0,138609135 10-1 1,109
17 0.120648107 10
, ) 1,087
19 0,106783169 10

2°) Estimation de 1'erreur : comparaison de trois méthodes.
a) - Utilisation des splines cubiques.

Soit Jo fixé, 1 < jo £ Nt+1 et soit S1 la spline cubique interpolant f aux
points Aij 3 1= i< N+1 avec la méthode N A K de De Boor (voir [3]).

o)
Dans ce cas :

= 1 3 s .
Pij Sl(A’ 30) pour 1 < i < N+1
0
De la méme maniére, pour io fixé, on considére 1la spline S, interpolant
f aux points Ai 3 3 1 €3 < N+l.

Dans ce cas

ny _ a1 .
4 5 SQ(Ai j) pour 1 < j < N+1.
(o] (o]
Soit :
- N _n

1.3

D'aprés les résultats donnés dans [3], M(h) = 0(h2) pour f ¢ c3.
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Soit S 1'interpolant d'Hermite de f au sens de Powell~Sabin, en considérant

i3 ; et ¥ 1'interpolant d'Hermite

les dérivées partielles premiéres exactes Pi3 et g
de f, en considérant les dérivées partielles approchées %ij et aij'

Alors on a :

(2]
1]

Y Fo. ..t ) DPes XKoot ) Qe V.o
1,3 1] "13j i3 1] i) 1.3 1] Tij

¥

"
<
o~
‘g
+
"
{a]
<
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Figure 4. Fonetion de base ¢ij (support hexagonal)

f ¢..(A, ) =1

ij 1.3

1 310 035(A55) = 901935(A35) = 0 3,0,

aux autres points A., .,
17,3
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wij = 310 ll)ij =0

au centre du support.

901 V35 = 1
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Figure 6. Fonetion de base xij/h

X;5 %901 %35 =0

au centre du support.
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On a :
n | N
=S, s Tle-sll, + [1s-sll
Or d'aprés les résultats du premier chapitre

|£-sl]_ = 0(h%)

n 4"
18815 T oy = Bl Hlaglloe 3 lagg - gl gl
»] 153
n
<o oy = Byl s Jagg - B0 L gl + vl

mw T+ g 11
1,]

P. Sablonniére a démontré que :
TGl + gl = o,
1,3

Par conséquent

[1£-3] [, = on®)

b) - Utilisation des splines plaques minces Locales.

Le probléme est le suivant :

Etant donné un point A, . ¢ Q. On considére §., . la réunion de tous
’ A : B
0’0o A . - 0’7o
les triangles contenant Ai . et f Yo'l 1a spline plaque mince interpolant f
]
03”0
Q

aux points A.. avec A, € . s e
ij ij 1,0,
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On approche la dérivée 3% (a = (0,1) ou (1,0)) par la dérivée corres-

Ai .
0’3o

pondante de f calculée au point LYSE

Autrement dit dans ce cas

A,
3 %; - i f lO’JO (A )
1 9]0 ox lO’jO
< Ai j
n, 9
4 5 - -337 £ % °¢a 5)
\ o’’o y 0’7o

Le Mehauté a démontré dans [7] que
2
M(h) = 0(h™)

et par conséquent

£ - 8| = on®)

c) - Méthode de minimisation de £'énengde.
On a vu que :
|15-8]| < M(h) x 0(h)
Les résultats numériques précédents montrent que dans ce cas :
M(h) = 0(h)

et par conséquent

£ - ¥, = o™
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d) - Conclusion.

L'erreur d'interpolation de la fonction f est nettement meilleure dans
le cas des splines cubiques et splines plaques minces locales.
Mais la méthode de minimisation de 1'énergie peut se généraliser 3 une triangu-

lation quelconque. contrairement a celle des splines cubiques.
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