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Les splines quadratiques à deux variables sont l e s  surfaces différen- 

t iabtes e t  potynÔmia~es par morceaux tes plus simples. Ce sont en e f f e t  dss 
1 fonctions de C (51) (51 domaine poZygonaZ du plan), dont Za restriction à 

chaque triangle T d'une triangulation de 51 es t  un élément de P2, espace des 

polynômes à deux variables de degré total  inférieur ou égal à 2. 

Chaque polynôme P se développe dans la base de Bernstein : 

P < A >  = a.. 8 . .  (Al .  A2 .  A g )  
Osi+jr2 1 3  1 3  

A = (A1. X2 .  A3)  étant les  coordonnées barycentriques de T. 

Les a. .  sont appelés B-coefficients de P. 
1 3  

Toutes ces notions sont dévetoppées par P. SabZonnière &ns t101. 

Ainsi le  calcul de la spline se ramène à celui de ses B-coefficients. 
2 Dans notre étude, nous choisissonscme domaine a, un carré deX . 

Dans le  premier chapitre, nous donnons quelques rappels concemant 

Z'interpotation de Lagrange par des Splines quadratiques sur un intervalle de 

I R 2  (ces résultats seront u t i l i s é s  au chapitre 31, e t  Z'éZQnent f in i  quadratique 

de Powe 2-Sabin, avec Ze calcul des fonctions de base du procédé d 'interpo tation 

correspondant. 



Dans le deuxième chapitre, nous faisons une étude de Za mq'oration de la nome 

L ~ '  
de la fonction de ses dérivdes premières e t  secondes, drms le  cas de l ' inter- 

polation d'Hermite par des splines quadratiques sur un domaine subdivisé en 
triangle de Powe Z $-Sabin. 

Nous nous basons dans cet te  étude sur des résultats donnés par R. Arcangeli 

e t  J.L. Gout dans Cl]. 

L'étude est fa i te  d'abord sur un triangle de référence, puis dans Za deuxième 

partie du chapitre, nous montrons que Zes majorations obtenues se généralisent 

à D ; en ut i l i sant  les résultats  donnés par P. Sablonnière dans C91. 

Le troisième chapitre concerne l'interpolation de Lagrange en des 

points répartis de façon assez régulière sur S I .  Nous donnons deux azgorithmes 

t r è s  sinples correspondunt à d u  chok  des points d'interpoûztion e t  permettant 

Ze caZcuZ des B-coefficients de Za spline, ainsi que ceux des fonctions de 

base. Ce calcul permet de trouver un ma;jorant M e t  un minorant m de Za norme 

Loo de l'opérateur d'interpolation ; e t  par conséquent, une majoration de 

l'erreur d'interpolation. Nous montrons que cet te  dernière es t  en o ( P  1, avec 

a au moins égal à 2. A la f in de ce chapitre nous donnons deux progrmes : 

un programme concernant le  calcul des B-coefficients des fonctions de base ; 

ainsi  que ceZui de m e t  M, e t  un programme concernant l e  calcul de l'interpolant 

spline, de l'erreur d'interpolation e t  de l'ordre de convergence. Nous donnons 

aussi des courbes de niveau de certaines fonctions e t  de Zeurs interpoûznts. 

On sait que la construction de Z 'interpolant d'Hermite vu au chapitre 1, 

nécessite la connaissance des dérivées partietles premières aux points d'inter- 

polation. O r ,  en pratique, cet te  condition n'est  pas toujours satisfai te  ; i l  

faut donc approcher les valeurs de ces dérivées : cela fai t  l 'objet du quatrième 

e t  dernier chapitre. 

Nous proposons deux méthodes d'approximation : Za première méthode u t i l i se  

Za minimisation de l'expression 

a2s 2 a2s + 2(- axay 1 + (=) a2s 2 3 dx dy. 
Y 

qui représente une valeur approchée de l'énergie de flexion d'une plaque mince. 

Dans ce cas, Zes calculs numériques montrent que l'erreur sur lu fonction est 



La deuxième méthode consiste à estùner Zes dér2vées partieZZes au 

moyen de spZines cubiques à une variable défsnies sur Zes paraZlèZes aux 

c8tés de a2 :cette méthode est  beaucoup plus satZsfaisante car Z 'erreur sur 

Za fonction est  en 0(h3). E t  à la f in de ce chapitre, on compare ces rksultats 

avec ceux obtenus par Le Mdhauté dans C71, au moyen des spZines plaques 

minces ZocaZes. 
3 Dans ce dernier cas Z'erreur sur Za fonction es t  en O(h ) également. 



QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX 

SUR 

LES SPLINES QUADRATIQUES. 



Ce chap i t r e  regroupe c e r t a i n s  r é s u l t a t s  fondamentaux dont on s e  sert 

dans l e s  c h a p i t r e s  su ivan t s ,  notamment l ' i n t e r p o l a t i o n  p a r  des s p l i n e s  quadra- 
2 t i q u e s  sur un i n t e r v a l l e  d e R  e t  un t r i a n g l e  d e n  . 

I I  - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR UN INTERVALLE DE IR, PAR DES 
SPLINES QUADRATIQUES, 

Soi t  1 = Ca,bl un i n t e r v a l l e  de R e t  A = {a = to < . . . < tN = b} une 

subdivis ion  uniforme de 1. 

S o i t  : 

e t  

Avec : 

- hi - ti+l - ti 
pour O i 5 N-1 

* - 1 = t.+- hi 
t i + l - t i + i / 2  1 2  

pour O i i i N-1,  on d é f i n i t  : 

P2(Cti9 ti+l 1) : {fonct ions  polyliomiales du second degré d é f i n i e s  sur C t  t 11 i' i+l 

1 
p:([a,bl9 A) : {s E C (Ca,bl) ; t e l  que S/Cti.ti+ll E P2(Cti, t i + l l ) ,  

O 5 i S N-1) 

c-l({a,b} : {fonct ions  d é f i n i e  e t  bornées sur Ca,bl}. 

Alors l e  problème suivant  : 

Chercher S E ~:(Ca,bl ,  A )  t q  

* * * 
S ( t i )  = f ( t i )  = fi 

(pour f E ~- ' (Ca,b l ) )  



admet une so lu t ion  e t  une seule. (Pour l a  démonstration vo i r  C61). 

1 
S peut s ' é c r i r e  dans l a  base de Bernstein de P2(Ct i "i+î 1) (O s i s N-1) 

de l a  manière suivante  : 

avec 

Les a j  ; 2 i  s j r2i+2 pom O 5 i -1, 6 o d  a p p d a  coed~icients-Btlzitx 
ou l eb  ~-~0ed6i&eI& de S .  (Pour c e t t e  notion vo i r  ha). 

Exempl e. 

On représente l e s  B-coefficients  pour N = 4. 

Fig. 1. Représentation des B-coe icients 

i ' 
ff a O S i S 8 ; de S r P2(Ca,bl). 



I (pour 2 S i S N-2) 

p u i s  en ca lcu lan t  : 

(S2) { a - * 
2i+l - 2fi+l - (a2i + a2i+2)/2 pour O s i s N-1 

avec 

Pour l a  démonstration v o i r  . 

2 .  I I I  - SPLINES DEFINIES SUR UN DOMAINE TRIANGULC DEIR . 
A - Notions pré1 iminaires. 

2 
S o i t  Sl un domaine polygonal ' de IR , e t  T une t r i a n g u l a t i o n  de a. 



Avec 0 r Ai s i POWL 1 s  i s 3. 

{fonctions polynomiales du second degré déf in ies  s u r - T I  

S/T peut s ' é c r i r e  dans l a  base de Bernstein de P (Tl de l a  manière 
2 

suivante : 

s(X1,X2,X3) = 1 a . .  B..(X1,h2,X3). 
Ori+ j s 2  11 11 

Avec : 

2! Xi A j  A(2- i - j )  B . .  (A1, h2, h3) = 
1 3  i! j!(2-i- j)!  1 2  3 

(pour O s i+ j  r 2). 

{Bij}Ori+jsî  est l a  base de Bernstein. {aij}0si+jr2 sont  les B-coefficients  
de S. (Voir f i g u r e  2). 

Considérons l e s  p o i n t s  : A . .  E aT = bord de T, de coordonnées barycentri-  
1 3  

ques : 

( i / 2  ; y/2 ; (2- i - j ) /2)  pour O S i+ j  5 2. 



L ' ensemble d u  points 2. . = (A. . , a. . , ut app& B - ~ ~ ~ U L L  ou B-polyèdhe, 
1 3  1 3  1 3  

am l e  ltrUangte T ,  du polynôme : 

1 a.. Bij(A) 
01i+j~2 '3 

( u o d ~  F i g .  2 ) .  

On a p p a e  ;ttLurngle q-que l '  ensemble d u  p o i n t s  (A, p( A) ) ; c' ut 

à d h e  l e  gnaphe de P c p2('ï). 

On vétUdie que : 

1 = 1 a.. B..(A) 
\. 01i+j~2 '3 '3 

Remarque 1. 

1') - Les relations données dans les propriétés (1) et (2) indiquent que les 
points (A, P(A)), du graphe de P, appartiennent à l'enveloppe convexe des points 
'b 
a.. =(A.., a..). 

11 1 3  1 1  

2') - Les figures suivantes éclaircissent la notion de B-coefficients. 



PoZynôme quadratique dans Za base de Bernstein : 

A2 + 2a10A0h1 + 2aO1A0X2 P(A) = aO0 O 

2 + a 20 h 1 + 2allhlXÎ + ao2A; 

FZaure 2 .  Réseau 



@ .  

Bezier 
~eprésento tion 
continuité ca 



1 B - Raccordement C de deux triangles quadratiques. 

Etant donné deux t r i a n g l e s  T = (A A A e t  T2 = (A A A '  1, i nc lus  dans !d, 
1 1 2 3  1 2  3 

on s a i t  d 'après c e  qu i  précède que l a  s p l i n e  S s ' é c r i t  de l a  manière su ivante  : 

P1(A) = a . .  B. .(A) s u r  T 
OS+ j S2 11 11 

1 

( p2:li) = 1 b . .  B. .(p) s u r  T 
o ~ i + j < 2  '3 2 ' 

1 
La f igure  précédente-eprésente l e  raccordement C l e  long de CA A 1 des  deux 

1 2  
t r i a n g l e s  quadratiques 

{ ( A ,  pl(A)) ; A = (A1, A g ,  A3) avec O 5 A .  s 1 e t  1 A = 1) 
1 i= 1 

i 

{ ( v ,  P2(li)) ; li = (lil, 1i2, li3) avec o r pi 5 1 et 1 pi = 1) 
i= 1 

Remarque 2 .  

Le ca lcu l  de S r ev ien t  à c e l u i  de ses B-coefficients .  Et pour f a c i l i t e r  

ce  de rn ie r ,  pa r  l a  s u i t e ,  on considère l a  p ro jec t ion  du B-réseau dans l e  p lan  ; 

on ob t i en t  a i n s i  l a  f i g u r e  su ivan te  : 

Fig. 4. Proieetion du B-réseau de deux triangtes 
quadratiques dans Ze plan. 



Dans la suite, tous les B-coefficients seront représentés par leurs 

projections . 

La cona%u&é c1 entne les  deux Z&zngles q m q u e a  pEcédents, l e  long  
'L 2, C\, 'L 

de [A1A23, de X&zddt ~ L V L  l e  d a i t  que les  points a20 ; all ; a10 ; et blo d'une 
'L 'L 'L 

paht ; et lu points ; all ; a10 et glo dl&e paht d o n t  c o p ~ ~ ~ .  
Se de pû<6 : A3, Al XJ d o n t  d.igni?b avec A$A1 = K AQAl c&e c o ~ v u & é  
se  Rtradd- t  pm : 

Pour la démonstration de cette proposition voir ID1 

C )  - Appl ica t ion  : Problème de PoweTi-Sabin. 

Dans ce paragraphe on a : 

= triangle T = A A A 
1 2 3' 

La triangulation T subdivise S2, (il = T), en 6 triangles ti, appelés micro-triangles, 
- 

comme le montre la figure suivante : 



On d é f i n i t  : 

I = ( 1 - 4 )  A2 + a A 

P2(t i)  : {fonctions polynomiales du second degré d é f i n i e s  s u r  t .  
(pour 1 s i r 6 )  

1 

4 

1 1 
Le problème à résoudre est l e  su ivan t  : Etan t  donné f c C (fi), 3? S c P (fi) t q  : 

2 

1 3  

MÎ = a2A1 + (1 - a2)A3 pour O c a < 1 1 

1 
On démontre dans i.1>3, q u ' i l  e x i s t e  S unique, S c p2(n, C )  ; v é r i f i a n t  ces  

condit ions.  

Les fonct ions  de base sont  appelés Oi, Xi, e t  $. pour 1 S i L 3 e t  
1 

v é r i f i e n t  : 



Les fonctions (I Xi et $i. ainsi que leurs dérivés partielles premières 
i ' 

étant nulles aux points A 
i+î3 Ai+2 

. Avec la convention : 

A = A pour j 2 4 j j - 3  

3 ) - Op&a.tm d ' w t a p o e a t i o n  et i n t ~ ~ p o û u L t .  

Appelons n l'opérateur d'interpolation. c'est à dire l'application 

I T ~  étant définie de la manière suivante : 





Le .&&&au ptcédenZ ke@Ebente l e  c&cuR des cooa.données batryceni~i.ques 
keeatives a u x  nicno-.tkiangles ti ; en (onc t ion  de c&eâ keeativa5 au mactro- 
U n g l e  T .  

Démonstration du lemme 1. 

En se  référant  à l a  f igure  5 ,  on a pour M E t , par exemple 1 

En remplaçant dans (1) on a : 

M = A A + X12 (ulAl + u2A2 + u3A3) + X a A + (1-a2)A3) 11 1 13 2 1 

d 'aut re  pa r t ,  M s ' é c r i t  en fonction des sommets de T de l a  manière suivante : 

( 2 )  M = AlAl + h2A2 + X3A3 

En comparant l e s  expressions (1') e t  (2), on obtient  l e  système suivant : 

- 
'1 - '11 + W1 '12 + '2'13 

A2 = u2 A12 

h3 = w3 h12 + (1 - 42) X13 



En résolvant ce système on obtient : 

On fait le même raisonnement pour le calcul des coordonnées barycentriques 

relatives aux autres micro-triangles t ( 2  S i S 6). 
i 

5 ' )  - C d d  des  B-coed~icien& d e  la dpeo ie  d ' ~ ~ p o U o n .  

Représentons d'abord la projection du B-réseau dans le plan 



Remarque 3.  

Pour le calcul des B-coefficients de la spline on se base sur le 
1 

raccordement C de deux triangles quadratiques. 

Fig. 7. Reprdsentution des micro-triangles tl et t2 
et des coordonnées barycentriques correspondantes. 

Les coordonnées barycentriques relatives à t et t2 sont respectivement 1 
(All, h12, X13) et (A21y '22 '23 ) ' 

En s'inspirant de la figure 6, on peut écrire la spline S, dans la base 

de Bernstein de P (t et P (t ) de la manière suivante : 
2 1 2 2 



d'où en remplaçant dans les deux expressions, on a : 

g(A12, X13) = a 1(1 - 2 2 2 
'12 - '13) + ~'12 + m2 A13 

+ 2dl (1 - X12 - X13) X12 + 2e2 A12 X13 

+ 2c1 X13(1 - X12 - '13 ) 

Posons : 

De la même manière on trouve : 

(Voir TAB. 1) 

Aussi on a : 



O r  après l e  c a l c u l  on trouve : 

On a a i n s i  à résoudre l e  système suivant  : 

On o b t i e n t ,  comme so lu t ion  : 

Aussi en posant 



Et en raisonnant de la même façon que précédemment, on trouve des valeurs 

analogues pour bi, ci, di (i = 2,3), et en appliquant les résultats donnés 

dans [si, on a : 

Remarque 4. 

Les résultats précédents permettent donc d'obtenir directement les 

B-coef f icients des fonctions de base du procédé d'interpolation, qui sont 

regroupés dans le tableau suivant : 



TABLEAU 2. B-coefficients des fonctions de base du prockdk d'interpoktion. 
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ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION D'HERMITE 

PAR 

DES SPLINES QUADRATIQUES C' . 



1 - INTRODUCTION. 

2 Considérons un domaine de IR , subdivisé  par  une t r i angu la t ion  T. 

T est r é g u l i è r e ,  c ' e s t  à d i r e  q u ' i l  e x i s t e  a 2 1 t e l  que : 

-YT E 7, T c D, 

(h e t  p son t  l e s  diamètres r e s p e c t i f s  des c e r c l e s  c i r c o n s c r i t  à T e t  i n s c r i t  

dans T).  

C e  chap i t r e  concerne l ' é t u d e  de l ' e r r e u r  pour l ' i n t e r p o l a n t  d'Hermite 

d é f i n i  au chap i t r e  1. 

On commence l ' é t u d e  s u r  l ' un  des  t r i a n g l e s  T de l a  subdivision T .  

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  on montre que l e s  r é s u l t a t s  se généra l i sant  .au 

domaine D,  e t  ce ,  en s e  basant  s u r  l e s  r é s u l t a t s  donnés par  P. Sablonnière 

dans C91. 

2 
Etant  donné m E hl, x = (xl, x2) ; x E I R  , p €IR, T E T ; on d é f i n i t  : 

w - ~ ' ~ ( T )  : {(c lasses  de) fonct ions  f t q  f E L'(T) 
B P e t  a f c L (Tl  pour 161 s m l  

avec 

avec 



On définit aussi pour e E IN, % r m 

t e 1 1 0  f(x)ll = su ID   XI (E19***sce)l 
llc,Pl = 1 

(si € 1 ~ ~  pour I I i i L) 
On munit W~"(T), des semi-normes suivantes : 

Avec la modification habituelle quand p tend vers l'infini. 

Soit T = A A A subdivisé en 6 micro-triangles ti. 123' h 
Soit f r J""(T) et a = ~p . 

On a vu au chapitre 1 que l'interpolant d'Hermite de f, aux points 

A. (1 I i53), s'écrit de la manière suivante : 
1 

Avec toujours la convention d'indices : 

Remarque 1. 

Dans cette étude, on se base sur les résultats donnés par GOUT dans C41. 

Pour ' > 1, T opérateur d'interpolationethle diamètre du cercle circonscrit 

à T, on a les résultats suivants, avec les notations du chapitre 1 ( §  1II.C). 



3 N. 
I f - ~ f  1 1 Di 2 

~ , P , T  5 6 p a  i=l 1 ( ~ + q ) ? . h  I f 1  ~ , P , T  

avec : 

I I -W. 1 
Ni = Max ( 1  ; 9 . 11-ai+2 L 

1 

Avec : 

W i M = Max (-5-) 
1 S i i 3  w ~ + ~  

Pour l a  démonstration du théorème 1, on a besoin des l e m m e s  su ivants  : 

Lemme 1 .  

P o u  r = O,I ; et avec le6 mhe6 hypothiZ.6~ que pnEcédemment, on a : 

Avec : 

1 
f A = j (1-t12-' D3f(x+t(Ai-x)) . ( ~ ~ - x ) ~ - ~ d t  

O 

Pour l a  démonstration de ce lemme cf. Cl1 



Lemme 2. 

3 
1 (xi+ei)(al, a,, A,) = A,A, + hlh3 + 12x3 

i=l 

Démonstration. 

La démonstration est évidente ; en e f f e t  il s u f f i t  d ' é c r i r e  localement 

chaque fonct ion de base dans l a  base de Bernstein (vo i r  ch. 1) ; l e s  B-coeffi- 

c i e n t s  de l a  somme sont  a l o r s  les sommes des B-coefficients  des fonct ions  

de base du procédé. 

Lemme 3. 

Pour l a  démonstration de ce lemme c f .  C41. 

Démonstration du théorème 1. 

En u t i l i s a n t  l e  l e m m e  précédent e t  en majorant l e s  normes pa r  l e  Max, 

on a : 



(car 1 ( A ~ A ~ + ~  1 1  5 h pour 1 i i s 3 et I. s j s 2). 

Et en utilisant le lemme 2, on a : 

1 h 
I(f-~f)(x) 1 5 7 Max IJo(f, A. )(XI 1 + 5 Max 1 IJl(f,Ai)(x)l l 

lsis3 - 1 l1is3 

En effet : 

Max (hlh2 + h2h3 + Alh3)(x) = 1/3. 
xrT 

En passant à la norme L et en appliquant le lemme 1, on a : 
P 

1 f - ~ f  1 s 1/2 C f ( Max 1  IJ0(f. Ai)(x)I ) P 1 
0 ,P ,T lSiS3 

d'où 

C.Q.F.D. 



Pour l a  démonstration du théorème 2, on a besoin des  lemmes suivants  : 

Lemme 4.  - 

Posons 

Pour l a  démonstration de ce lemme cf. Cl]. 

Le tableau su ivan t s  représentent  les dér ivés  p a r t i e l l e s  premières e t  

secondes des fonc t ions  de base. Il s u f f i t  de donner les r é s u l t a t s  pour o1 e t  XI. 

oi ( i  = 2,3) e t  Xi ; . (pour 1 S i h 3 )  ont  des formules respectivement analo- 
1 

gues à celles de O1 et  XI. 















@i, xi et $ ; 1 r i r 3 ; W . t o u j o w t 4  la donctiori6 de base, on i 
a l e s  m a j o W n b  4iLiVa.nited : 

6 I ai+l-ui I I 1-ai+2*i 1 - Max (1 ; i p 9 w 1 
Wi+î i+2 

3 I(1-a 10 -u.a 1 
5 - Max (1 ; i+2 i+l i i+2 Ixill,=,T p w 1 

i+2 

p W Xoujow l e  duunétle du c a d e  davu T (pom llyi I l  on Ztouve 
une majohation équLvdente à c&e :de 1 xi 1 ,=,J. 

Démonstration. 

 après le lemme 4, et pour 1 6 i S 3, on a : 

(1) 
3 Max agi < - - - 
p ïiji3 lax 1 

j 

a@i 
Or en considérant les expressions des - (1 i i, j i 3) ; on constate que : axj 

ahi(h(x)) (2) Iai+l-ui I I -W. 1 ) 
sup Max 1 a x 1 I 2Max(1; 

¶ 

XET lrji3 j Oi+i '"i+2 

Les inégalités (1) et (2), donnent : 

6 Iai+l-uiI ll-ai+2-uiI 
5 - Max (1 ; l@ill,ro,~ p Wi+ï 5 i+2 W 

1 

Même raisonnement pour 
~ x i ~ ~ y m y  T* 



Lemme 6. 

Avec itou;ted la hgpoithèseb pobéa au, début on a : 

Pour l a  démonstration de ce lemme c f .  C41. 

Démonstration du théorème 2. 

En appliquant  l e  lemme 6 ,  pour m = 1, on a : 

En u t i l i s a n t  l e  lemme 5,  on a : 

Avec 



I l + l - w i  l I 1 
Ni = Max (1 ; 1 

wi+ï "'i+2 1 
} pour I r i a 3 

I ( 1-ai+2) - w a  1 
Di = Max ( 1  ; i i + 2  1 1 

On a donc 

C.Q.F.D. 

Pour l a  démonstration du théorème 3 ,  on a besoin des lemmes su ivan t s  : 

O i Y  X. et +. &tant . t O u j o w  Le6 donC.tion.4 de base et Xi, Les cootrdonnées 
1 1 

b a r r y c e ~ q u e s  (1 I i 5 3 ) on a : 

Avec 

Mi = Max ( 
1 1 

; 
0 . 1 -  w.a 

I 3 1 j 

Démonstration. 

Il  s u f f i t  de cons idérer  l e s  expressions donnés dans les tableaux 

précédents  e t  d ' u t i l i s e r  l e  f a i t  que a e t  w. sont  i n f é r i e u r s  ou égaux à 1. 
i 1 



Lemme 8 .  

Pouh 1 r i r 3, o n a  : 

9 
lfil 2,w,T - M (avec fi = $i ou xi) 2 

P 

Démonstration. 

En appliquant le lemme 4 on a : 

18 ' - M (d'après le lemme 8). 
2 

P 

(On fait le même raisonnement pour f = ou X.) ' i 1 

Démonstration du théorème 3. 

D'après le lemme 6, pour m = 2 ; on a : 



(d  ' après  l e  lemme 8 ) . 

Avec 

W i M = Max (2) 
i @i+l 

d'où après  c a l c u l ,  on a : 

C.Q.F.D. 

111 - GÉNÉRALISATION : ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION SUR 
LE DOMAINE D TRIANGULE, 

On démontre que l e s  majorat ions précédentes sont  va lab les  dans D ,  

t r i a n g u l é  pa r  T ( q u i  e s t  r é g u l i è r e ) .  On s e  base dans c e t t e  étude s u r  l e s  

r é s u l t a t s  donnés p a r  P. Sablonnière dans Cg]. 

1") - Notions préliminaires. 
2 A 

Toujours dansiR , on considère l e  t r i a n g l e  T ,  appelé t r i a n g l e  de ré fé rence ,  

de sommets 

A A - 
a 

Al = (0 ,  0)  ; A2 - (1,O) ; A3 = ( 0 , l )  a 

e t  QT l e  cen t re  du c e r c l e  i n s c r i t  dans T.  

S o i t  T , T ,  T = (AlA2A3). 

( v o i r  f i g u r e  1 ) .  

So i t  F l a  t ransformation a f f i n e  t e l l e  que : T 

F (A.) = A. pour 1 s  i s 3 .  T 1 1 

A 

P. Sablonnière a démontré dans Cg], que l e s  p o i n t s  Q, = ~ - ' ( n  ) var ien t  
A T T T  

dans un compact de T, quand T v a r i e  dans T .  

On appel le  c e  compact K (relat ivement à c h o i s i  au début du chap i t r e ) .  
C1 



- 
En s e  r é f é r a n t  à l a  figure 1, on remarque que fi, a conne coordonnées 

car tés iennes  ( w 2,  W 3 ) -  

En e f f e t  : 

d'où 

* * 
x S u i I l - x  (pour 1 5 i 5 3) .  

Avec 

(pour ces r é s u l t a t s  v o i r  191). 

Remarque 2. 

Les théorèmes l ', 2 ' ,  3 '  sont  des  généra l i sa t ions  r e spec t ives  des 

théorèmes 1, 2,  3. 



Théotrème 1 ' .  

Avec Les m h e b  hypoithèaes que daM4 Le pmg/ra,phe ptrécédent, & aussi 

en posant : 

H = Max 
T E T  h~ ; 

Théotrème 2 ' .  

Avec 

A(a) = 11 - k l ( a )  - 

* B(a)  = Max ( 1 - ( a )  k 2 ( a )  - k l ( a ) . x  ( a )  1 ; (k2(a) -k l (a ) )  x * ( a ) ) *  

Théotrème 3 ' . 

Démonstration du théonème 1 ' . 

Il suffit de reprendre le résultat du théorème 1 et d'utiliser le 

fait que h S H ,  YT E 7 .  
T 

Pour les démonstration du théorème 2 ' ,  on a besoin des lemmes 

suivants : 



Lemme. 10.  

* a w. (peut i s i s 3 )  ; kl(a) ; kg(a) ; x (a) ; &&mt donne6 pnEcédement, i' 1 

on a l e  : 



Avec 

( A(a) = Il-kl(a) - x*(a~ 1 

i * * 
~ ( a )  = Max ( 1 (1-x (cc)) k2(cc) - kl(a) x*(a) ; (k2(a) - kl(a)) x (a)) 

Démonstration. 

La démonstration de ce lemme est évidente, il suffit d'utiliser le 

fait que : 

kl(a) 5 wi < k2(a) (pour 1 S i 5 3) 

Démonstration du théorème 2'. 

En reprenant le théorème 2, on a : YT E T 

Avec : 

I ai+l-ui I 
= Max (1 ; 

Ni i+l 

t(l-ai+2)ui+l -w a I 
Di = Max (1 ; i i+2 1 

Or d'après le lemme 9 



On a donc : 

Par conséquent on a : 

I 

O r  c e c i  e s t  v r a i  YT E T ,  e t  a 5 a ; donc 

C.Q.F.D. 

Démonstration du théorème 3'. 

En reprenant l e  théorème 3, on a YT E T 

avec 

W i W 

M = Max (2-, 7 1 
Wi+i @i+i 



On v é r i f i e  que : 

k2(a )  
M I -  2 

k l (a )  

D e  même on a : 

I 
En remplaçant, on a donc 

C.Q.F.D. 

~ On c h o i s i t  par  exemple : a = 1, 



Théotrème 2 ' . 

PoWP = 2 ,  on a : 

Théotrème 3 ' .  



CHAPITRE I I I  

INTERPOLATION DE LAGRANGE 

SUR UN DOMAINE CARRE TRIANGULE. 



2 S o i t  R un domaine c a r r é  d e n  , et  T une t r i a n g u l a t i o n  r é g u l i è r e  de a ( v o i r  

Fig. 1 et  2).  

Soient  : 

c-'(R) : {fonctions bornées s u r  R I  

A.  ( l<isNo) : p o i n t s  c h o i s i s  convenablement s u r  0 .  
1 

1 
: {sp l ines  quadrat iques C s u r  a, muni de l a  t r i a n g u l a t i o n  7) 

N : dimension de ~ ~ ( $ 2 ,  1 C ) .  
O 

Dans ce  chap i t r e  on résoud l e  problème suivant  : 

Etant  donné f e C-'(n) , on montre q u ' i l  e x i s t e  S unique, appartenant  
1 à P2($2,T) t e l  que 

* 
On résoud l e  problème dans deux cas de f i g u r e  R = QN e t  a = Q N y  q u i  sont  deux 

domaines c a r r é s ,  mais qui  d i f f è r e n t  p a r  l e  choix des p o i n t s  d ' in t e rpo la t ion .  

* 
1 - Sur Q,, : 

D 

Fi-mre 1. 

Choix des points $'in- 
terpozation sur Q3. 



Les côtés étant subdivisés en N segments égaux, on choisit comme points 

d'interpolation, les 4 sommets du carré et les milieux des segments déterminés 

par la subdivision. 

2 - Sur QN : 

Fig. 2 : Choix des points 
B d'interpolation sur Q3. 

De la même façon que précédemment les côtés du carré sont subdivisés en 

N segments. 

De plus sur les côtés BC et CD le choix des points d'interpolation est le 

même. 

Par contre sur les côtés AD et AB, le passage de Q à QN+l se fait en prenant N 
B et D comme nouveaux points d'interpolation. 



Remarque 1. 

On montrera p a r  l a  s u i t e  que l e  nombre de po in t s  c h o i s i s  correspond b ien  
1 à l a  dimension de P2(P,C) 

I I  1 - CALCUL DE LA SPLINE D'INTERPOLATION, 

POWL n = QN (*upectivenient Q ~ ) ,  f donctiDn donnée appahtenant d 

Lt e u t e  une speule et une s e d e  appahtenant à P:(R,T) 

ultc~Zpohnt f aux points Ai, 1 5 i 5 N. 

A) - NOTIONS PRELIMINAIRES. 

On s a i t  d 'après  l e  chap i t r e  1, que l a  s p l i n e  S peut s ' é c r i r e  s u r  T ,  dans 

l a  base  de Bernstein de P (T), de l a  manière su ivante  : 
2 

S(Al, A 2 ,  A 3 )  : 1 a . .  8..(A1, A 2 ,  
11 11 ) 

O s i +  j 52 

avec 

(A1> ha) coordonnées barycentr iques r e l a t i v e s  8 T 

{ 8 i j 1 0 ~ i + j i 2  base de Bernstein 

Ains i  pour c a l c u l e r  l a  s p l i n e ,  il s u f f i t  de c a l c u l e r  s e s  B-coefficients .  
1 

Pour ce c a l c u l ,  on u t i l i s e  l a  p ropos i t ion  1, concernant l e  raccordement C , 
donnée dans l e  c h a p i t r e  1, avec K = 1, comme l e  montre l a  f i g u r e  suivante.  



B) - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR Q;. :, QWTG~: 

Le raisonnement est le  suivant. Pour N >  2, N 

les B-coefficients de S sur QN-2, et on donnera un 
* 

QN-2 a Q;* 

E , on suppose qu ' on 

algorithme de passage 

* ~lgor i thm de passage de Q N - ~  QN, N 2 2. 
--------------------------------------*-- 

Le calcul  des B-coefficients de S correspondant aux bords de QN, conduit 

a un problème d' interpolation à une dimension (sur un in te rva l le  de IR). 

Ce calcul  se fa i t  b l ' a i de  de l a  résolution du système t r idiagonal  

(Sl) e t  (S2) donnés au chapitre 1 paragraphe 1. 



Figure 4. Reprdsentation des B-coefficients de S dans Q;. 



Les p e t i t s  c a r r é s  sont appelés Q..,  relat ivement à l a  numérotation du B-coef- 
13 

f i c i e n t  c e n t r a l .  

a) Sur CAB] 

a - - a i + 2 , j  - ai+2,j+2 i+2 ,  j+4 

b) Sur [BC] 

c) Sur [CD] 

d) Sur [DAI 

E t  pour les B-coefficients  correspondants à l ' i n t é r i e u r  des c a r r é s  Q* 
i , j '  

on applique l a  proposi t ion  1 du c h a p i t r e  1, e t  on les c a l c u l e  à l ' a i d e  de 

1 'algorithme suivant  appelé G. 
i , j  



C )  - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR QN. 

On fait un raisonnement analogue au précédent. 

On suppose que les B-coefficients sont calculés à l'ordre N, on donnera 

un algorithme de passage du cas N-1 au cas N (N > 1). 

Algorithme de passage de gN à gN, N > 1. - ......................................... 

Les B-coefficients correspondant à CBCI et [CD], sont calculés à l'aide de 

la résolution des systèmes ( S  ) et (S 1 donnés dans le chapitre 1. 1 2 

Pour 

i = 4N-1 
j = 4p-1 avec 1 s p I N-1. 



Figure 5. Reprdsentation des B-coefficients de S sur Q3. 



E t  pour les B-coefficients  i n t e r n e s  à chaque c a r r é  Q. . ,  il s u f f i t  
11 

d'appliquer l ' a lgor i thme Gi 
,je 

* * 1') - Passage de Q3 à Q5 : (Voir fig. 5). 

Notre hypothèse e s t  l a  suivante  : 

Les 8-coeff ic ients  appartenant à Q* sont  connus, ceux appartenant  
- * 3 

aux bords de Q5, c ' e s t  à d i r e  : 

avec 

sont  c a l c u l é s  p a r  l a  r é so lu t ion  du système (S ) donné précédemment. 
1 

D e  même : 

4 

r 

a- l~ ,  j avec j = 4 p  - 2 s p s 2  

a i+2,10 avec i = 4 p  - 2 s p s 2  

a avec j = 4p -2 s p s  2 10, j-2 

1 a i ,10  avec i = 4 p  - 2 s p s 2  

a 
10 , j  

avec j = -4p -2 p s  2 

ai,-l~ avec i =  -4p -2 a p 5 2 
< 

sont  c a l c u l é s  p a r  l a  r é s o l u t i o n  du système (S 1. 
2 

Et pour : 



* * 
Les B-coefficients appartenant à l'intérieur des carrés Q 

* * * * * -8,-8 Q-8,-4 ' * .  * .  * .  
'-8,0 ' '-8,4 ' '-8,8 ' QG,~ ' '0,8 '4,8 ' '8,s ' Q8,4 '8,0 ' Q8,-4 ' * * * * 
Q8,-8 ' '4,-8 ' '0,-8 ' '-4,-8 sont calculés par l'algorithme Gi ,je 

* 
Par exemple dans le carré Q on a : 

-8 ,-8' 

2') Algorithme de passage de Q2 ii Q3 . (Voir Fig. 6) ................................. 
Les B-coefficients a 13,l ' a13,3 ' a13,5 ' a13,7 ' a13,7 ' a13,9 ' a13,11 ' 

a 13,13 ' a11,13 ' a9,13 ' k1,13 ' a5,13 ' =3,13 ' a1,13' 



Sont calculés à l'aide de la résolution des systèmes ( sl) et ( s2) 

Il reste donc à calculer le B-coefficients internes aux carrés suivants : 

Il suffit d'utiliser G par exemple sur Q11,3 on a : 
i ,j 

D) - FONCTIONS DE BASE DU PROCEDE D'INTERPOLATION. 

(Pour la démonstration voir C111). 

Les pa- d'urtenpohZLon &tant &es point2 1, avec 1 s I i N ~ ,  &es donotiori6 
de base hont a p p e t a  \ a v e c l c  k s ~ ~  et v é t L i ~ i &  : 



Remarque 2. 

Dans le programme donnée à la fin de ce chapitre, les points d'interpola- 

tion sont numérotés de la manière suivante. 

Figure 6. Numérotation des points d 'interpo Zation. 



F w e  7 .  ReprBsentat ia  des  B-coeff.iCient8 dr LI dmrs 
t s ~ s d n . ~ ; .  



F.igure 8 .  Reprdsentation de quetques v a t e u s  de LI 
cians te cas ou Q = Q;. 



Figure 9 : Reprdsentation des B-coefficients de LIO dans te cas 
* 

ûü, Q = Q 5 .  



Figure 10. Repr&sentatwn de quelques valeurs d i  LI0 dmrs Ze cas 
* 

0t2 n = Q,. 





Figure 12 .  Reprisentation de queZques oaZeurs de L25 dans Ze cas 

02 n = Q;. 



Figure 13.  Reprksentationdes B-coefficients de L2, dans le  
* 

cas ot2 il = Q5. 



Figure 14. Reprksentation de queZques vaZeurs de L2, 

dans Ze cas où Ci = Q;. 



Figure 13. Nwnérotation des points d'interpolation dans te  

cas où Cl = Q4. 



Figure 16. Reprksentation des B-coefficients de L1 dans t e  

cas oti n = Q ~ .  





Figure 18. Rep~&sentation des B-coefficients de LI0 dans te  cas 02 



Figure 19. Reprdsentation de quelques valeurs de L10 dans 

t e  cas 02 Cl = Q4. 



Figure 20. Reprdsentation des B-coefficients de L25 dans te 

cas où S-l = Q4. 



Figure 21. Représentation de quelques valeurs de Las dans t e  

cas où Cl = Q4. 





Figure 23.  Repr4sentution de q7~ezque8 vak2.f.m de L dans @ 27 
Ze cas où Q = Q,. LILLL" 



I V  - RÉSULTATS PRATIQUES SUR LA MAJORATION DE LA NORME DE 

L'OPÉRATEUR D'  INTERPOLATION 

1 - Notions prëliminaires. 
On considère la fonction de Lebesgue définie ainsi : 

Soit n l'opérateur d'interpolation défini par 
N 

on sait que : 

N 

On choisit un certain nombre de points (xL,ye) E Q, par exemple, sur chaque 
- - 

micro-triangle, les points de coordonnées barycentriques (w 13 w2, w3) où : 

- W1 - Ml/M 0 5 M 1 1 M  

M E ïN avec 

et donc 

Sa& : m = sup 

M = sup sup 
O k  1 bijl 

TET o~i+jl2 k=l 



Démonstration. 

La première i n é g a l i t é  est évidente ,  on démontre l a  deuxième 

O r  dans chaque t r i a n g l e  T E 7 ,  Tc S2, on a : 

d'où 

avec 



d'où 

C.Q.F.D. 

On donne deux graphes e t  un t ab leau  qui  r ep résen ten t  l e s  v a r i a t i o n s  

de M e t  m en fonct ion  de  N, 

Un po1gramrne s e r a  donné à l a  f i n  de ce c h a p i t r e  pour l e  c a l c u l  de M e t  m. 

2 - Calcul explicite de 1 'erreur d'interpolation et de 1 'ordre de convergence. 

Quelques exp l i ca t ions  concernant l e  programme 'DDCI : (donné à l a  f i n  
* 

de ce  chap i t r e  avec Q = QN). 

Ce programme c o n s i s t e  à c a l c u l e r  l a  s p l i n e  in te rpo lan t  une fonc t ion  f 

donnée, l ' e r r e u r  d ' i n t e r p o l a t i o n  EN e t  l ' o r d r e  de convergence. 

* * 
Soit  Qi l ' u n  des  p e t i t s  c a r r é s  inc lus  dans Q N (ou Qi c Q N )  

O O 0 0 

Considérons l e  t r i a n g l e  Tl par  exemple : 

Soi t  A = A ,  X 2 ,  h 3 )  les coordonnées barycentr ique de Z É T 1 ' 

D'après l e s  no ta t ions  des  B-coeff ic ients  donnés au début de ce  chap i t r e ,  

l a  s p l i n e  S E SP ($2) s ' é c r i t  de l a  manière su ivante  : 
2 





F W p e  24. ~e~résentation de ta variation de m et M 
en fonction de N dans Ze cas où St = Q; 

pente de Dl = 0,73 
pente de D2 = 1,46 



Figue 25. Reprdsentation de M et m dans Ze cas 

03 Q~ = W v m i a t i o n  avec NI. 

J pente de D = 1,54 
1 

! pente de D2 = 3,08 



On a des expressions analogues de S sur Ti (2 a i a 4) 
- 

On considère'les points (x ,y ) 1 S 1 I M choisis précédemment. 
1 1  O 

1 1 1  Appelons (wl, w2, w3) les coordonnées barycentriques correspondantes. 

On a donc : 

Soit 

I 
EN = Sup .i,j,k Yec 1 l a k a 4  

i ,j ,k ,l I ~ ~ S M ~  

* 
E est donc une valeur approchée de l'erreur d'interpolation sur Q (respectivemeni N N 

Soit Q le carré de côtés égaux à 1. 1 
On considère deux subdivision respectives des côtés de ce carré, de pas 

1 % = 1/N et hNl = - 
N' ' 

L'erreur d'interpolation EN est proportionnelle à ha avec a 6 IR. 
N 

On écrit : 

K z - constante 



Les résultats suivants permettent de voir l'évolution de l'erreur 

et de l'ordre de convergence en fonction de N, pour quelques exemple de 
* 

fonctions, et pour 0 = QN et QN 

pour 



pour 

t f = Log (l+x+y) 

n = QN = r0,iI x C0,ll 



Pour 



Pour 





f = Sin (~(x+y)) 

n = C O , ~ I  x [ o , i ~  







Les r é s u l t a t s  numériques précédents  montrent que l ' o r d r e  de convergence 

tend v e r s  3 ,  quand N augmente. I l  semble donc que l ' e r r e u r  d ' i n t e r p o l a t i o n  
3 

p o u r r a i t  ê t r e  en O(h ) avec h = 1 I N .  

3 - Etude théorique de 1 'erreur d'interpolation. 

Soit R = C-h/2, J+h/2] ; et boit f c3(6) .  L'enirwh d'int~poeaüon 
est en o(ha) ; avec u au n i o h  ~ g u t  à 2. 

Démonstration. 

3 - 
Soi t  f E C (RI, e t  S l a  s p l i n e  quadratique in te rpo lan t  f aux p o i n t s  1, 

* 
( 1  S 1 S N 1, appartenant  à QN (ou Q ). 

O N 
C 'es t  à d i r e  que T f = S. N * 
D'après ce  qu i  précède, est subdivisé en  p e t i t s  c a r r é s  appelés Q. . (ou Qij ) 

1 3  
avec 1 I i, j S N. 

So i t  io, jo t q  1 2 i , j < N,  appelons Ci . l e  cent re  du ca r ré  
O O 

n 0 ~ ~ 0  

- 
Soi t  Qi . l e  c a r r é  de cen t re  C. . e t  de c ô t é s  2 h e t  S f l e  quas i -  

o 9 J 0  Io "O 2 
i n t e r p o l a n t  d é f i n i  p a r  P. Sablonnière [10] 

avec 

Af = Laplacien de f 

M . .  = B-spline cen t rée  au point  c . .  
13 13 



@ lllll! 

Figure 25. B-sp%ne de S (2  ,il (NormaZ5sutz'on : dZviser par 8 ,  voir  Cl 03). 
P 



90 

P. Sablonnière donne dans BO ] l e  r é s u l t a t  su lvan t  : 

avec 

G3(h) = Max 
k+l=3 

I 
1 kt = module de c o n t i n u i t é  de 3 f 

d'où on a : 

e t  donc 

- 
O r  ceci est v r a i 4 5  ; on peut g é n é r a l i s e r  l e  r é s u l t a t  au domaine Q, c'est à 

O J O  

d i r e  

S é t a n t  une s p l i n e  quadrat ique,  on a donc 2 



On peut donc s'écrire : 

f - S = f - s N f - S 2 f + s S f  N 2 

d'où d 'après ( 3 ) ,  on a : 

Mais l e s  r é s u l t a t s  numériques précédents  montrent q u ' i l  e x i s t e  Cl e t  C2 

t e l s  que : 

En remplaçant dans (4 )  on a : 

b + 
2 3 I l'-SI lm,, 2 1 + c;h lfl, , , ,  

C.Q.F.D. 

V - QUELQUES GÉNÉRALISATIONS, 

On c h o i s i t  les exemples su ivan t s  comme généra l i sa t ion  des c a s  précédents.  

lere exemple . 



Figure 26. Reprdsentation des B-coefficients de S interpoknt de f. 



1 25me exemple . 
2 

f = x  + y  

(avec un autre cas de figure) 

Figure 27. Reprdsentation des B-coefficients de S interpolant de f. 



3 i  ème exempl e . 

f = 3x + 2y 
(avec un a u t r e  cas de f i g u r e ) .  

Figure 28. Reprdsentation des &coefficients de S interpolant f. 



On peut généraliser l'étude précédente, en prenant pour Q, un quadri- 

latère quelconque, et en choisissant les points d'interpolation de la manière 

suivante : 



l Dans ce  cas ,  on procède de l a  même manière que précédemment. * 
i On cherche d'abord l e s  B-coefficients correspondants aux bords de QN(QN) ; e t  ce ,  

en résolvant  l e s  systèmes (SI) e t  (S2)  donnés au début de ce  chapi t re .  

Le passage de Q à QN+*, s e  f a i t  à l ' a i d e  de l a  technique des  plaques (pour 

c e t t e  not ion  v o i r  C101). 



PROGRAMME 1 = ODCI 



C I ~ I E R F C L P T I C ~  C E  4 A G R A h G E  F A R  O E S  S A L I h k S  C L P C R A l I C U E S  
c c h  P F E ~ c  ~h O C P A I R E  C A R ~ ~ E  ( 9 C , 5 . + e . S ) ) * t - o , 5 , 0 i 5 )  
C C R  C H C I S I T  S L R  L E S  c C T E S  C E  C E  t P R R E  L h E  S C B C I V I S I C ~ ~  C E  P A S  h h a l n h  
c P b E c  h' IFPAIE 
C C k  C 6 7 1 h t  L h E  S C I T E  C R C I S S A h f E  CE C P R R E S  
c ILS S C ~ T  A P F E L E S  c 8 h  T E L  C U E  c 8 h  E S T  INCLL C A N S  c 9 ( h 4 1 )  P C U K  T O L T  A 
t C t i  C A L C L L E  L ' E R R E L A  C ' I ~ ~ E R F C L A T ~ O N  F C L R  T C U f  N E T  P P R  S U I T E  
c C N  c A L C L L F  L ' C R O R E  C E  C C ~ V E R G E N C E  A L F ~ P = L O G ( E ~ I E ( N + I ) ) / L O C ( H ~ / H ~ ~ + ~ ) )  
C  E h  E l A h 7  L ' E E ~ ~ E L R  C ' 1 N l ~ f i P r ~ p ~ I c h  t C f i n E S F O h D A h T  P L A  S L B D I V I S I C N  C E  h i +  
t C E C L A I ~ P I I C ~  

I h T g E ~ f i  ~ r C ~ F l r F i ~ F 3 r F 4 t F S r F F , F h  
C I P E ~ S I C ~  A ( z ? ~ Z I J ~ X ( S C ) , V ( ~ C )  
C I I i i ~ h ~ 1 c ' h  F ~ ( ~ O ) , G ( ~ C ) , H ? ( ? O ) ~ E ( ~ C I  

C  C h  T f P t 7 ~  L E  C b S  h a 1  P  F A R T  
D C  2 C  K z l o e  
R E A c ( ~ O S ~ ~ ~ I N ( K J , Y ( K )  

2 0  C c h l l ~ L l E  
1 5  F C R I U P T ( ~ ~ ~ , Z )  

C  I h l E f i ~ c ~ b T I C h  S L R  LE C A R R E  C l  
C P L L  s C ( P # ~ , Y , Y )  

C 8 - C C E F : ,  I ~ ~ E R N E S  
C A L 1  S 4 ( P 1 3 , ! )  

C F I k  D E  L ~ ~ N T E R P C L A T I C ~  S L R  C l  
b i t 3  

C  C A L C L L  C E  L ' t h R E L R  
C A L L  S S ( P # O , O , ~ ~ E J  
E l = €  
k f i I t E ( l O c # Ç 9 )  

CF F C R W P T ( ' L  E R S E L U  U I h T R P C L A l I O h  S L R  C l  E S T ' )  
h R 1 ~ E t 1 0 C ~ 7 F ) E l  
D C  3 5 1  F F = 2 , 2 1  
N = Z * F p - 1  

C  C A L C L L  c E z  F C l h l S  D ' I N l E f i P C L A T l C h  S U R  C 7  
X ( ~ ) = - O , ~ / F L C A ~ ( ~ J  
Y ( 1 ) = - 0 , S / f L ~ A l ( h )  
X ( ~ ) = - C * ~ / F L C A T ( ~ )  
Y  (?)=O 
X ( 3 J = - O , ) / F L C A T ( h J  
Y  ( 3 ) = f l r S l F L C P T ( h )  
X ( l J = n  
Y ( l ) = o , S l f ~ C h T ( h )  
X ( S J ~ O ~ S I F L C P T ( ~ )  
Y ( S J = n r $ I f ~ C A 7 ( h )  
X ( ~ ) = ~ , S / F L C A T ( ~ )  
Y ( C  J = n  
X ( 7 ) = n , S l f L C h T ( h )  
Y ( ~ ) = - O * S I F L C A ~  ( h l  
# ( e ) = n  
Y ( ~ ) s - O , ~ ~ ~ L C A T ( ~ J  

C  1 1 s  C E  ~ E T ~ E  L E C l L R E  
C l N l E 6 F c L m l l ~ k  S L R  LE C A F R E  ( 0 1 0 )  



N 1 = 2 * ~ + 1  
CCLL ~ O ( f i t N 1 , ~ ~ 1 )  

C F I N  C E  C E  C P L C L L  
c e C c E F ~ r c r E h l S  1 h l E R h t S  

C P L L  s 4 ( f l # h l e N 1 )  
C C A L C L L  C E  L e E R R E 1 R  S L H  ( C q O )  

CALI  s S ( P 0 0 , n ~ h ~ ~ )  
E Z = E  

C C A L C L L  C E S  F C I h T S  D ~ I ~ T E S F C L A T I C ~  S U E  L E S  P L T E E S  C P R f i k S  
I F ( h . ~ c , l )  E c  T C  5 5 4  
h i t  t h - 1  1 1 2  
C C  5 7  P h = l , h 2  
P : ~ * F N + ~  
P ~ = F * F  
P z t ~ l + P + l  
C ' :p2+P+l  
P 4 r e ' + P + l  
F5: ( F + Z ) * 6 F + 2 ) - 1  
# ( F I I = ~ - C , ~ - P N ) / F L C W ~ )  
Y ( ~ l ) = x ( F l )  
m ( F 1 + 1 ) = 8 ( ~ 1 )  
Y ( ~ i + i ) = r ( p i ) + O , S / F ~ c R ~ c h )  
C C  5 1  K = F 1 + Z e F Z - 1  
# ( K ) : X ( K * l )  
Y  ( K ) = Y ( K * ~ ) + ~ . ~ F L U A T ( R )  

2 1  C C h r I w C E  
# ( F 2 ) : % ( ~ ~ * 1 )  
Y ( F ~ ) ~ Y ( F ~ - ~ ) + ~ ~ ~ / ~ L C A T ( R )  
# ( F ~ + I ) . = ~ ( F ~ ) + C ~ S / F L C A T ( ~ )  
Y ( F ? + l  ) + b ( F 2 )  
C C  5 2  K = F 2 + Z e F 3 - 1  
X ( K ) S X ( K - ~ ) + ~  , / F L C A ~ ( ~ )  
Y ( K ) = Y  ( K - 1 )  

3 2  C C h i l ~ b E  
~ ( F ~ ) = X ( E J - ~ ) + G , S / F L C A ~ ( ~ )  
Y ( F ? ) = Y ( F ~ - ~ )  
# ( F 3 + 1  ) = 8 ( ~ 3 1  
Y ( ~ ~ + I ) = ! ( F ! ) ~ O , ~ / F L C P T C ~ ~ )  
C C  5 5  K = F 3 + 2 e P 4 * ?  
# ( K ) : x ( K m 1 )  
Y  ( ~ ) r y ( K - 1 ) - 1  . / F L O A T ( ~ )  

2: C C ~ T I N U E  
X ( F ~ ) : X ( F ~ - ~ )  
Y (FL):Y ( F 4 - 1 ) œ C , S / F L C R T  ( h )  
x ( F L + ~ ) ~ ~ ( F C ) - C , ~  / F L c A T ( ~ )  
Y ( F / + i ) = Y ( P L )  
C C  5 4  K = F 4 + 2 , P 5  
X ( K ) = X t R - l > - l r / F L Q P 1 ( h l  
Y  ( K ) . = v  ( K - 1 )  

5 4  C C ~ T I N L J E  
# ( F 5 + 1 ) = 4 6 F ? )  



Y ( F S + l ) ' l ( P l )  
C  F l h  C E  L P  L E C T U R E  D E S  F C I N T S  C ~ I ~ T E R F C L P T Z C ~  S U R  Q F  
c c h  C H E R C ~ E  C ' A B C R U  L P S  B-CCE~FICIE~TS P F F A R T E ~ A ~ T  L U X  e c * D S  C E  C F  
c C K  F A 1 7  P P F E L  A L I  S C L S  P ~ C C R A C C E  S 2  F E R r E T l P h T  L E  C P L C L L  D E  C E R T b I h s  D E  C E :  
C e - C c E F F I C 1 E h l S  
C  C C T E  ( A . @ )  C ' E S T  A E l H E  S E E P E E I  c @ E # ~ R E P I T E S ( ~ ~ P ~ ~ ~ ~ F ~ ) E T ( - ~ F ~ ' ~ ~ F A )  

1 : - 4 * p N  
A ( 1 - i + K l ~ l - Z + h l ) = ~ ( k ( P l ) e Y ( F l ) )  
P ( 1 ~ - Z + k l ~ ~ ~ I + ~ + k l ) ~ f  t ~ ( F 2 )  e y t F 2 ) )  
L f = F - 1  
H l  t I ) : J r l Z m  
E ( l ) = 1 , / 4  
I F ( L F : E C , Z ) G C  T C  O C  

O C  r C  K ~ Z I L F - ~  
F 1 ( ~ ) = 1 , / 4  
H l t K ) = 3 , / 2 ,  
G ( K ) ~ I  m l 4  

C C  C C h t l ~ l i E  
t e  F l t L F ) = 1 , / 4 ,  

H l  t ~ F 1 = 3 r ) Z m  
C P L L  ~ Z ( L F . ~ l t F l r b r h l r X e t e B )  
C C  4 1 5  J ' 1 . F - 1  
J ~ * ~ + J ' Z * P  
A ( 1 . - i + h l r J l + h l ) = E ( J )  
A ( ~ - ~ + ~ ~ ~ J ~ - ~ + K ~ ) ~ ~ * F ( X ( F ~ + J ) ~ Y ( F ~ + J ) ) - ( P ~ I ~ Z + ~ ~ ~ J ~ + ~ ~ ) + ~ ~ I ~ ~ + ~ ~ ~  

S J 1 - 4 + ~ 1 ) ) / 2  
C R t s 1 E  C E S  C - C C E F F ,  P U B  E C R D S  O C  C P R f i E  ( I t J l + Z )  

C P L L  s l ( P e I + h l r J l + h l , Z # O e 4 t ~ )  
4 1 3  C c h t l ~ i ~ E  

~ ( l - i + h ? ~ ' I + h l ) ~ i * ~ ( ~ ( ~ 1 + ~ ) ~ ~ ~ ~ 1 + F ~ ) ~ ( A ( ~ ~ 2 + h ~ t ~ ~ + ~ + ~ 1 ~ ~  
S A ( I - Z + N ~ ~ ' I - Z + N ~ ) ) / ~  

C  F I h  C L  C P 1 C l . L  D E S  8 - C O E F F ,  L E  L C h G  D E  ( P , B )  
C C - C C E F F : L F  L C h G  C E  ( e t c )  C ' E S T  A D I R E ( ~ ~ F N , ~ F ~ ) ~ ( ~ F ~ ~ ~ F K ) )  

J ~ ~ * F N  
A ( J + Z + ~ ~ ~ J + Z + N ~ ) ~ ~ ( X ~ F ~ I ~ ~ ~ P ~ ) )  
C C  r l  K Z Z ~ L F  
H l  ( ~ ) ~ 3 , / 2 m  

C l  CC~IINLIE 
C A L 1  s 2 ( L F e F 2 e F l r ~ e h l e # r r r B )  
CC 4 1 1  I ' l e ~ ~ l  

I ~ : ~ * T - Z * F  
A ( 1 1 + ~ 1 , J + Z * h l ) = E t I )  
A ( I ~ - ? + ~ ~ ~ ~ + ~ + N ~ ) ' ~ * F ~ # ~ F Z + J ) ~ Y ( F Z I I ) ) ~ ( P ~ I ~ + N ~ ~ J + ~ + N I ) *  

S A ( l l - 4 + h ~ t ~ i 2 + ~ 1 ) ) / 2  
C  R E S T E  C E S  E - C C E F F ~  AL# B C R G S  C L  C P R R E  ( 1 1 + 2 t J )  

C P L L  ~ l ( P t f I + N I t J + h l e O r . ' Z r O ~ ~ ~ 4 )  
4 1 1  C C h t l ~ b E  

A ( J + h l e J ' 2 + h l ) ' Z * ~ ( X ~ F i + F ) e ~ ( P z + F ) ) ' - ( A ( J w ~ + ~ 1 # d + ~ * h 1 ~ +  
S A ( J + Z + N l t J + Z + t i l ) ) / Z  

c FIN D L  C P L C L L  C E S  B - C C E F F , L E  L C K C  C E  c e , t >  
C  E - C c E F F f C r E h T s  ~ f F A R l E h n h 1  A  ( C . C )  C ' E S T  A  D l f f E ( 4 P h e 4 P h ) r ( C P h t œ 4 k N ) )  



1 : 4 * F ~  

l 
A ( r + ~ + h l  n'œI*2+hl)=,(W(F4)rr(F4)) 
C C  c i  K t 2 n ~ P  
H 1 ( ~ ) + 3 , l 2 .  

C Z  C C ~ T I N L E  
I 
1 

C A L L  ~ Z ( b F t F 3 t F l , b n h l n 3 n W )  

I O C  4 1 1  J = ? , F - 1  
I J ~ = . - ~ * J + Z * F  

A ( ~ + i + t t I r J l + h l ) : e ~ J )  
I A ( ~ + Z + ~ I ~ J ~ + ~ + ~ I ) ~ ~ ~ F ( ~ ( F ~ + J ) ~ Y ( F ~ + J ) ) - ( P ( X + ~ + ~ I ~ J ~ + ~ + ~ ~ ) +  
1 ~ P ( ~ + Z + h l n J l + h l ) ) / 2  

C R k s T i  C E S  E ' C C E F F ,  SUR LE C A R R E  ( 1 , J l - 2 )  
C P L L  ~ I ( P n 1 + h l n J l + h l r ~ Z n C n ~ 4 1 0 )  

4 1 4  C C K T I N ~ J E  
A ( I + 2 + N l t - l + h l ) ~ i n F ( ~ ~ ~ 3 + P ~ , Y ~ F 3 ~ F ~ ~ - ( A ( ~ + 2 + h 1 t ~ I + 2 + ~ l ~ ~  

S A ( I + L + h l r œ l - 2 + h l ) ) l Z  

1 

1 

C F f h  CL C A L C L L  D E S  0 - c C E F F I C I E ~ T S  APPPRTEhAbiT A ( C t C )  
C B - C C E F F  ~ ~ P b f i l ~ t t ~ k f  4 C A  C'ES7 D I R E  ( ( ~ P K , " ~ P N ) ~ ( * ~ F K , ~ ~ F ~ ) )  

J = - q r p h  
C C  t 4  K s d t L F  
H I  ( ~ ) = 3 , ) 2 ,  

C 4  C C K T I N L E  
C P L L  ~ Z ( L F n F 4 r F l # Q n h l t X n r , 8 )  
C C  4 1 5  I.=l.~-l 

$ f i = - 4 * I + Z * ~  
A ( l l 4 ~ 1 r d " 2 + h l ) = B C I )  
A ( I I + ~ + ~ ~ ~ J - ~ + ~ ~ ) = ~ ~ F ( X ( F C + I ~ ~ Y ( F ~ + ~ ) ) - ( R ~ I ~ + ~ + ~ ~ ~ J ~ ~ ~ ~ ~ I ~ +  

s A ( I ~ + N I ~ J ' Z + ~ I ) ) / Z  
C RESTE C E S  E - C O E F F ,  SUR LE C A R R E  ( I l - Z , J )  

CPLL ~ ~ ( f l n 1 l + h ? t ~ + h ? n O n 2 t C , 4 )  
4 1 5  C C ~ T J K L E  

A ( J + ~ ~ ~ J - ~ + ~ ~ ) = ~ ~ ~ ~ X ( F ~ + F ) ~ Y ~ P ~ + F ) ) - ( A ( J + ~ + N I ~ J - ~ + ~ I ) +  
S A ( J - ~ + N I ~ J - ~ + K ~ ) ) / ~  

C F I N  C l  C A I  CLL 
c F 1 h  DL c P L C L L  C E S  B-CUEFF,APFPR~ENAR7 PbX e C R O S  C E  T C U S  L E S  C A R R E S  
C C C N T E ~ L S  CAhS CF 
t FASSACE ELX C C E F F I C I E N T S  IhTERNES 
C C A R R E S  L E L C ~ G  D E  ( 4 . 0 )  

C P L L  ~ 3 ( f l t ~ F h , ~ F h , ~ F h t C N ~ L I n h , E 2 I  
C C A R R E S  L F L C ~ G  C E  ( B a c )  

CALI ~ 3 ( P n I - ~ h n F h n F h r P h r h l e h n E 2 )  
C C A R R E S  L E L C ~ G  D E  (C .0 )  

CAL1 ~ 3 ( P t F h , F N n - F h , F h - l # h l n h n E Z )  
C C A R R E S  L F L C ~ G  D E  ( C . A )  

CAL1 s 5 ( f i t I - ~ h n F h ' I n - P h n ~ P N n h I n k n E 2 )  
5 7  C C K T I N L E  

~ R I T E ( I C ~ ~ ~ O ) ~  , 

e 0  F C R U P T ( ' L  E R R E L A  O 1 h l E R F C L ~ 1 1 c h  F C L E  h = ' n I 3 n ' E S 1 ' )  
k f i x ~ € t l C ~ t ? Ç ) E 2  

C C A L C ~ L  C E  L 'CRDRE C E  C O ~ ~ E R G E I C E  
A L F ~ P Z L C E ( E ~ / E ~ ) / L C G ( ~ L C A T ( ~ : ~ ~ F L C A T ( ~ ~ ~ ) )  
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Z Z L Z  
V Y Y U  

a u -&a 
+ + * t  
n A nn 
N N (UN 

7 * 8  
8- r P r  
L L L L  - - 9 - 
lu C U  IV tu 

8  t 7  
i r r r  

r, Z Z L Z  
CJ n Y w Y U  

ln 0 u - * q  
Y -  V V Y U  

* O  I B 8 )  
0-nn-nn-nn 

CI CInnnnnn- 
~ V U 1 i r p r l N U 8 ~ ~ W W  
~ ~ ~ ~ W W U V Y W U Y  

- - u P P r Y P * * *  
u % u - œ - - œ - r .  

~unnnnnnnn 
C h  ~ r ' l N J 1 U r c . 4 J I U  
L ~ ~ u u ~ v u v u u  
9 N A X X X X I X X X O  - u w u u u u u u , "  

- F ~ = - - - ~ u - u  
ON->  18 18 * II Z 88 S + IU 
~ - - - ~ N ~ N ~ N N L  
u N N I I N ~ N I B  II JL 

'u = l + - + - f - . . u  
L L U r P C F N 8 - 8 - N U  
* U - L L L L * L L t u  
+-#- - r r r r  r r v v  
= ~ t c u n f i f i f i z f i n z u ~  
- L a # #  8 7  - 7 t  - b L =  
K Z W O t r r r r r r r  2 
m L u L L L L I L L L d C O  
~ W ~ U U V U Y V U U U U  

uD4a~uuuuuuuu œ U 1  
C z 
L -m 
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S U B f i c ~ ? I h t  S C C A ~ k l ~ k t , k 3 , X l r 8 Z , ~ 2 ~ ~ l ~ y 2 ~ ~ 3 ~ I ~ J ~ K 1 ~ K 2 ~ K 3 ~ ~ 4 ~ K 5 ~ K 6 ~  
S K 7 , u E , K $ r K l C , H )  

C 0 6 C L A A A I I C h  
D I F E ~ s I C A  A ( 2 1 , Z l J  
X Z : k l r X i + k Z * r 2 t h l * X 3  
Y Z : ~ l * Y l + k Z * y 2 + b ~ * Y ~  
S F : P ( ~ + K ~ ~ J + K Z ) * ~ ~ * ~ ~ ~ P ~ I + K ~ , J ~ K ~ ) * ~ ~ * ~ ~ + P ( ~ ~ J ) * ~ ~ * ~ ~ + ~ * ~ ( I + ~ ~ ~  

S J + ~ ~ ) * h l * k 3 + 2 * A ( 1 + K 7 , J + ~ e ) * k ~ * k ' ~ ~ i * ~ ( 1 + ~ ~ ~ ~ + ~ 1 ~ ) * h l * k 2  
~ = ~ e s ( S F - ~ ( X 2 , ~ 2 ~ )  

C f l ~  C L  F R C G K P P V E  S C  
R E T L R N  
E A C  





PROGRAMME 2 = FLG 



C  I ~ ~ E R F c L A I I G ~  C E  L P E H C ~ C E  P A R  C E S  S F L I h E S  C C A D R A T l C L ~ S  S C R  L N  O C Y L I h E  
c C A R R E  T R I A ~ C L L E  
C  L E  CCCCI~E C C h S I C E R E  t S T  A F P E L E  C N  D E  C C T E  h 
C  L E S  C C T E S  C E  C E  C A R R E  S C h T  S L B C I V I S E S  E h  h S E C C E N I S I S I  U I f h  C L ° C h  C B T I E h T  
C  D E S  C A f i f i E S  C E  C C T E S  1 I ~ C L U S  D b h S  c h  
C F C L R  T C L T  P  I ~ F E R I E L R  C L  E 6 A L  A  h C h  C ~ E R C ~ E  L h  F f A J C R A h T  P J  E l  U h  c I ~ C R A ~ T  rbb 
C C E  L A  k C k M E  C E  L ' C P E R A T E L R  D ' I N T E R P o L A T I C N  S L R  L E  ~ L C C  c P - c ( F - 1 )  
C  C E L A  F E F ~ E T ~ R A  C E  b C I R  L A  ~ L R I I T I C N  C E  L A  h C R l E  D E  L ' C P E R C T E L R  
C E h  C C h C T I n K  C E  h 
c L I ~ T E S F C L A T I C ~  F C L R  C ~ A C L L E  C E S  F O ~ C T I C A S  C E  B A S E  S E  FAIT sLn C C F - ~ )  
C  F  S L F E R I E C R  A  1 E T  I h F E f i I E L R  C U  E G P L  A  h 
t L * ~ ~ L G C C ; ! ~ H Y E  2 F E R P E T  L E  F L S S A G E  D E  C ( F - 1 )  A  P P  
C  CE CL LEP TIC^ 

I h T E 6 E R  F ~ C , F P # C ~ ~ F C ~ P ~ O F Z # F ?  
R E I L  w J e P h  
C I r ~ h s l C h  A 1 ( 1 3 o 1 L C ~ r B l ( 1 3 c 1 2 O ) ~ C ~ 1 J ~ 1 ~ ~ ~ B ( C ) . t ( t J s H 1 C t ~ 0 E l ~ t J  
C I l ~ h s l C h  C ( 2 4 )  

C  11 E T  0 1  ~ E F 6 ~ S f h l E h 1  L E S  T A B L E L L X  D A h S  L E s C L E L S  Ok F L A C E  L E S  0 - C C E F F I C I E N T S  
c C E S  F C h c T t C h S  C E  B A S E  , P C U R  C A L C L L E R  P h  Et r J  
C  L E S  € L E C E N T S  G E  A  R E F ~ E S E ~ ~ E ~ T  L E S  p C C E F F I C I E N T S  C ' L h E  F C h C l I C h  D C h h E E  
c ê c C , H l r ~ t  S C h 7  L E S  WLTRICES CLI I N T E R L I E ~ N E N T  o A h S  L A  R E S C L U T I C N  
C  C l  S V S T E F E  C E  G L c S S  ~ 8 t c . E  E S T  F C R C E E  C E S  @ L C C S  ( E l # C t H l )  
C C E T T E  R E S O L L ~ I C ~  S E  F A I T  O I N S  L E  P R o E R b r r E  S i  
C  C  T A B L E A L  D E S  F C h C T l C h S  C E  B A S E  
C  L E  c ~ P E ~ S S ~ C ~ ~ E W E # T  C E  C E S  T A e L E A U X  f S T  c O N ~ E  P C L R  k.! 
C  C R C E E  C E  L E C T L P E  

R E C C ( l 0 5 , 2 0 ) h  
2 0  F C k r A ~ ( 1 3 )  

C  I ~ T E R P C L A T I C ~  CI 
C L  A E P R E S E N T E  L 9 ! N C ! C E  D E S  F C N C T I C ~ S  D E  L A G R A N G E  
C K R E F R E S E ~ T L  L 0 1 h D I c f  C E S  PCINTS C ' t h T E R F C L A T I C N  

O C  e e  L = i w e  
C C  $ 5  K i 1 8 8  
I F ( Y . E C , L )  G C  T C  o 
C ( I o = o .  
t c  '1C 8 5  

e C ( K ) I I .  
8 s  C C K T I N I J E  

C  Ch : A l 1  L ' I h 1 E i i F C L A T I C h  S L R  C l  F C L P  L A  F C h C T I O h  F ~ C ( L )  
C  c ( L )  F T A ~ T  L L  L I E W E  C C h C l I C t i  D E  LACRINCE 

A ( l * l ~ = C ( l )  
A ( J , l ) = C  ( 3 )  
A ( 3 , 1 ) = 2 * C ( 2 ) - ( A ( l r l ) + A ( 5 0 1 > ) / 2  
A ( 5 . f  ) ' C ( S )  
A ( 5 . ~ ) ~ 2 * c ( 4 ) œ ( ~ ( ~ r S ) t L ( 5 # 1 ) ) / 2  
A ( i , S ) = C ( ? )  
A ( 3 . 5 ) ~ 2 * C ( b ) œ ( A ( ~ o S ) + C ( 1 , S ) ) / 2  
~ ~ l . ~ ~ = ~ ' C t e ~ - ~ A t l # 1 ~ t L ~ 1 # 5 ~ ~ / 2  
C A L L  s 4 ( A 1 3 )  

C F I t i  C E  L # I ~ T E R P C L A T I C R  S L R  CI 
c X L  F A i i D R r i I t  C C ~ C  P L A C E R  C E S  E L E P E R T S  D A N S  L E  T C B L C A U  AI 



C P L L  S 2 i L t A 1 3 t 3 e 4 1 )  
G E  C C ~ T I N L E  

C L E S  e - C C t f F l C I E h l S  C E S  P R E V I E R E S  F C h C T I C h S  D E  L A G F A K G E  
C P F F A R T E ~ P K T  b C 1 , S C h l  C C R C  F L A C E S  C A h S  A l  
C I L  E E s ~ E  A  F L I R E  L P  S C Q P E  O E  L E u F S  V P L E L F S  A B S C L L E S  
C  F C L R  T R C C V E R  I J  

Y J = C e  
C C  fC4 K f l , 1 3  
SIC: 
O C  S C 5  L . ' l r e  
S = S + P R S ( P ~ ( K , L ) J  

S C 2  C C ~ T I N L E  
I F ~ s , L E , ~ J )  C C  T C  5 C 4  
PJ: r  

5 0 4  C C K ~ I N L E  
C  C A L C L L  C E  P h  

C ~ L L  ~ 7 ( P l r l , e r P h J  
C P A S S A G E  A L ' I N T E F P C L P ~ I C ~  P C L R  P C ~ E L C C N G L E  

C C  S C Ç  F = ~ , F (  
1 ~ 4 a f - 1  

C  C h  c h ~ R C h g  C ' A B C R U  L E S  8 - C C E F F I C I E h l S  S U 6  
t ( C F o - C t F - l ) ) , ~ E S  FREWIERES F C ~ C T I C ~ S  C E  L P G R A h b E  
C C ' E S T  A  C I R E  L E S  ~ C ~ C T I O R S  C L  CIRRE C ( F - 1 )  

F F : t ~ 1 1 1 * ( ~ + 1 ) - 1  
P l s ( F + 1 1 * ( P + i )  
P 2 r ( F + 2 ) * ( ~ + 2 ) ' 1  
F 2 r ( F + 1 ) * ( ~ + 2 )  
O C   SC^ L = ? , F F  
A ( I + Z . f + Z ) : O .  

C  L E S  E - C C E F F 1 t I E h T S  C E  C E S  F C h C l l C h S  CE L P G R A h G E  
C A F F b R t E h P h T  A L )  C ~ L I  C C t E S  C L  C P R R E  CP, S C N T  
c E h  F E ~ N C I F E  ~ L L S  

P C = t * p  
C C  S C  C l ' l r F ~  
J l = 2 *  ( C l - 1 ) + 1  
A t r + Z : J l ) = o .  
A ( J ~ , T + ~ ) ' O ~  

5 6  C C ~ T I N ~ E  
A ( I , l ) = Z n A 1 ( Z r L J - A 1 ( Z ~ L )  
I F ( F . N E , ~ ) C C  T C  2 2  
A ( 1 , 1 ) = 2 a A ?  ( 1 l r L ) - A 1  ( t , L )  
G C  T C  23  

2 2  l F = F F + L  
A ( l , 1 ~ = 2 * A l ( l l a L F J ~ A l ( C ~ L F ~  

C  8 - C C E F F ,  1 h l E ~ h ~ S  
C C  c c e  C = I , P - 2  
J:4r  CI? 
K ~ = F F I ( Z * G - Z ) + L  
K 3 = p F  * ( Z * C - I  ) * L  
C P L L  S O ~ ~ , A ~ . B I , F ~ C , I ~ J , F ~ I L , K ~ , ~ ~ ~ ~ )  

C  F J K  C E  C E  C A L C L L  



5 6 c  C C h t 1 ~ t E  
23 C:F.~ 

Jz41iC-1 
M ~ ~ F F * ( Z * G - Z ) + L  
C A 1 1  S O ( ~ , A ~ , B ~ ~ F ~ C ~ I ~ J , F ~ O L ~ K ~ ~ K ~ S I )  

C 0 - C C E F F I C I E ~ T S  S L R  LE C A R R E t I r I )  
C P L L  ~ 4 t P l f I  

c f f h  C F  C E  C A L C L L  
C F L A c E P E ~ ' ~  C E S  B - ~ ~ J E F F I C I E ~ T S  DL CPF f iE (1 , I J  

U = 2 * ( p = J l l * P Z + L  
CPLL S S ( f i r A r l r I ~ E l )  

C F I h  C F  C e  FLPCEPENT 
C C ~ T I N L E  

C F p S S L G E  CPLCLL C E 3  E - C C E F F I C I E ~ ~ S  D E S  h C L b E L L E S  
C F t h c l r C h s  C E  L A G R A N G E  

C C  $ S 7  L z p l r F 2  
D C  Ç S E  K z P I r ~ 2  
f f ( u m ~ C , L )  C C  T C  1E 
C ( K ) = O  
C C  T C  9 F c  

l a  C ( K ) : l  
5 9 e  C C ~ T I N L E  

C C A L C I L  CrS 8 - C C f ~ t i c ~ E h t S  S I J ~ V A N T  L E S  PIES 
A ( 1 + 2 , l ) ~ C ( P l )  
A ( I , l + Z l = C ( F 2 )  
A ( x 4 2 . 1 * 2 ) = C ( P 3 )  
A ( 1 , l ) i O e  
A ( l , f )  C e  

C CALCLL  C k S  8 -CCEF t ICEh7S  S U I b A K t  LES DEL8 A U T H E S  C C 7 E S  DL  C A R R E  
t F h ~ f i E  AFFEL A U  SCUSIFRCGRAQWE S 2  

IF (F ,NE,Z)GC T C  5 >  
A ( C , 5 ) = 2 * ( C ( l l ) + c ( l C ) 6 C ( Ç ) / 4 ~ C ( l Z J / 4 ) / 3  
A ( ~ , Ç ) = ~ * ( C ( ~ ~ ) + C C I ~ ) - C ( ~ ~ ) / L - C ( I Z ) / ~ ) / ~  
C C  T C  1 5 É  

5 5  LF.:prl 
H l t l ) : J , r z ,  
G ( 1 ¶ = 1 * 1 4 ~  
I F ( L F : E C . ~ ) E C  T C  o t  
C C  tC K ; = t f ~ ~ - 1  
E l  ( u ) = 1 , / 4 ,  
h l  ( K ) s Z ~ / ~ ,  
G ( l O t l , l 4 ,  

t O  C C h y l ~ b E  
66 E l ( ~ F ) = l m I 4 .  

h l t ~ F ) = Z r l Z ,  
CPLL ~ 2 1 L P ~ F l r E l r ~ r h l r C , e )  
12:(1-?)/4 
D C  4 1 3  J'1112 
J l = 4 *  J'? 
A ( l + Z , J l J = E ( J J  

1 1 3  C C ~ T I N U E  



C  R E S T E  D E 3  B * C C E F F I C I E h T S  SbR C E S  S E G P E h T S  
1 5 e  C C  7 1 2  C G 1 . F  

J s 4 i r C - 1  
A ( I + ~ : J ) = L * C ( F I + C J ~ ( P ( I + Z ~ J ~ ~ ) + ~ ( ~ + ~ ~ J + ~ ) ) / ~  
A ( J . I ~ ~ ) ~ Z * C ( P ~ ~ C ~ * ( P ( J - Z , ~ + Z ) + P ~ J + ~ ~ I + ~ ) ~ / ~  

C f l h  Ci l  C f i L C L L  C E  C E S  8 - C C E F F l C I E h l S  
7 1 2  C C ~ T I N U E  

C R E S T E  A C A L C L L E E  L E S  0 - C C E F F J C I E h l S  1 ~ 1 E n h E S  
O C  7 1 3  C " l . F - 1  

C C P L ~ L L  C E S  B - C C E F ~ J C ~ E K T S  S U R  L E  C P R R é ( 1 , I )  
C P L L  s 4 ( P n I )  

C f l h  C E  C E  C A L C L L  
C R E S T E  A F L A C E R  C E S  E - C C E F F X C I E h l S  C A h S  0 1  

K = 2 *  ( p - l J * P Z + L  
C A L L  s S ( K n ~ , ~ , I n e l )  

C  F I h  C E  C k  F L P C E C E W T  
5 5 1  C C h t f ~ k E  

C  R E c Y E R C L ~  D E  L A  S G C F E  C E S  V A L E b R S  A B S O L U E S  D E S  8 - C C E F F I C X E h T S  
C P C L E  T R C L V E R  L h  P A J E F A K T  PJ C A h S  L E  E L C C  ( Q P - C ( P - 1 ) )  

P h t C  
C J = C ,  
C C  6 1 5  I l = l n F C m l  
J l = i l * P Z  
O C  L l A  K q l n l 3  
s z c :  
O C  4 1 7  L ' J 1 * F Z + l r J 1  
A ~ ( K , I  ) = B ~ ( K , L )  
S = S + P B S ( P I ( K , L ) )  

4 1 1  C C L T I N ~ E  
I F ( s , L E , ~ J ) G c  I C  4 1 6  
P J r s  

4 1 6  C C ~ T I N L E  
C P l L  ~ 7 ( f l l n J 1 ' P Z + l n J l n S h )  
I F ( S ~ : L E V P ~ ) C C  T C  6 1 5  
Y h r s h  

C l 5  C C K T I R ~ E  
C C h  C ~ T l t h 7  P I h S I  L h  C P J C R A h l  C A h S  L E  B L C C  C F - C ( F - 1 ) )  

$ 9 9  C C ~ T I N L E  
:TOP 

END 



S L e f i C k T I h t  S O ~ A O P ~ ~ B ~ ~ F ~ C I ~ , J ~ ~ Z ~ L , K ~ , K ~ O R )  
C  C E  S C L S  FRCGRAYVI F E R P E T  L E  C b L C L L  D E S  ~ = C C E F F I C I N T S  A P P A R T k h A N T  A b #  
C B C R C S  C E  C~IACLE C A R R E  ( 1 , ~ )  
C I L  F A I T  L P P E L  A L X  S C L S - F E C t R A Y P g S  S I  E T  5 3  C L 1  P E R P E T T E N T  L E  C A L C L L  D E S  E - Ç C c i  
C I h t E f i h E S  A l 3  C A R R E S  ( 1 .~ )  E T  ( ~ ~ 1 )  R E s F E C T I ~ E C E ~ T ~ I  D I F F E E E h T  D E  J 
C E E C L A R b T I C h  

1 h f g C ~ R  k r t , F Z  
C l ~ ~ h s f C h  ~ ( ~ ~ , ~ ? ) * ~ ~ ( 1 3 r ~ ~ C ) e @ l ~ l ? , 1 2 0 )  
I F C R , E C , C J G C  T C  1 

C ~ - c c E F F I C I E ~ T S  S i N  L P  CAERE( I , J )  
A ( I - Z . J ) a A l t P , K l I  
A ( I - Z , J + ~ ) ~ P ~ ( ~ ~ , K I )  
P ( 1 - ! . ' J + l J = ~ l ( l C , ~ ~ )  
A ( I - ~ . J - Z ) = A ~ ( ~ , K ~ )  
C C  T C  2 

C  F f h  C l  C A L C U L  C E S  B * C C E F F I C I E k T S  Sl,R L E  C A R W L ( 1 , J J  
c C P L C L I  C E S  0 - C C E F ~ I C I E ~ T S  A P F A A T E ~ P ~ T  P &  C A R R E ( J , X )  

1 A ( I - ~ : J ) ~ O  
A ( I - Z , J + 2 ) r O  
~ ( I - Z : J + I J S O  
A ( 1 - L ; J * Z ) + O  

2  C P L L  ~ l ( # r I r J )  
c c h  L E S  F I A C E  D P ~ S  e i  

K a  ( ; * O - Z ) * F Z + L  
C P L L  s S ( K , A ~ I , J , E I )  

C F t h  CU F L A C E r E h l  D E S  B - C C E F F I C I E h l S  CU C P R R E ( 1 , J J  
I F ( A , F C , C ) G C  T C  2 
A ( J + ~ . I - ? ) ~ A ~ ( ~ C , ~ ~ )  
A ( J , I - Z ) ~ A I ( ? Z ~ K ~ )  
P ( ~ + i : 1 ~ 2 ) = A l ( l f , K 2 )  
A ( J ~ - Z ~ I - ~ ) ~ P ~ ( ~ ~ ~ K ~ )  
G C  t C  4 

3 A ( J . 1 - 2 ) ~ O  
A ( J + i . f * Z ) = O  
A ( J - S . I ~ Z ) = C  
A ( J + ~ : I - J ) = o  

4 C A L 1  $ 3 ( A e J , I )  
C  F I h  c e  C f  C P L C L L  
C C h  L E S  F L A C €  D P h S  e l  

K + F 2 *  (2*k91)+L 
C A L L  s S ( K ~ A e j , I ~ e 1 )  

C F I N  C F  C E  P L A C E C E k l  
C f l N  CL I d L S  P R C C R A V r E  S C  

~ ~ E T L R N  
E A E 









S C ~ A C L T X ~ ~  S ~ ~ A ~ I J  
C l ~ ~ h s l C h  P ( 1 3 r l I )  

C C A L C C L  E E S  6 - C C E F F ,  1 N T E F i i E S  A U  C A R R E  (1,I) 
A ( f - l ~ 1 ~ l ) ~ ( ~ ( f ~ ~ t 1 ) + A ( I t X ~ 2 ) ) / 2  
A ( 1 + 1 ' : I ~ * l ) ~ ( ~ ( I r f * Z ) ~ A t I ~ 2 t 1 ) ) / 2  
A ( ~ + I : I + ~ ) ~ ( A ( I ~ X + ~ ) + A ( I ~ ~ ~ ~ ) ) / ~  
A ( I ~ - ~ : I + ~ ) = ( P ( I , I + Z ) + P ( I - ~ ~ I ) ) / Z  . 
~ ~ 1 , x ~ = ~ ~ ~ 1 - 1 8 1 + 1 ~ + ~ t 1 + 1 8 1 - 1 ~ ~ ~ 2  

c ) I R  C L  S C U S  P Ç C G A C I E  S P  
R E I L R N  
E h C  



S L e ~ c u u n t  S S ( K ~ P I I I J , P ~ )  
C S C L S  P R C G ~ ~ P C P E  F E R P E T T P N T  LE R A ~ G E c E ~ T  OAhS A l  D E S  
C 0 - C C E F F I C I E K T S  C E  LA L I E P E  F C N C T I C ~  C E  L P C R A h G E  
C C E S  E I C C E F F I C J E ~ T S  P F F P R T E ~ A A T  AL C A R R E ( I , J )  
C C E C L n R A l l C h  

C I Y E A S I C ~  ~ ( l d e 1 3 ) r P 1 ( 1 3 r l 2 C )  
A 1 ( i 8 ~ ) = A ( 1 - 2 t J - t )  
A I  ( ~ # K ) = P ( I , J ~ ~ )  
A l ( ? r K ) = f l ( 1 + 2 r J - Z J  
A l  ( L , K ) = P ( I - I ~ J - ~ )  
A ? ( ~ # U ) = P ( I + I , J ~ ~ )  
A ~ ( c ~ K ) = P ( T - z ~ J )  
A ~ ( ~ ~ K ) = P ( I I J )  
~ ' I ( P # K ) = ~ ( I + ~ ~ J )  
A ~ ( Ç ~ K ) = A ( I - ~ # J + ~ J  
A l ( l C . t O ~ A ( I + l r J + 1 )  
A 1 ( 1 1 ~ l o ~ A ( I - 2 t J 1 2 )  
A l ( i 2 . K ) = A ( I . J + 2 )  
A I  ( I ~ : K ) = A ( I + z .  J I Z )  

C F I h  C F  C E  F L P C E P E ~ T  
R E T L R N  
E A C  



S L e f i C ~ T l h t  S C ( P ~ , L ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ K ~ ~ K Z ~ K ~ , K ~ ~ K Z ~ K C ~ S L ~  
C  S C C S  P R C G P F P E  P E R C E t f P h t  L E  C A L C U L  C E  L e   PLEUR D ' U L E  s P L I ~ E  E h  b h  P O I N T  
C C E c L P f i b t ~ C h  

D J c E ~ s I C L  P l ( 1 3 , l L O )  
~ ~ t ~ l t ~ 1 ~ ~ ) ~ h l * k l + ~ l ( ~ 2 , ~ ) * k i * k 2 + P 1 ~ ~ 3 , ~ J * h ~ * h ~ + ~ * P 1 ( K 4 e L ~ * k 1 * ~ 2 +  

s ~ * P I ( u S , ~ I * ~ ~ * ~ ~ + ~ * P ~ ( K ~ I L ) * ~ ~ * ~ ~  
S L Z P E S ( S R )  

C F 4 w  C L  S O L S  P R C G H A C C ~  S C  
R E l l k r  
E h C  



S L e f i C u T I h f  S 7 ( A 1 , L l r L Z , S h )  
C S C k S  F f i c ~ R b r Y E  ~ E R Y ~ l 7 p h l  L E  CPLCUL CL C A X I r L Q  CES k P L E U R S  G E  LA SCPYE C E S  
c F C ~ C l 1 c h  DE L A G F A N E E  Eh b h  C E R T ~ I N  h C ~ ê f i ~  C E  F C J ~ ~ S  C A N S  L ' L N  D E S  F E T I l S  
C C A R R E S  I N C L C S  C p h S  C P  
C C E C L P R P l t C h  

C l v ~ h s I C h  P 1 ( 1 3 r l L C )  
REPL  U K  
Y= t C 
S h r t  
C C  1 5 8  h I r l o P + ' I  
Y 1 : h l - 1  
h l = v l / F L L f i T  ( C I  
C C  1 5 ~  h Z = l r ~ ~ ~ l + I  
Q i = h z l l  
k 2 r v 2 / F L L R T  (CI 
h 3 o l - ~ l - h 2  
S F = c  
O C  1 1 4  L 3 L 1 0 L Z  



Courbes de Niveaux dans 2e cas  où 

SZ = C-0.5, + 0.51 x [-0.5,+0.5] 

Fonctions en t r a i t s  pleins,  i n t e r p o k n t  en p o i n t i l l k s .  
1 

= l,ltx+y 
Alt i tude H = (10-J)/2 
Avec l s I s 8 .  



Courbes de Niveau dans t e  cas où F = Log ( 1 . l+x+y ) 

 onction en t r a i t s  pleins,  SpZine en po in t i t t é s )  

Attitude H = (1-15)/6 
Avec 

1 1 1 1 1 8  



Courbes de rJiveaux dans Ze cas où 

n = C0,lI x C0,ll 
3 

F = x y  

(fonction en t r a i t s  p teins, interpolant en pointi Z Zds) 

Attitude H = 1 / 1 5 .  

Avec 1 1  1 1 14. 



.-. 

Courbes de Niveau dans l e  cas où 

n = C 0 , l l  x C 0 , l l  

f = Sin ('rr(n+y)) 

Fonction en point i l lé ,  SpZine en t r a i t s  pleins. 

AZtituàe H = 1/15 

Avec I S I S 1 5  



ESTIMATION DES DERIVEES PARTIELLES 

PAR 
MINIMISATION DE L'ENERGIE DE FLEXION D'UNE PLAQUE MINCE. 



2 
On considère dans33 , un domaine carré appelé Q (N 2 1). Les côtés de 

N 
ce carré sont subdivisés en N segments égaux. 

Les petits carrés obtenus sont subdivisés chacun en deux triangles comme 

1 ' indique la figure 1. Chacun de ces triangles est appelé macro-triangle et est 
subdivisé en six micro-triangles t Les sommets des petits carrés sont appelés 

i 
A.. (1 < i, j S N+U. 
11 

1°) - Posit ion du problème. 

1 
Etant donné une fonction f c C (Q~), on pose : 

f.. = f(A..) (1 S i,j S N+1). 
11 13 

On cherche à interpoler f aux points A.., en utilisant les triangles de Powell- 
13 1 

Sabin (voir chapitre 1) c'est à dire on cherche S t P2(0) (voir explications) 

tels que : 

'L a f 1 (Aij) = p.. % - (A..) 11 ax 
lP 

pour 1 5 i, j S N + 1  

'lJ a f 
a s  (A..) = q 'L - (A..) [Sg 11 ij ay I-J 

CL 'L 
Où P.. et qij sont des estimations des dérivées partielles. 

13 
Dans ce chapitre, on se propose d'estimer ces dernières en minimisant l'expres- 

sion : 

qui est une approximation de l'énergie de flexion d'une plaque mince. 

2') Quel ques expl i cations. 

Posons h = 1/N. 
2 

Soit C la subdivision de Q en micro-triangles, appelés t 1 5 k S N et 
N kl' 



1 S 1 5 6 on d é f i n i t  : 

1 1 2 ~ ~ ( $ 1  = {fonction s É C ( Q  ) t q  S / t j L  P2( tke) ,  1 S k S N e t  1 S 1 S 611 
N 

D'après l e  chap i t r e  1, en u t i l i s a n t  les t r i a n g l e s  de Poweli-Zabin, on démontre 

q u ' i l  e x i s t e  S unique v é r i f i a n t  l e  problème IP. 

Posons a u s s i ,  pour s i m p l i f i e r  1 ' é c r i t u r e  : 

Remarque 1. 

Avant de commencer no t re  étude, donnons une f i g u r e  représentant  l a  

subdivision de QN (pour N = 2) .  



Figure 1. Domaine Q2 subdivisb par C. 



Figure 2 .  Projection du B-~éseau sur l 'un des carrés du domaine (Qij 1. 
1 

Avec l a  mise en duidence des plaques de raccordement C . 



Pour ca lculer  l a  spl ine S, il s u f f i t  de calculer  s e s  B-coefficients 

indiquées s u r u a  f igure  2. 

En posant : 

On trouve l e s  r é s u l t a t s  suivants  (voi r  chapitre  1). 



On en déduit les autres B-coefficients : 

Les B-coefficients calculés, permettent donc d'avoir l'expression de S 

sur chacun des micro-triangles, et par conséquent sur tout le domaine Q N *  

Explication du calcul de S sur 1 'un des micro-triangles. 

Sur (A1 M y  Q,) par exemple : sur ce triangle S s'écrit : 



(A1, X 2 ,  X3) é t a n t  les cordonnées barycentriques de c e  t r i a n g l e  avec 

2) - Calcul des dérivées partielles de la spline. 

On s a i t  que pour exprimer l ' éne rg ie ,  on d o i t  c a l c u l e r  l e s  dér ivées  

p a r t i e l l e s  secondes de l a  sp l ine .  

On a donc : 

2 2 = (2w X + 2b X ) ( -h )  + (2mlX2 + 2blhl)(h) 11  1 2  

4 = g CXl(bl-al) t A (m -b )1. 2 1 1  

Posons : 

2 as; ax, as; a l 2  as; ax3 
a s -  - - -  . -  + -  - 

2 ax, ax ah2 
+ -  - 

ax 
ax  ah ax  

3 

Le tableau suivant  représente  l e s  dér ivées  p a r t i e l l e s  secondes s u r  chacun 

des t r o i s  micro-tr iangles (A1M1S21), (M 1 2  A S2 1 ), (fi 1 2 2  A 0 1. 
L e s  expressions de cesdér ivées  s u r  l e s  a u t r e s  micro-tr iangles S'en déduisent 

p a r  symétrie. 



' t rn- - 
rd 
3 
I 

2 
rd" hm " 5 



3') - Expression de 1 'énergie au voisinage d'un point  Ai de QN. 

La figure suivante représente un point Aij du domaine, avec la mise 

en évidence des macro-triangles qui le contiennent. Evidemment sur les bords, 

il y a un, deux ou trois triangles qui contiennent A.., suivant les cas. 
1 3  

Figure 3. Reprdsentation d'un point Aii du domaine m e c  les 
@ 

- 4 

macro-triangles T (1 S i I 6) qui Ze contiennent. i 



On a posé précédemment 

G(x,y) dxdy = 1 G (x,y) dx dy 
k 9.e 

avec 

2 G = G / t k , l p o u r 1 S k d 2 N  e t  l d l d  6 
k ,l 

d'où 

E = 1 mes t - h 
k ,l 

k , l  G k , l  - 5 1 G k , l  
k ,l 

Pour minimiser E, il s u f f i t  donc de cons idérer  

On considère maintenant l e  point  A. . donné s u r  l a  f i g u r e  précédente 
11 

(Fig. 3 ) .  

On pose : 

(Les Tk é t a n t  l e s  macro-triangles qu i  contiennent  ce po in t  A . .  ). 
11 

Soi t  

a 2 % ,  a 2 ~  2 a 2 sk 2 
E!. = 1 + 2 (-1 + (7) 
'3 . k=l ax  axa^ a Y  



Remarque 2. 

Pour A. . (1 S i, j S N' ) appartenant à Q l'expression de E' est 
11 4' % i ,j 

exactement la partie de celle de O, contenant p.. et qij. OF le problème qu'on 
11 

se pose, est celui de minimiser l'énergie E, on pourrait donc considèrer le 

système 

On arrive ainsi au problème suivant : 

Trouver 

solution du système ( S ) .  

Donnons d'abord quelques résultats : 

Exemp 1 e . 

Pour N = 5  on a : 







Les calculs  précédents montrent que l e  systèxe (S) estéquivalent au 

système : 



1') - Représentation de la matrice A. 

2 A e s t  d'ordre (2N1 2, 2Nt ) e t  t r iadiagona2 par blocs. 

LesDi(Osis2), é tant  aussi  t r idiagonales  par blocs : 



avec 



avec 



2') - Représentation du vecteur B, 2 ième membre du système. 

En développant B suivant les f.. (1 .S i, j 5 N') on obtient la forme 
13 

suivante : (Tridiagonale par Blocs). 

avec 









3") - Recherche de la solution du système. 

A et B étant développ& précédemment, le système (SI) peut s'écrire : 

Avec Nt = N+1. 

Pour la résolution du système (S'), on utilise la méthode S.S.O.R. 

(Successive Semi-Over Relaxation) par bloc. 

L'algorithme est le suivant : 

(W E C1,2;21 voir C53). 

Avec 





On a donc : 

(1) peut donc s'écrire : 





On obtient  donc : 

Soit  : 

'" 1 pour 2 S i 5 Nt-1 

et pour (2) on trouve : 

Chacun des systèmes ( 1 ) à ( 2  est: forme de sous-systèmes S avec 
kt 

1 S k l 2  e t  1 5t52N1. 

Pour résoudre chacun des systèmes S , on u t i l i s e  l a  dtcomposition L.U. 
kt 

(vo i r  C57). 



Considérons 

avec 

Posons pour s impli f ier  

On a a lors  l a  décomposition : 





ce qui conduit à l'algorithme suivant (voir C.57). 

T 
LiUi,l = G pour i = 2, ..., Nt 

( (ce qui donne L: 

Remarque 3 .  

Cette décomposition existe si U1,. . . ,U NT-1. 
Sont non singulières(voir C41). Ceci est assuré si les matrices d'ordre 

k (k=l, Nt-1) 

sont non singulières. 

Or ceciest vérifié dans notre cas en effet 

det DE = det Co X (det C )k-l I 0. 
1 

Le vecteur L s'obtient donc en résolvant les systèmes : 

(1) - Yi - Hi - Li Yi-l pour 1 s  i s  Nt 
- 

avec LIYO = O 

pour i = N1,...,l 
- 

avec GZn+l = O 



Et donc : 

Remarque 4. 

1 2  
Y. = (Yi, Yi) pour 1 S i s N t  (Nt = N+I) 

ce qui détermine l e  vecteur : 

Ce ca l cu l  e s t  f a i t  pour s = 1, N t  ; ce qu i  détermine complétement 

l e  vecteur 

Pour l a  réso lu t ion  du système (21, on procède de l a  même manière. 

4") - Vecteur initial et test d'arret. 

On sait que l e  vecteur  X ,  cherché, a comme coordonnées, des valeurs  

proches de ceux de : 

- 
X = P .  Q . .  1 s j s N (Nt = N+1)  

13 13 

avec 

I P.. = (A..) 
13 ax 11 

= (A. .) 1 q i j  ay ij 

f é t an t  l a  fonct ion donnée au  début. 



Sur R l e  vecteur i n i t i a l  : 

O O 

'ij 
et  qij é t a n t  les di f férences  d i v i s é e s d e  premier ordre  ca lculées  au point  A .  .. 

13 

s o i t  & donné, t rès  p e t i t .  
(KI On considère deux vecteurs  success i f s  appelés X e t  X 

(K+l).- "(K E JN). 

On a r r ê t e  l ' a lgor i thme quand : 

l ~ 1') - Exemple d'application. 

Considérons l a  fonct ion : 

e t  s o i t  

f e s t  d é f i n i e  e t  continument dér ivable  sur QN. 

S o i t  : 

a f % a f 'L 
E = sup i lax ( A . . )  - p . . [  ; 1- A . .  - q i j l )  = M 

i ,j 13 11 ay 13 

Le tableau suivant  représente  l a  v a r i a t i o n  de l ' e r r e u r  en  fonct ion de N ,  

en prenant  U = 1,5. 

ci est l ' o r d r e  de convergence (pour c e t t e  notion v o i r  c h a p i t r e  1). 



2") Estimation de 1 ' e r r e u r  : comparaison de t r o i s  méthodes. 

Soit  jo f i x é ,  1 5 5 N + 1  e t  s o i t  S  l a  s p l i n e  cubique in te rpo lan t  f aux 
j O 1 

p o i n t s  A . .  ; 1 5 i 5 N + l  avec l a  méthode N A K de De Boor ( v o i r  C33 1. 
O 

Dans ce cas : 

P.. = Si(A, jo) pour 1 s i 5 N+1. 
l J 0  

De l a  même manière, pour i fixé,  on considère l a  s p l i n e  S2 in te rpo lan t  
O 

f aux points  Ai ; 1 i j 5 N+1.  
O Dans ce  cas 

'b 

j )  
pour 1 s j s N+1. 

qioj = O 

S o i t  : 



Soit S l'interpolant d'Hermite de f au sens de Powell-Sabin, en considérant 

les dérivées partielles premières exactes p. . et qij ; et 3 l'interpolant d'  Hermite 
11 

de f, en considérant les dérivées partielles approchées 3 . .  et 3 . .  . 
13 1 3  

Alors on a : 

@. . , X.. et $. . étant les fonctions de base. 
13 13 11 





Figure 5. Fonction de base $..(h). 1 3  

- 4Jij - ale tJij = 0 
au centre du support.  



FZgw?e 6 .  FonctZon de base X .  . /h 
13  

x . .  = a,, xij = O 
11 

au centre du support. 



On a : 

CL % I I f - S I  I w  5 I I f - S I  1, + I 1s-SI I w  

O r  d'après l e s  r é s u l t a t s  du premier chapi t re  

3 
llf-S11, = O(h 1 

P. Sablonnière a démontré que : 

Par conséquent 

b )  - U ~ ~ n  des  4pf ines  phqueb &CU locute6. 

Le problème est l e  suivant : 

Etant donné un point  A. . E $2. On considère 0. . l a  réunion de tous  
10~10 A ¶Io 

les t r i ang le s  contenant Ai e t  f i 09'o l a  sp l ine  plaque mince in te rpo lan t  f  do 
aux po in t s  A. . avec A. . s Oni . . 

11 11 O,1, 



On approche l a  dérivée aaf (a = ( O '1) ou (1 ,O) ) par  l a  dérivée corres-  
A, 4 
J. 'J 

pondante de f O 
O ca lculée  a u  point  A . . i 

O J O  

Autrement d i t  dans ce  c a s  

Le Mehauté a démontré dans C71 que 

et  p a r  conséquent 

C )  - M W o d e  d e  tnivLulzisa&ioiz Le L ' é n e t q i e .  

On a vu que : 

I l  S-31 1 s M(h) x O(h) 

Les r é s u l t a t s  numériques précédents  montrent que dans ce c a s  : 

M(h) = O(h) 

e t  p a r  conséquent 



L'erreur d'interpolation de la fonction f est nettement meilleure dans 

le cas des splines cubiques et splines plaques minces locales. 

Mais la méthode de minimisation de l'énergie peut se généraliser à une triangu- 

lation quelconque.contrairement à celle des splines cubiques. 
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Les splines quadratiques à deux variahles sont les surfaces différentiables et 
polynomiales par morceaux les plus simples. Ce sont en effet des fonctions de 

(Cl) (Q domaine polygonal du plan) dont la restriction a chaque triangle T 
d'une triangularj.rrn de $2 est un élément d e P  (espace des polynômes à deux 
variables de degré total inférieur ou égal à2 2). Dans le cas où est un 
carré muni d'une triangulation régulière, on donne deux algori thmes pemettant 
de construire les interpolants splines quadratiques de Lagrange correspondanf 
a deux choix particuliers des points d'interpolation. On donne également une4 
estimatibn des normes des projecteurs associés. 

On étudie ensuite l'interpolant d'Hermite d'une fonction en des points arbi- 
traires de R : cette étude ni2cessite la connaissance des dérivées partielles 
de la fonction en ces points. O n  les estime d'une part en utilisant des splines 
cubiques à une variable, et d'autre part, en minimisant l'énergie de flexion' 
d'une plaque mince. 0 

?= ' ,  
Une étude de 1 ' erreur est donnée pour chaque cas d ' interpolation. b '  * 
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1 

3 . '  
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. m a  cl il2 4. Interpolation de Lagrange d 2 variables .  
Interpolation d' H e r m i t e  A 2 var iab les .  
Splines quadratiques 4 2 variables ,  
Eléments f i n i s  quadra'ti&es. - 


