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Pour ( A ,  p)  E IRq xIRm on note P(X,p) l e  p~ohlème d'optimisatfon 

paramétré suivant : 

Mln f (x ,  A) 

x Enin 

~i E C l ,  ..., S) hL<x, A) 5 pi 

V i  E {SI-l,.. . , m l  hL(x, A) = pi 

f e s t  l a  fonction o b j e d d  de IRn x IRq -+ IR l e s  fonctions h 3 e {l, .. . , m l  
i ) 

sont l e s  con;tttaûzrteb (de IRn x IRq +IR) 

n 
D(A,p) = {x E IR / V i  E 1 . .  s h x  r; p. e t - V i  {s+l , .  . . ,ml h.(x,A)=pi) 

1 1 L 

e s t  l e  d o m h e  t r i W h a b l e  de P( A ,p) . 

X est une ~ o h % n  & d e  de P(A,p) s i  X E D(A,p) e t  si on peut t rouver  

un voisinage V de X, dans D(A,p) t e l  que : 

Sauf mention expresse du contra i re  quand on par le ra  de solut ion de P(A,p), 

il s ' ag i r a  d'une solut ion locale .  

So i t  S(X,p) . t 1en6mble  des  b o h t h n 6  de P(A ,p) . 

Dans l e  cas où p = O. 

D ( A )  = D(X ,O) e s t  l e  domaine r éa l i s ab l e  de PQ ). 

S(A) est l'ensemble des solut ions  de P(A). 

S i  P(A) a une solut ion loca le  unique dans un voisinage donné, on note 

x(X) c e t t e  solut ion e t  u(A) l e  mul t ipl icateur  de Kuhn e t  Tucker associé s ' i l  



est unique. 

Plus généralement. 

x est  un point  ~ m n n a i h e  pour P(h) si: x est dans D(X) e t  s i  on peut 

trouver u dans 1~~ vé r î f  i an t  l e s  condl't2ons de K. T du l e r  ordre : 

On note a l o r s  K(x,X) l'ensemble des multi.pl2cateurs u associés  à x. 

On appelle fonction m a r r g w c ?  ou fonct2on v d e ~ r  0pA%h&e l a  fonction 

[ o. sinon 

On note L(x,u,X) l e  lagrangien du problème P(A) 



Une contrainte h. est t4c;tît.w en x de D(A) s2 he(x,h) = O, où hi est 
1 

une contrainte en inégaleté. 

E(x,A) est l'ensemble des indeces des contraintes de P(A) acttves en x 

(de D(A)) : 

E(x,O) = E(x) quand x c D(Q). 

Si ; E SC01 et ; est un multiplicateur essocré. 

, Pour x et y dans IRn 

X = (xl, ..., X ) n 
n (x,y) produit scalafre usuel sur W . 
n 1 1 x 1 1 norme eucli2dienne de x sur IR . 

1 t 1 valeur absolue de t sur R. 

V(x) ensemble des voishages de X. 
Si A c lRn , A est l'adhérence de A. 

Si M est une matrice , nt est sa transposée. 
R 

Si G est carrée inversible, M = (nt G-' M)-~ 0-1 (pseudo-inverse). 



1 est l a  matrice i d e n t i t é  d'ordre n n 

'i : IR" +IR est l a  lème projectfon. 
x + X* 

Soient f : JRn +lR e t  g : an xIRq +IR 

Vx f(x) = f(#) gradient de f en x. 
a - -  

vAg(G,i) = $(x,A) dérivée paFt2elle par rapport au paramètre en (x,X). 
2 V f(G) = vxxf<X) Hessfen de f en X. 



Dans tou t  ce t r a v a i l  on va considérer un problème d'optimisation para- 

métré par  X E s, P(h ) : 

f e s t  l a  fonctîon ob jec t i f  du problème, de IRn dans IR l e s  fonctions 

h2 : IR" +IR, sont l e s  c o n t r a h t e s .  

Le but de ce t r a v a i l  est de fai%e une analyse de s e n s i b i l i t é  du problème 

P(X ) . L'analyse de s e n s i b i l i t é  d'un prohlème d ' optimisation consis te  à évaluer 

l ' incidence d'une p e t i t e  var ia t ion  du paramètre sur  l a  valeur optimale du pro- 

blème e t  sur l e s  solutions.  (Le problème a été parfaitement é tudié  dans l e  cas 

d'un ob jec t i f  e t  de contra intes  linéaires. On ne f e r a  donc i c f  aucune hypothèse 

de l i n é a r i t é  sur l ' ob j ec t i f  e t  l e s  contra intes) .  

On vi\ donc étudier  ce quf se passe lorsque l e  paramètre A va r ie  dans 

un voisinage de X (A = O en prat ique) ,  c ' e s t  à d i r e  plus précisément é tud ie r  
O O 

l e  comportement de l a  fonction "valeur optimaleff min 
au v o i s h a g e  d e l =  O ; 

c e c i  implique de s ' i n t é r e s se r  aux var ia t ions  d'une solut ion x ( h )  e t  des multi- 

p l fca teurs  de Kuhn e t  Tucker associés  u(h) au voesinage deX= 0. 

On se  propose donc, moyennant un éventai l  d'hypothèses "classiques" d ' e s t i -  

m e r  l e s  dérivées d i rec t ionne l les  (quand e l l e s  ex i s t en t )  de x(~), u0,) e t  

fm,.,, en 0 

Après avoir  abordé l e  problème dans un cadre général  on s ' in té ressera  plus 

part2culièrement à deux problèmes : 



Probletne Pl(A) : On f a î t  v a r f e ~  Ia fonct$on oDjectff de manière l h i é a h  

r Min f(x,A) = g(x) + (&A, X )  

où a e t  A sont dans 

Problême PZ(h) : On f a i t  var ier  des con t rah tes  de bmie 

Min f (x) [ x.mn 

Dans l e  chapitre 1 on fera  l e  point arr les résu l t a t s  généraux existant 

sur l a  question pour mettre en évidence des hypothèses 'ininimalesll (par exemple, 

contrainte de quallfication).  On étudrera plus spécialement l e  cas  simple où 

l'hypothèse de s t r i c t e  complémentarité en un point solution X e s t  assurée. 

Ces différents  résul ta ts  seront applPqués aux deux problèmes (pl) et (Pî). Le  

cas ( l e  plus intéressant en pratique) où l a  s t r i c t e  complément&ité n'est plus 

assurée sera développé dans l e  chapitre TI .  Après avoir imposé des hypothèses 

fo r t e s  au tout début du chapitre, on montrera par l a  suf te  qu'on peut l e s  affai-  

b l i r  et on en t i r e r a  a i n s i  un A s u l t a t  g6néral sous des hypothèses 'i?aTsonna- 

bles". Dans un chapitre III on étudiera en dé ta i l  les problèmes (Pl) e t  (P2) a 
l a  lmi2Sre des r ésu l t a t s  précédents. Ehffn un chapitre I V  sera consacré à quel- 

ques méthodes de résolution de problèmes quadratiques e t  à l'ébauche d'une mise 

en oeuvre algorithmique des r ésu l t a t s  é t ab l i s  précédemment. 

On supposas dans tout  l e  t r a v a i l  que les fonct2ons objectw et contraintes 
1 

des différents p rob ihes  d'optimisation envisagés sont au mphs C par rapport 

sux deux variables x et A. 



On va, dans un premier temps, f a i r e  l e  point  sur l ' aspect  "global" 

du problème, c ' e s t  à d i r e  sur l a  dé r ivab i l i t é  de l a  fonction valeur-optimale 1 

1 

'min I 
On va pouvoir a i n s i  dégager des hypothèses "minimales". En e f f e t  on va vo3r 

t rès  rapidement q u ' i l  faut  imposer une contrarnte de qua l i f i ca t ion  si on veut 

avoir  des r é s u l t a t s  s i g n i f i c a t i f s ,  r é s u l t a t s  bren améliorés moyennant des 

hypothèses classiques supplémentaires. 

On envisagera ensui te  l ' a spec t  l o c a l  e t  on s e  placera au vofsinage d'une 

solut ion loca le  a du problème P(0). Les r é s u l t a t s  obtenus porteront a l o r s  sur 

l a  solut ion x(X) de P(A) e t  l e  ( l e s )  mul t ipl lcateur(s)  associé(s)  u(X), 

C ' e s t  cet aspect l o c a l  qui s e r a  par  l a  s u i t e  privilég2é.  

A - RÉSULTATS GLOBAUX SUR L A  F O N C T I O N  t t ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ "  FMIN,  

1 - UNE CONTRAINTE DE QUALIFICATION. 

Soi t  (P) l e  problème d'optimisation suivant : 

r Min f ( x )  



Dans tou t  l e  chapitre on considérera l'hypothèse sulvante qui e s t  l a  

contrainte de qualif icat2on de Manga~tirl'an-Pr0mov7'tz en un polnt x du domaine 

réal3sable de (P) 

On notera E(x) = i E 1,. . . , s i x  = 01 l'ensemble des indices des 

c o n t r a i ~ t e s  ac t lves  en x. 

if 3y ann t e l  que 

Y i  E {i E {l,. . . ,sl(hi(x) = 01 (Vhihi(x),y) < O 

Ho(x) Yj: E hl, ..., m l  ( hî(x),y) = O 

ii/ (Vhi(x) /i E { s + l  , . . . , m l  ) sont linéairement indépendants 

A p a r t f r  du chapi t re  II e t  dans tout  l e  r e s t e  du t r a v a i l ,  on aura besoin 

d'une condition plus f o r t e  due à Hestenes : 

- 

F$(x) ( (Vhi(x) / i E E(x) v {s+l , .  . . ,in) ) sont linéairement indépendants 

L 

Cela signifie que les gradients "actifs" en x (c ' es t  à d i r e  correspondant 

aux contraihtes ac t ives  en x, y compris en éga i l t é )  sont linéairement Indépen- 

dants . 



2 - RESULTATS GENEWIUX SUR UN PROBLEME PARAMETRE, 

S o î t  l e  problème paramétré P(A,p) suîvant  : 

On note  D(A,p) l e  domaine r é a l i s q b l e  d e  P(X,p). 

Pour (3 ,~ )  dans nt'l x IRm, on suppose que P(h,p possède au  moins une so lu t ion  

l o c a l e  ; ( A  ,p 1, qui  v é r i f i e  pa r  conséquent les conditf ons nécessa î res  du premier 

ordre  de K u h  e t  Tucker. 

2.1 - Propriétés des multipltcsteurs de ICuhn et Tucker. 

S o i t  K(;,A,~) llensembie des mult ip l$cateurs  de Kuhn et  Tucker assoc ié  - 
à x .  

On a a l o r s  l e  r é s u l t a t  suivant  sur K(X,X,U) (Rockafellar C3l) 

Théo/réme A.2 .1 .1 .  : Soi$ 2 une ~oeuition b d c  de P ( X , ~ )  

Si H~ e6.t vi9ûdLée en ; 
M o u  
K ( X , X , ~ )  est non v ide ,  cornpuc-t et connexe. 

1 démonstration : cf C 1 1 ,  L31. 1 



On va par t rcu la r i se r  ce r é s u l t a t  aux deux cas quI nous Intéressent .  

1î Cas du problème (Pl) 

On note Vxf(x,X) = Vf(x,X). 

On a a lo r s  : K ( ~ , x , o )  = K(#,x) x {x), avec 

On obtient  a l o r s  l e  r é s u l t a t  suivant : 

?hopoh&Con A. 2.7.2. Si X ekt une ho&tbn & d e  de pl(X) 

Si Ho e4.t vwdLZe en ii 
dom K(#,A) ~ . t  non vide, compact, convexe. 

lit Cas du problème (Pz) 

On va en f a i t  examiné l e  problème plus  génér3l suivant,  w ( X ) ,  problème 

é tud ié  par Gauvin (dans C41) 

( Min f ( x )  

i , , s  hi(x) " h i  
Vi I s t , .  . h i  = Xi 

Soit  X une solution locale. de et KG ,A ) l'ensemble des muit2plicateurs 

assoclés.  

ii/ U i  E {1, ..., S) u.(h.(X)-hl) = O 
m 3.1 

\ 



PmposiXbn A.2 .1 .3 .  Soi2 ;; une s o & X o n  locale de  .n(A). 

l Mou K(#,x) est non v i d e ,  wrnpaot, wnvexe 
6L C.# G&&M& b.C' H U& v&Û@& W X. 

O 

On peut donc résumer ces  r é s u l t a t s  en d i san t  que pour les deux problèmes 

6tudfés i c i ,  sous 1 'hypothèse H en K l e s  mult î p l î ca t eu r s  correspondants sont 
O 

bornés. 

On va maintenant donner deux types de r é s u l t a t s  généraux dus à Rockafellar 
e t  à Gauvin que l ' on  adaptera ensui te  aux deux problèmes P, e t  P,. 

2.2 - Propriétés de la fonction "valeur optimale" fmin dans le cas 
d'un problème général P(A ,p) . 

On cons3dère l e  problème P(A ,p) et on suppose que D(h ,p) c C pour (h ,p) 

dans IR Q+m. 

(Rockafellar C33) .  

S i  P(O,O) a de4 s o W n s  aéuUables. 

SZ c ait campa&. 
S i  H ut ué/u&LE rn &ut p o W  # bo.thWn de P(O,O) 

O 

d o ~  fmin ut kkcdenient U p ~ c W e n n e .  6LOL un 
vo&imqe de  (A,M) = (0,o). 

démonstration : v o i r  C31 Ti 

R~ckafel 1 ar donne auss i  un r é s u l t a t  sur  l e s  dérivées d i rec t lonne l les  de 

fmîn- 
En général  fmin n 'es t  pas  d i f fé ren t iab le ,  n i  même dérivable dans une d i rec t ion  

donnée. 

On fn t rodui t  l e s  notat ions  suivantes. 

Soi t  z  E IR' e t  f une fonction de IRp dans R 

t 
f '  ( 0 ; ~ )  = lfm syp f ( tz)- f  (0) 

t + O  
t * 



S(h,v) est l'ensemble des solutions de P(h ,u). On a a l o r s  l e  

r é su l t a t  suivant (cf .  C31) : 

Max ( min ( u , ~ ~ ) + ( v , z ~ & f ~ ~ ~ + C ( 0 , 0 )  ;(zl,z: 

XEs(0,o) (~,Y)€K(X,O,O) 

c/ Max ( -max 
+ 

(u,~1)+(v,z2))"f;inc(o,o);(z,,z2: 
Gcs(o,o) (u ,v )EK(~ ,o ,o )  

CokoL4Mhe A.2.2.3. Sous Les hypothèses du théo/rème A.2.2.2. 

S i  S(O,O) = 11:) e;t 4 i  K(Z,O,O) = {Ü,;) 

fmin es.tdid@%entiabteau (o,o) etvf min (o,o) = (Ü,;) 

Co/ro.Cth&e A.2.2.3. Sous &CA hypoith2~e d e  A. 2.2.7. 

Sx. poutr t o u t e  s o t h t t o n  X d e  P(O,O) on a 
K(X,O,O) = {(u(X), v(#)) 

( U n i d t é  du tm&LpU&e~r), 

a e a ~  
f a une. d h ^ v é e  dam Z~ui te .  dCnec;tcan 
min 

z = (z , ,  2,) E IR q+m & 
J. L 

min(O;z) = inf  {(u(X),zl) + (v(X), z2)) 
X€S(O,O) 

Remarque. Le  théorème A.2.2.1 et  ses  co ro l l a i r e s son ta  f o r t l o r i  v r a i  si Ho 

est remplacée par  H 
1 

2.3 - Résultats généraux sur fmin dans l e  cas d'un problème parametré sur 
les contraintes. 



D(X) est l e  domafne réalisable de N A )  les r é s u l t a t s  suivants sont essen- 

t ie l lement  dus à Gauvin e t  Tolle. (UI, DI). 

Quand on cherche des algorithmes de résolutfon d'un problème du type 

Min {f(x) 1 x E DI, l e s  problèmes de convergence sont 126s au théorème du 

maxhum de Berge (cf .  Annexe) qu2 fai ' t  Tnterventr des propr ié tés  de cont inui té  

d'appli'cations multivoques : A : x -+ A(x) c p$cm). 

A(x) est souvent l e  domaine r éa l i s ab l e  d'un sous-problème d'optimisation dépen- 

dant de x. (Par exemple A(x) peut ê t r e  l a  l i néa r î s a t i on  de D en x ) .  

Quand on a un problème de l a  forme T(A) il e s t  donc assez naturel  que 

l ' app l ica t ion  A -+ D(h) joue un r ô l e  tmportant. 

Rappelons d'abord quelques déf in i t ions  : (cf .  Hogan [21). 

U i i b & . & h ~  : S0.i.t X -+ ~ ( h )  une appticaLLon nudZvoque dentm dQns pmn) 

a - Uvû$ome compaaé en un point 
D eb.t u ~ o h m h e n t  compacte en Xo de xrn d i  et d d e n t e n t  6i 
2e &Xe un voîbînage N de x th pue 'üEi37 soLt cornpot. 

O htN 

6 - ApplXcation d m é e  Cou a p - c o h e l  en un p o i n t  
D es* benniée en 1 de ntm h6î et heuLement 62 

V<X, s ni"h + x te tee  que xn E D ( x ~ ) ,  vn J 

c - ApplXuuXon ouvcwie (ou hzd-conituluel en un point 
D e s X  ouvcwie en h de nim 62 eit sedemenit si 



i - On a un premier r é s u l t a t  por tant  sur  l a  coaZLnuLté de fmin (Gauvin-Tolle 
ri], Cal) .  

îi - On a également un r é s u l t a t  analogue au théorème A.2.2.1 por tant  su r  

l a  di66WentUlbXRCté de fmin, maîs sous des  hypothèses p lus  f a i b l e s .  

(Gauvin C41). 

- Max ( m i n  (u,z)) s f f  (O ; 2)  

XES(O) ueK(x,O) min+ 

Cu - f f +  ( 0  ; z )  5 Max ( max- (u ,z ) )  min 
XES(O) UEK(X,O) 

Sou Ces hpothéau du fiEotème 4.2 .3 .1 .  
S i  peuh ;taute s o h t & n  #. de n(o),  . t t m e m b l e  

K(X,O) d u  est kéduxlt à Iu(#))  

aeou 
fmin a une détLivée &&nn&e dans .toc& 
d h a t L o n  z denm et f 1  ( O  ; z )  = i n f  ( ~ ( x ) ,  z ) .  

min 
XES(O) 



Remarque. i f  C e s  résulttattr sont e f o r t 2 o r t  wais  si  Ho e s t  remplacée 

T i f  L'hypothèse d'uniforme compacité est plus  f a B l e  que l'hypo- 

thèse de cont inui té  de D intervenant dans l e  théorème du maximum de Berge. 

Ce théorème indique en e f f e t  que sr l 'applrcatfon mult3voque qui,  au para- 

mètre A ,  associe D(h) e s t  contlnue en A a l o r s  l ' app l ica t ion  multivoque 
O ' 

q u i à  h associe l'ensemble des solut ions  S(A),est fermée en Io. Sous l e s  
- 

hypothèses de ce  théorème on voir  que f est a l o r s  contfnue au point  a. ni'n 
En e f f e t  : s o i t  (An) une s u i t e  convergeant vers ho. f (h ) = f (xn,hn)  min n 
où xn e s t  dans S(In) .  

S i  tous  l e s  S(A ) sont dans un compact A (ce qui e s t  l e  cas  
n 

dans l e  théorème de Berge) on peut supposer que l a  su f t e  (x-1 converge 
12 

vers  x (quf t te  à en ex t r a f r e  une sous-suite). 
O 

(A 1 = f (xn,  An) -+ f ( x  'mis n O y 
ho) car  f e s t  continue. 

(A ). Par conséquentpour O r  S est f-ée donc x Soio) e t  donc f(xo,Ao) = fmin 
O 

t ou t e  s u i t e  (An) + A, on a l i m  f (An) = fmin(ho). fmin e s t  donc continue 
n min 

en Ao. 

Le théorème A.2.3 .1  prouve un r é s u l t a t  plus f o r t  : l 'hypothè- 

s e  de cont inui té  de D e s t  remplacée par l'hypothèse d'uniforme compacité 

(qu2 permet en ou t r e  de s e  passer de l'hypothèse de compacité de A ) .  

iii/ On vo i t  d 'autre  pa r t  qu'une condition suf f i san te  (moyennant 

Ho) d'existence de dérivées di rect ionnel les  est l ' un i c i t é  de multiplica- 

t e u r  de Kuhn e t  Tucker associé à (solut ion de Tr(o)). On va donc é t a b l i r  

maintenant une condition suf f i san te  qui  assurera à l a  f o i s  Ho e t  c e t t e  

un ic i té .  Cette condition interviendra par l a  suf te  dans tou t  l e  t r a v a i l .  

3 - UNICITE DES MULTIPLICATEURS DE KUHN ET TUCKER EN i ,  solutton de P(0). 

On considère le  problème 

f M i n  f(x,X) 



So2t une solution de P(0). 

(On appelle D ( h )  l e  domaine r éa l i s ab l e  de P(A) et S(X) l'ensemble des solut ions  

de P(X)). 

démonstration 

; est une solut ion de P(0) donc K(;,o) e s t  non vide, car X vé r r f i e  las 

conditions nécessaires de Kuhn e t  Tucker du premier ordre. 

Soit u E K(;,o) ; on a : 

Soit  E(:) l'ensemble des i de (1, ..., s) t e l s  que h.(;,0) = 0. 
1 - 

On peut part i t2onner (1,. . . ,SI en E(;) u J et u s ' é c r i t  a l o r s  u = (Ü, O) où u 

e s t  indexé par E(X) u {s+l,. . . , m l .  

En e f f e t  Y i  E J,  hi(X,O) O et donc up = 0. 

Par conséquent ( 3-1 ) devient 

or  ( H ) en ; implique que (vhi(G, O) / i e E(;) Ii €s+l,. . . , m l  ) sont linéairement 
1 

indépendant S. 

Donc l e  système ( 3.1) possède une solut ion unique . Go. Tout élément de KG, O )  

é t a n t  de l a  forme (;,O) où est solut ion de (3.11, est de l a  forme (u ,O) 
O 

donc 

K(X,O) = I(GO,o) = uo1 

Remarque. S i  le problème ne comporte que des i néga l t t é s  l e  r é s u l t a t  est l e  

même (avec s = m 1. 



En gardant l e s  m h e s  notatfons et en ut818sant les r é s u l t a t s  de 2, 

cette propr3été permet d'énoncer le  théorème s u h a n t  : 

Théotréme A.3.2. Sî N O )  non vide eR: compac;t e;t 
dî' H~ e6t vhhx.'j$hé en .tOLIt poJtt ; 60Plttion dc P(O)  

4 - APPLICATION AU PROBLEME P1(A). 

Min g(x) t ( q t A ,  x )  

x E IRn 
Pl(X) : 

i 1 ,  . hi(x)  2 O 

Yi r t , . . ,  h3<x) = O 

Soft D l e  domaine réa l i sab le  de P1(0). 

1 démonstration : c ' e s t  une application d i r ec t e  du théorème A. 2 .2 .1  e t  

de son c o r o l l a k e  A.2.2.3. 

En effet i c i  iJ = O 

VA enin D(A,I.~) = DCA,  01 = D 

on prend comme compact C ,  l'ensemble D. 



5 - APPLICATION RU PROBLEME Pz( ) . 

Min f (x)  , x E IRn 

i E 1 ,  . hf(x) 1 0 

i c 1 ,  l h.(x) = O 
1 

On note D(X) l e  domaine réal isable .  

Ce sont l e s  r é s u l t a t s  de 2.2 qui vont être appl2qués Ici. On va dans un premier 

temps donner une condition suff isante  pour que l'hypothèse d'uniforme compacité 

de D en O s o i t  vér i f iée .  

5.1 - Nature de 1 'appl icat ion D. 

1 démonstration : s o i t  (A convergeant vers  X et xk t D(Xk) tel que (\) 
k 

converge vers x. L e s  inéga l i tés  passant à l a  l i m i t e  e t  h é t an t  continue pour i 
t ou t  i de {l.m), il e s t  a lo r s  immédiat que 

hp(x) h O pour tou t  P de {l,.. . ,m} 

x a hi pour t ou t  i de {l, ..., n} 
i 

c 'es t  à dl re  x e ~ ( h ) .  

Remarque : ce lemme va sur tout  s e r v i r  dans l e  chapitre III. 

On note Al = {x r nn / V i  E 11,. . . ,SI hi(x) s 01 

Y i  E (Çtl, ..., m l  h,(x) = 0) 

PhapO~&&7n A.5.1.2 : f Si p Z c t  que vx e b1 



Remarque : l a  condition suff isante  de c e t t e  proposition e s t  assurée a f o r t i o r i  

si A est Borné (c ' es t  à d2re sl & est compact car  on s a i t  d é j à  que A est 1 1 1 
fermé ) . 
D1aîlleurs,  dans ce cas, D(h) = Al A(X) est compact pour t ou t  X et donc 

n llappll"catîon h + D(h) est unifornément compacte en tou t  point de IR . 

f démonstration : montrons q u ' i l  ex i s t e  V voisinage de X = O t e l  que 'm 
s o i t  compact (c 'es t  à d i r e  borné). X EV 

Soit B l a  boule de centre X = O et de rayon 1 

Soit  A = U D(X) 
hEB 

Soit  x E A ; il exis te  X E B t e l  que x E D(A) 

donc i E , ,  x  2 Xi 2 - 1  i 

donc inf  x r -1 
i=l,. . . ,n i 

x E A donc x  E Al et d'après l'hypothèse fa3 te  

sup x r M 
i=l,. :. ,n i 

donc Y i  E 11,. . . ,n} lxil i sup(M,l). 

Par conséquent avec fi = & Sup(M,l) 

Vx E A l l x l l  S E  ; A e s t  donc borné 

Comme A est fermé, A e s t  compact. 

2 

Remarque : l a  condition sur A est une condition sur les foncti'ons h, e t  1 1 

peut être précf sée suivant les proprié tés  des h. (convexité, concavité e t c .  . . ) 
1 

5.2 - Propriétés de fmi, 

On applique à pî(A) les r é s u l t a t s  de 2.3. 



si 3M .tee que vx E Al i-l  SU^ x L >I - ,..., n 2 
SL H a.t vM6Lée en Ou*t p o M  x I o  

l soeiLtion de ~ ~ ( 0 )  

d u  f ut &c&emen;t .Up&cWenne en X = o. min 

M o u  fmin admet une d W é e  &aCLonneUe 

§ 

1 l'unique tmUghmt . - 
euh adooCLE à G. 

Aprés avoir  é t a b l i  des r é s u l t a t s  globaux su r  f on va a f f i n e r  l ' é tude  
min ' 

en s ' in téressant  aux var ia t ions  d'une solut ion de P(0). Pour ce la  il fau t  s e  

placer  au voisinage d'une solut ion locale X de P(0). 

Le problème e s t  de savoir  si l ' on  peut trouver une (éventuellement unique) 

solut ion de P(X) avec A "peti t" ,  dans un voisinage de S. Pour ce l a  l e  théorème 

des fonctions impl ic i tes  appliqué aux r e l a t i ons  de Kuhn et Tucker du ler ordre 

e s t  un o u t i l  précieux. Toutefois a f in  d ' a s s u r ~ l ' i n v e r s i o n  locale  requise par 

ce théorème, il fau t  que l ' on  a i t  s t r i c t e  complémentarité en #' c ' e s t  à d i r e  qu'on 

ne peut avoir  à l a  f o i s  h . ( G )  et Ü. nuls.  
1 1 

C'est ce t  aspect du problème, sous c e t t e  hypothèse (quand m h e  f o r t e )  

de s t r i c t e  complémentarité, qu'ont étudié des auteurs  comme Fiacco -- - CSl, 

Mc Keown C71, Fletcher. 



1 - UTILISATION DIRECTE DU THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 

Précisons d'abord l e s  notations : 

On considère 

Y i  É {i ,..., SI hl(x,x) s O 

Y i  É s + . m I  hi(x,h) = O 

Soi t  ; une solutron loca le  de P(0) 

x v é r i f i e  donc les conditions nécessaPres du l e r  ordre de Kuhn e t  Tucker. 

Il ex3ste i E IRm vé r i f i an t  : 

On note E(;) = {i r 1 , .  . . I I hP(x,o) = OI 

On d i t  que l'hypothèse de &%cite ~otttp&!tn-é e s t  sqttfssfaffe en ) s i  

e t  seulement sP V i  c ~ ( x ] ,  Gi > O. 

1.1 - Cas général. 

On va appliquer l e  théorème des fonctrons impl ic i tes  à l a  fonction suivante. 

m 
G(x,u,h) = (vf(x,h) + 1 uivhi(x,A), hi(x,h) , ui hi(x,A) ) 

r=1 . ,  .. . 
S=s+l,. . . ,m i=l,. . . ;s 

Pour assurer l e s  hypothèses du théorème des fonctions impl ic i tes  il f a u t  

f a i r e  les hypothèses suivantes : 



2 i - f et hi(i e Il, ..., ml) sont C par rapport à (x,X) au voisinage de 

(X,0) 

ii - H est assurée en #; î.e : 
1 

(mii(G,o) / i É E(X) ID {s+i,. . . ,m}) sont linéairement 
indépendants. 

ili - On a stricte complémentarité en (X,;), i.e. .: 

iv - La condition suffisante du 2ème ordre de Fiacco-McCormick est 
vérifiée en (K ,<) à savoir : 

si (Gy;) vérifie (KT) 

1 a( v i  c {i t E(X)/U~>O} (VII~~,O),~) = O 
(CS 

2 - -  
on a (y, V L(x,u,O)y) > O 

(Fiacco C S 1  Zhéo/rème 2 . 1 ) .  

Sou6 t es i  hjpo.tFLè6e.6 i )  h Lu) 
a )  est  une mWon Rocde d o t é e  d e  HO) 

e t Ü L e m d X q k a t  . . em a6bocîE est uvûque 

( 6 )  IL exis;te un v o ~ ~ e  v de X = O et une u e u e  
donotion cl pah ~ p p o h t  L A, ci~&ôûe de v ciam 
xin x d quL à A asdocîe (x(x), u(A)) t&e que 

VA E V (x(A!, u(\)) viifudze (KT) eit (CS) pou4 P(A) 
et (~(01, ~(0)) = (X,G) 
ILinsi x(X) est une hohZ2on &cltee [unique dans V) 
de p(X) (2660&ée au m ~ ~ e w r  unique u(X) 



D démonstration : cf Fiacco C5l E 

On va tou te fo i s  exp l i c i t e r  un peu x(A) et u(A) pour A dans V. 

On déf fnr t  l e s  matrices suivantes : 

aui du , - -  
dA - ' TI i , . . . ,  n,  j = 1 ,..., q)  

On pose y ( ~ )  = CX(A),  ~ ( A ) I ~  

ahi - ahi ahi t Vi €1, ..., m l ,  - = C-, ...,- ] 
aA1 a A l  ah 9  

on a (KT) en (x(A), u(A)) ( e t  ce pour tou t  X de V )  donc 

En d i f f é r en t i an t  par rapport à on obt ient  : 

C ' e s t  à dr re  (en omettant x(h) ,  u(h) e t  X pour plus  de c l a r t é )  



S i  on pose 

En abrégé 

M(A) = 

v a ,  A vhl(x(a),a) ..... V~~(X(A),A) ~h~++,cxca).a). . .vhn(x(~),U 
ul(X) Vhl(x(A),X) hl(x(X,A) 0 .................. O 

O o . .  O 

us(X) Vhs(x(X) ,A) o. . . .  : h x ,  : ................ : 

Vhs+,(x(X) ,A) .................... .................. 

O O 
vhm(x(A) ,A) .............S...... .................. 

- 



( 2  ' ) est équha len te  à 

( 3  MA) d (A) = N(A) 

M est  invers ible  sur V (d'après l e  théorème 8.1.1.1) ; on a donc 

$ (A) = ?4-l(A) N(A,  

Comme tou t e s  l e s  quanti'tés dans ( 3 )  sont continues par rapport à on a a u s s i  

En f a i sqn t  donc une approximati'on du premier ordre en A = O on ob t ien t  l e  : 

Remarques : i - dans l e  même cadre on a a l o r s  
2c 
U A  min e o j  = v f t i i , ~ )  . $0) 

- - 
ii - En vue de l'implémentati'on de ces  r é s u l t a t s ,  MC # ~ Q W  C71 

a f a i t  des remarques concernant l a  s t ruc ture  du système ( 3 )  

On a vu (A.3) que dans un voisinage V deA = O l e  mult lpl i -  

cateur  u(h) peut s ' é c r i r e  Ü , 0)  où ;(A) e s t  Tndexé par 

les contra intes  act ives  en E ( X ) .  Cela permet "d'évacuer" 

l e s  c o n t r a h t e s  inact ives  e t  de réduire  a fns l  l a  t a i l l e  des  

matrices M(0) e t  N(o) . 



1.2 - Application aux problèmes P1(A) e t  Pz(%). 

11 s'agit de traduire l e  système (3) dans les termes des proDlèmes 

Pl(A) e t  P2(A). 

a ax (vL(x,u,A) = Xm (matrice unité d'ordre m) 

r' - ah. 

(a) Y i  E Cs+l, ..., ml 
(vhi(G), ~(1)) = (vh&(X), X) +o(~IxII) 

1 (6) Y i  E (1, ..., S. 

X est une solution locale de P (O). 
2 

- -1 -2 
u = (u , u ) l e  multiplicateur assocté 



1 1 u porte sur les contralntes h2 : u r IRm 

2 
u porte sur les contraîntes de Barne : u2 E IRn 

où pi est la ième projection : x + x 
i ' 

- -2 - 2 N . CO . -  u1 pl, ....- u p lt où O est la matrice carrée nulle d'ordre m. 
n n n m 

D'où 



2 - METHODES DE PENALISATNN. . 

L'analyse de sens ib i l i t é  d'un problème paramétré peut égalenient ê t r e  f a i t e ,  

sous l e s  hypothèses de i v ia  des méthodes de pénalrsation. 

D e  manière générale de t e l l e s  méthodes consistent à modrfier l a  fonction 

objectrf  f du problème (P) i n i t r a l  en l u i  ajoutant des termes de pénalisation,  

prenant en compte l e s  d i f fé ren tes  contraintes. On obtient a i n s i  une fonction 

de pénali té F et  l e  problème (P)  i n i t i a l  d'optiml'sation de f sous contraintes  

est a l o r s  équivalent à l 'optimisation sans contraintes de l a  fonction de pénal i té  

F. Plusieurs types de péna l i tés  ont é t é  étudiés par  beaucoup d'auteurs comme 

Fiacco, Han, Fletcher, . . . On s e  bornera à envisager deux types de fonctions 

de pénal i té  : l e  lagrangien augmenté e t  l a  fonctl'on V suivante ("barrier functîon": 

étudiée en pa r t i cu l i e r  par  Fiacco (C51, C71) 

On garde les notations de B.1 .  



2.1 - Algorithme de Fiacco (C51, C71) 

Min f(x,X) 

P(X) 

Cet algorithme provient directement de l a  méthode expos6e en B.1 et  

exige l e s  mêmes hypothèses i )  à i v ) .  

On va u t i l i s e r  l a  fonction de pénal i té  suivante 

SOU Led k o t C i è b e i ~  du a%Eattème 8.1.1.1., .U exhite 

un va-e V x N de (X,r) = (o,o) et une unique 
2 @ m X o n  (vecitohî&e) dé@ùe & c &UA v x N ,  

(x(X,r), u (h , r ) )  v ~ ~ . b d  
VL(x,u,X) = O 

avec X(O,O) = X et U(O, O )  = ; t&e que 

x(X,r) Ut un nÛhÂhum & c d  uvLCque &an& CO-es de 
w(x,X,r) avec h2(x(h,r) ,r)  < O poUA toirt f de Il ,...,SI 
et v2w(x[h , r )  , A ,  r) d ~ d ~ e  podxve .  

D démonstration : cf  r51 théorème 3.1. p 

On ne va pas développer l a  méthode ($1 s.uffit de s e  ré fé re r  à [ 51) mais 

simplement fndiquer l e  principe de l 'algorithme : 

on u t i l i s e  l a  fonction de pénalf té  Wtx, O,  r) pour trouver 

une solut ion locale  du problème P(0). 

Soit  ;;(O, r ) un minimum loca l  de W b ,  O, r ) . k k 
On s a i t  que (;(O, r ) ) converge vers  ; quand r tend vers  O. k k 



+ P m  pk pet i t  posit l f  ;(O. q) o 5 peut S t m  eonsld€ré came une 

approximation de K. 

. CwUa&eB.4.1.0.  S4U6 teb 5pbWu & . W R & e  8.2.1.1 quand A 
LLt V Ct w n v q e  vehs O ct r(r E 

wnvuqe v m  O, on a r 

g(1.r) wnvuige v m  X(O) 
di ~ A P )  convenge v u a  $0) .  avec i;(ls) ~MIWI 

On estime ensuite l e  multiplZcateur : 

sont obtenus de l a  façon suivante : 



On peut enf in  estimer l a  dérivée de l a  fonction valeur o p t h a l e  

avec 

2 . 2  - Méthode du Lagrangien augmenté (cf. Buys-Gonin C61) 

On s e  place toujours sous les m k e s  hypothèses B . l  (i à TV). 

Soîent c > O e t  u e IRm. On déflnf t a l o r s  l e s  ensembles suivants,  Tl, 1 et  l e  
2 

lagrangien augmen-té du problème : $. 

On suppose que c e s t  "assez grand". 

S i  ; est l e  mul t ipl icateur  associé à X on obtfent : 

VO(X,U, O) = O 

[ Vi r Il hi(;,0) = O ; I correspond aux contrafntes  ac t ives  en x 1 
(y compris l e s  contra intes  en éga l i t é ) .  

On a ; = (G, 0)  OÙ ; e s t  indexé par 1 1 ' 

Comme en B.1 par  application du théorème des fonctions h p l i c i t e s  on en 
1 déduit l ' exis tence de fonctiorsC x(h)  e t  v(h)  sur un voisinage de X = O, avec 

x(0) = 2 et v(O) = et  



avec u(X) = (v(X), O) 

En d i f fé ren t ian t  (4) on oht lent  

2 . 
v $(G, G, O) : (vh(X, G, O ) )  

4 

(On note (hlI  l a  matrice (h 1 ) ce qu i  donne, une f o i s  (5) résolu.  i SEI  

La dérivée de l a  fonction f est a l o r s  : 
min 



En conclus2on, on peut explorter l e  théorème des fonctions implicites 

e t  obtenir des résul tats ,  voire des a lgor2thes ,  sous réserve de l'hypothèse 

de s t r i c t e  complémentarfté. 

C'est malheureusement une hypothèse hlen restrfct2ve dont on almerait s e  

passer. C'est ce  qu'on va tenter de faîre dans l e  chapitre 11. 



ûn a mentionné plusieurs fois dans le chapitre 1, quelques théorèmes 

dits classiques. Rappelons toutefois leurs énoncés. 

Soient A un compaat de J R ~  

D : A + P(A) 

A -+ D(X) une app&hu%n W v o q u e  
f :  A x A + 1 R  

(x,X) + f(x,h)  cor&Lnue du couple 

S : X+P(A) t Min f (x ,h)  
X+S(A) = solution de P(X) 

x E D(A) 

Soient E un espace tapokbg&ue et F a G d w x  ebpaces 
de Banach 

f : Q + G où Q est un ouvat de E x F 

(a,b) E SZ ta que f(a,b) = O 

On huppohe que : f est  wm%ue 
existe ct est c a W e  buh Q 

AeOu Lt &fe un v o ~ ~ e  A de a at B de b, fa que 
.ta a e s W n  à A x B de la ~~~n f ( ~ , y )  = O hoif  
éqdvdente  h une aahtlon y = g(x), g étavLt une app4Xcation 
continue de A danb B .  



ABANDON DE LA STR 1 CTE COMPLÉMENTAR ITÉ , 

ETUDE LOCALE DES VARIATIONS D'UNE SOLUTION 
ET 

DES MULTIPLICATEURS DE KUHN ET TUCKERa 

On va dans ce chapitre établir des résultats de continuité et de 

diff érentiahilité de la représentation d'une solution x( A ) de P( A ) au voisinage 
de X = O et de # solution locale isolée de P(0). 

1 - INTRODUCTION. 

C'est à partir d'un article de E(ige10~ e t  Shapiro 181 que ce problème 
a pu être abordé sans l'hypothèse de stricte complémentarité en un point solu- 

tion X. Sous des hypothèses, d'abord fortes, d'existence, d'unicité et de conti- 

nuité d'une représentation x(X) de la solution de P(h)(pour X pet2t)au voisinage 
de X on va pouvoir énoncer des résultats sur la différentiabilité d'une telle 
représentation. 

Pour cela il faut avoir l'unicité de la solution d'un système d'équations 

S(X 1, rattaché à un problème quadratique dépendant de P(A) : Q(h ). On va donc 

montrer que cette unicité est assurée par une condition suffisante du second 

ordre : la condition de Fiacco-Mc Cornick déjà évoquée au chapitre 1. On va 

en outre prouver que cette condition permet d'assurer l'existence et l'unicité 

de la représentation continue x(X) au voisinage de G. Ce résultat va être 
entièrement démontré. On s'inspirera pour cela de résultats portant sur les 



équations généralisées .dûs à Robinson Ci.73. L e s  r é s u l t a t s  généraux a i n s i  

é t a b l i s  seront appliqués aux problèmes pl(X) et  P2(X) dans l e  chapitre III. 

Il est cependant indispensable d ' ave r t i r  l e  l e c t eu r  que des r é s u l t a t s  analo- 

gues ont é t é  é t a b l i s  par dittorntrurn (DO]) dans un a r t i c l e  paru en Mai 84. 

Ce t r a v a i l  e t  l e s  recherches de Ji t torntrum ont été menés de manière 

d i s jo in t e  e t  l a  démarche s ' insp î ran t  des mêmes sources (Robi nson/Bigel OW-Shapiro) 

n ' es t  pas l a  même. Alors qu'on s t e s t  a t taché à prouver l ' u n i c i t é  de l a  solution 

de S(A) pour en déduire l a  dé r ivab i l i t é  partielle de x(A) en A = O, J i t torntrum 

a d'abord montré c e t t e  dé r ivab i l i t é  pour conclure à l ' u n i c i t é  de l a  solut ion 

de S(X). Les r é s u l t a t s  q u ' i l  a é t a b l i s  l e  sont pour un problème paramétré quel- 

conque e t  sous une hypothèse du second ordre (H) di f fé ren te  de l'hypothèse H2 

f a i t e  i c i .  On prouvera en annexe de ce chapitre l 'équivalence de ces deux 

hypothèses e t  on y donnera un aperçu plus  d é t a i l l é  des travaux de Jittorntrum. 

2 - RESULTAT GENERAL D'ANALYSE DE SENSIBILITE POUR U N  PROBLEME PARAMETRE P(X). 

2.1 - Position du problème e t  justification des hypotheses. 

s o i t  X E niq e t  P(X) : Min f(x,X) 

x €IR" 
i E 1 s  --hl(x,X) I O 

--1 

V i  E {s+1, ... , m l  hi(x,A) = O 

On suppose que P(O) possède au moins une solut ion locale  i so l ée  G. On suppose que 
2 

f e t  l e s  fonctions h. ( i  = 1, ..., m) sont C par rapport à (x,h) dans un voisinage 
1 

de (;,O). 

D(X) e s t  l e  domaine r éa l i s ab l e  de  P(X) . 
On va é tudier  l e  comportement d'une solut ion de P(A) quand A var ie .  Pour ce l a  

on do i t  f a i r e  l'hypothèse d'existence ( e t  d 'unici té  dans un voisinage de ;) de 

t e l l e s  solut ions  quand X e s t  p e t i t .  Plus précisément, dans un premier temps, il 

va f a l l o i r  supposer q u ' i l  ex i s t e  une solut ion de P(h) dans un voisinage de h = O 

(sinon on n'a pas d'objet de t r a v a i l ) .  De plus c e t t e  solut ion do i t  ê t r e  unique, 

pour é v i t e r  tou te  ambiguité. Enfin si on veut espérer trouver une dérivée direc- 

t i onne l l e  de c e t t e  solut ion x( A) en O il fau t  au moins supposer que c e t t e  repré- 

sentat ion dr: l a  solut ion est continue en O. Ce sont l à  des hypothèses minimales 

que l 'on ne peut pas év i t e r .  Néanmoins e l l e s  vont ê t r e  assurées moyennant une 

hypothèse du second ordre du type F~~cco-MC Cormick : on va l e  prouver dans l a  

deuxième p a r t i e  de ce chapi t re  II. En conséquence sl X e s t  une solution ( locale)  



ih0eée de P(0) on fait désormais l'hypothèse (H) suivante : 

Le problème qui se posealors est d'estimer (si elles existent) les 

dérivées directionnelles de x en O. 

Il existe un voisinage V de X et un voisinage N 

On a vu d'autre part, au chapitre 1, l'importance des multiplicateurs 

de Kuhn et Tucker sur la dérivabilité ou non de la fonction valeur-optimale. 

Il est donc intéressant d'estimer les variations (en fonction de A) d'un 
multiplicateur u( A) associé à x( A). De la même façon que pour x( A), pour 

éviter toute ambiguité sur le choix des multipl2cateurs il faut en assurer 

l'unicité. 

(Hl 

On va donc être amené à faire une hypothèse supplémentaire, afin d'établir 

cette propriété des multiplicateurs. 

de A = O, tels que : 
YA E N 3! x(À) solution (locale) de P(A) dans V 

De plus la représentation de la solution ainsi bornée 

N + V  

x :A -+ x(A) est supposée continue en A = O avec x(0) = x 

Rappelons d'abord les conditions de Kuhn et Tucker nécessaires du premierdre 

en x(A) quand X est dans N et x(A) est la solution de P(A) dans V. 

Il existe u(A) E JRm tel que : 

1 iii/ 4 { 1 . .  s u. (X hi(x(A 1, A = O complémentarité 
1 



Pour assurer l'unicité du multiplicateur u(A ) pour h donné dans N, il faut 

faire en X 1' hypothèse Hl déjà évoquée au chapitre 1, à savoir : 

(vhi(;, O), i r E(P, O) 1 s + , ,  m sont 

linéairement indépendants 

où E(;,o) = i l,..., s / hi(X,o) = O} 

2.2 - Unic i té  des mul t ip l icateurs  de Kuhn e t  Tucker. 

On est donc en mesure de montrer le résultat suivant : 

S o i t  ; une s o û i t i o n  bc&c h o t é e  d e  P(O) f et hi 
7 

(i = 1, ..., m) 40Mit 4uppo~éCh C U p p ~ u  h (x,h) 
au v o ~ ~ e  d e  (;,O). S o u  Les hypofiéses  ( f i )  et H, 

A 

en X, E N & 4 o L t L o n  ~ ( h )  de ~ ( 1 )  p o ~ ~ è d e  un mut- 

D démonstration : 

Soit h E N (voisinage déterminé par (H)). 

P(X) a alors une solution unique dans V : x(h) 

(1) est donc vérifiée avec u(X) E RIm. 

Soit E(:, O) = {i .E 1,. . . s / hi(x,O) = 01 
E(x(X), A) = i r l , . ,  / h x ,  A )  = 0) 



* Soit i c 1,. . . s - E(;,o) on a hi(x,O) + O 
- 

or h. est continue par rapport à (x,À) donc 3 W. voisinage de x et 
1 1 

3 Ni voisinage de A = O tels que V(x, h) W. x Ni hi(x.h) < O 
1 1 

Soit W = h W. 
i E {I,.. . ,SI= E(;,o) 

Quitte à prendre W n V et N n N comme nouveaux voisinages de x et h = O, on O 

peut supposer que V,,n W = V et N fi N = N 
O 

donc Yh c N, Yi c {l, ..., s) - E(X,O), Vx c V hi(x,X) < 0. 

En particulier pour x(h ) 

ce qui signifie : 

on a le résultat voulu en passant aux complémentaires. 

* 

* . Soit A dans N et i E (1,. . . ,SI - E(x(A), A )  
on a h.(x(h), A) < O et donc par complémentarité : ui(A) = O 

1 

On peut alors partitionner {l, ..., m) en 1 u J où 

- - 
1 = { s+l,. . . ,ml u E(x ,O) (contraintes en égalité en x) 

J = Ci,...,mI - I 
u(A) = (uI(h), uj(X)) OÙ uI(h) est indexé par 1 et uJ(h) 

par J. 



Si  i c J, i # E(W,O) IJ {s+l ,  ..., m l ,  donc d'après l e  

lenme, i C E(x(X), A )  u (s+l, ..., m l  e t  par conséquent u.(A) = 0. 
1 

d'où uJ(X) = O 

on obt ient  l e  

- 

Lemme 2 : TOUX -WU U(X)  A ~ z ~ % ~ x  (:(A), O)  où :(A) 

ut MUE I = E ( ~ , o )  u {s+î,. . . , m l  

L 

Les r e l a t i ons  (1) sont a l o r s  équivalentes à : YÀ c N 

'Il % 
a - Vf(x(X), A) + 1- ui(X) Vhi(x(A), A) + ui(X) Vhi(x(X),X)=O 

irE(x,O) i=s+l 

'Il 
On va terminer en montrant l ' u n i c i t é  de u(X) 

Soit M(x, A) l a  matrice (Vhi(x,X) 1 i c E(#,o) LI {s+l, ..., ml) 

M(X,O) est une matrice de rang maximum d'après (H~). 

On peut donc e x t r a i r e  une matrice carrée d ' ordre k = tard( E(# ,O ) u { s+l , . . . ,m) ) 

invers ible  : A(;,o). So i t  A(x,X) l a  matrice carrée d'ordre k correspondante. 

Y i  E (1,. . . , m l  Vh. e s t  continue du couple ; donc det  A est continu en ( ; , O ) .  
1 

De plus  det(A) est non nu l  en ( ; , O )  

Par conséquent il ex i s t e  un voisinage V de X e t  un voisinage N de X = O ,  t e l s  
O O 

que : V(x,h) c Vo x No de t  A(x,h) * O donc M(x,h) e s t  de rang maximum. 



Quitte à prendre V = V n Vo et N = N fl No, on a en particulier pour x = x(h), 
VA c N M(x(A), A) est de rang max. C'est à dire : 

Il est alors immédiat que le système ( 3  -a) a une solution unique. 

Donc l'ensemble des équations ( 3 )  (qui possède au moins une solution) a une 
'L 

solution unique u(A), pour tout A de N. 

- 

Cotrol!&&e 11.2.2.2. SOU ta hypa.thése6 du itfiéatréme T 1.2.1 .1. .tu 6oncZLon 
u dé&& 6UR N eblt c o w e  au point A = O 
(avec u(o) = i). 

L m e  3 : VA s N iVhi(x(A), A) / i s E(~,o) u Isii ,..., ml) 
indépendants 

D démonstration : soit h dans N 

% 
u( A) s'obtient en résolvant : 

%(x( A), A) + A(x( A), A) ;( Alt = 0 

&(x( A), A) est le sous-vecteur de Vf(x(A), A) indexé par E(;, O) u {s+l,..-,m} 

d'où 
'L -1 'L 
u( A) = A( x( A) , A) vf ( x (  A), ' A) 

- 
a+ X( A) est continue en O (d'après H) et x(0) = x 

(x, h) + ~ ( x ,  A)-' est continue en (;,O) 

% 
(x, A) + W(x, X) est continue en (&,O). 

2r 
Par composition h + u(À) est continue en O. 

Donc A u( h) aussi. 



2.3 - Dérivabi 1 ité de la représentation d'une solution (Bigelow-Shapiro C83). 

Sous les hypothèses précédentes on va établir un critère d'existence 

de dérivées directionnelles de x(A) et u(h). Ce critère va fournir également 

un moyen d'estimer ces dérivées. 

Le résultat suivant est la généralisation à un problème comportant des 

contraintes en égalité d'un résultat dû à bigelow et Shapiro Cal. 

En outre, on s'est efforcé de la situer dans un cadre plus rigoureux, 

notamment en faisant des hypothèses précises. Dans cet esprit la démonstration 

qui fait l'objet du paragraphe suivant, a été précisée et clarifiée et étendue 

au cas d'un problème comportant des contraintes en égalité. 

Comme on recherche des dérivées directionnelles on ne restreint pas le 

problème en se limitant à des problèmes P(t) de la forme : 

[ min f(x, t) 

oùt EIR (Il suffit de prendre h = tp et de fixer u). 

D(t ) est le domaine réalisable de P( t ) . 

Soit # une solution locale isolée de P(0) associée au multiplicateur Ü. 
2 

On supposera que f et hi (i e Il,. . . ,m) ) sont C du couple dans un voisinage 

de (;,O). 

On fait les hypothèses (H) et H en #. 
1 

Par conséquent pour t dans N voisinage de O, P(t) possède une solution unique 
x(t) dans un voisinage V de X, associée au multiplicateur unique u(t). 



Les conditions de Kuhn et Tucker du ler ordre en (x(t), u(t)) pour t É N 

s'écrivent : 

Remarques - 1 u K = E(X, O) 

- Si K = 0 on a stricte complémentarité 

J = {i É {l,...,~) / h.(X,0) < O) (contraintes inactives en X) 
1 

On a alors le résultat suivant : 

2 On duppode que f et hi (i.1,. . . ,m) d o n t  C tu v o d u i a g e  
d e  (X, O) où X a i t  une do&tbf l  b c d e  î o o L é e  d e  P(O) 
On duppobe que t es  hypo*hbed I HI et H~ en X s o n t  véhi- 
d i é e s  ; aeo4.6 
Si Le dystbme (s) 6 ~ h t w . t  admet une do-n unique 
(2 , ; )  a.to4.6 t + x(t) et t + ~ ( t )  d o n t  déhivabled à 

dhaLte en O &t 



Remarque : l e  système (S) représente l e  système des conditions de Kuhn e t  Tucker 

du premier ordre du problème quadratique suivant : 

1 2 - a [ Min 5 ( 2 ,  V L(x,O) 2 )  + (2, VL(&,O)) 

(n é t an t  l e  mul t ipl icateur  associé  à 2 solut ion de (Q)). 

SOU L u  mêmeb hypoithirses (4%. T.2.3 .1)  

S i  l e  sy4Xèrne ( S v )  ouivan;t admet une bo&aXon unique 

x1 e.t u1 &t~6 t + ~ ( t )  at u + ~ ( t )  &O& d f i v a b t u  
h gauche en O eit 

avec ( S ' )  : 



Remarque : le problème quadratique associé est le même que ( 9 )  mais avec -h 
i 

au lieu de hi. 

Remarque : c'est en particulier le cas si K = @ : on retrouve le cas de la 

stricte complémentarité. ~ 
2.4 - Preuve du théorème 11.2.3.1. 

L' ensemble K est 1 'ensemble des indices de 1 , . . . ,SI violant 1' hypothèse 
de stricte complémentarité. On va donc dans un premier temps travailler sur 

des partitions de K puis généraliser les résultats obtenus. 
P Soit p le cardinal de K. On peut faire 3 partitions différentes de K en trois 

sous-ensembles S 1, 3, s3- 



où N est l e  voisinage t rouvé dans (Hl (N = 1-Sa +SC par  exemple) e t  N+ = N n ~ +  

L m e  1 : f tsls2s3 
= N+ (où P e6.t l!'e>ibombl!e d u  -na 

G Soi t  (s l ,  s2, S3 c P Q N+ - Ts1s2s3 

donc - 
Ts1s2s3 

c N+ 

+ 
S o i t t d a n s N  S o i t  S I =  f i  c K / u . ( t ) > 0 ]  

1 

O S  n S 2 = 0  
1 si i E S n g2 a l o r s  u i ( t )  > O e t  h i ( x ( t ) , t )  < O  1 

ce q u i  est e n  contradic t ion avec l a  complémentarité. 

donc (SI. S2, S3) E P 
Montrons que t E T 

S1S2s3 

V i  c S1 u i ( t )  > O ' par d é f i n i t i o n  de S1 et  S2 
Vi c S2 h i (x ( t ) ,  t )  < O J 
V i  c S3 i / SI donc u i ( t )  5 O 

o r  i E S3 ci K c €1, ... sl => ui ( t )  2 O 

d'après (4-b) 



i / S2 donc hi(x(t),t) s O 

or i E S3 c {l,**.,sl 3 hi(x(t),t) 2 O (4-b) 

donc hi(x(t),t) = O 

Par conséquent t E T et N+ c u T 
S1s2s3 ?' S S S  1 2 3  

Ecrivons maintenant (4) en tenant compte de la partition de K en SI, S2 

S3' 
On obtient pour t E Ts , les relations (5). 

1 2 3  

pour t E T (5) <* (4)  
'1 '2 '3 

On va différentier ces relations formellement. (5-a) et (5-c) ne 

dépendent pas de la partition de K choisie, on obtient. 

- * Yi E J hi(xyo) < O, donc il existe un voisinage N. de t = O 1 

tel que Vt E Ni n N+ h.(x(t),t) < O (car h. est continue (x,t)) 
1 1 

par conséquent u. (t ) = O sur N. n N 
1 1 

et par différentiation. 



* Vi E 1 ci > O, donc il existe N! voislnage de t = O tel que 
+ 1 

Vt r N i  Y I N  ui(t) > O (car u(t) est continue en O d'après 

le corollaire 11.2.2.2.). 

+ 
Par conséquent Yt s N i  nN hi(x(t),t) = O par complémentarité. 
Par différentiation on obtient : 

m 
On obtient donc les relations (6) suivantes avec L(x,t) = f(x,t) + 1 ui(t) hi(x. 
lagrangien. i=l 

~ifférentions à présent (5-b) pour la partition (SI, S2, S3) donnée 

* Yi c S2 u S ui(t) = O donc 
3 

(7-a) [ 1 Yi E S u S3 U = O 2 i 

* Vi r K hi(x,O) et hi(x(t),t) i O donc 

- 
(7-b) [ Vi r K (vhi(x,o),X) r - - a h. (&,O) 

at 1 

* Yi É S1 u S3 u {s+l, ..., m) hi(x(t),t) = O  donc 

ahi 
(7-c) [ Vi c S1 u S3 u {s+l, . . . .m) (vhi(#,o), X)  = - - a t (#,O) 

Enfin Yi r S1 ui(t) > O 
- 

ui(0) = u = O d'où. i 



On obt ient  donc l e  système d'équations suivant (8 )  ( ( 7 )  + (6) ) . Ce système 

a é t é  obtenu par  d i f fé ren t ia t ion  formelle e t  on ne s ' e s t  pas encore préoccupé 

de l a  v a l i d i t é  de c e t t e  d i f fé ren t ia t ion .  Ce sont l e s  lemmes suivants qui vont 

permet*e de conclure rigoureusement. 

On a besoin maintenant dulemme suivant (cf  : C81, C111). 

Lemme 2 : S O ~  F = (f i ,  ..., f r )  : U x V + B ?  

où u es t  un ouveht de ni"+m et, v un ouvat de R 
1 

Y i  E i l ,  ..., 1-1 fi ebt C dm U X V 

SoLt ( t k )  une s&e de c (convexe de R) convugente 
v m  tQ E V .t&e que 

k O 

i = i i m  t -t 

Ic++= 1tk-tO( 

S o i t  (yk) une s&e de u c o n v e n g ~  v m  y0 de u 
t e t t e  que vk E IN F ( ~ ~ ,  t k )  2 O 

S o i t  A = {i E {l, ..., r }  1 f i(yO,to) = O} 

SoLt F t e  vectervr obtenu en ne gandant que tes  &0tnpoba&e6 
A 

h d ~ é e b  püA A 

k 
i )  S i 9  = i i m -  existe, kt 

k++=l t -tO 1 



.Ü) RécigYroquem& 6 i  ( a )  pobbéde exuctemenX une 6oluZion 9,  

k 
i i m  -.te te etc'ut J; 
k +  I t - t 0 1  

D démonstration : c f  Dantzig-Folkman-Shapiro Cl11 D 

On applique ce r é s u l t a t  aux équations (8 ) . 
Soit  y = (x,u). 

n+m Soi t  F :IR X I R + E ~  

(Y, t )  + F(y , t )  

avec 

k Soi t  a lo rs  t une s u i t e  de TS convergeant vers  O 

t = 1  1 2  3 

k k k k - -  
Soi t  y = ( x ( t  1, u ( t  1) grâce à l a  cont inui té  de x e t  u l i m  y = (x ,  u) .  

k x++'= 
Pour k assez grand F ( ~ ~ ,  t 2 O ,  l e s  hypothèse du lemme 2 sont v é r i f i é e s  

e t F A  = F e  

( a )  devient : 



( a )  est exactement le système (8) 

On a alors le résultat intermédiabe suivant : 

Si ( 8 )  podsède une ~ o i k k l o n  wUque et ai O r f, , &&A 
1 2 3  

lim x(t) - x(O) = 5 
t+o+ t 

tCTs1~2~3 

&t 

lim ~ ( t )  - U(O) = ; 
+ 

t+O t 

t€T 
'1'2'3 

En définitive pour une partition donnée de K, si ( 8 )  possède une solution 

unique et si O E ?I on a un premier résultat. Il reste à prouver l'exis- 
,lS ,3 tence d'une solution 8e (8). C'est l'objet du lemme suivant : 

Lemme 4 : & o u  ( 8 )  posdede au m o h  une GO&.&&R ( 2 ,  6) 

n démonstration : Bijelow-Shapiro (8) Il 

Il reste maintenant à généraliser ces résultats à toutes les partitions 

de K afin d'obtenir un système d'équations et d'inéquations ne dépendant plus 

de SI' S2' s3. 

* Introduisons donc les conditions suivantes : 



D Soi t  (SI, S2, S3) E P 

Soi t  (2,  6 )  so lu t ion  de ( 8 )  

. (8-a) e s t  v é r i f i é  

. V i e S 2 u S 3  U = O  
i V ~ E K  6. 2 0  

1 
. (9-a) 

V i  E S1 U r o  
i 

a 
V i  E K (vhi(X,o), 2 )  + hi(;, O )  i O (9-b) 

. V i  E S2 u S d. = O donc 
3 1 

a 
ii[(vhi(;,0),2) + - a t  h.(x,0)] 1 = O 

a V i  E S 1 u S3 (vhi(x,O),i) + - h.(X,o) = O a t  1 

d'où (9-c) 

(k ,  U) v é r i f i e  ( 9 )  

Remarque : l e  système (8-a) + ( 9 )  e s t  l e  système (S) intervenant dans l 'énoncé 

du théorème 11.2.3.1. 

On peut maintenant conclure. 

* Suppodonb que ( S )  possède une dolu.t&n (2 ,  Y) unique. 

I l  ex i s t e  au moins une p a r t i t i o n  (S  S ) de K t e l l e  que (2,U) s o i t  1, S29 3 
so lu t ion  de ( 8 ) . 
Soi t  Po l'ensemble de t e l l e s  p a r t i t i o n s .  

V(S1,S2,S3) Po (2,G) est solut ion de (8 ) ,  donc 

(2,U) est so lu t ion  de (S) 

(X,i) e s t  donc une so lu t ion  unique de (8) .  

- 
D'autre pa r t  : si (Si, S2, Sa) t! (PO) a l o r s  O C TS . 

1 2 3  



Sinon (8 )  possède au moins une solution (x ' ,ut 1 qui est aussi solution 
de (SI ; alors on a (xt,ut) = ( X , i i )  et donc (S1,S2,S3) E bol d'où contradiction. 

Donc TS a une borne inférieure tç > O. 
1 2  3 1 2 3  

Soit to = inf ; l'ensemble des (S1,S2,S3) n'appartenant pas 
(S1S2S3#P ts1s2s3 

O 

à P est fini. Donc t existe et t > 0. 
O O O 

De plus CO, toC c.:, LI 
(S1,S2,S3)~P0 Ts1s2s3 

- Par -conséquent, il existe ( S 
1 ' S2, S ) E P tel que O E T 3 O 

d ' après 
le lemme 4 on a : '1'2'3 

et même chose pour u(t ) . D'où le théorème. 

D Le corollaire 11.2.3.2 est obtenue grâce à un changement de variable. 

T = -t E N (voisinage de 1 'hypothèse ( H) ) 

Soit y(?) = x(-T) la solution unique dans V de P(-T 1. 

Sous les hypothèses de 11.2.3.1, si (S ) admet une solution unique (?,Y) 
O 

alors T -* y(~) et T -* v(?) sont dérivables à droite en O et 

Avec : (S ) 
O 



C\, 
avec hi(y,T) = hi(x,-2) 

a ahi 
e t  en pa r t i cu l i e r  - h. (;,O) = - - a-[ a t (#,O) 
de même 

% 
m 

y ,  = f x , -  t vihi(x,-T) 
i=l 

e t  

O r  s i  (Y,+) e s t  solution unique de (S ), (-9, 4) est solut ion unique du 
O 

système ( S v )  annoncé dans l e  co ro l l a i r e  11.2.3.2 d'autre  pa r t  

y ( r )  - y(0) - l i m +  x(-T) - x(0) - - l i m  x ( t )  - x(O) l i m +  
T M  

T - T M  T - W- t 

Par conséquent x e s t  dérivable à gauche en O e t  x' (O-) = -9. 

De même pour ~ ' ( 0 - )  ; on a donc l e  r é su l t a t  annoncé. 

3 - EXlSTENCE ET UNICITE D'UNE REPRESENTATION CONTINUE DE LA SOLUTION x ( t )  . 

3.1 - Condition suffisante d'unicité de la solution d'un système d'équation 
du type Kuhn e t  Tucker du premier ordre. 

D'après c e  qui précède on v o i t  q u ' i l  f au t  assurer  l ' u n i c i t é  de l a  solut ion 

d'un système du type r e l a t i ons  de Kuhn e t  Tucker du premier ordre,  c ' e s t  à 

d i r e  a f o r t i o r i  un ic i té  de l a  solut ion du problème d'optimisation associé.  

I l  est donc na ture l  de penser à l a  condition suf f i san te  du second ordre de 

Fiacco-Mc Cormick : cf  Cl01 



Soit x une solution locale d'un p rob lbe  (P) 

r Min f (x )  

x E l R n  

et Ü un multiplicateur a s  

Pour avoir unici te  d'une représentation x(X) au voisinage de X solution 

e P(0) on a é t é  obligé de supposer que X é t a i t  une solution locale isolée.  

e t t e  hypothèse est automatiquement assurée sous H2 en x draprss  l e  lemme 

suivant (théorème de Fiacco-Mc C o d c k  cf Cl01 ). - 
Leane 11.3.1.1. (;a> crs &tan x R~ v W w  Ler WV&A%M 

~ ~ ~ e b 4 ~ ~ d u p p n ( o n s n d n c d ~ ~ C t T ~ ~ p o w &  

pao ta) 
S.& &im~&&ni o b j w  e~ ront C' ou 
vaWm@rr&X wv(lniÿLe en aCe*o 
eb;t wre i)Oû&&a &CU& (&ll~ Ib.oUeJ de (P) . 

Ce ï eme  a s s w  donc la a m t a t h  otrict de b scilution j; mais p&mt 

(paiement de conclure que sl (;;.Ü) est une &ution & systhe du puaier 

cmb de Kuhn et nidrer, est &galement. moyennant Hî. une solution du 

probl&nte d'optimisation (P) . 
C ' e s t  le p d e r  in té rê t  de l a  conàîtion H2. D'autre part si H2 est 

vh.ifi6e en e t  si on a Hl en ; on est en masure de prouver (H), 



c 'es t  à d i r e  l 'exis tence e t  l ' u n i c i t é  d'une représentation continue de l a  

solution de C(A) au voisinage de G y  (C(X) é t an t  l e  système du premier ordre 

de Kuhn e t  Tucker associé P(h)) .  On va donc le  montrer, grâce notamment à 

des r é su l t a t s  de Robinson sur l e s  équations généralisées (c f .  C171), en prouvant 

en plus que l'hypothèse H2 e s t  a lo r s  assurée en (x(X), u(X)) solution de P(h) 

a i n s i  exhibée. 

3.2 - Existence e t  u n i c i t é  d'une représentation continue de l a  solution de 
P(X) au voisinage de À = o. 

Soit  

Min f(xYA) I x . 1  

(On modifie ponctuellement l e s  notations pour plus de c l a r t é  dans l e s  

démonstrations u l té r ieures  1. 

Soit  m = s+p. 

keoJl.4 

a/ H ait  une s o m n  o r n e  donc d o t é e  de 
P(O) & Ü a.t unique. 

SoLt G une oo.&CCon locate de P(O) 

b/ IL U 2 e  un vohuiage N de h = O, d a . n ~ ~ ~ ,  
v o h h q e  de ( ~ ( h ) ,  ~ ( h ) )  t&e que 

i1 

/ VA E N y  x(A) e.62 l'unique oo&Xon de P(A) 

dondv 

' Si f ,  h. ( i  = l y . . . 9 s ) y  gj (j = 19... ,p) 
2 = sont C du wupLe dans un voh&.age de 

(Gy  0 ) -  

Si Hl e.62 a66WEe en ( X I  
Si H~ ekt u o m é e  en (Gy;) (où Ü e.6.t un W p & i -  

,. 
cateun de Kuhn et Tuckm a6sodE d G )  



- 
/ x u &ont c o e e d  en A = O (avec X(O) = x - a u(0) = u 

Cot~oUahe TT.3.2.2. : Sou6 LM hypo;thèsed p n é c ~ d e n t ~  ; 

Lt existe un v o ~ ~ e  N de X = 0 itct que 
O 

YX E N n No 

Hl H2 6 0 d  L ~ ~ u I L & L ~  en (x(X), u(h)) .  

3.3 - Preuve du théorème 11.3.2.1. 

On garde l e s  notations de 2. pour l e s  ensembles 1, J, K. S i  u e s t  

l e  multiplicateur associé à x 

où v = (v.,, , . . . ,V ) correspond aux contraintes  en inéga l i tés  (h . 
S 1 

v = (wl,. . . ,W ) correspond aux contraintes en éga l i tés  (g. ) 
P 1 

On va beaucoup t r a v a i l l e r  en notation matr ic ie l le .  

Soient 

H+ = (vhi(;,O) / i E 1) (matrice card 1 x n)  

Soi t  UA) l e  système des équations de Kuhn e t  Tucker du premier ordre 

en (x, u) (avec u = (v,w)) 



On a besoin d'un lemme préliminaire sur des propriétés matricielles. (cf. 

Cottl e , sur le complément de Shur f 18 1 ) . 

Lemme 1 : i (cd Cl71 Clbl) 
i Soi& r et s deux 
i S o a  A = une mathice où nll e ~ . t  r x r 

Une CNS pom pue T - ~  d o i t  une 6onaXon fip6chÛkienne dédurie 
B u R  e6.t 

D démonstration : voir Robinson Cl71 D 

Remarque. si y E x IR' 

~ T-'(~) = {x E XJR' 1 3z 2 CR-)' tel que y = AX + (O,=)} 



Le théorème 11.3.2.1 est un r é s u l t a t  du type fonctron impl ic i te .  La démonstra- 

t i o n  f a i t  donc intervenir l e  même principe : on va exhiber une fonction 

contractante qui va a i n s i  posséder un poînt f i xe  unique. 

Pour plus de c l a r t é  on notera : 

On va maintenant prouver l a  p a r t i e  (b) du théorème. 

En e f f e t  (a) provient directement du lemme 11.3.1.1 e t  du théorème 11.2.2.1. 

On note 

t où u = (v,w) e t  E = (v0,v-) E IR . 
Soi t  a = (O, ao. a-)  t O (a E R  cardI  .x =cardK nicardI 

) et $ E IR' t e l  que 

i E 1 . .  s (3. r O.  
1 

Remarque. $(x,u,h) = (0,0,-~t,-8) e+ y e s t  solut lon de C(h). 
On va dé f in i r  des applications L e t  T dont on va montrer qu 'e l les  sont l i p sch i t -  

ziennes (en u t i l i s a n t  l e  lemme 1) .  

So i t  L déf in ie  sur IRn x IRS+' par 

L ( y )  = {$(;,O) + ( ~ + ( y , ~ ) , y - y )  + (O,a,$) avec a c * ) f3 r CR+)s} 



démonstration : z É L(y) <- 3a E(R+)', 38 É Q<')S tels que 

z = @(y,o) + ( v $ ( ~ , o ) ,  + (o,a,$) 

Soit  

Alors . 

- 
X - X  

- 
w - W  

- 
O v - v  

-Is .I 



z c L(Y) 3(ao, 9) 6 CR+(+) 38 c m'Os tels que 

Pour l e s  contraintes inact ives  (H-) v- e t  & sont nuls,  donc 

C'est à d i r e  en posant X = (vL, O ,  h(;,0)) - A:, 

+ cardK z r L(y) <- a = (ao) t ûR , 38 É t e l s  que 

z = (2 + Ayl + (O,u), -v + $) 

Déf h i s s o n s  a l o r s  T sur  IRn x IR s+p-(cardI) 
Par 

+ cardK T(yl) = { A . Y ~  + z / z = (0,  zO) avec z0 É Q( ) 1 

- 
Alors z E ~ ( y )  z = (zl, -v+B) avec $ É et  z = X + A.yl + (0,a)  

+ carCK 1 
donc z - r( = Ayl + (Osa) u É OR ) 1 i.e. z - 5 c T(yl). 1 

-1 -1 Par conséquent s i  T est l ipschi tz ienne,  L l ' e s t  auss i .  

Pour achever l a  démonstration montrons donc l e  

D démonstration : pour ce la  on va appliquer l e  lemme 1. 

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  qu'en par t i t ionnant  A de l a  façon suivante : 

avec M = G O 

O O 



On a i - M inversible 

ii - A/M = N est symétrique e t  déf inie  posi t ive .  

C'est l 'ob je t  du lemme 4. r] 

D démonstration : 

* M inversi b l e  ; M e s t  une matrice carrée. 

Soient (a,b,c) t e l s  que M r"l b = 0. 

t 2  - -  
S i  a e s t  non nul ,  ii) et  i i i )  entra înent  que a V L(x,u,O)a > Od'après l a  

C.S. de Mc Cormick (H 1. 
t 2 2 - -  t + 

De p lus  i )  donne a V L(x,u,O).a + (Ga) b + (H a ) c  = 0. 
+ t 2  - -  

Or Ga = H a = O donc a V L(x,u,O)a = O d'où contradiction. 

t Pa r  conséquent a = O e t  i )  devient G b + H + ~  c = O 
+ 

D'après (H ) (Indépendance des gradients G e t  H ) on a : 
1 

b = c = O  

donc M e s t  inversible 

* N est symétrique : 

Hot 
Soit  (x,w,v) t e l s  que c ' es t  3 d i r e  l4 [f] = 1; ] 



t En mult ipl iant  (i) par  x on obtient  

2 - -  
V L(x,u,O) est symétrique, donc N l 'est. 

* N --- est  -------- définie -mi posit ive.  ------- 
t Soit  z t e l  que z Nz s 0. 

Posons y = xz. 

On a : 
t 2  - -  t t 2  - -  t 

Y V L(x,u,O)y = Z (x V L(x,u,o)x)z = z Nz I O 

O r  d'après (2) e t  (3) mult ipl iées  par z on a : 

t 2  - -  donc d'après (H 1 si  y e s t  non nul,  on a y V L(x,u,O)y > O d'où contradiction.  
2 

Pa r  conséquent 

y = o = x z  

(1) mul t ip l ié  par z donne a lo r s  

D'après (Hl) (indépendance des gradients)  a r O 



Soit  X E R~ et y = (x, w, v )  

Lerne 5 : # y = Oh ( y )  <=> y ebt  bo&&i.On de L(h). 

-1 D démonstration : y = <=+ y = L (r (y ,A))  

+ .e 
y = 4h(y)  - h r (P( , 38 r CR')' t e l s  que 

3(a ,8 )  r CR+)efs tels que 

<=+ y solut ion de C(h) d'après une remarque f a i t e  

au début de b. 

D 

Lemme 6 : I 11 a h t e  un v o ~ ~ e  N de X = O, td que &et un unique 
point dixe ( x ( x ) ,  u ( x ) ) ,  pourr tout X de N. 

D démonstration 

2 4 est C /(y,A) ; s o i t  E > O 
-1 

On appelle k l a  constante de Lipschitz de L (k > 0 ) .  

So i t  6 < E 

k(k+E) 



11 exis te  un voisinage N de A = O e t  BE une boule centrée en y ; (G,;) e t  de 
rayon p t e l s  que : 

S o i t  h dans N e t  yl e t  y2 quelconques dans BE 

donc 

Par conséquent 

avec E k& = - k+E < 1 

donc Vh c N e s t  b.I%~ein& conticaotante 6u4 BE. 

* Qh est une appl icat ion de eE sur B ~ .  ....................... ------------ 
Pour cela montrons que si y e s t  un élément quelconque de B on a @ (y) E BE 

X 
c'est  à dire 



donc 
-1 1 1 ( 1  - 1 1 k 1 1 ;  1 1 C a  L est lipschitzienne 

de plus 
E < 2 5 .  I IO,(Y) - O,(Y)I I 5 k« I IY-YI I - k+r 

On a donc 
E 1 l$,(~) - Y I  1 a (1-ka + ,) p 

donc 

I l  O, (Y) - Y I  l ' P 

Y E BE 

En conclusion pour tout 1 de N a  @ admet un unique point fixe y(,) = (x(X), u(X)) A 
dans BE. 

C 

On a donc prouvé l'existence et l'unicité d'une solution (x(X), de 

C(X)  dans B voisinage de (X,Û), ceci pour tout A de N. 
E 



d - Montrons ii present la contSnuit@ de y(Al en o. ----------- --------c--------------- -- ------ 

Soit y dans BE et A dans N 

Par conséquent : 

Soit p dans N et y = y(p) BE, on a donc 1 l y ( ~ ) ' -  y(v)l  1 5 kE 1 l @ A ( ~ ( ~ ) ) - ~ ( ~ ) l  1 
or yor) = @,,(Y(P)) 

d'où 1 l y c ~ )  - y(p) 1 1 s k, I l + X ( ~ ( i i ) )  - @,,(~() i ) )  1 1 

2 @ est C / (y,h) donc uniformément lipschitzienne sur BE. Par conséquent 

Yh E N I  Vp É N 

f ly(h) - y(p) I l  S ( k + ~ } k ~  1 lh-pl1 = KI lh-pl l 

d'où la continuité en O. 



e - Pour terminer i l  faut montrer que la solution y(X) de C(X) est telle que x(h) 

est ~ 0 i ~ t i 0 n  unique de P(h) dans V voisinage de X, pour À p e t i t  

Pour cela il s u f f i t  de montrer que l a  C.S du 2ème ordre de Mc Cormick W2) 
e s t  encore assurée en (x(h) ,  u(h) ) pour X p e t i t  c ' es t  à d i r e  

3 N  voisinage de X = O,  t e l  que VA E N n N 
O O 

I Vx r O t e l  que Vi E I(X) (Vhi(x(h),X), x) = O 

Remarque. Soit i E 1, a l o r s  > O e t  par continuité v. (A) > O pour h p e t i t .  i 1 

Donc 3N voisinage de h = O sur lequel 1 c I(A). 
1 

On va raisonner par l'absurde : 

si c 'est  faux, on peut trouver une su i t e  (A ) convergeant vers O e t  x n n 
vér i f ian t  

X 

Qu i t t e  à prendre Tl& (ce qui ne change r ien  pour l e s  éga l i tés  e t  l e  signe 

de g) on peut supposer 1 1 xnl 1 = 1 e t  qu i t t e  à ext ra i re  une sous-suite conver- 

geante de (xn) qui e s t  bornée, on peut supposer que (x ) converge vers x n 

x e s t  non nu i  car l l x l l  = ~ i m  IIxnII = 1 
n 

a -+ O donc 3no t e l  que Vn 2 no An E N1 e t  denc 



donc Vn 2 no on a V i  E 1 (Vhi(x(hn), \), xn) = 0. 

Par cont inui té  des Phi e t  de h + x(h)  on obt ient  en passant à l a  l i m i t e  

quand n + += 

c'est à d i r e  Y i  E 1 (vh.(X,o),x) = 0. 
1 

De l a  même façon Vj c C l , .  . . ,pl (vg.(x, O), x)  = 0. 
3 

On a donc un élément x non nu l  vé r i f i an t  à l a  f o i s  

- - 2 - -  
D ' a ~ r è s ( ~ Z )  en (x,  u )  on a donc (x,  V L(x, u, O) x )  > 0-D'autre par t .  

2 v L e s t  continue en (x, O), h + x(h) e t  h + u(A) sont continues en O donc en  

passant à l a  l im i t e  quand n + +co on a 

d'où une contradiction.  

La  preuve du théorème 11.3.2.1 est terminée. 

On a montré une p a r t i e  du coro l la i re  11.3.2.2. puisqu'on a w que (H e s t  assurée 

O 

2 
en (x(h) ,  u(h))  pour A c N 9 N. D'autre pa r t  on a montré auparavant que(H ) 

1 
est assurée en (x(h) ,  u(X) pour h dans No n N ( c f .  lemme 3 du 2.2). 



On est à présent en mesure d'énoncer un résultat général sous les hypothèses 

4 - RESULTAT GENERAL D'ANALYSE DE SENSIBILITE D'UN PROBLEME PARAMETRE. 

Yi É 1,. . . s hi(x, At) s O 

S o C t x u n e ~ o e i L t i o n P o & d e ~ ( o ) e t Ü  unmUpLicaXeuh 
abh0cié.  

On  ait les hypa.thE~es 6 L v a n . t ~  : 

.- - 
es2 véhid.iZe en tz,~).;. 2i,bavo& : 2 

~y r O .ta que ~i r I u €s+i ,..., ml (vhi(G,o), y) = O 
2 - -  on a ( y ,  V L(x,u,O)y > O 

i /  X es$ une b0.&&hn l o d e  aa%Lde donc a o l é e  de 
P(O) e;t Ü es$ unique 

.ü/ It exhite un voA.Lnage N de t = O e;t un vadinage 
v x w de (I,Ü), U &Xe une d o d o n  (x,u) 

(x,u) : N -t V x W 

t -+ (x(t), u(t)) 



que 

~ ( t )  UR: t'unique bolutLon de P(t) ciand v 
u(t) eat  t ' u a u e  m ~ ~ ~ e u / r  assoclié à ~ ( t )  

- 
U/X et u 40n.t contUweb en O avec x(o) = X e.t U(O) = u 

1. iv/kI1 HÎ h o f i  v i h L 6 i é ~  en x(t) peuh &lLt t de N 

De p l u  :SiLe hyhitème (s) ~uLuan;t po~hède une hotuXovi. 

unique ( A ,  6 )  &OU x et u hont  détLivabbeb h dtroite en 

eR: 

qLU esk Le 4yb;tème d u  éq&m de Kuhn e.t Tucketr du 

ptremietl ofL&rLe du ptobtème quach&Que ouLvanA: : 



1 2 - -  a 
Hin 7 (2,  V L(x,u,O)X) + (X, a; (PL(;, Ü, O ) )  



Dans C301 Ji t torntrum a sous une hypothèse d i f f é r en t e  montré un r é s u l t a t  

général. 

Dans ce chapi t re  II on a montré l 'exis tence,  l ' u n i c i t é  e t  l a  cont inui té  

d'une représentation de l a  solut ion sous l e s  hypothèses H e t  H de Fiacco- 
1 2 

McCormick. On montrera l a  dé r ivab i l i t é  di rect ionnel le  de ce t t e  représentat ion 

sous H ( e t  H ) dans l e s  deux cas pa r t i cu l i e r s  de P e t  P2 p u i s  dans l e  cas 
2 1 1 

général dans l e  chapitre III. 

J i t torntrum a d'emblée montré l a  dé r ivab i l i t é  di rect ionnel le  de ce t t e  repré- 

sentat ion pour une problème paramétré quelconque, mais en remplaçant H2 pa r  

l'hypothèse suivante : 

Min f(x,A) l x  .nn 
Pou?? 

Vy * O t e l  que, V i  E 1 u 1 ,  . (vhi(x,O), x )  = O 
H 

2 - -  [ on a (y, V L(x,u,O)y) 2 a , j y ,  l 2  

Il f au t  également remarquer q u ' i l  affirme avoir  démontré l 'exis tence e t  

l ' u n i c i t é  de l a  représentation continue de l a  solution sous l'hypothèse H. 

1 - LE RESULTAT PRINCIPAL EST LE SUIVANT : 

Qu&e que 4 0 a  la dCrrectiOn A non n&e dentq on w d d h e  &es 
p / r o b h ~  Pt th )  pouh t danb IR. S O ~  une 4o.tu.Cbn &cde  d o t é e  
de ~ ( 0 ) .  

Hl H do& A U ~ ~ O A ~ U  vW~&U en x (f et h. W c2 <lu v0A.l- 
1 

mage de (;,O)) & G est l e  &p.Gcatu aboo&é h X. 
& ~ a L t & X e ~ v o i ~ l u u r g e d e t  = o d a n s ~ & v v o & & ~ ~ ~ e d e  - - 
( x ,  u), 2.t &Xe une unique doncitian co-e (x, U )  : N + v 



t d e  que 
poutr t a u 2  t de N, x ( t )  ut boacLtcon de p(Àt) 

~ ( t )  est Re muWj&cu.ieu/~ absodé ct - - 
x(0)  = x, u(0) = u. 

De p&.6 l î z  dWvZe a dhoae de (x,u) en O exisite et 

Pan conséquevLt .te 4qsZème ( s )  évoqué danb Le ckpAke  11,  
&ct une bohiXon unique qLû est ( 2 ,  U) 

On n'a malheureusement pas eu l a  p o s s i b i l i t é  de consulter  l a  thèse de 

J i t to r t rum ( f a i t e  en Austra l ie)  pour y trouver l a  démonstration de l 'exis tence 

et  de l ' u n i c i t é  de l a  représentation continue. 

Le principe de l a  démonstration des r é s u l t a t s  de dé r ivab i l i t é  e s t  

l e  suivant : 

D On garde l e s  notations du chapi t re  II. 

Soi t  R un ensemble d ' indices  t e l s  que 1 c R c 1 u K - - 
Soit  

Min f(x,X) 

[ . , R n  

On remarque d'abord que si X est une solut ion de P(0) vé r i f i an t  Hl e t  H . 
a l o r s  # e s t  une solut ion de P(R,À) vé r i f i an t  H e t  H (quelque s o i t  R compris 

1 
en t r e  1 e t  1 u K ) .  

On cherche ensui te  un i n t e rva l l e  10, sur lequel  h . (x( t ) , t )  = O (pour 
3 

ce r t a in s  j de €1,. . . , s) ) e t  on note 

RI = {j E {l, ..., SI / h . ( x ( t ) , t )  = O, V t  e CO, 13~1 1 
3 



D e  l a  même façon on cherche [O, 6,l su r  lequel  h. ( x ( t )  ,t > O e t  
3 

on appelle R = {j E {l, ..., SI / h . ( x ( t ) , t )  > O  V t  E CO, 6311 3 1 
R n R3 = a e t  R1 u R3 = {l,. . . ,SI. 1 

On considère a l o r s  P(R1, tX) : s o i t  x une solution de ce problème (associée 

à u).  

Les hypothèses du théorème de Fiacco (c f .  chapitre 1 ; théorème B. l . l . l )  

sontassurées  c a r  il n'y a que des contra intes  en éga l i t é  (pas de problème 

de s t r i c t e  complémentarité donc) e t  on en déduit l ' exis tence e t  l ' u n i c i t é  

d'une fonction (xl. u ) définie sur  un voisinage de t ,  t e l l e  que x l ( t )  s o i t  
1 

l a  solut ion de P(R1. t )  dans un voisinage de x e t  u ( t )  l e  mul t ipl icateur  
1 

associé.  

D e  p lus  x ( e t  u sont dérivables à dro i te  en O. 1 1 

a )  S i  R~ u R3 = {l,. . . ,SI x l ( t )  = x ( t )  V t  c CO, 

dxl + dx + - ( 0  = 6 0  1 c ' e s t  terminé. d t  

b )  Sinon s o i t  R = {l,. . . ,SI - (RI I U  R ). 
2 3 

On va a l o r s  a jou te r  une p a r .  une l e s  contraintes de R 
2 

S i  j E R2, c e l a  s i gn i f i e  que h. ( x ( t  , t )  e s t  alternativement nul ou pos i t i f  
3 

une i n f i n i t é  de f o i s .  

S i  R2 = j : en appliquant l e  théorème de Fiacco à P(R1, tX) e t  à P (RI u j ,  tX) 

on en déduit que x e t  x 
Rlu{j 1 ( l eu r s  so lu t ions)  sont dérivables en O ; pour t 

p e t i t  x ( t )  = R1 

Y t )  OU 

xRIU{ ] ( t )  comme x ( t  e s t  continue en O c e l a  s i g n i f i e  que 

a (0 )  = x, 
lu{jl 

(O) e t  donc l eu r s  dérivées en O sont égales. Comme x e s t  t an tô t  
1 

égale à x t an tô t  à 
R1 1 u{j lon  a 

On étend sans problème à R quelconque en ra jou tan t  l e s  contra intes  une à une. 
2 



Pour u l a  démonst-tion est s imila i re .  

n 

2 - ON VA A PRESENT COMPARER LES DEUX HYPOTHESES DU SECOND ORDRE H e t  H p  

Sous l e s  notations précédentes on appel le  V l'ensemble suivant : 

n 
V est un sous-espace vec to r i e l  deW e t  en pa r t i cu l i e r  YX rlR X.V c V ; 

2 - -  
on notera V L(x,u,O) = Q 

Les hypothèses H e t  H2 sont : 

H2 Vy r V ,  y + O ,  (y, Qy) > 0 

i - On a évidemment H 5=> H2 

ii - Montrons que H2 =+ H. 

Supposons H2 s a t i s f a i t e .  
* 

S i  H ne l 'est pas : pour t ou t  n r i N  , on peut trouver y dans V t e l  que 
1 2 n 

(Y,. QY,) < n lunl 1 (1)  
* 

Yn E N yn + O ca r  sinon on n'a pas (1) .  

J n  x est dans V clRn e t  l lxnl l  = 1. Soit x = 
n n l Iynl l 

donc qu i t t e  à e x t r a i r e  une sous-suite de (x,) on peut supposer que (xn) 

converge ve r s  x ; de plus  I l x l l  = l iml lxn l l  = 1. 
n 

Donc x + O. 



1 (1) donne (xn, Qxn) < ; e t  en passant à l a  limite on obtient (x, QX) r O 

On a donc trouvé x non nul dans V, t e l  que (x,  Qx) s O .  On a donc une contra- 

diction avec H 
2 ' 

Donc H e s t  sat i s fa i te .  

En définition H <-=> H 
2 ' 



CHAPITRE I I I  

ETUDE DE DEUX CAS PARTICULIERS ET EXTENSION AU CAS GÉNÉRAL, 

- 

On va explo i te r  l e s  r é s u l t a t s  précédents pour conclure précisément sur 

sur l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  d'une solut ion dans l e  cas  des problèmes P (A) e t  
1 

P (A). Il s ' a g i t  à chaque f o i s  de t radui re  l e s  hypothèses H e t  H e t  sur tou t  
2 1 2 

de montrer que l'hypothèse H entra îne l ' u n i c i t é  de l a  solut ion du système (S) 
2 

exhibé dans l e  chapi t re  II. L'étude de ces  deux cas  pa r t i cu l i e r s  débouche sur 

l e  cas d'un problème paramétré quelconque P(h) e t  permet d ' é t ab l i r  a ins i  un 
1 

r é s u l t a t  général. ~ 

1 - APPLICATION AU PROBLEME pl(A)- 

On suppose que P (0 )  possède une solut ion locale  x, associée au mult ipl icateur  - 1 2 - 
u (unique sous H 1 on suppose que f e t  h i = 1, ..., m sont C au voisinage de x. 

1 i ' 



On note A = 1 u K u (s+l,. . . , m l  (contra intes  en éga l i t é  en #) 

1.1 - Existence d'une solution de pl(A), pour h petit. 

On suppose pue sont vehi&Lées en x do&.tLon de P. (0) 

Yy + O tel que Vi 1 u S . .  . m (vhi(X),y) = O 

on a (y,  V ~ L ( X ,  ü, o)y) > O 

&trb 

/ X e6;t une so.bîXon t o c d e  s m e  donc d o t é e  
de ~ ~ ( 0 )  et Ü est unique. 

Li/ IL &te N v o ~ ~ e d e  X = O, v v o ~ ~ e  
de i et w v o ~ ~ e  de Ü ; i X  existe  une bon-n 
(x,u) : N + v x w t&e que x(X) 40i.t ttunLque 
s o U n  de P(A) danb v e# u(A) d'unique m m -  
&em absocLé. Ve p h  x ct u hont wntkueô en 
x = O (auec X(O) = G, U(O) = Ü) 

C'est une appl icat ion d i r ec t e  du théorème 11.3.2.1. 

Pour montrer l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  de l a  représentation exhibée on va 

appliquer l e  théorème 11.4.1. 

Pour cela  on va p a r t i c u l a r i s e r  1 en t A  pour é tudier  l a  dé r ivab i l i t é  l e  

long de l a  d i rec t ion  A e t  considérer l e  problème Pl(tA) pourA $&é  da^ I? 

( A  + 0) .  



1.2 - Mise en place de (si) e t  ( Q ~ ) .  ............................. 

Le théorème 11.4.1 f a i t  in te rven i r  un problème quadratique Q1(A) e t  l e  

système de Kuhn e t  Tucker associé.  

Il  convient donc de l e s  décr i re  dans l e  cas  du problème Pl. 

Le lagrangien du problème P (tA) e s t  : 
1 

avL Comme on f i x e  A dansllln, on onnnettra A dans l e s  notations - (x ,u , t )  = A .  
2 a t On v o i t  que . a  n ' in tervient  pas dans V L(x ,u , t  ) . 

On note donc 

Le problème quadratique Q(À) e s t  a l o r s  l e  suivant : 

Le système des équations de Kuhn e t  Tucker du l e r  ordre associé au problème 

Q ~ ( A )  e s t  a l o r s  : 



On va maintenant montrer l ' un ich té  de l a  solut lon de sl(h). 

1.3 - Existence ----------------------------------------l---* e t  u n i c i t é  d'une solut ion de s ( h )  

On suppose que H~ et H~ sont vw6îEû,  en x soûLtion 
de ~ ~ ( 0 )  

aeom 

4 Q ~ ( X )  admLdaet une h o h C h n  u*Apue ;(A) 

I z/ s1(X) admLdaet une boluÂ5on wûque (;(A), i i(h))  

D démonstration 

i/ Q1(X) est un problème quadratique : 

Soit  Al(h) l e  domaine r éa l i s ab l e  de Q (A). 
1 2 H en X revient à d i r e  que l a  forme quadratique V L ( x , Ü )  e s t  déf in ie  pos i t ive  2 O 

su r  Al(h). 

Donc d'après l e  lemme 2 suivant Q (A) possède une solut ion unique ;(hl. 
1 

Lemme 2 : (Huard C151) 

1 
Min y (x,  qx) + <a,x> 

X € C  

où c ait un wnvexe de R~ et a E  IR^ 
s i  q ait d é 6 A e  poshZve sm c &o/L~ (Q)  une sok&Lon 
unique 

ii/ ;(A) v é r i f i e  a l o r s  l e s  condit ions nécessaires du premier ordre 

de K.T avec Y ( h )  comme mult ipl icateur .  



Donc S (A) possède au moins une solution.  1 
L'indépendance des gradients a c t i f s  H assurent l ' u n i c i t é  de Y ( h )  pour #(A) 1 
donné. 

Il r e s t e  à montrer que S (A) a une solut ion unique, 
1 

Pour ce la  on va montrer que tou te  solut ion (y ,  v )  de S1(X) v é r i f i e  H2, 

i.e. l a  CS du 2e ordre pour l e  pb Q1(A). 

Ainsi d'après l e  lemme 1, on pourra affirmer que y est solut ion de Q ~ ( A ) .  

O r  Q ( A )  a une solut ion unique k(h) donc y = k(A) e t  (d'après Hl) v = U(A). 
1 

Ecrivons donc l a  condition du second ordre (H en (y,v) pour QI( ; l e  2 
lagrangien de Q ~ ( X )  e s t  en (y,v) : 

Soi t  z # O t e l  que Y i  E K t e l  que vi > O (vhi(X), z )  = O ( a  

~i r I S I ,  . , m l  (vhi(X), 2 )  = O  (b) 

En p a r t i c u l i e r  z v é r i f i e  (b )  
2 2 

Par conséquent H en en t ra îne  (z ,  V L (X,Ü)z) > O  c ' e s t  à d i r e  (2, V l(y,v)z)>O 2 O 

donc H2 est vé r i f i ée  en ( y  ,v) pour Q1( X ) . 
i 
l 

On peut a l o r s  conclure : 

1.4 - Dérivabilité de la représentation d'une solution de pl(A). ......................................................... 

So*t ïi une ~oh .&ion  &cc& d e  Pl(0) et ü un . * -eurr. abh0cCé. 
' f et hi s o n t  c2 daM un v o d i n a g e  d e  X on suppose 
' Hl et H2 vW&&~ (;, Ü) 
Mou 

.L/ u t  une ~ o h t L o n  Locale h .Wc te  (donc 
b o l é e )  d e  ~ ~ ( 0 )  et ; es$ unigue. 



C o m U e  I I T .  1.4.2. 

Iü/ IL ersidte N vod.ûuzge de A = O et v x w 
voAinage de (X,Ü), Lt existe une (onction 

(x,u) d é ( X e  de N + v x w t m e  que, 
v?, E N ~ ( h )  ebt L'unique r o m n  de pl(h) 
dans v et ~ ( h )  L'unique muLtLp.&&ewr usocié.  

- 
/ (x,u) est  conZhe  en 0 avec x(O) = i U(O) = u 

v VA * O E  IR^ x et u 40nt  dhtvabtes en O dans 
la dX/reaZon X et 

où ;(A) est L'unique ho-n du ptobL2rne quadtra- 

W u e  rLUVav& et U( A) L'unique W ~ W  
aa4ocCé 

1 
Min 2 ( A ,  ?L O (X,Ü)f) + (i,A) 

S o u  Les hgpofièbes du théohhe T T I .  1.4.1, la 
(onction ' ' v a l u  op.tuna(eD fmin ut dhlvabee en 
dans toute chectton (non nulîe) A  de^" 
et 

'Ain (0; A) = (w(#), &(A)) = (Vg(G) ,  &(A)) + (a,X(A)) 

où i(X) ut déteminé patr Le théotréme I I I .  1.4.1. 

Remarque. Ce théorème assure l'existence de dérivées directionnelles de 

la solution en O, mais donne également le moyen de les calculer (par résolution 

d'un problème quadratique). On abordera cet aspect de la question dans le 

chapitre IV. 



2 - APPLICATION AU PROBLEME p2(h) 

I c i  le  paramètre est sur l e s  contra intes  donc l e  domaine rka l i sab le  de P2(A) 

n'est pas  constant comme dans l e  ca s  1. 

De ce f a i t  l ' u n i c i t é  des solut ions  de (S) sera  un peu plus  dé l ica te  à 

montrer, l a  condition H portant  (indirectement) sur l e  domaine r éa l i s ab l e  
2 

en A = 0. 

i 
Min f ( x )  

x E I R ~  

P2ta) i E 1 . .  . s h.(x) 5 O 
1 

A E 
V i  É {s+l, ..., m l  hi(x) = O 

On appelle D(A) l e  domaine r éa l i s ab l e  de P (A). On suppose que P (0) possède - 2 2 2 
une solut ion loca le  x e t  que f e t  h. ( i  = 1,. . . ,m) sont C au voisinage de X. 

1 
aomme en 1. on a un premier r é s u l t a t  sur l 'exis tence et  l ' u n i c i t é  d'une 

solut ion de p2(A), pour A p e t i t .  

2.1 - Existence e t  unic i té  d'une représentation continue d'une sol ution 

de p2(A). 

Précisons d'abord l e s  notations : 

- 
On note E ~ ( X )  = {i {l, ..., SI / h.(G) = O} 

1 

Y i  E C l , .  . . ,n} p. est l 'opérateur de projection de IRn suivant : 
1 



Soit  l e  multiplicateur (unique d'après Hl) associé P. 
Plus précisément : X v é r i f i e  l e s  conditions de Kuhn et Tucker du premier ordre ; 

n 
il ex i s t e  W = (Cs';) E IRm IR (unique si Hl est vér i f iée  en x )  t e l  que : 

- 
i 1 , n  x r A  

j j 

- - 
c -  V i l ,  . s u . . h . ( x ) = O  1 1  

On note alors 



On peut alors énoncer : 

Théo/rème 711.2.1.1.  SoCt X une hoeution b c d e  d e  ~ ~ ( 0 )  et Ü 

un rnuWpUcoLtem a ~ ~ o c i é .  
On 4uppode veni&Céc?s m (x,W) : 

LI i est une doeution & c d e  d ~ c t e  de ~ ~ ( 0 )  et i 
ebt  unique. 

une donotion (x,w) : N + v x w t&e que 

A +(x(A),w(A)) 
VA É N x ( A )  U t  l'unique doûltion de p 2 ( A )  davu v 
et W( A )  eat  l'unique ~ ~ W p f i c a t c l u n .  asdocié. 



C'est une application immédiate du théorème 11.3.2.1. 

Remarque . 2 - -  C'est à dessein qu'on a noté V L(x,u). 

En e f f e t  l e  lagrangien du prohlème est : 

e t  donc - 

ne dépend plus n i  de v,  n i  de h 

Pour é t a b l i r  l e s  dé r ivab i l i t é s  de l a  représentation trouvée il fau t  

assurer  l ' u n i c i t é  de l a  so lu t ion  du problème Q (A). 
2 

2.2  - Existence et unicité d'une solution de s2(X). 

Comme on s ' in té resse  aux dérivées dans une d i rec t ion  donnée on va mainte- 

nant f i x e r  h s O dans En et  considérer l e  problème P i (h t )  avec t dans E. 

L e  problème quadratique Q (A) associé à P (At) est a l o r s  l e  
2 2 

suivant : 

1 2 - -  
( Min y ( 2 ,  V L(x,u)G) 

On appelle A(À) le  domaine r éa l i s ab l e  de Q 2 (A);ïe système des équations 

de Kuhn e t  Tucker du premier ordre  en (2,ir) pour Qî(X) e s t  a l o r s  l e  suivant : 



Théokème 2 1 2 . 2 . 2 . 1 .  f S* H~ et H~ d o n t  vehidiéeb en ii doeution .tocde 
iAolée d'a* H ~ J  de ~ ~ ( 0 )  

Aloh6 p o w  $O& h non m.& denn,  
Q ~ ( A )  poriède une doûLtion unique % ( A )  et 
S A  pohrède une d o U o n  unique ( P ( A ) ,  + ( A )  ) 

L démonstration : 

On va d'abord montrer le 

Lemme 1 : 
f 

doua &es lypoItIrè6eb du XhEoirbe I 1 1 . 2 . 2 . 1 ,  Lt &Xe un 

voi.6uiage N~ de A=o que, VA s N Q ( A )  po~dède une 
1 2  

d o ~ n  wUque X ( A )  adocide a un W p f i c a t e w r  wUque 

5 De peub À -t (&(A) ,  + ( A ) )  esk co-e enJo avec 

* Ecrivons 1 'hypothese Hp en X : 
----ii---------------------- 

Tout d'abord on note c(;) l'ensemble : 



2 - -  
H2 en ; s ign i f i e  que V L(x,u) e s t  déf inie  posi t ive  sur c(;) o r  on remarque 

que l e  domaine r éa l i s ab l e  de Q2(0). A(0) est inc lus  dans c(:). Donc 
2 - -  V L(x,u) e s t  déf in ie  pos i t ive  sur A(0). i%W wris~qu& Q2CO) a une do&&hn 

unique X. 
Pour prouver l e  lemme 1, on va appliquer l e  théorème 11.3.2.1 au (nouveau) 

problème paramétré Q ( A ) ,  au voisinage de A = Oet delasolution #. 
2 

11 fau t  donc en v é r i f i e r  l e s  hypothèses, à savoir  : 

i - H e s t  v é r i f i é e  en X 
1 

ii - H2 e s t  vé r i f i ée  en (i,G) (où ii est l e  mul t ipl icateur  associé à 2) .  

i - Montrons que nl est vérifiée en X (A  = O) .................................. 

- 
donc comme (vh. ( x ) ,  i É ~ ~ ( 9 ,  p j  i f ~ ~ ( 3 )  sont indépendants d'après Hl en x, 

1 
les gradients "actifs" en 2 l e  sont auss i  c a r  indexés par un sous-ensemble. 

ii - Montrons que H2 est vérifiée pour ~ ( 0 )  en (X,G). ............................................... 
Ecrivons c e t t e  condition. 

So i t  y dans IRn, y r O t e l  que 

Y i  r K t e l  que 6 > O (vhi(x), y )  = O 1 i 
Yj É K2 t e l  que Y 

j ' O Y j ' O  

2 - -  Montrons qu'alors (y, V L(x,u) y )  > O. 

On note que y est en p a r t i c u l i e r  dans c(;) d taprès  ( a ) .  
2 - -  

O r  H en X s ign i f i e  que V L(x,u) est déf in ie  pos i t ive  sur c ( ; )  donc 
2 

(y ,  V ~ (X ,ü )y )  > O. 

Par conséquent on peut affirmer~,lqu' i l  e x i s t e  un voisinage N de A = O et  un 
1 

voisinage V x W1 de (X,ir),et q u ' i l  ex i s t e  une fonction 



A +  (&(A), +(A)) continue e n X  = O a v e c  

#(O) = 5 ,  +(O) = W, t e l l e  que 

#(A) s o i t  l 'unique so lu t ion  de Q (A) dans V e t  2  1 
G(A) l 'unique mul t ip l i ca teur  associé.  

On v i e n t  donc de montrer que Q (A) admet une so lu t ion  l o c a l e  unique dans 
2 

un voisinage de 2 ( e t  ce pour A dans NI) .  

Il fau t  maintenant "relier" les so lu t ions  de S2(X) e t  Q ~ ( X ) .   hypothèse Hî 

va y contribuer.  

Lemme 2. I V A  N ~ ,  s2(A) poddede une doûLüon unique ( X ( X ) ,  ;(A)) 

 da^ vl x wl 

r] démonstration : 

;(hl est so lu t ion  de Q2(X) dans V1 donc (x(X), w(X)) est so lu t ion  de 

s2(X) (dans V1 X W1). 

Montrons donc 1 'unici té. 
-----------------c----- 

S o i t  (x,w) une so lu t ion  de S2(X) (pour X dans N ) dans V 
1 1 W1' 

H est évidemment v é r i f i é e  en x  c a r  l e s  g rad ien t s  des con t ra in tes  a c t i v e s  e n  x 1 
son t  les  (Vh. (# )  ) indexés pa r  un sous-ensemble de E(X)  u { s + l ,  . . . ,ml, et  donc 

1 - 
son t  indépendants d 'après  H en x. 

1 

H2 e n  (x,w) s ' é c r i t  de l a  façon suivante (avec w = (u,v))  
1 
t 

I ~y enin ,  y + O t e l  que : I 



On voi t  en f a i t  que l e s  cont ra in tes  e t  l e  lagrangien é tan t  indépen- 

dants de x e t  u, c t  e s t  l a  condition H en (#,W) qui  s u f f i t  à assurer l a  
2 

condition H2 en (x.w). 

Par conséquent d'après l e  lemme 11.3.1.1 x e s t  une solut ion locale  ( s t r i c t e )  

de Q ~ ( X )  dans V Comme Q2(h) a une solut ion unique dans V x = #(A) d 'autre  1' 1 
pa r t  H entra îne l ' u n i c i t é  de w pour x donné donc w = w(X). 1 

On a donc montré que pour t o u t  h de N Q2(h) e t  Sp(h) ont une solut ion 1 ' 
loca le  unique au voisinage de # (respectivement ( # ,W) ) . 

Montrons à présent l ' u n i c i t é  globale : 

L m e  3 .  3 voAbhage N~ de h = O $& que VA vh N~ n N ~ ,  Q ~ ( X )  

a une holu-tion gtobaLe unique, #(A) et s2(X) a une h0&.2%0n 

udque (#(XI, +(A)) 

* Soit  X dans NI. 

Le lemme 2 assure que Sî( X possède une solut ion (;(A), ;(A) ) .unique 

dans V x W voisinage de (#,#). 
1 1  

On va montrer qu'on peut t rouver  un voisinage N de A = O, t e l  que 
2 

t ou t e  solut ion de S (A) s o i t  dans V 
2 

x W1. Alors pour A dans N 
1 

n N2,  tou te  

solut ion de S (A ) sera nécessairement ( X (  X 1, H( X ) ) . Par conséquent s2( A )  
2 

aura une solut ion unique. 

S i  on ne peut pas trouver un t e l  voisinage, a l o r s  on peut trouver une s u i t e  

(hn) convergeant vers O e t  une solut ion (xn, wn) de S(h) qu i  n 'es t  pas dans 

n n 
Si  (x , w ) est bornée : q u i t t e  à prendre une sous-suite on peut supposer 
n n n n 

que (x  , W ) converge ve r s  (x  O' w O ) o r  ( x  , w ) e s t  so lu t ion  de S(Xn), c ' e s t  

à d i r e  : 



Par passage à l a  l i m i t e  quand n tend ve rs  +=, il est immédiat que 

(x0, w0) est une so lu t ion  de S2(0). 

O r  ~ ~ ( 0 )  a une so lu t ion  unique (5 , ; )  donc 

Par conséquent an t e l  que Vn) n ( x  , wn) r v1 X W on a donc une contradic t ion.  
O O n 1 

S i  ( X  ,W est non bornée. 
n n 

s o i t  an = SUP (1 i n ]  1 ,  1 lwnl  1) 

donc a est non n u l  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. n 
On applique a l o r s  l e  



( c e l a  provient  de "l'homogénéité" de S( h ) ) . 
X W  n  n A a 

Par conséquent (-, ;x) est so lu t ion  de S  (A). O r  - + O ( c a r  + O 

1 an n  * an an 

L& n x w  
n n  De p lus  (a, a) est borné. On est donc ramené au c a s  précédent. 
n  n 

On a  donc montré l ' u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n  de S  ( A )  pour X dans un voisinage 
2  

d e O :  N n N 2 =  . 1 No 

I l  r e s t e  à montrer que Q2(X) possède une so lu t ion  globale  unique pour X 

dans N . 
O 'b 

C'est évident car s i  x est so lu t ion  de Q2(X), a l o r s  x est so lu t ion  de S2(X) 
'b 'b 

(avec son mul t ip l i ca teur  u )  e t  donc x = #(A). 

n  
Terminons en montrant que l e  r é s u l t a t  est v r a i  pour h  quelconque danslR . 

Cela provient de de S2(A). 

I l  e x i s t e  un r é e l  a > O t e l  que UA s o i t  dans N. 

O r  S 2 ( d )  a  une so lu t ion  unique. 

On u t i l i s e  a l o r s  l e  lemme 4 qu i  permet une b i j e c t i o n  e n t r e  les so lu t ions  de 

S2(ah) et  c e l l e s  de S2(h). 

Par conséquent S2(h) a  une so lu t ion  unique (#(A), +(A)) e t  Q 2  (A) a  une 

so lu t ion  unique k(h).  

2.3 - Dérivabilité , , de ~ ( h )  e t  w(A). 

Ces r é s u l t a t s  permettent a l o r s  d'énoncer l e  théorème généra l  su ivant  : 



1 Soît  X une so.hCLon &c&e de P,(o) 
I 2 

f et hi d o n t  C au vo.t2hqe de X. 1 - 
[ SoLt # un W p f i a - t e w r  mooCCé h X. 
l 

i On suppose &u que H~ et H, 60& v w d i é e s  en ( x , i i )  
I 

i - X est une soh.t&n &cale o W e  (donc doLee)  

de ~ ~ ( 0 )  et Ù est  uidque. 

.ü - IL W t c u n  v o d h q e  N de A = O ( h a n )  et - - 
un vo.t2&age v x w de (x, W) 

1L ez is te  une donotion (x ,w) : N + v x w t&e que 

x(A) b o a  L'unique solution de P2(A) h v 
w(A) L'unique mtt ipf iaztewr abso&é. 

- Lü - x et w sont con;tinues en O avec x(O) = x 
- 

w(0) = w 

i v  - x et w admettent une d f i v é e  en 0, dand .tou;te 

chetxXon A denn  et 

où #(A) est  L'unique ~ o h % n  du pwblème 

quadYLtipue Q,(A) ouivant et ù(A) L'unique 

m ~ & p f i a z t e w  absocié. 



C] démonstration : On va u t i l i s e r  l e  théorème 11.3.2.1 appliqué au problème 

paramétré suivant : 

Soit  A dans lR" e t  Q(p)  = Q(A + pl. &O)  possède une solut ion unique ;(A) 

Be p lus  H e s t  vér i f iée  en 2(A) car e l l e  e s t  vé r i f i ée  'Ln #(O) e t  une t r ans l a t i on  
1 

n ' in f lue  pas sur  l e s  gradients  des contraintes.  

H e s t  vé r i f i ée  en #(A), +(A) : l a  démonstration e s t  l a  même que c e l l e  2  
f a i t e  pour l e  théorème 111.2.2.1 (ii/) pour v é r i f i e r  H en #(O), +(O) (On f a i t  2  
une simple t rans la t ion  s u r  l e s  bornes). 

'IJ 'IJ 
Donc d'après l e  théorème 11.3.2.1 il exis te  une fonction (x,w) déf in ie  

'b 
sur un voisinage de t e l l e  que x(p)  s o i t  l 'unique solut ion de q ( p )  = Q(A+p) 

'IJ 'b 
donc x(v) = #(A + p).  D e  même w(p) = +(A + p) .  

% % 
De plus  (x,w) est continue en 0;  donc # et 6 sont continues en A. 

3 - EXTENSION AU CAS GENERAL P(A) . 

Soi t  

[ Min f(x,A) 

2  On suppose que f et  1 (i E 1,. . . ,ml sont C par rapport au couple (x ,A) 

au voisinage de (#,O). 



3.1 - Résultat général de dérivabilité directionnelle. 

T h é o k h e  221.3.1.  S o i t  a une so&&Lon Locctee de P(O) ct Ü wz W p t i c a t e w r  
asso&é. 
On suppose que ( H l )  ut véhidUe en X et (H2) est  vehi&iEe 
en 

: 

* De p h ,  POWL Z0U.t Uémevct h  t d e i ~ ~ ,  x e t  u (dédides 

p a t ~  Le ;théoAèhe 11. 3 . 2 . 1 )  s o n t  detUvabLe6 en O daM4 
& &e&n A et 

où I et Y s o n t  he6pectcvemen;t t'unique s o W o n  de 
~ ( h )  et t'unique mutttpkXcateurr a s s o c i é  

On rappelle (cf. chapitre I I )  que 

1 2 - -  a 
Min 2 ( 5 ,  V L(x, u ,  O )  2 )  + (2, -?- VL(R,;,O)) a t 
2 E IRn 

Q(h) es t  : a 
'i 6 1 U + V O . . 4) = - hi(X,O) 

et l e  système des relations de Kuhn e t  Tucker associé es t  : 



3.1 - Resultat géneral de derivabilite directionnelle. 
i S o i t  ; wze rolrrtion & d e  de P(O) et Ü wi muLzXp4Xcatewr 
1 

i U A ~ O C ~ C .  
On hUppObe que (HI 1 ut vehid ize  en X e+t (HZ 1 ut vehidiée 

en 
Aeom : 

On rappelle ( c f .  chapitre II)  que 

1 2 a [ Min 7 ( 2 ,  V L(;, Ü, O) 5 )  + ( 5 ,  2- VL(X,Ü,O)) 
a t  

x elRn 
Q(X) e s t  : a 

V i  r 1 u {s+l, ..., ml (Oh (;,O), . . X )  = - hi(X,0) 

et l e  système des re la t ions  de Kuhn et Tucker associé  est : 



3.2 - Preuve du théorihe 111.3.1. 

Il s u f f i t ,  d'après l e  chapi t re  II, de montrer que les hypothèses H e t  
1 

H2 entra înent  1 'unici té  de l a  solut ion de S( h) . 

Pour ce la  on va, dans un premier temps, considérer l e  problème paramétré 

par h : Q(h)  et  f a i r e  var ie r  h dans un voisinage de O. On l u i  appliquera l e  

théorème Iî.3.2.1 e t  on obtiendra a i n s i  un premier r é s u l t a t  portant  sur des 

d i rec t ions  "petites". C e  r é s u l t a t  s e r a  étendu ensuite sans  d i f f i cu l t é  au c a s  

d'une d i rec t ion  quelconque. 

a)  - Ptréci6ona tdlabotrd tes n o U o n s .  

a a Soit  X f ixé  ; on note - VLL(X~'Ü,O) = & A )  e t  V i  E {l,. . . , m l  - hi(x,O)=bi(h). a t a t 

Remarque. Dans l e  cas  du problème P (A) par exemple cer ta ines  fonctions h 
2 i 

correspondent aux contra intes  de bornes : 

hi(x,X) = h - x.. 
i 1 

ème Pour ces  cont ra in tes  l à  on ob t ien t  bi(h) = Xi : b. e s t  l e  i projecteur de IRn. 
1 

Le système S(h) devient : 

1 2 - -  1 Min 5 ( 2 ,  O L(x,u,O)X) + ( A ,  &A)) 



On note A(h) l e  domaine r éa l i s ab l e  de Q(h). Enfin il sera commode de 
n 

noter  TG) = {y r R / Y i  É I u {S+I,. . . , m l  (y, v ~ ~ ( X , O ) ~ )  = 01 

il Soit  i dans { 1,. . . , m l  e t  k un r é e l  non nul. 

Soit  h quelconque dans IRq 

hi(;, kh( t )  - hi(X,O) 
b.(kA) = l i r n  
1 t-+O t 

h i ,  hkt)  - hi(X,O) 
= k l i r n  

kt+O k t  

La démonstration e s t  l a  même pour 1. 
D'autre pa r t  : 

- 
hi(&Ot) - hi(x,O) 

bi(0) = l i m  = O 
t-to t 

11 en est de même pour 1. 



Leme 2 : Si Hz ekt vh id i ée  en t X , Ü )  acMa Q(O) a une do.tu.-i%n 
unique X ashodée tr un m i d X p M e w r  unique U. 

D Le domaine d(0) de Q(0) e s t  inclus dans T(#). 

2 
D'après H2, v L(x,u,(O) e s t  définie positive sur T(X) donc sur  A(0). 

Le lemme en résul te  immédiatement. 

Lemme 3 : 

l 
Si H I  et H Aont vW6Lées en # et (X,;), H l  est v W 6 i é e  2 
en X et H est  vW6Zée en (2,;) 

2 
Pm cornéqueni. 

# 
i l  U uit urique e;t s(O) a une & o U n  unique (;,fi). 

.ü/ il &.te un v o ~ ~ e  N' de A = O, un vodLna.ge v1 x w1 
de (X,U) it& que pom .iou:t X de N',  ~ ( h )  poos2de u e  bo&- 
a%n x( A ) unique dam V' a ~ o c i é e  au r n ~ p ~ e u r  unique 
Ù ( h ) .  

Dtau&e puAt, pom itau;t X d m  Nt, (X(A), <(A)) ait t'unique 
AO-n de s(A) dan6 v1 x wl. 
EnJin ttapp&h.-CLon X -+ (;(A), f i ( X ) )  ait continue en A O 

avéc #(O) = X et G ( o )  = 6. 

D a)  - Q(h) e s t  un problème quadratique à contraintes affines. Donc l e s  
2 fonctions objectif  e t  de contraintes sont C . 

L'ensemble des indices des contraintesactives en X e s t  ~ ( k )  e t  

on a : 

- 
Par conséquent, d'après Hl en x ,  l'ensemble des gradients "actifs" 

(y  compris en éga l i t é )  en # : 



e s t  linéairement indépendant. ! 
H est bien vé r i f i ée  e n  2. 1 

c )  - Montrons enf in  que H est vé r i f i ée  en ( 2  ,c) . Soi t  y non nul dans R" 
2 

vé r i f i an t  : 

y e s t  en pa r t i cu l i e r  un élément de T(;). 
2 - -  D'après H en # on a donc (y, V L(x,u,O)y) > O ; c ' e s t  exactement 2 

l a  condition H en (#,Y). 
2 

ii/ découle directement du théorème II. 3.2 .l. H en x entra îne 
l 

1 
l ' u n i c i t é  de fi. D'autre par t ,  t ou t e  solut ion de S(0) v é r i f i e  Hî 

(d'après ce qui  précède) dont est de l a  forme (X,u) puisque Q(O) 

a une solut  ion unique. 

L'unicité du mult ipl icateur  associé  à x entra îne u = fi d'où i/. 

11 ex.&te u n v o i À ~ e  N" de X = O tct que, pom ;ta& A de N", 
Q(X) a une 40-n (globaeel unique Z(h) et S(A) a une 6olutXon 
unique : 

D Soi t  h dans N t .  S(X) possède une solut ion unique dans V' x W' : 

On va montrer que l ' on  peut trouver un voisinage Nt' de h = O ( inc lus  dans 

Nt) t e l  que tou te  solut ion de S(h) (pour h dans N") s o i t  dans V' x W ' .  Ainsi 

tou te  solut5on de S(X) e s t  égale à ($(A), G(X))  e t  on a l ' un i c i t é .  



Supposons qu'on ne puisse pas trouver un t e l  volsinage Nt'. On peut donc 
n n n trouver une s u i t e  (A qui  converge vers  O e t  une solut ion ( x  , u ) de 

s(>in) qui  n ' es t  pas dans V 1  x W ' .  

Deux cas  s e  présentent : 

i) - S i  l a  s u i t e  (xn n 
)n € I N  e s t  bornée, on peut supposer ( q u i t t e  à en 

CI, CI, e x t r a i r e  une sous-suite) qu 'e l le  converge vers  (x, u) .  

n 
Vn E l (xn, 2) e s t  solut ion de S( h ) e t  v é r i f i e  donc l e  système suivant  : 

2 
f e t  hi ( i  E { l ,  ..., m ) )  sont C par rapport  à (x,A), donc L et bi ( i  6 (1 ,..., m)) 

sont continues en O. 

Par conséquent on peut passer à l a  l im i t e  dans (1)  quand n tend vers +a e t  

on ob t ien t  (grâce au lemme 1 )  : 

2 - -  CI, v L(x,u,O) x + 1 CI, 
ui vhi(x,O) = 0 

I u K u { s + l , .  . . ,m) 

V i  r 1 u h+l, ..., rn)(vhi(X,0), 2 )  = 0 

V i  E K 
CI, CI, 
ui(vhi(X,O), x )  = O 

'b CI, 
(x,u) est donc solut ion de S(O) e t  d'après l e  lemme 2 on a donc : 

CI, 
x = i r e t : = U .  

Par conséquent il ex i s t e  un e n t i e r  n t e l  que : 
O 



On a donc contradiction. 

ii/ Le deuxième cas se règle par application du lemme suivant : 

D C'est évident d'après le lèmrne 1. Il suffit de diviser chaque membre 
des inégalités et égalités de S(k?i) par k pour avoir le résultat voulu car 

et bi ( i E Il,. . . ,ml ) sont homogènes. 

n n  
Si la suite (x , u n'est pas bornée, alors la suite réelle à termes 

n n 
positifs (a où an = sup ( 1 1 x 1 1 1 1 un 1 1 ) ( 1 1 1 1; désignant successivement 

m les normes euclidiennes de IRn et IR ) tend vers +co. 

Il existe donc nl entier tel que : 

n 
Donc la suite (p ) 

An (où un = -) converge vers O. 
nrnl 

n a 

xkl I l  u Soit = - et vn = - pour n 5 n n nl' La suite (y , v )n est (par construction) 
an 2 n n l n n 

bornée. D'autre part : Vn 5 nl (y , v est solution de S(p ) où p ) est conver- 

gente vers O. On est donc ramené au cas précédent. 

- 
On a donc montré que sous les hypothèses H et H2 en x et (;,Ü) on peut trouver 1 
un voisinage N de A = O tel que, pour tout X de N, S(h) a une solution unique 

(X(h), Û(h) (et par voie de conséquence ~ ( h )  a une solution unique ;(A). 
9 Il reste à montrer que c'est aussi vrai pour un élément h quelconque de IR . 



q On applique pour ce l a  l e  lemme 5 : s o i t  X quelconque non nul d e n  . 
3k > O t e l  que kh E N. Soit  (x,u) une solut ion de S(A). Alors (kx, ku) est 

l a  solut ion de S(kh) ; s o i t  (x '  ,ut ) une au t r e  solut ion de S(À). De l a  même 

manière kx' = kx e t  ku' = ku. Donc x'  = x e t  ut = u. 

S(À) a une solut ion unique. 

3.3 - Corollaires du theorème 111.3.1. 

f EUE ait donc com%we en X = o. 

C'est une conséquence d i rec te  des lemmes 3 e t  5 

il Il  s u f f i t  de reprendre l a  démonstration précédent en effectuant  l e  

changmeent de var iable  A = h + p e t  en  t r a v a i l l a n t  sur l e  problème 
O 

Q(p) = Q(h + p)  pour obtenir  l a  cont inui té  en t ou t  AO de IRq. 
O 

En e f f e t  une t r ans l a t i on  du paramètre n ' inf lue  pas su r  l a  propr ié té  d'homo- 

généi té  des b e t  de & (on dérive une f o i s  par  rapport à A). 
i 

On a donc sous les hypothèses Hl et H2 en z, montré l 'exis tence de 

dérivées d i rec t ionne l les  d'une représentation de l a  solution.  L e s  théorèmes 

énoncés fournissent en outre  un moyen de ca lcu l  de t e l l e s  dérivées (résolution 

d'un problème quadratique). C'est c e t  aspect  qu'on va t e n t e r  de développer 

dans l e  chapi t re  I V .  





Çomme on l'a vu dans les chapitres précédents, on obtient des résultats 

d'existence et d'unicité de dérivées directionnelles mais aussi un moyen de 

calcul par résolution d'un problème quadratique. On va donc essayer d'expli- 

citer une méthode qui permettrait de calculer en même temps X et k " xt(O;A). 
On va dans un premier temps présenter l'algorithme de Han qui fait intervenir 

des problèmes quadratiques, puis parler de quelques méthodes de résolution 

d'un problème quadratique et terminer par un essai d'enchaînement de ces 

différentes méthodes. 

1 - ALGORITWlE DE HAN (C163) 

On vient de voir que la dérivée directionnelle d'une représentation 

x(X) d'une solution de P(A) s'obtient par résolution d'un problème quadratique 

Q(A). Ce problème fait intervenir le hessien du Lagrangien de P(0) en x : 
2 - -  v L(x,u,O). 

Si l'on veut espérer pouvoir calculer en même temps une solution # et ses 
dérivées directionnelles #(A) il est donc naturel de penser, pour la recherche 

de x, à un algorithme faisant intervenir des problèmes quadratiques liés éga- 

lement au hessien du Lagrangien. Outre l'avantage d'une convergence rapide 

on pourrait ainsi "dans la foulée" calculer #(A) à partir dtune estimation 
2 - -  de et surtout de V L(x,u,O). 

Un "bon algorithme" s ' impose à cet égard : c' est l'algorithme de Han. 



Soit  (P) l e  problème suivant : 

2 Les fonctions f e t  h. ( i  = 1,. . . , m l  sont C de lR" dans B. On considère 
1 

a l o r s  l e  problème quadratique suivant : 

1 
Min (Vf(x), O) + (O, HO) I 

Dé&hUon T V .  1 . 1 .  Un veciteuh z = (x+o, u )   de^^ x x r n  a2 une z-bo&.&ion 
de Q ( ~ , H )  h i  (o,u) e s X  une paCtre de ffih e.t Tucketr de i 
Q(x,H) (Lee. 6 i  (o,u) véJÛ6ik La condXLm.6 de Kuhn 

TuckUL dü 04.Ch.e pOLtrr Q(x,H)). 

Rappelons l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker du premier ordre pour Q(x,H) en (u,u) : 

On peut a lo r s  proposer l 'algorithme suivant : 

1. Estimation de zO = (xO, u0 ) paire de Kuhn e t  Tucker de (P) 
2 

Estimation de Ho = V L(xO ,uO) hessien du Lagrangien en (xO ,uO ) 



3 .  Trouver une z-solution de Q(x k, $1 : i 
k + l  

k  S ' i l  y en a plusieurs  on prend l a  p lus  proche de z . 

4. S i  zktl v é r i f i e  un c r i t è r e  de convergence : STOP 

Sinon on va à 5. 

2 k t 1  k t 1  5. Calcul de 8'' (est imation de V L(X , u ) 

k  = k t l .  

Retour à 3.  

2 k k  Remarque : 8 e s t  une estimation de V L(x ,u ) qui peut ê t r e  calculée par 

plusieurs  méthodes récursives.  

Exemple. S i  on note Ilkt1 = G, I-Ik = H 

X 
k t 1  - k  

= x , x  = x  

k t 1  - k  u = u , u  = u  

k  k71 k 
s = x  - X  = s  

t 
Soit  c tel  que c s z O 

Suivant le choix de c (c=s,  c=y ou c=D s où D est une matrice f ixée  
O O 

déf in ie  pos i t ive  ) on obt ient  des  méthodes c lass iques  (Powell-Fletcher , e tc .  . . ) 
on a l e  théorème de convergence suivant : 

ThZolrème I V .  7 . 2 .  Soi2 = une paZhe de Kuhn & Tucka de (P) 
(a 60mXohi on peut pheMdrre une & o U n  X de (P) et . - un -U abho~Lé) v W & t n t  .tes hypo;th&u 
blLivUL&b : 



) S o i t  ( j une d d e  ~na.i6~(Uite d' enCiend t&e que 

Si z0 ut tube2 vo& de E et ai (%)  est une A&C de 
hé& pob.iX& botnée sup&LwrremM p a t ~  a "p&". 
SL - v2=(z jk>l l  n 4, a e o ~  
~a 6 f ~ t . t ~  (zk) convenge ~ - e ~ l a r n e n t  v m  E. 

2 k  En d 'autres  termes : si  e s t  une "bonne approximation1' de V L(Z ) 
k - 

a l o r s  l a  s u i t e  (z ) converge ve r s  z.  

Dans l e  ca s  qui nous in té resse  2) e t  i i )  sont v é r i f i é e s  mais en général 

par i i i ) .  En pratique,  cependant, l e s  hypothèses H e t  H qui ont permis 
1 2 

de s e  passer de i i i )  sur l e  p lan  théorique, permettent d'appliquer ce t  algo- 

rithme aux problèmes P e t  P2. 
1 

On se  trouve donc ramené à l a  résolut ion de problèmesquadratiques ( f a i s an t  

in te rven i r  i c i  l e  hessien du lagragien) .  

On va donc également exposer quelques méthodes de résolut ion de tels 

problèmes. 

2 - APERCU DE QUELQUES METHODES DE RESOLUTION DE PROBLEMES QUADRATIQUES. 

2.1 - Introduction. 

Soit  l e  problème quadratique suivant : 



t 1 t  Min f(x) = c x + - x  Gx 2 

(QI 

où G e s t  une matrice n x n symétrique, pos i t ive ,  déf in ie  A = ( a l . .  . ,a ) t 
m 

e s t  n x m. 

On appelle A l e  domaine r éa l i s ab l e  de (Q). 

Il y a ,  en f a i t ,  deux grands types de méthodes : 

a - l e s  méthodes du type dhfle%e M~di&@, sur des matrices obtenues à 

p a r t i r  des r e l a t i ons  de Kuhn e t  Tucker. 

b - Les méthodes de pnaj'e&n du grradient de l a  fonction ob jec t i f  sur l a  

va r i é t é  des contra intes  ac t ives .  

Ces dernières  sont l e s  p lus  e f f icaces  car  nécess i tant  moins de stockage. 

En r é a l i t é  l a  plupart  des méthodes combinent les deux aspects et opèrent 

l e  plus  souvent en deux étapes  : 

a - obtention d'un point  r éa l i s ab l e ,  

b - optimisation en conservant l a  r é a l i s a b i l i t é .  

Il  e x i s t e  beaucoup de méthodes de résolut ion de problèmes quadratiques 

(primales, duales, primales-duales, paramétriques, etc.. .).  

On va s e  l i m i t e r  à l a  présentatfon des plus  performantes, du moins dans l e  

ca s  qui  nous intéresse .  (Pour l e s  au t r e s  on peut s e  r é f é r e r  à C251, C261, 

C271, C281, C291). 

2.2 - Méthodes primales (c f ,  Rosen CigI, Goldfarb C201, Fletcher C211 . . .) 

Ces méthodes sont des extensions de l a  méthode de Newton ; l e  principe 

est le  suivant : 

a )  - en x on cherche les cont ra in tes  ac t ives  N(x), et la  va r i é t é  ac t ive  V(x), 

in te rsec t ion  des hyperplans i n a c t i f s  en x. 

b) - On p r o j e t t e  f (x)  sur  V(x) et on calcule  les mult ipl icateurs  correspon- 



dants a(x). Soit IT l'opérateur de projection 

i) si r(Vf(x)) = O et a(x) 2 O alors x est solution optimale 

ii) si~~(Vf(x)) = O et 3q a (x) < O : on retire la contrainte n 
9 q 

correspondante eton recommence à a). 

iii) si n(Vf(x)) > O : on calcule la distance 9 de x à la contrainte 

inactive la plus proche puis T = min (1,9) ; x' = x - ~n(Vf(x)). 

. si y = 1 : détermination de a(x) : si a(x) 2 O STOP 

sinon on retire une 

contrainte et on recommence à a). 

. si y = 9 : on ajoute la contrainte réalisant 9 et on 
recommence à a). 

Remarque : n(Vf(x)) = O <-> Vf(x) = NCX). a 
C'est la première condition de Kuhn et Tucker, si la projection de Vf(x) 

sur la variété inactive est nulle cela signifie que Vf(x) est dans la 

variété active~Le~multiplicateurs ne sont alors pas autre chose que les 

composantes de Vf(x) dans cette variété. 

On va donner deux exemples d'algorithmes issus de méthodes primales. 

On cite les deux ensembles car c'est en fait le même : seul l'ordre 

des opérations change. 

L'algorithme (1) (Goldfarb) commence par annuler la projection du gradient 

puis rend positifs les multiplicateurs. 

L'algorithme ( 2 )  (Fletcher) fait le contraire. 



l 

ALGOR rTHME (1) (C2ol) 

Choix de xo dans A ; calcul de g = Vf(xo) = Gxo + c 
O 

N = (nl. .... n ) contraintes actives en xo 
Q 

(P G-1 est 1 'opérateur de projection) l 

i n i t i a l i s a t i o n  

cal cul 1- r Calcul de Si = P G -1 
q gi 

de l a  . Si S. = O on va à 3- 

N* = (N' G-' N 1-l N~ G-1 (pseudo-inverse) 
9 9 Q 9 

-1 P = 1 - G Nq ( N ~  G-l N )-l N 
9 Q 9 9 

project ion 1 1. . Sinon on va à 2- 
du gradient 

I ' Calcul de = xi - TS 
i 

- gicl - Of = + c 

avec T = min (1, 7)  où 

cal  cul 

du pas T 

on ajoute  à 
l a  v a r i é t é  
a c t i v e  l a  
contrainte  
n réa l i san t  
9+1 
T. 

x xi - b. 
5 = min ( + 

. si r < 1 on calcule P G-1 et N* grâce à la formule 
q+l s+l 

(1) en supposant que le minimum dans f est atteint pour 

j = q+l 



* 
Calcul des multiplicateurs aq = N g 

9 i 

mu1 t i p l i -  

c a t  eurs . 

T e s t  sur  

les  1 . Si aq 2 O : tous les multiplicateurs sont positifs 
9 

aq = Min uq ; on peut supposer r = q. 
r 1s j sq j 

I donc x. est le minimum global de f sur A ; 
1 

STOP - 
. Si aq < O : on enlève la contrainte n . Calcul de 

4 Q 

(1) Ajout d'une contrainte.  

( I I )  R e t r a i t  d'une constante. 

* *t 
N * G n  n * = N * - L  o ù n  = n .  

9 *t * Q 
x Gn 



ALGOR 1 THME (2) 

O - Même i n i t i a l i s a t i o n  qu'en (1) 

. Si  aq < O : on va enlever assez de contraintes  ac t ives  
r 

pour que l e s  aq deviennent tous p o s i t i f s  
j 

on va à 2- 

2-- 1- R W  des cont>rwltes a o t i v ~  

r e t r a i t  d e  
l a  con t ra in te  N* h* n*t 
n r * 

n G n  

* 
où n = n l a  contrainte enlevée 

r 

I J = ~ j / a ? - ~ <  O, ai s a  i+l i = q-p, ...,q- 11 
1 j j 

1. . Sinon a:-' = Min aq-P e t  on va à 2- 
j j 

test sur  les 
nouveaux mul t i -  
p l i  ca t eurs  

. S i J = 0  



. S i  Si = O a l o r s  x. est l e  minimum g loba l  de f sur A : STOP 
1 

. S i  Si f O 

x = x - T S i  i+l i 

où T = min(1, 7 )  c a l c u l é  comme1 dans ( 1 )  e t  où q e s t  

remplacé p a r  q+p 

Théonème IV. 2.2.1. S o u  tthypoth2se HI d'uidépendance d u  g W e n t s  

a d d a .  
S o u  tré6ave de la trègte d l ~ - z i g z a g  de Zoutendi jk  
p o u  t'utgomhme (2) i. e. 

S.L une conl%.&&e pécédemmeM*t 
t r m E e  doLt &e keptLise (en 3- 1 
&te es$ garrdée dan& la base d u  

c o M n ; t u  ac/tivu juqu'h ce qu'une 

solution opitimaee 40Lt obtrenue p o u  t e  
pobkème quadmaXque h i  obtenu 
( "trevihed") . 

keau t e s  utgo&hmu (1) cr;t ( 2 )  convehgent en un 
nombne d'&tapa. 

b - Exmpte de rnUhde numé~Qumenit hitable : G i l l  et Murray C221 

On s e  bornera au c a s  où G est d é f i n i e  p o s i t i v e ,  c a r  c ' e s t  tou jours  l e  

cas  dans l e s  problèmes qu'on a envisagés (à cause de l 'hypothèse Hî). 



Le cas où G n 'es t  pas déf inie  posi t ive  est également exposé dans C221. 

Principe. 

* 

Soit  2 un point s ta t ionna i re  = E). 
On veut déterminer s ' i l  ex i s t e  une .direction de recherche réa l i sab le"  p ,  

changeant l'ensemble des contraintes act ives ,  t e l l e  que f  décroit  l e  long 

de p. On cherche donc p t e l l e  que (Vf(X), p) < 0. 

Supposons avoir  chois i  p t e l  que l e  point 2 + p v é r i f i e  l e s  mêmes 

contraintes  act ives  que L sauf l a  no S 

t S i  on veut L + p r éa l i s ab l e  il faut  a p > 0. 
S 

t t t Par conséquent tou t  p t e l  que : Vj t s a.p  * O e t  (aSp > O e t  (Vf(%) ,pl < 0 )  
3 

est une direct ion de descente réa l i sab le .  

& t-t P s ta t ionnaire  donc Aa= vf (2 )  = Gîr + c d l o ù  (vf(X), p)  = (Gi< + c)tp = a A p 

-t t 
A p e s t a p e  o ù e  e s t  l a s  ième 

s S s colonne de l a  matrice i den t i t é  donc 
t t t 

(Vf(L), p) = <r (aspl es = ( a , p ) v  



ALGOR ITHME 

i n i t i a l i -  
sation 

O -  1 x0 t e l  que Vf(xO) = O (xO s ta t ionna i re  ou sommet) 

t0 nombre des contraintes act ives  en x0 

No matrice des contraintes ac t ives  en x0 

go = Vf(x0) = GxO + c 

où Z0 e t  l e s  n-to dernières l ignes  de Q0 ( fac tor i sa t ion  

Q-R ) 

k = O 

k t  k  s o i t  gk = z g 
A k  k  

où gk = Vf(x e t  Z  t e l l e  que N; zk = 0 

1 Soit  E donné ; E > O 
k  1 . Si  1 l g A l l  > E o n v a à  2- 

1 On calcule l e s  éventuels mult ipl icateurs  

k  k k  k  
R a = Q g où Q e s t  fermée des t premières l ignes  1 li k 

de Q 

i )  - si  a > O : on a trouvé l a  solut ion 

i i )  - sinon : s o i t  a < O (par exemple l e  minimum des a i )  
3 

on enlève l a  contrainte s de l a  base des contraintes 

act ives .  

k  t 2 - [ Résoudre <pi = - g (avec fac tor i sa t ion  LDL de $1 
A 

k k k  Former l a  d i rec t ion  de recherche p = Z pA 



pk p w t  uztmecteh  p . f ! u ~ C w ~  comhuhteb de Q<1 &hortti&e 
de A. 
S o i 2  ar L'une dtent>re eMed : 2 xk = b 

r r 
(en daiit r tr&zUe t e  min de ?) 

T = min (lyt) 

On nodidie Les "2.R" d a c t w ~  de la b a c  et LU " L D ~ "  
d a a m  de < pom obitenih ql. 

2.3 t Méthodes dual es. 

Ce sont des méthodes qui résolvent le problème dual du problème quadratique 

primal. On trouve donc les multiplicateurs d'abord et on conclut grâce aux théo- 

rèmes d'équivalence des solutions des problèmes primal et dual. 

On va donner en exemple d'algorithme de Goldfarb e t  Idnani f241 qui est 
le plus récent (83). (On peut voir aussi Van de Panne e t  Whinston C231) 

t 
G est symétrique définie positive ; A = (aly ..., a . On note Q(J) le problème m 
quadratique suivant : 



Min f ( x )  

(Q(J)) 

DZ~inAZon T V .  2.3.7. S i  x e s t  b 0 u n  de Q( J) e;t 42 1 e s t  L'enbembLe 

des Lnd.Lce6 des conOahteb ac;tive6 en X, (x,I)  

est  appaé S-paihe. 

Soit  N l a  matrice des contra intes  ac t ives  en x 

N* = (Nt f1 Nt G‘l (pseudo inverse de N) 

- 1 * 
H = G (1-NN ) opérateur de projection.  

card 1 = q ; N e s t  supposée de rang maximum (Hl en x) .  

Le principe de base e s t  l e  suivant : 

i ) On a une paire  ( x , I )  où 1 e s t  l'ensemble des indices des contra intes  

act ives  en x  e t  x  solut ion du problème "actif". 

+ 
i f )  On cho i s i t ,  s i  c ' e s t  possible,  une contra inte  inact ive  en x  : n . 

+ iii ) On p ro j e t t e  n  su r  l a  va r i é t é  ac t ive  (par  matrice de projection H) . 
La projection obtenue s e r a  l a  di rect ion z du pas à a jou te r  à x .  

On calcule  ensui te  l a  longueur de ce pas. 

. dans l 'espace dual : on cherche l e  mul t ipl icateur  "le plus  près" 
+ 

de T (où N T  = n e t  N l a  matrice des contra intes  ac t ives ) .  

Ce mult ipl icateur  e s t  r é a l i s é  pour l ' i nd i ce  

. dans l 'espace prima1 : on calcule l a  distance de x  à l a  contra inte  
+ 

inac t ive  n  (= a ) 
P 



l e  pas t s e r a  l a  p lus  p e t i t e  de ces dis tances .  

V )  On détermine e n s u i t e  une nouvelle  p a i r e  (x , I )  

. s i t = =  STOP : c ' e s t  f i n i  

. si  t = tl (dual )  on enlève l a  con t ra in te  a  t . si t = t2 (prima11 on a jou te  l a  con t ra in te  a 
P 



O - r I n L l A a U a t i o n  (minimisation sans contraintes) 

t 
C&C& de a. x - b. pourtant j n'appartenant pas à I 

3 1 
t V = {j E (1 ,..., m) - 1 / a.x - b. < 0) 
1 1 

Choix d 'une 
con t ra in te  
i n a c t i v e  si 
c 'est p o s s i b l e  

. si V = 0 : STOP : x est réalisable et solution 

de QP 
. sinon : on choisît p dans V 

+ * 
n = a ; u = N Vf (x) (multiplicateur) P 

r Recherrche de. n é U a W é  et d&tmm.hu%n d'une 
nouv&e S-pu.û~e. 

a)  - Chok d'une &ea%n 

6) - Chok du pas 

i/ - longueur ''partielle" tl (dans le dual) 
. s i r S O o u s i q = O :  t, = =  

# + . sinon : tl = min u.(x) - ue(x) 
J --  

r .>O 
1 

r' i rt 

le numéro t, élément de 1 correspond à l'indice 

k de {l, ..., ml 



l e  pas e s t  
r é a l i s é  dans l e  
dual .  On modif ie  
l e  mul t ip l ica teur  
et on enlève l a  
contra inte  a c t i v e  
r é a l i s a n t  t l  

ii/ - longueur "totale" t (dans l e  primal) 2 

t . sinon : t2 = a px-b 

zt n+ 

iii/ - longueur du pas : t = min ( t l  t g )  

C )  - Dé;tdm&Lon d'une n o u v a e  S - W e .  

i/ - s i  t = STOP 
+ 

Q(I ) et  (Q)  sont i r r é a l i s a b l e s  

on modif ie  
x et u  

Pas 
"prima1 " 
on a joute  une 
contra înte  (a  ) 

P  

pas "dual" 
on enlève  l a  
con t r a i n t e  réa-  
l i s a n t  t 

1 

1 = 1 - {k) ; q = q-1 

I Calcul de H e t  N* ; on va à 2-a-. 

iii/ - sinon : 

r X = X + t ~  

I 
+ * si t = t 2 : U = U  

1 = 1 u {pl 

q = qtl 
ca lcu l  de H,  N* e t  on va à 1- 

1. 
* s i t =  : I = I - { k }  

q = q-1 
* 

ca lcu l  de H,  N et  on va à 2-a-. 



Cet algorithme résoud (QI on indique qu'il n'y a pas de solution en 

un nombre fini d'étapes. 

L'implémentation est basée sur la factorisation de Cholesky. 

3 - APPROCHE ALGORITHMIQUE DU PROBLEME I N I T I A L .  

Il s'agit d'essayer de résoudre à la fois le problème 

et le problème quadratique Q(h) exhibé au chapitre II, qui permet d'estimer 

la dérivée de ; et de Ü dans une direction quelconque h de Rn 

où ; est une solution locale de P(0) et Ü le multiplicateur associé. 

Les hypothèses (Hl) et (H2) sont supposées vérifiées en (;,Ü). 

L'avantage de l'algorithme de Han pour la résolution~ide P(0) est qu'il 

implique les résolutions successives de problèmes quadratiques faisant inter- 
2 venir V L(x.u,O) (outre bien sûr le caractère supra-linéaire de la convergence). 



On peut donc imaginer de chercher une bonne approximation de (X,;) par c e t  

algorithme et  de résoudre "dans l a  foulée" l e  problème Q(X,A) puisqu'on 

aura déjà une bonne approsmation du hessien du lagrangien. 

On peut donc proposer l e  schéma général  suivant : 

1°) - Résolution de P(O) par  l 'algorithme de Han, chaque sous-problème quadra- 

t ique  é tant  résolu par une méthode de type Goldfarb-Idnani (ou équivalente). 
k k  On engendre a i n s i  une s u i t e  (x  , u ) e t  on s ' a r r ê t e  quand xk vé r i f i e  un c r i t è r e  

d' d t  (par exemple 1 1 xk-xk-'l 1 S E pour € donné ) . 
'L 'L 

On obt ient  a i n s i  une approximation (x,  u) d'une solut ion locale  (i,;) 
C\, 

En f a i t  x = x (obtenu à l f i t é r a t î o n  k )  
'L 'L 

(Hl e t  H é t an t  supposées vé r i f i ée s  en e l l e s  l e  sont en (x ,  u )  par 2 
cont inui té) .  

On obtient  également une "bonne" approximation de 

'L 'L 
2') - Détermination de 1 e t  K 

'L 
3') - Résolution de Q(x,h) (par  l a  méthode de Goldfarb-Idnani par exemple) 

k 
en prenant un po in t .  de départ judicieux (par exemple s = x - xk-l solut ion 

k k  du dernier problème Q(x , H ) de Io)). 

On obt ient  a l o r s  une valeur approchée de ( k ,G) .  

Remarques et commentaires. 

'L 
Pour résoudre Q(x, A) on peut cho i s i r  l a  méthode de Goldfarb-Idnani. 

Dans c e t t e  méthode on peut, a p r i o r i ,  cho is i r  n'importe quel point  comme 
k 

point  de départ. Toutefois s i  on cho i s i t  comme point  de départ  s l a  dernière 
k k-1 'L 

différence (x  -x ) on peut accélérer  l a  résolut  ion de Q( x , A ) . 
Prenons, à t i t r e  d'exemple, l e  ca s  du problème (Pl). 



L'algorithme de Han génère des problèmes : 

'L 
et le problème Q(x, A) est le suivant : 

Min (~,o) + (1/2) 1 0.. 

'L 
(en effet pour tout i de 1 u K h.(x) = 0) 

1 

6 

On constate alors que le domaine réalisable de Q(x,A), D ( X )  est inclus 
k k ' L k  dans D le domaine réalisable de Q(x , Idk)¶ si on choisit x = x . 

D e  plus les fonctions objectifs ne diffèrent que d'une partie linéaire : 

On constate donc que les deux problèmes sont très liés et que partir de 
k s solution de Q(x~¶ $1 pour la résolution de Q(X, A) peut être un très bon 
choix. 

En conclusion, ceci n'est qu'une très vague approche de la manière dont 

on peut résoudre le problème du point de vue algorithmique. 

Il faudrait s'interroger de manière plus rigoureuse sur les moyens 

d'enchaîner les différentes résolutions de problèmes quadratiques aussi bien 

dans l'algorithme de Han que pour la résolution successive de Q(xk, $1 et 
k 

Q(x ,A). Ceci supposerait éventuellement de modifier partiellement les méthodes 

de résolution de problèmes quadratiques évoquées précédemment. 



Il faudrait également pouvoir estimer plus précisément l'incidence du choix 

du point de départ dans la résolution du dernier problème, en estimant en 

particulier le gain (en calculs, vitesse de convergence) dû au choix très parti- 
k 

culier de s . On pourrait également trouver d'autres points de départ, plus 
performants, adaptés aux problèmes (Pl) et (P2) par exemple. 

Enfin, et surtout, il faut estimer les erreurs commises, d'abord quand on 
k 

choisit x comme valeur approchée de X, et ensuite quelle en est l'incidence 
sur les approximations de # et 6. Tout ceci constitue un sujet bien trop vaste 

pour qu'on puisse le traiter de manière satisfaisante ici. 

Aussi a-t-on pris le partie d'indiquer seulement les principes généraux et des 

directions de recherche possibles. 



1 G A U V ï N  .- TOLLE 
V ~ ~ & ~ Y L I ~ X  s . t a W y  in non Lûtam pwghammüzg. 
Siam Journal  on Control and Optimizatlon, v o l  15, 2, (1977), p. 294. 

2 HOGAN W , W ,  
P o m - t o - o c t  ma* Ln ma;thema&iht p t o g w .  
Siam Review, Vol. 15, 3 ,  (1973), p. 591. 

3 ROCKAFELLAR R t T I  
L a g n a n g e  m u U L p L L e h 6  and ~ u b d d v a i t i v e s  06 op%at vahe  &wmtbns 
in non finean. p/rogmmnbg. 
Mathematical Programming Study 17, (1982), pp. 28-66. 

4 G A U V I N  Je 
The gen-ed g m c h n t  06 a rna t rgW {unc;tion in 
P09-0 
Mathematics of Operation Research, Vol. 4 ,  (19791, p. 459. 

5 F I A C C O  AmV, 
SenshXvLty andy4d 604 non Uneah p o g m  UA- penaeity m e A h c h .  
Mathematical Programming, Vol. 10, 3 ,  (1976). 

6 BUYS - GONIN 
The u6e 06 a u g m e n t e c i  h g m n g h  ~unclt ion do& s e n s W v L t y  M y ~ d  
i n  non 4Xnecvr pwgtuwmcng. 
Mathematical Programming, 12, (19771, pp. 281-284. 

7 MC KEOWN 
ParramWc ben4.iiXvLty a n d y b d  06 non &i.nean, p4ogmm.h.g ptoble~n.4. 
N.O.C. Hatf ie ld  Polytechnic. 

lm- {u&n $heo&m do& r n d e m -  p40~mkkn.g and sy6.ie~n.4 
06 .bIeqmu. 
Mathematical Programming 6, (1974), pp. 141-156. 



9 PETERSON 
A heview 06 c0ns.tuh.t qW6LcaCLon & 6 M e  dunen6bna.t opaces. 
Siam Review, Vol. 15, 3, july 1973. 

10 MC CORMICK 
Second otrdeh condLti0n dofi cons&ûned mUWna. 
Siam Journal of Applied Mathematics Vol. 15, 3, mai 1973. 

11 D A N T Z I G  - FOLKMAN - SHAPIRO 
On lthe covLtivuLty 06 lthe nùnhut 4e.t 06 a con;tinuou4 dunotian. 
Journal of Mathematical Analysis, Vol. 17, (1967), pp. 519-548. 

12 F I A C C O  AmVm 
I 

Second otLdetr au66LLeYl)t c u W o n  dofi weah and sRtcict c o n a ~ e d  I 

nùhha. 
Siam Journal of Applied Mathematics, Vol. 16, 1, (1968). 

13 RITTER 
SimXonahy p o h a 2  06 qu-c ma&um pt~ablems.  
Z .  Wahrscheinlichkreits theorie und Verw. Gebeite 4, (1965), pp. 149-158. 

14 LAURENT Pm Jm 
Apptroximatian et op;tUnCsa&Lon. 
Herman 1972. 

15 HUART P. 
Optunisation a R ~ .  Pfiemiilrre W e .  
Lille 1972. 

16 H A N S ' P .  
SupaUneaiLey convehgenX v&Ue m&c aQorrXlthm.6 don genehae non 
f i e a / r  ptraglrmuning 
Mathematical Programming 11, (1976), pp. 263-282. 

Sitrr0ng.Q fiqW g e n d z e d  e q d n b .  
Mathematics of Operation Research, Vol. 5, (1980), pp. 43-42. 

18 COTTLE 
M a n i ~ e b U n a  06 the  Sc& compteni&. 
Linear Algebra and its applications, Vol. 8, (19741, pp. 189-213. 



19 ROSEN 
The g W &  p o j e o t i o n  tnethod don non Luim pn0gfumùn.g. 
Pa&t 2 : &neart cons-. 
Siam Journal of Applied Mathematics, 8, pp. 181-217. 

Extens*oa 06 ne ut on'^ method and b h p l e x  metho& don dolvhzg 
qllachALc p t L 0 g m .  
F.A. Lootsma "Numerical methods for non linear programming optimization", 
17, pp. 239-254. (Academic Press 1972). 

FLETCHER 
A genetLae quadutic ptroghamzîng dgouXhm.  
Journal of Institute of Mathematical applications, Vol. 7, (1971), 
pp. 76-91. 

22 GILL - MURRAY 
N u m d c a U y  ~ Z u b t e  methoh dotr q u a c h t i c  pogtLamming. 
Mathematical Programming 14, (1978), pp. 349-372. 

23 VAN DE PANNE - WHINSTON 
The bhpLex and f i e  duut m&od don quadiratic pog-9. 
Operations Research Quaterly 15, (1964), pp. 355-389. 

24 GOLDFARB - IDNANI 
A numenicaeey ditable duae rnea%od don 40lvht.g b.%i.&y convex q-c 
pog- 
Mathematical Programming 27, ( 1983 ) , pp. 1-33. 

A ph~a.l-duat method don quadhmZc prrogtrarmnUzg uû& b o d e d  
v c v h b l e b .  
F. Lootsma "Numerical methods for NLP Optimisation" (Academic Press 19721, 
18, p. 259. 

26 GRIGORIADIS - RITTER 
A parram&c metha c 6otr A M - d e d i v i t e  quachtLc p o g m .  
SIAM Journal on Control, vol. 7, 4, (1969). 

An equiv&ence b&ew &O aego&ifma botr qu-c ptrogtramming. 
Mathematical Programming 20, (1981), p. 152-165. 



LU VAN DE PANNE WH1 NSTON 
The 4t9mt~ûc $omnu&Zun 06 the ~4npte.x m&d $04 quadhatic pwghamming. 
Econometrica 37, ( 1969), pp. 507-527. 

E U  petta&@ 6uncUou .in non f i e u &  prrog&zttdng. 
Mathematical Programming 17, (1979), pp. 251-269, 

, 

30 JITTORNTRUM 
SotiuZon p o m  di , j~~en.?XubLUy w4-tkou.t wrnphnen&mLtg .in 
non hem prrogummhg. W.Y :. 
&thematical Rogramming 21, ( 1984 ) , pp . 127- 138 ~g&&$g&aJ w F~*,$ 

V Q  * 



d'optimisstion ~ n h ~ 0 t r a 4  r P.(v) ,au voisinage de v = .O,oWeet A 4 r e  d'.bvaluer - - 

. . l'inoideno. deune pe t i te  variif ion du paramètre sur 1; valeur optima1e.d~ problWe 
' fdn(v) e t  'am l e s  6venti1olles eolutions On &voquenr d'abord leaapei t  (110- - 

l 

b. betfb qu@etion (d+pivati l i tb de fmih) , avant de ~e placer s u  voisinage d'une 1 

-80l~%t@a. los&; f de P (O) . C ' b s t  l e  cas O& 1 'hypothbee. de e t r io te  o o m ~ l b e n l ~ i  ' 
- 1 

' eai 5 -acab% p a ~  as-96 qae 1 ton d6veloppez-a . ûn montrera , eoùs des bgg&- 
TG ' -4 , oz olassiqpe& , leexiatuiae e t  1 'uniait6 daas un voisinage V de f d'une - 

i E 

" i 

mpr&seni%tio. a* 1. .oiqt&tion x(v) de D(v) e t  du umnltiplioa.teur asaooi6 u(v) . 
8 1 

wntinue en v - O . On donnera aussi des aonditiods assurant l a  d6rivabilifiS <I 
1 

direotionnella en O de z(v) e t  u(v) . A titr. dvexemple in developpirr 1% ?as 
* r ,  

d. deux probl8rn.p l inéa i r .  de l*obje&ii  ) e t  l ? R , ' s  

' !! (vari r t ions de s : ;  * ,  

de la  rbsolutS.pl~ . : - 
-'.\ ; 1 

a. p ~ , ~ i b m e  , a.ii n * ~ t i i i ~ ~ C  lyi p m c w  de eaieul jbgnt. de 2 qt  Ei (o I~ j  3 %  , ;3.  7 .  . 1 ,  
9 .  

< % 

(u dirivée duis la dimqtion d puuid e~1. e d a t e  I *  ,, ,:+.. .. 
,.: ; . . - ..!??~ %* 1 9  

ic 

<', , 
. + . v  

' ''..'y, ; , 
% 9  

1 . .  
, 'ri.. , 

3 ,* :,. , '2  , 
, j . . '  - - &4.$ ,:$? ; # < ;  > < >  ' :  , 

$-<:-**::d%*w%:p>.L)-- - A - 
y:" ,. r il, .. b 

*î, > ,  
-a *;q;*"I?*#>*: dd- 

:F,,*;*~T;, tl.y '!; >-. " 
'î -& . " ' ,,; . 6 .7 8:;f,; j :<;g e d j .  

> "  4 ,  1 4 ,  : . 
ii ,, e V r  iz- 

, , ,  ; - i . 7 .  + " ,{,".\ ' * . .  . , .  - ., 3 , - ".!pf,<;t$--;.,~,C::93 .+ , : .  . 8 

ikprkL2v + %,xi,. - 
f ' , - ' .  -, . p : . ,. , *~ , . 

A+ ; . . .  i * #  
'U, i 

v <  

. n  * k  
z < : .$,;i-. . < ,  . - .g7;,. , " Y -  

* ;, $9 , a 

a =  * I * I I  _ 
' 

L ' +  
. k 

, . *, 2. .- , h ,. - . - 1 8  

. 3 * ,  
Y 

d i '  

l b i -  ,, 
1 '  , . - ', 7 _ I l  

*: a "" '1 
- 

- ,  
i 


