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NOTATIONS - DEFINITIONS.

Pour (A, ) € RY x R" on note P(A,u) le probléme d'optimisation

paramétré suivant :

B Min £(x, A)
pd e]Rn
¥i e {1,...,s} h,(x, A) < u;
¥i ¢ {s+1,...,m} hi,(x, A) = My

f est la fonction objectif de R® xR + R les fonctions hi’ ie{1,...,m}
sont les contraintes (de R" x RY »R)

D(A,u) = {x e RU/Vi ¢ {1,...,s} hi(x,x) < uiet,Vi e {S+1,...,m} hi(x,)\)=ui}

est le domaine néalisable de P(A,u).

x est une do0fution Locale de P(A,u) si x € D(A,u) et si on peut trouver

un voisinage V de x, dans D(\,u) tel que :
¥x e V. £f(x,A) € £(x,))

Sauf mention expresse du contraire quand on parlera de solution de P(A,u),

il s'agira d'une solution locale.
Soit S(A,u) £'ensemble des solutions de P(A,u).

Dans le cas ol u = 0.

D(A) = D(A,0) est le domaine réalisable de P(\).
S(A) est l'ensemble des solutions de P(A).
S8i P(A) a une solution locale unique dans un voisinage donné, on note

x(1) cette solution et u(A) le multiplicateur de Kuhn et Tucker associé s'il




est unique.

Plus généralement.

x est un point &fationnaire pour P(A) si x est dans D(A) et si on peut

m ., ene
trouver u dans R vérifiant les conditions de X.T du ler ordre :

- m
VE(x,A) + ] u Vhi(x,)) =0
i=1

¥ie {1,...,s} uy 20 et hi(x,l) <0

¥i e {s+1,...,m} hi(x,k) =0

i
O

vi e {1,...,s} uy hi(x,A) =

On note alors K(x,A) l'ensemble des multiplicateurs u associés a x.
On appelle fonction matginale ou fonction valewr optinale la fonction

£. :RY+R
min
A o+ [ F(x(A),A) od x(A) € S(A) si S(A) = @

© sinon
On note L(x,u,A) le lagrangien du probléme P(A)

m
L(x,u,A) = £(x,\) + 2 u, h.(x,\)
g=1 * 0t




ENSEMBLES D' INDICES.

Une contrainte hi est active en x de D(A) si hi(x,A) = O, ol hi est
une contrainte en inégalité.

E(x%,)A) est l'ensemble des indices des contraintes de P(A) actives en x
(de D(N)) :

E(x,A) = {i ¢ {1,...,8} / hi(x,)) = 0}

E(x,0) = E(x) quand x ¢ D(Q),

Si x ¢ S(0) et u est un myltiplicateur associé.

I={i¢1{1,...,s}7/ hi(g,o) =0 et Gi > o}

IuKz=E®R)
K={ie{1,...,8} 7/ h;(i,o) =0 et ﬁi,= o}
J={ie{1,...,s} ¢ hi(s‘c,o) < 0}

NOTATIONS DE TOPOLOGIE ET MATRICIELLES.

. Pour x et y dans R"

X = (xl,--.,xn)
N . n
(x,y) produit scalaire usuel surR .
o qs n
||xl| norme euclidienne de x sur R .

ltl valeur absolue de t sur R.
V(x) ensemble des voisinages de x.
si A C,]Rn, A est l'adhérence de A.

. . t 2
. Si M est une matrice » M est sa transposée.

Si G est carrée inversible, M* = (Mt G-l M).‘1 Mt G—l (pseudo-inverse).



In est la matrice identité d'opdre n

Pi :IlRn +IR est la ieme

X > x,
i

projection.

DERIVATION

Soient £ : R" *R et g :IRn -XIRq-*JR

xeR" ; f et g C1 respectivement au voisinage de x et (x,\)
A e IRq

Vx f(x) = f£(x) gradient de f en X.
V;\g(;,i) = %%(i,i) dérivée partfelle par rapport au paramétre en (x,A).

: V2f(_§) = Vxxf(;c) Hessien de f en x.

= _ 3 - = _ 3 -
Vir BOGA) = g Ve(x,R) = 2 o).
f'(x;3z) = lim+ f(x-i,-tz.z - £x) avec z dans R"
t-+0
f‘;_(;c;z) = 1im_inf ___________f(x+:z)-f(x)
10
£ (x52) = lim_sup f(,x+t:)—f(,x)

0



INTRODUCTION

Dans tout ce travail on va considérer un probléme d'optimisation para-
métré par A ¢ R, P(A) :

Min f£(x,)\)

X € ]Rn
P(A)
Vi ¢ {l,...,S} hi(xsl)

A
[o]

1
o

J vi € {S“I"l,'.-,m} hi(XQA) =

f est la fonction objectif du probléme, de R" dans R les fonctions

n .
hi :R" + R, sont les contraintes.

Le but de ce travail est de faire une analyse de sensibilité du probléme
P(A). L'analyse de sensibilité d'un probléme d'optimisation consiste 3 évaluer
1'incidence d'une petite variation du paramétre sur la valeur optimale du pro-
bléme et sur les solutions. (Le probléme a été parfaitement étudié dans le cas
d'un objectif et de contraintes linéaires. On ne fera donc ici aucune hypothdse

de linéarité sur 1'objectif et les contraintes),

On va donc étudier ce qui se passe lorsque le paramétre A varie dans
un voisinage de Ao ()\o = 0 en pratique), c'est & dire plus précisément &tudier
le comportement de la fonction "valeur optimale" fmin au voisinage del = 0 ;
ceci implique de s'intéresser aux variations d'une solution x(A) et des multi-

plicateurs de Kuhn et Tucker associés u(A) au voisinage deA = O.

On se propose donc, moyennant un éventail d'hypothéses "classiques" d'esti-
mer les dérivées directionnelles (quand elles existent) de x() ), u()) et
f. ,enO.
min

Aprés avoir abordé le probléme dans un cadre général on s'intéressera plus

particuliérement 3 deux problémes :




Probléme Pl(k) ! On fait varier la fonction objectif de maniére linéaire

[~ Min £(x,A) = g(x) + (atA, x)

n
X € R

IA
(]

L v S | hi(x)

Vi e {stl,...,m} hi(x)

n
o

e

ol a et A sont danslga

Probléme Pz(%) : On fait varier des contraintes de bhorne

Min £(x)
2% elfl
¥ie {1,...,8} hi(x) <0

¥i e {s+l,...,m} hi(X) =D

S e TR
¥j e {1, n} X3 XJ

e

ol A = (Ag,seeesh ) ¢ R”.
n

Dans le chapitre I on fera le point sur les résultats généraux existant
sur la question pour mettre en évidence des hypothéses "minimales" (par exemple,
contrainte de qualification). On étudiera plus spécialement le cas simple ol
1'hypothése de stricte complémentarité en un point solution X est assurée.
Ces différents résultats seront appliqués aux deux problémes (Pl) et (P2). Le
cas (le plus intéressant en pratique) ol la stricte complémentarité n'est plus
assurée sera développé dans le chapitre II. Aprés avoir imposé des hypothéses
fortes au tout début du chapitre, on montrera par la suite qu'on peut les affai-
blir et on en tirera ainsi un résultat général sous des hypothéses '"raisonna-
bles". Dans un chapitre III on &tudiera en détail les problémes (Pl) et (P2) a
la lumiére des résultats précédents. Enfin un chapitre IV sera consacré a quel-
ques méthodes de résolution de problémes quadratiques et d 1'ébauche d'une mise

en oeuvre algorithmique des résultats établis précédemment.

On supposera dans tout le travail que les fonctions objectif et contraintes
th i < RN B : 1
des différents problémes d'optimisation envisagés sont au moins C par rapport

aux deux variables x et A.



CHAPITRE |

UN APERCU DES RESULTATS EXISTANTS ET DE LEURS LIMITES.

On va, dans un premier temps, faire le point sur l'aspect "global"
du probléme, c'est & dire sur la dérivabilité de la fonction valeur-optimale
£ ..
mi
On va pouvoir ainsi dégager des hypothéses "minimales". En effet on va voir
trés rapidement qu'il faut imposer une contrainte de qualification si on veut
avoir des résultats significatifs, résultats bien améliorés moyennant des

hypothéses classiques supplémentaires.

On envisagera ensuite l'aspect local et on se placera au voisinage d'une
solution locale x du probléme P(0). Les résultats obtenus porteront alors sur
la solution x()) de P(A) et le (les) multiplicateur(s) associé(s) u(}).

C'est cet aspect local'qui sera par la suite privilégié.

A - RESULTATS GLOBAUX SUR LA FONCTION “VALEUR-OPTIMALE" MIN®

1 - UNE CONTRAINTE DE QUALIFICATION.
Soit (P) le probléme d'optimisation suivant :

Min f(x)
X
X e]R
¥ie {1,...,8}) hi(x) <0
L Vi € {S'i‘l,..-,m} hi(x)

(P)

1t
o




Dans tout le chapitre on considérera 1'hypothése suivante qui est la
contrainte de qualification de Mangasarian-Fromovitz en un point x du domaine
réalisable de (P)

i/ Iy e R" tel que
¥ie {i¢ {l,...,s}/hi(x) = 0} (Vhi(X),y) <0

Ho(x) ] ¥i ¢ {s+1,...,m} ( hi(x),y) =0

| ii/ (Vhi(x)/i € {s+l,...,m}) sont linéairement indépendants

On notera E(x) = {i ¢ {l,...,s}/hi(x) = 0} 1'ensemble des indices des
contraintes actives en x.
A partir du chapitre II et dans tout le reste du travail, on aura besoin

d'une condition plus forte due 3 Hestenes :

Hl(x) { (Vhi(x) [ i e B(x) vuistl,...,m}) sont linéairement indépendants

Cela signifie que les gradients "actifs" en x (c'est & dire correspondant
aux contraintes actives en x, y compris en égalité) sont linéairement indépen-

dants.

Proposition A.1.1. § Comparaison des contraintes de qualification
(Peterson [91)

Hl(x) = Ho(x)




2 - RESULTATS GENERAUX SUR UN PROBLEME PARAMETRE.

Soit le probléme paramétré P(A,u) suivant :
Min £(x,)\)

X € ]Rn

¥ie {1,...,8} hi(_x,l) < uy
¥i e {st1,...,m} hi(x,k) = Uy

P(A,1)

oli A e RY et uelRm.

On note D(A,H) le domaine réalisable de P(A,p).
Pour (A,4) dans R% XxR", on suppose que P(A,4) posséde au moins une solution
locale x(A,u), qui vérifie par conséquent les conditions nécessaires du premier
ordre de Kuhn et Tucker.

2.1 - Propriétés des multiplicateurs de Kuhn et Tucker.

Soit K(;{,l,u) l'ensemble des multiplicateurs de Kuhn et Tucker associé

3 x.
K(x,A,u) = {(_u,v) e R" xRY /[ i/ ¥i e {1,...,s} u, 2 0

iif vi € {1,...,s} ui(hi(;(,K)-ui) =0

m
131/ V_EGx,0) + izl uivxhi(x,x)

0

-}

m
iv/ fo(x,k) + ‘_Z_ uivxhi(x,?\)
i=1
On a alors le résultat suivant sur K(x,A,u) (Rockafellar [31)
Théon2me A.2.1.1. : Soit x une solution Locale de P(A,p)
SL H_ est virifite en X

Alors
K(x,A,u) est non vide, compact et connexe.

A démonstration : cf [1]1, [31. B
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On va particulariser ce résultat aux deux cas qui nous intéressent.
i/ Cas du probléme (Pl)

fei U = 0 3 £(x,A) = g(x) + (a+A,x)
fo(x,k) = X
¥ie {1,...,m} thi(x,k) =0

On note fo(x,l) = VE(x,A).
On a alors : K(x,A,0) = K(x,\) x {x}, avec

K(x,1) = { u eR"/ i/ ¥i e {1,...,s} ug 2 0
i/ ¥i e {1,...,s8} ui(hi(x)) =0

m
111/ VEGR)) + iZi ug Vhy(x) = 0 }

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition A.2.1.2. 8L x est une sofution Locale de P, (A)
' SiLH_ est vinifite en X
alorns K(x,\) est non vdde, compact, convexe.

1i/ Cas du probléme (P,)

On va en fait examiné le probléme plus général suivant, m()A), probléme
€tudié par Gauvin (dans [4])

Min f(x)
X €ﬂ§1

vie {1,...,8} ;hi(x) <A,
¥i ¢ {s+1,...,m} hi(x) = A

m(A)

i

Soit x une solution locale de g(3) et K(x,)\) l'ensemble des multiplicateurs
associés.

K(x,A) = { ueR® 2 i/ ¥ie {1,...,s} ug 20

i1/ ¥i e {1,...,s} u (b, (X)-Ay) = O
o \ _
iii/ VE(x) + ] u, Vhi(x) = 0
i=
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Proposition A.2.1.3. Soit x une sofution fLocale de T(\).
ALons K(x,\) est non vide, compact, convexe
&< et seulement &L H_ est virifite en X.

On peut donc résumer ces résultats en disant que pour les deux'problémes
étudiés ici, sous 1'hypothdse H en X les multiplicateurs correspondants sont

bornés.

On va maintenant donner deux types de résultats généraux dus 3 Rockafellar

et 3 Gauvin que l'on adaptera ensuite aux deux problémes P, et P,.

2.2 - Propriétés de la fonction "valeur optimale" fmin dans le cas
d'un probléme général P(A,u).

On considére le probléme P(A,it) et on suppose que D(A,u) © C pour (A,u)
dans ]Rq+m

Théoneme A.2.2.17. (Rockafellar [31].

Si P(0,0) a des solutions réalisables.

Si ¢ est compact.

Si H_ est venifde en fout point x solution de P(0,0)
alons foin ©1 Localement Lipschitzdienne sur un

vodsinage de (A,u) = (0,0).

D démonstration : voir [31 L

Rockafellar donne aussi un résultat sur les dérivées directionnelles de

min
En général foin n'est pas différentiable, ni méme dérivable dans une direction

donnée,
On introduit les notations suivantes.
Soit z ¢ RP et f une fonction de RP dans R

£ £(tz)-£(0)

£'(032) = 1im in
£7(032) = 1im Syp f&:zl:f&g_

t+0 t ’




\
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S(A,u) est l'ensemble des solutions de P(A,u). On a alors le

résultat suivant (cf. [3]) :

Theonéme A.2.2.2.

Conollaine A.2.2.3.

Conollaine A.2.2.3,

S84 C est compact et &4 H  est vindfite en tout point
solution x de P(0,0), alons pour toute dinection
z = (21’22) de RIxR" on a :

I - ] - .
L) Max ( min (u,z1)+(v,z2)S£min+[(O,0),(zl,z:

%€5(0,0) (u,v)eK(x,0,0)

’ »

Al wax O max_ (u,2)4(v,z,))SE1T [(0,0)5(z
%€5(0,0) (u,v)eK(x,0,0) mLn

Sous Les hypoth2ses du thZoneme A.2.2.2.

'8¢ 5(0,0) = {x} et 84 K(%,0,0) = {u,v}

Atons £ . est difgerentiable au (0,0) et V£ . (0,0) = (u,v)

Sous Les hypothise de A.2.2.1.

S& poun toute solution x de P(0,0) on a
K(x,0,0) = {(u(x), v(x)}

(Unicite du  multiplicatewnr)

alons

£in @ une dérivée dans toute direction
z = (zl, 22) e RT™ ot

£, (032) = inf  {(u(x),z.) + (v(x), z.)}
min §€S(0,0) 1 2

Remarque. Le théoréme A.2.2.1 et ses corollaires sonta fortiori vrai si Ho

est remplacée par H, .

2.3 - Résultats généraux sur foin dans le cas d'un probléme paramétré sur
les contraintes.

m(A)

A eR

.

Min £(x)

b4 eﬂfl
¥ie {1,...,s} hi(x) < Xi

¥i e {s+1,...,m} hi(x) = Ai

A}

1222
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D(A) est 1le domaine réalisable de W(A) les résultats suivants sont essen-
tiellement dus a Gauvin et Tolle. ([11, Cul).

Quand on cherche des algorithmes de résolution d'un probléme du type
Min {f(x) / x € D}, les problémes de convergence sont liés au théoréme du
maximum de Berge (cf. Annexe) qui fait intervenir des propriétés de continuité
d'applications multivoques : A : x + A(x) ¢ PR").
A(x) est souvent le domaine réalisable d'un sous-probléme d'optimisation dépen-

dant de x. (Par exemple A(x) peut &tre la linéarisation de D en x).

Quand on a un probléme de la forme M(A) il est donc assez naturel que

1l'application A + D(A) joue un rdle important.

Rappelons d'abord quelques définitions : (cf. Hogan[21).

Déginitions : Soit X >~ D(X) une application mulbtivoque de R™ dans PER™)
a - Uniforme compacité en un point

D est uniformément compacte en A de R" &l et seulement si

4L existe un voisinage N de Ao tel que UD(A) 804t compact.
AeN

b - Application fermée (ou sup-continue) en un podnt
D est feamée en A de R" &4 et seulement &4
VO e Ry > A
=> X € D(\)
LI R'), > x telle que x e D(A_), ¥n

¢ - Application ouverte (ou in§-continue) en un point
D est ouverte en A de R™ &4 et seulement 84
m
V()\n e R )JN - A
El(xn € ]Rn)IN > x, ino i-n 2-n => x € D(An)

¥x ¢ D(A)
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i - On a un premier résultat portant sur la contimuité de £
[11, [3D).

._ (Gauvin-Tolle
in ,

Théoneme A.2.3.1. S< D(0) est non vdde.
84 A + D(A) est uniformément compacte en ) = 0.
S H_ est venifiZe en toute solution x de m(0).
ALons £ o4y @1 Localement Lipschitzienne au voisinage
de. A = 0.

ii - On a également un résultat analogue au théoréme A.2.2.1 portant sur
la differentiabilite de fin® Mais sous des hypothéses plus faibles.
(Gauvin [ul).

Sous Les hypothZses du théondme A.2.3.1 ona pour
toute dinection z de R™

Theoneme A.2.3.2.

TANRANCNCo

4L - A>XKMD) = _ v K(x,)) est feamie en O
xeS(A)
Max ( min (u,z)) < féin 0 3 2)

x€S(0) ueK(x,0) *

M oa os o
&
N

]

AL - f'Tn(O 3 2) < Max (max_  (u,z))
mi xe€S(0) ueK(x,0)

AOAPAPAAAAPNVOANAANNS

ol S(A) eat L'ensemble des solutions de w(A)
et K(x,\) £'ensemble des multiplicateurs associés a
x € S(A).

Corollaine A.2.3.3. Sous Les hypothZses du thionzme A.2.3.1.
S{ pour toute solution x de w(0), £'ensemble
K(x,0) des multiplicateuns est néduit a {u(x)}
alons
£ qn @ une denivée dinectionnelle dans toute

dirnection z de R™ et £'. (0 3 z) = inf (u(x), z).
min -
xeS(0)
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Remarque. i/ Ces résultats sont a fortiori i i est r cée
emarq / résulta nt a fortiori vrais si H empla

par Hl.

ii/ L'hypothése d'uniforme compacité est plus faible que 1'hypo-
thése de continuité de D intervenant dans le théoréme du maximum de Berge.
Ce théoréme indique en effet que si l'application multivoque qui, au para-
métre A, associe D()A) est continue en Ao’ alors 1l'application multivoque
qui d A associe 1l'ensemble des solutions S()\), est fermée en xo' Sous les

hypothéses de ce théoréme on voit que fin ©St alors continue au point A_.

En effet : soit (A ) une suite convergeant vers A_. f ., (A ) = f(x ,\ )
n o min n n° n

ou x, est dans S(An).

Si tous les S(An) sont dans un compact A (ce qui est le cas
dans le théoréme de Berge) on peut supposer que la suite (xn) converge
vers x (quitte 3 en extraire une sous-suite).

fmin(kn) = f(xn, An) -+ f(xo, Ao) car f est continue.

Or S est fermée donc x_ ¢ S(A ) et donc £f(x ,A ) = £ . (A ). Par conséquent pour
o o 0’"o min "o
toute suite (A )+ A onalimf . (A ) =f . (A ) f . est donc continue
n o min “n min “o” "min

n
en A .
o

Le théoréme A.2.3.1 prouve un résultat plus fort : 1'hypothd-
se de continuité de D est remplacée par 1'hypothése d'uniforme compacité

(qui permet en outre de se passer de 1'hypothése de compacité de A).

iii/ On voit d'autre part qu'une condition suffisante (moyennant
Ho) d'existence de dérivées directionnelles est l'unicité de multiplica-
teur de Kuhn et Tucker associé 3 x (solution de W(o)). On va donc établir
maintenant une condition suffisante qui assurera 3 la fois H, et cette

unicité. Cette condition interviendra par la suite dans tout le travail.

3 - UNICITE DES MULTIPLICATEURS DE KUHN ET TUCKER EN x, solution de P(0).

On considére le probléme

n
PA) : 4 XeR
vie {1,...,s8} hi(x,A) <0
A 6191 { Vi ¢ {s+l,;..,m} hi(x,x) =0
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Soit x une solution de P(0).

-(On appeile D(A) le domaine réalisable de P(}) et S(A) 1'ensemble des solutions

de P(A)).

Théoneme A.3.1. SE (H) est assunée en x alorns
g K(x, 0) = {ux)}

K démonstration

x est une solution de P(0) donc K(§,0) est non vide, car x vérifie les

conditions nécessaires de Kuhn et Tucker du premier ordre.

Soit u € K(x,0) ; on a :
Vi e {l,...,s} u; 20 et uihi(i,o) =0
et
- m -
(3.1)VF(x,0) + } u, Vh.(x, 0) =0
. i i
i=1
Soit E(x) 1l'ensemble des i de {1,...,s} tels que hi(§,0) = 0.
On peut partitionner {1,...,s}en E(x) u J et u s'écrit alors u = (u, 0) ol u

est indexé par E(x) u {s+1,...,m}.

En effet ¥i ¢ J, hi(E,o) <0 et donc uy = 0.

Par conséquent (3-1) devient

(3.2) £(x, 0) +  }_ u; Vh.(x,0) = 0
ieB(x)U{s+1,...,m} 1

Or (Hl) en x implique que (Vhi(§, 0) / i € E(x) U {s+1,...,m}) sont linéairement
indépendants.

Donc le systéme (3.1) posséde une solution unique. ﬁo. Tout élément de K(x,0)
étant de la forme (u,0) ol u est solution de (3.1), est de la forme (uo,o)

donc

K(x,0) = {(ﬁo,o) =u}

B

Remarque. Si le probléme ne comporte que des inégalités le résultat est le

méme (avec s = m).
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En gardant les mémes notations et en utilisant les résultats de 2,

cette propriété permet d'énoncer le théoréme suivant :

Théondme A.3.2. S< D(0) est non vide et compact et
&0 H eat vBAL4LE en tout point x &s0fution de p(0)

alons
f in est déndvable dans toute dinection z de
R ek
f . (tz)-f . (05 _
£ (052)=1im, AR WD - inf (u(x),2)
m +0 t %eS(0)

b ol u(x) est L'unique multiplicateur associé a x.

4 - APPLICATION AU PROBLEME Pl(k).

(Min g(x) + (ath, x)
X € ]Rn
Pl(k) : ﬁ
¥ie {1,...,s} hi(x) <0
(¥i e {stl,...,n} h(x) =0

Soit D le domaine réalisable de Pl(O).

Theondme A.4.1. ¢S4 D est compact et &l Hy eAt venigLZe en Lout point
. x solution de P,(0) alors

§ £, st Localement Lipschitzienne au voisinage de O
et

L ¥z ¢ R” féin(o;z) = _inf (u(x),z)
1 x€S(0)

ol u(x) est Le multiplicateur unique associé & x.
B démonstration : c'est une application directe du théoréme A.2.2.1 et
de son corollaire A.2.2.3.
En effet ici M =0

¥A eR®  D(A,u) = D(A, O) = D

on prend comme compact C, 1l'ensemble D.
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5 - APPLICATION AU PROBLEME P2( ).
- f Min f(%), x ¢ Rr®

P,(A) : ] ¥ie {1,...,s} hi(x)
A eRY ¥ie {s+1,...,m} hi(x)

¥ie {1,...,n} X. 2 A.
i i

b
A

s

On note D(A) le domaine réalisable.
Ce sont les résultats de 2.2 qui vont &tre appliqués ici. On va dans un premier
temps donner une condition suffisante pour que l'hypothése d'uniforme compacité

de D en O soit vérifiée.
5.1 - Nature de 1'application D.

Lemme A.5.1.1 : § D est feamée en tout point A de R".

B démonstration : soit (Ak) convergeant vers A et X € D()\k) tel que (xk)
converge vers x. Les inégalités passant & la limite et h, étant continue pour

tout i de {1.m}, il est alors immédiat que

hi(x) < 0 pour tout i de {1,...,m}
et

X. 2 A pour tout i de {1,...,n}

i i

c'est & dire x € D(}).

Remarque : ce lemme va surtout servir dans le chapitre III.

A

0}
0}

On note 4, = {x eR® /¥ie{1,...,8} h.(x)
¥i e {5+1,...,m} h.(x)
et ¥A ¢ R° aQA) = {x eRY / ¥ie{1,...,n} xi?-)\i}

=
n

[

Proposition A.5.1.2 : SL IM tel que ¥x ¢ Al

sup X. <M
i=l,ov¢n

A =+ D(A) est uniformément compacte eni = 0,

i
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Remarque : 1la condition suffisante de cette proposition est assurée a fortiori
si Al est borné (c'est a dire si Al est compact car on sait déjd que Al est
fermé).

D'ailleurs, dans ce cas, D(A) = Al n A(A) est compact pour tout A et donc

1l'application A + D(A) est uniformément compacte en tout point de R".

B démonstration : montrons qu'il existe V voisinage de A = O tel que U D( )

soit compact (c'est & dire borné). heV

Soit B la boule de centre A = O et de rayon 1

[\
!
[

¥\ ¢ B [|A]] < 1 donc ¥i ¢ {1,...,m} A

s

Soit A= U D)
AcB

Soit x € A 3 il existe A ¢ B tel que x ¢ D(A)
donc ¥ie{l,...n} x.22, 2-1
i i
donc inf x, 2 -1
. i
i=l,...,n
X € Adonc x ¢ A et d'aprés l'hypothése faite
sup X, <M
. 4 i
i=l,...,n
donc Vi e {1,...,n} ]xil < sup(M,1).
Par conséquent avec M = vn Sup(M,1)

¥x € A IIx]] <M ; A est donc borné

Comme A est fermé, A est compact.

B

Remarque : la condition sur Al est une condition sur les fonctlonshi et

peut &tre précisée suivant les propriétés des h, (convexité, concavité etc...)
5.2 - Propriétés de fain:

On applique & P2(A) les résultats de 2.3.
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ThéonZme A.5.2.1. (Continuite de

............. $min

)

S{D(0) =@

S{ M tel que ¥x € &) sup X, <M

i=1,0.%,n "1
SL H est virnifite en tout point x
solution de P2(0)

alons £ oin est Localement Lipschitzienne en A = O.

Théoneme A.5.2.2.

SED(0) =@
S{ M tel que ¥x ¢ a, §21,59P ;) %; < M

Sé H est virifite en tout point x solution de P,(0)
ALons £ oin admet une dénivie directionnelle

dans toute direction z de R" et

£1:,(052) = _inf  (u(x),2) o u(x) est

xeS(0) _
L'unique multiplicateur ass0cie a4 x.

i ________________ y
|

B - ETUDE LOCALE AU VOISINAGE D'UNE SOLUTION : CAS DE LA STRICTE
COMPLEMENTARITE,

Aprés avoir établi des résultats globaux sur fmin’ on va affiner 1l'étude
en s'intéressant aux variations d'une solution de P(O). Pour cela il faut se
placer au voisinage d'une solution locale x de P(0).
Le probléme est de savoir si 1'on peut trouver une (éventuellement unique)
solution de P(A) avec A "petit", dans un voisinage de x. Pour cela le théoréme
des fonctions implicites appliqué aux relations de Kuhn et Tucker du ler ordre
est un outil précieux. Toutefois afin d'assurerl'inversion locale requise par
ce théoréme, il faut que 1'on ait stricte complémentarité en x' c'est 3 dire qu'on

ne peut avoir 3 la fois hi(i) et ﬁi nuls.

C'est cet aspect du probléme, sous cette hypothése (quand mé€me forte)
de stricte complémentarité, qu'ont étudié des auteurs comme Fiacco [51,
Mc Keown [7], Fletcher.
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1 - UTILISATION DIRECTE DU THEOREME DES FONCTTONS IMPLICITES

Précisons d'abord les notations :

On considére Min £(x,A)
€ ]Rn
P()) x .
A e RS ¥ie {1,...,s} hi(x,X) <0

Vi e {s+1,...,m} hi(x,k) =0

Soit x une solution locale de P(0)

x vérifie donc les conditions nécessaires du ler ordre de Kuhn et Tucker.

Il existe u ¢ R™ vérifiant :

[
1

m
VE(x,0) + } T,Vh.(x,0) = 0
i=1 .

s _ - - < -
i - ¥iedl,.sl h(x,0) (Réalisabilité de x)
(XT) ¥i e {s+1,...,m} hi(x,o) =
iii - wie {1,...,s} ﬁi 20
iv - vie{1,...,s} ﬁihi(i,o) = 0 (Complémentarité)

On note E(x)

n

{ie{1,...,8} 7/ hi(i,o) = 0}

On dit que l'hypothése de &inicte complimentarit? est satisfaite en (x,u) si

et seulement si ¥i ¢ E(x), ﬁi > 0.
1.1 - Cas général.
On va appliquer le théoréme des fonctions implicites 3 la fonction suivante.

m
G(x,u,A) = (VE(x,A) + ¥ uthi(x,X), hi(x,k)ﬁ, ug hi(x,l) )

i=1 . m e .
i=s+l,...,m 1i=1l,...;s8

Pour assurer les hypothéses du théoréme des fonctions implicites il faut

faire les hypothéses suivantes :
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i-fet hi(i e {1,...,m}) sont C2 par rapport a (x,A) au voisinage de
(x,0)

- H est assurée en x; i.e :

e
s

(Vhi(§,0) / i€ E(x) o {stl,...,m}) sont lindairement

indépendants.

e

e

[
]

On a stricte complémentarité en (x,u), i.e. :

¥i € E(x) Gi >0

iv - La condition suffisante du 2éme ordre de Fiacco-McCormick est

vérifiée en (x,u) i savoir :
si (x,u) vérifie (KT)

¥y # 0 tel que

a/ ¥ie {ic B(§>/5i>o} (Vhi(i,O),y) =

1
o

(cs) |

1]
o

b/ ¥i e {s+l,...,m} (Vh (x,0),y)

on a (y, V2L(,§,G,O)y) >0

\

m
o L(x,u,A) = £(x,A) + ] uwh,(x,1) (Lagrangien).
i=1

Théondme B.J.1.1. (Fiacco [51 théonZme 2.1).

Sous Les hypothdses L) a4 4v)

(a) x est une solution Locale {s0fée de P(0O)
et u Le multiplicateur associé est unique

(b) 12 existe un voisinage V de A = 0 et une unique
gonction ¢t par rapport & A, définie de Vv dans
R < R" qui & A associe (x(A), u(r)) telle que
¥A € V (x(A), u(})) vérnifie (KT) et (CS) pour P(A)
et (x(0), u(0)) = (x,u)
Adnsd x(1) est une solution Locale (unique dans V)
de P()\) associle au multiplicateur unigue u(l)
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(e) Enfin : ¥A € V ii/ et iii/ sont assunies en
(x(A), u(r))
Tl démonstration : cf Fiacco [51 [

On va toutefois expliciter un peu x(A) et u(A) pour A dans V.
On définit les matrices suivantes :

8x
Ferg

ak (1-1 oDl j =1, "3q)
dx ~ Bkj (i=1,...,n, § = 1,...,q9)

[x(A), u(A)1t

On pose y(A)

2 t
5X (V =l — 8 BA 1 (i=1,...,n,3=1,...,q9)
( a} 3 3hi Bhi t
¥i e 1,... s = [‘_a' ’ ]
ax 3A; qu

On a (KT) en (x(A), u(d)) (et ce pour tout A de V) donc
VL(x(XA), u(A), A) =
(1) vie {1,...,s} u;(A) by (x(0), ) =
¥i e {s+1,...,m} hi(x(A), A) =

En différentiant par rapport & on obtient :

u
V2L(x(l),u(k),k).§5(k) ) vh; (x(A),1) 200 + - VLGV, w(h),0) =

i=1
8ui 9% ah.
(2)ﬂ vie{1,...,s} 51—(1).hi(x(k),A)+ui(l)(Vhi(x(A),l),'5-(1))+u a\). SX"{X(A) A)=0

3h.
¥i e {stl,...,m} (Vh, (x(M),0), == 8A (M) + == (x(A), A) =0

C'est 3 dire (en omettant x(A), u(A) et A pour plus de clarté)
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o2, o i_ 3L
V L . gx + .Zl Vhi . a_ - a
du. oh,
9x i__ 1 .
2') A ui(Vhi, -a-x) + hi‘ - yuls ul Y ¥1 € {1,...,3}
9x ohy
(Vhi’ —a—x-) - - W vi € {S+l,oo"m}
Si on pose
[ v2L0x(0), u(i),h) Vh, (x(A),0) ... Wh(x(A),A) T, (x(1),1).. b (x(3),A)
ul(X) Vhl(x()‘),l) hl(x(k,k) 0 1
0. 0 0
M(A) = us(k) Vhs(x()‘),k) 0. B (x(A),A)  eeriiiinninnnnnnt
Vh +1(x(k),>‘) ......................................
: 0 0
Vh (x(M,A) el Dt
En abrégé
[ o2 ; . i
VL . (Vn,) : ()t
: T {1,...,s} : i {s+l,...,m}
(u,Vh,) Y 0 :
M) = IR ¢ DUURIPS SR : 0
: 0 hs .
(Vhidiee1,..o\m 0 : 0
et
T RvL ny dhg
N(A) = [- B A, u)LA), = 1wy ) g2 DL, s ),
' oh 9h -t
s+l
S (A0 L - (x(A),l)-I
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(2') est équivalente 3
(3) w) L O) = 8O

M est inversible sur V (d'aprés le théoréme B.1.1.1) ; on a donc

ol

() = My N

n

En particulier %%(o) n~2(0) N(0).

Comme toutes les quantités dans (3) sont continues par rapport & on a aussi

.4 _a
lim 3% (A = 5% (0).

A20

En faisant donc une approximation du premier ordre en A = O on obtient le :

Conollaine B.1.1.2. Sous Les hypothzses du théoneme B.1.1.1 on a,
dans un uo&»&mge de A =

[:Ei)_l [ TR+ oA D

oil x = x(0), u = u(0), M = M(0) et N = N(O).

Remargues : i - dans le méme cadre on a alors
af . :
min, .« - - dx,.
_—_<d}\ 0) = Vf(x%,0) . '_(dx 0)

ii - En vue de 1'implémentation de ces résultats, Mc Keown [71
a fait des remarques concernant la structure du systéme (3)
On a vu (A.3) que dans un voisinage V de)X = 0 le multipli-
cateur u(A) peut s'écrire (u()A), 0) ol u(\) est indexé par
les contraintes actives en E(x). Cela permet "d'évacuer"
les contraintes inactives et de réduire ainsi la taille des

matrices M(Q) et N(o).
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1.2 - Application aux problémes P,(A) et P,(2).

Il s'agit de traduire le systéme (3) dans les termes des problémes

Pl(k) et P2(A).

a - Cas du probleme Pl(k).

x € 8(0) ; u € K(x,0)

m

L(x,u,)) = g(x) + (at),x) + f uihi(X)

11

n
L(x,u,A) = Vg(x) +a + A + Z ug Vhi(x)

i=1

g%—(VL(x,u,k) = Im (matrice unité d'ordre m)

Conollaine B.1.2.1. §

3
3

ahi
vied{l,....m} ?;r-(x) 20

Sous Les hypothzses du thZoneme B.1.1.1 on a

(a) ¥i e {st1,...,m}
(Vhy(x), x(A)) = (Vh.(x), %) +o(|[A]])

(b) ¥iedf1,...,s}
d; (Vhy (x),x(0))+h, (%) .u (V) = &, (Vh, GR), %)+ (| [A]])

m
(o) = VARER.G,07.500) + I w00 WG =

i=1

m
VAL(%,3,0).% + ) & Vh (X + A + o(|[Al])
i=1

b - Cas du probleme P,(2).

x est une solution locale de P2(0).

(=} ]

-1 = g s
= (u, u2) le multiplicateur associé
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1 1
u porte sur les contraintes hi :u eR"

2 n
u porte sur les contraintes de borne : u2 € R

T o1 g o2
L(x,u,)) = £(x) + ) uy h.(x) + ) ui(?\i - %)

i=1 =1
T o1 T 2
VL(x,u,A) = VE(x) + .z u; Vhi(x) - .Z us p;
i=1 i=1

ol p; est la iéme projection : x + X

. ; ]
3% VL(x%,u,A) = 0

oh.
¥ie {1,...,m} —ﬁi(x) = 0

a(li—xi) )

¥ie (1,0 — i =p

- -
2 - - - - - - |
V L(x,u,0) Vhl(x) ceeen Vhs(x) Vhs+l(x) cerese Vhﬁ(x) Py +oeee P
WV, b () 0 0 : i 0
: ;0 : S
VR ceeiieniis DR it
- s s s
M=
Vhs+l(x) hs+l(x) Ceveeccceveacnonnansns .
: 0 K :
G " h (%) :
a2 p X
n :1 3 0 E 1 .
-2 _ : : =
u P 0 X
j IR -

N=[0, - 52 Diseces = G2p 1t ol O est la matrice carrée nulle d'ordre m.
n 11 n'n m
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Corollaine B.1.2.2. Sous Les hypoth2ses du théondme B.1.1.1 on a

a- ¥iel{1,...,s}

(@ G, %) = %) + B G - T = of||A]])

b - ¥ie {s+1,...,m} ‘

(Vh, (%), x(A)-%) + b GE)(ui(A) - &7) = o(| [A| )

c - ¥ie{1,...,n}

-2 - -2 = -2
u; %, () + &, ug(x) = 23 %, - 95 Ay + oC[[A]D)

2 - - - T 1.y -1 -
d - VL(x,u,0)(x(A)-x) + Z (ui(l)-ui) Vhi(x)
i=1

1

.2 =
- 1 wioo - 3dp, = o[ AD

2 - METHODES DE PENALISATION.

L'analyse de sensibilité d'un probléme paramétré peut également &tre faite,

sous les hypothéses de 1 via des méthodes de pénalisation.

De maniére générale de telles méthodes consistent & modifier la fonction
objectif f du probléme (P) initial en lui ajoutant des termes de pénalisation,
prenant en compte les différentes contraintes. On obtient ainsi une fonction
de pénalité F et le probléme (P) initial d'optimisation de f sous contraintes
est alors équivalent 3 l'optimisation sans contraintes de la fonction de pénalité
F. Plusieurs types de pénalités ont été étudiés par beaucoup d'auteurs comme
Fiacco, Han, Fletcher, ... On se bornera 3 envisager deux types de fonctions
de pénalité : le lagrangien augmenté et la fonction W suivante ("barrier function"
étudiée en particulier par Fiacco ([51, [71) ‘

On garde les notations de B.1.
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2.1 - Algorithme de Fiacco ([51, [71)

Min £(x,A)

P(A) J x ¢ R"

q .
A eR ¥ie {1,...,s} hi(x,)\) <0

¥ie {st1,...,m} hi(x,)\) =0

Cet algorithme provient directement de la méthode exposée en B.1 et
exige les mémes hypothéses i) d iv).

On va utiliser la fonction de pénalité suivante

Wx,\, v) = £(x,0) + v f 1, Gx,0) | + 1 v Z (h,(x,0))?
i=1 2 i=s+l

+%
olr e R .

Théoneme B.2.1.1. Sous Les hypotheses du théondme B.1.1.1., £ existe
un voisinage v x N de (A,r) = (0,0) et une unique
gonction (vectornielle) définie et C2 sur V x N,
(x(x,r), u(d,r)) vénifiant
VL(x,u,A) = 0
¥ie {1,...,8} uihi(x,)\)
¥i e {s+l1,...,m} hi(x,x) =

§
(]

.

1

avee x(0,0) = x et u(0, 0) = u telle que

¥(A,r) e VxNetrs>o0

x(A,r) est un mindnum Local unique sans contraintes de

W(x,A,r) avec h, Ax(A,r),r) < 0 pour tout i de {l,...,s}
et v W(x(ﬁ,r) A, r) définle positive.

[ démonstration : of [5] théoréme 3.1. T

On ne va pas développer la méthode (i1 suffit de se référer 3 [5]) mais

simplement indiquer le principe de 1l'algorithme :

on utilise la fonction de pénalité W(x, O, r) pour trouver
une solution locale du probléme P(0).
Soit x(O rk) un minimum local de W(x, O, T ).

On salt que (x(O T )) converge vers x quand re tend vers O.




oV

+ Pour L petit positif x(0, z'k) = x, peut &tre considéré comme une
approximation de x.

On peut alors estimer {V2 '(xk. 0, x~k)}"‘l '53'5 (Vw(xk.o.rk) c'est 2 dire %—’-{-(0)
grice au résultat suivant conséquence du théoréme précédent.

Conollaine B.2.1.2. Sous Les fypothlses du thioA¥me B.2.71.1 quand )
| est dans V et converge vers 0 et r(r €N AR )
converge vers o, on a :

x(A,r) converge vers x(0)

%"x(x.r) converge vers %—(o» avee x(),r) minimun
sans contraintes de W(x,\,r)

3

-
| 200 = ~WEAD) AT g (TG,

On estime ensuite le multiplicateur :

u = u(o) = u(o0, r,)
du(o,r. ) _ -
%(o) = ko3 GA,p) et %; (,r)

sont obtenus de la fagon suivante :

Vi {1,...8) (A7) =v /7 B xAP)A)

Vi € {s+1,...,m} ;i(l.r) 3 h£(§(A.r)'.-'i) /r

vief1,...,5}
Ay : 9 - &
¥k € {1,...,q9} "53;.(7&.!') S ("!‘/hi(xu,r). )) Ex; (A,r)
£ (oD RO ). 22 i)

Vi € {B+l,...,ln}

ouy 1, 9
Vk € {1,...,0 ﬁ;u,r) = a—;()\,r)

= (/)R (x(h ) 2§ 2EORY ¢ Fyy

Ny '57;
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On peut enfin estimer la dérivée de la fonction valeur optimale

dfminlo) _4E(x(0),0)  &£(x(0, 7,),0)
ax vn o dA - dA
avec
df(x(0,r, ),0) ) _
T = (V£Gi(0,,0,0), & (0)) + &£ (o, 1), 0)

2.2 - Méthode du Lagrangien augmenté (cf. Buys-Gonin C61)

On se place toujours sous les mémes hypothéses B.1l (i 3 iv).
Soient ¢ > 0 et u € R". On définit alors les ensembles suivants, Il, I2 et le

lagrangien augmenté du probléme : ¢.

I, = Il(x, u,A, ¢) = {i ¢ {1,...,8} / ug + chi(x,l) 20} u {s+1,...,m}
I, = I2(x, u,A, ¢) = {i e {1,...,8} / uy + chi(x,k) < 0}
OCx, u, A) = £(x, M) + T (u, +3ch (x,0) ho(x,A) - = T w2
> ? jeT r 2717 i ™ 2 i
1 1el
2
On suppose que c est "assez grand".
Si u est le multiplicateur associé 3 x on obtient :
I Vé(x,u, 0) = 0
l ¥i € Il hi(§,o) =0 3 I1 correspond aux contraintes actives en x

(y compris les contraintes en égalité).

On au= (v, 0) ol v est indexé par I.

Comme en B.l par application du théoréme des fonctions implicites on en
déduit l'existence de fonctio»nscl x(A) et v(A) sur un voisinage de A'= 0, avec
x(0) = X et v(0) = v et
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Vo(x(A), u(A), A) =0
(%)
( ¥ielI hi(x(k), 0)=0

avec u(d) = (v(A), 0)

En différentiant (4) on obtient

v2(x, 1, 0) (Vh(x, u, 0))Il i %’f ©) | I %th(;c, u, 0)
(5) ................. = -
(Vh(x, G, o>*§1 0 F © (G2, 00"
| Ik _ i

(On note (h)I la matrice (hi)ieI) ce qui donne, une fois (5) résolu.

[ dv _ ;,dh - Y, S -t , 2-.-1. - -1
VY (0) = {(H)Il- a—)\Vd).(V ¢) (Vh)Il} {(Vh)I (V%) (Vh)I }
1 1
(6) 1
dx - dv =t _ 39 - 2-,-1
[ 0 = = {3z (0).(Vh); 37 (V$)} {V56}

1
ol h = h(x,0) V§ = Vé(x,0).
La dérivée de la fonction fmin est alors :

dfmin df d¢
—aX—(O) = a’x (X(O),O) = Ex (X(O), U(O)a 0)
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En conclusion, on peut exploiter le théoréme des fonctions implicites
et obtenir des résultats, voire des algorithmes, sous réserve de 1'hypothése
de stricte complémentarité.

C'est malheureusement une hypothése bien restrictive dont on aimerait se

passer. C'est ce qu'on va tenter de faire dans le chapitre II.
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- ANNEXE -

On a mentionné plusieurs fois dans le chapitre I, quelques théorémes
dits classiques. Rappelons toutefois leurs énoncés.

Théoneme du maximumt de Berge.

Sodent A un compact de R™
D : A=+ P(a)
A = D(A) une application multivoque
f: AxA->R
(x,A) » £(x,A) continue du couple

S : A+P(A) Min f(x,A)
A +S(A) = solution de P(A)

x € D(A)

S{ D est continue (c'est a dire ouverte et fenmie)
g au point ko, alons sest germée au point A,

Théoneme des fonctions implicites.

Soient E un espace topologique et F et G deux espaces
de Banach

f:0Q-+>GCo0lQ est un ouvert de Exx F
(a,b) € Q tel que f£f(a,b) = 0

On suppose que :

[« £ 08t continue

. gf, existe et est continue sur 9

. %—; (a,b) est bijective et (g—f;(a,b)fl
continue

.

Alons 4L existe un vodisinage A de a et B de b, tels que
La nestriction @ A x B de La relation £(x,y) = 0 404t

équivalente & une relation y = g(x), g &tant une application
continue de A dans B.
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CHAPITRE [I

ARANDON DE LA STRICTE COMPLEMENTARITE.

"ETUDE LOCALE DES VARIATIONS D'UNE SOLUTION
ET
DES MULTIPLICATEURS DE KUHN ET TUCKER.

On va dans ce chapitre établir des résultats de continuité et de
différentiabilité de la représentation d'une solution x(A) de P(A) au voisinage

del= 0 et de x solution locale isolée de P(0).
1 - 'INTRODUCTION.

C'est a partir d'un article de Bigelow et Shapiro [81 que ce probléme
a pu €tre abordé sans 1l'hypothése de stricte complémentarité en un point solu-
tion %. Sous des hypothéses, d'abord fortes, d'existence, d'unicité et de conti-
nuité d'une représentation x(A) de la solution de P(A) (pour A petit)au voisinage
de x on va pouvoir énoncer des résultats sur la différentiabilité d'une telle

représentation.

Pour cela il faut avoir l'unicité de la solution d'un systéme d'équations
S(A), rattaché 3 un probléme quadratique dépendant de P(A) : Q(A). On va donc
montrer que cette unicité est assurée par une condition suffisante du second
ordre : la condition de Fiacco-Mc Cornick déja évoquée au chapitre I. On va
en outre prouver que cette condition permet d'assurer l'existence et 1l'unicité
de la représentation continue x(A) au voisinage de x. Ce résultat va &tre

entiérement démontré. On s'inspirera pour cela de résultats portant sur les
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équations généralisées.dlis & Robinson [17]1. Les résultats généraux ainsi
établis seront appliqués aux problémes Pl(l) et Pz(l) dans le chapitre III.
Il est cependant indispensable d'avertir le lecteur que des résultats analo-

gues ont été établis par Jdittorntrum ((301)dans un article paru en Mai 84.

Ce travail et les recherches de Jittorntrum ont été menés de maniére
disjointe et la démarche s'inspirant des mémes sources (Robinson/Bigelow-Shapiro)
n'est pas la méme. Alors qu'on s'est attaché 3 prouver 1l'unicité de la solution
de S()A) pour en déduire la dérivabilité partielle de x(A) en A = 0, Jittorntrum
a d'abord montré cette dérivabilité pour conclure & l'unicité de la solution
de S()). Les résultats qu'il a é&tablis le sont pour un probléme paramétré quel-
conque et sous une hypothése du second ordre (H) différente de 1'hypothése H,
faite ici. On prouvera en annexe de ce chapitre l'équivalence de ces deux

hypothéses et on y donnera un apergu plus détaillé des travaux de Jittorntrum.
2 - RESULTAT GENERAL D'ANALYSE DE SENSIBILITE POUR UN PROBLEME PARAMETRE P(M).
2.1 - Position du probléme et justification des hypothéses.

Soit A € R? et P(A) : Min f(x,A)
{ x e]RI1
vie {1,...,s} nhi(x,k) <0

Vi e {s+1,...,m} hi(x,k)’= 0

On suppose que P(0) posséde au moins une solution locale isolée X. On suppose que
f et les fonctions hi (i =1,...,m) sont C2 par rapport d& (x,A) dans un voisinage
de (x,0).

D()A) est le domaine réalisable de P(A).

On va étudier le comportement d'une solution de P(A) quand A varie. Pour cela

on doit faire 1'hypothése d'existence (et d'unicité dans un voisinage de x) de
telles solutions quand A est petit. Plus précisément, dans un premier temps, il
va falloir supposer qu'il existe une solution de P(A) dans un voisinage de A = O
(sinon on n'a pas d'objet de travail). De plus cette solution doit &tre unique,
pour éviter toute ambiguité. Enfin si on veut espérer trouver une dérivée direc-
tionnelle de cette solution x(A) en 0 il faut au moins supposer que cette repré-
sentation d: la solution est continue en 0. Ce sont 13 des hypothéses minimales
que l'on ne peut pas éviter. Néanmoins elles vont &tre assurées moyennant une
hypothése du second ordre du type Fiacco-MC Cormick : on va le prouver dans la

deuxiéme partie de ce chapitre II. En conséquence si x est une solution (locale)
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480L%e de P(0) on fait désormais 1'hypothése (H) suivante :

(H)

I1 existe un voisinage V de x et un voisinage N

de A = 0, tels que :

¥A € N 3! x(A) solution (locale) de P(A) dans V

De plus la représentation de la solution ainsi bornée
N+V

- x :A > x()) est supposée continue en A = 0 avec x(0) = x

Le probléme qui se posealors est d'estimer (si elles existent) 1les

dérivées directionnelles de x en O.

On a vu d'autre part, au chapitre I, l'importance des multiplicateurs

de Kuhn et Tucker sur la dérivabilité ou non de la fonction valeur-optimale.

Il est donc intéressant d'estimer les variations (en fonction de A) d'un

multiplicateur u(A) associé @ x(A). De la méme fagon que pour x(A), pour

éviter toute ambiguité sur le choix des multiplicateurs il faut en assurer

1'unicité.

On va donc &tre amené a faire une hypothése supplémentaire, afin d'établir

cette propriété des multiplicateurs.

Rappelons d'abord les conditions de Kuhn et Tucker nécessaires du premier ardre

en x(A) quand A est dans N et x(A) est la solution de P(A) dans V.

(1)

I1 existe u(A) e R" tel que :

m
i/ VE(x(A), A) + ) u(A) Vh (x(A),A) = ©
i=1

e
e
~

¥i e {1,...,s} ui(A) 20
hi(x(l)’ A) <0 } Réalisabilité
Vi ¢ {8+1,...,m} hi(x(x), A) =0

iii/ ¥ie {1,...,s} ui(X) hi(x(k), A) = 0} complémentarité
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Pour assurer 1l'unicité du multiplicateur u()) pour A donné dans N, il faut

faire en x 1'hypothdse Hy déja évoquée au chapitre I, 3 savoir :

H (Vhi(i, 0), i € E(x, 0) u {s+1,...,m}) sont
linéairement indépendants '
ol E(x,0) = ie{{1,...,s} /’hi(§,0) = 0}

2.2 - Unicité des multiplicateurs de Kuhn et Tucker.
On est donc en mesure de montrer le résultat suivant :

Théoneme 11.2.2.1. Soit P(A) : [ Min £(x,)\)

X EI@

J ¥i e {1,...,s} hi(x,k)
Vi e {s+l,...,m} hi(x,k)

IA

]

Soit x une sofution Locale uozee de P(0) f et h;

(i =1,...,m) dont supposies C par rappornt & (x, A)

au voisinage de (x,0). Sous Les hypothtses (H) et H

en x, ¥A ¢ N La solution x(A) de P(\) posséde un mul-
tiplicateun associl unique u(1). De plus u(d) = ((A),0)
ol U(\) est index® par E(%,0) u {stl,...,m}.

[ démonstration :

Soit A € N (voisinage déterminé par (H)).
P()A) a alors une solution unique dans V : x(}A).

(1) est donc vérifiée avec u()\) ¢ R".

Soit E(x, 0) = {i ¢ {1,...,8} / hi(§,0) = 0}
E(x(A\), A) = {i e {1,...,8} / hi(x(k), A) = O}
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Lemme 1 : VA e N E(x(A), A) € E(x,0)
* . Soit i € {1,...,s} - E(x,0) on a hi(§,0) 20

or h, est continue par rapport a (x,A) doncj Wi voisinage de x et

N, voisinage de )= O tels que V(x,)) « Wix Ni hi(x,k) <0

Soit W = n Wi _
ie{1,...,8}= BE(x,0)
N = n N
(@]

ie{1,...,8} EB(%,0)

Quitte 3 prendre Wq V et N p No comme nouveaux voisinages de x et A= 0, on

peut supposer que V.o W =V et N n No =N
donc M € N, Vi ¢ {1,...,s} - E(x,0), ¥x € ¥ hi(x,x) <0.

En particulier pour x(A)
¥i e€{1,...,8} - E(x,0) h (xO), A) < O
ce qui signifie :
¥aeN {1,...,8} - E(%,0) c{1,...,8 - E(x(A)A)
on a le résultat voulu en paésant aux complémentaires.
%* . Soit A dans Net ie¢ {1,...,s} - E(x(A), \)
on a hi(x()\), A) < O et donc par complémentarité : ui(}\) =0

On peut alors partitionner {l1,...,m} en I y J ol

I=1{s+1,...,m} v E(x,0) (contraintes en égalité en x)
J={1,...,m} - I

u(d) = (u; (), u;(A)) od ur(1) est indexé par I et uJ(A)
par J.
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Siied,ifd E(x,0) v {stl,...,m}, donc d'aprés le
lemme, i ¢ E(x(}), A) v {s+l,...,m} et par conséquent ui(A) = 0.
d'old uJ(A) =0

on obtient le

Lemme 2 : Tout mubtiplicateur u(A) &'&cnit (B(A), 0) o S(A)
est dndex? par I = E(x,0) u {s+l,...,m}

Les relations (1) sont alors équivalentes 3 : ¥A € N

m
[ a-VEGOD, M+ T T0 VR x(), M+ T T, (00 VR (x(1),1)=0
ieE(x,0) . i=s+1 +

(3) { b-¥ieEQR,0) ﬁi(x) > 0

hi(x(k), A) =0

- A
c - ¥i ¢ E(x,0) ui(l) hi(x(l), A)=0
. 3 - ” '\J
On va terminer en montrant l'unicité de u(A)
Soit M(x, A) la matrice (Vhi(x,l) | 1 € E(%,0) u {s+1,...,m})
M(x,0) est une matrice de rang maximum d'aprés (Hl)'

On peut donc extraire une matrice carrée d'ordre k = card(E(x,0) u {s+l,...,m})
inversible : A(x,0). Soit A(x,\) la matrice carrée d'ordre k correspondante.
¥ie {1,...,m} Vhi est continue du couple ; donc det A est continu en (x,0).

De plus det(A) est non nul en (x,0)

Par conséquent il existe un voisinage Vo de X et un voisinage No de A = 0, tels

que : ¥(x,A) € Vo X N° det A(x,A) # O donc M(x,\) est de rang maximum.




41

Quitte @ prendre V = V 11V° et N=Non No’ on a en particulier pour x = x(A),
¥A ¢ N M(x(A), A) est de rang max. C'est 3 dire :

Lemme 3 : VA e N {Vhi(x(l), A) / i€ E(x,0) u {s+1,...,m})
Andépendants

I1 est alors immédiat que le systéme (3 -a) a une solution unique.

Donc 1l'ensemble des équations (3) (qui posséde au moins une solution) a une

"
solution unique wu(A), pour tout A de N.

N

Corollaine 11.2.2.2. Sous Les hypotheses du thionZme I1.2.7.1. La fonction
u déginie surn N est continue au point A = 0

(avec u(o) = u).

[ démonstration : soit A dans N

Gtk) s'obtient en résolvant :
VEx(AD), ) + Ax(D, M) o =0
ol e?(x(k), A) est le sous-vecteur de W(x(A), A) indexé par E(x, 0) v {s+1,...,m}
d'ou
;N =AY, V7T VR, N
A + x(}) est continue en O (d'aprés H) et x(0) = x
(x,A) -"A(x,)\)-1 est continue en (x,0)

(x,A) =+ V@tx,l) est continue en (x,0).

v .
Par composition A -+ u(A) est continue en O.

Donc ‘A = u(A) aussi.
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2.3 - Dérivabilité de 1a représentation d'une solution (Bigelow-Shapiro [81).

Sous les hypothéses précédentes on va établir un critére d'existence
de dérivées directionnelles de x(A) et u(A). Ce critére va fournir également
un moyen d'estimer ces dérivées.

Le résultat suivant est la généralisation & un probléme comportant des

contraintes en égalité d'un résultat dd & bigelow et Shapiro [8].

En outre, on s'est efforcé de la situer dans un cadre plus rigoureux,
notamment en faisant des hypothéses précises. Dans cet esprit la démonstration
qui fait l'objet du paragraphe suivant, a été précisée et clarifiée et &tendue

au cas d'un probléme comportant des contraintes en égalité.

Précisons d'abord les notations :

Comme on recherche des dérivées directionnelles on ne restreint pas le

probléme en se limitant 3 des problémes P(t) de la forme :

min £(x, t)

n
x € IR

P(t) :
vie {1,...,s} hi(x, t) <0
¥i e {s+l,...,m}‘hi(x, t) =0
oit eR ’ (I1 suffit de prendre A = tu et de fixer u).

D(t) est le domaine réalisable de P(t).

Soit x une solution locale isolée de P(0) associée au multiplicateur u.
On supposera que f et hi (i e {1,...,m}) sont C2 du couple dans un voisinage
de (x,0).

On fait les hypothéses (H) et H en X.

Par conséquent pour t dans N voisinage de O, P(t) posséde une solution unique

x(t) dans un voisinage V de x, associée au multiplicateur unique u(t).




Les conditions de Kuhn et Tucker du ler ordre en (x(t), u(t)) pour t € N

s'écrivent :

,

m
a - VE(x(t), t) + ) u, (t) Vh, (x(t), t) = 0
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i=1
b- ¥ie{1,...,s} S ou(r) z0
h,(x(t), t) 0
COR *
Vi e {s+1,...,m} hi(x(t), t) =0
c - ¥ief{1,...,s} u, () h, (x(t), t) =0 |
Soient I = I(x) = {i ¢ {1,...,8} / hi(i,o) = 0 et Gi > 0} |

=
n

Remarques - I y K = E(x,

- 81K

"
RN

K(x)

{ie{1,...,8} 7/ Gi = hi(§,o) = 0}.

0)

on a stricte complémentarité

J=1{ie{1,...,8} /~hi(§,0) < 0} (contraintes inactives en x)

On a alors le résultat suivant :

ThéonZme I11.2.3.1.

VAN

NOVINOVONSON NP

On suppose que £ et h, (i=1,...,m) sont c? au voisinage
de (x, 0) ol x est une solution Locale isof8e de P(O)
On suppose que Les hypothdses (H) etH en x sont veri-
gi%es ; alons
Si Le systeme (S) sudvant admet une solution unique
(%,u1) alors t + x(t) et t -+ u(t) sont dérnivables a
droite en 0 et

x(t) - x(0)

x'(0%) = 1im  XE)L-x0) . 4
t + ot

ety o oqs. ult) - 'u(0) _
(@) = lin, - O

avec x(0) = x et u(0) = u.

[«




uy

et (S) :

8 VL(x,0)

2 - e o 0 - -
a - (V'L(x,0), x) + .2 G, Vh,(x,0) = - 3=

i=1l
b- viek a, 2 0
1

(Vhi(§,o), %) € - % hi(?;,O)

Vied u. = 0

1
¥ie I w{s+l,...,m} (Vhi(i,o), X) = - g%-hi(E,O)
) dh, _
c- ¥iek & [(Vh(x,0), %)+ = (x,001 = 0
m
ol L(x,t) = f(x,t) + Z ﬁi(t) h, (x,1).

i=1

Remarque : le systéme (S) représente le systéme des conditions de Kuhn et Tucker

du premier ordre du probléme quadratique suivant :

{ min 2 (%, V2L(R,0) %) + (%, g"’t— VL(%,0))
. ol
x€R ) ahi _
(Q) 4 W¥WielIu{stl,...,m} (Vhi(x,O),P'()— e (x,0)

3n,
Vie K (Vhi(i,o), %) < - aTl (%,0)

(0 étant le multiplicateur associé 3 % solution de (Q)).

Conolhaine 11.2.3.2. Sous Les mémes hypothises (th. 1.2.3.1)
Si Le systeme (S') swivant admet une solution unique
x' et u' alorns + + x(t) et u + u(t) sont dénivables
a gauche en 0 et

x'(o-) = 1im ‘X_(i;__)_(. = x!
+0°

u'(o—) = lim EL.QE:_E = u'
107

avee (S') :
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2 - T - -
a - (V°L(%,0),x') + izl u} Vh,(%,0) = - % VL(X,0)

b-¥viek ui <0
- P -
(Vhi(x,O),x') > - Fre hi(x,O)

¥ied u! =<0
1

g
¥ielIvu{s+l,...,m} (Vhi(i,O),x') = - g%-hi(§,0)

t _ dh, _

1 ¢c - ¥iek ui [(Vhi(x,O),x') + §€£ (x,0)1 =0

Remarque : le probléme quadratique associé est le méme que (Q) mais avec -hi

au lieu de hi'

Conollaine 11.2.3.3. Sous Les hypothises précédentes
S{x=x"et u=nu'
x(t) et u(t) sont dérivables en O
et x'(0)
u'(0)

= x!

n
e

= u'

11
c.

Remarque : c'est en particulier le cas si K = ¢ : on retrouve le cas de la

stricte complémentarité.
2.4 - Preuve du théoréme I1I.2.3.1.

L'ensemble K est l'ensemble des indices de {1,...,s} violant 1'hypothése
de stricte complémentarité. On va donc dans un premier temps travailler sur
des partitions de K puis généraliser les résultats obtenus.

Soit p le cardinal de K. On peut faire 3p partitions différentes de K en trois

sous-ensembles Sl’ 82, 53'
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On pose T = {t e N+, ¥ie s, ui(t) >0

515253

¥, €8, hi(x(t),t) <0

¥, €85 u(t) = h(x(t), t) = 0}

od N est le voisinage trouvé dans (H) (N = ]-S, +S[ par exemple) et Nt = N aR'

Lomme 1 : U t = N* (ol P est £'ensemble des pantitions
B P 515,5

de K en 3 sous-ensembles).

C Soit (S., S., S.) e P T e N'
1° %2 73 $,8,8,
doﬁc, U TS S s c N+
P °1°2°3
Réciproquement.
Soit t dans N7  Soit 5, = {i e K/ u(t) >0}

S. ={ieK/ hi(x(t), t) < 0}

wn
]

K - (Sl U S2)

3
. S1 v 82 u 83 =K
* 5 N S2 = ¢ siie Sl n §2 alors ui(t) >0 et hi(x(t),t) <0
ce qui est en contradiction avec la complémentarité.
donc (Sl, 82, SS) e P

Montrons que t € T
515253

s ¥i ¢ Sl ui(t) >0

e Vi ¢ 82 hi(x(t), t) <0

et S2

J par définition de Sy

*¥ies, i#¢ S

3 donc ui(t) <0

1
or i e 83 = K c {1,...s8} = ui(t) 20
d'aprés (4-b)
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i¢ 5, donc hi(x(t),t) <0
or i e 85 © {1,...,8} = hi(x(t),t) 2 0 (4-b)
donc hi(x(t),t) =
. +
Par conséquent t ¢ T et N cUT
815,53 P 51555

Ecrivons maintenant (4) en tenant compte de la partition de K en 845 S

2
Sg-
On obtient pour t ¢ T » les relations (5).
S.S.8
17273
, m
-a- VE(x(t),t) + ) wu,(t) Vh.(x(t), t) =
i=1 * *
-b- 1 { = 1
b- ¥ies, 8 ult)=0
¥ie s, ui(t) >0 fex
>
(5) 1 ¥ieS, usS,u{s+t m} h.(x(t),t) = O ’
¥ie s, h (x(t),t) <0 J
c- ¥ielIuyd ui(t) 20
hi(x(t),t) £0
u; (1) hi(x(t),t) =
\
pour t € T (5) <= (1)

515253

On va différentier ces relations formellement. (5-a) et (5-c) ne

dépendent pas de la partition de K choisie, on obtient.

(6-a) I:(V2f(§’°) + z u Vh (x,0),%)+ ; u Vh (x,0) = - T (Vf(x ,0) + 5 u, Vh(x,0)

i=1 j=1*
* ¥ied h, (x,o) < 0, donc il existe un voisinage N: det=0
o tel que ¥t € N, ANt h (x(t),t) <0 (car h est continue (x,t))

par conséquent ul(t) 0 sur N, n N

et par différentiation.

(6-b) [ ¥i ey ﬁi =0
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* Viel ﬁl > 0, donc il existe N' voisinage de t = O tel que
¥t e NI aN' u, (t) >0 (car u(t) est continue en O d'aprés
le corollaire II.2.2.2.).

2 + z suz
Par conséquent ¥t ¢ N! N hi(x(t),t) 0 par complémentarité.

Par différentiation on obtient :

(6-c¢) [ Vi el (Vh (x,0),%) + — (h (%,0)

n
(@]

m
On obtient donc les relations (6) suivantes avec L(x,t) = f(x,t) + Z ui(t) hi(x,

. i=1
lagrangien.
( 2 - . o -
a - V°L(x,0).x + f G, Vh, (x,0) = 37 (VL(x,0))
i=1
(6) { b-¥ied u, =0
1
¢ - ¥ie I (Vhy(X,0),%) = - = h (X,0)
, it ot

Différentions & présent (5-b) pour la partition (Sl, Sys S3) donnée

* YVie S.u S

5 3 ui(t) = 0 donc

(7-a) [ - ¥iegS,u S, 4, = 0

2 i

* ¥ieKk hi(i,O) et hi(x(t),t) < 0 donc

(7-b) [ Vi e K (vhi(§,o),i) - % h, (x,0)
* Vie Sl U S3u {s+l,...,m} hi(x(t),t) = 0 donc
_ 3h;
(7-¢) ¥ie S, uSyu {stl,....,m} (Vhi(X,O), X) = - -fat— (x,0)
Enfin Vi ¢ S, ui(t) >0

ui(O) =u, = 0 d'od

"

(7-d) [ Vi ¢ S, u, 2 0
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On obtient donc le systéme d'équations suivant (8) ((7) + (6)). Ce systéme
a été obtenu par différentiation formelle et on ne s'est pas encore préoccupé
de la validité de cette différentiation. Ce sont les lemmes suivants qui vont

permettre de conclure rigoureusement.

I B -
(v L(x 0), %) + f u. Vh, (x ,0) = - _53? VL(x,0)
i=1
(8-a)
¥ield ui =0 ) Bhi )
Vi e Ivu {s+l,...,m} (Vhi(x,o), X) = - T (x,0)
™ xq7e °* -
¥i e 82 u S3 ul =0
(8) .
¥i e Sl u:L 20
(8-b) dh
. - . i, -
Vi e s, (Vhi(x,O),x) < - T (x, 0)
- ahi -
Vi € Sl € S3 (Vhi(x,o),x) = - 37 (x, 0)
L

On a besoin maintenant dulemme suivant (cf : [8]1, [11]).

Lemme 2 : SOt F = (£,,.00,8) 3 UxV-+>R"
oli U est un ouvent de R™™ et, Vv un ouvert de R
¥i e {1,...,r} £, est ¢t sur U XV
Soit (¢ ) une suite de C (convexe de R) conve/ngenxe

vers t° ¢ V telle que

k (o]
t = lim t_g
ko |t -t |

Soit (yk) une suite de U convergeant vers y° de U

Zelle que ¥k ¢ N F(yk, tk) 20

Soit A= {ie {1,...,r} | £,(y°,t°) = 0}

Soit Fy Le vecteur obtenu en ne gardant que Les composantes
AndexZes par A

Alons

i) Siy = 1lim ey existe, il verigie
k++oo|t —t°|
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. 9 *
1 VFA(y°,t°).y + 5;-FA(y°,t°).t 20 (a)

44L) Reciproquement &4 (o) posside exactement une sofution ¥,

1 s k
-0 . .
lim LT existe et c'est y
k + [tt-to]

D démonstration : cf Dantzig-Folkman-Shapiro [11] 00

On applique ce résultat aux équations (8).

Soit y = (x,u).

Soit F : R xR + Y
(y, t) » F(y,t)

avec
F(y,t) = (VL(x,u,t),-VL(x,u,t), U, -ug,  -ug, hi(x,t) -hi(x,t) )
ieS,uS ud ieS) ieIv{s+l,...,m}K ieIu{s+l,...,m}
'!uSluS3

On fait £'hypothdse suivante : 0 € T

s.S,.8

17273
Soit alors tk une suite de T convergeant vers O

S S283

t=1 1

Soit yk = (x(tk), u(tk)) griace d la continuité de x et u lim yk = (x, u).
k _k . X s epsz
Pour k assez grand F(y , t ) 2 O, les hypothése du lemme 2 sont vérifiées

et FA = F.
(a) devient :

m
(. VL(x, 3, 0) %+ ) a, Vhi(;{,o) + %VLG{, u, 0) £ 0
1=l 20
. ¥i € 82 U S3 ud ui =0
4 . Vie s, ﬁi 20
. - . ) =
. VieIuvu {s+tl,...,m} Vhi(x,O).x + sz-hi(x,o) =0
. - . 3 -
Vi e 82 Vhi(x,O).x + sz-hi(x,O) <0
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(a) est exactement le systéme (8)
On a alors le résultat intermédiaire suivant :

Loemme 3 : Si (8) poasede une sofution unigue et 84 0 e Ts alons

15253
1im X(t) - X(O) = x

07 t

teT
51525,

u(t) - ulo) . 3
+ t

1lim
-0

teT
515,53

En définitive pour une partition donnée de K, si (8) possdde une solution
unique et si O € ES g g ©omnaun premier résultat. Il reste 3 prouver l'exis-

tence d'une solutio% 8e3(8). C'est l'objet du lemme suivant :

Lemme 4 : g S{0 ¢ TS g g ors (8) posstde au moins une sofution (%, 1)
1°2°3

0 démonstration : Bijelow-Shapiro (8) [

I1 reste maintenant 3 généraliser ces résultats 3 toutes les partitionms

de K afin d'obtenir un systéme d'équations et d'inéquations ne dépendant plus
de Sl’ 82, S

3

* Introduisons donc les conditions suivantes :

a-u. =20 ¥i e K
i
' oh.
g - . -
() b - (Vhi(x,o), X) < - 5—;}- (x,0)
2h

¢ - 4, [(Vh, (X,0),%) + 5{2‘(§’°)1 =0

e — g
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Lemme 5 : Pour toute partition de K, (Sl, 52, 33),
toute solution (x,0) de (8) est aussi solution de (§-a) et (9)

0 Soit (Sl’ S 83) € P

2’
Soit (%, U) solution de (8)

. (8-a) est vérifié

- ¥les, U5 “i=°} VieK 6,20 (9-a)
¥ies 4. 2 0 1
1 i
. - . 9 -
. ¥iek (Vhi(x,O), X) + §€'hi(x’ 0) <0 (9-b)
. ¥1i € 82 V] 53 ui = 0 donc

. N T
ui[(Vhi(x,O),x) t 5% hi(x,O)] =0

. - . ] - _
Vi e Sl U S3 (Vhi(x,o),x) + §¥'hi(x’°) =0
d'ol (9-c)
(x, 1) vérifie (9) C

Remarque : le systéme (8-a) + (9) est le systéme (S) intervenant dans 1'énoncé
du théoréme II.2.3.1.

On peut maintenant conclure.

*  Supposons que (S) posséde une sofution (%, 1) unigue.

I1 existe au moins une partition (Sl’ S

solution de (8).

29 SS) de K telle que (x,1) soit

Soit P 1l'ensemble de telles partitioms.

V(Sl,S2,83) € Po (%,3) est solution de (8), donc

(x,1) est solution de (S)

{%,1) est donc une solution unique de (8).

] . i
D'autre part : si (S;, S,, 5;) ¢ (P ) alors 0 ¢ Tsls2sa.
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Sinon (8) posséde au moins une solution (x',u') qui est aussi solution

de (S) ; alors on a (x',u') = (%,4) et donc (Sl,S2,53) € (Po) d'ol contradiction.

Donc T a une borne inférieure t > 0.
515,53 815553

Soit t = inf tS s
(515283)¢Po 1°2

a Po est fini. Donc to existe et to > 0.

g & l'ensemble des (81,82,53) n'appartenant pas
3

De plus [0, to[ c. bi T

s,S5,8
(5155,

SS)EPO 123

. P . o e t -~
Par:conséquent, il existe (Sl’ S2, SS) € Po tel que O ¢ TSls283 d'apres

le lemme 4 on a :

x(1)-x(0) _ .
107 t ot T =X

teT

lim x(t)-x(0) - lim

51525,

et méme chose pour u(t). D'ol le théoréme.

[ Le corollaire II.2.3.2 est obtenue grice 3 un changement de variable.
T=-t €N (voisinage de 1'hypothése (H))
Soit y(T) = x(-1) la solution unique dans V de P(-T).

Sous les hypothéses de II.2.3.1, si (So) admet une solution unique (y,v)

alors T + y(1) et T > v(T) sont dérivables 3 droite en O et

lim+ y(1) ; y(o) = 3§ et lim, v(T);v(O) =3
0 0

Avec : (S )
°
2'\’ - ? o V'\I - - a Vm -
a - (V°L(x,0),y) + A vy hi(x,O) = - 5T L(x,0)

b~¥ie kK vi 20
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N, - R 3 N -
¥i e K (Vhi(xso),y) < - 5?'hi(x,0)

¥ied vi =0

Vi e Ivu {s+l,...,m} (Vﬁ;(i,O),ﬁ) = - g%-ﬁ~(§,0)

4"}
~ - dh, _
> e -¥%¥iek ‘Gi[(Vhi(x,O),ﬁ) + o5 (x,0)1 =0

n
avec hi(y,T) = hi(x,-T)
oh

et en particulier g%-hi(Q,O) = - §€£ (x,0)
de méme n
n
L(y,T) = £(x,-T) + ) vihi(x,-r)
et i=1
v2(%,0) = V2L(X,0)
9 oV, - _ 9 -
§E-VL(X,O) = 5%'VL(X,O)

Or si (y,v) est solution unique de (So), (-y, =¥) est solution unique du

systéme (S') annoncé dans le corollaire I1I.2.3.2 d'autre part

1im y(r) - y(0) _ lim  x(-1) - x(0) _ _ lim_ x(t) - x(0)
1_'+O+ T 0 T 0 t

Par conséquent x est dérivable 3 gauche en O et x'(0 ) = -y.

De méme pour u'(0 ) ; on a donc le résultat annoncé.

O
3 - EXISTENCE ET UNICITE D'UNE REPRESENTATION CONTINUE DE LA SOLUTION x(t).

3.1 - Condition suffisante d'unicité de la solution d'un systéme d'équation
du type Kuhn et Tucker du premier ordre.

D'aprés ce qui précéde on voit qu'il faut assurer l'unicité de la solution
d'un systéme du type relations de Kuhn et Tucker du premier ordre, c'est a
dire a fortiori unicité de la solution du probléme d'optimisation associé.

I1 est donc naturel de penser 3 la condition suffisante du second ordre de
Fiacco-Mc Cormick : cf [10]




S5

Soit x une solution locale d'un probléme (P)

Min f(x)
n
Xe]R
5 S N hi(x) <0
Vi ¢ {stl,...,m} hi(x) =0

(P 4

.

et O un multiplicateur associé.
On dit que H, est vérifiée en (x,u) si et seulement si

F’ Vy 2 O tel que i/ ¥i ¢ {{1,...,s}/hi(§) = 0 et Ei > 0}

(Vhi(ﬁ),y) 2 0
ii/ Vi e {s+l,...,m} (vhi(E),y) &0

alors (y, V2L(§,ﬁ) >0

od L(x,u) est le lagrangien du probléme en (x,u).

.

Pour avoir unicité d'une représentation x()\) au voisinage de x solution
de P(0) on a été obligé de supposer que x &tait une solution locale isolée.

Cette hypothése est automatiquement assurée sous H, en x d'aprés le lemme

2
suivant (théoréme de Fiacco-Mc Cormick cf [10] ).

Lemme I1.3.1.1. Soit (x,u) un couple de R" x R" veirnifiant Les conditions
ngcessaines du premien orndre de Kuhn et Tucker pour Le
probleme (P).

Si Res fonctions objectif et contraintes sont C° au
voisinage de x et 84 HZ est vinigite en (x,u) alons
est une solution Locale strnicte (donc isolée) de (P).

Ce lemme assure donc le caractére strict de la solution x mais permet
également de conclure que si (x,u) est une solution du systéme du permier |
ordre de Kuhn et Tucker, X est également , moyennant H2, une solution du

probléme d'optimisation (P).

C'est le premier intér&t de la condition H,. D'autre part si H, est

vérifiée en (x,u) et si on a H, en x on est en mesure de prouver (H),
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c'est & dire 1'existence et 1'unicité d'une représentation continue de la
solution de I(A) au voisinage de x, (Z(A) é&tant le systéme du premier ordre

de Kuhn et Tucker associé P(A)). On va donc le montrer, grice notamment a

des résultats de Robinson sur les équations généralisées (cf. [17]), en prouvant
en plus que l'hypothése H, est alors assurée en (x(A), u(\)) solution de P())

ainsi exhibée.

3.2 - Existence et unicité d'une représentation continue de la solution de
P(A) au voisinage de A = 0.

Soit

Min £(x,A)

X € R

¥i e {1,...,s} hi(x,l) <0
¥ e {1,...,p} gj(x,k) =0

P(A) : 4
A e RY

(On modifie ponctuellement les notations pour plus de clarté dans les

démonstrations ultérieures).
Soit m = s+p.

Theoneme 11.3.2.1. Soit x une solution Locale de P(o)
[ Si f, hy (= 1,...,8), g (G =1,...,p)
sont ¢ du couple dans un voisinage de
(x, 0).
Si H est assunie en (%) °
Si H, est assurée en (x,u) (o u est un multipli-
cateur de Kuhn et Tucker associé a4 x)
Alons
a/ x est une solution stricte donc isolée de
P(0) et u est unique.

b/ 1L existe un voisinage N de A = 0, dans R%,
voisddinage A de (x(1), u(})) telle que

L/ VA € N, x()) est L'unique solution de P())
dans v
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i/ WX € N, u()r) est L'unique multiplicateun
assocds & x(A) et (x(N), u(d)) est L'unique
solution du systéme des equations de Kuhn et
Tucker de P(M).

Aii] x et u sont continues en A = 0 (aveec x(0) = %
et u(0) = u

Conollaire 11.3.2.2. : Sous Les hypothlses pnécédentea ;
AL existe un voisinage N de A = 0 tek que
¥A e N nNO
Hl.et H, sont assunges en (x(h), u(A)).

3.3 - Preuve du théoréme 1I1.3.2.1.

a - Notations.

- - -

On garde les notations de 2. pour les ensembles I, J, K. Si u est

le multiplicateur associé 3 x

= (v, W) e]RS x RP

[ =4
!

o]
| 4
il

(v, s+++,V.) correspond aux contraintes en inégalités (h.)
P g
1 S i

(w,s...,w_) correspond aux contraintes en égalités (g.)
1 P J

On va beaucoup travailler en notation matricielle.

Soient

=]
1]

(Vhi(;:,O) /1i¢el) (matrice card I X n)

=
"

(Vhi(§,0) /ied)

j=>)
n

€ K)

He

(Vhi(§,0) /

G = (ng(E, 0) /3§ e {1,...,p}

Soit Z(A) le systéme des équations de Kuhn et Tucker du premier ordre

en (x, u) (avec u = (v,w))
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S
VL(x,u,A) = VE(x,A) + ) v Wh(x,)) + E

w.Vg.(x,A) = 0
i=1 j:l 33

vie {1,...,s} v, 20et hi(x,A) <0
¥j e {1,...,p} gj(x,)\) =0

¥ie {1,...,s} vs hi(x,)\) =0

On a besoin d'un lemme préliminaire sur des propriétés matricielles. (cf.
Cottle, sur le complément de Shur [18]).

Lemme 1 :

(e [171 [181)
Sodient r et s deux entiens

'; Solt A = All A21 une matriice ol A11 est r x p

Ajp Ay

3 -

Soit T L'application multivoque définie ainsi :

R xR® » PR" x R®)

x = (xl, x2) + T(x) = {y e R° xR / 3z (0,22) e RF'S

y = Ax + z}

Une CNS pour que T~ T soit une fonction Lipschitzienne définie

SULRTTS est

L - All est invensible

. S ”
AL - A/AL, = A, Ay A TAL, (complément de Schur) est symé

‘ thique, définie positive.

Il démonstration : voir Robinson [17] [

Remargue .

Siy e R x R®

T-l(y) = {x e R" xR® I Iz ¢ R7)® tel que y = Ax + (0,z)}
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Le théoréme II.3.2.1 est un résultat du type fonction implicite. La démonstra-
tion fait donc intervenir le méme principe : on va exhiber une fonction

contractante qui va ainsi posséder un point fixe unique.

Pour plus de clarté on notera :

h(x,\) = (hi(x,l),-..,hs(x,l))
h'(x,1) = (hy(x,0) / 1€T)
Bo(x,0) = (hy(x,0) / 1 € X)
BT(x,0) = (h(x,0) / i e d)

g(xsﬁ) = (gl(xs)\) seee ,gp(x3>\))

v =

(v,/ieI)3v =(v,/1ieJ);3ve=(v,/1iceK)
i i i

On va maintenant prouver la partie (b) du théoréme.

En effet (a) provient directement du lemme II.3.1.1 et du théoréme II.2.2.1.

b - Définissons_la_fonction_¢_suivante :

¥(x,u,0) e R" xR" xRY, ¢(x,u,A) = (VL(x,u,1), g(x,A), h(x,A),-v)

On note

t + -t
y = (x,w,v) = (x,w,v ,vO,v )

ol u = (v,w) et € = (vo,v ) e]Rz.

Soit @ = (0, @, ) 20 (ae ROFAL o geardK , geardly i g ¢ RS tel que
vi e {1,...,s} 8, 2 0.

Remarque. ¢(x,u,A) = (0,0,-0,-B) <> y est solution de I(A).

On va définir des applications L et T dont on va montrer qu'elles sont lipschit-

ziennes (en utilisant le lemme 1).
Soit L définie sur R° x R>'P par

L(y) = {$(5,0) + (V6(3,0),y-7) + (0,a,8) avec & ¢ ®NE g ¢ ®"S}
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Lemme 2 : § L™ est Lipschitzienne sun R*TS'P

[l démonstration : z € L(y) <> dJa eClR+)£, 38 € 0R+)s tels que

z = ¢(y,0) + (Vo(y,0), (y-y)) + (0,a,B)

V.0 6t ot x - %
Vé(y,0)-(y-y) = el 0 0 W=
H 0 0 v-v
0 0o -I
s
- pa— . —
Soit _
rvoL(x,3,0) 6 Ht ot
A = G ) 0 0
ol 0 0 0
(o)
H 0 0 0
L amd
Alors
r L]
4 p— : _t — - _ —
- - Ao H V179N )
(y,O).(y‘Y) - e o0 e e o‘:-'o'o" e e s 9e ° "(V‘V)
G 0 v- - v
ol ¥y = (x, w, v, vo)t et 51 = (x, W, w7+, oyt
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z ¢ L(y) <= Ha_, a_) e ®") 38 ¢ ®HS tels que

z = ¢(y,0) + (A.(yl-§l) + H’t.(v‘-x'r), - (v-v)) + (0, a, B).

Pour les contraintes inactives (H ) v- et v- sont nuls, donc

z = (VL(x, u, 0), g(x,0), h(x,0), -v) + (A.y; - §1) -(v-v))+(0,a,8)

C'est 3 dire en posant X = (VL, 0, h(x,0)) - A§l

z € L(y) <= o (ao) € GR+)cardK’ 48 € C]R+)S tels que

z = (X + Ay'l + (0,0), v + B)

Définissons alors T sur R© X IRS"'P-(cardI) par

+
T(yl) = {A.yl tz/z=(0,z) avec z° ¢ (R yeardky
3 +
ou yl - (x, w’ v . vo).

Alors z € L(y) <= z = (z,, -v+B) avec B ¢ ®NS et z) = X+ Ay, + (o,a)
donc z, - X = Ay1 + (0,a) a € GR+)caraK i.e. z, - X e T(yl).

P . o . cans -1 .
‘Par conséquent si T . est lipschitzienne, L ~ l'est aussi.

Pour achever la démonstration montrons donc le D

Lemme 3 : § 771 est Lipschitzienne
D démonstration : pour cela on va appliquer le lemme 1.

I1 suffit de vérifier qu'en partitionnant A de la fagon suivante :

. D ey - VL(x,5,0) 6 &'
M : HE
A | ceeieiiearnannnes cesse| avec M= G 0 0
H 0 nt 0 0

pa
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On a i - M inversible

ii - A/M = N est symétrique et définie positive.
C'est l'objet du lemme 4. O
Lemme 4. : Sous Les hypothzses (H,) en x et (Hi) en (x,u) £a matrice M

est inversible et N = [H®, 0, 0] M+ [H°, 0, 01° est symétrique
et définie positive.

[ démonstration :

* M inversible ; M est une matrice carrée.

a
Soient (a,b,c) tels que M| b j= O.

c
On a -

i- V2L(§,E,O).a +Gb+H =0
ii -G =0

cea +
jii - Ha=0

Si a est non nul, ii) et iii) entrainent que atV2L(§,1-1,O)a > Od'aprés 1la
C.S. de Mc Cormick (H.).
t 22 - - t +
De plus i) donne a V'L(x,u,0).a + (Ga) b + (H a)c = 0.
Or Ga = Ha = O donc atV2L(§,G,O)a = 0 d'ol contradiction.

Par conséquent a = 0 et i) devient cb +H =0

D'apreés (Hl) (Indépendance des gradients G et H') on a :

b=c=0
donc M est inversible *
* N est symétrique :
[x _1 H°t - rx} H°t
Soit (x,w,v) tels que |w| =M 0 c'est @ dire M jw| =] 0
v .O v . 0
- - +
i.e. 1- (VZL(x,u,O),x) + Gw + H''y = ot

2 -Gk =0
3-Hx=0
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et N = [H®, O, 0] | x | = H°x.

En multipliant (D par x* on obtient
%" V2L(%,3,0) x + (@) tw + (%)% = (Hox)t
i.e. xVAL(X,3,0)x = NT.
V2L(§,G,O) est symétrique, donc N 1l'est.
* N est définie positive.

Soit z tel que thz < 0.
Posons y = xz.
On a fﬁ
ytV2L(§,G,O)y = zt(xtV2L(§,G,o)x)z = thz <0
Or d'aprés (2) et 3) multipliées par z on a :

+
Gy =0etHy=0
donc d'aprés (H2) si y est non nul, on a ytVZL(Q,ﬁ,O)y > 0 d'ol contradiction.
Par conséquent
(1) multiplié par z donne alors

V2L(§,ﬁ,0).xz + G+wz + H+tvz - H°tz =0

"

0

D'aprés (H,) (indépendance des gradients) z = O
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unigue_point fixe.

Soit A ¢ R? et y = (x, w, V)
r(y,A) = ¢(y,0) + (Vo(y,0), y-y) - ¢(y,A)
- -1
¢A(y) = L (r(y,A)).

Lemme 5 : § y = 6 (y) <= y est solution de Z(A).

[ démonstration : y = ¢A(y) <=> y = L-l(r(y,l))
<=> r(y,A) € L(y)
+ 2 +.s
Y = 4(y) <= dJoe R) , 3B ¢ (R)” tels que
r(y,A) = ¢(y,0) + (V¢(y,0),y-y) + (0,a,B)
<=> 3(a,B) € GR+)£+S tels que

8(y,A) = (0, -, -B)

<=> y solution de I(A) d'aprés une remarque faite
au début de b.
O

Lemme 6 : 1L existe un voisinage N de A = 0, tel que y admet un unique
point §ixe (x(1), u(A)), pour tout A de N.

[0 démonstration

2
¢ est C /(y,A) 3 soit € > 0
On appelle k la constante de Lipschitz de L-l (k > 0).

£
k(k+e)

Soit § <
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Il existe un voisinage N de A = 0 et B€ une boule centrée en § = (§,ﬁ) et de
rayon p tels que :

¥A € N, ¥y ¢ BE
H1Ve(y,A) -~ Voly,0)|] < &
et

o M) - ¢(3,00]] s 222

Soit A dans N et y, et y, quelconques dans B,

1]

oy = 6,711 = [ ety 00 - L7hrty, 0 ||

N

k ||r(yl,l) - r(y2,A)||

A

0 <uc< 1}
Or ||r§(y,x)l| = ||V¢(y,0) - Vo(y,\)|] <8 siye B,
¥u ¢ [0,1] (1—u)yl * Wy, € By
donc

sap {]|r! (ll-u)y1 tuy )]} <8
O<sus<i

Par conséquent

Hoy(ry) - 6, )1 = %8 [ly;-v, 1|

. €
avec k§ = e <1

donc ¥A ¢ N $, est Sdtiictement contractante sun Be'

* ¢y est une application de B, sur B_.

e e " s D S e - S . -———--—---——

Pour cela montrons que si y est un &lément quelconque de B on a ¢A(y)

c'est 3 dire

16,6 = 511 < o

k |ly;=y,l] sup {||r§(1-u)y1f s s
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6, (r) = 3l = ey - ¢, + [e,5) - yl]
br y = L-l(O)

6, = L300

donc
||¢A ) - yll = x |letys0)]] car 1! est lipschitzienne
sk [lo(y,0) - o(y,0)]]
1-k$
£ k X K ')
He, () - yll s (2x8)p
de plus
[, (y) P2 = vyl < &5
On a donc
[, - yll = (k8 + ) 0
Or
= &
k6 = k+€
donc

e, 5 - 311 5 0
¢A(Y) € BE

En conclusion pour tout A de N, ¢A admet un unique point fixe y(A) = (x(X), u(d))
dans Be'

8

On a donc prouvé l'existence et l'unicité d'une solution (x(A), u(l)) de

I(1) dans B, voisinage de (x,u), ceci pour tout A de N.
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L kiR X S PR = P PR PP e L P R PR . B A, .4

Soit y dans BE et A dans N

Hy) = vl = ety - y]]

A

19,7 = ¢, + [y (x) - yl]

< F%E [y -yl + |l¢A(y) - yil

Par conséquent :

k
k_‘l'E X Hy(k)

vl = 1o, - vl

vl <52 Jlo,tn) -yl = k_ |6, = yl|

|y (0

Soit y dans Net y = y(u) € B, on a donc Ly -y} < ke ||¢A(y(u))-y(u)]|
or y(u) = ¢ (y(n))
atod |y - yGoll = k. [,y = ¢ (ya]|

IA

k| L™ ety ) - Lty |

A

(k+e) | |2y (u), 2) = r(yw),w)]|
< (k+e) |oly(m), 2) - oly(w), W]

¢ est C2/(y,l) donc uniformément lipschitzienne sur Be' Par conséquent
¥A e N, Vu e XN

tiy(R) - y Il s (ksedk HA-ull = K{[A-ull

d'oll 1a continuité en 0.
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e - Pour terminer il faut montrer que la solution y(1) de I()) est telle que x(}A)
est solution unique de P(A) dans V voisinage de x, pour A petit

Pour cela il suffit de montrer que la C.S du 2éme ordre de Mc Cormick 0-12)

est encore assurée en (x(A), u(A)) pour A petit c'est & dire

QNO voisinage de A = O, tel que ¥A ¢ N r\No'

¥x # 0 tel que ¥i € I(A) (Vhi(x(l),l); x) =0

; ¥ € {1,...,) (g, (x(0), W), ) = 0

= (x, VL&), u(d), A) x) > O

\

ol I(A) = {i e {1,...,8} / hi(x(k), A) =0 et vi(l) > 0}
Remarque. Soit i ¢ I, alors ;i > 0 et par continuité vi(k) > 0 pour X petit.
Donc 3N1 voisinage de A = O sur lequel I < I(A).

On va raisonner par 1l'absurde :

si c'est faux, on peut trouver une suite (An) convergeant vers O et X

vérifiant

x_ =20 Vi e I(An) (Vhi(x(ln), kn), xn) =0

<«
m

{1,...,p}.(ng(x(An), An), xn) =0

2
(xn, v L(x(An), u(kn), An) xn) <0

et qn

X, .
Quitte & prendre'TT;ETT (ce qui ne change rien pour les égalités et le signe
de qn) on peut suppoger len|| = 1 et quitte 3 extraire une sous-suite conver-

geante de (xn) qui est bornée, on peut supposer que (xn) converge vers X
* x est non nul car ||x[| = lim ||xn|| =1
n
: 2
An -+ 0 donc ano tel que ¥n 2 n An € N_ et denc

1

I(An) > 1
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éonc ¥n 2 n ona¥iel (Vhi(x(An), Xn), xn) = 0.

Par continuité des Vhi et de A + x()) on obtient en passant 3 la limite

quand n + +
Viel (Vhi(x(o), 0), x)=0

c'est @ dire ¥i ¢ I (Vhi(i,O),x) = 0.

De la méme fagon ¥j ¢ {1,...,p} (ng(§, 0), x) = 0. ;

On a donc un élément x non nul vérifiant 3 la fois
Viel (Vhi(;:,O), x) =0
¥j e {1,...,p} (ng(E,O),x) =0

D'aprés(Hé)en (x, u) on a donc (x, V2L(§, u, 0) x) > 0.D'autre part.

2
Q (xn, Vv L(x(An), uld_), A) xn) < 0. ’
V2L est continue en (x, 0), A + x(A\) et A » u(\) sont continues en O donc en

passant 3 la limite quand n + +© on a
2 - -
(x, V'I(x, u, 0) x) <0
d'ol une contradiction.

La preuve du théoréme II.3.2.1 est terminde.

On a montré une partie du corollaire II.3.2.2. puisqu'on a vu que 0-12) est assurée
en (x(A), u(1)) pour A ¢ N° 2 N. D'autre part on a montré auparavant que(Hl)
est assurée en (x(A), u(A)) pour A dans No n N (cf. lemme 3 du 2.2).
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On est 3 présent en mesure d'énoncer un résultat général sous les hypothéses

.H1 et H2.

4 - RESULTAT GENERAL D'ANALYSE DE SENSIBILITE D'UN PROBLEME PARAMETRE.

Théoreme 11.4.1.

Soit p (f) Le probleme paramétrné suivant :
Min f(x,At)
X eﬂfl

vi e {1,...,s} h;(x, At) £ 0

Vi e {s+1,...,m} hi(x, At) =0
L

oll t eR. On §ixe A l(quelLeonque) dans R? : P, (t) = P(t).

Soit x une solution Locale de P(0) etu un multiplicateur
ass0cAe.
On fait Les hypothZses suivantes :

T 4/f et h, (4= 1,...,m) sont C° par rapport & (x,A)
dans un voisinage de (x,0)

il H) est vernifile en x, & savoir :
(Vhi(;(,o), i€ BE(x) v {s+1,...,m}) sont Lindairement
Andépendants

’,(;QL/H2 est venigite en €x,u), 4 .8avoin :
¥y = 0 tel que ¥i € I u {s+1,...,m} (Vhi(i,o), y) =0
on a (y, V2L(X,3,0)y > O

Alons :

[ 4/ % est une solution Locale strnicte donc Lsolée de
P(0) et u est unique
Ai] 18 existe un voisinage N de t = 0 et un vodisinage

vV x W de (x,u), 4L existe une fonction (x,u')

(x,u) :N->VXW
t > (x(t), u(t))
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telle que
x(t) est L'unique solution de P(t) dans v
u(t) est L'unique multiplicateur associl & x(t)

Lii/x et u sont continues en 0 avee x(o) = x et u(o) = 1

Lu/H1 et H, sont verifites en x(t) pour tout t de N
De plus :Sile systeéme (S) sulvant posséde une solution
unique (x, 1) alons x et u sont dénivables & droite en
et

x'(0") = 1im =x(t) - x(0) = %
0" t
wt(0") = 1im u(t) - w©0) =
et T
avee
[ al V3(x, G, 0)% + tf &, Vh,(X,0) = - 2 (VL(%,3,0))
9 2 izl i i -] at 9 ]
b/ vi e J={ic¢ {1,...,s}/hi(§,0) < 0} ﬁi =0
¥ie K= {ic¢ {1,...,s}/hi(x,0) =u, = 0} ﬁi >0
(s)
¥i €

I1=1{ic{1,...,s /ﬁi > 0}

- . 3, -
(Vh, (x,0) %)== b, (%,0)

¥i e {s+1,...,m}

. - . ] -
¥i e K (Vhi(x,O),x) < - —a¥hi(X,0)
oh

¢/ ¥ ¢ K 8,[(Vh (%,0), %) + gfl (x,001 =0

™

L

qui est Le systeme des Equations de Kuhn et Tucker du
premien ondre du probléme quadratique suivant :




(Q) 4

Min 3 G, VL(R,5,00% + (, o (VL(X, §, 0))

% € R®
_ oh, _
¥ie I u {stl,...,m} (Vh.(x,0), %) = - a—l (x,0)
i t
_ oh, _
¥ie K (Vh,(%,0), %) < - ét—l (x, 0)
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ANNEXE

Dans [30] Jittorntrum a sous une hypothése différente montré un résultat
général.

Dans ce chapitre II on a montré l'existence, l'unicité et la continuité
d'une représentation de la solution sous les hypothéses Hl et H de Fiacco-
McCormick. Op montrera la dérivabilité directionnelle de cette representatlon
sous H2 (et Hl) dans les deux cas particuliers de Pl et P2 puis dans le cas
général dans le chapitre III.

Jittorntrum a d'emblée montré la dérivabilité directionnelle de cette repré-

sentation pour une probléme paramétré quelconque, mais en remplagant H, par

1'hypothése suivante :

[ Min £(x,))
X eﬂfl
Pour M) 4 vioe {2,...,s) hi(x,l) <0

(1)
o

¥i e {s+1,...,m} hi(x,x)

(3a >0
¥y = 0 tel que, ¥i ¢ I u {s+1,...,m}, (Vhi(;c,o), x) =

on a (y, V2L(%,3,0)y) 2 a ||y||?

Il faut également remarquer qu'il affirme avoir démontré l'existence et

1l'unicité de la représentation continue de la solution sous 1'hypothése H.
1 - LE RESULTAT PRINCIPAL EST LE SUIVANT :

Théonzme. Quelle que s0it La dinection A non nulle de RY on considine Les
problemes P(t)) pour t dand R. Soit x une solution Locale isolée
de P(0).
H) et H sont suppostes vérnigiées en x (f et hy stant c2 au voisi-
nage de (x,0)) et u est Le multiplicateur associ? & x.
Alons il existe N voisinage de t = O dans R et V vodisinage de
§ (x, W), il existe une unique fonction continue (x, u) : N +V
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Zelle que
pour tout t de N, x(t) est solution dp_ P(At)

u(t) est Le multiplicateur associi et
x(0) = x, u(0) = u.
De plus La dénivée a droite de (x,u) en 0 existe et

lim+ %(t) - x(0) = x%
i t+0 +
lim+ u(t) - uw(0) = a

t+0 t

y Par consquent Le systeéme (S) évoqué dans Le chapitre 11,
admet une solution unique qui est (x, u)

On n'a malheureusement pas eu la possibilité de consulter la thése de

Jittortrum (faite en Australie) pour y trouver la démonstration de l'existence

et de l'unicité de la représentation continue.

Le principe de la démonstration des résultats de dérivabilité est

le suivant :
[l On garde les notations du chapitre II.

Soit R un ensemble d'indices tels que I ¢ R cIuKk

Soit
( Min £(x,))
b4 e]Rn
P(R,A) 4 ¥i € R hi(x,l) =0
Vi e {s+1,...,m} .hi(x,k) =0

On remarque d'abord que si x est une solution de P(0) vérifiant Hl et H -

alors x est une solution de P(R,\) vérifiant H, et H (quelque soit R compris

entre I et I u K).

1

On cherche ensuite un intervalle [O, 611 sur lequel hj(x(t),t) = 0 (pour

certains j de {1,...,s}) et on note

Ry = {3 e {1,...,8} ¢/ h.j(x(t),t) = 0, ¥t ¢ [0, 611}




75

Onalc Rl cI yKk.
De la méme fagon on cherche [0, 63] sur lequel hj(x(t),t) >0 et
on appelle R, = {3 ¢ {1,...,8} /7 hj(x(t),t) >0 ¥t e [0, 63]}
R, nR = f et R, UR, = {1,...,s}.
On considére alors P(Rl’ tA) : soit x une solution de ce probléme (associée

d u).

Les hypothéses du théoréme de Fiacco (cf. chapitre I ; théoréme B.1.1.1)
sont assurées car il n'y a que des contraintes en égalité (pas de probléme
de stricte complémentarité donc) et on en déduit l'existence et 1l'unicité
d'une fonction (xl, ul) définie sur un voisinage de t, telle que xl(t) soit
la solution de P(Rl’ t) dans un voisinage de x et ul(t) le multiplicateur
associé.

De plus Xy (et ul) sont dérivables & droite en O.

a) SiR, uR, ={1,...,s} xl(t) x(t) ¥t e [0, 51]

1 3
dx
1,+, _ dx, .+ ' .z
T (0) = a¥(0 ) c'est terminé.

b) Sinon soit R, = {1,...,s8} - (R, w R3).

On va alors ajouter une par. une les contraintes de R

Sije R2, cela signifie que hj(x(t),t) est alternativemeﬁt nul ou positif

une infinité de fois.

Si 32 = {j} : en appliquant le théoréme de Fiacco & P(Rl, tA) et & P (R1 u {3}, )
on en déduit que Xp et xp {3} (leurs solutions) sont dérivables en O ; pour t

petit x(t) = Xp (t)lbu Xp {.}(t) comme x(t) est continue en O cela signifie que
1 "4
= . 0 ” . ” ”» . -
le(O) leU{]}( ) et donc leurs dérivées en O sont égales. Comme x est tantdt

égale a4 x, tantot a leu{j}on a

Ry

dxr dxp i3}
dx .+, _ 1 _ -4
e (0) = —-——-—-(dt 0) = ——————-(dt 0)

On étend sans probléme 3 R, quelconque en rajoutant les contraintes une a une.
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Pour u la démonstration est similaire.

O
2 - ON VA A PRESENT COMPARER LES DEUX HYPOTHESES DU SECOND ORDRE H et H2
Sous les notations précédentes on appelle V l'ensemble suivant :
Vz{y eR"/ ¥i e I u {s+t1,...,m}, (Vh, (x,0),y) = 0}

; . n . .
V est un sous-espace vectoriel de R et en particulier ¥A e R A.V c V ;

on notera V2L(§,G,0) = Q

Les hypothéses H et H, sont :

da > 0, ¥y e V

(y.Qy) 2 a IIyII2
Hz{ ¥weV,y=0, (y, @y) >0

i- On a évidemment H => H2

ii - Montrons que H2 => H.
Supposons H2 satisfaite.
Si H ne 1'est pas : pour tout n € ]N*, on peut trouver y dans V tel que
1 2
< =
(v» ) <3 Iy 117 (1)
¥n el y, # O car sinon on n'a pas (1).

Y.

Soit x T —=— X est dans V c R" et ”xn“ = 1.
Hy !
donc quitte 3 extraire une sous-suite de (xn) on peut supposer que (xn)
converge vers x ; de plus |[x|]| = liml Ixnll = 1.

Donc x = 0.
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(1) donne (xn, an) <4%—et en passant & la limite on obtient (x, Qx) < O

On a donc trouvé x non nul dans V, tel que (x, Qx) < 0. On a donc une contra-

diction avec H2.

Donc H est satisfaite.

En définition H <= H2.
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CHaPITRE I1I

ETUDE DE DEUX CAS PARTICULIERS ET EXTENSION AU CAS GENERAL.

On va exploiter les résultats précédents pour conclure précisément sur
sur la différentiabilité d'une solution dans le cas des problémes Pl(A) et
P2(A). I1 s'agit a chaque fois de traduire les hypothéses Hl et H2 et surtout
de montrer que 1'hypothése H, entraine l'unicité de la solution du systéme (S)
exhibé dans le chapitre II. L'étude de ces deux cas particuliers débouche sur
le cas d'un probléme paramétré quelconque P(A) et permet d‘'établir ainsi un

résultat général.

1 - APPLICATION AU PROBLEME Pl(x).

r

Min f(x,A) = g(x) + (a+A,x)

P,(0) x ¢ R

A e R } ¥i e {1,...,s} hi(x) <0

Vi e {s+1,...,m} hi(x) =0

On suppose que Pl(O) posséde une solution locale x, associée au multiplicateur

u (unique sous Hl) on suppose que f et hi’ i=1,...,m sont C au voisinage de X.
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I={ie{1,...,8} /Ei>o} (c E(%))

~
(1]

-
e

e {1,...,8} / hi(i) = Gi = o} (c E(x))

1]
H

On note A u Ku {s+1,...,m} (contraintes en égalité en x)

1.1 - Existence d'une solution de P,(A), pour A petit.

Theoneme 111.1.1.1. On suppose que sont virnifites enx solution de P, (0)
(@ Laquelle est associle Le multiplicateurn )

H (Vhi(;c), ie B(x) ¢ {s+1,...,m})

 sont Lindairement independants

H "Wy 2 0 ekl que ¥i € I v {s+1,...,m} (Vhi(;:),y) =0
| ona(y, V’L(x, G, 0)y) > O

Alons

4/ % est une solution Locale stricte donc {isolée
de P (0) et u est unique.

L/ IZ existe N vodisinage de A = 0, V vodisinage
de x et W voisinage de u ; 4L existe une fonction
(x,u) : N>V x W telle que x(A) s0it £'unique
solution de P()) dans V et u()) £'unique multipli-
cateur associé. De plus x et u sont continues en
A = 0 (avee x(0) = %, u(o) = u)

C'est une application directe du théoréme II.3.2.1.

Pour montrer la différentiabilité de la représentation exhibée on va

appliquer le théoréme II.4.1.

Pour cela on va particulariser A en tA pour étudier la dérivabilité le
long de la direction A et considérer le probléme Pl(tk) pour A §4x2 dans R®
(A =0).
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1.2 - Mise en place de (SA) et (QA).

Le théoréme II.4.1 fait intervenir un probléme quadratique Ql(l) et le
systéme de Kuhn et Tucker associé.
I1 convient donc de les décrire dans le cas du probléme Pl'
Le lagrangien du probléme Pl(tk) est :

m
L(x,u, t) = g(x) + (atit, x) + Z uy hi(X)

i=1
m
VL(x,u,At) = Vg(x) + a + At + 2 u, Vh.(x)
j=1 *+ 1
. n . oVL _
Comme on fixe A dans IR, on ommettra A dans les notations 3t (x,u,t) = A.

. . . 2
On voit que.a n'intervient pas dans V L(x,u,t).
On note donc
m

Lo(x,u) = g(x) + )

u.h,(x)
3=1 11

Le probléme quadratique Q(A) est alors le suivant :

,

Min 3 (%, V'L (X, D)%) + (%))

% e R®

Q, () 4 _
¥ie Ivu{stl,...,m} (Vhi(x), %) =0
¥ie K (Vhi(§), %) £0

Le systéme des équations de Kuhn et Tucker du ler ordre associé au probléme

Ql(l) est alors :

[ a- (V2L°(§,ﬁ),i) + .Z G, Vhi(§) = =)\
iep
b - ¥VieK u, 20
i

Vi e K (Vhi(§), %) <0

s; (0 - .
Vie I #l{s+l,...,m} (Vhi(x), X) =0

c - Vi e K ﬁi(Vhi(§), %) =0
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On va maintenant montrer l'unicité de la solution de 81(1).

Théoneme 111.1.3.1. Soit A §4x& dans R", A = 0

On suppose que H, et H, sont vérifiées en x solution
de P,(0)
alons

L/ Ql()‘) admet une solution unique %(A)

5 L/ $,(2) admet une solution unique (x(\), u(A))

[0 démonstration
i/ Ql(A) est un probléme quadratique :

Soit Al(k) le domaine réalisable de Ql(l).

H, en X revient & dire que la forme quadratique V2L°(§,ﬁ) est définie positive
sur Al(l).

Donc d'aprés le lemme 2 suivant Ql(l) posséde une solution unique %(}).

Lemme 2 : (Huard [75])
Soit (Q) Le probleme quadratique suivant
.01
Min 5-(x, gx) + <a,x>

Q)

| oll C est un convexe de R et a ¢ R®
84 q est deginie positive sur C alors (Q) admet une sofution
unique

ii/ x()) vérifie alors les conditions nécessaires du premier ordre

de K.T avec u(A) comme multiplicateur.
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Donc Sl(l) posséde au moins une solution.

L'indépendance des gradients actifs Hl assurent 1l'unicité de u()A) pour x(A)
donné.

I1 reste 3 montrer que Sl(l) a une solution unique.

Pour cela on va montrer que toute solution (y, v) de Sl(k) vérifie H
i.e. la CS du 2e ordre pour le pb Ql(A).

Ainsi d'aprés le lemme 1, on pourra affirmer que y est solution de Ql(l).

29

Or Ql(k) a une solution unique %X(A) donc y = %(d) et (d'aprés Hl) v = u(}A).
Ecrivons donc la condition du second ordre (H2) en (y,v) pour Ql( ) 5 le

lagrangien de Q,(A) est en (y,v) :
1

1 2 - - -
1(y,v) = 5-(y,V Lo(x,u) y) + (y,A) + .2 vs Vhi(x)
ieA
v1(y,v) = V2L (%,0)
Soit z # O tel que ¥i ¢ K tel que v, > 0 (Vhi(§), z) = (a)
¥ielI {s+i,...,m} (Vhi(SE), z) = 0 (b)

En particulier z vérifie (b)
Par conséquent H, en x entraine (z, V2Lo(§,ﬁ)z) > 0 c'est & dire (z, V2l(y,v)z)>0

donc H, est vérifiée en (y,v) pour Ql(l).

On peut alors conclure :

1.4 - Dérivabilité de la représentation d'une solution de Pl()\).

Theoneme I11.1.4.1. § Soit x une solution Locale de P,(0) et G un

$ multiplicateur assoclt.

£ et h, sont c? dans un voisinage de % on suppose
H, et H, verifites en (x, u)

Alons

£/ x est une solution Locale stricte (done
] isokée) de P (0) et u est unique.

OAOASAIANA
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A4/ TR existe N voisinage de A = 0 et V X W
voisinage de (x,u), 4 existe une fonction
(x,u) définie de N + V x W telle que,
¥A € N x(\) est £'unique sofution de P, (M)

3 dans v et u()) £'unique multiplicateur associe.

L] (x,u) est continue en 0 avec x(0) = x u(0) = u
v/ ¥A =0 e R® x et u sont dérnivables en 0 dans

La dinection A et
x(tA)-x(0) _

lim+ T x'(03;A) = %x(A)
0

3

3

| 1im, WEWO) - 050y = a(h)
+0

oit x(\) est L'unique sofution du probleéme quadra-
tique suivant et 4(1) L'unique multiplicateurn
associl

Min -;-(s{, v2Lo(§,a)s<) ¥ (%,
%R
Q) 4

1
(o]

¥ie Iu{stl,...,m} (Vhi(i), %)

OV

Vie K (Vhy (x), %)

A
(@]

Cornollaine 111.1.4.2. Sous Les hypothises du théoneme 111.1.4.1, La
gonction "valeur optimale" £ in est dernivable en
dans toute direction (non nulle) A de R"
et
£1. (030 = (¥(x), x(0)) = (Vglx), xA)) + (a,x(A))

ol %x(\) est détenminé par Le thEZoneme I11.1.4.1.

Remarque. Ce théoréme assure l'existence de dérivées directionnelles de
la solution en O, mais donne également le moyen de les calculer (par résolution
d'un probléme quadratique). On abordera cet aspect de la question dans le

chapitre IV.
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2 - APPLICATION AU PROBLEME P2(K).

Ici le paramétre est sur les contraintes donc le domaine réalisable de P,(})

n'est pas constant comme dans le cas 1.

De ce fait 1'unicité des solutions de (S) sera un peu plus délicate a
montrer, la condition H2 portant (indirectement) sur le domaine réalisable
en A = 0.

([ Min £(x)
X eJRI1
p2(x) ) ¥ie {1,...,s} hi(x) <0
A eRY Vi e {s+1,...,m} hi(x) =0

¥ e {1,...,n} x. 2 A,
J € s s 3 3

.

On appelle D(A) le domaine réalisable de P2(A). On suppose que P2(O) posséde
une solution locale x et que f et hi (i=1,...,m) sont C2 au voisinage de X.
comme en 1. on a un premier résultat sur l'existence et 1l'unicité d'une

solution de P,(1), pour A petit.

2.1 - Existence et unicité d'une représentation continue d'une solution
de P2(A).

Précisons d'abord les notations :

On note El(§) {ie{1,...,8}/ hi(§) = 0}

"

Ex(x) = {j ¢ {1,...,0} / Xy = Aj}

¥ie {1,...,n} p; est 1'opérateur de projection de R” suivant :

P; t XX, (ol x = (xl,...,xn))

vie {1,...,n} Vpi(§) =p..
i
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Soit W le multiplicateur (unique d'aprés Hl) associé 3 x.
Plus précisément : x vérifie les conditions de Kuhn et Tucker du premier ordre ;

il existe w = (U,v) € R" xR" (unique si H, est vérifiée en x) tel que :

m n
. - - - -
a - Vi(x) + .Z ug Vhi(x) - .Z V5 pj =0
i=1 j=1
b - vi e {1,...,s} Gi 20
¥ ¢ {1,...,n} Gj 20
vie {1,...,s} hi(x) <0
xr) 4 Vi e {s+1,...,m} hi(§) =0
vi ¢ {1,...,n} X. 2 A,
J ]
c - vi e {1,...,s} Gi.hi(x) = 0
¥j e {1,...,n}  v.(x.-A,)=0
J 3 J

On note alors
I, ={ie{1,...,8}/ Gi > 0}

I, ={je{l,...,n} 7/ Gj > 0}

K, = {i e {1,...,8} / hi(§) = ai = 0}

K, = {j l1,o..,n} / X, = A, =v, =0
2 {36{9 9} 3 3 3 }
K = Kl u K2

A, = I, u K u {s+l,...,m}

1




On peut alors énoncer :

Theor2me 111.2.1.1.

"o
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Soit x une sofution Locale de. P,(0) et w
un multiplicateur associe.
On suppose verifites en (x,w) :

H, “”(Vhi(i), i€ Ey(x) u'{s+1,...,m},
Ps> j e E2(§)) sont Lintairement indépendants

T vy e]Rn,yzo.td que :

e ¥e I v {stl,...,m} (Vhi(§),y) =0
e ¥3 I . =0

L ¥iel, Y5

ona (y, V2L(§,ﬁ)y) >0

L

i/ x est une sofution Rocale stricte de P2(O) et w
est unique.

i/ 1L existe N voisinage de A = 0 dans R™
V x W voisinage de (x,w) dans
]Rn x]Rn+m
une gonction (x,w) : N+ V x W telle que
A H(x()),w()))
¥A € N x(A) est L'unique solution de P,(}) dans v

et  w(A) est £'unique multiplicateurn associi.

i/ De plus x et w sont continues en A = O avec
x(0) = x et w(0) = w.
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C'est une application immédiate du théoréme II.3.2.1.

Remarque. C'est & dessein qu'on a noté V2L(§,ﬁ).
En effet le lagrangien du probléme est :

m
L(x,u,v,A) = £(x) + z u.h.(x) -
=1 7

;

v, (x. = A))
4=1 3 J

]
et donc

2 o2 v 2 :
VL(x,u,v,A) = VE(x) + } u, Vh,(x)
j=1 * =

ne dépend plus ni de v, ni de A

Pour établir les dérivabilités de la représentation trouvée il faut

assurer l'unicité de la solution du probléme Qz(l).
2.2 - Existence et unicité d'une solution de S,(A).

Comme on s'intéresse aux dérivées dans une direction donnée on va mainte-

nant fixer A # O dans R” et considérer le probléme Pé(kt) avec t dans R.

Le probléme quadratique QZ(A) associé a P2(At) est alors le

suivant :
[ Min 3 (%, VLGR, D)%)
x e R"
{ VielI u {s+1,...,m} (Vhi(§), x) =0
Q00 - et 57N
Vi e K (Vhi(§), %) €0
¥j € K, xj 2 Aj

On appelle A(A) le domaine réalisable de Q2(l);le systéme des équations

de Kuhn et Tucker du premier ordre en (x,w) pour QQ(A) est alors le suivant :




g8

(& - (VPL(R,0),%) + & W () - ] ¥ p =0

ieh jeh, 3 3

b-¥ie I, v {s+1,...,m} (Vhi(g), X) =0

Vi el %. = A,
] 2 ] J
8,(0) J VieK G, 20et (Vhi(;c), %) <0
¥y e K V.20et x, 2 A,
J 2 J 3 3
c - ¥leK 4y (Vhi(x), Xx) =0

Vi e K. v.(%.-1.) = 0
J 5775703

Théordme 111.2.2.1. S{ H, et H, sont vErifites en x solution Locale
({s0L8e d'apnris H,) de P,(0)
Alons pour toul A non nul de ",
Qz(l) possede une solution unique %(\) et
52(1) possede une solution unique (x()), w(A))

[ démonstration :
On va d'abord montrer le

Lemme 1 : § sous Les hypothdses du theoneme 111.2.2.1, il existe un
voisinage N de A=0 tel que, ¥ ¢ N, Q2(A) possede une
§ dolution unique %x(1) assocife & un multiplicateur unique
w(d) .

De plus A + (x(1), w())) est continue en™d avec

¥ (x(0), w(0)) = (x,W)

T - e S Gl Y T P Ym e

Tout d'abord on note C(§) 1'ensemble :

c(x)={y eR®, y20/Vie I, u {s+1,...,m} (Vhi(i), y) =0

VJelz yj=0}
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H, en x signifie que V2L(§ ,u) est définie positive sur C(x) or on remarque
que le domaine réalisable de Q, (0), AC(0) est inclus dans C(x). Donc

V L(x,u) est définie positive sur A(0). Paxr conséquent Q2(0) a une solution
unique x.

Pour prouver le lemme 1, on va appliquer le théoréme II.3.2.1 au (nouveau)
probléme paramétré Q2(X), au voisinage de A = Oet delasolution x.

I1 faut donc en vérifier les hypothéses, 3 savoir :

i- Hl est vérifiée en %

ii - H, est vérifiée en (x,w) (ol w est le multiplicateur associé 3 x).

i - Montrons que H. est vérifiée en x (X = 0)

E(x) ¢ I u {s+l,...,m} u K ¢ E(x) u {s+1,...,m}

donc comme (Vhi(§), ie E1(§), P; ie E2(§)) sont indépendants d'aprés Hy

les gradients "actifs" en x le sont aussi car indexés par un sous-ensemble.

ii - Montrons que H est vérifiee pour Q(0) en (x,w).

R R Y D D P e e e M e e W S S S D T TR TR AR SR SR G RS A SR M R G e D W

Ecrivons cette condition.

Soit y dans an, y # 0 tel que

Vi e Il v {s+1,...,m} (Vhi(x), y) =0 } ()
4V]€I2 yj..o

Vi e K, tel que 4; > 0 (Vhi(x), y) =0 } (8)
| V) € K, tel que 6j >0 yj =0

Montrons qu'alors (y, VZL(§,G) y) > 0.

On note que y est en particulier dans c(x) d'aprés (a).

Or H, en X signifie que V2L(§,ﬁ) est définie positive sur C(x) donc

(v, V2L(§,E)y) > 0.

Par conséquent on peut affirmerrqu'il existe un voisinage Nl de A = 0 et un

voisinage V, x Wl de (%,w),et qu'il existe une fonction

1

en x,
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(x,w) : N >V X W
A=+ (x()A), w(A)) continue en A = 0 avec
x(0) = %, w(0) = w, telle que

x(A) soit 1l'unique solution de Q2(A) dans Vl et

u(A) 1l'unique multiplicateur associé.

On vient donc de montrer que Q2(l) admet une solution locale unique dans
un voisinage de x (et ce pour A dans Nl)‘
Il faut maintenant "relier" les solutions de Sz(k) et QQ(A). L'hypothése H

2
va y contribuer.

Lemme 2. VA e N, SQ(A) possede une sofution unique (%(A), w(A))

dans V1 X w1

[0 démonstration :

x(A) est solution de Qz(l) dans Vl donc (x(A), w()d)) est solution de
S2(A) (dans V1 X Wl)'

Montrons donc 1'unicité.

Soit (x,w) une solution de Sz(l) (pour A dans Nl) dans V, X W,.

H1 est évidemment vérifiée en x car les gradients des contraintes actives en x
sont les (Vhi(§)) indexés par un sous-ensemble de E(x) u {s+l1,...,m}, et donc

sont indépendants d'aprés H en X.

H, en (x,w) s'écrit de la fagon suivante (avec w = (u,v))

¥y e]Rn, y # 0 tel que :

¥ie I, u {s+l,...,m} v {Kj/u; > 0} (Vh(x),y) = O

d VieI,u {K2/vj > 0} Y =0

= (v §2L(§,ﬁ)y) > 0
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On voit en fait que les contraintes et le lagrangien &tant indépen-
dants de X et u, c'est la condition H2 en (x,w) qui suffit 3 assurer la
condition H, en (x.w).

Par conséquent d'aprés le lemme II.3.1.1 x est une solution locale (stricte)
de Q2(A) dans Vl. Comme Q2(A) a une solution unique dans V., x = x(A) d'autre

1
part H, entraine l'unicité de w pour x donné donc w = w()).

1

On a donc montré que pour tout A de N Q2(A) et SQ(A) ont une solution

locale unique au voisinage de %X (respectivement (%,w)).
Montrons & présent 1'unicité globale :

Lemme 3. 3 vodsinage N, de A = 0 tel que ¥\ « N, 0N, QQ(A)
a une solution globale unique, x(A) et 82()\) a une solution
unique (x(A), w(A))

* Soit A dans Nl'

Le lemme 2 assure que Sz(k) posséde une solution (x(A), w())) .unique
dans v, X W1 voisinage de (x,w).

On va montrer qu'on peut trouver un voisinage N2 de A = 0, tel que
toute solution de SQ(A) soit dans V. x W.. Alors pour A dans N

1 1 1
solution de 82(1) sera nécessairement (x(A), w(A)). Par conséquent 82(X)

r1N2, toute

aura une solution unique.

Si on ne peut pas trouver un tel voisinage, alors on peut trouver une suite
n . n .

(A7) convergeant vers O et une solution (x, w"') de S(A) qui n'est pas dans

X .
v1 w1

Y

. ,.0 N - . .

. ST (x, w ) est bornée : quitte 3 prendre une sous-suite on peut supposer
n .n n n .

que (x, W) converge vers (xo, wo) or (x ', w ) est solution de S(An), c'est

a dire :
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Ca - (LG + Y W VG- T vop.zo
iep, * 7 p ]
jeh,
b- ¥ielI u{stle..,m} (Vhi(§), ") =0
¥iel xo = A2
2 3 3

. n - n
- VWHoey uiZOe‘t(Vhi(x),x)sO
Vi eK, vi20 xP2a"
2 ] J J
. n =y Dy
c- Wi e Kl ug (Vhi(x).x )=0
. j,.n n, _
¥j ¢ X v: (x. - A.) =0
J 2 -3 3

Par passage & la limite quand n tend vers +, il est immédiat que

(xo, wo)vest une solution de 82(0).
Or 82(0) a une solution unique (%,w) donc
(xo, wo) = (%,w)

Par conséquent Qno tel que ¥n2 n_ (xn, wn) eV, x W, on a donc une contradiction.

1

. si (xn,wn) est non bornée.
sote o = sup |1 11w, )
0 >
n

donc o est non nul d partir d'un certain rang.

On applique alors le

Lemme 4. ¥a = 0, ¥A = O
(R

(x,w) solution de S(A) <= (ax, ow) solution de S(a))
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(cela provient de "1l'homogénéité" de S(A)).

L A A
Par conséquent (623 EE) est solution de 82 (E?)° Or —= + 0 (car An + 0
1 n n n n
et 'a—-‘*O).
n X W
De plus (5=, 5=) est borné. On est donc ramené au cas précédent.
n n

On a donc montré 1l'unicité de la solution de Sz(l) pour A dans un voisinage

de O : N1 t)N2 = No'

&~

I1 reste & montrer que QZ(A) posséde une solution globale unique pour A
dans No'
P . v . .
C'est évident car si x est solution de Q2(A), alors x est solution de S2(A)

. . N N <
(avec son multiplicateur u) et donc x = x(1).

*

Terminons en montrant que le résultat est vrai pour A quelconque dans R”.

Cela provient de "1l'homogénéité" de S2(A).

I1 existe un réel a > 0 tel que aX soit dans N.
Or S2(al).a une solution unique.
On utilise alors le lemme 4 qui permet une bijection entre les solutions de
S2(ak) et celles de 82(1).

Par conséquent S2(A) a une solution unique (x(X), w(})) et Q2(A) a une

solution unique x(}).

2.3 - Dérivabilité de x(1) et w(}n).

Ces résultats permettent alors d'énoncer le théoréme général suivant :




Thiongme 111.2.3.1.

g

oy

Soit x une sofution Locale de P,(0)

£ et b, sont c au voisinage de x.

Soit w un multiplicateur associt a x.

On suppose alons que H, et H, sont verifies en (x,w)

Alons

4 - x est une solution Locale strnicte (donc isolde)
de P,(0) et w est unique.

AL - TR existe un voisinage N de A = 0 (dans R®) et
un voisinage Vv x W de (x, w)
1L existe une fonction (x,w) : N+ V x W telle que
x(X) s0it L'unique solution de P2(A) dans v
w(}) L'unique multiplicateur associé.

AL - x et w sont continues en 0 avee x(0)
w(0)

"
EJ I

Av - x et w admettent une dérivée en 0, dans toute
direction A de R" et
x(tA) - x(0)

1im s = x'(0;A) = %(X)
0!
lim ”(t“t‘ W0) = wr (o)) = w(N)
07

o x(A) est L'unique solution du problime
quadratique Q,(2) suivant et w(A) £'unique
multiplicateur associi.

Min 2(%, V2L(X, D)%)

% e R®
Q, (1) 4 Vie I, u {s+l,...,n} (Vh(%),%) =0
V3 . = AL
2% *5TY
ey (Vh, (%) ,%) < 0
&j € K2 2. > 2

J J ;|
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Conollaine 111.2.3.2. Sous Les hypotheses qui précident La fonction
A+ (x(N), w())) definie sun R” est continue surTR.

[ démonstration : On va utiliser le théoréme II.3.2.1 appliqué au probléme

paramétré suivant :

Soit A dans R" et Q(u) = Q(A + u). Q(0) possdde une solution unique (1)

Be plus H, est vérifiée en X(A) car elle est vérifiée en %(0) et une translation

1
n'influe pas sur les gradients des contraintes.

H, est vérifiée en %(A), w()A) : la démonstration est la méme que celle

2
faite pour le théoréme III.2.2.1 (ii/) pour vérifier H, en %(0), w(0) (On fait

2
une simple translation sur les bormes).

noA
Donc d'aprés le théoréme I1I1.3.2.1 il existe une fonction (x,w) définie
n —
sur un voisinage de telle que x(J) soit 1l'unique solution de Q(u) = Q(A+u)
n . - .
donc x(u) = %(A + p). De méme w(u) = w(A + ).

"o . . . .
De plus (x,w) est continue en O, donc x et w sont continues en A.

3 - EXTENSION AU CAS GENERAL P(A).

Soit
[ Min £(x,}\)
n
R
POV J X €
v¥i e {1,...,s} hi(x,k) <0
Vi e {s+1,...,m} hi(x,)\) =0
oi A € RY.

On suppose que f et h, (i € {1,...,m}) sont c? par rapport au couple (x,A)

au voisinage de (x,0).
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3.1 - Résultat général de dérivabilité directionnelle.

Theoneme 111.3.1.

Soit x une sofution Locale de P(0) et u un multiplicatewr
asso0cde.

On suppose que (H,) est verifiZe en x et (Hz) est vénigite
en

Alons :

* On a Les nésultats du théondme 11.3.2.1.
* De plus, pour tout éLément A:.deR%, x et u (définies

par Le thioAdme 11.3.2.1) sont dérivables en O dans
La dirnection A\ et

x'(030)
u'(03A)

YONONOAPAVONON O

ol x et 1 sont nespectivement L'unique sofution de
1 Q(A) et £'unique multipLicateur associl

On rappelle (cf. chapitre II) que

Q(A) est :

:

,

3

Min 3 (&, V°L(X, 3, 0) %) + (&, S7 VL(X,1,0))

% € R®

Vi€l {stl,...,m}.(Vh (%,0), %) = - o= hi(%,0)
- - . a -

¥i € K (Vhi(x,O), X) < - ere hi(x,O)

et le systéme des relations de Kuhn et Tucker associé est :

S(A) 5

a/ V2L(§,G,O)i +

| o/ ¥ieX g, [(Vh;(x,0),%) +

_ G, vh (x,0) = - & yL(X,3,0)
IyKy{s+1,...,m} 1

b/ ¥1 € K ﬁi 20
. - vy _ D
¥i ¢ K (Vhi(x,o),x).s E_h . )
Wi e¢Iu {stl,...,m} (Vhi(x,O),i)- 3—-hi(x,0)

i(>'<,o)

ot

9

3 hi(x,O)] =0
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3.1 - Résultat général de dérivabilité directionnelle.

Theondme 111.3.1. § Soit x une solution Locake de P(0) et u un mubtiplicateur

assocdl.

en
Alons :

* On a Les ntsultats du théondme 11.3.2.1.

La direction A et

§ x'(03))
3 u'(032)

! Q(A) et &'unique multiplicateur associi

On rappelle (cf. chapitre II) que

3 - -
[ Min 3 (%, VL(X, §, 0) %) + (%, §7 VL(X,3,0))
% € R?
Q(2) est : _ 3 _
¥i e€Iu {s+l,...,m} (Vh (x,0), %) = - Y hi(x,0)

¥ie K (W, (,0), %) < - % h, (%,0)

et le systéme des relations de Kuhn et Tucker associé est :

,

a/ VZL(E,G,O):‘: + y 4, vh.(x,0) = - oa-,z YL(%,u,0)
IyKy{s+1,...,m} : 3
b/ ¥i e Ku. 20
1 - -
¥i e K (Vny(%,00,) 5 - %_hi(x,o) )
VW e€Iu {s+t1,...,m} (Vhi(x,o), X) - %Qt- hi(x,o)

s(A) 1

2
ot

c/ ¥i € X ﬁi [(Vhi(x,O),i) + hi(x,O)] =0

\

On suppose que (H,) est verifife en x et (H,) est venifice

* De plus, pour tout &lément \:de R%, x et u (définies
par Le théoAdme 11.3.2.1) sont dérivables en O dans

ol x et u sont nespectivement L'unique solution de




Remarque. Dans le cas du probléme Pz(l) par exemple certaines fonctions h,
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3.2 - Preuve du théoréme III.3.1.

I1 suffit, d'aprés le chapitre II, de montrer que les hypothéses H1 et

H2 entrainent 1'unicité de la solution de S(A).

Pour cela on va, dans un premier temps, considérer le probléme paramétré
par A : Q(A) et faire varier A dans un voisinage de O. On lui appliquera le
théoréme II.3.2.1 et on obtiendra ainsi un premier résultat portant sur des
directions "petites". Ce résultat sera étendu ensuite sans difficulté au cas

d'une direction quelconque.
a) - Précisonsid!abord Les notations.

Soit A fixé ; on note g%- VL(%,u,0) = £(1) et ¥i € {1,...,m} g%-hi(§,0)=bi(k).

correspondent aux contraintes de bornes :

h.(x,A) = A, - x,.
1 i 1

-~
em

Pour ces contraintes 13 on obtient bi(A) = A, 8 bi est le i°"° projecteur de R".

i

Le systéme S(\) devient :

[ V2L(%,3,0)% + % 3; Vh,(%,0) = - £(A)
IuKuis+l,...,m}

¥i e K ui 20

| VieK (Vhi(i,o),i) < -bi(A)

S(A)
¥ieIu{s+tl,...,m} (Vhi(§,0),i) = - b, ()
VieK 4 [(Vhi(§,0), %) + b, (M)] =0
f 1 . 2 = - . |
Min 5—(x, VL(x,u,0)%) + (%, £(})) !
| 2er®
Q(A) ]

vi € 1 U {s+1,...,m} (Vhi(i,o), %)

bi(k)

A

¥ieK (Vh (x,0), x) $ - by(})
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On note A(A) le domaine réalisable de Q(A). Enfin il sera commode de
noter T(x) = {y ¢ R" / ¥i e I u {s+1,...,m} (y, Vhi(;(,O)y) = 0}

b) - Etudions d'abord Q(0).

Lemme 1 : (homogénéite de £ et des b, ie{1,...,m})

¥A e Ry, vk e R, ¥i e {1,...,n}

L(kA) = x&(A)

bi(kx) = k bi(A)

De plus £(0) = 0 et ¥i ¢ {1,...,m} bi(O) = 0.

D Soit i dans {1,...,m} et k un réel non nul.

Soit A quelconque dans R%

hi(g’ t) - hi(;’O)
t

. R .
b:(A) = 3= h.(x,0) = iig

hi(>'<, kA(t) - hi(§,0)

bi(k}\) = lim T
t+0
h,(x, Akt) - h,(x,0)
= k lim = =
kt0 kt
= k b,.(})
i

La démonstration est la méme pour £.

D'autre part :

h.(i,Ot) - h.(;,O)
1 1 =0

b.(0) = 1im
i ++0 t

I1 en est de méme pour £.




Lemme 2 :

C
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Si H, est vénifite en (x,u) alors Q(0) a une solution
unique x associZe & un multiplicateur unique 1.

Le domaine A(O) de Q(0) est inclus dans T(x).

D'aprés H2, V2L(x,u,(0) est définie positive sur T(x) donc sur A(O).

Le lemme en résulte immédiatement.

¢) - On applique Le théonZme 11.3.2.1. & Q(A).

Lemme 3 :

D

§
3
1
1
t
3
1

‘k

AN

SiH, et Hz sont vérifiies en x et (x,u), alorns Hy est vernifdize
en x et HZ est vinifdiie en (%,1)
Par conséquent.

4/ G est unique et S(0) a une solution unique (x,0).

AL/ 4L existe un voisinage N' de A = 0, un vodisinage V' x W'
de (x,u) tels que pour tout X de N', Q(A) posséde une s0lu-
tion x(A) unique dans V' associle au multiplicateur unique
u(d).
D'autre part,: pour tout A dans N', (x(A), a()A)) est £L'unique
solution de S(A) dans V' x W',
Enfin £'application A + (x(A), 4(1)) est continue en A = O
avee %(0) = % et G(0) = .

a) - Q(X) est un probléme quadratique 3 contraintes affines. Donc les

. . . . 2
fonctions objectif et de contraintes sont C°.

L'ensemble des indices des contraintesactives en % est E(x) et

on a :

E(%x) u {stl,...,m} ¢ I y Ky {stl,...,m} < B(x) v {s+1,...,m}

Par conséquent, d'aprés Hl en X, l'ensemble des gradients "actifs"

(y compris en égalité) en x :
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{Vhi(i,o), ie E(x)}u{s+1,...,m}

est linéairement indépendant.
H, est bien vérifiée en x.
¢} - Montrons enfin que H, est vérifide en (%,4). Soit y non nul dans R°

vérifiant :
¥ieIvu {stl,...,m}u {iek/ ﬁi > 0} (Vhi(§,0),y) = 0.

y est en particulier un élément de T(x).

D'aprés H_ en x on a donc (y, V2L(§,ﬁ,0)y) > 0 ;3 c'est exactement

2
la condition H2 en (x,u).

ii/ découle directement du théoréme II.3.2.1. H, en x entraine

1
1l'unicité de u. D'autre part, toute solution de S(0) vérifie H,

(d'aprés ce qui précéde) dont est de la forme (%,u) puisque Q(0)
~a une solution unigue.

L'unicité du multiplicateur associé 3@ x entraine u = 4 d'ol i/.
B
d) - On peut alons conclure La preuve :

Lemme 4 : § 12 existe unvoisinage N" de A = O tel que, pour tout A de N",
L Q(\) a une solution (globale) unique %(X) et S(A) a une solution
unique :

(x(2), u(r))

O Soit A dans N'. S(X) posséde une solution unique dans V' X W' :
(x(2), a(d))
On va montrer que l'on peut trouver un voisinage N" de A = O (inclus dans

N') tel que toute solution de S(A) (pour A dans N") soit dans V' x W'. Ainsi

toute solution de S(A) est égale & (x(\), u(A)) et on a l'unicité.
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Supposons qu'on ne puisse pas trouver un tel voisinage N". On peut donc
. n . . n
. trouver une suite (A )ndN qul converge vers O et une solution (x , un) de

s(A™) qui n'est pas dans V' X W'.
Deux cas se présentent :

3 3 - n e . -
i) - si la suite (x, un)n c N est bornée, on peut supposer (quitte 3 en

. . v
extraire une sous-suite) qu'elle converge vers (x, u).

¥n e N (x", n") est solution de S(An) et vérifie donc le systéme suivant :
V2L(%,5,0)x" + ) ul ¥h,(%,0) = - L")
Tuku{s+i,...,m} o
¥VieK uf 20
i
(1 { ¥ek ((X,0,xM) s-b,0"

¥ieIvu {stl,...,m} (Vhi(§,0), x0) = - bi(An)

Vie K u; [(Vh,(x,0), x™) + b5, (0™ =0
\ 1 1 1

feth; (ic {1,...,m}) sont c? par rapport a (x,\), donc £ et b, (ie {1,...,m})
sont continues en O.

Par conséquent on peut passer d la limite dans (1) quand n tend vers +w et

on obtient (grice au lemme 1) :

[ VL(R,5,0) ¥ + X ﬁi Vhi(x,0) = 0
IuKu{s+l,...,m}
¥i e K u, 2 0
1
(2) 4 ¥iex (Vh,(%,0), X) <0

¥ie Iu {stl,...,n}(Vh,(X,0), ¥) =0

¥ie K %&(Vhi(E,O), ¥)=o0

\
(g,ﬁ) est donc solution de S(0) et d'aprés le lemme 2 on a donc :
o N,

X u

= xetu= u.

Par conséquent il existe un entier n tel que :
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¥n 2 n, (xn, un) e VP x W',
On a donc contradiction.
ii/ Le deuxiéme cas se régle par application du lemme suivant :

Lemme 5. ¥A =2 0, ¥k > 0 (k ngel)
(x,u) solution de S(\) <= (kx, ku) solution de S(k\).

| O C'est évident d'aprés le leéemme 1. Il suffit de diviser chaque membre
des inégalités et égalités de S(kA) par k pour avoir le résultat voulu car
et b, (i € {1,...,m}) sont homogénes.

B

. R n 0 .
Si la suite (x , u ) n'est pas bornée, alors la suite réelle 3 termes

positifs (an)ndN ol o = sup (||xn|li!un|l) (] |} désignant successivement

. aa n m
les normes euclidiennes de R et IR ) tend vers +«.

I1 existe donc n, entier tel que :

1
¥n 2 n, o > 0
n n_ A"
Donc la suite (u) (ol u° = =) converge vers 0.
nzn n
1 0.
n_ x° | n ‘ u” n _n
Soit y = g etv =—pourn 2 n,. La suite (y , v )n o est (par construction)
s o

bornée. D'autre part : ¥n 2 n, (yn, vn) est solution de S(un) ol (un) est conver-

gente vers 0. On est donc ramené au cas précédent.
O

On a donc montré que sous les hypothéses H, et H2 en x et (x,u) on peut trouver

1
un voisinage N de A = O tel que, pour tout A de N, S(A) a une solution unique
(x(3), 4(A)) (et par voie de conséguence Q(A) a une solution unique x(A).

I1 reste i montrer que c'est aussi vrai pour un &lément A quelconque de R%.
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On applique pour cela le lemme 5 : soit A quelconque non nul de R%.

dk > O tel que kA € N. Soit (x,u) une solution de S(A). Alors (kx, ku) est
la solution de S(kA) ; soit (x',u') une autre solution de S(A). De la méme
maniére kx' = kx et ku' = ku. Donc x' = x et u' = u.

S(A) a une solution unique.
3.3 - Corollaires du théoréme III.3.1.

Cornollaine 111.3.3.1. Sous Les hypotheses du théondme 111.3.1 L'appli-
cation définie sur R pan :

A+ (%(A), a(X))) est homogene au sens sulvant :
¥a e R, ¥\ = 0, (%(ar), (o)) = a(x(A), a())).

ELle est done continue en A = 0.

D C'est une conséquence directe des lemmes 3 et 5

Corolhaine 111.3.3.2. Sous Les mémes hypothzses, L'application :
R +R" xR"
A+ (x(A), a(A))

est continue sur RE.

[0 Il suffit de reprendre la démonstration précédent en effectuant le
changmeent de variable A = Ao + | et en travaillant sur le probléme

Q(u) = Q()\o + u) pour obtenir la continuité en tout Ao de RY,

En effet une translation du paramétre n'influe pas sur la propriété d'homo-

généité des bi et de £ (on dérive une fois par rapport & A).

On a donc sous les hypothéses H; et H, en X, montré 1l'existence de
dérivées directionnelles d'une représentation de la solution. Les théordmes
énoncés fournissent en outre un moyen de calcul de telles dérivées (résolution
d'un probléme quadratique). C'est cet aspect qu'on va tenter de développer

dans le chapitre 1IV.
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CHAPITRE IV

APPLICATION ALGORITHMIQUE.,

Comme on 1l'a vu dans les chapitres précédents, on obtient des résultats
d'existence et d'unicité de dérivées directionnelles mais aussi un moyen de
calcul par résolution d'un probléme quadratique. On va donc essayer d'expli-
citer une méthode qui permettrait de calculer en méme temps x et x = x'(O3;A).
On va dans un premier temps présenter l'algorithme de Han qui fait intervenir
des problémes quadratiques, puis parler de quelques méthodes de résolution
d'un probléme quadratique et terminer par un essai d'enchainement de ces

différentes méthodes.
1 - ALGORITHME DE HAN ([163)

On vient de voir que la dérivée directionnelle d'une représentation
x(A) d'une solution de P(\) s'obtient par résolution d'un probléme quadratique
Q()\). Ce probléme fait intervenir le hessien du Lagrangien de P(O) en x :
2 - -
Vv L{x,u,0).

Si 1'on veut espérer pouvoir calculer en méme temps une solution x et ses
dérivées directionnelles x()) il est donc naturel de penser, pour la recherche
de x, 3 un algorithme faisant intervenir des problémes quadratiques liés éga-
lement au hessien du Lagrangien. Outre l'avantage d'une convergence rapide
on pourrait ainsi "dans la foulée" calculer %x()) 3 partir d'une estimation

de X et surtout de V2L(§,ﬁ,0).

Un "bon algorithme" s'impose d cet égard : c'est l'algorithme de Han.
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Soit (P) le probléme suivant :

Min £(x)
X e]Rn
(P)
¥ie {1,...,s} hi(x) <0
=0

¥i e {stl,...,m} hi(X)

\

Les fonctions f et hi (i =1,...,m) sont 02 de R" dans R. On considére

alors le probléme quadratique suivant ;

[ Min (VE(x), O) + -;- (0, Ho)

o eR"
Q(x,H) : A
vi e {1,...,s} hi(x) + (Vhi(x),o) <0
¥i e {st1,...,m} (Vhi(x),c) =0
Définition IV.1.1. § Un vecteur z = (x+o, u) de R” x R™ est une z-s0lution

y de Q(x,H) &L (o,u) est une paire de Kuhn et Tucker de
$ Q(x,H) (£L.e. &4 (o,u) vErnifde Les conditions de Kuhn
et Tucken du Ter ondre pour Q(x,H).

Rappelons les conditions de Kuhn et Tucker du premier ordre pour Q(x,H) en (o,u) :

m
. VE(x) + Ho + ) wu, Vh,(x) =0
=1+

IA
(o]

. ¥ie{1,...,s} u; 20 et hi(X) + (Vhi(x), o)

. Vie {s+1,...,m} (Vhi(x), o)

1]
o

. V¥ie {1,...,s} uy [hi(x) + (Vhi(x),c)] =0

\

On peut alors proposer l'algorithme suivant :

1. CEstimation de 2z° = (x°, u®°) pairede Kuhn et Tucker de (P)

Estimation de HO = V2L(x° »u®) hessien du Lagrangien en (%°,u®)
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Trouver une z-solution de Q(xk, Hk) : zk+l

k+1 k+l k+
z

= (x ~,u l) avec xk+1 = x4 k.
. R k
§'il y en a plusieurs on prend la plus proche de z .

. Jk+l L. S
Siz vérifie un criteére de convergence : STOP
Sinon on va & 5.

Calcul de Hk+l (estimation de V2L(xk+l, uk+1)
k = k+1.

Retour & 3.

Remarque : H est une estimation de V2L(xk,uk) ul peut €tre calculée par
) qui p P
plusieurs méthodes récursives.

Exemple. Si on note Hk+l

1]
fas]}
-
e
]
e o

ktl _ - k

k]

n
b
-
b

"
®

=4
"
E
=
"

u
s =X -X =8

y = VL(x,u) - VL(x,u)

Soit c tel que cts 20

- _ (y - Hs)ct + c(y-Hs)t st(y - Hs)cct
H=H+ -
t t .2
c's (c's)

Suivant le choix de ¢ (c=s, c=y ou e=D s ol D_ est une matrice fixée

définie positive) on obtient des méthodes classiques (Powell-Fletcher, etc...)

on a le théoréme de convergence suivant :

Thiondme IV.1.2. Soit z = (x,u) une paire ce Kuhn et Tucker de (P)

(@ forntioni on peut prendre une solution x de (P) et
un multiplicateur associ) vérnifiant Les hypothéses
sulvantes :
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1 L- H, en X : (Vhi(;c), ie B(x) u {s+1,...,m})
E sont Lintainement indépendants.
3

i - H, en x (condition du 22me ordne)

AL - Stricte complimentanité : K = @
(hi(i) = 0= Ei >0, pour i € {1,...,s}

L =

} Sodt (3,) une suite croissante d'entiens telle que
Vk eNN, jk < k.

Si z° est assez voisdin de z et 84 (a ) est une suite de
neels posilifs bornZe supirnieurement pan o "petit".
i |8 - VPR | < o alons

La suite (zk) converge Q-LinZainement vens z.

En d'autres termes : si Hk est une "bonne approximation" de V2L(zk)

. k -
alors la suite (z ) converge vers z.

Dans le cas qui nous intéresse 2) et ii) sont vérifiées mais en général

par iii). En pratique, cependant, les hypothéses Hl

de se passer de iii) sur le plan théorique, permettent d'appliquer cet algo-

et H2 qui ont permis
rithme aux problémes P1 et P

0"

On se trouve donc ramené & la résolution de problémesquadratiques (faisant

intervenir ici le hessien du lagragien).

On va donc également exposer quelques méthodes de résolution de tels

problémes.
2 - APERCU DE QUELQUES METHODES DE RESOLUTION DE PROBLEMES QUADRATIQUES.
2.1 - Introduction.

Soit le probléme gquadratique suivant :
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Min f(x) = ctx + %-x Gx
(Q) x € R®

Atx 2b

ol G est une matrice n X n symétrique, positive, définie A = (al,...,am)t
est n X m.

On appelle A le domaine réalisable de (Q).
Il y a, en fait, deux grands types de méthodes :

a - les méthodes du type &4implexe modif{€, sur des matrices obtenues 3

partir des relations de Kuhn et Tucker.

b - Les méthodes de projection du gradient de la fonction objectif sur la

variété des contraintes actives.

Ces dernidres sont les plus efficaces car nécessitant moins de stockage.
En réalité la plupart des méthodes combinent les deux aspects et opérent

le plus souvent en deux étapes :

a - obtention d'un point réalisable,

b - optimisation en conservant la réalisabilité.

I1 existe beaucoup de méthodes de résolution de problémes quadratiques
(primales, duales, primales-duales, paramétriques, etc...).
On va se limiter a la présentation des plus performantes, du moins dans le
cas qui nous intéresse. (Pour les autres on peut se référer 3 251, [261,
£271, [28], [29]).

2.2 - Méthodes primales (cf, Rosen [19]1, Goldfarb [20], Fletcher [21] ...)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode de Newton ; le principe

est le suivant :

a) - en x on cherche les contraintes actives N(x), et la variété active V(x),

intersection des hyperplans inactifs en x.

b) - On projette f£f(x) sur V(x) et on calcule les multiplicateurs correspon-
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dants a(x). Soit T 1l'opérateur de projection

i) si w(VE(x))

0 et a(x) 2 0 alors x est solution optimale

ii)  si m(VE(x))

correspondante eton recommence 3 a).

0 et dq aq(x) < 0 : on retire la contrainte ny

iii) si w(VE(x)) > O : on calcule la distance 6 de x & la contrainte
x - Tm(VE(x)).

inactive la plus proche puis T = min (1,0) ; x'

]
[

sivy : détermination de a(x) : si a(x) = 0 STOP
sinon on retire une

contrainte et on recommence & a).

. si+y =0 : on ajoute la contrainte réalisant 6 et on

recommence a a).

Remarque : m(VE(x)) = 0 <= Vi(x) = N(x).0

C'est la premiére condition de Kuhn et Tucker, si la projection de Vf(x)
sur la variété inactive est nulle cela signifie que Vf(x) est dans 1la
variété active.les multiplicateurs ne sont alors pas autre chose que les

composantes de Vf(x) dans cette variété.

On va donner deux exemples d'algorithmes issus de méthodes primales.

el e e e e e e e s e o s e W e = - —————— - am . - - .-

On cite les deux ensembles car c'est en fait le méme : seul l'ordre
des opérations change.
L'algorithme (1) (Goldfarb) commence par annuler la projection du gradient
puis rend positifs les multiplicateurs.

L'algorithme (2) (Fletcher) fait le contraire.
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ALGORITHME (1) (C201)

0- r Choix de X dans A ; calcul de g, = Vf(xo) = Gxo +c
Nq = (nl,...,nq) contraintes actives en X
* t -1 -1 .t -1
N =(NG"N) "N G seudo-invers
R R (» inverse)
I t ool o -1
initialisation | FTq =1 7€ Ny (N G7N) N
=et (-8 e
q q
-1 . . .
(PqG est l'opérateur de projection)
i=0
calcul 1- [ calcul de S, = P G—lg.
i q i
de la . 818, =0 onvais-
projection . Sinon on va a 2-
du gradient N
2- T casod P Gt g, = 0
q i
Calcul de X:q = xi - 'rs:.L
Bipp = VE(xgq) = Gy e
avec T = min (1, T) ol
xF X, - b,
T = min (—2—¥———-—l)
lcul t X. S
ca x:8, > 0 j i
du pas T J
qtl<ism
. -1 * - ~
on ajoute a . 81 1T < 1 on calcule Pq+l G et Nq+l grace a la formule
la variété (I) en supposant que le minimum dans T est atteint pour
active la s
, J = g+l
contrainte
fg+1 realisant i=3i+4l ; q =g+l et on va a 1~

T.

.8iT1T=1 1=3i+l et on va 3 3-
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3- [ calcul des multiplicateurs al = N; g;
Test sur ag = Min ag 3 on peut supposer r = q.
1 1sjsq ?
es
multipli- . Si ag 2 0 : tous les multiplicateurs sont positifs
cateurs. donc x, est le minimum global de f sur A ;

STOP

. Si §'< O : on enléve la contrainte nq. Calcul de

P et N;_ avec la formule (II) q = q-1 et on va & 1~

P G n (PG )
. cl-p gl_’a qtl " g Tg+1
¥ : top gt
nq+l q nq-l—l
* *
Nq - Nq gtl] (P G-'1 n )t
N - + qt+l
+1
9 t 5 ol
0 1 fg+1 fg+1

(I1) Retrait d'une constante.

*  *t
P_lGl:P G’l+3*t—n7
q Q n Gn
N* * * %
q-1 . N en n .
=N - oin = n
Q *t_ * q
x Gn




retrait de
la contrainte

n
r

test sur les
nouveaux multi-
plicateurs
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ALGORITHME (2)

Méme initialisation qu'en (1)

Caleul des multiplicateurns : ol

p=0; a& = Min ol
1<j<q

Yal

.83 a*20: onvaa 3-

alsl

. 851 0>< 0 : on va enlever assez de contraintes actives

H

= q gi

pour que les Gg deviennent tous positifs

on va a 2~

Retrnait des contraintes actives

P cl-p ¢4ttt
qQ-p q-ptl —_—
n*th*
* * * Kkt
N n
q-p _ N* q-ptl .
- q-ptl -
0] n*t G n*

* .
oln = n, la contrainte enlevée

- -G
P =ptl ; o Nq__P g;
J = {j/ag-p <0, 0% < attl -
.S8iJ=¢ on va

Q-Ps--.>q-1}

3-

o




113

3 - [ Caleul de £a projection du gradient.

. S18

. Si Si 0

X. = x, - TS,
i+l i i

n

Vf(xi+ )

Eiv1 1

od T = min(1, T) calculé comme: dans (1) et ol q est

remplacé par q+p

e
n

i+l 3 q = g+pt+l

on va a 1-

Théondme 1V.2.2.1.

Sous L'hypothese H, d'indépendance des gradients

actifs.
Sous nesenve de La neégle d'anti-zigzag de Zoutendijk
. pour £'algonithme (2) L.e.

3 S{ une contrainte précédemment

3 netinte doit etne neprise (en 3-)

elle est gandée dans La base des
contraintes actives fusqu'a ce qu'une
3 solution optimale s0it obrenue pour Le
probleme quadratique ainsi obtenu

1 ("revised”).

Alons Les algonithmes (1) et (2) convergent en un
nombre 44ini d'étapes.

ANV

b - Exemple de méthode numérniquement stable : Gill et Murray [22]

On se bornera au cas ol G est définie positive, car c'est toujours le

cas dans les problémes qu'on a envisagés (3 cause de 1l'hypothése H2).

0 alors Xs est le minimum global de f sur A :

STOP
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Le cas ol G n'est pas définie positive est également exposé dans [22].

Principe.

Soit X un point stationnaire (Ati = B).
On veut déterminer s'il existe une -~direction de recherche ‘réalisable’ p,
changeant 1'ensemble des contraintes actives, telle que f décroit le long

de p. On cherche donc p telle que (VE£(X), p) < O.

Supposons avoir choisi p tel que le point X + p vérifie les mémes

contraintes actives que X sauf la n° S

1]
~~
»
+
bl
S
"
]
]
+
[\
g
t

t
+
bs 2sP
Si on veut %X + p réalisable il faut a:p > 0.

Par conséquent tout p tel que : ¥j # s agp 0 et (azp >0 et (Vf(i)t,p) < 0)
est une direction de descente réalisable.

% stationnaire donc A= VE(R) = GX + c d'od (VE(R), p) = (GX + c)tp = atAtp

L33
leme

Atp est a:p e ol e estlas colonne de la matrice identité donc

(VE(R), p) = at(a:p) e, = (a:p)us.




initiali-
sation
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ALGORITHME

x° tel que VE(x°) = O (x° stationnaire ou sommet)

t° nombre des contraintes actives en x°
N°® matrice des contraintes actives en x°
g® = VE(x°) = Gx° + ¢

o
Q® No = 6 = 2% gz ( = LopLe")
0

ol Z° et les n-t° dernidres lignes de Q° (factorisation

Q-R)

k=0

Soit gk = Zkt gk

ol gk = Vf(xk) et z telle que A 0

k
Soit € donné ; € > 0

. 81 ||g§|| > g onvaa2-
. k
.SlllgAIISG

On calcule les éventuels multiplicateurs

Rka Q§ gk ol Qk est fermée des t

% k

de Q

premiéres lignes

i) - sioa >0 : on a trouvé la solution | STOP

ii) - sinon : soit a, <0 (par exemple le minimum des ai)

on enléve la contrainte s de la base des contraintes

actives.

P s . t
Résoudre Gpr = - gz (avec factorisation LDL de GZ)

k k

Former la direction de recherche pk =2 Py




116

4 - | Calewl de T distance de xk a La contrainte Lnactive

La plus proche
t
- a, xk - b, t K
T = min {_JT—E—J_ / a., p < o0}
j a; p 3

" peut intersecter plusieurs contraintes de Lo frontidne
de A.

Soit a_ L'une d'entre efles : ab x° = b
(en gait r néalise Le min de %)

T = min (1,7)

xk-l-l - xk + Tpk . gk+l - Vf(xk+l)

r

L

5 -1 8Six

. On ajoute La contrainte r et on forme N<*1

6 - [ On modifie Les "Q.R" facteurns de £a base et Les "LOLM

facteurs de G]Z pour obtenin G]:l.

k =ktl ; etonvaal-.
2.3 = Méthodes duales.

Ce sont des méthodes qui résolvent le probléme dual du probléme gquadratique
primal. On trouve donc les multiplicateurs d'abord et on conclut grice aux théo-

rémes d'équivalence des solutions des problémes primal et dual.

On va donner en exemple d'algorithme de Goldfarb et Idnani [24] qui est
le plus récent (83). (On peut voir aussi Van de Panne et Whinston [231])

. Lot 1.t
Min f(») = ¢ x + 5 X Gx
Q) X e R
Atx z2Db

G est symétrique définie positive ; A = (al,...,am)t. On note Q(J) le probléme
quadratique suivant :
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Min £f(x)
(Q(J)) x e R"

Vi e d (ai, %) 2 bi

od J c{1,...,m}

Définition 1V.2.3.1. S x est solution de Q(J) et 84 I est £'ensemble
' des indices des contraintes actives en x, (x,I)
est appele S-paire.

Soit N la matrice des contraintes actives en x

N = ot ¢t N)—1 Nt ot (pseudo inverse de N)

H = G‘l(I—NN*) opérateur de projection.

card I = g ; N est supposée de rang maximum (H. en x).

1

Le principe de base est le suivant :

i) On a une paire (x,I) oli I est l'ensemble des indices des contraintes

actives en x et x solution du probléme "actif".
s - . . . . . +
ii) On choisit, si c'est possible, une contrainte inactive en x : n .

. o o - + o /S, P, 3 3 13 -
ii1) On projette n sur la variété active (par matrice de projection H).

La projection obtenue sera la direction z du pas & ajouter a x.
On calcule ensuite la longueur de ce pas.

. dans l'espace dual : on cherche le multiplicateur "le plus prés"

~ + . . .
de T (ot NT = n et N la matrice des contraintes actives).

Ce multiplicateur est réalisé pour 1l'indice

uafx)
= (r
1 I'£ Z

.-

t

>0)

. dans l'espace primal : on calcule la distance de x & la contrainte

. . +
inactive n (= aP)
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! atx - b

t, =~—§¥—;;—R si|lz|]| = 0 et t, = ® sinon

le pas t sera la plus petite de ces distances. .

V) On détermine ensuite une nouvelle paire (x,I).

. 81 t=w STOP : c'est fini
.sits= t; (dual) on enléve la contrainte a,
.81 t-=

t, (primal) on ajoute la contrainte a




Choix d'une
contrainte
Inactive si
c'est possible
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ALGORITHME

Initialisation (minimisation sans contraintes)
X = = G_1 c; f =-% ctx = f(x)

H=G ;I=¢;q=0

calewl de a§ X - bj pourtant j n'appartenant pas 3 I

v V={3e{1,...,m} -1/ agx - bj < 0}

.81V=0¢: STOP : x est réalisable et solution
de QP
. sinon : on choisit p dans V
+
n = aP s u= N VF(x) (multiplicateur)

* (u, O)t

u

0;I=0¢;1I =1uiph

(sig=03;u

r’ Recherche de néalisabilite et détermination d'une
nouvelle S-painre.

a) - Choix d'une direction

z=Hn+etsiq>O,r=N*n+

b} - Choix du pas

i/ - longueur "partielle" t, (dans le dual)
.85l r<Oousig=0:t, =
. sinon : t, = min
r>0 . r, r
3 3 2

i PRPRIN. |

us G wp ()

le numéro £, élément de I correspond 3 1'indice
k de {1,...,m}




le pas est
réalisé dans le

dual. On modifie
le multiplicateur

et on enléve la

contrainte active

réalisant t1

on modifie
x et u

pas
"primal"”

on ajoute une
contrainte (ap)

pas "dual”
on enléeve la
contrainte réa-

lisant t1
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ii/ - longueur "totale" t2 (dans le primal)

.siz]=0: t,=e
. t
. sinon : t2 = a px-b
il »
t +
Z n

t,)

iii/ - longueur du pas : t = min (tl 5

c) - Determination d'une nouvelle S-paire.

i/ - si t = «» STOP

Q(I+) et (Q) sont irréalisables

_ ii/ - si t, == ; (1:1 <w) 3 t= t,
—r-
+
u+ =u +t
1
I=I-{k 3q=g1
Calcul de H et N ; on va & 2-a-.
L.
iii/ - sinon :
T X = x + tz
_ t 1 +
f=f+ tz £2t+uq+l)
+ + -
u = u +t L.l:]
L *511:=1:2.u=u+
= Ivu {p}
q = gtl
calcul de H, N* et on va 3 1-
- xsit=t,:I=1-{k}
—
q=gq-l
*
calcul de H, N et on va & 2-a-.
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Cet algorithme résoud (Q) on indique qu'il n'y a pas de solution en

un nombre fini 4'étapes.

L'implémentation est basée sur la factorisation de Cholesky.
3 ~ APPROCHE ALGORITHMIQUE DU PROBLEME INITIAL.

Il s'agit d'essayer de résoudre & la fois le probléme

Min £(x,0)

4 e]ﬁ’

¥ie {1,...,s8} hi(x,O)
¥i e {s+1,...,s} hi(x,O)

P(0)

A
o

et le probléme quadratique Q(A) exhibé au chapitre II, qui permet d'estimer

la dérivée de x et de u dans une direction quelconque A de R

[ Min % (%, VQL(Q,G,O)}‘() + (%, :—tVL(i,ﬁ,o))
X € Rn
. - . - 3 -
Qx,A) ¥ielu (Vhi(x,O),x) = - =% hi(x,O)
{s+l,...,m}
¥ie XK (Vh(io)ﬁ)<—i(§o)
| AR T S

ol x est une solution locale de P(0) et u le multiplicateur associé.

-
u

{i€{1,...,8} ¢/ Gi > 0}

=
n

{ie{1,...,5 / by(x,0) = u, = 0}
Les hypothéses (Hl) et (H2) sont supposées vérifiées en (x;u).
L'avantage de 1l'algorithme de Han pour la résolutionide P(0) est qu'il

implique les résolutions successives de problémes quadratiques faisant inter-

. 2 . - s z_ s
venir V°L(x,u,0) (outre bien sfir le caractére supra-lindaire de la convergence).
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On peut donc imaginer de chercher une bonne approximation de (x,u) par cet
algorithme et de résoudre "dans la foulée" le probléme Q(x,\) puisqu'on

aura déja une bonne approximation du hessien du lagrangien.
On peut donc proposer le schéma général suivant :

1°) - Résolution de P(0) par 1l'algorithme de Han, chaque sous-probléme quadra-
tique étant résolu par une méthode de type Goldfarb-Idnani (ou équivalente).

. . . k k - s e .
On engendre ainsi une suite (x , u ) et on s'arréte quand xK vérifie un critdre

-l|| < € pour € donné).

- k
d'arrét (par exemple ||xk-x
- [ - - - N r\) - - -
On obtient ainsi une approximation (x, u) d'une solution locale (x,u)
a
En fait x = K (obtenu a 1'itération k)

P z Z_ e s - = oo
(Hl et H, 2 étant supposées vérifiées en (x,u) elles le sont en (x, u) par

2
continuité).

On obtient également une 'bonne" approximation de

VAL(R,5,0) = v2L(%,3,0) = ¥ (=6).

° 2z . . Y N
2°) - Détermination de I et K

Lemme 3.1. Si (X,¥) est assez voisin de (x,u)
onal=?Y et K = ¥

~
3°) = Résolution de Q(x,A) (par la méthode de Goldfarb—idnani par exemple)
en prenant un point. de départ judicieux (par exemple s = xk - x ~ solution
du dernier probléme Q(xk, Hk) de 1°)).

On obtient alors une valeur approchée de (x,u).
Remarques et commentaires.

Pour résoudre Q(;, A) on peut choisir la méthode de Goldfarb-Idnani.
Dans cette méthode on peut, a priori, choisir n'importe quel point comme
point de départ. Toutefois si on choisit comme point de départ sk la derniére
différence (xk—xk-l) on peut accélérer la résolution de Q(g,l).

Prenons, & titre d'exemple, le cas du probléme (Pl).
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L'algorithme de Han génére des problémes :

' Min (VE(xX),0) + (1/2) oo

n
o €R
Q(Xk9 Hk) ] . X Xk
¥vie {1,...,s} hi(x ) + (Vhi(x ), 0) 20

¥i e {s+1,...,m} hi(xk) + (Vhi(xk), o) =0

s n .
et le probléme Q(x, A) est le suivant :

[ Min (A,0) + (1/2) oNo

j o GIJ]
Wiel n (¥ + (Vhi(?z'), 6) =0
¥ie K B(X) + (Vh, (%), 0) < 0

n
(en effet pour tout i de I u K hi(X) = 0)

On constate alors que le domaine réalisable de Q(x,A), D()) est inclus

dans Dk le domaine réalisable de Q(xk, Hk), si on choisit ¥ = xk.

De plus les fonctions objectifs ne différent que d'une partie linéaire :
k - a
(Vf(x ) - As U) ( = (Vf(X) = A C))o

On constate donc que les deux problémes sont trés liés et que partir de
sk solution de Q(xk, Hk) pour la résolution de Q(%, A) peut &tre un trés bon

choix.

En conclusion, ceci n'est qu'une trés vague approche de la maniére dont

on peut résoudre le probléme du point de vue algorithmique.

I1 faudrait s'interroger de maniére plus rigoureuse sur les moyens
d'enchainer les différentes résolutions de problémes quadratiques aussi bien
dans 1'algorithme de Han que pour la résolution successive de Q(xk, Hk) et
Q(xk,x). Ceci supposerait éventuellement de modifier partiellement les méthodes

de résolution de problémes quadratiques évoquées précédemment.
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I1 faudrait également pouvoir estimer plus précisément 1'incidence du choix
du point de départ dans la résolution du dernier probléme, en estimant en
particulier le gain (en calculs, vitesse de convergence) dii au choix trés parti-
culier de sk. On pourrait également trouver d'autres points de départ, plus

performants, adaptés aux problémes (Pl) et (P2) par exemple.

Enfin, et surtout, il faut estimer les erreurs commises, d'abord quand on
choisit xk comme valeur approchée de x, et ensuite quelle en est l'incidence
sur les approximations de x et 4. Tout ceci constitue un sujet bien trop vaste
pour qu'on puisse le traiter de maniére satisfaisante ici.

Aussi a-t-on pris le partie d'indiquer seulement les principes généraux et des

directions de recherche possibles.
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RESUME

Le but de ce travail est de faire une analyse de sensibilité G’un probléme
d'optimisation paraméieé : P(v) ,au voisinage de v = O,c'est & .dire d'évaluer -
l'incidence d'une petite variation du paraméire sur lé valeur optimale du probléme
fﬁin(v) et sur les éveniuclles solutions « On évoguera d'abord 1l'aspect global
de cette question (dérivatilité de fﬁin) s avant de se placer au voisinage d'une
solution locale X de P(0) . C'est le cas ou 1'hypothése  de stricte complémenta-
rifé en X n'est pas assurée que l'on développera . On montrera , sous des hypd—
théses classiques , l'existence et 1'unicité dans un voisinage V de X , d'une
représentation de la solution x(v) de P(v) et du mwltiplicateur associé u(v) ,
continue en v = O . On donnera aussi des conditions assurant la dérivabilité
directionnelle en O de x(v) et u(v) « A titre d'exemple on developpera le cas
de deux problémes particuliers Py (variation linéaire de 1'objectif ) et P,
(variations des contraintes de borne ) .

On conclnsra en ébauchant une mise en osuvre algorithm:que de la résolution

de ce prohléme , afin d'établir un procédé de calcul conjoint de X et x'(O;d,
(sa dérivée dans 1a direction d quand elle existe )




