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INTRODUCTION 

Dans ce travail, nous étudions des possibilités de contrôle d'erreur 

en accélération de la convergence. 

. Sur le plan pratique, il est insuffisant de savoir, pour une suite 

(S ) donnée, qu'une certaine transformation : (Sn) + (Tn) accélère sa conver- n 
gence.11 est donc important et souhaitable d'avoir, en même temps, une esti- 

* 
mation de l'erreur T -S , dont le critère d'arrêt sur le plan numérique en n 
dépendra. 

C'est pourquoi C. Brezinski [ 13 a proposé et a étudié une méthode pour 

le contrôle d'erreur. Elle consiste à construire une suite d'intervalles, 

admettant pour milieux les termes de la suite (T ) ,  lequels à partir d'un 
n 

certain rang contiennent la limite. 

C'est dans cette perspective que notre étude se développe pour abou- 

tir à une autre façon de procéder pour le contrôle d'erreur : nous cherchons 

à appliquer à une suite deux transformations de telle sorte que les deux suites 

obtenues accélèrent la convergence, en fournissant un encadrement de la limi- 

te, l'une par excès et l'autre par défaut. 

Nous désignons parfois donc, par "estimation de la limite" la procé- 

dure décrite précédemment. 

Tout d'abord, dans le chapitre 1, nous étudions le procédé de contrô- 

led'erreur de C. Brezinski dans le cas particulier de transformation de sui- 

tes : Tn=Sn+l,n>O. Ce qui va nous conduire à donner deux estimations de l'er- 

reur pour une classe de suites, en ~articulier pour des suites générées par 

la méthode de Newton. 

Dans le chapitre II, afin de donner une estimation de la limite, nous 

proposons une famille de transformations de suites. Après avoir établi des 

résultats d'accélération de la convergence et d'exactitude, nous donnons 

un critère qui permet de déterminer les deux transformations qui encadrent 

la limite. Nous terminons par une généralisation de ces transformations au 

sens de Levin. 

Dans le chapitre III, nous étudions une méthode d'encadrement de la 

limite pour trois classes de suites oscillantes. 

Dans le chapitre IV, nous introduisons une généralisation du ~rocédé 

de contrôle d'erreur de C. Brezinski. Nous complétons notre étude par celle 

faite par FDIL [ 71. 



- Enfin,  dans l e  c h a p i t r e  V ,  nous proposons une méthode d ' e s t i m a t i o n  

de l a  l i m i t e  pour l a  c l a s s e  de s u i t e s  (S ) à convergence l i n é a i r e  t e l l e s  n  
Yk que dsn=An nOl - pour  n a s s e z  grand,  avec  y0*O, ~ É I R  e t  -1d<1 (h*O). 

k2on k - .  2 
L'encadrement de  l a  l i m i t e  s ' o b t i e n t  à l ' a i d e  du procédé A dlAi tken  d 'une 

Z 
p a r t ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  du procédé A d f A i t k e n  modif ié  e t  du e2  - algor i thme 

décalé .  hous étendons c e t t e  méthode au A* - i t é r é .  

Nous notons,  avan t  de c l o r e  c e t t e  i n t r o d u c t i o n ,  que l e s  e s s a i s  numé- 

r i q u e s  concernant l e s  t r o i s  p remie r s  c h a p i t r e s  o n t  é t é  f a i t s  s u r  l ' I R I S  80, 

t a n d i s  que ceux du d e r n i e r  c h a p i t r e  ont  é t é  r é a l i s é s  s u r  l'AMOS. 



Soien t  cl ,Bdeux  r é e l s  d i s t i n c t s .  Nous no te rons  BI : l ' i n t e r -  
A 

v a l l e  Ca,BI s i  cl < B ou CB,ctl s i  B < ct. 

Nous désignerons t o u j o u r s  p a r  (S ) une s u i t e  de r é e l s  supposée conver- 
n 

gen te  de  l i m i t e  s*. 
AS dés ignera  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  deux termes c o n s é c u t i f s  de  l a  s u i t e  n 

(Sn)  : ASn = Sntl - Sn. 

De manière analogue,  n2sn = A(AS ) = AS - ASn. n n + l  

Nous noterons  A l e  r a p p o r t  quand ASn# O .  
n 

AS 
n 

So ien t  ( u  ) e t  (Y,) deux s u i t e s  de r é e l s  de l i m i t e  n u l l e .  
n 

On é c r i r a  : 

Type de convergence : 

* 
S o i t  (S ) une s u i t e  de l i m i t e  S . 

n 

de l a  s u i t e  (S ) s i  
n 

L i m  

- on dira que ( S  ) e s t  à convergence l i n é a i r e  s i  
- s* n 

L i m  Sn+ 1 * = p où - 1 5 p < 1 ( p # O), t a n d i s  q u ' e l l e  e s t  à conver- 
n - s  - S  

n 

gence logar i thmique lo r sque  p 1. 

Procédés d ' a c c é l é r a t i o n  : 

- S o i t  (Sn) de l i m i t e  S* e t  considérons  un procédé q u i  t ransforme (S ) en une n 
s u i t e  (Sn).  

Le procédé s e r a  d i t  : 

* e x a c t  pour (Sn) s ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  N t e l  que YnZN Tn = s*, 

* r é g u l i è r e  pour l a  s u i t e  (S ) s i  t i m  T = s: n n 
n+ 

* 
Tn - s 

* a c c é l é r a n t  l a  convergence de (S s i  t i m  n * = o .  
n*S - S  

n 



i 

- 

ESTIMATION DE L'ERREUR D'UNE SUITE CONVERGENTE 

PAR UN PROCEDE D'INTERVALLES EMBOITES 
b 



1. Introduction : 

Dans ce chapitre, nous développons un cas particulier de la procé- 

dure proposée par C. Brezinski dans Cl]. 

Elle consiste à estimer l'erreur sur la transformée d'une suite obtenue 

par une méthode d'accélération de la convergence, en construisant d'une manière 

simple une suite d'intervalles, lequels contiennent asymptotiquement la limi- 

te de la suite à accélérer. 

Nous commençons par présenter cette procédure et par rappeler quelques 

résultats. Nous l'étudions ensuitepour une transformation particulière qui nous 

amènera à donner une estimation de l'erreur pour une suite convergente et en 

particulier pour une suite générée par un procédé itératif tel que x ~ + ~ =  F(xn). 

Notre approche est basée sur le comportement du rapport des différences succe- 

sives des termes de la suite :A, 
et Axn+ 1 

.Ceci nous donne des informations 
n 

sur le rang N à partir duquel ces intervalles contiennent la limite. 

Nous appliquons enfin notre estimation à la méthode de Newton, en com- 

parant avec d'autres estimations proposées par Potra F.A et Ptdk V. dans 

C14, 19801 et Miel G. dans 112, 19801. 

Nous remarquons, sur des essais numériques, que la notre est, en géné- 

ral, meilleure. 

Nous améliorons notre estimation d'erreur en proposant une deuxième. 

II. Présentation et propriétés du procédé de C. Brezinski [ 1 1  

Soit (Sn)nLo une suite convergente telle que : lim Sn = S* 
n- 

Soit T une transformation de suites, telles que : 

On peut toujours écrire de telles suites comme : 



* 
I l  e s t  c l a i r  que (Tn)nZo converge v e r s  S  s i  e t  seulement s i  D = o ( l )  e t  n  * 
(T ) converge p l u s  v i t e  que (Sn)n2o v e r s  S  s i  e t  seulement s i  

n  nzo, 
U 

Lim n  = - 1. On cons idè re  une a u t r e  t ransformat ion d é f i n i e  à p a r t i r  de T  : 
n- s - S* 

n  

Tn ( b )  = Sn + (1-b) Dn VnZo e t  Vbc IR 

Comme on peut l e  c o n s t a t e r  : 

T = T n  ( O )  e t  Tn ( b )  + T n  (-b) 2 T n  
n  

donc T  e s t  l e  m i l i e u  de l ' i n t e r v a l l e  fermé e t  borné d ' e x t r é m i t é s  Tn ( b )  e tTn( -b )  : 
n  

Nous a l l o n s  r a p p e l e r  l e s  premiers r é s u l t a t s  s e  t rouvan t  dans C l ] .  

Théorème 1 : 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e s t  s u f f i s a n t e  pour que Vb  # O .  .... . 

I 3 N  : YnlNs* E 1 (b )  e s t  que Vn2N J e  )513) ; n n  

où e s t  t e l l e  que : T ~ - s *  = en  Dn , n2o. L 
* 

On remarque, à p a r t i r  de  c e  r é s u l t a t ,  que s i  S €In ( b ) ,  a l o r s  on aura  une e s t i -  
* 

mation de l ' e r r e u r  1 T -S 1. 
n  * 

Donc l ' a p p a r t e n a n c e  de S à In ( b )  e s t  d 'un  grand i n t é r ê t  puisque en p r a t i q u e  
* 

1 (b)  s e r a  u t i l i s é  comme e s t i m a t i o n  de S  a u  l i e u  de Tn ,  
n  

La ques t ion  q u i  s e  pose maintenant e s t  d ' é t u d i e r  des  cas  où l a  c o n d i t i o n  du 

théorème 1 e s t  s a t i s f a i t e .  Une première  réponse  s e  t rouvan t  dans C l ]  e s t  donnée 

dans l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Théorème 2 : 

* 
S i  T,-S* = O (Sn-S ) a l o r s  Vb # O ,  3 N  : Vn'N . . . . 

En e f f e t  l o r s q u ' i l  y a  a c c é l é r a t i o n ,  ( e n )  t end  ve r s  zé ro  e t  il e x i s t e  

donc t o u j o u r s  un rang N à p a r t i r  duquel l a  c o n d i t i o n  du théorème 1 e s t  v é r i f i é e .  

Mais il s ' a v è r e  que l e s  i n t e r v a l l e s  1 (b) r e s t e n t  l a r g e s .  Cec i  e s t  dû au  f a i t  
n  

que l e s  bornes (Tn (k b ) )nso ne convergent p a s  p l u s  v i t e  que l a  s u i t e  (S ) . 
n  r.20 



En effet : 

T (b)-S* 
* 

n 
T -S 

On a : 
- n - - -  Dn 

* b- 
sn-s* * s -s 

n 
s -S n 

T~(~)-s* 
Donc . eim * * 

* = b c a r  T - S  = o ( S n - s ) .  
n- S -S 

n 
n 

* 
Dans ce cas, l'estimation de S par 1 (b) est sans intérêt. Ceci conduit à n 
remplacer b par une suite (b et on a les résultats suivants : n nlo 

Théorème 3 : 

* 
Une C.N.S. pour que 3N : Vn2N S €1 (bn) est que : VnzN, le 1 5 /bnl. n n 

* 
(en),?, est telle que : T -S = e D ~ ,  nao. n n 

Théorème 4 : 

* * 

I 
Si TnS =O (s*-S ) . al~ors une C. N. S pour Que . . . . . . 

* * 
Tn('bn) - S = O (Sn - S ) est que b = o(1). 

n - 
Donc ces rgsultats nous assurent, dans le cas de l'accélération de la conver- 

* 
gente, l'appartenance de S à 1 (bn), par contre le ~roblème qui se pose est n 
que la valeur de N reste inconnue. Cet inconvénient est dû au fait que la condi- 

tion des théorèmes ~récédents est une propriété asymptotique. 

En conséquence, nous sommes ramenés à chercher d'autres conditions qui ne dé- 

pendent que des données du problème afin d'une part d'assurer l'appartenance 
* 

de S à In et d'autre part de tirer des informations sur le rang N. 

III. Premiers résultats : 

* 
Soit (S ) une suite convergente de limite S . n nlo 

On notera pour toute la suite de ce chapitre : 

Soit T la transformation de suites particulière telle que : 

T = ( S )  ) n nlo >('nt1 nzo ie Tn = Sn+l, nlo 



donc Tn ( b )  dev ien t  Sn + (1-b) ASn , b  f o .  

s o i t  : Tn(b) = Sn+l - b  ASn, c a r  S = Sn + ASn. n+ 1 
* 

I l  e s t  év iden t  de v o i r  que t i m  Tn(b) = S . 
n- 

Avant d ' a r r i v e r  à un r é s u l t a t  fondamental ,  nous proposons un r é s u l t a t  avec 

1;s i n t e r v a l l e s  I n ( b )  où b  e s t  une cons tan te  non n u l l e .  

P ropos i t ion  1 : 

On suppose que (Sn)n2o e s t  s t r i c t e m e n t  monotone. 

S o i t  b  un r é e l  non nul .  

l s i  3N 
: YnLN h 5 ( ( H )  , a l o r s  Yn- 

n  > N  In+,(b) C - In(b).  
1+ I b  1 

I 
S i  l a  s u i t e  ( S  ) e s t  monotone à p a r t i r  du rang N ,  a l o r s  l e  r é s u l t a t  r e s t e  n  n  
v a l a b l e .  

Preuve : 
A C  
LI J 

n + l  
AS # O YnLo, on peut pose r  An = - 

n  AS 
n  

On ne r e s t r e i n t  pas  l a  & n é r a l i t é  en supposant b>o, c a r  dans l e  c a s  où b<o, 

il s u f f i t  de remplacer b  p a r  -b e t  Tn(b) p a r  Tn(-b).  

Donc on suppose que b>o. 

1) S i  ASn>o Yn20, a l o r s  : 
- 

donc I n ( b )  = [Tn(b),  Tn ( -b)]  Yn 

a l o r s  

(-b) < Tn(-b) 

<=> 



l e r  cas  : o<b 5 1 : a l o r s  1-bro e t  AS 0 Vk 
f R 

donc -b ASn<o r (1-b) ASntl => ( 1 )  i <=> ( * ) 
(H) => ( 2 )  

2ème &as : b > l  : Alors 1-b < O e t  AS >O Vk 
k 

donc. ( * )  b 

b- 1 

1 b - 5 -  

"n l t b  

S o i t  : A ,  r  in [- b 9 - b 1 1 
l t b  b-1, 

o r  Min b - [ &  7=J - 
y en e f f e t  : 

l t b  

b donc : (FI)=> A - =  Min 
n l t b  

Par  conséquent : ( * ) e s t  v é r i f i é  YniN e t  pa r  s u i t e  1 ( b )  E In ( b )  VniN. n t  1 

2 )  s i  ASn < 0 V ~ Y  a l o r s  1 (b) = [Tn(-b),  Tn(b) ]  Yri. D e l a  même manière : n 

l e r  cas  : o<b 5 1 : a l o r s  1-b 20 e t  AS < O  Vk 
k 

2ème c a s  : b > l .  Alors 1-b<o e t  ASk <O Y k 

donc (**) dev ien t  
l t b  

b 
S o i t  hn h   in( - 

l t b  b-1 l t b  



Donc (Hl => (**) 

Par conséquent : (**) est vérifié Vn2N et par suite 1 (b) C In(b) Vn2N. n+ 1 
I 

* 
Une conséquence immédiate de cette proposition est que si S €1 ( b ) ,  alors n+l 
s*EI~(~). 

DORC le fait d'avoir des intervalles emboités nous permettra d'encadrer la 
limite. C'est l'objet du corollaire suivant : 

Corollaire 1 : 

On suppose que est strictement monotone. 
Ibl S'il existe un entier N : A 5 - YnZN (H) pour un réel b non nui, 

* n 
alors : S €1 (b) VnZN. l +  lb 1 

n 

Preuve : 

Les hypothèses de la proposition 1 étant vérifiées, on a donc 1 (b) 
n+ 1 

C - In (b) Vn2N. 

Comme les intervalles 1 (b) sont fermés et bornés, on sait alors que 
k 

* 
Or lim T (tb) = S alors : n n- 

* 
Par conséquent : S cIn(b) VnZN. 

I 

Remarquons que pour établir les résultats précédents, il est inutile de suppo- 

ser que (TnIn converge plus vite que (S ) . n n 
Pour un choix convenable de la con tante b, on voit donc la nécessité de con- 

+ (ASn . 0) naître le comportement du rapport ---- 
AS 
n 

Nous allons enchaîner par un résultat qui donne un choix de b qui dépend 

directement du comportement de la suite ( An)n. 

Corollaire 2 : 

On suppose que (Sn)nZo est strictement monotone. 

* 
S'il existe un entier N : A S A  < 1 Yn2N, alors S €1 n N 

[ ] Vn2N. 



A S ~ t l  - Comme b  = - - AS~+l  - - -  e t  A N  < 1, a l o r s  b  < 0. 
~~s~ A S ~ + ~ - A S ~  iN-1 

2  
1 b l  -ASN+l/A SN Donc - - - - A S ~ t  1 

2  
1 + 1 b  1 1 - ASNtl/A SN A2sN - ASNtl 

S o i t  : 1 b l  - A S ~ t l  ' - 

l +  l b l  
- 

 AS^ 
o r  X I X  = l b l  , donc (H) e s t  v é r i f i é .  

1 t  l b l  

* 
I l  s ' e n s u i t ,  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a ? r e  1, que s €In [L:_'] -- VnlN. 

A s~ I 

Pour i l l u s t r e r  l e s  r é s u l t a t s  p récéden t s ,  on propose l 'exemple simple su ivan t  : 

Numériquement, on o b t i e n t  : 



Le premier terme de la suite qui est inférieur strictement à 1 

est A et comme (h ) est décroissante, on a bien X 5 h3 < 1 Vn23. Donc 3  AS:^ h3 n 

le choix de b - - - 
1 2  1 -  , soit b = 1.6026031, nous assure l'appartenance 

A s3 1-r. 

de O à 1 (b) Vn23. On a : 
n 

n Tn (-b) 
-- 

O 0.665+65+ 
4 0-909 594 '8 .t 0 .068  ~4 
3 - O.~o%ooS 
4 , O . 5 0 7 6  60s 
5 - 0 . 6 5 A 9 5 3 8  
C - o.  oo48d5g 
3 - 2.243639 4 f -6 

T (b) n 

O. 954234 3 
0.90 2,404 
a.* 20 6 7  
o. 82 0 bs 
o. 2 3  6 2 W 4  
O. 05 4 3  A + %  
0 .  eo ~ 1 1 8 3 2  
L. 24 36 4.32. E - 6  

1 

? 



A 4 Si maintenant, on prend b = -= 0.281449, alors0 €1 (b )  Yn24. 
1-A, n 

On remarque plus on augmente la valeur de N dans le choix de b, meilleure 

est l'estimation. 

Il faut remarquer aussi que la suite (S ) est d'ordre strictement supé- n 1-20 
rieur à 1. (ordre 2 en fait). 

En effet : 
2 

5 /Sn = 1 Vn. 
nt1 

Regardons maintenant ce qui se passe si l'ordre est égal à 1 : 

Soit la suite : S = A", nro, O< X <  1. 
* n 

On a S = O, ( S  ) est strictement décroissante et A = Asntl n 1-120 = X Jdnlo. 
AS 

X n Soit b e IR - ( O : I b  I r , on a alors en vertu du corollaire 2 : 
1-X 

or1 (b) Ynro n 

X 
Le choix optimal de b est tel que : Ibl = -. 

A 1-X 
Prenons par exemple b = -, on obtient : 

1 - A  

Donc I~ [ 51 = [O, 2 ~ ~ "  - -1 Vnzo. 

Comme on peut le voir, les intervalles 1 restent larges et l'apparte- 
n 

nance de O à 1 
n [ - ] est donc sans intérêt. 



Donc, pour ces  r a i s o n s  e t  c e l l e s  c i t é e s  au  paragraphe précédent ,  il e s t  i m -  

p o r t a n t  de p a s s e r  du choix  d 'une cons tan te  b  au choix d 'une s u i t e  ( b  ) q u i  n  n  
nous permet t ra  d 'une  p a r t  de surmonter l e  problème c i t é  précédemment e t  d ' a u t r e  

p a r t  d ' encadre r  l a  l i m i t e  dès l e s  premières  i t é r a t i o n s .  

I V  Passage du choix  d 'une c o n s t a n t e  au  cho ix  d 'une s u i t e  ( b  ) 
n n  

On r a p p e l l e  qu'on e s t  t o u j o u r s  dans l e  c a s  où T - 
n - sn+i*  

1 )  R é s u l t a t  fondamental : 

En remplaçant l a  c o n s t a n t e  b  p a r  l a  s u i t e  (bn)nLo, on o b t i e n t  l e  

r é s u l t a t  su ivan t  : 

On suppose que ( S  ) e s t  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  monotone e t  ( b  ) e s t  une 
n  1-20 n  n 2 ~  

s u i t e  s t r i c t e m e c t  p o s i t i v e .  
U 

S i  3 N  : Yn2N (H'), a l o r s  : 

l 
l+bn+l 

La s u i t e  d ' i n t e r v a l l e s  ( I n  (bn))eNest  d é c r o i s s a n t e  pour l ' i n c l u s i o n .  
* 

S i ,  en o u t r e ,  l i m  bn ASn = O ,  a l o r s  S  €1 (b,) YnZN. 
n- n  

Preuve : 

On ne r e s t r e i n t  pas  l a  g é n é r a l i t é  en  supposant AS > O  Ynro, c a r  dans l e  cas  où 
n  

AS < O  Yn20, il s u f f i t  de remplacer (S ) p a r  (Tn (bn ) )n  p a r  (-T,(b,) )n n  n n  
e t  (Tn(-bn) )* p a r  (-Tn(-bn) ln .  

Donc on suppose AS >O Yn2o. 
n  

On a  : Tn(-bn) - Tn(kn) = 2 bn AS > O  Vn2o. n 

Alors : 



Deux cas  s e  p résen ten t  : 

a )  O< b 5 1, a l o r s  1-b 20 e t  ASn >o. 
n t 1  n t 1  

-b AS <O 5 (1-bnt?ASntl => ( 1 )  
Donc 

6) b  > 1, a l o r s  1-bntl <O e t  ASn >o .  
n t 1  

n t  1-l 
donc ( * )  devient  

s o i t  A s Min n  

y eri e f f e t  : 

Par  s u i t e ,  dans l e s  deux c a s ,  ( * )  e s t  v é r i f i é  Yn>N. 

I l  s ' e n s u i t  que : I,+l(bn+l) Ç I n < b n >  YnzN. 

E t  comme I n ( b n )  e s t  fermé e t  borné Vn, a l o r s  1 * 0 . r i>N  

O r  [ i m  Tn (?bn) = S* c a r  [ i rn  bn ASn = O e t  Tn (?bn)  = Sntl ? bn ASn 
n- n- 



Remarques : 

i )  Le r é s u l t a t  r e s t e  v a l a b l e ,  s i  on suppose que (bn)n20 e s t  s t r i c t emen t  

p o s i t i v e  seulement à p a r t i r  du r ang  N.  

2). choix p a r t i c u l i e r  de  l a  s u i t e  ( b  ) n n2o - - 

"nt1 
Un choix p a r t i c u l i e r  e t  immédiat de (b e s t  l a  s u i t e [  . 

n n n 

I l  n é c e s s i t e  b ien  s û r  l a  connaissance du comportement de l a  s u i t e  (A ) . 
n n 

C o r o l l a i r e  3 : 

On suppose que (Sn)nzo e s t  s t r i c t e m e n t  monotone t e l l e  que : 

I 3 R ,  O< A 5 X < 1 YnlN. Alors : 
n + l  n 

Preuve : On a ASn # O  Ynzo 
-AS 2 n+l s i  A S n *  O 

s o i t  b>o, on pose n20 

1 b sinon 
AS 

\ 

n+ 1 
Pour n2N : b = - 2 

2 
c a r  A Sn i O YnSN, c e l a  v i en t  du f a i t  que 

n 
A s- 

" AS 
n "n+ i. A ri 

Donc pour n2N : b = - - -  
n 

"n - 1-A, 

D'une p a r t  b > O  Yn2N puisque O <a< 1 Yn>lJ 
n 

e t  e i m  bn ASn = O c a r  l a  s u i t e  ( b  ) e s t  convergente.  
n n 

n- 

En e f f e t  : ( A  ) e s t  d é c r o i s s a n t e  e t  e s t  minorée p a r  hypothèse, donc e l l e  n nlN 
converge e t  s a  l i m i t e  e s t  t e l l e  que : o 5 l i m  (1, p a r  conséquent l a  s u i t e  x n* n 
( b  1 est a u s s i  convergente,  b = A 

n n n 1 - A  

D 'au t re  p a r t  X 5 n 
n VnlN. En e f f e t  : 

l+bnt 1 



- - n n Donc il s u f f i t  de montrer que - 5 - Vn2Ny 
l+b  l+bn+l 

c ' e s t - à - d i r e  (bnInzN e s t  déc ro i s san te .  

Les hypothèses de l a  p ropos i t i on  2 é t a n t  v é r i f i é e s ,  on a a l o r s  

On remarque, en p a s s a n t ,  que l e  choix b = - 1 
donne pour T (-5 )=c2 ( n  1 , n a2s n n 

n 
où E ( *  ) e s t  l e  procédé b2 dtAi tken .  Donc (Tn(-b )) converge p l u s  v i t e  que 

2 n n 
(Sn+l)n (puisque A = n 

admet une l i m i t e ) .  
AS 

n 
Par  c o n t r e  (T ( b  ) )  ne converge pas  p l u s  v i t e  que ( S  n n n  n + l  n '  

3 )  Appl ica t ion  aux s u i t e s  i t é r a t i v e s .  

Parmi l e s  s u i t e s  convergentes ,  il e x i s t e  l a  c l a s s e  des s u i t e s  (x n n20 
engendrées p a r  : 

X n + î  
= F(x ) Ynro (*)  dont l e  terme i n i t i a l  x e t  l a  f o n c t i o n  F r empl i s -  

n- . O 

s a n t  des  cond i t i ons  q u i  permet ten t  l a  convergence de  ces  s u i t e s .  

L 'ob je t  du c o r o l l a i r e  su ivan t  n ' e s t  pas  de  redémonter l e  théorème 

du po in t  f i x e ,  mais de formuler  l e s  hypothèses du c o r o l l a i r e  précédent  s u r  l a  

fonc t ion  q u i  engendre l a  s u i t e  en ques t ion .  

Donc, s o i t  l a  fonc t ion  F : D C IR ,->D, D un i n t e r v a l l e  de IR. On suppose - * 
que F e s t  deux f o i s  d é r i v a b l e  s u r  D e t  q u ' i l  e x i s t e  un unique r é e l x  E D  q u i  

* * 
v é r i f i e  F(x ) = x e t  I ~ ' ( x * )  I <1 . 

* 
On sait  a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  un vois inage  VCD de x t e l  que Yxo~Vy l a  s u i t e  - * 
( X  ) donnée p a r  (*)  converge v e r s  x . 

n nzo 



Pour une es t ima t ion  de l ' e r r e u r ,  on a  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

c o r o l l a i r e  4 : 

S o i t  XOE V.  S i  en p l u s ,  on suppose que : 

i )  F '  e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  s u r  D - { x*), 

I i i )  F  e s t  concave ( r e s p .  F e s t  convexe) s u r  D e t  x  < F(xo) 
O 

I ( r e s p .  x  O > F (xO)) , 

Preuve : S o i t  x  EV.  
O 

l e r  cas  : F e s t  concave e t  x  < F& -- O 

* ( ~ n ' n z o  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  : - 
= F (x0)  

=> F(xo) < F(x ) (F e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e ) .  
1 

S o i t  x  < x . En app l iquan t  F  une seconde f o i s - s u r  1' i n é g a l i t é  x  1< x2 ,  

on o b t i e n t  x < x a i n s i  de  s u i t e  . . . 2  3 '  * 
On a x  < x  < x 2 <  ... < x < x ~ + ~ <  ... < X  , Donc ( x  ) e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  

O 1 n  n n2o 

* (An)n>o e s t  d é c r o i s s a n t e  : 

Soien t  x ,y  e t  zeD : x < y <  z .  Alors on s a i t  que : 

1 a < B  
comme 

s o i t  F ( z )  - F(Y) ( ~ ( y )  - F(X)  

=-Y Y-x 



Cette i n é g a l i t é  est v r a i e  pour t ou tx ,y , . z  ED : x <y< 2 .  Donc en p a r t i c u l i e r  

pour  x=x , Y = X ~ + ~  e t  z=x puisque on a  b ien  x <x - n n+2 n  n+1<~n+2 .  

Donc (x,+,) - F ( x , + ~ )  F  (xn+,) - F (xn )  
5 

Ax 
n+ 2  + , c e c i  é t a n t  v r a i  pour  t o u t  x < x S o i t  - 5 n n + 1 < ~ n + 2 '  

Axn+i AX n 

donc : A 
n + l  

S A  Ynlo. 
n  

(Xn)n>o é t a n t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e ,  on a  a l o r s  A > O  Ynlo. 
n  

On a  xN <xNtl , a l o r s  3y € l x N ,  xNtlC : 
N 

F ( X  ) - p ( x N )  
S o i t  : F ' ( Y ~ )  = N+ 1 

X 
N +l 

- X N 

I - 
donc F1(yN) : 

) ( xN)  
< 1 

%+1 - N 

c ' e s t - à - d i r e  A < l  e t  comme ( A  1 est d é c r o i s s a n t e  on a  a l o r s  : 
N n  n  

2ème c a s  : F e s t  convexe e t  Xo > F(x  ) : 
O 

* ( x ~ ) ~ ~ ~  est s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  : 

Xo > X1 => F(xo! > F(xl )  
Comme * 

f" ( x ) > o  s u r  D -(x 1 

S o i t  x  > x2,  a i n s i  de s u i t e ,  on o b t i e n t  x  >x  n  n + l  Yn. 



* ( A  ) e s t  d é c r o i s s a n t e  : n  n2o 

Pour x ,y , z  E D  : x<y<z,  

comme 1 a i o r s  F t ( a )  5 F'(13) 
Fu 2 O s u r  D 

s o i t  : 
F(y)  - F(x )  F ( z )  - F ( y )  , c e c i  est v r a i  'ix.y,z t D : 

Y - x  z - Y  

x<y<z, en p a r t i c u l i e r  pour x=x n t 2 '  y=xntl e t  z=xn Yn. La s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  

é t a n t  déc ro i s san t e .  Pa r  conséquent : 

s o i t  : 

Axnt i 
Ax n  

Donc (Anln 2o e s t  d é c r o i s s a n t e .  

A n  > O  Yn c a r  ( x  ) e s t  s t r i c t e m e n t  déc ro i s san t e .  On a xNtl < x donc n  n2o N ' 
il e x i s t e  un r é e l  7 

N .  

( FI' 2 o  s u r  D 



F(xNtl) - F(xN) 
Donc ~ ' ( 7 ~ )  = < 1 

X - X 
N + 1  N 

S o i t  ,A <1 e t  comme ( A  e s t  d é c r o i s s a n t e ,  on a a l o r s  o<X €1 Yn2N. N n n n 

En d é f i n i t i v e ,  dans les deux c a s ,  les hypothèses  du c o r o l l a i r e  3 sont  t o u t e s  

* 
v é r i f i é e s ,  ce q u i  e n t r a î n e  que x 1 1 -  y Axn+ 1 1 Yn2N. 

A 'n I 

* 
Remarquons que l e  f a i t  que x €1 (b ) YnTN, n'empêche pas  que l a  l i m i t e  pu i s se  

n n 
être dans 1 (bn )  pour  n< H. n 

Pour i l l u s t r e r  c e  d e r n i e r  r é s u l t a t ,  on propose deux exemples : 

i )  Reprenons l 'exemple du paragraphe précédent  : 
2 * I ".+l 

= F(x  ) avec F ( x )  = x e t  x = O n 
S o i t  ( x ~ ) ~ ~ ~  

on prendra  pour D l ' i n t e r v a l l e  [0 ,1[ .  

on a : F 1 ( x )  = 2x e t  F1'(x) = 2 .  

donc F ' ( x )  > O  Yxc D- ,Fcor;vexe s u r  D e t  xl i F(xo)  < xo. 

I l 
Il r e s t e  à v o i r  à p a r t i r  de q u e l  r ang  N ,  on a F ' ( x N ) < l .  O r  F 1 ( x ) < l  

1 
Yx <- , donc pour x = 0.9,  x - 0.81,  x = 0.6561, x = 0.4304672. 

2 O 1 - 2 3 

Pa r  s u i t e  F1 (x3 )<  1 e t  N = 3. 



On remarque que oe 1 (b,) Yn12. 
n 

X 
n+ 1 = F(xn) avec 

ii) Soit ( x ~ ) ~ > ~  et 
Y 

x = 0.26 
O 

D = 1 0 , m  C 

1 1 
Alors F1(x) = - et FU(x) = - - 

2 f i  4x 3 / 2  

C'est évident de voir que F'> O sur D, F" < O sur D. 

On a x - 0.509902 > xo, donc fixa) > xo. 1 - 
D'autre part Ft(x)< 1 six > 1/4 et par suite F1(x )< 1 car x > 1/4. 

O O 

Ceci nous permettra de  rév voir, en vertu du corollaire 4, l'appartenance de 



Donc comme il a été  rév vu, on a : 1 eIn(b ) Yn2o. 
n 

4) Estimation de l'erreur dans la méthode de Newton : 

1 

T,( -bn 

4-6t56?524 
A . o W a 5 2 i .  
4-01 6 3 - ) 2 2  
A. 003'39i2 
4 . 0 0 0 9  t S \  
4 .  oooatsq 
4 .  eooo5S6 
4. o o 0 0 4 ~ 2  
4. 00 0 0  0 3 4  
A. 0 0  30 

1. 00 d o o o z  
4. 00  00 004 

n 

O 

4 
2 

:, 
5 
6 * 
2 
9 

)O 
4 

Plusieurs méthodes qui ont été proposées pour la recherche d'une ra- 

cine d'une équation f(x) = O (E) utilisent des itératifs qui donnent 

une suite d'approximants de la racine de (E). Le poblème qui s'ajoute à ce- 

lui de la convergence de ces méthodes est l'estimation de l'erreur dont le cri- 

tère d'arrêt des itérations, sur le plan numérique, en dépend. 

Ces dernières années et en ce qui concerne la méthode de Newton qui 

est parmi les méthodes les plus performantes, certains mathématiciens ont con- 

tribué à l'amélioration de l'estimation de l'erreur, soit en construisant une 

nouvelle théorie, soit en appliquant des résultats d'autres théories tout à 

fait indépendantes. On peut citer l'exemple de ~ t à k  V. ci Potra F.A. [Méthode 

d'induction mathématique non discrète], Miel G. [Suites majorantesl et d'autres 

comme Gragg W.B. et Tapia R.A.. . Parmi leurs articles, on s'est intéressé à 

celui de ~ t a k  V.a Potra F.A. 114, 19801 et à celui de Miel G. C12, 19801. Leurs 

théorèmes démontrent la convergence et donnent des estimations de l'erreur. 

Par exemple, la méthode de l'induction mathématique non discrète appliquée à 

la méthode de Newton fournit une démonstration simple de 1s convergence et 

donne deux estimations de l'erreur que les auteurs de t141 appellent : l'esti- 

mation à priori et l'estimation à postériori. 

Avant de rappeler leurs estimations données dans un espace de 

Banach, il faut signaler que les théorèmes cités dans t121 et C143ont les mêmes 

hypothèses. 

bn= - A X ~ + ~  / ~ ~ x ~  

4- 464%5\6 
A . 3 8  857a.f 
A - 3 0 8 4 4 3 1  
A. 43 8 3  455'- 
4. 0 6  61 44 
4.03t3 2 3 %  
A-Ol53 339 
4. 0008 a 0 0 3  
A . O 0 3  8 34? 

A . a 0 4  829.8 
4. 0 0 0 9 4 3 5  
A .  ooo 6 0 %  

~,(b,) 

- O . C o S 8 4 t 4  
o. 3 4 6 8 9 6 2  
O .  C')36PC 
o .  83 bW8 
o. 9 \  6C 403 
O -  =8\\84 
O .  93 40068 
O 98 4g44 
0 - 99 47 416 
0 - q933+i 
o .  948 6 843 _ o. 9 S S 3  4 2 3  



Dans l e  ca s  de I R ,  on a  : 

S o i t  (-xn)n20 l a  s u i t e  engendrée p a r  l a  méthode de Newton : x ~ + ~  = F(xn) ,  

f ( x )  n ro ,  où F(x)  = x  - - . La f o n c t i o n  f est t e l l e  que : 
f'(x) 

* * f : U = Lxo - m ,  x  + ml->IR, m>o, 3x EU t e l  que : 
O 

* 
f(x ) = O  

* f est d é r i v a b l e  e t  f '  v é r i f i e  : 

1 x - y 1 5 K 1 x-y 1 'bx,y~U 

Les cons t an t e s  K,r e t  d  v é r i f i e n t  : 2Kro 'do. 
O O 

Alors ,  l ' e s t i m a t i o n  à p r i o r i  q u i  e s t  donnée dans Cl21 e t  C1-4lest : 

e t  l e s  deux e s t i m a t i o n s  à p o s t é r i o r i  son t  : 

Miel Cl21 - 

t 
Ptak e t  Po t r a  0 4  1 

Pour p l u s  de d é t a i l s ,  on peut  c o n s u l t e r  Cl21 e t  C141. 



La f o n c t i o n  d ' i t é r a t i o n  de l a  méthode de Newton : 

F(x )  = x- - (') ( f ' ( x  1 t O r e n t r e  dans l e  cad re  du c o r o l l a i r e  4 pourvu 
f ' ( x )  

que l e s  hypothèses s o i e n t  v é r i f i é e s  p a r  F. Donc, dans c e  ca s  e t  en t e n a n t  

compte de l a  seconde remarque (p .19 ) ,  on peut  donner une e s t i m a t i o n  de l ' e r -  

r e u r ,  s o i t  : 

On va r e g a r d e r  comment s e  t r a d u i s e n t  l e s  cond i t i ons  du c o r o l l a i r e  4  s u r  l a  

f o n c t i o n  f .  

on pose $ ( x )  = fo Vx : f f ( x )  2 O ,  on a  a l o r s  F (x )  = x- $(x). 
f '  ( x )  . . 

Donc F 1 = l - $ '  e t  ~ " = - $ " a v e c : $ t = 1 - -  
f '  f'" f "  f f "  e t  m t f  = FI[-+- - 2-1. 

f  l 2  f f l '  f '  

On a  a l o r s  : 

* 
i )  F ' > O  s u r  D-i x  )<=> ff'' > O s u r  D - (x*l  

f '  f"' f '  f l l  ' F" 1 O ( r e s p  F" I O ) < +  - + - 2 2 - resp.- + - i 2- 
f f "  f '  f  f  " f '  

i i i )  Et e n f i n  : 

x  O < F(xo) ( r e s p .  xo > F ( x o ) )  <=> f ( x o )  f f ( x 0 )  < CJ resp .  f ( x o )  f f ( x o ) >  O 

Après c e t t e  remarque, on va procéder  à l a  comparaison numérique d e s  es t ima-  

t i o n s  ( 1 1 ,  (21,  ( 3 )  e t  ( 4 ) .  

i )  On commence p a r  un exemple s e  t rouvan t  dans [14]. 

S o i t  f une fonc t ionpolynomia le  r é e l l e  : 

1 3  * 
f i x )  = -(x -11, = 1. 

3 
On prendra  D= Cl, OC. 

2 f ( x )  2 1 
On a f f ( x )  = x  , donc F ( x )  = x- -= - x  + - . 

f l ( x )  3 3x 
2  



x = F(x ), n l o  
n+ 1 n  

A l o r s  l a  s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  d é f i n i e  p a r  

x = 1 . 3  
O 

converge  v e r s  

* 
x  = 1. 

F v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  du c o r o l l a i r e  4 .  En e f f e t  : 

* On a x < x  c a r  x  = F  ( 1 . 3 )  = 1.0639053 e t  F '  (x ) < 1  1 O 1 O 

P a r  conséquent  e t  en  v e r t u  du  c o r o l l a i r e  4 ,  on a Vnlo, I r  I n ( b n ) ,  

Ynro. 

Tand i s  que p o u r  l e s  a u t r e s  e s t i m a t i o n s  : 

Pour  xo = 1 . 3 ,  on o b t i e n t  do = 1 .69  e t  ro = 0.2360937. 

E t  pou r  m = 2 r o ,  on a K = 3.5443788, a = 0.0469446 e t  O = 0.8207386. 

On a donc : 



-32- 

Sous forme d '  i n t e r v a l l e s ,  on o b t i e n t  : 

i i )  S o i t  l a  f o n c t i o n  f : f ( x )  = e-X -x,  on a : 

* * 
f ( x  ) O pour  x  = 0.567143290409.. . , f ' ( x )  = - ( 1  + e -X) ,  

-x f f ' ( x )  = e-x e t  f l " ( x )  = -e . 
* 

On p rend  D = C O , X  1 C C O , l l  e t  x  = 0 .1  - O - X 
La f o n c t i o n  F  est  t e l l e  que : F ( x ) =  e  ( x + l )  

- X 
e  + 1  

* - X * * S u r  Co,x C : e  > x  => f ( x )  > O  s u r  Co,x C 

* * Donc f f l ' >  O s u r  Co,x C e t  p a r  s u i t e  F f >  o ; s u r  [o ,x  [ ( r q i )  p .  28) 

* x  : 0 . 1 ,  on a a l o r s  x  = 0.5225229. Donc xo< F(xo)  
O 1 

f '  f"' * F" 5 O s u r  D <=> - f " + - S 2  - (Rq- i i )  p .28 )  
f f "  f' 

En e f f e t  : 

<=> 1 + îe'X-x 2e-X 
-x ( e-X-x > O s u r  9). 

e -x ~ + e - ~  

<=> 3eqX + (1-x)  + xe'"2 o .  Cec i  es t  v r a i  c a r  xrDC [0,11. Donc - 
FI'S O s u r  D. 

* F'  = ff" < 1 s u r  D ,  e n  e f f e t  : 
f f 2  



* 
Donc, en vertu du corollaire 4, on a x €1 (b ) Vn2o 

n n 

Pour pouvoir comparer notre estimation avec les estimations (11, (2) et (3), 

on doit d'abord vérifier leurs hypothèses et ensuite on donne les coefficients 

qui permettent le calcul de ces estimations. 

Pour x = 0.1, on obtient : 
O 

do = 1.9048374, r = 0.4225229 et pour m = 2ro,K = 2.1065379. 
O 

On a bien 2kr 5 do. 
O 

Donc a = 0.2313777 et O= 0.5925115 et on a : 

m 2 - a U car U= C-0.75, 0.951) 
K 

On a alors : 



* 1 
iii) f(x) & -1 , f(x )=O pour x*=l, fl(x)= - et fl'(x) = - - 1 

2J;; 4x 3 / 2  ' 

On prend D =10,1]. On a : F(x) = 2&-x. 
1 * F1(x) = -> - 1 , F1(x) > O  ~x~]O,l[, 

& 
* x = 0.8, on a x = 0.9888544, donc x < F(xo). 

O 1 O 

Donc le corollaire 4 est appliquable et par suite: 

D'autre part pour x = 0.8, on a d = 0.559017,r = 0.1888544. 
O O O 

Po:;r m=2r k = 0.9110075 et on a' bien 2kr 
0 ' 5 do. Donc 

O 
do 

a=0.3804788 et (30.234529, et on a aussi m 2-- a. U= C0.42, 1.181. 
K 

On obtient : 



2  
i v )  Enf in ,  s o i t  f ( x ) = x  -4, x*=2 e t  D=[2, + CU [. 

On a  f ' ( x )  = 2x e t  f " ( x )  = 2 .  Donc: 

* Pour x  = 6 ,  on a  x  = 3.3 ... Donc xo > F ( x o ) ,  
O 1 

4  * F1'(x) = - > O  sur D ,  e t  
X 

3 

* F ' ( x ) <  1 VxeD. 

Donc 2 c 1 , ( b n )  Y n r o .  

D 'au t re  p a r t ,  t o u j o u r s  pour x  =6, on a  do=12 e t  ro=2.6666667 e t  pour m=2ro, 
O 

do K=2. On a  : 2Kr Sdo, donc a=1.9999999 e t  0=0.5. L ' i n é g a l i t é  m2 - - a  e s t  
O 

a u s s i  v é r i f i é e .  On a  WC0.67, 11.3331. K 

Les e s s a i s  numériques donnent : 

Comme on peut l e  c o n s t a t e r ,  n o t r e  e s t i m a t i o n  d ' e r r e u r  e s t  m e i l l e u r e  que c e l l e s  

des  a u t r e s  s u r  l e s  3 premiers exemples, par  con t re  e l l e  e s t  moins bonne s u r  l e  

d e r n i e r  exemple, a l o r s  que l e s  3 a u t r e s  e s t i m a t i o n s  son t  bonnes e t  s u r t o u t  l ' e s -  

t i m a t i o n  à p o s t é r i o r i  ( 2 )  de ~ t a k  e t  P o t r a  C141. Cela s ' e x p l i q u e  simplement p a r  

l e  f a i t  que l e u r s  e s t ima t ions  t i e n n e n t  compte des  f o n c t i o n s  majorantes  q u i  dépendent 



d'une fonc t ion  du second degré.  En e f f e t  : dans [14] , l ' e s t i m a t i o n  à 

n+ 1 
t é r i o r i  e s t  donnée pa r  : 1 x -x* 1 5 a( 1 A xn 1) , n'o, où o ( r ) =  r-a  

~ w ( " ) ( r )  , avec : 
n2 l  - 

w e z t  appelée p a r  l e s  a u t e u r s  de [14]: "Vitesse de convergence". 

S i  on cons idère  l a  s u i t e  ( x  ) n 1-20 ' 

2 2 
avec f ( x )  = x -a , l a  fonc t ion  w v é r i f i e  : O(-Ax )= - Ax Vn2o. Par s u i t e  : 

n n t  1 
P 

O( / A  xn I 1 = z I A  xn1) = eim LU ( k, (-Ax,) 
k2 l  p-f" k = l  

* 
= t i , ( x  - X  ) .  s o i t :  O ~ I A X ~ / )  = l x n t l  - x I , Yn2o. 

n + l  n+p 
P- 

Ceci nous e n t r a î n e  à chercher  à amél iorer  n o t r e  e s t ima t ion  en f a i s a n t  un a u t r e  

choix de (b,). 

V - Autre choix de (bnlnto : 

Yevenons au  cas  géné ra l .  ---------------- ------ 
X 

n 
Le choix précédent  de ( b  ) q u i  e s t  b  = -(A "1) é t a i t  basé s u r  n  1-20 n  l - X  n  

bn 
l ' hypo thèse  (Hf) : X 5- 

n , a f i n  d ' a v o i r  des  i n t e r v a l l e s  emboîtés.  Donc, 
n  

ltbn+ i 

on o b t i e n t  une e s t ima t ion  de l ' e r r e u r  en u t i l i s a n t  des  informat ions  s u r  ( A  . n n2o 
En conséquence, il e s t  t o u t  à f a i t  l og ique ,  s i  on d ispose  de p l u s  d ' i n f o r -  

mat ions ,  d ' a v o i r  une e s t ima t ion  de l ' e r r e u r  me i l l eu re .  
J3 

Pour c e l a ,  s o i t  l ' i n t e r v a l l e  1 = 10, - l e t  s o i t  l a  fonc t ion  @ : 
4 

4 e s t  b i en  d é f i n i e  s u r  I C  10,1/2 C . E l l e  possède des p r o p r i é t é s  qu'on va pro- - 
pose r  sous  forme de lemmes : 

Lemme 1 : 

[YXrI : @ ( A )  >O, @(A)% X e t  X < 4( X ) r l .  
X+o 



Preuve : 

E 
*. On s a i t  que : E% 1 - - quand E: -+ 0. 

2 

4- 2 1-1+2h 
2 

donc 1 4 X  % 1 - 2X quand X -+ O e t  p a r  s u i t e  @ ( A ) %  = A .  
X+o 2X 

1 * X< @ (A)< 1 v i e n t  du f a i t  que O<X < - . 
2 

i 
A>o 

En e f f e t  : . @ ( A ) <  1 1  - 2 h < 

?01/_2 . X < @(A) <J 1 4X <1-2X 
2 

Lemme 2 : 

Preuve : 

X 1-m X>o @(A) < - <=> < - <=> 

Lemme 3 : 

I @ est convexe s u r  1 e t  Yx,y E 1 : x l y ,  on a : 

Preuve : 

@ é t a n t  > O ,  on a donc : 

2 2 4 J3 @ l l s  o <=> /l-qhZ 2 1 - 8 h  <=> 1 2 h  2 6 4 h  <-> 111 5 - . 
4 



5 
O r ,  on a  p r i s  l a  p récau t ion  de prendre  1 = I o ,  -1, 

4 
donc @11(x)20 Y x E I .  Par  s u i t e  @ est convexe s u r  1 . 

* La seconde p r o p r i é t é  est une conséquence immédiate de  l a  convexi té  de@ . 

Soien t  x,y , z E 1 : o<x<y 5 z ,on peut  é c r i r e  : 

C'es t  év ident  de v o i r  que 0 5  < 1 e t  = 1 - . 
2 - X  2 - X  2 - X  

@ é t a n t  convexe, a l o r s  : 

5 % ~  ( )  + =@ ( 2 ) .  Ceci  est v r a i  Yx,y e t  2 : o<x<y 5 2. En Par -  
2-X Z-X 

t i c u l i e r  pour x  t endan t  v e r s  o .  

O r  d ' a p r è s  l e  lemme 1 : dim @(x) = O ,  p a r  s u i t e  : 
* O  

( Y )  5 z Vy,z t I  : y l z .  
z D 

Donc, g r â c e  au choix de l a  s u i t e  ( b  1 t e l l e  que : n n 

bn = @(A ) Vn e t  aux lemmes p récéden t s ,  on va pouvoir  p roposer  un r é s u l t a t  n 

q u i  donne une e s t i m a t i o n  de l ' e r r e u r  m e i l l e u r e  que l a  p récédente  au  moins 

s u r  une c l a s s e  de s u i t e s  i n c l u s e  dans c e l l e  d é f i n i e  à p a r t i r  du c o r o l l a i r e  3. 

On a  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

C o r o l l a i r e  5 : 

* 
S o i t  (S ) une s u i t e  s t r i c t e m e n t  monotone de  l i m i t e  S . 

n n 

On suppose q u ' i l  e x i s t e  N : 

A- i )  O< hn 5 - Vn2N 
4 

I ii) h S A  
2 

Yn 13. 
n + l  n  

A lo r s  S*ÉI (b,) Vn2N où bn = @ (  hri) avec @( h )  = l-m d é f i n i e  s u r  1. 
n 2 A 



( ~ n  o u t r e ,  on a  : 

Preuve : 

* ( Sn)n e s t  s t r i c t emen t  monotone. 

* bn = @ ( A  ) > O  VnLN, c a r  A €1 Vn2N (lemme 1 )  
n  n  

* Comme A 5- d3 <1 %LN, a l o r s  A 5 n 2  < h  YnLN. 
n  4  n t 1  n  n  

Donc (h n)n2N e s t  s t r i c t e m e n t  déc ro i s san te .  En p l u s  e l l e  e s t  minorée p a r  0 ,  

donc e l l e  e s t  convergente.  

@ é t a n t  cont inue  s u r  1, a l o r s  ( b  ) e s t  convergente e t  on a  eimb AS =o.  n  n  n  n  
'L n- u 

n  * Il s u f f i t  d e  prouver que A 5-  Yn2N a f i n  d ' app l ique r  l a  p ropos i t i on  2. 
n  

l+bn+l 

bn = @(An) = 1 - L x -  c ' e s t - à - d i r e  2A b  = 1- 1-4A . 
2X n  n  j7 n  

n  2  
S o i t  (1-2h b  ) 2  = 1-4hn, donc 4h2b2 - 4h b  = - 4h2 c e  q u i  donne : n  n  n  n  n  n  n  

X  après l e  lemme 3 : Yx,ycI : x i y ,  on a  @(x) s -@(y) .  
\7 

K 
J 

O r  pa r  hypothèse : O<hntl r ~ ~ < h  r- YnZN, donc n  n  4  

A 

'nt1 n  
Comme - 5 A VniN e t  A n  < @(A ) YnLN (lemme 1 ) , 

A n  n  
n  

a l o r s  
< @(h ) VnZN e t  par  s u i t e  : 

X n  

O< @(A ) < [ @ ( h n ) l L  YnSN. 
n + l  

S o i t  : 2  
bn+ 1 < bn YnZN, ce q u i  e n t r a î n e  : 

bn b  bn - < a YnèN. O r  A = YnèN, donc A < b  n  
Vn2N. 

l+b2 l+bntl n  2  
n  l+bn l+bn+l 



Par conséquent,  en v e r t u  de l a  p r o p o s i t i o n  2, 

S*E In (bn)  YnaN. 

* 
En même temps, on a : 1 Sn+l - S 1 S b n  1 ASn 1 VnaN. 

X 
O r  d'.après l e  lemme 2, bn = @(A ) < VnrN, n 

1- X 
n 

donc 
X 

I 'n+i - S* 1 l b n l  AS 1 < 1 ASn 1 Yn2N. 
n 1 - X  n 

A 
n 

Remarquons que l e  choix  précédent  de  l a  s u i t e  ( b  ) é t a i t  e t  donc, 
n n 

dans c e s  c o n d i t i o n s ,  l e  nouveau choix  de ( b  ) : bn =@(hn)donnen une m e i l l e u r e  
n n 

e s t i m a t i o n .  
2 Malheureusement, on ne peut  pas  v é r i f i e r  l ' hypo thèse  X 5Xn théoriquement.  

n+ 1 
C e t t e  hypothèse,  en  e f f e t ,  nous s e r t  à prouver que b 2. o r  il s 'avère  

n t 1  < bn 
numériquement s u r  des  e ~ e m p l e s , ~ u ' e l l ~  n ' e s t  pas  v é r i f i é e ,  cependant on a 

bntl < b2 e t  on o b t i e n t  donc une e s t i m a t i o n  avec b = @(A,). Donc, il peut  
n 

y a v o i r  une a u t r e  démonstrat ion pour b 2 2 ntl < bn sans  p a s s e r  p a r  X S A  . 
n t 1  n 

Pour i l l u s t r e r  t o u t  c e c i ,  on va reprendre  l e s  exemples précédents  : 

(S ) é t a n t  engendrée p a r  l a  méthode de Newton. I l  f a u t  no te r  que l e  n n>o 
2 

d e r n i e r  exemple ne v é r i f i e  pas X ( A n ,  t a n d i s  que l e s  a u t r e s  l e  v é r i f i e n t  n + l  
( c o n s t a t a t i o n  numérique). 

Commençons p a r  l e  d e r n i e r  exemple : 

2 
1) f ( x )  = x - 4 ,  x* = 2.  On o b t i e n t  : 



Comme on peut le constater sur cet exemple, la transformation 

((Tn(-bn))nso est exacte. On a T (-b )=2 YnSo. n n 





En conclusion, ces tests numériques confirment ainsi la nette amélioration 

de l'estimation de l'erreur, qui reste meilleure que celles proposées dans 

1121et C141. Le nouveau choix de (b ) = ( @ ( A n ) ? ,  donne une suite (Tn(b,,)ln 
2 n n 

exacte pour l'exemple : f(x)=x -4. Ce phénomène est observé aussi sur 
2 d'autres exemples de type : f(x)=ax +bx + c. Malheureusement, il n'a pas 

été possible de prouver théoriquement cette comparaison. 

Néanmoins, on voit les possibilités d'estimer l'erreur d'une suite conver- 

gente, que fournit cette méthode simple, basée sur des intervalles emboîtés. 

Notons que son application ne se limite pas uniquement à la classe des 

suites générées par la méthode de Newton. Elle peut s'appliquer aussi à 

d'autres suites, qu'elles soient engendrées par une fonction ou non, à con- 

dition qu'ellesvérifient les hypothèses de nos théorèmes. 



CMAPITRE I I  

r - 
CONTROLE D'ERREUR POUR UNE CLASSE DE SUITES 

A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE A L'AIDE D'UN 

PROCEDE D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 



1. In t roduc t ion  : 

Dans l e  premier  c h a p i t r e ,  nous avons énoncé un r é s u l t a t  fonda- 

mental pour e s t imer  l a  l i m i t e  d'une s u i t e  convergente sans  t e n i r  compte 

de son t y p e  de convergence. 

C ' e s t  pourquoi,  dans un premier  temps, nous proposons d ' é t e n d r e  

c: r é s u l t a t  aux s u i t e s  à convergence logari thmique.  Nous obtenons a i n s i  

une e s t ima t ion  de l a  l i m i t e  pour une c e r t a i n e  f a m i l l e  de ces  s u i t e s ,  p a r  

l e  b i a i s  des i n t e r v a l l e s  1 ( b  1, avec un cho ix  p a r t i c u l i e r  de l a  s u i t e  n  n  

Nous cons t a tons  que l a  borne (T (b  )) ne converne pas  a u s s i  v i t e  que 
n  n n  

l ' a u t r e  : (Tn(-bn))n. 

Pour y remédier ,  nous proposons e n s u i t e  un nouveau procédé d ' accé -  

l é r a t  ion  de l a  convergence en c o n s t r u i s a n t  des  v a r i a n t e s  de ( Tn( -bn) ln  

à p a r t i r  d'un p r i n c i p e  de décalage.  

La nouvel le  méthode de c o n t r ô l e  d ' e r r e u r  c o n s i s t e  donc à cons idé re r  

l e s  deux t ransformat ions  succes s ives  de ce  procédé q u i  encadrent  l a  li- 

mite .  

Nous donnons des  r é s u l t a t s  concernant l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  conver- 

gence e t  l a  dé te rmina t ion  des  noyaux de ces  t ransformat ions .  Nous obtenons,  

en p a r t i c u l i e r ,  des  p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s  d ' e x a c t i t u d e  s u r  c e r t a i n e s  

c l a s s e s  de s u i t e s  en composant l e s  deux premières  v a r i a n t e s .  

Enfin,  nous terminons p a r  un r é s u l t a t  q u i  met en évidence l e s  deux 

t r ans fo rma t ions  en ques t ion  pour e s t imer  l a  l i m i t e .  

Des e s s a i s  numériques s o n t  exposés l e  long  de c e  c h a p i t r e ,  au  f u r  

e t  à mesure que nous donnons des  r é s u l t a t s  t héo r iques .  

S igna lons ,  avant  de c l o r e  c e t t e  i n t r o d u c t i o n ,  qu'une g é n é r a l i s a t i o n  

de c e s  t ransformat ions  au  sens  de Levin Cl01 e s t  envisagée.  



II. Es t imat ion  de l a  l i m i t e  d'une s u i t e  à convergence logari thmique 

avec un choix p a r t i c u l i e r  de (bn)n .  

Dans t o u t  ce  c h a p i t r e ,  il s ' a g i r a  de nouveau, du cas  p a r t i c u l i e r  

de t ransformat ion  de s u i t e s  (T ) n  n l o  ' 

Nous rappelons que l a  s u i t e  (X ) dés igne  t o u j o u r s  l a  s u i t e  
n  n  

avec AS # O  e t  1 ( b  ) e s t  l ' i n t e r v a l l e  ETn(-bn> , T,(b 11 
n  n  n  n  

n  

avec T (-b ) = Sntl + b  AS e t  T ( b  )=  Sntl - b  AS . 
n  n  n  n  n  n  n  n  

D'après l e  r é s u l t a t  fondamental du c h a p i t r e  1 ( c f  p ropos i t i on  2) 

on a  vu que : 
* 

S i  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  monotone de l i m i t e  S v é r i f i e  : 

(H) A 5 
b, 

VnlN, où (bn)nlo e s t  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ,  
n  

l+bn+ 1 * 
a l o r s  S  E 1 ( b  ) YnlN. 

n  n  
Mais s i  l a  s u i t e  (S  ) e s t  de t e l l e  s o r t e  que l a  s u i t e  (A ) n  n  20 n  n l  o 

converge v e r s  1 e t  s i  l a  s u i t e  ( b  ) e s t  convergente,  a l o r s  l 'hypo- 
n  n 2 ~  

t h è s e  (Hl ne peut  pas  a v o i r  l i e u  pour  t o u t  n.  Sinon on a u r a i t ,  en f a i -  
b  

s a n t  t e n d r e  n  ve r s  l ' i n f i n i  dans (H), 1 I - où b= l i m  b  20, ce q u i  
l + b  

n  
n- n ' e s t  pas  p o s s i b l e .  

Donc, il f a u t  t r o u v e r  dans c e  c a s  une s u i t e  ( b  ) s t r i c t emen t  n  n  
p o s i t i v e  d ive rgen te  t e l l e  que : 

L 
U 

eim bn Asn. = O  e t  A I n  VnSN. 
n- n  

l+bn+ î 
1 - X  

n t 1  
Prenons comme s u i t e  ( b  ) : b  =- ( A X  # O  e t  ASn* O ) .  C e t t e  n  n  Ah n  

.P. 
II 

s u i t e  dépend de l a  s u i t e  (S  . 
n  n  

On v e r r a  dans l a  remarque p.58 que (bn )n  e s t  d ivergente .  Pour v é r i -  

f i e r  l e s  cond i t i ons  précédentes  s u r  c e t t e  s u i t e  e t  avant  de donner un ré- 

s u l t a t  semblable à l a  p ropos i t i on  2 ,  on va s ' i n t é r e s s e r  à une c l a s s e  p a r t i -  

c u l i è r e  de s u i t e s  i t é r a t i v e s .  



1 )  Déf in i t i ons  e t  p r o p r i é t é s  : 

Soient  : D un i n t e r v a l l e  fermé e t  borné,  f : DCIR - + IR t e l l e  que : 

* f  e s t  deux f o i s  d é r i v a b l e  s u r  D ,  

1, * f  est s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  s u r  D ,  

c 11 
f1 1 * f e s t  s t r i c t emen t  convexe s u r  D ou s t r i c t e m e n t  concave s u r  D ,  

* * * [ e t  3 S* eD unique t e l  que : f ( S  ) = S e t  f ' ( S  ) = 1. 

S i  en p l u s  f "  e s t  cont inue ,  on no te ra  (C ) au  l i e u  de ( C  1. 
f 

f l  

S o i t  HCD : - 
* 

H { xeD/ x < f ( x )  < S ) s i  f e s t  s t r i c t emen t  convexe 

OU 

* 
H = {  xcD/ x > f ( x )  > S ) s i  f e s t  s t r i c t emen t  concave. 1 ' n + ~  = f ( s n )  9 

S i  on cons idère  l a  s u i t e  (S ) n n2o ' 1 SoE 

a l o r s  H e s t  un domaine de convergence. 

En e f f e t  : 

S o i t  Soc H .  S i  f  e s t  s t r i c t e m e n t  convexe (f e s t  s t r i c t e m e n t  concave),  

a l o r s  f ( s o )  < S* (s0> f ( s o )  > s*). 

* * 
Comme f  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  e t  f ( S  ) = S , a l o r s  (Sn)n2o e s t  

s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  e t  majorée ( s t r i c t e m e n t  déc ro i s san te  e t  minorée) .  
* * * 

Donc e l l e  converge v e r s  S  , c a r  S e s t  l ' u n i q u e  r é e l  : S* = f  ( S  ) . 
On a donc l e s  deux c a s  de  f i g u r e  s u i v a n t s  : 



f  concave 

Donc, dans l e s  deux c a s ,  on o b t i e n t  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  monotone e t  
* 

q u i  converge v e r s  l e  po in t  f i x e  S  , l a  convergence é t a n t  logari thmique 
* 

puisque f ' ( S  ) = 1. 

S o i t  B ,  l a  fonc t ion  d é f i n i e  s u r  D - { S? p a r  : 

On va donner maintenant une s u i t e  de p r o p r i é t é s  de l a  fonc t ion  Bqui vont  

nous ê t r e  u t i l e s  dans l a  s u i t e .  

Lemme 1 : 

S i  l e s  cond i t i ons  ( C  ) s o n t  s a t i s f a i t e s ,  a l o r s  : * l 
a )  B ( H )  C - 10,1C, 

I c )  l a  r e s t r i c t i o n  de B à H : 
1 

B// s 
e s t  de c l a s s e  C , 

I * 
d )  B e s t  prolongeable p a r  c o n t i n u i t é  en S e t  B ( s*) = 1. 

Preuve : 

a )  * $(XI > O  Y X E H  : 

f  é t a n t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e ,  on a a l o r s  : 



*B(x)< 1 YxrH : 

. S i  f e s t  s t r i c t e m e n t  convexe ( f  est s t r i c t e m e n t  concave) ,  on a  

a l o r s  

x < f ( x )  < s* ( X  > f ( x )  > s*).  

f  é t a n t  d é r i v a b l e ,  on s a i t  que : 3 t c l  x , f (x)C 3 :cl f (x) ,xC 

I 
l 1 

t e l  que : f ( f ( x ) )  - f ( x )  = f ' ( t )  ( f ( x ) - x )  ( f ( f ( x ) )  - f ( x ) = f l ( t ) ( f ( x ) - x  

Or f ( x )  # x YxrH, a l o r s  B(x) = f V ( t )  (f3(x)  = f t ( f ) ) .  
Y 

x < t  < f ( x ) <  s* (x> t > f ( x )  > s*) 

On a  : a l o r s  

f ' ( x )  < f ' ( t )  < f ' ( s * )  = 1 ( f ' ( X ) c f 1 ( 7 ) < f ' ( S * )  = 1 ) .  

donc B(x>< 1 YXE H.  

b )  YxcH : B(x) < f3 ( f ( x ) ) .  Pour l es  mêmes r a i s o n s  : 

* 3 t ,  t '  : x< t < f ( x )  < t '  < f ( f ( x ) ) <  S t e l s  que : 

Donc B(x> < B(f(x) )  YxcH. 

1 
c )  B / / H  est  de c l a s s e  C , c e l a  v i e n t  du f a i t  que f  l ' e s t  e t  l e  r appor t  

* 
a un s e n s  (S 4 H ) .  

* * - * 
Donc, quand x t end  v e r s  S , t tend  a u s s i  ve r s  S ( t  + S ) .  



* 
f '  é t a n t  cont inue,  on a  a l o r s  l i m  B(x) = f ' ( S  )=1. 

x-ts* 
* 

Donc on peut prolonger  p a r  c o n t i n u i t é  B en S  e t  on a : 

f ( f ( x ) )  - f ( x )  si * * 

M x )  = f ( x ) -  x  

1 s inon  i 

S o i t  S  rH. La s u i t e  (Sn)nlo, d é f i n i e  p a r  S  = f ( S  ) n20, e s t  t e l l e  
O n+ 1 n  

que : ASn O Yn ( s t r i c t e m e n t  monotone). 

Par  s u i t e  : (A ) e s t  b ien  d é f i n i e .  
n  n2o 

Donc An = B(Sn), VnSo ( S n €  H ,  V n l o )  
* 

Sn+ 1 - S * 
S i  on pose p = * (Sn S  ), on a  l e  : n  S  - s  

n 

Lemme 2 : 

S i  l e s  cond i t ions  ( C  ) son t  s a t i s f a i t e s ,  a l o r s  on a  : 
f , 
I 

I o <  'n < 'n+i < 1 Vn>o e t  lim hn=Lim P =1 ; (P,),?, é t a n t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  
n  n- n* 

Preuve : 

* On a  A = B(Sn) V n b ,  S  E H  Vnlo. 
n  n  

Donc, d ' a p r è s  l e  lemme 1, on a : 

a )  l i r n  X = l i m  @(Sn) = @(S*) = 1 ( 6  é t a n t  con t inue) .  n  n- n- 

b) o  < B (Sn)  < 8 ( f ( S n ) )  < 1 Ynlo 

s o i t  O < X < 
n  'n+î < 1 Vnlo 



- * 
On - * Yn2o. f é t a n t  dé r ivab le ,  on a  a l o r s  : 

S  - S  
n  

* 
( \ )nzo  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  : 

s o i t  XEH 

* * 
S i  f "  > O ( f "  < O ) ,  a l o r s  x  < f ( x )  < S  ( x  > f ( x )  > S  ). 

s* - f ( x )  * + f ( x )  - x  On peu t  é c r i r e  : f ( x )  = s * 
s*  - x  s* - x  

s * - f ( x ) y o n a b i e n  o < w l e t 1 - p = -  f ( x )  - x S i  on pose 11 = 
s* - x  s*  - x  

Donc, f  é t a n t  s t r i c t e m e n t  convexe ( s t r i c t emen t  concave) ,  on a  : 

s* - f ( x )  
f ( x )  + f ( x )  - x  s o i t  f ( f ( x > >  *: * f ( s * )  

S - x  s* - x  

* * * * 
O r  f ( S  ) S  e t  S  - x  > O (S - x  < O ) ,   fi a  a l o r s  dans l e s  deux c a s  : 

(s* - x )  f ( f ( x ) ) <  (s* - f ( x ) )  f ( x )  + (f(x)-X)S* 

s o i t  : (s* - x ) f ( f ( x ) )  + xs* < (s* - f ( x ) )  f ( x )  +s* f ( x )  

En m u l t i p l i a n t  l e s  deux membres de l ' i n é g a l i t é  précédente  p a r  (-1) 

e t  en y a j o u t a n t  s * ~ ,  on o b t i e n t  : 

* 
s * ~  - x s  - ( s*-x) f ( f (x) )  > s * ~  - ~ * f ( x ) - ( s * - f ( x ) ) f ( x )  

* * * * * 
s o i t  : S  (S -x) - ( S  -x) f ( f ( x ) )  > s ( S  - f ( x ) ) -  (sX- f ( x ) )  f ( x )  

s o i t  * 
encore : (s*-x)(s*-f(f(x))) > (S  - f (x ) )  

* * 
comme (S - X I .  (S - f ( x ) ) >  O dans l e s  deux c a s ,  on a a l o r s  : 

s* - f ( f ( x ) )  > S* - f ( x )  
y c e c i  é t a n t  v r a i  VxrH ; en par-  

s* - f ( x )  s* - x  

t i c u l i e r  pour l e s  te rmes  de l a  s u i t e  (Sn)n. Donc, on a  : 



s o i t  
' n + ~  

> ' n 5rn 
i 

* 
Up r é s u l t a t  important  concernant  l a  v a l e u r  de l a  d é r i v é e  de B en S e s t  

donné dans l e  lemme q u i  va s u i v r e .  

Lemme 3 : 

* * * 
S i  f e s t  de c l a s s e  C s u r  D : fl(S ) = 1 e t  f"(S ) z O ,  S é t a n t  l e  

s e u l  p o i n t  f i x e  de f dans D ,  a l o r s  : 

* 
) e x i s t e  e t  B1(s*jt o. 

Preuve : 

I f(f(x)) - f(x) si * 
B (  x 1 = f(x) - x 

I 
3 

s i n ~ n  
* 

cap  f e s t  de c l a s s e  C' e t  fl(S ) = 1 (lemme 1). 

h(f(x)) si S * Posons h(x) = f(x) - x, a l o r s  B(x) = 
h(x) 

B e s t  de c l a s s e  C' YX+S* c a r  f l ' e s t  e t  h(x)to VXLS* 

* 
o r ,  a u  vo i s inage  de S , on a  : 

2 
h(f(x)) = h(x)f '(x) + O (h (x)) . 

2 
Donc B1(x> 

fl(x)h(x)hl(f(x)) - hl(x)h(x)fl(x) + O(h (x)) 

h2(x) 

S o i t  8' = f 1  (x)hl (f(x)) - h'(x)fl (x) + O(h(x)) 
h(x) 

Donc B1(x) = f'(x)hll(x)h(x) + O (h(x)) 
h(x) 



comme f "  e s t  con t inue  e t  h" (x )  = f l ' ( x ) ,  a l o r s  en f a i s a n t  t e n d r e  x v e r s  
* 

S , on o b t i e n t  : 

B'(s*) = f " ( s * )  ( f ' ( s * )  = 1 )  

* * 
donc B'(S ) e x i s t e  e t  comme f"(S ) O ,  a l o r s  : 

Pour i l l u s t r e r  c e  q u i  p récède ,  on va  donner quelques  exemples : 

a )  s o i t  (Sn)n2o : S = -, 1 n2o. C e t t e  s u i t e  peu t  s ' é c r i r e  comme une n 
n+ 1 

s u i t e  i t é r a t i v e  : 

* 
S = O e s t  l e  p o i n t  f i x e  de  f .  On a : 

* 
f 1 ( x )  = > O V X ,  f 1 ( 5  ) = 1 e t  f f ' ( x )  = - <oVxeD. 

( I+x)  (1+x)3 

Tandis que B e s t  d é f i n i e  p a r  : 

b )  S o i t  (Sn)  = -, 1 1-20 1 1 2-Sn 
Donc f ( x )  = - avec 

n2o : 2-x 

1 * On a : f 1 ( x )  = - > O Yx, f l ( S  ) = 1 e t  f W ( x )  = 
2 > O  

( 2-x ( 2-x) 3 

s u r  D. 

D 'aut re  p a r t  : B(x) = e t  ~ ' ( x )  = 2 

3 - 2x ( 3  - 2x) 
2' 

* 
On a B(S ) = 1 e t  B'(s*) = 2 = f w ( s * ) .  



9 * 
On a f ( x )  = - , S = 3 e t  on prend D = C2,5.91. 

6 - x  
9 * f l ( x )  = - 2 > O  Y X ,  f l ( s )  = l e t  f f f ( x )  = l8 > o s u r  D.  

(6-x) (6-x) 3 

3 D'aut re  p a r t  : B(x) = - e t  B1(x)  = 6 

9-2x ( 9-2x) 2 .  

1 - x  * On a f ( x )  = x - , s = o.  On prend D = C-0.9, 0.43. 
l + x  

1 - 2 x - x  
2 

f l ( x )  = 
2 > O s u r  D 

( l + x  

2 
(1-x) e t  B1(x)  = - 4(1-X) 

On t rouve  : B(x) = 
2 2 2  

1+2x- x  (1+2x - x ) 

e )  S o i t  (Sn)n2o 
= S n ( l  - a s  ),  n>o, O< a <  1 

n 

( SocH ( H e s t  d é f i n i  l o r sque  D s e r a  d é f i n i )  

- - 1 S o i t a :  o < a < -  . On prend D = 1 . 
2a 

On a  a l o r s  : 

I 2 
On o b t i e n t  pour : B(x) = (1-ax) e t  B1(x)  = -2a( l -ax) .  

A p r é s e n t ,  on va p a s s e r  à l a  d é f i n i t i o n  de l a  f o n c t i o n  d ' i t é r a t i o n  O, 

q u i  c o n s i s t e  à engendrer  l a  s u i t e  des  r a p p o r t s  des d i f f é r e n c e s  succes s ives  

de l a  s u i t e  (Sn)n2o : ( A  
n  n r o  ' 



Donc, on suppose que : 
1 3w : C0,lI + C0, l I  de  c l a s s e  C t e l l e  que : 

[ woB =Bof e t  v é r i f i a n t  : w'(x)zx  VxéCp,lI, o<p<l .  

* 
La fonc t ion  Bétant  d é f i n i e  s u r  H U  { S )  par  : 

1 sinon 

1.1 e s t  c l a i r  que l ' e x i s t e n c e  de l a  fonc t ion  wdépend de c e l l e  de l a  fonc t ion  

réciproque de 8:B-l , puisqu 'on suppose w t e l l e  que : woB= Bof. 

I l  s ' e n s u i t  que, dans l e s  cond i t i ons  (Cf) s i  x  é H a l o r s  f ( x ) c  H e t  comme 
- 

o < B ( y ) < l  VycH (lemme l ) ,  a l o r s  w(10,lDC 10,lC e t  w ( l ) = l  puisque 

f ( ~ * )  = S* e t  E(s*)=I .  

Donc, s i  on considère l a  s u i t e  (S ) d é f i n i e  p a r  : 
n  n l o  

, a l o r s  on a  : 

s i  w O B = 13 o f ,  a l o r s  X - 
n+ 1 - B(Sn+,) = B(f(Sn)) = u(B(sn))  . 

AS- 
s o i t  : A 

n+ 1 = w ( h n )  Vn a v e c h  O =Le 
AS 

I l  n ' a  p a s  é t é  p o s s i b l e  de  prouver  théoriquement l ' e x i s t e n c e  de w 

avec l a  p r o p r i é t é  x l w l ( x ) .  Tout de même, s u r  l e s  exemples ~ r é c é d e n t s  

on peut déterminer  c e t t e  f o n c t i o n  -t v é r i f i e r  s u r  c e r t a i n s  que xlst(>:) : 

a )  Pour l e s  s u i t e s  (S 
n  n2o 



on o b t i e n t  l a  même fonc t ion  w :  woB = Bof. 

l + x  
S o i t  : w(x) = e t  w l ( x )  = 4 

3-x (3-x 2  

I l  e s t  f a c i l e  de  v o i r  que : 

w '  (x)Lx Yxr [0,11. 

b )  La f o n c t i o n w a s s o c i é e  à l a  s u i t e  (S 
n  n20 ' 

= s (1-as ) ,  nzo, O< a < 1 e s t  w(x) = (1-JX + XI'. 
'n+l n  n  

On remarque que l e  c a l c u l  dew e s t  indépendant d e a ,  

Cet exemple ne v é r i f i e  pas  : x l w ' ( x )  

En e f f e t  : xlw' ( x )  <=> x& (1-& + X )  (2&-1) 

<=> x J Y -  3x + 3 G -  1 <o. 

O r  
3 

: x & -  3x + 3 6 -  1 = (6- i l 3  e t  (G- 1) i o  s u r  Jo , i I .  

C )  Pour l a  s u i t e  (Sn)nzo 1 - Sn 
: 'n+i = S  n  l a  f o n c t i o n w e s t  t e l l e  : 

1 - s  
n  

On peut  démontrer,  p a r  une technique  de "dé r iva t ions  succes s ives  

de polynômes", q u ' i l  e x i s t e  p : O < p < 1 t e l  que : 

d )  Enf in ,  on va t e rmine r  avec un exemple de w s a n s  que l a  s u i t e  

(S ) s o i t  une s u i t e  i t é r a t i v e  : c ' e s t  l e  ca s  des  s é r i e s .  n  n ro  

Donc, s o i t  ( S  ) l a  s u i t e  de sommes p a r t i e l l e s  de l a  s é r i e  de - n  n2o 
1 Riemman : S = L - 

n  IJ y lJ'1. 
k = o ( k + l )  



Par  un c a l c u l  formel ,  on o b t i e n t  : 

w(x) = ( 2  - x  1 A J  ) -P 

on a  : w(C0,lI)  

Tandis que : 

* S i  p=2, a l o r s  w l ( x )  = m2-i;;i3 . 
On a  : o ' ( x ) l x  : V X E ]  O ,i 1, en e f f e t  : 

Z 
si o < y r l  a l o r s  o<y(2-y) r 1 ( c a r  y  -2y t 12 O )  

3 3  
Donc y  (2-y)  2 1, c e c i  est v r a i  Y y ~ l O , l l ,  

3  en ~ a r t i c u l i e r  pour  y=&. Donc x i 4  (2->/;O r 1. 

S o i t  : 

* S i  p  > 2,  a l o r s  : 

Donc ~ " ( 1 )  < 1 e t  p a r  s u i t e  3 p ~ 1 0 , l C  : 

wl'(x) < 1 s u r  I p , l C .  ( c o n t i n u i t é  dewi'au vo i s inage  de 1 ) .  

S i  on pose a ( x )  = w 1 ( x )  - x ,  a l o r s  a T ( x )  = o " ( x )  - 1 e t  ~ ' ( x )  < O s u r  

I p  ,l[. Donc U e s t  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  s u r  l p  , l [ e t  comme ~ ( l ) = o ,  

a l o r s  0 ne peut  ê t r e  que s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  s u r  l p , l [ .  

Par  s u i t e  : w'(x)  2  x  s u r  I p , l l .  

Une a u t r e  p r o p r i é t é  de l a  f o n c t i o n w q u i  peut  s e  dédui re  des  cond i t i ons  

( c f )  e s t  donnée dans l e  lemme su ivan t  : 

Lemme 4 : 

1 
On suppose q u ' i l  e x i s t e  w: C0,11+ L0, l I  de c l a s s e  C t e l l e  que 

o O B  =Bof. 



2 * 
ISi f  est de c l a s s e  C s u r  D y  f 1  (s*) = 1 e t  f "( S  ) #O, S* é t a n t  l e  s e u l  

p o i n t  f i x e  de f  dans D ,  a l o r s  w l ( l )  = 1. I 
Preuve : 

1 
On a  : woB=Bof. f ,  B e t  w é t a n t  de c l a s s e  C , on a  a l o r s ,  en d é r i v a n t  

w O B  e t  Bof : 

w'(B(x1). B ' (x> = Bt(f (x>) .  f ' ( x )  e t  en f a i s a n t  t e n d r e  x 

* 
ve r s  S  , on o b t i e n t  : 

s o i t  w1(1 ) .  B '(s*)  = B' ( s* ) ,  c a r  f ' ( ~ * )  = B(s*)=I. 

* 
comme B'(S ) e x i s t e  e t  e s t  non n u l l e  (lemme 3 ) , a l o r s  : w l ( l ) = l .  

1 

Remaraue : 

= f ( S n )  
S i  on cons idère  l a  s u i t e  (Sn)n2o : Y 

a l o r s  l e  lemme 4 nous g a r a n t i t  que : 

i )  (bn), e s t  d ive rgen te  e t  ii) t i m  = 1 ( A A  T O ~n  ( c f  lemme 2 1) 
n-+(x, AAn n  

En e f f e t  : on a  : t i m  A = 1 e t  w ( l )  = 1 
n  n- 

u ( 1 )  - w(?.n) 
O r  l i m  Sn = eim = ~ ' ( 1 )  = 1, a l o r s  -5im b  = ce 

n- n- 1 - A  n* n  
A A ~ + l  - w(w(An)i - w(An) e t  donc l i m  Ah,+1 = ~ 1 ( 1 ) = l ,  ii ) 
A A w(An) - A n  n e  Ah n  n  

2)  Est imat ion  de l a  l i m i t e  : 

Récapitulons donc les cond i t i ons  (C ) e t  (C ) : 
f  w 

Soien t  DClR un i n t e r v a l l e  fermé e t  borné e t  - 
f : D -t D t e l l e  que : 



f 2 * f  e s t  de c l a s s e  C s u r  D y  

* f e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  s u r  D y  

1 * f  est s t r i c t e m e n t  convexe s u r  D ou b i e n  

( C f )  { s t r i c t e m e n t  concave s u r  D,  
I 

I * * 
e t  3 s  E D  unique t e l  que : f ( S  )  et f l ( s * )  = 1 

on pose B(x> = f ( f ( x ) )  - f ( x )  si s* 

f ( x )  - x  

1 
3w : C0, l l  + C0,lI  de c l a s s e  C t e l l e  que : 

(Cu) 

I woB Bof e t  v é r i f i a n t  : w1(x)2x ,  ~ x e [ p , l l ,  o<p<l .  

Donc, g r âce  aux lemmes e t  remarques précédents ,  on va pouvoir  énoncer l e  

r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

So ien t  DClR un i n t e r v a l l e  fermé e t  borné e t  f  : D -+ D t e l l e  - 
que l e s  cond i t i ons  (Cl s o i e n t  s a t i s f a i t e s .  

* 
S o i t  S0", H = { x ~ ~ / x < f  ( x )  < S  s i  f e s t  s t r i c t e m e n t  convexe 

OU * 
H = { x ~ ~ / x > f ( x )  > S  s i  f est s t r i c t e m e n t  concave. 

* 
Alor s ,  l a  s u i t e . ( S  ) n  1-20 : 'n+i = f ( S  1 converge v e r s  S  en é t a n t  n  

s t r i c t e m e n t  monotone e t  3N20 : 

N est l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que : E [ P  ,l[. N 



Preuve : C'est une conséquence de l a  p r o p o s i t i o n  2 ( C f .  C H I )  

* 
a )  (S ) e s t  s t r i c t e m e n t  monotone e t  e i m  S = S puisque n 1-20 

n- 
n 

S EH ( v o i r  remarque p.47) .  
O 

b )  Rappelons que B(S )=A e t  A w(Xn) Vn. 
n n n+ 1 

1 - X  
b = n+ 1 

n . D'après l e  lemme 2 ,  on a : 
A X 

n 

D'une p a r t  : 

As n = s = [ " s ~ + ~ ) -  ""1 1' - e t  comme 
A X 

n 'n+i-'n 'n+l-'n 

l m  B ( s , + l ) - ~ ( S n )  * * = B'(S ) e t  B1(S 1 z O (lemme 3), a l o r s  
n- - S 

'n+1 n 

AS 
n - 1  l i m  - - 

D'aut re  p a r t  : l i m  A =1 
n (lemme 2)  

n- 

Il s ' e n s u i t  que : eim bn ASn = o 
n- 

Donc, c e l a  r e v i e n t  à montrer  que : 



Soient  x,y : o<x<y<l. On s a i t  q u ' i l  e x i s t e  un r é e l  a : x<a<y t e l  que 

@(Y) - w(x) = wl(a)(y-x)  ; w é t a n t  dér ivable .  

O r  y s x ,  donc wl(cr) = @(y) - w(x) 

Y - x  

Sisen  p lus ,  xrCp,lC a l o r s  w'(a)z atc,) 

D a c  si xrCp,lC, a l o r s  x<asw9(a)  = w(y) - w(x) 

Y - x  

S o i t  : x< o ( y >  - w(x) 

Y - x  

O r  aN2o : A r[p, l [  VnlN e t  comme hn 
n ' 'n+î Yn 

(lemme 2 ) ,  a l o r s  on a : 

U 

Donc, I N  : X r n 
n Vn2N. 

l+bn+l 

En conclusion t o u t e s  l e s  hypothèses de l a  proposi t ion  2 (Ch Il sont  

s a t i s f a i t e s .  Par  conséquent : 

Donc, grâce à ce  r é s u l t a t ,  on peut es t imer  l a  l i m i t e  d'une s u i t e ,  

appartenant  à l a  c l a s s e  de s u i t e s  logari thmiques 

condi t ions  (Cl, à l ' a i d e  des  i n t e r v a l l e s  emboîtés In 



3)  E s s a i s  numériques : 

On t e s t e  i c i  l e s  t r o i s  s u i t e s  s u i v a n t e s  : 

On a vu q u ' e l l e s  correspondent à l a  même fonc t ion  : 

l + x  w : W ( X )  = - e t w 1 ( x ) 2 x  Yxc[O,11. Donc, o n p e u t  p r é v o i r  
3 - x  

que S*E l ,(bn) Yn>i - 



comme prévu, on o b t i e n t  une e s t ima t ion  de l a  l i m i t e  à l ' a i d e  de T,(-bn) 

e t  T  (bn) .  Mais, on remarque que l a  s u i t e  (Tn(bn)) ne converge pas a u s s i  n  * n  
v i t e  que (Tn(-bn)) v e r s  S  . 
Donc, il e s t  normal que ces  i n t e r v a l l e s  s e  c o n t r a c t e n t  lentement .  Ceci e s t  

dû au f a i t  que l a  s u i t e  à es t imer  ( q u i  converge lentem n t )  s e  t r  UV e n t r e  
T 7-b ) t T Pb e 

l e s  deux bornes des i n t e r v a l l e s  1 (b ), s o i t  S  = " n  n  
n  n  n t  1 O 

L 

Cependant, pour  c e t t e  c l a s s e  de s u i t e s ,  on peut  montrer que l a  s u i t e  

(Tn(-bn)) n>o converge p l u s  v i t e  que l a  s u i t e  i n i t i a l e  e t  qu'on peut en 
dédui re  des p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s .  

III. Déf in i t i on  du procédé V e t  r é s u l t a t s  d ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence : 

I l  s ' a g i r a  dans t o u t e  l a  s u i t e  d'une s u i t e  (S ) convergente 
* n  n20 

ve r s  S  , d é f i n i e  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  : S = f (Sn )  ; où f  e s t  une 
n+ 1 

fonc t ion  d é f i n i e  s u r  D à v a l e u r s  dans D.  

La s u i t e  (A ) aura  t o u j o u r s  un s e n s ,  puisque parmi nos cond i t i ons ,  
n  n2o 

on aura  t o u j o u r s  (S ) s t r i c t emen t  monotone. n  n2o 

1) Convergence p l u s  r a p i d e  de (TE(-bn))n20 : 

A's~,,(As n  1' 
So i t  : T (-b ) Sntl-- , n2o 

n  n  
ASnASnt2 - (ASnti 

Donc,pour l e  c a l c u l  de  Tn(-bn),  on a  beso in  de : 

Par  suite, l a  comparaison de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence de ( T  (-bn))nro n  
s e  f e r a  avec (Snt3)n20. 

Propos i t ion  2 : 

I S i  l e s  cond i t i ons  ( C  ) son t  v é r i f i é e s ,  a l o r s  (Tn!-bn))n20 converge p l u s  
f *  

v i t e  que (S  ) v e r s  S . 
n t 3  n2o 



Preuve : 

* 
i ) ' O n  a déjà vu que L i m  T (-bn) = S ( v o i r  prop.1) .  

n n- 

Donc : 

* * * 
* 'n+i - S 

'nt î 
- S . 'n+2 - S 1 

- - - - * * * 
'nt 3 - s 

'nt 2 - s 'n+3 - s 'n+i 'n+î 

* 
'nt 1 

- s 
Donc : l i m  * = 1. 

n- 'n+3 - s 

donc l i m  (bn 
n- 

AS 
l i m  n .- 

D'une p a r t  : 

1 - X 
n + l  - - 1 - B(S,+~)  - - - B ( S ~ + ~ ) - B (  s*) , c a r  

'n+ 1 - S* 
- s* 

'n+ 1 
- s* 

A n  = B(Sn) Yn e t  B(s*) = 1 (lemme 1 )  

l - Xn+l  B(S,+,) - B(s*) 
Donc L i m  = - l i m  = - B'(s*) 

n- 
'n+ 1 

- S* n- 
'nt1 

- s* 

D'aut re  p a r t  : 

"n Sn+l  - s r ' n + ~  - Sn 1 L i m  - = L i m  n = L i m  



* * 
O r  B1(S ) e x i s t e  e t  B1(S ) # O (lemme 31, p a r  s u i t e  : 

AS 
n - bim - - 1 -. 

bn AS n n 
11 s ' e n s u i t  que : bim = bim * 

n- Sn+ 3 - s n- - S* AA 
n "1 

b AS 
S o i t  : bim n n - l  * - - 

n- 
'n+3 - s 

* 
Par  conséquent : l i m  Tn(-bn) - S = O. * 

n- 'n+ 3 - s 

Remarques : 

a )  (Tn(-bn))nlo n ' e s t  a u t r e  que l a  première  colonne du procédé de Richardson 

avec  l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  (xn : x = 1 - X  Ynlo : 
n n 

x s - x  S n n + l  n + l  n s o i t  : T-(-b-) = , n l o  

La s u i t e  a u x i l i a i r e  ( x ~ ) ~ ~ ~  dépend d i rec tement  de l a  s u i t e  (S  
n , n lo  ' 

A*S n x = l - A  = - .  , e l l e  est  !-<en AgFinie pu lsque  l a  s u l t e  ( c  \ 
n n n n l o  

AS- 
11 

est supposée s t r i c t e m e n t  monotone. 

Grâce aux hypothèses  ( C  1, ( x  ) e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  e t  e s t  s t r i c -  
f n n l o  

tement d é c r o i s s a n t e  v e r s  o .  

La convergence de ( x  ) est logar i thmique ,  s i  on suppose : 
n n2o 

A n t l = u ( A n )  Y n e t u ( 1 )  = w ' ( l )  = 1, puisque 

b)Bien que (T (-b 1) converge p l u s  v i t e  que ( S  ) l ' e s t i m a t i o n  de l ' e r r e u r  
n n n l o  n+3 n y  

f a i t e  à l ' a i d e  des  i n t e r v a l l e s  1 ( b  est s a n s  i n t é r ê t ,  puisque (Tn(bn)lnl0 n n 
ne  converge pas  p l u s  v i t e  que (S ) . Ceci est dû à l a  d é f i n i t i o n  même 

n+3 1-20 



des i n t e r v a l l e s  I n ( b n ) ,  q u i  cont iennent  l a  s u i t e  (S  ) q u i  e l l e ,  n  n l o  
converge très lentement .  

Donc, ap rè s  c e t t e  c o n s t a t a t i o n ,  on s e  pose l a  ques t ion  s u i v a n t e  : 

Peut-on t r o u v e r  iine a i l t re  t ransformat ion  de s u i t e s  a u i  a c c é l è r e  l a  

convergence de l a  s u i t e  (S e t  q u i  s e  s i t u e  de l ' a u t r e  c ô t é  de l a  li- 
n n l o  

m i t e  pa r  r appor t  à (Tn(-bn) Inlo ? 

La réponse e s t  a f f i r m a t i v e ,  b ien  s û r  sous c e r t a i n e s  cond i t i ons .  

Pour c e l a ,  on va proposer  des v a r i a n t e s  de (Tn(-bn))n. Une é t u d e  concer- 

nant  l ' a c c é l é r a t i o n  de  l a  convergence e t  l e s  ~ r o ~ r i é t é s  d ' e x a c t i t u d e  d e  

c e s  nouvel les  t r ans fo rma t ions  s e r a  développée. 

2 )  Déf in i t i on  du procédé V e t  p r o p r i é t é s  : 

L ' idée  e s t  donc de c o n s t r u i r e  d ' a u t r e s  t r ans fo rma t ions  de s u i t e s  à p a r t i r  

de T ( -b ),  en procédant pa r  un déca lage  du couple (S n  n AS ) p a r  r a p p o r t  n + l Y  n  
à bn. C ' e s t - à -d i r e ,  on remplace successivement l e s  termes S  et  ASn 

n+ 1 

p a r  Sn+k+let ASn+k , k 1, 2 ,  3 ,  ..., en l a i s s a n t  f i x e  b . 
n 

S i  on note V = T (-b ) = Sn+l + bnASn, a l o r s  ces  v a r i a n t e s  sont  : 
n ~ o  n n  

Pour n  = 0 ,  1, 2, ... 

On a p p e l l e  procédé V ,  l a  f a m i l l e  de t o u t e s  l e s  t r ans fo rma t ions  

( v  1 ; k = 0 ,  1, 2, ..., a i n s i  obtenues. n,k n l o  

On va commencer p a r  remarquer que, sous  l e s  mêmes condi t ions  que c e l l e s  

données dans l a  p ropos i t i on  précédente ,  ( V  : k = 1, 2 ,  ..., conver-  
* n ,k n2o 

ge p l u s  v i t e  que ( S  ) v e r s  S . 
n+k+l  n l o  



P r o p o s i t i o n  3 : 

* 
) v e r s  S  ; k = 1, 2 ,  3 ,  .. . 

n+k+l  n l o  

Preuve : - - * 
b 

n t  1 
- s 

On pose  : - 
'n - * . On a : e i m  p  = 1 (lemme 2) 

Sn - s n n- 

On a  : V Sn+k+l + bnASn+k , "20, k l l .  
n ,k  

S o i t  k 2 l  f i x é  : 

a )  On a vu que e i m  bp AS = O (Cf p r o p o s i t i o n  1 ) .  
P- ? 

... "n+i . AS-. 

S o i t  : bnASn+k = (An. A n t l .  . . An+k-l  ) ( bnASn) e t  comme e i m  A = l (  lemme 2 ) , 
LK* 

a l o r s  l i m  b  ASntk = o .  
n- 

*'n+k AS n  
S o i t  : = b  

'nAnt l .  ' "n+k-l 
bn * n * 

'n+k+ 1 - S 'n+l - 'n+1 'nt2 ' " 'n+k 

AS 
Commelim A = t i n p  =1 (lemme 2 )  e t  &m b  n  - 

P P n  - - 1 (C, p r p p o s i t i o n  2 ) ,  
P- P- n- Sn+l  - S* 



l i m  b  ntK - - 
n * - 1. 

n- 
'n+k+l - S 

V - s* 
Par  conséquent : l i m  n  ,k = O .  Ceci  é t a n t  v r a i  YkZ1. 

Comme on l ' a  f a i t  remarquer précédemment pour (Vn,o)n20, l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

(V 1 ; k= 1 , 2 , .  . . peuvent s 'expr imer  sous  forme d '  un r a p p o r t  de deux n,k n l o  
dé te rminan t s  : 

La s u i t e  a u x i l i a i r e  (x ) e s t  t e l l e  que : x = 1 - X . n n l o  n  n  
Donc (V ) k l l ,  e s t  a u s s i  l a  ~ r e m i è r e  colonne du ~ r o c é d é  de  Richardson,  n ,k  n l o '  
mais c e t t e  f o i s - c i ,  il e s t  app l iqué  à l a  s u i t e  ( S  ) n t k  n l o '  

Les t r a n s f o r m a t i o n s  ( V  ) k l o ,  ne s o n t  pas  l i n é a i r e s .  Cependant, on a n,k n20y 
l a  : 

P r o p r i é t é  1 : 

S o i t  k2o. 

S i  on n o t e  (V l a  s u i t e  obtenue en a p p l i q u a n t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  
n  ,k 

V à l a  s u i t e  a l o r s  on a  : 
r ,k 

Vn,k  (ayn + b )  aV ( y n )  + b , n l o ,  
n,k 

où a  e t  b  s o n t  des  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  a  é t a n t  non n u l .  

Preuve : S o i t  k2o. 

Rappelons que l a  s u i t e  a u x i l i a r e  ( x  ) dépend d i rec tement  de l a  n  1-20 

s u i t e  à t r ans fo rmer .  

Donc pour  (V l a  s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  e s t  t e l l e  que :x Zx ( y  ) = l  - ' ~ n + l  n,k(:'n)) n20y n n n  
'yn 



Donc pour (V ( a ~ ~ t b ) ) , , ~ ,  on a  : 
n ,k 

S o f t  : xn(yn)  = x ( a y n t b )  = xn, Vn2o. n  

Par  s u i t e  l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  ( x , ) > ~ ,  dans  c e  c a s ,  e s t  i n v a r i a n t e .  

En t e n a n t  compte de l a  l i n é a r i t é  des dé te rminan t s ,  on o b t i e n t  : 

V (ay  +b) = donc : 
n,k n  

s o i t  : 

ayn+b aynt 

X 
n  X 

n t  1 

1 1 
X X 

n n t 1  

Par  conséquent : V (ayn+b) = a V  (yn)  t b ,  Vn2o 
n  ,k n ,k a 

C e t t e  p r o p r i é t é  va nous s e r v i r  dans l e  p rocha in  paragraphe.  

I V  ~ é s u l t a t s  d ' e x a c t i t u d e  du procédé V : 

1) Noyaux de (V ) k l o  . 
n,k n2o' 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  l a  n o t a t i o n  (V s e r a  a t t r i b u é e  à (V ( S  
n,k n r o  n,k n  

t o u t  changement de  l a  s u i t e  i n i t i a l e  s e r a  s i g n a l é .  

Comme on l ' a  c o n s t a t é  auparavan t ,  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  (Vn,k)nao(k>o) r 

s 'expriment sous  forme d 'un r a p p o r t  de  deux dé te rminan t s .  



Donc, à p a r t i r  d e  c e t t e  remarque,  on v a  pouvo i r  d é t e r m i n e r  l e s  noyaux 

d e ( V  1 k l o  ; c ' e s t - à - d i r e  d é t e r m i n e r  l a  c l a s s e  d e s  s u i t e s  (S  . n ,k  n207  n  n20 ' 

3N2o : YnlN V = s * 
n ,k 

P r o p r i é t é  2  : 

l S o i t  k2o. 
I * Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que  : V = S Y n 2 ~  e s t  que  

n  ,k 
l a  s u i t e  ( S  ) vérifie : n n t o  

A2sn 
Sntk = S* + c - Yn2N, où C e s t  une c o n s t a n t e  non n u l l e .  

"n 

Preuve  : S o i t  k l o  f i x é .  

* 
a(Sn+k - S ) t b xn = O YnlN 

ssi 

'n+k - S* 'n tk+l  - S* 

X n x n+ 1 

= O Yn2N ssi 3a ,b  non n u l s  t e l s  que  : 



- s * = -  - 
A2sn 

ssi 
'n+k 

b x  Y n > N ( a + o ) s s i S  - s * = C -  n  n+k YnlN 
a  AS 

n  
A ~ S ~  

c a r x  = 1 - X  = - - *  
n n  

"n I 

On'va donner q u e l q u e s  exemples d e  s u i t e s  q u i  a p p a r t i e n n e n t  a u  noyau de  

(V ) : n ,2  n l o  

1 1 
a )  (Sn)nlo : Sn = - . On a ASn = - e t  

n + l  ( n + l )  (n+2)  

2  A%, A2sn = . Donc - = - 
( n + l )  ( n + 2 ) ( n + 3 )  AS "(n+3). 

n  
1 a2s 

n * 
Or 'n+2 = , a l o r s  S  = C 

n+ 2  
Vn2o ( S = O )  

( n  + 3)  
"n 

1 donc : V ( - ) = O Ynlo. 
n 9 2  n  + i 

( S  > : n n l o  

On a ASn 

a2sn 2(sn-11 s - 1  - Donc - - - 1 n 
Or 'n+2 a l o r s  : 

AS 
n  3  - 2sn  3  - 2sn 

h2sn  - 2 ( s n  - 3 )  3 ( s n  - 3 
P a r  s u i t e  : - - O r s  - 3 =  

n+ 2  Y 

9 - 2 S n  9 - 2 S n  

Donc : V = 3 Ynro. 
n ,2  



On va donner une f a m i l l e  de  s u i t e s ,  q u i  englobe l e s  exemples de  s u i t e s  

p récéden t s ,  s u r  l e s q u e l l e s  (V ) est e x a c t e ,  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  
n ,2  n 

P r o p r i é t é  3 : 

S i  l a o s u i t e  (Sn)n2o e s t  t e l l e  que : 3N>o, 

I n-1 

Preuve : E l l e  s e  d é d u i t  f ac i l ement  de l a  p r o p r i é t é  2 .  

S o i t  n2N : 

s*- (B - 1 )  Donc : S - - 
n 

n + B  - 1 

* Avec i t 8 t 1 Y i l o ,  l a  q u a n t i t é  S - S e s t  b i e n  d é f i n i e  e t  e s t  non n u l l e .  
n 

0. ( 1  -B)  
Asn+l = . Donc X n = n + B - l  Vn 9 

(n+B+l> (ntB)  n t B t l  
A2s 

p a r s u i t e  1 - X  = -  n - - 2 
n 

* 
Donc, d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  2 ,  V = S Yn2N. 

n ,  2 



Remarques : 

a) On peut vérifier facilement que toutes les suites (SJnZo : 

11- 1 * 1 = s  + a I .  (1-- 
1=0 

) YnlN avec a * O et i t B ' 1 
it B 

Yilo, correspondent à la même fonction u : 

1 tx 
W(X) = - / = w(Xn) YnlN. 

3-x 

ltx 
b) Réciproquement si une suite ( S  ) est associée à U(X) =- n nlo 3 -x 

(ie = w(hn) Yn ) , alors l'application de (Vn,2)nlo à 

(S ) donne : n nlo 

AV = O Yn . 
n,2 

En effet, on a : 
(2) ( 2 ) A ~  , nzo, avecb = A  th hntl 

'n,î = 'nt1 bn n n n n 
( l+bn) 

Si on considère la fonction w, on trouve : 

Z A 
b(2) n = X (1 t b (2) ) Yn. 

1 - An n 
n nt 1 

D'autre part : 

soit AV = A S ~ [ X ~ ( ~  t b ( 2 ) )  - b (21, 
n,2 n+ 1 n 

Il s'ensuit que : 

AV = O Yn. 
n,2 

Résultats numériques : 

On prend pour exemples : 



( i l )  S i  on n o t e  (Vn,2 n,l l a  s u i t e  obtenue en app l iquan t  V ( i l  
- . , 2  à ('n ) n l l '  

i = 1 , 2 ,  a l o r s  on o b t i e n t  : 

I l  n ' a  pas  é t é  p o s s i b l e  de donner des  exemples de s u i t e s  q u i  appar t i ennen t  

aux noyaux des a u t r e s  t r a n s f o r m a t i o n s  (V ) 
n,k n l o y  k t 2 .  Cependant, on 

o b t i e n t  d e s  r é s u l t a t s  i n t é r e s s a n t s  en composant ( V  ) e t  ( V n Y l I n  
n,o n 

2 )  ~ r o ~ r i é t é s  d ' e x a c t i t u d e  de l a  t rans format ion  : 

S o i t  ( W n ) n r o ,  l a  s u i t e  obtenue en prenant  pour chaque terme, l a  

moyenne des  termes de ( V  ) et ( V n , l ) n > o  à l ' é t a p e  correspondante .  
n  ,O n l o  

v + v  
n,o n , l  s o i t  : 

'n = , n20. - 
L 

On va donner deux r é s u l t a t s  concernant l ' e x a c t i t u d e  de ( W n I n l o  s u r  

deux c l a s s e s  de s u i t e s  c a r a c t é r i s é e s  p a r  des p r o p r i é t g s  à p a r t i r  d 'un c e r -  

t a i n  rang .  

* 
Pour c e l a ,  on n o t e  en = Sn - S : l ' e r r e u r  commise à l ' é t a p e  n  en 

* 
c a l c u l a n t  un approximant de S . 

P r o p r i é t é  4 : 

I S i  l a  s u i t e  (S de l i m i t e  S* e s t  t e l l e  que : n n2o 

E 
n+ 1 = E n ( l  - a& ) pour nlN, a é t a n t  non n u l ,  a l o r s ,  

n  

Preuve : S o i t  n2N 

O n a : ~  L = E ( 1 - a ~ ~ ) ~  donc Acn =-a€ . n t 1  n  n  



Par  s u i t e  An(€,) = 2 2 2 = ( 1  - as I 2  e t  A E n  = 1 - a t a E 
A €  n n t  1 n n 

n 

Donc 
2 2 AAn(cn) = a 2 E 2  ( 2  - 2ae  t a E ) e t  comme 

n n n 

S o i t  

On sa i t  que : 

V ( e n )  = E 
n ~ o  n t  1 

+ bn(En) Acn 

V n , +  n = E n t  2 + b n ( s n )  A E ~ + ~  

Donc, d ' u n e  p a r t  : 

2 2 €,(1 - a&,) ( 2  - "En t a En) 
bn(En) b e n = -  2 2 

2 - 2 a E  t a €  
n 

2 - ac 2 2a 
n 

t a En 
S o i t  : b n ( c n ) .  AE = - E 

n n+ 1 2 2 2 - 2 a e  t a e  
n n 

2 2 
2 - a e  t a &  

Donc V ( c n )  = cn+, C 1 - n 
n 3 0  

" 1 2 2 
2 - 2ae + U E  

n n 

S o i t  ( 1 )  

D ' a u t r e  p a r t  : 

E = E ( 1  - ) e t  Acnt1 = - a E 
2 

n t 2  n t 1  n t  1 n t l '  





P r o p r i é t é  5 : 

* 
S i  l a  s u i t e  (Sn)nlo de l i m i t e  S e s t  t e l l e  que : 

E - - 1 - u n ,  n1N où (un)nao e s t  une s u i t e  q u i  converge n t 1  

. vers  O e t  t e l l e  que s e s  termes c o n s é c u t i f s  v é r i f i e n t  : 

Pntl = Vn(l - un) Yn avec  u O + 0 , l  a l o r s  : 

* 
W = S  YnlN. 

n  

Preuve : S o i t  n2N 

On a  : = ~ , ( 1  - u ), donc = - un En e t  
& n t  1 n  

L 

n'n+l = - 'nt i E n t  i. 
= - un: 1 - 

'n) 'n 

2  
Donc, d 'une p a r t  : 1 - Antl(cn) = u n  ( 1  - un)  ( 2  - un+ un)  

2  2  
e t  d ' a u t r e  p a r t  : = un ( 2  - 2' n  t un) . 
Par  s u i t e  : 

r )  

S o i t  

Rappelons que : 

'nt î + bn(En) Acn 

n t  2 t b n ( ~ n )  Asntl 



Donc, d 'une  p a r t  : 

S o i t  : I I 

D ' a u t r e  p a r t  : E = E 
n t 2  n t 1  ( 1  - 

S o i t  : E 2  
n t  2  = - Un)(1 - un + Un), donc : 

2  Acntl = - U n  En (1 - i ~  . P a r  s u i t e  
n  

~ ~ ( 1 - p ~ )  
S o i t  encore  : v ( E  ) = 2  2  

n , l  n  2  ( 1  - un+ pn)(2-lJ n  t p  n  ) - p  n  (1-u n  t u 2 )  n  
2-2p t p  

n  n  - 

Donc on o b t i e n t  : 

P a r  s u i t e ,  ( 3 )  e t  ( 4 )  impl iquen t  : V ( c n )  t Vn,l(En) = O YnPN. n  , O  

Comme V ( E  ) = V - S* ; k=O,l  ( p o p r i é t é  l ) ,  a l o r s  : n,k  n  n ~ k  



P a r  conséquent : 

Notons que ce  t y p e  de s u i t e s  a é t é  i n t r o d u i t  p a r  C.  Kowalewski dans 

C91 , notamment dans l e  cadre  de  l ' é t u d e  des  c l a s s e s  de s u i t e s  à convergence 

logar i thmique.  

Avant d ' expose r  l e s  e s s a i s  numériques, nous a imer ions  formuler  deux 

remarques. 

a )  (Wn)n20 p e u t - ê t r e  considéréccomme une t r ans fo rmat ion  composite 
I 

p a r t i c u l i è r e  avec  comme c o e f f i c i e n t s  de  pondéra t ion  : 

a l  = a = 1/2  , s o i t  W = a V 
2 

t a V  nro .  
n 1 n , o  2 n , l  

Sachant l a  d i f f i c u l t é  à a c c é l é r e r  l a  convergence des  s u i t e s  appar-  

t e n a n t  aux f a m i l l e s  p r é c é d e n t e s ,  c e c i  montre l ' e f f i c a c i t é  des  t ransforma-  

t i o n s  composites proposées  p a r  C.  Brez insk i  C61 , même dans c e  c a s  p a r t i c u -  

l i e r .  

b )  En c e  q u i  concerne l e  c o n t r ô l e  d ' e r r e u r ,  ce  q u i  précéde confirme 

qu'on peut t r o u v e r  une a u t r e  t r a n s f o r m a t i o n  : (V ) , q u i  conveFge p l u s  
* n , l  n 

v i t e  que (S ) v e r s  S e t  q u i  s e  s i t u e  de  l ' a u t r e  c ô t é  de l a  l i m i t e  p a r  n n 
r a p p o r t  à (T (-b )) = (V ) . Dans l e s  deux p r o p r i é t é s  p récéden tes ,  

n n n ,o  n * 
on a : S ECV V 1Yn2N. 

n , o  A n , l  

E s s a i s  numériques : 

a )  S o i t  (S ) 
n n21 

On a : l i m  S = o. C e t t e  s u i t e  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  de  l a  p r o p r i é t é 4  
n 

n- 
pour t o u t  n l l .  Donc, on s ' a t t e n d  à c e  que W = o Vn2l. 

n 

On donne à a 3 v a l e u r s  s u c c e s s i v e s  : 0.5,  0.05 e t  0.005. 

Alors on o b t i e n t  : 



On peu t  c o n s t a t e r  qu 'au f u r  e t  à mesure qu'on diminue l a  v a l e u r  de a ,  

l a  s u i t e  (Sn)nlo converge p l u s  lentement e t  l a  p r é c i s i o n  s u r  W diminue. n  

L a  l i m i t e  de c e t t e  s u i t e  est  S * =O. E l l e  v é r i f i e  l a  cond i t i on  de l a  pro-  

p r i é t é  5 à p a r t i r  de l a  première i t é r a t i o n .  I l  s ' e n s u i t  que W . =  O Ynr l .  
n  



c )  On v a  t e rmine r  avec un exemple de s u i t e  q u i  ne v é r i f i e  l e s  

hypothèses de l a  p r o p r i é t é  5 qu 'à  p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang.  

I 
< \ ) n  : an = 1 + - ; avec  u1 = 0.3 e t  SI = 1. Comme lima = 1, 

2n n  n- 

a l o r s  3 N  : Vn2N Wn = o.  

Sur  l e  plan numérique, on ob t i en t  : 



Maintenant,  s i  l ' o n  d ispose  d'un exemple de s u i t e  q u i  ne v é r i f i e  pas  l e s  

cond i t i ons  des p r o p r i é t é s  4 e t  5 e t  q u i  n ' a p p a r t i e n t  pas aux noyaux de 

1 ('n,k n>or 
k = 1,2,  ..., a l o r s  peut-on cependant o b t e n i r  un encadrement 

de l a  l i m i t e  à l ' a i d e  de (V e t  (Vn,l)q>o ? Le cas échéant ,  peut-on n,o n>o 
é tendre  c e t  encadrement à deux t ransformat ions  quelconques du procédé V ? 

La réponse f e r a  l ' o b j e t  du paragraphe su ivan t .  

V - Contrô le  d ' e r r e u r  à l ' a i d e  de deux t ransformat ions  du procédé V.  

Pour commencer, on va donner un exemple de s u i t e  pour l e q u e l  

Notons que c e t  exemple v é r i f i e  l e s  hypothèses (CF), donc l ' a p p l i c a t i o n  

de (Vn,k)nsl 3 a c c é l è r e  l a  convergence v e r s  o. 

L ' e s s a i  numérique avec (V ) ) e t  (V ) donne : 
n,o n 9  ( V n , ~  n n ,2  n 



On remarque, pour c e t  exemple, que (Vn,l)nzl donne des  m e i l l e u r s  r é s u l -  

t a t s  que (Vn,o)n21 e t  (Vn,2)n21 e t  que oc[vn+l, 1 ; Vn+1,21E[Vn,1 ; v ~ , ~ I  ~ n i 2 .  

gonc, daris c e  c a s ,  on a  une e s t ima t ion  de l a  l i m i t e  à l ' a i d e  de (V ) e t  (Vn,*In. n , l  n  

Tandis que, dans l e  ca s  des s u i t e s  des p r o p r i é t é s  4 e t  5, s i  on ne t f e n t  
* 

V 1 Vn2N. pas  *compte de l a  t ransformat ion  (WnIn, on a  S *,, n,l  

Donc à p a r t i r  de ces  c o n s t a t a t i o n s ,  on va proposer  un c r i t è r e  q u i  va nous 

permet t re  de dé terminer ,  pour une s u i t e  donnée, l e  couple ( (Vn, ko)n,  (Vn,ko+l)n) 

q u i  s e r v i r a  d'encadrement pour l a  l i m i t e  e t  q u i ,  en même temps, va nous 

é v i t e r  l e  c a l c u l  des a u t r e s  t r ans fo rma t ions  (V ) k z k o  e t  k s k o  + 1. 
n,k n2o' 

Le r é s u l t a t  q u i  va s u i v r e  donne c e  c r i t è r e  pour une s u i t e  ( b  ) quelconque. 
n n 

Donc, s o i t  ( c  ) une s u i t e  donnée. On cons idère  l e s  t r ans fo rma t ions  de s u i t e s  
n n 

su ivan te s  : 

On note  : 

Propos i t ion  4 : 

* 
S o i t  (Sn)nlo une s u i t e  s t r i c t e m e n t  monotone de l i m i t e  S . 

On suppose que e s t  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  e t  s t r i c t e m e n t  

c r o i s s a n t e .  c 
n 

I S i  pour un e n t i e r  kro ,  4N : 5 + 5 An+k+l (* )  YnrN, 
n+ 1 

* * 
S i  en p lus  : l i r n  Z - - lim 'n,k+l = S , a l o r s  S EJ 6'nzN. 

n- n ,k  n- n,k 

Preuve : 

On ne r e s t r e i n t  pas  l a  g é n é r a l i t é  en  supposant AS < O Yn, c a r  dans 
n 

l e  c a s  où AS >O Yn, il s u f f i t  de remplacer  (Sn)n p a r  (-Sn)n, (Zn,k)n 
n 

) p a r  (-Zn,k+l)n. Donc, on suppose que ASn <O Vnzo. par (-Zn,k)n et ('n,k+l n 



C 
n  C 

S o i t  : <- n  Yn. 
l t c  

n+ 1 l + c n  

Donc Z  - Z  = 
n , k t l  n ,k  'n+k+î + 'n "ntk+l  - ' n t k t l  - "n+k 

C 
n  - Z  = P S n + k  ( l + c n )  (Antk - -  Soit 'n,k+l n ,k  ) > O  Yn2N. 

l + c  
n  

Donc : J - 
n ~ k  - ['n,k 'n,k+l 

1 Yn2N. P a r  s u i t e  : n2N 

Donc : C J  Yn2N e t  comme t i m  Z = & i m  Z  * 
Jn+l ,k  - n , k  n  , k + l  = S ,  

n- n ,k  n- 

C J C ... C J - n,k - - ~ , k '  

Yn2N. 
I 

Remarque 

La c o n c l u s i o n  n e  change p a s  s i  les a u t r e s  c o n d i t i o n s  n e  s o n t  v é r i f i é e s  

q u ' à  p a r t i r  du r a n g  N. 



1 - 'n+ i b  n  
Pour l e  choix b- = o n a :  - A 'n+i 

Donc l a  cond i t i on  ( *) dev ien t  : 

Par conséquent s i  ( b  ) e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  e t  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  
n  n  

A x 
e t  s i  3k : 

< n + l  - 'n+k+l Vn2N, a l o r s  (V ) se ron t  
'n+k A A n,k ) n  et ('n,k+l n  

n  
cho i s i e s  pour  es t imer  l a  l i m i t e ,  à p a r t i r  du r ang  N .  Avec l e s  cond i t i ons  

(Cf ) ,  on a  montré que : 

Il r e s t e  à v o i r  dans q u e l l e s  cond i t i ons  ( b  ) est s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  
n  n  

C ' e s t  l ' o b j e t  du r é s u l t a t  su ivan t  : 

On suppose que l a  s u i t e  (An)n2o e s t  t e l l e  que : 

I S i  3w : [0 ,11  + [0,11 deux f o i s  d é r i v a b l e  : w(h ) = n  

Yn2o e t  v é r i f i a n t  0'' > O s u r  [ p , l l  , où pc10, l [ ,  a l o r s  3 ~ 2 0  : ( b  ) n  n2M 
e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e .  

1 N é t a n t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que : hNrCp , l l .  

Preuve : On a  : = w ( X  ) Vn2o 
n  

Notons que w ( l ) = l ,  c a r  w e s t  cont inue e t  & i m  A =1. 
n  

n- 

i )  On pose g ( x )  = l-w(x) pour x  * 1. 
l -x  

g e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  s u r  [ p  ,l[, en e f f e t  : 

so i en t  x,y e t  z ~ [ p  , l l  : x < y  < z 5 1. On peu t  é c r i r e  

- X y = . z - y  .+-yY z .  S i  on pose A =  - Y , on a b i en  O< A <  1 
Z - X z - X  Z - X 



w é t a n t  s t r i c t e m e n t  convexe s u r  [ p , l l ,  a l o r s  on a  : 

En p a r t i c u l i e r  pour  z = 1, on o b t i e n t  : 

a a l o r s  : 

S o i t  : ( 1  - x )  - (1 -x)  w (y)  > ( 1  - y )  - ( 1  - y )  w(x) ,  en 

a j o u t a n t  1 aux deux membres, a p r è s  l e s  a v o i r  m u l t i p l i é  pa r  ( - 1 ) .  

Donc : ( 1  - x )  ( 1  - ~ ( y ) )  > (1 - y )  (1 - w(x)) 

S o i t  : 1 - u ( x )  < - - w ( y )  , c a r  (1 - x )  ( 1  - y )  > o.  
1 - x  1 - Y  

Donc, g ( x )  < g ( ~ )  Vx, y€ C p , l C  : x  < Y .  

1 2 
i i )  on a  g ( x )  = u ( x )  (1 - w(x))avec  u ( x )  =- et u ' ( x )  = u  ( x )  

1-x 
2 

donc : g' ( x )  = u '  ( x )  (1 - u ( x ) )  - u(x)wf ( x )  = u  (x ) ( l -w(x ) )  -u(x)w '  ( x )  

s o i t  : g ' ( x )  = u ( x )  ( g ( x )  - wV(x))  

g ' ( x )  >O YX ~ L p , i [ : ,  a l o r s  & ( X I >  u ' ( x >  Yx~Cp, l [  
comme 

u ( x )  > O 

iii) So ien t  x ,y  : p 5 x< y  < 1, w é t a n t  d é r i v a b l e ,  3 a E ] X , ~ [ :  

O r ,  d 'une p a r t  : g ( a )  > w ' ( a )  ( i i )  e t  d ' a u t r e  p a r t  : 

g ( y )  > g ( a )  (i) a l o r s  : 

g ( y >  > ~ ' ( a )  = W(y)  - , c e c i  é t a n t  v r a i  V X , ~  : 

Y - x  
P 5 x  <y <1, en p a r t i c u l i e r  pour  l e s  te rmes  de l a  s u i t e  t e l l e s  que 



Donc, s o i t  N l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que X 2 p Yn2N. 
n  

w(Xn+,) - w(An) 
Comme X Yn, a l o r s  g(hn+l) > YnlN. 

n  < 'n+î 
'nt1 - n 

S o i t  : 
l - ' n + î  , "n+1 

VnlN, c a r  : 

Par  conséquent : ( bnlnlN e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  

On remarque dans c e t t e  p r o p r i é t é ,  qu'on peut s e  pas se r  des  condi t ions  

(C 1, s i  on peut  v é r i f i e r  p a r  un a u t r e  moyen l ' hypo thèse  : O < hn  < An+l< 1 
f 

Yn e t  t i m  hn = 1 ( c ' e s t  l e  c a s ,  pa r  exemple, des  s u i t e s  to ta lement  monotones 
n- 

à convergence logari thmique [SI). 

Mais, il f a u t  no te r  que l e s  c o n d i t i o n s  (C ) nous se rven t  à démontrer l ' a c c é -  
f  

l é r a t i o n  de  l a  convergence des  t ransformat ions  (V ) k=0,1,2, ... 
n,k n l o '  

Cependant, on a  f a i t  des  e s s a i s  numériques s u r  des  s u i t e s  q u i  ne sont  pas  

des  s u i t e s  de poin t  f i x e ,  en s e  basant  uniquement s u r  l e  c r i t è r e  ( * ) .  

C ' e s t  l e  c a s  notamment des  deux s é r i e s  su ivan te s  : 

1 1 
e t  1 C- k + l  , 1- 2 + l o g  - 

k l o ( k t 1 )  k lok+ l  k+ 2  

On c o n s t a t e r a  que pour c e s  deux exemples, ce  s o n t  l e s  t r ans fo rma t ions  (V n ,2  n20 

) q u i  sont  c h o i s i e s  pour l 'encadrement  de l a  l i m i t e .  et ('n,3 n>o 

On v e r r a ,  en  même temps, q u ' e l l e s  accé l è ren t  l a  convergence de ces  deux 

s é r i e s ,  b i e n  que (Vny2)n converge mieux que (V v e r s  l a  l i m i t e .  
n , 3  n  

Essa i s  numériques : 

Donc on cons idère  l e s  s u j t e s  de sommes p a r t i e l l e s  su ivantes - :  
1 k + l  : s' = l[-t log  -1 

b  
n n2o n k=o  k + l  k+ 2  



Si on note (Vn7k)n (re~p(V'~,~)~) la suite obtenue en appliquant la 

transformatior, V (resp. V' ) à la suite (Sn)n (resp (S'n)n),k=2,3, . ,k 7k 

alors on obtient : 

Pour ces deux exemples, l'encadrement est réalisé dès la première ité- (a 
ration. LILLC:' 

On voit donc que l'utilisation du critère ( * )  , sur le plan pratique, 
fournit les deux transformations successives du procédé V qui encadrent i 
la limite. 

Il n'a pas été possible d'étudier, sur le plan théorique; l'existence de k 



dans le critère (*) .  Cependant, cela n'empêche pas d'utiliser ce critère 

comme un test sur le plan numérique puisqu'on prendra la  réc caution de 
fixer à l'avance un entier k afin d'arrêter les calculs si le test (* )  

- 
ne se vérifie pas pour k = O ; k . 
En ce qui concerne l'accélération de la convergence, les deux exemples 

précédents montrent que le domaine d'application du procédé V ne se li- 

mite pas uniquement aux suites itératives qui vérifient les conditions (C 1. f 
Dans le but de montrer qu'on peut améliorer l'accélération de la conver- 

gence des transformations (V 1 on propose de les génélariser. n,k n,kY 

VI - Généralisation des transformations(V ) k20, au sens de Levin 001 
n,k nlo7 

Comme on l'a fait remarquer dans le paragraphe III, les transformations 

(V ) k20, peuvent s'exprimer sous forme d'un rapport de deux déter- 
n,k n2oY 

minants . 

Soit : 

Par suite, on peut essayer de généraliser ces transformations, en augmentant 

l'ordre des déterminants. 

Plusieurs façons de procéder ainsi sont possibles, mais on a choisi de 

procéder comme Levin L101. 

Pour cela, il faut d'abord rappeler la forme des transformations 

de Levin. Elles sont toutes de la forme : 



Pour o b t e n i r  D'PI ( 11,  il s u f f i t  de remplacer  Sn , Sntl , . . ., Sn+ppar 1 

dans l e  déterminant  p récédent .  

T r o i s  choix de l a  s u i t e  ( R  ) d é f i n i s s e n t  l e s  t r ans fo rma t ions  de Levin : 
n n 

t ,  u e t  v  C101. 

Par  conséquent ,  n o t r e  g é n é r a l i s a t i o n  s e r a  de l a  forme, 

On c o n s t a t e  dans n o t r e  g é n é r a l i s a t i o n  l a  p résence  d ' un  t r o i s i s è m e  para-  

mèt re ,  en l ' occu rence  l ' e n t i e r  k .  Mais, en posant  x  - 
n - Rn+k = 1 - X  n  ' 

on s e  ramène aux n o t a t i o n s  de Levin, puisqu 'on a : 

Donc, comme l ' a  f a i t  observé Levin,  l e s  dé te rminants  p r écéden t s  peuvent 

s e  c a l c u l e r  exp l i c i t emen t .  

P a r  s u i t e ,  on o b t i e n t  : 

avec  x t = l -  At vl . 



On va donner  une p r o p r i é t é  d ' e x a c t i t u d e  de (V ( P I )  ana logue  à c e l l e  de  
n ,k 

( S  ) proposée  dans  [16]. 
P 3n 

1 s o i t  k ~ o  f i x é .  1 ;i i N  : x = c ( i -  
n 'ntk) 

Vn2N, a l o r s  V ( P )  S* Vn2N, Vp. 
n ,k 

Preuve : S o i t  n2N 

La c o n s t a n t e  c pouvant ê t r e  s i m p l i f i é e  dans  l e  r a p p o r t  des  deux 
* 

d é t e r m i n a n t s  de v ( P ) ,  on p e u t  s u p p o s e r  x = S - 
'n+k . P a r  s u i t e ,  en  n 

n ,k 
a d d i t i o n n a n t  l a  seconde l i g n e  de D ( P ) ( s ~ )  à l a  p r e m i è r e ,  on o b t i e n t  : 

k 

Pour t e r m i n e r  c e  p a r a g r a p h e ,  on va p r o p o s e r  d e s  r é s u l t a t s  numériques 

concernan t  c e t t e  g é n é r a l i s a t i o n .  

Nous a l l o n s  é t u d i e r  l ' a p p l i c a t i o n  d e  (V (''1 aux deux s é r i e s  p r é c é d e n t e s  : 
n ,  2 

1 n 
( S I  / s  = L  - 1 

2 e t  ( S v  n ) 1-20 / S '  n = 1 [ - n 1-20 n + l o g  - ktl 1 . 
k = o ( k + l )  k=o  k + l  k+ 2 

E s s a i s  numgriaues : 

S i  on n o t e  (V Tesp.  ( ( ( P ) )  l a  s u i t e  ob tenue  en a p p l i q u a n t  
n , 2  n ,p j  

I I 
V ( P )  à ( S  ) (Resp. (S' n ) n ) ,  a l o r s  on o b t i e n t  : 
- t 2  n n 



On c o n s t a t e  qu'on a  a t t e i n t  10 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  en c a l c u l a n t  
v ( l o )  ( 9 )  

0,2  
pour l e  premier  exemple e t  V pour  l e  second. 

O ,  2 

Donc, en t e n a n t  compte de ( S  ), l e  nombre de termes de l a  s u i t e  à 

u t i l i s e r  ~ o u r  l e  premier  exemple e s t  1 3  e t  12  pour  l e  second, avec 

Pour p  > 10,  on observe une p e r t e  de p r é c i s i o n  due à l ' i n s t a b i l i t é  numé- 

r i q u e .  Cela t i e n t  à ce que, dans l ' a l g o r i t h m e ,  on a  besoin de c a l c u l e r  

à chaque f o i s  l e s  termes de l a  s u i t e  ( A  ) en f a i s a n t  l e  r a p p o r t  de deux 
- *'n+1 

n  n  
d i f f é r e n c e s  succes s ives  : A- - - . 

Mais, s i  l a  f o n c t i o n  w a s s o c i é e  à l a  s u i t e  e x i s t e  e t  s i  on l ' u t i l i s e  

I 

pour  c a l c u l e r  X : n  1 .) 

O 

a l o r s  on a  un c h i f f r e  s i g n i f i c a t i f  de p l u s .  C 'es t  l e  ca s  du premier  

exemple pour l e q u e l  on a  : 

w(x) = . On o b t i e n t  donc : 
( 2  - "Tl2 

Conclusion e t  remarques : - 

Les r é s u l t a t s  numériques que nous avons p r é s e n t é s  l e  l ong  de c e  

c h a p i t r e  montrent que l ' a p p l i c a t i o n  du ~ r o c é d é  V ,  i c i  proposé, s u r  une 

c l a s s e  de s u i t e s  à convergence logar i thmique ,  o f f r e  une p o s s i b i l i t é  de 

c o n t r ô l e r  l ' e r r e u r  d 'une p a r t  e t  d ' a u t r e  p a r t  peut  a b o u t i r  à des  r é s u l t a t s  

t rès  i n t é r e s s a n t s  en a c c é l é r a t i o n  de l a  converpence, s u r t o u t  l o r s q u ' i l  

s ' a g i t  de s a  g é n é r a l i s a t i o n  au s e n s  de Levin. 



Nous notons que l e  procédé V e s t  conçu uniquement pour  l e s  s u i t e s  à 

convergence logar i thmique ,  néanmoins dans l e  c a s  où l a  s u i t e  (S ) e s t  n  

'n+i - sn 
t e l l e  que : l i m  - - * 

- 1, nous pouvons l ' a p p l i q u e r  aux sous- 
n- Sn - S 

s u i t e s  d ' i n d i c e s  p a i r  e t  impair .  

Parmi l e s  r é s u l t a t s  numériques, c e r t a i n s  montrent que l ' a p p l i c a t i o n  

de c e  procédé peut  s ' é t e n d r e  à des  s u i t e s  non i t é r a t i v e s .  De c e  f a i t ,  

deux ques t i ons  impor tan tes  s e  posent  : 

Peut-on é t e n d r e  l a  p r o p r i é t é  15 de B.  Germain-Bonne [ 8 ,  p.291 concer- 
* 

nant  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  des  s u i t e s  de S a u  c a s  où f'(S ) = 1 ? 
k 

Précisemment, dans q u e l l e  s i t u a t i o n  peut-on t r o u v e r  une f o n c t i o n  6 
1 * * 

de C : A n  = @(Sn) Yn'n avec  B(S ) = 1 e t  @'!S ! * O ? 
O 



CWITRE I I I  

... 
UNE METHODE DE CONTROLE D'ERREUR POUR CERTAINES 

CLASSES DE SUITES OSCILLANTES : METHODE BASEE 

SUR LES INTERVALLES EMBOITES. 



1 - In t roduc t ion  : 

Dans ce  c h a p i t r e ,  il s ' a g i r a  d 'une méthode d ' e s t ima t ion  de l a  li- 

mite  de c e r t a i n e s  s u i t e s  o s c i l l a n t e s  convergentes ,  à l ' a i d e  d 'une s u i t e  

d ' i n t e r v a l l e s  emboîtés e t  c e c i  à p a r t i r  de l a  première i t é r a t i o n .  

. En e f f e t ,  c e  procédé c o n s i s t e  à t ransformer  séparément l e s  deux 

sous - su i t e s  d ' i n d i c e s  p a i r  e t  impair  (qu 'on suppose monotones), l a  t r a n s -  

formation en ques t ion  é t a n t  c h o i s i e  de t e l l e  s o r t e  que l e s  deux s u i t e s  

obtenues r e s t e n t  monotones, en sens  c o n t r a i r e .  Ceci nous permet t ra  de con- 

s i d é r e r  l a  s u i t e  d ' i n t e r v a l l e s  q u i  ont  pour bornes r e s p e c t i v e s  l e s  te rmes  

d e s  s u i t e s  c r o i s s a n t e s  e t  déc ro i s san te s  a i n s i  obtenues.  On a  a i n s i  un enca-  

drement de l a  l i m i t e ,  puisque ces  deux s u i t e s  do ivent  converger vers  c e t t e  

même l i m i t e .  

Ce t t e  méthode ex ige  donc une é tude  de l a  monotonie de c e s  t r a n s f o r -  

mations appl iquées  à des  s u i t e s  monotones. Un t r a v a i l  dans ce  s ens  a  é t é  

f a i t  pa r  Opfer Cl3 1. 

Dans l e  prochain paragraphe,  on va donner un r é s u l t a t  fondamental 

semblable à c e l u i  de Opfer ,  mais q u i  comportera une hypothèse en  moins 

pour  l a  même conclusion.  

On t r o u v e r a ,  dans l a  s u i t e ,  une é tude  d é t a i l l é e  f a i t e  avec l e  
2 

procédé A d t A i t k e n .  C ' e s t  pourquoi l a  méthode de l ' e s t i m a t i o n  de l a  li- 

mi te  s e r a  appl iquée  uniquement avec ce  procédé. 

II - Etude de l a  v a r i a t i o n  d'une s u i t e  obtenue à l ' a i d e  d'une t r a n s f o r -  

mation T : 

S o i t  une s u i t e  r é e l l e  s t r i c t e m e n t  monotone, de  l i m i t e  
* 

u .  

S o i t  T l a  t r ans fo rma t ion  de s u i t e s  d é f i n i e  p a r  : 

où (bnlnzo est une s u i t e  t e l l e  que eim b Au = O . C e t t e  cond i t i on  a s s u r e  
n- n  n  

* 
l a  convergence de  l a  s u i t e  (T ) v e r s  u  . n n2o 



Une ques t ion  qu'on peut  s e  p o s e r  e s t  : Dans q u e l l e ( s )  cond i t i on  ( s ) ,  l a  

s u i t e  (T ) e s t - e l l e  monotone ? 
n n l 0  

n  En e f f e t ,  on a  : AT = Au (1 + bn+,) (h  - - 
n 

1 où e s t  
n  n  

AU 
n+ 1  

+ bn+l 
t e l l e  que X = ( on ga rde ra  t o u j o u r s  c e t t e  n o t a t i o n  l o r s q u ' i l  

n  
Au- 

I l  

s ' a g i r a  du r a p p o r t  des  d i f f é r e n c e s  d e s  termes s u c c e s s i f s  de l a  s u i t e  

i n i t i a l e )  ; Au e s t  non n u l ,  ca r  (u ) e s t  s t r i c t e m e n t  monotone. 
n  n  n l o  

Donc, s i  (1 + bn)  > O Vn, a l o r s ,  en t e n a n t  compte de : 

* I N  : (T e s t  monotone (avec  inve r s ion  de l a  monotonie) n  n2N b  
<=> AT . AU 2 O YnlN <=> A I 

n Y ; 1 l N  
n  n  n 

(1 1 1 + bn+i  
* IN : ( T  e s t  monotone (avec  ccnse rva t ion  de l a  monotonie) 

n  n2N 

<=> AT .AU 2 o Yn2N <=> h 2  
bn 

I VnlN 
n  n  r, 

+ bn+î 

Une étude s u r  l a  monotonie, dans  l e  c a s  des  procédés l i n é a i r e s  e t  non l i n é a i r e s  

a  é t é  abordée pa r  Opfer c l 3  1. Dans l e  c a s  des  procédés non l i n é a i r e s ,  s e s  

deux théorèmes s e  résument dans  ( l ) ,  mais i l s  cont iennent  une hypothèse 

i n u t i l e  en p l u s  . 
En e f f e t  : il cons idère  l a  t r ans fo rma t ion  su ivan te  : 

11 e s t  f a c i l e  d ' é t a b l i r  une l i a i s o n  e n t r e  l e s  deux écr i tures  de T n  . On a 

r 
n  

b n =  1 - r  .Il impose à l a  s u i t e  (r d ' ê t r e  monotone dans l e  même 
n  n l o  n  

s ens  que l a  s u i t e  a l o r s  que nous, nous n 'avons pas  eu besoin que 
b  

s o i t  monotone Irn = . 
1 + bn 

Nous donnerons un cont re  exemple dans l e  paragraphe s u i v a n t ,  en  é t u d i a n t  

l e  c a s  où T e s t  l e  procédé a2 d 'Aitken.  



2 III - Etude de l a  monotonie du procédé A d lAi tken  

Afin d ' i l l u s t r e r  l a  cond i t i on  (11,  on va s ' i n t é r e s s e r  au cas  où 
2  ( .  1 AU 

T e s t  l e  A d lAi tken  : E 2 . O n a :  E(n)=  u - A"n+i. n 2 
2  n + l  2 , f f t o ,  AU * O . 

A u n 

- a 
S o i t  : E ( n ) =  U + b Au avec bn - n 

2 n + l  n  n  
1 - 1  - 

b 1 - A  
11 s ' e n s u i t  que : 1 + b = e t  n  

n  
= X 

n  
n+l Yn. 

1 - X 
n  + bn+i 

1 - X  
n  

Donc, s i  Yn2o A < 1, a l o r s  l a  s u i t e  ( b  ) e s t  b i en  d é f i n i e  (A * 1 )  
n  n  n l o  n 

e t  1 + b e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  pour t o u t  n lo .  
n  

Par  conséquent l a  cond i t i on  ( 1 )  devien t  : 3 N  t e l  que ( E  ( n ) )  e s t  mono- 
n2N 

tone  s i  e t  seulement s i  : 

b 
n  

1 - X  
* X I  ValN <-> X 5 A n+ 1 VnlN <=> (A ) e s t  

n n  n  
1 - X  n  n2N 

(1' ) 
l + bn+l  n  

ou déc ro i s san te  . 
b 

n  
1 - X 1 * 2 VnlN<=> X 2 X 

n  n  
n+l VnlN <=> (A ) est 

1 - X  
n n r N  

l + bn+i  n  c r o i s s a n t e  

11 f a u t  r a p p e l e r  que (A ) e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ,  c a r  ( u  ) e s t  
n  1-20 n  1-20 

s t r i c t e m e n t  monotone. 

On peut  a l o r s  résumer c e  q u i  précède dans l e  : 

Lemme 1 : 

* 
S o i t  (u  une s u i t e  r é e l l e  s t r i c t e m e n t  monotone de l i m i t e  u  . n n l o  

On suppose que X < 1 Vnlo. 
n  

S i  (A ) e s t  monotone, a l o r s  ( E  ( n ) )  e s t  monotone. 
n  n2o 2  n l o  

Remarques : 

1- Supposer X * 1 Vnlo a s s u r e  que l e  c a l c u l  de  E(;) e s t  p o s s i b l e  Vnzo. 
n  

2- S i  parmi l e s  hypothèses,  il y en a  q u i  ne son t  v é r i f i é e s  qu 'à  p a r t i r  



d 'un  c e r t a i n  r ang  N ,  a l o r s  l a  conclusion r e s t e  v a l a b l e  pour n2N. 

3- La s u i t e  ( u  ) é t a n t  convergente,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que si 
n  n2o 

l i m  An e x i s t e ,  a l o r s  l i m  An = p r 1 0 , l I .  
n- n- 
On peut donc f a i r e  l a  c o n s t a t a t i o n  su ivan te  : si  p # -  1, a l o r s  on 

peut  t ou jou r s  t r o u v e r  un e n t i e r  n  : A < 1 YnLn . 
O n  O 

S i  (A e s t  c r o i s s a n t e ,  a l o r s  ( E  
( n ) )  e s t  monotone dans l e  même 

n  n l o  2  nro 

sens que ( u  . 
n n r o  

( n  1 S i  (A ) e s t  d é c r o i s s a n t e ,  a l o r s  ( E  e s t  monotone dans l e  sens  
n  1-20 

c o n t r a i r e  de ( u  ) . n nLo 

5- Revenons au r é s u l t a t  de Opfer dans l e  ca s  r = A Yn. i e  T e s t  l e  
n  n  

2  
A dlAi tken .  

En t enan t  compte de l a  4ème remarque, on va v o i r  s u r  deux exemples 

( l ' u n  pour l a  conse rva t ion ,  l ' a u t r e  pour l ' i n v e r s i o n  de l a  monotonie) 

que l 'hypothèse ,  (r  ) c ' e s t - à - d i r e  ( A  ) monotone dans l e  même 
n  1-20 n  nLo 

sens  que ( u  ) e s t  i n u t i l e  . 
n nLo, 

D'une p a r t ,  s i  e s t  une s u i t e  to ta lement  monotone, a l o r s  on 

s a i t  que e s t  c r o i s s a n t e  e t  ( E  ("'1 e s t  déc ro i s san te  121 2  1-20 -- - -  - 

(on t rouvera  un r a p p e l  dans  l a  s u i t e ) .  Donc ( u  ) e t  (A ) sont  
n  nLo n  nLo 

monotones en s e n s  c o n t r a i r e .  

D'autre  p a r t ,  cons idérons  l a  s u i t e  de  sommes p a r t i e l l e s  : 

n k  
u  = 1 X (k  + 1) avec O< A < 1. 

n k=o 

n+ 1 
On a  : Aun = h ( n  + 2 )  > O YnLo, donc e s t  s t r i c t e m e n t  

c r o i s s a n t e  e t  A = Aun+î = A 
n  

n + 3  Yn 
AU n + 2  

n  

donc (An)nlo e s t  d é c r o i s s a n t e .  

En o u t r e ,  il e x i s t e  t o u j o u r s  un e n t i e r  n  O 20 t e l  que : An < 1 YnLn O ' 



2 en p a r t i c u l i e r  n  = O  s i  X r - 
O 

. Par  s u i t e ,  d ' ap rè s  l e  lemme 1 e t  l a  
3 

4ème remarque, ( E (i ) ) 
n2n est d é c r o i s s a n t e .  Tandis que e t  

O 

( A  ) son t  monotones en s e n s  c o n t r a i r e .  n  n2o 

I V  - Estimation de l a  l i m i t e  d 'une  s u i t e  o s c i l l a n t e  convergente p a r  

* l e  procédé des  i n t e r v a l l e s  emboîtés.  

1- Notat ions e t  p r o p r i é t é s  

* 
S o i t  (Sn)n2o une s u i t e  o s c i l l a n t e  convergente  de l i m i t e  S  , avec  

sn * S* Vn. 

* 
On a  a l o r s  AS z O Yn (Sinon l n o  : Sn +1 - - Sn => Sn = S = s n 

O O O 
no+ l  

puisque n  e t  %+1 son t  de p a r i t é  d i f f é r e n t e ,  c e c i  e s t  c o n t r a i r e  à 
O 

* 
8 S Yn). 

Donc, on peut  poser  : 

Il e s t  év ident  de c o n s t a t e r  que h  < O  Vn e t  s i  e i m p  e x i s t e  a l o r s  l imh n  
n- n  n  . n- 

e x i s t e  e t  on a  : l i m o  = l imh = P  avec PEI -1 ,0 l , pu i sque  X =p '-'n+i 

n- n  n- n  n  n  
1 - P- 

D ' au t r e  p a r t ,  on cons idè re  l e s  deux s o u s - s u i t e s  d ' i n d i c e s  p a i r  e t  i m -  

p a i r  de (Sn)n2o : 

Pour l e  moment, on suppose que ( x  (1)) e t  ( x  ( 2 )  ) son t  monotones n  n2o n  n2o 

(on donnera dans l a  s u i t e  des  r é s u l t a t s  q u i  a s s u r e n t  l e u r  monotonie).  



e t  s i  An - Ynlo, a l o r s  l e u r  monotonie e s t  s t r i c t e  ( c a r  s i  3k : 

- SK - Sk+2y a l o r s  ASk = - ASk+l c ' e s t - à - d i r e  hk = - 1 ) .  

Donc s i  hn * - 1 Vn'o, on p e u t  a l o r s  p o s e r  : 
( i l  

= Axn+ 1 i = 1 , 2  e t  n = 0,1,2,  ... 
n Ax( i )  

n 

O: a : A(:) > O Vn2o i = 1 , 2  e t  s i  on pose  ( I J ~ ) , ~ ~  : 

= A  X l+'k+2 
IJk k k t 1  l+Ak ( A k  f - l ) ,  a l o r s  on a : 

Lemme 2 : 

Vnlo 

Preuve : 

on pose  k = 2n, on a : 

On pose  : k = 212, on a : 
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2 - Méthode de contrôle d'erreur : 

Z . Avant de s'intéresser au procédé A dlAitken, on va présenter 

cette méthode pour une transformation de suites T quelconque telle que : 

(un) 
n2o > (T : T = u + bn Aun, nto n n2o n n+l 

. On applique T à (x (1)) 
n n20 (2)) les deux sous-suites et (' n nso 

d'indices pair et impair de la suite oscillante (S ) 
n n2o9 (x(~)) n n>o 

étant supposée monotone, i =1,2. On obtient respectivement (T (1)) 
n n20 

et (T'~)) n 1120' 

(il Enfin, si les suites (T )n2N sont monotones telles que : 
n 

AT('). AT(*) 9Yn2N et si lim T (i)- - S * , i = 1,2, alors : n n 
n- n 

T(1) (1) (1) (1 1 * r .... r T S . . . . <  s S.... - N T ~ + l  n ' Tn+i 
si (T(')) est croissante. 

n nlN 

si (~('1) est décroissante. 
n n2N 

* 
C'est-à-dire J 

n+î C Jn Yn2N et S E J Yn2N. n 



Donc, si T est le procédé b2 dlAitken, alors on a : 

A 
(il- n avec b - n (i) 11, i = 1,2 et n =  CI,^,^,. . . 

1 - 1  n 
n 

X 
(il - s* 

Rappelons que si Cim P = P, alors Lim n+ 1 2 
n * = p i =1,2, et 

n- n-*m x(n i) - s 
* 

s i p = -  1, alors la convergence de (x ( i') vers S sera logarithmi- 
n20 

(i) que et l'application de E(') à (x ) sera sans intérêt. Si p-O, 2 n n20 

l'application de ~(')n'offre non plus aucun intérêt. 
2 

Donc, on va supposer que PEI-1,OC. 

Si on pose J - ('1 T(2)1 
- C T n ~  n , on peut alors donner le résultat suivant : n 

* 
Soit (S une suite oscillante convergente de limite S telle 

n n2o 
* 

q u e : S * S , X  # - l e t 1  (i 1 
n n n < 1, i = 1,2, Yn2o et telle que les 

sous-suites d'indices pair et impair soient monotones. 

Si les suites (A (''1  et(^(^)) sont monotones de même sens, n nlo n 1-20 
* 

alors : S E Jn Vn20. 

(i) 
I En outre, si ( A  Inzo sont croissantes (i =1,2), alors : 

Si sont décroissantes (i = 1,2), alors il existe un entier N n n20 

tel que : 

Preuve : Elle repose sur le lemme 1 et les remarques précédentes. 



1 - S o i t  i = 1,2 

* (x ( i ) )  est s t r i c t ement  monotone, c a r  A + - 1 Vnko. (Rq p. 100) n  n l o  n 

* ( P ) )  n  n l o  é t a n t  monotone et  A(i'< 1 V n ~ o ,  a l o r s  (T ( i l  ) esL n  n  n lo  

monotone (lemme 1 ) .  

En e f f e t  : d 'après  l a  4ème remarque (p.  98) e t  comme ( A  (0, - 

( 2 )  
et (' n  )nro son t  monotones de même sens  (hypoth 

' 6  , S i  (A(i)) e s t c r o i s s a n t e , a ~ o r s A ï n  ( i )  
n  n lo  Axn (i)*O ~ n l o ,  i=1,2.  

( A ( i )  n  ln20 est décroissante ,  a l o r s   AT'^). n  ~ x ( ~ ) S o  Vnko, i = l , ?  
n  

Donc 

\ r _  . - 

Il s ' e n s u i t  que : 

T(') O S T Y ~ .  . .s T 
n  

(1 )  si  (Tn ln,, est c r o i s s a n t e  

OU 



(il 
A 

3 - O n a :  T(i)= + bAi) nxLi) , avec b (il- - n 
n nt 1 n 1 - X(i) 

donc : x (il - T(i)- (il - b(i) (i) 
n+ 2 n - AXn+ï n ax n 

soit : x (il - T(i)- - Ax(i) CA(i) (i) (i) n+2 n n n - b n 1, en remplaçant b n par 

. . 
n , on obtient : 

1 - X(i) 
n 

Supposons que (x est croissante et (x (2)) est décroissante : n nlo n nlo 

(l) - T 
(112 (1) 

On a donc : x (1) = n 1 nm < vn>o 
n+ 2 n 

1 - X  (1) 
n 

soit x (1) 
n+ 2 

< +Il Yn>o 
n A(2)12 Ax(2) 

et (2) - T (2) = - C n n : X 
n+ 2 (2) Y O Ynlo n 1 - X  

n 

soit x(2) > ~ ( ~ 1  
n+ 2 

Ynlo 
n 

a) Si (~(~'1 sont croissantes, i-1.2 : n 1-20 

*lors (T(:)) est croissante et (T (2 ) n2o est décroissante. 
n nlo 

(1) (1 * ie T 5 T n+l (2) (2) r....ss <.....ST~+~ I T n n 

soit T (1) 5 T (2 Ynlo 
n n 

Par consequent : x ( 1  < ( 1 )  ( 1  < ( 1  Ynso 
n+ 2 n n n+ 2 

donc 
n - 

b) Si sont décroissantes, i=1,2 : n nlo 

(1)) alors (T n20 est décroissante et (T (2)) est croissante : 
n nTo 



i e 5 T  ( 1  ) ( 2 )  ( 2 )  
n  n  n  Vnzo, mais T < x  et x(') < T(') . 

n+ 2  n t 2  n  

, ( i l  
n  - s* 

O r  l i m  = O , i = 1 , 2 ,  c a r  p 2  t 0,1. 
n- x  ( 1 )  - s* 

n+ 2  

T ( i )  - s* x ( i )  - s * Ax ( i )  
En e f f e t  : n  - n t 1  (i 1 n 

X 
( i l  * ( i )  

- S  x - S* + bn ( 5 )  - * 
n+ 2  n t 2  X 

n t 2  

Donc 

T ( i l  * - S n  X 
D ' a u t r e  p a r t  : t i m  = l i m  n t 2  

n- x ( j )  - s *  n, 
n+ 2  n t 2  n t 2  

Donc 



Par  s u i t e  : 3N, Yn2N : 

comme : T ( 2 )  I S * I T  ( 1  e t  x ( 1 )  < S * I X  ( 2 )  
n  n  n  n  Yn , 

Donc : x ( 1 )  < T ( 2 )  
5 T ( 1  < X 

( 2 )  
n+ 2  n  n  n+ 2  

Par  conséquent J c [x(l)  ( 2 )  ] 
n - n t 2  y Xn+î 

YnlN 

YnlN 

( s i  ( x ( l ) )  e s t  d é c r o i s s a n t e  e t  ( x  ( 2 ) )  n  n20 e s t  c r o i s s a n t e ,  on s e  ramène n  n l o  

au  c a s  précédent ,  en remplaçant (x  ( 1 ) )  pa r  (-x (1) 
( 2 ) )  

n  1-20 n  Ink0 et (Xn nro pa r  ( 2 )  
( -  Xn )n>o 1 

8 

Pour pouvoir app l ique r  l a  p r c p o s i t i o n  1, on va d i s t i n g u e r  3 c l a s s e s  de 

s u i t e s  o s c i l l a n t e s  convergentes .  

V - Estimation de l a  l i m i t e  à l ' a i d e  des  deux t r ans fo rma t ions  de s u i t e s  

( ~ ( ~ 1 )  e t  (T ( 2 ) )  pour  3 c l a s s e s  de s u i t e s .  
n  n  

Avant d e  pas se r  à l a  d é f i n i t i o n  des 3 c l a s s e s  en ques t ion ,  on va 

r a p p e l e r  quelques r é s u l t a t s  concernant l e s  s u i t e s  to ta lement  monotones 

e t  l e s  s u i t e s  totalement  o s c i l l a n t e s .  

L'ouvrage de base e s t  l e  l i v r e  de Widder C171. 

On t rouve ra  p l u s i e u r s  p r o p r i é t é s  de ces  s u i t e s  dans l e  l i v r e  de 

Brez insk i  121 e t  s e s  a r t i c l e s  C31 , C41 e t  C51. 



Déf in i t i on  1 : 

Une s u i t e  ( u  e s t  d i t e  to ta lement  monotone . 
n n l o  

k k  (on é c r i r a  ( u  ) €TM), s i  (-1)  A un 20 Yn, Vk où l ' o p é r a t e u r  
n  n l o  

ak e s t  d é f i n i  pa r  : 

Une s u i t e  to ta lement  ncnc tc re  cc~nverge t o u j o u r s .  Une des p l u s  i m -  

p o r t a n t e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  des  s u i t e s  totalementmonotones e s t  d ' ê t r e  

r e l i é e s  à l a  t h é o r i e  des  moments. 

Lemme 3 : - 
Une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que ( u  ) €TM e s t  que 

n  n  

d a ( t )  , n l o  où a e s tbo rn ->e  non d é c r o i s s a n t e  dans [0,11. 

O 

Parmi l e s  p r o p r i é t é s  des  s u i t e s  to ta lement  monotones, on a  : 

Lemme 4 : 

S o i t  ( u  ) €TM 
n  n l o  

1 - S i  3n0 : u = u a l o r s  Yn2l u  = u n  + 1  n 
O O 

n  

avec u  2 u  2  O 
O 

2 - S i u l  t o a l o r s  Vn, u  t O e t  o n a  : 
n 

-- 

D é f i n i t i o n  2 : 

Une s u i t e  e s t  d i t e  to ta lement  o s c i l l a n t e  (on é c r i r a  (u  ) E T O I ,  n n l o  



s i  l a  s u i t e  ( v ~ ) ~ ~ ~  ET M où vn = ( - l ) n  u Ynlo. 
n  

Toute s u i t e  to ta lement  o s c i l l a n t e  converge v e r s  o. 

De p l u s  

u t O Yn, 
n  

a l o r s  : 

u  
n + l  

u  

Remarques : 

* 
S o i t  E TM, de l i m i t e  u  . 
1 - S i  u  s u *  Yn, a l o r s  Aul t O (lemme 4-1-) n  

La c u i t e  (-Au ) é t a n t  to ta lement  monotone e t  Aul # O ,  a l o r s  : 
n  n lo  

O < -  I 
A"2 < A"n+î - < 2 

1 . .  . . .- r . . . . . r  1 

Aunt i 
(lemme 4 )  

Donc s ' i l  e x i s t e  no : h = 1, a l o r s  h = 1 YnLn s o i t  bu = Aun 
n  n  O '  n i  1 

O 

Yn'n donc Aun = O Vnl l  (lemme 4 ) ,  ce  q u i  e s t  impossible .  
0 ' 

1 - Appl ica t ion  de l a  p ropos i t i on  1 à une s u i t e  (S n  ) 1-20 t e l l e  que 

Tout d 'abord,  on va donner un r é s u l t a t  concernant l a  na tu re  des 

sous-su i tes  ( u  ) e t  (-u 1 l o r sque  e s t  une s u i t e  t o t a -  2n n l o  2n+ l  1-20 ' 
lemant o s c i l l a n t e .  On pose (vnInio = ( U  2n ) 1-20 e t  ( w n I n z o  = (-u 2 n t l  ) n l o  

Lemme 5 : 

S i  E TO, a l o r s  (vnInlo e t  ( w ~ ) ~ ~ ~  E TM 



- 1 og- 

Preuve : 

Donc, d'après le lemme 3, il existea bornée non décroissante dans 

[0,11 telle que : i 

1 v = \Yt2nda(t), en faisant le changement de variables 

Z suivant : s = t , on obtient : 

avec B(s) = a(&). 

La fonction u '6 est bornée et croissante dans [0,11. 
Donc B est bornée non décroissante dans [0,11. 
Par conséquent : (v ) 

n n5)o 
E TM. 

2 )  w n =  t2"+l da(t) = tda(t), avec le même changement 

O 

de variables, on obtient : 

dy(s) = K d a ( g )  5) 0 car da ( 5 )  2 O sur C0,lI. 

Donc y est non décroissante dans C0,lI. 

D'autre part : 



donc O 5 y ( x )  - y ( O )  5 da ( t )  = a (&) - a ( o ) < + w  

donc y e s t  bornée dans [0,13. I l  s ' e n s u i t  que : (wn)n20 E TM 

I 

Remarque : 

S o i t  ( u  )n20 une s u i t e  to ta lement  o s c i l l a n t e  convergente.  S i  u f O 
n  n  

Yn>o, a l o r s  A t - 1 Yn2o. 
n  

En e f f e t  : s ' i l  e x i s t e  n  : A = - 1, a l o r s  u  = u  
O n 

o  n  o  not2 ; "o 

peut  ê t r e  p a i r  ou impai r ,  donc : 

S i  n  = 2nl, a l o r s  u  = u2n +2 i e  v = v 
O 

2nl 1 
n 1 n l+ l  ' 

S i  n = 2n +1,  a l o r s  IJ 2n +1= u 
1 i e  -. u  - - 

O 2n +3 - u 
1 1 2nl+l 2n t 3  

1 

O r ,  (vn)n20 e t  (w r TM e t  d ' a p r è s  l e  lemme 4 ,  on a u r a i t  v  = O ou 
n  1-20 n  

w = O Yn2l. Ceci e s t  c o n t r a d i c t o i r e  avec l e  f a i t  que u  O Yn. 
n  n  

Donc, grâce  aux lemmes e t  aux remarques p récéden t s ,  on va pouvoir  

donner un c o r o l l a i r e  de l a  p ropos i t i on  1 : 

Propos i t ion  2 : 

* 
Soi t  (S  ) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S  . (S f S* Yn2o) t e l l e  

n  1-20 n  
* 

que (dnInzo : ( s  - S  Inèo ETO avec p eI-l ,O[.  Alors  : 
n  



2 
( T ( ~ ) )  e s t  l e  procédé A dTAi tken  app l iqué  à ( x  ( i l )  ( 1 )  

n n l o  n n2o O' ( X  n )n20=(s2n)n 20 

e t  ( x ( * ) )  - - 
n 1-20 (S2n+i)n>o ' 

Preuve : 

* Adn = ASn # O Yn2o c a r  S i S* Yn2o. 
n 

Donc on peu t  poser  A- = "n+i - - Adn+i 

D'après l a  remarque p .  110, on a A # - 1 Vn2o . 
n 

( i  
Pa r  s u i t e  Ad - t- O Yn2o e t  i = 1 , 2  (Rq p. 100) 

I I  
- - 

Ad(i)  ( i  
i n + l  - 

Donc A - Axn+l 
n ad(:) AX ( i >  e s t  b i e n  d é f i n i .  

n 

* ( d ( l )  1 e t  (-d 
n n2o ( 2 ) )  ETM (lemme 5 )  

n n2o 

Donc (A(')) ( 2 ) )  
et ( A  n n>o son t  c r o i s s a n t e s  n n20 

e t  son t  majorées p a r  1 (lemme 4) .  Comme A(i) * 1 
n 

Vn (Rq 2 p. 10S), 

a l o r s  ~ ( ~ 1  < 1 Yn20, i = 1 ,2 .  
n --- 

La monotonie de ( x  ( I l )  e t ( x  n 1-20 
( * ) )  n n2o v i e n t  du f a i t  que 

( i l  * * Enfin  : L i m  T S , i = 1 , 2 ,  
n (LI2# 1 ) .  

n- 



Toutes les  hypothèses de l a  p r o p o s i t i o n  1 s o n t  donc s a t i s f a i t e s  : 

I l  s ' e n s u i t  que : 

2 - Appl ica t ion  de l a  p r o p o s i t i o n  1 au  c a s  des  s u i t e s  (S ) 
n n n20 

k 
d é f i n i e s  p a r  Sn = a + 1 (-1) a  xk avec O< x< 1 e t  (ak)k20  ETM 

k=o k  

S o i t  l a  s u i t e  (Sn)nso d é f i n i e  p a r  : 

Cette s u i t e  e s t  l a  somme p a r t i e l l e  d 'une  s é r i e  a l t e r n é e ,  q u i  e s t  

convergente  puisque l e  t e rme géné ra l  (c. ) : CO = a + a  e t  
k  k  k2o O 

c  = ( -1)  a  xk e s t  t e l  que ( Ick I )k>o 
k  k  e s t  une s u i t e  d é c r o i s s a n t e  v e r s  o .  

* 
S o i t  S  s a  l i m i t e .  

Lemme 6 : 

S o i t  (b  ) : b  = a  - x a  , Vp2o avec O a x  r 1. 
PP'O P  P  p + l  

k  
S i  ( a )  ~ T M t e l q u e A  al 

P  p'o 
t O Vk, a l o r s  : 

1 

Preuve : * S i  x = O ou x = 1, il est év ident  de  v o i r  que (b  ) €TM 
P  P'O 

* S i  O < x < 1, a l o r s  on a  : 

(ap )?'O 
rTM <=> ( - l lk  ~a  > O  Yk, Vp 

P 
k A a 

# O Vk => ]iP- 5 1  Yk, Vp (lemme L i )  A al 
k 

A a  A % 1 
s o i t  : ,- Pt' < - c a r  o < x < l .  



k k  , donc ( -1)  .x.A a < ( - l I k a k  a  
p + l  P 

Donc, g r â c e  à c e  lemme, on va énoncer  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

P r o p o s i t i o n  3  : 

* S o i t  (S  ) une s u i t e  convergen te  d e  l i m i t e  S  d é f i n i e  p a r  : n n l o  
n 

k k  s = a + 1 - 1  a x  avec  a r é e l ,  o < x <  i e t  < a  > €TM, n 
k = l  k  k  k2o 

I 
k v é r i f i a n t  A a z  O Yk2o. A l o r s  

1 

Preuve : 

On a  AS z O Vnlo, c a r  s i n o n  on a u r a i t  a n  no+l = O e t  donc Vn- '1 an = O 

ASn+i - a (lemme 41, c e c i  ne  p e u t  p a s  a v o i r  l i e u  c a r  a  * o .  Donc h = - - n t ?  
1 X -- n 

AS a 
n n t 1  

a Yn2o. Comme r n+2 l < l  X * - 1 Yn20 
a , a l o r s  n 

n+ 1 x 

O r  AS2n =-a 2n+ 1 x = a  X 
2n+2 

î n + l  et "2n+1 2n+2 

( 1 )  donc Ax = - x 2n+l  
n  (a2n+ï  - xa 2n t  2 

( 1 ) -  S o i t  :Ax - - 2n+ 1 
n b2n+i y 

e t  A X ( ~ ) =  x ( 2 )  - x ( 2 )  - - - 
n n+ 1 n - '2n+3 '2n+l ' AS2n+l + AS2n+2 



Or "2n+2 
- - - a 2n+3 

2n+3 x 

( 2 ) -  2n+2 
Donc Ax - x 

(a2n+2 
- x a  ) 

2nt 3 

( 2 )  2nt2 
S o i t  Ax = x 

b2n+2 

- avec bk - ak  - x ak+l t O ,  Yk2o. 

Comme (bkIklo ETM (lemme 61, en p a r t i c u l i e r  b > O Yk. 
k 

C 'es t -à -d i re  : AX(') < O e t  > O Yn20. 
n n 

Pa r  s u i t e  ( x  (1 ) e t  ( x  ( 2 ) )  s o n t  s t r i c t emen t  monotones. n n>o n n l o  

* 
Ceci nous g a r a n t i t  que S # S Ynlo. 

n 

3 /  Comme A k  # -1 Vk>o, p = A A + 'k+2 
k e s t  b ien  d é f i n i  Vklo. 

k+l 1 + A k  

2 ak+3 - xa 
k+ 4 

b 2 k+3 S o i t  : p,* = x = X  - 

S i  on pose c - Uk+ 1 2 
k - T  (bk é t a n t  non n u l ) ,  a l o r s  p k = x c k + l  'k+2' 

(bkIklo é t a n t  to ta lement  monotone (lemme 6 ) ,  a l o r s  ( c ~ ) ~ ~ ~  e s t  une 

s u i t e  p o s i t i v e ,  c r o i s s a n t e  e t  majorée p a r  1 (lemme 4 ) .  

Donc (c c ) e s t  a u s s i  c r o i s s a n t e ,  majorée p a r  1. Pa r  conséquent k k+ l  k2o 
2 l a  s u i t e  ( P ~ ) ~ ~ ~  e s t  c r o i s s a n t e  e t  majorée p a r  x . 

O r  p2n = A ( 1  ( 2 )  
n et "2n+i n 1-20 n n l o  

= A (lemme 2 ) ,  a l o r s  (A 
n ( l ) )  e t  

sont  c r o i s s a n t e s  e t  son t  majorées pa r  x2 cl. Donc < 1 i = 1 , 2  Yn. 
n 



( i l  * Enfin,  l a  convergence de (T ) i=1 ,2  v e r s  S e s t  a s s u r é e  c a r  x t 1. 
n n20 

I l  s ' e n s u i t  que : 

3 - Appl ica t ion  au  c a s  des  s u i t e s  o s c i l l a n t e s  convergentes  de Rp ( 2 )  

On va s ' i n t é r e s s e r  à une c l a s s e  de s u i t e s  c a r a c t é r i s é e  p a r  c e r t a i n e s  

p r o p r i é t é s  de l a  fonc t ion  ( s ' i l  en e x i s t e  une) q u i  l i e  l e s  r a p p o r t s  des 

d i f f é r e n c e s  succes s ives  des  termes de l a  s u i t e .  

D é f i n i t i o n  3 : 

* 
S o i t  une s u i t e  convergente de l i m i t e  S t e l l e  que 

AS # O  VnSo. n  

On d i t  que v é r i f i e  l a  ~ r o p r i é t é  P ( ~ )  s i  : 
W 

1) La s u i t e  (An)n2O e s t  t e l l e  que : 

I A n l  5 I P 1 Vn2o o ù p - l i m h  O <  I p  I < 1 .  n  ' 
.., n- 

On pose P = I P I e t  An = I A n  I Yn2o 

- 
2) 3w : [0,61 [ o , ~ ]  deux f o i s  dé r ivab le  , convexe, v é r i f i a n t  

w 

~'(x) < 1 VXC 3o,p[ t e l l e  que : 

D é f i n i t i o n  4 : 

On d i t  qu 'une s u i t e  ( S  ) a p p a r t i e n t  à a ( * ) ,  s i  e l l e  v é r i f i e  l a  
( 2 )  

n n20 P 
p r o p r i é t é  P  . 

W 

I l  a  é t é  ques t ion  de c e t t e  c l a s s e  de s u i t e s ,  dans l e  c h a p i t r e  I I ,  

mais uniquement pour  l e s  s u i t e s  monotones à convergence logari thmique.  

Parmi l e s  s u i t e s  à convergence l i n é a i r e ,  on a  les exemples s u i v a n t s  : 



( 1 ) )  1 )  S o i t  l a  s u i t e  (S 
Ak : S ( l )  = 1 

n2o n  
O <  1 x 1  C l .  

k=o k t 1  

( 1 ) -  An+' 
O n a  : A S  - -  ;r O Yn2o 

n  
n+ 2  

Suivant que A est p o s i t i f  ou n é g a t i f ,  (S  (')) n  1-20 e s t  monotone ou 

a l t e r n é .  ( 1 )  

On a  . A S n t l  h n t 2  yn 
n  = 3)' n t 3  

n  
n t  < 1 Ynzo, a l o r s  Ihn l<lh l  Vn2o. Comme - 
n t 3  

- - 
S i  on pose h  = I X I e t  )in = I An I , on a  a l o r s  : 

... - n t 2  
An = h  yn, 

n t  3  - 2  
X ... 

e t  o n o b t i e n t  w ,  w(x) = , Yx~Co,h 1. 
2 A - x  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que, d 'une p a r t  : 

- ... ... ... 
An+, = (An) Yn2o e t  w (A) = h ,  d ' a u t r e  p a r t  : 

- Y2 ... ... 
w ' ( x )  < 1 Y X E C O , X C ,  c a r  w ' (x )  = e t  X c 2 X - x ~  ... (2X - X l 2  

V X € C O , X C .  

2?2 
-d 

Enfin,  iij" (x) = -,--- > O ,  donc w convexe s u r  Co,X 1 . 
(2X - x ) 3  

Par  conséquent : (s(') ) € R h .  ( 2 )  
n  n2o 

2nt  1 
2 )  on a  : 1 ( - i l n  - Arctg x  pour I x l < l .  

( 2 )  ) On cons idère  donc l a  s u i t e  de sommes p a r t i e l l e s  (S  n20 : 
n  2k+l  

= 1 ( - I l k  - , Yn. 

( 2 )  
2n+3 

n+ l  x  2  2n+3 Vn 
O n a :  AS = (-1) e t  A n  = -X 

n  2n+3 2n+ 5 

2  
comme 2nt3 < 1 Yn'o, a l o r s  I h  I < x  Yn'o. 

2n+ 5 
n  

- X 
4 

2n+3 Yn, on o b t i e n t  l a  f o n c t i o n  w : t  -)w(r)= 7 , S i  on pose A n  = x  - 
2n+ 5 2x -t 



2 
t ~Co,x 1, telle que : 

-. -. 2 2 
'n+ i 

= w(hn) Vn et W(X) = x . 

On voit que la fonction w se déduit facilement de celle associée à la suite 
-. 

(~(l)) : s 1  = f L , en rempia~ant A par x 2 . 
n 1-20 n k=o k+l 

Par conséquent (s(~)) EQ(~)~. 
n 1-20 - x 

r ,  ( 3  , -(3)) 
L Vn. 

, . " n '  

Donc : 

n 
(3) Comme s(~) cCo,lC Un20 alors 1 h 1 = h < 1 Vnro (puisque 13-45 > 3 1. n n n 

-. - 
On obtient w : x - w(x) = 3(i+x) telle que h - w(hn) Vnto 

13-3x n+ 1- 

w'(x) = 4 8 
< 1 Vx~[o,l/31, car 48 < 1 

(13-3x) (13-3x) 2 

< => X < 13 - 4 6  

3 
1 

Or xl - 1 et - < 13 - 4 6  , et wW(x) = 288 
3 > O car 13-3x > 0, 

3 3 3 (13 - 3x) 

donc w est convexe sur Co,1/3]. 

(3) (2 Par suite : ( S  . 

(4)) 4) Soit (S : S (4) - 1 + an - avec O < a < 1. n2o n n 1 - a  



1 - an .-., 
Comme : n+ 2 < 1 Ynro a l o r s  A = I A n l = A n  < a Yn'o 

1 - a n 

On o b t i e n t  w : x - w(x) = a(1 + , x r l o , a l ,  q u i  v é r i f i e  2 a +a+l-ax 
.., - 
A n + i  = w ( A  ) Yn20 e t  w(a)  = a .  n  

2 
I l  f a u t  n o t e r  que a + a + 1 - a x #  O Vxe[o,al, c a r  a 2 + a + 1  B C0,aI 

a 

D'une p a r t  : 

a (1 + a ) L  w l ( x )  = 
2 

e t  w '  < 1 s u r  [O,aJ 
( a  + a + l - a x )  

En e f f e t  : 

D'aut re  p a r t  : 

wl'(x) = 2 a L ( i  + a l L  
3 > O s u r  [O,al, p a r  s u i t e  w e s t  convexe 

( i+a+a2 - a x )  

s u r  C0,a.l. 

Donc ( s ( * ) )  
n  n2o 

( 2 )  On peut  a l o r s  a f f i r m e r  que R n ' e s t  p a s  v ide ,  O < 1 p 1 < 1. 
P 

5 )  On va t e rmine r  avec un exemple de s u i t e s  dont l a  fonc t ion  w co r r e s -  

pondante n ' e s t  pas  convexe. 

I l  s ' a g i t  de  l a  s u i t e  de Fibonacci  ( S  ) : 
n 1-20 



- 1 S i  on pose A = I A  I=  - , on o b t i e n t  a l o r s  w : x  --$w(x) = 1 - x  n  n 
1 + Sn 2 - x  ... ... I I  * * ,., 

t e l l e  que 1 = w (1 ) Ynzo e t  w (A) = A avec A = 2  
n+ 1 n  

3 + 6  

O n a : '  

Donc (S  4 c d 2 ) .  
n  n>o ... 

On va donner maintenant quelques p r o p r i é t é s  de l a  f o n c t i o n  w quand 

l p l  # 1. 

... Donc, s o i t  l a  fonc t ion  w : [O,:] - [O ,p l  deux f o i s  d é r i v a b l e .  ( ; = l p l ) .  

Lemme 7 : 

v S i  w ' (x )  < 1 Vxcl O,;[ e t  w ( p )  = p , a l o r s  : 

Preuve : 

Donc CI e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  s u r  IO,;[. O r  a (6) = O ,  a l o r s  O ( X )  < O 

Vxr IO ,CC.  
P a r s u i t e :  x < w ( x )  Vx~]0,;[ 

II 

On d é f i n i t  l a  f o n c t i o n  g  : x  d g ( x )  = 1 - w(x) s u r  [O,;]. 
1 - x  

Notons : s i  w ( 6 )  = 6,  a l o r s  g(;) = 1. 

Lemme 8 : 

- S i  w e s t  convexe s u r  10,6C t e l l e  que w 1  < 1 s u r  10,PCet w (6) = ,Y, a l o r s  

g e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  s u r  IO ,CC. 



Preuve : 

- 
On pose  g ( x )  = - W(x)  

-.. - y X f 6. 
P P - x  

* g6 est c r o i s s a n t e  : 

So ien t  x,y : O < x  < y  < 6 

On p e u t  é c r i r e  : y  = B . x  + E. 6 - ,., 
P - x  P - x  

w é t a n t  convexe, a l o r s  : 

-.. - X w(y) I - . w(x) +y- - ..# . w(P) 
P - x  P - x  

-.. - On a  : 6 > x  e t  w ( P )  = p , donc : ~ ( ~ ) ( ; - x )  i (6-y)w(x)+(y-x)p 

- - w 

S o i t  : w(y)(p-x)  + xp 5 w(x) ( Q - ~ )  + yp. 

- 2 
En r e t r a n c h a n t  p des  deux membres, on c b t i e n t  : 

- - 
w(y) - P 5 w(x> - P s o i t  : - 

P - Y  p - x  

donc : g- ( x )  I g ,., ( y ) .  
P P 

* g -  ( x )  < 1 ( r e s p .  g ( x )  < 1 )  s u r  ]O,P[ 

On a  : x  < w ( x )  V x ~ 1 0 , ~ C  C - 10,lC (lemme 7 )  

- 
Donc : p - x  > 5 - w(x) ( r e s p .  1 - x  > 1 - w(x)) V x ~ l 0 , 6 [  

* Pour XEIO,;C, OP a  : 

- 
1 - x  1 - x  

S o i t  : g_ ( x )  = 1 - 6  

.-d 

On pose u  ( x )  = - 
4 - . on a : O < u  -, ( x )  < 1 ~ x e l ~ , P [ .  
P 1 - x  P 



g ( x )  - u-(x) 
Donc g_ ( X I  = P 

P 1 - u-(x)  
P 

S i  on d é r i v e  l a  f o n c t i o n  g ,  on o b t i e n t  : 

s o i t  : g ' ( x )  = (1-u N ( x ) I g 1  ( x )  + ( l - g ( x ) ) u '  ( x )  
-. 

P 
-.. -9 

P P P 

comme 1-g - ( x )  > O ,  1-u ( x )  > O ,  g T  ( x )  2 0  
N 

P 
w 

w 
P P 

e t  u '  ( x )  = 
-. ' > O s u r  IO,EC,  a l o r s  : 
P ( 1  - x )  

2  

Par  conséquent .  g  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  s u r  IO ,PL.  

I 

Grâce à c e s  deux lemmes, on va donner un c o r o l l a i r e  de l a  p ropos i t i on  1 

pour  c e t t e  c l a s s e  de s u i t e s  : 

P r o p o s i t i o n  4 : 

* S o i t  ( S  une s u i t e  o s c i l l a n t e  convergente  de l i m i t e  S  t e l l e  
n  n20 

que : ( S  ) e ~ ( * )  ( S  
n  n2o p n  * S* ~ n 2 o ) .  

I 
A lors ,  S* E J = [ s ( l )  T ( 2 )  ( 1 )  

n  n  A n  ' C C x n + 2  A x ( ~ )  n+2 I Yn2o. 

Preuve : On a  Sn z S* Ynlo, donc : 

(S ) é t a n t  o s c i l l a n t e ,  on a h 2 0  X < 0. 
n  n2o n  

- Donc : An - - - 
Ynlo e t  p = - n  P ,  P = l i m X  n  . 

n- 

' O ~ ~ ~  
: t s  n  ) n l o  e a l o r s  3w : [O,;] -> [O,;] d eux  f o i s  dér ivable ,  P - - 

convexe avec w '  < 1 sur I0,PC e t  w ( 6 )  = 5 t e l l e  que X = w ( X  ) Vn2o. n+ 1 n  



v 

1 )  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  v e r s  6 ,  c a r  x  < w ( x )  

yxe10,PC (lemme 7 ) .  

A < P < 1, p a r s u i t e  X - 1 Ynlo. 
n  

On a : 

" v 1- A k t 2  
, a l o r s  p  = X X 

k  k k l l  -- 
- Ak 

-, v 

S o i t  : pk = A A 
- 'kt2 

v 

- % k + l  
v 

k  k t 1  
l - X k t l  

1 - A k  

Donc : pk = Xk X k t l  

On a  : A ( l )  - 
- '2n 

e t  A ( ~ )  - - ' 2n t i  
Vn2o (lemme 2 )  

n  n  
v 4. 

0 < A k < P  
e t  comme ~ k a i o r s  pk < p 2  < 1 ~k 

W 

O < g (Ak) < 1 

( i l  , I l  s ' e n s u i t  que X, Yn2o i = 1 , 2  - 

(i  1 
3)  $ > O V k d o n c  A > O Vn. 

s i g n e  c o n s t a n t  e t  p a r  s u i t e  ( x  
( i ! )  e s t  monotone i = 1 , 2 ,  
n  n20 

é t a n t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  
k  k20 

4, i " )  
1 é t a n t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  (lemme 8 )  

-. 
(g(hk))  k20 e s t  a u s s i  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e .  



- -v 

Donc ( ~ i ~ ) ~ ~ ~  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  ( A  e t  g(A ) é t a n t  p o s i t i f s  Vk). k k 

C 'es t -à -d i re  : 
'2n < ' î n t ï  

< '2nt2 < '2nt3 Ynlo 

s o i t  . A(1) < < A(') ( 2  
n n n t  1 < A n t l  Ynlo 

Donc : e t  ( A n  ( 2 ) )  
n  n l o  sont  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e s .  

Enf in ,  (T( ' ) )  * 
n n l o  e t  ( ~ ( ~ ' 1  convergent v e r s  Ç , puisque Cri. n n l o  

I l  f a u t  r a p p e l e r  que (T ( 1 ) )  e t  ( ~ ( ~ 1 )  s o n t  l e s  s u i t e s  obtenues n n2o n 1-20 

2 p a r  l ' a p p l i c a t i o n  du procédé A d'Aitken aux sous - su i t e s  d ' i n d i c e s  p a i r  

e t  impair  de (SnInlo. 

Donc, t o u t e s  l e s  hypothèses de l a  p ropos i t i on  1 sont  v é r i f i é e s .  Par  

conséquent : 

* s J = [ ~ ( l )  T ( 2 )  ( 1 )  
n  ( 2 ) ~  vn>o n A n  ' s C x n t 2  n X n t 2  

I 



V I  - R é s u l t a t s  numériques : 

Nous avons  t e s t é  c e t t e  méthode s u r  d e s  s u i t e s  o s c i l l a n t e s  con- 

v e r g e n t e s  clppartenant à l ' u n e  d e s  3 c l a s s e s  c i t é e s  a u ~ a r a v a n t .  
( i l )  Notons que (T nro , c e t t e  f o i s - c i ,  est  l a  s u i t e  ob tenue  en  

a p p l i q u a n t  l e  p rocédé  n2 d ' l i f k e n  à ( y  ( i l )  n20 : 

1 - E s t i m a t i o n  de  l o g ( 1  + x )  , 0  < x < 1 
k  k + l  

( -1)  x  
on a  : l o g ( 1  + x )  1 pour  1x1 < 1. 

k2o k + 1 

Donc, s o i t  l a  s u i t e  = ( S  (x))  de sommes p a r t i e l l e s  : 
n  n2o 

n  k  k + l  
s,(x> = 1 ( -1 )  x  a v e c  C < x <  1. 

k = o  k  + 1 
Il 

k k  x 
C e t t e  s u i t e  e s t  de l a  forme 1 ( -1 )  a  x  avec a  = - 

k=o 
k  k + l  

e t  on a : ( a k h z o  E TM. 

Pour x=0.5 ,  on  a  : l o g  1 .5= 0.405465108108164 e t  on o b t i e n t  l ' e n c a -  

drement s u i v a n t  : 



On v o i t  que (T (''1 d é c r o i t  v e r s  l o g  1 . 5 ,  t a n d i s  que (T ( 2 ) )  n  1-20 n  n>o c r o î t  

v e r s  l o g  1 .5 .  
( 2 )  (11, On a donc : l o g  1 . 5  E[T T Ynlo . 

n 

2  - Est imat ion  de l a  l i m i t e  de (S  ) 
n n l o  

: S = ( - l ) n  t g  (0.5)" n  

(S ) est une s u i t e  to ta lement  o s c i l l a n t e ,  c a r  (( o . ~ ) ' ?  E TM n  n l o  1-20 

* 
e t p a r s u i t e  ( t g ( 0 . 5 ) " )  cTM 121. Donc ( d l  = (Sn-S)n20=(Sn)n20 

n2o n  n2o E TO 

e t  on a  : 

On a b i e n  : 

n+ 1 3 - Est imat ion  de l a  l i m i t e  de (Sn)n2o : Sn=(-1) l og ( l - (0 .5 ) " ) .  

(S ) converge v e r s  0. 
n  n l o  

Comme ( (0.5)" O M M ,  a l o r s  (-log( 1-0.5")) E TM C21. Donc - n20 
( S  € TO. 

n 1-20 



Donc, on o b t i e n t  : 

( 2 )  ( l ) ]   na: O € [ T n  T n  Ynlo. 

n 4 - Es t ima t ion  de l a  l i m i t e  de  (Sn)nzo : Sn = ( -1 )  Arcs in  
n t 1  

on a l i n  sn=o e t  ( s  ) i TO c a r  (un)n2o = [g] TY n  nlo 
n- 

e t ( A r c s i n u )  ~ T M [ 2 ] . O n a d o n c :  
n  n l o  
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Comme prévu,  on a  T ( ~ )  5 O 5 T (1) ~ n 2 0 .  n  n  

5- Es t imat ion  de l a  l i m i t e  de (Sn)n2o : S  =(-1)" s h  
n  1 , n20. 

On a  eim Sn=o e t  (Sn)n2o €TM C21. 
n- n2o 

On o b t i e n t  : 

k20 2k+ 1 n  2k+l 
S i  on cons idè re  l a  s u i t e  (S 1 : S  = 1 ( - i l k  x n  n2o n  , a l o r s  ( S  1 

2k+l  
n  n20 k=o x 

( v o i r  p .  116) .  

n  

1 .  
2  
3 
4  
5  
6 
7  
8  
9 

10 
11 
12 
1 3  
14 
15 
16 
1 7  . 

Pour x= 0 . 5 , o n  a  Arctg 0 .5= 0.463647609000806 e t  on o b t i e n t  l ' e s t i ~ a -  

t i o n  s u i v a n t e  : 

( 2 )  ( 1 )  Donc Arctg 0.5 EIT , T 1 Yn2o. 
n 

n  
.-- 

. 75720473f i31 iO4?1 , -~>  
, ü ~ 1 1 ~ f j ~ ~ 5 P . ! ; ~ ~ 1  6 " i . -  j3 
, ~ 4 3 0 t 1 0 5 2 7 . , ? ~ ~ ~ ~ ; : - ~  
,(-,7:373h:<q 1 134b9: . - f i  
, .78944U96,9~~.751 ;:-M 
,15‘J647P5qt>?ih10;. -0h 
2 5 Q 0 R 4 5 3 6 7 ? ; n t , z : - y ?  . li5;hYLt,";l~i!,?~> 1 721 - c i ?  
,R3tll 6t.q77;750,',Ti,-ijQ 
, 1 5 6 3 0 1  1 <l',lt,c\(r/;i..-;Q 
.31)24Q2'771 ' j c ? u P 7 0 L - 1  f) 

, 5 9 C j O 5 ? > t ~ ~ 1 1 , 5 ( ) ~ i i ; - ~  1 
- 1  l"c'Ri~:~l j n 0 ? 7 1 ; ! - 1 1  . 24?b31~J! i~ ; f iü [ l (~ l  ,)-;? 
. + C O  1  7 7 s t 3 h t : c 4 6 U ~ ; -  ;I 
, 1 C t ! 3 : ! 3 ~ 1 i 7 ~ ' J J h j h ; r -  17 
.;>1°7P37 j 1  ?,7;hf)? l . - :  11 

-- n  -- 
-, 1 7 ~ f 4 7 1 1 & ? 4 ~ : ; ~ 7 ~ d ~ - 0 ~  
-, 1 9 ~ 6 5 ~ q o i ) Z 1 + h i t ~ ~ - ~ ~  
-, l R S 2 b . " 3 ! ? 3 f I 1  Q27bp-ci4 
- , 2 E 3 6 5 3 , h 7 i 3 7 a 1 7 n - o ~  
- , 3 R S h * P . ~ h ~ l ~  1 5 6 ~ ? - n a  
-,b29q5?974?56"7 1 ? - ~ 7  
-, l O t ~ 3 7 ? u P . l ü ü 7 ~ 1 4 ~ - 0 7  
-, lQ4429Ù 145ob31 l7-Q.b 
-, > h 0 5 5 7 3 9 7 ' = ~ A  \,t.??-:?'; 
- , b f i i ~ 9 8 0 2 5 ; 9 9 3 ~ Q ~ c -  
- , 1 ~ 3 ~ o ~ a 4 ~ ~ ~ 0 ~ n ~ ~ - t 0  
- , 2 6 5 Q 4 Q / Q 1 1 ~ 7 ~ h : + P - 1 1  ' 
- . 5 3 7 n r 7 4 8 5 7 2 3 2 5 t n - 1 ~  
-, 109QH79037o!lZ74f'-1~ 
- , ~ , = b o ~ 6 4 ~ ~ 5 n s ~ n ; r - l 3  
- . 4 7 d i 0 0 5 f l - i 7 1 1 ~ 6 ~ 2 -  1 4  
- . l o i 2 r u ù n ~ ~ ~ ? 3 ~ ~ ~ - f i  

18 ! U C > ? . ' ; C ~ ! ; I ~ , ~ ~ ? ; ~ : , : I , ; - ; ~ :  
i 

#- 

- ,21  t~?31G2G6SQ~0:n . -15  

Donc O e [T( f1  , T (11, Vn20. 
n  cn 

k  x 2k+l  
6 - Est imat ion  de l a  s é r i e  1 (-1) - , O < x <  1. 

k= O 
2k+l  

2k+l  

On a  : A r c t p =  1 ( -1)  k  x 
y O < X <  1. 



En conclus ion ,  pour c e s  t r o i s  c l a s s e s  de s u i t e s ,  nous pouvons es t imer  l a  

l i m i t e  à l ' a i d e  d'un encadrement obtenu p a r  l ' a p p l i c a t i o n  du procédé 
2 ' A dlAi tken  aux sous - su i t e s  d ' i n d i c e s  p a i r  e t  impair .  Nous notons que 

c e t t e  e s t ima t ion  de l a  l i m i t e  e s t  g a r a n t i e  dès  l a  première i t é r a t i o n  

puisque ,  pour ce s  t r o i s  c l a s s e s  de s u i t e s ,  (A")) ( 2 ) )  
et (' n n l o  sont  

n  n l o  
c r o i s s a n t e s  ( C f .  p ropos i t i on  1 ) .  



CHAPITRE I V  

GENERALISATION DU PROCEDE DE CONTROLE 

D'ERREUR DE C. BREZINSKI. 



1 - Introduction et position du problème : 

Jusqu'à présent nous avions contrôlé l'erreur en considérant 

T (b ) et T (-b ). Nous allons maintenant effectuer ce contrôle à l'ai- n n n n 
de de deux transformations : Tn(bn) et Tn(cn). 

Donc, au lieu de faire un seul choix de suites, on est amené à 

faire un double choix. C'est une nouvelle vue qui vise à la fois l'accé- 

lération de la convergence et l'estimation de l'erreur. 

En effet, dans l'étude faite sur le procédé de contrôle d'erreur 

111 avec la transformation particulière (T ) (S ) on se rend 
n 1-20 n+l 1120' 

compte, T (b ) et T (-b étant symétriques par rapport à Sn+1, que si n n n n 
(S ) converge très lentement, alors l'une au moins des deux transforma- n n 
tions n'accélère pas la convergence et l'estimation de la limite à l'aide 

des intervalles 1 (b ) est sans intérêt. 
n n 

Afin d'illustrer ce qui précède, on va donner l'exemple suivant : 

Soit (Sn)n2o : 

On rappelle que : Tn(an) = Tn - anDn, si : 

T = S  +Dn. n n 

Ici, (T ) sera la transformation particulière : 
n n 

Tn = 'n+i , donc Dn = AS n 

Soient ( In(bn)) et (In( cn)) deux suites dl intervalles : n 

A 
n , n t 1  * ~ ~ ( b ~ )  = CT,(-~,) Tn(bn)l, avec bn = - - Y Yn 

h - 1  
n 2 



( T b  n Lo est le procédé a2 dlAitken. 

* In(cn) = CTn(-cn) Tn(cn)1, avec cn = n + 2, Yn. 

Donc, d'après le théorème 3 Cl1 : 

D'une part : S* 1 In(bn) YnLo, car le 1 > bn, Vn2o n 

* 
D'autre part S c 1 (c ) Yn20, car le 1 < cn, Vnso n n n 

Par suite, d'après C 11, la suite d'intervalles (In(cn))n20 ser- 
* 

vira pour l'estimation de S . 

Mais, T (-b ) = Sn+l + bn Asn = J 

n n 2(n t 2) 

Soit la disposition suivante : 

On voit donc qu'il est judicieux de prendre l'intervalle 
* 

[T r! (c,), Tn(bn)l pour estimer S au lieu de 1 n (c n ) .  

Donc. en faisant un nombre fini de choix de suites (b(k))- et en 
(k) 

11 11 

disposant d'un nombre fini d'intervalles 1 (b ), comment faut-il pro- 
n n /,-\ 

céder pour avoir un nouvel intervalle à partir des intervalles l,(bAK'), 
* 

de telle sorte qu'à la fois sa longueur soit minimale et S y appartienne ? 

Tout d'abord, on va proposer quelques résultats concernant le choix 

qui donne comme intervalle, à l'étape n, l'intersection des intervalles 



* ( k ) )  
Pour c e l a ,  s o i t  (Sn)n2o une s u i t e  r é e l l e  de l i m i t e  S . .  Soient  (bn 

n2o ' 

k  = 1, ..., p. On suppose que (S  ) e s t  s t r i c t e m e n t  monotone e t  que 
n  n20 

l e s  s u i t e s  ( b ( k \  s o n t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e s .  n  n2o 

On cons idère  l a  t r ans fo rma t ion  p a r t i c u l i è r e  (T ) : 
n  1-20 

Tn(an)  = Sn+l - an ASn Yn. 

P r o p r i é t é  1 : 

O n a :  
n  Vn20, 

k = l  

( k )  e t  s i  l i m  b  Asn = O ,  E 1 1, , p  1, a l o r s  : n  
n- 

t i m  n- I n = [ s * j .  
Preuve : 

Q u i t t e  à remplacer  (S ) p a r  (-S ) on va supposer  que (S ) e s t  
n  n  n  n y  n  n  

s t r i c t e m e n t  déc ro i s san te .  

(k )  b ( k )  > O Yn, ~k  => I ( b ( k ) )  = C T , ( - ~ ( ~ ) ) ,  ~ , ( b ,  11 Yn, J J ~  
n  n  n  

s o i e n t  i , j  E { l , . . . , ~ )  , i t j  

pour t o u t  n  r IE:, on a  : s o i t  bLi) 5 b ( j ) ,  s o i t  b  ( i  , , ( j  1. 
n  n  n  

* s i  b ( i )  5 b ( j )  , a l o r s  : 
n  n  

( i  + b  Asn 2  snt1 ( j  > 
. 'n+î n  + b  n  ASn 

s o i t  ( i l  ~ , ( - b  ) 2 ~ , ( - b  ( j ) )  
n  



( i ) )  S o i t  Tn(b -n n 1) 

- ( i )  ( j >  
n )A n 

* S i  1 > , a l o r s  : 
11 

+ b( AS a cj, 'n+ï LI n+l  + bn ASn 

( i l )  r t T(-b < ~ ~ ( - b ~  (3) 

. b 
( i  1 - b ASn > - b ( j )  n+ 1 n 'n+ 1 n n 

s o i t  T ~ ( ~ A ~ )  > ~ , ( b  ( 5  1) 

donc I , ~,(b ( j ) )  = ( b ( j ) )  
n n n n n 

Ceci é t a n t  v r a i  Y i  j E 1 . . . , e t  YndN , donc : 

Donc 

T 
6 

donc Yn 

D'autre p a r t  : l i m  b ( k )  A = O 
A I  

Yk {l,. . 
n n- 

C e  r 6 s u l t a t  ne nous ga ra  -tir pas  toujour! >partenance a $ r i r  d - un 

c e r t a i n  rang,  de S* 3 P in(b(:)). 
k=l 

L'exemple précédent montre que : 



bien  que l i r n  1 ( b n ) n  I n ( c n )  = {s*}. 
n  

n- 

D ' où l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

P r o p r i é t é  2 : 
P n 

I Une C.N.S pour  que 3N : Yn2N S * € f 1 ~ ~ ( b ( ~ ) )  e s t  que : 
k = l  n 

l lenl 5 Min i b ( k ) ~  YnSN (*) .  
n 

Preuve : 

On a d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  précédente  : 
P 

vn2o : n I ( b ( k ) )  - 
n n - I n ( a n ) .  an = Min b ( k )  > O 

k= 1 
n 

l r k r n  

Donc, d ' ap rè s  l e  théorème 3 Cl1 : 3 N  : 

* 
S o i t  : S E ( 71 ( b ( k ) )  YnrN <=> I e n I  < ~i~ { b ( k ) )  y n 2 ~ .  

k = l  n  n n 

On v o i t  donc, qu 'à  chaque é t a p e ,  parmi l e s  termes des s u i t e s  ( b  ( k ) )  m i s  
n  n  

en compéti t ion e t  q u i  v é r i f i e n t  (*), l e  choix s e  p o r t e  s u r  l e  p l u s  p e t i t  

d ' e n t r e  eux. Mais l e  t e s t  (*)  dépend de  l a  s u i t e  ( e  ) q u i ,  à p r i o r i ,  
n  n  

n ' e s t  pas  connue. 

C ' e s t  pourquoi ,  on va donner un r é s u l t a t  semblable au précédent ,  en rem- 

p l a ç a n t  l a  cond i t i on  (*)  pa r  une a u t r e  q u i  ne dépend que des données. 

P r o p r i é t é  3 : 

On suppose que t i m  b(n) AS = 
n- 

S i  X = Asn+l 2 Min 
n 

"n k=ï , .  . ,p  

S E 

k= 1 

O ,  k  E 11 , . . . ,p  1 .  

(* * )  YnlN, a l o r s  



Preuve : 

S o i t  k  E (1 , . . . . ,p  f i x é .  
( k )  
n  * On a An 5 ( k )  YnlN, donc S E 1 ( b  ) Yn2N. (Cf proposi- 

n  

t i o n  2 ,  Ch. 1 ) .  

Ceci é t a n t  v r a i  Yk ~ ( 1 , .  . . donc : 
P 

Donc, j u s q u ' i c i  l ' e s t i m a t i o n  d e  l ' e r r e u r  e s t  f a i t e  à l ' a i d e  des  deux 

t ransformat ions  Tn(-an) e t  Tn(an) ,  ~ u i s q u e  : 

Mais, s i  parmi l e s  s u i t e s  ( b  ( k ) )  il y en a  qu i  ne satisfont n i  à l a  n  1120' 

condi t ion  ) n i  à (**), a l o r s  on peu t  penser  à l e s  é c a r t e r  de l a  compé- 

t i t i o n .  

Cependant, l 'exemple précédent  montre qu'on peut  l e s  u t i l i s e r .  

Ce s e r a  donc l ' o b j e t  des  paragraphes q u i  vont su iv re .  L 'é tude s e r a  l i m i t é e  

à deux s u i t e s  (bn)  e t  ( cn ) .  

II - Contrôle  de l ' e r r e u r  à l ' a i d e  de deux t ransformat ions  

1 - Premiers r é s u l t a t s  : 

* 
S o i t  (S  ) une s u i t e  convergente de l i m i t e  S . On cons idère  

n n l o  
l a  t ransformat ion  de s u i t e s  : 

Tn = Sn + Dn avec eim Dn = O 
n- 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  on suppose que D n  # O à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  rang.  

Soient  b ,  c  deux r é e l s  non n u l s  : b < c .  



On pose : Tn(b) = Tn - bDn, Tn(c) = Tn - CD,, 

Les premiers résultats dans Cl] se généralisent facilement : 

Théorème 1 : 

* 
Une C.N.S pour que 3N : YnrN S E 1 (b,c) est que : 

n 

e E [b,c] YnlN n 

Preuve : Soit n2N 

Theorème 2 : 

* * 
i) Si Tn - S = O  ( S  - S ), alors Yb, c E I R  : b c <  O n 

* 
3N : YnlN : S E In (b,~) 

I 

Preuve : * 
* T - s  

i) Tn - S = O ( S  - S ) => eim n 
n = eim e = O 

n- D n 
n n- 

* 
T - S  

ii) -> # 0,l => [im e = X  
s - S* n- 
n X -  7 



Remaraues : 
* 

Tn(a) - S* T - S D - n - n On a : * * - a * ; a = b,c 
Sn - S Sn - S S - S  

* n 
T - S  n 

1 - Si Dn 
* - O , alors - * ----+ - 1 - S S - S  

n 
Tn(a) - S* 

Donc Cim = a * 
n- S - S  

* n 
T - S  
n D 

---+ X f 0,l , alors n 2 - Si * * + (X - 1) 
Sn - S S - s  

n 
* 

Tn(a) - S 
donc : lim * = X - a(X - 1) 

n- Sn - S 

Dans les deux cas, (Tn(b)Inet (Tn(c)) n'accélèrent pas la convergence de 

(S 1 . Ce qui fait penser à remplacer b et c par les suites (bnIn et (cnIn, n n 
telles que : * lim bn = lim c = O, dans le ler cas. n n- 

X * eim bn = Lim c = - , dans le 2ème cas 
n n- n- X - 1 

Donc, en remplaçant b (resp.c) par (b ) (resp.(c ) ) on obtient les ré- 
n n n n 

sultats suivants : 

Théorème 3 : 

* 
i) Une C.N.S pour que 3N : Vn2N, S E 1 (b ,c ) est que : 

n n n  

e n r[bn A cnl Vn>N 

* 
ii) Si *)  T - S = 0 (Sn - s*) 

n 

**) b -b, cn I c ,  bc < 0, alors n 
1 

* 
IN, Vn2N : S e In(bn,cn). 

Soit (an)n = (bn)n OU (cnIn. 

* 
iii) Si Tn - S* = o (Sn - S ), alors 

Tn(an) - S* = O (Sn - s*) <=> a - O n 



u)) Dans t o u s  l e s  c a s  : 

Preuve : 

Tn(an) - S* D a  \ n n  Y , = l - a  = 1 -  - -> * n * e  VI 
T - S  n  T  - S  n  

* n 
T - S  . S i  L i m  n  X = A f 0,1, a l o r s  t i m  e  = - => iv **) * 

n- S  - S  
n  

n  n- 1 - 1  

Pour les mêmes r a i s o n s  c i t é e s  auparavant ,  on va donner un r é s u l t a t  sem- 

b l a b l e  au  théorème 3 i )  dans l e  c a s  où (T ) e s t  l a  t ransformat ion  par-  n  n  
t i c u l i è r e  : T - 

n - 'n+i Yn 

P ropos i t i on  1 : 

On suppose que (Sn)n e s t  s t r i c t e m e n t  monotone e t  c  < b < O Yn. n  n  

bn 
C 

S i  I N  : Vn2N - 5 An - I 
n , a l o r s  

bn+i-l "n c n+ 1 - 1 

S i ,  en o u t r e ,  L i m  bn ASn = l i m  c  AS = O ,  a l o r s  
n- n  n  

n- 



Preuve : 

On a : T = S  + A S n =  Sn+l, donc : 
n n 

T,(bn) = Sn+l - bnASny Tn(cn) = Sn+l - cnASn et 

Tn(b n - Tn(cn) = (C n - bn) AS n 

* AS < O Yn 
n => (cn - bn)ASn > O Yn 

bn 
C 

<=> - n 
5 5 - ; car ASk < O Yk et 

1 - 
bn+ 1 

AS 1 - c  
n n+ 1 



Donc, dans l e s  deux c a s  : 

b n ASn+l c s i  3 N  : Vn2N - - < L - , a l o r s  n 

1 - 
bn+i  1 - c  n+ 1 

En p l u s ,  s i  t i m  bn ASn = l i m  cn ASn = O ,  a l o r s  
n- n- 

t i m  ~ ~ ( b ~ )  = T,<s,) = S* 
n- 

Donc : Yn'N : S* E In (bn , cn ) .  

E 

2 - Un choix p a r t i c u l i . e r  des  s u i t e s  ( b  e t  ( c  171 
n n 

On a Tn(e ) = S* Ynzo, donc l ' i d é e  e s t  de prendre  pour ( bn ln  
n 

e t  ( c  ) des v a l e u r s  approximatives de (enIn .  n n 

Un choix,  q u i  e s t  basé s u r  l a  remarque précédente ,  a é t é  proposée 

p a r  FDIL 171  : 

S o i t  ( E ~ ) ~ ~ ~  une s u i t e  t e l l e  que t i m  E = O n 
n- 

On pose : 

AT 
n - -  E s i A D n t 0  

n AT 
n - 

n e t  c = + E s i  ADn + O 
AD n 

n 
E s inon  

O 
E s inon  

O 



I {Ca , BI , alors 
AS n 

Donc, ce choix garantit bien l'accélération de la convergence des bornes 

des intervalles In(bn,cn), mais pas nécessairement le contrôle de l'er- 

reur, puisqu' on ne sait pas si e eCbn A c,], bien que : n 

A 
Lim b = Lim c = Lim e = - 

n n n n- n- n- X - 1 
* 

Donc, l'appartenance de S à In(bnycn) dépendra cette fois-ci du choix 

de la suite ( E ~ ) ~ ? ~ .  

III - Connexion entre le procédé généralisé et le procédé de C. BrezinskiC11 
et des choix particuliers de (b,) et (cn) : - 
Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que le choix 

des suites (b et (c,) est effectué de telle sorte que : cn # - bn (Yn). n 

1 - Connexion : 
bn + 'n b n - c  n 

On pose a = et Bn = 
n Yn Y 

2 2 

donc bn = a + Bn et cn = a - Bn Yn, an # O Yn. 
n n 

On a : 



Si on pose : V = Tn + Dln, DIn - - - 
n a * O Yn, 

'nDn9 n 

soit encore : 

T (b = V (-yn) n n n T (b + Tn(cn) n n , avec V = 
n ¶ Vn 

On se retrouve donc, dans le cas de C. Brezinski, en considérant (V 
n n2o 

comme la transformation de &tes à contrôler. 

Donc l'intervalle 1 (b ,c devient : 
n n n  

bn - C 
avec y = n 

n Vn . 
bn + 'n 

* * 
Ceci montre l'avantage de ce nouveau procédé qui, quand T - S * O  (Sn - S ), n 
consiste à faire un double choix de suites au lieu d'un seul, dans le but 

d'avoir en même temps, l'accélération de la convergence : (V ) et le con- n n 
trôle de lTerreur : Vn(k y ). 

n 

Si on pose e' = Vn- s*(~' 
n 

= - a D étant non nul à partir d'un certain 
D ' ~  n n n 

rang), alors le théorème 3 Clldonne : 



Donc l e '  1 i IynI Yn2N <=> la - e 1 5 lani lynl=lBnl Yn2N n n n 

Par  s u i t e ,  s i  en > O ( r e sp .  < O )  i e  bn> cn ( r e sp .  b < c  ), a l o r s  
'n n n 

l B n l  8, ( r e sp .  l B n l  = - 8,). 

Donc 1 e 1 5  1 yn 1 Vn2N <=> an - Bn 6 e n 5 an + 8, 
ou YnrN 

a + B n  5 e S a  n n n - Bn 

Par  conséquent : 

On re t rouve  l e  l e r  r é s u l t a t  du théorème 3 .  

Donc, grâce  à c e t t e  connexion, on va proposer  un choix de  s u i t e s  ( b  n e t  ( c  n 1. 

2 - Choix p a r t i c u l i e r  de  (bn)  e t  ( c n )  

De l a  même façon  que dans 1 l ' i d é e  du choix de  (Y,) e s t  basée 

s u r  l e  f a i t  que : 



* 
Comme l a  connaissance de e t  n é c e s s i t e  c e l l e  de S , on va remplacer  e t  

n n 
p a r  une v a l e u r  approximative.  

* v - S  
O n a : e l  = , donc on prend : 

n D ' 
n 

AV - n Y, - - ( s i  A D '  t O )  
AD '  n 

n 

O r  Vn = Tn + D t n  T - anDn, a l o r s  : n 

= 1 -  11 
Yn - ( s i  A(a D ) z O )  

A(a D n n 
n n 

Donc 

t-' 

puisque  Y, - - - Yn. 
n 

a 

On v o i t  donc que (f3 ) e s t  déterminé p a r  ( l ) ,  une f o i s  l e  c.hoix de l a  s u i t e  
n 

( a  ) r é a l i s é .  Avant de proposer  un choix de s u i t e s  (b  ) e t  ( c  1, on va n n n 
r a p p e l e r  deux r é s u l t a t s  donnés dans C l ] .  

On cons idè re  l a  t r ans fo rma t ion  U : 

U = S + d  , avec l i m  d = O n n n n 
n- 

Théorème 4 [ 11  : 

On pose 6 = - 
n 

avec Ad # 0. 
n 

A dn 

* 
i )  S i  Un - S = o ( S  - s*) e t  s i  3p < 1' 0 ,  3N: 

2 
Yn2N 

'n+i - ' 4 C~i,01 a l o r s  6 = o ( i ) .  
- s* n 



* 

I i i )  Une C.N.S  pour que 3 N  : Yn2N S E 1 (6,) e s t  que : n 

b s inon 

c s inon  

b e t  c é t a n t  deux r é e l s  non nu l s .  

En e f f e t ,  c e  choix  v i e n t  du f a i t  que : 

si ADn, ATn, A ( a  D ) sont  non n u l s ,  a l o r s  : 
n n 

puisque AT = a AD e t  A(a D = anADn + Dn+l nan 
n n n n n 

Tand i s  que s i  : AT = O ou ADn = O ou A(a D ) = O n n n 



on pose a l o r s  : b  = b  e t  cn = c.  n  

Avec c e  choix de ( b  ) e t  ( c  1, on o b t i e n t  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 
n  n  

Propos i t ion  3 : 

* 
T  - s  

S i  i) l i m  n  
* = 1 B {0,1) 

n- Sn - S  
* 

ii) 3i1 < 1 < 0 , I N :  Vn2N 'nt1 - 
* B C U  , e l ,  

S - S  n  

Preuve : 

C'es t  une a p p l i c a t i o n  immédiate du théorème C4 - i l  e t  du théorème [3- i v ] ,  

en t e n a n t  compte de l a  connexion. 

ATn x l i r n  a = l i r n  - = l i m  e  = - 
n  n 0 ,  n- w ADn n- A - 1  

* v - S  
donc l i m  n  

* = 0 ,  d ' a u t r e  p a r t  : 
n- T- - S  

D 
* * 

o r  l i r n  n  = ( A  - 1 1 ,  a l o r s  l i m  T n t l  - 
* * = l i m  * 

S n t l  - 
n- S  - S  

n  n- Tn - S  n- S  - S  
n  

* 
Donc 3 p < 1 <43N : YnrN T n t l  - 4 ci1 , 81. 

T  - ç* 



Par  s u i t e ,  d ' ap rè s  l e  théorème(4-i)  : 

- AV 
- -- " - O(I) , s o i t  B~ = o ( 1 )  

AD' 
n 

s o i t  encore : L i m  Bn : L i m  Dn+i = O ,  
n- n- A(a D > 

n n 

A -> L i m  b = L i m  c = Lim a = - 
n- n n n n- n- A - 1 

T ( b  ) - S* 
* 

n n Tn(cn) - S => L i m  * = L i m  * = O 
n- T - S  n n- T - S  n 

(théorème 3-iv)  

* 
Une C.N.S pour que 3 N  : YnlN S f 1 (bn9cn)  

n 

e s t  que : YnlN, 

AT n avec a = - 
AD n 



Preuve : 

- 
n  

Avn On pose : V = T + D ' n  e t  yn - - 
n  

AD ' 

 après l e  théorème 4 - i i )  on a  : 

CommeV = T  + D '  e t  D '  - 
n  n  - - anDn, on o b t i e n t  a l o r s  l e  r appor t  de n  n  

l a  p ropos i t i on  4. 

En p r a t i q u e ,  il n ' e s t  pas  f a c i l e  de v é r i f i e r  c e t t e  cond i t i on .  E l l e  n é c e s s i t e  

l a  connaissance du comportement de ( S  . 
n  n  

Par  exemple : s i  (T e s t  l a  t r ans fo rma t ion  p a r t i c u l i è r e  : 
n  n  

Tn = 'n+ï ( D  n  = AS,), a l o r s  

11 

s o i t  a = -  
n  X - 1  n  



s o i t  Bn = n 

X - 1  
n 

Donc, comme on peut le c o n s t a t e r  (V ) e s t  l e  procédé dTAi tken  e t  n n 
(Tn(bn)) e t  (Tn(cn)) sont  deux t r ans fo rma t ions  de s u i t e s  t e l l e s  que : 

avec 

s o i t  : 

s o i t  encore : { 

T ( c ) =  
n n - c AS n ' e s t  a u t r e  que l a  deuxième colonne du @-algorithme : 'n+i n n 



Donc, s i  (S ) est t e l l e  que : 
n  n  

* * 
Snt1 - S = l a  + ( a '  + o(1) )  ( s n  - s ) I  (S - s*) ,  n 

avec - 1 5 a  < 1, a l o r s  il peut  ê t r e  prouvé C 1 ]que l e  r appor t  dans l a  

p r o p o s i t i o n  4 t end  v e r s  a. 

Pa r  s u i t e  l a  cond i t i on  du théorème 3 i )  ne peu t - ê t r e  v é r i f i é e  que s i  

a  > 0.  

Pa r  conséquent,  l o r sque  O < a  < 1, on o b t i e n t  une e s t ima t ion  de l ' e r r e u r  

à 1 ' a i d e  de T ( b  ) e t  T ( c  q u i  en même temps, en v e r t u  de l a  propo- 
n  n  n  n  

s i t i o n  3 ,  a c c é l è r e n t  l a  convergence de (S  ) . 
n+l  n  

S i  - 1 < a  5 O ,  un a u t r e  choix de  s u i t e s  ( b  ) et ( c  ) s ' impose. 
n  n  n  n  

I l  y a  p l u s i e u r s  p o s s i b i l i t é s  d e  procéder  a i n s i  : 

e t  ( 6  ) s e  dédui t  de l a  r e l a t i o n  ( 1 ) .  S o i t ,  on modif ie  l a  r e l a t i o n  (1) , 
n n 

Av 
n  en remplaçant Y = - , é g a l i t é  d ' o r i g i n e ,  p a r  une a u t r e .  

A D V n  

On ne va pas  con t inue r  dans c e t t e  vo ie .  Cependant une s o l u t i o n  du pro- 

blème ~ r é c é d e n t  s e r a  donnée dans l e  c h a p i t r e  q u i  s u i v r a  à l ' a i d e  de 

choix s imples  e t  connus. 

On va t e rmine r  ce  c h a p i t r e  pa r  l ' é t u d e  de quelques choix proposés p a r  

FDIL C7 1. 



I V  - Contrô le  des e r r e u r s  à l ' a i d e  de deux t r ans fo rma t ions  obtenues 

à p a r t i r  de T") e t  T ( ~ )  C 7 3. 
n n  

1 )  Premiers  r é s u l t a t s  : 

(1 )  Soien t  T e t  T ( ~ )  deux t ransformat ions  de s u i t e s  t e l l e s  que : 

avec 

(1 O n p o s e :  D = T  - T ( 2  
n  n n  

On suppose que D z O à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  On pose : 
n 

, ( I l  n  - S* 

e  n  = ( s i  D z O )  
n n 

Dans t o u t e  c e t t e  s e c t i o n ,  on suppose que : 

Théorème 5 : 



Théorème 6 : 

(1) * i )  s i T  - S  = 9  (S - s * )  e t  s i l *  O ,  a l o r s  
n n 

So ien t  (b,) e t  ( C  ) deux s u i t e s  t e l l e s  que bn < c Yn. n n 

En remplaçant l e  paramètre  b ( r e s p .  c )  p a r  l a  s u i t e  ( b  ( r e s p .  (cn))  , n 

nous obtenons l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Théorème 7 : 

( 2 )  c )  Tn(bn)  - S* = c (T - S*) <=> b - 
n > O 

n- 
* 

d )  Tn(cn) - S* = o ( T ( ~ )  - S )<=> cn - O 
n n- 



- 153- 

2)  Choix p a r t i c u l i e r s  des s u i t e s  (bn)  e t  (cn)  

Le m e i l l e u r  choix de ( b  ) e t  ( c  ) c o n s i s t e  à prendre  b =c =e 
* n n n n n  

c a r  T (en)  = S , mais ce choix  e s t  impossible  en p r a t i q u e ,  puisqu'on n 
ne  connaî t  p a s  ( e  ). 

n 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  on suppose : 

a )  Soien t  b ,  c  E I R ,  b < c  

Pour t o u t  ne IN, on pose : 

b sinon c  s inon  

Propos i t ion  5 : 

l - c  - ' l  3 bn 
l  > -  

n n- n- 1 - 1  

12 - s i  l  # O ,  a l o r s  

Tn(cn) - S* 
i i )  - 2 - 1  

(1) - s* 
n n- 



Remaraues : 

(2)- (1) 1 - Si on prend T - 
n Tn-î o n a :  

(1) (1) 
(1) - AT n ATn-l T ( b ) = T  

n n n qui n'est autre que le h2 dtAitken 
2 (1) 

A Tn-i 
appliqué à (T (1) ) 

n-1 

2 - (Tn(bn) In et (Tn(c ) )  sont des transformations composites de n n 

(1) (2 
(T n )n et (T )n . 
Soit (a ) = (bn) OU (en) 

n 

(1) Tn(an) = T  - a n D n = T  (1) (1) 
n n n n n - a (T - ~ ( ~ 1 )  

(1) soit Tn(an) = (1 - an) T + a T  ( 2 )  . 
n n 

avec 

b) Soient b, c E IR, b <c, C1 E 1 0,1[ 

Pour tout n E IN, on pose : 

l b  sinon 

1. sinon 



Théorème 8 : 

Remaraues : 

b 
n 1) si 1 t O a l o r s  - - > ( 1 - a )  + a ( e  - 1 )  e t  

e n 

C 
n - - 

e 
> ( 1 + a ) - a - 1 )  s a n s  supposer que 

n 

b n 2)  S i  ( a  = 1 ou e t =  O )  a l o r s  - - > ( 1  - a )  + a ( l  - 1 )  
e n 

C 
n 

e t  - - > ( 1  + a )  - a ( 1  - 1 )  e t  donc p l u s a e s t  v o i s i n  de  zé ro  

p l u s  que b c s o n t  de bonnes approximations de en.  n '  n 

1) S i  (1 * O e t  e * 2)  a l o r s  3N, Un2N : S* In(bn ,  cn )  

(1) -  s* * 2)  S i  ( 4  t O e t  T 
n 

= O (Sn - S )) a l o r s  



* 
Tn(bn) - S Tn(cn) - S* 

i i )  .p-- -> a 1 ( 2  - e )  e t  - S* * -> a c (e-  2) 
n  T ( ~ )  n  - s 

Remarque : 

La p a r t i e  3 )  de l a  p ropos i t i on  6 ,  montre que : p l u s a  e s t  v o i s i n  de O ,  p l u s  

l e s  r a p p o r t s  : 

s o n t  v o i s i n s  de  zé ro .  

S o i t  (a ) t e l l e  que : O < a  < 1 Vn e t  l i m a n  O 
n  n  n  

n- 

En remplaçant a p a r  (a 1, on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 
n 

P ropos i t i on  7 : 

i * ( 1 )  * 
2)  s i  1 # O , a l o r s  T ( b  ) - S = O (T - S ) e t  

n  n  n  

On n ' a  pas  nécessairement  e cCbn A c n l  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  c e  n  
* 

q u i  ne nous g a r a n t i t  pas  l ' appa r t enance  de S  à In (bn, c,). S o i t  E > 0, 

remplaçons b  ( r e s p .  cn )  p a r  b f n  = b ( 1  + E )  ( r e s p .  c '  = c n ( l  - €1) .  n  b  ' n c ' n 
n n  S i  1 # O ,  a l o r s  - - > 1 + E  , -- > 1 - E ,  

e  
n  

e  
n  

c e  q u i  montre que, p l u s  E e s t  p e t i t ,  p l u s  que (b',) e t  ( c f n )  s o n t  de bonnes 

approximations de  ( e  1. 
n 



S i  1 # 0 ,  a l o r s  : 

En conclusion : 

C e t t e  g é n é r a l i s a t i o n  peu t  s ' i n t e r p r é t e r ,  en t e n a n t  compte de l a  

connexion é t a b l i e  auparavant ,  comme un procédé à deux é t a p e s  : d'abord 

a c c é l é r e r  l a  convergence de l a  t r ans fo rma t ion ,  p u i s  f a i r e  l e  c o n t r ô l e  

d ' e r r e u r  c l a s s i q u e .  

Les p o s s i b i l i t é s  de choix  des s u i t e s  (b ) e t  ( c  ) son t  nombreuses. n  n  
Les r é s u l t a t s  q u i  en découlent  e t  q u i  r e s t e n t  t héo r iques ,  son t  i n t é r e s s a n t s .  

Donc, dans l e  bu t  d ' a b o u t i r  à des  r é s u l t a t s  conc re t s  e t  p r a t i q u e s ,  

on va,  dans l e  c h a p i t r e  su ivan t ,  é t u d i e r  c e t t e  g é n é r a l i s a t i o n  avec des  

t ransformat ions  connues e t  des choix  s imples  de (bn )  e t  ( C  ). n 



- CHAPITRE V 

UNE METHODE DE CONTROLE D'ERREUR 

A L'AIDE DE DEUX TRANSFORMATIONS 



1 - Introduct ion 

L'idée de c e t t e  méthode e s t  i n s p i r é e  de c e l l e  de S t i r l i n g  e t  

4ndoyer Cl5 1. Cet te  dern ière  cons i s t e  à t ransformer une s u i t e  donnée (5  ) 
n 

convergente en deux a u t r e s  : (T (b ' l ) ) )  e t  (T (b';))), de t e l l e  s o r t e  
n  n  n  

q u ' e l l e s  donnent de bonnes approximations de l a  l i m i t e  de S ,  l ' u n e  par 
( i l )  excès e t  l ' a u t r e  par  défaut .  Les deux s u i t e s  ( b  sont  déterminées à 
n 

l 'avance sous c e r t a i n e s  condit ions e t  c e c i  pour chaque s u i t e  (S 1. 
n 

Le pr inc ipe  de ma méthode e s t  de t rouver ,  é t a n t  donné un procédé 

d 'accé léra t ion  de l a  convergence, une a u t r e  t ransformation qui  converge 

p l u s  v i t e  que l a  s u i t e  (S  ) e t  qui  s e  s i t u e  de l ' a u t r e  cô t é  de l a  l i m i t e  
n  n  

par  rappor t  à l a  t ransformation i n i t i a l e .  Donc, c e t t e  méthode r e n t r e  dans 

l e  cadre de l a  géné ra l i s a t ion  t r a i t é e  dans le chap i t r e  précédent. 

I l  s ' a g i r a  d'une p a r t  du procédé A 2  d'Aitken comme transformation 
2  

de base e t  d ' au t r e  p a r t ,  successivement du 02-algorithmeC21; du A d'Aitken 

modifié e t  du O -algorithme déca lé ,  tous  appl iqués à des s u i t e s  à convergence 
2 

l i n é a i r e .  Cet te  méthode s e r a  également étendue au A 2  i t é r é .  

II - Présenta t ion  de l a  méthode de S t i r l i n g  e t  Andoyer Cl51 

A une s é r i e  de terme général  (u  ) on f a i t  correspondre deux 
C i3  n n2l '  

a u t r e s  s é r i e s  de terme généra l  (u  , i = 1 , 2 ,  t e l s  que : 
n n l l  

( i l  La s u i t e  ( t  s e r a  déterminée de t e l l e  s o r t e  que : 

1 )  l i m  : s*, c 'es t -à -d i re  t ( i ) ~  = O (1 )  
n  n  n  

n- 



où S* = 1 uk ( r é g u l a r i t é  ) 
k2 l  

- u  y 
( i l  

2,  ( U  n InZl  s o i t  comparable 2 n.1 n21 où p e s t  un e n t i e r  a r b i t r a i r e  

u 
c 'est-2-dire u ( ~ ) =  n 0 [ 3 1. 

( i l  
La formule qu i  donne u n s ' é c r i t  : 

Donc l e  2ème c r i t è r e  pour l a  détermination de ( t  
( i ) )  devient  : 
n n22 

p ( i l  = L(i) n v  
( i l  ; L e s t  un paramètre donné à l 'avance. n 

Pour pouvoir procéder à un choix de ( t  
(il qu i  réponde aux c r i t è r e s  
n )n>2 

précédents ,  on d i s t ingue  deux cas  : 

u 
n+l - A . 1 l e r  cas  : l i m  - - 

constantes déterminées par  (*) . 
On remarque a l o r s  : 

( i l  
a )  (t )n22 converge ve r s  a ( i )  O , donc l i m  u : O => ~ é ~ u l a r i t é  

n- n n 

( i l  
b )  (*) e n t r a î n e  l ' a c c é l é r a b i l i t é  de (S ) au sens  de : n 

u ( i l  
k n n - O ( )  ; k = 0 , 1 , . . ,  p - 1. 



u n+ 1 
2ème c a s  : l i m  - = 1. 

u n- n  

Pour a s s u r e r  l a  convergence de 1 uk dans c e  c a s ,  il f a u t  que 
k r i  n  u  = ~ ( l ) ,  s i non  l a  s é r i e  donnée seralt  d ive rgen te  en même temps que 

n  , l a  s e r i e  harmonique. 
a  ( i >  ( i l  a  a  ( i l  

On pose  a l o r s  : ( i  > = a  ( i  > n + a  ( i  > 2 
t n+ î  1 + - + -  

O 
+ ...+=, 

n n  2  P 
Ir 

( i l  l e s  c o e f f i c i e n t s  a  , O S j S p + l ,  son t  déterminés p a r  (*). 
J 

( i l  O n a b i e n t  u  = o ( l ) , p u i s q u e :  
n  n  

Donc, dans l e s  deux c a s ,  on a  : 

a 

(1) a ( 2 )  Our t o u t  1, s a u f  pour  l e s  c o e f f i c i e n t s  q u i  correspondent  à 
e t a l =  e 
n-P dans l a  développement de t ( i l  

n + l  ' Ils son t  c a l c u l é s  à p a r t i r  des  cons- 

( i )  t a n t e s  L  . 
L ' e n t i e r  p ,  en p r a t i q u e ,  est f i x é  à 3. La remarque q u i  va s u i v r e  e s t  fon-  

* ( 1 )  * ( 2 ) )  damentale [15  1. E l l e  c o n s i s t e  à prouver  que l e  s i g n e  de (S - S 1. ( S  -Sn 
( 2  1 

n 
est n é g a t i f ,  c e  qu i  s i g n i f i e  que e t  Sn son t  des  approximations de 
* n 

( i  > S p a r  excès  e t  p a r  dé fau t .  Pour c e l a ,  s o i t  R l e  r e s t e  d ' o r d r e  n  de l a  
(i) ( i l  * ( i  1 

n 
s é r i e  1 u 

k 
: R = S - S . S o i t  n  suffisamment grand (n>N). 

n  n k2o 
( i  > ( i l  D'une p a r t  : ( P )  R e t  u  ont  l e  même s igne .  ( C e t t e  p r o p r i é t é  s e r a  
n  n+ 1 

examinée dans l a  s u i t e ) .  D ' au t r e  p a r t  : 

(1 > ( 1 )  ( 2 )  Donc, s i  l e s  paramèt res  L  e t  L ( ~ )  s o n t  c h o i s i s ,  t e l s  que : L . L < 0, 
( p a r  exemple : L(') > O e t  L ( ~ )  < O )  



a l o r s ,  pour n?N, on a : 

On v o i t  donc que l e  choix des  cons t an te s  t e l l e s  que L('). L ( ~ )  < 0 ,  

donne deux s u i t e s  (S ( i ) )  
n n l l  

t e i l e s  que : (s* - s")). n (s* - s ' ~ ) )  n < O 

pour  n a s sez  grand, s o i t  S ( i )  * 
5 S 5 ~ ( j )  avec i , j  r I 1 , 2  1 ,  i * j. 

n n 

Mais on no te  au  passage que l a  p r o p r i é t é  ( P ) ,  donnée dans Cl51 s a n s  ê t r e  

démontrée, en g é n é r a l ,  n ' e s t  p a s  v r a i e .  En e f f e t ,  l 'exemple su ivan t  l e  

confirme. 
- - 1 

S2n n + 2  
S o i t  (SnInr0 . y (Sn ) & , O  

- 1 * - e t  R2n = S - S2n - = AS2n 
1 

O n a  : u  - - -  
2n+ 1 

( n + l )  (n+2) n + 2  

-> u 2n+1* R2n 
< O Yn. Donc, dans ce  c a s ,  u ~ ~ + ~  e t  R2n on t  des  s i g n e s  

c o n t r a i r e s .  Cependant, l a  p r o p r i é t é  (P) s e r a  prouvée, pour l a  f a m i l l e  de 

s u i t e s  qu'on va u t i l i s e r  dans l a  s u i t e .  En admettant  que ( P )  e s t  v r a i e ,  c e t t e  



méthode e s t  a u s s i  v a l a b l e  pour l e s  s u i t e s .  S i  on a  une s u i t e  (Sn)n2o 
* 

de l i m i t e  S  , a l o r s  e l l e  peut  ê t r e  cons idérée  comme l a  somme p a r t i e l l e  

Donc l e s  deux t r ans fo rma t ions  (S  ( i  > )n s ' é c r i v e n t  : 

On remarque que c ' e s t  l a  méthode de c o n t r ô l e  d ' e r r e u r  g é n é r a l i s é e  avec 

T  = 
n 'n+i . Le problème q u i  s e  p r é s e n t e  avec l a  méthode de S t i r l i n g  e t  

Andoyer e s t  que,  d 'une p a r t ,  pour chaque s u i t e  à a c c é l é r e r  e t  à c o n t r ô l e r ,  
( i l  on e s t  o b l i g é  de dé te rminer  l a  s u i t e  ( b  ) q u i  l u i  correspond,  c ' e s t - à -d i r e  

( i l  
n  n  

dé te rminer  l e s  c o e f f i c i e n t s  a  en u t i l i s a n t  l e s  cond i t i ons  (*) ,  e t  
j ( i l  d ' a u t r e  p a r t ,  l e  choix des  cons t an te s  L e t  l ' e n t i e r  p  q u i  donne de bonnes 

approximations r e s t e  d i f f i c i l e  en p r a t i q u e .  

Le p r i n c i p e  de n o t r e  méthode e s t  donc, é t a n t d o n n é s l a  s u i t e  (S ) et 
n nro  

un procédé d ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence connu qu'on l u i  appl ique  : 

Tn(bn) = Sn+1 - bnASny 

de  t r o u v e r  un a u t r e  procédé connu (Tn(c ) , ou b i en  de l e  c o n s t r u i r e  de t e l l e  n  
s o r t e  q u ' i l  forme un encadrement de l a  l i m i t e  avec l e  premier .  Dans ce  

c h a p i t r e ,  l a  t r ans fo rma t ion  de base  (Tn(b 1) s e r a  l e  procédé d lAi tken .  
n  



2 
III - p r o p r i é t é s  - Encadrement de l a  l i m i t e  p a r  l e  A dlAi tken  e t  l e  

O2 - a lgor i thme.  

Dans t o u t e  l a  s u i t e  d e  c e  c h a p i t r e ,  on va s ' i n t é r e s s e r  à l a  

f a m i l l e  F de s u i t e s  (S  ) c o n v e r g e n t e s t e l l e s  que pour  n suffisamment 
n n 

grand : 

1 - P r o p r i é t é s  : 

Lemme 1 : 

S o i t  (Sn)n2o t e l l e  que,  pour n suffisamment grand,  
O  AS^ = hn n x 

I avec a = h ; n é t a n t  a s s e z  grand. 
O 

1 

où k e s t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  > O : ak + O (Lubkin) 

Preuve : Sgi~-g-ggffisammg~t-ggagd-~ ........................... 



e Y i  Y'2 S o i t  = A"+' n (yo + - + - + ... ) 
n n 

2 
Y; Y t 2  

Y , + - +  
A S n + ~  

n 7 + 

Donc A = - = A 
n Y 1  Y2 

Y Y, * O Y  

AS 
n Y, + - + -  2 + ... 

n n 

n é t a n t  suffisamment grand,  on a : 

a 
1 s o i t  encore  : A = a + - a2 

n O 
+ - + ..., avec a = A ,  pour  n 

n n 
2 O 

suffisamment grand.  

2 ) La preuve s e  t r o u v e  dans l ' a r t i c l e  de  Lubkin [Il], q u i  n ' e s t  qu'une é t a p e  

d 'une  démonstra t ion.  



A p a r t i r  de c e  lemme, on peut formuler  deux remarques : 

A AA 
n n 

1 - O n a :  - - ("'1 é t a n t  Ic procédé de A 
2 

Vn, ( E  
AS 

n (l-An)(l-An+l) 

d lAi tken .  S o i t  : 

Donc 

puisque : eim nk+l  AA = -ka e t  e i m  A = A = a . n k n O 
n- n- 

(n 

S o i t  : o ( 1 ) .  

Donc s i  a + O dans l e  développement asymptotique de A n ,  c e  q u i  e s t  
1 

l e  cas  de p l u s i e u r s  s u i t e s ,  a l o r s  : 

(O(;)) é t a n t  l a  deuxième colonne du O-algorithme 121 n 

s o i t  ( n )  - 
2 - 'n+l - c  AS 

n n 



e t  D A ( 1  - A - 1 - A ), a l o r s  on a : 
n n + l  n n+ 1 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que : 

k+2 A2A comme l i m  A = X = a , l i m  n = k ( k + l ) a k  n n- o n- n 

e t  l i m  nk'l AA = - ka a l o r s  : 
n- n k ' 

L i m  ' n k+ 2 
Ahn = O e t  p a r  s u i t e  : 

n- 

Donc 

C e t t e  remarque e t  l e s  deux p r o p r i é t é s  q u i  vont s u i v r e ,  vont nous 

condui re  à un r é s u l t a t  d'encadrement de l a  l i m i t e  de ( S  p a r  ( E  
( 2 ) )  

n n n 1-20 

e t  ( o ( ~ ) )  
n n l o '  

Lemme 2 : WIMP r 181 

* 
S i  une s u i t e  (x ) de l i m i t e  x e s t  t e l l e  que : 

n n2o 



1 pour n suffisamment grand, A O + O et h * 1, alors : 
lnf3 

* 
X  - X  = 1 B2 

(Ao + - + - 2 
+ ... ) pour n 

l - X  n n 

l suffisamment grand. 
-- 

Lemme 3 : 

Soit (S ) telle que : pour n assez grand , n n2o 

0 Y1 Y2 
"n 

= X n n  (yo+- + - 2 + ... ) avec y O t O 
n n 

J - 1 I X < 1  

et 1 , alors ; 

* 
i) ASn et S - S n ont le diême signe pour n suffisamment grand. 

I * AC";) et Ç* - E(;) .ontle même signe. 

1 n étant suffisamment grand. 

Preuve : 

Soit n suffisamment grand : 

i) On a : 

Donc (voir p. 165) 



D ' a u t r e p a r t , ( l ) , y o  # o e t h  2 1 => 

d 'après  l e  lemme 2 .  Donc pour n a s sez  grand : 

O r  1 - A > O c a r  - 1 5  h < 1, a l o r s  : 

* 
"nt1 et - 'n+ï ont  même s igne  pour n a s sez  l a rge .  

ii) D'après l e s  remarques (p .  166) on a : 

c 'es t -à-d i re  : 

( n )  
2 

( n )  A0 M 
- 2 i -  

k+ 1 
e t  2, - 

k+ 2 pour n assez grand ( n t n o ) ,  n "n n 

k é t a n t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  2 1 t e l  que : ak f O. 

s o i t  :/ (n2n ) .  
O 

Par  conséquent, en v e r t u  de i), on a : 

puisque dans l e s  développements asymptoriques de hr(;)et AE>(;), on a : 



Donc grâce  à l a  remarque (p.  166) e t  aux lemmes précédents ,  on a l e  r é s u l t a t  

su ivan t  : 

S i  pour n suffisamment grand,  on a : 

avec Y. O e t  O < A < 1 , a l o r s  

Preuve : S o i t  n suffisamment grand : 

A€(;) L AO ( n )  
O n a :  - % -  

M 
k t 1  

e t  -2,- 

n 
k t 2  As- n As- 

ka clk 
O k(k+l)a: ak 

avec L = -  2 e t  M = 
3 

, a = A  
( 1  - clo) ( 1  - a o )  

O 

M - ( k t l )  X Donc -- - - < O Y c a r  O < ? , < l  
L 1 - X  

( n )  => AE . A@(;) < O e t  d ' ap rè s  l e  lemme 3 : 

(s* - € ( i l )  . (s* - 0'")) 2 < O pour n a s s e z  grand . 
* 

Par  conséquent : 3 N  Yn'N : S E [ E  A 



Remaraue : 

Ce r é s u l t a t  v i e n t  confirmer,  sous  un a u t r e  ang le ,  c e  q u i  é t a i t  d i t  

au  s u j e t  de l 'exemple donné dans l e  c h a p i t r e  1V(p. 150). Donc, l'e~caliere~t ", l a  
( n  1 ( n )  l i m i t e  de (Sn)n à l ' a i d e  de ( E  )n e t  ( 0  )n  s e  l i m i t e  aux s u i t e s  t e l l e s  

Sn+ 1 - S* 
que : O < A < 1 où X = Lim Asn+i 

* = Cim - . 
n- Sn - S n- 

ASn 

Extension de  l 'encadrement de l a  l i m i t e  à des  s u i t e s  t e l l e s  que : 

2 
1 - A d 'Aitken modif ié  : 

2 (n ) -  
Le procédé A d 'Aitken s l é c r i t  : E - Sn+l - bn ASn avec 

X 
n 

b = -  où hn = - ASn+i ( s i  ASn L O ) .  On o b t i e n t  l e  A 2 
n X - 1  

n AS n 

d lAi tken  modif ié  2 ,  en remplagant l a  s u i t e  (bn), p a r  ( b f n I n  
2 

t e l l e  que : 

. 2 ( n )  On pose . 2 = T n (b!,) = Sn+l - b '  n  AS n '  

P ropos i t i on  2 : 

* 
S o i t  (x une s u i t e  de l i m i t e  x t e l l e  que : 

n n l o  

X - X 
C i m  n+ 1 

.c 
= A ; - 1 s A < 1. Alors : .. 

n- x - x  n 

* 
i i )  S i  x = x + u Xn Yn2N, a é t a n t  une cons t an te ,  a l o r s  

n  



%(n)  * Preuve : I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que L i m  E = x 
n- 

Axn+ i c a r  Lim A- = Lim - = A 

Q ( n )  - x* 
donc L i m  E 2 

* = O 

* 
i i )  Si x = x + ahn , a l o r s  Axn = a (A - l ) h n  n 

s o i t  Axn+ i A = = A  
n 

Axn 

A 
D o n c :  b'  = -  Q(n)  * e t  E = ( x  + a  A"+') - -  

n 
(a(A - 1 ) ~ " )  

A - 1  A - 1  

pa r  s u i t e  Y;)= x* 

Maintenant, on va donner un r é s u l t a t  concernant  l e  c o n t r ô l e  de l ' e r r e u r  

à l ' a i d e  de ( E  ( n))  e t  (2';)) 

Propos i t ion  3 : 

Si pour n suffisamment grand : 

* o  e t  
- 1 1 X <  1 / 2  

Yo , a l o r s  : 



Preuve : 

*;(n) 
2 - 2hn+2+2hn+ï x Donc = X - n 

A;("' 4X Ah - 2X AX 
n + l  n + l  n n + l  - A?, 

S o i t  2 - n - 

O r  eim X = X , 
n l i m  nk+ l  Ah : - kak (lemme 1 ) , 

n- n- n 

A;(n) 

Donc l i m  n k+ 1 2 - A 
~-4kXk + 2khak + kak] 

n- ( 1  - h l 2  k 
"n 

*;(n) 
k+ 1 

-ka A(2X-1) 
k 1 

S o i t  l i m  n 2 - - =  L .  
n- AS 

n ( 1  - h l 2  

Ceci e n t r a î n e  : 

%( n 1 a )  A E  , pour n a s s e z  grand,  admet un développementasymptotique de  l a  

forme : 

&1 
hn nu (60 + - + . . . ) avec 

n 

Donc, d ' ap rè s  l e  lemme 2 ,  A e t  S* - >(n'Ont l e  même s igne .  2 2 



ka k X  - kak A(2h - 1 )  
avec  L = - e t  L 1  = 

( 1  - à ) 2  ( 1  - u2 

1 O r h <  - a l o r s  LL1 < 0. 
2 

P a r  conséquent s u i t e  

( S *  - y " ) )  1 
2 < O pour  n  suffisamment grand e t  - 1 I h  < - . 

2  
* 

Donc g N ,  YnlN : S ( n )  ;(n), 2  

Comme on peut l e  c o n s t a t e r ,  c e t t e  nouvel le  t ransformat ion  donne une 

s u i t e  q u i  converge p l u s  v i t e  e t  q u i  en même temps, f o u r n i t  avec l e  A 
2 

dlAi tken  un encadrement de l a  l i m i t e ,  pour l a  f a m i l l e  des  s u i t e s  ( S  n  n  
à convergence l i n é a i r e  t e l l e s  que : 

8 Y1 AS = hn n  (yo + - Y 2  + -- 
2  + ... ) pour n  assez  grand 

n  n  

avec y  O e t  - 1 I X < 1 / 2  (A t O) T O 

La ques t ion  q u i  s e  pose maintenant  e s t  peut-on f a i r e  une a u t r e  modi f ica t ion  
2 

s u r  l e  procédé A dlAi tken  q u i  a b o u t i t  à une t ransformat ion  a g i s s a n t  s u r  
1 

une f a m i l l e  p l u s  grande que l a  précédente,  c ' e s t - à - d i r e  pour h  > - ? 2  

La réponse e s t  a f f i r m a t i v e  : 

S o i t  l a  s u i t e  (b '  ) d é f i n i e  p a r  : 
n,p n2o 



'Vn) On considère la famille des transformations : ( E  2,p )n telles que : 

;(n) - - Tn(bln,p) = Sn+1 - b1 ASn. 
2 , ~  n3P 

Donc, pour p = 1, on obtient la transformation précédente : 

Proposition 4 : 

Si, pour n suffisamment grand, on a : 

I 
8 Y1 

AS = An n (yo + - Y 2 + - + .... ) avec 
n n n 

I D - 1 5 A < - , alors : 

1 X t o  l + P  

* (n) ;(n) 
3 ~ ,  VnlN : S É [ E  A 1 -  

I 2 , ~  

Preuve : - 
Elle est analogue à la précédente : 

A;(n) 

- Donc gim nk+l A - X 2 
[pkq, - (p+l) Akak + p(p+l)khak1 

n* AS 
n (1-A 

A2(n> -kakAC(p+l)A-pl ~ 

- soit 1 i . m  nk+l A - - -= L 1 
n- As- ( 1-if P 

Donc L 1  .L<O <-> X < 
F P+l 



Pour i l l u s t r e r  ce d e r n i e r  r é s u l t a t ,  on cons idère  l 'exemple su ivan t  : 

S o i t  (S ) 
n n l o  : 

Donc (Sn)nto a p p a r t i e n t  à l a  f a m i l l e  de s u i t e s  concernée e t  h=0.8=yo, 

5 
0=1, y -1.6 et Y .=O Y i > l .  S i  on prend p=5, a l o r s  : X < a= - = 0.833.. . 

1 - 1 l + p  6 

Pa r  conséquent,  l 'encadrement  de l a  l i m i t e  de  (S ) s e  f e r a  à l ' a i d e  n n 

Donc, pour c o n t r ô l e r  l ' e r r e u r  des s u i t e s  (S  ) à convergence l i n é a i r e  t e l l e s  
n n 

que : 

8 Y1 AS = hn n (yo t - y2 + -t ... ) pour n a s s e z  grand,  avec y # O n 2 O 
n n 

e t  - 1 5 X < 1 (A r O), on d o i t  d i spose r  d 'une  p a r t ,  du procédé h2 d'Aitken 

( t ransformat ion  de base )  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  d 'une  a u t r e  t ransformat ion  q u i  e s t  

déterminée su ivan t  l e  paramètre  X : 

L'inconvénient  e s t  que, à p r i o r i ,  X n ' e s t  pas  connu. Ceci nous condui t  à 

t r ouve r  une a u t r e  t r ans fo rma t ion  v a l a b l e  pour t o u t  X : 

2 - Le O2 -a lgori thme déca lé  : (;(")) 2 nS l  

Q 
Le procédé (8(n))n21 ne d i f f è r e  du O2 - a lgor i thme que p a r  un décalage 

2 
d ' ind ices  puisque : 

G(n) = 
2 

Yn2l 



'L p h n  - 
Donc O(n)= S - dn Asn , dn = 2 n + l  n r l  

h (1-h )-(1-AJ 
n n-1 

Lemme 4 : 

S i  l a  s u i t e  (Sn)n2o e s t  t e l l e  que : 

O Y 1  AS = A" n (yo + - + - Y2 
n 2 + ... 1, n suffisamment grand, 

n n 

'avec y # O e t  h + 0,1 ,  a l o r s  : 
O 

k+ 2 A 0 2  k (k+l )aoak  
l l m  n - - -  ; a = A ,  

I n- AS (1-a )3 o 
n O 

O 
+ ... e t  k e s t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  > O : 

n n 
2 

a # O .  
i 

Preuve : 

E l l e  e s t  immédiate, puisque : 

Avec l a  remarque (p.166) e t  l e s  n o t a t i o n s  @ e t  D on o b t i e n t  : 
n n 



Pour l ' e s t i m a t i o n  de  l a  l i m i t e ,  on a l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

S i ,  pour n assez  grand ,  on a : 

- 1 s A < 1  
e t  , a l o r s  3N 2 1, Yn2N : 

A t 0  

Preuve : 

S o i t  n 

on a : 

suffisamment grand : 

P 
k+ 2 , avec : 

n 

-kAak k (k+ l )hak  
L = e t  P = ( v o i r  p.  166 e t  Lemme 1) 

0 - h l 2  ( I - A ) ~  

Donc P/L = < O puisque - 1 5 A < 1 
1-1 

(n => A& , . ~ 8 ' " )  < O (pour n a s sez  grand)  2 

* ( n )  On a d é j à  vu au  lemme 3 que : AE'T;) e t  S - E on t  l e  même s i g n e  3 2 

p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang.  I l  en  e s t  de même pour e t  S* - 2 

puisque . ( n l l ) .  

* 
Par  conséquent : (S - E(;) 1. (s* - 8';) ) < O pour n a s s e z  grand e t  donc 

* ( n )  
S c k 2  a(;)] et c e c i  pour t o u t  : - 1 5 h < 1. 



I l  s ' e n s u i t  que l e  contrôlee d ' e r r e u r  à l ' a i d e  du procédé A2 d lAi tken  

e t  du O -algorithme déca lé  couvre t o u t e  l a  f a m i l l e  F de s u i t e s  à con- 2 - 
vergence l i n é a i r e  t e l l e s  que : 

8 Y1 Y2 
AS = hn n (yo + - t - + ... ) pour n a s s e z  grand, avec n n n 

V - Applicat ion au procédé AL-itéré. 

2 
On s a i t  que l e  A - i t é r é  f o u r n i t  une bonne approximation de l a  l i m i t e  

d 'une s u i t e  donnée. Donc, il s e r a  i n t é r e s s a n t  de  v o i r  s i  on peut app l iquer  

n o t r e  méthode a u  A2-i téré .  

S o i t  (Sn)nzo une s u i t e  convergente à l a q u e l l e  on l u i  appl ique l e  pro- 
2 

cédé A d lAi tken.  S o i t  ( 1 E 2 ) )  l a  s u i t e  obtenue.  On appl ique de nouveau 
2 

l e  A d lAi tken à ( l E F ) )  pour o b t e n i r  ( 2 ~  ( n ) )  à l a q u e l l e  on app l ique  
2 

l e  A d lAi tken e t  a i n s i  de s u i t e  . . . 
On o b t i e n t  a i n s i  un t a b l e a u  à double i n d i c e  ( n , k )  où k v a r i e  en 

diagonale  : 



(n) Les suites se calculent d'une manière récursive : 

L'opérateur A est appliqué aux indices supérieurs. 
2 

Pour pouvoir appliquer notre méthode au A -itéré, il suffit de voir, si la 

famille de suites f est stable par l'application du procédé A2 dlAitken 

c'est-à-dire que les propriétés des suites de f sont conservées après 

l'application du A2 dlAitken. 

En effet : si (S ) est telle que, pour n assez grand, n n 

on a vu alors (p. 1 6 9 )  que : 

pour n suffisamment grand, avec : 

et d'autre part, d'après le lemme 1, on a : 

A,E(~+~) a 1 (1) a (1) 
- a(l) + - 2 + - + . , a (1) 0- O 2 O 

= h n étant suffisamment 
A+ 9 n n 

grand. 



On r e t r o u v e  l e  r é s u l t a t  donné p a r  Lubkin [ 111 dans l e  théorème 11 

On v o i t  donc que l e  procédé t2 d ' b i t k e n  conserve l e s  o r o o r i é t s s  de c e t t e  

f a m i l l e  de s u i t e s .  

Pa r  conséquent,  en v e r t u  de l a  p r o p o s i t i o n  5 ,  on peu t  app l iquer  l a  
( n ) )  

méthode de c o n t r ô l e  d ' e r r e u r  à ( , c ' e s t -à -d i re  on appl ique à ( 1 ~ 2  
2 l e  A dlAitken e t  l e  O -algorithme d é c a l é ,  pour o b t e n i r  l e s  deux s u i t e s  : 

2 

e t  ( 2?$n) 1,. q u i  s e r v i r o n t  à e s t i m e r  l a  l i m i t e  de (Sn) .  

Pour l e s  mêmes r a i s o n s ,  ( 2 ~ ; n ) )  e s t  t e l l e  que : 

n é t a n t  suffisamment grand. 

De nouveau, à (îE:n)) on appl ique l e  n2 dlAi tken e t  l e  02-algorithme décalé, 

on o b t i e n t  : ( 3 ~ : n ) )  e t  ( 3'&:n) ) e t  a i n s i  de s u i t e . . .  

On o b t i e n t  donc, une s u i t e  d ' i n t e r v a l l e s  : 

D'une p a r t  : 

pour n a s s e z  grand, 



et  d ' au t re  p a r t  : 

où km e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  > O t e l  que : a(m) * O. Ce qui  va nous per- k 
m 

met t r e  d'énoncer l e  r é s u l t a t  suivant  : 

Proposi t ion 6 : 

S o i t  m un e n t i e r  f i x é .  S i ,  pour n suffisamment grand : 

8 Tl 1 asn = A" n (Y, + - y 2  + -  + .... ) avec y * O e t  - 1 5  A < 1 (A * O), 2 O 

I 
n n 

Preuve : 

E l l e  e s t  analogue à c e l l e  pour m = l  II 

Remarquons que ( 8'")) e s t  l a  nota t ion  de l a  s u i t e  obtenue par  app l i ca t ion  
m 2 n 

du 0 2 -algorithme décalé à ( m  - l E ( i ) ) n .  



V I  - R é s u l t a t s  numgriaues : 

Nous a l l o n s  é t u d i e r  d 'une façon p r a t i q u e  l a  méthode de c o n t r ô l e  d ' e r -  

r e u r  a i n s i  proposée dans c e  c h a p i t r e .  Les t e s t s  numériques concerneront  

c e r t a i n e s  s u i t e s  de l a  f a m i l l e  F ,  en l ' occu rence ,  l e s  s u i t e s  convergentes  

(Sn)n t e l l e s  que : 

f 

n é t a n t  suffisamment grand. 

Signalons que p l u s i e u r s  exemples de s u i t e s  à convergence l i n é a i r e  donnés 

dans l a  l i t t é r a t u r e  v é r i f i e n t  c e t t e  p r o p r i é t é .  

Nous a l l o n s  commencer pa r  l e s  r é s u l t a t s  numériques obtenus à l ' a i d e  du 
2 2 A dlAi tken  e t  du A d'Aitken modifié.  

Nous savons que l a  méthode de l ' e s t i m a t i o n  de l a  l i m i t e  u t i l i s a n t  l a  
Z 

première modi f ica t ion  du A dlAi tken  s ' a p p l i q u e  aux s u i t e s  de f t e l l e s  que : 

Nous a l l o n s  proposer  deux exemples dans c e  sens .  

( - l l k  Exemple 1 : Sn = i - , 1-20 , S* = l o g  2. 
k=o k+ l  

C e t t e  s é r i e  r e n t r e  dans l e  cad re  des  s é r i e s  de l a  forme : 
f 

1 ak hk avec 
k20 e t  a = f ( l / k )  k 

pour  k a s s e z  grand, avec f une fonc t ion  développable en s é r i e  e n t i è r e  au  voi -  

s inage  de O : 

k 
f ( x )  = - l  a x pour x a s s e z  p e t i t .  

k2o 
k 



E l l e s  appar t iennent  à l a  f a m i l l e  F. 
n k En e f f e t  : s i  l ' o n  pose x = 1 akh , a l o r s  on a : n k=o 

pour n a s sez  grand. I l  s ' e n s u i t ,  pa r  un c a l c u l  é l émen ta i r e ,  que : 

Ax = hn ( a t  t a + 2 + . . . ) pour n a s sez  grand. 
n 

O n n 

X Dans n o t r e  exemple, on a h = - 1 e t  an = f ( U n )  avec f ( x )  = - , 
l t x  

q u i  admet un développement en s é r i e  e n t i è r e  au vois inage  de O ,  donc 

Rappelons que l e s  e s s a i s  numériques o n t  é t é  e f f e c t u é s  s u r  l'AMOS. 

On o b t i e n t  : 

- 
( n ) )  * On c o n s t a t e  que (E2 %(")) encadrent  l a  l i m i t e  : S = l o g  2 , et (€2.1 n 

* * 
puisque s - e t  Ç - (17) 2'") possèdent  des s i g n e s  d i f f é r e n t s .  E2  

221 
e t  

S( 17)  
2 ,1  

n ' on t  que 4 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  exac ts .  

On peut  e spé re r  augmenter c e  nombre, puisqu 'on peu t  app l ique r  n o t r e  méthode au 
2 A - i té ré .  



( n ) )  
S i  on n o t e  (k€2 

Q(n>  e t  ( k ~ 2 , 1 )  l e s  s u i t e s  obtenues en appl iquant  r e s p e c t i -  

2 2 ( n  
vement l e  A dlAi tken  e t  l e  A dlAi tken  modif ié  à (k$ 2 ) on a a l o r s  : 



On v o i t  donc qu ' à  chaque f o i s  qu'on i tère,  l a  l i m i t e  r e s t e  encadrée p a r  

l e s  deux t ransformat ions  ( E 
( n ) )  ~ ( n  

k 2  et (kE 2 , l  
), 2  5 k  5 5 ,  avec un ga in  de 

c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  e x a c t s  t rès  i n t é r e s s a n t .  

La p réc i s ion  machine e s t  a t t e i n t e  au 5ème i t é r é  du d lAi tken .  

Exemple 2 : 

I X 
S  = 1 + -  n n + l  n ro  , S* = 1. 

A = 0.49 

- 1 1 - 2A+ 4X - 1 
S o i t  : A S n = X n n  [ ( A - l ) + -  2 +... 1, pour n  a s s e z  grand. 

r! n  

Donc ( S )  E F. 
n  n 

On o b t i e n t  l e s  r é s u l t a t s  numériques s u i v a n t s  : 

Comme prévu, on o b t i e n t  un encadrement de  1 à l ' a i d e  de ( E  e t  (4'")) 2  231 

e t  nous avons E 
(17Iet z ( 1 7 )  

2  avec  9 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  exac t s .  
2 ,1  

L ' app l i ca t ion  du d lAi tken  i t é r é  donne : 



On s e  con ten te  d 'une s e u l e  i t é r a t i o n ,  puisqu 'on a t t e i n t  l a  p r é c i s i o n  ma- 

ch ine .  

Maintenant.  nous a l l o n s  p a s s e r  à l a  méthode de c o n t r ô l e  d ' e r r e u r  u t i l i -  
2 

s a n t  l e  A dlAi tken  e t  l e  O -algori thme déca lé .  E l l e  s ' app l ique  à t o u t e s  2 
l e s  s u i t e s  de l a  f a m i l l e  F. 

n ( 0 . 8 ) ~  
Exemple 3 : S = 1 - O S* = 1 .25  l o g  5. 

n 
k=o k + 1 

C'es t  l e  même type  d'exemples c i t é  au début de  ce paragraphe. On o b t i e n t  : 



(0.9)~ * 
Exemple 4 : Sn = - , nlo, S = O. 

n t 1  
De la même façon que pour l'exemple 2, on montre que (Sn), d. 





- 1 go- 
L'estimation de la limite est obtenue sans problcme à chaque fois qu'on 

itère. Par contre, pour avoir une approximatioc de 6 chiffres significatifs 

exacts, il fallait itérer deux fois l'exemple 3 et trois fois pour I'exem- 

ple 4. 

Pour terminer, on va présenter les résultats numériques obtenus sur àcs 

suites de F telles que X = -1. Le contrôle d'erreur et l'accélération 

de la convergence se passent de tout commentaire. 

n k 
, n?o, S* = Arctg 1. Exemple 5 : Sn = 2 - 

k=o 2ktl 

Pour n suffisamment grand, on a : 

-1 
Donc : ASn = (-1)" n 

1 3 9 
( - -  + - -  - + . . . ) pour n assez grand. 

2 4n 8 n 

On obtient : 

- *-- . ~ 5 3 3 6 8 : ~ t s 8 4 : ~ 5  



( - u n  Exemple 6 : Sn = 1 + - , n l o ,  S* = 1. 
n + l  

( - u n  S o i t  : ASn = - 2 1 C( 1 + - 1-l  + (1 + - )-Il 
n n n 

O r ,  pour n a s s e z  grand, on a : 

Donc : A S  = ( - 1 ) " n - l  C-2 + - 3 - 5 3- + "' 
1, pour n a s s e z  grand. 

ri n 
On o b t i e n t  a l o r s  : 



I I  

3= 2 I 3" 2 
---1;;rjr,qqF- -7 i - - , - - - -  r& Lx>- 

- : - - -.--S.- +U3e-w+a.-sWMWi - 
- - ~ P ~ ~ & 3 d + O r ; u 3 D  -0a-- 
i:. i 00000v05290000D 01 
0.9999998081 70000D 00 
- . -  :.: :+&wm@eB9-*-- 

-,-.-,- - - 
-&-- 

4L-Kux- . 1 '  - 4  - 
2 &A;b4+ - -  ~~~ .. . - - 
3 - - 

- 9 a c' =333'3&GE&W- - 
1 O 0.999333336360000D 00 0. 100(:~00000790000D 0 1  
11 0.100000000220000D O 1 O. 9999_92995180000D 00 

4 
5 

- 6 
- 7 - -  
- 8 

0.~39599973!35~~~00~ O0 
0; 100000010~fio00~ O 1 
3.9953--e: - - !?.,P~~-Yu~L~s; 
n - w r ,  7 7 ' -  - - - .  .. 



CONCLUSION : 

Les expériences numériques confirment ainsi les résultats théori- 

ques concernant l'estimation de la limite de telles suites. 

L'application de notre méthode au itéré donne des résultats 

intéressants et montre son efficacité, puisqu'on obtient une très nette amé- 

lioration de l'estimation de la limite. 

On signale que l'encadrement de la limite à l'aide de ces deux trans- 

formations, même en itérant plusieurs fois, se fait dès la premiere étape. 

On a pu voir également (p.169) que le O*-algorithme conserve les propriétés 

des suites de la famille F. Il s'ensuit que toutes les suites obtenues par 

l'application du 02-itéré appartiennent aussi à F. 

Par conséquent, on peut penser appliquer notre méthode, en inversant 
2 les rôles du A d'~itken et du 02-algorithme décalé. 

Enfin, il n'a pas été possible de traiter des exemples de suites 

de point fixe. Toute la difficulté est de prouver qu'elles appartiennent 

ou non à la famille f. 
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