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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions des possibilités de contrdle d'erreur
en accélération de la convergence.

. Sur le plan pratique, il est insuffisant de savoir, pour une suite
(Sn) donnée, qu'une certaine transformation : (Sn)-+(Tn) accélére sa conver-
gence. Il est donc important et souhaitable d'avoir, en méme temps, une esti-
mation de 1l'erreur Tn—S *, dont le critére d'arrét sur le plan numérique en
dépendra.

C'est pourquoi C. Brezinski [ 11 a proposé et a étudié une méthode pour
le contrdle d'erreur. Elle consiste 3 construire une suite d'intervalles,
admettant pour milieux les termes de la suite (Tn), lequels & partir d'un
certain rang contiennent la limite.

C'est dans cette perspective que notre étude se développe pour abou-
tir 3 une autre fagon de procéder pour le contrdle d'erreur : nous cherchons
d appliquer 3 une suite deux transformations de telle sorte que les deux suites
obtenues accélérent la convergence, en fournissant un encadrement de la limi-
te, l'une par excés et l'autre par défaut.

Nous désignons parfois donc, par "estimation de la limite" la procé-
dure décrite précédemment.

Tout d'abord, dans le chapitre I, nous étudions le procédé de contrd-
led'erreur de C. Brezinski dans le cas particulier de transformation de sui-
tes : Tn:Sn+l,n20. Ce qui va nous conduire 3 donner deux estimations de l'er-
reur pour une classe de suites, en particulier pour des suites générées par
la méthode de Newton.

Dans le chapitre II, afin de donner une estimation de la limite, nous
proposons une famille de transformations de suites, Aprés avoir établi des
résultats d'accélération de la convergence et d'exactitude, nous donnons
un critére qui permet de déterminer les deux transformations qui encadrent
la limite. Nous terminons par une généralisation de ces transformations au
sens de Levin.

Dans le chapitre III, nous étudions une méthode d'encadrement de la
limite pour trois classes de suites oscillantes,

Dans le chapitre IV, nous introduisons une généralisation du procédé
de contrdle d'erreur de C. Brezinski. Nous complétons notre étude par celle

faite par FDIL [ 71].




Enfin, dans le chapitre V, nous proposons une méthode d'estimation
de la limite pour la classe de suites (Sn) 3 convergence linéaire telles

Y
que ASn=An nSE X pour n assez grand, avec YO=O, BeR et -1A<1 (A=0).
kzon o . 5
L'encadrement de la limite s'obtient d 1'aide du procédé A" d'Aitken d'une
P Pd 2 . . . 7 .

part, et d'autre part du procédé A" d'Aitken modifié et du 92 - algorithme
décalé. hous étendons cette méthode au A% - itéré.

Nous notons, avant de clore cette introduction, que les essais numé-
riques concernant les trois premiers chapitres ont été faits sur 1'IRIS 80,

tandis que ceux du dernier chapitre ont été réalisés sur 1'AMOS.




NoTATIONS ET DEFINITIONS

Soient a , Bdeux réels distincts. Nous noteronslkxA Bl : 1'inter-
valle [0,B] si a < B ou [B,a] si B < a.

Nous désignerons toujours par (Sn) une suite de réels supposée conver-

gente de limite s™.

ASn désignera la différence entre deux termes consécutifs de la suite

(Sn) : ASn = Sn+l_ Sn.
De maniére analogue, A2S = A(AS ) = AS - AS_.
n n n+l n
Nous noterons An le rapport ASn+l quand A3n¢ 0.

AS
n

Soient (un) et (Vh) deux suites de réels de limite nulle.

On écrira :

*
<
1]

O(u_ ) si : JN et C>0 : ¥n2o ona |v_i1<Clu |
n n n

*
<
"

o(u ) si : ¥e>o IN : ¥n20 on a |v_ |<€ |
n n n

Type de convergence :

Soit (Sn) une suite de limite S*.

- on dira que r 21 est 1l'ordre de convergence de la suite (Sn) si
*

Lim _Efﬂ;;;__Jz C ol Celo, + = [,
=[5 o
n

- on dira que*(Sn) est 3 convergence linéaire si
S - S
Lim n+l =p ol -1<p<1(p#0), tandis qu'elle est & conver-

me g - g*

gence logarithmique lorsque p = 1.

Procédés d'accélération :

- Soit (Sn) de limite S" et considérons un procédé qui transforme (Sn) en une

suite (Tn).

Le procédé sera dit

*
* exact pour (Sn) s'il existe un entier N tel que ¥n2N Tn =S,
. . . *
* préguliére pour la suite (S ) si £im T_ = S,
n n
*
T -S
* accélérant la convergence de (Sn) si £im — =0,

n* S - S
n
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I. Introduction

Dans ce chapitre, nous développons un cas particulier de la procé-
dure proposée par C. Brezinski dans [11].

Elle consiste & estimer l'erreur sur la transformée d'une suite obtenue
par une méthode d'accélération de la convergence, en construisant d'une maniére
simple une suite d'intervalles, lequels contiennent asymptotiquement la limi-
te de la suite 3 accélérer.

Nous commengons par présenter cette procédure et par rappeler quelques
résultats. Nous 1'étudions ensuite pour une transformation particuliére qui nous
aménera d donner une estimation de l'erreur pour une suite convergente et en

particulier pour une suite générée par un procédé itératif tel que X 1° F(xn).

n+
Notre approche est basée sur le comportement du rapport des différences succe-

sives des termes de la suite : Ax etAx 1 .Ceci nous donne des informations
n n+

sur le rang N 3 partir duquel ces intervalles contiennent la limite.

Nous appliquons enfin notre estimation & la méthode de Newton, en com-
parant avec d'autres estimations proposées par Potra F.A et Ptdk V. dans
(14, 1980] et Miel G. dans [12, 1980].

Nous remarquons, sur des essais numériques, que la notre est, en géné-
ral, meilleure.

Nous améliorons notre estimation d'erreur en proposant une deuxiéme,

1I. Présentation et propriétés du procédé de C. Brezinski [ 11

. > . - *
Soit (sn)nZo une suite convergente telle que : £im S, = S
n—e®

Soit T une transformation de suites, telles que :
T : (S ) == (T )

n’'n2o n’'nz2o

On peut toujours écrire de telles suites comme

Tn = S_ + Dn ¥n2o
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. * . .
Il est clair que (Tn)n>o converge vers S si et seulement si Dn = o(1) et
N *
T . . .
( n)nZODconverge plus vite que (Sn)nzo vers S si et seulement si
£im z == - 1. On considére une autre transformation définie 3 partir de T :
T Sn - S

Tn (b) = Sn + (1-b) Dn ¥n2o et ¥be R

Comme on peut le constater :

Tn = Tn (o) et Tn (b) + Tn (-b) = 2 Tn

done Tn est le milieu de l'intervalle fermé et borné d'extrémités Tn (») etTn(—b):
In(b) = [Tn(~b)ATn(b)].

Nous allons rappeler les premiers résultats se trouvant dans [1].
Théoréme 1

Une condition nécessaire est suffisante pour que ¥b # o, ....

IN : ¥n2N s* e In (b) est que ¥n2N len]Slbl ;

~ *
3 . - = >
ou (e ) > est telle que : T S e D s N=0.

On remarque, a partir de ce résultat, que si S*eln (b), alors on aura une esti-
mation de l'erreur lTn-S*I. ~

Donc 1l'appartenance de s¥ a I, (b) est d'un grand intérét puisque en pratigue
In (b) sera utilisé comme estimation de s* au lieu de Tn’

La question qui se pose maintenant est d'étudier des cas ol la condition du
théoréme 1 est satisfaite. Une premiére réponse se trouvant dans [1] est donnée

dans le résultat suivant

Théoréme 2
Si Tn—S* = o (Sn-S*) alors ¥b #o, IN : ¥n2N ....

s* €1 (b).
n

En effet lorsqu'il y a accélération, (e ) tend vers zéro et 1l existe
donc toujours un rang N 3 partir duquel la condition du théoréme 1 est vérifiée.
Mais il s'avére que les intervalles I (b) restent larges. Ceci est dd au fait

que les bornes (T (+ b)) _,, ne convergent pas plus vite que la suite (Sn)n>o'
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En effet :
*
T (b)-8"  T_-S D
n n n
On a : T = > b "
- S -8 S -8
Sn S a n
*
Tn(b)—S *

Donc ,4im
n>®© Sn~S

*

=becar T -5 zo (s -38%).
n n

s

. . * P . .
Dans ce cas, l'estimation de S par In (b) est sans intérat. Ceci conduit

remplacer b par une suite (bn)n>o et on a les résultats suivants

Théoréme 3

*
Une C.N.S. pour que 3N : ¥n2N S eI (b ) est que : ¥n2N, Ienl < |bn|.

*
(e ) _ est telle que : T -S = e_ D_, n2o.
n n=o0 n
Théoréme 4

Si TD;S*=0 (su—s*). alors une C.N.S pour que -.....
T (b ) -8 =06 (5 - 5") est que b_ = o(1).
n T n n n

Donc ces résultats nous assurent, dans le cas de l'accélération de la conver-

* ~ *
gence, l'appartenance de S & In (bn)’ par contre le probléme qui se pose est
que la valeur de N reste inconnue. Cet inconvénient est di au fait que la condi-

tion des théorémes précédents est une propriété asymptotique.

En conséquence, nous sommes ramenés & chercher d'autres conditions qui ne dé-
pendent que des données du probléme afin d'une part d'assurer 1'appartenance

* ~ . . .
de s a In et d'autre part de tirer des informations sur le rang N.

III. Premiers résultats

; N *
Soit (Sn)n>o une suite convergente de limite S .

On notera pour toute la suite de ce chapitre

AS
A= —ntl ¥n si ASn z 0.
n as_

Soit T la transformation de suites particuliére telle que

T = (Sn)ﬁga——————)(8n+l)nzo ie T =58 ;, n20
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donc T_ (b) devient S_ + (1-b) AS_ , b # o.
n n n

soit : Tn(b) = S 1" b ASn, car Sn+l = Sn + ASn.

nt
”, . . . *
I1 est évident de voir que £im T_(b) = S .
n
n-ro
Avant d'arriver & un résultat fondamental, nous proposons un résultat avec

lés intervalles In(b) ol b est une constante non nulle.

Proposition 1 :

On suppose que (Sn)n>o est strictement monotone.

Soit b un réel non nul.

SidN : vnaN A < —LBl(n), alors vn2N I___(B) CcI_(b).
n n+l - n
1+ b |
'Si la suite (Sn)n est monotone & partir du rang N, alors le résultat reste

valable.

Preuve :

ASn+l

AS_ # o V¥n2o, on peut poser A_ =
n n
AS
n
On ne restreint pas la généralité en supposant b>o, car dans le cas ol b<o,
il suffit de remplacerb par -b et Tn(b) par Tn(—b).
Denc on suppose que b>o.

1) si ASn>o ¥n2o, alors

T(b) -T(-b) =T -bAS -T -DbAS = -2 bAS <o ¥n
n n n n n n n

donc I (b) = [T _(b), T_ (-b)] ¥n
n n n

alors T (b)=sT (b)

I, ®CI ()< ntl

( Tn+l (-b) < Tn(-b)
s Tn—bA Sn < Tn+l - b Asn+l

Tn+l + bASn+l S'Tn + b ASn

or AT = AS
n n+l

( (1o
b ASn < (1-b) Asn+l (1)

) (1 + b)ASn+l S’bASn (2)




- 14~

ler cas : o<b <1 : alors l-b2o et ASE o ¥k

donc |-b ASn<o < (1-b) ASn+l => (1)
(H) = (2)
2éme ¢as : b>1 : Alors 1l-b<o et ASk >0 Wk

<=> (*)

donc. ( *) devient Asn+l

b

A

AS b-1
n
ASn+l b
<
AS 1+b
n
P, PR b b !
Soit : )‘n < Mln(m > }-3—_3)(
or Min | b , b b. , en effet
I+b b-1 1+b
Do b2—b<b2+b<=>b>o
1+b b-1
b-1>0

donc : (H) => A\ <2 = Mipn| 2. D
> M 1+b Mln[1+b’ b-

Par conséquent : ( *) est vérifié ¥n2N et par suite I (b) C I (b) ¥n2N.

+

2) Si ASn < 0o ¥n, alors In (b) = [Tn(—b), Tn(b)] ¥, De la méme maniére :

b AS_ = (1+b) AS .1 (")
I, (®)CI(b)<=> n " (% )
- - t
(1-b) Asn+l < -b Asn (2")
ler cas : o<b<l : alors 1-b 20 et ASk <o ¥k

donc I (l—b)ASrHl <0 < -b ASn => (2'")
<=> (% %)

t (H) => (1)

28me cas : b>1l. Alors 1-b<o et ASk <o ¥k
ASn+1 < b
AS 1+b

n

donc (**) devient

ASn-|~l < D

AS b-1
n

b
1+b

Soit A_ € Min 2, By -
1+b b-1
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Donc (H) =>  (*x)
Par conséquent : (**) est vérifié ¥n2N et par suite In+l(b) c In(b) ¥n2N.

Pd > ~z . . . . *
Une conséquence immédiate de cette proposition est que si S €In (b), alors

+1
*
S €I (b).

n

Donc le fait d'avoir des intervalles emboités nous permettra d'encadrer la

limite. C'est l'objet du corollaire suivant

Corollaire 1 :

On suppose que (Sn)n>o est strictement monotone.

S'il existe un entier N : A_ < Abl ¥n2N (H) pour un réel b non nul;

n
alors : S*eIn(b) ¥n2N. 1410 |

Preuve :

Les hypothéses de la proposition 1 étant vérifiées, on a donc I‘+l(b)
n

c In (b) ¥n2N.

Comme les intervalles Ik(b) sont fermés et bornés, on sait alors que
( \Ik (b) # ¢

k=N

Or 1lim Tn (tb) = s* alors :

n-ee

s* =(\1k byc ... cCc1 (b CI (b)YC ... C1I. (b).
k2N - T n+l - n - -

. *
Par conséquent : S eIn(b) ¥n=N. .
Remarquons que pour établir les résultats précédents, il est inutile de suppo-
ser que (T vite S .

que ( n)n converge plus vite que ( n)n
Pour un choix convenable de la conigante b, on voit donc la nécessité de con-

naltre le comportement du rapport ol (ASn 2z 0)
AS
n

Nous allons enchalner par un résultat qui donne un choix de b qui dépend

directement du comportement de la suite (An)n.

Corollaire 2

On suppose que (Sn)n>o est strictement monotone.

AS
S'il existe un entier N : An SAN < 1 ¥n2N, alors S €l —§§ii— ¥nzN,
A”S

N




-16-

AS
1 PR
Preuve : AS # 0 ¥n, A = otk est bien défini ¥n.
—_— n n
AS
n
AS
ona: —NtL o 1, donc A2S z 0.
AS N
N
AS AS A
Comme b = 2N+l = Nl = X et AN < 1, alors b < O.
A SN ASN+1—ASN AN-l
2
b | b | _ B8N /B78y o Sy
onc = = = 3
1+ |b] 1 - ASN+1/A SN A SN - ASN+1
AS
Soit | b = N+l = AN
1+ |b] Asy
or A_ <A, = |b | , donc (H) est vérifié,
n N
1+ |bl
AS
N . * N+l
Il s'ensuit, d'aprés le corollaire 1, que S €l | ¥nzN.
A SN [ |

Pour illustrer les résultats précédents, on propose l'exemple simple suivant

n
Soit (S ) | S = K2 3 £im s = s* = o.
n’'n2o n n n
l A = 0.9
2
Ona o<S <1 ¥n2o et S =S ¥n2o.
n ntl n
ASn+l
donc AS_ =S (S -1) <o, A_= = S (S_+1)
n n n n AS n n

et AA_ = 8 (S3 - 1) <o.
n n n

Numériquement, on obtient
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n Srl Kn
o 0.9 A4
"4 0. 84 A-qéer004

2 0. 65¢4 10865632

i 0 u3ouc32 o P1c 222

h 0.1853 02 : e

6 0-03433¢8 0. 0 3575'_

6 O- 00A4 39 A.A 838511 E-3

¥ O. 00 00 04l 4.3%02412 E-6

8 4.932335 E-42 A.493233 5 E-12 .
9 3.333g8148 5 E -

A0 4-3342441 € 43

Le premier terme de la suite ()\n)n>o qui est inférieur strictement a 1

est A, et comme (A_)_ est décroissante, on a bien A_ < A, < 1 ¥n23. Donc
3 Agh D A n 3
le choix de b =|——E— “ 3 , s0it b = 1.6026031, nous assure l'appartenance

2
A S3 1-)

de 0 3 In(b) ¥nz3, On a :

3

n T (-b) T (b)
n n
o 0.6653%6S ¥ 0.3542343
4 0-4oay Sal, 6-802%uol
2 0.06 88 Ry 0-14 20¢7
3 - 0-20%c 005 0.5 82 04§
1Y - 0.20F6 005 0. 2% 62F4yA
) — D0-054954% 0-05 43 4%
(4 — 0.004 83858 o-60 AR%F2
3 — 2.2y36384 E-6 2.2y 36432 E-¢
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Si maintenant, on prend b = — 0.281449, alors( eln(b) ¥yn24,

n 21 (-b) Tn(b)

° 0.IBKE696 0. 2353 304

4 0. 612%2S 0- €39y.15

2 0.3¢¢q¢3 0 - 4339311

3 ©.11 €3 005 0 -254303%

4 — 0-008tI & 0. 01¢825%¥

5 — o.0081§ 6 040544

( - 0. 00033 o - 9003328

F - 3.9402613 E-F 3.39403 E-3

On remarque plus on augmente la valeur de N dans le choix de b, meilleure
est l'estimation.

I1 faut remarquer aussi que la suite (Sn)nzo est d'ordre strictement supé-
rieur 4 1. (ordre 2 en fait).

En effet

2
c =
Ln+l/Sn 1 ¥n.

Regardons maintenant ce qui se passe si l'ordre est égal a 1 :

Soit la suite (Sn)nzo : Sn = Xn, nzo, o< A< 1. AS
ona s° = o, (5) est strictement décroissante et A —e il - A ¥n2o.
n n20 n AS
A n
Soitbe R - {o}: [bl2 -, on a alors en vertu du corollaire 2
1-X

oeIn (b) ¥n2o { A< -Jlﬂ-]

1+ |l
Le choix optimal de b est tel que : Ibl='—l-—.
A 1-2
Prenons par exemple b = =——, on obtient
1 -2
T (-b) = o et T (b) =2 AP
n n _
Donc I { -&——] = [O, 2An+1 ' ¥n2o.
Pl1-a ) B

. . A
Comme on peut le voir, les intervalles I { -——-}bestent larges et 1'apparte-

~

nance de 0 3 I -——&—- est donc sans A intéreét.
1- A




Donc, pour ces raisons et celles citées au paragraphe précédent, il est im-
‘portant de passer du choix d'une constante b au choix d'une suite (bn)n qui
nous permettra d'une part de surmonter le probléme cité précédemment et d'autre
part d'encadrer la limite dés les premiéres itérations.

IV Passage du choix d'une constante au choix d'une suite (bn)n

On rappelle qu'on est toujours dans le cas ol Tn =S .

1) Résultat fondamental :

En remplagant la constante b par la suite (bn)n>o’ on obtient le

résultat suivant

Proposition 2

On ose que (S est une suite strictement monotone et (b est une
supp que ( 0 0o une c ( n)n20
suite strictemegt positive.

Si 3N : A SemBee gy (H'), alors :

La suite d'intervalles (In (bn))nZNest décroissante pour 1l'inclusion.

Si, en outre, £im b_ AS_ = o, alors S*eI_ (b ) vn2N.
e 0D n n

Preuve

On ne restreint pas la généralité en supposant ASn>o ¥n2o, car dans le cas ou
ASn <o ¥n2o, il suffit de remplacer (Sn)n par (-Sn)n, (Tn(bn))n par ('Tn(bn))n
et (Tn(—bn))n par (_Th(_bn))n°

Donc on suppose ASn >0  ¥n2o.

On a : Tn(—bn) - Tn(hn) = 2b, ASn >0 ¥n2o.

Donc In(hn) = [Tn(bn)’ Tn(—bn)] V¥n2o.
Alors

T(b )<T (b
n n n+l "n+l
In+1(bn+l) c In(bn) <=>

Tn+1(—bn+l) < Tn(—bn)

—bnAsn < (l'bn+1) As (1)

n+l

(l+bn+1) ASn < bn ASn (2)
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Deux cas se présentent :

0) o< b <1, alors 1-b 20 et ASn >o.

n+l n+l
-b_ AS <o = (1-b )AS => (1)
Donc n n n+f n+l (%)
(H") = (2)

B) b > 1, alors l-bn+1 <o et ASn >o0.

n+l
b
[7A8n+l < n
ASD bn+l-l
donc (*) devient
b
ASn+l n
<
AS §H1+1
bn
soit Xn < Min [ bn s .~‘-MJ
bn-rl—l bn+l+l
. b bn bn
Or Min |~—R=> = , en effet :
-1 b__.+1
B41 n+l 1+ b,
b b
n n
< <=>b b - b < b +b b <=>}h >0
1+b b -1 nn+tl Tn n n n+l n
n+l ntl
bn+l -1l<o
bn b b !
donc : (H') => )\n € w——— = Min | ==L, e = (x) ,
M5 b1l 14
n+l

Par suite, dans les deux cas, (*) est vérifié ¥n2N.

I ' i : 12N.
1l s'ensuit que In+1(bn+1) C In(bn) ¥n2N

Et comme I (b_) est fermé et borné ¥n, alors r-\ I (b)=z @ .
n n nz2N "n “n

*
i + = 1 = =
Or ﬁlm Tn (_bn) S car glm bn ASn o et Tn (ibn) Sn+l * bn ASn
*
donc{ s -ngln(bn) C...CL (b )CT (B)C ... CIR).

Par conséquent : s* eIn(bn) ¥n 2N.
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Remarques :

i) Le résultat reste valable, si on suppose que (bn)n>o est strictement

positive seulement & partir du rang N.

.. * *
ii) s eIn(bn) - 1sn+l—s | < b IAsn\

2) Choix particulier de la suite (bn)n>

ASn+1
AQSD i

Un choix particulier et immédiat de (b_n)n est la suite

)

I1 nécessite bien slir la connaissance du comportement de la suite (A )n'
n

Corollaire 3

On suppose que (Sn)n>o est strictement monotone telle que

W, o< A <A < 1 ¥n2N, Alors
nt+l n

s*e |- 2n+l ¥n2N
A°s
n

Preuve : On a ASn z0 ¥n2o

-A
J _Ezi;_ si AQSI]¢ o
soit b>o, on pose : b = A2g, n2o
b  sinon -
AS
n+l 2 . .
Pour n2N : b = = ——=————— car A" S_ # o ¥nz2N, cela vient du fait que
n 2 n
A Sn
AS
A, = —2r o1 wnen,
© As
n 85 41 An
Donc pour n2N : bn = =

ASn - Asn+l l_An‘
D'une part bn >0 ¥n2N puisque o <%7< 1 ¥n2N
et £im bn ASn = o car la suite (bn)n est convergente,
n—>,o
En effet : ()xn)nZN est décroissante et est minorée par hypothése, donc elle
converge et sa limite est telle que, : ofégig An <1, par conséquent la suite

(b_)_ est aussi convergente, b_ = e=ll— .
n’'n n 1-1
n

¥n2N. En effet

b

D'autre part An <

1+bn+1



A b
bn = L ¥nzN <=> A = o ¥n2N.
1-A T 14p,
? b, b
Donc il suffit de montrer que £ ¥n2N,
1+}:n 1+bn+l
c'est-d-dire (b ) est décroissante.
n " nzN
. > - 3 - i - - >
On a : o< )\n+l sxn ¥n2N =5 An+l Ankn+l s)\n )‘n>‘n+1 ¥n2N
- < -
= >\n+l (1 An) "xn (1 An+1) A +1 A
¥naN => I < ¥nuN
1-A > o 1-X 1-A
n n+l n
=> b < b ¥nz2N

Les hypothéses de la proposition 2 étant vérifiées, on a alors

* ASn+l ¥n 2N.
S ¢ In - ——— .
AZs
n
AS
. n+l _.(n)
On remarque, en passant, que le choix b = - donne pour T (-b )=€ s
A%s n n 2
~ (') z 12 2 ' . n .
ou €, " est le procédé A Sd Aitken. Donec (Tn(-bn))nconverge plus vite que
(S__.)_ (puisque A_ = —DtL  admet une limite).
n+tl’n n AS
n

)

Par contre (Tn(bn))n ne converge pas plus vite que (Sn+l 0

3) Application aux suites itératives.

Parmi les suites convergentes, il existe la classe des suites (xn)n>o

engendrées par :

X 41 ° F(xn) ¥nzo (%) dont le terme initial x, et la fonction F remplis-
sant des conditions qui permettent la convergence de ces suites.

L'objet du corcllaire suivant n'est pas de redémonter le théoréme
du point fixe, mais de formuler les hypothéses du corollaire précédent sur la
fonction qui engendre la suite en question.
Donc, soit la fonction F : D C R ~————D, D un intervalle de R. On suppose
que F est deux fois dérivable sur D et qu'il existe un unique réel x €D qui
vérifie F(x') = x" et |F'(x") |<1 .
On sait alors qu'il existe un voisinage VCD de X tel que ¥x,cV, la suite

(x_) donnée par (*) converge vers x
I "n2o p g




Pour une estimation de l'erreur, on a le résultat suivant

corollaire 4 :

Soit X,€ V. Si en plus, on suppose que :

1 [ . . *
i) F' est strictement positive sur D - {x },
ii) T est concave (resp. F est convexe) sur D et xg < F(xo)

(resp. x, > F (xo)) .

e e . ' <
1113 AN . A)I;"nfin) 1.
Alors : X ¢ I - ——— ¥n=N.
2
A™x
n
Preuve : Soit Xo €V.

ler cas : [ est concave et X < F(xo)-

* (x) est strictement croissante
n-"nzo0

X.o <Xl = F (XO)

*
F'(x) >0 ¥xeD -{x } , D2V.

= F(x)) < F(x;) (F est strictement croissante).
Soit x 1 <Xy - En appliquant F une seconde fois sur 1'inégalité x4< X

on obtient X, <Xg, ainsi de suite

On a x < x,< x,<...< x < x
o) 2 n

* . 3
< ...<x , Donc (x ) est strictement croissante.
1 n’n2o

n+l

* (A) est décroissante
n’'n20

Soient x,y et zeD : x<y < z. Alors on sait que :
Jo ele,y[ : F (y) - F(x) = F'(a) (y-x)
e Jy,z[ : F (z) -F(y) = F'(B) (z-y)
a<B

comme = F'"(B) = F'(a)

F'(x) <o ¥xeD

soit F(z) - F(y) SF(y) - F(x)
z-y y-x
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Cette inégalité est vraie pour tout x,y,z €D : x <y< z. Donc en particulier

our xTx = zz i on a bien x < <x .
pour x=x , y=x ., et X 4o Puisque on a b 0 F0415%nt2

Donc (Xn+2)"F(Xn+l) < F(Xn+l) —F(Xn)
Xn+2 T “n+l xn+l - Xn
Ax 2 bx ceci étant vrai pour tout x < x < x
Soit nt < ntl p n “ntl “n+2°
AXn+l AXn
donc : A < A ¥nzo.
n+l n

* o< An <1 ¥n 2N.

(Xn)n>o étant strictement croissante, on a alors An>o ¥nzo.

On a Xy <Xyg,q » alors EYNeij, XN+1[

F( ) - ?‘(XN) = F'(YN) (xN+l - xN).

AN+1
F(XN+1) -F(xN)

Soit : F'(YN)
N+1 T O*N
Yy > X
N N /
Or => F! (YN) SF(XN) < 1.
F"<o sur D

F(x T (xy
donc Fv(-YN) - N"'l) N <1

ﬁ$+1 XN

C'est-a-dire kN.<l et comme (A n)n est décroissante on a alors

o< X <1 ¥nzN.
n

2éme cas : F est convexe et %, > F(x )
c=e cas
o

* (xn)n>o est strictement décroissante

X > xl
© => F(x_) > F(x,)
o 1
Comme * . .
F'(x)>0 sur D.-{x }

Soit > insi i | > ¥n.
X X5, ainsi de suite, on obtient X 2% o1 n
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(A) est décroissante :
n’nz20

Pour x,y,z €D : x<y<z,

Jo €] x,y[ F(y) - F(x) = F'(a) (y-x)
JRely,z [ : F(z) - F(y) = F'(B) (z-y)
a<B

comme s alors F'(a) < F'(BR)

F" 2 o sur D

soit : E(y) - F(x) < F(z) - Bly) , ceci est vrai ¥x,y,ze€D :
y - X% z -y

x<y<z, en particulier pour x=x et z=x_ ¥n. La suite (x_)

n+2° Y ¥n41 o

étant décroissante. Par conséquent

F(Xn+l) - F(xn+2) ) F(Xn) - F(Xn+l) v
xn+l - Xn+2 / Xn - Xn+1
soit Axn+2 ) Axn+l vn
Ax Ax
n+l n
Donc (A ) est décroissante.
n'n 2o
o<A <1 ¥n 2N.
n
> » ” - <
An o ¥n car (xn)nZo est strictement décroissante. On a XN+1 Xy donc

il existe un réel ?N :

Yy € ] XN+1, Xy [ et T (xN) - F(yNﬂ) = ' ({(N) (XN - x )

N+1
7 < _
or N N , alors F'(YN) S.thN)< 1.

F" 2 o sur D



F(x ) - F(x,.)
Done F'(Y,) = Nl Yoo

N+l T XN

Soit AN<l et comme (}\n)n est décroissante, on a alors o<An<l ¥n2N.,

En définitive, dans les deux cas, les hypothdses du corollaire 3 sont toutes
AXn+l
¥n2N.

2
A X [ ]

” . . 7 . - *
vérifiées, ce qui entraine que x eIn 1=
* - . - .
Remarquons que le fait que x eIn (bn) ¥n2N, n'empéche pas que la limite puisse
étre damns In (bn) pour n< N.

Pour illustrer ce dernier résultat, on propose deux exemples

i) Reprenons 1l'exemple du paragraphe précédent :

*

X = F(Xn) avec F(x) = x2 et x = o

. n+1l
Soit (Xn)nzo

x =10.9
o

on prendra pour D 1'intervalle [0,1[.
ona : F'(x) = 2x et F"(x) = 2.
donec F'(x) >0 ¥xe D-} 0| ,Fconvexe sur D et Xy = F(xo) < X

Il reste 3 voir d partir de quel rang N, on a F'(xN)<l. Or F'(x)<1

¥x <—£— , donc pour X = 0.9, %y = 0.81, Xy = 0.6561, X3 = 0.4304672,
2

Par suite P'(x3)< 1l et N=3.

Les hypothéses du corollaire 4 étant satisfaites, on en dé&duit d'avance
AXn+l

A2x
n

¥n23.

que OEIrl -
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2
n bn:_Axn+l/A X Tn(-bn) Tn(bn)
° - 2.4034,50% A. 0263c06 0.3533234Y
4 — 3.4454 619 4. Ayodi8¢6c 0.4320 134
2 ~A2.551719 3.26254CF — 2 .4046423
3 A-€02¢03 4 - 0.2016005 0 -5382045
y 0- 28A457F — 0.0081535 ;"zzgii?l
5 0. 0363228 -~ 0.000042 Car EcC
¢ A.18902124 E -3 — A-66LY2LIE -9 L.0801G664 4 E~
k4 A-3802434 E - ¢ - 2-F3}5 e-1g] 3.%u6321 E-RR
3 4.432335 E -A2 - 522 E-32] F 46783H E-24
On remarque que oe In (bn) ¥n22.
X = F(x_) avec F(x) =vx
1i) Soit (x_) : ntl n et
n’ ' nzo s
X = 0.26 D = 10, [
o}
*
On a x = 1.
Alors F'(x) = -i—— et F™(x) = - e
2vx ux3/2

C'est évident de voir que F'> o sur D, F" < o sur D.

On a x, = 0.509902 > x , donec HKx ) > x .
1 o o o

D'autre part F'(x)< 1 six > 1I/4 et par suite F'(xo)< 1 car x> /4.

Ceci nous permettra de prévoir, en vertu du corollaire 4, l'appartenance de

Ax
x* =13 In [- ntl ] ¥n2o
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n b= —Axn+l/A2xn Tn(bn) Tn(—bn)
° L- 46y, 3516 - 0.Co584%Y A G 256524
A A.+3853%%F 0.3433d62 A.031q92522
2 A-3084 433 0. 6F36%¢ 4-0163F22
3. A. 43 34 435 o. 83,18 1. 0033912
4 A-06 64 Y 0.8\ 64 o3 A.000815)
5 4.0323 }2 o-95381\8Y 4. 0002254
6 A-0459 333 ©0.474006% 4. ®8000556
E S A.008 0 003 o .- 484841y A. cecodyl
4 A.003 844% O-QAq4F 416 A. 00 00 03
q A -o0041 8298 o- 2913 Foi A. 00 50603}
Jo 1. 0008435 0. A48 6 843 A. 00060002
B ]. 0oo 0% . 0. 9943 23 A. 00 go 004

Donc comme il a été prévu, ona : 1 eIn(bn) ¥no.

4) Estimation de l'erreur dans la méthode de Newton :

Plusieurs méthodes qui ont été proposées pour la recherche d'une ra-
cine d'une équation f(x) = o (E) utilisent des procédés itératifs qui donnent
une suite d'approximants de la racine de (E). Le probléme qui s'ajoute 3 ce-
lui de la convergence de ces méthodes est l'estimation de l'erreur dont le cri-

tére d'arrét des itérations, sur le plan numérique, en dépend.

Ces derniéres années et en ce qui concerne la méthode de Newton qui
est parmi les méthodes les plus performantes, certains mathématiciens ont con=-
tribué 3 l'amélioration de 1l'estimation de l'erreur, soit en construisant une
nouvelle théorie, soit en appliquant des résultats d'autres théories tout &
fait indépendantes. On peut citer l'exemple de Ptdk V.o Potra F.A. [Méthode
d'induction mathématique non discrétel], Miel G. [Suites majorantes] et d'autres
comme Gragg W.B. et Tapia R.A... Parmi leurs articles, on s'est intéressé a
celui de Ptk V.o Potra F.A. [14, 1980] et & celui de Miel G. [12, 1980]. Leurs
théorémes démontrent la convergence et donnent des estimations de 1l'erreur,

Par exemple, la méthode de 1'induction mathématique non discréte appliquée a
la méthode de Newton fournit une démonstration simple de la convergence et
donne deux estimations de l'erreur que les auteurs de [14] appellent : l'esti-
mation 3 priori et l'estimation 3 postériori.

Avant de rappeler leurs estimations données dans un espace de
Banach, il faut signaler que les théorémes cités dans [12] et [14Jont les mémes

hypothéses.




~29-

Dans le cas de IR, on a

Soit an)nZO la suite engendrée par la méthode de Newton : x ., = F(xn),

nzo, ou F(xr) = x - £0x) . La fonction f est telle que
£1(x)
*
. *x £ : U = [xo -m, X+ m]—> R, m>o0, 3x €U tel que

£F(x") = o
x £ est dérivable et f' vérifie
| £1(x) - £'(y) | €K Ix:yl ¥x,y<U
Ef(xo)

<r .
(o]

*x f'(x ) #zo0 : |f' (x )l24d et
o o o .
frix)
o
Les constantes K r_ et d vérifient : 2Kr <d .
o o} o o

Alors, l'estimation a priori qui est donnée dans [12] et [1u4]Jest

n
2a 62
1-927

*|<

(1) !Xn-x

et les deux estimations & postériori sont

. !

(2) lx -x" 1< /a2 + [8x . F - a Ptak et Potra [14 ]

n n-1
3y |lx -x*1<a 1ax .12 Miel [12]

n n n-1 —_—

_p2n
-i—g—- si 2Kr <d

ol A = 2a ©c ©

n

2n-l
si 2Kr = d
o o
r
o
d, - K(atrg)
avec a z <% /dg - 2Krodo , 9= =0 (a+ro
K
4 Kro

o
et M 2 e — 3

K

Pour plus de détails, on peut consulter [12] et [14].
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La fonction d'itération de la méthode de Newton :

F(x) = x- Llx) (f'(x) = o) rentre dans le cadre du corollaire 4 pourvu
£1(x)

que les hypothéses soient vérifiées par F. Donc, dans ce cas et en tenant

compte de la seconde remarque (p.19), on peut donner une estimation de 1l'er-

reur, soit

< 3 --__.r.l___.
(4) Ixn - X < b IAxn__l | [odb =

On va regarder comment se traduisent les conditions du corollaire 4 sur la

fonction f.

On pose ¢(x) = £G) ¥x : £'(x) # o0, on a alors F(x) = x- ¢(x).
£1(x)
ff" A\ m 1"
Donc F' = 1- ¢ et F" = - ¢" avec : ¢' = 1 - ==— et ¢" = F'lemt o= - 2],
£1? £ g g
On a alors
i) F'>o sur D-{ x }<=> ££" > o sur D - {x*}
ii) Si F' > o0, on a :
1 "t " \i "y 1"
F" 2 o (resp F"<0)<> S B o AL r*esp.f s i 22 A0
f f" f' f fH f'

iii) Et enfin :

X, < F(xo) (resp. x> F(xo)) <=> f(xo) f'(xo) < ol resp. f(xo) f'(xo)> o

Aprés cette remarque, on va procéder 3 la comparaison numérique des estima-
tions (1), (2), (3) et (4).

i) On commence par un exemple se trouvant dans [14].
Soit f une fonctionpolynomiale réelle
£(x) = -é-(xsél), % = 1.

3
On prendra D= [1, O[.

f(x)
£f'(x

On a £'(x) = x2 , donc F(x) = x-

.

-2-x+-l—-
3 3x2

~ 1
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X
n+l

définie par

= F(x_), n2o
n

converge vers

F vérifie les conditions du corocllaire 4. En effet :

F'(x) = - o ¥xeD - {11},
I x
On a %< x  ocar x, = F (1.3) =
car F'(x) < 1 ¥x > o,
1A} - 2
F'"(x) = > o  ¥xeD.
x U

2(x°5-1)

1.0639053 et F!' (xo) <1

Par conséquent et en vertu du corollaire 4, on a ¥n2o, le In(bn)’

C'est-a-dire

Tandis que pour les autres estimations

Pour x =
o

Et pour m = Qro, on a K = 3.5443788, a =

On a donc

1.3, on obtient do =

1.69 et r
o

0.2360947.

0.0469446 et © = 0.8207386.

n (1) (2) (3) ()
1 |.-193771945991360D+00 +193771925991360D+00 -1937719459913600+00 L80701RAB2850P 555001
- - |%-x |. .639053254437667P-01
2 | .779912171952134n-01 | .2935115A70151190-01 | .210851463525476D-01 = | ,39960RTA43E1 832002
Pa-x®= | 37e1727531471190-02
3 |.2138300131213170-01 .189351886893495N-03 .118790317511417D-03 ﬁlgxzansnzosasnan-nu}
. '%_{'g .140799520143009N-04
4 | .415626942570332n-02 .2111415128330770-08 .2021909824509580-08 .1982439924534920-09
‘z*_q?l= .19£241201232463N=09
5 |.14902%980748)130-03 | -,2602085213965210-17 .45TR20963100119D-38 .00000000000000uD00
. ¥h] .0c00000000000000D+00

|x‘-z'k
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Sous forme d'intervalles, on obtient

n T (-b ) T (b )
n n n n
L]
1
1 «983203442587531D+400 .1144607208300040+01
2 .999765039687653D+00 .1007758415375290+01
3 +999999947101719D0400 .1000028212802330+01
4 ~3323299999923937N+00 +1000000000396490+01

ii) Soit la fonction f : f(x) = ¢ * -x, on a

£ (x") = o pour x"= 0.567143290409..., £'(x) = -(1 + e ¥)

b

-X -X

f"(x) = e et f"' (%) = -e

On prend D=[o,x*] C [0,1] et x, = 0.1

e_x(x+1)

La fonction F est telle que : F (x)=

X
e + 1
* Sur [o,x*[ : e ¥ >x=>f(x)>0 sur [o,x*[

Donc ££"> o sur [o,x’[ et par suite F'> o:sur [o,x [ (rqi) p. 28)

* x = 0.1, on a alors x, = 0.5225229. Donc x < F(XO)

* F" €0 sur D <=> gl + £ . 2 P (Rg~1ii) p.28)

f fn f'
En effet
-x e X e X
_ e- +1 _ - <9 -
e F-x e 1+e ¥
-x -xX
= + 2 - -
<=> 1 e X > .2 (e x>0 sur D).
-X -xX
e "-x 1lte
<=> 3e X + (1-x) + xe 2 o. Ceci est vrai car xeDC [0,1], Donc

F'"< o sur D.

"
* F' = ££§ < 1 sur D, en effet :
f'




FE" _ (e ¥-x)e™™

-X
= <1 <=>xe "4 2

f'2 (l+e_x)2
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-X

+ 1>o0.

*
Donc, en vertu du corollaire 4, on a x eIn(bn) ¥n2o

. *
S L

X <

| Ax_ | ¥n2o.
n

Pour pouvoir comparer notre estimation avec les estimations (1), (2) et (3),

on doit d'abord vérifier leurs hypothéses et ensuite on donne les coefficients

qui permettent le calcul de ces estimations.

Pour x, = 0.1, on obtient

dg 1.9048374, r_ = 0.4225229 et pour m = 2r_, K = 2.1065379.

On a bien 2kr < d .
o o

Donc a = 0.2313777 et O= 0.5925115 et on a

m 2 So _ a DC U car U= [-0.75, 0.95]}

K

On a alors :

n (1) (2) (3) (4)
1 |-2502490371957970,np .2503490371957970+00 .25034901719ﬁ7°7nyn L4CU32R9N 193853003
“ |xg-x*1: SAno?u39h030h180N-01
2 {.650522959950159D-0) .4198302388059070-02 .37106R53176A4930-02 .36814S720126790D-03
':(,__x = [-3651326235901560=03
3 1.713794324365182Ph202 .2B80660530252270-006 .2836903051u49370D-06 L2U12B6314980633ANLNT
- . ‘x%_xf|=_.27127nzoo4520520-o7
n T (-b_) T (b )
n n n n
1 .571955783992551D+00 .4730900035537810+00
2 »5671463035063210+00 .5664100120660670+00
3 .567143290411378D+00 .5671432421541480+00
4 «267143290809784P+00 «267143290409788D+00
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111) £(x) = /X -1 , £(x )=o pour x =1, £'(x)= et £M"(x) = -

2V/x Lx

3/2 °

On prend D =]0,1]. On a : F(x) = 2vx-x.

* F'(x) = -i—\ - 1, F'(<x)>0 ¥xelO,1[,
VX
* x = 0.8, on a x,= 0.9888544, donc x < F(x ).
o 1 o o)
* FP"(x) = - ——%575 <o sur D.
2%

* F'(xo)< 1 car F'(x)< 1 ¥x>1/4 et xo=O.8.

Donc le corollaire 4 est appliquable et par suite:
¥nzo x"¢ I_(b_).
n n
D'autre part pour x, = 0.8, on a do = 0.559017,r = 0.188854k,
Pour m=2ro, k = 0.9110075 et on a bien 2kro < d . Donc

2=0.3804788 et 0=0.234529, et on a aussi m 232

- a. U= [0.42, 1.187.

K
On obtient
n (1) (2) (3) (4)
0>01A3R0S71 0 0N=0 w829 R3RyGTpuN=0] 4420 A3A0ST 1 gToNen} C11KN915927935a7 NN}
1 L48201R3R0571 0 oh=0} wa29)1R3 v -4 1*—»"\, 23185120001 nAIN=0]
YpRESD2T2Na 6H2290003540902N0-03 LI61RATZABAURST N0 ,51§|u’a?3°«7rloh-nu
2 |.23072n73%0R852720-02 L1622909503 ¢‘~ T AaAE A 1RGP0y
b&f* = 20
3 6208 2A310136T76ANNS J128171;%382REP NN L12810099625503320-nt LRI PRI UL VI Ll
'\ TPHLR3AL1H10ACRINANG
Yy - X
n T (-b ) T (b))
n n n n
1 .1000663771279190+01 .9770649927204770+00
2 .1000000087757080+01 . 9999374512716870+00
3 .1000000000000000+01 .9999999905323190+001
b .100000000000000D¢0] J1000000000000000+01°
| A -
S Y




_35_

. . . 2
iv) Enfin, soit f(x)=x -4, x*=2 et D=[2, + o [.

On a £'(x) = 2x et f"(x) = 2. Donc:

F(x) = &=+ 2
2 b4
* F'(x) =i —-2§> o sur D,
2 X

* Pour xO =6, onax, =

3. >
1 3.3 Donc x_ F(xo),

* FP"(x) = -i§>o sur D, et
X
* FP'(x)< 1 ¥xeD.

Donc 2 €I (b ) ¥n >o0.
n o n

D'autre part, toujours pour xo=6, on a do=12 et ro=2.6666667 et pour m=2ro,
K=2. On a 2Kro
aussi vérifiée. On a U=[0.67, 11.333].

*d_, donc a=1.9999999 et ©=0.5. L'inégalité m2 o, _ 5 est
K

Les essais numériques donnent :

sl

n (1) (2) - (3) (4)

T 1771711177777778001
L1333333353333533040)

}133331313!3133in'ox"
!Xl-x | =

1 §.133333333333313n4+01 L1333333333333%30401

W2h0ELOHLALAOLHAOATNG 00
«156806274509R039N-01
.61030n875R6T657MP=04

«931322574832320n-99

2bbbobuLbbhoboATNL 00
.150R0L27450980%6N-03
.

.61030NET75RLSL YN0

.9313223525706874D=-09

.26bbohobobohohIDin0

|x,~x*| =
.150RLPTUSAGRYTIYN-N]
*
!X -X l =
.01030087SAo uein-nq
|%,~x"| =
.9313¢2$7M8$2$I;D-09
lxs-x , =

.328205128205120De00
J2hbhubohobohohoN+ND

J1ROR25980UEIAZNN]
L150R6278509R¢30D=N1

0127450015167 maN=-04
.6103u0875805034N~04

.931336785607u340=-0Y
.931322552570074D=-0Y

Comme on peut le constater, notre estimation d'erreur est meilleure que celles
des autres sur les 3 premiers exemples, par contre elle est moins bonne sur le
dernier exemple, alors que les 3 autres estimations sont bonnes et surtout l'es-
timation & postériori (2) de Ptak et Potra [14]. Cela s'explique simplement par

le fait que leurs estimations tiennent compte des fonctions majorantes qui dépendent
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d'une fonction du second degré. En effet : dans [14] , l'estimation & pos-
P . ’ * -~ 2 -
tériori est donnée par : lxn+l—x | <o( ] A X ), n20, ol 0(r)= r-a+/r + a

Zw(n)(r) , avec
nx1 9
r (k+l) (r) - (L)(k)

et Ww

I T A e

(w(r) k2o, re R’

w est appelée par les auteurs de [14]: '"Vitesse de convergence'.

xo>a
Si on considére la suite (x : (x
( n)nZO f n) s

X_ L X _~
n+l “n '
f (xn)

avec f(x) = x2—a2, la fonction w vérifie : w(—Axn)z - Axn+l ¥nzo. Par suite
P
o( 1A X ) =1I w(k)( | A xnl) = £im Zw (10 (—Axn)
k21 pre k=1
*

Y _ O = - 2o.
Lim (xn+l Xn+p)' Soit : of IAxnl) ]xn+l x |, ¥n2o0

p—)oo

Ceci nous entraine 3 chercher 3 améliorer notre estimation en faisant un autre

choix de (b ).
~Tn

V - Autre choix de (bn)nZO

A

n

Le choix précédent de (b_) qui est b_= (A_#1)était basé sur
b R n2o BN
z , afin d'avoir des intePvalles emboités. Donc,

l+bn+1

1'hypothése (H') : An <

on obtient une estimation de l'erreur en utilisant des informations sur (An)n>o'

En conséquence, il est tout & fait logique, si on dispose de plus d'infor-
mations, d'avoir une estimation de 1l'erreur meilleure.

v . .
Pour cela, soit l'intervalle I = ]0, —2—»]et soit la fonction ¢
n

g: I ———— R
/i-u?

1-Y1-4)

A ———30(}) =
2\

® est bien définie sur IC 10,1/2 [ . Elle posséde des propriétés qu'on va pro-

poser sous forme de lemmes
Lemme 1 :

lﬁlel : O(A) >0, (A A et A < O( A)<1.
_ A0
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Preuve :
/ 2 —
*  O(\)>o<-> L= VI-HA_ | 0. or A>0et1> /1-ur2,

2\

« On sait que : Vl-env 1 - 12 quand € » 0.
2

— 2
donc /&-HA vlo- 2X2 quand A + 0 et par suite $(A) -ir2h
Ao 2X
* A< 9 (WM< 1 vient du fait que 0<A < .
2
A>o >
En effet : Oy <1 <=1 - 24 < V1I-4)
A>o

LAy <= 1-4%2 <1-212

Or : o< A < 1/2 => 1-2 A < Vl—ukz <1—2>\2

Lemme 2 :

[ﬁke I: o(A)< Al
1-A
Preuve :
/ 2 A>o 2
o < <=> 12 1-4A o A <=> 1- 2) < /1_uxz
1-A 2A 1-X l—%w
2 —
or o< A < 1/2 => EZA:EA——< /ﬁ—uk
1-X
Lemme 3 :

® est convexe sur I et ¥x,y € I : x<y, on a :

B(x) £ 2—a(y).

y
Preuve :
-~ 2
x 0 ) = =2 o) = <I>(A)'/1°L2*X - ;;5*
A1-122 A2(1-u12y3/
® étant > o, on a donc :
®"20<=> /1-4A2 > 1 - 822 <=> 12022 surt <> [A] = €N .

n
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V3

u
donc ®"(x)20 ¥xel. Par suite ® est convexe sur I .

1,

Or, on a pris la précaution de prendre I = Jo,

* La seconde propriété est une conséquence immédiate de la convexité ded

Soient x,y,z €l : o<x<y < z,on peut écrire

. 2 - -
y:_————Lx +—1—><—-Z.
z - X z - X
2 . . z - - Z -
C'est évident de voir que o< e dclet L X1 220
zZ - X Z - X z - X

® étant convexe, alors

o(y) S0 (x) + L0 (z). Ceci est vrai ¥x.y et z : o<x<y £z, En par-
z-X z-x

ticulier pour x tendant vers o.

Or d'aprés le lemme 1 : £im ®(x) = o, par suite

X> 0
b(y) ==2=0(z) WVy,zel : y<z.
[ ]
z
Donc, grédce au choix de la suite (bn)n telle que
b = @(An) ¥n et aux lemmes précédents, on va pouvoir proposer un résultat

qui donne une estimation de l'erreur meilleure que la précédente au moins

sur une classe de suites incluse dans celle définie d partir du corollaire 3.

On a le résultat suivant

Corollaire 5

*
Soit (Sn)n une suite strictement monotone de limite S .

On suppose qu'il existe N

i) o< )\n £~3-— ¥nzN

u

890N

ii) Xn+l <\ ¥n 2N.

1-/1-12

définie sur I.
2A

Alors S¥eI (b ) ¥n2N od b_ = ®(X_) avec ®(X) =
n n n o
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En outre, on a :

(5) Is

- ¥ n >
o+l s | sbn lAsnl < IASnI ¥n2N .,

Preuve :
* (Sn)n est strictement monotone.

* bn = @(%])>o ¥n2N, car XneI ¥n2N (lemme 1)

* Comme A szfi_ <1 ¥n2N, alors A < R2 < A ¥n2N.
n 4 nt+l n n
Donc (A n)n>N est strictement décroissante. En plus elle est minorée par O,

donc elle est convergente.

® étant continue sur I, alors (bn)n est convergente et on a ZimbnASn=o.
n-o
b

* 11 suffit de prouver que Ans' ¥n2N afin d'appliquer la proposition 2.

l+bn+l

b =¢(x ) = , c'est-3-dire 24 b = l-/€-4X2 .
n N n n n
n
Soit (1-2A_b )2 = l—qu, donc 4A2b2 - 4A b = - HAQ ce qui donne :
n n n n n n n n
A = 2D vnaN 2
n 14b2
n
D'aprés le lemme 3 : ¥x,yel : x<y, on a &(x) = —5—-®(y).
y
N 2 _,  _V3
Or par hypothese : Q<X €A <A £ e=— ¥n2N, donc
s n+l n n L
A
o0 ) <2 e ) wnaxn.
n+l A n
A n
Comme LA A ¥n2N et A_ < (1) ¥n2N (lemme 1),
\ n n n
n
alors An+l
—_— < @(An) ¥nzN et par suite
P\
n
o< 8% ) < [8(A 1% vnaN.
n+l n
. 2 . -
Soit bn+1 < bn ¥n2N, ce qui entraine:
b b
n2 < 2o ¥n2N., Or )\ = 2t ¥n2N, donc An<-—2——— ¥nzN,
n

2 1+b
1+bn l+bn+l 1+bn n+l
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Par conséquent, en vertu de la proposition 2,
s*¢ I (b ) v¥n2N.
n o n

*
e . - ¥n=
En méme temps, ona : |S 1 S | =b_[AS_| ¥n2N.

Or d'aprés le lemme 2, b = @(An) < o ¥nzN,

1-A
n
dome IS -8l sb | As |< -Ano|as | vnaw.
n+l n n n
1-X 2
n
An
Remarquons que le choix précédent de la suite (bn)n était —o5~ et donc,

dans ces conditions, le nouveau choix de (bn)n : bn =<I>()\n)donnen une meilleure
estimation,

z . . ~ 2 ” .
Malheureusement, on ne peut pas vérifier 1'hypothése An+ s’An théoriquement.

1

<
n+l
numériquement sur des exemples,qu'elle n'est pas vérifiée, cependant on a

N N 2 . N
Cette hypothese, en effet, nous sert 3 prouver que b bn' Or il s'avére

2 . . . .
b ;< bn et on obtient donc une estimation avec bn = Q(An). Donc, il peut

n+
. . . 2 2
avoir un u & s o < r A <A”.

y une autre démonstration pour bn+l bn sans passer pa o+l 1

Pour illustrer tout ceci, on va reprendre les exemples précédents :

(Sn)n>o étant engendrée par la méthode de Newton. Il faut noter que le
. - PR : 2 . P
dernier exemple ne vérifie pas An+l < Xn, tandis que les autres le vérifient

(constatation numérique).
Commengons par le dernier exemple :

1) f(x) = x2 -4, x* = 2. On obtient :

n (2) (3) (4) (5)
— - R ——— — — T ——
.1333333333333330+4901 .1333333333333330+01 JITITTIT7777777780+01 .1333333333333330+01
1 H\‘ﬂ"l: .13333333333353330+01
«266b66b6b66666667D400 .26666666666666TD+00 .3282051262051281+400 «26666666000066T70+00U
2 ‘({Lx*!z (2066b6666660006D+00
3 .1568627450980360-01 .1568627450980390~-01 ,10666259864941820~01 +1568627450980390-01

D-0
l‘l*“1= .156862745098036D-01

u «6103608758656340-04 «6103608758678530~-04 .612745061516764D-04 «6103608758678550=04
’ |4 ~x*]{ -£10360675805034D-v4

5 .931322352570874D-09 .9313225748323190-09 .931336785687034D-09 .931322575049159D-0Y
o .93;325}5257067uo-0v
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n T (-b.) T (b))

n n n n
1 +200000000000000D+01 L6666066666666670401
2 .200000000000000D+01 .2533333333333330+01
3 .2000000000000000+01 .2031372509019610#01
b +2000000000000000¢01 .2000122072175170¢01
5 +200000000000000D+01 .2000000001862640+01

Comme on peut le constater sur cet exemple, la transformation

((Tn(—bn))nZO est exacte. On a Tn(—bn)=2 ¥n2o.

2) £(x) = = (xa—l),

*
x =1. On a

3
n (&) (5)
1 .8070188285625550-01 | .6465391021542010=0)
== [ -8390532544378670-01
2 .3996687843818320-02 .376231283865665D-02
by —x*|e | ITo1727531471190-0¢
3 .141328502951308D-04 .140799525106672D-04
- l‘i__xﬂ: .140799520143009D=04
t .198243992483492D-09 o | .198241242652406D=Qy"
Ky —X'1o L 198247201232463D~09
n T (-b_) T (b_)
n
1 .999251415228367D+00 .1128559235659210401
2 .996999414692813D¢00 .10075240a037013D+01
3 .990999999999504D+00 .1000028159904520401
4 L100000000000000D+03 .1000000000396480+01

—
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-X
3) f(x) = e " - x :
n (4) (5)
1 [.494328902193653D-01 JHUT517230L8Y6505D=01
. [-x4l= |.4402039603061R0D-01
2 J.368145720126790D-03 «365133350499v07D=0>
l)(‘&_g"l-_ «36513262359031506D=03
3 [.241286149406138D-07 .2412702094433270-07
b(;-y;"l:_ 2U12702004524R2D=07
- T (b
n Tn( bn) n n)
% .567278617462816D+00 .477771170083516D+00
.567143291136694D400 .566413024435694D+00
3 567143290409784D+00 «567143242155742D+00
4 .567143290809784D+00 .5671432904097840+00
4y £f(x) = vx -1
n () (5)
1 .118093892793547D-01 .1115315133683200=01
V¥, —xv| = | J114561800016810-01
2 | .313182425947838D-0 .3123048626074510=04
[xu—~*|=| .3123048551611890+04
3 «243841296984840D-09 . 2438397701499A20-0y
I~ -,-."lz «243839615166053D-0Y
n -2220448071230880~-15 _ | .222044592572498D=15
. - ~"l| .22204146049250310-15
- T (b
n Tn( bn) n( n)
% | +100000753333666D+01 .9777012306630000+00
! +100000000000274D+01 .999937539026221D+00
3 i +100000000000000D401 +9999999995123210+00
53 1 .10000000060000000+01 «100000000000000D+01 .




En conclusion, ces tests numériques confirment ainsi la nette amélioration
de l'estimation de l'erreur, qui reste meilleure que celles proposées dans
[12]et [14]. Le nouveau choix de (bn)n=(®(kn))n>donne une suite (Tn(bn))n
exacte pour 1l'exemple : £(x)=x°-4. Ce phénoméne est observé aussi sur
d'autres exemples de type : f(x)=ax2+bx + ¢. Malheureusement, il n'a pas
été possible de prouver théoriquement cette comparaison.

Néaﬁﬁoins, on voit les possibilités d'estimer 1l'erreur d'une suite conver-
gente, que fournit cette méthode simple, basée sur des intervalles emboltés.
Notons que son application ne se limite pas uniquement a la classe des
suites générées par la méthode de Newton. Elle peut s'appliquer aussi &
d'autres suites, qu'elles soient engendrées par une fonction ou non, & con-

dition gqu'ellesvérifient les hypothéses de nos théorémes.
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CHAPITRE 11

CONTROLE D'ERREUR POUR UNE CLASSE DE SUITES
A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE A L'AIDE D'UN
PROCEDE D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
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I. Introduction :

Dans le premier chapitre, nous avons énoncé un résultat fonda-
mental pour estimer la limite d'une suite convergente sans tenir compte
de son type de convergence.

C'est pourquoi, dans un premier temps, nous proposons d'étendre
ce résultat aux suites 3 convergence logarithmique. Nous obtenons ainsi
une estimation de la limite pour une certaine famille de ces suites, par
le biais des intervalles In(bn), avec un choix particulier de la suite
(b_)_.

n’'n
Nous constatons que la borne (Tn(bn)hjne converge pas aussi vite que
l'autre : (T_(-b_))_.
n "n’’n

Pour y remédier, nous proposons ensuite un nouveau procédé d'accé-
lération de la convergence en construisant des variantes de (Tn(-bn))n
d partir d'un principe de décalage.

La nouvelle méthode de contrdle d'erreur consiste donc a considérer
les deux transformations successives de ce procédé qui encadrent la li-
mite.

Nous donnons des résultats concernant 1'accélération de la conver-
gence et la détermination des noyaux de ces transformations. Nous obtenons,
en particulier, des propriétés intéressantes d'exactitude sur certaines
classes de suites en composant les deux premiéres variantes.

Enfin, nous terminons par un résultat qui met en évidence les deux
transformations en question pour estimer la limite.

Des essais numériques sont exposés le long de ce chapitre, au fur
et 3 mesure que nous donnons des résultats théoriques.

Signalons, avant de clore cette introduction, qu'une généralisation

de ces transformations au sens de Levin [10] est envisagée.
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II. Estimation de la limite d'une suite 3 convergence logarithmique

avec un choix particulier de (bn)n’

Dans tout ce chapitre, il s'agira de nouveau, du cas particulier

de transformation de suites (T )
n’'n2o0

n=o.

T = Sn + ASn = Sn+l,

. n

Nous rappelons que la suite ()\n)n désigne toujours la suite

~

ASn+l

s )

avec AS 2o et I (b ) est l'intervalle [T (-b ) A T (b )]
n n n n n n n' " n

avec Tn(-bn) = Sn+l + bnASn et Tn(bn): Sn+l - bnASn'

D'aprés le résultat fondamental du chapitre I (cf proposition 2)
on a vu que
* ” . -
Si une suite (Sn)n>o strictement monotone de limite S vérifie

b ~ . . . .
(H) A <€ =D ¥n>N, ol (bn)n>o est une suite strictement positive,

n
1+bn+l

*
alecrs S € I (b ) ¥n2N.
n ' n

Mais si la suite (S ) est de telle sorte que la suite (X )
n'n n n2

20 Z 0

converge vers 1 et si la suite (bn)n est convergente, alors 1'hypo-

20

thése (H) ne peut pas avoir lieu pour tout n. Sinon on aurait, en fai-
sant tendre n vers l'infini dans (H), 1 < 2 od b= £im bnzo, ce qui

n'est pas possible. 1+b e

Donc, il faut trouver dans ce cas une suilte (bn)n strictement

positive divergente telle que

b
Zimb A4S "= o et A< it ¥nzN.
n->o l+bn+l .
Prenons comme suite (b_ ) : b = w—Dtl (MM zo0 et AS_# o)., Cette
n’n n AX n n
n

suite dépend de la suite (Sn)n'

On verra dans la remarque p.58 que (bn)n est divergente. Pour véri-
fier les conditions précédentes sur cette suite et avant de donner un ré-
sultat semblable & la proposition 2, on va s'intéresser a une classe parti-

culiére de suites itératives.
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1) Péfinitions et propriétés

Soient : D un intervalle fermé et borné, £ : DCR + R telle que
* f est deux fois dérivable sur D,

ol * f est strictement croissante sur D,

(C. N
1 * f est strictement convexe sur D ou strictement concave sur D,

et 3s% €D unique tel que : f(S*) = 5" et £1(s¥) = 1.

Si en plus f" est continue, on notera (Cf) au lieu de (Cf ).
1

Soit HCD

*
H = { xeD/ x<f(x) < § } si f est strictement convexe
ou

; *
H ={ xeD/ x>f(x) > S } si f est strictement concave.

S = £(s) ,
Si on considére la suite (S ) : n+l n
n’'nzo

S € H
o

alors H est un domaine de convergence. L
En effet

Soit Soe H. Si f est strictement convexe (f est strictement concave),

* *
<
alors SO f(SO) < S (SO> f(SO) > 85 ).

. . * *
Comme f est strictement croissante et f(S' ) = S , alors (Sn)n>o est
Strictement croissante et majorée (strictement décroissante et minorée).
* * . z *
Donc elle converge vers S, car S est l'unique réel : s*= £(s ).

On a donc les deux cas de figure suivants
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é$~
f convexe , f concave ~
|
/ __!
- 4
S r——— |
!
| |
1 L
’ S+ S, T
S 4/
~
D D

Donc, dans les deux cas, on obtient une suite strictement monotone et
. . . * P . .
qul converge vers le point fixe S , la convergence é&tant logarithmique

. *
puisque £'(S ) = 1.
Soit R, la fonction définie sur D - {s" par :

f(E(x)) - £(x)
f(x) - %

B(x) =

On va donner maintenant une suite de propriétés de la fonction Bqui vont
nous étre utiles dans la suite.
Lemme 1 :
Si les conditions (Cfl) sont satisfaites, alors :
a) B(H) C Jo,1[,
b) ¥xeH : B(xr) < B(f(x),

c) la restriction de R3a H : BA’ est de classe Cl,
H

d) B est prolongeable par continuité en S* et B(S*) = 1.

Preuve :

a) * 8(x) > o ¥xecH

f étant strictement croissante, on a alors :

x>f(x) => f£f(x) > f(£f(x))

u => B(x)> o.
x<f(x) > f(x) < f£f(£f(x))

"o
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*B(x)< 1 ¥xeH :

Si f est strictement convexe (f est strictement concave), on a
alors
* *
x<f(x) < S (x> f(x) > S ).
f étant dérivable, on sait que : dte] x,f(x)[[i te] f(x),x[}

tel que : £(f(x)) - f(x) = £'(t) (f(x)-x) [ F(£(x)) - f(x)=f‘(E)(f(x)—x1.

Or f(x) #x ¥xeH, alors B(x) = £'(t) (B(x) = £'(%)).
x<t <Ff(x)< S§° (x> T > £(x) > )
alors
On a :

f" > o (fn < O)

F'(x) < £'(1) < £'(S¥) = 1 (EYxXE(D)<E'(sT) = 1).
donc R(x)< 1 ¥xe H.

b) ¥xeH : B(x) < B (f(x)). Pour les mémes raisons :

Jt, t' : x<t< £(x) < t' < F(£(x)< S tels que :
B(x) = £'(t) et B (£f(x)= f'(t') si f">o.
ou 3E,T' & x> T> £(x) >T'>(£(£(x)> 8" tels que :
B(x) = £1(1) et B(£(x) = £' (3') si F"<o.
t<t' et £'"> o => Fr(t) <f'(t")

or

I'<t et f'< o => £1(X) <£'°(t")
Donc B(x) < B(£f(x) ¥xeH.

c) BA/H est de classe Cl, cela vient du fait que f 1l'est et le rapport
a un sens (s” ¢ H).

B(x) = £'(t), x<t<f(x)<S" si £"> o.
d) On a : ou

B(x) = £'(T), S'<E(x)<f < x si £" < o.

* . * = *
Donc, quand x tend vers S , t tend aussi vers S (t + S ).
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f' étant continue, on a alors £im B(x) = f'(S*)=l.
x+S* '

. > ” *
Donc on peut prolonger par continuité B en S et on a :

f(£(x)) - f(x) si g = S
B(X) = f(X)" X
1 sinon B
. . e - . - >
Soit S_eH. La suite (Sn)nzo, définie par S, f(Sn) n2o, est telle
que : ASn = O ¥n (strictement monotone).
Par suite : (A est bien définie.
n’ n20
As
on &+ % cemnmtl | E(E(Sp) - £(Sp).
T £(S_) - S
n n n

Donc A B(S_ ), ¥n2o (S_e€ H, ¥n=2c)
n n n

S s”
n+l

. - *
Si on pose pn- (Sn = S ), on a le

*
S -8
n

Lemme 2 :

Si les conditions (Cf ) sont satisfaites, alors on a :

1
> s A =i =1 & 5 :
o< An < An+l <1 ¥nzo et ﬁiﬂ A nig P71 s (pn)nZO étant strictement croissante.
Preuve :
* On a A= B(S ) ¥nxo, S ¢H ¥n2o.
n n n

Donc, d'aprés le lemme 1, on a :

a) £im An = £im B(Sn) = B(S*) = 1 (R étant continue).

n-e n—>o°
b) o < B (Sn) < B (f(sn)) <1 ¥n2o
soit o < An < An+1 <1 ¥n=o
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£(s_) - £(s)
p_ = — ¥n2o. f étant dérivable, on a alors :

n

(p) est strictement croissante :
n n2o0

solt xeH

Si f" > o (f" < 0), alors x < f(x) < s* (x > f(x) > S*).

*
On peut écrire : f(x) =-§;—:—££§l - x + -££§l—:—§- S*
S - x S - x
*
Si on pose u = S* — f(x),on a bien o< wKletl-u-= f£X) -
S - x ‘ S - x

Donc, f étant strictement convexe (strictement concave), on a :

F(£(x))= £ (ux + (1 - W)S™) < u £(x) + (1 - ) £(s™)

( 1" > " )
*
soit  £(EG) < EO) gy o EOD DX gsT)
S - x S -x

( " S " ).

% * * * .
Or fF(8 ) = S et S - x>0 (8 - x<o0), on a alors dans les deux cas :
(5 - %) £F(E(x))< (8% - £(x)) £(x) + (FGx)-x)s”
Soit : (8% - x)E(£(x) + x5" < (57 - £(x) £(x) +T £(x)

En multipliant les deux membres de 1'inégalité précédente par (-1)

. *2 .
et en y ajoutant S ~, on obtient :

s*2 _ x8* - (S*-x)F(£(x) > 87 - STE(x)-(S*-£(x)) £(x)
* * * * * x
soit : S (S -x) - (8 -x) £(f(x)) > S (S -f(x)) - (S - £f(x)) f(x)
soit
encore : (S*—x)(S*-f(f(x)» > (S*- f(x))2
comme (s*-x). (S™-£(x))> o dans les deux cas, on a alors :

s - £ (£(x) , ST - £(x)
* *

S - f(x) S - x

, ceci étant vrai ¥xeH ; en par-

ticulier pour les termes de la suite (Sn)n' Donc, on a :
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s¥ - F(£(s_ ) s¥ - £(s))
n N n

s* - £(s) s¥ - s
n

n

soit p > p ¥n

Pd . Pd . Pd *
Un résultat important concernant la valeur de la dérivée de B en S est

donné dans le lemme qui va suivre.
Lemme 3 :

. 2 * * *
Si f est de classe C  sur D : £'(S ) =1 et £ (S ) 2 0o, S étant le

seul point fixe de f dans D, alors :

8'(8*) existe et B'(S*)z o.

-—

Preuve :
Jf(f(x)) - f(x) si x2S
B(x)= f(x) - x )
l 1 sinon’
car f est de classe Cl et f'(S*) =1 (lemme 1).
Posons h(x) = f(x) - x, alors B(x) = h(EGx), six # g™
h(x)

1
B est de classe C Vxxs* car £ 1'est et h(x)#o szs*

~onc B'(x) = fF'(x)h(x)h'(f(x)) - h'GOh(F(x)

h2(x)

- . *
or, au volsinage de S , on & :

R(E(x) = B(x)E'(x) + 0 (b7 (x)) .
_ T GORGORT(E(x) = b GORIE'(x) + O(h(x))

Donc B'(x)
h2(x)
Soit B'(x) = F'(x)h'(f(x) - h'(X)f'(x) + 0(h(x))
h(x)
or h'(f(x)) - h'(x) = h"(x). h(x) + 0 (h2(x))
Donc B'(x) = £'(x)h"(x)h(x) + 0 (h(x))

h(x)
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.Soit : B'(x) = £'(x) h"™(x) + 0(1).

comme f" est continue et h"(x) = f"(x), alors en faisant tendre x vers

S*, on obtient :
B'(s*) = £(s™) (£'(s™) = 1)

donc B'(S*) existe et comme f”(S*) 2 0, alors :

*
B'(s) #o. 2
Pour illustrer ce qui précéde, on va donner quelques exemples :
a) soit (S ) 8 = 1 » n20. Cette suite peut s'écrire comme une
n’n2o n
n+l
suite itérative :
- - X - -
S41 = f(Sn),DZO avec f(x) = et D =[-0.9,1]
1+x
S =1
o
s* = o est le point fixe de f. On a :
f'(x) = -——1—3 > o0 ¥x, f'(s*) =1 et £'"(x) = - 2 <o¥xeD.
(1+x) (1+x)
Tandis que B est définie par :
B(x) = —i , B(s™)=1.0na:
1+2x
B'(x) = - —2— et B (%) = - 2:67(s™).
(1+2x)
b) Soit (S.) S = —AL——-, nzo  Donc f(x) = avec
P n2o : ntl oo 2-x
n
*
SO = 6] D=1[0,1.9]et S =1
1 - l t * -— ’ " - 2
On a : £'(x) = 5 >0 ¥x, £'(87) = 1 et £'(x) = —3 >0
(2-x) (2-x)
sur D.
1 ' - 2
D'autre part : B(x) = ——— et B'(x) = X
3 - 2x (3 - 2x)
*
Ona B(S™) = 1 et B'(s™) = 2 = £"(s™).
9
. . S = e——————_ n20
c) Soit (Sn)nZo : ntl oo S
n
S = 2.5
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On a £(x) = —2—, S*= 3 et on prend D = [2,5.9].
6 - x
fr(x) = 9 5 > 0 ¥x, f'(S*) = 1et £f'"(x) = 18 =— > o sur D,
(6-x) (6-x)
D'autre part : B(x) = et B'(x) = 6 5
9-2x (9-2%)
Or a B(S™) = 1 et B'(8¥) = =2 = £n(s%).
| [y = 5, 2 o
d) Soit (Sn)nZO : n+l n 1+Sn
[ S = 0.4
o
1 -x *
On a f(x) = x s S = 0. On prend D = [-0.9, 0.4].
1+ x
2
£ (x) = - 2 ; X > o0 sur D
(1+x)
f'(S*) =1 et f"(x) = - ——:L———< o sur D
(1+x)
2 , _ = 4(1-x)
On trouve : B(x) = _-x) et B'(x) = (142x - 2)2
142%- x roX
Ona : B(S¥) =1 et B'(S*) = - 4 = £(s¥),
= - >
e) Soit (5)__ Spe1 T Sp1 - a8)), n20, o< o<1
n’nzo :

S €t ( H est défini lorsque D sera défini)

On a f(x) = x(l-ox) et S*=o.

Soit & : 0 < & < —— . On prend D = [-a,a ] -

20,

bl

On a alors
f'(x) = 1-2ax > o ¥xeD et f'"(x) = -20<0 ¥x
£1(s™) = 1
On obtient pour : B(x) = (l-ocx)2 et B'(x) = -2a(l-ox).
* * *
Donc B(S') =1 et B'(S) =-2a=£f"(S) = £"(x).
A présent, on va passer & la définition de la fonction d'itération w,

qui consiste a engendrer la suite des rapports des différences successives

de la suite (Sn)nZo : ()xn)nZo .
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Donc, on suppose que :

Jw : [0,1] = [0,1] de classe Cl telle que :
(Cw)

woB = Bof et vérifiant : w'(x)2x ¥xelp,1], o<p<i.

La fonction Bétant définie sur HU { 8} par :

FOE(x) - £(x))

. *
s1 x=# S

B(x) = f(x) - x

1 sinon
Il est clair que l'existence de la fonction wdépend de celle de la fonction
réciproque de B:B—1 » puisqu'on suppose wtelle que : woB= Bof.

I1 s'ensuit que, dans les conditions (Cf) si x €H alors f(x)e H et comme
o<B(y)<1l V¥ycH (lemme 1), alors w(J0,1DC J0,1[ et w(1)=1 puisque

* * *
f(S') =S et B(S )=1.

Donc, si on considére la suite (Sn)n>o définie par :

Sn+l = f(Sn) , alors on a :
S e€H .
o ~
fO£(S_)N - £(S) AS
B(S ) = n Bc B o) et
n £(S ) - s AS
n n n
si woB=Bcf, alors An+l = B(Sn+l) = B(f(sn)): w(B(Sn))'
_ ASl
soit : A = wlA) ¥n avec A = —— °
n+l n o AS
o

I1 n'a pas été possible de prouver théoriquement l'existence de w
avec la propriété x<w'(x). Tout de méme, sur les exemples précédents

on peut déterminer cette fonction 2t vérifier sur certains que x<w'(x)

a) Pour les suites (S )
n'nzo
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on obtient la méme fonction w: wof = Bof.

Solt : wix) = Arx et w'(x) = ——E——g
3-x (3-x)
I1 est facile de voir que
w'(x)2x ¥xe [0,1].

b) La fonction wassociée 3 la suite (Sn)n>

S = S (1-aS_ ), n20, o< a <1 est w(x) = (1-vx + x)2.
n+l n n

On remarque que le calcul dew est indépendant de o,

Ona : w(x) = 2(1-v% + x) (1 - ——)
2V%
Cet exemple ne vérifie pas : =x<w'(x)
En effet : x2w'(x) <=> xv/x= (1-V% + x) (2vVx-1)
<=> xVx - 3x + 3/x - 1 <o.
Or o oxvx - 3x + 3% -1 = (VX - 1)3 et (VX - l)SSo sur J0,1].
¢) Pour la suite (S_) : S =s iS50 foncti t telle :
n'nzo b Speil R . , la fonction west telle :
2.2 :
w(x) = (2-20, +2u ) avec a =, | 2%
4 - 60" + ug -O \ 1+x

o2(2 - 20 +0%) (6° - 60+ 100 - ) .

x2 (4 - 6a2 + uas —au)2

et w'(x) =
On peut démontrer, par une technique de "dérivations successives
de polyndmes", qu'il existe p : o < p < 1 tel que
w'(x)2x ¥xe [p,1].

d) Enfin, on va terminer avec un exemple de W sans que la suite 4

(Sn)n>o soit une suite itérative : c'est le cas des séries.
Donc, soit (Sn)n>o la suite de sommes partielles de la série de
o >
Riemman : §_ = L , u>1.

K=o{k+1)
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Par un calcul formel, on obtient :

w(x) = (2 - x+M)7H

on a:w([0,1]) C [O,l].l_U

X1/u ~(1+u)

Tandis que : w'(x) = x ¥ (2- )

* Si p=2, alors w'(x) —:%—————5—
Vz(2-vVx%)

On a : w'(x)2x : ¥xe]J0O,1], en effet

si o<y<l alors o<y(2-y) < 1 (car y2—2y + 12 o)

Donc y3(2—y)3 < 1, ceci est vrai W¥yel0,1],

en particulier pour y=v/x. Donc xvx (2—/§33 < 1.

1

Soit XE ——=—— = w'(x), ¥xeJOo,1].
Vx(2-v%)
* Siu> 2, alors
1-2u 1/u .
Ona w"(x) -2 X u (1 U+E/X U+; et w"(1) = 2 .
U (2-x L5 u

Donc w'"(1) < 1 et par suite 3pe]O,1l

w"(x) < 1 sur Jp,1[. (Continuité dew™au voisinage de 1).

81 on pose 0(x) = w'(x) - x, alors 0'(x) = w"(x) - 1 et 0'(xX) < o sur
Jp,1[. Donc O est strictement décroissante sur Jp,llet comme 0(1l)=o,
alors 0 ne peut &tre que strictement positive sur Jp,1[.

Par suite : w'(x) 2 x sur Jp,1].

Une autre propriété de la fonction wqui peut se déduire des conditions
(Cf) est donnée dans le lemme suivant

Lemme 4 :

On suppose qu'il existe w: [0,1]» [0,1] de classe ¢t telle que
w of =PBof.
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1.

Si f est de classe C2 sur D, f'(S*) =1 et f”(S*) =0, s* &tant le seul
point fixe de f dans D, alors w'(1l)

Preuve :

- 1 s
On a : woB=PRof. f, B et w étant de classe C°, on a alors, en dérivant
w oBf et Bof :

w'(B(x). B'(x) = B'"(f(x). f'(x) et en faisant tendre X

* .
vers S , on obtient

w' (B(s¥). B'(s™) = R (£(sY). £'(s¥).

Soit w'(1).  B'(s¥) = 8'(s¥), car £'(s¥) = B(s¥)=1.
comme B'(S*) existe et est non nulle (lemme 3),alors : w'(1l)=1.
8
Remarqgue :
Sn+1 = f(Sn)
Si on considére la suite (S ) _ .
n’'n2o
S €eH
o
alors le lemme 4 nous garantit que :
A9
i) (b_)_ est divergente et ii) £im —™*1 = 1 (AA_ =0 ¥n (Cf lemme 2))
n’n n
n+~ AAn

En effet : on a : 4&im An = 1etw(l) =1

n—)w
. _ l_‘>\n+1 gn l-)\n+l .
i) b_ = = avec £ =
o AX 1-€ R PO\
T n T
- by
Or £im £ = £im w(l) - wCn) | w'(1) = 1, alors Zimb_ = o
e 1 -2 e 0
n
1) Moty - w@On) - wAn) et donc £im LAntd o yp)e,
A\ WAy -2 we My
n n n

2) Estimation de la limite :

Récapitulons donc les conditions (Cf) et (Cw)
Soient DCIR un intervalle fermé et borné et

f : DD telle que :
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2
( % f est de classe C sur D,
* f est strictement croissante sur D,

* £ est strictement convexe sur D ou bien

= .
(C) A4 strictement concave sur D,

et HS*ED unique tel que : f(S*) =S*et f'(S*) =1
F(E(x) - £(x)
f(x) - x

. *
sl X # S

(c) { on pose B(x) =

Jw : [0,1] > [0,1] de classe ¢l telle que

(Cw)

woB = Bof et vérifiant : w'(x)2x, ¥xelp,1], o<p<l.

Donc, grice aux lemmes et remarques précédents, on va pouvoir énoncer le

résultat suivant

Proposition 1

Soient DQB{ un intervalle fermé et borné et £ : D+ D telle

que les conditions (C) soient satisfaites.

*
{xeD/x<f(x) < S} si f est strictement convexe

Soit S eH, H
o

ou
*
{xeD/x>f(x) > S} si f est strictement concave.

H

- - * P
Alors, la sulte~(Sn)nZO : Sn+l = f(Sn) converge vers S en étant

strictement monctone et dN=o

* L- >‘n+1
¥n2N S el (b)) avec b =
n n n A)\
n

N est le plus petit entier tel que : AN elp,1[.
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Preuve : C'est une conséquence de la proposition 2 (Cf. CHI)

*
a) (Sn)n>o est strictement monotone et £im Sn = S puisque
- n-roo

SOeH (voir remarque p.47).

b) Rappelons que B(Sn)=)\n et An+l = w(kn) ¥n.
(i) b > o ¥n2o :
*“n
1- An+l
b = ————— . D'aprés le lemme 2, on a :
n
Akn

o < ln < A < 1 ¥n2o0, donc bn'>o.

n+l

(i1) Limb AS = o :
n °n

b o maty
1 -2 AS

OnabnAsnz——-—’-‘i bs_ = (1-2 ) —2

A A n n A A

n n
D'une part
S . S..07S, | B(S_.p)- B(s)) |1
- et comme

A An An+l—xn Sn+l-Sn

£im B(Sn41)-8(Sn) . B'(S¥) et B'(S™) = o (lemme 3), alors

e Sn+l - Sn
AS
Lim —2_ = 2 —
> AX B'(s)
n
D'autre part : £im A_=1 (lemme 2)
peo

11 s'ensuit que : £im b 45 =o

n—H'JO
b N -
) W = —D ¥n2N :
1+ bn+l
A
b n+l
On a : 1 = ¥n2o
1+bn+l A An

Donc, cela revient & montrer que :

S Axn+1 w(w(An))- w(Kn)
< =
n AX wh ) =X

n n n

¥n2N
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Soient x,y : o<x<y<l. On sait qu'il existe un réel o : x<0<y tel que

w(y) - w(x) = w'(a)(y-x) ; w étant dérivable.

Or 'y =3, dope whta) = w(y) - w(x)

y - X
Sisen plus, xelp,1[ alors w'(a)zcx(Cw)
Donc si xelp,1[, alors x<oasw'(a) = CSBEERES,
y - X
Soit 't x< Wiy - wix)
y - %
Or dN2o0 : A_elp,1[ ¥n2N et comme A_ < A_,. ¥n
n n n+l
(lemme 2), alors on a :
B e w(kn+l)_ w(kn) ¥n2N
n
An+1.— An
g il
Soit : A < —ET= 0 'yn2N
AX
n
A la limite on a :
& 'y i B
LimA_ = 1 (lemme 2) et £im ——— =1 (Rq p. 57, lemme 4)
n>® % n>® AAD
Donc, 4N : Xn Sl e ¥n2N.
l+bn+l

En conclusion toutes les hypothéses de la proposition 2 (Ch I) sont

satisfaites. Par conséquent

*
Shite T (Br) ¥n2N
N n B

~

Donc, grdce a ce résultat, on peut estimer la limite d'une suite,

appartenant a la classe de suites logarithmiques définiéxpar les
1-
conditions (C), & l'aide des intervalles emboités I n+l

AX
n
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On teste ici les trois suites suivantes

n n

g(1) _ 1

S:O

, n21

(2) 9
=2 ., nzl
b) | ™1 652
n
522)=2.5, s¥=3

' 8(3) = ——lT—— n
et ¢) n+l 2—Sn3)
s§3) =0, s'=1

On a vu qu'elles correspondent & la méme fonction

LILLE

w o owlx) = Lrx o w'(x)2x ¥xel[0,1]. Donc, on peut prévoir
3 - x
*
que S e I (b)) ¥n21
n n ——
(1)

n Tn( bn) Sn Tn(bn)

1 -.31000000000000000+01 .100000000000000D401 .2000000000000000+401

2 -.3333333333333330+400 .500006000000000D+00 .100000000000000D+01

3 -.1666b06666666060:400 .333333333333333N400 c6066606bL66666660+00

4 -.100000000000005D+00C .2500000006000000D+00 .500000000000005D+00

5 -, 606066066b6605750=-01 .200000000000000D+00 .399999999999991D+00

6 -.8761904761905200-01 166666666606067D+00 +3333333333333380+00
L7 - . ABAS24822%5¢91200=-03 L212765957446£090-01 . 825531914892359D-01
ug -.R8503401361570000:~03 .2083333333333340=-01 L816666666667693D-01
49 -.8163265307660840-03 .204081632653062P=-01 .408163265307662D=-01
50 -.784313725310608D~03 .200000000000000N-01 .3999999999082050-01
51 -.754147R12919462D~03 .1960784313725490-01 .3921568627445800-01

n T (-b) 5(? T (b))

non n n n
1 .3142P5714285709D+01 .250000000000000D+01 .2000000000000050+01
2 .310714285714286D+01 .257142857142857D+01 L21828B5714285714D+0)
3 .3083333333333210+0} .262500000000000D+01 <2250000000000120+01
i <30666060L66606E51:401 c266666666666067D+01 ..2333333333333150+01
5 .3054545454545450+01 .2760000000000600N+01 .2400000000000010+01
6 .3045054545458480401 LOT2T27272727273D401 ..245454545454551D+01
L7 230021770667 18380%01 TS300230769730769D401 L28846153R461484D+01
43 <3002096430055010401 . 291339,22641509D+01 .2880L79245283387D+01}
49 .3002020202019170401 .294480a0q4840544040] .2BRBABARBABABGI21+01
50 .3001945%05193933D+0) .2945454545454540+401 .269090909091780D401
£1 .3001P79699260430:401 L0UGUPESTIU265TD101 L289285714284483D+0)
(3)

n Tn( bn) Sn Tn(bn)

1 .2000000000000000+0) .0000000000000000+00 -.100000000000000D+0)
2 «1333333333333330401 .500000000000000D+00 .51347814A88£91350~15
3 «1166666666666650+01 <LALLLE666666H6TD+0D «3333333333333450+00
Y .1100000000000C30401 .7500000000000000+00 .4999999999999671+00
5 .106L666666b0h6A1+01 .B00000000000DDOD+00 .600000000000025D+00
6 .104761904876190601+01 .833333333333333N400 <6666666666H6658D+0G0
57 <1000P86524E2892D401] LOTRIN3A04255317D400 .957006808504413D+00
48 <1000RS5N34u124T1('+0) L07910666606LOLLSN00 .95£33333334467AD+400
49 L1000R1A3I2u54623040] .97959183n734092D4+00 .9591836734537690+00
50 -1000764315707580403_ <9719999909999998£400 «7600000000179020+00
51 .1000754147825570401 «NR0392156R0L2743D+00 .9607R43137128900+00
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comme prévu, on obtient une estimation de la limite a l'aide de T (-b_)

et Tn(bﬁ)‘ Mais, on remarque que la suite (Tn(bn))n ne converge pas aussi
. *

vite que (T (-b )) vers S

Donc, il est normal que ces intervalles se contractent lentement. Ceci est

dd au fait que la suite & estimer (qui converge lentem?nt) se tr?uv? entre

les deux bornes des intervalles I (b ), soit S atl =
2

Cependant, pour cette classe de suites, on peut montrer que la suite

(Th(_bn))nzo converge plus vite que la suite initiale et qu'on peut en

déduire des propriétés intéressantes.

III. Définition du procédé V et résultats d'accélération de la convergence

11 s'agira dans toute la suite d'une suite (Sn)n>o convergente

vers S*, définie 3 partir de la relation : Sn+l z f(Sn) ; ou £ est une

fonction définie sur D & valeurs dans D.

La suite ()xn)n>o aura toujours un sens, puisque parmi nos conditions,

on aura toujours (Sn)n>o strictement monotone.

1) Convergence plus rapide de (Tn(-bn))n

20
1- An+l
Ona : T (b ) =S5 + b AS , b= ——————, n20
n n n+l n n n A\
n
r%s (AS )2
. 1 n
Soit Tn(-bn) = Sn 1" = , D20
Bs AS__, - (85_.0)

Doncspour le calcul de Tn(-bn), on a besoin de

Sﬁ’ Sn+1’ Sn+2 et Sn+3'

Par suite, la comparaison de l'accélération de la convergence de (Tn(—bn))

)

se fera avec (S

n+3’'n2o

Proposition 2

Si les conditions (C_) sont vérifiées, alors (T_(-b_))
f * n n’’ n2o

) vers S

n+3 " n2o

converge plus

vite que (S

n20
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Preuve :

i) '0n a déja vu que £im T (—bn) = s"(voir prop.1).

n—e
T(b)—S sl-s* AS
ii)ona: . ..ot ~ . m
* * n *
Sn+3 5 Spe3 S Stz = S
¢ *
Sn+l -5
On pose : p = ———— -Ona £im p_=1 (lemme 2)
s -8 o D
n
Donc
s¥ s s* s~ 1
x n+l _ Pn+l R _
s* g™ P
n+3 n+2 n+3 Pr+l Pnt2
*
- 8
Donc £im n+l —= 1
e Sn+3 -5
AS AS 1
*xb —D =} D %
g -8t M g 5,
n+3 n+l n+l "n+2
AS AS
donc £im (bn —D ) = Lin(b = n -S*)
N> S +3 g* N> n+l
n 1o bs ]
= £im n .
ot (S - s* Ain J
D'une part
*
Lo Ay - B L) Bl )-B(sT)
*x * - * > car
Sm1 ~ S 841 78 Spe1 ~ S
= B(Sn) ¥n et B(S*) = 1 (lemme 1)
1-2 B(S_..) - B(s™)
Donc  Lim —2 = pyy DL = - B'(s*)
e S 7S e S TS
D'autre part :
A - -
£im Sn = £im Sn+l Sn = £im [:EEIE___EE__
e Al o A - A

- 8(s_,,) - B(S_

n n+l n
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Or B'(S') existe et B'(S) = o (lemme 3), par suite

AS
Lim LI —.
o Aln B'(S )
bn ASn 1 - Xn+l ASn
I1 s'ensuit que : £im ——————— = fim Y
e Sn+3 - S e Sn+l - S Akn
. *l
=-B'(8 ). —,
B'(s)
b Asn
Soit : £im ———— = - 1
n>® S -5
n+3
Tn(-bp) - s~
Par conséquent : Lim —9—:29——i—— = 0.
e Sn+3 =S s
Remarques :
a) (Tn(—bn))n>O n'est autre que la premiére colonne du procédé de Richardson
avec la suite auxiliaire (Xn)n>o Pox =1 - An ¥n2o0
> ) - x
soit : Tn(-bn) - _n ot ntl n , N0
*n T *nt1

La suite auxiliaire (x_) dépend directement de la suite (S_)
n’'n2o0 n’,nzo

2 T

A Sn
X = 1l-X_=- ; elle est hien A2finie puisque la suite (2 )
AS = n’ n2o

n
est supposée strictement monotone.

Grace aux hypothéses (Cf), (xn) est strictement positive et est stric-

n=o

tement décroissante vers o.

La co i i 'si A
convergence de (Xn)nZO est logarithmique, 'si on suppose ( n)nzo

- -— ] - *
An+l = w(An) ¥n et w(l) = w'(1) = 1, puisque
*nt1 - 1- xn+l - w(xn) - w(l)
X 1-2 Ao-1
n n n

b)Bien que (Th(_th))n converge plus vite que (S_ .) , l'estimation de 1l'erreur

20 n+3’'n

faite a 1'aide des intervalles I (b_) est sans intér&t, puisque (T (b ) _
n n n n’ n2o

) . Ceci est di 3 la définition méme

ne converge pas plus vite que (S n>o

n+3
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des intervalles In(bn)’ qui contiennent la suite (Sn)nZo qui elle,
converge trés lentement.
Donc, aprés cette constatation, on se pose la question suivante
Peut-on trouver une autre transformation de suites aqui accélére la
convergence de la suite (Sn)HZO et qui se situe de l'autre cdté de la 1i-
mite p?r rapport a (Tn(—bn))nZo ?

La réponse est affirmative, bien slir sous certaines conditions.
Pour cela, on va proposer des variantes de (Tn(—bn))n. Une étude concer-
nant l'accélération de la convergence et les propriétés d'exactitude de

ces nouvelles transformations sera développée.

2) Définition du procédé V et propriétés

Cn a : Tn(-bn) = Sn+l + bnASn ol bn = (1 - Xn+l)/Akn.

L'idée est donc de construire d'autres transformations de suites a partir

de Tn(—bn), en procédant par un décalage du couple (S ASn) par rapport

n+l’
a bn' C'est-a-dire, on remplace successivement les termes Sn+l et ASn

par %} et AS k=1, 2,3, ..., en laissant fixe bn'

+k+1 ntk °’

S8i on note V =T (-b ) =S5 + b_AS , alors ces variantes sont :
Nn,o n n n n

n+l

Pour n = 0, 1, 2, ...

( - _ (1) (1)_
vn,l =S ,, *DAS =S . +bUAS b= (1+b)
_ _ (2) (2)_
d Vn,2 s +3 + bnASn+2 T “n+l * bn Asn ’bn - Xn * Anx +1 (1 +D)
- _ (k) (k)_
Vn,k = Sn+k+1 + bnASn+k = Sn+l + bn Asn, bn = An + ann+1 + .
.o A A R\ \ v ( .
+ n ntl n+k—2) ¥ (An)n+l An+k—f l+bn)
AS +1
Rappelons que A = n (AS # 0)
n AS n
n

On appelle procédé V, la famille de toutes les transformations

vV_ )

o,k s k=0, 1, 2,

n2o .., ainsi obtenues.

On va commencer par remarquer que, sous les mémes conditlons que celles

données dans la proposition précédente, (V_ ) t: k=1, 2, ..., conver-

n,k’'nzo

. *
ge plus vite que (Sn+k+1)nzo vers S .
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Proposition 3

Si les conditions (Cf) sont vérifiées, alors

. . *
(Vn,k)nZO converge plus vite que (Sn+k+l)n20 vers S 3 k=1, 2, 3, .

Preuve *

ntl S
On pose : p = ———— . On a : Zim p_ = 1 (lemme 2)

S -5 o O

n

: = > >

On a : Vn,k Sn+k+l + bnASn+k , n2o, k1.

Soit k>1 fixé :

a) On a vu que £im by 48 =0 (Cf proposition 1).

p—>00
AS AS AS
Or b AS .. = b ntk  _otkol 0 _oil Bs_.
ASn+k—l Asn+k—2 Asn
Soit : = . eee i =
oit bnASn+k (kn An+l An+k—l) (bnASn) et comme ﬁi: Ap 1(lemme 2),
alors £im b AS = o. )
o n n+k
» » *
I1 s'ensuit que : £im V =S
oo DK
Yok - st Stk
b) Ona—2% = > -1 4p —2
S -s* D g - 5"
n+k+1 nt+k+1
Or bn ____nik__:: L= bn o ntl n+2 L n+k X
Sneke1 T S Sprr 7 S b8, 8841 B8 pk-1
S s* s s* s *
n+l n+2 ntk -
s s* s s g s*]’
n+2 n+3 ntk+l
AS
. n+k _ ASn knkn+l"'xn+k-l
Soit : b = b .
n S - S* n S - S* p o} p
n+k+1 n+l n+l "n+2° " "ntk
. AS
Comme £im A p = Limp_=1 (lemme 2) et Lim bn = - 1(C_ proposition 2),

—m -
D poo me U8 =S
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alors
AS
tind —T
e S -
n+k+%
Vn K S
Par conséquent : £im —2>——— = 0, Ceci étant vrai ¥k21.
n>o * i
' Skl T S

Comme on 1l'a fait remarquer précédemment pour (V_ ) les transformations

n,o’n2o’
(Vn k)n>o 3 k= 1,2,... peuvent s'exprimer sous forme d'un rapport de deux
Jk'n2
déterminants
Sn+k Sn+k+l
v - 1 1
n,k
X p s
n n+l xn xn+l

no et k = 1,2,3,....

La suite auxiliaire (%X ) est telle que : x = 1 - X_.
n’n2o n n

Donc (V , k21, est aussi la premiére colonne du procédé de Richardson,

)

n,k)nzo

mais cette fois-ci, il est appliqué & la suite (S

n+k’nzo”’

Les transformations (Vn )

P
k) nzo’ k2o, ne sont pas linéaires. Cependant, on a
la

z

Propriété 1 :

Soit k=2o.

Si on note (Vn K (yn))n la suite obtenue en appliquant la transformation

20

v d la suite (yn)n alors on a

lsk

20?

= >
Vn,k (ayn + b) aVn’k(yn) + b, n2o,

ol a et b sont des constantes arbitraires, a étant non nul.

Preuve : Soit k2o.

Rappelons que la suite auxiliare (Xn)n>o dépend directement de la

suite 3 transformer.

Ay

) . - _ _ n+l

Donc pour (Vn,k(]n))nzo’ la suite (Xn)nZO est telle que .xn—An(yn)—l —z;:——-
n
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Donc pour (Vn,k(ayn+b)%éo’ on a :

A(ayn+l + b)

X = X (ayn+b) =1 -
Alay_ + Db)
n
? = = >0.
Sott Xn(yn) xn(ayn+b) X » ¥n2o
Par suite la suite auxiliaire (Xn)>o’ dans ce cas, est Invariante.
ayn+b ayn+l+b
Xn hd
donc Vo k(ayn+b) = n+l
? 1 1
Xn xn+l

En tenant compte de la linéarité des déterminants, on obtient

¥ Fne1 b b
X }
( ) o *nel *n “n+l
v ay _+b) = +
n,k 1 1 1 1
xn n+l *n n+l
Yn Yn+1
&l x %
soit V_ , (ay_+b) = it ntl + b
n,k n
1 1
Xn n+l
4 . - >
Par conséguent : Vn,k(ayn+b) aVn’k(yn) + b, ¥n2o

Cette propriété va nous servir dans le prochain paragraphe.

IV Résultats d'exactitude du procédé V :

1) Noyaux de (Vn,k)nzo’

Dans toute la suite, la notation (V_ )
n,k’ n2o

tout changement de la suite initiale sera signalé.

sera attribuée 3 (Vn

Comme on 1l'a constaté auparavant, les transformations (Vn )

s'expriment sous forme d'un rapport de deux déterminants.

,k(Sn)) 2o’
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Sn+k Sn+k+l 1 1
. - S
Soit Vn,k , D20,
Xn Xn+l Xn xn+l
o (Xn)nZO X =1- X,
n n

Donc, & partir de cette remarque, on va pouvoir déterminer les noyaux

de (V )_..» k20 ; c'est-3-dire déterminer la classe des suites (S ) S
n n’'n2o

,k’'nZo

IN=o : V¥m=2N VvV . =g§*
n,k

Propriété 2

Soit k=2o.

s, 2 . N *
Une condition nécessaire et suffisante pour que : Vn k= S ¥nzN est que
b

la suite (S ) vérifie
N nzo

ATS
S =s*+ ¢ it ¥nzN, ol ¢ est une constante non nulle.
n+k
AS
n
Preuve : Soit k2o fixé.
* *
Sn+k Sn+k+1 Sn+k Sn+k+l S s
Xn Xn+l *
\Y = = S V¥n2N ssi =
n,k 1 1 X X X
< % n nt+l n n+l
n n+l
¥n2N
* *
Stk 75 Spiper 7 S
ssi = o ¥n2N ssi Ja,b non nuls tels que
xn xn+l
a(s - S*) + b = ¥nz=N
n+k * T © n=
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v_.)
n

¥n2N (a 2 o) ssi § -s=c
n+

4"s

k AS

¥nz2N

,2°nzo
1 1
a) (Sn)n>o : S = .OnalAs§ = - ——4mm8M8 —— et
o n+1l (n+1)(n+2)
Z
A"S = . Donc = -2 .
D (n+1)(n+2) (n+3) bs_ (n+3)
1 AQSn .
Or S = —— , alors S =C ¥n2o0 ( S = 0)
n+2 (n + 3) n+2 AS
n
l B
donc v 5 ( ) =0 ¥n2o.
n, n+ 1
*
b) (S.) s =—1 . 5=1
n’ n2o n+l
(2 -5 ( )2 ( )
1 -358 S -1
2
On a AS_ = (1 - Sp) et AQS = 2 s Lt
n _ - -
(2 Sn) (2 Sn) (3 QSn)
2 .
A”S 2(Sn—l) Sn -1
Donc = Or S -1-= , alors
n+2
AS 3 -28 3 - 28
n n
. A%s
-8 =C' ¥n2o
n+2 AS
n
Donc V =1 ¥n=zo.
52
S *
c) (s) S = 3y S'= 3.
n n2o0 n+l 6 - S
(3 - sn)2 ) (3 - sn)2 2 (s_-3)
On a : ASn = et A Sn = .
(6 -5 ) (6 - s ) 9 -28
n n n
A2Sn 2s_ - 3) 3(s. - 3)
Par suite §{ ——— = Or S 42 " 3 = n
AS 9- 25 n 9 -25
9 n n
. A”S
alors : Sn+2 -8 =Cc" L ¥nzo.
AS
n
Donc : V =3 ¥n2o
n,2
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On va donner une famille de suites, qui englobe les exemples de suites

précédents, sur lesquelles (Vn 2)n est exacte, 3 partir d'un certain rang.
3

P

Propriété 3 :

Si lassuite (S_) _ est telle que : 3IN2o,
n’nzo

n-1
S = S* + o ._ 11 --—i—) ¥n2N ; ol 0 = o et
n 1=0 .
i+B
i+8# 0,1 vi%, alors V_, = s vo2N.
9

Preuve : Elle se déduit facilement de la propriété 2.

Soit n2N
n-1 1+ R -1
. *_ _ B~ 1 8 n+ R-2
On a : Sn - S=aqa ‘i:ol —_— =z 0o [ ces ]

i+ 8 < g+ 1 n+f-1

Donc : Sn - S*= 9L££1:¥&2—-.

n+R -1

. . .oz * . PP
Avec i+ B =1 V¥izo, la quantité Srl - S est bien définie et est non nulle.

On a : £im Sn = g*

n—)@
(0 (8- 1) (1 - 8)
Donc ASn s A| —— = — 20 et
n+ B -1} (n+ B)n+ R -1)
Bs_,, = ————El -8B Done An=—~—————-“+3'l o,
(n+B+1) (n+R) n+ B+ 1
A2S )
par suite 1 - A = - LU .
B BS_ n+8+1
*_ 0o (B-1) * Azs
OrSn+2—S=-———-—-—,alorsS+2—S=C——-n—Vn2N.
n+B+1 n AS
n
~ .’ *
Donc, d'aprés la propriété 2, Vn 5 = S ¥n2N.
2
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Remargues :

a) On

n-1
Sn =
i+R

peut vérifier facilement que toutes les suites (Sn)nz

¥i2o, correspondent & la méme fonction w :

o

S* + O i=o‘ (1 - . ) ¥n2N avec 0 2 o et i + B = 1

_1+x -
w(x) = —— / Xn+l = w(kn) ¥n2N.
3-x
L s X . PR 1+x
b) Réciproquement si une suite (Sn)n>o est associée 3 wW(x) ==
- 3-x
. _ ' . . s
(ie An+1 = w(Xn) ¥n ), alors l'application de (Vn,2)n20 a
(Sn)nZO donne
AVn,2 =0 ¥n.
En effet, ona : V =S + b(2) AS nzo, avec b(2)= A +A A (1+b )
? 'n,2 n+l n n’ ? n n n ntl n
1 - An+l
tb = ————-——
=T Tm
n
Si on considére la fonction w, on trouve
2 A
p(2) - - (1+b5?) v
n 1-2 n n+l
n
D'autre part
v =88 . +bas - Pas . ¥n
n,2 n+l nt+l n
n+l n
soit AV, = As [ (1 + b2y - p(2)] ¥n
n,2 n n
n+l n
Il s'ensuit que :
Avn,2 = o ¥n.
Résultats numériques
On prend pour exemples
(H_ 1 2y _ 9 *_
Sn——n—, et Sn+l-:—s72—),5— , Nzl
n
s*z 0, n21 ${?) - o5
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(

. i) . . s (o(1),.
Si on note (Vn,2)n21 la suite obtenue en appliquant V a (Sn )

i = 1,2, alors on obtient

(1) (2)
) r Vn,2 Vn,2

}.166533453693773D0-15 ,299999999999997D+01
«1387776878078145D-35 _3000000000000000+01
+832667268468867D-16 _2999999999999920+01

W

I1 n'a pas été possible de donner des exemples de suites qui appartiennent

aux noyaux des autres transformations (V_ ) s
nyk’n2o
obtient des résultats intéressants en composant (V. ) et (V. .) .

n,o'n n,l'n

k #2. Cependant, on

2) Propriétés d'exactitude de la transformation (Wn)n

Soit (Wn)n>o, la suite obtenue en prenant pour chaque terme, la

moyenne des termes de (V v a 1'é o .
y terme ( n,o)nzo et ( n,l)nZo tape correspondante

A + V
soit : W= _321___522;., nzo.
o 2
On va donner deux résultats concernant l'exactitude de (wn)n>o sur

deux classes de suites caractérisées par des propriétés 3 partir d'un cer-
tain rang.

* . P4
Pour cela, on note €, = Sn - S : l'erreur commise & 1'étape n en
. *
calculant un approximant de S .

2

Propriété 4 :
Si la suite (S ) _ de limite S* est telle que :
n’n2o

€ = e (1 - 2 é
e+l n( aen) pour n2N, o étant non nul, alors,

W = g* ¥nzN,
n

Preuve : Soit n2zN

_ 2
On a : €41 7 &, (1—aen), donc Aen =-0E_.
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Ae
Par suite A _(g ) = —otl . (1 - ae )2 et A (e ) = (1 -0 + a2e2)2
n n Ae n n+l n n n
n
Donc AN (e ) = a2€2 (2 - 20 + a2€2) et comme
n n n n n

1 -2  .(e)=o0e (1L-o0e) (2-o0e + a252), alors ;
ntl n n n n n

2 2
b (e ) _ 1 - An+1(€n) ) aen(l - aen) (2 - aen + a en)
nono= - 22 72
A (g ) o’e” (2 - 208 + a'e?)
n n n n n
(1 - aen) (2 - ae + a2€2)
Soit bn(en) = L 5 ;
o (2 - 206+ a“€e’)
n n n
On sait que
vn,o(en) B En+l * bn(en) AEn
Vn’l(en) = €n+2 * bn(en) AE:n+l
Donc, d'une part :
en(l -ae ) (2 -ae_ + u2€2)
bn(en) ASn - - 2 2 :
2 -2a0g_+ Q€]
n 5 o
2 - asn + a en
Soit : b (e ). Ae = -
n n n n+l 0 - 20 + a2€2
n
2 - aen + a2€i
Donc V (e ) = ¢ [1- ]
n,o n n+1l D _ oae + u2€2
0154
Soit Vn,o(en) =T En+l 2 2 (1)

D'autre part

_ _ 2
a2 T i (1 OLen+l) et AEn+1 =0 B
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2 _
€ne1 T Che1e E:n(l 0tsn)'
- 2 - + a2e?
Donc b (e ) Ae - _ ¢ (1 - aen)® (2 - aen f1)
n n n+l n+l 2 2
. 2 - 20e + o‘e
n n
Par suite :
(1 - uen)2(2 - aen + a2s§)
v (e.) = ¢ [(1 - ae )- ]
n,1'™n n+l n+l 2 - 2ae + a2€2
n n
Soit
(1l-ae +a2€2)(2—2a€ + a282)-(1—2ae +a2€2)(2—a9 +a2€2)
v (€)= ¢ [ n n n n n n n n
n,1 ™n n+l
2 2
2 - 20 + a°c
n n
Donc \Y (e ). (2 - 208 + a252) =
,1°™n n n
2 2 2 2 2 2
En+l f(1 - ae + o en) (2 - aE + a en) - e (1 - ae + a En)
- (l-ae + a2€2) (2 - ae + a282) + ae (2 - ag + a282) ]
n n n n n n n
Soit
- Q€En
Vn,l(en) = fhe1 2.2 (2)

2 - 20 + o°¢
n n

Par conséquent, (1) et
vV (e

n,o
Comme Vn,k(en) = Vn,k(

alors v

Il s'ensuit que

(2) nous donnent

= =N.
n) + Vn’l(En) lo] ¥n2N

*, _ o*, - s s,
S, =S5 = Vn,k(sn) S"3 k = 0,1 (propriété 1)

*

+ V = 28 ¥n2N.

S ¥n2N

]
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Propriété 5

Si la suite (S ) _ de limite s*est telle que :
n’n2o

- _ SN of . .
€ 11 En(l un), nzN ol (un)nZO est une suite qui converge
. vers o et telle que ses termes consécutifs vérifient :
= - *
Mg un(l un) ¥n avec uo 0,1 alors
*
W =5 ¥n2N.
n
Preuve : Soit n2N
On a : €n+1 = En(l - un), donc Aen = - un € et
Ae = - € = - p {1 - )25
ntl - " Mneifoer 77 MRS Mo En
el 2 2.2
A (e T ———— = - = -
Donc n( n) " (1 un) et An+l(€n) (1 Moot )
n

2
' \ . - - - -
Donc, d'une part : 1 - A . (e) (L= ) (2 -u+ )

et d'autre part : Akn(en) = ui (2 - 2un + ui).
Par suite :
s e ) - L= (e _ po(L - )(2 - ui)
non Ax (e)) ui (2 - 20+ ui)
Soit

(1 - un)(2 - H ot ui)

bn(En) = 2
un(2 - 2u ¢ un)

Rappelons que :

<
~
m
~
"
m

n,0o n nt+l * bn(en) he

<
~
™m
[}
~
"
™

n+2 * bn(en) he
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Donc, d'une part

2
(1 - w2 -y +u9e
b(e). Ae = - n o 5.n et
n n n

2
2 - Qun + un

(1 - un)(2 LN ui)

v (e ) =€ (1 -p)-c¢
n,0 n n n n _ 2
2 2un-+ un
Soit
oi n
v o(en) = - en(l - un) 5 (3)
] -_
2 2un + un
[ . = -
D'autre part : €2 © €1 (1 B,
Soit : € = e (1 - (1 - + 2) donc :
oLt = nt2 ~ n My My T HyJ, done
2 .
Ae € (1 -u)®., Par suite
n

n+l =~ L[n n

3 2
Mo en(l—un) (2—un+ un)

2

V () =€ (1-u)(-yp+pu) -
n n n n n 2

un(2 - 2un + un)

€ _(1-u )
. 2 2 2
Soit : V. (e ) = 2 n (1-y +u2)(2—2u ) = (1-2p +u)(2-u_+u)
n,l 2 n n n n n n n'n
2-24 +u
n n
€ (1-u)
. 2 2 2
Soit encore : Vn l(En) = —E————E—§ [.(l - un+ un)(2-un+ un) - un(l—un+ un)
? 2—2un+ un

2 2 2
-(l—un+ un)(2—un+ un) + un(2 - Ut un%]

Donc on obtient :

Hn

vn,l(en) = en(l - un) 4)

2
2 - 2un+url

i i i . = 2N.
Par suite, (3) et (4) impliquent :V n o(en) + Vn l(sn) o  ¥nzN

9 3

* s, s .
Comme Vn,k(en) = Vn,k - S 3 k=0,1 (propriété 1), alors
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Par conséquent

Notons que ce type de suites a été introduit par C. Kowalewski dans
[9] , notamment dans le cadre de 1'étude des classes de suites d convergence
logarithmique.

Avant d'exposer les essais numériques, nous aimerions formuler deux
remarques.

a) (W) oo

7
particuliére avec comme coefficients de pondération

peut-€tre considérée comme une transformation composite

= = i = >0.
a; = a, 1/2 , soit Wn a, Vn,o t a3, Vn,l nzo

Sachant la difficulté d accélérer la convergence des suites appar-
tenant aux familles précédentes, ceci montre l'efficacité des transforma-
tions composites proposées par C. Brezinski [6] , méme dans ce cas particu-

lier.

b) En ce qui concerne le contrdle d'erreur, ce qui précéde confirme
)_, qui converge plus
,1'n

qu'on peut trouver une autre transformation : (Vn
. * . . - P . -
vite que (Sn)n vers S et qui se situe de l'autre cdté de la limite par

rapport a (T (—bn))n = (V_ )_. Dans les deux propriétés précédentes,

n,o'n’

on a : STelV V_ .1 vn2N.
n,o p n,l

Essais numériques

a) Soit (Sn)nZl Sn+l = Sn(l - aSn)

On a : £im S = o. Cette suite vérifie la condition de la propriété 4
nro

pour tout n2l, Donc, on s'attend & ce que wn = o ¥n2l.

On donne & o 3 valeurs successives : 0.5, 0.05 et 0.005.

Alors on obtient

i) o = 0.5 :
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S \) A% W
n n n,o n,l n
1 TTU05000600608500+01 ~.200000000000060D+00 .2000000000000000+00 TS581115123125780-16
% .5000000000000000+00 | -.6000000000000000-01 .600000000000000D=0% .138777878078145D-16
.375000000000000D+00 | ~-.3441176470588230-01 .348117647058824D=01 .2775557561562890~16
i -3086875000000000400 | -.228951859045491D=01 .22895185904553150-01 .237310171513627D-14
L]
ii) o = 0.05 :
n S v v W
n n,o n,l n
1 .1000000006000000+01 -.24%07148aB94269D-0) .2496714648829120-01 -.113573039861592D-11
2 .9500000000000000+00 -.225358089656204D-01 .2253580896713650-01 .151605117348907D~11
3 .9048750000000000+00 | ~-.2044B04883B1514D-0] .202480488368566D~01 -.1294783724681280-1]
I .8639350617187500+00 | -.186418175078335D-01 .1864141750829400-01 .4604927550388990-12
iii) @ = 0,005 :
n S v
n n,o n,l wn
1 .1000000000000000+03 -.2099965676568310-02 .249996651096783D-02 | -.165600477775030D-09
2 .9950000000000000400 -,287503211868988D-02 .247503132041581D-02 ~.79827407184485) 009
3 .9900498750000000+00 ~.285046676413456D-02 <245086666396685D=02 ©.100168109917753D~09
y .985148881225063D400 -.2042626538989560D-02 .2826267033097910-02 .164320231033077D-08
On peut constater qu'au fur et d mesure qu'on diminue la valeur de a,
la suite (Sn)n>o converge plus lentement et la précision sur W diminue.
S =S (1 - = 0.3
b) Soit (s ) : | ™t ® Yo avec | 1
n'nzl °
= (1 - S, =1
un+l un un) 1
La limite de cette suite est $*=0. Elle vérifie la condition de la pro-
priété 5 3 partir de la premiére itération. Il s'ensuit que W = o Vn2l.
n S \) v W
n n,o n,l n
1-].1000000000000000+01 ~.140939597315439D400 .1407395973154350+400 | ~.1915134717476400~14
2 | .700000000000000D+00 -.7150421772058330~01 .715042177205841D-01 .367761376907063D-15
3. .5530000000000000+00 ~.851268247491436D-01 .45126B2474918630-01 .2352285033424550-14
4 | .461257300000000D+00 -.315630245912750D-01 .3156302459128750-01 .6231126725708696-14




c) On va terminer avec un exemple de suite qui ne vérifie les

hypothéses de la propriété 5 qu'a partir d4'un certain rang.

Soit (S.)
n

(o) ;0 =1+
n

alors 3N

1
2
¥nzN

Sn+l

un+l

n

W = o.
n

Sur le plan numérique, on obtient :

*

Sn (1 - un) 3y S = o

M (1 - o un), oli

; avec U, = 0.3 et Sl = 1. Comme liman

e

1,

=]

S
n

\')
n,o

Vn,l

W
n

D ~O N B~

.100000000000000D+01

.7000000000000000+00
.5845000000000000H+00
.5079487656250000+00
LU51225194963519D+00
.4068147883649600+00
.370839239625332D+00
.3409904637950420+00
.3157706123175460+00
.2941501009152890+00
.275391597080460D+00
.2589504288809160+00
L24U414221565911D+00
.231464379329363D0¢00
«219850510986859D+00
.209372903486545D+00
.199870193947302D+00
.191210505727339D+00
.183284953383635D+00
.176002803835B817D400
L.169287817932688D+00
<163075447698626D+00
.1573106633319990¢00
.1519462500520240+00
.1469414598681240+00
L1422609345146420+00
.1378738377292260+00
L133753150708983D+00
.129875095896952D+00
.126218662531775D+00
.1227652135180020+00
.1194981S7750853D+00
«116402675481461D+00
«113465486936084D+00
L110674656419183D+00
.1080194256898980+00
«1054900716167220+00
.103077784068649D4+00
-100774S60T7T541810+00
.985731163179829D-01

.9646680348341120-01

.9U4495444136947D-01

.925157707753449D-0

.906603712398051D-01

.888786U4536538550-01

.871662629704553D-01

.855192282479893n~-01

.8393384798661350-01

.B240670335882890~-01

.335R8083023962210+00

.201978978086939D+00

.1117208265584290+00

L5u3147581884557D-01

.214443870949073D-01

,4389035530561660-02
-.364B76072546474D~02
-.6977592987827210-02
- B00636921871987D-02
-.798340835156124D=02
-.752392746519687D-02
-.691868139958981D-02
-.6296815548245295D=02
~,5716341156578650-02
-.5191422296646000-02
~ 472580490141947D=02
-.831545041327860D-02
-.3954182633231510-02
-.3635575290690350-02
~.3353705932319160-02
-.3103394318812400-02
-.2880217060579590=-02
-,268043897903003D-02
~.250091547270194D=02
-.233899878608325D-02
~.2192453636389920-02
-.205938589137776D-02
-.193818366591274D-02
-.1827469097618680-02
-.172605907679238D~02
-.1632933256962360-02
~.154720793406975D=02
~.1668114651463720-02
~.1390982577831850=02
~.132722397557299D-02
-.126432209545636D-02
-.1205821112670290-02
-.1151317671084380-02
-.110045377457395D-02
-.105291079282958D-02
-.100840434270172D-02
-.9666799736094690-03
-.927509426775178D=03
-.B906BT4BUBOU3LAD-03
-.8560291967104060-03
-.B233067545370907D-03
-.7925513710731190-03
-.7634434L04645905D0-03
~.735919718092254D-03

LGUL286196422545D+400
.2544210045703840+00
L1576249194983870+00
.9606294967061388D-01
.5866214611160950-01
.3694812453419380-01
.245777639020558D~-01
L,1746404433539130-01)
.132329830551013D-01
.1058221311713920-01
.8811099643985081D-02
.755996920834069D-02
.661681086570176D=-02
.587473456113306D-02
.527018957226409D-02
.a764992080377850=~02
L43348954193955270-02
.3963893416915280-02
.3640411823444320-02
.3356115522168020-02
.310459491053144D-02
.28B0B1560426764D~02
.268073739167991D-02
.2501064277211150~02
.2339073006302080-02
.219249065684626D=-02
.205940436063247D~02
.193819288189077D-02
L182747369638526D~02
.172606137171602D~02
.1632934402299310~02
.1547208507461931D~02
.1468114934896690~02
.139498272120817D~02
.132722404598609D~02
.1264322131874260~02
.120582113096870D~02
.115131767848706D~02
.110045378070663D-02
.105291079355181D~02
.100840434569827D~02
.966679971609194D-03
.927509428816184D-03
.890687482464028D-03
.85602931967608770~03
.8233675458712420-03
.7925513708678390-03
,763443605879072D-03
.735919715300667D-03

.390047249409383D+00
.2281699913285610+00
.1346728730284080+00
.751888539292672D~0)
L4005326660325840~-01
.206685800323778D-01
.1046US01586829550=-01
.5243225673682040=02
«261330691819071D=02
4 1299402382788498D-02
.645534487326974D~03
.3206639043754410-03
.1593276916244040-03
.791967022772053D0-04
«393836378090456D-04
«3195935894791929D-04
.97518903368333120-05
.485539184188338D-05
.2018266376987000=-05
L120479492442954D0-05
.6003956595221510-06
«2992718440286700-06
L1492063249411u20-06
.T400225060730660-07,
.3731091094272882D-07
.1851002816993800~07
«923461735552467D-08
+LH460798901813497D-08
«229938329487922D-08
.1147461820005800~-08
«5726684751405920-09
.2866960835401500~-09
.14371648576860610-09
.7168615703104754D-10
.3520655295075060-10
.1820894823611870-10
.9149209168057840-11
.37013531725116100~-11
«306633191060612D-11
+3611139165471400~12
.1498273727307260<-11
.1000137472839670-11
.102050312644704D~11
.1200158028513700~-11
.1025235452090100=11
.2501679419175670~12
-.,102608011862659060~12
.L165631734072Y20-12
-.139579320324046N~-11

[}
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Maintenant, si 1'on dispose d'un exemple de suite qui ne vérifie pas les

conditions des propriétés 4 et 5 et qui n'appartient pas aux noyaux de

(Vn,k)nZO’

de la limite 3 1'aid
mi aide de (Vn,o)nZO n,1)]320

étendre cet encadrement 3 deux transformations quelconques du procédé V ?

k = 1,2,..., alors peut-on cependant obtenir un encadrement

et (V ? Le cas échéant, peut-on

La réponse fera 1l'objet du paragraphe suivant.

V - Contrdle d'erreur 3 1'aide de deux transformations du procédé V.

Pour commencer, on va donner un exemple de suite pour leguel

*
il existe k_: S €|V v ¥n2N,
o [ n,ko A n,ko+l] 1. Sn .
Soit la suite (Sn)n21 HSpyp T Sn ,onas = o.
1+8S
n
S, = 0.9

Notons que cet exemple vérifie les hypothéses (C_), donc 1l'application

de (V )
n

.k n=1

L'essai numéri v
rique avec (Vn o)n’ (Vn 1)n et (Vrl

b

N PN
a (Sn)n>l accélére la convergence vers o.

2

2)ndonne :

n S
n Vn,o Vn,l Vn,2

] .900000000000000D+00 -.177489736R42103D+00 .422051560433748D~01 .387945439566253D-01
2 L673684210526316D=01 -.5152549873202030-02 -.544028822425361D-03 .268151242060600D-02
3 .830838402539011D-01 -.429539013721998D-02 -.48646898493B8470D-03 .2262713306693200-02
4 .395247451564795D=01 -.3638131383157590-02 -.435686736339574D-03 .193610644261985D-02
5 .3651913035613250-01 -.312261114540365D-02 -.3913041437932550-03 .1676247401379090-02
[ .339458119427811D=-01 -.,27105079192448250-02 «.3527597927627920-03 «146596156605805D-02
7 .3171683991127890-01 -.237570187831713D=02 -.3192463879223930-03 .1293298515161660-02
8 .297667739725583D~01 ~.2h9987229073667D-02 ~.290039365041583D-03 .114972502523578D-02
9 .2804587783349340-0) ~.18098u49321373620-02. =.2684993123600660-03  .102901049423817D-02
10 .265156518379204D=01 ~.16759620B244453D=02 | ..=.2820790763827830-03 .9265162497911350-03
11 .251458143R60881D=~01 «,151097532114387D0-02 |. -.222317190618584D-03 .838729171977424D~03
12 .2391221080065260-01 -.1369386036398100-02 -.204826892052761D-03 .762947844516915D-03
13 .22795329870394aD-01 -.124694686896220D-02 -.189284608838806D-03 .697066602494384D-03
14 .217792378943664D~01 -.1314033618971679D-02 -.1754194275899990-03 .6394239715732300-03
15 .208507884100397D-01 -.104692533983654D-02 | =.163004009587108D-03 .588694394506740D-03
16 ..1999903733680520-0) | ~.964611576104500D-03 }. ~.151846983563661D-03" .543B09633116965D-03
17 L192147983723387D-01 | ~.E916962995995380-03 |  =.14178666922B8144D-03 _}...503900879377812D-03
18 . 184903024621945D-01 -~,826795034804404D~03 -.1320685938716926D=03 ..Q682555504128250~03
19 .1781893370332280-01 -.7687700173677870-03 -.124#280210701010-03 .436284651421593D-03
20 .171950223418626D-01 -.7166791165615500-03 ~.1169130811622500-03 .407097843138220D-93
21 «166136809336901D0~01 -, 6697367081879290~-03 =.110055422959002D-03 . .3634842018893570-03
22 .1607067309764842D=-01 J_ ~.6272B3403894060D-03 -.10376811999376510-03 __]. .3578972292824920-03
23 .1556231014575490-01 . ~-.586762402164424D-03 -,980265366183177D-04 »3364u430680340910-03
24 .1508536157321890-01 -.S53700885959573D-03 -.9273597889905910-04 .316B871165041661D=03
25 .1863698916551900=01 -.521¢952156844665D-03 -.8786121293587970-04 .298966814924291D~03
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On remarque, pour cet exemple, que (Vn l)n>l donne des meilleurs résul-

. 2
Jetv V_ ,lvnz2.
- n n,2

k

tats que (Vn,o)nZl et (Vn,2)n21 et que OelV_ ., ;3 Vm_l’2 10

Donc, dans ce cas, on a une estimation de la limite 3 1l'aide de (V Y et (V ) .
n,1l'n n,2’n

Tandis que, dans le cas des suites des propriétés 4 et 5, si on ne tfent

. . *
pas ‘compte de la transformation (W_) , on a S e[V V_ .1 ¥n2N.
n’'n n,o A 'n,1

Donc 3 partir de ces constatations, on va proposer un critére qui va nous

'\ ) )
n’ko-!-l o

permettre de déterminer, pour une suite donnée, le couple ((Vn K )
]

n
qui servira d'encadrement pour la limite et qui, en méme temps, Va nous

nzo’}<:ko et}<=ko + 1.

&viter le calcul des autres transformations (Vn k)
b

Le résultat qui va suivre donne ce critére pour une suite (bn)n quelcongue.

Donc, soit (cn)n une suite donnée. On considére les transformations de suites

suivantes :

Z =S AS

¥ > 20,
n,k nt+k+1 “n ntk * °° et k2o

On note : J = [ 1.

n,k Zn,k A Zn,k+l

Proposition 4

*
Soit (Sn)n>o une suite strictement monotone de limite S .
On suppose que (Cr)n>o est une suite strictement positive et strictement
croissante. c
- n
. . : € o < . * ) P
Si pour un entier k2o, IN : A ., < Asker (F) ¥n2N,
ntl
C ¥n2N.
alors Jn+1’k C Jn,k n2N
. . . * *
Si en plus : £im Z = gim Z =S, alors S eJ ¥n2N.
e n,k o n,k+1 n,k

Preuve :

On ne restreint pas la généralité en supposant ASn < o ¥n, car dans

le cas ou ASn >0 ¥n, il suffit de remplacer (Sn)n par (—Sn)n, (Zn,k)n

- - < 20.
par ( Zn,k)n et (Zn,k+l)n par ( Zn,k+l)n' Donc, on suppose que ASn o ¥n2o
On a

1 1

o < Cn<cn+l => o<l + cn< 1+ CL+1 => <

l+c l+c



8-

. <
Soit < ¥n.
l+cn+l l+cn
<, c
. ——— < >
Or ¥n2N : An+k < (*), alors An+k ¥n2N
l+c 1+c
n+l n
Done Zn,k+l - Zn,k ® Sptka2 P Cn BS e T Sntkel ~ Sn B4k
“n
. _ - - > 2N.
Soit Zn,k+l Zn,k ASn+k (1 + Cn) (An+k ) o ¥n=N
l+c
n
. = > 2 . >
Donc : Jn,k [Zn,k , Zn,k+l] ¥n2N. Par suite : n2N
<
20 xS Znet k
=>
Tnetk & Jnx © ’
Z
+1, k+1 £ Z
v n,k+1
Sniktl T %n Bk SShike2 t Cnet 884pen
<=>
Stk ¥ Cne1 BSnaie2 S Sppre2 T Cn 8Soipen
<
ces °n B SWte )88 L
1+ Cn+l) ASn+k+2 = Cn ASn+k+l
h
<=> An+k < ———————————-sAn+k+l > carc_ >o, Asp < o¥%p
1+ c =
n+l
D J cJ VnaN et Lim 2 Lin 2 s*
onc : nzN et comme £im = Lim =
ntl,k < “n,k oo Bok 0 Tnikel ’
1 s* le cJ cJ ., ¢ cJ
alors € CI ik E 0k € s T e
Clest-3-diré : §° ed ¥n2N
n, k ' [ ]
Remargue

La conclusion ne change pas si les autres conditions ne sont vérifiées

qu'ad partir du rang N.
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1 -2 b A X
Pour le choix bn = ntd , on a : n = n+l

A An 1+ bn+l A Xn

Donc la condition ( %) devient

A 1
ks—BLsA 1
n+ A X nt+k+
n
Par conséquent si (bn)n est strictement positive et est strictement croissante
. An+l
i . e < >
et si dk : xn+k < o < X ,us1 ¥n2N, alors (Vn,k)n et (Vn,k+l)n seront
n

choisies pour estimer la limite, d partir du rang N. Avec les conditions

(Cf), on a montré que

< < < >
o) Xn An+l 1 ¥n, donc bn o ¥n

I1 reste d voir dans quelles conditions (bn)n est strictement croissante.

C'est 1l'objet du résultat suivant

z

Propriété 6

On suppose que la suilte (An)nZO est telle que :

o <A_ <A <1 ¥n2o, £im A_ =1
n n

n-ree

n+l

Si dw : [0,1] » [0,1] deux fois dérivable : w(A_) = A
n ntl

¥nzo et vérifiant w" > o sur [p,1] , ol pel0,1[, alors dN2o : (bn)n>N
est strictement croissante.

N étant le plus petit entier tel que : ANe[p,l].

Preuve : On a : A =w(A ) ¥n20
— n+l n

Notons que w(1l)=1l, car w est continue et £im A_=1.
n—ro° n
i) On pose g(x) = 1owlx) pour x # 1.
1-x
g est strictement croissante sur [p,l[, en effet

soient x,y et z elp,1] : x<y<z <1l. On peut écrire

27y x4+ VX

. z - .
z. Si on pose A= Y , on a bien o< A<1
z - X z - X z - X

y:
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et 1 - A =J %
z - x

w étant strictement convexe sur [p,1], alors on a :

z

“Ju(x) + =2 w(z).
Z - X 2 - X

w(y) <

En particulier pour z = 1, on obtient :

w(y)<1:x- wx) + T2 , car w(1) = 1. Orl - x > o, on

1-x 1-x
a alors :
X+ (1 -x)wly) <y +(1-y) wkx)
Soit : (1 -%x)-(1-x)wy)>(L-y)-(1l-y)wkx), en

ajoutant 1 aux deux membres, aprés les avoir multiplié par (-1).

Donec : (1 -x) (1 -wly) > (@ -y)(1-wkx)
Soit : L’_(.U—(Xl < i-_w.L}i’car (l—x) (l—y)>o.
1-x 1l -y
Donc, g(x) < g(y) ¥z, ye [p,i[l : x < y.

ii) on a g(x) = u(x) (1 - w(x) avec u(x) =I%§—et u'(x) = u2(x)

donc : g'(x) = u'(x) (1 - w(x)) - u(x)w'(x) = u2(x)(l-w(x))—u(x)w'(x)

soit @ g'(x) = u(x) (g(x) - w'(x)

g'(x) >o ¥x €lp,1[, alors g(x)> w'(x) ¥xelp,1il

comme

u(x) > o
iii) Soient x,y : p < %< y<1, w étant dérivable, 3 o e€Ix>yl:
L' Q@ = wly)= w(x)
y - X
Or, d'une part : g(a) > w'(a) (ii) et d'autre part :

gly) >g(a) (i) alors :

gly) > w'(a) = wly) - w(x) , ceci étant vrai WX,y :
y - %

® <y <1, en particulier pour les termes de la suite telles que

©
IA

< A
P n



Donc, soit N le plus petit entier tel que Anz p  ¥n2N.
w(kn+l) - w(kn)

¥n2N,
Comme An < An+1 ¥n, alors g(An+l) > N S
1 - AN n+l n
Soit : nt2 > ntl Vn2N, car :
1-2 41 Akn
L- Ak+l vk et w(A ) = A Yk
. g(Kk) z —_— k k+l "X-
1- Xk
oA - A
Comme o < A, < A <l ¥k, alors > i ¥n2N.
k k+1 A X A X
ntl n
Par conséquent : (bn)n>N est strictement croissante.

On remarque dans cette propriété, qu'on peut se passer des conditions

(Cf), si on peut vérifier par un autre moyen 1l'hypothése : o < An < An+l< 1

¥n et £im Xn = 1 (c'est le cas, par exemple, des suites totalement monotones
n—+o

d convergence logarithmique [51]).
Mais, il faut noter que les conditions (Cf) nous servent a démontrer 1l'accé-

lération de la convergence des transformations (Vn k=0,1,2,...

,k)n>o’

Cependant, on a fait des essais numériques sur des suites qui ne sont pas
des suites de point fixe, en se basant uniquement sur le critére (%).

C'est le cas notamment des deux séries suivantes :

) 1 5 et ) L+ log ktl 4
k2o(k+1) kzok+1 k+2
On constatera que pour ces deux exemples, ce sont les transformations (Vn 2)n>o
,2'n2
et (V_ ) qui sont choisies pour 1l'encadrement de la limite.
n,3 ' nzo
On verra, en méme temps, qu'elles accélérent la convergence de ces deux
séries, bien que (V_ ,)_converge mieux que (V_ ,)_ vers la limite.
n,2'n n,3n
Essais numériques
Donc on considére les sg%tes de sommes partielles suivantesn
\ +1
(Sn)n>o : Sn = z L 2 (S'n)n>o : S; = 2[—l_+ log E__J
a) - k=o(k+1) b) - k=ok+1 k+2

et
S*= 1.64493406684 S*= 0.5772156649



. Si on note

(Vn,k
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) (resp(V' ) ) la suite obtenue en appliquant la
n n,k’n

. ' - . [l =
trapsformation V. | (resp. V' ,) & la suite (s ), (resp (s' ) )rk=2,3,

>

alors on obtient :

v

Vn,3

1
v n,2

1
v n,3

n.2
.10SS22R8758169930+01
.1089417562724020+0)
. 164728458049885D+01
«1040318466353700+401
LJ0U5817670710850401
.1645532288374750+01
. 1045357793278320+0)
.1045245118101090+01
.1645109123837120+01,
.1645116011243360+01
.164507777444503D+01
.164504954744081D¢01
.164502825071838D+01
.164503389548090D+0}
.164499913540730D+01
.1644988987703220401
.164498085833B05D0¢01
.1644974257680220+401
.104U96884258067D+0])
.168496435833834D+01
.1644900613319797D+01
.164495746093206D+01
. 164495478869E920+01
.164495250848278D+01
.1044950550950990+01
.1044948860973900+01
2 164494739435193D+01
.1644946315379960101
.164494499496uUB890+01
.164494400929012D+01
.104494313L£67300D101
.164494236683332D+01
L10648941068011062D+01
.1084941067)27250+01
L 1OH494051821745D+01
.1644940025230150+01
L 16849395F1226050+01
L1LAa93918025805D+01)
.1644938817257160101
L10ULGSAUATHOSTRD0Y
L10H493K]188128410¢0])
L1005937914948280+01
.1044937065385980401
.104493743093874D+0)
L 10n5937227423530401
LJou4937034948831140)
LI0U88936857746420+01
.1o8493609442637TD+01
.104408365u43572900+0)
L10UK936404040550101)

L1611846a0522675M40]
L162042114695341(1401
216263326023 10620101}
.16304150099006vi°+0]
-1633314866509320v0)
.1635437022505149Peuy
«16370322453085100 0
«163825972049705% 00
«1639223469550901:40)
»1639993563%2003D101)
1640618324987 741540)
21641132019378520+06}
. 1641559409424180+0]
«16819187460B3310+0)
.1642223712656600+0)
< 1b424RUT2T083670+0)
«16427098632% UcobL+0}
+164290531S5690440+0)
.164307614708520D+0)
+1643226299145030+01
.1643358975964LT80+0)
.1643476785%00495D+01
. 164358186545632D+01
.1643675985515790+0)
«1643760611954730+01
<164383696273555040}

.164390061520191580ev)7

«104396b69755RLT74L+0)
L1644026213891%10201
L164407850956605D+01
.1644120415643181ND+0)
«1044170409204b0h40])
«1644210905311970+G1
<30842006204B819850L+0)
L104L2B20803332310401
«16443347977826H+01
< 164U34449194839140)
»1644372101085h90¢40)
.164439781588R61N+01]
L10U8421805697R1D+ 0]
«1064444422139040601040]
L 10444651977057T0+0)
. 1644484B5524T73210)
«164450330225942D+<01
«1644520636114831°10)
L 1AUAS3694du)LeBle 0]
< 164US5230698203190)
- 16445007950R0n0T 1v)
LlOUUSEQUT39413114018

< 1bUUSYIU02T1 790

=570215R35045475D+00
.5765985590%44510+00
.ST6Lb617363RSIBID+00
<5762991333225G10+900
«S7707465B017245D+00
.577119091576758D+00
LST771467427740920400
.577164809366473D400
.5771770931090130+0¢
.5771857277550350+00
.577191970638961D0¢00
«ST7190594240358D+00
.577200090524430D0+00
.577202782726189D+00
.577204889083677D+00
.577200560519775D+00
.5772079Q36406713D+00
.5772089952176412D+00
.57720989140356290+00
.5772106340951270+00
.577211254707864D400
.S577213777339257D+00
.5772122205782670+00
.577212598941063D0+00
.577212923870809D+00
L577213204474913D+00
.5772134480580890+00
.577213660529070D+00
.S57T7213846697R10D+00
.577214010532984D+00
.577214155228632D+00
.577214283550013D+00
.ST72143977327350+00
.577214499672253D+00
.5772145909666570+00
.S77214672967381D+00
.STT7214746831315D+00
.577214813538693D+00
.5772148739393270+00
.577214928758607D0+00
.S577214978627021D+00
.577215020092670D+00
L57721500502969310400
L577215103053671D400
LST72151365208970+00
LH7701%51705%603910400
L577215200063635L+00
h772152272¢G4000L+00
LAT772152523697260+00
LSTT2152750034850+00

Zovsoz a3 . s .z
Pour ces deux exemples, l'encadrement est réalisé deés la premiere 1té-

ration.

On voit donc que l'utilisation du critére (%), sur le plan pratique,

.S996883432677550400

592426444539+ 65D0+00
~5R82398156921390+00
«SE55754093294580+00
.5837723825943350+00
«5824953A2941923D+00
.S815580033493070+400
+S5R084909547544504+00
.5803034914313880D+00
.57986850499201700+00
+5795206933789190+00
«579237008916099D+00
«579002633965438D+00
.578806771456446D+00
+STB641425035522D+00
.578500570504367D+00
.576379600033355D+00
.578274940139209D+00
.578183785538292D0+00
.578103909001937D+00
.5780335241446790+00
L577971184727624D+00
«5779157097998180+00
.ST7866127385884D+00
.577821631629929D+00
«ST77815498626650+00"
.577745317031348D+00
«S77712455686767D+007
.577682560173366D+00
.S577655284060603D+00
«577630330054686D+00
.5776074438741500+00
.STT586397637652D+00
+577567004473955D+00
«S77549094082518D+00
«577532519070440D+00 .
«9577517149919270D+00
.577502872432163D400
.ST7489585624018D+00
.S77477199918249D+00
.577465035637614D+00
.STTa548217242250+00
.S5TT4dd094636435D+00
«ST74351974188650+00
L577426278905230D+00
S5TT41789303113u48D+00
+S5774099981615b90+00
<577402556753000D+00
.577395534767263D+00
.577388901110721D+00

fournit les deux transformations successives du procédé V qui encadrent

la limite.

I1 n'a pas été possible d'étudier, sur le plan théorique, l'existence de k




dans le critére (x). Cependant, cela n'empéche pas d'utiliser ce critére
comme un test sur le plan numérique puisqu'on prendra la précaution de
fixer & l'avance un entier k afin d'arréter les calculs si le test (%)

ne se vérifie pas pour k = o ; k

En ce qui concerne l'accélération de la convergence, les deux exemples
précédents montrent que le domaine d'application du procédé V ne se li-
mite pas uniquement aux suites itératives qui vérifient les conditions (Cf).

Dans le but de montrer qu'on peut améliorer l'accélération de la conver-

gence des transformations (Vn k)n }» OD propose de les génélariser.
L] bl

VI - Généralisation des transformations(vn ) . > ko, au sens de Levin 1d

,k'nzo

Comme on 1l'a fait remarquer dans le paragraphe III, les transformations

(v .)

k=0 euvent s'exprimer sous forme d'un rapport de deux déter-
s P P P

n,k nzo0’
minants.
|Sn+k Sn+k+l‘
% *nel
Soit : \% = -1 , n20 et k20, avec x_ = 1 - A
n,k ' 1 1 l n n
*n xn+

Par suite, on peut essayer de généraliser ces transformations, en augmentant
1l'ordre des déterminants.

Plusieurs fagons de procéder ainsi sont possibles, mais on a choisi de
procéder comme Levin [10].

Pour cela, il faut d'abord rappeler la forme générale des transformations

de Levin. Elles sont toutes de la forme

(p)

7 =P sy 1) on
pn n .
n Sn#l T Pnip
R LN ) . L] .
n n+l n+p
(p) R R R
P _ _n ntl L. _ntp > >
D(Sn) = — oD ,n2l et p2l.
! ' i
! | !
1 ' !
] | |
Rn ntl ........ Rn+E
n -1 (n+1)p_l “(n+p)P
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(p)

Pour obtenir D ©7(1), il suffit de remplacer Sy» S par 1

n+l’>"" " Sn+p
dans le déterminant précédent.
Trois choix de la suite (Rn)n définissent les transformations de Levin :

t, u et v [10].

Par conséquent, notre généralisation sera de la forme,

(p) _ (p) (p) . (1) _
' Vn,k - Dk (Sn) / Dk (1) Vn,k - Vn,k
ou
S S
n+k ntk+l ........ Sn+k+p
*n *n+l1 ceeeaae xr1+p D2l et
X X 41 . X 4 nzl si k=o ,
n+k n+k+1 n+k+p nzo si k #o
(p) . . . avec x_=1-A_.
D(s)=| ! : : noon
k . : :
*n “nHl .. xn“?g
(nti) P (i) P2 (n+k+p)p-l

On constate dans notre généralisation la présence d'un troisiséme para-

métre, en l'occurence 1l'entier k. Mais, en posant X, = Rn+k =1- An’

-~ . . . L3
on se ramene aux notations de Levin, puisqu'on a :
\Y T .
o,k DP,Dtk

Donc, comme 1l'a fait observé Levin, les déterminants précédents peuvent

se calculer explicitement.
Par suite, on obtient :

viP) - sPgy /sy,
n k

n,k k
(» P i m ..
o S (s) =] (1) | | (eowPTt ERHC (s)
x U j=o J D4+ j

avec x, = 1 - Kz ve.



)

k) analogue a celle de

On va donner une propriété d'exactitude de (Vép
s

(7 roposée dans [16].
p,n) PFOP "

Propriété 7

Soit k2o fixé.

L] . *
Si 4N : x_ = c(S -5 ) ¥n2N, alors V
n n+

k

Preuve : Soit n2N

La constante c pouvant étre simplifiée dans le rapport des deux
(p) <* s,
n,k

additionnant la seconde ligne de D

déterminants de V , On peut supposer X

(p)
k

K Par suite, en

(Sn) d la premiére, on obtient

p{Pls y = p{Pl(s*y = s* p{P) (1),
k P k k
|

Pour terminer ce paragraphe, on va proposer des résultats numériques

concernant cette généralisation.

Nous allons étudier l'application de (V(p)) aux deux séries précédentes
n.2
n n
(Sn)n>o / s = ) ! , et (S'n)n>o / S‘n =) I N log LS
- k=o(k+1) - k=o  k+l1 k+2
Essais numérigues
. (p) (1) S . .
Si on note (V ) resp. (V. 7)) la suite obtenue en appliguant
n,2'n,p n,2 n,pJ

V(g) 3 (S_)_ (Resp. (' _)_), alors on obtient

. n’n n’n

(p) (p)
\ 1

P 0,2 P V0.2 _

1 «145522875016993D+01 1 .SN6215835045474D+00

2 «16QRTSUU2321304D+012 2 .5769808605372670+00

3 <1644381896330430+01 3 .S77u377720609370+00

4 <1640R2425825644D+101 L .577217652881841D+00

5 <164441914£21983D+01 5 .57721]9217816092D+00

6 264120500001 6 -.-577219516129153D+00

7 7 .5772158B59511050+00

8 8 .57721561983880D+00

18 9 57721566 213850400
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On constate qu'on a atteint 10 chiffres significatifs en calculant

(10)

v .o Pour le premier exemple et Végé pour le second.
b S

Donc, en tenant compte de (S ), le nombre de termes de la suite 3
utiliser pour le premier exemple est 13 et 12 pour le second, avec

- 1 -
812 = 1.56 et S 11 0.62.

Pour p > 10, on observe une perte de précision due & 1'instabilité numé-

rique. Cela tient & ce que, dans l'algorithme, on a besoin de calculer

~

d chaque fois les termes de la suite (An)n en faisant le rapport de deux

différences successives : An = —ntl

AS
n

Mais, si la fonction w associée 3 la suite existe et si on 1l'utilise

AS
A= 2
pour calculer An : o ASO s
App = 0O)

alors on a un chiffre significatif de plus. C'est le cas du premier

exemple pour lequel on a

1
w(x) = ——— . On obtient donc :
2
(2 - V%)

(p)

P V0,2
1 L1dS5228758109931.+01
2 JHOMP760E 700220100
3 Lothp215a70233520 101
b 1LATA 1109904091461
5 16849587 1602GRL+01
6 L10H893B9304070391,+01
7. L1el4a49300cek L1 797401
8 L10U493000600UPSUL 10
e 1684934065770 0L
10 L16A3930060ER LSO

Conclusion et remarques :

Les résultats numériques que nous avons présentés le long de ce
chapitre montrent que l'application du procédé V, ici proposé, sur une
classe de suites a convergence logarithmique, offre une possibilité de
contrdler 1l'erreur d'une part et d'autre part peut aboutir 3 des résultats
trés intéressants en accélération de la convergence, surtout lorsqu'il

s'agit de sa généralisation au sens de Levin.
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Nous notons que le procédé V est congu uniquement pour les suites &
convergence logarithmique, néanmoins dans le cas ou la suite (Sn) est
S s*
n+l

telle que : £im ——————— = - 1, nous pouvons l'appliquer aux sous-

n* S - S
n

suites d'indices pair et impair. .

Parmi les résultats numériques, certains montrent que 1l'application
de ce procédé peut s'étendre 3 des suites non itératives. De ce fait,

deux questions importantes se posent

Peut-on étendre la propriété 15 de B. Germain-Bonne [8, p.29] concer-
s . s . N *

nant la caractérisation des suites de Sk aucas ou f'(s) =17

Précisemment, dans quelle situation peut-on trouver une fonction B

de Cl : An = B(Sn) Vnzno avec B(S*) = 1 et B'(S*) z 0 ?




-9l

CHAPITRE 111

UNE METHODE DE CONTROLE D'ERREUR POUR CERTAINES
CLASSES DE SUITES OSCILLANTES : METHODE BASEE
SUR LES INTERVALLES EMBOITES.
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I - Introduction :

Dans ce chapitre, il s'agira d'une méthode d'estimation de la 1li-

mite de certaines suites oscillantes convergentes, 3 l'aide d'une suite

d'intervalles emboités et ceci a partir de la premiére itération.

. En effet, ce procédé consiste d transformer séparément les deux
sous-suites d'indices pair et impair (qu'on suppose monotones), la trans-
formation en question étant choisie de telle sorte que les deux suites
obtenues restent monotones, en sens contraire. Ceci nous permettra de con-
sidérer la suite d'intervalles qui ont pour bornes respectives les termes
des suites croissantes et décroissantes ainsi obtenues. On a ainsi un enca-
drement de la limite, puisque ces deux suites doivent converger vers cette

méme limite.

Cette méthode exige donc une étude de la monotonie de ces transfor-
mations appliquées a des suites monotones. Un travail dans ce sens a été

fait par Opfer [13 1J.

Dans le prochain paragraphe, on va donner un résultat fondamental
semblable & celui de Opfer, mais qui comportera une hypothése en moins

pour la méme conclusion.

On trouvera, dans la suite, une étude détaillée faite avec le
7z Pd 2 3 . ” » . 3
procédé A" d'Aitken. C'est pourquoi la méthode de l'estimation de la li-

mite sera appliquée uniquement avec ce procédé.

II - Etude de la variation d'une suite obtenue & l'aide d'une transfor-

mation T :

Soit (un)n>o une suite réelle strictement monotone, de limite

Soit T la transformation de suites définie par

Tn = Ui * bnAun’
T= (un)—__—_—_> (TD)DZO

nz2o
l nzo

od (bn)n>o est une suite telle que £im bnAun = o . Cette condition assure
- N0

%*
la convergence de la suite (Tn)n>o vers u .
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Une question qu'on peut se poser est : Dans quelle(s) condition (s), la

suite (T ) est-elle monotone °?
n n2o0

b
En effet, ona : AT = Au (1 + b )y (A - 2 ) o (A ) est
n n n+l n n’nz2o
Au 1+Db 4
nt+l . n .
telle que Xn = ——— ( on gardera toujours cette notation lorsqu'il
bdu
n

s'agira du rapport des différences des termes successifs de la suite

inttiale) ; Au est non nul, car (u ) >0 est strictement monotone.
n n'n

Donc, si (1 + bn) > o ¥n, alors, en tenant compte de

2
ATn' Aun = (Aun) (1 + bn+l) (Kn -
On peut en déduire que : n+l

(% 4N : (Tn)n>N est monotone (avec inversion de la monotonie)

b

<=> ATn. A € o Vn2N<=> A < DI yn2N

n n
(1) L+ by

* IN : (Tn)n>N est monotone (avec conservation de la monotonie)
- b

<=> AT .Mu 2 o0 ¥nzN <=> A\ 2 ——b ¥n2N
ot el n

i 1+ bn+l

Une étude sur la monotonie, dans le cas des procédés linéaires et non linéaires,
a été abordée par Opfer [13 1 Dans le cas des procédés non linéaires, ses

deux théorémes se résument dans (1), mais ils contiennent une hypothése

inutile en plus

En effet : il considére la transformation suivante

un+1 - rnun
T = avec rn z 1 ¥n.

n
l-r
n

I1 est facile d'établir une liaison entre les deux écritures de Tn. On a

r
n , N . - ~
b = ————— .Il impose a la suite (r_ ) d'étre monotone dans le meme
n 1- r, n’nzo
sens que la suite (u )n>o’ alors que nous, nous n'avons pas eu besoin que
b none b
. n . - n
la suite |-————— soit monotone {(r = ———————
1+b 1+b
_ n Jn2o n

Nous donnerons un contre exemple dans le paragraphe suivant, en étudiant

e e 2 -
le cas ou T est le procédé A™ d'Aitken.
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IIT - Etude de la monotonie du procédé A2 d'Aitken

Afin d'illustrer la condition (1), on va s'intéresser au cas ol

2 (.) Au . Au
T est le A d'Altken : € 5 . 0n a : E(;)z un+l _ n+12 )0} . ﬁZO, A%n z o .
A"u
1 n
Soit e(n)= u + b Au avec b = 1
2 n+l n n n
: 1 -2
) 1 b " 1-A +1
I1 s'ensuit que : 1 +b = —=—— et — =) — 0> gy,
n 1 -2 1+0b noo o
n n+l n

Donc, si ¥n2zo A < 1, alors la suite (b ) est bien définie (A = 1)
n n° n2o n

et 1 + bn est strictement positif pour tout n2o.
(n)
2

) est mono-

Par conséquent la condition (1) devient : IN tel que (e >N

tone si et seulement si

( b 1-2 .,
* A < n ¥o2N <=> A <A ——8B%% yre>N s (M) est
n n n n n2N
. 1+5b 1 -2
(l'){ n+l n
] ou décroissante .
b 1 -2 1
x A =2 — B yn>N<=> A2 A —— DL oy <=> (A ) . est
n n n n ' nz2N
1+5b 1 -2 .
n+1 n croissante

st strictement positive, car est
I1 faut rappeler que ()xn)nZO e trictement positive, c (un)n>o

strictement monotone.
On peut alors résumer ce qui précéde dans le
Lemme 1 :

*
Soit (un)n>o une suite réelle strictement monotone de limite u .

On suppose que Xn < 1 ¥n2o.

(n)

si (X)) est monotone, alors (€ ) est monotone.
n’ n2o 2 "n2o0
Remargues :
(.)

1- Supposer An # 1 ¥n2o assure que le calcul de € est possible ¥n2o.

2

2- Si parmi les hypothéses, il y en a qui ne sont vérifiées qu'd partir




d'un certain rang N, alors la conclusion reste valable pour n2N.

3- La suite (un) 5 étant convergente, il est facile de voir que si
no0

£im A existe, alors £im A_ = p €[0,1].
n> I n
n-—-rco

On peut donc faire la constatation suivante : si p# 1, alors on

peut toujours trouver un entier n, ¢ An <1 VnZno.

4- D'aprés (1) et (1') :

. . n -

Si (X)) est croissante, alors (E( )) est monotone dans le méme
n n2o0 2 "n=2o

sens que (u ) .
4 ( n n2o

. ” . n

Si (A) est décroissante, alors (€ )) est monotone dans le sens

n’ n2o 2 "n=2o

contraire de (u ) .
' n20

5- Revenons au résultat de Opfer dans le cas r Xn ¥n. ie T est le

A2 d'Aitken.

En tenant compte de la 4éme remarque, on va voir sur deux exemples
(1'un pour la conservation, l'autre pour l'inversion de la monotonie)
que 1l'hypothése, (rn)nZo c'est-a-dire ()xn)nZo monotone dans le méme

sens que (u_) est inutile.
n nzo,

D'une part, si (un)n>o est une suite totalement monotone, alors on

(n)) est décroissante [2]
2 "n2o

(on trouvera un rappel dans la suite). Donc (u_) et (A)) sont
n’ n20 n’'n20

sait que (X)) est croissante et (&
n n2o0

monotones en sens contraire.

D'autre part, considérons la suite de sommes partielles

T Lk
u = Y A (k + 1) avec o< A < 1.

k=o
n+l .
Ona : Au_ = A (n + 2) >0 ¥n2o, donc (u_ ) __ est strictement
n Au n’n2o
croissante et A_ = ntl =3 27 3 ¥n
) n Aun n+ 2

donc (A ) est décroissante,
N’ n20

En outre, il existe toujours un entier nOZO tel que : Xn <1 VnZno,
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. . X 2 . N
en particulier n =o si A < —— . Par suite, d'aprés le lemme 1 et la
3

. (n) ’
L4eéme remarque, (€ é i . i
que, ( 5 )nZn est décroissante. Tandis que (un)nZO et

(An)n>o sont monotones en sens contraire.

IV - Estimation de la limite d'une suite oscillante convergente par

*le procédé des intervalles emboltés.

1- Notations et propriétés

. . » . - *
Soit (Sn)n>o une suite oscillante convergente de limite S , avec
s_= s* vn.
n
S => S =S =8

nt+l - °n n no+l’

On a alors AS 2z o ¥n (Sinon 3n : S
n o
O [o] o]

puisque n_ et nytl  sont de parité différente, ceci est contraire a

*

S =8 ¥n).

Donc, on peut poser

\ = S 41 et o = She1” S
Y g -g"
N N

I1 est évident de constater que kn<o ¥n et si Eimpn existe alors Kimkn

n-*e l n—-e
-p
. . . . +
existe et on a : Z:men = Zlmknzp avec pel-1,0],puisque An:pn ntl
n->-x° N> 1 - o] n

et pn < o<1 ¥nzo.

D'autre part, on considére les deux sous-suites d'indices pair et im-

pair de (Sn)nZO

(1)
(1) _ . (1)_ (1)_
(x - )nZO = (S2n)n20 fe x 728 , x ] 8,, %= Su, ces
(2) . (2) (2) (2)
= = = 8 = cee
et (x n )nZO (s2n+l)n20 e xy, Sl’ X117 23 % S5’
P (1) (2)

our le moment, on suppose que (x n )n>o et (x o )n>o sont monotones

(on donnera dans la suite des résultats qui assurent leur monotonie).
(1)
. Ax £ o ¥n2o xﬁ~—-’8 , 1=1, 2

>

(1)

On a donc : Ax n
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et si An - anZO, alors leur monotonie est stricte (car si dk :
= = - ' -3-41i = -
Sk Sk+2’ alors ASk ASk+l c'est-a-dire Ak 1).
Donc si An # - 1 ¥n2o, on peut alors poser :
(i)
(1) AXn+l
A Z e i=z=1,2etn=20,1,2, ...
n (1)
Ax
n
on a A(i) >0 ¥nzo 1= 1,2 et si on pose (W) :
n ® k nzo
1+A
B k+2 )
M = Ak kk+l —_ (Xk # - 1), alors on a :
1+A
k
Lemme 2 :
_ (D) _ 4 (2)
Hop = A n et Hon+1 = A n ¥nzo
Preuve :
(1) (D (1)
x5 (1), b1 - ¥ p+2 T ¥ pn Sonts ~ Sont2
no o, (1) LD D) - s
n n+l n 2n+2 2n
on pose k = 2n, on a :
Ask+3
14—
- AS
\ (1) Spa T Ske2 DS T BS ., 85, K42
n _ - - AS
- k+1
Si42 ™ Sk BSypq * 08y a8, 14 e
1+ A K
o (1) _ k+2  _
soit : A7 = Me M1 = T Yo
1+
(2) (2)
x5 (2), Bx" 41 ®*ni2 T ¥ nel _ Sones T Sonss
n (2) ) (2) B
Ax n X n+l X S2n+3 - 82n+l
On pose : k = 2n, on a :
ASk+’+
1+ IS
L (2) Sies ~ Siez DS Y B85 D545 k+3
n - - AS
Sie3 T Sker DBSpp0 TS BSy g4 K2
ASk+l
soit : X(z)‘ A A et Ak+3 = =
' n - Ml k2 T, = U1 T Honl
k+1 |
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2 - Méthode de contrdle d'erreur :

. 7z £ ” 2 » z
Avant de s'intéresser au procédé A" d'Aitken, on va présenter

cette méthode pour une transformation de suites T quelconque telle que :

(u)) > : = 2
0’130 (Tn)nZO : T =u . +b Bu_, n2o

(1)

. On applique T & (x - (2))

les deux sous-suites

s . . (1)
1
d'indices pair et impair de la suite osc1llante (Sn)nZO’ (x o )nZo

(1)
) >

étant supposée monotone, i =1,2. On obtient respectivement (T n

)nZO et (x

(2)
et (T n )nZO'

Soient : T(i)= x(i) + b(i) Ax(i) i=1,2,
n n+l n

(1))

(i)
(b n ‘n2o’ )n

dépendra de (x 2V pso ST (b)), dépend de (S )0 |-

Ensuite, on considére la suite d'intervalles (Jn)n>o telle que :

(1) (2)
[% n A T n .]

(1)

Enfin, si les suites (T n )n>N sont monotones telles que :
pT . a1 < ovnen et si £im T3z %, 1 = 1,2, alors
n n e D
(1) (l) (1) (1) * <p(2), (2) (2) T(Q)
TN S Tgpy S ooee S Trl ST ] Seee-S S S""'Tn+l Tne1 STy
. (1) .
si (T )nZN est croissante.
(2) (2) < < (2) (2) * (1) (l) < < (1) (1)
iﬁ <T N+ 1 <....=5T N n+l <...5 S =.. n+l n _.._TN+1_T N
si (T(l)) est décroissante.
n ‘n2N
Clest-3-dire J c J VnN et STe J Vn2N,
n+l = n n

(l))

Par suite, on obtient un encadrement de la limite 3 l'aide de (T A

(2} n et
(T°~")
n
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Donc, si T est le procédé A2 d'Aitken, alors on a :

R T P N Qe

n n+l n n °?
(1)
(1), " (1)
avec b= - (A #1),i=1,2 et n=0,1,2,...
n (1) n
1-2 .
n (1) *
*nt+l ~ 2
Rappelons que si £im Py = P alors £im —sz————;»= p 1 =1,2, et
. n>eo e x n " S
. ;Y * .
si p = -1, alors la convergence de (xn(lb vers S sera logarithmi-
n2o0

() 3 (x(i))

sera sans intérét. Si p=o
2 n ‘n2o p=0,

que et l'application de €
()
2

l'application de € [’n'offre non plus aucun intérét.

Donc, on va supposer que pel-1,0[.

(1

Si on pose J, = [T 2 A T(i)] » on peut alors donner le résultat suivant

Proposition 1 :

. . 3 . . *
Soit (Sn)n>O une sulte oscillante convergente de limite S telle
(1)

que : S_*# S*, A_# - 1let
n n n

<1, 1i=1,2, ¥n2o et telle que les

sous-suites d'indices pair et impair soient monotones.

Si les suites (X(l)) et (A(z)) sont monotones de méme sens,
n ‘n2o . 'n=20
alors : S*e Jn ¥n2o.
En outre, si (K(l)) .. sont croissantes (i =1,2), alors
n ‘no
(1) (2)
>
Jn = * n42 A Tn+2 ¥nzo.
Si (A(;))n>o sont décroissantes (i = 1,2), alors il existe un entier N
tel que :
(1) (2)
>
¥n2N Jn € [Xn+2 A % a2

Preuve : Elle repose sur le lemme 1 et les remarques précédentes.
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Spdt 4= d5n

(x(l)) est strictement monotone, car A_ #- 1 ¥n2o. (Rq p. 100)
n 'n2o —_— n

(itidy étant monotone et A‘i)< 1 ¥n2o, alors (T(l)) sat
N 020 n SRS

monotone (lemme 1).
Opaa AT(l). AT(Q) £ 0 ¥no.
n n

En effet : d'aprés la 4éme remarque (p. 98) et comme (A(i))
2
( )) X

n ‘n2o
(i))

n ‘n2o

n2o0

et (A sont monotones de méme sens (hypothése), on a :

Si (X 2o . Wn2e, 151.2.

est croissante, alors AT(;) Axil)

Si (A(l)) est décroissante, alors AT(l). Ax(l)So ¥n2o, i=1,2.
N neo n n

Donc, dans les deux cas, on a :
AT(l). Ax(l)]. { AT(2). Ax(z) ] 20 ¥n=o
n n n n
Or Ax(i). Ax(i) < o ¥nzo, alors :

AT(l). AT(Q) <o ¥n2o.
n n

D'autre part : puisque p# - 1, on a :

£im X(i)z Lo . = p2 o

n=>co L ko0 k
Donc 2im o4 e g e gm0
N 1

I1 s'ensuit que :

(1)

(1) ¢1) (1) (1) * (2) (2) €2} .0(2)
To S'Tl ) R 4 < T rl+l-<-....SS S....STn+l $Tn £.. STl STO
si (T(l)) .. est croissante

0 - h2s
ou
(2) (2) (2) (2) * (1), (1), S 6 O
At & = 1 LT < Tn < Tn+l S LevaSin S < Tn+l- Tn _..._T1 < To

, (1) 2 ?

g1 (T ) est décroissante.
n n=o0

Par conséquent

J Gt i et 5"z

g
o

¥n2o
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A(i)
3-0na: T(l) (l) + b(l) (1 ), avec b(l)= —=
n -~ * o+l (1)
1 -2
n
i=1,2 et n =0,1,2,...
L3 () (1) (1) (i)
donc : x 42 T n ntl - b a Ax n
soit : x(l) - T(l)= Ax(l) [A(l)— b(l)], en remplagant b(l)par
. n+2 n n n n n
A(l)
_——E—TIT , on obtient
G n P2t
X -7 = - €D ¥nzo
n+2 n 1 -2
n
Supposons que (x(l)) est croissante et (x(2)) est décroissante :
P 4 n ‘n2o 20 )
Ao (1)
On a donc : x(l) D [ i Axn <0 ¥nzo
n+2 n (D)
1-2
n
soit x(i32 < T(i) ¥nzo
(2),2 (2)
C N O N S s
et : 42 " T = - (2) 3 o ¥n2o0
n n 1 -1
soit xif; > T(i) ¥n2o

a) si (A1)
n

sont croissantes, i=1,2 :
n20

(1)

Alors (T ) est croissant
n ‘'n20
. (1) < (l) <. *
< . < <
ie T n n+l S
soit T(l) < T(2)
n n

Par conséquent : x(l) < T(l) < T(Q)
n+2 n n

donc J C [ (1)

n n+2 ®

e et (T(Q)) est décroissante.
(2) (2)
<T n+l = n
¥nzo

(2) .
xn+2 ¥nzo

b) Si (A(i))
n

sont décroissantes, i=1,2 :
n2o0

(l))

alors (T

est décroissante et (T(2))

est croissante :
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ie T(2) < T(l) ¥n2o, mais T(2) < x(2) et x(l) < T(l)
n n n n+2 n+2 n
Tl'(ll) - & 2
Or Lim Iy —° i=1,2, car p“ = 0,1,
- K
e Xn+2 5
Ooe e
En effet : D) > ) " + bn D) "
X - X - S X - S
n+2 n+2 n+2
(1) *
' % n+l = S 1
D'une part : : >
(1) * 2
x n+2 S n=e P
Axgl) AXI(]I) x(l) - S* X(iJ)_ - S*
D'autre part : — = — — .
ME L1 g* L) g* ED I
n+2 n n+l n+2
2 . 2
n - o© o} n > «© 1 - p
Donc
) g 2 0l - 1
n N 1 + P . =0
(1) * 2 2 n
X 2 S n > o o] 1-9p p
Tr(ll) - 5" 1) g x(i; - s”
D'autre part : &im ————— = Lin L i
o X(j) - 5% oo X(l) ¥ X(j) _g*
n+2 n+2 n+2
iz jeti,j=1,2. )
(1) * *
X TS 8y -8 1
(1) * (2) *x *
’Comme-xk-s _ Xy S Spe1 ™8 ke
CLG) o {
X K T S ou
2 g s*
k _ 2k+1 > o
(1) * * -
X K S SQk - S k »
Donc
(i) *




. (1) * (3) x|, .
. > . - -
Par suite : 4N, ¥n2N : T a S < N2 S|, 1= 7
T(1) A X(23-2- g*
ie IN, ¥n=N n n
et
S D T
n nt+2
comme : T2 < g% < 1) o o ogr o 2 ,
n n n n
T(l) _ S* X(2) _g* T(l) < x(2?
n n+2 n n+2
alors et , soit et
s* _ (2 o ogx_ (1) L) o (2
n n+2 n+2 n
Donc : x(l) < T(2) < T(l) < x(2) ¥n2N
nt+2 n n n+2
. (1) (2)
Par conséquent Jn C [Xn+2 > X 4o VoeN
. (1) P . (2) . <
(81 (x ) est décroissante et (x ) est crolssante, on se ramene
n ‘n2o n "n2o0
£z (1) (1) (2)
- t ar
au c?g)precedent, en remplagant (x . )HZO par (-x 2 nse © (2 )50 P
(- = )nzo)' o

Pour pouvoir appliquer la prcposition 1, on va distinguer 3 classes de

suites oscillantes convergentes.

V - Estimation de la limite 3 l'aide des deux transformations de suites

n n

n

(T et (T , bour 3 classes de suites.

Avant de passer & la définition des 3 classes en question, on va
rappeler quelgues résultats concernant les suites totalement monotones

et les suites totalement oscillantes.
L'ouvrage de base est le livre de Widder [17].

On trouvera plusieurs propriétés de ces suites dans le livre de

Brezinski [2] et ses articles [3] , [u4] et [5].
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Définition 1 :

est dite totalement monotone

k Aku
n

Une suite (un)nZo

(on écrira (un)n>o €TM), si (-1) 20 ¥n, ¥ ol l'opérateur

A¥ est défini par :

[ o
* Au =u
n n
{ Bu = un+l - un
et Aku = Aﬁil - Aﬁ;l , k21 et nzo
n n+l n

Une suite totalement mcnotone converge toujours. Une des plus im-
portantes caractéristiques des suites totalement monotones est d'@tre

reliées 3 la théorie des moments.

Lemme 3

Une condition nécessaire et suffisante pour que (un)néTM est que

1. n < - 2 .
u = f t da(t) , n2o ol a estbornte non décroissante dans [0,1].
o]

Parmi les propriétés des suites totalement monotones, on a

Lemme U :

Soit (un)nZO eTM

1 -81dn : u = u alors ¥n2l u = u
o n n

2 - 81 u, =0 alors ¥n, u # 0 et on a

u u
< 1«2 om0
u u
u 1 n

Définition 2 :

Une suite (u ) est dite totalement oscillante (on écrira (u ) e TO),
n" n20 n’n2o
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si la suite (v _) _ €TM ol v. = (—l)n u ¥n2o.
n’nzo n n

Toute suite totalement oscillante converge vers o.

De plus

S% (un)nZO € TO et u # o ¥n, alors

u u u u
-1 <......< n+ 2 < D ¥ 1 . <
u u
u
nt+l o 1 ©

Remarques :

Soit (u_ ) e TM, de limite u.
n’ n2o

1-81iu zu* ¥n, alors Bu, = o (lemme u4-1-)
Au +1
2 - Si u_ zu* ¥n, alors Xn = D% 21, ¥n2o.
Aun

La suite (—Aun)n>o étant totalement monotone et Aul z o, alors

Au Au Au Au
o<t <2 gDl D2 <
Auo Aul Aun Aun+l
(lemme 4)
Donc s'il existe n_ : A = 1, alors A_ = 1 ¥n2n , soit Au = Au
o ng n o ntl n

VnZno, donc Aun = o ¥n2l (lemme 4), ce qui est impossible.

1 - Application de la proposition 1 & une suite (Sn)n>o telle que

- _ %
(d]n)nZo = (Sn S )nZO e TO

Tout d'abord. on va donner un résultat concernant la nature des
9

sous~-suil - i ota-
suites (u2n)n20 et ( u2n+1)n20’ lorsque (un)nZO est une suite t

344} i . = - -
lemant oscillante. On pose (vn)nZO (}12n)nZO et (wn)nZO ( u2n+l)n20
Lemme 5 :

Si (un)nZO € TO, alors (Vn)nZo et (wn)nZO e T™
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Preuve :

(u) . €TO =>[(-1)“u J e TM
n P4 n

n2o0
n2o0

Donc, d'aprés le lemme 3, il existe o bornée non décroissante dans

[0,1] telle que : \

) 1
(-1)" u = [ t" da(t) n=0,1,2, ...

! > ! 2nt+1

1 2n n+
= = - - = dal
Donc v, T Up t°7 do (t) et W Upiet JO t (t)

o

1 2n

1) v, © J t""do(t), en faisant le changement de variables
o

. 2 .
sulvant ¢ s = t , on obtient
1 1 n
v_ = stda (V8) = | s" dB(s)

o o
avec B(s) = a(vs).

La fonction u ——————>/u est bornée et croissante dans fo,1].

Donc B est bornée non décroissante dans [0,17.

Par conséquent : (Vv ) _ ¢ TM,
n’'nzo
)
2) WS 1 t2n+l do(t) = Jl t2n tda(t), avec le méme changement
o o

de variables, on obtient

(1 1
woos | s" Vs da (V3) = J s dy(s)

e}

/s da(v/5) 2 o car do (8) 2 o sur [0,1].

dy(s)

Donc Y est non décroissante dans [0,1].

D'autre part

o<y (x) - y(o) = JX dy(s) = JX Vs da(/s)

da(vVs) 2 o

or et =>

o<vVs sV x<1 sisel0,x]
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X X V%
_ Vs do(vs) < o da(vs) = da (t)

o
o
V%

donc o<y (x) - v (o) < do (t) = o (Vx) - a(o) <+®
donc Y est bornée dans [0,1]. I1 s'ensuit que : (wn)n>o e T™
) 5
Remarque :

Soit (u )n>o une suite totalement oscillante convergente. S1 u # o

n n2

¥n2o0, alors An z-1 ¥n2o.

En effet : s'il existen : A_ = - 1, alors u_ = u 3 N

o n n n_+2 o
o o

peut &tre pair ou impair, donc

Sin_ = 2n,, alors u, = U, ie v = v .

n,+t2
o 1 2nl 1 ny nl+l
Sin_ = 2n.+1, alors = ie — = -
o 1 Yon 417 Yon 43 7 Yon 41 Yon_ +3
1 1 1
ie w_ = w
ny m+l.
Or, (v_) et (w_) € TM et d'aprés le lemme 4, on aurait v_ = o ou
n’'n20 n’ n2o n
wo=o ¥nzl. Ceci est contradictoire avec le fait que u * o Yn.

Donc, gri3ce aux lemmes et aux remarques précédents, on va pouvoir

donner un corollaire de la proposition 1 :

Proposition 2

*
Soit (Sn)n>o une suite convergente de limite s*. (Sn z S ¥n2o) telle

*
que (dn)nZO :(Sn - S )n>o €TO avec p €1-1,0[. Alors

* (1)

¥ eyg =IT 1 (2
n n

>
nt2 A % n+2 Vnz o.

(2) (
A T I ] ¢ [x
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(T(l)) >, €St le procédé A% d'Aitken appliqué a

(2)
et (x )n>o = (8 )

2n+l'n2o’
Preuve :

Ona:d = o ¥n2o et (d ) eTO.
n n° n2o

On pose : d(l)= x(l)— s* i=1,2.
n n
*
* Ad =AS 2 o V¥n2ocar S_ # S ¥n2o.
n n n
bs +1 Adn+l
Donc on peut poser A = —- =
As Ad
n n

D'aprés la remarque p. 170,0n a A

z -1 ¥n2o0 .

(i)

Par suite Ad" "= o ¥n2o et i=1,2 (Rq p..100)
_ (1) (1)
Donc X(;) ?I% = ?+§ est bien défini.
Ad Axt
n n
* (d(l)) et (—d(2)) eTM (lemme 5)
20 n "n20
_.(2) (2)
or A(-d n+l) - Adn+l - >\(2)
A(—d(2)) Ad(z) n
n n
Donc (X(l)) .. et (X(Q)) sont croissantes
n = n 20
et sont majorées par 1 (lemme 4). Comme X(;) # 1 ¥n (Rq 2 p. 108),
alors k(l) <1 ¥n2o, i = 1,2,
La monotonie de (x(l)) .. et (x(2)) .. vient du fait que
, no n ‘no
(d(l)) et (- d(2)) et et a Pz P g%y et i=1,2.
n n n
* Enfin : £im T(;) = S*, i=1,2, (02z 1).

bomasd
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Toutes les hypothéses de la proposition 1 sont donc satisfaites :
I1 s'ensuit que :
* (1)

(2)
S € Jn c [x a2 A X n+2J ¥no.

2 - Application de la proposition 1 au cas des suites (Sn)n>

O

i)
définies par Sn = o + ) Gl)ka
k=zo

&
Soit la suite (S) définie par :
n’'n2o

0<x <1, celR

n
S =a+) (—l)k akxk avec |Jet

n
k=o ) eTM

(a k=20

k

Cette suite est la somme partielle d'une série alternée, qui est

convergente puisque le terme général (Qk)k>o tCo T Ota et

_ ko Xk . . X
¢, = (-1) a, % est tel que (lck ‘)kZO est une suite décroissante vers o,

. * . .
Soit S sa limite.

Lemme 6 :

Soit (b ) >, ¢ b =a -x ¥p2o avec o £x <1.
P p=zo p -

P “pt1 °

. k
Si (ap)pZO €TM tel que A a; # o ¥k, alors

Preuve : * Si x = o ou x = 1, il est évident de voir que (bp)p>o €T™

* 81 0 < x <1, alors on a :
k L,k

<=> (=
(ap)pZo €TM (-1)" A 2, >0 ¥k, ¥p
k
k Aa +1
Na, # o ¥k =>—-k--P—— <1 ¥k, ¥p (lemme 4)
A .
Aka +1 1 ap
Soit P < car o<x<l1,
k
A a
D
(-l)kAka +1 1
Soit encore : < — ¥k, V¥p.

(-1)kak4 x
p

k
avec o< x< 1 et (ak)kZO eTM
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(-1)k Ak ap> o , donc (—l)k.x.Ak aP+l < (-l)kAk ap
Or

X >0
- k k. k k I S
=> o < (-1)" A a, (-1)".x. A aP+l = (-1)" A [ap xap+l ]

donc o < (-l)k Akbp ¥k, ¥p. Par conséquent

Donc, gréce a ce lemme, on va énoncer le résultat suivant

Proposition 3 :

. . ) * e s
Soit (Sn) o une suite convergente de limite S définie par :

n

S =a+) (—l)k a xk avec 0 réel, o<x< 1l et (a,) €TM,

n k=1 k k“"k2o

vérifiant Akal¢ o ¥k2o. Alors

* - (D) (2) (1) (2) >
Seyd = [T AoAT . Jcx e A% n+2] ¥n2o.
Preuve
n+l n+l

= (- 20.

1/ ASn (-1) a g % ¥no
On a AS_ # o ¥n2o, car sinon on aurait a = 0 et donc ¥n2l a = 0
n no+l AS n a
. + 2
(lemme 4), ceci ne peut pas avoir lieu car a, #o. Donc An=——3—£—= - x _Dt2
As n+1
a n
> -
¥nzo. Comme an+2 <1<l , alors Xn z -1 V¥n2o
n+l X
(1)_ (1) (1) _ -
2/ BxlTE b % n " Sans2 T Sop T BSppp t 05,
2n+1 _ 2n+2
Or B, =-agne * et DS, 41 T Foneo

done Ax(i)= - x2n+l ( )

on+1 T *qope0

Y G5 I 2n+l
Soit :Ax N by s1?

(2, (2) _ (2) _

et Ax n ntl = *n T ®2p+3 " S2n+l = b8

on+1 ¥ AS2n+2
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Or B8y T 7 Agpyg 4208

Donc Ax(i)= x2n+2 (a2n+2 - X a2n+3)
Soit Ax(§)= x2n+2 b2n+2’

ayec bk Ta - xa = 0, ¥k2o.

Comme (bk)kZO €TM (lemme 6), en particulier b, > o ¥k.

(1)

C'est-a-dire : Ax .

(2)

< 0 et Ax n > o ¥n2o,

. 1 2 .
Par suite (x(n)) et (X(n))n>o sont strictement monotones.

n2o

. . *
Ceci nous garantit que Srl z S ¥n2o,.

1+ A

3/ Comme A, = -1 ¥k2o0, U, = A, A —~———Ei2— est bien défini Vk2o.
k k k "k+l
1+ 2
k
a
1-x k+y
2 %42 Fe3 %+3
On a : My = %o 3 -3 . 3
k+1 k+2 k+2
1 -x
B+l
a - xXa b
. _ 2 "k+3 k+4 2 Tk+3
Soit : uk = x = X
k1 T *Bx42 Dt1
bk+1
Si on pose S T (bk étant non nul), alors uk =X g Cr42°

k

(b )kzo étant totalement monotone (lemme 6), alors (ck)kZO est une

k

suite positive, croissante et majorée par 1 (lemme 4).

Donc (c, c )

k k+1 k=20

g . - ” 2
la suite (uk)k>o est croissante et majoreée par x .

est aussi croissante, majorée par 1. Par conséquent

-

_ (D) - 1 (2) (1)
Or y, = A L A a (lemme 2), alors (A n )nZO et (A
sont croissantes et sont majorées par x2 <1, Donc A(l) <1

iz1,2 ¥n.

(2))
n "'n20
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(1)

Enfin, la convergence de (T n )n>o i=1,2 vers s* est assurée car x # 1.
I1 s'ensuit que
* o) (2) (2) (1) S
S eJ = [T N Jc Ix e » ¥ n+2] ¥n2o

8
(2)

3 - Application au cas des suites oscillantes convergentes de §p

On va s'intéresser d une classe de suites caractérisée par certaines
propriétés de la fonction (s'il en existe une) qui lie les rapports des

différences successives des termes de la suite.

Définition 3

*
Soit (Sn)n>o une suite convergente de limite S +telle que

AS  #0 ¥nz2o.
n
. (2)

On dit gque (Sn)nZO vérifie la propriété P o Si

ASn+l
1) La suite (Xn) o = |—— est telle que
- AS no
n
X1 =1 p | ¥n20 olip=4LimAr , o< | p | < 1.
n s T
D = = >
On pose p [ p | et An | An | ¥n2o
2) dw : [0,p] ——— [0,p] deux fois dérivable , convexe, vérifiant

w'(x) <1 Wxe Jo,p[ telle que

N v n "\
= a { =
0+l w(kn) Yn2o et wip) p
Définition 4
On dit qu'une suite (Sn)n>o appartient a Q(s), si elle vérifie 1la

propriété P(i).
I1 a été question de cette classe de suites, dans le chapitre II,

mais uniquement pour les suites monotones 3 convergence logarithmique.

Parmi les suites a convergence linéaire, on a les exemples suivants
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2)
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Soit la suite (S(l)) (l) z A ,o< | Al <1,
n "‘n2o n
k ok+1l
n+l
On a AS(1)= A z o ¥n2o
n

n+2
Suivant que A est positif ou négatif, (S(i))n> est monotone ou
alterné. AS (1)

+1 n+ 2
. On a : An = n?i)- A ¥n

AS n n+ 3

Comme 212 < 1 ¥n2o, alors lAn|<lA| ¥n2o.
n+ 3
Si onpose A = [ Al et A_ = |X |, ona alors
N nt 2 yp,
n n+ 3
~2 -
et on obtient w, w(x) = —=—— , ¥xelo,X ].
2 A -x

11 est facile de vérifier que,

Xn+l = w (Xn) ¥nzo et w (A) = A, d'autre part
. 42 L
w'(x) < 1 ¥xelo,A[, car w'(x) = ————_ et A < 2 X - X%,
2
~ (22 - x)
vxelo,AL.
Enfin, w" (x) = ———2} > 0, donc w convexe sur [o,A ]
(21 - x)3
Par conséquent : (S(l)) (i).
1 2n+1
Ona: ) (-1) X = Arctg x pour |x[<1.
nzo 2n+1
On considére donc la suite de sommes partielles (S(i))n>o :
n 2k+1
s(i) =y (_1)k.§______ , ¥n.
k=o 2k+1
2n+3
On a : AS(2)= (-l)n+l X et A = -x2 nt3 ¥n
n 2n+3 n 2n+5
comme 2nt3 o ¥n2o, alors |A_| < x2 ¥n2o.
2n+5 n
. > 2 2n+3 . oot
Si on pose Ay = x” ——— ¥n, on obtient la fonction w:t —pw(t)= =
2n+5 2% -t

d'une part :

>
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te[o,x2], telle que :

w(in) ¥n et w(x?) = x2.

An+l
On voit que la fonction w se déduit facilement de celle associée a la suite

n
. gD y 2k » en remplagant A par x2,

st
non= T x=o k+1

(8(2)) cq?

n ‘nzo

5(3)
o

Par conséquent 22.

3) Soit (s‘i))nZO , 0

S(3) _ 3

n+l (3

y - g'¥)
n

On a :
(3) (3). -85,

(33

, n=l.

(3 - S(3))
n

¥n,

Lim 8

n->o

= 1 et AS
n L

Donc

A U
Pos -y
n

n->-oe

(3

n

)

Comme S €lo,1[ ¥n2o alors Iknl

On obtient w : x — wW(x) =

13-3x

(An = An) et w, (1/3) 1/3

__ 48
(13-3x)2

it

w'(x) <1 ¥x

<=> x <

13 - 4y3
3

1
3

Or x< et <

, et
3

donc w est convexe sur [0,1/3].

(2)
1/3
(4) 1+ a"
Deiro

€f

Par suite : (S(S))
n ‘n2o

(4))

n

4) Soit (S neo
- l1-a

¥n et 4£im A
n

3(1+x)

n

1/3.

An < 1 ¥n2o (puisque 13-48(3) > 3).

= w(kn)

telle qu X >
que n+l ¥n2o

. On a :

48 <

€elo,1/31, car >
(13-3x%)

1

13 - 4/3

3

w"(x) 288

(13 - 3x)

3 > 0 car 13-3x > 0,

avec o < o < 1.
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On a :
n n
'AS(H) = 29L£%—:—£lf:1 et A= a l_:_gg:f ¥n2o
T (1-a™) (- n 1-a
1-ao" ~
Comme : ———— < 1 ¥n2o alors A = [} |=A < a ¥n2o
1 - 0Ln+2 n n n

a(l + x)

On obtient w : x w(x) = , xelo,a], qui vérifie

o +o+l-0x

An+1= w (An) ¥nzo et w(a) = a.

a2 + o+ 1

I1 faut noter que a2 +oa+1-0ax=z o W¥xelo,a], car ¢ [0,0]

o

D'une part

a (1 + a)2

w'(x) = , et w' <1 sur [0,0]
(a” + a +1 - ax)

En effet :

W<l <=>1+a+0a°-ax > Yo (1 + a)

<=>1+a+a’ -/ (1+a) > %
Ly )
- va (1 + o
Or rx < Qaet o< l+ta+a

o

D'autre part

2
w"(x) = 20 (12+ ) 5 > 0 sur [0,a], par suite w est convexe
(1+a+a” - ax)
sur [0,a].
(4) (2)
Donc (s n )n20 € Qa

2)

On peut alors affirmer que Qé n'est pas vide, 0 < |p| < 1.

5) On va terminer avec un exemple de suites dont la fonction w corres-

pondante n'est pas convexe.

I1 s'agit de la suite de Fibonacci (S ) _ :
n’'n2o

S =1

)

= >
Spe1 =L+ 1/s , n2l



-119-

1+ Sn - 82 1
Ona : AS = L et kn = - ¥n2o
n 1+8S
S n
n
. Y 1 . 21 - x
Si on pose A_ = |A |= , on obtient alors w : X ——pw(x) = —=—
n n
1+ S8 2 - x
- . n .. . 5
telle que A S (A ) ¥n2o0 et w (X)) = X avec A = ————
n n 3+ V5
Ona:*
1 2
w'(x) = - , et w"(x) = - —j < 0
(2 - %) (2 - %)
(2)
Donc (Sn)nZO ¢ Q-X .

On va donner maintenant quelques propriétés de la fonction w quand

[pl = 1.

Donc, soit la fonction w : [0,p] ——[0,3] deux fois dérivable. (5=lpl).

Lemme 7 :

Siw'(x) <1 ¥xel 0, et w (p) = 3 , alors

x < w (x) ¥xe JO,pL.

Preuve :

Soit 0(x) = x - w(x), 0'(x) = 1 - w'(x) > 0 sur 10,5[.

Donc O est strictement croissante sur 10,pl. Or 0 (p) = 0, alors 0(x) < 0
¥xe 10,0l .

Par suite : x < w (x) ¥xe JO,pl

On définit la fonction g : x — g(x) Lo who) sur 0, pJ.
1-x

Notons : si w (p) = p, alors g(p) = 1.

Lemme 8 :

Si w est convexe sur JO,p[ telle que w' < 1 sur JO,plet w (§) = p, alors

g est strictement croissante sur ]0,pL.
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Preuve :

Onposeg (x):p_’_gg_x_)_’x¢5.

P p-x
* &5 est croissante :

Soient x,y : 0 < x <y <p
On peut écrire : y= £ ¥ x4 ¥ X 5
P - x p - x
w étant convexe, alors
oly) s 223 | wx) 22 L w(p)
p - X p - x
Ona :p>x et wB) =5, done : w(y)(P-x) < (E—y)w(x)+(y-x)g
Soit : w(y)(g-x) + xp <

~2
En retranchant +p des deux

(p-%)(w(y)-p

w(x) (p-y) + vo.

membres, on cbtient

) < (F-y) (w(x)-p)

coit w({) -0 . wx)-p
P-y p-x
donc g (x) < g_ (y).
p P

* g (x) <1 (resp. g(x) <

1) sur JO,pl

p
On a : x < w (x) ¥xelo,pl C J0,1[ (lemme 7)
Donc : p - x >p - wlx) (resp. 1 - x> 1 - w(x)) ¥xel0,pl
* Pour xe]0,pl, on a
o - W -1+ 1-wx
g(X):p (X_):p~ )
5 5 - X p-1+1-x
1-wx) 1-9¢
- -1 -
Soit : g (x) = 1-X 1 -—
~ l— -p
e 1 -x
1-p . ~
Ona:o<u (x)<1 wxelOo,pl.
P 1 -x P

On pose u_ (x) = .
|
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g(x) - US(X)

Donc g (x) =
p 1 - u~(x)
0
=> g(x) = (1 - u_ (x) g_(x) + u_(x).

p p p

Si on dérive la fonction g, on obtient :

g'(x) = (l—u~(x))g'~(x) + u'~(x) - u'~(x) g~(x)
P p P P p

soit : g'(x) (l-u~(x))g'~(x) + (l-ggx))u'~(x)

p p p P

Comme 1-g (x) > 0, 1-u (x) > 0, g' (x) 20
E . 0 3
0

et u' (x) = l—:—__i > 0 sur 10,p[, alors :
p (1 - x)

g'(x) >0 , w¥xelo,pl
Par conséquent. g est strictement croissante sur 10,5[.
a
Grdce a ces deux lemmes, on va donner un corollaire de la proposition 1

pour cette classe de suites

Proposition 4 :

*
Soit (Sn)n>o une suite oscillante convergente de limite S telle
() (Sn z g~ ¥n2o).

(Sn)nzo o
(1) (1) (2)
n nt2 A “n+2

gue

Alors, s¥ ¢ g = [T 7827 ¢ [y 1 ¥n2o.
n A n =

*
Preuve : On a Sn z S ¥n2o, donc
(s_) étant oscillante, on a ¥n2o A_ < O.
n’'n2o n
. = - > 0 = - = £i
Donc An An ¥n2o et p P, P Elmkn.

n—*ce

Comme : (Sn) € Q(i) » alors Jw : [0,p] ———> [0,6] 'deux fois dérivable,

convexe avec w' < 1 sur 10,5 et w(p) = § telle que An+l = w(kn) ¥n2o.
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1) (An)n>o est strictement croissante vers p, car x < w (x)

¥xe 10,0l (lemme 7).

A< p < 1, par suite A_ = - 1 ¥n2o.
n n
On a :
¥nzo
1+ A 1- X
. _ K+2 ~ o K+2
2) Si uk = Ak Ak+l , alors uk Ak Ak+l —
1+ A 1-
k _ } k
. N 1=Ky 1- Mt
Soit uk = Xk Ak 1 . —
+ _ -
1-Nyr PN
. - o~ 1- w(kkﬂ) 1 w(kk)
Soit encore : u, = Xk i .
K L 1-7%
k+1 k

Donec : uy, = XX

k T Mk Mke1 8 ) ¥k

). g e

3 (2) -

= =
a on I u2n+l ¥nzo (lemme 2)

et comme ¥k alors My < p2 < 1 vk

0<g (ik) <1

Il s'ensuit que Xél) <1 ¥n2o  i=1,2
3) M > 0 ¥k donc A(;) >0 ¥n.
(1)
Ax .
< s (1) n+l (1)
1 - -
C'est-d-dire A L T >0 ¥n, donc (Ax 5 )nZO a un
Ax
n
. i) .
signe constant et par suilte (x(;')n>o est monotone ; i=1,2,

étant strictement croissante
g étant strictement croissante (1lemme 8)

(g(%k))kZO est aussi strictement croissante.



Donc (uk)kZO est strictement croissante (Xk et g(lk) étant positifs ¥k).

f _N_as .
Clestra~dire : u2n < p2n+l < u2n+2 < Ll2n+3 ¥n2o
Soit : A(l) < 1(2) < A(l) < X(Q) Vnzo
n n n+l n+l
Donc : (X(l)) et (A(2)) sont strictement croissantes.
. n n20 n "n20

(2))

* ~
convergent vers S uisque p=l.
n ‘n2o & > puisque p

, (1)
Enfin, (T n )nZO et (T

sont les suites obtenues

(2)
et (T a0 )HZO

(1)
I1 faut rappeler que (T . )n20

. X s 1s A2 . . s s .
par l'application du procédé A" d'Aitken aux sous-suites d'indices pair
et impair de (Sn)nzo'

Donc, toutes les hypothéses de la proposition 1 sont vérifiées. Par

conséquent

* _ (1) (2) (1) (2)
S € Jn = [T - T n lc [xn+2 A Xn+2] ¥n>o
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VI - Résultats numériques :

Nous avons testé cette méthode sur des suites oscillantes con-

vergentes appartenant & l'une des 3 classes citées auraravant.

Notons que (T(;))n>o «cette fois-ci, est la suite obtenue en

appliquant le procédé

. (1)_ (2)
n S2n+l et ¥,

A% Q'Aitken & (y

2n+2

(i))

n ‘nz2o0

¥nzo.

1 - Estimation de log(l + x) , 0 < x < 1

(-1)kxk+l
Ona : log(l+x)=) pour |x| < 1.
kzo k+ 1
Donc, soit la suite (Sn)nZO = (Sn(x))nZO de sommes partielles
n (-l)kxk+l
Sn(X) =) =2 avec 0 <x< 1.
k=0 k+ 1
) o k k X
Cette suite est de la forme ) (-1)'a_ x avec a, =
k k
k=o k+ 1

et on a (ak)kZO e TM.

Pour x=0.5, on a

drement suivant

log 1.5= 0.405465108108164 et on obtient 1'enca-

T(2)
n

n T(l)
n
1 LLVALOBPIA3RLT TN
l SUGEH T ETHCI IR+
3 LALRAT I S0GNIT2ALEON
4 LAOSLELNIILILP R0+ 0N
5 <HOSHEHPLSL2IRIST+ 00
o 8058651303201 871 4450
7 JA0ELES TSI LA+ LD
8 LANSLUBS T U TREDYD L+ 0D
9 LANSGES10%22 ST 0Lrie 0
10 CHAOSLASY GRG0 45D
11 JHOSHREIN LTI 0D
12 JAQBEEST1 100N LD
13 20084651 uP10L3A0 L +u0
141 I VR Y-8 Rl KAY-PLEVERINE AN T ¢
15 280546512 1001770 ¢4
16 JHMUSUYAKINL NN Lok 40N
17 LA0SA681 SN 1o s
18 JU0SGESTINT LNl D
19 SMIBGAHTHTIN TG0

L0230 T7751930+00
e 0548 GT U746+ 00
.ﬂn'j’]u?ub77‘)."'?"’«(;{‘.'&("\;
LGNS N0UTSTHLEITOHT 0
L NN AGRIR 16 TIINH0G
« 0B LS0258951 021000
G0SGR1I00H087050+0C
LS ALRI0T781T700%T 0
R N PO DA N TE S STRVAP AR AV
LEADHALSINANIT RN NG
0SB UERIDOTUAINT D4
et OLUGSINOLIOTTIR3INENY
IS LT P WANTS BV X AN
et OS5 N6SINLILRLATRY DG
e lPSA6S510610i61Ne 0y
AR LN TR T M N
JHOSUGEINNIORI6LNE DY
e NHUGKLIOLT L IAINEND
LTI TR L
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On voit que (T(l))

vers log 1.5,

On a donc

log 1.5 err¢?, 7)1
n n

2 - Estimation de la limite de (S )
n’ n2o

décroit vers log 1.5, tandis que (T

2 -
( )) 5. croit
n ‘n=o

_ n n
n - (-1)" tg (0.5)

*
On 3 : £im Sn =S =0
n>
(s) est une suite totalement oscillante, car (€0.5)% € T™
n° n2o n2o0
. n * _
et par suite (tg (0.5) )DZO ¢ TM [2]. Donc (dn)nZO z (Sn—S )nZO_(Sn)DZO € TO
et on a
n T(l) T(2)
n n

1 L29NEE 153252929001 -.0 ~°779°4690007T-”¢

2 LS0AT6389AGT5400 <07 LGB LT ARG 2D=N

3 LTAUBINANLAIN ST e 90420177, u“'°“°—0u

4 12417 2R2091 352001k -.lrf?}°267ﬁ7°u°9“~"7

5 L194802517324045: 45.=48 = 2U2S53150T0H40AN—NGg

6 «30F1ALP6RT1N70AT=1N = 37LSE115L,8,090 -1 ]

7 2UAT73000 15243, 1457 =1 -.S c1inNGRangny76N=-13

8 ."’,'01-’""’ o(, L'(“/ ‘._}_/g ')"\r] L€ (\J() )11*{) )h_]L

9 L1180 a3 0 e e dHUSLT 3N PTP028 =10
10 JAPBRTRIGAES D Tk m T -.‘?‘pn*u TTAI2RGN-1 0
11 L2B23IN0IIYR 0T a1 = 3RTAUDUP LA NN =Dy
12 LANEPG2 (28T, 2,T7 a0 =~JLUBRSTNNN N3P OG-
13 L1079 TC N 0l 2072000101 0=00
14 CRRTIPGAHLIDPLT LN 2 = =L O TP LRGSR DY
15 SSIEGRTOD NGE LY L -y LV, T8 LR N0 =D
16 CSITAIPTPEDENG 0 - -, oP3117020L77R5200 =20
17 22PN TN TTEC 78wk LIRS DI i AP TP LY )
18 .121117hr#/7h AT R - 20D PG LT AT

On a bien : T(i) < o £ T(i) ¥n2o

3 - Estimation de la limite de (S )
n’'nzo0

Sn=(-l)n+llog(l—(0.5)n).

(s.) converge vers O.
n’'n20

n
Comme ((0.5) )DZO
(s e TO.
n’'n2o

n
e TM, alors (-log(1-0.5 M 5o

¢ T [2]. Donc
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Donc, on obtient :

n T(l) T(Q)
n n
1 JA453P52113757120=-01 ~.F12NARZINVUL2A3TUN =02
2 20951050 131@107'-UP =.0050353273949749;0h=03
3 LI2UINETSRY2 37 e T =, 50T7A9INYOYTI LD YONany
u .70606509“9°'°h'r—05 -.‘Qll“ﬂlib ARG =05
5 JATT32290039T7 078 0=06A L 1192029700994 30=0N0
6 L29RQ9904H1TIO =0T -.7“515?&17291900“-08
7 18627635% 064300100 ; =~ AESATAYNLI01I5TIN=N9
8 1164V T1T7P0aRT 3% <00 | -.29104061787S029 =19
) T2TH865 2726157 1=11 j -.121R29501°22849,0=11
10 45870 TRY2TTHSA1 L= P i -.1136865894%30179"=12
11 ?00“1710<7’HQACH—11 : - TIOSEPEPLLITIBRLE D=1
12 v J1T770E5A9T 174018 0=11 ' = 4860392203936 750=15
13 1110223y 747589%0=115 - 2T75557R2097 17016
|1y h9ITBRYATIINGLT G- T -.17347235793743%20=-17
15 LU3T620%20092%N -1 " -, 1034202A5947339N=123
16 2710510601 0925%0:010 -.0776“7onun3°304,-;3
17 21694N60125A22¢ Y =00 -, 3238197048012 18N=01
18 21050R2349L,2 10T e 1 - 2637018349443 040=20
Oon a : 0 [T(Q) (3.1)] ¥n2o.
n
4 - Estimation de la limite de (S ) : 8§ = (-l)n Arcsin {0'5 ]
n'n2o n n+l
0.5"}
On a £im Sn:O et (Sn)nZO € TO car (un)nZO = [n+l ]%Zo ™
n—>x
et (Arcsin u ) ¢ TM [ 2]. On a donc
n’'no
(1) (2)
n T n T n
1 AL NIDUNIAGET LS00 L17359%011226373N=02
2 CAILGE RGP LD LD -0 195A5347HN4318535M=-02
3 :’zu"\;“7l 2,977, =-01 .IQQP("c}(\.)-‘L’(’Q)(}l’*-a‘
n ATINT RGN TP T =08 — AN SnS3GATRITYTTI-NG
5 QTR n Ly TN L - 5L ELR265T21565 =00
6 IS AQATPNLE P 1 =06 =P 293425A2 T30 T
7 L250902G8 AT G e, - IPa3TPGPIULTETIGN=0T
8 LALEYI OO HLDLY LT - P =~ 17412723 145%063504 =01
9 SBRIULIALGTTT TN =D -,J('§L7 Q78 ROKYT=NY
10 M ST b IV IO PRSI NP PO 28 0P98 183010
11 024720715087, -1 0 -."-_)“r,r GRG0 2=y
12 I e A Y R N LRI PR i | PG TP B B P RTC A SO R I
13 S11C2RE2L150L2T -2 .)‘7n27t“ 7233n0L0=12
14 LPHPOTLESN N T -l D i NGOG T 03T U2 =1
15 OO0 TTO AL -] T = IR NAAENGERRTIDANC1 ]
16 S1OAZALNIR AN #5417 - i 762G95047 110627 1w
17 =S SLY RS P A LIPS R . N PANADUE LR T e
18 AOTan idet 13T o et P DS RIS T DI ILP S
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Comme prévu, on a T(ﬁ) £0 = T(i) ¥n2o.
n 0.5"
5~ Estimation de la limite de (Sn)nZO Sn=(—l) sh {n+l J, nzo.

On a £im S =0 et (S )

n>ro

€ TO car |sh (0.5" e [2].
n2o

n+l

On obtient

N T(l) T(2)
on ___._ n :
1. 7572047363304 -02 S1734ThER4552T7680=02
2 LAGNYu PSR LTI 00H-0% —.;156)14001u61”9-ﬁ4
3 LS230405279°u03:=04 =-.1832068303M1102760=-04
n 67ILT3AL511500=08 -.2%3653567R37619N=05
: LC789494960CLT51 =06 ,)assnpﬂsd%;tsssﬂ-nb
6 1LU06UT7P55682,.610.-06 L029552934i2560710=07
7 «2D990RGRIATPINGRI =07 L1083720R14887414P=07
8 nsA9ﬂ GoULPH1TDL -y PR ,19“4 '9014Su6311N~ nb
9 SH16LRTT3TH003{, -9 -.,3b0S573978 A ;690
10 .1 5690113116004 0=59 -_bs¢95625;Qquoog-1c
11 «30VCUHG2NTINHIYRTNL-10 -,133832849R99402D=10
12 c59309H25021L50Li:-11 -, 265%49691127064D=11
13 21192R0G201500271:=11 .537017485723256D=-12
14 c24P0R1ASN60800 017 -.109987905794234N=1
15 <SONIRTOBALALGACIC-13 -.2250364455856050=13
16 CASNINIBLNCAI60-17 -.47d?0°5047114625-1q
17 P1ECTPRT3VLT369M w1 10123850 0R6SINGDN=14
18 | uo7.034”ﬂ11'7 Aoe1n 216231620665949020=-15
[
Donc [T(Q) s T(l)] ¥n2o.
n o 2k+1
6 - Estimation de la série ) (-1) , 0 < X< 1,
. k_§2k+l 2k+1
On a : Arctgx=s Z (-1)" ————, 0 <x<1.
kzo 2k+1 n K 2k+1
Si on considére la suite (S ) S = Z (-1 X , alors (S )
n’'n2o n n'nz
k=o 2k+1

Pour x=

(voir p. 116).

tion suivante

0.5, on a Arctg 0,5= 0.,463647603000806 et on obtient l'estima-

; D N2
1 «UGI0AURSLLTIP 200400 LABI6453929298420+400
2 SN63NTASPISI2000L+00 LU6364T569474853D+00
3 LNoRONTEISGHLITT2i4G0 LLOB3AUTHE0TRIIIUED 00
4 LE63ONTAUNLL14P3Ti 400 Wih3647608960656R+ 00
5 NG3GUTAGR30656TI4 50 LG6364T008999282D400
6 LHoRO6NTHYOG01111L+0D LA63647609000744D400
7] 803087669000 8197:4C0 .4636476090008030400
8 | M630nThuTanuFoTiecn L463547609000606D+00
9 368 THGTUNQRGEI+(0 L63647609000806D+00
10 LA6368T6UIGN P UEL+L0 L463647609000806N+00
| il SNORGUTHLO20NGPGOL40D L JU6564T7609000E0N+00
Donc Arctg 0.5 e[T(Q) (i)] ¥n2o.
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En conclusion, pour ces trois classes de suites, nous pouvons estimer la
limite & 1'aide d'un encadrement obtenu par 1l'application du procédé
A" d'Aitken aux sous-suites d'indices pair et impair. Nous notons que
cette estimation de la limite est garantie dés la premiére itération
. . (1) (2)
i ois t (A sont
puisque, pour ces trois classes de suites, (A 5 )nZO et ( n )nZO n

croissantes (Cf. proposition 1).
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CHAPITRE 1V

GENERALISATION DU PROCEDE DE CONTROLE
D'ERREUR DE C. BREZINSKI.
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I - Introduction et position du probléme :

Jusqu'a présent nous avions contrdlé l'erreur en considérant
Tn(bn) et Tn(—bn). Nous allons maintenant effectuer ce contrdle & 1l'ai-

de de deux transformations : T_(b ) et T (c ).
n'°n n n

Donc, au lieu de faire un seul cheoix de suites, on est amené a
faire un double choix. C'est une nouvelle vue qui vise & la fois 1l'accé-

lération de la convergence et l'estimation de 1'erreur.

En effet, dans 1'étude faite sur le procédé de contrdle d'erreur

[1] avec la transformation particuliére (Tn)nzé (Sn+1)n20’ on se rend

compte, Tn(bn) et Tn(—bn) étant symétriques par rapport & S que si

n+l’
(Sn)n converge trés lentement, alors 1l'une au moins des deux transforma-
tions n'accélére pas la convergence et l'estimation de la limite 3 1'aide

des intervalles In(bn) est sans intérét.

Afin d'illustrer ce qui précéde, on va donner l'exemple suivant

. _ 1 . * _
Scit (Sn)nZO : Sn = 5 S =0
n+1
AS

Ona H AS :—__]-____;A:_—MJ_ZP-"J'

(n+1)(n+2) n Mn n+3
s g™
et : e = —Eil————— = - (n+l).
AS
n
On rappelle que : Tn(an) = Tn - anDn’ si :

T =5 +D_.
n n n
Ici, (Tn)n sera la transformation particuliére :
T =8 , donc D = AS
n n

Soient (I (b ) et (I (c_)) deux suites d'intervalles
n n’n n n’n

A
- _ - . n -.n+1
* In(bn) = [Tn( bn) A Tn(bn)], avec bn = = ¥n

A -1 2
n
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d ” 2 ' 3
(Tn(bn))nZO est le procédé A" d'Aitken.

* In(cn) = [Tn(—cn) A Tn(cn)], avec ¢ =1 + 2, ¥n.

Donc, d'aprés le théoréme 3 [1]

D'une part : s* % I (b ) ¥n20, car le ] > b ¥n2o
n ' n ? n n’

*
D'autre part S ¢ In(cn) ¥n2o, car Ienl < c_, ¥n2o

Par suite, d'aprés [ 1], la suite d'intervalles (I (c_)) _ ser-
n n’’ nZo

. . . *
vira pour l'estimation de S .

Mais, T (-b ) =S . + b A5 = ——u
noon 2(n + 2)
1
T(b)=S+l-b AS = ————
n n n n n 2(n + 2)
Tn(-cn) = Sn+l + CI‘JAS = 22-’-_3__
(n+l)(n+2)
et Tn(cn) = Sn+l - c Asn = - 1
(nt1)(n+2)
Soit la disposition suivante :
Tn(cn) S* Tn(bn) Sn+l Tn(-bn) Tn(—cn)
4 ] L ) |8 L
4 A ) L] 1 4 |
1 0 1 1 3 (2n + 3)
(n+1) (n+2) 2(n+2) n+ 2 2(n+2) (n+1)(n+2)

On voit donc qu'il est judicieux de prendre l'intervalle

[T (c_), T_(b_ )] pour estimer s* au lieu de I (c ).
n n n o n n n

Donc, en faisant un nombre fini de choix de suites (bék))n et en
disposant d'un nombre fini d'intervalles In(b(k)), comment faut-il pro-

n
céder pour avoir un nouvel intervalle & partir des intervalles In(bék)),

-~ . L3 . . * .
de telle sorte qu'a la fois sa longueur soit minimale et S y appartienne ?

Tout d'abord, on va proposer quelques résultats concernant le choix

qui donne comme intervalle, 3 l'étape n, l'intersection des intervalles

1 ),
n n
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(

*
Pour cela, soit (S_) une suite réelle de limite S . Soient (b k)) :
n’'n2o n nzo0

k=1, ..., p. On suppose que (Sn)n>o est strictement monotone et que

. k . e
les suites (b(HB n>o SONt strictement positives.

On considére la transformation particuliére (Tn)n

2 °
Tn = Sn+l ZnZO
- S
1
On pose : ey - o ¥nzo,
As
n
%) = r 0%, 1 )T vn et wk,
n.on n n A "n n
Tn(an) = Sn+l -a ASn ¥n.
Propriété 1 : D
Ona: I = (’~\1 I (b(k)) z @ ¥n2o,
n n n
k=1
DR (x) _
et si im bn ASn =0, ¥k ¢ 1, ...,p |, alors
n+o
f

im I_=] s"

n
n-—>x

Preuve :

Quitte a remplacer (Sn)n par (—Sn)n, on va supposer que (Sn)n est

strictement décroissante.

pX 50 v, i = L% = 39, 1 097 ¥n, w
n nn n n n o n
soient i,j ¢ {1,...,p} , i = ]
Pour tout n € IN, on a : soit b(l) < b(j), soit b(l) > b(]).
n n n n
* Si b(l) < b(j) , alors
n n
(1) (3)
. Sn+l + b n Asn 2 Sn+l + b A ASn
soit T (b)) » 1 (1))
n n n n
(1) (3D
ntl b n Asn = Sn+l b n Asn
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(i))
n

(3,

Soit T (b
n n

< T

domc s wvseliolhs: Lise sk iosdl) & THBEAT
n n n n T n

~

* Si b(l) > b(j) , alors :
n n

. 5 + b(i) AS € ies S (3)
n n n

N+l n+l ASn

()

n

. (1)
Soit T(-b 2 ) < Tn(-b )

SeREy o pdr )

: Sn+l b n ASn A Sn+l b n ASn

Sedt T.(6'%) > 1 ('3
n mn Tyl 4

(i)
n

Wy . (3)
donc In(b ) e In(b & N s In(b s )

Ceci étant vrai ¥i, je {1,...,p} et ¥nelN, donc :

P
% Bl (1) (2) (p)
X _Q L@ 1) A LA ¥R ('\In(b .
Soit L4 = i Yieheas = Min {b(k)}, ¥n.
n n n ISkSp n
donc ¥n €IN In z (.
D'autre part : £im b(i) as = o ¥k ¢ 11,..407
n+w
& e T (B deBin T (-B)) = B Wke {1.i...p)
n n n n
n>e n->°
=> Lim 1 (b(k)) = {8*}, ¥k l1,... .}
n n
n*x P
Donc Lim (ﬁ In(b(?) = {s™}

n>® k=1

Ce résultat ne nous garantit pas toujours l'appartenance, & partir d'un
. * ~
certain rang, de S a f’E;\ i (b(k)).
o e

L'exemple précédent montre que :

Ib)Ifc)=1() vz et s* ¢4 I (b) ¥n2o,
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. . - *
bien que £im In(bn)f-\ In(cn) = {s}.

n—oe

D'oldle résultat suivant :

Propriété 2 :

P

Une C.N.S pour que 4N : ¥n2N S*G'I I (b(i)) est que :
k=1

(k)} ¥yn=N (%),

Ienl < Min {b 0

1<k<p

Preuve :
On a d'aprés la propriété précédente :

L x), _ )
¥no : (;j\\ I ) =1 (a), a = MinbL >0
=1 1<ksn

Donc, d'aprés le théoréme 3 [1] : 3IN :

*
S €I (a) ¥n2N <=> Je | = a ¥n2N
n n n T

(k
n)) ¥n2N <=> |e | < Mip {b(k)} ¥n2N.
T n

soit : s* [ 1
k=1,..,p
i
On voit donc, qu'a chaque étape, parmi les termes des suites (b(];))n mis
en compétition et qui vérifient (%), le choix se porte sur le plus petit
d'entre eux. Mais le test (%) dépend de la suite (en)n qui, & priori,

n'est pas connue.

C'est pourquoi, on va donner un résultat semblable au précédent, en rem-

plagant la condition (*) par une autre qui ne dépend que des données.

Propriété 3 :

On suppose que £im b(k) AsS_ = 0, k e {1,...,p}.
ASn+l n+w b(ﬁ
Si Xn = re s k?in I:;?E) (x x) ¥n2N, alors
> n TheeoP n+l

s* e(/“\] In(b(i)) Vn2N.

k=1
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Preuve :

Soit k e {1,....,p} fixé.

b(k)
n * (k)
On a An < z~:—;rfy—— ¥n2N, donc S ¢ In(b n ) ¥n2N. (Cf proposi-
n+l

tion 2, Ch. I).

Ceci étant vrai ¥k e{l,...,p}, donc :
%

s* ¢ (,_\W In(b(i)) ¥n2N

k=1
a

Donc, jusqu'ici l'estimation de l'erreur est faite a 1l'aide des deux

N . _ .
ransformations Tn( a_ ) et Tn(an), puisque

P
L= ) 1% = I a) T Ga)
n _ n _n n n A 'n n
k=1
Mais, si parmi les suites (b(i))n>o’ il y en a qui ne satisfont ni 3 la

condition (%), ni & (x*), alors on peut penser & les écarter de la compé-

tition.

Cependant, l'exemple précédent montre qu'on peut les utiliser.
Ce sera donc 1l'objet des paragraphes qui vont suivre. L'étude sera limitée

3 deux suites (b ) et (c.).
n n

II - Contrdle de l'erreur & l'aide de deux transformations

1 - Premiers résultats

. . . * PN
Soit (Sn)n>o une suite convergente de limite S . On considere

la transformation de suites

—_— :
(Tn)nZo telle que

T =S +D avec £im D =0
n n

b uad
Dans toute la suite, on suppose que Dn # 0 & partir d'un certain rang.

Soient b, ¢ deux réels non nuls : b < c.
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2

On pose : Tn(b) = Tn - bDn’ Tn(c) = Tn - D
*
Tn - S
In(b,c) = [Tn(b) A Tn(c)] et e S (si Dn z 0)

D
n

Les premiers résultats dans [1] se généralisent facilement :

Théoréme 1 :

Une C.N.S pour que iN : ¥n2N s¥ e I (b,c) est que

e € [b,c] ¥n2N

Preuve : Soit n2N

s* ¢ I_(b,e) <= (T_(b) - §¥) (T_(c) - 8) <0

2

<=> (T_ -8  =BD ) (T -8 -¢cD) <0 <=>D
n n n n n

(en - b) (en -¢c) <0

<=> e_ ¢ [b,c].
7

Théoréme 2 :

i) si T, - ¥z, (Sn - S*), alors ¥b, ¢ € IR : bc < 0

IN : ¥n2N : S € I (b,c)
n

*
T -8
ii) si I — ) = 0,1, alors ¥b, c € IR* tels que :
S -5 n>e
n
A *
elb,el , 3N, ¥n2N : S € In(b,c).
A-1
Preuve : *
« Tn - S
i) T_ -8 = o0 (5. -8 ) =>Lim =LZim e_= 0
n n n*o D n>®
n
*
1) Tn - S A
) ——— ——> Az 0,1 => fim e == ———
s_- s e Dy g
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Remargues :
* *
T (a) - S T =S D
0 : = I - _.n . = b
na: < " a — 3 a = b,c
- S S - 8§ s -8
no n n
Tn-—S D
1-58i . » 0 , alors « >-1
S -8 S -8
n . n
Tn(a) -8
Donc £im — T a
n® S - S
N n
Tn - S D
2 - si ~ $ A = 0,1 , alors o . s (A - 1)
S -8 S -8
n n
T (a) - s*
donc : £im — = A -al} - 1)
n—e Sn - S

Dans les deux cas, (Tn(b)%ﬁt (Tn(c))n n'accélérent pas la convergence de
(Sn)n' Ce qui fait penser & remplacer b et c par les suites (bn)n et (cn)n’

1 :
telles que 0, dans le ler cas.

* Lim bn = £im ¢

>0 n—> n

, dans le 2&me cas

* £im bn £im ¢
n>-o° n->° A -1

Donc, en remplagant b (resp.c) par (bn)n (resp.(cn)n) on obtient les ré-

sultats suivants :

Théoréme 3

i) Une C.N.S pour que 4N : ¥n2N, s¥ e In(bn,cn) est que :

e ¢€[b c_ ] ¥nz2N
n n A n

.. . * Lo
ii) si *) Tn -S =o (Sn S)

*% ) bn -;—bb, c, —>c, bec < 0, alors

IN, vn2N : S e I (b_,c ).
n n n

Soit (an)n (bn)n ou (cn)n-

L] 3 * *
iii) si T - S o (8 -8), alors
n n

T(a)-S*zo(s -S)<=> a ——>» 0
n n n n
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T - s*
iv) si —, —> A # 0,1, alors
. s_ -5
v n
* * }\
*) T(a)-S =0 (S -8 )<=>ag —3p
n n n n
A -1
* * )\
x*) T(a)=-S =0 (T ~8 )<=>a —p
n n n n
A -1
V) Dans tous les cas :
* * a
T(a)-S =0 (T_-8)<=> 2. 351
n n n .
n
Preuve :
T (a)- s D_ a oY
. —F=1- a —,F 1- - o v) ’
T -5 T -5 n
n n
*
Tn - S X .
. Si £im —_— Az 0,1, alors £im e = => 1iv xx)
N Sn -5 n-o A-1

Pour les mémes raisons citées auparavant, on va donner un résultat sem-
blable au théoréme 3i) dans le cas ol (Tn)neSt la transformation par-

ticuliere : Tn = Sn+l ¥n

Proposition 1 :

On suppose que (Sn)n est strictement monotone et c, < bn <0 ¥n.

b AS +1 c
Si AN : vm2N —B < An = = < n , alors
n+1-l ASn n+l .
In+l (bn+l’ cn+l) ¢ In(bn’ Cn) ¥n2N.

Si, en outre, £im b_ AS_ = Lim c¢_ AS_ = 0, alors
e 0D N noom

s¥e¢ I(b,c) ¥n2N
€ I (b ,c n2N.
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*

Preuve :

AS_ <
n

- =139-

Tn=Sn + A%}=Smi,dmm:

Tn(bn) ) Sn+1 - bnASn’ Tn(cn) - Sn+l - CnASn et

Tnuh)_Tnhn)z(%)‘bn)A%

0 ¥n => (c_ -b )AS >0 ¥n
n n’""n

In+1(b

soit I (b_,c ) = [T (c ), T.(b )] ¥n
n n’n n n n o n

(

Tn(cn) <T )

n+l Cn+l

n+1’cn+l) ¢ In(bn’cn) <=

(b .)<T (b)
n n

Tn+l n+l

- cAS < (1 - ) AS
n oo n

Cn+l n+l

- < -
(1 bn+l)Asn+l - bn Asn

A
]
v
1

A

A
1

; car AS

c
n+l n n+l

¥k

AS >0 ¥n => (c -b)AS < © ¥n
n n n n

In+l

soit In(bn,cn) = [Tn(bn), Tn(cn)]

T(b )<T (b .)
_ n n n+tl "nt+l
(bn+l’cn+l) ¢ In(bn’cn) <=>

k

<0 ¥k et



- < -
b AS_ =< (1 bn+l) ASn+1
<=>
a- Cn+1) ASn+l =-c ASn
b AS c 1-5
<=> - n < ntl < - n 3 car ASk >0 et K
- bn+l ASn L- Cn+l 1- “k
Donc, dans les deux cas :
bn as +1 Cn
si 4N : ¥n2N - < n < , alors
L- bn+1 ASn L- “n+l
In+l(bn+l’ Cn+l) ¢ In(bn’cn) ¥n2N.
En plus, si £im b_ AS_ = £im ¢_ AS_ = 0, alors
e B D e DD
Lim T (b ) =T (c ) =5"
e DD n n
Or [TN(bN) A TN(cN)] 2 ETN+l(bN+l) A TN+1(CN+1)] Deereenenn >
*
[T () T (e DI 2T (b ), Tle T2 veeen 21i87}
Donc : ¥n2N s¥ ¢ 1 (b ,C ).
n n’’n

2 - Un choix particulier des suites (bn) et (cn) (71

onaT (e)=2g"
n n

et (c_)_ des valeurs approximatives de (e )_.
n’n n’n

¥n2o, donc 1'idée est de prendre pour (bn)rl

Un choix, qui est basé sur la remarque précédente, a été proposée

par FDIL [7] :

Soit (e ) une suite telle que £im €
n’'n2o0 n

n*o
On pose :
AT
X — - € sifD =0
n ADn et ¢ =
n
€ sinon

AT

+ensiADn=O
AD

€ sinon
o

>0
Yk

>0
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Proposition 2 [ 7] :

Tn-s*
si i) -» A ¢ {0,1}

S -8
n

ii) 3Jo,B e€IR, o <1< B, IN, ¥n2N :

ASn+l

As
n

§la , Bl , alors

* * * *
Tn(bn) -5 = o (Tn - 8) et Tn(cn) - S =zo (Tn - 8)

Donc, ce choix garantit bien l'accélération de la convergence des bornes
des intervalles In(bn,cn), mais pas nécessairement le contrdle de l'er-

reur, puisqu' on ne sait pas si e e[bn A cn], bien que :

£im bn = £im c = £im e = A
N> n-+o n> A -1

Donc, l'appartenance de ¥ a In(bn’cn) dépendra cette fois-ci du choix

de la suite (e ) .
n’'nzo

III - Connexion entre le procédé généralisé et le procédé de C. Brezinskil[l]

et -des choix particuliers de (bn) et (c )

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que le choix

des suites (bn) et (cn) est effectué de telle sorte que : c, * - b, (¥n).

1 - Connexion :

bn t e bn -c
On pose a = = et Bn = ¥n,
2 2
donc b_ =a_ + B etc =a -8 ¥n,o #0 ¥n.
n n n n n n ol
On a :
[T b = - = - 0 -
AP) =T -b D [T -apl-RD
¥n
Tn(cn) =T =-¢cD = [Tn - anDn] + BnDn
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Si onpose : V. =T +D', D' =-aD,o0 =0 ¥n,
n n n n nn’” n
Bn
Tn(bn) =V - BnD =V + — (-0 Dn)
alors n n n %g n ¥n
T(c)=V +B8BD =V -—(-a.D)
n' n n n' n no, n n
n
soit encore :
B ,
T (b )=V +-2-D' =V (-2
n o n n n n on
n ¥n
8 8
= -0 oy -
Tn(cn)--Vn 3 Dn—Vn( > )
n n
Bn
Si on pose Y, = ¥n, alors
a
n
Tn(bn) = vn(-yn) Tn(bn) + Tn(cn)
, avec Vn = s ¥n
_ 2
Tn(cn) = Vn(Yn)

On se retrouve donc, dans le cas de C. Brezinski, en considérant (Vn)n>o
comme la transformation de suites 3 contrdler.

Donc l'intervalle I (b _,c_) devient :
n n’>n

In(bn,cn) = In(Yn) = LV (=v ) V (v )]

Ceci montre l'avantage de ce nouveau procédé qui, quand Tn -s =20 (Sn - S*),
consiste & faire un double choix de suites au lieu d'un seul, dans le but
d'avoir en méme temps, l'accélération de la convergence : (Vn)n et le con-
trdle de l'erreur : Vn(i Yn).

Ve _ * . .

Si on pose e! = n-S (D' = - a_D_ étant non nul & partir d'un certain
n D.'n n nn
rang)a alors le théoréme 3 [1]Jdonne :
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*
R ' < > <=> = 2
N [ |erll IYnl ¥n2N S € In (yn) In(bn,cn) Vn=N ]

* % *
V « 8 T -S + D' T -8
or ot = D . n n_,_ _n
n D' D' a D
n n n “n
e o - e
soit e' =1- n- 2 LS
n a
n a
n
1 < > <=> - < = >
Donc Iex]l IYnl ¥n2N Ian enl lanl |Yn| anl ¥n2N
<=> - < < >
o IBnI e o+ I8 | ¥n2N

. . 5 < .
Par suite, si Bn 0 (resp. Bn 0) ie bn> c, (resp. bn<icn),valors

|Bn| =B (resp. IBnl = - Bn)-
A = o - < <
Donc Iequ < lynl Vn2N <=> a B, e <a_ ¢ Bn
ou ¥nz=N
o + B < e 20 -8B
n n n n n
c <e £b
<=> noonon ¥n2N
ou
D e <c
n n n
Par conséquent
' < > <=> - < >N <=> ¥n=N
le nl lYnl ¥n2N lun ?J IBnI ¥n2N e e[bn A cn] n

On retrouve le ler résultat du théoréme 3.

Donc, gridce 3 cette connexion, on va proposer un choix de suites (bn) et (Cn)'

2 - Choix particulier de (b ) et (c_)

De la méme facon que dans [1], 1'idée du choix de (Yn) est basée

sur le fait que

V(')=58 ¥n
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. . *
Comme la connaissance de e'n nécessite celle de S , on va remplacer e'n

par une valeur approximative.

v -s"
Ona:e' =-2— , donc on prend :
n D!
n
AV
y = —Z (si AD' = 0)
D Ape n

n

Or V. =T +D' =T -a D, alors :
n n n n nn
ATn
'Y:]_———-——~~ (SiA(GD)zO)
n Ao D ) n n
n n
ATn
Donc B =a (1 -——) =silA(aD)=0 (1) ,
nooon Ao D) na
nn
B
. n
puisque Y, T ¥n.
o
n

On voit donc que (Bn) est déterminé par (1), une fois le choix de la suite
(an) réalisé. Avant de proposer un choix de suites (bn) et (cn), on va

rappeler deux résultats donnés dans [1].

On considére la transformation U :

U =S + d ,avecdimd =0
n n
70

U ( = dn) = UD n 6ndn et In (6n) = [Un(-én) A Un(én)]

Théoréme 4 [ 11 :

Au ,
On pose 6§ = avec Ad_ # 0.
D g n
n
. . * * )
i) si Un - s = O(Sn - S8 ) et si du<1< 6, INs
Sn+1 - S*
¥n2N ————— ¢ [u,8] alors 6 = o(1).
. S _ S* n
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ii) Une C.N.S pour que 4N : ¥n2N s™e In(6n) est que :
¥nzN
*
n+l S dn+l
— —
Un - S dn
$0-2,0]
n+l 1
d
n
AT
Si on choisit a_ = —— (si AD = 0), alors :
n n
AD
n
Dn+l Ba
a (1 + —-———————){%i A(anDn) z 0,
b, = A(unDn) AD 20, AT =20
n n
b sinon
a2 ADn si A(anDn) z 0,
et ¢ =4 " A@D) ) AD =20 et AT_ = O
n nn n n
c sinon

b et ¢ étant deux réels non nuls.

En effet, ce choix vient du fait que :

b =a + B
n n n

et

c_ =oa -
n n Bn

si AD , AT_, A (0_D_) sont non nuls, alors :
n n n n

o_AD D_, .M«
_ n N - ntl n
Bn = (1 - ) =

A (a D) n A(a D)
nn nn

puisque AT_ = o AD_ et A(a.D ) = o AD_ + D Ao
n n n n n n n

ntl " n °’

Tandis que si : AT_ =0 ou AD_ =0 ou (oD ) =0
n n n n
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on pose alors : b = betc = c.
p n n

Avec ce choix de (bn) et (cn), on obtient les résultats suivants :

Proposition 3

*
T -8

si i) &im —— =1 ¢ {0,1}
n-ro Sn -8

Sn+l - S

ii) dJu <1 <0, 3IN: ¥n2N ——F ¢ [u,01,
S -8
n

alors T (b )-8 =0 (T -8)etT (c)-8"=zo0(T -5
n n n n n n

Preuve :

C'est une application immédiate du théoréme [4 -i] et du théoréme [3- iv ],

en tenant compte de la connexion.

Ona:T =S+ D , V=T + D'=T -ab
n n n n n n n n'n
*
Vn - S Dn an
et i 1 - an < = 1 - =
T -8 T -8 e
n n n
AT A
£im a_ = Lim = fim e_ = z 0,
n>e oo ADn ouad A-1
*
V. -8
donc 4Lim = = 0, d'autre part

n*> T - §
n

1+ n+l
-s* (s, -8Y+0D s . -g" -s"
n+l _ n+l nt+l _ n+l n+l
B * - *
T - S (S -S)Y+0D S -8 D
n n n n 140D
*
S -8
n
* *
D T -8 S - S
or £im — = (A - 1), alors Lim ntl = gim -2L .
n*»® S -9 N0 T -8 e S -8
n n n
T - s”
Donc 3 u <1<BdN : ¥n2N L ¢ u ,07.
T - g*
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-

Par suite, d'aprés le théoréme(u-i) :

AVn
Y, T = o(1), soit Bn = o(1)
AD!
n
D +1 Ao
soit encore : £im Bn = Lim SRALES SR
jonacd n=° A(a D)
nn
B AT
car Y = L et o = I > A
n ) n AD me A -1
n n
«> fLim b =Lime = d€ima = 2
n>o n n> e O A -1
T (b)) - s T (c.) -5"
=>  Lim - = Lim -ll—ll——fr— =0
benad T -8 n-+° T -8
n n

(théoréme 3-iv)

Proposition 4 :

Une C.N.S pour que dN : ¥n2N s¥ eI (b sC_)
n n’>n

est que : ¥n2N,

ntl - %+1Pn4e1
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Preuve :
AVn
On pose : V. =T + D' t =
p n n n © Yn AD'
n
On a : In(Yn) = [Vn(an) A Vn(Yn)] = In(bn,cn)

D'aprés le théoréme 4-ii) on a :

n+l _ n+l
*
V. -5 D'
n n
¢ [-2,0 1
|
nt+l 1
D!
n
Comme V. =T + D' et D' = -~ a D , on obtient alors le rapport de
n- n n n nn

la proposition 4.

En pratique, il n'est pas facile de vérifier cette condition. Elle nécessite

la connaissance du comportement de (Sn)n.

Par exemple : si (Tn)n est la transformation particuliére :

Tn = Sn+l (Dn = ASn), alors
- ASn+l
a T
A% s
. kn - ASn+l
soit o = . A= s
L N " As
n n
2 2
(As ) A(AS / A°S )
et B = 2"’1 % n+l n

n 2
A”S .
n A(AS AS l/A S )
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A
n
N ASn+1 A ( o1 )
n n
A -1 As
n
A n+l
A -1
n

21z A2 .
Donc, comme on peut le constater (Vn)n est le procédé A" d'Aitken et

(T_(b_))_ et (T _(c_))_ sont deux transformations de suites telles que :
n n’n n n’n

avec

soit :

soit encore :

Tn(bn) + Tn(cn)

(n)
- € g ¥n,
2
j bn = an + Bn
c =a -8
L n n (
A
AS A Lt
B} A n+l A -1 J
b = o 1+ I
D Y| ﬁAsl’
n A n+
L Ay 7L
4 ,)\n 3
AS A n
)\ n+l )\-lJ
Cn - n 1 - \' N
A -1 [ AS )
n A n+l
A -1
n J
(
. Xn 2An+l(1 - An) - (1 + An)(l - An+l)
n
1-2A
n (1 -2 - An+l(l =AY
d
o = )\n(l - An+l)
n
)‘n+l(l - >\n) - - xn+l)
L

Tn(cn) = S.41 ” S ASn n'est autre que la deuxiéme colonne du O-algorithme :

()

5 s nzo

T (¢.) =0
n n



Donc, si (Sn)n est telle que :

* * *
Sn+l -8 =T[a+ (a' +0(1) (sn - 81 (sn- S ),

avec - 1 £ a < 1, alors il peut &tre prouvé [ 1 Jque le rapport dans la
proposition 4 tend vers a.

Par suite la condition du théoréme 3 i) ne peut-&tre vérifiée que si
a>o0.

Par conséquent, lorsque O < a < 1, on obtient une estimation de 1l'erreur
d 1'aide de Tn(bn) et Tn(cn) qui en méme temps, en vertu de la propo-

)

sition 3, accélérent la convergence de (Sn+l n

S8i -1 < a < 0, un autre choix de suites (bn)n et (cn)n s'impose.
I1 y a plusieurs possibilités de procéder ainsi :

AT

. . n . . .
Soit, au lieu de —_— s on choisit une autre suite pour (ocn)n

AD n
n

et (Bn)n se déduit de la relation (1). Soit, on modifie la relation (1),
Av

n P . d [ [

, égalité d'origine, par une autre.
AD'

n

en remplacgant Yn =
On ne va pas continuer dans cette voie. Cependant une solution du pro-

bléme précédent sera donnée dans le chapitre qui suivra 3 l'aide de

choix simples et connus.

On va terminer ce chapitre par 1'étude de quelques choix proposés par

FDIL [7 1.
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IV - Contrdle des erreurs a l'aide de deux transformations obtenues
(1) et T(Q) [ 71.
n n

a partir de T

1) Premiers résultats :

Soient T(l) et T(2) deux transformations de suites telles que :
™™ sy —— s ')
n’n n ‘n
™ sy s (11
n’'n n 'n
avec Lim T(l) = Lim T(2) = LimS_ = S"
n->-e n n>o© n n--e n
On pose : D_ = T(l) - T(2)
n n n
T () = ) - bp
n n n
T () =12 - o
n n n

I (bye) = [T (b) , T (c) ]

On suppose que Dn # O & partir d'un certain rang. On pose :

T g
e = —>  (siD_ =0)
Tl

D
n

Dans toute cette section, on suppose que :

P g
> L =1
82 _ ¢
n

Théoréme 5 :

¥Vb,c e R : b« <c R iN Vn2N: S" e In(b,c)
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Théoréme 6 :

i) si T(i) - S* =9 (Sn - 8*) et si £ 2 0, alors
T (b) -8 zo(s -8 et T (o) -5 =0 (s_ -5
n n n n
1) si T - g% 20 (s -5 )etsiT® - =0 (s - s*y,
n n n
* * *
alors T (b)) -S=0(S_-S)etT ()-8 =zo0 (S -8)
n n n n
Soient (b_) et (c_) deux suites telles que b_ < c_ ¥n.
n n n n

En remplagant le paramétre b (resp. c) par la suite (bn) (resp. (Cn))’

nous obtenons le résultat suivant :

Théoreéme 7 :

* —
1~ 4N, , ¥n2N, : S € In(bn,cn) <=> HNl : ¥n2N
2 - si 11 gt s o s -89
n n
T(i) - s"
iiy - > £' 2 0,
S -8 >
n
alors a)T (b )-8 =0 (5 - s¥y <=>
n n n
b) T (c ) - 8" =0 (s_ - %) <=>
n n n
3 - 81 T(i) -g* = o (T(i) - s* ) , alors

c) T (b ) - s*
n ' n

*
d) Tn(cn) - S

= o (T(Q) - §*) <=
n

= 0 (T(2) - S*)<=
n

n Ty00
c > 0
n o0
> b >
n n—-x

> ¢ 0
n n-*o

1 e, e[bn,cn ]

0
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2) Choix particuliers des suites (bn) et (Cn)

Le meilleur choix de (bn) et (Cn) consiste 3 prendre b =c =e_
* . .
car Tn(en) = S, mais ce choix est impossible en pratique, puisqu'on

ne connalt pas (en).

Dans toute la suite, on suppose :

AT(2)
n+l
Jo,B e R, 0 <1< B , 3N, , ¥n2N, : W ¢ Lo, B
n

a) Soient b, ¢ € R, b<c

Pour tout ne IN, on pose :

aptD) ' AT(i) (2)
: si AD =2 0O '—(‘-2—)—SiATn¢O
b = AD o 3 ¢ =9 AT
n n n n
b sinon c sinon
Proposition 5
1-c > £, b_ > £
D e n->o £ -1
2 -S8i k=0, alors
HT )-8 =0 @D~ ")
Tn(cn) -s"
ii) > 2 -2
T(l) - S* b gacct
n
3-T () - S* = o (T(Q) - S*)
n ' n n
T (c) - s*

Y- T(i) i > L(2 - L)




Remargues :

1 - Si on prend T

T(b )=T
n n

appliqué a (T

2 - (Tn(bn))n

(T(l) )
n ‘n

(1

et

et

Soit (a_) =
n

T(a ) =T
n n n

soit T (a ) =
n “n

avec

b) Soient b, ¢

b
n

) —

(2)_ (l)
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oy > ona:
AT(l) AT(l)

-1

20(1)

(1) )

(Tn(cn))n

(2)
(T

n-1

(bn) ou (cn)

sont des transformations composites de

(2)
T n )

@D p i, @D
nn n
(1 -ay 1D, o o2
n b e} n n
ar(d) AT(l)/AT(2)
= n D - n
AD (1)
n

1 c -1
/AT(Q) n

e R, b<c, a e ] 0,1[

Pour tout n € IN, on pose :

r

a

aptd)

n_

a2
n

+

(1 -

@)

qui n'est autre que le A2 d'Aitken

O

AT(i) )
si AT 20 et AD =
AD n )9}
n
sinon
AT(i) (2)
si AT # 0 et AD
AD n n
n

sinon

z 0
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Théoréme 8 :

*
Si T(fi - S
Y 0,2 e 2
T S
n
€n + 1
ii) > a . alors
e
n
bn L'
* > (1 + (a-1) ) (o0 (£ ~ 1) + (1 - a)
e -1
n
c 2!
. D s (1+(a-1) ) (ol - 1) + (1 + a)
L' -1
e
n
Remargues :
b
1) si £ = 0 alors — > (1 -0a)+a(f-1) et
®n
°n
— > (1+0) ~a(f - 1) sans supposer que
n
o
1]
3 " > L' = 1
T - S
n
b
2) Si (a = 1oud'= 0) alors > (1 -0a)+a (£ -1)
°n
c
et > (1 +0a) -a (£ - 1) et donc plusaest voisin de zéro
e
n

plus que bn’ c sont de bonnes approximations de e

Proposition 6 :

1) Si (L 2 0 et £ = 2) alors 3N, ¥n2N : 5™ ¢ I (b, c)

(1)

2) Si (L =20 et T L s* = o (Sn - S*)) alors

T (b ) - S*
n n

3) si (L # 0 ou a=1

* * *
o (Sn - S8 ) et Tn(cn) - S o (Sn - 8)

ou £'=0) alors,
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T (b)) - s T (e ) - s* ,
i) >a (2 - L) et >a (£ - 2)
T(l) _ S* T(l) - S*
n n
T * T (¢.) - 8"
.. n(bp) - S o n n .
ii) T(z)n _— af (2 -2) et ) N o £ (£~ 2)
n T n - S
Remarque :

La partie 3) de la proposition 6, montre que : plusa est voisin de 0, plus

les rapports :

* * * *

Tn(bn) - 8 Tn(cn) - S Tn(bn) -8 o Tn(cn) - S

s ° —t__——

SR R CO N 7(2) _ g* 82 g
n n n n

sont voisins de zéro.

Soit (a_) telleque : O <a_ < 1 ¥n et £ima_ =0
n’'n n e D

En remplagant a par (a n)’ on obtient le résultat suivant :

Proposition 7 :

1) b > £ c > £

b

n £ -1 n £ -1
(1)

n

2) si £ 20 , alors Tn(bn) - S* = o (T - S*) et

T (¢ ) - s¥ = o (T(l) - " ).
n n n

On n'a pas nécessairement e c[bn A cn] a partir d'un certain rang, ce

qui ne nous garantit pas l'appartenance de s* 3 In (bn’ cn). Soit € > O,y
. o= . c' = -£).
remplagons bn (re;g c ) par b n bn(lCT g€) (resp. ¢ n cn(l )
L >1l+¢e , —o >1- ¢,

e e
n n

ce qui montre que, plus € est petit, plus que (b'n) et (c'n) sont de bonnes

Si £ =z 0, alors

approximations de (en).
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Théoréme 9 :
si £ # 0, alors :

1) 3N, ¥m2N 8" ¢ I (b'_, c'))
n n n

T (b)) - g* T (') - s*
2 1D > T 1D x T E
T - s T - s
n n
T (b' ) - S~ T (¢' ) - 8¥
non >s-fe, n . n s 2 e
(2 _ ¢ 2 g
n n

En conclusion

Cette généralisation peut s'interpréter, en tenant compte de la
connexion établie auparavant, comme un procédé a deux étapes : d'abord
accélérer la convergence de la transformation, puis faire le contrdle
d'erreur classique.

Les possibilités de choix des suites (bn) et (cn) sont nombreuses.
Les résultats qui en découlent et qui restent théoriques, sont intéressants.

Donc, dans le but d'aboutir & des résultats concrets et pratiques,
on va, dans le chapitre suivant, étudier cette généralisation avec des

transformations connues et des choix simples de (bn) et (Cn)'
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CHAPITRE V

UNE METHODE DE CONTROLE D'ERREUR
A L'AIDE DE DEUX TRANSFORMATIONS




=159-

I - Introduction

L'idée de cette méthode est inspirée de celle de Stirling et

Andoyer [15 1. Cette dernidre consiste 3 transformer une suite donnée (Sn)
2

convergente en deux autres : (Tn(b(i))) et (Tn(b(n)))’ de telle sorte
qu'elles donnent de bonnes approximations de la limite de (Sn), 1'une par
(1)
n
1l'avance sous certaines conditions et ceci pour chaque suite (Sn)'

excés et l'autre par défaut. Les deux suites (b ') sont déterminées a

Le principe de ma méthode est de trouver, &tant donné un procédé
d'accélération de la convergence, une autre transformation qui converge
plus vite que la suite (Sn)n et qui se situe de l'autre c8té de la limite
par rapport a la transformation initiale. Donc, cette méthode rentre dans

le cadre de la généralisation traitée dans le chapitre précédent.

Il s'agira d'une part du procédé % d'Aitken comme transformation

de base et d'autre part, successivement du @2—algorithme[2], du A2 d'Aitken

modifié et du @2—algorithme décalé, tous appliqués & des suites a convergence

linéaire. Cette méthode sera également étendue au A2 itéré.

IT - Présentation de la méthode de Stirling et Andoyer [15]

A une série de terme général (u )
g ( n'nzl

s i=1,2, tels que

» on fait correspondre deux

. " (i
autres séries de terme général (un 3

nzl
(i)_ (1)
u 1 - ul + T 5 u2
(i)_ (1) (1)
I S P S S S
d e
(1) (1) (D
n n Th oYt thrr Y
n .
(1.7 (1)
. _ i),
Donc, si Sn “rz1 uy et S n kzl uL s alors
(1) _ (1)
S n Sh thel Unel
La suite (t(;))n>2 sera déterminée de telle sorte que :
1) £im s = g%, crest-a-dire tPu = o(D)
im n > n n

n+-o
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ol s¥ = ) U (régularité)
k21
(i) v
i . N n N . . .
2) (u n )nZl soit comparable é i }nZl ol p est un entier arbitraire
. u
c'est-d-dire u(l)z [ -2 ].
n P
n
- (i) '/ i
La formule qui donne u L S écrit
u .
. . . . +1
u(1) - U ) ol A (l—t(l)) 4D £ (1)
n n n n n u n+l
n

(i))

devi
n ‘nz2 evient

Donc le 28me critére pour la détermination de (%

£im ~ v(l) =0 3 k=0,1,2,...,p-1
n> n
(*) -4 et

Lim npv(:) = L(l) 5 L(l) est un paramétre donné a l'avance.
>

. . (i . .
} Pour pouvoir procéder a un choix de (t n))n>2 qui réponde aux critéres

précédents, on distingue deux cas :

u
ler cas : 4£im E+l =A=z1
=00
o @ J(1)
On pose alors : t(l) = a(l) + S + . .+ 22— ob a(l) sont des
ntl o] 1 P 3

constantes déterminées par (*) .

On remarque alors :

(1) (i) . (1) _ o o2 ez
a) (t n )n22 converge vers a 7, donc £§E>t u =o = Régularité
de (S(l))
n
b) (*) entraine l'accélérabilité de (Sil)) au sens de :
X uil)
n z0(1) ; k=0,1,.., p- 1.
u

n
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u
N . n+l
2éme cas : £im

= 1.

n-e n

Pour assurer la convergence de z U dans ce cas, il faut que
. £ p k>1 . -
= 0(1), sinon la série donnée serait divergente en méme temps que

nou
la série harmonique.

(1) (1) (i)
(1) _ () (1) | 22 3 ptl
On pose alors : t = a n+a + + + ...t E———,
n+l o} 1 2 D
n n o
les coefficients a(%) » © < j < ptl, sont déterminés par (*).
. (1) _ .
On a bien t Sou = o(1l), puisque :
( (D)
() uw =[23xInu ]
n n n |
n |
) t(i)
Lim 2 = fimnu = 0.
n*® n n>® n
Donc, dans les deux cas, on a :
Lim nP v(i) = L(i)
oo n ®
(1)_ _(2) . . . s
et a g -2 pour tout £, sauf pour les coefficients qul correspondent a

—P ’ (i)
n © dans la développement de tn+l
(1)

tantes L .

. Ils sont calculés & partir des cons-

L'entier p, en pratique, est fixé a& 3. La remarque qui va suivre est fon-

damentale [15 ]. Elle consiste & prouver que le signe de (s* - S(i)).(s*—séz))
(1) (2)

est négatif, ce qui signifie que Sn et Sn sont des approximations de
s* par excés et par défaut. Pour cela, soit R(;) le reste d'ordre n de la
série ) u(i) : R(l) = g* - S(;). Soit n suffisamment grand (nzN).

n

kzo . .
D'une part : (P) R(;) et uii; ont le méme signe. (Cette propriété sera
examinée dans la suite). D'autre part
() .
. u (1)
Viii - n+l ~ L () (% *)
Yn+l (n+l)p
- 1 2

Donc, si les paramétres L(l) et L(z) sont choisis, tels que : L( ). L( ) < Oy
(par exemple : L(l) >0 et L(Q) < 0)
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alors, pour n2N, on a :

(1)
>
Siu_ . >0 () R
* Yhe =
(2)
Yo+l <0
[
R(l) >0
P nt+l
- - R(i)' R(i) <0

R(Q) <0

n+l
(
(*x) u(l) <0
LSiu_ <0 = ptl
n+l (2)
[ u >0
ntl
MR-
=> => R(l). R(2)< 0

2 5 n n

l n+l

On voit donc que le choix des constantes L(l) telles que L(l). L(2) <0,

(i))

donne deux suites (S
n ‘n2l

telles que : (s* - S(i)). (s* - S(i)) <0
pour n assez grand, soit S(;) < S* < S(%) avec 1,3 e{1,2 }, i = j.

Mais on note au passage que la propriété (P), donnée dans [ 15] sans &tre

démontrée, en général, n'est pas vraie. En effet, 1l'exemple suivant le

confirme.
_ 1
Son *
n+ 2
Soit (Sn)nZO . 4 . (Sn)n::ooo
1
S -
\ 2n+l 41
1 * 1
Ona : u = A, = ————— etR, =8 -85, =~
2n+l 2n (n+1) (n+2) 2n 2n 0+ 2
-> Uy +1° R2n < O ¥n. Donc, dans ce cas, Usoe1 o R2n ont des signes

contraires. Cependant, la propriété (P) sera prouvée, pour la famille de

suites qu'on va utiliser dans la suite. En admettant que (P) est vraie,cette
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méthode est aussi valable pour les suites. Si on a une suite (Sn)n>o

. . * - L3 Pd P .
de limite S , alors elle peut etre considérée comme la somme partielle

de la série ) u
k2o

k

c
"
>

n

- i ” -
Donc les deux transformations (S(n))n s'écrivent

I e TR I S I Y
n nt+l n n n n
4 (1)
. AT (b7 ) . .
etv(1) - n n oy (1 - b(:L) ) + b(1)
n+l AS n n+l n
L n
ol A = éf&i}_ et b(i) = 1 - t(i)
n Asn n n+l °

On remarque que c'est la méthode de contrdle d'erreur généralisée avec

T = Spe1° Le probléme qui se présente avec la méthode de Stirling et

Andoyer est que, d'une part, pour chaque suite 3 accélérer et 3 contrdler,

on est obligé de déterminer la suite (b(;))n qui lui correspond, c'est-a-dire
déterminer les coefficients a(%) en utilisant les conditions (%), et

d'autre part, le choix des constantes L(l) et l'entier p qui donne de bonnes

approximations reste difficile en pratique.

Le principe de notre méthode est donc, étant donnés la suite (Sn)n>o et

un procédé d'accélération de la convergence connu qu'on lui applique

Tn(bn) - Sn+l - bnASn’
de trouver un autre procédé connu (Tn(cn)), ou bien de le construire de telle
sorte qu'il forme un encadrement de la limite avec le premier. Dans ce

chapitre, la transformation de base (Tn(bn)) sera le procédé A2 d'Aitken.
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III - Propriétés - Encadrement de la limite par le A2 d'Aitken et le

@2 - algorithme.

Dans toute la suite de ce chapitre, on va s'intéresser a la

famille F de suites (Sn)nconvergentes telles que pour n suffisamment

grand :
Yo # 0O
_,n 0 i Y J
s = A" n (Yot — + —+ ....) avec
n n n . l e R

et -1<A<1, X =O0.

1 - Propriétés :

Lemme 1 :
Soit (S_)__ telle que, pour n suffisamment grand, AS_ = A" nO b
n’no ] n
Y Y '
(y + e + 2 . ...) avec Yo 7 0
o 2
n n
Aoz 0,1
AS o o
Alors : 1) A = ntl = a + —l;-+ 2 S
n le) 2
ASn n n

avec a _ = A 3 n étant assez grand.

k+2 ,2

k+1 -
A An = k(k+1) %

2) 4Lim n AX - ko, et £im n
n k

N+ n>ee

ou k est le plus petit entier > O : a = 0 (Lubkin)

Preuve : Soit_n_suffisamment_grand_:

Y Y
1) As = AR ne (YO + BEIN —25- + ..l)
n n n
n+l 6 Y1 Yo
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or s (@) =n® 1+ L) ® s By 9(9;1)

n n 2n

+ o0. )

et —b = (14m) K = 7R (1p L )R ko Xy KOGerl)

)

(n+l)k n n 2n?
vk = 1,2,3,
Donc AS = An+l ne (1+ —9—-+ §_£9:£)+ cees ) X
n+l 2
n 2n
Y Yo = Y Y, = 2Y,tY
1 2 1 3 21
(v, + + > + 3 + e, )
n n n
1 '
. _ .n+l 8 Y1 Y
Soit AS_ ., = A no (y t - + ¥ t ool )
] 1)
NS N
AS +1 YO n n '
Donc A_ = —= = A ., Y. %0,
n Y Y )
AS 1 2
n Y o ———t =+ ..
o
n n
Y! Y' Y Y _
Ag = >\(yo-r o 22+...)(1+—-—:L + 22+.)l
Y, n n Yo Yo
n étant suffisamment grand, on a :
A Yo Y Y1 Y Y12 MY
A= (v + + +o...0) (1 - - + + +.
n o) 2 2 2 2 2 3
Y n n Yo  Yn© Y.n Y_n
el o
Y-y
soit An = A (y + 1 1 + el )
Y n
X ! %)
soit encore : A_ = a_ + + -5—+ ..., avec &_ = A, pour n
n o n n2 e}

suffisamment grand.

2) La preuve se trouve dans l'article de Lubkin [11], qui n'est qu'une étape

d'une démonstration.
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A partir de ce lemme, on peut formuler deux remarques :

As(n) knAAn

1-0na: 2_ - ¥n, (e(g)) étant le procédé de A2
As (1-2_)(1<x_. )
n n n+l

d'Aitken. Soit :

() . -b AS_ 3 b = g ¥n
2 7 “n+l n n ° n N
-1
n
(n)
Ae oo
Donc Lim ot 2 = -k ——511375 ;a = A
duacd] ASn (1—&0)

puisque : £im pitt Akn = -ka

n>® n-+ro

Ae(n)

-2
ASn/%k

Donc si a, * 0 dans le développement asymptotique de An’ ce qui est

Soit =o(1).

le cas de plusieurs suites, alors :

AE(121)
= o(1).
AS //
n/n
20 A A (1AM - (1A )N ]
2 -0na: 2 n n+l n n+l n+2 n

85 DAy (A= (h IO (A )= (3R 00 )
(@(g))n étant la deuxiéme colonne du O-algorithme [2]

ol®) - g - ¢ NS

soit 2 n+l n n

)‘n(l - An+ )

1
An+l(l-xn) - (1_xn+l)
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$i on pose : ¢ = (l—An) Akn+ - (1 - An+2) Aln

1

et Dn = An+l (1 - ln) - (1-AX_,,), alors on a :

n+l
(n)
40 2 - n n+l¢n
ASn Dn Dn+l

I1 est facile de voir que :

- _ 2 2
¢n = (1 An) A An + Akn . Axn+l + (Akn)

comme £im A = A = a , £im nk+2 AQA = k(k+l)ock
o n o’ n
et Lim nk+l A\ = - ko, , alors :
n n k

Lim n¥t2 A M = 0 et par suite :
n ntl
n>-

Lim nk+2 ¢n = k(k+1) o (1 - ao)

n->e®

. . N SN
Lim Dn = Lim Dn+l = (1 -2 = (1 ao)

o oo
\
~(n) 2
Donc Lim n<*2 807, _ k(rl) o 0oy C o = )
ey AS (1-0a) °
n o
Ae(n) A@(n)
Soit 2 =0 (1) et sia, =0 alors —2— = (1)
-—-—FI'-I = e S 1 a rs =0
ASn/n Asn/n2

Cette remarque et les deux propriétés qui vont suivre, vont nous
(2,

conduire 3 un résultat d'encadrement de la limite de (S_)_par (€
n'n n ‘n2o

et (@(2)) .
n ‘n2o
Lemme 2 : WIMP [ 18]

) *
Si une suite (x_)__ de limite x est telle que :
n’'n2o




pour n suffisamment grand, A # 0 et A # 1, alors :
©

ATFL® B B

* _ 1 2
% =-x = ——— (A +.___+__2_+._.

n 1 -2 © n n

suffisamment grand.

Lemme 3 :

Soit (Sn)nZo telle que : pour n assez grand ,

) pour n

Y Y
_,n B 1 2
ASn = A n (Yo + + 5 + ...) avec Yo z 0
n n
J -1<xx<1
, alors

~

* As(g) et s¥ - E(g)ﬁontle méme signe.
ii)
l * Ae(g) et S - O(g)ont le méme signe.

n étant suffisamment grand.

Preuve :

Soit n suffisamment grand :

(1)

) (voir p.

Y Y
. _,n _H 1 2
i) On a : ASn = A ' n (YO + — 4 — + )
n n
Y Y
= bg . = AL ey o+ —2 s
n+1l (n+l)
1 ]
n+l B Y, Yo
Donc ASn+l = A n (y + N + n2 +

*
1) ASn et S - Sn ont le méme signe pour n suffisamment grand.

165)
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D'autre part, (1), Y, ® oet Aoz 1 =>
n+l O " "
s* - z Y (y_ + ! + b + )
- T—— .o 9
n+l 1 -2 o] n n
d'apreés le lemme 2. Donc pour n assez grand :
+1 0
AP Y
n+l 0O * )
" -
ASn+l A DY et S Sn+l 4y T

Or 1 -X>0car-1< XA <1, alors :
*
Asn+l et § - Sn
ii) D'aprés les remarques (p. 166) o

(n)

na:

£im nk+l Ae 2 _ L £ k
oo = et imn
AS Folgass)
n
c'est-a-dire :
Ae(g) L A@(g)
Y RFT et
AS n AS
n n
k étant le plus petit entier 2 1
[, (n) L
be'n’= gz 85, = A
n
Soit 2]
(n) _ M _\n
AG 5 G ;?:5 ASn-X

Par conséquent, en vertu de i), on a :

Ae(n)

A (S* _ e(n))

2

(n) * (n)
[A@Q (s* - o))

puisque dans les développements asymptotiques de Ae

+1 ont méme signe pour n assez large.

+2 AG(E)
=M
AS
n
M
nk+2 pour n assez grand (nZno),
tel que : O z 0.
e Y Y
o nO k-1 L(y + 1,2 + ..0)
o
n n
(n2n ).
o
0-k-2 1. 1
n M(Yo =t eed)
n n
>0
(nZno) .
>0
(g)et AO(E), on a :
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-1 <A<l
., Ly = 0 et MYO # 0.

Donc grdce & la remarque (p. 166) et aux lemmes précédents, on a le résultat

suivant :

Proposition 1 :

Si pour n suffisamment grand, on a :

* (n) (n)
>
IN , ¥n2N s ele, , 0, 1.
Preuve : Soit n suffisamment grand :
ne(™ 502
2 L 2 M
On a : AT Y e
AS n AS n
n n
2
ko o k(k+1)a” o
avec L =- _—ji_li_Ti et M= ._______9_§E . ao = A
1-a) (1 -0
Donc Mool GeD A <0, car 0 <A <1

L 1-2

=> Ae(g). A@(g) < 0 et d'aprés le lemme 3 :

(s* - E(g)) .o(sT - G(;)) < 0 pour n assez grand «

Par conséquent : 4N ¥n2N : s¥ ¢ [E(;) A O(g) J.
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Remargue :

Ce résultat vient confirmer, sous un autre angle, ce qui était dit
au sujet de l'exemple donné dans le chapitre IWp. 150). Donc, l'encacrerernt de la

limite de (S ) ad 1l'aide de (E(n)) et (O(n)) se limite aux suites telles
n'n 2_ g* 2 'n

. AS
que : 0 < A< 1lolA=4im ntl — = Lim Contl
> Sn - S e ASn

IV - Extension de l'encadrement de la limite & des suites telles que -
- 1< X<,

1 - A2 d'Aitken modifié :

Le procédé p? d'Aitken s'écrit : e(n)= S - b_ AS_ avec
2 n+l n n
A bs +1 2
b = —2 od A = —= ( si ASn 2z 0). On obtient le A
o - "B
n n
v(n)

d'Aitken modifié (€ 5'), en remplagant la suite (bn)n par (b'n)n

telle que :
-
b'_ = L
n 1 - 2A + A
n+l n
onpose : &€ ™ =1 (b )=s .. -b' as
p : 2 n n n+l n n°’

Proposition 2 :

. . 3 . *
Soit (x_) _ une suite de limite x telle que :
n ' no

X 41 " x*
Lim —E—————-;—= A3 - 1< X< 1. Alors :
9 gacd X - X
n
.y vin) *x *
i) € 5 T % =0 (xn+1 X )

‘s . * n .
ii) si x Tx ta A" ¥n2N, o étant une constante, alors
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£im %(n) *

Preuve : Il est facile de voir que P
n-)OO
~v(n) *
N , bx
i) ————=1-b n —
*ntr T % Xnt1 ~ %
Ax
or £im L = A-1 et £im b' = A
wa TP - x* A aad o A -1
o n+l
B
car 4£im An = Lim L = A
n>e e Ax
n
v(n) %
donc 4£im €-——2—-————-)(—:—-: 0
nee Xn+l - X
ii) si x = % + ax? , alors Axn =a (A - l)>\n
Ax
soit Xn = ntl A
Ax
n
n
Donc : b' = - et e(g)= G e o™y A o - 1™
noox-1 A -1
n,
Par suite e(g)= x*
B

Maintenant, on va donner un résultat
(1'1) (n))
2

2)et(%

d 1'aide de (e

Proposition 3 :

Si pour n suffisamment grand :

Y
As. = A" n® (v o+ 24
n o
n
Yo 20 et - 1< X< 1/2
AZo
N ¥n2N s* ¢

concernant le contrdle de l'erreur

Y
2
5=t .. ) avec
n
, alors



Preuve :
ona 8™z a5 (1-b' ) +b' AS .
. 2 n+l n+l n n
A 1 -2)2 .+ 2X)
b,n - . n et 1 - b'n+1 - n+2 n+l
1= 2ty =20 ot M
v(n)
Ae 5 i 1- 2>\n+2+2>\ +1 )\n
Donc — = An -
Asn 1 - 2>‘n+2+>‘n+1 1 - 2>‘n+1+>‘n
re(m) WA MM = 2\ DA . - DX
. 2 _ nt+l n+l n n+l n
Soit —_—c An
ASn (1 - 2An+2+xn+l) (1 - 2An+l+xn)
Or £im A_ = » , £im nk+l AN = - kuk (lemme 1),
n—>r n n>« n
~v(n)
k1 BELT :
Donc 4£im n = 5 [-le)\ak + 2}<)\ock + kOtk]
N> ASn (1 -x)
fot A'e”(g) ~koy, A(2A-1) ,
Soit £im n = 5 = L.
N> ASn (1 -2

Ceci entralne

m .
a) AE(S), pour n assez grand, admet un développementasymptotique de la

forme :

{
n u 6l J
A n (60 + — + ... ) avec [ et
n

" * N - .
Donc, d'aprés le lemme 2, Ae(g) et § - e(g)ont le meme signe.




-17k-

™ pe'™)
2 L 2 L
b) Vg et —m v ~§:3-'(n assez grand)
AS n As n
n n
ka A - ka, A(2x - 1)
_ k . k
avec L = - 5 et L' = 5
(1 - (1 - )
Donc L' = L(2A - 1), soit LL' = L2(2X -1
Or A < =< , alors LL' < 0.
2
Par conséquent : Ae(g). Ag(g) < 0 et par suite (s* - 8(2)) b
(s* - %(g)) < 0 pour n suffisamment grand et - 1 £ A < r
2
. o* (n)  ¥(n)
Donc 34N, ¥n2N : S el € 5 A€ s ]

Comme on peut le constater, cette nouvelle transformation donne une
. . . . - . 2
suite qui converge plus vite et qui en méme temps, fournit avec le A
d'Aitken wun encadrement de la limite, pour la famille des suites (Sn)n

a convergence linéaire telles que :

Y Y
ASn = A" ne (Yo M S —%— + ... ) pour n assez grand
n n

avec Y Z o et -1 A<1/2 (A =z0)

La question qui se pose maintenant est peut-on faire une autre modification

P Pl 2 3 . . ~ . .
sur le procédé A" d'Aitken quil aboutit 3 une transformation agissant sur

?

une famille plus grande que la précédente, c'est-a-dire pour A >

La réponse est affirmative :

Soit la suite (b'_ ) définie par :
n,p’'n20
A
b'n o = - it » n2o et p2l
’ -
1 (p+l))\n+l + pln



._‘]'TS_

5 . . n,
On considére la famille des transformations : (E(g)p)n telles que :
b

'\’(n) - 1 - - 1
€ 2,p - Tn(b n,p) = Sn+l b n,p ASn.

Donc, pour p = 1, on obtient la transformation précédente :

v(n) _ w(n)_ ,
> 2.1 " €,°= Sn+l b n Asn.

Proposition 4 :

Si, pour n suffisamment grand, on a :

Y Y
As = A" ne (v + < + 2 + .... ) avec
n o) 2
n n
Y %o et -1<xa< —B— | alors
A 2o l1+p
* (n) v(n)
IN, ¥n=N: S [e 5 2.p ]

Preuve
Lreuve

Elle est analogue & la précédente :

v(n) 2 _
B0 M D+ DT A A - pprA M ]
AS
n [1-(p+1)A_,, + pxn+l][1 - (p+1)kn+l+pkn]
A%(n)
Donc Lim n*tt 2:P - A [pka, - (p+1)2Xka + p(p+l)kia, 1
2 k k k
o ASn (1-2)
v(n)
Ae ko, AL(p+1)A-pl -
Soit fimn Tt 2R =K =L
e AS (1-2) b
n A (n)
. k+1 P€ 2
Ona L' = Ll(p+1)A-pl o0 L = £&im n
2 n>e ASn

Donc L' .L<O <=> A < —B2—
T ptl




_176_

Pour illustrer ce dernier résultat, on considére 1l'exemple suivant

v K
) (0.8)" (k+1)

.. S =
Solt (Sn)nZO : n k=o
*
S = 25
Ona: A4S = 0.8)"1 (n42) = (0.8)" n [0.8 + 2%0-8 yyn w?
n

Donc (Sn)n>o appartient & la famille de suites concernée et k=0.8=Yo,

©=1, Y,51.6 et v.=0 ¥i>l. Si on prend p=5, alors : A < —E-= > = 0.833...
1+p 6

Par conséquent, l'encadrement de la limite de (Sn)n se fera & 1l'aide

(n)

de (e 5

~v(n)
)n et (62,5 )n'

Donc, pour contrSler 1l'erreur des suites (Sn)n d convergence linéaire telles

que :
n B Y1 Yo
ASn = X' n (Yo Tt ) pour n assez grand, avec Y, z 0
n n

. . rd Pl 2 -
et - 1< X< 1 (X=0), on doit disposer d'une part, du procédé A" d'Aitken
(transformation de base) et d'autre part, d'une autre transformation qui est

déterminée suivant le paramétre A :

(n) v(n) *
(6 5 )n ou (62,p)n . pe IN .

L'inconvénient est que, a priori, A n'est pas connu. Ceci nous conduit a

trouver une autre transformation valable pour tout A :

-1 <A<l (A=0).

2 - Le 0, -algorithme décalé : (B(H))
2 ) 2 ‘nzl

’\l -~ . Pl
Le procédé ((;)(n))n>1 ne différe du 62 - algorithme que par un décalage
5 2

d'indices puisque :

B(n) - e(n—l)

2 2
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" A (lfkn_l)
Done 0Ofn)=z g +1 dn ASn, d = n n21
2 n A=A )=(1-))
n n-1

Lemme 4 :

Si la suite (Sn)nZo est telle que :

Y Y
ASn = A" ne (Yo P —%§-+ .+.), n suffisamment grand,
n n

avec Y_ # o et A # 0,1, alors :

n,
AOén) k(k+1l)a o
(o]

k+2 k

£im n = 3 3 0 = A,
T AS (1-a ) °
n o
1%
ol (a£)£ : An = ag +-::— + ;5— «++ et k est le plus petit entier > O :
a, # 0,
i
Preuve :
Elle est immédiate, puisque :
(n-1)
AO2 - >‘n-l>\n[(]'->\n—l)m\1'1 - (l_xn+l)Axn-l] (p- 166)
As_ 4 [kn(l—Xn_l)-(l—kn)][Xn+l(l-Xn)—(l-An+l)]
(n-1) (n-1) n-1)
48, A0, ASn__l o A0,
Or = X = e
ASn ASn—l ASn An-l n-1
e SR ]
Donc ) n[(1vkn_1)Akn—(l-kn+l)Akn_l
—
n [An(l—kn_l)—(l-kn)][kn+l(l-kn)-(1—kn+l)]

Avec la remarque (p.166) et les notations ¢n et D on obtient :

n
(n)
A0 A6
2 = n n-1 . ¥n2l,
AS DD
n n n-1
n
k+2 Aaén) k(k+1l)a o
et £im n = o k s 0 = A
> o

n—)OO - 3
Asn (1 uo)
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Pour 1'estimation de la limite, on a le résultat suivant :

Proposition 5 :

Si, pour n assez grand, on a :

Y Y
_,n 6 1 2
ASn = )\ n (YO + —;1—— + :5- + ...) avec 'Yoz 0

N

et , alors AN 2 1, ¥n2N :

* (n) (n)
S € le 5 A 6 5 ]1.

Preuve :

Soit n suffisamment grand :

Ae(n) A@(n)
2 L 2 P
on a : v ) et v o avec :
AS n AS n
n n
-kxak k(k+l))\ak
Ls—— et P=z———=— (voir p. 166 et Lemme 1)
(1-2) (1-2)
-(k+1)
Donc P/L = ——— <O puisque -1 <A< 1
1-2
-> As(g). Ag(g) < o (pour n assez grand)
On a déja vu au lemme 3 que : Ae(g) et 5° - 8(2) ont le méme signe a

*
partir d'un certain rang. Il en est de méme pour A@én) et S =~ 8(2)

e(n-l)

5 (n21).

puisque : 8(2) =

Par conséquent : (s* - E(g)). (s* - @(;)) < O pour n assez grand et donc

N, ¥n2N :

*

S € [8(;) A @(g)] et ceci pour tout X : - 1 < A< 1,
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I1 s'ensuit que le contrdle d'erreur 3 1l'aide du procédé A d'Aitken
et du Oz-algorithme décalé couvre toute la famille F de suites 3 con-

vergence linéaire telles que :

Y Y
ASn =" n 0 (Y + ——l-+-—3§ + ... ) pour n assez grand, avec
n n

Y # 0 et -1<A<1 (A =z0).

V - Application au procédé A2-itéré.

On sait que le A2—itéré fournit une bonne approximation de la limite
d'une suite donnée. Donc, il sera intéressant de voir si on peut appliquer
notre méthode au A2—itéré.

801t (S ) une suite convergente & laquelle on lui applique le pro-
cédé A a' Altken. Soit ( Eé )) la suite obtenue. On applique de nouveau
le A d'Aitken & ( e;n)) (2))
le A d'Aitken et ainsi de suite ...

pour obtenir ( o€ d laquelle on applique

On obtient ainsi un tableau 3 double indice (n,k) ol k varie en

diagonale :
(o)
Oe 2 = So 8(0)
1
(1) 2 2€(o) o)
o , = Sl (1) 2 5€ g 46(;)
(2) 2 e(1) (o)
€ _ 2 (l) l 5€ ’l..
o , =8, (2) (2) 3€ 48(2) . 2 ."..".
(3) 12 €5 L(2) ,
o, = 83 (3) 37 9 .
1, €(3) . .
(W) 27, .
o, =5, €(14) . . . .
1, . .
() . ) - :
o =S .
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Les suites (ke(g)% K Se calculent d'une maniére récursive :
¢ (n).2
(n) (A e )
k+1° 2 = e(n) -k 2
k2 A2 EZn)
k 2 nzo et k=o.
4
(n)_
o€ 5% S

L'opérateur A est appliqué aux indices supérieurs.

[ . ” 2 . ” rd 3 - . .
Pour pouvoir appliguer notre méthode au A"-itéré, il suffit de voir, si la
s . . . z z 2 .
famille de suites F est stable par l'application du procédé A" d'Aitken
c'est-3-dire que les propriétés des suites de F sont conservées apreés

1l'application du A2 d'Aitken.

En effet : si (Sn)n est telle que, pour n assez grand,

Y Y -
ASn=)\nne(Yo+-—l-+—%—+... ),YO=OetI1S>‘<l,
n n [ X 2 0
on a vu alors (p. 169) que :
Y Y
8-k-1 1 2
Ae(g) = Ale(g) =" q k L (Yo t—+ =5t ... )
n n
(1)
. (m) _,m 0, (1), Y17’ Y2
soit AlE S = Al (y St =t 5t . ),

pour n suffisamment grand, avec

(1) _ = O-k-
JY o ° YOL # 0 et Ol = O-k-1

l- 1 <A<, Az o,

et d'autre part, d'aprés le lemme 1, on a :

(n+1) (1) (1)
5185 I CO N T (1) _ ) .
oy - a it =5t e 070 S A n étant suffisamment
AlE 9 n n

grand.
















































