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INTRODUCTION

L'unicité pour le probléme de Cauchy ¢’ a fait 1'objet de nombreux

travaux jusqu'd présent.

Citons ceux de :

S. Alinbac [26], S. Alinhac et C. Zuily [27], A.P. Calderon [28], [:29],

L. Hormander Dﬂ, S. Mizohata Ekﬂ, R.B. Pederson Eﬂ], P.M. Goorjian PJ,
W. Matsumoto [10:], M. Sussman [—_32:[, K. Watanabe [33], K. Watanabe et

C. Zuily [17:], C. Zuily [19] et M. Zeman [:18:‘, [34], BS]

Parmi ceux qui nous ont &té les plus utiles, un article de
- [ee]
M. Zeman [lQJ étudie 1'unicité locale du probléme de Cauchy C non carac-
téristique, pour les Equations aux dérivées partielles dont les caractéris-

tiques non réelles ont une multiplicité constante supérieure 3 2.

M. Zeman démontre l'unicité locale pour le probléme de Cauchy o
avec racines caractéristiques de multiplicité constante supérieure ou égale
a deux en supposant que le symbole sous caractéristique de 1l'opérateur ne
s'annule pas sur 1l'ensemble caracté@ristique. Notre travail consiste 3
généraliser le résultat de Zeman 3 des syst@mes d'8quations aux dérivées
partielles 3 caractéristiques de multiplicité constante lorsque ce systéme
est du type (v,0,...,0) suivant la classification 3 1'aide des facteurs
invariants du déterminant caract@ristique de J. Vaillant Elé‘ et lorsque
le polyndme sous caractéristique du syst&@me matriciel ne s'annule pas
sur 1l'ensemble caractéristique. Cette extension au cas matriciel présente
des difficult&s non négligeables ; en particulier, elle a nécessitd 1'uti-
lisation des fonctions de matrices d'opérateurs pseudo-différentiels Eﬂ,
[?i], [?4] en vue d'effectuer des réductions non &videntes de 1'opérateur
différentiel matriciel utilisé. (Diagnonalisation de la partie principale
et mise en facteurs dans une algdbre de composition d'opérateurs pseudo-

différentiels matriciels modulo des termes d'ordre inférieur fractionnaire).

R AR




La deuxidme partie de ce travail (3 partir de la page 29) doit faire

1'objet d'une proposition de Note aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences

(e}, -




PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1

OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ET FONCTIONS D'OPERATEURS

§ 1 - Classes d'operateurns pseudodifférnentieds.

a} Notations. Definition.

. * o . . P ey =
Soit n € N , on désigne par (x,£) le point générique du fibré

*  n+
cotangent T (Rn 1) avec :

X = (xo,xl,. ..,xn)

(go’gl e -

(XO,X')

(€ -E")

Y
[}
Y
N
]

On utilisera les notations usuelles :

_1 o \ -
Dj——l*g—x—:' V i= 0,1, ,n
J
3 s %o 5 %n
(§§9 (5;“? (égfﬁ
n
o 1 laj, 8% 1, |al 3 o 5 “n
Dx = (zﬁ ( x) (1) { ) (5§—9
) n
+1] o
V,u = (o , L0 ) ean et lal = Z o,
o 320 j

On désigne par :




|| || 1la norme de ELZGRni]m par rapport i la variable x', m > 2.

nom
[ ||s la norme de 1'espace de Sobolev [ﬁSGR . -

Sur [b:[b,ﬁJXR%Jm , on définit les normes suivantes : -
T
2 2
[l Tl Zenp [y ax,
0

[s]

2 i 2
|||u|||S = izo Io |[Dou||s_i exp[?(xo-T)<]dxo

Eﬂ désigne le plus petit entier plus grand ou &gal a s.

b} Introduisons les classes d'opérateurs pseudodifférentiels utilisées

dans ce travail [12], [38], [:39], EZ;Q] s [41:] . [48].

Dégainituion 1.1.17.

On dit que p(x',E') est un symbole d'ordre Y sur R” et on note
p € SY (Rn x R™ \0) si pe€ Coo(1Rn x R \ 0) vérifie :
i) \V KccC Rn, Vo et B dans an, il existe une constante Ca B(K)
. >

telle que :

o5, 9 paetien | < ¢, qaoa [eryYIP

g'
V.x' €K, &'e (Rn \ 0).

-1i) 1I1 existe une suite {py-j}jeN de fonctions de COO(IRn x R™ \ 0) homogénes
d'ordre (y-j) en &' telles que'V N € N
g 5 Y-N-1
oo, {p - ) p_ . (x",E"] =o(|g"] quand .
X Lo Yy=3
=0 '
|&"| > + © uniformément par rapport & x' sur chaque compact K CC R". b

On écrira alors :

P(x',E") v ) P . (x",E")
520 Y



Py(x',i’) est dit symbole principal de P.

A~

Soit ue DGRn) et { la transformé de Fourier de u définie par :

aEn = J b T i) g
R

1

z;;;577 dx'. .

avec dx' =

Déginition 1.1.2.
On appelle opérateur pseudo-différentiel sur Rn, d'ordre Yy et
de symbole P(x',£') € s¥ = sY@R™ x g™ \0) 1l'opérateur P(x',Dx,) défini
par :
3 v T
e1<x &>

P(X',DX.)u(X') = LR“

p(x',£")a(g" )dx'
pour tout u € DORn).

Propriees 1.1.17.
Soit P(x',DX,) un opérateur pseudo—différentiel d'ordre Yy sur
R° et de symbole p € sV , alors
1) P(x’,DX,) est un opérateur continu de SORn) dans S(Rn) 3
2) Vs € R, on peut prolonger d'une facon unique P(x',Dx,) en un opérateur
continu de HSGRn) dans HS_YORH).
3) Caractére pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiels.
Soient P(x',£') € S’ et ue E'(Rn) de classe C dans un ouvert

de tRn alors
0
'P(x',DX,)u est de classe C dans Q.

4y Soit P(x',E') € SY, alors P(x',D_,) s'étend en un opérateur continu
’ X

de S'(R"™) dans S'ORn).




5)

6)

7)

*
L'adjoint formel P (x',Dx,) de P(x',Dx,) défini par

<P*(x',Dx,)u,v> 5 = <u,P(x',DX,)v> A u, v € D@R™)

L L2
*
est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 7Yy, dont le symbole P (x',£')

vérifie :

* 1 N N TR
P (x',E§') v — D7,97, P(x',E").
(x',€") aZNn = Dprfpr PTLED

Formule de composition des opérateurs pseudo-différentiels.
Soit Q(x',DX,) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre Y' de symbole

' v
q(x',E") € s’ alors 1'opérateur composé :

R(x',DX,) = Q(x',DX,) o P(x',DX,)

est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (y+Y') de symbole r(x',E')

vérifiant :

) _L_ o 1o o )
r(x',g') v agm“ 5T %0 ax',E).D p(x",EN).

Généralisation de la formule de composition (cf. Thése de 3&me cycle de
M. Mechab, 1983).

Pour simplifier 1'&criture, on pose :

aa = Da'
X
_ a0
au = ag,
B _ B .o
aa = DX,Sg,

\V o et B e Nn.

On convient de considérer les termes index&s sur un ensemble vide

comme des &léments neutres vis 4 vis de la loi considérée (par exemple

0
)
j=1

0
xj) Xy = (jzlxj) +y=1y).




Pour k € IN, on pose

I =I={l,...,&=-1)}

k
et pour 1i € Ik = I, on pose
Ik’i =J, = {1, .., (k=i-1)}.

Lemme T.7.7.

Soient fj (j =1,...,k) k fonctions de CwORn). Alors

h
Il
(=1

fj est une fonction de Cm(Rn) et on a :
1

—————— o- E o.
Z o k-1 a, j=1
3% fF(x') = . m 9 ij(x')a £ (x").

L Py v waal
j=ly.. 0y (k~1) N qu@‘X OLj)!J—l

aleNn j=1 3=l
j=1
a, < o= a,
J i=1 *

La preuve de ce lemme qui est une généralisation de la formule de

Leibnitz de dérivation d'un produit se fait par récurrence sur le nombre k.

Proposition 1.1.1.
Soient Pj(x',Dx,) (j =1,...,k) k opérateurs pseudo-différentiels.

Respectivement d'ordre Yj et de symbole Pj(x',g') alors :
P(x',DX,) = Pl(x"Dx‘) 0 ... 0 Pk(x',DX,) est un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre Yy =

I o~1%

Y5 et de symbole p(x',E') vérifiant :

j=1




U ek

Z— )
' ' ] j=1 3 ' 1y %
P(x',E") v . I 3 Pi(x »&')

. . . o,
(D ait)(@,- ] o) €

I 1

u.emn,a? en” tel JeJi JeJi
1 1
(j—'l) '
alsa, - ) of
i : i
n'=1
CTRE T
% a1€I JEJi

La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le nombre

k d'opérateurs intervenant dans la composition et en utilisant le lemme précé-

dent.

Dans toute la suite, on désigne par

ﬁl, la classe des opérateurs pseudo-différentiels admettant un

symbole homogéne d'ordre 7Y par rapport & la variable &' et Sl, 1'espace

des symboles correspondants.

LI est la classe des opérateurs différentiels en X et pseudo-

différentiels en x' d'ordre Y =0a+ B en x = (xo,x') ol O est

1'ordre de l'opérateur en x et B >0 1l'ordre de l'opérateur en x'.

SI est 1'espace des symboles correspondants.
Ll:r est la classe des opé&rateurs pseudo-différentiels d'ordre

r
Y en x' dont l'espace des symboles correspondants est Sl: tels que

ses symboles a(xo,x';g') admettent un développement de la forme

v
a(x_,x'3E8") va (x x84 a xEDET] T rayx xED e T

+ ...




o
oll aj(xo,x';i') € Sx"

- L-Y

ol.x' ©st la classe des opérateurs pseudo-différentiels classiques
b

d'ordre Y par rapport 3 la variable x'.

SZI X! 1'espace des symboles correspondants.
b
Rappelons que p(x',£') € sY <==> il existe pour tout j € IN

cl,x'

une fonction pj € C GRn x R" N\ 0) homogéne de degré <y - j telle que

k~1
(p - X Pj) e s’ k pour tout entier k > O.
j=0

§ 2 - Fonctions d'opérateuwrns Lindaines [3], (23], [24], [36].

Tout le long de ce sous—-chapitre X désignera un C espace vectoriel

de dimension fini, et T un opérateur linéaire dans X.

Nous allons &tudier une classe de fonctions de 1l'opérateur T.
Le symbole I désigne l'opérateur identité de X.

. - o
Nous interprétons T comme I.

Déginition 1.2.1.

Si P(A) =

I~

i A . . .
uik est un polyndéme en A 3 coefficients complexes.

On définit P(T) par :

n .
P(T) = J a,T

fi
Q
=
+
+
Q
]
+
Q

@]

=~

Nous allons commencer par voir quand deux polyndmes déterminent la

-méme fonction de T.




Déginition 1.2.2.

Le spectre O(T) de l'opérateur T dans un espace de dimension
finie est 1'ensemble des nombres complexes A tels que :
(MI-T) ne soit pas inversible [KXI—T) singuliéré] .

L'indice V(A) du nombre complexe A est le plus petit entier

positif V tel que

JRp +
(XI—T)vx = 0 pour tout vecteur x Vérifiant (KIuT)V 1x = 0.
I1 découle de cette définition que si Ao € o(T), alors il existe
un vecteur - x # O tel que (T-A I)x = O.
o o "o

Le nombre Ao est souvent appelé valeur propre de T et tout

vecteur correspondant X s vecteur nropre de Ao

Pour chaque entier positif n et chaque nombre complexe A ,

on définit la variété linéaire

M; = {x/(T-AD"x = 0} ;

3 partir de cette définition, on voit alors que 1l'indice V(A) est le plus

. . + v
petit entier Vv tel que : MX . MX'
Remarquons que M; = MX(A) pour n 2 V()\) ; puisque X est de

dimension finie, il existe une inclusion propre pour, au plus, un nombre fini

. 1 2
de termes dans la suilte M;’\ M ccMc...

Donc Vv()\) € dim X pour chaque A.

Notons que A € O(T) si et seulement si V(X)) > O.
Par exemple, 1'opérateur T définit sur un espace de dimension 2, donné par

la matrice :




{o}

vérifie o(T)

et v(0)

i
N

Théoneme 1.2.1.
Si p et Q sont des polyndmes, alors p(T) = Q(T) si et seulement

si p-Q a un zéro d'ordre Vv(\) en chaque point X de o(T).

—t——

Cornollaine 1.2.1.
Le spectre d'un opérateur dans un espace de dimension finie est un

ensemble non vide, fini de points.

Le théoreéme I.2.l1 nous permet de définir 1'opérateur f(T) pour f

dans une classe de fonctions plus grande que celle des polyndmes.

Soit F(T) 1la classe des fonctions de la variable complexe A,
analytiques dans un ouvert contenant o(T). L'ouvert en question peut ne pas

étre connexe et peut dépendre de la fonction f de F(T).
Si f € F(T), soit P un polyndme tel que
£E™ay =p™0) pour mgv) -1 et

A un élément de o(T).

On définit alors f£(T) = p(T).
D'aprés le théoreéme I.2l, la définition de £(T) est indépendante

de P.

Nous avons le théoré@me suivant qui découle directement des ré&sultats

correspondant aux fonctions de polyndmes.
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Théoneme 1.2.2.

Si f et g sont dans F(T) et si o et R sont deux nombres

complexes alors :

a) of + Bge F(T) et (af + Bg)(T) = af(T) + Bg(T) ;

b) fge F(T) et (f.g)(T) = £(T).g(T)

n

m
c) si f£(QA) = X unkn alors f£(T) =
n=0 n=0

o T
n

Il 18 v

d) f(T) = 0 si et seulement si fon)(k) =0, pour A € o(T),

O0<mgv(d) - 1.

Notons que b) implique que £(T).g(T) = g(T).£f(T) pour f£,g

8léments de F(T).

Si XO est un nombre complexe ; soit ey () 1identiquement égal
o
a 1 dans un voisinage de Ao et identiquement &gal 3 O dans un voisi-

nage de chaque point de o(T) N {XO}C ; posons E(Xo) = ey (T) (puisque
o
ey e F(T)) ; 1le théoréme suivant est une conséquence directe du théréme

o
précédent.

Théoneme 1.2.3.
a) E(KO) # 0 si et seulement si Ao € o(T).

B) EQ )2 =EQ) et EOQ).E(L,) =0 pour A_# A .
o o} 0 1 o 1

) I= Y} EM.
Aeo (T)

Soit {A ,...,Xk} une indexation de o(T) et soit X.l = E(Ai)X.

1

11 découle de b) et c¢) du théoréme précédent que :




.

- 11 =

En outre, puisque TE(Xi) = E(Xi)T, il découle que TX.1 Q;Xi
pour i =1,...,k. Ainsi la décomposition du spectre o(T) de T en k
points, nous méne 3 une décomposition en somme directe de X en k sous-
espaces, chacun de ces sous—-espaces est appliqﬁé en lui-méme par 1'opérateur
T. Ainsi 1'&tude de l'action de T sur 1'espace X peut 8tre réduite

d 1'étude de l'action de T sur chacun des sous-espaces Xi'

Le théoréme suivant clarifie la relation entre 1'indice v(}) d'un

point de o0(T) et la projection correspondante E()\).

Théeoneme 1.2.4.
Si A est un &lément de O(T) alors

EQOX = M;(A) = (x/(T-A1) "Ny = 03,

Les projections E(X) définissent une décomposition pratique en
somme directe de X, et elles nous permettent de donner une expression

analytique simple pour les fonctions de T.

Théonéme 1.2.5.

Si f est dans F(T) alors
v(A)~1 IETE S
£ = ] =D D anem.
A€o (T) 1=0 )

' Cette formule découle immédiatement du théoréme I.2.2. puisque f
et la fonction g de F(T) définie par
v(A)-1

i .
e = 7 R fPane w
Aea (T) 1=0 )

satisfont les relations :

£y = g™O)  avee Ae oM, m<ul) - 1.
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Ce théoréme donne une méthode puissante pour expliciter le calcul

des fonctions de T, et il a un nombre intéressant d'applications théoriques
PP q

|
% Théoneme 1.2.6.

Soit fn e F(T), alors la suite {fn(T)} converge si et seulement
si les suites {fém)(K)} , 0<m<g V(A) -1 convergent pour X € 0(T).

Si f e F(I) alors

fn(T) > f(T) si et seulement si fém)(X) -> fm(k) pour A € o(T)

et 0O <m<g VvQR) - 1.

Théoreme 1.2.7.

Soit f € F(T) une fonction analytique dans un domaine contenant
la fermeture d'un ouvert U contenant O(T) et supposons que la frontiére
B de U est constitude en un nombre fini d'arcs de Jordan fermés rectifiables
orientés dans le sens positif alors f(T) peut &tre exprimée comme une inté-

grale de Riemann sur B & 1l'aide de la formule

£(T) = -1—-J £ I-T) " Lan.
B .

21

Cette formule est dite formule de Poincaré.

Preuve :

Soit A ¢ 0(T) = (A[,-..,\ } et posons (&) = (A - e,

alors par les théorémes I.2.2 et I.2.5

K v(i.)-1 (T - A.I)v

1
] E(X.)
o (- xj)v+1 J

a1-1)"! = Q) =

j=1 v

I}~

ainsi si f e F(T)
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V(A.)~1
| . k j f(\))()\ )
'i'ﬁf FQV)AL - 1) "ax = Y (T-apY ]
B j=1  v=0 J E(AJ’)
= £(T).



CHAPITRE 11

UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY NON CARACTERISTIQUE c .
RESULTATS

§ 1 - Unicite du probleme de Cauchy pour certains opbrateurns avec caracte-
s tiques simples.

Dans ce paragraphe, on consid@re un opérateur différentiel P(x,Dx)

+
d'ordre t dans un ouvert § de R" 1.

Nous supposons que §l est subdivisé en deux parties par une hyper--
o . . PR + - + -
surface €, S ; ceci signifieque Q=0 USUR avec N et Q
deux sous—ensembles connexes, disjoints et ils sont aussi disjoints de 1'hyper-

surface S.

Notre but est d'obtenir des conditions sur P et sur S suffisantes
pour assurer que toute u (dotée de propriétés de régularité convenables) qui

satisfait :

dans Q

It
o

{ (2.1) P(x,Dx)u
0 dans 19

It

(2.2) u

est nécessairement nulle dans un voisinage de S.

Cecl est une version de ce qu'on appelle unicité du probléme de

Cauchy.
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On désigne par P(x,§) 1le symbole principal de p(x,DX).

. P . . o
Soient x € S, un élément arbitraire de S, £ (x) un vecteur cotangent

s o0t -
en x appartenant 3 R orthogonal 3 1l'espace tangent en S.

(i.e. conormal 8 S : on doit avoir P(X,EO(X)) # 0).

On fait 1'hypoth&se suivante

“(2.3) ¢&tant donné un point x de S, un couple de vecteurs

+
appartenant 3 R - {0} tq :

o -
3 est conormal 3 S en x et & ne l'est pas, alors le

polyndme en la variable complexe Z, P(x,E+Z€O) a t racines simples.

Remarque I1.7.17.
Quand t =1, (2.3) est équivalente 3 la propriété que S est

non caractéristique pour P.

Quand t > 1, (2.3) est une hypothé&se forte comme le montre

. 2
1'exemple suivant dans R :

Lye]
1]

(D + /-1 D )2
Xl Xz

S {x € IRZ/XZ = 0}

PGaE) = (B + /T g7

i

P(x,E + 28%) = [B_ + 260 + VT(g, + 2e)])”

2
[go + /ZTgl + Z(gg + —1?,‘1’)] .

D'olt une racine double en 2Z.

Remarnque 11.1.2.
. o . o 5
Soit x un point de S, ¢§ un covecteur conormal non nul 3

o
en X ; supposons que :

£,8

S
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+1
(2.4) pour tout & € ORn non conormal & S,

o ' . . L
P(x ,¢& + ZEO) a t racines distinctes.

Alors il est facile de voir que pour tout point x dans un voi-
. o] e s o o o
sinage de x dans ! et tout & non colinéaire 3 &, P(x,E+ZE) a
aussi t racines distinctes. Ceci donne un caractdre local 3 la condition
2.3).
I1 découle de cette observation que si S' est une autre hyper-
00 fo) N .
surface C passant par x et tangente 3 S en ce point alors la pro-
ey . . . . o .
priété (2.3) est satisfaite dans certains voisinages de x pour S' 3 la
place de S.

us ns raisonnerdans un volsinage oi e ue nous
No allo ai d a d'un nt d S o

. . n+l
supposons étre l'origine de R .

L. - n+l . o .
On choisit des coordonnées dans R de maniére que S soilt
définie par la nullité de la premiére coordonnée, que nous notons x . Les

autres coordonnées sont notées XpseoesX

Nous supposons que §! est défini par X < 0.
Le symbole principal P sera désigné par P(xo,x';Eo,E').
Les coordonnées duales de xj seront désignées par Ej.

Les vecteurs conormaux & S sont de la forme (EO,O).

La remarque II.1.2 indique que 1'hypothése (2.3) est &quivalente
au voisinage de l'origine 3 la propriété suivante :
n+l

pour tout (xo,x') dans un voisinage Qo de 1'origine dans IR

et tout & e R" - {o}.

(2.5) P(x_,x'3Z,8") =0 = Py (x_,x"3Z ,E') # 0

(comme usuellement Pé désigne la dérivée partielle de P par

par rapport a Z).
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De ce qui précéde, on peut représenter les racines de P(xo,x';go,i') par
o
une fonction C 3 valeurs complexes Zj(xo,x';g') dans Qo x R® - {0}

homogdne de degré ! par rapport 3 &' (j =1,...,t).

Dans la suite, on suppose que Qo =]—T,TE>< X ot X est un

P P n
voisinage ouvert de 1l'origine dans R~ et T un nombre > O.

Lemme I1.7.7. [38]
Supposons que (2.5) est satisfaite, alors il y a t opérateurs
[e2]

pseudo-différentiels classiques dans X Zj(xo), dépendant C de

X 6:]—T,Tﬂ: de symbole principal Zj(xo,x';i') j=1l,...,t tel que

P=(DX._...Z) ........ (Dx-zl)+R
) o

avec R = R(xo) un opérateur régularisant dans X dont le noyau est une

. [>.0]
fonction C dans :I—T,TE X X x X .

L'exploitation de ce lemme se fait en transformant 1'&quation (2.1)
en un systéme diagonal (dans le sens que nous allons voir) d'ordre-1 différen-

tiel en X et pseudo-différentiel en x'.

Nous posons

u =u
(2.6) ® — z)ud = !
x j
o]
t 1 ,
(2.7) (DXO._‘ Zt)u = -Ru . j=1,...,t-1.

On définit alors une matrice d'opérateurs pseudo-différentiels

d'ordre 1 dans X (dépendant Coo de xo).
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Zl 0 cevinnn.. “es 0 |
~ \\ |
[N N\ ¢
O\ N N
\ ~ \ .
. \ 7 N .
. 2 N .
: N o N :
A(X)=V—l . N N \\ :
o . A N .
. N « N .
: \\ . \\ .
- N \\ O
\‘ ~N
0 ceevsvnans . 0 t

On note par N 1la matrice standard nilpotente d'ordre t x t

et par R(xo) la matrice t X t suivante.

R(XO) =
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Nous désignons par U le t-vecteur colonne de composantes :

u ,...,ut; alors (2.6) et (2.7) peuvent étre &crites comme suit :

(2.8) 5%2-— A(xo).U - /=T(N - R(xo))U = 0.
(o]

Maintenant nous faisons certaines conditions de régularité sur la

fonction u qui vont se transporter sur U.

Une condition naturelle est la suivante :

Pour chaque j = 0,1,...,t, u est une fonction de classe ¢! en

X 3 valeurs dans HE_J(X).

e

Revenons a (2.8), on voit que uk est une fonction ¢l en X a
—~k+1-=7 .
valeurs dans Hz k+l Jx) pour j = 1l,...,t-k+] et k =1,.,.,t.
On conclut que :

pour j = 0,1, U est une fonction de classe C? 3 valeurs
t

dans Hi_J(X) 8 C

On va montrer que sous des hypoth&@ses convenables sur les racines

caractéristiques Zj(xo,x';g'), U sera nulle dans un voisinage de l'origine.

La preuve est basée sur une exploitation d'une inégalité du type

de Carleman :

2
(j eD(T--x )

(2.9) 0 J © |V(x0,x')|2dxodx'

2
O(T-XO) 9
£ const f( e ILV(xo,x')l dxodx'

oi p est un nombre positif assez grand,




et
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3
t 9x

L o= I, =—=A(x) = V-I[N - R(x)]
(o]

' =
V(xo,x )
X(xo) =1 pour x_ < %%
a 9T
X(xo) =0 pour X > 0
Lemme I11.1.2. [38]

Si (2

Déginition 11.1.1. |38]

X(xo)>< U(xo,x') avec X € Cw(R) et

. . T
.9) est satisfaite, alors U est nulle pour X <5 .

L'opérateur p est dit strictement hyperbolique sur la surface S

si chaque point

o . .
x de S a un voisinage ouvert

) :
(o tel que

+
pour tout x dans Oo et tout couple de vecteurs £°,£ de R- - {0} on

o 5 0 A
3 est conormal 8 S en x et & ne l'est pas, le polynbme en 2Z,

P(x,E + 2E°) a

t racines simples réelles.

Nous dirons alors aussi que le symbole principal de P

hyperbolique sur

S.

Dé4inition 11.1.2 [38]

Soit

est strictement

P e LY(Q) de symbole P(x,8) € SY(Q X ORn - {o})).

P est dit elliptique si 1'une des propriétés &quivalentes suivantes est

vérifiée

i) T qx,8) e 877

= r(x,8) e 5"

ii)

Eﬂ Qe L_Y(Q) propre tel que

(Q est une paramétrix de P).

PoQnuQoPn Tl

l tel que P(x,£).q(x,8) = I+r(x,8)
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Rappelons qu'un opérateur pseudo-différentiel Q : D(Q) - CW(Q) est

propre si

1) VK compact, K CQ ;EI K' compact, K'C Q@ tel que

Uy =0 => Qu,K=O.

2) VX com act, KcC Q ; K' compact, K'C § tel que
p q

Supp u CK => Sup QuC K'.

Theoneme 11.1.1. [38]

Supposons que le symbole principal P(x,£) de P dans

£ % (Rn+1 - {0}) satisfait (2.3) et égal a Pl(x,i).Pz(x,E) avec P1

strictement hyperbolique sur la surface S et P2 elliptique. Alors
toute fonction u de classe Ct dans §) qui satisfait (2.1) et (2.2)

est identiquement nulle dans un voisinage de S.

b} Application du résultat de Treves aux systemes matriclels.

[e0]
Soit X une variété C , réelle de dimension n+l.
. 0 . (o] .
Scit S une hypersurface C de X et x un point de S.
) . .
On note dans une carte locale en x , X = (XO,X'), on choisira

des coordonnées locales telles que le point ait des coordonnées nulles.

et que l'hypersurface ait pour &quation

m(x) = X, = 0.

Soit - h un opérateur différentiel matriciel lin&aire d'ordre

oo . . 0
t (¢ x21), C au voisinage de x .

- A 1.
h l:hB(xo,x ’a)]ISA,B<m°
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On suppose que l'hypersurface § est non caractéristique & 1'origine pour h.

i.e. det H(xo;l,O,...,O) # 0 x° = 0,...,0),
N A
o H= (Hp); h pem
est la matrice caractéristique de h.
On a :
A A A¥
hB(xo,x';BXO,BX,) = HB(xo,x';SXO,BX,) + HB (xo,x';BXo,BX,) + ...

. - A - '
Donc comme on vient de le rappeler H [?B(xo,x ,£O,£ lJlsA,BSm

. e s . *A . '
est la matrice caractéristique du systéme et que [hB (xo,x ,EO,E )]ISA,Bém

est formé de polyndmes homogénes de degré (t-1), ol (go,g') désigne

un covecteur en (xo,x').

On fait les hypothéses suivantes [}é]._

n'est jamais le polyndme nul et en le

det(Hg(xo,x';Eo,E'))

ISA,Bsm
décomposant en facteurs irr@ductibles on a :
0] \)S
det H(xo,x';go,g') = i¥1 HS (xo,x';Eo,E').

Soit ¢s 1'anneau localis& de celui des polyndmes par rapport

3 1'idéal engendre par H_.

s
On suppose que :
e e
H
S
~ 0 \)S
H Hg
g | —
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On note par A 1la matrice des cofacteurs d'ordre (m~1) de H.

On a :
' " - T. 1y = T, '
AH(XO’X 9‘50,5 ) HA(XO’X ’EO’E ) det H(xosx ,gosg ).1

o s
Rappelons que A est divisible par I HS [16]

- ,
ol B(xo,x';go,g') est C en (xo,x'), polynomial en £ = (go,g'),

o
HB(XO,X';goyg') = BH(XO’X';gO,g') = SEO Hs(xo’x';go’g')'l

Associons 3 B un opérateur b de symbole principal B et &
chaque Hs, un opérateur hS de symbole HS.
On fait 1'hypothé&se suivante :

Le radical caractéristique R vérifie la condition suivante :

ROx_,x'56_,E") H_(x_,x'5_,E")

0

it
I = Q

S

H

Rl(xO,X';&O,é')-RZ(xo,X';EO,€')

avec
* Rl(xo,x'; go,g') strictement hyperbolique sur la surface 8.
* Rz(xo,x'; go,g') elliptique.
b(xo,x';DX)= B4(x0,x';DX)+ B*(Xo,x';Dx)+
h(xo,x';DX)= H(xo,x';DX)+ H*(xo,x';DX)+ cen

% o ¥
b o h(xo,x';Dx)= BH(xo,x';DX)+ L§ H+ 3 BBGH + Bh ](xO,x';DX)+ ce
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Nous utilisons la notation de sommation d'Einstein.
Supposons qu'on a

hu = 0 dans

u=20 dans Q

avec les mémes notations que dans le cas scalaire.

2 un voisinage ouvert de l'origine dans X

o=0"usuq

alors
bohu=0 dans
u=0 dans .
(¢}
D'o, ona T hu, + .. = 0 dans Q
= 8 ]
s=0 _
u. = 0 dans Q
]
pour j = 1,...,m

A partir de 1&, on peut appliquer le résultat de Tré&ves dans le
cas scalaire.

On peut poser comme dans le cas scalaire

It
o

(DX — Zi)u

' 1
(DX — Zt)ut = -R u-

° i=1,...,t"-1

(t' est le degré du radical caractéristique)

et donc on peut conclure comme dans le cas scalaire que




- 25 -

est nulle dans un voisinage de l'origine par une inégalité analogue a (2.9).

N 1_ . . . . .
D'oll u =0 dans un voisinage de l'origine pour j = 1,...,m.

Soit £ ce voisinage de 1l'origine.

On a alors

bohu

u u

est identiquement nulle dans le voisinage

[}

0 dans

0 dans

de 1'origine.

q

D'oli 1'unicité locale du problime de

Cauchy pour 1'opérateur

h.

§ 2 - Résultats de Zeman [lg], dans Le cas scalainre avec caractéristiques

multiples.

En premier lieu, rappelons le probléme :

soit P(xo,x';aX ,BX,) = Pt(xo,x';aX ,Bx,) + Pt_](xo,x';aX

0+
(o] o (¢}

un opérateur aux dérivées partielles d'ordre t et P, la partie homogéne

d'ordre i en x' = (Xl""’xn) et x € R.
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Soit Pt(ko,x'; O,E') le symbole principal de P oii &' e R

et go € IR.

Supposons que l'hyperplan x = O est non caractdristique 2

1l'origine pour 1l'opérateur P.

i.e. P (0,051,0) # 0.

Le probléme de Cauchy est de trouver une solution v de Pv = f
dans un voisinage de 1'origine avec les données de Cauchy sur 1'hyperplan

x =0
o

aivx= =0 j=0,...,t=1 ;
o] o

puisque X, = O est non caractéristique 3 l'origine pour P, nous pouvons

supposer que le coefficient de Di dans Pt est 1.
0

On considére le type suivant d'opérateurs

', - v, ', ',
P(XO,X 38X038xv) Pt(xo’x ’axo’ax') + Pt—l(xo’x ’axo’ax') +vRt_2(Xo,X ’axo’ax')

’ o
oli nous supposons que les coefficients de Pt et Pt-l sontt C et pour

simplifier réels.

Tandis que Pt et P sont homogénes en X et x', R

t-1 t-2

n'a pas de raison pour 1'étre.

L'hypoth&se essentielle dans 1'étude de Zeman est :

La constance des multiplicités de racines caractéristiques,
si Al et AZ sont des zéros distincts de Pt (xo,x';A,E') =0
sur ,i’l =1, alors [Al - AZI 2 € oll € est un nombre positif fixe
indépendant de X s x' et &',

Donc on aura des opérateurs dont le symbole principal’ Pt(xo,x’;go,i')

peut étre écrit sous la forme
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P r,
Plrgox'sEg 8" = T (B, = A3 (x,x"58") *

ol ki(xo,x';g') (1 £ i € P) sont les racines caracté-
ristiques de P.

Comme Pt est & coefficients réels, les racines caractéristiques

sont ou bien réelles, ou bien non réelles conjuguées.

. . LI ] =
i.e. ou bien Im Ai(xo,x €'Y = 0
. [
X s =
ou bien |Im Ai(xo,x 3 )l 2 3
' ' n-l ~
pour (x ,x";8') € Q x §,, ou
o &€
Q= {(xo,x') tq |x'| < Y et O < LN T}

n
pour certains r et T, et

8271 = {¢' e R" tel que |E'| =1},
Nous faisons 1'hypoth&se suivante sur les termes d'ordre inférieur :

(&) Pl (0,056 ,E") 40
T e 0,058Y)

: n-1 .
pour tout &' e S, si r. » 2.

£ ]

-~

ol Pé_l(xo,x';go,g') désigne le polyndme sous-caractéristique de 1'opérateur P
défini par :
0

. n
1 1., 1 - T, ' _]; 8 T, '
Pl (o358 ,8") = P (x ,x"5E ,E') + 3 jzo % P (x_,x"3E ,E").
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Théoneme 11.72.17.

Supposons que X = O est non caractéristique & 1l'origine pour P.
Supposons aussi que la condition (A) est satisfaite.
. . . - r\l
Alors il existe une constante C indépendante de u telle que pour r, T

-1 p . . . .
et K suffisamment petits, on a l'estimation suivante :

2
k[ [ul [ I
T-24 —
r

cl|lpul]|?

"

v
r

2
n

et 0 < x T}

o

N

oo
pour tout u € CO(Q) ol {(xo,x') tel que lx'l <

]

et r max r, (||| ||| et |]] Ills sont définies p. 2).

. i
£1<p

Théonéme 11.2.7.

Supposons que les conditions du théor&me II.2.l sont satisfaites
alors, il y a un voisinage Q' de l'origine contenant £ tel que :

Loc

si ue H(t)(Q') satisfait
Pu=0 et
u =0 dans {(xo,x') : (xo,x') € Q' et x < 0}

alors u = 0 dans Q.

Rappelons que :

H%:;(Q') est 1'espace des distributions u e D'(Q') telles que

Xt
Yu € H(t) pour toute Y € CO(Q )

On munit H%i;(Q') de la topologie définie par la famille de
semi-normes
u — Ilmullt y parcourant C:(Q')

avee  [II17 = [1n+ le D e e,
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Remarque 11.2.7.
P. Cohen a présenté l'exemple suivant (voir L. Hormander [ﬁé],
section 8.9.2) qui montre que certaines conditions sur les coefficients

de Pt + Pt?l sont nécessaires pour avoir 1l'unicité du probléme de Cauchy.

I1 n'y a pas unicité pour le probléme de Cauchy associé i

1'opérateur :

r .
= + z 1
Pu ] u‘ a(x ,Xl)a 1u ( r entler )

2
pour un certain a(xo,xl) € Cm(R ).

DEUXIEME PARTIE

§ 3 - Hypotheses et résultats obtenus dans Le cas matrhiciel avec caracts-

nistiques multiples.

Les notations sont celles de [5:| et [16] .

Soit l'opérateur différentiel matriciel réel de dimension m X m

de classe CmGRn+l) et d'ordre t.

t ,
.t—]
h = z i h _.(x,D_)
j=0 t=-) X
ol ht-j = ht_j(x,g) est une matrice de dimension m X m formée de fonctions
o a s - » _ . o n+]
(ht—j)B polyndmiales homogénes de degré t-j en & et de classe C (R )

en x (0 < j < t) tel que la matrice caractéristique

vérifie les hypothé&ses suivantes
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(4)
Hypothese 1.
Le déterminant caractéristique det H possé&de une décomposition
en facteurs HS (s =1,...,0) notée :
\)1 \)S \)O'
det H = (Hl) (HS) (HO) ;

Hs = HS(X,E) est une fonction polynomiale en & de classe Coo(anH) en X

telle que :

I

0 < inf{|HS(x,Ix)| 3 X e R™ } (s =1,...,0)

est le champ de covecteur de coordonnée £ = (1,0,...,0)
X XanH

n+l

La décomposition est une décomposition en facteurs irréductibles

sur lR[&] 3 chaque multiplicité v, est constante.

Hypothise 2.

. . n+l
Pour tout x fixé dans R et chaque s =1,...,0 dans 1'anneau
principal d)s, localisé de 'R[gj par rapport 3 1'idéal premier défini par HS,
dont les él&ments sont des-fractions a dénominateurs non divisibles par HS

dans IR [5:] .

On a la forme réduite suivante de la matrice H 3 1'aide de ses

facteurs invariants HS ([16], [5], [43:])




- 3] =

q, (s)
(H_)

-
1]

. qm(S)
(H))

avec ql(s) 2 .0 2 qm(s) et Vg = ql(s) + ..+ qm(s).

On suppose que les multiplicités qi(s) sont constantes dans
quel que soit s =1,...,0 et i =1,...,m.

Dans ce travail, seule la constancede ql(s) = qS

dans ) sera utilisée.

Hypothése 3.

Le radical caractéristique :

o}
R = R(x,8) = I HS(X,E)
s=1
T
= R(x,lx) i (Eo - Aj(X,E'))
j=1

a ses racines Aj(x,i') distinctes deux 3 deux et en posant

T
1
Hl (X,g) = Hl (X’IX) i]___Tl (F’o - )\i(xag ))
. Tg .
10D =BT T € A GoET)
l—TS_I
TO
HoGo®) = B GRT) 1 (5 = A (x,E")
l=T0_1+1

on a
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= . < vew = -
0 T < T < Ty < Ts , d HS Te ™ Teq
et les inégalités :
0 < inf {|A%(x,E") - M(x,ED ;5 i#3, xeq, |E'] =1}
0 < inf {|HS(X,IX)| ; x€e , 1<s <ol
On note
A!k le cofacteur de H. |,
i k
kL ' 1] z . -
A.lj le cofacteur de HkHK dans le développement de det H.

D'aprés les hypoth&ses 1), 2), 3) il s'ensuit que :

Les facteurs HS _sont uniques 3 un facteur multiplicatif prés
appartenant 2 Bm(Q) et borné inférieurement en valeur absolue. Les
multiplicités Vo sont indépendantes de HS vérifiant les hypothéses
et il en est de méme des multiplicites ql(s),...,qm(s) pour tout
s =1,...,0 , car l'hypothé&se 2) signifie que dans la matrice caracté-
ristique H, quel que soit r = l,...,m~1, les mineurs d'ordre r sont

q (s)+...+q (s)
.. . T+l m . . .
tous divisibles par (HS) et un au moins n'est pas divi-

q (s)+...+q (s)+1
sible par (HS) r+l n pour tout s = 1,...,0.

. o g, (s)+...+q (s)
At T ? n A

o v _-q, (s)
- nq@y sl Al
=1 S J

2]

Akl -

q3(s)+...+qm(s) )
i A..

) i3

B =a
—_ .
ol

w

2}
—

. v ~q,(s)-q,(s) ,,
) s 1 2 A?ﬁ

2]

bt

Il
2]
H=aQ
~~
o}
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sommation d'Einstein, on a donc :

/
i,k _ 4,1k _ i
Hk A«@ Ak HK = det H'6£
atkart o oakart o (ger marks
1] J 1 1]
ik ik o 90y
R X SR
0 ¢ .
o] qs i
I (Hs) 62
s=1
g q,(s)-q,(s) k&
akat akat = m@m) ! 277A
ij ji s
s=1
o] s o)
On pose T = degré de T (8 )q = E (t -1 )qS et r. = multiplicité
s : s s-1 1
s=1 s=1
J S
du zéro Ai(x,E') du polyndme I (HS)q en EO. On suppose que :
s=1
(B)
Il existe m mineurs de rang (m-1) non nuls quels que soient
Eo = Xi(x,g') (i-= l,...,TO).

Quitte & former,un changement dans 1'ordre des &quations et des

inconnues, on peut supposer :

A;(x,ki) 40 Ve, x

1"

Ag(x,xi) 40

.

"

A"(x,1.) # 0
m 1

(0,0) et

"
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1 - el ] A
K1(0,056 = A,(0,05£"),€") #0, V& esp

et 1 =1,... r. > 1.
? ’TG/ i

oi K, est le polyndme sous caractéristique du systéme

i1
1 ¥ 1 3% 1 | 1 | 9A] 9

-1

aal aad
i 1

K. = |H." - = HAAJ+——H
1 ] 2 9x agx | il 2 ] BEK Bxx

* Si ql(s) > 1 alors qz(s) = ... = qm(s) =

Nous allons montrer les théorémes suivants :

x Theoneme 11.3.1 ([6], [7D-

Sous les hypothéses (A), (B), (C) et (D) et lorsque o =1, t =1
et HI(X;E) = [é ; o . (X)E.] il existe une constante C > O, indé-

, -] . R .
pendante de u telle que pour r, T, k suffisamment petits, on ait

1'estimation suivante :

2 2
k[ ull] 1 < Clllnal}]

t-2+ —
q

pour tout u € [d:(QX]m

Q={x = (xo,x') € Rn+1/||x'\{<¥, 0 < x
s 1
q = max ¢ = q (on peut supposer
§=1,...,0

oil |1 [|] et 1] |||s sont définies a la page 2.

0.

1
q

- 3E, %,
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* Theoneme 11.3.2  [6], [7]

Supposons les hypothéses du théoréme II.3.l1 satisfaites, alors il

existe un voisinage ' de l'origine contenant { tel que si. u € (H%g;(ﬂ’))m

satisfait hu =0 et u =0 dans {(xo,x') e ; X < 0} alors u =0

dans {2.
* Remarque :

On conjecture que le résultat est vrai pour o quelconque dans N.

(Cf. Touadera : Th&se de 3&me cycle, en préparation [?i]).




CHAPITRE 111

REDUCTION DE L'OPERATEUR h

On décompose le symbole h(x;f£) de h en symboles homogénes

d'ordre t, t-1, t-2,...,0

(3.1 h(x,8) = iHELE) + iTH E) + 15

avec a0 =t, %" = t~1, d°H"* = t=2

(x,8) + ...

. - . . P i
Soit a wun opérateur matriciel m X m dont les &léments aj €

sont de la forme

i 1 LT-t i LT—t—1 *i
(3.2)  a: = LN L IA.IJ
J 0 qS _ J 1
I M)* (x1)
s x
s=]
L L1 T-t i P . N .
ou Aj € LX a pour symbole Aj(x;g) définl antérieurement 3 partir de
*1 —t— * i T
la matrice des cofacteurs de H et AJ.l eLi -1 a un symbole ’Ajl(x,E) € SX
que 1'on déterminera par la suite.
On pose :
(3.3) b = ah
(3.4) 81 = DX ~ xi(x,DX,) I €£1i¢g Ty
o
r
r, r T

(3.5) M. = 9, 0 ce. 9 o avec

-t~

1




r, =1, ceseesaanes = rTl = q

r =r = 7r = q2
Tl+1 T1+2 Ty

= - = a0

r =r teseann . =r =4q
To-1*! To-1 *2 o

. 1 2 G o
donc r 3 r, 2 ves 3 r puisque q 2 q 2 ... 3 qY , on décompose alors
o

le symbole b(x;£) de b en symboles homogdnes d'ordre T, T-1, T-2,...

b(x3E) = B(X,E) + B (x,E) + B (x,E) + ...

D'aprés (3.1), (3.3) et ©, ona:
o

r.
= — ' J
(3.6) Bt = K6 =2y 00E) Do

ou I est la matrice identité d'ordre m X m.

m
On définit m._, Ppar:
(3.7) Tl = iT[Bxsp) - w1 ]+ it
) -1 *Tx T'm -1
~
en liaison avec A. et §., on définit A, et A. ; 0<j<T
J ] ] ] Y

comme suit :

il
[}

. n
Soit T
o

N o]
T
1 T
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T +
T, = T r
2 TO T ~1
Yoo e 4
=r T ceeensen r .
3 T T -1 Ty 3+l
N
TT =r e tees e cecasns + rl
o} o
o
= q (TO - T 1) + L., Cheeens Cereaann e
On pose :
A =3
o o
B B . n, N
et pour 0 € k € T_~] H Tkid £ 3 € Tk+1
N
)\J (X’DX') = }\TO-k(X;DX') et
A X. (x,D
j(X,DX) - DX j(x’ xv)
o
B aT -k
o
i.e
Al = AZ S i it rc et e e e e et e e = Ar = BT
T o}
0]
ArT ol S ittt et c ettt et = ArT + rT . = 3
o} o o]
Ar + bop4] T s, = AT—I = AT = 81
T 2
o
Les 3. et les A. sont
3 ]

des dérivées directionnelles et peuvent &tre

utilisées comme des dérivées, comme 1'expliquent les lemmes suivants.
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Lemme T11.7.1 [18]

(a) pour tout j 2 0, 1il existe ai(X’Dx') € L;, tels que
ALA, R % a, (x,D ,)DJ_l + T ou T représente les termes
i 3-1 o PO § b: A 4 1 1
. 1=0 o
d'ordre inférieurs i.e :
37! j-i-1
T, = 5 C.(x,D ,)D ordre de C, £ 1 .
1 b 1 X X 1
1=0 o)

(b) Réciproquement, il existe bi(x’Dx') € L;, tels que

. N
D) = Vb, (xsD DA, A, . . ... A +T ot
X L1 x'" T j-i"3-1-1 o 2
o] 1=0
j=1
T2 = .Z d.l(x;DX,)Aj_i_lAj_i_2 . Ao ordre de di £ 1.
1=0
On utilise la éonvention que Ak Z I pour k < O.
Preuve :

On effectue uneré&currence sur j 3 1l suffit d'exprimer la base
(J,EO,Es,...,Eg_l) de l'espace vectoriel des polyndmes en Eo de degrd
€ T-1 dans la seconde base formée par les symboles principaux des

{Aj,Aj_l,...,Ao} , j=0,...,1-1 et réciproquement (cf. [ig], [46], [Ai]).

Corolbaine 111.1. [18]

P k . ~ . .
Tout opérateur de Lx (k entier non négatif) peut s'écrire sous

la forme
k

.Z C, (x,D )4, _, -4
1=0

Keio] " Ao + T




(3.8)

avec

avec
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Preuve :

C'est une simple application de la partie (b) du lemme précé&dent.

Corollaine 111.1.2 [18]

~ s
I1 existe CT . € (LT,l)

tels que :
-1 X mXm 4

Tl = CT—I(X’DX') + CT—Z(X’Dx')’Al + .. 4

A+ C A oo A+ T

* CT—i(X’Dx')Ai—l o o o 1-1 o

T=2 -
avec T € (LX )me oll

(L;:l)me (resp. (Li-z) ) désigne l'espace des matrices m X m

mxm
21z . . L T-1 -2
dont les éléments appartiennent i Lx' (resp. LX ).

Preuve :
i
Posons T, = .m

i -1 ..
jﬂT—l € Lx pour 1 € 1,3 € m.

Donc d'aprés le corollaire III.1.l

i i , i ,
iMm1 T 30 D)+ S0 GD 08

i
+ jCT—k(X’DX')Ak—l . AO + ; OAT-I e Ayt

D'olt le résultat énoncé avec

i
Croe = GC%ad 144, 5<m

(i

17711, j<m

—
[}




(3.9) ¢

-2

e

Définition T11.1.1

Pour

I <

j

€T
6]

9

RN )

on pose

N S 5 - 2t '
Lj(xo,x ') =mo_ (%38 = Xj(x,i ¥alh)

ol ﬂ?_l(x;g) est le symbole principal de WT_I(X,DX).

Remarquons que :

L Gxg,x'3E")

= CT—I (x3E") + CT-Z(X;g')(}\j (x3E') - '>\\Jl (x3E'))

o ' '
DENCHAEPWERD N

v _(Aj(x;i')-X%

TO_J TO_-J

En effet, rappelons qu'on a :

(o]

—_—

A A2 w2 a2
N

w

e

A2

o]
. il

o

1-1 " Tr -2

o

....................... il T
....................... r. 32

+
L wlmmidlysaeie e an e eessueyayyeensn ey

e 1 T
~ To_l) .......................................

LGGEN) L (4 (5E) K (5E")).



pour O <

on a donc
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k € T +] € 1 g T

Pe TO—I et T €18 Titl *
On a défini
o
Ai(X;DX') = AT —i(X;DX') et

o]
"

A, (x3D_,) =D = X.(x3D ,) =39

i X X 1 X

o

Al = A2 .............. = A
Ar T ittt eeereaees = A

T *l

o]

A = ...,

r +...+r . +1

Ty Ty (TO i=2)

+...+r +1 P,

T -1 Ty (TO—j—l)
+. +r2+l ooooooooooooooooo

D'aprés le corollaire III.1.Il,

Lj(xo,X';S')
T-1

1

ZO C, (x36")8__

Ci(x;g')AT_l_i...Ao(x;go

-1
o
= 3
T
T o
o]
+r - BT =1
T T -1
o 0
i Arr +rT -1 +rT —( ) i
g C o " o-j-1
= ArT +rT _1+. .tr _( _.)
g 0o T V7]
=9, = .
] To_(To 3
= AT—I = AT = 81
on a

-0 . _ Lt '
WT_I(X,go = Aj(x,g ),g )

. Ao(x;Eo = Aj(x;i'),i')

Kj(x;ﬁ'),i')

Xj(X;E'),E')
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c._ g + 0, GE) R G3EN - X 638")]

S
vea GENDLGsED - X ]l se - X sE]
T=1-1_ . ° i PR S 177 -
T -] T ~j
g o
T=1-T .—1
T,73
¥l R = ) '
) C,(x3EMA __; +er B GEL = A (5ET),ED)
1=0
\ o y
Sl
dans chaque terme de S on a

1’

AT—l—(T—l—r%J D (x3E = AL (x3E"),E") en facteur
Ty~3 o ]

donc on a

>
I
—~
b
aai
1]

Xj(x;i'),ﬁ') en facteur

or

>
4
~~
bl
Y
"

Aj(x;é ),EY) = |_>\J-(x;€ ) - >\j(x €)1 =0

LyGrgax'5EY) = T (6 = A5 068,80

Y
c_ GGED + ¢, 0aED) [ 658 = X GsED] + e

n, -—
+ CT_I_%T _j(x;E')[}j(x;E')-k%T 1;x;£'i]...[}j(x;g')—kl(x;i'L\
g o

On obtient le lemme suivant :
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Lemme 111.1.2 [46], [47]

1

K
L.(x;£") admet X_ (x;E0 = Xj(x;E'),E') X qs
l(HS(X;IX))

=R}

s

comme valeur propre et pour vecteur propre associé

[—}, A-] (38, = A (x3E7),E")

V’Xj racine en ¢ de Hs tel que ql(s)—qz(s) >0 et

Preuve. :

En effet, d'aprés [ﬁé] et [@i], on a :

s=1

Tl(n(a(xl)ﬂ}L<xa>

o]

s
= L GsT )T o (bmiim 1) (36 = A, (E"),E")

oi O__. désigne le symbole principal de (b—iTWTIm)

s=1
¥ 1 v 82 0 <
= - =5 ——r— . = N ' .
= LB 3 5 3L .0%. B] (X,go >\j (x;€'),8") ? (Hs(x’gx))
1=0 13 s=1
o n
or T (H_(x;31.))9 8" = A™H + aH" + ) B%A ai?
s=1 o %55 %

D'ol
g S
(3.10) M. (x3E') = (11 (H_(x51 )9 PACHAD

s=1

[ * x T oA o 1 % 3%am) o
= [AH+AH + Z ——g———é—j 'EJZO dE. 0%, (X,g j,g)

q,(s) > 1.
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en multipliant la matrice Mj(x;E') par la premiére colonne

1 t
A {x* = f = . = ' 1
Al\x,Eo xj,g ) IA]""’AII (x,E0 Aj,E ) de la matrice

point (x;E0 = Aj,E'), on obtient

(3.11) Mj(x;E').Al(x;EO = Xj,E')

(X;Eo = Kj,E')-Al(x;go = Kj,i')

I
_?;4 =~

en effet, on a pour Eo = Xj avec ql(s) > 1.

ATHA, (36 = A,E') 20
o ]

d'aprés
%‘ 9A 9H
— = A (x5 =2A,8") =0
b . 9X. 1 ’
j=0 985 %%; °
o _ L%, K
an's, = [z 850 A eet o m
% AI.H:JAI;
(3.12) = "‘“L‘T“‘ e
A
1
ar AKA1 = AIAK en £ = A d'aprés 0O et le fait que
¢ ;%1 7 %50 o ] P que 9
D'autre part :
5 (AH) - Adm N 3%a y + OA oH , 94 oH
L OX. 9E.93X%. 9. 0%, 98, ~ Ox. dx. = 9.
98 §9%; E"J j & j EJ i * ‘EJ
Donc
Poolea a1 3% (An)
. 3L, ox. 2 BE.ox
=0 - ] i

_ ‘E‘ oL Ab%H +_l_,:8A dH _ 9A an]_l
7 3€.9%, = 2 |9E. ox, ox. ok,
= i by oxy 9y

8]

A calculée au

2]

(S) - qz(s) > 0.

3°A
5E. 9%
*5%%;
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car AH = det HIm et ql(s) > 1

On a alors pour Eo = Aj
2 i
Ly W ¥ ° M| Lk
n 2 2,407, 3, 0% 1
-7 AC] aag Ay = 0 A
. . 1
j=0 °%3°%; Al
d'aprés O.
D'autre part :
| n o foa, 2AY oAl aaX
1 Z Hl z 1 1 1
13 [:aA M 9A au] _ Pk K0 195 ¥y Ay 9E
2 .0 |3, Bx. 9x. oL, I
jo [%%5 9%y 9%y 9Ey A
car
s _HBAI )
axj i BxJ s
car > 1 (r. =2 2).
> d j
B, Ly M
8. 1 ot
EJ EJ J
D'oill
12 [[sa om 2a SH:'A Sl [SAHBAI BAHBAI:I
2, 3E, 9x.  ox, JF, |1 7. d 3 3E.  Ox.
1=0 é;J *j * EJ j=0 L°¥ gJ EJ 5
_erl [_ABHBA1+A8H3A1—I
T2 9x. 0 38, ox,
=0 > * EJ EJ J

. A

1
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A Ai Al.A
Or A= — = T modulo & - A.
A A o ]
1 1
A
D'ol A-§¥i = _l.Al OH modulo £ = A,
X. 1 X. o i
J Al ] i
A 1
= - —% oA . 1 modulo &§ - A,
X, o j
A ]
1
Donc
1y [BAI TS BAI]
1 § [QA oH A OQH A = 2 j;O _?Xj 3€j 3€j ij R
2 .t of . OX. o0x. ot.| 1 I ; - A
j=0 gJ ] J gJ Al |

modulo Eo - Aj

en appelant A1 la premi&re colonne de la matrice A et Al la premiére

ligne de cette matrice

H.A.=0 modulo EO - Aj d'aprés 0.

Lot . - Yy - ] s = '
Mj(x,g ).Al(x,gO = Aj,g ) = N A (e = Kj,i ).

D'oli le lemme.

Remarque I1T.7.1

En appelant plus généralement (pour £ = 1,...,m)
- J At 2 ..
A I R U | IO B U O i s Wil Sl
e j 2 EXABEA jrie 2 73 BEA SXX BEA Bxx




On a

(3.13)
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pour tout Aj racine en &O de HS tel que qs 2 2 et ql(s) - qz(s) >0

(cf. [ﬁj], [éi], p. I, 35, et plus généralement

(o)

avec O
(o]

i0 R
ALK, = AKE

Proposition 111.1.1 ([7])

Sous les hypothéses (A), (B), (C) et (D) il existe un opérateur

1 -
a = — [a + 47

g q
I=Il (HS(X;TX))

)

tel que la matrice Lj définie par (3.9) vérifie :
pour tout j avec Aj(x;E') racine de HS vérifiant qS > 2

et ql(s) - q2(s) >0, ona:

L.

ELJ.(X;E'):]k =0 Vxe Q, V& et £4k
T.xsen]6 - o (x3E = A, (x38"),E" ‘
'_j(x9€ )JE "Zl— X’O— jx’ s )' I s
1 T (H (x;1_)0)1
s=] S X
et par suite
. lELj(x;g')]ﬁl 2 00'5"T—1 Ve = l,...,m

>0 et (x38') e U x R" - {0}) ol U est un voisinage de 1'origine.
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Preuve :

I1 suffit de résoudre les &quations
(3.14) L (X'E'):]£=O L # k
it k
pour j tgq Aj est racine de HS avec qs 2 2.

(posons J 1'ensemble des j vérifiant cette propriété).

v ) %
Par rapport aux inconnus A (x;Aj(x;E'),E') avec

A*‘(x;Aj'(x;F,'),E') = [(A*(x;xj(x;g'),g'))ﬁj, l1<2L<m, 1 <k<m.

A 1'aide de 1'égalité (3.10), on choisit

¥l %2 oL *m
A=A =A " =0
Y £, = Aj(x;g') pour j € J.

. * .
Résolvons (3.14) en séparant les inconnues Ak£ en lignes en

fixant £ parmi 1,...,m

m m- n m
Do e Doag e 1) G ad G
k=1 k=1 =0 k=l 0
k#L
n 2 o }
Ly 2 T @) 6% e = A e .e") = 0
2 3¢ ox s i >7o i ?
=0 ""o o |s=l
i=1, ,m et 1 # L
D'aprés O et (3.10), on a un systéme de (m-1)-Equations
(i=1,...,m avec i # £) i (m-1)-inconnues A*£~ (k =1l,...,m avec k # £)

k

de Cramer par hypothése car :




k
det (Hy)yp(x36, =

il
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>‘j (x3£"),8")

Ky GisEy = A GEN)LED)

# 0.
*e‘ 1 1 - ¢
Donc Ak(x;go = Aj(x;i ),£') sont déterminées pour
£L=1,...,m
k=1,...,m
et j e J.
vt _ . - .
Donc les [Lj(x,E i]z sont déterminées pour £ =1,...,m et j

Calculons ces quantités en utilisant le lemme III.l.2, on a pour

fixé dans 1,...,m
m . N
il i,i
EZI(Lj)EAi = (Lj)iAi
K: A]}
= 1 en E = )\.-
g qS 1 (o] _]
SQI(HS(X;TX)) A
Dloi (L) (x;E') = ‘ (x3E = A, (x3E"),E")
oud i1 X3 = qs 1 X3 o = 3 X3 s .
JLH GT )T LA
D'ol I
[ 6B, = A (x38"),E0)] ) = i (36 = A, (x38"),E")
j X’EO - j Xag ’ ) Z - S 1 X, A J s ’

pour le reste de la proposition, rappelons 1'expression de

définition de A;

. q

Ki et la

€

i

J.
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- I aad 5al ol oal
KI - gt 1 0 " AIAJ + L gt 1 77 i1
1 ‘J 2 BxABEX iji 1 273 _?EA Bxx SEA Bxx
o q,(s) ...+q _(s)
Al @)’ ™oAY
J s=1 s J
o Vs-ql(S)
= II (H) AL
s=1 ° J
Donc on a :
_ . A1 . 1
(m-1).t = mt - T + degré Aj =>  degré Aj = T-t
. 1
degré de Kl = t =1+ 2(t~t)
=2t -t -1.
- £
Donc degré de (Lj)ﬂ =21 -t -1 - (1-t)
= T =-1.
D'aprds les hypoth&ses (B) et (C) et le fait que le degré de (Lj)
est T-1.

' iT—]

€
o

Eﬂoo >0 tq l(Lj(x;E'))§| >0

Ye=1,...,m
Y (x38') € U X GRn - {0}) ol U est un voisinage de 1l'origine

(ce type de minoration est valable dans tout voisinage compact de 1l'origine).

Proposition 111.1.2 [6], [7]

n
Supposons t =1, o=1 et H (x38) = [é - 2 u.(x)i;]
1 o 521 ] j

et posons q = ql(s), alors sous les hypothéses (A), (B), (C) et (D), il

existe un opérateur matriciel
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* *i
A= )14 sem

. —_f— *'
avec AfletL; el ayant ‘un symbole Ajl(x;E) appartenant 3 Sx » tel que

a4 1'opérateur propre

1

[+ 47]
COMCH S

a_=

on ait un opérateur :

-1 =2

.T . . . . .
b=ah=1i BT(x ,Dx) + 1 BT—I(X’DX) + i RT—Z(X’DX)

oll Bi(x;g) est la partie homogéne de degré i en € du symbole de 1'opé-
. 'ooa . .
rateur b, Bi(X’Dx) est 1 opérateur de symbole Bi(x,E) et RT—Z(X’DX)

est le reste d'ordre T1-2, vérifiant en posant :

E= o [b—iquI] :
T-1 )

_@leﬂwa—x<wa>e>=o
8£o K ’2o 1 ’ v :

pour £#k ; xe0 ;3 E'#0 et 0<ic« q-2

¢
LN 06 = |62 2 e = a e ey
3?“ Jz X’(EO = 1 X’g ,g ) = '_g_) 7 X, o - 1 X’g 7

¢

i
—~
QL
Y
~
—~
]
i
|

= A, (5E"),E")

pour £=1,...,m ; xe€§ ; &' #0 et O < 1ig q-2.




- 53 -

Preuve :

Pour simplifier les calculs, on suppose que Hl(x;Ix)

-

(on peut toujours se ramener a ce cas).

Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur i allant -

de 0 3 q-2.

L1}
—

Pour i =0, 1le résultat est déja démontré par le lemme et la

proposition pré&cédents.

D'un autre c6té, on a les relations suivantes :

B=AH=det HI = (H)%1
m 1 m

dA OH

aH® + ATH + Z 8& ax

Y=0

s~}
il

]

i

-2 Qa9 . = 3 ' '
_lLb 1 BIIm](X,go >\1(X9€ ),E:, ),g )

2 fL 1q3q1-}<x £ = A (GED,ED

9 yJ _:94 s ey pry
((a-g;) Uq-_ll:b.l allm:‘)(x,io A (x3E7),EY) = i

(<ag

q-2 ~1954 = gty g

((SET° Og-1 [P OTy]) (riEg = X (k361,61
q-2|* _ 1

((ag) ‘; ) aga

p'oli, pour j = 0,...,q-2, on a :

500 o frifefn, D (g, = Ay GsEDLEY =

T g = A (x3E1),E

q_l 0 * . - ot 1
1 (_BE"(')_ B )(x9£0 - )\I(X’g ),g )

-1 d j ' v
¢ <(§E;>JB*)[x;€O = (x38"),E7]

e B g, = 4 g8

9E

])<x,a = A, (x3E1),EN)
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R ENT = ot "y — = o '
((ag ) 0 ll:b-l d I])(X E = Al(x’g ),E ) = ((ag ) E)(X,g >\l (X,E )’g )
1 ¢ 32
e '—* ) B|) (x36_ = A (x38'),E")
BE A 2 v=0 agyax,y i o 1
2

puisque ((ago)J 5 p, B 058, T L OGENLED =0 sl 06 ¢ a3,

D'autre part, en appelant AK la Kléme colonne de A, on a
2
x 1 9 d
A =g L g DA, -
Y=0 Y Y
; ik " .SAK 24, E)Af 3K ol
= ( AHA += ) HI( - ))A, +(H )* P
5Tk k "L 2 v=0 k ax Bgy BEY SXY £ 1 L

®=1,...,m

avec PZ une matrice m X m.

Supposons que 1'on ait calculé B*(x;EO = Xl(x;g'),g')

[( - J<x;£o = A EDLED

[(%)j"la”‘] (36, = A (}3E),E")  tels que :

Eﬁ<x;£o = A (x3EY)LEY)

LN PN gty g
1 ('gz'; E)k(x’go = Al(x’g )sg )

0 j—l 'e . = & '
((gzgﬂ E) (36 = A (x387),E")

= 0 pour £ # k

et
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B, = A (sED,EN= 7 [igy = A (581),E7]

:>|7£
S

KK

l 1 E ? ]
«ag 23y T, = A, (381),8") = (G <293 7)B;ao = A, (x3E"),8"]
A

]
—
-

pour £ .., m.

Nous allons calculer ((—E—O 'B*)Ek;io Al(x;i'),E'J

de telle sorte que :

0]
(52

N

(o il
(G E)) [x5€,

CHA N

0 pour £ # k

P

d Vief.r - - IR T A .
(G B plxsgy = 2 G580, = () -7 (g, = 2 (58"),E"]
£

pour £ =1,...,m.

Posons N = -—)JE:I [_x )\l(x;g'),g':l.

On résout d'abord les équations

=0 pour £ # k.

Ces équations s'écrivent :

n n
[A*‘H + HA" L e (AH)])ﬁ[x;ao = A (381,87 =
Y= =

elles sont de la forme :

j i . = gt o G = gt '
B lL((——) At k} (58, = A 381,67 = G lxse, = 4 Ge,E ]
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e .
avec Ck second membre connu pulsque :

A*[x;go = A G5ELE T,
((BE )J Ly¥ ) [x; E Ai(x;&'),&'] sont déja déterminés.

Choisissons :

A (x58"),E1] =

(o}

ISR
((5229 Ay )[?,E
= (5 g I se, = A (g8 =

On résout alors les équations matricielles en séparant les inconnues

——— JA )Ek = A,(x;g'),g'] en lignes en fixant £ dans 1,...,m.
' o o . - iéme .. o
L'élément de la matrice N se trouvant 3 la £ ligne et a la
iéme P
k colonne s'écrit :

( 5 (ag 5 IAT B [sE = 4 (58,67 = ¢l frsE, = 4 g 7]

1%2
k=1,...,m et k # £.

On a un systéme de m-! équations (k =1,...,m et k # £) 3

m-1 inconnues (ag ).A*Z[f,g Al(x;g'),g'] i=1,...,m et i #4)

de Cramer par hypothé&se car :

det(H ). #er Al(x;g'),g'] = AplxE = A (38D ,ET] £ 0
k#L
Par suite, les (—§~)jA*£f_'£ = X (x3E") £r1 sont déterminés
> BEO i ’=o | [

pour £ =1,...,m et pour i =1,...,m.
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Donc les Nﬁ sont déterminés pour £ = 1,...,m.

Calculons ces quantités.

Nous avons :

(B"E-—l-rfl h B)A —K%A + @)
2 L 3 3x TR A 4 1 2
Y=0 Y Y AK
D'oll en dérivant j fois par rapport & Eo, on obtient :
2
3 .j..% 1 % 3
=B -5 ) B)-IA =
[.BEO 2 =0 BEYSXY 1L
I I L P I 2 by ia
=) 8&0 2 =0 0§ 9x 8&0 £
) “
i, 9 ,3j-1 £ , 3 i g-1-j
C. (57 (zz—) A, + (1) P
120 BEO Z% 9 L 1 2,3

En prenant cette inégalité en [%;EO = AI(X;E'),Ei] on a d'aprés

1'hypoth&se de récurrence :

(i =L ¥ ch B)|A, ()36 = A (x3E'),E7] =
3 z L 3L ox Q135 T NS s T

y=0 "y vy -
L
i, 9 ,j-i £ , 9 .i ' '
= i Ci)’ T 7 e g lkig, = A (e
i=1 0 A o
2
KZ
i, 9 (3-1 & 9 (1 . _ ot :
o )G T eyl = GaeL ]
1=0 o A[ o
L
9 i & r = ey g7
- G 1 AplxE, = A GsEDLET].
2

Il reste & démontre que :
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3 j /e r . - A ( el ] '—l -
((ago) AE) _Xygo h 1 x&& )QE_ -
L

1

K

I, —~ ' "y |
2 )J A_l)bc;go = A (x587),8 )] -

Pour £ =1,...,m et j =0,...,q-2.

Ce qui est vral car [46-
L1 1.8 q-1
Kehy = Kihg + EDT 0
£ 1
K K . Q
v S5 e T,
A Arhe

et en dérivant j fois avec 0 < j € q-2, on a

1

3 L] Ky 3 5 5 q-1-j
(gg—) sz) = (55—0 (-TJ + (Hl) .R.
o Aﬂ 0 A1

D'oli

£ 1 ,
9 ] Kﬂ ] Kl
GED7 7 ||%38, = M (sEDLE = ag) T8, T A D LE
o} AK _ A1

La proposition est démontrée car en composant N par AZ a droite

on a o
NZAk[}:'E = A, (GEDLET] = N lx E, = A (x381),8"]
k Z ’ o 1 ’ 1] - L (f 1 4 ’
— Kﬁ_\ )
- J - ) v
= l\.é.g—) -ATJAKEX,F; = )\1 (ng )9&]'
£ ’-
[N L= ' v 9 1] Kﬁ - v v
D'ol Ngtg;go = A](X;E ),E J = (5229 XY [?;éo = AI(X§€ )’g.J-
e £

De plus, A%GE, = A (3E'),E" 5. s (ag S T G = 4 (s8N L,ED

€tant détermindes, il existe un polyndme A (x: E ,E ) en EO de degré
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mt-t-1 = q-t-1 dont les dérivées d'ordre O,...,q-2 par rapport 3 Eo
x .
prennent les valeurs précédentes car d°A" = mt-t-1 > q-2 = mt-2 puisque

t=1.

Pour la suite de la démonstration des théor&mes I1.3.1 et II.3.2,
on suit un plan de démonstration analogue 3 celui de M. Zeman dans le cas
scalaire, excepté le chapitre V, ci-aprés, qui fait appel & de nouvelles

considérations originales.

Soit ' wun voisinage ouvert de  ; tout opérateur pseudo-
différentiel &tant équivalent & un opérateur pseudo-différentiel proprement

supporté : on peut choisir a proprement supporté, ainsi que b = ah

a: D@ — D(Q")

b=aoh: QY — D"

Choisissons maintenant 01 € CwGR+) telle que :

050,(s) <1

O](s) =0 pour s 2 R+l et
Ol(s) = ] pour s £ R
Soit 02(5) = 1 - Ol(s).

. . . © 1 A P =
Choisissons une autre fonction 1 € COGR ) positive égale 3 |
. - 1 (\J
dans un voisinage de {x';|x | < rl}.

Formons les fonctions

voxTE) = J&DHOo (e

¥, (x'EY) = P o, (e
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Les opérateurs Wl(x';Dx,), et Tz(x';Dx,) sont proprement

supportés, appartiennent 3 Li, et pour x = (xo,x') dans 2, on a :
u(x) = ¥, (x";D _u(x) + ¥, (x";D_)ulx).

Soit

-1

n
E T o
(3.15) b(x,DX) =i BT(X’DX) + 1 ,BT—I(X’Dx)

ot Bi(X;g) est la partie homogéne de degré i en & du symbole de

1l'opérateur b et Bi(X;Dx) est 1'opérateur de symbole Bi(x;g).

Nous allons calculer les estimations de ||]%u||| dans les

deux cas suivants

(a) pour u = Wl(x';Dx,)u oli Supp Wl(x;i') C {E'l |E'1 < R+1}

(b) pour u, = Wz(x';Dx,)u oli Supp Wz(x';g')(: {E'] |£'[ > R}.

2




CHAPITRE 1V

ESTIMATION DE | [|Bu ||| ET FORMULES D'INVERSION DE LAGRANGE

POUR DES FONCTIONS DE PLUSTEURS VARTIABLES COMPLEXES.

§ 1 - Estimation de |||1q)1u1|[]

On a besoin desdeux lemmes sulvants :

Lemme 1V.1.1 [18]

Soient s et s' deux nombres réels tels que s' < s et

. . N
alors pour chaque € > 0, on peut choisir T et r tels que

lllullls, S €|||u|||S pour u = t(ul,...,um) avec u, € HS(Q) ol
Q=1{x = (xo,x');lx'l <T et 0<x_ < Tk

(o}

Cf. F. Tréves [25] (Théor&me 0.41).

Lemme 1V.1.2 [18]

. Y - 1 T-2
Soient RE(LX)m>< Y £ 7T 2 + p et S € (LX )

m mXm

alors si l'estimation du théoréme IT.3.1 est vraie pour b

dlfful [l < cflfbull]
=2+ —
q

elle sera aussi vraie pour b + R + S.

s
N
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Preuve :
l||bu||| = |||(b+R+S)u - (R+S)u|[| d'ol
[]1bu] || < ||| Co+res)ul || +]][Ru][] + []|su]]]
< wsresyul |1+ ¢ ulll  +clllulll
=2+ — T2+ —
q q
< [ ®+res)u| ] +C4] | |ul | .
T-2+ —
q
done alllalll | <cllloresull] + cegllfulll
=2+ 1 T—2+'a

et pour d suffisamment grand (d > CC3), on a

d - CC3)|[|u||| | € Cl]] (b+res)U| ||
T=2+ a‘

d'oli le lemme.

Proposition 1V.1.1 [18]

Soit Wl 1'opérateur pseudo-différentiel défini ci-dessus.

"
Soit b(x;Dx) = BT(x;DX) + BT—I(X;DX)'

Supposons que X, = O soit non caractéristique d 1l'origine relati-
- r\) » . . : -
vement 3 b. Alors il existe une constante C indépendante de u telle que

N -1 . .
pour ¥, T et d suffisamment petits,

2 AY 2
all1eul 12, < clllbyull]

pour tout u € [C:(Qﬂnl ol

Q= {x;]x"| < Y et 0<x < T)
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Preuve :

Puisque WI(IE'I) a un support compact dans {£';|&'| < R + i},

on a 3

HdJ.(x;DX,)‘Pl 0")ul] < c®+2)||¥, u]|

Vxe et Vd.(x;D ,)eLJ,
j X x

et ‘Pl € L:, de symbole ‘PI(IE'I) [18:].

) v
Cela nous permet de perturber les coefficients de b.

En notant (cf. ’:léﬂ)

alors

(4.1)

B s = |20+ T b L Gon )P
T 7% ox 2 Tsd ' E)xo m

o ]= R
B, = |G + LIRS TR L
T b T, 77 x" M3x
L © i=1
+ 5 Y0 b ) (x3D_,) () T
‘j=1 T, T,] Tx' M ox
~ T 9 \T—]
B (x,D ) + j;wdj(x;DX')(@) I
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et

’ oy
d' =b' . -b' ., .
J Ts] T, )]

. . N
On choisit les b' .
T,]

réels d'ordre j telsque ﬁT(x;Dx) ait
des caractéristiques simples (cf. C.R.A.S. t. 282, Série A, p. 1199-1201,

Note de M. Shiota).

On applique alors le résultat suivant dii & Calderon [Zé] relatif

aux opérateurs a caractéristiques simples.
~ 2 2 -
4.2) el 18,0, 1112 <l [fu 1112, oo

u

[ = Fue 0([0,T],S®™)

alors (4.1) implique que :

2 A 2 < j -3 2
B w17 = [HBu [ -CjZI(R*‘Z) | DXOJullH .

D'oli d'aprés (4.2), on obtient

@3 sl 12 s allla 12, - ¢, 311 0% |12
: 1 T 1 =" 1 -1 2 521 3 1 :

En choisissant d assez grand pour que d > C2 et en appliquant

le lemme IV.1.2, on absorbe le 2&me terme du membre de droite de (4.3)

dans le premier et on obtient :

2

2
4.4) ol 13 1117 5 al w1112, -

Par une légére modification du lemme IV. 1.2, on peut remplacer
. . . N . ' ) . on.
BT(X,DX) dans (4.4) par BT(X’DX) BT—I(X’DX) sans changer l'estimation

D'oli :
2

2
ol o, 1117 > al [fu 1112,
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§ 2 - Formules d'inversdion de Lagrange : Le probléme Local.

Lemme 1V.2.1 [1]

Considérons les deux équations suivantes :

e, x - sf(x,y) = 0

e, v - tg(x,y) =0

oi f et g sont analytiques & valeurs complexes définies dans un voisinage

du polydisque fermé P C GZ de centre (0,0) et de rayons a,b.

Soit M (resp. N) 1la borne sup@rieure de ]f(x,y)l (resp.
lg(x,y)|) pour |x| =a et |y| b (resp. [x|] <a et |y| =b) alors
il existe deux fonctions détermindes de fagon unique u(s,t) et v(s,t)

analytiques pour |s| < ap et lt] < b telles que (u(s,t),v(s,t)) € P :

M /N

pour (s,t) dans le polydisque Q défini par les inégalités précédentes

et telles que :

u(s,t) - sf(u(s,t),v(s,t)) =0
v(s,t) - tg(u(s,t),v(s,t)) = 0 dans Q
De plus soit
| =g of _ g o
® % ® 3y
Ax,y,s,t) =
_ ¢ o8 _ . o8
tg-; 1 tay

et soit h(x,y,s,t) une fonction analytique arbitraire dans P X Q alors

on a

h(u(s,t),v(s,t),s,t) _ m n
A(u(s,t),v(s,t),s,t) m20,n20

pour (s,t) € Q, ol Cm L est la valeur pour x =y = 0 de la fonction :
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m+n
m!}_—l! aam n \:h(x’y,syt) (f(XQY))m(g(X,Y))n]
X 0y

et oll la série qui figure dans le membre de droite est convergente dans Q.
Notons que Cm N dépend de s et de t, lorsqu'il en est ainmsi -

b

de h.

Démonsthation :

P = B(0,a) X B(O,b)

si |s| < a, on a sur le cercle |x| = a la majoration

M b

sf(x,y)
X

Donc, en vertu, du théoréme de Rouché, 1'équation e, aune
racine simple et une seule w(s,y) analytique telle que
e; : wis,y) - sf(w(s,y),y) =0
Soit maintenant 1'équation :
ey =y - tglw(s,y),y) =0
. b . .
Si |t| < §y > onmasur le cercle [y| = b 1la majoration

tg(w(S’Y)’Y) < 1
y

donc en vertu du théordme de Rouché, l'équation e! a une racine simple

2

et une seule

Y = v(s,t).
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U(S,t) = W(S’V(S,t))

v(s,t) .

i¢”

Soit vy et § les circuits & —> ae

&

¢ — be"

dans € (0 £ @5 2m).

Considérons 1'intégrale

- h(XQY’S’t)
I J[(S dy JfY (x—sf(x,y))(y—tg(x_,y)) dx

Soit :

h(x,y,s,t)

J = JY G=sE(x,)) (y-tg(x,y)) "%

d'aprés le théoréme des résidus, on a

h(x,v,s,t) (x-w(s,y))

21T lim

J =
X—)W(SaY) [_X"Sf(X,Y)J I:y_tg(st)]
= Ziﬁh(w(s,y),y,s,t) 1im EX—W(S,y)] . 1
x>u(s,y) [x-sf(x,y)] [y-tg(x,y)]
= 2iTT h(w(sai’),}’,S,t) . = af 1 ~ .
Ltatls, o] [1-s g0 (ls,3),9)]
D'ol
P EPTE (CICRON A RON - ! &
'8 l_y*tg(w(S’Y)’Y)] {—l -8 X (W(Sa}’)’}’)i
= (21”{]’)2 1im h(W(S,Y),Y,S,t) (y—V(S,t))

yrv(s,6) [I=s 35 (w(s,9),)" [y-ta(u(s,),v)]
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D'oili
I = (Ziﬂ)z h(uéz,t),V(s,t),s,t) ) lim y-v(s,t)
D_S _a-x_ (U(S’t) ’V(Sst)):] Y‘)V(S,t) y—tg(w(s’y) ’y)
(2imy? hlu(s,€),v(s,t),s,t)

[-s &5 (Gs,0),v(s,00] [t 5% (u(s,0),v(s,0)-t 55 (u(s,£),v(s,)) §2(s,v(s,0))]

h(u(s,t),v(s,t),s,t)

ag dg of

. 2
(2im) f ST
I[Fl - s 5;)(1— t 5;— - ts §§-§§ (u(s,t),v(s,t))

- ts 3535 (u(s,0),v(s,8)) §F (5,9(s,0)) 45t T2 38 (u(s,1),v(s,8)) %—}(s,v(s,m}

Cini 82 h(u(s,t),v(s,t),s,t)

T I e 2B - s 28 257 (ute, 0, vce,0)
[ s — 3y s~ By:J u(s,t),v(s,

- im? | B, 0),v(s,0),5,0)
Alu(s,t),v(s,t),s,t)

Donc

h(u(s,t),v(s,t),s,t) _ 1 > ( dy{ h(x,y,s,t) dx
Au(s,t),v(s,t),s,t) 2im° /s v (x=sf(x,y)) (y-tg(x,y))

En outre, on peut &crire pour :

x| = a

1

. - smfm(x,y)
x-sf(x,y)

m+ 1
X

il o~ 8

et pour |y| =b

00 n
7 gy
y-te(x,y) L n+l




- 69 -

Ces séries sont normalement convergentes puisque :

sf(x,y)| . Mls| <1
X S a

'tg(x,y) Nl !

y Tob
D'ol

.I 5 - | > J dy ( _ h(x,y,?jt) — ax
(2im) (2im)“ g Ty |x-sf(x,y) ] [y-te(x,y)]

hy n n ©  m_m
= ____I_J dy f h(x,y,s,t) }‘ t g (x,y) Z s £ (x,y) dx
8

(2i1T)2 Y n=0 yn+1 m=0 xm+l
= z s™t"c n
m30,n30 ms
m n
avec —— ( dYJ hGy,8,0f G608 GLY) | g,
’ 2im)~ 7§ Y .X
m n
o1 dy 1 h(x,y,s,t)f (x,y).g (x,y) dx
2im n+l . m+1 ’
§ 2im Yy X
On sait d'aprés le théoréme de Cauchy que :
" m n
T [h(X,Y,S,t)f (x,¥)g (XaY)] (0,y,s,t) =
ox

_ m! h(x,y,8,0) £ (x,)8" (6,9
Xm+l ’




- 70 -

A
11 x"
Cm,n T om! 2im n+l - dy
S y

[h(x,y,s,0f (x,9)8" (x,7)] (0,y,5,t) )

en appliquant une 28me fois le théoréme de Cauchy, on a :

1 1 ™n m n
nn T @l ol NN [h(x,y,8,0)£" (x,¥) 8" (x,5)] (0,0,5,¢) .
X .0dy
D'oll
hl:u(s,t),V(S,t),S,t] = Y ¢ s""
m,n

A[:u(s,t),v(s,t),s,t] m20,n30

avec

1 8m'l‘I‘l

m,n m!n! m. N
? dx dy

C [h(x,y,s,t)fm(x,y)gn(x,y):l (0,0,s,t).

. P . - 2 .
Ce résultat se généralise 3 un nombre p = n~ de variables de 1la

maniére suivante :

Lemme 1v.2.2  [2], [21], [22].

s 1z 2 .
Considérons les n équations

. 2
ey X —w.lfi(xl,...,x 2) =0 avec |l £1ign

n
N : . 2 . - P
ol fi pour 1 €1 <n sont analytiques, & valeurs complexes définies

dans un voisinage fermé de

oo}
N

B(O,a.l) < C

o
I
==
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Soit M, la borne supérieure de lfi(xl""’an)l pour lxil = a,
et |x.| € a, pour i # j
x5 < a, ]

. . 2 . ~ . .
alors il existe n” fonctions déterminées de fagon unique

ai(wl,...,w 2) analytique pour :

telles que al(wl,...,wnz),az(wl,...,w 2),...,@ 2(w],...,w 2?} € P

n n n
n2 a,
pour (w ,...,w ,) € Q= I B(0, 1)
1 2 . M
n i=1] 1
et
O.(w, yeen,w ) - w,f,(x X 5) =0 pour 1 £ i ¢ n2.
iv1rttet o2 itiTr et 2 D
n n
De plus soit
L afl . Sfl . Bfl
1 Bxl | 8x2 | axnz
. 8f2 - 8f2 . sz
2 8x1 2 axz 2 9x 5
A(XI’XZ""’X 23V Wy e ey W 2) = n
n n . .
3 of
w Ofn2 W n’ 1 - w afnz
- - v, -

n2 SXI n 8x2 n2 an

et soit h(xl,...,x 235 e esW 2) une fonction analytique arbitraire dans
n n
P x Q alors, on a :




h(onl,...,a 2sWpseeesW 2)
n n

A(al,...,a gsWps e esW 2) P,
n n

pour (wl,...,w 2) € Q ol C

h(xl,...,
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; n2 p
A C i w, b
1

20, ... ,p 20 PiswesP 9
n

est égale &
p1’°-~’P 2
n

2

n” p.
X gsWiseee,W 2)-H fil(xl""’x 2%](0,...,0,w1,...,w 2).
n n  i= n n

1
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CHAPITRE V

DECOMPOSITION DE b EN UN PRODUIT DE COMPOSITION D'OPERATEURS PSEUDO-
DIFFERENTIELS MATRICIELS D'ORDRE 1 MODULO DES TERMES D'ORDRE

n
< -1 -4 LORSQUE t =1, 0 =1 ET H(x; &) = [ -} a.(x)&.].
q 1 o 1;1 ] 3

. . - v .
Ce chapitre consiste a remplacer b(x ; Dx) = 1TBT(x ; DX) +

| . . .  rew .
;T B 1(x H Dx) par un produit de facteurs matriciels différentiels en Xo’
=

et pseudo-différentiels en x' du ler ordre, & parties principales scalaires

modulo des termes d'ordre < 1 - | - l~.

q

On utilise une méthode analogue & celle présentée par S. Mizohata
et Y. Ohya []1]; pour 1'étude du probldme de Cauchy a caractéristiques multi-

ples et généralisée aux systdmes dans [46] et la réduction du chapitre TII.

Y

Avant de remplacer b par un produit de facteurs du premier ordre modulo un

opérateur de (L T--l_l/q)mxm, on introduit d'abord le module V sur 1l'anneau
x Y

(0]

A des opérateurs de la forme C = C' I +C" avec C' e L_, et C" e (L_E
m X X)

mxm

associé a 1'opérateur

V est engendrd par les opérateurs monomes formés de la maniére suivante.

.. - . 1) .
On décrit d'abord les opérateurs qui engendrent V( . Ce sont les opérateurs
i
a3 3 (x) ot a . est un opérateur proprement supporté arbitraire de
J i%3 |
1—-1/1'.1.,r1.i
(L Lo avec r.. = min(r.,r.), 1 pouvant &tre égal & i avec
X mxm ij 177 :
S - P 1
1 £ i,j € 1_; on note cet ensemble d'opérateurs générateurs V'( ).
5 2
(2) . s s oD .
V est formé un peu différemment par rapport a V . Un opérateur
L (2) o | L) ,
vy € v (ensemble d'opérateurs engendrant le module V } est de la forme :
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(1) 1=1/z;.7y
ol v, € V' et b € (LX, ) est proprement supporté

i,2 mxm
est formé de la méme manidre que V(z). Vi€ V'(3) est de

v 1-1/r.,1/r.
o = __2__ ~ 1(2) 1 1
la forme : vy bi,3 ai (%%%) ot v, € v et bi,3 e (L, )

est proprement supporté (1 < i < TO). On forme ainsi . R

(1 £1c¢ rc)- v(3)

1—1/r.l.,r.lj

(*) a,. est de la forme C = C'I +C" avec C' e L_, et
ij m X
0,1,
1"
c" e (Lx' )me. .
~-1/z.,r,
(*¢), (#%%¥) b, _.,b. .... sont de la forme c = c'I +c" avec ¢' € L_, olet
i,2°71,3 m x
o,r, -1
c" e (L, 1) . Finalement soit : V' = U V'(k)
X mxm k=1

V est le module engendré par les opérateurs de V' sur 1'anneau A modulo ;

-~

des termes appartenant & (L;—l—l/q)mxm, on va remplacer

n, T LT
b =iB(x;D) +i !
T X

BT_](X H DX) par un produit de facteurs du premier
ordre.
Remarque . Ceci fera 1'objet de la proposition suivante, dont une

partie sera démontrée sous une hypoth&se de commutativité qu'on précisera,

cette commutativité sera démontrée dans le cas o =1, t =1 et

(x)
: aj gj].

Il ~-13

H (x5 8) = [ao - j

Provosition V.1.1 [7]. Soit wu, = ¢, (x' ; D ,)u oi
— st ettt 2 2 X

supb wz(x' s e)ye {g ; |g] 2R et ue [C:(H)]m alors sous les hypothéses

(A), (B), (C) et (D)

v N
b u2 =7 u2 + T u2 + R u2
oi T e (LT—I—I/q) est un élé&ment du module V, R ¢ (LT—Z)
X mxm %  ‘mxm
(r_ )
(r) T’
"N
P N A AT W
1 1 1 T

a
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avec

) o . - .

3.13 = ll:onIm - Ai(xo,x' 3 DX,)] l £ 1« Ty et 1 £ 3 &% r.

. o ]_._k_

J . = . j ) r:
(5.1)  aj(x 5 ") = MG gD+ ) Vi,k(x ;e er| T

k=1
5 oyl o
ol Vi,k € (Sx')mxm et en plus
 r )
j C oy o - i o
Vi,l(x 3 EY) 11.1’1(x ; € ).Im avec Ui,l € Sx' lorsque r:.L > 1.

-

i k
ui’l(x ; E') - ui,l(x 5 E') #0

bV(X : E') e stSz:l lorsque r. > 1 et j#k

Démonstration :

On a d'aprés (3.7), (3.8) et (3.15)
bx 50D =i w1 il
BETRS I R TS Y VT e VU

m 1" k! =27 :
on utilise la proposition IIT.1.1. et la définition III.l.l. et on construit
a vérifiant @ telle que

Vx e @, V&' s Ve #k et Vj=1,...,1 avec ri>,2

o :

o 1G5 eDTf] 2o, Jer ™!

VXeSZ, V! , Voo o=1,...,m Vi=1,...,1 avec r, > 2
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On a :

. .nyv1e o . = . gt 1]
[Lj(x 9 g )]Z DTT—I(X ’ EO )\j(x k4 E )’E)- ).l

1
1 K1

B & Al G55y = 205 8e")
sgl l:Hs(xi’Ix] !

pour tout j e J, (rj > 2) on pose :

o ,

Mo (% g = Aj(x 5 £'),8") = E(x 5 g = Aj(x 3£, T
et plus généralement :

mo_ (x5 &) = E(x, ©)

' . ' _'\/
E(x 5 €) = eT-l(X ;g') + éT_z(x S )(Eo AP+

| IR Y v i
te (x5 ¢ i, - AT_I)...(gO -
. 1 T_j s -
avec eT_j(x s £ e (Sx' )mxm (] lyeeu,t)e
Tone etape.
Factorisation de
.
e T,
M . 'y = 1 -
(5.3) x5 6., &) =1 T (e )T
j=1
+ it by e (x 5 £ _ - ; ) (¢ =%
.é '['_j 9 o j—l “ e o o,
j=1
"]
en posant Eo - Ao(x ; £') = 1. On cherche les ''racines" en go de M.
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Puisque e .(x ;3 £') est homogéne d'ordre t1-j

e .(x;g")=e .(x; E e me Lx; -Ey . gt ]

r T lg" | B e |
posons :
;B - e
er—j(x |E'|) eT_j(x 3 £').

D'oli M(x ; go,g') = 0 <=>

T
[0 r.
‘ . T ’ . ' ]
o Ty s 1, -

' "y 'IT j( -X ) ( ; ) =0
e .(x ; . . -

T=] el)le go j-1 go o
posons & = A, T +V avec V une matrice mxm et résolvons (5.4) en V.

On a alors

1
o r.
Mx s g s e =i [T Ges en] )1
L

(
v
.11 / ' . ' v __r\J _y
i kel (g A B Mo (X))
{ ) 1 -1 _rk ri .-TO. rk
(5.5 [T 00010 vt TT (051,07
k=1 k=i+1
1§ e' .(x ;") 'IT'j[(A .91 +v1’
-1 jil =] » eI i7j-1""m ¢°°°
\

...L(Ai—xo)1m+v]}

Remarque 2. Si on prenait £, € € Im, (5.5) n'aurait pas de
solutions, on va donc se placer dans un "sur anneau" de matrices dans lequel

il y aura des solutions.
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Développons maintenant le deuxiéme membre de (5.5).
pP.p = premiére partie du 2&me membre.

d.p = deuxiéme partie du 2&me membre.

est scalaire, on a :

Comme Ai-lk : . | 1 -

r. ‘o o ‘
p.p=V?! []-I (A,—Ak) I +f (x5 gV
‘ k=1 YK
k#i

i . ey vl ‘ i
+ fr—ri—Z(x s ED) VS o+ L. +v ]

avec V une matrice mxm et f (x ; g'),...,fl(x ; g'),fo(x s ') =1

™.
1

sont scalaires.

d.p = —f—'l{mx gy = A (x5 eI +e , (x5 VL.

-1
...... +g(x 3¢") A }
)
- i
avec g _,» B _grccs8 matrice m*m. De plus fj € (Sx') et
3
gj € (Sx')mxm°
1]
Soit V' = Yo et g" = £ alors
le" | g |
: T
T ri 2 "k
p.p = le"] (V) { [}i(x ; g")—Ak(x s e™] Lo+ e
k=1

k#i

=,
+ fT~ri"1(X s e Vo Ll o+ (VYD) 1}

(=N
el
(]

v T ; . = . ' "y T 7 T [
‘—/:Tlg | {E(x 3 go Ai(x s £1)E ).lm + gT_z(x HE S I AN S

....... + g (x 3 g")(V')T-l}.




D'ol :

et

avec

.
' " - [} 1 r
wi(v 5 X,E'") = {k=] Ei(x . )—Ai(x ; gv)] k I+

alors
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It

pP.p
k#i

' . '
+ fT"ri"l(X HEE 2D L /AN S

ja N
o
t

gl (x g')(v‘f"}

SICIN A Ay g™

T=r.
+ (V') 1}

f'(x 5 8') = f(x ; &™)
g'(x ;8" = gx;e™
E{(x 3 £') = E(x &, = Ai(x 5 £'"),E™

Lemme V.1.1. [7].

Considérons la matrice mxm :

k#i

=1

x{V/-T[E' 1 + .
I "m T-3~-1

i o~-1 1
—

]
/r.

est de classe

1
[wi(V' 3 Xygu)]

g (v')j]}

COO

=r,

1
Lo
j=t "
(B(0,e)xxs™

I

T
r. g T
e ") 1{I [BIGes €) - Aty €] K1
k=1 m

Rl | '
Tl {Ei<x P eI g G £ L

r.—]
1

).

@iyl
J
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Démonstration :

Montrons que wi est bien définie. Plagons-nous dans 1'algébre

-

normée des matrices carrées mxm. Si r. > 2 et si les conditions (A), (B),
(C) et (D) sont vérifiées alors pour [lv']] < e, avec e assez petit, le

déterminant du "numérateur" est borné inférieurement puisque c'est un polyndme

-

2 . .. . i
A m indéterminées {V,j}l<i<m'= V' dont le terme constant est

1£j<m
'(/:T)m(Ei)mi 20, dans et de degré total (t-1)xm en V'.

De méme pour [lv'|] < €)» avec e, assez petit le déterminant du "dénomi-

oA L ez s . A 2 .
nateur"” peut étre borné inférieurement puisque c'est un polynbéme 3 m indé-

terminées {V'i}lsiém = V' dont le terme constant est
lsjsm
‘g r \
~1“TF_[Xi(x ; g')—Ai(x ;e k # 0 dans mn+lx SZTI .
o

Il est aussi borné supérieurement.

Donc le spectre ¢ de la matrice mxm, wi(V' ; X,£") est contenu

*
dans € .

On peut trouver une demi-~droite d'origine O et notée OX telle
/r. '
que G (wi(V' 3 X, £7))C CN\NOX = 0. Soit z * une des r, détermina-

tions analytiques dans 0.
1/r,
Alors z ‘e F (wi(V' ; x,£")) d'aprds la définition de F(T) au §.2
1/r,
chapitre I et donc on peut définir [wi(V' 3 X, g")] t d'aprés le

théoréme I1.2.7. par la formule :
1/r, 1/

r. . _
[ xem] 7 =-2{;T~j e Iy 5 xem] T a
B

oi B est le contour formé par un nombre fini d'arcs de Jordan rectifiables

suivant
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B é&tant la frontidre d'un ouvert contenant O(wi(V' 3 X,£")) (B dépend de

(V' ;3 %x,£")). Montrons que :

1/r, - -1
* b, v 5 xem] te T xaxs™T

avec

v o= {vi tq [|lv']] < ¢ = min(eo,el)}

en effet : on utilise 1'expression # et on se place au voisinage d'un point
o o _,0 .. o 0 1O
(V'" ;3 x ,&""), alors on peut trouver un voisinage VO de (V'™ 3 x ,&")

et un contour BO tel que 1l'on ait

1/r. 1/r. -1
[wi(V' 5 X,EM)] b —'T‘jB z F [zIm—wi] dz

0]
V(v ;s %,8"Y e Vet B étant la frontidre d'un ouvert contenant
? o o

o(w, (V' 5 x,E")).
A ;x,g")eVO

(En utilisant le théoréme de Rouché et le théoréme des fonctions implicites,

on peut montrer que :

oly. (V' 3 x,8™) est compact).
(v' ;ka',a”)eVO *
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Matrice des cofacteurs de zIm'w_
i

: D'autre part, comme [}Iﬁrwi]‘l = ~Aet[z1—w ] et
v i

Inf{[det(zl—wi)l ; zeB et (V' ; x,E") e Vo} >0 ona :

(o]

5 \® v Bl 5 \Y /r, -
”'(5'\7") (é%?) (5‘5’“) o et e e

pour la norme de la convergence uniforme des matrices m*m dépendant de
1/r.

] " ~ . < " 1 c n"l
(z,V',x,€") e B_xV_. D'od [wi(v' 5 %,8™)] € C(V_,2,87 )

d'aprés le

théoréme de dérivation de Lehesgue sous le signe intégral. D'oll le lerme.

D'autre part wi est une matrice de fonctions analytiques en V'

(vl < e

D'aprés le méme type de raisonnement que précedemment EZJ,Eﬂ

1/r.
(wi) ‘ 1 est aussi analytique en V', (|lv']| < € ; fonctions analytiques

a m2 variables). Donc le deuxiéme membre de (5.5) est donné par :

T 5o g Ty i ;
pp+dp = [£'[7 (V) TTDyGse-nGsen] “ 1+« § o !
| k=1 j=1 i)
k#i
=1 =1 .
VT e {E: I+ ) g (v')J}
i m . .
j=1 t-j-1
1 T=T.
| T Tgr[ ' ' ' ' ']rk + Y‘lfl (V! j
= e T T T D Gaen-nGaen] B x o+ [ £ 0T
k=1 i=1 i
k#i
r, — =1 : :
X {(V‘) 1 _ Q [E;- I + ;‘ g' (V')JJ «
le' | SR £ B E B
T T-r,
2 ' ' ' ' rk ' Vl ' ‘v\jJ—l
x [II Di(x;a )AL (x5 8 )] I+ iil fr-r.l-j(" ) }
k#i ‘
T ) -r,
1| T - ' ' ' ' rk \'l v vy

k#i.

. 1
x {(v’) L. ~———| y l:t,bi(V' ; x,g")]}-
g
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Lemme V.1.2.¢[7], [18]).
Le deuxiéme membre de 1'équation (5.5) d'inconnue V' sge réduit 3

1'équation matricielle en V' ; V' e B(C,e) :

3 1 l/r,
! . | I " 1
\ W “‘—“"“—l/r. [‘PI(V 3 X8 )]
ferl v
(1 £3 ¢ ri) ot ! est une racine rieme de 1'unité , dont la solution est
de la forme :
-k
% . T,
Vixsey = ) ovio(x; e le]
kel i,k
avec V? vérifiant (5.2) pour 1 £i <1, 1 £J<r,, r.,>1let k=1,
i,k g i i

Démonstration :

Nous allons appliquer les résultats du lemme IV. 2.2. Dans le

. L. 2
lemme IV. 2.2, 81 on prend : w; =w pour 1 €£1is$n ona:

h(al,...,a z,w)
n

I D~ 8

[:Ei C ]wK

0 p]+p2...+p 2=K pl-,'pz-..spnz
-on

A(al,...,a 2,w) K
n

. . 2 - .
Soit hi,(xl,...,x z,m) = X;, pour 1 £ 1' £ n”. Déterminons pour ces

. . . o
fonctions les coefficients de w et de w

K=0= P S Py = cevervees =P, = 0

(@]
|
[}
2

=h, ,(0,...,0,w)
l .

K=1=>1"un des p. est &gal 3 un, les autres sont tous nuls
]




- 8

C l = ...a.__
0,...0,p.=1,0..0 3%,
J J

{a

9X.
]
i'

{5.
J

4 -

Ehi,(xl,...,x 2,m)fj(xl,...,x 2)]} (0,..,0,w)
n n
[Xi|fj(X1,X2,---9Xn2)]} (0:-"090))

9
fj(xl,.,.,x 2) + X §§T'fj(xl""xn2) (0,..0,w)

n
il
= 8§, £.(0,...,0) 3
]
i' &tant fixe avec 1 < i' £ n”, on a donc
2 c = £.,(0,...,0)
Pyteetp 5 = 1 PpposoP 2 2
n
D' ol
@y
_A— = f ,(0, ,O)w + Leeen (a)
Revenons 3 notre équation :
w.' l/ri
| N | 1" o
vV o= —_—W;:._.—_ E‘)i(v 3 X8 ):I ’
ler] t
N
W
posons w = T 17 ; alors
let |
1/r,
Vo=l v s xem] T
T.a solution sera notée :
© o . -1/r,
ANETED . A SCI g")wk = 5 v BC £ (0 £ | )k
k=1 k=1’
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Déterminons Vi 1 3 notons
’

k=1 K
@y
s fi,(O,...,O)w +oeae. g

comme ilya &égalité des développements, on a 3 droite et & gauche de 1'égalité

le méme coefficient en w. D'oli a, = fi,(0,0,...,O) et donc avec nos

notations, on a ¢

e, [ /FTE] ')”ri
. " = . " .=: -
Vo s e = vy 005 x,eM)] | T
v_‘_ O . .r.-
LT T - k
T k=1 ik
k#i
pour r, > 2. D'ol
© . -']/ri k
v eyt = et ) ov G emellet]
k=1 i
© . 1-k/x.
k
= z Vi ka lg'I *
k=1 i
On pose : Vj =V wjk on a alors
T ik i,k
? ; | |1-—k/r.l
vV = [ v, E'
k=1 b0k
et on pose
I-k/r.
i
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D'autre part si r, > 1 et k=1

vl =V, | ) ¢ v,

il i1 w =V, pour j # L.

Lemme V.1.3. [7].

Si les AgJ) pour 1 i<t et 1gjcg r. commutent entre elles

deux 3 deux alors

M(x ; EO,E') =i w:(x 3 EPE) *+ 371 n:_l(x 3 £ 0E")

‘s ri_ .
CTTTT o6 6 ,eh

i=1 j=1

\ » )
en posant DiL(x : go,g') = go—qu)(x ; £') pour tout Eo appartenant &

1'anneau A des matrices engendrée par les Aij)(x ; £') et les matrices

"scalaires" a(x ; E')'Im.

| S,

Démonstration :

-~

Rappelons le théoréme suivant sur les polyndmes & une variable
(relations entre les coefficients et les racines).

Soit P(X) = aan+an_1Xn—] * .... o oun élément de G[X] de degré

n 2 1, Soient T les racines de P, chaque racine &tant écrite

ceesT
2° >"n

un nombre de fois égal 3 sa multiplicité. Soient O 3055 +ev 5 O les fonc~

tions suivantes définies & partir des racines

=Y r, =r +7r_ + +

9y i r1 rl r2 . rn
v
= + e, F

%2 iéj rlrJ r1r2 r1r3 rn—lrn

=‘1 = +
o 1<§<k rirJrk T T,r, T T,r,  oiiiiene. + n-25n-1 T
O =T F... r




OLn—l
On a 01 =-3
n
G = 0tn—Z
2 o
n
n %
o = D5
n

Définissons les polyndOmes suivants en 50

T

. rj
pT+](€0) B !;I (Eo—AjIm)
P(g)=e . (x; &)
170 =1
V)
- . ' -
P,(€) e x5 g(E] Al 1)
[ N N
P3(€o) - eT—B(X 3 & )(go—Al[m)(go—AZ Im)
. N “u
= ' - - .
Po(e) =e G 8NN TDHE I)...(¢
: ) =e (x5 £9( ~X, T)(£ =X, 1)
PT(«EO -eox,g)go P IE A, T s
PI(E) = (£ -A, 1)
2 Eo = & 1
| ) v )
P3(€0' B (go Al Im)(go )\2 I
= 2 X Py I + Y I
- F’O-FOAZ Im )‘1 m(r’o Al)\Z m
er-% 1 e =% 1 + 0N, T
T %o 2 m Eo 1 mgo 172 "m
[4Y)
car Al est scalaire et donc on a :




i-1 od o, 1 o
‘.wb _l,w:lv + +Ql_|‘~.wwb a:|v + +N|Pm ._.Ol ﬁlx._.w -
w (-1 O, w o, . u o.. o,
@ SR - PREEREREEREY o SLAZe DY g S DRSS G DIF
n, ny ny
1-f o, d o, 1 o, _ :
T A i AL HEE S S
w -t o ., w gz o w [ o, o [
(I X-"3) :Mt:kwvuﬁvi
u . .
1.5¢8 Ny =& :
AV i
w
H.Am%fmﬁ«kﬂc = %o
[ VIRE, VR VIR VIR VI /4
w
1 Cylrly = to
[ VR VIR Yy
J9AR
€ o, ¢ o, 1 o
o0~ 3 %0 3 "0 - 3 =
y v Ty T
w ¢ o w o w1 o, o .
1 8- 1 8- T - Cnla
[}
H.N«f«uNo
oA €
. .
1.(M+ly) = fo
NN ¢
J9APR
. T O Ty % _W T I, Ol Ta O _ OonE
mo+ wmo Nle‘mM+ u_“nm+~«m_ Nw (3,4
no,a




r,

T : -
o [
- _ i _
P1(Ey) ;=1 (g,=A; T g;} (g2 T)

ol chaque racine Aj Im &tant comptée avec sa multiplicité rj

T
() = }:I“(eo—xj I)

PT+1 o

_ LT _ T+l -1 _i\P T+l _1-p GT T+l
=& "o, & * ...+ (=D o & * .o v (5D oL

Posons M(x‘;'go,g’) =i Ml(x ; go,g‘). Donc

T
g r,
. "y = - J
M (x5 g LE") _=]l (g,-3; 1)

§ Ny Y v
- i jil eT_J(x N A )(EO-Aj_II deoo (g -2 T )
§
=P ) - i L eT_j(x 5 ED) Pj(EO)

[ - [ = s ~ [
avec Pl(go) Im et Pj(Eo) est de degré (j-1) par rapport a Eo. D'oii :

T T+l . -1
MG gae) =g - o] de Te]
m T+l . T . =2
+ |_02 tie o 1eI]go
B P A
Ej3 Toregoy t €19 * 1e2]‘50
) [EDTPT e T +
P o T=1-p
i-l-p j P
. (-1 . e
+ eT_J( ) Ojop * + eT—p—ll]go
e - N

T-p termes p+l < j

IA
~
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s [T T = ife (1T T e (DT S
it d
eT_j( 1) 0% * e er—ljj
Donc on peut écrire :
M(x 3 £,6") =& +a £ +a 72 .t o E ta
71 > 2o’ o =1 o -2 “0 "t 170 o
avec !
a = - [0T+1 + ie]
=1 1 o)
_ LT+l . T .
a _y = Bh + ie o, 1e1]
a =-&I+l +ie o, + ie dT—l + ie, ]
™3 3 o 2 171 T2
- [ TP T+l _ _\T-l=p T +
o (D" e ) e (-1) OF oy * e
j=l-p ]
. (-1 . +
* eT"J( ) %j-1-p ¥ er-p-l]]
— - : ~N
ptl < j s 7
._2 -
o, = [EDT s ife (DT ST 4 e (DT GTT) 4

re s (-I)J-l 04_ + ...+ e —IJ]

Pour la factorisation de Mi(x : go,g'), on définit la famille suivante :

T}

A

F = {A; avec l g 11 et 1g J¢ ri} = {up avec 1 < p




Nous allons surtout expliciter la premi@re &tape de la factorisation

et expliquer pourquoi le lemme est satisfait.

% 1-1 . ‘ =2 -3 P

g+ QT_l Eo LI Eo ta Eo .......+a1_p Eo cees ¥ oy Eo ceee *ﬂo Eo‘i‘,
] -

i | ":; :
— )
+ U &
I "o =2

‘ * by Jeg”

-2 - -
A R [%-l*".]"#f,’

D'apr2s 1'hypothise de commutativité ‘{“T_I*U,]U i €;

1
I
{
1
|
i
1
o -3‘ | :
! O E‘x-l*“ﬂ“l?ﬂ % | I a1 E‘:-S’["ff_-z’[“x-l‘“nl"xl“n]‘:-‘
i N < 1 o '
i N . + I
{ ) '
i \ ] t
: N | ! l
A
. AN ' | ! ;
; \ ! | | '
§ N
H N\ i l | :
| \ ! | | :
: ‘ +[“'r-p+l+[“t-p+2+'"[ar-lwl]ul]""]ul E: Vol [ut-p*[ar-p*l* [“f-lwl]"l]"]‘:g-l
' AN | i ) AN
! Tp-1 | ! ™p
X i
! ! ! :
! ! ! '
]
! 1
) : ! l
. . ' :
” ! -
lo, #fag + ..o [ur_,ouﬂul '\.A.A..]ul £, Pl [ul*[uzwl]ul;;:]ul]
-2 i ™1
b+ loy+ s fopy + vy 4,(,{,]"1
" =1
Posons :
-1 -2
0. (x s E'Y = ¢ + o +u, £
+ [ot + [oc 1l ]u}ET_:3 + ...
T2 ™1 "1 l~p et
‘ - 1,.p—1
+ | + o cese + o + U oo ) byt E
[ T=p [ T-p+1 l‘ T—1 ' I]L,\L!,\J,\I] lJl‘ "o
T—D

|2

L

+ !_aﬁ [“2 el ]:aT_lwl]u,...]ul]

[AVAVAVAVAY
-1
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R (x5 &) = ull:alﬂil[az ..... + ul[aT_1+u]:|...]

-1

On a :

M Gx,E 5 £ = Q(E -Hy) + R

R1 étant indépendant de Eo (de degré O par rapport 3 Eo). Par hvpothése

M (x s ul,E') = 0. D'oil R, = O.

Donc on vient de voir que
MGE s E) = 0 (x5 g (g muy)
Faisons la deuxiéme E&tape .

M](X,u2 3 £') = QI(X;uz,g')(uz—ul)

Or (up-up') pour p # p' est inversible. Donc Ql(x,u2 ;3 E') =0 et

d'aprés le méme procé&dé&, si on pose

aT_l = ]
1 =
aT_z Eu —l+“l
ol 5= [ox, 2+[°‘T—1+“1]“1]
ai_l_p = [ar_l_p [ovvennn. + [o l+u1]u] . ]u]]
AAUUNAUNANY
P

1
a = [al+[oc2......... + [aT_1+ul]]ul...]ul]
VLV V.V V.V.H
=1
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on a

vy - 11 | T2 1
QI(X’Eo’E ) Eo o 2£o =370
1
.o + a,8f + o H
170 o

£y = Qz(x H

et comme Ql(x,u2 s £Y) = 0, R, é&tant de degré

&

donc constant par rapport i EO, on a :

5095')(50_112) + R

+ ...+ 0
™=1-p°o

2

0 par rapport 3 Eo et

N 1 - . \l -
Ceci nous donne Ql(x,go,g ) = QZ(X 4 EO,E )(EO Uz)

2 2 =3 2 =4
0, (x s &) = ¢ + a &
'2( ’go 3 &) ifs) =370 ™40
2 2
+ a8 +a .
170 0
_ 2 . . i - .
Les ui ont une expression en fonction des aj et 1, analogue décalée

-~

d'un rang 3 celle qui donne les a;

en fonction de «a et |
p

| et donc

on voit que ce procédé marche bien gradce au fait que up—up, est inversible
pour p # p'.
D'oli en répétant le procédé -1 fois, on a le lemme é&noncé.
LS
T .
T i
MG e s ey = T T (e TT H -2
0 o 507
p=1 i=l  j=
— Lemme V.1.4. [7].
Lorsque o =1, t = 1 et Hl(x ;8D [ / u.g,], alors les
J‘l 17
matrices AEJ) (i = 1l,0ve..5,q) commutent deux d deux. DNe plus le développement
(5.8) de 2 (1) possdde la propriété (5.8)' [cf. la démonstration ci—aprés].

1

heccnsa
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Preuve :

Rappelons que d'apr@s la proposition IIT.1.2 les matrices

@
foe]

|

[X H £0=A1(X; g'),g'j (k=09]"'°’q’-2)

Q

k n
(5%~ ) [A*H+AH* + Z %%— -
o Y=0 "7y ¥

commutent entre elles.

D'apr&s les chapitre I, II et III, on a :

. T .11
b=ah =1 BT(x : Dx) + 1 BT—I(X 3 Dx) + ... 4 Bo(x 3 DX)
Y —
b=i"B (x ;D) +i "B (x;D)
T X -1 X
. T LT=1 .
= i ﬂT(X ; DX) + i "T_l(x ; DX)
avec
™ (x 3 D)= @ )q T
T X 1 m
on (1 (q) . o .-
note Al ,....,A] les matrices calculées dans la proposition V.1.1

annulant le polyndme

. 1 = . T o . - ] -T-I (o] . '
M(X > EO’E ) 1 “‘['(X ’ {:075 ) + 1 “T’—l(x ’ go$£ )

~ o} o] o e .
oll wT(x ; go,g') et nT_](x : EO,E') désignent respectivement les symboles

principaux de WT(x ; Dx) et HT_I(X 3 DX). On.a :

T

Mx 3 £ L) =1 (2031 + 1" e (x5 e AT e L,
o o |} m o o 1

Les matrices STERERRL sont diagonales d'apérs la proposition I11.1.2

q-1

donc eo,e ,...,eq_] commutent entre elles deux 3 deux. On a :

1

.ot '
ex 3 £ e (s, (8T




1-b | 1-b

) El
~I.U—>|IOI.—|‘+ e o _>|N|MH\_.!IH L
] \°
90Tajew BT 9p 2a3993ds a7 ‘purild zosse _o.u_
PV mo.w $ o) jutod un,p jixQ o%eursioa un suep 9x13 (,3 ¢ %) anod
[-b [-b [-b | 2]
] ] @ w b !
ﬂu\.—_uﬁ.lmu—\w O— + N.I.mv-\/ —— + " 4+ ->|N|t.”..r1 + ug n\~ ~|U —.:3 - —>
1 ° 1° i U\ﬁﬁm.m P x) .mu )
! 2IATP-B-3189,0
3
~|U o .—U\ﬁ_— ~ C
I oo 7 % . . .
U\__“A.w P X) . 1o+ + —iv.\/ (A Nv.mu Illllmlq.ﬂln = A (L*s)
[
: 31T199,s " (9°G) uotienba,T
| 431 [ [
[ . e f 3 .
A -w M vnv o —IU._.” = h—w * Mv—w J
WAL = A >
a+ 1 o=
: 9sod up
_< o
w o
1-[2G2 £ ol =% e |- ) ERGEE
. ¥/ z-b ]
a |
\ |
| !
I Iy “ °
w 1o -
H_H.M.A_w ¢ xv_,«. = 3 ¢ umu |M..l = (,3 ¢ Nv~ s
ﬁx

[o]

) _ o u
.E_?f xv_ S -pr T F Ti:\.- 2)(,2 ¢ %) @ Twm_ .ﬂs - ( .

-2t T(ave)

$9AT}09dsa1 suoTlenba sop sanbiun SUOTIN]OS JuUOS Y sadTa3BUW SO

(5)

|m@|
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1/q

est dans le voisinage de 0. Soit une détermination de £(z) = (l+z) '~ dans

le plan complexe € privé d'une demi droite IZ'

Z'

£(T) = (Im+T)l/q est alors donné par (cf. 3

y=1  (T-A1 )
) m

o f(i)(A) E(A) (cf. Th.I.2.5) ;

3
BT = ) .

SpT désigne le spectre de T, V(A) 1l'ordre de ).

vou-1 (aarpt [ e 1l oy . d-nepy W
- Y m AL q n .
£§(ry = 4 L T 1. ot z I7=k E(})
AeS T i=0 ' n=0 1°
p
® .lcl - 1),,,(1 - n+l) V(-1 (T-21 )t (i) :
= V q 4 q Y v m ( n) E(})
oL n! /. L i! S PO
n=0 ) LAeS_ T i=0
p B
.
D'ot  (5.6), s'écrit
J
1/q 11 1 , :
e (x oy E") ® —(==-1)...(=-n+l) e’ e _
G-t L LR e v
] er 1/ n=0 ' q-1 q-1

en supposant que V' commute avec eé(x ; £'), on a d'aprés le lemme V.1.2

le développement suivant de V'

k

A . L 1 E-.

3

(5.8) ARE

>~

k

g l—k/q. .'

>

On identifie alors membre & membre les coefficients de chaque
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(k = I, .,).
N ~1/q
lk = 1 ] coefficient de |&'|
| S j | 1/(1
Y w (eq_l)
2
k = 2 coefficient de |&'] /q
/g 1 Sq-2 .1 1/q32 f..f:L.%.
e yUa 472 v = 2 [l )9 -
V! =w'(e' ) - oV w (e, '
q-1 q eq-—l I q qa-1 eq—l
. -3
k =3 coefficient de |&'] /a
e' e' 3 2
v o= wler 1)1/q{_1_ 2y w2 an?
3 q— q eq—l q“"'l
1,1 - ]
_(_ - ) e 2
. 49 =27
2 _eq-1
~4
kK = 4 coefficient de |£'] /a
; 1/q (1] ®q-2 ® -3 ®q-4 3
oo o2 S22 v+ 2220 gyryr o« IR vy
VA = (e('_]_‘) {q( ec'l—l Va * e<'1‘1 12 el | 1

e' 2 el s e'-3 3
1d - ?‘2) 2viVy + 2 5 x = (v
99 e fq-1  %¢-1
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k quelconque

coefficient de IE'Imk/q

. e' e'
Vo= m.l(eé_l)l/q {é. [_&__e' Z VAN 3 z v' v

q-1 k-1 eq—l mn=k-1 "
e'
+ e?“4 § VioVEOVE o+
q-1 11+12+13$k—1 1 "2 73

' 3 3 1 = —
eq_1 11+12+...+1q_1 k-1 1,
11,1 eq-2 | ?
+;—(——1)(? ) LARARE
<a4 €3-1 ! men=k-1 " O
e'_3 2
+( 1 ) vioviovlovloo+
€q-1 i+, +i 4, =k ol T R B
+ tieecnccsscsccasecs s
e' \2
+( ; ) V! e v!
R 2q-2
g e'— 'u
+2 ) A=A > _ _ iy VoV
r=2 (eé_]) R S I TS S e B o B Rl
s=2 )
r#s
q eé_r eé_r ...e;_r
11,1 1 ¢ 1 7% !
AT D e —= -
r, =2 ' 's
1 (e _1)
r2=2 !
r =2




. ~iww \—+c Wv..-A~ WQ W.Pm +
LTt _ U ﬁg
[
‘l."t.l........0+
1-b 1-b
a b d b. b
R R = LR S
2 YA ) _
. 2 _lwm b ‘ EH Aﬁnvwv o -
' Nuwm 1 bt L
1-b [~b O=u
El b bb ju ~. -b
—aZ .. ! e RS St N A 3 ¢ x)t =
ﬂpﬁ_lcly 5. +° 04 A b (1+u _v (1 gv_ 0 IS w\ﬁﬁﬁ.u S S m3 = (LA)3
] ] [o]
|42]
]9 I..lﬁlc = X
b/1
J9A®
GA)F X = A

: 31209, (8°¢) uorienby,T

*yoeueqg ap soaqoldie
s91 mcmv.Ahm&ﬁﬁwngvmwuﬁmncmme §3T19s s9p apoyiau eJ mm«ﬁ«&= uQ
*qua8aaaucd sjuswaddoraagp S99 anb suoxjuoj

*Z'1°1I11 uoiarsodoig 3o

1-b

o .
@ 1J° seojeuodeilp juos .m‘....mm ied 2133,1 sed

¢ 2139,1 sed au jnad

-b
~ —>nu-con—> —Awnmv

*¢ anbiyvudy

, 1
au juaanad (b % 1) A ¢ so(rUOBEIpP SIDTAIRW SIP JUOS

T
£ (D

*j ans 20ua1andpa1 Ied JUTWAIIIP JUSWLIITIUD Juop 359 (g*g) Juswaddoraagp 7
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f(V') est une composition de 2 séries. La série résultante converge pour

eq-2 € -1
|| -—%— V' + ceececces +'~"‘9—V'q II < 1
eQ“l eq—l

Donc elle converge en particulier pour

=92 v || < -
e,q__l q-1

e; 1
| |2 yra~ <1
lg;:T [ =1

Donc la série converge en particulier pour :

e' -1 e' -1/2
. - 1 -
o1 < v Lp(ow 1820, hfome 1822 T
4 xeld q-1 T kel -1
le'[=1 ler|=1
, e! ‘—l/q-l
g ") -

xesl q-—] .

£' =1

(le minimum est pris sur tous les Sup # 0).

f(V') est une série dont le terme gé&néral CpV'p est majoré en norme par le

terme général C;I]V'||p de la série :
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| 1/ v 11,1 1
F' A = ! ——l=(=-1 ... (=~ - n+l
T B L R
xefi
le'|=1
e'_?l e' , _1\r
I e L e e ML T I

xefl - q-1 <l q-1
EAREY! lgr|=1

F'('IV'||) est une série entiére de ravon de convergence R avec
R>2r > 0..

Soit O <r' <r et M= STT F'(l{v'|]) alors
?

M
0 < C; < . Posons

Les Cp sont les coefficients d'une série entidére F(IIV"|) qui est une

série majorante de f(V'). On calcule immédiatement la somme de la série F :

r(lvr i) = —2 pour |||} < ¢
v
1 —
L'équation :
(5.9) Hv'll == r(llvriD
s'écrit
e M = 1 ‘ r'
IIVII X ll' ) X —'_—1'7';1‘ $1nf(1, 4M)
vl B
r' '

ce qui nous donne

Il ]2 = e vt )] + e'™Mx = 0
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D'oii

’)
A=1x"" - 4r'Mx = ' (r'-4Mx).

D'apés 1'équation (5.9), la solution [lv']] doit satisfaire

||V'||(O) = 0. Donc la solution qui satisfait cette condition est donné par :

- Vr'2—4r'Mx

2

v )] = X

Cette solution est analytique au voisinage de x = 0 et son rayon de conver-
1]

r
o On pose :

gence est

k
] — '
vl = 5w

k

I o~-18

1

Sa série représentative est une série majorante de la solution

V' - _k/q

k

10~3

1 1 2
1vkle_:l

car si les VL sont donnés par des formules de récurrence du type :

|- c -~ -
Vk Qk( p) (Qk polvndme de degré k),

les U{ sont donnés par les formules :
k

' b~
My Qk(cp).

[Remarque 4.

On a en particulier

i
[g]
-

o)

1]
0
(2]

Qz(cp) I ]
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D'ol la convergence des séries pour |£'| assez grand. D'aprés 1l'expression

de ces séries : les termes généraux sont des combinaisons linéaires finles de

puissance de e; d coefficients scalaires. On en déduit que les Agj)
(j = 1,...,q9) sont des matrices commutant entre elles deux i deux, d'oili
le lemme.

Remarque 5.

Pour la fin de la démonstration de la proposition V.1.1 et pour. les
démonstrations des lemmes et des propositions du Chapitre VI qui vont nous
servir 3 établir 1'estimationde [||g u[|| dans le cas (b) et la fin de 1la
démonstration des théorémes IT1.3.]1 et 11.3.2, nous ferons les calculs sans
le mentionner 4 chaque fois sous les conditions suivantes

. Cas général : 1| < 1 Ty et 15 j s r.. En plus des hypothéses

(A),(R),(C) et (D) 1les démonstrations seront effectufes sous 1l'hypothése

supplémentaire suivante :

X ‘m
- K
o ri
MGy ey = a s gD+ 7oVl (x ;e ]e'|

1 m : i,k
k=1

j o

Vi,k € (Sx')mxm

On suppose

(
j . 1 = v i . ' - - -
Vi,k(x 3 £ Vi,k(x s EY) 1m pour k 1,...,ri 1 avec
'] o
. , : S
H 4 Vl,k € oy
** les Vi k(x ; £') commutent entre eux deux a deux pour
s
i= l,...,ro s 1= l,...,r.1 et k = l,...,%.
n
. Cas c=1, t=1 et H (x3; &) = [ﬁ - } o (x)+¢ ]. Les cal-
— - 1 ° I Y Y

culs dans ce cas 13 sont falts sous les hypothése (A), (B), (C) et (D). H est

toujours satisfaite dans ce cas d'apr@s les chapitres précédents.
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Remarque 6.

Dans le cas général, 1 g i g T et 1 <3¢ r, et sous les

hvpothéses (A),(B),(C),(D) et H , nous avons aussi les résultats &noncés

par les théorémes II.3.1 et II.3.2

22me etape.

v
Décomposition de b.

Lerme V.1.5,

v n
mT+ T + R avec

it

(r_)
N (r.)) T
T = 351) 352) ceeee By R
T
o
Bij) = i[bx I - Ag(x H DX,)] (matrice mxm)

o
T e (LT—I—I/q) et appartient au module V
X - mXm

™2
R € (LX )mxm

C'est une conséquence directe du lemme V.1.5 et de la proposition I.1.1.
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CHAPITRE VI

ESTIMATION DE |||b ul|| DANS LE CAS (b) ET FIN DE

LA DEMONSTRATION DES THEOREMES

§ 1 - Lemmes et propositions de base qui conduisent a L'estimation de

I11b ull| dans Le cas (b).

Dans les paragraphes §.1 et §.2 du chapitre VI on va supposer

que u est de la forme u, = wz(x H DX,)u oli
supp ¥,(x 3 £') € {g" ; le'] = R} (cf. p.59 et 60)

Pour simplifier les notations, on &crira u au lieu de u,.
Avant d'aborder la démonstration de l'estimation, on va présenter
quelques lemmes techniques dont nous avons besoin pour la manipulation des
] r\J - . .
facteurs du premier ordre composant w. C et k désigneront des constantes qui

peuvent varier au cours d'une démonstration mais qui seront toujours notées C,k.

Lemme VI.1.1 ([18],[7])

Soit _aij) 1'opérateur de symbole
- X
T J ] : [ ‘%" J ' ] ri
ile ~a(x 5 eN] =il - (x5 €N - LoV yle' ]
ot A.(x 3 &") ¢ S1 et Vj (x; £") e (s°)) . Alors :
i ’ x' i,k ’ %" ‘mxm
—1/fi,r. 1-1/x
(a) pour tout a(x ; Dx') € (Lx' mmn’b(x ;Dx') € (Lx' )mxm > 11

o,r.
. L i .
existe C(x ; DX,), d(x DX,) éléments de (Lx' )mxm tels que :
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(k)

(6.1)  C(x ; D_)3} (K?u ,

u + d(x ; Dx,)Bi

= a(x ; DX,)DXou + b(x 3 Dx,)u + M(x ; DX,)u

ol Me (L;T)me (classe des opérateurs d'ordre =) et k # 2.

o,r. l—l/ri,r.

i i . .
) et b'e (L ) il existe c',d'

r t ! p
(b) Pour tout a' e (IX, X <! ) xm

o,r,

€léments de (Lx' ) tels que :

mxm

(k)

Voo . CH .
c'(x 3 DX,)B.1 Bi u =

u+d'(x; DX,)

= a'(x ; DX,)aiu +b'(x ; Dx,)u + M'(x 3 Dx,)u

oi M' € (L;T)mxm et k# £.

v Ty LY L
(c) Pour tout a € (Lx, )mxm » be (Lx' )me , 11 existe
vy 0T R ) : :
c,d € (Lx' )mxm ol rij = plus petit multiple commun de r. et rj
tels que :
(6.2) x5 002 M+ dx DX,)3§£)u -

n, N N
= a(x ; Dx')onu + b(x DX,)u + M(x DX,)u

’\J -0 3 . - L] .
oi M e (L ,) et i # j. Tous ces opérateurs sont choisis proprement

supportés.

Démonstration :

Preuve de (a). Pour résoudre 1'&quation (6.1) on doit trouver

c(x DX.) et d(x ; Dx') tels que :

C(x ; Dx') + d(x ; DX,) = a(x ;'DX,) et

' k £
C(x ; DX')Ai(X ’ DX') + d(x 3 DX'))\I.L(X ’ va) = -b(x ; va) + M(x ; DXI)'
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Cv(X;D')=a(X;D|)*d(X;D|)
: X X X

avec d(x ; Dx') satisfaisant 1'équation

6.3) ax 5 D ) DFG 5 D) = A5 D] = b 5 D) -

k
- a(x ; DX.)Ai(x ; DX.) + M(x 3 DX.) = h(x ; Dx.) + M(x ; Dx.)

" l-l/ri,r.1
-b(x ; DX.) - a(x ; Dx')ki(x H DX.) € (LX. )

avec h(x ; Dx') mXm

connu. Le symbole du ler membre de (6.3) est :

1 a5 00Dl s 1) ko ool

Q ~-1

Donc la ré&solution de (6.3) consiste & chercher d(x ; £') tel que :

(6.4) Dot ae s e DG 5 eh - a5 s €D]] v hix 5 g
o

- - - " . - -
oi " désigne 1'égalité modulo (Sx')mxm'

Le calcul de d(x ; £&') est rendu possible car Vf - V. est

une matrice diagonale inversible pour (x ; £') € QXSn-,-1 si r, > 1

£ 1
et £ # k.

Ce calcul se fait de fagon standard (cf. cours sur les opérateurs

pseudo-différentiels [41]). En notant :
' ® -k/r,

dxsE v po q s enle] 7
k=0
oo l—k/ri
h(x 5 ) v ) h(x;ele'
k=1
+® I-j/r.
) Lo L_k v R 3 ' i
dk et hk € (Sx')me’ puisque Ai Ai = jél va,j Vi,jllg l s

He &

1 1 £ ' ' -1
d (x5 £") =h(x;¢ )[Vi,l(x 3 END-V (x5 g )]
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et on détermine les autres termes par récurrence sur k. Ils sont de la forme

d (x;g') =h  (x; E)Wfﬂ(x;é'%vilu.;aw]”

+ combinaison linéaire de dérivées de do’d .yd

1’ k=1"

Preuve de (b). La preuve de (b) est analogue 3 celle de (a).

Preuve de (c). La preuve de (c) est analogue é.celle de (a),

mals ici :

l1-p/r.

k . ty - . ! ? k . ' 1 1
MG ED = A G EDT v s e e ;
p=1
o 1-q/r.
£ N 4 1
Nolxoy g') = a.(x 3 EDI_+ [ V. (x; gD]e Iy
FCERAD IR ENT_ LYy qt s e le'l
q
soit rij le plus petit multiple commun de r. et rj
rij = pij ri et r_lj = qij rj 3
d'oli PP
1- i]
K v ko i3
. ' = . ' . ' '
NG ED =Gy EDT e )V (x5 g )le'] ,
p=1
5]
o r..
e =a s et + § v g enle U
'3 j m q=1 is9

)

(k) différe de Bj

Le résultat obtenu dans (C) est plus fort parce que Bi

par un terme du premier ordre puisque

Axos ') - Aj(x s ') 40 pour (x ; £') € xR"-{0}

(k)

alors que dans (a) Bi

(£)

différe de Bi par un terme d'ordre 1 - ;L

1




y 1 9]
"~ [ .m —VN (3 .m ﬁswm i® —Vﬂ [4 H- —um (3 :_-”
[Gr 0@ [Gr g ST Ty (T 0 0Ta )0 sTequds

T w T T
. R RN R
EEYAS E A

: 3aed sajne,p

P
|

A- nN.mA—xavm.m —vﬂavn,mx
Q.JK a.vx<+ﬂa vw<m

i ¢ H ] ¢ ,m i ] ,m X _ .m ¢ .m
a(* aq ¢ év« + a(ta ¢ xvv& - (Ya ¢ 5&« a = Fsm Cc@

: 39339 uy

(g Tmoe sl @

vg-gv = ﬁm.<u anb suojaddey ¢ (e) °9p aAnai1g

wxw , |, X Z wxw

(‘1) 2 "W e Ama .xqv 3 p‘s DJoaw
= ‘1%
X Z r  x I X - r 1
! EX)YH O+ ce(! § X ce(! § X))o = AN
(‘'at % (8T P+ reCtafx) rsm oD €] (D
wxul
R SR B CR L
A~ *a¢o
YN g- = ® 1@ W+ EH.@ = q snid aQ
. Exaﬁ_xgv 5 _z 19 ExEAH .xdv 3 q‘e  oene
o ‘10
X 1 T ,,X T ,,X T T
[ m X . ] m X . 4 m Y = e ns . )
(OR8N et EE = [5y8 ) ¢ =)

([°[81]) "["[ 1A 2%7Dqy0%0) S
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du chapitre précédent ((5.8)")

g(X ’ va) = [ i

1

1-1/r.,r.
1

ai € Lx'

est scalaire et

matricielle mXm.

afk),ay)] -k g

m

D'oll
- A
k 0‘? Vk r.l
. . 1 — e gt . ' '
(0, A (x5 € =D A (x5 DT+ [ (D Vx5 eD]e’] ;
o} o j=1 o 1- Ao
k2 L oery o Ovo k Lo , Ty
[b, Ay X ) (x5 € = ) [va.l’j vag,j](x,a)la | ,
o o : j=1 o o
k L £ k
symbole [Ai(x 3 DX,)Ai(x 3 Dx,) - Ai(x H Dx,)ki(x H DX.)] "
a a
vl d Kk, . o L, . ? L, .
v L aT [(@—) >‘i(x > g')DX'Ai(X s g') _(_a?) Ai_(x ) E') X
a#0
o k R ’
x D, A(x 5 EN)]
d'aprés H (cf. page 103).
Donc -
1-1/r.,r,
) Ag -D Ag] e (L, RS 5 de méme
x i x 1 x mxm
o o
1-1/x.,r.
o - Mp Je @, *YH et
i"x i'x x mxm
o o
1-1/r.,r.
DEE -8 e @, P Y .
i1 i1 X mxm
I-1/¢, ,r,
< (k £ ’ <
D'ol [ai ),Bg )] = g(x 3 DX,) € (Lx' t l)me ; d'aprés la remarque 3

on peut écrire :

+ el.('e ol
i
ke %7
e, € (L, 7) est
1 X mXm
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En reprenant la démonstration du lemme VI.1.1 (a), il existe

o,r,
be (L, ) de 1la forme :
X mxm
0,T, -1,r.
b = b'I +b" avec b' e L_, et b" e (L, )
m X X m>xm

et a=-b

tels que :
(k) @),

g(x 3 Dx.) = a(x ; DX.)B + b(x ; DX.)Bi 1

i

- QO
avec M1 € (Lx')me .

Preuve de (b). La preuve de (b) est analogue a celle de (a) ; on

utilise H et la partie (b) du lemme VI.I1.l.

Le lemme suivant permet de controler les termes d'ordre inférieur

N
lorsque 1'on permute les facteurs de .

— ~ Lemme VI.1.2. (18], 7.

(s.) (s )
Soit 0(x3;D) = a§1)8§2)_ 17 (1) w
r X

d'ordre r et soit 6;(x ; Dx) 1'opérateur obtenu par une permutation

arbitraire des facteurs ng) alors

A
h(x 3 D) = Q. (x3D) -0 (x3D)

est un opérateur appartenant (modulo des termes d'ordre < r-2), au module

o ~ ~
S sur le sous—anneau (L 38) formé d'opérateurs c¢ = c'I +c" avec
(r) x' “mxm m
0,B -1,8
c' e L} et " e (L ,°7) .
X x mxm
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N

"B est le plus petit multiple commun des s (1<g1isguw. S(r) est engendré
par les opérateurs mondmes eragJ) formés par omission d'un des facteurs

(3 1la fdis) composant Qr'

Preuve :
I1 suffit d'effectuer la démonstration pour la permutation parti-

culidre des indices figurant dans

(s )
s =3 ... 5 k=D () (O L+l ) " ,
1 i i %5 3 w
(s )
5 =D L e B M) (k) -
1 1 3j i ] w

oi 1 peut étre gal 3 j (mais pas nécessairement). Alors :

(sw)

W

s-s = 3(1)

e DD JEN D
1 1 1 ] ]

D'aprés le corollaire VI.1.l. ,

[?gk),8§£)] = a(x ; DX,)a(k) + b(x ; DX,)3§£)

; + M(x 3 Dx')

. 0,8 . N .
pour certains a,b € (Lx' )me (puisque B 2 rij) et pour un certain
e - n! " ' 0,8 " -1,8 _
Me (L_,) avec b =Db'I +b", b' e L7 , b" e (L ) et a = -b,
X mXm m X x! mxm
Ainsi modulo des termes d'ordre < r-2 :
- _ (D (k-1) . (k) , (L+1) (s,)
=8 = 3, " seaas a3, 9. 3. T e 9
1 i 1 ] w
(1 (=) (2 . (L+1) (s,)
+ 93,7 L.... 9. b o 8. T ieieeen 3
i i j w
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(s )
=asM . g (k=1) () +1) Lo W
1 1 i | w
(1) (k=1), (£). (£+1) (s)
+b3;, 7 ..... 3. 3.7 ... I
i i S ®
1 (k=1) 7 (k) . (£+1) (s,)
+ E) . 3. ,a] d, 3. ees 3
1 1 1 i w
(s )
« UL D 5] o0 D a ¥
1 1 j j w

La démonstration est compl&te en remarquant que les deux derniers termes

sont d'ordre r-2.

Lemme VI.1.3. ([18],[7]).

Modulo des termes de (LT—Z) [¥ ¥ I ] € S
u ermes < Jmxm ° y 0

pour tout

(1)
A

o} ~ . -~ P .
e Lx’ oll S(T) est le module associe 3 1'opérateur m (construit

dans le lemme VI.1.2).

Démonstration :

[7,0] = 70 - ¥v
(r ) (r)
_ (D P g (D p
S DRI ML B CPREPRPS N
(r -1) (r) (r -1) (r-)
_ (D P Iy P (N P P
RPN I_ap 0] e o, PO
(r )
- D P
g7 e %
(r ) (r) (r) (r) o,r
or Bp Poagr P 1 +p" P ogyee A" P ¢ (L p)mxm D'oll
(r ) (r r )
P Pyl = [3!r P gl + [a" P y]
(r ) _ o,r ) -1,r
avec [5; Pyl e Lx' P et [A; P ’&] € (Lx' p)mxm




*( g-1 3 2Ipio,p sawid] sap o[npou)

I d 1
gt m%l 9 g v o) +
(1) (-1 (1)

d d

a €« d
(1 (1- 3)

d | d
e gt :wm [0 g €] = [6°4]
(1-31) (@- 1 (%)

no,dq
*(Z-1 3 @°apio,p sawi3] SIp o[npow)
d [ d d 1
d gt e Q- d m% d SRR o +
("1 (0 Cn 5
d
amm e e Tty 3 _
(I- 1) (¢~ 3) (1) (1)
(z-1 3 9apio,p sowad3 s9p olnpom)
d I d d I
d g cere e M - d e 9 d e es e e +
) O G o
d c d d I
a e[ g N g e e= [
(-0 - o' 7@l O v
: no,g
d d
IO A A L B
(1= 1) (3
c d . d w ‘ d _, d
[0 a wel® g W] +I[#°g e]* 4 €] -
(1 (1= 1) (1 (1= 1)
d P d c d .. d _ ‘ d d
a e[¢ta e+ [[0° g el g & =[0g 48 a4 ®
(1= 3) (1 Gy (1-3) (1 -1
apaooad a1 °3@dox up
*Z-1 3 21pio,p 2wWId3 un onpouw Anuwm ceean Aﬁwmg _
d d 1 d d I e
d ef g e e + ﬁSa d .ﬂ_ g € "t g = Eﬂcg
A.Hv Aﬂl&vhv Aﬁv A.Hv A.ml .Hv Aﬁv v

231Nns aed 3@
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En faisant une récurrence sur p on obtient donc le résultat.

T Lemme VI.1.4.

Soit a(x ; Dx') un opérateur proprement supporté appartenant

- o,k ' Cx_as .
a (LX, )mxm c'est-a~dire :
| -1/k -2/k
alx 5 &) =a (x5 &) +a el +ax;ene]
-~ . T [0}
ol aj(x ; ') € (SX')mxm .

Alors il existe des constantes C et R indépendante de a telles que :
a5 b _Dwyull < clly,ull  pour we [c_(@)]"

telle que supp wz(x ; £)C {g' 5 |e'] 2 Rl

Démonstration :

Si on pose [ = |£'|l/k

, on obtient un résultat standard qui
traduit la continuité des opérateurs pseudo-différentiels oii a est donné

par une somme asymptotique en Z.

Proposition VI.1.1. ([18],[7])

F"' Soit a{J) =D I - A?(X ;s D,) ot Ag(x s £') est défini dans
i X 'm i x i
la proposition V.1.1.
n -
Alors pour T, r et k ! suffisamment petits
2 c 3 2 o m
[l 117 < S 3] pour we [67(@)]
)
n
oi 2 = {x = (xo,x') tel que |x'| < T et Ox X, < T} et ¢ est une

v
constante indépendante de T, r, k et u.
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En effet

JS2NFSES U SNAY
1 1 m 1

avec
av(j) =p - Av(j)
i X i
)
oli
. l,r . o,r
(i) ! (3 >Ti
]
A.l 3 Lx' et A; € (Lx' )me
On a :
2 '(3
el 112 < £ o, Dul 11

d'aprés M. Zeman [18].

D'autre part, il existe c' > 0 telle que :

a2 < e THul 112

car A" est d'ordre O.

on a

D'oll puisque 3!(3)1 = BSJ) - A?(J)
i i i

m
el 112 < 22 i f1a 3 al 117 + [HapSu] 115

et par suite :

N

2 j 2 2cc’ 2
Tal 112 < 22 11a@af (12 + 22l | jul ||

® K

- ]
Alors pour k 1 suffisamment petit 2c§ <-% on a :
2 2 1 j 2
Hul 112 ¢ =2 =« & 11 ull]

k
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e

..

2 _c" j 2
Hlul 112 < & T3]

en posant c" = 4c¢.
D'oli la propositiom.

Remarque. La majeure partie de la démonstration de 1'estimation de

N
[{|b ul|l] dans le cas (b) sera &tablie par récurrence. Rappelons que :
r, T T
_ 1 2 o]
'nT—al 32 ces e 8’1‘
o
avec
> 0 0 0 @ . . > .
rZT, AR
o
Soit m_ =0 |,
0
m,o=r,
m, = T +r, ,
m, =L RTY ... L
(r)) (r,) (r.)
. (D 17.(1) 2 i’ (1) €2)]
solit Qau = 81 ces 81 82 “ee 82 .o ai 3i+1 oo ai+l u
un opérateur de (La) ol a=m +4£& , avec 05 i £ 1-1 et
x’ mxm i
. _ (D L)
0 < £ ¢ LI (si i = 0, Qau = 31 ce 31 u). Comme dans le lemme VI.1.2.

-~

on peut associer 3 cet opérateur le module S(a)'

Soit S' 1'ensemble des opérateurs qui engendrent S

(%) (a)°

En conséquence de la proposition VI.1.1, on a les lemmes sulvants.
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— Lemme VI.1.5. ([18],[7]).

I1 existe une constante C indépendante de u telle que pour

’\' »
r,T,k ~~ suffisamment petits, on ait :

el 112, + cllla, ull12 21 5 Ills, ullI? Vae [cJ@)"

)
saeS(a)
Démonstration :
D'aprés la proposition VI.1.1, il existe -% tel que pour k assez
grand :
- C Y, (1) (v-1) (y+D) 2) 2
3 Illajlfa1 Leeds ch e 3.7 u) |11
R0 RAE I AR H AL IR e I Tk
] ] i+l
pour 1< jsi, 1gyscs rj et pour j = i+l et 1 < vy < £. D'aprés le

lemme VI.1.2.

NI C N el DI At D B O O N NRTRFURT Rv g
i ol o 3 J

3 ] T i+l
ot h' e S et N! ¢ (LOL_2 .
] (o) ] X m>xm
D'oli
6.5 wl1p{D i el

¢ 2
S'§|||Qau + h} u + N} u|||
2 Y 2 Y 2
< clllo, ul 117+ cllInY ul 1%+ clTlny ull]

2 2 2
< clllo, ul 12« cllnY wll1® + el lul 112, -
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En sommant les inégalités (6.5) sur j et vy on obtient

2 2 2
cllal 112, + o 5 [18Y ull|? + clllq, ulll

JsY

: 1 -1 1 ( 2
>k |||a§ ) ...a§Y )3§Y+ )...aifa ul ||

j’Y

2

>l s, ulll

s €8'

o (a)

Pui hY e s
uisque ; € (@)

2 2
DY el e e 2 Ills, ulll®

sy sues(a)
D'ol
6.6)  clllullI2, + ¢ Ilis, ulll® + clllo, ull|?
Saesza)

2
2k s, ulll®

s €§'

o (a)

pour k > C on peut absorber le terme C § ||Isa ull|2 du premier
s €S

a (o)

membre de (6.6) dans le deuxi®me membre de (6.6). D'od

clllul 1%, +clllq ull1Z 2k 2 Ills ulll?.
a-2 o o

s €8’

a (o)

D'oli le lemme.

Lemme VI.1.6 [18].

Soit o = m,+{ défini ci-dessus, il existe une constante ¢
i
s v -1 . . .
indépendante de u telle que pour r,T,k suffisamment petits, on ait les

estimations suivantes :
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, 2 2 . . ‘
(6.7) a) ClIIQu u||| > klllu]l' - (o-1) . s1 1 =0, 1g g« rl
o T
1
2 2 . .
(6.8) D) clllQa ul |7 > k|| ]u]]] 1 si 1€4i, r casgr
o=-2+ -—r-

Démonstration :

Démonstration de a).

On démontre a) par récurrence sur g. Si o 1, (6.7) est une

conséquence de la proposition VI.l.l1. Supposons que (6.7) est satisfaite pour
= - (£+]) T SPE) =
1 < aq<r1r, et démontrons (6.7) pour 4+l ; Q =Q 3 . D'oli d'aprés
S 1 atl oy 01
1'hypothése de récurrence, on a :

| 2 (g+1) 2
(6.9 ell10r ol 117 2 k1115w
, T
D'aprés le lemme VI.1.2.
(n -1, L+1), (2) a+l a+l
9 v.e. O 9 3 =
1 1 1 7 ¢ ae1 T hl ut Nl “
< +1 +1 -1 . - .
oll h% € S(a+l) et N% € (Li )me . D'aprés 1'hypoth&se de récurrence

on a comme (6.9)

- 2
clllagl)--- aﬁz ”aﬁz”) ai‘”ulli2 > kllla(?ulll
aolo 271

1
D'ol

2 1 2 2
6100 clllul 2, + el 1181 W[ 112+ clllq,,, ulll

2
>l [ Wl

-] -

b
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Maintenant d'aprés le lemme VI.1.5.,

ellulti?, +elflo,, ulllP2x 2 lls,,, ulll® |

L
Sa+l€s(a+l)

puisque h?+l €S

(0‘+1) on a :

I a2 e e 2 lls,, ulll?,

'
Soc+leS(or-+1)

D'oli (6.10) donne l'estimation :

61 elllallZ v e s, ull® +ellla,, ulll?

1
Sa+1€S(a+l)

sl a2 Ly ek sy, ulll,

- 1
a-1 rl Sa+les(a+l)

1)
a+l® S(a+l)

pour k > ¢, on peut absorber le terme ¢ S— lllsu+l u||]2 du

s

membre de géuche de (6.11) dans le membre de droite de (6.11) et on obtient :

, 2 2 ) 2
{6.12) clllu||lu_1 + clHQ(H_1 u||| irkl||31 U|||a-1 _ (o-1) H

Y
1

en additionnant (6.9) et (6.12), on a :

C‘l‘ul‘ls‘l ¥ clHQ0L+1 u|‘{2:ikﬁl|8§£)“|‘{2 (a-1)
o-l- ——
r
i
£+1) 2
112D ] 5

D'aprés le lemme VI.l.4, on obtient alors :
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' 2 _ 2 L)
6.13)  cltul[15_; + clllo  ; ull]” 2 klla, 3] u+
(£+1) 2 v
+a, d ul || _
2 °1 ae1- L=
T
1
0,1, A
pour tout a, et a, de (Lx' )me proprement supporté&s. D'aprés le

lemme VI.1.1 (a) on a :

6.14)  clllall1Z_, + clllo,,, ulll?

2
> kl H[a(x H Dx')DX +b(x ; va):lu + M(x ; D ')ul I L—]—(a_l)

o X
T
-llrl,r1 : l—l/rl,r1
pour tout a e (Lx' )mim et be (Lx' )me proprement supportés
et pour un certain Me (L;,)mxm . D'oll en considérant a de symbole
2 —1/r1 9 1—1/rl
(1+lg' |5 Im et b de symbole (l+|&'|%) Im on obtient :
2 2 2
6.15)  c|llull] _, + clllq,,, ulll aHHuHu_E_
T

1

(a=1) °*

puisque M€ (L;T)mxm, alors d'aprés le lemme IV.1.1, pour un ¢ tel que

0<e <1

1M ul]]
a-1

1’1 I‘l

ey € eIl
-—— o

Donc on peut absorber le 2&me terme du 28me membre de (6.15) dans le premier

terme du 2éme membre. Ainsi, on a :

(6.16) cllal 112+ elliqy,, ull1? > Il lul [1?
-

Ty
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D'ol pour k > c, on peut absorber le terme c|||u]||§_l du premier membre

-

de (6.16) dans le deuxiéme membre de (6.16) et on arrive 3 l'estimation

2 2
elllo , ul 117 2 k[ [ul[17
-

r
1
ce qui termine la démonstration par récurrence de a).

Démonstration de b).

Si on pose a = r dans (6.7), on a

2 2
clller ul 172 kHluH‘rl-2+1/rl

puisque r = max r.=r, (car r, > T, cee 2T ).
lgcigr o

Avant de démontrer b)

On voit que (6.8) est vérifiée pour o = r

1
faisons la remarque suivante : les estimations (6.14) et (6.16) sont encore

ng) par 8§k),

j # 1. La démonstration dans ce cas est la méme que pour Qa jusqu'i 1la

vérifiées avec Qa modifié en remplacant les termes

ligne (6.13); on applique alors le lemme VI.l.l. (c) au lieu du lemme VI.l.1.
(a); les estimations (6.14) et (6.16) sont encore vérifiées parce que lemme
VI.1.1. (c) est plus fort que le lemme VI.1.1. (a).

Nous pouvons maintenant aborder la preuve de b).

La démonstration se fait par récurrence sur a. On suppose que

(6.8) est vérifie pour o avec r, s a < 1. Montrons que (6.8) est satis-—

faite pour o+l. D'apré&s 1'hypothé&se de récurrence, puisque
P P yp p q

L+

i+1

Q=0 3

o

2+1 2
el
o-2+ —
r

Cull1? 2kl

(6.17) cllla_,
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On peut aussi montrer que si. (6.8) est vérifiée avec Qu’ elle

est aussi vérifiée avec Qa remplacé par 1l'opérateur :

S LD ay e
m .. |

. ai 1+1 cean 1+l R

puisque les deux opérateurs ont le méme ordre et les mémes multiplicités

des caractéristiques, d'ol :

(r,-1
(1 (1) (K+1) 2 .
T S O T TSR [T
a-2+ —
r
cela implique que :
(r D T,
(N (1) (£+1) 2 i 2
cllle; ...ai 9541 +-2541 04 ulll™ z klla,* ulll L
a=2+ =
Y
D'aprés le lemme VI.1.2., on a :
( -1) (r ) r. T,
(1) (1) (£+1) _ i i
31 "'.ai 1+1 Tt 81+1 i v = Qa+1 u hi u Ni u
T3 Ty o-1
-~ 1
ol h.1 € S(a+1) et Ni € (LX )me . D'ol
2 r. 2 2 . (r.) 2
6.18) <l llul 12 scliIn; ol 12l oy, ul 112 2 kl11s, *ull] :
a=-2+ —
r
comme dans la preuve de (a), puisque
2 2 2
elllull12_, + ellla,,, ulll akT s, ulll?,
So (a+1)

T,
d'aprés le lemme VI.1.5. et puisque hil € S(a+1) on peut déplacer le

T, N
terme c{(]h.l ul[lz du premier membre de (6.18) dans le deuxié&me membre
i

et on obtient :

619  elllulll?, + clllay,, ulll® 2 kma ““‘_2+1;
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en sommant (6.17) et (6.19), on obtient :

LDy 112

2
el 112, + elllo,, ull1? 2 k{111 Du -
: a-2+ —
r
r
i 2
e e ul 12 ]
a—2+ p
D'aprés le lemme VI.l.4. on a alors :
(r.)
2 (z *, i 2
6200 elllul 12, +ellla,ul 1125 k[l ]la, capy el
T
t de (L A t st &
pour tout a1 e a2 e < )mxm proprement supporteés.
On applique maintenant le lemme VI.1.1 (c) & (6.20)
el lal 112 #el T, ol 112 2 klHb G 5 DD w + byGx 5 D du +
a-1 a+l - 1 * Tx! X, 2 * Tx!
v
# MG D dul |2
X
a=-2- —
r
03T, 1y s (4]
pour tout b1 € (Lx. 11 )mxm et b2(LX' 1,1 )mxm proprement supportés et
. " —o s,
pour un certain M e (Lx')mxm' D'oli :
2 2 2 v 2
6.21) cl|fuf]I"_ | + clllo ., ol [|* > k[|]all] kM ] B
a ()
. a-1+ = a—2+-;

comme dans la preuve de (@) on peut absorber le deuxi®me terme du deuxiéme

membre de (6.21) dans le premier terme du deuxiéme membre. Ainsi :

2 2 2
(6.22) cllul 12, + clllo,,, ull1Z = wlllall1Z |
o -1+ T
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Appliquons le lemme IV.1.l. & nouveau ; on peut absorber le terme c|l|u|||§_1
du premier membre de (6.22) dans le deuxi&me membre ce qui donne 1l'estimation

voulue

2 2
cllla,,, wll1? 2 klllall? |

o-1+ —
r

D'oli (6.8) est satisfaite pour tout o tel que : r, £ a £ 1. D'oll le lemme.

Nous allons maintenant décrire un autre module noté Wa associé

ad 1'opérateur Qa’

On décrit d'abord les opérateurs qui engendrent wél). Ils forment
| . (D -0 T2 1
la collection W . Sionnote T =23, ... 3. 3, I les éléments de
o a 1 i i+l "m
W'(]) sont :
a
Ta Ta Ta Ta
2 b, 2
5. ° 13, Y% 33, % P53
i i o 1] i3
avec 1 # j, ol b, et b'j sont des opérateurs proprement supportés de
N l l B
la forme : b, =b! I + b", b.. =b!, I +b'. ob
i i m i ij ij m ij
l—l/ri,r.1 o,r, 1,r ;
" v 1
b! € LX, , b e (L, )mxm y b1J € Lx' et
o,rij
1"
bij € (Lx' )mxm

avec rij le plus petit multiple commun de r. et rj.

(2)

W& est formé de maniére semblable en remplagant 1'opérateur

Ta dans les €léments de W&(y) par un &lément de W&(l).
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. ‘ ‘s 4 .
On continue de cette maniére en,formantwa(3), w&( ),.... . Finalement, on pose

W& = \J W&(k) et wa est le module engendré par tous les opérateurs de
k
w& sur 1'anneau des op&rateurs c  proprement supporté&s de (Li,)me de la
-1
forme c¢c =c' I + c" avec c' e LO, et c"€e (L)
m X x'‘mxm

Lemme VI.1.7. ([18],[7D

I1 existe une constante ¢ indépendante de u telle que pour

v -1 . . . . . .
r,T,k suffisamment petits, on ait 1'estimation suivante :

(6.23) clllo w122k |llw ulll? pour ue @)™
a weW' « °
[s o

Démonstration :

La démonstration se fait par récurrence. C'est une démonstration
assez longue ; nous allons la donner en plusieurs &tapes. Comme dans le lemme

VI.1.6., nous allons d'abord considérer le cas a = £ < Tys puis le cas

o = mi+£ ot i>1.8 a=4¢, Qau =_Q£u = Bil).... Bik)u. Nous allons
montrer que :
6.2 elllay ull1? 2 12— (1], ul}? 2<lcr,

W£€Wé

Premiene étape.

Si £ = 2, alors en appliquant la proposition VI.l.l. on a :

VW

el 11587088 w112 5 k1282 ul]|?

et

W

el 11230 112 5 el 6D u] |12

D'aprés le lemme VI.1.2.

(2)4 (1) _ 4 (1)5(2) 2 2
3,778 =3 a0+ hl + N
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- 2 D2 o . . s . .
oil h1 € S(Z) et N1 € (LX)me ; ceci 1mP11que :

6.25)  clllulll® + elllnd ul 112 + e[ [1a{M{® u] |

>l 118D wl 117+ 128 ull1?3.

Puisque

clull1? + el 11278 ull1? 2 2 lls, ulll?
SZCS(Z)

et puisque h% € S(Z)’ on peut déplacer, comme dans la preuve du lemme

VI.1.6, le terme c|!|h% uliiz du premier membre de (6.25). D'oil :

el lul 112+ ellla, ull1? 2 Wt HIaED wl 112+ 111832 ul}1? 3.

Aprés une application du lemme VI.l.4., on a :

2 2 1 2 2
(6.26) el lul 11 + ellla, ull1? 2wl l11[ap ? + 2 P1ul11%)
. o,T
pour tout a,,a, € (Lx' )me proprement supportés.

Or d'aprés le lemme VI.1.1. (b), pour tout opérateur

o,r
1 I-1/r,,r ‘ PUR .
1,
b1 € (Lx' )mxm et d1,2 € (Lx' l)m><m proprement supportés, 1l existe
o,r e
des opérateurs aa, € (Lx' )mxm proprement supportés et M1 € (LX,)m><m
tels que :
a a(l)u + a a(z)u =ba,u+d, ,u+ Mu
1 1,2 1

1 271 171

Puisque l'ensemble W, est constitué par les opérateurs du type b3, et d

2 1,2°

(6.26) entraine

2 2 N 2 2
clllul 1%+ cllla, ull1® 2 0 &— [Thwy, w17 - 1M, ull].
WZCWé
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D'aprés le lemme VI.1.6.

ellla, ull1? 2 kll1ul]]?

- L
T

1

D'ol
2
clllul11% + el llayul 1% > kmeum
wyeW)
2 2
+ k| {ul ]} l—iIIMluIII}-
l___
T
Puisque M e (L77) M) 1% < el | lul]]? pour tout € > 0 ;
1 x' ' mxm 1 s 1 ?
b
on arrive ainsi 3 1'estimation : (car O < 1- ;L- et - %- < 1- ;LJ

6.2 elllul11® el llaul 1% 26 2 [Hlwul 117

2*:w

Par une nouvelle application du lemme VI.1.6 et puisque

|liull|2 < e||[u|||2 d'aprés le lemme IV.l.l., pour k > ¢ on peut

-1
r
déplacer le terme cl||u||‘ du premier membre de (6.27) dans le deuxiéme

membre et on obtient
2 2
ellla, ull12 2 1 2 [l]wyull]
w2€Wé

Deuxidme etape.

On suppose que (6.24) est vérifiée pour tout £ avec 2 < £ < r

et nous allons montrer que (6.24) est vérifiée pour 4£+1. Puisque

+
(£ 1), 1'hypoth&se de récurrence donne :

Q£+l QZ
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(6.28) b1,y wll12 5 €T 1Hoga &) w117 .
' ‘ wzewz

Comme déns la premiére &tape, 3 1'aide du lemme VI.1.2., on a :

(D (@-1), (£+1). (&) _ . (1) (+1) L+l R+
IR R R A N IS e

o 2+ , 2+1 £-1
oii hl € S(£+1) et N1 € (LX )mxm'
Si on examine 1'opérateur 351)... 351_1)8§£+1) on voit que l'estimation

' (6.24) est vgrifide aussi pour cet opérateur tout comme QK' D'ol :

el 11 EDED O 111250 T w00 w12 et puisque
. W£€Wk
2
102 @ Dy b 8w a2 O S 112w R
2
+ N ul 112 < oy, ull1? 1||h£*‘ alll?
+ 1l G,
on a :
6.29) elllall1Z_, + b ull12+ clll,, ulll?
clilallipy * ¢ u cliiQpq v

> k EZ;__. 1w, @8 w12
E

Comme dans la premiére étape, puisque h£+1 € S(£+l)’ on peut appliquer le

|
£+1 III

lemme VI.l.5 pour déplacer le terme c|llh dans le deuxiéme membre

et le faire disparaitre de l'estimation (6.29).
En utilisant le lemme VI.1.6, on fait aussi disparaitre le terme

c|||u|||12,'_1 de l'estimation (6.29). En effet :

2 2
elllqp,, ull1? = kllhull? , > xelllullly_

=
1
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2 2 12 2
elllap,, ull1%elllay, wl112 = ellla,, ol 1wl 1ul 112,

2k 0 w0
wzeWé
et on a :
(6.30) elll0g,, ull1® 2 k2 111w, wlli* .
‘ Z;WZ

En combinant (6.28) et (6.30) et en appliquant le lemme VI.l.4, on arrive

3 1'estimation :

2 T‘ (£) (£+1) 2
clllagyy wll1? 3k 2 a6 {Pweagna ™ wil]
er L
0,1,
pour a, et a, € (LX, )mxm proprement supportés. Puisque Wy € wé est

scalaire d'ordre £ ou d'ordre £-1 avec wp = wé Im + wz et wz matri-

ciel d'ordre £-2, alors 1'opérateur [;i’wﬂj 853) pour i = 1,2 et
j = £,8+1 est d'ordre £-2+0+1 = £-1.

Alors par une autre application du lemme VI.1.6, on a

clllop,, w122k Illwlae®® w e a1 .
wﬂeWé )

En appliquant le lemme VI.l.l. (b) une nouvelle fois on a :

el 10g,, ull1® 2k 2 |llup@o 3w+ by pu s ]l
woelp

- 2
22 Hwglbya oy o117 =k 2 [l lwp, pull]
b
wzewZ zewz
0,1, l—l/rl,r1
pour tout b1 € (Lx' )me et bl,[ € (Lx, )mxm proprement supportés

et pour c i M L
p un certain 1,2 € ( x')me




0 TR

- 132 -

.I1 est facile de voir que l'ensemble Wk+1 est constitué par les termes

wz(bla1 + bl,l) avec un choix approprié de b1

1
et bl,ﬂ et pour W, € We .

D'oii
, 2 12
(6.31) clllag,, w1 262 Illuy,, ulll
Yo+ 1€Vp4
-k llag ulll
Puisque Illw M u|||2 < €|||u|||2 pour £ > 0 et puisque
£ 1,4 _ 4
r

1

2 2
cllagy sll1? 2 xlllull1?
1

d'aprés le lemme VI.1.6, on peut faire disparaitre le deuxiéme terme du

deuxiéme membre de (6.31) et on obtient

(6.32) cllQpyy ull1? 262 Illwy,, ulll?

w£+lewﬂ+1

Troisieme 8tape.

En posant- £ = T dans (6.32), on voit que (6.23) est vérifiée

pour o =m, =r_.
On suppose que (6.23) est vérifiée pour a = mi+2 oi i3> 1
et £ > 0 et nous allons montrerique (6.23) est vérifiée pour a+l.

La preuve s'établit de maniére analogue & la preuve de (6.24). Puisque

£+1

02141’ d'aprés 1'hypoth&se de récurrence :

o+

£
(6.33) elllo,,, ulll? 2 x 2:___ s D wll? .

w ew 1+1
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‘Comme auparavant, d'aprés le lemme VI.1.2.

(r.-1) (r.) r T,
(N i (1) (£+1) i’ i i
(6.34) 31 e Bi 1+l cee 300 B = Qa+l + hi + Ni
i i a-1
- . - '
oll hi € S( +1) et Ni € (L, )me' Considérons 1l'opérateur
(r -1)
(D e 3 (K) “ee 8g£+1). I1 différe de Q par la contenance dans
1 1+1 i+1 o (r.)
son produit d'un terme en plus B(EI}) et d'un terme en moins Bi L.osi

Y v
nous examinons 1'ensemble W& associé 3 cet opérateur (w& est construit de
la méme manidre que w&) et si on le compare avec l'ensemble w& associé

-

a Qa’ on peut montrer que

c 2 M ull1? 20 Illw, ulll?

; w. w ew
af o

N
cecl parce que le terme courant de w& comparé au terme courant de w&

contient un terme de plus (a DX 4+ b) et un terme de moins (CBi+d) ol
o 1
OsT: i+l 1 T i+t 1_??’ri
1; ’ i 3
a et ce€ (Lx, )me’ b e (Lx' )me et de (Lx' )

Ainsi, on peut montrer que

(r,=-1)
(N i (1)
cHlal e 1 3541

ol e e w1

w ew'

Comme dans la deuxiéme étape, on montre ainsi en utilisant (6.34) que :

' r
, i 2
6.3 elllulll®, + ellin® w117 + clllo ,, ulll?

sk )l <a EIE:

w eW'

Comme dans 1'&tape 2, on peut faire disparaitre les termes
T
‘ i 2 . . .
c]l|u|i|§_1 + c|||hil ul || de 1l'estimation (6.35). En combinant la nouvelle
“estimation avec (6.33), on obtient, aprés une nouvelle application du

lemme VI.1.4. :
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£+1
lllo,, wllZ e S [l o, * + DLl
L
W eW
o
O2T4 141
pour tout a et be (L S I proprement supportés. Ce qui conduit
x' fixm

aprés une application du lemme VI.1.l (c) & :

2
clllq ., ulll® 2k kD | Hw e D +a + Mlul[]?
: W€W' 0
o
T, i+1 by i
pour tout opérateur c € (Lx' ’ dmem ot d e (Lx' ’ )mxm . proprement

- OO
orté t pour un certain M e (L .
supportés et p ( x')me

Alors un argument analogue 3 celui utilisé dans 1'E&tape 2

imﬁlique que :

elllo,, wlllP 2k v, ulll®

wa+1€wa+1

Donc (6.23) est vérifi&e pour tout a.

Lerme VI.1.8. ([18]).

Soit V 1le module défini au chapitre V. Il existe une constante

¢ indépendante de u telle que 1'on ait l'estimation suivante :

elllvull1? 26 2 v 1112 pour  we [C@]

veV'

Démonstration :

N
Puisque 7 = QT, le lemme VI.1.7 1implique que

T ol 1?26 2 v, wll)?

w eW'
T T

Aprés une comparaison des modules W et V, il est facile de voir que

E:__ I |w ull' jz;_ |llv(u)||| car V'C W; . D'oli le lemme.

w eW! T veV'
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Cornollaire VI.1.2. ([18],[7]).

Soit T 1'opérateur défini par la proposition V.l1.1. Il existe

une constante c¢ indépendante de u telle que

clH7 ull1? > klllT ull1®  pour tout uwe [Co@]™ .

§ 2 - Estimation de |||b ull] dans Le cas (b) et fin de La démonstration

des théonemes.

Proposition V1.2.1. ([18],[7]).

Soit wz définie au chapitre III.

Soit B(x 3 D) =B (x ;D) +B (x3:D).S 1"hyper

oi X 3 D c 5 D =1 3 D). Supposons que ype
plan X, = 0O soit non caractéristique 3 l'origine relativement 3 g,

Alors il existe une constante c¢ indépendante de u telle que

v -1 . . .
pour 1r,T,k suffisamment petits, on ait

2 AY 2 =S
k| v, ulll s cllfby, ulll pour ue [C (@)]"
2 1 2 o ,
=2+ —
q
n
oi = {x= (xo,x') tel que Ix'l <£r et Ocg X < T},
Démonstration :
Soit u, = wzu. D'aprés la proposition V.1.1, on a :
(7.1) Bou. =1 + Tu +R i TeV et Re (LT 9
. u, =T U, u, u, od € e € % mxm
Puisque QT = } ,» S1 on pose o =171 dans (6.23), on a l'estimation :
o 2 2
1% uy 112 2kl 11| .
=2+ -

q
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D'aprés le corollaire VI.1.2

el uy 1% 2 k11T uy 112

~ 2 2
clllm uy 1™ 3kl 1] :
=2+ 'i'

+ k|7 w112

AV n
(7.1) 1implique que (puisque w =b - T - R)

+

(7.2) eIyl 117y wellTwyl1 el 115 w1117

q

W

2 2
kel [u, [ T e [HE
=2+ -CI

Latell o, 117

q

Pour k > ¢, on peut absorber les termes c|||u2}}|2
T

du premier membre de (7.2) dans le deuxiéme membre et on obtient :
2
1

T-2+ —
q

el 115w, 1112 2wl ], 1]

d'oli la proposition.

-~

Nous sommes maintenant préts 3 compléter la preuve du théoréme II.3.1

en montrant comment 1'estimation de l||g u|||, dans les deux cas (a) et (b)
conduit 3 1'estimation de \ilg ul|| dans le cas général, puis 2
1'estimation de |||b ull].

Démonstration du théoréme II.3.1.

H

5 w12 = v + v, Bull? = 1o, Bull2+ {1, Sul|? +
2.

", N Y 2 v 2 g
2Re(¥ bu, ¥, bu) > [[y, bull” +}[v, bul|” - 2]]b u

W
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2
B al 112 2 301w, Ball1? + |11y, Bull1?]

“ 2 .
Estimons maintenant |Hwi bulll y, 1. =1,2.

" 2 n 2 v 2
Mg B all12 = 118 ;0= BowJull12 2 1115 v, ol 112 -

- 1B el 117

D'un autre cdté puisque u Pju + Pou = u tu

2

n, 2 " 2 N 2
T 0 dal 1™ < Do ey 1HE + 1T v du,
Donc
n 2 1 4 2 1 Y 2
1B w1152 5 ey Bulll? + 3 le, B ulll
D'ol
2 2
(7.3) L wl 2 el uy T2+ el B uy 1]

= el HBu,Ju 12 = el 11B,,]u, 1112
= el updu, 12 = el 1 [Bawyduyl 117

A"
Estimons maintenant les derniers termes de (7.3). Puisque b € (L;)me et

"]
wi € Lz, et puisque le coefficient de D; dans b est Im,

i =1 'os
[bow.]le @ Dot :

2 2 2
s Ju L = 1,0 du 1 < el T2
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D'aprés la proposition V.1.1.

5, wi] u, = [(F+T+R) ""i] u,

oi Te (L 9 et Re (LT—Z) . En examinant les opérateurs
X X mXm

'T et R, on voit qu'ils sont tous deux d'ordre < T1-2 en X . D'oili :

[re] e @l o et RwJe ap™

m mxm

En outre (7.3) implique que :

A\

iy 2 N 2 n, 2
@4y S a2 el w1117+ el 118w, ]

¥

2 . 2
el Tu, (12, = cllluy 1112,

2 2
1w, Ju, 112 = el 11T, vy]u, 1]

-
D'aprés le lemme VI.l.2, [ﬁ,wi] € S(T) modulo des termes
-2

appartenant 3 (Lx )me 3 (7.4) 1implique par conséquent que :

N 2 v 2 v 2
(7.5) o wl 117 2 el b u 1117+ el b u,ll]

2 2
el 112, = ellTuy 112,

e 2 Ills u,l11?

s €8’

T (1)

En appliquant les propositions IV.1.l1 et VI.2.1 et le lemme VI.l.5

-

a (7.5), on obtient :
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v 2 2
e[ 1o ul 1172 & [[]ul]]

2
2 el 12

T"'2+ _

2
k2 |lls_ulll

g'
STG (T)

+

2 2
el 112, = el Tl 112,

c 2 s _u,llf?

s €S'
T (1)
En appliquant le lemme IV.l.l et en choisissant k > c, on obtient :

N 2 2 2
c'llb ul!l kl|1u1|l! 1 + k‘l|uzli’ 1

-2+ — =2+ —
* q

v

-

W

il lull]?
=2+ —
q

Finalement, en appliquant le lemme IV.1.2, on obtient 1l'estimation voulue.

2 2
clHb ul [ > k| []ul]] )
-4+ —
T g
_ et plus généralement :
2 2
k[ |lul ]| ;s elllvullf, Vo).
'e+’['—2+—
q
2 2
Or Illbul||g S C'|||hU|||£+T_t
D'ol : k|||u|H2 / < c||[hu||!E+T_t et pour £= t-t on a
L+1-2+1/q
2 2
k[ | [ul[] s el [[nuf]]" .

t=2+1/q
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L'unicité pour le probléme de Cauchy C~ non caractdristique
a fait 1'objet de nombreux travaux jusqu'a présent ; mais lorsque la multipli-
cité des caractéristiques est supérieure ou égale 3 trois ou lorsque 1'opé-
rateur différentiel est matriciel il y a peu de résultats connus.

Nous &étudions ici une généralisation d'un travail de M. Zeman
a4 des opérateurs aux dérivées partielles matriciels 3 caractéristiques de
multiplicité constante du type (v,0,...,0), en supposant que le polyndme

sous caractéristique du systéme matriciel ne s'annule pas sur l'ensemble

caractéristique.

Cette extension au cas matriciel nécessite, en particulier, 1'uti-
lisation des fonctions de matrices d'opérateurs pseudo-différentiels en vue
d'effectuer des réductions non évidentes de l'opérateur différentiel matriciel
utilisé : diagonalisation de la partie principale et mise en facteur dans une
algébre de composition d'opérateurs pseudodifférentielsmatriciels modulo des

termes d'ordre inférieur fractionnaire.

MOTS CLES : Probleme de Cauchi
Undicite
Non caractirnistique 2
Systeme aux dérivées partielles
Carnactenistique de multiplicite constante
Polynomie sous-caracteristique



