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L'unicité pour le problème de Cauchy cm a fait l'objet de nombreux 

travaux jusqu'à présent. 

I Citons ceux de : 

S. Alinbac [2q, - S. Alinhac et C. Zuily 1271, A.P. Calderon [281, r 2 9 ] ,  - 
L. Hermander [g , S. Mirohata [30], R.B. Pederson [31], P.M. Goorjian [4], 

W. Matsumoto [lOr], M. Sussman P2J, K. Watanabe [33], K. Watanabe et 

C. Zuily [17], C. Zuily et M. Zeman C181, - [ 3 q ,  /35]. - 

Parmi ceux qui nous ont été les plus utiles, un article de 

M. Zeman [lq étudie l'unicité locale du problème de Cauchy Cm non carac- 

téristique, pour les équations aux dérivées partielles dont les caractéris- 

tiques non réelles ont une multiplicité constante supérieure à 2. 

M. Zeman démontre l'unicité locale pour le problème de Cauchy C~ 

avec racines caractéristiques de multiplicité constante supérieure ou égale 

à deux en supposant que le symbole sous caractéristique de l'opérateur ne 

s'annule pas sur l'ensemble caractéristique. Notre travail consiste à 

généraliser le résultat de Zeman à des systèmes d'équations aux dérivées 

partielles à caractéristiques de multiplicité constante lorsque ce système 

est du type 0 O suivant la classification à l'aide des facteurs 

invariants du déterminant caractéristique de J. Vaillant [ICI et lorsque - 
le polynôme sous caractéristique du système matriciel ne s'annule pas 

sur l'ensemble caractéristique. Cette extension au cas matriciel présente 

des difficultés non négligeables ; en particulier, elle a nécessité l'uti- . 
liçation des fonctions de matrices d'opérateurs pseudo-différentiels r3], 

[2g, [24] en vue d'effectuer des réductions non évidentes de l'opérateur 
r' 

différentiel matriciel utilisé. (Diagnonalisation de la partie principale 

et mise en facteurs dans une algèbre de composition d'opérateurs pseudo- 

différentiels matriciels modulo des termes d'ordre inférieur fractionnaire). 



La deuxième partie de ce travail (à partir de la page 29) doit faire 

l'objet d'une proposition de Note aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 

([6]. [dl. 



PREMIERE PARTIE 

OPERATEURS PSEUDODlFFERENTlELS ET FONCTIONS D'OPERATEURS 
- 

a) No~ta;tiond. PZ$inl;tion. 
r( 

S o i t  n E: IN , on désigne par  (x,C) l e  p o i n t  générique du f i b r é  

cotangent  ~ * ( i R " + l )  avec : 

On u t i l i s e r a  l e s  n o t a t i o n s  u s u e l l e s  : 

On dés igne  par  : 



2 n m  1 1 1 / la norme de CL (IR )] par rapport à la variable x', m 2 2. 

1 1 1 1 la norme de l'espace de Sobolev LU (IR")] m. 
S 

Sur [Cz[O,T]xRqm , on définit les normes suivantes : 

CS] désigne le plus petit entier plus grand ou égal à S. 

b )  Introduisons les classes d'opérateurs pseudodifférentiels utilisées 

dans ce travail 1 , r38], - [3g, [44, - r41], - [48]. 

On dit que p(xl ,<') est un symbole d'ordre y sur  IR^ et on note 

  IR^ x 1~~ \O) si p E c~({R~ x  IR^ \ 0) vérifie : 

ci et B dans  IN^, il existe une constante C (K) 
a,B 1 telleque: 

ii) Il existe une suite 1 
jclN 

de fonctions de C~(IR~ x Rn \ 0) homogènes 

d'ordre (y-j) en 5' telles que N E: IN 

1 5' 1 -+ + uniformément par rapnort à x' sur chaque compact R C C  IR". 

I On écrira alors : 



Soit u e D(R~) et û la transformé de Fourier de u dé£ inie par : 

avec QLxt = 
1 

(2r)n/2 dx'. 

I On appelle opérateur pseudo-différentiel sur IR", d'ordre y et 

de symbole ~ ( x '  ,F. ' )  c sY = sY  IR^ x IRn \ 0) 1 'opérateur P(xl ,Dxl) dé£ ini 

l par : 

l pour tout u E D(IR~) . 

Pkoph,iexEh 1. 7 . 7 .  

Soit P(xl,D ,) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre y sur 
X 

Y R~ et de symbole p c S , alors : 

1) P(xl,D ,) est un opérateur continu de s(fRn) dans s(R") ; 
X 

2) s 6 IR, on peut prolonger d'une fason unique P(xl ,Dx1) en un opérateur 

continu de H'  OR^) dans H ~ - ~  ( 1 ~ ~ )  . 
3) Caractère pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiels. 

Soient P(x1,5') 6 sY et u E €'(IRn) de classe cW dans un ouvert R 

de IR* alors : 

I P(xl ,D ,)u est de classe cm dans R. 
X 

4) Soit P(xl , C f )  E sY, alors ~ ( x '  ,Dxl) s'étend en un opérateur continu 

de S1 ( 1 ~ ~ )  dans S1 (1~~). 



W; 
5) L'adjoint formel P (xl,Dx,) de P(xl ,Dxl) défini par 

m 
<P (x' ,Dxl)u,v>- = <u,P(x1 ,Dx1 )v> 'v' u, v E: D(IR~) 

7 2 

est un opérateur pseudo-di£ férentiel d'ordre y, dont le symbole P*(x' , c l  ) 
vérifie : 

6) Formule de composition des opérateurs pseudo-différentiels. 

Soit Q(xl,D ,) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre y' de symbole 
X 

q(xl ,5') E S" alors l'opérateur composé : 

est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (y+yl) de symbole r(xl,<') 

vérifiant : 

7) Généralisation de la formule de composition (cf. Thèse de 3ème cycle de 
M. Mechab, 1983). 

Pour simplifier l'écriture, on pose : 

On convient de considérer les termes indexés sur un ensemble vide 

comme des éléments neutres vis à vis de la loi considérée (par exemple 

O O 
( 1 x.) x y = ( 1 x.) + y = y ) .  
j=l J j=l J 



Pour k E IN, on pose 

et pour i € 1 = 1, on pose 
k 

Soient fl j = 1 . . . k k fonctions de C~(IR"). Alors 
k J 

CO 

f = f est une fonction de C (Eln) et on a : 
j =i j 

E- a- l aj 
k-1 a j = l  

aaf(xl) = a! . k-1 k- 1 - n a if. (xt)a 
J fk(xl). j=l,.. ., (k-1) 

n n a.!(a-1 a . ) !  j=' 
al €IN j=l J j=i J 

La preuve de ce lemme qui est une généralisation de la formule de 

Leibnitz de dérivation d'un produit se fait par récurrence sur le nombre k. 

Soient P.(X',D~,) j = l...k) k opérateurs pseudo-différentiels. 
J 

Respectivement d'ordre 
Y j 

et de symbole P. (x',S1) alors : 
J 1 

I P(X',D~,) = P1(x1,D ,) O . . .  O Pk(x1,D ,) est un opérateur pseudo- 
X X 



La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le nombre 

k d'opérateurs intervenant dans la composition et en utilisant le lemme précé- 

dent. 

Dans toute la suite, on désigne par : 

LY la classe des opérateurs pseudo-différentiels admettant un 
x ' 

symbole homogène d'ordre y par rapport à la variable 5' et Sx Y ' l'espace 

des symboles correspondants. 

LY est la classe des opérateurs différentiels en x et pseudo- 
X O 

différentiels en x' d'ordre y = a + B en x = (xO,xl) où a est 

l'ordre de l'opérateur en x et P 2 O l'ordre de l'opérateur en x'. 
O 

sY est l'espace des symboles correspondants. 
X 

L ~ "  est la classe des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 
x ' 

Y en x' dont l'espace des symboles correspondants est s'yr x ' tels que 

ses symboles a(x0,x1;<') admettent un développement de la forme : 

1 2 
Y- Y- ; 

a(xo,xl;E') % a O (xo ,x';~') 1 ~ ' / ~  + al (xo,x';E1) 1 ~ '  1 + a2(xO,x';E1) 1E' 1 



.1 L~ est la classe des opérateurs pseudo-différentiels classiques 
c1,x' 

d'ordre y par rapport à la variable x'. 
C 

sY l'espace des symboles correspondants. 
cl ,x' 

Rappelons que p(x',E1) E <=> il existe pour tout j E IN 

n 
une fonction p. E C 6Rn x IR \O) homogène de degré y - j telle que 

J 

Tout le long de ce sous-chapitre X désignera un C espace vectoriel 

de dimension fini, et T un opérateur linéaire dans X. 

Nous allons étudier une classe de fonctions de l'opérateur T .  

Le symbole 1 désigne l'opérateur identité de X. 

Nous interprétons TO comme 1. 

ûé,$Lnifiun 1.2.7.  
n 

i 
Si P(h) = aih est un polynôme en h à coefficients complexes. 

i =O 

On définit P(T) par : 

n 
P(T) = aiT 

i 

i=O 

Nous allons commencer par voir quand deux polynômesdéterminent la 

même fonction de T. 



Le spectre o(T) de l'opérateur T dans un espace de dimension 

finie est l'ensemble des nombres complexes X tels que : 

(XI-T) ne soit pas inversible [(XI-T) - singulière] . 
L'indice V(X) du nombre complexe X est le plus petit entier 

positif V tel que : 

v v+ 1 
(XI-T) x = O pour tout vecteur x vérifiant (XI--T) x = 0. 

Il découle de cette définition que si X c a(T), alors il existe 
O 

un vecteur x # O tel que (T-hoI)x = 0. 
O O 

Le nombre X est souvent appelé valeur propre de T et tout 
O 

vecteur correspondant xo, vecteur nropre de A . 
O 

Pour chaque entier positif n et chaque nombre complexe , 

on définit la variété linéaire 

M: = {x/(T-AI)~x = 01 ; 

à partir de cette définition, on voit alors que l'indice v(X) est le plus 

v 
petit entier V tel que : = M X .  

Remarquons que n v(X> 
IlX = MA pour n 3 v(X) ; puisque X est de 

dimension finie, il existe une inclusion propre pour, au plus, un nombre fini 

1 2 
de termes dans la suite MO C M Ç M C . . . A - -  

Donc v(X) G dim X pour chaque A. 

Notons que X E a(T) si et seulement si v(X) > O. 

Par exemple, l'opérateur T définit sur un espace de dimension 2, donné par 

la matrice : 



v é r i f i e  0 0 )  = ( 0 )  

e t  v (0)  = 2 .  

S i  p  e t  Q sont  des polynômes, a l o r s  p(T) = Q(T) s i  e t  seulement 

p-Q a  un zé ro  d ' o rd re  v(X) en chaque po in t  X de  o(T) . 

I Le s p e c t r e  d'un opé ra t eu r  dans un espace de  dimension f i n i e  e s t  un 

1 ensemble non v i d e ,  f i n i  de p o i n t s .  

Le théorème 1.2.1 nous permet de d é f i n i r  l ' o p é r a t e u r  f(T) pour f 

dans une c l a s s e  de  fonc t ions  p lus  grande que c e l l e  des  polynômes. 

S o i t  F(T) l a  c l a s s e  des fonc t ions  de l a  v a r i a b l e  complexe A ,  

ana ly t iques  dans un ouver t  contenant  a(T). L'ouver t  en ques t ion  peut ne pas 

ê t r e  connexe e t  peut  dépendre de l a  fonc t ion  f de F(T) .  

s i  £ E F ( T ) ,  s o i t  P un t e l  que : 

f ( h )  = P(m) (h) pour m 6 v(h)  - I e t  

A un élément de a(T). 

On d é f i n i t  a l o r s  f  (T)  = p (T) . 
D'après l e  théorème 1.2.1, l a  d é f i n i t  ion  de f (T) e s t  indépendante 

Nous avons l e  théorème su ivant  q u i  découle d i rec tement  des r é s u l t a t s  

correspondant  aux fonc t ions  de polynômes. 



I Si f et g sont dans F(T) et si a et B sont deux nombres 

I complexes alors : 

m m 
C )  si £(A) = a n ~ n  alors f (T) = 1 anTn : 

n=O n=O 

d) f (T) = O si et seulement si f (A) = O, pour h ê o(T), 

Notons que b) implique que f (T) . g (T) = g (T) . f (T) pour f , g 

éléments de F(T). 

Si X est un nombre complexe ; soit A (A) identiquement égal O 
O 

à 1 dans un voisinage de X et identiquement égal à O dans un voisi- 
O 

nage de chaque point de o(T) n {h lC ; posons E(ho) = eh (T) (puisque 
O 

O 

X ê F(T)) ; le théorème suivant est une conséquence directe du thérème 
O 

précédent. 

ThQuhème 1 . 2 . 3 .  

a) E(X ) # O si et seulement si A F _  o(T). 
O O 

2 
b)  E(ho) = E(ho) et E(ho) .E(h,) = O pour h O # hl. 

c)  1 = 1 E(X). 
hêa (T) 

Soit {Al,. . . , une indexation de o(T) et soit X. 1 = E(X.)X. 1 

I l  découle de b) et c) du théorème précédent que : 



En outre, puisque TE()i.) = E(Ai)T, il découle que TX. Ç Xi 
1 1 

pour i = 1, ..., k. Ainsi la décomposition du spectre o(T) de T en k 

~oints, nous mène à une décomposition en somme directe de X en k sous- 

espaces, chacun de ces sous-espaces est appliqué en lui-même par l'opérateur 

T. Ainsi l'étude de l'action de T sur l'espace X peut être réduite 

à l'étude de l'action de T sur chacun des sous-espaces X.. 
1 

Le théorème suivant clarifie la relation entre l'indice v(h) d'un 

point de a(T) et la projection correspondante E(A) . 

l Si h est un élément de o(T) alors : - 

Les projections E(A) définissent une décomposition pratique en 

somme directe de X, et elles nous permettent de donner une expression 

analytique simple pour les fonctions de T. 

Si f est dans F(T) alors : 

Cette formule découle immédiatement du théorème 1 . 2 . 2 .  puisque f 

et la fonction g de F(T) définie par 

satisfont les relations : 

f(m)(A) = g (A) avec 



Ce théorème donne une méthode pu i s san te  pour e x p l i c i t e r  l e  c a l c u l  

des fonc t ions  de T, e t  il a  un nombre i n t é r e s s a n t  d ' a p p l i c a t i o n s  théo r iques  : 

TheohErne 7 . 2 . 6 .  

S o i t  f n  E F(T) , a l o r s  l a  s u i t e  I f  n  (T) 1 converge s i  e t  seulement 

s i  l e s  s u i t e s  { f  (A)  , 0 6 m 6 v (A) - 1 convergent pour E o(T) .  n  

l S i  f  E F(T) a l o r s  

f  (T) + f (T)  s i  e t  seulement s i  -+ frn(A) pour A E o(T) 
n  n  

Soi t  f  E: F(T) une fonc t ion  ana ly t ique  dans un domaine contenant  

l a  fe rmeture  d'un ouver t  U contenant  o(T) e t  supposons que l a  f r o n t i è r e  

B de U e s t  c o n s t i t u é e  en un nombre f i n i  d ' a r c s  de  Jordan fermés r e c t i f i a b l e s  

o r i e n t é s  dans l e  sens p o s i t i f  a l o r s  f(T) peut  ê t r e  exprimée comme une i n t é -  

g r a l e  de Riemann s u r  B à l ' a i d e  de  l a  formule : 

Cet te  formule e s t  d i t e  formule de Poincaré.  

Pfieuue : 

- 1 
So i t  h  @ o(T) = {hl  ,. . . , A k }  e t  posons r ( 5 )  = (A - 5) , 

a l o r s  p a r  l e s  théorèmes 1 . 2 . 2  e t  1 . 2 . 5  

a i n s i  s i  f  E F(T) 





CHAPITRE 17 

§ 7 - Unicité du p&obLème de Cauch!y pou& ce/t&xiv~cl opétrateui~a avec cmac;té- 

U N I C l T E  VU PRORLEME V E  CAUCHY N O N  CARACTERiSTZTUE c*. 
RESULTATS 

a )  C u  deb opé&atemd ciij$étrenfie& bcaPG&en (dtap&èn F .  T h è v e ~  [3q 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - - - ----------------  
Dans ce paragraphe, on considère un opérateur différentiel P(x,Dx) 

P 

n+ 1 
d'ordre t dans un ouvert R de IR . 

Nous supposons que R est subdivisé en deux parties par une hyper- 

+ 
surface cm, S ; ceci sipifie que R = R u S u R- avec R+ et 9- 

deux sous-ensembles connexes, disjoints et ils sont aussi disjoints de llhyper- 

surface S. 

Notre but est d'obtenir des conditions sur P et sur S suffisantes 

pour assurer que toute u (dotée de propriétés de régularité convenables) qui 

satisfait : 

.. 
P(x,D)u=O dans R 

X 

I 1 (2.2) u = O  dans R- 

est nécessairement nulle dans un voi.sinage de S. 

Ceci est une version de ce qu'on appelle unicité du problème de 

Cauchy. 



On désigne par P(x,E) le symbole principal de p(x,Dx). 

soient x tz S, un élément arbitraire de S, cO(x) un vecteur cotangent 

en x appartenant à  IR^+' orthogonal à l'espace tangent en S. 

(i.e. conormal à S : on doit avoir p(x,cO(x)) f O). 

I 
l On fait l'hypothèse suivante : 

1 (2.3) étant donné un point x de S, un couple de vecteurs 5,E0 
1 

n+ 1 
appartenant à IR - {O) tq : 

5' est conorrnal à S en x et 5 ne l'est pas, alors le 

i polynôme en la variable complexe Z, P(X,S+ZSO) a t racines simples. 

Quand t = 1 ,  (2.3) est équivalente à la propriété que S est 

non caractéristique pour P. 

Quand t > 1 ,  (2.3) est une hypothèse forte comme le montre 

2 
l'exemple suivant dans IR : 

P = (Dx D )2 
1 X2 

2 
S =  {x€IR/x = O )  

2 

P(x5) = (5, + fl 5, )  2 

D'où une racine double en Z .  

O 
Soit x un point de S, 50 un covecteur conormal non nul à S 

O 
en x ; supposons que : 



n+ 1 
(2.4) pour tout 5 E IR non conormal à S, 

p(xO, 5 + z?) a t racines distinctes. 

Alors il est facile de voir que pour tout point x dans un voi- 

O 
sinage de x dans fi et tout 5 non colinéaire à tO, P(x,5 + 25') a 

aussi t racines distinctes. Ceci donne un caractère local à la condition 

(2.3). 

Il découle de cette observation que si S' est une autre hyper- 

O 
surface cW passant par x et tangente à S en ce point alors la pro- 

O 
priété (2.3) est satisfaite dans certains voisinages de x pour S' à la 

place de S. 

Nous allons raisonnerdans un voisinage d'un point de S que nous 

supposons être l'origine de B"". 

Rn+ 1 
On choisit des coordonnées dans de manière que S soit 

définie par la nunité de la première coordonnée, que nous notons x . Les 
O 

autres coordonnées sont notées 
X ~ y . . . y X  n 

Nous supposons que f est défini par x < 0. 
O 

Le symbole principal P sera désigné par P(x ,x';<~,<'). 
O 

Les coordonnées duales de x seront désignées par . 
j ' j 

Les vecteurs conormaux à 5 sont de la forme (50,0). 

La remarque 11.1.2 indique que l'hypothèse (2.3) est équivalente 

au voisinage de l'origine à la propriété suivante : 

n+ 1 
pour tout (x0,x1) dans un voisinage S! de l'origine dans IR 

O 

n 
et tout t; E IR - { O } .  

(comme usuellement P i  désigne la dérivée partielle de P par 

par rapport à Z) . 



De ce qui précède, on peut représenter les racines de P(xo,x';SO,S') par 

une fonction c à valeurs complexes Z.(xo,x';~') dans x W" - {O) 
J 

homogène de degré 1 par rapport à 6' (j = 1, ..., t). 

Dans la suite, on suppose que S2 = ] -T,T [ x X où X est un 
O 

voisinage ouvert de l'origine dans  IR^ et T un nombre > 0. 

Lemme 11.1.7. [38] 

Supposons que (2.5) est satisfaite, alors il y a t opérateurs 

I avec R = R(x ) un opérateur régularisant dans X dont le noyau est une 
O 

l 

I M> 

fonction C dans 1-T,T[~ X x X . 

CO 

pseudo-différentiels classiques dans X Z.(xo), dépendant C de 
J 

x E ] -T,T 1 de symbole principal Z . (x0,x1 ; E t )  j = 1 , . . . , t tel que 
O J 

L'exploitation de ce lemme se fait en transformant l'équation (2.1) 

en un système diagonal (dans le sens que nous allons voir) d'ordre i différen- 

tiel en x et pseudo-différentiel en x'. 
O 

Nous posons : 

On définit alors une matrice d'opérateurs pseudo-différentiels 

d'ordre 1 dans X (dépendant cm de x ) . 
O 



On note par N la matrice standard nilpotente d'ordre t x t 

et par R(x0) la matrice t x t suivante. 



Nous désignons par U le t-vecteur colonne de composantes : 

1 t u ,...,LI ; alors (2.6) et (2.7) peuvent être écrites comme suit : 

Maintenant nous faisons certaines conditions de régularité sur la 

fonction u qui vont se transporter sur U. 

Une condition naturelle est la suivante : 

r Pour chaque j = ,l,...,t, u est une fonction de classe C' en 

x à valeurs dans xt-j (X) . 
C 

k 
Revenons à (2.81, on voit que u est une fonction C' en x 3 

O 

t-k+ 1 - j 
valeurs dans H (X) pour j = 1 ,..., t-k+l et k =  1 ,.,., t. 

C 

On conclut que : 

pour j = O, 1 ,  U est une fonction de classe C' à valeurs 

dans Hl  -j (X) B ct . 
C 

On va montrer que sous des hypothèses convenables sur les racines 

caractéristiques Z.(xo,x';<'), U sera nulle dans un voisinage de l'origine. 
J 

La preuve est basée sur uneexploitation d'une inégalité du type 

de Carleman : 
0 

où p est un nombre positif assez grand, 



8 T 
X(x = 1 pour x < -  

O O 10 

9T 
X(x = O  pour x > -  

O O 10 

Lemme 11.1.2. [3g 
Si (2.9) est satisfaite, alors U est nulle pour x T 1 O < T '  

~'o~érateur p est dit strictement hyperbolique sur la surface S 

O 
si chaque point x de S a un voisinage ouvert (7 tel que : 

O 

pour tout x dans L) et tout couple de vecteurs Coy< de IR"+' 
O 

- (0) où 

O t0 est conormal à S en x et 5 ne l'est pas, le polynôme en Z, 

O 
P(x,S + ZS a t racines simples réelles. 

Nous dirons alors aussi que le symbole principal de P est strictement 

hyperbolique sur S. 

DQ~i;hniitian 1 1.7.2 C38] 

Ï Soit P E ~ ' ( $ 2 )  de symbole P(x,<) .E s'(fi x (13" - {O})). 
P est dit elliptique si l'une des propriétés équivalentes suivantes est 

vérifiée 

ii) 3 Q E L-'(fi) propre tel que P O Q % q O P % 1 

I ( O  est une paramétrix de P). 



Rappelons qu'un opérateur pseudo-différentiel Q : D(Q) -t cW(R) est 

propre si 

1) K compact, K C R ; 3 K' compact, K' C R tel que 

uIK1 = O =>  QU(^ = O. 

2) X compact, K c R ; 3 K' compact, K' C R tel que 

Supp u C K => Sun Qu C K' . 

Supposons que le symbole principal P(x,S) de P dans 

$ 1  x (iRn+l - (01) satisfait (2.3) et égal à Pl (x,S)  .P2(x,S) avec PI r 
1 strictement hyperbolique sur la surface S et P2 elliptique. Alors 

toute fonction u de classe ct dans R qui satisfait (2.1) et (2.2) 

est identiquement nulle dans un voisinage de S. L 
b )  AppficuLion du tr6aulIta;t de T t r Q u ~ a  aux ap;t2mea m a f i c i e h .  

Soit X une variété cm, réelle de dimension n+l . 
O 

Soit S une hypersurface cm de X et x un point de S. 

O 
On note dans une carte locale en x , x = (xOYx'), on choisira 

des coordonnées locales telles que le point ait des coordonnées nulles. 

et que llhypersurface ait pour équation 

Soit h un opérateur différentiel matriciel linéaire d'ordre 

O 
t (t 5 1) , cm au voisinage de x . 



On suppose que l'hypersurface S est non caractéristique à l'origine pour h. 

O 
i.e. det H(x ;1,0 ,..., 0) # O xO = (O, ..., O), 

A 
O' = ('BI 1 CA,B6m 

est la matrice caractéristique de h .  

A 
Donc comme on vient de le rappeler H = [H~(X~,X' ;So,E'fl lcA,BEm 

%A 
est la matrice caractéristique du système et que CHB (X~,X';~~,S')] 1 SA, B4m 

est formé de polynômes homogènes de degré ( - 1  où (5 ,t') désigne 
O 

un covecteur en (x ,XI). 
O 

On fait les hypothèses suivantes 6) . 

n'est jamais le polynôme nul et en le 

décomposant en facteurs irréductibles on a : 

Soit bS l'anneau localisé de celui des polynômes par rapport 

à l'idéal engendre par . 
*s 

On suppose que : 



On note par A la matrice des cofacteurs d'ordre (m-1) de H. 

AH(X~,X';~~,~') = HA(xo,x';~o,~') = det H(xo,xl;< os F 1 ) . 1  

v -1 
0 s 

Rappelons que A est divisible Dar H 
S 

s =O 
rlg 

où B(x ,x1;C ,cf) est cW en x x )  polynomial en 5 = (<,,('), 
O O O 

Associons à B un opérateur b de symbole principal B et à 

chaque Hs, un opérateur h de symbole H . 
S S 

On fait l'hypothèse suivante : 

Le radical caractéristique R vérifie la condition suivante : 

avec 

i Rl(xo,xl; co,S1) strictement hyperbolique sur le surface S. 

+ R (X ,xl; E0,E1) elliptique. 
2 O 

- 
b 0 h(x ,X';D~)= BH(xoYx1;Dx)+ IB*H + saga H + Bii) (xo,xl;D ) +  ... 

O - a x 



Nous utilisons la notation de sommation dl~instein. 

Supposons qu'on a 

hu = O dans f2 

u = O  dans R- 

avec les mêmes notations que dans le cas scalaire. 

R un voisinage ouvert de l'origine dans X 

alors 

b o h u = O  dans R 

u = O dans R- 

0 

~'où, on a h u. + ... = O dans i-2 
s=o J - 

u = O dans R 
j 

pour j = l,...,m 

A partir de là, on peut appliquer le résultat de Trèves dans le 

cas scalaire. 

On peut poser comme dans le cas scalaire : 

(t' est le degré du radical caractéristique) 

et donc on peut conclure comme dans le cas scalaire que 



est nulle dans un voisinage de l'origine par une inégalité analogue à (2.9). 

D'où ulFO dans un voisinage de l'origine pour j = 1,. ..,m. 

Soit R ce voisinage de l'origine. 

On a alors : 

est identiquement nulle dans le voisinage R de l'origine. 

D'où l'unicité locale du problème de Cauchy pour l'opérateur h. 

§ 2 - Rénul;tu;lt de Zeman Cl83 , davta l e  c a ~  ~ c d a i h e  avec c a i i a c X é ~ ~ q u e ~ o  

En premier lieu, rappelons le problème : 

soit P(X ,xl;ax ,axi) = P ~ ( X ~ , X ' ; ~ ~  ,ax,) + P ~ - ~ ( x ~ , X I ; ~ ~  , a x l )  + ... 
O 

O O O * 

un opérateur aux dérivées partielles d'ordre t et Pi la partie homogène 

d'ordre i en x' = (x1,. . . ,X ) et x E IR. 
n O 



Soit P (X ,x';S , E ' )  le symbole principal de P oh 5' E  IR^ 
t o  O 

et 5, e IR. 

Supposons que llhyperplan x = O est non caractéristique à .. O 

l'origine pour l'opérateur P. 

Le problème de Cauchy est de trouver une solution v de Pv = f 

dans un voisinage de l'origine avec les données de Cauchy sur l'hyperplan 

puisque x = O est non caractéristique à l'origine pour P, nous pouvons 
O 

supposer que le coefficient de D dans Pt est 1. 
X 
O 

On considère le type suivant d'opérateurs : 

CO 

où nous supposons que les coefficients de Pt et sont C et pour 

simplifier réels. 

Tandis que Pt et P sont homogènes en x et x', 
t- 1 O Rt-2 

n'a pas de raison pour l'être. 

L'hypothèse essentielle dans l'étude de Zeman est: 

La constance des multiplicités de racines caractéristiques, 

. si A l  et A2 sont des zéros distincts de Pt (x ,x';A,S') = O 
O 

sur 1 < ' 1  = 1, alors / A l  - h21 z E où E est un nombre positif fixe 

indépendant de x x' et 5 ' .  
0 y 

Donc on aura des opérateurs dont le symbole principal Pt(xo,x';50,~') 

peut être écrit sous la forme : 



où 

ristiques de P. 

( 1  6 i S P.) sont les racines caracté- 

Comme Pt est à coefficients réels, les racines caractéristiques 

sont ou bien réelles, ou bien non réelles conjuguées. 

i.e. ou bien Im A .  (xoyx';5') - O 
1 

E 
ou bien 11rn hi(xOix';<') 1 2 2 

pour (x ,xl;cl) a R x s*-' 5 ' où 
O 

'L n = {(xo,x1) tq lx'l 6 r et O 6 x s T} 
O 

'L 
pour certains r et T, et 

sn-l = 15' C I R ~  tel que 15'1 = 11.  5 ' 

Nous faisons l'hypothèse suivante sur les termes d'ordre inférieur : 

n- 1 
pour tout 5' & S , si r 1 2 .  

r j 
5 

où Pl (x ,x1;C ,<') désigne le sous-caractéristique de l'opérateur P 
t-1 O O 

défini par : 



Supposons que x  = O e s t  non c a r a c t é r i s t i q u e  à l ' o r i g i n e  pour P. 
O 

Supposons a u s s i  que l a  cond i t i on  (A) e s t  s a t i s f a i t e .  

?J 
Alors il e x i s t e  une cons tan te  C indépendante de  u  t e l l e  que pour r ,  T 

- 1 
e t  K suffisamment p e t i t s ,  on a l ' e s t i m a t i o n  su ivan te  : 

'L 
pour t o u t  u  E cO(i-2) où R = {(x , x l )  t e l  que l x ' [  S r e t  O < x  $ T )  

O O 

e t  r =  max r .  (111 I I I  e t  I I I  I I I s  sont  d é f i n i e s p . 2 ) .  
1 

1 SiSp 

I Supposons que l e s  condi t ions  du théorème 11.2.1 sont  s a t i s f a i t e s  

1 a l o r s ,  il y a  un vois inage R' de 1 ' o r ig ine  contenant  R t e l  que : 

I u  = O dans { ( x O , x l )  : ( x O , x l )  C R '  e t  x  < 01 
O 

l a l o r s  u  E O dans R. 

Rappelons que : 

HL O c  
( t )  

(0,') e s t  l ' e space  des d i s t r i b u t i o n s  u E D'(R1) t e l l e s  que 

u & H  
( t )  

pour t ou t e  $ E c ~ ( R ' )  

HLoc 
a On munit 

( t )  
( R ' )  de l a  topologie  d é f i n i e  pa r  l a  f a m i l l e  de 

semi-normes : 

u  ---3 I IfluII, parcourant  C ~ ( R ' )  
O 

2  
avec 1 I V /  I t  = + 1 ~ ' 1 ~ ) ~ l ~ ( i : ' )  l 2  d 5 ' .  



P. Cohen a présenté l'exemple suivant (voir L. Hormander [421 - , 

section 8 .9 .2 )  qui montre que certaines conditions sur les coefficients 

de Pt + Pt-l sont nécessaires pour avoir l'unicité du problème de Cauchy. 

Il n'y a pas unicité pour le problème de Cauchy associé à 

l'opérateur : 

r 
Pu = a u + a(x ,x ) a  u ( r  entier 2 1 ) 

X O 1 XI 
O 

2 
pour un certain a (xo ,xl ) r C~(R ) . 

§ 3 - Hqpo;thèaea eJt 4 é n ~ l ; t a h  obXenua dçrnn l e  c m  maa%icid avec cmac;té- - 
rtinticjuea muEdiplen. 

Les notations sont celles de r51 et r161. - - - - 

Soit l'opérateur différentiel matriciel réel de dimension m x m 

de classe C~OR~") et d'ordre t. 

t . t-j 
h =  1 1 h (x.Dx) 

t-j 
j =O 

où h = h ( x . 0  est une matrice de dimension m x m formée de fonctions 
t- j t-j 

(h )a polynômiales homogènes de degré t-j en 5 et de classe cm(Rn+') 
t-j B 

en x (O G j < t) tel que la matrice caractéristique 

vérifie les hypothèses suivantes : 



I Le déterminant caractéristique det H possède une décomposition 

l en facteurs H s = 1 . . 0 )  notée : 
S 

Hs = Hs(x,c) est une fonction polynomiale en 5 de classe cm($+') en x 

telle que : 

où (lx) est le champ de covecteur de coordonnée 5 = (1,0, ..., 0 )  
xmn+l 1 1 sur  IR^+'. 

I La décomposition est une décomposition en facteurs irréductibles 

sur IR[<] ; chaque multiplicité V est constante. 
S 

l Pour tout x fixé dans  IR^" et chaque s = 1 ,  ..., a dans l'anneau 

I principal gsY localisé de iR[<I par rapport à l'idéal premier défini par 
Hs y 

I dont les éléments sont des fractions à dénominateurs non divisibles par H 
s 

l dans i ~ r ~ l  - - , 

l On a la forme réduite suivante de la matrice H à l'aide de ses 



On suppose que les multiplicités qi(s) sont constantes dans R 

quel que soit s = 1 ,  ..., a et i = l,...,m. 

S Dans ce travail, seule la constancede ql(s) = q (s = l,...,~) 

dans R sera utilisée. 

1 Le radical caractéristique : 

a ses racines hj(x,<') distinctes deux à deux et en posant 



O = r < T ... < T < ... < T 1 
,  OH^ = r - r 

O s O s s-1 

et les inégalités : 

I û < inf {~h~(x,c') - X~(X,E')~ ; i # j, X E  0 ,  IF.'[ = 1 1  

I 0 < inf {~H~(x,I~)~ ; x E a , 1 r s 6 01. 

On note 

l k  le cofacteur de 
Ai 

i j le cofacteur de H H dans le développement de det II. 
Ai j k L 

D'après les hypothèses 1 ,  2 ,  3) il s'ensuit que : 

Les facteurs H sont uniques à un facteur multiplicatif près 
S - 

OD 

appartenant à B (fi) et borné inférieurement en valeur absolue. Les 

multiplicités v sont indépendantes de H vérifiant les hypothèses 
S S 

et il en est de même des multiplicites ql(s), ...,qm( s) pour tout 

s = 1, ..., O , car l'hypothèse 2) signifie que dans la matrice caracté- 

ristique H, quel que soit r = 1 . .  m - 1  les mineurs d'ordre r sont 

qr+ 1 (SI+. . .+qm(s) 
tous divisibles par (Hs) et un au moins n'est pas divi- 

qr+ I 
(s)+. . .+q,(s)+l 

sible par (Hs) pour tout s = 1, ..., O. 

On pose : 



Avec la convention de sommation d'Einstein, on a donc : 

I_ i k  H~ ~1~ = AL H~ i 
k e = det ~ . 6 ~  

00 k R 
AlkA'' - A! Al = (det H)Afj kt 
1 j J 

i k  O q1 (s) i 
H~A; = a., = il (Hs) 

s= 1 6~ 

O 
s 

= II (HS)q 6; 
s= 1 

k R O s, (s) -q, (s) k4 
A~A' - A . A  
1 j ~i 

= ms) Ai j 
s= 1 

0 S 0 
On pose T = degré de II ( H ~ ) ~  = 1 (rs-T )qS et r. = multiplicité 

s= 1 s-1 s=l 1 

3 S 
duzéro hi(x,E1) dupolynôme Tl ( 6 ) '  en . Onsuppose que: 

S s=l 

l Il existe m mineurs de rang (m-1) non nuls quels que soient 

1 Quitte à former,un changement dans l'ordre des équations et des 

inconnues, on peut supposer : 



1 
où K, est le polynôme sous caractéristique du système 

Si ql(s) > 1 alors q2(s) = ... = q m ( 8 )  = 0. 

Nous allons montrer les théorèmes suivants : 

l-- SOUS les hypothèses (A), ( B ) ,  (C) et (D) et lorsque 0 = 1, t = 1 

n 
et Hl (x;S) = - 1 aj(x)Sj 3 , il existe une constante C > 0, indé- 

j = 1 
'L - 1 

pendante de u telle que pour r, T, k suffisamment petits, on ait 

l'estimation suivante : 

kl Ilulll2 1 < cl l lhu1 l l 2  
t-2+ - 

q 

pour tout u r [cm(n)Jm O où 

n+ 1 'L 
Q = {X = (X ,x') E R x r ,  O 6 x s Tl 

O O 

I S 1 1 2 
q = rnax q = q (on peut supposer q > q > . . . 2 q'7) 

1 où / I l  I I I  et I I I  I l l s  sont définies à la pape 2 .  



I Supposons les hypothèses du théorème 1 1 . 3 . 1  satisfaites, alors il 

I existe un voisinage il' de l'origine contenant fi tel que si u E (H~E~(Q'))~ 

I satisfait hu = O et u = O dans {(xo,xV) ER' ; x < O} alors u E O 
O 

1 dans R .  

On conjecture que le résultat est vrai pour o quelconque dans N. 

(Cf. Touadera : Thèse de 3ème cycle, en préparation r371). - 



CHAPITRE 111 

REDUCTlON D E  L'UPERATEUR h 

ûn décompose le symbole h(x;5) de h en symboles homogènes 

d'ordre t, t -1, t-2, ..., 0 

i Soit a un opérateur matriciel rn x m dont les éléments a E L ~ - ~  
j x 

sont de la forme 

i i 
où A . E L  T t  a pour symbole A. (x;F) défini antérieurement à partir de 

J x J 
T - t - 1  8 i t-t-1 la matrice des cofacteurs de H et E Lx 

j 
a un symbole Aj  (x,S) c Sx 

que l'on déterminera par la suite. 

On pose : 

L 

r l  '2 T (3 
(3.5) 5=ala2 ... 8 avec 



donc r 3 r2 3 ... 3 r 1 2 
1 

puisque q 2 q L ... 2 q* , on décompose alors 
T 

O 

le symbole b(x;S) de b en symboles homogènes d'ordre T ,  T-1, T-2, ... 

où 1 est la matrice identité d'ordre m x m. 
m 

On définit nT-l  par : 

?J 

en liaison avec X et a i ,  on définit h et A ; O h j 6 ru 
j j j 

comme suit : 

'L 
Soit T = O 

O 



On pose : 

A = a  
O O 

CL CL 
etpour O a k 6 7  -1 ; T + l S j c ~  

O k k+ 1 

'L 

A. (x,DX1) = A T  -k(~iDxl) et 
J 

O 
CL 

A.(x,Dx) = Dx - h.(x,Dxl) 
J 

O J 

Les a  et les A sont des dérivées directionnelles et peuvent être 
j j 

utilisées comme des dérivées, comme l'expliquent les lemmes suivants. 



htrne 11l . I . I  [lq -- 

I i 
(a) pour t o u t  j 2 O, il e x i s t e  ai(x,Dx,) E Lx' t e l s  que 

j-1 
j-i-1 

T I  = 1 Ci(x,DxI)Dx o r d r e  de C.  1 & i . 
i =O O 

i 
(b) Réciproquement, il e x i s t e  b . (x ,Dx, )  € Lx, t e l s  que 

1 

... A o r d r e  de d .  6 i .  
O 1 i =O 

I - 
On u t i l i s e  l a  convent ion que Ak = 1 pour k C O. 

On e f f e c t u e  unerécur rence  su r  j ; il s u f f i t  d 'exprimer l a  base  

2 -r- 1 
( I ,<o , (o ,  ...,< ) de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  de s  polynômes en 5, de degr2 

O 

6 1 dans l a  seconde base  formée p a r  l e s  symboles p r inc ipaux  des 

{ A .  , A  , . . . , A  } , j = 0 , .  . . , T - 1  e t  réciproquement ( c f .  83, [ 4 g ,  [47] ) . 
J j-1 O 

Tout opé ra t eu r  de L~ (k  e n t i e r  non n é g a t i f )  peu t  s ' é c r i r e  sous 
X 

1 l a  forme 



C'est une simple application de la partie (b) du lemme précédent. 

CaxaU&e llT.i.2 pg 

Il existe C-r-i E (I,:;~) tels que : 
mxm 

'rr 
7- 1 = C T- l (xyDxl) + CT-2(~yDxl).Al + ... + 

+ c-r-i(xyDxl)Ai-l . . . A + c AT , ... A + T 
O O - O 

T-i L-r -2 dont les éléments appartiennent à 
Lx ' (resp. 

X 
1 

Posons T = ( .T ) 
T-1 J T-1 lGi,j$m 

Donc d'après le corollaire 111.1.1 

i 
avec j~ E L X - ~ .  

D'où le résultat énoncé avec : 



O 
L . ( x , x ' ; t - 1  = a  ( X ; E ~ - A . ( X ; S ' ) ~ ~ ' )  

J 0 T- 1 J 

O e symbole principal de TT-] (x,Ds). 

Remarquons que : 
$yc:y'<* ,.,? 4 1 & @ q ; i ~ ; - ~ * >  * . *<-sT'~dt >ha* , 4 "% rrp 
&&WbBX+ p~:?k*s.&$g&&\~w# 

rT-] k ; C O  = A .  (x;Evl , C ' j  
J 

' " b  - cT-, (x;S') * c T-2 (x;S')(Aj (x;Er) - A 1 ( x ; 5 ' ) )  

En effet, rappelons qu'on a : 



C\, C\, 
pour 0 G k G - r - 1  e t  - r + l g i < - r  

0 k  k+l ' 

On a d é f i n i  : 

on a donc 

D'après l e  co ro l l a i r e  III.  1 . I  , on a 



dans chaque terme de  S 1 ,  on a 

donc on a 

On o b t i e n t  l e  lemme su ivan t  : 



Lemme 711.1.2 C461, 1471 - 

K :  
L. (x;S1) admet - (x;to = h.(x;tl) , E t )  X g 1 

At 
J s 

n (H (x; I ~ ) ) ~  
S s= 1 

comme valeur propre et pour vecteur propre associé 

1 2  hl y ~ I , . .  ,A$ t(X;~o = hj (x;~') ,cf) 

ti' X racine en 
j 5, de Hs tel que ql (SI-q2(s) > O et ql (sj > i . 

En effet, d'après L4463 et [44, on a : 

où a désigne le symbole principal de (b-iTn 1 ) 
T- 1 7 m 

et B = AH. 

D'où 
O 

n 
+ 7 X 2 - 1  

ag. ax 2 
j = O  J j 



en multipliant la matrice M.(x;S1) par la première colonne J 
1 t 

A (X;50 = A .  ,Et) = [A~, . . . ,A3 (x;c0 = h j  , c f )  de la matrice A calculée au 
1 J 

point (x;co = h  ) ,  on obtient 
j ' 

en effet, on a pour Co = h j  avec ql (s) > 1 .  

A*HA~ (x;cO = A .  ,Et) 0 
J d'après O 

L 1 1 & 
car A . A l  = A . A l  en 5, = h  d'après O et le fait que ql (s) - q2(s) > 0. 

J J j 

D'autre part : 

Donc : 

n 



On a alors pour 5 = X 
0 j 

d'après 0. 

D'autre part : 

car 

S car q > 1 (r 2 2 ) .  
j 

car AH = det HI et q l  (s) > 1 
m 



modulo Eo - 
j 

modulo 5, - h j  

modulo 5, - h j  

Donc : - - 

modulo Co - h j  

1 
en appelant Al la première colonne de la matrice A et A la première 

ligne de cette matrice 

- - l H . A l =  O modulo Co - h j  d'après 0. 
2 a g . 3 ~  

J j 

Donc en regardant les trois parties, on a bien 

 où le lemme. 

En appelant plus généralement (pour l = l,...,m) 



(3.13) 
1 e - .eKi 

el modulo 5 - X 
O j y  

S pour tout X racine en Co de H tel que q > 2 et ql (s) - q2(s) > O 
j s 

(cf. [43] , [47] , p. 1, 35, et plus généralement 

P t r o p o a i a o ~  7 17.7 . 7  ( r71)  - - 
Sous les hypothèses (A), ( B ) ,  (C) et (D) il existe un opérateur 

tel que la matrice L définie par (3.9) vérifie : 
j 

pour tout j avec hj (x;F1) racine de H vérifiant qS 2 2 
S 

et par suite 

L T-1 1 L j  ' J I  2 nolcl 1 = 1, ..., m 

avec n > O et (x;C1) E U x (IR" - { O ) )  où U est un voisinage de l'origine. 
O 



Pheuve : -- 

Il suffit de résoudre les équations 

S ( pour j tq Aj est racinede H avec q 2 2 .  
S 

(posons J l'ensemble des j vérifiant cette propriété). 

m 
Par rapport aux inconnus A (x;A. (x;S1) ,Sv) avec 

J 
m L 

AX(x;Aj (x;~') ,cf) = [(A (x;Aj(x;tl) ,E'))~], 1 6 L 6 m , 1 s k s m. 

A l'aide de l'égalité (3.10), on choisit 

Y 5 = A. (x;cl> pour j e J. 
O J  

Résolvons (3.14) en séparant les inconnues *' en lignes en 
Ak 

fixant 1 parmi 1 ,  ... ,m 

D'après O et (3.10), on a un système de (m-1)-équations 

(i = 1 ,  ... ,m avec i # e)  à (m-1)-inconnues (k = 1, ... ,m avec k # 1) 

de Cramer par hypothèse car : 



;Ke 
Donc Ak(x;Eo = h.(x;E1),E') sont déterminées pour 

J 

L Donc les r~.(x;S')]~ sont déterminées pour 1 = 1, ..., m et j E J .  
- 3  

Calculons ces quantités en utilisant le lemme 111.1 .2 ,  on a pour i 

fixé dans l,...,m 

i  où (L.). (x;E1) = 
J 1  O s 

= A. (x;S1) ,SI). 
1 J 

(~~(x;z,))~ . A l  s= 1 

D'où 

pour le reste de la proposition, ra~pelons l'expression de K I  et la 

définition de A' 
j 



Donc on a : 

l 
i 

(m-1) .t = mt - T + degré A => degré Ai = T-t 
j j 

1 
degré de K = t - 1 + 2(~-t) 1 

=2-r - t -  1. 

a 
Donc degré de (L.) = 2-r - t - 1 - (T-t) 

3 1  
= - r - 1 .  

D'après les hypothèses (B) et (C) et le fait que le degré de (Lj) 

1 est T-1. 

bf (x;S1) c U X (IR - {O)) où U est un voisinage de l'origine 

(ce type de minoration est valable dans tout voisinage compact de l'origine). 

PnuponiLLun I l l .  1 . 2  [ 6 ] ,  [7] 
n 

supposons t = 1 ,  o = 1 et Hl (x;5) = Kto - 1 aj (x)SJ 
j =l 

et posons q = ql (s) , alors sous les hypothèses (A), (B) , (c) et (D) , il r 
I existe un opérateur matriciel 



l *i T-t-1 
avec A C L  ayant  un symbole A .  i (x;S) appar tenant  à S~-t-l 

j x J X 
, t e l  que 

à l ' o p é r a t e u r  propre 

!, on a i t  un opé ra t eu r  : 

où B.(x;C) e s t  l a  p a r t i e  homogène de degré i en 5 du symbole de l ' opé -  
1 

r a t e u r  b ,  B.(x;D ) e s t  l ' o p é r a t e u r  de symbole Bi(x;S) e t  R'r-2(~;Dx) 
1 X 

e s t  l e  r e s t e  d ' o rd re  T-2, v é r i f i a n t  en posant  : 

- - 

pour 1 = 1 , .  ; x E R ; 5 '  



PRQUVQ : 

Pour s i m p l i f i e r  l e s  c a l c u l s ,  on suppose que Hl(x ; Ix)  = 1 

(on peut tou jours  s e  ramener à ce  c a s ) .  

Nous a l l o n s  démontrer l e  r é s u l t a t  p a r  récur rence  s u r  i a l l a n t  

de O à q-2. 

Pour i = O ,  l e  r é s u l t a t  e s t  dé jà  démontré pa r  l e  lemme e t  l a  

p ropos i t i on  précédents .  

D'un a u t r e  c ô t é ,  on a  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

Q B = AH = d e t  H Im = (Hl) 1, 

u ' o Ù ,  pour j = O ,  . . . , q -  2, on a  : 



a j a' 
puisque ag ax B) (x;Eo = X (x;<'),(') = O si O < j 6 q-3. 

O 
1 

Y Y 

la $ème D'autre part, en appelant 
Al colonne de A, on a 

avec Pl une matrice m x m. 

l * 
Supposons que l'on ait calculé B (x;So = hl(x;S'),St) 

(-)B (x;CO = h l  (x;E') ,tt), . . . . . . . C a 3 
(X;<o = h l  (x;gl) ,cf) tels que : 



pour 'a. = 1 ,  ..., m. 

NOUS a i i o n s  c a l c u l e r  ) k;cO = h l  ( x ;EV)  ,5'] 

de t e l l e  s o r t e  que : 

t pour L = 1 ,  ..., m. 

a j Posons N = E] L;co = h l ( x ; S 1 ) , t ) .  

On résout  d 'abord l e s  équa t ions  

L 
Nk = O pour  l # k .  

Ces équat ions  s ' é c r i v e n t  : 

e l l e s  son t  de l a  forme : 



4 
avec Ck second membre connu puisque : 

m 
A = hl(~;5'),5'] , .... . . . .. 

- A ) [x;<, = AI (x;<'),<'] sont déjà déterminés. 

Choisissons : 

a j *l 
( ( c l  Al l-j;EO = A l  (x;5'),551 = 

O 

a j *m 
= ((aS) L;E = (x;~') , ~ l ]  = O. - O 

O 

On résout alors les équations matricielles en séparant les inconnues 

a j ml 
((F) Ai ) [x;Eo = A, (x;5'),5'11 en lignes en fixant l  dans 1,. ..,m. 

O 

L'élément de la matrice N se trouvant à la l  ième ligne et à la 

i ème 
colonne s'écrit : 

On a un système de m-1 équations (k = 1, ..., m et k # 1) à 

a j m1 m-1 inconnues (-)Ai [X;~~=~~(X;E'),~'J i l  . m et i # l )  
aco 

de Cramer par hypothèse car : 

8 j ~ l -  Par suite, les (-) Ai  /x;co = h l  (x;~') ,E'IJ sont déterminés 
35 - 
O 

pour 1  = l...m et pour i = 1 ,  ..., m. 



a. 
Donc l e s  Ne sont  déterminés pour = 1 ,  ..., m. 

Calculons ces quan t i t é s .  

1 Nous avons : 

D'où en dér ivant  j f o i s  par rappor t  à Co, on o b t i e n t  : 

L 
a i + f c ! ( L ) ~ - ~  Ka. (-1 AL + (FI1) 9-1 - jp  -7 35, i=o J 'go a.,j * 

En prenant c e t t e  i n é g a l i t é  en [ x ; ~  O = ( x ; t l )  ,cg on a d 'après 

l 'hypothèse de récurrence : 

I l  r e s t e  à démontre que : 



Pour 1 = l . . .  e t  j = O,  ...,q- 2 .  

Ce qu i  e s t  v r a i  c a r  : [46 1 

D'où -(r = Ï +  (HI)  q-1 -n Q~ 

AL A l  A l  AL 

e t  en d é r i v a n t  j f o i s  avec O 6 j 6 q-2, on a 

La p r o p o s i t i o n  e s t  démontrce c a r  en composant N par  Al à d r o i t e  

1 - 
D'où N~ lx;<o = h l  (x;s ') ,s ' ]  = LX;<, = h l  ( x ; < ' ) , t l ] .  

m a q-2 * 
De p l u s ,  A (x;S0 = h l  ( x ; 5 ' ) . 5 ' ) ; .  . .; (-1 A  (x;So = h l  (x;S1).S') 

a é t a n t  dé te rminées ,  i l  e x i s t e  un polynôme A ( x ; S 0 , t 1 )  en 5 de degré  
O 



m t - t - 1  = q-t-1 dont  l e s  dé r ivées  d ' o r d r e  O , .  ..,q-2 p a r  r a p p o r t  à 5 
O 

O * 
prennent  l e s  v a l e u r s  précédentes  c a r  d  A = m t - t - 1  2 q-2 = mt-2 puisque 

Pour l a  s u i t e  de l a  démonstrat ion des  théorèmes 11.3.1 e t  11.3.2, 

on s u i t  un p lan  de démonstrat ion analogue à c e l u i  de M .  Zeman dans l e  c a s  

s c a l a i r e ,  excepté  l e  c h a p i t r e  V ,  c i - -après ,  q u i  f a i t  appe l  à de nouve l l e s  

cons idé ra t i ons  o r i g i n a l e s .  

S o i t  R '  un vo is inage  ouve r t  de R ; t o u t  opé ra t eu r  pseudo- 

d i f f é r e n t i e l  é t a n t  equ iva l en t  à un opé ra t eu r  p seudo-d i f f é r en t i e l  proprement 

suppor té  : on peut c h o i s i r  a  proprement suppor té ,  a i n s i  que b = ah 

Clioisissons maintenant O F C ~ U R + )  t e l l e  que : 
1 

0 s O, ( s )  r 1 

0 ,  ( s )  = 0 pour s  3 R + 1  e t  

Li1 ( s )  = 1 pour s  6 R 

S o i t  O2 ( s )  = 1 - O ,  ( s )  . 

n 
Choisissons une a u t r e  f o n c t i o n  $ E Co(IR ) ? o s i t i v e  é g a l e  à 1 

% 
dans un vois inage  de  { x ' ; l x l /  6 r } .  

Formons les fonc t ions  : 



Les opérateurs Y x D l  et Y 2  (x' ;Dxl) sont proprement 

O - supportés, appartiennent à Lx1 et pour x = (xO,xl) dans Q,  on a : 

U(X) = Yl (x1;DX1)u(x) + ~2(~';DXl)~(~). 

Soit 

où B.(x;<) est la partie homogène de degré i en 5 du symbole de 
1 

l'opérateur b et B.(x;D ) est l'opérateur de symbole Bi(x;E). 
1 X 

NOUS allons calculer les estimations de 1 1 /bu[ 1 1 dans les 

deux cas suivants : 

(a) pour u = Y (x';~ ,)u où Supp Yl(x;tl) C {<'I 15'1 6 ; 
1 1 X 

(b) pour u2 = Y 2 (xl;D x ,)u où Supp Y2(x1;S')C (5'1 15'1 ) R ) .  



C H A P I T R E  I V  

E S T I M A T I O N  DE 1 1 1guI 1 1 ( ET FORMULES D l  I N V E R S I O N  DE LAGRANGE 

POUR DES FONCTIONS DE PLUSIEURS V A R I A B L E S  COMPLEXES. 

'L 
§ 1 - E n i i m a t i o n  de, I l l b u l l l / .  

On a  beso in  desdeux lemmes s u i v a n t s  : 

Lemme 1V.I.I p8] 

n 
So ien t  s e t  s '  deux nombres r é e l s  t e l s  que s '  < s e t  - - * ' < s  

% 
a l o r s  pour chaque E > O,  on peut  c h o i s i r  T  e t  r t e l s  que 

t 
u s  '< E U  pour u  = (u1 ,..., um) avec u. 1 s H s (fl) où 

'L 
f i =  { x  = (x , x l ) ; ( x ' (  G r e t  O C  x  G T I .  

O O 

1 C f .  F. Trèves r251 (Théorème 0.41) .  - - 
Lemme, 1 v . 1 . 2  r l fg  - 

i Y 1 r-2) Soien t  R E (Lx)mxm y G T - 2 + -  e t  S C  (Lx 
mxm 

l a l o r s  s i  l ' e s t i m a t i o n  du théorème 11.3.1 e s t  v r a i e  pour b  : 

1 e l l e  s e r a  a u s s i  v r a i e  pour b + R + S. 



donc dl 1 I"l 1 1 1 6 cl 1 1  (b+~+~)ul 1 1 + cc31 1 lu1 1 1 
T-2+ - 

1 
T-2+ - 

4 4 

et pour d suffisamment grand (d > cc3), on a 

d'où le lemme. 

Soit Y l'opérateur pseudo-différentiel défini ci-dessus. 1 
'L 

Soit b(x;Dx) = B,(X;D~) + BT-l(~;Dx). 

Supposons que x = O soit rion caractéristique à l'origine relati- 
O 

'L 
veillent à b. Alors il existe une constante C indépendante de u telle que 

'L - 1 
pour r, T et d suffisamment petits, 



Puisque Y1 ( / t l l )  a  un support  compact dans { c f ;  15' 1 < R + 11, 

on a  : 

03 

e t  Y i  E Lx' de symbole Y l ( l ~ ' I )  [18]. 

'L 
Cela nous permet de p e r t u r b e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de b .  

En n o t a n t  ( c f .  Gg) : 

a l o r s  



On choisit les b' réels d'ordre j tels que BT(Xi~X) ait 
7,j 

des caractéristiques simples (cf. C.R.A.S. t. 282, Série A, p. 1199-1201, 

Note de M. Shiota) . 

On applique alors le résultat suivant dû à Calderon [28] relatif 

aux opérateurs à caractéristiques simples. 

alors (4.1) implique que : 

D'où d'après (4.2), on obtient : 

En choisissant d assez grand pour que d > C2 et en appliquant 

le lemme IV.1.2, on absorbe le 2ème terme du membre de droite de (4.3) 1 

dans le premier et on obtient : 

Par une légère modification du lemme IV. 1.2, on peut remplacer 

B~(x;D~) dans (4.4) par B (x;Dx) + (x;DX) sans chanzer l'estimation. 
T 

D'où : 



§ 2 Fokmuleh d ' i n v e ~ i o n  - de La,qkange : l e  poblème loca l .  

Lemme I V . 2 . 7  Cl1 - 
1 Considérons les deux équations suivantes : 

où f et g sont analytiques à valeurs complexes définies dans un voisinage 

2 
du polydisque fermé P C C de centre (0,O) et de rayons a,b. 

Soit Y (resp. N) la borne supérieure de 1 f ( x ,  y) 1 (resp. 

Ig(xYy)l) pour 1x1 = a  et l y l  6 b (resp. 1x1 6 a et l y l  = b) alors 

il existe deux fonctions déterminées de façon unique u(s,t) et v(s,t) 

analytiques pour 1 sl < a et 1 tl < b 
/M /N 

telles que (u(s,t) ,v(s,t)) tz P : 

pour (s,t) dans le polydisque Q défini par les inégalités précédentes 

et telles que : 

u(s,t) - sf (u(s,t) ,v(s,t)) = O 

v(s,t) - tg(h(s,t),v(s,t)) = O  dans Q 

De plus soit : 

et soit h(x,y,s,t) une fonction analytique arbitraire dans P x Q alors 

on a : 

pour (s,t) c Q, où C est la valeur pour x = y = O de la foncrion : 
m,n 



I e t  03 l a  s é r i e  q u i  f i g u r e  dans l e  membre de d r o i t e  e s t  convergente dans Q. 

Notons que C dépend de s e t  de t ,  l o r s q u ' i l  en e s t  a i n s i  
m,n 

de h.  

si 1 s 1 < aln 9 on a  s u r  l e  c e r c l e  1x1 = a  l a  majorat ion 

Donc, en ver tu ,  du théorème de Rouché, l ' équa t ion  el a une 

rac ine  simple e t  une seule  o ( s ,y )  analy t ique  t e l l e  que 

e '  : w(s,y) - s f  (w(s,y) ,y)  = O 
1 

Soi t  maintenant l ' équa t ion  : 

b 
Si  1 tl < , on a  s u r  l e  c e r c l e  I y l  = b l a  majorat ion 

donc en ve r tu  du théorème de Rouché, l ' équa t ion  e '  a  une rac ine  simple 2 

e t  une seule  

Y = v ( s , t ) .  

D'où 



Soit y et 6 les circuits & --t a e if3' 

0'--+ b e  i& 

dans C (O Q @ G  2 ~ ) .  

Considérons l'intégrale 

Soit : 

d'après le théorème des résidus, on a : 



D'où 

1 = (2i-7~) 2 h ( u ( s , t )  , v ( s , t )  , s , t )  . l i m  y - v ( s , t )  - 
a f 

p - s  < u ( s , t >  , v ( s , t > ) l  - y-+v(s,t) y - tp(w(s ,y)  ,Y)  

Donc 

En o u t r e ,  on peut  é c r i r e  pour : 

e t  pour l y l  = b 



Ces séries sont normalement convergentes puisque : 

1 - - 1 h(x,y,s,t) 
2 dx 

(2in) (2 in) 

avec 

On sait d'après l e  théorème de Cauchy que : 



1 en appliquant une 2ème fois le théorème de Cauchy, on a : 

avec 

Ce résultat se généralise à un nombre p = n2 de variables de la 

manière suivante : 

r- 2 
Considérons les n équations : 

L 
e. : x. - w.f.(xl ,..., x 2 )  = O avec 1 & i a n 
1 1 1 1  

n 

2 
où f. pour 1 6 i S n sont analytiques, à valeurs complexes définies 

1 

dans un voisinage fermé de 



S o i t  M. l a  borne s u p é r i e u r e  de  1 f i ( x l , .  . . ,X 2) 1 pour / x i ]  = a .  
1 

n  1 

e t  1x.l 6 a  pour i # j 
J j 

2  a l o r s  il e x i s t e  n  f o n c t i o n s  déterminées  de  façon unique 

ai(w1 ,. . ,w 2 )  a n a l y t i q u e  pour : 
n  

nL a .  
1 pour (wl ,  ..., w 2 )  E Q = Ii B ( 0 ,  

n  i = l  M) 
1 

De p l u s  s o i t  

e t  s o i t  h ( x l  ,. . . ,X 2,W1,.. .  , w  2 )  une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  a r b i t r a i r e  dans 
n  n 

P x Q a l o r s ,  on a  : 



1 pour (wl, ..., w 2 ) & Q  où c est égale à 
D,,....P * 



CHAPITRE Il 

* 

VECOE~PciSI T10hi  DE % EN LIN PROVUIT DE COE1POS7TlON D ' OPERATEUE3 PSEUDO- 

D I  FFERENTI ELS EIAT??l C I  ELS 0' ORDRE 1  MODULO DES TERMES D ' ORDRE 

1  n  
C 4 r-1 - - LORSQUE t = 1, o = 1 E T  H1(x ; 5 )  = u . (x )< . ] .  4 i = 1 J J 

- 

% 
Ce c h a p i t r e  c o n s i s t e  â remplacer b (x  ; D ) = iTB (x ; Dx) + 

X T 

. T - 1  
1- B (x ; D ) par  un p rodu i t  de f a c t e u r s  m a t r i c i e l s  d i f f é r e n t i e l s  e n  x 

-r- 1 X 0 '  

e t  pseiido--di£ £ é r e n t  i e l s  en x'  du 1 e r  o r d r e ,  2 ? a r t  i e s  pr i -ncipales  s c a l a i r e s  

1 
modulo des termes d ' o r d r e  $ T - 1 - -- . 

4 

On u t i l i s e  une méthode analogue 2 c e l l e  p r é sen t ée  pa r  S .  p'izohata 

e t  Y. Ohya Cl 11 , pour l ' é t u d e  di1 problème de Cauchy à ca rac t é r i . s t i ques  mul t i -  

p l e s  e t  ~ é n é r a l i s g e  aux systèmes dans [1+6] e t  l a  r éduc t ion  du c h a p i t r e  III. 

'L 
Avant de remnlacer b  Dar un p rodu i t  de f a c t e u r s  du premier o r d r e  modulo un 

opé ra t eu r  de  (L T-1-1  /q  on i n t r o d u i t  d 'abord l e  module V s u r  l ' anneau  
X 'mx,' 

- 1 
A des  opé ra t eu r s  de l a  forme C = C' 1 +C" avec C '  c L' e t  C" i (Lx' )mxm m x 1  

a s s o c i é  à l ' o p é r a t e u r  

V e s t  engendré pa r  l e s  opé ra t eu r s  monomes formés de l a  manière s u i v a n t e .  

(1 )  
On d é c r i t  d 'abord l e s  opé ra t eu r s  qu i  engendrent V . Ce son t  l e s  o p é r a t e u r s  

T l  

(*) O<, a .  . e s t  un opé ra t eu r  pronrement suppor té  a r b i t r a i r e  de a  - 
i j  a . a  

1 j 
1 J  

1-111- i j ' r i j ,  
(Lx 1 avec r . .  = m n r . , r ,  i pouvant ê t r e  éga l  2 j avec 

' rnxm 11 1 l 

1 i ,  T on n o t e  c e t  ensemble d ' o p é r a t e u r s  géné ra t eu r s  V '  
(1)  

O '  

(1, 
v ( ~ )  e s t  formé un peu différemment pa r  r appor t  3 V . Un oogratei i r  

(2) 
v2 E V' (2)  (ensemble d ' o p é r a t e u r s  engendrant  l e  modulr V e s t  de l a  forme : 



1-l/riyr. 
('1 et b e ( L ~ ~  

1 
où VI ' V' est proprement supporté 

i,2 'mxm 

(2) 
(1 ,< i -< T ). v(~) est formé de la même manière que V . v3 E V' (3) est de 

a 
v 

2 
1-l/riyl/r. 

- (2) et bi,3 E (L~' 1 la forme : - - (***) oG v2 E V' V3 bi,3 ai )mxm 

est proprement supporté (1 i 5 T ). On forme ainsi V' (4) (5) ,..., v 1 (T-1) 

a 
1-l/rij ,rij 

(*) a.. est de la forme C = C'I +Cf' avec C' E Lx, et 
1J m 

sont de la forme 
1-llr. $r. 

1 1  
avec c' E L et x ' 

o,r. T- 1 
1 

c" D (Lx, Imxm . Finalement soit : V' = u V' 
(k) 

k= 1 
V est le module engendré par les opérateurs de V' sur l'anneau A modulo ; 

des termes appartenant à on va remplacer 
'mxm, 

'b T -r- 1 
b = i B ( x ; D ) + i  BT-l (x ; D ) par un ~roduit de facteurs du premier 

T X X 

1 ordre. 

Remmque 1 .  Ceci fera l'objet de la proposition suivante, dont une - 

1 partie sera démontrée sous une hypothèse de commutativit6 qii'on précisera, 

1 cette commutativité sera démontrée dans le cas a = 1, t = 1 et 

Pno!~on&on V . 1 . I  [7]. Soit u = ql2(x1 ; D ')u OC 
2 X 

supp $?(XI ; 5 ' ) C  i 5 '  ; 15'1 ? RI et u r r [cm(il)lm alors sous les hypothèses 
O 

T-1-Ilq 1 
T - 2 )  

oii T E (Lx est un élément du module V, R r (Lx mxm 
mxm 



O x ;  5 '  = , l ( x ; ' ) . I  avec pi,lE s lorsque r. > 1. 
rn x ' 1 

k 
u;, 1(' ; - Pi, l(x ; 5') + 0 

V(x ; 5') € I2xS 
n- 1 

5' 
lorsque r. > 1 et j # k 

1 

Démonstration : 

On a d'après (3.7),  ( 3 . 8 )  et (3.15) 

on utilise la proposition iII.1.1. et la définition 111.1.1. et on construit 

a vérifiant @ telle que : 

vx ê: n, Vt' , vl # k et v j  = l,...,T avec r. , 2 
O J *  

v j  = 1, ..., avec r ,  2 2 
0 . I  



pour tout j r J, (rj ) 2) on pose : 

et plus généralement : 

'b 'b 

+ eo(x ; 5 ' )  (co - -(t0 - A l ?  

T-j) avec e . ( x  ; 5 ' )  E (SXi mxm ( j  = 1 , .  . . , T ) .  
T-J  

Factorisation de 

7 

% 

en posant - h (x ; 5 ' )  1 .  On cherche les "racines" en de PT. 
O 



Puisque e ( x  ; 5 ' )  e s t  homogène d ' o r d r e  T-j : 
T- j 

posons  : 

posons 
50 

= X 1 + V avec  V une m a t r i c e  mxm e t  r é s o l v o n s  (5 .4)  e n  V .  
i m 

On a a l o r s  : 

Rmmque 2.  S i  on p r e n a i t  e a: 1 (5.5) n ' a u r a i  t pas d e  
m ' 

s o l u t i o n s ,  on v a  donc s e  p l a c e r  dans  un " s u r  anneau" de m a t r i c e s  dans l e q u e l  

il y a u r a  d e s  s o l u t i o n s .  



Développons maintenant l e  deuxième membre de  (5.5).  

p.p = première p a r t i e  du 2ème membre. 

d.p = deuxième p a r t i e  du 2ème membre. 

Comme A . - A k  e s t  s c a l a i r e ,  on a  : 
1 

~ 

avec V une matrice mxm e t  f 
T - ' r  . (X ; y), . . O , £  1 ( ~  ; , ' ) . f 0 ( x  ; ,') = 1 

1 

sont  s c a l a i r e s .  

avec j , g T - 3 , . . . ,  g matrice mxm. De plus f .  c (Sxl )  e t  
O J 

j 
g .  E (Sxl)mxm. 

1 
J 

v soit V I  = et 5 "  = - E ' a l o r s  

15'1 lt'l 



I 
l 

avec 

! 

Lemme V . 1 . 1 .  [7]. 
I 
I Considérons l a  ma t r i ce  mxm : 

l l r .  
1 w a l o r s  [ $ i ( ~ '  ; x , ~ " ) ]  e s t  de c l a s s e  C ( B ( O , E ) X ~ ~ X ? ~ - ' ) .  



Démonstration : 

Montrons que #i 
e s t  b i e n  d é f i n i e .  Plaçons-nous dans l ' a l g è b r e  

normée des  mat r ices  c a r r é e s  mxm. S i  r. > 2 e t  s i  l e s  cond i t i ons  (A), (B),  
1 

(C) e t  (D) sont  v é r i f i é e s  a l o r s  pour 1 IV' I I  r c0 avec E as sez  ~ e t i t ,  l e  
O 

1 déterminant  du "numérateur" e s t  borné infer ieurement  puisque c ' e s t  un polynôme 

à m2 indéterminées {v '  f }  = v1 dont l e  terme cons t an t  e s t  
J l,<ism 

1SjSm 

1 ( ) m ( ~ ! ) m  o0 dans 12 e t  de  degré t o t a l  (r-1) x n en  V'  . 
1 

l De même pour 1 I V '  I I  d E,, avec E assez  p e t i t  l e  déterminant  du "dbnomi- 

! 2 
nateur"  peut ê t r e  borné infér ieurement  puisque c ' e s t  un polynôme à m indé- 

terminées {v '  = V' dont l e  terme cons tan t  e s t  
j  l s i sm 

1s jgm 

1 Il e s t  a u s s i  borné supérieurement .  

Donc l e  s p e c t r e  o de l a  matr ice mxm, ' ; x e s t  contenu 

n 
dans B: . 

On peut t rouve r  une demi-droite d ' o r i g i n e  O e t  notée OX t e l l e  
1 /ri  

que o ($i(V' ; X, E")) C C \ OX = 0. Soi t  z une des  r .  détermina- 
1 

t i o n s  ana ly t iques  dans 0. 
1 / r i  

Alors  z c V ; x ) )  dlaprEs l a  d é f i n i t i o n  de F (T)  au 8.2 
1 /ri 

c h a p i t r e  1 e t  donc on peut d é f i n i r  [4ii(v1 ; x ,  E ' l ) ]  d ' ap rè s  l e  

I théorème 1.2.7. pa r  l a  formule : 

où B e s t  l e  contour  formé par  un nombre f i n i  d ' a r c s  de Jordan r e c t i f i a b l e s  

I su ivan t  : 



B é t a n t  l a  f r o n t i è r e  d'un ouvert  contenant u ( $ .  (V' ; x,S1'))  (B dépend de 
1 

(V1 ; x,S1')) .  Montrons que : 

avec 

en e f f e t  : on u t i l i s e  l ' e x p r e s s i o n  * e t  on s e  p lace  au  vo i s inage  d'lin p o i n t  

O O O 
(v" ; x ,<"0) ,  a l o r s  on peut t rouve r  un vois inage  V de (v'O ; x ,<" ) 

O 

e t  un contour  B t e l  que l ' o n  a i t  : 
O 

V(v l  ; x,<")  E V e t  B é t a n t  l a  f r o n t i s r e  d'un ouver t  contenant  
O O 

(En u t i l i s a n t  l e  théorème de Rouclié e t  l e  théorsme des fonc t ions  i m p l i c i t e s ,  

on peut montrer que : 

U ( $ ~ ( V '  ; x,S")) e s t  compact). 
(V' ; L! , g1 l )~Vo  



Matrice des cofacteurs de z1 -$. 
m 1 

-1 - D'autre part, comme [ZI - et 
m det [zl-ili] 

~nf{[det(zI-$~)I ; z F Bo et (V' ; x,C1') E V O 1 > O on a : 

pour la norme de la convergence uniforme des matrices mxm dépendant de 
1 Iri 00 

(z,v' ,x,~~') E B ~ X V ~ .  D'OÙ [$i(~' ; x , ~ " ) ]  E C (VE,Q,sn-l) d'après le 

théorème de dérivation r l ~  T,eh~e@ie sol-1.s le skpe  int6eral. n'oii le lemme. 

D'autre part ' i est une matrice de fonctions analytiques en V' 

( 1  lv'll < E ) .  

D'après le même type de raisonnement que précedemment [2], [3] 

l/r. 
1 

(ili) est aussi analytique en V' . ( 1 IV' 1 1  < E ; fonctions analytiques 

2 
à m variables). Donc le deuxième membre de (5.5) est donné par : 

\ 

kfi 



Lemme V .  1 . 2 .  ( [7], [18]). 

Le deuxième membre de l'équation (5.5) d'inconnue V' se réduit à 

l'équation matricielle en V' ; V' E B ( C , s )  : 

1 j s r .  où w j  est une racine r. ème 
1 1 

de l'unité , dont la solution est 

Ide la forme : 

j vérifiant (5.2) pour 1 ( i < r , 1 C J S  r., r. > 1 et k = 1. /avec u 1 1 

Démonstration : 

Nous allons appliquer les résultats du lemme IV. 2.2. Dans le 

2 lemme IV. 2.2, si onprend : w.  =(I)  pour 1 d i S  n o n a :  
1 

2 Soit h.,(xl,...,x 2 y ~ )  = X. pour 1 É i' S n . Déterminons pour ces 
1 

n 
1' 

O 
fonctions les coefficients de w et de o 

1 

K = 1 => l'un des 
Pj 

est égal à un, les autres sont tous nuls : 



2 
i' é t a n t  f i x e  avec 1 < i' d n , on a donc 

c = f . ,  (O,.  . . ,O) 
P l 9 " ' > P  2 1 

pl+ . .+p  = 1 n  
n 

D'où : 

Revenons à no t r e  équat ion  : 

W 
J 

a l o r s  : posons w = - ---  ' 1 / r i  
15' 1 

La s o l u t i o n  s e r a  notée : 



Déterminons Vi , ; notons 

a i' - =  
A f .  ' (O,.. . ,O)w + . . . . ; 7. 

comme i l y a  égalité des développements, on a à droite et à gauche de l'égalité 

le même coefficient en w. n'où a = f.,(0,0,...,0) et donc avec nos 
1 1 

notations, on a : 

pour r. 3 2. D'où : 
1. 

On pose : v-i - 
i,k - 'i,k J k  on a alors 

et on pose : 



 autre p a r t  s i  r .  > 1 e t  k = 1 
1 

j  - t e 
' i Y l  - ' i , l  

j + v 0 = v. pour j # t. 
1 9 1  1 9 1  

S i  l e s  A!') pour 1 r i s r e t  1 r j c r .  cornmutent e n t r e  e l l e s  
1 0 1 

deux à deux a l o r s  : 

(j'(x . en  posant D. y C0Y5') = Eo-Ai ( ; pour t o u t  
50 

appar tenant  à 
1 

l 'anneau  A des  mat r ices  engendrée par  l e s  A .  ( )  x  ; )  e t  l e s  mat r ices  
1 

s c a l a i r e s "  a ( x  ; C 1 ) - 1  . 1 m 

Démonstration : - 
Rappelons l e  théorème su ivan t  s u r  l e s  polynômes à une v a r i a b l e  

( r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  e t  l e s  r a c i n e s ) .  

s o i t  P(X)  = a xn+a xn-l + .... + n un élernent de C[X] de degré 
n  n- 1 O 

n  1 .  Soient  r r  . r l e s  r a c i n e s  de P, chaque r a c i n e  é t a n t  é c r i t e  
n  

... un nombre de f o i s  égal  à s a  m u l t i p l i c i t é .  Soient  a  , a 2 ¶  y a l e s  fonc- 
n  

t i o n s  su ivan te s  d é f i n i e s  à p a r t i r  des  r a c i n e s  



~6finissons les polynômes suivants en 5 : 
O 

'L % 
P I ( <  ! = (Co - h l  J,)(tO-A2 lm) 
3 O 

2 'L 'L 
'L <L 

- - 
F'o 

- E h  1 - A  1 5  
0 2  m 1 m o  + Alh2 Im 

- 2 'L % ( b  'L 
- Co - A  2 m o  1 5  - A  IF, + . \ A  1 1 m o  1 2  m 

'L 

car A est scalaire et donc on a : 
1 



t-a 
D 

r'l - 
D 

I 

hl O 
w 

H 
E 

n - 
2$ 

hl' 

?5 



où chaque racine A .  1 étant comptée avec sa multiplicité r 
J m j 

. T Posons M(x ; ~ ~ 9 5 ' )  = 1 MI(x ; Co,<'). Donc : 

T 

avec P;(Eo) = 1 
m et Pi (Sol est de degré (j-1) par rapport à . D'où : 

50 

/ \ 

-r-P termes p+l 6 j -r. 



Donc on peut écrire : 

avec : 

T 
a = [O;+' + ie o - ie] 

T - 2  O  1 1 

Pour la factorisation de MI(x ; E o , [ ' ) ,  on définit la famille suivante : 

i 
P = { X  avec 1 et 1 r i  avec l , i p < ~ }  

j CI 1 P 



Nous allons surtout expliciter la première étape de la factorisation 

et expliquer pourquoi le lemme est satisfait. 



R I  é t a n t  indépendant de 50 (de degré O par  r appor t  à < ). Par hvpothèse 
O 

M1(x ; u l , c l )  = O. D'oG I< ' O. 1 - 

Donc on v i e n t  de v o i r  que 

Faisons l a  deuxième é t ape  . 

O r  (LI -u ' )  pour p # p' e s t  i n v e r s i b l e .  Donc (x,p2 ; 5 ' )  = O e t  
P P 1 

d ' a p r è s  l e  même procédé, s i  on pose 



e t  donc, d ' ap rè s  c e  q u i  précède,  on a  : 

e t  comme Q1(x,p2 ; 5') = 0, R, é t a n t  de degré  pa r  r appor t  à 
L Co e t  

donc cons t an t  p a r  r appor t  à Co,  on a  : 

Ceci nous donne Ql(x,Fo,E' )  = Q2(x i E0,5') (E0-li2) 

2 
Ides a .  on t  une exp re s s ion  e n  fonc t ion  des  a l  e t  

" 2 
analogue déca l ée  

1 j 
1 

d 'un r ang  à c e l l e  q u i  donne l e s  a .  en f o n c t i o n  de a e t  I e t  donc 
J P  1 

on v o i t  que c e  procédé marche b i e n  grâce au f a i t  que P - , e s t  i n v e r s i b l e  
P P 

pour p  # p' . 
D'ou en  r é p é t a n t  l e  procédé ï - 1  f o i s ,  on a l e  lemme énoncé. 

Lemme. 11. 7 . 4 .  [7]. --- 
- n 

I.orsque o = 1, t == 1 e t  1I (x ; F !  = IF, - F  
1 

a .  F, .] , a l o r s  1 e s  
J J  O j-1 

m a t r i c e s  h i i )  ( j  = 1 , .  . . . , commutent deux 3 deux. ne p l u s  l e  dPveloppement 

(5.8) de A ] ( j )  possi.de l a  p r o p r i r t é  ( 5  . R )  ' [cf. l a  démonstrat ion ci-apri.s]. L 



Preuve : 

Rappelons que d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  TIT.1.2 l e s  ma t r i ce s  

commiitent e n t r e  e l l e s .  

D'après  l e s  c h a p i t r e  1, II e t  III, on a  : 

avec 

On no t e  (1)  
h l  

, . . . . , h ( ~ )  l e s  ma t r i ce s  c a l c u l e e s  dans l a  p r o o o s i t i o n  V. 1 . 1  1 

annulan t  l e  polynôme 

O O 
où s T ( x  ; F0,E1) e t  n  ( x  ; 5 , E 1 )  dés ignent  respect ivement  l e s  symboles 

T- 1 O 

p r inc ipaux  de r T ( x  ; DX) e t  n ( X  ; D ). On a  : 
T -  1 X 

Les ma t r i ce s  
e l ' * - * y e  

son t  d iagonales  d ' apz r s  l a  p r o p o s i t i o n  TIT.1.2 
q- 1 

donc e , e l ,  ... , e  comrnutent e n t r e  e l l e s  deux à deux. On a : 
O q- 1 



H 
E 

Id' 
Ci 

n - 
IAr 



e s t  dans l e  vo is inage  de O. S o i t  une d6termina t ion  de  f ( z )  = ( l+z) ' / '  dans 

l e  p lan  complexe C p r i v é  d'une demi d r o i t e  IZ' 

f (T) = (lm+T.) 'Iq e s t  a l o r s  donné par  (cf [3]) 

S T désigne l e  s p e c t r e  de T ,  V(X) l ' o r d r e  de A .  
P 

D'ou (5.6) s ' é c r i t  
j 

e n  supposant que V '  commute avec e ' ( x  ; , y V ! ,  on a d ' ap rc s  l e  lemme V.1.2 
O 

l e  développement su ivan t  d e  V '  

h i d e n t i f i e  a l o r s  membre à membre l e s  c o e f f i c i e n t s  de cliaque / F '  l - k l q  . 



(k = 1 ,...., ). 
- 1 /q 

c o e f f i c i e n t  de 16' 1 

c o e f f i c i e n t  de 1 cl / - 2 / q  

e '  
j 111  i q-2 1 - j  V; = w ( e '  ) 

V; = ( e i - l  q- 1 q e ' 
q- 1 

c o e f f i c i e n t  de 1 1 -3/<1 

c o e f f i c i e n t  de 1 <' I - ~ / "  



k quelconque E I I l  coefficient de 1 1 1 +/q 



la, 
ç 
.ri 
& 
k 
a, 
u 
\a, 
a 

.rl 
u 
a 
7. 

la, 

V) 
a, 
k 
P 
la, 
bO 



f(V') est une composition de 2 séries. La série résultante converge pour 

Donc elle converge en particulier pour 

Donc la série converge en particulier pour : 

e ' e ' -1 12 
1 I V '  1 < ?fin('( q- ' XCQ su2 ) ( s u  e - 1 )  ,....., 

cl- 1 q - l x a n  q- i  

(le minimum est pris sur tous les Sup # 0). 

f(V1) est une série dont le terme general c V" est majoré en norme par le 
P 



F ( 1  I V '  1 )  e s t  une s é r i e  e n t i è r e  de rayon de convergence R avec 

S o i t  O < r '  < r e t  FI = sup F' ( 1 v 1  1 ) a l o r s  
1 I V '  1 ]sr '  

Y 
O < C 1 a -  . Posons 

1 P 
3- 

Y 
C = -  

r 1 P 

Les C sont  l e s  c o e f f i c i e n t s  d 'une s é r i e  e n t i C r e  F( 1 I V '  1 1) qui e s t  une 
P 

s é r i e  majorante  de f (V1) .  On calculeimmédiatement l a  somme de l a  s é r i e  F : 

F ( I I V ' ~ \ I  = 
M 

pour v < r . 
1 - I Iv'lI r ' 

s ' é c r i t  

c e  q u i  nous donne 



D'où 

D'apes l ' é q u a t i o n  ( 5 . 9 ) ,  l a  s o l u t i o n  1 I V '  1 1 d o i t  s a t i s f a i r e  

1 I V '  1 1  (0) = O. Donc l a  s o l u t i o n  q u i  s a t i s f a i t  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  donné pa r  : - 

Cet t e  s o l u t i o n  e s t  ana ly t ique  au vo i s inage  de  x = O e t  son rayon de conver- 

r ' 
gence e s t  - 4M . On pose : 

Sa s é r i e  r e p r é s e n t a t i v e  e s t  une s é r i e  majorante de  l a  s o l u t i o n  

c a r  s i  l e s  Vi sont  donnés par  d e s  formules de récur rence  du type  : 

V i  = Qk(C 1 Q k  polynôme de degr6 k), 
P 

l e s  11' sont  donnés par  l e s  formules : 
lc 

[Remahque 4 .  

On a e n  p a r t i c u l i e r  



D'où l a  convergence des s é r i e s  pour 1 6' 1 as sez  grand. D'après 1' expres s ion  

de ces  s é r i e s  : l e s  termes généraux s o n t  des  combinaisons l i n é a i r e s  f i n i e s  de 

puissance  d e  e '  à c o e f f i c i e n t s  s c a l a i r e s .  On e n  dédui t  que l e s  
O 

j  = l q )  s o n t  des  ma t r i ce s  commutant e n t r e  e l l e s  deux à deux, d'otï 

l e  lemme. 

Rernmque 5. 

Pour l a  fi-n de l a  démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  V.l . l  e t  pour l e s  

démonstrat ions des  lemmes e t  des p ropos i t i ons  du Chapi t re  V I  q u i  vont nous 

'b 

s e r v i r  à é t a b l i r  l ' e s t i r r ia t ion  de / 1 1 b ul 1 1 dans l e  cas  (b) e t  l a  f i n  de l a  

démonstrat ion des  théorèmes 11.3.1 e t  2 1 . 3 . 2 ,  nous f e rons  l e s  c a l c u l s  s ans  

l e  mentionner à chaque f o i s  sous l e s  cond i t i ons  su ivan te s  : 

. Cas généra l  : 1 6 i d T e t  1 5 j < r . .  En p lus  des  hypotheses 
CI 1 

(A ) ,  ( R )  , (C) e t  (O) l e s  démonstrations s e r o n t  e f f e c t u e e s  sous 1 'hypothèse 

supplémentaire  s u i v a n t e  : 

On suppose : 

f 

I f  j  ( x  ; 5 ' )  = v ' - i  
' i ,k (X ; c ' )  lm pour k = 1 ,  r - 1  avec i.,k 1 . 

f 

O 

1-I x ' 
*x l e s  V' (x ; E ' )  commutent e n t r e  eux deux à deux pour 

i , k  

n 
. -- Cas o = 1 ,  t = 1 e t  H (x ; 5) = cco - >: a (x)*F. 1 .  I.es c a l -  -- 1 

Y= 1 Y Y 

c u l s  dans ce  c a s  l à  sont f a i t s  sous l e s  hypothese ( A ) ,  ( R ) ,  (C) e t  ( D ) .  fi e s t  

t ou jou r s  s a t i s f a i t e  dans c e  ca s  d 'après  l e s  c h a p i t r e s  precédents .  



Rmmque 6 .  

Dans le cas +néral, 1 s i I T et 1 6 j 5 r. et sous les 
O 1 

hypothèses (A),(R),(C),(D) et ff , nous avons aussi les résultats énoncés 

par les thgorèmes 11.3.1 et 11.3.2 

% 
Décomposition de b. 

Q %  
b = v + T + R  avec 

(matrice mxm) 

T-1-l/q) 
T E: (Lx et appartient au module V mxm 

C'est une conséquence directe du lemme V.1.5 et de la proposition 1.1.1. 



C H A P I T R E  VI 

Dans les paragraphes 5.1 et 5.2 du chapitre VI on va supposer 

i 

que u est de la forme u = IV~(X ; Dx,)u où 
2 

E S T I M A T I O N  D E  1 1 1; ul 1 1 Iitih/S L E  CAS (b) ET F I N  D E  

LA DÈMONSTRATION D E S  THÈORÉMES 

supp IV2(x i 5') C {5' ; 15'1 > RI (cf. p.59 et 60) 

Pour simplifier les notations, on écrira u au lieu de 
U2 ' 

Avant d'aborder la démonstration de l'estimation, on va présenter 

quelques lemmes techniques dont nous avons besoin pour la manipulation des 

'L 
facteurs du premier ordre composant ~ r .  C et k désigneront des constantes qui 

peuvent varier au cours d'une démonstration mais qui seront toujours notées C,k. 

L m m e  VI. 7 . 1  (Cl81 ,[71) 
( j )  l'opérateur de symbole : Soit ai  

k 1- - 
j 

* .  r. 
iLi;o-hi(x ; 5'11 = i(to-hi(x ; 5')Im- 1 vJ (X ; E')/E'I 

k= 1 i,k ' 1 

1 j (X ; 5') E (Sxl)mxm. O Alors : 
où hi(x ; 5') r Sxl et Vi,k 

-l/ri,r 1-1 /ri,r. 
(a) pour tout a(x ; Dx, ) (L~' 4 b(x ;Dxl) (Lx' 1 i 1 

mxm ' )mxm 
o,r. 

existe C(x ; Dx,), d(x ; D , )  éléments de 1 

(Lx* )mxm tels que : X 



-w l 

où M r (classe des opérateurs d'ordre -a) et k # 1. 
H 

l 

o,r. 1 1  ri 
1 (b) Pour tout a' r (l,x, )mxm et b' E (Lxi i ' 

'mxm 
il existe c',dl 

o,ri 
éléments de (LX' )mxm tels que : 

'L c',rij % 1 ,rij 
(c) Pour tout a r (Lx' )mxm 9 b r (Lx' ),,, , il existe 

09rij 
E (Lx' Imxm oti r = plus petit multiple commun de r. et r i j 1 j 

tels que : 

'L - w 
où M (Lxdrnxm et i # j. Tous ces opérateurs sont choisis proprement 

I supportés . 
1- 

Démonstration : 

Preuve de (a). Pour résoudre l'équation (6.1) on doit trouver 

C(x ; Dxi) et d(x ; Dxl) tels que : 



avec d(x ; Dx,) satisfaisant l'équation 

connu. Le symbole du ler membre de (6.3) est : 

Donc la résolution de (6.3) consiste à chercher d(x ; 5') tel que : 

( 6 . 4 )  Y 1 ,a e k 
L a !  d(x ; S v )  [D~, [Ai(x ; 6' - ; 5')1] % h(x ; 5') 

X a 
-m 

où désigne l'égalité modulo ('x' 'mxrn' 

e Le calcul de d(x ; 5') est rendu possible car V. - V k 
est 

1,1 i, 1 

une matrice diagonale inversible pour (x ; 6') E nxsn-l 
5 ' si r . > 1  

1 

et l # k. 

Ce calcul se fait de façon standard (cf. cours sur les opérateurs 

pseudo-diff érentiels [4 11 ) . En notant : 

+ * 
O 1- j  /ri 

d k et hk E (sx, )mxm; puisque hf-h: = . I 



e t  on détermine l e s  a u t r e s  termes p a r  récur rence  s u r  k .  I l s  son t  de l a  forme 

+ combinaison l i n é a i r e  de dé r ivées  de  do ,d l , . . . ,dk-* .  

Preuve d e  (b) .  La preuve d e  (b) e s t  analogue à c e l l e  de ( a ) .  

Preuve d e  ( c ) .  La preuve d e  (c) e s t  analogue à c e l l e  de ( a ) ,  

mais i c i  : 

s o i t  r l e  plus  p e t i t  mu l t ip l e  commun de r .  e t  r : 
i j 1 j 

Le r é s u l t a t  obtenu dans ( C )  e s t  p lus  f o r t  pa rce  que (k) d i f f è r e  de  a ce 1 
a i  j 

par  un terme du premier o rd re  puisque : 

A.(x ; 6 ' )  - A.(x ; 5 ' )  # O 
n 

1 J pour (x ; 5' ) e 62xR -{ 01 

(1 1 a l o r s  que dans ( a )  d i f f è r e  d e  a i  1 
par un terme d 'o rd re  1 - - . 

i r .  
1 



X 
w 

Y,'" 

X 
w 

Y,'" 



k e e k 
symbole [ ~ ~ ( x  ; D,')A~(x ; Dx,) - A .  1 (X ; x , )Ai(x ; ~ 1 1 1  " 

d ' ap rè s  ff ( c f .  page 103). 

Donc 

1 - l l r .  $ r .  
1 1  

~a!~) , a j ' ) ]  = g < x  ; D ,> E ( L ~ ~  ; d ' ap rè s  l a  remarque 3  
1 1 X 'mxm 

du c h a p i t r e  précédent ( ( 5 . 8 ) ' )  on peut é c r i r e  : 

u 1-1 / r iy r i  ke o , r .  1 
a .  E. L ~ ,  e s t  s c a l a i r e  e t  E E (LX, )mxm e s t  
1 i 

m a t r i c i e l l e  mxm. 



En reprenant la démonstration du lemme VI.l.1 ( a ) ,  il existe 

b E (L~; l)mxm de la forme : 

o,r. -1 ,r. 
1 1 

b = b' Im+bl' avec b' E Lx, e t: b" E (Lx' Imxm 

tels que : 

avec M l  E (Lxl)mxm 

Preuve de (b). La preuve de (b)  est analogue à celle de (a) ; on 

utilise ff et la partie (b) du lemme V1.1.1. 

Le lemme suivant permet de contrôler les termes d'ordre inférieur 
% 

lorsque l'on permute les facteurs de IT. 

- L m e .  VI.I.2. ([18],[7]). 

(sl> (1) (su) 
Soit ; D = a 1  (1Ia(2) . . . . . . .a . . . . . . .a ...... a 

X W W 

d'ordre r et soit 
A 
Qr(x ; DX) l'opérateur obtenu par une permutation 

arbitraire des facteurs 2;') alors : 

A 
h(x ; D x = Q r (X ; DX) - Qr(x ; DX) 

est un opérateur appartenant hodulo des termes d'ordre i r-Z), au module 

S sur le sous-anneau 0,B 
(Lx' 'mxm formé d'opérateurs c = c'I +cl' avec 

( r rn 



B est le plus petit multiple commun des r. , (1 6 i 6 w)  . S 
(f 

est engendré 
1 

par les opérateurs monômes Qr/a :j) formés par omission d'un des facteurs 

(3  la fois) composant Qr. I 
Preuve : 

Il suffit d'effectuer la démonstration pour la permutation parti- 

culière des indices figurant dans : 

(1) (k-lIa (kIa (RIa (e+l) (su) 
= a l  ...... ......... ai i j j  a w , 

- = a ,  (1) ..... a i  (k-l)a ([)a (kIa (L+l) (su) ........ a 
j i j  w 

où i peut être égal à j (mais pas nécessairement). Alors : 

 après le corollaire VI.l.1. , 

0 6 pour certains a,b L (LX: )mxm (puisque B < rij) et pour un certain 

- m 
M c (Lx')mxrn avec b = b'1 m +b", b' E , b" tz (L-!'~) et a = -b. 

X mxm 

Ainsi modulo des termes d'ordre 6 r-2 : 



La démonstration est complète en remarquant que les deux derniers termes 

sont d'ordre r-2. 

r Lemme V 7 . 7 . 3 .  ([18~,~7~). 
T-2 Modulo des termes de 'Lx 'mxm y 

[;,Q I m ] o s pour tout 
O % 

(T) 

Q o L ~ ,  où S 
( T  

est le module associe à l'opérateur T (construit 

dans le lemme VI.1.2). L 
1)émonstrat ion : 

(rp> (r (r (rp) 0,r 
or a = a' P I + A "  p avec A" E (LX1 P)mxm . D'OC 

P P m P P 

avec 





En faisant une récurrence sur p on obtient donc le résultat. 

- 
Lemme VI. 1.4. 

Soit a(x ; D ,) un opérateur proprement supporté appartenant 
X 

o k  
à (L : Imxm c'est-à-dire : 

X 

Alors il existe des constantes C et R indépendante de a telles que : 

telle que supp )2(x ; s') C { 5' ; 1 5' 1 2 R I .  

Démonstration : 

Si on pose i = 15'1 Ilk, on obtient un résultat standard qui 

traduit la continuité des opérateurs pseudo-différentiels où a est donné 

par une somme asymptotique en 5. 

PtropuaiLhn Vl. 1. 1 .  (1181, [7]) - r j j Soit a!') = D 1 - h.(x ; D ,) où hi(x ; 5') est défini dans 
1 x m 1 X 

O 1 la proposition V. 1.1. 
Tl - 1 

Alors pour T, r et k suffisamment petits 

pour u E CCw(fi)Im 
O 

'L 
fi = {x = (x ,x') tel que lx'/ < r et O s  x ,< TI et c est une 

O O 
% 

constante indépendante de T, r, k et u. 



En e f f e t  

avec 

d'après M. Zeman [18]. 

D'autre  p a r t ,  il e x i s t e  c '  > O t e l l e  que : 

2 2 
1 l l ~ " u l l l  s c ' l l l u l l l  

c a r  A" e s t  d ' o rd re  0. 

( 3  - A; 
D'OÙ puisque a t ( j ) ,  = a i  

m 
( j )  on a 

e t  par  s u i t e  : 

2 c 2 2cc'  2 
1 l l u 1 1 1 ~  I I I ~ ; ~ ) U I I I  +F ~ ~ ~ u ~ ~ \  

- 1 2cc1 1 
Alors  pour k suffisamment p e t i t  - k < - 2 on a : 



D'où la proposition. 

Remayue. La majeure partie de la démonstration de l'estimation de 
'L 1 1 ]b u 1 1 1 dans le cas (b) sera établie par récurrence. Rappelons que : 

l avec 

Soit m = O , 
O 

(1) (rl)a(l) (r2) (ri) soit Q,U = a ... a ,  ... a2 ... a i  ,(l) i+l "' 
a u 
i+ 1 

un opérateur de (L~) où a = m. + L , avec O S i < T-1 et 
x mxm 1 

O s l , < r  (si i = O ,  Q a u = a  (1) 
i+ l , . . . a :'lu). Comme dans le lemme VI. 1.2. 

on peut associer à cet opérateur le module S 
(a> ' 

Soit S' l'ensemble des opérateurs qui engendrent S 
(a> (a)' 

En conséquence de la proposition VI.1.1, on a les lemmes suivants. 



r Lemme V 1 . 7 . 5 .  ([18], [7]). 

1 Il e x i s t e  une cons t an t e  C indépendante de  u t e l l e  que pour 
% 
r , ,  suffisamment p e t i t s ,  on a i t  : 

+ c I ~ I R u I ~ ~ ~ > ~ F  . I I I s ~ U I I I ~  v u ~ L c , ( n ) l m  cl l lu1 1 la-2 
S ES' 

Cl ( a )  

Démonstration : 

C 
D'après l a  p ropos i t i on  V I . l . l ,  il e x i s t e  - 3 t e l  que pour k a s s e z  

grand : 

pour 1 6 j 6 i ,  1 S y 6 r e t  pour j = i + l  e t  1 < y s 1. D'après l e  
j 

lemme VI.1.2. 



En sommant les inégalités (6.5) sur j et y on obtient 

~ Puisque hY c s 
i j (a) 

i k T  /11sa~1112 ; 
S es' 
a (a) 

pour k > C on peut absorber le terme C 7 1 1 1 sa u 1 1 1 du premier 
s es' 
a (a) 

membre de (6.6) dans le deuxième membre de (6.6). D'où 

2 
cll/uIl + ~1114~ u1112 2 k 7-. [Ilsa ul I l 2  , 

S es' 
a (a) 

D'où le lemme. 

Lmme VI. 1.6 [18]. r- Soit a = m.+l défini ci-dessus, il existe une constante c 
1 

% - 1 
indépendante de u telle que pour r,T,k suffisamment petits, on ait les 

I estimations suivantes : 



Démonstration : 

Démonstration de a). 

On démontre a) par récurrence sur a. Si a = 1, (6.7) est une 

conséquence de la proposition VI.l.l. Supposons que (6.7) est satisfaite pour 

1 a < r et démontrons (6.7) pour 
1 a+l ; 

= Q a !'+') . D'où d'après 
a 

l'hypothèse de récurrence, on a : 

D'après le lemme VI.1.2. : 

où h:+' E S 
a+ 1 a-1) 

(a+l) et N~ (Lx mxm 
. D'après l'hypothèse de récurrence 

on a comme (6.9) : 



Maintenant d'après le lemme VI.1.5., 

puisque h;+' E s 
(a+ 1) 

on a : 

D'où (6.10) donne l'estimation : 

7- pour k > c, on peut absorber le terme c - I I Isu+l u /  1 l 2  du 
S € S' a+l (a+l) 

membre de gauche de (6.11) dans le membre de droite de (6.11) et on obtient : 

en additionnant (6.9) et (6.12), on a : 

D'après le lemme VI.1.4, on obtient alors : 



O,rl 
tout a et a de (Lx' ),,, 1 2 

proprement supportés. D'après le 

lemme VI.l.1 (a) on a : 

-l/r r 
1' 1 

1-l/r ,r 
pour tout a E (L 1 et b e (Lx, 1 1  

)mxm 
proprement supportés 

x ' mxm 
-m 

et pour un certain M s . D'où en considérant a de symbole 

-l/rl 1- 1 Ir 
(1+15' 12) 'm et b de symbole (1+/c1 12) 1 on obtient : m 

-w 

puisque M (Lxl)mxm, alors d'après le lemme IV.l.1, pour un E tel que 

Donc on peut absorber le 2ème terme du 2ème membre de (6.15) dans le premier 

terme du 2ème membre. Ainsi, on a : 



du premier membre D'où pour k > c, on peut absorber le terme c 1 1 lu 1 1 la-] 
de (6.16) dans le deuxième membre de (6.16) et on arrive à l'estimation 

ce qui termine la démonstration par récurrence de a). 

Démonstration de b). 

Si on pose a = r dans (6.7), on a 
1 

puisque r =  max r. = r  (car rl 2 r 2  ... 3 r  1. 
1 1 T l~isr 

7 
0 

'O 

On voit que (6.8) est vérifiée pour a = rl. Avant de démontrer b) 

faisons la remarque suivante : les estimations (6.14) et (6.16) sont encore 

vérifiées avec modifié en remplaçant les termes 8 ik) par a (k) 
Qa j ' 

j # 1. La démonstration dans ce cas est la même que pour Q jusqu'à la 
a 

ligne (6.13); on applique alors le lemme VI.l.1. (c) au lieu du lemme V1.1.1. 

(a);les estimations (6.14) et (6.16) sont encore vérifiées parce que lemme 

VI.l.l. (c)estplus fort que le lemme VI.l.l. (a). 

Nous pouvons maintenant aborder la preuve de b). 

La démonstration se fait par récurrence sur a.  On suppose que 

(6.8) est vérifiée pour a avec r < a < T .  Montrons que (6.8) est satis- 
1 

faite pour a+l. ~ ' a ~ r è s  l'hypothèse de récurrence, puisque 



On peut aussi montrer que si (6.8) est vérifiée avec Qor,  elle 

est aussi vérifiée avec Qa remplacé par l'opérateur : 

puisque les deux opérateurs ont le même ordre et les mêmes multiplicités 

des caractéristiques, d'où : 

cela implique que : 

 après le lemme VI.1.2., on a : 

L. L. 
1 1 où h. E s et N~ c ( L Y - ~ ) ~ ~ ~  . D'OÙ : 
1 (a+ 1 1 

comme dans la preuve de (a), puisque 

r. 
1 

d'après le lemme VI. 1.5. et puisque h. 1 cz S on peut déplacer le (a+ 1) 
r . 
1 

terme c 1 1 1 hi ul 1 1 du premier membre de (6.18) dans le deuxième membre 

et on obtient : 



e n  sommant (6.17) e t  (6.19) ,  on o b t i e n t  : 

D'après l e  lemme VI.1.4. on a a l o r s  : 

0 9 r i y i + l  
pour t o u t  a e t  a de (Lx, 

1 2 1 proprement suppor tés .  mxm 

On app l ique  maintenant  l e  lemme V I . l . l  (c)  à (6.20) : 

o , r .  
1 , i+ 1 pour t o u t  b l  E (Lx' 1 e t  b2(L 1 proprement suppor tés  e t  

l p r i y i + l  
m xm x ' mxm 

% -m 

pour un c e r t a i n  M E D'où : 

comme dans l a  preuve de(a)  on peut  absorber  l e  deuxième terme du deuxième 

membre de (6.21) dans l e  premier terme du deuxième membre. A ins i  : 



2 
Appliquons l e  lemme I V .  1.1. à nouveau ; on peut  absorber  l e  terme c 1 1 lu 1 1 1 a-l 

du premier  membre de (6.22) dans l e  deuxième membre c e  q u i  donne l ' e s t i m a t i o n  

voulue 

 où (6.8) e s t  s a t i s f a i t e  pour t o u t  a t e l  que : r d a d T. D'où l e  lemme. 
1 

Nous a l l o n s  maintenant d é c r i r e  un a u t r e  module noté  W a s s o c i é  
a 

à l ' o p é r a t e u r  Q . 
a 

hi d é c r i t  d 'abord l e s  opé ra t eu r s  q u i  engendrent Id('). I l s  forment 
a 

r 
1 r . 

l a  c o l l e c t i o n  W' ( ' ) .  s i  on no te  T = a l  ... a i  
a a 

' ' 1 l e s  éléments de 
a i + i  m 

W'(l)  sont  : 
a 

avec i # j ,  où b .  e t  b sont  des  opé ra t eu r s  proprement suppor tés  de 
1 i j 

l a  forme : bi = b i  1 + b" i, b i j  = b' 1 + byj oii 
m i j  m 

avec r l e  plus  p e t i t  m u l t i p l e  commun de r .  e t  r . 
i j  1 j 

W' (2) e s t  formé de manière semblable e n  remplaçant 1 ' opé ra t eu r  
a 

T dans l e s  éléments de W '  ( l )  par  un élément de W '  (1) 
a a a 



(3)  ( 4 )  On continue de cette manière en fomantw; , W ,.... . Finalement, on pose 
WA = U W'(k) et Wu est le module engendré par tous les opérateurs de 

k a 
O W: sur l'anneaudesopérateurs c proprement supportés de de la 

O 1' - 1 
forme c = c' 1 + c" avec c' E LX' et c E 

m 

I Il existe une constante c indépendante de u telle que pour 

r,T,k-l suffisamment petits, on ait l'estimation suivante : l x  
pour u c koc~) ]~.  

L 

Démonstration : 

La démonstration se fait par récurrence. C'est une démonstration 

assez 1ongue;nous allons la donner en plusieurs étapes. Comme dans le lemme 

VI.1.6., nous allons d'abord considérer le cas a = l s rl, puis le cas 

(1) a = m.+l où i > 1 .  Si a = l ,  gu =qlu = a l  .... alL)u. NOUS allons 
1 

montrer que : 

Si l = 2, alors en appliquant la proposition VI.l.1. on a : 

D'après le lemme VI.1.2. 



2 
où h l €  S 

2  
(2) 

e t  N I  E (L') ; c e c i  implique : 
x mxm 

: k { l l l a i l )  U I  1 1 2  + 1 [ l a i 2 )  u I I  12} 

Puisque 

2  
e t  puisque h l  E S 

(2)  ' on peut  dép l ace r ,  comme dans l a  preuve du lemme 

2  
VI.1.6, l e  terme c l I l h l  u / / 1 2  du premier membre de (6.25). D'oc : 

Après une a p p l i c a t i o n  du lemme VI.1.4., on a  : 

o , r l  
pour t o u t  a l y a 2  E (Lx, Imxm proprement suppor tés .  

O r  d ' a p r è s  l e  lemme VI. l .1 .  ( b ) ,  pour t o u t  opé ra t eu r  
0, r l - l l r ~ , r l )  

b l  (Lx< Ilmxrn e t  d  1,2 E ( L ~ ~  mxm proprement suppor t é s ,  il e x i s t e  

0>r1 -00 

des opé ra t eu r s  a 1 9 a 2  E (LX' Imxm proprement suppor tés  e t  M l  E (Lx, )mxm 

t e l s  que : 

Pu i sque  l 'ensemble W; e s t  c o n s t i t u é  pa r  l e s  opé ra t eu r s  du type  b l a l  e t  d  1,2'  

(6.26) e n t r a i n e  



 après le lemme VI.1.6. 

-02 2 
Puisque Ml E (Lx' Imxm 9 I I I M ~ U I I I ~  6 ~lllulll 1 

pour tout E > O ; 
1- - 

1 

1 n 
on arrive ainsi à l'estimation : (car O < 1- - et - -  1 

2 
,. 1- -) 

r 
1 

r 
1 

Par une nouvelle application du lemme VI.1.6 et puisque 

2 I I *  6 l u  1 d'après le lemme IV.l.l., pour k > c on peut 
1 - =  

r 1 
2 

déplacer le terme c 1 1 lu 1 1 1 du premier membre de (6.27) dans le deuxième 

membre et on obtient 

Deudème CLtnpe. 

On suppose que (6.24) est vérifiée pour tout & avec 2 s L < r 1 

et nous allons montrer que (6.24) est vérifiée pour [+1. Puisque 

= Q 8 l'hypothèse de récurrence donne : Qe+1 e 1 



Comme dans l a  première  é t a p e ,  à l ' a i d e  du lemme VI.1.2., on a  : 

Si on examine l ' o p é r a t e u r  a l  (1) ... a l  (e-l)a(e+l) on v o i t  que l ' e s t i m a t i o n  1 

(6.24) e s t  v é r i f i é e  a u s s i  pour c e t  opé ra t eu r  t o u t  comme . D'où : 
QQ 

r 2 1 )  a l a  1 1  1 k 1 1  l~,<a~" u) I I  1 e t  puisque <: 1 1 / a l  ... 1 1 1 wL€ Wh 

Comme dans l a  première  é t a p e ,  puisque 
l+ 1 

h i  S(e+i). on peut  app l ique r  l e  

e+ 1 
lemme VI. 1.5 pour dép lace r  l e  terme e 1 1 1 h l  u 1 1 1 dans l e  deuxième membre 

e t  l e  f a i r e  d i s p a r a î t r e  de l ' e s t i m a t i o n  (6.29). 

En u t i l i s a n t  l e  lemme VI.1.6, on f a i t  a u s s i  d i s p a r a î t r e  l e  terme 

de l ' e s t i m a t i o n  (6.29). En e f f e t  : C I  I IuI I Il-, 



1 D'oii 

En combinant (6.28) et (6.30) et en appliquant le lemme VI.1.4, on arrive 

à l'estimation : 

('sr1 
pour a et a E (Lx< Imxm 1 2 

proprement supportés. Puisque w est 

scalaire d'ordre ou d'ordre 1 avec wL = wk 1 + W" et w matri- m L 
ciel d'ordre 1-2, alors l'opérateur [a. ,w 1 3'') pour i = 1,2 et 

1 l- 1 

j = L,L+l est d'ordre l-2+0+1 = L-1. 

Alors par une autre application du lemme YI.1.6, on a 

En appliquant le lemme VI.l.1. (b) une nouvelle fois on a : 

O,rl 1 1  1' r 1 )  
pour tout bl z (Lx' lm,, et b c ( L ~ ,  proprement supportés 

1 ,L mxm 

et pour un certain M e (Lx' )mxm. 
1 9 1  



Il est facile de voir que l'ensemble wi+ i est constitué par les termes 

w~(bla 1 + bl,e) 
avec un choix approprié de bl et b 

1 
et pour w c W 1  L L '  

D'où : 

Puisque 
2 

IIIwL M ~ , ~  u1112 < E I I ~ u I I  I , pour E > O et puisque 
&- - 

r 1 

d'après le lemme VI.1.6, on peut faire disparaître le deuxième terme du 

deuxième membre de (6.31) et on obtient : 

T n o h i h m e  EXape. 

En posant & = r dans (6.32), onvoit que (6.23) est vérifiée 
1 

pour a = m 
1 = rl' 

On suppose que (6.23) est vérifiée pour a = m.+[ où i 2 1 
1 

et L 3 O et nous allons montrer que (6.23) est vérifiée pour a+ 1 .  

La preuve s'établit de manière analogue à la preuve de (6.24).puique 

- d'après l'hypothèse de récurrence : Qa+] - Qaai+i> 



.Comme auparavant, d'après le lemme VI.1.2. 

I r . r. 

1' 1 1 a- 1 où h. E S et N e  62 (Lx' Imxm . Considérons l'opérateur 
1 (a+ 1 1 1 

( 1 )  (ri-l) (1) a l  ... a. 
1 

('*'). Il diffère de 
ai+l * * .  ai+l Qa par la contenance dans 

(L+ 1 ) (r. 
son produit d'un terme en plus et d'un terme en moins 1 

a i+1 ai 
. Si 

'L <L 
nous examinons l'ensemble W' associé à cet opérateur (Wi est construit de 

a 

la même manière que W') et si on le compare avec l'ensemble W' 
a 

associé 
C1 

à Qa, on peut montrer que 

ceci parce que le terme courant de ' comparé au terme courant de W' 
a a 

contient un terme de plus (a D + b) et un terme de moins 
X 

(ca .+dl où 
O 1 1 

0911 i,i+l 1 ,r. 1-- l,i+l ri9ri, 
a et c E (Lx' 

)mxrn' b cxl 'mxm et d E (Lx, 'mxm ' 

Ainsi, on peut montrer que : 

(ri-]) (]) 
cl  1 la:')...a i ai+i .. .. ai+] <L+ i > I I  2 k I / / w  u1112 . 

W EW' 
a 

a a 

Camme dans la deuxième étape, on montre ainsi en utilisant (6.34) que : 

Comme dans l'étape 2, on peut faire disparaître les termes 

2 r. 
c /  1 /u[ 1 l a - l  + cl 1 ]hi1 U I  1 l 2  de l'estimation (6.35). En combinant la nouvelle 

estimation avec (6.33), on obtient, après une nouvelle application du 

lemme VI.1.4. : 



O Y ~  i,i+l 
pour tout a et b E (L ) proprement supportés. Ce qui conduit 

x ' mxm 

après une application du lemme VI. 1.1 (c) à : 

0,r i , i+ 1 lyriYi+l 
pour tout opérateur c e (Lx, et d s (Lx, proprement mxm 'mxm 

-00 

supportés et pour un certain M s . 
Alors un argument analogue à celui utilisé dans l'étape 2 

implique que : 

Donc (6.23) est vérifiée pour tout a. 

Lemme V 1 . 7 . b .  ([la]). 

r Soit V le module défini au chapitre V. Il existe une constante 

c indépendante de u telle que l'on ait l'estimation suivante : 

Démonstration : 

pour u e [ c ~ ( Q ) ]  

% 
Puisque n = QT, le lemme VI.1.7 implique que 

Après une comparaison des modules W et V, il est facile de voir que 
T 

2 1 1  / w  u 1 - I I  Iv(u) I I  1 car V'C W' . D'on le lemme. 
T ? w sW' vev' 

T T 



CortoUmhe V 2 . 1 . 2 .  ([18], [7]). 

Soit T l'opérateur défini par la proposition V.1.1. Il existe 

une constante c indépendante de u telle que r 
cl Il: u11 l 2  2 kl l I T  ull l 2  pour tout u E [ C O ' ( Q ) I ~  o . 

- 

1 2 - En;timdtion de 1 1  1; ul 1 1   da^ Le can (b) et i(in de  La démoria*tration 

r Soit +2 définie au chapitre III. 

% 
soit b(x ; D ) = BT(x ; D ) + BT-l(~ ; D ). Supposons que l'hyper- 

X X X 

'L plan x = O soit non caractéristique à l'origine relativement à b ,  
O 

I Alors il existe une constante c indépendante de u telle que 

'L 
pour r,T,k-l suffisamment petits, on ait : 

"1 112 +2 41 l 2  pour u e [C:(Q)]~ 

q 

l % 
où Q = { x =  (x ,xl) tel que lx1( s r et 0 s  x < T). 

O O 

i Démonstration : 

I Soit u = Q2u.  après la proposition V.1.1, on a : 
2 

% % 

(7.1) 
r-2) 

b U2 = ï i  u2 + T u  + R u  où T E V  et R E ( L ~  mxm . 
2 2 

% 
Puisque QT = T , si on pose a = T dans (6.23), on a l'estimation : 



 après le corollaire VI.1.2 

D'où : 

% 'L 
(7.1) implique que (puisque T = b - T - R)  

2 
Pour k > c, on peut absorber les termes c 1 1 lu2 / / 1 + c /  1 1~ U21 I l 2  

-r-2+ - 
4 

du premier membre de (7.2) dans le deuxième membre et on obtient : 

d'où la proposition. 

Nous sommes maintenant prêts à compléter la preuve du théorème 11.3.1 

% 

en montrant comment l'estimation de 1 1 1 b u 1 1 1 dans les deux cas (a) et (b) 

"2 
conduit à l'estimation de 1 1 lb ul 1 1 dans le cas général, puis à 

l'estimation de 1 1 lb ul 1 1 .  

Démonstration du théorème 11.3.1. 



Estimons maintenant [Ilii I l 2  , i = 1,2 . 

D'un autre côté puisque u = Blu + + u = u +u 
2 1 2  

Donc 

l 
'-b 

Estimons maintenant les derniers termes de (7.3). Puisque b r et 

'-b 

lu i 
r L0 et puisque le coefficient de D= dans b est Im, x ' X 

O 



D'après la proposition V.1.1. 

1 T-1- - T-2 
où T E (Lx et R E (LX Imxm . En examinant les opérateurs m*m 

T et R, on voit qu'ils sont tous deux d'ordre < T-2 en x . D'où : 
O 

En outre (7.3) implique que : 

'L 
D'après le lemme VI.1.2, , E S modulo des termes 

appartenant à ; (7.4) implique par conséquent que : mxm 

En appliquant les propositions I V . l . l  et VI.2.1 et le lemme VI.1.5 

I à (7.5), on obtient : 



En appliquant le lemme IV.l.l et en choisissant k > c, on obtient : 

Finalement, en appliquant le lemme IV.1.2, on obtient l'estimation voulue. 

et plus généralement : 

D'où : k l l l ~ 1 1 ] ~  2 et pour l =  T-t on a 
1 + ~ - 2 +  1 /q 
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