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INTRODUCTTON.

Le sujet de cette thése est 'étude de la loi forte des grands nombres pour
les processus harmonisables (mesurables) : étant donné un tel processus :

X = {Xt : t € R} , @ quelles conditions a-t-on :

t
pour presque tout w , 1 J Xs(w) ds —> 0 ?

bl >+
Plus précisément, en utilisant de maniére répétée le fait que tout processus
harmonisable est dominé por un processus stationnaire, on simplifie ou méme on rend

faisables certains calculs, ce qui permet d'améliorer des lois fortes des ¢rands nombres

obtenus par divers auteurs (notamment V.F. GAPOSHKIN et J. ROUSSEAU pour ne

citer que les plus récentes) dans le cas particulier des processus stationnaires ou

des processus harmonisables a mesure spectrale.

Il importait donc d'abord de montrer que la définition utilisée pour les
processus harmonisables - dans le cadre de la théorie ensembliste des mesures -
est la plus générale : c'est l'objet du chapitre | ol on exhibe notamment des processus

harmonisables sans mesure spectrale.

Ensuite, au chapitre |1, nous introduisons la notion de domination des
processus et, en ce qui concerne les processus harmonisables, la notion paralléle
de domination des bimesures spectrales, ce qui permet d'introduire le résultat essentiel,
déja cité, de A.G. MIAMEE et H. SALEHI relatif a la domination de tout processus
har‘monisable par un processus stationnaire. Le travail bibliographique nécessité par
cette étude a montré que d'autres définitions de I'harmonisabilité sont frégquemment
utilisées (point de vue fonctionnel ; processus V-bornés). Il nous a donc paru

nécessaire aussi, dans ce chapitre 11, de sortir - provisoirement - du cadre ensembliste

pour procéder G une comparaison générale des différentes définitions possibles.




On trouve dans le chapitre 111 le résultat central de toute l'étude : la loi
forte des grands nombres est vérifiée si et seulement s'il existe un entier p > 1
tel que u(]-— p-n s p_n[:) Pp.s., 0 , ou u estla mesure stochastique spectrale
N>+

du processus harmonisable quelconque considéré (V.F. GAPOSHKIN avait établi ce

résultat pour les processus stationnaires continus].

Au chapitre 1V sont données 3 conditions suffisantes portant sur la

bimesure spectrale pour qu'un processus harmonisable vérifie la loi forte des grands

nombres ainsi que des exemples qui montrent que ces conditions ne sont pas nécessaires,

et que le probléme ne peut se traduire de maniére nécessaire et suffisante par les

bimesures (2 processus stationnaires continus sont construits, ayant la méme mesure

spectrale, I'un vérifiant la loi forte, l'autre ne la vérifiant pas).

Enfin, au chapitre V, les résultats précédents sont affinés : on trouve

des conditions suffisantes pour que l'on ait, pour presque tout w :

t
g(t).%f X (w) ds —— 0 ,
-t s t>+co

oli g est une fonction pouvant tendre vers + « avec t ; et on découvre au

t
passage une loi du log itéré pour le processus % [ XS ds
-t

=

)




CHAPITRE I

MESURES SPECTRALES
DES PROCESSUS HARMONISABLES.,

[.1. - INTRODUCTION,-

Dans la littérature appliquée, on suppose presque toujours que les
processus harmonisables ont une mesure spectrale, (cf. A. BLANC-LAPIERRE et
B. PICINBONO [5]). En fait ce concept est plus général, et l'objet de ce
chapitre est, précisément, de montrer 1'existence de processus harmonisables

dont la bimesure spectrale n'est pas prolongeable en une mesure spectrale.

Aprés avoir donné les différentes définitions et rappels nécessaires
sur les mesures stochastiques et les processus harmonisables, nous reconstruirons
du point de vue ensembliste - point de vue adopté dans l'ensemble de ce travail -
1'exemple de processus harmonisable sans mesure spectrale donné par H. NIEMI [25]

du point de vue fonctionnel, et nous donnerons une condition nécessaire et

suffisante de prolongeabilité d'une bimesure spectrale sur (R, BI{)'

[.2, - MESURES HILBERTIENNES ET BIMESURES SPECTRALES.,-

Dans ce qui suit, X désigne indifféremment R ou € , et H

un IXK-espace de Hilbert quelconque.

Nous rappelons qu'un anneau dé de parties d'un ensemble quelconque @,
est une famille non vide de parties de @, stable pour 1'union et pour 1la

différence propre, ou non.




-2 -

1.2.1. - Déginition.- Une mesure hilbertienne u d&finie sur un

anneau J% est une application yu : J% ~+ H , additive et vérifiant la propriété

de continuité monotone suivante :

). nCHh et A 4 8 = k) —0
N->o0 n-so

(pour la topologie forte dans H)

qui est &quivalente 3 la o-additivité.

1.2.2. - Dé4inition.- Nous appelons mesure stochastique, toute mesure

hilbertienne 3 valeurs dans Li((S’F’P) , ot (S,F,P) désigne un espace

probabilisé quelconque.

L'intégration par rapport 3 une mesure hilbertienne (et méme banachique)

est traitée dans le livre de N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [10] (voir aussi [23]).

Yu. A. ROZANOV [26] et R. MOCHE [23] ont défini la bimesure

spectrale de la maniére suivante :

1.2.3. - Dé4inition.- Nous appelons bimesure spectrale sur un

anneau J% , toute application M :J% X J@-4-]K qui vérifie :

(A,B) YW* M(A,B)
i) VA, Be & , M(@,B) = ¥(3,4) ,

1i) VAl, Ay Be i,
A N A, =@ =>M(A + A, B) = M(A;,B) + M(4,,B) ,

iii) M est de type positif :

Vaenw' , Va,...,a_eX® et Va,....A e o,

n
. . a, . M(A. 0
jkz.—zla a (J,Ak)a ,
b

Ty




[

iv) (An)nemc% et ALY P = M(A LA ) —> 0 .
N N>

Par abus de notation,nous &crirons M(A x B) au lieu de M(A,B).

Nous obtenons :

1.2.4. - Proposiiion.- Pour toute mesure hilbertienne u : S > w R

Ja]
définie sur un anneau o8& , la fonction M : A x L — K est

(4,B) v (u(A),u(B)y

une bimesure spectrale.

La forme générale des bimesures spectrales sur un espace mesurable

(2,A) est donnée par R. MOCHE [23, th. 6 . p. IV. 35] :

1.2.5. - Théonéme.- Soient un espace mesurable (Q,A) et une

application M : A x A—> K . Pour que M scit une bimesure spectrale

sur = (Q,A) , il faut et il suffit qu'il existe un espace probabilisé (S,F,P)

et une mesure stochastique uo: A ——4>L§((S,F,P) telle que :

Va,Be A , M(8,B) = E(u(A) . 7(B)) .

Toute bimesure spectrale vérifie la propriété suivante :

1.2.6. - Lemme.- Soit une bimesure spectrale M sur un espace

mesurable (Q,A). Quelles que soient les suites monotones A-mesurables

(An)ne]N et (Bn)ne.lN convergeant regpectivement vers A et B , la suite

(M(An x Bn))neﬂi converge vers M(A x B).

Preuve : Une mesure hilbertienne vérifie la propriété de continuité

monotone, donc, en notant u une mesure hilbertienne de bimesure spectrale M,

nous obtenons




Lim u(A ) = u(a) et lim u(B ) = u(®) ,
n>+oo oo
d'oli 1lim (u(An), u(Bn))H = (u(a), u(B))H ;
>4
soit 1im M(A xB)=MAXxXxB . B
. n n

Dans ce cas, il en résulte que,pour tout B de la tribu A, les

applications Ar—+ M(A x B) et A+ M(B x A) sont des mesures scalaires.

1.2.7.- Dé4inition.- Nous dirons qu'une mesure hilbertienne sur un

espace mesurable (Q,A) est A mesure spectrale, lorsque sa bimesure spectrale

est prolongeable en une mesure scalaire sur (2 x @ , A ® A) , que nous

appellerons mesure spectrale.

1.2.8.- Définition.- Nous dirons qu'une mesure hilbertienne

Y

N
u :JE—> H , définie sur un anneau ¥ , est orthogonale lorsque :

VA,Be A , ANB =@ == (@A), ud), =0 .

P. MASANI BOJ étudia ces mesures hilbertiennes.

D'aprés [}0] et [23 , chap. V], lorsque (Q,A) est un espace
mesurable, une mesure hilbertienne u est orthogonale si, et seulement si,
sa bimesure spectrale M est prolongeable en une mesure spectrale concentrée
sur la premi&re bissectrice. Dans ce cas, M définit une mesure positive finie

m sur (Q,A) par :
VaeA |, m(A) = M(A x A).

Réciproquement, lorsque m est une mesure positive finie sur un
espace mesurable (Q,A) , 11 existe une unique mesure positive finie sur

(© x 9, A®A), que nous noterons R(m), et qui vérifie




Vo, Be A, R(m) (A x B) = m(A N B) ;

et dans ce cas R(m) est une mesure spectrale concentrée sur la premidre

bissectrice [23 , p. V.17].

[.3. - PROCESSUS HARMONISABLES, -

Nous allons domner quelques rappels sur la théorie ensembliste des

processus harmonisables suivant Yu. A. ROZANOV [:26:( et [23].

Considérons un espace probabilisé (S,F,P) et notons H 1'espace
de Hilbert LZ': (s,F,p).

-

La théorie de 1'intégration par rapport & une mesure hilbertienne [10]

et [23:[ permet de définir les processus harmonisables

1.3.1. - Proposition.- Soit 1 : B_ — H une mesure stochastique.

R

L'application X : R — H , t "~ J ot p(dx) définit un processus du second

ordre que nous appellerons processus harmonisable,.

Un processus harmonisable X est continu (en m.q.) [23,p. V.3.:] et
admet une unique mesure stochastique associée [23, p. V.ll] que nous appellerons

sa mesure stochastique spectrale

Le théor@me suivant caractérise les processus harmonisables par

leurs noyaux [26 ; 9.2] et [:23, p. V.I3].

1.3.2, - Théoneme.~ Un processus X : R — H est harmonisable si,

i . . ~_ q¢ e .
et seulement si, son noyau K est harmonisable, c'est-3d-dire s 1l existe

une bimesure spectrale M sur (R, B]R) telle que :

Ve, se R , R(t,s) = (X X))y = ” o (tx=sy) M(dx,dy)




Dans ce cas la bimesure M est la bimesure spectrale associée a

la mesure stochastique spectrale 1 du processus harmonisable X ; M est

unique.

Nous appellerons processus harmonisable & mesure spectrale, un

processus harmonisable dont la bimesure spectrale est prolongeable.

Les processus faiblement stationnnaires et continus sont
les processus harmonisables (3 mesure spectrale) dont les mesures stochastiques
spectrales sont orthogonales [?3 s P- V. 18], c'est-@-dire que leurs mesures

spectrales sont concentréessur la premiére bissectrice.

[.4, - PROLONGEMENT D'UNE MESURE HILBERTIENNE.-

1.4.1. - Lemme d'unicité.- Soient My et o, A — H deux mesures

hilbertiennes définies sur le méme espace mesurable (Q,A) coincidant sur

un T-systéme C (stable par intersection finie) contenu dans A, et contenant

une suite (Qn) telle que Uy Qn = Q,

nelN e N

Alors les mesures Hyo et coincident sur la tribu engendrée

Yo

Preuve : Cette démonstration est standard [10 , théoréme III.S.Q].

D={AeA: ul(A) = uz(A)} est stable par différence propre et monotone
croissante (c'est un A-systéme), de plus D contient le T-systéme C,

donc il contient la tribu engendrée par C. B




1.4.2. - Lemme.- Etant données une algdbre ¢f de parties d'un

ensemble Q, et m : o(d%) —> K une mesure scalaire, alors nous avons :

VB e o(h) , Im(B)| s o

ol a = sup {!m(A)l :Ae ).

Remarque : o  est toujours un nombre fini, puisque toute mesure

scalaire définie sur un espace mesurable est bornée [28, th. 6.4.].

Preuve : Les décompositions de Jordan [par ex. 28, § 6.6] des parties

réelle p et imaginaire v de la mesure m, nous donnent :

Posons n=u +u +v +v

Le théoréme [16 , sec. 13. th. D] appliqué 3 la mesure positive

finie n nous permet d'écrire pour B de o (J@) et pour € > O :

Ja_e B, n@BsA) s€,

. + - + -
ainsi p (B A Ae) e, u((BA Ae) e , v {(BA Ae) $e et v (BA Ae) < e,
+ +
de plus nous avons : Iu (B) - u+(A€)I <up (BA Ae) .
— + —

et trois autres relations analogues avec Lo, Vv et v .

La fonction‘ : [O,u+(52):]XEO;u_(Q)Jx[O;\)+(§2):|x[0;v_(§2)1 — IR

(x,9,2,t) s x=y) 24 (2-)

étant continue sur un compact, est uniformément continue sur celui-ci.



Par conséquent, pour B de 0(&%) et >0 :
A
]ng >0 , HAn e Ji tels que n(B A An ) g n. et ”m(B)‘—lm(An )|' <€,
€ € €

d'od [m(B)| < |m(An Y o+ e s
€

la relation précé&dente &tant vérifiée pour tout ¢ > O , nous obtenons :

[m(B)[ < sup {lm(A)l : Ae J’%} . B

Le théoréme suivant généralise les résultats classiques sur le prolongement

des mesures scalaires [Par. ex. 10 , th. III.5.8.].

1.4.3. - Théeoneme de prolongement.- Toute mesure hilbertienne faiblement

bornée définie sur une algébre d% de parties d'un ensemble Q , u : A — H ,

se prolonge de maniére unique en une mesure hilbertienne sur la tribu engendrée

G(J%).

Remanques : Toute partie d'un espace de Hilbert est bornée si, et

seulement si, elle est faiblement bornée [par ex. 29 , th. 2.6.].

Comme toute mesure hilbertienne définie sur un espace mesurable
est bornée [23, p. IV. 2], la condition de majoration posée dans 1'é&noncé

est nécessaire.

Preuve 3 Soit o = sup {||u(A)l| : Aed) , (o < + =) |

Pour tout h de H, Wy = (u,h)H est une mesure scalaire sur % ,

bornée par allhl[, elle admet un unique prolongement sur O(J@) que nous

noterons ué , et qui est borné par ol |h}]|.
Pour tous h1 ’ h2 de H , <y et Cy de X , nous avons :
P - py
Vk e JE Mo hosc .h ) Cyly (A) + Coely Q) ;



. ' PO PO 5F1n1 b A
les mesures scalaires uc1.h1+c2.h2 et c1.uh1 + cz.uhz , définies sur G(Lfa) s ;

coincident sur l'algébre S , et par conséquent, elles sont égales (lemme
d'unicité).
Ainsi, pour tout &lément B de o(dé) , 1'application p'(B) : H— K
1
h e (B)
est une forme linéaire, continue puisque Y e B , [ué(B)l < a!|h|| ;3 donc,

il existe un unique &lément n'(B) de H qui vérifie [bar ex. 29 , th. 12.5] :
Vhen, Wl (B) = '(®), h), .

D'aprés le théor&me de Pettis [}O, th. IV.lO.l] et [?3 s D- IV.19],
1'application u' : G(E) — H est une mesure hilbertienne.
B s 1t (B)

De plus V% € J%, Vh e H . (u(A),h)H = (p'(A),h)H , donc '

prolonge u.

L'unicité de ce prolongement résulte du lemme d'unicité précédent. I

1.4.4. - Conollaine 1.- Etant donndes € une algébre de parties

d'un ensemble §, une mesure hilbertienne bornée u : S — 1 , et son

2
prolongement u' & la tribu o(J¢) , nous avons :

H(u) = HGW'") ,

ol H(u) (respectivement H(u')) est le sous—espace de Hilbert de H engendré

par {u(A): A e B0} (resp. {pu"(A) : A e o()D).

Preuve : Le A-systéme D = {A € o(t) p'(A) e HGW)} contient

1'algébre E , donc la tribu o () , 11 en résulte que :

Hu" Y C H@) C HG")Y . W
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1.4.5. - Remarque : Nous dirons qu'une mesure stochastique,
kemarnque Lqu

T b ~—4-Li((S,F,P) définie sur un anneau 4 , est gaussienne, lorsque le

. 2 P
sous—espace de Hilbert Lz(u) de LB{(S’F’P) engendré par {u(A): A e JB}

est gaussien.

D'aprés le corollaire 1, le prolongement d'une mesure stochastique
gaussienne définie sur une algébre J% est une mesure stochastique gaussienne

définie sur o(ft).

Nous rappelons qu'une semi-algébre S d'un ensemble  est un

ensemble de parties de £ vérifiant :
i) 6, 0eS,

ii) 8, » 82 e S=> 8 N 82 e S,

1
111) S € § ==> s¢ = S/ est réunion finie de parties deux 3 deux

disjointes de S.

1.4.6. - Conollaine 2.- Pour qu'une mesure hilbertienne, pn : A — H

définie sur un espace mesurable (Q,A) , soit orthogonale, il suffit qu'il existe

une semi-algdbre S engendrant la tribu A et vérifiant

Vs, 8,68, 5,0 8, =0 ==> (u(s)), u(s,))y =0 .

Preuve :
1) Chaque &l&ment de 1l'algébre S engendrée par la semi-algébre S
est la réunion d'une famille finie d'éléments deux 3 deux disjoints de S ;

ainsi, des hypoth&ses, nous déduisons :

VA, , A, € A, A N Ay =@ ==> (u(Al), u(AZ))H =0 .

. o 7 / P
2) Soit un &lément AO de ¢, notons L%% la trace de ‘£
sur Q/AO , c'est-3-dire 1'algébre de parties de Q/Ao définie par :

A =AN (/A ) , et A 1la tracede A sur Q/A : A =A N(a/A ) = o(.% ).
o o o o o o o
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La mesure scalaire : Ao —> K , A v (u(a), u(AO))H est nulle

sur b , donc sur o(ft ) =A .
o ) o

Par conséquent :

\/AO,AeA , AﬂA0‘=¢=> (WA, u(a )y =0 .

3) D={aeA: (VBeA (AN B =9 ==> (u(a), W(B)), = 0)} est

un A-systdme contenant 1'algdbre b , donc il contient la tribu o(dé) = A :
y g

Va, BeA , ANB=¢=> (@A), u@B) =0 . W

[.5. - FONCTION DE REPARTITION D'UNE MESURE HILBERTIENNE

DEFINIE SUR (R, Bp) .-

Le but de ce paragraphe est de construire un exemple de mesure
hilbertienne sans mesure spectrale. Pour cela nous développons quelques résultats
sur les fonctions de répartition de mesures sur (R, B]g) , que nous n'avons

pas trouvés dans les livres usuels.

(® - FONCTION DE REPARTITION DE u : B — H .

D.A. EDWARDS [1f] mentionne le résultat suivant, dd 3 J. GELFAND :
une fonction z : R —> H est la fonction de répartition d'une mesure
hilbertienne définie sur 1'anneau des boréliens bornés si, et seulement si,

elle vérifie :

1) z(0)

Il
o

a) pour chaque y de H , la fonction complexe (z(.),y)H est a

variations bornées dans chaque intervalle borné de R ,

B) z(.) est continue a droite dans H .
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Nous &tudions le cas d'une mesure hilbertienne définie sur la tribu
borélienne BI&' Les outils essentiels sont le théoréme de Banach-Steinhaus
[bar. ex. 29, th. 2.6;] et le théoré&me de Pettis [10 , th. IV.19.8] ; ceux—ci
nous permettent, apr@s avoir construit les mesures scalaires qui apparaissent

dans la condition (o) ci-dessus, d'établir 1'existence de la mesure hilbertienne

correspondante.

1.5.1. - Notation.- Dans ce qui suit, lorsque £(.) est une fonction

14

valeurs dans 1'espace de Hilbert H , pour chaque h de H , la fonction

Q7

valeurs scalaires (f(.),h)H est notée fh(.) .

1.5.2. - Définition.- Etant donnée une application wu : S — H
définie sur un anneau J de parties d'un ensemble , nous appelons variation
totale de p, l'application v(u,.) : P(Q) — [p , + «ﬂ définie par :

n
Yeco, vG,E) =sup (]

HuaD D
1 bapl

Lo - . . . *
la borne supérieure Etant prise pour tous les choix possibles de n dans W

et de Al""’An , parties U -mesurables et deux 3 deux disjointes de E.
On dit que u est 3 variationsbornéessur E C 0 si v(u,E) < + o ,
q ’

Une &tude de la variation totale de u : X —> H est faite dans [Hﬂ

(voir aussi [23]).

1.5.3. - Dég4inition.~ Etant donnée une application f : R —> H,

pour tout intervalle I de TR , nous appelons variation totale de f sur 1

la quantité :

n
var(f,1) = sup ( ) ||f(t,) - f(t._l)H) ,
321 ] ]

. . - . . . *
la borne supérieure é&tant prise pour tous les choix possibles de n dans W

et de la famille croissante {tj : j =0,...,p} de 1I.




- 13 -

On dit que f est 3 variatiomsborndessur 1'intervalle I si

var(f,I) < + = ,

I1.5.4. - Déginition.~ Nous appelons fonction de répartition d'une

— H , l'application f : R — H

mesure hilbertienne sur (R, B]R) , u:B

R
définie par :
(r,) £(t) = u(d- =, t]) , teR .

Nous obtenons aisément le lemme suivant et son corollaire.

I1.5.5. - Lemme.- Lorsque f est la fonction de répartition d'une

mesure hilbertienne 1y : BIR — H , pour chaque h de H, fh est la

fonction de répartition de la mesure scalaire Hy -

I1.5.6. - Conollaire.- La fonction de répartition f : R — H

d'une mesure hilbertienne u : BIR —> H vérifie les propriétés suivantes :

(rl) Vh e » L'application fh : R — K est & variations

bornées sur R ,

(r2) Vh e , fh est continue 3 droite ,

(r2)' 1'application f est continue a droite ,

(ry) Vhe H, lim £,.(0) =0,

tor—o

(r3)' lim £(t) =0

tr—oo

1.5.7. - Remarque : La fonction de répartition d'une mesure

hilbertienne sur (R, B_ ) n'est pas toujours 2 variations bornées sur R.

R
. 2 . .
En effet, considérons £ 1'espace de Hilbert des suites de nombres

- p 2
réels de carrés sommables , (hn)ne]N une base orthonormale de £~ , et

2 . . . .
u s B]R — £ la mesure hilbertienne dont la masse est répartie sur W par :
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u({n}) = hn/n H

en notant f 1la fonction de répartition de u , nous obtenons :

Vaew, £(+1) -~ £@) = u({n+1}) = b/ (o+1)
400 400 +oo
ainsi I @ -f@l] = 3 ol /o= I 1/m=ve
0=0 n=1 n=1
et var(f,R) = + o .

Bien entendu, lorsque dim H < + » , 1la fonction de répartition d'une

-~

mesure hilbertiemne, u : B_ —= H , est i variations bornées sur R .

R

Nous établissons le théoréme réciproque au corollaire (I.5.6.).

1.5.8., - Lemme.- Une mesure scalaire m sur (R, BI{) de fonction

de répartition f , vérifie :

v(m,I) = var(f,I) . pour tout intervalle 1I.

7y
Preuve : Notons ¢¢ 1'algd@bre engendrée par la semi-algdbre 1

des intervalles semi-ouverts & gauche de R .
Soient un intervalle I et un nombre ¢ > O .

I1 existe un entier p non nul, et une famille {Bj : 3 =1,...,p}

de boréliens, deux & deux disjoints, inclus dans I , et tels que :

i o~10

v(m,I) < lm(Bj)l + e .

j=1

En utilisant les décompositions de Jordan des parties réelle

et imaginaire v de la mesure scalaire m , nous obtenons 1'égalité :

+ - L+ -
m=y —u +1i(v - v ) .
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v 4 e . . . + - + fd
Considérons la mesure positive finie n=pyu +uyu + v + v ,

et e' =¢e/(2 2, p). Comme 1'algdbre & engendre la tribu boréliemne B s
P R

pour tout j de {1,...,p}, il existe Aj de JT tel que : [16, sec. 13. th. D]
n(A. A B.) g ' .
(J J)

De plus chaque Bj étant inclus dans 1'intervalle I , chaque Aj

peut étre choisi inclus dans TI.

De la relation précédente, nous dé&duisons :
Vie (1,...,0} , [m(Bj)I < ]m(Aj)[ +¢e' .

Pour j = 1,...,p , posons :

AV = U (A, DA et Al = A, /A? ;
. k
Jok#y I ] ] ]
ainsi Al ,A%e £, AINAT-9 . AluaAl=a,
N J j J N N 3
A, VA =

nnnc
; . Aj Al (AjABJ.)U(AkABk) s

et Aj N Aé =@ . pour j#Fk .
Par conséquent :
P
) ImB)] s ) |m@)] +p e
=t =
< § m@an+ T a0y +per
T T T
P
d'oll < z |m(A) | + 2 p2 e' +p e’
j=1 ]
< E ]m(Aj)l + e .
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La semi-algébre I engendrant 1'algébre b, il existe unme famille

finie d'intervalles (Ij)j<q de 71, deux 3 deux disjoints, inclus dans I ,

<

et tels que :

q
}lmanic 1 lnapl .
j=1 j=1

Ces intervalles étant semi-ouverts & gauche, nous obtenons :

+

e £ var(£,I) + ¢ .

p
P olm@ol €} Imcl
j=1 J j=1 J

Nous en déduisons :

v(m,I) < var(f,I)

Or, des définitions (I.5.1.) , (I.5.3.) et (I.5.4.), nous tirons, aisément,

1'autre inégalité ; nous pouvons donc conclure :

v(m,I) = var(£f,1) . B

1.5.9. - Conollaine.- Une mesure scalaire m sur (R, BIQ) de

fonction de répartition f , vérifie pour tout intervalle I de R :

VB eByp s BC I =—> |m(B)| g var(f,I) .

1.5.10. - Théordme.- Pour toute application f : R — H wvérifiant

les conditions (r1), (r2) et (r3), il existe une unique mesure hilbertienne

sur (R, BE() dont la fonction de répartition est f.

Preuve : Notons I 1la semi-alg@bre des intervalles semi-ouverts

a gauche de R , et o®  1'algebre qu'elle engendre.
1) Pour tout h de H , 1l'application fh : R — H est la

: B, — K [par ex. 28 ,

fonction de répartition d'une mesure scalaire 1y, 3
P h * R

th. 8.14] qui est bornée par var(fh,]R) (corcllaire 1.5.9.).
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2) Montrons que pour tout borélien B , la fonction u_(B) : hp—> uh(B)
est une forme linéaire continue sur H.

a) Forme _linéaire : Etant donnés h, et h, de H, c, et c

de € , pour tout intervalle ]a,ﬁ] de TR , nous avons :

ucl'h1+C2'h2(:|a,b]) = Cl'uhl (Ja,b]) + cz.uhz(:[a,b]) :

ainsi les mesures scalaires ucl.h1+c2.h2 et cl.uhI + cz.uhz

coincident

sur le ITl-syst&me des intervalles bornés semi-ouverts a gauche, donc sur B]R

(lemme I.4.1.).

Par conséquent, pour tout borélien B , 1'application w (B) : H— R

est une forme linéaire.

b) Continuité des u (B) , B e B : La continuitéd de u.(I)

R

est &vidente lorsque I appartient & 1'ensemble IM des intervalles semi-

ouverts 3 gauche et bornés :

a<b ==> pu_(Ja,b]) = (£(b) - £(a), .)

H
D'aprés le corollaire (I.5.9.), nous pouvons &crire :
(M VB € B]R et Vhed , ]uh(B)l < var(fh;R) <+ o,

La famille de formes lin€aires continues {U.(I) ;I € IM} définies
sur 1'espace de Hilbert H , est faiblement bornée donc bornée (ou équicontinue),

d'apré&s le théor&me de Banach-Steinhauss [bar. ex. 10 , th. II.l.ll] :
Ve >0 Hn > 0 tel que :

V1 e IM et Vh e H . ]lh‘l £ n = Iuh(I)' < e .




Par la continuité monotone des mesures, nous obtenons que pour tout

I de la semi-algdbre I, la forme linéaire u'(I) est continue.

Finalement {U.(A) :A e £} est une famille de formes lindaires
continues (nous savons que V% e Jb R u.(A) est la somme de certaines formes

linéaires de la famille {u (I) : T € I .

En utilisant la relation (1) et le théoréme de Banach-Steinhass,

nous obtenons que la famille {u _(4):A € ot} est Bquicontinue :
V@ >0 , 3n > 0 tel que :
V@ e o et Vhed ’ [‘h]l < N o=> ‘uh(A)| < €3

et par conséquent (lemme I.4.2.) :

A

VBe B]R et VheH s thl n =—=> Iuh(B)I < ¢ .

Ainsi pour tout B de BR, » la forme linéaire u _(B) est continue.

3) Pour tout B de B]R , 11 existe donc un unique élément u(B)

de H qui vérifie [ﬁar ex. 29 , th. 12.5] :
Vhen |, u (B) = (u(B), h)y -

D'aprés le théoréme de Pettis, la fonction u : B — H, ainsi

définie, est une mesure hilbertienne.

De plus, par construction :

Vaoen , Ya<b, @(ab)), b, = £ ®) - £ (@)

d'of (==, b]), h) = £ (b) = (£(b), h), ,

et u(J-=, b)) = £(b) .
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L'application f est la fonction de répartition de la mesure

hilbertienne y.

4) L'unicité de la mesure hilbertienmne u résulte du lemme d'unicité

I.4.1. W

1.5.11. - Fonction de nepartition gaussienne.

Le corollaire(I.4.4.) et le théoréme précédent nous donnent :

Conollfairne ,-  Toute mesure hilbertienne p : B]R — H , de

fonction de répartition f vérifie :

H(U) = H(f) )

oli H(f) est le sous—espace de Hilbert de H engendré par {f(a) :a e R} .

- . 2
Par conséquent, une mesure stochastique u : B]R ——9-Ln((S,F,P) ,
est gaussienne si, et seulement si, sa fonction de répartition
2 . P
f: R — Lﬂi(S’F’P) est un processus gaussien d'espace - temps R, défini

sur 1l'espace probabilisé (S,F,P).

1.5.12. - Fonction de népartition @ acchodssements orthogonaux.

D'apré&s le corollaire (I.4.6.):

Proposition.~ Une mesure hilbertienne sur (R, Bl{) est orthogonale

si, et seulement si, sa fonction de répartition est 3 accroissements orthogonaux.

<:) - UN EXEMPLE DE MESURE STOCHASTIOUE SANS MESURE SPECTRALE.

Nous construisons un exemple de mesure stochastique dont la bimesure
spectrale associée n'est pas prolongeable. Ce travail est une adaptation de
la construction faite par D.A. EDWARDS [1ﬂ d'une mesure hilbertienne définie

sur 1'anneau des boréliens bornés de R , dont la bimesure n'est pas prolongeable.
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1.5.12. - Preliminaire.

Notons KZ(R) le R -espace de Hilbert des suites de nombres réels

de carrds sommables, muni de son produit scalaire usuel.

Lemme 1.- Soit (a_ )

la matrice symétrique d&finie par :
mn’ m,n31 I d P

sin(% .. (m-n))

a =0 et a = pour m # n
nn — mn
m-n

Cette matrice est celle d'un opérateur symétrique A définie dans

KZ(IR) , de norme ||Al]| < 1‘2_ .

. s - 2
Nous définissons 1'opérateur B de £ (R) par :

TT
B = 5 - I+A,
1A :
d'oli sa matrice (bmn)m,nal
b =T et b = a our m# n
nn 2 mn mn P '
Lemme ?.- L'opérateur B est symétrique, positif et de norme HBH < T .
Soit (u ) la suite de Zz(]R) définie par
n'nx1
1/2 -
un = (n / . log(n+l1)) ! .
Lemme 3.- Pour m, n 21 posons ¢ =Db u .u .
e £ "mn mn"m’  n
Pour toutes suites (En)nal et (nn)nal vérifiant : {enl = [nn! =1,
nous avons :
N
lim ) cn * m* Mn existe ,
N++o m,n=1 n
v N N
> . . .
Nzl , Ox Z mn m ensa et IZ “mn €m Mt $ 95
m,n=1 m,n=1
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o étant une constante réelle.

+00 +00
De plus y 2 <4 et 2 [c | =+
—_— mn mn
m,n=1 m,n=1

Les démonstrations de ces ré&sultats se trouvent en annexe (A.1.).

1.5.13. - L'exemple.

1) Considérons un R —espace gaussien séparable H de dimension

hilbertienne card(IN) , et une de ses bases hilbertiennes {ﬂn : n 3z 1},

I1 existe un unique opérateur borné C : H~+ H défini par :
@ , c )H = ¢ s pour n , m 3z I

cet opérateur est symétrique et positif, il lui correspond un unique opérateur

borné positif T [29, th. 12.33] tel que ?-c.

En posant x = T ﬂn pour tout entier n, nous obtenons 1'égalité :

2
(xm, Xn)H = (ﬁm, T ﬂn) =c ., » Ppour m, n3z I .

2) Construction de_la mesure stochastique sur (R, B_) par sa

fonction de répartition.

Définissons 1l'application f : R —> H par :

It
o

f(t) pour tgO0 .

f(n)

f(n-1) + X pour n=1,2,... ,

f affine sur chaque intervalle B“ n&l] s n=20,1,...

Nous constatons que f vérifie les conditions (r2) et (rg). Montrons

que la condition (r1) est satrisfaite.
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Soit h wun élément de H.

Puisque 1'application f est affine sur chacun des intervalles
[ﬁ . n+{] oi ne Z , 1'application fh 1'est, et sa variation totale
sur El, n&l] est égale a [fh(n+1) - fh(n)l, c'est-a-dire ‘(Xn+1’h)|H

pour n 3 0 , et O sinon.

P . - ~ *
Lorsque € désigne le signe du réel (Xn’h)H ol ne N , nous

avons 3
N N

nzl l(xnsh%ﬂ = nzl (En . Xn’h)H )

mais, d'aprés 1'inégalité de Schwarz :
’ p g

N N
0 g Z (sn . Xn’h)H < l] Z £ . xnll . llh[] .

n=1 n=1

1/2
cmn.em.en] ,

n

N N
et ll Z €h ° an‘ = [ Z
=1 m’n=1

ainsi (lemme 3)

N
1/2
Osnzl (En'xn’h)Hsa/ ‘th“
Par conséquent :
400 1/2
L L A LS
n=

et 1'application fh est 34 variations bornées sur R .

D'aprds le théor&me (I.5.10.) 1'application f est la fonction

de répartition d'une mesure stochastique u.




3) La_bimesure spectrale M de u n'est pas prolongeable en une

La bimesure spectrale M associée 3@ la mesure stochastique 1y
vérifie :

+o0 +

7 MJm-1, m] x Jn-1, n])| ) [ (fm) - f(m-1), £(n) - £(n=1)) |

m,n=1 m,n=1

[

+c0

m,§1=l ] (Xm,xn)Hl

D lepyl =+
m,n=1

Ainsi 1'application M : B]R X B]R —> R n'est pas 3 variatioms

bornées dans B]R X B]R » €lle n'est pas prolongeable en une mesure scalaire

sur (]Rz, B]RZ) [28, th. 6.4.].

4) Conclusion.

La mesure stochastique 1y : B]R —> H et le processus harmonisable
itx ' .
X: R~ H, ta | e du , n'ont pas de mesure spectrale, puisque

leur unique bimesure spectrale n'est pas prolongeable.

Nous allons maintenant rechercher une condition nécessaire et

suffisante de prolongeabilité d'une bimesure spectrale.

[.6. - PROLONGEMENT D'UNE BIMESURE SPECTRALE SUR (R, B ).-

. ~ e e~ n
Les fonctions de répartition des mesures de probabilité sur (R, B]Rn)
et des mesures hilbertiennes sur (R, B]R) , déterminent enti&rement ces mesures.

Elles privilégient les intervalles de R qui sont relativement faciles a

manipuler,
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Afin d'obtenir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
bimesure spectrale sur (R, B]i) soit prolongeable , nous allons généraliser

cette notion de fonction de répartitiom.

Mais nous nous contenterons d'&tudier le cas des mesures scalaires
. . . 2 _ .
(puis hilbertiennes) sur (R", B]RZ)' Les démonstrations pour le cas de mesures

sur (]Rn, Bmp) sont analogues mais plus fastidieuses.

(:) - FONCTIONS A VARTATIONS BORNEES AU SENS DE VITALI DANS UN RECTANGLE DE RZ.

2

1.6.1. - Définition.~ Une application Y : R® — H , est 3 variations

bornées (au sens de Vitali,D1b dans un rectangle I x J de m? , lorsqu'il

existe une constante b telle que :

pour t1 < .. < tp+1 dans I et s < ... < sq+l dans J
P 9
nous avons Z 2 lIA.k(w)|’ £b,
— j=1 k=1 J
ol Ajk(lﬂ) =00ty s s - dl(tj+l s UG, s ) e, s

Dans ce cas nous définissons la variation de ¢ (au sens de Vitali)

dans le rectangle I x J par

var(f , I x J) = sup( 2 IIA-k $||)
ik

la borne supérieure &tant prise pour tous les choix possibles de p, q, tl""’tp+1 s

sl,...,sq+1

Le lemme suivant nous donne quelques propriétés de la variation

~

. . . - 2
d'une application 3 variations bornées dans R~ .
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1.6.2. - Lemme.~ Etant donnée une application { : ]Rz — H 3

. s . 2 < . . <
variations bornées dans TR~ , elle est & variations bornées dans tout

rectangle de ]R2 ; de plus :

1) 1lim sup var(lﬂ,]— o, t] x]— o, s:[) =0 |,
t+—o seR
lim sup var (J, ]— ©, t] x 1= =, s:[) =0 ,

s+~ teR

2) lorsque I ,I' et J sont trois intervalles tels que :

INTI'=¢ et I yI' est un intervalle ,

nous avons :

var(f, I x J) +var(f, I' x J) g var(J, (T LU I') x J) ,

var(f, J x I) + var(§, J x I') ¢ var(f, I x (T U1I")) |,

3) lorsque 1'application { est continue & droite par rapport

d chacune des variables, et I fermé 3 droite, précédant I' (ce qui

-~

implique : I' ouvert 3 gauche), les inégalités du (2) deviennent des &galités.

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe (A.2.).

- FONCTION DE REPARTITION D'UNE MESURE SCALAIRE DEFINIE SUR . (]R2, B]RZ).

1.6.3, - Déginition.- Nous appelons fonction de répartition d'une

mesure scalaire sur (]R2 , B]RZ) , M : B]RZ — K, 1'application p : ]R2 —> K

définie par :
®,) p(t,s) =M(J- = t] x]-= s]) , t,seR

Nous obtenons aisément la proposition suivante :
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1.6.4. - Proposition.- La fonction de répartition p : Rz — K

. 2 PR P .
d'une mesure scalaire sur (R™, B_2) vérifie les propriétés suivantes :

R

- e e _ 2
(pl) p est 3 variations born&es dans R~ ,

(pz) o est continue & droite ,

(p3) Vs e R , lim p(t,s) = 0 ,
t>—o

et Vte R , lim p(t,s) =0 .
S >=—co

Dans la propriété (pz) nous considérons la continuité par rapport

32 1'ensemble des variables.
La réciproque de ce résultat fait 1'objet du théoréme suivant.

1.6.5. - Théoréme.- Toute application p : ]R2 —> K vérifiant

les conditioms (p}), (p2) et (03) , est la fonction de répartition d'une

unique mesure scalaire sur (]R2 , B]RZ) .

A
Preuve : Notons ¢ 1'algébre engendrée par la semi—algdbre 1

des intervalles semi-ouverts 3 gauche.

L'application p &tant a variations bornées dans R2 , pour tous
réels t et s , l'ensemble {var(p, :|- o, t'] X]— L s':]) , t'" >t , s' > s}
est inclus dans R , minoré par var(p, ]— o, t] x ]— o, s:[) (lemme I.6.2.)
et donc, possé&de une borne inférieure que nous noterons v{(t,s).

.. P . . 2
Ainsi nous venons de définir une application v : R© —> R .

a) ~ Propniétes de L'application v .

1) A partir de sa définition, nous obtenons aisément que 1l'application

vérifie :
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\ft , 8e R , v(t,s) = 1lim wvar(p , :l- o, tj XJ— o, sﬂ) .
t'>t+
s'—>s+
.. . . 2 - .
Ainsi 1l'application v : R®™ —> R est positive, croissante,
. s . . 2 2
continue 3 droite bornée par var(p, R") dans R~ .

2) Etant donnés t < t, et 5) < 5, quatre réels, la propriété (3)

du lemme (I.6.2.) nous donne :

. [] 1 ) 1 -— .
lim var( , ]tl , té] x ]sl s sé]) V(tZ’SZ) V(tz,Sl) V(tl’SZ) + V(tl’sl)

>0+
0+
= Al 1 (v) bl
et pour g, n>0 et j=1,2, tj et sj désignent respectivement tj + €
et s, +n ; et nous constatons que :
]
0g A v (v est totalement crolssant) .

11

. . - . L. . 2
3) L'application v est 3 variations bornées dans R"~ . En effet,

considé&rons (t.) (s,)

i’ jep+l et K kgqtl deux familles croissantes de ré&els. Du

lemme I.6.2. nous déduisons :
Ve ,n>o0, jzk B var(o 5 ] =, £+ el x]- =, s +n])) =
b

var(p , ]tl e, tyt e] x ]sl +n, s, ¥ n]).

. . - - .. . 2
L'application o @&tant 3 variations bornées dans R~ , le membre
. . 2
de droite est majoré par var{(p, R") . De plus, le nombre de termes du membre
de gauche &tant fini, lorsque ¢ et n tendent vers O+ , ce dernier tend

(v) .

vers Z

A.
ik K

La croissance totale de v nous permet de conclure que :

2
jgk [Ajk(V)l < var(p, R7) .
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4) Nous déduisons de la propriété (1) du lemme (.6.2) que :

lim sup v(t,s) = O et lim sup v(t,s) = 0 .
‘-~ seR s>—» telR

Par conséquent 1'application p est la fonction de répartition d'une

mesure positive M*  sur (Rz . BRQ) bornée par var(p,'Rz).

5) De plus, étant donnés £, < t2 s> 8

vérifiant : t1<t1+2€<t2 et sl<sl+2n<s

< Sy s pour tous € et n >0

5 3 1'application o

vérifie :
+ 2n)

Ip(t2 + €, s, +n) - p(t2 + g, S + 2n) - p(t1 + 2¢, s, + 1) + p(t1 + 2e, s

2 1

< var(p ,]t1+e,t2+e] ><:]s1 +1, sz+n]) ,
d'olli en faisant tendre € et n vers O+
((1) lp(tz,sz)'p(tz,sl)‘p(tl,32)+p(t1,31)I < V(tzasz)—v(tZQSl)_V(tl332)+V(t1’sl)

b) - Construction de La mesure M Aur (]R2 , B]RZ).

1) Pour s, < Sy s il existe une mesure scalaire M( ., , ]sl,sé])

1

sur (R, B]{) de fonction de répartition t ~~> p(t,sz) - p(t,sl) [par ex. ,

th. 8.14].

De plus, lorsque £t <ty la relation (a) de a.5. nous donne :

|0(t 58,070 (558 )=p(t 800 (e s )| < 0 Jeyys,] x Jspus,])
~ *
d'ol |M(:|t1,t2], ]sl,sz])l <M (Jtl’tZJ x JSI,SZJ)
Par la continuité monotone des mesures, nous obtenons :

\/I el IM(I9 ]SI’SZJ)I < M*(I X ]SI’SZ:I) ’



et 1'algébre A  stant engendrée par la semi-algdbre I :

(B) VAEPJ}: R IM(A,]SI,SZJ)I < M*(A x]sl,szj) .

De facgon analogue, pour tout réel s, il existe une mesure scalaire
M(., ]— = {]) sur (R, B]g) de fonction de répartition t > p(t,s)

et qui vérifie :
v) Vaedh, M, J- =, s])| € M (A x ]- =, s]) .

De plus pour tous I et I' majorés de I tels que :
INTI'"=¢ et TUI' el , les mesures scalaires M(.,I) + M(.,I")

et M(., I UI') ayant la méme fonction de répartition, sont &gales.

2) Etant donné A de J% , considérons 1'application

pp T s v M(A, ]— ©, s|) qui vérifie d'aprds ce qui précade :

s, < 5, = po(s,) = p, () = M(A ,]sl , Sg“

Pa est 3 variations bornées dans R : pour toute famille croissante

(s.)

s.).
i’ jsq+l

q
1 Ioaeip —ogepl s Lo, Jag o )|

A
Il ~10

*
M (A x ]sj , sj+1])

j=1

s M x R) ,

. £ P .
pulsque M est une mesure positive finie.
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est continue i droite et lim p,(s8) = — =« .
g0

De plus Pa

En effet par la relation (B) de b.l., nous obtenons :

\/se]R, \/e>0, [pA(s+e)—pA(s)|sM*(Ax:]s,s+e:|) . -
et loA(S)-oA(s-E)l < M (A x Is - e s> -
donc Vs e R . lim DA(S"'E) = DA(S) 4
>0

d'autre part la relation (y) nous donne :

Vse R, o, ()] s M (A x = =, ]
d'oli 1im pA(s) =0 .
§>=

Ainsi, il existe une mesure scalaire M(A,.) sur (R, B]R) de
fonction de répartition Py

Des relations (B) et (y) de b.l., il résulte que :
Vaed, Vier, M@, T)] s MTax ),

(5) d'ot VA , A" € o, IM(a,A")| < M (A x A")

Nous avons vu que pour tout réel s , M(., ]-— o, s:]) est une

mesure scalaire sur (R, B]R)’ donc- :

2

\/A,A'Ecy(? s

ANA =@ => M@, - =, s]) +M@A", |~ =, s]) =M@AUA", ]- =, s])

==> p,(s) + ppr(s) = oauar(8) ‘ .

Par conséquent, pour tous A et A' de T tels que ANA'=¢,

les mesures scalaires M(A,.) + M(A',.) = M(A U A',.) sont égales.
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3) Notons R 1'algébre de ]R2 engendrée par la semi-alg@bre
S={1xJ, I et Je I}. Chaque élément de R est la réunion d'une famille

finie d'él&ments de S deux 3 deux disjoints.

D'aprés ce qui précéde, nous pouvons définir une application additive

M:R— K par :
M) S ) =) M(S) ,
pour toute famille finie (Sn) de rectangles de S deux 3 deux disjoints.
La relation (§) de b.l. entraine que :
M@T s g ¥ M (s)
n’ ! = n’
donc VB e R , IM(B) | s M*(B) :

1'application additive M : R — K est bornée et posséde la propriété de
continuité monotone. Elle est une mesure scalaire qui admet un prolongement
a la tribu o¢o(R) , c'est—~3-dire B]R2 [10 , COY. III.5.9:|, que nous noterons

encore M.

Nous constatons aisément que la fonction de répartition de la mesure

scalaire M sur (IRZ, B]RZ) ‘est 1'application op.

L'unicité de M découle du lemme d'unicité I.4.6. I

Nous généralisons ce résultat :

1.6.6. - Remargue : Cas d'une mesure hilbertienne.

La fonction de répartition d'une mesure hilbertienne u sur
P P

(R™, B]RZ) étant définie par

\/t,SC]R N p(t,S)=U(]_°°, t:’x]— ®©y S:!)’
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on peut démontrer le théoréme suivant :

P . . 2 . .
Théondéme.- Pour qu'une application p : R — H soit la fonction

de répartition d'une mesure hilbertienne u : B]RZ —~—> H , il faut et il

suffit que p vérifie les trois conditions suivantes :

- . e . 2
Vh € H - ph est a variations bornées dans R

e est continue i droite

- VYseRr , lim o, (E8) =0 et VeemRr , Lim o, (t,s) = 0 .

to— §->—0c0

La condition nécessaire est immédiate puisque, lorsque yp est une

mesure hilbertienne, pour tout h de H est la fonction de répartition

s Dh
de la mesure scalaire T
Réciproquement, lorsqu'une application p vérifie ces conditions,

pour tout h de H, P, est la fonction de répartition d'une mesure scalaire

sur (]Rz, B]RZ) (cf. th. I.6.5.) telle que :

VB e B lu, B s var(o,, r?)

Comme dans la démonstration du théoréme (I.4.3.), par le théoréme de

Banach-Steinhaus nous en déduisons que, pour tout borélien B de B]RZ .

1'application p_(B) : h v uh(B) est une forme linéaire continue sur
1'espace de Hilbert H. Puis, le théor&me de Pettis nous permet de conclure

d 1'existence d'une mesure hilbertienne de fonction de répartition p. B
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@ - C. N. S. DE PROLONGEABILITE D'UNE BIMESURE SPECTRALE SUR (R, B]R ).

Nous montrons qu'une bimesure spectrale sur (R, B]R) est prolongeable
si, et seulement si, la "fonction de répartition" qui lui est associée ci-dessous

-

est 3 variations bornées dans R

1.6.7. - Lemme.- Etant donn€e une bimesure spectrale M sur (R, B]R)’

1'application p : ]R2 — K définie par :

Ve ,se R, o(t,s) = M(]- =, t] x |- =, s]) ,

vérifie les propriétés (pz) et (p3).

Preuve : Soient t et s deux réels, pour toutes suites (En)ne]N

et (nn)nelN telles que :

e ¥+0 et n ¥O
n

n
nous avons 1lim M(]- o, £t + En:l X :]— o, 5 + nn]) = M(:|- o, t] x ]- oo s])
n—>
d'oli Illiz p(t + e s St nn) = p(t,s)

T B]R —> H désignant une mesure hilbertienne de bimesure spectrale

M [ 5 p. IV.35. th, 6:], pour tous réels t et s , nous avons :

|- = )y u@= = s])ygl s Hud== DI . Hud- = DI,

ainsi lo(t,s)| s sup |[u(®)]} . - =, S])Il ;
BeB
R
or sup ||uB) ]| s [|u][(R) < + &,
BeB]R
oll HuH désigne la semi~-variation de y DO, lemme IV.10.4],
et 1'1m’|u(-°°, s])!|=0,

§>—o
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par conséquent :

lim sup |p(t,s)| =0 et 1im sup |p(t,s)| =0. B
t>—o seR s> teR

Voici le résultat annoncé.

1.6:8. - Théondme.- Une bimesure spectrale M : B]R X B]R — K

. 2 .
est prolongeable en une mesure scalaire sur (R", B]RZ) si, et seulement

. . 2 N . . -
si, la fonction p ¢: R —— K est 3 variationsbornées

(ty8) > M(]==,t]x]-=,s])

dans ZIR2 .

Dans ce cas le prolongement est unique.

Preuve :

Condition nécessaire : Lorsque la bimesure spectrale M est

. 2 . P
prolongeable en une mesure scalaire sur (R, B]RZ) , la fonction p définie
ci-dessus,qui coincide avec la fonction de répartition du prolongement, est

- . s ~ 2 .
3 variations bornées dans TR~ (cf. proposition I.6.4).

Condition suffisante : La fonction p, vérifiant les conditions

(pl)’ (pz) et (p3) du théoréme I.6.5., est la fonction de répartition d'une

mesure scalaire M' sur (]RZ, B_2).

R

Pour tout I du [-systéme 1 des intervalles ouverts a gauche
et majorés, les deux mesures scalaires M'(. x I) et M(. x I) coincident
sur [ donc sur la tribu engendrée qui est B]R : elles sont égales (lemme
d'unicité I1.4.6.).

Ainsi pour tout borélien B , les deux mesures M(B x .) et M'(B x .)

coincident sur I donc elles sont égales.



- 35 -~

Par conséquent ces deux fonctions M et M' coincident dans

B, x B_ , et la mesure M' prolonge la bimesure spectrale M 3 B]RZ . B

Nous tirons aisément du théoréme :

1.6.9. - Conollairne.- Toute bimesure spectrale positive définie

sur (R, B]R) est prolongeable.

Preuve : Pour tous t1<...<t et s, < ... < s :

P q

donc var (p, ]Rz) < + o |
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CHAPITRE 11

PROCESSUIS HARMONISABLES ET DOMINATION,

I[.1, - INTRODUCTION.-

Dans ce chapitre nous avons regroup@ deux parties distinctes :

- les correspondances entre les différentes notions de processus

harmonisables,

- la caractérisation de la domination entre deux processus harmonisables

par la comparaison de leurs bimesures spectrales.

Les processus harmonisables, introduits par M. LOEVE comme généra-—
lisation des processus faiblement stationnaires [ﬁQ, sect.34], furent 1l'objet
d'une théorie ensembliste abordée par Yu. A. ROZANOV [26] et d'une théorie
fonctionnelle &tudie par H. NIEMI [25], ayant comme point commun la notion

de processus V-borné die & S. BOCHNER [7, § 4].

L'identité entre les processus harmonisables, les processus continus
et V-bornés, et les processus (f)-harmonisables, a &té &établiepar A.G. MIAMEE
et H. SALEHI [21], et H. NIEMI [25]. Dans ce chapitre nous verrons qu'il en
est de méme entre les processus harmonisables & mesure spectrale et lés processus
(f)?harmonisables a mesure spectrale. Les différentes correspondances entre

ces notions seront récapitulées.

En utilisant la comparaison des noyaux auto-reproduisants développée
1
par N. ARONSZAJN [ 3], R. MOCHE [?2] a défini la domination entre processus

du second ordre ; et en particulier entre processus harmonisables.
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Dans la seconde partie, cette domination entre processus harmonisables
sera caractérisée par la domination entre leurs bimesures spectrales associées.
Puisque les processus faiblement stationnaires et continus ont des mesures
spectrales positives, nous nous intéresserons & la domination par ces processus

qui nous permettra de simplifier des calculs ultérieurs.

I[1.2. -~ CORRESPONDANCES ENTRE LA THEORIE ENSEMBLISTE ET LA THEORIE

FONCTIONNELLE DES PROCESSUS HARMONISABLES.-

Considérons un espace probabilisé (S,F,P) et notons H , 1l'espace

de Hilbert Lé(S,F,P).

(:) - PROCESSUS V-BORNES ET PROCESSUS HARMONISABLES.

La définition des processus V-bornés est due 3 S. BOCHNER [} .

daf. 4.1.1.].

11.2.1. - Définition.~ Un processus X : R —> H est dit V-borné

lorsque :

- il est borné et faiblement (B BH) - mesurable ,

]R’

- il existe une constante c > 0 telle que :

erL;K(]R) , fot.f(t)dtl]scllf]}m ,
ol - f désigne la transformée de Fourier de la fonction f :
Veer , £(t) =Je211Ttu . £(u) du,

IIEIIm = sup {|£(6)] : t e R} g f |£(t)] at ,
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- 1'intégrale de Pettis f Xt . f(t) dt est définie, puisque :.

Vhen, [[(Xt.f(t),h)'H ac] < supC|Ix ]| st e ® . |[n]] . J!f(t)[ at .

H. NIEMI a &tabli [25, cor. 3.2.5.] :

11.2.2. - Lemme.- Un processus borné et (B

R’ BH) - mesurable

X : R —>H est V-borné si, et seulement si, il existe une constante ¢

telle que :

Ve, ge L‘;:(]R) , |Jg(s) (j (XX )y - £(£) dt) ds| s ¢ . HEHoo . \|;]|m ;

et A.G. MIAMEE et H. SALEHI ont prouvé [21, th. 9] :

11.2.3. - Proposition.- Un processus X : R —> H est harmonisable

si, et seulement si, 11 est continu et il existe une constante c¢ telle que :

1 ~ ~
Ve, gellm ;” (XX, - () .g)de as] e IE], - 1lall, -
Par conséquent, nous obtenons le résultat suivant :

11.2.4. - Théonéme.- Un processus X : R —— X est harmonisable

si, et seulement si, il est continu et V-borné.

11.2.5. - Il existe des processus V-bornés et non continus (et

méme non faiblement continus). [:25, rem. 3.2.2.].

En effet, en considérant un €lément £ non nul de Lé (Q,A,P),

le processus X : R —> Lé (2,A,P) défini par :

Vt%o’ X =0 , et X =¢ ,
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est V-borné mais non faiblement continu, puisque :

- il est 8videmment (B , B.)— mesurable ,

R H

- Veer, |IxIlsllgll <+=,

. f£(t) dt]| = 0 < Il:r:||oo s

-erL(IE(IR), llfxt

et il n'est pas faiblement continu :

Ve 40 , E(xt.E)=o,et E(XO.E)=||g[|2¢o..

11.2.56. - Tout processus V-borné est borné, mais la réciproque

est fausse : il existe des processus continus et bornés qui ne sont pas
V-bornés. Donnons un exemple di 3 E.G. GLADYSHEV [}5 , § 3 ex. 1] ;s H. NIEMI 125 ’

ex. 3.2.7] en donna un autre.

Considérons une application continue périodique f : R —> € qui
' . . s .
ne s'annule jamais et dont la série de Fourier ne converge pas absolument. .

Le noyau hermitien de type positif K :i]R2 — C ,

(tys) > K(t,s) = £(t) . £(s) , est le noyau de covariance d'une f.a. gaussienne

centrée X : R.——A-Lé(S,F,P) [24, prop. 3.4.].

Supposons que le processus X soit continu et V-borné&, donc,d'aprés
le théoréme (II.2.4.),il est harmonisable. Il existe une mesure stochastique u

de bimesure spectrale M telle que :

Veer , X, = J et L(du) ,

et , V&, s e R , f(t) . £(s) = K(t,s) JJ ei(tu—sv) M(du,dv)

Ainsi 1'application f : R — C est la fonction caractéristique

de la mesure complexe & sur (R, B]R) définie par :
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VBeB. , @) =——EQ1..X)=—
R oy B

dont les valeurs ne dépendent pas de

s € R

Puisque f

est périodique de période

T , la mesure complexe ¢
est concentrée sur un sous—ensemble dénombrable de

R , invariant par la
translation d'amplitude T : il existe une suite (xn)neZ de R telle que :
+oo itxn
£(t) = [ e T .oelx D
n=-—oo

mais,comme ¢

-~

est une mesure complexe, elle est &

variations bornées sur
et

R

+o0

z ‘Q({Xn})l < + » 3

n=—cw

donc la série de Fourier de l'application f

est absolument convergente, et
nous obtenons une contradiction.

11.2.7. -

I1 existe des processus harmonisables sans mesure spectrale.

L'exemple d'un tel processus a &té

construit dans le paragraphe (I.5.B.).
E.G. GLADYSHEV en a donné un autre [}5, § 3. ex. 2].

11.2.8. -

Les processus faiblement stationnaires et continus sont

harmonisables & mesure spectrale [ 23, th. 4. p. V. 18]. Mais, la réciproque
est fausse.

En effet, en considérant un &lément £ non nul de Lé(S,F,P) , le
processus X : R -ﬁ-Lé(S,F,P) défini par

V& e R , Xt = elt . &+ £
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est harmonisable 3 mesure spectrale mais n'est pas faiblement stationnaire,

puisque :

(ei(t~s) . eit -is F 1) . Ilgliz

Ve, seR , E(Xt.)_(s)
- JJ ei(tu—sv) M(du,dv)

- 2 -
oi M est la mesure spectrale sur (R, B]RZ) concentrée sur

{(0,1) ; (1,0) ; (0,0) ; (1,1)} et telle que

MO, ) = M({(1,00h = M({,DDH = M({,0) = |z]1> . m

11.2.9. - Tableau nécapitulatif :

Processus :

faiblement stationnaire

continu

3 |

harmonisable 3 mesure

spectrale
\ &
harmonisable =—————> V-borné
contlnu
continu borne e V-borné w

\//

borne
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@ - PROCESSUS = (f) - HARMONISABLES ET PROCESSUS HARMONISABLES.

Dans ce paragraphe, Kq:(]R) (resp. Km(]Rz)) désigne 1'espace

-~

. ‘ . 2
des fonctions complexes continues, 3 support compact dans R (resp. R") ; Cb(]R)
Cb(IR) (resp. Cb(]Rz)) désigne 1'espace des fonctions complexes continues

et bornées dans R (resp. ]R2) , et CO(]R) celui des fonctions complexes

continues dans IR et tendant vers 0 a l'infini.

La théorie de 1'intégration par rapport 3 une mesure de Radon

vectorielle [32] nous permet de poser (voir aussi [25 , § 2.4.:[) :

11.2.10. - Déginition.,~ Etant donnée une mesure de Radon bornée

v o Km(IR) —> H, le processus X : R —> H défini par :

Ve e R , X, = J et t¥ v(dx)

est dit (f)-harmonisable.

H. NIEMI a &tabli le lien suivant [ 25, prop. 3.2.1.].

11.2.11. - Théoreme.- Un processus X : R —> H est faiblement

continu et V-borné si, et seulement si, il est (f)-harmonisable.

De plus, dans ce cas, le processus X est continu et la mesure de
Radon bornée v qui lui est associBe, est unique. Nous 1'appellerons la

mesure de Radon spectrale de X.

11.2.12. - Remargue : La similitude que nous pouvons constater entre
la définition d'un processus harmonisable (proposition I.3.1.) et celle d'un
processus (f)-~harmonisable (définition II1.2.10.) n'est pas fortuite. Par les

théordmes (I1.2.11.) et (II.2.6.) nous obtenons :

Un processus est harmonisable si, et seulement si, i1 est (f)-harmonisable.




- 43 -

Afin de caractériser le noyau d'un processus (f)-harmonisable,

nous donnons la définition de la bimesure fonctionnelle d'une mesure de

Radon [25 , d&f. 2.3.1. et d&f. 2.4.10].

11.7.13. - Définitions.-

1 - Une application bilinéaire continue B : Km(R) X Km(R) — C

est appelée une bimesure sur R x R .

2 - La bimesure fonctionnelle d'une mesure de Radon v : Km(R) —> H ,

est la bimesure B : KC(R) X KG(R) — € définie par :

Ve s 8 € KG(JR) R B(f,g) = (v(f), v(g))H .

Ainsi, en utilisant la théorie de 1'intégration par rapport 3 une
bimesure (fonctionnelle) BZ, § 5.17 3 25 , § 2.3.], H. NIEMI obtient la

caractérisation suivante des processus (f)-harmonisables :

11.2.14. - Théonéme.- Un processus borné et faiblement continu

X: R—H, est V-borné si, et seulement si, il existe une bimesure bornée

B sur R x R telle que :

-Vt e C(R) , 0 < B(f,T)

- RxR —CxC est "fortement" int&prable par rapport 3 B
itu -isv

> € )

(u,v) v (e

pour tous t et s de R ,

- le noyau K de X peut étre représenté sous la forme :

it. ~is,

Ve,seRrR , (XX )y = K(t,s) = B(e ", e 77 .
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Dans ce cas la bimesure bornée B est 1'unique bimesure fonctionnelle

de la mesure de Radon spectrale v du processus (f)-harmonisable X .

11.2.15. - Deginition.~ Nous appellerons processus (f)-harmonisable

34 mesure spectrale, un processus (f)-harmonisable dont la bimesure

B : KE(R) x chm) — ¢ est prolongeable en une mesure de Radon bornée
sur iRz ; dans ce cas la mesure de Radon, qui est unique, sera appelée mesure

spectrale du processus (f)-harmonisable.

11.2.16. - Remarque : H. NIEMI a donné une construction fonctionnelle
de 1'exemple du paragraphe (I.5.B.), afin de prouver l'existence de processus

(f)~harmonisables sans mesure spectrale.

Nous prouverons dans 1'annexe (A.3.), la correspondance suivante

11.2.17. - Théoneéme.- Un processus X : R —> H est harmonisable

34 mesure spectrale si, et seulement si, il est (f)—harmonisable 3 mesure

spectrale.
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11.2.18. - Tablfeau nécapitulatif : Cornrespondances entrne Les

differnentes notions de processus harmonisables.

1 2
Processus X: R —> LC(Q,A,P) .

faiblement stationnaire

et continu

v

harmonisable 3 mesure

spectrale

\%

harmonisable

\

= V-borné

et (faiblement) continu

borné et

continu

(f)-harmonisable &

mesure spectrale

(f)-harmonisable
ﬂ
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[1.3, - DOMINATION ENTRE LES PROCESSUS HARMONISABLES.-

(A - DOMINATION.
11.3.1. - Déginition.- Etant donnés deux processus du second ordre
X1 et X2 , nous dirons que Xl domine X2 si, et seulement si, la différence
K1 - K2 de leurs deux noyaux est de type positif, et nous posons K2 < K1

On définit ainsi un préordre sur l'ensemble des processus du second
ordre ayant le méme espace-temps T , et un ordre sur l'ensemble des noyaux

hermitiens de type positif défini sur le méme ensemble T [3].

Lorsque T = IR , la section commencante de tout noyau harmonisable

ne contient que des noyaux harmonisables [22] :

11.3.2. - Théoréme.- Tout processus dominé par un processus harmonisable

est harmonisable.

Mais nous verrons, (prop. II.3.8), que tout processus harmonisable
est dominé par un processus faiblement stationnaire continu en m.q. Donc puisqu'il
existe des bimesures spectrales sur (R, BIR) non prolongeables (I.5.B.) et
que toute bimesure spectrale sur (R, BIQ est associée 3 un processus
harmonisable [23 , p. IV.35. th. 6 et p. V. 13. th. 1], nous obtenons qu'un
processus dominé par un processus harmonisable 3 mesure spectrale n'est pas

toujours un processus harmonisable 3@ mesure spectrale.

Afin de caractériser la domination entre des processus harmonisables,
a4 1'aide de leurs bimesures spectrales, nous allons montrer que la somme de deux

bimesures spectrales sur un méme espace mesurable, est une bimesure spectrale.
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- CONE CONVEXE DES BIMESURES SPECTRALES SUR UN ESPACE MESURABLE (Q,A).

I7.3.3. - Lemme.- Etant donnés K, et K, deux noyaux hermitiens

de type positif sur un ensemble T , il existe un espace probabilisé (S,F,P)

et deux fonctions aléatoires gaussiennes centrées indépendantes, définies sur

(s,F,P), d'espace - temps T , et de covariances respectives K, et K2 .
Preuve :

1) Pour j =12, Kj est un noyau hermitien de type positif sur T ;
il existe un espace probabilisé (Sj’Fj’Pj) et une f.a. gaussienne centrée Xj

de covariance Kj , définie sur (Sj’Fj’Pj) [24 ., Prop. 3.4].

. 2 2
L
De plus 1l'espace de Hilbert IﬁK(Sl’Fl’PI) ® LE((SZ’FZ’PZ) est

isomorphe 3 1'espace L;((Sl X 8, Fl ® FZ’ P 8 Pz) [ 24, prop. 6.6.].

2) Posons : (S,F,P) = (S1 X SZ’ Fl %] F2 s P1 1%} P2) -

e € Y, =X, 81 , Y, =18®8X,

Pour j =1,2, la f.a. Yj = {th ; t € T} définie sur (S,F,P) ,

a les m@mes lois multi—-dimensionnelles que la f.a. gaussienne Xi :

Vn 3 1 , Ve yeesey t_ €T VBI sy Bn € B]K s

P ®P ((Yj 1,...,thn) € B1 X eae X Bn)

P, ® Pz({(sl,sz) e S x S, (thl(sj)""’xjtn(sj)) € Bl x ... x Bn})

Pj((thl,...,thn) € B1 X e X Bn) 3

par conséquent, Yj est une f.a. gaussienne centrée de covariance Kj .
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- mesurable tandis que

3) La f.a. Y, = {Y., :t € R} est Fl x S

lt 2

Y, = {Y s t e T} est Sl x F2 - mesurable. Les tribus Fl x 82 et S1 x F2

2 2t

8tant P-indépendantes, les f.a. Yl et Y2 sont P-indépendantes. W

Nous pouvons maintenant montrer que la somme de deux bimesures

spectrales est une bimesure spectrale.

11.3.4. - Proposition.- La somme M de deux bimesures spectrales M,

sur un espace mesurable (f,A) est une bimesure spectrale sur (Q,A).

De plus,pour toutes les fonctions mesurables bornées

f et g: (Q,A) — (K, B]K) , nNous avons :

[eoroe [eoion s [[eoim.

Preuve : L'intégration par rapport 3 une bimesure spectrale a &té
. . - - . - - '
introduite par Yu. A. ROZANOV @é]. Elle a été simplifiée par R. MOCHE [?3, chap. IV]
aprés qu'ait 8té obtenue la forme générale des bimesures spectrales (th. I.2.5.).

Nous reprenons ici ce dernier type d'argument.
yp

1) Puisque M1 et M2 sont des noyaux hermitiens de type positif

sur A, il existe un espace probabilisé (S,F,P) et deux f.a. gaussiennes My

et o définies sur (S,F,P), centrées, indépendantes, d'espace - temps A, et

de covariances respectives M1 et M2 .

Vérifions que pour tout j de {1,2} , uj t A — Li((S,F,P) est

une mesure stochastique :

- additivité : deux événements disjoints, A, et A, de A,

vérifient :

VBeA |, M (A + By, B) = M (ALB) + M (A),B) ,

29
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d'od (8 + 4y —uy(Ap) - ni (). us () =0,
et ”j(AI + A2) = uj(Al) + uj(Az)

- o-additivité :

2
B)1 © Aet A ¥ @ — Mj(An,An) = ||uj(An)ll — 0 .
> . oo
2) Hy et w, étant indépendantes, la mesure stochastique uy = Wy + u,

vérifie :

Va, BeA E@®.NE) = B )5 (B) + E(y(a) . u,(B)

It

MI(A x B) + MZ(A x B) = M(A x B) ;

ainsi 1'application M =M, + M, : Ax A— K , est la bimesure spectrale

de la mesure stochastique u (th. I.2.5.).

3) Toute fonction mesurable bornge £ : ®,A) — (K, BH()

est u, W, et - intégrable [23 , th. 3 p. Iv.25], et vérifie :

)
J f dy = J f du1 + J f du2 .

I1 en résulte que si les fonctions mesurables

f et g : (9,A) — (K, B]K) sont bornées, elles vérifient

JJ £ 0 g dM E(J £ dy . J g du)

E(J f du1 . Jg dul) + E(J f dul . J g duz)

]

+E(J f duz .Jg dul) + E(J fdu2 .Jg duz) H
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mals les fonctions alé&atoires Hy et H, d'espace-temps A sont indépendantes :
Va,Bed , E@® .w,0® =0,

. 2 .
donc les sous—espaces de Hilbert Lz(ul) et Lz(uz) de . LHgS,F,P), engendrés
respectivement par {uj(A) : Ae A} pour j = 132 , sont orthogonaux et

nous obtenons

JJf@édM=E(deul.Jgdul)+E(dep2.Jgdu2)

Uf@édMl+”f@§dM2 . B

11.3.5.

Conollaine.~ Etant donné un espace mesurable (Q,A), 1'ensemble

des bimesures spectrales définies sur (Q,A) est un cdne convexe que nous

noterons B]K (A).

+

De plus,pour tous M , Ml , M2 de B]K (A) , et tous a; s a, de R ,

alors, toutes fonctions mesurables bornées f et g : (Q,A) — (K, B]K)

vérifient
'”f@ng=al JJngdMl+a2. JJf@ngz .

Preuve : Soit une bimesure spectrale M : A x A —> K ; il existe

une mesure stochastique y dont la bimesure spectrale associe est M (th. I.2.5.).

Pour tout nombre réel a positif, 1'application : a . M : Ax A — K ,
(A,B) v+ a . M(A x B) est la bimesure spectrale associée 3 la mesure stochastique
Va . u ; de plus, d'aprds la théorie de 1'intégration par rapport a une
mesure hilbertienne [23 , chap. IV], toutes fonctions boréliennes bornées

f et g: (2,A) — (K, Bp) vérifient :
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de(/é’.u)

1

[}
o
-
Hh
&

"

[V
IR
—

+h

S

a9

[a

=

JJ £f®gdla . M)

Ainsi,nous pouvons conclure grice & la proposition précédente. B

11.3.6. - Définition.- Etant donnés un espace mesurable (Q,A) et

deux bimesures spectrales M et M, : A x A —> K , nous dirons que M

domine M2 lorsque M, - M, est de type positif, autrement dit,lorsque Ml —.M2

est une bimesure sur (Q,A).

11.3.7. - Remanrques :

1 - Nous venons de définir une relation de préordre dans le cbne convexe
Bﬂ((A) des bimesures spectrales sur un espace mesurable (Q,A).

2 - Etant donnée.une mesure positive finie m sur un espace

mesurable (Q,A), il existe une unique mesure R(m) sur 1'espace mesurable

(@ xq, A®A) qui vérifie :
Va,BeA |, R(m) (A x B) = m(AN B)
R(m) est une mesure spectrale sur (Q,A) concentrée sur la 1°%® bissectrice.

Nous dirons que m domine M lorsque R(m) domine M , M é&tant

une bimesure spectrale sur (Q,A).

(:) - CARACTERISATION DE LA DOMINATION DES PROCESSUS HARMONISABLES PAR

LES BIMESURES SPECTRALES.

I1.3.8. - Théoneme.- Soient deux processus harmonisables X, et X,

1 ==

de bimesures spectrales respectives Ml 2t M2 .

X1 domine X2 si,et seulement si, MI—M2 est une bimesure spectrale

sur (R, Bﬂg , autrement dit, si, et seulement si M1 domine M2
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Preuve :

- Condition nécessaire : Supposons que X, domine X donc que le

1 2?2

noyau hermitien K1 - K2 est de type positif sur R ; il existe un processus X

gaussien centré d'espace-temps R et de covariance K = Kl - Kz‘ [?4, prop. 3.4].

Le noyau K2 = K1 - K est de type positif, donc le proceésus X est

\
dominé par le processus harmonisable X1 et, d'aprés R. MOCHE [?2, th. II.i], X

est harmonisable.

En notant M 1la bimesure spectrale de X , nous obtenons l'expression

suivante du noyau Kl =K + K2 :

V& , ve R, Kl(x,y) = IJ ei(tx—sy) M(dx,dy) + JJ ei(tx—sy) Mz(dx,y) .

et que la bimesure spectrale M + M, est associée au processus harmonisable X1 .

2

Mais un processus harmonisable poss&de une unique bimesure spectrale [23, p. V.j],

donc la bimesure spectrale M1 du processus X1 est égale & la somme M + M2 .

Par conséquent, la différence Ml - M2 , qui est &gale a M , est

une bimesure spectrale.

- Condition_suffisante : Supposons que les processus X, et X,

sont tels que M = M, - M2 soit une bimesure spectrale.

Pour toute fonction f : R —~—> € boré&lienne bornée, la bimesure

1 M+ M2 vérifie (prop. II.3.4.) :

”f@EdMl=”f EdM+Uf@EdM2 ,
et 0 < JJ f @ f am H

spectrale M

[o:¢]

par conséquent 0 <
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En particulier, pour tout entier n % 1 , pour tous les réels

tl""’tn , et les scalaires Gpseecs® 5 €1 appliquant la relation précé&dente

n it.x
i la fonction f(x) = z o, e J , nous obtenons :
j=1 4
0 < a..0 K (t.,t.) £ ) a,.0 K (E,,t)
3, k=1 ITRTT2 7317k 5, K=1 j5 kT3 Kk

oli K1 et K2 sont les noyaux respectifs des processus X1 et X2 .

Ainsi le noyau Kl - K, est de type positif, et X1 domine X, . B

2 2

Ta domination des bimesures spectrales sur (IR, BB{) est donc un ordre,
on pourrait démontrer directement que la domination des bimesures sur un espace

mesurable quelconque est un ordre.

De la démonstration précédente nous tirons

11.3.9. - Corollaire.- X, domine X, si, et seulement si, toute

fonction f : R —> € , borélienne bornée,vérifie :

os”f@Eszs”f@EdMl.

11.3.10. - Proposition.- Soient deux processus harmonisables X, et

X2 de bimesures spectrales respectives M1 et M2 telles qu'il existe une

suite (r ) de nombres entiers vérifiant :
— n'nzl
r
i) lim — = + ®
n—>+ow
et i1) V% >1 V%_ yessy C e C s
n Tn
T
- ] j+1 k k+1
0= ) Cj * %kt (Ml - MZ) (}% ? Jn ] ) ]E" n Do
JyK="T
n

alors X, domine X2 , autrement dit, M, - M est une bimesure spectrale.

1 2

Remarque. : D'aprés le théoréme (II.3.8.) nous avons le résultat
q p

réciproque : si X1 domine X2 alors toute suite crolssante (rn)n>1 de

nombres réels vérifie la condition (ii).
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Preuve : Considérons une suite (rn) satisfaisant les

nx1

3

conditions (i) et (ii).

*
1) Vne N et YVt e R , notons :

lﬂt s x s el X ,
1 r'ﬂ lt%
lpnt P X v '_E_:. e . 1].-_]_ . j+l](x) .
I="Th n’ n

Ainsi : Vt e R , Vx e R , 1lim lﬁnt(x) = lﬁt(x)

n>too
et Vn Itﬂnt(x)l < Ilﬂt(x)l =1
; *
2) Soient m de W , tl""’tm de R et S EREETL de ¢ .
Notons
m —
A= a .a . (Kt ,t)-K(t,t
z=1 bt Bq  Kpe,e) = Ky(e e )
p,q
0 , _ — —_—
= Z_ a, - q-{E(J lﬂt du; . J"ﬂt duy) - E(J lﬂt du, - Jlﬂt duz)}-
P>q=1 P q P q

D'aprés le théoréme de convergence dominée pour les mesures hilbertiennes

[23,th. IV-lO.lO], nous avons :

pour £ = 1;2 et Vps m 1imJlﬂnt du£=J1ﬂt dpz;
Do p p
) /
ainsi A= 1lim a a . {E(j du, . J v du.)
oo p,g=1 P q ntp 1 ntq 1

- E(J 0. au, - f 0 dul
p q

donc en remplagant les fonctions gﬂnt par leurs expressions :




. j k
m n it .=-t .2 . .
A=1im 2 a .El—. Z e n qQn X(M—M)G-‘l;i—-’-—!—]le—(—;ﬁ-l—])
p q . g 1 72" ~n n n n
m>+e p,q=1 Jok=—r_
rn
'~ - 1: —_— _ j . i+l k | k+l
d'ot A lim ‘ ) cjn ~ Cypn * (M1 M2) (Jn 3 —-—n] X ]n ; __-—n])
>+ J,k=—rn
m itp%

avec cjn = pzl ap e s -r £ ] g roo-

Ainsi, d'aprés (ii), l'expression A est positive.

Le noyau Kl - K2 est de type positif, et X1 domine X2 . B

(:) - DOMINATION ET PROCESSUS FAIBLEMENT STATTONNAIRES.

La domination entre les processus faiblement stationnaires se

caractérise par :

11.3.11. - Proposition.-  Considérons deux processus X, et X,

faiblement stationnaires, continus (en m.q.), de mesures spectrales respectives

R(ml) et R(mz).

X] domine X2 si, et seulement si, m; - m, est une mesure positive

sur (R, BI{)'

Preuve :

- Condition mécessaire : si X1 domine X2 , alors R(ml) - R(mz)

est une bimesure spectrale ; d'ol :
V8 e B : R(m,) (B x B) ¢ R(m) (B x B)

et mz(B) g ml(B)
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- Condition suffisante : si m, — m, est une mesure positive, alors

1

2

pour tout n 3 1 , tous Bgseeesd de € , et tous B1""’Bn de B]R

nous avons :

s 2
0 % JI .2 a, - lB‘l dm, - m,)
j=1 h]
n ——
donc 0 g ; §=1 aj . ak.(R(ml) - R(mz)) (Bj x Bk) ,

ainsi nous obtenons aisément que R(ml) - R(mz) est une bimesure spectrale

et que FXI domine Xy d'aprés le théoréme (II.3.8). B

11.3.12. - Remargue : L'application R : m v+ R(m) dé&finie sur
1'ensemble des mesures positives finies sur (R, BI() muni de la relation
d'ordre usuelle, 3 valeurs dans l'ensemble des bimesures spectrales sur (R, B]g)
concentrées sur la 1ére bissectrice muni de la domination, est un isomorphisme

d'espaces ordonnés.

1]
R. MOCHE [22] a donné des conditions nécessaires et une condition
suffisante sur les mesures spectrales, pour qu'un processus harmonisable &
mesure spectrale domine un processus faiblement stationnaire et continu.

Le résultat ci-dessous jouera un rdle essentiel par la suite.

11.3.13. - Proposition.- Tout processus harmonisable est dominé

par un processus faiblement stationnaire et continu .

Preuve : A.G. MIAMEE et H. SALEHI ont montré que toute bimesure
spectrale sur (R, BI() est dominée par une mesure positive finie (@1 .
lemme 3]; voir aussi [j23, chap. VI. § III.A] oii 1'on trouve une démonstration
simplifiée).

Soit un processus harmonisable X de bimesure spectrale dominée

par une mesure positive finie m sur (R, BI{)'
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I1 existe un processus Y faiblement stationnaire et continu en m.q.,

de bimesure spectrale R(m) [22] . D'aprés le théoréme (II.3.8.), Y domine X. W

11.3.14. - Proposition.- L'ensemble des processus faiblement

stationnaires, continus en m.q. et dominant un processus harmonisable donné

admet un &lément minimal pour la domination entre les processus.

Preuve : D'aprd@s le théoréme (II.3.8.) et la remarque (II1.3.12.)

cette proposition est &quivalente 3 :

L'ensemble des mesures positives finies sur (R, B]g) dominant

une bimesure spectrale donnée, admet un &lément minimal.

Pour prouver ceci,nous allons utiliser le lemme de Zorn.

En effet, considérons 1'ensemble M des mesures positives finies

sur (R, B]{) dominant une bimesure spectrale M fixée.

1) Cet ensemble M n'est pas vide.

Il existe une mesure positive finie m, vérifiant :
JJ f(s).f(t) M(dt,ds) < J]f(t)l2 ml(dt)

pour toute fonction f : R — € , borélienne bornée [j21, lemme 3 ] ;3 donc,

d'aprés le corollaire (II.3.9.), m, domine M :

m € M

2) Cet ensembfe M est Anductif pour La nelation < enthe mesures.

Les éléments de tout sous-ensemble T de M étant des mesures positives
finies, l'ensemble {m(R) : m € T} admet une borne inférieure positive que

nous noterons o .
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Lorsque T est totalement ordonné, il existe une suite décroissante

(mn)ne]N d'éléments de T, qui vérifie :

limm (R) = a .
n
n->-+o

Dans ce cas, pour tout borélien B , la suite (mn(B))neIJ est

. . P - . . *
décroissante minorée par O , elle possé@de une limite que nous noterons m (B) ;
et d'apr&s le théoréme de Vitali - Hahn - Saks [_10, cor. III.7.3;], la fonction

* . - P
d'ensembles obtenue : m , est une mesure qui est positive et bornée.

Si m' est un élément de T tel qu'il existe un borélien B qui

vérifie :
m'(B) < m (B) ,

T @&tant totalement ordonné, nous obtenons que :

Ve W , m' < m
n
ainsi, Vne NN . m'(BC) < mn(Bc) R
et ' (8% g m (89 ,
par conséquent, m'(R) = m'(B) + m'(BC) < m*(B) + m*(BC) = m*(HO = 03

ce qui contredit 1'existence de la borne inférieure o . Pour tout &lémeunt

m de T, nous pouvons donc écrire :

Ve e By, m (B) £ m(B) ,

et )

(2.1) VBe Bg m (B) = inf{m(B) :m e T}

*
Or lorsque p e N CI""’Cp eC et Bl""’Bp [ B]R R
P
Ynew, oc¢ E c..c, «M(B, x B) g ) c..ceem (B, 0B,
j,k=1 ] jk=t 1% 1m0

d'ol, lorsque n tend vers + « :




- 59 -

) g E cj~z—1m*(Bj N Bk) 3

P —
) c..c_.M(B, x B
3ok jok=1 3 K

3, k=1 k

_ * o - .
par conséquent , m est une mesure positive finie dominant M : elle est

un é8lément de M.

Comme elle vérifie la relation (2.1.),tout &lément de T 1lui est

P ~ . me s . *
supérieur ou égal, donc T admet une borne inférieure qui est m .

Ainsi 1'ensemble M est inductif, il admet un élément minimal,

c'est-3-dire un élément m tel que :

meM et m'sgm ==> m"=m . B
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CHAPITRE II1

INTRODUCTION A LA LOI FORTE DES
GRANDS NOMBRES POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES.

- — — — ———— — — Y — " T — S — A . M ta e v - —— — i G R - e e D v —

[11.1. - INTRODUCTION.-

L'étude de la loi forte des grands nombres (L.F.G.N.) pour les
processus faiblement stationnaires et continus,et pour les processus harmonisables

3 mesure spectrale, fut abordée par différents auteurs.

M. LOEVE [19], A. BLANC-LAPIERRE et R. BRARD [4 |, I.N. VERBISTKAYA [33]

et V.F. GAPOSHKIN [13] ont donné des conditions suffisantes portant sur la

covariance dans le cas des processus faiblement stationnaires et continus.

V.F. GAPOSHKIN, dans le cas précédent, et A. ARIMOTO [2], pour les

processus harmonisables a& mesure spectrale, ont &tabli des conditions suffisantes

portant sur la mesure spectrale (ou sa variation totale).

Dans ce chapitre - 3 1'aide des techniques de calcul employées
par J. ROUSSEAU [27] et de la domination des bimesures spectrales sur (R, B]R)
par des mesures positives finies, obtenue par A.G. MIAMEE et H. SALEHI'[211 -
nous montrons que la L.F.G.N. est vérifie par un processus harmonisable X ,

si et seulement s'il existe un entier p > 1 tel que la mesure stochastique

spectrale u de X vérifie la condition suivante

. - -n
hmP-—ps.uG—pI1,p D = 0
n+too




V.F. GAPOSHKIN est parvenu @ ce résultat pour les processus stationnaires
et continus [}3, th. Z], et pour les processus harmonisables 3 mesure spectrale
[J4, § 3.6]. Nous apportons donc la généralisation de ce dernier résultat aux

processus harmonisables quelconques.

Notons qu'a partir de maintenant, la nature de notre &tude change
radicalement : les deux premiers chapitres traitaient de certaines propriétés
du second ordre des processus par 1'utilisation de techniques strictement
hilbertiennes. Maintenant, 1'attention va se porter sur les trajectoires de

ces processus.

Notons aussi que, pour nous, un processus {Xt :te R du second

ordre est faiblement stationnaire si :

Vi, s, he R , B(X, . X)) = B, - X 00 >
tandis qu'ordinairement, est imposée la constance de la moyenne : t "~ E(Xt)’

o

condition qui est tout d fait superflue dans cette &tude.

T1I11.2, - POSITION DU PROBLEME,-

111.2.1. - Déginition.- Etant donnée une fonction aléatoire (f.a.)
réelle ou complexe X = {Xt , t € R} définie sur un espace probabilisé (Q,A,P),
nous dirons que X vérifie la L.F.G.N. lorsqu'il existe un ensemble QO s

A-mesurable et de probabilité 1, tel que :

V@ € Qo .

- 1'application t v~ Xt(w) soit (B Bﬂg - mesurable et localement

R 5

intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R ,

t
- et —L-J X (w) dt ——— 0 .
2t /-t >+
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111.2.2. - Cas d'un processus du second ordre continu.

Considérons X = {Xt , t ¢ R} un processus du second ordre continu

défini sur un espace probabilisé (Q,A,P).

Puisque 1'application X : R —> L?K (Q,A,P) , t > Xt , est continue,
le sous—espace de Hilbert LZ(X) de L]zK (2,A,P) est séparable et 1'application
t v HXtH est continue, donc (B]R , B]R) - mesurable ; d'aprés le théoréme
de caractérisation de la Bochner - intégrabilité [23 , th., 8. p. III.Il], nous
en déduisons que le processus X est Bochner - intégrable par rapport 3 la

mesure de Lebesgue sur tout intervalle borné de TR .

En passant par l'intermé&diaire de 1'intégrale de Pettis |:23 , th. 5
p- III.IO], il est clair que les intégrales de X sur les quatre intervalles
b
d'extrémités a et b (a < b) sont égales et nous notons J Xt dt 1leur

a
valeur commune dans Lz X).

| Lorsque la f.a. X : @ x R —> K , (w,t) > Xt(w) est, de plus,
(A ® B]R . B]K) - mesurable, 11 existe un ensemble QO , A-mesurable de probabilitéd 1,
tel que pour tout w de Qo , la fonction X (w) : (R, B]R) — (K, B]K) soit
localement intégrable ; de plus, pour tous a et b de R , a<b, la
variable aléatoire P - presque partout définie par w V> Jb Xt(w) dt ,

b a
appartient 3 la classe d'équivalence de J Xt dt dans L]ZK (2,A,P) [24, prop.3.9:|.
a

Dans ce cas, pour t > O , nous noterons la moyenne du processus X
sur [- t, t] par
1 [t
ot(X) = -——J' X dt .
2t ‘-t
I1 est entendu que nous choisirons toujours pour représentant de

cet €lément de L]zK (2,A,P) , la v.a. P - presque partout définie par :
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1 t
0 s — J X, (w) dt .
2t -t

La moyenne o(X) = {ot(X) : t > 0} est, alors, un processus du
second ordre continu et P - p.s. @ trajectoires continues [13 , prop. 5.

p. III.S], et le processus X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si :

1im P - p.s. Ut(X) =0 .
tr+o

111.2.3. - Convention.- Dans la suite, le processus du second

ordre et continu X = {Xt : t € R} sera toujours supposé mesurable,

Ceci n'est qu'une commodité, puisque tout processus réel et continu -

dtant continu en probabilité - admet une modification mesurable.

[11.3., - PREMIERE REDUCTION DU PROBLEME,-

Comme 1l'ont fait les différents auteurs cités 3 ce sujet, nous ramenons
1'8tude du comportement asymptotique P - p.s. du processus {ct(X) :t > 0}, &

celle d'une suite. Nous suivons ici plus particuliérement la démarche de

J. ROUSSEAU .

. 2
1171.3.1. - Lemme. Pour toute suite (‘Pn)ne]N de Ln((Q,A,P)
+oo )
Y E(]Wn! ) < + = > 1lim P - p.s. ¥o= 0

n=0 N>+

Preuve : Le théoréme de Beppo-Levy nous donne

+00 +00
2 E{|v ‘2) < 4 o mm=> E( z |y |2) < 4o
n=0 " n=0 n
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par conséquent :

+o0 )

Z I‘P , < + o P -

n=0 n p.s.
d'ou
lim P - p.s. ¥ =0
N0 n
Le résultat suivant est de A. BLANC-LAPIERRE et A. TORTRAT [6 ].

I1 a Eté réétabli par J. ROUSSEAU dans le cas t_ = n .

111.3.2. - Proposition.- Soit X = {Xt * t € R} un processus

du second ordre, continu et tel que sup{E(lthz) it e R} = 2 <row.

Pour toute suite croissante (t:n)m]N de nombres positifs, nous avons :

+o  t

2
z ( n+l _ 1) <+ o ==> 1lim P - p.s. sup !Ot(X) - o
n=0 t n>+e t <t~<.t n
n n n+l

)| =0 .

Preuve : D'aprés le lemme (ITI.3.1.) il suffit de montrer que :

} EC sup 0, = 0, O] <+= .

= t_<tgt
n=0 0 n+1 n

1) Etude rrajectoire par trajectoire. Pour P-presque tout o et

our t < t £t nous avons :
P n n+l

IECIORENCIS 2
t -t

n n t
TSN x(w)dr+LJ X(w)d‘r+—-1—j X (o) dt|?
2¢ 2t -t T 2t g T 2e Je_ t

ainsi en développant et en remarquant que :

.
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1 1 . 1 1 2n N
0 < —< et 0 < - — £ ) o a =t +] -t .,
2t 2t 2t 2t 2t n n n
n n n
nous obtenons :
o, () @) - o, ® W]
t t
n
2 t t -t -t
"o Jnjn|(> )| dr ds ‘Jnjnl() ()|
< — X (w).X . (w T + — X (w).X (o dr d¢
4’ -t J-t T 8 sl e T 8
n n n n
1 Jt jt ’ l an tn —tnl l
+ —— X (w).X (w)| dt d§ + —3x J j X (w).X_.(w)| dr d§
sile Je T 8 23 e It T §
n n n n n
an [tn It l l ] —tn t | l
+ — X (w).X (w)| dt d§ +———-f [ X (w).X . (w)| dr 46 .
2t Joe e T 8 PYS A S T §
n n n n

2) Donc, le théoréme de Fubini et 1'inégalité de Schwarz nous donnent :

2
E( sup Iot(X) - o, &)1
t <tgte n
n n+l
a2 a a
< [—12 . (2tn)2 + 417 . ai + —15 . ai + == . (2tnan) +-—£% . (2t a )
4t 4t 4t 2t 2t nn
n n n
1 21 2
+ ——= . a c”,
2t2 nJ
n
ainsi
a 2 t 2
D P L b
t t
n n

111.3.3. - Remarque : Sous les hypoth&ses de la proposition (III.3.2.),

1'équivalence suivante est vérifiée :
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1lim P - p.s. 'ct(X) = 0 <==> 1lim P - p.s. o, X)) =0 ;
toto Ir>+oo n

ce qui raméne 1'étude de la L.F.G.N. & un probléme séquentiel.

En particulier :

111.3.4. - Corollaire.- Tout processus harmonisable mesurable X

vérifie :

- 1lim P - p.s. sup !Ot(X) - Gn(X)l =0,
n>+oo n<tg<n+ 1

- 1lim P - p.s. ot(X) =0 <==> 1lim P - p.s. 0 (X) =0 .
tasto n+oo n

Preuve : En effet, la mesure stochastique spectrale p de X

vérifie [?3 , prop. 5. p. V.3] :

Vee R , E(lthz)s (Ilull(JR))2<+°° .

Ainsi, en utilisant la proposition précédente avec t = n, nous

pouvons conclure. B

IIT1.4, - REPRESENTATION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE.-

111.4.1. - Convention.- Pour tout u de R , sin(u) désignera

u
la valeur en u de la fonction entiére, bornée  : R — R ,

u v 1 . si u=20
sin(u) .
_, sinon .
u

) est intégrable par rapport i toute mesure hilbertienne sur (R, BI{)

(23, th. 3. p. 1v. 25].
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I111.4.7. - Remanque : Considérons un processus harmonisable
X = {Xt : t € R} défini sur un espace probabilisé (Q,A,P) ; sa moyenne sur

tout intervalle [} t, t], t >0, est alors égale a :

i t
o (X ='—'J X drt,
t ) 2t -t T

ol 1'intégrale envisagée est 1'intégrale de Bochner.

1171.4.3. - Théonéme.- Lorsque X est un processus harmonisable

mesurable, de mesure stochastique spectrale yu, la moyenne o(X) de X s'écrit :

Ve >o , 0, (X) =J§-i—n?(at-ﬂu(du) :

De plus la bimesure spectrale M de X vérifie :

V%, s> 0, E(lot(X)-GS(X)lz) - JJ (siﬁifu) _ siiifu)).(siii:v) _ SitifV)) M(du,dv) .

Preuve : Le processus harmonisable X s'exprime sous la forme :

Ve e R , XT =JelTu u(du)
ainsi
1 t it
Veso o (X) = —. J (Je % u(du)) dr .
2t -t
L'application : R x R —> € , (u,T) v et , est (BR2 5 BG) -

mesurable et bornée, elle vérifie, d'aprés le théoréme de Fubini mixte [é3 .

th. p. 1.32] :

t . t .
Ve > 0 , J (J et u(du)) dr = J (J et dt) u(du)
-t ol o
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Par définition de 1'intégration par rapport & une bimesure spectrale

[ 23, p. IV.SQ] nous avons :

Ve ,s>0 , Elo -0 | = E(1J @Antw) _ sin(sw)y o q0y12)
tu su

i J'J (sin(tu) _ sin(su)) ) (sin(tv) _ sin(sv)) M(du,dv) B

tu su tv sv

I1T1.5, - DECOMPOSITION DE LA MOYENNE D’'UN PROCESSUS HARMONISABLE :

NOUVELLE REDUCTION DU PROBLEME, -

Le corollaire (III.3.4.) nous a permis de restreindre notre étude

3 celle de la convergence de la suite (on(X))n>1

Le processus X &tant harmonisable, la moyenne cn(X) peut s'écrire
sous la forme :

in(pl.u)
o (X) = (6 (X) - 5 ,(X)) + J _ ERP 2 (dw)
n n p? fup lulr  pliu

. q - -
- L @y aw s ud- 070, 2D
{u:]u]<p 4 pl.u

+1 ‘
avec n, p, g e IN pq<nspq et p > 1

Nous allons montrer que, pour p fix&, les trois premiers termes de
cette somme tendent P - p.s. vers O , lorsque n tend vers + ® ; ce qul

donnera une nouvelle réduction du probléme.

Pour cela, nous utiliserons la domination - qui nous permettra de
substituer 3 la bimesure spectrale de X , une mesure positive finie concentrée
sur la diagonale de R2 , gridce 4 un résultat de A.G. MIAMEE et H. SALEHI [21 s
lemme 4] - et la technique de découpage de 1'axe réel, employée par

I.N. VERBITSKAYA [33] et J. ROUSSEAU [27], qui donneront des majorations

suffisantes.
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Compte tenu de la représentation de la moyenne o(X) obtenue ci-dessus,

nous serons amends 3 utiliser les inégalités suivantes

1171.5.1. - Il existe un réel ¢ >0 tel que, pour 0 < s < t ,

nous avons :

G.1) Vuewr , |Sin€w) _sinCswi ooy . (t-s) ,
tu su

(i.2) Vue R s sinftw) _ 1l sc.u .t
tu

. in(t i t

(i.3) Voewr , |SnCW _ sin(sw)) o | c-b
tu su

(i.4) Vﬁ . m} sin(tu) _ sin(su) < c
tu su lul.s

(1.5) V% € R* s sin(tu) < < .
tu lul.t

Ces cing majorations se vérifient aisément, les trois premiéres

~

s'obtenant 3 1'alide du théoréme des accroissements finis.

111.5.2. - Lemme.- Soilent une mesure stochastique u : B}K — LiéQ,A,P)

et une suite croissante (tn) de nombres positifs.

ne N
-2 T 2
1) Si la suite (tn . z tr)nelN est bornée, alors :
r=0
sin(t .u)
lim P - p.s. J -1 (——F——~1) u(du) = 0.
Do+ {u: |ul<t_"} t .u .
n n
y o2
2) 51 la suite (tn . z t. )neDJ est bornée, et 2 e <t
r=n n=0

alors

lim P - p.s. j -1
-+ {u:tn <lul} t_.u




_70_

3) Si la suite (tn)neni vérifie simultanément les trois conditions

précédentes, alors

sin(tn.u) -1 -1
lim P - p.s. [ﬁ———~————— u(du) - U(]- t s tn [i] =0 .

n>t® t .u
n

Preuve : Lorsque M : B]R X B]R — KK est une bimesure spectrale,

comme nous 1'avons déja dit, il existe une mesure positive finie m sur
(R, B]R) qui domine M [21, lemme 4:].

. . . sin(u . -
Puisque 1'application : u %%+'————£—l est contlnue bornée dans R ,
u

la domination de M par m entraine les 1négalités suivantes pour tout entier n :

sin(t .u) sin(t .v)
< JJ 1.9 ( n - 1) (——2 -~ 1) M(du,dv)
{u:|ul<t "} t .u t .v
n . n n
sin(tn.u) 2
g J 1 = -1) m(du) (lemme I1.3.9.)
{u: |ul<t_"} t_.u
n n
et
sin(t .u) sin(t .v)
0 5 ” L, g ) (") M(du,dv)
{ust_g|ul} t .u t_.v
n n n

sin(t_.u) 2
Yy m(du) .

<
LN

oy
{ust_gu]}  t_.u
n n

Ainsi, d'aprés le lemme (III.3.1.), pour prouver les propriétés (1)
, P :

et (2) il suffit d'établir que,respectivement

40 sin(t .u) 2
(3.1) N J l (2 - 1) m(du) < + » ,
n=0 /{u:|u|<t_"} t_.u
n n
+o0 sin(t_.u) 2
(3-2) j -1 (__.__._.r_l_.___) m(du) < 4 o
n=0 J{u:t_ <lul} t_.u
n n

-1
ol S lul < tn }o.
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1) L'inégalité (i.2) nous donne la majoration de la somme (3.1) par :

C2 z t2 Z t;z .m('yr) s

2 -2 2
c z t z t . m(y )
£=0 n=0 o r

les ensembles Y, (r ¢ W) étant deux 3 deux disjoints, 1'hypothése (1) nous

permet de conclure.

2) La somme (3.2) s'exprime sous la forme :

+co sin(t_.u) 2 +oo sin(tn.u) 2
J -1 -1 (——2 ) m(du) + ) J -1 ) m(du)
n=1 J{u:t_ g|ul<t "} t_.u n=0 J{u:t g|ul} t_.u
n o n ) n

Le second terme de cette somme est aisément majorable, gréce a

1'inégalité (i.5),par :

400 -9
Lttt L () £ . n(w
© n=0 I

N
N

Le premier terme se majore par :
+w

t;z . J 1 -1 .u—2 m(du) < c2 . Z t;Z . Z t2+1 m(yr) .
5o fuse ey 5 v

Les hypothéses (2) sur la suite (t ) nous permettent de conclure.

n’nelN

IT1.5.3 - Remarquesd :

. . n e
] - Pour tout réel t > 1, la suite (t )neDJ vérifie toutes les
hypothéses du lemme précé&dent, donc :

. n
lim P - p.s. U Sl W yguy - w Q- £, t'“D} =0 .

n
n>+o t .u
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2 - Lorsque X est un processus harmonisable mesurable de mesure
stochastique spectrale yu, et (tn)ne]N une sulte croissante de nombres
positifs vérifiant les trois conditions du lemme précédent, nous constatons
que : \!
‘

lim P - p.s. [Gt x) - u(]- t;l, t;lDJ =0,
n->+o n

donc lim P - p.s. o, X) =0« > lim P - p.s. u(]— t—l, t_lD =0.
n>+oo n 4o noon

Afin d'obtenir le résultat annoncé au début du paragraphe (III.5.),

il nous reste 3 &tudier 1'expression cn(X) -0 q(X) pour pq < n g pq+1 .
P
p fix&. Mais, nous remarquons que : w\
q +1 v
pour pl<mspl L, 0 (M -0 (0= ] (0, -0 (),
P j=p+1

ce qui nous invite, comme 1'a fait J. ROUSSEAU pour p = 2 , 3 montrer le

lemme suivant inspiré de T. GAL et J. KOKSMA [12].

I11.5.4. - Lemme de majoration.- Considérons un nombre entier p > 1

Tout nombre entier n > 1 s'écrira de mani&re unique sous la forme :
pour pq <n < pq+1 , ns= pq + 1 + % ek . pq-k ,
k=0
ol q, eo,...,eqe]N s OseoSp-Z et OSejSp-l pour j = 1l,...,q .
Notation.- Pour p fixé&, posons :
V * o k
ke W ._k—{O,...,p—Z}x{O,...,p—l}
" k-1 .
\/qe]N,‘V‘ke{Z,...,q},\/eeE , a(e)=pq+l+ze.pq‘],
k q 2o I
J
-k
by(e) =a (e +e . pT ",

* -~
et \/qe]N . VeeE1 s aq(e)=pq et bq(e)=pq+1+eo.pq+e1.pql.
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Lemme.- Etant donné un nombre entier p > 1 , toute suite (Zj)jeni

de nombres complexes, et toute suite (ak)ke]N* de nombres réels positifs

vérifient :

. . by (e)
2 -1 2
V@.Z 1, max | z zj‘ g ( Z O ) - [ § O * Z [- Z Zjl ]'
pq<n$pq+l j==pq+l k=1 k=1 eek) J=aq(e)+l
. q g+l . e s
Preuve ¢ Soit p < mn g p ; le nombre entier n s’ écrit
de mani&re unique
q .
q < -
n=p + 1+ z e, pq J avec e et 3
j20 3 q

notons,pour k = 1,...,q :

dk(n) =pd 41+ 'Z e; pd™d et do(n) =pd .

3=0
Nous obtenons 1'inégalité :
n q dk(n)
‘ Z zjl N 2 l. z Zjl s
j=pq+1 k=1 J—dk—l(n)+l

en faisant apparaltre les nombres ay ke N , et en utilisant 1'inégalité
de Schwarz :

n 2 % d T 2

! Z zj‘ g ( Z %y ) ( Z %y . z le )
j=pq+l k=1 k=1 J=dk_1(n)+l
dk(n) bq(e)
. 2
Mais, Yk e {1,...,q9} , | ) zjl < 2 zjlz R
. ecE,  j=a (e)+1
j=a, _;(n)+1 k q
b (e)
n q q q
2 -1 2

d'oli l Z le s(z ak) (Z a - l Z zjl) . B

J=pq+1 k=1 k=1 eeEk J=aq(e)+1
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Le lemme de majoration précédent nous aménera par la suite & utiliser

le résultat suivant dont la démonstration emploie la méme technique de majoration

qu'au lemme (III.5.2.).

IT1.5.5. - Lemme.- Pour tout processus harmonisable X , tout entier

p>1, et tout réel a de [b,p[; nous avons :

3 k
Y (o . max E(|o

(3.3) )
= 1 ecEk

2
b (@) ® 70 (o@D <+
q q

. . *
Preuve : Considérons un entier p > l. Pour tout q de W ,

tout k de {l,...,q} et tout e de Ek’ notons Sq : R — R
e
bl

1'application continue bornée définie par :
sin(bq(e).u) sin(aq(e).u)

S e(u) = - .
45 b (e).u a (e).u
q q

. 2 RN
Ainsi 1'écart quadratique E(‘ob (e)(X) -0, (e)(X)I ) est lié a
q q

la bimesure spectrale M du processus harmonisable X par la relation :

(cf. théoreme II1I.4.2.).

2, [T
E(|o (x) - oaq(e)(X)I )= }J Sq’e(U) - 8 o (V) M(du,dv)

b

b (e)
q

Comme la bimesure spectrale M est dominée par une mesure positive

finie m sur (IR, Bﬂi) , l'expression (3.3.) est majorée par :
e '
. Kk [ 2
(3.4) 2 A(q) ou A(q) = (pa)” max S e(u) m(du) .
q=1 k=1 eeEk ;9

Il reste donc & montrer que

) A@< e
q=1
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Suivant 1'idée de J. ROUSSEAU, nous découpons le domaine d'intégration

]N*

de S e Pour q de , posons :
& K 2
Zl(q) = )} (pa) max —q-1 Sq e(u) m(du) ,
k=1 eeE, {u:|ul|<p } ’
ZZ(Q) = % (Pu)k max J —q-1 —q+k Si e(U) m(du) ,
k=1 eek, “{u:p <|ul<p P
23(q) = (pa) ~ max —q+k $° (u) m(du) ,
=] : eeEk {u:p gJul<1y @
‘21 k 2
2,(Q) = (po) " max 5. LW m(dw)
k=1 eeEk {uslg|ul} 1
ainsi,
A g Y, (@ + ), (@ + 1.(@ + ), (@) ;
R 2 3 4
de plus en notant y ={ueR : p—q_I < Iul < p_q} , pour q dans NN ,
nous obtenons une partition {Yq :qe N} de ]— 1, 1[ / {o}.
400
1) Montrons que ) zl(q) < 4w,
q=1
Pour tout entier q > 1 , tout k de {1,...,q} et tout ¢ de Ek R
nous avons :
0 < bq(e) - aq(e) < pq_k+2 et O< bq(e) < qu ; -

ainsi, d'aprés 1'inégalité (i.l1), m &tant une mesure positive, nous majorons :

2 : -
S%  (u) m(du) g<? p4 . qu 2k u? m(du).
q,e . -q—l}

J{u:|ul<p—q-l} {uz [uf<p
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Par conséquent, en découpant de nouveau les domaines d'intégration, nous obtenons :

+c +o0 40
2 4 ¥k _2q- 2
z Zl(q) ¢ P . Z z a . p a-k . ( z u m(du) + 0 . m({0}) ,
q=1 q=1 k=1 r=q+l Y
+oo q +co
2 4 k 2q-k-2
scp L) a . pd r. n(y,)

g=1 k=1 r=q+l

d'cl, en permutant les termes (théoréme de Fubini) :

RAGE L ol
2 4 - k ~k-2r+2
S A S S e S i

. m(Yr) ’
k=1 r=k+l q=k

c2 4 +o0 a. k +o0
s—— I O nU v
p-1 k=1 p r=k+1

comme m est une mesure positivie finie, et o appartient 3 BL;)[ , hous

pouvons écrire :

+o0 C2 4 2
z zl(q) < —7§L— . fg—- . m({u : 0 < ]u! <p D <+ o,
q=1 p -1 p—C S
+co
2) Montrons que } },(q) < + = .
q=1

Pour tout entier q > 1 , tout k de {1,...,q} et tout e

de 'Ek', nous avons :

q;k+2

q
0<b (e) - e) < t < a s
_q( ) aq( ) <p e p q(e) H

ainsi 1'inégalité (i.3) nous donne :

2 2 4 -2k
-g- - S (u) m(du) £ c“p . p . ——— _ m(du) ;
J{u:p d 1$|u|<p q+k} 4.€ Jup d ]S|U|<P q+k}

en découpant les domaines d'intégration, nous obtenons :

+o0 +o q q Kk
Lz <] T ] @ ney,
gq=1 g=1 k=l r=q-k P
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d'oll en permutant les termes :

+oo oo r+k
2 4 K
<c p . 2 2 2 S . m(y )
: r=0 k=1 g=max(r,k) p r
400 400
2 4 3
et ] mG) o T O Lm0+ 1),
: r=0 k=1 P
par conséquent
+o0 +co
2 4 :
I L@ scpt o § ) O Dnllu o< ful < 1) < 4w
- - p
q=1 k=1
, o
3) Montrons que ) Ja(@) <+ .
q=1
Pour tout entier q » | , tout k de {l,...,q}, et tout e de Ek ,
les inégalités (i.3) et (i.4) nous donnent :
~q-k -1
J i s2 () m(aw) s (ep)? . p ? J gk lu]™" mdw)
{usp 4 <|ul<1} 4 {u:p <lul<1}

Ainsi, il apparalt que

+00 +o gq-1 gq-k-1

D L@ el o1 1 o, J ]! maw)
q=1 q=2 k=1 r=0 Y,
d'oli en majorant |u| = et en permutant les termes :
+o +00 +oo
< (cp)2 D) ) uk . P—q+r+1 . m(vr) s
k=1 r=0 gq=r+k+l

N

(CPZ) . z (EDk P m{u : 0< lu[ <1} < + o
k=1 P p-1
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or o € [b,p[
+ oo

donc 23(q) < 4+ o
q=1

+00
4) Montrons que Y 24(q) <+ o,
g=1

Pour tout entier q 2 1 , tout k de {1,...,q} , et tout e de E

1'inégalité (i.4) nous permet d'écrire :

S2 (u) m(du) < c2 . p-2q [ a2 m(du) .

J{u:1$|u|} 4, € Hu1g|ul}

Ainsi nous obtenons :

+o 400 q _
) 24(Q) < c? D) o . pk 29 n({u:lgful}) ,

q=1 gq=1 k=1

+ K 2
) [E S n({u:lg|ul}) ,

k=1 P p“-1

(c;) ) Eg_u . m({uzlglul}) < + ® .

Finalement :

400
A(q) < 4+ o .
q=1

L'emploi de la technique de domination des processus nous permet de
généraliser la décomposition de la moyenne d'un processus stationnaire obtenue

par V.F. GAPOSHKIN []3 , th. [} au cas des processus harmonisables quelconques.

b
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111.5.6. - Théoneme de décomposition de La moyenne d'un processus

harmonisable. -

Lorsque X = {Xt : t e R} est un processus harmonisable mesurable

et de mesure stochastique spectrale u, pour tout entier p > 1 , il existe

un processus du second ordre {Tt(X,p) : t > 2} vérifiant :
(3.6) o, ®) = v ,p) +ud-p0, 2D
ol n,qe N, n<t<n+l et pq < n g pq+1 .
(3.7) lim P - p.s. Wt(X,p) =0 .
t>+o
Preuve : Rappelons d'abord les différentes réductions opérées sur

la moyenne de X :
0, () =0 X -0 (X) -0 (X —cpq(x) + opq(X) -ud-p %D +uC-2"%e ™D

ot n, q € N, n<t <n+l et pq < ng pq+1 .

-~

On peut donc majorer Wt(X,p), qui est évidemment un processus
du second ordre, de la maniere suivante
J.-"9 Tgn .
th(X,P)| < sup |0t(X)*On(X)]+lo q(X)-u(J~p P qLﬂ +  max lon(X)—o q(X)I

n<tgn+l p pq<n<pq+1 p

Les deux premiers termes de cette majoration tendent vers O P - p.s.
quand t > + » (respectivement d'aprés les lemmes (III.3.4.) et (III.5.2.)).
Pour établir (3.7) il reste a montrer que :

(3.8) lim P~ p.s. max fon(X) -0 X)) =0.
N>+ q q+1 pq
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. +1
Pour tous les entiers mn et q tels que pq <n g pq , nous avons :

.
s

n
& -0 ) = Y (0, () - 05 4 (X))
q

P j=p+1

ce qui entrafne, d'aprés le lemme de majoration (III.5.4.)

Vﬁ >1, max (Ion(X)-O (X), )<( %

lo
- b (e
pq<n5pq+1 pl = k=1 eeE q

M-Q

2
)(X)—caq(e)(x)l ]

ou (a k)k ]N* désigne une suite quelconque de nombres positifs ; d'ol la relation

Vh > 1, E[ max (lon(X)— Gq(X)lZJs( §

L]
I ~10

0. ) E(o -0 x)]]
pq<nqu+1 p k=1 k=1 k eeEk bq(e) aq(e)
< ( g a;1)[§ ock,pk+]_ max E('ob ( )(X)-—o ( )(X) IZ)] ,
k=1 k=1 egEk q € aq e

puisque Vi e w* s card(Ek) = (p-1) pk

Pour prouver la relation (3.8), il suffit donc d'exhiber une suite

Q]k)k>1 telle que le dernier membre de 1'inégalité précédente soit le terme

3

»,

général d'une série convergente.

Soit a € ]1,p[, et posons o = ak , pour k = 1

q
. -1 .. .
Dans ce cas, le premier facteur V o est positif majoré par

k=1 k
—l—- , et d'apres le lemme (III1.5.5),le second est le terme général d'une
~1

série convergente. W

ITI.6, - C.N.S. PORTANT SUR LA MESURE STOCHASTIQUE POUR LA L.F.G.N.-

Le théoreme de décomposition précédent nous permet de donner une
condition nécessaire et suffisante portant sur la mesure stochastique spectrale

pour que la L.F.G.N. soit vérifide :
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111.6.1. - Théoréme.- Un processus harmonisable, mesurable et de

mesure stochastique spectrale y, vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, il

existe un entier p > 1 tel que :

(3.9) lim P - p.s. u(-p ", p D =0.
>0

Dans ce cas,cette derniére relation est vraie pour tout entier p > 1,

111.6.2. - Remarque : Pour tout entier p > 1 , la mesure stochastique

2 e
ot B]R —> Lm(Q,A,P) vérifie

. -n -n
lim u(]— P , P D = p({0})
n->4occ
Or, les limites en m.q. et P - p.s. d'une suite de variables aléatoires
2 . .
de LG(Q,A,P), lorsqu'elles existent, sont égales P - presque partout. Par
conséquent

%>>1 s HmP-pﬁ.uQ—;;n, ﬁmD =0
n>+w

<

> 1lim P - p.s. u(fu : 0 < ju| < p-n}) =0 et u{{o0}) =0
1>+4o0

De plus,la bimesure spectrale M de la mesure stochastique u  vérifie :

> M({0}%) = 0

p({o}) =0 <
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CHAPITRE IV

CRITERES POUR LA L.F.G.N.

——— - — v —— i — - — - ——

IV.1, - INTRODUCTION,-

A partir des travaux de V.F. GAPOSHKIN et J. ROUSSEAU, nous allons
déterminer trois critéres portant sur la bimesure spectrale d'un processus harmo-

nisable pour que celui-ci vérifie la L.F.G.N..

Le premier est une conséquence directe de la généralisation du théoréme

de Menchoff-Rademacher prouvée par R.J. SERFLING.

Les deux autres découlent des techniques de calcul rencontrées au

chapitre précédent qui utilisent le lemme de majoration (III.5.4.).

Nous commengons par étudier le comportement asymptotique de la suite

-n . . L. X
(wu : 0 < Jul <p N ol p est un entier supérieur 4 1, et nous en

nelN ’
déduisons les critéres pour la L.F.G.N. Ces conditions suffisantes ne sont pas

nécessaires comme le montre l'exemple de A. Ya. KHINCHIN.

Tout processus harmonisable étant dominé par un processus faiblement
stationnaire, nous établissons une condition suffisante qui porte sur la covariance
de ce dernier. Par contre, il existe des processus harmonisables ne vérifiant
pas la L.F.G.N. qui sont dominés par des processus faiblement stationnaires qui

la vérifient.
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De ces critéres se déduit aussi une condition suffisante pour les processus
harmonisables & mesure spectrale qui généralise le résultat de V.F. GAPOSHKIN

D3 , th.3'A] pour les processus faiblement stationnaires.

Dans la suite, Log désignera la fonction logarithme népérien et, pour

tout réel a > 1, lga sera la fonction logarithme de base a.

IV.2. - COMPORTEMEMT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (({u : 0 < |u| < p‘“}))ne]N

UTILISATION D'UNE GENERALISATION DU THEOREME DE
MENCHOFF~RADEMACHER. -

V.F. GAPOSHKIN [13] a employé le théoréme de Menchoff-Rademacher

[1 , th. 2.3.2.] pour étudier le comportement asymptotique de la suite

(w{u : 0 <u|g Z—H}))m:]N lorsque la mesure stochastique y est orthogonale.

R.J. SERFLING [30] et A. SZEP [31 , th. i] ont donné une généralisation de ce

théoréme au cas des suites non orthogonales :

IV.2.1. - Théonéme.- Etant donnés un espace probabilisé (§,A,P)

et
une suite (¥.).. de L2 (Q,A,P) vérifiant :
—F SErE 37331 K AL L

')

+ o
YooOIEG, L v )| L Log(i) . Log(k) < + =,
. ] k
J,k=1
+00
la série X Wj converge P - p.s.
j=1

Nous en tirons le résultat suivant :

1V.2.2. - Proposition.- Soient y : B ——->L§K(Q,A,P) une mesure

stochastique et (tn)n>1 une suite croissante de nombres positifs tendant

73

* -1

vers + o . En notant, pour tout j de W , My o= p{u : tj+1

-1
< |ul < tj i)

nous avons :
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+oo ,
.1 2 [E(u. . uk)l . Log(j) . log(k) < + =
: ]
Jok=1
==> lim P - p.s. u({u:0<|ul<t;1})=0.
>+
Preuve : La o-additivité de la mesure stochastique u donne dans
2
L]K(Q,A,P)
4
v : -1y .
1'121, U({U-0<|U|<tn})_§:Uj9
j=n

mais la condition (4.1) entraine pour chaque n la convergence P - p.s. de la série
400
p s -1
Y 4. dont la somme ne peut &tre égale P - p.s. qu'a u({u : 0 < |u] < £ .
j=n

400
Par conséquent, puisque la suite ( z u.) converge P - p.s. vers 0, la

i=n 1" nx1

1)

suite (U{{u : 0 < |u| < t; converge P - p.s. vers O .

n>1
1V.2.3. - Remarque : Dans la proposition précédente (IV.2.2.), nous
constatons que l'hypothése porte sur la corrélation entre les variables aléatoires

. * .
uj » ] € N, et sur leurs moyennes quadratiques

; ‘E(uj . ;k)l . Log(j) . Log(k) < + =
j#k

1 2 2
et Y E(lujl ) . (Log(j))” < + =,
=1

Nous retiendrons le résultat suivant

IV.2.4. - Crnitere 1.- Lorsque y : BI(—_+ Li<Gl,A,P) est une mesure

stochastique de bimesure spectrale M pour laquelle il existe un entier p > 1

tel que :
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4.2) . 2 IM({u p—j-1 < Ju| < p—j} x {v : p—'k_1 < vl < p_k})i .
Log(j) . Log(k) < + = ,

il apparait que :

4.3) lim P - p.s. u({u : 0 < |u| < p "} =0.
n->+oco

De la proposition (IV.2.2.) nous déduisons la généralisation suivante

du théoréme [13 , th. 3'A] de V.F. GAPOSHKIN :

1V.2.5, - Conollaine.- Etant donnée 1y : BIR—-—*L?K(Q,A,P) une

mesure stochastique 3 mesure spectrale M telle qu'il existe un nombre réel

b0 € ]0,1[ pour lequel :

JJ 9 Log Log¢ ! ) . Log Log(—l—) M| (du,dv) < + o
{u:0<|ul<b_} lul |v]

(4.4)

ot |M| désigne la mesure variation totale de la mesure scalaire M ,

il apparait que :

Va e 1, + = lim P ~ p.s. u({u : 0 < ju| < a™ =0 .
n-+oo

Preuve : Lorsque x tend vers + = , Log Log(x) et lga lga(x)
ont le méme ordre de grandeur, donc la condition (4.4) vérifiée avec la fonction

Log Log, l'est avec la fonction 1ga lga . . ;

La fonction 1lg 1lg  étant croissante, et la aesure IM! positive, .
a “a

nous avons

. ; k
Vi, k>0, 0s lg_ lg, (al) . lg, lg (a) . M| (Yj < y,)

{ 1 1
S “ lg 1lg (—) . lg_lg (—) [M| (du,dv) ,
YjXYk a a’|, a a’,
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._j..1

ol y. ={u : a < |ul < a_j} 3

J

de plus, Vﬁ , k>0, lM(yj x yk)l < IM| (yj X Yk) .

-n
», . . O . .
Par conséquent, si n_ est un entier tel que a < bo , la condition (4.4)

implique :

+00

j,k§:=n g (§) . 1g (k) . |M(Yj xy | <+,
(o]

et,d'apres la proposition précédente,nous pouvons conclure. [

2)

1V.2.6. - Lemme.- Toute mesure positive finie M sur (1R2, B]R

telle qu'il existe trois nombres réels ¢, c , b0 > 0 wvérifiant

(4.5) 0<b,, b, b ¢ o le—=> MO({u : 0 < |u| < b1} x {v:0< |v] < bz})

1 2 o
1 1 -1-¢
¢ ¢ . [Log Log(—) . Log Log(-—)] ,
b1 b2
satisfait la relation :
- { i 1
1
. v —) . L ——) M (d < .
(4.6) 3b € Jo,e ]’”{u:o<lu[<b}2 Log Log( N ) . Log Log( N ) O( u,dv) < +
Preuve : En effet, e étant le nombre tel que Log(e) = 1 , notons :
_ k+1 _ek _ek
Yk e N, C, = fu:e® < |ul <e T 1 et B, = {u:0<ul <e  },
k
et considérons un entier ko z 1 tel que e < bO ;
ainsi, B, C{u:o0c< lu| < bo} .

o}
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La croissance de la fonction Log Log donne : Vﬁ , k e'm* s

0 < ” Log Log(~1—) . Log Log(—1—) M (du,dv) < (j+1)(k+1).M (C. x ck)
C.xC o 0]

k u v

ol les ensembles Ck,k ¢ N, sont deux & deux disjoints et vérifient

\/r e NN =
k>r
k
Donc la relation (4.6) est vérifiée avec b = e si la série double de

terme général (j+1)(k+1).Mo(Cj x Ck) est convergente.

Etudions cette série

+oo +o i k
y G+ (ke 1) M (Cy % €)= y & y M (o x )

o J,k=ko r=0 s=0

en permutant les termes, nous obtenons

k0—1 k0—1 400 e ko_1 4o 4o+ 40 ko_1 40 4
A A N R P N + 1 11
r=0 s=0 j=k_k=k r=0 s=k j=k k=s r=k  s=0 j=r k=k
0 o 0 ) o 0
+® 4@ 4w 4
A R A SO
r=k s=k_j=r k=s
) o
d'ol, en utilisant la o-additivité de la mesure M0
+00
T M (B, * B ) +k ) M (B, xB)
© o 0 s=k ko s
o
+§ 40 400
+ k. M (B _xB )+ ) ) M (B xB)
o] =k o r ko r=k  s=k or S
o o 0
Ainsi, grdce a la relation (4.5), nous majorons par :
kZ M -1-e R s TR -1-€
o - M (B xB )+ 2 .k k_ .Y r +c Y (rs) <
o o r=k r=k s=k
) ) o
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1V.Z2.7. - Remanque : La condition (4.5) peut &@tre remplacée par une

condition plus faible :

il existe trois réels ¢, bO » € >0 et un entier q > 2 tels que :

(4.7) 0<b,, b, <b ==>M({u:0c< lu| < b} x{v:o0c« lv| < b,H

< Log, (1) . Log. (1) ... Log 61 . Log (1] . [tog (1) . rog &by]

g c . |Log, b, + Log, 5, -+ Log, b, - Log, 5] - |Log,, b1 + Log b I
o Vr > 1, Logr+1 = Log o Logr .

1V.2.8. - Corollaine.- Lorsque u : BIR — LfK(Q,A,P) est une mesure

stochastique & mesure spectrale M dont la variation totale |M| vérifie 1'une
des conditions (4.5) ou (4.7), nous avons :

Va e 11, + = , lim P - p.s. u({u : 0 < |u] <a ™) =0

N>+

IV.3. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE Gu({u : 0 < [uf <p™"}) .

UTILISATION DU LEMME DE MAJORATION., -

1V.3.1. - Etude préliminaine.-

Considérons un entier p > 1. Comme J. ROUSSEAU, nous constatons que :

+
pour p? < ¢ pd*! |

_ -4 - i _.4
pu 20 < Jul <p ™) =uu:0<ful <p P -ulu:p®clul <p P} B-p.s..

Par conséquent :

_.4
lim P - p.s. p({u : 0 < |u] <p P }) =0 et
q—>+oo
. -n -pd
lim P - p.s. max lu({u : p lul <p " D] =0

q->+oo pq(nqu+1

A

==> lim P - p.s. u({u : 0 < |u| < p_n}) =0 .
N>+
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~

q
- ] : = . P
1V.3.1.1. - Etudions la suite (u(Bq))qelN ou Bq {fu:0<|ul <pt}

+00
Cette suite converge P - p.s. vers O lorsque y E([U(Bq)iz) <+

q=0
c'est—-a-dire lorsque :
400
(4.8) Y M(B xB) <+ .
g a4 @
. , - _pd
1V.3.1.2. - Etudions la suite ( max lpn{u : p = < lu] < p })|)qe]N
Pq<nqu+1

En posant : Vﬁ e N , V. ={u: p_J < |ul < p-J+1} , les boréliens

]
Vj , j € N , sont deux a deux disjoints et vérifient :
+1 -n -pd 4
pd<ncpt™ = uup sl <p T H = ] wl) .
j=pl+1

Avec ces notations, le lemme de majoration (III.5.4) domne :

_ _.4
E( max lu{u : p Bclul <p p })12)
b (e)

9 q b 2
() s ). () s ) E| ) pv. )
z St Feek jra ()4 J

Y M(a _(e) * A (e)))
q q

k=1 K k=1 K eck,
ou, pour q € N , ke{l,...,q} et ec€ Ek .
-b _(e) -a_(e)
Aq(e) ={u:p 1 < Jul gp 4

Ainsi la suite étudiée converge P - p.s. vers O , lorsque la série
numérique de terme général le dernier membre de 1'inégalité précédente est conver-

gente pour un choix de la suite (Sk)k21
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En particulier,si (Sk)k>1 est la suite constante 1, nous obtenons

les conditions suffisantes :

+0 q
4.9) q ) ) M@ (e) x A (e)) <+,
q=1 k=1 eeEk 4 4
+
(4.10) Y q § pk+1 max M(A (e) x A (e)) < + »
= k=1 eeEk 1 d

Ainsi nous sommes amenés a 1'étude suivante :

1V.3.1.3. - Etudions les ensembles Aq(e)

Considérons un entier q > 1

a) Soit k =1 -~ Etant donnés e et e' deux éléments de E, ,

1

rappelons que

-1 -1

bq(e) =pd 414 e - pq te, . pd , bq(e') = pq + 1 + eé . pq + e; . pq ,

a(e) =a (e") =pl;

q q P
nous constatons que b (e') < b (e) ==> A (') T A (e) ;

q q q q
_q+l _q

de plus Ve E1 , Aq(e) Cfu:pP < Jul < p Py = Cq s

et card E1 = (p~1) p .

b) Soit k € {2,...,9} . Etant donnés e et e' deux éléments de E, ,

k

nous avons

bq(e) aq(e) e - P ,

1 1) 1
bq(e ) aq(e) tep . p

Si a (e) =a (e') et e > e' , alors
q q k k

-a (e)-(p—1)pq—k -a_(e)
Aq(e')(: Aq(e) Clu:p ¢ <Jul <p T 3
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de plus, Ve ¢ Ek . card{e' ¢ Ek : aq(e) = aq(e')} =p .

Maintenant, considérons le cas ou aq(e) # aq(e') , et posons

. . . ,
i, = inf {j e {0,...,k~1} : ej # ej} .

alors nous avons :

q—jO k-1 i
a (e) —a(e') = (e, —e') . p + Y (e.~e!') .p -,
q q i, 3, jejoer 3
q-jo k-1 .
d'ou la (e) = a (e > p - 1 e-n ¥,
q q NP
J=ig*
et la (e) - a (e = pq_k+1
q q

En regroupant les éléments e de Ek qui donnent le méme aq R

nous obtenons une partition Pk de Ek dont chaque classe E contient p -

éléments de Ek , et vérifie :

-k
~a (e)-(p-1)p? -a_(e)
Ve e E , Aq(e)C{u:p 1 < |ul <p d }=Cq(E).

De plus,d'aprés ce qui précede

' | 1y =
Ve ,E'eP , E#E ==C®ENCE)=¢
et U c ® Cc .
EePk q q
1V.3.1.4. - Conséquence : Lorsque M~ est une mesure positive
sur (IRZ, Bmg), pour tout entier ¢q > 1 , nous avons :
q q
)L M A (e) x A (e))= ] M (A(e)xAe)) YooY M (A (e) x A (e)),
k=1 eeEk 4 4 eeE1 4 4 k=2 eeEk 4 4
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M étant une mesure positive, nous majorons par :

q
s G- pM(C xC)+ ) p ] M, (C (®) x C_(E))

k=2 EePk

2
<p° . MO(Cq x cq) + (g=Dp . MO(Cq x cq) R

et par conséquent :

g 2
4.11) Yg>1 , Y ¥ My(A () x A (e)) q . p

.M xC) R
k=1 eeEk °© 4 4

Le résultat suivant découle directement de 1'étude précédente.

1V.3.2. - Crhitere 2.- Soit BH{—-* L;Kﬁl,A,P) une mesure stochas-

tique de bimesure spectrale M.

S'il existe trois réels ¢, bO » ¢ >0 tels que :

~1-e
4.12) 0 <b < bo ==> M(fu : 0 < Ju| < b}z) < C-ELog Log(%)]' R
et
2 Log (a) 1,,737E
(4.13) 0 < a<b<b ==>M{u:asc |u <b}) gc . [PEE-1] . [Log Log()] ,

Log(b)

alors pour tout entier p > 1

1im P - p.s. p({u : 0 < [ul <p ")) =0 .
>+
Preuve : Les conditions (4.12) et (4.13) étant vérifides avec la
fonction Log , elles le sont avec la fonction lgp , d'aprés les propriétés

des fonctions logarithmes.
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En utilisant les notations précédentes, la condition (4.12) nous donne :

q =-1-¢
-1-€
Vq = 0<MB xB) g c[lg lg F =c .
azxa, (B, x B s c[lg, 1g,6" )] q :
400
ainsi ) M(B xB) <+
<o a4 4 \

De plus la condition (4.13) implique les inégalités suivantes :

qu]N-k » 429, Vke“,...,q} , VeeEk ,

b (e)
[18p T ) aq(e) -3-¢
0 s Ma () X ag(e)) < c HONE 1 De, g G )]
K] _
gp(p )
b (e) - a (e) 3
£ ¢ 4 1 . [ig (a_(e))] ;
a (e) P 4
q
or Pq < a (e) b (e) g pq+1 et 0<b (e) -a (e) < pq—k+2 ,
q q q q
donc M (e) x A (e)) < ¢ . p—k+2 ) q—3—e ;
q q
par conséquent :
400 q +oo L
2 q 2 Pk+1 . max M (e) x A (e)) ¢ ¢ ,p3 ) z q t-¢ <+ oo,
q=1 k=1 eeEk q q q=1

D'aprés 1'étude (IV.3.1.), les conditions (4.8) et (4.10) étant

satisfaites, nous pouvons conclure

lim P - p.s. u({u : 0 < |u| < p_n}) =0 . B
N>+

1V.3.3. - Remarque : Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent &tre

remplacées par des conditions plus faibles :

il existe trois réels ¢, bO , c >0 et un entier q > 2 tels que :

(4.14) 0 < b < b ==> M({u : 0 < |u] < b}z) < c .[Logz(%D cen Logq(%-):ln1 .

1 -£
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(4.15) 0O <ac<bcx bO => M({u : a ¢ lu[ < b}z)

<

1

Log(5) 1.~-2 1 1.4-1 1=

c [—————%— - 1] . [Log(—l;)] . [Log2 (E) ....Logq(B-)] . [Logq(g)] €
Log(g)

1V.3.4. - Crnitene 3.- Soit wu : BBR-——+ L%K(Q,A,P) une mesure

stochastique de bimesure spectrale M.

) . .. . . 2 . .
S'il existe une mesure positive finie Mo sur (IR, B]RZ) satisfaisant :

1) pour tout A de l'algébre engendrée par les intervalles de R,

(4.16) M(A x A) < Mo(A x A) ,

Log Log(—-l--) . Log Log(——1—) M (du,dv) <+ o,
2 o
{u:0<[u|<bo} lu v

(4.6) 2)qb_ e Jo,1[, ”

alors pour tout entier p > 1,

(4.3) 1im P - p.s. p({u : 0 < |u] < p_n}) =0 .
n->+oo

Preuve : La condition (4.6) étant vérifiée avec la fonction Log ,

elle 1l'est avec la fonction 1gp . Considérons un entier q, 2 2 tel que

q

P <bo.

En utilisant les notations de 1'étude (IV.3.1.),la condition (4.16)

nous donne

Vq s 1 0<MB xB) <M (B xB) ;
9 q o"q  q

7

-2 1 - .
comme M (B xB)sq . JJ lg lg (—) . 1lg_ lg (—) M (du,dv)
oq g e, P |u PR, ©

et qosq====>BqC{u:O<]u|<bo} s
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nous obtenons :

p P

Vgsq , MB xB)<q’. ” lg 1g (=) . 1g_ lg (——) M_(du,dv)
12 % d q {u:0<|u[<bo}2 P lu Py ©

40
d'ol 2 M(qu Bq) < 4o : la condition (4.8) est satisfaite .
q=0

La condition (4.16) nous donne aussi :

q q
\7/ 1, < X < X
q 3 0s ) ) M(Aq(e) Ay (e s k; L M (s (o) x A (ed)

k=1 eeEk eeEk

d'ol,, d'apres la relation (4.11),

A
fal

. .M (C xC) ;
P o(q q

mais les ensembles Cq , g e N , sont deux a deux disjoints et vérifient :

Ct

C =B C{u:0c<|ul <b},
q q dq o

Il
]

o]

donc, M0 étant une mesure positive,nous obtenons :

+oo +0o0
2 g 1 1
z qg .M (C xC) s ) JJ lg lg (—) . lg_lg (—) M _(du,dv)
o o
q=q q q q=q C xC P P l U, P P v

1 1
< lg ig  (—--) 1lg_ lg_(—) M _(du,dv) ,
{[{u:0<|u]<bo}2 PPy PPy ©

et la condition (4.6) nous donne

+o0 q .
Y q ) y M(Aq(e) x Aq(e)) < + o : la condition (4.9) est

=9, k=1 eEEk satisfaite .

Ainsi, d'aprés 1'étude (IV.3.1.),nous pouvons conclure. I

1V.3.5. - Remarques : 1) Comme toute bimesure spectrale M sur (BR,B]R)

est dominée par une mesure positive finie m sur (R , B ) [?1] , 11 existe

R

toujours une mesure positive M= R(m) sur (IRZ, BIRZ) telle que M et M/

vérifient la relation (4.16).
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2) Nous rappelons que si la condition (4.7) ou la condition (4.5) sont
vérifiées,il en est de méme de la condition (4.6).

3) Le coreollaire (IV.2.5) peut &tre obtenu comme corollaire de la

proposition précédente.

4) Lorsqu'il existe une mesure spectrale positive M dominant la
d p o

M de mesure stochastique u, et satisfaisant la condition

bimesure spectrale

(4.6), alors, pour tout entier p > 1 , nous avons :

1im P - p.s. p({fu : 0 < Ju] <p "} =0
N>+

(4.3)

IV.4, - LA L.F.G.K., POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES.-

Nous considérons une mesure stochastique u : BH{——» Lé(Q,A,P) et

le processus harmonisable associé @ X = {Xt t € R} . Le comportement en

moyenne quadratique de la moyenne de X est donnée par Yu. A. ROZANOV

[26 , th. 2.2]

V& e R s lim 1
e} t
t>+

Par conséquent

lim ot(X) = p({o})

t->+

Nous allons donc établir des conditions suffisantes pour que cette

convergence ait lieu aussi P - presque siirement.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme de

décomposition de la moyenne d'un processus harmonisable (th. III.5.6) et

des propositions (IV.2.4), (IV.3.2) et (IV.3.4).



1V.4.1.

-~ Théonéme. -

- Q7 -~

Sur un espace probabilisé (@,A, P) , soit un

processus harmonisable mesurable X = {Xt

t € IR} dont la bimesure spectrale

M vérifie 1'une des hypotheses suivantes :

1) il existe

un entier p > 1 tel que :

IM({u :

2) il existe

-1 ~k

lu| < p_j} x {u:p .

el <p*n

Log(j) . Log(k) < + =

trois nombres e, bO , ¢ >0 tels que

(4.12)

(4.13) 0 < ac<bc< bo'

0 <b < bO <] ==> M({u:0<lu|<b}2) < ¢ . (Log Log(%))_1—E
=> M({u:a<|u|<b}2) < c (ngﬁél-— 1) . (Log Log(l))—B-e,
b
Log(b)
3) il existe une mesure positive finie Mo sur CR?, B]RZ) satisfaisant :

i) pour tout A de l'algébre engendrée par les intervalles de

R :

(4.16)

(4.6)

Alors :

Dans ce cas

i) 3b, eJotL|

,le processus X

M(A x A) sMO(AxA) R

9 Log Log(—l—J.Log Log(—l—)M (du,dv) < + = .,
{u:0<|u|<bo} |ul vl ©

lim P - p.s. o (X) =
t>+x t

p({o})

vérifie la L.F.G.N. si et seulement si

M({0}) =0 .
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1V.4.2. - Remarques : 1) Les conditions (4.12) et (4.13) peuvent &tre

remplacées par les conditions plus faibles (4.14) et (4.15).

2) Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes mais pas

nécessaires comme le montre 1'exemple de A. Ya. KHINCHIN (IV.5.6.).

3) Dans 1'énoncé du théoréme (IV.4.1.), la fonction Log peut &tre

remplacée par une fonction logarithme de base quelconque.

Dans le cas particulier ot M est prolongeable en une mesure
spectrale, le théoréme précédent nous permet de donner un résultat que
V.F. GAPOSHKIN []3, th. 4'A] a établi pour les processus faiblement station-

naires.

1V.4.3. - Coroflaine.- Soit un processus harmonisable mesurable X

de bimesure spectrale M , dominé par un processus faiblement stationnaire et

continu Y dont le noyau r, vérifie :

+0 rz(u) . Log Log(u)
(4.17) ] b oze , J du < +

b0 u . Log(u)

1

u ru
J J r, (t-s) dt ds et r,{u-v) = E(Y .Y )
_ 1 — 1 u

avec V@., v >0 , r2(u) = 7

v
4.u -u u

et Log(e) =1

Alors X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({O}z) =0 .

Remarques : 1) En particulier, lorsque Y est un processus faiblement
stationnaire et continu dont le noyau vérifie la relation (4.17), en notant

R{(m) sa mesure spectrale, nous obtenons

Y vérifie la L.F.G.N. <===> m({0}) =0 .
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2) Pour que la condition (4.17) soit vérifiée, il suffit que :

A

(4.18) 35 >0 |, rz(t) = 0(Log Log(t))—z_ lorsque t > +

3

ou méme seulement que :
(4.19 3qe]N,q32 et 3€>0,

r,(8) = 0 [(Logy ()" . (Logy(e) ... Log,q(t))‘1 . (Wog ()]

lorsque t > + = .

Preuve : Soit R(m) 1la mesure spectrale du processus faiblement
stationnaire Y , nous avons
2
)

V>0 , r, () =f EinCew, ™ o ge)

tu
Or il existe une constante ¢ > O telle que :

lu‘ <t => ¢ < (EiEﬁEEl. ,

tu

et comme m est une mesure positive, nous obtenons

~1

Yus>o0 |, c .m({t : 0< |t] <u }) g r, (W

Considérons une suite croissante (tn) définie par :

nelN

lim t_ = + o
n

n+oo
et un entier n tel que : b <t
) o n
)
Nous pouvons écrire :
4+ r,_(u).Log Log(u) +00 Log L
(4.21) Jf 2 du = ) [ Log Log(u) r, () du,
£ u.Log (u) n=n_ {u:tn<95tn+1}u . Log(u)

(o]

et d'aprés la relation précédente entre m et r,
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+00
J Mdu,c,m({u:o<;u|<tn'}>
n=n_ {u:tn<gstn+1} u . Log(u)

W

“+oo

N 2 2 -1
d' ol 2 g— Y [(Log Log(tn+1)) ~ (Log Log(tn)) 1 . m{u : 0 < |u < £ b o
n=n
0
I1 en résulte que :
r 2 -1 -1
c ) (Log Log(t_ )" . m({u : the S lu| < )
n=n_+1
o
40 rz(t) . Log Log(t)
< 2 J dt
tn t . Log(t)
o
2 -1
+ ¢ . (Log Log(tn N o m{u : 0 < |ul < t, D
o o
< 4+ o d'aprés (4.17)
or, Yne N t_1 < |ul <t—~1 ==> 0 < Log Log(—J—O < Log Log(t )
b ’ n+1 < n < u < n+1 s
par conséquent :
00
1 2 2
-1 (Log Log(—))“ m(du) £ ) (Log Log(tn+1))
{u:0<]u]<tn } u n=n_

o

-1

m({u : e §

fu] < ) <4 e
n
Puisque Y domine X, nous pouvons conclure que les conditions (4.16)

et (4.6) du théoréme précédent (IV.4.1) sont vérifides avec MO = R(m), et donc :

lim P - p.s. ot(X) = p({ohH

t>+co

ol u est la mesure stochastique spectrale de X.
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Par conséquent :

lim P - p.s. ot(X) = 0 <==> M({o}z) =0 . B
t>+oo

Du théoréme (IV.4.1.) nous déduisons aussi cette généralisation

de [13, th.3'A]:

1V.4.4. - Conoflaire.- Sur un espace probabilisé (Q,A,P) , considérons

X = {Xt : t ¢ IR} un processus harmonisable mesurable & mesure spectrale M

telle qu'il existe un réel b _ > O pour lequel :
q o pour lequel

4.4 JJ 9 Log Log(~l—) . Log Log(—l—J M| (du,dv) < + = .
{uz0<|uf<b_} |ul |v]
Alors ' 1lim P - p.s. Ot(X) = p({o}) ,
t>+oo i

et X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({O}Z) =0 .

A. ARIMOTO a donné d'autres types de critéres en suivant la méthode

de I.N. VERBITSKAYA [33]. Ainsi il a obtenu [ 2, th. 2] :

1V.4.5. - Théoréme.- Soit X un processus harmonisable mesurable 2

mesure spectrale M telle que :

T
Je >0, JJ M| (du,dv) = 0O(
{u:]u] sb}? |Log (b) | >*€
JJ —l;-|M§ (du,dv) = 0O¢( ! T7e
{usfulsbIx{vib<|v|} |v] b.|Log(b) |
et “ ' M| (du,dv) = 0¢ 5 ! =)
T J{utb<|u|Ix{vib<|v]|} |uv] b .‘Log(b){ -

lorsque b ~—%-O+

Alors : lim P - p.x. 0 _(X) =0 .
t->+eo t
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1V.4.6. - Exemple de A. Ya KHINCHIN [33, nem. Z2].-

Il existe des processus faiblement stationnaires continus qui vérifient

la L.F.G.N. sans satisfaire l'une des hypothéses du théoréme (IV.5.1.), autrement

dit, ces conditions ne sont pas nécessaires.

1V.4.6.1. - Construction.- Considérons deux variables aléatoires

réelles U et V indépendantes sur un espace probabilisé (Q,A,P), la variable

U suivant la loi uniforme sur [;ﬂ,ﬁ] tandis que la loi de V est notée m.
Le processus X = {Xt : t e R} défini par :

_ e1.(U+tV)

VtCIR ’ Xt ’

est centré, du second ordre, faiblement stationnaire et continu :

LtV
1

Veewr, Bx) e ™) 2 p@™™ B 20 . 5G™) =0,

r(t) = J eitv dp = [ e:'Ltv m(dv) .

R(m) est la mesure spectrale du processus faiblement stationnaire X (cf.I1.2.8).

venigie La L.F.G.N. - Pour presque tout w de £ et tout t >0,

la moyenne ot(X)(w) s'exprime sous la forme

t t .
0, () (W) = —l-{ X (w) dt = — [ R O COP
2t ‘-t 2t -t
d'ol V() # 0 =—> \ot(X)(w)| = O(%) pour t > 4 ®
et V() = 0 == lot(X)(w)| =1

Par conséquent, X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si,
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P(Vv=0) =0 c'est-a-dire m({0}) =0 ,

et il n'y a aucune autre condition sur la mesure de probabilité m .

1V.4.7. - 11 existe des processus faiblement stationnaires continus,

qui ne vérifient pas la L.F.G.N., et dont la mesure spectrale R{(m) satisfait

la relation :

m({0}) =0 [13 5 ehi 878

D'aprés [1, 2.4.1.], il existe dans Lé([O,U, B[O,i]’ A) -

ou )\ est la mesure de Borel - une famille orthonormale (Zk)ke]N et une
suite (Ck)ke]N de réels tels que
+
i E:co Clz( 2 .+ e
k=0
A =
—llmsup|2ckzk[=+oo, Ni= a6 e '
N>+ k=0
8 e : ; 2
On définit une mesure stochastique u : BIR — LG([0’1J’B[0,1] LX)
en posant : VB € B]R SRy = }: Cx Zk , et on considére une versyion
k:2_keB
mesurable du processus harmonisable Y = {Yt : t € R} de mesure stochastique
spectrale
Y est stationnaire puisque
+c0 sk
) s
R T R TR R ,
t k=0 ki ok
+o .~k p
- %,seRr E(Y.Y)=z|c|2 L (t_s).
€. e k
k=0
Comme up({0}) =0, ona m(0) =0 , mais la L.F.G.N. n'est pas
: n
vérifiée par Y : sinon, puisque u(]— Sy 52 nD = u(R) = 2 Ck Zk .
: k=0

et d'aprés le théoréme (III.6.1.), on aurait :
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n
2 ck Z A:Bifi+ p(Rr) , ce qui est faux .

k=0 n->+o

On peut évidemment supposer que E(Iu(ﬂR)Iz) =1 , ce qui fait

que la mesure spectrale m de Y est une loi de probabilité.

1V.4.8. - Remarque : Il existe des processus harmonisables ne

vérifiant pas la L.F.G.N., mais dominés par un processus harmonisable qui la

vérifie. Ces processus peuvent &€tre choisis faiblement stationnaires.

Plus particuliérement, on peut construire 2 processus continus

stationnaires ayant la méme mesure spectrale, 1'un vérifiant la loi forte

des grands nombres et l'autre ne la vérifiant pas : il suffit de reprendre

le processus Y construit ci-dessus, au (IV.4.7.), dont la mesure spectrale

el(U+tV) - exemple de A. Ya. KHINCHIN -

a été notée m, et X : t -~
ot V suit la loi m: comme wm(0) = 0 , ce dernier processus, dont la

mesure spectrale est m , sur la loi ferte des grands rombres (IV.4.6.).
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CHAPITRE V

VITESSE DE CONVERGENCE DE LA MOYENNE
D’UN PROCESSUS HARMCONISABLE.

V.1, - INTRODUCTION.-

Nous montrons d'abord que la moyenne o (X) d'un procesus harmonisable
y t

mesurable X vérifie une loi du log. itéré, a savoir

ot(X) = 0 (Log Log(t)) lorsque t > + « |

autrement dit :

1l
o

lim P - p.s. [Log Log(t)]_1 .o (X)
t>+oo ) t

(Ce résultat a été démontré par V.F. GAPOSHKIN dans le cas particulier des

processus faiblement stationnaires [13, cor. 5]).

Les techniques de calcul employées précédemment vont ensuite nous
permettre d'estimer la vitesse de convergence P - p.s. vers O de la moyenne

d'un processus harmonisable qui vérifie la L.F.G.N..

Ces derniers résultats améliorent aussi des résultats analogues de

V.F. GAPOSHKIN pour les processus faiblement stationnaires [}3, § 4].
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V.2, - LOI DU LOG., ITERE POUR LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE.-

L'étude (IV.3.1) et la domination nous permettent de montrer que :

V.2.1. - Lemme.- Toute mesure stochastique 1y : BIR —_ L?I((Q LALP)
vérifie :
\/p eIN , p>1 |, lim P - p.s. (Log n)_1 cu{u 0 < |u] < p-n}) =0
n->+o

Preuve : Puisque :

q+1

- _.q
Vh e N, pl<ngop => y({u : 0 < |u] <p "} u({u‘: 0< |ul <p p‘})

_ _~4
-uu :p Mg ful <p P Y

et lim max LEESEL = Log(p) ,
EA S DI A

pour prouver le lemme, en utilisant les notations de 1'étude (IV.3.1.), il

suffit d'établir que

J 9% . MB xB) <+ ,

q=1 q q

+co _1‘ q ,
et T oa . ] M@ (e) xA () <+,

q=1 k=1 ee:Ek q q

ou M est la bimesure spectrale de la mesure stochastique .

m désignant une mesure positive finie sur (IR, BIR) qui domine
la bimesure spectrale M , nous pouvons écrire :
+ o0 -2 + o
Y ¢ °.MB xB)s J q

g=1 T g=

+
8

-2 -2

q . m(IR) < + »©

. m(B ) <
4 1

Ie~—1

q

De plus ,




- 107 -

o e
Y q @ . g Y M(GA (e) xA (e)) s )Y q . g Y m@ (e)) ,
q=1 k=1 ecf, I q q=1 k=1 ecE, 1
oo
< 2 p- . m(C) (d'apres (4.11)) ,
q=1 d
2

s p°.om(y C)<+o . B
1 ¢

V.2.2. - Théoreéme (Lod du Log.iténé).- Tout processus harmonisable

mesurable X de mesure stochastique u vérifie :

lim P ~ p.s. (Log Log(t))_1.0t(X)= o .
t>+oo .

Preuve : D'aprés le théoréme (III.5.6.) de décomposition de la
moyenne d'un processus hafmonisable, utilisé pour p =2 , il existe un processus
du second ordre {Wt(X,Z) :t > 2} tel que, Ve > 2 s Vao e W vérifiant :

n n+1 .
1 +2 <tg1+2 , on ait :

i

o (X) = u(- 277, 27D+ vo(X,2)

~ 1lim P - p.s. Wt(X,Z) =0 .
t-+oo

I1 suffit donc de vérifier que

u(]- 2 ", 2—n[) . (Log Log(t))-1 Pmp.s., , ce qui équivaut,
t>+o0

compte tenu de 1'égalité :

u(d-27", 27D = u({oh) + u(u 0 < Jul <27,

[\

wu 2 0 < Jul <27 L o1g) () FRe2s o et résulte

N>+

donc du lemme précédent.
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V.2.3. - Le résultat qui suit montre que la loi du log. itéré que

nous venons d'obtenir est, d'une certaine maniére, optimale.

‘ cp: . . . + +
Proposifion.- Pour toute application croissante g : R — R

qui satisfait les conditions suivantes

i) Jp>1, Ja >0 et ano > 0 tels que :

( n+1)

Vn>no , g(p <'A.g(pn) s

ii) lim g(t) = + =«
t>+oo

iii) g(t) = o(Log (Log t)) quand t > + = ,

il existe un processus continu et stationnaire X = {Xt : t € R} construit sur

([0,1], B[O 1] » A) - A est la mesure de Borel - et tel que :
s

lim sup (g(t))—1 o) =+ e A~ p.s.
t
t>+co
Preuve : D'apres G. ALEXITS [1 s Do 100], il ‘existe une famille
2 .
orthonormale (Zk , k e N) dans L]R([O,ﬂ , 8[0,1]’ A) et une suite (Ck)ke]N
de nombres réels tels que :

+ o0

- E c, < + » 4
k=0 k
ny\—1 2
- lim sup (g(p 1)) .| 2 ck Zkl =+ A - p.s.
ong Ll k=0

' 2
1’ pY i ;
Dans 1'espace Lm([O,ﬂ, 3[0’1], ) » la famille (¢ 2, , ke N
est sommable et 1'on définit unc mesure stochastique u sur (IR, BIR) en

posant

VB e B’]R s u(B) = 2 e zZ, -
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Soit X le processus harmonisable de mesure stochastique spectrale

¢ 1l est en fait stationnaire car
400 ok
-Viewr » X = 2 c, . e P . Z ~ égalité que 1'on peut vérifier
£ Ly %k k

a partir de :
2 = itx
Vz e Lq:([O,ﬂ, 3[0,1]’ Mo, ERX - Z) = J e uy (dx)

s

ou u, est la mesure complexe définie sur BBR par :

VBe By , u,® =EM® .-

. -k
- Ve » s € R , E(xt LX) = 2 lc [2 ) e;(t—s)p ".

D'aprés le théoréme de décomposition de la moyenne d'un processus

harmonisable (th. III.5.6.), nous avons

VQ > 2 et Vh e IN tels que : 1 + pn <t g1+ pn+1 ,

0, X) =¥ &p) +ud-p ", p "D

De plus, dés que t est assez grand, nous avons

-2 n+2

g(Pn) > A . g(t) , car tgop (d'apres (1)) .

Puisque Wt(X,p) ATP:s. 0 et d'aprés (ii), nous obtenons :
t>+oo
lo, (X)] _ __-n -n

lim sup -t > A 2 . lim sup iUG P > P Dl

t>+oo g(t) N>+ g(pn)

-n -nn w o B
or w(J-p " ,p D= Y ¢z, =Y ¢ .2 -V o .z, ,
k=n+1 k k=0 k k k=0 k k

et par conséquent ,
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-n -N ‘
lim sup |U(]— P 2 P [)l = lim sup (g(pn)) 1,!
> g(pn) n->+o k=0

= + o A = p.s.

V.3, - VITESSE DE CONVERGENCE P - p.s. VERS O DE {¥ (X,p):t > 2}.-

{Wt(X,p) :t > 2} est évidemment le processus qui apparait dans le

théoréme de décomposition de {ot(X) :t > 0}.

Nous allons simplement affiner des calculs déja faits.

V.3.1. - Lemme.- Si un processus harmonisable mesurable

. . . + + .
X = {Xt : t e R} , une application croissante g : R —> R et un entier

p > 1 satisfont les conditions suivantes :

5.1) Ja € J1,p[ et gqo e N tels que :
9 2 2 ‘
Vozp©®, g (pn) cAag (@,

(5.2) il existe une mesure positive finie m sur (IR, BIR) ‘qui domine

la bimesure spectrale M de X , tel que :

J g2 (1) mau) <+,
{u:0<|u|<1} |u]

alors le processus {Wt(X,p): t > 21} a la propriété suivante :

(5.3) 1lim P - p.s. g(t) . ‘Pt(X,p) =0

t>+oo

I1 existe évidemment des fonctions g satisfaisant (5.1), par exemple
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- t vV LogY t, y>0
- t vw— (Log Log(t))Y s, Y >0

-t v ta , 0 <o < % .

Preuve : Rappelons d'abord la majorétion de Wt(X,p) obtenue dans

la démonstration du théoréme (III.5.6.)

(A) [lyt(x,p)l < sup (]ot(X)-cn(X)l) + |o q(X)-u(]—P_q,P_qDl

n<tgn+1 P
+  max o (Icn(X)—o q(X)|) ,
pdengpd P
ou
-t > 2 ; n-, qe IN ,
- n<t g n+l,
q q+1
- P <mn<sgp
Etude préliminaine : Dans un premier temps, nous allons montrer que
(5.4) lim P - p.s. g(pq) . max (Icn(X)—o q(X)]) =0
qr+e pdengpd*! p
(5.5) lin P - p.s. g(®Y) . Jo @ -u(d-p T, p D] =0
g+ pd
Nous savons (III.4.3.) que
sin(pqu)
bh e N , o q(X) = ~q u(du)
p pu
et (p. 80) que : Yo €:11, p[,
q
E( max (o ®-0 ®]1%) < -2 . 7 (pu)* max Jsz () . m(du)
n q o-1 q,e
q q+1 P k=1 eeEk
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Nous allons montrer, par des calculs analogues a ceux des lemmes

(I11.5.2.) et (III.5.5.),que nous avons :

(5.6) Jo e J1,p[ tel que :

4o ,
) gz(Pq) . § (pon)k max J S2 e(u) m(du) < + =
q=1 k=1 eeEk 9
4o . q

5.7) ) gz(pq).J _ EiEﬁE_El)Z m(du) < + @,
q=1 {u:p qs[u[} pqu
-+00 . q

(5.8) ) gz(p‘I).f _ Einlew) (2 L
q=1 fu:Jul<p” ¥} pu

puisque, d'aprés le lemme (III.3.1.) et 1l'étude p. 80,(5.6) ==> (5.4) et

que (5.7) A (5.8) ==> (5.5).

Convention.- Ayant 3 étudier la nature de séries, on peut sans

inconvénient convenir que dans (5.1) et (5.2), q, = 0.
Notations.- On choisit o de maniére que l'on ait 1 <o < 2 ,
a.A < p : c'est possible puisque : 1 < A < p.

Il est clair que :
Vn s T e W' R gz(prn) < Ar.gz(n) et qu'en particulier si l'on pose
2
g =g (1) , on a :
\/ * 2, q q
qe N , g (p*) < B . A"

Nous suivons la démonstration du lemme (III.5.5) en reprenant

les notations : ainsi

..q_1

V@ e N, y ={u:p < Jul <p B
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+00
1) Montrons que gz(pq)-21(q) < +»  (voir p. 75)

q=1
400 ‘
D'aprés la démonstration de la convergence de la série 2 21(q)
(p. 75-76), nous savons que :
+00 +00 +0
2 2 4 k 2q-k-2 2
I e76H.] @ < I e m(y,)
q=1 q=1 k=1 r=q+1
+00 +oo
k -k-2
< c2p4 ) g Y o« p2d t J g% () m(du)
gq=1 k=1 r=q+1 Y, lu]
+o0 +o00o  r-—1 \
2 4 k 2q-k-2 2
=cp 1 3L oo ™ rf g ) m(aw) |
k=1 r=k+1 q=k Y u ‘ i

c:24 (A ock o 2,1 ‘

pZ=1 k21 P poka Y. |u]
2 4
< == C2p . J gZC—l—) m(du) < + o ,
p-a p -1 {u:0<|ul<1} [ul
o
2) Montrons que 2 g (pq) . Ez(q) < + o 3 d'aprés les calculs
q=1
analogues p. 75-76 , nous savons que :
o2 24 %ok rik ok 2
g (pD. 1, s " ] 7§ L& g 6D ni))
q=1 r=0 k=1 q=max(r,k) P
400 oo r+k
2 4 k 2 ,
sep )} ) ) J g” (——) ‘m(du)
r=0 k=1 g=max(r,k) p Y, lul
2 4 N A\ k 2,1
< p () (k+1) CE;) )j g (——) m(du)
‘ k=1

{u:0<|ul<1} lul
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400
3) Montrons que 2 gz(pq).23(q) < + o , D'aprés des calculs
q=1
analogues antérieurs, om sait que :

T2 2 Tk —qer+t 2
I og"eh.1@ s (ep) ) Tooe T g% my )
q=1 k=1 r=0 q=r+k+1
400 400 ~ 400 _
< > T o (J £ m@))  § 0 &Y
k=1 =0 Yoo u q=r+k+1 P
400
= c2p3 LA Y ek [ gz(__1__) m(du)
p-A k=1 P {u:0<|ul<1} |ul

400
4) Montrons enfin que z gZ(pq) . 24(q) <+ o , On sait (p. 78) que :

q=1
400 i + o
I g2e9.],@ < o nm ] § o pE29 2%
q=1 q=1 k=1
+00 400
8 da@ J ) @ I
k=1 q= P
2 +oo
g 2 mm B . T (@B
po-A k=t P
< 4+ o

I1 est facile de voir que ces 4 résultats partiels impliquent (5.6)

(voir p. 75) et a fortiori impliquent (5.4) (voir p. 80)

5) Démonstration de la propriété (5.7)

a) A partir de (i.5) p. 69, nous avons les majorations suivantes :




+oo 2
g

q=1

b,

o q-1 oy
< (cp)? y N gz(pq) p arir m(y )
q=1 r=0
o q=1 q-r
< ep)? ) { g? 1) m(du)
q=1 r=0 p v, vyl
+c0 +oo
=@ ] ] T f g2 (1) m(du)
r=0 g=r+1 »p Y, u ‘
- (ep)? Lf g2 1) maw)
P -A /{u:0<|u|<1} [uf
< + o

= 115 -

J (sin(pqu))z
{u:1>lu|;p-q} pqu

b) Toujours i partir de (i.5)

+oo
72 Y.
q=1

+ oo
y gz(pq).
q=1

P.

mn(du)

. q 2 oo
[ ERLL” L « ) T 269
{ut]ulz1} p%u q=1
Foo q
i mme ] A
q=1 p
<+ . B
6) Démonstration de la propriété (5.8)
L'inégalité (i.2) p. 69 entratne :
sin(pqu) 2
_ (———% -~ 1)° m(du)
{u:ful<p™ plu
+co + o0 ’
2 2q-2 2
g TV pT g% m(Yr)
q=1 r=q
+o0 r
g 2 ) (J gz(—l—) m(du) N qu Zr)
IR M o
2
LBl J &% (1) m(aw
p"=1 /{u:0<|u|<1} |u]

<

<4

(o]

- P

69, nous avons encore :

_Zq
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La propriété (5.5) est donc vérifide. B

Nous pouvons maintenant conclure 1'étude de la convergence P - p.s.

de g(t) . ‘Pt(X,p) vers O quand t > +® ., Puisque si t > 2 et qe IN

sont liés par : 1 + pq <tg 1+ pq+1 , nous avons :
P10 A
g(ph

compte tenu de la majoration (A), de (5.4) et de (5.5), il suffit de montrer

que :

lim P ~ p.s. g(t) . sup (,Ot(X) - On(X),) =0 .
t>+eo n<tgn+l

Or on sait (fin de la démonstration III.3.2., p. 65) que :

EC sup  (lo,(®) -0, ®[%) s =5 (lul] @),

n<tgn+t n
D' R . o g(t)
aprés (III.3.1) et puisque n < t g n+l ==> 1 ¢ &= ¢ A ,
g(n)
il suffit de montrer que
T a2 ,
z ERDHE ¢ 4w s ce qui résulte des majorations ci-dessous :
n=1 n
q+1
400 +co 2
;e .y Ty e,
n=2 n q=0 n=pq+1 n
+0% q+1, 2
< ) (p-1) pq(§££E~—l)
q=0 P

400 q
G- 8a v &
q=0 P

A

<+ ., B
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V.4, - VITESSE DE CCNVERGENCE P - p.s. VERS O DE

ud-p ", p "D QUAND n >+ .-

V.4.1. - Lemme.- Soit u : B]R ————»L?K(Q,A,P) une mesure stochastique,

(tn)ne]N une suite croissante de nombres positifs, et une application croissante

g IR+ — s R telles que :

- t — +

n b
n->+oo

- g(t) ——> +
t>+oo

-1

el <

En posant, Vne IN , W = w{u @ t } , nous avons :

n+1
+ oo .
(5.9) J 12:1 ,E(“j'“k)[ .~ Log(j) . Log(k) g(tj) ',g(tk) <+

==> lim P - p.s. u({u : 0 < |u] < tr_11}) . g(t) =0
n->+oo n

Preuve : D'aprés le théoréme de Menchoff-Rademacher-Serfling-Szep,
+00 + o .
’ 3 . — 1
les séries n; g(tn).pn et n; M, converge P p<s. D'autre part,

p  étant o-additive, nous avons

k
\V/n e N s lim m.q. 2 p. = u{u : 0 < |ul <t 1})
k>0 j=n J
Il existe donc un événement certain QO tel que
Vw € Qo et Vn e N , ;
k -1
- lim ) p.(=p{u : 0 < |u] < t, ) (@
k>+0 j=n J
400 ,
- la série 2 g(tj) . uj(w) converge : nous notons rn(w) sa
j=n

somme .
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V% e N et V@ € QO , nous avons alors :

+00

R )
j=n

p{u : 0 < |u] < t;I})(w)

400 :
-1
2 (g(tj)) .(rj(w) - rj+1(w)) ,

j=n

d'ou, en utilisant la formule de sommation d'Abel [bar ex. 8, chap. VI, ex. 3] :

<00

S0 < ful < D = GENT @ T @) - el )

j=n+1

v

- [u{u : 0 < |u| < t;1})(w)| < 2 (g(tn))-1.sup(lrj(w)| 3 iz

I1 en résulte que Yo € Qo :

-0 . R

1>+

g(t )u(fu : 0 < Jul < £ ' W

Appliquons ce résultat au cas ol u est une mesure stochastique a

mesure spectrale.

V.4.2. - Corollaire.- Soit p : BIR-—+ Liiﬁz,A,P) une mesure

stochastique a mesure spectrale M et une application croissante

On suppose que :

- g(t) —— +
t>+co

(5.10) f(L) . f(—l-—) M| (du,dv) < + = ,

) ”{u:o<|ul<1}2 |ul M

ot Yu > e , f(u) = g(u) . Log Log(u).

Alors, V% >1, lim P - p.s. g(an) cp{u 0 < |u| <
n->-+ow

g :

a

Rt —» RY .

"1y

0.

=1

),
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Preuve : La condition (5.10) est encore vérifiée lorsque dans la
définition de f, on substitue au logarithme népérien un logarithme & base

a > 1 quelconque'.

\'/Ij e N , posons Yj = {u : a_J_1 < Ju} < a 9} .

En utilisant la variation totale |M| de la mesure M , nous avons

. *
\/J, ke IN , nhous avons :

-0 < MGy x v 1g, (). log (K) gad).g(a") H £ e |l (du,av)
] a a .

I1 en résulte que

+00 .
Vo MGy x ) |18 (5) 1g. (k) g(ad)g(a
3, k=1 J k a a
f ‘1 1 |
< “ L. £ £ IM| (du,dv)
{ u:0<|ul<a '} lul |v]

On conclut grice au lemme précédent. B
Dans le cas d'une bimesure quelconque M , on introduit une mesure
positive majorante :

V.4.3. - Lemme.- $Si une mesure stochastique 1y : BIR — Li((ﬂ ALP)

. . . . . + + g
un entier p > 1 et une application croissante g : R — R vérifient

les propriétés suivantes :

1) 4B >0 et E{no e N tels que :

q+1 q
(5.11) \V'q e N |, n g pd=> g ) <B.g?)

fo) b



- 120 -

2) il existe une mesure positive Mo sur (JRZ, am?) telle que :

(4.16) - pour tout événement A de l'algébre engendrée par les intervalles

de R, .

M(A x A) g MO(A x A) -,

(5.12) - JJ f(-l—Q . £ G—l—) Mo(du,dv) < + o gg_

{u:0<lu|<e_1}2 [l M

Vu > 1 , f(u) = g(u) . Log Log(u)

alors, lim P - p.s. g®™ . u{u : 0 < lul <p ™) =0 .
N>+

Remarques :

- t vv——> (Log Log(t))a » o >0 vérifie (5.11) ;

- (5.12) est aussi satisfaite quand, dans la définition de f |, .

on substitue au logarithme népérien le logarithme 3 base p .

Preuve : u  étant additive, b@ s, n € N tels que p°  <ngop ,

- _nd - _.4g
pu :0<ful <p ™ =plu:o<|ul <p PP -pulu:p™ejul <pPhH.

q
\ _ . -p
1) Etude de (U(Bq))qeni , ou Bq {fu:0<ul <p "’}
95
d, désignant un entier tel que n o+ 25p , Nous avons :
2
Y g P ) MB. xB)s ¥V g7 ) .M (B xB) i
K q q / 0 q q
q=q, q=q

N
o~
-QI
N
—
S
e~
X
oo}

£l e M_(du,dv)
|ul vl

£ ) . f () M_(du,dv)
|ul |v|

A
-~
[\/.‘8
.Ol
N
~’
—
‘_ﬁ
les]
X
ox]
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D'aprés le lemme (III.3.1.), on en déduit que :

q
lim P - p.s. g(pp ).uB ) =0 et, facilement, que :
q++w q
: T + ‘
lim P - p.s. g(pn).u(B ) =0 , ol Pq <n g pq !
q—>+oo q

2) 11 reste & montrer que

- .4
lim P - p.s. max Juu : p T g lul <p P g™) =0 , ce

g+ pq<n$pq+1

que 1'on peut faire en utilisant encore le lemme (III.3.1) dans une étude
parallele a (IV.3.1) p. 89-92, dont on reprend les notations :

+o0 _ g
Y E( max lu(lu @ p " s lul < p P })lz.gz(pn))

959, pAenepdt!

q 2, pd*t
s ) oaC) ] M @A (e)xa () g (G’ )
q=q, k=1 eeEk 4 4

+oo q
) q2 PZ ) MO(Cc1 x Cq) gz(pp )
9=q
2 +00 1 1
<B - P ) £—=) . fC—) M _(du,dv)
q=q, °’C xC_ |ul [v]
< Bp ” o) L) M (du,av)
<+o ., B
V.4.4. - Lemme.- Si une mesure stochastique 1y : BIR ——ﬁ-LiKGI,A,P) R

g : R -—— Rr* vérifient :
1) 4B > 0 et ano e N tels que :

b/ . g 2, q 2, n
(5.13) nzo, 2 g7 (a’) < B. g (a)
q=n
0
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. . .. 2
2) il existe une mesure positive MO sur (IR, B]RZ) telle que :

(4.16) M(A x A) < MO(A x A), pour tout événement A de 1'algébre

engendrée par les intervalles de R ,

(.14) . H . g(—l—) . g(—l—) . Mo(du,dv) <+,
{u:0<|u|<1}2 ] M

alors 1im P - p.s. g(@® . u({u:0< |u] <a ™) =0.

D>+
Preuve : I1 suffit de démontrer que :
400
) gz(an) M({u : 0 < |u] < a ™) < 4o,
n=n
(o]
Vs . - -j-1 =]
je N , si Y5 = {u: a < |u] <a -} , nous avons :
+co
T M(u o< lul <a™?) . g@h
n=n_

+ 0 +o00  Go0 9 n
) oY ogT@) M (v ox vy
n=n_ j=n k=n ]

+o j=1 k 2 n 4+ i 2 n
= ) (1} Yoogt@h).M (y.xy,) + ) % g (a) .M (y.xy, ))
. _ L o '] 'k &, o j 'k
j=n_ k=n_ n=n k=] n=n
o o o o
+ -1 400 .
2, k. 2
<B ) O Moy @r+ 1M (o) g @)
. & o] L. 700 'k
i=n k=n k=3

(d'aprés (5.13))

400 400

< B ) Y OM (y.xy,) g(ak) . g(aj)
. o '] 'k
j=n_ k=n_
R 1 1
s B ) ) il g(—) . g——) M_(du,dv)
j=n_ k=n JJijvk lul vl

I
t

g(—l-o . g0~1w) Mo(du,dv)

(wio<lul<1y? vl v

< + ® (d'apres (5.14)) . B
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V.5, - VITESSE DE CONVERGENCE P - p.s. VERS O DE LA MOYENNE

D'UN PROCESSUS HARMONISABLE.-

De (V.3) et (V.4) extrayons les résultats suivants :

V.5.1. - Théonéme.- Soient un processus harmonisable mesurable

X = {Xt :t € R} de bimesure spectrale M et une application croissante

. + s e .o .
g+ R — 1R qui vérifient les 4 conditions suivantes :

) (5.15) M({0,0}) =0
1I) (5.1) Jpe N ,' p>1, Jaelt,p[ et }qoe N tels que :

r

q 2
Vnapo , gz(pn)sA.g(n)

111) (i) (5.13) qBe ]O, + «[ et Elq1 € N tels que :

Vq > q 3 2% B 26,

k=q1
ou
(ii) - lim g(t) = + o et
to>+oo -
+c0 . . K
(5.9) y IM(YJ- x Yk)l . Log(j) . Log(k) . g(pd) . g(p) < + =
isk=1 ,

o Yiewm . yy=fuwrp Tl ful <l

I1V) il existe une mesure positive finie m sur (R, B]R) qui domine M ,

tel que :

(5.2) [ g2 (1) m(du) < + = .
/ . |ul
{u:0<|u]< 1}
Alors ,  1im P - p.s. g(t) . Ot(X) =0 .

t->+00
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Soient un processus harmonisable mesurable

X = {Xt :t e R} de bimesure spectrale

M et une application croissante

+ + e e e .. .
g: R — R qui vérifient les 3 conditions -suivantes :

1) (5.15)

I1) ﬂp » 9, ¢ N
(5.1) Vo

(5.11) Yq

ITI) il existe une

b

A\

W

M({0,0}) =0

p>1, Jae]1,p[ et ;]’Be]O, + o[ tels que :

2
q R g (p

p° g2 (™ < A g2 (n)

q+1

P q

Py

2
) < B.g (p

mesure positive finie sur (R, B’IR) dominant M

et telle que :

(5.12)

(Log Tog(——) . gt—)2 m(du) < + =

{u:0<|ul< e_1}

Alors :

lim P - p.s.
£->+00

V.5.3. - Remarques :

ul u

g(t) "Ut(X) =0

1) Sous les hypothéses de 1'un ou l'autre des 2‘théorémes‘précédents,

le processus harmonisable mesurable X vérifie la L.F.G.N..

2) Sans la condition (5.15), et  désignant la mesure stochastique

spectrale de X , on obtient seulement

lim P - p.s. (6, () = u(fo) . g(t) =0 .

>+
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ANNEXE 1.

Preuves des Lemmes (1.5.12.).-

Preuve du Lemme 1.-

a) Etant donnés une suite réelle (tn) et un nombre entier N

n:1

-

~ <z 2 o1
non nul, 1'@galité de Parseval dans Lm([—ﬂ,ﬁ], B[}mgﬂ]’ E;-A) nous donne :

m N . , N .
J ) e ¢ lz dx = 2 ) |t !2 R
- n=1

donc par changement de variable et en utilisant la parité de la fonction intégrée,

nous obtenons :

2r N i N
f 17 e? .t )2ax=20 7 Je|? ,
0 n=1 n n=1 n
LS 2 N 2
(1) f | ¥ e t |[Tdxg2m } |t | ;
0 n=l n =
N X L
mais | z et 2 . t [2 = g elX( 2 -ty - t 5
n=1 n m,n=1 n
TN 13‘22 5 N N 2
donc ) e Lt |[Tdx=2 § a_ .t .t +w. ) |t ]
0 n=l n m,n=1] mnoom n =] n
nous en dédulsons que :
N 2
- 2 Z a .t .t gm Z |t| ’
m,n=1 mn m n nel n
N N 2
et d'aprés (1) 2 Z a t t g<m Z lt | ;
m,n=1 fmn m n n=1 n
N N 2
en conclusion | 2 a .t .t | < z z [t | , VN e N
m.o=1 mn m n 2 n=1 n
9’

we
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b) Construction de A : ZE(IR) — ZZ(I() . Etant donnée une suite

(t)

sl €lément du sous-espace KE(I{) de ZZ(IU des suites réelles i

support fini , il existe un entier N tel que :

Pour N fixé, 1'inégalité de Schwarz nous donne :
L]

' N N N N N
* 2 2 2 1 42 2
\/m e N , I 2 amn . tnl < Z Iamn] . Z Itnl < 2 l——— . Z Itnl
n=1 n=1 n=1 n=1 m-n =1
N 2 N 9
donc | Z a - tn| =0(—5) . N . Z ]tnl »y S1 m >+ ®;
n=1 m n=1
N
par conséquent la suite de composante générale Z an - tn », N fixé , est
n=1

1= 2 R . .
un élément de 1l'espace £ (R), et nous pouvons définir une application

linéaire A de Zg dans £2 par :
Ve e €2 At =
tedt; t =s

avec pour & S = (Sm)mal et m31 , s = z a .t .

c) Syméirie : Etant données t et s de ZE(R) » elles sont & support

fini et donc :

(At,s) = J () a_ .t).s = ) a .t .s_ 3
nsl ny1 ™ n m m,n 1 mn n m
mais V& s, 21 a = a s
mn nm
d'ou (At,s) = Z a . s_ .t = (t,As)
nm n
n,mx1
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d) Continuité de A et plongement.
En notant ¢ : IZ:(]R) — R , 1l'application définie par :

2
m " It £, » t= (tn)nzl € Kf(]R) ,

|
o~
o
t

¢ (t) = (At,t) =

nous obtenons aisément :

(At,s) = -

|

(6(t+s) - 6(t=8)) , t, se€ té(m) ,

d'oii, d'apré&s la partie a)

lae,e)] < . (less][?+ [le=s] D,

1r
g -
par conséquent

Ve, selim ,  |lell 1 et sl < 1 => |@at,9)] < 2.

De plus KE(JR) est dense dans 22(]R) : tout &lément de 1’.2(]R)

.. . P 2 PR
est limite d'une suite d'éléments de Ef(R) ; nous en déduisons :

| (at,s)| 5—121 [[ell - |ls|| pour tef_ﬁ(]R) et seﬂz(]R)
et lacey|] < 3 11t pour t e £(R)

Ainsi l1'application linéaire A : K?(]R) — ZZ(JR) est continue
sur le sous—espace dense K?(]R) de ZZ(IR) , elle admet un unique prolongement

continu que nous noterons A : EZ(IR) — 22(]R)

Par continuité, nous obtenons aisément que l'application

A : ZZ(JR) — 1’,2(]R) est linéaire continue symétrique et de norme ||A[] s 12‘_ . 0



- 128 -

A partir de 1'opérateur symétrique A de norme ||A|| g %- définissons
2
1'opérateur B de £7(R) par :

B = %.I + A,
sin'% (m-n)
Vn ,n31 s m#n, bmn =
m-n
et = b =2
pour m=n, b =3
Preuve du Lemme 2.-
a) Puisque les opérateurs A et I sont symétriques, il en est de
méme de leur combinaison linéaire B .
b) Pour tout &lément s de KZ(R) nous avons
™ 2
(Bs,s) = 7 - | Is]]|” + (As,s) ,
T 2 2
donc (As,s)s-z-llsll ==>0¢< (Bs,s) sm. |[|]s]]” . BB
Considérons la suite (un)nZl définie par
Vn 1 u_ = 72 L
" on .log(n+l)
cette suite (un)n>l est un élément de ZZ(R) (séries de Bertrand) et nous
pouvons poser :
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Preuve du femme 3.-

. . . 2 .
a) La suite (u) appartient 3 £ (R), donc les suites (en.un)

n'nxl nl
. P 2
et (nn'un)nal sont aussi des &léments de £ (R) .
P . 2 .
Définissons des suites de £_.(R) qui convergent vers (e _.u )
f n n'nxl
2
et (nn'un)n;l dans £ (R). Posons pour N 2 1 :
UN,n = e U et VN,n = nn.un , pour 1 ¢ ng N,
UN,n =0 et VN,n =0 , pour N < n ,
et UN B (UN,n)nal ’ VN - (VN,n)nal
Ainsi U —— (e _.u) et V_-—— (n_.u) dans ZZ(I{)
N N+ n n n3l N N>+ n n n3l
\v N
et N3z 1, (Vy» BUY = ) Co € e N
m,n=1
N
2 2 2 o
g2 = [l 2= ] w2l
n=1
N
b) Par continuité 1im (VN » BU ) existe,donc lim z N T
Norteo n Notoo m, m=1 mn m n
existe .
c¢) L'inégalité de Schwarz nous permet d'écrire , pour N 3z |
I(VN’BUN)ISHVNH * HBUNH 3
mais [IBl| <7 =—> l(VN » B UN)! T ||VN|| . ||UN!| $a
par conséquent V@ > 1, | z_ mn o nnl $a.
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B é&tant un opérateur positif :

N ‘
W s 1 » 05 (UBUY) sa=>0¢ ) ¢ .e .6 g
n

d) Nous avons :

m=-n= 2k et ke 2 = lc | =0 »
mn
m - n = 2k+] et ke ==—=> Ic I = —l—-. u . u
mn n m
m-n
™ 2
et c._==xu .
nn 2 "n
+00 +00
Ainsi Z c2n ) 21 . ; <+ oo,
m,n=l m m,n=1 n.log"” (n+l) m.log” (m+1)
De plus
+%0 +oo
1
z IC I 2 . u_ . u ,
mn n m
m,n=1 m,n=1 lm—nl
m-n¢ 27
d'oli apré&s réindexation :
+00 00 ]
3 ) ) — .u . u
k=0 n=l 2k+1 2k+1 2k+1+n
Comme Upree] > Uopelen POUT k20 et nz 1, nous pouvons
écrire :
+ 00 + @ 2
X u . u b u s pour k20
nZ1 2k+1 2k+14n £=2k+2 £
Cette relation nous donne la minoration :
400 +o0
L Ugal * Ugkalan f - du = :
n=1 n 2k+2 u.log“u log(2k+2)
+°° B 1
et z |c l . =+, B
mn

z )
m,n=1 k=0 2k+1 log(2k+2)



- 131 - o

ANNEXE 2.

Preuve du Lemme (1.6.7.).-

s _ . . 2 <
On vérifie aisé&ment que lorsque 1'application 10 : RW —> K est a

o . - 2 .
variations bornées sur R- , elle 1l'est sur tout rectangle I x J de R et

0 g var(f, I x J) g min {var(f, T x R) , var(f, R x J)}
< max {var(@, I x R) , var({, R x I}

< var(\ﬁ, ]Rz) .

oi I et J sont deux intervalles de R .

Notons F 1'ensemble des familles finies strictement croissantes

de nombres réels, et I 1'ensemble des intervalles de  R.

Preuve de {1) : Soit ¢ > O . L'application { &tant A variations
bornées dans R’ , 11 existe {tj : 1 g j < ptl} et {Sk : 1 g k g g+l}
de F telles que :
p

q .
var (f, ]R2) -es ) 21 HAjk(\ﬂ)H < var({, Rz) .
j=1 k=

Soit {t! : 1 < jsp'"+1} de F telle que : t}'),_,_1 $ty s
posons pour j £ p+l ,

' ! =
Sieptel T
la famille obtenue {t% : 1< 3j<p+p'+2) appartient & F , et pour toute

{sJ! : 1 ¢ j<q'+l} de TF contenant {sj :1 < 3j g q+l} , nous obtenons :
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vard, ® -e < 53 1@l

j=1 k=1
p+p'+l q'
< oL sl
j=p'+2 k=1  J
‘ ptp'+l ¢’ )
N Z Z HA!k(‘\o)H N Var(\D,‘]R )
j=1 k=1

o AL () = BT spyg) m DCEL L s S DL, s ) PG ) s

nous en déduisons que :

p'+l ¢ |
AR
j=1 k=1 ]
Ainsi VI,JGI . IC]—oo, t;] ==> 0 ¢ var(J, I x J) g var(J, I x R)< ¢

Par conséquent :

lim sup (var({, :I- o, t] x J))

=0
tr— Jel

De méme lim sup (var(f, I X]- ©, s])) =0 [
s>+-o Tel

Preuve de (2) : Soient I , I' et J de I tels que :

INI'=¢,TUI"el et I précéde I'

Lorsque {tj sl g j g prar2t et {s : 1 gks r+l} de F sont
telles que : Vj 5 tj e I UI' |, Yk > 8 € J ,
)
tp+1 eI et tp+2 e I" ,

1'inégalité suivante est vérifiée :

P r | ptq+l r p+<§+1 T
A, (D] + AL, (D] < AL, D] -
AL et 1T e @The Lo T THeg O
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Puisque le membre de droite est toujours majoré par var(f, (I U I') x J)
nous en dé&duisons que
var(Y, I x J) + var(J, I' x I) g var(f, (T Y 1I') x J)
De méme var(f, J x I) + var(J, J x I') s var(J, I x (L UT")) .
Preuve de (3) : Pour obtenir les &galités, il faut posséder des

informations supplémentaires sur le comportement de l'application { au voisinage

de 1la borne commune aux intervalles I et I' .

Supposons que 1l'application 1§ soit continue 3 droite par rapport
PP q p p PP

josT)

chacune des variables, et que 1'intervalle I récéddant I' soit fermé
b q ’ p b

droite de borme supérieure b.

o

Soit ¢ > 0, il existe {tj 1 23 ¢ n+l} et {sk s ]l g kg r+l}

de 1, incluses respectivement dans I UI' de I , et telles que :

- Hp <n ’ tp+1 =b s
n r v
et -var(@, T UI) xI) -es § ] [[a, D] svard, QUTI) xI);
j=1 k=1 J
ainsi Vﬁ < p+l tj el et Vﬁ > p+l tj e I' .
2

L'application § : R® — K , &tant continue 2 droite par rapport

d chacune des variables, il existe t' de ]b . tp+2[: (og de Jb, + o[

lorsque tp+2 n'est pas défini) tel que :
Ve t1,.,ee1) ([0, s) - 0, s £ =
2r
r
d'ot DTG, s ) = 0, s) = 0, 5,0 + 0, sp|] s e

k=1
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Posons peur j g p+l , tJ! = t, R t' o=t ,

et pour j > p+2 tJ! =t

Les relations précédentes entrainent les inégalités :

n+tl r
var(, T UTY x D -es [ ] |lah ]l
j=1 k= J
P r r n+l r
S jzl kzl a3 D] + 21 ol @1+ T 1 s @]

j=p+2 k=1

e b @l ves T T ol

j=1 k=1 j=p+1 k=1
- T L ' - 1 - 1 1
ou Ajk lﬁ(tj+1’ Sk+1) '\D(tj"‘l’ Sk) lﬂ(th Sk+l) + ‘ﬁ(tj’ Sk)
Grdce au choix de la famille {tj 1 £ j £ n+l} nous en déduisons

que
Ve >0, wvar(@, (IUTI") xJ) - ¢ s var(@, I x J) + var(f, I' x J) + ¢ .
Par conséquent, en utilisant la propriété (2) du lemme, nous concluons :

var(, (T U I') xJ) =var(f, I x J) + var(f, I' x J) ;

de méme var(P, J x (I Uy 1I")) var(§, J x I) + var(fJ, I x 1') . B
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Afin d'établir le théoréme (I1.2.17), dans un premier temps, prouvons :

Lemme.- Considérons un espace topologique T - séparable localement

compact et dénombrable & 1'infini, un IXK-espace de Hilbert H , et une mesure de

Radon v o K]((T) f—» K .

Toute application f : (IR, B]R) —> (KK, B]K) borélienne bornée

est v-intégrable.

Preuve :
1) H é&tant un espace de Hilbert, la mesure de Radon v : KﬂéT) —> H
est prolongeable, c'est-d-dire que toute application borélienne bornée & support

compact est v-intégrable [25, lemme 2.4.3.].

2) Comme cette mesure de Radon v est bornée, il existe une

constante c¢ telle que
erK]K(T) , vy s e e, s

ainsi, gradce 3 la définition de la semi-variation v de v [ 32 , déf. 1.1. ;

25 , déf. 2.2.2.] nous obtenons

Vi e K (O VED s el IE]] .

3) T &tant un espace dénombrable & 1'infini, il existe une suite

d'éléments positifs de K_, (T) , tendant simplement

croiss
ante (fn) K

nelN
vers la fonction constante 1 [.28, lemme d'Uryshon 2.12] ; d'aprés 2) tous

les @léments de cette sulte vérifient

Vhe N R \).(fn) <c
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H étant un espace de Hilbert, la généralisation du lemme de Fatou

[32, cor. 5.7] de E. THOMAS, nous donne 1'inégalité suivante :

v (1) <lim inf v (f ) < ¢
n->-+owo n

et donc 1 eLiév) .

.4) La semi-variation v  étant croissante et positivement homogene
[32, prop. 1.3.], d'apreés les relations précédentes, toute application bornée

f:T—>K vérifie :
VD < e [EL

. . . P , .. +
Mais toute application borélienne bornée positive f : T —> IR
est la limite simple d'une suite croissante d'applications boréliennes, bornées,
positives et a support compact, ainsi, grdce au lemme de Fatou BZ, cor. 5.7],

1
f est un élément de ym(u).

Lorsque f est une application borélienne bornée quelconque, en
considérant ses parties réelle positive, réelle négative, imaginaire positive
et imaginaire négative, mous obtenons aisément que f est un élément de 1l'espace

1
vectoriel L]K(u) . B

D'od La preuve du théoréme

- Condition nécessalre : Soit X un processus harmonisable ¥ mesure

spectrale , c'est-a-dire, dont la bimesure spectrale M est prolongeable en une

2

mesure complexe sur (IR", EERZ) que nous noterons encore M,

D'apres [ 9, §. 6.18], 1'espace L1(M) des fonctions boréliennes

. . 2 . .
M-intégrables, f : (IR7, am?) —> (¢, B ) , contient 1'espace des fonctions

¢

boréliennes bornées, et l'application B définie par :
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est une mesure de Radon bornée sur . ]R2 dont le prolongement & l'espace Cb(]RZ)

2

- des applications continues bornées, f : R" —> € , vérifient
Vr e Cb(IRZ) : LRZ £ dM = B(f)
d'ol
Vf € Cb(ﬂo s JJ f(t) . £(s) M(dt,ds) = B(f ® £)

Comme M est une mesure spectrale, pour toute fonction étagée

g + (R, B]R) — (€, B(E) nous avons (déf. I1.2.3.)

0 < Jjg(t) . g(s) M(dt,ds)

Tout élément de Cb(]R) étant la limite simple d'une suite bornée -de
fonctions étagées, le théoréme de convergence dominée [_par ex. 28 , th. I 3.4.] s
appliqué successivement aux mesures positives obtenue par les décompositions de

Jordan des parties réelle et imaginaire de M , nous donne

Ve ¢ Cb w® , | 0 < H' £(t) . £(s) M(dt,ds) ,
d' ot 0 < B(f 6 1)
De plus,
. Ve , s e R , K(t,s) = ijf ei(tu“SV) M(du,dv) = B(eit' 3] e_is')
‘ Ainsi le processus X est (f)-harmonisable & mesure spectrale B

(25 , déf. 3.1.2].
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- Condition_suffisante : Supposons que le processus X soit

(f)-harmonisable a mesure spectrale.

1) Sa bimesure fonctionnelle B est, donc, prolongeable en une
mesure de Radon bornée B : KG(IRZ) —=> ¢ , et toute fonction borélienne bornée

f: (IRZ, B]RZ) —> (€, B(]I) est B~intégrable [9 s § 13.9.17]. De plus, il
2

existe une unique mesure'complexe M sur (R™, B_.2) [28 , th. de représen-

R
tation de Rues 6.19] vérifiant : (CO(IRZ) désignant 1'espace des fonctions
complexes continues sur ]R2 tendant vers O a l'infini)
2
Ve e C_(RY), ‘ B(E) = | , £ .
Montrons que pour toute fonction borélienne bornée

2
f: (R, BIR2) -— (¢, BQZ) nous avons

B(E) = | , £ aM .

J]R -
En effet, posons [32, chap. 4. compl. B. p. 132] E -
VA e B2 , m(A)=JdB=B(x)
R A
o A
Comme , YA € B]RZ , m(A) ¢ € , m est une mesure complexe sur (1R2, B]R2)

Lorsque f est une fonction borélienne bornée positive, il existe
une suite bornée de fonctions étagées positives qui tend simplement vers f.
Ainsi, d'aprés les théorémes de convergence dominée ([28 , th. 1.34} et

[32, th. 4.7]),

B(f) =

Nous obtenons donc aisément que pour toute fonction borélienne bornée

£ : (R, Bp2) — (€, By

;
B(f) = | , £ dm;
IR
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nous en déduisons que :

VieC (R , szdm=J2fdM
° R R

et, d'aprés l'unicité de M , m=M.

Ainsi, d'aprés les relations obtenues entre B , m et M , nous

voyons que, pour toute fonction borélienne bornée f ,

B(f) = J f daM .
]Rz

2) En notant v . le mesure de Radon spectrale de X, qui est une mesure
de Radon bornée v : KG(IR) —> H , toute fonction borélienne bornée

f: (R, Bﬂg — (C, BC) est v-intégrable d'aprés le lemme précédent.
Puisque [}5, th. 2.4.11]
f,gell) =>f05cl (B et BEOE = (), vid)y

pour toutes fonctions boréliennes bornées f et g: R —C nous obtenons

” f@gdM=B(f ®g) = (v(f),v(g))H .

3) Par conséquent, la restriction a B]Rx BIR de la mesure complexe

M sur (IR°, B_2) est une bimesure spectrale (déf. I.2.3.) , et M est une

mesure spectrale.

D'aprés H. NIEMI [?5, th. 3.2.6.], le noyau K de X est de la

forme
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i}

Ve, seR ', K(t,s) B(elt' g e *5°)

a'ou K(t,s) JJ e EXTSY) yay ay)

Par conséquent X : IR —> H est un processus harmonisable & mesure

spectrale (th. 1.3.2.). B
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RESUME

A quelles conditions un processus harmonisable mesurable donné
X = {Xt i t € R} vérifie-t-il la loi forte des grands nombres, a savoir :!
E
1
pour presque tout w , EAJ X (w) ds —— 0 2?2
-t = t>+c
Grace a 1'emploi d'une technique originale : la domination par un procﬂQ-r‘

stationnaire, il est établi que la réduction connue du probléme, soit :

30 e I < W0,0F tellgue g op N B
N>+

ou u est la mesure stochastique spectrale de X au sens ensembliste, c'est-
a-dire définie sur BIR » est en fait une condition nécessaire et suffisante

(chap.: TTI).

Et les processus harmonisables considérés ici sont les plus généraux,
comme 1'établit une comparaison préalable des différentes définitions possibles
de ce type de processus, notamment par la voie des mesures de Radon stochastiques

(chaps- TL):

Ensuite des conditions suffisantes, mais non nécessaires, pour que X
vérifie la loi forte des grands nombres, et portant sur sa bimesure spectrale,
sont démontrées au chapitre IV. Elles assurent ca gros la généralisation aux
processus harmonisables des résultats les plus récents établis pour les processus

stationnaires.

Il en est de méme des raffinements de la loi forte des grands nombres

obtenus au chapitre V qui sont, plus précisément, des conditions suffisantes

t
pour que presque tout w, g(t) . % j X (w)ods —==>20 ‘ou glt) ———5 4w ,
-t 2 t—>+co t—>+

MOTS CLES

PROCESSUS FATBLEMENT STATIONNAIRE.
PROCESSUS HARMONISABLE.

LOT GRAND NOMBRE.

MESURE SPECTRALE.
PROCESSUS STOCHASTIQUE / ANALYSE HARMONIQUE. '




