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-, 
Le sujet de cette thèse est l'étude de la loi forte des grands nombres pour 

I 

les processus harmonisables (mesurables) : étant donné un tel processus : 

X = [xt : t E IR)  , à quelles conditions a-t-on : 

t 
pour presque tout w , 11 x~(w) ds-O ? 

t 
-t t++m 

Plus précisément, en uti l isant de manière répétée le fait que tout processus 

harmonisable est dominé par un processus stationnaire, on simplifie ou même on rend 

faisables certains calculs, ce qui  permet d'améliorer des lois fortes des qrands nombres 

obtenus par divers auteurs (notamment V .  F .  GA POSHKlN et J .  ROUSSEA U pour ne 

, citer que les plus récentes) dans le cas particulier des processus stationnaires ou 

, des processus harmonisables à mesure spectrale. 
i 

I I  importait donc d'abord de montrer que la définition utilisée pour les 

processus harmonisables - dans le cadre de la théorie ensembliste des mesures - 

est la plus générale : c'est l'objet du chapitre 1 où on exhibe notamment des processus 

harmonisables sans mesure spectrale. 

Ensuite, au chapitre I I ,  nous introduisons la notion de domination des 

processus e t ,  en ce qui  concerne les processus harmonisables, la notion parallèle 

de domination des bimesures spectrales, ce qui  permet d' introduire le résultat essentiel, 

* 
déjà cité, de A .  G .  MIAMEE et H. SALEHI relatif à la domination de tout processus 

J I harmonisable par un processus stationnaire. Le travail biblioc~raphique nécessite par 

cette étude a montré que d'autres définitions de I'harmonisabilité sont fréquemment 

utilisées (point  de vue fonctionnel ; processus V-bornés 1. I I  nous a donc paru 

nécessaire aussi, dans ce chapitre I I ,  de sor t i r  - provisoirement - du cadre ensembliste 

pour procéder à une comparaison générale des différentes définitions possibles. 



On trouve dans le chapitre 111 le résultat central de toute l'étude : la loi 

forte des grands nombres est vérifiée si et seulement s' i l  existe un  entier p > 1 

tel que v <3 - P - ~  , P - ~ D  P-p. S .  
> O , où i~ est la mesure stochastique spectrale 

n++m 
du processus harmonisuble quelconque considéré ( V .  F .  GA POSHKlN avait établi ce 

résultat pour les processus stationnaires continus). 

Au chapitre IV sont données 3 conditions suffisantes portant sur  la 

bimesure spectrale pour qu'un processus harmonisable vérifie la loi forte des grands 

nombres ainsi que des exemples qui  montrent que ces conditions ne sont pas nécessaires, 

et que le problème ne peut se traduire de manière nécessaire et suffisante par les 

bimesures ( 2  processus stationnaires continus sont construits, ayant la même mesure 

spectrale, l 'un vérifiant la loi forte, l 'autre ne la vérifiant pas). 

Enfin, au chapitre V ,  les résultats précédents sont affinés : on trouve 

des conditions suffisantes pour que l'on a i t ,  pour presque tout w : 

où g est une fonction pouvant tendre vers + a avec t ; et on découvre au 

passage une loi du log itéré pour le processus ' jt xs ds . 
-t 



CHAPITRE 1 

IVIESiIFIES SPECTRALES 

DES PROCESSUS HARMON 1 SABLES, 

Dans la littérature appliquée, on suppose presque toujours que les 

processus harmonisables ont une mesure spectrale, (cf. A. BLANC-LAPIERRE et 

B. PICINBONO [51) .  En fait ce concept est plus général, et l'objet de ce 

chapitre est, précisément, de montrer l'existence de processus harmonisables 

dont la bimesure spectrale n'est pas prolongeable en une mesure spectrale. 

Après avoir donné les différentes définitions et rappels nécessaires 

sur les mesures stochastiques et les processus harmonisables, nous reconstruirons 

du point de vue ensembliste - point de vue adopté dans l'ensemble de ce travail - 

l l'exemple de processus harmonisable sans mesure spectrale donné par H. NIEMI [25] 

du point de vue fonctionnel, et nous donnerons une condition nécessaire et 

suffisante de prolongeabilité d'une bimesure spectrale sur (IR, BR). 

\ 

4 Dans ce qui suit, IK désigne indifféremment IR ou Q: , et H 

un K-espace de Hilbert quelconque. 

Nous rappelons qu'un anneau '4 de parties d'un ensemble quelconque $2, 

est une famille non vide de parties de R,  stable pour l'union et pour la 

différence propre, ou non. 



1.2.7. - D é ~ i W a n . -  Une mesure hilbertienne 1~. définie sur un 

anneau & est une application p : 5% + H , additive et vérifiant la propriété 1 

de continuité monotone suivante : 

(pour la topologie forte dans H) 

qui est équivalente à la a-additivité. 

1.2.2. - Dé~i&on.- Nous appelons mesure stochastique, toute mesure 

hilbertienne à valeurs dans L: (S,F,P) , - où (S,F,P) désigne un espace 

probabilisé quelconque. 

L'intégration par rapport à une mesure hilbertienne (et même banachique) 

est traitée dans le livre de N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [IO] (voir aussi [23]). 

YU. A .  ROZANOV [26] et R. MOCHE [23] ont défini la bimesure 

spectrale de la maniSre suivante : 

1.2.3. - DéOiniLLan.- Nous appelons bimesure spectrale sur un 

anneau ,& , toute application M : ~k x - K qui vérifie : 

iii) M est de type positif : 

* 
, Val,. . . ,an E IK et  VA^, . . . , A  n E d! , 



Par abus de  nota t ion ,nous  é c r i r o n s  M(A x B) au  l i e u  d e  M(A,B). 

Nous obtenons : 

1.2.4. - Phopos&on. - Pour t o u t e  mesure h i l b e r t i e n n e  p : J& -+ H , 

d é f i n i e  s u r  un anneau ,$ , l a  fonc t ion  M : U$ x & -+ IK 

une bimesure s ~ e c t r a l e .  

e s t  - 

La forme géné ra l e  des  bimesures s p e c t r a l e s  s u r  un espace mesurable 

(R,A) e s t  donnée par  R. M O C ~  e 3 ,  t h .  6 . p. I V .  351 : 

1.2.5. - ThEuhème.- Soient  un espace mesurable (n,A) e t  une 

a p p l i c a t i o n  M : A x A - K . Pour que M s o i t  une bimesure s p e c t r a l e  

s u r  (n,A) , il f a u t  e t  il s u i f  it q u ' i l  e x i s t e  un espace p r o b a b i l i s é  (s,F,P) - 
e t  une mesure s tochas t ique  l~ : A --+ L* (s,F,P) t e l l e  que : 

M 

Toute bimesure s p e c t r a l e  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

1.2.6. - Lemme.- S o i t  une bimesure s p e c t r a l e  M su r  un espace 

mesurable (n,A). W e l l e s  que s o i e n t  l e s  s u i t e s  monotones A-mesurables 

(*n) nc BI (Bn) n ,IN convergeant remect lvement  v e r s  A e-t B , l a  s u i t e  

converge v e r s  M(A x B ) .  (NAn X BnNncBI  - 

Phe.U~e : Une mesure h i l b e r t i e n n e  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  

monotone, donc, en notan t  l~ une mesure h i l b e r t i e n n e  de  bimesure s p e c t r a l e  M, 

nous obtenons : 



d' où 

soit 

lim u(An) = u(A) et lim u (Bn) = v(B) , 
n+tm n++m 

lim (u (An), u(Bn) 1, = (li (A), u(B) IH 3 

n++m 

Dans ce cas, il en résulte que,pour tout B de la tribu A, les 

applications A W M(A x B) et A M M(B x A) sont des mesures scalaires. 

7 . 2 . 7 . -  Vé6inLtion.- Nous dirons qu'une mesure hilbertienne sur un 

espace mesurable (f2,A) est à mesure spectrale, lorsque sa bimesure spectrale 

est prolongeable en une mesure scalaire sur (R x R , A 8 A) , que nous 

a~~ellerons mesure s~ectrale. 

1 . 2 . 8 . -  Déainifion.- Nous dirons qu'une mesure hilbertienne 

p :A--+ H , définie sur un anneau , est orthogonalelorsque : 

P. MASANI PO] étudia ces mesures hilbertiennes. 

~ ' a ~ r è s  [20] et r 2 3  , chap. v], lorsque (R,A) est un espace 

mesurable,une mesure hilbertienne est orthogonale si, et seulement si, 

sa bimesure spectrale M est prolongeable en une mesure spectrale concentrée 

sur la première bissectrice. Dans ce cas, M définit une mesure positive finie 

m sur (R,A) par : 

V A ~ A  , m(~) = M(A x A). 

Réciproquement, lorsque m est une mesure positive finie sur un 

espace mesurable (R,A) , il existe une unique mesure positive finie sur 

(R x R , A @ A), que nous noterons R(m), et qui vérifie : 



V A ,  B E A  , R(~) (A x B) = m ( ~  n B) ; 

et dans ce cas R(m) est une mesure spectrale concentrée sur la première 

bissectrice 123 , p. V. 171. 

Nous allons donner quelques rappels sur la théorie ensembliste des 

processus harmonisables suivant Yu. A. ROZANOV [26] et [23]. 

Considérons un espace probabilisé (S,F,P) et notons H l'espace 

2 
de Hilbert La (s, F ,P) .  

La théorie de l'intégration par rapport à une mesure hilbertienne [IO] 

et [23] permet de définir les processus harmonisables : 

1.3.1. - Ptropodi.tion.- Soit ii : B ,  -+ H une mesure stochastique. - 
L'application X : IR -+ H , t w 1 eitx ~(dx) définit un processus du second 
ordre que nous appellerons processus harmonisable. 

Un processus harmonisable X est continu (en m.q.) [~3,~. v.3.) et 

admet une unique mesure stochastique associée 123, p. v.111 que nous appellerons 

sa mesure stochastique spectrale . 

Le théorème suivant caractérise les processus harmonisables par 

leurs noyaux [26 ; 9.21 et [23, p. V. 131. 

1.3.2. - ThPotr&me.- Un processus X : IR -+ H est harmonisable si, 

et seulement si, son noyau K est harmonisable, c'est-à-dire s'il existe 

une bimesure spectrale M sur (IR, B  ) telle que : - IR 

Pt, s E , K(t,s) = (XtyXSlH = i (tx-sy) M(dx,dy) 



Dans c e  c a s  l a  bimesure M e s t  l a  bimesure s p e c t r a l e  a s soc i ée  à 

l a  mesure s tochas t ique  s p e c t r a l e  p du  processus harmonisable X ; M - e s t  

unique. 

Nous appel le rons  processus harmonisable à mesure s p e c t r a l e ,  un 

processus  harmonisable dont l a  bimesure s p e c t r a l e  e s t  prolongeable.  

Les processus faiblement  s t a t i o n n n a i r e s  e t  con t inus  son t  

l e s  processus harmonisables ( à  mesure s p e c t r a l e )  dont l e s  mesures s tochas t iques  

s p e c t r a l e s  sont  or thogonales  [23 , p. V. 181, c ' es t -à -d i re  que l e u r s  mesures 

s p e c t r a l e s  sont  concent réessur  l a  première b i s s e c t r i c e .  

1.4.1.  - Lemnie d t u n i c a é . -  Soient  p e t  p 2  : A 4 H deux mesures 1 - 
h i l b e r t i e n n e s  d é f i n i e s  su r  l e  même espace  mesurable (R,A) co ïnc idan t  su r  

s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e )  contenu dans A ,  e t  contenant  un Tl-système C ( - 

une s u i t e  
(%)nEa 

t e l l e  que " = f i R .  
ne IN 

e t  p 2  co ïnc iden t  s u r  l a  t r i b u  engendrée Alors  l e s  mesures p l  - 
par C .  

P4euve : Cet t e  démonst ra t ion  e s t  s tandard [IO , théorème 111.5.91. 

0 = CA E A : pl(A) = p2(A)1 e s t  s t a b l e  par  d i f f é r e n c e  propre  e t  monotone 

c r o i s s a n t e  ( c ' e s t  un A-système), d e  p l u s  V c o n t i e n t  l e  II-système C ,  

donc il c o n t i e n t  l a  t r i b u  engendrée p a r  C .  m 



1.4 .2 .  - Lemme.- Etant données une algèbre '4 de parties d'un 

ensemble R ,  et m : a(&>) -+ M une mesure scalaire, alors nous avons : - 

,, OC a = sup { / m ( ~ ) l  : A E & 1 .  

Rmmque : a est toujours un nombre fini, puisque toute mesure 

scalaire définie sur un espace mesurable est bornée 128, th. 6.4 .1 .  

Pkeuve : Les décompositions de Jordan [par ex. 28, 1 6.61 des parties 

réelle v et imaginaire v de la mesure m ,  nous donnent : 

Posons 

Le théorème [16 , sec. 13. th. D] appliqué à la mesure positive 

r finie n nous permet d'écrire pour B de o (8) et pour E > O : 

+ + 
ainsi v (B  A AE) c E , p-(B A AE) i E , v (B A A ) c E et v-(B A A ) s E , 

E E 

+ 
de plus nous avons : 

et trois autres relations analogues avec 

- 
La fonction : [O,pt(~)]x[O;p ( n ) ] ~  [o;v+(n)]x [o;v-(n)] - i? 

étant continue sur un compact, est uniformément continue sur celui-ci. 



Par conséquent,  pour B de o (i6) e t  E > O : 

d'où Im(B)I s I ~ ( A  + E ; 
l-,E 

l a  r e l a t i o n  précédente é t a n t  v é r i f i é e  pour  t o u t  E > O , nous obtenons : 

l m ( ~ ) I  ,< sup { I ~ ( A ) (  : A E "$1 . m 

Le théorème su ivant  g é n é r a l i s e  l e s  r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s  su r  l e  prolongement 
l 
1 
l 
l des  mesures s c a l a i r e s  b a r .  ex. 10 , t h .  111.5.8.1. 

1.4.3.  - Théofi2me de p ~ o l o n g e m ~ n L -  Toute mesure h i l b e r t i e n n e  faiblement  

4 bornée d é f i n i e  sur  une a lgèb re  ixc d e  p a r t i e s  d'un ensemble L? , u : of?--+ H , 

s e  prolonge de  manière unique en  une mesure h i l b e r t i e n n e  s u r  l a  t r i b u  engendrée 

O(,%). 

Rmatrquu : Toute p a r t i e  d 'un  espace d e  H i l b e r t  e s t  bornée s i ,  e t  

seulement s i ,  e l l e  e s t  fa iblement  bornée Lpar ex. 29 , t h .  2.6.1. 

Comme tou te  mesure h i l b e r t i e n n e  d é f i n i e  sur  un espace mesurable 

e s t  bornée [23, p. I V .  21, l a  cond i t i on  de majora t ion  posée dans l ' énoncé  

e s t  néces sa i r e .  

Pheuve:  S o i t  ci = sup { I I u ( ~ ) I I  : A f L $ )  , (ci < + m) . 
Pour tou t  h  de H , = ( ( ~ i , h ) ~  e s t  une mesure s c a l a i r e  s u r  , 

bornée par  a l  ]h l  1 ,  e l l e  admet un unique prolongement s u r  o('6) que nous 

noterons  ph , e t  q u i  e s t  borné par a l l h l l .  

Pour tous h l  , h2 d e  H , c e t  c  de  IK , nous avons : 1 2 



- - 
les mesures scalaires ' + c , dé£ inies sur o ) , h +c .h licl 1 2 2 

coïncident sur l'algèbre '6 , et par conséquent, elles sont égales (lemme 

- d'unicité). 

I 
Ainsi, pour tout élément B de O(<&) , l'application p' (B) : H --t IK 

h u ~ B )  

est une forme linéaire, continue puisque b E H , Iph(~)( f allhll ; donc, 

il existe un unique élément p' (B) de H qui vérifie Lpar ex. 29 , th. 12.51 : 

D'après le théorème de Pettis [IO, th. IV. 10. 11 et [23 , p. IV. 191, 

l'application : G ( ~ $ )  --+ H est une mesure hilbertienne. 

B !A1 (B) 

De plus VA 'A E%, % E H , (P(A),~)~ = (P'(A)Y~)~ Y V' 

prolonge p. 

L'unicité de ce prolongement résulte du lemme d'unicité précédent. . 
1 . 4 . 4 .  - C o t r a ~ a i A ~  7 .  - Etant données ,$ une algèbre de parties 

d'un ensemble R, une mesure hilbertienne bornée p : ~ ' 8  - H , et son 
prolongement p' à la tribu O($) , nous avons : 

où H(p) (respectivement H ( l i ' ) )  est le sous-espace de Hilbert de H engendré - 

par A :  A E 1 e s .  A : A E: u(~4))). 

Ptreuvc? : Le A-système D = {A E: a(L"i?) : p'(A) E: H(p)} contient 

l'algèbre L* , donc la tribu o(u3)  , il en résulte que : 



7.4.5. - Remahque : Nous dirons qu'une mesure stochastique, 

2 
p : -3 L (s,F,P) définie sur un anneau '4 , est gaussienne, lorsque le IK 

2 2 
sous-espace de Hilbert L (p) de LM (s,F,P) engendré par 1p (A) : A E 2% 1 

est gaussien. 

D'après le corollaire 1, le prolongement d'une mesure stochastique 

gaussienne définie sur une algèbre Lfi est une mesure stochastique gaussienne 

déf inie sur o (L*). 

Nous rappelons qu'une semi-algèbre S d'un ensemble R est un 

ensemble de parties de R vérifiant : 

ii) SI , S 2 ~ S = >  S 1 r ! S 2 c S ,  

C 
iii) S E S ==> S = S/Q est réunion finie de parties deux à deux 

disjointes de S. 

1.4 .6 .  - Cutraf-,tai/re 2.-  Pour qu'une mesure hilbertienne, p : A -4 H 

définie sur un espace mesurable (Q,A) , soit orthogonale, il suffit qu'il existe 

une semi-algèbre S engendrant la tribu A et vérifiant : 

Phsuve : 

1) Chaque élément de l'algèbre J8 engendrée par la semi-algèbre S 

est la réunion d'une famille finie d'éléments deux à deux disjoints de S ; 

ainsi, des hypothèses, 'nous déduisons : 

2) Soit un élément A de c/L ' , notons la trace de 1.a 
O O 

sur Q/Ao , c'est-à-dire l'algèbre de parties de Q/Ao définie par : 

"6 = ~4 n(Q/A) , et A la trace de A sur Q/Ao : AO = A fl(~/A) = o(~d ). 
O O O O O 



La mesure scalaire : A -r M , A ( A ) ,  A est nulle 
O 

sur donc sur O(,% ) = A . 
O O O 

Par conséquent : - 

3 )  v = {A A : (VB A )  (A n B = @ => M A ) ,  L ~ ( B ) ) ~  = 0 ) )  est 

un A-système contenant l'algèbre L/jE , donc il contient la tribu a(&) = A : 

V A ,  B E A  , A n B = 0 => ( L I ( A ) ,  P ( B ) ) ~  = O . 

I , 5 ,  - FONCTION DE RÉPARTITION D'UNE MESURE HI LBERTIENNE 

D E F I N I E  SUR ( I R  B,) 0 -  

Le but de ce paragraphe est de construire un exemple de mesure 

1 hilbertienne sans mesure spectrale. Pour cela nous développons quelques résultats 
" 

sur les fonctions de répartition de mesures sur ( I R ,  B I R )  , que nous n'avons 

pas trouvés dans les livres usuels. 

@ - FONCTION OE REPARTITION DE ii : BR - H . 
D . A .  EDWARDS [II] mentionne le résultat suivant, dû à J. GELFAND : 

une fonction z : R H est la fonction de répartition d'une mesure 

hilbertienne définie sur l'anneau des boréliens bornés si, et seulement si, 

elle vérifie : 

8 

a) pour chaque y de H , la fonction complexe ( ~ ( . ) , y ) ~  est à 

variations bornées dans chaque intervalle borné de IR , 

B) z ( . )  est continue à droite dans H . 



Nous étudions le cas d'une mesure hilbertienne définie sur la tribu 

borélienne BR. Les outils essentiels sont le théorème de Banach-Steinhaus 

rPar ex. 29 , th. 2.6.1 et le théorème de Pettis cl0 , th. IV. 19.81 ; ceux-ci 

nous permettent, après avoir construit les mesures scalaires qui apparaissent 

dans la condition (a) ci-dessus, d'établir l'existence de la mesure hilbertienne 

correspondante. 

1 . 5 . 1 .  - NaAdtian.- Dans ce qui suit, lorsque f(.) est une fonction 

à valeurs dans l'espace de Hilbert H , pour chaque h de H , la fonction 

à valeurs scalaires (f (.),h)H est notée fh(.) . 

7 . 5 . 2 .  - uéhi&~n.- Etant donnée une application u : &C H 

définie sur un anneau 'fi de parties d'un ensemble R, nous appelons variation 

totale de ri, l'application v(~, .) : P(R) --+ [O , + m] définie par : 

la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de n dans IN* , 

et de A I , .  . . ,An , parties r% -mesurables et deux à deux disjointes de E. 

On dit que est à variationsbornéessur E C R si v(u,E) < + m . 

Une étude de la variation totale de u : L$ -4 H est faite dans [IO] 

(voir aussi 1231). 

1 . 5 . 3 .  - u é 6 i L a a n . -  Etant donnée une application f : IR -+ H , 

pour tout intervalle 1 de IR , nous appelons variation totale de f - sur 1 

la quantité : 

-- 

var(£,~) = sup ( 1 1 If(t.1 - f(tj-l)I 1) , 
j=l J 

la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de n dans INx  , 

et de la famille croissante (t : j = O p  de 1. 
j 



On dit que f est à variatiorsbornéessur l'intervalle 1 si 

mesure hilbertienne sur (IR, BR ) , ii : Bg --t H , !'application f : IR -4 H 

définie par : 

NOUS obtenons aisément le lemme suivant et son corollaire. 

1.5.5. - Lemme.- Lorsque f est la fonction de répartition d'une 

mesure hilbertienne u : BIR - H , pour chaque h - de H , fh est la 

fonction de répartition de la mesure scalaire 
vh 

. 1.5.6. - Cv/ra&kihe.- La fonction de répartition f : lR -+ H 

d'une mesure hilbertienne u : BIR -+ H vérifie les propriétés suivantes : - 
(r,) b E H , l'application f - IR -+ K est à variations 

h *  

bornées sur IR , 

(r2) p h  E H , f h  est continue à droite , 

(r2) ' l'application f est continue à droite , 

(r3) \dh E H , lim fh(t) = O , 
t+m 

(r3)' lim f(t) = O . 
t+-== 

1.5.7. - Rma/rque : La fonction de répartition d'une mesure 

hilbertienne sur (IR, BIR) n'est pas toujours à variations bornées sur IR. 

En effet, considérons l2 l'espace de Hilbert des suites de nombres 

réels de carrés sommables , 
(hn)nr~ 

une base orthonormale de l2 , et 
2 

ii : BE + 1 la mesure hilbertienne dont la masse est répartie sur R par : 



en notant f la fonction de répartition de u , nous obtenons : 

ainsi 

Bien entendu, lorsque dim H < + m , la fonction de répartition d'une 

mesure hilbertienne, p : BR -+ H , est à variations bornées sur B . 
Nous établissons le théorème réciproque au corollaire(I.5.6.). 

1.5 .8 .  - Lemme. - Une mesure scalaire m sur (R , 8 ) de fonction - IR 

de répartition f , vérifie : 

v(m,I) = var(f, 1) , pour tout intervalle 1 .  

n .m 
Pneuve : Notons LI c l'algèbre engendrée par la semi-algèbre 1 

des intervalles semi-ouverts à gauche de R . 

Soient un intervalle 1 et un nombre E > O . 

Il existe un entier p non nul, et une famille { B j  : j = 1, . . . , p l  

de boréliens, deux à deux disjoints, inclus dans 1 , et tels que : 

En utilisant les décompositions de Jordan des parties réelle l~ 

et imaginaire v de la mesure scalaire m , nous obtenons l'égalité : 
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+ - + - Considérons l a  mesure p o s i t i v e  f i n i e  n = + p + v + v , 

e t  E '  = 
2 ~ / ( 2  p + p) .  Comme l ' a l g è b r e  b7% engendre l a  t r i b u  boré l ienne  

Bn< , 
pour t o u t  j de  { l , . .  . , p l ,  il e x i s t e  A  de  L t e l  que : [16, sec. 11. th .  D] 

i- 
j 

n ( A .  A B.) S E '  . 
Y 

J  J  

De p l u s  chaque B é t a n t  i n c l u s  dans l ' i n t e r v a l l e  1 , chaque A  
j j 

peut  ê t r e  c h o i s i  i n c l u s  dans 1. 

De l a  r e l a t i o n  précédente,  nous déduisons : 

Pour j = l , , p  , posons : 

A'! = V ( A .  n A  ) e t  A !  = A .  / A" ; 
k f j  k  J  J  j 

. a i n s i  A !  , A'! E '6, , A ! f l A I I = @  , A! U A" = A  
J  J  J J  J j j '  

. A .  n A = A:' ~ A I ' C  (A A B. )  u ( A ~  A B ~ )  , 
~ k ~ k  j J 

e t  A! 9 pour j # k  . 
J  

P a r  conséquent : 
l 

Ï d'où 



La semi-algèbre I engendrant l'algèbre '$, il existe une famille 

finie d'intervalles (Ij)jrq de 7, deux à deux disjoints, inclus dans 1 , 

et tels que : 

Ces intervalles étant semi-ouverts à gauche, nous obtenons : 

Nous en déduisons : 

v(m,I) 4 var(f,I) . 

Or, des définitions (1.5.1.) , (1.5.3.) et (1.5.4.), nous tirons, aisément, 

l'autre inégalité ; nous pouvons donc conclure : 

1.5.9. - CohoUeeaine. - Une mesure scalaire m - sur (IR , B R  ) & 

fonction de répartition f , vérifie pour tout intervalle 1 - de IR : 

7.5.70. - ThéohErne.. - Pour toute application f : IR -4 H vérifiant 

les conditions r ,  (r ) et r ,  il existe une unique mesure hilbertienne 
2 - 

sur (IR, B ) dont la fonction de répartition est f. - IR 

P h e u v ~  : Notons 7 la semi-algèbre des intervalles semi-ouverts 

à gauche de R , et c"& l'algèbre qu'elle engendre. 

1) Pour tout h de H , l'application £h 
: R + H est la 

fonction de répartition d'une mesure scalaire Ph : BR - K Lpar ex. 28 , 

th. 8.141 qui est bornée par var(fh,R) (corollaire 1.5.9.). 



2) Montrons que pour tout borélien B , la fonction uo(B) : hl--+ uh(B) 

est une forme linéaire continue sur H. 

a) Fome linéaire : Etant donnés hl et h2 de H , -------------- cl et c2 

de a: , pour tout intervalle ]a,b] de R , nous avons : 

- - 
ainsi les mesures scalaires + c 2 0 % ~  

coïncident 
'cl .hl+c2.h2 

sur le II-système des intervalles bornés semi-ouverts à gauche, donc sur 

(lemme 1.4.1. ) .  

Par conséquent, pour tout borélien B , l'application v.(B) : H -4 R 

est une forme linéaire. 

b)  -------------- Continuité des p. (8) , B E B R  : La continuité de po (1) 

est évidente lorsque 1 appartient à l'ensemble IM des intervalles semi- 

ouverts à gauche et bornés : 

D'après le corollaire (1.5.9.1, nous pouvons Rcrire : 

La famille de formes linéaires continues {p.(I) ; 1 E ln} définies 

sur l'espace de Hilbert H , est faiblement bornée donc bornée (ou éqùicontinue), 

d'après le théorème de Banach-Steinhauss [par. ex. 10 , th. II. 1. Il] : 

' d ~  > O , ]Ti > O tel que : 



Par la continuité monotone des mesures, nous obtenons que pour tout 

1 de la semi-algèbre 1,  la forme linéaire ~ ~ ( 1 )  est continue. 

Finalement (Uo(A) : A E 0% } est une famille de formes linéaires 

continues (nous savons que \JA E ÿS> , p. (A) est la somme de certaines formes 

linéaires de la famille {p.(I) : 1 s 1 ) )  . 

En utilisant la relation (1) et le théorème de Banach-Steinhass, 

nous obtenons que la famille {p. (A) : A E ) est équicontinue : 

' & > O  , tel que : 

et par conséquent (lemme 1 .4 .2 . )  : 

Ainsi pour tout B de BR , la forme linéaire p.(B) est continue. 

3) Pour tout B de BR , il existe donc un unique élément u(B) 

de H qui vérifie [?ar ex. 2 9  , th. 12.51 : 

D'après le théorème de Pettis, la fonction p : BR -* H , ainsi 

définie, est une mesure hilbertienne. 

De plus, par construction : 

d'où ((1- , b]), hlH = fh(b) = (f (b), hlH 3 



L'application f est la fonction de répartition de la mesure 

hilbertienne p. 

4) L'unicité de la mesure hilbertienne résulte du lemme d'unicité 

1.4.1. . 
7.5.7 7. - Fonction de r t é p m u o n  gaubienne. 

Le corollaire(1.4.4.) et le théorème précédent nous donnent : 

C ~ h ~ ~ a i h e  .- Toute mesure hilbertienne p : BR --+ H , 

fonction de répartition f vérifie : 

où H(f) est le sous-espace de Hilbert de H engendré par (f(a) :a c IR) . - 

2 
Par conséquent, une mesure stochastique u : 8, -+ L (S,F,P) , K 

est gaussienne si, et seulement si, sa fonction de répartition 

2 
f : IR -+ L (S,F,P) est un processus gaussien d'espace - temps W , défini 

K I 

sur l'espace probabilisé (S,F,P). 

D'après le corollaire (1.4.6.) : 

Ptioponition.- Une mesure hilbertienne sur (IR, 8,) est orthogonale 

si, et seulement si, sa fonction de répartition est à accroissements orthogonaux. 

@ - UN EXEMPLE DE hlESüRE STOCHASTIQUE SANS ElESURE SPECTRALE. 

Nous construisons un exemple de mesure stochastique dont la bimesure 

spectrale associée n'est pas prolongeable. Ce travail est une adaptation de 

la construction faite par D.A. EDWARDS 11 d'une mesure hilbertienne définie 

sur l'anneau des boréliens bornés de R , dont la bimesure n'est pas prolongeable. 



7.5.72. - P t r W i n a h e .  

Notons e2( lR)  l e  R-espace d e  H i l b e r t  des  s u i t e s  d e  nombres r é e l s  

d e  c a r r é s  sommables, muni d e  son produi t  s c a l a i r e  usue l .  

Lemme 7 .- S o i t  ( a  > - l a  ma t r i ce  symétrique d é f i n i e  pa r  : 
mn m,nbl 

1 
s i n  (, . II. (m-n> > . . 

L 
e t  a = pour m # n - mn m-n 

Ce t t e  mat r ice  e s t  c e l l e  d'un opé ra t eu r  symétrique A d é f i n i e  dans 

n 
1 2 ( l R ) ,  de  norme I I A I I  s 2 .  

2 
Nous d é f i n i s s o n s  l ' o p é r a t e u r  B de 1 (IR) par  : 

TT B = - 
2 .  

I + A ,  

d'où s a  ma t r i ce  (b ) mn m,ngl . 

pour m S n . 

Lemne 2 . -  ~ ' o ~ é r a t e u r  B e s t  symétrique, p o s i t i f  e t  d e  norme 1 ( B I  ( $ n . 

2 
Soi t  l a  s u i t e  de (IR) d é f i c i e  par  : 

Lemme 3 . -  Pour m , n 5. 1 posons c = b .u .u . - mn mn m n 

Pour t o u t e s  s u i t e s  et ("n)nll v é r i f i a n t :  \ E  1 = 1 = I ,  (€n)nZl - n n 

nous avons : 

e x i s t e  , 



a étant une constante réelle. 

+=' +=' 
De plus et Z I c m n I = + - .  

m, n= 1 m,n=1 

Les démonstrations de ces résultats se trouvent en annexe (A.1.). 

1 1) Considérons un R-espace gaussien séparable H de dimension 

hilbertienne card(lN) , et une de ses bases hilbertiennes 19,: n 2 1 1 .  

Il existe un unique opérateur borné C : H -t H défini par : 

(4, 9 C dnIH = cm, 9 pour n , m >, 1 

cet opérateur est symétrique et positif, il lui correspond un unique opérateur 

2 
borné positif T [29, th. 12.331 tel que T = C . 

En posant x = T Sn pour tout entier n , nous obtenons l'égalité : . n 

L 
(xm, xnIH = (dm, T gn) = cmn , pour m , n 3 1 . * 

2 )  Construction de 2a mesure stochastique sur (8, BR)  par sa .................................. ------ ----- 

onction de re2art i t i o n .  f ------,----- -- ------ 

Définissons l'application f : IR - H par : 

f(t) = O pour t < O y 

1 f ( n )  = f(n-1) + x pour n =  1,2, ... , n 

.. f affine sur chaque intervalle [n, n+l] , n = O, 1,. . . 

p Nous constatons que f vérifie les conditions (r ) et (r ).  Montrons 2 3 

que la condition (r ) est satisfaite. 
1 



i Soit h un élément de H. 

Puisque l'application f est affine sur chacun des intervalles 

[n , n+l] où n E a , l'application fh l'est, et sa variation totale 

sur [n , n+l] est égale à Ifh(n+l) - fh(n) 1, c'est-à-dire 1 (X,+~,~)I~ 
pour n 3 O , et O sinon. 

* 
Lorsque E. désigne le signe du réel (~,,h)~ où n E IN , nous 

n 

avons : 

mais, d'après l'inégalité de Schwarz : 

ainsi (lemme 3) 

Par conséquent : 

et l'application fh est à variations bornées sur R . 

D'après le théorème (1.5.10.) l'application f est la fonction 

de répartition d'une mesure stochastique v .  



3) La ------------ bimesure z e c t r a l e  ------- M de -- ~i n ' e s t p a s ~ r o Z o ~ q e a b Z e  en une ----- -- ----- ----------- 
2 

mesure ---------- sur (IR , BR2) . 

La bimesure spectrale M associée à la mesure stochastique ~i 

vérifie : 

Ainsi l'application M : BE x 8, -4 E n'est pas à variations 

bornées dans BR x B, , elle n'est pas prolongeable en une mesure scalaire 

2 
sur (R , BR2) p8, th. 6 . 4 . 1 .  

La mesure stochastique Fi : BE --+ H et le processus harmonisable 

itx 
X : R - - + H ,  tlu-je d p ,  n'ont pas de mesure spectrale, puisque 

leur unique bimesure spectrale n'est pas prolongeable. 

Nous allons maintenant rechercher une condition nécessaire et 

suffisante de prolongeabilité d'une bimesure spectrale. 

1.6. - PROLONGEMENT D'UNE BIMESURE SPECTRALE SUR (m. BIR ) O -  

Les fonctions de répartition des mesures de probabilité sur (IRn, B,n) 

et des mesures hilbertiennes sur (R,Bn) , déterminent entièrement ces mesures. 

Elles privilégient les intervalles de R qui sont relativement faciles à 

manipuler. 



Afin d'obtenir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 

bimesure spectrale sur (IR, BIR) soit prolongeable , nous allons généraliser 

cette notion de fonction de répartition. 

Mais nous nous contenterons d'étudier le cas des mesures scalaires 

(puis hilbertiennes) sur (IR2 , 8 2 ). Les démonstrations pour le cas de mesures IR 
n 

sur (IR , Brin) sont analogues mais plus fastidieuses. 

@ - FONCTIONS A V A R I A T I O N S  BORNEES AU SENS D E  V I T A L 2  DANS UN RECTANGLE D E  IR2. 

Z 
7 . 6 . 1 .  - U Q d i W o n . -  Une application $ : IR --+ H , est à variations 

bornées (au sens de Vitali, [llb dans un rectangle I x J - de IR2 , lorsqu'il 

existe une constante b telle que : 

pour dans 1 et s1 < ... < s - t < ... < t 
1 - q+ 1 

dans J 
P+ 1 

P 4 
nous avons E IIA~~(B)II i b  3 

j = I  k=l 

Dans ce cas nous définissons la variation de 4 (au sens de Vitali) 

dans le rectangle 1 x J par 

la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de p, q, tl, ..., t , 
p+l 

s19**.9s q+l 

Le lemme suivant nous donne quelques propriétés de la variation 

2 
d'une application à variations bornées dans IR . 



2 1.6.2.  - Lmrnc?.- E tan t  donnée une a p p l i c a t i o n  : W --+ H 5 

v a r i a t i o n s  bornées dans IR2 , e l l e  e s t  à v a r i a t i o n s  bornées dans t o u t  

2  
r e c t a n g l e  d e  I R  ; de  p l u s  : 

1 )  ï i m  sup var ($ ,  1- rn, t] XI- SI> = 0 , 
t - r m  SE IR 

i i m  sup v a r ( $ , ] -  tl S I )  = 0 
s t - r n  tsIR 

2) l o r sque  1 ,1' e t  J sont  t r o i s  i n t e r v a l l e s  t e l s  que : - 

1 n 1' = 0 e t  1 u 1' e s t  un i n t e r v a l l e  , 
7 

nous avons : 

3 )  l o r sque  l ' a p p l i c a t i o n  0 e s t  cont inue  à d r o i t e  par r appor t  

à chacune des  v a r i a b l e s ,  e t  1 fermé à d r o i t e ,  précédant  1' ( c e  q u i  

implique : 1' ouver t  à gauche), l e s  i n é g a l i t é s  du (2) deviennent des  é g a l i t é s .  

La démonstrat ion de  c e  r é s u l t a t  e s t  donnée en annexe (A.2.). 

@ - FONCTION D E  REPARTlTION D'UNE llESLlRE SCALAlRE DEFINIE SUR (IR2, BB2). 

7.6.3 .  - D C ? ~ k r d k a u .  - Nous appelons fonc t ion  de  r é p a r t i t i o n  d 'une -- 
2 2 

mesure s c a l a i r e  s u r  ( R  , Bn2) , M : BB2 -4 K , l ' a p p l i c a t i o n  p ,  : R A M  

d é f i n i e  pa r  : 

Nous obtenons aisément l a  p ropos i t i on  su ivan te  : 



1.6.4. - hoponiLiotion.- La fonction de répartition p : R~ ---t M 

2 
d'une mesure scalaire sur ( R  , Ba2) vérifie les propriétés suivantes : 

(pl) p est à variations bornées dans R2 , 

(p2) p est continue à droite , 

(p3) Y S E R  , limp(t,s) = O , 
t+-- 

et 'dt c IR , lim p(t,s) = O . 
s+-'20 

Dans la propriété (p2) nous considérons la continuité par rapport 

à l'ensemble des variables. 

La réciproque de ce résultat fait l'objet du théorème suivant. 

1 . 6 . 5 .  - Théokèrne.- Toute application p : IR2 3 M vérifiant 

les conditions (pl), (p2) (pg) , est la fonction de répartition d'une 
2 

unique mesure scalaire sur (R , B n 2 )  . 

Pheuve : Notons ll'algèbre engendrée par la semi-algèbre 1 

des intervalles semi-ouvertsà gauche. 

2 
L'application p étant à variations bornées dans R , pour tous 

réels t et s ,  l'ensemble Cvar(p,]-co, t'] x]-w, s']), t'> t ,  s' > SI 

est inclus dans IR , minoré par var(p,]- w, t] XI- -, s]) (lemne 1.6.2.) 

et donc, possède une borne inférieure que nous noterons v(t,s). 

2 
Ainsi nous venons de définir une application v : X --t IR .. 

1) A partir de sa définition, nous obtenons aisément que l'application v 

vérifie : 



s l+s+ 

Ainsi l'application v : lI2 -+ R est positive, croissante, 
m 

2 
continue à droite bornée par var(p, R ) dans R2 . 

f 

2) Etant donnés tl < t2 et s < s quatre réels, la propriété (3) 1 2 

du lemme (1.6.2.) nous donne : 

et pour E, q > O et j = 1,2 , t' et s' désignent respectivement t. + E 
j j J 

et s + q ; et nous constatons que : 
j 

O,< A l l  v (v est totalement croissant) . . 
2 3) L'application v est à variations bornées dans R . En effet, 

considérons (tj ) j,<p+l et (Sk)k6q+1 deux familles croissantes de réels. Du 

lemme 1.6.2. nous déduisons : 

2 
~'a~plication p étant à variations bornées dans R , le membre 

2 de droite est majoré par var(p, IR ) . De plus, le nombre de termes du membre 
de gauche étant fini, lorsque E et q tendent vers O+ , ce dernier tend 

vers 1 A (VI. 
j ,k jk 

La croissance totale de v nous permet de conclure que : 



4) Nous déduisons de la propriété (1) du lemme 0.6.2) que : 

lim sup v(t,s) = O et lim sup v(t,s) = O . 
t+w SGR s+w tcR 

Par conséquent l'application p est la fonction de répartition d'une 

2 
mesure positive M* sur (IR2 , BR2 ) bornée par var(p , R ) . 

5) De plus, étant donnés t < t 1 2 y s1 
< s pour tous E et n > O 

2 ' 
vérifiant : t < t + 2~ < t2 et s1 < s + 2~3 < s 1 1 2 '  

l'application p 
1 

vérifie : 

d'où en faisant tendre E et n vers O+ : 

1) Pour s < s il existe une mesure scalaire M( . , ] sl,sJ) 1 2 ' 
sur (R, B ) de fonction de répartition t p(t,s2) - p(t,zl) Ipar ex. IR 9 

th. 8.141. 

De plus, lorsque tl < t la relation (a) de a.5. nous donne : 
2 

>t 
lp(t2,~2)-~(t2,s1)-~(tl,~2)+~(tl,~,) 1 s M (]t1,s2] ]sl 'sJ 

d'où iN]t19t2], ]s19s2])I i ~*(]t~,f~] ]s1,s2]) 

Par la continuité monotone des mesures, nous obtenons : 



et l'algèbre étant engendrée par la semi-algèbre 1 : 

De façon analogue, pour tout réel s, il existe une mesure scalaire 

M., 1- , 1 )  sur (R , B ) de fonction de répartition t p(t,s) 
IR 

et qui vérifie : 

De plus pour tous 1 et 1' majorés de 1 tels que : 

1 n 1' = @ et 1 U 1' E I , les mesures scalaires M(. $1) + M(. ,If) 

et M., 1 u 1 ayant la même fonction de répartition, sont égales. 

2) Etant donné A de L$ , considérons l'application 

pA : s zu M(A, 1- rn, s ] )  qui vérifie d'après ce qui précède : 

est à variations bornées dans IR : pour toute famille croissante 

(Sj)jsq+l : 

s M*(A x R )  , 

puisque M* est une mesure positive finie. 



De p lus  p e s t  cont inue  à d r o i t e  e t  l i m  p ( s )  = - w . 
A s-f-w A 

En e f f e t  pa r  l a  r e l a t i o n  (6) d e  b.l.,nous obtenons : 

* 
\Js E R  , > O , > P ~ ( s + € ) - P ~ ( s )  1 6 M (A X ] S ,  S + €1) 3 

* 
e t  1 pA(s) -pA(s-~)  1 s M (A x ] s - € 9  S] ) 

donc Ys E: R  , l i m  pA(s+€)  = pA(s)  i 
e+O 

d ' a u t r e  p a r t  l a  r e l a t i o n  (y) nous donne : 

V s s R ,  
* 

IpA(s)I  4 M (A - ,  s]) 

l i r n  P ~ ( s )  = O . 
s-t-a 

Ainsi ,  il e x i s t e  une mesure s c a l a i r e  M(A, . ) sur  (R , 8, ) d e  

fonc t ion  de  r é p a r t i t i o n  
' 

Des r e l a t i o n s  ( B )  e t  (y )  de  b. l . ,  il r é s u l t e  que : 

Nous avons vu que pour t o u t  r é e l  s  , M(. , ] - a>, S] ) e s t  une 

mesure s c a l a i r e  sur  (IR , 8, ) ,  donc : 

A n A' = g => M(A,] - m, s]) + - , s]) = M(A u A ' ,  1- 

-> P (s)  + PA'  (SI  = P A U  ('1 
A 

Par  conséquent,  pour tous  A e t  A '  de L$ t e l s  que A A '  = 0 , 

l e s  mesures s c a l a i r e s  M(A, .) + ?l(A', . ) = M(A U A ' ,  .) sont  éga l e s .  



1 '  2 
3) Notons R l'algèbre de R engendrge par la semi-algèbre 

S = (1 x J , 1 et J s 1 ) .  Chaque élgment de R est la réunion d'une famille 

finie d'éléments de S deux à deux disjoints. - 
D'après ce qui précède, nous pouvons définir une application additive 

M : R -4 lK par : 

pour toute famille finie ( S  ) de rectangles de S deux à deux disjoints. n 

La relation ( 6 )  de b.1. entraîne que : 

donc VB E R , IM(B)I s M*(B) : 

. l'application additive fil : R -4 IK est bornée et possède la propriété de 

continuité monotone. Elle est une mesure scalaire qui admet un prolongement 
.I 

à la tribu o(R) , c'est-à-dire BR2 [IO , cor. 111.5.91, que nous noterons 

encore M. 

Nous constatons aisément que la fonction de répartition de la mesure 

scalaire Ll sur (IRL, B R 2 )  .est l'application p .  

L'unicité de M découle du lemme d'unicité 1 . 4 . 6 .  

Nous généralisons ce résultat : 

1. G. 6. - Remmque, : Ca d'une mehum kilbe4a%enne. 

La fonction de répartition p d'une mesure hilbertienne u sur 

2 
(IR , BR2 ) étant définie par : 



on peut démontrer le théorème suivant : 

Théoirème.- Pour qu'une application p : R2 -L H soit la fonction 

1 de répartition d'une mesure hilbertienne ~i : Bn2 -+ H , il faut et il 

suffit que p vérifie les trois conditions suivantes : 

'dh E: H - Oh 
est à variations bornées dans IR2 

- Oh 
est continue à droite 

- \ds E R , limp (t,s) = O  vt tz R , limp (t,s) = O .  
t+=Q h ç+03 

La condition nécessaire est immédiate puisque, lorsque p est une 

mesure hilbertienne, pour tout h de H , ph est la fonction de répartition 

de la mesure scalaire ph 

Réciproquement, lorsqu'une application p vérifie ces conditions, 

pour tout h de H, ph est la fonction de répartition d'une mesure scalaire 

2 
sur (R , Bn2) (cf. th. 1.6.5.) telle que : 

Comme dans la démonstration du théorème (1.4-3.)~ Par le de 

Banach-Steinhaus nous en déduisons que,pour tout borélien I; de Bn2 , 

l'application p.(B) : h I.++ ph(B) est une forme linéaire continue sur 

l'espace de Hilbert H. Puis, le théorème de Pettis nous permet de conclure 

à l'existence d'une mesure hilbertienne de fonction de répartition p. 



@ - C. N. S. DE PROLONGEABILITE D'UNE BIhfESURE SPECTRALE S U R  (IR , B, ) . 

Nous montrons qu'une bimesure s p e c t r a l e  su r  (IR , BIR ) e s t  prolongeable 

. s i ,  e t  seulement s i ,  l a  " fonc t ion  de  r é p a r t i t i o n "  q u i  l u i  e s t  a s s o c i é e  ci-dessous 

2 
e s t  à v a r i a t i o n s  bornées dans IR . 

I 

1.6.7.  - Lemne.- E tan t  donnée une bimesure s p e c t r a l e  M - sur  (IR, B I R ) ,  

1 ' a p p l i c a t i o n  p : IR2 --+ IK dé£ i n i e  par  : 

v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  (p ) e t  (p ). 2 -  3 

PXQUVQ : Soient  t e t  s deux r é e l s ,  pour t o u t e s  s u i t e s  
('n'nehi 

e t  ("'nen~ t e l l e s  que : 

d nous avons : l i n 1  M(]- t + EJ X - ,  s  + V A )  = M(]- t] 1- S I )  
n- 

d 'où l i m  p ( t  + E n '  s + nn) = p ( t , s )  . 
n- 

u : BIR -+ H dés ignant  une mesure h i l b e r t i e n n e  de  bimesure s p e c t r a l e  

M [ ; p. IV.35. t h .  61, pour t ous  r é e l s  t e t  s  , nous avons : 

a i n s i  I ~ ( t , s ) /  6 SUP 1 l i l ( ~ ) I  1 . 1 lu(]- - y  s ]> \  1 ; 
 BER^ 

où 1 1 1 1 dés igne  l a  semi-var ia t ion  de  u DO, lemme IV. 10.43, 



par  conséquent : 

l i m  sup I p ( t , s ) l  = O e t  l i m  sup I p ( t , s ) l  = O .  8 
t-t-w s s R  s-t-a  ER 

Voici  l e  r é s u l t a t  annoncé. 

1 . 6 ;  a. - Théohème.- Une bimesure s p e c t r a l e  M : B, x B, - IK 
2 

e s t  prolongeable en une mesure s c a l a i r e  sur  ( R  , B,2) s i ,  e t  seulement 

s i ,  l a  f o n c t i o n  p : IRL -M e s t  à va r i a t ionsbornées  

( t , s >  - ~(]-w,t]x]-=%s]) 
2 dans ni . 

Dans ce cas  l e  prolongement e s t  unique. 

Condztion nécessaire : Lorsque l a  bimesure s p e c t r a l e  M e s t  .................... 
2 

prolongeable en une mesure s c a l a i r e  s u r  ( R  , 8,2) , l a  fonc t ion  p d é f i n i e  

c i -dessus ,qui  co ïnc ide  avec l a  f o n c t i o n  de r é p a r t i t i o n  du prolongement, e s t  

2 
à v a r i a t i o n s  bornées dans IR ( c f .  p ropos i t i on  1.6.4).  

Condition suffisante : La f o n c t i o n  p, v é r i f i a n t  l e s  cond i t i ons  ------------ ------ 
( P I ) ,  (P ) e t  (p  ) du théorème 1 .6 .5 . ,  e s t  l a  fonc t ion  d e  r é p a r t i t i o n  d'une 

2  3 
2 

mesure s c a l a i r e  M '  s u r  ( R  , B,2) . 

Pour t o u t  1 du II-système 1 des  i n t e r v a l l e s  ouve r t s  à gauche 

e t  majorés,  l e s  deux mesures s c a l a i r e s  Mt(. x 1) e t  M(. x 1 )  co ïnc iden t  

s u r  7 donc s u r  l a  t r i b u  engendrée q u i  e s t  Rn : e l l e s  son t  éga l e s  (lemme 

d ' u n i c i t é  1 .4 .6 . ) .  

Ains i  pour t o u t  b o r é l i e n  B , l e s  deux mesures M(B x .) e t  M ' ( B  x .) 

co ïnc iden t  su r  1 donc e l l e s  son t  éga l e s .  



Par conséquent ces deux fonctions M e t  M' coïncident  dans 

BIR x BR , e t  l a  mesure M' prolonge l a  bimesure spec t ra le  M à BIR2 . 8 

Nous t i r ons  aisément du théorème : 

7 . 6 . 9 .  - Ca4of.hihe.- Toute bimesure spec t ra le  pos i t ive  d é f i n i e  

su r  ( I R ,  B I R )  estprolongeable. - 

P4euve : Pour tous t l  < ... < t e t  s l  < ... < s 
P+ 1 q+l  

donc 



PROCESSI.1S HARIIONISAFILES ET DOI!I NATION, 

Dans ce chapitre nous avons regroupé deux parties distinctes : 

- les correspondances entre les différentes notions de processus 

harmonisables, 

- la caractérisation de la domination entre deux processus harmonisables 

par la comparaison de leurs bimesures spectrales. 

Les processus harmonisables, introduits par M. LOEVE comme généra- 

v 

lisation des processus faiblement stationnaires [19, sect. 3 4 1 ,  furent l'objet 

d'une théorie ensembliste abordée par Yu. A. ROZANOV [26] et d'une théorie 

fonctionnelle étudiée par H. N I E M I  [25], ayant comme point commun la notion 

de processus V-borné dûe à S. BOCHNER [7, 5 41.  

L'identité entre les processus harmonisables, les processus continus 

et V-bornés,et les processus (f)-harmonisables, a été établiepar A.G. MIAMEE 

et H. SALEHI [21], et H. N I E M I  1-25]. Dans ce chapitre nous verrons qu'il en 

est de même entre les processus harmonisables à mesure spectrale et les processus 

(f)-harmonisables à mesure spectrale. Les différentes correspondances entre 

ces notions seront récapitulées. 

En utilisant la comparaison des noyaux auto-reproduisants développée 

1 
par N. ARONSZAJN [ 3 1 ,  R. MOCHE [22] a défini la domination entre processus 

du second ordre ; et en particulier entre processus harmonisables. 



Dans l a  seconde p a r t i e ,  c e t t e  domination e n t r e  processus harmonisables 

s e r a  c a r a c t é r i s é e  par  l a  domination e n t r e  l e u r s  bimesures s p e c t r a l e s  a s soc i ées .  

Puisque l e s  processus fa ib lement  s t a t i o n n a i r e s  e t  cont inus  on t  des  mesures 
l 

s p e c t r a l e s  p o s i t i v e s ,  nous nous i n t é r e s s e r o n s  à l a  domination pa r  c e s  processus 
l 

, q u i  nous permet t ra  de s i m p l i f i e r  des  c a l c u l s  u l t é r i e u r s .  

11,2, - CORRESPONDANCES ENTRE L A  THEORIE ENSEMBLISTE E T  L A  THÉORIE 

FONCTIONNELLE DES PROCESSUS HARMONISABLES,-  

Considérons un  espace p r o b a b i l i s é  (S,F,P) e t  notons H , l ' e s p a c e  
rn 

d e  H i l b e r t  L ~ ( s ,  F,P) . 

- PROCESSUS V-BORNES ET PROCESSUS HARMONISABLES. 

La d é f i n i t i o n  des processus V-bornés e s t  due à S. BOCHNER , 

7 1 . 2 . 1 .  - DEdini;tion. - Un processus X : R --+ H e s t  d i t  V-borné 

lo r sque  : 

- il e s t  borné e t  fa iblement  (BB, BH) - mesurable , 

- il e x i s t e  une cons t an te  c > O t e l l e  que : 

A 

où - f désigne l a  t ransformée de Four i e r  d e  l a  f o n c t i o n  f : 

A 

V t C R  , J 2i.rrtu 
f ( t )  = e . f (u)  du , 

6 

I l f /  l m  = sup { l i ( t )  / : t E 6 1 I f  ( t ) l  d t  9 



- l'intégrale de Pettis Xt . f (t) dt est définie, puisque : 

H. NIEMI a établi [25 , cor. 3.2.5.1 : 

7 7 . 2 . 2 .  - Lemme.- Un processus borné et ( 8 ,  ) - mesurable 

X : R --+ H est V-borné si, et seulement si, il existe une constante c 

telle que : 

et A.G. MIAMEE et H. SALEHI ont prouvé [21 , th. 91 : 

1 1 . 2 . 3 .  - PkopoaLtion. - Un processus X : R -4 H est harmonisable 

si, et seulement si, il est continu et il existe une constante c telle que : 

Par conséquent, nous obtenons le résultat suivant : 

1 1 . 2 . 4 .  - ThéohCrne.- Un processus X : W 4 X est harmonisable 

si, et seulement si, il est continu et V-borné. 

1 1 . 2 . 5 .  - Il existe des processus V-bornés et non continus (s 
même non faiblement continus). [ 25, rem. 3.2.2.1 . 

2 
En effet, en considérant un élément 5 non nul de La: (Q,A,P), 

le processus X : W - L~ (D,A,P) défini par : 
D 



est V-borné mais non faiblement continu, puisque : 

- il est évidemment (BIR , BH)- mesurable , 

A 

- p i  E E: (IR) , I I  / Xt . f(t) dtll = O i I l f l l _  9 

et il n'est pas faiblement continu : 

7 7 . 2 . 5 .  - Tout processus V-borné est borné, mais la réciproque 

est fausse : il existe des processus continus et bornés qui ne sont pas 

V-bornés. Donnons un exemple dû à E.G. GLADYSHEV [15 , 1 3 ex. 11 ; H. NIEMI [25 , 

ex. 3.2.71 en donna un autre. 

Considérons une application continue périodique f : R ---+ a: qui 

ne s'annule jamais et dont la série de Fourier ne converge pas absolument. 

2 
Le noyau hermitien de type positif K : IR - (C , 

(t,s) 2 ~ r f  K(t,s) = f(t) . f(s) , est le noyau de covariance d'une £.a. gaussienne 

2 
centrée X : IR -4 LC(s,F,p) C 24, prop. 3.4.1. 

Supposons que le processus X soit continu, et V-borné, donc,dlaprès 

le théorème (II.2.4.),il est harmonisable. Il existe une mesure stochastique IJ 

de bimesure spectrale M telle que : 

Ainsi l'application f : IR --+ (C est la fonction caractéristique 

de la mesure complexe @ sur (IR, B ) définie par : IR 



dont l e s  va leur s  ne dépendent pas de  s  E IR . 
C 

Puisque f e s t  périodique de période T , l a  mesure complexe @ 

" e s t  concentrée sur  un sous-ensemble dénombrable de IR , i nva r i an t  par  l a  

t r a n s l a t i o n  d'amplitude T : il e x i s t e  une s u i t e  (Xn)  no^ 
de IR t e l l e  que : 

+m i t x  
n 

f ( t )  = 1 e . @((xnI>  ; 
n=-m 

mais,conme @ e s t  une mesure complexe, e l l e  e s t  à v a r i a t i o n s  bornées sur IR 

donc l a  s é r i e  de Four ier  de l ' a p p l i c a t i o n  f  e s t  absolument convergente, e t  

nous obtenons une cont radic t ion .  

1 7 . 2 . 7 .  - Il e x i s t e  des  processus harmonisables sans mesure s p e c t r a l e .  

L'exemple d'un t e l  processus a é t é  c o n s t r u i t  dans l e  paragraphe (I.5.B.). 

E.G. GLADYSHEV en a donné un a u t r e  p5, 1 3 .  ex. 21. 

1 7 . 2 . 8 .  - Les processus faiblement s t a t i o n n a i r e s  e t  cont inus  son t  

harmonisables à mesure s p e c t r a l e  [ 23,  th .  4. p. V. 181. Mais, l a  réciproque 

e s t  fausse.  

2 
En e f f e t ,  en considérant  un élément E non nul de L ~ ( s , F , P )  , l e  

2 
processus X : IR ---+ L (s,F,P) d é f i n i  par  : cc 



est harmonisable à mesure spectrale mais n'est pas faiblement stationnaire, 

puisque : 

= II i (tu- SV) 
M (du, dv) 

2 
où M est la mesure spectrale sur (IR , Bp2 ) concentrée sur 

( 0 1  ; O )  ; 0 0  ; 1 1  1 et telle que 

71.2 .9 .  - Tableau t r é c a p M d 6  : 

faiblement stationnaire 

continu 

harmonisable à mesure 

harmonisable <- V-borné 

continu 

continu borné --- .' > 
<- 

V-borné 

borné 



@ - PROCESSUS (f) - HARMONISABLES ET PROCESSUS HARMONISARLES. 

2 
Dans ce paragraphe, K,(R ) (resp. K (a ) )  désigne l'espace 

(C 

2 - des fonctions complexes continues, à support compact dans lR (resp. IR ) ; C b ( x ? )  

2 
Cb(l~) (resp. C (IR ) )  désigne l'espace des fonctions complexes continues - b 

2 
et bornées dans IR (resp. IR ) , et C (IR) celui des fonctions complexes 

O 

continues dans IR et tendant vers O à 1' infini. 

~ La théorie de l'intégration par rapport à une mesure de Radon 

vectorielle 1321 nous permet de poser (voir aussi r25 , 5 2.4.1)  : 

11.2.10. - UQ~i&iun.- Etant donnée une mesure de Radon bornée 

v : K p )  --+ H , le processus X : R -t H défini par : 

est dit (f )-harmonisable. 

a 

H. NIEMI a établi le lien suivant [ 25, prop. 3.2.1 .] . 

Un processus est faiblement 

continu et V-borné si, et seulement si, il est (f)-harmonisable. 

De plus,dans ce cas,le processus X est continu et la mesure de 

Radon bornée v qui lui est associée, est unique. Nous l'appellerons la 

mesure de Radon spectrale de X. 

11.2.72. - RemdtLque : La similitude que nous pouvons constater entre 

la définition d'un processus harmonisable (proposition 1.3.1 .) et celle d'un 

processus (f)-harmonisable (définition 11.2.10.) n'est pas fortuite. Par les 

théorèmes (II. 2.1 1 .) et (II. 2.6.) nous obtenons : 

Un processus est harmonisable si, et seulement si, il est (£)-harmonisable. 



Afin de caractériser le noyau d'un processus (f)-hamonisable, 

nous donnons la définition de la bimesure fonctionnelle d'une mesure de 

Radon [25 , déf. 2.3.1.  et déf. 2.4.101. 

est 

1 - Une application bilinéaire 
appelée une bimesure sur 

continue 

2 - La bimesure fonctionnelle d'une mesure de Radon v : KD(R) 3 H , 

est la bimesure B : KD(R) x KI(IR) --+ D dé£ inie par : 

Ainsi, en utilisant la théorie de l'intégration par rapport à une 

bimesure (fonctionnelle) k2, 5 5.17 ; 25 , 5 2.3.1, H. NIEMI obtient la 

caractérisation suivante des processus (f)-harmonisables : 

7 1 . 2 .  74. - ThEak2me. - Un processus borné et faiblement continu 

X : R - H , est V-borné si, et seulement si, il existe une bimesure bornée 

B sur IR x IR telle que : - 

- R x I R - - + C x C  est "fortement" intégrable par rapport à B 
itu e-isv) 

( 1 1 , ~ )  %- (e , 
pour tous t et s de IR y - - 

- le noyau K de X peut être représenté sous la forme : - 

it. vt s s E , (Xt,Xs)H = K(t,s) = B(e , e-is.) . 



Dans ce cas la bimesure bornée B est l'unique bimesure fonctionnelle 

de la mesure de Radon spectrale v du processus (f)-harmonisable X . 

1- 7 1 . 2 . 1 5 .  - Dédi~tion.- Nous appellerons processus (f)-harmonisable 

( à mesure spectrale, un processus (f)-harmonisable dont la bimesure 

B : Kc(~) x Kc(IR) --+ (C est prolongeable en une mesure de Radon bornée 

2 
sur ni ; dans ce cas la mesure de Radon, qui est unique, sera appelée mesure 

spectrale du processus (f)-harmonisable. 

1 7 . 2 . 1 6 .  - Remanque : H. N I E M I  a donné une construction fonctionnelle 

de l'exemple du paragraphe (I.5.B.), afin de prouver l'existence de processus 

(f)-harmonisablessans mesure spectrale. 

l 

Nous dans l'annexe ( A . 3 . ) ,  la correspondance suivante : 

* 7 7 . 2 . 1 7 .  - Théotrème.- Un processus X : R --+ H est harmonisable 

à mesure spectrale si, et seulement si, il est (f)-harmonisable à mesure 
a 

s~ectrale. 



11.2.1 S .  - Tableau tLécapLtduLid : Comeapondanca evttrte la 

diddettentcu n a l i o ~  de. pt~ocua~cl hmmaniaabla. 

faiblement stationnaire 

et continu 

harmonisable à mesure (f)-harmonisable à 
<- > 

spectrale mesure spectrale 

harmonisable (f)-harmonisable 

et (faiblement) continu 

borné et 

continu 



@ - DOMINATION. 

l 

I P  11.3.1. - ~ & ~ i ~ o n . -  Etant donnés deux processus du second ordre 

X1 X 2  , nous dirons que X I  domine X2 si, et seulement si, la différence 

K I  - K2 de leurs deux noyaux est de type positif, et nous posons K s K 2 1 '  

On définit ainsi un préordre sur l'ensemble des processus du second 

ordre ayant le même espace-temps T , et un ordre sur l'ensemble des noyaux 

hermitiens de type positif défini sur le même ensemble T [3]. 

Lorsque T = E , la section commençante de tout noyau harmonisable 

ne contient que des noyaux harmonisables [22] : 

11.3 .2 .  - Th6axGme.- Tout processus dominé par un processus harmonisable 

. est harmonisable. -. 

Mais nous verrons, (prop. II.3.8), que tout processus harmonisable 

est dominé par un processus faiblement stationnaire continu en m.q. Donc puisqu'il 

existe des bimesures spectrales sur (IR, B R )  non prolongeables ( 1 . 5 . B . )  et 

que toute bimesure spectrale sur (8, Bn) est associée à un processus 

harmonisable [23 , p. I V . 3 5 .  th. 6 et p. V.  1 3 .  th. 11, nous obtenons qu'un 

processus dominé par un processus harmonisable à mesure spectrale n'est pas 

toujours un processus harmonisable à mesure spectrale. 

Afin de caractériser la domination entre des processus harmonisables, 

à l'aide de leurs bimesures spectrales, nous allons montrer que la somme de deux 

bimesures spectrales sur un même espace mesurable, est une bimesure spectrale. 



@ - C O N E  CONVEXE DES BIMESURES SPECTRALES SUR U N  ESPACE MESURABLE ( n , A ) .  

17.3.3.  - Lmme.  - Etant donnés K1 - et K2 deux noyaux hermitiens 

de type positif sur un ensemble T , il existe un espace probabilisé (s,F,P) 

et deux fonctions aléatoires gaussiennes centrées indépendantes, définies sur 1 
- 1  

( s , F , P ) ,  d'espace - temps T , et de covariances respectives K1 et K2 . 1 

1) Pour j = 1 , 2  , K  est un noyau hermitien de type positif sur T ; 
j 

il existe un espace probabilisé ( S . , F . , P . )  et une £.a. gaussienne centrée X 
J J J  j 

de covariance K  , définie sur (S. , F .  , P . )  [24 , prop. 3.41.  
j J J J  

2  2  
De plus l'espace de Hilbert LM ( S ~ , F ~ , P ~ )  B LM (S 2 2 2  , F  , P  ) est 

2  
isomorphe à l'espace L K ( S l  x S , ,  F l  Q F,, P l  B Pz) [ 2 4 ,  prop. 6.6.1. 

2)  Posons : (S,F,P)  = (S I  x S2, FI  Q F 2  , P l  Q P2) 

Pour j = 1 , 2  , la £.a. Y = (Y ; t E T )  définie sur (S,F,P)  , 
j j t 

a les mêmes lois multi-dimensionnelles que la f.a. gaussienne X. : 
1 

par conséquent, Y est une £.a. gaussienne centrée de covariance K . 
j j 



3) La £.a. YI = {ylt:t B IR) est FI x S2 - mesurable tandis que 

Y2 = {YÎt : t D T1 est SI x F2 - mesurable. Les tribus F 1 x S 2  et S 1 x F  2 

étant P-indépendantes, les f.a. Y1 et Y2 sont P-indépendantes. I 

1 Nous pouvons maintenant montrer que la somme de deux bimesures 
P 
l spectrales est une bimesure spectrale. 

11.3 .4 .  - PttopobiAion.- La somme M de deux bimesures spectrales 1 

et M~ sur un espace mesurable (n,A) est une l~imesure spectrale sur (n,A). - 

De ~lus.~our toutes les fonctions mesurables bornées 

f et g : (n,A) -+ (m, 8,) , nous avons : - 

P&e,uve : ~'inté~ration par rapport à une bimesure spectrale a été 

7 

introduite par Yu. A. ROZANOV kd. Elle a été simplifiée par R. MOCHE 123, chap. IV] . 
I après qu'ait été obtenue la forme générale des bimesures spectrales (th. 1.2.5.). 

Nous reprenons ici ce dernier type d'argument. 

1 1) Puisque Hl et M2 sont des noyaux hermitiens de type positif 

sur A, il existe un espace ~robabilisé (s,F,P) et deux f.a. gaussiennes lJ 1 

et ?J2 définies sur (S,F;P), centrées, indépendantes, d'espace -temps A, et 

de covariances respectives Ml et M 2  . 

Vérifions que pour tout j de { 1,2} , : A - ?i2 (s,F,P) est 
j m 

une mesure stochastique : 

* 

- additivitb : dcux Èvénements disjoints, ---------- Al et A2 de A ,  

vérifient : 



L 
a i n s i  E ( \ U ~ ( A ~  + A2) - vj(A1) - uj(A2)I ) = O , 

e t  pj(Al + A 2  1 = u . (Al )  J + u.(A,) J 

- o-additivité : -_ __-_------- 

M.(A ¶ A  = I 1 2 - 4 0 .  
(An) n2 i  

c A e t  An + 0 =' 
J n n  n- 

2) u l  e t  u 2  é t a n t  indépendantes,  l a  mesure s tochas t ique  u = v + u 2  

v é r i f i e  : 

a i n s i  l ' a p p l i c a t i o n  M = M l  + M 2  : A x A -4 M , e s t  l a  bimesure s p e c t r a l e  

d e  l a  mesure s tochas t ique  ( t h .  1 .2.5.) .  

3) Toute f o n c t i o n  mesurable bornée f  : (QyA) + ( K  , BK ) 

e s t  , e t  u 2  - i n t é g r a b l e  @3 , th .  3  p. 1v.251, e t  v é r i f i e  : 

Il en  r é s u l t e  que s i  l e s  fonc t ions  mesurables  

f e t  g : (%A) --+ ( K y  BK) sont  bornées,  e l l e s  v é r i f i e n t  



mais les fonctions aléatoires q et p2 d'espace-temps A sont indépendantes : 

2 2 2 
donc les sous-espaces de Hilbert L (pl) et L ("2) de ~ s , F , P ) ,  engendrés 

respectivement par {pj(A) : A E A} pour j = 1;2 , sont orthogonaux et 

nous obtenons : 

1 1 . 3 . 5 .  - Cotrol%~i.4~.-  Etant donné un espace mesurable (n,A), l'ensemble 

des bimesures spectrales définies sur (n,A) est un cône convexe que nous 

noterons (A). 

De plus,pour tous M , MI , M2 Bn: (A) , et fous al  > a2 de IR+ , 

alors, toutes fonctions mesurables bornées f - et g : (n,A) - ( K ,  8,) 

vérifient 

P t r C u v ~  : Soit une bimesure spectrale M : A x A - IK ; il existe 

une mesure stochastique dont la bimesure spectrale associée est M,(th. 1.2.5.). 

Pour tout nombre réel a positif, l'application : a . M : t?i x A -.t IK , 

(A,B) w a . M(A x B) est la bimesure spectrale associée à la mesure stochastique 

& . p ; de plus, d'après la théorie de l'intégration par rapport à une 

mesure hilbertienne 1123, chap. IV], toutes fonctions boréliennes bornées 

f et g :  (n,A)-+ (m, 8,) vérifient : 



Ainsi ,  nous pouvons conclure  g râce  à l a  p ropos i t i on  précédente.  . 
11.3.6. - DEdini.tian.- Etant  donnés un espace mesurable @,A) - e t  

deux bimesures s p e c t r a l e s  M I  - e t  M 2  : A x A -4 M , nous d i r o n s  que M l  

domine M2 lorsque M I  - M 2  e s t  de  type  p o s i t i f ,  autrement d i t , l o r s q u e  M l  - M 2  

e s t  une bimesure sur  &A). 

11.3.7. - Re-matrque~ : 

1 - Kous venons de d é f i n i r  une r e l a t i o n  de préordre  dans l e  cône convexe 

B (A) des  bimesures s p e c t r a l e s  sur  un espace mesurable ( R , A ) .  
M 

2 - Etant donnéelune mesure p o s i t i v e  f i n i e  m su r  un espace 

mesurable (n,A), il e x i s t e  une unique mesure R(m) s u r  l ' e space  mesurable 

(n x a,  A @ A) qui  v é r i f i e  : 

V A , B ~ A  , R (m) (A x B) = m ( ~  n B) 

è r e  
R(m) e s t  une mesure s p e c t r a l e  s u r  (R,A) concent rée  s u r  l a  1 b i s s e c t r i c e .  

Nous d i rons  que m domine M lo rsque  R(m) domine M , M é t a n t  

une bimesure s p e c t r a l e  s u r  (R,A). 

@ - CARACTERISATION DE LA DQIINATION DES PROCESSUS HARMONISABLES PAR 

LES BIMESURES SPECTRALES. 

Soient  deux processus harmonisables 

de  bimesures s p e c t r a l e s  r e s p e c t i v e s  M l  - ?t M 2  . 
domine - - -- . - - s i ,  e t  seulement si ,  - - - e s t  une bimesure s p e c t r a l e  - 

s u r  ( a ,  8,) , s i ,  e t  seulement s i  M l  domine -- M2 ' 



- Condition nécessaire : Supposons que .................... X I  domine X2 , donc que l e  

noyau he rmi t i en  KI  - K2 e s t  de  type  p o s i t i f  s u r  IR ; il e x i s t e  un processus  X 
P 

gauss ien  c e n t r é  d'espace-temps IR e t  d e  covar iance  K = K 1 - K2 124, Prop. 3 - 4 1 .  

Le noyau K = KI  - K e s t  de  type  p o s i t i f ,  donc l e  processus X e s t  
2 

1 

dominé par  l e  processus harmonisable 
X I  

e t ,  d ' ap rè s  R. MOCHE [22, t h .  11.21, X 

e s t  harmonisable.  

En notan t  M l a  bimesure s p e c t r a l e  d e  X , nous obtenons l ' e x p r e s s i o n  

su ivan te  du noyau K = K + K2 : 1 

il i (tx-sy) 
M(dx,dy) + jj e 

i (tx-sy) 
V x , y c ~ ,  K ~ ( x , Y ) =  e ~ ~ ( d x , ~ )  , 

e t  que l a  bimesure s p e c t r a l e  M + M2 e s t  a s s o c i é e  au processus  harmonisable X I  . 
- Mais un processus harmonisable possède une unique bimesure s p e c t r a l e  [23, p. v.31, 

donc l a  bimesure s p e c t r a l e  M l  du processus X I  e s t  éga l e  à l a  somme M + M 2  . 
I 

Par conséquent,  l a  d i f f é r e n c e  M l  - M 2  , qu i  e s t  éga le  à M , e s t  

une bimesure s p e c t r a l e .  

- Condition suffisante : Supposons que l e s  processus ----------- ------ X I  e t  X2 

son t  t e l s  que M = M 
1 - M 2  

s o i t  une bimesure s p e c t r a l e .  

Pour t ou te  fonc t ion  f : IR - (C boré l ienne  bornée, l a  bimesure 

s p e c t r a l e  M l  = M + M 2  v é r i f i e  (prop. 11.3.4.)  : 

e t  

par  conséquent 



En p a r t i c u l i e r ,  pour t o u t  e n t i e r  n  2 1 , pour tous  l e s  r é e l s  

t l ,  ..., t e t  l e s  s c a l a i r e s  
a l , * * - , a  

en appl iquant  l a  r e l a t i o n  précédente 
n '  n '  

n  it .x 
à l a  f o n c t i o n  f ( x )  = 1 a e  , nous obtenons : 

j = i  j  

où K I  e t  K2 sont  l e s  noyaux r e s p e c t i f s  des  processus X I  e t  X2  . 
Ainsi  l e  noyau K I  - K2 e s t  d e  type  p o s i t i f ,  e t  X I  domine X, . . 
1.a domination des bimesures s p e c t r a l e s  sur  (m, BIR) e s t  donc un o r d r e ,  

on p o u r r a i t  démontrer directement  que l a  domination des bimesures s u r  un espace 

mesurable quelconque e s t  un ordre .  

De l a  démonstration précédente  nous t i r o n s  : 

l 11.3.9. - Co4olûlule . -  X 1  domine X 2  s i ,  e t  seulement s i ,  t o u t e  

~ 
f o n c t i o n  f  : IR -4 (C , boré l ienne  b o r n é e , v é r i f i e  : 

11.3.70. - P4opua,h%on.- Soien t  deux processus harmonisables X1 e t  - 

X2 d e  bimesures s p e c t r a l e s  r e s p e c t i v e s  M l  - e t  M 2  t e l l e s  q u ' i l  e x i s t e  une 

s u i t e  ( r  ) de nombres e n t i e r s  v é r i f i a n t  : n nb 1 

i i )  \dn 3 1 , v c  , ,  c E C , -r n r n 

a l o r s  X1 domine X g  , autrement d i t ,  M l  - M 2  e s t  une bimesure s p e c t r a l e .  

Remdhque. : ~ ' à ~ r e s  l e  théorème (11.3.8.) nous avons l e  r é s u l t a t  

réc iproque  : s i  X1 domine X 2  a l o r s  t o u t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  ( r  ) d e  n nz 1 

nombres r é e l s  v é r i f i e  l a  cond i t i on  ( i i ) .  



PtLeuve : Considérons une s u i t e  
(rn)n>, 1 s a t i s f a i s a n t  l e s  

cond i t i ons  ( i )  e t  ( i i ) .  

* 
e 1) v n ' n  E e t  tt E R , notons : 

Ji, X W ~  
i t x  

9 

Ains i  : bt 'n E , >x E R , l i m  ent(x)  = e t ( x )  
n++m 

e t  'ïfn , I $ n t ( ~ ) I  i Idt(x)I  = 1 

2) Soient  m de R* , t l ,  ..., t de  IR 
m e t  a l ,  ..., a 

m de  a: . 
Notons 

D'après l e  théorème de  convergence dominée pour l e s  mesures h i l b e r t i e n n e s  

k3, t h .  IV.  10.10], nous avons : 

pour e 5 1 ; 2  e t y p <  m , 

- 
a i n s i  A =  l i m  a . a . IE ( J  dnt dlil . J dnt d u l )  

n*w p, q=l P 9 P q 

donc en remplaçant l e s  f o n c t i o n s  Jint par  l e u r s  express ions  : 

P 



L 

- j j+l k k+l 
d ' où A =  lim f cjn.ckn. (Ml+2) (1; ; y-] 1; ; 1 

w + m  j , k=-rn 

avec 

Ainsi, d'après (ii), l'expression A est positive. 

Le noyau K1 - K2 est de type positif, et XI domine X2 . m 

@ - DOMINATION ET PROCESSUS FAIBLEh4ENT STATIONNAIRES. 

La domination entre les processus faiblement stationnaires se 

caractérise par : 

11.3. I l .  - Phopo-lraio~. - Considérons deux processus X1 g X2 

faiblement stationnaires, continus (en m.q.), de mesures spectrales respectives 

R b l )  et R(m2). 

X1 domine X2 si, et seulement si, ml - m2 est une mesure positive 

sur (IR, BR ). - 

- Condition nécessaire : si X I  domine .................... X2 , alors R(ml) - Rb2) 

est une bimesure spectrale ; d'où : 



- ------------ Condition suf f isante : si m - m est une mesure positive, alors 1 2 

pour tout n 1 , tous a l y . * * y a  de C , et tous B1,...,B de BIR 
n n 

nous avons : 

donc 

ainsi nous obtenons aisément que R(ml) - R(m ) est une bimesure spectrale 
2 

et que X1 domine X2 , d'après le théorème (11.3.8). . 
1 1 . 3 . 7 2 .  - Remmque : L'application R : m I ~ \ A  R(m) dé£ inie sur 

l'ensemble des mesures positives finies sur (IR, Bg) muni de la relation 

d'ordre usuelle, à valeurs dans l'ensemble des bimesures spectrales sur (R, BE) 
ère 

concentrées sur la 1 bissectrice muni de la domination, est un isomorphisme 

d'espaces ordonnés. 

1 

R. MOCHÉ [22] a donné des conditions nécessaires et une condition 

suffisante sur les' mesures spectrales, pour qu'un processus harmonisable à 

mesure spectrale domine un processus faiblement stationnaire et continu. 

Le résultat ci-dessous jouera un rôle essentiel par la suite. 

1 1 . 3 . i 3 .  - P h ~ p o b , i f i ~ n . -  Tout processus harmonisable est dominé 

par un processus faiblement stationnaire et continu . 

P~LQUVQ : A.G. MImEE et H. SALEHI ont montré que toute bimesure 

spectrale sur (R, BR) est dominée par une mesure positive finie ( E l  , 

lemme 31; voir aussi [ 2 3 ,  chap. VI. § 111.41 02 l'on trouve une démonstration 

simplifiée) . 

Soit un processus harmonisable X de bimesure spectrale dominée 

par une mesure positive finie m sur ( R ,  BR). 



Il existe un processus Y faiblement stationnaire et continu en m.q., 

de bimesure spectrale R(m) 1221 . D'après le théorème (II.3.8.), Y domine X. . 
1 1 . 3 . 7 4 .  - P t r a p a h ~ o n .  - L'ensemble des processus faiblement 

stationnaires, continus en m.q. et dominant un processus harmonisable donné 

admet un élément minimal pour la domination entre les processus. 

Ptreuve : D'après le théorème (11.3.8.) et la remarque (11.3.12.) 

cette proposition est équivalente à : 

L'ensemble des mesures positives finies sur (IR, BIR) dominant 

une bimesure spectrale donnée, admet un élément minimal. 

Pour prouver ceci,nous allons utiliser le lemme de Zorn. 

En effet, considérons l'ensemble M des mesures positives finies 

sur (IR, B ) dominant une bimesure spectrale M fixée. 
IR 

1) + CeX eaemble  M n ' e ~ ; t  p u  vide.  

Il existe une mesure positive finie ml vérifiant : 

II f (a) .£(il M(dt,ds) s jf(t) 1 (di) 

pour toute fonction f : I R  --+ (E , borélienne bornée [21, lemme 3 ] ; donc, 

d'après le corollaire (II.3.9.), ml domine M : 

2) C d  ennembRe A l  eaf induCtid pou4 Ra trelcdian en&e rnuu,t&J. 

Les éléments de tout sous-ensemble T de d l  étant des mesures positives 

finies, l'ensemble Cm(=) : m E T )  admet une borne inférieure positive que 

nous noterons a. 



Lorsque T e s t  to ta lement  ordonné, il e x i s t e  une s u i t e  d é c r o i s s a n t e  

(mn) nc IN 
d 'é léments  d e  T, q u i  v é r i f i e  : 

l i m  m (IR ) = a . 
n++w 

. Dans c e  c a s ,  pour t o u t  b o r é l i e n  B , l a  s u i t e  (mn(B))nEm e s t  

* 
d é c r o i s s a n t e  minorée pa r  O , e l l e  possède une l i m i t e  que nous noterons  m (B) ; 

e t  d ' ap rè s  l e  théorème d e  V i t a l i  - Hahn - Saks [ 10, cor .  111.7.3.1, l a  f o n c t i o n  

m 
d'ensembles obtenue : m , e s t  une mesure q u i  e s t  p o s i t i v e  e t  bornée. 

S i  m' e s t  un élément de  T t e l  q u ' i l  e x i s t e  un b o r é l i e n  B q u i  

v é r i f i e  : 

T é t a n t  totalement  ordonné, nous obtenons que : 

I C 
a i n s i ,  \dn F: , m'  (B') E m,(B 1 , 

# t C m 
pa r  conséquent,  m' (IR) = m'  (B) + m' (BC) i rn (B) + m (B ) = m (m = a ; 

c e  qui  c o n t r e d i t  l ' e x i s t e n c e  de  l a  borne i n f é r i e u r e  a . Pour tou t  élément 

m de T ,  nous pouvons donc é c r i r e  : 

O r  lo rsque  p E W* , c l , .  . . , c  e C e t  B 1 , .  . . , B  r BR , 
P P 

d 'où , lo r sque  n tend v e r s  + a : 



?& 
par conséquent , m e s t  une mesure pos i t ive  f i n i e  dominant M : e l l e  e s t  

un élément de M. 

Comme e l l e  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  (2.1.) ,  tout  élément de T l u i  e s t  

* 
supérieur ou égal, donc T admet une borne in fé r ieure  qui e s t  m . 

Ainsi l'ensemble M es t  induct i f ,  il admet un élément minimal, 

c 'est-à-dire un élément m t e l  que : 



CHAPITRE 1 II 

INTRODUCTION A LA LOI  FORTE DES 

GRANDS NOMBRES POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES, 

 étude de la loi forte des grands nombres (L.F.G.N.) pour les 

processus faiblement stationnaires et continus,et pour les processus harmonisables 

à mesure spectrale, fut abordée par différents auteurs. 

M. LOEVE 91, A. BLANC-LAPIERRE et R. BRARD [4 ] , I. N. VERBISTKAYA 1331 

et V.F. GAPOSHKIN [13] ont donné des conditions suffisantes portant sur la 

. 
covariance dans le cas des processus faiblement stationnaires et continus. 

V.F. GAPOSHKIN, dans le cas précédent, et A. ARIMOTO [2], pour les 

processus harmonisables à mesure spectrale, ont établi des conditions suffisantes 

portant sur la mesure spectrale (ou sa variation totale). 

Dans ce chapitre - à l'aide des techniques de calcul employées 

par J. ROUSSEAU [27] et de la domination des bimesures spectrales sur (IR, B a )  

par des mesures positives finies, obtenue par A.G. MIAMEE et H. SALEHI '[21] - 

nous montrons que la L.F.G.N. est vérifiée par un processus harmonisable X , 

si et seulement s'il existe un entier p > 1 tel que la mesure stochastique 

spectrale v de X vérifie la condition suivante : 



V.F. GAPOSHKIN est parvenu à ce résultat pour les processus stationnaires 

et continus [13, th. 21 , et pour les processus harmonisables à mesure spectrale 

[14, 5 3 . 6 1 .  Nous apportons donc la généralisation de ce dernier résultat aux 

processus harmonisables quelconques. 

Notons qu'à partir de maintenant, la nature de notre étude change 

radicalement : les deux premiers chapitres traitaient de certaines propriétés 

du second ordre des processus par l'utilisation de techniques strictement 

hilbertiennes. Maintenant, l'attention va se porter sur les trajectoires de 

ces processus. 

Notons aussi que, pour nous, un processus {Xt : t E IR du second 

ordre est faiblement stationnaire si : 

tandis qu'ordinairement, est imposée la constance de la moyenne : t %w E(Xt), 

condition qui est tout à fait superflue dans cette étude. 

111.2.7. - DQ6i~;tion.- Etant donnée une fonction aléatoire (f.a.) 

réelle ou complexe X = {Xt , t E IR 1 définie sur un espace probabilisé (~,A,P), 

nous dirons que X vérifie la L.F.G.N. lorsqil'il existe un ensemble 
Qo y 

A-mesurable et de probabilité 1,tel que : 

i - l'application t m Xt(w) soit ( B R ,  BK) - mesurable et localement 

intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur R , 



1 1 7 . 2 . 2 .  - Cm d'un phace~sun du ~econd okdhe canfinu. 

Considérons X = (X t E: IR) un processus du second ordre continu 
t ' 

défini sur un espace probabilisé (R,A,P). 
* 

2 
Puisque l'application X : R L (n,A,P) , t VA x est continue, 

M t ' 
b 2 2 

le sous-espace de Hilbert L (X) de L (~,A,P) est séparable et l'application 
IK 

t 1 lxt 1 1 est continue, donc @% , 8%) - mesurable ; d'après le théorème 

de caractérisation de la Bochner - intégrabilité [23 , th. 8. p. III.ll], nous 

en déduisons que le processus X est Bochner - intégrable par rapport à la 

mesure de Lebesgue sur tout intervalle borné de TR . 

En passant par l'intermédiaire de l'intégrale de Pettis p 3  , th. 5 

p. III. IO], il est clair que les intégrales de X sur les quatre intervalles 

d'extrémités a et b (a < b) sont égales et nous notons X dt leur 

2 
valeur commune dans L (X). 

Lorsque la £.a. X : Q x IR -+ M , (w,t) w+ Xt(w) est, de plus, 

( A  8 B R ,  BK) - mesurable, il existe un ensemble Cl , A-mesurable de probabilité 1,  
O 

tel que pour tout w de Clo , la fonction X. (w) : (R , BE ) + (K  , BK) soit 

localement intégrable ; de plus, pour tous a et b de IR , a < b , la 
r b 

variable aléatoire P - presque partout définie par w ] X+(w) dt , 

appartient à la classe d'équivalence de Xt dt dans LK (Cl,A,p) [ 2 4 ,  prop. 3.91. - 

Dans ce cas, pour t > O , nous noterons la moyenne du processus X 

sur [- t, t] par : 

O, (X) = - x d-r . 
2t 

Il est entendu que nous choisirons toujours pour représentant de 

2 cet élément de LK(iZ,A,P) , la v.a. P - presque partout définie par : 



La moyenne o(X) = {ot(X) : t > O} e s t ,  a l o r s ,  un processus du 

second o rd re  cont inu  e t  P - p. S. à t r a j e c t o i r e s  cont inues  Cl3  , prop. 5. 

p. 111.51, e t  l e  processus X v é r i f i e  l a  L.F.G.N. si ,  e t  seulement s i  : 

l i m  P - p. S. ot(X) = O . 
t*w 

7 7 2 . 2 . 3 .  - C o n v e ~ a n . -  Dans l a  s u i t e ,  l e  processus du second 

o r d r e  e t  cont inu  X = {Xt : t E RI s e r a  t ou jou r s  supposé mesurable.  

Ceci  n ' e s t  qu'une commodité, puisque t o u t  processus r é e l  e t  c o n t i n u , -  

é t a n t  cont inu  en p robab i l i t é - admet  une modi f ica t ion  mesurable .  

Comme l ' o n t  f a i t  l e s  d i f f é r e n t s  a u t e u r s  c i t é s  à ce  s u j e t ,  nous ramenons 

l ' é t u d e  du comportement asymptotique P - P.S. du  processus {ot(X) : t > O), à 

c e l l e  d'une s u i t e .  Nous suivons i c i  p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  l a  démarche de 

J. ROUSSEAU . 

1 1 1 . 3 . 1 .  - L m & . -  Pour t o u t e  s u i t e  
2 

de  Ln< (n,A,P) ('n'nsn~ - 
+a' 

2 1 E(\YJ,! ) < + o. => l i m  P - P.S .  Y = O 
n++m 

n  n=O 

Pteuve : Le théorème de Beppo-Levy nous donne : -- 



p a r  conséquent : 

d'où : 

Le r é s u l t a t  su ivan t  e s t  de  A .  BLANC-LAPIERRE e t  A .  TORTRAT [6 1 . 
1 Il a é t é  r é é t a b l i  par  J. ROUSSEAU dans l e  c a s  tn = n . 

111.3.2. - Phopooi-üon. - S o i t  X = I X t  : t E RI un processus 

2 
du second o rd re ,  con t inu  e t  t e l  que S U ~ { E ( I X ~ ~  ) : t  E R I  = c2 < 

Pour t o u t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  ( t n ) n c ~  
d e  nombres p o s i t i f s ,  nous avons : 

+- t 2 
( - 1 < + - => l i m  P - p . s .  SUP lot (x) - ot (x) 1 = O . 

n=O t n++- t < t d t  n 
n n n+l 

P ~ ~ U V Q  : D'après l e  lemme (111.3.1.) il s u f f i t  d e  montrer que : 

1) Etude t r a j e c t o i r e ~ a r  t ra j ec to i r e .  Pour P-presque t o u t  w e t  ----------------- -------------- 
pour 

t n  
< t < t  , nous avons : 

n+ 1 

1 ut ( w )  - ot (XI (w) / 2 

n 

a i n s i  en  développant  e t  en remarquant que : 



nous obtenons : 

2) Donc, le théorème de Fubini et l'inégalité de Schwarz nous donnent : 

ainsi 

111.3.3. - RenïMque : Sous les hypothèses de la proposition (111.3.2.), 

l'équivalence suivante est vérifiée : 



lim P - P.S. ' O  (X) = O <=> lirn P - P.S. o (X) = O ; 
t++w t 

w + m  tn 

ce qui ramène l'étude de la L.F.G.N. à un problème séquentiel. . 

En particulier : . 

111.3.4.  - Cutroa&e.-  Tout processus harmonisable mesurable X 

vérifie : 

- iim P - P.S.  SU^ lot(x) - on(x) 1 = 0 9 

n++m n< tin+ 1 

- lim P - P.S. o (X) = O <=> lirn P - P.S. o (X) = O . 
t++w t n++w n 

Ptreuve : En effet, la mesure stochastique spectrale p de X 

vérifie [23 , prop. 5. p. v.31 : 

'dt E: IR y 
2 2 

E X  1 s ) )  < + 

Ainsi, en utilisant la proposition précédente avec t = n , nous 
n 

pouvons conclure. 

111.4.  7. - Conve.nXiun.- Pour tout u de X , -- Sin(u) désignera 
u 

la valeur en u de la fonction entière, bornée $ : IR -4 IR , 

sin(u) i u 
, sinon . 

10 est intégrable par rapport à toute mesure hilbertienne sur (X , B R  ) 

[23 , th. 3. p. IV. 251. 



7 7 1 . 4 . 2 .  - Remmyue : Considérons un processus harmonisable 

X = {Xt : t E IR} défini sur un espace probabilisé ( ~ , A , P )  ; sa moyenne sur 

tout intervalle [- t, t], t > O , est alors égale à : 

I 

où l'intégrale envisagée est l'intégrale de Bochner. 

1 7 7 . 4 . 3 .  - Théotème.- Lorsque X est un processus harmonisable 

mesurable, de mesure stochastique spectrale p, la moyenne o(X) - de X s'écrit : 

De plus la bimesure spectrale M - de X vérifie : 

P~euve : Le processus harmonisable X s'exprime sous la forme : 

ainsi 

iru L'application : IR x IR --+ O , (u,r) e , est (BE2 , E,) - 

mesurable et bornée, elle vérifie, d'après le théorème de Fubini mixte [23 , 

th. p. 1v.321 : 

d'où 



Par d é f i n i t i o n  de  l ' i n t é g r a t i o n  par  r appor t  à une bimesure s p e c t r a l e  

[ 2 3  , p. 1 ~ . 3 g  nous avons : 

NOUVELLE RÉDUCT ION DU PROBLÈME - 

~ Le c o r o l l a i r e  (111.3.4.) nous a permis de r e s t r e i n d r e  n o t r e  é tude  

à c e l l e  d e  l a  convergence d e  l a  s u i t e  ( ~ ~ ( x ) ) ~ . , ~  . 

Le processus X é t a n t  harmonisable,  l a  moyenne a (X) peut s '  é c r i r e  
n 

sous l a  forme : 

avec n ,  p, q e ïN , p q < n < p  q+ l  e t  p > 1 . 

Nous a l l o n s  montrer que, pour p f i x é ,  l e s  t r o i s  premiers  termes d e  

c e t t e  somme tendent  P - P.S. v e r s  O , l o r sque  n tend v e r s  + a ; ce q u i  

donnera une nouvel le  r éduc t ion  du problème. 

Pour c e l a ,  nous u t i l i s e r o n s  l a  domination - q u i  nous permet t ra  d e  

s u b s t i t u e r  à l a  bimesure s p e c t r a l e  de X , une mesure p o s i t i v e  f i n i e  concent rée  

s u r  l a  d iagonale  de  IR2 , grâce  à un r é s u l t a t  d e  A.G. MIAKEE e t  H. SALEHI [21 , 

lemme 41 - e t  l a  technique de découpage d e  l ' a x e  r é e l ,  employée pa r  

I . N .  VERBITSKAYA [33] e t  J. ROUSSEAU [27], q u i  donneront des  majora t ions  

su££ i s a n t  es .  



Compte tenu de la représentation de la moyenne a ( X )  obtenue ci-dessus, 

nous serons amenés à utiliser les inégalités suivantes : 

7 7 7 . 5 . 1 .  - 11 existe un réel. c > O tel que, pour O < s < t , 

nous avons : 

Ces cinq majorations se vérifient aisément, les trois premières 

s'obtenant à l'aide du théorème des accroissements finis. 

2 7 7 7 . 5 . 2 .  - Lemme. - Soient une mesure stochastique IJ : B R  --+ L ~ ( Q , A , P )  

et une suite croissante 
(tn)ne~ 

de nombres positif S. 

n 
-2 

1) Si la suite 
2 

(tn tr)nE~ 
est bornée, alors : 

r=O 

sin(t .u)  
( 

n lim P - P.S. - 1)   du) = 0 .  
n++m t .u 

n n 

+m 
2 

+ a  
-2 - 2 

2) Si la suite (tn . 1 tr Incm esr 1 tet < + C O $  

r=n n=O 

alors : 

sin(t .u) 
n lim P - P.S.  du) = O . 

n++m 
n n 



3) Si la suite (tn)nE~ 
vérifie simultanément les trois conditions 

précédentes, alors : 

[yf te; n "1 
lim P - P.S. 

n++" 
n n 

n 

heuue : Lorsque M : Ex x 8 - IK est une bimesure spectrale, 
IR 

comme nous l'avons déjà dit, il existe une mesure positive finie m sur 

(IR, 8 ) qui domine M [21, lemme 4 1 .  
W 

Puisque l'application : u ~ w -  Sin(u) est continue bornée dans R , 
u 

la domination de M par m entraîne les inégalités suivantes pour tout entier n : 

sin(t .u) 
n 

2 

- 1 ( - 1) m(du) (lemme 11.3.9.) 
{u: lu J<t 1 t .u 

n n 

Ainsi, d'après le lemme (III.3.1.), pour prouver les propriétés ( 1 )  

et (2) il suffit d'établir que,respectivement : 

Notons : vn r R , - 1 
'n 

= i u  r R : tn+l < lu1 < tn1}. 



- 71  - 

1) L'inégalité (i.2) nous donne la majoration de la somme(3.1) par : 

d'où en permutant les termes : 

les ensembles (r E: IN) étant deux à deux disjoints, l'hypothèse (1) nous 

permet de conclure. 

2) La sormne (3.2) s'exprime sous la forme : 

Le second terme de cette somme est aisément majorable, grâce à 

l'inégalité (i.5),par : 

Le premier terme se majore par : 

Les hypothèses (2) sur la suite 
('n) nr IN nous permettent de conclure. 

7 7 7 . 5 . 3  - Rmmques : 

n 1 - Pour tout réel t > 1 , la suite 
(t 

vérifie toutes les 

hypothèses du lemme précédent, donc : 



2 - Lorsque X e s t  un processus harmonisable mesurable de mesure 

s t o c h a s t i q u e  s p e c t r a l e  p,  e t  (tn)nEhi une s u i t e  c r o i s s a n t e  d e  nombres 

p o s i t i f s  v é r i f i a n t  l e s  t r o i s  cond i t i ons  du lemme précédent ,  nous cons t a tons  

que : 

-1 -1 
i i m  P - P.S. (x) - p(]- tn , t [)] = O , 

n++m n n 

donc l i m  P - P.S.  o (X) = O <=> l i m  P - P.S. w u -  t-' t-'D = O . 
n+m tn  n++m n n 

Afin d ' o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  annoncé au début  du paragraphe ( I I I . 5 . ) ,  

q+ 1 il nous r e s t e  à é t u d i e r  l ' e x p r e s s i o n  on(X) - o q ( ~ )  pour pq < n < p , 
P 

p f i x é .  Mais, nous remarquons que : 

q+l 
n 

pour pq < n < p , X -  ( X I =  1 ( ~ . ( X ) - O ~ - ~ ( X ) )  , 
P 3 

j =pq+ 1 

c e  q u i  nous i n v i t e ,  comme l ' a  f a i t  J. ROUSSEAU pour p = 2 , à montrer l e  

lemme su ivan t  i n s p i r é  de 1. GAL e t  J. KOKSMA [12]. 

111.5.4. - Lmme de rnajokaAion. - Considérons un nombre e n t i e r  p > 1 . 
Tout nombre e n t i e r  n > 1 s ' é c r i r a  d e  manière unique sous l a  forme : 

pour pq < n 5 p q+ 1 9 n = p q + ~  + f e k . p  q-k 9 

k=O 

0 Ù  4, eo , . . . , e  E 3N , 0 S eo S p-2 e t  O < e $ p-1 
q j 

pour j = l , . . . , q  . 

Na;taXion.- Pour p f i x é ,  posons : 

b ( e )  = a  (e)  + e q-k 
4 q k ' P  

Y 



Lemme.- Etant  donné un nombre e n t i e r  p > 1 , toute  s u i t e  ( Z j )  jePl 

de nombres complexes, e t  t o u t e  s u i t e  (eik) kc l* 
de nombres r é e l s  p o s i t i f s  

v é r i f i e n t  : 

bq (e l  

C l 1  
2 

V q a i ,  max " j l  ]* 

ecEk j=a 4  (e)+l  

Pheuve: s o i t  p q < n < p  '+' ; l e  nombre e n t i e r  n  s ' é c r i t  

de  manière unique : 

Nous obtenons l ' i n é g a l i t é  : 

* 
en f a i s a n t  appara î t r e  l e s  nombres uk , k  E IN , e t  en u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  

de Schwarz : 

dk ("1 b  (el 

C Z l 2 6  1 I q~ 
2 

Mais, Vk E E l , . . . , q ~  , 1 
j  Z I  9 

erEk j=a (e)+l  j  j=d (n)+l  
k- 1 q 

b (el  
2 -1 q 

d'où 1 z j l  6 ( 1  a k ) . ( l  O k *  

k= 1 k= 1 eeEk j=a (e )+ l  q  j=p +1 4  



Le lemme de majoration précédent nous amènera par la suite à utiliser 

le résultat suivant dont la démonstration emploie la même technique de majoration 

qu'au lemme (111.5.2.). 

. 
117.5.5. - Lemme.- Pour tout processus harmonisable X , tout entier - - - - 

p .-. 1 , et tout réel a de [o,~[, nous avons : - 

Pheuve : Considérons un entier p > 1 .  Pour tout q de BI* , 

tout k de 1 , q  et tout e de Ek , notons S : R R 
4, e 

l'application continue bornée définie par : 

Ainsi l'écart quadratique E( 1 ab (e) (X) - Ua (x) /*) est lié à 
q q 

la bimesure spectrale M du processus harmonisable X par la relation : 

(cf. théorème 111.4.2.). 

Comme la bimesure spectrale M est dominée par une mesure positive 

finie m sur (IR, EE) , l'expression (3.3.) est majorée par : 

Il reste donc à montrer que : 



Suivant  l ' i d é e  de J. ROUSSEAU,nous découpons l e  domaine d ' i n t é g r a t i o n  

de S 
2 . Pour q de  IN* , posons : 
q9e 

q 
I l  (CI) = 1 <pal  s2 (u) 

-q-1} q , e  
m(du) , 

k= 1 

4 
l 2 ( q )  = 1 (pu) s2 (u) m(du) , 

k= 1 61ul<p-q+k} q 9 e  

9 
13(9)  = 1 (pa l  s2 (u) m(du) , 

k= 1 q9e 

14(q)  = E (pal  s2 (u)  rn(du) ; 
k= 1 q9e 

a i n s i ,  

A(q) :: L I  (q) + I2 (9) + I3 (9) + 14(q)  ; 

-q- 1 
de  p l u s  en  no tan t  

Yq 
= { u c I R  : p  d < P - ~ } ,  pour q dans I N ,  

nous obtenons une p a r t i t i o n  : q E IN) d e  1- 1 ,  l [ /  {O). 

I 1 hiontzon, que 1 I l  (q) < + . 
q= 1 

Pour t o u t  e n t i e r  q 2 1 , t o u t  k de  l . . . q  e t  t o u t  e d e  Ek , 

nous avons : 

a i n s i ,  d ' après  l ' i n é g a l i t é  ( i . l ) ,  m é t a n t  une mesure p o s i t i v e ,  nous majorons : 

2 4 s2 (u) m(du) q c  p 2q-2k 
- 1  q y e  l u2 m(du). 

Cu: l u l<p  {u: lul<p-q-l } 



Par conséquent, en découpant de nouveau les domaines d'intégration, nous obtenons : 

d'cù, en permutant les termes (théorème de ~ubini) : 

comme m est une mesure positivie finie, et a appartient à [o,~ [ , nous 

pouvons écrire : 

+os 
2 4  a C P  1 E1<q> <7j,---. - . m({u : O < lu1 c p-2}) < + rn . 

q= 1 p-1 p-a 

+.. 
2) b4ontilonn que 1 12(q) < + .. . 

q= 1 

Pour tout entier q 3 1 , tout k de , , q  et tout e 

de Ek , nous avons : 

ainsi l'inégalité (i.3) nous donne : 

en découpant les domaines dlintégration,nous obtenons : 



I d'où en permutant l e s  termes : 
1 

pa r  conséquent 

3 )  ~~ontiiom que 1 13(4)  < + . 
q= 1 

Pour t o u t  e n t i e r  q 3 1 , t o u t  k d e  { l ,  . . . , q  1 ,  e t  t o u t  e d e  Ek , 

l e s  i n é g a l i t é s  ( i . 3 )  e t  ( i . 4 )  nous donnent : 

Ains i ,  il a p p a r a î t  que 

d 'où en majorant 1ul- l  e t  en permutant l e s  t e rmes  : 



donc 

41 Mo&om que 1 14(q) < + m . 
q= 1 

Pour tout entier q i 1 , tout k de I l ,  . . . , q  , et tout e de Ek , 

l'inégalité (i.4) nous permet d'écrire : 

1 Ainsi nous obtenons : 

Finalement : 
+m 

2: A(q) < + m 
q= 1 

L'emploi de la technique de domination des processus nous permet de 

généraliser la décomposition de la moyenne d'un processus stationnaire obtenue 

par V.F. GAPOSHKIN b3 , th. 11 au cas des processus harmonisables quelconques. 



7 7 7 . 5 . 6 .  - Théo~ême de décompobUon de La moyenne d'un phoce~buh 

Lorsque X = {xt : t E IR) est un processus harmonisable mesurable 

et de mesure stochastique spectrale p, - pour tout entier p > 1 , il existe 

un processus du second ordre {Yt(X,p) : t > 2)  vérifiant : 

lim P - P.S. Yt(X,p) = O . 
t++co 

Pheuve : Rappelons d'abord les différentes réductions opérées sur 

la moyenne de X : 

ut (x) = a, tx) - un (x) - on (XI - (X) + O (X) - dl- P-~,P-~[) + P(;-P-~,P-~U 
pq P 

On peut donc majorer Yt(X,p), qui est évidemment un ProcesSus 

du second ordre, de la manière suivante : 

y t x , p  sup Iot(~)-on(~)/+ja (x)-P(;-P-~,P'~DI+ ma>; lun(x)-o (x)I 
n< t sii+l pq 

pq<n<p q+ 1 pq 

Les deux premiers termes de cette majoration tendent vers O P - P.S. 

quand t -t + a (respectivement d'après les lemmes (111.3.4.) et (111.5.2.)). 

Pour établir (3.7) il reste à montrer que : 



Pour tous les entiers n et q tels que pq < n p q+l , nous avons : 

1- ce qui entraîne, d'après le lemme de majoration (111.5.4.) : 

où (ak)krR* 
désigne une suite quelconque de nombres positifs ; d'où la relation : 

k 
puisque pl; t IN* , card(Ek) = (p-1) p . 

1 - Pour prouver la relation ( 3 . 8 ) ,  il suffit donc d'exhiber une suite 

(a k) k 21 
telle que le dcrcier membre de l'inégalité précédente soit le terme 

général d'une série convergente. 

k 
Soit a ~ ] l , ~ C ,  et posons a = a  , pour k > ,  1 . k 

-1 
Dans ce cas, le premier facteur 1 ak est positif majoré par 

k =  1 
- , et dlapr&s le lemme (111.5.5) ,le second est le terme général d'une 
a- 1 

série convergente. 

I I 1 , 6 t  - C a N t S ,  PORTANT SUR L A  MESURE S T O C H A S T I Q U E  POUR L A  L t F , G , N , -  

Le théorème de décomposition précédent nous permet de donner une 

condition nécessaire et suffisante portant sur la mesure stochastique spectrale 

pour que la L.F.G.N. soit vérifiée : 



111.6.7. - Théohgrne.- Un processus harmonisable, mesurable et de 

mesure stochastique --- spectrale p, vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, - il 

existe un entier p > 1 tel que : -- 

Dans ce cas,cette dernière relation est vraie pour tout entier p > 1. 

111.6.2. - Remahqu~ : Pour tout entier p > 1 , la mesure stochastique 
2 

p : BIR-)  L (Sk ,A ,P)  vérifie : a: 

Or, les limites en m.q. et P - P.S. d'une suite de variables aléatoires 
2 

de La(G,A,P), lorsqu'elles existent, sont égales P - presque partout. Par 

conséquent : 

<= > lim P - P.S. u({u : O < lu1 < p-n)j = 0 et Lt({O)j = O . 
n++m 

De plus,la bimesure spectrale M de la mesure stochastique p vérifie : 



CtIAPITRE I V  

CRITERES POUR LA L,F,C.N, 
........................ 

déterminer trois critères portant sur la bimesure spectrale d'un processus harmo- 

nisable pour que celui-ci vérifie la L . F . G . N . .  

Le premier est une conséquence directe de la généralisation du théorème 

i - de Menchoff-Rademacher prouvée par R.J. SERFLING. 

Les deux autres découlent des techniques de calcul rencontrées au 

chapitre précédent qui utilisent le lemme de majoration (111.5.4.). 

Nous commençons par étudier le comportement asymptotique de la suite 

(u(iu : O < /ul < p-n}))nEnI , où p est un entier supérieur à 1 ,  et nous en 

déduisons les critères pour la L . F . G . N .  Ces conditions suffisantes ne sont pas 

nécessaires comme le montre l'exemple de A. Ya. KHINCHIN. 

Tout processus harmonisable étant dominé par un processus faiblement 

stationnaire, nous établissons une condition siiffisante qui porte sur la covariance 

de ce dernier. Par contre, il existe des processus harmonisables ne vérifiant 

pas la T-,.F.G.N. qui sont dominés par des processus faiblement stationnaires qui 

la vérifient. 



De ces critères se déduit aussi une condition suffisante pour les processus 

harmonisables à mesure spectrale qui généralise le résultat de V.F. GAPOSHKIN 

b 3  , th. 3 'A] pour les processus faiblement stationnaires. 

Dans la suite, Log désignera la fonction logarithme népérien et, pour 

tout réel a > 1 , lga sera la fonction logarithme de base a. 

I V . 2 .  - COMPORTEMEE:T ASYMPTOTIQUE DE L A  S U I T E  (ii({u : O < lu\ < :. 

U T I L I S A T I O K  D'UNE GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE 

V.F. GAPOSHKIN [13] a employé le théorème de Menchoff -Rademacher 

C1 th. 2.3.2.3 pour étudier le comportement asymptotique de la suite 

(p({u : O < ~ U / S  2-n}))nE1 lorsque la mesure stochastique p est orthogonale. 

R. J. SERFLING [30] et A. SZEP L31 , th. 32 ont donné une généralisation de ce 

théorème au cas des suites non orthogonales : 

7 V . 2 . 1 .  - ThéahCrne.- Etant donnés un espace probabilisé (R,A,P) - et 

2 
une suite Y . .  de Lx(R,A,P) vérifiant : -- J ~ ' r l  

la série Yj converge P - p. S. . 
j = 1  

Nous en tirons le résultat suivant : 

I V .  2.2.  - Phopon&on. - Soient u : BIR + L&(Q,A,P) une mesure 

stochastique et (t ) - n n>l une suite croissante de nombres positifs tendant 

vers + a . En notant, pour tout j de * , uj = (iu : - 1 
- '=j+i s lu1 < t7I1) J , 

nous avons : 



- - 1 
--> lim P - P.S. p({ u : O < I u I  < t 1 )  = O . n n++m 

Pkeuve : La a-additivité de la mesure stochastique p donne dans 

mais la condition (4.1) entraîne pour chaque n la convergence P - P.S. de la série 
+a 

Par conséquent, puisque la suite ( 1  pj)n21 converge P - P.S. vers O , la 
j =n 

suite (ii({u : O < /ul < tn'~))~>~ converge P - p. S. vers O . I 

l V . 2 . 3 .  - Remahque : Dans la proposition précédente (IV.2.2.1, nous 

constatons que l'hypothèse porte sur ln corrélation entre les variables aléatoires 

;Ç , j E IN , et sur leurs moyennes quadratiques : 
j 

Nous retiendrons le résultat suivant : 

2 I V .  2 .4 .  - Cuèire  1 .- Lorsque : BR - LIK(Q ,A,P) est une mesure 

stochastique de bimesure spectrale M pour laquelle il existe un entier p > 1 - 
tel que : 



il apparaît que : 

De la proposition (IV.2.2.) nous déduisons la généralisation suivante 

du théorème D3 , th. 3'~] de V.F. GAPOSHKIN : 

I V . Z . 5 .  - C ~ f i ~ u & e . -  Etant donnée : BIR+~:(i2,A,~) - une 

mesure stochastique à mesure spectrale M telle qu'il existe un nombre réel 

b E ] O , I ~  pour lequel : 
O - 

désigne la mesure variation totale de la mesure scalaire 

il apparaît que : - 

Va E]I, + m[ , -n 
lim P - P.S. u(Iu : O < lu1 < a 1 )  = O . 

n+tw 

W ~ U V ~  : Lorsque x tend vers + , Lgg ~ o g  (x) et lga lga(x) 

ont le même ordre de grandeur, donc la condition (4.4) vérifiée avec la fonction 

Log Log, l'est avec la fonction ha ka 

La fonction lga lga étant croissante, et la aesure / M I  positive, 

nous avons : 



-n 
O Par conséquent, si n est un entier tel que a c bo , la condition ( 4 . 4 )  

O 

implique : 

et,d'après la proposition précédente,nous pouvons conclure. m 

7 V . 2 . 6 .  - Lemme.- Toute mesure positive finie Mo sur (IR 2 , BIR2) - 
telle qu'il existe trois nombres réels E, c , b > O vérifiant : 

O -- 

satisfait la relation : 

P ~ Q U V Q  : En effet, e étant le nombre tel que ~og(e) = 1 , notons : 

O - e 
et considérons un entier k ? 1 tel que e 

O c bo ; 

ainsi, Bk C iu : O < lu1 < bol . 
O 



La c r o i s s a n c e  d e  l a  f o n c t i o n  Log Log donne : vj , k  e IN* , 

O II 1 1 L~~ L~~ (--) . ~ o g  ~ o g  (-) M (du,  dv) C ( 1  ) ( 1  M o  C j  Ck) O 

C j  xCk I U I  IvI 

i 

où l e s  ensembles  Ck,k E IN, s o n t  deux à deux d i s j o i n t s  e t  v é r i f i e n t  : 

k  
O -e 

Danc l a  r e l a t i o n  (4 .6)  e s t  v é r i f i é e  avec  b  = e  s i  l a  s é r i e  double  de  

terme g é n é r a l  ( j + l )  ( k + l )  .Mo(C x Ck) e s t  convergen te .  

E tud ions  c e t t e  s é r i e  : 

+a 

( j+ l ) (k+l ) .Mo(Cj  x Ck) = f M o t C  X C k )  , 
1 j  , k=k j  ,k=k r = O  s=O j 

O O 

en  permutant  l e s  termes,  nous ob tenons  : 

d l o ù , e n  u t i l i s a n t  l a  a - a d d i t i v i t é  de l a  mesure M : O 

I A i n s i ,  g r â c e  à l a  r e l a t i o n  ( 4 . 5 ) ,  nous  majorons p a r  : 



IV.2.7.  - Remcvryue : La condition (4.5) peut être remplacée par une 

condition plus faible : 

il existe trois réels E, bo , c > O et un entier q 5 2 tels que : -- 

1 1 1 1 1 1-" - 1 

[ 2 b l  
d c . Log (-1 . Log (--1 . .. Log (-1. Log ('11 .Log (--) . Log (-) , 

b2 b l  b2 b l  q b2 J 

L O ~ ~ + ~  = Log O Log . 
r 

I V .  2 . 8 .  - Conolluhe. - Lorsque p : BIR -+ L;(~,A , P )  est une mesure 

stochastique à mesure spectrale M dont la variation totale [ M I  vérifie l'une 

des conditions (4.5) ou (4.7), nous avons : 

IV.3.  - COMPORTEMEKT A S Y ~ I P T O T I Q U E  D E  L A  S U I T E  (u({u : O < lu/ < : 
-- 

U T I L I S A T I O K  D U  LEMME D E  M A J O R A T I 0 K . -  

un entier P > 1. Comme J .  ROUSSEAU, nous constatons que : 

pour pq < n < p q+ 1 
9 

4 
p(tu : O <  lu1 < P-~}) = ~ ( I u  : O < lu\ < p-P } )  - p(tu : p 

-n q 
s IuI '< P - ~  1 )  P-P.S.. 

Par conséquent : 

-n q 
lim P - P.S. max  tu : p c lu1 < P-P ))I = O 

q++m 
pq<nsp (1+ 1 



q 
oh  B = {u  : O < lu1 < p-P 1 I V . 3 . 1 . 1 .  - E t u d i o n s  l a  s u i t e  ( i i ( ~ q ) ) q E m  - 

q 

C e t t e  s u i t e  converge  P - p. S. v e r s  O l o r s q u e  E ( ( ~ ( B ~ )  I L )  < + w , 
q=o 

c ' e s t - à - d i r e  l o r s q u e  : 

-n - P q 
1 v . 3 . 1 . 2 .  - E t u d i o n s  l a  s u i t e  ( max l p ( { u  : p $ lu1 < p 

q+l 
pq<nsp 

En posan t  : vj E IN , V .  = { u  : p- j  S / u l  < p- jc l l  , l e s  b o r é l i e n s  
J 

V , j E: IN , s o n t  deux à deux d i s j o i n t s  e t  v é r i f i e n t  : 
j 

Avec c e s  n o t a t i o n s ,  l e  lemme d e  m a j o r a t i o n  (111.5.4) donne : 

-n q  
E (  max IP({u : p < l u \  < p-P ) ) l 2 )  

* 
où, pour  q  E m , k ~ { 1 , - * . , q )  e t  e &  Ek 3 

A i n s i  l a  s u i t e  é t u d i é e  converge  P - P . S .  v e r s  O , l o r s q u e  l a  s é r i e  

numérique de  terme g é n é r a l  l e  d e r n i e r  membre de  l ' i n é g a l i t é  p r é c é d e n t e  e s t  conver-  

g e n t e  pour  un cho ix  de l a  s u i t e  ( s k ) k , ~  



En particulier, si 
('k)k> 1 

est la suite constante 1 ,  nous obtenons 

les conditions suffisantes : 

Ainsi nous sommes amenés à l'étude suivante : 

7 V . 3 . 7 . 3 .  - Etudions les ensembles A (e) 
q 

Considérons un entier q > 1 

a) Soit k = 1 - Etant donnés e et e' deux éléments de -- € 1  y 

rappelons que : 

b (e) = pq + 1 + e . pq + e . pq-' , b (et) = pq + 1 + e' . pq + e; . p 
q O 1 9 O Y 

q- 1 

a (el = a  (el) = pq ; 
q q 

nous constatons que bq (e') < b (el ;=-> A (e') C A (e) ; 
q q q 

de plus 

et card E = (p-1) p . 
1 

b) Soit k E ( 2 ,  ...,q . Etailt donnés e et e' deux éléments de -- €k ' 
nous avons : 

Si a (e) = a (el) et e > 
q q k k '  

alors 



de  p l u s ,  b e e E k  , c a r d i e ' c E k : a ( e ) = a ( e ' ) ) = p .  q 4 

l Maintenant ,  c o n s i d é r o n s  l e  c a s  où a ( e )  f a q ( e 1 )  , e t  posons  
q 

1 

j O 
= i n £  { j  c { O , .  . . ,k-11 : e f e l }  , 

j 

a l o r s  nous avons : 

d 'où 

En regroupan t  l e s  é l é m e n t s  e de  Ek q u i  donnent  l e  même a , 
4 

nous  ob tenons  une p a r t i t i o n  Pk de  Ek dont  chaque c l a s s e  E c o n t i e n t  p 

é l é m e n t s  de  Ek , e t  v é r i f i e  : 

-a ( e l - ( p - l > p  4-k -a ( e l  
V ~ E E  , A ( e ) C { u  : p  4 6 < P  ) = C ( E ) .  

q 4 

De p l u s , d l a p r è s  c e  q u i  p récède  : 

7 V . 3 . 1 . 4 .  - C~inbéqu~nce : Lorsque Mo e s t  une mesure p o s i t i v e  

2 
s u r  (IR , B 2 ) ,  pour t o u t  e n t i e r  q > 1 , nous avons  : 

IR 

q f M ~ ( A ( ~ )  X A  ( e ) )  = M o ( A ( e )  x A q ( e ) )  + M ( A ( e )  x A ( e ) )  , 
q q ecE1 q k=2 e€Ek 0 q q k=l  e&Ek 



M é t a n t  une mesure p o s i t i v e ,  nous rnajorons pa r  : 
O 

e t  par  conséquent : 

(4.11) ' 6 . 1  , 1 Mo(Aq(e) X A  ( e l )  b q .  p  2 . Mo(C X C )  
k=l ecEk q  q  9 

Le r é s u l t a t  su ivant  découle directement  de l ' é t u d e  précédente.  

2 I V . 3 . 2 .  - C4,f%?fie 2 . -  S o i t  u : BIR -+ LK(Q ,A,P) une mesure s tochas-  

l t i q u e  de bimesure s p e c t r a l e  M. --- 

S ' i l  e x i s t e  t r o i s  r é e l s  E , b o ,  c > O  t e l s  que : 

a l o r s  pour t o u t  e n t i e r  p > 1 , 

Ptreuve : Les cond i t i ons  (4.12) e t  (4.13) é t a n t  v é r i f i é e s  avec l a  

fonc t ion  Log , e l l e s  l e  sont  avec l a  fonc t ion  
IgP 

, d ' ap rè s  l e s  p r o p r i é t é s  

des  f o n c t i o n s  logari thmes.  



En utilisant les notations précédentes,la condition (4.12) nous donne : 

ainsi 

De plus la condition (4.13) implique les inégalités suivantes : 

vq 'q E* , q ?>go , k . 9 b'e 'q Ek 9 

b (e) 
[ip,(pq a (e) -3-E 

o 6 M(Aq(e) x A (el) i c 
aq (el 9 

)1 
Llg (P 

P 

-k+2 -3-E 
donc M(A (e) x A  (e)) < c . P q 7 

q q 

par conséquent : 

Drapras l'étude (IV.3.1.), les conditions (4.8) et (4.10) étant 

satisfaites, nous pouvons conclure : 

7 V . 3 . 3 .  - Remctkque : Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent être 

remplacées par des conditions plus faibles : 

il existe trois réels E,  bO , c > O et un entier q 2 2 ---- tels que : 

2 1 1 --1 
(4.14) O r b < bo ===>M({u : O < u l  < b} ) c c  .[LO~~(~) ... Log q (--)A b . 



I V . 3 . 4 .  - C U è t e  3.- -- soit p : BR---+ L&(~,A,P) unemesure 

stochastique de bimesure spectrale M. -- 
2 

S'il existe une mesure positive finie M sur ('IR , Bn2) satisfaisant : 
O - 

l 1) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR, 

1 -  alors pour tout entier p > 1, 

Pkeuve : La condition (4.6) étant vérifiée avec la fonction Log , 

elle l'est avec la fonction 
lgP 

. Considérons un entier qo > 2 tel que 

4, 

En utilisant les notations de l'étude (IV.3.l.),la condition (4.16) 

nous donne : 

- comme 



nous obtenons : 

+O0 

d' où 1 M(Bq x Bq) < + : la condition (4.8) est satisfaite . 
q=O 

La condition (4.16) nous donne aussi : 

d'où, d'après la relation (4.11) , 

2 
q . p . Mo(Cq X Cq) ; 

mais les ensembles C ,. q IN , sont deux à deux disjoints et vérifient : 
q 

donc, Mo étant une mesure positive,nous obtenons : 

et la condition (4.6) nous donne : 

+m 

1 M(A (e) x A (e)) < + w : la condition (4.9) est 
q=qo k=l ecEk 4 q 

satisfaite . 

Ainsi, d'après l'étude (IV.3.l.),nous pouvons conclure. 

l V . 3 . 5 .  - Remmquen : 1) Comme toute bimesure spectrale M sur (IR, B IR) 

est dominée par une mesure positive finie m sur (IR , 6,) [ZI] , il existe 

toujours une mesure positive M O = ~ ( m )  sur (IR2, BIR2) telle que M et Mo 

vérifient la relation (4.16). 
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2) Nous rappelons que si la condition (4.7) ou la condition (4.5) sont 

vérifiées,il en est de même de la condition (4.6). 

- 3) Le corollaire (1v.2.5) peut être obtenu comme corollaire de la 

proposition précédente. 

4) Lorsqu'il existe une mesure spectrale positive Mo dominant la 

1 bimesure spectrale M de mesure stochastique p ,  et satisfaisant la condition 

I (4.6), alors, pour tout entier p > 1 , nous avons : 

I V ,  4, - LA L., F,  G ,  1; , POUR L E S  PROCESSUS HARMON I S A B L E S  , -  

2 
Nous considérons une mesure stochastique p : BIR-> LB(f?,A,P) et - 

l le processus harmonisable associé : X = {Xt : t E lR1 . Le comportement en 
. moyenne quadratique de la moyenne de X est donnée par Yu. A. ROZANOV 

p 6  , th. 2.21 : 

-ix -r 

' J t  
O 

lim- x . e ch = ~ ( I x ~ l )  . 
t++w 0 

Par conséquent : 

lim at(x) = p({O})  . 
t++m 

Nous allons donc établir des conditions suffisantes pour que cette 

convergence ait lieu aussi P - presque sûrement. 
. 

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théorème de 

décomposition de la moyenne d'un processiis harmonisable (th. 111.5.6) et 

des propositions (1V.2.41, (1v.3-2) et (IV.3.4) 



IV. 4 . 1 .  - Théokëm~.  - Sur un espace probabilisé ( 0 ,  A, P)  , ---- soit un 

processus harmonisable mesurable X = {Xt : t E IR) dont la bimesure spectrale 

M vérifie l'une des hypothèses suivantes : 

1) il existe un entier p > 1 tel que : 

2) il existe trois nombres E ,  bo , c > O tels que : 

2 Log (a) 1 -3-E 
(4.13) O < a < b < b => ~({u:a<lul<b) ) 5 c . (-- - 

O 1) (Log Log(L)) , 
Log (b) 

Alors : -- 

2 - 1 

3) il existe une mesure positive finie M sur (IR , BIR2) satisfaisant : I 
O - 

i) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR : -- 

lim P - p. S. ot ( X I  = p(t0I) . 
t++m 

Dans ce cas,le processus X vérifie la L.F.G.N. si et seulement si : 
--. - 



7 V . 4 . 2 .  - Rcmattquu : 1) Les conditions (4.12) et (4.13) peuvent être 

remplacées par les conditions plus faibles (4.14) et (4.15). 

2) Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes mais pas 

nécessaires comme le montre l'exemple de A. Ya. KHINCHIN (IV.5.6.). 

3) Dans l'énoncé du théorème (IV.4.1.), la fonction Log peut être 

remplacée par une fonction logarithme de base quelconque. 

Dans le cas particulier où M est prolongeable en une mesure 

spectrale, le théorème précédent nous permet de donner un résultat que 

V.F. GAPOSHKIN 0 3 ,  th. 4'~] a établi pour les processus faiblement station- 

naires. 

l V . 4 . 3 .  - Co&oU&e.- Soit un processus harmonisable mesurable X 

* de bimesure spectrale M , dominé par un processus faiblement stationnaire et 

continu Y dont le noyau r vérifie : 
1 

+w r2 (u) . Log Log(u) 
(4.17) ] b o > e  d u < + m  

u . Log(u) 
O 

U 

avec Vu , v > O , r (u) = - 
2 

(t-s) dt ds et rl (u-v) = E(Y~.Y~) 
2 - 

4. u 

Alors X - vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({oI~) = O . 

R Q ~ G V L Q U Q ~  : 1) En particulier, lorsque Y est un processus faiblement 

stationnaire et continu dont le noyau vérifie la relation (4.17), en notant 

R(m) sa mesure spectrale, nous obtenons : 

Y vérifie la L.F.G.N. < = = = >  m({O>) = O . 



2) Pour que l a  cond i t i on  (4.17) s o i t  v é r i f i é e ,  il s u f f i t  que : 

-2-E 
(4.18) 3~ > O  , r 2 ( t )  = O ( L o g ~ o g ( t ) )  lo rsque  t + + 

ou même seulement que : 

(4 .19)  j q ~  W ,  q 2 2  e t  3~ > O ,  

r 2 ( t )  = O [ ( ~ o ~ ~ ( t ) ) - '  . ( ~ o g ~ ( t )  ... ~ o g  cl ( t ) ) - '  . ( ~ o g ~ ( t ) ) - 7  

lo rsque  t + + m . 

Ptrc?uv~ : S o i t  R(m) l a  mesure s p e c t r a l e  du processus fa ib lement  

s t a t i o n n a i r e  Y , nous avons : 

O r  il e x i s t e  une cons t an t e  c > O t e l l e  que : 

- 1 s i n  ( t u )  
2 

< t => C (---) , 

e t  comme m e s t  une mesure p o s i t i v e ,  nous obtenons : 

Considérons une s u i t e  c r o i s s a n t e  ( tn )nsm d é f i n i e  par  : 

l i m  tn = + 
n-um 

e t  un e n t i e r  n t e l  que : b o S t  . 
O n 

O 

Nous pouvons é c r i r e  : 

1 e t  d ' a p r è s  l a  r e l a t i o n  précédente  e n t r e  m e t  r, : 



Il e n  r é s u l t e  que : 

+a r 2 ( t )  . Log L o g ( t )  
- d t  

t 
n  

t . L o g ( t )  
O 

< + w  , d ' a p r è s  (4.17) . 
. 

- 1 - 1 1 O r ,  bn 'n E , tn+, s lu 1 < tn ==> O s Log Log (--) s ~ o g  ~ o g ( r  ) , 
I U I  n+ 1  

p a r  conséquen t  : 

Puisque  Y domine X ,  nous  pouvons c o n c l u r e  que l e s  c o n d i t i o n s  (4 .16)  

e t  (4 .6)  du théorème p r é c é d e n t  (IV.4.1) s o n t  v é r i f i é e s  avec  
Mo = R(m), e t  donc : 

i i m  P - P . S .  o t ( x )  = v({OI) 
t++a 

* où e s t  l a  mesure s t o c h a s t i q u e  s p e c t r a l e  de  X. 



Par conséquent : 

Du théorème (IV.4.1.) nous déduisons aussi cette généralisation 

de [13, th. 3'4 : 

1 V . 4 . 4 .  - CokoU&e.- Sur un espace probabilisé (~,A,P) , ---- considérons 

X = {Xt : t F IR} un processus harmonisable mesurable à mesure spectrale M 

telle qu'il existe un réel b O pour lequel : 
O 

(4.4) II 1 1 
Log Log(-) . Log Log(--) / M I  (du,dv) < + . 

{u:o< 1 u 1 <bo} /uI 1 V I  

Alors 

et X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, ~((01~) = O . - 

1 

l A. ARIMOTO a donné d'autres types de critères en suivant la méthode 

~ de I.N. VERBITSKAYA [33]. Ainsi il a obtenu [ 2 , th. 21 : 

1 V . 4 . 5 .  - Th6okème.- -- Soit X un processus harmonisable mesurable - à 

mesure spectrale M telle que : 

II M I  (du,dv) = O( 
1 

+ O ,  
{u: lu1 ib} 

2 1 Log (b) 1 3ts) 

1 
(du,dv) = O(- 

1 
1 ,  

'{u:b<lul }x{v:b</vl luvl b2. ILog (b) 1 3tB 

+ 
lorsque b -4 O . --- 

Alors : 
-. lim P - p . x .  ut(X) = O . 

t++m 



7U.4.6. - Exemple de A .  Yu KiiihlCfflN [33  , km. 21 .- 

Il existe des processus faiblement stationnaires continus qui vérifient 

* 
la L.F.G.N. sans satisfaire l'une des hypothèses du théorème (IV.5.1.), autrement 

dit, ces conditions ne sont pas nécessaires. . 

1U.4.6.7. - ConaktrucLion.- ------------ Considérons deux variables aléatoires 

réelles U et V indépendantes sur un espace probabilisé (~,A,P), la variable 

U suivant la loi uniforme sur r-1~~4 tandis que la loi de V est notée m. 

Le processus X = {Xt : t t IR) défini par : 

est centré, du second ordre, faiblement stationnaire et continu : 

R(~) est la mesure spectrale du processus faiblement stationnaire X (cf .I. 2.8). 

véiu&ie l a  L . F . G . N . -  Pour presque tout w de fi et tout t > O , ----  -------------  

la moyenne a (X)(w) s'exprime sous la forme : 
t 

d'où 
1 

Vtw) # O => u,(x)(w)/ = O($ pour t -+ + , 

Par conséquent, X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, 



f : 
e t  il a &eune autre condition mr la mesur& 'de probabilit6 III 

- - 

l V . 4 . 7 .  - Il exis te  des processus fri91.uent s r ~ t & o n a r i r . 9 ~ ,  fonfinu~, , 

gui ne &r i f i en t  pas I n  L.P.G.B., e t  dont l a  mesure spectrale R(m) s a t i s f a i t  

2 
D~,~,&s p, 2.4.1.],.il exit%&! dam 4([0,1], 8[o,l], X I  - 

i&d"j&&& 
e e t  l a  tnesure de Borel - une famille o r t h o n o w l e  (lk).kem e t  une 

P -' 

su i t e  (ckIkFm de r ée l s  t e l s  que : 

- l imsup 11 c k 4 1  = + C O  h - P . S .  
n-ri.. k a  

On d&f i n i t  une mesure stochastique p : Bn 
I 

en posant : \$B E BW , ) = ck Zk , e t  on considére une version 

k : 2-kc~ 
mesurable d~\~proc+ssu. hatn>nissble . - Y - {Y t 8 f c R I  de mesure stochastique 

spectrale . r > 

Y e s t  stationnaire puisque : 

< 

Conma p({O}) - O , on a m(01 - O , mis l a  L.F.C.B. n'est pas 
n 

v&rifiCe pir Y. r.sinon. puisque YO-  ?-n 20°0 = y(P) - a l  %,$ r . . l  
k 4  

et dlaprh?s le théorèae (IIZ.6.1.), on au ra i t  : 



n 
?,-P.S. 

Ck zk 
- 

+ 1-i(1R) , ce qui est faux . 
k=O n++w 

On peut évidemment supposer que E ( 1  p (IR) 1 2, = 1 , ce qui fait 

que la mesure spectrale m de Y est une loi de probabilité. 

1 V . 4 . 8 .  - Rematryue : 11 existe des processus harmonisables ne 

l vérifiant pas la L.F.G.N., mais dominés par un processus harmonisable qui la 

vérifie. Ces processus peuvent être choisis faiblement stationnaires. 

Plus particulièrement, on peut construire 2 processus continus 

stationnaires ayant la même mesure spectrale, l'un vérifiant la loi forte 

des grands nombres et l'autre ne la vérifiant pas : il suffit de reprendre 

le processus Y construit ci-dessus, au (IV.4.7.), dont la mesure spectrale 

. a été notée m , et x : t c--+ ei(u+tV) - exemple de A. Ya. KHINCHIN - 

où V suit la loi m : conxue m(0) = O , ce dernier processus, dont la 
.. 

mesure spectrale est m , sur la loi fcrte des gra~de  ombres (IV.b.6.). 





Cl-IAFITRE V 

VITESSE DE CONVERGENCE DE LA MOYENNE 

D ' UN PROCESSUS HARMON 1 SABLE a 

Nous montrons d'abord que la moyenne ot(X) d'un procesus harmonisable 

mesurable X vérifie une loi du log. itéré, à savoir : 

ot(X) = o(Log Log(t)) lorsque t -t + w , 

- autrement dit : 

iim P - p.s. [LO~ ~o~(t1l-l . o (XI = O . 
t++m t 

(Ce résultat a été démontré par V.F. GAPOSHKIN dans le cas particulier des 

processus faiblement stationnaires 113, cor. 51 ) . 

Les techniques de calcul employées précédemment vont ensuite nous 

permettre d'estimer la vitesse de convergence P - P.S. vers O de la moyenne 

d'un processus harmonisable qui vérifie la L.F.G.N.. 

Ces derniers résultats améliorent aussi des résultats analogues de 

V.F. GAPOSHKIN pour les processus faiblement stationnaires 113, § 41 .  



V , 2 ,  - LOI DU LOG, ITÉRÉ POUR LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE,- 

L'étude (IV.3.1) et la domination nous permettent de montrer que : 

V . Z . I .  - Lemme.- Toute mesure stochastique p : Bn --+ L~(Q ,A ,P) 

vérifie : 

V P E I N  , P.1 , - 1 
lim P - P.S. (Log n) . ~({u : O < lu1 < p-")) = 0 

n++m 

Pheuve : Puisque : 

\ J ~ F : N ,  p q < n S p  q+l - ->P({u : 0 < Iul < p-n)> =,.,(CU : 0 < l u [  < 
q 

-P 1 )  
-n - P u  : p < lu1 < p -pql ) 

et lim max = Log (p) , 

pour prouver le lemme, en utilisant les notations de l'étude (IV.3.1.), il 

suffit d'établir que : 

où M est la bimesure spectrale de la mesure stochastique p .  

m désignant une mesure positive finie sur (IR, 8 ) qui domine 
IR 

la bimesure spectrale M , nous pouvons écrire : 

De plus , 



+a' 

E 1 p2 . m ( ~  (d'après (4.11)) , 
q= 1 q 

V . 2 . 2 .  - Théokème ( l o i  du l o g . L t é k é ) . -  Tout processus harmonisable 

mesurable X de mesure stochastique p vérifie : 

Pkeuve : D'après le théorème (111.5.6.) de décomposition de la 

I moyenne d'un proceç'sus harmonisable, utilisé pour p = 2 , il existe un processus 

du second ordre {yt (X,2) : t > 2} tel que, t/t > 2 , vn 'n iN vérifiant : 
e 

n n+ 1 
1 + 2  < t s 1 + 2  , on ait : 

- lim P - P.S. Yt(X,2) = O . 
t++m 

Il suffit donc de vérifier que 

dl- 2-n , 2-n[) . ( ~ o g  ~og(t)) > O  Y ce qui équivaut, 
-1 P-p.S. 

t-++a 

compte tenu de l'égalité : 

-1 P-p s 
p({u : O < lu1 < 2-n}) . 1g2 (n) -'A 0 , et résulte 

n->+a 

donc du lemme précédent. 



V . 2 . 3 .  - Le résultat qui suit montre que la loi du log. itéré que 

nous venons d'obtenir est, d'une certaine manière, optimale. 

+ 
Phoposi.tion. - Pour toute application croissante g : IR+ -+ IR 

qui satisfait les conditions suivantes : 

I il ]P > 1 , ]A > O et ]no > O tels que : 

ii) lim g(t) = + w , 
t*w 

iii) g(t) = o(Log (Log t)) quand t + +  w ,  

il existe un processus continu et stationnaire X = {Xt : t E IR} construit sur -- 

est la mesure de Borel - et tel que : 

iim sup (g(t))-l . lot(x) / = + x - p.S. 
t++m 

P ~ L ~ U V Q  : D'après G. ALEXITS [1 , p. 100], il existe une famille 

orthonormale 
2 

(Zk , k s IN) dans L~([o,~] , 8 
[O, 13 ' A) et une suite (ckIkcm 

de nombres réels tels que : 

n 
- lim sup (g(pn))-'.l 1 ckzkl A -P.S. 

n++oo k=O 

2 
Dans l'espace L~([o,I], BCO A )  , la famille (ck Zk , k ]NI 

9 - 
est sommable et l'on définit  un^ mesure stochastique sur (IR, Bn) en 

posant : 



Soit X le processus harmonisable de mesure stochastique spectrale 

u : il est en fait stationnaire car 

+m -k 
- V t c  IR , x t =  1 ck. e itp . Zk - égalité que l'on peut vérifier 

k=O 

à partir de : . 

où % est la mesure complexe définie sur BE par : 

D'après le théorème de décomposition de la moyenne d'un processus 

harmonisable (th. III.5.6.), nous avons : 

b't > 2 et Vn 'n IN tels que : 1 + pn < t 6 1 + p n+ 1 
9 

De plus, dès que t est assez grand, nous avons : 

g(pn) 2 A - ~  
n+2 . g(t) , car t 6 p (d'après (i)) . 

A-P.S. Puisque yt(X,p) > O et d'après (ii), nous obtenons : 
t++w 

lbt(x) / -2 
lim sup A . lim sup 1uu-p-* , p-y-1 

et par conséquent . 



Ivd- P - ~  
-n 

lim sup P [II = lim sup (g(pn))-l.1 Ck zk/ 
n-)+a g (pn) n++a k = ~  

V.3. - VITESSE DE CONVERGENCE p - p S. VERS O DE { rt(x,p) : t > 21.- 

{Yt(x,p) :t > 2} est évidemment le processus qui apparaît dans le 

théorème de décomposition de {ot (X) : t > O}. 

Nous allons simplement affiner des calculs déjà faits. 

V . 3 . 7 .  - Lemme.- -- Si un processus harmonisable mesurable 
+ 

X = {Xt : t E lR} , une application croissante - g : IRf --+ IR et un entier 

p > 1 satisfont les conditions suivantes : 

(5.1) ~AE]I.P[ g ] q O ~ I N  tels que : 

'dn; p 
O 2 2 , g (pn) s A.g (n) , 

(5.2) il existe une mesure positive finie m - sur (IR, 6 ) qui domine lR 

la bimesure spectrale M - de X , tel que : 

alors le procesjus {Yt(X,p) : t > 2 } a la propri6té suivante : 

lim P - P.S. g(t) . yt(X,p) = 0 . 
t++w 

Il existe évidemment dcs fonctions g satisfaisant (5.1) ,  par exemple : 



- t - (Log Log (tNY , y > O 

Pheuve : Rappelons d'abord la majoration de Yt(x,p) obtenue dans 

1 la démonstration du théorème (111.5.6.) : 

+ max I n -  (x)]) , 
pq<n<p q+ 1 pq 

EXucfe pirél%ninaike : Dans un premier temps, nous allons montrer que ------ ----------- 

(5.4) lim P - p.~. g(pq) . max (/on(~)-~ (XII) = O 
q-t * 

pq<nsp q+ 1 pq 

(5.5) iim P - P.S. g(pq) . /CI (x) - ri(]- p-q , p-q[) / = O . 
cl-++.. pq 

Nous savons (111.4.3.) que : 

. 
V ~ E : ~ N  , ~ i n ( ~ ~ u )  P (du) 

pqu 

et (p. 80) que : Va'a]l, 

2 P q 
E( max (I~~(x1-o x ) )  -- . 1 k 

q+ 1 pq 
a- 1 max j s~,~(u) . m(du) . 

pq<nsp k= I eE: E k 



Nous allons montrer, par des calculs analogues à ceux des lemes 

(111.5.2.) et (II1.5.5.),que nous avons : 

(5.6) jac]l,p[ telque: 

puisque, d'après le lemme (111.3.1.) et l'étude p. 80,(5.6) => (5.4) et 

que (5.7) A (5.8) => (5.5). 

C C J M V Q ~ - ~ ~ V M . -  Ayant à étudier la nature de séries, on peut sans 

inconvénient convenir que dans (5.1) et (5.2), 
O 
= o .  

NoZaAi~n.h.- On choisit a de manière que l'on ait 1 < a < 2 , 

a.A < p : c'est possible puisque : 1 < A < p. 

Il est clair que : 

* 
V n , r E : m  , 2 r r 2 

g (p n) s A . g  (n) et qu'en particulier si l'on pose 

2 
B = g  (1) , on a : 

'dq E IN* , ~ ( P ) ~ B . A ~ .  2 q 

Nous suivons la démonstration du lemme (111.5.5) en reprenant 

les notations : ainsi 



2 q 1 ) Montrons que g (p 1. Il (q) < + (voir p. 75) 
q= 1 

+w 

D'après la démonstration de la convergence de la série 1, (q)  
q=l ' 

(p. 75-76), nous savons que : 

+a 

2 q 2) Montrons que g (p ) . I2 (q) < + : d'après les calculs 
q= 1 

analogues p. 75-76 , nous savons que : 



. 2 q  3) Montrons que 1 g (p ) - l 3 ( q )  < + . D'après des 
q= 1 

analogues a n t é r i e u r s ,  on s a i t  que : 

+a +m +m 
2 1 A q-r 

2 3  1 a k ( Z  (j g(-)m(du)) 1 (-1 S C P  
r =O q=r+k+l 

P 
k= 1 Y r  14 

' 2 q  4 )  Montrons e n f i n  que 1 g (p ) l4 (q) < + On sait (P. 78) que : 
q= 1 

11 e s t  f a c i l e  de v o i r  que c e s  4  r é s u l t a t s  p a r t i e l s  impliquent (5.6) 

( v o i r  p. 75) e t  a  f o r t i o r i  impliquent (5.4) ( v o i r  p. 80) . 

5 )  Démonstration de l a  p r o p r i é t é  (5.7) 

a) A p a r t i r  de ( i . 5 )  p. 69,  nous avons l e s  majora t ions  s i i ivantes  : 



+w 
( s i n  (pqu) 2 

q= 1  q  
> in(du) 

( u : ~ > l u ( > p - - ~ )  p u 

2 +" q-1 
2 q  -2q+2r :: (cp)  C 1 g ( P I  p m(vr) 

q = l  r = O  

< + W .  

b)  T o u j o u r s  à p a r t i r  de  ( i . 5 )  p. 69 ,  nous avons  encore  : 

6)  Démons t ra t ion  de  l a  p r o p r i C t é  (5.8) 

L ' i n é g a l i t é  ( i . 2 )  p. 69  e n t r a î n e  : 

+w 

1 g 2 ( p q )  (----- s i n  ( p q ~ )  - 2 
q= 1 u: l ~ l < ~ - q )  1)  m(du) pqu 



La propriété (5.5) est donc vérifiée. 

Nous pouvons maintenant conclure l'étude de la convergence P - P.S. 
de g(t) . Yt(X,p) vers O quand t -> + . Puisque si t > 2 et q e B - 
sont liés par : I + pq < t s 1 + p '+' , nous avons : 

compte tenu de la majoration (A), de (5.4) et de (5.5), il suffit de montrer 

que : 

1 i m P -  P.S. g(t) . sup (lot(X) -un(x)/) = O .  
t++a n< t6n+l 

Or on sait (fin de la démonstration III.3.2., p. 65) que : 

g(t> D'après (111.3.1) et puisque n < t 6 n+l => 1 6 - S A ,  
g (n> 

il suffit de montrer que : 

+a> 

g(n> 2 1 (-1 < + a' , ce qui résulte des majorations ci-dessous : 



V,4, - VITESSE DE CCNVERGENCE p - P.S. VERS O DE 

2 V . 4 . 1 .  - Lemme.- Soit p : BIR --+ LK(P,A ,Pl une mesure stochastique, 

~ (tn)nchl une - suite croissante -- de nombres positifs, et une application croissante 
1 

+ + 
g : 1R ---t IR telles que : 

- 1 
En posant, vn /n E , un = p{u : tn+l i 1 ul < t-Il , nous avons : n - 

=> iim P - P.S. p({u : O < lu1 < t-'}) . g(tn) = O . n n++m 

P&&UVQ : D'après le théorème de Menchoff-Rademacher-Serfling-Szep, 
+m +m 

lesséries 1 g(tn).p,, et 1 un converge P - P.S. D'autre part, 
n= 1 n= 1 

y étant o-additive, nous avons : 

Il existe donc un événement certain Ro tel que : 

- la série 1 g(tj) . p. (w) converge : nous notons rn(u) sa 
j =n J 

somme . 



Vn E IN et Vu E a , nous avons alors : 
O 

d'où, en utilisant la formule de sommation d'Abel bar ex. 8, chap. VI, ex. 31 : 

Il en résulte que bu E fio : 

Appliquons ce résultat au cas où est une mesure stochastique à 

mesure spectrale. 

L 
V . 4 . 2 .  - CotoU&e.- soit LI : BIR ---+ L~(~,A,P) - une mesure 

+ + 
stochastique à mesure spectrale M et une application croissante g : IR ---t IR . 

On suppose que : 

-n 
Alors, a > 1 , lirn P - P.S. g(an) . p({u : O < lu1 < a 1 )  = O . 

n++m 



P/teuve : La condition (5.10) est encore vérifiée lorsque dans la 

définition de f, on substitue au logarithme népérien un logarithme à base 

a > 1 quelconque . 

V ~ E W  posons yj = tu : a -j-1 i /uj c a-il . 

En utilisant la variation totale 1 ~ 1  de la mesure M  , nous avons : 

-% 
Vjy k~  DJ , nous avons : 

- INyj yk)/ III  (yj yk)  . 

Il en résulte que : 

On conclut grâce au lemme précédent. 

Dans le cas d'une bimesure quelconque li , on introduit une mesure 

positive majorante : 

2 V . 4 . 3 .  - -- Lemme. - Si une mesure stochastique li : BIR ---> Ln<@ ,A ,P) y --- 
+ un entier p > 1 et une application croissante g : IR+ 4 IR vérif~ent -- 

les propriétés suivante~ : - 

1) 3~ > O 3no E R tels que : -- ----- 



2) il existe une mesure positive 2 Mo sur (IR , Bn2) telle que : - 

(4.16) - pour tout événement A de l'algèbre engendrée par les intervalles - 
de R , -- 

M(A x A) 2. b l  (11 x A) y 
O 

(5.12) - ii 1 1 
f - -  . f (-1 Mo (du, dv) c + , - où 

{u:o< 1 u 1 <e -1 ]2 IuI IvI 

V U > l ,  f (u) = g(u) . Log Log(u) . 

- t w-+ (Log Log( t) 1' , ct > O vérifie (5.11) ; 

- (5.12) est aussi satisfaite quand, dans la définition de £ , 

on substitue au logarithme népérien le logarithme à base p . 

Pheuve: étant additive, t/q, n E IN tels que p ' < n s P  q+ 1 

q 
1) ---- Etude de (p(Bq))qEg , B = {u : O < lu1 < 1 

q 

O 
O 

désignant un entier tel que n + 2 d p , nous avons : 
O 



- 121 - 

D'après le lemme (III.3.1.), on en déduit que : 

pq 
1imP - P.S. g(p ).p(B ) = O et, facilement, que : 

q++m 4 

2) Il reste à montrer que 

lim P - P.S. -n q 
max (Ip({u: P i lu1 <p- P ) ) I  g(pn)) = O  , ce 

q++m 
pq<nsp q+ 1 

que l'on peut faire en utilisant encore le lernme (111.3.1) dans une étude 

parallèle à (IV.3.1) p. 89-92, dont on reprend les notations : 

- 
2 V.4 .4 .  - Lemn~e. - Si une mesure stochastique : BR - L ($1 ,A , P )  , - 

w IK 
de bimesure spectrale M , un réel a > 1 et une application croissante 

+ 
g : IR --- -t IR+ vérifient : --- 

1) ]B > O ]no 5 ]N tels que : --- 



2) il existe une mesure positive 
2 

sur (IR , BB2) telle que : Mo - 

(4.16) M(A x A) 5 Mo(A x A), pour tout événement A de l'algèbre 

engendrée par les intervalles de IR , 

-n 
alors lim P - P.S. g(an) . p({u : O < lu1 < a 1) = O . 

n++m 

Pkeuve : 11 suffit de démontrer que : 

- j-1 
V j c N  , s i y  = { u : a  s I u I  < a } , nous avons : 

j 

(d'après (5.13)) 

< + a  (d'après ( 5 . 1 4 ) )  . a 



' j , S ,  - VITESSE DE CGKVERGENCE p - P .  s *  VERS G DE LA MOYENNE 

D'UN PROCESSUS HARMONISABLE, -  
r. 

v De (v.3) e t  (17.4) ext-rayons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

V .  5.7. - - Théaaème. - -- So ien t  un processus  harmonisable mesurable 

X = {Xt : t E IR} de - bimesure s p e c t r a l e  M e t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e  

+ + 
g  : IR ---t IR q u i  v é r i f i e n t  l e s  4 c o n d i t i o n s  su ivan te s  : 

11) (5.1) J P  E 24 , P > 1 , ]A E ] l , p [  e t  lq0 e R t e l s  que : 

I I I )  ( i l  (5.13) 3 B c 0 ,  + m[ e t  3 q l  E IN t e l s  que : 

i - l i m  g ( t )  = + rn e t  -- 
t++w 

-- s u r  (IR, BIR) qui  domine M , IV) i l  e x i s t e  une mesure p o s i t i v e  f i n i e  m - 
t e l  que : 

Alors  , 



V. 5 .2 .  - Théokkme. - So ien t  un processus  harmonisable mesurable - 

X = { x t  : t E IR) de bimesure s p e c t r a l e  M e t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e  

+ + 
g : IR -+ IR qu i  v é r i f i e n t  l e s  3 c o n d i t i o n s  . su ivan te s  : 

I I I )  il e x i s t e  une mesure p o s i t i v e  f i n i e  s u r  dominant 
-.-- 

e t  t e l l e  que : 

(5.12) 
1 1 

(Log Log(--). g(-))2 m(du) < + m 

- 1 
{ u : ~ < l u l <  e 1 lu1 IuI 

A lo r s  : l i m  P - P.S .  g ( t )  . ot(X) = O . 
t+* 

V. 5.3. - Remcvryued : - 

1) Sous l e s  hypothèses  de l ' u n  ou l ' a u t r e  des  2  théorèmes p récéden t s ,  

l e  p rocessus  harmonisable mesurable X v é r i f i e  l a  L.F.G.N.. 

2) Sans l a  c o n d i t i o n  (5.15) ,  e t  p dés ignant  l a  mesure s t o c h a s t i q u e  

s p e c t r a l e  de X , on o b t i e n t  seulement : 

l i m  P - P . S .  (ot(X) - p({O})) . g ( t )  = O . 
t++w 



A N N E X E  1 .  
--------------- 

Pkeuvu deb ~ ~ m m e b  (1.5.12.) .- 

Pkeuve du Lemme 1 .- 
a )  E tan t  donnés une s u i t e  r é e l l e  

(tn)nz i 
e t  un nombre e n t i e r  N 

2 1 
non n u l ,  l ' é g a l i t é  de Pa r seva l  dans L~([-T~,T], 8~ 1 ,  - A) nous donne : 

donc pa r  changement de  v a r i a b l e  e t  en u t i l i s a n t  l a  p a r i t é  de l a  fonc t ion  i n t é g r é e ,  

nous obtenons : 

mais 

donc 

nous en  déduisons que : 

e t  d'aprDs ( 1 )  

en conclus ion  



2 2 
b) ConsA:uct*on de A : lf (B ) -4 1 ( R  ) . Etant  donnée une s u i t e  

(tn)nS 1 
élément du sous-espace x:(R) de e 2 ( ~ )  des  s u i t e s  r é e l l e s  à 

support f i n i  , il e x i s t e  un e n t i e r  N t e l  que : 

Pour N f i x é ,  l ' i n é g a l i t é  de Schwarz nous donne : 

* N 2 N 2 N 2 1 2  N 
v m E s ,  I L  a m n o n i  -. r I I  r t t n t  -. 1-1 . l t n l  2 

n= 1 n= 1 n= 1 n=l m-n n= 1 

N 2 1 N 
donc 2 

I L  a m n e  . N 1  ItnI , S i  m + + m ;  
n= 1 m n= 1 

N 
par  conséquent l a  s u i t e  de composante générale 1 a, tn N f i x 6  , e s t  

,, n= 1 
un élément de l ' espace  l L ( ~ )  , e t  nous pouvons d é f i n i r  une app l i ca t ion  

2 l i n é a i r e  A de 1: dans l par : 

avec pour = (sm)m31 e t  m a l  , s = 1 a m n .  t n .  m 
n>, 1 

C) Sflmiet<Lie : Etant données t e t  s de L:(R) , e l l e s  sont à support 

f i n i  e t  donc : 

mais y m , n 2 1 ,  a = a  
mn nm ' 

d'où 



d) ConüMLU;té de. A & pLongement. 

2 
En notant + : Lf(IR) -r IR , l'application définie par : 

nous obtenons aisément : 

1 
(At,s) = , <+ (t+s) - + (t-s)) , 2 

t , s E Lf(R) , 

d'où, d'après la partie a) : 

71 2 2 l s ( 1  lt+sll + 1 t - s  1 ) , 

par conséquent : 

2 
De plus l:(R ) est dense dans 12(R ) : tout élément de 1 (R ) 

1-  est limite d'une suite d'éléments de l:(IR) ; nous en dédiisons : 

2 2 
A ,  s t . s pour t ~ l , ( ~ )  et s e l  (RI 

et 
2 

ll~(t>ll 5 $ Iltll pour t E lf (R) . 

2 
Ainsi l'application linéaire A : l:(IR) -* l (IR) est continue 

I 2 
sur le sous-espace dense lf(IR) de l2(IR) , elle admet un unique prolongement 

i 2 2 
continu que nous noterons A : l (IR) --+ l (37) . 

1 Par continuité, nous obtenons aisément que l'application 

2 I A : 12(IR) - l (IR ) est linéaire continue symétrique et de norme 1 I A I  1 5 5 . 



71 
A partir de 1 'opérateur symétrique A de norme 1 1 A I  1 d 7 d6f inissons 

'l 

l'opérateur B - de LL(lR) - par : 

71 
sin - (m-n) 

% n a 1  , - - 2 
m f n ,  bm 

m-n 

et pour 

a) Puisque les opérateurs A  et 1 sont symétriques, il en est de 

même de leur combinaison linéaire B 

2 
b) Pour tout élément s de 1 (R ) nous avons : 

donc 

Considérons la suite (Un)ni I définie par 

cette suite 
2 

(Un) n2 I est un élément de 1 (X) (séries de Bertrand) et nous 

pouvons poser : 



Pheuv~, du lemme 3 .  - 

2 
a) La suite appartient à 1 (W) , donc les suites (En.un)n2 1 

- et ("n'"n)n31 sont aussi des éléments de e2(lR) . 

2 - Définissons des suites de L (IR) qui convergent vers (E OU ) f n n n>,l 

et 
2 

(nn .un) na 1 
dans L (W). Posons pour N 2 1 : 

U = E . U  et V - qn.un , pour 1 < n 5 N , - 
N,n n n N,n 

U = O  et V = O , pour N < n , 
N,n N,n 

Ainsi U --t et 
2 

N Nt+- (En*Un)n)l N - N->CÇ - (\n.un)nzl dans 1 (IR ) 

N 
b) Par continuité lim (VN, B U )  existe,donc lim 1 c . r 

n mn m N++m N++m m , n= 1 'n 

existe . 

c)L'inégalitéde Schwarz nous permet d'écrire , pour N 5 1 : 

- N 
par conséquent YN .N 1 , 1 1 cmn . E . nnl i a 

m m, n= 1 



B é t a n t  un opéra teur  p o s i t i f  : 

I 
l 
1 
I d)  Nous avons : 

m - n = 2k+l e t  k ~ : Z l ) t  => Icmnl = - 
1 
l . u  

n 
m-n m '  

De p l u s  

d'ou a p r è s  ré indexat ion  : 

Comme u 
2k+ 1 > u 2k+l+n  POU^ k  O e t  n  3 1 , nous pouvons 

é c r i r e  : 

Cet t e  r e l a t i o n  nous donne l a  minorat ion : 



A N N E X E  2. 
--------------- 

On vérifie aisément que lorsque l'application 4 : IR2 K est à 

2 
variations bornées sur IR2 , elle l'est sur tout rectangle 1 x J  de R et 

~ O 4< bar($, I x J) ,< min (var($, 1 x IR) , var($, J I )  

~ max {var($), I x IR) , var($, IR J ) )  

où 1 et J  sont deux intervalles de IR . 

Notons F l'ensemble des familles finies strictement croissantes 

de nombres réels, et I l'ensemble des intervalles de IR. 

Ptreuve de ( 7 ) : soit E > 0 . L'application étant à variations 

bornées dans R~ , il existe Et . 1 s j $ p+l} et 
{ sk 

: 1 ,< k S q + l }  
j ' 

de F telles que : 

Soit {t' : 1 5  j + 1} de F telleque: tplil 
j 

d tl ; 

posons pour j i p+l , 

= t  ; t;+p<+i j 

la famille obtenue (t! : 1 < j < p + p'+2) appartient à F , et pour toute 
J 

s !  : 1 j ' 1  de F contenant {s : 1 6 j $ q+l) , nous obtenons : 
J j 



nous en  déduisons que : 

Ains i  b ' 1 , J d  , I C I - - ,  t J  = > O s v a r ( $ ,  I x  J) $ v a r ( $ ,  I x  R ) Ç E  . 
Par conséquent : 

l i m  sup (var($,  1- CO, t] JI) = 0 
t+-m JE 1 

De même i i m  sup (var($,  1 X I -  S I ) )  = 0 . 
s-t-m 1e1 

Pkeuve de ( 2 )  : Soient  1 , 1' e t  J de 1 t e l s  que : 

1 n 1' = @ , 1 U 1' E 1 e t  1 précède 1' . 
Lorsque {tj : 1 4  j < p+q+2} e t  CS, . 1 i k < r + l )  de F sont  

t e l l e s  que : b'j, t . c I U I 1  , b'k , sk t J , 
J 

l ' i n é g a l i t é  su ivante  e s t  v é r i f i é e  : 



Puisque le membre de droite est toujours majoré par var($, (1 U 1') x J) 

nous en déduisons que 

var($, 1 x J) + var(4, 1' x 1) < var($, (1 U 1') x JI . 

De même var($, J x 1) +var($, J x 1') ,<var($, J x  (1 UIr>> . 

P ~ C U V E  de (3) : Pour obtenir les égalités, il faut posséder des 

informations supplémentaires sur le comportement de l'application $ au voisinage 

de la borne commune aux intervalles 1 et 1' . 
Supposons que l'application 3 soit continue à droite par rapport 

à chacune des variables, et que l'intervalle 1 , précédant 1' , soit fermé 

à droite de borne supérieure b. 

Soit E > O  , il existe {t . 1 $ j $ n+l} et {sk: 1 < k <  r+l)  
j 

de 1 ,  incluses respectivement dans 1 U 1' de 7 , et telles que : 

ainsi b'j $p+1 , t F I  et b'j >p+l , t. E II . 
j J 

L'application $ : IR2 --+ K , étant continue à droite par rapport 

à chacune des variables, il existe t' de ]b , t [ (ou de]b, + mr 
p+2 

lorsque t 
p+2 

n'est pas défini) tel que : 



Posons pour j i p+l , t! = t t '  = t '  
J j 9 

p+2 

e t p o u r  j > p + 2  , t! = t 
J j - 1  ' 

Les r e l a t i o n s  précédentes ent ra înent  l e s  i n é g a l i t é s  : 

Grâce au choix de l a  f ami l l e  (t 1 i j 6 n + l )  nous en déduisons 
j 

que 

Par conséquent, en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  ( 2 )  du lemme, nous concluons : 

de même var($, J x ( 1  u I V ) )  = var($, J x 1)  + var($, J x 1 ' )  8 



A N N E X E  3 .  
-- ----- -------- 

Afin d'établir le théorème (11.2.171, dans un premier temps, prouvons : - 
Lemme.- Considérons un espace topologique T séparable localement 

--------A---- - - 
compact et dénombrable à l'infini, un Il(-espace de Hilbert H , et une mesure de 

Radon v : KM(T) ---+ K . ---- 

Toute application f : (IR, BIR) -4 (M, 8 ) borélienne bornée - IK - 

est v-intégrable. --- - -- 

Pheuve : 

1) H étant un espace de Hilbert, la mesure de Radon v : KK(~) + H 

est prolongeable, c'est-à-dire que toute application borélienne bornée à support 

compact est v-intégrable [25 , lemme 2.4.3 .] . 

1 2) Comme cette mesure de Radon v est bornée, il existe une 

1 constante c telle que : 

1 -  

ainsi, grâce à la dé£ inition de la semi-variation V'  de v [ 32 , déf . 1.1. ; 

25 , déf. 2.2.2.1 nous obtenons : 

3) T étant un espace dénombrable à l'infini, il existe une suite 

croissante 
(fn)nc~ 

d'éléments positifs de K,(T) , tendant simplement 

vers la fonction constante 1 [ 28,  lemme dVuryshon 2.121 ; d'après 2) tous 
a 

les éléments de cette suite vérifient : 



H étant un espace de Hilbert, la généralisation du lemme de Fatou 

[32, cor. 5.75 de E. THOMAS, nous donne 1' inégalité suivante : 

~'(1) lim inf v'(f ) s c 
n n++w 

et donc 

4 )  La semi-variation v étant croissante et positivement homogène 

[32, prop. 1.3.1, d'après les relations précédentes, toute application bornée 

f :  T-+TK vérifie : 

+ 
Mais toute application borélienne bornée positive f : T -4 IR 

est la limite simple d'une suite croissante d'applications boréliennes, bornées, 

positives et à support compact, ainsi, grâce au lemme de Fatou b2, cor. 5.71, 

1 
f est un élément de LX(p). 

Lorsque f est une application borélienne bornée quelconque, en 

considérant ses parties réelle positive, réelle négative, imaginaire positive 

et imaginaire négative, nous obtenons aisément que f est un élément de l'espace 

1 
vectoriel L E ( u ) .  I 

D'où la meuve du XhQukGme : 

- condit ion nécessaire : Soit x un processus harmonisable à mesure ------------------- 
spectrale , c'est-à-dire, dont la bimesure spectrale M est prolongeable en une 

2 
mesure complexe sur (IR , E 2) que nous noterons encore M. 

IR 

1 
D'aprGs [ 9, 1. 6.181, l'espace L (M) des fonctions boréliennes 

2 
M-intégrables, f : (IR , B12) -+ (a, , contient l'espace des fonctions 

boréliennes bornées, et l'application B définie par : 



5 2 
est une mesure de Radon bornée sur IR2 dont le prolongement à l'espace Cb(lR ) 

2 
des applications continues bornées, f : IR --t , vérifient : 

Comme M est une mesure spectrale, pour toute fonction étagée 

g : (IR, BR) - (a, Bc) nous avons (dé£. 1.2.3.) : 

u 

Tout élément de Cb(IR) étant la limite simple d'une suite bornée de 

fonctions étagées, le théorème de convergence dominée Cpar ex. 28 , th. 1. 3.4.1 , 

appliqué successivement aux mesures positives obtenue par les décompositions de 

Jordan des parties réelle et imaginaire de M , nous donne : 

d'où O i ~ ( f  O f )  . 

De plus, 

' ! ei(t"-sv) ~ ( d ~ ,  dv) = B (e it. .-is.) 
vt , s c IR , K(t,s) = IJ 

Ainsi le processus X est (£)-harmonisable à mesure spectrale B 

L25 , dé£. 3.1.4. 



- Condition suJ f i san te  : Supposons que  l e  p r o c e s s u s  x s o i t  ------------ ------ 
( f ) -ha rmonisab le  à mesure  s p e c t r a l e .  

1 )  Sa b imesure  f o n c t i o n n e l l e  B e s t ,  donc,  p r o l o n g e a b l e  en  une 

mesure de  Radon b o r n é e  B : K ~ ( I R ~ )  -+ , e t  t o u t e  f o n c t i o n  b o r é l i e n n e  bornée  

2  
f : (IR , Q2) ---+ (a, B a )  

e s t  B - i n t é g r a b l e  [9 , § 13 .9 .1g  . De p l u s ,  il 

2  e x i s t e  une unique mesure  complexe M s u r  (IR , 8*2) [28 , t h .  de  r e p r é s e n -  

2  
t a t i o n  de  Rues 6.191 v é r i f i a n t  : (C (IR ) d é s i g n a n t  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  

O 

complexes c o n t i n u e s  s u r  IR2 t e n d a n t  v e r s  O à 1' i n £  i n i )  

Montrons q u e  pour t o u t e  f o n c t i o n  b o r é l i e n n e  bornée  

f  : (IRL, 2 )  - (G 3 BEI nous a v o n s  : 

En e f f e t ,  posons  1232, chap.  4 .  compl. B .  p. 1323 : 

9 dB = B ( x A )  . 

2 
Comme , VA 'A BE2 , m(A) E B , m e s t  une mesure complexe s u r  (IR , Bg2) . 

Lorsque f  e s t  une f o n c t i o n  b o r é l i e n n e  bornée  p o s i t i v e ,  il e x i s t e  

une s u i t e  bornée  de f o n c t i o n s  é t a g é e s  p o s i t i v e s  q u i  t e n d  simplement v e r s  f .  

A i n s i ,  d ' a p r è s  l e s  théorèmes de  convergence dominée (128 , t h .  1.34: e t  

1232, t h .  4 . 7 ] ) ,  

Nous ob tenons  donc a i sément  que pour t o u t e  f o n c t i o n  b o r é l i e n n e  bornée  

2  
f  : (IR , %2) --* (c, B c )  : 



nous en déduisons que : 

et, d'après l'unicité de M , m = M . 
.. 

Ainsi, d'après les relations obtenues entre B , m et M , nous 

voyons que, pour toute fonction borélienne bornée f , 

2) En notant v le mesure de Radon spectrale de X, qui est une mesure 

de Radon bornée v : K a ( = )  -> H , toute fonctioo borélienne bornée 

f : (IR, BE) -t (C 9 G e )  est v-intégrable d'après le lemme précédent. 

Puisque k5, th. 2.4.111 : 

pour toutes fonctions boréliennes bornées f et g : IR 4 (C nous obtenons : 

l 

1 

3) Par conséquent, la restriction à BIR x BB de la mesure complexe 

2 
M sur (SR , E 2) est une bimesure spectrale (dé£. 1.2.3.) , et II est une m 
mesure spectrale. 

* 

D'après H. NIEMI p5, th. 3 . 2 . 6 . 1 ,  le noyau K de X est de la 
4 

forme : 



d'où 

it. .-is.) bt, s e n . ,  ~ ( t , s )  = B(e 

Par conséquent X : IR -+ H est un processus harmonisable à mesure 

spectrale (th. 1.3.2.). . 
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