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- 
Le but de ce travail consiste à étudier l'équation af = F en 

dimension infinie. 

- 
L'exactitude des formes a fermées sur un espace normé se vérifie 

facilement lorsq~c F est de classe C I  à support borné. Pour de telles 

formes, P. BERNER [2] montre que w » k (w), où w est de type (o,~) à 
q 

1 
support borné est de classe C avec 

- 
est un opérateur d'homotcpie pour I s  différentiation extérieure a. 

Dans le cadre du Séminaire d'Analyse Complexe de l'université de 

Nancy que dirigeait G. COEU&, j'ai généralisé ce résultat dans des espaces 

- 
normés en établissant l'existence d'une solution à l'équation a sur un 

ouvert convexe à frontière régulière quand le second membre est de classe 

C I  et à décroissance assez rapide au bord de l'ouvert [35] et [36]. 

La méthode utilisée consiste, si w est de type (0,q) et de 

1 classe C sur un ouvert convexe à frontière régulière par morceaux, à se 

ramener par approximation à des formes w à support borné, puis à utiliser 
E 

l'opérateur d'homotopie ; on obtient alors w = k (awE) + a(k (O 1). 
E q+l  q E 

Ensuite, un lemme assez technique permet de passer à la limite sous certaines 

conditions de décroissance au bord dans le cas d'iin ouvert borné ; sur un 



ouver t  non borné, il f a u t  r a j o u t e r  des  cond i t i ons  d'uniforme i n t é g r a b i l i t é  

à l ' i n f i n i .  On notera  que l e  r é s u l t a t  e s t  géné ra l  e t  s ' app l ique  à des espaces 

normés avec une condi t ion  de r é g u l a r i t é  sur  l a  norme e t  que l e  secgnd membre 

- 
de l ' é q u a t i o n  2 e s t  de type (0 ,q ) ,  q  > 1 .  

L 'é tude s u r  un ouvert  pseudo-convexe fi d'un espace de H i l b e r t  

s épa rab le  avec un second membre de type  ( 0 , l )  e t  cm a  é t é  é tud iée  par  

P.  RABOIN C331 - e t  [234] dans l e  cad re  du séminaire  évoqué p lushaut .  

A l ' a i d e  de l a  t h é o r i e  de l a  mesure, il r é u s s i t  2 é c r i r e  dans cn, l e s  
.. 

i n é g a l i t é s  a  p r i o r i  de  HORMANDER sans  u t i l i s e r  l a  dimension. T dés ignant  un 

automorphisme auto-adjoint  de (En e t  vT é t a n t  l ' image de l a  mesure de Gauss 

- 
pa r  T ,  l a  so lu t ion  dlHORMANDER de l ' é q u a t i o n  8f = F s u r  R v é r i f i e  : 

n2 e s t  une p lus  grande v a l e u r  propre de T2 e t  4 une fonc t ion  

de Cauchy s' é c r i t  a l o r s  

B e s t  l a  boule de rayon E cen t r ée  à l ' o r i g i n e .  
E 

Ensu i t e ,  il s e  p l ace  s u r  un ouvert pseudo-convexe d'un espace de 

H i l b e r t  séparable  H. S i  T e s t  un opéra teur  de Hilbert-Schmidt au to-adjo in t  

e t  i n j e c t i f  a l o r s  uT e s t  une mesure de Radon s u r  H,  comme conséquence du 

théorème de Minlos. En supposant F de c l a s s e  C '  e t  borné su r  l e s  bornés  

de C à une d i s t ance  p o s i t i v e  de l a  f r o n t i è r e  de , l a  r e l a t i o n  ( 1 )  permet 



(iii) 

- 2 
d'exhiber une solution de l'équation af = F sur T (H) II $2 qui est C 1 

3 sur T (H)n R pour la structure hilbertienne image de celle de 9 par 

3 T . Ultérieurement, un résultat de P. MAZET @8] permet de vérifier qu'en 

3 fait la solution de P. RABOIN est cm sur T (H) fl $2. 

Ce résultat généralise considérablement celui de C.J. HENRICH [lq 
qui devait utiliser une hypothèse de croissance polynômiale à l'infini pour 

F et se limitait, en outre, à l'étude sur H tout entier. Bien que cette 

méthode ne fournisse pas l'existence de solutions sur R tout entier elle 

permet d'en déduire des conséquences intéressantes dans les espaces VFN 

(Dual de urechet nucléaire) ; c'est ce que fait P. RABOIN mais avec des 

conditions restrictives. 

Par la suite, J.F. COLOMBEAU et B. PERROT [9] tirent les mêmes 

1 conséquences dans les DfN, sans hypothèses restrictives. Ils montrent 

que si E est un DFN et il un ouvert pseudo-convexe de E, pour toute 

- 
forme diffdrentielle F, cm sur G de type (0,l) et a fermée, il 

- 
existe une fonction cm sur tout R telle que af = F. Cela leur permet 

de résoudre le premier problème de Cousin sur un ouvert R pseudo-convexe 

d'un DFN et aussi de relever dans R les fonctions holomorphes définies 

sur l'intersection d'un hyperplan fermé et de R. Les techniques utilisées 

font appel à l'Analyse Fonctionnelle et à l'approximation. 

Il semble alors naturel de se demander si le défaut de régularité 

- 
de la solution du a sur un espace de Hilbert est due à la méthode ou est 

inhérent à la dimension infinie. 

La réponse est partiellement apportée par G. COEURÉ [8] pour un 

1 
second membre de classe C . Il construit un exemple d'une forme F de 



2 
type (0 , l )  et de classe C '  sur la boule unité de 1 telle que l'équation 

- 1 
af = F n'admette aucune solution C dans tout voisinage de l'origine. 

Pour exposer les résultats précités, nous psocèderons de la manière 

suivante : 

Dans le chapitre 1, on présente la notion de mesures cylindriques 

dans les espaces de dimension infinie afin d'introduire naturellement la 

mesure gaussienne dans un espace de Hilbert séparable. Ce chapitre permettra 

de comprendre quelles sont les difficultés intrinsèques liées à la dimension 

infinie et sera indispensable pour la compréhension du chapitre III. Pour le 

lecteur qui souhaiterait un exposé général sur l'intégration en dimension 

infinie, on renvoit à [II], [21] et [40]. 

Dans le chapitre II, sont exposés les résultats dans un espace 

normé (A.  R4PP [35] et [ 3 6 ] ) .  

Le chapitre III développe les résultats de P. RABOIN b3) et [343 ; 

quelques compléments y sont apportés ; par exemple, l'existence de solutions 

1 1 C , sur A ( R )  , pour un second membre C sur il où A est nucléaire injec- 

tif. Il cnmprend aussi le résultat de P. MAZET qui permet de démontrer que la 

solution de P. RABOIN est cm, on détaillera aussi le contre-exemple de 

- 
Le chapitre IV traite de la résolution du a dans un DFN ainsi 

que les applications de J.F. COLOllBEAU et B.  PERROT [ 9 ] .  



CHAPITRE 1 

Ce chapitre consiste à définir rapidement les mesures cylindriques 

l et à introduire naturellement la notion de mesure gaussienne dans un espace 

dlEilbert séparable. 

1 Il permettra de comprendre les difficultés intrinsèques liées à la 

dimension infinie et sera fondamental pour la compréhension du chapitre III. 

Pour le lecteur qui souhaiterait un exposé général sur le sujet 

nous renvoyons à 1403 . 

lntiroduotion. 
p.--- 

L'invariance par translation de la mesure de Lebesgue sur IRn 

joue un rôle fondamental dans l'usage de la théorie de l'intégration sur IRn : 

en dimension infinie, on est confrunté au problème suivant : 

Existe-t-il une mesure de bore1 dans un espace d'Hilbert H réel 

séparable de dimension infinie, invariante par translation et bornée sur 

les boréliens bornés. La réponse est négative. En effet, soit{e ) une 
n n a  

une base orthonurmée de H ; si Bn ~ s t  la boule de centre e et de n 

rayon 
2 ' et B la boule de rayon 2 centrée à l'origine, on a B n C  B ; 

n= 1 



o r ,  l e s  Bn é t a n t  d i s j o i n t e s  deux à deux, s i  une t e l l e  mesure p e x i s t a i t  

+ C a  

o n a u r a i t  p ( B ) >  I J ( B , ) = + ~ .  
n= 1 

Le même argument vau t  pour l a  non e x i s t e n c e  de p i n v a r i a n t e  pa r  

r o t a t i o n .  

Néanmoins l a  mesure gaussienne dans  IR^ peu t  s ' é t e n d r e  à des 

espaces  de dimension i n f i n i e  ; e l l e  s e r a  i n v a r i a n t e  p a r  r appor t  aux r o t a t i o n s  

d'un a u t r e  espace d ' H i l b e r t  q u i  s ' e n v o i e  in jec t ivement  dans R .  

S i  A e s t  un b o r é l i e n  de  IR^, s o i t  x  élément de IRn e t  dx 

n 
l a  mesure de Lebesgue dans  IR^, 1 1 l a  norme euc l id i enne  de IR . Pour 

+ 
t tz IR*, 

I x I 2 
on pose Pt(A) = -- exp(- --)dx. 

2 t  

C ' e s t  l a  mesure de Gauss Pt dans  IR^. 

Nous a l l o n s  l u i  donner un sens  s u r  un espace  de H i l b e r t  de 

dimension i n f i n i e .  

S o i t  E un espace v e c t o r i e l  r é e l  e t  E* un espace v e c t o r i e l  

d~ formes l i n é a i r e s  s u r  E q u i  s épa ren t  l e s  p o i n t s  de E .  Pa r  exemple, 

E un Banach r é e l  e t  E* = E' son dua l  topologique ; p lus  simplement H 

un espace d ' H i l b e r t  r é e l  s épa rab l e  e t  H* = H'  son dua l  topologique iso-  

morphe à H par x -+ (XI .). 

C ' e s t  ce  d e r n i e r  c a s  qu i  nous i n t é r e s s e r a  en vue des  mesures 

gauss iennes .  



Un ensemble cylindrique dans E est un ensemble c de la forme 

n >) A )  où A est un borélien de IR c = {x E E I  (<X,Y~>,<~,Y~> * * .  'x.Yn 

et iyj'lEjsn une famille de n éléments de E*. 
. . . . 

Si F* ert un sous-espace vectoriel de E* de dimension finie 

contenant y1,y2, ...,yn ; c sera dit posé sur F*. 

n 
Soit F un sous-espace de dimension finie de E*, la collection 

a, des ensembles cylindriques posés sur FX est une o-algèbre. 
F 

Soit R la collection des ensembles cylindriques sur EX ; 

c '  est-à-dire : l? = u d où F* décrit la famille des sous-espaces 
n* y 
I' 

Q 
vectoriels de dimension finie de E . R est une algèbre. 

V é ~ i n X o n  2 . -  Fonction cylhzdhique. 

Une fonction sur E sera dite cylindrique s'il existe des 

éléments y1,y2,...,yn de E* en nombre fini et une fonction borélienne 

Y sur  IR^, avec 

Si F* est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E* 

* 
contenant y1,y2, ...,yn, + sera dite posée sur F . 

DéainLtLon 3 .  - Meauae cyRuzdrUque. 

Une application p : R -+ [O, 11 est appelée mesure cylindrique 

si Io) p(E) = 1 

2O) r i ,  F* (notée ri ) est a-additive pour tout FX sous-espace 
F 

vectoriel de dimension finie de E*. 



On peut alors intégrer par rapport à toute fonction cylin- 

drique borélienne positive. Car étant donné yl ,y2,. . . ,yn dans E* , il 

existe une mesure U , borélienne et positive sur IRn telle que Y,'".'Y, 

pour toute fonction @ cylindrique, borélienne, positive, définie par 

+(XI = ~<<x,y~>,<x,y~> ,..., <x Y yn >), on ait : 

Le problème fondamental qui se pose est alors le suivant : 

soit une mesure cylindrique sur E ; existe-t-il un prolongement 

de u sur la a-algèbre &' engendrée par R qui soit o additif, 

c'est-à-dire en fasse une vraie mesure sur (E,&). 

On remarquera que si E est un Banach séparable et E* = E' , 

1 'algèbre est en fait la a-al gèhre de Borel sur E ([II] ) . 

L'absence de locale compacité dans les espaces de dimension infinie 

permet, en fait, l'existence de mesures cylindriques utiles qui n'ont pas 

d'extension a-additive. 

Nous allons nous intéresser à la mesure gaussienne qui fournira 

un exemple pour 'le problème précité. 

On se place dans la situation évoquée antérieurement E = H 

Hilbert réel séparable, et E* = H' H. 

ITn ensemble cylindrique c dans H est donc de la forme : 



où A e s t  un b o r é l i e n  de R~ e t  ( 1 ) dés igne  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  dans 

+ 
H e t  y l , y 2 ,  ..., sont  orthogoaux dans H. Pour t o u t  t E IR*, on d é f i n i t  Y n 

'1x1 
2 

P (c )  = 
t exp (- 1 n 1 2 ' j A  2~ 

)dx. Pt e s t  b i e n  d é f i n i e  en ne dépendant pas  
( 2 ~ t  S 

des  y .  e t  de A d é f i n i s s a n t  c ; c ' e s t  une mesure cy l ind r ique  s u r  H. 
1 

Montrons que Pt n ' e s t  pas  O-addi t ive.  

S o i t  (en) ,& une s u i t e  orthonormale dans H. On pose 

A n  = {x o ~ ] I ( x l e . ) l  r n ,  j = 1 2  k où (kn) e s t  une s u i t e  
J :  n  iiuN 

c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  n a t u r e l s  non n u l s .  

LI 

n= 1 
+n 

On o b t i e n t  pt(An) = 

I 
On peut  c h o i s i r  l a  s u i t e  k t e l l e  que P  (A ) 6 - ; on n  

+m 
t n  

1 ( 4  > n  
o b t i e n t  a l o r s  1 Pt(An) 6 3 donc Pt n ' e s t  pas O-addi t ive  c a r  Pt(H) = 1 

n= 1 

X 
2 

en e f f e t ,  H = {x E H / ( x l e l )  & I R )  donc Pt(H) = -  exp(- E)dx = 1 .  

On s i g n a l e  l e  théorème su ivan t  q u i  donne une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i -  

s a n t e  pour qu'une mesure cy l ind r ique  s e  prolonge en une mesure a -addi t ive  

s u r  l a  a-algèbre engendrée par  R c ' e s t - à -d i r e  provienne d'une v r a i e  

mesure s u r  (H,&). 

Tliéooème 1 &O] . - SoiX H un ~ p a c - e  de Hitbeht ireel sépmabRe 

cd p une m u m e  cyLLndnQue au4 H .  Une condiXion néceaaaihe et sua&i- 

hante pou4 que p ae p4olonge en une mesuke n m  H où & eA;t Ra 

a - d g è b h e  de Bo4eL au4 H en* que : E > O ,  - q p  > O t e l l e  que 



I est appelée fonction caractéristique de la mesure cylindrique 

fonction définie sur H et que ;(O) = 1 ; ~&~$$g$$~:g2;$$,;$>p4*.~y7; 
h 

et V I &  
est continue pour tout E sous-espace 

de dimension finie d 

a 

aiA Qa ue d'une rnuilie 

nge à o - a d c L X v e  est 
km yu" - 

Soit A r nuclbaire auto-ad joint déf ini-*bit if sur 
' "?,i6f\> # .  ii , ' - ,  5 

un esp&e de  ilb ber rable H et: a un élément de M. 
' / ! A \  . , ; , \ <  

On dit que dans F.(iA, &). ,t( est la mesure gaussien 
A b  e . : % , f  3 , 

a #r d'opérateur de corrélation A si et seulement si 

- ,  



En utilisant la relation 

et le théorème de Minlos-Sazonov, on justifie l'existence de u. 

Lorsque a = O, on dit que la mesure gaussienne est centrée. Il est clair 

que la mesure gaussienne centrée et d'opérateur de corrélation A est le 

prolongement sur (H,~) de l'image par l'opérateur de Hilbert Schmidt fi 

de la mesure cylindrique de Gauss . 
1 

Il est bon de noter que si p est la mesure gaussienne de moyenne 

a et d'opérateur de corrélation A alors : 

est égal à (A(zl) lz2). 

Enfin, si v est la mesure gaussienne d'opérateur de corrélation 

A et centrée on a G(x) = e -1/2(A(x) 1x1 

Si on pose v = T v c'est-à-dire la translatée de la mesure v 
a a 

i(alx1- 
suivant a E H \ {O) il est clair que ja(x) = e v(x), donc v a 

est la mesure gaussienne de moyenne a et d'opérateur de corrslation A. 

On trouvera dans [38, 401 un exposé complet sur les mesures gaussiennes 

linsi qu'une démonstration du résultat suivant qui sera souvent utilisé 

dans le chapitre III. 



d i  a c A1l2(~) e6.t ~ p c i t v ~ n t e  a v et eton a 

y =  p (x,a) = exp ~A-"~(X)) - 4 (A-'12(a) lA-112(a))]. 
du 

On notera pour la compréhension du théorème qu'il faut donner 

un sens à (1-112(a)l~-1/2(x)) en effet x n'est pas toujours dans A"~(H) ! 

-1 12 + w  (x~.,)(A-~/~(a)le~) 
On posera A 2 a  A (x)) = 1 

k- 1 % 
est un système orthonormal total de vecteurs propres de A 

* ~ 

s propres associées (AnIn& * la limite étant pr' 

t à la mesure p. On peut noter que cette lonc xist 



l a  d e r n i è r e  express ion  tend v e r s  zé ro  quand p  tend  v e r s  + w . En f a i t ,  on 

(x / ek)  (A-''~ (a )  1 ek)  
peut  v o i r  que y e s t  une mar t i nga l e  e t  que s a  l i m i t e  

h=  1 vx 
quand n  tend v e r s  + w e x i s t e  p presque p a r t o u t .  

Nous a l l o n s  maintenant  é t a b l i r  deux p r o p o s i t i o n s  fondamentales 

pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  du c h a p i t r e  III ; c e l a  n é c e s s i t e  que nous p r é c i s i o n s  

quelques n o t a t i o n s  e t  d é f i n i t i o n s  : 

H e s t  t ou jou r s  un espace de H i l b e r t  r é e l  s épa rab l e  e t  A un opé- 

r a t e u r  n u c l é a i r e  au to-ad jo in t  d é f i n i  p o s i t i f .  On n o t e r a  T  = e t  pT 

l a  mesure de Gauss c e n t r é e  d ' opé ra t eu r  de c o r r é l a t i o n  TL = A .  

R e s t  un ouver t  borné de H e t  E ,  - 1 )  un espace v e c t o r i e l  

normé. On n o t e  HT = T(H) muni du p rodu i t  s c a l a i r e  (xIYlT = (T-'(x) I T - ' ( ~ ) ) ~ .  

S o i t  f  : R -+ E une a p p l i c a t i o n .  On d i r a  que f  e s t  H d i f f é r e n t i a b l e  
T  

en a  E R s ' i l  e x i s t e  une app l i ca t i o i l  l i n é a i r e  cont inue  f '  ( a ) ,  de  HT 

dans E, t e l l e  que f  (a+h) = f  (a)  + f  ' (a)  (h) + 0 ( / / h  / 1 T)  quand h  tend 

v e r s  z é r o  dans HT. 

On r a p p e l l e  que f  : R + E  e s t  d i t e  ~ a t e a u x  d i f f é r e n t i a b l e  en 

a  E R s i  pour t o u t  h E H ,  l i m  f  (a+th)  - f  (a )  
t 

= f '  ( a )  (h)  e t  d é f i n i t  une 
ta 

a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  h + f l ( a ) ( h ) .  

S i  on remplace H pa r  HT , on d i r a  a l o r s  HT Gateaux d i f f é r e n t i a b l - e .  

Une f o n c t i o n  f  d é f i n i e  s u r  R e s t  de type  bornée s i  e l l e  e s t  bornée s u r  l e s  

bornés  de R s i t u é s  à une d i s t a n c e  p o s i t i v e  de l a  f r o n t i è r e  de R .  Une pro-  

p r i t é  e s t  l o c a l e  s u r  R s i  e l l e  a  l i e u  su r  c e s  mêmes bornés (par  exemple, 

on p a r l e r a  de l o c a l  uniforme c o n t i n u i t é ) .  



P f i i i p o ~ i t i o n  - I .- Pouti .tout g r L : ~ ~  (uT) et .tout bokné B d e  H 

la dooriction d é d i n i e  pah G ( z )  = g(x)exp(z IT-l (XI) .dvT(x) e6.t d e  c l u ~ h e  

1 C sur H. 

Pheuve : 

Etablissons pour commencer : 

ccla résulte par exemple du théorème 3). 

En effet, si y est dans T(H) et que l'on note ~i = ry+. 
TY 

on obtient que j exp(T-' (y) IT-' (x)) . d e )  = exp( 1 1 ~ - l  (y) 1 12) 
H 

2 

en poxilllt y = T(z) le résultat est obtenu. 

On va démontrer maintenant que G est gateaux différentiable et que 

cela résulte des inégalités. 

pour tout u de IR et pour tout A de R tel que \ A l  d 1 qui permettent 

d'appliquer le théorème de dérivation sous le signe somme. En écrivant : 



p u i s  en u t i l i s a n t  (1) e t  l ' i n é g a l i t é  de Cauchy-Schwarz, on o b t i e n t  : 

Ainsi  G ( z .  e s t  une forme l i n é a i r e  cont inue  su r  H.  

Il r e s t e  à v é r i f i e r  l a  c o n t i n u i t é  de z  -t G1(z)  ; on approche 

g pa r  une s u i t e  de fonc t ions  de type borné dans 2 
g n  L l o c  (UT) ' 

- 1 
On no te  G (2)  = gn(x)exp(z,T ( x ) )  .duT(x) ; n 

I on o b t i e n t  donc 

- 1 
(a  / T-I  (x: ) exp(z+a 1 T (x) ) - exp(z-a 1 T - 1 G'  (2) (a)--G'  (z) ( a )  = (g(x)-gn(x))  n  1, ( X ) )  .dvT(x) 

sh(alT- '  (x ) )  2 

on en dédu i t  donc 

a i n s i  G '  ( z )  converge v e r s  G '  ( z )  localement uniformément . n 

Il r e s t e  donc à é t a b l i r  l a  c o n t i n u i t é  de G1(z)  pour une f o n c t i o n  

G(z) = g(x)exp(z,T-'(x)).duT(x), où g e s t  de type borné.  



Considérons 

G ( z  ( a )  ( z  a = jBg(X) [exp(z 1 T-1 (X)-CX~(Z~T~ x ]  T ( 1  a) dvT(x) 

donc 

I~'(z)(a)-~'(z~)(a)l f 1 g(x)lexp(zl~-~(x))ll-exp(z~-~~-'(x))l(~-~(x)~a)~.d~~(x) 
E 

d'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a : 

2 1 G' (z) (a)-G' (zo) (a) 1 5 (j 1 g(x) 1 ( 1-exp(zo-z IT-' (x)) ~ ~ . d ~ ~ ( x ) )  112 

B 
X 

112 
(Iexp(2~ 1 Te' (x)) (T-' (x)) 1 al2 .dliT(x)) 

L'étude de la première intégrale est immédiate en utilisant (1). 

Pour la seconde, on se donne une base orthonormée (en)nm formée de 

de vecteurs propres pour T avec valeurs propres associées ('n)nsN ' 
soient (xk), (zk), (ak) les composantes de x, z et a sur cette base ; 

soit H le sous-espace de H engendré par (el,e2, ..., e ? ; on note n n 
n n n 

alors a , x et z les projections de a, x, z sur Hn et Pn la 

projection orthogonale sur Hn 

est égal à 

exp(2l lznl 1:) 
n -1 n -2 - n -- (ï' (a )lxn) exp - 1 2 {(Tn Lx -2Tn(zn)] /X;-~T,(Z~))~ ldxn 

R~ Hn 
n 

(2n)n'2A, h2.. . h n 



qui est égal à 

qui est inférieur ou égal à 

Par passage à la limite, on obtient : 

ce qui assure la continuité de z ++ G1(z). 

2 PhoponLiion 2 . -  Pow t o d  f danb Lloc(liT) Papp4.k~rn;tXvn z + =f, 

1 où (x) = f (x+z) , con,5i.déhée comme applic&vn de T (Hl d a m  LloC (UT) eh* 

unido~mémeni continue Z o d  botrné de T(H) ex pouh t o d e  boule B de H, 

on a : 

P&euve : 

L' inégalité s' obtient à partir du second résultat en appliquant 

l'in4galité de Cauchy-Schwarz et la relation (1) du début de la démonstration 

de la proposition précédente. 

Il existe une suite (f ) de fonctions continues à supports bornés n 

dans Hn 
L telle que fn O Pn converge vers f dans Lloc (fn O Pn sera 



n o t é  f dans l a  s u i t e ) .  n  

- f l l  1 
- 

O n a  I I z n  z - 1 fn(x)  - f (x )  1 pT(x,z) -dvT(x) 
L (B) JB+z 

.1 
Il en r é s u l t e  que 

( zfn)nciN 
converge ve r s  f  dans L (  e t  que z l oc  T  

IB f (x ) .dvT(x )  = l i m  (x) .duT (x )  = f  ( x ) P ~ ( x , z )  .dvT(x) .  
n*m 

En o u t r e ,  pour tous z  e t  z '  dans T(B) e t  t o u t  e n t i e r  n  p o s i t i f ,  on a  
1 
1 

en f i x a n t  n  assez grand e t  en u t i l i s a n t  l ' un i fo rme  c o n t i n u i t é  de f n  y 

on o b t i e n t  l ' un i forme c o n t i n u i t é  de z  k f su r  t o u t  borné de T ( H ) .  
Z 

îM&Ln&ion 7. - Mehum q u a i  &vahiunte. -- 

H e s t  un espace de H i l b e r t  r é e l ,  3 l a  a-alg&bre de Borel  s u r  H 

e t  p une mesure s u r  (H,Z) ; on d i t  que p e s t  quas i - i nva r i an t e .  

S i  M = { a  E H ~ T  p = p << p )  c o n t i e n t  un sous-espace v e c t o r i e l  
1-i a  a  

dense dans H.  



On remarque que si L est un tel sous-espace vectoriel et si a E L, 

alors va 'L p. 

On peut voir que cela signifie encore qu'il existe un sous-espace 

vectoriel L de H dense dans H tel que 

On notera que dans un espace de dimension finie les mesures quasi- 

invariantes sont les mesures équivalentes à la mesure de Lebesgue Ci3 , IV, § a .  
Il est clair que si p est la mesure de Gauss centrée et d'opé- 

rateur de corrélation A dans (H,&), est quasi-invariante car 

Thévkème 4 b, 2 4  . - ----- 

SOLI ( H ,  %) , H P ~ R  un ebpace de. iiiXbeht héel  népmubte eX & 

l a  0-algèbtre de 60ke.l nuk H ; b o i t  a a H \ {O} * e l l e  que A c IR, 

A a E M . S o i h  LI = /Ra, pl l a  mebme wMge de pm l a  p o  jecXlon 
u 

'L ohthogonde pL huk L, et p l  l a  meaute h g e  pm l u  ptojection ohtho- 
% 

g o n a t e n m  ~ : ; & o h n  = p l  x e t e t l o n a  : 

'L +Co 

dl-il 
(x) = I(PL,(X))j P~(x,T~)~T OU ~(y) h g ~ l e  d (y), 

du -00 

dx débignant l u  mneduiie de Lebengue nuh L . 

D é ~ ~ ~ o n  8 . -  VéfiivGLtivn d'une mP-hUk& dunb une dhecLLon. 

Soit une mesure sur ( H , ~ )  et a e H \ (O}. On dira que LI 

est dérivable dans la direction a, si pour toute fonction .à valeur réelle 

b continue et bornée (I e CH) - 1 im (x+ha)-f -..- (x) du(x) existe. 
A 



C e t t e  l i m i t e  s e ra  n o t é  l ( f ) .  On dédu i t  du théorème de Banach- 

b  
S te inhaus  que l e s t  dans (cH, 1 1 1 1 )  donc il e x i s t e  une mesure a lgéb r ique  

à v a r i a t i o n  bornée v sur  (H, &) t e l l e  que f (x)dv(x) = l ( f )  pour t o u t  

b  
J H 

f  dans CH. 

On d i t  a l o r s  que v e s t  l a  dér ivée  de l~ dans l a  d i r e c t i o n  a  

e t  l ' o n  no te  v = d  l ~ .  a  

D é ~ i n i i i o n  b b h . -  Déttivée Logo&hmique d'une m u m e .  

Sous l e s  mêmes hypothèses que dans l a  d é f i n i t i o n  précédente,  on 

suppose y d é r i v a b l e  dans l a  d i r e c t i o n  a .  S i  dap e s t  absolument con t inu  
d- lJ 
d 

pa r  rappor t  à l ~ ,  l a  dé r ivée  - e s t  appelée dé r ivée  logari thmique de 
dlJ 

dans l a  d i r e c t i o n  a  e t  no tée  4 ( x , a ) .  
1-i 

On a  a l o r s  l e  théorème su ivan t  : 

Thduhème 5. -  Soi2 H un espace de f f i l b e h t  héel  sépanable eX l~ l a  -- 
mesuhe gaunsienne c e h é e  d' vpéha;teuh de comélcctivn A. 

Alom p o u h  t o u t  a  dann A"* (H) ( a  # O) l a  dékiuée logatithm*gue 

de l a  mume l~ dans La d h e c t i o n  a  e x h t e  eA ut donnée p a h  

l ( x , a )  = (A- ' I2(a)  ~ A - ' / ~ ( x ) )  où Le second membtie ut dédini  phuque paictouX 
1-i 

pu4 l e  ;théohhme 3 .  

PtLeuve : --- 

S o i t  un l a  mesure image de y pa r  l a  p r o j e c t i o n  Pn s u r  Hn. 

n  e s t  une mesure absolument cont inue  par  r appor t  à l a  mesure de Lebesgue 

dxn su r  Hn avec l a  d e n s i t é  



e t  l a  d é r i v é e  l o g a r i t h m i q u e  de un dans  l a  d i r e c t i o n  Pn(a )  e s t  donnée 

d  
p a r  Cn(Pnx,pna) = - dh P o g  kn(pnx - pria)] = t - - .  X a k  . 

A=O k = l  Ak 

On s a i t ,  d ' a p r è s  [ 4 a  , que l a  d é r i v é e  logar i thmique  d e  p d a n s  

l a  d i r e c t i o n  a e x i s t e  s i  e t  seulement  s i  l a  s u i t e  (en(= ,Pna) )nEN e s t  

uniforniément i n t é g r a b l e  p a r  r a p p o r t  à l a  mesure u .  O r ,  pour  t o u t  coup le  

d ' e n t i e r  ( p , q )  p  6 q, il e s t  immédiat que 

- J t 2  2  j t 2 e  s (-- d t )  Y 
& R k-p k  

c e  q u i  permet d e  c o n c l u r e .  

S o i t  K un e s p a c e  de H i l - b e r t  r é e l  e t  s é p a r a b l e ,  l a  mesure 

l g a u s s i e n n e  c e n t r é e  d ' o p é r a t e u r  de  c o r r é l a t i o n  A e t  f  une f o n c t i o n  con t in i i e  

s u r  H ,  d i f f é r e n t i a b l e  a u  s e n s  de Gareaux, e t  t e l l e  que pour  t o u t  a  de  H 

x  - f f ( x ) ( a )  s o i t  c o n t i n u e  e t  de t y p e  borné.  

A l o r s  pour  de c l a s s e  C '  à s u p p o r t  borné e t  a  r A ~ / ~ ( H ) .  

a # O ,  o n a :  



avec [6x4] (a )  = $ '  (x) ( a )  - b ( x , a ) $ ( x ) .  

1 f l (x ) .  (a )$(x) .du(x)  = j (£$ ) ' (XI .  (a ) .du(x)  - j f ( x ) $ ' ( x ) .  ( a ) . de (x )  
H H H 

1 
= 1 i i m  [(f$)(x+aa) - (f$)(xg .du(x) 

H a 4  

donc d ' ap rè s  l e  tl-iéorème de convergence dominé, l e  second membre e s t  é g a l  à 

i H  
(f $) (x ) l i l ( x , a )  .du(x! c e  q u i  prouve l e  théorème. 

Nous a l l o n s  maintenant é t a b l i r  une formule du type Ostrogradsky.  

7nkQg.taLe de iatdace. --- 

H e s t  un espace de H i l b e r t  r é e l  s épa rab l e  e t  & l a  o-algèbre 

de Borel  s u r  H. S o i t  une mesure su r  H e t  S une hypersur face  

de c l a s s e  C '  dans H. 

On d é f i n i t  s i  e l l e  e x i s t e  pa r  : 

ou S E  désigne {x E ~ l d ( x , S )  < , E > O ,  s i  l a  l i m i t e  à d r o i t e  

quand 6 -% O e r i s t e .  



Théoxème 6 140, chap. V, 5 271 - . - So i t  H un ehpace de H 2 b &  

néel aépmabLe et p La muutre g a ~ a i e n n e  cevl;trtée d '  opéxateun de cotu~éLaAion 

u en* un vecteun unUcLMe de A"~(H), 

OX 
d6aignant l e  vecteun nonmal unLtaLte ex;té&ieuna S en x et an n : 

avec poux L l e  nupplémentuhe ahthogond de /Ru, PL l a  pho jecfion ortthugo- 
- 1 

IIK& hua L ,  pl, La muute  image de u p a ~  pL et y + tu = pL (y) f i  si, 

Remutque : 11 résulte d'un calcul fait dans la démonstration du 

théorème 7, l'expression suivante de ces intégrales de surface : 



Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème suivant qui 

sera utile pour établir les résultats du chapitre III. 

Théotrème 7 . -  S o i t  $ une buncaXon localement uni~otunément covu5nue 

et de Xqpe bohné. 

m ent H~ dëhivuble au dena de Gateauv et powr L o d  z de H 

et h de H~ o n a :  

Ptreuve : 

On considère u un vecteur unitaire dans H* et soit H~ = L, $ RU 

somme directe orthogonale et P l  la projection orthogonale sur . 1 

Soit 0 l'isomorphisme de HR sur R x L1 défini par 8 (tu+y) = (t,y). 

Soit p la projection orthogonale de vT sur L I  alors on sait, 
1 

% 
d'après le théorème 4, que pour tout u de HT la mesure vT image de v~ 

% 
par 0 est équivalente à la mesure 11 = dt x avec 

1 

Calculons pT(tu+y;~u)d~ , 



h l . ?  



El  (y)u, t2(y)u]  l e  segment découpé p a r  l a  bou le  B(z,R) s u r  y+tu  ; 

on pose @(z+hu) - @ ( z )  = A@(z,h) où h  E IR, 

on o b t i e n t  a l o r s  

O r ,  l a  fonc t ion  à i n t é g r e r  e s t  dé£ i n i e  s u r  (LI \ NI)  x 8 ou N I  e s t  

n é g l i g e a b l e  e t  e l l e  e s t  uniformément con t inue  en t quand y pa rcou r t  

B1(z,R) \ N I *  

On o b t i e n t  donc que 

+ o < l h l > .  

Cela  permet de conc lure  en u t i l i s a n t  l e  théorème 6 .  



L ' EQUATZON "a1' AVEC DECROTSSANCE AU BURD 

SUR C E R T A l N S  OUVERTS CONVEXES D ' U N  ESPACE DE B A N A C H .  

Soient  E un espace de Banach complexe e t  U un ouver t  de E ,  

On n o t e  n;(u) (k 3 O) l ' e space  des formes d i f f é r e n t i e l  l e s  de 

k 
degré n  s u r  1.J à va leu r s  dans $ e t  de c l a s s e  C . 

On n o t e  Qn(u) = (w E Q;(n(U)Iw e s t  à support  borné}. S i  o c .Q~(u)  
O k 

k 3 1 ,  on pose 

S o i t  o E n';(u), w s e r a  appelée  une forme de type (p ,q)  avec 

( P ' ~ ) ( U ) )  s i  'v' 5 E u e t  'V'(X~...X s E n p+q = n  (ce que l ' o n  no te  o E 52 n 

e t  b ' z  E U: : w(c) (ZX l . . . z ~ n )  = zP Sq w(<) (X l . . . ~ n ) .  

1 
S o i t  f  une fonc t ion  de c l a s s e  C de U dans C ,  on pose : 



(P 9 q)  (u) Op6mXeun a : Lorsque k  b 1 ,  c ' e s t  l ' a p p l i c a t i o n  de R 

P"+I (u) dé£ i n i e  par  : dans Rk-l 

R(P  y q, (u) , pour t o u t  sous-espace Lorsque w e s t  seulement dans 

v e c t o r i e l  H de dimension f i n i e  dans E, l a  r e s t r i c t i o n  de w à U fI H 
- - 

dé£ i n i  un courant  [22J , on posera aH(w) = a (w / Un au  sens des  courants .  

E t a n t  donné w dans R (P") (U) , on d i r a  que w admet globalement 
O 

- - 
( P > ~ + I ) ( U )  t e l  que a H ( d  = w I H ,  un a s ' i l  e x i s t e  w E R 0  pour t o u t  H 

sous-espace de dimension f i n i e .  On remarquera que s i  o  e R (p.q' 1 (u) , a l o r s  

- - 
w admet globalement un a q u i  co ïnc ide  avec l e  a h a b i t u e l .  

S o i t  X un vec t eu r  u n i t a i r e  de E. A t o u t e  forme d i f f é ren -  

t i e l l e  dans fi:) (u), on a s s o c i e  l a  forme w de fi - )  E d é f i n i e  pa r  : 
Xo 

Lorsque l ' a p p l i c a t i o n  t t-+ wX (5+t  Xo;X q - l )  e s t  i n t é g r a b l e  p a r  
O 

- 
r appor t  à l a  mesure du p lan  complexe d t  dt* , quel que s o i t  5  dans U t 

df A d t  
e t  xq-I dans Eq-l, on pose : k ( a )  (5) = 

q  t 

O 

Etan t  donnée une fonc t ion  V cont inue  su r  E ,  on n o t e  V l ' o u v e r t  
O 

d é f i n i  { < I V ( < )  < O). On d i r a  que l a  f r o n t i è r e  de V e s t  r é g u l i è r e  pa r  

morceaux s i  V e s t  l ' enve loppe  supé r i eu re  d 'une  f a m i l l e  f i n i e  ("i) I i r n  

de f o n c t i o n s  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  t e l l e s  que chaque V i  s o i t  bornée 
O O 

s u r  V e t  non n u l l e  s u r  l a  f r o n t i è r e  de V .  



Soient B:, BE O 

V .  les ouverts définis respectivement par : 
i,~' 135 

Le proposition 1 établit un résultat de P. BERNER [2]. 

PkoposiLion I . - €&nt donné o dam 0Q , 
k (w) applvLtiennent ~enpect iuement  à Q~~'~)(E) et Q~~~~-')(E) et l ' o n  a : 
9 

Démonsfiation : 

Soit E un supplémentaire de la droite Xo. Un vecteur 5 de 1 

E se décompose sous la forme i = T X + c f  , (5' E El 1. Soit ( X I . .  .X ) = (xq) 
O 9 

dans E ~ .  Alors : 



Puisque w e s t  à support  borné ,  il e s t  c l a i r  que c e t t e  d e r n i è r e  

i n t é g r a l e  vau t  w(r;) (xq ) ,  ce  q u i  é t a b l i t  l a  formule. 

O 

Théoirème 7 .  - S u a  v un ouve~X convexe boirné à @~ontièire irégulièire - 

(09q) (V) ,tee que pm ailoirceaux de E .  Soi2  w dans a l  

(fi) 71 e x ~ ~ e  > O ,tel (au)  ( S ; X  q t l ) ,  tu,3. w ' ( i ; ~ q + l )  A O L ~  

boirné nuh IC I -  E < ~ ( r ; )  < 01 pom ,tout xq+' E E q + l ,  

ALom 
- (0,q-1) (VI 

(a) k (CO) admd yRobcLeement un a, iresp. k (w) E a l  
q  4  

( b )  âk (w) et kq+l  ( O )  nont dans no ( o ~ ~ ) ( ; )  et w = k (au) + â(kq(~)) .  
9  q+ 1 

DémonaXtaXio n : 

1 
S o i t  Y une fonc t ion  de c l a s s e  C s u r  R~ où N e s t  l e  nombre 

de f o n c t i o n s  i 
dont V e s t  l ' enve loppe  supé r i eu re ,  t e l l e  que Y(x) = 1 

s i  x E 1-,,-gN e t  Y (x) = O s i  l ' u n e  des v a r i a b l e s  x  e s t  dans l ' i n t e r -  i 

V +2E 
1 

V.+2& V +2E 
v a l l e  ] 1 ,+m[. La forme w d é f i n i e  par  Y (-- 

1 
> " ' ,  -- --- 

E E '"" )w 
€ 

a p p a r t i e n t  à Q(O'q)  ( i )  . Appliquons-lui l a  p ropos i t i on  1 ,  on o b t i e n t  : 
O 1 

Pour passer  à l a  l i m i t e  l o r sque  E tend ve r s  z é r o ,  nous u t i l i s e r o n s  

l e  lemme su ivan t  : 

O 

Lemme 7 .- Soie& v un ouveict de E à dto~dièire kégu&èire pm moirceaux --- 

ebX U M  0 ( E ) , lucdement  uni6otmémen,t pm irctpkht à r ; .  



Démonakha;tion : 
- 

S o i t  E~ = { t  E C I  t Xo + E a i i  f l  v } .  On i n t r o d u i t  l a  fonc t ion  
5 

m l  d é f i n i e  s u r  n R~ pa r  : mi(c,h,x,y) = Vi(<+(x+iy) Xo) + A .  

O i Soien t  c0 e V e t  to = x + i y. e E , posons a = 
O 5, + to Xo' 50 

a @ i  ami 
Alors  l ' u n e  des  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ,O,xo ,yo) # 0 OU - ( ~ o , o , ~ o , ~ o )  

ay ax 

est  non n u l l e .  

En e f f e t ,  s i  l ' u n e  e t  l ' a u t r e  é t a i e n t  n u l l e s ,  on a u r a i t  

V;(<,+t Xo).h Xo = O que l  que s o i t  l e  nombre complexe A .  Autrement d i t ,  

l a  d r o i t e  C Xo s e r a i t  dans K e r  V!(a) e t  l e  po in t  
< O  

s e r a i t  dans l 'hyper -  
1 

plan  a + Ker ~ ! ( a ) .  Montrons qu'en f a i t  c e t  hyperplan n e  peut couper  l ' i n -  
1 

t é r i e u r  de Vi ,  c e  q u i  é t a b l i r a  l a  c o n t r a d i c t i o n  : - -+ 

j ;) 
S o i t  ho t e l  que ~ i ( a )  .ho < O ; puisque . ' -1 . .. 

O 

V .  (a+a h ) = a Vi (a )  h + O ( a ) ,  l e  segment ]a,a+u h_] e s t  contenu dans V 
1 O 

O 

pour a > O a s s e z  p e t i t  e t  d i s j o i n t  de pour a > O assez  p e t i t .  

O 

S o i t  h l  t e l  que a + h E (a+Ker V l ( a ) )  V ,  a l o r s  l ' i n t e r v a l l e  
1 

O 
-f -+ O 

]a,a+hl] e s t  dans V i ,  l e  p l an  P dé£ i n i  pa r  ( a ,h l  ,ho)  coupe V .  s u i v a n t  
1 

un convexe ayant  a pour p o i n t  f r o n t i è r e ,  puisque a +a ho est  d i s j o i n t  
O -+ 

de Vi pour u < O a s s e z  p e t i t .  La tangente  d 'appui  T en a est s i t u é e  
O 

dans l e  2ème e t  4ème quadran ts .  Le bord de P n Vi v é r i f i e  localement  

avi 
V .  (a+ho x+h y)  = O ; puisque - 
1 1 ax (0)  = Vi(a)  ho < O ,  ce  bord est  s i t u é  

s u r  l e  graphe de y = ~ ( y )  s o l u t i o n  i m p l i c i t e  de l ' é q u a t i o n  Vi(a+ho x+h y)  = O 
1 

e t  un c a l c u l  immédiat montre que €l'(O) = O ,  c e  qu i  e s t  c o n t r a d i c t o i r e  avec 

l a  p o s i t i o n  de ?. On a donc prouvé : 



aQi 
Supposons, pour fixer les idées, que - a Y ne s'annule pas en 

I (~o,O,xo,yo) et appliquons le théorème des fonctions implicites. 11 existe 

un voisinage W de (?o,O,xo), un intervalle ]A' ,B1 [ contenant Y0 et 

une fonction 4 de classe C' définie sur W, à valeurs dans ]A' ,B1 & 
tels que y = @(<,A,x) soit solution implicite de l'équation Qi(?,X,x,y) = O 

avec (~o,O,xo,yo) comme conditions initiales. Puisque chaque V i  ne s'an- 

nule pas au bord, on choisit W de telle sorte que IV: O $ 1  soit borné 

1 inférieurement par un nombre a > O sur W. Il existe ainsi un voisinage 

V de iO, un intervalle ]A,B[ contenant x et unnombre a tel que, 
O 

pour tout e E ]0,a[ et 6 s V, on ait : 

Puisque I V ;  O $1 est minoré par a sous les conditions précédentes, 

1 1 est majoré par - sous les mêmes conditions et l'aire de l'ensemble 
A 

1 B -A 
x IA' ,B '  [ est majoré par - .E, pour E < a et < c V. 

l,? a 

I Un argument de compacité permet maintenant de construire un ouvert A contenant 

O E 
E~ et un nouveau voisinage V de 

O 
tel que l'aire de Vi, f i  A soit 

<O 

majoré par K . &  pour tout 5 dans V. De plus, pour E assez petit et 5 

assez voisiné de 
'O y 

les t pour lesquels + t.Xo appartient à $: n i ,  

appartiennent à A. 

On en déduit donc que l'aire de {tl <+t Xo E ;F n 81 est un O(€) 
1 

I localement uniformément par rapport à 5. On a clairement la même conclusion 

O E 
pour 1' ensemble {t / <+t Xo t 8'). Enfin la distance de 1' origine à 

O 

'i,< " r  

I est s.c.i. par rapport à 5 et décroissante par rapport à E ; elle est 

donc localement bornée inférieurement par un nombre strictement positif, 



indépendant de E ; on obtient ainsi la même conclusion en substituant 

la mesure dS A dt à celle de lebesgue. 
I tl 

Revenons à la démonstration du théorème : 

a) k (auE) converge localement uniformément vers k (au). 
q+ 1 4+ 1 

Grâce au lemme précédent, on a : 

localement uniformément. 

Pour obtenir k (amE) , il faut ajouter à l'intégrale précédente 
q+ 1 

le terme suivant : 

Or ce terme est majoré par : 

l'application du lemme et de l'hypothèse (i) montre que le terme complémentaire 

converge localement uniformément vers 0. 

- 
b)  Etude de ak (wE). 

q 

Il est clair que w converge localement uniformément vers w et 
E- 

- - 
que ak (wE) = wE - k (auE). 011 en déduit que ak (w ) converge localement 

9 9+ 1 q E 

uniformément vers T = w - k (am). 
9+ 1 



Ainsi pour tout sous-espace H, de dimension n dans E et tout 

+ E Q"-~(H w n i )  , + à support compact, on a : 

Puisque, lim <ak (wE)(> = <ITI~(>, on en déduit que : 
€+O 9 

O - 
a (k (w)) = IT dans U'(V n~). 

H q I H 

- 
Ainsi., k (w) admet globalement un a et &&! ak (wE) = a(k (O)). 

q q q 

On a donc finalement, en passant à la limite lorsque E tend vers 

zéro dans la relation o = kq+l (au ) + a(kq(wE)), le résultat cherché : 
E E 

Si on remplace l'hypothèse ii) par l'hypothèse ii', on démontre 

en utilisant le lemme, i) et ii') que (kq(wE))' converge localement 

uniformément par rapport à 5 quand E tend vers zéro vers 

dt A dt A 0 (wx )'(i+t xo).(.) 
ce qui prouve c ) .  

v O 
5 

- 
(~>q)(i) y a fermée, CutiuLLad~e 1. - S a d  w une Qvtlme de nl 

telle que 

i) x E E~ lim (sup 1 w(5) (x) 1 )  = 0 .  
&+O -E <v(s) O 

- 
Ai'c~nn k (w) ~xdi~c,t gPaba2'nienR (LE a ct. a(k (w)) = w. 

q q 



Remmque : 
1 

Si la norme de E est de classe C sur E\{o), on peut appliquer 

les résultats ci-dessus à toute boule ouverte B de E, ce qui permet en 

l - 

l particulier de voir que si a, a fermée, appartient à ~ 1 ~ ' ~ )  (B) et si 

1 1 w(<) 1 1 tend vers zéro quand d(i, aB)  tend vers zéro, alors k (o) admet 

- - q 

globalement un a et a (k (w)) = w. 
4 

Dans ce paragraphe, E est un espace de Banach complexe dont la 

1 
norme est une fonction de classe C sur E \ (0). 

O 

Th6otLême 2 .  - S o i t  V un ouve/~t  convexe de E, Ù ~ftont ièhe ftégu- 

eiêtie ph mvftceaux. Soht w dam fil (o,~) td que 

( i l  ~q E E', iim & U ~ L ~ ( < ; X ~ ) ~  ,-E <v(<) < O] = O. 
E+O 

(ii) re ex*n*e E > O feL pue (au) (i;xqtl), * M P .  w'(<;xqC1) b o a  6oftflé 

nuti c v(<) c 01 PVW tvu* x ~ + I  E ~q+'. 

O 

(iii) Pou& .tvuX io de V, U ex&& un vodinuiage w de co t e l  pue : 

suplwX (t x +i;xq-'1 1 et supl (àw, resp. (<+t xo;xq) 1 
O 

geW O <eW O 

t 
Eq-1 vu xq dann E ~ .  

ALoa 
- (0,q-1) (i). 

a) k (w) admet globulement un a ,  ftenp. k (o) r n, 
4 4 

(0,4)(i) et b )  (ak (w) e.,t k ((au) nvnt dann no 
q 4+ 1 

w = k (au) + a(kq(w))). 
4+ 1 



Soit Y une fonction décroissante de classe C '  sur R, nulle 

sur ]l,+m[ et identique à 1 sur l - m , - q .  - 

Soit an défini par a = Y( 1 /x l  12-2n) . Posons un = a .w. En n n n 
O 

appliquant le théorème 1 à l'intersection de V avec la boule centrée à 

l'origine de rayon &, on obtient : 

- 
Puisque aa converge localement uniformément vers 0, l'hypothèse 

n 

(iii) entraîne la même conclusion pour k (Zan A w) . De plus, on a : 
q+ 1 

Toujours d'après (iii), cette majoration converge localement uni- 

formément vers O, on peut donc affirmer que k (awn) converge localement 
q+ 1 

uniformément vers k (au) lorsque n tend vers 1' infini. 
q+ 1 

Il est clair que k (wn) converge localement uniformément vers . 
q 

k (w) ; la démonstration est analogue à celle qui a prouvé la convergence de 
q - 

( a  au) vers k (au). Puisque w converge localement uniformément k q + ~  n q+ 1 n 

- 
vers w, a(k (w ) )  converge localement uniformément vers IT = w - k (au), 

q n q+ 1 

lorsque n tend vers l'in£ ini. 

On en déduit donc, comme dans le 5 III, que k (w) admet globalement 
q 

- - 
un a etque lim a(k ( w ) )  =a(kq(w)). 

n++m q n 

La relation w = k (au) + a(k w) s'obtient par passage à limite 
q+ 1 q 

dans la relation (1) ci-dessus. 



- 
Lorsque les hypothèses (ii) et (iii) portent sur w' au lieu de aw, 1 

on constate par un raisonnement analogue que k (w ) '  converge localement 
q n 

uniformément vers P (wx ) ' (~+t x0) dt A dt , prouvant ainsi la régu- 
2 in t 1 

v~ O 
l 

larité de k (o). 
q 

- 
n(094) (i) , a - ~ e n m ~ e ,  Coao-eûihe 2 .  - So i t  w une ~ o m e  dana 

. te l le  que : 

(i) xq e Eq, lim(sup 1 w(5) (xq) 1 , < [ - E  <V(C) < O) = O. 
€+O 

O 

(ii) Peuh t o u t  so E V, il e x h t e  un voAisulage de , w t e l  

que  SU^ / wX (t xo+s;xq-') / ea.t uztégaabkk puk iiappoht à l a  rneawe d5 A dt 1 
5 € W  O 

9 

Itl l 
8 ,  

quel que * o i t  xq-' dann eq-'. 1 
- 

ALvm , k (w) admd gLvbdemeM;t un a eZ 5 (k (w) ) = w. 
q q 

Rematque : Le théorème 2 et le corollaire 2 s'appliquent à tout -- 
l'espace ; on peut, eii particulier, en déduire le résultat suivant : 

- 
(o'~)(E), w a-fermée, telle que F G U ~  tout w dans Q I  

A - 
1 lw(<)I 1 i alors k (w) admet globalement un a et a(k  (w)) = w. 

f+llsl12 y q q 



CHAPITRE 117 

L' EQUATION a£ = F DANS UN ESPACE DE fi7LBERT. 

N u i x L L o v ~ ? ~ .  

H dés igne  un espace de H i l b e r t  complexe s épa rab l e ,  HR est l ' e s p a c e  

de H i l b e r t  r é e l  sous- jacent  muni du p rodu i t  s c a l a i r e  ( x / y )  = R ~ ( X / ~ ) ~ .  
H~ 

T e s t  un opé ra t eu r  d 'Hilbert-Schmidt au to-ad jo in t  i n j e c t i f  s u r  H ; 

s o i t  (en)nd une base  orthonorméede v e c t e u r s  p rop re s  de T ayant  pour 
- +O3 - 

v a l e u r s  propres  r e s p e c t i v e s  ( 'n 'na e t  l ' o n  n o t e  1 I T I  1 '  = A' l a  norme 
n n= 1 

de Hilbert-Schmidt de T.  

On n o t e .  H l ' e s p a c e  T(H) muni de l a  s t r u c t u r e  h i l b e r t i e n n e  
T 

n 
n E IN*, H e s t  l e  sous-espace @ (C e t  Pn l a  p r o j e c t i o n  n 

j=1 e  j 
or thogonale  s u r  . Hn 

On dés igne  pa r  l a  mesure gaussienne c e n t r é  d ' opé ra t eu r  de cor-  

2 
r é l a t i o n  T s u r  IliR , T é t a n t  d é f i n i  s u r  HR p a r  T(en)  = hn.en e t  

T ( i . e  ) = Xn.i .e  . 
n n 

On a  vu au c h a p i t r e  1, que s i  z e s t  dans T(H) a l o r s  uT e t  

- 
P ~ , z  - Tz.UT son t  é q u i v a l e n t e s  e t  a l o r s  



l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  (T-l (z)  IT- '  (XI )  é t a n t  d é f i n i  pT presque p a r t o u t  s u r  
uR 

H ,  e t  de c a r r é  pT sommable. 

Il e s t  c l a i r  
2 

' ]Ho~(x , z )d i iT (x )  = e x p ( z l l  pour t o u t  z dans B 
H~ 

T  

En e f f e t  : 

e t  puisque J H 
pT(x,z)dpT(x) = 1 ,  l e  r é s u l t a t  e s t  prouvé. 

Une p r o p r i é t é  s e r a  d i t e  v é r i f i é e  localement dans un ouver t  borné 

de H s i  e l l e  a  l i e u  s u r  t o u t e  boule  de 0 s i t u é e  à une d i s t a n c e  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i v e  de l a  f r o n t i è r e  de f i ,  ( p a r  exemple, l a  l o c a l e  c o n t i n u i t é  uniforme).  

Une fonc t ion  se r a  d i t e  de type  borné su r  R s i  e l l e  e s t  borné s u r  

l e s  bornés  de R s i t u é  à une d i s t a n c e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  de l a  f r o n t i è r e  

S i  f  e s t  pT mesurable pour t o u t  z de H ,  x  * f  (x+z) e s t  

pT mesurable e t  s e r a  t ou jou r s  no t ée  f .  z  

BR dés ignera  l a  boule  c e n t r é e  en O e t  de rayon R. 

Enf in ,  on r a p p e l l e  que s i  fi e s t  un ouvert  de H e t  s i  Y e s t  

1 
de c l a s s e  C sur  fi ; on pose : 

- 1 
a r (x ) .  ( z )  = [Y' ( x ) .  ( z )  + i Y '  (x)  (iz)] 

1 
de même, on pose,  s i  Y e s t  dans C (R) e t  z dans HT 



Le résultat qui suit est dû à P. M O I N  p3] ; nous donnons avec 

plus de précisions les propriétés de différentiabilité. 

Th6ohème 7 . -  S o a  n un ouueht bahné dann H. On nuppabe que pow~ 

tou;t e d e t r  n p o n i d i d  f u;t: une ~onc t iun  coMJtinÛment dé/tivable, à détivée 
n 

de type boirné s w  l e  c y c h h e  pn1(n fî H,). 

On auppoae, en outhe, que 

a )  La niute  (fnInm convmge dcUblemevLt v m  L1(xpp&catian f 

L dans l t  eopace L~~~ (n) . 

b )  La oiute  (af ) 
n ~ E I N  

ent de Xype bohnée dann non ememble ct 

conumge bhplement nun n uenn une 6 o m c  F de cla6ne c l  sut a.  

où uT en.tLamenutie d e G a u s  ou4 H~ et B La booLCeddemyon E de H~ 
E 

centhée à L1uhigwie t e l l e  que B~ + z n o i Z  R une dhtance n;DUc;tement poniAive 

de &I ,Qmntiëke de n n H,. 

(Li) La donotion f X  en2 de Z!ipe boiiné et localement uni6o4mément 



( i )  Nous indiquons seulement l e s  grandes l i g n e s  de l a  démonstration 

e t  nous renvoyons à r333 - pour l e  d é t a i l  des c a l c u l s .  

On cons idère  l a  mesure de Gauss s u r  H e t  l a  boule  B de H 
6 

c e n t r é e  à l ' o r i g i n e  e t  t e l l e  que z+B sont  à une d i s t a n c e  s t r i c t emen t  posi- 
E 

t i v e  de l a  f r o n t i è r e  de fi n H. 

En u t i l i s a n t  l ' i n v a r i a n c e  d e  l a  mesure de Gauss pa r  (x I+ xe  i û )  

e t  en i n t é g r a n t  l a  formule i n t é g r a l e  de  Cauchy Stoke à une v a r i a b l e ,  on 

o b t i e n t  

On déduit  à p a r t i r  de l 'hypothèse  b)  e t  de l a  p ropos i t i on  2  du 

c h a p i t r e  1 que l a  s u i t e  
( f n ) n E ~  e s t  de type borné e t  converge simplement 

s u r  R ii T(H) v,ers une fonc t ion  f  * q u i  "Grif i e  

En u t i l i s a n t  c e t t e  express ion  e t  à nouveau l a  p ropos i t i on  2, on 

c o n s t a t e  que f X  e s t  de type  borné e t  localement uniformément cont inue  s u r  il fl . -c 
En r é é c r i v a n t  ( 1 )  s u r  R n HT pour l a  mesure de Gauss de 

H~ 

que l ' o n  n o t e  encore , on o b t i e n t  l a  r e l a t i o n  annoncée en ( i ) .  

( i i )  Etudions l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  de f X  su r  R n H 2 .  
T  

L a  seconde i n t é g r a l e  dans ( i )  d é f i n i t  c la i rement  une fonc t ion  de c l a s s e  C 
1 

s u r  R n H 2. 
T 

Nous a l l o n s  é t u d i e r  l a  première i n t é g r a l e  



On considère 

2 E 2 E 
G(z1,z2) défini sur (fi! n H 2) x ( H ~  "0 par 

T 

où QE désigne l'ouvert formé des points de Q situés à une distance supé- 

rieure à E du bord de Q. 

On a donc 

On applique la proposition 1 du chapitre 1, à la fonction : 

H admet une dérivée partielle par rapport à Z, qui est dans (H *) ' et 
T 

a H -- (z, ,z2) est continue sur (Q2& n $2) x (HT n ; on a, en fait 
a z 1 

' aH -- az 1 (al,z2)(h) = j :*(x)exp(~-l (2,) IT-I (XI) R(~-l (II) [T-l (x)) duT(X). 
B +z 

E 2 H~ H~ 

aH Seule la continuité (zl ,z2) i+ - 
a z (z1,z2) ne résulte pas de la proposition 1, 

1 
chapitre 1. 

On appelle alors F l'expression sous l'intégrale et x la fonction 

caractéristique de la boule. 



La première i n t é g r a l e  tend v e r s  zéro, d ' ap rè s  l e  théorème de 

convergence dominé e t  l a  seconde d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2 ,  c h a p i t r e  1. 

Maintenant en u t i l i s a n t  l e  théorème 7 c h a p i t r e  1 ,  on v o i t  que 

2  E 
z2 I-+ H(zl ,z2)  e s t  HT2 Gateaux d i f f é r e n t i a b l e  s u r  HT n R 

a H * e t  l ' o n  a  -- ( z l ,  z2)  (hl  = 1 f (x+z, 1 (ïiX 1 h) dvT (x) i 
a22 SE+z2-z H T 

donc, d ' a p r è s  l e  théorème de composi t ion des d i f f é r e n t i e l l e s ,  on o b t i e n t  que 

a H  a H 2  E (H(z , z ) ) '  = -- ( z , z )  + - ( z , z )  s u r  HT2 n R 
a z  1 a z2  

c e  q u i  permet de conc lure  à l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  de f* s u r  HT2 n R .  

a H 
Il s u f f i t  de montrer l a  c o n t i n u i t é  de z w - ( z , z ) ,  c e l l e  

a 2  

de l a  première  dé r ivée  p a r t i e l l e  é t a n t  dé jà  a c q u i s e  ; o n  au ra  a i n s i  prouvé 

1 
que f *  e s t  C s u r  H T 2 n R  ; o r ,  o n a  

c e  q u i  prouve l a  c o n t i n u i t é .  

- $c 
Montrons, maintenant ,  que af = F s u r  Q n Il . 

T 



On applique la formule d'intégration par partie (cf. Chapitre 1). 

On a donc pour toute fonction Y de classe C I  à support borné 

dans R n H et à dérivée de type borné et pour tout z dans H 
T2 T3 ' 

Pour tout entier positive n, on a de même 

en utilisant l'hypothèse b) et le fait que la suite (fn)nEK est de type 

borné sur R fI HT on peut passer à la limite sous 1-62 signe intégral et 

on obtient 

On a donc 

donc pour tout x dans R n H et tout z dans H 
T2 T~ ' 

1 3 
Mais puisque f X  est C sur il n R et que T (c) est dense 

T 

dans HT2 
, la relation (3) se prolonge à 

HT2 
par continuité. ce qui 

ternine la démonstration. 



- 
Théahërne 2 .  - S u a  F une dome &ddétrevLtiULe a &mée de kype 

de &une c l  et de .type bohné nwr un ouv& pheudo-ccnvere n borné dari6 

H. Alam, pauh ;toux apéha/teuh nucléaite eA injeca36 A auh H ,  exAXe 

une applicication f  de clahne C I  6 u h  iï n HA d 0 l d 0 n  de l 'équation 
- 
af = F. 

On u t i l i s e  l a  décomposit ion p o l a i r e  A = UV avec  U u n i t a i r e  

e t  V au to -ad jo in r  p o s i t i f  e t  on pose fi = T q u i  e s t  i n j e c t i f  au to -ad jo in t  

F é t a n t  de  type  borné  s u r  iï borné,  on peut t r o u v e r  une f o n c t i o n  

@ de l a  forme x(-Log d ( . , a ~ ) )  avec x convexe c r o i s s a n t  a s s e z  v i t e  q u i  

s o i t  plurisousharmonique s u r  iï e t  t e l l e  que 1 I F \  l 2  $ em s u r  iï. 

Pour t o u t  e n t i e r  n p o s i t i f ,  on pose mn = $ I H  O Pn 
n 

n 

n - 
F,(z) = 1 F .  (Pnz)e pour t o u t  z dans 

j = I  J j  
'n 

S i  T e s t  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  de  en dans Hn dé£ i n i e  p a r  

% 
La forme d i f f é r e n t i e l l e  Fn d é f i n i e  s u r  l ' o u v e r t  pseudo-convexe 

% 
n - 1 - - 

En = Tn (iï n Hn) p a r  Fn(z)  = h i F .  (Tnz)dz e s t  de c l a s s e  cm e t  a 
j=1 - J j 

fermée e t  s i  l ' o n  pose 

% 1 2 
$,(z> = $ o T n ( z )  + ?  / l z l /  pour t o u t  z dans  En , 

c 

on a en nota i i t  c1S l e  mesure de Lebesgue dans IR 
2 n 

2n 



2 2 
S i  A e s t  une p l u s  grande v a l e u r  p r o p r e  de T , on o b t i e n t  

donc 

% 
o r ,  $n e s t  une f o n c t i o n  plurisousharmonique de En avec un minorant de  

p l u r i s o u s h a r m o n i c i t é  c  = 1 .  

On p e u t  donc d ' a p r è s  l e s  e s t i m a t i o n s  a  p r i o r i  de Homander 

'Il 

e n  conc lu re  q u ' i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  
1 

f n  de c l a s s e  C s u r  En t e l l e  que 

'L 
Z 
n  n  

Posons £ z f  - - ,  --  pour to i i t  z dans f i n ,  z = 1 z . e  n  A 
n  j = 1  J j e  



On d 6 f i n i t  une a p p l i c a t i o n  f n  t e l l e  que 

o r ,  puisque t o u t e  bou le  e s t  i n c l u s e  dans un c y l i n d r e  Rn pour n a s s e z  

grand,  on peut ,  à une e x t r a c t i o n  p r è s ,  supposer  que l a  s u i t e  (fnexp(- gI2)) 
2 

bornée  dans Lloc(QipT) e s t  convergente  fa ib lement  dans  
2 

Lloc (Q , l-iT) 

v e r s  une f o n c t i o n  g é g a l e  à f exp(-mI2) où f e s t  pT mesurable ; 

L 
o r ,  pour tou te  f o n c t i o n  h de Lloc(RpT) e t  t o u t e  bou le  B de  R ,  on a 

pour t o u t  n e n t i e r  p o s i t i f  

En u t i l i s a n t  l a  convergence f a i b l e  de f .exp(-  $) v e r s  
n 

f . e ~ p ( - $ / ~ )  e t  e n  app l iquan t  l e  théorème de  convergence dominé, on ~ b t i e n t  

que l a  s u i t e  
2 

f n  converge fa ib lement  v e r s  f dans Lloc (R,pT), on e s t  

donc en mesure d ' a p p l i q u e r  l e  théorème 1 c e  q u i  termine l a  démonstra t ion.  

Un cho ix  convenable de $ permet d 'énoncer  un r é s u l t a t  du même 

type dans l e  c a s  d 'un ouver t  pseudo-convexe non borné.  

Pour l a  d é f i n i t i o n  d 'un ouver t  pseudo-convexe en dimension i n f i n i e  

nous renvoyons à [30] ou [39] . En f a i t ,  il suff  it de savcsir que R e s t  

pseudo-convexe s i  e t  seulement s i  son i n t e r s e c t i o n  avec t o u t  sous-espace 



v e c t o r i e l  de dimension f i n i e  e s t  pseudo-convexe. 

Le ?roblème q u i  s e  pose à l a  s u i t e  de c e  théorème c o n s i s t e  à s a v o i r  

s i  sous l e s  memes hypothèses ,  on peut  t rouver  une s o l u t i o n  à l ' é q u a t i o n  

- 
a£ = F su r  n n H. 

L a  r4ponse est  néga t ive .  E l l e  a  é t é  appor t ée  p a r  un exemple de  

G. COEUR; [8] que nous a l l o n s  d é t a i l l e r ,  en su ivan t  l a  r édac t ion  qu'en 

donne P .  MAZET [28] . 

Le cont>ie-exempte de O. COEURE.  
S o i t  @ une a p p l i c a t i o n  de c l a s s e  cm de ]0,+m[ dans iR q u i  

v é r i f i e  

l i m  & @ ( x )  = O ; l i m  $ (x)  = +m ; i i m  x + ' ( x )  = O 
x-to x-fo x-fo 

2 
l i m  x @"(x) = O 

//& &1 
i l i t  
1 kk -i-l.C, 7 

I ( s o i t  p a r  exemple' $ (x)  = ~og(;) .  

2  
On d é f i n i t  a : E -f C pa r  a ( z )  = z +(zS)  s i  z  # O e t  a ( 0 )  = O 

il e s t  c l a i r  que a e s t  cont inue .  

a z 
- z3$' (zZ) ; aa - ~ z $ ( z ; )  + z2.im1 (z,) e t  - - En o u t r e ,  s i  z  f O - - a z 

2 a l e s  hypothèses  f a i t e s  s u r  @ e n t r a î n e n t  que - e t  - t endent  ve r s  z é r o  
;)z a Z 

quand z  tend v e r s  zero .  

1 On en dédu i t  que a e s t  de c l a s s e  C . 

aa a B 2 3  - aB  z 4 $ ' ~ ( z ~ ) .  O n p o s e  B = :  ; pour z # 0 ,  % =  3. + *  (zE) + z z "(zZ) e t  , = a z 

aB  
On en dédu i t  que - e t  - a B  tendent  v e r s  zé ro  quand z  tend v e r s  a z a z 

I zé ro  a i n s i  B e s t  de c l a s s e  C . 



L 
On d é f i n i t  dans R l a  forme de degré ( 0 , l )  par  

Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que F  e s t  b i en  d é f i n i e  (B(xn) e s t  dans R2).  

F  e s t  c 1  dans l a  boule  u n i t é  (on peut  v o i r  q u ' e l l e  e s t  Gateaux d i f f é ren -  

t i a b l e  que sa  d i f f é r e n t i e l l e  au  sens de Gateaux e s t  l i n é a i r e  cont inue  

e t  que l ' a p p l i c a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  x t+ F 1 ( x )  e s t  cont inue  s u r  l a  boule 

u n i t é ) .  

La d i f f é r e n t i a b i l i t é  au sens de Gateaux e s t  une conséquence de l a  

d i f f 6 r e n t i a b i l i t é  uniforme de B s u r  t o u t  compact 

- a B 
On a  aF = O (en e f f e t  DF = (xn)dxn A dXn q u i  n ' a  pas  

nsN 
de composante (0,2) .  

Montrons maintenant q u ' i l  n ' e x i s t e  pas  de fonc t ion  f  d e ' c l a s s e  

1 - 
C s u r  un vois inage  de O t e l l e  que af = F. 

S i  une t e l l e  fonc t ion  e x i s t a i t ,  on p o u r r a i t  a l o r s  t rouve r  r > O 

M > O t e l l e  que f  s e r a i t  dé£ i n i e  , s u r  l a  boule B(0 , r )  e t  bornée en 

module pa r  M. 

S o i t  H l e  sous-espace engendrd par  { e o , e l ,  ..., en} de l a  base  

canonique. Pour t o u t  N ,  on peut  c o n s t r u i r e  F  = F N  , 

il en r é s u l t e r a i t  que s u r  B(0 , r )  n HN. 



N 
f - 1 a(xm) serait une fonction analytique qui donc se développerait 

O 
+m 

d en série de polynômes homogènes de degré d 1 PN(x). 
O 

On aurait donc 

d 1 a(x ) + 1 pN(x)l 6 M sur B(o,r) n H, 
O 

m 
O 

et donc aussi sur B(0,r) n % par continuité. 

On va intégrer sur le cercle ~txl 1 t 1 == 11 

dt de la droite complexe de vecteur directeur x par rapport à la mesure - 
2 i ~ t  

3 y 

on obtient que : 

la première intcgrale vaut 2 
2 dt . 

xnm(Ixnl Kt 3 

la seconde vaut O si d # 2 et 1 pour d = 2 ; 

2 2 
pour tout x de B(0,r) fl H ; or, puisque 1 x,@(IxnI ) est une fonction n O 

symétrique en x et puisque ~(0,r) n HN est invariante par permutation 
i 

2 2 des coordonnées, on a toujours 1 1 xn@( lxn[ ) + o(PN) (XI 1 6 M pour tout 
O 

x de B(0,r) n Hn ou o(pN) est le symétrisé de PN. 

Et, puisque le symétrisé est homogène de d02, il peut s'écrire 



N 2 2 
corne a  ( 1 xi) + bN xi  a i n s i  pour O 6 p  s N ,  on a  t ou jou r s  

i=o i = O  

l a  majora t ion ,  on a  

on o b t i e n t  donc 

2 
S i  N 2 n  -1 en app l iquan t  l ' i n é g a l i t é  à p  = O,  p  = n-1 e t  

2 
p = n  - 1 .  

On o b t i e n t  : 

n  1 en formant une combinaison l i n é a i r e  ayant  pour c o e f f i c i e n t  - , -1 ,  - 
n+ 1 n+l  

on en dédu i t  

en f a i s a n t  t endre  n  v e r s  l ' i n f i n i ,  on o b t i e n t  une c o n t r a d i c t i o n  c a r  



N.B. : On peu t  v o i r  que l a  t echnique  u t i l i s é e  pour l 'exemple que - 
l ' o n  v i e n t  de c o n s t r u i r e  n e  fonc t ionne  p a s  s i  F e s t  de  c l a s s e  cP avec 

p >c 2. 

Pour un second membre cP, p  3 2 ,  l e  problème posé reste ouve r t .  

Nous terminerons c e  c h a p i t r e  p a r  un r é s u l t a t  de P. MAZET k8] 

q u i  permet de v o i r  que dans l e  théorème 2 ,  s i  F e s t  cm s u r  a l o r s  

- 
il e x i s t e  une s o l u t i o n  f  E C" (n n HA) t e l l e  que af = F. 

PnopoahXon.- S u a  H un upace namé complexe ct F une 6otu;ie 

diddém&eRee. de .type (O, 1) eA de c h n e  cm nun un ouverr;t n de H. 

Sa i f  f  une ~ a n ~ o ~  Rocalement bunnée  un n d c ~ t  % k~R;ruc,t.ian 

- 
A1046 % MX de cLanne cm nun n et véhidie af = F. 

f e s t  cm au  sens  de Gateaux c e l a  permet de d é f i n i r  une d é r i v é e  

ième n  f  ("). Pour é t a b l i r  l a  p r o p o s i t i o n ,  il s u f f i t  de prouver que f (")(x) (h) 

e s t  borné  au vo i s inage  de (x,O) dans $2 x Hn. 

f  e s t  une combinai-son l i n é a i r e  de d é r i v a t i o n s  du type  (8)' 0 ( a ) q  

avec p + q = n ; l o r sque  q  # 0,  c e t t e  dé r ivée  s ' é c r i t  (3)' 0 (alq- '  (F) ; 

comme F e s t  cm s u r  L! seu l  l e  c a s  pose un problème. 

2 
Etan t  donnée une f o n c t i o n  g de c l a s s e  C s u r  un d isque  A de 

6 ,  fermé e t  c e n t r é  à l ' o r i g i n e ,  l a  r e p r 6 s e n t a t i o n  i n t é g r a l e  de Cauchy donne : 



On intègre par partie la première intégrale pour obtenir ; 

1 
2 

a g - (0) = - dt - -  - 1 j ig (t) L E +  7z j % (t) !LJQE 
a z 2 1~ 1 1 g(t) ;2 2in ai t A atat t aa 

Soit h c H - (01 ; en prenant A tel que x + A.h soit 
- 

contenu dans Q et en utilisant la relation af = F sur les sous-espaces 

de dimension finie, on obtient : 

Puisque F est cm, cette représentation permet de conduire un 

raisonnement par rScurrence immédiat. 

Re,uti/x~~que : 

Cette proposition est la clé d'une démonstration du théorème 2 

par P. MAZET [28] - qui n'utilise pas l'intégration en dimension infinie. 

Toutefois, sa méthode n'opère que pour un second membre cm. 



CHAPITRE I V  

L' EqUATION 5 VANS LES OUVERTS PSEUDO-CONVEXES D E S  ESPACES D. F. N. 

NaXakiona eA Dé&Ln&om. 

S o i t  E  un D.F.N. ; E e s t  l i m i t e  i nduc t ive  i n j e c t i v e  e t  dénom-. 

b r a b l e  d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  (En)ndN d 'espaces  de Banach. On peut ,  en 

f a i t ,  supposer que chaque En e s t  un espace de H i l b e r t  s épa rab le  e t  que 

chaque inc lus ion  En + En+î e s t  n u c l é a i r e  (Cf. [18] , VI1 e t  1171, VIII). 

Une fonc t ion  holomorphe su r  un ouver t  52 de E e s t  une f o n c t i o n  

cont inue  e t  Gateaux a n a l y t i q u e ,  ou c e  q u i  e s t  équ iva l en t  dans l e  ca s  des  

D.F.N., une fonc t ion  s u r  52 t e l l e  que pour chaque n  l: IN,  f  est I n n E n  

holomorphe s u r  R fl En muni de l a  topologie  de l ' e s p a c e  de H i l b e r t  En. 

On n o t e  H(n) l ' e space  des fonc t ions  holomorphes s u r  52, muni de l a  

t opo log ie  de l a  convergence uniforme s u r  l e s  compacts de R .  

Une fo1:ction à v a l e u r s  complexes d é f i n i e  s u r  R e s t  d i t e  cm 

s i  s a  r e s t r i c t i o n  à chaque 52 nE muni de l a  topologie  i n d u i t e  par  n  En 

e s t  cW pour l a  s t r u c t u r e  r é e l l e  sous- jacente  de E  . 
n 

Les p r i n c i p a l e s  no t ions  de fonc t ions  dans l e s  espaces 

localement convexes co ïnc iden t  avec c e l l e - c i ,  lo rsque  E e s t  un D.F.N. 

( v o i r  Cl] ou [27J). On r a p p e l l e  que chaque compact de E e s t  contenu 

dans un compact d'un c e r t a i n  En. c"(Q) e s t  muni de l a  t opo log ie  de l a  

converge uniforme s u r  t o u t  compact de R pour s e s  fonc t ions  e t  l e u r s  

d é r i v é e s  success ives .  



Pour chaque e n t i e r  p ,  on n o t e  A (E) l ' e s p a c e  des formes a n t i -  
P  

symétriques p - a n t i l i n é a i r e s  cont inues  s u r  E ; on l e  munit de l a  convergence 

uniforme s u r  l e s  bornés de E  ; Ap(E) e s t  a l o r s  l a  l i m i t e  p r o j e c t i v e ,  

sui.vant n  dans N ,  des  espaces de Banach A (E ) .  
P n  

Une forme d i f f é r e n t i e l l e  cm de type ( 0 , ~ )  s u r  52 ouver t  de E  

2 
e s t  une a p p l i c a t i o n  cm de dans Ap(E) ; c e l a  s i g n i f i e  (n,k)  e I N  : 

l ' a p p l i c a t i o n  de Q n E dans A (E ) obtenue par  composition avec l e s  n  P k 

i n j e c t i o n s  canoniques e s t  C" pour l e s  topologies  d 'espaces  normés. 

Le b u t  de c e  c h a p i t r e  c o n s i s t e  à démontrer l e  théorème su ivant  

dû à COT,OMBEAU e t  RABOIN. La r édac t ion  proposée t i e n t  compte des  amél iora t ions  

p o r t a n t  s u r  l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  obtenues au c h a p i t r e  III. 

Th6ot~Qme. - SoiA E un Tl. F. N .  compLexe Qit s u d  n un ouvQtr;t - 

pheudo-convexe de E. A l o u ,  poun t o d e  hotune did&ifientieUe F ,  C" 

de type ( o , l )  et a damée a ,  U e x h t e  une 6oncLion f ,  C" su t  
- 

n XeUe que af = F. 

Pour l a  démonstration de c e  r é s u l t a t ,  nous a l l o n s  é t a b l i r  3 lemmes. 

H désigne un espace de H i l b e r t  coniplexe sépa rab le ,  A un opéra- 

t e u r  s u r  H n u c l é a i r e  i n j e c t i f ,  au to-adjo in t .  On note  HA l ' e s p a c e  A(H) 

muni du p rodu i t  s c a l a i r e  (xIy)  = A ( x  A 1 ) .  G e s t  un H i l b e r t  

complexe séparable  q u i  c o n t i e n t  H avec une inc lus ion  compacte. Q e s t  un 

ouver t  pseudo-convexe de G e t  F une forme d i f f é r e n t i e l l e  s u r  R ,  C" 

- 
d e  type ( 0 , l )  e t  a fermée. 

Pour tou t  r > O ,  on pose Q = (x E H I-I nl  1 l x l  l H  < r). r 



( en )nm e s t  une base  de v e c t e u r s  propres  orthonormés pour A. 

Lemme 1 . -  Poun *ou* r > 0 ,  U eui6Xe une ~ o n c i i o n  f *  de 

ceasne cm *un nr  n ilA * m e  que àf* = F aun nr n H ~ .  

On n o t e  d l a  d i s t a n c e  dans G. L'adhérence dans G des  ensembles 

{x c \ d(x 1 E) 2 E} e s t  compacte dans G e t  contenue dans R. Donc F 

e s t  borné s u r  c e s  ensembles e t  on peut  c o n s t r u i r e  une fonc t ion  convexe 

c r o i s s a n t e  cont inue  x s u r  IR as sez  grande pour que 

I I '(XI 1 I:(~): f exp C x (-Log d(x ,  

On peut  a l o r s  u t i l i s e r  l a  preuve du théorème 2 ,  c h a p i t r e  III avec 

l a  fonc t ion  x q u i  v i e n t  d ' ê t r e  s i g n a l é e  t o u t  en remarquant que l e  f a i t  

que F e s t  de type  borné e s t  remplacée i c i  par  c e l u i  qu'une boule  fermée 

de H e s t  compacte dans G . 
S o i t  Ho -+ H l  + H2 une s u i t e  f i n i e  c r o i s s a n t e  d 'espaces de  

H i l b e r t  s épa rab le  avec i n j e c t i o n s  n u c l é a i r e s .  

S o i t  R un ouver t  pseudo-convexe de H2 e t  F une forme d i f f é -  

- 
r e n t i e l l e  cm de type ( 0 , l )  e t  3 fermée s u r  R. 

On n o t e  
fi = {x 5 fi n H o ( l  1x1 l H  < r ,  R: e s t  ouver t  dans 

O 
Ho 

on l e  munit de l a  topologie  i n d u i t e  par  . Ho 

* 
Lemme 2 .  - 21 e x h x e  une donc.tiori f de c h n e  cm nw -- 

r a e  que a£* = F .  



Pneuve : 
- - - 

1 
S o i t  Ho -f H -+ H 

H2 2 
= G (ou Ho désigne l ' adhérence  de Ho 

O 

dans Hi , i = 1 ou 2 ) .  

Les i n j e c t i o n s  canoniques sont  n u c l é a i r e s  avec images denses c a r  

composées d'une a p p l i c a t i o n  n u c l é a i r e  e t  d 'une p r o j e c t i o n .  

L ' i n j e c t i o n  U : Ho -f G e s t  de type  1 c o i e  composée de 

deux opé ra t eu r s  de type  l1 ( c f .  8.3.3 e t  8.2.7 r32] ) .  Les théorèmes 

8.3.1 e t  8.3.2 de [32] appl iqués  à U montrent q u ' i l  e x i s t e  (en)n~iN e t  

( f n ) n a ~  
2 bases  orthonormales de Ho de G respectivement t e l l e s  que 

~ ( x )  = 1 ~ A ( x l e n ) ~  . f n  pour t o u t  x de Ho,  l e s  X é t a n t  les 
 EN O 

nombres d'approximation de U. Donc s i  on pose 'n = JA( n l a  sui- te  ( ' n ' n ~ ~  

1 
e ' e 
n - n e s t  dans R . Posons e = - , c e l a  donne e '  = e t  donc ' n - x s  

'n 
n 

2 
S o i t  H = { 1 xnen E G / ( X , ) ~ &  c R } muni du p rodu i t  s c a l a i r e  

n d  

- 
( 1 / 1 ynen) = 1 xnyn a l o r s  H e s t  un espace de H i l b e r t  admettant  
 EN n EN n~lN 

comme base  orthonormale.  La s u i t e  - l a  s u i t e  (en I n 4  ( C ' n d  - ( f n ) n a ~  

e s t  une base  orthonormale de G e t  l ' i n j e c t i o n  de H dans G e s t  nuc l éa i r e .  

Considérons maintenant A d é f i n i  s u r  H pa r  A(en) = X e A e s t  n u c l é a i r e  n n'  1 
c a r  (hnIndU e s t  dans i n j e c t i f  au to-adjo in t  avec image dense e t  

l 
H~ 

co ïnc ide  avec Ho ; F e s t  une forme d i f f é r e n t i e l l e  s u r  Cl n G q u i  
i 

v é r i f i e  l e s  hypothèses du lemme 1 ; donc o ! ~  o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  s i  on remarque 

O 
que R r  e s t  contenu dans l ' o u v e r t  R r  du lemme 1 .  

Nous a l l o n s  maintenant énoncer un lemme d 'approximation.  



Lemme 3.- Soied E et F deux a p a c a  de iiitbmt ~épatrabtu 

avec E -+ F h c l u i o n  compac/te. S a d  n wz ouvmt pseudo-convexe de. F 

que n n E f @. 

al oh^, p o u  ;tu& h~:ff(n n E) c-t Xou;t compact K de E con;tenu 

dans n et poun tou;t E > O, ie exli6;te Z E H(n) *e.t pue 

sup ~x(x) - h(x)l < E. 

x&K 

La démonstration étant très technique ; nous suivons celle de [9] 

sans modification, nous en dégageons les grandes lignes et renvoyons à [9] 

pour les détails. 

On considère une base orthonormée 
(en)nc~ de E qui est aussi 

un système orthogonal de F (l'existence en est assurée par th. 8.3.1 C32]). 

Or note P la projection orthogonale de E sur le sous-espace de E n 

engendré par Ceo, . . . , e 1. n 

1 b P > 0, 3  no^ N telquevn Z N  x E K, Pn(x) r 0, ~ I x - P ~ I I  i q dF(K Ci) 
O 

On fixe alors N supérieur à 

e. 
On choisit (fn)neN une base orthonormée de F telle que f. = 1 

1 I l e i l  I F  

Si O 6 i 6 N et qui contienne la famille 
ieN' 

Posons : 



Qn : l a  p ro j ec t ion  or thogonale  de F  s u r  l e  sous-espace engendré pour 

f l ,  f 2 ,  " . , f  . n  

On o b t i e n t  a l o r s  : n  2 N => {Qn(K) C Kn e t  Qn+l (K) c Ln}. 

S i  l ' o n  pose 'n = ,Q n Q n ( F ) ,  on a  donc pour n  3 N : 

Qn+,(K)C finil Ln n K n + l .  On u t i l i s e  maintenant  l a  cons t ruc t ion  de 

GRUMAN e t  KISELMAN E2] dans F  pour l a  base (fnlndI en commençant à 

l ' i n d i c e  N .  On o b t i e n t  une s u i t e  hn de f o n c t i o n s  holomorphes s u r  fin 

t e l l e s  que 

% 
La fonc t ion  h  d é f i n i e  par  h ( x )  = l i m  hn(Qn(x)) pour t o u t  x E fi 

n-Mo 
e s t  a l o r s  dans ff(n) .  Comme QN = PN s u r  K ,  en u t i l i s a n t  

'7, E 1 h(x)-h(qN(x))  1 r 7 e t  l e s  i n é g a l i t é s  du début de l a  démonstrat ion,  

on o b t i e n t  : I ~ ( x ) - h ( x )  1 < E pour x  E K. 

On peut maintenant à l ' a i d e  de ces  3 lemmes prouver l e  théorème. 

E e s t  l i m i t e  induct ive  d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  d 'espaces  de H i l b e r t  sépa- 

r a b l e s  En avec i n j e c t i o n s  canoniques n u c l é a i r e s  En +  en+^ q u i  s e  

f a c t o r i s e  de  l a  manière su ivan te  : 

E = H  - + H  -+ H, - -  en+^ où tou te s  l e s  i n j e c t i o n s  sont  n  O ,n 1 ,n  L ,n  

n u c l é a i r e s  e t  où l e s  H .  son t  des  H i l b e r t s  séparables .  
1 ,n  

E é t a n t  un D.F.N., il e x i s t e  une s u i t e  exhaus t ive  de compacts 

Kn dans ; on peut  supposer Kn compact dans . Comme fi En En 



' G È  n 
e s t  pseudo-convexe, s i  l ' o n  n o t e  n  l ' enve loppe  holomorphiquement convexe 

--G+ n 
de Kn pour ff(n O En),  il e s t  c l a i r  que Kn e s t  un compact de 

fi n En ([34 ou [3g 1. Il e x i s t e  donc rn > O t e l  que 

-nT;è;; 
K 

P. 
C {x c n n E n l ~ ( ~ ( / E  < r que l ' o n  no te  ~ ( n ) .  

n  

S i  l ' o n  cons idère  l a  r e s t r i c t i o n  de F à f l  nEn+,,  l e s  hypothèses 

* 
du lemme 2  sont  s a t i s f a i t e s  ; il e x i s t e  donc f de c l a s s e  cW s u r  ~ ( n )  

- * 
t e l l e  que afn = F s u r  ~ ( n ) .  

* 
On pose f 2 = f .  

* 
On cons idère  f 3  - f 2  q u i  e s t  holomorphe s u r  ~ ( 2 )  vo i s inage  

de K2 ; d ' ap rè s  un théorème d'approximation dans 

L 
peut  ê t r e  approché uniformément s u r  

K2 
par  une fonc t ion  holomorphe 

s u r  R fl E2. D'après  l e  lemme 3 ,  c e t t e  d e r n i è r e  fonc t ion  peut  ê t r e  approchée 

un i f  ormément s u r  pa r  une fonc t ion  holomorphe s u r  n E3 ; a i n s i  

* 
On pose f 3  = f 3  - P2 

On a donc 
3  

e s t  c W ( n ( 3 ) ) ,  ~ ( 3 )  C n Eg 

- - 
a f 3  = F  s u r  ~ ( 3 )  c a r  aP2 = O  

Par  r écu r rence ,  on o b t i e n t  une s u i t e  f  de c l a s s e  cm s u r  Q(n)  
n 

- 1 t e l l e  que afn = F s u r  Q(n)  e t  sup 1 fn(x) - fn- l  (x)  1 I - . 
. 2n-l 

xeKn- 1 

Puisque pour t o u t  x e  Q ,  il e x i s t e  n  eiN t e l  que n  2 n e n t r a î n e  
X X 



x F KnC R(n), fn(x) est définie pour n assez grand et 

on pose Les fonctions 

f - f sont holomorphes sur R(n) et lorsque p + +m la suite converge 
n+p n 

dans ff(R(n)) muni de la convergence uniforme sur tout compact vers f-fn , 

car tout compact de R(n) est contenu dans un Km pour m assez grand. 

Donc f = (f-fn) + fn est cm sur R(n) ; puisque ceci est vrai pour 
- 

tout n, f est cm sur R et l'égalité af = F provient de la construc- 

tion de f* 

Si x F R et y F E, alors x tz R(n) et y E En pour n assez 

grand ; l'holomorphie de f-f sur Q(n) implique donc : n 

ce' qui termine la démonstration. 

Les D.F.N. semblent êtrele cadre naturel où les méthodes de la 

cohomologie de P. DOLBEAULT se généralise. 

Il semble probable que le résultat précédent puisse se généraliser 

aux groupes de cohomologies d'ordre supérieur, mais il est clair que si tel 

est le cas, la méthode employée ici ne peut être généralisée en l'état à 
- 

uu ordre plus élevé car elle repose sur l'égalité du noyau de l'opérateur a 

avec l'ensemble des fonctions analytiques. 

Nous allons maintenant donner des applications du théorème. 
b 



C o r t u a d e  7 . -  Le ptemim piroblème de C o u i n  admet une a o l ~ o n  

am ;tau2 o u v a  paeudo-convexe d'un D. F . N .  

La preuve est la même qu'en dimension finie [lg ; elle est fondée 
- 

sur la surjection du a et sur le lemme de partition de l'unité suivant 

dont la preuve peut être adaptée de celle de [ 6 ] .  

Lemme.- S u a  E un enpace Localement convexe aépmé h é e l  avec 

d 'ouventn de u. Alom ie' exb;te une nui te  (ynlnaN de ~onct-iona de 

( 1 ) puut -tou;t n, n uppoiLt de Y en* contenu. dam un élément 

du necauvaemenX U .  

( 2 )  ZULIA x de U admd un vohinage q u i  ne hencoMR;tLe qu'un 

viombtre 6.iui-i den ennemblen (x E. u ,tel que Y,(x) > 01 .  

CotroRLcWre 2 .  - S a i t  E il. F. N .  complexe et fi un o u v a  paeuda- 

C V M V Q X ~  de E,  s un hqpm)3.ean dehmé de E q u i  coupe 9 .  Alam koute 

6oncLion hoLomoaphe au4 n H peuZ ne phoLonge4 en une 6oncZLon hola- 

motrphe nun Q. 

Pheuve : 

Elle est identique à celle bien connue en dimension finie. 



Remahque : 

Un contre-exemple dû à S. DIETEEN na sur 8 montre qu'en général 

le premier problème de COUSIN n'a pas de solution sur un espace nucléaire. 

On signale aussi que le premier problème de COUSIN était déjà 

résolu sur deux ouverts convexes d'un D.F.N. à base par d'autres méthodes 

[3, 4 ,  
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