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(i)

INTRODUCTION

Le but de ce travail consiste & étudier 1'équation of = F en
‘ q

dimension infinie.

L'exactitude des formes 3 fermées sur un espace normé se vérifie
facilement lorsque F est de classe C1 a support borné. Pour de telles
formes, P. BERNER [2] montre que w + kq(m), ol w est de type (0,q) a
support borné est de classe C1 avec

dt A dt

- 9 ot
kq(w)(ﬁ) = EI;-J wxo(txo+e) . ,

est un opérateur d'bomotcpie pour la différentiation extérieure 3.

Dans le cadre du Séminaire d'Analyse Complexe de 1'Université de
Nancy que dirigeait G. COEURE, j'ai généralisé ce résultat dans des espaces
normés en établissant 1'existence d'une solution & 1l'dquation 3 sur un
ouvert convexe 2 frontieére réguliére quand le second membre est de classe

C1 et a décroissance assez rapide au bord de 1l'ouvert [35] et [36].

La méthode utilisée consiste, si w est de type (0,q) et de
1 s ‘s . .y N
classe C sur un ouvert convexe a frontiere régulieére par morceaux, a se
ramener par approximation a des formes W 2 support borné, puis a utiliser
1'opérateur d'homotopie ; on obtient alors w_ =k (3w ) + 3k (w)).
€ q+1 € q €
Ensuite, un lemme assez technique permet de passer a3 la limite sous certaines

conditions de décroissance au bord dans le cas d'un ouvert borné ; sur un
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ouvert non borné, il faut rajouter des conditions d'uniforme intégrabilité
4 1'infini. On notera que le résultat est général et s'applique a des espaces
normés avec une condition de régularité sur la norme et que le second membre

de 1'équation 3 est de type (0,q9), q 2 1.

L'étude sur un ouvert pseudo—convexe  d'un espace de Hilbert
‘ [ee]
séparable avec un second membre de type (0,1) et C a été étudiée par

P. RABOIN [33] et [}41 dans le cadre du séminaire évoqué plushaut.

. . s . . e s e n
A 1l'aide de la théorie de la mesure, il réussit 3 écrire dans €, les
inégalités a priori de HORMANDER sans utiliser la dimension. T désignant un

. . . n . .
automorphisme auto-adjoint de € et u, étant 1'image de la mesure de Gauss

par T, la solution d'HORMANDER de 1'équation 3f =F sur Q vérifie :

2 -4 2 2 ¢
N [ [£]%e ¥ du, s 24 J |£]%e 7 du. ;
) T, Q0 T

A2 est une plus grande valeur propre de T2 et ¢ wune fonction
plurisousharmonique telle que {x;¢(x) < c} @ @ pour tout c ; 1'intégrale
de Cauchy s'écrit alors

1

f(z)uT(BE) = J f(x+z)duT(x) + 2 J J f (z+rx;x)dr duT(x) ;
. B

B. e

0
BE est la boule de rayon € centrée a l'origine.

Ensuite, il se place sur un ouvert pseudo-convexe d'un espace de
Hilbert séparable H. Si T est un opérateur de Hilbert—Schmidt auto-adjoint
et injectif alors Hp est une mesure de Radon sur H, comme conséquence du

’ N . 1 I I
théoreme de Minlos. En supposant F de classe C et borné sur les bornés

de © & une distance positive de la frontidre de §, 1la relation (1) permet
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d'exhiber une solution de 1'équation 8f = F. sur TZ(H) N Q qui est C1
sur T3(H)(1 2 pour la structure hilbertienne image de celle de 4 par
T3. Ultérieurement, un résultat de P. MAZET [?g] permet de vérifier qu'en

fait la solution de P. RABOIN est C . sur TB(H) N Q.

Ce résultat généralise considérablement celui de C.J. HENRICH []6]
qui devait utiliser une hypothése de croissance polyndmiale a 1'infini pour
F et se limitait, en outre, a 1'étude sur H tout entier. Bien que cette
méthode ne fournisse pas 1'existence de solutions sur § tout entier elle
permet d'en déduire des conséquences intéressantes dans les espaces DN
(Dual de Frechet nucléaire) ; c'est ce que fait P. RABOIN mais avec des

conditions restrictives.

Par la suite, J.F. COLOMBEAU et B. PERROT [9] tirent les mémes
conséquences dans les 0DFN, sans hypothéses restrictives. Ils montrent
que si E est un DFN et Q un ouvert pseudo-convexe de E, pour toute
forme différentielle F, C  sur o de type (0,1) et 5 fermée, il
existe une fonction C sur tout § telle que of = F. Cela leur permet
de résoudre le premier probléme de Cousin sur un ouvert § pseudo—-convexe
d'un DFN et aussi de relever dans Q 1les fonctions holomorphes définies

sur 1l'intersection d'un hyperplan fermé et de Q. Les techniques utilisées

font appel & 1'Analyse Fonctionnelle et & 1'approximation.

I1 semble alors naturel de se demander si le défaut de régularité

de la solution du 3 sur un espace de Hilbert est due & la méthode ou est

inhérent 4 la dimension infinie.

1
La réponse est partiellement apportée par G. COEURE D{] pour un

second membre de classe C1. Il construit un exemple d'une forme F de
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type (0,1) et de classe C1 sur la boule unité de 22 telle que 1'équation

- . 1 . . .
3f = F n'admette aucune solution C dans tout voisinage de l'origine.
g

Pour exposer les résultats précités, nous procéderons de la maniere

sulvante

Dans le chapitre I, on présente la notion de mesures cylindriques
dans les espaces de dimension infinie afin d'introduire naturellement la
mesure gauséienne dans un espace de Hilbert séparable. Ce chapitre permettra
de comprendre quelles sont les difficultés intrinséques liées a la dimension
infinie et sera indispensable pour la compréhension du chapitre III. Pour le
lecteur qui souhaiterait un exposé général sur 1'intégration en dimension

infinie, on renvoit a [11], [21] et [40].

Dans le chapitre II, sont exposés les résultats dans un espace

normé (A. RAPP [35] et [36]).

Le chapitre III développe les résultats de P. RABOIN [33] et [34] ;
quelques compléments y sont apportés ; par exemple, 1l'existence de solutions
C1, sur A(R), pour un second membre C1 sur f ol A est nucléaire injec-
tif. Il comprend aussi le résultat de P. MAZET qui permet de démontrer que la
solution de P. RABOIN est Cm, on détaillera aussi le contre—exemple de

G. COEURE.

Le chapitre IV traite de la résolution du 8 dans un DFN ainsi

que les applications de J.F. COLOMBEAU et B. PERROT Eﬂ.




CHAPITRE 1

INTEGRATION EN DIMENSION INFINIE

Ce chapitre consiste a définir rapidement les mesures cylindriques
et 4 introduire naturellement la notion de mesure gaussienne dans un espace

d'Filbert séparable.

11 permettra de comprendre les difficultés intrinséques liées a la

dimension infinie et sera fondamental pour la compréhension du chapitre III.

Pour le lecteur qui souhaiterait un exposé général sur le sujet

nous renvoyons i [4q1.

Introduction.

. . . n
L'invariance par translation de la mesure de Lebesgue sur R

. ~ . s . . n
joue un rdle fondamental dans 1'usage de la théorie de 1'intégration sur R :

en dimension infinie, on est confronté au probléme suivant :

Existe-t-il une mesure de borel dans un espace d'Hilbert H réel
séparable de dimension infinie, invariante par translation et bornée sur
les boréliens bornés. La répornse est négative. En effet, SOit{en}neN une
une base orthonormée de H ; si Bn est la boule de centre e et de

+00
rayon % et B la boule de rayon 2 centrée a l'origine, on a U BnC: B
n=1




or, les B, étant disjointes deux a deux, si une telle mesure 1y existait

+ oo
on aurait u(B) = z u(Bn) = + o,
n=1

Le méme argument vaut pour la non existence de u invariante par

rotation. .

. . . n . .
Néarmoins la mesure gaussienne dans R peut s'étendre a des
espaces de dimension infinie ; elle sera invariante par rapport aux rotations

d'un autre espace d'Hilbert qui s'envoie injectivement dans H.

Si A est un borélien de an, soit x élément de R" et dx

la mesure de Lebesgue dans an, I | la norme euclidienne de R™. Pour
. +
elR*,
1 ‘x!z
on pose Pt(A) = =77 J exp (- ——)dx.
(2mt) A 2t

C'est la mesure de Gauss Pt dans R".

Nous allons lui donner un sens sur un espace de Hilbert de

dimension infinie.

Soit E un espace vectoriel réel et ¥ un espace vectoriel
de formes linéaires sur E qui séparent les points de E. Par exemple,
E un Banach réel et E' = E' son dual topologique ; plus simplement H
un espace d'Hilbert réel séparable et " = H' son dual topologique iso-

.

morphe & H par x -— (x

C'est ce dernier cas qui nous intéressera en vue des mesures

gaussiennes.




Définition 1.- Ensemble cylindrique.

Un ensemble cylindrique dans E est un ensemble ¢ de la forme
c = {x ¢ E|(<x,y1>,<x,y2> v <x,yn>) e A} ot A est un borélien de R"

et {y.} i¢n une famille de n éléments de E

. * . * . . . .
Si F est un sous—espace vectoriel de E de dimensicn finie

. ) . *
contenant YysYgseresVy 3 ¢ sera dit posé sur F .

. * . . .. * .
Soit F un sous—espace de dimension finie de E ,- la collection

«J’* des ensembles cylindriques posés sur F' est une o-algebre.
F

Soit R 1la collection des ensembles cylindriques sur E 3
¢'est-a-dire : R = U‘lcf*g ob F© décrit la famille des sous—espaces
F

. . . . * N
vectoriels de dimension finie de E . R est une algebre.

Définition 2.- Fonction cylindrique.

Une fonction ¢ sur E sera dite cylindrique s'il existe des
1 2 * .. . 4 s
éléments YqsYgsreesy de E en nombre fini et une fonction borélienne

n

Y sur !Rn, avec
¢(X) = ‘P(<X,y1>,<X,Y2>,-.-,<X,Yn>)-

. * ' . . . . *
Si1 F est un sous—espace vectoriel de dimension finie de E

contenant y,,¥,s««+5¥ ¢ sera dite posée sur F

Définition 3.- Mesure cylindrique.

Une application p: R — B);ﬂ est appelée mesure cylindrique
si 1°) u(E) =1

. e . *
2°) ul * (notée 1y *) est o¢-additive pour tout F sous—espace
F

vectoriel de dimension finie de E




On peut alors intégrer par rapport 2 u  toute feonction cylin-

drique borélienne positive. Car étant donné YqsYgse ¥y dans ET » il

existe une mesure H

, borélienne et positive sur R"  telle que
VY‘I""’yn

pour toute fonction ¢ cylindrique, borélienne, positive, définie par

p(x) = w(<x,y1>,<x,y2>,...,<x,yn>), on ait :

qu d}.l = J n \y(u»]suz"",'un)d].l (ll) .
R Yqseees¥y

Le probléme fondamental qui se pose est alors le suivant :
soit une mesure cylindrique yu sur E ; existe-t—il un prolongement
de 1y sur la g-algebre A engendrée par R qui soit o  additif,

c'est-a-dire en fasse une vraie mesure sur (E,#.
On remarquera que si E - est un Banach séparable et E¥ =E',
1'algébre s est en fait la o—algébre de Borel sur E ([Tﬂ).

L'absence de locale compacité dans les espaces de dimension infinie
permet, en fait, 1'existence de mesures cylindriques utiles qui n'ont pas

d'extension g-additive.

Nous allons nous intéresser a la mesure gaussienne qui fournira

un exemple pour le probléme précité.

Définiidion 4.- Mesure cylindriique de Gauss.

On se place dans la situation évoquée antérieurement E = H

Hilbert réel séparable, et EYX = H' = H.

Un ensemble cylindrique ¢ dans H est donc de la forme :

c={xe Hl((XIy1),(x|y2),-..,(x|yn)) € A}



o A est un borélien de R" et (| ) désigne le produit scalaire dans

+ sps s
H et Yqs¥gseeen¥, sont orthogoaux dans H. Pour tout ¢t e!R*, on définit

~Ix|?

2t

1

——— exp (
(Zﬂt)n/z fA

Pt(C) =

Jdx. Pt est bien définie en ne dépendant pas

des y; et de A définissant c¢ ; c'est une mesure cylindrique sur H.

Montrons que Pt n'est pas o-~additive.

Soit (en)ndN une suite orthonormale dans H. On pose

A

An = {x € H‘l(xlej)]: n, j = 1,2,...,kn} ol (kn) est une sui?e

croissante d'entiers naturels non nuls.

+0o0
Ona H= \U A.
n
n=1 — ']k
;[ 2 n
On obtient Pt(An) = exp (- %E)dx
|_v2nt |-n
On peut choisir la suite k_ telle que P _(A ) < ! ;  on
oo n tm ()"
obtient alors z Pt(An) < %- donc Pt n'est pas o-additive car Pt(H) =1
n=1 :
(T 2
en effet, H = {x e Hl(x|e1) € R}  donc Pt(H) = J exp (- %;)dx = 1.
V2nt J -

On signale le théoréme suivant qui donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une mesure cylindrique se prolonge en une mesure o¢-additive
sur la o-algébre V4 engendrée par R c'est—-a-dire provienne d'une vraie

mesure sur (H,/.

Théondme 1 [40).- Soit H un espace de Hilbert néel Aépdhabze
et u une mesuwre cylindiique sun H. Une condition nécessaire et sufgi-
sante pour que u 4e prolonge en une mesure sur (H,A) ou A est La
o-algebre de Borek sun H est que : Ve >0, —p >0 relle que
La mesure de tout enmsemble cylindriique extérieur @ La boule Bp germée

de centre 0 et de nayon p A04L Anfériewr a e.




Définition 5.- Fonetion caractéristique d'une meswre cylindrique.

Soit H wun espace de Hilbert réel séparable et u une mesure

cylindrique sur H.

On pose, par définition, p(x) = I exp[i(x!yi]duF(y).

F=R.x

" est appelée fonction caractéristique de la mesure cylindrique
. Il est clair que 1y est une fonction définie sur H et que u(0) =1 ;
H q H q

enfin, I est définie-positive et " est continue pour tout E sous—espace
E

de dimension finie de H.

On déduit du théoréme 1, ie théoréme de Minlos-Sazonov.

Théondme 2 [40] MinLos-Sazonov.

Soit H un espace de Hilbernt néel séparable et ©  une gonction
déginie positive sun H Zelle que 6(0) = 1 alors une condition nécessaire
et Auéﬁibaﬁie pour que o A0Lt La fonction caractérnistique d'une mesure

cylindiique y qui se prolonge a (H,&) en une mesure o-additive est

que : Ve o> 0, 5358 opérateur nucléaire auto-adjoint deégini positif
dans u +tel que : (Ss(x)|x) S 1 - Re 6(x) < ¢.
Dépinition 6.- Mesures gaussiennes.

Soit A wun opérateur nucléaire auto-adjoint défini-positif sur

un espace de Hilbert réel séparable H et a un élément de H.

On dit que dans (H,/&) . est la mesure gaussienne de moyenne

a et d'opérateur de corrélation A si et seulement si

B(2) = exp(i(alz) - 5 (A(2)]2)) = 8(2).



En utilisant la relation
1 - Re 8(z) = 1 - exp(~ %{A(z)lz)) + (1 - cos(a|z))exp(- %-(A(z)]z))

et le théoréme de Minlos-Sazonov, on justifie 1l'existence de u.
Lorsque a = O, on dit que la mesure gaussienne est centrée. Il est clair
que la mesure gaussienne centrée et d'opérateur de corrélation A est le

prolongement sur (H,#) de 1'image par 1'opérateur de Hilbert Schmidt VYA

" de la mesure cylindrique de Gauss P1.
Il est bon de noter que si y est la mesure gaussienne de moyenne

a et d'opérateur de corrélation A alors

Vzen, 0,(z) = (a]z) = [ (z|x)dp(x) /€§E}¥
H sk

Ry

et
sz1,zz) c B 0,(z,,2,) = 0,(z )0, (2,) = JH(z1|x)(z2]x)du(x) - (a]z1)(a|z2)
est égal a (A(z1)l22).

Enfin, si v est la mesure gaussienne d'opérateur de corrélation

A et centrée on a v(x) = e—1/2(A(x)|x).

Si on pose v, = TV ¢'est-3-dire la translatée de la mesure v
. . . ~ i(alx)~
suivant a € H \ {0} il est clair que va(x) = e v(x), donc N
est la mesure gaussienne de moyenne a et d'opérateur de corrélation A.
On trouvera dans [?8, AQ] un exposé complet sur les mesures gaussiennes
ainsi qu'une démonstration du résultat suivant qui sera souvent utilisé

dans le chapitre III.




Théondme 3.- Soit H un espace de Hilbernt néel séparable,
mesuwre gaussienne centrée d'opératewr de comélation A et v La mesure

de moyenne a e B\ {0} et d'opérateur de connélation A (i.e. v = 1)

1/2

alons 54 ae€ A'T(H) u est équivalente & v et L'on a

dv

T =pixa) = exp[fA'l/z(a)lA‘1/2(x)> 2 %—(A—1/2(a)|A_1/2(a))}.

On notera pour la compréhension du théoréme qu'il faut donner

un sens a (A-1/2( )lA (x)) en effet x n'est pas toujours dans A1/2
-1/2
3 - +o (x|e, ) (A "“(a)]ey)
On posera (A 1/z(a)IA 1/Z(X)) = 3 % %
k=1 ka
ou (e ) est un systéme orthonormal total de vecteurs propres de A

n’ nelN

de valeurs propres associées (Xn) la limite étant prise en moyenne

nelN ’

relativement & la mesure u. On peut noter que cette fonction existe méme -

en moyenne quadratique relativement a .

En effet :

IA
fa]

-1/2
a (x]e )(A (a) |e, )
[y —= |

H |k=p /ﬂ;

dp(x) P

J o ey @ e (xle ) ™ 2@ e )
H k =

N du (x)
=p j=p kale
| (x|e, )| i
f B ) e e
H k=p Ak

(A_1/2(a)!ek) :
z (Ale ) ]e)

La

() !




la derniére expression tend vers zéro quand p tend vers + « , En fait, on

n (xlek)(A_1/2(a)|ek)
peut voir que - est une martingale et que sa limite
h=1 YA

quand n tend vers + ® existe u presque partout.

Nous allons maintenant établir deux propositions fondamentales
‘pour obtenir le résultat du chapitre III ; cela nécessite que nous précisions
quelques notations et définitions

H est toujours un espace de Hilbert réel séparable et A un opé-
rateur nucléaire auto-adjoint défini positif. On notera T = VA et Mo

p . . . 2
la mesure de Gauss centrée d'opérateur de corrélation T = A.

Q est un ouvert borné de H et (E, |

|) un espace vectoriel

normé. On note Hy = T(H) muni du produit scalaire (x|y)T = (T_1(x)[T_1(y))H.

Soit £ ¢ §£ -+ E une application. On dira que £ est HT différentiable
en a €  s'il existe une application linéaire continue f'(a), de HT
dans E, telle que f(a+h) = f(a) + £'(a)(h) + O(|fh||T) quand h tend

vers zéro dans HT.

On fappelle que £ : Q- E est dite Gateaux différentiable en

f(a+th) - f(a) _

: f'(a)(h) et définit une

a e sipour tout h e H, lim
>0

application lindaire h - £'(a)(h).

Si on remplace H par HT , on dira alors HT Gateaux différentiable.
Une fonction f définie sur  est de type bornée si elle est bornée sur les
bornés de § situés & une distance positive de la frontiere de . Une pro-

prité est locale sur § si elle a lieu sur ces mémes bornés (par exemple,

on parlera de local uniforme continuité).
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Proposition 1.- Pour tout ge Ll (u) et tout bowné B de H
La fonction définde par G(z) = J g (x)exp(z |T_1(x)).duT(x) est de classe
B .
C1 sur H.
Preuve :

Etablissons pour commencer

) J exp(z|T7 () .dug () = exp 5 |[2]],
H

cela résulte par exemple du théoréme 3).

En effet, si y est dans T(H) et que 1'on note =T

Fry T TyPre

On a vu que

dy

Ty - _ _1 -1 2 _ -1 -1
—EE;~(X) = pp(x,y) = exp - 3 T ;] 2(T ()|t &N}

et pulsque JH d“Ty = 1 3

-1 2
on obtient que J exp(T—1(y)IT—1(X)).duT(X) = exp(llT éy)I‘ )
H

en posant y = T(z) le résultat est obtenu.
On va démontrer maintenant que G est gateaux différentiable et que

G'(z)(a) = J g(X)eXp(Z|T_1(X))(aIT_1(x)).duT(X)
B

cela résulte des inégalités.

eku £ 1+ 2[x] chu et lul < shiul

pour tout u de R et pour tout A de R tel que lAI < 1 qui permettent

d'appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme . En écrivant :
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I
sh(a|T™ " (x))

g(x)exp(z|T 1)) (u]T7 1 (x)) = gx) sh(a)T™ ())exp(z|T™ " (x))

puis en utilisant (1) et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

' . 2 2 2701/2
@] kgl |ellamall 2lleal _ZQszHJ

LZ(B)

Ainsi G'(z)(.) est une forme lindaire continue sur H.

I1 reste a vérifier la continuité de z -+ G'(z) ; on approche

g par une suite g de fonctions de type borné dans Lioc(uT).

On note Gn(z) = JBgn(x)exp(z,T_1(x)).duT(x) :

on obtient donc

_1 -~ ) __1 _ ' _ _1
6" () )=y () @) = [ (eGo)mg () ~2T 0 exparalt” () = explazal1” ()

-dy,, (%)
B sh(a|T_1(x)) 2 T

on en déduit donc

121122

| 2 2
. : 1 2] [z+al| 2||z-al| 2
G'(z)(a)-G'(2)(a)| < 5 ||e~g || e + e - 2e
n _ 2 n L2(B)

ainsi Gé(z) converge vers G'(z) localement uniformément.

Il reste donc a établir la continuité de G'(z) pour une fonction

G(z) = J g(x)exp(z,T_1(X)).duT(X)a oi g est de type borné.
B
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Considérons

G' (2)(a)-G" (z ) (a) = J g(x) exP(le_1(x)-eXp(zo|T_1(X)i](T—1(X)ia).duT(x)
B

donc

|G'(z)(a)-G'(zO)(a)I S‘J g(x)]exp(le_1(x))l1—exp(zo—z|T—1(x))|(T—1(x)|a)|.duT(x)
: B

d'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

16" (2) (a)-6" (z ) ()| < (J Ig(X)|zl1-exp(zo—z|T_1(x))lz.duT(x))”2
: B

X

(JeXP(ZZITq(x))(Tﬂ(x))|al)z-d1_1.r(x))1/2 .

L'étude de la premiére intégrale est immédiate en utilisant (1).

Pour la seconde, on se donne une base orthonormée (en)ndN formée de

de vecteurs propres pour T avec valeurs propres associées (An)neN 3

soient (xk), (zk), (ak) les composantes de X, z et a sur cette base ;

soit H le sous-espace de H engendré par {e1,e2,...,en} ; on note

n n n . .
alors a , X et z les projections de a, X, z sur Hn et Pn la

projection orthogonale sur Hn

J (aan—1(an))§ exp(2zn|T—1(xn))H .duT(xn)
H n n

n
est égal a

2
H)
n

exp(2]]2"|]

J (T—1(an)|xn) exp - %—{(T;z[in—ZTn(zn)]lxg—ZTn(zn))H }dx"
n H

™2 . R n n
12 n ,
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qui est égal a

[?angan)H + Qr M @™)2 Wexp(2|lzn|l§ )
n n n

qui est inférieur ou égal a

[ 12 1w 412212 dexp2] [2"]15).
n n n

Par passage a4 la limite, on obtient :

IG'(z)(a)-G'(zo)l < sup|g(x)| (1-2exp %-||zo—z|l2 + exp 2||zo-z|l
© XeB

2)1/2

o (4] 2] 1 2exp(] 2] 1P /BD
ULLE

ce qui assure la continuité de z+— G'(z).

2

loc (bp)  L'application z - L5

Proposition 2.- Pourn tout £ dans L
ol ~zf(x) = f(x+z), considénée comme application de T(H) dans Lloc(uT) est

unigormément continue sun tout borné de T(H) et pour foute boufe B de H,

on a :

2
1] €] < ezl gy et | frva).du () = [ £(x) oy, (x,2) «diy (%)
A NG:) L2 (B+2) B T B+z T T

Preuve :

L'inégalité g'obtient & partir du second résultat en appliquant

1'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (1) du début de la démonstration
de la proposition précédente.

I1 existe une suite (fn) de fonctions continues & supports bornés

dans H telle que f_ o P converge vers f dans L (f o P_ sera
n n n loc n n




- 14 -

noté fn dans la suite).

On a |lzfn = Zfl|L1(B) = JB+zlfn(X) - f(X)ipT(x,z).duT(x)
2
ey, R
L™ (B+z)
I1 en résulte que (zfn)nelN 'converge vers zf dans L;OC(UT) et que

| f(x).dp..(x) = lim J £ (%) .du.. (x) ='{ f(x)p.(x,2).dp,.(x).
JB z T b Bz n T Btz T uT

En outre, pour tous 2z et z' dans T(B) et tout entier n positif, on a

11,8 ol s 1 g - el e = ol [, - £l
z oz L1(B)’ z z'n L1(B) z'n z''n L1(B) z''n z L1(B)
2 '
I R N AL
LY (B+2) L% (B+z")
IR

en fixant n assez grand et en utilisant l'uniforme continuité de fn s

on obtient 1'uniforme continuité de z > Zf sur tout borné de T(H).

Définition .- Mesuwre quasd invariante.
H est un espace de Hilbert réel, H 1a o-algeébre de Borel sur H

et 1 une mesure sur (H,2&) ; on dit que u est quasi-invariante.

Si Mu = {a € HlTau My << u} contient un sous—espace vectoriel

dense dans H.
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On remarque que si L est un tel sous—-espace vectoriel et si a € L,

v .
alors ua H

On peut voir que cela signifie encore qu'il existe un sous—-espace

vectoriel L de H dense dans H tel que
Vyel, VYxeX, uy+x) = 0 <==> uX) = 0.

On notera que dans un espace de dimension finie les mesures quasi-

invariantes sont les mesures équivalentes & la mesure de Lebesgue [j3 » IV, § 5].

I1 est clair que si yu est la mesure de Gauss centrée et d'opé-
rateur de corrélation A dans (H,D'z',), U est quasi-invariante car

M D A1/2(H)-
u

Théoname 4 [40, 20].-
Soit (H,2%), H est un espace de Hilbent néel séparable et b
La o-algébre de Borel sur H ; 404t a e H\{0} <telle que Y € R,

1

onthogonale P sur L, et ﬁ1 La mesure Amage par La profection orntho-

gonale sun Lﬁ salons Y o= uy X 31 et L'on a :

A a e Mu. Soit L, =Ra, Hy La mesure image de u par La projection

+c0 du
=2 (x) = O(PL,(X))j—mpu(X,Ta)dT ou o(y) est égale a 75£>(y),

dx désignant La mesure de Lebesgue sur L,.

Définition §.- Dénfvation d'une mesure dans une direction.
Soit p une mesure sur (H,/&) et a e H \ {0}. On dira que u

est dérivable dans la direction a, si pour toute fonction @ valeur réelle

du(x) existe.

continue et bornée (f € CE) ~ lim

A0

J f(x+ra)-~-f(x)
q A
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Cette limite sera noté L(f). On déduit du théoréme de Banach-
Steinhaus que £ est dans (Cg,[l liw)' donc il existe une mesure algébrique
4 variation bornée v sur (H,%) telle que J f(x)dv(x) = £(f) pour tout
H

f dans Cg.

On dit alors que v est la dérivée de 1y dans la direction a

et 1'on note v = dau.

Déginition § bis.- Dénivée Logonithmique d'une mesure.
Sous les mémes hypothéses que dans la définition précédente, on

suppose y dérivable dans la direction a. Si dau est absolument continu
N e o dau . ce s . .
par rapport a yu, la dérivée Tﬁf est appelée dérivée logarithmique de

dans la direction a et notée ,Ku(x,a).

On a alors le théoréme suivant :

iﬁgonéme 5.- Soit H un espace de Hilbent néel séparable et u fLa

mesuwne gaussdienne centnée d'opérateurn de cornélation A.

1/2

Alons pour tout a dans A '°“(H) (a # 0) La dénivée Logarithmique

de La mesure yu dans La direction a exdiste et est donnée pan

-1/2 -1/2

Ep(x,a) = (A (a) |A (x)) o Le second membre est défind presque partout

parn Le théoréme 3.

Preuve :

Soit Wy la mesure image de p  par la projection P sur Hn'
B, est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue

dxn sur Hn avec la densité
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1 n 1 Xi
kn(P X) = 73 I 73 exp (- IV

)
n (2m) =1 G K

et la dérivée logarithmique de L dans la direction Pn(a) est donnée

e

d
par £ (P x,P a) = ———E..ogk(Px— Pa)] =
n n n’ dx n n n 120 k=1 K

On sait, d'apreés Bdﬂ ,» que la dérivée logarithmique de u dans
‘la direction a existe si et seulement si la suite (£ _(-,P a)) est
n n nelN

uniformément intégrable par rapport a la mesure . Or, pour tout couple

d'entier (p,q) P < q, il est immédiat que

Eq(qu,an)[du(x)

1 2 '%tz ‘ak‘z'
(——-J t"e 7 dt) ?
R =

[H IKP(pr,Ppa)

A

I
o~30
| -
oM
>

ce qui permet de conclure.

Intéghation par Parntie.

Soit H un espace de Hilbert réel et séparable, p 1la mesure
gaussienne centrée d'opérateur de corrélation A et f une fonction continue
sur H, différentiable au sens de Gateaux, et telle que pour tout a de H

x - f'(x)(a) soit continue et de type borné.

1/2(H),

Alors pour ¢ de classe C1 A support borné et a ¢ A

a#0, ona:
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f £1(x). (a)¢(x).dp(x) = - J’f‘(’x‘) [8,9] () .du(x)
H JH

avec [ﬁxﬁj(a) = ¢'(X(a) - Lulx,a)$(x).

Preuve :

J £1(x) . ()¢ (x).du(x) J (£¢) ' (x). (a).du(x) - J £(x)¢' (x). (a).du(x)
H H

H

or

J (£¢) " (x).(a).dp(x) J lim % [Kf¢)(x+aa) - (f¢)(xi].du(x)
B H a0

donc d'aprés le théoreme de convergence dominé, le second membre est égal 2

J (f ¢) (x)Lu(x,a).du(x) ce qui prouve le théoréme.
H

Nous allons maintenant établir une formule du type Ostrogradsky.

Intégnale de surgace.

H est un espace de Hilbert réel séparable et It 1a cg-algébre
de Borel sur H. Soit p une mesure sur (H,B et S une hypersurface

de classe C1 dans H.

(&)
On définit p” si elle existe par :

f f(x)dus(x) = 1lim é%ﬁ( f(x)du)
H e=>0 J S,

ou S_. désigne {x e H|d(x,S) < &} , € >0, si la limite a droite

€

quand ¢ -~ 0 existe.
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Théondme 6 [}0, chap. V, § zi].— Soit H wn espace de Hilbernt
néel séparable et u La mesure gaussdienne centrée d'opérateur de corrélation

A. Soit s, La sphére de centre =z et de nayon R ; alors, pour toute

LR

gjonction mesurable et bornée définie sur S = S, &
b

J £Go | Jw) |’ o) = f £6o | (n [wan®e) + J £60 | (n, |0 [au® ).
S S,

s1 2

u  est un vecteur unitainre de A1/2(H),

S1 = {x e S|(x-z|u) 2 0} et 52 = {x € S| (x-z|u) < 0},

n, désignant Le vectewr nommal unitaire extérnieuna S en x et ona :

fe 2 | ool ylw e - | Lorew) )
) S

(s.)[‘“o

P
i L1 pu(tu+y,Tu)dT

-—00

avec pour L Le supplémentairne orthogonal de Ru, P La projection orthogo-

nale sun L, 1 La mesure {mage de uw par P

_ 51
’ L et y + tu = PL (yyn Si,

Remangue : Il résulte d'un calcul fait dans la démonstration du

théoréme 7, l'expression suivante de ces intégrales de surface :

i={1,2} = Js £G) | (n |uw)|dug
i
21 1 -1 _ 1
2 - 2 2
'1L§—~jiglli J f(ty+tu)exp - %{t“A 2(u)||+ (A (U)LA (y))}Z duL(y) )
V2r P (S.)

e 2wl
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Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théoré&me suivant qui

sera utile pour établir les résultats du chapitre III.

Théoneme 7.- Sodit ¢ une fonction Localement unigormément continue

et de Zype borneé.

On considéne La fonction o définie sur H par

o(z) = { ¢(x)duT(x).

BR+z

o est Hy dérivable au sens de Gateaux et pour tout z de H

et h de HT on a :

' (2) (h) =J ¢(X)(nx]h)du§(x).

SR+z

Preuve :

' . 1s .. . R
" On considere u un vecteur unitalire dans HT et soit H = L1 ® Ru

somme directe orthogonale et P1 la projection orthogonale sur L1.

Soit 6 1'isomorphisme de B sur R x L, défini par 8 (tuty) = (t,y).

Soit la projection orthogonale de My sur L1 alors on sait,

u
Ly

Y
d'apreés le théoréme 4, que pour tout u de HT la mesure M image de o

.. . o
par 0 est équivalente & la mesure u = dt x M avec
1

T e -1
—= (t,y) = ([ pT(tu+y;Tu)dT) .

- et
Calculons J pT(tu+y;Tu)dT s

on a :




ied su3tsop uo ¢ AAM.Nv—mv—m = Amamv_m BI930U UQ

__A:v 1 4Zp ip

. z . ?
mNAA%v H__ AZVpIHv + __Aﬂv—lH_ _UV I—. leNw jASV H__ A% 1) Mmmun

JUOp 3IUSTIQO UQ

O [y, 1]

Z
bRy ey e gy e

[y, 2l 2 4
ANAAA%VPIH_A:V_-HV ey 2Dy dxe

il -
B NG IO P._AN__ETH__;-EMVL -

e

[ (), 1]
Z |- .
A,S_-H:e_-sd Gl & axe

(n) o
1p{ AN__ TH__V-“-:__E |y € -pdxo
N A%v_-aﬁﬁsv_-a N _- _ s+

[4

o i) _
1 - - P —
EATC H_A:VTHV ¢ -3z - MG Tl yxmoo;

il

OO~
p©A:Hm%+suvHa %
oo+

Juop

ﬁ?c H_?v )iz - N__A:v_uw__upm - N__A:VTH__NFH_ uw.nﬁxo =

ﬁ%wAh+=uv—|H_Ast|HvHN - N__ASVPlﬁ__NH m.lwaxw = A:Hm%+5uvﬁ
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[§1(y)u,t2(y)é] le segment découpé par la boule B(z,R)

on pose ®(z+hu) - ®(z) = A®(z,h) ou h eR,

on obtient alors

i {itz(y)+h
—~—:%E———— A®(z,h) = ¢ (y+tu)exp{- % (tlIT_1(u)li2
HT ]| .J tz(y)

B1(z,R)
‘-f't1(y)+h

sur y+tu 3

-1 -1
+ (T (filT (y)))z}dt duy
[T (] 1

-1 -1
- J o (y+tu)exp{- %-(t||T_1(u)l12 + & (uZJT (y)))Z
t,(y) ||T

B1(z,R)

Or, la fonction a intégrer est définie sur
My négligeable et elle est uniformément continue en t

B1(z,R) \ Nj.

On obtient donc que

V2m

— BT pe(z,n) = h
[T " ()]

B1(z,R)

T ] 1

b (yreun)expl- =+ (¢ I w2 + ¢

}dt duL

@, \ N) xR ou N

l
\
1 est
quand y parcourt
|
|

tz(y)

T—1(u)|T_1(y)))2}} dug

t1(y) 1.

+ o(|h]).

Cela permet de conclure en utilisant le théoréme 6.




CHAPITRE 11

L"EQUATION '"3" AVEC DECROISSANCE AU BORD
SUR CERTAINS OUVERTS CONVEXES D'UN ESPACE DE BANACH .

1 - Notations.

Soient E un espace de Banach complexe et U wun ouvert de E,.
On note Qﬁ(U) (k 2 0) 1'espace des formes différentielles de

degré n sur U & valeurs dans € et de classe Ck.

On note OQE(U) = {w e QE(U)]w est & support borné}. Si w e QE(U)

k > 1, on pose

n+1
D) @y Xy ) = LD

i+t -
w' () (X1...Xi...X )

n+1

n+1(

Dwe Qk—1

u).

Soit w € Q?(U), w sera appelée une forme de type (p,q) avec
p+tq = n (ce que l'on note w € Q(p’q)(U)) si V/C € U et VQX1...Xn) e EV

et Vzet: w(z) (zX1...zX y = 2P 29 w(o) &,...x).
n 1 n
Soit £ wune fonction de classe C1 de U dans €, on pose :

_of
3z (X)

N]—s

(f'(g) . X-if ' () .iX)

of

— (£'(z) .X+1if ' (2) .iX).
3Z(X)

l\)l—\
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Ogéna,teun 3 : Lorsque k > 1, c'est l'application de Q(ﬁ’q)(u)

dans Qﬁi?+1(U) définie par :

_ ptq+1
30 () (K X, ) = = § (k!

= ) ow ~
prq+1) T prg+i — (&) (X oo X o0 X ).

k=1 3Z(X, ) 1 o
k
(p,q)
Lorsque w est seulement dans Q (U), pour tout sous—espace
vectoriel H de dimension finie dans E, 1la restriction de w a UNH

défini un courant [?2], on posera EH(w) = 3(w au sens des courants.

lunH)

Etant donné w dans Qép’q)(U), on dira que ww admet globalement

(p,q+1)(U)
(o]

un 3 s'il existe T e @ tel que 5H(m) = ﬂ‘H, pour tout H

sous—-espace de dimension finie. On remarquera que si w € Qgp’q)(U), alors

w admet globalement un 9 qui coincide avec le ? habituel.

Soit X un vecteur unitaire de E. A toute forme différen~

\ o
tielle dans Qén)(U), on associe la forme wy de Q(n_1)(E) définie par :
o

)

oy (c;X1...Xn_ m(c;Xo...X ) si ze€lU

1 n—1

we (3% . X ) = U si 7 e E\U.

Lorsque l'application t > wy (g+t XO;Xq-1) est intégrable par

o
. dt A dr. .
rapport & la mesure du plan complexe — > quel que soit ¢ dans U
q-1 q-1 ) _.n dt A dt
et X dans E , on pose : kq(w) () Ez;—[ Wy (t XO+§) .

o

. o
Etant donnée une fonction V continue sur E, on note V 1'ouvert

o

défini {g|V(z) < 0}. On dira que la frontiere de V  est réguliere par
morceaux si V est l'enveloppe supérieure d'une famille finie (Vi)1<i<n

de fonctions continfiment différentiables telles que chaque Vi soit bornée
[ o
sur V et non nulle sur la frontiére de V.
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-] o -]
. 3 fp s .
Soient Vi’ V. V. les ouverts définis respectivement par :

iz’ i,z
{-e<v. () <0}, {tec|ecx V.(grt X ) < 0}, {te m(vi(c+t X)) < 0}.
La proposition 1 établit un résultat de P. BERNER Eﬂ.
Proposition 1.- Etant donné o dans dﬂf°’q)(E), q x1, alors ﬂkq+1(5w) et

ko (W) appartiennent respectivement & Qéo’q)(E) et ng’q_1)(E) et L'on a :

kq+1(5w) + S(kq(w)) = w.

Démonstration :

Soit E1 un supplémentaire de la droite € XO. Un vecteur { de

E se décompose sous la forme 7 =1 X+ z', (' e E1). Soit (X1-..Xq) N
dans EY. Alors :
~ 1 k qu(w) R
@) @ b ==L § ok D8 ) )
! 1 k=1 5Z(X,) q
k
-3 ~§ D s J w(t X +0) (XX .. K ..x ) 404
kst 0z 2 e q
= - E{;—J § (-1)k —3 wlt Xo+;) (XO’X1"'§k X ) dt ﬁ dt
€ k=1 BZ(Xk) q
= 2]1-[ J —30.) (t XO+‘;)(X1...X )—(q+1)5w(t X0+€)(XO---X ) dt i\ dt
N C BZ(XO) q g Tt
dt A dt

1 dw ,
= J (t XO+ TXO+C )(X1°"Xq)

. - (k3w (D) (X,...X )
2im g 9Z(X_) q+ 1 q

t

= ....]_i ~1 q _d__E__A dt - - q
5im Be me(t XO+T Xo+g Y P kq+1(8w)(§)(x ).
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Puisque w est a support borné, il est clair que cette derniére

intégrale vaut w(@) @YD), ce qui établit la formule.

Théoneme 1.- Soit V un ouvert convexe boané a grontitre négulidre
par morceaux de E. Sodit o dans ng’q)(v) tel que
(L) Vxd e Y, 1lim [:sup lw(z;xY) ,-e < V(o) < 0] = 0.
€0
(i) 1L existe € > 0 tel que (Bw) (C;Xq+1), resp. w'(c;Xq+1) A04%

borné sun {gl- e < V(g) < 0} pour tout x0T e g0+

Alons
(a) kq(w) admet globalement un 3, nesp. kq(w) € ng’q_1)(§).

(b) Tk W) et k., Gw) sont dans Qéo’Q)(G) et w =k, (30) + 3k (@)

Démonstrnation :

Soit ¥ une fonction de classe C1 sur RN ou N est le nombre

de fonctions Vi dont V est l'enveloppe supérieure, telle que V¥(x) = 1
si x e:]—W,—ijN et ¥(x) = 0 si 1'une des variables x; est dans 1'inter-

V,+2¢ V.+2¢ V. +2¢
1 N

T T * ——)w

valle ]1,+«{; La forme W, définie par V¥( e -

appartient a 0950’q>(V). Appliquons—lui la proposition 1, on obtient :

wg = kg Gu) v 5k ).

Pour passer a la limite lorsque ¢ tend vers zéro, nous utiliserons

le lemme suivant :

Lemme 1.- Sodent V un ouvert de E a4 grontilre néguliere par morcedaux
et X, un vecteur non nul de E. Alons Mes-fl-EiA'dt
; t
est un Ole), ZLocalement uniformément par rapport a c.

{t e €|l < V(c+t X)) < 0}
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Démonstrhation :

. o ]
Soit Eé = {teC|t Xo + 7 e BVi N V}. On introduit la fonction

0
o, définie sur V x R3 par : @i(g,x,x,y) = Vi(g+(x+iy) XO) + 2.

[]

. _ . i _
Soient T, € V et tO =X, ti1y e Eco, posons a Co + to Xo.
: 3¢i 3¢i
' s 2 . )
Alors 1'une des dérivées partielles 7;;(Co’o’xo’yo) #0 ou 7;:(§o,0,xo,yo)

est non nulle.

En effet, si 1l'une et 1'autre étaient nulles, on aurait
Vi(;o+t Xo).x X0 = 0 quel que soit le nombre complexe A. Autrement dit,
la droite € XO serait dans Ker Vi(a) et le point Zs serait dans l'hyper-
plan a + Ker V;(a). Montrons qu'en fait cet hyperplan ne peut couper 1'in-~

térieur de Vi’ ce qui établira la contradiction

Soit hO tel que V'i(a).hO < 0 ; puisque

Vi(a+a ho) = q Vi(a) h + 0(a), le segment ]a,a+a h;] est contenu dans

]
pour o > O assez petit et disjoint de V pour o > O assez petit.

o

Soit h1 tel que a + h1 e (at+Ker Vi(a)) V, alors 1'intervalle

- [+ o
_Ja,a+h1] est dans Vi’ le plan P défini par (a,g1,ﬁo) coupe Vi suivant

un convexe ayant a pour point frontiere, puisque a +a hO est disjoint
e}

. .o e .
de Vi pour o < O assez petit. La tangente d'appui T en a est située

(<]
dans le 2eéme et 4éme quadrants. Le bord de P N Vi vérifie localement

ov.
= . : - = y! e .
Vi(a+ho x+h, y) = 0 ; puisque . 0) Vi(a) h <0, ce bord est situé
sur le graphe de y = 8(y) solution implicite de 1'équation Vi(a+ho x+h1
et un calcul immédiat montre que 6'(0) = 0, ce qui est contradictoire avec

la position de T. On a donc prouvé

. 3d. 0d.
i . i i
Ve ECO , (t=x+iy), ™ (cO,O,x,y) # 0 ou *5§7 (CO,OaX,Y) # 0.

y) =0
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99,
. . 1z i '
Supposons, pour fixer les idées, que -:=— ne s'annule pas en

ay
(;O,O,xo,yo) et appliquons le théoreme des fonctions implicites. Il existe
un voisinage W de (QO,O,XO), un intervalle ]A',B'[ contenant y et
une fonction ¢ de classe C1 définie sur W, & valeurs dans TJA',B'[;
tels que y = ¢(z,A,x) soit solution implicite de 1'équation @i(c,k,x,y) =0
avec (CO,O,xo,yo)' comme conditions initiales. Puisque chaque Vi ne s'an-
nule pas au bord, on choisit W de telle sorte que IVE o ¢| soit borné
inférieuremeﬁt par un nombre a > 0 sur W. Il existe ainsi un voisinage

V de Co’ un intervalle j]A,B[ contenant xd et un nombre o tel que,

pour tout ¢ e]O,oc[ et 7 €V, on ait :

vi . N BA,B[ X:]A',B'Ij = {x+i¢(z,A,x)|x € JA,B[, 0 < A < €}.

Puisque |Vi o ¢| est minoré par a sous les conditions précédentes,

) . 1 ~ .. .
.5X+ est majoré par - sous les mémes conditions et l'aire de 1'ensemble

Vi c N ﬁA,B[X]A',B'@ est majoré par %.E, pour € <o et ¢ e V.

Un argument de compacité permet maintenant de construire un ouvert A contenant
[}

2 et un nouveau voisinage V de q tel que l'aire de Vi r
fo) bl

majoré par K.e pour tout g dans V. De plus, pour e assez petit et

E N A soit

. . , J . OE e}
assez voisiné de Cys les .t pour lesquels 7 + t.XO appartient a Vi nyv,

appartiennent a A.
o ]

On en déduit donc que l'aire de {t|z+t X, € V? NV} est un O0(e)

localement uniformément par rapport a -z. On a clairement la méme conclusion

o

[e] o
pour l'ensemble {t|z+t XO e V€}. Enfin la distance de l'origine 2 Vi c N VC
’

est s.c.i. par rapport 4 ( et décroissante par rapport & ¢ 3 elle est

donc localement bornée inférieurement par un nombre strictement positif,
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indépendant de € ; on obtient ainsi la m@me conclusion en substituant

dt A dt .

la mesure a celle de Lebesgue.

| ]

Revenons a la démonstration du théoréme :

a) kq+](3w€) converge localement uniformément vers kq+1(8w).
Grdce au lemme précédent, on a

V.+2¢e -
. g+l i = dt A dt _ =
11m‘§fﬁ JE?(..., — yees)Ow XO(t;+t XO) —_— kq+1(3w)(c),

t

localement uniformément.

Pour obtenir kq+1(§w€), il faut ajouter & 1l'intégrale précédente

le terme suivant :

V.+2¢
g+t [l o¥ i -
2im Ls z axi ooy - c ,-..)BVi Aw XO(C.H-_ Xo)

dt A dt
=

Or ce terme est majoré par :

1'application du lemme et de 1'hypothése (i) montre que le terme complémentaire

converge localement uniformément vers O.

b) Etude de 3k (w ).
I1 est clair que w_  converge localement uniformément vers w et

que akq(we) =w, - kq+1(8we). On en déduit que qu(we) converge localement

uniformément vers T = w — kq+1(5w).
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Ainsi pour tout sous—espace H, de dimension n dans E et tout

N

— -]
¢ € Qz 94 Nnv), ¢ & support compact, on a :

. < 1 _ 19+ = _ (_4y9+1 T R (i
ii‘é‘ <3kq(m€)¢> = lif,‘ (-1 <kq(m€)a¢> = (-1) <kq(m)8¢> <3H(kq(w))¢>.

Puisque, lim <5k (w )¢> = <ﬂl ¢>, on en déduit que :
>0 d € H

5H(kq(m)) = W‘H dans D'(% NH).

Ainsi, kq(w) admet globalement un 9 et %&g qu(we) = a(kq(w)).

On a donc finalement, en passant & la limite lorsque € tend vers

zéro dans la relation w_ =k (Bw ) + 3k (w )), 1le résultat cherché :
€ q+1 € q €
w = kq+1(8w) + S(kq(w))-

Si on remplace 1'hypothése ii) par 1'hypothése ii', on démontre

en utilisant le lemme, i) et 1ii') que (kq(mg))' converge localement

uniformément par rapport & { gquand € tend vers zéro vers

q ' de A dt .
5T Jo (wx ) ' (c+t XO)-(-) —T ce qui prouve c).
\Y o}
L
Corollaine 1.~ Soit w une goume de ng’q)(v), 3 fermée,
telle que

i) Vxerd 1lim (sup |w(@®|) =o0.
ge>o =& <V(z) O

Alons kq(w) admet globalement un 3 et 5(kq(w)) = w.




Remarque :

Si la norme de E est de classe C1 sur E\{0}, on peut. appliquer
les résultats ci-dessus a toute boule ouverte B de E, ce qui permet en
particulier de voir que si w, 3 fermée, appartient a ng’q)(B) et si

[lw(z)]| tend vers zéro quand d(z,3B) tend vers zéro, alors kq(w) admet

globalement un 9 et 5(kq(w)) = w.

Dans ce paragraphe, E est un espace de Banach complexe dont la

norme est une fonction de classe C1 sur E \ {0}.

Théondme 2.~ Soit V un ouvert convexe de E, 4 frontiere négu-

Liehe pan morceaux. Soit w dans ng’q)(v) tel que

ki) \7’ x9 e Eq, lim L"sup[_w(c;Xq)[,—e <V(r) < O] = Q.
£>0

(ii) 1€ existe € > 0 tel que (5w)(;;Xq+1), nesp. w'(c;xq+1) 504t borné

sun {z]-e < v(z) < 0} pour tout X7 e gIHT,

o

(iii)  Poun tout z, de Vv, 4L existe un vodisinage W de z, tel que :

(t XO+C;Xq—1)| et sup| (3w, resp. w')x (z+t Xo;Xq)|

sup’wX
zeW "o zeW o
L N dt A dt q-1
sont intégrables parn hrapport a La mesure -, pour tout X dans
t

g1 ou x% dans B9

Alons

o

a) kq(w) admet globalement un 3, nesp. kq(m) € ng’q_1)(V).

b) Tk W et ki, (Gw) sont dans 8"V W) et

w = kq+1(§w) + 5(kq(w)))-
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Démonstration :

. . . . 1
Soit Y wune fonction décroissante de classe C sur R, nulle

sur :]1,+°°[ et identique a 1 sur ]—w,—ﬂ.

12_
Soit o_. défini par a_ = W(JJEELL~—EE). Posons w_ = o_.w., En
n n n n n

(o]
appliquant le théoréme 1 & 1'intersection de V avec la boule centrée 2

1'origine de rayon v3n, on obtient :
(1N w = kq+1(8wn) + akq(wn).

Puisque §an converge localement uniformément vers O, 1'hypothése

(iii) entraine la méme conclusion pour kq+1(5an A w). De plus, on a :
= = - +1 = dt A dt
Tk ., Guw-k__, (a .aw)J @] s L—J H (Bw), (£ X +0) || ——==.
|_q+1 g+l n : 2T t,z/; 4Xo o }t'

Toujours d'aprés (iii), cette majoration converge localement uni-
formément vers O, on peut donc affirmer que kq+1(5wn) converge localement

uniformément vers kq+1(§w) lorsque n tend vers 1'infini.

I1 est clair que kq(wn) converge localement uniformément vers .

k (w) ; la démonstration est analogue & celle qui a prouvé la convergence de
q

kq+1(un dw) vers kq+1(aw). Puisque w, converge localement uniformément

vers w, §(kq(wn)) convefge localement uniformément vers 7 = w - kq+1(5w),

lorsque n tend vers 1l'infini.

On en déduit donc, comme dans le § III, que kq(w) admet globalement

un J et que ii?m B(kq(wn)) = 8(kq(w)).

La relation w = kq+1(5w) + g(kqw) s'obtient par passage & limite

dans la relation (1) ci-dessus.
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]

Lorsque les hypothéses (ii) et (iii) porteht sur o' au lieu de duw,

on constate par un raisonnement analogue que kq(wn)' converge localement

dt A dt
t

. . q ' '
uniformément vers 5;;—[; (wxo) (g+t Xo)

z

, prouvant ainsi la régu-

larité de kq(w).

Conollaine 2.- Soit w une foame dans ng’q)(V) , o-4ermée,

TeLle que :
(1) VY x%erd, lim(sup |o(2) XD|,c]-e <V(z) < 0) = O.
€0
(i1)  Pour tout <t e V, AL existe un voisinage de ¢, W ek
que  sup |wx (t XO+C;Xq-1)| est intégrnable par rapport a La mesure SEWJLJQE,
CEW o t|

quel que s0it X371 dans E.

Alors, kq(w) admet globalement un 3 ot S(kq(m)) = .

Remarque : Le théoréme 2 et le corollaire 2 s'appliquent a tout

1'espace ; on peut, en particulier, en déduire le résultat suivant :

Pour tout w dans ng’q)(E), w 5—fermée, telle que
A

—2——  alors k (w) admet globalement un 3 et a(k_(w)) = w.
el fel]? ‘ e

Hw@ ] <




CHAPITRE 111

L'EQUATION 3f = F DANS UN ESPACE DE HILBERT.

Notations.

H désigne un espace de Hilbert complexe séparable, HR‘ est l'esgpace

de Hilbert réel sous-jacent muni du produit scalaire (x|y) R " Re(x]y)H.
H

T est un opérateur d'Hilbert—Schmidt auto-—adjoint injectif sur H ;
soit (en)ndN une base orthonorméede vecteurs propres de T ayant pour
40
. 2 2
valeurs propres respectives (X ) et 1'on note: ||T||® = 2 A la norme
n neN n=1 D

de Hilbert-Schmidt de T.
On note. HT 1'espace T(H) muni de la structure hilbertienne

) ob (xly)y = (@ @|TT )y
t t

B, C | Iy

C . et Pn la projection

YV n elN*, H est le sous—espace
n N

nes

3
orthogonale sur Hn’

On désigne par la mesure gaussienne centré d'opérateur de cor-

b
R . R _
, T étant défini sur H par T(en)— Xﬁe et

. . 2
rélation T sur H 0

T(1.en) = An.l.en.

On a vu au chapitre I, que si 2z est dans T(H) alors up et

uT,z = T, g sont équivalentes et alors
du
- ) - -
— L2 () = o (x,2) = exp - 4 (TN @12 - 2Re (TN @ | T ) L)
dn T 2 H
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le produit scalaire (T—1(z)|T—1(x)) R étant défini up Presque partout sur
H

H, et de carré sommable.

Hp
2 2
I1 est clair po(x,2)dy.(x) = exp(||z||. ) pour tout =z dans H_.
q T T HT

En effet :

ﬁ%(x,z) = exp(—l|z|l§ )exp RQ(T_1(z)|T_1(x)
T

et puisque J pT(x,z)duT(x) = 1, le résultat est prouvé.
H

Une propriété sera dite vérifiée localement dans un ouvert borné
de H si elle a lieu sur toute boule de § située a une distance strictement

positive de la frontiére de @, (par exemple, la locale continuité uniforme).

Une fonction sera dite de type borné sur § si elle est borné sur
les bornés de § situé 3 une distance strictement positive de la frontieére

de Q. .

Si f est mesurable pour tout z de H, x w» f(x+z) est

Hp
M mesurable et sera toujours notée Zf.

BR désignera la boule centrée en 0O et de rayon R.

Enfin, on rappelle que si § est un ouvert de H et si V¥ est

de classe C1 sur 9 ; on pose
W0 (2) = 5 [¥' ). (2) + 1 ¥ (x)(iz)]

de méme, on pose, si ¥ est dans C1(Q) et z dans HT

Bx‘l’] (z) = v —-%— l:ﬂuT(x,z) + 1 ZUT(x,iz):]‘P(x).
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Le résultat qui suit est dii 3 P. RABOIN [33] 3 nous donnons avec

plus de précisions les propriétés de différentiabilité.

Théoneme 1.- Sodit Q un ouvert borné dans H. On suppose que pour
tout entier n  posLtif £ est une gonction continiment dérnivable, a dénivée

de type borné sun Le cyclindre P;1(9 Na).

On suppose, en outre, que

a) ALa suite (fn) convernge gaiblement verns L'application £

nelN

dans £'espace 12 Q).

loc

b) La suite (an)ndN est de type bornée dans son ensemble et
converge simplement sun Q  vers une forme Foode classe ¢! sun ol

Alons

(L) La swite (fn)neN est de type boané sun QN H,, converge

samplement suwt Q@ NH, vers une gonctdlon £* qui vérifie pour tout z

T
dans T2(H)rW 0
" e
f (z)uT(BE) = J fﬁx+z)duT(x) + 2 J J F(z+rx) (x)dr duT(x)
o ‘B

€ €

B

ol up est La mesune de Gauss sur H et B La boule de nayon e de H

T T

centnée a L'origine telle que B+ z 504t 4 une distance strictement positive

de La frontierne de 9 N Hp.

(id) La fonction £ est de Lupe borné et Localement undformément

continue sur QN By et de classe ¢ sun anm , s en outre, elle vénigie
T
3" =F suwt Q NH )

T
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Preuve :
(1) Nous indiquons seulement les grandes lignes de la démonstration
et nous renvoyons a [35] pour le détail des calculs.

On considére la mesure de Gauss sur H et la boule BE de H

Hp
centrée 3 l'origine et telle que z+B€ sont a une distance strictement posi-
tive de la frontiere de § N H.

En utilisant l'invariance de la mesure de Gauss par (x > xele)

et en intégrant la formule intégrale de Cauchy Stoke & une variable, on

obtient

1
@D) fn(Z)uT(BE) J fn(x)pT(x,Z)duT(X)+2[ J an(z+rX)(x)dr duT(X)-
B +z o’B

€

On déduit a partir de l'hypothése b) et de la proposition 2 du

chapitre 1 que la suite (f ) est de type borné et converge simplement

n’ neN

. * e e e
sur N T(H) vers une fonction f£ qui vérifie

e
(2) ‘f*(Z)uT(Be) = JB +f(x)oT(X,Z)duT(xHZ[ J F(z+rx) (x)dr duT(X)-
c Z o’B

En utilisant cette expression et a nouveau la proposition 2, on

* P . . .
constate que f est de type borné et localement uniformément continue sur Q N HT'
En réécrivant (1) sur Q N HT ‘pour la mesure de Gauss de HT

que l'on note encore Wy > on obtient la relation annoncée en (i).

(ii) Etudions la différentiabilité de f' sur Q NH -
T

. . cee s . . 1
La seconde intégrale dans (i) définit clairement une fonction de classe C

sur Q@ N H 9
T

Nous allons étudier la premiére intégrale
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[ g f*(x+z)duT(x) = J f*(x)pT(x,z)duT(x).
BE B€+z

On considere

2¢e 2e
NnH 2) x (HT na )

T

G(z1,zz) défini sur (Q par

G(z,,z,) = £ (x)p (x,z )dy,(x) = £ (x+z )y, (x)
1772 T 175k 175
Bz, B otzym2y

N € . s . . PN . p
ou € désigne l'ouvert formé des points de  situés 2 une distance supé-
rieure & € du bord de .

On a donc

G(z1,zz) = (f . f*(x)exp(T_1(z1)|T—1(x)) R duT(x))exp - % ||Z1l|2R
B _+z H H
e 2 T : T2

.~

On applique la proposition 1 du chapitre 1, & la fonction :

1 2
H(ZI’ZZ) = exp {§-|,z1||HR }G(z1,22).

T2

H admet une dérivée partielle par rapport 2 z, qui est dans (H 2)' et
T

oH . .
52? (z1,zz) est continue sur (928 N HTZ) X (HT a 926) 3 ona, en fait

(2 2,) () = J e @) @) @@ TN | du 6.
1 B€+z2 HT HT

oH )
Fy (21’22) ne résulte pas de la proposition 1,

Seule la continuité (21,22) >
1

chapitre I,

On appelle alors F 1'expression sous 1'intégrale et y 1la fonction

caractéristique de la boule.
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On a :

Angi = J Ax F duT + J X AF dug.
H H

1 T T

La premidre intégrale tend vers zéro, d'aprés le théoréme de

convergence dominé et la seconde d'aprés la proposition 2, chapitre I.

Maintenant en utilisant le théoréme 7 chapitre 1, on voit que

2e

z, & H(z1,22) est HT2 Gateaux différentiable sur HT neo

2L (z,,2,) (0) = J £¥ rz) (n | 0)

2 S€+zz—z1

et I'on a dUT(X) ;

H

H =

donc, d'aprés le théoréme de composition des différentielles, on obtient que

(H(z,z))' = jﬁl—(z,z) + jﬁl—(z,z) sur Ho N Q
821 822 T

2¢

ce qui permet de conclure & la différentiabilité de £%  sur HTZ N Q.

11 suffit de montrer la continuité de 2z = é%i (z,z), celle
2

de la premiére dérivée partielle étant déja acquise j on aura ainsi prouvé

ue £* est C1 sur H.»o 0O Q 3 or, ona
q T2

Ea} (z,z) (h) = Js f*(X+Z)(nth) g dHp (0

2 £ HT

ce qui prouve la continuité.

Montrons, maintenant, que 3fT =F sur 2N HT2 .
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On applique la formule d'intégration par partie (cf. Chapitre I).

On a donc pour toute fonction V¥ de classe C1

a support borné

dans Q@ N H , et a dérivée de type borné et pour tout =z dans H 3
T T
J 5f¥(x)(z)W(x)duT(x) = - f(x)L@XW](z)duT(x).
T T
Pour tout entier positive n, on a de méme
- ( -
[ 3f (x) (2)¥ (x)dup(x) = - j £ G [§XW](z)duT(x)
T T
en utilisant 1'hypothése b) et le fait que la suite (fn)neN est de type

borné sur Q N HT on peut passer 4 la limite sous le

on obtient

|
72

On a donc

{ E (x) (2)¥ (x) dug, (x)
JH P

T°

donc pour tout x dans £ N

. \ *
Mais puisque £ est C

dans H
T2

termine la démonstration.

, la relation (3)

( F(x) (2)¥(x)dug(x) =

signe intégral et

- J f¥(x)[gij(z)duT(x).
)

T

= J F(X)(z)W(x)duT(X) (3)
H o

T
H et tout =z dans H
2 73

1 3

sur Q@ NE , et que T (H) est dense
T

se prolonge a H , par continuité, ce qui
T
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Théoneme 2.- Soit F une forme différentiefle d fermée de type
de classe €' et de type borné sur un ouvert pseudo-convexe 9 boané dans
H. Alons, pourn tout opérateur nucléaire et infectif A surn H, L existe

1

une application £ de classe C'  sur Q N H, solution de £'équation

3f = F.

Preuve :

On utilise la décomposition polaire A = UV avec U wunitaire
et V auto-adjoint positif et on pose VV =T qui est injectif auto-adjoint
et d'Bilbert-~Schmidt.

F étant de type borné sur Q borné, on peut trouver une fonction
¢ de la forme y(-Log d(.,3R)) avec x convexe croissant assez vite qui

soit plurisousharmonique sur § et telle que ||Fl|2 < e? sur Q.

Pour tout entier n positif, on pose ¢, = ¢|H oP
n

n

n
si z = 2 z.e,
n —
Fn(z) = jz1 FJ.(Pnz)ej pour tout =z dans Qn

ou F.(z) = F(z)(e.) et e.(z) =1z..
J ] J J

Si Th est l'application linéaire de ¢" dans Hn définie par

A.z.e..
1 31

0~

Tn(z1,zz,...,zn) = j

et . ¥ 1’
La forme différentielle F définie sur 1l'ouvert pseudo—-convexe

n
E = T_1(Q NH ) par % (z) = A.F.(T z)dz. est de classe c¢” et 3
n n n n 1] n J

fhdb

3=1
fermée et si 1'on pose
3 (2) =06 0T (2) + 1 ‘Izllz pour tout z dans E
n n " 2 o n °’
2n
on a en notant dX le mesure de Lebesgue dans IR

2n
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dX
¥ (2)] | %exp(-§_ (z)) —20
JEn n ¢n (Zﬂ)n

Ho~13

) dXx
M) Pexp(-ar, () + 5 2]|%) —22

1 (Zn)n

j

Si A2 est une plus grande valeur propre de T2, on obtient

' dax dax
v 2 2n 2 2 1 2 2n
HF (2)] | exp(=§_(2)) < A J HIFCT @) || Texp(=¢(T_(2)+ = ||z||° )) —=2
JEH n n (zﬂ)n_ En n n 2 Cn (2w)n

donc

dX
J I]%n(z)llzexp(—$n(z)) 22—5 A2 J [IF o Pnllzexp(—¢n)duT < 12
E 2m) Q.

\
or, ¢n est une fonction plurisousharmonique de En avec un minorant de

plurisousharmonicité c¢ = 1.

On peut donc d'aprés les estimations a priori de HOrmander [jé]

. . . v 1
en conclure qu'il existe une fonction fn de classe C sur E telle que

(
-y n
93f = TF sur E
n n n
A dx
2 2 2
J ks | exp(—¢n) 2 < 24
k En (2m)
n, Z 1 Zn ; n
Posons f (z) = f (+~,..., —) pour tout z dans £, =z = 2 z.e.
n n A1 An =1 ]3]
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On définit une application fn telle que

or, puisque toute boule est incluse dans un cylindre Qn pour n assez
grand, on peut, a une extraction prés, supposer que la suite (fnexP(_dh/Z))

. 2 . 2
bornée dans Lloc(Q,uT) est convergente faiblement dans Lloc(ﬂ,uT)

vers une fonction g égale a £ exp(-¢,,) ou f est mesurable  ;
/2

Hp
. 2

or, pour toute fonction h de LlOC(QuT) et toute boule B de , on a

pour tout n entier positif

; (¢=9_)
jBIf—fnllhlduT.s JBlfn exp(-¢n/2) - f exp(—¢/2)]exp(¢n/2)Ihlde+JB|fh(exp ——5—2 —1)|duT.

En utilisant la convergence faible de fn.exp(— 7;) vers
f.exp(—¢/2) et en appliquant le théoréme de convergence dominé, on obtient

. . 2
que la suite fn converge faiblement vers f dans L ), on est

loc(Q’uT

donc en mesure d'appliquer le théoréme 1 ce qui termine la démonstration.

Remarque :

Un choix convenable de ¢ permet d'énoncer un résultat du méme
type dans le cas d'un ouvert pseudo-convexe non borné.

Pour la définition d'un ouvert pseudo-convexe en dimension infinie
nous renvoyons a [30] ou ]:39:]. En fait, il suffit de saveir que  est

pseudo~convexe si et seulement si son intersection avec tout sous—espace
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vectoriel de dimension finie est pseudo-convexe.

Le orobléme qui se pose & la suite de ce théoréme consiste a savoir
si sous les mémes hypothéses, on peut trouver une solution a 1'équation

3f = F sur Q N H.

La réponse est négative. Elle a été apportée par un exemple de
. .
G. COEURE [8] que nous allons détailler, en suivant la rédaction qu'en

donne P. MAZET [28].

Le contrhe-exemple de C. COEURE.

Soit ¢ une application de classe C  de :]O,+WE dans R qui

vérifie
lim vx ¢(x) = 0 ; 1lim ¢(x) = +» 3 lim x¢6'(x) =0
x>0 x>0 X0 -
(j
\LitE
1im x2¢"(x) =0 \\\i?‘
x>0

(soit par exemple' ¢(x) = Log(%).

On définit o : € - € par a(z) = 22¢(ZZ) si z#0 et a(0) =0

il est clair que o est continue.

- - - -
En outre, si z # 0 %% = 2z¢(zz) + z z¢'(zz) et %%—= z3¢'(zz) ;
Y
les hypothéses faites sur ¢ entrainent que %%‘ et %%- tendent vers zéro
quand =z tend vers zéro.
On en déduit que o est de classe C1.
On pose B = %%— ; pour z # O, §§-= 322¢'(zg) v 222 "(zz) et %%'; za¢"(zz).

On en déduit que gg— et gg- tendent vers zéro quand =z tend vers

. .. 1
zéro ainsi B est de classe C
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On définit dans 22 la forme de degré (0,1) par

F(x) = mZN B(xm)d;m'
Il est facile de voir que F est bién définie (B(xn) est dans Kz).
F est C1 dans la boule unité (on peut voir qu'elle est Gateaux différen-
tiable que sa différentielle au sens de Gateaux est linéaire continue
et que l'application différentielle x + F'(x) est continue sur la boule
unité).
La différentiabilité au sens de Gateaux est une ccnséquence de la

différentiabilité uniforme de B sur tout compact

Ona 3F =0 (en effet DF = ] <2 (x )dx_ A dx_ qui n'a pas
9z n n n
nelN
de composante (0,2).

Montrons maintenant qu'il n'existe pas de fonction f de classe

C1 sur un voisinage de O telle que f = F.

Si une telle fonction existait, on pourrait alors trouver r > O
M >0 telle que f serait définie,sur la boule B(0O,r) et bornée en

module par M.

Soit H_ le sous—espace engendré par {eo,e1,...,en} de la base

N
canonique. Pour tout N, on peut construire FlH = FN .
N
N s =N
Fy = éB(xm)dxn = 3( g alx))

il en résulterait que sur B(O,r) N HN.
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N
f ~ 2 a(xm) serait une fonction analytique qui donc se développerait
0
oo
en série de polynOmes homogénes de degré d 2 PN(x).
- 0]
On aurait donc

N o
| g alx ) + g PN(x)[vs M sur B(o,r) N Hy

et donc aussi sur B(0,r) N HN par continuité.

On va intégrer sur le cercle {tx}[t| = 1}
de la droite complexe de vecteur directeur x par rapport 3 la mesure de 3
2int
on obtient que :
N +o d ‘
D ety =S5 T [ B ow
07 |t]=1 2imt le|=1 2int
N ' 2 2, dt .
la premiere intégrale vaut J|t|=1 Xn¢(lxn| ) T 5
la seconde vaut 0 si d#2 et 1 pour d = 2 ;
N
on obtient donc i 2 x2¢(|x [2) + Pz(x) <M 3
o ° n N ;
| I 2
pour tout x de B(0,r) N Hn ; or, pulsque z xm¢(|xn| ) est une fonction
0

symétrique en x, et puisque B(O,r) N H, est invariante par permutation

R i 2 [
des coordonnées, on a toujours 2 xn¢('xn| )+ U(PN)(X)I £ M pour tout
0 B

x de B(0,r) N H ou O(PN) est le symétrisé de Py -

. s s N o) . L.
Et, puisque le symétrisé est homogéne de d 2, il peut s'écrire

we




Il 12

N
2 . .
comre ag ( 2 xi)2 +b X, ainsi pour O <psg N, ona toujours

i=0 N i=0
la majoration, on a
X =X, = =x = L et x = =x%x. =0
= - . - - - . - - 9
o] 1 P ‘/1;:1— p+1 N

on obtient donc
2 2

2., r 2
r ¢(EIT) + aN(p+1)r + bNr <M.

Si N = n2-1 en appliquant 1'inégalité &3 p =0, p =n-1 et

p = n2—1.
On obtient :
6™ +aN+bNI_s_%
Cor
2
T M
0D+ ayn *+ byl <=
©r
2
r 2 M
[6G) + ayn” + byl < =
<
en formant une combinaison linéaire ayant pour coefficient E%T , =1, E%T

on en déduit

2 2
n 2 r 1 T 2M
we O TG e« 5y

en faisant tendre n vers 1'infini, on obtient une contradiction car

2 2 r2 1 r2
o (™) » ¢ (") 4)("5) > + © et ey (—‘2—) — 0.
n

n
n+1
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N.B. : On peut voir que la technique utilisée pour 1'exemple que
1'on vient de construire ne fonctionne pas si F est de classe CP avec
P2 2.

Pour un second membre CP, P > 2, le probléme posé reste ouvert.

Nous terminerons ce chapitre par un résultat de P. MAZET [?S]
qui permet de voir que dans le théoréme 2, si F est c” sur 9 alors

il existe une solution f e C @ nN HA) telle que 3f = F.

Proposition.- Soit H un espace normé complexe et F  une jsonsie

difgérentielle de type (0,1) et de classe C  suwt un ouvert § de H.

Soid £ une gonction Localement boande sun dent La restrdletion
a tout scus-espace de dimension finie E est C et vérifie : SfIE = Flg

Alons K est de classe € suwn @ et vérnifie 3f = F.

Preuve :

o©

f est C au sens de Gateaux cela permet de définir une dérivée
nteme f(n) Pour établir la proposition, il suffit de prouver que f(n)(x)(h)

est borné au voisinage de (x,0) dans © x H™.

(n)

f est une combinaison linéaire de dérivations du type (a)p.o O
avec p + q=n ; lorsque q # 0, cette dérivée s'écrit (3)P o (5)q-1(F) 3

comme F est C  sur £ seul le cas (3)™(f) pose un probléme.

. . 2 ,
Etant donnée une fonction g de classe C sur. un disque A ‘de

€, fermé et centré a l'origine, la représentation intégrale de Cauchy donne

. 2 p—
? ég_(t) 254_ 1 d g dt A dt
21im ot

g
== (0) : -
9z A t 2im p otat t
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On intégre par partie la premiére intégrale pour obtenir :

2 -
O R e i O e R S
dA t 2im ‘34 5t t A dtot -

Soit he H- {0} ; en prenant A tel que x + A.h soit
contenu dans £ et en utilisant la relation of = F sur les sous-espaces

de dimension finie, on obtient :

n 1 n-1 Ly dt 1 n-1 .y dt
() £x)(h) = 5 JBA(B) f (x+th;h) 2 7in IBA(a)' F(x+th;h) T

+ J (3)"F (x+th;h) de A dt -
A t

. o ’ 3 .
Puisque F est C , cette représentation permet de conduire un

raisonnement par récurrence immédiat.

RKemarque :
Cette proposition est la clé d'une démonstration du théoréme 2
par P. MAZET [?g] qui n'utilise pas 1l'intégration en dimension infinie.

. e ~ ©
Toutefois, sa méthode n'opére que pour un second membre C .




CHAPITRE 1V

L'EQUATION 3 DANS LES QUVERTS PSEUDO-CONVEXES DES ESPACES D.F.N.

Notations et Déginitlons.

Soit E un D.F.N. ; E est limite inductive injective et dénom—

brable d'une suite croissante (En)neN d'espaces de Banach. On peut, en
fait, supposer que chaque En est un espace de Hilbert séparable et que

chaque inclusion En - En+1 est nucléaire (Cf. [18:[ , VII et [17], VIII).

Une fonction holomorphe sur un ouvert § de E est une fonction
continue et Gateaux analytique, ou ce qui est équivalent dans le cas des

D.F.N., une fonction sur Q telle que pour chaque n € N, est

flane
, n
holomorphe sur Q N En muni de la topologie de 1l'espace de Hilbert En'

On note H(R) 1'espace des fonctions holomorphes sur , muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de Q.

. ~ , 3 . - o
Une forction a valeurs complexes définie sur § est dite C
si sa restriction & chaque & f\En muni de la topologie induite par En

~est C° pour la structure réelle sous-jacente de Eh'

Les principales notions de fonctions ¢’ dans les espaces
localemept convexeé coincident avec celle-ci, lorsque E est un D.F.N.
(voir [ﬂ ou [?Z]). On rappelle que chaque compact de E est contenu
dans un compact d'un certain E . C7(R) est muni de la topologie de la
converge uniforme sur tout compact de  pour ses fonctions et leurs

dérivées successives.
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Pour chaque entier p, on note Ap(E) 1'espace des formes anti-
symétriques p—antilinéaires continues sur E ; on le munit de la convergence
uniforme sur les bornés de E AP(E) est alors la limite projective,

suivant n dans N, des espaces de Banach Ap(En).

Une forme différentielle € de type ©O,p) sur § ouvert de E
est une application cC de § dans Ap(E) ; cela signifie Y (n,k) eIN2

1'application de QN E ~ dans Ap(Ek) obtenue par composition avec les

o
injections canoniques est C  pour les topologies d'espaces normés.

Le but de ce chapitre consiste a démontrer le théoréme suivant
di a COLOMBEAU et RABOIN. La rédaction proposée tient compte des améliorations

portant sur la différentiabilité obtenues au chapitre III.

Théoneme.- Soit E wun D.F.N. complexe et s04t Q un ouvert
pseudo-convexe de E. ALorns, pour toute forme différentielle F, c”

de tgpe\ (0,1) et 3 femée sun Q, LL existe une fonction £, C  sur

Q telle que B3f =F.
Pour la démonstration de ce résultat, nous allons établir 3 lemmes.

H désigne un espace de Hilbert complexe séparable, A un opéra-
teur sur H nucléaire injectif, auto—adjoint. On note HA 1'espace A(H)
muni du produit scalaire (x|y)H = (A—1(x)lA_1(y)). G est un Hilbert
complexe séparable qui contient AH avec une inclusion compacte. § est un

ouvert pseudo-convexe de G et F une forme différentielle sur 9, C

de type (0,1) et 93 fermée.

Pour tout r > 0, on pose Q= {xeHdN QlllxlIH < r}.
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(en)ndN est une base de vecteurs propres orthonormés pour A.
. . , *
Lemme 1.- Pour fout r > 0, AL existe une fonction £ de

o - %
classe C  sur e NH, telle que 3¥f =TF sur e NH,.

Preuve :

On note d 1la distance dans G. L'adhérence.dans G des ensembles
“{x e Qr d(x ]g) 2 €} est compacte dans G et contenue dans . Donc F

est borné sur ces ensembles et on peut construire une fonction convexe

croissante continue yx sur R assez grande pour que

|! F(X)lli(H):s exp[%(—Log d(x, [g){l.

On peut alors utiliser la preuve du théoréme 2, chapitre II1I avec
la fonction Y qui vient d'€tre signalée tout en femarquant que le fait
que F est de type borné est remplacée ici par celui qu'une boule fermée

de H est compacte dans G ®

Soit H — H1 — H, une suite finie croissante d'espaces de

Hilbert séparable avec injections nucléaires.
Soit @ un ouvert pseudo-convexe de H2 et F une forme diffé-

rentielle € de type (0,1) et 3 fermée sur 9.

On note 0° = {x e QNH 'I]xl[ <r}, 0° est ouvert dans H
r o] HO r o
on le munit de la topologie induite par Ho'

, x o
Lemme 2.- 1L existe une fonction £ de classe € sun Q)

telle que 3 = F.
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Preuve :

———n — ——

H H H2
Soit H > H - H =G (ou H désigne 1'adhérence de H

dans Hi s i=1o0u?2).

Les injections canoniques sont nucléaires avec images denses car

composées d'une application nucléaire et d'une projection.

1/2

L'injection U : H > G est de type £ comme composée de

deux opérateurs de type £1 (cf. 8.3.3 et 8.2.7 [?2]). Les théorémes

P ' . .
8.3.1 et 8.3.2 de [32] appliqués &4 U montrent qu'il existe (en)nelN et
(£) , 2 bases orthonormales de H_ de G respectivement telles que
n’ nelN 0
= . ' ' <
U(x) HEN An(xlen)Ho.fn pour tout x de H_, les A5 étant les
€

nombres d'approximation de U. Donc si on pose A, = Vx; la suite (XA.)

n’ nelN
. 1 e; n
est dans £'. Posons e =-— , cela donne e' = )\'.f et donc f = -—.
n Xn n n ' n n An

Soit H = { 2 X e € GI(Xn)ndN € 22} muni du produit scalaire
nelN

( 2 x e ] z ynen) = 2 X v alors H est un espace de Hilbert admettant
nelN nelN nelN

e
. . n _
la suite (en)ndN comme base orthonormale. La suite (;;)neN = (fn)neN

est une base orthonormale de G et l'injection de H dans G est nucléaire.

Considérons maintenant A défini sur H par A(en) = Anen’ A est nucléaire

car (kn)ndN est dans K1 injectif auto-adjoint avec image dense et H

coincide avec HO ; F est une forme différentielle sur Q@ N'G qui

A

vérifie les hypothéses du lemme 1 ; donc on obtient le résultat si on remarque

o
que Q_ est contenu dans 1l'ouvert Q. du lemme 1.

Nous allons maintenant énoncer un lemme d'approximation.
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Lemme 3.- Solent E ef F deux espaces de Hilbernt séparables
avec E > F inclusdion compacte. Soit Q un ocuvert pseudo-convexe de F

tel que Q NE # @.

Alons, pour tout heH(Q N E) et tout compact K de E contenu
dans @ et pour tout € > 0, L existe N e HQ) zel que

sup |h(x) - h(x)| < e.
xeK

Preuve :
La démonstration étant trés technique ; nous suivons celle de Bﬂ
sans modification, nous en dégageons les grandes lignes et renvoyons i Dﬂ

pour les détails.

On considére une base orthonormée (en) de E qui est aussi

nelN
un systeme orthogonal de F (l'existence en est assurée par th. 8.3.1 [32]).

Or note Pn la projection orthogonale de E sur le sous—espace de E

eﬁgendré par {eo,...,en}. BUY
Litg /

V e > 0, 3 NOeN tel queVn aNo Vxe K, Pn(x) € Q, Hx-—PnH:SZ}dF(K Eg)

et |h(x) - h(® )| <5 .

On fixe alors N supérieur a N_» [. d (X ?} et sup. l!x[l
xeK
On choisit (fn)ndN une base orthonormée de F telle que £, Si

LTI

e,
S1 0 < i < N et qui contienne la famille { 1 \

ieN’
NI,
Posons :
ko= xealllxll en ec ae [(Dah;
L ={xc¢ Q.]lx-Q ) ||, < 1a(x EQ)} ;
n n F ™ 2 "F7° VF ?
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Q : la projection orthogonale de F sur le sous—espace engendré pour

N ST

On obtient alors : n 3 N => {Qn(K)C: Kn et Qn+1(K)C: Ln}.
Si 1'on pose , = Q N Qn(F)’ on a donc pour n z N
Qn+1(K)CZ Qn+1 ﬂ»Lntﬁ Kn+1' On utilise maintenant la construction de

GRUMAN et KISELMAN [jZ] dans F pour la base (fn) en commencgant a

nelN
1'indice N. On obtient une suite hn de fonctions holomorphes sur §

telles que
hn+1‘9 = hn si n >N et hN = thN
n )

lh (x)-h . (Q .| s, si xeQ NK NL_, (n>N.
n n-1""n-1 : n n n n

2

. ‘
La fonction h définie par h(x) = lim hn(Qn(x)) pour tout X € Q
n->o '

est alors dans H(Q). Comme QN = P_ sur K, en utilisant

N
!%(x)—h(QN(x))| < % et les inégalités du début de la démonstration,

on obtient : ]ﬁ(x)—h(x)] < e pour x e K.

On peut maintenant & 1'aide de ces 3 lemmes prouver le théoréme.
E est limite inductive d'une suite croissante d'espaces de Hilbert sépa-
rables bEn avec injections canoniques nucléaires En > En+1 qui se

factorise de la maniére suivante

E =H -— H -> H, = E ou toutes les injections sont

nucléaires et ou les Hi , sont des Hilberts séparables.

E étant un D.F.N., il existe une suite exhaustive de compacts

Kn dans §} 3 on peut supposer Kn compact dans En' Comme § N En

—
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“RnES

. n ' .
est pseudo-convexe, si l'on note Kn 1'enveloppe holomorphiquement convexe

5 nE

de Kn pour H(Q D En), il est clair que Kn " est un compact de

anE ([30] ou [39]). Il existe donc r >0 tel que

“OnE>

K, "cixean Enlllx{‘En < r } que l'on note Q(n)f

Si l'on considére la restriction de F a N En les hypotheéses

+1?

%
du lemme 2 sont satisfaites ; il existe donc £ de classe C— sur Q)

- %
telle que 3f =TF sur Q(n).

*
On pose f2 =f .

%*
On consideére f3 - f2 qui est holomorphe sur §Q(2) voisinage

/\
, QN E, *
. . s ' . . _
de K2 ; d'apres un théoréme d'approximation dans E2 [?é], f3 f2
QNE
peut €tre approché uniformément sur K2 par une fonction holomorphe

sur QN E2. D'aprés le lemme 3, cette derniére fonction peut étre approchée

T
anE,
uniformément sur K2 par une fonction holomorphe sur QN E3 ; ainsi
%
il existe P, € H(Q NE,) telle que sup |[f,(x) - £, (x) - P, (x)| <L,
2 3 3 2 2 2
xeK 2
2
0 £, = fr-P
n pose f, = f, 9

On a donc £, est cT((3)), e’ ca NE,

3f3 =F sur Q(3) car 3P2 =0

sup ]f3(X)—f2(x)]:s'J~ .

2

XeK2 2
Par récurrence, on obtient une suite fn de classe C_ sur 9(n)
1
2™”

telle que 3f =TF sur Q(n) et sup |fn(x)—fn_1(x)|:$

xeKn_1

1

s

Puisque pour tout x € 1, il existe n_ e N tel que n > D entraine
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x € K C Q(n), fn(x) est définie pour n assez grand et

1

——7 3 on pose f(x) = %$g fn(x). Les fonctions.

|£ G - fn_1(x)|:s ;

fn+p - fn sont holomorphes sur Q(n) et lorsque p -+ +o la suite converge
dans H(Q(n)) muni de la convergence uniforme sur tout compact vers f—fn s
car tout compact de Q(n) est contenu dans un Km pour m assez grand.
Donec f = (f—fn) + fn est C sur 2(n) ; puisque ceci est vrai pour

o

tout n, f est C sur . et 1'édgalité 3f = F provient de la construc-

tion de £.

Si xeQ et yeE, alors x e Q(n) et y e En pour n assez

grand ; l'holomorphie de f—fn sur Q(n) implique donc :
3f (x).(y) = 5fn(X)-(y) = F(x).(y) ,

ce qui termine la démonstration.

Les D.F.N. semblent &trele cadre naturel ol les méthodes de la
cohomologie de P. DOLBEAULT se généralise.

I1 semble probable que le résultat précédent puisse se généraliser
aux groupes de cohomologies d'ordre supérieur, mais il est clair que si tel
est le cas, la méthode employée ici ne peut étre généralisée en 1'état a

un ordre plus élevé car elle repose sur 1'égalité du noyau de 1'opérateur 3

avec 1'ensemble des fonctions analytiques.

Nous allons maintenant donner des applications du théoréme.

.
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Applications.

Corollaine 1.- Le premien probléme de Cousin admet une solution

sun tout ouvernt pseudo-convexe d'un D.F.N.

La preuve est la méme qu'en dimension finie [Hﬂ ; elle est fondée

sur la surjection du d et sur le lemme de partition de 1l'unité suivant

dont la preuve peut &tre adaptée de celle de [6].

Lemme.- Soit E un espace Localement convexe Aépa&é réel avec
wie base de vodisinage de 0 préhnilbertiens et s04it U un ouvernt de E
qui est de Lindeldf pourn La topologie Ainduite. SoLt U un recouviement

d'ouvents de U. Alons AL existe une suite v) de fonctions de

nelN
classe C sun E telles que

(1) pour tout n, support de Y est contenu. dans un éLément
du recouvrement U.

(2) tout x de U admet un vodsinage qui ne henconthe qu'un
nombre {find des ensembles {x € U Zel que ¥ (x) > 0}.

(3) § v ) =1, Yxev et 0¥ <1,
nelN :

Cornollaine 2.- Soit E un D.F.N. complexe et 9 un ouvert pseudo-
convexe de E, H un hypenplan fermé de E qudl coupe Q. Alors Loute
"~ fonction holomonphe suwt Q NH peut se prolonger en une fonction holo-

morphe suwt Q.

Preuve :

Elle est identique a celle bien connue en dimension finie.
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Remarque :

Un contre—exemple di & S. DINEEN [j@] sur dN montre qu'en général

le premier probléme de COUSIN n'a pas de solution sur un espace nucléaire.

On signale aussi que le premier probléme de COUSIN était déja

résolu sur deux ouverts convexes d'un D.F.N. i base par d'autres méthodes

B, 4 5].
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Ce travail a pour objet l'étude de l'existence de solutions & I'équation
of = F, ou le second membre est une forme différentielle de type (O, 1) sur

un e.v.t. complexe de dimension infinie, fermée.

Il comporte une étude des propriétés des mesures gaussiennes sur un
espuce de dilbert, une description des résultats connus en particulier sur les
espaces de Hilbert et les duaux d'espaces de Frechet nucléaires, une contribu-
tion nouvelle sur les convexes des espaces normés cbmplexes, ot l'existence
d'une solution est démontrée lorsque le second membre est une (0,1) forme

g S T ; . - 1
fermée a décroissance suffisamment rapide au bord, de classe C .
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