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NOTATIONS

Nous noterons N, Z et @ respectivement 1'ensemble des

entiers naturels, des entiers relatifs et des nombres rationnels.

Nous poserons N® =N - {0} (sauf chapitre I § 1 a3 ou
N® = {0}). Pour nelN (resp. n e N°), Nn = {x € N|x < n}

(resp. INg = {x e N°|x £ n}).

Pour A wun anneau commutatif unitaire, nous poserons
A= A - {0} et A 1'ensemble des éléments inversibles de A.
Considérons M un A module. Pour U wune partie de M (resp. de A),
modA(U) (resp. idA(U)) est le sous A-module (resp. idéal) de M
(resp. de A), engendré par U. Lorsqu'il n'y aura aucune ambiguité,

nous omettrons A en indice.
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(1)

INTRODUCTION

L'idée directrice du présent travail est d'établir une construction
effective d'une dicomposition primaire d'un idéal H de AE{], ou A est

urn anneau.

Pour ce faire, dans un premier temps, nous devons préciser 1l'anneau
A sur lequel les opérations de base sont définies au moyen de procédés ré-
cursifs, et, dans un second temps, définir 1'idéal H par une partie finie
génératrice particuliére qui nous permettra de décrire toutes les étapes du

calcul.

Remarquons que la démarche suivie interdit l'utilisation de 1'axiome
du choix, ou toute méthode donnant une existence a priori : 1'existence est

subordonnée a une construction effective préalable.

Notre premiére étape est abordée au ler chapitre. Ce qui rous
amere a nous limiter aux ensembles finis ou dénombrables, et a faire ur. rappel
sur les fonctions récursives, afin de pouvoir nous appuyer sur les travaux de
D. Lazard concernart la notion d'anneaun cocdable (cf. ELAZ i], [LAZ 2]). Nous

poursuivons par une étude des corps factoriels, introduits par A. Seidenberg

sous la forme condition (F) (cf. [SE f]) et définis par C.W. Ayoub dans Eﬁf‘ﬂ,

pour lesquels il existe un algorithme pour déterminer la décomposition en pro-

duit de facteurs irréductibles dans l'anneau de polyndmes en une indéterminéde.

La seconde 1l'est au chapitre II, ol nous utilisons 1'article EAY Z]
de C.W. Ayoub en y remplacant 1'anneau des entiers relatifs par un anneau
principal algorithmique, défini au chapitre I, en nous limitant aux polyndmes
en une indéterminée. Nous y établissons une proposition (notée 23.3 p. 53)
qui décrit complétement la structure d'une telle partie finie génératrice appe-

lée séparante par C.W. Ayoub, dans le sens ou, si F e A[?j, nous pouvons alors




(ii)

déterminer algorithmiquement si F € H ou non. Un résultat analogue a été
établi indépendamment par D. Lazard dans E@AZ i], pour les bases de Grobner
dans K[?,f], ot K est un corps. Le chapitre III propose la généralisation

au cas de polyndmes en deux indéterminées sur un anneau.

Enfin le chapitre IV est consacré a une méthode de construction
effective d'une décomposition primaire. Pour cela, nous suivons celle présen-
tée par C.W. Ayoub dans EAY i] qui s'est inspirée, comme elle 1'indique des

travaux de A. Seidenberg.

L'inconvénient est que c'est une méthode théorique. En effet, les
parties finies des génératrices des idéaux intervenant a chaque étape ne

sont pas données explicitement.

Par conséquent, l'originalité va constituer a présenter une méthode
dans laquelle les idéaux construits le sont par des parties finies généfa—
trices déterminées effectivement & partir de la partie finie génératrice sé-
parante minimale de H, - idéal dont nous cherchons une décomposition pri-
maire. Pour 1'instant, nous devons nous restreindre au cas ol le contenu du

polyndme de plus degré de cette partie est 1.




CHAPITRE 1

ANNEAUX CODABLES

1. FONCTIONS RECURSTVES.

Pour plus de détails, se reporter a [LAC] ou EMY:] .

11. Fonctions initiales et optrations fondamentales.

Nous poserons, par convention, N°® = {0}, pour les § 1, § 2 et § 3.

Définitions des fonctions initiales.
F(n)

11.1.- Pour tout n € N, est l'ensemble des applicatior=

de INn dans N.

Nous poserons F = F(n). BU
nel LILLE

171.2.- Application successeur.
e (D

C'est 1'élément suc , défini par suc : N >N

X > suc(x) = x+1.

11.3.- Applications Adentiquement nulles.
(n)

F(n)

Pour tout n € N, O est 1'élément de défini par
O(n) :NY —— N

(XI""’xn) + 0.

11.4.- Projections.
(n) € F(n)

n, pry

A

Pour tout n € N - {0}, définissons, pour 1 < i




Définitions des opérations fondamentales. ) -

171.5.- Composition.
Pour tout (n,m) elNz, an’m) : F(n) x (F(m))nv N F(m)

(¥yXqseeenXy) — Y

oi § est définie par :

Vk1...V&ﬁ &(x1,...,xm) = W[x1(x1,...,xm),...,xn(x1,...,xm)].

11.6.- Récwuirence.

Q(n) . F(n) % F(n+2) __> F(n+1)

Pour tout n € N, R

x, ¥» —
ot J est définie par :
. - \'/
V&1,..V%n Yk @(x1,...,xn,0) X(x1,...,xn)
0Cysesx ,kt1) = \11[3(1,...,xn,k,lﬁ(x1,...,xn,k):l.

11.7.- Opération .

F(n+1) F(n+1) - F(n+1)
u H

(i) Pour tout n € N, définissons par

\ +1
et : V/\P \ye Fl(ln ) <==> Vx1--.\7/xn ‘3}7 \{J(X1"",Xn’y) = O'

. + : ; Y s
(ii) Pour VY € Fin 1),. posons py[@(x1,...,xn,y) =-QJ, le plus
petit y € N tel que W(x1,...,xn,y) = 0. ‘

() | F§n+1) g

(iii) Pour tout =n € IN, Qu
¥y —

ot Y est définie par :




VX1...Vxn 1ﬂ(x1,...,xn)=uy[‘1’(x1,...,xn,y) = O]

12. Ensemble des 5onctioh4 REQUALAVES .

. . n n
Soit M wune partie de F. Pour tout n e N, M( ) M N F( )
et nous définissons les conditions suivantes :

(1) suc €

(i1) Ve N O(n) € M(n) »
(n) c M(n)).

i

(iii) Ynem-{0} VieN (15izs<n) (pr
(iv) Y mm oen’, 2™ u® o ™)) ¢y
(v) Yonenm Q(E) W(n) x M(n+2)_] C M(nH)

i) Yoen oM@t n i@,

Proposition 12.1.- L'intersection compléte d'une famille de

sous—ensembles de F1 qui satisfont (i) & (vi), satisfait aussi (i) a (vi).

Déginition 12.72.- L'ensemble FR des fonctions récursives est

1'intersection de tous les sous-ensembles de F qui satisfont (i) a (vi).
Quelques résultats élémentaires cités dans [LAC].
Proposition 12.3.- Les permutations, identifications et adjonctionms

de variables, ainsi que le remplacement de certaines variables par des

constantes, transforment des fonctions récursives en fonctions récursives.

Proposition 12.4.- L'addition, la multiplication et 1'exponen-

tiation sont récursives.

Les applications constantes sont des fonctions récursives.




13. Sous-ensemblfes nécursigs.

Sous-ensembles rnécwisivement numérables.

Déginition 13.1.- Soit n e N. Nous dirons qu'un sous-ensemble

n P . . . s . P .
E de NN est récursif si sa fonction caractéristique 1E est récursive.

Définition 13.2.- Soit n € N. Nous dirons qu'un sous—ensemble
E de IN" est récursivement énumérable s'il est la projection d'un sous-

. . n+1 « g . .
ensemble récursif de N , c'est-a—dire il existe F un sous—ensemble

. +
récursif de N° 1, tel que

\
Vx1...\7/xn (X1""’Xn) € E <=> ay(x1,...,xn,y) € F.

Proposition 13.3.- Un sous—ensemble récursif est récursivement

. énumérable.

Démonstrhation :

. . J ., . n
Soit n € IN et considérons E un sous-ensemble récursif de IN .

Posons F = {(x1,...,xn,0)l(x1,...,xn) € E}. Donc FC Nn+1 3

alors nous avons 1F(x1,...,xn,0) = 1E(X1"°"xn)
et, pour k €N, 1_(x,,...,x ,k+1) = 0(n+2)[% ceesX o0y 1 (X, 500 ,X n)}.
-9 b F 1’ hd b n’ 1’ b n’ s F 1’ *y n’ a

) n (n+2)
Par conséquent, 1F = Qé )(1E,O )3

Comme 1E est une fonction récursive, 1F est aussi une

. ’ . » . 3 n+1
fonction récursive. Donc F est un sous—ensemble récursif de W , dont

la projection est E, et E est récursivement énumérable.

Remarque 13.4.- La réciproque de la proposition 13.3. n'est

pas toujours vraie (cf. BJKﬂ, théoréme 1.1II, p. 401).




Dans [LA@] (§ 1.5, p. 399-400), on trouvera des résultats élémentaires

(dit de type 'positif"), concernant ces ensembles.
yp

En particulier, les sous-ensembles finis de N

sont récursifs.




2. APPLICATIONS RECURSIVES SUR DES ENSEMBLES INFINIS DENOMBRABLES.

21. Numérotations sur un ensemble ingint dénombrable. ' .

Déginition 21.1.- Soit A un ensemble infini dénombrable.

£ 4
Nous appellerons numérotation de A, ‘toute bijection de IN sur A.
Proposition 21.2.- Soit A un ensemble infini dénombrable.
Considérons o, et a, deux numérotations de A. Pour que a; o o,
. ) . . . . -1 .
soit récursive il faut et il suffit que a, 0 o, le soit.
D'ou :
Définition 21.3.- Soit A wun ensemble infini dénombrable. Nous
dirons que deux numérotations a, et a, de A sont récursivement équi-
valentes si a; 0 a, est récursive.
I1 est aisé de vérifier que c'est bien une relation d'équivalence
sur l'ensemble des numérotations de A.
2
22. Applications nécursives.
Définition 22.1.- Considérons deux ensembles infinis dénombrables
A et A', munis, respectivement, des numérotations a et a'.
Une application f : A+ A' est dite récursive relativement a
. -1 , .
(a,a") si o of oa est récursive.
Proposition 22.2.- Soient A et A' deux ensembles infinis dénom- -

brables. Considérons a; et o, (resp. a; et ué) deux numérotations de
A (resp. de A'), récursivement équivalentes, et f wune application de A

dans A'.

Pour que f. soit récursive relativement a (a1,u;) il faut et il

suffit que f soit récursive relativement 2 (az,ué).




23. Sous-ensembles récursigs.

Sous-ensembles nécuwrsivement énumérables.

Définition 23.1.~ Soit A wun ensemble infini dénombrable, muni d'une
numérotation «o. Un sous—ensemble B de A est dit récursif (resp. récur-

sivement énumérable) relativement 3 o si o (B) est un sous—ensemble ré-

cursif (resp. récursivement énumérable) de IN.

PMOBOALILOH 23.2,- Soit A wun ensemble infini dénombrable. Considé-

rons o et o' deux numérotations récursivement équivalentes de A.

Pour qu'un sous—-ensemble B de A soit récursif (resp. récursive-
ment énumérable) relativement & a, il faut et il suffit que B 1le soit

relativement & o'.




3. ENSEMBLES FINIS.

31.- Semi-gonctions semi-nécursives.

Nous reprenons la définition donnée dans [iAé] § 1.9 p. 403~404 ;
(rappelons que semi-fonction, de n variables, désigne une application d'un

sous—ensemble E de N"  dans IN).

32.- Numénotation d'un ensemble fini.

Déginition 32.1.- Soit A un ensemble fini de cardinal a.
Nous appellerons numérotation de A, toute bijection d'un sous-—

ensemble E de IN, tel que card(E) = a, sur A.

Considérons deux numérotations (a,E) et (a',E')

de A. Désignons par i_ : E >IN (resp. i,, : E' = WIN) 1'injection canonique

E E'
o a'—1 iE'
de 'E (resp. E') dans IN. Nous pouvons vérifier que E A E' > IN
a': a_1- 1E
est une semi~fonction semi-récursive si et seulement si E' > A E N

est une semi~fonction semi-récursive.

Dans ce cas, nous dirons que o et o' sont récursivement équi-

valentes.

33.- Applications récussdves.

Déginition 33.1.- Considérons A (resp. A') un ensemble fini
de cardinal a (resp. a') et f wune application de A dans A'. Posons

o (resp. a') une numérotation de A (resp. A').

Alors f est dite récursive lorsque E 25 A —£+ A' —— E' —— N

est une semi~fonction semi-récursive.




Comme dans le cas dénombrable infini, nous pouvons remplacer o et
a' par des numérotations récursivement équivalentes.

Maintenant, comme tout sous—ensemble fini de IN est récursif,

tout sous—ensemble d'un ensemble fini muni d'une numérotation est récursif.
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4. ANNEAUX CODABLES.

Dans la suite, dénombrable signifie infini dénombrable ou fini.

41, Définition.

Définition 41.1.- Nous appellerons anneau codable un anneau commu-
tatif unitaire dénombrable A, muni d'une classe de numérotations récursive-

ment équivalentes, qui satisfait les axiomes suivants

(EO) pour une numérotation o de la classe dont est muni A,

nous copnaissons i et j dans IN tels que af(i) =C et a(j) = 1.
(E1) 1'addition est une application récursive de A x A dans A.

(E2) 1la multiplication est une application récursive de A x A

dans A.

o . ’ . . , .
(E3) pour tout n € N, nous connaissons une applicatien récursive

h(n) de A" dans 1'ensemble des suites finies d'éléments de -
n (n) . . .
A7, telle que h (a1,...,an) soit une suite de solutions
n «
de 1'équation z a;x. = 0, et que ces solutions engendrent
i=1

le module de toutes les solutions.

(o] . . . , .
(E4) pour tout n € /N, nous connaissons une application récursive

k(n) de AP dans A"y {8} telle que
n
(1) si k(n)(a1,...,an,b) = (C1""’Cn) alors 2 asc, = b
e
n
(i1) si k(n)(a1,...,a ,b) = @ alors l'équation z a.x. =b
n soqp i .

. n
n'a pas de solution dans A",

Cette définition a été donnée par D. Lazard.

Proposition 41.2.- Soit A un anneau codable. Posons o la numéro-
tation de A pour laquelle nous connaissons i et j dans N tels que

a(i) =0 et a(j) = 1.
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Alors pour toute numérotation B8 de A, récursivement équivalente

a o, nous connaissons s et r dans IN, tels que B(s) =0 et B(r) = 1.

Alors 1'application A — A est récursive.
a —» —a

Considérons 1'équation 1.x + a.y = 0.

(2)

En utilisant h , hous pouvons déterminer h(z)(1,a) =

((x1,y1),...,(xé,ys)) une suite de solutions qui engendrent le module des

solutions.

k(s)

Maintenant, cherchons (y1,...,ys,1), c'est-a-dire résoudre

s
'iZ1yi‘ci = 1.

51 k(s)(y1,...,ys,1) = @, alors cette équation n'a pas de solution.
Donc nous ne pouvons trouver b e A tel que 1.b + a.1 = 0, c'est-a-dire

b+a = 0 : absurde.

k(s)

Donc (y1,...,ys,1) = (c1,...,cs).

s
Calculons alors i21(ci.xi + a.ci.yi)

Il
.
i ~10
0
b
[
~
+
W
~1
(2]
[ N
e
e

s .
et E (ci.xi + a.c..y.)

1
~~
1
o
54
e
+
b

s
donc ( 2 Ci'xi) + a = 0.




Proposition 41.4.- Soit A wun anneau codable. Posons A¥ 1'ensemble

. . . * . .
des éléments inversibles. Alors A est récursif.

Démonstrhation :

Nous devons établir que 1 L ©st une application récursive.
A
Prenons a e A et a # 0, pour savoir si a est inversible ou pas, nous

. , . < g . . 2
devons résoudre 1'équation a.x =1, c'est-a-dire déterminer k( )(a,1).

Définissons 1 : A>N ; id : A>A ; et 1, :AU {¢} >N

a1 a a

ces applications sont, de facon évidente, récursives et nous avons

2,1

C

- (1,1)°
T =9 K

&), 14,17].
A

A"

Done 1 « est récursive.

42, Application aux corps commutatdigs.

Proposition 42.1.- Soit K wun corps commutatif dénombrable, muni

d'une classe de numérotationsrécursivement équivalentes. Pour que K soit
un anneau codable il faut et il suffit que K vérifie les axiomes (E0), (E1)

et (E2) de la définition 41.1 et que les applications suivantes soient récur-

sives
% *
K~>XK et K — K
X > =X X —> x
Démonstration
La condition nécessaire est évidente d'aprés les propositions 41.3
et 41.4,

La condition suffisante a été établie par D. Lazard.
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43. Anneaux principaux algornithmiques .

Proposdition 43.1.- Soit A un anneau principal dénombrable, muni
d'une classe de numérotation récursivement équivalentes, qui vérifie les

axiomes (E0), (E1) et (E2) de la définition 41.1.

Supposons de plus, que les applications suivantes sont récursives :

(i) inv : A > A U {@}

]

telle que si inv(a)

#

si inv(a) b alors a.b = 1.

Gi) p: AD? A

(a,b) > (c,d,e,f)

¥

telle que a = e.(c.a+d.b) et b = f.(c.a+d.b).

Alors A est un anneau codable.

Conollaine 43.1a.-
(i) 1l'anneau Z est codable ;
(ii) si K est un corps codable, alors Kti] est un anneau codable.

Pour construire p, nous utilisons l'algorithme d'Euclide.. ®.
g

Définition 43.2.- Soit A wun anneau principal dénombrable, muni
d'une classe de numérotations récursivement équivalentes. Nous diroms que
A est un anmeau principal algorithmique que si- A est un anneau codable
pour lequel nous connaissons vp une application récursive de (Ao)2 ~dans
AA, telle que, si p(a,b) = (¢,d,e,f) alors a = e.(c.a+d.b) et

b = f.(c.a+d.b).

43,3.- Remarquons que le transport par isomorphisme de cette
propriété n'est possible que dans le cas d'un isomorphisme qui est une

application récursive.

¢ alors a mn'est pas inversible dans A.




Proposition 43.4.- Soit A un anneau principal dénombrable, muni
d'une classe de numérotations récursivement équivalentes.
Pour que A soit principal algorithmique, il faut et il suffit

que A vérifie les hypothéses de la proposition 43.1.

Corncllaire 43.4a.- Soit K un corps codable, alors K[ﬁj est un

anneau principal algorithmique.

Proposition 43.5.~ Soit A un anneau principal algorithmigue.

Alors K, 1le corps des fractions de A, est un corps codable.

Démonstration :

Prenons o une numérotation de A, élément de la classe dont est

muni A. Nous connaissons i et j dans IN tels que o(i) =0 et a(j) = 1.

a(i)

Soit x e K, si x =0, x est représenté par ()

sinon, X est représenté par %—, a et b non nuls dans A. Nous pouvons
déterminer p(a,b) = (c,d,e,f) donc x est représenté par %— fraction
irréductible. Pposons e = a(s) et f = a(r).

Définissons E(:lN2 par

(u,v) € E si et seulement si %S%l- est une fraction irréductible
alors E est récursif (puisque p est récursive).

Dans ce cas, définissons ¥ : K+~ E par ¥(0) = (i,3) e£, pour

x # 0, ¥(x) = (s,r) : c'est une bijection récursive.
Maintenant, nous pouvons déterminer ¢ : E - IN bijection récursive.

Posons B = (¥ o W)_1 alors B est une numérotation de K, définie par «a.

K est muni de la classe des numérotations récursivement équiva-

lentes a B.
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Alors, de facon évidente, K vérifie la condition suffisante de

la proposition 42.1, donc K est codable.

44. Anneaux factoniels algorithmiques.

bééznifiéh 44.1.- Soit A un anneau factoriel dénombrable, muni
d'ﬁﬁe claéée de numérotations récursivement équivalentes. Posons T 1l'en-
éemble des éléﬁents irrédﬁctibles de A et Sf (2) 1'’ensemble des suites
finieé d'éléﬁenté de E;

Noué dirons qﬁe A est un anneaﬁ factoriel algorithmiqﬁe si
A eét un anneaﬁ codable qui vérifie :

(i) = est récursif ;

(ii) nous connaissons une application récursive

dec : A°

% %
-A > A xS_(5)
f
a  b— (e,n1,...,ﬂn)

n
~ telle que a =e.iE1 s

‘- : (iii) nous connaissons une application récursive
ass 1 Z xE > A U {¢g}
telle que : si aSS(ﬂ1,ﬂ2) =@¢ alors =

1 et 7, sont étrangers.

si ass(ﬂ1,w2) = ¢ alors m, = €.7

44.2.- La remarque concernant le transport par isomorphisme est

identique au cas des anneaux principaux algorithmiques.

45. Anneaux de polyndmes sur un anneau principal algorithmique.:

Théoxréme 45.1.- Soit A un anneau principal algorithmique.

Alors AE&] est un anneau codable.

C'est une conséquence du théoréme plus général suivant :
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Soit A un anneau noethérien codable alors Ai?j est un anneau

codable(di 2 Richman dont la démonstration est donnée par D. Lazard).

Rappelons maintenant la définition du contenu d'un polynOme.

Déginition 45.2.~ Soit A un anneau principal. Nous appellerons

contenu de F, pour F € ADQ, non nul, et nous le noterons c(F), le

p.g.c.d. des coefficients non nuls de F.

De facon évidente, nous avons :

Proposition 45.3.- Soit A un anneau principal algorithmique.

Alors, 1'application de A[XJ - {0} dans A, qui & F associe c(F),

est récursive.

Lorsque c(F) = 1, aux inversibles prés, F est dit primitif,

et.nous avons les résultats suivants (cf. [BLW])

(i) pour tout F € A{?ﬂ - {0} et tout a € A°, c(aF) = ac(F)

(ii) 1'application A[X]O — A° XA[X:]O

.
3

F (c(F),F1)

telle que F = c(F).F1 et F1 primitif (donc a°F = dOF1) est une application

récursive.

(iii)

le produit de deux polyndmes primitifs est encore un polynOme

. .
primitif.
D'ou :

Proposition 45.4.- Soit A un anneau principal algorithmique.

Alors, quels que soient les éléments non nuls F et G de A[X},

c(F.G) = c(F).c(G).
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Proposition 45.5.- Soit A un anneau principal algorithmique.
Considérons F un polyndme non constant de AE&], pour lequel il existe
deux éléments non constants g et h ae K[?j, ou K est le corps des
fractions de A, tels que F = g.h. Alors nous pouvons déterminer expli-
citement d;ux polynOmes primitifs non constants G et H de A[X] tels

que F = c(F).G.H.

Démonstration :

Posons a (resp. b) 1le produit des dénominateurs des coefficients

non nuls de g (resp. de h), aussi a.ge AE&] (resp. b.h € AE@]).

Comme 1'application L — (c(L),L1), ou L = c(L).L1 et L1
primitif, est récursive, nous déterminons explicitement deux polynOmes pri-
mitifs non constants G et H de AE@} tels que a.g = c(a.g).G et

b.h = c(b.h)H.

Or F = g.h donc (a.b).F = (a.g).(b.h).
Alors, proposition 45.4, a.b.c(F) = c(a.g).c(b.b)
maintenant (a.b).F = c(a.g).c(b.h).G.H

donc (a.b).F = (a.b).c(F).G.H et F = c(F).G.H.

Théorlme 45.6.- Soit A un anneau principal algorithmique. Alors
nous pouvons déterminer q une application récursive de (A[X]o)z dans

AE@]3 telle que :

si q(F¥,G) = (H,f,g) alors (i) F =H.f et G = H.g

(ii) pour tout L € A[i]o g
si L divise F et G alors L divise

Demonstration :

Utilisons 1'application récursive L > (c(L),L1) ou L = c(L).L1

H.
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et .L1 primitif, pour obtenir F = c(F).F1 et G = c(G).G1.

Puisque A est un anneau principal algorithmique, nous connaissons
p une application récursive de (AO)2 dans A4, telle que si p(a,b) = (c,d,e,f)

alors a = e.(c.a+d.b) et b = f.(c.a+d.b).

Déterminons p[é(F),c(Gi] = (t,u,v,w).

lencas : d°%F =0 ou d% =0
alors le p.g.c.d de F et de G dans A[X] est H = t.c(F)+u.c(G).
28me cas d°F # 0 et d% # 0.

donc doF1 #0 et doG1 # 0.

Posong K le corps des fractions de A, donc K est codable.

Alors, corollaire 43.4a, ]KDQ est un anneau principal algorithmique.

Par conséquent, nous connaissons une applicationrécursive pf de
(K[x]o)Z dans KE_X:]4 telle que si p'(0,B) = (A,u,Y,8) alors o = vy.(X.a+pu.B)

et B = 3.(A.a+p.6).

Déterminons p'(F1,G1) = (A,u,Y,8) et posons h = )\.F1 + u.G1

donc F1 = y.h et G1 = §.h.

Nous pouvons alors utiliser la proposition 45.5 : nous pouvons déter-—
miner des polynOmes primitifs non constants F2, G2, H1 de A[g] tels que
F1 = Fz.H1 et G1 = G2.H1 (que nous obtenions H1 dans les deux décompo-—
sitions provient de la démonstration de la proposition 45.5). 

Nous avions déterminé p[c(F),c(GX] = (t,u,v,w)

posons s = t.c(F) + u.c(G). Donc c(F) = s.v. et c(G) = sw.

D'ot F = (V.Fz).H et G = (w.Gz).H en posant H = s.H,.

Maintenant soit A un diviseur commun &8 F et &8 G dans ALXJ.
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Donc F =A.P et G =A.Q avec P eAADﬂ et Qe ADﬂ.
Alors, proposition 45.4, c(F) = c(8).c(P) et c(G) = c(A).c(P), donc

c(A) est un diviseur de s.

En outre, nous pouvons déterminer effectivement A = c(A).A1,

P = c(P).P1 et Q = c(Q).Q1, ol A1,P1 et Q1 sont primitifs dans A[X].

Dans ce cas, F, =P, .A et G, = Q1.A1, donc P,.A, = F

17 P18y 1 1°%1 7 FpeH

, et Q.4 = G,.H,.

Comme F2 et G2 sont étrangers dans KEi], en posant

§,) alors

' = = = =
P (F2,G2) (Xz,uz,yz, 9 XZ.FZ + uZ.G 1 et Yo F 8 G,.

2 2’ "2 2

Calculons 6 le produit des dénominateurs des coefficients non nuls de ~A2

et u,, alors 0 eA’, 6.4, e A[X] et 6.u, ¢ A[X]. Posons R =6.},
et S = e.uz, nous obtenons

0 = R.F2 + S.G2
donc .H, =R.F,.H, +S.G,.H = (R.P, + S.Q1).A1.

* Comme H1 et A1 sont primitifs, nous en déduisons que A1 est

un diviseur de H1. Par conséquent, A = c(A).A1 est un diviseur de

H=s.H. Donc H est le p.g.c.d. de F et G, dans A[X].

=

46.- Extensdons sdmples d'un corps codable.

Proposifion 46.1.~- Soit K un corps codable. Alors toute extension

transcendante simple K(t) de K, est un corps codable.

Démonstration :

D'apreés le corollaire 43.4a, KE@ est un anneau principal algo-
rithmique.

Donc, proposition 43.5, K(X) est un corps codable.
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En outre, 1l'application de K(X) dans K(t) qui consiste 2

remplacer X par t est un isomorphisme récursif de corps.

Par conséquent, K(t) est un corps. codable.

Proposifion 46.2.- Soit K un corps codable. Considérons L = KDﬂ

une extension monogéne séparable de K, pour laquelle le polynOme minimal

f de 6 sur K est donné.

Alors L est un corps codable.

Démonstrnation :

Posons n = dof.

Tout élément o € L peut &tre représenté par o = g(6) ou
o
geK[XJ et d'g <m.
A partir d'une numérotation de K, nous pouvons alors en construire
une pour L. Dans ce cas l'addition est récursive, ainsi que L — L

o - a.
De plus, puisque KC L et K vérifie (E0), alors L vérifie (EO).

Considérons o et R deux éléments non nuls de L. Donc o = g(B)

et B = h(8), ol g et h sont dans K[?j et dog <n, d°h < n.

. . . g ’ o}
Déterminons la division euclidienne g.h = f.q + r avec d'r < n.

Alors a.B = r(8). Donc la multiplication est récursive.

Pour l'inverse, prenons a € L et o # 0, donc o = g(6) avec
g € K[X]O et dog <n. Donc g et f sont étrangers. Comme KE&} est
principal algorithmique, nous connaissons p application récursive telle que

p(g,f) = (u,0,x,u) alors wu.g+v.f est le pgcd de g et £, donc wu.gtv.f =1.

. . . e . . s o
Déterminons la division euclidienne u = u1.f + r,, avec d r, < n.



alors u.r1(6) = 1. Donc 1l'application L° —> L° est récursive.

o — o 1.

Par conséquent, la condition suffisante de la proposition 42.1

est vérifiéde, d'ot L est un corps codable.




s
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5. CORPS FACTORIELS.

51. Définition.

Définition 51,1.- Soit K un corps commutatif dénombrable, muni
d'une classe de numérotations récursivement équivalentes. Nous dirons que
K est un corps factoriel si K est un corps codable et KE{] est un

anneau factoriel algorithmique.

Remarquons que cette définition est nécessaire, car le fait que
K soit codable, bien que KE{[ soit codable et principal algorithmique
(cf. corollaire 43.1a et 43.3a), n'entraTne pas en général que K[?j soit

factoriel algorithmique.

Proposition 51.2.- Soient K et K' deux corps commutatifs dénom—
brables, munis respectivement d'une classe de numérotations récursivement
équivalentes. Supposons qu'il existe f un isomorphisme récursif de corps
de K sur K'.

Pour que K soit factoriel, il faut et il suffit que K' 1le soit.

Démonstrnation :

Définissons £ : K[X] —— K'[X]
n . n .
Y oa.xt! —— ) f(axt
i=0 * i=o '

alors f est un isomorphisme d'anneaux de KEK] sur 'K'Eﬂ.

De plus, c'est une application récursive, donc pour K soit

factoriel il faut et il suffit que K' "le soit.

52. Cas d'un conps de gractions.

Proposition 52.1.- Soit A un anneau & la fois principal algorithmique

et factoriel algorithmique. Posons K son corps des fractions.
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Pour que A[X] soit un anneau factoriel algorithmique, il faut

et il suffit que K soit un corps factoriel.

Demonsitrhation :

Supposons d'abord ADQ anneau factoriel algorithmique.
Prenons F ¢ KDﬂ, F # 0. Nous pouvons déterminer a € A° (le pged des
dénominateurs des coefficients de F) tel que a.F € A[X].

Par conséquent, K[X] est un anneau factoriel algorithmique, c‘est

a-dire K est un corps factoriel.

Supposons maintenant K corps factoriel.
Prenons F € Ai}]. Nous pouvons déterminer le contenu c(F) de
F et F1 € AI}] primitif tel que F = c(F).F1.

En particulier, F1 € K[X], donc nous pouvons déterminer une

décomposition de F1 en produit fini de facteurs irréductibles de KDﬂ :

k
F, = 01 £, .
1 =1 1,3
Nous pouvons déterminer, pour tout j elNk, a, . € A tel que
?
a, ..f, . e A|X|. Déterminons a, ..f, . =c¢c(a, ..f, .).H, ., avec
1,3 1,3 [] 1,] 1,3 (1’3 133) 1,3
H1 3 € A[X], primitif. Donc H1 ; est irréductible dans KDQ, comme
? >
il est primitif, i1l reste irréductible dans 4ADQ.
k
Posons a, = II a, .. Alors
1 o1 1,3
J
k k k
a,.F, = 11 (a, ..f ) = (1 c(a £, .))(n H
R TS R P LR SIS
_ k
en passant aux contenus, nous obtenons a, = I c(a, ..f, .). Donc
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k
F, = 1 H ; avec H, . irréductible dans A[X].

1,3

En décomposant c¢(F), nous en déduisons une décomposition en produit

fini de facteurs irréductibles de A[X] pour F.

Donc A[X] est un anneau factoriel algorithmique.

53. Propriétés des conps factornieds.

Proposition 53.1. (Kronecker).- Soit K un corps factoriel. -

Alors tout anneau de polynOmes sur K est un anneau factoriel algorithmique.

Démonstration :

Puisque K est un corps factoriel, K[i] est un anneau factoriel

algorithmique. Maintenant soit n €N et n > 1. Alors K[¥1,...,XAJ

est jn anneau codable (cf. la remarque qui suit le théoreme 45.1).

Considérons F € ka ,+++,X |, mnon constant, alors nous pouvons
-1 n >

écrire :
i i
F = o . X .. x 8 oi I(F) est une partie finie
‘ . . ' 1,000,511 1 n
(11,...,1 YeI(F) 1 n
n
. n *
non vide de N et O. . € K.
Lsenesiy
Prenons m € N, tel que m > max (iﬁ) >0 et

définissons

(j]"'

(il,...,in)eI(F)
LeN®
n

i
n — =
) B D T N A0

53 )e3(©) SPRRER

; Xj1+j2m+...+j m
(Gps-ee»i )EIO) eIy

Donc J est une application récursive.
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Considérons G = Z B. 3 X‘ ...Xn © et
(Gys--+»3 )€I(O) Jpredn
n
kl k
H = z Yk Kk X] e X dans K[X],...,X ] Donc
(k],...,kn)€J(H) 1? >“n :

o - ‘E!E’
= I n n
G.H. = ) B C Y X oo X

(Gyaeeenied(@ J1rdn Spoeiy

(kl,...,ki)eJ(H)
. ¢ ‘ ' Kl Zn
aussi G.H = Z ( 2 B. - 'Yk K )X1 ...Xn
(2058 DET(GH) § +k =£ T17"In 1oy
our veNo
pou n
. | _ £1+£2m+, +£n
d'od Y(GH) = ) ) By g Ve 0%
(ﬂl,...,ﬁn)eJ(cﬂ) Jv+kv=£V 1 n 1 n
our veNo
P n
L +8 m+...+£ m
- y z Bj J 'Yk kX 1 2 n
(El, ..,Kn)EJ(GH) Jv+kv=£v 1 n 1 n
)
pour veNn
or, pour v e N° £ =3 +k
» pou R, AT, y
. . n-1
. j,tk,+(§,tk,)m+. ..+ (] _+k )m
donc lﬁ(G,H) = > g . 'Yk K X bl 2 2 non

(jl,...,jn)éJ(G) R P T

(k],...,k YeJ(H)
n
j,+j. m+ +] mn—]+k + +k mn“1
= N R. Y x>l =27 " 1 n
Gyaeead yeaee J1odn Kpoeeky
n
(k,y...,k YeJ(H)
1 n
alors Y(G.H) = P(G).YH).
n
m -1

Remarquons que pour F, d%}(F) < m —
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, i
De plus, pour G = 2 Bj ; an...Xnn € K[kl,...,Xh]
(Gyse-+5i DeI(G) 17" n
tel que max  (j,) <m, ) est une bijection récursive de 1'ensemble
(Gyse-53)€3(6)
Len®
n

de ces polyndmes G sur 1'ensemble des éléments de K[ﬁj de degré strictement infé-

n
m -

. N 1 o ' . .
rieur 3 m —— (en effet, 1'écriture en base m du degré est unique et dans

ce cas, elle comporte au plus n termes).

Maintenant {(F) € K[X] et K[g] est un anneau factoriel algorithmi-

que, donc nous connaissons une application récursive qui nous permet de déterminer

k

*

J(F) = €T h oi € € K et, pour tout £ e N> s h, est un
f=1 £ k £

€lément irréductible unitaire de K[}j.

n

o o o] m -1
or dhKSdIﬂ(F) donc d'h, <m —
a(l) 5 o
posons hﬂ = jvzo ajzx o d hﬂ = g(l) et aiﬁ € K.
Pour 0 € j € o), calculons j = j1 + j2m + ...+ jn mn—] : cette écriture
(L) i
est unique. Posons H = > a., X, ...X % ou Fiseens] sont définis ci-dessus.
; 2o 321 n 1 n
Donc ﬂ(HK) = hZ'
- . k k K
Maintenant, (¢ 'F) = ¢ Y(F) = I hZ = I (HK) = (I HK)'
£=1 £=1 £=1
o, ~1 o mn—] -1 k
Or d (¢ F) =dF <m- , aussi & F= I H
m - 1 2
£=1
k
et F=¢ I H
=1 %

Vérifions que pour tout £ €iN§ » Hp est irréductible dans

KLX .,an. Si non, nous pourrions écrire H = G].G2 avec G] et G2

120"



- 27 -

non constants, alors @(HZ) = ﬂ(Gl).w(GZ) = hﬂ avec &(Gl) et &(GZ) non
constants, or h£ est irréductible : contradiction. Alors HZ est un poly~
néme irréductible de KEXI,...,XQJ. Par conséquent, en utilisant ¢ nous
pouvons décider, vécursivement, si un élément de K[?1,...,X;] est irréductible

ou non. Donc, l'ensemble des irréductibles de KEX1,...,X;] est récursif.

De plus, en utilisant ¢ puis 1'application récursive qui détermine
une décomposition dans K[X], nous définissons une application récursive

qui détermine une décomposition dans K[?1,...,X;].

Enfin, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non,

nous comparons les termes de plus haut degré.

Conollaine 53.1a.- Soit K un corps factoriel. Alors toute extension

transcendante simple K(t) de K est un corps factoriel.

Demonstration :

Soit F € (K(t))Dﬂ, non nul et non constant.
Alors il existe P € K[XI,XZJ, de degré non nul en X2, puisque
_ P(t,X)

F est non constant,et Q € K[?i], tels que F(X) = _ETET_ .

Or, d'aprés la proposition 53.1., K[kl,X£] est un anneau factoriel algo-
rithmique, aussi nous connaissons une application récursive qui permet de déterminer
k ‘ v t

¥
P(X,,X.,)) = T H (X ,X,) oi € €K et, pour tout £ € N° , H, est un
SR gey L7172 k 14 .

polyndme irréductible de K[X],Xéj.

Or, le degré de P en X2 est non nul, aussi il existe au moins

un indice £ tel que le degré de Hy en X, soit non nul.

o
Nous pouvons supposer que ce sont Hl""’Hq’ avec q €N, , les
polyndmes irréductibles HK’ intervenant dans la décomposition de P, dont

le degré en X2 est non nul.
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k
Posons H = ¢ ]I H alors H € K|X_ |,
£=q+] i4 [ ]]
q
dloi F(x) = 28 Ty (¢,x H(E)
9() - E(t ) et RO € K(t).

Maintenant t est transcendant sur K, aussi l'application suivante :

k[x,,x] > x[t,X]

G(X,,X,)) + G(t,X)

est un isomorphisme récursif d'anneaux, donc, pour £ € lNg, Hz(t,‘X)

est un élément irréductible de KEt,X] . Par conséquent, c'est un polynOme

irréductible de (K[t]) [X:[ .

Comme K est un corps explicitement donné, K[XJ est un anneau prin-
cipal algorithmique. Or Kl:t] est isomorphe a K[X:] et 1'isomorphisme est
récursif, donc, en utilisant la remarque 43.3, KEt] est un anneau principal
algorithmique. _

Donc, si Hz(t,X) = r(X).s(X) o r et s sont deux polynOmes non
constants dev (K(t))[X] , d'aprés la proposition 45.5,‘nous pouvons déterminer
explicitement R et S deux polyndmes non constants de (K[t]) [X], tels que
Hz(t,X) = R(X).S(X) : impossible car H, est irréductible dans (K[_t])[X].

Par conséquent, Hz(t,X) est un polyndme irréductible de (K(t))I:X] o
et, donc l'ensemble des irréductibles de (K(t))[X] est récursif.

De plus, nous avons défini une application récursive qui permet

de déterminer une décomposition F(X) = H(t) 1 Hz(t,X) de F en produit

Q(t) £=1
fini de facteurs irréductibles de (K(t))[X].
Enfin, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non,

nous comparons les termes de plus haut degré.

=
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Proposition 53.2.- Soit K un corps factoriel. Considérons L = K[@]
une extension algébrique monogéne séparable de K, pour laquelle le polyndme

minimal f de 6 sur K soit donné.

Alors L est un corps factoriel.

Démonstrhation :

D'aprés la proposition 46.2, L est un corps codable.

¥

Posons § = d°f et 9] = 6,92,...,98 les conjugués deux 3 deux

distints de 6 sur K.

Soit F(9,X) € L[X], unitaire et non constant.

Calculons F(0,X-Bu) olfi u est une indéterminée sur K.
Puisque le polyndOme minimal f de © sur K est donné explicitement, nous
savons effectivement calculer la norme NF(6,X-6u) de F(6,X-0u) sur K,
définie par‘ NF(9,X~6u) = .E F(Gi,X—eiu).
. 1=1

Alors NF(0,%-0u) € K[u,X].

Or, d'aprés la proposition 53.1, K[p,X] est un anneau principal

- algorithﬁique. Dans ce cas, nous connaissons une application récursive qui

permet de déterminer une décomposition :

k
NF(6,X-6u) = 1II

H,(u,X)
=1 *

oli, pour tout £ € N;

R Hﬂ(u,X) est un polyndme irr&ductible unitaire de

K[ﬁ,g},
Puisque u est transcendant sur K, en utilisant les propositions 46.1

et 46.2, le corps K(u,8) est codable.
. Donc K(u,8) [X] est un anneau principal algorithmique.

Alors, nous connaissons une application récursive qui permet, pour tout

o
k

(K(u,@))[&], comme combinaison linéaire de Hﬂ(u,X) et de F(G,X“eu) dans

£ €N, d'exprimer Az(e,u,X) le pgced unitaire de Hz(p,X) et de F(8,X-6u) dang

(K(u,0)) [X] :
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Az(e,u,X) = uzﬁe,u,X)F(e,X— u) + VK(G,u,X)HK(u,X).

S'il existe £ € NE, tel que Aﬂ(e,u,X) = 1, Sans nuire 3 la géné-
ralité, nous pouvons alors prendre £ =.1. Donc :

1 = u](e,u,X)F(e,X—eu) + Vl(e,u,X)H](u,X)
s

alors 1 = iE][hl(ei,u,X)F(Gi,X—eiu) + V](Gi,u,X)H](u,Xi]

aussi, il existe G1 € (K(G,u))[i} tel que :

i
| e}

[Ul(ei,u,x)F(ei,x—eiu)] + 6,(8,u,X) .H, (u,X)

i=1

donc 1 = NUI(S,u,X)NF(ﬁ,X—Su) + Gl(e,u,X).Hl(u,X).

Or H](u,X) divise NF(9,X-Bu) : contradiction.

Par conséquent, pour tout £ € NE s Aﬂ(e,u,X) # 1.

Deux cas se présentent

Ten cas : il existe £ € JNE , tel que  ,(8,u,X) = F(8,X-0u).

Sans nuire 3 la généralité, prenons alors £ = 1.

Nous allons montrer que F(8,X) est irréductible dans I;Dﬂ.

Supposons le contraire :
F(6,X) = g(6,X).h(8,X) ol g et h sont deux polyndmes unitaires

de IJDQ avec dog < d°F et d°n < d%.

Donc NF(8,X-6u) = Ng(8,X-6u) .Nh(0,X-0u).

Comme H1 est un polyndme irréductible de KEU’X]’ alors, par

exemple, H] divise Ng(90,X-0bu) dans K{@,Xﬂ ; aussi F(8,X-6u) divise

Ng(6,X-6u) dans (K(0,u))[X], c'est-a-dire :

Ng(8,X-6u) = F(0,X-0u)G(6,u,X) avec G(0,u,X) € (K(8,u))[X].
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Maintenant, il existe a € K[G,u] tel que a.G(%,u,X) € (K[S,u])[X] .

(prenons pour a le dénominateur commun des coefficients de G).

or, K[B,u] = (K[:E)])[-_u] est un anneau principal algorithmique,
puisque K[@] est un corpé codable et u est une déterminée
;uf K,lrédégi; nous savons calculer le contenu d'un polyndme de (K[bﬂﬂ) Dﬂ
donc c¢(aNg(9,X-06u)) = c(F(6,X- u))c(aG(®,u,X)).

Aussi a = c(aG(b,u,X)), puisque Ng(8,X-Bu) et F(6,X-Bu) sont
unitaires.

Maintenant nous pouvons déterminer H(O,u,X) € (K[@,@])[X] tel que
aG(6,u,X) = ¢(aG(O,u,X))H(O,u,X) = aH(O,u,X)

d'oli G(8,u,X) = H(O,u,X) et G(9,u,X) € (kK[6,u])[X]

et Ng(0,X-0Bu) = F(9,X-06u).G(6,u,X) avec G(8,u,X) € (K[0,u])[X].

Cherchons les termes de plus haut degré en X et en u dans

s
Ng(6,X-6u) : posons m = dog, alors ils sont donnés par Il (X—Giu)m .
-

1

n

puisque Ng(8,X-0u) = 1 g(ei,X-Giu) et g unitaire.
i=1

Maintenant, cherchons les termes de plus haut degré en X et en u
dans F(6,X-6u).G(8,u,X)

posons n = dOF et F(0,X) = a, + a‘X + ... 4+ an—lx + X , oi
a, € L ;3 donc F(6,X~6u) = o + oc](x— u) + ...+ ocn_](x-eu)“‘l + (x-eu>“.

Par conséquent, ils sont donnés par (X-Gu)nG(G,u,X).

D'aprés 1'égalité Ng(6,X-6u) = F(6,X-6u)G(6,u,X), ‘nous en déduisons

S
que  (x-6w)" divise T [(x-6,w)"] dans (x[6,u])[X],
i=1

s
c'est-a-dire, 1 [(x-0,w)"] = (x~8)"n(6,u,X)
i=1

avec h(9,u,X) e (K[6,u])[X].

Faisons u = !, nous obtenons :

[/}

[(x-8)"] = (x-6)"n(8,1,%) .
1

i
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s
Or, f est le polyndme minimal de 0 sur K, donc f(X) = 0 (X-8.)
. i
) i=1
aussi £7(X) = (X-8)"h(6,1,%).

maintenant © est séparable, donc £(X) = (X—e)fl(e,X) avec f](e,X) non

divisible par X-6 dans LDQ.

(x-9)"h(8,1,X)

Donc (x-e)me(e,x)

or m = dog < d°F

]

n.

Alors, f?(e,x) = (x-8)""™n(6,1,X)

comme n-m > 0 et X-0 irréductible, nous avons

X-0 divise fl(e,X) dans L[X] : contradiction.
Par conséquent, F(9,X) est un polyndme irréductible de LDQ.

L e mﬁ, 8,(6,u,X) # F(0,X-6u).

nous pouvons effectuer la division de

28me cas : pour tout
Pour £ =1, F(6,X- u) par

A](G,u,X) dans (K(8,u)) Dﬂ ; nous obtenons :
F(0,%-6u) = A,(6,u,%X).Q,(6,u,X) avec Q,(8,u,X) € &6, w) x| .

‘de plus, A, et Q] sont unitaires et de degrés en X strictement

] .
inférieurs a celui de F.

Maintenant nous pouvons déterminer b et ¢ dans K[G,Q] tels

que bA (8,u,X) € (K[B,u])[X] et <Q(B,u,X) € (x[o,u]) [X].
donc (be)F(6,X-0u) = bAl(e,u,X).ch(e,u,X).

Or K[Q,qj est un anneau principal algorithmique, aussi nous savons

calculer le contenu d'un polynOme de (K[@,Q])[K].

Donc bc = c(bAl(e,u,X)).c(c.Ql(G,u,X)) car F est unitaire.

Or, nous pouvons déterminer P et Q deux éléments primitifs de

(K[@,u])[x:l tels que
bAl(e,u,X) = c(bA](G,u,X))P(G,u,X)

ch(e,u,X) = C(CQI(G,u,X))Q(G,u,X)

donc F(8,X- u) = P(8,u,X).Q(0,u,X)
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avec P et Q dans (K[6,u])[X], de degrés en X strictement inférieurs a

celui de F.

- Faisons alors u = 0, nous obtenons :

" F(8,X) = p(6,X)q(6,X)

avec p et q dans L[ﬂj et de degrés strictement inférieurs 3 celui de F.

I1 nous suffit alors de réappliquer le procédé & p et

)

q.

Ce procédé est fini, puisque le degré diminue 3 chaque pas, et nous obtenons

(i) une application récursive qui détermine une décomposition ;

(ii) cette méme application décide si un élément est irréductible ou non

donc l'ensemble des irréductibles est récursif.

Enfin, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non, nous

comparons les termes de plus haut degré.

54. Formule d'interpolation de Newton.

- Définition 54.1.- Soit K wun corps infini. Considérons a seeesa D]
L] -

€léments de K, distincts deux 3 deux, et bo,}..,bn+l n+] éléments de K.

Définissons

(i) pour tout 1 € Nn , f(ai) = bi

’

(11) pour tout k € Nz et pour tout i € {k,k+l,...,n},

f(ao,...,ak_z,ai) - f(ao""’ak—Z’ak—l)

f(ao""’ak—l’ai) =

Proposition 54,2.- Soit K un corps infini. Considérons a_seees8 o+l
2

éléments de K, deux 3 deux distincts, et bo""’b n+l é&léments de K.

n
Définissons F € K[X] par la formule d'interpolation de Newton :
F(X) = f(ao)+f(a0,a])(X—ao)+...+f(a0,...,ak)(X-ao)...(X—ak_])+...+f(a0,i.f,an)(X—ao)...

(X-a__.).

n-1

Alors F est 1'unique &lément de K[X] qui vérifie d°F < n
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et, pour tout i € Nn, F(ai) = bi.

Une démonstration est donnée dans

(BLw], Hifssatz 2, § 23, p. 76.

Conollaire 54.2a.- Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre,
tel que - card A 3 ﬁg. Posons K son corps des fractionms.
‘s )
Considérons F € AE{], tel que dF = n, et ajseeesdy n+l
éléments distincts de A. Pour tout 1 € Nn, ~ posons bi = F(ai).
Alors :

(i) F est l'unique polyndme de K[X] qui vérifie d°F < n et,

e _
pour tout 1i € Nn’ F(ai) bi'

(ii) pour tout 1i € N, f(ai) €A
(iii) pour tout k €|N2 , pour tout i € {k,...,n}

f(ao""’ak—l’ai) € A.

Démonsitnation :

(1) et (ii) sont évidents.
(iii) d'aprés la proposition 54.2, mnous avons

)+,

) .

[0 = £(a) + £a_,a) (X-a )+, .. (@, e0sa,) (Kma ) ... (Xay

.+ f(ao,...,an)(X—ao)...(X—an_1

.

Or, F e A[X], aussi, pour tout k elNz, f(ao,...,ak):é A.

f(a ,...,a__,,a ) - f(a ,...,a _nsd__ 1)
Maintenant, f(ao,...,a ) = o n2’ o o n-2’ n-l
n a - a
n n-1l
donc f(ao,,..,an_z,an) = f(ao,...,an_]) + (an—an_l)f(ao,...,an)

aussi f(a ,...,a a € A.
( o’ Y h-2 n)

Ainsi, de proche en proche, le point (iii) est démontré.
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55, Exemples de conps factorniels.

Lemme 55.7.~ Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre.

' . ‘s n
Considérons F € A[X] avec d°F = n. Posons s la partie entidre de 7

Si F est réductible dans A[X], alors F admet un diviseur

¢ € A[X], tel que a%c < s.

Lemme 55.2.- Soit. A un anneau commutatif unitaire et intégre.
Considérons F € A[i], un polyndme réductible. Si G € A[X]-{0} et G divise
F dans A[X], alors, pour tout a € A tel que G(a) # 0, G(a) diﬁise

F(a) dans A.

Provosition 55.3.- Seit A un anneau factoriel algorithmique tel que
* .
card A < K; et card A 3 X_.
Alors pour tout €lément a non nul et non inversible de A, nous

pouvons déterminer explicitement tous les diviseurs de a dans A ; de plus,

ils sont en nombre fini. ’ .

Démonsthation :

Soit a un €lément non nul et non inversible de A, alors nous

connaissons une application récursive qui permet de déterminer une décomposition.

k n.
a= 1T w3 en produit fini de facteurs irréductibles de A. Alors tout di-
j=1 |

viseur d de a dans A est de la forme

k K
d= ¢ T =] oi £€ A et Oc% m < .

k
. ¥ ‘ Lo
En fixant ¢ dans A , nous obtenons 1 (nj+1) diviseurs de a.
j=1

Posons D(a) 1'ensemble des diviseurs de a dans A ; alars en faisant

. * .. :
varier € dans A , mnous obtenons tous les diviseurs de a dans A, or
k
*
card A < ﬁ; , donc card D(a) = (card A*).( 1 (nj+l)).
i=1
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Proposition 55.4.- Soit A un anneau principal. Posons K son
corps des fractions. Considérons H € A[X|, irréductible dans Alx].

Alors H est irréductible dans K[XJ

Ce résultat est démontré dans : [:SZ] Théoréme 5, p. 260.

Théondme 55.5.- Soit A un anneau factoriel algorithmique tel que

card AT < Ko et card A = P(O.

Alors A]:X:] est un anneau factoriel algorithmique.

Démonstration :

Posons K le corps des fractions de A.

Soit F un polyndme non nul et non inversible de AlX].

. L o n

Posons n = d°F et s la partie entidre de 5 -

Considérons ao,...,aS s+1 @&léments de A, deux & deux distincts.
Calculons F(ao),...,F(aS). D'aprés la proposition 55.3, nous savons déterminer

Ui 1'ensemble des diviseurs de F(ai) dans A et card Di < r\'o.

Pour tout i € N_, premons d; € Di’ et, d'aprés la proposition 53.2,
nous savons déterminer explicitement 1'unique G € K]:X], tel que d°G < s et,

pour tout 1 € INS, G(ai) = di'

Comme, pour tout 1 € iNS , card Di < Xo , en faisant varier, pour
tout i € lNS, di dans Di’ nous construisons ainsi un nombre fini de poly-

ndmes G vérifiant

pour do""’ds fixés, G est unique tel que G € K[X] , d°G < s

et, pour tout 1 € lNS, G(ai) = di'

Maintenant, supposons que F soit réductible dans A[XJ et admette

un diviseur H € A[X] tel que d°H = s.
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D'aprés le lemme 55.2, dés que H(ai) # 0, alors H(ai) divise

F(ai) dans A, donc H(ai) € Di’

Ppsons G € K[X], le polynOme construit par la proposition 54.2, tel

que d°c < s et, pour tout 1i € NS, G(ai) = H(ai).

Or, d'aprés le corollaire 54.2a, H est 1'unique polyndme de KEi
vérifiant ces conditions, donc G = H.
Par.conséquent, si F est réductible dans A[X} et admet un diviseur

dans A[X] de degré s, alors celui-ci est parmi les polyndmes G construits.

ler cas : aucun des polyndmes G construits n'est dans A[X], alors F n'admet
pas de diviseur dans A[K] de degré s aussi recommencons le procédé

en remplacant s par s-1.

22me cas : il existe au moins un des polyndmes G construits qui cst dans ADQ.
Posons alors F 1'ensemble des polyndmes G construits qui sont
dans A[?j, donc F # @ et card F < d;.

|
"]y

Maintenant effectuons, dans K[XJ la division de F par tous les

é€léments de F. Comme K est codable, le procédé est récursif

et comme card F < Ro’ il est fini.
Alors : - soit il n'existe aucun G € F tel que F = G.H ot

H e A{YJ, donc F n'admet aucun diviseur dans A[?] de degré s.

Aussi recommengons en remplacant s par s-l.

- Soit il existe G ¢ F tel que F =G.H o He AEK

Or d G £ s donc dOH < n.

N .
Alors nous recommengons avec G et H o d G € s < n et
O . PP e . rpme .
d"H < n. Par conséquent, le procédé est fini. Ce qui nous permet de définir :
(i) une application récursive qui détermine une décomposition.

(i1) cette application décide si un élément est irréductible ou non donc
l'ensemble des irréductibles est récursif.
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Enfin, pour vérifier que deux éléments irréductibles sont associés

ou non, nous comparons les termes de plus haut degré.

Conollaine 55.5¢.- Soit A wun anneau factoriel algorithmique tel
* .
que card A < Ko et card A 2 XO. Posons K 1le corps des fractions de A.

Alors K est un corps factoriel.

Conollaine 55.5b - @ 1le corps des nombres rationnels est un corps

factoriel

Démonsination :

Q est le corps des fractions de Z, qui est un anneau factoriel
¥ .
algorithmique tel que card Z 3 Rg et Z = {-1,+1}, aussi nous pouvons

appliquer le corollaire 55.5a.

56. Anneaux de polyndmes surn Z.

Théoréme 56.1.- L'anneau de polynOmes en une indéterminée sur Z,

est un anneau factoriel algorithmmique.

Démonstrhation :

Nous utilisons la proposition 52.1. et le corollaire 55.5b.

57. Conps f4nds.

Théonéme 57.1.- Tout corps fini, dont le nombre d'éléments est donné,

est un corps factoriel.




-..39...

Démonstration :

Nous faisons référence & l'algorithme de Berlekamp, présenté dans

[BER] p. 146-150.




CHAPITRE 11

PARTIES GENERATRICES SEPARANTES

L'objet de ce chapitre est de construire, pour H idéal de A[g]
ol A est un anneau principal algorithmique, une partie génératrice qui
permet de déterminer algorithmiquement si un élément quelconque de ADQ :

est dans H ou non.

Nous adaptons, au cas d'un anneau principal algorithmique,
les résultats établis par C.W. Ayoub dans EAYZ], pour les anneaux de poly-
nomes sur Z, et, dans la proposition 23.3, nous caractérisons la structure

des éléments de cette partie génératrice.

1. PA?TIES TRIANGULATRES ET PARTIES FINIES GENERATRICES SEPARANTES.

171. Notations.
Dans tout le chapitre, nous supposerons que A est un anneau principal

algorithmique. Rappelons que dans ce cas, nous possédons une fonction récursive

p de (Ao)2 dans (AO)4, telle que si p(a,b) = (c,d,e,f) alors
a=-e.(c.a+td.b) et b = f,(c.a+d.b), donc c.a+d.b est le pged de 'a et
de b dans A.

Pour tout F ¢ ADQ(K nous poserons F = E ai.X1 ol I(F)
ieI(F)

. . . . . o}
est une partie finie non wvide de IN, et, pour tout i€ I(F), aive A,

Si nous posons n = doF, alors n = max I(F). Dans ce cas, a, est appelé

te coefficient directeur de F et an.Xn le terme directeur de F.
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Maintenant, pour U une partie de AI:X:I, nous poserons modA(U)
le sous~A-module de A[X:I engendré@ par U, et 1id(U) 1'idéal de A[X] en-

gendré par U©.

12. Déginitions.

Déginition 12.1.- Soit U une partie de A[XJ . Nous dirons que U
est décalée si et seulement si :

(1) U est non vide et O ¢ U.

(ii) Vreu, VYeceuv F#c¢ => d° # a%.

Définition 12.2.~ Soit T wune partie de A[X] Nous direns que T

est triangulaire si et seulement si

(1) T est décalée.

it

(ii) pour tout F € T et tout G € T, posons d°F =k et d% = £.
Si k < £, alors pour tout j € N tel que k < j < £, il

existe Fj € T pour lequel don = j.

Proposition 12.3.- Soit T une partie finie décalée de AlX].
Posons k = min{d°F|F € T} et m = max{d"F|F € T}. Pour que T soit trian-
gulaire, il faut et il suffit que pour tout j € N tel que k € j € m, il

existe un unique Fj € T pour lequel dOFJ. = j.

D ginition 12.4.- Soit T wune partie finie triangulaire de Alx].

Pospns m = max{doF]F € T}, aussi il existe un unique Fm € T tel que

e

(o]

d Fm = m. Définissons c A[__X] par :

(1)

™’ =1TuU {xJlej e N°}.

Proposition 12.5.- Soit T wune partie finie triangulaire de A[X] .
(1

Alors est une partie triangulaire de AI:X] .

De plus, min{d°F|F e T("} = nin{d°F|F € T}.
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Demons tration :

Posons m = max{dOF]F € T}, alors il existe un unique F €T tel

(D

que doFm = m. Aussi =TuU {XJFij e N°}.

(D

(i) démontrons que est décalée

(1)

coome TC T 7, T(]) # @. De plus, pour tout Fe T, F # O

et en particulier F # 0 donc O¢ T(l).

Maintenant soient G, et G, dans T(]) tels que doG1 = dOGZ.
. (1) o o
Si Gl € T et G2 €T - T alors d G1 £m et d G2 > mt+l, donc
o o
d G] < d G2.

Par conséquent, ou bien G1 €T et G2 € T, or T est décalée,
aussi G1 = G2.

ou bien G1 € T(l) - T et G2 € T(]) - T, dans ce cas il existe
j et k dans mo tels que G, = XjF et G, = XkF .

1 m 2 m
0 o o .
Comme d G1 =d G2 et d Fm =m, alors m+ j=m+k
done j = k aussi G1 = G2.
Donc T(l) est décalée.
. . (1) On - On -
(1i1) Soient G, et G, dans T , posons d G, =k, dG, =k
i 2 1 1 2 2
et supposons que k] < k2.

Tern cas : G,eT et G,eT, puisque T est triangulaire, pour
tout j € N tel que k] < j < k2, il existe Fj € T tel que don =],
dong Fj € T(l).

2eme cas ; G, eT et G, € T(l) - T, donc k1;€ m ‘et il existe

J .
i e N tel que G2 =X 2Fm. Soit j € N, tel que k] <3< k2.
Si j &« m puisque T est triangulaire il existe Fj € T, donc

Fj €T , tel que don = j.

Sinon j-m € N° alors xI % F € T(]) et do(XJ-mFm) = i.
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o 1
32me cas : G1 € T( ) T et G2 €T - T, alors il existe

N
dans WN° tels que G, =X F et G, =X 2F . Donc k, = m.+jl

i et
Jl 1 m 2 m ]

)

et k2 = m+_]2 ; de plus 3 < Jy-

Soit j € N tel que k1 <3< k,.
Alors j] < j=m < j2 donc j-m € N

aussi XJ_mFIn € T(l) et dO(XJ—mFm) = j.

(N

Par conséquent T est triangulaire.

13. Parnties génératrices separantes.

Lemme 13.1.- Soit U une partie décalée de AEQ. Considérons

k
Fe mpdA(U). Posons F = 121 a,.F, avec F. e U.

o
k

o

Alors : dF = max{doFili e IN ; a. # 01,

Lemme 13.2.- Soit T une partie finie triangulaire de AE@] qui

vérifie :
Vrer X.F ¢ modA(T(1)).

Alors : X.modA(T(1))(: modA(T(1)).

Démonstration :
Posons m = max{d°F|F € T} et F 1'unique élément de T de

degré m. Alors T(1) =TU {Xl.lei € N}.
1
( ))’

Prenons G € modA(T alors G =G, +G ou G, € modA(T)

1 2 1

et G2 € idA[X] (Fm)

Oor, X.G, € modA(T

(1)
: )

d'aprés 1'hypothése faite sur T et

X.G2 € idA[X](Fm)' Comme idA[XW(Fm)(: modA(T(1)) alors le lemme est démontré.
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Théoneme 13.3.- Soit T une partie finie triangulaire de Aﬁﬂ
qui vérifie :
VFerTl X.F ¢ modA(T“)).

Posons H = idA[i](T)‘ Nous avons les résultats suivants :

(1) H = modA(T(1>).

(ii) posons m = max{doF[F € T} alors modA(T) = {F ¢ H[doF < m}.

(iii) (&) Si Fe T et d°F <m alors X.F = Y aF(G).G, agp(6) € A,
GeT .

(b) Les relations XF - z aF(G).G = 0 engendrent le Ai}a
GeT

module des relations entre les éléments de T.

Démonsination :

(1))

(i) D'aprés le lemme 13.2, mo@éT est un idéal de ADﬂ.

contenu dans H et contenant T. Par définition de H = idwaj(T) alors

_ (1)
H = modA(T ).
(ii) De facon évidente, mod, (T) € {F eH|dF < m}. %\'I?L(é
Maintenant, soit F ¢ H tel que a°F g m.
; (1) N . :
Comme H= modA(T ), F e modA(T ), alors, en utilisant

le lemme 13.1, F ¢ modA(T).

(iii) (a) Soit F € T tel que d°F <m donc X.Fe H et d°(XF) g m

alors, d'aprés (ii), XF = ) a_(G).G avec a_(G) € A.
GeT F F

(b) Soit z XFF = 0 avec Xp € A[X].
FeT

Posons alors d = max{doxF[doF < m}.

Modulo les relations définies en (a), nous pouvons nous ‘ramener

a d=0. Mais, lorsque d = 0, nous obtenons une relation & coefficients
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(1

dans A entre les éléments de T et celle-ci est donc nulle.

Définition 13.4.- Soit H un idéal non nul de A[X], admettant

T une partie finie triangulaire de A[X], comme partie génératrice.

Nous dirons que T est une partie finie génératrice séparante

(1)).

de H si et seulement si H = modA(T

2. ALGORITHME POUR CONSTRUIRE UNE PARTIE FINTE GENERATRICE SEPARANTE.

21. Algonithme A : corstruction d'une partie finie génératrice
triapgulaise.

21.1.- AMgornithme A.

Entrée : U une partie finie non vide et non nulle de 4ADQ.
Sortie : T wune partie finie triangulaire de .AEQ.
- Soug programme : P.

Début : T = U - {0}

Tant que T posséde deux éléments distincts de méme degré faire :

Début Tq : n plus grand entier naturel j tel que T possede

moins deux éléments de méme degré j ;

nombre d'éléments de T de degré n ;

e
1]

H1,...,Hq sont les q éléments de T de degré n;
pour tout k elNZ, a, : = coefficient directeur

k
de Hk 5

utiliser p pour déterminer a1,...,aq,81,...,6q
que ? Oy -3y soit le pgced des a. dans A
k=1

et B .,Bq les quotients respectifs ;

TER

Fin de Tq.
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Ranger les éléments de T par ordre des degrés croissants }
s : = card(T) ; F1’°"’Fs sont les s éléments de T rangés dans l'ordre ;

pour tout k e NZ ik : =d Fk 5 3 =13

Tant que j <s faire

Début Tq : si Lo # 1j+1 alors

début de si : £ : =1, ,-i. ;

=
"
=
C
-
P
e
=

fin de si

JE

s
..
I}
()

Fin Tq.

Proposition 21.2.- Soit U wune partie finie non vide et non nulle
de AE{). Alors l'algorithme A appliqué &8 U s'arréte au bout ‘d"un nombre
fini d'opérationms.

Notons T = A(U) 1le résultat de 1'algorithme A appliqué a U.

Alors T est une partie finie triangulaire de ‘ADQ telle que

idA]:X] (U) = idA[X] (T).

Démonsination :

. O/ o

Pour le premier tant que, remarquons d (Hk - Bk-H) < d'H,
par conséquent, n décrolt a chaque itération du premier tant que donc
celui-ci s'arréte.

De plus, comme ldA[g}(h1""’Hq) =

i - - | 4 2 1] 1. .
ldAw}J(H’H1 81,...,Hq Bq.H), 1'idéal engendré n'est pas mocdifié.
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Ensuite, il est évident que le second tant que cesse (borné par

s~1 itérations) et 1'idéal engendré n'est pas modifié.
g p

Par conséquent, l'algorithme A est fini et posons T = A(U)

le résultat final, donc idA[X] (V) = idA[X:l (T).

Alors T

de A[X].

de A[X].

par H =
k

De plus, il est facile de voir que T wvérifie la proposition 12.3.

est triangulaire et finie.

Conollaire ?21.2a.- Soit U une partie finie non vide et non nulle’

Posons T = A(U). Alors

max{dOFlF e T} = max{doFlF e U}.

Corollaine 721.7b.- Soit U wune partie fini non vide et non nulle

Posons T = A(U). Alors

modA(U)(I modA(T).

Démonstrhation :

A chaque itération du premier tant que, nous remplacons H .,H

L

q
21 o -H et H1-81.H,...,Hq—6q.H.

Par conséquent, le A module engendré n'est pas modifié, apreés

le premier tant que.

Comme pendant le second tant que, nous ajoutons des éléments, nous

obtenons alors

de H et

modA(U)<: modA(T).

22. Algorithme  R.

Soit H e A{?], nous poserons coef-dir(H) le coefficient directeur

ter-dir(H) 1le terme directeur de H.
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22.1.- Algonithme R.
Entrées : T partie finie triangulaire de A[X] et H e A[X].

Sortie : R(T,H) e A[X].

Début : Si H =0 alors retourner O ;

Sinon
. .o . (1 o, _ .0 . .
début : Si (il existe F e T avec dF = dH et il existe vy € A
tel que vy.coef-dir(F) = coef-dir(H)) alors retourner
R(T’H—Y‘F) ;
Sinon retourner ter—dir(H)+R(T,H~ter~-dir(H)) ;
fin

Proposition 22.2.- Soit T wune partie finie triangulaire de Al}j.
Alors, pour tout H € AE@], l'algorithme R s'arr@te au bout d'un nombre

fini d'opérations.

De plus, pour tout H & AE{], R(T,H) € H + modA(T(l)) et
d°R(T,H) ¢ d°H.
Démonstration :
Pour H = 0, nous obtenons R(T,0) = 0 : c'est fini.
Pour H # 0, Jler cas : la condition du si est remplie alors nous

recommencons avec H~-y.F tel que

a°@H-y.F) < d°H.

2éme cas : Sinon, nous recommencons avec

H~ter—dir(H) tel que dO(H—ter—dir(H)) < a°H.
Par conséquent, a chaque étape, le degré décroit donc 1'algorithme
R cesse.

Pour le second résultat, procédons par récurrence.

Fixons k = inf{dOF]F € T}. Considérons H eAAEﬂ, H# 0, tel que
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d°H < k. Alors la condition du si n'est pas remplie. Donc nous obtenons
R(T,H) = ter-dir(H) + R(T,H-ter-dir(H)).

Mais d°(H-ter-dir(#)) < d°H < k, alors a chaque étape, la condition
du si n'est pas remplie, d'ou R(T,H) = H.

Nous en déduisons que pour tout H € A[i], H#0 et d°%H < k,
le second résultat est vrai.

Faisons alors 1l'hypothése suivante : n > k, pour tout H € AEK],
H#0 et d°H <n, R(T,H) ¢ H + modA(T(1>) et d°R(T,H) g d°H.

Soit G e A[X], ¢ +# 0, a°% = n.
~ 8'il existe F ¢ T(i) avec d°F = d°G et s'il existe vy € A tel que _

y.coef-dir(F) = coef-dir(G) alors R(T,G) = R(T,G-y.F) mais dO(G—Y.F) < n

- aussi R(T,G-y.F) e (G-y.F) + modA(T(”)

€ T(1)

et d°R(T,G-y.F) < d°(G-y.F).
(1), '

[o]

Or, F alors R(T,6) e G + mod, (T et d°RrR(T,G) < a°G.

~ ginon R(T,G) = ter-dir(G) + R(T,G-ter—-dir(G)).

mais do(G—ter—dir(G)) < n aussl nous avons

(1))

R(T,G~ter-dir(G)) € (G-ter—dir(G)) + modA(T et

dOR(T,G—ter—dir(G)) < d°(G-ter-dir(G)).
’ N

o

Donc R(T,G) e G + mod, (T et d°R(T,G) < d°G.

Conollaine 22.2a.- Soit T une partie finie triangulaire de AEX].

(1))

Pour tout H e.Aﬁq, pour que H € modA(T il faut et il suffit que

R(T,H) = O.

Demonstrnation

Supposons d'abord H € modA(T(1)).

(D

Comme est triangulaire, nous pouvons écrire :
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M

H=a,.F, + ... + a .Fn avec a; € A", F. €T

et d°F, < ... < d°F .
n

D'aprés le lemme 13.1, d°H = d°F

De plus, an.coef—dir(Fn) = coef-dir(H). Donc la condition du si
n~-1
est remplie et nous obtenons R(T,H) = R(T,H—anFn) = R(T, z ai'Fi)'
i=1

A chaque itération, la condition du si est remplie et & la j-éme

n-j
nous obtenons R(T,H) = R(T, E ai'Fi)'
i=1

Par conséquent, a la n—-iéme, R(T,H) = O.

Réciproquement, d'aprés le second résultat de 22.2, nous obtenons

H e modA(T(1)).

23. Algondithme o : comstruetion d'une partie finde génératrice

séparante.

23.1.- Algonithme o .
Entrée : U une partie finie non vide et non nulle de AE@.
Sortie : T wune partie finie génératrice séparante de idA[i](U)'

Sous programmes : algorithme A, algorithme R.

Début : T : = A(U)
S'il existe F € T tel que R(T,X.F) # 0
alors retourner O(T U {R(T,X.F)}) ;

Sinon retourner T ;

Théoreme 23.2.- Soit H wun idéal non nul de A[}], donné par U
un systéme fini de générateurs. Alors nous avons les résultats suivants

(i) 1l'algorithme © appliqué 3 U s'arr@te au bout d'un
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nombre fini d'opératioms.
(ii) Posons T = 0(U) 1le résultat de l'algorithme © appliqué i

U. Alors T est une partie finie génératrice séparante de H.

Démonstration :

(i) Posons m = max{doF]F e Ul et M= modA{1,X, .,X™
Alors M est un module libre de rang m sur A anneau,.
principal, donc M est un A module noethérien.
De plus, modA(U) c M.
Nous posons T = A(U) alors d'aprés le corollaire 21.2a, modA(T)C: M
et d'aprés le corollaire 21.2b, modA(U)(: modA(T).

Ensuite :

ler cas : La condition du si est remplie, alors T, : = A(TU{R(T,X.F)})

= g e g e ’]

et nous recommengons.

Mais, en posant Fm 1'unique élément de degré m de T, F # Fm ;
puisque R(T,X.F) # 0. Donc d°F < m et d°R(T,XF) < m.

Par conséquent, modA(U)(: modA(T)(: modA(T1)CI M.

2éme cas : Sinon 1'algorithme cesse.

v o e e e ot

Donc, dans le ler cas, nous construisons une chalne croissante de
sous A-modules de M, A module noethérien. Alors celle-ci est stationnaire

et nous aboutissons au 2éme cas.

(ii) Posons T = 0(U) 1le résultat final, alors, puisque 1l'algo-
rithme cesse, pour tout F e T, R(T,X.F) = 0 ce qui est équivalent 2

(1

X.F ¢ modA(T ) (corollaire 22.2a).

D'apres le théoréme 13.3, T est donc une partie finie génératrice
séparante de H. (Le fait que H = idA[XW(T) provient de l'utilisation de

l'algorithme A).
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Conollaine 23.2a.~Soit H un idéal non nul de AEQ, donné par
U un systéme fini de générateurs. Alors pour tout F etADﬂ, nous pouvons

déterminer algorithmiquement si F € H ou si F % H.

Demonatrnation :

En utilisant l'algorithme ©, nous obtenons T = Q(U) une

(1,

partie finie génératrice séparante de H. Donc H = modA(T
Déterminons alors R(T,F). D'aprés le corollaire 22.2a, nous

avons F € H si et seulement si R(T,F) = O.

Les résultats de la proposition suivante ont été démontrés indé-
pendamment par D. Lazard pour les bases de Grobner dans le cas de deux

Indéterminées sur un corps (cf. \}AZ 3]).

Proposition 23.3.- Soit U wune partie finie non vide et non nulle
de A[X].

Considérons T = 0(U) et posons T = {F .,Fn} rangée par

TR

ordre des degrés croissants. Alors

(i) 1le pged dans Aci] des éléments de T est égal a celui des

éléments de U.

(ii) nous pouvons déterminer un polynSme primitif H de A[X]
et pour tout i ¢ Ns un polyndme unitaire Hi de Aﬁﬂ
avec d°H. = i-1, tels que F. = ¢(F.).H.H., ot c(F.) est
i i i i i

le contenu de Fi.

c(F.

... . o
111 our tout 1 € NN
( )P n-— 1+1

1 ) divise C(Fi)'

Demonstration :

(i) Posons U = {G .,G, }. D'apres I, 45.6, puisque A est

1°° k

principal algorithmique, nous savons déterminer G (resp. F) le pgcd dans

A[X] des G, (resp. des Py
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n
Or pour tout 1 € N G. = z o, ..Fj avec a, . € A[?j,

= 0
.—l

Donc F =G aux inversibles de A pres.

(i1) T est une partie finie génératrice séparante de idA[X](U)'

Donc, pour tout F & T, X.F € modA(T(1)).

En particulier, X.F1 € modA(T(1)). Mais dO(X.F1) = 1+doF1 = don.
donc X.F1 = a12.F2+a11.F1 et a,, # 0.
Alors a12.F2 = (X—a11).F1.

En utilisant I, 45.3, nous pouvons déterminer F1 = c(F1).H ou

S .. o o

¢(F1) est le contenu de F1 et He A[X], primitif. Donc dH =d F1.
Alors a12.F2 = (X—a11).c(F1).H. En passant aux contenus, nous obtenons

- [ = -
a12,c(F2) . c(F1), d'ou F2 c(Fz).H.(X a11).

Posons H1 =1 et H2 = X--a11

Nous venons d'établir : F1 = c(F1).H.H1

F, = c(F,).H.H,
' . el o o .. o o

avec H primitif, d'H =d F1, H1 et H2 unitaires, d H1 =0, d H2 = 1
et C(FZ) divise C(F1).

Faisons alors 1'hypothése suivante :

Soit q € Ng et g > 2. Pour tout 1i € NZ-1’ nous avons déter-—

miner un polynOme unitaire Hi € Ai}] . dOHi = i-1 tel que Fi = c(Fi).H.Hi,

1+1) divise C(Fi).

(1))

. )
et, pour tout i equ_z, c(F.

Or X.F € modA(T

et d°(X.F
q-1t q-

jone X.F = a Foo+ a .F + ... . .
aon q-1 q-1,9" q  “gq-1,q-1" q-1 q-1,1""1
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alors aq—1,q'Fq = (X—aq_1’q_1).Fq_1 - aq—1,q—2'Fq-2 - el = aq_1’1.F1,

et = ((X )'C(Fq—1)'Hq-1_aq-1,q—2'

Ta4—1,q-1 C(Fq_z)—".—aq_1,1.c(F1).H1).H.

a .F
qa-1,q9 q

. . 8] o e
Mais, pour tout j equ_2 . c(Fq_1) divise c(Fj), donc

c(Fj) = bj.c(F ).

q-1
Alors

aq—l’q'Fq = c(Fq_1).((X—aq_1,q_1).H .-a .b1.H1).H.

q-17%q=1,q-2"q-2"Hg-27"" " "g-1, 1

-a .b,.H

Posons Hq = (X‘aq_1,q-1)‘Hq_1—aq-1,q—z‘bq—z'Hq—Z_"' g=1,1""1"7"¢°

alors H est unitaire et dqu =1 + dOHq_1 = q-1.

En passant aux contenus, nous obtenons a c(F ) =c(@F .
q-1,q q q-1

Par conséquent, Fq = c(Fq).H.Hq avec Hq unitaire de degré q-1 et

c(F ) divise c(F_,).
q q-1 ‘i!i’
D'ou les points (ii) et (iii) démontrés par récurrence.

Corollaine 73.3a.- Sous les mémes notations et hypothéses que 23.3, .

)

. o}
posons, pour 1 € N . .
n- 1+1 ., o=

) c(F.) = d..c(F
1 1

Alors pour tout 1 etNg_

1 €t pour tout k e N, tel que 1 < k g n-i,

nous avons Hi+k € ldA[X](di’Hi+1)'

Démonstrnation :

. .0 ) . . . -
Fixons 1 ean_T. De fagon évidente, Hi+1 € 1dAE§J(di’Hi+1)'
Prenons k € N, 1 < k g n~1i et faisons 1'hypothése suivante

t j € j .o.o€ 1 .LH. .
pour tout j e N, 1‘5 j < k, H1+J € 1dA[§](d1’H1+1)

(1)),

Or X.Fi+ € modA(T donc nous avons

k-1

X.F =

R B T T U B T L PR TPRY
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Isolons et simplifions par H (cf. 23.3). Nous obtenons :

ai+k—1,i+k'Fi+k

Y.c(F.

3ot ivk S Fiad = E3500 1 111 iviem 1) Biakm1"8 5001, 14k-27 ¢ F o) -

Hi+k—2

.c(Fi+1).H "C(Fi)'Hi - ..

8i4k—1,1i+1 141 3 ek-1,1

cee - ai+k-1,1°C(F1)'H1’

A

Utilisons 23.3 (iii) : pour 1 £ j i-1, c(Fj) = bj'C(Fi)

pour i+1 g j < i+k-2, c(Fj) =b..c( ).

] Fi+k—1

pare = ) [Brag o ik DH

T Aiak-1,i+k-2 Pisk-2"Hia-2 T 00
- ai+k_1,i+1.bi+1.Hi+1J - c(Fi).Lai+k_1’i.Hi + ...
+ ai+k—1,1°b1'Hi]'

Or, C(Fi) = di'C(F'

1+1) = di'b' .c(F

+1 ) et, en passant aux contenus,
i

i+k-1

(F, .) = C(Fi+k_1), donc

Asak—-1, 14k SV ek

H, = (X-a: )H

$4k o1, itk Biake1 T @ik, ivk-2 Piek-2 Hive-2 T 0

= a5t 101 P it B4 Py Byane g 1B e 10Dy By

. N . R . .
D'aprés 1'hypothese faite, Hi+k € 1dA[X](di’Hi+1)'
Par conséquent, pour tout k € N, 1:s k:s n-i, Hi+k € idA[X](di’Hi+1)'

. . o) . . c
Comme cela reste vrai pour tout 1 &€N__., le corollaire 23.3 est demontre.

nous avons

(1) c(Fn).H est le pgcd dans AW}] des éléments de T ;
(i1) Pour que dOF1 > 0 1il faut et 1l suffit que les éléments

de U admettent un pgcd non constant dans ADQ.

Demonstrnation :

Le point (i) est une conséquence des points (ii) et (iii) de 23.3.
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Le point (ii) est une conséquence du point (i) de 23.3b et du

point (i) de 23.3.

Conollaire 23.3¢.- Sous les mémes notations et hypothéses que 23.3,
pour tput i elNg, nous pouvons déterminer C(Fi) = bi'C(Fn)'

Alors

(1) {b,.H

.,b .Hn} est une partie finie génératrice séparante de

idAlX](b1'H1""’bn'Hn)'

(ii) idA[X:[(U) = idAD(J(T) = idAl:X] (C(Fn).H).idA[X] (b1.H1,...,bn.Hn).

(Remarquons que bn = 1).

Demonsination :

Pour le point (i), nous écrivons que T est une partie finie géné-
. . . < g 1
ratrice séparante de 1dA[X](U)’ c'est-a-dire, pour tout F € T, X.F e modA(T( )).
Nous divisons cette condition par c(Fn).H et nous obtenons la méme condition

pour {b1'H1""’bn'Hn}'

Le point (ii) se vérifie par un calcul simple.
Proposition 73.4.- Soit H un idéal non nul de A[X|, donné par
U un systéme fini de générateurs. Posons T = Q(U) et k = min{doFIF € T}.

(i) si k > 0 alors HNA = {0}.
(ii) sinon ; alors il existe un unique Fo € T tel que doF0 =0

et HNA = idA(FO).

Démonstrnation

T est une partie finie génératrice séparante de H, donc
- (1)
H = modA(T ).
. . N .. ) o (., _ . o
(i) D'apreés la proposition 12.5, min{d F|F € T '} = min{d F|F e T},

par conséquent, pour tout G e H, d°G > k. Donc HN A = {0}.
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(ii) Donc F e A et id (F )C HNA.
o Ao .

n

(1)) et T

Maintenant, soit a € HMN A, comme H = modA(T

triangulaire, alors a = b.F_. Donc HN A = idA(FO).

3. PARTIES FINIES GENERATRICES SEPARANTES MINIMALES.

31. Invariants d'un idéal de A[X].

Déginition 31.1.- Soit H wun idéal non nul de A[X], donné avec U

un systéme fini de générateurs. Définissons :

(1 1_, = {o}.
(ii) Pour tout j € N, Ij = {a € A|a XJ soit le terme directeur

d'un F € H} U {0}.

Proposition 31.2.- Soit H wun idéal non nul de A[X], donné avec U
un systéme fini de générateurs. Posons T la partie fini génératrice séparante

de H obtenue par 1l'algorithme O appliqué & U. Alors nous avons les ré-
P 8 q

spltats suilvants :

(i) Pour tout j € N, Ij est un idéal principal de A, engendré
par le coefficient directeur de 1'élément de degré j de T(]),

lorsqu'il existe. De plus, pour tout j € N, Ij CZIj+].

ii — i N /\V . I ., = .
(ii) — §€N IS_IC#IS jeN o+ I,

(i) Jren 1 # {0} a Vienu{-1} j<r => 1,={oh
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Démons thation :

(i) 11 est clair que Ij est un idéal de A et, comme H est un

idéal, I1I,C1I. ..
i j+1

Posons k = min{doF]F € T}. Soit j€ N avec j > k, alors il

(1)

existe Ge T tel que a% = j. Posons aj le coefficient directeur

de G. En particulier, a; € Ij.

Prenons a € I? alors il existe F € H tel que ax)  soit le

(1), (D

terme directeur de F. Or H = mod (T et est triangulaire,

A
q o .
aussi nous pouvons écrire F = 2 aiGi ol pour tout i eth . ai € A et
i=1

G, € T(l), de plus a°c. < ... < doG .
i ! q
o o . (n . .
Donc 4 F = d Gq = 3j. Comme T est triangulailre, G = Gq.
Par conséquent a= oa.. Alors I. = A.a..
nseq ’ a7 s j i
(ii) Comme A est noethérien et que la suite (I.)de est une
suite croissante d'idéaux de A, elle est donc stationnaire.
Posons £ = sup{i € INIIi # Ii+1} et prenons s = [f+1.

(iii) Puisque H est un id8al non nul de A[X], il existe 1 € IN

tel que Ii # {0} ; prenons r = inf{i ¢ INIIi # {0}}.

Conollaine 31.2a.- Sous les mémes hypothéses et notations que dans

{ot =1 cCI1I Cc...cI c I =1 . |,
r—1 4 r s—~1 2

pour tout j € IN. De plus, les entiers r et s ne dépendent que de H.

Definition 31.3.- Soit H un idéal non nul de A[ﬁ}, donné par U

un systéme fini de générateurs.
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Nous poserons r(H) =1 et s(H) =s o r et s sont les
entiers naturels définis dans la proposition 31.2, ne dépendants que de H.

La proposition suivante va nous permettre de calculer effectivement r(H)

et de fixer un majorant effectif pour s(H).

Proposition 31.4.- Soit H wun id&al non nul de AlX], donné par
U un systéme fini de générateurs. Posons T la partie finie génératrice
séparante de H obtenue par 1l'algorithme O appliqué & U. Alors, nous

avons les résultats sulvants :

(1) r(H) = k(T)
(1i) s(H) & m(T)

ofi k(T) = min{d°F|F € T} et m(T) = max{d°F|F € T}.

Demons thation :

(1) d'aprés la définition de k(T) il existe G € T tel que

o]

d’G = k(T). Donc L (1) # {0} d'ot r(H) < k(T).
‘ . o - (1 N .
Maintenant soit He H, or H = modA(T ) et T est trian
gulaire, aussi nous pouvons écrire
q
H= ) a,G ofi pour tout i € N o, € A° et G, € T(l)
4= & i q i i
et d%, < ... <d% .
1 q

Aussi a‘n = dqu. Comme min{dOF|F €T} = min{doF|F € T(])}

alors dOGq > k(T). Par conséquent, pour tout H € Ho, d°H k(T) donc
v(H) 3 k(T).

D'oti, finalement, r(H) = k(T).

(ii) Posons m = m(T) et Fm 1'unique élément de T de degré m.
Soit am le coefficient directeur de Fm

' - . _
D'aprés la proposition 31.2, Im A.am.
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Considérons I_.. ol j € N.
m+j
. . i .
Alors il existe G € T( ) tel que d°¢ = m+j. D'aprés la définition

| .
de T( ), ¢ = xIF ; par conséquent, le coefficient directeur de G est

' - - _
a et, d'aprés la proposition 31.2, Im+j = Aam.

Aussi, pour tout j € N, Im+j = Im

c'est-3-dire s(H) < m(T), puisque m = m(T).

Cornollaine 31.4a.- Sous les mémes hypothéses et notations que 31.4,

k(T) est indépendant de la partie génératrice séparante T déterminée pour H.

32. Deginction et caracternisation des parties findes génératrices

separantes minimales .

Dégainition 32.1.~ Soit H wun idéal non nul de A[X], donné par U
un systéme fini de générateurs. Une partie finie génératrice séparante T de
H est dite minimale si et seulement si elle ne contient strictement aucune

autre partie finie génératrice séparante de H.

Théeoneme 32.2.- Soit T une partie finie triangulaire de AE{] et
posong H = 1d(T). Les assertions suivantes sont &quivalentes
(1) T est une partie génératrice séparante minimale de H ;
(ii) T est une partie génératrice séparante de H pour laquelle
m(T) = s(H).
(1iii) T est une partie finie génératrice séparante de H qui vérifie
. . . m o
1l existe F € T de terme directeur aX ol a € A et

m = m(T), mais il n'existe aucun G € T de terme directeur

- *
e ax ], oi € € A .

Demonstrnation : Posons m = m(T) et s = s(H).

Supposons (i). D'aprés la proposition 31.4, s € m.
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Si m#s alors I =1 .
m m—1

Posons F 1'unique élément de degré m-1 de T, alors il

m-1
. * . .. .
existe € € A tel que Eam soit le coefficient directeur de F .
m=
. 0 -
Maintenant, posons T' = {F € T|d F < m} et nous allons démontrer

que T' est une partie finie génératrice séparante de H.

D'abord, montrons que modA(T') = {F € H[doF < m}.

Nous savons que T est une partie finie triangulaire de A[ﬁj,
aussi T' =T - {Fm} est une partie finie triangulaire de A[X].

Comme T' = {Fe T|d°F < m}, mod, (T') € {F eH|d°F < m].

s}
Prenons H e€ H tel que dH < m.
Or T est une partie finie génératrice séparante de H, donc

modA(T) = {F € HdeF £ m}). D'oli He modA(T).

Aussi H = g 0.G. ol pour tout 1 eN’ a. e A’ et G. e T,
jop bd q i i
0 o . o )
et, de plus, d G] < ... <d Gq ;3 aussi dH =4d Gq. Alors, nous avons
m > dqu > ... 0> dOG] ,» aussi Gi € T' pour tout 1 CIN: donc H € modA(T').
Par conséquent, modA(T') = {F ¢ HldoF < m}.
Considérons Fm - X(E—lFm_l) ; son terme de degré m est
a -~ E—l(ea ) = 0. Donc dO(F - Xe—]F ) < m.
m m m m~]
~1
[ - - '
D'od Fm X(e Fm_]) € modA(T ).
Comme Fm—l € T', nous en déduisons que Fm € 1id(T").
Maintenant, H = id(T) et T =T' u {Fm}, aussi
H = 1id(T").
. 1
Ensuite, montrons que pour tout F ¢ T', XF' € modA(T'( )).

e (D g Ly{xJFm_l i e N}
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T'(l)

donc XF € £ modA(T'(l)).

et XF
m-—1 m:

~1

Soit F e T' avec F # Fm done d°F < m-1.

_]’
Aussi  d°(XF) € m~1.
or XFe H et {He H|d°H < m} = mod, (T")
donec XF € modA(T') 3 puisque T' CZT'(]), nous avons XF € modA(T'(l)).
D'aprés le théoréme 13.2, T' est une partie finie génératrice séparante

de H. Mais T'CT et T est minimale : contradiction.

#

Par conséquent, s =m, c'est-d-dire s(H) = m(T).

Supposons (ii). Donc I #1 ; posons Fm 1'unique &lément

m-1

de degré m de T et a  son coefficient directeur.

S'il existe G e€ T tel que d°G = m-1 et le terme directeur de G
- *
est eame ! oi € € A .
D'aprés la proposition 31.2, Im—l est alors engendré par €a_,
c'est-a-dire I = A.a_.
m- | m
Or I =A.a , donc I =1 : contradiction.
m m m m-1

< . . . -1
Par conséquent, il n'existe aucun G € T de terme directeur Eame

oi £ € A .

Supposons (iii).

Posons Fm 1'unique élément de T de degré m et a son coef-

ficient directeur ; d'aprés la proposition 31.2, Im = A.am.
De plus, Im-l est engendré par le coefficient directeur a de
1'unique élément de degré m-1 de T.

, . . ) ¥
Or, d'aprés 1'hypothése faite, il n'existe aucun € € A  tel que
P Yp

a = ¢€a. Donc Im # Im-l et s(H) € m = m(T).

Or, nous savons que m(T) > s(H), donc s(H) = m(T).
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Considérgns T' une partie finie génératrice séparante de H
telle que T'C T.
Si m(T') < m(T). Posons FO 1'unique &lément de degré m(T')

de T'.

(D o
= mr =
Fm € H modA(L ). Donc Fm

uiGi ol pour tout i € N
i=1
a, € A% ‘et G. € T'(l) et d°%G, < ... < d°¢  aussi a°c = d° = m(T) > m(T'")
i i 1 q q m
— )
G, = M-Iy

(o]

i o~

donc

~

Alors a = uqao od a_ désigne le coefficient directeur de F0

Comme m(T) - m(T') > 0, aqu(T)—m(T')—]FO € H.

>’ 'y~
d®o x™MDTD=Tp ) er) = m(T) - 1 + d°F
q o o]
= m(T) -~ m(T') - 1 + m(T")
= m(T) - 1.
- Ty
De plus, le coefficient directeur de aqu(T) m(T") lFO est uqao
' -
c'estrid~dire est a . Donc a € Im—l'
Or Im = A.am et Im_](Z Im, donc Im—l = Im : contradiction.

Par conséquent m(T) = m(T').

Maintenant, d'aprés le corollaire 31.4a, k(T) = k(T').

De plus, d'aprés la proposition 12.3, puisque T" est triangulaire,
pour tout j € N, tel que k(T) € j € m(T), il existe un unique G € T'
tel que a% = i

Or T'"C T et T est triangulaire, aussi, pour tout j € N tel
que k(T) € j €« m(T), G est l'unique &lément de degré j de T, par
consdquent T' = T.

Donc T est une partie finie génératrice séparante minimale de H.
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Proposition 32.3.- Soit H un id&al non nul de A[X], donné par
U un systéme fini de générateurs. Considérons T et T' deux parties
finies génératrices séparantes minimales de H.

Pour qu'il existe F € T de terme directeur ax" ol ae€ A

et n €N, il faut et il suffit qu'il existe G € T' de terme directeur

n *

Demonstrhation :

D'aprés le corollaire 31.4a, nous savons que k(T) = k(T").
Considérons alors nelN et n 3 k(T) . Posons k = k(T).

De plus, d'aprés le théoréme 32.2, nous avons m(T) = m(T') = s(H)
pbsons m cette valeur commune.

Soit F € T de terme directeur aX ol a€ A° et ne N tel
‘que k € n < m.

1Dy

or H = modA(T alors pour tout G € T', nous avons
XG € modA(T'(l)). Par conséquent, d'aprés le théoréme 13.2,
H e H]a°1 ¢ m} = mod, (T").

Donc F € modA(T').

9
Alors F = ) .G, ol pour tout i e N>, o, e A’ et G, e T',
g2y i q i i
et da%, < ... < d% .
! q
ponc a°rF = a%
q
Alors Gq est 1'unique élément de degré n de T'. Posons b

son coefficient directeur, nous avons a = O b.

q

. 1 .
Maintenant Gq € H et H = modA(T( )), nous pouvons faire une
démonstration identique et comme F est 1'unique élément de T de degré n,
nous avons b = B.,a avec B € A.

*
Alors aq.B =1, donc Be€ A .
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Nous en déduisons pour qu'il existe F € T de terme directeur ax™

oi a€ A’ et ne N, 1l faut et il suffit qu'il existe G € T' de terme

. n - *
directeur €aX ol € € A .

Conollaire 32.3a.- Sous les mémes notations et hypoth@ses que 32.3,

pour qu'il existe F € T(l) de terme directeur aX" oii ae€ A° et ne N,

il faut et il suffit qu'il existe G € T'(l) de terme directeur eaX" o
*

£ €A .

Démons thation :

En effet, nous avons m(T) = m(T') = m, posons Fm (resp. Gm)
1'unique élément de degré m de T (resp. de T') alors nous avons

oD a1y {Xij[j e} et 'V oy {Xijlj e N°}.

Cornollaine 32.3b.- Soit H un idéal non nul de A[{] dont U un
systéme fini de générateurs est donné. Considérons T une partie finie géné-

ratrice séparante minimale de H et posons T = {F ,...,Fn } ot

1
o

d Fl < ey < dOFn et posons a

tifs de Fl""’F

- les coefficients directeurs respec-—
1 ’“n

n.

Alors a ,a  sont uniquement déterminés par H aux inversibles

ERRE

prés,

Proposition 32.4.- Soit H wun idéal non nul de A[X] dont U un
systéme fini de générateurs est donné. Considérons T et T' deux parties
finies génératrices séparantes minimales de H.

Alors card T = card T'.

Démons thation

D'aprés le théoréme 32.2, nous avons m(T) = m(T").

De plus, d'aprds le corollaire 31.4a, k(T) = k(T'").
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Or, d'aprés la proposition 12.3, puisque T (resp. T') est une
partie finie génératrice séparante de H, pour tout j € N tel que
k(T) € j €« m(T) (resp. k(T') € j € m(T')) il existe un unique Fj €T

(resp. Gj € T) tel que dOFj = j(doGj = 3).

Par conséquent, card T = m(T) - k(T) + 1
et card T' = m(T") - k(T") + 1

Oor, m(T) = m(T') et k(T) = k(T') aussi card T = card T'.

33. Construction d'une parntie génératrice séparante minimale.

33.1,- Aﬂgoniihme A.

Pour F ¢ AI}H, nous noterons coef-dir(F) son coefficient directeur.
Entrée : U wune partie finie non vide et non nulle de A[Bj.
Sortie : T partie finie génératrice séparante minimale de H = idA{?](U).

Sous-programme : algorithme ©

Débyt ; T ;= 0(U) ;3 m := max {dOF[F e T}

- T = {F ..,Fn} rangée par ordre des degrés croissants ;

177

Si (coef—dir(Fn) = e.coef—dir(Fn ) ou € € A*)

-1
alors retourner A{F € T|dOF < m}).

Sinon Tretourner T.

Théondme 33.2.- Soit H wun idéal non nul de A[{] dont U un
systéme fini de générateurs est donné.

Alors nous avons les résultats suivants

(i) 1'algorithme A appliqué &4 S s'arréte au bout d'un nombre fini

d'opérations.
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(ii) 1le résultat de l'algorithme A appliqué 2 U est une partie

finie génératrice séparante minimale de H.

Démonstration :

(i) comme 1'algorithme © est fini, l'opération T := ©(U) est
finie,
Ensuite : - la condition du si n'est pas réalisée, alors 1l'algorithme A cesse.
— la condition du si est réalisée, alors nous recommengons avec

T, = {F ¢ T|d°F < m}. Donc card(T,) = card(T)-1.

Par conséquent, tant que la condition du si est réalisée nous
construlsons une suite strictement décroissante d'entiers naturels. Elle est
donc finie.

Done, l'algorithme A est fini.

(ii) Posons T 1le résultat final de l'algorithme A appliqué a
U, et posons TO = @(U). Donc TO est une partie finie génératrice sépa-

rante de H,

lTer cas : la condition du si est réalisée.
*
Alors coef-dir(F ) = e.coef-dir(F__,) ou e ¢ A
(1 _ '
Mais XFn~1 € mOdA(To ), donc XFn—1 = (xn.Fn+OLn_1.Fn_1+...+0L1.F1 (n.

Comme T0 est triangulaire, le terme directeur de XFn— est égal 3 celui

1

de o ,F , c'est-a-dire coef~dir(F ).X™ = o_.coef.dir(F_).x".
n n n n

nY —1

Donc' 1 =a . (en simplifiant par coef-dir(Fn_1)).

Multiplions (1) par & et isolons F . Nous obtenons

Frf
it

)F ~ £.0 .F - v.. — €.0,.F .

(e.X - ey n-1 n-1""n-2 171

-1

Posons T, = {F ¢ T ldoF < m}. Alors F_ ¢ mod (T(1)).
1 0 n A1
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comme T

(1))

Donc H = modA('I‘1 | est triangulaire, c'est une partie

finie génératrice séparante de H.

Par conséquent, 1'algorithme A construit & chaque étape une
partie finie génératrice séparante de H. Comme il est fini, nous aboutissons

au

28me cas : la condition du si n'est pas réalisée, alors T,
résultat final, est une partie finie génératrice séparante de H qui vérifie
la condition (iii) du théoréme 32.2, donc T est une partie finie généra-

trice séparante minimale de H.




CHAPITRE 111

PARTIES FINTES GENERATRICES SEPARANTES DANS Alx,Y],
Ou A EST UN ANNEAU PRINCIPAL ALGORITHMIQUE.

Nous allons prolonger & deux indéterminées ce que nous avons établi
dans le chapitre II. Les modifications les plus importantes sont surtout

relatives i des questions d'écriture avec ces deux indéterminées.

I - PARTIES TRIANGULAIRES ET PARTIES FINTES GENERATRICES SEPARANTES.

11, Notations.
Dans tout ce chapitre, comme dans le chapitre II précédent, nous

supposerans que A est un anneau principal algorithmique.

.

Posons PP(X,Y) 1'ensemble des produits de puissances de X et
de Y, c'est-a-dire, PP(X,Y) = {x'v!|i e N,j e m}.

Définissons sur PP(X,Y) 1l'ordre suivant

pour tout il, tout jl, tout i2 et tout j2 dans N,
il jl i2 j2 . .
XY  <X7%¢¥ sl et seulement si ou bien i< i,
. . L o< i
ou bien 3y Iy et 1, 12

Maintenant, il est aisé de voir que c'est un ordre total sur PP(X,Y)
et que toute partie finie non vide de PP(X,Y) est bien ordonnée.

Pour tout F non nul de A[X,f], nous pouvons &crire

F= ) a .m ou M(F) est une partie finie non vide de
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PP(X,Y) et, pour tout m € M(F), a € A°.

Maintenant, d'aprés la remarque faite, M(F) est bien ordonnée.

Aussi soient myyeee,m les éléments de M(F), rangés dans 1l'ordre croissant.
. o .
Pposons, pour tout 1 ean, a; =a , alors :
: 1
= .m_ + . + ...+ . .
F a,.m a,.m, a_.m_ (1)

Deginition 17.7.- m est appelé le mondme directeur de F et
nous noterons m = PP(F). De méme, a, (resp. an.mn) est appelé le

coefficient (resp. le terme) directeur de F.

Ecrivons mo= Xqu, alors d'aprés la définition de 1l'ordre, ¢
correspond au degré en Y de F. De plus, dans l'écriture (1) de F,
les mondmes sont rangés dans l'ordre croissant des puissances de Y, aussi

ﬁous en déduisons :
_ q
F fO(X) + fl(X)Y + ...+ fq(X)Y
oli, pour tout 1i¢€ Nq R fi(X) € A[K} et fq # 0.

De plus, le degré de fq en X est p. Par contre p n'est pas

nécessairement le degré en X de F.

Definition 11.2.- q est appelé le Y-degré de F et noté
q = degy(F),
fq (resp. quq) est appelé le Y-coefficient (resp. le Y-terme)

directeur de F, R

Rappelons que pour U une partie de A[X,Y], nous noterons modA(U) .

(resp. modAr-J(U)) le sous-A-module (resp. A[X]—module) de A[X,Y],

X

engendré par U, et, nous noterons 1d(U), 1'idéal de A[X,f], engendré

par U.
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12. Parnties décalies.

Déginition 12.1.~ Soit U wune partie de A[X,Y]. Nous dirons que U
est une partie décalée de A[X,i], si et seulement si U wvérifie
(1) U +9
(ii) 0¢U
(iii) VFPeu VeceU F#G => PP(F) # PP(G).
Remarquons que cette définition est identique i celle donnée dans

le chapitre II (cf. définition 12.1).

13, Panties triangulaines.

Définition 13.1.- Soit T wune partie de A[X,Y|. Nous dirons que
T est triangulaire, si et seulement si T vérifie :
(1) T est décalée ;

(i1) pour tout F € T et pour tout G € T, posons PP(F) =X 'Y

i2:}2 i] jl i2 jZ
et PP(G) = X , et supposons X Y < X Y . Alors

Ten cas : j1 = j2 = 3] et il < i2, aussi pour tout 1 € N tel
il existe Fi € T pour lequel PP(Fi) = x'vyd.

28me _cas jl < j2’ aussi pour tout j € IN tel que j] <j< j2,
i, . .
il existe Fj e T et i3 € N pour lequel PP(Fj) =X 3YJ.

Définition 13.2.~ Soit T une partie triangulaire de A[X,Y].

Pour tout j € IN, définissons Tf i] = {F e T| Eﬂi e N PP(F) = X'YI).
Y .

Proposition 13.3.- Soit T une partie finie triangulaire de A[X,Y].
Nous avons les résultats suivants
(i) posons k = min{dng(F)]F €T} et m= max{dng(F)lF e T}.
Alors pour tout j € N, k £ j £ m, 1l existe Fj £ T tel que
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(ii) pour tout j EéN, k € j

”

m, T . est une

T . #0 et
[¥'] ']

partie finie triangulaire de A[X,Y].

(1ii) pour tout j € MN tel que j <k ou j >m,

TI:YjJ =0

Démons thation :

(1) C'est une conséquence du 2&me cas point (ii) de la définition 13.1.

(ii) D'aprés (i), dans ce cas T . # .

J
]
De plus, d'aprés le ler cas point (ii) de la définition 13.1,

alors T . est une partie finie triangulaire.
']
(iil) C'est une conséquence de la définition de k et de m.
Définition 13.4.~ Soit T wune partie finie triangulaire de A[X,YJ.
Posons k = min{dng(F)lF € T} et ms= max{dng(F)lF € T}.
Définissons T(l) et T(z) par
(i) Ge T(l) si et seulement si G € T ou bien il existe j € N,
kg jgm et FeT ., de monSme directeur maximal dans T . , et il

-] _ ]

existe 1 € NO, tels que G = X'F.
. 1
(1i) G e T (D

F € T(]) pour lequel dng(F) =m, et il existe j € NO tel que G = YJF.

si et seulement si G e T ou bien 11 existe

Propos£tion 13.5.- Soit T une partie finie triangulaire de A[X,¥j.
Posons k = min{dng(F)lF € T} et m= max{dng(F)lF € T},
Considérons E = {dng(F)‘F € T(l)}. Alors E admet un minimum et un maximum

et nous avons

(i) minfdeg (P)|F ¢ (g 2

(ii) max{dng(F)lF € T(l)} =
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Demonstrhation :
(n

Soit Fe T alors ou bien F e T
aussi k < dng(F) £ m,
ou bien il existe j €N, k £ j £ m,

et 6€ T , de monOme directeur maximal dans T . , et il existe i € NO,
7 ¥']
tels que F = X'G.

Par conséquent, dng(F) = dng(G)
donc k dng(F) £€m

¢'est-a~dire E admet un minimum et un maximum.

(1) (1)

Comme T T et pour tout F € T , kg dng(F) £ m,
nous avons min{dng(F)/F € T(])} = k
et max{dng(F)/F € T(l)} = m.

Proposition 13.6.- Soit T une partie finie triangulaire de AlX,¥].

(D (2

Alors et sont des parties triangulaires de A[X,i].

Demonstrnation :

Posons k = min{dng(F)lF €T} et m= max{dng(F)lF € T}.

Etudions T(l).
Nous avons T C T(]) aussi 'T(l) # @. De plus, il est clair que
1) .
odrT par construction.
Maintenant, soient G, et G2 dans T(]), tels que PP(G]) = PP(GZ)'
Remarquons que, si Gl €T et G2 € T, alors Gl = G2, puisque T est

triangulaire. Nous avons donc & &tudier les deux cas suivants

¥ G] €T et G, ¢ T, donc il existe jJ €M, k € j £ m et

de mondme directeur maximal dans T . , et il

) ]

Fy €T .
[x’] ¢ -

. .0 o, 2
existe 22 € N° tels que G, =X 'F,.
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£
donc PP(GI) = PP(GZ) = X 2PP(F2)
i, . i
d'oi G €T . . Ecrivoms PP(G.) = X 'Y} et PP(F,) = X
1 EYJJ 1 2
d'aprés la propriété de F,, il g i2. or i, =i, + £

- . o
d'oi £, =0 : contradiction, car 22 eIN .
Par conséquent, nous obtenons

* G1 ¢ T et G2 ¢ T, donc pour t € {1,2}, il existe jt e N,

k € jt £ m, et Ft €T ; de mondme directeur maximal dans
t
Y
'
t

, et il existe Zt e N°, tels que G, =X F.

T |
j
[¥¢]
e de

Posons PP(Ft) =X Y ; alors :

Aussi = j. , donc, d'aprés la maximalité du mondme directeur
1 2 b p b

i] jl i2 j2
1 = 1_ dans ce cas, nous avons El = KZ et XY =X°7Y ",

Or T est décalée, donc F, = F

Par conséquent, G] = G2.

(D

D'ol, finalement, est décalée.

(1
(1

Montrons maintenant que T est triangulaire.

Soient G et G dans T

| 9 tels que PP(G]) < PP(GZ)'

il jl i2 j2
Posons PP(G]) =X Y et PP(GZ) =X 'Y . Donc

P Cooq . . Do i< i
lg@_egé Py j, =3 et i i, Soit i € N, tel que i, i<i,

¥ Si G €T et G, € T, comme T est triangulaire, alors il existe

| 2
F, e T tel que PP(F)) = x'yd et F. o€ (D

¥ G. ¢ T mais G, ¢ T. Alors il existe F, € T . de mondme
1 2 2 I—YJ']
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L
directeur maximal dans T . , et il existe Kz € NO, tel que G, = X ZF‘.

] 270

q .
Posons PP(FZ) =X 2YJ, alors i. = q2+£2 et 1

2

! £ 4, puisque G, € T

o)
Pour i1 <1ixg dy> T est triangulaire aussi il existe Fi €T
i (1)

tel que PP(F,) = X ) et F, €T

i

i-q .
2 (1 ) = x'yd,

Pour q, < i< q2+£2 alors X F, €T

i-q
2p
2

et PP(X 2

¥ G, ¢ T et G, ¢ T. Donc pour t € {1,2}, il existe jt €N,

kgj <m et F eT . de mondme directeur maximal dans T _ . , et
Jt Jt
Y 2 Y
il existe Kt e N° tels que G, = X tFt.
Or i, =3, =1, donc PP(F]) = PP(FZ) et Fl = F2 puisque T
est décalée. Posons PP(F]) = PP(FZ) = x%7, S,
(B
o - ) W LILLE f
Alors i q+l’.l et i, q+£2 | \LLLE,
. . . i-q (1)
< -
donc pour i, < i <i,, Zl < i-q < 22 et X Fo€ T avec

PP(X]—qFl) - xiyd,

Par conséquent le premier cas est vérifié.

Z@Z'g_(_lgé : jl < jz‘ SOit j €,N’ j] < j < j2'
D'aprés la proposition 13.5, nous avons k < j] < 3 < j2 < m.

Utilisons alors la proposition 13,3, il existe Fj € T tel que

i, .
dng(Ej)= j, c'est-a-dire PP(F) = X 3YJ avec i3 €N et Fj € T(l)

aussi le second cas est vérifié.

Par conséquent, T(]) est une partie triangulaire.
. . (2)
Etudions maintenant T .
Pour démontrer que T(Z) est décalée, 11 suffit d'utiliser une
L . oD (2) _ ~
démonstration analogue au cas de T . Donc T est décalée.
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Démontrons maintenant que T(z) est triangulaire.
Soient G1 et G2 dans T(Z), tels que PP(GI) < PP(GZ).
' il J.1 iZ j2
Posons PP(G]) =X Y et PP(GZ) =X 7Yy °.
L'étude du ler cas j1 = j2 = j et i1 < i2 est identique 3 celle
faite pour T(l). Aussi passons directement au second cas

2pme _cas : j, <], et soit j, <j <ij,.

ey o - —

X G} € T(l) et G2 € T(]). Or T(]) est triangulaire, aussi
i, .
“ 1l existe Fj € T(l) tel que PP(Fj) = X 3YJ avec 13 €N et Fj € T(Z).
¥ Gl € T(l) et G2 ¢ T(l). Alors 11 existe F, € T(l), tel
b
que dng(Fz) = m, et il existe Kz e N° tels que G, = ¥ 2F2.
Donc 52 = m+£2. Or G] € T(l) donc jl < m.
(1) L3,
Aussi pour j1 £ 1 €m, 1il existe Fj e T tel que PP(Fj) = X “yJ

puisque T(l) est triangulaire.

Pour m < j < j2 alors 0 < j—m < KZ.

. . i, .
aussi YR, e 1 et pp(y? "F,) = X 243,
* Gl ¢ T(]) et G2 ¢ T(]). Alors pour t € {1,2}, il existe
(1) ) . o s
F €T tel que dng(Ft) =m, et il existe ﬁt € N° tels que G =Y F
Lo mby
donc PP(Gt) =Xy et j_ = m+£t
aussi ppur j1 < j < j2 , Tnous avons Kl < j-m < 22
. . i .

d'on Y’ mFt e 1 et pp(y) "F) =X ty3.

(2)

Par cons@quent, T est triangulaire.

14. Parnties finles génératnices séparantes.

Lemme 14.1.- Soit B un anneau (commutatif unitaire). Considérons

un idéal de B[X] et M un sous-B-module de B|X], qui engendre H. Pour
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qu'il existe n € N tel que nous ayons M = {F ¢ H|d°F < n} il faut et il
suffit que M vérifie :
i) VFeM a°F ¢n

(ii) YVFeM d°F <n => X.F e M.

Demonstrhation :

Puisque H s idB(M), lorsque M = {F e HIdOF < n} alors les
conditions (i) et (ii) sont évidemment satisfaites.

Maintenant, supposons que M vérifie les conditions (1) et (ii).
D'aprés (1), MC {F ¢ H|d°F ¢ n}.

Soit F e H°, tel que d°F ¢ n ; puisque H = idB(M), nous

k .
pouvons écrire F = ) mi.Xl o, pour tout i €IN
i=0

K’ mi e M.

Nous pouvons supposer k minimal.
Supposons k # 0, donc m # 0.
o ' N .. k k-1
81 d mo <1, d'apres (ii), X.mk e M. Donc m X" e M.X .
k-1 .
Alors nous pouvons trouver m',...,m& dans M tels que F = Z m!.X
o -1 j=0 1

Mais ceci contredit le caractére minimal de k, donc domk = n.

. o i o . o k
Or, pour 1ieWN, , d (mi.X ) =d m, + 1 <n+k et d (mk-X ) = ntk

donc d°F = n+k ; comme k # O, d°F" > n : contradiction.
Par conséquent k = 0, donc F = m, c'est-a-dire F e¢ M, alors

M= {F ¢ H[d°F < n}.

Théonéme 14.2.- Soit T une partie finie triangulaire de A{?,f].

Supposons que T vérifie

YVFeT , XFe modA(T(z)) AYF € modA(T(z)).
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Posons H 1'i1déal de A[?,Yﬂ engendré par T. Alors, nous avons

les résultats suivants

]

(1))

(i) Posons m = max{dng(F)|F € T}. modA(T {Fe:Hldng(F) < m}.

(11) H = modA(T(Z)).

(i1i) (a) Si F e T alors XF = 2 aF(G,X).G, aF(G,X) € A tous nuls
GET(1)

sauf un nombre fini et si, de plus, dng(F) < m alors

Y.F = 2 aF(G,Y).G, aF(G,V) € A tous nuls sauf un nombre fini.
GeT(1)

(b) Les relations définies en (a) engendrent le A[ﬁ] module des

relations entre les éléments de T.

Démonslration :

(i) puisque H = id(T) nous avons H = id(modA[X](T)).

Aussi, pour pouvoir utiliser le lemme 14.1, nous devons démontrer que
mod (T) = mod (T(])).
AlX] A
(1)

D'appds la définition de T , mnous avons T

(n
c mOdA[X] ().

Maintenant soit G ermodAEi](T). Alors G = E x F ol Xp € A[XJ.

FeT F
Ecrivons x_  =a (F) + a (F)X + ... + a (F)Xn(F) avec a.(F) € A
F o] 1 n(F) i :
. n(F) i
Donc G = ) ) a (F)XF.
FeT 1i=0
Par hypothése, nous savons que XF € modA(T(Z)).
Ecrivons XF = o,G, + ... + a G ol o, € A et G, € T(z).
_ 171 q q 1 1
2 . . . ‘
Or T( ) est triangulaire, aussi nous pouvons supposer PP(GI) < ... < PP(Gq),

d'oli PP(XF) = PP(Gq) c'est-a-dire dng(XF) = dng(Gq).
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or dng(F) § m aussi dng(XF)-s m et dng(Gq) € m, ainsi que dng(Gi) £m
("

. O
pour 1 € N __

. Donc, pour tout i €INO, G. €T
g-1 q i

. _ A _ . _
Sinon G, =Y F, avec L #0 et dng(Fi) = m, aussi dng(Gi) = m+{

et dng(Gi) >m : impossible.

N

Par conséquent, XF € modA(T

. i 1 .
Par récurrence, pour tout i elNo, x'F € modA(T( )).

(n N

. (1)
v =
) d'od, finalement, mOdA[X](T) modA(T

Alors G € modA(T ).

. . ~ (N
Maintenant, soit G € mOdA[i](T)’ donc G € modA(T )
(1)

apyssi G=qa,F + ... +0 F avec d,€ A et F. e T
11 q q 1 1

Or, d'aprés la proposition 13.5, pour tout i elNZ s dng(Fi) £ m.

Comme a; € A, npous en déduisons que dng(G) £ m et, ceci pour tout

G € deA[X] (1), @
\ LILLE

Considérons F € T tel que dng(F) < m.

. 2
D'aprés 1'hypothése faite, nous savons que YF € modA(T( )),

(

clestrd~dire que YF=a F + ... + a F oi a. € A et F, € T‘Z).
11 q q 1 1

Comme T(z) est triangulaire, nous pouvons supposer que PP(FI) < ... < PP(Fq)

) = = i F .
alors PP (YXF) PP(Fq) donc dng(Fq) dng(YF) aussi dng( q) £ m

. . o . .
Par conséquent, pour tout 1 € Nq, dng(Fi) £ m, ce qul implique que

€)) (1))

F, € T"7, pour tout ie mz. Donc YF € modA(T par suite

Y¥ € mpdA[xj (T).

Considérons maintenant G € mod (T), alors G = 5 x. F et
AX] Fer ¥

supposons dng(G) < m. Posons F .,Fq les &€léments de T pour lesquels

SRR

x. #0 dans G= ) x F et posons x_. = X.,
F o F F. 1
FeT 1

dans ce cas.

Puisque T est triangulaire, nous pouvons supposer
PP(FI) < v.o. < PP(Fq).
D d ees & = 1) .
onc ng(Fl) € dng(Fq) et dng(Fq) dng(C),

Aussi, pour tout i ElNZ , dng(Fi) <m, donc YF, € mOdA[}j(T)'

q
or YG = iz] X YFi aussi YG € mOdA[K](T)'
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Finalement, mOdA[j](T) vérifie les conditions du lemme 14 1

aussi mOdA[i](T) = {F e Hldng(F) < m}.

(1)) -

(1
= mOdA[X](T)’ nous avons modA(T

Comme modA(T )= {FizHldng(F) <m}

(ii) H = id(T). Posons M = modA(T(l))
done H = id(M).

. (D, _ )
Oor M est un A[X] module, puisque modA(T ) = mOdAlfj(T)'

.

Aussi, nous avons H = 2 YJ.M, c'est-i-dire que H est engendré
jeN
i o)
comme A module, par U Y .T .
JEN
(1

Soit GeT ¥ Si deg,(G) = m, alors, par définition,
8y

pour tout j € N, Y7 G € T(z)

¥ Sinon, dng(G) <m et YG e modA(T(l))

donc YG € modA(T(z)). Supposons que vlG e modA(T(z)).
R (2)
Aussi Y'G=0.G, + ... + 0 G avec 0, € A et G, €T .
171 q q £ £
lenx cas ¢ deg,{(G,) <m alors G, € T(]) et YG, € mod (T(l)).
------ oYL £ L A
22me cas ; deg (G ) >m alors G, = Yk(K)F oi k(L) €N
------- ' Yy L £ £
et F, € T(l) tel que deg (F,) =m
2 4 &y\'e :
ainsi YG£_= Yk(z)+]F£, or, par définition, Yk(£)+lF£ € T(z)
ausgi YG, € T(Z).
. j+l 3
Maintenant Y G = Y(Y'G) = OLIYG1 + ...+ anGq
donc YJ+1G € mod (T(z))

(1)

Nous en déduisons que pour tout j € N et pour G e€ T

(1)

vlG € modA(T ).

Par conséquent 1\ YJ.T(]) (2)).

L o modA(T
JeN
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ey

Comme C H, de fagon évidente, nous obtenons H = modA(T(z)).

(iii) La démonstration de cette propriété est identique 3 la

démonstration donnée pour une indéterminée au théoréme 13.3. du chapitre II.

Déginition 14.3.- Soit H un idéal non nul de A[X,Yj, amettant
T une partie finie triangulaire de A[X,Yj comme partie génératrice.
Nous dirons que T est une partie finie génératrice séparante

),

de H si et seulement si H= modA(T
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2. ALGORITHME POUR DETERMINER UNE PARTIE FINTE GENERATRICE SEPARANTE.

21. Mgornithme & : construction d'une partie ginde génératrnice
Dlangulairne. -

21,1.- Algornithme A. .

Entrée : U partie finie non vide et non nulle de A[X,Y].
Sortieg 3 T partie finie triangulaire de A[?,Y].

Sous~programme : fonction récursive  p.

Début ¢ T 1=U - {0}
Tant que T posséde deux éléments de méme mondme directeur faire
Début tq : Xin est le plus grand mondme directeur pour lequel
il existe au moins deux éléments de T de méme mondme
directeur ;
q =: nombre d'éléments de T de mondme directeur Xin H

H .,Hq sont les q éléments de T de monOme

190"

directeur X'YJ ;

:= coefficient directeur de H, 3

k

o}
pour tout k equ, a,

utiliser p pour déterminer a1,...,ak,81,... dans

s By

q
A tels que E o, .a est le p.g.c.d. des a dans A
k=1 k' 'k k

et 81,...,Bk sont les quotients respectifs ;
q

d := kZ1 oy ak s H := ki1 O Hk 3

T := T - {H1, .,Hq} 5

T i= TU{HH-6 H,...H 1}

kP
Fin tq.
Ranger les éléments de T par ordre des degrés croissants ;

s := card(T) ; T := {F1,...,FS} ;
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i ]
pour tout k € Nz PP(Fk) := X kY k ;

£ =1 ;
Tant que £ < s faire
Début tq : si jk = jk+1 alors
début de s1 : h
T ——
si
fin de si
2in de st
sinon
début : h := KD
si h > 1

fin de sinon.

Fin de tq.
T

Fin,
—r——

T I
h-1
h>1 alors T := TtJ{XFk,...,X F
S
alors T : =T {YF ,....Y"'F }
k, b 3 k ?

Proposition 21.2.- Soit U une partie finie non vide et non ‘nulle

de afx,Y],

Nous avons les résultats suivants

(i) 1'algorithme A  appliqué a U
fini d'opérations.
(11) posons T = A(U)

finie triangulaire de Aﬁ}q

le résultat final. Alors T

s'arréte au bout d'un nombre

est une partie

telle que

idAI:X:l () = idA[X'J (T).

Démonatration :

Elle est identique a la démonstration de la proposition 21.2 du

chapitre II.

Nous avons d'ailleurs le méme type de conséquences.
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Conollaine 21.2a.- Soit U wune partie finie non vide et non nulle
de A[X,Yj. Posons T 1la partie finie triangulaire obtenue par 1'algorithme

A appliqué a3 U. Alors

max{dng(F)|F € T} = max{dng(F)lF e U}l.

Conollaine 21.2b.- Soit U une partie finie non vide et non nulle
de AEX,%]. Posons T 1la partie finie triangulaire obtenue par 1'algorithme

A appljqué & U. Alors

mOdA[X] mc mOdA[X] (T).

22, Algornithme  R.

Soit T wune partie finie triangulaire de A[X,Yj. Comme dans le

chapitre I sous paragraphe 22, cet algorithme pous permettra de décider,

) 2),

pour F € A[X,Y], si F € modA(T ) ousi F ¢ modA(T

Maiptenant si nous regardons les premiers pas de 1'algorithme R

dans le cas d'une indéterminée au chapitre II, pour F € A{}ﬂ, nous dcvons

(1)

d'abord déterminer s'il existe G € T tel que a°c = a°F.

Donc, dans le cas de deux indéterminées, qui nous intéresse

(2)

maintenant, pour F € A{},Y], il nous faut déterminer s'il existe G € T
tel que PP(G) = PP(F), ce qui est un peu moins facile et nécessite un
algorithme préliminaire RO, qui nous permettra de dire, pour 1 et j

(2)

dans N, s'il existe ou non G € T tel que PP(G) = xtyd.

Déginition 2Z2.1.- Soit T wune partie finie triangulaire de A[X,f].

Pour j € N, définissons ;

(i) T(Z)[j] - (re1? — ienN PP(F) = xiy)
Y
(ii) w(j) = inf{i e N| J Fe T(Z)I‘ i PP(F) = K'Y},
Y
(iii) T(j) =max{i eN 9 FeT_ . PP(F) = XY}

- [v]
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Remarque : T ; est définie a8 la définition 13.2.

""""" [v-]

Proposition 22.2.- Soit T wune partie finie triangulaire de A[?,Y].
Posons k = min{dng(F)|F €T} et m= max{dng(F)lF € T}l.
Nous avons les résultats suivants

e

[v]

(i) pour tout j €N et j <k, =@ donc w(j) n'est pas

/défini.

(ii) pour tout j e N et j 3k, T(22- # 0.
[x’]

(iii) pour tout j €WN et k € j € m,

w(j) = infli eN| o FeT_ . PP(F) = xtyd ).
(]

(iv) pour tout j €N et j 2m, w(j) = wm)

et w(m) = infli e N] 5] Fe Tr L PP(F) = X'Y"}, d'aprés (iii).
Y

(v) pour tout j €N, T(j) est défini lorsque k <€ j < m.

Demonstration :

(1

Lorsque nous construisons T a partir de T, nous prenons les

€léments de T plus certains éléments de T multipliés par une puissance de

X donc min{dng(F)lF € T(])} = k. De plus, nous construisons T(z) a

(D e

en prenant tous les éléments de plus les éléments

partir de , ,

de degré en Y égal 4 m, multipliés par une puissance de Y.

@)y <

Aussi min{dng(F)|F €T et pour tout j €N, j > k,

(2)

il existe F € T tel que dng(F) = j. D'ol les points (i) et (ii)

sont vérifiés.

Passons maintenant aux autres résultats

(iii) soit j € N tel que k £ j € m.

Alors, d'aprés la proposition 13.3, T[ j} # Q.
Y

BEE))

(2) . G ..
¥l [

De plus, comme T C T , alors T




Aussi  w(]j)

Maintenant,

(D

construction de

w(j)

(iv) Soit

Considérons

il existe £ € N tels

Dans la pro

triangulaire. Posons

(2)

Donc w(m) > w(j).

Maintenant,

£
Oor G =Y
o

Donc F € T{?) et

[¥"]

d'oit w(j) = w(m).

(v) Cela p

Entrées : T partie

i et j

0 sinon.

alors YKFO e T or"

Sortie : Un élément de
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< inflienN| 9§ FeT .  PP(F) = xydy,
[x’]

w(j) > w(m), car w(m) = inf{i e N| JFe T

rovient de la proposition 13.3.

23.3.- Algornithme Ro.

finie triangulaire de AE(,Y] .
deux entiers naturels.

T(z) de PP égal 2 x'vd  s'il existe

(2)
m

[v]

d'aprés ce que nous avons rappelé relativement a la
(2) :
et de T , nous avons en fait
=inflienN| J FeT . PP(F) = X'V},
- 3
[r”]
j €N tel que j 3 m.
G € T(2? et posons PP(G) = XlYJ.
v
il
; . ; (n
Comme j > m, il existe F € T , tel que dng(F) =m, et
que G = YKF donc PP(F) = xy".
position 13.3, nous avons démontré que T est
T
FO 1'unique élé&ment de Tr mj tel que PP(FO) = X
Y
+ j . 2
PP(YKFO) - gl el o st Y Fe (2
soit ¢ e T2 tel que Pp(c) = x*3yd,
[¢) I:YJ] (o}
% avec pp(F) = x°(IyR.

PP(F) =

Ym H

¥




Début :

Fin,

ler cas

28me cas

3eme cas :
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-3

: = {F1,...,Fn} rangée par ordre croissant des PP

deg,(F ) ; PP(F)) = e el

m

Si j > m alors retourner YJ_m.RO(T,i,m)

Si j=m et 1 2 w alors retourner Xl_w.Fn.
k := 13

Tant que PP(Fk) < x*.¥) faire k : = k+1
Si PP(Fk) = X*.Y) alors retourner Fk ;

8i k=1 alors retourner O

ko= k-1 3 PP(F) = X.¥°

Si B < j alors retourner O ;
i-a

Sinon retourner X .Fk ;

Proposition 22.4.- Soit T wune partie finie triangulaire de A[X,f].
Considérons 1 et j dans WN. Alors :
(i) 1'algorithme RO appliqué 3 i et j s'arréte au bout d'un

nombre fini d'opérations.

(ii) §i R (T,i,j) #0 alors R (T,i,j) e T,
Démonstration :
. . . i-w
:j=m et 12w alors RO(T,l,m) =X .Fn

(2)

donc l'algorithme cesse et RO(T,i,m) e T
j=m et i<w ou j < m.

Dans ce cas, le nombre d'itérations du Tant que est borné par n,

donc 1'algorithme cesse. De plus, le Tant que détermine le Fk

de PP maximum, pour j fixé,

(1 () 2@y

En outre, nous obtenons soit O soit un élément de T

i > m. Pour déterminer RO(T,i,m), nous utilisons soit le ler cas,

soit le 2éme cas, donc l'algorithme cesse.




maximum,

Entrées

Sortie
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(1

De plus, nous obtenons soit O, soit un élément de T de PP

donc YJ—mRO(T,i,m) € T(z).

22.5.- Algonithme R.

T une partie finie triangulaire de AE(,Y] , et He AI:X,Y:I.

R(T,H) e A[X,Y].

Sous-programme : algorithme Ro'

Début 3

=
[
o]

|

Si H =0 alors retourner 0 ;

Sinon

Début : Xi.Yj := PP(H) ; a := coefficient directeur de H ;

Si RO(T,i,j) = 0 alors retourner a.XiYj + R(T,H—a.Xin) 3

Sinon

début : F := RO(T,i,j) ;3 b 1= coefficient directeur de F ;
Si a =b.y alors retourner R(T,H-y.F) ;

Sinon retourner a.X'YJ + R(T,H-a.x'vJ)

fin de sinon.

Fin de sinon.

Proposition 22.6.- Soit T une partie finie triangulaire de A[?’i]-

Pour tout H € A[?,f] nous avons les résultats suivants

(i) 1'algorithme R appliqué &3 H s'arréte au bout d'un nombre
fini d'opérations.

(i1) R(T,H) e H + modA(T(Z))

et si R(T,H) # O,

PP(R(T,H)) < PP(H).
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Demonstnation :

Pour H =0 c'est évident ;
Pour H # O nous établissons une démonstration par récurrence
identique a celle de la proposition 22.2 correspondante du chapitre II.

De plus, nous avons le méme corollaire

Corollaire 22.6a.- Soit T wune partie finie triangulaire de Alg,Y].

(2),

Pour que H € modA(T il faut et il suffit que R(T,H) = O.

23. Algonithme A @ comstruction d'une pantie finie génératrice

séparante.
23.1.~ Algornithme o©.
Entrée : U une partie finie non vide et non nulle de Al:X,Y:] .
Sortie : T wune partie finie génératrice séparante de idAEx](U).

Sous~programmes : algorithme A, algorithmes Ro et R.
Début : T := A(U)
s'il existe F € T tel que R(T,X.F) # 0
alors retourner O(T U {R(T,X.F)}) ;
s'il existe F € T tel que R(T,Y.F) # 0O
alors retourner O(T U {R(T,Y.F)})
retourner T

Fin.

Théoneme 23.2.- Soit H wun idéal non nul de A[?,f}, donné par
U un systéme fini de générateurs. Alors, nous avons les résultats suivants :

(i) 1'algorithme © appliqué & U cesse au bout d'un nombre fini

d'opérations.
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(ii) posons T = 0(U) 1le résultat final. Alors T est une partie

finie génératrice séparante de H.

Demonstrnation :

Pour (i) la démonstration est identique a celle du théoreme 23.2

du chapitre II, avec les modifications suivantes
_ m
m = max dng(F)IF elU et M= modAEi](1,Y,‘..,Y )

)y

Pour (ii) c'est identique avec la conclusion H = modA(T

c.q.f.d.

Corollaine 23.2a.- Soit H wun idéal noun nul de A[X,i], dont un
systgme fini U de générateurs est donné. Alors pour tout F € A[X,Yj,

nous pouvons déterminer algorithmiquement si F € H ou si F ¢ H.

Déemonsthation :

Posons T 1la partie finie génératrice séparante de H, obtenue
par 1'algorithme © appliqué a U.
P _ (2)
Par conséquent, H = modA(T ).
Or, d'aprés le corollaire 22.6a, soit F € A[X,Yj, pour que

(2)), c'est-a~-dire F € H, il faut et il suffit que R(T,H) = O.

en utilisant 1'algorithme R, si F e H ousi F ¢ H.

3 - PARTIES FINIES GENERATRICES SEPARANTES MINTMALES.

31. Invariants d'un idéal de A[X,Y].

Définition 31.1.- Soit H un idéal non nul de A[X,Y], dont un

systéme fini U de générateurs est donné. Définissons
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(i) T_, = {o}.
(ii) pour tout j € N,

Tj = {f e AEX]]fYJ soit le Y terme directeur d'un F € H} U {0}.

Proposition 31.2.- Soit H un idéal non nul de A{},Y], dont U- un
systéme fini de générateurs est donné. Alors nous avons les résultats suivants :
(i) pour tout j € {-1}uU N, Tj est un idéal de ADG
(ii) pour tout j € N, TjCZ Tj+l
(i) Jren T #{0} AVie (-1lunN  j<r = TJ.={0}';'

(i) FseN T G T A Vien T . =T.

Démonstnation :

Comme H est un idéal de A[X,i] et que nous avons pris la précau-~
tion de mettre O, pour tout j € N, Tj est un idéal. T—l = {0} donc
c'est un idéal.

Soit f € Tj’ alors fv) est le Y terme directeur de F e H.

Mais ¥YF € H et son terme directeur est fYJ+1, donc f € Tj+ . D'od

1
T.<¢T. ..
J i+l

Par conséquent (i) et (ii) sont vérifiés.

Démontrons (iv), Al}ﬂ est un anneau noethérien, donc la chaine

croissante des idéaux Tj est stationnaire. Donc 1'ensemble {i ElNlTi # Ti+1}

est fini. Posons £ = sup{i € IN| Ti # Ti+l} et prenons s = £+1 donc
el 3 =
Ts—l ¥'Ts et pour j € N Ts+j Té}
Passons a4 (iii), considérons les idéaux T—l’To’Tl""’Ts'

Comme H est non nul, alors il existe 1 € NS tel que Ti # {0}.

o

Alors posons r = inf{i € mslii # {0}
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Cornoflaine 31.2a.- Sous les mémes hypothéses et notations que
dans 31.2, nous avons {0} = Tr—l E TrC CTS_] ? TS = TS+j , pour

tout j € N. De plus, les entiers r et s ne dépendent que de H.

Déginition 31.3.- Soit H un idéal non nul de A[X,Yj, donné
“avec U un systéme fini de générateurs. Alors nous poserons r = r(H) et

s = s(H), 1les entiers r et s définis & la proposition 31.2.

32. Caracténisation des pardies ginles génératrices séparantes.

Dé4inition 32.1.- Soit T wune partie finie triangulaire de A[X,Y].
Nous définissons
(i) k(T) = min{dng(F)lF € T} et m(T) = max{dng(F)[F € T}.
(ii) pour tout j eN et k(T) £ j <€ m(T),

Uj = {g e AIXHgYJ soit le Y terme directeur d'un G € T}.

Proposition 32.2.- Soit T une partie finie triangulaire de A[X,Y].
Alors, pour tout j € N et k(T) € j £ m(T), Uj est une partie

finie triangulaire de A[X].

Démonstrnation :

Soit j € N, tel que k(T) € j £ m(T)

donc - Uj # ¢§. De plus, O ¢ Uj.

“1

Soient 8 et 8, dans Uj tels que % = dog2
(8, € AlX] et g, € A[X]).

Alors il existe G1 et G2 dans T pour lesquels g]YJ et gZYJ

sont leurs Y termes directeurs respectifs. Puisque dogl = dogz, alors

PP(GI) = PP(GZ)' Mais T est triangulaire, donc décalée aussi G1 = G2.

e

Donc g, = 8, et Uj est décalée.
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Maintenant soient g, et s, dans Uj tels que dog] < dogz,
et considérons 1 € N, tel que dog1 < i< dogz.

Or il existe G] et G2 dans T tels que g]Yj et ngj soient
leurs Y termes directeurs re§pe§tifs.

t 0

Posons PP(GI) = X Y
alors j, =i, =j et i, =3d%,, i,=2%,.

Aussi i1 < iz. Comme T est triangulaire, il existe G € T,
tel que PP(G) = Xin. Posons alors g Yj le Y terme directeur de G.
Nous avons dog =1 et g€ Uj.

Comme T est finie, Uj est finie.

RPar conséquent, Uj est une partie finie triangulaire de A[X].

Proposition 32.3.- Soit T wune partie finie triangulaire de
A[X,Y]. Posons H = 1d(T). Pour que T soit une partie finie génératrice

s@parante de f, il faut et il suffit que T vérifie

(2)) ;

(i) VFerT YFe mod, (T
(ii) pour tout j € N, k(T) £ j < m(T),

Uj est une partie finie génératrice séparante de Tj’ oi T

est défini a la définition 31.1.

Démons thation :

Supposons d'abord T partie finie génératrice séparante de H.

(2) (2))

Donc H = modA(T ), aussi pour tout F e€ T, YF € modA(T

Soit j € N tel que k(T) € j < m(T). De fagon évidente, Uj(: Tj'

Considérons f ¢ Tj et f # 0. Alors f y) est le Y terme directeur d'un

élément F de H. Nous pouvons écrire F =a G + ...+ a G ol o, € A

171 q q i
ey

2 . .
et Gi € T( ). Comme est triangulaire, nous pouvons supposer

PP(G,)) < ..y < PP(Gq).
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Donc PP(Gq) = PP(F). Or dng(F) = 3j et j & m(T), donc pour
tout 1 € N° , deg (G.) € m(T), d'od, pour tout i e N° , G. € T(l).
q Y 1 q i

= XK(X)Fi avec Fi €T et £L£(xX) € N.

Alors pour tout i € NZ , Gi

Notons Gr""’Gq les Gi qui vérifient dng(Gi) =] et fiYJ le Y terme

de F,. Aussi f Y = (a Xﬁ(r)f + ... + 0 Xﬂ(q)f )Yj.
i r r q

K(q)f )
q

+ ... +aX
q

C'est-3-dire f = arxk(r)f

r

Or fi € Uj pour r £ i € q.

Donc Tj = ldA[?j(Uj)'

Nous savons, d'apré&s la proposition 32.2, que Uj est une partie
finie triangulaire de A[X]. Il nous reste donc & démontrer que Uj est

séparante,

Posons Uj = {g],...,gn} 5 comne Uj est triangulaire, nous
o o o . o
pouvons supposer d g, < d 89 < ... < d g, De plus, pour tout 1i € Nn—l’
o . o
. =1 + ..
“ Bi+l d &i

Donc U§]) = Uj LJ{Xlgn[i e N°} (cf. définition 12.4, chapitre II).

. 0 P
Posons, pour tout 1 € Nn , Gi 1'élément de T pour lequel

i . o
giYJ est son Y terme directeur. En posant d g; = 9; > nous avons

q. -
alors PP(Gi) = X 1YJ. Prenons 1 c‘NO et 1 < n et considérons 8

Comme T est une partie finie génératrice séparante de H,

(2)

nous savons que XGi € modA(T ).
q.+1 . 9. s
or PP(X6) =X ' v o= x Y3 < oere,

- . 2 . .
Par conséquent, puisque T( ) est triangulaire, nous avons
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XG, =a, G,  +a.G.+ ...+aG, + ) a_ .G
i i+1 i+l ii 171 GCT(Z) G
dng(G)\J

ot les a, € A et sont nuls sauf pour un nombre fihi d'entre eux.

Alors Xg:.L = a8 + ...+ a8,

‘ o g . . o .
c'est-d-dire Xg, € mOdA(Uj et ceci pour tout 1 € N tel que 1i < n.

(1)
]

Pour 8 > il est évident que Xgn e U

Par conséquent, Uj est une partie finie triangulaire génératrice

de Tj’ qui vérifie : pour tout g € Uj’ Xg € mOdA(Uj(]))'

Alors, d'aprés le théoréme 13.2 du chapitre II, Uj est une partie
finie génératrice séparante de Tj'

Réciproquement, supposons que T soit une partie finie triangulaire

(2)

de A[X,Y] qui vérifie: (1) YFe T YFe mod, (T"“")

(i1) pour tout j e N, k(T) < j € m(T),
Uj est une partie finie génératrice séparante
de T..
J

Puisque H = id(T), T est triangulaire et

k(T) = min{dng(F)\F € T}, alors pour tout H € H, dng(H) 2 k(T).

Considérons F € T pour lequel dng(F) = k(T).

Posons £ Yk(T) son Y terme directeur, alors f € Uk(T)'
Posons U ={g ,...,8 }. Or Xfe U (H , aussi nous avons
_ k(T) 1 n k(T)
Xf = a]g} o, F a _18n-1 + hgn avec h € A[ﬁ}, en supposant
dogl < ... < dogn. Posons Gi 1'élément de T dont le Y terme directeur
k(T)

est g.Y , pour tout i € NS Posons H = XF -~ (a.G, + ... + a G +h G).
n 171 n—-1 n-1 n
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Alors deg_ (H) < k(T). Mais H e H, donc H = 0.
By

Aussi X¥F = a G + ... + a G + h G .
171 n—-i n-1 n

. P i

Ecrivons h = y a.X". Or G €T et son mondme directeur
b i n k(T)
1=0 EY J

(1)

. . . i
est maximal dans aussi pour tout 1 € N, X Grl € T .

ey

Par conséquent XF € modA(T ; d'ot XF € modA(T

Faisons maintenant 1'hypothé&se suivante : pour q € N et
k(T) € q < m(T), pour tout j €N, k(T) € j £ q et tout F € T, tel que

(2)

dng(F) = j, alors XF € modA(T ).

Considérons G € T tel que dng(G) = q+1.

+
Posons g y4 1 le Y terme directeur de G. Alors ge U

q+l1’
Posons U = {g ,...,28 }. Or XgeU (1 done nous avons
g+l 1’ *n g+l °’
T
= + .o+ +
Xg a]gl - an—]gn—l h gn avec h € ALX], en supposant
dog‘ < s.. < dogn. .Posons, pour tout i EINZ, Gi 1'é1ément de T dont le
i
' . q+l

Y terme directeur est giY .

Posons H = XG - (a,G, + ... + a G +h G ).

171 n-1 n-I n
Alors dng(H) < g+!, c'est-a-dire dng(H) < q.
Or He H, donc H= ) xF avec x_ € A[X,Y,.
L F F 9 -
FeT
Aussi H = ) xF o+ ) xF
FeT FeT

d F)g F

ng( )<q dng( )>q

Si y x F #0 alors deg (H) > g : contradiction.

- F Y
FeT
F)>
deg (F)>q
Par conséquent, H = ; XFF
FeT

3 <
deg, (F)<q
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. - . _ . , p(F)
Mais x, € Alx,Y], aussi xp = b (F,X) + b (F,X)Y +...+bp(F)(F,X)Y

ol b (F,X) e a[X].
p(F) :
Donc H = ) ) b.(F,X)Y'F.
© FeT i=0 *
deg,(F)<q

Maintenant, puisque dng(F) £ q, alors XF ¢ modA(T(z)

@),
(2)

) et, par
récurrence, pour tout 1i € N, X'F e modA(T

Par conséquent, bi(F,X)F € modA(T ).

(2)

De plus, pour tout F e T, YF € modA(T ).

(2)

Alors, par récurrence, pour tout j €IN et tout F € T 5
j 2
YIF € mod,, (T°) .

Donc bi(F,X)YlF £ modA(T(z)).

(2)

Par suite H € modA(T ).

Or XG=H +a G, + ... + a G + hG .
171 n-! n-1 n

Pour 1 € mg_ Gi € T. De plus, Gn €T et est de

]

donc, pour tout i € N, X1Gn € T(l),

l!

monlme directeur maximal dans T .
- q+l-
- Rl
1 : ¥
).

aussi hG € mod (T
' n A

(2) @),

Comme T C T(l)(: T , nous en déduisons que XG € modA(T

Nous venons d'établir que 1'hypothése est vérifiée pour k(T) et
sl elle est vérifiée pour q, tel que k(T) < q < m(T), alors elle est
vérifiée pour qg+l1.

Par conséquent, elle est vraie pour tout j € N, tel que k(T) € j < m(T):

2),

c'est-a-dire, pour tout F € T, XF € modA(T

(2)),

Comme nous avions déji, pour tout F ¢ T, YF € modA(T
nous sommes placés dans les conditions du théoréme 14.2, aussi T est une

partie finie génératrice séparante de H = id(T).
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33. Definition et caracternisation des parities finies génératrices

separantes minimales.

Proposdition 33.1.- Soit H un jdéal non nul de A[X,Y], dont U
un systéme fini de générateurs est donné. Posons T la partie finie généd-
ratricé séparante, obtenue par 1'algorithme © appliqué 3 U. Alors, nous
avons les résultats suivants :

(1) k(T) = r(H) ;

(ii) s(H) € m(T)

Demonstnation :

(1) Il est &vident que Tk(T) # {0} puisque

k(T) = min{dng(F)‘F € T}. Aussi ) # @ et, proposition 32.3,

V(T

Uk(T) est une partie finie génératrige séparante de Tk(T)' Aussi r(H) < k(T).

Maintenant, pour tout H € H, dng(H) 2 k(T). D'od r(H) = k(T).

(ii) Pesons m = m(T) et spit j € N,
Considérons T ..

m+j

Soit € non nul dans Tﬁ+j' Posons F 1'élément de H dont le Y

(2),

. vl
terme directeur est f Ym J. Donc F € modA(T

Aussi F=aG, + ...+ ag@G avec a. € A et G. € T(Z).
11 nn 1 1

Posons Gp""’Gn les éléments Gi de cette décomposition qui

vérifient dng(Gi) = m+j, et posons, pour p < i € n, giYm+J le Y terme
directeur de Gi'

Posons maintenant PP(Gi) = X lYm+J.
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Alors, en utilisant 1'algorithme RO (cf. Proposition 22.4),

‘nous pouvons déterminer F. € T r. et s. dans N tels que
P i ) i ’ q

i
r, s, l’,i—r. m+j-s,
G, =X 'Yy 'F.. Dot PP(F.) =X v t
i i i
m+j—si T,
Posons fiY le Y-terme directeur de Fi' Alors g; = X 1fi'
r1 rn
Par conséquent, f = aIX f1 L | anX fn.

De plus, comme deg (G.) = m+j alors deg,(G.) > m, aussi s, = j
Y i Yi i '

L.-r.
Donc PP(F.) = X ° Y" et f, e U.
1 1 m

D'ou f € idA[X] (Um).

Or, proposition 32.3, 1dA[i](Um) =T

donc T . =T (nous avions déja T CT .).
m+ ] m ..o m . mt]

Par conséquent, s(H) < m, c'est-a-dire s(H) < m(T).
q

Déginition 33.2.- Soit H wun idéal non nul de ALX,{}, donné avec U
un systéme fini de générateurs. Une partie finie génératrice séparante T de H
est dite minimale si et seulement si elle ne contient strictement aucune autre

partie finie génératrice séparante de H.

Théondme 33.3.- Soit T wune partie finie triangulaire de Ark,Y]
Sregaelic 2

et posons f = 1d(T). Les assertions suivantes sont &quivalentes
(1) T est une partie finie génératrice s@parante minimale de H.

(ii) T est une partie finie génératrice séparante de H, et

(a) s(H) = m(T) ;

b . .
(b) pour tout J EN, k(T) € j < m(T), U. est une partie

finie génératrice séparante minimale de T..
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(i1i) T est une partie finie génératrice séparante de H et

(a) il existe F € T tel que dng(F) = m(T) et, en posant

i T . - .
aXlYm( ) son terme directeur, ol a € AO- et 1 €N, alors
il n'existe aucun G € T tel que dng(G) =m(T) -1 et G
. i - *
a pour terme directeur EaXlYm(t) 1, oi € € A .

(b) pour tout j € N, k(T) € j € m(T), Uj est une partie finie

génératrice séparante mipimale de Tj.

Demonstration :

Elle est du méme type que la démonstration donnée pour le théoréme 32,2
du chapitre 1I. C'est-d-dire :

d'abord, nous supposons (i) vérifiée.

Si s(H) # m(T), d'aprés la proposition 33.1, s(H) < m(T). -

Posons alors T! = {F ¢ Tldng(F) < m(T)} et nous démontrons, én
utilisant le th@oréme 14.2, que T' est une partie finie génératrice séparante
de H : ce qui contredit le caractére minimal de T.

Donc s(H) = m(T).

De mme, s'il existe j € N, k(T) € j € m(T), pour lequel Uj
n'est pas minimale, posons q = inf{j € NIk(T) < j s m(T) et Uj non minimale}.
En utilisant 1'algorithme A du chapitre IT (cf. Théoréme 33.2, chapitre II),
nous savons déterminer Vq une partie finle génératrice séparante minimale

3 partir de U our T .
P qs P q

Posons T' = {F ¢ TIdng(F) # qf UW
oi W= {F e T|F a pour Y-terme directeur f v9 on foe Vq}.
Donc T' G T et en utilisant le théoréme 14.2, nous démontrons que T' est
une partie finie génératrice séparante de H, ce qui contredit le caractére

minimal de T.




- 101 -

Donc, pour tout j €N, k(T) € j € m(T), Uj est une partie finie

génératrice séparante minimale de Tj' Par conséquent, (ii) est vérifiée.

Supposons maintenant (ii) vérifiéde.

En particulier, s(H) = m(T), aussi Tﬁ(T)—] # T

m (T)
. i_m(T)
Si, pour tout F € T tel que dng(F) = m(T), nous posons aX'yY son
' . v . . i m(T)~1
. terme directeur, et qu'il existe G € T de terme directeur caX'yY ,

- *
ou € € A .

Posons F],...,Fp les p éléments FK de T qui vérifient

dng(FK) = m(T). Posous, pour tout £ € N; , a XlKYm(T) le terme directeur
: s . 2.m(T)-1 .
de F,, et G, 1'élément de T de terme directeur €,a,X Y , ot
£ £ Jaws
*
eﬂ € A

Puisque T est triangulaire, nous pouvons supposer
PP(FI) < el < PP(Fp).

Considérons H, =F - Y E—]G alors PP(HI) < PP(Fl).

1 1 11
Ym(T) m(T) -1

Donc dng(Hl) < m(T). Posons f] (resp. le

directeur de Fl (resp. de Gl). Alors f] = e;lgl.

' -
D'ati f1 € Tm(T)—l'

) le Y-terme

Faigons 1'hypoth@se suivante : pour q EINE_I,pour tout j € NZ,

posons ijm(T) le Y—-terme directeur de Fj’ alors fj € Tm(T)—l'
Considérons F et f Ym(T) son . Y-terme directeur.
q+1 q+1
_ 3 ~1
Posons Hq+1 = Fq+1 Y Eq+1Gq+1'
< 1 = [ .
Donc PP(Hq+1) PP(Fq+]), aussi PP(Hq+I) PP(Pq)
é 7 geri = . +
Par conséquent, nous pouvons écrire Hq+1 quq + + alFl HO
- < )
ol ai € A et dng(HO) m(T)
=1
= € + + ...+ .
Alors fq+] aq+lgq+] uqfq alf]
Nonce f <« T

q+l m(T)-1"
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- g O
Par CQnsequent, pour tout q € (Np » fq € Tm(T)“l °

Or {f ,...,fp} et T

Yy T Y n(m) = Al Cacr)?
Donc Tm(T) CZ?%KT)-I , C'est-a-dire Tm(T) = Tm(T)—l : contradiction,’

puisque s(H) = m(T).

Par conséquent, le point (a) de (iii) est vérifié et le point (b)
est conservé.

Enfin, supposons (iii) vérifiée.

D'aprés (a), nous avons Tﬁ(T) # Tﬁ(T)—l , aussi s(H) 2 m(T).

Donc s(H) = m(T) (nous avons toujours s(H) < m(T), d'aprés la proposition 33.1).

Considé@rons alors T' wune partie finie génératrice séparante de H,
telle que T'C T. Donc m(T') € m(T).
La démonstration est alors identique 3 celle du théoréme 32.2 du
chapitre IT
- 81 m(T') < m(T) nous aboutissons i une contradiction.
- donec m(T') = m(T), et, grdce au caractére triangulaire, nous
démontrons alors que T' = T.

Donc T est minimale.

Proposdtion 33.4.- Soit fH un idéal non nul de A[k,Y], donné avec
U un systéme fini de générateurs. Considérons T et T' deux parties finies
génératrices séparantes minimales de H.
' . . . i - o
Pour qu'il existe F € T de terme directeur a X'Y', ou a € A,
ielN et jelN, il faut et il suffit qu'il existe G ¢ T', de terme directeur

.. %
€ ax'y? , ol €€ A .,

Démonstration identique a celle donnée pour la proposition 32.3 du

chapitre II.
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Conollaire 33.4a.- Sous les mémes notations et hypothéses que dans
(2)

~ (o]

de terme directeur aXlXJ, oi a € A

33.4.,, pour qu'il existe F € T ,

i é N, j €N, 1l faut et il suffit qu'il existe G € T'(z) de terme direc—

b

ij N *
teur € aX’ X, ou €€ A .

34. Construction d'une partie finie génératrice séparante minimale.

34.1.- Mgonithme A.

Entrée :+ U partie finie non vide et non nulle de AE?,{].

Sortie : T partie finie génératrice séparante minimale de H = idA[g,f](U)'
Sous programme : algorithme  &.

Début : T := 0(U) ; m := max{d°F|F ¢ T} ;

S'il existe Fe T et Ge T tels que F # G,

S

¥*¥
ter-direct(F) = e.ter—-direct(G) ou € € A alors retourner (T-T ).

Sinon retourner T.

Remangue :

Rappelons que T(-m] = {F e T| E}i € N PP(F) = XMy}
Y .

Théoneme 34.7.- Soit H un idéal non nul de A[X,Y], dont U wun
systéme fini de générateurs est donné. Nous avons les résultats suivants
(i) 1'algorithme A cesse au bout d'un nombre fini d'opérations ;

(ii) le résultat est une partie finie génératrice séparante minimale

de H.

Démons thation :

Elle est identique & la démonstration du théoréme 33.2 du chapitre II.




CHAPITRE 1V

DECOMPOSITION PRIMAIRE - METHODE EFFECTIVE

Dans un premier paragraphe, nous rappelons la définition d'une
décomposition primaire ainsi que le théoréme d'existence dans le cas noethérien,
dont une démonstration est donnée dans Lsi]. Remarquons que cela constitue

une démarche classique.

Par contre, d'un point de vue constructiviste, il suffit de donmer
la définition d'un idéal primaire, établir ses différentes caractérisations,
puis donner la définition d'une décomposition primaire. Enfin, 1'existence

de celle-ci est assurée par sa construction effective.

C'est ce que nous ferons dans les paragraphes suivants, en nous
inspirant de la méthode proposée par C.W. Ayoub dans EAY ﬂ. Celle~ci
consiste d'abord & décomposer 1'idéal étudié en une intersection finie
d'idéaux particuliers de deux types, dont des parties finies génératrices
sont déterminées, puis, pour chacun de ces deux types, déterminer une décom—
position primaire. C'est dans cette seconde étape que notre travail trouve

son originalité.
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] - EXISTENCE D'UNE DECOMPOSITION PRIMAIRE.

11. 1deaux primaines.

Déginition 11.1.~ Soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons
Q un idéal de A. Nous dirons que @ est un idéal primaire de A si et

seulement si :

VaeAVbeA <abe QAbd Q> =>c< Eﬂm e N’ a" e o> .

Proposition 11.2.- Soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons
Q un idéal primaire de A. Posons P = /Q alors nous avons les résultats
suivants :

(i) P est un idéal premier de A ;

(ii) VaeAVbeAa<abe QADb¢ Q> => <ae P>

12. Canacténisation des Ldéaux wrimairnes.

Théordme 12.1.- Soit A un anneau commutatif unitaire. Considé&rons
P et Q deux idéaux de A. Alors les assertions suivantes sont &quivalentes :
(i) Q est un idéal primaire de A de racine P.

(ii) 9 et P vérifient

(*¥) QCP.

12

(*¥) VxeP Eﬂ men e

(%) VaeAVbeA<abe QAb¢ > => <ae P>

19

(iii) Q@ et P wvérifient :

(%) QC P.

(%) \VIXCPEmCNO xme

2

(x»xx) YVaeaVbeA<abe QAbg P> ==> <ae Q>

12

13. Décomposition primaire.

Déginition 13.1.- Soit A un anneau commutatif unitaire. Nous dirons

qu'un idéal H de A admet une décomposition primaire si et seulement s'il
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existe un entier naturel n non nul et n idéaux primaires de A, Ql""’Qn

n
tels que H = M Qi'

i=1

. o
Posons alors Pi = VQi, pour 1 € Nn , alors P ,...,Pn sont

1

appelés idéaux premiers de A associés a H.

Déginition 13.2.- Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit H un
idéal de A admettant une décomposition primaire. Nous dirons qu'une décom-

n
position primaire H = M\ Qi est réduite si et seulement si, en posant, pour
i=1

. o
tout i€ Nn , Pi = VQi , nous avons :

. ) . o . .
(i) Vi ean \ j € Nn i4d3 => Pi # Pj

n
(ii) VjerNg Q] Qiqf Q..

3
i#]

Proposition 13.3.- Soit A wun anneau commutatif unitaire. Soit H
un idéal de A. Si H admet une décomposition primaire alors H admet

une décomposition primaire réduite.

Déginition 13.4.- Soit A wun anneau commutatif unitaire. Considé-
rons H wun idéal de A admettant une décomposition primaire réduite.

Alors les éléments minimaux dans l'ensemble des idéaux premiers
associés 3 H sont appelés idéaux premiers isolés associés a H ; ceux

qul ne sont pas isolés sont dits immergés.

Theoneme 13.5. (Laskern-Noether)
Soit A un anneau noethérien. Alors tout idéal de A admet une

décomposition primaire réduite.
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14, Localisation.

Proposition 14.1.- Soient A un anneau noethérien et

Considérons P un idéal premier de A, associé a Hf.

1'homéomorphisme canonique de A dans le localisé AP.

Si K est la composante P primaire de HP alors

la composante P primaire de #H.

Démonstration.
cf.[}O@}.

v

H un idéal

Posons Y

YK est
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2 - RESULTATS PRELIMINAIRES.

. 21. Multiplicités.

Les notions introduites et les résultats énoncés ici, sont tirés

des références ]:SANH et [SER]

Proposition 21.1.- Un anneau artinien est de dimension zéro.

cf. [SER] p. III - 1.

Proposition 21.2.- Soit A un anneau local artinien, d'idéal
maximal M. Posons m la’longueur de A. Considérons H un idéal A,
primaire pour M.

Alors PH(n) =m pour n assez grand, ou PH est le polyndme
de Hilbert-Samuel.

cf. l:SAl\'ﬂ p. 28, théoreéme 5.

Conollaire 21.2G.- Pour un anneau local artinien, la multiplicité
coincide avec la longueur.
En effet, la multiplicité est définie comme étant le coefficient

du terme de plus haut degré du polyndme de Hilbert~Samuel.

22. Relivement des dféments d'un anneau quotient.

Proposition 22.1.- Soit A un anneau codable. Prenons o une

numérotation de A. Alors nous avons les résultats

- (i) pour tout a € A, nous pouvons déterminer une numérotation B
’ de A/A.a'
(ii) A/A.a étant numéroté par B, nous pouvons déterminer une
fonction récursive I A/A.a -~ A, telle que si s : A ~> A/A.a

est la surjection canonique, alors, pour tout w € A/A 2’

s o pa(m) = w.
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Demonstration :

Pour b € A, nous voulons déterminer la classe de b modulo a,
nous devons donc résoudre 1'équation x-ay = 0O, ce que nous savons faire
récursivement en utilisant (E 3) (cf. I, définition 41.1).

S 1'ensemble des solutions est défini par un systéme fini de géné-

rateurs et Sb l'ensemble des solutions de =x-ay = b est défini par

s, = (,0) +s.

Donc la classe de b modulo a est la projection de la premiere
composante de Sb.

Nous pouvons déterminer récursivement k inf{n |EﬂzeA (@ (n),z) eSb}

b
En rangeant les kb par ordre croissant nous numérotons alors A/k a
Posons B <cette numérotation.

Maintenant soit w € A/ w =B(1) pour 1€ N.

A.a’
' . . s s . N .
D'aprés ce qui précede 1 correspond a un unique kb.

Alors paﬁu) = a(kb), ce qui est bien récursif.

1

Remarque 22.2.~ Si nous remplagons o dans 21.1 par o' numéro-

tation récursivement équivalente, alors B' 1la numérotation de A/A a

construite a partir de a', est récursivement équivalente a 8.

_Ezgpgééfégﬂ(22.3.— Soit A un anneau codable. Pour tout a € A,

1'anneau quotient A est un anneau codable.

/A.a
Demonstration :
Prenons o une numérotation de A, dans la classe dont est muni
A. D'aprés 22.2, la démonstration est indépendante de ce choix.
Nous devons établir les axiomes (EO) a (E4) de I, définition 41.1

(page 10).
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(E0) est évidemment vérifié.

alors w

Pour (E1), prenons w, et Wy dans A 1

, - B(L,) et w, = 8(i,),

/A.a

(resp. de wz) et i,

avec a(i1) (resp. u(iz)) représentant de Wy

(resp. 1i,) plus petit indice.

2
Déterminons u(i1) + a(iz) = 0(j) puisque A est codable. Alors

N

nous avons W, + w, = B(ka(j)) ol

ka(j) = inf{n | =]z € A a(n),z) € Su(j)}'

Donc (E1) est vérifié. Pour (E2) 1la démonstration est idemtique.

Posons a (E3). Considérons w SO dans A et nous

1> /A.a

devons déterminer un systéme fini de générateurs de 1l'ensemble des solutions

1'é i LeX, = .
de équation 121 w, xl‘ 0, dans A/A.a

. ) . . s oz
Or, pour tout 1 ean, we = B(Ji), donc c'est équivalent a dé-
terminer un systéme fini de générateurs de 1'ensemble des solutions de
n
1'équation z a(ji).yi + a.z = 0, ce qui est possible en utilisant (E3)
i=1
pour A codable et déterminer pour chaque composante d'un générateur le plus

petit indice de sa classe, ce qui est récursif, donc (E3) est vérifié.

Pour (E4) 1la démonstration est identique.

Par conséquent, A est un anneau codable.

/A.a

Déginition 27.4.- Soit A un anneau codable. Nous dirons que A
est fortement factoriel si
(FF1) A est a la fois principal algorithmique et factoriel algo-
rithmique ;
(FF2) A[i] est un anneau factoriel algorithmique ;

(FF3) Pour tout 1 irréductible de A, le corps quotient A/A .

est un corps factoriel.
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Proposition 22.5.- Soit A un anneau fortement factoriel. Alors

son corps des fractions est un corps factoriel.

Démonsthation :

Cf. I, 52.1.

Proposition 22.6.- Z, 1'anneau des entiers relatifs, est un

anneau fortement factoriel.

Démonstration :

De facon évidente, Z est un anneau a la fois principal algorithmi-
que et factoriel algorithmique. Pour (FF2) cf. I, 56.1 et pour (FF3) cf. I,

57 .1,

23. Décomposition primaine d'un Ldéal dans un anneau & La 4ois

principal algorithmique et gactorndief algorithmique.

Les résultats de ce sous—paragraphe sont élémentaires, mais propo—
sent une méthode simple de détermination explicite de la décomposition pri-

maire pour des exemples connus.

Dans ce qui suit, A est un anneau & la fois principal algorithmi-
que et factoriel algorithmique. Notons p 1la fonction récursive associée a
A principal algorithmique (cf. I, 43.2) et dec la fonction récursive

associée & A factoriel algorithmique (cf. I, 44.1),

ALgonithme DPJ.
Entrée : H 1idéal de A, donné par U un systéme fini de générateurs.
Sortie : une décomposition primaire de H.

Sous-programmes : p, dec.
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Début : Si U = {0} alors retourner {0}.
Sinon
Début : r := card(U) ; U := {a1,:..,ar,, ;

Tant que j < r £faire

Début Tq : si aj =0 alors U := U - aj ;
Joi= g+t
Fin Tq.

Utiliser p pour déterminer a le pgcd des éléments de U

Utiliser dec pour déterminer la décomposition en produit fini

n k.
de facteurs irréductibles de a ; dec(a) :=¢ I m,t 3
i=1 *
n k.
Retourner () idA(nil).

i=1

Fin.

Fin.

23.1.- Il est facile de vérifier que le résultat de DP@ est bien
une décomposition primaire de H.
k

Pour tout i elNg, idA(ﬂil) est un idéal primaire de A de

racine ldA(ﬂi).

Proposition 23.2.~ Nous avons les résultats suivants
(i) 1'anneau #Z des entiers relatifs posséde un algorithme DP@ ;
(i1) soit K wun corps factoriel. Alors Kﬂ?] possede un algorithme

DP@.

24. Résultats sur Les transporteuns.

La propwsition qui suit est essentielle pour la décomposition d'un

idéal sous forme d'intersection.




Considérons H wun idéal de A. S'il existe v € A pour lequel il existe

o)
n €N

- 13 -

Proposition 24.1.- Soit A un anneau commutatif et unitaire.

n+l

tel que H : idA(vn) =H : id, (v ') alors nous avons

A
H= (H+ idA(vn)) N (H : idA(vn)).

Demonstration :

Soit v € A pour lequel 1l existe n e N’ tel que

H idA(vn) =H : id(vn+1). Nous avons HC H : idA(vn) aussi

HC (H + idA(vn)) N (H : idA(vn)).

(H + idA(vn)) N (H : idA(vn))

De plus, puisque HC H : idA(vn), nous avons :

H + idA(vn) N (H : idA(vn)).

Maintenant, soit y € idA(vn) N H idA(Vn)), - alors il existe

aecA tel que y = av' et yvn € H.

. n o . n
donc av € H : 1dA(v ), c'est-a-dire av

N n 2n n-1 n+l o
D'oi yv = av = av v car n € N

ey i ™Y, or Ho:odd ™y =H id, (v"),

n-1

-~

et y € H : idA(Vn—]).

c'est-d-dire avn_k_] € H : idA(vn+l), or H : idA(vn+]) = H : idA(vn)
aussi avn_k_1 € H : idA(vn), donc avn.vn—k_1 ¢ H c'est-d-dire
vn—k_l € H.

Faisons 1'hypothése de récurrence suivante
_ n-k
Pour k€ N et k <n, yv € H.

n  n-k . n-k-1 n+l
Donc av .v € H, aussi av v € H

Par conséquent, l'hypoth&se de récurrence est vraie pour

et si elle 1'est pour k, elle 1'est pour k+l.

k

v e H, d'oi yvn—l e H

1
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Nous en déduisons que y € H, aussi
Ho= (H+id, 0™) N (H : id,(v™).

Proposition 24.2.- Soit A un anneau noethérien. Considérons H
un idéal de A, v e A et T un idéal de A contenu dans la racine de H.
Posons K =T + idA(v). Pour que H : K =#H il faut et il suffit que

H idA(V) = H,

Demonstrnation :

Supposons d'abord H : idA(v) = H., Comme K =H + idA(v),

H:eK=(MH:T)NMH: idA(v)) =(H :TH)N H.

Or HCH : T, aussi H : K = H.
Supposons maintenant H : K = H,

Pour n € No, faisons 1'hypothése suivante H : K* = H.
Alors H: K™ = (H: K™ :K=H:K-=H.
. ) n
Aussi pour tout ne N , H: K = f.

. . . o
Maintenant, pulsque A est noetherien et, pour tout m € N ,

(Vm+1

H : idA(vm)(: Ho: idA )> 1l existe un entier nor nul k tel que

L. k, _ o k+1
H 1dA(v ) = H : 1dA(V ).

g
Alors d'aprés la proposition 24.1, # = (/{ + idA(v“)) NG idA(vk)).

En outre, K=T + idA(v) et TC VA,

aussi KC VH + /idA(v). Mais VidA(v = /édA(vk),

/ , -
or / JH + /idA(vk) = A’ + idA(v"‘)

donc K C?/ﬁ + idA(Vk).
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Commie A est noethérien, alors il existe un entier naturel non nul

q tel que Kic 4 + idA(Vk).

Or, nous avons démontré plus haut que H =H : K9,
done H = [(H + id, &) O (H & id, v"N] : K9
et H = [(H + idA(vk)) : Kq] N [ : idA(vk)) : 5?.

Mais KIC H + idA(vk) aussi (Hd + idA(vk)) : K% = A.
Par conséquent fH = (H : idA(vk)) : KO

d'od H = (H : K%Y : idA(vk)

et H=~H": idA(Vk), puisque H : KY = H.
Maintenant soit x € H : idA(v), alors xv € H, aussi en parti-

k+l € H.

culier, =xv e H : idA(vk), donc xv

Or H : id (vk+l

A )y = H : idA(vk), donc x € H : idA(vk).

Comme H = H : idA(vk), alors x € H, par conséquent :
H=H": idA(v).

Conollaine 24.7a.- Soient A un anneau noethdrien et H un idéal

de A.

Considérons v, et 2 deux éléments de A tels que

v, v, € /i

Pour que H : idA(Vl) 'QH il faut et il suffit que H : 1dA(v2) QH.

Démonstnation :

Posons K = vH + ldA(Vl) ; puisque Vv, -v, € vH, VH + 1dA(v2) = K.

D'aprés la proposition 24.2, H : idA(Vl) = H équivaut &
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Or, pour la méme raison, H : K= H &quivaut a H : idA(vz) = H.
Par conséquent, pour que H : idA(vl) il faut et il suffit que
H idA(VZ) = H, donc pour que H : idx(v]) ;;li il faut et il suffit que

H : idA(v2)¥§ H.

Proposition 24.3.- Soit B un anneau commutatif et unitaire.
Considérons f wun idéal de B et u un élément de B, pour lequel il

. o n .
existe ne€ N, tel que u € H. Pour tout 1 € mn—l’ posons
nous

. i ] . . .
Hi =fH : 1dB(u ) + 1dB(u). Soit ve B ; si, pour tout 1 ean

-1

avons Hi : 1dB(v) = Hi , alors H : 1dB(v) H.

Demonsthation :

]

Supposons d'abord n = 1. Donc HO H idB(uO) + idB(u).

o 1 .
Or u =1 et u =u, aussi ue€eH et HO

]

H.

Par conséquent, soit v € B, tel que HO : idB(v) = HO, alors
H : 1dB(v) = H.

Maintenant, supposons n # |. TFaisons 1'hypoth@se suivante
la proposition est vraie pour n-l.

Considérons v € B, pour lequel, pour tout i ean_], Hi : idB(v) = Hi.
Soit x e H : idB(v). Comme Ho = H + idB(u), nous avons H CIHO, aussi

H idB(v)C: HO : 1dB(v). Or HO = HO : 1dB(v), donc H : 1dB(v)c: HO, et,

en particulier x € Ho’ c'est~a~dire x = h + au, avec h € H et ae€ B.

D'oli xv = hv + auv.

Puisque x ¢ H : idB(v), alors xv € H, et, comme h ¢ H, nous en

déduisons que auv € H, c'est-a-dire a ¢ H : idB(uv).

Posons T =H : idB(u). Comme u" ¢ H alors un“1 eT.
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I N .

Posons alors Tj =T : 1dB(u ) + 1dB(u), pour j € Nn—Z'

. . i . . j+1 .

Aussi Tj = (H : 1dB(u)) 1dB(uJ) + 1dB(u) = H : 1dB(uJ ) + 1dB(u).
Donc Tj = Hj+1'

Par conséquent, pour tout j ean_z,

I = H, S =H, =T,.
Tj 1dB(v) HJ+1 1dB(v) HJ+1 ;
Appliquons alors 1l'hypothése :
T : idB(v) =T.

Donc H : idB(uv) = H : idB(u). Or ae H : idB(uv), donc
aeH : idB(u) et au € H. Comme x = h + au avec h € H, nous obtenons
x € H.

Or, cecl est vrai pour tout x € H : idB(v),
donc H : idB(v) = .

Proposition 24.4.- Soit A un anneau commutatif et unitaire.

Considérons H et K deux idéaux de A, pour lesquels il existe
nen® tel que H: K%' =#H: Kn+1.

] . ) . 2 £+1

Posons r = inf {£L[L e® ; i : K" = H: K '}. Alors pour
tout m e N, des que m > r, nous avons H : K" = H K-,

Démonstration :

14 £+1

Posons E ={£|LemN ; H:K =#H: K '}, Coome neE, E#¢
et nous pouvons considérer r = inf E. Nous avons f# : Kr+1 =H . K"

Faisons 1'hypothése suivante : pour me N, m 3 1,
Ho: kKE™ oy k© ;
e K7™ o KT ks s KD K=K KT s kT
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25. Transporteuwr d'un idéal de A[X] par un é€ément innéductible

de A, od A est un anneau & La fois principal algorithmique

et gactordiel algorithmique.

Dans ce qui suit, A est un anneau a la fois principal algorithmi-
que, dont nous notons p la fonction récursive associée, et factoriel algo-
rithmique, dont nous notons dec 1la fonction récursive associée, (cf.

I. 43.2 et 44.1).

Proposition 25.1.- Soit H un idéal non nul de A[?j, donné par

U un systéme fini de générateurs. Posons T = {F .,Fn} la partie géné-

1o
ratrice séparante minimale de H, obtenue & partir de U, avec pour

o _ o
» dF. =1+ d%,

i e N°
n-
Considérons 7 un élément irréductible de A.
Pour que H : idAFi}(ﬂ);;f¥, il faut et il suffit que 7 soit un facteur
irréductible de c(F1) le contenu de F1, ou F est 1'élément de plué

1
bas degré de T.

Démonstration :

D'aprés II, 23.3, nous avons, pour tout 1 € Ng, Fi = C(Fi)'H'Hi

ol H est un polyndme primitif de A{}], Hi est un polyndOme unitaire
de degré i-1 de ADQ.
Alors H1 =1 et F1 = C(Fl)'H'

Utilisons dec pour déterminer c(F1) = €.
. Lo — .
Par conséquent, H : ldA[X](ﬂi):# H

Maintenant, considérons 7 un élément irréductible de A, étranger

. o
avec m., pour tout 1 eINk.

Déterminons p(ﬂ,c(F1)). Alors p(ﬂ,C(F1)) = (u,v,w,c(F1)) puisque

T est étranger avec c(F1).
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(*)

Donc 1 = u.m + v.c(F1)

Prenons G ¢ H : ldA[i](“)’ donc w.G € H.

En particulier, =.G = g.H avec g € AEQ.
Passons aux contenus, T7.c(G) = c(g) car H est primitif.

Donc g = T.gy avec g, € AE{], et G = g1.H.

Multiplions (*) par G

G

]

u. (T.G) + v.c(F1).g1.H

d'ol G = u.(r.G) + (v.g1);(c(F1).H)
c'est-a-dire G = u.(m.G) + (v.g1).F1.
Donc G e H et H : idA[?](ﬂ) = f.

La proposition 25.1 est ainsi démontrée.
Conollaine 25.1a.~ Sous les mémes notations et hypothéses que 24.1,
nous pouvons déterminer explicitement tous les éléments irréductibles m de

A tels que H : idA[X] (m) P H,

De plus, ils sont en nombre fini, aux inversibles pres.

Maintenant, nous allons donner un algorithme qui permet de déter-

miner un systéme fini de générateurs du transporteur H : idAfﬁ](w)'

Algornithme thansporteur.

Entrées : U une partie finie non vide et non nulle de AE{] et m un
élément irréductible de A.
Sortie : Un systeme fini de générateurs de 1dAEiJ(U) : ldA[i]<“)'
Sous-programme : p application récursive associée & A principal algo-
rithmique.

Début : T := A(U) ; T = {F ,...,Fn} rangée par ordre croissant des degfés ;

1
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Tant que 1 ¢ n faire c; = contenu de Fi 3

si F1 divise 7 alors retourner {1} ;

. Y. o .
sinon t := max{1]1 ean s m divise ci} 3

sF Fn} 3

retourner {F1/ﬂ,...,F EEEEEE

t /"n

xj
H-
=}

|

Proposition 25.2.- Considérons H un idéal non nul de AE{], donné
par U un systéme fini de générateurs et 7w un élément irréductible.
Alors 1'algorithme transporteur détermine une partie finie généra-

trice séparante minimale de H : 1QADQ (m).

Démonsthation :

len cas : F1 divise 7, alors

ou bien F, € A" donc H = A[X] et H : idA[X] (m) = aAfX].

. * ) _ -
ou bien F1 = g.7 avec e € A donc H : ldAEi](n) = A[X_.

Dans ce cas, {1} est bien une partie finie génératrice séparante minimale

de H : idA]:X] (m).

2eme cas : F1 ne divise pas .

Supposons d'abord que pour tout i € Ng, 7™ ne divise pas c -
Donc t = O.

De plus, w est étranger avec ¢ le contenu de 1l'élement de plus

1

bas degré de T. Nous utilisons alors la proposition 25.1

H : ldA[X] (n) = H
d'ol {F1""’Fn} est une partie finie génératrice séparante minimale
de H : idA[g](") et, comme t = 0, c'est ce que détermine 1'algorithme

transporteur.
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. . . . o ..
Supposons maintenant qu'il existe j e!Nn tel. que 7 divise cj.

. . (8] . e
D'apreées II. 23.3, nuvus savons que, pour tout i ean_1, v divise c..
epe s o o ..
Donc, nous pouvons définir t = max {1[1 ean ; 7w divise ci} et

- pour 1i g t, m divise c.

- pour 1i > t, 7 est étranger avec s 3

D'apres IT, 23.3, Fi = Ci°H'Hi avec H e A{ﬁ], primitif et

a1 = 4°r , et H. e AE&], unitaire et d%H. = i-1.
1 1 1
Donc {F1/1r""’Ft/7r’Ft+1""’Fn} cC H: ldA[X:l(‘n).
Maintenant, soit G e H : 1dA[X](ﬂ), alors w.G € H, donc
.G =aFy+ .o ta F o +PF, ol a eh et Pe A[X].
Posons L = A/A.w' Dans L[i], nous obtenons
0= at+1' i + . n—1Fn—1 + P.Fn
c'est-a-dire
= a ._ .—.— . a c .-.— + P.c .H.H
0 Bt et i Ht+1 * * #n-1"%n-1 H Hn~1 P “n H Hn
Or H est primitif donc H # O, aussi
0 = at+1'ct+1'Ht+1 oo ta gec  eH o 0F P.cn B
ce que nous écrivons
a c Ty a I = - P.c .H *
at+1°ct+1'Ht+1 + ..+ an-1'Hn—1 P.cn.Hn (*).
Or Hj est unitaire, donc ﬁj #0 et doﬁj = dOHj = j=1.

Si P #0 alors do(ﬁ-ﬁn) 2 n-1, or le degré du premier membre de (%)

est strictement inférieur &% n-1 : contradiction.
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Par conséquent, P = 0, c'est-a-dire P = 7.Q, et le premier

membre de (*) est identiquement nul. Remarquons que doﬁj+1 = 1+doﬁj,
alors en utilisant le méme type de raisonnement, nous obtenons
pour tout j €N, t+1 < j g n, Ej = 0, c'est-a-dire aj = ﬂ.bj.

Par conséquent,

G = 31'(F1/ﬂ + ...t at.(Ft/W) *b g Fgg teee v b oF + Q.F

et H : idA[X:[ (Tf) = idA[X] (F1/TT,“‘,Ft/TT,Ft+1’.‘.’Fn).

Donc 1l'algorithme transporteur détermine un systéme fini de générateurs
de H : iqADq (r). Vérifions que c'est une partie finie génératrice séparante
minimale

nous avons T = {F1""’Fn} partie finie génératrice séparante

minimale de H.

(i) pour i < t, X.F, = ai,i+1’Fi+1 + ..+ ai,1'F1
donc X.(Fi/“) = ai,i+1'(Fi+1/w) + ...+ ai,1.(F1/ﬂ)
(ii) pour i = t, X.F = at,t+1'Ft+1 + at,t'Ft + ...+ at’1.F1.

Or, pour 1 g j g t, 7 divise Fj ; mais 7 ne divise pas

Ft+1’ donc 7§ divise at,t+1' Alors
X'(Ft/n) - (at,t+1/n)'Ft+1 * at,t'(Ft/ﬂ) Toeee at,1’(F1/w)
(iii) pour i - t, X.Fi = ai,i+1'Fi+1 + ...+ ai’1.F1
= aerFier oo Ay e
+ (ai’t.w).(ht/ﬂ) + .+ (31,1'W)'(F1/W)'

Par conséquent, d'apres II, 13.2, 1'algorithme transporteur détermine

une partie finie génératrice séparante minimale de H : idA[XJ(W)-
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3 - PREMIERE ETAPE : DECOMPOSITION EN IDEAUX DE TYPE (I) ET DE TYPE (II).

Dans ce paragraphe, nous supposons que A est un anneau a la fois
principal algorithmique dont nous notons p la fonction récursive associée,

et factoriel algorithmique dont nous notons dec 1la fonction récursive associée.

31. I1déaux de Zype (1) et Adéaux de type {I1).

D'aprés le corollaire 25.%1a, nous sommes en mesure de déterminer ex-
plicitement, pour H un idéal non nul de A[X], donné par U un systeéme fini

de générateurs, tous les éléments 7w irréductibles de A, tels que
H :1dA[X](1r)$H.

Nous allons étudier ici deux cas particuliers qui interviennent dans

la premiére étape de la méthode de détermination d'une décomposition primaire.

Proposition 31.1.- Soit H un idéal propre non nul de A[X],
donné par U un systéme fini de générateurs. Les assertions suivantes sont
équivalentes

(i) pour tout élément irréductible = de A, H : idAEg](ﬂ) =H

(ii) H vérifie :(a)o VH n A = {0}.

(b)o posons S = A - {0}. Pour tout s € S,

o

H : idA[X] (s) =

Démonstration :

Supposons (i). Soit s € S, en utilisant dec, nous pouvons

k
* hd
déterminer s = e. I 7©., ou € € A et w. élément irréductible de A.
s=1 J ]
Alors (b)O se démontre par récurrence sur Kk, puisque pour k = 1

c'est vrai.
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Maintenant soit a € vHN A. Supposons a # 0. Alors il existe

L € IN® tel que aﬂ € H. Posons m = inf{ilal € H}, donc m # O.

-1 -1

m . . m
Nous avons a e H : 1dAEi](a)' Mais a € S donc a e H

contradiction. D'ou a = O.

Réciproquement, (1) est une conséquence de (b)0

Définition 31.2.- Soit H un idéal propre non nul de ADG, donné
par U un systéme fini de générateurs.
Nous dirons que H est de type (I) si et seulement s'il vérifie

1'une des deux assertions équivalentes de 31.1.

Théoreme 31.3.- Soit H un idéal propre non nul de A[Xj, donné

par U wun systéme fini de générateurs.
Pour que #H soit un idéal de type (I), il faut et il suffit que
la partie génératrice séparante minimale de H, obtenue 3 partir de U,

soit réduite a un élément primitif de A[X], non constant.

Démonstration

Supposons H idéal de type (I). Posons T = {F ...,Fn} la

1,
partie finie génératrice séparante minimale de H, obtenue & partir de U,

rangée par ordre des degrés croissants. D'aprés II, 23.3, nous pouvons dé-—

. . o
terminer, pour tout 1 ean,

. N . Oy _ 40
Fi = C(Fi)'H°Hi ol H e A[Xj, primitif et d H =4d F1
H. € AEK], unitaire ¢t d°H. = i-1
i i
C(Fi+1) divise c(Fi).

Si c(F1) ¢ Ah, alors, d'apres 25.1, H ne peut &tre de type (I).
* *
Donc c(F1) e A, alors C(Fi) € A pour tout 1 e Nﬁ. Comme T est minimale

alors n = 1, De plus, d°H # O (sinon H = A{X] : impossible).
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D'ou T = {H}.
Réciprcquement, T = {H} ot He A[Xj,, primitif non constant.
*
Donc c(H) ¢ A, alors, d'aprés 25.1, pour tout = irréductible de A,

H idA[X:] () = H. Donc H est de type (I). .

Nous allons supposer de plus que A[X_l est un anneau factoriel
algorithmique, dont nous notons deCA[:X] la fonction récursive associée.
Dans ce cas, nous pouvons déterminer une décomposition primaire d'un idéal

de type (I).

31.4.- Algonithme DP type (I).

Entrée : H un idéal de type (I), donné par U wun systeme fini de générateurs.
Sortie : une décomposition primaire de H.

Sous—-programmes : algorithme A, deCA[X:['

Début : T:= apA(U) T = {H}
n ki
utiliser dec, pour déterminer H = 1 h, une décomposition
ALX] 1=1 1
en produit fini de facteurs irréductibles de A[X] 3
n ki
retourner f_\ ldA[X] (hi )
1=1
Fin.

. Proposition 31.5.- Soit H wun idéal de type (I) de A[X:], donné
par U un systéme fini de générateur.
Alors le résultat de l'algorithme DP type (I) appliqué a H est
k.
. . .. < . ) . i
une décomposition primaire de H, ol pour tout 1i € an, ldA[X:l (hi ) est ~

un idéal primaire de A[X] dont la racine est 1dA[:X:[ (hi).

De plus, cette décomposition primaire est réduite.
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Proposition 31.6.- Soit H un idéal non nul de A[?j, donné par U
un systeéme fini de générateurs.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) il existe un unique élément irréductible 7 de A, aux inver-

sibles prés qui vérifie :

H idA[X](W)P_H et me vH
(ii) H vérifie : (a) YHOA = id, (n)
(b) posons S = A—idA(w). Pour tout s € S,
Ho: idA[X] (s) = H.
Demonstrnation : ¢

Supposons (i) vérifiée. Donc pour tout 6 élément irréductible de A,

étranger avec w, nous avons H : idA[X](e) = H. Pour s € S, en utilisant

k
dec, mnous pouvons déterminer s = I 6. ol Bj irréductible et étranger
avec 7. )
Donc (b) se démontre par récurrence sur k.
Nous avons = & YH. En raisonnant par 1'absurde (cf. 31.1), (a)
est vérifiée.
Réciproquement, d'aprés (a), m € YH et d'apreés (b), pour tout 6

irréductible et étranger avec 7, nous avons

Ho: idA[X] (8) = H,

Si . H : idAEX](ﬂ) = H, en utilisant = € VH, nous obtenons une

contradiction. Donc H : 1dA[?](ﬂ);? H et (ii) est vérifide.

Déginttion 31.7.- Soit H wun idéal non nul de ADﬂ, donné par U

un systeme fini de générateurs.
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Nous dirons que H est un idéal de type (II) si et seulement s'il

vérfie 1'une des sdeux assertions équivalentes de 31.6.

Théonéme 31.8.- Soit H wun idéal non nul de AE{], donné par U

un systéme fini de générateurs.

Pour que H soit un idéal de type (II), il faut et il suffit que le
pged des éléments de U dans AE{] soit une constante et que 1l'élément de
degré nul dans la partie finie génératrice séparante minimale de H, obtenue

a2 partir de U, soit une puissance d'un élément irréductible de A, & la

multiplication par un inversible preés.

Démonstration :

Supposons d'abord # idéal de type (II).
Posons T la partie finie génératrice séparante minimale de H obtenue 2
partir de U et posons 7 1'élément irréductible de A associé & H défini
en 31.5.

Posons alors T = {F ,...,Fn} rangée par ordre des degrés croissants.

1

Comme 1 € VH, il existe m e N - {0}, tel que m e H. Puisque T est

séparante minimale, 7" = a.F1. Donc, il existe r e IN - {0} et ¢ € A*
tels que F, = e.r’. Maintenant, d'aprés II, 23.3, pour tout i elNg

Fi = c(Fi).H.Hi_1 ou H esf la partie primitive du pgced (F1""’Fn) et
a% = 4°F alors H = 1. Comme pgcd(U) = pged(T) (cf. II, 23.3), alors

1’

le pgcd des éléments de U dans AE{] est une constante.

Réciproquement, posons T = {F "’Fn} rangée par ordre croissant

[

des degrés, la partie génératrice séparante minimale de H obtenue i partir

de . Alors le pgcd des Fi dans A[X] est une constante.

. . o N
Par conséquent, pour tout i ean, Fi = C(Fi)'Hi ou Hi est

unitaire.
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En particulier, H, =1 et c(F1) = e.r’ avec 7 irréductible de A.
Donc w € VH et, d'aprés la proposition 25.1, 7 est 1'unique irréductible

de A 'qui vérifie H : 1dA[X] ('n);_) H. Donc H est-de type (II).

32. Décomposition d'un Lidéal en une intersection finde d'idéaux de

type (1) et de type (I1).

Pnogoaixion 32.1.- Soit H un idéal non nul de A[X], donné par
U un systéme fini de générateurs. Posons T = {F1,...,Fn} la partie finie
génératrice séparante minimale de H, obtenue & partir de U, rangée par
ordre des degrés croissants.

Nous pouvons déterminer F1 = c(F1).H ol C(F1) est le contenu

de F1 et H un polyndme primitif, et nous pouvons déterminer

T.
ﬂjJ une décomposition en produit de facteurs irréductibles de A.

=y

c(F1) = g,
i=1

r. r.+1
] . . o - Iy ooy e j
Alors : pour tout j € Nk’ H: ldA[X] (Trj ) H: ldAl_X] ('rrj .

De plus

. . T Ly _ 4. L1y,
(i) rJ. = inf{f]L e N ; H : 1dA[X] (Wj) = H : 1dA[X] (WJ. )}

(ii) pour tout £ € IN, deés que £ > Lo

r.
. 3 = - J
H : ldA[X_] (TTj) =H : ldA[XJ (Wj ).

Demonstration :

D'aprés II, 23.3, nous avons, pour tout 1i € Ng, Fi = C(Fi)'H'Hi

ot H est primitif, d°H = d°F, et H, est unitaire, dOHi = i-1.

De plus, pour tout i elNg_ c(F ) divise c(Fi).

1° i+1

Posons t. = max{{£|f e IN® ; 7. divise c(F,) .
J n 3 £

Alors pour £ ¢ tj’ m divise C(FZ) et pour £ > tj’ Wj ne divisc

pas C(F£>'
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Par conséquent, 1'exposant de la plus grande puissance de ﬂj

divisant C(FK)’ pour £ < tj’ est toujours inférieur ou égal a rj.

Alors, en appliquant rj fois l'algorithme transporteur, nous

obtenons b1.H.H1,...,bt..H.Ht_,c(Ft.

J 3
systéme fini de générateurs, dont les contenus sont étrangers avec nj,
T

e . s J
poul H l(TIA[X] ('ﬁJ ).

+1)’H'Ht.+1""’C(Fn)'H'Hn comme

Si nous 1'appliquons encore une fois, nous avons t =0 ou ¢t

est 1'indice maximum tel que ﬂj divise le contenu correspondant, alors le
r.+1 r.
N P . p . j . i

. m = . .

systéme générateur est inchangé et, donc, H : 1dAEKI( i ) =H : 1dA[ﬁ](ﬂj )

c(F,) c(F,)
est divisible par ﬂj et

P .
3 J

e . . 4
est un générateur de H : id (r.).
8 AlX] M

De plus, pour £ < rj, .H

c(F,)
Dans ce cas ;ZI%— .HeH : idA X](“€+1) mais .
b
—C"g:_—‘—}l HEH idA[:X] (”ﬂ'g). ~
ﬂj J

Par conséquent (i) est vérifié et, d'aprés la proposition 24.4, (ii)

1'est également.

Conolhaine 32.la.- Sous les mémes notations et hypotheses que 32.1,

. o
nous avons, pour tout ] elNk

. r.

(1) H=(H+ idA[X] (TrJljJ)) n idA[X] (ij))
et nous connaissons un systéme fini de générateurs pour chacun
des deux idéaux.

(ii)  pour tout élément irréductible 7 de A, tel que, pour tout

. o
1 ¢ N

. et i #j, m est étranger avec ™ alors
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r

r, .
. 3 J . 3 = . 3 J
(H 1dAEX] ('nj )) 1dA[X] (w) = H : 1dA[X] (1Tj ).

o s . [o] N . .
(iii) pour tout i e IN dés que i # j, nous avons

k’
r r

. s j . J
H : ldA[X] (’ﬂj )) 1dA[X] (vi) rej H: ldA[X] ('Hj ).

Demonstrnation :

Le point (i) est une conséquence de la proposition 23.1.
r

r. .
Un systéme fini de générateurs de H + id (r.3) est T v {r.3}
Y & AlX] ™3 3

r.
et un systéme fini de générateurs de H : idA[:X] ('ﬂ'jJ) est déterminé en utilisant

rJ. fois l'algorithme transporteur.

Pour (ii), prenmons = irréductible de' A, étranger avec ™, pour
tout 1i e lNg. D'aprés la proposition 24.1, H : idA[X] (n) = H,
r. r.
donc (H : idAI:X] (TTJ-J)) : idA[X] () = H : idAl:X] (an).
r. r.+1 r.
De plus, (H : idA[X] (TrJ.J)) : idA[X] (’ﬂj) =H idA[X] (an ) =H : idA[X] ('nJ.J).

Par conséquent, (ii) est vérifiée.

rj rj
Passons a (iii). Si (H : id (r.?)) : id 7,) = H : id, rq(n.”).
HaEg ) iy alg] "3

T,
Considérons F € H : ldA[X:] (ﬂi). En particulier F e (H : ldA[X] (7rj )) ldA[X:I (ﬂi)

r,
) . s ] o eq s
donc F e H : 1dA[:X] (Trj ). Or ™, et 1TJ. sont étrangers, donc, en utilisant p,

.

nous pouvons déterminer 1 = u.m. + v.an.
r

Alors F = u.(ni.F) + v.(wJ.J.F) donc F € H

Par conséquent H : ldA]:X] (ni) = H : impossible.

r, Y,
Nous en déduisons que (H : idA[X] ('.'TjJ)) : idA[X] (wi) P H idADﬂ (an).
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Théondme 32.2.- Soit H un idéal non nul de A[X], donné par U
un systéme fini de générateurs. Posons T = {F1""’Fn} la partie finie géné-
ratrice séparante minimale de H obtenue & partir de U, rangée par ordre
des degrés croissants.

N . . . (0]
D'aprés 1II, 23.3, nous pouvons déterminer, pour tout 1 € iN H
n

. e . (o] o]
F. = c(F,).H.H,, avec He A[X], primitif et d°H=dF, et H € Ax],

Hi unitaire et doHi = i-1,

. k T.
De plus, en utilisant dec, mous pouvons déterminer C(F1) =¢g. I ij
, j=1
une décomposition en produit fini de facteurs irréductibles.
k rj
Alors H = id H) N (MY H+ id (r.”))
ADQ j=1 AE&] ]
avec ldA[X] () idéal de type (I)
o rj
et, pour tout j elNk , H+ 1dA{?](ﬂj ) idéal de type (II).
Démonstwation : Elle se fait par récurrence sur k.
D'aprés le corollaire 32.1a, nous avons
. .
H= (H+ ldA[X] (ﬂk )) N(H ldA[X:l (TTk ).
D'aprés le corollaire 32.1a, point (iii), nous avons
. rk rk
(H : ldAl:X] (m ) 1dA[X:| (m_¢) 2 H . ldA[X:l(’TTk ).
Tk-1 g™ -
De plus, comme H : ldA[X] (TTk_1 Y = H : ldAl:X:] (‘ITk_1 ) (cf. 32.1),
r T T T +1

. Koy k=1, _ . Koy K-
alors (H : 1dA|:X___] (m ) = 1dA[X] (me_q ) = (H = ldA[X] (m ) s ldA[X] (me_y -
Donc

r T r T

Ao ) = (H s idomq @) 4 id e T A dd, e () id, raln KT
AR] e /T N AR] Tk YATX] Mk-1 PR Y™ 7Y A k-1

T T T
k

. k-1 . Tk L TR
Or H + ldA[X] (Tt ) C Ho: 1dA[X]("k )+ ldAl:XJ (me

).
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T
. . k .
Soit Fe H: 1dA|:X] ('nk ). Comme T et M1 sont étrangers, en

Ty Tk-1
utilisant p, nous pouvons déterminer 1 = u.m o+ ovem
Tk k=1 . Tg-1

Donc F = u.(1Tk F) o+ M1 .(v.F) et FeH+ ldAEX] ('nk_1 ).

Ti-1 Tk Tie-1
Par conséquent H + idA[X:l ('nk_1 ) =H: idA[X] (Trk ) + idArX] (TTk_1 )

D'ou :

He (H % id rn () N+ id mn 5T A i (n Ko K71y
B YAX] Y YA lX] k-1 PR R TR

De plus, d'aprés le corollaire 32.1a, les uniques m irréductibles

de A, aux inversibles pres, tels que :

r T r r
k -—

. Kk Tk-1y, | . .
H - 1dA[X] (e eme_y D) ldAl:X](ﬂ) P H : ldA[X:I (meem Zy )

sont ﬂ1,...,ﬂk_2.

L

R
i Llil

&)

Alors, par récurrence sur k, mnous obtenons

r, r, k rj
H=(H : id ( ))ﬂ(m(H+1d (r."))).
AlX]™ ™ i=1 AX] "
T Tk
= ) > =
Or F1 c(F1,.H et L.(F1) €., T
1 Tk
donc HeH : 1dA[X_] (1T1 R ).
T Tk
. Cw Lo
Malr;tenan]t; soit F e H : 1dA]:X] (111 el T )
1 k
alors ('!T1 e ).F € H.
r e
En particulier (111 L ).F = g.H.
1 Tk
Passons aux contenus : (171 LN Y.c(F) = ¢(g) car H est primitif, d'ou

F = C(F).g1.H (g = c(g).g1).
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r r
. . 1 Ky .
Par conséquent, H : 1dA]:X] ('rr1 “e ey ) = ldA[X] (m).

Donc le théoreme 32.2 est démontré, car, de plus, idA[X](H) est un idéal de
. r.

] . ’ b . o . J

type (I) d'aprés le théoréme 31.3, et, pour tout j € mk, H + ldAEi](ﬂj )

est un idéal de type (II) d'aprés le théoréme 31.8.

4 - THEOREME DE DECOMPOSITION PRIMAIRE.

Dans ce paragraphe, nous supposons que A est un anneau fortement

factoriel (cf. définition 22.4).

41. Etude d'un cas panticulien.

Considérons H un idéal non nul de AE&], donné par U un systéme
fini de générateurs. Posons T := A(U) et T := {F1""’Fn} rangée par
ordre des degrés croissants.

ﬁ'aprés II, 23.3, pour tout i elNg, nous avons Fi = C(Fi)'H'Hi

(o}

(i) H est un polyndme primitif de A{?ﬂ tel que a°n = d°F 3

1
(i1) H; est un polyndme unitaire de AE{] tel que doHi = i-1

(iii) C(Fi) est le contenu de Fi et c(F.

1+1) divise C(Fi)'

Alors, en utilisant le théoréme 32.2 du paragraphe précédent,

nous obtenons

k r.
L . i
H ldA[X] mH N [(21 (H + ldA[X] (TIJ ))_l
J
k r.
avec C(F1) = 1 ﬂjJ , ms irréductible de A et rj e N°.
i=1
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o

Supposons qu'il existe j elNk

pour lequel rj = 1.

Dans ce cas, posons m := ﬂj et T :=H + ldAEi](ﬂ).

Proposition 41.1.- Sous les notations et hypothéses précédentes,

posons t := max{£|n divise C(FK)}' Nous avons les résultats suivants

(i) si t=n alors T = idAI:X] (r)

(ii) sinon, posons L := A/A.w et T := ).

T,. (m
/ldA[X:I

Alors T = 1d1{}ﬂ(H'Ht+1) ou H (resp. H_,,) est la classe

t+1

modulo 7 de H (resp. de Ht+1)'

Démonstration :

. . .. . o
(1) c'est évident car C(Fn) divise C(Fi) pour tout i ean
et melT.

(ii) 1l est clair que T = 1dAEi](ﬂ’F2""’Fn)°

~Dans LDQ, Fi =0 pour 1is t et Fi = ﬁ'ﬁi pour 1i > t.

Maintenant, d'apres II, 23.3a, pour tout k e N, 1 g k g n-t,

) ot dt est défini par : c(Ft) = dt'c(Ft+1)'

t+1

nous avons Ht+k € 1dA[X:| (dt’H

Par définition de t, c(Ft ) est étranger avec w, donc w divise dt

+1

Nous en déduisons que Ht+k € ldL[}J(Ht+1)'

Par conséquent ) T = ldLEg}<H'Ht+1)'

Proposition 41.2.- Sous les m@mes notations et hypothéses que 41.1,
nous savons que L est un corps factoriel. Alors il est muni d'un algorithme

DP® (cf. Proposition 23.2).

- Y

r
Par conséquent, H.It+1 = T ¢.) étant une décomposition en produit
j=1

fini de facteurs irréductibles de I{}j, nous déterminons explicitement une
_ r Y.
décomposition primaire T = (M idLEX}(ij) et, pour tout j elNg , la
j=1 M
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Y. :
racine de idL [X] (\OjJ) est idL EX] (lﬂj) .

Conollaine 41.2a.- Sous les mémes notations et hypothéses que 41.2,

Y.
“OjJ une décomposition en produit fini de facteurs

W=

déterminons H.Ht+1 =

j=1

irréductibles de L[:X], puis, pour tout j € IN;) , déterminons P, polyndme

unitaire de A[X] tel que fj = kﬂj » (ce qui est possible en utilisant la

proposition 22.1).

T Yj
Alors (i) T = jq ldA[X] ('IT,Pj ) :

(ii) c'est une décomposition primaire de T ;

Yi
... . . i e }
(iii) la racine de 1dA[XJ ('n,Pj ) est 1'idéal premier

idA[X] ('n,Pj) .

Démonstration :

Le point (i) est une conséquence de 7 € T et du résultat de 42.1.

/ Y.
J
Démontrons que id (n,P. ) =
d AlX] N

VAN
De facon évidente, ldA[X] (TT,Pj)C 1dA[X] (TT,Pj ).

idAl:X] (TT,Pj) .

/ Y
. . _ 3 . . o
Soit G ¢ ldA[XJ (‘IT,Pj ), donc il existe m e N, tel que

m

Yj
G = 7r.Q1 + Pj .QZ' .

Modulo 7, mnous obtenons G = -P-.J.(_Qz. Or §j est irréductible
"~ | = . . = 1 —\_ . . ;
dans LLXJ , donc Pj divise G, c'est-a-dire G € 1dA[X:] (1T,PJ.).

Maintenant, considérons G1 et G2 dans A[X] tels que
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Y.
. j . .
G1.G2 € ldA[X] (T\',Pj ) mais G1 ¢ 1dA|:X] ('IT,Pj).
Vi
Donc G1.G2‘ = 'IT.Q1 + P.j .Q2.

Modulo m, nous obtenons 61.-(-}2 = §jJ.Q2, or P. $st irréductible dans L[X]

anneau factoriel et §j ne divise pas Gys donc Pj divise 62.

Y.
. , . ]
Far conséquent, G2 € ldA[X] (’IT,PJ. ).
Y

; j
. N s . .. .
D'apres le theo?:eme 12.1, 1dA[_X] (vr,PJ. ) est un idéal primaire
L. vz . .
dont la racine est 1'idéal premier 1dA[X] ('n,Pj).
r . : ’.
Nous en déduisons que T = M idAl-X] (‘H,Pj‘]) est une décomposition
j=1 w

primaire de T, déterminée explicitement,

42. Caracténisation des Ldéaux premiers.

Nous utilisons les résultats du sous—-paragraphe 41, pour établir

Théoneme 42.1.- Soit H wun idéal propre non nul de A[X] , donné
par U un systéme fini de générateurs. Pour que H soit un idéal premier

de A[X], il faut et il suffit qu'il soit de 1'un des trois types suivants :
(i) H = idAI:X] (r) ou m est un élément irréductible de A 3

(ii) H = idA[X:] (H) ou H est polyndme irréductible non constant
de A]:X]
(iii) H = idA[X] (n,P) olt ©t est un élément irréductible de A et
et P un polyndme unitaire non constant de A[X] , 1irréductible

modulo .




- 137 -

Démonsthation :

Supposons d'abord H idéal premier de WADQ et posons T := A(U).

Posons alors T := {F1""’Fn} rangée par ordre des degrés croissants.
k r.
En posant c(F1) = 1 an et H la partie primitive du pgcd

3=t

des éléments de T, nous avons, d'aprés le théoréme 32.2 :
k rj
H=dd,ra @ N (M (H+ id, g (1)),
Mg W N Al "
Or H est premier donc il est égal & 1'un de ces idéaux.

n : = i .
Ten _cas H ldA [X:] (1)
Comme H est un idéal premier alors E est un polyndme non constant irréduc-

tible de A[x] .

r,
o . . . o} - . ]
ggmg_gqg : Il existe j e W tel que H = H + ldAEX](“j ).
Donc an ¢ H. Or H est un idéal premier alors Wj € H.

Dans ce cas, F1 est associé a nj.

Si T divise c(Fn) alors H = iqADq(wj).

Sinon, posons t = max{ﬁlnj divise C(FK)}’ donc t < n.
r.
Comme H est un idéal de type (II) <(car H = H + idAEi3(an)) alors H =1

(cf. théoréme 31.8).

Utilisons alors le corollaire 41.2a,

r Y.
_ . i
H = f? 1dArX_‘ (ﬂj,Pi )
i=1 - -
rooy;
ou Ht+1 = T Pi modulo ﬂj et Pi polyndme unitaire non constant,

irréductible modulo ﬂj.
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Or H est premier donc il existe i elN: tel que

: Yi
H = 1dA|:X] (Trj,Pi )
la racine de cet idéal étant 1@AE§](nj,Pi) (cf. corollaire 41.2a) alors
H = ldA[X] (ﬂj’Pi).

Par conséquent, la condition est nécessaire.
Remarquons que le calcul de ces générateurs est effectif pcur chaque cas.
En:effet; nous savons calculer le pged dans AE{] ainsi que la partie pri-
mitive d'un polynOme. De plus, dans le second cas, k =1, car pour £ # j,
WEA est étranger avec .. Enfin, r =1, donc Pi est 1'unique facteur
irréductible modulo m de H

Réciproquement, dans les cas (i) et (ii), H est de facon évidente

un idéal premier.

Dans le cas (iii), un calcul modulo 7 montre que H est premier

(il est possible d'effectuer le relévement car =w € H).

Conollaire 47.1a.- Soit H wun idéal propre non nul de AADQ,
donné par U un systéme fini de générateurs. Pour que H soit un idéal
maximal de A{Xj, il faut et il suffit qu'il existe 7 élément irréductible
de A et P polyndme unitaire non constant de AEX], irréductible modulo =

tel que H = idAE(] (m,P).

Démonstrnation :

Supposons H idéal maximal, il est donc premier. Nous pouvons
alors utiliser le théoréme 42.1.

Examinons les trois cas de ce théoréme, et uniquemeent ceux-ci,

car H premier est une condition nécessaire.
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(i) donne un idéal premier non maximal ;
(ii) H = idAEi](H) ot H polyndme irréductible non constant

de A[X].

Il est donc primitif. Prenons +n élément irréductible de A, donc
nous pouvons considérer P unitaire non constant de AEK], facteur irréduc—
. . . '
tible modulo m de H. Alors HG ldA[X:I (r,P). Par conséquent, H n'est

pas maximal.

Enfin (iii). H = idA[X] (m,P). Supposons HGEK ol K idéal de

A[X]. Donc il existe F e K et F ¢ H. Alors, posons L L

- A/A.ﬂ’
est un corps codable d'ou ‘I;Dﬂ est principal algorithmique (cf. I, 43a, p. 14).
Par conséquent, module 7, 1 = U.F + V.P. Donc 1€ K et H est un idéal

maximal.

D'ou le corollaire 42.1a est démontré.

43. Lien avec La multiplicite.

Considérons #H un idéal propre non nul de A{}j donné par U un
systéme fini de générateurs.

Posons T : = A(U) et T = {F1,...,Fn} rangée par ordre des
degrés croissants.

D'aprés II. 23.3, nous pouvons déterminer, pour tout 1 eiNﬁ s
F. = c(F,).H.H, ot HeA[X] primitif tel que d°H = d°F,, H, e A[X]

unitaire tel que dOHi = i-1 et C(Fi) est le contenu de Fi'

. 0] . .

De plus, pour tout i ean_1, C(Fi+1) divise C(Fi) et nous

posons di = C(Fi>/L(F. X
i+1
kor, %
Déterminons c(F1) = ¢, 1 wj“ ol = ¢ A et ﬂj élément
. j=1

irréductible de A. Fixons j elNﬁ et posons

LTI et t = max{f|m divise C(Fz)}.
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Proposition 43.1.- Soit P un élément unitaire de A[X], irréduc—
tible modulo w. Pour que HC iqAEg](ﬂ,P) il faut et il suffit que (t = n)
ou (P divise H modulo m) ou (il existe 1 elNz- tel que 7 divise di

et P divise H, modulo ).
i+1

Démonétnation :

Si t=n ousi P divise H modulo 7w, c'est évident.

Supposons qu'il existe ie Ng tellque m divise di ‘et P diviseb
Hi+i modulo w. Or, pour j:s i, d; divise c(Fj) et pour j > i,

Hj € idArK](di’Hi+1)’ done, pour j < i, w divise Fj et, pour j > i,

P divise Hj modulo 7.

’ C . 3 .
Par conséquent H LdAE@](“’P)
Réciproquement, t <mn et P ne divise par H modulo .
Comme t = max{£|r divise C(FZ)} alors w divise d,- Maintenant,

F = c(Ft

e+ 1 ).H.H . Or 7 ne divise pas c¢(F

t+1 ) donc P divise H.Ht+

+1 t+1 1

modulo #. D'ol P divise Ht+1 modulo w. Alors nous prenons 1i = t.

Placons-nous dans les conditions de 43.1. Posons P = iqADﬂ (m,P),

B = A[X]/H et P = P/H.

Proposition 43.2.- Le localisé By est un anneau local noethérien
e hid P )

d'idéal maximal 1'idéal engendré par les images de 7w et P.

De plus, B_ = ADﬂ .
y -4y,

Proposifion 43.3.- Pour que B_ soit artinien il faut et suffit
P

que t <n et P ne divise pas H modulo .

Déemonstrhation :

Supposons d'abord t < n et P ne divise pas H modulo .
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Donc H¢ idA[X] (r). Pour démontrer que B_  est artinien, il nous suffit
" P

de démontrer que tout idéal premier de B]-, est maximal. Mais un idéal premier

P
que HC KCP.

de B_ est de la forme (K/H)_ ot K est un idéal premier de A[X] tel
P

L . N £ s .
Comme H ¢ ldA[X] (r), d'aprés le théoréme 42.1, soit
K = ldA[X:] (h) ot h élément irréductible de A[X] , soit K = ldA[X] (m,Q)

oi Q élément unitaire de A[X], irréductible mcdéulo w.

Si K = idAr_X] (h) alors h divise H. Comme P divise h modulo m,
nous obtenons une contradiction. Donc K = idA[:X] (r,Q) ; comme celui-ci est
maximal d'apres le corollaire 42.1a, alors K = P. Donc tout idéal premier

de By est maximal. c.q.f.d.

P

Supposons maintenant t = n. Donc H C ldA[X] (m) $ P.

Or (idA[X] (TT)/H)_ est un idéal premier de B_ , qui n'est donc pas maximal.
p

P
Alors B_ . n'est pas artinien. .
P
Enfin, supposons P divise H modulo 7. En utilisant deCArX] s
r
nous pouvons déterminer H = T hj ol hj élément irréductible de A[XJ
=1

Comme P est irréductible modulo w, il existe j € ng tel que P divise
hj modulo w. Donc HC .l(A[X] (hJ) G P. Or hdA[_X] (hJ)/H)Tp est un

idéal premier de B_ , qui n'est donc pas maximal. Alors B_ n'est pas artinien.

P P

L4 -

Maintenant, d'aprés la proposition 24.1, nous avons
_ . o Lo o
H = (H + ldA[X] (™)) 0N H 1dAl_X:] (r)).

Posons T = H + idAEX] (%) ; c'est un idéal de type (II) d'aprés le théoréme 31.8.
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Proposition 43.4.~ Considérons P un dlément unitaire de . AlX],
irréductible modulo 7. Pour que T C idA[X] (m,P) il faut et il suffit que

Hc idA[X] {(m,P).

+1
Dans ce cas, soit vy tel que T : id (PY) =T : id @™h.
AlX AlX]

Alors, nous avons :

(1) T=(T+ iy 1y ®) N (T = id@EN)

.. . Y . 1. .. . o i
(ii) T + 1dA|:X:| (P') est un idéal primaire de racine P ldALX] (w,P).

De plus, c'est la composante P—primaire de H.

Démonstnation :

(i) est une conséquence de la proposition 24.1.

(i1) /l— + idA X (PY) = //T + idA[X] (P) idA[X] (m,P)

¢

or 1" e T donc /T+ idA[X](PY) = P.

. . : ‘ . Y
Maintenant, soient F et G dans A[X] » tels que F.GeT + ldAl_—_X] (r")
mais G ¢ P. Nous pouvons supposer G irréductible modulo 7. Donc G est

étranger avec P modulo w, c'est-a-dire 1 = U.G + V.P modulo 7, donc

1 -U.Ge P. Comme P = /I' + idA[X] (PY), nous pouvons utiliser le corollaire

- Yy .o _ , Y
24.2a et (T + ldA[XJ (r") : ldA[X] (U.G) =T + ldAD(] (r").

) ¥ . Y e — Yyy .

Oor 7T + 1dA[X] (P') C (T + ldA[:X:l @) : ldA[_X] (G) C (T + ldALX] (P ))"'dA[X] (U.G).
. Yy . oY Coia L

Donc 7T + ldA[X] (P") = (T + 1dA]:X_J (P)) ldALX] (6).

c . - . Y . Y .4z ..
Par conséquent, FgT + ldA[X] (P") et T+ .LdA[X—I (P') est un idéal primaire
de racine P.
PP o Lo _ L oaq o o .
Comme (H : ldALX] (m 7)) : ldA[X:] (n) H ldA[_X:l (r), c'est la

composante P-primaire de H.
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Conollaire 43.4a.- Sous les mémes hypothéses et notations que 43.4,
posons B = A[X] JH et P = P/H'

Alors vy est égale 3 la longueur de la chaine croissante d'idéaux

(T : id e®% /) .
AlX] JH 5

Démonsitnation :

. s _ Lo s
Nous avons (T : 1dA|:X] (P )/H)T) = TP : ldA[X] (P )P/HP

et la longueur de cette chaine détermine 1'exposant r de 1'image de P

qui engendre la composante P primaire de TP/%

=(T/,)_ - dans B_.
P /HP P

Or, son image réciproque est la composante P-primaire de T/h  dans B,
d'aprées la proposition 14.1. Comme celle-ci correépond a la composante
P-primaire de T qui est T + idA[?J(PY) d'aprés la proposition 43.4,

v est donc égal a cet exposant r, c'est—a-dire vy est égale a la longueur

de la chaine.

Conollaine 43.4b.- Sous les mémes hypothéses et notations que 43.4a,

supposons de plus que t <n et P ne divise pas H modulo .

Alors B_ est un anneau local artinien et <y est majoré par la
P
multiplicité de BR_ .
P
Démonstration :

D'aprés la proposition 43.3, Bﬁ est un anneau local artinien.
D'apres le corollaire 21.2a, sa multiplicité est égale a sa longueur.
En outre, vy est égal & la longueur de la chalne croissante d'idéaux
(T : idA{X](PS)/H)ﬁ de B_, donc Yy est majoré par la multiplicité

P

de B?.
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44. Caleul de La multiplicite.

Considérons H wun idéal propre non nul de A[_X] » donné par U
un systéme fini de générateurs.
Nous conservons les notations introduites au début du sous-para-

graphe 43,

Supposons alors t <n et H = 1.
Le calcu] présenté ici est une adaptation de celui proposé par

D. Lazard dans [LAZ lﬂ pour démontrer les points iv) et v)

Soit P wun élément unitaire de A[:X] s, irréductible modulo =«

et posons P = idA[:X] (m,P).

Proposition 44.1.- Pour i elNg_1, posons B, = Afi]/ﬁd ](d SHe )
(1) 81 idypq(d;H )C P, posens Py = P/ldA[J (d;,H, )
alors (Bi)}_’ = (B.)p

1

(ii)  Sinon (Bi)P = {0}.

Demonstration :

En considérant la localisation en P de AEX:I modules, nous avons

Bop = alXp/, Al GiHiar)p

(i) puisque 1dA|_](d H 1)CP, alors (Bi)— =A[X]Pld L':I(d H )#
P

(ii) comme ldA[](d H )¢ P, alors

ou bien di est étranger avec T,

ou bien P ne divise pas Hi+1 modulo 7,
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donc, dans AEX]P, 1'idéal localisé ]dA[.](d SH. +1)P contient un élément

inversible, d'ou ldAI:X] (d H1+1 P AI:X]P et (Bi)P = {0}.

Proposition 44.2.- Conservons les notations de 44.1. Nous avonms,

en désignant par multP la multiplicité :
n-1
(1) multP B_}5 = 121 mUItP(Bi)P H

(ii)  pour tout i e W°

n-1° mu];tP(Bi)P = a..8. ol a, est 1'expo-

1 1

sant de la plus grande puissance de 7 qui divise di et Bi celui de

la plus grande puissance de P qui divise Hi+1 modulo .

Demonstration :

(i) Puisque H = 1, H est engendré par c(F1),c(F2).H2,...,c(Fn).Hn.

De plus, C(Fn—1) = dn—1'C(Fn)
,C(Fi) = di' v 'dn—1'C(Fn) )
C(F1) = d1. 'dn-1'C(Fn)'

Posons T, = 1dA[-1(d1,H ) et, pour 2:s 1:s n-1,

-~

17 M M) Y 4Ty
Pour 2 ¢ i ¢ n-1, considérons :

0 — A[X —  A[X] — A[X],. — 0

olt A[X]/%. 1 —> AEX]/%' est la multiplication par di’ bien définie car
i- i

Ty = idA[x] (Hip) + Ty et A[X]/Ti r]/ldA[](d SH )
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X . . . . . . . H. ]
est 1'hemomorphisme surjectif canonique puisque Tl(: 1dA[X](d1’H1+1)

Maintenant soit F € A[X] tel que di'F = 0 dans A[X] /Ti,

] - . =
donc di'F € Ti’ c'est~a~-dire di'F G1'Hi+1 + di'GZ avec G2 € Ti‘
Alors 'di divise G1 et F = g1.Hi+1 + G,

=

Or, Hi+1 € Ti-1 (cf. II, démonstration 23.3a, prendre i := i-1

et k := 2 dans le calcul final de Hi+k) donc F € Ti—1 et la multiplication

par di est injective.

5

Maintenant la suite est exacte, car l1'image dans A[X]/% est
¢ : .
engendrée par di’ c'est donc ldA[X](di) + Ti/fri , et le noyau est
id (d.,H, ) = id (d,) + 7./ .
AlX] MM /’ri AX] i 1/Ti
En utilisant 1'additivité de la multiplicité pour les suites exactes
n-1

(nf. [?EEJ) nous obtenons multP(A[X]/%nQ1)P = .2 multP(Bi)P puisque

1=

B, = A[X]/idA[x](di’Hi”)

Maintenant H = C(Fn)'Tr— Nous pouvons donc définir la multiplica-

»

tion par C(Fn) de AE{J/% dans AADQIAF C'est un homorphisme injectif.
n-1

En localisant suivant P, puisque 1w ne divise pas c(Fn) (t < n), alors

c(Fn) devient inversible et la multiplication par c(Fn) devient un isomor-—

phisme.

Par conséquent, multp Bﬁ = 121 multP(Bi)P.

(ii) Nous reprenons la démonstration de D. Lazard pour le point v)
dans [}AZ 3], avec o exposant de la plus grande puissance de 7 divisant

di et Bi celui de la plus grande puissance de P divisant Hi+1 modulo m.

Donc mU1tP(Bi)P = ai.Bi.
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45, Décomposition primaine.

" 8oit H un idéal propre non nul de A[X], donné par U un systéme
fini de générateurs. Posons T := A(U) et T := {F1""’Fn} rangée par

ordre des degrés croissants.

D'aprés II, 23.3, nous pouvons déterminer, pour tout i elNg,

(o}

N .. o, _ oy
F, = c(F).H.H;, ot HeA[X] primitif tel que d'H =dF,, H e Alx]

1’

unitaire tel que doHi = i-1, et C(Fi) est le contenu de Fi'

De plusg, pour tout i eIN§_1, c(F,

l+1) divise c(Fi) et posons
., = F,
d; = c( 1)/c(F

i+1)

k r. .
®
Déterminons c(F1) =g. I ij ot £ € A et ﬂj élément irréduc-
i=1
tible de A.
_ . o
Fixons ] ean. Posons 1 := “j’ o = rj et

t = max{ﬂ[n divise C(FK)}'

Proposition 45.1.- Supposons t <n et H = 1.
Soit P un élément unitaire de A[}j, irréductible modulo 7 ,

i . P = i P).
tel que H C ldA[X] (m,P) osons P 1dAl-_X] (m,P)
La composante P-primaire de H est H + idAEg](ﬂu’Py) ol vy

est majoré par 2 ui.Bi ou o, est l'exposant de la plus grande puissance
de 7 divisant di et Bi celui de la plus grande puissance de P divisant
H. modulo .

1+1

Démonstration :

Nous utilisons la proposition 43.4, le corollaire 43.4b et la propo-

sition 44.2.
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Conollaine 45.1a.- Sous les mémes notations et hypothéses que 45.1,
. )
posons T = H + ldA[i](n ). Alors

T =N (T + id(®Y)) est une décomposition primaire de T, ou

1'intersection porte sur les P unitaires de AE{], irréductibles modulo m,

pour lesquels il existe j eiNg tel que 7 divise dj et P divise H.

i+1
n-1
modulo m et y = 2 a..B..
. 1771
1=1
Némonstrhation :

D'aprés la proposition 43.1, et, puisque t <n et H =1, pour
que HC iqADq (m,P) 1l faut et il suffit qu'il existe j € Nz tel que

m divise d. et P divise H. modulo 7.
1 i+1

Maintenant, nous utilisons la proposition 45.1 pour majorer 'y par

n-1
z ai.Bi. Mais, d'aprés la proposition 24.4, nous pouvons prendre
i=1
ng! Y Y
= = 1 n . 3 iy .
v iZ1 ai.Bi. Alors T = (T + ldAE&](P )) (T ldAL&J(P »

En outre, t < n donc TC;Z ldA[X] (n) et P = ldA[X:] (r,P) est
maximal (cf. corollaire 42.1%a) donc nous déterminons ainsi toutes les compo-

santes primaires de T.

Corollaine 45.1b.~ Soit H un idéal de type (II) de AE@], donné
par U un systéme fini de générateurs. Dans ce cas H =1 et F1 =7
(cf. théoréme 31.8). Supposons t < n.

Alors, nous pouvons déterminer explicitement une décomposition

primaire de H.
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45.2.- D'aprés le théoréme 32.2, nous avons :

k Cor.
- 1 1 J
H ldA[X] (H) N (J{=\1 (H + ldA[X] (1rj )))

r.
et Hj =f + idAEi](an) est un idéal de type (II) de A[X] dont une partie

T,
finie génératrice est Uj = T Ll{wjj}.

Déterminons alors Tj := A(Uj), dans ce cas ses éléments sont de la forme

S..
ji . o . _ ‘

w.> .H., . our 1 € IN_,. ou r. = s, > 5. ees 2 8. . et
j joi P n(j) 3 is1.7 73,2 i,n(3)

H. . € AEi] unitaire tel que a®u, . = i-t.
3,1 = 3.1

Supposons c(Fn) = 1. Donc, en posant tj = max{ﬂlsz # 0}, nous
avons tj < n(j), pour tout j elNE. Alors nous pouvons utiliser le
corollaire 45.1b et déterminer explicitement une décomposition primaire
de Hj. D'ol 1l'algorithme suivant pour déterminer une décomposition primaire

de #H 1lorsque C(Fn) = 1.

45.3.- Algorithme de décomposition primaire.

Entrée : H un idéal propre non nul de A{?ﬂ donné par U wun systeme fini
de générateurs, tel que si T := A(U), alors le contenu du terme
de plus haut degré de T est 1.

Sortie : w.e décomposition primaire de H.

Sous-programmes : algorithme A, algorithme DP type (I).

Début : T := A(U) ; T := {F ,Fn} rangée par ordre des degrés croissants

EERE

(donc c(Fn) =1) 3

k r.

c(F1) =e. 1 7,7 ; H := partie primitive pgcd(F1,...,Fn)
j=1 7

(ici H := pgcd(F1,...,Fn) puisque c(Fn) = 1)

r.
(o]

3 . = J . ez 34 o~ - .
pour tout j €N Uj : =T {nj o Hj : ldAL&J(Uj) ;
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Utiliser DP type (I) pour déterminer f\ ldA[?j(h une décomposi-

tion primaire de IQADQ m

S, .
3 0 . . o= Jsl
Pour tout j e IN_ Tj 1= A(Uj) ; Tj : {ﬂj 'Hj,i}iaNo '
‘ n(j)
(ici Sin(i) T 0)
. o) = - g
Pogr tput elNk pour tout i e N° n(i)-1" uj,i Sj,i d Sj;i+1
et Bj . est l'exposant de la plus grande puissance de P divisant
2
H. ou P g A[i}, unitaire, irréductible modulo w., -
i, i+t - ]
n(j)-1
(P) = o, ..B. . H
YJ( ) iZ1 j»i BJ,l ’
4 Y5 (P)
Retourner ( id (h ))f\ (f\ N G¥ + id eI .
N 4,y =1 P A[X]

Fin.

Remarnque 45.4.- La détermination de chaque Tj augmente le temps
de calcul, et les uj i (resp. B. i) déterminés explicitement i partir

b b
des s. . (resp. H, .) dépendent de d. et H, ,, mais le lien direct
1,1 J,1 i i+1
n'est pas aisé a établir pour 1'instant sauf pour le cas particulier traité

A
dans le sous-paragraphe 46, qui permet d'envisager 1'amélioration de cet

algorithme.

~ . ; !
46. Cap ol c(F,) est une puissance d'un T
Nous reprenons les notations introduites au début du sous—-paragraphe 45.

Supposons t < n,

oy B o q+l o o .q
o Proposition 46.1. Pour que 7 .X € modA(W ye oo WX ,c(F%).H.HZ)
ot q :=d°H, il faut et il suffit que H soit unitaire et C(FZ) =7 2
o s, € N° et < a
9 et s, s
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Démonsthation :

o

Supposons ﬂu.Xq+1 € modA(ﬂd,...,n .Xq,c(FZ).H.Hz)

donc “u_xq+1 = ao.ﬂu + .. F aq.wa.Xq + a 1.c(F2).H.H

q+ 2

IR - = % a*t g 1
d'ot aq+1.L(F2).H.H T . (X aiX )

2 i=0
o )
‘en passant.aux contenus nous obtenons aq+1.c(F2) =7 , donc c(FZ) =1,
q+1 i o
et H.H, =X - a..X, donc H est unitaire.
i 2 1
i%0
' q: i %2
Réciproquement H = x9 - z c;.X" et c(Fz) =7 ou s, € @
1=0 :
s, ) q-1 .
Or H, = X-a donc c(F,).H.H, = = " X9X-a) + 7 L (x-a) ) ci.xl.
“ i=0
Donc ¢
a-=s q-1 .
ﬂd.Xq+1 -7 2.C(F Y.H.H, = n°.a.Xx1 - 7 (X-a) 5 c.. X"
2 2 . i
i=0
o o a i a
= 1%(a~c__ X9 + 2 (a.c.—c. Dn.X'+(a.c)m,
q-1 121 1 it o
d'ou wa.Xq+1 € mod (ﬂu,...,ﬂa.Xq,C(F ).H.H,).
A 2 2
Conollaine 46.1a.- Supposons les conditions de 46.1 vérifiées.
Alovrs 3 = r+1.
Démonstration :
)
En effet, c(F., ,) divise c(F.) ; comme c(F,) == alors
o 1+1 1 2
c(F.) =n > pour 2<is<n et s_g ...<8,s0a Or t<mn donc s =0
i , _ : i n ) 2 n

et C(Fn) = 1, ainsi que c(Fj) = 1 pour tout j > t. Mais S, #0 et T

minimale donc n = t+1.
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Conoklaire 46.1b.- Supposons les conditions de 46.1 vérifiées.
Alors {1+, X3, c(F,. ) H.H,,.. c(F ).H.H_,H.H_ ,} est une
b ] b ] . £y 2 - . 2,- ‘, t - - t, - t+1

. .. . . . ‘ .. . a
partie finie génératrice séparante minimale de H + ldAﬁg](“ ).

Demonstrhation :

Il nous suffit de démontrer que c(F1).H.H € modA(ﬂa,...,na.Xq),

1

puisque T est séparante. Orvr H1 =1 et 7% divise c(F1), donc c(F1) = p.m"
q-1 .
Posons H = x% + z ci.Xl, alors
i=0
o a7 o 1
c(F1).H.H1 =b( XY + ¥ (b.ci).(n xh) c.q.f.d.
i=0

Conollaine 46.1c.- Supposons les conditions de 46.1 vérifiées.

; o . o _y ) ..
= ﬂ
Alors H + lqAD{](ﬂ ) (H + ldAEi](ﬂ ,P')) est une décomposition

primaire de H+ idA[X](na) ou l'intersection porte sur les P unitaires
de AE@], irréductibles modulo 7 tels que (P divise H modulo m)

ou (il existe j elNz tel que 7 divise dj et P divise Hj+1 modulo ),

et y

it
Il o~1rt

ui.(B+Bi) ol @ 1'exposant de la plus grande puissance de

i=1

divisant di’ Bi celui de la plus grande puissance de P divisant Hi+1

modulo T et B celui de celle de P divisant H modulo 7.

Démonstration :

D'apres ce qui précéde nous pouvons utiliser le corollaire 45.1a,

en prenant {ﬂa,..., .Xq,c(Fz).H.H "C(Ft)'H'Ht’H'Ht }  comme partie

gaee 1
finie génératrice séparante minimale. Posons d! les quotients respectifs

1

de deux contenus consécutifs et a; 1'exposant de la plus grande puissance

de 7w divisant di, alors
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0= s
2 t
| - 1 = v - v =
d1 = 1,...,dq__1 =1, d b ""’dq+1 i
=dy s = 4
v - ' = ' = ' =
oy 0,...,aq o, aq+1 o, ,...,aq+1 oL -

Prenons P unitaire de AE@] irréductible modulo .

Posons 8;,...,8&,Bé+1,...,6é+t les exposants respectifs de la

plus grande puissance de P divisant respectivement X,...,Xq,H.Hz,..i,H.Ht+1.
Donc Bé+i = B+B, oun B (resp. Bi) est 1'exposant de la plus

grande puissance de P divisant H (resp. Hi+1) modulo 7.

q+t
Par conséquent, d'aprés le corollaire 45.1a, vy = 2 a;.B! et

i=1 t

=<
I
) o~307

1 ui.(6+si).
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Lés principaux objectifs de ce travail sont d'abord de déterminer
pour H, idéal de A[X] ol A est un anneau fortement factoriel, T une
partie finie génératrice séparante au sens ou, pour F € A [X] , hous déter-
minons algorithmiquement si FeH ou non, et, utilisant T, de construire
une décomposition primaire de H, pour laquelle nous avons effectivement
déterminer une partie finie génératrice des composantes primaires ainsi que

de leurs racines.

Au premier chapitre, je précise la notion d'anneau fortement factoriel,
en me référant aux travaux de D. Lazard sur les anneaux codables dans les-
quels les calculs classiques de l'algébre sont effectifs et j'étudie, en reprenant
les travaux de Krénecker, Van der Waerden et Seidenberg, les corps pour
lesquels la décomposition en produit de facteurs irréductibles est effective dans

les anneaux de polynémes.

Le premier objectif est atteint aux chapitres Il et /1l pour. A [X]
et A [}(,Y] , ou j'adapte @ A anneau principal algorithmique, ur: résultat
étadli poui‘ Z par C.W. Ayoub, et au chapitre Il, je donre un théoréme pré-

cisant la structure de ces parties finies génératrices séparantes.

Le second l'est au chapitre 1V pour lequel je m'inspire d'un article
de C.W. Ayoub mais ['établis une méthode de recherche effective des parties
finies génératriccs des composantes primaires, ainsi que pour leurs racines,
dont les calculs sont bornés dés que Il'on utilise une partie finie ¢énératrice

séparante minimale.

MOTS CLES : Anneaux principaux, polynémes, idéaux,
algorithmes, parties finies génératrices,

décomposition primaire.



