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N O T A T I O N S  
------------- 

Nous noterons IN, Z et Q respectivement l'ensemble des 

entiers naturels, des entiers relatifs et des nombres rationnels. 

Nous poserons INO = IN - ( 0 )  (sauf chapitre 1 5 1 à 3 où 

INO = { O ) ) .  Pour n ~ l N  (resp. n ERO), Rn = {X E M I X  s n} 

(resp. O = {x E: /NOIX 6 n)). 
INn 

Pour A un anneau commutatif unitaire, nous poserons 

7'< 

AO= A - ( 0 )  et A l'ensemble des éléments inversibles de A. 

Considérons M un A module. Pour U une partie de M (resp. de A), 

modA(u) (resp. idA(U)) est le sous A-module (resp. idéal) de M 

(resp. de A), engendré par U. Lorsqu'il n'y aura aucune ambiguïté, 

nous omettrons A en indice. 
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INTRODUCTION 

L ' i d é e  d i r e c t r i c e  dt.~ p r é sen t  t r a v a i l  e s t  d ' é t a b l i r  une c o n s t r u c t i o n  

e f f e c t i v e  d'une dScomposition p r ima i r e  d'un i d é a l  tl de A[x], où A e s t  

un anneau. 

Pour c e  f a i r e ,  dans un premier temps, nous devons p r é c i s e r  l ' anneau  

A su r  l e q u e l  l e s  opé ra t i ons  de base  sont  d é f i n i e s  au moyen de procédés ré -  

c u r s i f s ,  e t ,  dans un second temps, d é f i n i r  l ' i d é a l  tl par  une p a r t i e  f i n i e  

g é n é r a t r i c e  p a r t i c u l i è r e  qu i  nous permet t ra  de d é c r i r e  t o u t e s  l e s  é t a p e s  di1 

c a l c u l .  

Remarquons que l a  d2nxrche s u i v i e  i n t e r d i t  l ' u t i l i s a t i o n  de l 'axiome 

du choix ,  ou t o u t e  méthode donnant une e x i s t e n c e  a  p r i o r i  : l ' e x i s t e n c e  est  

subordonnée à une c o n s t r u c t i o n  e f f e c t i v e  p r é a l a b l e .  

Notre  p r e n i h r e  é t ape  e s t  abordée a u  l e r  c h a p i t r e .  Ce qui nous 

amerle à nous l i m i t e r  aux ensembles f i n i s  ou dénombrables, e t  à f a i r e  u r  r appe l  

s u r  l e s  f o n c t i o n s  r é c u r s i v e s ,  a f i n  de pouvoir nous appuyer su r  l e s  t r avaux  de 
- 

D .  Lazard concernar t  l a  no t ion  d ' annea~ i  r s d a b l e  ( c f .  /_LAz 0 , [LAZ a ) . Nous 

poursuivons pa r  une é tude  des co rps  f a c t o r i e l s ,  i n t r o d u i t s  par  A .  Seidenberg 

sous l a  forme cond i t i on  (F)  ( c f .  DE ) e t  d é f i n i s  p a r  C.W. Ayoub dans PY 0 , 
pour l e s q u e l s  il e x i s t e  un a lgor i thme pour dé te rminer  l a  décomposition en pro- 

d u i t  de f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s  dans l ' anneau  de polynômes en une indéterminée.  

La seconde l ' e s t  au c h a p i t r e  II ,  où nous u t i l i s o n s  l ' a r t i c l e  @Y 4 
de C.W. Ayoub en y remplaçant l ' anneau  des  e n t i e r s  r e l a t i f s  pa r  un anneau 

p r i n c i p a l  a lgo r i t hmique ,  d é f i n i  au c h a p i t r e  1, en nous l i m i t a n t  aux polynômes 

en une indéterminée.  Noils y  é t a b l i s s o n s  une p ropos i t i on  (notée 23.3  p. 5 3 )  

q u i  d é c r i t  complètement l a  s t r u c t u r e  d 'une  t e l l e  p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  appe- 

l é e  s épa ran t e  pa r  C.W. Ayoub, dacs  l e  sens  ail, s i  F E: A[x], nous pouvons a l o r s  



déterminer algorithmiquement si F E ou non. Un résultat analogue a été 

établi indépendamment par D. Lazard dans [UZ 31 ,  - pour les bases de Grobner 

dans KB,Y], où K est un corps. Le chapitre III propose la généralisation 

au cas de polynômes en deux indéterminées sur un anneau. 

Enfin le chapitre IV est consacré à une méthode de construction 

effective d'une décomposition primaire. Pour cela, nous suivons celle présen- 

tée par C.W. Ayoub dans @Y qui s'est inspirée, comme elle l'indique des 

travaux de A. Seidenberg. 

L'inconvénient est que c'est une méthode théorique. En effet, les 

parties finies des génératrices des idéaux intervenant à chaque étape ne 

sont pas données explicitement. 

Par conséquent, l'originalité va constituer à présenter une méthode 

dans laquelle les idéaux construits le sont par des parties finies généra- 

trices déterminées effectivement à partir de la partie finie génératrice sé- 

parante minimale de , idéal dont nous cherchons une décomposition pri- 

maire. Pour l'instant, nous devons nous restreindre au cas où le contenu du 

polynôme de plus degré de cette partie est 1. 



CHAPTTRE 1 

ANNEAUX CODABLES 

7 . FONCTlONS RECURSl VES. 

Pour p l u s  de d é t a i l s ,  s e  r e p o r t e r  à [LAC] ou [ml. 

7 7 . fonc ; t i aa  iv7iiida & opé t~ck ioa  bondamentdu, 

Nous poserons,  p a r  convent ion,  IN' = ( O ) ,  pour l e s  5 1 ,  5 2 e t  5 3 .  

D é ~ i W o a  d a  d o n d o v u  i n L t i d e h .  

7 7 . 1 . -  Pour t o u t  n  E: IN, F(") e s t  l 'ensemble des  a p p l i c a t i o r ' ~  

- de IN" dans iN. 

(n 1 Nous poserons f  = u f . 
nr3N LILLE @ 

77 .2 .  - A p p l i c d o n  a u c c a h e w t .  

C ' e s t  l ' é lément  suc  t- F(') , d é f i n i  par  suc : IN + IN 

x -t suc (x) = x+ 1 . 

71.3.- Appficatiuaide&iquemen.t n u l l u .  

Pour t o u t  n  E IN,  0'") e s t  l ' é l émen t  de  F(") d é f i n i  par  

7 7 . 4 .  - P,~ojecLiovu.  

(n) F(n)  Pour t o u t  n  E IN - { O ) ,  d é f i n i s s o n s ,  pour 1 E i E n ,  pr i  



2 n(",m) : x ( F  Pour  t o u t  (n,m) E IN , 
C i 

(Y,x, , . .  . , xn)  - iP 

oG 3 e s t  d é f i n i e  p a r  : 

11.6.- Récwrhence. 

Pour  t o u t  n  e IN, (n)  . F(n)  F(n+2) - (n+ 1  1 
n~ 

où $ e s t  d é f i n i e  p a r  : 

&,. . .VX 
n  M P ( x l , .  . . , x  n  ,O)  = x ( x I  ' . . . ,xn) 

- 
$ ( x l  ,..., x  n  , k + l )  = '?Ln ,,..., x  n  , k , $ ( x l  ,..., x n  ,k)]. 

( i )  Pour t o u t  n  c IN,  d é f i n i s s o n s  
F ( n + l )  F ( n + l )  F ( n + l )  

Fi 
P a r  Fi 

( i i )  Pour Y E F (n+ 1 1 , posons  r i y [ ~ ( x ~ ,  . . . , X  , y )  , l e  PIUS 
Fi n  

p e t i t  y  E. IN t e l  que Y ( x l , .  . , x  , y )  = 0.  
n  

( i i i )  Pour t o u t  n  E. IN, il(*) : F (n+ 1  1 
---+ F (n)  

Fi J 

-+ iO 

où 4 e s t  d e f i n i e  p a r  : 



. 1 2 .  Ememble d u  Oonc t iou  f i é o u m i v u .  

Soit M une partie de F .  Pour tout n E IN, = M n 
r 

et nous définissons les conditions suivantes : 

(i) s u c e M  (1) 

(ii) \ ~ ~ E : I N  M(n) 

PfiopobiXcon 1 2 . 7 . -  L'intersection complkte d'une famille de 

. sous-ensembles de FI qui satisfont (i) à (vi:, satisfait aussi (i) à (vil. 

oc!dindion 1 2 . 2 . -  L'ensemble FR des fonctions récursives est 

I l'intersection de tous les sous-ensembles de f qui satisfont (i) à (vi). 

Quelques résultats élémentaires cités dans [LAC]. 

PtLopobiXion 1 2 . 3 . -  Les permutations, identifications et adjonctions 

de variables, ainsi que le remplacement de certaines variables par des 

constantes, transforment des fonctions récursives en fonctions récursives. 

PtropobiXion 12.4.- L'addition, la multiplication et l'exponen- 

tiation sont récursives. 

Les applications constantes sont des fonctions récursives. 



Dé~ivL&ion 7 3 . 7 . -  Soit n E IN. Nous dirons qu'un sous-ensemble 

E de  IN^ est récursif si sa fonction caractéristique IE est récursive. 

V ~ ~ ~ W O M  7 3 . 2 . -  Soit n e IN. Nous dirons qu'un sous-ensemble 

E de  IN^ est récursivement énumérable s'il est la projection d'un sous- 

ensemble récursif de ,N"+', c'est-à-dire il existe F un sous-ensemble 

n+ 1 
récursif de IN , tel que : 

P k ~ p o ~ h % n  1 3 . 3 . -  Un sous-ensemble récursif est récursivement 

. épumérab le. 

n 
Soit n E IN et considérons E un sous-ensemble récursif de IN . 

Posons F = { (xI , . . . ,X ,O) 1 (xl,. . . ,xn) tz El. Donc F C @ln+' ; n 

alors nous avons 1 (x , . . . ,x ,O) = lE(xl,. . . ,x 1 
F 1 n n 

et, pour k E IN, IF(xl, ..., x ,k+l) = O (n+2) Ex1,. . . ,X ,n, lF(xl,. . . ,xn,n>l. 
n n 

Par conséquent, I F  = RR")(I~,o (n+2 )k 

Comme IE est une fonction récursive, I F  est aussi une 

n+ 1 fonction récursive. Donc F est un sous-ensemble récursif de rN , dont 

la projection est E, et E est récursivement énumérable. 

RQmahque 1 3 . 4 . -  La réciproque de la proposition 13.3. n'est 

pas toujours vraie (cf. [LAC] , théorème 1. II, p. 401). 



Dans � LA^ (5 1.5, p. 399-4001, on trouvera des résultats élémentaires 

(dit de type "positif"), concernant ces ensembles. 



APPLICATIONS RECURSl VES SUR DES ENSEMBLES 7NFlNlS DENOMBRABLES . 
2 1 .  NwnétraXaXiom hun  un e m m b k e  i n d i n i  dénambtrabke. 

D é ~ h u X i a n  2 1 . 1 . -  Soit A un ensemble infini dénombrable. 

Nous appellerons numérotation de A, toute bijection de IN sur A. 

PhopoaiAion 2 7 . 2 . -  Soit A un ensemble infini dénombrable. 

- 1 
Considérons a et a2 deux numérotations de A. Pour que a, O a2 1 

- 1 
soit récursive il faut et il suffit que a2 O al le soit. 

D'où : 

Dédin&an 2 7 . 3 . -  Soit A un ensemble infini dénombrable. Nous 

dirons que deux numérotations a et a2 de A sont récursivement équi- 1 
- 1 

valentes si a O a2 est récursive. 1 

Il est aisé de vérifier que c'est bien une relation d'équivalence 

sur l'ensemble des numérotations de A. 

D é d i W a n  2 2 . 1 . -  Considérons deux ensembles infinis dénombrables 

A et A', munis, respectivement, des numérotations a et a'. 

Une application f : A -+ A' est dite récursive relativement à 

(a,al) si a ' - '  0 f 0 a est récursive. 

P ~ U P O ~ ~ O M  2 2 . 2 . -  Soient A et A' deux ensembles infinis dénom- 

brables. Considérons al et a2 (resp. a' et a;) deux numérotations de 1 

A (resp. de A ,  récursivement équivalentes, et f une application de A 

dans A'. 

Pour que f soit récursive relativement à ( a 1  il faut et il 

suffit que f soit récursive relativement à (a2,$). 



.. 
D é ~ i n L C i o n  2 3 . 1 . -  Soit A un ensemble infini dénombrable, muni d'une 

numérotation a. Un sous-ensemble B de A est dit récursif (resp. récur- 
'+ 

sivement énumérable) relativement à a si a-' (B) est un sous-ensemble ré- 

cursif (resp. récursivement énumérable) de IN. 

P k u p u b k L L o n  2 3 . 2 . -  Soit A un ensemble infini dénombrable. Considé- 

rons a et a' deux numérotations récursivement équivalentes de A. 

Pour qu'un sous-ensemble B de A soit récursif (resp. récursive- 

ment énumérable) relativement à , il faut et il suffit que B le soit 

relativement à a'. 



3. ENSEMBLES FINIS. 

31. - Semi-donctio~ aemi-hécwiva. 
Nous reprenons la dé£ init ion donnée dans  LA^ - 5 1 .9 p. 403-404 ; 

(rappel~ns que semi-fonction, de n variables, désigne une application d'un 

sous-ensemble E de 1~~ dans IN). 

Dédinxon 32. 7 . -  Soit A un ensemble fini de cardinal a. 

Nous appellerons numérotation de A, toute bijection d'un sous- 

ensemble E de IN, tel que card(E) = a, sur A. 

Considérons deux numérotations (a,~) et (a',~') 

de A. Désignons par i : E + IN (resp. iEl : E' + IN) E 
l'injection canonique 

1-1 i a E ' 
qie ' E (resp. E' 1 dans IN. Nous pouvons vérifier que E 5 A --+ E' - M 

- 1 
a ' 'E 

est une semi-fonction semi-récursive si et seulement si E' -+ A E ---t N 

est une semi-fonction semi-récursive. 

Dans ce cas, nous dirons que a et a' sont récursivement équi- 

valentes. 

33.1.- Considérons A (resp. A') un ensemble fini 

de cardinal a (resp. a') et f une application de A dans A'. Posons 

a (resp. a') une numérotation de A (resp. A'). 

- 1 
f 

i 
a a ' E ' 

Alors f est dite récursive lorsque E --+ A --t A' ----+ E' - IN 
est une semi-fonction semi-récursive. 



Comme dans le cas dénombrable infini, nous pouvons remplacer a et , 
l 

I 
a' par des numérotations récursivement équivalentes. ~ 

Maintenant, comme tout sous-ensemble fini de IN est récursif, I 

tout sous-ensemble d'un ensemble fini muni d'une numérotation est récursif. 



4 .  A N N E A U  CODABLES. 

Dans la suite, dénombrable signifie infini dénombrable ou fini. 

4 7 .  D i ~ ~ u n .  

Dc?din.&bn 47.7.-  Nous appellerons anneau codable un anneau commu- 

tatif unitaire dénombrable A, muni d'une classe de numérotations récursive- 

ment équivalentes, qui satisfait les axiomes suivants : 

(EO) pour une numérotation a de la classe dont est muni A, 

nous co~naissons i et j dans IN tels que a(i) = O et a(j) = 1. 

( E l 3  l'addition est une application récursive de A x A dans A. 

(E2) la multiplication est une application récursive de A x A 

dans A. 

(E3) pour tout n E INO, nous connaissons une applicatietn récursive 

, (n> de An dans l'ensemble des suites finies d'éléments de 

An, telle que h n  a , .  . a soit une suite de solutions n 
n -- 

de l'équation 1 a.x = O, et que ces solutions engendrent 
i  i 

i= 1 
le module de toutes les solutions. 

( E 4 )  pour tout n E INO, nous connaissons une application récursive 

de AnIl dans An" ( d l  telle que : 

n 
(n > (i) si k (a,, . . . ,a , b )  = (cl,. . . ,cn) alors a.c. = b ; 

11 1 1  i= 1 

(ii) si k(")(a, ,. . .,a n ,b) = @ alors l'équation y a . x .  1 1  = b 
i= 1 

n'a pas de solution dans An. 

Çette définition a été donnée par D. Lazard. 
* 

p h ~ p ~ b & i ~ n  47 .2 . -  Soit A un anneau codable. Posons a la numéro- 

tation de A pour laquelle nous connaissons i et j dans IN tels que 

a(;) = O et a(j) = 1. 



Alors pour toute numérotation B de A, récursivement équivalente 

à a, nous connaissons s et r dans IN, tels que B(s) = O et B(r) = 1. 

- 
P h o p a b d i o n  47.3.- Soit A un anneau codable. 

Alors l'application A -+ A est récursive. 

Considérons l'équation 1.x + a.y = 0 .  

En utilisant h(2), nous pouvons déterminer h(2)  ( 1  ,a) = 

x y , . . . , x ) )  une suite de solutions qui engendrent le module des s'Ys 

solutions. 

(s) Maintenant, cherchons k (yl,. . . , y S l ,  c'est-à-dire résoudre 

- (SI Si k (y,, ...,y 1) = @, alors cette équation n'a pas.de solution. 
s ' 

Donc nous ne pouvons trouver b E A tel que 1.b + a.1 = 0, c'est-à-dire 
v 

b+a = O : absurde. 

Donc k (SI (Y~,"*'Y~,~) = (c ,,..., cs). 

Calculons alors 1 (ci.x. + a.ci.yi) 
1 i= 1 

donc ( c .x.) + a = 0 .  
i i i= 1 



P t o p o s X o n  41.4.-  Soit A un anneau codable. Posons A* l'ensemble 

m 
des Gléments inversibles. Alors A est récursif. 

Nous devons établir que 1 est une application récursive. 
A* 

Prenons a E A et a # O, pour savoir si a est inversible ou pas, nous 

devons résoudre l'équation a.x = 1 ,  c'est-à-dire déterminer k(2 )  (a, 1). 

Définissons 1 : A -+ IN ; id : A -+ A ; et A : A U {@) -+ IN 

al-+ 1 a i-+ a 

ces applications sont, de façon évidente, récursives et nous avons : 

Donc 1 est récursive. 
A* 

Ptjoponi,tion 4 2 . 1 . -  Soit K un corps commutatif dénombrable, muni 

d'une classe de numérotationsrécursivement équivalentes. Pour que K soit 

un anneau codable il faut et il suffit que K vérifie les axiomes (EO), (El) 

et (E2) de la définition 41.1 et que les applications suivantes soient récur- 

sives : 

* 
K + K  et K9c - K 

- 1 
X I-+ -x X r - f x  . 

D6rno nakrtatio n : 

La condition nécessaire est évidente d'après les propositions 41.3 

La condition suffisante a été établie par D. Lazard. 



4 3 .  Anneaux ~tUMciwaux d a a ~ h m i u u e n  . 

Ptrapaah%an 43.1.- Soit A ,un anneau principal dénombrable, muni 

d'une classe de numérotation récursivement équivalentes, qui vérifie les 

axiomes (EO), (El) et (E2) de la définition 41.1. 

Supposons de plus, que les applications suivantes sont récursives : 

(il inv : A -t A U Cg) 

telle que si inv(a) = $4 alors a n'est pas inversible dans A. 

si inv(a) = b alors a.b = 1. 

telle que a = e.(c.a+d.b) et b = f.(c.a+d.b). 

Alors A est un anneau codable. 

(i) l'anneau E est codable ; 

Cii) si K est un corps codable, alors K[X] est un anneau codable. 

Pour construire p, nous utilisons l'algorithme d'Euclide. 

î?édin&hn 43.2.- Soit A un anneau principal dénombrable, muni 

d'une classe de numérotations récursivement équivalentes. Nous dirons que 

1 A est un, anneau principal algorithmique que si A est un anneau codable 

1 
pour lequel nous connaissons p une application récursive de (AO)' dans 

A A , tellq que, si p(a,b) = (c,d,e,f) alors a = e.(c.a+d.b) et 

43.3.- Remarquons que le transport par isomorphisme de cette 

propriété n'est possible que dans le cas d'un isomorphisme qui est une 

application récursive. 



Pxopoai,t ion 43.4 . -  Soit A un anneau principal dinombrable, muni 

d'une classe de numérotations récursivement équivalentes. 

Pour que A soit principal algorithmique, il faut et il suffit 

que A vérifie les hypothèses de la proposition 43.1. 

C o t r ~ & % b W  43.4a.-  Soit K un corps codable, alors K[X] est un 

anneau principal algorithmique. 

PnopaaiX ion 43.5 .  - Soit A un anneau principal algorithmique. 

Alors K, le corps des fractions de A, est un corps codable. 

Dernunh;tftaLion : 

Prenons a une numérotation de A, élément de la classe dont est 

muni A, Nous connaissons i et j dans IN tels que a ( i )  = O et a ( j )  = 1 .. 

a(i> Soit x E K, si x = O, x est représenté par - 
a(j> 

a 
sinoq, x est représenté par - b '  

a et b non nuls dans A. Nous pouvons 

e 
déterminer p(a,b) = (c,d,e,f) donc x est représenté par - fraction f 

/ irréductible. Posons e = a(s) et f = a(r). 

2 
Déf inissons E C IN par 

(u,v) E E si et seulement si -- a(V) est une fraction irréductible 

alors E est récursif (~uisque p est récursive). 

Dans ce cas, définissons Y : K -+ E par Y = i ,  et, pour 

x O, Y(x) = (s,r) : c'est une bijection récursive. 

Maintenant, nous pouvons déterminer I+! : E + I N  bijection récursive. 
U 

- 1 
Posons B = (4 O Y) alors B est une numérotation de K y  définie par a. 

K est muni de la classe des numérotations récursivement équiva- 

lentes à B. 



Alors, de façon évidente, K vérifie la condition suffisante de 

la proposition 42.1, donc K est codable. 

d 

44.  Anneaux h a c k a ~ d h  ~ c j a h i k ~ u e c l .  

V i ! ~ ~ o v l  44.1. -  Soit A un anneau factoriel dénombrable, muni 

1 d'une classe de numérotations récursivement équivalentes. Posons E l'en- 

semble des éléments irréductibles de A et: Sf ( E) l'ensemble des suites 

1 finies d'kléments de E . 
Nous dirons que A est un anneau factoriel algorithmique si 

A est un anneau codable qui vérifie : 

i ( i )  E est récursif ; 

(ii) nous connaissons une application récursive 

* * 
dec : A0 - A + A x Çf(E) 

t e l l e  que a =E. Ti ÎT.. 
1 i= 1 

(iii) nous connaissons une application récursive 

ass : E x E + A* u I @ I  

telle que : si ass(~ T = @ alors 1 '  2 1 
et n2 sont étrangers. 

si ass(a n ) = 6 alors a2 = E . T ~ .  
1 '  2 

I 

44.2 . -  La remarque concernant le transport par isomorphisme est 

identique au cas des anneaux principaux algorithmiques. 

4 5 .  Anneaux de p a l y n ô m ~  suri un anneau,pn_,U/lcLpcIg dguhiA-hique. 

Théokème 45 .1 . -  Soit A un anneau principal algorithmique. 

Alors A[X] est un anneau codable. 

C'est une conséquence du théorème plus général suivant : 



Soit A un anneau noethérien codable alors Ab] est un anneau 

çodable(dÛ à Richman dont la démonstration est donnée par D. ~azard). 

Rappelons maintenant la définition du contenu d'un polynôme. 

Vé~-i,n.iXiun 45.2. - Soit A un anneau .principal. Nous appellerons 

contenu de F, pour F c A[x], non nul, et nous le noterons c(F), le 

p.g.c.d. des coefficients non nuls de F. 

De façon évidente, nous avons : 

PtropoakL@n 45.3.- Soit A un anneau principal algorithmique. 
1 ' 

Alors, l'application de A[X] - (O} dans A, qui à F associe c(F), 

est récursive. 

Lorsque c(F) = 1, aux inversibles près, F est dit primitif, 

et.nous avons les résultats suivants (cf. [BLW]) : 

( i )  pour tout F E A[X] - {O} et tout a E A', c(~F) = ac(F) ; 

(ii) l'application A[x]' -+ A' x A[x]' 

F t---t (c(F),F1) 

felle que F = c(F) .FI et FI primitif (donc   OF =   OF,) est une application 

récursive. 

(iii) le produit de deux polynômes primitifs est encore un polynôme 
L 

prirniti£. 

D'où : 

PnaponiAion 45.4.-  Soit A un anneau principal algorithmique. - 
Alors, quels que soient les éléments non nuls F et G de A [ x ~ ,  

9 

- 



P4opoaiAion 4 5 . 5 .  - Soit A un anneau principal algorithmique. 

Considérons F un polynôme non constant de A[X] , pour lequel il existe 

l u  deux élgments non constants g et h de K], où K est le corps des 

fractions de A, tels que F = g.h. Alors nous pouvons déterminer expli- 

citernent deux polynômes primitifs non constants G et H de A[X] tels 

1 ,  que F = c(F) .G.H. 

VërnomXtaXhn : 

Posons a (resp. b) le produit des dénominateurs des coefficients 

non nuis de g (resp. de h) , aussi a.g E: A[X] (resp* b*h cz A[X] ) 

Comme l'application L I----+ (c(L) ,LI), où L = c(L) -L et LI 
1 

primitif, est récursive, nous déterminons explicitement deux polynômes pri- 

mitifs non constants G et H de A[X] - tels que a.g = c(a.g).G et 

Or F = g.h donc (a.b).~ = (aSg).(b.h). 

maintenant (a.b).F = c(a.g).c(b.h).G.H 

Théo4ème 4 5 . 6 . -  Soit A un anneau principal algorithmique. Alors 

nous pouvons déterminer q une application récursive de (AEX] 0 ) 2  dans 

A[XJ~ telle que : 
1 

si q(F,G) = (H,f,g) alors (i) F = H.f et G = H.g 
l 

(ii) pour tout L e A[X] O 

si L divise F et G alors L divise H. 

I 

Utilisons l'application récursive L + (c(L) ,LI) oh L = C(L) .L 1 



e t  LI  p r i m i t i f ,  pour o b t e n i r  F = c (F ) .F  1 e t  G = c(G).G1. 

Puisque 4 est  un anneau p r i n c i p a l  a lgor i thmique ,  nous connaissons 

4 
p une a p p l i c a t i o n  r é c u r s i v e  de (A012 dans A , t e l l e  que s i  p (a ,b )  = ( c , d , e , f )  

- 
a l o r s  a = e .  (c.a+d.b) e t  b = f .  (c.a+d.b) . II 

Déterminons p k ( ~ )  ,c(G)] = ( t  ,u,v,w) 

l e i .  Wh :  OF = O ou ~ O G  = O 

a l o r s  l e  p.g.c.d de F e t  de G dans AEXJ e s t  H = t .c(F)+u.c(G).  

Ztmewra : ~ O F # O  e t  C I ' G # O .  

donc  OF^ # O e t  ~ O G ~  # O. 

P o s ~ n ~  K l e  corps  des  f r a c t i o n s  de A ,  donc K e s t  codable .  

A lo r s ,  c o r o l l a i r e  43.4a,  K[XJ e s t  un anneau p r i n c i p a l  a lgor i thmique .  

Par  conséquent ,  nous connaissons une a p p l i c a t i o n r é c u r s i v e  p' de . 
(K[x]')~ dans K[x]~ t e l l e  que s i  p t (o , f3)  = (h ,p ,y ,6 )  a l o r s  a = y .  (h.a+p.B) 

l)éterminons p l ( F 1 , G 1 )  = (h ,p ,y ,6)  e t  posons h = X.F, + p.G1 

donc F I  = y.h e t  G 1  = 6.h.  

Nous pouvons a l o r s  u t i l i s e r  l a  p ropos i t i on  45.5 : nous pouvons dé t e r -  

miner des  polynômes p r i m i t i f s  non c o n s t a n t s  F2,  G 2 ,  H l  de  ACX] t e l s  que 

F E= F2.H1 e t  G 1  = G2.H (que nous ob ten ions  
1 1 

H l  dans l e s  deux décompo- 

s i t i o n s  p rov ien t  de l a  démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  45 .5) .  .. 

Nous avions déterminé [c (F) , c  (G)] = ( t  ,u,v,w) a 

posons s = t . c ( F )  + u.c(G). Donc c (F)  = s .v  e t  c(G) = S.W.  

D'où F = (v.F ) . H  e t  G = (w.G2).H en  posant H = s . H  2 1 ' 

Maintenant s o i t  A un d i v i s e u r  commun à F e t  à G dans ACX]. 



Donc F = A.P et G = A.Q avec P c A[XJ et Q E: A[x]. 

Alors, proposition 45.4, C(F) = c(A) .c(P) et C(G) = c(A).c(P), donc 

,. c(A> est un diviseur de S. 

En outre, nous pouvons déterminer effectivement A = c(A).Al, 
? 

P = c(P).P et Q = c(Q).QI, où A l  ,Pl et QI sont primitifs dans A[x]. 1 

' Dans ce cas, F, = P .A et G1 = Q1.A donc P .A = F H et Q A = G2.H1. 1 1  1 ' 1 1  2' 1 1' 1 

Comme F2 et G2 sont étrangers dans K[X] , en posant 

p1(F2,G2) = (A2,~2,y2,62) alors A 2 .F 2 + u2.G2 = 1 et y2 = F2, 6 = G  2 2- 

Calculons 9 le produit des dénominateurs des coefficients non nuls de 2 

et !J2, alors 8 t A', 0.A2 E A[X] et @.ri2 E ALX]. Posons R = @.A2 

et S = 8.p2, nous obtenons : 

donc 8.H1 = R.F .H + S.G H = (R.P1 + S.Ql).Al. 2 1 2' 1 . 
Comme Hl et A l  sont primitifs, nous en déduisons que A, est ., 

un diviseur de Hl. Par conséquent, A = c(A).Al est un diviseur de 

H = s.HI. Donc H est le p.g.c.d. de F et G, dans A[xJ. 

4 6 .  - ExXensiam ahp teb  d ' un cutpb cudabte. 

PhopasiXion 4 6 . 1 . -  Soit K un corps codable. Alors toute extension 

transcendante simple K(t) de K, est un corps codable. 

Y D'après le corollaire 43.421, K[X] est un anneau principal algo- 

rithmique. 

Donc, proposition 43.5, K(X) est un corps çodable. 



En outre, l'application de K(X) dans K(t) qui consiste à 

remplacer X par t est un isomorphisme récursif de corps. 

Par conséquent, K(t) est un corps codable. 

P k a p o n ~ u n  46.2. - Soit K un corps codable. Considérons L = K[O] 

une extension monogène séparable de Ky pour laquelle le polynôme minimal 

f de 8 sur K est donné. 

Alors L est un corps codable. 

V&rnons&c&-ion : 

O 
Posons n = d f. 

Tout élément a s L peut être représenté par a = g(8) où 

g q KM et dog < n. 

A partir d'une numérotation de K, nous pouvons alors en construire 

une pour L. Dans ce cas l'addition est récursive, ainsi que L -t L 

a I-F - a .  

~e plus, puisque K c L et K vérifie (EO) , alors L vérifie (EO) 

Considérons a et 6 deux éléments non nuls de L. Donc a = g(8) 

et 6 = h(~), où g et h sont dans K[X] et dog < n, doh < n. 

O 
Déterminons la division euclidienne g.h = f.q + r avec d r < n. 

Alors a.B = r(8). Donc la multiplication est récursive. 

Pour l'inverse, prenons a c L et a # O, donc a = g(0) avec 

O 
g E KLXJO et d g < n. Donc g et f sont étrangers. Comme K[X] est 

principal algorithmique, nous connaissons p application récursive telle que 

p(g,f) = (u,o,A,p) alors u.g+v.f est le pgcd de g et f, donc u.g+v.f = 1. 

O 
Déterminons la division euclidienne u = u .f + r avec d r, < n. 1 1 ' 



alors a.r (8) = 1. Donc l'application LO -4 LO est récursive. 
1 

Par conséquent, la condition suffisante de la proposition 42.1 

c est vérifiée, d'où L est un corps codable. 



5. CORPS FACTORiELS. 

5 7 .  D é ~ ~ o n .  

D é d i w C j n  5 1 . 7 .  - Soit K un corps commutatif dénombrable, muni 

d'une classe de nurnérota~ions récursivement équivalentes. Nous dirons que 

K est un corps factoriel si K est un corps codable et K[XJ est un 

anneau factoriel algorithmique. 

Remarquons que cette définition est nécessaire, car le fait que 

K soit codable, bien que K[X] soit codable et principal algorithmique 

(cf. corollaire 43. la et 43.3a), n'entraîne pas en général que K[X] soit 

factoriel algorithmique. 

P i L o p o d ~ o n  5 1 . 2 . -  Soient K et K' deux corps commutatifs dénonr 

brables, munis respectivement d'une classe de numérotations récursivement 

équivalentes. Sqpposons qu'il exi'ste f un isomorphisme récursif de corps 

de K sur K'. 

Pour que K soit factoriel, il faut et il suffit que K' le soit. 

D d m u n a a 2 a t i o n  : 
- 

Définissons f : K[X] ---+ K' EX] 

alors f est un isomorphisme d'anneaux de K[X] sur K' LX]. 
De plus, c'est une application récursive, donc pour K soit 

factoriel il faut et il suffit que K' le soit. 

O 

5 2 .  C a  dd'  un c o t p n  de ~ i L a c X i o m .  

P h o p u a i t i u n  5 2 . 1 . -  Soit A un anneau à la fois principal algorithmique 

et factoriel algorithmique. Posons K son corps des fractions. 



Pour que A[X] soit un anneau factoriel algorithmique, il faut 

l ec il suffit que K soit un corps factoriel. 

l m  Supposons d'abord A[X] anneau factoriel algorithmique. 

Prenons F E K[X] , F # O. Nous pouvons déterminer a E A0 (le pgcd des 

dénominateurs des coefficients de F) tel que a.F E A[x]. 

Par conséquent, K[X] est un anneau factoriel algorithmique, ct est 

1 à-dire K est un corps factoriel. 

Supposons maintenant K corps factoriel. 

Prenons F E A[x]. Nous pouvons déterminer le contenu c(F) de 

F e t  F I  c A [XI primitif tel que F = C(F) .F 1 ' 

En particulier, FI E K[X] , donc nous pouvons déterminer une 

dkcomposition de FI en produit fini de facteurs irréductibles de K[X] : . 

Nous pouvons déterminer, pour tout j s IN a E A0 tel que k' 1,j 

a . .f E A[X] . Déterminons a . .f =c(al ..f .).Hl 
I,J l,j 133 1 ,j ,J 193 , j  

avec 

H E A~x], primitif. Donc 
13j  ,j 

est irréductible dans K[X] , comme 

il est primitif, il reste irréductible dans AU. 
k 

Posons a = il al,j. 1 Alors : 
j = 1 

en passant aux contenus, nous obtenons a = n c a l , j . f l , j  Donc 
1 

j=l 



k 
- 1 F, - avec H ~ , ~  irréductible dans A[. . 
j=1 

En décomposant c(F), nous en déduisons une décomposition en produit 

1 fini de facteurs irréductibles de A[X] pour F. 

Donc A[X] est un anneau factoriel algorithmique. 1 
53.  P h ~ p ~ é , t é b  d u  cvtrp~ f j a c t v ~ e h .  

phoposition 5 3 . 7 .  (Knoneckek).- Soit K un corps factoriel. 

Alors taut anneau de polynômes sur K est un anneau factoriel algorithmique. 

Puisque K est un corps factoriel, K[X] est un anneau factoriel 

algorithmique. Maintenant soit n e IN et n > 1. Alors K~x,, - . . . ,xA 
est pn anneau codable (cf. la remarque qui suit le théorème 45.1). 

Considérons F E K~x,, - . . . ,xA . non constant, alors nous pouvons 

écrire : 

i 
1 

i 
n 

F = aily...,i X1 . . .  X n où I(F) est une partie finie 
( i l , .  . . .in)cI(F) n 

n 4t 
non vide de N et a. € K .  il, ..., i n 

Prenons m E: N, tel que m > max (il) > O et 
(i,....,in)~1(F) 

.&IN: 

définissons : 

Donc est une application récursive. 



j l  jn 
Considérons G = 1 6 . . . X  

j l . . . j  '1 n  e t  
( j  ,.. . , j n ) ~ J ( G )  n 

1 
k 

H = 1; n X ... X dans K [ x I Y  ..., 'kl ,  ..., k I n XJ . Donc 
( k l  ,.. . ,k )€J(H) n n 

j l + k l  j n+kn 
G.H.  = C B. . . . j "k,. . .k x I ... x 

( j  . j n J  1 n n n 

C 1 e 
a u s s i  G.H = ( C n 

j 1 j  .Yk ] . . .  k 1'1 . . . X  ( 1  . . . , )€J(GH) j +k =eV n n n 
n 

V v o  
pour v€N 

n 

- 7 C 
Ll+L2m+. . .+L mn-l 

- X n 
j . .  j .k 

( e l  , . . . , l n )  €J(GH) jV+kii=lv 
9 

n n 
O pour VEN 
n 

o r ,  pour v E: IN' e = j v  + kv n '  v 

n- l +k + ( j  +k )m+. . .+(jn+kn)m 
donc $ (G,H) = X j l l  2 2  

T j , . . . j n . Y k  ,... k 
( j  l, . . . , j n ) ~ J ( G )  n 

n 
m - 1  Remarquons que pour F,  do$ (F) < m --- . 
m - l 



j1 jn 
De plus, pour G = X . . .X E K[x,, . . . ,Xn] 

j . . .  n 
(j y .  . ,jn)&J(G) n n 

tel que nax (je) < m, 4 est une bijection récursive de l'ensemble 
(j , .. . , jn)€J(G) 

de ces polynôm~s G sur l'ensemble des éléments de K[X] de degré strictement infé- 

mlL- I 
rieur à m - (en effet, l'écriture en base m du degré est unique et dans 

m-1 

ce cas, elle comporte au plus n termes) . 
- 

Maintenant $(F) E K[XJ et K[X] est un anneau factoriel algorithmi- 

que, donc nous connaissons une application récursive qui nous permet de déterminer : 

k 
n; O 

$(FI = E n hl où E K et, pour tout E  IN^ , hl est un 
b= I 

élément irréductible unitaire de K[x]. 

O 
n 

m -1 Or d0he 4 dO$(F) donc d h < m - e m - ~  

a(& 
posons h = J ajexJ où d0he = o(X) et a. 

j =O K .  

n- 1 Pour O 4 j 6 a(e), calculons j = j + j m + ... + jn m 
2 

: cette écriture 

a (!> j 1 est unique. Posons H = ), ajexl ...Xjn où j l  ,... ,jn sont définis ci-dessus. 
n 

j = O  

Donc $(H~) = 

- 1 
k k k 

Maintenant, $(E F) = c-lg(F) = II h = II (H ) B = s< He). 
1= I e= 1 e= i 

O - 1  
n- i m - k 

or d (E F) = ~ O F  < m -- aussi F I F  = II H 
m-1 e= 1 

e 

Vérifions que pour tout f IN: , He est irréductible dans 

K[x~, . . . ,xi]. Si non, nous pourrions écrire H = G, .G2 avec Gi et G2 



non constants, alors $(H~) = $(G1).$(G2) = hC avec $ ( G ] )  et $(G2) non 

constants, or hl est irréductible : contradiction. Alors H est un poly- L 
nôme irréductible de K[X] , . . . ,xJ . Par consCquent, en utilisant $ nous 

C pouvons décider, récursivement, si un élément de K[x1, . . . ,xJ est irréductible 
- 

ou non. Donc, l'ensemble des irréductibles de KLx~, . . . ,xA est récursif. 

De plus, en utilisant 9 puis l'application récursive qui détermine 

une décomposition dans K[x], nous définissons une application récursive 

qui détermine une décomposition dans K[xI , . . . ,xA . 
Enfin, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non, 

nous comparons les termes de plus haut degré. 

co&o&&e 53.1n.- Soit K un corps factoriel. Alors toute extension 

transcendante simple K(t) de K est un corps factoriel. 

Soit F E (K(t)) [XI , non nul et non constant. 

Alors il existe P & K LX, ,x2] , de degré non nul en X2, puisque 

F est non constant, et Q E KLx~] , tels que F(X) = 
P(t 9x1 
Q(t) 

Or, d'après la proposition 53.1 ., K[X] ,xJ est un anneau factoriel algo- 

rithmique, aussi nous connaissons une application récursive qui permet de déterminer 

k 
1 

% O 
P(X,,X2) = E Ii H (X ,X ) où E E K et, pour tout C E iNk , Ht est un 

C= 1 8 1 2  

polynôme irréductible de K [x, ,X2] . 

Or, le degré de P en X2 est non nul, aussi il existe au moins 

un indice tel que le degré de Hq en X2 soit non nul. 

O 
Nous pouvons svpposer que ce sont HlY...,H avec q E. INk Y les 

4 y 

polynômes irréductibles He, intervenant dans la décomposition de P, dont 

le degré en X2 est non nul. 



Posons H = E II H alors H € K[x]] , 
l=q+ l l 

Maintenant t est transcendant sur K, aussi l'application suivante : 

est un isomorphisme récursif d'anneaux, donc, pour l E IN' Hl(t ,X) 
9 ' 

est un élément irréductible de ~[t ,XI . Par conséquent, c'est un polynôme 

irrédust ible de (~[t] Lx] 

Comme K est un corps explicitement donné, K[X] est un anneau prin- 

çtpal. qlgofithmique. Or ~[t] est isomorphe à K[X] et l'isomorphisme est 

récurqif, donc, en utilisant la remarque 43.3, ~[t] est un anneau principal 

algorithmique. 

Donc, si H (t,X) = r(X).s(X) où r et s sont deux polynômes non R 

cpnstantç de (K(t)) [x] , d'après la proposition 45.5, nous pouvons déterminer 

explicitement R et S deux polynômes non constants de (~[t] ) [x] , tels que 

HL(t,X) = R(X).S(X) : impossible car Hl est irréductible dans (KLt]) LX] . 
Par conséquent, H (t,X) est un polynôme irréductible de (K(t)) [XI, L 

et, donc l'ensemble des irréductibles de (~(t)) [x] est récursif. 

De plus, nous avons @fini une application récursive qui permet 

4 
H(t) il HL(t ,X) de F en produit 1 de déterminer une décomposition F(X) = - 

I ~ ( t )  R=1 

fini de facteurs irréductibles de ( ~ ( t ) )  [x] . 

Enfin, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non, 

nous coqparons les termes de plus haut degré. 



P / r a p a a ~ o n  53.2.- Soit K un corps factoriel. Considérons L = K[~J 

une extension algébrique monogène séparable de Ky pour laquelle le polynôme 

minimal f de 8 sur K soit donné. 

Alors L est un corps factoriel. 

Démum~m%un : 

D'après la proposition 46.2, L est un corps codable. 

Posons 9 = dof et 8 = 8 8 . . . , O  les conjugués deux à deux 
1 2 ' s 

distints de 8 sur K. 

Soit F(8,X) E L[X] , unitaire et non constant. 

Calculons F(8,X-Bu) où u est une indéterminée sur K. 

Puisque le polynôme minimal f de 8 sur K est donné explicitement, nous 

savpns effectivement calculer la norme NF(~,x-eu) de F(~,x-eu) sur K, 
S 

c j G f  inie par NF (@ , X-eu) = F (Oi, X-0 ;u) . 
i= 1 

Alors NF(8,X-Ou) E: K[U,X] . 
Or, d'après la proposition 53.1, K[U,X] est un anneau principal 

algorïthmique. Dans ce cas, nous connaissons une application récursive qui 

permet de déterminer une décomposition : 

O 
où, pour tout L E lNk , HL(u,X) est un polynôme irréductible unitaire de 

Puisque u est transcendant sur K, en utilisant les propositions 46.1 

et 46.2, le corps K(u,8) est codable. 

Donc K(u, O) LX] est un anneau principal algorithique. 

Alors, nous connaissons une application récursive qui permet, pour tout 

1 E IN; d'exprimer Ae(8 ,u,X) le pgcd unitaire de EL!u,x) et de ~ ( 8  ,x-eu) dans 

(K(u, 8) ) [~j , comme combinaison linéaire de He(u,X) et de F(0,X-Bu) dans 





Maintenant, il existe a E K[B,u] tel que a.G(B,u,X) E (K[B,u])~, 

(pren~ns pour a le dénominateur commun des coefficients de G). 

Or, K[~,u] = (~[e]) Cu] est un anneau ~rinci~al algorithmique, 

puisque ~ [ 0 ]  est un corps codable et u est une déterminée 
- -- 

21 sur K, aussi, nous savons calculer le contenu d'un de (K[B,~) [XI 
donc c(aNg(0,X-Bu)) = c(F(B,X- u))c(aG(B,u,X)). 

Aussi a = c(aG(B,u,X)), puisque Ng(8,X-Bu) et F(8,X-eu) sont 

unitaires. 

Maintenant nous pouvons déterminer H(O ,u ,X) E (K ,uJ ) [XI tel que 

aG(e,u,X) = c(aG(e,u,X))H(B,u,X) = aH(B,u,X) 

d'où G(O,u,X) = H(e,u,X) et G(B,u,X) E (K[~,u]) [XI 
et N~(~,x-Bu) = F(B,X-BU).G(B,U,X) avec G(B,U,X) E (K[B,u])[x]. 

l 

Cherchons les termes de plus haut degré en X et en u dans l 
s 

O 
Ng(0,X-Bu) : posons m = d g, alors ils sont donnés par II (x-8 . u ) ~  , 

1 
s i= 1 

puisque Ng(B,X-Ou) = II g(0i,X-8iu) et g unitaire. 
i= 1 

i Maintenant, cherchons les termes de plus haut degré en X et en u 

dans F(~,X-~U).G(~,U,X) : 

O 
posons n = d F et F(û,X) = a. + a X + ... + a 

1 
xn-l + xn , où 

n- l 

a .  E L ; donc F(O ,X-Bu) = a. + a l  (X- u) + . . . + a (~-0u)~-l + (x-eu)". 
1 n- 1 

Par conséquent, ils sont donnés par (X-BU)~G(~,U,X). 

D'gprès l'égalité Ng(0,X-Bu) = F(0,X-Bu)~(0,u,X), nous en déduisons 
s 

que ( ~ - û u ) ~  divise Ii [(X-B~U)~J dans ( K P , ~  ) [XI , 
i= 1 

S 

c'est-à-dire, iI [(X-~~U)~] = (~-0~)~h(û ,u,x) 
i= 1 

a 
avec h(O,u,~) c (K[~,u]) [d . 

Faisons u = 1 ,  nous obtenons : 



s 
Or, f est le polynôme minimal de 8 sur K, donc f(X) = (X-B.) 

1 i= l 
aussi fm(x) = (X-B)"~(B,I,X). 

maintenant 8 est séparable, donc £(XI = (~-8)f,(@,X) avec f,(e,X) non 

divisible par X-8 dans L[X] . 
m m Donc (x-8) f,(e,x) = (x-B)"~(~,],x) 

n a  
Alors, fy(8,~) = (X-8) h(8,I ,X) 

comme n-m > O et X-8 irréductible, nous avons : 

&-8 divise f (8,X) dans L[q : contradiction. 
1 

Par conséquent, F(8,X) est un polynôme irréductible de ~ [ q .  

22me can : pour tout L E ab, AL(e,u,x) # ~(0,x-eu). 

Pour = 1, nous pouvons effectuer la division de F(8,X- u) par 

A,(O,u,X) dans (K(B,u))[x] ; nous obtenons : 

~(e,x-eu) = A, (e,u,x) .Q,(~,u,x) avec Q,(e,u,x) E (K(~,u)) LX] . 

de plus, A, et Q1 sont unitaires et de degrés en X strictement 

inférieurs à celui de F. 

Maintenant nous pouvons déterminer b et c dans K[~,u] tels 

que bal (e,u,X) E (K[e,u]) [XI et cQl (@,u,X) E (K[e,u]) LX]. 
donc (bc)F(B,X-Bu) = bAl(O,u,X).cQ1(O,u,X). 

Or K[8,u] est un anneau principal algorithmique, aussi nous savons 

calculer le contenu d'un polynôme de (K[B,u] ) [xi . 
Donc bc = c(bAl (8,u,X)) .c(c.Ql (O,u,X)) car F est unitaire. 

Or, nous pouvons déterminer P et Q deux éléments primitifs de 

(K[B,u]) [x] tels que 

donc F(8,X- u) = P(O,u,X) .Q(B,u,X) 



avec P et Q dans (K@,u]) [XI, de degrés en X strictement inférieurs à 

celui de F. 

Faisons alors u = 0, nous 'obtenons : 

F(0YX) = P(~,X>~(O,X> 

avec p et q dans L[X] et de degrés strictement inférieurs à celui de F. 

Il nous suffit alors de réappliquer le procédé à p et à q. 

Ce procédé est fini, puisque le degré diminue à chaque pas, et nous obtenons 1 
l 

(i) une application récursive qui détermine une décomposition ; 1 
(ii3 cette même application décide si un élément est irréductible ou non 

donc l'ensemble des irréductibles est récursif. 

En£in, pour vérifier que deux irréductibles sont associés ou non, nous 

comparons les termes de plus haut degré. 

D & ~ i n . L L i u n  54.1.- Soit K un corps infini. Considérons a ..., a n+l 
O y n 

I 

éléments de K y  distincts deux à deux, et bo,...,bn+, n+l éléments de K. 

Définissons : 

(i) pour tout i ê N n ,  £(ai) = b .  
1 y 

(ii) pour tout k E IN: et pour tout i E {k,k+l, ..., n}, 

f (ao,. . . ,a a.) - £(aoy.. . ,a k-2' 1 k-2 yak- 1 1 
f(ao ,..., a a . ) = ,  

k-ly 1 a. - a 

P 4 o p o n U o n  54,2.- Soit K un corps infini. Considérons a0...a n+l n 

éléments de Ky deux à deux distincts, et boy ..., b n+l éléments de K. n 

Déf inissons F E: K[X] par la formule d'interpolation de Newton : 

F(X) = f(ao)+f(a O .al)(X-ao)+...+f(aoy...,ak)(X-ao)...(X-a k- 1 )+  ...+ f(aoy ..., an)(X-ao) ... 
(X-a 1. n- l 

Alors F est l'unique élément de K[X] qui vérifie  OF ,i n 



et, pour tout i c Mn, F(ai) = b.. 
1 

Une démonstration est donnée dans 

 LW], Hi£ ssatz 2, § 23, p. 76. 

CotoUaihe 54.2a.- Soit A un anneau commutatif unitaire et intègre, 

-tel que card A L 2(. Posons K son corps des fractions. 

O 
Considérons F E A[X] , tel que d F = n, et ao, . . . ,a n+l n 

éléments distincts de A. Pour tout i E INn, posons bi = F(ai). 

Alors : 

O 
(i) F est l'unique polynôme de K[X] qui vérifie d F C n et, 

pour tout i E IN, F(ai) = b. . 
1 

(ii) pour tout i E , £(ai) c A ; 

(iii) pour tout k E IN: , pour tout i c ik,. . . ,n} 
£(ao ,..., a a.) E A. 

k-1' 1 

D2rnonnXkm2on : 

(i) et (ii) sont évidents. 

(iii) d'après la proposition 54.2, nous avons : 

?(X) = £(ao) + £ (ao,al) (X-ao) +. . .+£ (ao,. . . ,ak) (X-ao) . . . (X-a k- 1 )+. . . 
. . . + £ (ao, . . . ,an) (X-ao) . . . (X-a ) . n- 1 

Or, F F A[x], aussi, pour tout k c IN:, £(ao, ..., a ) E A. k 

£(ao, ..., a n-2,an) - £(ao,. . . ,a ,a 1 n-2 n-l 
Maintenant, f(ao, ..., a ) = 

i 
n a - a  

n n-1 

donc £(ao ,,.., a ,an) = £(ao ,..., a ) + (a -a )£(ao . . . ,  a ) n-2 n- l n n-l n 

aussi £(a ..., a ,a ) E A. 
O n-2 n 

Ainsi, de proche en proche, le point (iii) est démontré. 



Lemme 5 5 . 1 . -  soit A un anneau commutatif unitaire et intègre. 

n 
Considérons F e A[X] avec d°F = n. Posons s la partie entière de - 2 .  

Si F est réductible dans AIX], alors F admet un diviseur 

G E A~x], tel que ~ O G  < S. 

Lemme 5 5 . 2 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire et intègre. 

Considérons F E A[X] , un polynôme réductible. Si G s A[X] - {O}  et G divise 

F dans ~ [ q ,  alors, pour tout a E A tel que G(a) # O, G(a) divise 

F(a) dans A. 

Phop~/il&ion 55.3.-  Soit A un anneau factoriel algorithmique tel que 

card A* < 8 et çayd A 2 doo. 
Q 

Alors pour tout élément a non nul et non inversible de A, nous 

pouvons déterminer explicitement tous les diviseurs de a dans A ; de plus, 

ils sont en nombre fini. 

Soit a un élément non nul et non inversible de A, alors nous 

connaissons une application récursive qui permet de déterminer une décomposition. 

k n 
a - Il n j en produit fini de facteurs irréductibles de A. Alors tout di- 

j = l j 

viseur d de a dans A est de la forme : 

k 
v En fixant ê dans A*, nous obtenons Il (n.+l) diviseurs de a. 

j = 1 J 

Posons Z)(a) l'ensemble des diviseurs de a dans A ; alars en faisant 

* 
varier & dans A , nous obtenons tous les diviseurs de a dans A, or 

X 
k 

card A * < , ?  donc card D(a) = (card A ) . (  II (n.+l)). , 

O '  j = 1 J 



Pnapan&%an 55.4.- Soit A un anneau principal. Posons K son 

corps des fractions. Considérons H E A[X] , irréductible dans A[xJ. 

Alors H est irréductible dans K[x]. 

Ce résultat est démontré dans : [ S Z ~  Théorème 5, p. 260. - 

ThZo~èrne 55 .5 . -  Soit A un anneau factoriel aigorithmique tel que 

card A' < 8 et card A = A0. 
O 

Alors A [x] est un anneau factoriel algorithmique. 

Posons K le corps des fractions de A. 

Soit F un polynôme non nul et non inversible de A[X] . 
n 

Posons n =   OF et s la partie entière de - 2 .  

Considérons a ..., a s+l éléments de A, deux à deux distincts. 
0 y S 

Cal'culons F(ao), ..., F(a ) .  D'après la proposition 55.3, nous savons déterminer 
s 

l'ensemble des diviseurs de F(ai) dans A et card Di < 5. ' i 
Pour tout i c iNS, prenons d. tz Di, et, d'après la proposition 53.2, 

1 

nous savons déterminer explicitement l'unique G E: K~x], tel que ~ O G  & s et, 

pour tout i E iNs , G(ai) = d. . 
1 

Conme, pour tout i b Rs , card P .  < do , en faisant varier, pour 
1 

tout i 5 Rs, d. dans D i ,  nous construisons ainsi un nombre fini de poly- 
1 

nômes G vérifiant : 

pour d0...d fixés, G est unique tel que G r  K~x], d O ~ h  s 
S 

et, pour tout i € IN G(a.) = di. s y 1 

Maintenant, supposons que F soit réductible dans A[X] et admette 

un diviseur H E  AL^ tel que   OH = S. 



 après l e  lemme 55.2, d è s  que H(ai) # O ,  a l o r s  H ( a . )  d i v i s e  
1 

F(a i )  dans  A ,  donc H(ai) ê D i .  

a Ppsoris G c K[X/,  l e  polynôme c o n s t r u i t  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  54.2, t e l  

que ~ O G  < s e t ,  pour t o u t  j. ê iN G(a . )  = H ( a , )  . 
s ' 1 1 

L 

O r ,  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  54 .2a ,  H e s t  l ' u n i q u e  polynôme d e  K M  
v é r i f i a n t  c e s  c o n d i t i o n s ,  donc G = H .  

P a r .  conséquen t ,  s i  F e s t  r é d u c t i b l e  dans  A[XI( e t  admet un d i v i s e u r  

dans  AM d e  d e g r é  s ,  a l o r s  c e l u i - c i  e s t  parmi l e s  polynômes G c o n s t r u i t s .  

le& cm : aucun d e s  polynômes G c o n s t r u i t s  n ' e s t  daris A ~ x ] ,  a l o r s  F n'admet -- 
pas  d e  d i v i s e u r  d a n s  A[X] d e  d e g r é  s a u s s i  recommençons l e  procédé 

e n  remplaçant  s p a r  s-1. 

2ème cah : il e x i s t e  au moins un d e s  polynômes G c o n s t r u i t s  q u i  est dans  A[x~. 

Posons a l o r s  F l ' ensemble  d e s  polynômes G c o n s t r u i t s  q u i  s o n t  

dans  A [ x ~ ,  donc F # @ e t  ca rd  F < i(. 

I Maintenant  e f f e c t u o n s ,  dans  KLx], l a  d i v i s i o n  de  F p a r  t o u s  les 

é l ê m e n t s  d e  F. Comme K e s t  c o d a b l e ,  l e  p rocédé  e s t  r é c u r s i f  

e t  corme c a r d  F < Xo, il est  f i n i .  

A l o r s  : - s o i t  i l  n ' e x i s t e  aucun G i F t e l  que F  = G.H où 

H i. A ~ X ]  , donc F n'admet aucun d i v i s e u r  dans  A LX] d e  degré  S .  

Auss i  recommençons e n  remplaçant  s p a r  s-1. 

- s o i t  i l  e x i s t e  G + -  F t e l  que. F = G.H où H c- ~pX-1 . 
O r  d O ~  $ s donc d O ~  ' n .  

O 
A l o r s  nous recommençons avec  G e t  H où d  G < s n  e t  

~ O H  < n .  P a r  conséquen t ,  l e  procédé e s t  f i n i .  Ce q u i  nous  permet d e  d é f i n i r  : 

( i )  une  a p p l i c a t i o n  r é c u r s i v e  q u i  dé te rmine  une décomposi t ion.  

( i i )  c e t t e  a p p l i c a t i o n  d e c i d c  s i  un  é lément  e s t  i r r é d u c t i b l e  ou non donc 
I ' enscmble  des  i r r é d u c t i b l e s  e s t  r é c u r s i f .  
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E n f i n ,  pour v é r i f i e r  que deux é léments  i r r é d u c t i b l e s  son t  a s s o c i é s  

ou non,  nous comparons l e s  termes de  p l u s  h a u t  d e g r é .  

l 
I CohoUu.i.he 55.. 5a. - S o i t  A un anneau f a c t o r i e l  a l g o r i t h m i q u e  t e l  
1 

X 
que card A < e t  c a r d  A 2 O. Posons K l e  c o r p s  d e s  f r a c t i o n s  d e  A .  

I O 

A l o r s  K e s t  un c o r p s  f a c t o r i e l .  

C ~ k o l l k i k e  5 5 . 5 b  - q l e  c o r p s  d e s  nombres r a t i o n n e l s  e s t  un c o r p s  

f a c t o r i e l  . 

O é r n o w a ~ d u ~  : 

Q e s t  l e  corps  d e s  f r a c t i o n s  d e  Z, q u i  e s t  un anneau f a c t o r i e l  

a l g o r i t h m i q u e  t e l  que c a r d  %Z 2 No e t  z X  = {-l ,+l 1 ,  a u s s i  nous pouvons 

a p p l i q u e r  l e  c o r o l l a i r e  55 .5a .  

I Thëuhèfi~e 56.7.- L'anneau de  polynômes en une i n d é t e r m i n é e  s u r  C, 

e s t  un anneau f a c t o r i e l  a lgor i thmmique.  

Nous u t i l i s o n s  l a  p r o p o s i t i o n  52 .1 .  e t  l e  c o r o l l a i r e  55.5b.  

Théuh2me 5 7 . 1 . -  Tout c o r p s  f i n i ,  dont  l e  nombre d ' é l é m e n t s  e s t  donné, --- 

e s t  un c o r p s  f a c t o r i e l .  



Dérnanil&tution : 

Nous faisons référence à l'algorithme de Berlekamp, présenté dans 

E E ~  p .  146-150. 



C H A P I T R E  I I  

P A R T I E S  G E N E R A T R I C E S  S E P A R A N T E S  

où A e s t  un anneau p r i n c i p a l  a lgor i thmique ,  une p a r t i e  g é n é r a t r i c e  qu i  

peyinet de dé te rminer  algorithmiquement s i  un élément quelconque de  AIX] 
1 e s t  dans ff ou non. 

Nous adaptons ,  au c a s  d'un anneau p r i n c i p a l  a lgor i thmique ,  

l e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  p a r  C.W. Ayoub dans LAYFJ, pour l e s  anneaux de poly- 

l nômes s u r  Z, e t ,  dans l a  p ropos i t i on  23.3, nous c a r a c t é r i s o n s  l a  s t r u c t u r e  

I *  des  Gléments de c e t t e  p a r t i e  g é n é r a t r i c e .  

1 

7 .  P A R T I E S  T R I A N G U i A I R  E S  E T  P A R T I  E S  F I N I  E S  GENERATRICES SEPARANTES.  

1 Dans t o u t  l e  c h a p i t r e ,  nous supposerons que A e s t  un anneau p r i n c i p a l  

a lgor i thmique .  Rappelons que dans c e  c a s ,  nous possédons une f o n c t i o n  r é c u r s i v e  

p de ( A O ) ~  dans ( A O ) ~ ,  tellé que s i  p (a ,b )  = ( c , d , e , f )  a l o r s  

1 a = e . ( c . a+d .b )  e t  b  = f , ( c . a + d . b ) ,  donc c.a+d.b e s t  l e  pgcd de  a et 

de b dans A .  - 
i Pour t o u t  F E A[X] O ,  nous poserons F = 1 a .  .X où I(F) 

i c I ( F )  1 
O 

e s t  une p a r t i e  f i n i e  non v ide  de I N ,  e t ,  pour t o u t  i E 1 a E A . i 
O S i  nous posons n n d F ,  a l o r s  n  = max I ( F ) .  Dans c e  c a s ,  a  est  appe lé  n  

l e  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  de F e t  a  .xn l e  terme d i r e c t e u r  de F. n 



Maintenant,  pour  U une p a r t i e  de A[x], nous poserons modA(U) 

l e  sous-A-module de A[X] engendré pa r  U,  e t  id(U) l ' i d é a l  de A[X] en- 

gendyé pa r  U. 

D é ~ i n L t i o n  1 2 . 1 .  - S o i t  U une p a r t i e  de ~ [ d  . Nous d i r o n s  que U 

est déca l ée  s i  e t  seulement s i  : 

( i )  U e s t  non v ide  e t  O & U. 

( i i )  Y F E  U,  Y G E :  u F +  G ==> ~ O F # ~ ' G .  

D E d i e v n  1 2 . 2 .  - S o i t  T une p a r t i e  de  A [XI. Nous d i r s n s  que T 

est  t r i a n g u l a i r e  s i  e t  seulement s i  

( i )  T e s t  déca l ée .  

O 
( i i )  pour t o u t  F  E T  e t  t o u t  G e T, posons d°F = k e t  d  G = 1. 

S i  k < 1, a l o r s  pour t o u t  j  & IN t e l  que k < j < 1, il 

e x i s t e  F .  E T pour l e q u e l  d°F = j .  
J j  

Phopon-i t ivn 1 2 . 3 .  - S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  déca l ée  de  A[X] . 
O 

Ppsons k = min{d°F] F c T I  e t  m = max{d F I  F c T I .  Pour que T s o i t  t r i a n -  

g u l a i r e ,  i l  f a u t  e t  il s u f f i t  que pour t o u t  j E N t e l  que k < j < m,  il 

O 
ex is te  un unique F. E T pour l e q u e l  d  F. = j .  

J J 

O$&imLt%an 1 2 . 4 . -  S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de  AB]. 
O 

Ppspns m s max{d F ~ F  & T I ,  a u s s i  il e x i s t e  un unique F E T t e l  que m 

d o m  = m .  Déf in i ssons  T ( ' ) c  A l 4  p a r  : 

T ( ' )  = T u {x'F 1 j c NO}. 
m 

P h o p o b i X i o n  1 2 . 5 .  - S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[XJ . 
Alors  T ( ' )  e s t  une p a r t i e  t r i a n g u l a i r e  de A I ~ x ] .  

De p l u s ,  m i n { d ° F l ~  E T ( ' ' 1  = min{dOI?I~ E T } .  



DérnamlxaCLan : 

Posons m  = max{ ~ O F I  F a T) , a l o r s  il e x i s t e  un unique Fm a T t e l  

que  OF, = m. Aussi T ( ' )  = T V { x j m / j  E MO}. 

. 
( i )  démontrons que T ( ' )  e s t  déca l ée  

(1) 
comme T C  T , T ( ' )  + @ .  D e p l u s ,  pour t o u t  F a  T, F #  O 

(1)  e t  en  p a r t i c u l i e r  F  f O donc O 4 T . 
m 

Maintenant s o i e n t  G 1  e t  G2 dans T ( I )  t e l s  que = ~ O G ~ .  

O S i  G l  E T e t  G E T ( ' )  - T a l o r s  dOGl < m  e t  d G2 2 m+l, donc 
2 

dOG1 < d0G2. 

Par  conséquent,  ou b i en  G1 E T e t  G E T, o r  T e s t  déca l ée ,  
2 

a u s s i  G 1  = G2.  

ou b i e n  G I  E T ( 1 )  - T  e t  G 2 € T  (1) - T, dans c e  ca s  il e x i s t e  

j e t  k dans lNQ t e l s  que = x'F, e t  G = x k F . 
2 m 

O O Comme dOGl = d G2 e t  d F  = m, a l o r s  rn + j = m  + k : m  

donc j = k a u s s i  G = G 
1 2 ' 

..i 

Donc T ( l )  e s t  déca l ée .  

( i i )  So ien t  G I  e t  G2 dans T") ,  posons dOGl = k l ,  d O G2 = k2 

e t  supposons que k l  < k2 .  

1 ei caA : G l  E T e t  G E T, puisque T e s t  t r i a n g u l a i r e ,  pour ------- 2 

( 1 )  - - Zéme - - - - CaA - - - ; G 1  E T e t  G E T - T, donc k < m  e t  il e x i s t e  2 1 
j 

j2 E N '  t e l  que G = X 2~ . S o i t  j + M e  t e l  que k l  < j < k2.  
2 m . 

S i  j $ m  puisque T e s t  t r i a n g u l a i r e  il e x i s t e  F: E T, donc 

(1 1 O Fe T , t e l  que d F .  = j .  
J J 

O Sinon j - m  E N a l o r s  x'* F~ T e t  dO(x j>  ) = j .  
m 



3ème cas : G~ E T ( ' )  - T e t  G~ E T - T a l o r s  il e x i s t e  

dans  IN0 t e l s  que 
j 1 j 2  1 j l e t j 2  G, = X F  m  e t  G2 = X Fm. Donc k 1 = m+j 1 

e t  k 2 = m + j  ; d e p l u s  j l  < j2.  
2  

1 

S o i t  j E N t e l  que k < j < k 
1 1 2  ' 

O ; A l o r s  j ,  < j m <  j donc j - m c I N  2 

a u s s i  x ~ - ~ J ? ~  E T  ( ' 1  e t  dO(Xj-mF m  ) = j .  

p a r  conséquent  T (  l )  est t r i a n g u l a i r e .  

Lemme 13 .1 .  - S o i t  U une p a r t i e  d é c a l é e  de A [ -  . Considérons  

Lemme 13.2. - S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A[X] q u i  - 
v é r i f i e  : 

' ~ F C T  X.F Ê m o d A ( ~  ( 1 ) )  

( 1 ) )  
A l o r s :  X . m ~ d ~ ( T ( ~ ) ) ~ r n o d ~ ( T  . 

Posons m = m a x { d ° F I F  E T )  e t  F  m l ' u n i q u e  é lément  d e  T d e  

J 
e t  G2 E: i d  A [XI (Fm) . 

O r ,  X.G, E r n o d A ( ~ ( l ) )  d ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  f a i t e  s u r  T  e t  

X . G E idAlx, (Fm) . Comme i d  (Fm) C modA(T ( ' ) )  a l o r s  l e  lemme e s t  démontré.  

l 
2 A  CxI 

1 

d e g r é  m. A l o r s  T ( '1 = T  u { x ~ . F  li E NI. 
m 

Prenons  G E  m ~ d ~ ( T ( ~ ) ) ,  a l o r s  G =  G 1 + G 2  où G 1  E m o d A ( ~ )  



Théahème 7 3 . 3 .  - S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[X] 

q u i  v é r i f i e  : 

m 

V F E T  x.F E m o d A ( ~ ( l ) ) .  

Posons H = i d A [ -  (T). Nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i i )  posons m = max{d°FIF e T} a l o r s  modA(T) = {F E H I  d O ~  6 m}. 

( i i i )  ( a )  S i  F E T e t  d°F < m a l o r s  X.F = aF(G) .G ,  aF(G) E A.  
Ge T 

(b )  Les r e l a t i o n s  XF - aF(G) .G = O engendrent l e  A[X] 
GET 

module des  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  éléments de T. 

( i )  D'après l e  lemme 13.2, mod~(T( ' ) )  e s t  un i d é a l  d e ,  ALX]. 
contenu dans ff e t  contenant  T. Par  d é f i n i t i o n  de H = i d A m ( T )  a l o r s  . 

(1 1) ff =modA(T . 
1 

( i i )  De façon év iden te ,  modA(T) C {F effld°F s m l .  

Maintenant ,  s o i t  F E H t e l  que d°F 6 m. 

Corne H = m o d A ( T ( l ) ) ,  F E m o d A ( T ( I ) ) ,  a l o r s ,  en u t i l i s a n t  

l e  lemme 13.1, F e modA(T). 

( i i i )  ( a )  S o i t  F e T t e l  que  OF < m donc X.F E H e t  dO(xF) s m 

a l o r s ,  d ' ap rè s  ( i i ) ,  XF = 1 a (G1.G avec aF(G) E A. 
G eT 

F 

(b) S o i t  1 x F = O avec xF E AEx]. 
FeT 

F 

Posons a l o r s  d = max{dOx / d O ~  < m l .  
F 

Modulo l e s  r e l a t i o n s  d é f i n i e s  en ( a ) ,  nous pouvons nous :ramener 

à d = O .  Mais, lo rsque  d = 0, nous obtenons une r e l a t i o n  à c o e f f i c i e n t s  



dans A e n t r e  l e s  é léments  de T e t  c e l l e - c i  e s t  donc n u l l e .  

PcZ~*n&on 13.4.- S o i t  ff un i d é a l  non n u l  de A[x], admettant  

T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[X] , corne p a r t i e  g é n é r a t r i c e .  

Nous d i rons  que T e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran te  

de ff s i e t  seulement s i  f f = m o d A ( T ( I ) ) .  

AL.GURITffME POUR CONSTRUIRE UNE PARTlE FINIE GENERATRICE SEPARANTE. 

21. ARgohiLhm~ A : cci~~~;itru&ion d ' une  pat-tie dinie génékattuce.  

21.7 , -  A ~ g o ~ h m e  A .  

Ent rée  : U une p a r t i e  f i n i e  non v ide  e t  non n u l l e  de A [q . 
Sortie : T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[X] . 
SOUS programme : p. 

D6but : T = U - ( 0 )  ; 

Tant que T possède deux éléments  d i s t i n c t s  de même degré  f a i r e  : 

Début Tq : n : = p l u s  grand e n t i e r  n a t u r e l  j t e l  que T possède 
moins deux éléments de même degré j ; 

q : = nombre d 'é léments  de  T de degré n ; 

H I ,  ..., H sont  l e s  q éléments de T de degré n ;  
q 

pour t o u t  k E IN' ak : = c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  
q ' 

de Hk ; 

u t i l i s e r  p pour dé te rminer  a l , .  . . > a  , B I  y -  , B q  
q 

s o i t  l e  pgcd des a .  dans A 
1 

k= 1 

e t  B I ,  ..., l e s  q u o t i e n t s  r e s p e c t i f s  ; 
q 

F in  de Tq. 



Ranger l e s  é léments  de T  pa r  o r d r e  des  degrés  c r o i s s a n t s  ; 

s : = card(T)  ; F I ,  ..., F  son t  l e s  s éléments  de T  rangés dans l ' o r d r e  ; 
S 

pour t o u t  k  E R: 
O 

i k : = d F k  ; j : = l ;  

e Tant que j < s f a i r e  

Début Tq : s i  i # i . + l  a l o r s  
j + l  J 

-i . début  de s i  : 1 : = ij+l . 
e- 1 

T  : = T U {X.F ,..., X . F e )  ; 
j J 

f i n  de s i  

F in  Ta. 

F in .  - 

Ph,apoa&an 2 7 . 2 . -  S o i t  U une p a r t i e  f i n i e  non v ide  e t  non n u l l e  

. de AC]. Alors  l ' a l g o r i t h m e  A appl iqué  à U s ' a r r ê t e  au bout  d'un nombre 

f i n i  d ' o p é r a t i o n s .  

Notons T  = A(U) l e  r é s u l t a t  de l ' a l g o r i t h m e  A appl iqué  à U .  

A lo r s  T  est  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[X~ t e l l e  que 

Pour l e  premier  t a n t  que, remarquons d'(Ilk - B k . ~ )  <   OH, 

p a r  conséquent ,  n  d é c r o î t  à chaque i t é r a t i o n  du premier t a n t  que donc 

c e l u i - c i  s ' a r r ê t e .  

De p l u s ,  comme idACXl ( E l ,  .. . , H  ) = 
q 

Ex] ( H , H ~ - B ~ , . . . , H  - B  . H ) ,  l ' i d é a l  engendré n ' e s t  pas  modi f ié .  
q  q  



Ensu i t e ,  il e s t  évident  que l e  second t a n t  que ces se  (borné par  

s-1 i t é r a t i o n s )  e t  l ' i d é a l  engendré n ' e s t  pas modif ié .  

Par  conséquent,  l ' a lgo r i thme  A e s t  f i n i  e t  posons T  = A(U) 

l e  r é s u l t a t  f i n a l ,  donc idACd (U)  = i d  - - (Tl . 
A LxS 

De p l u s ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que T v é r i f i e  l a  p ropos i t i on  12.3.  

A 1 ~ r . s  T e s t  t r i a n g u l a i r e  e t  f i n i e .  

Cuhoi?klaihe 21.2a.- S o i t  U une p a r t i e  f i n i e  non v ide  e t  non n u l l e  

de ALX]. Posons T = 4(U). A lo r s  : 

m a x { d O ~ / F  c T) = max{dO~lF t U). 

cuku&&e 21 .26 . -  S o i t  U une p a r t i e  f i n i  non v ide  e t  non n u l l e  

de  AC^. Posons T = A(U). Alors  : 

DéyonhXhcction : 

chaque i t é r a t i o n  du premier t a n t  que, nous remplaçons K I ,  ..., H 
9  

par  H = ak.Hk e t  H - @  .H ,..., H -fi .H.  
k= 1 

1 1  9  =l 

Par conséquent,  l e  A module engendré n ' e s t  pas  modi f ié ,  ap rè s  

l e  premier t a n t  que. 

Comme pendant l e  second t a n t  que,  nous a joutons  des éléments ,  nous 

obtenons a l o r s  : 

modA(U) C modA (T) . 

2 2 .  Alguf i i th rne  K .  

S o i t  H r A[X] , nous poserons coef-dir(H) l e  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  

de  H e t  te r -d i r (H)  l e  terme d i r e c t e u r  de H .  



Entrées : T partie finie triangula5re de A[X] et H E A[X] . 
Sortie : R(T,H) E A[x]. 

Début : Si H = O alors retourner O ; 
s 

Sinon 

début : Si (il existe F e T 0)  avec ~ O F  = C OH et il existe y E A 

tel que y-coef-dir(F) = coef-dir(H)) alors retourner 

Sinon retourner ter-~~~(H)+R(T,H-ter-dir(~)) ; 

fin. - 
Fin. - 

Ptropona.ivn 22.2. - Soit T une partie finie triangulaire de A[X] . 
Alors, pour tout H E A[X] , 1 'algorithme R s'arrête au bout d'un nombre 

fini d'opérations. 

De plus, pour tout H E A[x], R(T,H) E H + rnodA(T ( ' ) )  et 

w 
~OR(T,H) s  OH. 

Pour H = O, nous obtenons R(T,O) = O : c'est fini. 

Pour H + O, tir cas : la condition du si est remplie alors nous 1 
l 

recommençons avec H-y.F tel que 

~O(H-~.F) <  OH. 

2ème cas : Sinon, nous recommençons avec -------- 
H-ter-dir(H) tel que do(~-ter-dir(~)) < ~ O H .  

Par conséquent, à chaque étape, le degré décroît donc l'algorithme 

R cesse. 

Pour le second résultat, procédons par récurrence. 

Fixons k = inf{d0F1~ c T l .  Considérons H a AB], H f O, tel que ! 



  OH < k. Alors la condition du si n'est pas remplie. Donc nous obtenons 

R(T,H) = ter-dir(M) + R(T,H-ter-dir(H)). 

Mais dO(~-ter-dir(~)) <   OH < k, alors à chaque étape, la condition 

du si n'est pas remplie, d'où R(T,H) = H. 

Nous en déduisons que pour tout H c A[X] , H # O et   OH < k, 

le second résultat est vrai. 

Faisons alors l'hypothèse suivante : n 2 k, pour tout H e A[x], 

R # O et  OH < n, R(T,H) E H + modA(T ( '1) et ~OR(T,H) 6   OH. 

Soit G E A[x], G # O, ~ O G  = n. 

- s'il existe F s T (1 )  avec d°F = dOG et s'il existe y E A tel que 

y.coef-dir(F) = coef-dir(G) alors R(T,G) = R(T,G-y.~) mais ~O(G-~.F) < n 

aussi R(T,G-y.F) E (G-y.F) + modA(T (' '1 et ~OR(T,G-Y.F) s ~O(G-Y.F). 

' )  alors R(T,G) c G + modA(T 
O 

Or, F c T  ( ' '1 et ~OR(T,G) s d 6. 

- sinon R(T,G) = ter-dir(G) + R(T,G-ter-dir(G)). 

mais dO(~-ter-dir(G)) < n aussi nous avons 

R(T,G-ter-dir(G)) E (G-ter-dir(G)) + modA(T (Il) et 

~OR(T,G-ter-dir(~)) 6 dO(G-ter-dir(G)). 

O 
Donc R(T,G) E G + rnodA(~ ( ' ) )  et ~OR(T,G) r d 6. 

Coho&i.he .- 22.2a. - Soit T une partie finie triangulaire de A~X]. 

]jour tout H E ~[x], pour que H E rnodA(~ ( I l )  il faut et il suffit que 

Démon~akcLtion : -- 

Supposons d'abord H E rnodA(~(')). 

Comme est triangulaire, nous pouvons écrire : 



avec 

D'après le lemme 13.1,   OH =   OF^. 
C 

De plus, a .coef-dir(F ) = coef-dir(H). Donc la condition du si 
n n 

n- 1 
est remplie et nous obtenons R(T,H) = R(T,H-anFn) = R(T, 1 a. .Fi). 

1 
l i= 1 

A chaque itération, la condition du si est remplie et à la j-ème 
n- i 

J 

nous obtenons R(T,H) = R(T, 1 ai-Fi) 
i= 1 

Par conséquent, à la n-ième, R(T,H) = 0. 

Réciproquement, d'après le second résultat de 22.2, nous obtenons 
( 1 ) )  H E modA(T . 

2 3 .  AlgohLthme o : conbXxuc;tion d'une p&e &hie géndh&ce 

2 3 . 7 . -  AlguhA;thme o . 
Entrée : U une partie finie non vide et non nulle de ACXJ. 
Sortie : T une partie finie génératrice séparante de idA lx] (U) . 
Sous programmes : algorithme A, algorithme R. 

Dêbut : T : = A(U) ; 

S'il existe F E T tel que R(T,X.F) f O 

alors retourner @(T U {R(T,X.F))) ; 

Sinon retourner T ; 

* Fin. - 

Théohème 2 3 . 2 .  - Soit H un idéal non nul de A[X] , donné par U 

un système fini de générateurs. Alors nous avons les résultats suivants : 

(i) l'algorithme O appliqué à U s'arrête au bout d'un 



nombre fini d'opérations. 
l 

(ii) Posons T = O(U) le résultat de l'algorithme O appliqué à 

U. Alors T est une partie finie génératrice séparante de ff. 

m 
(i) Posons m = maxid°FIF E U) et M = modA[ 1 ,x, . . ,X } . 

Alors M est un module libre de rang m sur A anneau, 

principal, donc M est un A module noethérien. 

De plus, modA(U) C M. 

Nous posons T = A(U) alors d'après le corollaire 21.2a, modA(T)C M 

e t  d'après le corollaire 21.2b, modA(U) C modA(T). 

Ensuite : 

ler ças : La condition du si est remplie, alors C-,-.--..-r T~ : = &(TU {R(T,x.F))) 

et nous recommençons. 

Mais, en posant F l'unique élément de degré m de T, F # Fm ; m 

puisque R(T,X.F) # O. Donc d°F < m et ~OR(T,XF) s m. 

Par conséquent, mod (U) C modA(T) C modA(T1) C- M. 
A 

2ème cas : Sinon l'algorithme cesse. ----.,-.-- 

Donc, dans le ler cas, nous construisons une chaîne croissante de 

sous A-modules de M, A module noethérien. Alors celle-ci est stationnaire 

et nous aboutissons au 2ème cas. 

(ii) Posons T = O(U) le résultat final, alors, puisque l'algo- 

rithme cesse, pour tout F E T, R(T,X.F) = O ce qui est équivalent à 

X.F E modA(~(')) (corollaire 22.2a). 

D'après le théorème 13.3, T est donc une partie finie génératrice 

séparante de f i .  (Le fait que H = id (T) provient de l'utilisation de 
A Lx1 

l'algorithme A). 



CakoLRahe 23.2a.- Soit if un idéal non nul de A [x] , donné par - - 

l U un système fini de générateurs. Alors pour tout F E A ~ ~ X J ,  nous pouvons 

1 '  déterminer algorithmiquement si F E ff ou si F { U .  

1 En utilisant l'algorithme 0, nous obtenons T = 0(U) une 

(1) )  partie finie génératrice séparante de H. Donc U = modA(T . 

l Déterminons alors R(T,F). D'après le corollaire 22.2a, nous 

avons F c U si et seulement si R ( T , F )  = 0. 

Les résultats de la proposition suivante ont été démontrés indé- 

pendamment par D. Lazard pour les bases de Grobner dans le cas de deux 

- 
indéterminées sur un corps (cf. ~ A Z  3). 

~ t ~ o p a b ~ . i o n  2 3 . 3 .  - Soit U une partie finie non vide et non nulle 

- de A[x]. 

Considérons T = O ( U )  et posons T = {F ,..., F 1 rangée par 1 n 
L 

ordre des degres croissants. Alors : 

( i l  le pgcd dans A[X] des éléments de T est égal à celui des 

éléments de U. 

(ii) nous pouvons déterminer un polynôme primitif H de A[X] 

et pour tout i E NO un polynôme unitaire H. de A[X] n 1 
O avec d H. = i-1, tels que F. = c(Fi).H.H. où c(F.) est 

1 1 1 ' 1 

le contenu de Fi. 

(iii) pour tout i E 
n-1 ' c(Fi+,) divise c(Fi). 

DQrnu~ f ia t i un  .- : 

(i) Posons U = {G,, ..., G 1 .  D'après 1, 45.6, puisque A est k 

principal algorithmique, nous savons déterminer G (resp. F) le pgcd dans 

AIXI - - des Gi (resp. des F j ) .  



Donc F  = G a u x  i n v e r s i b l e s  d e  A p r è s .  

( i i )  T e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  d e  i d n ~ x ~  (U)  '. 

Donc, pour t o u t  F  E T,  X.F E m o d A ( ~ ( I ) ) .  

En p a r t i c u l i e r ,  X.FI E m o d A ( ~ ( I ) ) .  Mais ~ O ( X . F ~ )  = l + d O ~ ~  =  OF^. 
donc X.F1 = a I 2 . F 2 f a l l . F  e t  a 1 2  # 0. 1 

A l o r s  a I 2 - F 2  = (X-al l ) . F 1 .  

En u t i l i s a n t  1, 45.3, nous pouvons d é t e r m i n e r  F I  = c ( F 1 ) . H  où 

ç(F13 e s t  l e  contenu d e  F I  e t  H r A ~ X ]  - , p r i m i t i f .  Donc  OH =   OF 1 ' 

A l o r s  a12.F2 = (X-a l l ) . c (F1) .H .  En p a s s a n t  aux c o n t e n u s ,  nous ob tenons  

a , c ( F 2 )  = c ( F 1 ) ,  d ' o ù  F  = c(F2) .H.  ( X - a l I l .  
12 2  

Posons H l  = 1 e t  H2 = X-a 
1 1 '  

Nous venons d ' é t a b l i r  : F I  = c ( F  ).H.H 1 1 

F2 = c(F2).H.H2 

avec  H p r i m i t i f ,    OH =   OF O 
1 ,  H l  e t  H2 u n i t a i r e s ,  d  RI = O ,  d0d2 = 1 

e t  c ( F 2 )  d i v i s e  c ( F 1 ) .  

F a i s o n s  a l o r s  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 

S o i t  q  E iN; e t  q > 2 .  Pour  t o u t  i E N O  nous avons  d é t e r -  4-1' 
O 

miner  un polynôme u n i t a i r e  H .  E A [ X ~  , d  H .  = i - 1  t e l  que  Fi = c(Fi) .H.Hi,  
1 1 

e t ,  pour  t o u t  i C I N O  c  (Fi+1) d i v i s e  c (F i )  . 
9-2 ' 



a l o r s  a  .F = (X-a 1.F - a  F  - 
q-1-q q  q-1,q-1 q-1 q-1,q-2' q-2 

... - a  
q - l , l . F 1 >  

O Mais ,  pour  t o u t  j E INq-2 , c ( F ~ - ~ )  d i v i s e  c ( F j ) ,  donc 

+ c ( F . )  = b . . c ( F  ) .  
J J q-1 

I A l o r s  : 

Posons  H = (X-a l ) . H  -a . b  .H  -...- a  
q  q-1 ,q- q-1 q-1 ,q-2 q-2 q-2 q-1 , l . b l . H 1 ,  

a l o r s  H e s t  u n i t a i r e  e t  U OH = 1 + U OH = q-1. 
9 q  q- 1 

En p a s s a n t  aux c o n t e n u s ,  nous  ob tenons  a  . c ( F  ) = c ( F  1. 
q - l , q  q  q- 1 

P a r  c o n s é q u e n t ,  F  = c ( F  ).H.H avec  H u n i t a i r e  d e  d e g r é  q-1 e t  
q  q  q  4  

Co4ol?l?aiiie 2 3 . 3 ~ 1 . -  Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  h y p o t h è s e s  que 2 3 . 3 , .  

posons ,  pour  i E IN:- l ,  c ( F . )  = d . . c ( F  1. 
1 1 i+ 1 

> - 
! A l o r s  pour  t o u t  i c INO 

n- 1 
e t  pour t o u t  k  E IN, t e l  que  1 6 k s n - i ,  

l nous avons  Hi+k E i d  - - (d i  , H i +  l ) .  
A IxI 

D 6 m u ~ h Z & a t i u n  : 

Fixons  i c I N ~ - ,  . D e  f a ç o n  é v i d e n t e ,  H i + l  E idArxj  (d i ,Hi t l ) .  

- - 
Prenons  k  e I N ,  1 < k s n- i  e t  f a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 

pour  t o u t  j  E :N, 1 6 j < k ,  H i + ;  E (d i  , H i r l ) .  
* - - 

O r  X.F E mod (T (0)  , donc nous avons  : 
i+k- 1 A 

X.F. 1+k-1 = " .F  + a  . F i + k - l , i + k  i+k  i + k - l , i + k - 1  i+k-1 + ... + a  . F 
i + k - 1 , l  1 '  



I s o l o n s  a . F e t  s i m p l i f i o n s  p a r  H ( c f .  23.3) .  Nous obtenons  : i+k- 1 , i + k  i + k  

U t i l i s o n s  23.3  ( i i i )  : pour 1 S j s - 1  c ( F  .) = b .  . c (F i )  
J J 

pour i + l  6 j s i+k-2, c ( F . )  J = ~ . . C ( F ~ + ~ - ~ ) .  J 

O r ,  c ( F i )  = di . c (F  ) = d .  .b . c ( F  ) e t ,  en p a s s a n t  aux con tenus ,  
1 

i +  1 i i + l  i+k- 1 

c (Fi+k) = c (F i+k- ) , donc 
a i*k- l ,  i+k' 

D'après  l ' h y p o t h è s e  f a i t e ,  Hi+k E i d A l x ~  (d i ,Hi+ l ) .  

P a r  conséquen t ,  pour t o u t  k E IN, 1 6 k L n - i ,  Hi+k E i d A r d  (di,HiC1). 
O 

Comme c e l a  r e s t e  v r a i  pour  t o u t  i E !N l e  c o r o l l a i r e  23 .3  e s t  démontré. 
n-1 ' 

CoholLu . ih~  23.36.-  Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  h y p o t h è s e s  que 23.3,  

nous avons  : 

( i )  c ( F  ).H e s t  l e  pgcd d a n s  A E ~  d e s  é léments  de  T ; 
n 

( i i )  Pour que  OF^ > O il f a u t  e t  i l  s u f f i t  que l e s  é léments  

de  U admet ten t  un pgcd non c o n s t a n t  dans  A[x]. 

D& mu n 6;titGCt,io 1.1 : 

L e  p o i n t  ( i )  e s t  une conséquence des  p o i n t s  ( i i )  e t  ( i i i )  de 23.3.  



p o i n t  ( i )  de 23.3. 

CokoLRcrhe 23.3c.- Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypo thèses  que 23.3 ,  

pour  t p u t  i C I N O  nous  pouvons d é t e r m i n e r  c ( F i )  = b . . c ( F n ) .  n  ' 1 
*. 

A l o r s  : 

(i) { b l . ~ l , . . . , b  .H 1 e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  de n  n  

i d 1 b H  , ,  b  .H 1 .  
n  n  

( i i )  idA rX j(U) = idA CXl (T) = idA ( c  (Fn) .H) . idACXl (b . H l , .  . . ,b .H ) . n  n  

(Remarquons que b  = 1 ) . n  

Démorzn;trruLLon : 

Pour l e  p o i n t  ( i ) ,  nous é c r i v o n s  que T  e s t  une p a r t i e  f i n i e  géné- 

r a t r i c e  s é p a r a n t e  de  i d A ~ X l  ( U )  , c ' e s t - à - d i r e ,  pour  t o u t  F  E T ,  X.F E m o d A ( ~  ( 1 ) )  . 
Nous d i v i s o n s  c e t t e  c o n d i t i o n  p a r  c ( F  ) . H  e t  nous obtenons  l a  m ê m e  c o n d i t i o n  

n  

pour  { b l . ~  ,,.. . , b  .Hn). 
n  

Le p o i n t  ( i i )  s e  v é r i f i e  p a r  un c a l c u l  s imple .  

P~?opohi t ion 2 3 . 4 .  - S o i t  H un i d é a l  non n u l  de A[x:I , donné p a r  

V un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  Posons T  = O(U) e t  k = min{d°F]F E T ) .  

Ci) s i  k > O a l o r s  H (7 A = { O } .  

( i i )  s i n o n  ; a l o r s  il e x i s t e  un un ique  F  e  T  t e l  que 
O  OF^ = O 

e t  H n A = idA(Fo) .  

DémonahicLtiun : . 
T e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  de , donc 

ff = rnOdA(T (1 ) )  

( i )  D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  12.5 ,  min{d°F/F E T ( ' ) }  ='min{d0F1F E T}, 

p a r  conséquen t ,  pour  t o u t  G E ff, dOG > ka Donc ff  n A = ( 0 ) .  



( i i )  Donc F E A e t  i d A ( ~ o )  C ff n A. 
O 

Main tenan t ,  s o i t  a  E ff n A, comme ff = modA(T ( ' ))  e t  T ( 1  

t r i a n g u l a i r e ,  a l o r s  a  = b.F . Donc H fl A = i d A ( ~ o ) .  
O 

3. PARTIES FINIES GENERATRICES SEPARANTES MINIMALES. 

31. Invuniun& d'un i d c d  de A[x]. 

Oébin*tion - 31.1 .- S o i t  ff un i d é a l  non n u l  d e  A[x], donné a v e c  U 

un systèrn~ f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  D é f i n i s s o n s  : 

(i)  1 = (01. - 1 

( i i )  Pour t o u t  j E IN, 1 = { a  r A a X' s o i t  l e  terme d i r e c t e u r  
j  

d 'un F E ff} U { O ) .  

P&oponi;tio~ 37 .2. - S o i t  H u n  i d é a l  non n u l  d e  A[X] , donné a v e c  U 

pn système f i n i  de g é n é r a t e u r s .  Posons T l a  p a r t i e  f i n i  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  

d e  H obtenue  p a r  l ' a l g o r i t h m e  a p p l i q u é  à U. A l o r s  nous avons l e s  r é -  

su l ta t s  s u i v a n t s  : 

(i) Pour t o u t  j  E. IN, 1 e s t  un i d é a l  p r i n c i p a l  de  A ,  engendré  
j 

( 1 )  
p a r  l e  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  de l ' é l é m e n t  d e  degré  j d e  T , 

l o r s q u ' i l  e x i s t e .  De p l u s ,  pour t o u t  j € N, 
I .  J 'j+lm 

(ii)  3 s c IN I c 1  : A ' V ' ~ C N  1 = I  . s-1 + s s+ j s 

( i i i )  3 r t "  1 # { O }  h ' ~ j ~ R ~ { - l }  j < r  => 1 ={O}. r j 



Pémom;Dtation : 

( i )  Il e s t  c l a i r  que 1 e s t  un i d é a l  d e  A e t ,  comme ff e s t  un 
j 

i d é a l ,  
3 I .  I j + l .  

C Posons k = m i n { d O ~ I  F € TI. S o i t  j € IN avec  j 2 k,  a l o r s  il 

O 
e x i s t e  G E: T t e l  que d  G = j .  Posons a  l e  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  

j 

de G. En p a r t i c u l i e r ,  a E 1 . 
j j 

Prenons  a E IO a l o r s  il e x i s t e  F i H t e l  que a ~ j  s o i t  l e  
j 

terme d i r e c t e u r  d e  F .  O r  l-i = mod (T ( I l )  e t  T ( I )  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  
A 

q  
a u s s i  nous pouvons é c r i r e  F = 1 a .  G.  où pour t o u t  i E IN' , a .  € A e t  

1 1  q  1 i= 1 

Gi c T"), de  p l u s  ~ O G ~  < ... < ~ O G ~ .  

Donc   OF = ~ O G  = j .  Comme T ( ' )  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  G = G 
9  ol' 

Par copséquen t ,  a  = a a  A l o r s ,  1 = A.a 
cl j '  j j ' 

( i i )  Comme A e s t  n o e t h é r i e n  e t  que l a  s u i t e  ( I j )  jcfN 
e s t  une 

s u i t e  c r a i s s a n t e  d ' idéaux  d e  A ,  e l l e  e s t  donc s t a t i o n n a i r e .  

Posons 1 = s u p i  i E A [  I~ # Ii+, } e t  prenons  s = L+ 1 . 

( i i i )  Puisque H e s t  un i d é a l  non n u l  d e  A[x], il e x i s t e  i E iN 

ce$ que li # { O )  ; prenons r = i n f { i  E [NI Ii # { O } } .  

C o ~ o U a i t r ~  31 .Zn. - Sous l e s  mêmes hypothèses  e t  n o t a t i o n s  que d a n s  . ------ 
31.2 ,  nous avons : 

pour t o u t  j E: IN. De p l u s ,  l e s  e n t i e r s  r e t  s n e  dépendent  que de ff. 

Dédini.Lk7n 31.3.- S o i t  H un i d é a l  non n u l  de A[x], donné par  U 

un système f i n i  d e  g é n é r a t e u r s .  



NOUS poserons r(ff) = r et s(ff) = s où r et s sont les 

entiers naturels définis dans la proposition 31.2, ne dépendants que de ff. 

La proposition suivante va nous permettre de calculer effectivement r(H) 

et de fixer un majorant effectif pour s(ff). 

P k o p o h a o n  3 1.4. - Soit ff un idéal non nul de A[X] , donné par 

U un systGme fini de générateurs. Posons T la partie finie génératrice 

séparante de ff obtenue par l'algorithme O appliqué à U. Alors, nous 

avons les réspltats suivants : 

(i) r(ff)=k(T) 

Dërnon&CtcdLun : 

(1) d'après la définition de k(T) il existe G E T tel que 

dOc 7 k(T) . Donc Ik(T) $ { O }  d'où r (H) ( k(T) . 

Maintenant soit H E HO, or ff = mod (T A 
(l)) et T est trian- 

gulaire, aussi nous pouvons écrire : 

Apss; doIl = dOG . Comme min{d°Fl F E T }  = min{d°FIF & T (1)) 
9 

alors ~ O G  > k(T). Par conséquent, pour tout H E HO,   OH 2 k(T) donc 
4 

r(tf) > k ( T )  . 
~ ' o ù ,  finalement, r(H) = k(T). 

, (ii) Posons m - m(T) et Fm l'unique élément de T de degré m. 

Soit a le coefficient directeur de 
m Fm 

D'après la proposition 31.2, Im = A . a  . 
m 



Considérons 'mi j où j E: IN. 

Alors il existe G E T 
O 

( ' )  tel que d G = m+j . D'après la définition 

de T"), G = X ~ F  ; par conséquent, le coefficient directeur de G est 
m 

et, d'après la proposition 31.2, 

Aussi, pour tout j E: N, - m + j  = I m 

c'est-à-dire s(ff) 6 m(T), puisque m = m(T). 

C V ~ O & L ~ ~ Q  3 7 . k . -  Sous les mêmes hypothèses et notations que 31.4, 

k(T) est indépendant de la partie génératrice séparante T déterminée pour ff. 

Déd&&on 32.7.- Soit ff un idéal non nul de A[x], donné par U 

en système fini de générateurs. Une partie finie génératrice séparante T de 

H est dite minimale si et seulement si elle ne contient strictement aucune 

aufre partie finie génératrice séparante de H .  

. ThEofièrne 3 2 . 2 . -  Soit T une partie finie triangulaire de A[X] et 

posons H = id(T). Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) T est une partie génératrice séparante minimale de H ; 

(ii) T est une partie génératrice séparante de H pour laquelle 

m(T) = s(ff). 

(iii) T est une parrie finie génératrice séparante de H qui vérifie 

il existe F E T de terme directeur axm où a f: A0 et 

m = m(T), mais il n'existe aucun G € T de terme directeur 

* 
E a xm-', où I E A . 

~ ~ ~ o M ~ A ~ ~ C J M  : Posons m = m(T) et s = s(ff). 

Supposons (i) . D'après la proposition 31.4, s C m. 



S i  m # s a l o r s  Im = Im-]. 

Po sons m -  i l ' u n i q u e  é lément  de d e g r é  m-1 d e  T, a l o r s  il 

* 
e x i s t e  E E A t e l  que Ea s o i t  l e  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  d e  F . 

m m- l 

O 
Maintenant ,  posons T' = C F  r ~ l d  F < m) e t  nous  a l l o n s  démontrer 

que T1 e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  de  fi. 

D'abord, montrons que modA(T1) = {F r H I  d°F < m l .  

Nous savons que T e s t  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  ALx], 
aussi T' = T - est une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A[x]. 

Comme T '  = {F E T ~ ~ O F  < m l ,  modA(T1) C { F E H ~ ~ O F  < m). 

Prenons  H E fi  t e l  que   OH < m. 

O r  T e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  de fi, donc 

mod (T) = {F E ffld°F c m l .  D'où H E mod (T) .  
A A 

Auss i  H = a.G. o ù p o u r  t o u t  i c l N O  a .  r A' e t  G i c  T, 
1 1  i= 1 q 1 

O 
e t ,  de  p l u s ,  dOGl < . . . < dOG ; a u s s i    OH = d G . A l o r s ,  nous avons : 

q q 

m > > ... > doGI , a u s s i  G .  E T' pour t o u t  i E iNO donc H E  m o d A ( ~ ' ) .  
q 1 q 

P a r  covséquen t ,  modA(T1) = {F E H I    OF < m}. 

- 1 
Considérons 

'rn 
- X(E F ) ; son  terme de  d e g r é  m e s t  : 

m- l 
- 1 O - 1 

a - E (cam) = O .  Donc d (Fm - XE Fm- ] )  < m .  
m 

Corne m -  I c T , nous en  dédu isons  que F r i d ( T 1  ) . 
m 

Main tenan t ,  ff = id (T)  e t  T = T' ii {Fm], a u s s i  

ff = i d ( T 1 ) .  

E n s u i t e ,  montrons que pour t o u t  F t- T '  , XF' 6: mod (TV ( 1 ) )  
A 



donc Fm-] E T' ( 1 )  et XF,,] E mod (T' ( 1 ) )  
A 

O Soit F E T' avec F # Fm-], donc d F < m-1. 

Aussi ~'(xF) 6 m-1. 

(1 1 donc XF E modA(~') ; puisque T' C T' nous avons XF & modA(T1 (1)) 

D'après le théorème 13.2, T' est une partie finie génératrice séparante i 
de H. Mais T' C T et T est minimale : contradiction. 

# 

1 

Par conséquent, s = m, c'est-à-dire s(ff) = m(T). i 

Supposons (ii). Donc Im # Im-] ; posons F l'unique élément 
m 

de degré m de T et am son coefficient directeur. 

O S'il existe G IZ T tel que d G = m-l et le terme directeur de G 1 

D'après la proposition 31.2, 1 est alors engendré par Ea 
m- l m 

c'est-à-dire 
Im- I = A.a . 

m 

Or Im = A.a donc 1 = 1 
m '  : contradiction. m m-l 

Par conséquent, il n'existe aucun G E T de terme directeur Ea Xm-l 
m 

O 
où & C A .  

Supposons (iii). 

Posons F l'unique élément de T de degré m et a son coef- 
m m 

ficient directeur ; d'après la proposition 31.2, 1 = A.a . 
m m 

De plus, Im-l est engendré par le coefficient directeur a de 

l'unique élément de degré m-l de T. 

X 
Or, d'après l'hypothèse faite, il n'existe ?.ucun A tel que 

a = Ea . Donc 
m Im + Im- 1 et ~(ff) < m = m(T) . 

Or, nous savons que m(T) 2 s (ff) , donc s (ff) = m(T) . 



Considérqns T' une partie finie génératrice séparante de H 

telle que T' C T. 

i 
Si m(T1) < m(T). Posons F l'unique élément de degré m ( T 1 )  

O 

de T'. 
1 
l F E: f( = mod (Tl . Donc 

Fm 
= f Q.G. où pour tout i cz MO m A 1 1  

i= 1 4 
a r AO et G~ E T' (I) et ~ O G ~  < ... < dOG aussi ~ O G  =  OF =m(T) >m(~') l q q m 

I 

1 donc G = p(T) -m(T1) 
I 9 

Alors a = a  a où a désigne le coefficient directeur de F . 
m q o  O O 

C o p e  m(T) -m(T1) > O ,  a p(T) -m(T1)-l F 
E: ff. 

4 O 

m(T)-m(T1)-IF est a a De plus, le coefficient directeur de a X 
4 O q o  

c'estrà-dire est am. Donc a E I . m m-1 

Or Im=A.a et Im-l c Im9 donc - - 
Im- I Im : contradiction. 

l m 

Par conséquent m(T) = m(T1). 

~aintenant, d'après le corollaire 31.4a, k(T) = k(~'). 

De plus, d'après la proposition 12.3, puisque Tl est triangulaire, 

pour t o u t  j € IN, tel que k(T) 6 j 4< m(T), il existe un unique G E: T' 

0 
tel que d E = j ,  

Or T ' C  T et T est triangulaire, aussi, pour tout j € IN tel 

que k(T) < j < m(T), G est l'unique élément de degré j de T, par 

consPquent T' = T. 

Donc T est une partie finie génératrice séparante minimale de H. 



Pilopositbn 3 2 . 3 . -  S o i t  ff un i d é a l  non n u l  d e  ~[x], donné p a r  

U un syspème f i n i  d e  g é n é r a t e u r s .  Considérons  T e t  T' deux p a r t i e s  

f i n i e s  g é r i é r a t r i c e s  s é p a r a n t e s  minimales  d e  f f .  

Pour q u ' i l  e x i s t e  F c T d e  terme d i r e c t e u r  axn où a E AO 

e t  n E: (N, il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  G E: T' d e  terme d i r e c t e u r  . 
n 

&axn où E E: A . 

~émanbXtaz%an : 

D'après  l e  c o r o l l a i r e  31.4a ,  nous savons  que k(T) = k ( T ' ) .  

Considérons  a l o r s  n E: IN e t  n 2 k(T)  . Posons k = k(T). 

De p l u s ,  d ' a p r è s  l e  théorème 32.2,  nous avons m(T) = m ( ~ ' )  = s(ff)  

posons  m c e t t e  v a l e u r  commune. 

S o i t  F E: T d e  terme d i r e c t e u r  axn où a E A' e t  n E N t e l  

que k 6 n G m. 

O r  H = modA('T1 ( I I ) ,  a l o r s  pour t o u t  G E T '  , nous avons  

PG E inodA(T1( ' ) ) .  P a r  conséquen t ,  d ' a p r è s  l e  théorème 13.2,  - 
H fl1dOI-i h m }  = mod ( T l ) .  

A 

Donc F c mod ( T ' ) .  
A 

? O 
A l o r s  F = ) a . G .  où pour t o u t  i e IN' , a .  E A e t  Gi r T V ,  

1 1  q 1 i= 1 
e t  < . . . < ~ O G  . 

9 

Donc   OF = ~ O G  . 
4 

A l p r s  G e s t  l ' u n i q u e  é lément  d e  d e g r é  n d e  T ' .  Posons b 
q 

s o n  c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r ,  nous avons a = w b .  
4 
( 1 ) )  Maintenant  G c ff e t  ff = mod (T , nous pouvons f a i r e  une 

9 A 

d é m o n s t r a t i o n  i d e n t i q u e  e t  comme F e s t  l ' u n i q u e  élément d e  T d e  degré  n ,  

nous avons  b = 6.a  avec  B E A. 

X 
A l o r s  a .B = 1 ,  donc 6 6 A . 

q 



Nous en  déduisons pour q u ' i l  e x i s t e  F 5 T de terme d i r e c t e u r  axn 

où a E: A' e t  n E: N, il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  G r T' de terme 

+ 
d i r e c t e u r  caxn où E E A . 

c o & o f i a i R e  3 2 . 3 ~ ~ -  Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypothèses que 32.3, 

pour q u ' i l  e x i s t e  F tz T ( I )  de  terme d i r e c t e u r  axn où a r AO e t  n E N ,  

II faqt e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  G E T' d e  terme d i r e c t e u r  caxn où 

En e f f e c ,  nous avons m(T) = m ( ~ ' )  = m,  posons F ( r e s p .  
m 

l'unique élgrnent de degré  m de  T ( r e s p .  de T l )  a l o r s  nous avons 

'lf') += T U < x j m l j  E N O }  e t  T'  ( )  = T '  u { x j m 1  j 5 !NO}. 

Cot~Re&e 3 2 . 3 b .  - S o i t  H un i d é a l  non nul de A@] dont U un 

i système f i n i  de  généra teurs  e s t  donné. Considérons T une p a r t i e  f i n i e  géné- 

1 r a t r i c e  s épa ran te  minimale de H e t  posons T = { F  , . . . , F  } où 
1 n 

 OF, < ... <   OF, e t  posons a l ,  ..., a l e s  c o e f f i c i e n t s  d i r e c t e u r s  respec-  
n 

t i f s  de F I , , . . , F  . n 

Alors  
a 1 9 . - . 7 a  

s on t  uniquement déterminés par  H aux i n v e r s i b l e s  
n 

Plzupodi,tiurl 3 2 . 4 . -  S o i t  f i  un i d é a l  non nul  de  A[X] dont B un 

système f i n i  de  généra teurs  e s t  donné. Considérons T e t  T '  deux p a r t i e s  

l f i n i e s  g é n é r a t r i c e s  séparantes  minimales de ff. 

Alors  card T = card T I .  

i D'après l e  théorème 3 2 . 2 ,  nous avons m(T) = m(T1). 

De p l u s ,  d ' ap rè s  l e  c o r o l l a i r e  31.4a, k(T) = k ( T 1 ) .  



O r ,  d ' ap rè s  l a  p r o p o s i t i o n  12 .3 ,  pu isque  T  ( r e sp .  T ' )  e s t  une 

p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  de , pour t o u t  j  c N t e l  que 

k(T) G j  6 m(T) ( r e sp .  ( T l )  G j  G m T  il e x i s t e  un unique F. E T 
3 

( r e sp .  6.  E T) t e l  que   OF = j ( d O ~ ~  = j ) .  
J j 

Par  conséquent,  ca rd  T  = m(T) - k(T) + 1 

e t  card T' = m(T1) - k(T1) + 1 

O r ,  m ( ~ )  = m ( ~ ' )  e t  k(T) = k(T1) a u s s i  ca rd  T  = ca rd  T l .  

3 3 .  Cunga2uctiun d 'une p d e  génét~af'Uce. aQpcvrante m&Lmdc. 

Pour F  E: AIX] , nous no te rons  coef -d i r (F)  son c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r .  

En t r ée  : U une p a r t i e  f i n i e  non v i d e  e t  non n u l l e  de A ~ X ]  . 
S o r t i e  : T p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  minimale de ff = idAcX] (u). 

Sous-programme : a lgor i thme O 

Début ; T ;= O ( U )  ; m := max  OFIF IF E T) ; 

T := { F I ,  ..., F  ) rangée p a r  ordre  des  degrés  c r o i s s a n t s  ; 
n  

a l o r s  r e t o u r n e r  A({F E T I    OF < ml) .  

Sinon r e t o u r n e r  T .  

F i n  - 

Théut r2m~ 33.2.  - S o i t  ff un i d é a l  non nu l  de AIX] dont U un 

système f i n i  de  générq teurs  e s t  donné. 

Alors  nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i )  l ' a l g o r i t h m e  A appl iqué  à S s ' a r r ê t e  au bout d 'un nombre f i n i  



(ii) le résultat de l'algorithme A appliqué à U est une partie 

finie génératrice séparante minimale de ff. 

(i) comme l'algorithme O est fini, l'opération T := O(U) est 

finie, 

Ensuite : - la condition du si n'est pas réalisée, alors l'algorithme A cesse. 

- la condition du si est réalisée, alors nous recommençons avec 
Tl = {F E T/~'F < m). Donc card(T1) = card(T)-1. 

Par conséquent, tant que la condition du si est réalisée nous 

construisons une suite strictement décroissante d'entiers naturels. Elle est 

donc finie. 

Dona, l'algorithme A est fini. 

(ii) Posons T le résultat final de l'algorithme A appliqué à 

U, et posons To = O ( U ) .  Donc To est une partie finie génératrice sépa- 

rante de i f , 

7W cm : la condition du si est réalisée. 

* 
Alors coef-dir(Fn) = ~.coef-dir(F~-~) où E E A 

Mais XFn-, c modA(~L1)), donc XFn-I - - an.Fn+an-l.Fn-l+...+a 1 1  .F (1). 

Comme To est triangulaire, le terme directeur de XFn- 1 
est égal à celui 

m 
de anlFn, c' est-à-dire c~ef-dir(F~-~) .X = u .coef .dir(Fn) .xm. n 

Donc 1 = a .E  (en simplifiant par coef-dir(F 1).  n n- 1 

Multiplions (1) par E et isolons F . Nous obtenons : n 

Posons (1 1) Tl = {F E To / d°F < ml. Alors Fn E modA(T1 . 



(1 1) Donc ff = modA(T1 , comme Tl e s t  t r i a n g u l a i r e ,  c ' e s t  une p a r t i e  

f i n i e  g é n é r a t r i c e  séparante  de ff. 

Par  conséquent,'l'algorithme A c o n s t r u i t  à chaque é t a p e  une 

p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran te  de ff. Comme il e s t  f i n i ,  nous about i ssons  

2ème c ~ A  : l a  cond i t i on  du s i  n ' e s t  pas r é a l i s é e ,  a l o r s  T, 

r é s u l t a t  f i n a l ,  e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  séparante  de ff q u i  v é r i f i e  

l a  cond i t i on  ( i i i )  du théorème 32 .2 ,  donc T e s t  une p a r t i e  f i n i e  généra- 

t r i c e  s epa ran te  minimale de H. 



PARTIES FINIES GENERATRlCES SEPARANTES DANS A[x,Y], 

OU A EST UN ANNEAU PRINCIPAL ALGORlTffMlpE.  

Nous allons prolonger à deux indéterminées ce que nous avons établi 

dans le chapitre II. Les modifications les plus importantes sont surtout 

nelatives à des questions d'écriture avec ces deux indéterminées. 

1 - PARTI ES TU1 ANGULAIR ES ET PARTI ES FIN1 ES GENERATRICES SEPARANTES. 

I 1 .  No;taa%am. 

Dans tout ce chapitre, comme dans le chapitre II précédent, nous 

supposerans que A est un anneau principal algorithmique. 

P~sons PP(X,Y) l'ensemble des produits de puissances de X et 

i j de Y, c'est-à-dire, PP(X,Y) = {X Y li e rN,j cz IN). 

Définissons sur PP(X,Y) l'ordre suivant : 

pour tout i 
1 ' tout j , , tout i et tout 

2 j2  dans IN, 

ou bien jl = j2 et i < i 
1 2 ' 

Maintenant, il est aisé de voir que c'est un ordre total sur PP(X,Y) 

. et que toute partie finie non vide de PP(X,Y) est bien ordonnée. 

Pour tout F non nul de A[X,Y] , nous pouvons écrire : 

F =  1: a.m où M(F) est une partie finie non vide de 
mcM (F)  

m 



PP(X,Y) e t ,  pour  t o u t  m E M(F) , am B A'. 

Main tenan t ,  d ' a p r è s  l a  remarque f a i t e ,  M(F) e s t  b i e n  ordonnée.  

A u s s i  s o i e n t  m l ,  ..., m l e s  é l é m e n t s  d e  M(F), r a n g é s  dans  l ' o r d r e  c r o i s s a n t .  
n  

1 Ppsons ,  ~ o u r  t o u t  i s R:, a .  = a  a l o r s  : 
1 

1 m. y 

1 1 
I 

1 DEOiniAion 7 7 . 7 . -  m e s t  a p p e l é  l e  monôme d i r e c t e u r  d e  F  e t  
n  

nous  n o t e r o n s  m = PP(F) . De m ê m e ,  a ( r e s p .  a  .mn) e s t  a p p e l é  l e  
n  n n  

/ c o e f f i c i e n t  ( r e s p .  l e  terme)  d i r e c t e u r  d e  F .  

E c r i v o n s  rn = xPyq, a l o r s  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  d e  l ' o r d r e ,  q  
n  

c o r r e s p o n d  au d e g r é  e n  Y de  F. De p l u s ,  dans  l ' é c r i t u r e  ( 1 )  d e  F, 

l e s  monômes s o n t  r angés  dans  l ' o r d r e  c r o i s s a n t  d e s  p u i s s a n c e s  de  Y ,  a u s s i  

naus  e n  d é d u i s o n s  : 

F = fo(X) + f , (X)Y + ... + f ( x ) y q  
n 

l où,  pour  t o u t  i~ IN , f . ( X )  E: A[X] e t  f # 0. 
4  1 4  

De p l u s ,  l e  d e g r é  de  f  e n  X e s t  p .  Pa r  c o n t r e  p  n ' e s t  p a s  
4  

n 6 ç e s s a i r e m e n ~  l e  d e g r é  e n  X de  F. 

DZ&inLLiun 7  7 . 2 . -  q e s t  a p p e l é  l e  Y-degré d e  F e t  n o t é  

q - degy ( F I ,  

f  ( r e s p .  f  y q )  e s t  a p p e l é  l e  Y - c o e f f i c i e n t  ( r e s p .  l e  Y-terme) 
4  4 

d i r e c t e u r  de  F. 

Rappelons que  pour U une ~ a r t i e  de  A~;X,Y], nous n o t e r o n s  modA(u) 

( r e s p  . mod ( u ) )  l e  sous-A-module ( r e s p  . A [XI m o d u l e )  de  A[X,Y] , 
A Cxl 

engendré  p a r  U ,  e t ,  nous n o t e r o n s   id(^) , 1 ' i d é a l  de  A ~ x . ? ]  , engendré  



Dé&in.ifion 1 2 . 1 ,  - S o i t  U une p a r t i e  d e  A ~ X , Y ]  . Nous d i r o n s  q u e  U 

est  une p a r t i e  d ê c a l é e  de  A[x,Y], s i  e t  seulement  s i  U v é r i f i e  : 

( i l  u # 0 
l 

1 Remarquons que c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  i d e n t i q u e  à c e l l e  donnée dans  

1 l e  c h a p i t r e  II ( c f .  d é f i n i t i o n  12 .1 ) .  

DédinLtLun 1 3 . 7 .  - S o i t  T une p a r t i e  d e  A[X,Y] . Nous d i r o n s  que 

T est  t r i a n g u l a i r e ,  s i  e t  seu lement  s i  T v é r i f i e  : 

(i) T e s t  d é c a l é e  ; 
i i  4 ,  

(ii) pour  t o u t  F  E T  e t  pour t o u t  G E T, posons  PP(F) = X Y 

I 2 j 2  i ,  j l  i * 
e t P P ( G ) = X  , e t s u p p o s o n s  X P  < X  

zyJ 2  . A l o r s  : 

- te& cah : j ,  - j 2  = j - - - - - - - e t  i < i a u s s i  pour  t o u t  i E N te l  
1 2 ' 

qrie i l  i i j  
2 ' il e x i s t e  F.  F T  pOur l e q u e l  PP(F.)  = X Y . 

1 1 

Zème cab : j l  < j î ,  - - - - - - - - a u s s i  pour  t o u t  j r IN t e l  que  j < j < j2 , 
i 

3 j il e y i s t e  F ,  E T e t  i E IN pour l e q u e l  PP(F.)  = X Y . 
3 3 J 

D ~ ~ & , ~ ~ o v I  7 3 . 2 . -  S o i t  T  une p a r t i e  t r i a n g u l a i r e  de  A[x,Y]. 

i j  
Pour t o u t  j E I N ,  d é f i n i s s o n s  T . = { F  E: T I  7 i & IN PP(F) = X Y ) -. 

[yJJ 

P&apaniX,iun 7 3 . 3 .  - S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de  A(:X,Y] . 
Nous avons  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i )  posons  k = min{degy (F)  1 F r T e t  m = max{depy (F)  1 F r T I .  

A l o r s  pour  t o u t  j  E IN, k 6 j G m ,  il e x i s t e  F .  c T t e l  q u e  
J 



( i i )  pour t o u t  j  E iN, k & j & m,  T . # 0 e t  T , e s t  une 

ry kJl 
p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A[X,Y) . 

( i i i )  pour t o u t  j N t e l  que j < k ou  j > m , T . = @. 
kJ3 

Démom;ttLuLion : 

( i )  C ' e s t  une conséquence du 2ème cas  p o i n t  ( i i )  d e  l a  d é f i n i t i o n  13.1.  

( i i )  D'après ( i ) ,  dans c e  c a s  T # @ .  
rv j 1 
CL J 

De p l u s ,  d ' a p r è s  l e  l e r  c a s  p o i n t  ( i i )  de  l a  d é f i n i t i o n  13.1,  

a l o r s  T . e s t  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e .  

[yJ] 

(iii) C ' e s t  une conséquence de l a  d é f i n i t i o n  de k e t  d e  m. 

DE~inLtLon 13.4 . -  S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A[x,Y]. 

Posons k - min{degy (F) 1 F r T I  e t  m = max{degy (F) 1 F r T I .  

DCfinissons  T  ( I )  e t  T (2 p a r  : 

(i) G E T ( ' )  si  e t  seulement  s i  G n T ou b i e n  il e x i s t e  j E IN, 

k $ j < m ,  e t  F c T  , de monôme d i r e c t e u r  maximal dans  T  

CY~J 
i 

e x i s t e  i E N O ,  t e l s  que G = X F .  

( i i )  G E  T (2)  s i  e t  seulement  s i  G r T ( I )  ou b i e n  il e x i s t e  

F  c j pour  l e q u e l  degy(F) = m,  e t  il e x i s t e  j c MO t e l  que G = Y F. 

P ~ L o ~ v / J ~ ~ ~ u M  13.5 . -  S o i t  T  une  p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A[X,YJ . 
Posons k = minfdeg (F) 1 F E T )  e t  m = max{degy (F) 1 F c T I  . 

Y 

Considérons  E = {degy (F) / F t. T ( ' )  1. A l o r s  E admet un minimum e t  un maximum 

e t  nous avons : 

( i )  min{degy (F)  / F c T ( ' )  1 = k 

( i i )  max{degy (F)  I F  c T ( ' )  = m .  



S o i t  F E T  ( ' 1  a l o r s  ou  b i e n  F  E T 

a u ~ s i  k < degy(F) a m, 

1 -  ou b i e n  il e x i s t e  j ê N ,  k & j 6 m ,  

et G E T  d e  monôme d i r e c t e u r  maximal dans  T , e t  il e x i s t e  i t3 /NO, 

CY'J 
te l s  que F = X G .  

cyjl 

l 
P a r  conséquen t ,  degy (F) = degy(G) 

donc k 6 degy(F) 6 m 

ç ' e n t - à - d i r e  E admet qnminimum e t  un maximum. 

Corne T C T  (1 1 ( l )  e t  pour  t o u t  F  F T  , k 6 degy(F) 4 m,  

nous avons  min{degy(F)/F E T ( " I  = k 

e t  max{degy(F)/F E T ( ' )  } = m .  

Ptaponi.t.ion 73.6.- S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A [ x , ~ .  

A l p r s  T ( ] )  e t  T ( 2 )  s o n t  d e s  p a r t i e s  t r i a n g u l a i r e s  de A[X,Y] . 

Démons&aLiun : 

Posons k = min{degy(F) /F  E T I  e t  m = mar{deg ( F ) / F  E T I .  
Y 

(1 1 E t u d i o n s  T . 
Nous avons T  c T  a u s s i  T") # 0. De p l u s ,  i l  e s t  c l a i r  que 

O $ T"' par c o n s t r u c t i o n .  

Main tenan t ,  s o i e n t  G 1  e t  G2 dans  T ( ' ) ,  t e l s  que PP(GI)  = PP(G2). 

Remarquons que,  s i  G € T e t  G2 E T, a l o r s  G = G p u i s q u e  T e s t  
1 1 2 ' 

= t r i a n g u l a i r e .  Nous avons  donc à é t u d i e r  l e s  deux c a s  s u i v a n t s  : 

* G 1  T e t  G2 6f T, donc il e x i s t e  j c i N ,  k G j < m e t  

F2 c T  de  monôme d i r e c t e u r  maximal dans T . , e t  il 

~ y j l  e- [y 
O - 2 

e x i s t e  l2 c; IN t e l s  que G2 = X F2.  



l 2  
donc PP(G1) = PP(G2) = X pp(F2) 

1 

d 'où G E: T  
'2 j 

1 
. Ecr ivons  PP(G ) = X 'Y' e t  PP(F2) = X Y 

r"j 1 1 

d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  d e  F2, i a i2. O r  i l  = i 1 2  + l 2  
O 

d 'où 1 = O : c o n t r a d i c t i o n ,  c a r  l2 E: IN . 
2 

P a r  conséquent ,  nous ob tenons  : 

* G I  d T  e t  G2 d T, donc pour  t E { 1 , 2 f ,  il e x i s t e  j t  E IN, 

k < j t < m ,  e t  F t & T  de  monôme d i r e c t e u r  maximal dans  

- .e, 
T  , e t  il e x i s t e  et c M", t e l s  que Gt  = X L ~ t .  

F tl 
it j t  

Posons PP(Ft) = X Y ; a l o r s  : 

Auss i  j l  = j2 , donc, d ' a p r è s  l a  maximal i t é  du monôme d i r e c t e u r ,  . . 
i i  j 1  - 1, - i2 l 2  J 2  

dans  c e  c a s ,  nous avons e l  = l2 e t  X Y = X Y . 

Or T  e s t  d é c a l é e ,  donc F I  = F2. 

P a r  conséquent ,  G1  = G 2 .  

D'où, f i n a l e m e n t ,  T(') e s t  d é c a l é e .  

Montrons main tenan t  que T (  ' ) e s t  t r i a n g u l a i r e .  

S o i e n t  G I  e t  G2 dans  T ( ' )  t e l s  que PP(Gl) < PP(G2). 

. . 
i l  j l  l 2  J 2  

Posons PP(Gl)  = X Y e t  PP(G2) = X Y . Donc : 

7ekcu .h :  j l  = j2  = j  e t  i < i  2  ' 
S o i t  i & IN,  t e l  que i < i < i2. 

- - - -p- , ,  1 1 

* S i  G c T e t  G c T, comme T e s t  t r i a n g u l a i r e ,  a l o r s  il e x i s t e  
1 2 

i j (1 > 
F. C T  t e l q u e  PP(Fi) = X Y  e t  F i € T  . 
1 

* G 1  
E T mais G2 d T. A l o r s  i l  e x i s t e  F2 c T de  monôme 

cy'1 



d i r e c t e u r  maximal dans  T , e t  i l  e x i s t e  l2 E M O , t e l  que 

cyj3 

q2 j Posons PP(F2) = X Y , a l o r s  i2 = q2+e2 e t  i l  & q2 pu i sque  G1 E T 
[ Y ~ J  ' 

Pour i < i r q , T e s t  t r i a n g u l a i r e  a u s s i  il e x i s t e  Fi E T 
1 2 

(1)  t e l  que  PP(Fi) = xiy j  e t  Fi € T . 
i-q2 i-q2 

Pour i j 
q2 

< i < q2+12 a l o r s  X F2 E T ( )  ~ L P P ( X  F ~ ) = x Y .  

G I  d T  e t  G2 6! T. Donc pour t c  {1,21,  il e x i s t e  j t  € I N ,  

egt @écalée. Posqns PP (F  ) = pp (F2)  = Xqyj . 
A l o r s  i = q + l l  e t  i2 = q+e2.  1 

donc pour  i < i < i 
1 2 y 2 

< i-q < e t  x i - q ~  E T  
1 

( l ) avec 

i 3 P P ( x ' - ~ F , )  = x Y . 
P a r  conséquent  l e  p r e m i e r  c a s  e s t  v é r i f i é .  

? $ m e C a :  j l  < j 2 .  S o i t  ~ E I N ,  j l  < j < j 2 .  - - - - - - - -  

D'après  l a  p r o p o s i t i o n  13.5 ,  nous avons k < j l  < j < j2 6 m .  

U t i l i s o n s  a l o r s  l a  p r o p o s i t i o n  13.3,  il e x i s t e  F .  E T t e l  que 
i J 

deg (F  ) = j , c ' e s t - à - d i r e  PP(F) = X 3 ~ j  avec  i r IN e t  F .  E T Y j  (1 )  3 J 

a u s s i  l e  second c a s  e s t  v é r i f i é .  

P a r  conséquen t ,  T ( I )  e s t  une p a r t i e  t r i a n g u l a i r e .  

(2 )  E t u d i o n s  m a i n t e n a n t  T . 

Pour démontrer  que T ( 2 )  e s t  d é c a l é e ,  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  une 

d é m o n s t r a t i o n  ana logue  au c a s  d e  T ( I ) .  Donc T ( ~ )  e s t  d é c a l é e .  



~ é m o n t r o n s  main tenan t  que  T ( ~ )  e s t  t r i a n g u l a i r e .  

S o i e n t  G I  e t  G2 d a n s  T ( ~ ) ,  t e l s  que  PP(GI) < PP(G2). 

i l  j 1  i2 j2 
Posops PP(GI) = X Y e t  PP(G2) = X Y . 

L ' é t u d e  du ler c a s  .il = j2 = j e t  i < i e s t  i d e n t i q u e  à c e l l e  
1 2  

f a i r e  pour  T") . Auss i  passons  d i r e c t e m e n t  au second c a s  : 

* G E T  
t 

e t  G~ E T") .  or T ( I )  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  a u s s i  
i 

il e x i s p e  F ,  c T t e l  que P P ( F . )  = x 3 ~ j  a v e c  
(2)  i 3 c i N  e t  F .  E T  . 

J J J 

* G I & T  ' e t  G~ T " ) .  * l o r s  il e x i s t e  F~ s T ( ' ) ,  t e l  

que degy(12) = m,  e t  il e x i s t e  l2 E INO t e l s  que 
l 2  

G2 = Y F2.  

puisqve T ( ' )  e s t  t r i a n g u l a i r e .  

pour  m < j < j2  a l o r s  O < j-m < 12. 
i 

Auss i  y j r n ~  t-. T 2 j  
2  

(2) e t  P P ( Y ~ - ~ F ~ )  = x Y . 

* G ,  
T ( ' )  e t  G~ é T " ) .  A l o r s  pour  t s { I  , 21 ,  il e x i s t e  

D 
L 
t 

F, î. T ( I )  t e l  que  degy(Ft)  = m ,  e t  il e x i s t e  kt  E ;NO t e l s  q u e  G~ = Y F t 

a u s s i  ppur  j , < j < j 2  , nous avons  e l  < j-m < L2 
i 

d ' o ù  Y ~ ~ ~ F ~  s T ( 2 )  e t  P P ( Y ~ - ~ F ~ )  = x t ~ j .  

Par  consgquent  , T ( ~ )  e s t  t r i a n g u l a i r e .  

7 4 .  Puk--tiecr dini ecr gEnEira;tttice-6 cr Epa/ravl;tecr . 

Lemme 7 4 . 1 .  - S o i t  B u n  anneau (commutatif u n i t a i r e )  . Considérons  ff 

un i d é a l  d e  ~11x1 e t  M un sous-B-module de ~11x1, q u i  engendre  H. Pour 



q u ' i l  e x i s t e  n  E N t e l  que nous ayons M = (F s Hld°F 6 n} il f a u t  e t  il 

s u f f i t  que M v é r i f i e  : 

D é r n o ~ ~ a t i o n  : 

Puisque H ï idB(M), l o r sque  M = {F E H I  d O ~  6 n l  a l o r s  l e s  

c o n d i t i o n s  ( i )  e t  ( i i )  son t  évidemment s a t i s f a i t e s .  

Maintenant ,  supposons que M v é r i f i e  l e s  cond i t i ons  ( i )  e t  ( i i ) .  

O 
S o i t  F E Ho, t e l  que d  F 6 n ; puisque H = idB(M), nobs 

k . . 
i p o u v o n s é c r i s e  F =  1 m . . X  où,  p o u r t o u t  i c I N  m € M .  

i =O 
I k' i 

Nous pquvons supposer k minimal. 

Supppsqns k # O ,  donc mk $ CI. 

S i  domk < n ,  d ' a p r è s  ( i i ) ,  X.? r M .  Donc mk.X k  E M.X k- 1 . 
k- 1 

Alor s  nous pouvons t rouve r  m'  
i 

O , - - -  ,$-, dans M t e l s q u e  F =  1 m ! . X .  
1 

i = O  

Mais c e c i  c o n t r e d i t  l e  c a r a c t è r e  minimal de k ,  donc domk = n.  

i O 
O r ,  pour ~ E I N  do (m. .X)  = d m .  + i < n + k  ec do(?.xk) = n + k  

k '  1 1 

donc d P ~  = n+k ; comme k # O ,    OF > n : c o n t r a d i c t i o n .  

Ppr conséquent k = O ,  donc F  = m c ' e s t - à -d i r e  F E M ,  a l o r s  
0 ' 

M = CF E Hld°F < n}. 

Théotrème 1 4 . 2 .  - S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de  A ~ , Y J  . - 
Supposons que T v é r i f i e  : 



Posons iï l ' i d é a l  d e  A L X , ~  engendré  p a r  T .  A l o r s ,  nous avoqç 

l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

(i) Posons m = m a x { d e g y ( ~ ) ( ~  E TI .  rnodA(T ("1 = {F ~ / f l d e ~ ~ ( F )  i m l .  

( i i i )  ( a )  S i  F s T a l o r s  XF = aF(G,X) . G ,  aF(G,X) E A t o u s  n u l s  

GcT ( 1  

sauf  un nombre f i n i  e t  s i ,  d e  p l u s ,  degy(F) < m a l o r s  

Y.F = aF(G,Y).G, a  (G,V) E A t o u s  n u l s  sauf un nombre f i n i .  
( 1 )  

F 
G s T  

(b)  Les re la t ions  d é f i n i e s  en (a) engendren t  l e  A[K] module d e s  

r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  é léments  d e  T. 

l (i) puisque ff = i d ( T )  nous avons ff = id(modACXl ( T ) ) .  

A u s s i ,  pour  pouvoir  u t i l i s e r  l e  lemme 14 .1 ,  nous devons démontrer que 

( 1 ) )  (T) mod (T . A 

( 1 )  
D'apiiès l a  d é f i n i t i o n  d e  T ( l  ) , nous avons T c modAIXl (T) . 

Maintenant s o i t  G E modAlxl ( T )  . A l o r s  G = 1 xFF où x E A[d. 
FE T 

F 

& p r i v o n s  x  ao(F)  + a l ( F ) X  + ... + a ( F ) x " ( ~ )  avec  a i (F)  E A .  
F n (F)  

n(F) 
Donc G F  1 a i ( ~ ) x i F .  

FET i = O  

P a r  hypothèse ,  nous savons q u e  XF c mod (T (2) ) 
A 

(2 1 Ecr ivons  XF = a G + ... + tx G où tr r. A e t  G .  E T . 
1 1  q q i 1 

O r  T (2 '  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  a u s s i  nous pouvons supposer  PP(Gl) c . . . < PP(Gq), 

d 'où PP(XF) = PP(G ) c ' e s t - à - d i r e  degy(XF) = deg (G ) .  
q y q 



or  degy( f )  < a u s s i  degy(XF) 6 m e t  degy (Gq) < m,  a i n s i  que degy(Gi) & ni 

O (1 1 
pour  i E IN' . Donc, pour  t o u t  i c IN . Gi E T . 

q-1 9  
R 

Sinon  G .  = Y Fi a v e c  1 # O e t  deg ( F . )  = m ,  a u s s i  degy(Gi) = r n + l  
1 Y 1  

, e t  degy(Gi) > m : i m p o s s i b l e .  

( 1 ) )  P a r  conséquen t ,  XF & modA(T . 

I O i (1  1) 
P a r  r e c u r r e n c e ,  pour t o u t  i & IN , X F E: rnod (T . 

A 
( 1 ) )  A l o r s  G c rnod (T"))  d ' o ù ,  f i n a l e m e n t ,  modA[xl (T) = modA(T . A 

Main tenan t ,  s o i t  G € modACX1 ( T ) ,  donc G & modA(T ( 1 ) )  

1 1  
(1)  a y s s i  G = a  F  + ... + a  F avec  a E: A e t  F .  E. T . 

9 9  i 1 

O r ,  d ' a p r è ~  l a  p r o p o s i t i o n  13.5,  pour  t o u t  i E. IN' , deg ( F  ) 4 m. 
9  Y i  

Corne ai c A ,  nous en d é d u i s o n s  que degy (G) < m e t ,  c e c i  pour  t o u t  

f? 6 Q Q ~ ~ [ $ ]  (y) ? 

Cons idé rons  F E T t e l  que  degy(F) < m .  

D 'après  1 ' h y p o t h è s e  f a i t e ,  nous  savons  que YF & m o d A ( ~ ( 2 ) ) ,  

c l e s t - à - d i r e  que YF = a F + . . .  + a F ,!2> 
* 1 1  '4 q  1 1 

où a . £ A  e t  F . £ l  . 
Cpmme T ( ~ )  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  nous pouvons suppose r  que P P ( F I )  < . . . < PP(F ) 

q 

a l o r s  PP(YF) PP(F ) donc deg (F ) = degy(YF) a u s s i  deg (F ) < m. 
9  y  q  y  q  

O 
P a r  conséquen t ,  pour  t o u t  i c IN , deg ( F . )  < m ,  c e  q u i  impl ique  q u e  

q Y 1  
( 1 ) )  Fi c T") ,  pour t o u t  i € INO. Donc YF F rnod (T , p a r  s u i t e  

4 A 

Congidérons  main tenan t  G c rnod (T) , a l o r s  G = 1 x F e t  
LI Lx] FET F 

supposons  degy(G) < m .  Posons F I , . . . ,  F  l e s  é l é m e n t s  de T pour  l e s q u e l s  
4  

x # O d a n s  G = 7 x F e t  posons  x = x dans  ce  c a s .  
F F  

Ft:T F .  1 
i ' 

Puisque  T e s t  t r i a n g u l a i r e ,  nous  pouvons suppose r  

P P ( F I )  < ... < PP(F ) .  
q 

Donc d e g y ( F I )  4 ... 4 deg ( F  ) e t  deg (F ) = d e g y ( 6 ) .  
y  q  y  q  

O A u s s i ,  pour  t o u t  i 6: IN , degy (Fi)  < m ,  donc YF. c rnod 
9  1 

a 
A[,] 

O r  YG = x .  YFi a u s s i  YG f: rnod 
1 i= 1 A 11x1 



Fina lement ,  m o d A ~ x ~  (T) v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  du lemme 14.1 

a u s s i  modAM(T) = {F c f f /degy(F)  $ m l .  

Comme m o d A ( ~ (  l ) )  = modALx1 (T) , nous avons  mod*(~(  I))  = {F E H I  degy(I?) r m )  - 
( i i )  f i  = id (T)  . Posons M = mod (T 

( 1 ) )  
A 

donc if = id(h4) . 

O r  h4 e s t  un A[X] module, pu i sque  modA(T ( l ) )  = m ~ d ~ ~ ~ ~  (T) .  

A u s s i ,  nous avons ff = yJ.M, c ' e s t - à - d i r e  que ff e s t  engendré 
j EN 

(1)  
qomme A iqodule, par Y' .T , 

j EN 

S o i t  G E T ( I )  : s i  degy(G) = m ,  a l o r s ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  

j ( 2 )  pour  t o u t  ~ E I N ,  Y G E T  . 

* Sinon ,  degy (6) < m e t  YG E modA(T LI)) 

donc YG E m o d A ( ~ ( 2 ) ) .  Supposons que Y'G c modA(T 
( 2 ) )  

(2 
Auss i  Y ~ G  = a l G l  + . . . + a G avec ae E A e t  G r T . 

q q e 

Ia cm : degy (Ge) < m a l o r s  Gt E T ' e t  YG c modA(T 
( 1 ) )  

R --,---- 

2ème cm ; deg (G ) > m a l o r s  G~ =, Y 
k(L)  Fe où k ( e )  L I N  

. . -cri----  Y 1  

e t  Fe E T ( ' )  t e l  que deg (F ) = m .  Y e  
q i n s i  k ( & ) + l  FR, o r ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  Y k ( 1 ) + l F  , T 

YGl. = Y 
(2 )  

e 

Maintenant  j  y j t l G  = y ( y  C) = nlYGl + . .. + a YG 
q q 

( 2 ) )  
donc Y j f l ü  t mod,(T . 

(1 1 
Nous en déduisons  que pour t o u t  j  E IN e t  pour G E T , 



( 2 ) )  Comme T ( ~ ) C  f f ,  de fagon év idente ,  nous obtenons ff = modA(T . 

( i i i )  La démonstrat ion de c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  ident ique  à l a  

démonstrat ion donnée pour une indéterminée au  théorème 13.3. du c h a p i t r e  II. 

l 

D é d i d o n  14.3.  - S o i t  ff un i d é a l  non nu l  de A[x,Y], arnettant 

T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A[X,Y] comme p a r t i e  g é n é r a t r i c e .  

Nous d i rons  que T e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  séparante  

(2 ) )  de s i  e t  seulement s i  ff = modA(T . 



2. ALGORITHME POUR DETERMINER UNE PARTIE F I N I E  GENERATRICE SEPARANTE. 

2 1 .  ALcphiXhme A : condLtuotion d'une pahtie dinie généhcdh.i.ce 

2 7 . 1 . -  ALgohLthme A. 

Entrée : U p a r t i e  f i n i e  non v i d e  e t  non n u l l e  de  A[x,Y]. 

Sortie 7 T p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  d e  A ~ , Y ]  . 
Sousrprogramme : f o n c t i o n  r é c u r s i v e  p.  

D é b u t ;  T r = U -  (01 ; - 
Tant que T possède deux é l é m e n t s  d e  même monôme d i r e c t e u r  f a i r e  

Début tg : x i y j  e s t  l e  p l u s  g rand  monôme d i r e c t e u r  pour  l e q u e l  

il e x i s t e  a u  moins deux é léments  d e  T de  même monôme 

d i r e c t e u r  ; 

q  =: nombre d ' é l é m e n t s  de  T de  monôme d i r e c t e u r  X'Y' ; 

HI ,...,Hq s o n t  l e s  q  éli5ments d e  T de  monôme 

i j 
d i r e c t e u r  X Y ; 

pour  t o u t  k E IN' a := c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  de  
q '  k Hk ; 

u t i l i s e r  p  pour  d é t e r m i n e r  al,..., ak,B1, ..., Bk dans  

q  
A t e l s q u e  l a k . a k  e s t  l e  p . g . c . d .  d e s  a  dans  A 

k= 1 
k 

e t  BI, ...,Bk s o n t  l e s  q u o t i e n t s  r e s p e c t i f s  ; 

T := T - { H l ,  ..., H 1 ; 
q  

T ;= T u {H,H,-B~.H ,..., H -0 .HI ; k k  

F i n  t q .  -- 

Ranger l e s  é l éments  de  T p a r  o r d r e  d e s  d e g r é s  c r o i s s a n t s  ; 

s  := c a r d ( T )  ; T := { F I  ,. . . ,Fs )  ; 



pour tout k  E IN: P P ( F ~ )  := Xilljk y , 

R : = 1  ; 

Tant que 1 < 5 faire 

Début tq : si jk = jkc1 alors 

début de si : h := i 
7 1 ,  kt1 - ik ; 

h- 1 si h >  1 alorsT : = T U { X F k ,  ..., X Fk} ; 

fin de si 
v 

sinon 

début : h := jk+l - jk ; 

h- 1 si h > 1 alors T : = T  {YFk, . . . ,Y Fk} ; 

fin de sinon. 

Fin de tq. 

Fin, 
--CT 

~ % U ~ V ~ & V M  2 1 . 2 . -  Soit U une partie finie non vide et'non"nul1e 

de A ~ x , Y ~ ,  

Nops avons les résultats suivants : 

(i) l'algorithme A appliqué à U  s'arrête au bout d'un nombre 

fipi d'opérations. 

(ii) posons T  = A ( U )  le résultat final. Alors T est une partie 

finie triangulaire de ~11x1 telle que 

id (u) = idA Lq (T)  . 
A Lx1 

Elle est identique à la démonstration de la proposition 2 1 . 2  du 

chapitre II. 

Nous avons d'ailleurs le même type de conséquences. 



CattoU&e 2 7 . 2 ~ -  Soit U une partie finie non vide et non nulle 

de A[x,Y~. - Posons T la partie finie triangulaire obtenue par l'algorithme 

A appliqué à U. Alors : 

ca4oflcLihe 27.2b.- Soit U une partie finie non vide et non nulle 

de ACX,YJ. Posons T la partie finie triangulaire obtenue par l'algorithme 

A applçqué à U. Alors : 

mod (U)  C modACXl (T) . 
A Ex3 

9 2 ,  A t g o ~ Z h r n e  R.  

Soit 'J' une partie finie triangulaire de A[X,Y] . Comme dans le 

chapitrg JI pous paragraphe 22, cqc algorithme pous pFpettra de décider, 

pour F E ACX,YJ, si F E mod (T A ( 2 ) )  ou si F ti mod*(~(~)). 

Maintenant gC nous regardons les premiers pqs de l'algorithme R 

dans le cas d'une indéterminée au chapitre II, pour F E A[x], nous devons 

O 
d'abord determiner s'il existe G c T ( '  ) tel que ~ O G  = d F. 

Donc, dans le cas de deux indéterminées, qui nous intéresse 

maintenant, pour F E: A[x,Y], il nous faut déterminer s'il existe G E: T (2) 

tel que PP(G) = PP(F), ce qui est un peu moins facile et nécessite un 

algorithme préliminaire 
Ro ' qui nous permettra de dire, pour i et j 

i j 
dans N ,  s'il existe ou non G € T (2) tel que PP(G) = x Y . 

U é ~ i & i o n  22.1.  - Soit T un? partie finie triangulaire de A[X,Y] . 
Pour j E IN,  définissons ; 

f i )  T 
(2)  = {F E ~ ( ~ ' 1  3 i E M PP(F) = X ~ Y ~ I  

[Y '1 
i w(j) = inf{i E: N I  .- F c T (2) PP(P) = xi*j}. 

CY'I 

(iii) . r ( j )  = maxIi r N/ - 7 F i T PP (F) = xiyj 1. 
[Y j] 



Rmmque -----  - -  : T . est définie à la définition 13.2. 

[y JI 
P&opob,&~tion 2 2 . 2 .  - Soit T une partie finie triangulaire de A[X,Y] . 

Posons k = min{degy(F)/F E T} et m = max{deg (FIIF E T}. 
Y 

Nous avons les résultats suivants : 1 .  
(i) pour tout j E A et j < k T(~) = $4 donc w(j) n'est pas 

- 'défini. 
kjl 

(ii) pour tout j E IN et j 2 k, T(~) # $4. 
[Y'] 

(iii) pour tout j € IN et k & j 6 m, 

(iv) pour tout j E N et j > m, w(j) = w(m) 

et w(m) = inf{i E: IN] 11 F E: T - PP(F) = xiYm}, d'après (iii). 
LymJ 

(v) pour tout j E IN, .r(j) est défini lorsque k 6 j 6 m. 

Lorsque nous construisons T']) à ~artir de T, nous prenons les 

éléments de T plus certains éléments de T multipliés par une puissance de 

X donc min{degY(F) I F  f T'Il 1 = k. De plus, nous construisons T(2> a 

partir de T']), en prenant tous les éléments de T('), plus les éléments 

de degré en Y égal à m, multipliés par une puissance de Y. 

Aussi min{degy(~) / F E T(~) 1 = k et pour tout j t. IN, j 2 k, 

il existe F € T (2) tel que àeg (F) = j. D'OÙ les points (i) et (ii) 
Y 

sont vérifiés. 

Passons maintenant aux autres résultats : 

(iii) soit j E IN tel que k S j 6 m. 

Alors, d'après la proposition 13.3, T . # @. 
[y '1 

(2) De plus, comme T C T(~), alors T . C T . . 
Cy3 CyJ3 



Aussi w(j) L infii f I N [  3 F E T . PP(F) = XlyJ}, 
CyJJ 

Maintenant, d'après ce que nous avons rappelé relativement à la 

construction de T(') et de T(~) , nous avons en fait : 

w(j) = inf{i c I N I  7 - F E T PP (F) = XiYj 1. 
CY~J 

(iv) Soit j E IN tel que j 2 m. 

i j 
Considérons G c T (2) et posons PP(G) = x Y . 

rvj1 

Comme j 2 m, il existe F E T"), tel que degy(F) = m, et 

e il existe 4? E IN tels que G = Y F donc PP(F) = XiYm. 

Dans la proposition 13.3, nous avons démontré que T est 
rymJ 

triangulaire. Posons F l'unique élément de T tel que +P(F ) = x ~ ( m ) ~ m  . 
O O 

9 

L e bmJ 
alors Y F~ E T (2) o r  PP(Y F ~ )  = x ~(m)~e+m = Xw(m)yj ; aussi Y 

e (2) 

Donc w(m) 2 w(j). 

Donc F E T (2) et w(j)>w(m), car w ( m ) = i n f { i a ~ I 3 F P T  ( 2 )  PP(F) = xiyrn} 
[ym] [ym] 

d'où w(j) = w(m). 

(v) Cela provient de la proposition 13.3. 

2 3.3. - Alqu&thrn~ R ~ .  

Entrées : T partie finie triangulaire de  AB,^ , 
i et j deux entiers naturels. 

Sortie : Un élément de T (2) de PP égal à X ~ Y ~  s1 il existe 

O sinon. 



Début : T : = IF,, ..., F 1 rangée par ordre croissant des PP ; n 
m : = degy(Fn) ; PP(Fn) = Xwym ; 

Si j > m alors retourner Y ~ - ~ . R  (T,i,m) 
O 

i-w 
Si j = m et i > w alors retourner X .F . n 
k : = 1 ;  

i ' 
Tant que PP(Fk) < X .yJ faire k : = k+l ; 

Si PP(F~) = xi.yj alors retourner 
Fk ; 

Si k = 1 alors retourner O 

a B 
:= k-I ; PP(F~) := x .Y ; 

Si B < j alors retourner O ; 

,i-a 
Sinon retourner .Fk ; 

Fin, - 
PtlopobiAion 2 2 . 4 .  - Soit T une partie finie triangulaire de A E , ~ .  
Considérons i et j dans IN, Alors : 

(i) l'algorithme R appliqué à i et j s'arrête au bout d'un 
O 

nombre fini d'opérations. 
(2) (ii) Si R O T , ,  # O alors Ro(T,i,j) E T - 

DémanafiaXion : 

i-w 
?eh ÇM : j = m et i > w alors Ro(T,i,m) = X .F n 

(2 donc l'algorithme cesse et Ro(T,i,m) E T . 
2 E m ~  cm : j = m et i < w ou j < m. 

Dqns ce cas, le nombre d'itérations du Tant que est borné par n, 

donc l'algorithme cesse. De plus, le Tant que détermine le Fk 

de PP maximum, pour j fixé. 

En outre, nous obtenons soit O soit un élément de ,(il (~(1) T(2))* 

3ème c a  : j > m. Pour déterminer R0(T,,m, nous utilisons soit le ler cas, -- 
soit le 2ème cas, donc l'algorithme cesse. 



De p l u s ,  nous obtenons s o i t  O ,  s o i t  un élément de T ( ' )  de PP 

( 2 )  maximum, donc (T,i ,m) E T . 
O 

2 2 . 5 . -  A l g v t L t h m e  R. 

Entrées : T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A [ r X , q ,  e t  H E A/>,Y]. 

S o r t i e  : R(T,H) E A ~ , Y ] .  

Sous-programme : a lgor i thme . Ro 

Début : S i  H = O a l o r s  r e t o u r n e r  O ; - 
Sinon 

Début : x i .y j  := PP(H) ; a  := c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  de H ; 

i j  S i  R ( T , i , j )  = O a l o r s  r e t o u r n e r  a . x i y j  + R ( T , H - a . ~  Y ) ; 
O 

S  inon 

début : F := R o ( T , i , j )  ; b  := c o e f f i c i e n t  d i r e c t e u r  de F  ; -- 
S i  a  = b.y a l o r s  r e tou rne r  R(T,H-y.F) ; 

Sinon r e t o u r n e r  a .x iy j  + R ( T , H - ~ . x ~ Y ~ )  ; 

f i n  de s inon.  - 

F i n  de s inon.  

Fin. - 

P h o p V b f i ~ V f l  2 2 . 6 .  - S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A C X , ~ ] .  
Pour t o u t  H E A@,Y] nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

(i) l ' a l g o r i t h m e  R app l iqué  à H s ' a r r ê t e  au  bout  d 'un nombre 

f i n i  d ' opé ra t i ons .  



DémonaLtaLLon : 

Pour H = O c ' e s t  év ident  ; 

Pour H # O nous é t a b l i s s o n s  une démonstration par  récur rence  

iden t ique  à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  22 .2  correspondante du c h a p i t r e  II. 
L 

De p l u s ,  nous avons l e  même c o r o l l a i r e  : 

c U k ~ ~ U & e  22.6a.- S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A E,Y]. 
Pour que H E modA(T ( 2 ) )  il f a u t  e t  il s u f f i t  que R(T,H) = O .  

23. A l g o U h m e  A : conht lzuc~iun  d 'une  pcvttie h i n i e  génétaXkice 

23.1.- AlgotiLhme o. 

Ent rée  : U une p a r t i e  f i n i e  non v ide  e t  non n u l l e  de A[x,Y]. LI l l E  

S o r t i e  : T une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran te  de idA[d (U) . 
.. Sous-programmes : a lgor i thme A ,  a lgor i thmes  Ro e t  R. 

Début : T := A (U) ; 

s ' i l  e x i s t e  F  E T t e l  que R(T,X.F) # O 

a l o r s  r e tou rne r  O(T U {R(T,x.F)))  ; 

s ' i l  e x i s t e  F E T  t e l  que R(T,Y.F) # O 

a l o r s  r e tou rne r  @(T LI { R ( T , Y . F ) ) )  ; 

r e t o u r n e r  T ; 

Fin. 
P 

Théonème 23.2.- S o i t  H un i d é a l  non nul  de  AB,^, donné pa r  

U un système f i n i  de généra teurs .  A lo r s ,  nous avons l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  : 

( i)  l ' a lgo r i thme  O appl iqué  à U c e s s e  au bout d'un nombre f i n i  

d ' o p é r a t i o n s .  



(ii) posons T = O(U) le résultat final. Alors T est une partie 

finie génératrice sgparante de ff. 

Démonatku/tion : 

Pour (i) la démonstration est identique à celle du théorème 23.2 

du chapitre II, avec les modifications suivantes : 

m 
m = max degy(F)lF c U et (1,Y 9 . . a  9Y ) .  

Pour (ii) c'est identique avec la conclusion H = modA(~(2)). 

C o k ~ ~ u A ? t &  23.2a.- Soit ff un idéal noil nul de A[x,Y], dont un 

systeme fini U de générateurs est donné. Alors pour tout F E A[x,Y], 

naus pouvons déterminer algorithmiquement si F ff ou si F & ff. 

Démo MA .t,taLiu n - : 

Posons T la partie finie génératrice séparante de ff, obtenue 

pay l'algorithme O appliqué à U. 

Par conséquent, H = mod (T ( 2 ) )  
A 

Or, d'après le corollaire 22.6a, soit F c A[x,Y], pour que 

F E rn~d~(T(~)), c'est-à-dire F E /!, il faut et il suffit que R(T,H) = 0. 

Par conséquent, pour tout F E A[X,Y] , nous pouvons déterminer, 

en utilisant l'algorithme R, si F c ff ou si F & f f .  

3 - PARTIES FINIES GENERATRlCES SEPARANTES hllN1hMLES. 

3 I . 1nvutr.ian;ts d 'U I I  LdénL de. A ~x,Y] -- . 

DéJin&on - 31.1. - Soit H un idéal non nul de AL&$ , dont un 

système fini U de générateurs est donné. Définissons : 



(ii) pour t o u t  j E IN,  1 
T. = {f E A[X] / £ y J  s o i t  l e  Y terme d i r e c t e u r  d ' u n  F E H l  C) {O}. 

J  

P k o p o n ~ o n  3 1 . 2 .  - S o i t  H un i d é a l  non n u l  d e  A[x,</ , dont  U un - 

systéme f i n i  d e  g é n é r a t e u r s  e s t  donné. A l o r s  nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i )  pour  t o u t  j E - l ~ ,  T e s t  un i d é a l  d e  A[X] 
j 

( i i )  pour t o u t  j , T . C  T  
J j+1 

- (iii) 3 r E IN T  # O A j c - 1  1 u j < r - T.  = IO}.  
J  

Vémonn;Drntian : 

Comme ff e s t  un i d é a l  de  A [ x , ~  e t  que nous avons p r i s  l a  précau-  

t i o n  de m e t t r e  O ,  pour t o u t  j c IN,  T e s t  un i d é a l .  = ( 0 )  donc 
j - 1 

c ' e s t  un i d é a l .  

S o i t  £ E 7 a l o r s  fYj  e s t  l e  Y terme d i r e c t e u r  de F c ff. 
j '  

j+ 1 
Maip YF E ff e t  son t e rme  d i r e c t e u r  e s t  £Y , donc f c T j + , .  D'où 

T .  C Ti+, . 
J  

P a r  conséquent  (i) e t  ( i i )  s o n t  v é r i f i é s .  

Démontrons ( i v )  , A @] e s t  un anneau n o e t h é r i e n ,  donc l a  c h a î n e  

c o o i s s a n t e  d e s  idéaux  T  e s t  s t a t i o n n a i r e .  Donc l ' ensemble  { i  E IN lTi # Ti+] }  
j 

e s t  f i n i .  Posons  1 = sup{ i 6 -  IN 1 T. f Ti+ 1 e t  prenons  s = 1+1 donc 
1 

' I - T  e t p o u r  ~ E I N  T = T l .  
Ts-i 7 s s+ j  s 

Passons  à ( i i i j ,  considt3rons l e s  idéaux  T  7 , T , , . . . , T  . 
- 1 '  O s 

Comme H e s t  non n u l ,  a l o r s  i l  e x i s t e  i 6 N t e l  que 7 ,  # ( 0 ) .  
S 1 

A l o r s  posons  r = i n f f i  E IN 17 # { O }  . 
s i 



c o h o ~ a d ~ e .  37.2a.- Sous l e s  mêmes hypothèses  e t  n o t a t i o n s  que 

dans 31 .2 ,  nous avons { O )  = T  5 Tr C ... C T  T  = T  s-15 s 
pour 

r- 1 s+ j  ' 
t o u t  j E IN. De p l u s ,  l e s  e n t i e r s  r e t  s  n e  dépendent que d e  f f .  

D é ~ i W o n  31.3. - S o i t  ff un i d é a l  non n u l  d e  A[X,Y] , donné 

avec  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  Alors  nous poserons  r = r (H)  e t  

s = s(f f ) ,  l e s  e n t i e r s  r e t  s d é f i n i s  à l a  p r o p o s i t i o n  31.2 .  

Dél(in&on 32.1.  - S o i t  T  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de  A[X,Y] . 

Nous dé f in i s sons  : 

(i) k(T) 9 m i n { d e g y ( ~ )  / F & T I  e t  m(T) = max{degy(F) 1 F E: T I .  

( i i )  pour  t o u t  j E: IN e t  k(T)  6 j & m(T) , 

U {g E A I  X I  1 g ~ j  s o i t  l e  Y t e r m e  d i r e c t e u r  d ' u n  G E T ) .  
j 

P h o p o b ~ u n  32.2.- S o i t  T une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de  A[X,Y] 

A l o r s ,  pour t o u t  j  6: N e t  k ( T )  4 j $ m(T), U e s t  une p a r t i e  
j  

f i n i e  t r i a n g u l a i r e  de A [x] . 

S o i t  j E: IN, t e l  que k(T) < j 6 m(T) 

d o n c  U .  # B. De p l u s ,  O 6 U j .  
J 

S o i e n t  g 1  e t  g2 d a n s  U t e l s  que d0gl  = d0g2 
j  

(g  1 
c A[X] e t  g2 r A[x]). 

A l o r s  il e x i s t e  G 1  e t  G2 d a n s  T  pour l e s q u e l s  g l y j  e t  g 2 ~ j  

O O 
s o q t  l e u r s  Y termes d i r e c t e u r s  r e s p e c t i f s .  Pu i sque  d  g ,  = d  g 2 ,  a l o r s  

PP(GI)  = PP(Ç2). Mais T  e s t  t r i a n g u l a i r e ,  donc d é c a l é e  a u s s i  G 1  = G 2 .  

e 

Donc - 
- g2 

e t  U e s t  d é c a l é e .  
j 



O 
Maintenant soient g1 et g2 dans U tels que d g1 < dOg , 

j 2 
O 

et considérons i E , tel que d g1 < i < dog 
2 ' 

Or il existe G1 et G2 dans T tels que glyj et g 2 ~ j  soient 

leurs Y termes directeurs respectifs. . . 
il j, l 2  J2 . Posons PP(GI)= X Y et PP(G2)=X Y 

O 
alors j l  = j2 = j et i = dogl, i = d g2. 

1 2 

Aussi i < i 
1 2' 

Comme T est triangulaire, il existe G & T, 

i j  
tel que PP(G) = X Y . Posons alors g Y' le Y terme directeur de C. 

O 
Nous avons d g = i et ' 

Comme T est finie, U est finie. , . 
j 

Par conséquent, U est une partie finie triangulaire de ~ 1 4 .  
j 

P/tupobi,tian 32.3.- Soit T une partie finie triangulaire de 

A ~ , Y ] .  Poqons ff = id(T) . Pour que T soit une partie finie génératrice 

séparante de , il faut et il suffit que T vérifie : 

( 2 )  F c T YF E mod (T ( 2 ) )  . 
A 

(ii) pour tout j E IN, k(T) i j S m(T), 

U est une ~artie finie génératrice séparante de T où T 
j j ' j 

est défini à la définition 31.1. 

Supposons d'abord T partie finie génératrice séparante de i f .  

Donc H = mod (T'~)), aussi pour tout F r T, YF c rnodA(T (2)) 
A 

Soit j t? IN tel que k(T) Q j i m(T). De façon évidente, U . C  T . 
J j 

. Considérons f 6 T et f # O. Alors f yJ  est le Y terme directeur d'un 
j 

élément F de H. Nous pouvons écrire F = cx. G + . . . + (Y. G où a. c. A 
1 1  cl q 1 

et G ~ E T ( ~ ) .  comme T (2) est triangulaire, nous pouvons supposer 



Donc PP(G ) = PP(F) . Or deg (F) = j et j 6 m(T) , donc pour 
9 Y 

4 
(1) tout i & IN0 , degy(Gi) h m(T), d'où, pour tout i E iNO , G. E T . 

q 1 

l Alors pour tout i E I N  , G. = X 
1 

L(X)~. avec F. i T et C(x) E N .  

1 4 1 1 

No tons Gr>. . . .G les G. qui uérif ient deg (G.) = j et fiyj le Y terme 
1 4 1 Y 1  

de Pi. Aussi f yJ = ( a  x l ( r >  
r f r  + . . . + u CI x l(q)fq)yj .  

C'est-à-dire f = arx e ( r >  f r  + ... + a ~ ~ ( ~ ) f  
q 9 ' 

Or f. E: U pour r < i & q. 
1 j 

Donc T .  = id r-(U ) .  
J A LXJ j 

Nous savons, d'après la proposition 32.2, que U est une ~artie 
j 

finie triangulaire de AIX. Il nous reste donc à démontrer que U est 
j 

séparante. 

Posons u = {g1, ..., 
gq) 

; comme U est triangulaire, nous 
j j 

O 
pouvons supposer dogl ' dog2 < . . . < d gn. De plus, pour tout i E NO 

n-I 
O O 
a gi+l = 1 + d g.. 

1 

Donc U!') = U. "{xig li EINOI (cf. définition 12.4, chapitre II). 
J 3 n 

O 
Posons, pour tout i 6- IN G. l'élément de T pour lequel n '  1 

..Y' est son Y terme directeur. En posant 0 -  
"1 

d gi - qi , nous avons 

(1. O 
alors BP(Gi) = X 'Y'. Prenons i F IN et i < n et considérons gi 

Comme T est une partie finie génératrice séparante de l i ,  

(2)) nous savons que XGi c mod (T . 
A 

Par conséquent, puisque T(~) est triangulaire, nous avons : 



où les a E A e t  s o n t  n u l s  sauf  pour un nombre f i n i  d ' e n t r e  eux. 
G 

c ' e s t - à - d i r e  Xgi E mod (U ( I l )  e t  c e c i  pour t o u t  i E IN' t e l  que i < n .  
A j 

( 1  1 Pour 
gn ? 

il e s t  é v i d e n t  que C U  . 
'gn j 

Pa r  conséquent ,  U e s t  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  g é n é r a t r i c e  
j 

d e  T q u i  v é r i f i e  : pour t o u t  g  6 U j ,  Xg E mod ( U  ( 1 ) )  
j ' j 

A l o r s ,  d ' a p r è s  l e  t h é o r è g e  13.2 du c h a p i t r e  II, U e s t  une p a r t i e  
j 

f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  d e  7 . 
j 

Réciproquement,  supposons que T s o i t  une p a r t i e  f i n i e  t r i a n g u l a i r e  

ae A ~ X , Y ]  q u i  v é r i f i e  : (i) V F  E T Y F E  modA(T ( 2 ) )  

( i i )  pour t o u t  j E N ,  k(T)  4 j 6 m(T), 

U e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  
j 

Puisque  h' = i d ( T ) ,  T e s t  t r i a n g u l a i r e  e t  

k ( T )  = minideg  (F) / F  c T I ,  a l o r s  pour  t o u t  H i H ,  degy(H) b k(T) . Y 

Considérons  F c T pour l e q u e l  degy(F) = k ( T ) .  

Posons f  Y k ( T )  s o n  Y terme d i r e c t e u r ,  a l o r s  f  E U 
k(T) ' 

Posons U 
k (T) 

= { g , ,  . . . , g n I .  O r  X£ r u ( l )  , a u s s i  nous avons 
k (Tl 

X f = a l . g l  + . , . + a  g  + h g n  avec  h ~ A k 1 ,  e n s u p p o s a n t  n-l n-l - - 

O 
d o g l  - . . . < d gn.  Posons G .  l ' é l é m e n t  d e  T don t  l e  Y terme d i r e c t e u r  

1 

O e s t  g . ~ ~ ' ~ ) ,  p o u r t o u t  i c R .  Posons H = X F -  ( a l G ,  + . . . +  a G + h G ) .  
1 n n-1 n-1 n 



Alors degy(H) < k(T) . Mais H & ff, donc H = 0. 

Aussi X F =  a G  + ... + a  G 
1 1  n-1 n-1 

+ h Gn. 

P i 
Ecrivons h = a .  . Or G c T et son monôme directeur 

1 
i=O n cyk(T)l 

i 
est maximal dqns T (1 > aussi pour tout i E W, xiG E T . 

1 
1 [Y~'~'] y n 

Par conséquent XF E mod (T ( ' ) )  ; d'où XF E modA(T (2)) 
A 

Faisons maintenant lthypothèse suivante : pour q & IN et 

k(T) 6 q < m ( T ) ,  pour tout j € IN, k ( T )  ,< j G q et tout F E T, tel que 

degy (F) = j, alors XF c mod (T (2)) 
A 

Considérons G E T tel que degy(G) = q+1. 

Posons g Yq+l le Y terme directeur de G. 
*lors Uq+ 1 

Rosons U = g ,  g .  Or Xg L U ( ) , donc nous avons 
q+ 1 cl+] 

X g P a l g l  + Y . .  + a  n-1 e n-l + h g n  avec ~&A[x], ensupposant 

O O 1 d g ,  < . . . < ci 8,. Posons, pour tout i E IN' n ' G. l'élément de T dqnt le 
1 

q+ 1 Y terme directeur est giY . 
Posons H = XG - (alG1 + ... + a G + h G ) .  

n-1 n-1 n 

Alors degy(P) ' q+l, c'est-à-dire degy(H) 6 q. 

Or H E ffy donc H = ) xFF avec x c H~-x,Y;. 
F - - 

FET 

Aussi H = \ 
i X F +  1 F 

x F .  
Ff T F&T 

F 

degy (F)iq degy (F)>q 

- 
Si ) xFF f O alors degy(H) > q : contradiction. 

FET 

Par conséquent, H = x F .  
~i T F 

degy (F)6q 



Mais x E AI:x,YJ, a u s s i  x = bo(F,X) + bl(F,X)Y +. . .+b ( F , x ) Y P ( ~ )  F F p(F)  

où bi(F,X) E A[x]. 

p(F) 
Donc H = 1 1 b .  ( F , x ) Y ~ F .  

FET 
1 i =O 

degy (FI  QI 

Main tenan t ,  pu i sque  degy(F) 6 q ,  a l o r s  XF c rnod (T 
A 

( 2 ) )  e t ,  p a r  

i 
r e c u r r e n c e ,  pour t o u t  i E IN, X F E m o d A ( ~ ( 2 ) ) .  

P a r  conséquen t ,  b .  (F,X)F E rnod ( T ' ~ ) ) .  
1 A 

De p l u s ,  pour  t o u t  F h T, YF c mod ( T ( ~ ) ) .  
A 

( 2 )  A l o r s ,  p a r  r é c u r r e n c e ,  pour  t o u t  j E IN e t  t o u t  F c T , 
2 

Y ~ F  E modA(T ) .  

( 2 ) )  Donc b . ( ~ , ~ ) y ~ ~ ~ r n o d ~ ( T  1 . 
( 2 ) )  P a r  s u i t e  H c rnod (T . 

A 

O r  XG = H + a G + ... + a G + hGn. 
1 1  n-l n-l 

pour  i E {NO G .  c T .  De p l u s ,  G c T 
ri-l ' et; e s t  d e  

1 " ~ ~ : y 9 +  I] 

i 
monôme d i r e c t e u r  maximal dans  T A q + ] -  , donc,  pour  t o u t  i c i N ,  X G  E T  ( 1  1 , 

l J n 

( 1 ) )  a u s s i  hG c rnod (T 
9 

A n 

Comme T C T ( ' )  Ç T ( 2 ) ,  nous  e n  d é d u i s o n s  que XG ê rnod ( T ' ~ ) ) .  
A 

Nous venons  d ' é t a b l i r  que l ' h y p o t h è s e  e s t  v é r i f i é e  pour k ( T )  e t  

s i  e l l e  e s t  v é r i f i é e  pour  q ,  t e l  que k (T)  S q < m(T), a l o r s  e l l e  e s t  

v é r i f i é e  pour q + l .  

Pa r  c o n s é q u e n t ,  e l l e  e s t  v r a i e  pour  t o u t  j , t e l  que k(T) S j 6 m ( ~ )  

( 2 ) )  c ' e s t - à - d i r e ,  pour  t o u t  F c T ,  XF E rnod (T . 
A 

( 2 ) )  Comme nous  a v i o n s  d é j à ,  pour t o u t  F c T, YF ê rnod (T , 
A 

nous  sommes p l a c é s  dans  l e s  c o n d i t i o n s  du théorème 14.2 ,  a u s s i  T e s t  une 

p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  d e  ff = i d ( T ) .  



33.  Dédi&ion Q;t: cdrrac;LéILinaXio~. den pcvttiea , ( . in i~i l  génétrntnicen 

~ b éparrantu minimalen . 
l ~ ~ PtropoclLfi~v~ 33.1 .  - Soit ff un $déal non nul de A[X,Y] , dont W 

un systPme fini de générateurs est donné. Posons T la partie finie géné- 

1 ratrice séparapte, obtenue par l'algorithme 0 appliqué à U. Alors, nous 

avons les résutrats suivants : 
1 

1 (i) k(T) = r(H) ; 
1 

(i) f l  est évident que 
Tk(~) 

# (01 puisque 

k(T) = min{degy(~) / F E TI. Aussi U 
k(T) 

f 0 et, proposition 32.3, 

est une partie finie génératrice séparante de 
Tk (TI  

. Aussi r(ff) 6 k(T). 

I Maintenant, pour tout H E H, deg,(H) 2 k(T).  où r(H) = k(T). 

(ii) Ppspvs m = a(T)  et s ~ i t  j E PJ, 

Cvnsidérons T m+j . 
Soit f non nul dans T Posons F l'élément de H dont le Y 

m+ja 

terme directeur est f ym+j. Donc F c mod (T (2)) 
A 

(2) Aussi F = a G + ... + a G avec a. E A et G. E T . 
1 1  n n 1 1 

Posons G ,..., G les éléments G. de cette décomposition qui 
P n 1 

vérifient degy(Gi) = m+j, et posons, pour p G i 4 n, ei~m'j le Y terme 

directeur de G., 
1 

L .  1 m+j 
Pusons ~aintenant PP(Gi) = X Y . 



Alors, en utilisant l'algorithme R (cf. Proposition 2 2 . 4 ) ,  
O 

nous pouvons déterminer F. E T, r. et s dans IN,  tels que 
1 1 i 

r. S. 1.- m+j-s 
G .  a X 'Y 'Fi. D'où PP(F.) = X 

i i 
Y 

i 
1 1 

m+j-S. r. 
1 

Posons £.Y le Y-terme directeur de 
1 

Fi. Alors gi = X fi. 
1 

r 
1 

r 
Par conséquent, f = a 7 f + . . . + a X nf . 

1 1 n n 

De p l u s ,  comme deg ( G .  = m+j alors degy (Ci) z m, aussi s = j , Y i  i 

1.-r. 
Donc PP(Fi) = X 

1 l m  
Y et f i € U .  m 

D'où f E idACXl(\). 

Or, proposition 32.3, idA~Xl (Um, = Tm , 

donc T = T (nous avions déjà T C T ) . 
m+j m m . m+j 

Par conséquent, s(H) < m, c'est-à-dire s(ff) < m(T). 

D é ~ i n d i ~ ~  33.2.- Soit ff un idéal non nul de A[x,Y], donné avec U 

un système fini de générateurs. Une partie finie génératrice séparante T de H 

est dite minimale si et seulement si elle ne contient strictement aucune autre 

partie finie génératrice séparante de H. 

Théuhèrnc 33.3.- Soit T une partie finie triangulaire de A]>,';) 

et posons H = id(T). Les assertions spivantes sont équivalentes : 

(i) T est une partie finie génératrice c5parante minimale de f l .  

(ii) T est une partie finie génératrice séparante de 1 ,  et : 

(a) s(H) = m(T) ; 

( b )  pour tout j i IN, k(T) d j r m(T), U est une partie 
j 

finie génératrice séparante minimale de T . 
j 



( i i i )  T  e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  d e  f e t  : 

(a) il e x i s t e  F  c T t e l  que deg (F) = n(T)  e t ,  en  posan t  
Y 

aXiym(T) s o n  terme d i r e c t e u r ,  où a  6 A' e t  i E IN, a l o r s  

il n ' e x i s t e  aucun G E T t e l  que degy(G) = m(T) - 1 e t  G 

X 
a pour t e rme  d i r e c t e u r  E ~ X ~ Y ~ ( ~ ) - ' ,  où E L A . 

(b )  pour t o u t  j E M, k(T) < j h m(T), Uj e s t  une p a r t i e  f i n i e  

g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  rniqimale de  f . 
j 

P é r n o a & a t i ~ n  : 

E l l e  est du même type que l a  d é m o n s t r a t i o n  donnée pour l e  théorème 32 .2  

1 du c h a p i t r e  II. c ' e s t - à - d i r e  : 

d ' a b o r d ,  nous supposons (i) v é r i f i é e .  

S i  s (H)  # m(T) , d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  33.1, s (if) < r n ( ~ ) .  

Posons a l o r s  T f  = {F E ~ ( d e g  (F)  < ~ C T )  } e t  nous démontrons,  en  
Y 

1 u t i l i s a n t  l e  thêorème 1 4 . 2 ,  que T '  e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  q é p a r a n t e  

1 d e  : c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  c a r a c t è r e  minimal d e  T. 

Donc s (H) = m(T) . 
De msme, s ' i l  e x i s t e  j c* IN, k(T) i j :: m(T), pour l e q u e l  U 

j 

n ' e s t  pas  minimale ,  posons q = i n f { j  E I N / ~ ( T )  C j C m(T) e t  U n o n m i n i m a l e ) .  
j 

En u t i l i s a n t  l ' a l g o r i t h m e  du c h a p i t r e  II ( c f .  Théorème 33.2 ,  c h a p i t r e  I I ) ,  

nous  savons  dé te rminer  V une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale 
4  

à p a r t i r  de  pour T . 
q  

Posons T' = {F  E ~ l d e ~ ~ ( F )  # q }  U U  

où W = {F E T I F  a  pour Y-terme d i r e c t e u r  f yq où f  c V } .  
9 

Donc T'  G T e t  en u t i l i s a n t  l e  théorème 14 .2 ,  nous démontrons que T '  e s t  

une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  d e  H, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  c a r a c t è r e  

minimal de T. 



Donc, pour tout j € IN, k(T) d j i m(T), U est une partie finie 
j 

génératrice séparante minimale de 7 Par conséquent, (ii) est vérifiée. 
j ' 

Supposons maintenant (ii) vérifiée. 

En par~iculier, s(ff) = m(T), aussi 
'rn(~)-l ' Tm(T) ' 

i m(T) . Si, pour tout F E T tel que degy(F) = m(T), nous posons aX Y son 

i m(T)-1 terme directeur, et qu'il existe G E T de terme directeur caX Y 9 

a 
où E E A .  

Posons " I I ~ ,  ..., F les p éléments Fl de T qui vérifient 
P 

degy (Fe) = m(T)  . Posu,~~, pour tout F A' , a XilYm(T' le terme directeur 
P 

T - 1 ,  où de Fe, et Ge l'élément de T de terme directeur E a X Y R L 
* 

E p A .  

Puisque T est triangulaire, nous pouvons supposer 

- 1 Considérons HI = FI - Y E G alors PP(HI) < PP(FI). 
1 1  

Donc degy ( H I  ) < m(T) . Posons fli"(T) (resp. gl~m(T)‘l ) le Y-terme 

- 1 
d i ï ~ ~ t ~ ~ ï  de FI (resp .  de GI). Alors f l  = E l  g I -  

D'où f f Tm(T)-I. 

O O 
Faisons 1 'hypothèse suivante : pour q c_ IN , pour tout j E fN 

P-1 4 ' 
posons fjym(*) le Y-terme directeur de F 

j ' 
alors f. c T 

J m(T)-1' 

Considérons F et f Y ~ ( ~ )  son Y-terme directeur. 
q+ 1 q+ 1 

Posons H = F 
q+l q+l 

- Y E - ' G  . 
q+l q+l 

Donc PP(H ) < PP(F , aussi PP(H ) = PP(F ) .  
q+ 1 q+ 1 q+ 1 9 

Par conséquent, nous pouvons éccire H = a F  + . . . +  n F  + H  
q+ 1 q q 1 1  O 

- 1 
Alors f = & g + (Y, f + ... + alfl. 

4+1 q+l q+l (f 9 

Donc f 
4+ 1 7m(T)-l. 



??r çgnséquent, pour tout q E ,NO , 
P Tm(T) -1 

Or U = {f l,...,f } et T 
P = LX] (m(~) ) ' 

DOOC Tm(T) C Tm(T)-, , c'est-à-dire - - Tm(~) m ( ~ )  - I : contradiction, 

puisqqe s(U) F m(T) . 

~. 
Par c~nséquent, le point (a) de (iii) est vérifié et le point (b) 

e$t conservé. 

Enfin, supposons (iii) vérifiée. 

D'après (a), nous avons m(~) + Tm(T)-i , aussi s(ff) > m(T). 

ponc s(H) - m(T) (nous avons toujours s(ff) & m(T), d'après la proposition 33.1). 

Considérons alors T' une partie finie génératrice séparante de f i ,  

telle que T' C T. Donc m(T1) ,< m(T). 

La démonstration est alors identique à celle du théorème 32 .2  du 

chapitre II : 

- si p(T') < m(T) nous aboutissons à une contradiction. 

- donc m(Tr) = m(T), et, gâte au caractère triangulaire, nous 

démontrons alors que T' = T. 

Donc T est minimale. 

P40pOhiaun 33.4. - Soit ff un idéal .non nul de A [x,Y] , donné avec 

U un système fini de générateurs. Considérons T et T' deux parties finies 

génératrices separantes minimales de H .  

i j  
Pour qu'il existe F E T de terme directeur a X Y , où a c AO, 

i c. IN et j 6 IN, il faut et il suffit qu'il existe G c T t ,  de terme directeur 

Démonstration identique à celle donnée pour la proposition 3 2 . 3  du 

chapitre II. 



c o / t o ~ a h e .  33.4a.- Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypo thêses  que  dans  

i j O 33 .4 . ,  pour  q u ' i l  e x i s t e  F & T  ( 2 )  de  terme d i r e c t e u r  aX X , où a E A , 

i E: IN, j E jN, il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  G c TT' ( 2 ) ,  de  t e rme  d i r e c -  

.. i j M t e u r  E a X X ,  où E E  A .  1 

34 .  ConsLtuction -- d'une. - -. pcudie .  - dinie géné/tciZttice hépat~aate. min imaLe . .  

E n t r é e  : U p a r t i e  f i n i e  non v i d e  e t  non n u l l e  de  A ~ , Y ]  . 
S o r t i e  : T p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale de  ff = i d A p , g  (u )  I 

Sous programme : a l g o r i t h m e  O .  , 
1 

S ' i l  e x i s t e  F E T  e t  G E T t e l s  que F # G ,  l 

;K 
ter- direct(^) = & . t e r - d i r e c t ( G )  où E E A a l o r s  r e t o u r n e r  (T-T ) .  

Cu7 
Sinon r e t o u r n e r  T. 

F i n .  - 

Remattqiie. : 

Rappelons que T  = { F  ç T I  - q i  t !N FF(F) = XiYm}. 

[yrn] 

Théutt5mc 34.2. - S o i t  H un i d é a l  non n u l  de  A[X,Y] , d o n t  U un 

systènie f i n i  d e  g é n é r a t e u r s  e s t  donné.  Nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i )  l ' a l g o r i t h m e  11 c e s s e  au bout d ' u n  nombre f i n i  d ' o p é r a t i o n s  ; 

( i i )  l e  r é s u l t a t  e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale  

d e  f i .  

E l l e  e s t  i d e n t i q u e  à l a  démons t ra t ion  du théorème 33.2 du c h a p i t r e  II. 



CHAPITRE IV 

DECÙMPUSlTlON PRIMAIRE - METUODE EFFECTIVE 

Dans un premier paragraphe,  nous rappelons  l a  d é f i n i t i o n  d'une 

décnmposition pr imai re  a i n s i  que l e  théorème d ' e x i s t e n c e  dans l e  cas  n o e t h é r i e n ,  

dont Urie démonstration e s t  donnée dans [sz]. Remarquons que c e l a  c o n s t i t u e  

une démarche c l a s s ique .  

Par  c o n t r e ,  d 'un p o i n t  de vue c o n s t r u c t i v i s t e ,  il s u f f i t  de donner 

l a  d é f i n i t i o n  d'un i d é a l  p r ima i r e ,  é t a b l i r  s e s  d i f f é r e n t e s  c a r a c t é r i s a t i o n s ,  

p u i s  donner l a  d é f i n i t i o n  d'une décomposition pr imai re .  Enfin,  l ' e x i s t e n c e  

de c e l l e - c i  e s t  a s su rée  par  sa  cons t ruc t ion  e f f e c t i v e .  

C ' e s t  ce  que nous f e r o n s  dans l e s  paragraphes su ivan t s ,  en nous 

i n s p i r a n t  de l a  méthode proposée par  C.W. Ayoub dans LAY 11. Cel l e -c i  

c o n s i s t e  d 'abord à décomposer l ' i d é a l  é t u d i é  en une i n t e r s e c t i o n  f i n i e  

d ' idéaux p a r t i c u l i e r s  de deux types ,  dont des  p a r t i e s  f i n i e s  g é n é r a t r i c e s  

sont  dé te rminées ,  p u i s ,  pour chacun de ces  deux types ,  déterminer  une décom- 

p o s i t i o n  pr imai re .  C ' e s t  dans <-e t te  seconde é t a p e  que n o t r e  t r a v a i l  t rouve  

son o r i g i n a l i t é .  



7 - EXlSTENCE D'UNE DECOMPOSlTIUN PRIMAIRE.  

Dé~iYLirtion 1 7 . 1 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons 

2 un idéal de A. Nous dirons que 0, est un idéal primaire de A si et 

seulement si : 

P k ~ p ~ b i . t i ~ n  1 1 . 2 . -  Soit A un anneau connnutatif unitaire. Considérons 

2 un idéal primaire de A. Posohs P = fl alors nous avons les résultats 

suivants : 

(i) P est un idéal premier de A ; 

(ii) d a ~ : A y b c A < a b ~ . O _ A b $ I ) >  => <aE:P> 

Théo~ème 1 2 . 1 . -  soit A un anneau commutatif unitaire. Considérons 

P et (1 deux idéaux de A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) 2 est un idéal primaire de A de racine P.  

(ii) 2 et P vérifient : 

( )  O_ c P. 

m 
(**) b' x E P 7 - m E IN' x E: 2. 

(w*) 'via E A'tb E A <ab E O _ A  b => < a h  P> 

(iii) 2 et P vérifient : 

DE,-jinMon 1 3 . 1 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire. Nous dirons 

qu'un idéal ff de A admet une décomposition primaire si et seulement s'il 



existe un entier naturel n non nul et n idéaux primaires de A, Q I ,  ...,% 

tels que ff = 
i= l 

Posons alors Pi = q, pour i E IN' 
n 

alors PI, ..., P sont 
n 

- appelés idéaux premiers de A associés à U. 

D é ~ i W a n  1 3 . 2 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit U un 

idéal de A admettant une décomposition primaire. Nous dirons qu'une décom- 
n 

position primaire = n Qi est réduite si et seulement si, en posant, pour 
i= 1 

tout i E: NO Pi = , nous avons : 
n 

O A o g ,  (ii) V j E Rn 
i= 1 -i -j 

P f i V p V b ~ ~ V l  1 3 . 3 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit ff 

un idéal de A. Si ff admet une décomposition primaire alors ff admet 
L 

une décomposition primaire réduite. 

DQ&inkîion 1 3 . 4 . -  Soit A un anneau commutatif unitaire. Considé- 

rons ff un idéal de A admettant une décomposition primaire réduite. 

Alors les éléments minimaux dans l'ensemble des idéaux premiers 

associés à ff sont appelés idéaux preniiers isolés associés à H ; ceux 

qui ne sont pas isolés sont dits immergés. 

Soir A un anneau noethérien. Alors tout idéal de A admet une 

décomposition primaire réduite. 



P k a p a h f i o n  14.7.- Soient A un anneau noethérien ,et ff un idéal 

de A. Considérons P  un idéal premier de A, associé à ff .  Posons $ 

l'homéomorphisme canonique de A dans le localisé Ap. 

Si K est la composante P  primaire de HP alors $ - ' ( K )  est 

la composante P  primaire de ff. 



2  - RESULTATS PRELlM7NAIRES.  

2 1 .  MuEtipficitQn. 

Les n o t i o n s  i n t r o d u i t e s  e t  l e s  r é s u l t a t s  énoncés i c i ,  son t  t i r é s  

des  r é£  é rences  Fm] e t   SE^ . 

P h o p o b ~ o n  2 7 . 1 . -  Un anneau a r t i n i e n  e s t  de dimension zéro.  

c f .  [SERI - p. III - 1. 

Ptropobaon 2 7 . 2 . -  S o i t  A un anneau l o c a l  a r t i n i e n ,  d ' i d é a l  

maximal M. Posons m l a  longueur de A .  Considérons ff un i d é a l  A,  

p r ima i r e  pour M .  

Alors  P (n)  = m pour n  a s sez  grand,  où PH e s t  l e  polynôme 
ff 

de Hilbert-Samuel.  

Cf. [SN - p. 28 ,  théorème 5. 

Co4oUahe - 2 1 . 2 a . -  Pour un anneau l o c a l  a r t i n i e n ,  l a  m u l t i p l i c i t é  

c o ï n c i d e  avec l a  longueur .  

En e f f e t ,  l a  m u l t i p l i c i t e  e s t  d é f i n i e  comme é t a n t  l e  c o e f f i c i e n t  

du terme de p l u s  haut  degré du polynôme de Hilbert-Samuel. 

2 2 .  ReG2i:ernen;t des élérnenfh d ' un anneau quartierz;t. --- 
P ~ G J ~ C J ~ ~ , ~ L O ~  2 2 . 7 . -  S o i t  A un anneau codable .  Prenons a une -- 

numérotat ion de A.  Alors  nous avons l e s  r é s u l t a t s  : 

( i )  pour t o u t  a  E A ,  nous pouvons dé te rminer  une numérotat ion 3 

( i i )  A .  é t a n t  numérote pa r  6, nous pouvons déterminer  une /A.a 

fonc t ion  r é c u r s i v e  'a : '/A., 
- A ,  t e l l e  que s i  s : A + 

e s t  l a  s u r j e c t i o n  canonique, a l o r s ,  pour t o u t  w e A 1A.a' 



Pour b E A ,  nous voulons déterminer  l a  c l a s s e  de b modulo a ,  

nous devons donc résoudre l ' é q u a t i o n  x-ay = O, ce  que nous savons f a i r e  

récursivement en u t i l i s a n t  (E 3 )  ( c f .  1, d é f i n i t i o n  41.1) .  

S l'ensemble des s o l u t i o n s  e s t  d é f i n i  par  un système f i n i  de géné- 

r a t e u r s  e t  Sb 1 ' ensemble des s o l u t i o n s  de x-ay = b e s t  d é f i n i  par  

Donc l a  c l a s s e  de b modulo a e s t  l a  p r o j e c t i o n  de l a  première 

composante de Sb. 

Nous pouvons déterminer récursivement  kb 
= inf {n / 3 zoA (a (n) , z )  E Sb} 

En rangeant l e s  kb par  ordre  c r o i s s a n t  nous numérotons a l o r s  */A.ae 

Posons B c e t t e  numérotation. 

Maintenant s o i t  o E A /A.aY 
w = B ( i )  pour i c îN. 

D'après ce  qu i  précède i correspond à un unique . kb 

Alors  p ,(w) = a (kb ) ,  ce  q u i  e s t  b i e n  r é c u r s i f .  

Rcniarrcjue 2 2 . 2 . -  S i  nous remplaçons a dans 21.1 par  a '  numéro- 
-- - - 

t a t i o n  récursivement équ iva l en te ,  a l o r s  B '  l a  numérotation de A / ~ . a  

c o n s t r u i t e  à p a r t i r  de a ,  e s t  récursivement  équiva len te  à B .  

P ~ T O P U ~ ~ ~ O M  2 2 . 3 . -  S o i t  A un anneau codable.  Pour t o u t  a s A ,  .------ ---- 

1 'ai i i~eau quo t i en t  A / ~ .  a 
e s t  un anneau codable.  

DQmo ncl.ttra;tio - M : 

Prenons a une numérotat ion de A ,  dans l a  c l a s s e  dont e s t  muni 

A. D'après  22.2, l a  démonstration e s t  indépendante de ce  choix.  

Nous devons é t a b l i r  l e s  axiomes (EO) à (E4) de 1, d é f i n i t i o n  41.1 

(page 10).  



(EO) e s t  évidemment v é r i f i é .  

Pour ( E l ) ,  p renons  w l  e t  w2 a l o r s  w 1  = @ ( i l )  e t  w2 = !3( i2) ,  dans A / ~ . a  

avec  a ( i l )  ( r e s p .  o ( i  1) r e p r é s e n t a n t  de 2 
w ,  ( r e s p .  de  w2) e t  i l  

( r e s p .  i 2 )  p l u s  p e t i t  i n d i c e .  

Déterminons a ( i , )  + a ( i 2 )  = a ( j )  puisque  A e s t  codab le .  A l o r s  

nous  avons u 1  + w = B ( k a ( j ) )  où 2  

' a ( j >  
= in f{n  1 I l z  - B A a ( n ) , z )  E 

Donc ( E l  j e s t  v é r i f i é .  Pour (E2) l a  démons t ra t ion  e s t  i d e n t i q u e .  

Posons  à (E3).  Considérons  w l , .  . . ,a dans  A /A. a 
e t  nous n 

devons d é t e r m i n e r  un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s  de l ' e n s e m b l e  d e s  s o l u t i o n s  

de  l ' é q u a t i o n  w .x. = 0 ,  dans  AlAsa. i i i= 1 

O r ,  pour  t o u t  i E IN' w . = 6 ( j  i), donc c f  e s t  é q u i v a l e n t  à dé- 
n  ' 1 

t e r m i n e r  un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s  de l ' ensemble  d e s  s o l u t i o n s  de 
n 

l ' é q u a t i o n  1 a ( j i ) . y i  + a.z  = O ,  c e  q u i  e s t  p o s s i b l e  en u t i l i s a n t  (E3) 
i= 1 

pour  A c o d a b l e  e t  d é t e r m i n e r  pour chaque composante d 'un  g é n é r a t e u r  l e  p l u s  

p e t i t  i n d i c e  d e  s a  c l a s s e ,  c e  q u i  e s t  r é c u r s i f ,  donc (E3) e s t  v é r i f i é .  

Pour  (Eh)  l a  démons t ra t ion  e s t  i d e n t i q u e .  

P a r  conséquen t ,  A / ~ .  a 
e s t  un anneau codab le .  

D é h i n a i o n  - 2 2 . 4 . -  S o i t  A un anneau codable .  Nous d i r o n s  que A 

e s t  f o r t e m e n t  f a c t o r i e l  s i  : 

(FFI)  A e s t  à l a  f o i s  p r i n c i p a l  a l g o r i t h m i q u e  e t  f a c t o r i e l  a l g o -  

r i t h m i q u e  ; 

(FF2) A ~ X ]  e s t  un anneau f a c t o r i c l  a l g o r i t h m i q u e  ; 

(FF3) Pour t o u t  T i r r é d u c t i b l e  de A ,  l e  c o r p s  q u o t i e n t  A / ~ .  1, 

e s t  un c o r p s  f a c t o r i e l .  



Pn_opabi,tian 2 2 . 5 . -  S o i t  A un anneau for tement  f a c t o r i e l .  Alors  

son co rps  des  f r a c t i o n s  e s t  un corps  f a c t o r i e l .  

C f .  1, 52.1.  

P h a p a h ~ a n  2 2 . 6 . -  C ,  l ' anneau  d e s  e n t i e r s  r e l a t i f s ,  e s t  un 

anneau for tement  f a c t o r i e l .  

Démonn;trLaXion : 

De façon év iden te ,  L e s t  un anneau à la  f o i s  p r i n c i p a l  a lgor i thmi-  

que e t  f a c t o r i e l  a lgor i thmique .  Pour (FF2) c f .  1, 56.1 e t  pour (FF3) c f .  1, 

57.1. 

23 .  Décampani~an pn_imahe d'un i d é a l  dann un anneau à l a  a a h  

pkiYlc-ipd alga&thmique ct d a c t a ~ e l  alganA;thmique. - 

Les r é s u l t a t s  de c e  sous-paragraphe sont  é l émen ta i r e s ,  mais propo- 

s e n t  une méthode s imple de dé te rmina t ion  e x p l i c i t e  de l a  décomposition p r i -  

maire  pour des  exemples connus. 

Dans ce q u i  s u i t ,  A e s t  un anneau à l a  f o i s  p r i n c i p a l  a lgor i thmi-  

que e t  factur i . t? l  a lgor i thmique .  Notons p  l a  f o n c t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e  à 

A p r i n c i p a l  a lgor i thmique  ( c f .  1, 43.2)  e t  dec l a  fonc t ion  r é c u r s i v e  

associ i ie  à A f a c t o r i e l  a lgor i thmique  ( c f .  1. 44.1) .  

ALgaUhme DPO. - - 

Ent rée  : ff i d é a l  de A,  donné p a r  U un système f i n i  de géné ra t eu r s .  

S o r t i e  : une décomposition p r ima i r e  de ff. 

Sous-programmes : p,  dec. 



Début : S i  U = ( 0 )  a l o r s  r e t o u r n e r  {O}.  

Sinon 

Début : r := card(U)  ; U := { a , 7 : . . 7 a  3 ; r 

Tan t  que j r f a i r e  

Début Tq : s i  a  = O a l o r s  U := U - a  Y --- j j 

U t i l i s e r  p  pour  d é t e r m i n e r  a  l e  pgcd des  é léments  de  U ; 

U t i l i s e r  dec pour  d é t e r m i n e r  l a  décompos i t ion  en p r o d u i t  f i n i  
n  k .  

de  f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s  de  a  ; d e c ( a )  := E ïI IT.' 

i= 1 
1 

n  
Re tourner  (7 

i= 1 

F i n .  

F i n .  ---.- 

23.1.-  Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l e  r é s u l t a t  de DPO e s t  b i e n  

une décompos i t ion  p r i m a i r e  de  f f .  
k 

Pour  t o u t  i r f in ,  idA(nii)  e s t  un i d é a l  p r i m a i r e  de  A de 

r a c  i n e  idA (ni )  . 

Ft~~~~~-*niLLoli. 2 3 . 2 .  - Nous avons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : ,. - - - - - - 

( i )  l ' a n n e a u  k d e s  e n t i e r s  r e l a t i f s  possède  un a l g o r i t h m e  DP@ ; 

( i i )  s o i t  K un c o r p s  f a c t o r i e l .  A l o r s  K @ ]  possède un a l g o r i t h m e  

La p r o p o s i t i o n  q u i  s u i t  e s t  e s s e n t i e l l e  pour  l a  décomposi t ion d'ilii 

i d é a l  s o u s  forme d ' i n t e r s e c t i o n .  



Pnopo~i- t iun  24.7.- Soit A un anneau commutatif et unitaire. 

Considérons ff un idéal de A. S'il existe v & A pour lequel il existe 

n 
n c NO tel que H : idA(v ) = H : id (vn+l) alors nous avons : 

A 

ff = (ff + idA(vn)) 0 (ff : idA(vn)). 

Soit v E: A pour lequel il existe n E: IN' tel que 

ff : id (vn) = ff : id (yn+') . Nous avons ff C ff : idA(vn) aussi 
A 

n 
De plus, puisque ff C ff : idA(v ), nous avons : 

n n 
Maintenant, soit y E idA(v ) fl (H : idA(v ) ) ,  . alors il existe 

n n 
a E A tel que y = av et yv cz ff. 

n n-l n+l 
D'OÙ yv = av2n = av .v car n E IN' 

n- l n n-l n n- l donc av ch': idA(v), c'est-à-dire av .v E H ,  d'où yv E f f  

n- l 
et y E ff : idA(v ) .  

Faisons l'hypothèse de récurrence suivante : 

Pour k c IN et k < n, yvn-k E: H. 
n n-k n-k-l n+l 

Donc av .v € f f  aussi av .v & ff 

n-k- I n+ l n 
c'est-à-dire av 6 H : idA(v ) or ff : id (vntl) = ff : idA(v ) 

A 
n-k- 1 n n n-k-1 

aussi av E ff : idA(v ) ,  donc av .V c H c'est-à-dire 

n-k- l 
YV c H. 

Par conséquent, l'hypothèse de récurrence est vraie pour k = 1 

et si elle l'est pour ky elle l'est pour k+l. 



Nous en déduisons que y E H, aussi : 

P k u p u ~ ~ u n  24.2.- Soit A un anneau noethérien. Considérons ff 

un idéal de A, v E A et T un idéal de A contenu dans la racine de H. 

Posons K = T + idA(v). Pour que H : K = if il faut et il suffit que 

H : id (v) = H .  
A 

Démuvmttratiun : 

Supposons d'abord H : id (v) = H. Comme K = H + idA(v), A 

H : K =  (H : T) ri (H : idA(v)) = (H : T)O H. 

Or H C ff : T, aussi H : K = H. 

Supposons maintenant H : K = H. 

O Pour n E N , faisons l'hypothèse suivante ff : Kn = if. 

Alors ff : Kn+ 1 =(H :Kn) : K = H :  K = H .  
O Aussi pour tout n E: N , H : Kn = ff. 

O Maintenant, puisque A est noetherien et, pour tout m E IN , 

H : idA(vm) C H : idA(vm+'), il existe un entier nor nul k tel que 

k k+ l H : id (v) = H : id (v ) .  A A 

k Alors d'après la propositioii 24.1, 11 = ( ! i  + id (v4)) n (H : idA(v ) ) .  
A 

En outre, i( = T + id (vj et T C  d g ,  
A 

A 
/ k aussi K C fi + v'idA(v). Mais = v idA(v ), 

.- 
k donc K C + id (V ) . 

A 



Comte A e s t  noe thér ien ,  a l o r s  il e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  non nu l  

k 
q t e l  que K q C  ?i + idA(v ) .  

O r ,  nous avons démontré p l u s  haut que ff = H : K', 

k 
donc H = RH + idA(v ) )  fl (H : idA(vk))] : Kq 

k k 
e t  H = [(H + idA(v ) j  : 0 : idA(v ) )  : 1:9].  

k k 9 
Mais K' C H + idA(v ) a u s s i  (il + idA(v ) )  : K = A. 

k  , i<C' Par  conséquent H = : idA(v  ) )  . 
k 

d'où H = (H : Kq) : i d  (V ) 
A 

k 
e t  H = ff : i d  (v ) ,  puisque H : Kq = H. 

A 

Maintenant s o i t  x E H : i dA(v ) ,  a l o r s  xr c H, a u s s i  en p a r t i -  

k  
c u l i e r ,  xv E H : idA(v ), donc xvk+' E H. 

k+ 1 k k 
O r  H : i d  (v ) = H : idA(v ), donc x E ff  : idA(v ). 

A 
k 

Comme H = H : idA(v ), a l o r s  x E H ,  par conséquent : 

CokoUcwLe 24.2a.- Soient  A un anneau noe thé r i en  e t  H un i d é a l  

de A. 

Considérons v e t  v  deux éléments de A t e l s  que 
1 2  

v -v c_ Jif. 
1 2  

Pour que H : i d A ( v l )  3 H il f a u t  e t  i l  s u f f i t  que H : i d  (v ) A 2 3"- 

V émo VIA &~Z&CJ n : 

Posons h' = JK + i d  (v ) ; puisque v -v , fl + idA(v2) = K .  A 1 1 2  

D'après l a  p ropos i t i on  24.2, !/ : i d  jv ) = H équivaut  à A 1 

H : K = If. 



O r ,  pour  l a  même r a i s o n ,  f i  : K = H é q u i v a u t  à f i  : i d  (v ) = f i .  
A 2 

P a r  conséquen t ,  pour que ff : i d  ( v  ) il f a u t  e t  il s u f f i t  que  
A 1 

ff : i d  ( v  ) = f i ,  donc pour que H : i d l ( v l )  T) H il f a u t  e t  il s u f f i t  q u e  A 2 

H : i d A ( v 2 )  9 f i .  

P ~ _ u ~ u A U O ~  24.3.-  S o i t  B un anneau commutatif  e t  u n i t a i r e .  -- 

Cons idé rons  ff un i d é a l  d e  B e t  u  i i r i  é lément  d e  B ,  pour l e q u e l  il 

O n  
e x i s t e  n  & IN , t e l  que u  € H .  Pour t o u t  i E N posons 

n-1 ' 
i f f .  = H : i d  (u ) + i d  ( u ) .  S o i t  v  E B ; s i ,  pour t o u t  i 6:lN 

B B 
nous 

1 n-l ' 
avons  H : i d  (v )  = t { .  

B 
a l o r s  If : i d  (v )  = f f .  i 1 '  B 

Supposons d ' a b o r d  n  = 1 . Donc f i  = H : i d  (uO) + i d g  ( u )  . 
O B 

O 1 
O r  u  = 1  e t  u  = u ,  a u s s i  c f  e t  fi = fi. 

O 

Par  conséquen t ,  s o i t  v  E B ,  t e l  que  H : i d  ( v )  = Ho,  a l o r s  
O B 

H : i d  ( v )  = H .  
B 

Main tenan t ,  supposons  n  1 .  F a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 

l a  p r o p o s i t i o n  e s t  v r a i e  pour 11-1. 

Considérons  v c B ,  pour  l e q u e l ,  pour t o u t  i E: IN H. : i d  ( v )  = ;I' 
n-l ' 1 B i' 

S o i t  x i  H : i d B ( v ) .  Conune H = H + i d B ( u ) ,  nous avons  H C H  , a u s s i  
O O 

ff : i d B ( v ) C  Ho : i d B ( v ) .  O r  H = H : i d B ( v ) ,  donc ff : i d B ( v ) C  e t ,  
O O 

e n  p a r t i c u l i e r  x  c H c ' e s t - à - d i r e  x = h + a u ,  avec  h E Il e t  a  6 B .  
O ' 

n i o n  xv = hv + aUV. 

P u i s q u e  x c il : i d B ( v ) ,  a l o r s  xv t f f ,  e t ,  comme h i: ff, nous en 

d é d u i s o n s  que auv t f f ,  c ' e s t - à - d i r e  a  6 H : i d  ( U V ) .  
B 

n  n- l 
Posons T = H : i d B ( u ) .  Conme u t ff a l o r s  u  r T. 



Posons a l o r s  T.  = T : i d  ( u J )  + i d B ( u ) ,  pour j e IN 
J  B  n-2 ' 

j Auss i  T .  = (ff : i d B ( u ) )  : i d  (u  ) + i d B ( u )  = ff : i d  ( u  
B B j") + i d B ( u ) .  J 

Donc T . = f f .  . 
J  J +  1 

Par  conséquen t ,  pour t o u t  j E 

T : i d  (v) = 
B H j + l  : i d B ( v )  = = T 

j Hj+i  j *  

Appliquons a l o r s  l ' h y p o t h è s e  : 

Donc ff : idB(uv)  = ff : i d B  (u)  . O r  a c ff : i d  ( U V ) ,  donc B 

l a  E ff : i d B ( u )  e t  a u  c ff. Comme x = h  + au avec h  r ff, nous obtenons  

x r ff. 

O r ,  c e c i  e s t  v r a i  pour t o u t  x E ff : i d g ( v ) ,  

donc ff : i d B ( v )  = i f .  

Ptropohit ion 24 .4 . -  S o i t  A un anneau commutatif e t  u n i t a i r e .  - -- 

i Considérons  ff e t  K deux idéaux de A ,  pour l e s q u e l s  il e x i s t e  

n  E no t e l  que ff : Kn = ff : K n + ' .  

Posons r = i n £  { , e l 1  ai : ~'f : K" : K +  1 .  A l o r s  pour 

O 
toir t  m E: IN , dès  que m 2 r ,  nous  avons tl : Km = ff : K r .  

~ é n l o ~ b f h u ~ i ~ n .  : -------- 
e Posons E  = { l l l  &IN ; ff : K = ff : c o r n e  n  r E ,  E + 0 

e t  nous pouvons c o n s i d é r e r  r = i n £  E. Nous avons  f i  : K r + '  - ff : K r .  

Faisons  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : pour  m E IN, m z 1, 

f f :  K r + m  = f f :  K r ;  

K r + m +  1 l t  : = (H  : : K = (tf : K') : K = fi' : Kr+ 1 
= r : K r .  



25. ThcrnAp~trk~~h d'un i déa l  de A[X] pm un éLémeM;t ~ é d u ~ l e  

de, A ,  où A ebt  un anneau ù Lu 6 u A  p4 inc ipd  dgotM;thmique - - 

Dans c e  q u i  s u i t ,  A est  un anneau à l a  f o i s  p r i n c i p a l  a l g o r i t h m i -  

que,  d o n t  nous  n o t o n s  p  l a  f o n c t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e ,  e t  f a c t o r i e l  a lgo-  

r i t h m i q u e ,  don t  nous  n o t o n s  dec  l a  f o n c t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e ,  ( c f .  

1. 43.2 e t  44.1).  

P h v p o ~ ~ c r n  2 5 . 1 .  - S o i t  un i d é a l  non n u l  de  A LX] , donné p a r  

U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  Posons T = { F I .  ..., F 1 l a  p a r t i e  géné- n  

r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale de  , obtenue à p a r t i r  de  U ,  avec  pour 

Cons idérons  T un é lément  i r r é d u c t i b l e  de  A .  

Pour que H : idA[X](~)  H ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que n  s o i t  un f a c t e u r  

i r r é d u c t i b l e  de  c ( F 1 )  l e  con tenu  d e  F I ,  où F I  e s t  l ' é l f m e i i t  de p l u s  

b a s  degré  de  T.  

Démona;tircLtivn : 

D ' a p r è s  I I ,  23.3,  nous a v o n s ,  pour  t o u t  i E N O  n ,  Fi  = c ( F . 1  .H.H.  
1 1 

où  H e s t  un polynôme p r i m i t i f  de  ACXJ, H. e s t  un polynôme u n i t a i r e  
1 

d e  d e g r é  i - 1  de A[X] . 
A l o r s  H = 1 e t  F = c(F1) .H.  

1 1 k a .  
1 X 

U t i l i s o n s  dec pour  d é t e r m i n e r  c ( F 1 )  = E .  Il n .  
1 

E E A ,  a # O .  
i i= 1 

P a r  c o n s é q u e n t ,  H : i d A ~ x l  (ni )  H. 

Main tenan t ,  c o n s i d é r o n s  T un é lément  i r r é d u c t i b l e  de A ,  é t r a n g e r  

O 
avec  .n- pour  t o u t  i E INk. i ' 

Déterminons p ( n , c ( F 1 ) ) .  A l o r s  p ( n , c ( ~ ~ ) )  = ( u , v , ~ , c ( F  1) puisque  
1 

T est  é t r a n g e r  avec  c (F  l ) .  



Prenons G o H : idACXl (n) , donc IT.G E: H. 

En p a r t i c u l i e r ,  a.G = g.H avec  g  e A[X] . 
Passons  aux con tenus ,  a.c(G) = c ( g )  c a r  H e s t  p r i m i t i f .  

Donc g  = n . g l  avec  g, o A[x], e t  G = g,.H. 

M u l t i p l i o n s  (*) p a r  G : 

G = u. (n.G) + v . c ( F l )  .g,.H 

d 'où  G = U .  ( n . ~ )  + ( v . g l ) .  ( C ( F ~ ) . H )  

c ' e s t - à - d i r e  G = U . ( ~ . G )  + ( V . ~ ~ ) . F  
1  ' 

Donc G E H e t  H : idACx] = ff. 

La  p r o p o s i t i o n  25.1 e s t  a i n s i  démontrée.  

C v n v ~ a & e  25.1a.- Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypo thèses  que 24 .1 ,  

nous  pouvons d é t e r m i n e r  e x p l i c i t e m e n t  t o u s  l e s  é léments  i r r é d u c t i b l e s  de  

A t e l s  que (71) S H. 

De p l u s ,  i l s  s o n t  en  nombre f i n i ,  aux i n v e r s i b l e s  p r è s .  

Main tenan t ,  nous a l l o n s  donner  un a l g o r i t h m e  q u i  permet de d é t e r -  

miner  un système f i n i  de g é n é r a t e u r s  du t r a n s p o r t e u r  ff : idA[xl ( a ) .  

E n t r é e s  : U une p a r - ~ i e  f i n i e  non v i d e  e t  non n u l l e  de  A[XJ e t  IT un 

1 élément i r r é d u c t i b l e  de A. 

S o r t i e  : Un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s  de  idAcX2 (U) : i d A ~ x l  ( T ) .  

Sous-programme : p  a p p l i c a t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e  à A p r i n c i p a l  a lgo-  



Tant que i 6 n faire c := contenu de 
i Fi ; 

si FI divise n alors retourner {l} ; 

O 
sinon t := max(i)i s IN ; n divise c.) ; 

n 1 

retourner IFlln , - w Jtin ,Ft+l y .  ,Fn} ; 

Fin. - 

Ptrapon&on 25.2. - Considérons H un idéal non nul de A[X] , donné 

par U un système fini de générateurs et n un élément irréductible. 

Alors l'algorithme transporteur détermine une partie finie généra- 

trice séparante minimale de H : idACg (T). 

1U CM : F I  divise n, alors : -- 
* 

ou bien FI E A donc H - A[X] et H : idA[q(v) = A[x]. 
* 

ou bien FI = E.T avec E s A donc H : idAyx7 (n) = ~[fl . 
L A  

Dans ce cas, (1) est bien une partie finie génératrice séparante minimale 

Zéme CM : FI ne divise pas n. -- 
Supposons d'abord que pour tout i c M:, n ne divise pas c . i 

Donc t = 0. 

De plus, n est étranger avec c le contenu de l'élcment de plus 1 

bas degré de T, Nous utilisons alors la proposition 25.1 : 

d'où {FI,. . . ,F ) est une partie finie génératrice séparante minimale 
n 

de H : idAExj(i(n) et, comme t = 0, c'est ce que détermine l'algorithme 

transporteur. 



O 
Supposons nia intenant  q u ' i l  e x i s t e  j E INn te l  que n d i v i s e  c 

j ' 
O D ' a p r è s  II. 2 3 . 3 ,  nous  savons  que,  pour  t o u t  i e Nn-l,  d i v i s e  c i ' 

O 
Donc, nous pouvons dé£ i n i r  t = max {il i E IN ; n d i v i s e  c i )  e t  : n 

- pour i t ,  n div.i.se c i 

- pour i > t ,  n e s t  é t r a n g e r  avec  c .  
1 '  

~ ' a ~ r è s  II, 23.3, Fi  = c i .H.Hi avec  H i A[x], p r i m i t i f  e t  

  OH =   OF e t  Hi 6  AL^, u n i t a i r e  e t  1 ' = i- I . 

Donc { F I  ln , . . .  iFtln , F t + l , . *  ,F n 1 C H : idAcx1 (n )  . 

Maintenant ,  s o i t  G i H : idALXl ( n ) ,  a l o r s  n.G r f f ,  donc : 

n.G = a l . F 1  + ... + a F + P.F,, où a E A e t  P E A[x]. n-1 n-1 j 

Posons L = Dans L [x] , nous ob tenons  : 

O r  H e s t  p r i m i t i f  donc H f 0 ,  a u s s i  : 

c e  que nous é c r i v o n s  

O 
O r  H e s t  u n i t a i r e ,  donc A. # O e t  dOHj = d H .  = j-1. 

j J J 

S i  P # O a l o r s  dO(P.Gn) 3 n-1, o r  l e  d e g r é  du p remier  membre de  (*) 

e s t  s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  ,:t n-1 : c o n t r a d i c t i o n .  



Par  conséquent ,  P = O ,  c ' e s t - à -d i r e  P = n.Q, e t  l e  premier ' 

membre de (*) est identiquernent n u l .  Remarquons que dOfij+l = l+dOH 
j '  

a l o r s  en u t i l i s a n t  l e  même type de raisonnement,  nous obtenons : 

Par  conséquent ,  

G = a l .  (FllT + . . . + a t* (Ft lT)  + b t + l * F t + l  + . O  + ~ , - I * F , - ~  + Q-F, 

Lionc l ' a l g o r i t h m e  t r a n s p o r t e u r  détermine un système f i n i  de g é n é r a t e u r s  

de H : idAp]  ( n ) .  Vé r i f i ons  que c ' e s t  une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  

mininiale : 

nous avons T = { F I ,  ..., F ] p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  
n  

minimale de H. 

( i )  pour i < t ,  X.F. = a  . F + ... + a .F 
1 i l  i + l  i , 1  1 

donc X.  F i )  = a i , i + l ' ( F i + l / n  ) + ... + a i, I ( F ~ / T )  

( i i )  pour i = t ,  X.Ft = a . F + a  .F + . . . + a  .F 
t , t + l  t + l  t , t  t t , l  1 '  

O r ,  pour 1  $ j s t ,  n d i v i s e  F ; mais n ne d i v i s e  pas  
j 

F t + l ,  donc n d i v i s e  a  t , t + l '  Alors  : 

( j - i i )  pour i , t ,  X.Fi = a i , i + l ' F i + l  + ... + a .F 
i , l  1  

= a .  1,i+1 eFi+l  + ... + a i , t + l a F t + i  

+ ( a .  . n ) . ( ~ ï  ) + ... + ( a i , l . n ) - ( F l , T ) -  
1, t t l n  

P a r  conséquent ,  d ' a p r è s  II,  13.2,  l ' a l go r i t hme  t r a n s p o r t e u r  détermine 

une p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  minina l e  de i i  : idAlX1 (n)  . 



3 - PUEMIEUE ETAPE : DECOMP!7SlTiON EN 1DEAW DE TYPE ( 1 )  ET DE TYPE ( 1 1 ) .  

Dans ce paragraphe,  nous supposons que A e s t  un anneau à l a  f o i s  

p r i n c i p a l  a lgori thmique dont nous noto!is p  l a  f o n c t i o n  r écu r s ive  a s s o c i é e ,  

e t  f a c t o r i e l  a lgor i thmique  dont nous notons dec l a  f o n c t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e .  

31.  l d i a u x  de Xype ( 1 )  eA - i d é a u x  d e  Xype  ( 11 1 . 
D'après l e  c o r o l l a i r e  2 5 . l a ,  nous sommes en mesure de dé te rminer  ex- 

p l i c i t e m e n t ,  pour ff un i d é a l  non n u l  de A[XJ , donné p a r  U un système f i n i  

de géné ra t eu r s ,  tous l e s  é léments  TI i r r é d u c t i b l e s  de A ,  t e l s  que 

H : i d A p ]  (T)  3 ff. 

Nous a l l o n s  é t u d i e r  i c i  deux c a s  p a r t i c u l i e r s  q u i  i n t e rv i ennen t  dans 

l a  première  é t ape  de l a  méthode de dé t i rmina t ion  d'une décomposition pr imai re .  

P x c ~ ~ Q ~ A ~ o ~  37.  7. - S o i t  ff un i d é a l  prt..pre non nul  de A[X] , 

donné pa r  U un système f i n i  de géné ra t eu r s .  Les a s s e r t i o n s  su ivan te s  sont  

é q u i v a l e n t e s  : 

( i )  pour t o u t  élément i r r é d u c t i b l e  TI de A ,  ff : idA[X~ (T) = ff ; 

( i i )  ff v é r i f i e  : ( a l o  n A = { O ) .  

(b )o  posons S = A - { O } .  Pour t o u t  s E S ,  

Supposons ( i ) .  S o i t  s  e S, en u t i l i s a n t  d e ~ ,  nous pouvons 
k ;'c 

déterminer  s = E .  II TI où E E A e t  T élément i r r é d u c t i b l e  de A.  
j=I j ' j 

Alors  (b)o s e  démontre par  r écu r r ence  sur  k ,  puisque pour k = 1 

c ' e s t  v r a i .  



Maintenant  s o i t  a  c a n  A. Supposons a  # O. A l o r s  il e x i s t e  

1 1 o IN' t e l  que a  E f f .  Posons m = i n £  { i 1 a i  E f i ) ,  donc m # O. 

m~ 1  
Nous avons  a  m- 1 

r H :  idAIXl(a). Mais a e  S  donc a r. fi : 

c o n t r a d i c t i o n .  D'où a  = 0. 

Réciproquement,  (1)  e s t  une conséquence de (b)'. 

V é ~ i n i i t i a n  3 1 . 2 .  - S o i t  ff un i d é a l  p r o p r e  non n u l  d e  A[X] , donné 

p a r  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  

Nous d i r o n s  que H e s t  de t y p e  (1) s i  e t  seulement s ' i l  v é r i f i e  

l ' u n e  d e s  deux a s s e r t i o n s  é q u i v a l e n t e s  de  31.1.  

Théuirèwie 31.3.-  S o i t  H un i d é a l  p r o p r e  non n u l  de ~ [ x ] ,  donné 
--- 

p a r  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  

Pour que H s o i t  un i d é a l  de  t y p e  (I), il f a u t  e t  il s u f f i t  que  

l a  p a r t i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale de  H ,  obtenue à p a r t i r  de  U ,  

s o i t  r é d u i t e  à un é lément  p r i m i t i f  de ALX], non c o n s t a n t .  

Déman6;tn_dun : ---- 

Supposons H i d é a l  de  t y p e  (1). Posons S = { F I ,  ..., F l a  
n  

p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s1:parante minimale de H ,  ob tenue  à p a r t i r  de U ,  

r angée  p a r  o r d r e  d e s  d e g r é s  c r o i s s a n t s .  D 'après  II, 23.3,  nous pouvons dé- 

O 
t e r m i n e r ,  pour  t o u t  i clNn, 

F~ = c ( F ~ ) . H . H ;  où H i A[x], p r i m i t i f  e t   OH = d°Fl 

O H .  r A[X] , u n i t a i r e  tat d  H~ = i-1 
1 

c ( F i + l )  d i v i s e  c (Fi) .  

-1. 

S i  c ( F l )  d A", a l o r s ,  d ' a p r è s  25.1 ,  H ne p e u t  ê t r e  d e  type (1). 

* * 
Donc c  ( F I )  E A , a l o r s  c ( F i )  r A pour  t o u t  i c IN:. Comme T e s t  minimale 

a l o r s  n  = 1 .  De p l u s ,    OH # O ( s i n o n  ff = ~Lx-1 : i m p o s s i b l e ) .  - 



D'où T = { H l .  

Réciprcquement,  T = {Hl où H E: A P ~ ,  p r i m i t i f  non c o n s t a n t .  

I * 
i Donc c(H) c A , a l o r s ,  d ' a p r è s  25.1,  pour t o u t  i r r é d u c t i b l e  de  A, 

ff : idArX7(n) = H .  Donc ff e s t  d e  type  (1). 

Nous a l l o n s  suppose r  de  p l u s  que A[X;\ e s t  un anneau f a c t o r i e l  
1 

a l g o r i t h m i q u e ,  dont  nous  n o t o n s  deCa [x] l a  f o n c t i o n  r é c u r s i v e  a s s o c i é e .  

Dans c e  c a s ,  nous pouvons d é t e r m i n e r  une  décompos i t ion  p r i m a i r e  d 'un i d é a l  

de  t y p e  (1). 

E n t r é e  : ff un i d é a l  de t y p e  (1), donné p a r  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  

S o r t i e  : une décomposi t ion p r i m a i r e  de  ff. 

Sous-programmes : a l g o r i t h m e  A ,  decAïX1 . 

Début : -.- T :  = A ( U )  ; T = { H )  ; 

1 
u t i l i s e r  decAlxl pour d é t e r m i n e r  H = Ii h .  une décomposi t ion 

1 i = l  - .  

en p r o d u i t  f i n i  d e  f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s  de  A[XI ; 

r e t o u r n e r  [x] (hi1) ; 
i= 1 

F i n .  -- 

, P~vpvn.Ltion 3 1. S. - S o i t  ff un i d é a l  de t y p e  (1) de  A[X] , dmn6 
----- 

p a r  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r .  

A l o r s  l e  r é s u l t a t  de  l ' a l g o r i t h m e  DP type  (1) a p p l i q u é  à ff e s t  

une décomposi t ion p r i m a i r e  de  ff ,  où pour t o u t  i c IN' 
k i  

n ' idA[x~ (hi ) e s t  

un i d é a l  p r i m a i r e  de  A[X] don t  l a  r a c i n e  e s t  idA [x] (h i )  . 
De p l u s ,  c e t t e  décompos i t ion  p r i m a i r e  e s t  r é d u i t e .  



P&oposition 31.6 .  - S o i t  ff un i d é a  1 non n u l  d e  A[X] , donné p a r  U 

un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  

A l o r s  l e s  a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 

( i )  il e x i s t e  un unique é lément  i r r é d u c t i b l e  n de A," aux i n v e r -  

s i b l e s  p r è s  q u i  v é r i f i e  : 
l 

: idArXj(n) P H  e t  n E JH ; 1 

( i i )  ff v é r i f i e  : ( a )  i /H n A = idA(n)  ; 

(b)  posons S = A-id ( n ) .  Pour t o u t  s E S ,  
A 

Supposons (i) v é r i f i é e .  Donc pour t o u t  0 é lément  i r r é d u c t i b l e  de  A ,  

é t r a n g e r  avec  n ,  nous  avons H : idAlxl(0) = fi. Pour s E S,  en  u t i l i s a n t  

k 
d e c ,  nous pouvons d é t e r m i n e r  s = Ji 0 où 0 i r r é d u c t i b l e  e t  é t r a n g e r  

j=I j j 
avec  n. 

Donc (b )  s e  démontre p a r  r é c u r r e n c e  s u r  k .  

Nous avons  n P a. En r a i s o n n ; ~ n  t p a r  1 ' absurde  ( c f .  3 1 . 1  1, (a) 

e s t  v é r i f i é e .  

Réciproquement,  d ' a p r è s  ( a ) ,  n E e t  d ' a p r è s  ( b ) ,  pour  t o u t  8 

i r r é d u c t i b l e  e t  r t r a n g e r  avec n ,  nous avons  

S i  H : i d  ( n )  = H, en  u t i l i s a n t  n E fi, nous obtenons  une 
A Ex1 

c o n t r a d i c t i o n .  Donc : idAcX1 ( n )  @ f f  e t  ( i i )  e s t  v é r i f i é e .  

oéd&iLioii 3 1.1. - S o i t  ff un i d é a l  non n u l  de  A[X] , donné p a r  U - --- 

un système f i n i  de g é n é r a t e u r s .  



Nous d i rons  que H e s t  un i d é a l  de type  (II) s i  e t  seulement s ' i l  

v é r f i e  l ' u n e  des sdeux a s s e r t i o n s  équ iva l en te s  de 31.6. 

ThéunPme 3 7.8. - S o i t  H un idéa l  non nul  de A[X] , donné par  U -- 
un système f i n i  de généra teurs .  

Pour que s o i t  un i d é a l  de type ( I I ) ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que l e  

pgcd des éléments de U dans A[X] s o i t  une cons t an te  e t  que l ' é lément  de 

degré nul  dans l a  p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  séparante  minimale de , obtenue 

à p a r t i r  de U ,  s o i t  une puissance d'un élément i r r é d u c t i b l e  de A ,  à l a  

m u l t i p l i c a t i o n  par un i n v e r s i b l e  p rè s .  

D é m o n ~ W o n  : - 
Supposons d'abord i d é a l  de type ( I I ) .  

i Posons T l a  p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran te  minimale de ff obtenue à 

p a r t i r  de U e t  posons T l ' é lément  i r r é d u c t i b l e  de A a s soc i é  à d é f i n i  
% 

en 31.5. 
" 

Posons a l o r s  T =  IF^, ..., F rangée par  o r d r e  des degrés  c r o i s s a n t s .  
n  

I m 
Comme .rr E a, il e x i s t e  rn E: IN - (O),  t e l  que n E ff. Puisque T e s t  

m * 
sépa ran te  minimale, n = a . F 1  Donc, il e x i s t e  r E IN - {O) e t  E a A 

I Réciproquement, posons T = {F 
1 ' " "  

,F 1 rangée par  o r d r e  c r o i s s a n t  n  

i 

des degrés ,  l a  p a r t i e  g é n é r a t r i c e  s épa ran te  minimale de obtenue à p a r t i r  

r 
t e l s  que F1 = E.T . Main~enan t ,  d ' a p r è s  II, 23.3, pour tou t  i E IN' 

n  

F~ = C ( F . ) . H . H ~ _ ,  où H e s t  l a  p a r t i e  p r i m i t i v e  du pgcd ( F ~ ,  ..., F ) e t  
1 n 

  OH =  OF,, a l o r s  H == 1.  Comme pgcd(U) = p g c d ( ~ )  ( c f .  II, 23 .3) ,  a l o r s  

l e  pgcd des éléments de U dans ALCI - e s t  une cons tan te .  

de 1 .  Alors  l e  pgcd des Fi dans A[X] e s t  une cons t an te .  

Par  conséquent,  pour t o u t  i E I N ~ ,  Fi = c(Fi).Hi où H .  1 e s t  

u n i t a i r e .  



r 
En p a r t i c u l i e r ,  H = 1 e t  c (F  ) = E.T avec n i r r é d u c t i b l e  de A.  

1 1 

Donc T E: Jg e t ,  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  25 .1 ,  n  e s t  l ' un ique  i r r é d u c t i b l e  
P 

de A q u i  v é r i f i e  
: id~cxl  T . Donc H est de type  (II). 

32.  DécornponWon d ' u n  i d é a l  en une - i n t e m e c L i a n  dinie d ' i d é a u x  de 

t y p e  ( 7 )  d d e  Z y p e  (711. 

Phupos.ition 32.1.- S o i t  H un i d é a l  non n u l  de A[x], donné p a r  

U un système f i n i  de géné ra t eu r s .  Posons T = I F 1 ,  ... ,F  1 l a  p a r t i e  f i n i e  n  

g é n é r a t r i c e  s épa ran t e  minimale de fi, obtenue à p a r t i r  de U ,  rangée p a r  

o r d r e  des  degrés  c r o i s s a n t s .  

Nous pouvons dé te rminer  F1 = c (F1)  .H où c(F  1 )  e s t  l e  contenu 

de F1 e t  H un polynôme p r i m i t i f ,  e t  nous pouvons déterminer  

k r 
c(F1)  = E. ïi T j  une décomposition en p rodu i t  de f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s  de  A.  

j=1 j 

Alors  : pour t o u t  j  f i :  idALX-.(njJ) = H : idA[x](njJ 1. k ' 

De p l u s  : 

( i i )  pour t o u t  l E IN, dès  que l > r 
j '  

D'après  II ,  23 .3 ,  nous avons,  pour t o u t  i E: /No n '  F .  1 = c(Fi).H.Hi 
C O 

où H e s t  p r i m i t i f ,    OH = d°Fl e t  H .  e s t  u n i t a i r e ,  d  H .  = i-1. 
1 1 

De p l u s ,  pour t o u t  i E: IN' c ( F ~ + ~ )  d i v i s e  ç(Fi) .  
n-1' 

Posons t = max{l!lL E IN: ; n d i v i s e  c(Fe) . 
j  j  

A ?  ors  pour 1 6 t j  , n d i v i s e  c  (Fe) e t  pour > t n ne di.,viçrs 
j j '  j 

Pas c(Fe).  



Par conséquent,  l ' exposant  de l a  p l u s  grande puissance de IT 
j  

d i v i s a n t  c(F&),  pour & 6 t e s t  t ou jou r s  i n f é r i e u r  ou éga l  à r 
j  j  ' 

Alors ,  en app l iquan t  r f o i s  l ' a lgo r i thme  t r a n s p o r t e u r ,  nous 
j  

obtenons b l  .H.H, , . . . ,b t eH.H t ,c (F t  . + l )  .H.Ht . + l , .  . . ,c(F,) . H . ~  comme 
j j  J J 

système f i n i  de gén6ra teurs ,  dont l e s  contenus sont  é t r a n g e r s  avec n ; ,  

S i  nous l ' app l iquons  encore une f o i s ,  nous avons t = O où t 

e s t  l ' i n d i c e  maximum t e l  que n d i v i s e  l e  contenu correspondant ,  a l o r s  l e  
j  r . + l  r 

système générateur  e s t  inchangé e t ,  donc, H : idACXI(njJ ) = H : i d ~ r ~ ]  (IT j  j ) .  - 
I 

De plus ,  pour e < r 
j '  k? 

e s t  d i v i s i b l e  par  n e t  - & . H 
TT : 

j  
: 

e 
e s t  un générateur  de H : idA C .  (nj ) . 

c(F1) 
Dans ce c a s  --- .H E: ff : 

&+l , 
&+ 1  id^ [XI ( n  

mais 
71 

j  

Par  conséquent ( i )  e s t  v é r i f i é  e t ,  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  24.4, ( i i )  

l ' e s t  également. 

C O R O ~ ~ ~ ~ C ?  32.7a.- Sous l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypothèses que 32.1, ----. 

o .  nous avons, pour t o u t  j  cz INk . 

e t  nous connaissons un système f i n i  de géné ra t eu r s  pour chacun 

des deux idéaux. 

( i i )  pour t o u t  élément i r r é d u c t i b l e  TI de A ,  t e l  que, pour t o u t  

~ E : I N O  e t  i ,  T e s t  é t r a n g e r a v e c  IT a l o r s :  
k i' 



( i i i )  pour t o u t  i E /NO dès  que i # j ,  nous avons 
k ' - 

Démona;Dtatian : - 

Le po in t  ( i )  e s t  uve conséquence de l a  p ropos i t i on  23 .1 .  
r .  r 

Un système f i n i  de géné ra t eu r s  de H + idAlxl ( n j J )  e s t  T v { n j j ]  

r .  
e t  un système f i n i  de géné ra t eu r s  de H : idACXl (mjJ) e s t  déterminé en u t i l i s a n t  

r f o i s  l ' a l g o r i t h m e  t r a n s p o r t e u r .  
j 

Pour ( i i ) ,  prenons n  i r r é d u c t i b l e  de A,  é t r a n g e r  avec n. pour  
1 

t o u t  i E IN:. D'après  l a  p ropos i t i on  2 4 . 1 ,  H : idAcX1 (IT) = ff, 

r .  r 
donc (H : idA ( n j J ) )  : idA CXl (n) = H : idAcX] ( T j j )  

r r . + l  r 
De p l u s ,  (ff : idAIXl ( r j i ) )  : idACXl (v j )  = H : i dA~X]  (n j J  ) = ff : idA~X] ( n j j ) .  

Par  conséquent ,  ( i i )  e s t  v é r i f i é e .  

r r 
Passons à ( i i i ) .  S i  (H : idACXl ( r j j ) )  : = H : i d A u  ( T j j ) *  

r 
Considérons F  E H : idAlxl ( n i ) .  En p a r t i c u l i e r  F E (H : i d A ~  ( n j j ) )  : i d A m  (ni) 

r .  
donc F c H : idA~xl ( n j  O r  a .  e t  n  son t  é t r a n g e r s ,  donc, en u t i l i s a n t  p, 

1 j  

' j  nous pouvons dé te rminer  1 = u , ~ .  + v.n . 
1 j  

r 
Alors  F = u. (n .F) + v. (n j . ~ )  donc F E H : 

i j  

Par  conséquent H : idA,--~l (ni) = H : impossible .  

r r 
Nous en déduisons que (ff : idACXl ( n j j ) )  : i d A m  (ri .)  f2 H : i d  (n j ) .  

A [XI j  



Théohèmc 3 2 . 2 .  - S o i t  H un i d é a l  non nul  de A[X) , donné par  U 

un système f i n i  de généra teurs .  Posons T = IF  I , . . . , ~  n } l a  p a r t i e  f i n i e  g h é -  

r a t r i c e  s épa ran te  minininle de H obtenue à p a r t i r  de U ,  rangée par  o rd re  

des  degrés  c r o i s s a n t s .  

D'après II, 23.3, nous pouvons dé terminer ,  pour t o u t  i E INO n . 
O O 

F .  = c(F.).H.Hi, avec H E A[x], p r i m i t i f  e t  d H = d F I ,  e t  H .  c A ~ x ] ,  
1 1 1 

H .  u n i t a i r e  e t   OH^ = i- 1 .  
1 

k r 
De p l u s ,  en u t i l i s a n t  dec, nous pouvons déterminer  c (F1)  = E .  Ti n j 

j= I  j 
une décomposition en p r o d u i t  f i n i  de f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s .  

Alors  H = idAEXl (H) n (n (H + i d  
j = 1 ACXI( ( ~ ~ ~ 1 )  

1 Z)ém0~4.f'r&,i0n : E l l e  se  f a i t  par  récur rence  s u r  k .  

I . 
D'après  l e  c o r o l l a i r e  3 2 . l a ,  nous avons : 

D'après l e  c o r o l l a i r e  32 . l a ,  po in t  ( i i i ) ,  nous avons 

r r + 1  
k- 1 k- 1 

De p l u s ,  comme H : idALxl (nkWl ) = ff : i d  A [x] (nk- 1 ) ( c f .  32 .1 ) ,  

Donc 
r r r r r 
k k- 1 

(T k-') > n ((H : idA~x]  ( T h ) )  : idAl~(.k-l  ff : (TC) = (H : idA[X] (a ) + idA[*] kk-l > >  



rk 
S o i t  F E ff : idA[x-j(~k 1. Comme n e t  n k k- 1 

son t  é t r a n g e r s ,  en 

r r 
u t i l i s a n t  p ,  nous pouvons dé te rminer  1 = u.n + v.n 

k- 1 
k k-1 

r 
k 

r 
k- 1 

r k- 1 
Donc F = u.(nk .F) + nk-l .(v.F) e t  F e H + idAcX] (nk-l 1. 

4- 1 ) 
r 
k 

r 
k- 1 

Par  conséquent ff + idArX] (nk-l = ff : idArX] (nk + idArXi (nk- . 

De p l u s ,  d ' ap rè s  l e  c o r o l l a i r e  32 . l a ,  l e s  uniqiies n i r r é d u c t i b l e s  

de A ,  aux i n v e r s i b l e s  p r è s ,  te ls  que : 

son t  T ~ , . . . , I T ~ - ~ .  

Alo r s ,  pa r  récur rence  s u r  k ,  nous obtenons : 

donc 

Maintenant s o i t  F e ff 1 
: idACXl (n l  .. . 

Y Y 

' 1 
a l o r s  * . . . TLk) .F e H. 

1 
r 

En p a r t i c u l i e r  k 
(n l  ... T ) .F = g.H. 

k 

r 
1 

r 
Passons aux contenus : ( n l  . . .nk  k ) . c ( ~ )  = c ( g )  c a r  H e s t  p r i m i t i f ,  d 'où 



1 
Par  conséquent ,  ff : i d A M ( r 1  ... n k )  = idALxl (H). 

Donc l e  théorème 32.2 e s t  démontré, c a r ,  de p l u s ,  
idACxl (H) est un i d é a l  de 

r 
type  (1) d ' ap rè s  l e  théorème 31.3, e t ,  pour t o u t  j o 1Nk, O H + i dALg  ( I T ~ ~ )  

e s t  un i d é a l  de t ype  ( I I )  d ' ap rè s  l e  théorème 31.8. 

4 - THEUREME DE DECUMPOSTTTUN PRIMATRE. 

Dans c e  paragraphe,  nous supposons que A est  un anneau for tement  

f a c t o r i e l  ( c f .  dé£ i n i t i o n  22.4) .  

4 7 . E t u d e  d ' un cm pamXculXet. 

Considérons H un i d é a l  non nul  de A[x], donné p a r  U un système 

f i n i  de géné ra t eu r s .  Posons T := A(U) e t  T := { F I , .  . . ,Fn) rangée p a r  

o r d r e  des  degrés  c r o i s s a n t s .  

D'après  II ,  23.3, pour t o u t  i s IN:, nous avons F .  = c(Fi).H.H 
1 i 

où : 

( i )  H e s t  un polynôme p r i m i t i f  de A[X] t e l  que A OH = A OF^ ; 

O ( i i )  Hi e s t  un polynôme u n i t a i r e  de A[X~ t e l  que d H .  = i-1 
1 

( i i i )  c(Fi)  e s t  l e  contenu de Fi e t  c ( F ~ + ~ )  d i v i s e  ~ ( 5 ' ~ ) .  

Alors ,  en u t i l i s a n t  l e  théorème 32.2 du paragraphe précédent ,  

nous obtenons 

k r 
avec c ( F , )  = ïi n j 

j ' 
R 

j 
i r r é d u c t i b l e  de A e t  r E INO. 

j = l  j  



Supposons q u ' i l  e x i s t e  j c IN: pour l e q u e l  r = 1.  
j 

Dans c e  c a s ,  posons  n  := IT e t  T := ff + idAcX] ( T )  . 
j 

Pxapah~-ivn 4 7 . 7 . -  Sous l e s  n o t a t i o n s  e t  hypo thèses  p r é c é d e n t e s ,  .. 
posons t := max{ll n d i v i s e  c(Fe)}. Nous avons  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

( i )  s i  t = n a l o r s  T = idAlx](n) ; 

( i i )  s i n o n ,  posons  L := A 
/A. n  

e t  7 := 

- - - - 
A l o r s  T = idL1Xl (H.Ht+,) où ( r e s p .  H t + l  ) e s t  l a  c l a s s e  

modulo n  de  H ( r e s p .  de  Ht+ l ) .  

( i )  c ' e s t  é v i d e n t  c a r  c (Fn)  d i v i s e  c  (Fi) pour  t o u t  i E iNO 
n 

( i i )  il e s t  c l a i r  que T = idAlX] ( n , F Z , .  . . , F  ). n  
- - - 

Dans L[x], F i = O  pour  i 6  t e t  F .  = H . H i  pour  i > t. 
1 

Main tenan t ,  d ' a p r è s  II ,  23.32,  pour t o u t  k € I N ,  1 6 k 6  n- t ,  

nous  ~i\~<iiis Ht+k E i d  ( d t , H t + l )  où d t  e s t  dé£ i n i  p a r  : c ( F  ) = d, .c(F 1. 
A rx:I t t+ 1 

P a r  d é f i n i t i o n  de  t ,  c ( F ~ + ~ )  e s t  é t r a n g e r  avec  n ,  donc n d i v i s e  
d t .  

- 
Nous en  dédu isons  que Ht+k E i d L  ( E t + , ) .  

- - - 
P a r c o n s é q u e n t  7 = i d L I X l ( H . H t + l ) .  

P t r a p 0 6 ~ i o n  4 7 . 2 . -  Soils l e s  mêmes n o t a t i o n s  e t  h y p o t h è s e s  que 4 1 . 1 ,  
- ---- 

- 
nous  savons  que L  e s t  un c o r p s  f a c t o r i e l .  A l o r s  il e s t  niuni d ' u n  a l g o r i t h m e  

DPO ( c f .  P r o p o s i t i o n  2 3 . 2 ) .  

r 
P a r  conséquen t ,  fi.iït+l = $ é t a n t  une décomposi t ion en p r o d u i t  

j = 1 J 

f j n i  de  f a c t e u r s  i r r é d u c t i b l e s  de  L [x] , nous dé te rminons  e x p l i c i t e m e n t  une  

- r Y. 
décompos i t ion  p r i m a i r e  T = n i d  - e t ,  pour t o u t  j E IN: , l a  

j=1 L  CX_/ J 



r a c i n e  de  > est idLcxl ($ j ) .  

CotloUaihe 47.2a.- Sous l es  mêmes n o t a t i o n s  e t  hypo thèses  que 41.2,  

- - r 
déterminons  H.H = II 0:' une décomposi t ion en p r o d u i t  f i n i  de  f a c t e u r s  

t + l  j=, 

i r r é d u c t i b l e s  de L LX] , p u i s ,  pour t o u t  j E IN' 
r '  dé te rminons  P polynôme 

j - 
u n i t a i r e  de  A[X] t e l  que P 

= (Jj j 
, (ce  q u i  e s t  p o s s i b l e  en u t i l i s a n t  l a  

p r o p o s i t i o n  22.1 1. 

u 

A l o r s  (i) T =  n idACX1(n,P ) ; 
j=1 j 

( i i )  c ' e s t  une décomposi t ion p r i m a i r e  de T ; 
Y; 

( i i i )  l a  r a c i n e  de i d A  (IT ,P  ) e s t  1' i d é a l  premier  

Le p o i n t  ( i l  e s t  une conséquence d e  IT E: T e t  du r é s u l t a t  de  42 .1 .  

Démontrons que /' idArX] (",Pj  = idACXl ( n , P . ) .  
J 

De f a ç o n  é v i d e n t e ,  idACX, ( n , P j )  C {idAEX3 ( r , p j J ) .  

Yj 
S o i t  G E AdArXTl ( r , P j  ), donc il e x i s t e  m E N O ,  t e l  que  

- Y j  - 
Modulo r ,  nous obtenons  cm a P j  .Q2.  O r  e s t  i r r é d u c t i b l e  

- - 
j 

dans  L[x], donc P d i v i s e  G ,  c ' e s t - à - d i r e  
j 

G E idAcX] ( * , P j ) .  

Main tenan t ,  c o n s i d é r o n s  G 1  e t  G2 dans A[X] t e l s  que 



''1 mais  Gl d idACXl (" ,P . ) .  G 1  .G2 5 idAcXl ( a , P j  
J 

'j Donc G I . G 2  = x.Q1 + P j  .Q2. 

- Y j  - - 
~ o d u l o  a ,  nous  ob tenons  G1.G2 = P . Q ~ ,  o r  P~ y est i r r é d u c t i b l e  dans  L[X] 

- j - - j - 
anneau f a c t o r i e l  e t  P n e  d i v i s e  p a s  G 1 ,  donc P  d i v i s e  G2. 

j j 

'j) F a r  ccinséquent, G E idA[-- ( n y P j  . 2  
Y 
j 

D ' a p r è s l e t h é o r è m e  12.1. i d  ( a , P j )  e s t u n i d é a l p r i m a i r e  
A Cx3 

dont  l a  r a c i n e  e s t  1' i d é a l  p remier  idAcx1 (n,P .) . 
J 

r 
Nous en  dédu isons  que T = n i d A m ( n , P  j )  est u n e  décomposi t ion 

j=1  - j 

p r i m a i r e  de  T ,  dé te rminée  e x p l i c i t e m e n t .  

4 2 .  CatractétrAation deb idéaux - pt~emieu. 

Nous u t i l i s o n s  l e s  r é s u l t a t s  du sous-paragraphe 41,  pour  é t a b l i r  

Théotrème 4 2 .  1 . -  S o i t  H un i d é a l  p r o p r e  non n u l  d e  I~[x], donné - - 

p a r  U un système f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  Pour que s o i t  un i d é a l  p r e m i e r  

de A [ x ~ ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  s o i t  de  l ' u n  d e s  t r o i s  t y p e s  s u i v a n t s  : 

(i)  ff = i d  où a  e s t  un é lément  i r r é d u c t i b l e  de A ; 

( i i )  ff = idArX7 (HI  où H est polynôme i r r é d u c t i b l e  non c o n s t a n t  

( i i i )  ff = idACxl (n ,P)  où r e s t  un é lément  i r r é d u c t i b l e  de A e t  

e t  P un polynôme u n i t a i r e  non c o n s t a n t  de  A[X] , i r r é d u c t i b l e  

modulo T .  



Supposons d'abord H i d é a l  premier de A[X] e t  posons T := A ( U ) .  

Posons a l o r s  T := { F I ,  ..., F } rangée par  o r d r e  des degrés  c r o i s s a n t s .  
n  

des  éléments de T ,  nous avons, d 'après  l e  théarème 32.2 : 

H = idALxl (H) n (n (H + idACXJ ( I T ] ' ) ) ) .  
j=1 

O r  U e s t  premier donc il e s t  é g a l  à l ' u n  de ces  idéaux. 

Comme ff e s t  un i d é a l  premier a l o r s  E e s t  un polynôme non cons tan t  i r réduc-  

t i b l e  de ~[x] .  
r 

O 2hme c a  : Il e x i s t e  j c 1Nk ------- - t e l  que ff = H +  i d  ( n j ) .  
r .  4 x 1  j  

I Dozc IT E U. O r  U e s t  un i d é a l  premier a l o r s  IT ez U. 
j  j 

Dans c e  c a s ,  F I  e s t  a s s o c i é  à 
'j 

S i  n  d i v i s e  c(Fn) a l o r s  H = idA[-] ( I T ~ ) .  
j  

Sinon, posons t = m a x { t l n  d i v i s e  C ( F ~ ) } ,  donc t < n .  
j  r .  

Comme H e s t  un i d é a l  de type (II) (ca r  U = H + idA~xl ( n j J ) )  a l o r s  H = 1 

( c f .  théorème 31.8).  

I U t i l i s o n s  a l o r s  l e  c o r o l l a i r e  41.2a, 

r Y i  

H t i ,  
= n pi modulo T e t  Pi polynôme u n i t a i r e  non cons t an t ,  

i= 1 j 



O r  H e s t  premier donc il e x i s t e  i e IN: t e l  que 

l a  r ac ine  de c e t  i d é a l  é t a n t  idACxJ (mj ,P . )  ( c f .  c o r o l l a i r e  4 1.2a) a l o r s  
1 

H = idA[-l(~j ,Pi) .  

Par  conséquent,  l a  cond i t i on  e s t  néces sa i r e .  

Remarquons que l e  c a l c u l  de c e s  géné ra t eu r s  e s t  e f f e c t i f  peur chaque c a s .  

En e f f e t ,  nous savons c a l c u l e r  l e  pgcd dans A[X] a i n s i  que l a  p a r t i e  p r i -  

m i t i v e  d'un polynôme. De p l u s ,  dans l e  second c a s ,  k = 1 ,  c a r  pour 1 # j ,  

e s t  é t r ange r  avec . Enf in ,  r = 1 ,  donc P .  e s t  l ' un ique  f a c t e u r  
.l 1 

w 

i r r é d u c t i b l e  modulo a  de Ht i l .  
j  

Réciproquement, dans l e s  c a s  ( i )  e t  ( i i ) ,  ff e s t  de façon év iden te  

un i d é a l  premier.  

Dans l e  c a s  ( i i i ) ,  un c a l c u l  modulo IT montre que ff e s t  premier 

( i l  e s t  poss ib l e  d ' e f f e c t u e r  l e  relèvement c a r  IT cz f/). 

c U t U ~ ~ e  4 2 .  la. - S o i t  H un i d é a l  propre non n u l  de A[X] , -- 

donné par  U un système f i n i  de géné ra t eu r s .  Pour que ff s o i t  un i d é a l  

maximal de A[X] , il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  IT élément i r r é d u c t i b l e  

de A e t  P  polynôme u n i t a i r e  non cons t an t  de AIX], i r r é d u c t i b l e  rnodulo n 

t e l  que H = idAF2(n,p) .  

Supposons H i d é a l  maximal, il e s t  donc premier.  Nous pouvons 

a l o r s  u t i l i s e r  l e  théorème 4 2 . 1 .  

Exanilioris l e s  t r o i s  c a s  de c e  théorème, e t  uniquemeent ceux-ci,  

c a r  premier e s t  une cond i t i on  n é c e s s a i r e .  



( i )  donne un i d é a l  premier non maximal ; 

( i i )  ff = idArx] (H) où H polynôme i r r é d u c t i b l e  non c o n s t a n t  

Il e s t  donc p r i m i t i f .  Prenons n  élément i r r é d u c t i b l e  de A, donc 

nous pouvons cons idé re r  P u n i t a i r e  non c o n s t a n t  de A[x], f a c t e u r  i r réduc-  

t i b l e  modulo n  de H. Alors  ff i idAcx1 (n ,P) .  Par  conséquent,  ff n ' e s t  

pas  maximal. 

Enfin ( i i i ) .  H = i d A ~  (n ,P ) .  Supposons ff $ K  où K i d é a l  de 

A M .  Donc il e x i s t e  F  E K e t  F 4 n. Alor s ,  posons L = A / ~ . a '  

e s t  un corps  codable d 'où L[XJ e s t  p r i n c i p a l  a lgor i thmique  ( c f .  1, 43a, p. 14).  

Par  conséquent ,  modulo IT, 1 = U.F + V.P. Donc 1 6  K e t  H e s t  un i d é a l  

max ima 1. 

D'où l e  c o r o l l a i r e  42 . la  e s t  démontré. 

4 3 .  Lien a v e c  l a  rnuLtiwlicLté. 

Considérons tl un i d é a l  p ropre  non n u l  de ~ r g  donné p a r  U un 

système f i n i  de généra teurs .  

Posons T : = A(U) e t  T = { F I ,  ..., F  1 rangée par  o r d r e  des  n  

degrés  c r o i s s a n t s .  

O 
D'après II. 23.3,  nous pouvons dé t e rmine r ,  pour t o u t  i € I N n  , 

Fi = c(Fi).H.Hi où H E A ~ X ]  p r i m i t i f  t e l  que doH =   OF H .  E A[X] 1' 1 

u n i t a i r e  t e l  que  OH^ = i - 1  e t  c (F i )  e s t  l e  contenu de Fi. 

O De p l u s ,  pour t o u t  i E INn- I ,  c (Fi+l)  d i v i s e  c  (Fi) e t  nous 

posons di  = c ( F ~ ) / ,  (F 
i+ 1 ) 

k r ;  * 
Déterminons c (F1 )  = E.  Ti n - où ; <  A e t  n é16ment 

i = I j j 
J '  

i r r é d u c t i b l e  de A. Fixons j ê iNO e t  posons : 
n  

IT := 71 
.i ' 

a := r e t  t = m a x i l ( n  d i v i s e  c(Pe)}. 
j 



? ' h ~ p ~ . r l ~ ~  43.1.- S o i t  P  un é lément  u n i t a i r e  de ALx], i r r é d u c -  

t i b l e  modulo n. Pour que HC i d A I X l ( n , P )  il f a u t  e t  il s u f f i t  que ( t  = n)  

ou (P d i v i s e  H modulo n )  ou (il e x i s t e  i C I N O  t e l  que n  d i v i s e  
t di 

e t  P  d i v i s e  Hi+l modulo n ) .  

VQmonaXtaLion  : 

S i  t = n ou s i  P  d i v i s e  11 modulo IT,  c ' e s t  é v i d e n t .  

Supposons q u ' i l  e x i s t e  i E INO t e l  que n  d i v i s e  
t 

d i  e t  P  d i v i s e  

Hi+ 1 modulo n. O r ,  pour  j s i, di  d i v i s e  C(F  j )  e t  pour j > i, 

H .  E i d  (d i ,Hi t l ) ,  donc,  pour  j I i, IT d i v i s e  F e t ,  pour  j > i, 
J A Cxl j 

P d i v i s e  H modulo n. 
j 

P a r  conséquent  H C idAExl ( n , P ) .  

Réciproquement,  t < n  e t  P n e  d i v i s e  p a r  H modulo IT. 

Comme t = maxIe/  n  d i v i s e  c(Fe) a l o r s  n  d i v i s e  dt .  M a i n t e n a n t ,  

- 
Ft+ 1 

- C ( F ~ + , ) . H . H ~ + ~ .  O r  n  n e  d i v i s e  pas  c ( F ~ + ~ )  donc P d i v i s e  H.Ht+I 

modulo IT. D'où P d i v i s e  
Ht+ 1 

modulo IT. A l o r s  nous  prenons  i = t. 

Plagoiis-nous dans  l e s  c o n d i t i o n s  de  43 .1 .  Posons  P  = idACXl (n , P I ,  

- 
B = A [ x ] / ,  e t  P  = P A , .  

P t ~ ~ ~ p u b Z i a v ~  4 3 . 2 . -  Le l o c a l i s é  B- e s t  un anneau l o c a l  n o e t h h r i e n  -- - P 

d ' i d é a l  maximal l ' i d é a l  engendré  p a r  l e s  images de IT e t  P. 

De p l u s ,  B 
T=, = A M P / ~ P  

P h o p u h d i o n  4 3 . 3 .  - Pour  que B s o i t  a r t i n i e n  il f a u t  e t  suf  f it ------ P 
que t < n  e t  P n e  d i v i s e  p a s  H modulo n .  

D é m o n ~ L t a ~ o n  : -- - 

Supposons d ' abord  t < n  e t  P  n e  d i v i s e  p a s  H modulo T. 



Donc ff f idA[X] (IT) . Pour démontrer que B- e s t  a r t i n i e n ,  il nous s u f f i t  
P 

de démontrer que t o u t  i d é a l  premier de  B p  e s t  maximal. Mais un i d é a l  premier 

de B - e s t  de l a  forme (K/H)- où K e s t  un idéa l  premier de ACX] t e l  
P P 

que H C  K C P. 

comme H C# idA[x] (T)  d ' ap rè s  l e  théorème 42.1, s o i t  

=  id^^^^ (h) où h  élément i r r é d u c t i b l e  de A ~ x ] ,  s o i t  K = i d A m  (n,Q) 

où Q élément u n i t a i r e  de A[X] , i r r é d u c t i b l e  mcdulo T i .  

S i  K = idACXl(h) a l o r s  h  d i v i s e  H. Comme P d i v i s e  h modulo n, 

nous obtenons une con t r ad ic t ion .  Donc K = idAlXl (n,Q) ; comme c e l u i - c i  e s t  

maximal d 'après  l e  c o r o l l a i r e  4 2 . l a ,  a l o r s  K = P. Donc t o u t  i d é a l  premier 

de B- e s t  maximal. 
P 

c .q . f . d .  

Supposons maintenant t : n.  Donc 
i " ~ ~ x ~  ("1 q P. 

O r  (idACXl(n),H)p e s t  un i d é a l  premier de B- , q u i  n ' e s t  donc pas maximal. 
P 

Alors  B- n ' e s t  pas  a r t i n i e n .  
P 

Enf in ,  siipposons P d i v i s e  H modulo .rr. En u t i l i s a n t  
d e c ~ [ ~ ]  ' 

,- 
L 

nous pouvons déterminer  H = il h où h élément i r r é d u c t i b l e  de A[X] . 
j=I j j 

Comme P e s t  i r r é d u c t i b l e  modulo n, i l  e x i s t e  j E IN: t e l  que P d i v i s e  

h niodulo . Donc 
j 

( h . )  (5 P. O r  
i " A ~ x ~  J 

(idACXl (hj)lH)- e s t  un 
P 

idéa l  premier de B- , qui  n ' e s t  donc pas maximal. A lo r s  B- n ' e s t  pas a r t i n i e n .  
P P 

d 

Maintenant,  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  24 .1 ,  nous avons : 

Posons T = ff + id  (7rCI) ; c ' e s t  un idéa l  de type (II) d ' ap rè s  l e  théorème 31.8. 
A Ex1 



P ~ a p c i h ~ a n  43.4.- Considérons P un Cl.c?neiit u n i t a i r e  de A[X] , 

I i r r é d u c t i b l e  modulo T .  Pour que =  id^ [XI (v,P) il f a u t  e t  il s u f f i t  que 

Dans c e  c a s ,  s o i t  y t e l  que 
: i d ~ ~ 4  (pY) = 7 : idACX, (pY+').  

l Alor s ,  nous avons : 

( i i )  T + idACXl (pY) est  un i d é a l  p r ima i r e  de r a c i n e  P = idACXl (T ,P ) .  

De p l u s ,  c ' e s t  l a  composante P-primaire de ff. 

l ( i )  e s t  une conséquence de l a  p ropos i t i on  24.1 .  

(il) K d A  (pY) = ~ J T  + idACXl (P) c idArXIl (v ,p)  
L 

a o r  n r 7 donc 47 + idArX7 (pY) = P. 

Maintenant,  s o i e n t  F e t  G dans A[x], t e l s  que F . G c T +  idACXl(pY) 

mais G k P. Nous pouvons supposer G i r r é d u c t i b l e  modulo T .  Donc G e s t  

é t r a n g e r  avec P modulo , c ' e s t - à -d i r e  1 = U . G  + V.P modulo T ,  donc 
- 

1 - U . G  E P Comme P = 6 idAlxl (pY) ,  nous pouvons u t i l i s e r  l e  c o r o l l a i r e  

o r  + idA (pY) C (T + idA (pY) ) : idA (G) C (T + i d A ~ x l  (pY) ) : idA ~~1 ( U .  G)  . 

Donc + i d ~ ~ ~ l  (pY) = (T + i d  (pY) ) : idA,-Xl (G) . 
A [KI 

P a r c o n s é q u e n t ,  F E T +  i d  (pY) e t  
A lx3 + i d ~ ~ 4  (pY) e s t  un i d é a l  p r ima i r e  

7 de r a c i n e  P. 

Comme (H : idACXl (na ) )  : idACXl ( T )  = H : i d A ~ X ]  (na) ,  c ' e s t  l a  

composante P-primeire de ff. 



C o t o t t a h e  43.4a.- Sous les mêmes hypothèses  e t  n o t a t i o n s  que 43.4, -- 
- 

posons B = A[X] /,, e t  P = P 
/ H m  

Alors  y  est éga l e  à l a  longueur de l a  cha îne  c r o i s s a n t e  d ' idéaux  

Nous avons (T : idACX-(~S)/H)- 
= Tp : i d A ~ x ~ ( ~ S ) p / H p  

P 

e t  l a  longueur de c e t t e  cha îne  détermine l ' exposan t  r de l ' image de P 

q u i  engendre l a  composante P pr ima i r e  de Tp/Hp = (T/H)- . dans B-. 
P  P 

- 
O r ,  son image réc iproque  e s t  l a  composante P-primaire de T l H  dans B ,  

d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  14.1. Comme c e l l e - c i  correspond à l a  composante 

P-primaire de T q u i  e s t  
+ i d ~ p ~  (PY) d l a p r & s  l a  p ropos i t i on  43.4,  

y e s t  donc éga l  à c e t  exposant r ,  c ' e s t - à -d i r e  y  est  é g a l e  à l a  longueur 

de l a  cha îne .  

C o t a U a h e  43.4b . -  Sous l e s  mêmes hypothèses  e t  n o t a t i o n s  que 43.4a, 

supposons de p lu s  que t < n e t  P ne d i v i s e  pas H modulo T .  

Alors  B - e s t  un anneau l o c a l  a r t i n i e n  e t  y e s t  majoré p a r  ?a 
P 

mu1 t i p l i c i t é  de R-  . 
P 

D'après l a  p ropos i t i an  43 .3 ,  B p  e s t  un anneau l o c a l  a r t i n i e n .  

D'après  l e  c o r o l l a i r e  21.2a, s;i m u l t i p l i c i t é  e s t  é g a l e  à sa  longueur.  

En o u t r e ,  y e s t  é g a l  à l a  longueur de l a  cha îne  c r o i s s a n t e  d ' i déaux  

(T : i d  (pS)/,,)_ de B , donc y e s t  majoré p a r  l a  m u l t i p l i c i t é  
A Lx1 - 

P P 
de B- P' 



44. Calcul de la muRtipfici,té. 

Considérons /i un i d é a l  p ropre  non n u l  de A[X] , donné par  U 

un système f i n i  de géné ra t eu r s .  

Nous conservons l e s  n o t a t i o n s  i n t r o d u i t e s  au début  du sous-para- 

graphe 43.  

Supposons a l o r s  t < n e t  H = 1. 

Le c a l c u l  p r é sen t é  i c i  e s t  une adap ta t i on  de c e l u i  proposé p a r  

D.  Lazard dans [LAZ 4 popr démontrer l e s  p o i n t s  IV) e t  v )  

S o i t  P un élément u n i t a i r e  de ALX], i r r é d u c t i b l e  modulo s 

e t  posons P = idAcX] ((n,P) . 

Pirapoaitian 44. 7 .  - Pour i E: IN' posons 
n-1 ' Bi = Arxl/idACXJ (di,Hi+,) '  

( i i )  Sinon (Bi)p = 101. 

Dérnumathat<an : 

En cons idé ran t  l a  l o c a l i s a t i o n  en P de A[X] modules, nous avons 

( i )  puisque i d A ~ x l  (di ,Hit l )  C P, a l o r s  (Bi)- = 
p/idACx1 (di,Hi+, I P  , P .  

1 

( i i )  comme (di,Hi+l) # P, a l o r s  

ou b i e n  di e s t  é t r q n g e r  avec T ,  

ou b ien  P De d i v i s e  p a s  
Hi+ 1 

modulo IT, 



donc, dans A[X] p, 1' i d é a l  l o c a l i s é  i d A ~  (di,Hi+, I p  c o n t i e n t  un élément 

) = A[X] e t  ( B ~ ) ~  = {O). i n v e r s i b l e ,  d'où (di,Hi+l 

Pkopodkthn  44.2.- Conservons l e s  n o t a t i o n s  de 44.1. Nous avons, 

en dés ignant  par mul t  l a  m u l t i p l i c i t é  : P 

( i )  mult  B = m ~ l t ~ ( B ~ ) ~  
P  P i = l  

9 

( i i )  pour t o u t  i C I N O  m ~ l t ~ ( B ~ ) ~  = ai.Bi où a  e s t  l 'expo-  n-1 y i 

s a n t  de l a  p l u s  grande puissance  de IT q u i  d i v i s e  d i  e t  B i  c e l u i  de 

l a  p l u s  grande puissance  de P  q u i  d i v i s e  Hi+1 modulo IT. 

( i )  Puisque H = 1 ,  H e s t  engendré p a r  c  ( F I )  , c  (PZ) . H z , .  . . , c  (F n  ) .Hn. 

De p l u s ,  c(F,-~)  = dn-l .c(Fn)  

c(Fi)  = d . .  ... 
1 .dn-l . c (Fn)  

Posons Tl  = i d  
A Cxl (dl ,H2) e t ,  pour  2 6 i $ n-1, 

Pour 2 6 i 6 n-1, cons idérons  : 

où A[x]/~ A[X] /T e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  d i ,  b i e n  dé£ i n i e  c a r  
i- 1 i 



e s t  l'homoniorphisme s u r j e c t i f  canonique pu i sque  T .  C idAlX] (di ,Hi+l) .  
1 

Maintenant  s o i t  F  E A[X] t e l  que di.F = O dans  A[X] IT 
i 

donc di.F e T .  c ' e s t - à - d i r e  d . .F  = G1.Hi+ l  + di.G2 avec  G2 c T  
1 ' 1 i-1' 

A l o r s  d .  d i v i s e  G1 e t  F  = g l  .Hi+l  + G2.  
1 

O r ,  Hi+ l  ( c f .  II, démons t ra t ion  23.3a ,  p r e n d r e  i := i-1 

e t  k := 2  dans  l e  c a l c u l  f i n a l  de  Hi+k ) donc F  E Tiq1 e t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  

p a r  d i  e s t  i n j e c t i v e .  

Maintenant  l a  s u i t e  e s t  e x a c t e ,  c a r  l ' i m a g e  dans   AC^ /T e s t  

e n g e n d r é e p a r  d i ,  c ' e s t d o n c  i d  (di) +Ti /T  , e t l e n o y a u e s t  
A LX] i 

En u t i l i s a n t  l ' a d d i t i v i t é  de  l a  m u l t i p l i c i t é  pour  l e s  s u i t e s  e x a c t e s  

n- 1 
( c f .   FE^ -- - ) nous ob tenons  multp(A[x] /T l p  = mult  (B ) puisque  

n-r 1  i.i 1  
P i P  

Maintenant  H = C ( F , ) . T ~ - ~ .  NOUS pouvons donc d é f i n i r  l a  m u l t i p l i c a -  

t i o n  p a r  c(F,) de  A[X] /T dans  A[@ lH. C '  e s t  un homorphisme i n j e c t i f .  
n- 1 

En l o c a l i s a n t  s u i v a n t  P, pu i sque  n n e  d i v i s e  p a s  c(F,) ( t  < n ) ,  a l o r s  

c (Fn) d e v i e n t  i n v e r s i b l e  e t  l a  n i u l t i p l i c a t i o n  p a r  c(F,) d e v i e n t  un isomor- 

phisme. 
n- 1 

P a r  conséquen t ,  mul t -  B = 
P P i = l  

( i i )  Nous r e p r e n o n s  l a  démons t ra t ion  de  D .  Lazard pour l e   oint v )  

dans  ELAZ 31 - , avec u exposan t  de  l a  p l u s  g rande  p u i s s a n c e  de TI d i v i s a n t  i 

d i  e t  B i  c e l u i  de l a  p l u s  grande p u i s s a n c e  de P d i v i s a n t  Hi+ 1 modulo T .  



4 5 .  V E c a m p u ~ L t L a n  prrAmc&e. 

S o i t  un i d é a l  p r o p r e  non n u l  de A[X] , donné pqr  U un système 

f i n i  de  g é n é r a t e u r s .  Posons  T := h(U) e t  T := CF,, ..., Fn) r a n g é e  p a r  

o r d r e  des d e g r é s  c r o i s s a n t s .  

D 'après  II, 23.3,  nous  pouvons d é t e r m i n e r ,  pour  t o u t  i E INO n ' 

Pi = c ( F ~ ) . H . H ~ ,  où H E A[X] p r i m i t i f  t e l  que   OH = d0I? 1 ' H. 1 E A L 4  
u n i t a i r e  t e l  qu&  OH^ = i - 1 ,  e t  c ( F i )  e s t  l e  con tenu  de  Fi .  

O D e  p l u p ,  pour  t o u t  i E C (Fi+l ) d i v i s e  (Fi )  posons 

k r >t 
Déterminons c ( F , )  = E. ii n j où E 5 A e t  n é lémeqt  i r r é d u c -  

j = 1 j j 

t i b l e  de  A. 

O 
F i q o n s  j E: INn. Posons  .rr := 

' j '  a := 
e t  

t = r n a x i l / n  d i v i s e  c(Fl)}.  

?'hupC~iabn 4 5 . 7 . -  Supposons t < n e t  H = 1 .  

S o i t  P un élément u n i t a i r e  de  A[X] , i r r é d u c t i b l e  modula TI , 

t e l  q u e  H C i d  ( n , P ) .  Posons  P = i d A ~ X j    TI,^). 
A [XI 

cl. 'V 
La  composante P-pr imaire  de  ff e s t  ff + i d A r X ] ( ~  ,P. ' )  où y 

n- I 
e s t  ma joré  p a r  1 ai.Bi où a .  e s t  l ' e x p o s a n t  de  l a  p l u s  g r a n d e  p u i s s a n c e  

1 i= 1 

de n d i v i s a n t  di e t  B i  c e l u i  de  l a  p l u s  grande p u i s s a n c e  de  P d i v i s a n t  

* i + l  modulo T .  

Nous u t i l i s o n s  l a  p r o p o s i t - i o n  43 .4 ,  l e  c o r o l l a i r e  4 3 . 4 b  e t  l a  propo- 

s i t i o n  44.2. 



C o ~ o ~ c L t e  4 5 . 1 ~ -  Sous les mêmes n o t a t i o n s  e t  hypothèses  que 45.1, 

posniis T  = H + idAi-.xg (na).  Alors  

T  = n (T + i d (pY) )  e s t  une décomposition pr imai re  de T, où 

l ' i n t e r s e c t i o n  p o r t e  s u r  l e s  P u n i t a i r e s  de A~x], i r r é d u c t i b l e s  modulo n,  

pour l e s q u e l s  il e x i s t e  j s IN' t e l  que n  d i v i s e  d  e t  P  d i v i s e  
t j Hi+ I 

modulo n  e t  y =  ai.B 
i= 1 

i' 

?6nion&ttaLhn - : 

D'après  l a  p r o p o s i t i o n  43.1,  e t ,  pu isque  t < n  e t  H = 1,  pour 

que H C (a,P)  il f a u t  e t  il su££ i t  q u ' i l  e x i s t e  j E lNO t e l  que t 

a  d i v i s e  d .  e t  P  d i v i s e  Hi+1 modulo a .  
1 

Maintenant,  nous u t i l i s o n s  l a  p ropos i t i on  45.1 pour majorer  y  par  

n- 1 
a .  . B i .  Mais, d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  24.4,  nous pouvons prendre  
1 i= 1 

n- 1 
y = a , .B i .  1 Alors  T = (T + i d A ~ X ) ( ~ y ) )  n (7 : idAid(PY)).  

i= 1 

En o u t r e ,  t < n donc T  $k idAcX3 (n )  e t  P = i d A ~ j ]  ( r , ~ )  es t  

maximal ( c f .  c o r o l l a i r e  42 . la )  donc nous déterminons a i n s i  t o u t e s  l e s  compo- 

s a n t e s  p r ima i r e s  de T. 

Cohollnitze 45.16 . -  S o i t  ff un i d é a l  de type  (II) de A[x], donné 
--- . -. - - - 

a  
p a r  U un système f i n i  de géné ra t eu r s .  Dans c e  ca s  H = 1 e t  F = n  1 

(c f .  théorème 31.8). Supposons t < n.  

A lo r s ,  nous pouvons dé te rminer  exp l i c i t emen t  une décomposition 

p r ima i r e  de ff. 



45.2.- D 'après  l e  théorème 32.2,  nous avons : 

r .  
e t  f f .  = ff + i d A ~ X l  ( n j J )  e s t  un i d é a l  de  type (II) de A[X] dont  une p a r t i e  

J 
r 

f i n i e  g é n é r a t r i c e  e s t  U .  = T LJ {n j]. 
J j 

Déterminons a l o r s  T := A(Uj), dans ce c a s  ses éléments  sont  de l a  forme 
j 

s j  i 
.rr . H .  pour i E: INO où r = S .  5 s  3 ... 5 s j , n < j )  

e t  
j  J , i  n < j )  j  J Y ~  j y 2  

H .  E A[X] u n i t a i r e  t e l  que   OH. = i - 1 .  
J Y ~  J Y i  

Supposons c  (Fn) = 1. Donc, en posant  t = max{ll se # O 1,  nous 
j  

O 
avons t < n ( j ) ,  pour  t ou t  j  c INk. Alors  nous pouvons u t i l i s e r  l e  

j 

c o r o l l a i r e  45.lb e t  dé te rminer  exp l i c i t emen t  une décomposition p r ima i r e  

de ff D'où l ' a l g o r i t h m e  su ivan t  pour  dé te rminer  une décomposition p r ima i r e  
j  ' 

de H l o r sque  c(Fn) = 1 .  

4 5 . 3 .  - A R g a ~ h m e .  de, d6conîpaaLtioiz phimaim. 

En t r ée  : ff Lin i d é a l  p ropre  non n u l  de A[X] donné pa r  U un système f i n i  

de géné ra t eu r s ,  t e l  que s i  T := A(u), a lc i rs  l e  contenu du terme 

de p lus  h a u t  degré de T est 1 .  

1 S o r t i e  : ii:.e décomposition p r ima i r e  de H. 

Sous-programmes : a lgor i thme A ,  a lgor i thme DP type (1). 

Début : T := A(U) ; T := {F I , . . . , F  1 rangée par  o r d r e  des  degrés  c r o i s s a n t s  n  

(donc c(F,> = 1) ; 

( i c i  H := pgcd(F1, . . . ,F  ) puisque c ( F ~ )  = 1 )  ; n r 
pour t ou t  j ê IN' u : = T { ; ff := idA[*, (u j )  ; 

k j j  j  



e m .  
u t i l i s e r  DP t y p e  (1) pour  d é t e r m i n e r  n idACXl (hi1) une décomposi- 

i= 1 

t i o n  p r i m a i r e  de  

O 
S .  . 

Pour t o u t  j r INk T :r A(Uj) ; T : n H . }  
j j j j , l  iclNO 

n ( j >  

( i c i  s j , n ( j )  = 0 )  ; 

Pour t p u t  j  E IN0 pour  t o u t  i E: IN' 
k , a .  - - S .  i. S N  n ( j ) - 1  j , i  J ,  i j  , i + l  

et, 8 ,  e s t  l ' e x p o s a n t  de  l a  p l u s  g rande  p u i s s a n c e  de  P  d i v i s a n t  
~ , i  

H 
j , i+? 

où P  A[X] , u n i t a i r e ,  i r r é d u c t i b l e  modulo n 
.i' ' 

l? m .  k y j  (P) 
R e t o u r n e r  ( r\ i d A ~ x l  (hi1) )A  ( T\ ( A (fi 

i= 2 j +  id^^^ (P  )>>.  
j=1 P 

F i n .  ,.--- 

fhU4que 4 5 . 4 . -  La d é t e r m i n a t i o n  de chaque T augmente l e  temps - - 
j 

de  c a l c i i l ,  e t  l e s  a .  ( r e s p .  B .  . d é t e r m i n é s  e x p l i c i t e m e n t  à p a r t i r  
J , i  J  9 1  

d e s  S .  . ( r e s p .  H .  . dépendent  de  d i  e t  H i + 1 ,  ma i s  l e  l i e n  d i r e c t  
1 9 1  J  9'- 

n ' e s t  p a s  a i s é  à é t a b l i r  pour  l ' i n s t a n t  sauf  pour l e  c a s  p a r t i c u l i e r  t r a i t 4  

t 
dans  l e  sous-paragraphe 4 6 ,  q u i  permet d ' e n v i s a g e r  l ' a m é l i o r a t i o n  de  c e t  

a lgor i t t i rne .  

46. C a e i i  c  (F2) en* wzq p u h a a n c e  d 'un n -- - --- ---- 
j ' 

Vous r e p r e n o n s  l e s  n o t a t i o n s  i n t r o d u i t e s  au  d é b u t  du sous-paragraphe 45. 

Supposons t < n ,  . 
a a PirupoaLtiu~z 46 .  7 . -  Pour  que .rr -- - --- U . ~ q + l  c mod ( n  ,..., n . X ~ , C ( F ~ ) . H . H ~ )  

A 
O où q :=  d  H ,  il f a u t  e t  i l  s u f f i t  que H s o i t  u n i t a i r e  e t  c ( F  ) = n S~ 

2 

où s 2  +z 'NO 
e t  S2 a '  



Q a 
I Supposons na.xq+ l E modA(n , . . . ,n  .xq ,c  (F2) .H.H?) 

Q xqC1 = a .nu + ... + a .n .xq + a .c(F2).H.H2 donc n . 
O 4 9+ 1 

i 
1 

q t  i 2 
q+'  - a ix i )  d 'où  B .C(F ) . H . H ~  = n .(X 

i = O  

Q S2 , e n  p a s s a n t  aux çontenus nous  ob tenons  a . C ( F ~ )  = n , donc C ( F ~ )  = n , 
q+ 1 

i - ~ 4 "  - ai.X , donc H e s t  u n i t a i r e .  e t  H.H2 - 
iv0 

q- 1 i 
Réciproquement Fi = xq - 1 ci.X ef c (F2) = n 

s2 
où s2 s a .  

i = O  

S S2 q- 1 i 
O r  H2 = X-a donc q(F,).H.H2 = n 2 . ~ q ( ~ - , )  + T .(X-a) , ci.X . 

i = O  

Donc : 

C V & O ~ ~ ~ L Q  4 6 . i c l . -  Supposons l e s  c o n d i t i o n s  d e  46 .1  v é r i f i é e s .  

L 
En e f f e t ,  c ( F i + , )  d i v i s e  c ( F ~ )  ; comme c ( F 2 )  = n a l o r s  

S .  
1 

c ( F ~ )  = n pour  2 s i s n  e t  s $ ... $ s 2 $ a .  O r  t < n  donc s = O  
O n 

e t  c (Fn)  = 1 ,  a i n s i  que c ( F . )  = 1 pour  t o u t  j > - t .  Mais s t  # O e t  T 
J 

minimal e donc n = t+ 1 . 
1 



CokoRRahe 46 .7b .  - Supposons les c o n d i t i o n s  de  46.1 v é r i f i é e s .  

a  
A l o r s  i n  , . . . , ~ ' . X ~ , C ( F ~ )  . H . H ~ ,  . . . , c ( F t )  .H.Ht,H.HtI1} est  une 

p a r t i e  f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale  d e  Id + idACx] (na) .  

1 Il nous  s u f f i t  de  démontrer que c ( F  ) .H.H E modA(n a , . . . ,n a  . x q ) ,  
1  1 

a a  
pu i sque  T e s t  s é p a r a n t e .  Or. H l  = 1 e t  n  d i v i s e  c ( F , ) ,  donc c ( F  ) = b.n 

1  
q- 1 i Posons H = xq + 1 c: .X , a l o r s  

c O k O ~ a h &  46.7c.- Supposons l e s  c o n d i t i o n s  de  46.1 v é r i f i é e s .  ---- 
a 

A l o r s  Id + idAIXl (n ) = n (H  + (n a  ,P Y 1) e s t  une décomposi t ion 

a  
p r i m a i r e  de ff + i d A ~ d  (n où l ' i n t e r s e c t i o n  p o r t e  s u r  l e s  P u n i t a i r e s  

de  ~ [ x ] ,  i r r é d u c t i b l e s  rnodulr~ a  t e l s  que (P d i v i s e  H modulo a )  

O ou ( i l  e x i s t e  j tz IN t e l  que n  d i v i s e  
t 

d j  e t  P  d i v i s e  
H j + ~  modulo n ) ,  

t 
e t  y = 1 a i .  ( B + P . )  où a l ' e x p o s a n t  de  l a  p l u s  g rande  p u i s s a n c e  d e  

1 i 
i= 1 

d i v i s a n t  d i ,  'i c e l u i  de  l a  p l u s  g rande  p u i s s a n c e  de P d i v i s a n t  Hi+ ,  

nioàulo a  e t  6 c e l u i  de c e l l e  de  P d i v i s a n t  H modulo T .  

D@moizn&aLion : - 

D ' a p r è s  c e  q u i  p récède  nous pouvons u t i l i s e r  l e  c o r o l l a i r e  4 5 . l a ,  

CI 
en  p r e n a n t  i n  , . . . , .)rq,c (F2) . H . H î ,  . . . , c  (F ) .H .Ht  , H . H t c l  1 comme p a r t i e  

t 

f i n i e  g é n é r a t r i c e  s é p a r a n t e  minimale.  Posons d l  l e s  q u o t i e n t s  r e s p e c t i f s  
L 

de deux coii tenus c o n s é c u t i f s  e t  a '  l ' e x p o s a n t  de  l a  p l u s  grande p u i s s a n c e  
i 

de n d i v i s a n t  d i ,  a l o r s  : 



Prenons P unitaire de A[X] irréductible rnodulo .K. 

Posons B i ,  ..., B1,4' ,..., B ' les exposants respectifs de la 
q q+l q+ t 

q plus grande puissance de P divisant respectivement X,. ..,X ,H.H2,...,II.Ht+l. 

Donc pili = @+fii où 4 (resp. B . )  est l'exposant de la plus 
1 

grande puissance de P divisant H (resp. Hi+1) modulo R. 

q+ t 
Par conséquent, d'après le corollaire 45. la, y = 1 a! .$! et 

1 1  
4- 

i= 1 
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