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I N T R O D U C T I O N  G É N É R A L E  



Les t r a v a u x  p r é s e n t é s  d a n s  c e  mémoire c o n s t i t u e n t  

une  c o n t r i b u t i o n  à l ' é t u d e  d e s  sys t èmes  d i s c r e t s  d a n s  deux  

domaines t r è s  i m p o r t a n t s  : l a  m o d é l i s a t i o n  e t  l a  r é d u c t i o n  

d e  d i m e n s i o n n a l i t é  p a r  d e s  méthodes d ' é l i m i n a t i o n  d ' u n e  p a r t ,  

e t  pa r  découplage  d e s  dynamiques l o r s q u e  l e s  s y s t è m e s  d i s c r e t s  

s o n t  m u l t i - é c h e l l e s  d e  temps d ' a u t r e  p a r t .  

, Les sys tèmes  concernSs  s o n t  t r è s  nombreux 

e t  v a r i é s ,  Nous pouvons c i t e r  à t i t r e  d 'exemple  p o u r  l a  p r e -  

miè re  c l a s s e ,  l e s  sys t èmes  d i s c r e t s  non l i n é a i r e s  de t y p e  

Lur ' e  Posnikov ; quan t  à l a  deuxième c l a s s e ,  nous pouvons 

c i t e r  l e s  sys t èmes  p h y s i q u e s  t e l s  que l e s  sys t èmes  pou r  l e s -  

q u e l s  nous pouvons d i s t i n g u e r  l a  p a r t i e  mécanique l e n t e  e t  

l a  p a r t i e  é l e c t r o n i q u e  r a p i d e .  

Dans t o u s  l e s  c a s ,  s e  p o s e  l e  problème de c h o i x  

d ' u n  modèle, convenant  au b u t  p o u r s u i v i  ( a n a l y s e ,  s y n t h è s e ,  

conmande o p t i m a l e ) .  Lorsque l e  t y p e  de r e p r é s e n t a t i o n  r e t e -  

nu c o n d u i t  à un modèle de  grande  d i m e n s i o n ,  ou l o r s q u e  l e s  

v a l e u r s  numériques m i s e s  e n  j eu  i n t e r v i e n n e n t  a v e c  d e s  o r d r e s  

d e  grandeur  t r è s  d i f f é r e n t s ,  il  s ' a v è r e  s o u v e n t  n é c e s s a i r e  

d e  r é d u i r e  l ' o r d r e  du s y s t è m e ,  p o u r  s i m p l i f i e r  e t  r é d u i r e  l e s  

c a l c u l s ,  ou pour  suppr imer  d e s  i m p r é c i s i o n s  e t  d e s  d ive rgen- '  

c e s  d ' a l g o r i t h m e s .  



Les méthodes de réduction Far agrégation ou 

troncature fournissent une solution-au premier problème. 

Celles-ci permettent d'éliminer une partie des composantes 

d'état du système, en :onservant une relation qui régit le 

comportement des composantes restantes. Ces méthodes vala- 

bles pour les systèmes linéaires s'adaptent parfaitement 

aux systèmes de type Lur'e Posnikov. Pour les modèles de 

ce type, il est souvent intéressant d'éliminer les variables 

intervenant linéairement. Pratiquement, cet aspect du pro- 

blème revient dans de nombreux cas, à ne conserver que les 

grandeurs de sortie et celles intervenant non linéairement. 

La méthode des perturbations singulières fournit 

une solution à la deuxième classe du problème. Lorsque les 

variables de vitesses d'évolution différentes sont identi- 

fiées et regroupées, la technique des P.S. permet le décou- 

plage des dynamiques et la détermination d'un système réduit 

correspondant au domaine dynamique concerné, avec cependant 

des problèmes d' imprécision pour 1' étude des composantes 

lentes. 

Les résultats nouveaux présentés dans ce mémoire 

peuvent être regroupés en plusieurs grands thèmes : 

Présentation et généralisation des méthodes 

d'élimination bas4es s u r  la notion d e  polynôme 

annulateur, et d e  la dépendance des matrices 

a u x  systèmes partitionnés. 

Présentation d'un nouvel outil mathématique per- 

mettant de traiter directement sur des systèmes 

partitionnés en blocs a v e c  l'utilisation d e  la 

notion d e  redondance d a n s  le partitionnement des 

matrices. 



P r é s e n t a t i o n  d ' u n e  m o d é l i s a t i o n  d e s  s y s t è m e s  

d i s c r e t s  m u l t i - é c h e l l e s  de temps d u a l e  de c e l l e  

des  sys t èmes  c o n t i n u s .  

P r é s e n t a t i o n  d ' u n e  n o u v e l l e  méthode de sépara-  

t i o n  e t  découplage d e s  s y s t è m e s  d i s c r e t s  s i n g u -  

l i è r e m e n t  p e r t u r b é s ,  m u l t i - é c h e l l e s  de t emps .  

Mise en oeuvre  s u r  une forme m a t r i c i e l l e  par-  

t i c u l i è r e  ( f o r m e  en f l è c h e )  de l a  méthode P . S .  

dans l e  cas  de s y s t è m e s  non l i n é a i r e s  de t y p e  

L u r ' e  Posnikov .  

D é f i n i t i o n  de c o n d i t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  de s t a -  

b i l i t é  des  s y s t è m e s  m u l t i v i t e s s e s .  

U t i l i s a t i o n  de l a  t r a n s f o r m a t i o n  homographique 

(H) dans l e  développement  d ' u n e  méthode de 

( P S  + H ) .  

P r é s e n t a t i o n  d ' u n e  méthode graphique de compa- 

r a i s o n  de degré de s é p a r a t i o n  des dynamiques 

e n t r e  l e s  sys t èmes  d i s c r e t s  e t  l e s  s y s t è m e s  

c o n t i n u s  " é q u i v a l e n t s "  o b t e n u s  par l a  t r a n s -  

format ion  homographique. 

D é f i n i t i o n  d ' u n  nouveau formalisme dans l e  

p a r t i t i o n n e m e n t  de l a  m a t r i c e  s o l u t i o n  de 

l ' é q u a t i o n  de R i c c a t i  pour l ' é t u d e  de  l a  com- 

mande o p t i m a l e .  

Des exemples de sfmulation permettent une mise en 

oeuvre pratique de ces travaux. Ils montrent l'intérêt de 

ces résultats, en particulier lors de la simulation du com- 

portement lent d'un système pour le découplage, et pour 



les calculs de commande optimale et la détermination de 

trajectoires optimales. 

Dans une première parzie, un exposé récapitula- 

tif des différents modes de représentations des systèmes 

discrets (état,séquence), ainsi que diverses formes matri- 

cielles d'état (Compagnon, Frobenius, flèche), permet 

d'introduire les notations utilisées. Divers algorithmes 

sont développés permettant la mise en équation d'un pro- 

cessus discret dans l'espace d'état sous forme d'une 

relation de récurrence vectorielle mettant en oeuvre un 

minimum de variables : l'utilisation des polynômes annu- 

lateurs de matrices, et la notion de dépendance de matrice, 

permettent en particulier la définition de méthodes systé- 

matiques de représentation. L'introduction d'un nouvel outil 

mathématique permet de généraliser tous ces résultats à des 

systèmes partitionnés sous forme de blocs de matrices. 

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous pro- 

posons d'appliquer la méthode des perturbations singulières 

en vue du decouplage et ceci relativevent aux représenta- 

tions d'état et séquence . Cette méthode s'adapte parfaite- 

ment aux systèmes comportant des échelles de temps multi- 

ples dues aux phénomènes lents et aux phénomènes rapides. 

Cette théorie permet une représentation plus fidèle du com- 

portement du système qu'une simplification de modèle qui 

conduirait à une représentation d'ordre réduit. Par ailleurs, 

la mise en oeuvre de la commande du système obtenu par cette 

méthode est moins lourde que celle de la commande optimale 

à partir du système global. 

Le Chapitre II généralise au cas discret une méthode 

géométrique de séparation des dynamiques basée sur le tracé 



des cercles de Gershgorine. Cette méthode s'applique aux 

cas non linéaires contrairement aux méthodes analytiques 

classiques. Lorsque la méthode des perturbations singulières 

peut s'appliquer à un modèle singulièrement perturbé, l a  

qualité du système découplé obtenu dépend fortement de la 

représentation d'état initiale choisie. L'utilisation de 

la forme en flèche s'avère très intéressante et conduit à 

une détermination systématique du système découplé. Cette 

méthode valable en linéaire s 'étend par£ aitement aux sys- 

tèmes non linéaires de type Lur'e Posnikov. Cette forme en 

flèche permet d'une part d'énoncer une condition suffisante 

simple de stabilité asymptotique, d'autre part de simplifier 

les expressions de la commande optimale. 

Le Chapitre III utilise la notion de transforma- 
tion homographique qui transforme le système discret étudié 

en un système continu équivalent avec conservation du com- 

portement dynamique dans le cas général, et ce pour les 

différents types de représentation précédemment décrits. 

Appliquée conjointement à la technique desp.S., cette méthode 

permet d'obtenir une partie découplée lente qui tient compte 

de l'évolution de la partie rapide, contrairement à la méthode 

des P.S. seule. 

Dans la premikre partie du Chapitre IV, nous étu- 
dions la commande optimale des systèmes à double échelle de 

temps. La décomposition du système est effectuée en mettant 

en évidence les parties rapides et les parties lentes. Une 

fois décomposé, le système global est étudié par l'intermé- 

diaire des sous-systkmes issus de la décomposixion. Cette 

structure qui concerne les propriétés naturelles du système 

nous permet une détermination simplifiée de la commande. Dans 



la deuxiéme partie, le cas multivariable multivitesses est 

étudié. Une nouvelle représentation des systèmes à plusieurs 

dynamiques est proposée. Elle généralise les représentations 

classiques et permet une plus grande sou2lesse pour la déter- 

mination des sous-systèmes découplés. Les résultats précédem- 

ment décrits dans le cas monovariable sont développés pour 

les systèmes multivariables. 



C H A P I T R E  1 



REDUCTION DE DIMENSIONNALITE 

METHODE DE SIMPLIFICATION DE MODELES 

INTRODUCTION 

La description des systèmes complexes ou de grande dimension com- 

prend trois grands types de problèmes : la modélisation, la simulation 

et l'identification. Parmi ces trois thèmes, la modélisation est un do- 

maine de recherche important ayant conduit à de nombreux travaux. 

Après la détermination préliminaire d'un modèle physique, souvent 

schématique et simplificateur, la mise en équation par application des 

lois physiques mène à différents modèles mathématiques caractérisant 

le même système. Les représentations les plus courantes pour les systè- 

mes échantillonnés sont des modèles exprimés sous la forme d'équations 

de récurrence de type matriciel ou scalaire. 

Ces modèles mathématiques sont choisis en fonction du but poursuivi. 

Ils peuvent être dans certains cas simplifiés ou réduits en vertu du com- 

promis PrécisionlRapidité d'exploitation. Après avoir présenté les sys- 

tèmes échantillonnés étudiés et différents résultats relatifs à leur 

formulation, nous présentons dans ce chapitre quelques méthodes de sim- 

plification de modèle avec leurs domaines d'application et leurs avan- 

tages. 

Parmi ces différentes approches : 

- Une méthode d'élimination permettant d'obtenir des relations 
récurrentes, qui fait intervenir seulement une partie du vecteur état 

et dont l'ordre est majoré par celui du système initial. 

- La généralisation de la méthode est étudiée ensuite pour 
les systèmes multivariables. Elle s'applique aux systèmes partitionnés 

en blocs de matrices et repose sur la notion de détirminant matriciel. 

- La méthode des perturbations singulières des systèmes échan- 



tillonnés constitue un outil de réduction pour les systèmes multi-échelles 

de temps. Elle est juste dé£inie dans le premier chapitre et plus détail- 

lée dans les chapitres suivants. 

1 - DEFINITIONS ET DESCRIPTIONS DES SYSTEMES DISCRETS 

1.1 - Généralités 

Les systèmes dynamiques les plus souvent rencontrés se distinguent 

par la nature des signaux qui interviennent dans leur description. 

Les systèmes continus sont ceux dans lesquels les signaux sont dé- 

finis par rapport à une variable temps continue. 

Les systèmes discrets sont ceux dans lesquels les signaux sont dé- 

finis à des intervalles de temps discrets, périodiques ou non. 

Lorsque le signal discret est obtenu par prise de valeurs à des 

instants discrets d'un signal initialement continu, le système est dit 

échantillonné. 

Les systèmes que nous allons étudier sont du type discret échantil- 

lonné et sont caractérisés principalement par deux ensembles de grandeurs 

accessibles susceptibles d'évoluer en fonction du temps. 

Les variables d'entrée (et de commande) caractérisent l'influence 

de l'extérieur sur le système. 

Les variables de sortie caractérisent l'influence du système sur 

son environnement. Ces variables sont supposées accessibles à la mesure. 

A ces deux ensembles, il convient d'adjoindre la notion d'état qui 

correspond à un ensemble suffisant de variables dont la connaissance à 

l'instant initial permet à partir des équations régissant l'évolution 

du processus de préciser le comportement du système pour une loi d'évo- 

lut ion donnée. 



Soient : 

les valeurs à l'instant n du vecteur état noté x . (x représente l'état 
n O 

initial du système à l'instant no). 

Dans le cas général des systèmes déterministes, il existe une re- 

lation de dépendance entre les valeurs du vecteur état aux instants n 
O 

et n et l'évolution des entrées dans l'intervalle In ,nl. Cette proprié- 
O 

té s'exprime sous la forme : 

où eIn ,nl est le vecteur définissant l'évolution des entrées sur l'in- 
O 

tervalle In , nl. 
O 

Le vecteur x contient le minimum d'informations nécessaires, dont 
n 

l'ordre définit la dimension du système. 

Dans certains cas, il s'avère particulièrement intéressant de dé- 

crire l'évolution du système à partir des seules valeurs de certaines 

grandeurs caractéristiques. On est ainsi amené à définir la notion de 

vecteur séquence, dans ce cas les informations caractérisant le système 

sont formées des valeurs successives d'une même variable. 

Un ensemble de valeurs d'une même variable d'état considérée en ces 

instants successifs est appelé vecteur sêquence, si la connaissance de 

ces composantes suffit à caractériser l'évolution du système en réponse 

à une loi d'entrée connue. 

Le nombre minimal de composantes d'un vecteur séquence est dans 

tous les cas égal à l'ordre du système. 

Aux instants n nous observons la valeur x. lorsque q valeurs 
i ' 1 

consécutives sont suffisantes à la description du système. Celui-ci est 

régi par une équation scalaire de la forme : 



Nous é tud ie rons  par  l a  s u i t e ,  l e  problème d 'équiva lence  e n t r e  l e s  

deux r e p r é s e n t a t i o n s  c i t é e s  ( é t a t  e t  séquence) (1.1) e t  (1 .2 ) .  

1 .2  - R e ~ r é s e n t a t i o n  des  d i f f é r e n t s  modèles 

La d e s c r i p t i o n  des l o i s  physiques r é g i s s a n t  l ' é v o l u t i o n  d ' un  pro- 

cessus à p a r t i r  des  v a r i a b l e s  é c h a n t i l l o n é e s  conduit  en  géné ra l  à une 

équat ion r é c u r r e n t e  de l a  forme : 

P r où yn f IR e t  u  E IR r ep ré sen ten t  respectivement l e  v e c t e u r  des  s o r t i e s  
n  

e t  l e  v e c t e u r  des  e n t r é e s .  

S i  l ' é q u a t i o n  (1.3) peut s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

sont  des  ma t r i ce s  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  dépendent du temps 
i 

e t / o u  des  e n t r é e s  u  ( i =  1 ,  ..., r )  e t / o u  des s o r t i e s  y i 
n  n  

( i = n ,  ..., p) e t / o u  des  paramètres e x t é r i e u r s ,  

il e s t  p o s s i b l e  de dédui re  de ( 1 . 4 )  une ma t r i ce  F (c , . )  obtenue pa r  : 

avec : 



i 
si l'opérateur L(5) = 5 M. ( . )  défini par la transformation y = ci y(<) 

1 n+i 
est inversible. Ceci correspond dans le cas linéaire la transformation 

en z ,  conduisant à la matrice de transfert F ( z ) .  

1.2.1 - Eguation d'état - ------------- 

Pour une classe importante de systèmes (systèmes linéaires, station- 

naires, systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov, ... ) ,  l'évolu- 

tion du processus peut être décrite entre deux instants d'échantillon- 

nage sous la forme : 

q où x elR est le vecteur état du système. 
n 

A(.), B(.), C(.) et D(.) sont des matrices non constantes de dimen- 

sion respectives qxq, qx r, pxq, px r, appelées matrices d'évolution, 

de commande, d'observation et de transmission directe d'information. 

Nous présentons ici dans le cas monovariable, quelques formes cano- 

niques matricielles. 

L'équation (1.4) pour les systèmes linéaires monovariables s'écrit 

sous la forme : 

ce qui conduit à la fonction de transfert associée d'ordre q : 



Nous supposons que : 

L'équation d'état associée, caractérisée par les matrices A, B, 

et C, peut se présenter, lorsque la matrice A est une matrice de type 

compagnon, sous la forme suivante : 

Une deuxième représentation associée au système, correspond à une 

matrice A sous forme Frobénius, les matrices A B et C correspondan- 
f '  f f 

tes s 'écrivent : 

Lorsque le système est modélisé directement sous une forme matri- 

cielle quelconque, il existe toujours, sous la seule condition de com- 

mandabilité de la paire ( A  , B ) ,  une matrice de transformation S (x = S 2) 



q u i  met l a  ma t r i ce  A sous l a  forme d'une ma t r i ce  compagnon A e t  B sous  
C 

l a  forme B IFossard ,  19721. 
C 

Par  l e  changement de base de ma t r i ce  P 
1 '  

Le choix  de ai e s t  l i b r e  sous l e s  condi t ions  su ivan te s  : 

Les ma t r i ce s  A B e t  C deviennent Â B e t  C où A e s t  une ma- 
C '  C C C C c y  C 

t r i c e  en f l è c h e  /Benre j eb , Laurent ,  Borne, 1982 1. 

avec 1 yi = - p(-ai) où P e s t  l e  polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  

l de l a  mat r ice  A (P(z)  = D ( z ) )  
q- 1 



Pour une matrice 
T 

AF = Ac, la mise en forme en flèche s'obtient par : 

b )  C a  non f i n é a h e  : 

Nous nous intéressons maintenant aux systèmes non linéaires de type 

Lur'e Postnikov représenté par le schéma-bloc suivant : 

comportant dans la chaîne d'action : 

* une partie linéaire représentée par la fonction de transfert W(z) : 

* une non linéarité séparable £ ( E  n ) qui est une fonction de classe 

4 /Borne P. , 1976 / : 

La représentation d'état correspondante est alors, si ( A , B  , C )  sont 

les matrices assoc'iées à la partie linéaire : 



ce q u i  nous donne en boucle fermée : 

En notant  A" = A - B C £*(E ) , nous obtenons l a  r e p r é s e n t a t i o n  sous 
n 

forme compagnon en  boucle fermée su ivan te  : 

q u i  donne l e  t r i p l e t  correspondant (A* , B* , C*) de forme e n  f l è c h e  d'ex- 
C C C  

~ r e s s i o n  semblable à (1.1 1 ) avec un nouveau polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  ins- 

t an t ané  de l a  ma t r i ce  A* non cons tan t  : 
C 

La no t ion  de fonc t ion  de t r a n s f e r t  u t i l i s é e  en l i n é a i r e  s ' é t e n d  au 

système non l i n é a i r e  e t  s e r a  appelée f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  symbolique 

/Dauphin-Tanguy, 19831.  



E l l e  s ' é c r i t ,  pour l e  système e n  boucle  fermée, sous l a  forme 

W (S , f* ( . ) )  dédu i t e  de l a  fonc t ion  de t r a n s f e r t  e n  boucle ouver te  de 
BF 

même système W (5) = W(S> = N(S) / D(S>. BO 

Lorsque l e  système e s t  c a r a c t é r i s é  par  une séquence d é f i n i e  à par- 

t i r  des v a l e u r s  succes s ives  de l a  v a r i a b l e  y  n  l e s  équat ions  d ' évo lu t ion  

son t  du t y p e  (1.19) : 

S i  l e  processus e s t  l i n é a i r e  à c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s ,  il v i e n t  

l ' é q u a t i o n  de récur rence  s c a l a i r e  d ' o r d r e  q  r e l a t i v e  à y n  e t  u  n  : 

( f i  e t  g j  sont  des  cons t an te s  c a r a c t é r i s a n t  l ' é v o l u t i o n  du p roces sus ) .  

I l  e s t  commode de g é n é r a l i s e r  l a  r e p r é s e n t a t i o n  (1.20) aux systèmes 

non l i n é a i r e s .  Dans ce c a s ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  f .  son t  des  fonc t ions  non 
1 

l i n é a i r e s .  

Dans l e  cas  pa r t i cu l i è r emen t  i n t é r e s s a n t  où s e u l e  l a  v a r i a b l e  d ' é -  

t a t  y  i n t e r v i e n t  de façon non l i n é a i r e ,  l e  processus é t a n t  sans  mémoire, 

i l s  prennent l a  forme : 

S i  l ' e n t r é e  e s t  n u l l e ,  l ' é v o l u t i o n  du système e s t  r ep ré sen tée  par  : 



D i f f é r e n t e s  formes m a t r i c i e l l e s  peuvent a l o r s  ê t r e  dédui tes  de  l a  

forme r écu r ren te .  

Considérons l e  système l i n é a i r e  d é c r i t  en  régime l i b r e  par l ' équa -  

t i o n  de récurrence : 

( f i  sont  des s c a l a i r e s  c o n s t a n t s ) .  

En prenant un v e c t e u r  d é f i n i  par  Y : 
n 

il v i e n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  de l a  forme : 

avec : 

M e s t  une ma t r i ce  
C 

de type  compagnon 

Une deuxième forme m a t r i c i e l l e  peut ê t r e  obtenue pa r  l ' i n t r o d u c t i o n  

des v a r i a b l e s  annexes / ~ a u r e n t ,  Romelot, 1975/ /Borne, Gentina,  Laurent ,  

19761 d é f i n i s  par  l e s  équat ions  su ivan te s  : 



(1.24) z 
i + l  = =i - fJ i = O ,  ..., q-1 
n+ I n 'q-i Yn 

11 nous v i e n t  a l o r s  l e  système (1.25) : 

(1.25) Zn+1 = M F Z n  

avec : 
1 zT = (Zn, . . . y  zq = Y,) 

n n 

m a t r i c e  de type  Frobenius % = M  
C 

L 'équat ion d e  r écu r rence  non l i n é a i r e  r e l a t i v e  à y n e s t  de l a  forme : I 

En procédant de l a  même manière que dans l e  cas  l i n é a i r e ,  nous obtenons 

l e s  deux formes m a t r i c i e l l e s  su ivan te s  / E l  Moudni, Dauphin-Tanguy, Borne, 

19811 : 



avec : 

Dans la matrice M (Y 1 ,  les coefficients £?( . )  dépendent des y 
c n 1 n+q- i 

aux différents instants d'échantillonnage. Par contre, ceux de la matrice 

$(.) dépendent de la seule variable y prise à l'instant n. Cette der- 
n 

nière matrice est plus facile à utiliser que la première. Elle donne lieu 

lors d'une étude de stabilité, à des conditions généralement moins con- 

traignantes sur le système initial. 

1.3 - Stabilité d'un système dynamique 

Les définitions de la stabilité sont nombreuses. Nous rappelons ici, 

celles qui seront utilisées par la suite. 

Nous appellerons trajectoire, la solution x(n,n ,xo) représentée 
O 

dans un repère d'état et I/x(n,no,xo)II une norme de vecteur x . L'évolu- 
n 

tion de cette norme permettra de caractériser les propriétés de stabilité 

du système. 

Définition 1 : 

L'équilibre du système représenté par l'équation (1.29) : 

est dit stable au sens de Lyapunov /Lyapunov, 1949/, si : 

V ~ O e t v n ~  3 6(~,n) > O tel que : 
O 

6 est en général fonction de E et n . Lorsqu'il est fonction de E 
O 

seul, on a la stabilité uniforme. 



Définition 2 : 

L'équilibre du système sera dit attractif, s'il existe un nombre n 
tel que : 

Définition 3 : 

L'équilibre du système sera asymptotiquement stable s'il est à la 

fois stable et attractif. 

Dans le cas où ni 8 ,  ni q ne dépendent de n 1 'équilibre du sys- 
0' 

tème est asymptotiquement et uniformément stable. 

Définition 4 : 

Dans le cas d'un système asymptotiquement stable, on est parfois 

conduit à préciser la manière dont x(n ,n,x ) tend vers la position d ' é -  
O O 

quilibre, ou du moins à définir le mouvement idéal enveloppant le mouve- 

ment réel. Cette idée conduit notamment à la notion de stabilité expo- 

nentielle. 

La position d'équilibre d'un système supposé ramené à l'origine dans 

l'espace IRn, est exponentiellement stable, s'il existe deux nombres réels 

a 2 1 et B > O, tels que l'on ait : 

Définition 5 : 

L'ensemble D (no) est le domaine d'attraction à n € I R  de l'origine a O 

x = O si et seulement si : 

et si D (n ) est un voisinage de x = 0 .  a O n 



L'ensemble D = { ( x  ,n) / xn E D ( n ) ,  n  E IR} e s t  l e  domaine d ' a t t r a c -  
a  n  a  

t i o n  de  x  = O s i  e t  seulement s i  D (n ) e s t  l e  domaine d ' a t t r a c t i o n  de a  O 

x  = O à n  pour t o u t  n  E IR. 
O O 

D é f i n i t i o n  6 : Domaine de s t a b i l i t é  / ~ r u j i : ,  197.51 

L'ensemble D (n ) e s t  l e  domaine de s t a b i l i t é  de x  = O pour t o u t  s O n  
n  2 n  n  E 1R s i  e t  seulement s i  : 

O '  O 

a )  pour t o u t  n '  2 n  e t  t o u t  E E ] O , + q, l a  r e l a t i o n  
O O 

(Ix(n,n;,x ) 1 1  < E e s t  s a t i s f a i t e ,  n  E [ nA , +a[ pour t o u t  
O 

x  E D ~ ( ~ : , E )  où D (n '  ,E) e s t  un vois inage  de x  = O 
O S O 

c )  Ds(no) = (n,xn) : pour n  2 n  x  E ~ ~ ( n ) }  
O n  

D é f i n i t i o n  7 : 

Lorsque l e s  domaines de s t a b i l i t é  e t  d ' a t t r a c t i o n  s o n t  c o n s t i t u é s  

de t o u t  l ' e s p a c e  de d é f i n i t i o n  du vec t eu r  é t a t  x  on d i t  q u ' i l  s ' a g i t  
n  ' 

de s t a b i l i t é  asymptotique g loba le .  

II - METHODE DE SIWLIFICATION DE MODELES : U t i l i s a t i o n  de d e s c r i p t i o n  

v e c t o r i e l l e  r écu r ren te  

La recherche d 'un  modèle dynamique c o n s t i t u e  l e  premier  t r a v a i l  

dans l ' a n a l y s e ,  l a  s imu la t ion ,  l a  commande d 'un système physique. Mais,  

lo rsque  l ' o r d r e  du modèle e s t  é l evé  pour un processus complexe, son  ana- 

l y s e  devien t  t r è s  d é l i c a t e  e t  l a  s imula t ion  d i r e c t e  d i f f i c i l e  e t  coûteuse.  

Pour é t u d i e r  de t e l s  systèmes, il a p p a r a î t  i n t é r e s s a n t  de décomposer 

l e  processus en sous systèmes fonc t ionnant  ou non e n  i n t é r a c t i o n ,  ce qu i  

conduit  à chercher  des modèles s i m p l i f i é s .  

La s i m p l i f i c a t i o n  peut s ' o p é r e r ,  s o i t  d 'un poin t  de vue s t r u c t u r e l ,  

s o i t  par  diminut ion de l ' o r d r e  d 'un  modèle donné en  conservant s a  s t r u c -  



t u r e .  Les s i m p l i f i c a t i o n s  d e  s t r u c t u r e  c o n s i s t e n t  à remplacer un modèle 

par  un a u t r e  r ep ré sen té  p a r  des équat ions  p l u s  f a c i l e s  à résoudre .  

Nous nous i n t é r e s s o n s  p lus  pa r t i cu l i è r emen t  i c i  aux s i m p l i f i c a t i o n s  

par  r éduc t ion  d ' o rd re  qu i  o n t  f a i t  d é j à  l ' o b j e t  de nombreux t ravaux 

/Sandel l ,  Varaiya, 19781 /Decoster ,  Van Cauwenberghe, 19701. 

Tout d 'abord,  nous présentons  une méthode fondée s u r  l a  no t ion  de 

polynôme annula teur  , q u i ,  à p a r t i r  d  'une r e p r é s e n t a t i o n  d  ' é t a t  d '  o rd re  q 

conduit  à une équat ion  de r écu r rence  d ' o rd re  minimal i n f é r i e u r  à q.  C e t t e  

méthode e s t  géné ra l i s ée  aux systèmes in t e rconnec té s ,  m u l t i v a r i a b l e s  ap rè s  

développement d 'un  o u t i l  mathématique r e l a t i f  au c a l c u l  des  mat r ices  par- 

t i t i o n n é e s  e n  b locs .  

Une a u t r e  approche de  l a  r éduc t ion  concerne l e s  systèmes dont l e  

modèle de base possède des  termes d ' o rd re s  de grandeur t r è s  d i f f é r e n t s ,  

s o i t  dans l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  ou dans l ' é q u a t i o n  de r écu r rence .  L ' introduc-  

t i o n  d'un p e t i t  paramètre JJ normalise  l e s  termes e t  permet,  p a r  passage 

à l a  l i m i t e  JJ = O ,  de r é d u i r e  l ' o r d r e  g loba l .  Ce t t e  méthode peut e n t r a î -  

n e r ,  comme dans l e  cas  de l a  technique des p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s ,  

un découplage des dynamiques du système. 

II. 1 - Représenta t ion  minimale des v a r i a b l e s  nesu rab le s  d 'un sys- 

tème é c h a n t i l l o n n é  

Nous nous proposons d e  mettre  e n  œuvre d i v e r s  a lgor i thmes  permet- 

t a n t  l a  mise en équat ion  d ' u n  processus sous forme d 'équat ions  de récur -  

rence v e c t o r i e l l e  r é g i s s a n t  une p a r t i e  des v a r i a b l e s  du système. Dans l e  

cas  des systèmes non l i n é a i r e s  de type  Lur 'e  Postnikov,  il e s t  souvent 

i n t é r e s s a n t  d ' é l imine r  l e s  v a r i a b l e s  in te rvenant  l i néa i r emen t .  Pra t ique-  

ment, c e t  aspec t  du problème r e v i e n t  dans de nombreux c a s ,  à ne conser- 

v e r  que l e s  v a r i a b l e s  à commander. 

D e s c r i ~ t i o n  des systèmes é t u d i é s  ------ ---------- -------------- 

Considérons l a  c l a s s e  des systèmes m u l t i v a r i a b l e s  non l i n é a i r e s  

d é c r i t s  pa r  l e s  équat ions  de l a  forme : 



x : vec teu r  é t a t  à l ' i n s t a n t  n ,  x E x q  
n  n 

Y n  
: vec teu r  é t a t  de s o r t i e  

Yn 
€ xS 

A : mat r i ce  cons tan te  r ep ré sen tan t  l ' é v o l u t i o n  de l a  p a r t i e  

l i n é a i r e  du système, A E IRqXq 

u  : e n t r é e  du système 
n 

E : vec teu r  c a r a c t é r i s a n t  l ' e r r e u r  du système, E 8 IR' 
n  n  

K* : IRP +- xqXP 

Le but  de l ' é t u d e  e s t  de déterminer  une équat ion  de récur rence  vec- 

t o r i e l l e  r é g i s s a n t  E e t  yn e t  c e c i  aux d i f f é r e n t s  i n s t a n t s ,  s o i t  : 
n 

(m peut ê t r e  l e  degré du polynôme annula teur  de l a  mat r ice  A ou peut  

ê t r e  l i é  à une no t ion  de dépendance de mat r ices  m < q) que nous propo- 

sons d ' é t u d i e r .  

11.1.2 - Méthode de mise e n  équat ion  .................... ------ 

Il s ' a g i t  d ' é l imine r  c e r t a i n e s  composantes dans l a  d e s c r i p t i o n  d'un 

système (1.33) e t  de déterminer  des r e l a t i o n s  r écu r ren te s  r é g i s s a n t  l e s  

composantes r e s t a n t e s  (E 3 Y,) 



Lorsque nous é c ~ i v o n s  l ' équat ion (1.33) à l ' i n s t a n t  ( n + i ) ~  en ré- 

gime autonome (u % O), il vient  : 
n 

En mul t ip l iant  à gauche l es  deux membres de l a  r e l a t i o n  (1.35-a) 

par C d'une pa r t ,  e t  par -Ld l au t r e  pa r t ,  il nous v ien t  l e s  deux expres- 

sions suivantes : 

Avoir une r e l a t i on  e n t r e  y e t  E d'une par t  e t  une deuxième régis-  
n  n i 

sant l a  seu le  composante E revient  à éliminer l e s  termes C A x  dans 
n  ' n 

i 
(1.36-a) e t  L A xn dans (1.36-b). Pour c e l a ,  nous proposons deux méthodes 

d 'él imination.  

Soient a a,, ..., a des coef f i c ien t s  constants non tous nuls .  
m 

Lorsque nous fa isons  une somat ion  ~ o n d é r é e  par ces coef f i c ien t s  

à p a r t i r  de l a  r e l a t i on  (1.361, nous obtenons : 

L'annulation des termes : 



(dans la suite, la notation "X/Y1' signifiera X (respectivement Y)) 

peut s'effectuer de deux façons : 

bl) ------- ler cas : les ai 0 l sont les coefficients d'un poly- 
nôme annulat eur 

Notons P (A) un polynôme annulateur de la matrice A s'écrivant sous 
a 

la forme : 

il vient alors : 

Cette ~ro~riété correspond à la solution (1.39-a) et la relation 

(1.37) devient après avoir ordonné par rapport à & : 
n+ j 

avec M' et N' des matrices s'écrivant sous la forme : 



L'ordre  d ' i t é r a t i o n  des  deux formulat ions r é c u r r e n t e s  e s t  de m. Nous 

l e  supposons i n f é r i e u r  à l ' o r d r e  q de  l a  m a t r i c e  A (degré  de son polynôme 

c a r a c t é r i s t i q u e ) .  Ceci c o n s t i t u e  une réduct ion  de d imens ionnal i té  dans 

l e s  formulat ions obtenues.  

Dans l e  cas où l a  ma t r i ce  i n i t i a l e  du système n'admet pas de poly- 

nôme annula teur  de degré i n f é r i e u r  à l ' o r d r e  du système, une l égè re  mo- 

d i f i c a t i o n  de l a  r e p r é s e n t a t i o n  u t i l i s é e  permet t o u j o u r s  de s ' y  ramener. 

Le système (1.33) peut s ' é c r i r e  a l o r s  sous l a  forme : 

où G e s t  une mat r ice  q x  p à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  c h o i s i s  a f i n  que l a  

mat r ice  A '  = A + G L admette  un polynôme annula teur  de degré minimum. 

b2) 2ème cas : l e s  a .  ( i = O ,  ..., rn) son t  des  c o e f f i c i e n t s  non d é f i n i s  -------- 1 

a p r i o r i  

Notons ao, ..., a des  c o e f f i c i e n t s  non tous  n u l s  t e l s  que l e s  m ' 
r e l a t i o n s  su ivantes  s o i e n t  s a t i s f a i t e s  ': 

La dé termina t ion  d e s  a .  r e v i e n t  à résoudre un système d 'équat ions  
1 

homogènes r e l a t i f s  à a . . . , a s o i t  : 
0 ' m 



i i 
où C A / L A son t  des ma t r i ce s  6 lRSXq 

Pour que le  système (1.44) admette une s o l u t i o n  non n u l l e  en  

ci ... a il e s t  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t  que l e  rang de l a  
O m 

mat r ice  N / M : 

s o i t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à m (nombre d ' inconnus) .  

Lorsque c e t t e  cond i t i on  e s t  v é r i f i é e ,  nous déterminerons l e s  ci. 
1 

s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  (1.44) .  La sommation pondérée p a r  ce s  ai des  deux 

membres des  deux r e l a t i o n s  (1.39) condui t  à l ' équa t ion  de récur rence  

(1.42) .  

Donc, l e  degré de l ' é q u a t i o n  de récur rence  e s t  l i é  au nombre de vec- 

t e u r s  colonnes indépendants de l a  ma t r i ce  M / N. 

Remarque : Lorsque dans l e s  r e l a t i o n s  (1.45) nous posons m = q - 1 ,  c e l l e s -  

c i  s ' é c r i v e n t  : 

Ce q u i  correspond pour l e  c a s  des systèmes l i n 8 a i r e s  à l a  

cond i t i on  de non o b s e r v a b i l i t é .  I l  nous v ien t ,c? ' après  c e t t e  

remarque, l a  conséquence su ivan te  : 

Conséquence : Lorsqu'un système l i n é a i r e  e s t  non observable  pour 

l e q u e l  l e s  cond i t i ons  (1.46) son t  v é r i f i é e s ,  il 

est tou jou r s  ~ o s s i b l e  de r é d u i r e  l e  degré d ' i t é r a t i o n  de 

son équa t ion  de r écu r r ence ,  au rang de l a  ma t r i ce  N 

Supposons que l e  rang de c e t t e  mat r ice  s o i t  r ( G  colonnes l i b r e s ) .  

Ecrire une équa t ion  de récur rence  à l ' o r d r e  r r e v i e n t  donc à t r o u v e r  des 

s o l u t i o n s  non n u l l e s  en  B .  de l ' é q u a t i o n  : 
1 



Il suffit pour ceia que 12 rang de la matrice : 

soit inférieur ou égal à r, c'est ce qui est le cas par hypothèse. 

Appliquons les résultats trouvés sur un exemple à valeurs numériques 

suivantes : 

lère méthode : 

La matrice A admet en plus de son polynôme caractéristique, un po- 

lynôme annulateur P(X) : 

~ ( 1 )  = l2 - 6 h +  8 tel que P(A) = O 

avec a2 = 1 = - 6  Cio = 8 

L'équation de récurrence correspondante obtenue à partir de ce po- 

lynôme est : 

Le polynôme caractéristique aurait donné des équations dont l'ordre 

d'itération est de 3. 



2ème méthode : 

Formons l a  matr ice (cT AT cT AZT cT) s o i t  a l o r s  : 

dont l e  rang e s t  1 .  Donc, il e x i s t e  des c o e f f i c i e n t s  a 
0 ,  

t e l s  que l ' o n  

a i t  : 

Une s o l u t i o n  re tenue  correspond à a = -2 e t  a = 1 ,  nous permet 
O 1 

d ' a v o i r  l ' é q u a t i o n  de récur rence  à l ' o r d r e  1 su ivan te  : 

Nous avons montré q u ' i l  e s t  t ou jou r s  poss ib l e  de d é c r i r e  l e  système 

(1.33) sous l a  forme d ' équa t ion  de récur rence  v e c t o r i e l l e  r e l a t i v e  à cer- 

t a i n e s  de s e s  composantes y e t  E . Les c o e f f i c i e n t s  in te rvenant  dans  
n n 

c e t t e  é c r i t u r e  sont  c a l c u l é s  à p a r t i r  de l ' une  des  deux méthodes propo- 

s é e s .  Ce mode de c a l c u l  peut  p a r a î t r e  long lorsque  l e  système e s t  d ' o r d r e  

é l e v é .  Par ana log ie ,  nous proposons une ex tens ion  de ces méthodes e t  l e u r  

a p p l i c a t i o n  aux systèmes p a r t i t i o n n é s  en b locs  de ma t r i ce s .  L ' u t i l i s a t i o n  

des p r o p r i é t é s  des anneaux commutatifs de ma t r i ce s  ca r r ées  e t  l a  d é f i n i -  

t i o n  de  polynôme "annulateur  géné ra l i s é "  d 'une ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  

en  b l o c s ,  nous permettent  de s i m p l i f i e r  l e  problème / E l  Moudni, 19811 

/El  Moudni, Richard, Dauphin-Tanguy, 19821. L 'étude s u r  des  systèmes 

p a r t i t i o n n é s  a p p a r a î t  dans de nombreux t ravaux ITza fes t a s ,  Pimenides, 

19831 / ç i l j a k ,  1981 / IDennis,  Traub, Webers, 19761 /Chenin, 19801. 



11.2 - Introduction d'un outil mathématique pour la description 
des systèmes échantillonnés 

Nous nous proposons d'étudier la classe des systèmes partitionnés 

en blocs de la forme : 

M E xqxq avec q = r x s  

Dans cette description, les blocs M sont supposés cormnuter entre i j 
eux : 

Dans la suite, nous définirons le déterminant matriciel et le poly- 

nôme caractéristique généralisé /El Moudni, 1981/ /El Moudni, Richard, 

Borne, 1981/. 

Soient : 

E : un anneau de matrices carrées d'ordre s 

IE' : un sous-anneau de natrices commutatives de IE (32' c lE) 

E : un anneau de matrices partitionnées en blocs de matrices 

carrées de E 

E présente une structure de module à gauche /El Moudni, 1981/ !Che- 

nin, 19801 surE avec la définition de la multiplication externe notée @ 



définie comme suit : 

L'élément neutre pour cette multiplication est la matrice identité 

1 E E '  telle que : 
S 

Nous appellerons déterminant matriciel de la matrice M 6 E ,  la ma- 

trice notée DET(M) calculée comme suit : 

- le C est étendu à toutes les permutations 

(1.55) - Sg = i 1 suivant que la permutation (n . . . n ) est paire 
1 r 

ou impaire 

Ce déterminant matriciel possède des propriétés généralisant celles 

du déterminant scalaire (Annexe 1) . 



Le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  de l a  ma t r i ce  A d e l E  e s t  d é f i n i  par  l e  

déterminant de l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  (XI - A), où X e s t  un s c a l a i r e  

e t  1, l a  mat r ice  i d e n t i t é .  

De l a  même façon ,  nous nous proposons d ' i n t r o d u i r e  une ma t r i ce  iden- 

t i t é  de E notée 7 e t  une mat r ice  A de E ' .  Il nous v i e n t  a l o r s  l a  d é f i n i -  

t i o n  de polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  g é n é r a l i s é  de l a  ma t r i ce  A /El  Moudni, 

Richard, Dauphin-Tanguy , 19821 / E l  Moudni, Richard,  Borne, 1981 /. 

Par développement, il v i e n t  l ' e x p r e s s i o n  : 

r- 1 
(1.57) P(A) = nr + E Fi A' avec Fi E E '  c nXSXS 

i =O 

Il e s t  poss ib l e  de démontrer une p r o p r i é t é  de polynôme c a r a c t é r i s -  

t i q u e  g é n é r a l i s é ,  q u i  g é n é r a l i s e  a i n s i  l e  tnéorème de  Cayley Hamilton 

aux ma t r i ce s  en b l o c s  /El  Moudni, Richard, Borne, 19811. 

Théorème : 

La mat r ice  A E E,  annule son polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  g é n é r a l i s é  : 

i L e  c a l c u l  de A s e  f a i t  comme dans l e  cas  s c a l a i r e ,  s o i t  : 



Démonstration : 

S o i t  ADJ (A e 1 - A) l a  mat r ice  a d j o i n t e  de (A 63 1 - A) pour chaque 

A E E t ,  on a  : 

r- 1 
k 

ADJ (A63 1 - A )  = L A 63 Bk 
k=O 

où Bk k O . 1 ont  des  éléments de E .  Cependant : 

( h O 1  - A )  ADJ ( A B 1  - A )  =DET ( A 8  1 - A )  8 1  

S o i t  a l o r s  : 

I l  v i e n t ,  pa r  i d e n t i f i c a t i o n  e n t r e  l e s  deux membres, l e s  r e l a t i o n s  

su ivan te s  : 

i Lorsque nous m u l t i p l i o n s  chaque équat ion  (1.59-i)  par  A , e t  nous 

f a i s o n s  une sommation du r é s u l t a t ,  il v i e n t  : 

s o i t  l e  r é s u l t a t  recherché.  



11.2.2 - Fg~ulatio~-lPc~rrente < g ~ d f ~ - m i - f i m ~ ~ - ~ g ~ - d g ~  système2 

artitionnés en blocs de matrices carrées E-,,,,-,,-,,,,,,,,,---------------------- 

Le système à étudier est celui qui peut être obtenu en partitionnant 

le système décrit en (1.33). Nous obtenons : 

Le procédé de partitionnement prendra en compte la dimension de la 

sortie y . Nous partitionnons ce système en blocs carrés de dimension 
n 

S. Il vient alors : 

A composée de r2 blocs A ( i ,  = 1 , . . . , r avec A E IRSXS 
ij ij 

K ( .  une matrice de r'xm blocs k (i = 1 ,  . . . , r ; j = 1, . . . , m) les 
ij 

composantes k E nSXS 
i j 

C matrice bloc ligne de r blocs, dont les composantes 

Dans le cas où la dimension X / E est multiple de s, le partition- n n 
nement est immédiat de la matrice A /K(.) en A /K(.) non redondantes. 

Dans le cas contraire, une simple dilatation dans la dimension de A /K(.) 

permet de résoudre le problème. Nous supposons qu'après ce partitionne- 

ment, tous les blocs sont commutatifs ; dans le cas contraire, des tech- 

niques de partitionnement avec dilatation peuvent être utilisées pour 

nous assurer cette propriété / E l  Moudni, 19831 /El Moudni, Richard, Eauphin- 

Tanguy, 19821. 



Rela t ion  de récur rence  e n t r e  Y e t  E~ : n- 

Ecrivons l e  système p a r t i t i o n n é  (1.60) à l ' i n s t a n t  ( n + i ) ~ ,  il v i e n t  : 

La m u l t i p l i c a t i o n  à gauche par  C des  deux membres de (1.61-a) f a i t  

a p p a r a î t r e  l a  v a r i a b l e  Y s o i t  a l o r s  : 
n + i  ' 

Comme dans l e  ca s  s c a l a i r e ,  pour a v o i r  une r e l a t i o n  e n t r e  Y e t  cn, 
i n  

il f a u t  é l imine r  l e s  termes de l a  forme C A  X . Pour c e l a ,  nous a l l o n s  
n  

u t i l i s e r  deux méthodes géné ra l i s an t  c e l l e s  proposées dans l e  cas s c a l a i r e .  

al ) % coedgicientn mat/cioie& d'un polynôme annuRa;tewr généfi&é : 

D é f i n i t i o n  : 

Le polynôme annu la t eu r  géné ra l i s é  de l a  mat r ice  A à c o e f f i c i e n t s  

m a t r i c i e l s  / E l  Moudni, 1983/ : 

e s t  un polynôme v é r i f i a n t  : 

Une sommation pondérée pa r  l e s  c o e f f i c i e n t s  m a t r i c i e l s  a. de P(A)  
1 

des r e l a t i o n s  (1.62) f a i t  a p p a r a î t r e  P(A) = O ,  s o i t  : 



dans l a q u e l l e  s ' é l i m i n e  le  vec t eu r  X e t  nous obtenons a i n s i  l ' é q u a t i o n  
n  

de récurrence l i a n t  Y à E : 
n  n  

m 
avec M .  = L a. I. e c e ~ ~ - ' - j  e K ( . )  

i = l  + j  

Le degré m d e  l ' é q u a t i o n  de récur rence  ( 1 . 6 4 )  peut  t ou jou r s  ê t r e  in-  

f é r i e u r  à r ,  "ordre" de l a  mat r ice  A ,  e t  c e c i  peut t ou jou r s  ê t r e  obtenu 

p a r  une simple mod i f i ca t ion  du système p a r t i t i o n n é  en i n t r o d u i s a n t  une 

mat r ice  dont  l e s  b locs  peuvent ê t r e  c h o i s i s  de t e l l e  s o r t e  que l e  sys- 

tème modif ié  obtenu de l a  même manière qu 'en s c a l a i r e ,  admette un poly- 

nôme annula teur  g é n é r a l i s é .  

Dans l e  cas  g é n é r a l ,  l ' é l i m i n a t i o n  peut  s ' e f f e c t u e r  en déterminant  

l e s  ai E E '  t e l s  que : 

C e t t e  méthode u t i l i s e  l a  no t ion  de dépendance m a t r i c i e l l e  de vec- 

t e u r  par  b locs  /El  Moudni, 19831. 

a2 1 ai coedaicient, rnathicielh non cho*aih a pPhiDlM : 

La méthode proposée i c i  e s t  basée s u r  l a  dépendance m a t r i c i e l l e  des  

vec t eu r s  par  b locs  C ,  CA,  . . . ,  CA^. Déf in issons  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 



Soient X 1, X2, ...> Xm : des blocs vecteurs de E, constitués des 
blocs carrés IS E' . 

Définition 1 : 

Les blocs vecteurs X ..., X sont dits matriciellement liés s'il 
1 m 

existe y ..., y EIE' non tous nuls, tels que l'on ait : 
1 ' m 

y1 e XI + . . . + y, e X = O (O matrice carrée nulle E E ' ) m 

Si cette liaison n'existe pas, on dira que X ..., X sont matri- 
1 m 

ciellement indépendants. 

Définition 2 : 

Le rang matriciel d'un ensemble de blocs vecteurs X. est le nombre 
1 

maximum de vecteurs matriciellement indépendants qu'il est possible d'ex- 

traire de cet ensemble. On note : 

Rang (XI, ..., X ) I 
m l 

Conséquence : 

Pour que les blocs vecteurs X. d'éléments dans E' soient liés, il 
1 

faut et il suffit que la matrice formée par les blocs vecteurs X. ait 
1 

des colonnes proportionnelles, ce qui donne : 

Rang (XI, ..., Xm) C m (Rang : rang matriciel et réciproquement) 

Appliquons ces résultats au système étudié (1.61). Notons a O) . . . s  am 
des matrices de E' arbitraires non nulles. La sommation pondérée par ces 

coefficients matriciels des relations ( 1 . 6 2 )  donnerait une relation de 

la forme (1.63). Eliminer les termes 



pour t o u t e  va l eu r  de  X r e v i e n t  à t r ouve r  des  s o l u t i o n s  m a t r i c i e l l e s  en  
n 

a. de l ' é q u a t i o n  s u i v a n t e  : 
1 

i 
où C B A sont des  blocs vec t eu r s  d 'é léments  dans E'. 

Pour que l e s  équat ions  (1.66) admettent une s o l u t i o n  non n u l l e ,  il 

f a u t  e t  il s u f f i t  que l a  r e l a t i o n  (1.67) s o i t  v é r i f i é e  : 

(1.67) Rang ( c T ,  A T @ c T ,  ..., ATm T 
a C )  < m  

S i  c ' e s t  l e  c a s ,  l a  r é s o l u t i o n  des équat ions  (1.66) détermine l e s  
i a. pour l e sque l s  l e s  termes en C A  X s ' é l iminen t  e t  nous obtenons l e  

1 n 
même type d 'équat ion  de récur rence  que ( 1 . 6 4 ) .  

Remaraue : 

Pour un système p a r t i t i o n n é  e n  b locs  t e l  que ( I . 6 0 ) ,  lo rsque  l e  
T 

rang m a t r i c i e l  de  l a  ma t r i ce  (C , ..., T 
@ C ) e s t  i n f é r i e u r  au nombre 

de blocs vec t eu r s  colonne (m), il e s t  t ou jou r s  p o s s i b l e  d ' é c r i r e  une é- 

quat ion  de récur rence  dont  l e  degré  d ' i t é r a t i o n  e s t  éga l  au rang mat r i -  

c i e l  de c e t t e  ma t r i ce .  

a3 ) Exemple d ' appficatiu n : 

Considérons un système l i n é a i r e  d é c r i t  pa r  l ' é q u a t i o n  (1.60) avec 

l e s  va l eu r s  numériques su ivan te s  : 



* Méthode de polynôme annulateur généralisé : 

La matrice A vérifie : 

Le polynôme annulateur généralisé correspondant est : 

avec : 

Il vient par conséquent l'équation de récurrence vectorielle sui- 

vante : 



Soit, lorsque toutes les matrices sont remplacées par leur valeur 

numérique : 

* Méthode utilisant les blocs vecteurs C : 

T T 
Formons la matrice constituée par les blocs colonnes C, A C , 
cT , on obtient : 

Le rang matriciel de la matrice est de 1.  Il existe des matrices 

carrées a. E  IR^^^ telies que l'on ait : 
1 



Pour q u ' i l  y a i t  s o l u t i o n s  m a t r i c i e l l e s  en  a. il f a u t  e t  il s u f f i t  
1' 

que l e  rang m a t r i c i e l  de l a  mat r ice  F s o i t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à 2 : 

I l  v i e n t  a l o r s  l ' é q u a t i o n  su ivan te  : 

avec l a  s o l u t i o n  : 

L'équat ion  de récur rence  v e c t o r i e l l e  correspondante s ' é c r i t  : 



C e t t e  étude concerne l e s  systèmes d i s c r e t s  non l i n é a i r e s  d é c r i t s  

par  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  s u i v a n t e  : 

i 
où x 6 lRq : v e c t e u r  é t a t  de composantes x ( i  = 1 . .., q)  n  n  

T T m- 1 
XT = (sn En) , S E x S 

'n B I R  avec s + m -  1 = q n  n  

A : lRS -+ xqXq l a  mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  du système dépendant 

de cn 

Pour é l imine r  s  e t  é t a b l i r  une équat ion  de récur rence  r é g i s s a n t  E n n 
nous pa r t i t i onnons  t o u t  d 'abord l e  système (1.68) e n  b locs  c a r r é s  de  d i -  

mension s  r e l a t i v e  à E . Il v i e n t  a l o r s  l e  système p a r t i t i o n n é  : 
n 

A(€,) c o n s t i t u é e  de r2  blocs  

Lorsque l e s  b locs  de l a  mat r ice  A(.) s o n t  commutatifs,  nous d é t e r -  

minons un polynôme annu la t eu r  g é n é r a l i s é  P(A) : 

par  simple ident  i f  i c a t  i o n  dans ce d e r n i e r  /El  Moudni, Richard,  Borne, 

1981/, à p a r t i r  de l a  n o t a t i o n  : 

il v i e n t  l ' é q u a t i o n  de  récur rence  v e c t o r i e l l e  s u r  l e  vec t eu r  E r e s t a n t :  
n  



En fait, après le partitionnement dans l'hypothèse non linéaire, 

la propriété de commutativité de tous les blocs de la matrice n'est gé- 

néralement pas assurée /El Moudni, Richard, Borne, 1981/. Deux cas peu- 

vent se présenter : 

ler Cas : Tous les blocs des (r-1) premières colonnes sont commutatifs 

Dans cette partie, nous supposons que A ( E  ) est la somme d'une ma- 
n 

trice A dont tous les blocs sont commutatifs, et d'une autre matrice 

K(E ) dépendant de En. 
n 

Sous ces hypothèses, le système (1.69) peut s'écrire : 

Convention : 

Nous appelons déterminant matriciel de la matrice caractéristique 

A(&,), la quantité DET ( A  63 1 - A - K(E,)) calculée en développant les 

calculs par rapport aux (r-1) premières colonnes à blocs commutatifs 

/El Moudni, 19811 /El Moudni, Richard, Borne, 1981/. 



Théorème : 

Les c o e f f i c i e n t s  de l ' é q u a t i o n  de récurrence v e c t o r i e l l e  a s soc i ée  

à (1.73) s o n t  d é f i n i s  par  l e s  c o e f f i c i e n t s  de déterminant  m a t r i c i e l  ca- 

r a c t é r i s t i q u e  de A(& 1, avec  une i d e n t i f i c a t i o n  correspondant  à 
i n  

& * A .  
n+ i 

Démonstration : 

De (1.73-a),  il v i e n t ,  pour i = 0 ,  . .. , r : 

Une sommation pondérée par  l e s  c o e f f i c i e n t s  F i d'un polynôme annu- 

l a t e u r  g é n é r a l i s é  de l a  ma t r i ce  A ,  permet d ' o b t e n i r  l ' é q u a t i o n  su ivan te  : 

avec : 

Ces c o e f f i c i e n t s  S(E ) peuvent ê t r e  i d e n t i f i é s  avec l e s  c o e f f i c i e n t s  
n+ j 

de DET ( A  8 7 - A - K(E ) )  mentionné ci-dessus.  
n  

2ème cas : La c o m u t a t i v i t é  des b l o c s  n ' e s t  pas s a t i s f a i t e  

Dans de nombreux c a s ,  l e s  b l o c s  des (r-1 ) premières  colonnes peuvent 

ne pas cornmuter e n t r e  eux. Cependant, 1 ' i n t r o d u c t i o n  d  ' une redondance 

dans l e  par t i t ionnement  du système e t  une é c r i t u r e  p a r t i c u l i è r e  des b locs  

de l a  ma t r i ce  p a r t i t i o n n é e ,  peut p a l l i e r  c e t t e  d i f f i c u l t é .  

Il  s u f f i t  d ' é c r i r e  chaque composante à é l i m i n e r  a u t a n t  de f o i s  que 

l ' o r d r e  du vec t eu r  r e s t a n t .  



1 
Pour le système (I.68), les composantes x (i = 1, ..., m-1) seront n 

répétées s fois. 

La matrice obtenue A ( &  ) est redondante par rapport à la matrice 
2 

initiale. Elle est composée de m blocs. 

A ( €  ) est partitionnée de la même manière que dans le premier cas. 
n 

Tous les blocs de (m-1) premières colonnes sont diagonaux donc commuta- 

tifs. Pour illustrer ce partitionnement particulier, nous considérons 

un système d'ordre 4 représenté par : 

La matrice partitionnée correspondante avec 12s deux premières co- 

lonnes à blocs commutatifs, est la suivante : 

C'est une forme redondante par rapport au système initial. Elle nous 

assure la propriété de commutativité, ce qui nous permet l'application 

des méthodes de mise en équation et l'obtention des équations de récur- 

rence vectorielle cherchées. 

D'autres techniques de partitionnement et d'écriture de la matrice 

partitionnée peuvent être utilisées lorsqu'elles peuvent nous assurer 



l a  p r o p r i é t é  de c o m u t a t ~ i v i t é  /El  Moudni, Richard, Dauphin-Tanguy, 19821. 

Le système ( 1 . 7 7 )  é c r i t  sous l a  forme : 

avec l e s  ma t r i ce s  A (i = 1 ,  2  ; j = 1 ,  2 ,  3 )  pouvant ê t r e  é c r i t e s  sous i j 
l e s  formes su ivan te s  : 

Ou [ 11 Ou [ i  ] Ou [a] 
2 

Au l i e u  de r é p é t e r  l e s  v a r i a b l e s  dans l e s  vec t eu r s  X I  e t  X nous 
1 j ' 

pouvons i n t r o d u i r e  des  nouvel les  v a r i a b l e s  annexes t e l l e s  que zL : 
n 

Le systèmes ( 1 . 7 7 )  s ' é c r i t  encore sous l a  forme : 



Les coefficients introduits (a, B, y, n ,  5, I), a, b, c) sont choi- 

sis arbitrairement (ils peuvent être des zéros, par exemple). 

Dans tous les cas de partitionnement, l'introduction de nouvelles 

variables et le choix parmi les différentes écritures, sont guidés pour 

l'obtention de la propriété de commutativité d'au moins celles des pre- 

mières CO lonnes . 

Interprétation des résultats 

Le choix de la représentation décrivant l'évolution d'un système 

s'avère fondamental en vue de l'analyse et de la synthèse d'un proces- 

sus linéaire ou non. Le but cherché consiste à réduire les variables du 

système aux seules variables qui influencent son comportement. Dans ce 

sens, nous avons proposé une généralisation au cas non linéaire des mé- 

thodes d'élimination usuellement réservées au linéaire. L'utilisation des 

polynômes annulateurs des matrices d'une part, et la notion de dépendance 

de matrices d'autre part, permettent en particulier la définition de mé- 

thodes systèmatiques de représentation. En se plaçant dans un anneau com- 

mutatif, les méthodes d'élimination ont été étendues aux systèmes parti- 

tionnés représentés par des blocs de matrices avec les mêmes règles de 

calcul que dans le cas scalaire. Pour assurer la propriété de commutati- 

vité entre les blocs de matrices, nous avons utilisé le principe de re- 

dondance ou dilatation à un certain ordre défini. La généralisation de 

ces méthodes aux systèmes partitionnés permet une réduction dans l'ordre 

des calculs lorsque le système est d'ordre élevé. 



III - METHODE DE SIMPLIFICATION DE MODELES, UTILISATION DES PERTURBATIONS 

SINGULIERES 

La r é s o l u t i o n  de nombreux problèmes n é c e s s i t e ,  à un moment de l ' é -  

tude ,  l ' u t i l i s a t i o n  des méthodes d 'approximation.  

Dans ce  s e n s ,  l e s  techniques des  pe r tu rba t ions  jouent un r ô l e  t r è s  

important dans de nombreux domaines . Les mathématiciens l e s  u t i l i s e n t  

pour approcher l e s  équa t ions  de nombreux systèmes. E l l e s  permettent  e n  

e f f e t ,  d ' o b t e n i r  des  s o l u t i o n s  approchées pa r  passage à l a  l i m i t e  proche 

de c e l l e  du système r é e l .  

Ces méthodes sont  a u s s i  u t i l i s é e s  dans l e s  domaines de l a  mécanique, 

de l a  physique, de l 'automatique e t  p lus  généralement dans t o u s  l e s  c a s  

où l a  d e s c r i p t i o n  d'un processus met e n  jeu  des  p e t i t s  paramètres .  11 

e s t  p o s s i b l e  / S a n d e l l &  a l ,  19781 de  d i s t i n g u e r  deux grandes c l a s s e s  de 

problèmes pour l ' a p p l i c a t i o n  à l ' au tomat ique  : l e s  p e r t u r b a t i o n s  qu i  

correspondent à des couplages " f a i b l e s "  (pe r tu rba t ions  r é g u l i è r e s )  e t  

c e l l e s  q u i  t r a d u i s e n t  des  couplages " f o r t s "  dues à des  dynamiques d i f -  

f é r en te s  d 'un système, ou à des o r d r e s  de grandeurs  d ispropor t ionnés  

(pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s ) .  

111.1 - P e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  s u r  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  d ' é t a t  

L ' i dée  de base des techniques des  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  e s t  l a  

s i m p l i f i c a t i o n  des  systèmes contenant  des p e t i t s  paramètres dans l e u r  

équat ion.  Nous nous i n t é r e s s o n s  p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  i c i  aux systèmes 

échan t i l l onnés  modél isés  par  des équat ions  d ' é t a t .  

Ce t t e  s t r u c t u r e  de p e r t u r b a t i o n  adoptée,  p l ace  l e  p e t i t  paramètre 

à d r o i t e  du s igne  é g a l  a f f e c t é  à z . 
n  

La p e r t u r b a t i o n  e s t  s i n g u l i è r e  c a r ,  l a  v a l e u r  JJ = O dans (1.82) r é d u i t  

l a  r é s o l u t i o n  du système d 'o rd re  q  à c e l l e  d 'un système d ' o r d r e  q  /OIMalley 
1 

19741. 



11 s ' a g i t  généralement d 'un  système composé d 'une p a r t i e  l e n t e  x n ' 
e t  d 'une p a r t i e  rap ide  z . n  I 

Le c o e f f i c i e n t  u  n ' e s t  pas d é f i n i  e n  généra l ,  mais dépend du système 

é t u d i é .  I l  peut ê t r e  déterminé comme é t a n t  : 

- l e  rappor t  e n t r e  l e s  é c h e l l e s  de temps de l a  p a r t i e  l e n t e  

(n) e t  de  l a  p a r t i e  r ap ide  (n ' )  : 

n, - n  
O 

J J = -  (n é t a n t  l ' i n s t a n t  i n i t i a l )  n  ' O 

- l e  rappor t  des  v a l e u r s  propres  extrêmes correspondant aux 

deux p a r t i e s  décr ivant  l e  régime l i b r e  du système lorsque  l e  sys-  

tème e s t  l i n é a i r e  : 

l 'ma, ( p a r t i e  r ap ide )  1 
u = -  1 'min ( p a r t i e  l e n t e )  1 I 

Pour j ~ - O ,  l e  système devien t  : 

Nous obtenons un système r é d u i t  de  dimension q , ,  c a r a c t é r i s a n t  l ' é -  

v o l u t i o n  de l a  p a r t i e  l e n t e  X . 
n  

Dans l e  cas  l i n é a i r e ,  en  régime autonome (1.84) : 

d e v i e n t ,  avec j~ = O : 

Ceci implique que l e s  v a l e u r s  propres  de l a  ma t r i ce  A son t  vo i -  
1 1  



s i n e s  de q va l eu r s  propres  l e n t e s  e t  nous montrerons pa r  l a  s u i t e  que 
1 

l e s  q2 v a l e u r s  propres  r ap ides  s e r o n t  approchées p a r  l e s  v a l e u r s  propres 

d'une ma t r i ce  p(A - A  A-' A ) c a r a c t é r i s a n t  l ' é v o l u t i o n  de l a  p a r t i e  
22 21 1 1  1 2  

rapide.  

Le sens  physique des v a r i a b l e s  e s t  évidemment conservé puisque ce 

sont  l e s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  o r i g i n e l l e s  q u i  son t  u t i l i s é e s .  

Cet te  méthode e s t  pa r t i cu l i è r emen t  b i e n  adaptée pour répondre aux 

exigences de l a  r éduc t ion  d ' o rd re  pour des  systèmes l i n é a i r e s  ou non li- 

néa i r e s .  E l l e  e n t r a î n e  une diminut ion de l 'ampleur  de c a l c u l  e t  permet 

l a  r é a l i s a t i o n  des  c o r r e c t e u r s  s i m p l i f i é s .  

111 1 1 - Q : S L ¶ E L ~ ~ S ~ L ~ ~ E S - ~  OECSZ~ZL s~E-co~!szsG~GL-L%z-?YZ: 
tèmes à p l u s i e u r s  é c h e l l e s  de temps -------- ------------de---------- 

Les méthodes de p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  ont connu un développement 

t r è s  important dans de nombreux domaines q u i  touchent à l ' a n a l y s e ,  l ' e s -  

t imat ion  e t  l a  commande des  systèmes dynamiques. En e f f e t ,  e l l e s  permet- 

t e n t  de résoudre  des  problèmes numériques l i é s  s o i t  à des dynamiques 

d i f f é r e n t e s ,  s o i t  à un mauvais conditionnement des modèles dû à des t e r -  

mes d ' o r d r e  de grandeur t r è s  d i f f é r e n t s ,  t o u t  en conservant  l e u r  sens 

aux v a r i a b l e s  c a r a c t é r i s a n t  l e  système. 

L ' a p p l i c a t i o n  des l o i s  physiques r é g i s s a n t  l ' é v o l u t i o n  d 'un  proces- 

sus con t inu  conduit  souvent à des équat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  contenant  

p lus i eu r s  p e t i t s  paramètres  /Bishop, 19751 /Hildebrand,  19681. L 'étude 

des systèmes échan t i l l onnés  mène a u s s i  na ture l lement  aux mêmes types  

d ' équa t ions  /Ku0 , 1 9701. 

La méthode de p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  e s t  t r è s  développée dans 

l e  cas des  systèmes cont inus  e t  a f a i t  l ' o b j e t  de nombreux t ravaux 

/Kokotovic & a l ,  1976, 19821 /OIRe i l l y ,  19821 e t  /Dauphin-Tanguy, 19831. 

Récemment, ISaksena, O 'Rei l ly ,  Kokotovic, 19841 dans un a r t i c l e  de syn- 

thèse  comportant une é tude  b ib l iographique  t r è s  complète ,  on t  f a i t  l e  

point  s u r  l e s  d i f f é r e n t s  domaines d ' a p p l i c a t i o n  des techniques  des  per- 

t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  e t  s u r  l e s  pr inc ipaux r é s u l t a t s  obtenus pour l ' a -  

nalyse e t  l a  synthèse des systèmes comportant p l u s i e u r s  dynamiques. 



Des a p p l i c a t i o n s  impor tan tes  u t i l i s e n t  l a  r é d u c t i o n  d ' o r d r e  d e s  sys -  

tèmes,  l a  s t a b i l i t é  / ~ r u j i { ,  1976, 1978,1979, 19811 I K h a l i l ,  Kokotovic ,  

1979/,  l e  c a l c u l  d e s  t r a j e c t o i r e s  o p t i m a l e s  /OIMalley,  19721 I S a n n u t t i ,  

19731, l e s  systèmes à r e t a r d  e t  t r è s  généralement  l a  s y n t h è s e  d e s  p ro-  

cessus .  

Contra i rement  aux systèmes c o n t i n u s ,  l ' é t u d e  d e s  sys tèmes  d i s c r e t s  

s i n g u l i è r e m e n t  p e r t u r b é s  ( i n t r o d u c t i o n  d ' u n  p e t i t  p a r a m è t r e )  n ' a  commen- 

c é  que récemment, e t  i l  n ' e x i s t e  pas  a c t u e l l e m e n t  de  m o d é l i s a t i o n  géné- 

r a l e  e t  unique.  Au d é p a r t ,  l ' é t u d e  d e  c e s  sys tèmes a  é t é  f a i t e  e s s e n t i e l -  

lement avec  une m o d é l i s a t i o n  semblable  à c e l l e  d e s  sys tèmes c o n t i n u s  

( p  i n t e r v e n a n t  dans l e  v e c t e u r  à l ' i n s t a n t  n + l )  IComstock, Hsiao,  19761 

IHoppenstead , Miranker , 19771 /Gruj ii , 19771 /Re inhard t ,  19791 / H s i a o ,  

Jo rdan ,  19791 e t  a  c o n c e r n i  p r i n c i p a l e m e n t  l e s  problèmes d e  s t a b i l i t é  

e t  de l a  v a l e u r  l i m i t e  des  sys tèmes de second o r d r e .  

Depuis l e s  années 8 0 ,  un nombre impor tan t  de  t r a v a u x  proposen t  une 

m o d é l i s a t i o n  s p é c i f i q u e  aux systèmes d i s c r e t s  I P h i l l i p s ,  19801 /Rajago- 

p a l a n ,  Naidu, 19801 /Blankenship ,  19811 /Naidu,  K a i l a z a ,  Rao, 19811 /Rao, 

Naidu, 19811 I K a i l a z a ,  Rao, Naidu, 19811 /Dauphin-Tanguy, Noël,  B o r n e ,  

19821 ISyrcos ,  S a n n u t i ,  19831 /Fernando, Nicholson,  19831 / E l  Moudni, 

Dauphin-Tanguy, Borne,  19841 IMagdi Mahmoud, 19821 / B a k a t i a n ,  K h a l i l ,  

1984/ IKando, Iwazumi,  1983/ / x a g d i ,  S i n g h ,  1981/,  don t  l e s  

é t u d e s  o n t  concerné l a  m o d é l i s a t i o n ,  l e  découplage,  l e  problème d e s  

v a l e u r s  i n i t i a l e s ,  l a  r é d u c t i o n  d ' o r d r e  e t  l a  commande, .... 

Nous a l l o n s  développer  i c i  l e s  r é s u l t a t s  r e l a t i f s  aux  problèmes de 

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  e t  l ' o b t e n t i o n  d e s  modèles s i m p l i f i é s .  



Cas géné ra l  : systèmes non l i n é a i r e s  ~ ~ ~ r o x i m a t i o n  III 1 2 - ---- ---------- ..................... LLL ---------- 
à l ' o r d r e  zé ro  -------------- 

S o i t  l e  système d ' o r d r e  q , + q 2  d é c r i t  sous l a  forme : 

avec : x E R ~ I ,  zn E IRq2 , xO e t  z des cond i t i ons  i n i t i a l e s  
n  O 

1~ : un paramètre s c a l a i r e  p E ] 0 , 1 ] 

Quand nous posons p = 0 ,  l ' é q u a t i o n  (1.86) s ' é c r i t  sous forme de 

deux équat ions  : 

(1.87) exprime l e  mouvement déc r ivan t  1 ' évo lu t ion  des v a r i a b l e s  len- 

t e s ,  l e s  v a r i a b l e s  r ap ides  ont a t t e i n t  l e u r  régime quasi-permanent e t  

l e  système n ' e s t  p lus  que de l ' o r d r e  q 1 ' 

(1.88) exprime l e  mouvement d 'entraînement  des  v a r i a b l e s  rap ides  

par  l e s  v a r i a b l e s  l e n t e s .  

I l  e s t  c l a i r  que c e t t e  approximation ne peut r e s p e c t e r  l e s  condi- 

t i o n s  i n i t i a l e s  des  v a r i a b l e s  z  en  r a i son  de l ' é q u a t i o n  a lgébr ique  (1 .88) .  n  

En supposant que x puisse  ê t r e  dédu i t e  de (1.87) par  l ' é q u a t i o n  
Rn 

su ivante  : 

nous obtenons : 



Contrairement à l a  v a r i a b l e  x dont l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  s o n t  On 
d é f i n i e s  par  : 

l a  v a r i a b l e  zpn  a  s e s  condi t ions  i n i t i a l e s  l i é e s  à c e l l e s  de  x e t  il 
Rn 

peut y a v o i r  une d i f f é r e n c e  importante  e n t r e  z = g ( h '  (xeO)) e t  zO : RO 

On ne pourra  donc pas e s p é r e r  a v o i r  une approximation uniforme de 

z  v a l a b l e  dès l ' i n s t a n t  n  = no. 
n  

L'approximation : 

e s t  seulement v a l a b l e  en  dehors du vois inage  de n c ' es t -à -d i re  pour  
O ' 

n E L n '  , N] avec n '  > n 
O ' 

Par  c o n t r e ,  s i  nous prenons pour x l a  cond i t i on  i n i t i a l e  x  a l o r s  RO O ' 
l 'approximation : 

e s t  uniforme, donc v a l a b l e  s u r  [ n , N ]  . O 

Le problème posé e s t  un problème de  raccordement ("couche l i m i t e " )  

e n t r e  l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  z  e t  l e  mouvement d 'entraînement  z  
O R O 

(n > n ) des  v a r i a b l e s  r ap ides  par  l e s  v a r i a b l e s  l e n t e s  x 
O Rn ' 

A l ' o r d r e  z é r o ,  l e s  v a r i a b l e s  x e t  z s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  (1.86) 
n n 

s o n t  par tagées  en  une p a r t i e  l e n t e  : 

e t  une p a r t i e  r ap ide  x = O / zrn appelée p a r t i e  c o r r e c t i v e  par 
r n 



/Rajagopalan, Naidu, 1980/ /Naidu, Kai laza ,  1981, 1982/. 

1 

A un o rd re  p l u s  é l e v é ,  l a  p a r t i e  c o r r e c t i v e  de l a  v a r i a b l e  l e n t e  

x n ' e s t  p lus  nég l igeab le ,  ce q u i  peut s ' é c r i r e  sous forme généra le  d 'un  
r n  

terme d ' o r d r e  k d 'un développement asymptotique : 1 

Le c o e f f i c i e n t  k e s t  p r i s  é g a l  à n ,  c a r  il rep résen te  l a  décro is -  

sance des  composantes r a p i d e s  d 'un i n t e r v a l l e  à un a u t r e .  

Ces s é r i e s  (1.93-b) tendent  v e r s  zéro  e n  absence d ' e n t r é e  quand P 

tend ve r s  zéro (sauf à n = O pour z  ) , ce q u i  correspond aux hypothèses r n  
(1.89) e t  (1.90).  

En remplaçant (1.93 dans (1.86)' avec l 'hypothèse  de d é r i v a b i l i t é  

des fonc t ions  f ( . )  e t  g(.) ,  c e l l e - c i  peut s ' é c r i r e  en  fonc t ion  des  dé- 

r ivées  p a r t i e l l e s  : 

Le système (1.94) s ' é c r i t  à l ' o r d r e  zé ro  en  y ,  obtenu a u s s i  pour 

p = o :  

La s o l u t i o n  x de l ' é q u a t i o n  a lgébr ique  (1.95-a) ,  l o r squ 'on  l a  
r n 

r epo r t e  dans (1.95-b), condui t  à un système r é d u i t  de dimension q 2 ,  ca- 

r a c t é r i s a n t  l ' é v o l u t i o n  d e  l a  p a r t i e  rap ide  e t  appelée  équat ion  de couche 

l i m i t e .  



L'approximation des composantes rapides valables >d n, est ainsi ob- 
tenu par superposition de la solution de l'équation de couche limite 

z définie dans un domaine du voisinage de n et de la variable z rn O ' Rn 
définie dans [n' , N I ,  (n' > no). 

Nous supposons ici que les problèmes de modélisation sous forme 

d'un système échantillonné singulièrement perturbé sont résolus (la dis- 

cussion à ce sujet sera faite dans le deuxième chapitre). 

Soit un système linéaire représenté par l'équation d'état suivante : 

q 1 x EIR regroupant les composantes lentes n 

z E IRq2 regroupant les composantes rapides n 

u E zr, yn E IRP les vecteurs de commande et de sortie n 

Aij, Bi, C. des matrices prenant des dimensions appropriées 
J 



Nous adopterons dans l a  s u i t e ,  corne méthode d e s  p e r t u r b a t i o n s  s in -  

g u l i è r e s  pour l e s  systèmes é c h a n t i l l o n n é s ,  c e l l e  q u i  c o n s i s t e  à f a i r e  

a p p a r a î t r e  dans l e  système (1.98) un p e t i t  paramètre p 6 1 0 , 1 ] a f f ec -  

t é  à une p a r t i e  du v e c t e u r  é t a t .  

R.G. P h i l l i p s  dans un a r t i c l e  de synthèse  s u r  l e s  systèmes d i s c r e t s  

s ingul iè rement  pe r tu rbés  / P h i l l i p s ,  19801, propose l e  modèle s u i v a n t  : 

avec : O S 8 2 1  

p e s t  un p e t i t  paramètre  p o s i t i f  q u i  permet de comparer l e s  deux 

d i f f é r e n t e s  é c h e l l e s  de temps e t  de  no rma l i s e r  l e s  o r d r e s  de grandeur  

des termes de l a  m a t r i c e ,  il peut  ê t r e  exprimé par  l e  r a p p o r t  de : 

L'étude q u i  s u i t  concerne une c l a s s e  de systèmes é c h a n t i l l o n é s  possé- 

dant  l a  p r o p r i é t é  de  double  é c h e l l e  de temps, e t  s ' é c r i v a n t  sous l a  forme 

s ingul ièrement  pe r tu rbée  su ivan te  /Rajagopalan, Naidu, 198 1 / /Kando , 
Iwazuni, 19831 /El  Moudni, Dauphin-Tanguy , Borne, 19841 /Raj agopalan,  

Naidu, 19801 /Kai laza ,  Naidu, 1980, 1981/ /Syrcos,  Sannu t i ,  19831 : 



avec : x = x(0)  , z = z ( 0 )  sont  les vec t eu r s  é t a t  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  
O O 

Il a p p a r a î t  que (1.100) peut  ê t r e  obtenu de (1.99) p a r  un s imple 

changement de base d iagonal ,  ou en posant dans (1.100) 8 v o i s i n  de zéro 

e t  y E ] O ,  11 .  

La modél i sa t ion  (1.100) a i n s i  r e t enue  a p p a r a î t ,  du -po in t  de vue 

formel ,  t r è s  proche de c e l l e  u t i l i s é e  habi tue l lement  dans l e  cas  des  

systèmes cont inus .  En e f f e t ,  l e  p e t i t  paramètre y i n t e r v i e n t  i c i  dans 

l e  v e c t e u r  é t a t  , e t  dans l e  ca s  cont inu ,  dans la  dé r ivée  du 

vec t eu r  é t a t  [$] 

Nous présentons une méthode de s i m p l i f i c a t i o n  qu i  conduit  à un dé- 

couplage des dynamiques, semblable à c e l l e  u t i l i s é e  de façon c l a s s i q u e  

pour l e s  systèmes cont inus  /El  Moudni, Dauphin-Tanguy , Borne, 1984/. 

a l )  Etude de  l a  ~ a r t i e  l e n t e  : ------------ ----------- 

Après l a  phase i n i t i a l e  où l a  p a r t i e  rapide e s t  prépondérante ,  l ' i n -  

f luence  des modes r ap ides  devien t  nég l igeab le ,  ce q u i  r e v i e n t  à f a i r e  

tendre  y ve r s  zéro .  

Pour y = O ,  l e s  v a r i a b l e s  x z u e t  yn de (1.100) sont  approchées 
n '  n '  n  

par  x z  
Rn' Rn' URn et '2n . Nous obtenons l e  vec t eu r  é t a t  a s soc i é  à l a  par- 

t i e  l e n t e  : 



L'équat ion (1.101-a) d é c r i t  l ' é v o l u t i o n  des v a r i a b l e s  l e n t e s ,  l e s  

v a r i a b l e s  r ap ides  on t  a t t e i n t  l e u r  régime permanent. Le système e s t  de 

l ' o r d r e  q l .  L 'équat ion ( 1 1 0 1 - b  d é c r i t  l e  mouvement d 'entraînement  de 

l a  composante l e n t e  de l a  v a r i a b l e  r ap ide  z par l e s  v a r i a b l e s  l e n t e s  
Rn 

X 
Rn' 

S i  nous supposons que l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  s o n t  conservées pour 

l e s  composantes l e n t e s ,  l ' approximat ion  du vec t eu r  x  par  x  e s t  va la -  n  Rn 
b l e  s u r  t o u t  1 ' i n t e r v a l l e  [ O , nT ] v n .  Par  c o n t r e ,  d 'une façon  géné- 

r a l e ,  zm e s t  d i f f é r e n t  de zO. L'approximation des v a r i a b l e s  r ap ides  par  

z n ' e s t  donc pas v a l a b l e  s u r  t o u t  l ' i n t e r v a l l e  de temps, mais seule-  
Rn 

ment à p a r t i r  d'un i n s t a n t  n lT .  

D'où l a  d é f i n i t i o n  d 'un  domaine d i t  "de couche l i m i t e "  c a r a c t é r i s é  

par  l ' é q u a t i o n  de couche l i m i t e .  

a2) Etude de l a  ~ a r t i e  r ae ide  (couche l i m i t e )  : ------------ -------- ------------------- . 
Pour d é f i n i r  l a  p a r t i e  r ap ide  du système, nous supposons que l a  

composante rap ide  r e l a t i v e  à x s ' é t e i n t  rapidement,  ce  q u i  nous permet 
n  

d ' é c r i r e  à l ' i n s t a n t  ( n + l )  : 

Les composantes r ap ides  des v a r i a b l e s  sont  d é f i n i e s  de l a  façon su i -  

vante  : 

Pour exprimer l e s  v a r i a b l e s  r a p i d e s ,  nous ca l cu lons  l a  d i f f é r e n c e  

e n t r e  l e  système r é e l  e t  l e  système l e n t  approché. I l  nous v i e n t  a l o r s ,  



d ' ap rè s  l 'hypothèse  exprimée en  (1.102) : 

De (1.104-a),  nous obtenons l ' e x p r e s s i o n  de l a  p a r t i e  rap ide  de  x  : 
n 

En l a  s u b s t i t u a n t  dans (1.104-b), il nous v i e n t  l ' é q u a t i o n  r é g i s -  

s a n t  l a  p a r t i e  r ap ide  du système : 

e t  : 

' r ~  = 'O - = z  - A  A-' 
RO O 2 1 1 1 X 0  

d ' ap rè s  (1 .101)  

Ceci r e s t e  v r a i  s i  l ' o n  suppose que l a  composante r a p i d e  de l ' e n t r é e  

u  ne po r t e  que s u r  l e s  v a r i a b l e s  r a p i d e s  z e t  ne d é s t a b i l i s e  pas  l a  
r n  n 

p a r t i e  l e n t e  du système. 

Le système r é d u i t  rap ide  comporte une t r ansmis s ion  d i r e c t e  de  l ' i n -  
- 1 formation r ep ré sen t ée  par  l a  ma t r i ce  - C  A B 

1  11 1 '  

L'approximation des  composantes r ap ides  v a l a b l e  n  est  a i n s i  ob- 

tenue pa r  s u p e r p o s i t i o n  de l a  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  de couche l i m i t e  

d é f i n i e  dans l e  domaine [ O , n t  ] e t  de l a  v a r i a b l e  z  dé£ i n i e  dans  
Rn 

[ n '  , N ]  N > n t .  



Le système g loba l  a p p a r a î t  découplé  : 

Selon l e  domaine d ' é v o l u t i o n  du processus ,  l e  système r é d u i t  s e r a  

c o n s t i t u é  de  l a  p a r t i e  r a p i d e  ou d e  l a  p a r t i e  l e n t e .  

On c o n s t a t e  que l a  p a r t i e  l e n t e  découplée ne prend pas  en compte 

l ' é v o l u t i o n  dynamique de l a  p a r t i e  r ap ide ,  cont ra i rement  à l a  p a r t i e  

rap ide  pour l a q u e l l e  une bonne p r é c i s i o n  e s t  a i n s i  obtenue.  

a3) E x e m ~ l e  d  ' a ~ g l i c a t  ion : ---- ------ -------- 

S o i t  l e  système de dimension 5 r ep ré sen t é  en régime autonome pa r  

l e  modèle d i s c r e t  de m a t r i c e  d ' é t a t  A / P h i l l i p s ,  19801 r ep ré sen t an t  un 

généra teur  de vapeur : 



Le s p e c t r e  des va l eu r s  propres  s e  décompose en  deux p a r t i e s  : 

Ce q u i  montre que l e  système comporte deux dynamiques, l e s  compo- 
e, 

I L san te s  l e n t e s  correspondant aux v a r i a b l e s  x x e t  l e s  composantes ra- 
3 n '  n  

pides aux v a r i a b l e s  z1 z2 e t  z  avec : 
n '  n  n 

: vec teu r  l e n t  

2  3 .  , zn) : vec teu r  r ap ide  
n n 

Le choix du paramètre H comme rappor t  des  modules des  va l eu r s  pro- 

pres  extrêmes (JJ = 0,2)  conduit  à modél i ser  l e  système sous forme singu- 

l ièrement per turbée .  

Par a p p l i c a t i o n  des r e l a t i o n s  (1.101) e t  ( 1 . 1 0 6 ) ~  l e  système appa- 

r a î t  sous forme découplé.  

Une s imu la t ion  du système (programme de s imula t ion  (TUTSIM) donne 

pour d i f f é r e n t e s  composantes du v e c t e u r  é t a t  z  l e s  courbes su ivan te s  
n 



lorsque l e s  condit ions i n i t i a l e s  v a l e n t  respect ivement  0 .5 ,  0 .2 ,  0.6. 

l 

1 V ~ l ~ V ~ l ~ v ~ ' I ~ l ~ l ~ 1 ~  

TUTSIM 

1 1 , 
l ' l ' l ' l ' l ' l ' l ' l ' l ' .  - TUTSIN - 

- 2 - - 

1 1 
I ' l ' l ' l ' i ' r ' l ' ~ l i l  

TUTSIM 

i 
* - * * *  z : composante i n i t i a l e  

n 

- - - - -  i i 
z composante l e n t e  de z 

Rn ' n 

Les c ~ u r b e s  de s imula t ion  obtenues f o n t  a p p a r a î t r e  nettement l e  phé- 

nomène de  couche l imi t e  (zones hachurées) . L'approximation 2' n obtenue par  
i i 

superpos i t ion  de z e t  z e s t  d ' au t an t  p l u s  proche de l a  v a r i a b l e  r é e l l e  
Rn r n  



i 
z que l a  s épa ra t ion  des dynamiques e s t  p lus  marquée. On cons t a t e  pour 
n  

l e s  t r o i s  composantes rap ides  découplées une t r è s  bonne p r é c i s i o n  s t a t i -  

que. 

6 )  Une méthode d e  déve loppement  e n  b é / u e  d a  av1u; t ivnh : 

Lorsque l 'approximation à l ' o r d r e  zé ro  e s t  i n s u f f i s a n t e ,  p l u s i e u r s  

méthodes son t  envisageables  pour chercher  un développement des s o l u t i o n s  

du système (1.108) en  fonc t ion  de JJ : 

La p lupa r t  du temps, il e s t  s u f f i s a n t  d ' u t i l i s e r  deux domaines d 'é-  

v o l u t i o n ,  un domaine r e l a t i f  à l ' é v o l u t i o n  des p a r t i e s  l e n t e s  (x e t  z  ) 
Rn Rn 

e t  un domaine correspondant à l ' é v o l u t i o n  des p a r t i e s  rap ides  (x e t  z  ) ,  
r n  r n  

e t  de f a i r e  un développement a d d i t i f  /Raj agopalan,  aid du, 19801 INaidu, 

Ka i l aza ,  19811, c ' e s t  c e t t e  technique que nous a l l o n s  d é c r i r e  i c i .  

On cherche a l o r s  un développement asymptotique des s o l u t i o n s  x e t  
n  

z  du système (1.108) sous l a  forme : n 

Chacune des v a r i a b l e s  e s t  donc séparée  e n  une p a r t i e  l e n t e  e t  une 

p a r t i e  r ap ide .  On c h o i s i t  d ' imposer que l e s  v a r i a b l e s  rap ides  t enden t  

ve r s  zé ro  quand p t end  ve r s  zé ro ,  c ' e s t - à -d i r e  que l a  p a r t i e  r ap ide  s ' é -  

t e i n t  e t  que l a  s o l u t i o n  e s t  donnée par  x  e t  z  une f o i s  l e  raccorde-  
Rn Rn 

ment e f f e c t u é  (sauf pour z à n = O ) .  l 
n 

On développe a l o r s  en fonc t ion  de p ,  chacune des v a r i a b l e s  d e  (1.109) 

s o i t  (1.110) : 



En s u b s t i t u a n t  l e s  s é r i e s  (1.110-a) dans (1.108) d'une p a r t  e t  l e s  

s é r i e s  (1.1 10-b) d ' au t re  p a r t ,  nous obtenons l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  : 



Lorsque nous i d e n t i f i o n s  l e s  termes de même puissance en J J ,  il nous 

v i e n t ,  pour l e s  p a r t i e s  l e n t e s ,  à p a r t i r  de (1.111-a) : 

- à l ' o r d r e  zéro : 

Ce système r é d u i t  e s t  l e  même que c e l u i  obtenu en posant  JJ = O dans 

( I .108) ,  il correspond a l o r s  à l a  p a r t i e  l e n t e  (1.101) sans  e n t r é e s .  Le 

système admet une s o l u t i o n  s i  x" - - xO. Une f o i s  x" déterminé, zO e s t  
Rn Rn 

automatiquement f i x é e  par  (1.112-b). 

- à l ' o r d r e  1 : 

- à l ' o r d r e  2 ,  nous avons : 

e t  a i n s i  de s u i t e  jusqu 'à  un ordre é l e v é .  

Les s o l u t i o n s  de (1.113-a),  (1.114-a) ex igen t  l a  dé te rmina t ion  des  
1 2 

cond i t i ons  i n i t i a l e s  x  e t  x  q u i  s o n t  obtenues par l a  r é s o l u t i o n  des  
RO RO 

équat ions  r é g i s s a n t  l e s  p a r t i e s  r ap ides  (notons que l a  dé te rmina t ion  des  
2 1 

so lu t ions  x1  e t  x  f i x e  c e l l e  de z  e t  z2 pa r  (1.113-b) e t  (1.114-b)).  
Rn Rn Rn Rn 

Cel les -c i  son t  obtenues par  i d e n t i f i c a t i o n  a u s s i  à p a r t i r  de (1.111-b), 

il nous v i e n t  a l o r s  : 



- à l'ordre zéro : 

En supposant A I 1  inversible, (1.115) s'écrit encore sous la forme : 

En régime autonome, (1.1 16) correspondent aux deux équations déjà 

établies en (1.105) et (1.106) exprimant l'évolution de la partie rapide 

du système : équation de couche limite. 

- à l'ordre 1, nous obtenons la relation : 

qui peut encore s'écrire : 

- à l'ordre 2, on a : 

OU encore : 



Des équat ions  à un o rd re  quelconque peuvent ê t r e  obtenues. 

Les s o l u t  ions de (1.116-b) , (1.118-b) e t  (1.120-b) peuvent ê t r e  

déterminées,  s i  on connaî t  l e s  va l eu r s  i n i t i a l e s  z0 z1 e t  z2 Une 
i i rOY rO rO 

f o i s  z ( i  = 0 ,  1 ,  2) connues, x ( i  = 0 ,  1 ,  2) sont  f i x é e s  par  r n  r n  
(1.116-a), (1.118-a) e t  (1.120-a). 

Pour déterminer  ces  v a l e u r s  i n i t i a l e s  (x 1 2 1 2 
z e t  z ) ,  nous 20' X ~ ~ '  r~ r O  

u t i l i s o n s  l ' exp res s ion  t o t a l e  de x  e t  z : 
n n 

O 
x = x  + P X 1  

2 2 k k  
n Rn an + '.' XIln + a.. + ,J X + ... + Iln 

v é r i f i a n t  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  n = O : 

On re t rouve  : 



Il nous v i e n t  a l o r s ,  en  i d e n t i f i a n t  su ivan t  l e s  puissances succes-  

s i v e s  de ~i : 

- à 1 'o rd re  zé ro  : 

S o i t ,  lo rsque  nous remplacons z0 110 pa r  s a  v a l e u r  t i r é e  de ( 1 . 1 1  21,  

z0 e s t  complètement déterminé e t  s ' é c r i t  : 
r O  

ce qu i  e s t  semblable à l ' é q u a t i o n  é t a b l i e  en  (1.107). 

- à l ' o r d r e  1 e t  2,  nous obtenons respectivement : 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  données par  (1 .123) ,  (1.124) e t  (1 .125) ,  

les équa t ions  correspondant  aux p a r t i e s  l e n t e  e t  r a p i d e  peuvent ê t r e  ré -  

so lues .  

L'examen de c e t t e  t echnique  que nous avons développée, r é v è l e  que 

l a  s i t u a t i o n  e s t  analogue à c e l l e  des  systèmes cont inus  s ingul iè rement  

pe r tu rbés  q u i  u t i l i s e n t  c e t t e  forme de développement asymptotique. En 

cont inu ,  l e s  p a r t i e s  l e n t e  e t  r ap ide  sont  p r i s e s  dans des é c h e l l e s  de 

temps d i f f é r e n t e s .  



Remarque s u r  l a  modél i sa t ion  : 

La modél i sa t ion  proposée des systèmes échan t i l l onnés  mul t i - éche l l e  

de temps sous forme s ingul iè rement  pe r tu rbée ,  p ré sen te  une d u a l i t é  n e t t e  

avec c e l l e  appl iquée  au cas  cont inu  /Dauphin-Tanguy, 1983/ /Kokotovic, 

19751. 

E l l e  a p p a r a î t  t o u t  d 'abord dans l ' i n t r o d u c t i o n  du p e t i t  paramètre 

j~ au s e i n  du vec t eu r  é t a t  (dans l a  dé r ivée  du vec t eu r  é t a t  en  c o n t i n u ) ,  

mais a u s s i  dans l a  forme des r é s u l t a t s  c a l c u l é s  pour l e s  systèmes décou- 

p l é s .  En e f f e t ,  une dynamique e s t  obtenue avec une p lus  grande p réc i s ion .  

Il s ' a g i t  i c i  de l a  dynamique rap ide  q u i  t i e n t  compte de l a  p a r t i e  l e n t e  

découplée (dans l e  cas  cont inu ,  c ' e s t  l e  cas  pour l a  p a r t i e  l e n t e ) .  Ceci 

peut ê t r e  un inconvénient  quand l ' é t u d e  concerne pa r t i cu l i è r emen t  l a  

p a r t i e  l e n t e .  Une nouvel le  approche permettant  de p a l l i e r  c e t t e  d i f f i c u l -  

t é  f e r a  l ' o b j e t  d 'une é tude  d é t a i l l é e  dans l e  t ro i s i ème  c h a p i t r e .  

111.2 - Per tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  s u r  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  récur -  

r e n t e s  d ' o rd re  é l evé  

111.2.1 - P o s i t i o n  du ~ r o b l è m e  ------------ ------- 

Considérons un système l i n é a i r e  s t a b l e  en  régime autonome, r é g i  

par  une équa t ion  de récur rence  s c a l a i r e  r e l a t i v e  à l a  composante y  . n 
E l l e  s ' é c r i t  sous l a  forme : 

o ù l e s c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  aO, ..., a son t  t r è s  ~ e t i t s  comparés 
cl -- 1 
'L aux a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  a , ..., a . 

q,+q, q  , 

Par un choix  appropr ié  d 'un p e t i t  paramètre p o s i t i f  JJ € ] O  , 1 1 ,  
l e s  q  c o e f f i c i e n t s  a 2 ..., a peuvent ê t r e  é c r i t s  sous l a  forme 

q2- 1 y O 
su ivante  : 



avec : 

a. = a .  pour i = q l f q 2 >  > q2 
1 1 

(1.126) peut ê t r e  r é é c r i t e  en fonction de JJ sous l a  forme (1.127) : ' 

avec l e s  condit ions i n i t i a l e s  suivantes : 

Cette forme récurrente (1.127) admet une représenta t ion équivalente 

dans 1 'espace d ' é t a t  : 

avec : 



Ill LE, @ 

Puisque l a  r e p r é s e n t a t i o n  d ' é t a t  (1.129) e s t  sous forme s i n g u l i è r e -  

ment pe r tu rbée ,  il en e s t  de même de l a  forme r écu r ren te  (1.127) . Lorsque 



nous mettons JJ = O dans l e s  deux r e p r é s e n t a t i o n s ,  l e u r  ordre  e s t  r é d u i t  

de q2+q1 à q.  Les composantes y  n+ i  son t  approchées p a r  y Rn+ i 

( i  = q2+qlY ..., q2)  e t  x  p a r  x  Il nous v i e n t  a l o r s  l e s  deux sysrè-  
n  Rn' 

mes r é d u i t s  équiva len ts  : 

Les deux r e p r é s e n t a t i o n s  r é d u i t e s  a i n s i  obtenues correspondent à 

l a  p a r t i e  l e n t e  d u  système (1.127). Ceci suppose que l e s  composantes 

rap ides  du système ont a t t e i n t  l e u r  régime é t a b l i .  

Les cond i t i ons  i n i t i a l e s  sont  conservées pour c e t t e  p a r t i e  l e n t e  : 

Conséquence : 

En posant p = O dans une équat ion  r écu r ren te  s ingul iè rement  pe r tu r -  

bée (1.127) ,  l a  p a r t i e  r e s t a n t e  r ep ré sen te  l a  p a r t i e  l e n t e  du système. 

Les cond i t i ons  i n i t i a l e s  é t a n t  conservées pour c e t t e  p a r t i e .  

Pour é t a b l i r  l e s  équat ions  r é g i s s a n t  l a  p a r t i e  r ap ide ,  nous u t i l i -  

sons l e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  s u r  l e s  r ep ré sen ta t ions  d ' é t a t .  Nous u t i l i -  

sons pour c e l a  l e s  r e l a t i o n s  (1.105).  I l  nous v i e n t  d ' ap rè s  (1.129) : 

Lorsque nous e x p l i c i t o n s  ces d i f f é r e n t e s  exp res s ions ,  nous obtenons : 



A c e t t e  forme d ' é t a t  (1.133) correspond une r e p r é s e n t a t i o n  s c a l a i r e  

équ iva l en te  (1.134) : 

C e t t e  équat ion  en  régime autonome correspond à l a  p a r t i e  de l ' équa-  

t i o n  de récur rence  i n i t i a l e  (1.127) perdue par  l ' o p é r a t i o n  p = 0.  

Nous remarquons q u ' i l  y a conserva t ion  des condi t ions  i n i t i a l e s  pour 

t o u t e s  l e s  composantes sauf y Ceci  s ' exp l ique  par  l e  f a i t  que dans rn+q - 1 ' 
l a  mise e n  équat ion  d ' é t a t ,  l e s  2 composantes de z s e  t rouvent  a f fec-  

n+ 1 
t é e s  de p sauf l a  première composante y e t  de ce f a i t  lo rsque  nous 

n+q2 
posons P = O ,  c e t t e  d e r n i è r e  ne d i s p a r a î t  pas e t  devient  l e n t e  e n t r a î -  

née par  l e  vec teur  x . 
n 



Conséquence : 

La p a r t i e  r ap ide  de l ' é q u a t i o n  de récur rence  (1.127) s ' o b t i e n t  e n  

cons idérant  l a  p a r t i e  a f f e c t é e  p a r  l e  p e t i t  paramètre  u .  Les condi- 

t i o n s  i n i t i a l e s  ne sont  p a s  conservées pour c e t t e  p a r t i e .  

Le système correspondant  à l ' é q u a t i o n  de récur rence  s c a l a i r e  (1.127) 

appa ra î t  a i n s i  découplée avec l e s  deux p a r t i e s  : 

P a r t i e  l e n t e  : a  + ... + a  
q2+9 Y gn+q 2+q q2 'antg 2  ' O 

(1.135) 

P a r t i e  r ap ide  : a  Y 
42 

+ '  aq -1 rn+q -1 + + aoyr,=O 
q2 'rn+q 2 2  2 

e t  su ivant  l ' é v o l u t i o n  du  processus cons idéré ,  l e  sjr;téme r é d u i t  s e r a  

c o n s t i t u é  de l a  p a r t i e  l e n t e  ou de  l a  p a r t i e  r ap ide .  

Appl ica t ion  : 

Considérons l ' é q u a t i o n  de récur rence  à c o e f f i c i e n t s  numériques s u i -  

vante  : 

C e t t e  équat ion  peut ê t r e  mise sous l a  forme s ingul iè rement  per tur -  

bée en f a i s a n t  a p p a r a î t r e  un c o e f f i c i e n t  j~ = 0 , l  ; s o i t  a l o r s  : 

Les deux systèmes découplés appa ra i s sen t  sous l a  forme : 

pour s a  p a r t i e  l e n t e .  La p a r t i e  r ap ide  s ' é c r i t  : 



CONCLUSION 

Il nty a pas de modèle universel, ni de méthode de réduction générale. 

Des critères de choix existent, fondés sur le but poursuivi et le domaine 

d'application concerné. La théorie des perturbations singulières que nous 

venons d'introduire est un moyen particulièrement attirant de réduction 

de modèle. Cette réduction repose sur une décomposition temporelle du 

système global de dimension q = 
q1 '42 

en un système de dimension q 
1 

et un système de dimension q Il s'ensuit que l'analyse du système ori- 
2 ' 

ginal (d'état ou séquence) peut être réduite à l'analyse des deux sous- 

systèmes issus de la décomposition. Elle est encore peu connue au niveau 

direct de l'utilisateur et actuellement en grand développement. Elle ap- 

paraît comme une technique de réduction de dimensionnalité avec des champs 

d'application très variés et une implémentation numérique très simple. 

Dans les prochains chapitres, nous étudierons le problème de la mo- 

délisation sous forme de systèmes à plusieurs échelles de temps et de la 

mise en évidence de ces dynamiques. 



ANNEXE 1 

PROPRIETES DE DETERMINANT MATRICIEL 

1 .  Le déterminant  m a t r i c i e l  e s t  une fonc t ion  m u l t i l i n é a i r e  p a r  rap- 

por t  aux vec t eu r s  q u i  l e  composent. 

2. M e t  M '  6 E ,  on a : DET (M.iM1) = DET(M) . DET(M1). 

3 .  Comme en  s c a l a i r e ,  l e  c a l c u l  de ce  déterminant peu t  ê t r e  e f f e c -  

t u é  par  développement par  r appor t  aux l i g n e s  ou colonnes de l a  m a t r i c e  

i n t r o d u i s a n t  a i n s i  l a  no t ion  de mineurs m a t r i c i e l s  a s s o c i é s  à chaque 

élément M de M .  i j 

4. L ' inverse  de l a  mat r ice  k[ noté  M-' e x i s t e  s i  l e  (DET(M) )-' e x i s t e  

e t  s e  c a l c u l e  comme dans l e  cas  s c a l a i r e  par  l a  méthode u s u e l l e  de l a  

mat r ice  a d j o i n t e  de M. 

Nous avons e n  p lus  / E l  Moudni, 1981/ : 

Théorème 1 : 

(Al . , )  [ D E T ( M ) ] ~ = D E T ( M ~ )  

dont l a  démonstrat ion e s t  év iden te .  

Théorème 2 : 

(A1.2) d e t  M = d e t  (DETM) 

Démonstration : ------------- 

Nous a l l o n s  démontrer ce théorème pa r  récur rence .  



pour r = 1 ,  on a DET M = M I 1  = M 

donc : d e t  (DET M) - det  M 

Supposons l a  p r o p r i é t é  v é r i f i é e  à l ' o r d r e  r ,  démontrons l à  à l ' o r -  

d r e  r + l .  Pour c e l a ,  nous considérons l a  ma t r i ce  M p a r t i t i o n n é e  en  ( r + l )  
2 

1 
b locs  commutatifs : 

- 
Di - . Supposons que M e s t  r é g u l i è r e ,  il nous v i e n t  /Gantmacher, 1968/ : 

M = 

d e t  Mr = de t  M d e t  (h i  - C M-' B) = d e t  H 

avec : 

M1l * . *  Mtr 

q u i  s ' é c r i t  encore : 

no tée  a u s s i  sous l a  forme (D ... D ) avec 
1 r 

Par hypothèse de r écu r rence ,  nous avons : 



det ff = det DET ff 

Calculons alors le déterminant matriciel de 14, soit : 

D'après les propriétés de déterminant matriciel, cette expression 

peut encore s'écrire sous la forme : 

- 1 + DET [-CB1, D2-CM B2, ..., 
Dr 

soit encore, par rapport à la deuxième colonne : 

- 1 
+ DET [-cB1, - C M  B2, D3-CM - 1 B3, ..., D - C M  Br 

r -I 1 
- 1 Or, le dernier termeadeux colonnes proportionnelles, C B  et CB2M , 

il est donc nul. 

En développant de la même manière toutes les colonnes, nous obte- 

nons : 



DET ff = M DET (Dl ,  ..., Dr) 

+ B1 
DET (C, D 2 ,  ..., Dr) 

+ B2 
DET (Dl ,  C ,  .. . , Dr) 

+ (-1)' Bi DET (Dl , . . . , D i ,  C, Di+, , . ., Dr) 

L 'expression t rouvée  e s t  c e l l e  de déterminant  m a t r i c i e l  de M déve- 
1 

loppée pa r  rappor t  à s a  première l i g n e  e t  c e c i  identiquement au c a l c u l  

mené s u r  l e s  ma t r i ce s  à c o e f f i c i e n t s  s c a l a i r e s .  Nous obtenons donc : 

det  = d e t  DET ff 

e t  

de t  M l  = d e t  DET M l  

S i  c e r t a i n e s  ma t r i ce s  de l a  diagonale  p r i n c i p a l e  s o n t  s i n g u l i è r e s ,  

l e  théorème r e s t e  v a l a b l e  par  passage à l a  l i m i t e  /Gantmacher, 19681. 

Le r é s u l t a t  énoncé a p p a r a î t  d 'une façon non e x p l i c i t e  dans un a r -  

t i c l e  de synthèse /Denis,  Traub, Weber, 1976/. 



C H A P I T R E  I I  



ETUDE DES SYSTEMES A DEUX DYNAMIQUES 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous allons développer des méthodes analytiques 

qui permettent de déterminer des variables lentes et rapides d'un sys- 

tème dynamique. Nous généraliserons aux cas des systèmes échantillonnés, 

une méthode géométrique de localisation des modes dans le plan complexe, 

établie pour les systèmes continus. 

Lorsque la méthode des perturbations singulières peut s'appliquer 

à un modèle échantillonné à deux dynamiques, la qualité du système décou- 

plé &tenu dépend fortement de la représentation d'état initiale choisie. 

L'utilisation de la forme en flèche s'avère dans ce sens très intéres- 

sante et conduit à une détermination systématique du système découplé. 

Cette méthode valable pour les systèmes linéaires, s'adapte parfaitement 

aux systèmes non linéaires de grande dimension de type ~ur'e Posnikov. 

Aprèsune jrésentationdela méthode de séparation des dynamiques 

utilisée dans l'hypothèse échantillonné, nous proposons une méthode de 

découplage à partir d'une représentation d'état en flèche. La méthode 

proposée de mise en oeuvre particulièrement aisée permet de séparer au 

mieux les différentes dynamiques du processus étudié, s'interprète 

et s'explicite dans de nombreux cas directement sur la fonction de trans- 

fert de la partie linéaire du processus. 

La forme en flèche s'avère un outil très puissant. Elle permet 

d'une part, d'énoncer une condition suffisante de stabilité asymtotique 

des systèmes non linéaires de type Lur'e Posnikov ; d'autre part la 

détermination de la commande optimale dans le cas linéaire se fait de 

façon plus économique puisqu'elle réduit la résolution d'une équation 

de Riccati relativeàla partie lente à une résolution d'une équation 

algébrique d'expression simplifiée, et ceci avec une précision obtenue 



habituellement pour la commande composite. 

Une étude comparative entre les sous-systèmes découplés obtenus 

des systèmes discrets et continus permet d'apporter une solution quand 

l'étude concerne la partie lente discrète. En effet cette dernière, 

lorsqu'elle est découplée, ne se trouve pas très précise, puisqu'elle 

ne tient pas compte de la partie rapide discrète. 

1 - PRESENTATION DES METHODES ANALYTIQUES DE MISE EN EVIDENCE DES 
DYNAMIQUES 

1.1 - Introduction 

La modélisation des systèmes dynamiques ayant des modes lents et 

des modes rapides est obtenue en décomposant le système en deux sous- 

systèmes qui mettent en évidence les échelles de temps différentes. 

Pour ce faire, nous définissons dans la suite la notion de double 

échelle de temps. 

1.2. - Définition d'un système à double échelle de temps 

Un système linéaire stationnaire stable caractérisé par l'équation 

d'état . 
' (  

possède la propriété de double échelle de temps s'il peut être décomposé 

en deux sous-systèmes disjoints : 



avec x c nql 
Rn 

tels que : 

(11.3) / 1min(Ae) / >> 1~ =x(Ar)I 

avec A et Ar regroupant respectivement les modes lents et rapides. R 

La condition (11.3) exprime que (A )ndécroît beaucoup moins vite 
II 

que (A~)~. 

A partir de la relation (II.~), il a été montré [Philli~s 19801 

que l'on pouvait exprimer la propriété de double échelle de temps par 

des conditions portant non plus sur des valeurs propres mais sur les 

normes de matrices. 

Toute matrice carrée A et sa norme euclidienne IlAIl vérifient 

la relation : 

(II. 4) Ihrnarr(~)I S lb 1 1  

et si A-' existe 

il nous vient une nouvelle propriété de la forme : 

1.3 - Présentation d'une méthode de mise en évidence de dynamiques 

1.3.1. - Mise sous forme diagonale ------------------- ----- 
Dans le cas d'un système linéaire, l'existence de plusieurs échelles 

de temps et de sous-systèmes associés peut être mise en évidence par des 

méthodes classiques de transformation de modèle et de bloc diagonalisation. 

Nous sommes amenés à rechercher une description partitionnée de 



(II. 1 ) sous la forme : 

(II. 6) 

où 1 ql 2 q2 xn r IR , xn E: IR 

qui correspond à une partition arbitraire de vecteur état x n initial. 

Par la transformation (II. 7) : 

C 1 1 

t 
(II. 6) devient : 

(II. 7 )  .! 

avec 
I 

x' x' 
n n 

+ x  z = L x n  
2 

rn n 

Une deuxième transformation (11.10) 
f 
l I 

(II. 10) 
1 Xg.n = Xn + 'rn 



transforme le système (11.8) sous la forme : 

avec 

BR = BI - M BI: 

C = C2 - CRM 
(II. 12) r 

la matrice caractéristique du système (11.11) obtenue par les deux 

transformations (11.7) et (11.10) peut se mettre sous la forme diagonale 

si respectivement les résidus R(L) et R(M) sont nuls. Ce qui revient à 

chercher L et M solutions respectives de : 1 

R(L) = O = A21 + L All - L AI2 L - A22L (a) 

(11.13) 

R(M) = O = AI2 - A M + M Ar 
R (b) 

Le but de cette diagonalisationest de rassembler dans le vecteur x Ln 
les composantes lentes et dans le vecteur z les composantes rapides. 

rn 
Ceci est réalisé par la solution L de (11.13 a). Cette solution n'est 

pas unique puisqu'elle dépend de l'ordre dans lequel sont prises les 1 I 
composantes de vecteur état. 

L'existence et le calcul des solutions L et M des équations (11.13) 

ont été étudiés par de nombreux auteurs [KokotoviC 19751 [chow,~okotovik 197q 

r ~ a ~ n i  19813 [~vramoviC 19791. 



1.3.2. - Déterminat ion des  s o l u t i o n s  de R(M) e t  R(L) ........................................... 
a )  caecue d a  A U X ~  L~ et M~ 

Ln méthode proposée par  [ ~ o k o t o v i c  19751 cons i t e  à d é f i n i r  une 

s u i t e  ( I I ,  14) : 

- 1 { avec 1 Lo = -A21 A l ,  

lo rsque  l e s  condi t ions  su ivan te s  s o n t  v é r i f i é e s  par l e  système (11.6) 

La s u i t e  (11.14) converge v e r s  une r a c i n e  unique bornée L : s o l u t i o n  

 a an do, Iwazumi, 19841 . 

de l ' é q u a t i o n  de R i c c a t i  R(L) e t  dont l ' ampl i tude  e s t  : 
r 

(11.15) 

e t  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  d e  double é c h e l l e  d e  temps : 
I 

f 

-A i n v e r s i b l e  - 1 1  
1 Ibo I l  + 1lA1 2 I l  !ILo I l  

' - ~ / ~ ; : ~ j < m i n  

\ 

J A (A1 - Al  L) = A (Ap) 
( I I .  17)  



de plus, k = O dans (11.14)~ nous donne : 

soit : 

/ILl - L~ I l  
(II. 18) I 

Si en plus de la condition (II.15), l'hypothèse suivante est vérifiée : 

(II. 19) = I ~ I I I I A ~ ~ I I  I ( U E I O I I )  

11 vient (11.20)~ lorsque 1 1 ~ ~ ~ 1 1  1 1 ~ ~ 1 1  = O(JJ> 

ce qui permet d'utiliser L comme une approximation à O(JJ) de : 
O 

d'où les résultats suivants : 

De la même façon, la solution M de l'équation de Lyapunov R(M) 

(11.13 b)  peut être calculée par la récurrente suivante : 

Comme pour L, M peut s'écrire sous la forme : 



Remarque sur le choix de p 

Il ressort du paragraphe que p peut être choisi en utilisant soit, 

une relation entre valeurs propres, soit une relation portant sur des 

normes de matrice. La partitiondusystème (11.1) en deux sous-systèmes 

(11.2) est nécessaire pour vérifier la condition d'échelle de temps double. 

Cette partition nécessite, en premier lieu, une transformation de la 

matrice A. 

Cet arrangement peut être effectué par de simples transformations 

telles que la permutation et le calibrage. 

La permutation est nécessaire pour faire correspondre les q premiers 
1 

états aux q états lents, et les q derniers états aux q2 états rapides. 
1 2 

Le calibrage est essentiellement destiné à un réajustement de 

valeurs permettant de vérifier la condition (11.15). En effet, lorsque les 

matrices sont mal conditionnées, la relation 1 h (A) 1 l l ~ l j  devient max 

1 lmax (A) 1 << llAll et la condition (11.15) risque de ne pas être vérifiée, 

bien que le système ait la propriété de double échelle de temps. 

Ces transformations effectuées, le système (11.1) est sous. la 

forme (11.2). Le choix de p représente alors une normalisation des deux 

sous-systèmes lents et rapides. Cette normalisation permet un ajustement 

du système et alors D représente le degré de rapidité d'un système par 

rapport à l'autre. 

- 1 
La condition (II. 15) /]A -' 1 1  << l*lbo 1 1  + Ikl2 1 1  1lLo /l] est  normalisé^ 

1 1  
L en choisissant : 

J 

(II. 25) = lk1y1 I I  ~ I ~ ~ I I  + IAl2 1 1  Ibo 1 1  1 
La condition (11.3) 1  hin (AQ) / >> / hmax (Ar) 1 conduit au choix 

de p : 
1 hmax (Ar) 1 

(II. 26) I-i = 

1 Amin (Ag) 1 



Par suite de (11.3) et (11.221, nous pouvons écrire : 

/ Amin (A ) 1 >> 1 imax (Ar) 1 donc un autre choix possible 
1 1  

pour p est : 

Ce choix peut être guidé par des considérations physiques (rapport de 

masses, de concentration...). 

Le calcul des valeurs propres et la détermination des vecteurs 

propres correspondants permet de trouver une solution L de l'équation 

de Riccati. 

Nous supposons d'abord que les valeurs propres de la matrice A 

sont distinctes, et soit X la matrice de dimension q x q des vec- 
1 1 

teurs propres correspondants. 

Comme z ne contient aucun des modes de A et que z = L x' + x 
2 

rn R rn n n 
il en résulte que : 

Si nous partitionnons X en XI = [ ]  et si X est iniersible, la 1 
solution L assurant la séparation des modes est donnée par : 

L = -  Y X-1 avec x E ~~1 '1 et Y E ~h-qi) Xql 

Au lieu de considérer la matrice des vect&rs propres à droite et 

de prendre en compte la matrice des vecteurs propres X associés aux q 
1 1 

modes lents, on peut considérer la matrice X réciproque dont les lignes 
2 

sont les vecteurs propres associés aux q modes rapides. 2 



Cette méthode nécessite la connaissance, non seulement des valeurs 

propres mais audsi des vecteurs propres de la matrice initiale du systè- 

me, ce qui parfois peut être un inconvénient lorsque le systkne est de 

grande dimension. 

Cette solution a été proposée par / ~ a ~ n i ,  19811 faisant appel 

aux polynômes annulateurs de la matrice et ne nécessite que le calcul 

des vecteurs propres. 

Soit P ( x )  un polynôme annulateur de la matrice A (q x q) et 

Pl  (A) et PZ ( A) deux polynômes tels que : 

(11.29) P, ( A )  . P ~ ( A )  = P ( A )  ( ~ ( 1 )  peut être le polynôme 
caractéristique de A) 

Les racines de P (A) et P  (A) appartiennent à deux ensembles E  
1 2  1 

et E2 de valeurs propres de A tels que : 

( E l  regroupe les valeurs propres lentes et E  les valeurs propres 2 
rapides et engendrent des matrices de vecteurs propres X et X ) 

1 2  

Soit S la matrice de changement de base telle que : 

qui permet de diagonaliser la matrice A du système ( I I . 6 ) ,  la matrice S 

est obtenue par ; 

(II. 32) 



[ ~ a ~ n i  19811 a montré que S est obtenue à partir des matrices N(P. (A)) 
1 

par : 

(11. 33) s = [N (P,(A)), N (p2(~))] 

avec N (P. (A)), la matrice formée par les vecteurs v tels que P. (A) v = 0, 
1 1 

de dimension q x q. (i = 1,2), 
1 

La matrice N (P, (A)) simultanément N (p2 (A)) peut être partitionnée en 

la matrice (V - T S-1 u)llest aussi et on obtient : 

L = -T S-l 
(II. 34) 

M = U (V + LU)-' 

Plusieurs cas de solutions se déduisent de cette méthode. Nous remar- 

quons que les matrlces peuvent être calculées à partir des 

vecteurs propres, ce qui rejoint le cas 6) décrit au-dessus. 

/ Une autre demarche consiste après avoir calculé P (A) à chercher 
1 

une permutation des .- composantes de l'état, telle que : - 

et pour ce cas, L est solution de 

(11.36) Pl(.) 1 :y] = O 

Une troisième démarche [ ~ a ~ n i ,  19811 [~ossard, 19821 s 'a£ f ranchit de 

tout calcul de vecteurspropres de rang et d'inversion de matrice et 



repose sur des combinaisons linéaires des q2 dernières colonnes avec 

les q premières d'une matrice de dimension 2q x q dgfinie par : 
1  

(11.37) M = 

de manière à faire apparaître la matrice suivante : 

(II. 38) 

dans laquelle apparaît la matrice (-L) cherchée. 

Les conditions d'existence d'une solution L s'exprime par la 

non singularité des deux matrices X et S dans (11.28) et (11.34). 

Dans la mesure où l'on a en général multiplicité des solutions pour 

L pour P l  et P donnés, suivant l'ordre des composantes de x une solu- 
2 n ' 

tion de norme minimale ou une solution de forme spéciale est souvent 

recherchée. 

1.3.3. - Ap~lication aux systèmes singulièrement ~erturbés - ---_--_------- ---------- ----------- -------- 

Comme nous l'avons vu au premier chapitre, le modèle adopté pour 

une forme singulièrement perturbée est une représentation dans laquelle 

apparaît le petit paramètre p c ]O 11 en facteur multiplicatif d'une 

partie du vecteur état sous la forme : 



* * 
avec cette notation, les matrices A 

1 1  ~;2 A21 
et A22 ainsi que C et C sont 1 2 

à priori du même ordre de grandeur. 

En présentant ce système sous la forme (11.61, on aurait : 

Les quantités précédemment définies L 
O' 

Ao, en (11.14) dépendent de p 

- 1 
O 

(II. 40) 
* 

O 

Si JJ est suffisamment petit, la relation suivante est satisfaite : 

il en résulte, à une précision près que : 

en faisant tendre s vers zéro, on obtient Al = Al, et Ar de 1' ordre de 
-1 * 

Ce'résultat peut être bien obtenu à partir de (11.39) en faisant 

tendre j~ vers zéro, ce qui est fait habituellement (chapitre 1). 



Les équations de Riccati et de Lyapunov définissant L et M 

s'écrivent comme suit : 

* 1 Ail + L A l 1  - L p  L - p  A12 L = O 

(II .43) 

2 2 

- 1 
quand p 4 O, il est clair que L 4 L 

= -A21 All et que M est de l'ordre 
-1 * O 

de ri A ll A12 , tandis que les autres termes prennent les formes suivantes : 

Bg = B1 
(II. 4 4 )  - 1 1 Br = B2 - Ail Al, B1 

Nous retrouvons les équations des deux systèmes découplés proposées dans 

le premier chapitre. 

bien marguée ---- ---- --- 
En général, on se trouve en face d'un problème lors d'une 

décomposition d'un système global de grande dimension, car l'existence 

de ces deux classes de dynamiques nettement séparées est assez rare. 

Deux méthodes existent afin de pallier à cette difficulté : 

. La première suppose que nous connaissions les valeurs propres 
et/ou les vecteurs propres ; 

. La deuxième consiste en une localisation des valeurs propres 
dans le plan complexe. 

La méthode proposée par 1 syrcos, Sannuti, 1983 1 réside en deux 



points essentiels : 

- La détermination de l'ordre q des variables lentes, 
1 

- La mise sous forme singulièrement perturbée du système initial. 
Il s'agit donc de trouver q et q2 et l'ordre des variables pour que 1 
après permutation et calibrage, le système initial (11.6) vérifie la 

propriété (11.15). 

Pour cela, après avoir ordonné toutes les valeurs propres selon 

les modes décroissants et calculé la matrice des vecteurs propres normalisés 
.- 

-- - 
correspondants V = lx1 x2! , la transformation : 

1 n 

(II. 45) X = v x  = X  X I  n n 1 n + x2 i; 

est appliquée au système (11.6) ce qui le met sous la forme : 

n 

avec A regroupant toutes les valeurs propres lentes 
1 1  

A22 regroupant toutes les valeurs propres rapides 

ème s Si on note R et Rri les normes euclidiennes des i 
Ri lignes de 

i X1 et X2 pour chaque état x le rapport des composantes rapides 
n 

aux composantes lentes peut être exprimé par le rapport a. : 
1 

(II. 47) Rri a' = - 

Pour une première approximation en deux classes, estimée à partir 

du spectre des valeurs propres, les indices a. sont calculés, les états 
1 

associés au q plus grandes valeurs de a. sont ceux qui contiennent le 
1 1 

plus fort nombre de modes rapides. 

Si pour q choisi, nous constatons une nette séparation entre les 1 
indices a (i = 1 ...ql) et a. (i = ql+l ... 

i q1+q2) 9 
la valeur supposée 

1 



q est retenue ; sinon, elle est modifiée. Ceci peut entraîner une 
1 

séparation différente de celle estimée sur la base des valeurs propres. 

Lorsque ni le nombre, ni les valeurs des valeurs propres ne sont 

connues, un premier essai est fait à priori, avec la méthode proposée 

par ( ~ a ~ n i  1981 1 .  Soit q le nombre des valeurs propres lentes, suppo- 
1 

sées toutes réelles. Le polynôme annulateur de la matrice A, p associé 
1 

à q ,  valeurs propres est pql. Par la méthode exposée auparavant, on en 
- 1 déduit une matrice L* = -T S avec N[pl (A)] = qui met la matrice A 

sous la forme suivante : 

(II. 48) 

le terme R(L") n'étant nul que si le système a effectivement q valeurs 1 
propres nulles. La norme de R(L*) peut donner une indication du nombre 

de valeurs propres lentes. Pour différentes valeurs de q,, la norme de 

/IR(L*) 1 )  passe par un minimum lorsque la séparation des valeurs propres 
est correcte. 

* f Les valeurs propres de A et Ar , associés au minimum de JIR(L*) 11  R 
sont proches si les dynamiques sont bien séparées de valeurs propres 

réelles à cause de la pseudo triangularisation correspondante. 

Les méthodes analytiques vues auparavant, montrent que la principale - 
difficulté pour mettre le système sous forme singulièrement perturbée, 

réside dans la détermination des composantes du vecteur état relatives à 

la partie lente, et de celles relatives à la partie rapide, et ceci dans 

le but de partitionner le système. Une solution s'est dégagée par son 

efficacité et repose sur le calcul des valeurs propres. Cette solution qui 

s'adapte parfaitement aux cas linéaires, devient inutilisable quand il 



s'agit des systèmes non linéaires où jusqu'alors, il ntexistait 

pas de méthodes adaptées. 

1.3.5. - Méthode géométrique de mise en évidence des dynamiques -------- ............................ ---- --- 
dans Le cas des systèmes discrets 

De nombreuses méthodes ont été développées pour localiser des 

valeurs propres dans le plan complexe : régions de Gudkov khambat 19811, 

disques de Gershgorine [Bauer 19681 [Deif 19821, ainsi que des homotopies 

permettant de transformer un domaine en un autre (par exemple le cercle 

unité en un demi-plan complexe à gauche de l'axe imaginaire)  utma man, 
Jury 19811, [Barnett , Scraton 19823 . Les disques de Gershgorine ont 
été appliqués à des études de stabilité [~imebeer 1982-1 [~entina 19761. 

Une méthode pratique fondée sur l'utilisation des cercles de Gershgorine, 

permettant une mise en évidence des dynamiques d'un système a été mise au 

point dans le cas des systèmes continus par [ ~ a u ~ h i n - ~ a n ~ u ~ ,  Borne 19821, 

[Dauphin-Tanguy 19831 que nous proposons d'étendre au cas des systèmes 

échantillonnés. 

Définition : 

Si A est une matrice caractérisant le système, d'éléments 

a ; i ,  =1 ...q }, alors les valeurs propres de A appartiennent au 

domaine formé par l'union des cercles de rayons respectifs R. et de 
1 

centre a. définis par : 
i i 

9 

Ces cercles de Gershgorine (d ' après le théorème de Gershgorine) 
définis ici en lignes peuvent être également définis en colonnes par : 

2 
(II. 50) I A  - aiil = 

L 
j=, lbjiI 
j zi 

Théorème 

Si les cercles C. (a r ii ' Ri) et Ck (akk, Rk) sont tels que 

l a i i l  - /%kl >> (Ri + %) V i  E 1. 1 et e'ksIk avec I. 1 n I~ = @ 



alors, la matrice A possède deux ensembles de valeurs propres séparées 

de modules d'ordresde grandeur très différents : 

La précision du résultat dépend du rapport : 

E = max 1 qui doit être inférieur à l'unité. 
i ~ l  Ii 
k~ I~ laiil - lakkI 

Démonstration : 

Soit la matrice : 
i- 1 

Les cercles de Gershgorine associés à A apparaissent sur la 

A = 

figure suivante : 

a -------- 
1 1  

a 
\ . 1 q  
'\ 

a.. 
\ 

a ------->a 

Imz 

i 91 qq 

es- Rez 
-.> 



Le domaine Ik est composé de deux parties correspondant aux valeurs 

propres positives et négatives, ainsi que le domaine 1.. 
1 

Il est évident que d'après la figure si la relation : 

est vérifiée, alors les cercles de Gershgorine associés à la matrice A 

peuvent être regroupés en deux domaines disjoints correspondant à deux 

ensembles de valeurs propres disjoints, donc il y a existence de deux 

dynamiques différentes. 

II - APPLICATION DE LA MODELISATION ET DECOUPLAGE DES SYSTEMES NON 
LINEAIRES DE TYPE LUR'E POSNIKOV 

L'étude concerne les systèmes de type ~ur'e Posnikov pour lesquels 

il est possible de mettre en évidence deux dynamiques différentes quelle 
* * - 

que soit la variation de la non linéarité f = f dans l'intexvalle If, £1 
n - 

Les systèmes étudiés sont représentés par le schéma bloc suivant : 

I 
et modélisés pour la partie linéaire par la fonction de transfert en 

boucle ouverte W (2) 
Bo 

q- 1 
C b . z i  

Le système peut être également représenté en boucle fermée par un 

opérateur symbolique de transfert [ ~ a u ~ h i n - ~ a n ~ u ~ ,  19831 [EL Moudni, 

Dauphin-Tanguy , Borne, 19841 : 



* f* N ( 0  
(II. 52) WBF(5,f = 

D ( C )  + f* N (5) 

dont le bloc diagramme est le suivant : 

Nous nous proposons d'étudier le comportement dynamique de ce type 

de système et d'effectuer un découplage temporel partie lente / partie 

rapide par la méthode des perturbations singulières. 

11.1 - Mode de re~résentation utilisé 

Le système représenté sous forme schéma bloc (11.52) peut être 

modélisé dans l'espace d'état sous forme d'une forme en flèche 

I~enrejeb, 1980 1 I~enrejeb, Borne, Laurent, 19821 et défini par le triplet * 
(A*, , B~ , cF) 

I 
7 

f 

1 - 
= N a ,  N a  ) b i q-1 q-1 1 

* * 
oÙP (6, f ) est le polynôme caractéristique de la matrice A défini 

* F 
à partir du dénominateur de W ( 5 ,  f ). 

BF 

Le premier problème qui se pose concerne la mise en évidence des 



dynamiques et la modélisation sous forme singulièrement perturbée. Nous 

utiliserons la méthode présentée dans le paragraphe précédent. 

Par le choix des coefficients a le système étudié, modélisé sous i ' 
forme en flèche (11.53) se trouve directement sous forme singulièrement 

perturbé. En effet, les éléments a correspondant aux valeurs (appro- 
i * f + f  

chées ou exactes) des racines du polynôme p(ai, f = - 
O 2 ) peuvent 

être ordonnés de deux manières différentes. 

II. 1.1. - a ordonnés par module décroissant (la.] <Ici. 1 i< j) i 1 ----------------------------------------l------ 

Ce qui permet après vérification par la méthode géométrique, 

présentée précédemment de partitionner le système en deux blocs de 

dynamiques différentes, ainsi le système (II. 54) - 

i devient : 



Les pr incipales  propr ié tés  de c e t t e  modélisation rés ident  dans l e s  

formes des matrices : 

- l a  p a r t i e  lente  e s t  ca rac té r i sée  par une matrice diagonale à 

coef f ic ien t s  constants,  supposée s t a b l e  e t  toujours invers ible .  * - l e s  matrices de couplage A e t  A sont formées d'éléments 
12  2 1 

nuls sauf respectivement une colonne e t  une ligne. * - l a  matrice A conserve l a  forme en flèche. 
22 

- l e  coef f i c ien t  ~i peut ê t r e  cho i s i  en calculant  l e  rapport  l+ 
- l a  matrice de commande de l a  p a r t i e  lente ,  B e s t  nu l le .  1 '1 1 

1 
Le système global  e s t  donc faiblement comandable, mais c e l a  n ' en t ra îne  

aucun problème puisque l a  pa r t i e  l e n t e  e s t  supposée s table .  

a )  Découplage p a x k t  lenite / p&e u p i d e  

Par l ' app l ica t ion  de l a  méthode des perturbations s ingu l iè res  en 

posant JJ = O ,  l e  système e s t  découplé en deux par t i e s  : 

a, ) Eléments de La pmZie lente --------------- ----------- 
La p a r t i e  l en te  e s t  ca rac té r i sée  par : 



avec x - Go - O 

Cette par t ie  lente  é tant  formée des termes diagonauxa 
1 '*,"'' 4 1 

'1 zN(a.) 
( I I .  57) 

1 
yk(z)  = z X 

i= 1 
Ro 

(z-a. ) 
1 

s o i t  a lors  

1 (II. 58) = iZ1 z ~ ( a ~ )  (ailn xGo 

i - i avec xko 1 
- Xo , x = (x ...... 2 ' )  

n  n  n  

La pa r t i e  rapide e s t  décr i te  par l e s  re la t ions  suivantes : 

I Ir n+l  
= A  z  + B u  

r rn  r rn  
( I I .  59) 

avec : 
f 

La matrice A étant  diagonale à termes tous non nuls e s t  
1 1  

toujours inversible.  

Lorsque nous remplaçons chaque matrice par son expression dans 

( I I .59) ,  nous obtenons : 



tous les termes de Ar, sauf un situé à la pointe de la flèche, sont 
iC .- 

identiques aux termes A2y 

(II. 60) 1 

Cette forme d'état conduit à l'opérateur symbolique de transfert * 
du système rapide découplé WrBF(E , f ), de la même forme que celle 

du système initial, soit : 

Elle peut être calculée par : 

Le déterminant de la matrice (SI - A ) correspond au nouveau 
42 



polynôme "caractéristique" de la partie rapide. Il correspond au déno- 

minateur de W (5) qui est la somme de deux parties. L'une correspon- rBF * 
dant au dénominateur et l'autre affectée de f correspondant au numé- 

rateur de la fonction de transfert en boucle ouverte de la partie rapide 

soit : 

N,(E) 
(II. 6 3 )  

'r~o (5) = - 
Dr (6) 

avec : * * * 
Yi = -P(ai, f ) = -[D(ai) + f N(ai)] 

Ce qui donne les expression suivantes : 

Nous avons montré que par l'utilisation de la représentation en 

flèche pour un système non linéaire de type Lur'e Posnikov, admettant 

deux dynamiques, il est possible de déduire les fonctions de transfert 



des deux systèmes découplés et ceci directement à partir de la fonction 1 
de transfert initiale. Le schéma bloc correspondant à ce découplage 1 
temporel est le suivant : 

Il en résulte le théorème suivant : 

Théorème 1 

Tout système non linéaire de type Lur'e Posnikov représenté dans 
* * 

l'espace d'état par la forme en flèche ( P f ,  BF, CF) et décrit par q, 
premières variables lentes et q 2 variables rapides, peut être découplé 

temporellement. Le système lent découplé est linéaire, le système rapide 

réduit est non linéaire de type Lur'e Posnikov représenté par une forme * 

en flèche, dont la fonction de transfert en boucle ouverte est obtenue 

directement à partir de la fonction de transfert initiale par les 

relations (II. 6 5 )  . 

1 
i 91 ~ ( a ~ )  i 

Théorème 2 

- 

Le gain statique du système initial est conservé dans la partie 

w ( z ) = C  -X 

RBo i=l z-a. R O 
1 

rapide réduite. 

1 

1 - 

Démonstration : 

Pour une matrice en flèche $ de dimension q, son déterminant 
est obtenu par : 

* 
( I I .  6 6 )  det %= P(o , f ) [Benrejeb, Borne, Laurent, 19831 

Or A, est partitionnée en : 



avec A est i n v e r s i b l e .  Le théorème d e  [~osenbrock,  19701 condui t  à 1 1  
l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 

- 1 
d e t  AF = d e t  Al d e t  (Atl- A2, Al  A l  2)  ( I I .  67) 

= d e t  Al  d e t  Ar 

c e  q u i  nous donne : 

* 
( I I .  68) P(o. £ ) = d e t A l l  

d 'où : 

* 
( I I .  69) D(o) + f N(o) = l1 a .  [ D  (01 + £ Nr(0) 

* 
1 r i= 1 Ï 

Ce q u i  e n t r a î n e  pa r  i d e n t i f i c a t i o n  : 

- N(o) Nr(o) 
( I I .  70) W (O) - - = - =  

Bo 
w (0) 

D(o) Dr(o) r B 0  

S o i t  l e  système r ep ré sen t é  p a r  : 

~e polynôme P [ E ,  = - ' , = 1 1  admet t r o i s  r a c i n e s  r é e l l e s  
L 0.89 , 0.78 e t  0.01. Ceci nous permet un choix approprié  d e s  c o e f f i c i e n t s  

a .  de  l a  ma t r i ce  en f l èche .  En prenant  p = 0.064, il nous v i e n t  les  
1 

deux systèmes d k o u p l é s  su ivan t s  : 

La p a r t i e  l e n t e  é t a n t  formée des  termes diagonaux ai = 0.89 et 

a2 = 0.78, il v i e n t  a l o r s  : 



soit encore : 
n n 

= -0.61 (0.89) xlp0 - 0.45(0.78) xZb 
'~n 

avec : 

LILLE @ 

la partie rapide par application des relations (11.65) permet d'avoir ... 

en boucle ouverte : 

Le schéma bloc associé aux deux systèmes découplés est le suivant : 

11.1.2. - ci. 1 ordonnés par modules croissants ( l a i /  > I c i . \  i < j 
---------------------------------------------l-------- 

Le système s'écrit sous la forme singulièrement perturbée sous la 

forme suivante : 



Les principales propriétés de cette modélisation sont les suivantes : 

- la partie lente est caractérisée par une matrice en flèche, 
dont la matrice de commande B, n'est pas nulle. 

L * - les matrices de couplage A  
2 1 

et A I 2  sont formées d'éléments 

nuls sauf respectivement une ligne et une colonne. 

1 
- le coefficient P' peut être choisi en calculant le rapport 

C1 
q, 



- 110 - 

a)  pcmXe Rente 

Elle est caractérisée par : 

I X - 
n+ 1 - A22 *Rn + B2 U ~ n  

(II. 72) 

YRn = C 2 x Rn 
\ 

Cette forme d'état conduit à un opérateur symbolique de transfert * 
de système lent découplé WeBF(< , f de la même forme que celle du 

système initial : 

* NR(E) 
(II. 73) RBF(~ * f )  = f* 

DR(<) + £*NE(<) 

Le dénominateur de W RBF(. ) correspond au déterminant de (51 - Al 1 ) qui * a- 

doit être di£ férent de zéro pour toute valeur de f E: [:, f ] 

q2+q1- 1 41 +q2-I qli %-l t * 1 

(11.74) det(~I-A,~)= n (~-a'.)(~-a 1 - L B ~ Y ~  '* n (5- a. > 
j=q2+1 J 91tq2 i=q2+1 j=q2+1 

J 

j z i 

= D ( E )  + £*NE) 
avec 

d'où r q2+q1-' q1+q2-" , q1+q2-1 

N(E) = n (<-a;) (-bq-,) + L fliN(ai) (s-a'.) 
j =q2+1 i=q2+1 j =q2+1 

J 

j ;t i 



Elle est obtenue par les relations : 

(II. 77) 1 

La matrice A est sous forme de flèche, dont l'inverse ne 2 2  
conserve pas cette forme particulière. Lorsqu'elle est inversible, les 

matrices A Br, C prennent les formes suivantes : r r 

Contrairement à la représentation en flèche (11.55) pour laquelle 
l'une des matrices de commande découplée était nulle, celle de (11.87) 
évite cet inconvénient puisque les deux systèmes decouplés (11.70) et 
(11.77) ont leur matrice de commande respectives non nulle. - 
Remarque: 

Tout système non linéaire de type Lur'e Posnikov représenté dans 
l'espace d'état par la forme en flèche (11.71) et décrit par q premières 

2 



variables rapides et q variables lentes, peut être découplé temporel- 1 
lement. Les deux systèmes découplés sont non linéaires, en particulier 

le système lent réduit qui est du type Lur'e Posnikov représenté par 

une forme en flèche et dont la fonction de transfert en boucle ouverte 

est obtenue directement à partir de la fonction de transfert initiale 

par les relations (11.76). 

III - MISE EN EVIDENCE DES PROPRIETES PARTICULIERES DES MATRICES EN 
FLECHE - APPLICATION AUX SYSTEMES DISCRETS A DEUX DYNAMIQUES 
III.l - Analyse des processus : condition de stabilité d'un 

système non linéaire de type Lur'e Posnikov 

De nombreux travaux concernant l'analyse des systèmes singu- 

lièrement perturbés existent dans les deux domaines discret et 

continu [~rujic, 1978-1 9811, [~halil, Kokotoviè, 19791 , [~au~hin- 
Tanguy, 19831. Le cas général des systèmes de type Lur'e Posnikov 

a été étudié par [~ruji~, 1978-19811 et le cas des systèmes représentés 

par une matrice en flèche a été envisagé par [~enrejeb, Borne, Laurent, 

19821. 

La représentation des systèmes de type Lur'e Posnikov par la forme 

en flèche s'avèreaussiintéressante dans l'analyse des systèmes discrets 

singulièrement perturbés dans le sens de sa contribution du point de vue 

des résultats que de la simplicité de mise en oeuvre. 

Le système étudié est caractérisé par une matrice en flèche 
A~ 

telle que : 

(II. 79) 



avec : r 

Par un choix approprié des coefficients a le système étudié 
i ' 

peut être modélisé sous forme singulièrement perturbée, et s'écrit 

alors lorsque les ai sont ordonnés par module décroissant sous la 

forme suivante : 

avec 

Le système découplé correspondant s'écrit : 



avec 

Définition : 

La matrice AF est sa propre majorante si tous ses éléments sont 

positifs. 

Théorème 1 : 

a) Si la matrice % caractérisant le système est sa propre 
majorante, et si tous ses éléments non constants sont isolés dans une 

seule rangée, alors le système vérifie la conjoncture linéaire. Si les 

conditions de Kotelyanski sont vérifiées sur la matrice (1 - A ~ ) ,  alors 
q 

le système est asymptotiquement stable. 

b)  Si la matrice + n'est pas sa propre majorante, alors il est 
possible de se ramener au cas précédant, s'il existe une norme vecto- 

rielle p(xn) telle que : 

où M( ) vérifie les contraintes : 
A~ 

Les conditions de Kotelyanski portant sur les mineurs principaux 

de la matrice (1 - $) ,soit : 
9 

det, (Iq- $1 2 - E  > O 

'Pour une matrice en flèche (1 - A ) ,  par un choix approprié des 
9 F 

coefficients a. les (q - 1) premières conditions s'écrivent : 
1 y 



(II. 83) detr(Iq-$)= j:l (1 -ai) r =  1 .... q-1 
q- 1 

ce qui donne X (1 - a.) 2 E > O vrai par le choix de a. 
1 1 i= 1 

La seule condition à vérifier concerne donc le déterminant d'ordre 

q et s'écrit : 

(II. 84) det (Iq- AF) a E > O 
q 

Nous proposons le théorème suivant qui donne une condition nécessaire 

et suffisante de stabilité du système : 

Théorème 2 : 

Si la matrice $ caractérisant le système de type Lur'e Posnikov 
est sa propre majorante, les (q-1) coefficients a,. étant choisis de 

1 

module inférieur à l'unité, et si la condition suivante relative à la 

matrice (1 - $> : 
q 

(11. 8s) det [(I - A - A q , - ~ l l l  A > o i( i* [i - i j  
92 

est vérifiée, alors le système est stable. 

Démonstration : 

A .  est sa propre majorante, le système global est stable si : 

det ( I ~  - A ~ )  z E > O , soit encore 
r 1 

ce qui s'écrit en développent le déterminant suivant la méthode de 

Rosenbrock : 

det 

Iql- 1 -*12 



der (1  -AF)= det  (1 - A l l ) d e t  ( 1  -A 
4 q1 21 q, 1 1  

avec 

de t  (1  -Al1)  Z E > O v r a i  par choix de ai 
41 

e t  l a  condit ion qui  r e s t e  à v é r i f i e r  e s t  c e l l e  annoncée dans l e  théorème 2. 

Théorème 3 : 

Lorsque l a  matrice AF e s t  s a  propre majorante, une condition 

suf f i san te  de s t a b i l i t é  de système e s t  obtenue par l a  r e l a t i on  sui- 

vante : [ 1 y*i B:l q~ +q2-1 
(11.86) det (1 -A22) = d e t  ( 1  - % ) ?  ( 1 - a i )  

q2 q2 i = l  1 -a. j=I+ql 

D é m o n s t r a t i o n  : 

Explicitons l a  condit ion de  s t a b i l i t é  é t a b l i e  dans l e  théorème 2 ,  

s o i t  : 

de t  [(1 -A22)  - A  ( 1  -A ) 
42 21  q1  I I  

E l l e  s ' é c r i t  encore : 

de t  

En u t i l i s a n t  une propr ié té  de déterminant, ce l l e -c i  prend une 

- 

- 

? & > O  

deuxième forme : 

de t  (.) = det (1  - A  ) + de t  
q2 22 

- 

- 
r l - a  

41: l  
Q 

I 
k 
\ : * 

* - q~ y i ~ i  - C -y q P i  - - - 
i= 1 

1 - ai 



Ce qui nous donne en développant les calculs par rapport à la 

dernière colonne : 

d'où la condition énoncée . 

Corollaire 

Si le système global peut être représenté par la matrice AF 
possédant la propriété de double échelle de temps et peut être décom- 

posé en une partie lente caractérisée par A = A22 et une partie 
- 1 R 

rapide correspondant à A 
= A,, - AI2 AZ2 A2,, alors la condition de r 

stabilité obtenue pour le système réduit par l'application des condi- 

tions de Kotelyanski conformément au théorème 3 est une condition 

suffisante de stabilité du système global. 

111.2 - Détermination de la commande auasi o~timale de svstèmes 
discrets singulièrement perturbés 

Lorsque la dimension des systèmes devient grande, la mise en 

oeuvre de commandes optimales conduit parfois à des calculs complexes 

d'optimisation. De surcroît, le risque d'avoir un problème mal condi- 

tionné pour le calcul de la commande globale n'est pas à écarter. Dans 

ce sens, le fait de négliger certaines constantes de temps petites 

conduirait à un système d'ordre réduit, s'avère particulièrement inté- 

ressant si l'approximation est justifiée. 

L'optimisation des systèmes singulièrement perturbés a été 

largement étudiée pour les systèmes continus, et a donné lieu à de 

nombreux développements [~oko tovic , Haddad , 1 9751 [Chow, ~okotovid 
19761 [~ossard, Magni, 19801 [Kokotovic, OIMalley, Sannuti, 19761 

éauphin-~an~u~, 1 9831 . 



Concernant les systèmes discrets singulièrement perturbés, peu de 

travaux ont été faits relativement aux problèmes de commande optimale 

[~ailaza Rao et Naidu, 1982] L~ennis, 19821  a an do, Iwazumi, 19831. 
[~a~itiar . Khalil, 19841, [~isham et Al, 19851 

Nous nous intéressons ici à la conmande linéaire quadratique à 

horizon infini des systèmes échantillonnés à deux dynamiques;L1approche 

de cette commande peut se faire par deux voies différentes. La première 

résulte d'une décomposition de l'équation de Riccati globale (que nous 

développerons par la suite), tandis que la seconde est basée sur le 

principe de décomposition temporelle que nous étudierons en détail 

I 
- 

dans le chapitre IV. 

Soit le système : 

= All xn +Al2 pzn + B1 un X(O) - xo 
(II. 87) 

que l'on désire commander en minimisant l'expression : 

,P 

(II. 88) 1 J i -  C T 
n=o 'n 'n + u T  Ru 

2 n n 

R étant une matrice définie positive. 

La solution optimale d'un tel problème est donnée par la relation r 

(II. 89) 



- 1 1 9  - 

k étant la solution stable du régime permanent de l'équation de Riccati : 

dans laquelle C = [CI 
pc2]* 

Si la matrice k prend la forme ( 1 1 . 9 1 )  dont le choix sera justi- 

fié ultérieurement (chapitre IV) : 

L'équation ( 1 1 . 9 0 )  peut être partitionnée et nous obtenons les 

quatre équations matricielles suivantes: 

1 T1l 11 1 
T T - A ( k  B +) ik12B2) + A 2 1 ( ~ k 1 2 B l + " k 2 2  

- 1 

(II. 92)  



(II. 92) 

suite 

Pour JJ tendant vers 0, l'équation (11.92) se réduit au système -1 
dégénéré suivant : - 1  

(II. 93) 1 kT12= ~ ~ 1 2  

- 
L'équation (II.93a) admet une solution semi-définie positive si 

la paire (All,B1) est stabilisable et si la paire (All,C1) est détec- 

table. Elle correspond à l'équation de Riccati relative à la partie 

lente du système (All,B1,C ).  Sa résolution permet d'en déduire les quatre 
1 

blocs de la matrice k. 

La commande déterminée par cette méthode est la suivante : 



d'où 

avec : 
T T T (II. 95) ci = R + B (kl lB1 + pk12B2) + B (~lk l2 B1 + I J ~ ~ ~ ~ B ~ )  

La méthode que nous venons de présenter réduit la résolution du 

système global à celle du sous-système dégénéré représentant la partie 

lente. En effet, la détermination de la matrice k par (Ii.93a) permet 
1 1  

d'en déduire les autres blocs de matrice k et k par les relations 
12 * 2 2 

(IL 93b) et (IL 93c) d'où la commande optimale u de (Ii. 94) cherchée. 

Cette expression peut se trouver simplifiée et ceci pour une repré- 

sentation particulière du système initial. 

111.2.2. - Application à la forme en flèche - ............................. 
Les résultats proposés viennent d'être établis sur une forme 

quelconque. Dans la suite nous envisagerons le cas d'un processus 

discret à partir d'une représentation en flèche de structure équi- 

valente à celle des systèmes de type Lur'e Posnikov précédemment 

décrits, pour lesquels la non linéarité est remplacée par un gain 

équivalent. 



Il nous v i en t  a l o r s  d i f f é r en t s  r é s u l t a t s  s impl i f i és  suivant  l a  

s t ruc tu re  adoptée de l a  forme en f lèche.  

Deux cas s e  présentent  à nous, suivant  que l a  pa r t i e  rapide ou 

l a  p a r t i e  l en te  s e  trouve à l a  pointe de l a  matrice.  

7 eh caa : 

Le système (11.87) peut prendre l a  forme suivante : 

(4 ),est un vecteur nul. 
11 

Dans l es  r e l a t i ons  é t ab l i e s  auparavant ( I I . 93 ) ,  quand nous 

remplaçons B par zéro, e l l e s  s ' éc r iven t  sous l a  forme s impl i f i ée  
1 

suivante : 

X n+ 1 

z n+ 1 

- X 

< 
( I I .  96) 

Les r e l a t i ons  (II .97a) permettent de déterminer t r è s  simple- 

n 

Yn 

dans laquel le ,  l e  vecteur  de commande B 1 correspondant à l a  p a r t i e  l en t e  

r 

ment k t l .  En e f f e t ,  A I 1  e s t  diagonale, donc : 
,- -, 



Si 
k = { k i , 1 . , j, - - 1 . .  q alors (II.97a) s 'écrit : 

d'où la relation exprimant les éléments de la matrice k 
1 1  

C1(i) Cl (j) 
(II. 98) kll(i, j) = pour i, j = 1 . . . . q  

1 - a .  a 
1 

1. j 
\ 

Les relations (II.97b) et (11.97~) sont déduites facilement. 

La matrice a' devient : 

et la loi de commande optimale s'écrit : 

La partie lente non commandable (B = O) séparément est commandée 1 
ici par l'intermédiaire de la variable rapide z . 

n 

Lorsque le système (11.87) représenté par une forme en flèche 

prend la forme suivante : 

(II. 100) 



dans laquelle le vecteur de commande B2 relatif à la partie rapide est 

un vecteur nul. 

Les relations établies (11.93) restent inchangées. Par contre, * 
le coefficientase simplifie et la loi de commande optimale u aussi. 

n 
Elles s'écrivent ainsi sous la forme : 

Aucune partie du système découplé ne se trouve non cornandable 

séparément comme dans le la ca6. 

Comme dans les domaines de découplage et de stabilité, la forme 

en flèche s'avère ici aussi intéressante. Elle permet une simplification 

dans la résolution des équations de Riccati, ainsi que dans la résolu- 

tion des lois de commande. 

IV - ETUDE COMPARATIVE DES SYSTEMES DISCRETS ET CONTINUS SINGULIEREMENT 

PERTURBES 

Nous proposons un récapitulatif des résultats établis pour les 

systèmes échantillonnés et continus en vue de leur comparaison. 

IV.l - Modélisation 

Les systèmes continus et échantillonnés représentés dans l'espace 

d'état sous la forme : 

2 = Ax + Bu 

(II. 102) 

y = Cx 



Lorsque les systèmes (11.102) possèdent la propriété de double 

échelle de temps, ils s'écrivent sous la forme singulièrement perturbée : 

(II. 103) 

avec : 1 
c R les vecteurs lents du système considéré 

r ~~2 les vecteurs rapides du système considéré 

Une dualité apparente dans la modélisation, le petit paramètre 1-i 

apparaît au sein de vecteur état en échantillonné, dans la dérivée de 

vecteur état en continu. 



IV.2 - Découplage p a r t i e  l e n t e /  p a r t i e  rap ide  1 
IV.2.1. - ~ a r t i e  l e n t e  ----------- 

E l l e  e s t  obtenue e n  met tan t  dans l e s  deux systèmes (11.102) LI = O 

cont inu  

x = (All - A l 2  1% + ( B ~ - ~ ~ A ; ~  B2ue 

( I I .  104) {ye = (Cl - C2 A;\ A 2 1 ) ~ L  - C2 A$ B2 ue 

d i s c r e t  IL n+i = A 1 l  X ~ n  + B U  1 ~n 



Interprétation des résultats 

La mkthode des perturbations singulières permet en posant p = O 

dans (11.103) de déconnecter les différentes parties d'un système (discret 

ou continu) possédant deux dynamiques différentes, et d'obtenir avec une 

précision suffisante (d'autant plus grande que p est petit) le système 

lent réduit en continu et le système rapide réduit en discret. 

La méthode de perturbations singulières respectivement en continu 

et en discret ne donne pas toujours des résultats suffisamment précis : 

le système rapide découplé en continu ne tient pas compte de l'évolution 

de la parkie lente, et le système lent découplé en discret ne tient pas 

compte de l'évolution de la partie rapide sauf sous forme de conditions 

initiales pour le cas continu ; ceci peut être un inconvénient quand 

l'étude s'intéresse à la partie lentelrapide du discret/continu. 

CONCLUSION 

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats concernant la 

modélisation des systèmes discrets à deux dynamiques sous forme singu- 

lièrement perturbée et les avantages que la représentation en flèche 

matricielle nous procure pour la réduction, l'analyse et la commande 

optimale des processus à deux dynamiques, en particulier pour les systè- 

mes non linéaires de type Lur'e Posnikov. 

Nous avons montré, une certaine dualité dans les résultats 

obtenus pour les systèmes discrets et les systèmes continus et une inver- 

sion dans la précision de systèmes découplés ainsi trouvés. 



C H A P I T R E  I I I  



MISE EN OEUVRE DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE 

POUR L'ETUDE DE LA PARTIE LENTE DISCRETE 

INTRODUCTION 

Nous avons vu au deuxième chapitre dans l'utilisation de la méthode 

des perturbations singulières, que la partie rapide relative aux systèmes 

continuset la partie lente correspondant aux systèmes discrets, sont obtenues 

avec une précision plus faible que la partie lente (respectivement rapide). 

Pour lever ces difficultés, il a été proposé en continu pour l'étude 

de la partie rapide, l'utilisation simultanée de la notion de systèmes réci- 

proques /Dauphin Tanguy, 19831 et de la méthode des perturbations singulières. 

Quand à l'étude de la partie lente en discret, nous proposons une méthode qui 

utilise une transformation dite homographique /Borne , Gentina, 1974/ et la 
méthode des perturbations singulières en discret et continu /El Moudni, Dauphin 

Tanguy, Borne, 1984/. 

1 - ETUDE DE LA PARTIE RAPIDE EN CONTINU ET LA PARTIE LENTE EN DISCRET. 

1.1. Le système réciproque en continu. 

La notion de système réciproque a été introduite par /Hutten, Friedland, 

19751 pour les problèmes de réduction par la méthode de Routh, développée par 

 a au ph in Tanguy, El Moudni, Borne, 19821 et généralisée par / ~ a u ~ h i n  Tanguy, 

Lebrun, Borne, 1983/ pour les systèmes à plusieurs dynamiques. 

Pour un système continulinéaire représenté dans l'espace d'état par un 

triplet matriciel (A, B, C) avec sa fonction de transfert s'écrivant sous la 

forme : 
3 

'L 
La fonction de transfert du système réciproque notée W(p) est obtenue 

par : 



dont le triplet matriciel dans l'espace d'état est : 

il y a donc inversion des dynamiques du système. La partie lente est devenue 

rapide, la partie rapide est devenue lente. Les techniques de perturbations 

singulières s'appliquent encore sur le nouveau système et donnent pour les 

systèmes découplés réciproques une bonne précision sur la partie lente 

(initialement rapide). Une deuxième application de la transformation réci- 

proque sur le système découplé obtenu permet d'avoir la partie rapide décou- - 
plée avec le maximum de précision. 

Ainsi le meilleur découplage est représenté par une partie lente obtenue 

directement du système initial et une partie rapide obtenue par application 

de perturbation singulière et la transformation réciproque. 

Il s'écrit par référence aux équations du chapitre II, en (11-104) et 

(11-105) sous la forme : 

- 1 - 1 partie lente = (Ail - A12 A2* A21) Xp, + ( B I  - A12 A22 B2) U e  

partie r a ~ i d e  - B2 A22 = C L +  ( - 
Fr + A;: A21 B1 1 ur 

Les modifications apportées sur le système rapide, se manifestent dans 
- 1 

la matrice de commande par addition d'un terme (A A B ) et au niveau des 22 21 1 .  
conditions initiales en supprimant les phénomènes de couche limite sur z r 
(zr(0) = z(0) ). 



1.2 - Le système "réciproque" en discret. 

Quand nous analysons les systèmes découplés relatifs aux systèmes 

continu et discret, nous constatons qu'il y a une inversion dans les préci- 

sions. La partie lente étant obtenue avec une bonne précision en continu 

ne l'est pas en discret et les propriétés soit inverses en ce qui concerne 

la partie rapide. 

A l'image de la transformation réciproque en continu qui permet d'avoir 

les deux systèmes découplés avec le maximum de précision, dans le cas discret, 

il suffit de disposer d'une transformation qui permet d'avoir un système con- 

tinu équivalent au système discret étudié, en conservant la nature des dyna- 

miques. La transformation adaptée est la transformation dite homographique 

notée H, que nous définissons dans la suite du chapitre. 

II - ETUDE DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE. 

11.1. Introduction. 

La résolution formelle des systèmes continus non linéaires ne peut 

généralement être envisagée à partir des méthodes analytiques usuelles. 

La recherche des solutions nécessite alors la mise en oeuvre de moyens de 

calcul numérique ou analogique. 

Dans l'éventualité d'une résolution sur ordinateur, diverses contraintes 

sont imposées par la technologie des opérateurs disponibles. En particulier, 

le traitement de l'information sous forme discrète implique la définition d'un 

modèle de même nature. C'est dans ce sens que se pose généralement le problème 

de la discrétisation d'une équation d'état et c'est dans ce sens qu'une trans- 

formation homographique a été proposée /Borne, Gentina, 19741 /Gentina, 19751. 

Elle permet d'associer de manière rigoureuse à un système continu un système 

discret et constitue aicsiun moyen de transposer le problème optimal continu 

en un problème optimal discret /Borne, Gentina, 19741 /Quet 19761. 



Le modèle discret doit refléter l'ensemble des propriétés de commanda- 

bilité, d'observabilité, de stabilité et d'unicité du processus initial, il 

doit aussi permettre d'approcher au mieux la solution réelle. 

Pour les systèmes échantillonnés singulièrement perturbés, cette trans- 

formation homographique sera d'un grand apport, car elle permettra de lever 

cette imprecision sur le système lent découplé. Elle permet d'associer de 

manière rigoureuse'au système échantillonné un système continu sans perte 

des propriétés essentielles attachées au processus et permet aussi de trans- 

poser le problème échantillonné singulièrement perturbé en un problème continu. - 
11.2. Définitions. 

11.2.1 - Modélisation dans l'espace d'état. ................................. 
Les systèmes discrets que nous proposons d'étudier sont représentés par 

une équation d'état de la forme : 

\ x : conditions initiales 
O 

x est le vecteur état du système, xn E Rq n 

u s 
ny sont les vecteurs d'entrée et de sortie, un E Rr, yn E R . 

A partir d'une ~ransformationhomographique matricielle sur l'opérateur A, 

il est possible d'exprimer sous une autre forme l'équation d'état discrète 

(III-)).En effet posons par définition : - 

quantité que nous exprimerons à partir de : 



il nous vient alors l'expression suivante : 

Yn+i + Yn u + Un 
en posant : 

n+ 1 
2 = y et 2 = U 

l'expression (111-4) s'écrit sous la forme : 

Donc, au triplet matriciel du système discret initial (111-1) (A, B, C) 

correspond par le biais de la transformation homographique notée H, le triplet 

du système continu(II1-5) correspondant : 

A+I -1 A + I  
( (A-1) ( 2 1 Y ( -7- 1-' B, C). 

Inversement, soit un processus continu décrit par l'équation 

d'état (111-6) : 

k = M x + F u  

(111-6) y = G x  

X(O) : conditions initiales 

avec x : le vecteur caractérisant l'état du système, x E R~ 

u, y : les vecteurs d'entrée et de sortie. 

D'une manière analogue, il est possible de déduire de l'équation (111-6) 

une solution recurrente décrivant dans l'espace d'état l'évolution d'un vecteur 

X .  n 

(111-7) ic x + - = x  
2 n+l 



en fonction de 

(111-8) 
X 

x - - = x  
2 n 

il nous vient d'après (111-7) (111-8) et (111-6) l'expression (111-9) 

En posant : i - ii 
Y -  2 - Y* et u - -  2 = u 

n 

(111-9) s'écrit encore : 

Donc, au triplet du système continu (111-6) (My F, G) correspond par 
- I le biais de la transformation homographique notée H , ie triplet du 

système discret (111-10) correspondant : 

Afin de simplifier l'écriture des équations, notons respectivement 
- 1 

H(A) et H (M) les transformées de type homographique des matrices A et 

My avec : 

Ainsi le système continu (111-5) associé à l'équation d'état discret 

(111-1) s'écrit encore : 



A + I  
H A )  x +  ( -  2 )-' B u 

de même pour le système discret (111-10) associé à l'équation d'état 

continu (111-6) s'écrit : 

(III- 13) i Y, = G Xn 

A + I  M )-1 
La fonction de matrice ( - 2 B I  ( 1 - 2  

F traduit sur 

le plan continu / discret l'influence de la commande sur le système. Elle 

est obtenue par composition de deux matrices A et B / M et F. 

On vérifie facilement la relation (111-14) pour une matrice D carrée 

d'ordre q, 

(III- 14) H-'( H(D) ) = D 

11.2.2 - Modélisation sous forme symbolique par fonction de transfert. ........................ ----- --- ........................ 

Nous présentons ici, la notion de transformation homographique pour 

autres modes de représentations. 

Nous poserons pour la suite de l'étude que la notation x/Y signifiera 

X respectivement Y. 

Déf inition 1. 

Considérons le système linéaire représenté par l'équation recurrente / 

différentielle à coefficients constants : 



Le système continu obtenu par la transformation homographique H / 
- 1 

discret obtenu par la transformation H , est défini par l'équation 
différentielle / récurrente suivante : 

n n- 1 n n- 1 
(III- 16) 1 Bi y(i) = 

(il 1 a i u  /.lBfYn+i= 1 uf Un+i 
i=o i=o 1'0 . i=o 

où les coefficients Bi, 8;. ai, a' i ' sont constants. 

Définition 2. t 

i 
Si l'on note z/p l'opérateur symbolique tel que à y n+ i /y corres- 

i i 
ponde z y(z)/p y(p) alors l'expression (111-15) conduit à la fraction 

rationnelle : 
- 

qui correspond à la fonction de transfert en discret/ continu. 

Le système continu correspondant à W (2) obtenu par la transformation 
d - 1 H / discret correspondant à Wc(p) obtenue par H est représenté par : 

qui est obtenu à partir de Wd(z) /Wc(p) par : 

/ 



'-b 
Les express ions  a. e t  Bi de W (p) s o n t  ob tenues2  p a r t i r  de s  

1 C 

c o e f f i c i e n t s  ai! bi de l a  f o n c t i o n  W (2) par  les r e l a t i o n s  su ivan te s  : d 

2, 
Ceux de Wd(z) CI! e t  B '  s on t  déduico de b '  e t  a l  de l a  f o n c t i o n  W (p) 

1 i i c 
p a r  l e s  r e l a t i o n s  : 

= (-1)k-1 1 'A-k 
pour k  = 1 ... n 

n-k 

pour k  = O ... n 

avec : 

D'une manière p r a t i q u e ,  e t  p lus  a i s é e ,  ces  c o e f f i c i e n t s  peuvent ê t r e  

obtenus à p a r t i r  d 'un t a b l e a u  que nous donnons en annexe (~111-2) .  Ce q u i  rend 

l e u r  dé te rmina t ion  p l u s  r a p i d e  e t  p l u s  f a c i l e .  



Plusieurs cas sont à envisager : 

Si le coefficient a de W (z) / a: de Wc(p) est différent de zéro 
O d 

alors : 

- si m 4 n-1, le degré de N(p) et D(p) / N1(z) et D' (z) 'relativement 

/ Gd(z) est de (n-1) et n 

- si m = n, le degré de N(p) et D(p) / N1(z) et D1(z) relativement 

% 'L 
à Wc(p) / Wd(z) est de n et n+l.. 

x Si le coefficient a de Wd(z) / a: de Wc(p) est nul, ce qui correspond 
O 

1 1  à une fonction Wd(z) / W (p) comportant un terme en - / - , alors : 
C 2 P 

- si m < n, le degré de N(p) et D(p) / N1(z) et D1(z) est de (n-1) et n 

- si m = n, le degré de N(p) et D(p) / N1(z) et D1(z) est de n et n+l. 

Définition 3. 

Quand m < n - 1, alors le triplet matriciel (2, %, 2) / (%, l?, 2) 
2, 2, 

associé à la fraction Wc(p) / Wd(z) est déduit du triplet initial ( A , B , C ) /  

(My F, G) associé à W (z) / W (p) par les relations suivantes 
d c 

il suffitpourdéterminer ces relations, d'expliciter Wd(z) / W (p) en : 
C 



soit encore : 

d'où 

ce qui donne par identification la relation (111-23). 

11.3 - Propriétés de la transformation homographique. 
11.3.1. Analyse du système équivalent. ---- ------- ------- -------- 
Les propriétés de stabilité de commandabilité et d'observabilité du 

système équivalent obtenu après transformation homographique ont été étudiées 

par /Borne, Gentina, 19741. 

a) S & t b W & .  

La stabilité des systèmes discrets (111-1) et continus (111-6) fonction- 

nant en régime autonome est imposée par les contraintes respectives suivantes: 

(111-28) max / XA 1 < 1 

(111-29) max Re(XM) < O 

il vient pour les transformés par homographie 

(111-30) max lAH-l&) 1' < 1 

(111-3 1) max Re (A H(A) ) < O 



En effet, la transformation homographique réalise la transformation 

biunivoque dans le plan complexe et l'intérieur du cercle de rayon unité 

en le demi plan partie réelle négative. 

  ans ce sens l'application des conditions de stabilité à un système 

discret / continu et à son transformé continu / discret conduit nécessai- 
rement au même résultat. 

Cette transformation se présente du point de vue stabilité donc comme 

une extension à la représentation d'état de transformée en w/Vidal, 1968/ 

qui à l'intérieur du cercle de rayon unité, fait correspondre le demi plan 

complexe Re < 0. 

Pour un fonctionnement en régime autonome du système décrit par - 
l'équation d'état (III-32), le système adjoint s'écrit sous laforme (111-33) : 

T .  
(111-34) avec xn y, = cte 

Il apparait en représentant par (111-35) la transformée continu du 

système (111-32) : 

k = H(A) x (a) 

(111-35) i! = H [(A T ) -1 1 Y (b) 

compte tenu des relations (111-35) et (111-36) 

1 

(111-36) T -1 
H [(A 1 = - [H(A)J~ 

il vient 

Le système (III-35c) est ainsi le système adjoint du système (III-35a) 

transformé du système (III-32).~ne propriété semblable peut être établie 

dans le sens continu - discret. 



La condition de commandabilité du système linéaire décrit par la 

relation (111-1) peut s'exprimer simplement au moyen des composantes 
A 
Zi de la matrice A, il vient : 

A A A 
Commandabilité de (111-1) : rang (ZI B, Z2 B ... Zq B) = q 

Les matrices A et H(A) possèdent les mêmes composantes /~entina, 1975/, 

les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité des systèmes 

(III- 1) et (111-5) sont identiques. 

Cette propriété se vérifie également pour le système continu et son 

système transformé discret par H-' . 

Les propriétés d'observabilité et de commandabilité s'échangent par 

dualité. Nous en déduisons, compte tenu des résultats précédents, l'équi- 

valence des propriétés d'observabilité des systèmes discret et continu 

associés par H, ainsi que celle du système continu et discret associé par 
- 1 H .  

11.3.2 - Etude des conditions initiales. 
a )  7 h e  app4oche. 

Pour cette étude, nous utilisons la définition même des transformations 

homographiques H et H-l en tenant compte de facteur "temps" entre le sys- 

tème discret et le système continu équivalent. 

Ainsi, pour définir un système continu à partir d'un système discret 

par H, nous avons utilisé la relation suivante : 

La valeur continue apparait comme une valeur moyenne de deux valeurs 

échantillonnées consécutives définie à un instant t, ce dernier peut 

prendre des valeurs comprises entre n et n+l. Comme pour les variables 



continues, nous définissons l'instant t comme une moyenne des deux 

instants échantillonnées n+l et n relatifs à x,+~ et x telque n 

Donc, le systéme continu sera obtenu par : 

Il nous vient en traçant les graphes des deux variables, xn repré- 

sentant le système discret initial et x(t) défini par (111-38). 

Figure : 1. 

@ valeurs du système discretxll 

O valeurs du système continu 
équivalent x (t) 

Le système continu est défini par les valeurs médiannes entre deux 
1 

valeurs échantillonnées consécutives et ceci aux instants t = 
3 5 

2 ' 
- - 
2 '  2 ..., l'instant n = O définit la valeur des conditions initia- 

les x(o). 

Celles-ci sont obtenues par simple prolongement de la courbe x(t) 
1 

de t = - à O (continuité à l'origine). Elles prennent alors les valeurs 2 
x correspondant aux conditions initiales de système échantillonné initial. 
O 

De même pour un système discret obtenu à partir d'un système continu 
- 1 

pour la transformation H , il suffit d'adjoindre à la relation (111-39) 

définissant les valeurs échantillonnées. 



une a u t r e  r e l a t i o n  l i a n t  n  à t déf in ie ,  par  : 

t e l l e  qu'on a i t  : 

En t raçan t  po in t  par  po in t  (111-39) à p a r t i r  d'un système continu 

représenté  par  x ( t )  il nous v i e n t  l a  f i g u r e  su ivante  : 

Figure : 2 

d 'après l e  graphe, l e  système d i s c r e t  appara î t  ê t r e  d é f i n i  pa r  des va leurs  
1 

d i s c r è t e s  x  obtenues pour l e s  points  de x ( t )  p r i s  aux i n s t a n t s  t = - 
3 5 n 2  ' 
- - 
2' 2  " *  

L ' i n s t a n t  t = O d é f i n i t l a  va leur  des condit ions i n i t i a l e s  x 
O ' 

Cel les  - c i  prenant l e s  va leurs  x(o) e t  cec i  par  une simple 

in te rpo la t ion  dans l e s  points  échanti l lonnés.  



- 1 
La transformation homographique proposée H/H permet le passage 

de ce système discret (III-l)/continu (111-6) à un système continu équi- 

valent (III-5)ldiscret équivalent (111-10). Le modèle continu/discret 

reflète l'ensemble des propriétés de commandabilité, d'observabilité, de 

stabilité et d'unicité du processus initial. Il doit aussi permettre d'ap- 

procher au mieux la solution réelle. La conservation des conditions initia- 

les apparait comme une conséquence logique. - 

b 1 2ème apprroche. 

Une deuxième forme de conditions initiales peut être obtenue en 

considérant les définitions des transformées H et H-l. 

Soient les deux systèmes échantillonné et continu suivants : %  

x u et x(o), u(o) sont les conditions initiales respectivement 
O* O 

du système êchantillonné (111-42 a) et continu (111-42 b) respectivement à 

n = O et t = o. (111-42 b) est l'équivalent continu du système (111-42 a) 

défini par : a 

dont les conditions initiales x(o) sont définies à partir de (111-43 a) 

par : 



De même pour le système (111-42 a) transformé discret du système 

continu (111-42 b) avec : 

les conditions initiales x sont déduites de (111-45 a) par : 
O 

(III- 46) 

lorsque nous remplaçons dans (111-46) x(o) par son expression 

définie dans (111-441, cette expression devient : 
- 

(III- 47) 

soit encore : 

M A+ 1 avec B prenant la valeur (111-45 c), 1 - ) ( = 1, et en 

considérant que à l'instant initial on a : 

on vérifie, à partir de (111-48) que nous obtenons : 



- 1 
11.4 - Applicationde la transformation homographique H à la 

discrétisation d'une équation d'état continu  orne, Gentina, 

La transformée homographique matricielle qui vient d'être présentée 

peut constituer un outil adapté à l'intégration numérique des systèmes 

continus linéaires. Il convient d'introduire la notion de pas de discré- 

tisation ou d'intégration At /Borne, Gentina, Laurent 1972/ /Birkhoff, 

Varga 1958/  o orne, Gentina 1976/ 

Le système continu (111-6) peut être mis sous une forme discrète 

telle que (111-50) : 

X. M X (111-50) x + At - = (1 + At) (1 - 2 nt)-' (X - At 7 ) 

En instant x ~ + ~  et x les valeurs états successifs définis aux n ' 
instants n et n + At, il vient alors le système discrétisé (111-51) : 

(111-51) x 
- 1 M - 1  

= H (M At) xn + (1 - 7 At) At F un n+ 1 

L'intégration de l'équation linéaire (111-6) entre les instants n 

et n + At fournit une solution de la forme : 

Dans ce cas, il est possible de montrer que la transformation homo- 
- 1 graphique H (M At) constitue une approximation au troisième ordre de 

e ' At, en effet. pour ces deux fonctions de matrice, il nous vient : 



Un résultat analogue peut être obtenu concernant l'entrée, il suffit 

de considérer pour cela u(t) constant sur le pas d'intégration At. 

Inversement, si l'on dispose d'un système discret, on peut se demander 

dans quelles conditions la transformation homographique H pourrait mener 

à un modèle continu permettant la résolution par voie analogique du système 

initial discret. 

En effet, entre les instants n At et (n+l) At définissant l'inter- 

valle de temps At, on peut associer au processus discret (III-I), son trans- 

formé continu (IIf-54) : 

Une telle transformation peut trouver son application dans la synthèse 

et la commande des systèmes échantillonnés transposant ainsi au continu le 

problème initial discret. 

III - UTILISATION DE LATP4NSFORMATION HOMOGRAPHIL?UE POUR L'ETUDE DE LA 
PARTIE LENTE DES SYSTEMES ECHANTILLONNES SINGULIEREMENT PERTURBES. 

Nous savons, que lorsque le but de la réduction est d'étudier le 

comportement lent du système échantillonné, la technique de perturbations 

singulières pour la réduction ne donne pas toujours des résultats précis, 

en effet, le système lent découplé ne tient pas compte de l'évolution de 

la partie rapide. 

Nous proposons ici, une méthode d'étude qui utilise simultanément 

la notion de transformation homographique étudiée au début du chapitre, 

et la méthode des perturbations singulières en continu et en échantillonné. 

111.1 - Définition des systèmes étudiés. 
Les systèmes que nous proposons d'étudier sont des systèmes linéaires 

singulièrement perturbés représentés par un triplet matriciel (A ,  B, C) 



- 1 
dans l'espace d'état ou par sa fonction de transfert C(z1-A) B = Wd(z). 

, Nous supposons que les valeurs propres de la matrice A, ou les poles 

deW (2 )  se répartissent dans les cercles de Geshgorine suivant : 
d 

pian z 

Figure : 3 

DR/Dr 
regroupe les valeurs propres lente / rapide du système. 

NOUS supposons de plus /Kando et Iwazumi 19841 /~hillips 19801 : 

(111-55) Re 1 X(A) 1 > >  Im 1 A (A) 1 

ceci implique que les valeurs propres de la matrice caractérisant 

l'évolution du système se répartissent ainsi : 

- les valeurs propres correspondant à la partie lente sont localisées 

dans D et sont à partie réelle positive, R 

- les valeurs propres relatives à la partie rapide sont localisées 

dans le domaine Dr et sont à parties réelles positives. 

Le cas correspondant le plus souvent à des systèmes singulièrement 

perturbés obtenu par échantillonnage des systèmes continus qui sont aussi 

singulièrement perturbés. 



111.2 - Comportement dynamique pa r  l a  transformation homographique e n t r e  

les systimes d i s c r e t s  e t  les , sys t&utes  continus équivalents .  

Pour un sgst&mm échansf l lonné  s ingul i8reaknt  perrurbé représenté  par  s a  

fonct ion  de t r a n s f e r t  Wd(z), l e s  polee peuvent gtre groupés an deux domaines 

b ien  séparés,  l ' un  l e n t ,  l ' a u t r e  rapide. 

ThéorrrLme 7 .  

% 
La f m c t i o .  de t r a n s f e r t  Wcfp) obtenue da Wd(r) par  l a  r e l a t i o n  

(III-25), sa trauve elle aussi sous fonnrn s i n g t i l i h r a e n t  perturbee dont 

les poles  corresptxidants se t rouvent  b i e n  separ& en  deux domaines, l e n t  

e t  rapide  r e l a t i f s  8 ceux de W (2). 
d 

Pour démontrer ce thgorame, nous u t i l i s o n s  une p ropr ié t é  importante 

de l a  t ransformation homographique, c e l l e  q u i  f a i t  correspondre un c e r c  

dans l e  p lan  a ,  un a u t r e  c e r c l e  dans le  plan p ,  comme l e  montre l a  f i g u r e  



Au c e r c l e  C, correspond a e t  b qui  s o n t  d é f i n i e s  dans l e  p l a n  

complexe comme é t a n t  : 

a = inf (Réel va l eu r s  propres)  
(111-56) (a)  

b = Sup (Réel va leurs  propres)  

Ains i  e n  connaissant  l e s  deux va leurs  r é e l l e s ,  e l l e s  i e u r s  correspondent  

respect ivement  deux a u t r e s  va l eu r s  dans l e  p lan  p ,  a '  e t  b '  q u i  cor res -  

pondent a u s s i  à : 
Y 

a '  = i n f  (Réel va l eu r s  propres)  
(111-56) 

b' = Sup (Réel v a l e u r s  propres)  

e t  sont  obtenues comme s u i t  : 

e t  par  ce s  deux p o i n t s  d o i t  pas se r  l e  c e r c l e  C ' .  

11 nous v i e n t  d ' ap rè s  ces  p r o p r i é t é s  e t  d ' après  l a  f i g u r e  5 ,  s u r  

l a q u e l l e ,  nous avons po r t é  en a b s c i s s e ,  l e s  po in ts  de l ' a x e  r é e l  du plan 

z en d i s c r e t  r epé ré s  par  x. 

En ordonné, on a p o r t é ,  l e s  p o i n t s  de l ' a x e  r é e l  du p l a n  p en continu 

repérés  p a r  y. 

y e t  x s o n t  l i é s  pa r  l e s  r e l a t i o n s  su ivantes  : 

que nous représentons  par  l a  courbe I' exprimant l e  l i e n  e n t r e  l e s  

t ransformés des p o i n t s  s u r  l e s  axes r é e l s .  

La p a r t i e  l e n t e  d i s c r è t e  du système appa ra i t  é t a n t  formée pa r  deux 

domaines dont  l e s  va l eu r s  extrêmes sont  (1) (2 )  e t  ( 3 )  e t  ( 4 ) ,  a i n s i  que 

l a  p a r t i e  r ap ide  formée p a r  deux domaines dont l e s  ex t r êmi t é s  s o n t  (5) (6)  

e t  (7 )  (8) . 



(1) (2) se projettent en (1 ') et (2') sur y par l'intermédiaire 

de r ainsi que (3) et (4) en (3 ') (4'). 

(5) (6) et (7) (8) se projettent aux aussi en (5') (6') et (7') (8'). 

Il apparait donc d'après le graphe que relativement aux systèmes continus, 

(7') (8') et (5 ') (6') correspondent aux extrêmités des valeurs propres 

lentes, au pole de Wc(p), tandis que (1 ' )  (2') et (3') (4') correspondent 

à la partie rapide. 

Donc, les domaines lent (1) et rapide (II) en discret se transforment 

en deux autres domaines en continu, respectivement lent (III) et rapide 

(IV) 

(III) et (IV) apparaissent bien séparés et répondent ainsi à cette 

notion de conservation de dynamiques du discret en continu. 

Une représentation dans le plancomplexe des deux systèmes discret et 

continu apparait sur la figure 6. Nous constatons que cette notion de double 

échelle de temps est conservée entre les deux systèmes. La séparation entre 

D ~ d  et Drd 
est nettement conservée dans le plan complexe continu entre 

DRc et Drc . Le degré de séparation restant dans le même ordre de grandeur, 

il suffit pour s'en rendre compte de chiffrer p et pc d 
respectivement 

le degré de séparation en discret et continu, on trouve : 

R i  + R; 
= 0,284 

la; - ail 

Cas équence. 

La transformation homographique conserve la nature des dynamiques entre 

les systèmes discrets étudiés et les systèmes continus équivalents. 

Cette propriété étant réalisée, le système continu équivalent au 

système discret initialement modélisé sous forme singulièrement perturbée, 

se trouve lui aussi sous la même forme et la méthode des perturbations 



II p r t i e  rapide d i s c r è t e  4- 1 p a r t i e  l e n t e  d i s c r è t e  - 
' Z r  

(1)  : La p a r t i e  " l e n t e  du système d i s c r e t  r epé rée  

par  deux domaines dont on conna i t  l e s  p a r t i e s  

r é e l l e s  des va l eu r s  propres  s u p é r i e u r e s  ( ( 2 )  

e t  ( 4 )  ) et i n f é r i e u r e s  ( ( 1 )  ( 3 )  ) .  

( I I )  : La p a r t i e  r ap ide  du système d i s c r e t  r epé rée  

pa r  deux domaines dont on conna i t  l e s  p a r t i e s  . 
r é e l l e s  des va l eu r s  propres  s u p é r i e u r e s  ( (5) 

e t  (8) ) e t  i n f é r i e u r e s  ( (7)  e t  (6)  ) - 

( I I I )  : image de (1) par  r correspond à l a  p a r t i e  

l e n t e  cont inue.  

(IV) : image de ( I I )  par  I' correspond à l a  p a r t i e  

r ap ide  cont inue.  

F igure  5. 





peut être appliquée. Elle ajoute à l'ensemble des propriétés déjà citées 

celle de conservation - cette notion de double échelle de temps pour de 

tels systèmes. 

111.3 - Application de la transformation homographique à l'étude 

des comnosantes lentes. 

Les transformations homographiques H et H- ' conservent la nature 

des dynamiques du système initial, lorsque nous passons de l'échantillonné 
- 1 

au continu par H ou l'inverse par H . Les termes de la matrice A de 

forte amplitude, qui composent la partie lente du discret, deviennent les 

composantes de faibles amplitudes, qui composent la partie lente en continu 

pour lesquelles les techniques des perturbations singulières en continu 

s'appliquent directement. 

La démarche proposée est donc la suivante : 

Id  rig gin al 1. 3 II 1 continu 
H C 

111-58 1 
P.S. en discret 

I 
'y 

P.S. en continu 

H - 1 

lkdécouplé IV < III 1 di.coupl6 

Figure : 7 
Le système échantillonné initial étudié est le suivant : 

7 - 

peuvent être mis sous la forme singulièrement perturbée : 

conditions 
initiales 

i 



avec 

Les deux r e p r é s e n t a t i o n s  p a r  l e  b i a i s  de l a  t ransformat ion  H 

deviennent  : 

Les composantes l e n t e s  du système c o n t i n u s o n t a l o r s  rassemblées  dans x. 

I l  s u f f i t  pour s ' e n  rendre compte de t r a c e r  l e s  c e r c l e s  de Gershgorine 

correspondant  à ( I I I -60 ) ,  ce  d e r n i e r  e s t  a l o r s  modélisé sous forme s ingu-  

l i è r emen t  pe r tu rbée  : 

'L* 'L 'L* 'L 
A = A  

2 j  2 j l p  ( j  = 1,2)  , B2 = B2,p 

~ ( 0 )  
condi t ions  i n i t i a l e s  

(0) 

En app l iquan t  les techniques de pe r tu rba t ions  s i n g u l i è r e s  en con t inu  

s u r  l e  sytème ( I I I -61 ) ,  l e  découplage de l a  p a r t i e  l e n t e  e s t  obtenue avec 

l e  maximum de p r é c i s i o n ,  p u i s q u ' e l l e  t i e n t  compte de l ' é v o l u t i o n  de  l a  p a r t i e  

r ap ide .  

La p a r t i e  r ap ide  n ' a  pas beso in  de c e t t e  modi f ica t ion ,  l e  découplage 

i n i t i a l  s u r  (111-59) l u i  donne suffisamment de p r é c i s i o n  p u i s q u ' e l l e  t i e n t  

compte de  l ' é v a l u a t i o n  de l a  p a r t i e  l e n t e .  



Donc, nous a l l o n s  u t i l i s e r  l e s  deux techniques de p e r t u r b a t i o n s  

s i n g u l i è r e s ,  c e l l e s  des  systèmes échant i l lonnés  i n t r o d u i t e s  dans l e  

premier c h a p i t r e ,  e t  c e l l e s  des.systèmes cont inus.  Les deux techniques  

nous permettent d ' o b t e n i r  un système découplé avec une p r é c i s i o n  suf-  

f i s a n t e  approchant a u s s i  b i e n  l e  système i n i t i a l .  

Nous a l l o n s  main tenant  e x p l i c i t e r  l e s  d i f f é r e n t e s  ma t r i ce s  en 

d i f f é r e n t e s  é t apes  de l a  procédure d 'é tude  proposée. 

'L 
En posant  r~ = O dans  l e  système ( I I I -61) ,  l a  p a r t i e  l e n t e  cont inue  

e s t  découplée e t  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  r ep ré sen ten t  l ' é v o l u t i o n  de  x R 

avec xR(o)  = X(O)  

La p a r t i e  r a p i d e  cont inue  découplée e s t  obtenue d i rec tement  : 

avec 

ce  qu i  conduit  aux ma t r i ce s  du système cont inu découplé : 



Après une nouvelle application de la transformation homographique 
- 1 
H , sur le système continu découplé, le système rapide discret découplé 
apparait sous la forme : 

qn = c; z2n Y 0 : conditions initiales r O 

de même pour la partie lente discrète découplée qui s'exprime par : 

+ B?. u fi : condition initiale de / ln+i 'A'Iqn 2 in y eo 
cette partie lente 

[ qn = K I  qn + L'L U R Rn 

ce qui conduit aux matrices du système global découplé : 

1 'indice, , , 2, indique le découplage par le biais de la transformation 
homographique. 

111.3.1. Formes matricielles. ------------------- 

Le triplet matriciel (2, , ) relatif au système (111-60) est alors : 

'L 
A = H(A) 

'L 
(111-68) A+I -1 

B = ( - )  B 2 
% 
C = C  

et le vecteur des conditions initiales correspondant est : 



ce qui donne en fonction du système initial : 

r 4 4 1 +-lA ( 
2 (A1 1-1) (A1 +2 (A1 1+1) Al 2A 2 1 q 1 

% 

- 

1 
v A = 

- 1 
X-l A (A 1 , [ ( A ~ ~ - I ) - A ~ ~  (A] 1 + ~ )  ]A*-' 2A 21 1 1  

A +I 
A21 (dll+l)-l AIL] avec A* = [+- - -  2 

- - 1 
avec B2 

= B 2 - A  (A +I) BI 21 1 1  

% 
c = (Cl C2) 

Les expressions de (111-62) donnent alors : 

(III- 7 1 ) 

avec 



Ceux de (111-63) sont de la forme : 

Ce qui conduit aux expressions matricielles de (111-65) avec : 

et celles de (111-66) avec : 

- 
en remarquant que 

A22 peut s'écrire sous une deuxième forme soit : 



Les expressions au-dessus deviennent encore : 

111.3.2. Forme des conditions initiales : .............................. 
Reprenons le schéma de la figure 7 : 

en:(I) , le système échantillonné initial a comme condition initiale L:I 
(II) , le système continu obtenu de (1) par la transformation H, et les 

conditions initiales correspondantes sont [ 1 avec : 

(III) , le système continu découplé par les techniques de 
singulières du continu, les conditions initiales sont 

(IV) , le système échantillonné découplé obtenu de (III) par la transfor- 
- 1 

mationH avec : 



soit en remplaçant par (111-77) 

111.3.3. Inter~rétation des résultats. ----- ...................... 
Les modifications apportées au système lent (111-75) par rapport 

aux expressions (1-101) portent sur A?, Bj-, C z  , KI Lx avec l'introduc- 
- 1 tion d'une transmission directe de l'information (-C (Al-1) B:) 2 r 

L'approximation de la partie lente (111-75) est plus précise, puis- 

qu'elle prend en compte l'influence de la partie rapide. 

Les conditions initiales restant conservées $pour cette partie, ce qui 

simplifie pour autant les calculs des trajectoires optimales à horizon fini. 

Ainsi donc, la méthode des perturbations singulières, utilisée seule 

ou couplée avec la transformation homographique permet de découpler les 

parties lente et rapide avec le maximum de précision sur chacune d'elles. 

L'avantage des perturbations singulières réside dans la réduction de 

dimensionnalité et le découplage. Nous utilisons l'une ou l'autre des deux 

approches ou les deux à la fois. 

Ainsi dans le cas dudécouplage, et suivant le domaine d'étude retenu, 

nous pouvons avoir lorsque nous nous intéressons à : 



- p a r t i e  l e n t e  seulement : 

Nous retenons c e l l e  q u i  e s t  obtenue p a r  l a  méthode de  (PS + H) 

pour l a q u e l l e  on a  l ' approximat ion  : 

(111-80) "n 2 9, 

r ep ré sen té  par  l e  q u a d r i p l e t  m a t r i c i e l  (A?, B I ,  C y ,  9) (111-75) 

avec 
?O = O 

- p a r t i e  rap ide  seulement : 

Comme vu précédemment, l a  méthode PS donne l e  maximum de p r é c i s i o n  

s u r  l e  système r ap ide  découplé.  Dans ce cas  nous re tenons  l ' approximat ion  : 

dont l e s  mat r ices  d ' évo lu t ion  de z s o n t  (Ar, B r ,  C r ,  Dr) (1-lc5) 
r n  

e t  l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  sont  r ep ré sen tées  pa r  : 

- p a r t i e  l e n t e  e t  p a r t i e  rap ide  : 

Bien que l ' approximat ion  de l a  p a r t i e  r ap ide  pa r  l e  système (111-73) 

s o i t  légèrement moins p r é c i s e  que pa r  l e  système (1-1@6), lo rsque  nous 

nous i n t é r e s s o n s  à l a  p a r t i e  l e n t e  e t  à l a  p a r t i e  r a p i d e ,  c ' e s t  l e  système 

obtenu p a r  (PS + H) q u i  s e  p ré sen te  comme une me i l l eu re  approche du système 

i n i t i a l .  Il nous v i e n t  a l o r s  : 

dont l e s  mat r ices  d ' évo lu t ion  pour l e s  deux p a r t i e s  son t  r ep ré sen tées  en 

(111-73) e t  (111-75) avec l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  d é f i n i e s  par : 





Ceci peut  ê t r e  résumé e t  r e p r é s e n t é  par  le  schéma ( f i g u r e  8)  

111.3.4 - Mise en oeuvre de l a  méthode. ........................... 

Appliquons l a  méthode que nous venons de me t t r e  en  oeuvre s u r  

l 'exemple r e l a t i f  au géne ra t eu r  de vapeur / P h i l l i p s  19801 donné au 

premier c h a p i t r e .  M i s  sous forme s ingul iè rement  pe r tu rbée ,  il s ' é c r i t  

' (avec p = 0.2)  SOUS l a  forme : 

Il s ' a g i t  de comparer l a  p a r t i e  l e n t e  découplée obtenue du système 

i n i t i a l  p a r  l a  méthode PS,  à c e l l e  obtenue pa r  l a  méthode (PS + H). 

Le système l e n t  découplé  obtenu en posant  p = O dans (111-83) e s t  

de  l a  forme : 



L'application des relations (111-73) et (111-75) permet d'obtenir 

cette partie lente découplée modifiée, dont le système correspondant 

s'écrit : .  

avec 

Comparons maintenant les deux systèmes lents découplés (111-84) et 

(111-85) à la partie Iente initiale du système (111-83). 

1 1  1 
Il s'agit de comparer les variables x x 

n' Rn et ?in d'une part, 
2 2 2 

et Xny XRn et X~J d'autre part. 

Une simulation du système donne pour différentes composantes les 

courbes suivantes de la figure : 9. 

Les courbes de simulation obtenues font apparaître nettement l'amé- 

lioration apportée sur les composantes x 
1 

et x2 . En effet, les compo- 
1 2 Rn Rn 

santes 
5tn et qn obtenues par application conjointe des perturbations 

singulières et la transformation homographiqueapprochent très bien les 
2 variables initiales x1 et x . Ceci apparait nettement sur la figure 

n n 
ce qui montre l'intérêt de la transformation dans l'étude des sys- 

tèmes échantillonnés. 



Figure : 9 

x i  Iln l x L  Rn (PS) 

IV - REtURQUE : APPLICATION DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE A D'AUTRES 

TYPES DE SYSTEMES. 

Un système d i s c r e t  s ingul iè rement  pe r tu rbé  peut  a v o i r  un s p e c t r e  

des va l eu r s  propres ,  s e  p r é s e n t e r  d e  l a  façon su ivan te  : 

- Un domaine D regroupant  t o u t e s  l e s  va l eu r s  p rop res  l e n t e s  du 

système, composé de l ' u n i o n  de deux domaines, 
Dd!L2 a f f e c t é  aux v a l e u r s  

l en t e s  correspondant aux v a l e u r s  propres  à p a r t i e  r é e l l e  néga t ive ,  D d l  

a f f e c t é  aux va l eu r s  p rop res  l e n t e s  correspondant aux v a l e u r s  propres  à 

p a r t i e  r é e l l e  p o s i t i v e .  Ddr 
un domaine regroupant  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  

propres formant l a  p a r t i e  rap ide  du système. Une r e p r é s e n t a t i o n  pa r  l e s  

cerc les  de Gershgorine e s t  de l a  forme su ivan te  : 



Figure : 10 

trois cas peuvent se présenter quand à la répartition des dynamiques 

de tels systèmes : 

IV.l - Les valeurs propres du système sont groupées dans 'dir Ddr 

Ce cas correspond exactement aux systèmes que nous nous sommes pro- 

posés d'étudier et en font essentiellement l'objet de notre étude. 

IV.2 - Le spectre des valeurs propres correspond à D et Ddr. 
dn2 

Ces systèmes sont caractérisés par les valeurs propres lentes rela- 

tives à qui sont à partie réelles négatives. 

Une vérification rapide par le diagramme de la figure 5 montre que 

dans ce cas, la t ransformat ionJhomographique ne conserve pas la nature 

des dynamiques. Il y a une inversion des dynamiques entre le système dis- 

cret initial et le système continu correspondant, la méthode (PS + H) ne 

semble pas être utile quant à l'étude de la partie lente, par contre elle 

est intéressante quand l'étude concerne la partie rapide. 



Il nous vient pour de tels systèmes représentés par (111-86) 

lorsque nous appliquons la même démarche d'étude que celle décrite par 

(111-58). 

devient par le biais de la transformation homographique : 

2i 
Aij , 

2i 'IJ 
les matrices Bi, Cj prenant les valeurs de (111-70). 

Les composantes rapides du système sont rassemblées dans x, ceci 

apparait clairement en traçant les cercles de Gershgorine correspondant 

à (111-87). Ce dernier est alors modélisé sous forme singulièrement per- 

turbée : 

'IJ 'L?: 'IJ* 'IJ * 
x(0) 

= [il: 1 :  1 61 + B:] avec 1 , conditions initiales 



Les parties lente et rapide sont de la forme suivante : 

Après une nouvelle application de la transformation homographique 
- 1 H , sur le système continu découplé, le système lent discret découplé 

apparait sous la forme : 

xr tn+l = AI ?Zn + 9 '2, 
(111-91) avec xIo, les conditions initiales 

YIn = Cp xRn 

de même pour la partie rapide directe découplée qui s'exprime par : 



x?. : conditions initiales 
r O 

avec 
I 

A? = [A~~-(A~~+I)-' ( ~ ~ 1 1 - l  1 F+(A~~+I)-'A~~ ( ~ f - 1 1 - l ~  12 

-1 -1 
8; = CI + A21 ( A ~ - I ) - ~ A ~ ~ ( A ~ ~ + I )  1 (B2 - A21 (Af - 1)-l B p  ) 

Les conditions initiales du système discret découplé sont obtenues 

par : 

Interprétation. 

Quand le but est l'étude de la partie rapide du système, la méthode 

(PS + H) est très importante car ellesupprime les prob'lèmes de couches 



limites posés par l'écart entre les valeurs initiales z et 2% de 
O ro 

la partie rapide avant et après découplage. Les modifications apport6es 

au système rapide (111-94) par rapport aux expressions (1-106) portent 

sur A %  B'L C'L mr. 
r r r 

Par contre, lorsque l'étude concerne la partie lente, la méthode 

(PS + H) n'est pas intéressante. Pour lever cet inconvénient, nous 

proposons d'adjoindre dans la démarche d'étude proposée (figure 7 > ,  la 

notion de système réciproque /Dauphin Tanguy 19831, la méthode (PS + H + 
Réciproque) permet de pallier à ce manque de précision sur la partie lente. 

IV.3 - Les valeurs propres du système sont groupées dans : 

C'est le cas dont la matrice caractérisant l'évolution du système 

se présente avec des valeurs propres à parties réelles positives et néga- 

tives correspondant aux deux parties lente et rapide. 

Une vérification par le diagramme de la figure5 , montre que le 

système discret initial à double échelle de temps, se transforme par le 

biais de la transformation homographique en un système continu à triple 

échelle de temps. 
D d ~  :! se transforme en un domaine Dcr2 

dont les valeurs 

propres caractériséespar une grande vitesse, 
Ddr 

se transforme en un 

domaine à dynamique moyenne (D " D d ~ l  restant lent et devient c r m  D c ~ l  ' 
Le système continu peut être considéré comme à double échelle de temps 

en regroupant 
(Dc~l 

et 
Dcrm ) sous un domaine lent avec Dcr2 

comme un 

domaine rapide. Nous sommes ramenés par ce regroupement au cas étudié au 

paravant (111-2). 



V - APPLICATION A UN SYSTEME NON LINEAIRE DE TYPE LUR'E POSNIKOV. 

V.l - Position du problème. 

Nous avons montré (chapitre II) que pour un système non linéaire 

de type Lur'e Posnikov représenté par : 

Par le biais de la forme en flèche, nous pouvons déduire directement 

la fonction de transfert de la partie rapide en boucle ouver- 

te, obtenue avec le maximum de précision. Pour cela, les relations (cha- 

pitre II) nous permettent cette détermination. 

Pour la partie lente, nous proposons la démarche suivante. En appli- 

quant la transformation homographique à (III-96), nous obtenons le système 

continu équivalent de la forme : 

avec 

L'utilisation des techniques de découplage, par la forme en flèche 

/Dauphin Tanguy 19831 nous permet de déterminer la fonction de transfert 
'b 

en boucle ouverte de la partie lente, wBog (P) - 

Une nouvelle application de la transformation homographique sur 

b (p), nous permet d'avoir la fonction de transfert en boucle ouverte Bo ll 



de la partie lente discrète soit : 

La démarche pouvant être schématisée comme suit : 

découplage par 

la forme en flèche 1 
(111-98) en discret 

découplage par la 

forme en flèche 

en continu 

Figure: 1 1 

Le schéma non linéaire de type Lur'e Posnikov est aussi décomposé 

suivant le schéma bloc suivant : 

Figure : 12 



Chaque sous système étant lui même de type Lur'e Posnikov. 

V.2 - Mise en oeuvre de la Méthode. 

Prenons à titre d'exemple le système de type Lur'e Posnikov précé- 

demment étudié et représenté par l'équation à coefficients numériques : 

le système continu correspondant est caractérisé par : 

Par application des relations (chapitre II ) en discret et celles 

en continu /Dauphin Tanguy 19831, les deux systèmes lent et rapide en 

boucle ouverte sont donnés par : 

CONCLUSION. 

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats originaux concernant 

la modélisation des systèmes échantillonnés à deux dynamiques sous forme 

singulièrement perturbée. - 



La définition de la transformation homographique pour différentes 

formes de représentations permet l'étude des systèmes échantillonnés, 

singulièrement perturbés dans les dynamiques lentesavec la même précision 

que celle obtenue pour les parties rapides habituellement étudiés par la 

méthode des perturbations singulières. Cette approche permet également 

de découpler des sous systèmes avec une précision satisfaisante même quand 

les dynamiques ne sont pas très nettement séparées, puisque la partie rapide 

en discret tient compte de la variable lente, la précision sur la partie lente 

étant obtenue par l'intermédiaire du passage à une description continue. 



ANNEXE 111-1. 

Nous allons développer tous les calculs concernant la démarche 

d'étude proposée (111-52). 

- (1) : le système échantillonné initial caractérisé par : 

devient par la transformation H représenté par le triplet continu : 

- (11) 

- Il n'y a pas d'inversion de dynamique. - 

avec : 
/ - 1 

2 

2i 
A = 



Oh pose : 

?, 
explicitons les différents blocs de la matrice A. 



d 'où 

d ' o ù  



(III) Découplage en continu. 

avec 



l e  système découp léencon t inu  e s t  c a r a c t é r i s é  par  : 



- 1 
Sur ce système, nous appliquons les transformations inverses H , il 

nous vient le triplet suivant en direct. 

en ( I V )  : 

avec : 
?J 4 -1 

A l =  (1+2)(1-2) 





Avec les notations adoptées A s'écrivent sous une deuxième forme : 2 2 



ANNEXE 111-2. 

1 - Passage de discret en continu. 

Les coefficients de la fonction de transfert en continueobtenu par 

la transformaiton homographique d'une fonction de transfert du discret, 

peuvent être déterminés par le tableau suivant : 

A i=o 
wd(z) = , la fonction de transfert en p est obtenu par : 

f ai z 
i 

i=o 

Le choix de tableaux à partir duquel seront déterminés les coefficients 

sera fonction de degré du numérateur et dénominateur, c'est le tableau à 

l'ordre n pour le dénominateur , et celui d'ordre (n-1) pour le numéra- 

t eur . 

Le tableau : 

Ordre 1. 

Ordre 2. 



Ordre 3. 3 b2 bl 
b 
O 

Ordre 4. b4 b3 2 1 bo 

1 - 1 1 - 1 1 

4 -2 O 2 -4 

6 O -2 O 6 

Ordre 5. b5 b4 b3 2 1 
b 
O 

Le numérateur de W ( ) est de degré 2, c'est à partir de tableau 

"ordre 2" que les coefficients sonc déterminés. 

Le dénominateur est d'ordre 3, les coefficients seront déterminés du 
, 

du tableau "d'ordre 3". Il nous vient alors : 



Le tableau à l'ordre n est déterminé de celui à l'ordre (n-1) pour 

une simple addition des lignes du tableau à l'ordre (n-1) sauf pour sa 

première ligne qui est constituée de +1 et -1 alternées, et pour sa der- 

nière ligne qui est constituée de 1. 

II - Passage de continu en direct. 

Utilisant le même procédé qu'avant sur des tableaux disposés d'une 

manière différente : 

son image en discret %,(z) est obtenu de la façon suivante : 

les coefficients bi, ai sont déterminés à partir des tableaux 

suivants : 

Ordre 1 z 1 1 a = a  +2al 
1 O 

Ordre 2 z 1 1 1 a 2 0  = a +2a 1 +4a2 

z 2 O -2 a =2a -8a 
1 0 2  

1 -1 1 a = a  -2a +4a 
O 0  1 2  



Ordre 3 z3 1  1  1  1  
* 

Ordre 4 

Ordre 5 1  1  1  1  1  1  

5 3 1 - 1  -3 -5 

l e  numérateur e s t  déterminé à p a r t i r  de tab leau  "ordre 1''. 



l e  dénominateur e s t  donné par  l e  t ab l eau  "ordre 2". 



C H A P I T R E  



COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES DISCRETS 

SINGULIEREMENT PERTURBES - APPLICATION AUX SYSTEMES 

A ECHELLE DE TEMPS MULTIPLES 

INTRODUCTION 

Dans la première partie du chapitre, effectuons une étude comparative 

des différentes approches de la commande quasi-optimale sur un exemple pra- 

tique. Nous étudions pour cela la méthode de décomposition de l'équation de 

Riccati globale introduite dans le deuxième chapitre. Nous utiliserons en- 

suite une seconde méthode basée sur la décomposition temporelle développée 

précédemment et qui correspond à une complète séparation des problèmes 

d'optimation. Enfin, l'étude précise de la partie lente discrète découplée 

est possible si la réduction par la méthode P.S. est accompagnée de l'appli- 

cation de la transformation homographique. Nous montrons pour deux domaines 

très importants de l'étude des systèmes, la simulation et la commande opti- 

male, l'apport très net de cette dernière méthode de réduction (PS + H) 

pour les systèmes à dynamique lente. 

Dans la deuxième partie, nous présentons une méthode originale de 

modélisation sous forme singulièrement perturbée des systèmes échantillon- 

nés multivitesses, qui regroupe sous forme unique les systèmes à paramétres 

multiples et ceux qui peuvent être assimilés à des systèmes à paramètre 

unique. Cette modélisation permet, pour la réduction, deux approches diffé- 

rentes que nous appelons "dégénérescence progressive'' et "séparation 

directe partie lentelpartie rapide", et conduit à un algorithme de sépara- 

tion. La méthode (PS + H) d'étude de la partie lente discrète fournit des 

résultats différents suivant la démarche utilisée. 



1. COMMANDE QUASI OPTIMALE DES SYSTEMES A DOUBLE ECHELLE DE TEMPS 

1 . 1  -Décomposition de l'équation de Riccati 

Soit le système : 

X n+ 1  = A l l  xn + A 1 2  P zn + B I  un 

( I V .  1 ) z n+ 1 = A21 Xn + A22 PZn + B2 un 

Y n = C  1 x n + c 2 p z n  

avec x z les conditions initiales 
O '  O '  

X 6 ~ ~ 1  , Zn n R~~ q 1  + q2 = 

l'étude concerne la détermination de la commande à horizon infini 

permettant de mininiser le critère suivant : 

( I V .  2 )  

R étant une matrice définie positive. La solution optimale d'un 

tel problème est donnée par la relation [~arminat, Thomas, 1 9 7 7 1  : 
r 1  

( I V .  4) 

k étant solution de l'équation de Riccati : 

T T T - l T  . 
k . =  cTc + A k~ - A ~ B ( R  + B k ~ )  B k A 



Lorsque nous mettons la matrice k sous la forme suivante : - 1 

une forme utilisée d'une façon classique pour les systèmes continus 

singulièrement perturbés [ ~ a u ~ h i n - ~ a n ~ u ~ ,  19831 , les équations obtenues 
après partionnement de (IV.4) et posant j..i = O , se réduisent au système 
dégénéré suivant : 

ce qui constitue un inconvénient pour la détermination des quatre blocs 

de la matrice k (k est toujours égal à zéro). Pour lever cette indé- 
2 2 

termination d'une part, et pour des raisons d'homogénéité d'autre part 

posons : 
- 

kl 1 p k l  2 

(IV. 6) k  = [  

~ ' ~ 2 2  

De la même manière, faisons tendre p vers zéro dans les équations 

obtenues après partitionnement de (IV.~), celles-ci se réduisent au 

système dégénéré suivant : 



L'équation de Riccati ( I V . 7 - a )  correspond à la partie lente du 

système. Sa solution existe sous les deux conditions de commandabilité 

et de détectabilité des paires ( A I  I ,  BI ) et (Al l ,  C l  ) . 

< 

( I V .  7 )  

La détermination de k permet de trouver les quatre blocs de la 
1 1  

matrice k et justifie pour autant le choix ( I V . 6 )  de la matrice k.  

T  
k I 2  = C C + A T  k A 

T -1 T 
I 2  I I  1 1  1 2 -  k~~ + 6 %  B ~ )  k ~ l  A 1 2  (b) 

La commande que nous cherchons s'écrit : 

(cl 

( I V .  8) 

B + B; (LI k i 2  B I  + u2 k22 B2)  avec o = R + B; ( k l l  B I  + JJ k I 2  
2  

Donc la méthode de décomposition de l'équation de Riccati réduit la 

résolution d'un système d'ordre q = q 1  + q2 à celle d'un système 

q l .  Cependant cette méthode implique un ordre à respecter dans la déter- 

mination des blocs k de la matrice k. Le calcul des blocs apparaît sous i j  
forme hiérarchisée. La figure 13 représente l'organigramme de calcul : 



lire A l  , A 2 ,  

( par (IV.7-a) 1 
I 1 

I Figure 13 

déterminer k 1 2  

par (1v.7-b;d) I 

appliquer la 
J. 

commande u n 
définie en ( I v . 8 )  

1 f i n  1 

La seconde méthode que nous allons développer repose sur la 

compléte séparation des systèmes lent et rapide. 

1.2 - Commande quasi optimale par décomposition temporelle 

La séparation en deux sous systèmes représentant l'un la partie 

rapide et l'autre la partie lente d'un système permet de concevoir un 

régulateur du système global en commandant chacun des deux sous systèmes. 



Cette méthode a été souvent utilisée dans le cas des systèmes continus 

singulièrement perturbés [~how, Kokotovic, 1 9 7 6 j  [IIauphin-~anguy, 19831  

[~itkouhi, Khalil 19841.  Nous généraliserons son application aux cas 

des systèmes échantillonnés singulièrement perturbés. 

1 . 2 . 1 .  - Position du problème ------------ ------- 

Reprenons le système ( IV.  1) 

avec x z les conditions initiales. 
O '  O '  

et J le critère ( IV.2)  à minimiser : 

L'utilisation de la méthode PS sur le système ( I V - 1 )  permet de 

découpler en deux parties lente et rapide. 

1 . 2 . 2 .  - Décom~osition du système ----- ------------ ----- 

Nous avons vu (chapitre 1 )  que le système lent est obtenu en 

considérant que la partie rapide est prépondérante pendant une courte 

période et qu'après celle-ci, les modes rapides sont d'influence négli- 

geable. Cela revient à poser p = O. Par contre, le système rapide est 

défini comme étant une différence entre le système réel et le sgztème 

lent. Par suite, en supposant que A est inversible, les deux sous- 
11 

systèmes lent et rapide sont respectivement décrits par : 



- 
- A ~ l  XRn + B1 URn , X (O) = X 

O 

(IV. 9) 

z = Ar z 
rn+ 1 rn r O 

A-' x + B r U r n  " ='0-~21 1 1  O 

(IV. 1 O) 
- - Cr z 

rn + Dr Urn 

De même le critère J est décomposé en deux parties J et J 
R r 

représentant respectivement les parties lente et rapide de J [~ossard, 

Magni , 1 982 1 . 

(IV. 11) 1 C J = -  T T 
n=o ('an Yen + u R uRn) 

2 Rn 

1 C (IV. 12) et Jr = - T T 

2 
n = ~  ( ~ r n  Yrn + rn Urn) 

Le problème de minimisation (IV.l) - (IV.2) est donc séparé en 
deux problèmes réduits (IV.~) - (IV. 11) et (1v.10)- (IV. 12) qui sont 

* * 
indépendants. Ces deux problèmes conduisent aux solutions u et u 

Rn rn 
que nous déterminerons ci-après. La commande composite sera calculée 

dans un deuxième temps et déterminée par la relation : 



La conanande optimale du systèinta (IV.9) qui minimise le critère 

(IV.ll) est donnée par la relation : 

où kg est la solution semi définie positive unique de l'équation de 

type Riccati : 

La solution %de l'équation (IV.14) n'existe que si la paire 

A , B ~ )  est stibilisiblk %t si? Id p a i  (Al ,- ., Cl )  est  d6teat ibl i .  

Le sous système est régi par les équations ?-..IO1 

Le critère que nous désirons minimiser est représenté par (IV.12) 

1 C T T (IV. 15) Jr P - n.0 ( ~ r n  y, + u R um) 
2 

rn 

R étant définie positive. 

Y, étant de la forme ym = Cr zlll + Dr urn , nous aboutissons à 

un problème d'optimisation quadratique avec critère à coût croisé : 



fer cas de solution 

m 

1 
(IV. 16) - C T  T  T  T  

(z Cr Cr zrn +2urn Dr Cr zrn + u 
T 

JrPZn=~ rn rn Ro Urn) 

par le changement de commande : 

(IV. 17) 

le problème d'optimisation est transformé en : 

(IV. 18) -1 T  - 
Z rn+ 1 = (Ar - Br Ro Dr Cr) zrn + Br um 

avec le critère correspondant : 

(IV. 19) 1 J = -  T T -1 T ' cr (I - D~ R~ D ~ )  cr zrn n=O rn + ü T  R ü 2 rn O rn 

La solution optimale du problème (IV.18) avec (IV.19) est 

donnée par : 

- * (IV. 20) T u = -(R~ + Br kr Br) -1 T - 1 
rn Br kr(Ar - Br Ro Dr Cr) zrn 

Celle relative au système initial est obtenue de la relation (IV.17) 

et nous obtenons alors : 

où k est la solution, lorsqu'elle existe, unique semi-définie positive r 
de l'équation de type Riccati : 

(IV.22) T -1 T kr = Cr(I - Dr Ro Dr) Cr + (Ar - B R-1 DT C lT k (A -B R -1 Dr T Cr) 
O r r  r r r o  



La solut ion k de l ' équat ion (IV.22) ex i s t e  s i  l a  pa i r e  
-1 T r 

(Ar - Br Ro Dr C r  , Br) e s t  s t a b i l i s a h l e  e t  s i  l a  pa i re  

- T -  -1 T 
(1 - Dr  Ro Dr) Cr  Cr '1: = Cr , e s t  détectable .  

La pa i re  (A r - B R D~ r Cr, , Br) e s t  s t a b i l i s a b l e  s i  

e t  seulement s i  l a  pa i r e  (Ar , B ) e s t  s t ab i l i s ab l e .  De même il e s t  r 

évident que : 

-1 T  - 1  1 - D R - ~  D* = ( 1  4- Dr Ro Dr) e s t  dé f i n i e  pos i t ive  r o  r 

puisque R l ' e s t  ; il e x i s t e  a lo r s  une matrice Q r égu l iè re  t e l l e  que : 
r 

La condit ion (A -1 T 
r ) détectable  revient  à d i r e  - Br Ro Dr Cr y r 

que l a  pa i re  (A -1 T 
r - Br Ro Dr  Cr , Qr Cr) e s t  détectable.  Cet te  dernière  

propr ié té  n ' e s t  v é r i f i é e  que s i  l a  pai re  (A , C ) e s t  détectable .  Par 
r r 

s u i t e  nous pouvons aff i rmer  que l ' équat ion (IV.22) admet une solut ion 

semi-définie pos i t ive  unique s i  l a  pai re  (A B ) e s t  s t a b i l i s a b l e  e t  
r '  r 

s i  l a  pa i re  (A C ) e s t  détectable .  
r '  r 

2ème c a s  d e  s o l u t i o n  

Pour de t e l s  systèmes (IV.10), admettant une transmission d i r e c t e  

de l ' information D l a  commande optimale (IV.21) e t  l ' équat ion de Ricca t i  
r 

(IV.22) peuvent ê t r e  é c r i t e s  sous une deuxième forme f a i s an t  appara î t re  D 
E 



* 
( I V .  2 3 )  

T = - [ R + D ~ D ~ + B : ~ ~ B ~  
r n  1 '  'r Ar + Dr r n  

où k  e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  de R i c c a t i  de l a  forme : 
r 

( I V .  24)  T T 
k  = Cr Cr + Ar kr Ar r 

C a s  p a r t i c u l i e r  

Lorsque l a  commande quasi-optimale a s soc i ée  à ( I V . 1 0 )  minimise 

l e  c r i t è r e  : 

w 

s o i t  
m 

Ce q u i  s e  ramène par  l e  changement de  v a r i a b l e  : 

( I V .  2 7 )  
- - 1  
'rn = u 

r n  + Dr Cr 'rn 

à un problème l i n é a i r e  quadra t ique  c l a s s i q u e  d 'équat ion .  

( I V .  2 8 )  - - "r "rn 

s i  (Ar - Br D i 1  C ) e s t  s t a b l e ,  l a  commande opt imale e s t  : 
r 

- 
'rn 

= O 



s o i t  pour la  valeur optimale urn de l a  cornDande u : 
n 

(IV. 29) u P - D-l rn r Cr 'rn 

S i  ( A ~  - Br D;' Cr) n ' e s t  pas s t ab l e ,  il f au t  chercher une commande 

qui s t a b i l i s e  l e  système en boucle fermée. 

L a  commande globale du système (IV.l) e s t  donc : 

Posons : 

L e  bouclage Gr s t a b i l i s e  la  pa i r e  (Ar , B r ,  tandis  que GR s t a b i l i s e  

la paire  (Al1 , B I )  ; par s u i t e  la commande composite s ' é c r i t  : 

* 
(IV. 32) u = + G  x + G  zrn c R Rn r 



En utilisant les résultats établis dans les premiers chapitres 

(1 et I I )  à savoir l'approximation à l'ordre zéro des variables, il 

vient : 

i X = x  
Rn n 

(IV. 33) 

- 1 avec z = 
Rn A21 1 X ~ n  + Br URn 

Nous pouvons écrire que la loi de commande globale s'écrit : 

* 
( I V .  34) 

C 
A-'X u = [(I - G~ - G~ A~~ llj + Gr Zn 

soit : 

* 
(IV. 35) u = k x  

c 1 n + k2 'n 

avec : 

L'optimisation quadratique de systèmes ayant des modes lents et des 

modes rapides par décomposition que nous venons de développer réduit la 

résolution d'un problème de dimension q = q, + q2 à celles d'un problème 

de dimension q et d'un problème de dimension q La décomposition tempo- 1 2 ' 
relle aboutit à une séparation complète des sous problèmes contrairement 



à la méthode concernant la décomposition de l'équation de Riccati. 

Néanmoins, la commande composite calculée ne semble pas être 

une bonne approximation à la comande optimale du système initial. Ceci 

est dû aux manques de précisions lors du découplage du système. En 

effet, la partie lente découpléen'est pas très précise, et il en est de 

même de la partie lente de z . Pour pallier à ce problème nous propo- 
n 

sons la méthode (PS + H) qui donne une bonne précision sur les deux 

parties lente et rapide. 

1.3 - Utilisation de la transformation homographique pour la 
détermination de la comande optimale de la partie lente 

Reprenons le système linéaire à deux dynamiques (IV.1) : 

et le critère à minimiser en vue de la détermination de la commande 

optimale (IV.2) : 

La décomposition temporelle du système (IV.1), par l'association de 

(PS + H )  permet d'avoir une bonne précision sur les parties lente et 

rapide du système. 

Le système retenu avec le maximum de   ré ci si on lorsque nous nous 



intéressons à sa par t ie  lente e t  rapide e s t  composé de : 

l a  p a r t i e  r a p i d e  : 

(IV. 36) 

r rn 

avec 

l a  p a r t i e  l e n t e  : 

avec  1 [ . I l -  



Elle est représentée par l'équation (IV.36) dont le critère JN r 
correspondant est le suivant : 

(IV. 36) 1 C T 
+ u 

T 
J; = - 

2 
*=O YLT, Y& rn Urn 

La commande optimale correspondante s'écrit : 

* 
(IV. 36) 

rn r r r r n  

où k% est la solution stable de l'equation de Riccati. 
r 

T T T T 1 
(IV.36) k% = C% + A?. k% Ani - A; k; B; (R+B% k% *%rl B; k:, A% 

, 
r r r r r r  r r r  r (d )  / 

1.3.2. - Commande de la partie lènte obtenue zar (PS + H ) --------------- .................... ------------ 

La méthode proposée conjugant PS et H conduit à l'équation 

(111.37) où les modifications sont apportées sur A%, B%, CQ, avec 
R R G  

l'introduction de D% : la transmission directe de l'information. 
R 

Le critère J; correspondant s'écrit : 

1 C T T 
(IV. 38) J'L = - 2 n=O 'ln 'ln + U ~ n  Rn 

Gin étant de la forme : 

(IV. 39) 'ln = C% X% 
R Rn + Dl U ~ n  

nous aboutissons à un problème d'optimisation quadratique avec 

critère à coût croisé comme c'est le cas pour la partie rapide obtenue 



par PS : 

CO 

T T T T 
(IV. 40) Jp = - x i C i C x  DiCsx T 

n=O Rn R 2 ln + 2U'jin R R ?n + U d o U ~ n '  Ro 
= R + Di Ci 

2 
R k  

et dont la commande optimale est donnée par : 

où ki est la solution, lorsqu'elle existe, unique semi-définie positive R 
de l'équation de type Riccati : 

T T T T T 
(IV. 42) k2 = cs (1 -DZR-'DI )CI+ (A%- B~R"D CS) @(A%- B%P-' DL c;) II R o  R R R o R  R R R  R'oR 

T T T T T 
- (AY BB".~' D% ci) ~%B%(R + 8% ki~i)-' B% ~Q(A% - BQR-' m c;) 

R o  R R R R o  R R R  R R R R o R  

La solution k; de l'équation (IV.42) existe si la paire 
m 

(A& - B& Ri1 D?' Ci , Bi) est stabilisable et si la paire R R 

A L -  I 1 - 1 C a  C& = Ci (1 - Di R Dg ) Ci est détectable. 
R R O R 

Les relations (IV.41) et (IV.42) peuvent être écrites sous la 

forme suivante faisant apparaître la matrice DZ. 
r 

R 

avec ki solution de l'équation de Riccati suivante : 
R T 

k;i = ci C% + Ai ki Ai - A% k% BZ + Ci R R R R R  [i R R 

La commande composite déterminée avec le maximum de précision 

est donc donnée par : 

Jc J; k 
(IV. 43) us = u +  + U $  -c rn ~n 



T T 
-[(R + D? DI + B'L R k ~ .  R R  B%)- ' (B~.  R R R  k% A% + D% R c;) XQ ] R n  - 

* 
Uq, = 
c G2 "A ' G2 X2n 

avec 

(IV. 44) 
T 

R R R  
BQ k'L A$ + i 9 = - + D l  D l  + B. R k l  BI]-' [ 

En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  auparavant  quant aux 

approximations : 

[ = xn 
(IV. 45) i - [ "k - 'n ' " l n  

avec 

2% = N'L X'L + L'L u 
Rn R Rn R Rn 

s o i t  a l o r s  

1 * 1 

(IV. 46) u?. c = G; zn + r(-G?. L'L +1) G; - G; N a  xn = k2' zn 1 r a  + k î  Xn 
1 1 * 

l e s  mod i f i ca t i ons  p o r t a n t  s u r  k 1 e t  k 2  p a r  r a p p o r t  à k 1 e t  k 2 d e  u; 

1 . 4  - Mise en  oeuvre  des q u a t r e  méthodes s u r  un exemple 

Considérons l e  problème s u i v a n t  : 



( I V .  47) 

1 2 1 
z 

2 avec p = 0.2 , x T  = ( x n  
n  x n >  y z T  = (Zn  n  n  z3 1 , n  

Appliquons l e s  q u a t r e  méthodes d ' op t imi sa t ions  dé j à  é t a b l i e s  

auparavant s u r  l e  système cons idéré  e t  en  p a r t i c u l i e r  s u r  s a  p a r t i e  

l e n t e  x . n  

X = 

1.4.1. - T r a j e c t o i r e s  oe t imales  l e n t e s  --- ---------- -------------- 
7 1 Z m j e c t u h e  apa%rnde : 

1 

E l l e  e s t  obtenue pa r  l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 
- 

0.62136 -0.26678 0.0311 -0.01413 -0.00228 

+< 
( I V .  48) 

* 
X 

n+ 1 
Z 
n  

O. 29964 O. 48962 -0.0058 +0.00601 

O - -0.8 1 , zo = [ ::: 1 : cond i t i ons  i n i t i a l e s  - 0.6 



2 )  ;trcajeotahe q u a s i - o p f i d e  1 (méthode de décompo- 

sition de l'équation de Riccati) : 
l 
i 

3 )  f i a j e u b h e  quasi-opa%de 2 (méthode de PSI 

Le système découplé correspondant à la partie lente est représenté 

par le triplet suivant : 
- - - 

0.9014 0.1179 

- - 
*R - 7 B, - 

' i 
i 
-0.0196 0.8743 - 

/ 7 c, (1 , 1) 

1 1  

le critère à minimiser est le suivant : 

et la trajectoire quasi-optimale obtenue est donnée par : 

* 
(IV. 48) x Rn+ 1 = 1 

4 )  ; t icajedohe qua~i-opLbnde 3 (méthode PS + H) 

le système correspondant est décrit par le triplet matriciel 

suivant : 



ce qui donne pour ces différents cas les courbes optimales pour 

les conditions initiales suivantes : figure 14 



T r a j e c t o i r e  x 1 
n 

T r a j e c t o i r e  x 
2 
n 

. T r a j e c t o i r e  op t ima le  

------ . T r a j e c t o i r e  quas i -op t imale  3 (PS+W 

Figure  14 ...... . T r a j e c t o i r e  quas i -op t imale  1 (décorn 
p o s i t i o n  de  l ' é q u a t i o n  R i c c a t i )  

++++++ . T r a j e c t o i r e  quas i -op t imale  2 (PSI 



La figure (14) montre de façon très nette la supériorité de la 
* 

méthode proposée (PS + H) En effet, l'écart entre x optimal et * * n 

x?n 
est presque négligeable. x* et x%n peuvent être considérés 

n 
comme confondus.Ceci s'explique par le fait que le découplage de cette 

partie pour (PS + H) la donne avec une bonne précision. Il vient 

ensuite la méthode de décomposition de l'équation de Riccati donnant une 

meilleure précision par rapport à la méthode de découplage par PS 

seulement. Ceci se justifie dans la relation (IV.48-b) par l'addition de 

deux termes associés respectivement aux modes d'évolution lent et rapide 

comme dans le cas de la trajectoire optimale (IV.48-a). 

La trajectoire optimale 2 obtenue par PS est la moins précise, ceci 

du fait que dans son découplage elle ne tient pas compte de l'évolution 

de la partie rapide. 

La commande quasi-optimale que nous venons de développer dans ce 

paragraphe+ a mis en évidence l'intérêt de la théorie des perturbations 

singulières comme méthode de réduction. En effet, alors que la solution 

optimale nécessite la résolution d'un système de dimension q 1 + q23 Ce 

qui signifie (q, + q ) (q, + q2)12 équations non linéaires, la théorie des 2 
perturbations impose la résolution de systèmes de dimension réduite. 

Les deux méthodes étudiées sont la décomposition de l'équation de 

Riccati globale et la décomposition temporelle. La première implique 

une hiérarchie dans la résolution du problème d'optimisation-; quant à 

la deyxième méthode, elle met en évidence une totale indépendance dans 

la résolution des deux sous-systèmes issus de la décomposition. Cette 

méthode peut être considérée comme une approche hiérarchique originale. 

Au premier niveau décentralisation temporelle du système et optimisation 

des deux sous systèmes. Au second niveau, le coordinateur tient compte 

des interactions du processus pour mettre en oeuvre la commande compo- 

site u* . 
C 



II - SYSTEMES A PLUSIEURS ECHELLES DE TEMPS 

Les chapitres précédents concernent la théorie de réduction de 

dimensionnalité en vue de l'analyse et de la commande des systèmes à 

deux échelles de temps. Nous proposons ici une extension de cette 

méthode aux systèmes présentant plusieurs échelles de temps. 

La modélisation de tels systèmes mettant en évidence toutes les 

dynamiques permet paruneanalyse partitionnée de tous les sous-systèmes 

d'approcher le système global et de résoudre les problèmes de mise en 

oeuvre de la commande en allégeant considérablement les problèmes d'op- 

timisation. 

L'étude de tels systèmes a fait l'objet de nombreux travaux en 

continu [Kokotovic, O'Malley, Sannuti, 19761 [~o~~ensteadt, 19691 

r~halil, KokotoviC, 19791 [~ruj iE, 19781 [O'Malley, 19741 [~au~hin- 

Tanguy, 1981-821. Les auteurs cités ont proposés différentes métho- 

des pour la modélisation des systèmes continus à plusieurs échelles 

de temps. En discret, peu de travaux ont été effectués [~au~hin- 

Tanguy, Noël, Borne, 19821 et aucune modélisation générale et univer- 

selle n'apparaît dans la littérature relativement aux systèmes dis- 

crets à échelles de temps multiples. Nous en proposons une approche 

qui tient compte de la séparation des dynamiques, et qui laisse à 

l'utilisateur la liberté de choix pour la détermination de la dimen- 

sion du système réduit suivant des critères estimés. 

Cette étude est une extension de celle des chapitres précédents, 

ce qui nous permettra de mettre en évidence la similitude des résultats. 

Nous présentons une analyse de systèmes utilisant la propriété de 

décomposition temporelle et une approche rapide du problème de la 

comnande quasi-optimale. 



11.1 - Représentation des systèmes 

Par une généralisation de la propriété d'échelle double, nous 

pouvons dire qu'un système possède la propriété d'échelles de temps 

multiple m si on peut le mettre sous la forme bloc-diagonal 

suivante : - 

(IV. 49) 

telle que les propositions suivantes : 

(IV. 50) i / Amin .(A22) 1 >> 1 hmax ( A H S )  / 

soient satisfaites. 

Ces inégalités peuvent être exprimées pour un ensemble de condi- 

tions portant sur les normes de matrices, et ceci d'après la relation 

suivante : 



- 1 
qui peut s'écrire aussi lorsque A existe : 

1  min (A) 1-' 6 1 1  A-' I I  

Ainsi la condition (IV.50) devient : 

(IV. 5 1: 
1 

11.1.2. - Systèmes multi-échelle de temps singulièrement - ................................. -__--_---- 
erturbés 2, - - - - - - - 

Considérons le système linéaire représenté par les équations 

suivantes : 

N 

l X n + l z A  O n j=1 A oj P Z  j n j x(o) = x O 

1 i q2 i avec x C R  n z G R  n 

Ce système est modélisé sous forme singulièrement perturbée à 

paramétres multiples. 

Les paramètres 
"1 "" '  P~ 

appartenant à 1' intervalle ]0,1 ] 
N 

sont ordonnés et sont les composantes d'un vecteur LI E R . 



L'hypothèse : 

" i + l  
/ pi  O quand 1 1  LI 1 1  -> 0 

met en évidence N é c h e l l e s  de  temps r ap ides  e t  ordonne l e s  v a r i a b l e s  z 
i 
n 

i+ 1 i 
su ivant  l e s  v i t e s s e s  c r o i s s a n t e s  ( z  é t a n t  p lus  r ap ide  que z 1. 

n n 

Comme dans l e  ca s  des systèmes cont inus  mul t i - éche l l e  de temps, 

L ~ o k o t o v i ~ ,  O'Malley, Sannuti ,  1976:/ [ ~ o ~ ~ e n s t e a d t ,  19691 [ ~ r u j i ; ,  19781 

[sandel,  Varaiya, Athans, Safonov, 19781 , deux c l a s s e s  de  systèmes 

d i s c r e t s  mul t i -éche l le  de temps e x i s t e n t .  

Il s ' a g i t  donc de systèmes modélisés sous forme (IV.52) pour 

l e s q u e l s  l e s  paramètres 
"i 

son t  de même o rd redegrandeur .  

Nous pouvons reformuler  c e s  problèmes en  problèmes à paramètre 

unique. I l  f a u t  a l o r s  exprimer l e s  s c a l a i r e s  
" 1  "" '  

p N  SOUS forme 

de m u l t i p l e s  d'un paramètre unique E sous l a  forme : 

La p r i n c i p a l e  l i m i t e  de c e t t e  s c a l a r i s a t i o n  e s t  que l e s  r é s u l t a t s  

dépendent des  c o e f f i c i e n t s  
Bi 

q u i  sont  généraleinent inconnus. 

Ce système (IV.52) s ' é c r i t  a l o r s  sous l a  forme : 

N 

x = A  x + E  
C 

n+ 1 O n 
z j 

j = i  Aoj 'j n 

(IV. 53) N 
i - C 

Z X + E  j 
n+ 1 

- 
n j= l  Ai j  B .  J 2, 



b )  C a 6  où  l e s  dynumiqued a o d  bien 4ipcurien 

Dans ce cas, les coefficients 
"i 

sont différents et il est 

impossible de se ramener à un problème à paramètre unique. Ainsi pour 

un exemple d'un système linéaire de la forme : 

Les états x 
n 3 Y n y  

z correspondent respectivement aux parties à 
n 

vitesse lente, vitesse moyenne, et grande vitesse du système. 

Pour obtenir une approximation de vitesse lente, il suffit d'écrire - 
p l  = O et p = O ,  cequiconduit à :  

2 

De même qu'une approximation à vitesse moyenne est obtenue pour 

9 = O , ce qui donne : 



L'équation : 

correspond à l'approximation à grande vitesse. 

Lorsqu'il s'agit d'un système de type (IV.52) à N dynamiques 

différentes, une séparation interative de différents sous systèmes 

est effectuée, de la même manière que pour un système à deux dyna- 

miques, en commençant par la partie la plus lente avec p = O et 1 
JJ2 = 0. 

11.2. Présentation d'une modélisation pour les systèmes multi- 

échelle de temps - 

Lorsque les dynamiques ne sont pas nettement séparées, oii quand 

une liberté de choix est souhaitée pour la détermination de la dimension 

du système réduit suivant des critères estimés en temps réel, comme la 

précision ou la rapidité des calculs ou la stabilité du système lent 

réduit, la modélisation sous forme (IV.52) apparaît trop rigide. 

Nous proposons une modélisation plus souple duale de celle 

employée pour les systèmes continus [~au~hin-~an~u.~, 19831, sous 

la forme suivante : 



avec 

(le coefficient p apparaît ici dans un but de symétrie des 
1 

équations, mais il sera pris par la suite égal à 1). 

j 
ri 

Les coefficients ' j = i=1 'i ne sont pas indépendants, contrai- 

rement aux cas précédents. 

Chacun des paramètres ui  appartenant à 1' intervalle ] 0 , 1 1 , 



les scalaires p' sont donc tels que : 
j 

O < p' s pl 
k j 

pour k > j 

Ce qui ordonne les variables rapides par vitesses croissantes. 

Chacun des scalaires pi (i = 2 . . . . . .  N) permet de comparer la - 
i i- 1 

vitesse des variables x avec celles des variables x . 
n n 

Cette forme de modélisation particulière des systèmes multivitesses 

possède des avantages importants pour la réduction de dimensionnalité, et 

donne beaucoup plus de souplesse d'utilisation que la forme (IV.52). 

Les deux approches précédemment décrites sont contenues dans la 

modélisation proposée : 

- si les parties rapides ont des vitesses de même ordre de 
grandeur, la séparation partie lentelpartie rapide se fait directement 

en une seule étape en posant p = O. Le système multiparamètre est 
2 

étudié alors comme un système à paramètre unique. Cette modélisation 

peut être rattachée au cas où tous les paramètres pi '9' i = 2 ...... N 

sont égaux à p . 

- si les vitesses sont toutes différentes, ce système est alors 
étudié corne un système à paramètres multiples et la "dégénérescence" se 

fait progressivement en procédant de la manière suivante en posant 

= O, puis p3 = O... ce qui revient à déterminer les systèmes dégé- 

nérés du plus lent au plus rapide. 1 

- si dans les composantes rapides, une variable x n k  impose sa 
i vitesse, les x (i < N-k) composant alors la partie lente et les 
n 

xi (j ? N- k) composant la partie rapide, il est alors possible n 
d'effectuer la séparation de façon progressive en posant 

!-'~-k 
= O ...... 

p~ 
= O dans le système rapide dégénéré. 



De la même manière que pour les systèmes à double échelle de 

temps, suivant le domaine étudié, la nature du découplage retenu 

par PS pour les parties rapides dégénérées, ou par (PS + H) pour les 

parties lentes seulement ou les parties lentes et les parties rapides 

ensembles. 

III - OPTIMISATION OUADRATIOUE DES SYSTEMES MULTIVITESSES 

Pour un système à deux échelles de temps, la commande optimale 

quadratique utilisant la décomposition temporelle réduit la résolution 

du système en deux sous-systèmes d'ordre réduit. L'extension de cette 

méthode au système à N échelles de temps entraîne une réduction très 

appréciable. 

Reprenons le système (IV.57) avec le critère correspondant J à 

minimiser s'écrivant sous la forme : 

La commande optimale cherchée est : 

où k est la matrice semi-définie positive de l'équation de Riccati : 

(IV. 60) T T T 
k = C C  + A  k A - ~ ~ l r B  ( R + B ~ B P  B k A  

dans laquelle A , B , C , sont définis en mettant (1V.57) sous la 
forme : 



La solution k existe et est unique si le triplet ( A , B ,  C) est 

stabilisable, détectable. 

Décomposition du problème de commande 

En mettant en évidence les composantes d'échelle de temps 

différentes du système (IV.57), nous aboutissons à la détermination 

de N sous-systèmes réduits de la forme : 

avec 

de même le critère J est décomposé en N critères représentant les 

différents soiis-systèmes (IV.76). 

(IV. 62) 1 C J. = - i T iT + U  R u  i ..... 
1 n = ~  'n y, n n i = 1.  N 

2 

soit encore : 
CO 



Nous avons ainsi à traiter N problèmes indépendants d'ordre 

réduit séparément. 

CONCLUSION 

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons proposé la 

détermination des commandes optimales utilisant la théorie des per- 

turbations singulières. 

La méthode de (PS -+ H) donne une bonne approximation quant à la 

partie lente du système, ceci apparaît d'une part dans le découplage 

et dans le calcul de trajectoires optimales. 

La deuxième partie de ce chapitre est une généralisation au 

cas multivariable multi-vitesses des résultats enoncés dans les 

précédents chapitres. 

La modélisation sous forme singulièrement perturbée à paramètres 

multiplicatifs s'avère très intéressante puisqu'e1.le donne plus de 

souplesse dans la détermination du système réduit. 

La méthode de découplage (PS + H) s'adapte très bien aux systèmes 

multi-échelles de temps et fournit une grande précision sur chaque sous- 

système dégénéré. 



C O N C L U S I O N  G É N É R A L E  



C O N C L U S I O N  
= - = - = - = - = - = - = - = - = - -  - 

La définition d'un polynôme annulateur matriciel 

dans une première partie nous a conduit à présenter un cer- 

tain nombre de méthodes d'élimination et de mise en équation 

sur des systèmes partitionnés. 

Dans ce sens, nous avons été conduit, enutilisant 

les propriétés des anneaux commutatifs de matrices carrées, 

à effectuer un partitionnement en blocs particuliers de la 

matrice caractéristique de l'évolution du processus. Ces 

blocs doivent être commutatifs, exceptés ceux de la dernière 

colonne. 

La définition d'un déterminant matriciel a permis 

de définir des méthodes d'élimination mettant en oeuvre la 

notion de polynôme annulateur, et la notion de dépendance 

de matrices. 

La méthode des perturbations singulières mise en 

oeuvre dans la seconde partie s'avère très attrayante pour 

la réduction des systèmes discrets de grande dimension 

modélisés sous forme d'état ou séquence , présentant la 
propriété de multi-échelles de temps. La modélisation de 

tels systèmes discrets singulièrement perturbés met en 

évidence une nette dualité avec le cas des systèmes conti- 

nus. Cette dualité apparaît dans la modélisation.la forme 

des résultats, et dans la méthode de séparation des dynami- 

ques, d'où une possibilité d'unification dans les études 



des systèmes discrets et continus singulièrement perturbés. 

La forme matricielle en flèche se révèle un mode 

de représentation très puissant pour la caractérisation de 

dynamiques, la réduction d'ordre, le découplage, l'analyse 

et la détermination de commande optimale. 

L'utilisation de la transformation homographique, l 

conjointement à la méthode des perturbations singulières, 

permet donc une représentation très précise du système 

découplé, puisqu'elle fournit pour la partie lente la même 

precision que celle obtenue sur la partie rapide par la 

méthode P.S., avec la conservation des conditions initiales ; 

ceci simplifie les calculs en vue de la détermination de la 

synthèse du processus. 

La détermination des lois de commande quasi-optimal&' 

est ensuite développée sous deux approches. Dans la première, 1 + 

une matrice de Riccati perturbée avec une nouvelle formulation 

différente de celle utilisée habituellement en continu,conduit 

à une construction hiérarchisée de la commande optimale 

composite ; dans la seconde, la décomposition temporelle du 

système global par P.S. et par P.S. + H permet le calcul 

séparé des commandes quasi-optimales lentes et rapides. 
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