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INTRODUCTION

Les travaux présentés dans ce mémoire constituent

une contribution 2 1'étude des systémes discrets dans deux

domaines trés importants : la modélisation et la réduction

de dimensionnalité par des méthodes d'élimination d'une part,
et par découplage des dynamiques lorsque les systémes discrets
sont multi-échelles de temps d'autre part.

. Les systémes concern3s sont tr&s nombreux
et variés. Nous pouvons citer a titre d'exemple pour la pre-
miere classe, les systémes'discrets non linéaires de type
Lur'e Posnikov ; quant 2 la deuxiéme classe, nous pouvons
citer les systémes physiques tels que les systémes pour les-
quels nous pouvons distinguer la partie mécanique lente et

la partie électronique rapide.

Dans tous les cas, se pose le probléme de choix
d'un modéle, convenant au but poursuivi (analyse, synthese,
commande optimale). Lorsque le type de représentation rete-
nu conduit a un modéle de grande dimension, ou lorsque les
valeurs numériques mises en jeu interviennent avec des ordres
de grandeur trés différents, il s'avére souvent nécessaire
de réduire l'ordre du systéme, pour simplifier et réduire les
calculs, ou pour supprimer des imprécisions ét des divergen-~
ces d'algorithmes. -



Les méthodes de réduction par agrégation ou
troncature fournissent une solution-au premier probléme.
Celles-ci permettent d'éliminer une partie des composantes
d'état du systéme, en conservant une relation qui régit le
comportement des composantes restantes. Ces méthodes vala-
bles pour les systémes linéaires s'adaptent parfaitement
aux systemes de type Lur'e Posnikov. Pour les modéles de
ce type, il est souvent intéressant d'éliminer les variables
intervenant linéairement. Pratiquement, cet aspect du pro-
bleme revient dans de nombreux cas, & ne conserver que les

grandeurs de sortie et celles intervenant non linéairement.

La méthode des perturbations singuliéres fournit
une solution a la deuxiéme classe du probléme. Lorsque les
variables de vitesses d'évolution différentes sont identi-
fiées et regroupées, la technique des P.S. permet le décou-
plage des dynamiques et la détermination d'un systéme réduit
correspondant au domaine dynamique concerné, avec cependant
des probleémes d'imprécision pourl'étude des composantes

lentes.

Les résultats nouveaux présentés dans ce mémoire

peuvent &tre regroupés en plusieurs grands thémes

e Présentation et généralisation des méthodes
d'élimination basées sur la notion de polyndme
annulateur, et de la dépendance des matrices

aux systémes partitionnés.

e Présentation d'un nouvel outil mathématique per-
mettant de traiter directement sur des systeémes
partitionnés en blocs avec l'utilisation de la
notion de redondance dans le partitionnement des

matrices.




® Présentation d'une modélisation des systémes
discrets multi-échelles de temps duale de celle

des systemes continus.

® Présentation d'une nouvelle méthode de sépara-
tion et découplage des systémes discrets singu-

liérement perturbés, multi-échelles de temps.

® Mise en oeuvre sur une forme matricielle par-
ticuliére (forme en fléche) de la méthode P.S.
dans le cas de systémes non linédaires de type

Lur'e Posnikov.

e Définition de conditions particuliéres de sta-

bilité des systémes multivitesses.

e Utilisation de la transformation homographigue
(H) dans le développement d'une méthode de

(PS + H).

® Présentation d'une méthode graphique de compa-
raison de degré de séparation des dynamiques
entre les systémes discrets et les systeémes
continus "éguivalents" obtenus par la trans-

formation homographique.

e Définition d'un nouveau formalisme dans le
partitionnement de la matrice solution de
l'égquation de Riccati pour 1'étude de la com-

mande optimale.

Des exemples de simulation permettent une mise en
oeuvre pratique de ces travaux. Ils montrent 1'intérét de
ces résultats, en particulier lors de la simulation du com-

portement lent d'un systéme pour le découplage, et pour




les calculs de commande optimale et la détermination de
trajectoires optimales.

Dans une premiére partie, un exposé récapitula-
tif des différents modes de représentations des systémes
discrets (état, séquence), ainsi que diverses formes matri-
cielles d'état (Compagnon, Frobenius, fléche), permet
d'introduire les notations utilisées. Divers algorithmes
sont développés permettant la mise en équation d'un pro-
cessus discret dans 1l'espace d'état sous forme d'une
relation de récurrence vectorielle mettant en oeuvre un
minimum de variables : 1l'utilisation des polyn8mes annu-
lateurs de matrices, et la notion de dépendance de matrice,
permettent en particulier la définition de méthodes systé-
matiques de représentation. L'introduction d'un nouvel outil
mathématique permet de généraliser tous ces résultats a des

systémes partitionnés sous forme de blocs de matrices.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous pro-
posons d'appliquer la méthode des perturbations singuligres
en vue du découplage et ceci relativement aux représenta-
tions d'état et séquence . Cette méthode s'adapte parfaite-
ment aux systémes comportant des échelles de temps multi-
ples dues aux phénomeénes lents et aux phénoménes rapides.
Cette théorie permet une représentation plus fideéle du com-
portement du systéme qu'une simplification de modéle qui
conduirait a une représentation d'ordre réduit. Par ailleurs,
la mise en oeuvre de la commande du systéme obtenu par cette
méthode est moins lourde que celle de la commande optimale
a partir du systéme global.

Le Chapitre Il généralise au cas discret une mé€thode

geométrique de séparation des dynamiques basée sur le tracé




des cercles de Gershgorine. Cette méthode s'applique aux
cas non linéalres contrairement aux méthodes analytiques
classiques. Lorsque la méthode des perturbations singulieéres
peut s'appliquer a un modéle singuliérement perturbé, la
qualité du systeéme découplé obtenu dépend fortement de 1la
représentation d'état initiale choisie. L'utilisation de

la forme en fléche s'avére trés intéressante et conduit 2
une détermination systématique du systéme découplé. Cette
méthode valable en linéaire s'étend parfaitement aux sys-
temes non linéaires de type Lur'e Posnikov. Cette forme en
fléche permet d'une part d'énoncer une condition suffisante
simple de stabilité asymptotique, d'autre part de simplifier

les expressions de la commande optimale.

Le Chapitre III utilise la notion de transforma-
tion homographique qui transforme le systéme discret étudié
en un systéme continu équivalent avec conservation du com-
portement dynamique dans le cas général, et ce pour les
différents types de représentation précédemment décrits.
Appliquée conjointement & la technique desP.S., cette méthode
permet d'obtenir une partie découplée lente qui tient compte
de 1'évolution de la partie rapide, contrairement a la méthode

des P.S. seule.

Dans la premiére partie du Chapitre IV, nous étu-
dions la commande optimale des systémes & double échelle de
temps. La décomposition du systéme est effectuée en mettant
en évidence les parties rapides et les parties lentes. Une
fois décompose, le systéme global est étudié par 1'intermé-
diaire des sous-systémes issus de la décomposition. Cette
structure quli concerne les propriétés naturelles du systéme

nous permet une détermination simplifiée de la commande. Dans




la deuxiéme partie, le cas multivariable multivitesses est

étudié. Une nouvelle représentation des systeémes a plusieurs

dynamiques est proposée. Elle généralise les représentations
classiques et permet une plus grande souplesse pour la déter-
mination des sous-systémes découplés. Les résultats précédem-
ment décrits dans le cas monovariable sont développés pour

les systémes multivariables.




CHAPITRE

I




REDUCTION DE DIMENSIONNALITE
METHODE DE SIMPLIFICATION DE MODELES

INTRODUCTION

La description des systémes complexes ou de grande dimension com-
prend trois grands types de problémes : la modélisation, la simulation
et l'identification. Parmi ces trois themes, la modélisation est un do-

maine de recherche important ayant conduit & de nombreux travaux.

Aprés la détermination préliminaire d'un modéle physique, souvent
schématique et simplificateur, la mise en équation par application des
lois physiques méne 2 différents modéles mathématiques caractérisant
le méme systéme. Les représentations les plus courantes pour les systeée-
mes échantillonnés sont des modéles exprimés sous la forme d'équations

de récurrence de type matriciel ou scalaire.

Ces modéles mathématiques sont choisis en fonction du but poursuivi,
Ils peuvent &tre dans certains cas simplifiés ou réduits en vertu du com~
promis Précision / Rapidité d'exploitation. Aprés avoir présenté les sys-
témes échantillonnés étudiés et différents résultats relatifs a leur
formulation, nous présentons dans ce chapitre quelques méthodes de sim-
plification de modéle avec leurs domaines d'application et leurs avan-—

tages.
Parmi ces différentes approches :
- Une méthode d'élimination permettant d'obtenir des relations
récurrentes, qui fait intervenir seulement une partie du vecteur état
et dont 1l'ordre est majoré par celui du systéme initial.
- La généralisation de la méthode est étudiée ensuite pour
les systémes multivariables. Elle s'applique aux systémes partitionnés

H
en blocs de matrices et repose sur la notion de déterminant matriciel.

-~ La méthode des perturbations singuliéres des systémes échan-




tillonnés constitue un outil de réduction pour les systémes multi-échelles

de temps. Elle est juste définie dans le premier chapitre et plus détail-

1ée dans les chapitres suivants.

I - DEFINITIONS ET DESCRIPTIONS DES SYSTEMES DISCRETS

I.1 - Généralités

Les systémes dynamiques les plus souvent rencontrés se distinguent

par la nature des signaux qui interviennent dans leur description.

Les systémes continus sont ceux dans lesquels les

finis par rapport a une variable temps continue.

Les systémes discrets sont ceux dans lesquels les

finis 2 des intervalles de temps discrets, périodiques

Lorsque le signal discret est obtenu par prise de
instants discrets d'un signal initialement continu, le

échantillonné.

signaux

signaux

ou nomn.

valeurs

systéme

sont dé-

sont dé-

a des

est dit

Les systémes que nous allons étudier sont du type discret échantil-

lonné et sont caractérisés principalement par deux ensembles de grandeurs

accessibles susceptibles d'évoluer en fonction du temps.

Les variables d'entrée (et de commande) caractérisent 1'influence

de 1l'extérieur sur le systeme.

Les variables de sortie caractérisent 1l'influence du systéme sur

son environnement. Ces variables sont supposées accessibles a la mesure.

A ces deux ensembles, il convient d'adjoindre la notion d'état qui
> ] q

correspond 2 un ensemble suffisant de variables dont la connaissance a

1'instant initial permet & partir des équations régissant 1'évolution

du processus de préciser le comportement du systéme pour une loi d'évo-

lution donnée.




Soient :
i .
X i=1, ..., q)

les valeurs a l'instant n du vecteur état noté X - (x0 représente 1'état

initial du systéme a 1'instant no).

Dans. le cas général des systémes déterministes, il existe une re-
lation de dépendance entre les valeurs du vecteur état aux instants o,
et n et 1'évolution des entrées dans l'intervalle (no ,n). Cette proprié-

té s'exprime sous la forme :

(1.1) x =X (xo ,e[no,nJ » T , )

ou e[no,n) est le vecteur définissant 1'évolution des entrées sur 1l'in-

tervalle (no , ).

Le vecteur X contient le minimum d'informations nécessaires, dont

l'ordre définit la dimension du systeéme.

Dans certains cas, il s'avére particuliérement intéressant de dé-
crire 1l'évolution du systéme & partir des seules valeurs de certaines
grandeurs caractéristiques. On est ainsi amené & définir la notion de
vecteur séquence, dans ce cas les informations caractérisant le systéme

sont formées des valeurs successives d'une méme variable.

Un ensemble de valeurs d'une méme variable d'état considérée en ces
instants successifs est appelé vecteur séquence, si la connaissance de
ces composantes suffit 2 caractériser 1l'évolution du systéme en réponse

3 une loi d'entrée connue.

Le nombre minimal de composantes d'un vecteur séquence est dans

tous les cas égal a 1l'ordre du systéme.

Aux instants n,, nous observons la valeur X:s lorsque q valeurs
consécutives sont suffisantes 2 la description du systéme. Celui-ci est

régi par une équation scalaire de la forme :



(1.2) X g - f (x 12 X ., X vees @y n+g-1, ..., n)

e
n’ n+q-1’

Nous étudierons par la suite, le probléme d'équivalence entre les

deux représentations citées (état et séquence) (I.1) et (I.2).

1.2 - Représentation des différents modéles

La description des lois physiques régissant l'évolution d'un pro-
cessus & partir des variables échantillonées conduit en général a une
équation récurrente de la forme
.,u. ., ,n,n+l, ...,n+q) = 0

"y ,u,u

n+q’ n’ n+1’ 7°

(1.3) f (yn, v o

n+i’ .

N T c . .
ou y_ e RP et u € R représentent respectivement le vecteur des sorties

et le wvecteur des entrées.

Si 1'équation (I.3) peut s'écrire sous la forme

q m
(I.4) iEO M (D y L= iio NG
ou
() = mg (O} e RPP
N () = o (O e R*°F

sont des matrices dont les coefficients dépendent du temps
. i,. . i
et/ou des entrées u_ (i=1,...,r) et/ou des sorties v,
(i=n, ..., p) et/ou des paramétres extérieurs,
il est possible de déduire de (I.4) une matrice F(£,.) obtenue par :

(1.5) y(&) = F(&,.) u(®

avec




i=1, ..., p

F(E,.) =4 F..(§) ,
] j=1, ..., ¢

si l'opérateur L(E) = &' M, (.) défini par la transformation yn+i==il y (&)
est inversible. Ceci correspond dans le cas linéaire & la transformation

en z, conduisant & la matrice de transfert F(z).

I.2.1 - Equation d'état

Pour une classe importante de systémes (systémes linéaires, station-
naires, systémes non linéaires de type Lur'e Postnikov, ...), 1'évolu-
tion du processus peut &tre décrite entre deux instants d'échantillon-

nage sous la forme :

X = A(.) x +B(.) u
1 n

n+1

(1.6)
v, = c(.) x ¥ D(.) u

ol X e RY est le vecteur état du systeéme.
A(.), B(.), C(.) et D(.) sont des matrices non constantes de dimen-
sion respectives qXgq, qXr, pXq, pXr, appelées matrices d'évolution,

de commande, d'observation et de transmission directe d'information.

Nous présentons ici dans le cas monovariable, quelques formes cano-

niques matricielles.

a) Cas Rinéaine stationnaire

L'équation (I.4) pour les systimes linéaires monovariables s'écrit

sous la forme :

ce qui conduit a la fonction de transfert associée d'ordre q




- i
ST [
(1.8) W(z) = =
% a. z* D(z)
i=0 *
Nous supposons que
a =1 et mgq-1 (Db =0)

L'équation d'état associée, caractérisée par les matrices A, B,
et C, peut se présenter, lorsque la matrice A est une matrice de type

compagnon, sous la forme suivante

1 0 0
A =
c 0
0 0 1
_—ao Tay TTTTTsoos —aq_1_
(1.9)
F'O‘
) - o Lo e ]
0
_1-J

Une deuxieme représentation associée au systéme, correspond & une

matrice A sous forme Frobénius, les matrices Af, Bf et Cf correspondan-—

tes s'édcrivent

(I.10) A AT B, = CT C. = BT
c Cc

Lorsque le systéme est modélisé directement sous une forme matri-
cielle quelconque, il existe toujours, sous la seule condition de com-

mandabilité de la paire (A, B), une matrice de transformation S (x=§ %)




qui met la matrice A sous la forme d'une matrice compagnon Ac et B sous

la forme Bc /Fossard, 1972/.

Par le changement de base de matrice P1

1 1 I 0
oc1 a2 ..... aq_1 0
Py = : : :
q-2 q-2 q-2
oy Oy " ae e oaq_1 0
ol ocle_1 L 1

| % .. O |
LILLE

Le choix de a; est libre sous les conditions suivantes
o, e R, a, * aj pour i # j, o > 0 Vi=1,...,q~1

Les matrices A , B et C_ devienment A , B_ et C_ ol A est une ma-
¢’ e c c’ ¢ c c

trice en fléeche /Benrejeb, Laurent, Borne, 1982/.

AC = o B1
5 Vi aqd
( -1 -1
(I.11) By = M (o = ap)
j=1
izj
avec 1 Y; = - P(-ai) ot P est le polyndme caractéristique
de la matrice A (P(z) = D(z))
q-1
o0 == X a. +a -1
L g i=t -4

B =238 cC = [:N(a1), N(az), cees N(aq_1), bq_1]




_.10_.

. T . . .
Pour une matrice AF = Ac’ la mise en forme en fléche s'obtient par :

- =T T -1T
Ap = AL =Py Ap Py

(1.12) { B_=2C

b} Cas non Linsaire :

Nous nous intéressons maintenant aux systémes non linéaires de type

Lur'e Postnikov représenté par le schéma-bloc suivant :

€ f(e)
u | NL L W(z) >y

comportant dans la chaine d'action

% une partie linéaire représentée par la fonction de transfert W(z) :

m i
N(z) iEO bi z m s gqg-1
(I.13) W(z) = = 1
D(z) T a. z© aq =1
. i
1=0

% une non linéarité séparable f(en) qui est une fonction de classe
¢ /Borne P. , 1976/ '

f/f :R >R, f(e ) = f%(c ).c
n n n
(1.14) o)

£ ) € [L,T] cr,LsL

La représentation d'état correspondante est alors, si (A,B,C) sont

les matrices associées & la partie linéaire
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]
]
>
>
+
o
rh
7~
5l

n+1

(1.15) y, = Cx,
€ =u =-Cx
n n n

ce qui nous donne en boucle fermée :

x = [A-BCf*(a)]x +B £%(g ).u
n+1 n n n n

(1.16)

En notant A* = A - B(Zf*(sn), nous obtenons la représentation sous

forme compagnon en boucle fermée suivante

( 0 1 0 0
*
Ac - 0]
0 0] 1
—a. —f*(€ )b, .. .. .. -a_ ~f¥(.)b
(1.17) L n 0 -1 a1 |
= 0 3
L : . x —
Bc 0 ? € = Ce
£%(e )
— n —

qui donne le triplet correspondant (Ki ,ﬁz ,ai) de forme en fléche d'ex~

pression semblable & (I.11) avec un nouveau polyndme caractéristique ins-

tantané de la matrice Az non constant
P(E,£%(.)) = D(&) + £%(.) N(&)
La notion de fonction de transfert utilisée en linédaire s'étend au

systéme non linéaire et sera appelée fonction de transfert symbolique

/Dauphin-Tanguy, 1983/.
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Elle s'écrit, pour le systéme en boucle fermée, sous la forme

WBF(E,f*(.)) déduite de la fonction de transfert en boucle ouverte de

méme systeéme WBO(E) =W(E) = N(E) /D(E).

£*(L)N(E)
D(E) + £*#(.)N(E)

[(Wop (5,£%(.)) =
(1.18)
£*() e [L, L]

1.2.2 - Eguation de récurrence

Lorsque le systéme est caractérisé par une séquence définie i par-
tir des valeurs successives de la variable Vo les équations d'évolution

sont du type (I.19)

(1.19) y =Y (y

n+a Sy U, n+gq-1, ..., n)

n+q_1’ ey Yn: un+q__1’

Si le processus est linéaire a coefficients constants, il vient

1'équation de récurrence scalaire d'ordre q relative & v, et u

(1.20)

I 0.0
rh
«

i
™
09

i=0
(fi et gj sont des constantes caractérisant 1'évolution du processus).
Il est commode de généraliser la représentation (I.20) aux systemes
non linéaires. Dans ce cas, les coefficients fi sont des fonctions non
linéaires.
Dans le cas particuliérement intéressant ol seule la variable d'é~-
tat y intervient de facon non linéaire, le processus étant sans mémoire,

ils prennent la forme :

£, = f(yn+i)

Si l'entrée est nulle, l'évolution du systéme est représentée par :




_]3— -

q
(I.21) L f.(y

Différentes formes matricielles peuvent alors &8tre déduites de 1a

forme récurrente.

a) Cas Linéaine :

Considérons le systéme linéaire décrit en régime libre par 1'équa-

tion de récurrence

(fi sont des scalalires constants).

En prenant un vecteur défini par Yn :

T

Yn = (yn, v uy yn+q_1

il vient la représentation matricielle de la forme

(1.23) Yn+1 = MC Yn
avec
0 1 0
M est une matrice
M = 0 c
c de type compagnon
0 0 1
e -f
L a 1

Une deuxiéme forme matricielle peut &tre obtenue par 1'introduction
des variables annexes /Laurent, Romelot, 1975/ /Borne, Gentina, Laurent,

1976/ définis par les équations suivantes




(1.24)

LA
n+1

_14-

11 nous vient alors le systéme (I.25)

(1.25)

avec

Zn+1 - MF Zn
T _ q _
Zn (z s 2 yn)

]
=

matrice de type Frobenius

Mp = e

b) Cas non Linéaine :

L'équation de récurrence non linéaire relative a y, est de la forme :

(1.26) y +

n+q f. (v ) =0

i n+g-i

i M8

i=1
En procédant de la méme maniére que dans le cas lindaire, nous obtenons
les deux formes matricielles suivantes /E1l Moudni, Dauphin-Tanguy, Borne,

1981/

0 1 0 0
(1.27) M (Y) = 0
C n
0 0 1
s _e® —_e* - %
i fq(yn) fq-1(yn+1) : f2(yn+q—2) £ neq-1
i 7
R )
O O fq\yn/
1 .
0 .
(1.28)  Mp(y) = ;
0 .
— | gk
LO 0 1 f1(yn)‘




avec

- £%
£ Oneg-1? = F10n4g-17 Ynug-i
* I s
g e [, ,E ] cr ¥i=1,2, ..., q

Dans la matrice M (Y ), les coefficients £¥(.) dépendent des y .
¢ n i n+q-1i
aux différents instants d'échantillonnage. Par contre, ceux de la matrice
MF(.) dépendent de la seule variable v, prise a 1l'instant n. Cette der-
niére matrice est plus facile & utiliser que la premiére. Elle domne lieu
lors d'une étude de stabilité, 3 des conditions généralement moins con-

traignantes sur le systéme initial.

I.3 - Stabilité d'un systéme dynamique

Les définitions de la stabilité sont nombreuses. Nous rappelons ici,

celles qui seront utilisées par la suite.

Nous appellerons trajectoire, la solution x(n,no,xo) représentée
dans un repére d'état et llx(n,no,xo)ll une norme de vecteur X L'évolu-
tion de cette norme permettra de caractériser les propriétés de stabilité

du systeme.

Définition 1 :

L'équilibre du systéme représenté par 1'équation (I.29) :

(1.29) X 1= A(xn,n) X

est dit stable au sens de Lyapunov /Lyapunov, 1949/, si :
Ve>0etV n, 3 6(€,no) > 0 tel que‘:

(1.30) v X ”xoll < § il vient ||x(n,no,xo)|[ < e Y n> g

§ est en général fonction de £ et n. Lorsqu'il est fonction de €

seul, on a la stabilité uniforme.
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Définition 2 :

L'équilibre du systéme sera dit attractif, s'il existe un nombre n

tel que :

(I.31) 1lim x(n,no,xo) =0 v X (HXOH <mn) et ¥ n

n > <«

Définition 3.:

L'équilibre du systeme sera asymptotiquement stable s'il est & la

fois stable et attractif.

Dans le cas ou ni 8, ni n ne dépendent de n_, 1'équilibre du sys-

teme est asymptotiquement et uniformément stable.

Définition 4 :

Dans le cas d'un systéme asymptotiquement stable, on est parfois
conduit a préciser la maniére dont x(no,n,xo) tend vers la position d4'é-~
quilibre, ou du moins 2 définir le mouvement idéal enveloppant le mouve~
ment réel. Cette idée conduit notamment & la notion de stabilité expo-

nentielle.
La position d'équilibre d'un systéme supposé ramené & l'origine dans

n . . . ,
l'espace R, est exponentiellement stable, s'il existe deux nombres réels

o 21et B >0, tels que 1l'on ait :

(1.32)° Hx(n,no,xo)H < OLHXOH e—B(n—no) \ X, € R" et Vo> n

Définition 5 :

L'ensemble Da(no) est le domaine d'attraction & o € R de 1l'origine

x = 0 si et seulement si :

nliﬁn Hx(n,no,xo)H =0 \ X, € Da(no)

et si Da(no) est un veisinage de x = 0.




L'ensemble Da = {(xn,n) /xn € Da(n), n € R} est le domaine d'attrac-
tion de x = 0 si et seulement si Da(no) est le domaine d'attraction de

x =0 an_ pour tout n_ € R.
o o

Définition 6 : Domaine de stabilité /Grujié, 1975/

L'ensemble Ds(no) est le domaine de stabilité de x, = 0 pour tout

n 2 no, 0 € R si et seulement si :
a) pour tout né 2 n_ et tout € € ] 0 ,+°°[, la relation
Hx(n,né,xo)!l < € est satisfaite, ¥ n e [ né ,+°9[ pour tout
x €D (n',e) ou D (n',e) est un voisinage de x = 0
o s o s o

» D (m =vU[p (ne) :ee o, o]

c) Ds(no) = {(n,xn) :pour m2n X € DS(n)}

Définition 7 :

Lorsque les domaines de stabilité et d'attraction sont constitués
de tout l'espace de définition du vecteur état X, on dit qu'il s'agit

de stabilité asymptotique globale.

II - METHODE DE SIMPLIFICATION DE MODELES : Utilisation de description

vectorielle récurrente

La recherche d'un modéle dynamique constitue le premier travail
dans 1'analyse, la simulation, la commande d'un systéme physique. Mais,
lorsque 1l'ordre du modéle est élevé pour un processus complexe, son ana-

lyse devient trés délicate et la simulation directe difficile et colteuse.

Pour étudier de tels systémes, il apparalt intéressant de décomposer
le processus en sous systémes fonctionnant ou non en intéraction, ce qui

conduit a chercher des modéles simplifiés.

La simplification peut s'opérer, soit d'un point de vue structurel,

soit par diminution de 1l'ordre d'un modéle donné en conservant sa struc-




ture. Les simplifications de structure consistent & remplacer un modéle

par un autre représenté par des équations plus faciles & résoudre.

Nous nous intéressons plus particuliérement ici aux simplificatious
par réduction d'ordre qui ont fait déja l'objet de nombreux travaux

/Sandell, Varaiya, 1978/ /Decoster, Van Cauwenberghe, 1970/.

Tout d'abord, nous présentons une méthode fondée sur la notion de
polyndme annulateur, qui, 2 partir d'une représentation d'état d'ordre q
conduit 2 une équation de récurrence d'ordre minimal inférieur a q. Cette
méthode est généralisée aux systémes interconnectés, multivariables apres
développement d'un outil mathématique relatif au calcul des matrices par-

titionnées en blocs.

Une autre approche de la réduction concerne les systémes dont le
modéle de base posséde des termes d'ordres de grandeur tres différents,
soit dans 1'équation d'état ou dans 1'équation de récurrence. L'introduc-
tion d'un petit paramétre u normalise les termes et permet, par passage
a4 la limite u = 0, de réduire l'ordre global. Cette méthode peut entral-
ner, comme dans le cas de la technique des perturbations singulieres,

un découplage des dynamiques du systeéme.

II.1 - Représentation minimale des variables mesurables d'un sys-

téme échantillonné

Nous nous proposons de mettre en ceuvre divers algorithmes permet-
tant la mise en équation d'un processus sous forme d'équations de récur-
rence vectorielle régissant une partie des variables du systéme. Dans le
cas des systémes hon linéaires de type Lur'e Postnikov, il est souvent
intéressant d'éliminer les variables intervenant linéairement. Pratique-
ment, cet aspect du probléme revient dans de nombreux cas, & ne conser-

ver que les variables a commander.

IT.1.1 - Description des systemes étudiés

Considérons la classe des systemes multivariables non linéaires

décrits par les équations de la forme :



x =Ax +K¥e) ¢ (a)
n+1 n n
(1.33) vy, =Cx (b)
€ =u -L x (e)
avec : x » -
K(e_ ) = Bf (En) d'apréds (I-15)

x @ vecteur état a4 l'instant n, X e RY

y, i vecteur état de sortie, ., e R®

A : matrice constante représentant 1'évolution de la partie
linéaire du systéme, A e RYC

u entrée du systéme

€, ¢ vecteur caractérisant 1l'erreur du systéme, o e RP

k* : RP » rYP
c e R®C

L e RP*4

Le but de 1'étude est de déterminer une équation de récurrence vec-

torielle régissant € ety et ceci aux différents instants, soit :

0

M (enm, cea, en)

(1.34)
N (e

It

ceey €n) F (yn, V412 o0 Y )

n+m’ n-+m

(m peut étre le degré du polyndme annulateur de la matrice A ou peut
étre 1lié 2 une notion de dépendance de matrices m < q) que nous propo-

sons d'étudier.

II.1.2 - Méthode de mise en équation

a) Formulation nécurrente :

I1 s'agit d'éliminer certaines composantes dans la description d'un
systéme (I.33) et de déterminer des relations récurrentes régissant les

composantes restantes (en, yn)'




- 20 -

Lorsque nous écrivons 1'équation (I.33) & l'instant (n+i)T en ré-
q

gime autonome (un = 0), il vient :

; . i-1 . .
x . =A"x + A11JK(.)€. (a)
n+i n . n+]
3=0
(1.35) \ - C «
Yoei = C Xo4i ()
L €n+i =-L Xn+i (C)

En multipliant 3 gauche les deux membres de la relation (I.35-a)
par C d'une part, et par -L d'autre part, il nous vient les deux expres-—

sions suivantes :

. i-1 e
gy . =CAlx + £ caAYI k() e . (a)
n+i n 5=0 n+j
(1.36)
1 -1 1-1-]
€ .q SCLAT x+ jEO -L A K(.) €t (b)

Avoir une relation entre Yo et € d'une part et une deuxiéme régis-
. o eqas i
sant la seule composante en, revient 2 éliminer les termes C A X dans
i .
(1.36-a) et L A X dans (I.36-b). Pour cela, nous proposons deux méthodes

d'élimination.
Soient Ops s eves O des coefficients constants non tous nuls.

Lorsque nous faisons une sommation pondérée par ces coefficients

a4 partir de la relation (I.36), nous obtenons

([ m m ; m [i-1 i-1- ]
£ a.y .= L a.CA x + I o, | CA K(.) e__.
i=0 1 “n+1 1=0 1 n i=0 1 J=O n+J—
(1.37) { _
m m i m i-1 i-1-3
§ a; € .= § af-LjaA" x_ + I o § (-l K(.) € e
| i= i=0 i=0 j=0 i

L'annulation des termes
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m

38) T a.CA x / T o, LA
1 n . 1 hud

i=0 1=0

(dans la suite, la notation "X/Y" signifiera X (respectivement Y))

peut s'effectuer de deux facons

(1.

b)

la

(1.

il

(I.

(1.

(1.

avec M) et NJ des matrices s'écrivant sous la forme

m ; m i m {
39) a) I a. A" =0 ou b) I a, (CA) =0/ 2 a, LAY) =0
. i — . i . i
i=0 i=0 1=0
Formulation nécuwrnente minimale :
b1) ler cas : les o, (1=0,...,m) sont les coefficients d'un poly-

nome annulateur

Notons Pa(A) un polyndSme annulateur de la matrice A s'écrivant sous

forme
o i
40) P (A= I a. A
a . 1
1=0
vient alors
o i
41) P (A= L a. A =0
a . i
1=0

Cette propriété correspond & la solution (I.39-a) et la relation

37) devient aprés avoir ordonné par rapport a €,

m m~1 i

L a.y .= L M{()e .

i=0 1 ‘n+i i=0 n+j
42)

m m—1 i

I a.e .= T N()e .

j=0 n+i 3=0 n+j
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m

MI() = I a, C AU k)
i::]'i’j
. m f=1=i
NI() = I a; L a I k()
i=1+j

L'ordre d'itération des deux formulations récurrentes est de m. Nous
le supposons inférieur a l'ordre q de la matrice A (degré de son polyndme
caractéristique). Cecil constitue une réduction de dimensionnalité dans

les formulations obtenues.

Dans le cas ol la matrice initiale du systéme n'admet pas de poly-
ndme annulateur de degré inférieur & l'ordre du systéme, une légére mo-
dification de la représentation utilisée permet toujours de s'y ramener.

Le systéme (I.33) peut s'écrire alors sous la forme :

ool = (A +GL) X + (R(.) + G) En
(1.43) Y, = C X
€ =-Lx
n n

ol G est une matrice ¢Xp & coefficients constants choisis afin que la

matrice A' = A + G L admette un polynOme annulateur de degré minimum.
b2) 22me cas : les &, (i=0,...,m) sont des coefficients non définis
a priori
Notons Ais +oes um, des coefficients non tous nuls tels que les

relations suivantes soient satisfaites *

La détermination des oH revient a résoudre un systeéme d'équations

homogénes relatifs & Qs <oes am,soit :
2 m
a C + a1 C A+ o, CA” + ... +a_ CA =0 /
(1.44) 5 "
o L+o, LA+a, LA  +...+a LAY =0
o 1 2 m
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ou C At / L Al sont des matrices € R°*4

Pour que le systéme (I.44) admette une solution non nulle en
S i1 est nécessaire et suffisant que le rang de la
matrice N / M : '

(1.45) N = (cT AT ok ... AT CT) /M = (LT ATL.T AmTLT)

soit inférieur ou égal &3 m (nombre d'inconnus).

Lorsque cette condition est vérifiée, nous détermineroms les Q.
solutions de 1'équation (I.44). La sommation pondérée par ces oy des deux
membres des deux relations (I.39) conduit 3 1'équation de récurrence

(1.42).

Donc, le degré de 1l'équation de récurrence est 1ié au nombre de vec-
teurs colonnes indépendants de la matrice M / N.
Remarque : Lorsque dans les relations (I.45) nous posons m = g~ 1, celles~

ci s'écrivent :
(I.46) rg (cTaTct ... AT Ty ¢ g

Ce qui correspond pour le cas des systémes lindaires 3 la
condition de non observabilité&. Il nous vient,d'aprds cette

remarque, la conséquence suivante : :

Conséquence : Lorsqu'un systéme linéaire est non observable pour
lequel 1les conditions (I.46) sont vérifides, il
est toujours possible de réduire le degré d'itération de

son équation de récurrence, au rang de la matrice N

Supposons que le rang de cette matrice soit r (n colonmes libres).
Ecrire une équation de récurrence & l'ordre r revient donc a trouver des

solutions non nulles en Bi de 1'équation :
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T T T T T _
BOC +B1A C +...+BrA cC =0

(1.47)

I1 suffit pour cela que le rang de la matrice

(1.48) (T AT T ... AT ch

soit inférieur ou égal & r, c'est ce qui est le cas par hypothése.

b3) Exemple numérigue :

Appliquons les résultats trouvés sur un exemple & valeurs numériques

suivantes :
3 =3 2 0 -1 1 1 0
q=3 A= -1 5 =2 C = B = 1 0,5
-1 3 0 0 -2 2 0,5 -1

leére méthode

la matrice A admet en plus de son polyndme caractéristique, un po-

lyndme annulateur P(A) :

P(A) = A% - 61+ 8 tel que P(A) = 0

avec O, =1 o, = -6 a =8

L'équation de récurrence correspondante obtenue a partir de ce po-

lyndme est :

-0,5 -1,57 2 6
+8y = K*(.)e . + K*(.) e
n -1 -3 o+ g2 n

Y2~ 0 Vnaq

Le polyndme caractéristique aurait donné des équations dont 1'ordre

d'itération est de 3.
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2éme méthode

Formons la matrice (CT AT CT AZT CT) soit alors

ait

0 0 0 0
o =1 =2 + 0 =2 =41 =0
o] 1
1 2 2 4
Une solution retenue correspond & ao = -2 et u1 = 1, nous permet

d'avoir 1'équation de récurrence a l'ordre 1 suivante

Nous avons montré qu'il est toujours possible de décrire le systeéme
(1.33) sous la forme d'équation de récurrence vectorielle relative a cer-
taines de ses composantes y, et €, Les coefficients intervenant dans
cette écriture sont calculés a partir de 1'une des deux méthodes propo-
sées. Ce mode de calcul peut paralitre long lorsque le systéme est d'ordre
élevé. Par analogie, nous proposons une extension de ces méthodes et leur
application aux systémes partitionnés en blocs de matrices. L'utilisation
des propriétés des anneaux commutatifs de matrices carrées et la défini-

tion de polyndme "annulateur généralisé"

d'une matrice caractéristique
en blocs, nous permettent de simplifier le probléme /E1 Moudni, 1981/
/E1l Moudni, Richard, Dauphin-Tanguy, 1982/. L'étude sur des systémes
partitionnés apparait dans de nombreux travaux /Tzafestas, Pimenides,

1983/ /Siljak, 1981/ /Dennis, Traub, Webers, 1976/ /Chenin, 1980/.




II.2 - Introduction d'un outil mathématique pour la description

des systémes échantillonnés

Nous nous proposons d'étudier la classe des systémes partitionnés

en blocs de la forme :

(1.49) Yooy = MY
ol
T T i
Y:’; = [y; oo y; ] avec yrl1 e R®
M= M T M.. e RS Yi,i=1,...,1
M, ... M ]
ri rr
M e RY9 avec q=1rXs

Dans cette description, les blocs Mij sont supposés commuter entre

eux 3

(1.50) Mij Mkl = Mkl Mij i,3,k, 1 =1,...,1

Dans la suite, nous définirons le déterminant matriciel et le poly-
ndme caractéristique généralisé /E1 Moudni, 1981/ /E1l Moudni, Richard,

Borne, 1981/.
Soient

E : un anneau de matrices carrées d'ordre s
E' : un sous-anneau de matrices commutatives de E (E' ¢ E)
E : un anneau de matrices partitionnées en blocs de matrices

carrées de E

E présente une structure de module a gauche /E1 Moudni, 1981/ /Che-

nin, 1980/ sur E avec la définition de la multiplication externe notée ®
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définie comme suit :

MeE, FeE' e RS™S

M,, ... M FM,. ... FM
(1.51) FeM=Fa | | [ L 1
M M FM . ... FM
ri rr ri rr
et
1
Y, Fy,
(1.52) F® Yn =F & 3 = .
r T
b Fy

L'é1lément neutre pour cette multiplication est la matrice identité

Is e E' telle que

(1.53) e M=M

a) Déterminant mathiciel :

Nous appellerons déterminant matriciel de la matrice M e E, la ma-

trice notée DET(M) calculée comme suit

(I.54) DET(M) = DET(Mij) =2sg (n, ...n) Mn1’1, an,z’ ceey M“r’r

- le T est étendu & toutes les permutations
(1.55) - Sg = + 1 suivant que la permutation (n1 . nr) est paire

ou impaire

Ce déterminant matriciel posséde des propriétés généralisant celles

du déterminant scalaire (Annexe I).
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.o

b) Polyndme caractéristique généralisé

Le polyndme caractéristique de la matrice A de E est défini par le
déterminant de la matrice caractéristique (AL - A), ou X est un scalaire

et I, la matrice identité.

De la méme facon, nous nous proposons d'introduire une matrice iden-
tité de E notée I et une matrice A de E'. Il nous vient alors la défini-
tion de polyndme caractéristique généralisé de la matrice A /E1 Moudni,
Richard, Dauphin-Tanguy, 1982/ /E1 Moudni, Richard, Borne, 1981/.

(1.56) P(A) =DET (A@ 1 - A) ¢E'

Par développement, il vient 1'expression :

-—

r
(1.57) P(A) = AT +

[ e I
rrf
—

SXS§S
avec Fi eE' ¢c R

=kl

Il est possible de démontrer une propriété de polyndme caractéris-
tique généralisé, qui généralise ainsi le théoréme de Cayley Hamilton
aux matrices en bloecs /El Moudni, Richard, Borme, 1981/.

Théoréme :

La matrice A g E, annule son polyndme caractéristique généralisé

-1 .
(1.58) P(A) =AT + £ F. 8 A" =0
i=1

i . ; .
Le calcul de A” se fait comme dans le cas scalaire, soit




Démonstration :

Soit ADJ (A
AeE', on a :

ADJ (A

ou B (k=0,...,

k

(Aol

Soit alors

(Ae 1
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8 I - A) la matrice adjointe de (A ® T -~ A) pour chaque

r—-1 K
@l -A =3I A e Bk
k=0

r-1) ont des éléments de E. Cependant

- A ADJT (A® 1 ~A) =DET (W9 I -A) eI

r-1 .
Fi @ Al) ] 1 VYA eE'

z

-1 X .
-A). I AN e Bk = (A +
k=0 i=0

I1 vient, par identification entre les deux membres, les relations

suivantes
(0)
GD)
(2)
(I.59) A
(r=1)
L(r)

- A 80 = FO g I
-As 81 + Bo = F1 a1
- A 82 + 81 = F2 ® I
-Ae® Br-1 * -2 Fr—1 ® I

6r—1 = I

Lorsque nous multiplions chaque équation (I.59-i) par A', et nous

faisons une sommation du résultat, il vient

FO eI

soit le résultat

+F,. @A+ ... +F & AT & AT = 0
1 r-1

recherché.
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II.2.2 - Formulation récurrente d'ordre minimal sur des systémes

partitionnés en blocs de matrices carrées

a) 1ere Méthode de mise en équation nécuwrrente

Le systéme 3 étudier est celuli qui peut étre obtenu en partitionnant

le systéme décrit en (I.33). Nous obtenons

X 1 = A X+ K(.) €
(1.60)

Y =CX
n n

Le procédé de partitionnement prendra en compte la dimension de la
sortie Yy Nous partitionnons ce systeéme en blocs carrés de dimension

s. Il vient alors

s T 1T mT i s i
YneIR,sn— (en ... ), X --(xn ...xn),xne]R,ene]R

x
A composée de r2 blocs Aij (i,j=1, ..., r) avec Aij e R°®°

K(.) une matrice de r'xm blocs kij (i=1,...,r3;j=1,...,m) les
SXs

composantes kij € R

C matrice bloc ligne de r blocs, dont les composantes

Cj (3=1, ..., 1) e RS™S

Dans le cas ol la dimension Xn /En est multiple de s, le partition-
nement est immédiat de la matrice A/K(.) en A/K(.) non redondantes.
Dans le cas contraire, une simple dilatation dans la dimension de A /K(.)
permet de résoudre le probléme. Nous supposons qu'aprés ce partitionne-
ment, tous les blocs sont commutatifs ; dans le cas contraire, des tech-
niques de partitionnement avec dilatation peuvent &tre utilisées pour
nous assurer cette propriété /E1l Moudni, 1983/ /El Moudni, Richard, Dauphin~-

Tanguy, 1982/.
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Relation de récurrence entre Yn et En

Ecrivons le systéme partitionné (I.60) & l'instant (n+i)T, il vient :

i-1-]
(1.61) n S

Yn+i = Xn+i (b)

La multiplication & gauche par C des deux membres de (I.61-a) fait

apparaltre la variable Yn soit alors

+1?

i-1

_ N i i~1-j
(1.62) C e X i = Y .= Ceo A @8 X+ 'Zo CeA @ K(.) €n+i
J=

Comme dans le cas scalaire, pour avoir une relation entre Yn et €,
. P i
11 faut éliminer les termes de la forme CA Xn' Pour cela, nous allons

utiliser deux méthodes généralisant celles proposées dans le cas scalaire.
al) a coefpiclents matriciels d'un polyndme annulateur géndhralise :
Définition :

Le polyndme annulateur généralisé de la matrice A 3 coefficients

matriciels /E1 Moudni, 1983/ :

s

PN =

i

™8

o A (0. eE') eR*™
O 1 1

est un polynOme vérifiant

P(A)=0cm®Am+...+oc1®A+...+ao®1=0

Une sommation pondérée par les coefficients matriciels o de P(A)

des relations (I.62) fait apparaitre P(A) = 0, soit
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m

I a. ®Y =

jo0 & n+i

(1.63)
m . m m i_1_.
Cl| 2 a.8A | X + I T a.8Ce®AYT T 8 K() e .

. 1 . . n+]
i=0 i=0 i=1+]

dans laquelle s'élimine le vecteur Xn et nous obtenons ainsi 1'équation

de récurrence liant Yn a En

m m-1 5
(1.64) I a.®Y .= L M(()ece .
j=0 I n+i 520 n+j
. m i_]_.
avec Mi() = & o, ®C oA I & K(.)
i=1+]

Le degré m de 1'équation de récurrence (I.64) peut toujours &tre in-—
férieur & r, "ordre" de la matrice A, et ceci peut toujours étre obtenu
par une simple modification du systéme partitionné en introduisant une
matrice dont les blocs peuvent étre choisis de telle sorte que le sys-—
téme modifié obtenu de la méme maniere qu'en scalaire, admette un poly-

nome annulateur généralisé.

Dans le cas général, 1'élimination peut s'effectuer en déterminant

les o, € E' tels que

m .
(1.65) T oa. @ [C@Al] =0
O 1

i=

Cette méthode utilise la notion de dépendance matricielle de vec-

teur par blocs /E1 Moudni, 1983/.
a?) o, coefficients matricieds non chodisis a priond :

La méthode proposée ici est basée sur la dépendance matricielle des

m . . oo .
vecteurs par bloecs C, CA, ..., CA”, Définissons les propriétés suivantes :
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Soient X1, X2, ceey X

: des blocs vecteurs de E, constitués des
blocs carrés ¢ E'.

Définition 1 :

Les blocs vecteurs X1, ey Xm sont dits matriciellement liés s'il
existe Yys +ves Yy € E' non tous nuls, tels que l'on ait :
Y, ® X1 + ...+ Y, ® Xm =0 (0 matrice carrée nulle ¢E').

Si cette liaison n'existe pas, on dira que X
’ q

» +++, X_ sont matri-
1 m
ciellement indépendants.

Définition 2 :

Le rang matriciel d'un ensemble de blocs vecteurs Xi est le nombre
maximum de vecteurs matriciellement indépendants qu'il est possible d'ex-

traire de cet ensemble. On note :

Rang (XI’ cees Xm)

Conséquence :

Pour que les blocs vecteurs Xi d'éléments dans E' soient 1iés, il

faut et il suffit que la matrice formée par les blocs vecteurs Xi ait
des colonnes proportionnelles, ce qui donne

Rang (X1, vy Xm) <m (Rang : rang matriciel et réciproquement)
Appliquons ces résultats au systeme étudié (I.61). Notons Ogs =+ +s O

des matrices de E' arbitraires non nulles. La sommation pondérée par ces

coefficients matriciels des relations (I1.62) donnerait une relation de
la forme (I.63). Eliminer les termes

m

T o @ Ce At @x
. 1 n
1=0
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pour toute valeur de Xn revient & trouver des solutions matricielles en

o de 1'équation suivante :

m .

(I.66) T o @CaAt =0

N 1
1=0

. i e .
ot C @ A~ sont des blocs vecteurs d'éléments dans E'.

Pour que les équations (I.66) admettent une solution non nulle, il

faut et il suffit que la relation (I1.67) soit vérifiée

T

(1.67)  Rang (CT, AT & CT, ..., AT

o @ CT) <m

Si c'est le cas, la résolution des équations (I1.66) détermine les
i P
0. pour lesquels les termes en CA Xn s'éliminent et nous obtenons le

méme type d'équation de récurrence que (I.64).
Remarque :

Pour un systéme partitionné en blocs tel que (I.60), lorsque le

rang matriciel de la matrice (CT, cees AmT

T c e s
®@ C) est inférieur au nombre
de blocs vecteurs colonne (m), il est toujours possible d'écrire une é-
quation de récurrence dont le degré d'itération est égal au rang matri-

ciel de cette matrice.
al3) Exemple d'application :

Considérons un systéme linéaire décrit par l'équation (I.60) avec

les valeurs numériques suivantes

q=656 r =3 s = 2
1 0flo o1 o]
| 0 -t ] o0 ojL0 2]
a- | [0 o][-20][0 o]
o 0JLo -3} o o]
-4 0]Jo0o o][2 o]
| 0 =1] L0 04 L0 -1 J
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; 0 0 1 0]To o
- 0 0 0o -1]]0 o
i
S
= O -
(- 1 0
S0 o]
0 1
L~ -

* Méthode de polyndme annulateur généralisé

La matrice A vérifie

0 9

3 -1 0 ) 0 O 12 0
P(A) = A7 + AT+ A+
0 5 0 9 0 9
avec
(12 0] [0 0]
6] = o =
© o 9 " Lo 9]
-1 0] f1 0]
C{. = a =
2 1o 5 3 1o 1)

I1 vient par conséquent 1l'équation de récurrence vectorielle sui-

vante
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a, ® Y + 0, ®Y + 0 8Y + a
n+ n

3 n+3 2 2 1 +1 oY, =

=(oc3®CK)€ + (. @ CK+o, @ CAK) ¢ +
n 2 n

+2 3 +1

+ (o ®8CK() +0 8 CAK(L) + a 8 CAZK(.)) ¢
1 2 3 n

Soit, lorsque toutes les matrices sont remplacées par leur valeur

numérique

1 0 -1 0 0 0 12 0
Y o+ Y ot Y L+
0 1 n 0 5 n 0 9 n 0 9
1 0 -3 0 6 0
"o 2 “ns2 0 4 fnet * 0 6 “n

* Méthode utilisant les blocs vecteurs C A’

Formons la matrice constituée par les blocs colonnes C, AT CT,
AT CT, on obtient

Lo oJLo oJjo o]

[ 1 TT7-2 1T 0]
N =

i -1j Lo Lo 27

o o] T 0l1To o

Le rang matriciel de la matrice est de 1. Il existe des matrices

. 2%2 .
carrées . € R telles que 1l'on ait :
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0 0] 0 0]

| 0 0 _ 0 A

C 1 0] -2 7
o, ® + o, 8 =0
0 0 -1] 1 0 3

i 0] 0 0]

0 0 | 0 0

b - .y -

Pour qu'il y ait solutions matricielles en a; il faut et il suffit

que le rang matriciel de la matrice F soit inférieur ou égal a 2

0 0jLO 0
"1 o0 [-2 o]

I1 vient alors 1l'équation suivante :

avec la solution :

o
o
w
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b) 2&me Méthode de mise en équation récwuiente :

Cette étude concerne les systémes discrets non linéaires décrits

par l'équation d'état suivante

(1.68) X 41 = A(En) €

ou X e R : vecteur état de composantes x; @=1, ..., q)
xT = (ST ET), s e]Rm—1, ¢ eR® avec s+m-1 = q
n n n n n

s x . e s s p
A :R® +~RYY 1a matrice caractéristique du systeme dépendant

de ¢
n

Pour éliminer s, et établir une équation de récurrence régissant €,
nous partitionnons tout d'abord le systéme (I1.68) en blocs carrés de di-

mension s relative 2 e - I1 vient alors le systéme partitionné

(1.69) X = A(en) €,

n+1
A(en) constituéde de r2 blocs

1T 1 .
XT = (x1T e, x5 1 ET) x* e R®
n n n n n

Lorsque les blocs de la matrice A(.) sont commutatifs, nous déter-

minons un polyndme annulateur généralisé P([)

(1.70) P(A) = A" +

MR
av]
—
m

par simple identification dans ce dernier /El Moudni, Richard, Borne,

1981/, a partir de la notation

) €

i k i
(1.71) P (sn) AT e— 7P (€n+k ek

il vient 1'équation de récurrence vectorielle sur le vecteur €, restant :
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r .
(1.72) en + Pl(e .)€ . =0

En fait, aprés le partitionnement dans 1'hypothése non linéaire,
la propriété de commutativité de tous les blocs de la matrice n'est gé-
néralement pas assurée /E1 Moudni, Richard, Borne, 1981/. Deux cas peu-

vent se présenter

ler Cas : Tous les blocs des (r—-1) premiéres colonnes sont commutatifs

Dans cette partie, mnous supposons que A(sn) est la somme d'une ma-
trice A dont tous les blocs sont commutatifs, et d'une autre matrice

K(en) dépendant de €,

0 ..... 0 k1(€)
K(€)=[O...O k(a)]=
n n o .
0 ... 0 k (g)
e r el

Kte ) eRYY; k. (e ) erR¥™ ; k(e ) e RV
n 1 n n

Sous ces hypothéses, le systéme (I1.69) peut s'écrire :

X =AX +K()e =A)X (a)
n n n n n

(1.73)
€=[O...0 I]X=CX (b)
S n

Convention :

Nous appelons déterminant matriciel de la matrice caractéristique
A(en), la quantité DET (A® I - A - K(sn)) calculée en développant les
calculs par rapport aux (r-1) premiéres colonnes i blocs commutatifs

/E1 Moudni, 1981/ /E1 Moudni, Richard, Borne, 1981/.
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Théoréme

Les coefficients de 1'équation de récurrence vectorielle associée
a (I.73) sont définis par les coefficients de déterminant matriciel ca-
ractérisgique de A(en), avec une identification correspondant 2
€n+i A

Démonstration :

De (I1.73~a), 1l vient, pour 1 =0, ..., r :

i-1

_ i i-1-3
(1.74) € 4i = C (A Xn) + jio Ceo A e K(an+j) €n+j

Une sommation pondérée par les coefficients Fi d'un polyndme annu-—

lateur généralisé de la matrice A, permet d'obtenir 1'équation suivante :

r—1
(1.75) €n+r + ’Z S(€n+j) €n+j =0
i=0
avec
: i~1-3
S(¢e .) =F.- I F.e@CA Kt )
n+] 1 i=1+ n+]j

Ces coefficients S(€n+j) peuvent €tre identifiés avec les coefficients

de DET (A @1 - A - K(En)) mentionné ci-dessus.
2éme cas : La commutativité des blocs n'est pas satisfaite

Dans de nombreux cas, les blocs des (r—1) premieres colonnes peuvent
ne pas commuter entre eux. Cependant, 1l'introduction d'une redondance
dans le partitionnement du systéme et une écriture particuliére des blocs

de la matrice partitionnée, peut pallier cette difficulté,

I1 suffit d'écrire chaque composante 3 éliminer autant de fois que

l'ordre du vecteur restant.
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Pour le systéme (I1.68), les composantes x; (i =1, ..., m=1) seront

répétées s fois.

La matrice obtenue A(en) est redondante par rapport 2 la matrice

initiale. Elle est composée de m2 blocs.

A(en) est partitionnée de la méme maniére que dans le premier cas.
Tous les bloecs de (m-1) premiéres colonnes sont diagonaux donc commuta-
tifs. Pour illustrer ce partitionnement particulier, nous considérons

un systeéeme d'ordre 4 représenté par

1
J
'
]
1
]

x;+1 a;; 2y, a13(€;) a14(gi) x;
(1.76) erl“ | 221 2 223Ce) a0 xrj’
a1 aj, ag, a33( ) 334( ) e,

-€§+1_ _a41 a,, a43(.) a44(.)~ _€r21d

La matrice partitionnée correspondante avec les deux premiéres co-

lonnes & blocs commutatifs, est la suivante

S - o o TS
X+ a;; 0 a;, O ay50) 2,0 *n
1 1
*n+1 L 0 e dL 0 e bag() a0l =
2 - 9 F 1 r - 2
X 3y 0 2y, O 39500 ay, () )
(1.77) -
<2 0 a 0 a a..(.) a,, () 2
n+1 L 214 L 224 L33t 247 4 n
1 - qr qr . 1
n+1 a3y O agy 0 a33() a5, () €n
2 2
| Garr ] L O g dL O adbagg) a0 0] | ©n |

C'est une forme redondante par rapport au systéme initial. Elle nous
assure la propriété de commutativité, ce qui nous permet 1'application
des méthodes de mise en équation et 1'obtention des équations de récur-—

rence vectorielle cherchées.

D'autres techniques de partitionnement et d'écriture de la matrice

partitionnée peuvent Etre utilisées lorsqu'elles peuvent nous assurer
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la propriété de commutativité /E1 Moudni, Richard, Dauphin-Tanguy, 1982/.

Le systeéme (I1.77) écrit sous la forme

R i 101
Kp+1 A A2 M ka
2 _ 2
(1.78) Xn+1 = A21 A22 A23 Xn
3
| St | [ %31 A32 M35 [ Ko
avec les matrices Aij (i =1,23; 3j =1, 2, 3) pouvant &tre écrites sous
les formes suivantes :
aij 0
A.. (i, j =1, 2) =
] 0 \\a..
1]
0 0 0
ou ou ou ////
0 0 0
(1.79)
ag . 0
A, L =333=1,2) = »d
] 0 a
4j |
0 0 0
ou ou ou ////
0 0 0

1

1
. . . 1
pouvons introduire des nouvelles variables annexes telles que z ¢

. . . . 2
Au lieu de répéter les variables dans les vecteurs X, et X1, nous

T - !« 2
n n e}

2T _ |,
n

X
n

2
n

(1.80) X

Le systémes (I.77) s'écrit encore sous la forme :
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[ 1] [ | ! . 17 .17
zn+1 & 8 1 Y n 1 & v zn
1 ! ! 1
*a+1 O 213 % 2121213 A || M
1 2
n+1 a' B' : -Yl n' ) g' w' Zn
(1.81) 2 = 1 1 5
0 a 'O a ' a a bid
n+1 21 1 22 1 723 24 n
250 N I I | Rp— r-st £l -~
n+ 3 a3y 1 b ag, tazy ag, | €,
2 . v, ! 2
RN Y I L RP S LE SV B

Les coefficients introduits (&, B, v, n, &, ¥, a, b, c) sont choi-

sis arbitrairement (ils peuvent &tre des zéros, par exemple).

Dans tous les cas de partitionnement, 1'introduction de nouvelles
variables et le choix parmi les différentes écritures, sont guidés pour
l'obtention de la propriété de commutativité d'au moins celles des pre-

miéres colonnes.

Interprétation des résultats

Le choix de la représentation décrivant 1'évolution d'un systeme
s'avere fondamental en vue de 1'analyse et de la synthése d'un proces-
sus linéaire ou non. Le but cherché consiste & réduire les variables du
systéme aux seules variables qui influencent son comportement. Dans ce
sens, nous avons proposé une généralisation au cas non lindaire des mé-
thodes d'élimination usuellement réservées au lindaire. L'utilisation des
polyndmes annulateurs des matrices d'une part, et la notion de dépendance
de matrices d'autre part, permettent en particulier la définition de mé-
thodes systematiques de représentation. En se placant dans un anneau com—
mutatif, les méthodes d'élimination ont été étendues aux systémes parti-
tionnés représentés par des blocs de matrices avec les mémes régles de
calcul que dans le cas scalaire. Pour assurer .la propriété de commutati-
vité entre les blocs de matrices, nous avons utilisé le principe de re-
dondance ou dilatation a un certain ordre défini. La généralisation de
ces méthodes aux systémes partitionnés permet une réduction dans 1l'ordre

des calculs lorsque le systeme est d'ordre élevé.
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III - METHODE DE SIMPLIFICATION DE MODELES, UTILISATION DES PERTURBATIONS
SINGULIERES

La résolution de nombreux problémes nécessite, & un moment de 1'é-

tude, l'utilisation des méthodes d'approximation.

Dans ce sens, les techniques des perturbations jouent un rdle trés
important dans de nombreux domaines. Les mathématiciens les utilisent
pour approcher les équations de nombreux systémes., Elles permettent en
effet, d'obtenir des solutions approchées par passage a la limite proche

de celle du systeéme réel.

Ces méthodes sont aussi utilisées dans les domaines de la mécanique,

de la physique, de l'automatique et plus généralement dans tous les cas

ol la description d'un processus met en jeu des petits parametres., Il

est possible /Sandell & al, 1978/ de distinguer deux grandes classes de
problémes pour l'application & 1'automatique : les perturbatioms qui
correspondent 2 des couplages '"faibles" (perturbations réguliéres) et

celles qui traduisent des couplages '"forts" dues a des dynamiques dif-
férentes d'un systéme, ou 3 des ordres de grandeurs disproportionnés .

(perturbations singuliéres).

III.1 - Perturbations singuliéres sur les représentations d'état

L'idée de base des techniques des perturbations singuliéres est la
simplification des systémes contenant des petits parametres dans leur
équation. Nous nous intéressons plus particuliérement ici aux systémes

échantillonnés modélisés par des équations d'état.

X £(x , pz_, u) x eR1
n n

n+1 n n
(1.82)
q2

z
n+1

X z u z R
g ( n’ Mo n) n €
Cette structure de perturbation adoptée, place le petit paramétre

a droite du signe égal affecté a z

La perturbation est singuliére car, la valeur p =0 dans (I.82) réduit
la résolution du systéme d'ordre q a celle d'un systéme d'ordre q, /0'"Malley
1974/.
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I1 s'agit généralement d'un systéme composé d'une partie lente x_,
git g y P P a

' . .
et d'une partie rapide z . ,

Le coefficient u n'est pas défini en général, mais dépend du systéme

étudié. I1 peut &tre déterminé comme étant :

- le raﬁport entre les échelles de temps de la partie lente

(n) et de la partie rapide (n') :
g = — (nO étant 1l'instant initial)

- le rapport des valeurs propres extr@mes correspondant aux
deux parties décrivant le régime libre du systéme lorsque le sys-—

téme est linéaire :

Ikmax (partie rapide) |

B !A . (partie lente) |
min i

Pour u=0, le systéme devient :

(1.83) Koep =8 Gy 05 w)

]
(424
—~
n
-~
o
i
[
A

z
n+1 n n

Nous obtenons un systéme réduit de dimension a5 caractérisant 1'é-

volution de la partie lente ;n'

Dans le cas linéaire, en régime autonome (I.84)

(1.86) N T T T

i)

z A X + A22 u zn

n+1 21
devient, avec pu = 0 :

(1.85) X = A, ., x
n

Ceci implique que les valeurs propres de la matrice A11 sont voi~-
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sines de q, valeurs propres lentes et nous montrerons par la suite que
les 45 valeurs propres rapides seront approchées par les valeurs propres

d'une matrice p(Azz-A A.1

21811 A12) caractérisant 1'évolution de la partie

rapide.

Le sens physique des variables est évidemment conservé puisque ce

sont les variables d'état originelles qui sont utilisées.

Cette méthode est particuliérement bien adaptée pour répondre aux
exigences de la réduction d'ordre pour des systémes linéaires ou non li-
néaires. Elle entraine une diminution de 1l'ampleur de calcul et permet

la réalisation des correcteurs simplifiés.

ITI.1.1 - Quelques résultats fondamentaux concernant les sys-—

témes a plusieurs échelles de temps

Les méthodes de perturbations singuliéres ont connu un développement
trés important dans de nombreux domaines qui touchent & 1l'analyse, l'es-
timation et la commande des systémes dynamiques. En effet, elles permet-
tent de résoudre des problémes numériques 1iés soit a des dynamiques
différentes, soit a4 un mauvais conditionnement des modéles di a des ter-
mes d'ordre de grandeur trés différents, tout en conservant leur sens

aux variables caractérisant le systéme.

L'application des lois physiques régissant 1'évolution d'un proces-
sus continu conduit souvent a des équations différentielles contenant
plusieurs petits paramétres /Bishop, 1975/ /Hildebrand, 1968/. L'étude
des systémes échantillonnés méne aussi naturellement aux mémes types

d'équations /Kuo, 1970/.

La méthode de perturbations singulieéres est trés développée dans
le cas des systémes continus et a fait 1'objet de nombreux travaux
/Kokotovic & al, 1976, 1982/ /O'Reilly, 1982/ et /Dauphin-Tanguy, 1983/.
Récemment, /Saksena, O'Reilly, Kokotovic, 1984/ dans un article de syn-—
thése comportant une étude bibliographique trés compléte, ont fait le
point sur les différents domaines d'application des techniques des per-
turbations singuliéres et sur les principaux résultats obtenus pour 1l'a-

nalyse et la synthése des systémes comportant plusieurs dynamiques.
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Des applications importantes utilisent la réduction d'ordre des sys-—
témes, la stabilité /Grujiéd, 1976, 1978,1979, 1981/ /Khalil, Kokotovic,
1979/, le calcul des trajectoires optimales /0'Malley, 1972/ /Sannutti,
1973/, les systémes & retard et trés générélement la synthése des pro~

cessus.

Contrairement aux systemes continus, 1'étude des systémes discrets
singuliérement perturbés (introduction d'un petit paramétre) n'a commen-
cé que récemment, et il n'existe pas actuellement de modélisation géné-
rale et unique. Au dééart, 1'étude de ces systémes a été faite essentiel=-
lement avec une modélisation semblable 3 celle des systémes continus
(p intervenant dans le vecteur a 1l'instant n+1) /Comstock, Hsiao, 1976/
/Hoppenstead, Miranker, 1977/ /Grujié, 1977/ /Reinhardt, 1979/ /Hsiao,
Jordan, 1979/ et a concerné principalement les problémes de stabilité

et de la valeur limite des systémes de second ordre.

Depuis les années 80, un nombre important de travaux proposent une
modélisation spécifique aux systémes discrets /Phillips, 1980/ /Rajago-
palan, Naidu, 1980/ /Blankenship, 1981/ /Naidu, Kailaza, Rao, 1981/ /Rao,
Naidu, 1981/ /Kailaza, Rao, Naidu, 1981/ /Dauphin-Tanguy, Noé&l, Borne,
1982/ /Syrcos, Sannuti, 1983/ /Fernando, Nicholson, 1983/ /El Moudni,
Dauphin-Tanguy, Borne, 1984/ /Magdi Mahmoud, 1982/ /Bakatian, Khalil,
1984/ /Kando, Iwazumi, 1983/ /Magdi, Singh, 1981/, dont les
études ont concerné la modélisation, le découplage, le probléme des

valeurs initiales, la réduction d'ordre et la commande, ...

Nous allons développer ici les résultats relatifs aux problémes de

conditions initiales et 1'obtention des modéles simplifiés.
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III.1.2 - Cas_général : systémes non linéaires ; Approximation

.

3 1'ordre zéro

Soit le systéme d'ordre a,* 4, décrit sous la forme :

Enel £ (xn’ M Zn)
(1.86)
Zobt © 8 (Xn’ M zn)
94 99 . s . e
avec ! X €ER ', z e R <, X, et z, des conditions initiales
g ¢ un paramétre scalaire T ]() , 1]

Quand nous posons 4 = 0, 1'équation (I.86) s'écrit sous forme de
P q

deux équations

(I.87-a) x = f (x

in+1 » 0)

n

(1.88-2a) Zge1 = 8 (xZn , 0)

(1.87) exprime le mouvement décrivant 1'évolution des variables len-—
tes, les variables rapides ont atteint leur régime quasi-permanent et

le systéme n'est plus que de 1l'ordre qq-

(1.88) exprime le mouvement d'entralnement des variables rapides

par les variables lentes.

I1 est clair que cette approximation ne peut respecter les condi-

tions initiales des variables z_ en raison de 1'équation algébrique (I.88).

En supposant que Xon puisse &tre déduite de (I.87) par 1'équation

suilvante
- — nt
(1.87-h) X0 h (x2n+1)
nous obtenons
(I.88-b) =z = g (h'(x ))

n+1 n+1
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Contrairement & la variable XKoo dont les conditions initiales sont

définies par :

(1.89) X9 = %

la variable z, a ses conditions  initiales liées a celles de Xpo et il

peut y avoir une différence importante entre Zop = 8 (h'(xzo)) et zy

(1.90) # z

290 0

On ne pourra donc pas espérer avoir une approximation uniforme de
z valable dés 1'instant n = ng.

L'approximation :

(1.91) z =2y, * 0(u)

est seulement valable en dehors du voisinage de ng, c'est~a~dire pour
n e [n' ,N] avec n' > ng-

Par contre, si nous prenons pour %00 la condition initiale Xy alors

1'approximation :

(1.92) x = + 0(pw)

Xln

est uniforme, donc valable sur [no, N].
Le probléme posé est un probléme de raccordement ('couche limite'')

entre les conditions initiales z. et le mouvement d'entralnement Z90

0
(n> nO) des variables rapides par les variables lentes Xoo -

A 1'ordre zéro, les variables X et z_ solutions de 1'équation (1.86)

sont partagées en une partie lente :

(I.93-a) Xg / 290

et une partie rapide X = 0/ z appelée partie corrective par
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/Rajagopalan, Naidu, 1980/ /Naidu, Kailaza, 1981, 1982/.

A un ordre plus élevé, la partie corrective de la variable lente
X 0 n'est plus négligeable, ce qui peut s'écrire sous forme générale d'un

terme d'ordre k d'un développement asymptotique :

(1.93-b) uk+1 X / uk z
™ ™m

Le coefficient k est pris égal & n, car il représente la décrois-

sance des composantes rapides d'un intervalle a un autre.

Ces séries (I1.93-b) tendent vers zéro en absence d'entrée quand u
tend vers zéro (sauf 2 n = 0 pour zrn), ce qui correspond aux hypothéses

(1.89) et (I.90).

En remplacant (I.93 dans (1.86) avec 1'hypothése de dérivabilité
des fonctions f(.) et g(.), celle-ci peut s'écrire en fonction des dé-

rivées partielles

.
n+2 s T . BEC oM Zpn) e
H X rn+1 an e rn azn s Zrn
(I.94) 3
n+1 2 - ag(xln’uzln) n+1 % + ag(xln’“zzn) n+1 ,
H ron+1 an - H rn an s ™m

Le systéme (I1.94) s'écrit a 1'ordre zéro en p, obtenu aussi pour
u =20 :
0= fx (.) x o* gz(.) z (a)
(1.95)

Zrntl fx () Xrn * gz(') Zrn (b)

La solution'xrn de 1'équation algébrique (I.95-a), lorsqu'on la
reporte dans (I.95-b), conduit a4 un systéme réduit de dimension q,, ca-
ractérisant 1'évolution de la partie rapide et appelée équation de couche

limite.
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(1.96) z = h(.) z
rn

rn+1

L'approximation des composantes rapides valables ¥ n, est ainsi ob-
tenu par superposition de la solution de 1'équation de couche limite
2 définie dans un domaine du voisinage de n

el 1 '
définie dans [n ,N], (n' > nO).

, et de la variable z

0 2n

(1.97) z + Z 0 + 0(u)

=z
n £n

IIT.1.3 - Présentation_dans_le cas_linéaire de la méthode des

perturbations singuliéres

Nous supposons ici que les problémes de modélisation sous forme
d'un systeme échantillonné singuliérement perturbé sont résolus (la dis-

cussion a ce sujet sera faite dans le deuxiéme chapitre).

Soit un systeme linéaire représenté par l'équation d'état suivante :
y P p

%
*a Ay A % By
= + un
%
201 By A ] % B
(1.98) 4
X
< n
Yn T [C1 CZJ
z
n
L
avec
T
X = I:XT , ZT] le vecteur état e RY
n n n .

q
X e R 1 regroupant les composantes lentes

q .
z, e'R.z regroupant les composantes rapides

T .
u eR, Y e RP les vecteurs de commande et de sortie

A,., B,

i i Cj des matrices prenant des dimensions appropriées
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Nous adopterons dans la suite, comme méthode des perturbations sin-
guliéres pour les systémes échantillonnés, celle qui consiste a faire
apparaitre dans le systéme (I.98) un petit paramétre u € ]C), 1] affec—

té a4 une partie du vecteur état.

R.G. Phillips dans un article de synthése sur les systémes discrets

singuliérement perturbés /Phillips, 1980/, propose le modéle suivant

X+ Ap B A A
(1.99) : = o

2041 WAy HAy, Z,
avec : 0s£6 <51

p est un petit paramétre positif qui permet de comparer les deux
différentes échelles de temps et de normaliser les ordres de grandeur

des termes de la matrice, il peut &tre exprimé par le rapport de

I, |

Al

L'étude qui suit concerne une classe de systémes échantillonés possé-
dant la propriété de double échelle de temps, et s'écrivant sous la forme
singuliérement perturbée suivante /Rajagopalan, Naidu, 1981/ /Kando,
Iwazuni, 1983/ /E1 Moudni, Dauphin-Tanguy, Bornme, 1984/ /Rajagopalan,
Naidu, 1980/ /Kailaza, Naidu, 1980, 1981/ /Syrcos, Sannuti, 1983/

N Alp A X B
= 4 u
n
2+ Aoy Ay || Mz B,
(1.100)
X
n
yn= [C1 CZ] 2
L #%n
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avec Xy = x(0) , zg = z(0) sont les vecteurs état a 1'instant initial
* * *
Ot A T R
12 u > 22 > 72 o

I1 apparait que (I.100) peut €tre obtenu de (I.99) par un simple
changement de base diagonal, ou en posant dans (I.100) 6 voisin de zéro
etue ]0,1].

La modélisation (I.100) ainsi retenue apparait, du point de vue
formel, trés proche de celle utilisée habituellement dans le cas des
systemes continus. En effet, le petit paramétre p intervient ici dans

X

le vecteur état , et dans le cas continu, dans la dérivée du

n
z
™
vecteur état

Nous présentons une méthode de simplification qui conduit & un dé-
couplage des dynamiques, semblable & celle utilisée de facon classique

pour les systémes continus /E1 Moudni, Dauphin-Tanguy, Bormne, 1984/.

a) Approximation a L'ondre zénro

al) Etude de la partie lente :

Aprés la phase initiale ol la partie rapide est prépondérante, 1'in-
fluence des modes rapides devient négligeable, ce qui revient & faire

tendre u vers zéro.

Pour y = 0, les variables X» 2o, u ety de (1.100) sont approchées

par X, , Zp , Uy et Yon" Nous obtenons le vecteur état associé a la par-

tie lente

(a)

+ B, u

Xon+1 - 11 Xon 1 %“en

(1.101) (b)

Zon+1 ~ A21 X9n * BZ “9n

Yom = C1 *n (e)
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-1

= A5 Ay

et z X

20 0

L'équation (I.101-a) décrit 1'évolution des variables lenftes, les
variables rapides ont atteint leur régime permanent. Le systéme est de
1l'ordre 4y L'équation (I.101-b) décrit le mouvement d'entrainement de
la composante lente de la variable rapide Z,n Par les variables lentes
X,
n

Si nous supposons que les conditions initiales sont conservées pour
les composantes lentes, l'approximation du vecteur X, par x, est vala-
ble sur tout l'intervalle [() R nT:] ¥ n. Par contre, d'une facon géné-
rale, 240 est différent de zq- L'approximation des variables rapides par

z, n'est donc pas valable sur tout l'intervalle de temps, mais seule-

n
ment 3 partir d'un instant n'T.

D'ou la définition d'un domaine dit "de couche limite'" caractérisé

par 1'équation de couche limite.

a2) Etude de_la_partie rapide (couche limite) :

Pour définir la partie rapide du systéme, nous supposons que la
composante rapide relative a X s'éteint rapidement, ce qui nous permet

d'écrire a l'instant (n+1) :

(1.102) Xl = 0

Les composantes rapides des variables sont définies de la facon sui-

vante :
Xrn =% T Xln (a)
z . =z =2 (b)
(1.103) ] rn n &n
urn = un - uln (e)
\ yrn = yn - yZn (d)

Pour exprimer les variables rapides, nous calculons la différence

entre le systéme réel et le systéme lent approché. Il nous vient alors,
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d'aprés 1'hypothése exprimée en (I.102)

.
0= A11 xrn * A12”Zrn * B1 urn (a)
zrn+1 = A21 Xrn * A22“Zrn * BZ urn (b)
(I.104) {
xrn
Yen 7 l:c1 H CZ] z (e)
L rm

De (I.104-a), nous obtenons l'expression de la partie rapide de x

-1 -1
(I.105) X = A11 A12 pao oo A11 B1 v

En la substituant dans (I.104-b), il nous vient 1'équation régis-

sant la partie rapide du systéme :

1 1

Zepet T (Bop T Ay A Az * (By - Ay AL B U
(1.106) » »
Ven = (Cp = Cia A dmz - ClA LB U
et
o o -1 o
2.0 =20 " %90 = % A.21 A11 X, d'aprés (I1.101)

Ceci reste vrai si 1'on suppose que la composante rapide de 1'entrée
u_, ne porte que sur les variables rapides z_ et me déstabilise pas la
partie lente du systéme.

Le systéme réduit rapide comporte une transmission directe de 1'in-
. . . . ~1
formation représentée par la matrice —(H A11B1.
L'approximation des composantes rapides valable ¥ n est ainsi ob-
tenue par superposition de la solution de 1'équation de couche limite

définie dans le domaine [O R 11'] et de la variable 200 définie dans
[n' ,N] N>n'.

z =z + z + 0(w)

n n n
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Le systéme global apparait découplé :

[ F-A 0 X

X2 11 [}
= -1 <
2 O Ajy=hyAhg || M2
n+1 - n
B1 0 uz
* -1
0 Byt AAB v .
(1.107) 4
-1 2 -1
ﬂx=[c1 Cz'qAnﬁz] " A B m
uz
n
= z =z A A--1 X
L *20 T ¥o 0~ ‘0 21 711 70

Selon le domaine d'évolution du processus, le systéme réduit sera

constitué de la partie rapide ou de la partie lente.
On constate que la partie lente découplée ne prend pas en compte
1'évolution dynamique de la partie rapide, contrairement a la partie

rapide pour laquelle une bonne précision est ainsi obtenue.

a3) Exemple d'application :

Soit le systéme de dimension 5 représenté en régime autonome par
le modéle discret de matrice d'état A /Phillips, 1980/ représentant un

générateur de vapeur :

[0,9014 0,1179 0,0525 0,0167  0,02104
-0,0196 0,8743 0 0,025  0,02934
A = |-0,0071 0,7342 0,20175 0,013  0,21067

-0,75 0,0557 -0,032 0,19357 -0,014076

| -0,306 -0,01694 =-0,011 0,14278 0,013217 |
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Le spectre des valeurs propres se décompose en deux parties
{0,8777 + 0,1054j} et {0,0179, 0,2055 % 0,0236j}
Ce qui montre que le systéme comporte deux dynamiques, les compo-

. 1 2
santes lentes correspondant aux variables Xn’ X et les composantes ra-

. . 1 2 3
pides aux variables zn, zn et zn, avec :

(x
(z

) : vecteur lent

sy X

o I =R
it

[ IR Y
BoNND N

3, .
s 2, zn) : vecteur rapide

Le choix du paramétre y comme rapport des modules des valeurs pro-

pres extrémes (u = 0,2) conduit 2 modéliser le systéme sous forme singu-

liérement perturbée. '
BU
Litie

x| 0,9014 0,1179 | 0,2625 0,0835 0,1052 x;
X2 ~0,0196 0,8743 s 0 0,125  0,1467 %
2| =1-0,0071 0,7342 31,00875 0,065 1,05335 pz;
22 -0,75 ~-0,0557 | =-0,16 0,96785 =-0,0703 uzi
23 ~0,306 -0,01694 E 0,055 0,7139 0,066085 pzi
A JL Ml

Par application des relations (I.101) et (I1.106), le systéme appa-

rait sous forme découplé.

x; 0,9014 0,1179 | %)

2 ! 0 2
- |

T N B T L T )

D o immeemeoo- 2

2l | = 1 0,20121 -0,00814 0,18587 || 2!
|

zi 0 ! 0,0116 0,20624 0,002 zi
1

23 ' 0,0068 0,14778 0,019517 || 23

- “n+1 = JL T n

Une simulation du systéme (programme de simulation (TUTSIM) donne

pour différentes composantes du vecteur état z les courbes suivantes
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lorsque les conditions initiales valent respectivement 0.5, 0.2, 0.6.

1 1 7 1 ¥ T 1.1 17 1 T T v 7 7 T LI
TUTSIM 4
1 -
0.2 _
0 g, ;:43“*'*4:;;;;;;.7 )
g} ,#:"f’ -4
+ . A
70 7
2 ...' 7
B -
1 L
v 1 7 Y T T Y T T T ! T T T Y T T T T 1
5 TUTSIM 4
- 2]
0.2 = Serteea, ~
0 - : 4-""""'"*’*'.":4""*‘«-;4.«»-‘1.44-4....4.“ ]
. &r
r
o -
LY
e y
g 1
1 T ¥ [ L ‘ L) T A T L] r LE ' L) ’ T , T T T .
. TUTSIM
3 i
0.2 A
"...‘..::.;1-.&-'4.'.4::-4\ ten
. ;I*Q-‘r LANEL S Snies e St mmae o
/)f:' .
i . e A1 i 1
eseee 7z : composante initiale +++++ Z7 = 2 + z
n n n rn
i i
————— 2 : composante lente de 2z
n n

- -

Les courbes de simulation obtenues font apparaitre nettement le phé-
N . . . . A1
noméne de couche limite (zones hachurées). L'approximation Z, obtenue par

s i ~ . .
superpositlion de z, et Zin est d'autant plus proche de la variable réelle

in
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i . . . .
z  que la séparation des dynamiques est plus marquée. On constate pour
les trois composantes rapides découplées une trés bonne précision stati=-

que.

b) Une méthode de développement en sénie des solutlons :

Lorsque l'approximation & l'ordre zéro est insuffisante, plusieurs
méthodes sont envisageables pour chercher un développement des solutions

du systeme (I.108) en fonction de u :

Xn+1 A11 *n * A12“Zn

(1.108)

Zn+1 = A21 Xn * AZZJJZn

La plupart du temps, il est suffisant d'utiliser deux domaines d'é-
volution, un domaine relatif & 1'évolution des parties lentes (XQn et zln)

et un domaine correspondant & 1'évolution des parties rapides (Xrn et z__
et de faire un développement additif /Rajagopalan, Naidu, 1980/ /Naidu,

Kailaza, 1981/, c'est cette technique que nous allons décrire ici.

On cherche alors un développement asymptotique des solutiomns x_ et

z  du systeme (I.108) sous la forme :

(1.109) n in ™

Chacune des variables est donc séparée en une partie lente et une
partie rapide. On choisit d'imposer que les variables rapides tendent
vers zéro quand p tend vers zéro, c'est—a-dire que la partie rapide s'é-
teint et que la solution est donnée par x, et z, une fois le raccorde-

In 2n
ment effectué (sauf pour z an=0).

On développe alors en fonction de u, chacune des variables de (I,109)

soit (I.110) :
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N i i N
X, = L x,_ M / z, = %
n j=O n n j=0
(I.110) )
N i f N
x = L x M / z = I
L m 520 ™m rn 3=0

En substituant les séries (I.110-a) dans (I.

géries (I.110-b) d'autre part, nous obtenons les

20 u (a)
i3
2o M (b)

108) d'une part et les

relations suivantes

CO g 2 2 Lk K }
on+1 T M Fpner T H Fone R per IR
_ o 1 2.2 k k
—A11 [x2n+px2n+uxln+..+u Xln+"°:]+
+ A12 o [ zzn v Z;n + ... + uk zin + ...J
(@)
,© 1 2 2 k K _
Ln+1 H n+1 n+1 Tt H n+1
_ o 1 2.2 k _k
A21 [:xln + u xQn + M Xln + .. *+ U in + ...] +
i + A22 M [ zzn + u z;n + ...+ pk zzn + . ]
(r.111)
( n+2 o X1 k k _
M rn+1 H Xrn+1 Y Frn+ Tt -
n+1 o 1 2 2 k k
A11 M [:xrn T Xrn K rn * -t en T ] *
n+1 o] 1 k k
* A12 M [zrn THZa. et H n T ]
(b5
n+1 2° 21 k zk _
K ra+1 M2 rn+1 ) H rn+1 Tt
nt1 [ o 1 2 2 Kk Kk
A21 H [Xrn T rn *H Xrn * T Xrn * '} *
n+1 o 1 k k
L S A22 H [zrn T Zrn * T Zrn * ]
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Lorsque nous identifions les termes de méme puissance en p, il nous

vient, pour les parties lentes, & partir de (I.111-a)

- & l'ordre zéro

0 0
X = A, , X (a)
(I.112) 2n+1 11 "¢n
zo = A xO (b)
n+1 21 "{n

Ce systéme réduit est le méme que celul obtenu en posant u = O dans

(I.108), il correspond alors & la partie lente (I.101) sans entrées. Le

. : . 0 _ .0 L, ., 0
systeme admet une solution si X0 = Xg- Une fois xZn déterminé, z,an est
automatiquement fixée par (I.112-b).

- a 1l'ordre 1 :
1 1 0
Xonet T A1 Fgn T A2 g (2)
(I.113) : 1 0
Zon+t T A21 ¥ T A Zpp (b)
- a l'ordre 2, nous avons
2 2 1
Xone1 T A1 Fn T A2 P (a)
(I.114) 2 5 i
= X, +A (b)

ZSZ,n+1 - A21 n 22 %gn
et ainsi de suite jusqu'a un ordre élevé.

Les solutions de (I.113-a), (I.114-a) exigent la détermination des
conditions inmitiales X;O et XiO qui sont obtenues par la résolution des
équations régissant les parties rapides (notons que la détermination des

. 1 2 . 1 2
solutions Xo et Xpo fixe celle de Zon €F 2o, Par (I.113-b) et (I.114-b)).
Celles-ci sont obtenues par identification aussi a partir de (I.111-b),

il nous vient alors :
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- 3 1'ordre zéro :

0=A . x0 +A_ 20 (a)
(1.115) 11" "rn 12 "rn

Zonet = B0 Fen Y A2

En supposant A,, inversible, (I.115) s'écrit encore sous la forme

11

o _ _ -1 0
Xrn - A11 A12 Zrn (a)
1.116) ; » 0
2wt = oy T Ay gy Ay 2 (b)

En régime autonome, (I.116) correspondent aux deux équations déja
établies en (I.105) et (I.106) exprimant 1'évolution de la partie rapide

du systéme : équation de couche limite.

~ 34 1'ordre 1, nous obtenons la relation :

0o _ 1 1
(1.117) Xrn+l A11 *rn * 12 zrn (2)
e 1 1 1
Zrn+1 - A21 rn * A22 zrn (b)
qui peut encore s'écrire
1 _ -1.0 -t 1
(1.118) %n = A1 Femet T A1 A2 P (a)
‘ 1 _ -1 1 -1 0
2ot = Bop T Ay Apg A 2t Ay Ay Xy (b)
- 4 1l'ordre 2, on a :
1 2 2
(I.119) Xrn+1 R Xrn * A12 Zrn (a)
. 22 = x2 + A 22
rn+i 21 “rn 22 "rn
ou encore
2 -t 1 - 2
(1.120) X = A1 Xrner T 411 %12 P (a)
. 2 -1 2 -1 1
zrn+1 - (A22 A21 A11 A12) zrn * A21 A11 xrn+1 (b)
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Des équations 3 un ordre quelconque peuvent &tre obtenues.

Les solutions de (I.116-b), (I.118-b) et (I.120~b) peuvent &tre
déterminées, si on connait les valeurs initiales zO R z1 et 22 . Une
. . r0’ “r0 10

. i . i . -
fois z_ (i =0, 1, 2) connues, X (i =0, 1, 2) sont fixées par

(I.116-a), (I.118-a) et (I.120-a).

. . . . 1 2 1 2
Pour déterminer ces valeurs initiales (X£O’ X007 ZrO et zro), nous
utilisons l'expression totale de x, et z :
( 1 2 k k
Xn=xh1+”xh1+“ Xim ¥ *H Xon *
n+1 0 - 1 2 2 k k
+ +
T [Xm THx T ™ TH rn ]
(I.121)
VA = zo + 4z + p2 22 + + pk zk' + +
n In % n n
n 0 1 2 2 k k
L tom [zrn tH Zrn tH m o Zrn * ]
vérifiant & 1l'instant initial n = O
] .
_ .0 1 2 2 k _k
o T Fgo TH Xgo T H Xt TH Xt ¥
0 1 2 2 k k
+“[Xro+“xro+“ ro " THox Y ]
(1.122) 3
0 1 2 2 k k
B T Zgo T M Zgo tH Zgt TH Zet *
0 1 2 2 k k
L * [ZrO THZ T 2t TH Z Y ]
On retrouve
= 0 et zo
X0 T %90 %0 * %0
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Il nous vient alors, en identifiant suivant les puissances succes-

sives de p :

- 3 l'ordre zéro :

(a)
(b)

0
X = X
(1.123) 30 0

r0 0 20

Soit, lorsque nous remplacons 230 par sa valeur tirée de (I1.112),

z . est complétement déterminé et s'écrit :

r0

0 -1

A A X

0
ce qui est semblable i 1'équation établie en (I.107).

- 3 1'ordre 1 et 2, nous obtenons respectivement :

z = - z (a) .
rQ 20
(I1.124) 22 . 22 )
0 20
et
o _ _ 1
(1.125) 0 %20 (a)
' T ()
%r0 *90

En utilisant les relations données par (I.123), (I.124)et (I.125),
les équations correspondant aux parties lente et rapide peuvent &tre ré-

solues.

L'examen de cette technique que nous avons développée, réveéle que
la situation est analogue 4 celle des systémes continus singuliérement
perturbés qui utilisent cette forme de développement asymptotique. En
continu, les parties lente et rapide sont prises dans des échelles de

temps différentes.
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Remarque sur la modélisation :

La modélisation proposée des systémes échantillonnés multi-échelle
de temps sous forme singuliérement perturbée, présente une dualité nette
avec celle appliquée au cas continu /Dauphin-Tanguy, 1983/ /Kokotovic,

1975/.

Elle apparait tout d'abord dans l'introduction du petit paramétre
g au sein du vecteur état (dans la dérivée du vecteur état en continu),
mals aussi dans la forme des résultats calculés pour les systémes décou-
plés. En effet, une dynamique est obtenue avec une plus grande précision.
Il s'agit ici de la dynamique rapide qui tient compte de la partie lente
découplée (dans le cas continu, c'est le cas pour la partie lente). Ceci
peut &tre un inconvénient quand 1'étude concerne particuliérement la
partie lente. Une nouvelle approche permettant de pallier cette difficul-~

té fera 1'objet d'une étude détaillée dans le troisiéme chapitre.

III.2 - Perturbations singuliéres sur les représentations récur-

rentes d'ordre élevé

IIT1.2.1 - Position du probléme

Considérons un systéme linéaire stable en régime autonome, régi
par une équation de récurrence scalaire relative 3 la composante Y-

Elle s'écrit sous la forme :

o} y +a .y _ el F
q,%q, "ntq.*q,  Tg,+q,=1 “n+q,+q,-T
(1.126)
+ 0y +o .y _ s O,y +0,y =0
q, “n+q, 4, 1 n+q, 1 1 “n+i 0°’n
ol les coefficients constants 0., ..., O sont treés petits comparés
0 qz-l

aux autres coefficients a s sees O .

4794 LY

Par un choix approprié d'un petit paramétre positif p € ](), 1 ],

les q, coefficients a s +ee, O, peuvent &tre écrits sous la forme
2 q2—1 0

suivante
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2
o uoa o =y a .
qz"1 q2—1 q2-2 qz—z
q2_1 q2
0L1 = M a,‘ uo = u ao
avec
a, = a; pour i=qu%qy, ««vs 4y

(I.126) peut &8tre réécrite en fonction de p sous la forme (1.127)

a + a el

ayta, Torayra, T fayvq,mt Tnrayra, -t
(1.127) a vy + a Hy + a ”2 y + ...t

4, n+q2 q2—1 n+q2—1 q2-2 n+q2—2

42

ag ¥ "y, <= 0
avec les conditions initiales suivantes
(1.128) y(n=0) = y(0) y(n=1) = y(1) ... y(n=q2+q1—1) = y(q2+q1-1)

Cette forme récurrente (I.127) admet une représentation équivalente

dans 1'espace d'état

X+ A1 WA1o H %y
(1.129) =
2+ A1 HAro || %
avec
T q4
= . R
X (yn+q2+q1—1 yn+q2+q1-2 yn+q2) x €
T _ q,~1 Py
Zn - (yn+q2—1 M y1'1+c12-2 <. o H yn) Zn &R
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14,71 1
......... ~
q,%q, q,+q,
A - 1 0 0
0 \\\\\\::::::::\\\\\\
i 0 —  ——— 0 1 o
- , . -
43 0
95%9, Ayt
u A12 = 0 0
[0 0 1]
0
Ay =
0 0 0|
-y -
1
0
e \\\\\\\\\
| 0 ———— 0 1 0|

IIT.2.2 - Découplage des deux dynamiques

al Pantie Lente :

Puisque la représentation d'état (I.129) est sous forme singuliére-

ment perturbée, il en est de méme de la forme récurrente (I.127). Lorsque
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nous mettons u = 0 dans les deux représentations, leur ordre est réduit
+q, & q. Le mposantes . sont hées T .

de 4,*q, 3 q Les composantes y . sont approc par yo ..

(i= Ap*qys cees q2) et X Par X . I1 nous vient alors les deux systée-

mes réduits équivalents

a + a
( 4,y Tnrayray T Cayreymt Targyhe, -

+ a

y =0
(I.130) 4 q, “intq,

T

: T
x, = (y R
n 5?,1.'1+q2 *q, ,Q,n+q2

)

= A X

X2n+1 11 "n 3

\

Les deux représentations réduites ainsi obtenues correspondent a
la partie lente du systéme (I.127). Ceci suppose que les composantes

rapides du systéme ont atteint leur régime établi.

Les conditions initiales sont conservées pour cette partie lente

(1.131) = X

%00

Conséquence :

En posant p = 0 dans une équation récurrente singuliérement pertur-
bée (I.127), la partie restante représente la partie lente du systéme.

Les conditions initiales étant conservées pour cette partie.

b) Parntie napide :

Pour établir les équations régissant la partie rapide, nous utili-
sons les résultats établis sur les représentations d'état. Nous utili-

sons pour cela les relations (I.105). Il nous vient d'aprés (I.129)

_ _ -1
Zrn+1 - (A22 A21 A11 A12) H zrn
(1.132)
-1
r0 0 21 71170

Lorsque nous explicitons ces différentes expressions, nous obtenons :
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-ua qZ-1 q2
qp~! THoay THa,
... - S
q, q, q
z = M 0 0 z
rn+1 rn
0
i 0 0 u 0 |
(1.133) - Tr(q,~1) Y(q,~1)
Zvo ~ . - . -
T (0) Y(0)
o - - - _
4%, 4p*1 ¥ (q,%q,-1)
a ’ a
LY LY :
- 0 0 . II\
7(q.)
A L Y 0 4 L q2 -

A cette forme d'état (I.133) correspond une représentation scalaire

équivalente (I.134) :

(I.134) a vy

+ a M
q2 rn+q2 q2-1 y

rn+q2—1

Cette équation en régime autonome correspond & la partie de 1'équa-

tion de récurrence initiale (I.127) perdue par 1'opération p = O.

Nous remarquons qu'il y a conservation des conditions initiales pour

toutes les composantes sauf . Ceci s'explique par le fait que dans
P y plLig P q

rn+q,—1
la mise en équation d'état, les composantes de z .1 Se trouvent affec~
tées de p sauf la premiére composante yn+q et de ce fait lorsque nous
posons 4 = 0, cette derniere ne disparait pas et devient lente entrai-

née par le vecteur X -
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Conséquence :

La partie rapide de 1'équation de récurrence (I.127) s'obtient en
considérant la partie affectée par 1le petit paramétre u. Les condi-

tions initiales ne sont pas conservées pour cette partie.

Le systéme correspondant 3 1'équation de récurrence scalaire (I.127)

apparait ainsi découplée avec les deux parties :

Partie lente ee *+ =

a a 4
9,%q, y£n+q2+q1 9y y2n+q2
(1.135) '
Partie rapide : a vy tuwa 4y

+ ...
9, rn+q2 q, rn+q2-1

et suivant 1'évolution du processus considéré, le sy:téme réduit sera

constitué de la partie lente ou de la partie rapide.

Application :

Considérons l'équation de récurrence 3 coefficients numériques sui-

vante

+ 0,6 y

Ya+s4

ar3 * 055 ¥y * 0,09y L+ 0,008y =0

y(3), y(2), y(1) et y(0)

Cette équation peut &tre mise sous la forme singuliérement pertur=—

bée en faisant apparalitre un coefficient p = 0,1 ; soit alors

+ 0,6y + 0,5y +0,9uy

2
n+l T 0.8 H o ¥p 7 0

Yn+4

n+3 n+2

Les deux systémes découplés apparaissent sous la formé
+ =
Y gn+4 0,6 Yon+s 0,5 Y qn+2 0

et y2(3) = y(3) yQ(Z) = y(2)

pour sa partie lente. La partie rapide s'écrit
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0,5 Y rn+2 + 0,09 Y 1 + 0,008 Yon = 0

et y (1) = y() - 5= [y(3) + 0,6 y ] v = ¥(0)
CONCLUSION

Il n'y a pas de modéle universel, ni de méthode de réduction générale.
Des critéres de choix existent, fondés sur le but poursuivi et le domaine
d'application concerné. La théorie des perturbations singuliéres que nous
venons d'introduire est un moyen particuliérement attirant de réduction
de modéle. Cette réduction repose sur une décomposition temporelle du
systeme global de dimension q = q,*q, en un systéme de dimension q,
et un systéme de dimension qy- I1 s'ensuit que l'analyse du systéme ori-
ginal (d'état ou séquence) peut &tre réduite 3 1l'analyse des deux sous-
systémes issus de la décomposition. Elle est encore peu connue au niveau
direct de l'utilisateur et actuellement en grand développement. Elle ap-
parait comme une technique de réduction de dimensionnalité avec des champs

d'application trés variés et une implémentation numérique trés simple.

Dans les prochains chapitres, nous étudierons le probléme de la mo-
délisation sous forme de systémes & plusieurs échelles de temps et de la

mise en évidence de ces dynamiques.
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ANNEXE 1

PROPRIETES DE DETERMINANT MATRICIEL

1. Le déterminant matriciel est une fonction multilinéaire par rap-

port aux vecteurs qui le composent.

2. Met M € E, on a : DET (M.M') = DET(M) . DET(M").

3. Comme en scalaire, le calcul de ce déterminant peut &tre effec-
tué par développement par rapport aux lignes ou colonnes de la matrice
introduisant ainsi la notion de mineurs matriciels associés a chaque
élément M.. de M.

1]
. . . . . -1 .

4. L'inverse de la matrice M noté M ! existe si le (DET(M)) existe
et se calcule comme dans le cas scalaire par la méthode usuelle de 1la
matrice adjointe de M.

Nous avons en plus /E1 Moudni, 1981/ :

Théoréme 1 :

ar.1) [oET(d) T = peT (M)
dont la démonstration est évidente.
Théoréme 2 :

(A1.2) det M = det (DET M)
Démonstration :

e et i it it e e e e it s e

Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence.
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pour r = 1, on a DET M = M11 = M

donce : det (DET M) = det M

Supposons la propriété vérifide a 1l'ordre r, démontroms la a 1'or-

e 4z . co. . 2
dre r+1. Pour cela, nous considérons la matrice M1 partitionnée en (r+1)

blocs commutatifs

M B B=(B1..B) Bie]E'
M =
Yle ¢ = ¢ch)  C, eE'
TN * Vr i€
M11 e M1r
M= notée aussi sous la forme (D1 cee Dr) avec
Tl rY
Mii ]
Di = . . Supposons que M est régulidre, il nous vient /Gantmacher, 1968/ :
M . -
ri
det M_ = det M det (M-cM ' B) = det H
avec
F -
1
—1 S
H=(M-CM B)
I
L 5

qui s'écrit encore
= I:MD1 CB1,D2 CM BZ’ ...,Dr CM Br:]

Par hypothése de récurrence, nous avons
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det H = det DET H

Calculons alors le déterminant matriciel de H, soit

_ -1 P
DET H = DET [MD1 CB,, D, -CM By, ..., D - CM Br:l

D'aprés les propriétés de déterminant matriciel, cette expression

peut encore s'écrire sous la forme :

DET H = DET | MD., D. -CM ' B

,. _1
;> D, 55 +evs D_=CM Br:l+

-1 -1
+ DET I CB,, D,~CM "By, ..., D_-CM Br] ﬁg

soit encore, par rapport & la deuxiéme colonne

-1 -1
DET H = DET | MD,, D), Dy=CM By, ..., D_~CM Br]+

+DET | MD., -cM 'B., D.-CM 'B

-1
1? 2 73 3 o Dr cM Br‘] *

-1 -1
+ DET CB,, Dy, Dy=CM By, ..., D -CM Br] +

-1 -1 -1
+ DET CB,, -CM 'B,, D,-CM By, ..., D -CM Br]

Or, le dernier terme a deux colonnes proportionmnelles, CB et Cszfq,
il est donc nul.

En développant de la méme maniére toutes les colonnes, nous obte-

nons
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DET H = M DET (D,, ..., D)

+ B, DET (C, D

+ 32 DET (D

gr tees Dr)

C, vy D)

.
.

+ (-t B, DET (D

+ (-1)F B_ DET (D,, ..., D__,, ©)

L'expression trouvée est celle de déterminant matriciel de M1 déve~
loppée par rapport 2 sa premiére ligne et ceci identiquement au calcul

mené sur les matrices & coefficients scalaires. Nous obtenons donc :

det H = det DET H
et
det M1 = det DET M1

Si certaines matrices de la diagonale principale sont singuliéres,

le théoréme reste valable par passage & la limite /Gantmacher, 1968/.

Le résultat énoncé apparait d'une fagon non explicite dans un ar-

ticle de synthése /Denis, Traub, Weber, 1976/.




CHAPITRE II
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ETUDE DES SYSTEMES A DEUX DYNAMIQUES

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons développer des méthodes analytiques
qui permettent de déterminer des variables lentes et rapides d'un sys-
téme dynamique. Nous généraliserons aux cas des systémes échantillonnés,
une méthode géométrique de localisation des modes dans le plan complexe,

établie pour les systémes continus.

Lorsque la méthode des perturbations singuliéres peut s'appliquer
a un modéle échantillonné a deux dynamiques, la qualité du systéme décou-
plé obtenu dépend fortement de la représentation d'état initiale choisie.
L'utilisation de la forme en fléche s'avire dans ce sens trés intéres-
sante et conduit a une détermination systématique du systéme découplé.
Cette méthode valable pour les systémes linéaires, s'adapte parfaitement

aux systemes non linéaires de grande dimension de type Lur'e Posnikov.

Aprésune présentationde la méthode de séparation des dynamiques
utilisée dans l'hypothése échantillonné, nous proposons une méthode de
découplage 2 partir d'une représentation d'état en fléche. La méthode
proposée de mise en oeuvre particuliérement aisée permet de séparer au
mieux les différentes dynamiques du processus étudié, s'interpréte
et s'explicite dans de nombreux cas directement sur la fonction de trans-

fert de la partie linéaire du processus.

La forme en fléche s'avére un outil trés puissant. Elle permet
d'une part, d'énoncer une condition suffisante de stabilité asymtotique
des systémes non linéaires de type Lur'e Posnikov ; d'autre part la
détermination de la commande optimale dans le cas linéaire se fait de
fagon plus économique puisqu'elle réduit la résolution d'une équation
de Riccati relative 3 la partie lente & une résolution d'unme équation

algébrique d'expression simplifiée, et ceci avec une précision obtenue




habituellement pour la commande composite.

Une étude comparative entre les sous—-systémes découplés obtenus
des systémes discrets et continus permet d'apporter une solution quand
1'étude concerne la partie lente discréte. En effet cette derniere,
lorsqu'elle est découplée, ne se trouve pas trés précise, puisqu'elle

ne tient pas compte de la partie rapide discrete.

I - PRESENTATION DES METHODES ANALYTIQUES DE MISE EN EVIDENCE DES

DYNAMIQUES

I.1 =~ Introduction

La modélisation des systeémes dynamiques ayant des modes lents et
des modes rapides est obtenue en décomposant le systéme en deux sous-—
systémes qui mettent en évidence les échelles de temps différentes.
Pour ce faire, nous définissons dans la suite la notion de double

échelle de temps.

I1.2. - Définition d'un systéme 2 double échelle de temps

Un systéme linéaire stationnaire stable caractérisé par 1'équation
d'état
X =Ax, +Bu
n+1 n n
(11.1) x eR"

Yq C X n

posséde la propriété de double échelle de temps s'il peut &tre décomposé

en deux sous-systémes disjoints :

—_— —_ - —

X+t 4 O Xon

(11.2)

Ko 0 A, me B_

- X'Q'n
o = [cQ c,
- p:<
]




|
[0+
L2

|

q1
avec xln e R _
92 q1 * q2 = ¢
X e R
tels que :
(11.3) |Amin(a )| > [Amax(a )]

avec Al et A, regroupant respectivement les modes lents et rapides.

La condition (II.3) exprime que (Azfldécroit beaucoup moins vite
que (Ar)n.

A partir de la relation (II.3), il a été montré [Phillips 1980
que l'on pouvait exprimer la propriété de double échelle de temps par
des conditions portant non plus sur des valeurs propres mais sur les
normes de matrices.

Toute matrice carrde A et sa norme euclidienne HAH vérifient

la relation :

(11.4) hmax(a) < [l
et si A~! existe

pmin() < A

il nous vient une nouvelle propriété de la forme

(11.5) ILArIl_l » HAQ-lil

I.3 - Présentation d'une méthode de mise en évidence de dynamiques

.

I.3.1. - Mise sous forme diagonale

Dans le cas d'un systéme lindaire, l'existence de plusieurs échelles
de temps et de sous-systémes associés peut &tre mise en évidence par des

méthodes classiques de transformation de modéle et de bloc diagonalisation.

Nous sommes amenés a rechercher une description partitionnée de
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(I1.1) sous la forme :
( ' _
1 1 |
| *n+1 A A2 *n [31
(1.6 < Tl A 2 " g |tm
y n+1 21 22 | *nJ L 2
foa
= P X
= IR
Y, (C, Cyy |
x2
4
ou x1 € IRq1, x2 € Iqu
n n

qui correspond 3 une partition arbitraire de vecteur état xninitial.

Par la transformation (IL.7)

1 1
X = Xn
(1I.7) n
z = L x1 + x2
rm n n

(11.6) devient :

1 I T C 1 T
X0+ A Ay % B,
= + un
(11.8) A Zrn+1 R(L) Ar Zrn BrJ
_ x! ]
L 7 =[ C Cz]
rnq
avec
Ay = Ay T Ak
A= Ay ¥ LA,
I1.9) K« = - -
( ) R(L) Ay  + LA, La,L Ay, L
Br =L B1 + B2
Une deuxiéme transformation (II.10)
( 1
xln = Xn M zrn
(11.10)
b4 = Z

m ™m




transforme le systéme (II.8) sous la forme :

( —
Xon+1
(I1.11) { | %rn+1
L
yn
avec
B, =
] C.=
(1I1.12) r
R(M)
L

A

. " MR (L)

R(L)

RO - MR(LOM]

Ar + R(L)M

la matrice caractéristique du systéme (II.11) obtenue par les deux

transformations (II.7) et (II.10) peut se mettre sous la forme diagonale

si respectivement les résidus R(L) et R(M) sont nuls. Ce qui revient a

chercher L et M solutions respectives de :

r R(L)

(I1.13) ]
R(M)

\
Le but de cette

les composantes

1
o
1

[]
o
1

A

A

21 LA

12

- L A12

- AQ M+ M Ar

L - A22L

(a)

(b)

diagonalisationest de rassembler dans le vecteur X0

lentes et dans le vecteur zrn

les composantes rapides.

Ceci est réalisé par la solution L de (II.13 a). Cette solution n'est

pas unique puisqu'elle dépend de 1l'ordre dans lequel sont prises les

composantes de vecteur état.

L'existence et le calcul des solutions L et M des équations (IL.13)

ont été étudiés par de nombreux auteurs [Kokotovié 19751

[Magni 1981] [Avramovid 1979].

[Chow,Kokotovié197q




5o
5 T

A

4 -
N
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I.3.2. - Détermination des solutions de R(M) et R(L)

a) Caleul des suites Lk et M‘k

La méthode proposée par [Kokotovig 1975] consite a définir une

suite (IIQRA) :
-1

Liey = (Bogp L + L A L — Ay) Ay
(II.14)
-1
avec L0 = --A21 A11
A -a A A

o = D288 A2

\

lorsque les conditions suivantes sont vérifiées par le systéme (II.6)
[Kando, Iwazumi, 1984].

r -A11 inversible
1 la 1+ g, Il Il
(11.15) 4 5,1 .
-“A11H < min - -
z[nAonarnAun HLOHJ [mouwvxau uLon] 2+s[qun lagl I,
L i .
il = ey, a7

lagll = llay, + 1, a0l =Ty, - 4y, A1;1 Al

La suite (II.14) converge vers une racine unique bornée L : solution

de 1'équation de Riccati R(L) et dont l'amplitude est :

~

2[ a1+l | uLoxd k.|

(11.16) o< Ll < L i +

Il Tyl gl + Tl
et vérifie la propriété de double échelle de temps :

A (A, -A . L)Y=2x ()
(I1.17) i 12 .
A (A22 + L A12) = A (Ar)

\
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de plus, k = 0 dans (II.14), nous donne :

-1

L,=L +A L A
o} o o M

1
soit :

e Tl e
e

Si en plus de la condition (II.15), 1'hypothése suivante est vérifiée :
(11.19) =il e 1 welold

I1 vient <(II1.20), lorsque HA12H HLOH = 0(p)
k-1

™

(I1.20)

ce qui permet d'utiliser L_ comme une approximation a 0(u) de :

_ _ -1
(11.21) L= Lo + 0(u) = Az1 A11 + 0(u)

d'oll les résultats suivants :

: p T At O
I11.22) -1
AL LBy Ty A A T 0G

>
i

De la méme facon, la solution M de 1'équation de Lyapunov R(M)

(II.13 b) peut &tre calculée par la récurrente suivante :

-
w1 T A [WJ%2+ Lﬁz)+AﬂL%<+Au}

(1123

-1
vec Mo- A11 A12

Comme pour L, M peut s'écrire sous la forme :

_ o 1
(11.24) M = A11 A12 + 0(u)
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Remarque sur le choix de p

I1 ressort du paragraphe que u peut €tre choisi en utilisant soit,
une relation entre valeurs propres, soit une relation portant sur des
normes de matrice. La partition dusystéme (II.1) en deux sous-systémes
(II.2) est nécessaire pour vérifier la condition d'échelle de temps double.
Cette partition nécessite, en premier lieu, une transformation de la

matrice A.

Cet arrangement peut &tre effectué par de simples transformations

telles que la permutation et le calibrage.

La permutation est nécessaire pour faire correspondre les q premiers

états aux états lents, et les q, derniers états aux états rapides.
44 8 9 92 P

Le calibrage est essentiellement destiné a un réajustement de
valeurs permettant de vérifier la condition (II.15). En effet, lorsque les
matrices sont mal conditionnées, la relation lxmax (a)] ¢ |lAll devient

| A
ma
bien que le systéme ait la propriété de double échelle de temps.

. (A)| < Al et 1a condition (II.15) risque de ne pas 8tre vérifiéde,

Ces transformations effectuées, le systéme (IL.1) est sous la
forme (II.2). Le choix de p représente alors ume normalisation des deux
sous-systémes lents et rapides. Cette normalisation permet un ajustement
du systéme et alors u représente le degré de rapidité d'un systéme par
rapport a l'autre.
: -1
La condition (II.15) HA1;1H < [“AOH + l%izlllholq est normalisée

en choisissant
-1 ! )
arzs) w7 el gl el |

La condition (II.3) fAmin (AQ)] »  |Amax (Ar)] conduit au choix

de u
| \max (Ar)l

(I1.26)

T
1

| Amin (AQ) |
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Par suite de (II.3) et (II1.22), nous pouvons écrire

| Amin (A11)l > | Amax (Ar)l donc un autre choix possible

pour p est

| Amax (Ar)l

| Amin (A11ﬂ

4
Ce choix peut &tre guide par des considérations physiques (rapport de

masses, de concentration...).

b) Utilisation des vecteurns propres

Le calcul des valeurs propres et la détermination des vecteurs
propres correspondants permet de trouver une solution L de 1'équation

de Riccati.

Nous supposons d'abord que les valeurs propres de la matrice A

sont distinctes, et soit X, la matrice de dimension q x q, des vec-

1
teurs propres correspondants.

Comme z ., ne contient aucun des modes de A, et que zrn =L X + X

L
il en résulte que

(11.27) L, DX =0
X
Si nous partitionnons X1 en X1 =ly

solution L assurant la séparation des modes est donnée par

} et si X est inversible, la

(11.28) L=-YX " avec X e R ¥ ¢ v ¢ g0 9y xq,

Au lieu de considérer la matrice des vecteurs propres & droite et

de prendre en compte la matrice des vecteurs propres X, associés aux q,

1

modes lents, on peut considérer la matrice X, réciproque dont les lignes

2
sont les vecteurs propres associés aux 4, modes rapides.




Cette méthode nécessite la connaissance, non seulement des valeurs
propres mais aussi des vecteurs propres de la matrice initiale du systé-
me, ce qui parfois peut &@tre un inconvénient lorsque le systeéme est de

grande dimension.

c) Utilisation des polynimes annulateuwrs

Cette solution a été proposée par [Magni, 1981| faisant appel

aux polyndmes annulateurs de la matrice et ne nécessite que le calcul

des vecteurs propres. .

Soit P()) un polyndme annulateur de la matrice A (q x g) et

PI(A) et PZ(A) deux polyndmes tels que : i

(11.29) PT(X) . PZ(X) = P(N) (P(A) peut &tre le polyndme
caractéristique de A}

Les racines de P1(K) et PZ(A) appartiennent a deux ensembles E,

et E2 de valeurs propres de A tels que :

E, NE, =0
(11.30) 1 2

E1 V) E2 = E

9 les valeurs propres

rapides et engendrent des matrices de vecteurs propres X

(E1 regroupe les valeurs propres lentes et E

1 et X2)

Soit S la matrice de changement de base telle que :

- ,
(11.31) X x .
n in
=p
2
X
o m

qui permet de diagonaliser la matrice A du systéme (II1.6), la matrice S

est obtenue par : . - - -
i I 0 I M I M

(II1.32) S =
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[Magni 1981] a montré que S est obtenue 2 partir des matrices N(Pi(A)}

par
(11.33 S = [N (e, @), N [PZ(A))}

avec N (Pi(A)), la matrice formée par les vecteurs v tels que Pi(A) v =0,
de dimension q x q (i=1,2),

La matrice N (P1(A)) simultanément N (PZ(A)) peut &tre partitionnée en

T/_v

. . n . . . s
Pour une permutation adéquate de X, = 5 telle que S soit réguliere,

X
n

la matrice(V -1 g1 U)l'est aussl et on obtient :

(1I.34)

U+ )

=
[]

Plusieurs cas de solutions se déduisent de cette méthode. Nous remar-

quons que les matrices et peuvent &tre calculées i partir des

T v
vecteurs propres, ce qui rejoint le cas b) décrit au-dessus.

/ . R . . R
Une autre déemarche consiste apreés avoir calculé P, (A) & chercher

1

une permutation des composantes de 1'état, telle que :
| .
o’gl
(1I1.35) rang P1(A) || = 1,

|

Y

=

et pour ce cas, L est solution de
gy
(I1.36) P, (4) = 0
1
-L
Une troisiéme démarche [Magni, 1981] [Fossard, 1982] s'affranchit de

tout calcul de vecteurspropres de rang et d'inversion de matrice et




repose sur des combinaisons linéaires des derniéres colonnes avec
2

les q, premiéres d'une matrice de dimension 2q x q définie par :
[

Pi(A)
(11.37) M =

I
q

de maniére a faire apparaitre la matrice suivante :

- | ]
q 0 P1(A)
i I
]
(11.38) q, { 1 0
9, ’ -L I
4 )

dans laquelle apparait la matrice (-L) cherchée.

Les conditions d'existence d'une solution L s'exprime par la

non singularité des deux matrices X et S dans (II1.28) et (II.34).

Dans la mesure ol l'on a en général multiplicité des solutions pour
L pour P1 et P2 donnés, suivant 1'ordre des composantes de X, une solu-
tion de norme minimale ou une solution de forme spéciale est souvent

recherchée.

I.3.3. - Application_aux_systémes_singulidrement perturbés

Comme nous l'avons vu au premier chapitre, le modéle adopté pour
une forme singuliérement perturbée est une représentation dans laquelle
apparait le petit paramétre g € ]0 1] en facteur multiplicatif d'une

partie du vecteur état sous la forme :




( —
i + 1 T I
B,
Xn+1 Ay Ara | | *n 1
= + u
n
*
(11.39) || o f21 P2 | |MPa %2
* *n q
Y, = (01 c, ) ' x_e RY, z, e R'2
L H2q
%
. . * * .
avec cette notation, les matrices A11 A12 A21 et A22 ainsi que C1 et C2 sont

a priori du méme ordre de grandeur.

En présentant ce systéme sous la forme (II.6), on aurait :

= * = * = *
Agg T Ay B A = AL M Cy=0Cym

Les quantités précédemment définies Lo’ Ao’ en (I1.14) dépendent de p

-1

Lo T T Ay
(11.40) !
- *  _ =1k _ %
Ay = (A = A Al ALY = Al

Si p est suffisamment petit, la relation suivante est satisfaite :

gl 1]

(1I.41) ,JM‘H« la

il en résulte, 2 une précision O(u) prés que :

- * =1
Ag = Ay T AL A Ay
(II.42)
_ x _ -1, %
A= w (A —a) A A

en faisant tendre y vers zéro, on obtient A, = A1i et Ar de 1l'ordre de
* -1 %
By = Ay Ay Ay
Ce 'résultat peut &tre bien obtenu & partir de (II.39) en faisant

tendre py vers zéro, ce qui est fait habituellement (chapitre I).




Les équations de Riccati et de Lyapunov définissant L et M

s'écrivent comme suit

*
{ A + L A11 L pu A12 -u A22 L=20
(1I1.43)
11 S % *
1 - — A12 LiM + M(A22 + L A12) 0
quand p — 0, il est clair que L — LO = --A21 A1;1 et que M est de l'ordre

-1 % . .
de u A11 A12 , tandis que les autres termes prennent les formes suivantes

By = Ay

_<* -1
AL = u(Ay, = Ay AT Ap)
B = B

(I1.44) A 4 1

€ = &
¢ =lc, - c,
R o 12J

Nous retrouvons les équations des deux systémes découplés proposées dans

le premier chapitre.

I.3.4 - Cas_ou _la séparation des dynamiques n'est pas

e i s sy e e o e e B i ot e e

bien marquée

En général, on se trouve en face d'un probléme lors d'une
décomposition d'un systéme global de grande dimension, car 1l'existence
de ces deux classes de dynamiques nettement séparées est assez rare.
Deux méthodes existent afin de pallier & cette difficulté

. La premiére suppose que nous connaissions les valeurs propres
et/ou les vecteurs propres ;

. La deuxiéme consiste en une localisation des valeurs propres

dans le plan complexe.

a) Lorsqu'on connalt Les valeurs et/ou vecteurs propres

La méthode proposée par |Syrcos, Sannuti, 1983| réside en deux
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points essentiels :

- La détermination de l'ordre q, des variables lentes,

- La mise éous forme singuliérement perturbée du systéme initial.
Il s'agit donc de trouver qq et q, et 1'ordre des variables pour que
aprés permutation et calibrage, le systéme initial (II1.6) vérifie la

propriété (II1.15).

Pour cela, aprés avoir ordonné toutes les valeurs propres selon

les modes décroissants et calculé la matrice des vecteurs propres normalisés

correspondants V = LX1 XZI, la transformation :

= - = A1 A2
(I1.45) Xn v Xn X1 Xn + XZ Xn

est appliquée au systéme (II.6) ce qui le met sous la forme

(11.46) 217 i o | [ z1]
‘ n+1 11 i n
- . |
-2 - ~2
| ¥ 0 8221 | %n

avec A11 regroupant toutes les valeurs propres lentes

A22 regroupant toutes les valeurs propres rapides

)

. . .emes .,
S1 on note Rli et Rri les normes euclidiennes des i lignes de

. i .
X, et X pour chaque état X le rapport des composantes rapides

1 2
aux composantes lentes peut &@tre exprimé par le rapport o

(I1.47) o, = —%
I R
21

Pour une premiére approximation en deux classes, estimée a partir
du spectre des valeurs propres, les indices a; sont calculés, les états
associés au q, plus grandes valeurs de a, sont ceux qui contiennent le

plus fort nombre de modes rapides.

Si pour choisi, nous constatons une nette séparation entre les
P 1 ;

indices o (i =1 ...q1) et o, (i = qqtt ... q1+q2), la valeur supposée
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q1 est retenue ; sinon, elle est modifiée. Ceci peut entrainer une

séparation différente de celle estimée sur la base des valeurs propres.

b) Lorsque Les valeurs propres sont Lnconnues

Lorsque ni le nombre, ni les valeurs des valeurs propres ne sont
connues, un premier essai est fait i priori, avec la méthode proposée
par [Magni 1981[. Soit 4y le nombre des valeurs propres lentes, suppo-
sées toutes réelles. Le polyndme annulateur de la matrice A, P, associé
a q, valeurs propres est pq1. Par la méthode exposée auparavant, on en
déduit une matrice L¥ = ~T S—1 avec N[P1(Aﬂ = [SJqui met la matrice A

T

sous la forme suivante :

i
* i
A A12|
(1I1.48) ’
R(L¥) A *J
r

le terme R(L*) n'étant nul que si le systéme a effectivement 44 valeurs
propres nulles. La norme de R(L¥) peut donner une indication du nombre
de valeurs propres lentes. Pour différentes valeurs de 9 la norme de
IIR(L¥) || passe par un minimum lorsque la séparation des valeurs propres

est correcte.

* * . ..
Les valeurs propres de A;" et A ", associés au minimum del[R(L*)H
sont proches si les dynamiques sont bien séparées de valeurs propres

réelles a cause de la pseudo triangularisation correspondante.

Les méthodes analytiques vues auparavant, montrent que la principale
difficulté pour mettre le systéme sous forme singuliérement perturbée,
réside dans la détermination des composantes du vecteur état relatives a
la partie lente, et de celles relatives a4 la partie rapide, et ceci dans
le but de partitionner le systéme. Une solution s'est dégagée par son
efficacité et repose sur le calcul des valeurs propres. Cette solution qui

s'adapte parfaitement aux cas linéaires, devient inutilisable quand il
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s'agit des systémes non-linéaires. ol jusqu'alors, il n'existait

pas de méthodes adaptées.

I.3.5. - Méthode géométrique de mise en évidence des dynamigues

dans le cas des systémes discrets

De nombreuses méthodes ont été développées pour localiser des

valeurs propres dans le plan complexe : régions de Gudkov [Chambat 1981],

disques de Gershgorine[Bauer 1968} [peif 1982], ainsi que des homotopies
permettant de transformer un domaine en un autre (par exemple le cercle

unité en un demi-plan complexe & gauche de 1l'axe imaginaire) [Gutman,

Jury 1981], [Barnett, Scraton 1982]. Les disques de Gershgorine ont

été appliqués 2 des études de stabilité [Limebeer 1982] [Gentina 1976].

Une méthode pratique fondée sur l'utilisation des cercles de Gershgorine,

permettant une mise en évidence des dynamiques d'un systéme a été mise au

point dans le cas des systémes continus par [Dauphin—Tanguy, Borne 1982],

[bauphin-Tanguy 1983] que nous proposons d'étendre au cas des systémes

échantillonnés.

Définition :

Si A est une matrice caractérisant le systéme, d'éléments
{aij ;1,7 =1 ...q}, alors les valeurs propres de A appartienment au
domaine formé par l'union des cercles de rayons respectifs Ri et de

centre a, . définis par :

1 laij’ i
i

(11.49) A - a ] = ;
i

N M0

Ces cercles de Gershgorine (d'aprés le théoréme de Gershgorine)

définis ici en lignes peuvent étre également définis en colonnes par :
:

(11.50) A - a; ] = 5=1 Iajil
j=i

Théoréme
Si les cercles Ci (ai. , Ri) et Ck (akk s Rk) sont tels que

i
Iaiil - ]akk[ > (Ri + Rk) Vie Ii et vkel avec Ii NI =9

k k
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alors, la matrice A posséde deux ensembles de valeurs propres séparées

de modules d'ordres de grandeur trés différents :

La précision du résultat dépend du rapport :

Ry + R
€ = 12§XI qui doit &tre inférieur a 1'unité.
i A
ke I lagil = 12l
k
Démonstration :

Soit la matrice :

B ]
a, ——-—---= a
11\\ 1q
A= a..
11
\\
8 cacemela
P9 qq
L _

Les cercles de Gershgorine associés 3 A apparaissent sur la

figure suivante :

Q Imz

]

-_\’ =]

}@ﬂk . %Ie) e

{Ck(akk, Yk € IkJ

1@

oy
4
T

{Ci(aii,Ri)/l > Ii}
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Le domaine I, est composé de deux parties correspondant aux valeurs

k
propres positives et négatives, ainsi que le domaine Ii'

I1 est évident que d'aprés la figure si la relation :

R, +R < la | = |a, | Vier, Ve I

est vérifiée, alors les cercles de Gershgorine associés i la matrice A
peuvent étre regroupés en deux domaines disjoints correspondant a deux
ensembles de valeurs propres disjoints, donc il y a existence de deux

dynamiques différentes.

I1 - APPLICATION DE LA MODELISATION ET DECOUPLAGE DES SYSTEMES NON
LINEAIRES DE TYPE LUR'E POSNIKOV

L'étude concerne les systémes de type Lur'e Posnikov pour lesquels
il est possible de mettre en évidence deux dynamiques différentes quelle

. . - 3 ’ 3 ’ * * .
que solt la variation de la non linéarité £ n- f dans l'intervalle {f_,f]

Les systémes étudiés sont représentés par le schéma bloc suivant :

= £€& ) y
NL n Wy (z) t > ‘i!;)
(o]

et modélisés pour la partie linéaire par la fonction de transfert en

boucle ouverte W_ (z)

BO
q-1 .
bi z1l
(Ir.sy Wy (2) = N(z) _ _i%0 =
(o] .
D(z) z%9 + % aj z1
i=0

Le systéme peut &tre également représenté en boucle fermée par un

opérateur symbolique de transfert [Dauphin-Tanguy, 1983] [EL Moudni,
Dauphin-Tanguy, Borne, 1984] :




(11.52)
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f* N (&)

) %
Wor (g, £ ) =

D(E) + £% N ()

dont le bloc diagramme est le suivant :

*

Nous
de systéme

rapide par

IT.1

nous proposons d'étudier le comportement dynamique de ce type
et d'effectuer un découplage temporel partie lente / partie

la méthode des perturbations singuliéres.

- Mode de représentation utilisé

Le systéme représenté sous forme schéma bloc (II.52) peut &tre

modélisé dans 1l'espace d'état sous forme d'une forme en fléche

| Benrejeb,

(A* *
F(’ BF b

avec

(II1.53)

\

*
ouP (g, £

*
a partir du dénominateur de WBF (8, £ ).

) est le polyndOme caractéristique de la matrice A

1980| |Benrejeb, Borne, Laurent, 1982| et défini par le triplet
Cp)

. : 0
.. B‘ B* B E ) - 9
ai. i Fo » Cp = N(a1) ..N(aq_1) bq_1
o ;
NNET ®q £
b 1 -l - o
- -1
8. = T (a, - a.)
1 J= 1 ]
§=i
* > % *
Y= - (ai , £ ) = —D(ai) - f N(ai)
q-1
% 5 %
= -, . - - b
0Lq[ i=1 %i aq—1 £ q-1

*

F défini

Le premier probléme qui se pose concerne la mise en évidence des
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dynamiques et la modélisation sous forme singuliérement perturbée. Nous

utiliserons la méthode présentée dans le paragraphe précédent.

Par le choix des coefficients e, le systéme étudié, modélisé sous
forme en fléche (II.53) se trouve directement sous forme singulidrement
perturbé. En effet, les éléments a, correspondant aux valeurs (appro-

% f +
chées ou exactes) des racines du polyndme P(ui,f‘)= = £

) peuvent

étre ordonnés de deux maniéres différentes.

IT.1.1. - o, ordonnés par module décroissant daﬂ<hﬁ| i<j)

- — . R

Ce qui permet apres vérification par la méthode géométrique,
présentée précédemment de partitionner le systéme en deux blocs de

dynamiques différentes, ainsi le systéme (II.54) -

* % B*
= +
, Xn+1 AF n F un
(I1.54)
yn - CF Xn
devient : . B
4 - _I * - - |
| a1 A1 A121 xnl B
i
% - + u
! % n
|
(r.ssy ] | oot b1 faz | |M2 B ]
X
- - n -
Ya - [F? CZ.]
\ yz
q1 r42 =
x eR z ® R q1 q, q
a] Q 0. ......o]
ou A11= ... : s A21= e s e meees e
O..... o *
Y e *
L _ L A
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i
° B
W e ] Do
1277 -
M M 0 : g
. q} ] i
« .. B
9+ qy*1
w A22 ) 1 . :
A 2 e T emem— n. .
22 (g
H H Y"l. '....'a
L PRI P
0 T
By | By =1
: %
o

(@]
1]

* 1 r
JRICTRRCTRPRES N(aq1)], c, =:@q (aq1+1?....... b4

Les principales propriétés de cette modélisation résident dans les
formes des matrices
- la partie lente est caractérisée par une matrice diagonale a

coefficients constants, supposée stable et toujours inversible.

*

- les matrices de couplage A12 et A21 sont formées d'éléments

nuls sauf respectivement une colonne et une ligne.

®
- la matrice A22 conserve la forme en fléche. [aq +1
- le coefficient p peut &tre choisi en calculant le rapport I !

- la matrice de commande de la partie lente, B1 est nulle. 94

Le systéme global est donc faiblement commandable, mais cela n'entralne

aucun probléme puisque la partie lente est supposée stable.

a) Découplage partie Lente |/ parntie hapide

Par l'application de la méthode des perturbations singuliéres en

posant u = 0, le systéme est découplé en deux parties

a,) Eféments de fa_partie Lente

La partie lente est caractérisée par :

“on+t A11 Xn ¥ B1u2n » B, =0

(11.56)

C, x

Y4n 1 *an
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avec x, =
20 X

o)
Cette partie lente étant formée des termes diagonaux Gy eennn aq
: 1
44 zN(ai) i
(I1.57) yz(z) = 121 — X,
(z=a.)
i
soit alors
41 :
= n ol
i (11.58) Yo _E N(ai) (ai) X0
i=1
== - (! i
. avec X, e Ky veeeeeX

La partie rapide est décrite par les relations suivantes

z = A =z + B u
r n+li r r rn
(1I.59) : BU
y =C_z + D_u THLE
m r m Y rm
b \
avec
] A = (A A AT ARy =4 A AV A
T 22 21 %11 M2 22 21 211 P2
B =B. -A_ A B =38
r 2 21 “11 °1 2
c = uct “ta¥y =c.-ca)
r o MCy = ClAL A 2 T By A
D =-C. A_'B. =0
r 1 711 71
\
et z - =z - A A-1
ro fo} 21 11 Xb

La matrice A11 étant diagonale 4 termes tous non nuls est

toujours inversible.

Lorsque nous remplagons chaque matrice par son expression dans

(I1.59), nous obtenons :
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@ B [0 - a B
Ut A o : 4t} 9"
Ar T R ]
. * %
* *
Y s e ¢ s 0 a L] * s o u Y ® 8 8 0 09 a
a4y A*dy| | a4y r

tous les termes de Ar’ sauf un situé a la pointe de la fléche, sont

3 - *
identiques aux termes A22.

( *
94 Y;

o =+ -— B.

i=1  a, t

(11.60)
q %
* * ToyD By *
e T % +q. T pX =a, + £ @,
| U2 i1 o 1 2

z =z -z —_X
ro o . .
1=1 a.
L 1

Cette forme d'état conduit & l'opérateur symbolique de transfert
*
du systéme rapide découplé erF(g , £ ), de la méme forme que celle
du systéme initial, soit

. £ N_(8)
(11.61) erF( £, £ ) =

*
Dr(g) + f Nr(a)

Elle peut &tre calculée par :

N _ _ -1
(11.62) erF( g, £ ) = C. (g1 Ar) B

Le déterminant de la matrice (EIq - Ar) correspond au nouveau
) 2
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polyndme '"caractéristique" de la partie rapide. Il correspond au déno-

minateur de erF(E) qui est la somme de deux parties. L'une correspon-
*

dant au dénominateur et l'autre affectée de f correspondant au numé-

rateur de la fonction de transfert en boucle ouverte de la partie rapide

soit :
N_(£)
(11.63) oo (g) =
D_(&)
avec :  _ * oo ®
v; = “Plag, £ ) [DCa) + £ N(ap)]
q q q
1 B 1 B 1 B.
* * 1 *
= .L SN SR B _— z i
¢ Tt Yiw p Dlep gm By Ny
1 1
q
* * 21 Si *
% = + - Yl - 0Lr v ar
YTy e o 1 2
avec q4 q
z z! i
(11.64) “p, T Timt % T 3oy Tisr D) -
1 1
21 B,
a =-b -~ N) =
r, q-1 =1 1 ai
Ce qui donne les expression suivantes :
( q1;%;1 q,;qiﬁ q1;q2-1
Nr(i) = (E—ai)ar * BiN(ai) . (6~a.)
i=q*1 2 i=q* i=q 1
(II.65) A i=3j
q1;q2 q1;q2-1 q,%q,m1
= - - il -
L Dr(é) . (& ai) (& @ ) +'_ BiD(ai) . (& aj)
j=q,*1 1 1=l+q, i=q*1

Nous avons montré que par l'utilisation de la représentation en
fleche pour un systéme non linéaire de type Lur'e Posnikov, admettant

deux dynamiques, il est possible de déduire les fonctions de transfert
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des deux systémes découplés et ceci directement a partir de la fonction
de transfert initiale. Le schéma bloc correspondant a ce découplage

temporel est le suivant :

- I
NL ero(z) l

. 94 N(ai)

W (z) = L
"o i=1 z-a.
i

xﬂo

I1 en résulte le théoréme suivant :

Théoréme 1

Tout systéme non linéaire de type Lur'e Posnikov représenté dans
1l'espace d'état par la forme en fléche (A;, B;, CF) et décrit par q,
premiéres variables lentes et q, variables rapides, peut &tre découplé
temporellement. Le systeéme lent découplé est linéaire, le systéme rapide
réduit est non lindaire de type Lur'e Posnikov représenté par une forme
en fleche, dont la fonction de transfert en boucle ouverte est obtenue
directement i partir de la fonction de transfert initiale par les

relations (II.65).

Théoréme 2

Le gain statique du systéme initial est conservé dans la partie

rapide réduite.

Démonstration :

Pour une matrice en fléche AF de dimension q, son déterminant

est obtenu par :

x
(1I.66) det AF= P(o, f ) [Benrejeb, Borne, Laurent, 1983}
Or AF est partitionnée en :

Ay A2

A A
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avec A11 est inversible. Le théoréme de [ﬁosenbrock, 1970] conduit 2

la relation suivante :

-1
p = det A11 det (A22 Az1 A A12)

det A det A
11 T

det A

"

(1I1.67)

ce qui nous donne :

(11.68) P(o. f* ) = det A11 [Pr(o , f*)]
d'ol :
q ;
* %
(11.69) D(o) + £ N() =T [Dr(O) + £ N.(o)
i=1

Ce qui entraine par identification :
N_(o)

(11.70) Wy (o) =M x — oy

° D(e)  D_(o) 0

(o)

b) Mise en oveuvre de La méthode

Soit le systéme représenté par :

-2 -
Wy () = T2 0.2009 - 0.004

o z3 - 0.68z2 + 0.51z - 0.002942
%
£ e [0.91  1.09]
» £+ F
Le polyndme P[ » £, = = 1 admet trois racines réelles

0.89 , 0.78 et 0.01. Ceci nous permet un choix approprié des coefficients
o de la matrice en fléche. En prenant p = 0.064, il nous vient les

deux systémes découplés suivants

La partie lente étant formée des termes diagonaux a, = 0.89 et

a, = 0.78, il vient alors :
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=0.61 =z 1 +20.45 =

7 (2) = ———— x,

z - 0.89 z - 0.78

soit encore :

- - o
Vo, = 0.61 (0.89) X
avec : x1 x1
Lo o
x220 x?,

la partie rapide par application des relations (II.65) permet d'avoir

en boucle ouverte :

_ _-0.733

B L4072

- 0.45(0.78)™ x2

Le schéma bloc associé aux deux systémes découplés est le suivant :

-0.733

NL

u \ﬁ/’—\\\, € f(en)

z + 0.72

-0.61 z 4 0.453
- % Lo T %
z - 0.89 z - 0.78

IT.1.2. - oy ordonnés par modules croissants (laii > |a.

— — — o o A s S T o i i M

n

| i<

1

Le systéme s'écrit sous la forme singuliérement perturbée sous la

forme suivante :
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) _ o T i )
2041 A4y A4 HZy B,
= -+ u
n
A* A x B
| Fn+t | " 21 22 | *n | L 2]
(11.71)
Iz -
= (c* o
Y, = 4 C2)
X
n =
) 4
z € R s X & R q1 + q2 q
ol ”a'1 0 ] T 0vinennenadd ]
x _ 1 1.
Ay = — , A1 ,
“ O aq “ Y'* |*
L 2 L] 4y |
0 : g! ot Bl
o] dptl A
Ao =0 1 Byy = :
L] . L] ‘. * .
o ' E L.
“a Tyt EPARY
0] 0
B, = | , B. = .
1 : 2 |
0 | £
¢* = N ) NG ) C ' b
T —— o3 . .. o =1 e s e e
AV 5’ "2 q,+1 q-1

Les principales propriétés de cette modélisation sont les suivantes
~ la partie lente est caractérisée par une matrice en flache,

dont la matrice de commande B2 n'est pas nulle.

- les matrices de couplage A

et A sont formées d'éléments

21 12
nuls sauf respectivement une ligne et une colonne.

= le coefficient p' peut €tre choisi en calculant le rapport
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a) partie Lente

Elle est caractérisée par :

X
(11.72)
)
L

n+1 22 &n 2

sl

it

A X + B uQn

[]
(¢
"

-

Cette forme d'état conduit a un opérateur symbolique de transfert

*
de systéme lent découplé WZBF(E , £ ) de la méme forme que celle du

systéme initial :

*
(I1.73) WQBF(g ,» £) = £

Dg(E) + £ N, (8)

Le dénominateur de WQBF(') correspond au déterminant de (§I - Aqq) qui

* -
doit 8tre différent de zéro pour toute valeur de £ ¢ [£ T

q2+q1—1 ' . q1+q2-1 ‘ q1+q2-1 '
(I1.74) det(gI-A; )= T (E-ocj) (g—uq +q )- 2 B;._Yi*. it (E"aj)
. J=q2+1 1 2 1=q2+1 J=q2+1
j=1i
*
=D(g) + £ N(&)
avec
]
q,+q,~1
& 2 1 ‘% *
a =- z a. - a - £ b
Aty i=t t - -1
(11.75) ’ i )
. . * )
Y: = —[D(ai) + £ N(ai)J
\
d'ol ( q2+q1-1 q1+q2--1 q1+q2—1
i .
NE) = T (gD (D gNG) T (g
j=q,*1 i=q,*1 i=q,*1
j=i
(11.76) | q*ay” ' 4y*q, '
D(g) = I (E-a.)(g+ I agtag_g)*
j=q2+1 ] 1=1
+q.a=1 -
Lttt ety '
z g; D(a;) T (5 - a ;)
\ i=q,*1 J=qp*1

j=i
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b} partie rapide

Elle est obtenue par les relations :

r
_ LR -1 %* _ -1
2ot - Ay m A Ay Apdwz v (B - Ay A Byu
(11.77) {
- (r* -1 =% _ -1
Yeu = €7 T Cp Ay Apdmz, - Cy Ay Byug
{

La matrice A,, est sous forme de fléche, dont l'inverse ne

22

conserve pas cette forme particuliére. Lorsqu'elle est inversible, les

matrices Ar’

Br’ C.r prennent les formes suivantes

( N 0 r i 7 0 ‘% % *
x ¥
A= \\\\\\ -0 \\\\\\\\ ,J = {x o x
0 X X X
| X X x|
i I 1 o i
! :
B_= |0 - o \\\\\ = | I
~ ] X—X——X\éﬁ‘ —X k
(11.78) - i -
Sy g — N R N S
) x x ; ; | * X—X_J .
- -1 .
rDr = - [ J g = [.x ]
L -X-v-X—X—% B X

Contrairement a la représentation en fléche (II.55) pour laquelle
1'une des matrices de commande découplée était nulle, celle de (II1.87)
évite cet inconvénient puisque les deux systémes découplés (II.70) et
(I1.77) ont leur matrice de commande respectives non nulle.

Remarque:

Tout systéme non linéaire de type Lur'e Posnikov représenté dans
1'espace d'état par la forme en fléche (II.71) et décrit par q, premiéres
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variables rapides et q variables lentes, peut étre découplé temporel-
lement. Les deux systémes découplés sont non linéaires, en particulier
le systéme lent réduit qui est du type Lur'e Posnikov représenté par
une forme en fléche et dont la fonction de transfert en boucle ouverte
est obtenue directement & partir de la fonction de transfert initiale

par les relations (II.76).

11T - MISE EN EVIDENCE DES PROPRIETES PARTICULIERES DES MATRICES EN

- FLECHE - APPLICATION AUX SYSTEMES DISCRETS A DEUX DYNAMIQUES

III.1 - Analyse des processus : condition de stabilité d'un

systéme non linéaire de type Lur'e Posnikov

De nombreux travaux concernant l'analyse des systémes singu-~
liérement perturbés existent dans les deux domaines discret et
continu [Grujig&, 1978-1981], [Khalil, Kokotovit, 1979], [Dauphin-
Tanguy, 1983]. Le cas général des systémes de type Lur'e Posnikov
a été étudié par [GrujiE, 1978-1981] et le cas des systémes représentés
par une matrice en fléche a été envisagé par [Benrejeb, Borne, Laurent,
1982].

La représentation des systémes de type Lur'e Posnikov par la forme
en fléche s'avére aussi intéressante dans l'analyse des systémes discrets
singuliérement perturbés dans le sens de sa contribution du point de vue

des résultats que de la simplicité de mise en oeuvre.

Le systéme étudié est caractérisé par une matrice en fléche AF

telle que :

(11.79) AF= o

e O~ =
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‘avec (
Y == P(a- > £ )
q-1
I _ -1
4 Bi J=1 (aj a)
q-1
e £ b
aq = . a; aq_1 q-1
\

Par un choix approprié des coefficients o le systéme étudié

peut
alors

forme suivante :

Zn+1
(I11.80)
xn+1
zneR
A* =
avec 1=
Ayg =

Le systéme découplé

rm

(1I1.81)

\
*

Al A9 H
3
Ay, A9
q q
2
, xne R
.
CL,]\
1 .
\\ ’
M o
94
g T
! | |1
i t |
| i 1 2
) | !
0 i B

correspondant s'écrit :

i

etre modélisé sous forme singuliérement perturbée, et s'écrit

lorsque les @, sont ordonnés par module décroissant sous la

0 ~==— 0
___—1 ..........
* %
M Y1 Yq
1
( 1
o B :
q1+1\ q1+1 |
~ .
N .
N .
x N ke
Y ——a
i q,*1 q1+q24
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avec A,

1]
©
~
b

Définition :

La matrice est sa propre majorante si tous ses éléments sont
prop ]

positifs.

Théoréme 1 :

“ a) Si la matrice AF caractérisant le systéeme est sa propre
majorante, et si tous ses éléments non constants sont isolés dans une
seule rangée, alors le systeme vérifie la conjoncture linéaire. Si les
conditions de Kotelyanski sont vérifides sur la matrice(Iq - AF),alors

le systéme est asymptotiquement stable.

b) Si la matrice AF n'est pas sa propre majorante, alors il est
possible de se ramener au cas précédant, s'il existe une norme vecto-

rielle p(Xn) telle que :

P(X ) § M(A) p(X)

s

ol M(AF) vérifie les contraintes :

Les conditions de Kotelyanski portant sur les mineurs principaux

de la matrice (Iq - AF),501t

(11.82) detp (Ig A 2e>0 Vre=1....4q Vi e [ £,7]

"Pour une matrice en fléche (Iq— AF), par un choix approprié des

coefficients @y les (q - 1) premiéres conditions s'écrivent
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r

(11.83) det (Iq AF) 5=1 (1 ai) r=1.,... g1
q-1

ce qui donne O (1 - ai) 2 e¢>0 vrai par le choix de o
i=1

La seule condition & vérifier concerne donc le déterminant d'ordre

q et s'éderit :
(11.84) detq (Iq- AF) z2e>0

Nous proposons le théoréme suivant qui donne une condition nécessaire

et suffisante de stabilité du systéme :

Théoréme 2 :

Si la matrice AF caractérisant le systéme de type Lur'e Posnikov
est sa propre majorante, les (q—1) coefficients ay étant choisis de
module inférieur & 1'unité, et si la condition suivante relative a la
matrice (I -

( q AF)

2e >0 \/f*a{f £j

(11.85) det [(qu - A22) - A21(Iq -A, ) A12

1

est vérifiée, alors le systeéeme est stable.

Démonstration

AF est sa propre majorante, le systéme global est stable si :

- > > i
det (Iq AF) = ¢ >0, soit encore

det

ce qui s'écrit en développent le déterminant suivant la méthode de

Rosenbrock :




det (Iq—AF)= det (I

avec

det (I —A”)z g >0

1
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1

-1
o "R der | I~y By (Tq =41 A1%

vrail par choix de a;

p-

€

et la condition qui reste & vérifier est celle annoncée dans le théoreme

Théoréme 3 :

Lorsque la matrice Ap est sa propre majorante, une condition

suffisante de stabilité de systéme est obtenue par la relation sui-

vante :

(11.86)  det (Iq

2

Démonstration

—A22) = det (I

qZ_AY) =

* +q._-1
Y3 Bi q1 qz
i (1 - ai)
1 -0 J=1+q1

Explicitons la condition de stabilité établie dans le théoréme 2,
soit : )
-1
- - - >
det [(qu AZZ) A21(Iq1 A11) A12J z2e >0
Elle s'écrit encore :
I - th{’_1 -8 q1+1
det N : ze>0
~ M *
* ~ i
BT Poogeg, Ty
1 172 i=t
i
En utilisant une propriété de déterminant, celle-ci prend une
deuxiéme forme : (1-a 0 i
q1+1 :
det (.) = det (I -4, ) + det N g z2e>0
@ 22 RN TR
o o it
1 i=1
1-a.
1l -

>0
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Ce qui nous donne en développant les calculs par rapport a la

derniére colonne :

q1+q2" 91 'y*. 8. -
det (I = 4))) - 1 (1-a) Lt .50
% B Th =g
1

d'oll 1a condition énoncée .

Corollaire

Si le systéme global peut &tre représenté par la matrice Ag
possédant la propriété de double échelle de temps et peut étre décom—

posé en une partie lente caractérisée par AZ = A22 et une partie
-1

A2 A2 Aoy
stabilité obtenue pour le systéme réduit par l'application des condi-

rapide correspondant a Ar = A11 - alors la condition de

tions de Kotelyanski conformémerit au théoréme 3 est une condition

suffisante de stabilité du systéme global.

III.2 - Détermination de la commande quasi optimale de systémes

discrets singuliérement perturbés

Lorsque la dimension des systémes devient grande, la mise en
oeuvre de commandes optimales conduit parfois & des calculs complexes
d'optimisation. De surcroit, le risque d'avoir un probléme mal condi-
tionné pour le calcul de la commande globale n'est pas & écarter. Dans
ce sens, le fait de négliger certaines constantes de temps petites
conduirait & un systéme d'ordre réduit, s'avére particuliérement inté-

ressant si 1l'approximation est justifiéde.

III.2.1. - Commande quasi-optimale

L'optimisation des systémes singulidrement perturbés a été
largement étudiée pour les systémes continus, et a donné lieu 2 de
nombreux développements [Kokotovic, Haddad , 1975] [Chow, Kokotovid
1976] [Fossard, Magni, 1980] [Kokotovic, O'Malley, Sannuti, 19761
@auphin-Tanguy, 1983].
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Concernant les systémes discrets singuliérement perturbés, peu de
travaux ont été faits relativement aux problémes de commande optimale
[Kailaza Rao et Naidu, 1982] [Bennis, 1982] [Kando, Iwazumi, 1983],
[Bakhtiar , Khalil, 1984], [Hisham et Al, 1985]

Nous nous intéressomns ici & la commande linéaire quadratique a
horizon infini des systémes échantillonnés i deux dynamiques. L'approche
de cette commande peut se faire par deux voies différentes. La premiére
résulte d'une décomposition de l'équation de Riccati globale (que nous
développerons par la suite), tandis que la seconde est basée sur le
principe de décomposition temporelle que nous étudierons en détail

dans le chapitre IV.

Soit le systéme :
r

Xoey = Apq Xy T A pzy * By x(0) =xg
(11.87) 12061 = A21 x + A22 wz + B2 v z(o) = z,
Lyt_1 = (C1- Czu)
Zn

que l'on désire commander en minimisant 1l'expression :
T
I1.88 J = — + u
( ) y., ¥ - Run
R étant une matrice définie positive.

La solution optimale d'un tel probléme est donnée par la relation :

. _ ¥
(11.89) un=—(R+BTkB)1BTkA n
zn
Ay Ay, B
avec A= -B =
Ay My, B,
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k étant la solution stable du régime permanent de 1'équation de Riccati

T T ) T ]
Ay Ay Arp o HAp Ay Ay
(I1.90) k = Clc+ Kk -
Al Al A A Al Al
HA 4o HA99 21 M8 H& g HBo9

dans laquelle C = [C1 ;JCZJ.

Si la matrice k prend la forme (II1.91) dont le choix sera justi-

fié ultérieurement (chapitre IV)

(I1.91) k =

L'équation (II.90) peut &tre partitionnée et nous obtenons les

= 2
(@) kyy C1C1+A 1 (kg gy “1‘22‘“21)+A (“kuAn Hkyohs )

quatre équations matricielles suivantes:

__- T 2
,~A11(k1131 * kg oB)) +al (“k12 yH kzsz)}

T -1
,:B 1(k“B1 +uk12 2) + BT (uk 2B1+)u k22B2)+ RJ

(11.92) [B (kg v k8 ) + B! (”k 1oyt k22A21)J

(b) kT12=CT2C +A (k A, +pk, A )+A (uk™, A, +u2k

A )
1 11711 12721 22 12 11 227217

T T T
[A12(k. B1+;_|k1 B ) +A22(}Jk12B1+uk2232)}
T -1
1 B +uk B ) +B (uk 2B +uk2232) + R]

[B (e pyq +ukpph,0) +Bz‘“k12 11+”A22A21)J
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T T
(e)  ky, = CLC, +A (kA tuk HA,)) +u (k P PRELOVLIPY
- AT (k B + uk ) + (uk B + 42k, . B.)
12 1282 12 22534
(I1.92) -1
suite B (k B +uk1zB )+B (pk 2131+,u k22 2)+RJ

K,
LB1(k11A12+“k12A21)*B (kg Ao+ “kzzAn)J

- T
(d) k C C +A (k A +pk12 22) +u(k12A12+k22A21)

12 1°2 11712
~1a% (k. .B B)+A (uk B.)
115 T 12 2 12 1 ¥ 22 2
T -1
[31(k”131+uk12 2) +B (uk }31 + pkzsz) + R:l
(k +pk, A )+BT( T +uk, AL ,)
112412 12722 12 812 22722

Pour p tendant vers O, 1'équation (II.92) se réduit au systeme

dégénéré suivant :
[ -1

T T T

k=% *AnknAn A kB (R+B kB B kiid @
T T -1
k1o 'C1C2*A11k11A12 - A kB (R¥B kB ) B1k11A12 (®)
(11.93) A

T T
k=K, (c)
k—CC+AkA kB(R+BkB)BkA (d)

22 2 12511™12 7 12 1 1711712

\
L'équation (II.93a) admet une solution semi-définie positive si

la paire (A B1) est stabilisable et si la paire (A11,C1) est détec-

11°
table. Elle correspond a 1'équation de Riccati relative & la partie

lente du systéme (A B1,C1). Sa résolution permet d'en déduire les quatre

11°
blocs de la matrice k.
La commande déterminée par cette méthode est la suivante :

% -
u =—(R+BTkB)TBTkAX
n n
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>

k ke B, || r - [k pk . MA
*
(1,96 " - R+[BT BTZ] " 12 1J ’BT T‘l 11 MR | B My

2
12 Hikool 1By HAy,

d'ou
z I ‘
x -I[T T] k11 ”k12~‘ A1y HAp 3":1;
u_ = =0 B B |
n 1 2 ‘ !
ukT u?k, A pA iz g
12 Mkyy 21 22| *n
o = =BT (kA +pk. A )+B(k +2kA)‘x
n 1 Rqqhyq T kg8, RTRS HoK90591
-of'r (uk +u2k ) + BL (u2k,. A+ pik ) z
|_ 118412 1282 2 12 12 22822 n
avec
T
(I1.95) a=R + B (k“ 1+pk12 2) + BT2 (pk12 B1 + k22 2)

La méthode que nous venons de présenter réduit la résolution du
systéme global a celle du sous-systéme dégénéré représentant la partie
lente. En effet, la détermination de la matrice k11 par (I.93a) permet
d'en déduire les autres blocs de matrice k12 et k22 par les relations
(IL.93b) et (IL93c) d'ol la commande optimale u de (I.94) cherchée.
Cette expression peut se trouver simplifiée et ceci pour une repré-

sentation particuliére du systéme initial.

IIT.2.2. - Application a la forme en_fléche

Les résultats proposés viennent d'étre établis sur une forme
quelconque. Dans la suite nous envisagerons le cas d'un processus

.

discret i partir d'une représentation en fldche de structure équi-
valente a celle des systémes de type Lur'e Posnikov précédemment
décrits, pour lesquels la non linéarité est remplacée par un gain

équivalent.

PR
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I1 nous vient alors différents résultats simplifiés suivant la

structure adoptée de la forme en fleche.

Deux cas se présentent A nous, suivant que la partie rapide ou

la partie lente se trouve & la pointe de la matrice.

len casd

Le systéme (II1.87) peut prendre la forme suivante :

- -

- _ .
T A bA, 1

I

|

i

i Xn O B1

= i —— ] © ——— — ] ——— e ] 1 un
96) 11 2 o | z 9 B

(11. n+1 ! n !

I

i

< i

HAgs

e

n

n
correspondant & la partie lente

\ In - [C1 “CZJ z

dans laquelle, le vecteur de commande B1

@11Lest un vecteur nul.

Dans les relations établies auparavant (I1.93), quand nous

remplacons B, par zéro, elles s'écrivent sous la forme simplifiée

1
suivante

k

1
a
I
+
>
=
>

11 11 11 kg Ay (@

cT C, +A,,k,. A (b)

<
(11.97) ko 12 11511 212

CT C, + T k., A (c)

ka9 2Co Y ARy A

\
Les relations (II1.97a) permettent de déterminer trés simple-

ment k., .. En effet, A

11 est diagonale, donc :

11
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Si k., ={ k11(i, i, i=1.... q1} alors (II.97a) s'écrit :
| (11 0 d1 0
I N S
. N = PN . \ P
k11(1, j) | C1(1) [....C1(J)...] + \ k11(1,3) N
| 0 o, 0 a
i

d'ol la relation exprimant les éléments de la matrice kH

' C1(i) C1(j)
(11.98) kll(i’ j) = pour i, j =1 “eeeqy

1_aiaj \

Les relations (IL.97b) et (II.97c) sont déduites facilement.

. ] .
La matrice o devient :

l- 2 T
o =R +uyp B2k2282

et la loi de commande optimale s'écrit :

(11.99) u = -a"" |BY (u k. A + 42 k. A )lx
-7 Yn™ 7@ 2 K8y T Ky By Xy

- 1 T 2 T 3
o [Bz W2k Ay *+ 0 kyy Ay0) |2,

La partie lente non commandable (B1 = 0) séparément est commandée

ici par l'intermédiaire de la variable rapide z -

2é¢me cas :

Lorsque le systéme (II.87) représenté par une forme en fléche

prend la forme suivante :

[ TT Ay s 111 [ i
O 3
n+1 X 5 1
(II.100) - s B ol I
Z e | \\\\\\\\ z . 2
A21 whaa L 1 |° |
s ‘ :
Yn = LC1 ”CZ } :
pz
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dans laquelle le vecteur de commande B2 relatif & la partie rapide est

un vecteur nul.

Les relations établies (IL1.93) restent inchangées. Par contre,
» . . . 3 * .
le coefficient o se simplifie et la loi de commande optimale u  aussi.

Elles s'écrivent ainsi sous la forme :

R+By Ky By

}*3
]

(I1.101)

* =1 =1 .
2™ " l_ (eyyhyq ¥ ukypA 21)] °‘ [B (kg Aqp * 07k o890 20

[=
|

Aucune partie du systéme découplé ne se trouve non commandable

séparément comme dans le len cas.

Comme dans les domaines de découplage et de stabilité, la forme
en fléche s'avere ici aussi intéressante. Elle permet une simplification
dans la résolution des équations de Riccati, ainsi que dans la résolu-

tion des lois de commande.

IV - ETUDE COMPARATIVE DES SYSTEMES DISCRETS ET CONTINUS SINGULIEREMENT

PERTURBES

Nous proposons un récapitulatif des résultats établis pour les

systémes échantillonnés et continus en vue de leur comparaison.

IV.1 - Modélisation

Les systémes continus et échantillonnés représentés dans 1'espace

d'état sous la forme :

1
&

X Ax + Bu X
n+1 n n

(1I.102) x L% e rY

[}
Q
b

Cx v

<
[]
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Lorsque les systémes (II1.102) possédent la propriété de double

échelle de temps, ils s'écrivent sous la forme singuliérement perturbée :

(I1.103)

avec :

\

% A ALl [x B, ]
= 4 u
. * * *
Mz A Agol |7 By
r % |
o= le <
Z
| x(0) , z(o)
[ r * 7 e
| %ae 411 SPIES | By
= + u
% n
Znt1 A1 Aoal [#2y) LBzJ
d it
p [ *1 x|
Yn - _F1 ¢ ZJ
| *%n
X, z
o (o]

1
x,x e R les vecteurs lents du systéme considéré

q ' . R e
z ,z € R 2 les vecteurs rapides du systéme considéré

# % *
A.. = A.. = =
i lJ/p » Co=0Colu B, B, /u

q ta, =q

Une dualité apparente dans la modélisation, le petit paramétre u

apparait au sein de vecteur état en échantillonné, dans la dérivée de

vecteur état en continu.
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IV.2 - Découplage partie lente / partie rapide

IV.2.1. - partie lente

Elle est obtenue en mettant dans les deux systémes (11.102) p

continu

f
o

) ) -1 -
xy= (A —A, Ak )% + (B Ayhy, BJu,

= - -1 - =1
(I1.104) 1y, = (€, = Cy A Ay )%y = Cy Ay By vy

xl(o) = x(o)
L
discret ,
Xonet = Byp Fon Y BYyn
{Yan B C1 Xon
x20 = X

(I1.105) {y. =¢C,z
_ -1
zr(o) = z(0) A 29 A21 x(0)
L
(2 = (A AL AT A )z (B A A B) u
m+1 22 21 11 %27%m 2 21 %11 n
iy = (C C, A 1 A.)z_ +C A'1 B, u
m 2 1 11712 "n 1 1171 "rn
_ _ -1
N TR TR
\

0
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Interprétation des résultats

La méthode des perturbations singuliéres permet en posant g = 0
dans (I1.103) de déconnecter les différentes parties d'un systéme (discret
ou continu) possédant deux dynamiques différentes, et d'obtenir avec une
précision suffisante (d'autant plus grande que p est petit) le systeéme

lent réduit en continu et le systéme rapide réduit en discret.

La méthode de perturbations singuliéres respectivement en continu
et en discret ne donne pas toujours des résultats suffisamment précis :
le systéme rapide découplé en continu ne tient pas compte de l'évolution
de la partie lente, et le systéme lent découplé en discret ne tient pas
compte de l'évolution de la partie rapide sauf sous forme de conditions
initiales pour le cas continu ; ceci peut 8tre un inconvénient quand

1'étude s'intéresse & la partie lente/rapide du discret/continu.

CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats concernant la
modélisation des systémes discrets & deux dynamiques sous forme singu-
liérement perturbée et les avantages que la représentation en fléche
matricielle nous procure pour la réduction, l'analyse et la commande
optimale des processus & deux dynamiques, en particulier pour les systée-

mes non linéaires de type Lur'e Posnikov.

Nous avons montré, une certaine dualité dans les résultats
obtenus pour les systémes discrets et les systémes continus et une inver-

sion dans la précision de systémes découplés ainsi trouvés.




CHAPITRE III
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MISE EN OEUVRE DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE

POUR L'ETUDE DE LA PARTIE LENTE DISCRETE

INTRODUCTION

Nous avons vu au deuxiéme chapitre dans l'utilisation de la méthode
des perturbations singuliéres, que la partie rapide relative aux systémes
continus et la partie lente correspondant aux systémes discrets, sont obtenues

avec une précision plus faible que la partie lente (respectivement rapide).

Pour lever ces difficultés, il a été proposé en continu pour 1'étude
de la partie rapide, l'utilisation simultanée de la notion de systémes réci-
proques /Dauphin Tanguy, 1983/ et de la méthode des perturbations singulieres.
Quand 4 1'étude de la partie lente en discret, nous proposons une méthode qui
utilise une transformation dite homographique /Borne , Gentina, 1974/ et la
méthode des perturbations singuliéres en discret et continu /E1 Moudni, Dauphin

Tanguy, Borne, 1984/.

I - ETUDE DE LA PARTIE RAPIDE EN CONTINU ET LA PARTIE LENTE EN DISCRET.

I.1. Le systéme réciproque en continu.

La notion de systéme réciproque a été introduite par /Hutton, Friedland,
1975/ pour les problémes de réduction par la méthode de Routh, développée par
/Dauphin Tanguy, E1 Moudni, Borne, 1982/ et généralisée par /Dauphin Tanguy,

Lebrun, Borne, 1983/ pour les systémes & plusieurs dynamiques.

Pour un systéme continu linéaire représenté dans 1l'espace d'état par un
triplet matriciel (A, B, C) avec sa fonction de transfert s'écrivant sous la

forme :

Y

W(p) = c(pI - &)L B

N,
La fonction de transfert du systéme réciproque notée W(p) est obtenue
par :

v
wip) = W(

-
Lol
g
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dont le triplet matriciel dans l'espace d'état est :

il y a donc inversion des dynamiques du systéme. La partie lente est devenue
rapide, la partie.rapide est devenue lente. Les techniques de perturbations
singuliéres s'appliquent encore sur le nouveau systéme et donnent pour les
systémés découplés réciproques une bonne précision sur la partie lente
(initiélemenf rapide). Une deuxiéme application de la transformation réci~
proque sur le systéme découplé obtenu permet d'avoir la partie rapide décou-

plée avec le maximum de précision.

Ainsi le meilleur découplage est repré&senté par une partie lente obtenue
directement du systéme initial et une partie rapide obtenue par application

de perturbation singuliére et la transformation réciproque.

I1 s'écrit par référence aux équations du chapitre II, en (II-104) et
(II-105) sous la forme :

-1

partie lente kZ = (All - AL, A, 21) xy + (B - Ay, Ay, By uy
y, = (C.,- C At Ay x -c oAl u
L 1 2 722 21 A 2 722 "2 2
xz(o) = x(0)
A B
s . -___22 __2 "'1
partie rapide 2y = y z%,+ ( 5 + A22 91 Bl ) u_
n=C, zV +ft(c—c A—lA)Budt
IPT v % ] 17 72 B2 2 Pi Yy
to

z%(o) = 2(0)

Les modifications apportées sur le systéme rapide, se manifestent dans
-1 X
la matrice de commande par addition d'un terme (A22 21 ) et au niveau des
conditions initiales en supprimant les phénoménes de couche limite sur z.

(Z';(o) =z(0) ).
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1.2 - Le systéme "réciproque" en discret.

Quand nous analysons les systémes découplés relatifs aux systémes
continu et discret, nous constatons qu'il y a une inversion dans les préci-
sions. La partie lente étant obtenue avec une bonne précision en continu
ne 1l'est pas en discret et les propriétés soit inverses en ce qui concerne

la partie rapide.

A 1'image de la transformation réciproque en continu qui permet d'avoir
les deux systémes découplés avec le maximum de précision, dans le cas discret,
il suffit de disposer d'une transformation qui permet d'avoir un systéme con-
tinu équivalent au systéme discret étudié, en conservant la nature des dyna-
miques. La transformation adaptée est la transformation dite homographique

notée H, que nous définissons dans la suite du chapitre.

IT - ETUDE DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE.

II.1. Introduction.

La résolution formelle des systémes continus non linéaires ne peut
généralement €tre envisagée & partir des méthodes analytiques usuelles.
La recherche des solutions nécessite alors la mise en oeuvre de moyens de

calcul numérique ou analogique.

Dans 1'éventualité d'une résolution sur ordinateur, diverses contraintes
sont imposées par la technologie des opérateurs disponibles. En particulier,
le traitement de 1l'information sous forme discréte implique la définition d'un
modéle de méme nature. C'est dans ce sens que se pose généralement le probléme
de la discrétisation d'une équation d'état et c'est dans ce sens qu'une trans-
formation homographique a été proposée /Borne, Gentina, 1974/ /Gentina, 1975/.
Elle permet d'associer de maniére rigoureuse & un systéme continu un systéme
discret et constitue ainsiun moyen de transposer le probléme optimal continu

en un probléme optimal discret /Borne, Gentina, 1974/ /Quet 1976/.
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Le modéle discret doit refléter l'ensemble des propriétés de commanda-
bilité, d'observabilité, de stabilité et d'unicité du processus initial, il

doit aussi permettre d'approcher au mieux la solution réelle.

Pour les systémes échantillonnés singuliérement perturbés, cette trans-
formation homographique sera d'un grand apport, car elle permettra de lever
cette imprecision sur le systéme lent découplé. Elle permet d'associer de
maniére rigoureuse au systéme échantillonné un systéme continu sans perte
des propriétés essentielles attachées au processus et permet aussi de trans-

poser le probléme échantillonné singuliérement perturbé en un probléme continu.

I1.2. Définitions.

IT1.2.1 - Modélisation dans l'espace d'état.

Les systémes discrets que nous proposons d'étudier sont représentés par

une équation d'état de la forme :

=Ax +Bu
n n

(I1I-1) v, = C X

x : conditions initiales

x ~est le vecteur état du systéme, x € rY
p . r s
u s Yoo sont les vecteurs d'entrée et de sortie, un.E R7, yn.E R™.

A partir d'une transformation homographique matricielle sur l'opérateur A,
il est possible d'exprimer sous une autre forme 1l'équation d'état discréte
(I1I=}1).En effet posons par définition :
(III",Z) X - X =X

quantité que nous exprimerons & partir de :

bq
(11I-3) —— =X

-
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il nous vient alors l'expression suivante :

. X + x u + u
A+T -1 n+1 n A+I -1 n+l n

Xpep ~ Xy T (D () 7 ( 7 )t (=) B 2
(I11-%)

yn+l t Ya %n + xn+l

- (/55
yn+l + yn n+l un

en posant : — =y et — = u

1l'expression (111-4) s'écrit sous la forme :

-1 A+ 1 .-1

A+l x + ( 5 ) Bu

7 )

x=(A-1I) (
(1I11-5)
y=Cx

Donc, au triplet matriciel du systéme discret initial (I1I-1) (A, B, C)
correspond par le biais de la transformation homographique notée H, le triplet

du systéme continu (III-5) correspondant

(ap (EEHTh, (A

Inversement, soit un processus continu décrit par 1l'équation
d'état (III-6)

»

X Mx+Fu
(I11-6) y =G x

x(0) : conditions initiales

avec x : le vecteur caractérisant 1l'état du systéme, x E rY

u, vy : les vecteurs d'entrée et de sortie.

D'une maniére analogue, il est possible de déduire de 1l'équation (III-6)
une solution recurrente décrivant dans l'espace d'état 1'évolution d'un vecteur

X .
n

(I1I-7) x + ; = x
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en fonction de

x
(111-8) X -3 = x

il nous vient d'aprés (III-7) (III-8) et (III-6) 1l'expression (III-9)

% _ M M. X M -1 ;
x+3=(@+3) -V x-3)+@-3) F@-3)
(I11~-9) . .
-3 - _k
Yy 9 G (x-3)
A -4
En posant : y - 5 yn et u 5 un
(IIT~-9) s'écrit encore :
_ M _M -1 _M -l
Xl (I + 3 ) (1 3 ) x * (I-%5) F u
(I11-10)
Yy = G xn

Donc, au triplet du systé@me continu (III-6) (M, F, G) correspond par

le biais de la transformation homographique notée H I, ie triplet du

systéme discret (III-10) correspondant :

1 1

(a+3) a-H7L a-3H7E .

Afin de simplifier 1'écriture des &quations, notons respectivement
-1 . .
H(A) et H (M) les transformées de type homographique des matrices A et

M, avec :

A+ 1
2

H(A) = (A - I) ( -1

)
(III-11)
-1 _ M _ M-l

Ho) = (T+3) (T-3)

Ainsi le systéme continu (III-5) associé 3 1'Bquation d'état discret

(IT1I-1) s'écrit encore :
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%= H@A) x + (A s Iylgy

(I1I~-12)
y=0Cx

de méme pour le syst@me discret (III-10) associé i 1'équation d'état

continu (III-6) s'écrit :
-1 M .-l
XS H ™) x 0+ (I 3 ) F u
(I11-13)
Yo ¢ *a

A+ 1 )—1 B/ (- % )-1 F

La fonction de matrice ( 5
le plan continu / discret l'influence de la commande sur le systéme. Elle
A et B/ MetF.

traduit sur

est obtenue par composition de deux matrices

On vérifie facilement la relation (III-14) pour une matrice D carrée

d'ordre q,

(I1I-14) gl M ) =D

11.2.2 - Modélisation sous forme symbolique par_fonction de_transfert.

Nous présentoms ici, la notion de transformation homographique pour
autres modes de représentations.
signifiera

Nous poserons pour la suite de 1'étude que la notation X/Y

X respectivement Y.

Définition 1.

Considérons le systdme linéaire repré@senté par 1'équation recurrente /

-
.

différentielle 3 coefficients constants

(III"'IS) 3 a = v b / Ii 1 i (i) - I% b' (l)
Z i Tnei .2 i Yn+i . a7 T i
= i=o i=o i=0
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Le systdme continu obtenu par la transformation homographique H /
. - - 1 Py . - *
discret obtenu par la transformation H , est défini par l'équation

différentielle / récurrente suivante :

n (1) n—-1 (1) n : -1
- = t = 1
(1r-16) ] 8y DR AL A
i=o0 i=o i=o = i=o
oli les coefficients Bi’ B;, ey ai, sont constants. J
Définition 2. -

Si 1l'on note z/p 1l'opé&rateur symbolique tel que 3 yn+i/yl corres-—
ponde z* y(z)/p1 y(p) alors l'expression (III-15) conduit 3 la fraction

rationnelle :

o
[ e

e -
g

(I11-17)

=
A,
—~
N
~
|

(30
fo~—18)hr~18
(o]
H-
k]

(o]
IS

()
e

II.MS II‘M =]
(o]

[T
o

qui correspond 3 la fonction de transfert en discret/ continu.

Le systéme continu correspondant 3 wd(z) obtenu par la transformation

H / discret correspondant 3 Wc(p) obtenue par H_l est représenté par :

n—-1 3 n-1 :
o () loj =
- "] - i=0 N(p) - i=0 _ N! (Z)
(111-18) W, () a VIO We(z) = 2= . ()
x \
1=0 =0
qui est obtenu 3 partir de Wd(z) /Wc(p) par :
o 1 Lo g [ 2 2(2-1)
(I11-19) W) =—— W,(z = ) [ Wyz) = —5 W, (p=="77T)
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AW} .
Les expressions o, et B.1 de wc(p) sont obtenuesd partir des

coefficients aifbi de la fonction Wd(z) par les relations suivantes :

n-1 . . . . .
( _ n-j T J =] J n=)
o -jzobmdq[< -3y (X ey o2
k=l..n
N L N N L NI G P )]
(111-20)
Be - My o3y (Miy sy (M
k=o0..n B j=o n-j k I k-1 7 2 k-2
_1 » _ .
o (-DE (2T + -k ¢ ) ]

a )
Ceux de Wd(z) a{ et Bi sont déduizs de b; et a; de la fonction wc(p)

~ par les relations :

a;k=(-nb4a;k pour k = 1 n
(I11-21) | et
. k., ~ LILLE
Bn—k = (-1 Bn—k pour k=0 ...n -
avec :
n-1 . . n-jy _ , ] n-j i n-j
aM = )‘ 2[1 1-] b' . [ ( k ) ( 1 ) ( k-l) + ( 2 ) ( k—2) +o..
n-k jéo n-1-] _
_1yk-1 R n-j vk 1
(-1) X (o) G+ D7 L) |
(I11-22)
§gm o W B iy (n
B . = jzo 277 al O = (1) ey ) () i+

D x T s en® ol 1

D'une manidre pratique, et plus aisée, ces coefficients peuvent &tre
obtenus 3 partir d'un tableau que nous donnons en annexe (AIII-2). Ce qui rend

leur détermination plus rapide et plus facile.
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Plusieurs cas sont 3 envisager :

* Si le coefficientfao de Wd(z) / aé de Wc(p) est différent de zéro

alors
- si m € n~1, le degré de N(p) et D(p) / N'(z) et D'(z) relativement

3 wc(p) / %d(z) est de (n-1) et n

- sim=n, le degré de N(p) et D(p) / N'(z) et D'(z) relativement

, a,
a WC(P) / Wd(z) est de n et n+l..

* Si le coefficient a; de Wd(z) / aé de Wc(p) est nul, ce qui correspond

i une fonction wd(z) / wc(p) comportant un terme en é / % , alors :

- simc«< d, le degré de N(p) et D(p) / N'(z) et D'(z) est de (n-1) et n

- si m = n, le degré de N(p) et D(p) / N'(z) et D'(z) est de n et n+l.

Définition 3.

Quand m € n - |, alors le triplet matriciel (A: %, E) / (ﬁ, 9: E)

" n,
associé 3 la fraction Wc(p) / wd(z) est déduit du triplet initial (4, B,C)/

(M, F, G) associé 3 Wd(z) / Wc(p) par les relations suivantes

% = B ¥ - H'I(M)

v - -
(I1I-23) B=(%—I-)IB r\f‘-(I-%)lF

t-c t=c

il suffitpouwrddterminer ces relations, d'expliciter Wd(z) / wc(p) en

! 1

(IT1-24) Wi(z) =C (L~ B / W () =6(I-¥ F
d'ol
(I11-25) 'T)JJ()—-—I—_ W (1+%) / W.(z) = 2 W (2(2-1))
O R ) ‘¥ TZzF T et Tz w1
2 2
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soit encore :

. 1 + P
A, 1 2 -1
(I1I-26) W (p) = Cc ( I - A4) ) B/
¢ 1 -2 1 -2
2 2
" _ 2 2(z-1) _ -1
Wd(z) =7 G ( T M) F
d'ol

-1
(111-27)  W_(p) = C [}I - e (A 1} (Arlys

-1
W =¢ |21 - M- - My-l -
Wd(z)-—G[.I~(I+2)(I 2)] (Ivz)F

ce qui donne par identification la relation (III-23).

II.3 - Propriétés de la transformation homographique.

II.3.1. Analyse du systéme &quivalent.

Les propriétés de stabilité de commandabilité et d'observabilité du
systime &quivalent obtenu aprés transformation homographique ont &té &tudiées

par /Borne, Gentina, 1974/.

a) StabiRité.

La stabilité des systémes discrets (III-1) et continus (III—6) fonction~-

nant en régime autonome est imposée par les contraintes respectives suivantes:
(111-28) max IAA"< 1

(I11-29) max Re(AFQ <0

il vient pour les transformés par homographie

(.111-30) zﬁax IAH“(M) [ <1

(I111-31) max Re (A Y <0

H(A)
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En effet, la transformation homographique réalise la transformation
biunivoque dans le plan complexe et l'intérieur du cercle de rayon unité

en le demi plan partie réelle négative.

Dans ce sens l'application des conditions de stabilité & un syst@me
discret / continu et 3 son transformé continu / discret conduit nécessai-

rement au méme résultat.

Cette transformation se présente du point de vue stabilité donc comme
une extension 3 la représentation d'&tat de transformée en w/Vidal, 1968/
qui 3 l'inté&rieur du cercle de rayon unité, fait correspondre le demi plan

complexe Re < O.

b} Dualite.
Pour un fonctionnement en régime autonome du systéme décrit par

1'équation d'état (III-32), le systdme adjoint s'écrit sous laforme (III-33) :

(I11-32) X 41 " A X
- T,-1
(II11-33) Wn+1 = (AY)
T .
(I1I-34) avec X ¥, = cte

Il apparait en représentant par (III-35) 1la transformée continu du
systéme (III-32)

[

X = H(A) x (a)

(I1I-35) b=n[ah Ny @

compte tenu des relations (III-35) et (III-36)

1

(I1I-36) H [(AT)_l] = - [H(A)JT
il vient

. T
(I11-35) ¢ =JH(A)] v ()

Le systéme (III-35¢) est ainsi le syst@me adjoint du systdme (III-35a)
transformé du syst&me (III-32).Une propriété semblable peut &tre &tablie

dans le sens continu - discret.
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c) Commandabilité - observabilite.

La condition de commandabilité du syst@me linéaire décrit par la
relation (III-1) peut s'exprimer simplement au moyen des composantes

A . . .
Zi de la matrice A, il vient :

A

A -
23 ...qu)—q

Commandabilité de (III-1) : rang (Z? B, Z
Les matrices A et H(A) poss&dent les mémes composantes /Gentina, 1975/,
les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité des syst@mes

(I1I-1) et (III-5) sont identiques.

Cette propriété se vérifie &galement pour le syst@me continu et son

systéme transformé = discret par H—l.

Les propriétés d'observabilité et de commandabilité s'&changent par
dualité., Nous en déduisons, compte tenu des résultats précédents, 1'équi-
valence des propriétés d'observabilité des systdmes discret et continu
associéds par H, ainsi que celle du syst@me continu et discret associé par

gl

I1.3.2 - Etude des conditions initiales.

al lére approche.

Pour cette &tude, nous utilisons la définition méme des transformations
. -1
homographiques H et H = en tenant compte de facteur '"temps" entre le sys-—

téme discret et le syst@me continu &quivalent.

Ainsi, pour définir un syst@me continu 3 partir d'un syst@me discret
par H, nous avons utilisé la relation suivante :
X + X
n+] n

2

La valeur continue apparait comme une valeur moyenne de deux valeurs

-~

échantillonnées consécutives définie 3 un instant t, ce dernier peut

prendre des valeurs comprises entre n et n+l. Comme pour les variables
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continues, nous définissons 1'instant t comme une moyenne des deux

instants échantillonnées n+! et n relatifs 3 X orl et X s tel que

n+t]l + n

(I11-37) t = 5

Donc, le systéme continu sera obtenu par :

xn+1 * xn

x(t) = 3
(111-38) x(t) = xn+l - X
n+tl! + n

t = 7

Il nous vient en tragant les graphes des deux variables, X repré-

sentant le systdme discret initial et x(t) d&fini par (III-38).

A
xn/x(t)
x, ¢ x(0)
\\\\ ® valeurs du systéme discretxn
()
\ 0 valeurs du systéme continu
Figure : 1. AN équivalent x(t)
T o
T
[y
’ ’ L l L L 1 l ’n/t
o 2 4 2 3 4 5

Le syst@me continu est défini par les valeurs médiannes entre deux

- . - ~ . . . 1
valeurs é&chantillonnées consécutlves et cecl aux 1instants t = = ,

2
3 5 . , e, . el
35 3 «.vy, 1l'instant n = o définit la valeur des conditions 1initia- -

les x(0).

Celles-ci sont obtenues par simple prolongement de la courbe x(t)

| e e _
de t = 7 a0 (continuité 3 1'origine). Elles prennent alors les valeurs

X correspondant aux conditions initiales de syst®me &chantillonné initial.

De méme pour un syst®me discret obtenu & partir d'un systéme continu
. -1 . . s N .
pour la transformation H , il suffit d'adjoindre & la relation (ITII-39)

définissant les valeurs échantillonnées.
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- _ x(t)
xn = x(t) >
(111-39)
x_,, = x(t) + 250

une autre relation liant n 3 t dé&finie par :

(III-40) n==t-

telle qu'on ait :

- x(t
(I11-41) Xeo by = x(o) - x(t)
2 2
- En tragant point par point (III-39) 3 partir d'un systéme continu

représenté par x(t) il nous vient la figure suivante :

A

x(‘.:)/xn
) a Vvaleurs du systéme continu x(t)
| e valeurs du systéme discret
§ ; équivalent.
! .
____ i |
T X ! : .
x (o) h 4 3 i
. | | |
o |
. | |
X i ; ; I Figure : 2
| ] |
- 0) : T T L T * T T T > t/n
1/2 4 2 3 4 5 6

d'aprés le graphe, le syst@me discret apparait étre défini par des valeurs

. . . . . 1
discretes X obtenues pour les points de x(t) pris aux instants t = 7

3 5

T G e L'instant t = o dé&finitla valeur des conditions initiales X

Celles - ci prenant les valeurs x(o) et ceci par une simple

interpolation dans les points &chantillonnés.
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Remarque.

La transformation homographique proposée'l-l/H-1 permet le paszage
de ce syst@me discret (III-1)/continu (III-6) 3 un systéme continu &qui-
valent (III-5)/discret &quivalent (III-10). Le mod&le continu/discret
refléte l'ensemble des propriétés de commandabilité, d'observabilité, de
stabilité et d'unicité du processus initial. Il doit aussi permettre d'ap-
procher au mieux la solution réelle. La conservation des conditions initia-—

les apparait comme une conséquence logique.

b} 2&me approche.

Une deuxi®me forme de conditions initiales peut &tre obtenue en

considérant les définitions des transformées H et H-l.

Soient les deux systémes &chantillonné et continu suivants

Mx+TFu
(1I11-42) (a) (b)
y =Cx y=G6x

"
t
b g
e
+
oo}
[
R
[}

x> U et x(o), u(o) sont les conditions initiales respectivement
du systéme é&chantillonné& (III-42 a) et continu (III~42 b) respectivement 3
n=o0 et t =o0. (ITII-42b) est l'équivalent continu du systdme (III-42 a)

défini par :

X + X
X = _n_.'._l__z___rl = ( %_I_ ) xn + Bun (a)
(III-43) M = H(A) (b)
F= (227 s @

dont les conditions initiales x(o) sont définies 3 partir de (III-43 a)

par :
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' L A+T B
(I11I-44) x(0) = ( 5 ) x0 + 7 U,

De méme pour le syst@me (III-42 a) transformé discret du systéme

continu (III~-42 b) avec :

X =X - % = (I - % ) x - % u (a)
(11I-45) a=1tan (b)
B=(I--§)'1F (c)

les conditions initiales x, sont déduites de (III-45 a) par :

- - M -F
(I1I-46) X, = (1 5 ) x(o) 3 u(o)
lorsque nous remplagons dans (III-46) x(o) par son expression

définie dans (III~44), cette expression devient :

(111-47) x°=(1—%)[(é—;—-l)xo+guo:]-§-u(o)

soit encore :

(111-48) xo= (T-3) (Z2)x + (1-5)2u - Ly
avec B prenant la valeur (III-45 c¢), (I - % ) ( A%L ) = I, et en

considérant que 3 l'instant initial on a :
(I11-49) u(o) = u,

on vérifie, 3 partir de (III-48) que nous obtenons :
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1I.4 - Applicationde la transformation homographique H“1 i la

discrétisation d'une &quation d'é&tat continu /Borne, Gentina,

1974/.

La transformée homographique matricielle qui vient d'étre présentée
peut constituer un outil adapté 3 1'intégration numérique des systémes
continus lindaires. Il convient d'introduire la notion de pas de discré-
tisation ou d'intégration At /Borne, Gentina, Laurent 1972/ /Birkhoff,

Varga 1958/ /Borne, Gentina 1976/

Le systéme continu (III-6) peut &tre mis sous une forme discréte

telle que (III-50) :

Nof K
S

(I11-50) = + At 5= (T + -2@ At) (I -%‘— A0l (x - At

l

+(I+%At)— At F u

En instant x et X les valeurs &tats successifs dé&finis aux

n+l
instants n et n + At, il vient alors le syst@®me discrétisé (III-51) :

-1 _M -1
(I1I1-51) X1 " H (M At) X + (I 3 At) At F u

L'intégration de 1'Bquation linéaire (III-6) entre les instants n

et n + At fournit une solution de la forme :

At
(1II-52) x = oMot . M(8e=T)

n+l n F u(t) T, TE [n, n+l]

o]

Dans ce cas, il est possible de montrer que la transformation home-

. -1 : . . . s
graphique H (M At) constitue une approximation au troisime ordre de

EM At, en effet, pour ces deux fonctions de matrice, il nous vient :
M At W 2 M .3 MAte
e =1 + MOt + oy AT + a7 AT L. 1
(I11-53)
-1 w2 2 M 3 -4
H (M At) = I+ M At + 57 A" + 57 At [l2(z - M A 0) 7],
0<0

10 9y <1
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Un résultat analogue peut &tre obtenu concernant l'entrée, il suffit

de conmsidérer pour cela wu(t) constant sur le pas d'intégration At.

Inversement, si l'on dispose d'un systéme discret, on peut se demander
dans quelles conditions la transformation homographique H pourrait mener
3 un moddle continu permettant la résolution par voie analogique du systdme

initial discret.
En effet, entre les instants n At et (n+l) At d&finissant 1'inter-

valle de temps At, on peut associer au processus discret (III-1), son trans-

formé continu (III-54) :
(11I-54) X = — H(A) x + — ( — B u

Une telle transformation peut trouver son application dans la synthése
et la commande des syst@mes &chantillonnés transposant ainsi au continu le

probléme initial discret.

ITI - UTILISATION DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE POUR L'ETUDE DE LA

PARTIE LENTE DES SYSTEMES ECHANTILLONNES SINGULIEREMENT PERTURBES.

Nous savons, que lorsque le but de la réduction est d'&tudier le
comportement lent du systéme Echantillonné&, la technique de perturbations
singuliéres pour la réduction ne domne pas toujours des résultats précis,
en effet, le systéme lent découplé@ ne tient pas compte de 1'évolution de

la partie rapide.
Nous proposons ici, une méthode d'étude qui utilise simultanément
la notion de transformation homographique &tudi&e au début du chapitre,

et la méthode des perturbations singuli&res en continu et en &chantillonné.

III.1 - Définition des syst@mes &tudiés.

Les systémes que nous proposons d'&tudier sont des systémes lindaires

singuliérement perturbé&s représentés par un triplet matriciel (A, B, C)




- 150 -

dans 1l'espace d'état ou par sa fonction de transfert C(zI-—Ale = Wd(z).

Nous supposons que les valeurs propres de la matrice A, ou les poles

dewd(z)se répartissent dans les cercles de Geshgorine suivant :

.
>

Im 2z

Re

v

A\
2

Figure : 3

Dl/Dr regroupe les valeurs propres lente / rapide du systéme.

No@s supposons de plus /Kando et Iwazumi 1984/ /Phillips 1980/ :
(11I-55) Re |A(A)] >> Im [A(a) |

ceci implique que les valeurs propres de la matrice caractérisant

1'évolution du systéme se répartissent ainsi :

- les valeurs propres correspondant & la partie lente sont localisées
dans D2 et sont a partie réelle positive,
~ les valeurs propres relatives & la partie rapide sont localisées

dans le domaine Dr et sont 3 parties réelles positives.

Le cas correspondant le plus souvent & des systémes singuliérement
perturbés obtenu par échantillonnage des systémes continus qui sont aussi

singuliérement perturbés.

-




A

e D B

III.2 - Comportement dynamique par la transformation homographique entre

les

systémes discrets et les systémes continus équivalents.

Pour un systéme échantillonné singuliérement perturbé représenté par sa

fonction de transfert Wd(z), les poles peuvent €tre groupés en deux domaines

bien séparés, 1l'un lent, 1l'autre rapide.

Théorme 1.

"\
La fonction de transfert W, (p) obtenue de Wd(z) par la relation

(II1-25), se trouve elle aussi sous forme singuliérement perturbée dont

les poles correspondants se trouvent bien séparés en deux domaines, lent

et rapide relatifs

Demonstrhation.

-~

3 ceux de Wd(z).

Pour démontrer ce théor@me, nous utilisons une proprié&té importante

de la transformation homographique, celle qui fait correspondre 3 un cercle

dans le plan

Im z

plan z

AR

z, un autre cercle dans le plan p, comme le montre la figure

\ Im p

plan p

Le centre

1liés 3 ceux du cercle

1 Re z \\5' Re p
a\\Eg//b i e 2’ Cé Ofb' :
Flgure : 4
C' et le rayon R' de cercle C' dans le plan p sont
o
C par les relations suivantes :
2(C2+R2— 1)
g 0
co F c + 1)2 " R2
)

(C0 + 1)2 - R
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Au cercle C, correspond a et b qui sont définies dans le plan

complexe comme étant :

a = inf (Réel valeurs propres)
(I11-56) (a)
b = Sup (Réel valeurs propres)

Ainsi en connaissant les deux valeurs réelles, elles leurs correspondent
respectivement deux autres valeurs dans le plan p, a' et b' qui corres-

pondent aussi 3 :

a inf (Réel valeurs propres)

(I1I-56) (b)

b!

Sup (Réel valeurs propres)

et sont obtenues comme sult :

3" = =5 Y

et par ces deux points doit passer le cercle C'.

Il nous vient d'aprés ces propriétés et d'apréé la figure 5, sur
laquelle, nous avons porté en abscisse, les points de 1'axe réel du plan

z en discret repérés par x.

En ordonné, on a port&, les points de 1'axe réel du plan p en continu

repérés par y.

y et x sont liés par les relations suivantes :

- 2(x~1)

y x + 1

que nous représentons par la courbe [ exprimant le lien entre les

transformés des points sur les axes réels.

La partie lente discréte du systéme apparait étant formée par deux
domaines dont les valeurs extrémes sont (1) (2) et (3) et (4), ainsi que
la partie rapide formée par deux domaines dont les extrémité@s sont (5) (6)

et (7) (8).
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(1) (2) se projettent en (1') et (2') sur y par l'intermédiaire
de T ainsi que (3) et (4) en (3') (4").

(5) (6) et (7) (8) se projettent aux aussi en (5') (6') et (7') (8").
I1 apparait donc d'apré&s le graphe que relativement aux syst@mes continus,
(7') (8") et (5'") (6') correspondent aux extrémités des valeurs propres
lentes, au pole de W.(p), tandis que (1') (2') et (3') (4') correspondent

3 la partie rapide.

Donc, les domaines lent (I) et rapide (II) en discret se transforment
en deux autres domaines en continu, respectivement lent (III) et rapide
(1v).

(I11) et (IV) apparaissent bien séparés et répondent ainsi 3 cette

notion de conservation de dynamiques du discret en continu.

Une repré@sentation dans le plancomplexe des deux systémes discret et
continu apparait sur la figure 6. Nous constatons que cette notion de double
&chelle de temps est conservée entre les deux syst@mes. La séparation entre
D et Dr

2d d
ch et Drc . Le degré de séparation restant dans le méme ordre de grandeur,

est nettement conservée dans le plan complexe continu entre

il suffit pour s'en rendre compte de chiffrer My et Mo respectivement

le degré de séparation en discret et continu, on trouve :

R1 + R2
M, = = 0,2434

d a1 - a2

(I11-57) Ri . Ré
M, = = 0,284

|a] - a

Consequence.

La transformation homographique conserve la nature des dynamiques entre

les systémes discrets &tudiés et les syst@mes continus équivalents.

Cette propriété &tant réalisée, le syst@me continu &quivalent au
systéme discret initialement mod&lisé sous forme singuliérement perturbée,

se trouve lui aussi sous la méme forme et la méthode des perturbations
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rtie rapide discréte
T I

I partie lente discréte
e

3) (1) (4 (2)/
o 2 . 7 x

IIT partie lpnte continue

TV partia rapide continue

(%:U) (5) (8)
‘sg—‘-<—-y.x——-—-—-—-—-——---—-.-'—-—5~ 1
"55-3 - - — - — -

8

(5%

—1')

6"y

(1)

(1I1)

(11I1)

(IV)

..

La partie "lente du systéme discret repérée
par deux domaines dont on connait les parties
réelles des valeurs propres supérieures ( (2)
et (4) ) et inférieures ( (1) (3) ).

La partie rapide du systéme discret repérée
par deux domaines dont on connait les parties
réelles des valeurs propres supérieures ( (5)
et (8) ) et inférieures ( (7) et (6) )

image de (I) par ' correspond 3 la partie

lente continue.

image de (II) par '© correspond & la partie

rapide continue.

Figure 5.
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peut &tre appliquée. Elle ajoute 3 1'ensemble des propriétés d&ja citées
celle de conservation = cette notion de double &chelle de temps pour de

tels systémes.

III.3 - Application de la transformation homographique 3 1'é&tude

des composantes lentes.

Les transformations homographiques H et H-1 conservent la nature
des dynamiques du systéme initial, lorsque nous passons de 1'échantillonné
au continu par H ou l'inverse par H_l. Les termes de la matrice A de
forte amplitude, qui composent la partie lente du discret, deviennent les
composantes de faibles amplitudes, qui composent la partie lente en continu
pour lesquelles les techniques des perturbations singulilres en continu

s'appliquent directement.

La démarche proposée est donc la suivante :

v

zd original I =11 z continu
c
H
|
(11I-58. |
P.S.. en discret | P.S. en continu
\
L J
ngécouplé IV -« II1 Zc découplé
Figure : 7
Le systéme é&chantillonné initial &tudié est le suivant :
X
Xn+l = A Xn + B u avec Xn = zn
(I11-59) n (a)
y =CX
n n

peuvent &tre mis sous la forme singulirement perturbée :

Xn+l A AL v [ B
g = . , + u_ (b)
(arr-sey 4 - -t B2 MO &
% x ditions
ST TC RPN Il I o o

. L
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avec A.. = (i =1,2 C., = -%

Les deux représentations par le biais de la transformation H

deviennent :

(I11-60) (a)
y=CX
et
X X X rx] r's
11 12 1
A B "\ * A u (b)
(I11-60) Z A21 A22 | 2 ] BZ-
n N X]
y = [Cl Cz]
| Y.

Les composantes lentes du systéme continu sont alors rassemblées dans x.
I1 suffit pour s'en rendre compte de tracer les cercles de Gershgorine

correspondant 3 (III-60), ce dernier est alors modélisé sous forme singu~

liérement perturbée :

B 00X T Y
S R P T . 1 .
a, . - f\,* I\J* ’\,*
Mz A21 A22 z B2
(I1I-61) |avec .=k, G=1,2,8 =%,
n X x (o)
vz (Cl %2) [ l avec conditions initiales

z(o0)

En appliquant les techniques de perturbations singulidres en continu

sur le sytéme (III-61), le découplage de la partie lente est obtenue avec

le maximum de précision, puisqu'elle tient compte de l'évolution de la partie

rapide.

La partie rapide n'a pas besoin de cette modification, le dé&couplage
initial sur (III-59) 1lui donne suffisamment de précision puisqu'elle tient

compte de 1'évaluation de la partie lente.
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Donc, nous allons utiliser les deux techniques de perturbations
singulidres, celles des systémes &chantillonnés introduites dans le
premier chapitre, et celles des systémes continus. Les deux techniques
nous permettent d'obtenir un systdme découplé avec une précision suf-

fisante approchant aussi bien le systéme initial.

Nous allons maintenant expliciter les différentes matrices en

différentes &tapes de la procédure d'étude proposée.

A . .
En posant p = o dans le systéme (III-61), la partie lente continue

est découplée et les relations suivantes représentent 1'&volution de X, *

X -X +'1\3’
o T A X T P Y
(1I1-62) ¢ + B = x(o0)
yz 2 Xy % ul avec xz(o) = x(o
= - ‘kfl (K + 3 )
Ze 22 Va1 ¥ T P Py
oli
Ao=X  -%._ X%
[ B 12 %22 721
B =8 -%. X! 3%
2 1 12 722 2
%, -% -6
2 "1 S T2 T2 Pt
RIS S ‘
2 890 By
La partie rapide continue découplée est obtenue directement :
. ", A,
z =A z + 8B ur
(I11-63) et
e T Cr Zr
_ Al A
avec zr(o) = z(o) + A22 A21 x (o)

ce qui conduit aux matrices du syst@me continu découplé :

n;
B o]
")
(I11-64) A, = v |0 By - o
o) A 0 B
. r r

!
acl
[

~~
ol
al
\ g
oe
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Aprés une nouvelle application de la transformation homographique
-1 ~ . P - < . . . .
H ', sur le systéme continu d@couplé, le systéme rapide discret découplé

apparait sous la forme :

n,
Zfn+l = Av zyv_ + By u
r “rn r rn
(III-65)
yuv = Cuv zv , zu : conditions initiales
rn r “rn ro

de méme pour la partie lente discrite découplée qui s'exprime par :

- A " . .. e e
an+l Az x%n + Bz Up x%o condition initiale de

cette partie lente

(111-66) an - Cﬁ xkn * Dk Yen?
v o= Y]
“In Ky Xn * LY Yn
<?§Ez)
. . . LILLE
ce qui conduit aux matrices du syst@me global dé&couplé :
&y o ‘ By o
- v o= = = Ny =
(I11-67) Ay , BY cy = [cy C;] . Dy = Dy
o} A% o BV

. . Y . . . . .
1'indice, %, r, 3, indique le dé&couplage par le biais de la transformation

homographique.

ITI.3.1. Formes matricielles.

. . . vy . -
Le triplet matriciel (A, B, C) relatif au systéme (III-60) est alors:

X = uea)
(I11-68) B = -‘3‘—’; )"l B

n,

¢ =c

et le vecteur des conditions initiales correspondant est :




x (o)
(I11-69)

z(0)

ce qui donne en fonction du syst@me initial :

-

>

avec

(I1I-70) 3

avec

L
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2(A, ,-I)(A +I)_l+2(A +1)'1A AC 1 ( +I°)12(A +I)_1A A
11 11 11 12 2144 T 268y )

Les expressions de (III-62) donnent alors :

;

X =
Q=
B
L
(II1-71) { E )
¢ =
3 =
g =
\
avec A22

1

1

*-1 -1 - 1 -
28 Ay DT, (A Dmay (AP Ay, A
A +I A
* 22 _ 21 -1
A= [: 7 7 4*D AIZT]
-1 S
2(a,,#D7' B - (4 #D7 A, AT B,
*-]
g
B, =B, -4 (A +D) ' B
2 = By T A I
c,)
1, - -1
2[CA =D = 2(a#D) 7 Ay, Ayy Apy ] (A)*D)
, -1 - =
2 {a;*D. [ By - A, £y, B, ]
- -1
Cp = 2Cy 4y (Ay*D)
" CohaaBy

) o -1 -1
= [y D -8y () PD 7 4, ]

1
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Ceux de (III-63) sont de la forme :

-1 -1
2{r = [,y D -a,@ D 4, ] 4
%r = Al B,
(I1I-72) 4
Er - ¢,
AY)
\ D = 0

Ce qui conduit aux expressions matricielles de (III-65) avec :

= (Ay, ~ Ay (a*D) A

(111-73) | By =38, -4, (4 *D) B =3B

T 2 21 1 2
o=
Cr CZ
BU
LILLE,
et celles de (III-66) avec :
-1 - - -1
&y =Lay =G PD 7 Ay Ay ay] [T+ @)+
By =[1 + Ay Ayy Ay (A +I)7 . L_B A, Ay, BY |
-1 -1
= C, - 2C, (avI) A (A +1)
170y %= ¢ 2 A% 21 A
Dy = = Cp Ay B
_ -1
Ky == 2 8y &y (&) *D)
AVER A
L ) A22 B”]\:a
en remarquant que KZZ peut s'écrire sous une deuxime forme soit :

_ |
= (A’; I)

g

22

-1
A1) 855 Ay
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Les expressions au-dessus deviennent encore :

(III-75)

<

L -1 -
Ay = LA -G D A ArD

1 1 1

AT+ DAL (D sy,

C:
e
|

-1 -19-1 -1
= [L+ 80D Ay #0778y - a,GD7 By ]

-1 -1
€, - 20, (D) Ay (A +D)

O
=
I

I

%= - oy ny
- _y1 -1
Kk = 2(A¥ I) A21(A11+I)

-1
(A}J - I) B’l\;

=
=
Y

I11.3.2. Forme des conditions initiales :

Reprenons le schéma de la figure 7 :

X

o - . . e e s . < e o

en:(I) , le systéme &chantillonné initial a comme condition initiale {z ]
o

In ,

(I1I-76)

(I1m) ,

{111-77)

(IV) , le systéme é&chantillonné découplé obtenu de (III) par la transfor-

le systéme continu obtenu de (I) par la transformation H, et les

x(o) -

conditions initiales correspondantes sont ['z(o) avec
x(o X
[m]: o}
z(o z
| z(0) .

le syst@me continu découplé par les techniques de perturbations

singuliéres du continu, les conditions initiales sont :zggi oil

r
aN S

X (0) I 01 |x(o0)

2

% 4 *-] -1
1) A A (A + I||z(o)
2. (0) | 287 [(a)," D)4, (A} +D) A TTA R8T, 1

. -1
mation H avec @

A*‘-

1

7
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SR NEACE
(I11-78) =
zn z (0)
To r

xp(0) 7
soit en remplagant par (III-77)
z,(0)

xko I 0 P xo T
£I1I-79) =

-1
ol L20gD

-1
Ay (A +D) I L z,

ITII.3.3. Interprétation des résultats.

Les modifications apportées au systéme lent (III-75) par rapport
aux expressions (I-101) portent sur A%, Ez, cy o, KE D% avec 1l'introduc-
tion d'une transmission directe de 1'information (—CZ(A}J—I)“l B¥)
L'approximation de la partie lente (III-75) est plus précise, puis-

qu'elle prend en compte l'influence de la partie rapide.

Les conditions initiales restant conservées pour cette partie, ce qui

simplifie pour autant les calculs des trajectoires optimales & horizon fini.

Ainsi donc, la méthode des perturbations singulildres, utilisée seule
ou couplée avec la transformation homographique permet de d&coupler les

parties lente et rapide avec le maximum de précision sur chacune d'elles.

L'avantage des perturbations singulilres ré&side dans la réduction de
dimensionnalité et le découplage. Nous utilisons l'unme ou 1'autre des deux

approches ou les deux 3 la fois.

Ainsi dans le cas du découplage, et suivant le domaine d'&tude retenu,

nous pouvons avoir lorsque nous nous intéressons 3 :
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- partie lente seulement :

Nous retenons celle qui est obtenue par la m&thode de (PS + H)

pour laquelle on a l'approximation :

(IT11I-80) X Y x%n
représenté par le quadriplet matriciel (AE, EE, O}, D%) (I11-75)

avec x}o = x0

- partie rapide seulement :

Comme vu. précédemment, la méthode PS donne le maximum de précision

sur le syst@me rapide découplé. Dans ce cas nous retenons l'approximation :
(IT1I-81) z %oz, +z
dont les matrices d'évolution de z sont (A, B, C , D) (I-1C5)
rn r’ "r’ T’ r
et les conditions initiales sont représentées par :
z =z = A A_l X
TO o 21 711 o}

- partie lente et partie rapide :

Bien que 1'approximation de la partie rapide par le systéme (III-73)
soit 1&gdrement moins précise que par le systéme (I-106), lorsque nous
nous intéressons 3 la partie lente et & la partie rapide, c'est le systéme
obtenu par (PS + H) qui se présente comme une meilleure approche du systéme

initial. Il nous vient alors :

A

zZ Y] + zZv
n v z%n rn

(I11-82)

dont les matrices d'évolution pour les deux parties sont représentées en

(II1-73) et (III-75) avec les conditions initiales définies par
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g : O..:Jm..mh !

|
o 1 o o1 i
x _(!nly 1wz + %z = %z | _
‘ ux_ 1 ux, {J
(€L-11T) ZnD = nh m
ux_ 1 ux_  x [+ux |
DA + AZ AV = a2 _ |
%% = %%x he !
. [ o o1
T v s Xy - Lz _ °% = x| °x M? ey _ % _°%4
u; uxl_ 1 ur_ 1 1
(§£-111) U Ta s T X - U " o o fa s e lo o ey ! (901-1) na+ oz 9 = A
N |
ux ux_ a1 ux
g+ Wx By = % _ T Xy + Udy - 1+ _ n g4 Mz ty o P,
u _ | d9Ae
ux u |
nNZ + &xN = 2z C&bn —u _ uy ur —u
u u a9 _ n X Z + Z A 2
“Msx = X _ __
! | q | q
m |
_ ca-
H + Sd _ H + Sd _ S°d
! | q | %
aptdex srjaed “ JuQWaNas _ juswaInas
32 93jua] at13aed _ 93ua] a13aed | apidex a1jaed
i
u z u
SRR
u %
X
z u ze, 1t ﬁ?cN
u d . zn w.m< v _
n - +Uu
Ig u NT. C _:_ x \
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1

1
A

(A11+I) %o

z, + 2(A¥-I)

]
b

o = %o

‘Ceci peut &tre résumé et représenté@ par le schéma (figure 8)

I11.3.4 - Mise en oeuvre de la méthode.

Appliquons la méthode que nous venons de mettre en oeuvre sur
l'exemple relatif au géndrateur de vapeur /Phillips 1980/ domn& au
premier chapitre. Mis sous forme singuli&rement perturbde, il s'é&crit

(avec u = 0.2) sous la forme :

A A
11 12
o — -t
‘x! 7 [0.9014 0.1179 | 0.2625 0.0835 0.1052 X!
n+l i n
x> -0.0196 0.8743 ! 0 0.125 0.1467] | x°
L O N T __ n
(IT1-83) zi+1 =|-0.0071 0.7342 | 1.0087 0.065 1.0533 uz;
!
22 ~0.75  -0.0557 '-0.16  0.9658 -0.0703| |uz>
n+l ! n
|
z3 -0.306 -0.0161 1-0.0055 0.7139 0.0660 uz3
Lo%n+1. — _
A A
21 22
x1=1
avec °
2
x = -0.8
o
I1 s'agit de comparer la partie lente découplée obtenue du systéme
initial par la méthode PS, 3 celle obtenue par la mé&thode (PS + H).

Le systéme lent découplé@ obtenu en posant | = o dans (III-83) est

de la forme :




- 167 -

~ 1 ' = 1
X 0.9014 0.1179 1 Xg
(III""BA) =
2 J 2
__x2n+1 0.0196 0.8743 xZn
xzo |
ol =
| xio -0.8

L'application des relations (III-73) et (III-75) permet d'obtenir

cette partie lente dé&coupléde modifi&e, dont le systéme correspondant

s'dcrit
- 0.874834  0.163395 7 [y |
. . X
(111-85) x§n+1 | zn
x%n+l J L--0.055618 0.870434 x&h J
f'xlb 1
avec % = obtenue de (I1II-79)
L * o ~0.8 J

Comparons maintenant les deux syst@mes lents découplés (III-84) et
(II1-85) & la partie lente initiale du systéme (III-83).
Il s'agit de comparer les variables xI xI et X{ d'une part

2 2 2 '
et X s xln et xkn d'autre part.

Une simulation du syst@me donne pour différentes composantes les

courbes suivantes de la figure : 9.

Les courbes de simulation obtenues font apparaitre nettement 1'amé-
liorationlapportéezsur les composantes xén et Xin' En effet, les compo-
santes X%n et x%n obtenues par application conjointe des perturbations
singuliéres et la transformation homographique approchent tr&s bien les
variables initiales xi et xi. Ceci apparait nettement sur la figure

ce qui montre 1l'intérét de la transformation dans 1'étude des sys~

témes échantillonnés.
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Figure : 9

MDA S

1,2, . .,
x_/x° initiale
n’ "n

xtn/xgn(PS) e o

IV - REMARQUE : APPLICATION DE LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE A D'AUTRES

TYPES DE SYSTEMES.

Un systéme discret singuli@rement perturbé peut avoir un spectre

des valeurs propres, se pré&senter de la facon suivante :

- Un domaine D regroupant toutes les valeurs propres lentes du
systéme, composé de l'union de deux domaines, Ddzzaffecté aux valeurs
lentes.correspéndant aux valeurs propres 3 partie réelle négative, Ddﬂl
affecté aux valeurs propres lentes correspondant aux valeurs propres a
‘partie réelle positive. Dir un domaine regroupant toutes les valeurs
propres formant la partie rapide du systdme. Une représentation par les

cercles de Gershgorine est de la forme suivante :
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Im 2

dr
Diil

//"—-N\\\?dzz //742

D)

C
A
\C
D
4

Figure : 10
trois cas peuvent se présenter quand 3 la répartition des dynamiques

de tels systémes :

IV.1 - Les valeurs propres du systéme sount groupées dans Ddi et Ddr'
1

Ce cas correspond exactement aux systémes que nNOUs NOUS SOMMES Pro-

posés d'étudier et en font essentiellement l'objet de notre étude.

IV.2 ~ Le spectre des valeurs propres correspond & Ddﬁ et D

2 dr

Ces systémes sont caractérisés par les valeurs propres lentes rela-

tives a Ddl qui sont a partie réelles négatives.
2

Une vérification rapide par le diagramme de la figure 5 montre que
dans ce cas, la transformation homographique ne conserve pas la nature
des dynamiques. Il y a une inversion des dynamiques entre le systéme dis-
cret initial et le systéme continu correspondant, la méthode (BS + H) ne
semble pas €tre utile quant i 1'étude de la partie lente, par contre elle

est intéressante quand 1'étude concerne la partie rapide.

Re
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Il nous vient pour de tels systémes représentés par (III-86)

lorsque nous appliquons la méme démarche d'étude que celle décrite par
(I11-58).

Xn+l A A X B
(1I11-86) = + u_
2o+l A1 A 2y By
*a
e lep ol |,
n
devient par le biais de la transformation homographique :
A A )
x 11 “12 x 1
; b, k E
z 21 22 z 2
X
. N
y = EEI CZ;]
z
o n "
les matrices Aij’ Bi’ Cj prenant les valeurs de (III-70).

Les composantes rapides du systéme sont rassemblées dans x, ceci
apparait clairement en tracant les cercles de Gershgorine correspondant
3 (III-87). Ce dernier est alors modélisé sous forme singuliérement per-

turbée :

N k* X* ) ,%*
Hx 11 412 % 1 x(e)
= + u avec conditions
" " s
s initiales
z A21 A22 z B2 z(o)
(111-88) < ¥ *
y=[¢ €]
z
TOooELY =Ly E=B0
avec 13 = Ay M j=1,2) 1 1“
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Les parties lente et rapide sont de la forme suivante :

s /Y v=l " L A -
2y = (Ay, ’X21 Ay App )zt (By - Ay A1 By
- ’\1'\;-1 v —l'\:
vy = € - ¢ Air A2 ) 7y EELE Yy
(I11-89)
kel A% L
xg = - A (A, zg + B up)
zg(o) = z(0)
et
= X + %‘ u
X 11 *r 1 Y%
(I1I-90) N
yr = Cl Xr
- -]y
xr(o) = x{o0) + A11 A12 z (o)

Aprés une nouvelle application de la transformation homographique
-1 N . . . . . . .
H °, sur le systéme continu découplé, le systéme lent discret découplé

apparait sous la forme :

XrSZn+1 = A}kan + Bk u;h

(I11-91) avec x% , les conditions initiales
yfk = Ccn X’\J o
n 2 &n
ou
~ -1
Ay = A A, (A, + D Ay
I11-92 By = -1
(111-92) ¥ = By - Ay (A,+ D 7B
- ) -1
¢y Cp = G (4, + 1) 7 Ay

de méme pour la partie rapide directe découplée qui s'exprime par :
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" = AV 2 + B
Zrntl Ar z%n Br ukn
(1I11-93) yvo o= Cuv 2y + Dy u% X"V : conditions initiales
rn r rn r n ro
zv = RKyv v + Lo UE
rn r rn r n

avec
_ -1 -1 - -1 -l 1
Anv= A=A, +D) 7" Ay (MDY A, J[IH(A D) 7TA) (-T) A,
Bu= [T+ 4,, (Ap-I)"1A, (A +I)'1_']"1 (B, - A, (Ay-1)"" By)
r 21 AY 124422 2 7 A1 Y I
cv=C, - 2C, (Ay- D)L (4, + )7
r- % 1 A% 22
(I11-94) <

-1
b - - Gy- D7 g

1 -1

K94= - Z(Ak - I) A12 (A22 + I)

-1
B¥ = - (A% - I) Bk

Les conditions initiales du systéme discret découplé sont obtenues

ypar :

- 1 -1 -
XEO I 2(A}7I) A12 (A22+I) xo
(11I-95) '
zN 0] I z
ro | _ o
Interprétation.

Quand le but est 1'étude de la partie rapide du systéme, la méthode

(PS + H) est trés importante car ellesupprime les problémes de couches
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limites posés par l'écart entre les valeurs initiales z et zy de
la partie rapide avant et aprés découplage. Les modifications apportées
au systéme rapide (I1I-94) par rapport aux expressions (I-106) portent

sur AV Bv Cnv Du.
T r r r

Par contre, lorsque 1'étude concerne la partie lente, la méthode
(PS + H) n'est pas intéressante. Pour lever cet inconvénient, nous
proposons d'adjpindre dans la démarche d'étude proposée (figure 7, la
notion de systéme réciproque /Dauphin Tanguy 1983/, la méthode (PS + H +

n

Réciproque) permet de pallier & ce manque de précision sur la partie lente.

IV.3 - Les valeurs propres du systéme sont groupées dans :

D

Pagm Dag ) et Dyp-

C'est le cas dont la matrice caractérisant 1'évolution du systéme
se présente avec des valeurs propres & parties réelles positives et néga-

tives correspondant aux deux parties lente et rapide.

Une vérification par le diagramme de la figure5 , montre que le
systéme discret initial & double échelle de temps, se transforme par le
biais de la transformation homographique en un systéme continu & triple

D se transforme en un domaine D dont les wvaleurs
de?2 cr?2

propres caractérisées par une grande vitesse, Ddr se transforme en un

restant lent et devient Dc£1'

échelle de temps.

; s . \
domaine & dynamique moyenne (Dcrm" Dde

Le systéme continu peut &tre considéré comme & double échelle de temps

en regroupant (D et D ) sous un domaine lent avec D comme un
cl1 crm ecr2

domaine rapide. Nous sommes ramenés par ce regroupement au cas étudié au

paravant (III-2).
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V - APPLICATION A UN SYSTEME NON LINEAIRE DE TYPE LUR'E POSNIKOV.

V.1l - Position du probléme.

Nous avons montré (chapitre II) que pour un systéme non linéaire

de type Lur'e Posnikov représenté par :

= NE)
WBO(E,) D(2)
(11I-96)
| £ e (LT]

Par le biais de la forme en fléche, nous pouvons déduire directement
la fonction de transfert de la partie rapide en boucle ouver-
te, obtenue avec le maximum de précision. Pour cela, les relations (cha-

pitre II) nous permettent cette détermination.

Pour la partie lente, nous proposons la démarche suivante. En appli-
quant la transformation homographique & (III-96), nous obtenons le systéme

continu équivalent de la forme :

\,
%Bo(x) = %ﬁil
(111-97) )
£ e (L L)
A
avec n 1 1+ 3
WBO()\)=1_A w(£=1_& )
2 2

L'utilisation des techniques de découplage, par la forme en fléche
/Dauphin Tanguy 1983/ nous permet de déterminer la fonction de transfert

en boucle ouverte de la partie 1ente,'ﬁBo£(p).

Une nouvelle application de la transformation homographique sur

%Bol(p), nous permet d'avoir la fonction de transfert en boucle ouverte
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de la partie lente discréte soit :

2 N 2¢-1)

Vi il® = TZF Waoyo @ = FTFT )

La démarche pouvant &tre schématisée comme suit :

v

Ry, (D) B A ()
* - % -
f e(L L) £ e(L L)
découplage par découplage par la
la forme en fléche ‘ forme en fléche
(II1-98) en discret en continu
wBor(g)
* -
f €(L L)
W e(E) ! M (0
Bol < "Bol*
* - * -
£ e (L L) £fe (LD BD
_ Lit s
Figure:ll

Le schéma non linéaire de type Lur'e Posnikov est aussi décomposé

suivant le schéma bloc suivant :

NL W, (&)

Bor

ll

Wpot(5)

Figure : 12




Chaque sous systéme étant lui méme de type Lur'e Posnikov.

V.2 — Mise en ceuvre de la Méthode.

Prenons & titre d'exemple le systéme de type Lur'e Posnikov précé-

demment étudié et représenté par l'équation & coefficients numériques :

le systéme continu correspondant est caractérisé par

Par application des relations (chapitre II

en continu /Dauphin Tanguy 1983/, les deux .systémes lent et rapide
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- 0.4 z + 0.04

[W(z) ==
z

\
W(p) =

- 0.5 2z + 0.04

£ € [0.55 - 1.45 ]

0.57 p - 0.935

P~ + 2.493 p + 1.4025

£ & [0.55 = 1.45]

boucle ouverte sont donnés par :

et

CONCLUSION.

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats originaux concernant
la modélisation des systémes échantillonnés 4 deux dynamiques sous forme

singuliérement perturbée. -

W (z) =

Bor

wBoaﬁz)

£*e[0.55

0.1236

z - 0.1984

~ 0.398
z - 0.4

1,45]

) en discret et celles
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La définition de la transformation homographique pour différentes
formes-de représentations permet 1'étude des systémes échantillonnés,
singuliérement perturbés dans les dynamiques lentesavec la méme précision
que celle obtenue pour les parties rapides habituellement étudiés par la
méthode des perturbations singuliéres. Cette approche permet également
de découpler des sous systémes avec une précision satisfaisante méme quand
les dynamiques ne sont pas trés nettement séparées, puisque la partie rapide
en discret tient compte de la variable lente, la précision sur la partie lente

étant obtenue par l'intermédiaire du passage i une description continue.
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ANNEXE ITI-I.

Nous allons développer tous les calculs concernant la démarche

d'étude proposée (III-52).

-~ (I) : le systéme échantillonné initial caractérisé par :

A1 A B

(AIII-1) A= B = C

Ay Ay B,

[

(¢, €

devient par la transformation H représenté par le triplet continu :

- (I1)
N A g
11 12 1
(AIII-2) A = ¥ = ¢ = (31 %2)
A X B
21 21 2
. =11 n'y a pas d'inversion de dynamique.
avec : -1
—A . \ A+l A, T
11 12 2 2
X = A
21 A, . +1
[ A1 Aot 7 2§
A11+I A12 -1 Bl
n 2 2
(AIII-3) { B =
A21 A22+I .
_ 2 2 | |2 |
%=c-= €, ¢y




X
11

=(A

=(4),-D

11

-1)

-

2(A11+I)
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A —
-1 A -1
)2 T2 [}A21+I)‘A21(A11+I) A2 J

. . N,
explicitons les différents blocs de la matrice A.

A +f1 -1

At 1A___12£_1A21 A, +T)-1 e ‘.\Zl At
2 2 5 2 12 2 2
l+(A +I)'1A A*'I'A (A +1)'l “A,. A (A, +I)
11 12 21711 12 11

-
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1 *-1

-1 - -
= Z(All—I)(All+I) +(All—I)(All+I) A, A AZI(A11+I)

12

1 *-1

] L [ iya syl -
= 2(A;~D) (A +D) +EA11-1)(A11+I) I|ALA A, (A +D)

1 1

= 2(A11—I)(A11+I)

+ L(All—I)/—(All+I)_J (A11+I)_ A,

A

1

~A

%-1

12

1

Aoy (Ap+D)

1 1 *-1

4" ; -
A = 2(A11—I)(All+1)

11 12

- 2(A11+I) A, A AZI(A11+I)

1

1 *-1

>

_ -1 -1 _ _ *-1 -

= 28, (A +D) T+ LAzl(Allﬂ) A, = (A, I):J A Ay (A +T)

= 2A. (A +1)"1- —(A -I)-A., (A +1)'1 A -IA*—lA (A, +I)"
21711 722 21711 12 | 21711

= 2A. . (A +I)'1- -(A +I) - 21 - A.. (A +I)'1 A ‘] AL (A, +I)"
21711 | V222 21711 12 | 2111

= 2A. . (A +I)'l- -ZA* - 21—1 AL (A 4-1)'1
21 711 B - 21 ‘M1

S| I *-1 -1
2A21(A11+I) -2 LI - A ]AZI(A11+I) '

1 1 *-1

= 2A21 (A11+I) -2 AZl(All+I) + 2A A21(A11+I)

A =221 4 (A +I)"l
21 21711

-1 *_1.
“la - -
A1g [12 (4),-1) (A} +I) AlZ]A

~ -1 -1
- [A11+I - (All+I):| (4, # D" A , 8
v -1 -1 |-
K,=2 @+ a,a
"\ -1 -]
r = [ -1) -
22 = [(Bgp=D) = A, (A +1) A12]A
-]

AA

1

N PORERE T ST
21 = A21 [2(A11+I) +(A11+I) A12 A A21 (AII+I) ) (A22 DA

*-1

1

Ll e

e

1

At -
Ay (8D

1

Ay (4D

1
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B 2(A +I)'1+(A +1)'1A A* 1A (A +I)"1 - (A +1:)"l A At B
1 11 11 12 21117, 11 12 1
o (T *-1 -1 *-1
B, -ATT A, (A1) A l B,
i -1 -1 *-1 -1, -1 *-1
31 = 2(A11+I) Bi+(A 1+ A, A Ay (A +D) 7B, (A, +D)7 A, A B,

1

1 1 4D B)

- *-1
Bl—(A11+I) A12 A (BZ—A

B = 2(a)+D) 21413

1

e
[

R -
A (BZ-Azl(All+I) Bl) -

(I1I) Découplage en continu.

N N-1 Y
Ay = x11 - Xu A0 49

1 1

. _ -1 -1 *-1 -1 -
2081 =1 (A 4D T-2(A FD A, AT Ay (A 4D -4(A, 4D

-

1 %1

- -1
kA, ATTATT A, () D)

1

1 -
A21(All+l) .

1 1

_ - - -1. %=
= 2( —I)(All+I) —2(All+I) A12(1+2A ) A

Al

1 1

_ - - -1
= 2(a,;-D) (A ¥ =4(A) +1) (a,,*D

B19hs.09)

1 1

" - - -
b =2 [}A11“I) - 2(A)*D) A12A22A21] (a,+D)

avec

-1 -1 ~ -1 -1, .
gy = (1424 )[}A22+1)-A21(A11+1) Alz] = (A+21) A [522+1)-A21(A11+1) ALl

heg
]

1

1 -1 Tk -
Alz] EAzz‘I)'A21(A11+I) AIZJ .BA22+I)'A21(A11+I) A

it

UA22+I)'A21(A11+I)
={3A +I)-A,. (A +1)'1A .] EA +I)-A.. (A +1)‘1A ]—l[(A -1)-A,. (A +f3k |
22 21711 12 22 21711 12 22 21711 1:

- -1 -1
i - o1y
22 [(Azz D =8, (A +1) 7 A
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S %]
A = A, =AA
Ty - Y] Y] -l
By =Bl =815 892 By
= 2(A +I)'lB -(A +I)‘l A Al pga- 2(A, +I)°
11 11 12 r 11
_ -1 -1 - 17  *-1
= 2(A;+D) 7By =(A) 4D A, [T+ 247 [ATT By
= 2(A +I)'l. B.- 2 (A +I)'l A . A BV
11 1 11 12%22°r
"ﬁ = 2¢a. +)7t [B - A A Bb]
8 11 17 f12%22y
ny Ny *~1
B =8, =A By
r 2 r
Ny ook -] %1 -1
Cp=C, -20,aA7A A, (Ap+D)
v -1 -1
102 = G - 2C, AT A (A +D)
¢ =% =¢
r 2 2
B~ 80 5
LT Y2 %22
% - -
= —c. A'aTa* g
2 r
o k-1 .
ng- C, A B
le systéme découplé en continu est caractérisé par :

1

A A*—
12

1

AA

%=1, %=1

BU
LILLE

B
r
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\

\ . , . -1 .
Sur ce systéme, nous appliquons les transformations inverses H ~, il

nous vient le triplet suivant en direct.

en (IV)
Ay - Ay -1
iy - Ay 0 _ I+ oA% -2 OX
0 Ay 0 I+§£ 0 1——3
]
By O 1——%—2 0 1 Ky 0
| _ 2 v L
Bv = = A
d r Ny
0 By 0 I-5 0 E_
AV
= = Ny =
cy }fd, Dy = D= D,
avec : n "
ASL Ao -1
Ay = =)(1- =)

]. ']. —].
=T + - - + + - - - 4+

-1
-1
Apphypar] (+D) ]

B [ -1 -1
= |A 41 + A, -T - -
11 7D = 2+ DT ALK A T (A DT D) A4

1 -1

A HIH2(A,+D) AlezzAzJ

_ -1 -1 - -1
AV = {A - (A, +I ]
Y= A AtD B9800

Al Ay, 21} fl + (A +D)




Y
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A Ay %] %=1
r r o, _ A A _AA -1
A= Q+5) T-5)=a+25—) )
-1
_a* LA -1 * A *-]
=@ +3)4 [ (A-3) A -]
="+ % y a5 a*a" - % )7t

"
7~~~
>
*
+
N >
S’
—~
N
*
1

-1
o L -1, 3 : —{] -l L, 5
= [} L@ -D-20a, +D 774 A, A, 0¢84 2(a,,+1)7 " [B -4 ,A,,BY ]

- -1
_ _ -1 - -1 _ -
(A, ,+D) lgl 2(4,+D)7 A, Ay, Ay, 2(A;+D) [Bl AL, A22B¥]

1

B - - - -1 e, g
= (D LA #4170 Ay By A 0T (A +D)7 [B-A), KB ]

— - - ——l -
= [(a,+D (1-(a +D 7" & A 4+ (B-A, A),BY

12 422 17812 A9987

.
_ ; -1 3
BY= [i HESVRSY) A21 (4,+D) ] (B85 4,58,

n

A
= Iyl
= 2 ) Br
I LS
- - "
= (I - s— ) A B
%* * - K
=A@ -3 A" ey
Y T
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_ -1
Blga— 82 Azl(A11+I) Bl

_ -1 -1
C'/@ = Cl 2C2 A AZl(A11+I)
=5
Dy = - C,(An=I)"L B
}f 2 r
Avec les notations adoptées A s'écrivent sous une deuxiéme forme :

22

= oyl
Azz'(AP’ 1)

“\
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ANNEXE ITII-2.

I - Passage de discret en continu.

Les coefficients de la fonction de transfert en continueobtenu par
la transformaiton homographique d'une fonction de transfert du discret,

peuvent &tre déterminés par le tableau suivant :

o i
z b, 2z
<o 1
wd(z) = 1n > la fonction de transfert en p est obtenu par :
] a, 2t
. i
i=o
n-1 p i
1 -2 [ (3
Ve Py oo 1 2 _ i=o
W(E) - W, ) = =
1-5 1+ 5 g2yt
. 12
i=o

Le choix de tableaux a partir duquel seront déterminés les coefficients
sera fonction de degré du numérateur et dénominateur, c'est le tableau a
l'ordre n pour le dénominateur , et celui d'ordre (n-1) pour le numéra-

teur.

Le tableau :

Ordre 1. b b
—_— 1 o)
P - = -
5 1 1 o bl bo
1 1 a =b, +b
(o} 1 0
Ord .
rdre 2 b2 b2 bo
R y2 - = b -
( 507 1 1 1 @ = by = b, +b_
B - = -
5 2 0 2 al 2b2 2b°

,__.
—
[
Q
[l

b, + b, +b
0
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Ordre 3. b b b b

3 2 1 0
w2 1 -1 1 -l
/% 3 -1 -1 3
(p/2) 3 1 -1 -3
1 1 1 1
Ordre 4. b4 b3 b2 bl bo
1 -1 1 -1 1 -
4 -2 0 2 =4
6 0 -2 0 6
4 2 0 -2 -4
1 1 1 1 1
Ordre 5. bs by by By By B .
1 -1 1 -1 1 -1
5 -3 1 1 -3 -5
10 -2 -2 2 2 -10
10 2 =2 -2 2 10
5 3 1 -1 -3 -5
1 1 1 1 1 1
b,z + b k
A a 23 + a z2 +a.z + a -
3 2 1 o

Le numérateur de W ( % ) est de degré 2, c’est & partir de tableau

"ordre 2" que les coefficients sont déterminés.

Le dénominateur est d'ordre 3, les coefficients seront déterminés du

du tableau "d'ordre 3". Il nous vient alofs :
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Py2 (p ) -2 (-
W2y - ( 5 ) (bO bl) 5 ( 2b0) + (b1 + bo)
2 Py3 - - P y2(3p, _p - P -b. -
( 5 ) (b3 b2+b1 bo)+( 5 ) (3b3 b2 b1+3bo)+ 5 (3b3+b2 bl 3bo)+...
(b3+b2+bl+bo)
Le tableau & l'ordre n est déterminé de celui 4 l'ordre (n—~1) pour
une simple addition des lignes du tableau & 1l'ordre (n~1) sauf pour sa -

premiére ligne qui est constituée

niére ligne qui est constituée de

I1 - Passage de continu en direct.

Utilisant le méme procédé qu'

maniére différente :

son image en discret ah(z)

de +1 et -1
1.

alternées, et pour sa der-

avant sur des tableaux disposés d'une

1

est obtenu de la facon suivante
n-1

i
Z bi z
n, 2 z-1 i=o
Wal®) =y W (2 ()0 =2
i
Z a, b
, i
i=o
les coefficients bi’ a; sont déterminés a partir des tableaux
suivants :
oco Zocl 4@2 80c3 16% 32a 5
Ordre 1 z 1 i a.=q +20
— 1 o 1
L -1 a =g =20
o o© 1
2 .
Ordre 2 z 1 1 1 az—c%+2ul+4a2
z 2 0 -2 a1=20co—80c2
1 - 1 ao=c%—2a1+4a2
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a 20 4o 8a, 16a, 320

o 1 2 3 4 5
Ordre 3 23 1 1 1 1
' z” 3 1 -1 =3
z 3 -1 -1 3
1 -1 1 -1
Ordre 4 1 1 1 1
4 0 -2 -4
6 o =2 0 6
4 =2 0 2 -4
1 -1 1 -1 1 -
Ordre 5 1 1 1 1 1 1

10 2 -2 =2 2 +10

BI\
10 2 2 2 2 -10

o
Exemple W (p) = 9 dont 1'image en discret est :
c 2
B, z" +B, z+ B8
2 1 o
" blz + bo
Wy(z) = 2
a, z + az + a

le numérateur est déterminé a partir de tableau "ordre 1".

o
L]

o + 20
o]

f
QR

1 o

o
[]

o) ao - 211




- 191 -

le dénominateur est donné par le tableau "ordre 2".

3]
i

BO— 281+462

[
(]

280 - 882

BO— 261+482

,__.
[
(o]
1]




CHAPITRE IV
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COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES DISCRETS

SINGULIEREMENT PERTURBES - APPLICATION AUX SYSTEMES

A ECHELLE DE TEMPS MULTIPLES

INTRODUCTION

Dans la premiére partie du chapitre, effectuons une étude comparative
des différentes approches de la commande quasi-optimale sur un exemple pra-
tique. Nous étudions pour cela la méthode de décomposition de 1'équation de
Riccati globale introduite dans le deuxiéme chapitre. Nous utiliserons en-
suite une seconde méthode basée sur la décomposition temporelle développée
précédemment et qui correspond 2 une compléte séparation des problémes
d'optimation. Enfin, 1'étude précise de la partie lente discridte découplée
est possible si la réduction par la méthode P.S. est accompagnée de 1'appli-
cation de la transformation homographique. Nous montrons pour deux domaines
trés importants de l'étude des systémes, la simulation et la commande opti-
male, 1l'apport trés net de cette derniére méthode de réduction (PS + H)

pour les systémes & dynamique lente.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons une méthode originale de
modélisation sous forme singuliérement perturbée des systémes échantillon-
nés multivitesses, qui regroupe sous forme unique les systémes a paramétres
multiples et ceux qui peuvent &tre assimilés a des systimes & paramétre
unique. Cette modélisation permet, pour la réduction, deux approches diffé-
rentes que nous appelons "dégénérescence progressive" et '"séparatiom
directe partie lente/partie rapide', et conduit & un algorithme de sépara-
tion. La méthode (PS + H) d'étude de la partie lente discréte fournit des

résultats différents suivant la démarche utilisée.
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I. COMMANDE QUASI OPTIMALE DES SYSTEMES A DOUBLE ECHELLE DE TEMPS

I.1 -Décomposition de l'équation de Riccati

Soit le systéme :
(

Kooy A Xg YA R By
4 -
(1Iv.1) Zo4y = A21 x o+ A22 TR B2 u
. yn = C1 xn * CZ H zn

avec x_ , Z_ les conditions initiales

q a2 =
xn € R*'1 , zn e R s q1 + q2 q

1'étude concerne la détermination de la commande & horizon infini
permettant de minimiser le critére suivant :
1 @

(1v.2) J = —— 2 yT y. o+ uT Ru

2 n=0 n n n n

R étant une matrice définie positive. La solution optimale d'un

tel probléme est donnée par la relation [Larminat, Thomas, 1977]

X

n
% -
(1V.3) o= R+ 3Tep) ™! BT kA
Z
n
; )
avec } A11 uA12 B1
A = , B= ., C=(C, uCy
Aoy Y, B,

k étant solution de 1l'équation de Riccati :

T T -1 . T,

(1IV.4) k=CC +ATkA-A kB(R+BTkB) Bk A
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Lorsque nous mettons la matrice k sous la forme suivante

[ & uk

" 12

T

ko

k
H%22
une forme utilisée d'une fagon classique pour les systémes continus
singuliérement perturbés [Dauphin-Tanguy, 1983], les équations obtenues .
aprés partionnement de (IV.4) et posant u = 0 , se réduisent au systéme

dégénéré suivant

' _ T T T T 1
kyg =CCp + A Ky Ay AL K BIR+ Bk B)) éﬂ kit A4
T T T T T

kg =CCy + A7 Ky A AL Ky BIR+ Bk B By kA

(1Iv.5) d '
T T
kig = kpy
ky, = O

ce qui constitue un inconvénient pour la détermination des quatre blocs

de la matrice k (k2 est toujours égal 2 zéro). Pour lever cette indé-

2
termination d'une part, et pour des raisons d'homogénéité d'autre part

posons

k uk

" 12

(Iv.6) k

i

rk

22

De la méme maniére, faisons tendre u vers zéro dans les équations
obtenues aprés partitionnement de (IV.4), celles—ci se réduisent au

systéme dégénéré suivant :
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T -1_T

_ i
kig = Gl Af KAy Ay Ky ByR + Bk BY) Bk AL, (a)
T T T T 1T
J kg = CiCo*ayy kA= Ay ky Bi(R + Bk, B) Bk A, (b
(1v.7)
T T
k12 = k12 (c)
T T T -1
LKy = CoCy A, Ky Ap=An kyy B(R+ BINM B BI1 K4 @

L'équation de Riccati (IV.7-a) correspond & la partie lente du
systéme. Sa solution existe sous les deux conditions de commandabilité

et de détectabilité des paires (A B1) et (A11,C1).

11°
La détermination de k11 permet de trouver les quatre blocs de la

matrice k et justifie pour autant le choix (IV.6) de la matrice k.
La commande que nous cherchons s'écrit :

* [T T T ,
(17.8) u,= e [31 Gepp App v kyy Ay By (uky, Ak, A21)]Xn

e HRT 2 T PYIL 3 ]
o [31 (kg App *ut gy Agp) + By Glgy Ao+ by Ajp)ley

_ T T T ,
avec o = R + B1 (kH B1 + u k12 Bz) + B2 (u k12 B1 + k22 BZ)

Donc la méthode de décomposition de 1'équation de Riccati réduit la
résolution d'un systéme d'ordre q = 9, * q, a celle d'un systéme
qq- Cependant cette méthode implique un ordre & respecter dans la déter-
mination des blocs kij de la matrice k. Le calcul des blocs apparalt sous

forme hiérarchisée. La figure 13 représente l'organigramme de calcul :
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départ

lire A11, A21

WAy n BymBy
Bz: C1’”'C2’R

calculer k11

par (IV.7-a)

Figure 13

déterminer k12

k22 par (IV.7-b;d)

appliquer 1la
commande ud
n

définie en (IV.8)

(BU

LILLE

fin

La seconde méthode que nous allons développer repose sur la

compléte séparation des systémes lent et rapide.

I.2 - Commande quasi optimale par décomposition temporelle

La séparation en deux sous systémes représentant l'un la partie
rapide et l'autre la partie lente d'un systéme permet de concevoir un

régulateur du systéme global en commandant chacun des deux sous systémes.
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Cette méthode a été souvent utilisée dans le cas des systémes continus
singuliérement perturbés [Chow, Kokotovic, 1976J [Dauphin-Tanguy, 1983]
@itkouhi,Khalil 1984]. Nous généraliserons son application aux cas

des systémes échantillonnés singuliérement perturbés.

I.2.t. - gggition du_probléme

Reprenons le systéme (IV.1)

(
Xpop S A ¥y P A ez Y Bpa
4 =
Zaeq T Boq By YAy mz By uy
| Yn T C1 Xn TH Zn

avec X, 2_ , les conditions initiales.

et J le critere (IV.2) & minimiser :

(o]

z

o1 T T
. 2 n=0 (yn In * Un Run)

L'utilisation de la méthode PS sur le systéme (IV.1) permet de

découpler en deux parties lente et rapide.

Nous avons vu (chapitre I) que le systéme lent est obtenu en
considérant que la partie rapide est prépondérante pendant une courte
période et qu'aprés celle-ci, les modes rapides sont d'influence négli-
geable. Cela revient a poser u = 0. Par contre, le systéme rapide est
défini comme étant une différence entre le systéme réel et le systéme

lent. Par suite, en supposant que A, ,6 est inversible, les deux sous—

11
systémes lent et rapide sont respectivement décrits par




- 201 -

Xon+1 A11 %on * B1 Yo % (o) = %o
(1V.9) )
yln N C1 in
\
et
( - - -1
zrn+1 Ar zrn * Br m Zro zo A21 A11 xo
(1Iv.10) {
y =C_ -z +D u
L " r rn r rm
olt

,
-1
Ap = Ay — Ay Ay Ap)
B = B A Al B
| B 2 T fp Ay By
_ -1
Cpo = m(Cy - Cyay A
D = -c. Al B
 Pr 1 M1 By

De méme le critére J est décomposé en deux parties J et Jr

L
représentant respectivement les parties lente et rapide de J [Fossard,

Magni, 1982].

1 X T T
(Iv.1n) Iy = ~, n=0 Gon Yon © Ygn R Ypn)
1z T T
(Iv.12) et J. = > n=0 (yrn Von * urnAR u_
Le probléme de minimisation (IV.1) - (IV.2) est donc séparé en
deux problémes réduits (IV.9) - (IV.11) et (IV.10)- (IV.12) qui sont

*

rn
que nous déterminerons ci—aprés. La commande composite sera calculée

. ’ - 3 3 *
indépendants. Ces deux problémes conduisent aux solutions Yn et u

dans un deuxieme temps et déterminée par la relatiom :

* kS *
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I1.2.3. - Commande des_sous_systemes

Sous systeme Lent

La commande optimale du systéme (IV.9) qui minimise le criteére

(IV.11) est donnée par la relation :
K T e %
(IV.13) uRn = -(R + B1 kl Bl) B1 k2 A11 xln
ou kz est la solution semi définie positive unique de 1'équation de
type Riccati :
i - T T -1 T

(IV.14) kl = C1 C1 3 A11 kl A11 A11 kl B1 (R + B1 kz B1) B1 k2

La solution klde 1'équation (IV.14) n'existe que si la paire

(A11 5 B1) est stabilisable et si la paire (A11 s C1) est détectable.

Sous systeme rapide

Le sous systéme est régi par les équations (IV.10)

I
>
N
+
o
e

z =
rn+1 Eorn T T

y =0 w2 Do
n £ rn T S In

Le critére que nous désirons minimiser est représenté par (IV.12)

co

z
n=

O(yT y +uT Ru )

(IV.15) 3
E 2 5 i 3 § m rm > 25 8

R étant définie positive.

étant de la forme = 0. 2 b nous aboutissons a
y »
rn ™m T, ¥h Lo otn

un probléme d'optimisation quadratique avec critére a colt croisé :
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ler cas de solution

«®

1
(1V.16) 3 =55 Y clec z +2ufdTc z +ul R u
T n=0 ™™m r r rn rm r Y rn r@m o rn
ol R = R + DT D
o) r r

par le changement de commande :
(Iv.17) W _=u_ +R D_C

le probléme d'optimisation est transformé en :

: _ - -1 T _
(1v.18) Zoneq = A, "B R D C)z_+B T_

avec le critére correspondant :

[+ ]

(IV.19) g =+ 2 ;T T a-p v'0Dc 2 +uwir T
2 =0. rn r r o r r rn rm o0 rn
La solution optimale du probléme (IV.18) avec (IV.19) est
donnée par :
—* T -1 T ~1
(1v.20) u =-(R +B_k_B) B k(A ~-B_ R D_C)z
n o r'r'r r r'r r o r r “r

Celle relative au systéme initial est obtenue de la relation (IV.17)

et nous obtenons alors :

T
r

* - - - - )
(IV.21) u =—LR1DC+(R+BTk 3) s x (A-BR‘DCL)JZ
rn (o} r (6] r r r r r r r o r rm

ol kr est la solution, lorsqu'elle existe, unique semi-définie positive

de 1'équation de type Riccati

"oy ¢ +(A - B g DTC)Tk (A -B K|
r T r r [o] r r r

(Iv.22) k =C(I-D R
r r T [o] r (o]

T
DrCr)

1 T

T

-(A_ -B R DTCI)Tk B (R +B k B ) B k(A =B K| )
r r © r r T (o} rr r r r r o r r
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La solution k_de 1l'équation (IV.22) existe si la paire
1 .T

(A_-B_R D C_,B) est stabilisable et si la paire
r r o 'r r r
(oA_-B_R.'Dlc_,C) ob:
r r o r r r
eT¢ =cT@a-p_ r'DY) c_ , est détectable.
r r T r o r r
La paire (A_ - B R-1 DT C_, B) est stabilisable si
D r o r 1 r

et seulement si la paire (Ar , Br) est stabilisable. De méme il est

évident que :

1. T

I-D R'pi=(+D R DO
r (o] T ? (o]

1 fes s .o
Dr) est définie positive
puisque R l'est ; il existe alors une matrice Qr réguliere telle que :

T . -1 T
Qr Qr I Dr R0 Dr

La condition (A_ - B R-1 DT C_, C.) détectable revient 3 dire
r r o r r r

-1 pT ¢

que la paire (Ar - Br Ro ;G

> Q, Cr) est détectable. Cette derniére
propriété n'est vérifiée que si la paire (Ar , Cr) est détectable. Par
suite nous pouvons affirmer que l'équation (IV.22) admet une solution

semi-définie positive unique si la paire (Ar , Br) est stabilisable et

si la paire (Ar ,’Cr) est détectable.

2eéme cas de solution

Pour de tels systémes (IV.10), admettant une transmission directe

de 1l'information Dr’ la commande optimale (IV.21) et 1'équation de Riccati

(IV.22) peuvent @&tre écrites sous une deuxiéme forme faisant apparaitre Dr
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[Dorato, Levis, 1971] [Litkouhi, Khalil,1984]
. o
(IV.23) u =—[R+DTD + Bk BJ’IBTkA-*-DTC-lz
™m r r r r'r ["r Tr “r r “r] “rn
ou kr est solution de 1'équation de Riccati de la forme :
(IV.24) k =Clc_+Alk A - [ATk B_ + CTD]
r T T r r'r r r r r rj

x[R+DTD + Bk 31'1 LBTk A +DTC]
r'r r r r] r ' r'r r r

Cas particulier

Lorsque la commande quasi-optimale associée a (IV.10) minimise

le critere :

1 z T
(1v.25) Jr - , b= Yrn Yrn
soit
o]
(Iv.26) J - E (zT CT C_z +22T CT D u + uT DT
r 9 n=0 m r r rn rm r Y r$m rn ¥ ¥

Ce qui se raméne par le changement de variable :

(1Iv.27) U = Yy * Dr Cr z

a2 un probléme linéaire quadratique classique d'équation.

1 —

zrn+1 = (Ar N Br Dr Cr) Zrn * Br Urn
{ = T
(Iv.28) Yon Dr Urn
0
J =_1__. X -TDTD_
Lt 9 n=0 m r r rn

si (Ar - Br D;1 C_) est stable, la commande optimale est

rn
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soit pour la valeur optimale u de la commande u

(1Iv.29) RaE - DR Gl 7
n S
avec C i R T A-1 )
T 2 s | e
-1
P e G B

8i (Ar = Br D;1 Cr) n'est pas stable, il faut chercher une commande

qui stabilise le systéme en boucle fermée.

1.2.4. - Commande composite

La commande globale du systéme (IV.1) est donc :

% % *
u = * 18
c rm Zn
% T -1 T
(Iv.30) u 5 {R + B1 kl B1) B1 k? AHr X0
-|r + DL D +BTkB-1LBTkA+DTC}z
i £ TR 2 Tie ot Hitel o

Posons :
7 -1
G=—LR+DTD B k& B][BTkA+DTC}
T . T r r r i r r : r
(IV.31)
£l T -1 T
Goo= —(R+ Bk, Byl Brk, A,

Le bouclage Gr stabilise la paire (Ar 3 Br)’ tandis que G2 stabilise

la paire (A11 5 B1) ; par suite la commande composite s'écrit :

%
(IV.32) u, = -+ Gz X0 + Gr z_
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En utilisant les résultats établis dans les premiers chapitres

(I et II) & savoir l'approximation & l'ordre zéro des variables, il

vient
{
Xln - Xn
(1v.33)
zrn = Zn - zzn
avec z = A A"1 X + B u
n 21 711 Tin r 4n
Nous pouvons écrire que la loi de commande globale s'écrit :
(IV.34) u*‘—-'(I-G B)G, - G_ A A'ﬂx +G_z
' c rr’ e Tr P21 M11)%n 7 e "n
soit
(Iv.35) *~k + k
: Ye © 1 *n 2 %n
avec

T
T

= - T T T _ -1
k1— [(R*-Dr Dr+.Br kr Br) (Br kr Ar.PD Cr) (BZ A21 A11 Bl) * ;J

1
1

T -1_T T T T T -
x (R+B1 kﬁ B1) B kl A+ (R+Dr D_+B_ kr Br) (Br krAr+DrCt}A21 A

L'optimisation quadratique de systémes ayant des modes lents et des
modes rapides par décomposition que nous venons de développer réduit la
résolution d'un probléme de dimension q = 9 * 4y 3 celles d'un probléme
de dimension q et d'un probléme de dimension g La décomposition tempo-

relle aboutit & une séparation compléte des sous problémes contrairement
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3 la méthode concernant la décomposition de l'équation de Riccati.

Néanmoins, la commande composite calculée ne semble pas &tre
une bonne approximation & la commande optimale du systéeme initial. Ceci
est dii aux manques de précisions lors du découplage du systéme. En
effet, la partie lente découpléen'est pas trés précise, et il en est de
méme de la partie lente de z - Pour pallier & ce probléme nous propo-
sons la méthode (PS + H) qui donne une bonne précision sur les deux

parties lente et rapide.

1.3 - Utilisation de la transformation homographique pour la

détermination de la commande optimale de la partie lente
Reprenons le systéme linéaire & deux dynamiques (IV.1) :

= A X + A12 M 2

Xn+1 11 "n n

) zn+1 = A21 Xn * AZZ K Zn

et le critére & minimiser en vue de la détermination de la commande

optimale (IV.2) :

La décomposition temporelle du systéme (IV.1), par 1l'association de
(PS + H) permet d'avoir une bonne précision sur les parties lente et

rapide du systéeme.

Le systéme retenu avec le maximum de précision lorsque nous NOUs
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la partie
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a sa partie lente et rapide est composé de :

rapide :

(Iv.36)

et

avec

la partie

(a)

1

-1

, z;‘_‘o=zo+2(A?-I)— Ay (A +T)

pp* D

1

(1Iv.37)

avec

_ -1 Ny ] -1 n_py]
’ (AH+I) A12(Ar 1) A21”:I+(A“+I) A12(Ar I) A

!

. -1 - -
v a_ -1 _ A v~
B !'I+A12(Ar D) A, (& +T) J , [31 Ay, (A2-1) er

=1 A -1

21 + 1)

11

c}‘= c, - 2¢, (A';’—I) (A

-1 5
r

D

— ’\J—
C, (A7-1)

=2

X
o

-1
21
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I.3.1. - Commande de_la partie rapide obtenue par (PS + H)

Elle est représentée par l'équation (IV.36) dont le critére l?
correspondant est le suivant :

K

z

1
(1v.36) Iy = , 0=0 % ¥ T Y R Yrn (b)

’

La commande optimale correspondante s'édcrit :

* T -1 T fc)
(1v.36) un = —[R + Bnv kv B Bnv kv An zAa 1
mn r r r r r ' r rn

ou k% est la solution stable de 1'équation de Riccati.

T T -1 T
(1v.36) kv = Cv Cv + Av kv Anv — A kv Bo (R4-BE kn Bf\,),1 By kn An (d)
r r r T r'r r r'r r r r T r'r |
1.3.2. - Commande de la partie_lente obtenue par (PS +H ) i

La méthode proposée conjugant PS et H conduit & 1'équation

(I11.37) ol les modifications sont apportées sur A%, BE, CE, avec
1'introduction de DE : la transmission directe de 1'information.

Le critére J} correspondant s'écrit

21
(1v.38) Iy = , 1=0 Y% Y% * Y ® Y

NG .
Vi étant de la forme :
(Iv.39) Yy = CY ¥y, * DY Yun

nous aboutissons & un probléme d'optimisation quadratique avec

critére a colt croisé comme c'est le cas pour la partie rapide obtenue
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par PS

T T T T r R D’rC
= + Dv
x% C%CEXk ~+2u% DEC%X% +u R u ¥

1
(1v.40) J% - _E_ tn o ¢n’ o

N
n=0 &

et dont la commande optimale est donnée par

% T 4 T

_ =1 T 1 -1 T
(Iv.41) ug = 30 D% C?L'+ (RO + B'}: k?LJB}j) B?i k?i(A?i B?L'Ro D?z C}:)] Xy

ou k; est la solution, lorsqu'elle existe, unique semi-définie positive

de 1'équation de type Riccati

T T T T T
- _ -1 _ -1 ) _ -1
(1Iv.42) kﬁ = C% (1 D?L’Ro Da» )Cff+ (A?i B%Ro DE c?i) kvl(A'E B},'Ro D?i Cff)
1 T T T -1 T -1 T
(AW = BN Ny BV N VB v kVAN =
(AQ BQRO Djl cz) kgBQ(RO+B2 szz) BQ kl(Az B}:RO DE C?i)

La solution kz de 1'équation (IV.42) existe si la paire

- T
(A% - BE RO1 Dy CE s B%) est stabilisable et si la paire
(ay - By R;‘ pyT ¢y C‘}) , ol :
T T T

-~ S~ _1 .
0y N, = [aV] — 0y (V] V]
Cl C2 CQ (1 D2 RO D2 ) Cz est détectable.

Les relations (IV.41) et (IV.42) peuvent &tre écrites sous la

forme suivante faisant apparaitre la matrice DE.

* T -1 T
Y] = - 14V] v Lk VBRY VEkVAY 4
“¢n [R * Dy byt szsz} [szzAz ) Cz:] *In
avec kz solution de l'équation de Riccati suivante :
T T . T
vo= v Cu Y] - -+
kg C2 CQ + A% kg A% A% k% B% CE DE

' T 1 gl Dy G
-+ \, AVERE v Y] LV Ny LY 3 n, oV
R+ Dy Dy + By ki By YRy AL DY &Y

La commande composite déterminée avec le maximum de précision

est donc donnée par :

kS * *
(IV.43) un = uny + un
—C n n
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*_ 1R o+ BT ky BTV By ky A
B F OO ¥Ry A
l—(R +D T +B ' kv B V(By kv AL + D Te )
- N ny V)
| Y Py T Y <% Y bt A A A A4 B £
* oG N
uy = Gy zZpy &Y *¥n
avec
[ T -1 _ T
G% = - LR + B% k% B%] B% k% A?
(1V.44)

T T -1 T
-[R + D% D% + B% k% B}l [B% k% A@ + D% C%}

©y

En utilisant les résultats établis auparavant quant aux

approximations :

/'r: o
whitie X = X
in n
(IV.45)
AW = 2z - Z
m n En
avec
zhv = Nuv xv + Lyvu

soit alors

1 \
(IV.46) ug* G% z, * {(—G¥ L% +I) G% - G¥ NEJXn k, z_ + k, x

o8]
o=

. 3 ' ' ~
les modifications portant sur k1 et k2 par rapport et k, de ut

1 2

I.4 - Mise en oeuvre des quatre méthodes sur un exemple

Considérons le probléeme suivant
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( - - . - _
0.9014  0.1179 0.2625 0.0835 0.1052 | 1 }
xn+1 = xn * “Zn'+ } un
~0.0196 0.8743 _ 0 0.125 0.1467 L? |
[~0.0071  0.7342 ] [ 1.0085 0.065  1.05335] Rl
z ={-0.75 -0.0557 |x +1!-0.16 0.96587 -0.0703 juz +i 1 u
n+1 n n n
-0.306 -0.01614 L-O.OOSS 0.7139 0.066085 _1J
(1v.47) 1 ) -
yn = [1 1}xn + [0.25 0.35 1] uzn
_ T 1 2 T 2 3
avec p = 0.2 , X —-(xn xn) , z = z' zn),
1 0.5
X = , 2 =] 0.2 : conditions initiales
°  1-0.8
L 0.6
. e e e . 1 T T 2
critére & minimiser = — vy + u
N 9 n=0 “n n n

Appliquons les quatre méthodes d'optimisations déja établies

auparavant sur le systéme considéré et en particulier sur sa partie

lente x .
n

I.4.1.

1) thajectoine optimale :

e . v e v e v s S

Elle est obtenue par la relation suivante :

0.62136 -0.26678 0.0311

(IV.48)
0.29964

0.48962 -0.02139

-0.01413

-0.0058

-0.00228
z (a)

+0.00601
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?) thajectoine quasi-optimale 1 (méthode de décompo-—

sition de 1'équation de Riccati)

0.5962 - 0.2806 0.0297 -0.0104 -0.0027
* * *
(1V-48) Xyl = Xpn + Znn (b)
~0.3247 0.4763 -0.0227 ~0.0021 0.0055

3) trajectoine quasi-optimale I (méthode de PS)

Le systéme découplé correspondant 3 la partie lente est représenté

par le triplet suivant :

j -
0.9014 0.1179 1

. .
BU

}
<\~‘,> | -0.0196 0.8743 1]
LILLE

le critére a minimiser est le suivant :

[>+]

J =_1_ Z T +
2 , n=0 Yen Yon

uln

et la trajectoire quasi-optimale obtenue est donnée par :

[ 0.54145  =0.2947

*
(1V.48) Xy bp = X0 (c)
-0.37955 0.46167
4) trajfectoine quasi-optimale 3 (méthode PS + H)
le systéme correspondant est décrit par le triplet matriciel
suivant : ) ,
0.86945 0.1628 1.1266
Ay= By , CE=[§.8308 1.0463| , Dy= 0.463113

10.05544 0.87045 1.0629
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0.42708

*
(1v.48) xkn-ﬂ =

-0.3599

-0.37746

0.35651

in

(d)

ce qui donne pour ces différents cas les courbes optimales pour

les conditions initiales suivantes : figure 14

0.5
0.2
0.6
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. . 1
Trajectolre X

LU LA L L

0 N,
t
. . 2
Trajectolire X
A
of >
L ]
B ]
L ] ’
-08¥ -
[ . | | ! ) B PR SENUET D ST S | ! PO | . ]
. Trajectoire optimale
------ . Trajectoire quasi-optimale 3 (PS+H
Figure 14 eeev.. . Trajectoire quasi-optimale 1 (décom

++++++

position de

Trajectoire

1'équation Riccati)

quasi-optimale 2 (PS)
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1.4.2. - Interprétation

La figure (14) montre de facon trés nette la supériorité de la
*
méthode proposée (PS + H)  En effet, 1l'écart entre X optimal et

* *
xy est presque négligeable. xﬁl et xj =~ peuvent &tre considérés.

comme confondus.Ceci s'explique par lekfait que le découplage de cette
partie pour (PS + H) la donne avec une bonne précision. Il vient

ensuite la méthode de décomposition de 1l'équation de Riccati donnant une
meilleure précision par rapport a la méthode de découplage par PS
seulement. Ceci se justifie dans la relation (IV.48-b) par 1'addition de

deux termes associés respectivement aux modes d'évolution lent et rapide

comme dans le cas de la trajectoire optimale (IV.48-a).

La trajectoire optimale 2 obtenue par PS est la moins précise, ceci
du fait que dans son découplage elle ne tient pas compte de l'évolution

de la partie rapide.

La commande quasi-optimale que nous venons de développer dans ce
paragraphe a mis en évidence l'intérét de la théorie des perturbations
singulitres comme méthode de réduction. En effet, alors que la solution
optimale nécessite la résolution d'un systéme de dimension q, * q,, ce
qui signifie (q1-+q2) (q1+q2)/2 édquations non linéaires, la théorie des

perturbations impose la résolution de systémes de dimension réduite.

Les deux méthodes étudiées sont la décomposition de 1l'équation de
Riccati globale et la décomposition temporelle. La premiére implique
une hiérarchie dans la résolution du probléme d'optimisation-; quant a
la deuxiéme méthode, elle met en évidence une totale indépendance dans
la résolution des deux sous—systémes issus de la décomposition. Cette
méthode peut &tre considérée comme une approche hiérarchique originale.
Au premier niveau décentralisation temporelle du systéme et optimisation
des deux sous systémes. Au second niveau, le coordinateur tient compte
des interactions du processus pour mettre en oeuvre la commande compo-

. *
site u .
c
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II - SYSTEMES A PLUSIEURS ECHELLES DE TEMPS

Les chapitres précédents concernent la théorie de réduction de
dimensionnalité en vue de l'analyse et de la commande des systémes a
deux échelles de temps. Nous proposons ici une extension de cette

méthode aux systémes présentant plusieurs échelles de temps.

La modélisation de tels systémes mettant en évidence toutes les
dynamiques permet par une analyse partitionnée de tous les sous-systémes
d'approcher le systéme global et de résoudre les problémes de mise en
oeuvre de la commande en allégeant considérablement les problémes d'op-

timisation.

L'étude de tels systémes a fait l'objet de nombreux travaux en
continu [Kokotovic, 0'Malley, Sannuti, 1976] [Hoppensteadt, 1969]
[Khalil, Kokotovié, 1979] [Grujiz, 1978] [0'Malley, 1974] [Dauphin-
Tanguy, 1981-82]. Les auteurs cités ont proposés différentes métho-
des pour la modélisation des systémes continus 3 plusieurs échelles
de temps. En discret, peu de travaux ont été effectués [Dauphin—
Tanguy, No&l, Borne, 1982] et aucune modélisation générale et univer-—
selle n'apparait dans la littérature relativement aux systémes dis-
crets 3 échelles de temps multiples. Nous en proposons une approche
qui tient compte de la séparation des dynamiques, et qui laisse a
1'utilisateur la liberté de choix pour la détermination de la dimen-—

sion du systéme réduit suivant des critéres estimés.

Cette étude est une extension de celle des chapitres précédents,
ce qui nous permettra de mettre en évidence la similitude des résultats.
Nous présentons une analyse de systémes utilisant la propriété de
décomposition temporelle et une approche rapide du probléme de la

commande quasi-optimale.
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I1.1 - Représentation des systémes

II.1.1. - Systémes_a plusieurs échelles de temps

Par une généralisation de la propriété d'échelle double, nous
pouvons dire qu'un systéme posséde la propriété d'échelles de temps
multiple m si on peut le mettre sous la forme bloc-diagonal

suivante :

- 1 “ - 1
X 41 A *n
2 2
L ) Xn
\
(IV.49) i = N i
i AN i
o \\ :
| \ :
| N\ {
m m
i e i i %mnd L *n ]

telle que les propositions suivantes
r .
| Amin (A11)| » | Amax (AZZ)l

(1v.50) { |imin :(Azz) l

» LXmax (A33)|

| Amin '(Am_1 Y| o> |.)\max (a )l

m—1

.

soient satisfaites.

Ces inégalités peuvent &tre exprimées pour un ensemble de condi-
tions portant sur les normes de matrices, et ceci d'aprés la relation

suivante :

Iamax (A)] = || Al
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. e . -1 .
qui peut s'écrire aussi lorsque A = existe :
. -1 -1
Imin (A)] " s || & ||

Ainsi la condition (IV.50) devient

( 1 1
la_|l > qlall, Ll
-1 -1
A > A
cosy | et Py
| |
i =1 1_1
I, > a7
I1.1.2. - Systémes multi-échelle de temps_singulierement

@ perturbés
7 2

Considérons le systdme linédire représenté par les équations

suivantes
" N
- Z ] =
X 1 Ao X j=1 Aoj pJ z x(0) x
(Iv.52) \ N
i b ] i _
2+ io %n M j=1 Aij ”J z z (o) = Zo
q q, i
avec x € R 1 zl e R 2
n n

Ce systéme est modélisé sous forme singuliérement perturbée a

paramétres multiples.

Les paramétres Hy oeees My appartenaunt a l'intervalle 10,1]

sont ordonnés et sont les composantes d'un vecteur u e R .
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L'hypotheése :

M / p, —> 0 quand || u|] > 0

i
- . . . i
met en évidence N échelles de temps rapides et ordonne les variables z_

. . . i+1 . i
suivant les vitesses croissantes (z n étant plus rapide que Zr1)'

Comme dans le cas des systémes continus multi-échelle de temps,
[Kokotovié, 0'Malley, Sannuti, 1976] EHoppensteadt, 1969] [GrujiE, 1978]
[Sandel, Varaiya, Athans, Safonov, 1978], deux classes de systémes

discrets multi-échelle de temps existent.

a) Cas ol Les dynamiques sont proches

I1 s'agit donc de systémes modélisés sous forme (IV.52) pour

lesquels les parametres My sont de méme ordre de grandeur.
Nous pouvons reformuler ces problémes en problémes a paramétre

unique. I1 faut alors exprimer les scalaires My eeeen My sous forme

de multiples d'un paramétre unique ¢ sous la forme :

La principale limite de cette scalarisation est que les résultats

dépendent des coefficients Bi qui sont généralement inconnus.

Ce systéme (IV.52) s'éecrit alors sous la forme :

N

5 = z j

Xa+1 Ao X, T ¢ j=1 Aoj Bj %
(Iv.53) N
: z

zl = A X + € A B zJ
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b) Cas od Les dynamiques sont bien sépanées

Dans ce cas, les coefficients My sont différents et il est
impossible de se ramener 3 un probléme i paramétre unique. Ainsi pour

un exemple d'un systéme linéaire de la forme :
Fn+1 ALL ALM ALG *n

(1v.54) Yart [T A M Pwe| PiTn

Z 1 Ast . Aam %ec| [M2%a

- N A . J

Les états X 5 Yy 2 correspondent respectivement aux parties a

vitesse lente, vitesse moyenne, et grande vitesse du systeme.

Pour obtenir une approximation de vitesse lente, il suffit d'écrire

By o= 0 et By = 0, ce qui conduit & :
X+ 1 !ALL *a
(IV.55) Yoe1l = i
|
%+ iAGL ]

De méme qu'une approximation & vitesse moyenne est obtenue pour

0 , ce qui donne :

- -
r - - -

X+ A Al *a
Vet ] T 1A A | M7a

n+1 GL GM
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L'équation :

correspond & l'approximation 2 grande vitesse.

Lorsqu'il s'agit d'un systéme de type (IV.52) & N dynamiques
différentes, une séparation interative de différents. sous systemes
est effectuée, de la méme maniére que pour un systéme 2 deux dyna-
miques, en commencant par la partie la plus lente avec Hyo= 0 et

u2 = Q.

II1.2. Présentation d'une modélisation pour les systémes multi-

échelle de temps

Lorsque les dynamiques ne sont pas nettement séparées, ou quand
une liberté de choix est souhaitée pour la détermination de la dimension
du systeéme réduit suivant des critéres estimés en temps réel, comme 1la
précision ou la rapidité des calculs ou la stabilité du systeme lent

réduit, la modélisation sous forme (IV.52) apparait trop rigide.

Nous proposons une modélisation plus souple duale de celle
employée pour les systémes continus bauphin—Tanguy, 1983}, sous

la forme suivante : i
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1 T B, eeeeesssae B
xn*1 A11..... RN A1N 4y xtll 11 1r
2 2
xn+1 A21...... . AZN ”2“1x11
. = . . . + u
: : Dy
N S TS S HE S - S .... B
| ¥ n+1 “m" eeeees Ay |li=1 M L B Nr |
(1V.57) |
- - -
c c | 1
1 crereeee Oy My X
yn Cereeevesesseanns “2{"1 a
C eesassess C -
. . \
L P - ﬁ M <
L L1=1 17 n |
avec
r T P 93
up€ R vyn €R x,€ R
q.%q.
A={A..eR > 3 /1i,j=1......N}
1]
] q.x1
B = {Bij € R /i=1 ... N, 3= oL r}
1xq.
c={c..erR 3 /i=1 v P, =1 L., N}
[ omy = poelo 1] Yi=2 ... N

(le coefficient My apparalit ici dans un but de symétrie des

équations, mais il sera pris par la suite égal a 1).

. . Il . , .
Les coefficients u} = By ne sont pas indépendants, contrai-

rement aux cas précédents.

Chacun des parametres u; appartenant a l'intervalle ] 0, 1] R
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les scalaires u} sont donc tels que :

0 < uk§u} pour k > j

Ce qui ordonne les variables rapides par vitesses croissantes.

Chacun des scalaires Hy (i =2...... N) permet de comparer la .

. . i . 1-1
vitesse des variables xn avec celles des variables x n

Cette forme de modélisation particuliére des systémes multivitesses
posséde des avantages importants pour la réduction de dimensionnalité, et

donne beaucoup plus de souplesse d'utilisation que la forme (IV.52).

Les deux approches précédemment décrites sont contenues dans la

modélisation proposée :

- si les parties rapides ont des vitesses de méme ordre de
grandeur, la séparation partie lente/partie rapide se fait directement
en une seule étape en posant My = 0. Le systéme multiparamétre est
étudié alors comme un systime & paramétre unique. Cette modélisation
peut €tre rattachée au cas ol tous les paramétres My Y i=2......N

sont égaux a u .

- si les vitesses sont toutes différentes, ce systéme est alors
étudié comme un systéme i paramétres multiples et la "dégénérescence" se
fait progressivement en procédant de la maniére suivante en posant
My = 0, puis My = 0... ce qui revient a déterminer les systémes dégé-

nérés du plus lent au plus rapide.

- si dans les composantes rapides, une variable xq;k impose sa
vitesse, les xtl (1 < N- k) composant alors la partie lente et les
Xiz (j 2 N-k) composant la partie rapide, il est alors possible
d'effectuer la séparation de fagon progressive en posant

Hyope = 0 ..ot My T 0 dans le systeéme rapide dégénéré.
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De la méme maniére que pour les systemes a double échelle de
temps, suivant le domaine étudié, la nature du découplage retenu
par PS pour les parties rapides dégénérées, ou par (PS + H) pour les
parties lentes seulement ou les parties lentes et les parties rapides

ensembles.

ITII - OPTIMISATION QUADRATIQUE DES SYSTEMES MULTIVITESSES

Pour un systéme a deux échelles de temps, la commande optimale
quadratique utilisant la décomposition temporelle réduit la résolution
du systéme en deux sous-systémes d'ordre réduit. L'extension de cette
méthode au systéme a4 N échelles de temps entralne une réduction trés

appréciable.
Reprenons le systéme (IV.57) avec le critére correspondant J &

minimiser s'écrivant sous la forme

(1v.58) J=— 0 7

La commande optimale cherchée est

* -
(IV.59) un=—[R+BTkBJ1BTkAxn

ot k est la matrice semi-définie positive de l'équation de Riccati

(1IV.60) k=cc+A  kKA-AKB@®R+BKkB 'Bka

“dans laquelle A, B, C , sont définis en mettant (IV.57) sous la

forme :

Xn+1 =4 Xn + B un

yn B CXH
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La solution k existe et est unique si le triplet (A, B, C) est

stabilisable, détectable.

Décomposition du probléme de commande

En mettant en évidence les composantes d'échelle de temps
différentes du systéme (IV.57), nous aboutissons & la détermination

de N sous-systémes réduits de la forme :

i i-1_1 i-1 i

Xper "B ¥ T By u
(1V.61) i=1...... N
i i-1i i-1 i
yn _C1 xn *D un
avec ( ) i
k [ .k k
B, = ‘BH ...... Bh:J
Dok [k ]
¢ c31
ok
L pl

de méme le critére J est décomposé en N critéres représentant les

différents sous-systémes (IV.76).

[+]

5 . . . . '
(1v.62) 3, = - le yoo+ TR G i=1...... N
1 9 n=0 n n n n
soit encore -
; . . . . . T, .
J. = _._1_ z XlT Cl-TT C]_—T xi o+ ZulT Dl-T Cl-1 %1
1 2 n=0 n 1 n n n n n

+ ul? (g + pi-1T pi-1) i
n n
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Nous avons ainsi a traiter N problémes indépendants d'ordre

réduit séparément.

CONCLUSION

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons proposé la
détermination des commandes optimales utilisant la théorie des per-

turbations singulieres.

La méthode de (PS + H) donne une bonne approximation quant a la
partie lente du systéme, ceci apparalt d'une part dans le découplage

et dans le calcul de trajectoires optimales.

La deuxiime partie de ce chapitre est une généralisation au
cas multivariable multi-vitesses des résultats enoncés dans les

précédents chapitres.

La modélisation sous forme singuliérement perturbée i paramétres
multiplicatifs s'avére trés intéressante puisqu'elle donne plus de

souplesse dans la détermination du systéme réduit.

La méthode de découplage (PS + H) é'adapte trés bien aux systémes
multi-échelles de temps et fournit une grande précision sur chaque sous-

systeme dégénéré.




CONCLUSION GENERALE




€]

CONCLUSTION

La définition d'un polyndme annulateur matriciel
dans une premiére partie nous a conduit a présenter un cer-
tain nombre de méthodes d'élimination et de mise en équation

sur des systémes partitionnés.

Dans ce sens, nous avons été conduit, enutilisant
les propriétés des anneaux commutatifs de matrices carrées,
a4 effectuer un partitionnement en blocs particuliers de 1la
matrice caractéristique de 1'évolution du processus. Ces
blocs doivent &tre commutatifs, exceptés ceux de la derniere

colonne.

La définition d'un déterminant matriciel a permis
de définir des méthodes d'élimination mettant en oeuvre la
notion de polyn®me annulateur, et la notion de dépendance

de matrices.

La méthode des perturbations singuliéres mise en
oeuvre dans la seconde partie s'avére trés attrayante pour
la réduction des systémes discrets de grande dimension
modélisés sous forme d'état ou séquence , présentant la
propriété de multi-échelles de temps. La modélisation de
tels systémes discrets singuliérement perturbés met en
évidence une nette dualité avec le cas des systémes conti-
nus. Cette dualité apparait dans la modélisation. la forme
des résultats, et dans la méthode de séparation des dynami-

ques, d'ol une possibilité d'unification dans les études




des systémes discrets et continus singuligérement perturbés.

La forme matricielle en fléche se révéle un mode
de représentation trés puissant pour la caractérisation de
dynamiques, la réduction d'ordre, le découplage, 1l'analyse

et la détermination de commande optimale.

L'utilisation de la transformation homographique,
conjointement a la méthode des perturbations singuliéres,
permet donc une représentation trés précise du systeme
découplé, puisqu'elle fournit pour la partie lente la méme
preécision que celle obtenue sur la partie rapide par la
méthode P.S., avec la conservation des conditions initiales ;
ceci simplifie les calculs en vue de la détermination de la

synthése du processus.

La détermination des lois de commande quasi-optimale”
est ensuite développée sous deux approches. Dans la premiére,
une matrice de Riccati perturbée avec une nouvelle formulatiofw
différente de celle utilisée habituellement en continu, conduit
a2 une construction hiérarchisée de la commande optimale
composite ; dans la seconde, la décomposition temporelle du
systéme global par P.S. et par P.S. + H permet le calcul

séparé des commandes quasi-optimales lentes et rapides.
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