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INTRODUCTION 

Dans ce travail, on s'intéresse à la K théorie réelle de certains 

espaces homogènes sans torsion (c'est-à-dire dont la cohomologie entière est 

libre) et principalement à celle des variétés de Stiefel complexes W et 
n,k 

des variétés de Stiefel quaternioniques 
'n,kS 

Cette hypothèse de non torsion permet d'avoir des propriétés 

intéressantes pour la suite spectrale dlATIYAH-HIRZEBRUCH qui sera ici l'outil 

%i 
essentiel dans la détermination des groupes KO . 

Dans le cas des variétés W l'analyse des opérations de 
n,k 

Steenrod auxquelles certaines différentielles de la suite sepctrale sont re- 

.ù i liées, permettra d'exhiber des groupes KO (Wn,k) libres lorsque n et k 

sont de parité contraire, résolvant ainsi, dans ces cas, le problème classi- 

que du passage du gradué associé à la filtration d'un groupe au groupe lui- 

même. 

Dans le cas des variétés quaternoiniques X l'approche est 
n,k 

différente. On utilise essentiellement un travail de SEYMOUR sur les groupes 

de Lie et leurs espaces homogènes dans le cadre plus général de la KR-théorie 

définie par ATIYAH dans [AI] . Un des intérêts du travail de SEYMOUR est qu'il 
relie la K-théorie réelle d'un groupe de Lie compact simplement connexe et 

semi-simple aux types des représentations de base engendrant l'anneau R(G) 

des représentations (virtuelles) de G .  On en déduit la K-théorie réelle des 

groupes symplectiques et de manière analogue celle des variétés de Stiefel 

quaternioniques. 

Enfin, on étudie la K-théorie réelle de l'espace homogène G2,T 

où G est l'un des groupes de Lie exceptionnels et T un tore maximal de C2. 
2 

----------------- 
N.B. Toutes les tensorisations sont de E-tensorisations. 





CHAPITRE O 

SUITE EXACTE DE BOTT ET SUITE SPECTRALE 

D'ATIYAH-HIRZEBRUCH 

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines propriétés de base 

de la K-théorie (réelle ou complexe) des C.W. complexes finis et nous 

établissons quelques résultats préliminaires dont l'intérêt apparaîtra tout 

au long de ce travail. 

0.1. L'anneau. 'km(sO). 
-1 O -2 O 

On a 2 (S ) = O et % (S ) % Z engendré par la classe 

1 stable [hl-1 du fibré en droite de Hopf au-dessus de @P 2 s2 et de 
m-2 plus la multiplication par [hl -1 induit l'isomorphisme K*(x) + K (X) 

de la périodicité de Bott en K-théorie complexe. (voir [A]). 

* O 0.2. L'annecuc KO ( S  ). 

Compte tenu de la périodicité 8 en K-théorie réelle, l'anneau 

'b* O 
KO (S ) des coefficients possède une structure d'algèbre L -graduée sur 

8 
'bo O KO (S ) = KO(+) - K. ; (+ désigne un espace réduit à un point). On a : 

où qi o KO-~(+) et 1 est l'idéal des relations 

(Voir [BO] , [SE] ) . 



Il en résulte le tableau suivant des coefficients : 

Pour tout C.V. complexe fini Y, nous disposons d'une suite 

exacte longue due à Bott : 

rp-' 'L i*2 d i+ 1 . . +. ( y )  + ( Y )  - KO (Y) -4 KO (Y) + . . 

où c et r sont respectivement la complexification et la réelification, 

fj l'isomorphisme de la périodicité de Bott en K-théorie complexe et d 

une certaine opération de cohomologie. 

Si t désigne la conjugaison induite sur les groupes #i(~) 

par l'involution qui a tout fibré complexe E sur Y associe le fibré 
- 

conjugué E, alors complexification et réélification vérifient 

'Li 
rc(~) = 2x pour x E KO (Y) 

% i 
cr(y) = y + t(y) pour tout y E K (Y) 

'L i 
Il résulte immédiatement de la relation rc = 2 que, si KO (Y) est libre 

' ~ i  ' ~ i  
la complexification c : KO (Y) -+ K (Y) est un monomorphisme d'anneau. 

La même relation permet de démontrer la 

0.5. Pour tout C.W. complexe fini Y pour lequel 

31t 
K*(Y) est sans torsion, le sous-module de torsion de KO (Y) est isomorphe 

i 
Démonstration : Soit x E KO (Y) ipour un certain i) un 

élément d'ordre m avec m strictement supérieur à 2. Alors on a : 

d'une part mx = O et 2x = rc(x) # O et d'autre part, puisque K*(Y) 



est supposé sans torsion c(x) = O et par conséquent rc(x) = O. D'oh une 

contradiction. 

En outre, avec les mêmes hypothèses sur Y que dans la proposition précé- 

dente, on obtient : 

c Q i+l d % i  C 'Li 
~ e r 1 2 0 ~  (Y) gi (Y) 1 = I~{KO (Y) --+ KO (Y) } 2 Tor, (KO (Y) ,Zi) . 

0.6. La bpec.ttaXe d l A T i Y A H  H7RZEBRUCH. 

Tous les espaces considérés dans ce travail, ayant une structure 

de C.W. complexe fini, nous utilisons abondamment la suite spectrale 

dVATIYAH-HIRZEBRUCH, soit, en posant &(-) = $O(-) ou %(-), 

associée à la filtration de lÛkf (Y) définie par 

i 1 
J?' &'(Y) = ~er(J&" (Y) p- 1 .&'(y 1) 

P-1 

"., 
où il désigne l'homomorphisme induit en KIF-théorie par l'inclusion 

p- 1 

i dans Y de son (p-1)ième squelette Y . Plus précisément on a : 
P- 1 P- 1 

'b 
Dans cette suite spectrale que nous noterons désormais par S.S. A-H KU?(-), 

les différentielles sont des dérivations et des opérations de cohomologie. 

'L 
En particulier dans S. S. A-H KO(Y) , il est connu (voir [A-HI) - que les diffé- 

rentielles 



2 
sont les carrés de Steenrod Sq , et 

' ' Y  = H P  ; 11 +- HP'+~(Y ; z2) = E; '+2,8R1-1 
(Y) 

2 
les composés Sq *p, où p : HP(y ; Z) -+ H'(Y ; E 2 ) est la réduction 

modulo 2. 

* 
Remarquons que si H (Y ; Z) est sans torsion, p est un 

épimorphisme en tout degré. 

De ce qui précède, nous déduisons deux résultats relatifs aux 

C.W. complexes sans torsion. 

Lmme 0.7. Soit Y un C.W. complexe fini, sans torsion. Alors 

'L 
dPyq sont nulles pour tout p dans S.S. A-H KO(Y) les différentielles 

et tout s B 2 dès que q E -2, -4 mod (8). 

Démonstration : Considérons la suite exacte de Bott lorsque 

l'espace est sO = {-1,+1}, soit : 

On a : $oq-l(sO) = O si q z -2, -4 mod(8). Il en résulte que la réélifica- 

tion r : ?(sO) + I&oq(~O) est un épimorphisme de groupe pour ces valeurs 

Soient maintenant {Es ; ds}, { Es ; ds} les suites spectrales 

~'ATIYAH-HIRZEBRUCH associées à Y , respectivement en K-théorie réelle 

et complexe ; on a le diagramme commutatif suivant 



'dp-s, q+s- 1 'dP*q 
'Ep-s, q+s- 1 S S + Ep9q + 'E~+s ,q+ 1-s 

S s s 

p-s , q+s- 1 
r 1 r:yq/ 1 r p+syq+l-s S S 

dD-Syq+S-l d P ~ q  
Ep-s, q+s- 1 S 

-3- EP9q S Ep+S ,q+l-s 
S S s 

où r*'* désigne l'homomorphisme de suites spectrales induit par la réélifi- 
S 

'L cation entre {'E ,'d } et {ES,ds}. Comme Y est sans torsion, S.S. A-H KO(Y) 
S S 

dégénère (i.e. 'd = O pour tout s >, 2). Du fait de la comtativité du 
S 

diagramme, pour démontrer la nullité des différentielles dPyq sous les 
S 

hypothèses du lemme, il suffit de montrer que r p'q est surjective sous ces 
S 

mêmes hypothèses. 

On procède par récurrence sur S. 

Notons d'abord que, puisque Y est sans torsion, on a : 

'E;'~(Y) = aP(Y ; 2q(~0)) = RP(Y ; C)  f3 %q(~O) 

E~'~(Y) = %'(Y ; J?bq(sO)) = %'(Y ; ) 8 J80q(s0) 

par application du théorème des coefficients universels. 

Si s = 2, r est un épimorphisme car c'est la C-tensorisation 
2 

de l'épimorphisme r : lfq(so) + J80'(s0) par le L-module H'(Y ; E )  . 
Supposons maintenant que r est un épimorphisme pour s >, 2. 

s 

Nous avons : 

c E p ~ q  = -EPsq du fait de la nullité des 'dPyq et 
s+ 1 s+ 1 s 

EPYq est un quotient de E P Y ~  
s+ 1 S 

(car dP'q = O comme conséquence directe de l'hypothèse de récurrence). Il 
s 

s'ensuit que l'homomorphisme r P,q . -EP~q, E P ~ q  est la composée de 
s+l ' s+l s+ 1 



llépimorphisme r Pyq et de la projection de EPsq sur E~~~ rPyq est par 
S s s+1 ' s+3 

conséquent un épimorphisme, ce qui termine la démonstration du lemme. 

Rmairque. Le lemme (0.7) généralise le lemme (2.4) de [HOG] où 

, l'auteur s'est restreint aux espaces admettant une structure cellulaire 
1 
i 

avec des cellules uniquement en dimension paire. 

Pnopobi-tion 0.8. Soit Y un C.W. complexe fini, sans torsion. 

Alors en tant que groupe abélien, on a : 

'L -n 
KO (Y) 8 C) = B ;'(Y ; Z )  g Q 

P 
p+n:0,4 mod(8) 

Démonstration : Notons d'abord qu'il résulte facilement d'un 

'L -n 'L -n 
problème d'extension de eroupe que rang KO (Y) = rangz Gr KO (Y). 

C 

Comme par ailleurs, Y étant sans torsion la partie libre de 

- $ EP Y -(n+p) E2(Y) - (Y) est isomorphe à @ %(Y ; L )  
2 

9 la 
P P 

p+n E 0,4 mod(8) 
% -n 

proposition (08) équivaut à montrer que Gr KO (Y) B Q - E2(Y) B 0. 11 suffit 

alors de prouver que pour tout p 2 1 et tel que p+n E 0,4  mod(8) les dif- 

dp-s, s- 1 - (p+n) <L -n 
f érentielles de S.S. A-H KO (Y) sont triviales. 

A cet effet, on utilise la suite spectrale dlATIYAH-HIRZEBRUCH 

associée à Y, en K-théorie complexe, soit {'E (Y),'d ). On sait que, Y s S 
% 

étant sans torsion, S.S. A-H K(Y) dégénère (i.e. 'd = O pour tout S 2 2). s 
'L * 

Par ailleurs la complexification c : KO (sO) + %(sO) induit 

un homomorphisme de suites spectrales c * : E*'*(Y) -+'E*'*(Y) donnant 
S s S 

lieu au diagramme commutatif (D) suivant : 



Montrons que pour tout s >, 2, est un monomorphisme. La proposi- 
S 

I 
tion en résultera à cause de la commutativité de (D) et de la dégénérescence 

de S.S. A-H K(Y). On procède par récurrence sur S. Pour s = 2, considérons 

la suite exacte longue de Bott, écrite pour sO, soit : 

Q 1  O % C L 2  O Q % 5  'L i 
Comme KO (S ) = KO (S ) = KO (sO) = O, la complexification c : KO (sO) * 

Ki(çO) est un isomorphisme si i E O mod(8) et un monomorphisme si 

i z 4 mod(8). Par suite si p+n z 0,4, mod(8), c2 P '-(P+~) est un monomorphisme, 

c %-(p+n) s % -(pfn) (SO) --r K puisque c'est la Z-tensorisation du monomorphisme KO (s 

par le Z-module libre 'LHP (X ; Z) . 
Supposons que p'-(ptn) est un monomorphisme pour s 3 2. 

Cs 

Alors dP-s's- 1- (p+n) P'-(P+~) est un sous-Ç-module de E = O et E ~ + ~  P,-(P+~> 
S S 

- p,-(p+n> De plus, E - 
s+ 1 

- 'EP'-(P+~). II en résulte que : s 

est une restriction de CP'-(P+~) et par suite est injectif puisque s 

C 
p,-(p+n> l'est. 
s 



% -n 
ConaUuhe 0.9. La torsion dans Gr KO (Y) nie peut provenir que 

de la torsion dans E2(Y). 

l Enfin, nous utiliserons la 
1 

1 

Phopodi,?%?n 0.10. (voir [R] ) . Soit Y un C.W. complexe fini, 
l 
1 

1 'Lp- 1 sans torsion et soit z E KO (Y) un élément de torsion. Alors si 

Z E F  '+' K%P-'(Y), il existe y E FP*' &'(Y) tel que d(y) = z où d 

1 est l'opération de cohomologie dans la suite exacte de Bott. 



CHAPITRE 1 

SUR L A  K -THEORIE  REELLE DES V A R I E T E S  

DE S T I E F E L  COMPLEXES 

7 .  lntrtoduu5an. l 

S o i t  W = W (k < n)  l a  v a r i é t é  de S t i e f e l  des  k-repères  
n ,k 

orthonormés dans l ' e space  e u c l i d i e n  8. C e  c h a p i t r e  e s t  consacré à l a  1 

démonstrat ion du théorème su ivan t .  

Théah2me 7 . 1 .  

'L -1 a )  s i  n e s t  impair e t  k p a i r ,  s e u l s  l e s  groupes KO (W) e t  

'L -2 
KO ( W )  peuvent a v o i r  de l a  t o r s ion .  

'L 3 b) s i  n e s t  p a i r  e t  k impair ,  l e s  groupes K?oO(w), KO (W) 

'L 4 e t  KO ( W )  s on t  l i b r e s .  

* 
Rappelons d'abord ( v o i r  [sT], [B-s]) que l ' a l g è b r e  H (Wn,k ; E) 

de cohomologie e n t i è r e  de W e s t  isomorphe à l a  E-algèbre e x t é r i e u r e  
n ,  k 

~ ~ [ h ~ ~ ~ + ~ ,  . . . ,h i , .  . . ,hn] engendrée par  des  géné ra t eu r s  h.  de degré  2i-1 
1 

(n-k+l < i S n ) .  En t a n t  que groupe a b é l i e n  l i b r e ,  
'*('n,k 

; C) e s t  engen- 

d r é e  p a r  des  monômes de l a  forme 

On d i r a  que l e s  (h i ) ,  n-k+1 ( i 6 n ,  forment un système simple de géné ra t eu r s  

Par  a i l l e u r s  l e s  opé ra t ions  de Steenrod s u r  W = W son t  
n ,k 

f o u r n i e s  par  l a  formule de Wu ([B-S] page 429) : 

L 
Sq (hi) = ( i -1)  h i+ l  mod 2. 





Nous cherchons à c o n s t r u i r e  un antécédant  y  s H'-~(w ; C2) 

2 
pa r  Sq pour t o u t  élément x appar tenant  au  noyau de 

S o i t  x un t e l  élément ; X s ' é c r i t  comme somme f i n i e  de monômes 
s  

h t e l  que 1 j  , . . . , j 1 = 1 (2 j c l )  = p.  Il s e  p ré sen te  a l o r s  
( j l Y - . = , j s )  a= 1 

deux p o s s i b i l i t é s  : 

2 2 - ou b i e n  h e s t  annulé p a r  Sq ( i . e .  Sq h ( j  l ,  . , js)  = O) ( j , , - . * , j S )  

2  - ou b i e n  Sq h # O e t  a l o r s  il e x i s t e  une a u t r e  s u i t e  
( j l y . - . , j s )  

( k l , .  . . ,k  ) t e l l e  que h f i g u r e  dans l ' e x p r e s s i o n  de x ,  avec r (k ,  , 4 - 1  
2 2 

1 I 

Sq h ( k l , . . . , k  r ) = sq h ( j l , . . - , j s )  
. Ceci r é s u l t e  simplement du f a i t  que l e s  

h. mod 2, n-k+l 6 i 6 n forment un système simple ,de généra teurs  pour 
1 

l ' a l g è b r e  H*(W ; C2).  

S i  ( j  , . . . , j )  o b é i t  au deuxième cas  e t  s i  ( k l ,  ,kr) e s t  

une a u t r e  s u i t e  t e l l e  que 
2 2 

Sq h ( j l , . . . , j s )  = ~q h ( k l y - . , k  r 
a l o r s  on a : 

- il e x i s t e  i e t  i ( i  < i l )  t e l s  que 
O 1 O 

j 1  = ki pour t o u t  i #  i e t  de i 
O 1 '  

L 
De p lus  h ... h Sq (h .  ) ... h = O  pour t o u t  i f i . 

j 1 j i- l  i 
S O 

Démonstration : L ' é g a l i t é  r = s découle,  d'une p a r t  du f a i t  

2  2 
que Sq é t a n t  une d é r i v a t i o n ,  l e  t ransformé par  Sq d'un monôme 

h s 'exprime comme somme de  monômes de même longueur R e t  
( j l , - . g , j s )  

d ' a u t r e  p a r t  de l a  p r o p r i é t é  des  h .  mod 2, n-k+l < i 6 n ,  de c o n s t i t u e r  
1 

X 
un système simple de géné ra t eu r s  pour H (X,Z ) .  Cet te  d e r n i è r e  p r o p r i é t é  2 

e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  du couple d ' e n t i e r s  i e t  i 
O 1 ' 



En effet, pour des raisons de degré (degré - - 
h(jl,=..,j s 1 

degré h l'existence d'un indice i tel ji #k. entraîne 
(kly-*-yk s O O 1 O 

celle d'un i tel que j # k. . 1 1 1 
2 

Maintenant comme Sq h ( , . . y # O par hypothèse, il existe au moins un 
1 

indice i que nous supposerons minimal tel que h ... h 
O jl ji-, sqL(hj i )..hj s 

O 
soit non nul, et de plus, à cause de l'égalité 

O 

h ... h sq2(hj )...h doit figurer dans l'expression du deuxième 
j, ji -1 i 

O O 
j s 

membre de (*). 

11 existe donc un indice i tel que 1 

avec i > i puisque j l,...,js) # (k l,...,k ) et que i a été choisi 
1 O S O 

minimal. 

Comme hi, n-k+1 < i C n, est un système simple de générateurs, il résulte 

de l'égalité (n) que ji + l  = ki et j = k. +l. 
O O i l  

Au total, les deux s-uples jl,...yjs et (klY~~.,ks) 

diffèrent en exactement deux points à savoir i et i Il est alors 
O 1 

clair que : 

puisque dans le cas contraire le raisonnement précédent montrerait que 

(j , . . . , j )  et ( k  . . . k ) diffèrent en au moins quatre points. 
S 

Soit alors y = h ... h ... h .hk . h . .h E HP-~(W ; C2) ; 
jl ji ji -1 i jil+l 

O 1 1 
j s 

on vérifie que 
'7 



Par suite, il reste à s'intéresser au premier cas, c'est-à-dire 

déterminer 1' ensemble des suites (j > .  . . ,j ) avec n-k+l C j < -  .< js < n et 
s 1 

= O. Appelons N cet ensemble. 
P 

D'après la formule 

2 
S 

= )i: h ... h 2 
*sq (h. 1. ..h 

sq h l y s  i=i j, ji-l J i j s 

2 - ou bien Sq (h. ) = O (i.e. ji est impair) 
J i  

- ou bien sqL(h. ) = h (i.e. ji est pair). 
Ji ji+l 

Maintenant, étant donné une suite (j1...,js) € N supposons 
P 

qu'il existe un indice i 1 < i < s (i < s si n est impair) et 
0 y O O 

tel que : 

2 
et 1 - 1 .  

sq hj i = O o i o 
O 

Alors ji est nécessairement impair et si 1 < i on vérifie que l'élément 
O 

0 y 

est un antécédant de h(j l, 
2 

j S )  par Sq . Dans le cas où i = 1, comme 
O 

n et k sont de parité contraire n-k est impair et j étant impair, on 

a nécessairement n-k+l < j de sorte h 
1 

mod 2 est un des générateurs 
j ,-1 

m 
de H (W ; E ). Il en résulte que l'élément 

2 

répond à la question. 

Remarquons que si n est pair et si (jl,...,js) E N est 
P 

une suite d'extrémité 
j s 

= n, on a : en raisonnant par l'absurde js-1 impair. 



De plus 
s- 1 
1 (h ... h  

2 *sq  (h. ) ... h )h  = O  
;=l j l  ji-l J i  js-1 n  

e t  par s u i t e  

2 
Il e s t  a l o r s  c l a i r  que s i  y e s t  t e l  que Sq y = h ( j  l , .  . . , j  ) on s- 1 

2 
a  Sq (ymhn) = h ( j  l , . . . , j s )  e t  l e  cas  j s  = n  pai r  s e  ramène a i n s i  au 

cas  j s  = n  impair. 

m 
Les au t res  su i t e s  de forment un sous-ensemble N e t  v é r i f i e n t  l a  

P  

condit ion (H) suivante : 

2 
(H) Pour tout  e n t i e r  i, 1 < i s t e l  que Sq h = O on a  : 

j i  

Déterminons l a  forme de ces s u i t e s  e t  raisonnons suivant l a  p a r i t é  de n 

(qui ,  du r e s t e  f i xe  c e l l e  de k ) .  

Premier cas : n  e s t  impair e t  k  e s t  p a i r .  

Supposons que p  E a mod 8, O C a c 7 ,  avec a impair e t  s o i t  

X 
( j  l , . . . , j s )  6 Np . Alors s  e s t  impair e t  de plus  l a  condit ion (H) entra îne  

que js+ = 1 e s t  pa i r .  11 s ' en su i t  que j s-2 e s t  impair (sinon js-1 

s e r a i t  impair !) e t  en poursuivant ce raisonnement, on montre que l a  s u i t e  

j , .  j S )  e s t  de l a  forme : 



où l e s  e n t i e r s  j 2 ,  j4,..  . , js-39js-1 sont  p a i r s .  

Notons que j e s t  imapir.  Par  s u i t e ,  s i  l 'ensemble N* n ' e s t  pas v i d e  
P 

on a  j 1-1 5 n-k+l (du f a i t  des  p a r i t é s  reapect ive 's  de  n  e t  de  k )  e t  

l ' é l émen t  y  = v é r i f i e  l ' é g a l i t é  
h ( j  1-1 , j2 ,  d S )  

Supposons maintenant  que p  5 f3 mod(8), O c & 7 avec f3 p a i r  e t  s o i t  

rW 
( j l ,  . . . , j s )  E N p .  Alors  s e s t  p a i r  e t  j s  e s t  impair ( j s  < n) . Un rai- 

sonnement analogue à c e l u i  du cas  précédent  montre que , j S )  e s t  

de l a  forme 

s-2 
où l e s  e n t i e r s  js-2r-l, Ocre- sont  p a i r s  ; en  p a r t i c u l i e r  j l  e s t  

2  

p a i r  e t  peut  ê t r e  éga l  à n-k+l e t  c o n s t i t u e r  a  p r i o r i  une o b s t r u c t i o n  à 

l a  c o n s t r u c t i o n  d 'un  an técédant  pour h comme l e  montre l a  d i scus-  
( j l . * . , j s )  

s i o n  précédante.  

Cependant, on a  pour une t e l l e  s u i t e  : 

de s o r t e  que s i  f3 # O, N * ~  e s t  l 'ensemble v i d e  e t  il n t y  a  r i e n  à 

démontrer.  



Deuxième cas : n est pair et k impair. 

La différence essentielle d'avec le premier cas est que les suites 

3f 
(j , . . . , j S) B Np n' ont plus obligatoirement un aboutissement js 

impair. 

Si p Z a nod (8), O C ol a 7 avec a impair et si 

m 
(j ly...,js) E N , nous avons deux possibilités suivant que j s = n  ou 

P 

js 
< n. Si j < n, jS est nécessairement impair et l'on est ramené au 

S 

premier cas. 

Dans le cas où j s = "Y js-l 
est impair (sinon 

j s 
serait égal à 

j s- 1 
+1 et par conséquent impair !) et la condition (H) impose à la suite 

j 1  j )  d'être de la forme 

où les entiers jl,j3,...,j sont pairs. Il en résulte que s-4" s-2 

P = 1 (jly . . ,js) 1 = 4(jl+j3+. . .+js-4+js-2 ) + 2j,l E a mod (8) 

ce qui entraîne que 

a E 2j -1 mod (8) 2n-1 mod(8) s 

et comme n est pair 

a 3,7 mod(8). 

I 
Par conséquent, si Q # 3,7, il n'existe pas dans N de suite d'extrémité 

P 

js 
= n et il nVy a rien à démontrer. Les éléments de NP sont alors, dans 



ces condit ions,  de l a  forme 

avec js < n e t ,  de plus,  l e s  e n t i e r s  j 3 ,  , j s 2 , j s  sont  impairs ; 

en p a r t i c u l i e r ,  j l  é t an t  impair, l a  construction d'un antécédent pour 

h ne pose aucun problème. 
( j  l y  , j s )  

Supposons maintenant que p r l.3 mod(8), O 6 B 6 7 avec B pa i r  

?& . ... e t  s o i t  ( j  l , .  j s) E Np S i  j = n, il e s t  f a c i l e  de déduire de ce qui  
s 

précède que l ' on  a : 

En p a r t i c u l i e r ,  j l  e s t  un e n t i e r  impair e t  nous nous trouvons dans l a  s i tua -  

t ion favorable. 

S i  j < n,  a l o r s  ( j l ,  . . . , j  ) e s t  de l a  forme : 
S s 



où, en particulier jl est un entier pair et comme nous l'avions déjà 

remarqué, peut être une obstruction à l'existence d'un antécédant pour 

h . Cependant, nous avons 
(jl,..-,js) 

(car jl,j3,~.~,j sont pairs). Il en résulte que N' est vide si 
s- 1 P 

6 # O et alors il n'y a rien à démontrer si = 2, 4 ou 6. 

La proposition 1.2.1. est complètement démontrée. 

3. D é m a m ~ o n  du ;th&ahème 1.7.  
i=n 

Notons d'abord que dirn W = (2i-1) = k(2n-k) de sorte 
i=n-k+ 1 

que dirn W est pair (resp. impair) si k est pair (resp. impair). Plus 

précisément les congruences modulo 8 de dirn W en fonction des parités de 

n et de k peuvent être ainsi énoncées : 

- si k est pair et n impair, dim W - O mod(8) ; 

- si k est impair et n pair, dim W : 3,7 mod(8) ; 

avec dim W: 7 mod(8) si n: O mod(4) et 

dirn W E 3 mod (8) si n E 2 mod(4). 

Maintenant un entier i étant fixé, posons Po le plus grand entier p 

tel que le groupe EP' i-p(~) soit non .trivial et supposons que 

Po Y i-p0 
Alors, il résulte de la proposition 0.8 que E, (W) est 

Brio 
isomorphe à Z , désignant le p -ième nombre de Betti de W. 

O 

% i 
Par ailleurs, compte tenu de l'expression du gradué de KO (W), 

' ~ i  
soit Gr KO (W) = di Eq 03 l-' (1?) , supposons que tout q tel que 

i-q : -2 mod(8) vérifie 



b, E3-lY-l (W) = O 

D'aprês le corollaire 0.9 et la relation 3.1 b), la torsion dans 

'Li 
KO (W) ne peut provenir que des termes ~ z ~ ~ - ~  avec i-q E -2 mod(8). 

Soit alors p le plus grand entier inférieur à Po et tel 

'L i 
que i-p i -2 mod(8). Soit x E FP KO (W) un élément de torsion (i .e. 

'L i+l 
2x = O). D'après la proposition 0.10, il existe un élément y cz F* KO (W) 

tel que dy = x. 

P,~+'-P(~) = E ~ > - l  Comme Eco 
w 

(W) = EP"*(w) = O ((3.1) a)), il s'ensuit que 
3 

p+l %i+l p+l %i+l 
FP Gi+'(w) = F KO (W), ce qui entraine que y E F KO (w) et par 

Fp+l 'L i 
conséquent x = dy E Fp+' ?Oi(w). Or, à cause du choix de p, KO (W) 

n'a pas de torsion. Donc 2x = O équivaut à x = O. En itérant ce raisonne- 

ment pour les p Z i+2 mod(8), pris dans l'ordre décroissant, on montre que 

'Li 
les groupes KO (W) n'a pas de torsion. La suite de la démonstration est 

une application de cette discussion générale aux différents cas, 

PtremieA cacl : k est pair et n impair. 

dim I.I, i-dim 61 
Alors, puisque dim W E O mod(8), on a Em = & 

si i E 0,4 mod(8) et, de plus, les conditions (3.1) a) et (3.1) b) sont 

'L O 
réalisées au vu de la proposition 1.2.1. Il s'ensuit que les groupes KO (W) 

'L 4 
et KO (W) sont libres. 

dim W, i-dim W 
est trivial- S i  i = 1,5 mod(8), il est clair que le groupe Em 

Par ailleurs, en posant t = dim W - 2(n-k+j)+l pour 1 6 j 4 k, on a : 
j 

t = dim W - 2(n-k+l)+l E 1 mod (4) 
1 

(compte tenu de l'hypothèse faite sur n et k) et par suite i-tlz 0,4 mod(8) 



tl est par conséquent l'entier Po 
de la discussion générale 

qui existe donc, a fortiori, et on vérifie à l'aide de la proposition 1.2.1 

que les conditions (3.1) a) et (3.1) b) sont réalisées. Le résultat pour 

i E 1,5 mod (8) s'ensuit. 

Si i E 3 mod(8), remarquons d'abord que l'on a : 

t ,3-t 
Dans le cas où n-k+l Z O mod(4), on vérifie que le groupe Em 

1 l est 
t 3-t2 

trivial tandis que Em 2 est un groupe libre et t2 est par conséquent 

l'entier 
Po 

de la discussion générale. La démonstration se termine comme 

dans les cas précédents. 

En revanche, dans le cas n-k+l E 2 mod(4) l'entier 2(n-k+l)-1 
t ,3-t 

étant congru à 3 modulo(8) il est clair que le groupe Em 
1 peut ne pas 

être trivial auquel cas il serait tordu. Eontrons qu'en fait il est trivial. 

Considérons, à cet effet, le générateur h .h . . .h mod(2) n-k+2 n-k+3 n 
t ,3-t 

1 
t 
1 l = H (W ; L2) r C2. On a alors 

2 
de E2 Sq (hn-k+l 0~n-k+3 ... h n ) = 

hn-k+2*hn-k+3 ... h . Par suite la différentielle n 

t ,3-t 
1 

t ,3-t 
est un épimorphisme d'où 1 -  

1 
3 - Ecn 

= O. On vérifie alors que Po 

existe et est égal à t2 
et le résultat annoncé s'ensuit. 

t. ,2-t 
Lorsque i E 2 mod(8), on remarque que les groupes E ~ '  

j 

1 $ j 6 k sont triviaux, soit pour des raisons de congruences de l'entier 

2-t soit en appliquant la proposition 1.2.1. De même la composante du 
j 



gradué correspondant à l'entier t = dim W - (2(n-k+l)-1 + 2(n-k+2)-l), soit 

t,2-t 
Em , est trivial puisque t est congru à O modulo 8. On vérifie alors 

que l'entier dim W - (2(n-k+l)-1 + 2(n-k+3)-1) est l'entier 
Po 

de la 

discussion générale qui s'applique sans difficulté en vertu de la propo- 

sition 1.2.1. 

Dedème cm : k est impair et n pair. 

Si n E O mod(4), considérons d'abord les i tels que 

i-dim W r 0,4 mod(8) (dimbl r 7 mod(8)), autrement dit i E 7,3 mod(8). 

Pour i 5 3 mod(8), les conditions (3.1) a) et (3.1) b) sont vérifiées et 

'L 3 il s'ensuit que le groupe KO (W) est sans torsion. 

Par contre, pour i E 7 mod(8), (3.1) b) n'est pas réalisée et aucune 

conclusion ne peut être tirée à propos de J&I7(w) à l'aide de la méthode 

générale indiquée. 

Pour i E 0,4 mod(8), considérons l'entier t défini précédem- 
1 

ment : 

tl = dim - 2(n-k+l)+l. 

Alors, nous avons tl F O mod(4) et par suite i-tl f 0,4 mod(8). t est 
1 

donc l'entier 
Po 

de la discussion générale. De plus, on vérifie que (3.1) 

f-b O 
a) et (3.1) b) sont réalisées et par conséquent les groupes KO (W) et 

'L 4 
KO (W) sont libres. 

Si n r 2 mod(4), alors dim W r 3 mod(8) et en procédant de 

'L i manière analogue au cas n O mod(4), on montre que KO (W) est un groupe 

libre pour i = 0,3 et 4. 

Ceci termine la démonstration du théorème 1.1. 

Remmque. Si k est 2 et n impair, le point a) du théorème 1.1 

redonne un résultat de C. RIBETRO qui établit que pour les H-espaces finis 

f-b -1 
sans torsion ayant le type de SU(n), les groupes KO et sont les 

seuls susceptibles d'avoir de la torsion. 



4 .  Un e x e m p l e  d e  CdcuR. 

Finalement,  nous montrons q u ' i l  e x i s t e  b i e n  des v a r i é t é s  de 

S t i e f e l  complexes pour l e s q u e l s  c e r t a i n s  des groupes 20i ne s o n t  pas  

isomorphes aux gradués a s soc i é s  correspondants .  Ce q u i  j u s t i f i e  a p o s t e r i o r i  

l a  technique de c a l c u l  qu i  v i e n t  d ' ê t r e  développée. 

Considérons à t i t r e  d'exemple l a  v a r i é t é  W avec n = 4% > 3 
n ,  3 

e t  dont l e s  nombres de B e t t i  non n u l s  sont  e n  degré 0, 2n-5, 2n-3, 2n-1, 

4n-8, 4n-6, 4n-4 e t  6n-9. On v é r i f i e  a l o r s ,  compte t enu  de l a  congruence 

de n que 

'Lo q, 4(4R)-S,O 4(4%)-6,-2 4(4R)-4~-4 
G r  KO (Wqk3) = Em @ ECO @ Eco 

De p l u s  nous avons l a  

4(4e)-69-2 e s t  é t e r n e l  ( i . e .  P h o p o n L t k o n  2.4.7. Le terme E2 

La démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  1.4.1 s e  f a i t  e n  p l u s i e u r s  

é t apes .  

Soi t  4 : W -+ W l a  f i b r a t i o n  e n  sphère de W 
n, 3 nY2 n ,  3 

S2n-5 
au-dessus de W de f i b r e  e t  d é f i n i e  par  $ ( v I  ,v2,v3) = ( v l  ,v2)  

nY2 

pour t o u t  3 repère de vec t eu r s  orthonormés de en. Considérons l a  s u i t e  

exac te  de Gysin (dédu i t e  de l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de Se r r e  pour l e s  f i b r a t i o n s  

v o i r  [sp] assoc iée  à c e t t e  f i b r a t i o n )  : s o i t  : 

où @* désigne l ' homom~r~h i sme  i n d u i t  en cohomologie pa r  l a  p r o j e c t i o n  @. 



4 
Pour q = 2n-1, comme H (W ; E )  = O si n 7 3 ,  il s'ensuit 

n, 2 
2n- 1 4. , *2n-1 

que H (Wn,2 i LI ( n ,  3 ; Z) est un épimorphisme. Nous utili- 

sons ce fait pour montrer le 

%O itmne 1.4.2.  Dans s,.s. A-H KO (W4a,3) la différentielle 

2(4R)-1 ,O . 2(4R)-1 ,O 
-+ E 4 (4R) -6 ,-2 est triviale. d2(4~)-5 . E2(4~)-5 2(4R)-5 

Démonstration : Notons en effet que cette différentielle échappe 

à toutes les conditions de trivialité déjà énoncées. Considérons alors l'homo- 

m r 
morphisme { ' de suites spectrales induit par la projection et 

s 

donnant lieu au diagramme commutatif (Dl) suivant : 

4(4R)-h-2(~ ) = O (le nombre de Betti de i! Alors on a, d'une part 
E2(4e)-5 4%, 2 n,2 

étant nul en dimension 4n-6) et d'autre part, on vérifie que 

cette vérification se faisant à l'aide du lemme 0.7 et de la structure d'algèbre 

extérieure de la cohomologie de ces espaces pour cequi est du calcul des opé- 

rations de Steenrod. 



Il en résulte que l'homomorphisme 2(4g)-1 est l'homomorphisme $* $2 (4%) -5 

induit en cohomologie et qui, en vertu de ce qui précède est un épimorphisme. 

2(411)-1 ,O 
La commutativité de (D') et le fait que d2(4g)-5 (W4Q,2 = O montrent 

2(4R)-1 ,O 
2(4R)-190 est nulle comme alors que la différentielle d2(4g)-5 (W4g, 3) = d2 (4g)-5 

annoncé . 
La seconde étape consiste à montrer que les autres différentielles 

intervenant dans le calcul du terme considéré dans la proposition 1.4.1 sont 

2(4%)-3,-6 et 
triviales, Les seules susceptibles de ne pas l'être sont d2 (4%) -3 
2 (4%) -5, -4 
d2 (4e) - 1 qui, en fait, le sont, la première parce que de source triviale 

et la seconde en vertu du lemme 0.7. La proposition est donc complètement 

démontrée, 

Q O 
Nous avons donc prouvé que Gr KO (W4g, g) C B Z2 B C et 

cependant Koo<w~,,~ ) = tZ $ E d'après le théorème 1.1. b) . 



CHAPITRE II 

K-THEORIE REELLE DES GROUPES 

Nous donnons la structure additive de la K-théorie réelle des 

groupes symplectiques Sp(n) (n > 1) ; le résultat obtenu est le suivant : 

Théakème 77.0.1. 

a) La 2-algèbre Z -graduée KO* (sp(n)) est de rang 2n+ 1 
8 

2 n+ 1 
?& 

b) la torsion de KO (Sp(n)) est isomorphe à (Z2) 

11 s'ensuit une conséquence importante. 

Théakème 17.0.2. Dans la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH 

' ~ i  correspondant au groupe KO (Sp(n)), on a un isomorphisme de groupes abéliens 

2) é3 J$O~-P(SO)] = ~~(Sp(n)) . ;oi(sp(n)) 2 B [?iP(sp(n) , 
P 

Nous nous basons essentiellement sur un travail de R.M. SEYMOUR sur la 

KR-théorie des groupes de Lie et de leurs espaces homogènes, la KR-théorie 

étant la théorie de cohomologie associée aux fibrés complexes à involutions, 

-Real bundle dans la terminologie ~'ATIYAH ) (voir [~l])- 

Un tel fibré est un fibré vectoriel complexe ELX avec des involutions 

et T sur E et X respectivement telles que : X 

2) la restriction h E I x  : Ex -+ E de T à la fibre E 
q x )  E x 

au-dessus d'un point x tz X est une involution semi-linéaire. 

En particulier si l'involution sur la base X est l'involution triviale, 

T est une involution semi-linéaire sur chaque fibre et donc une involution E 



(RI de l'espace vectoriel réel E obtenu à partir de E par restriction des 
X X 

scalaires de à ai. Si F désigne le sous-espace propre correspondant 
X 

à la valeur propre + 1  de cette involution, et F le fibré vectoriel réel 

K 
sur X ainsi défini, il est immédiat que E -4 X est le complexifié de 

% m 
F -+ X et cette association définit un isomorphisme naturel KR*(X) = KO (X). 

Comme dans le cas de la K-théorie usuelle (réelle ou complexe), 

nous disposons de morphismes de complexification et de réélification 

c : KR(X) -+ K(X), r : K(X) -t KR(X) respectivement, et vérifiant des rela- 

tions analogues à celles de Bott, à savoir 

m 
où m désigne l'involution K(X) + K(X) définie par [El* = [iX pour 

tout fibré complexe à involution E, Ë désignant la structure complexe 

conjuguée sur E et T* l'image réciproque par r On notera que si T 
X x X 

est l'identité sur X, on retrouve la conjugaison habituelle sur K(X) 

ainsi que la complexification et la réélification signalées au chapitre O. 

Nous nous placerons désormais dans cette dernière hypothèse. 

Rappelons maintenant -après l'avoir adoptée à la KO-théorie- 

un théorème de structure ([SE] théorème 4.2) qui permet d'avoir des informa- 

tions sur KR(X) à partir de la K-théorie complexe de X. 

Théokème II. 1 . 1 .  Supposons qu'en tant que groupe abélien LZ-grs- 

m W; 
dué K (X) est libre, et que l'involution * (* = t) décompose K (X) SOUS 

la forme 

de sorte que m soit la multiplication par + 1  (resp. -1) sur M+ 



%! 
(resp. M - ), et d'autre part échange T et T . 

Wi 
Soient h ..., h c KO (X) tels que c h ,  , c h  ) forment une base 

1' n n 
Wi 

pour le K (+)-module KI(+) I (M+ (I M ) (+ désigne un point) ; alors en - 
%! 

tant que KO (+)-module 

?& 
où F désigne le KO (+)-module libre engendré par les hi (1 a i a n). 

Dans le cas des groupes de Lie G compacts, connexes,simplement 

connexes et semi-simples, une telle décomposition de la K-théorie complexe 

s'obtient à partir : 

a) des représentations de G, l'anneau R(G) s'exprimant à 

cause de la simple connexité sous la forme d'une algèbre polynomiale (voir 

[AD] pour les détails). 

b) d'une classification de ces représentations (virtuelles) rela- 

tivement à une involution ~i sur R(G) induite par celle considérée sur G. 

c) d'un théorème de HODGKIN sur la structure de la K-théorie 

complexe des groupes de Lie compacts et simplement connexes ; plus précisé- 

ment K*(G) = (Im oc) où A(1m oG) désigne 1 ' algèbre extérieure sur 

In o et o : K'(BG) + K-l(C) la suspension universelle définie dans 
G G 

[HOD] , page 15. (*) 

Soit maintenant a : R(C) -r K'(BG) l'application naturelle ([HUS] page 43) 

définie à partir du G-fibré principal EG + BG. a est une injection car 

------------ 
.t 

(m) La suspension KO(BG) -r K-l  (6) e s t  t a  comp~sé 6-* O n* où n! e s t  
' G G 

Z 'homomorphisme induit  en K-théorie par Za projection 'TT du G fibré miuer-  
'TT G 

set  EG b- BG e t  où 6 : K-l (G) + KO(EG,G) e s t  t e  connectant de ta 
suite exacte associée à Za paire (EG,G). 6 e s t  i c i  e s t  isomorphisme du 

f a i t  de Za contract i t i té  de EG. 



G est connexe aussi identifiera-t-on R(G) à son image par a dans 
-. 
O 

K (BG) et écrira-t-on x au lieu de a(x) pour x E R(G). 

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe de Lie compact connexe, 

simplement connexe et semi-simple de rang S. 

Alors R(G) = 2!LPl,. . . ,pJ où les (1 6 j S s) sont les représentations 
l 

dites de base (voir [HOD] , [SE] pour les dé£ initions). D'après [SE] prop . 5 .1 . ,  
l 

ces représentations de base sont permutées par la conjugaison * : R(G) + R(G), 

et par suite on peut écrire R(G) sous la forme 

les Bi désignant les représentations irréductibles de base invariante 

par m. 

D'après le résultat de HODGKIN et moyennant l'identification de a(pi) 

m 
avec Pi 

(mentionnée plus haut) tout élément de K (G) s'écrit comme somme 

de monômes de la forme 

avec ti, ci, vi = O ou 1 et oG = a. 

Introduisons à ce stade de la définition suivante : 

j =i 
D é ~ i W o n  11.1.2. Les entiers relatifs wi(m) = 1 J(E.-v.) 

j= 1 J J  

sont appelés les poids du monôme m. 

m 
Soit N la sous-algèbre de K (G) engendrée par les monômes 

m de poids w.(m) nuls pour tout i, c'est-à-dire les monômes m de la 
1 

m % 
forme m = n o(yl). . .o(yk)o(yI). .o(yk) , T la sous-algèbre de K*(G) 

engendrée par les monômes m dont le poids est positif pour le plus petit 



m 
indice i tel que W. (m) # O, et TX la sous-algèbre de K (G) engendrée 

1 

par les monômes m dont le poids est négatif pour le plus petit indice i 

tel que wi(m) # O. 

?& 
Alors on vérifie que Wi(m ) = -Wi(m), et il en résulte d'une part, que m 

?& 
échange T et T , et d'autre part laisse invariant N : comme c'est une 

involution, on a une décomposition N = N+ B N correspondant aux valeurs - 
propres +1 et -1 de +. Il s'ensuit : 

D é ~ X d o n  11.1.3. Une représentation linéaire complexe d'un 

groupe de Lie G est dit de type quaternionique si elle est obtenue par 

restriction de scalaires de iH à Q: dans une représentation quaternionique 

de G. (M est le corps des quaternions), 

De même, une représentation complexe de G est dit de type réel si elle 

est la complexifiée d'une représentation réelle de G. 

Le lemme suivant précise le rôle joué par certaines classes de 

représentations irréductibles d'un groupe de Lie compact connexe tel que 

7Tl(G) = O. 

* 
Lmrne Tl. 1.4. Soit x c KO(BG) tel que x = x et x = a ( p )  

où p est une représentation irréductible de G ; alors : 

1) si p est de type réel, il existe z E KO'(BG) tel que 

- 4 
2) si p est de type quaternionique, il existe z e KO (BG) 

2 
tel que c ( z )  = p2x oïi u2 est le générateur de K.(+) 

pour sa structure d'algèbre Z -graduée. 
8 



Démonstration : Voir [SE], lemme 5.3. 

Soit maintenant 
O0 

: KOO(BG) + KO-'(G) la suspension en 

K-théorie réelle définie de manière analogue à la suspension 

- 1 K'(BG) -+ K (6) , il résulte de ce dernier lemme, la proposition sui- OG ' 

vante (voir [SE] ) . 

P k o p o b ~ a n  1 1 . 1 . 5 ,  Soit G un groupe de Lie compact, connexe 

semi-simple tel que nl(G) = O ; si la conjugaison sur R(G) est l'identité 

alors en tant que groupe abélien, on a : 

Il découle de cette étude que si R(G) est engendré en tant 

qu'anneau par des représentations irréductibles auto-conjuguées, la struc- 

rC 
ture additive de KO (G) est bien déterminée. 

Dans la suite, nous montrons que le groupe de Lie simple Sp(n) 

vérifie les hypothèses de la proposition 11.1.5 et que le résultat global 

qui vient d'être énoncé permet de conclure sur les différentielles "délicates" 

dans la suite spectrale dVATIYAH-HIRZEBRUCH associée à Sp(n). 

Lemme 71.2.1. Soit G un groupe de Lie compact. Alors toute 

représentation complexe de dimension finie de G, de type quaternionique 

est auto-conj uguée . 
~émonstrntion : Soit U : G -+ Aut (E) une représentation de (I: 

type quaternionique dans un espace vectoriel de dimension finie ; E est 

de dimension complexe paire. Posons dim E = 2n, et soit J : E -t E l'anti- a 
involution semi-linéaire définie par : 



Alors J définit sur E une.structure d'espace vectoriel quaternionique à 

gauche. Soit F ce RI-espace vectoriel : (X+yj)z = Xz + y(Jz ) ; avec 

U étant une représentation quaternionique de G dans F, il 

est clair que U(g) commute avec J, pour tout p, e G. Comme J est 

- 
semi-linéaire de E dans E, donc linéaire de E dans E, le diagramme 

commutatif suivant 

J - 
E-E 

montre que J est un opérateur d'entrelacement de U et de sa représenta- 

- 
tion conjuguée U. 

Considérons -maintenant le cas où C, est le groupe symplectique Sp(n). Soit 

P* 
la classe dans RSp(n) de la représentation de Sp(n) où toute matrice 

2n 
M E Sp(n) opère dans comme la multiplication à gauche par M. Posons 

i 
o. = A pn (i = 1,2, ..., n) ; alors les a 

i 
i = 12,...n engendrent 

1 

1 ' anneau RSp(n) (voir [HUS] page 193) . De plus 

Lemme 11.2.2. pn est une représentation complexe de type 

quaternionique. 

Démonstration : Soit J l'anti-involution semi-linéaire déjà 

considérée au lemme précédent, et 6' : ExE -t a la forme antihermitienne 

définie par Bf(x,y) = B(Jx,y), x,y E E, étant la forme hermitienne usuelle 



'L 2n 
a r r l ' e s p a c e  de l a  r e p r é s e n t a t i o n  E = E de pn. Alors  t o u t  é1Ement M de 

S p ( n ) C  U(2n) e s t ,  pa r  d é f i n i t i o n  une i somé t r i e  pour (3' ce  q u i  équivaut 

à MJ = J M  ; il en  r é s u l t e  que l a  m u l t i p l i c a t i o n  par  M d é f i n i t  un B-automor- 

phisme de E pour l a  s t r u c t u r e  qua tern ionique  de ce d e r n i e r ,  d é f i n i e  par  J. 

Coko+U!&e 11.2.3. La conjugaison s u r  RSp(n) e s t  l ' i d e n t i t é .  

Démonstration : D'après l e s  lemmes 11.2.2 e t  11.2.3, Pn 
e s t  

auto-conjuguée e t  par  s u i t e  l e s  a. auss i .  Le c o r o l l a i r e  r é s u l t e  q l o r s  du 
1 

f a i t  que l e s  a. engendrent R Sp(n) e t  que l a  conjugaison e s t  un homomor- 
1 

phisme d ' anneau. 

* 
a )  En t a n t  que KO (+)-module, l ' a l g è b r e  L -graduée K O * ( S ~ ( ~ ) )  8 

* 
e s t  isomorphe à un KO (+)-module s u r  2" géné ra t eu r s  ; 

2n+ 1 
b) l a  i - a lgèb re  d: -graduée Kom(sp(n)) e s t  de rang 

8 
e t  

1 
s a  t o r i s i o n  e s t  isomorphe à (L2) 

Démonstration : Comme Sp(n) e s t  de rang n ,  l e  a )  r é s u l t e  d i r ec -  

tement de l a  p ropos i t i on  11.1.5. Le b)  e s t  une conséquence du a )  e t  du f a i t  

m 2 
que KO (+) e s t  de rang  2 e t  que s a  t o r s i o n  e s t  isomorphe à (C ) (vo i r  2 

l e  t a b l e a u  des  c o e f f i c i e n t s  au  c h a p i t r e  O ) .  

17.3 .  DéXeznMnation d e  ghoupeA K % ~  (sp (n) ) . 
Dans ce paragraphe nous u t i l i s o n s  l a  s t r u c t u r e  de KO* (+) -module 

de K O * ( S ~ ( ~ ) )  pour c a l c u l e r  l e s  d i f f é r e n t s  groupes h i ( s p ( n ) )  ; au 

passage,  e l l e  permet de conclure  à l a  t r i v i a l i t é  de c e r t a i n e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

'L 
"dé l i ca t e s "  dans S.  S.  A-H KO(Sp(n)) . 

So i t  H * ( S ~ ( ~ )  ; E )  l ' a l g è b r e  de cohomologie e n t i è r e  de Sp(n) ; 

on s a i t  que H * ( s ~ ( ~ )  ; C) = Ag ( S .  . . , x  ) , a lgèb re  e x t é r i e u r e  s u r  des  
4n- 1 



générateurs x. en degré i. Sp(n) est donc sans torsion et par conséquent 
1 

la suite spectrale ~'ATIYAH-HIRZEBRUCH associée satisfait aux différentes 

propositions développées au chapitre O. 

Si l'on note 

i i 
où ~~(Sp(n)) désigne le terme E2 dans S. S. A-H KO ( Sp (n) ) , 

la somme directe des gradués correspondant respectivement aux différents 

i groupes KO (Sp(n)) et enfin Tors(-) la torsion dans le groupe (-), 

on obtient 

1 
TO~S(KO~(S~(~)) = L2 (corollaire 11.2.4) 

où r et r' sont deux entiers naturels vérifiant l'inégalité : 

(on notera en particulier que l'inégalité r r résulte du fait que de 

la torsion ne peut être introduite dans le gradué par une composante libre 

du terme E2 en vertu de la proposition 08.) 

L'estimation de r et de r' nous conduit au travail préparatoire suivant. 

Soit p un entier tel que le p-ième nombre de Betti R = B (Sp(n)) de Sp(n) soit 
P P 

non nul. Pour un entier i, O $ i 6 7, considérons l'entier i-p avec la 

multiplicité et notons a 1 2 
(.i,p)' a(i,p)'* **'a 

@P 
@P 

pour les distinguer. 
(i ,PI 



Soit A la liste de tous ces i-p, avec O C i C 7, Bp # O et où chaque 

i-p est compté avec la multiplicité B comme précédemment indiqué ; 
P 

autrement dit 

avec O g pl < p2 < < PN, P~ 
= dim Sp(n) et où l'écriture i-pk 

Bk entiers a 1 2 
symbolise les , (3 ),---Ya 

Bk tous égaux à 
(i,pk> (i.pk (iYpk) 

Soit A la sous-liste des éléments i-p de A (compté avec R 

multiplicité) tels que i-p R mod(8) et soit Card AR le cardinal de A R ' 

Alors, nous avons le résultat préliminaire suivant : 

Lemme 11.3 .7 .  Pour tout couple (&,RI) d'entiers, nous avons 

1 Card AR = Card AR, . 

Démonstration : Soit $ l'application de dans A 
(%,&') R' - AR 

définie par 
d(E,%l) 

(i-p) = i+(R'-R) - p où i+(R'-R) est le représentant 

de la classe modulo 8 de i - R ' )  compris entre O et 7 inclus. Alors 

$(%,%') 
est clairement une injection ; car si io-p0 et il-pl sont deux 

éléments de Ag avec i # il, alors i + (Et-&) j! il + (Et-&) mod(8). 
O O 

En échangeant R et R', nous remarquons que est aussi 

une injection et par suite 
'J(R,Rl) 

est une bijection puisque AR et At' 

sont finis. Et le lemme est démontré. 



PkopoaiXLon 17.3.2. Supposons q E - l s  -2 mod(8). Alors  dans 

dP,q et d ~ - s , q + s - l  S.S. A-H KO(Sp(n)), l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  sont  
S 

n u l l e s  pour tou t  p e t  t o u t  s 3 2. 

Démonstration : Rappelons que l a  t o r s i o n  dans l a  &-algèbre 

3~ 2n+ 1 
L8-graduée K O ' ( S ~ ( ~ )  ) e s t  donnée pa r  Tors  (KO (Sp(n) = E2 

Maintenant B p a r t i r  de l a  l i s t e  A e t  e n  remarquant que chacune 

de s e s  l i g n e s  e s t  c o n s t i t u é e  de 2n termes l o r s q u ' i l s  s o n t  comptés avec 

l e u r s  m u l t i p l i c i t é s  r e s p e c t i v e s  (puisque l a  cohomologie e n t i è r e  de Ep(n) 

e s t  une a lgèb re  e x t é r i e u r e  s u r  n géné ra t eu r s ) ,  il v i e n t  que Card A = 2n 
R 

comme conséquence du lemme 11.3.1. Par  s u i t e ,  puisque Sp(n) e s t  sans t o r s i o n ,  

nous avons : 

Card(A-l U A-p) 2n+ 1 
 ors (E2 (Sp (n) ) 2' E2 = Z2 

11 s ' e n s u i t  que l a  Z-algèbre C -graduée KoX(sp(n))  e t  l e  
8 

t e - m e  E2 dans l a  s u i t e  s p e c t r a l e  ~'ATIYAH-HIRZEBRUCH ont  l a  même t o r s i o n .  

Alors ,  nous avons un isomorphisme 

de groupes a b é l i e n s ,  puisque d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  08, i l s  on t  a u s s i  des  

p a r t i e s  l i b r e s  isomorphes. I l  en r é s u l t e  que : 

Ains i ,  pour t ou t  q dans A ou AV2,  l e s  cyc l e s  dans ~ 2 ' ~  sont  des  - 1 

c y c l e s  permanents, ce  qui  r e v i e n t  à d i r e  que l e s  d i f f é r e n t i e l s  d P y q  e t  
S 

dP-s,q+s-l 
sont  n u l l e s  pour de t e l s  q e t  t o u t  s 3 2. 

S 

Cet t e  d e r n i è r e  p r o p o s i t i o n  e n t r a î n e  immédiatement l a  



P k o p o h X o n  1 1 . 3 . 3 .  Pour tout i ,  dans la suite spectrale 
i 

~'ATIYAH-HIRZEBRUCH correspondant à KO (Sp(n)), nous avons des isomorphismes 

de groupes : 

i Q, i i 
En utilisant la formule KO (-) = KO (-) @ KO (+), il est tout 

aussi immédiat que les propositions 11.3.2 et 11.2.3 restent vraies pour la 

KO-théorie réduite, de sorte que nous avons : 



CHAPITRE I I I  

K-THEORIE REELLE DES VARIETES DE 

STIEFEL QUATERNIONIQUES X 
n,k 

( k  < nl 

O. 1v i ; f rLodu~on .  

Les méthodes utilisées dans ce chapitre de même que les résul- 

tats obtenus, sont similaires à ceux du chapitre précédent et s'appuient 

essentiellement sur le théorème de structure de SEYMOUR. X désignant 
n,k 

la variété la variét de Stiefel des k-repères dans Eln (où R1 est le corps 

des quaternions), nous montrons le théorème suivant : 

Théokème 777.0.7. (m). En tant que groupes abéliens, la Z-algèbre 

?k 
Z -graduée KO*(X ) est isomorphe à une KO (i) algèbre extérieure 
8 n,k 

sur k. générateurs. 

Il s'ensuit le résultat principal de ce chapitre. 

Théokème 727.0.2. Dans la suite spectrale dlATLYAH-HIRZEBRUCH 

correspond au groupe J?bi(x ) ,  on a un isomorphisme de groupe abéliens 
n,k 

%i Pour k = 2 et 3, les groupes KO (X ) ont été explicitement 
n,k 

déterminés par Wu, Zhen De dans [WI] et b2T] en utilisant essentiellement la 

structure cellulaire de ces variétés. 

--------------- 
(s) Ce résultat était connu de Lazarov (CL]). 



1. K-;théatue complexe d u  vctrua26 d e  SR-ie6e.l y u a ; t m ~ o L q u a .  

Les groupes de K-théorie complexe des variétés de Stiefel 

quaternioniques ont été déterminés par ROUX ([ROI) en termes de représentations 
des groupes symplectiques (redémontrant en fait un résultat de Connor- 

Lazarov [4] ) en utilisant essentiellement une suite spectrale de HODGKIN. 

Cette suite spectrale s'est, du reste, avéré extrêmement puissante dans le 

calcul de la K-théorie complexe d'espaces homogènes de groupes de Lie com- 

pacts et de groupe de Poincaré libre mais nous n'en aurons pas explicitement 

besoin ici et nous renvoyons le lecteur à [HOD 1. 1 

Afin de décrire le résultat de Rom, soit 
Isp (n) 

1 ' idéal 
E d'augmentation de l'application R(Sp(n)) -+ ~((1)) = E induit par l'in- 

clusion ( 1 )*  Sp(n) de sorte que 

Soit J la noyau de l'h~momor~hisme R(Sp(n)) -+ ~(Sp(n-k)) induit par 

1 'inclusion de Sp (n-k) dans Sp(n) , o la représentation complexe 2 n 
i 

canonique de Sp(n) C U(2n) de i-ème puissance extérieure X (p ). Alors 
2n 

les représentations virtuelles n. = ni(p2n) f ISp(n) 1 6 i & n peuvent 
1 

1 n 
être définies (voir [RO]) telles que R(Sp(n)) = E [ X  (~~~,...,h (P2n)] 

s'identifie, comme C-algèbre supplémentée à la C-algèbre des polynômes 

c[~~,..*,nd et de plus les éléments ri(pZn), n-k+l 6 i C n appartien- 

nent à J. Alors nous avons : 

PxopodiAion 111.1.1. (ROUX) En tant qu'algèbre Z2-graduée 

chaque T. = ~ . ( e ~ ~ )  étant de degré -1. 
1 1 



Roux a également montré que les classes de K-thgorie respective- 

ment associées aux . dans l'isamorphisme au-dessus proviennent de la 
1 

f3 construction ; en d'autres termes ni(en) doit être interprété comme 

f3(ni(e2n) 

D'une manière générale, pour un groupe de Lie compact G et 

un sous-groupe fermé H de G, la f3 construction est une application de 

1 = Ker (R(G) R(H)) (induite par l'inclusion j : H + G) dans 

K-l (G/H) = [G/H,u] , où H U  désigne 1 'ensemble des classes d'homotopie 

des applications de G/H dans le groupe unitaire infini U. 

Si l'on regarde une représentation de G comme une application 

de G dans un certain U(n)C U, alors pour tout [o1'o2] E 1 f3([ol,oJ) 

est par définition la classe d'homotopie de l'application f : G/H -+ U(n)C U 

- 1 
définie par f(gH) = ol(g)02(p) pour tout gH r C/H. (f est bien définie 

puisque o1 et o2 ont la même restriction à H). 

O O O 
De plus chaque T. est de la forme T .  = n. - deg n. où n. 

1 1 1 1 1 

O 
est une représentation irréductible de base et dep ni son degré. Comme 

m 
(3 est additive et B(Z) = O (voir [HOD] page 8) K (X ) est donc addi- 

n,k 
O O 

tivement isomorphe à hZ [B (T,++ 3 • . . , R (T,)] 

Rappelons maintenant que, d'après le corollaire 11.2.3, la conju- 

O 
gaison sur R(Sp(n)) est l'identité. Il s'ensuit que les T n-k+l 5 i 6 n, 

i 
O 

et par suite les R(T.) sont auto conjugués. Nous en déduisons que la 
1 

conjugaison sur K* (xnYk) est 1' identité. 

Introduisons la définition suivante : 

n D&@LXLOM 7 7 1 . 2 . 7 .  Soit Y un C.V. complexe fini et E --p Y 

un fibré vectoriel complexe au-dessus de Y. E -?!+Y est par définition un 

fibré vectoriel quaternionijue s'il existe sur E une anti-involution semi- 



1 inéaire JE cornutant avec la projection n (i.e. JE conserve chaque 

fibre) . 
Désignons par KH(Y) le groupe de Grothendieck des classes 

d'isomorphismes de fibrés vectoriels quaternioniques et revenons aux variétés 

'n,k* 
Nous voulons montrer que les $(nY), n-k+l 6 i 6 n, éventuellement 

% 
multiplié par un inversible de la 2-algèbre C -graduée K (+) 2 C[~J/ 8 1-i = 1  
sont des complexifications de classes réelles. 

2 

Remarquons, à cette fin, que chacune des représentations irréduc- 

O 
tibles ni(pZn) est ou bien de type réel ou bien de type quaternionique 

puisqu'elle est auto-conjuguée. (on pourra voir une démonstration de ce fait 

dans [SE] prop. 5.1. ) 

O 
De plus, chaque classe ~ ( n ? ( ~  ) )  hérite du type de ni, 

1 n 
O O 

c'est-à-dire @(ni) est complexifié (resp. quaternionique) si n. 1 est 

de type réel (resp. quaternionique). 

Pour voir ceci plus précisément, considérons la suspension "relative" O' 

définie dans ([G-L] page 43) 5 partir de la fibration G/H -+ BR BL BG 
- 1  - 

induite par l'inclusion j : H -+ G ; soit O' = 6 Bi! défini de Ker Bi! 

- 1 
dans K (G/H) par le diagramme commutatif suivant : 

dans lequel la ligne horizontale du dessus est la suite exacte associée à 

la paire (BH,G/H), G/H ayant été identifié à la fibre au-dessous d'un point 

base m de BG. 



D'autre part, l'homomorphisme a : R(G) + K'(BG) (voir chapitre ~récédent) 

applique 1 = Ker(R(G) -t R(H)) dans Ker Bj! ~BG,BI~). 

Alors pour toute représentation p, a et f3 vérifient la 

relation ( [G-LI ) 

Comme il est clair que a(p) est complexifié d'une classe KO'(BG) si 

p est de type réel et que a(p) E: JWO(BG) si p est de type quaternionique, 

cette dernière relation montre qu'il en est de même pour B(p). 

O 
Si maintenant . est la complexification d'une représentation 

1 

réelle de Sp(n), soit x. c KO-I (X tel que c(xi) ' R ( T ~ )  
1 n,k 

Dans le cas quaternionique, nous utilisons l'isomorphisme 

t : KH(Y) += KO-~(Y) valable pour tout C.B. complexe fini Y (voir [SE] p. 18) 

et en appelant s : KH(Y) -t K(Y) la complexification naturelle, nous avons, 

d'après le lemme 5.2 de [SE] 

2.2. 2 
P2 S(Y) = ct(y) pour tout y e  KH(Y). 

1 
Maintenant, comme tout élément y E: KH-'(Y) = ~'(YXB ,yxsO) 

O 
peut être représenté par un élément différence a : E xsO -t E xS où 

O 1 

E.  -+ X (i = 0,l) sont des fibrés vectoriels et a un isomorphisme, on voit 
1 

- 1 
que la relation (3.2) a lieu pour tout y c KH (Y). 

Si, au regard du théoèrme de structure - théorème 11.1.1- nous 
Wr 

identifions tout élément y E K (Y) à l'élément 1 B y de K*(+) B K*(Y), 

nous pouvons réécrire sous la forme 

en utilisant la relation 
4 
P2 = 1. 



O 
Dans notre cas, si pour un certain i, n-k+l 6 i & n, T .  ) est de type 

1 2n 

quaternionique, soit 
Si 

f KHI (X ) tel que ~ ( 5 ~ )  = ~(r:(~~~)). En appli- 
n,k 

quant ( 2.3) nous obtenons 

O 
Appelons alors Bi les T. qui sont de type réel et $. les T. qui sont 

1 1 1 

de type quaternionique. Nous avons pour n-k+l 6 i < ... < i ... < i 6 n ; 1 P 9 

Puisque les monômes dans le nombre de gauche de (2.4) forment 

m 
une K (+)-base de K%(+) C3 Kf (X ) d'après la proposition III. 1.1, nous 

n,k 
Wr 

avons donc exhibé une K (+) base constituée de complexifié de classes réelles. 

On remarquera que la multiplication par une puissance de 
2 

p2 ne pose en effet 

aucun problème puisque est inversible dans Km(+) . 
Par conséquent, le théorème de structure s'applique et nous 

avons démontré la 

Pkopohofioion 111.2.5. La C-algèbre L8-graduée KO*(X ) est 
n,k 

additivement isomorphe à h (~~,t(<~)), algèbre extérieure sur k 
KO* (+) 

générateurs. 11 s'ensuit la 

P h o p o n ~ o n  711.2.6. Pour tout entier i, on a un isomorphisme 
-- - - ---- 

de groupes abéliens 



Démonstration : Nous procédons de la même manière que dans le 

cas des groupes symplectiques. Nous estimons l'ordre de la torsion dans 

l'algèbre Z -gradué KO*(X ) en nous servant de la proposition 111.2.5. 8 n,k 

Puis, nous remarquons que le lemme 11.3.1 reste valable lorsqu'on remplace 

Sp(n) par X et nous en déduisons comme dans la démonstration de la 
n, k 

proposition 11.3.2 que latorsion dans la2 algèbre Z -graduée est isomorphe à 
8 

celle du terme E2 de la suite spectrale dlATIYAH-HIRZEBRUCH lui correspon- 

% i dant. Le résultat annoncé pour les groupes KO (X ) s'ensuit. 
n ,k 



CHAPITRE I V  

141. O. 1nA;rLaducfion. 

Soit G2 le groupe de Lie exceptionnel de rang 2 et de dimension 

14, et soit T un tore maximal de G2 : on sait, notamment d'après Bott et 

.amuelson [BO-4 que lacohomologie entière de Cr /T est sans torsion. Plus 
2 

précisément, on a : 

2, 12 ?, H'(G~/T ; C )  = H (G~/T ; I) = L et de plus les nombres de Betti de G ~ / T  

sont nuls en degré impair.  a application de la suite spectrale ~'ATIYAH- 

HIRZEBRUCH en K-théorie complexe montre immédiatement que 

'L 
Dans ce chapitre, on calcule les groupes de KO-théorie de G2/T ; 

la structure de ces groupes est donnée par le .tableau suivant : 



1. P t ~ m i m  t L é n W .  

On pose dorénavant X = G 
2 /T 

e t  on u t i l i s e  l a  s u i t e  exac te  

longue de Bott  a s soc i ée  à X, s o i t  

c %i d % i + l  - K%~(x) -_* K (x) r 8 - 1 + ~ o i + 2 ( x ) - K o  (x)  -... 

X é t a n t  sans t o r s i o n ,  il r é s u l t e  a l o r s  de c e t t e  s u i t e  e t  de l a  r e l a t i o n  

r c  = 2 (vo i r  chap. 0 )  que : 

'L i + l  
Ker{c : soi (x) += #i (x)} = Im{d : KO (X) -+ I&oi (x) } =   ors ($oi (x))  

CL i 
où comme précédemment Tors(K0 (X)) désigne l e  sous-groupe de t o r s i o n  

de I?bi(x). 

% i 
De p lus ,  l a  t r i v i a l i t é  des  groupes K (X) pour i impair  montre 

'L i % i-1 
que d : J?bi(x) +- $oi-' (x) e s t  une i n j e c t i o n  de KO (X) dans KO (X) 

( i  impai r ) .  En r é c a p i t u l a n t ,  on a l a  

P n o p o ~ ~ o n  7 V .  7 . 7 .  
'L i 'L i - 1  

a )  KO (X) =Tors(KO (X)) pour t o u t  i impair 

% i + l  i 
b) = Fi(x) @ KO (X) pour i p a i r  (F (X) : p a r t i e  l i b r e  

de h i ( x ) ) .  , 

'L i 
Pour déterminer  l e  rang des  Z-mgdules KO (X) avec i ' p a i r ,  on 

procède comme s u i t  : d ' ap rè s  un r é s u l t a t  de ([TH], nage 139) 

'L Q4Y 
$oO(x) C3 0 = H (X ; Z )  43 Q,  d'oh 

z a0 
'L 8 12 (5) 

FO(X) = H ( x  ; c) e H (x ; z )  e H ( x  ; z) 2 z . 

Q i 
Alors ,  en  posant d. = rangzKO ( X ) ,  l a  s u i t e  exacte  cou r t e  

1 



déduite de celle de Bott, fournit la relation 

'Li (Rappelons que rangCK (x) = I l  pour i pair). 

Par suite d = 5 ; d2 = 6 ; d = 5 et dg = 6. 
O 4 

Remahque. il va sans dire que ces résultats sur les parties libres 

des groupes considérés peuvent être obtenus comme conséquence de la proposi- 

tion 0.8. 

Pour les entiers i impairs, la détermination des groupes de 

'L i 
torsion KO (X) se fait au moyen de la suite spectrale dlATIYAH-HIRZEBRUCH 

'L 
en KO-théorie dans laquelle nous avions remarqué que certaines différentielles 

sont reliées aux opérations de Steenrod. 

2 .  Cohomotogie de x = G ? , ~  . c.t c m &  de S;teennod. 

Pour déterminer l'action des carrés de Steenrod sur X = G 
2/TY 

il est nécessaire d'avoir une connaissance plus approfondie de la cohomologie 

de cet espace. D'une manière générale, soit G un groupe de Lie compact, 

connexe et soit T un tore maximal de G, on sait que les nombres de Betti 

de G/T sont nuls en degré impair. Posons rang G = R et dim G = R+2m. 

(ceci est toujours le cas sous les hypothèses faites sur G). Dans [BO-SA] 

Bott et Samuelson ont construit un espace B~ et une application f de B~ 

dans G/T tels que : d'une part, B~ est sans torsion, et, d'autre part la 

cohomologie entière de G/T s'identifie à une sous-algèbre de H*(B. ; Z) 

2 
contenant f*(H (G/T ; Z) )  (fX est l'homomorphisme induit en cohomologie 

par f) . De plus, il existe une Z-base {x x . . . i ( rn}~ H ~ ( B ~  ; C)  telle que 1 '  :! 

H*(Bm ; C) , en tant qu'algèbre s' identifie au quotient E Lxl ,x2,. . . ,X m ] /1 
de 1 ' algèbre polynômiale z [x ,x2, , x  1 par 1' idéal 1 engendré par les 

m k-1 
éléments x. ex oil les a 

'k=Xkf ai,k k 
sont les entiers de Cartan 

i,k i= 1 



de G. On a alors une description de la cohomologie entière de G/T au 

moyen de x.. 
1 

Pour G il en résulte alors les faits suivants : (voir [BO-SA] ) 
2 

les éléments xl,x2,x3,x4,x5 et x6 de H ~ ( B ~  ; Z) vérifient les relations 

De plus, en posant a = -x +3x +2x +3x +x et 8 = x -2x -x -x +x on a 1 2  3 4 5  1 2 3 4 6 '  

La cohomologie entière de X = G 
2 /T 

est engendrée additivement 

k k 3 
par les a-f3 et 6 , O ,< k ,< 5. De plus, est la première "puissance" 

de R divisible par 2 et, en tant que groupe abélien libre, une Z-base 

?Y 2 2 3  3 4 4 
de H (X  ; t) est donnée par { l,a,B,aB,B ,aB ,B /2,a0B /2,B 12,a.B 12, 

5 5 B 12,a.B 12). Le calcul des éléments de cette base en fonction des x. est 
1 

long et un peu fastidieux. Nous en donnons, dans la mesure de notre intérêt 

les grandes lignes : 



on remarquera que les x. étant de degré pair, cornutent entre eux. 
1 

m 
posons ~(y) = pour tout y E H (X ; E l ,  p étant la réduction 

modulo 2 ; alors 

2 X 
Sq étant une dérivation de l'algèbre H (X ; E ), le calcul 

2 

de son action se fait en utilisant essentiellement la formule de Cartan [sT]. 

En particulier, on notera qu'en raison de la nullité des nombres de Betti 

1 2 
en degré impair (ce qui entraîne que Sq = O), tout élément u de H (X ; Z2) 

vérifie la formule 

Un calcul (relativement long) utilisant cette relation et les 

relations (2.1) montre alors que 

De tout ce qui précède, il s'ensuit le lemme suivant : 

L e . m m ~ .  IV. 2.8. -- 

-2 - 2 a) Sq2(a) = a2 = 6.B + fi ; sq2(B) = , 



Démonstration : a ) ,  b) e t  c )  r é s u l t e n t  d i rec tement  - des  r e l a t i o n s  

2  - Bk 
2.2 e t  2.6 t a n d i s  que pour - d)  e t  e )  il s u f f i t  d ' é c r i r e  Sq ( a - 2 )  (k 2 3) - - 3 

- 
2 - 

sous l a  forme Sq (a*f3k-3 82) e t  d ' u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  (2.7) .  

'L i 3. D é t e d n a t i o n  des ghoupes KO (x) où x = G2,T . 
'L-3 Ph~po~,i-tion 1 V . 3 . 1 .  KO ( X )  = E2 @ E 

2 * 

Démonstration : D'abord, on v é r i f i e  fac i lement ,  compte t enu  des 

6,-1 
c o e f f i c i e n t s  de l a  KO-théorie que l e  terme Em e s t  l a  s e u l e  composante 

'L -3 
éventuel lement  non t r i v i a l e  du gradué de KO (X). Pu i s  on n o t e  que 

Il en  r é s u l t e  que l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  
2  

= Sq 0 p : E4'O-+ 
2  

6 , l  e t  d2  = Sq 2 : E y 1 4 E y  sont  t r i v i a l e s .  Il en  e s t  de même 

6-s, s-2 
des a u t r e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d  e t  d6'-l ( s  > 2) : e n  e f f e t ,  pour 

S S 

des  r a i s o n s  de cohomologie év iden te s  (à savo i r  l a  cohomologie e n  dimension 

impaire e s t  t r i v i a l e ) ,  il s u f f i t  de cons idé re r  l e s  s e u l e s  v a l e u r s  s p a i r e s .  

On remarque a l o r s  que t r o i s  c a s  seulement peuvent s e  produi re  : 

6-s, s-2 - ou b i en  d  e t  d6'-l on t  pour domaine ou aboutissement  des  
s  s 

modules t r i v i a u x  ( c ' e s t  l e  c a s  de d S y 2  e t d e  

- ou b i en  l e u r  n u l l i t é  e s t  j u s t i c i a b l e  du lemme 0.7. 

- ou b i e n  encore ,  ce  sont  des  homomorphismes d 'un E-module f i n i  dans un 

k-module l i b r e  ( c ' e s t  l e  c a s  de d y ) .  



Le terme e s t  donc é t e r n e l  e t  on a 

'L -3 
9 - 1  2 g2  8 ,y G r  KO (X) = E2 

2 

e t  p a r  conséquent 

'L -3 
KO (X) = c2 s c. 

2 

'L -1 P/ropo&iion 1 V .  3 . 2 .  KO (x)  = o. 

Démonstration : Pour l e s  mêmes r a i s o n s  qu 'en ( 3 . 1 )  l e  gradué - 
3 

- 
% -1 8,-1 5 

s ' é c r i t  KO (X) = Em . D'après 2.8. d) sq2 (à -  2) e t  sq2(%) s o n t  

= 
10 'L 

l e s  géné ra t eu r s  de H (X ; Z2) = E @ Z  e t  p a r  conséquent l a  
2 2 

d i £  f é r e n t i e l l e  = Sq 2 e s t  un isomorphisme de s u r  E2  10,-2 

Il en  r é s u l t e  que E 8,-1 8 ,  - 1 
= Ker d2 = O e t  donc Eco 8 ,  - 1 = O d'où l e  

3 

r é s u l t a t  annoncé. 1 -  
2,-1 

Démonstration : Evaluons l e s  termes Eco 
10,-1 

e t  Eco , s e u l e s  

1 % -7 composantes éventuel lement  non n u l l e s  du gradué de KO (x) .  Considérons 

2,-1 
d'abord Em ; d ' ap rè s  2.8. a )  = Sq 2 : E2  2,-1 e s t  un 

2,-1 isomorphisme. Il s ' e n s u i t  que = O : pa r  conséquent Em e s t  

l t r i v i a l .  

Pour ce qu i  concerne l e  terme 'Oy- '  il découle de  (2.8. d ) )  

2 8 10 
2 

que Sq : H (X ; C2)  -+ H (X ; b2) e s t  un isomorphisme. Comme l a  r éduc t ion  

l 8 8 modulo 2 p : H (X ; C) -+ H (X ; E2) e s t  une s u r j e c t i o n ,  l a  d i f f é r e n t i e l l e  

d;'O = Sq 2 O p e s t  un épimorphisme de s o r t e  que - e s t  t r i v i a l  : 

10,- 1 
3 

d 'où Em = O. 

'L -7 Nous avons donc é t a b l i  l a  t r i v i a l i t é  du gradué de KO (X)  : 

I V . 3 . 3 .  e n  r é s u l t e .  



'L -5 
Démonstration : Le gradué de  KO (X) s ' é c r i t  

CL -5 4,-1 
G r  KO (X) = Em . Dans l e  c a l c u l  du terme E29-l , on n a t e  que 

2 4 sq2 : H (X ; C2) -* H (X ; C ) e s t  un isomorphisme en  v e r t u  de 2.8. a ) ,  ce  
2 

2 4,-1 
q u i  montre que l a  d i f f é r e n t i e l l e  d z y O  = Sq 0 6 : E i y O  4 E 2 

e s t  un 

4,-1 
épimorphisme, e t  par  conséquent = E3 = O. 

12,-1 
Notre démarche pour c a l c u l e r  l e  terme Em e s t  légèrement 

12-s, s-2 
d i f f é r e n t e  c a r  s i  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d sont  n u l l e s  pour s 6 8 

S 

(en  u t i l i s a n t  notamment l e  lemme 0 .7) ,  e n  revanche d:~' : E:? + 2 

e i2 ' - l  ne s a t i s f a i t  aucune des  cond i t i ons  de t r i v i a l i t é  d é j à  u t i l i s é e s .  

Q -6 Q -5 
Aussi,  nous revenons à KO (X) auquel KO (X) e s t  l i é  par  l a  p ropos i t i on  

Q -6 
IV. 1.1 . Plus  précisément ,  nous a l l o n s  montrer que KO (X) a de l a  t o r s i o n .  

'L -6 12,-2 
En e f f e t ,  dans l e  gradué de KO (X) , Em e s t  une des com- 

12,-2 'L 
posantes  éventuellement non t r i v i a l e s ,  puisque E2 

= E2. Le c a l c u l  montre 

12-s, s-3 
a l o r s  que d = O pour t o u t  s ; en p a r t i c u l i e r  l a  n u l l i t é  de 

s 
2,-1 

r é s u l t e  d e l a r e l a t i o n  2.7. e )  e t  c e l l e  de 
d l o  

du f a i t  que E ~ ' - '  - - 
1 O 

12,-2 12,-2 2 & 
= O. Par  conséquent,  Em = E2 - 

2 ' 
De p l u s ,  comme X e s t  

de dimension 12, on a : 

% -6 Q -6 
F ' ~  $o-~(x) = Ker(K0 (X) -+ KO (xI2=X) = O 

12 'L-6 
Q - 12,-2 - F  KO (XI = - 12 % - 6  

"2 - Eco 13 Q-6  KO (X) . 
F KO (X) 

'L -6 
Ains i ,  F l 2  I?bm6(x) e s t  un f a c t e u r  d i r e c t  dans KO (X) .  Reve- 

-5 'L -5 'L nant  à KO (X), il r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  1.1. q)  que KO (X) = t2. 

Finalement,  des  p r o p o s i t i o n s  3.1, 3 .2,  3.3, 3.4 e t  de l a  proposi-  

t i o n  1 . 1 ,  il r é s u l t e  que l e s  groupes KO (X) s o n t  b i en  ceux donnés par  l e  

t ab l eau  (O. 1).  
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! premisre partie de ce travail, on étudie la torsion dans 

iétés de Stiefel complexes 
'n,ke 

es de parité sur n e exhibe des groupes 

~ F ~ w " q ~ i d  sont "sans torsion. 
n,k 

artie, on n'intéresse aux variétés de Stiefel 

, on détermine les groupes de KO-théorie des 

. groupes symplectiques Sp(n) , en utilisant notamment un rgsultat de 

B.W. SEYMOUR sur la W-théorie des groupes de Lie et de leurs espaces homogsnes. 
I I  

6x1 établit ensuite que les résultats obtenus valent encore pour les varieres 

de Stiefel quaternioniques. 
, ,.? , F r  

I 

enfin, on calcule la K-théorie réelle du quotient 
G2 /T du groupe 

de Lie exceptionnel G2 par un tore maximal T 

S .  I > 

I 4 ,  > '  

'ms ~~~ i C,W, 2.m elaw ~ariio*,,coh-l+& .@te sp4&~; , 
, ----Y-- , . , -  
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