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INTRODUCTION

Dans ce travail, on s'intéresse & la K théorie réelle de certains
espaces homogénes sans torsion (c'ést—é—dire dont la cohomologie entiére est
libre) et principalement & celle des variétés de Stiefel complexes wn,k et
des variétés de Stiefel quaternioniques Xn,k'

Cette hypothé&se de non torsion permet d'avoir des propriétés
intéressantes pour la suite'spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH qui sera ici 1'outil
essentiel dans la détermination des groupes ﬁbi.

Dans le cas des variétés Wn,k 1'analyse des opérations de

Steenrod auxquelles certaines différentielles de la suite sepctrale sont re-

liées, permettra d'exhiber des groupes ﬁbl(wn

) 1libres lorsque n et k
Jk 4

sont de parité contraire, résolvant ainsi, dans ces cas, le probléme classi-
que du passage du gradué associé 3 la filtration d'un groupe au groupe lui-
méme .

Dans le cas des vari&t&s quaternoiniques Xn,k 1'approche est
différente. On utilise essentiellement un travail de SEYMOUR sur les groupes
de Lie et leurs espaces homogénes dans le cadre plus général de la KR-théorie
définie par ATIYAH dans [AI]. Un des intéréts du travail de SEYMOUR est qu'il
relie la K-théorie réelle d'un groupe de Lie compact simplement connexe et
semi~simple aux types des représentations de base engendrant 1'anneau R(G)
des représentations (virtuelles) de G. On en dé&duit la K-théorie réelle des

groupes symplectiques et de maniére analogue celle des variétés de Stiefel

quaternioniques.

Enfin, on étudie la K-théorie réelle de 1'espace homogéne G2/T

'p]

oll G2 est 1'un des groupes de Lie exceptionnels et T un tore maximal de

N.B. Toutes les tensorisations sont de Z-tensorisations.
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CHAPITRE O

SUITE EXACTE DE BOTT ET SUITE SPECTRALE

D'ATIYAH-HIRZEBRUCH

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines propriétés de base
de la K-théorie (réelle ou complexe) des C.W. complexes finis et nous
établissons quelques résultats préliminaires dont 1'intérét apparaitra tout

au long de ce travail.

0.1. L'anneau 'IY*(SO).
On a %_I(SO) =0 et E_Z(SO) ~ I engendré par la classe

stable [ﬁJ—l du fibré en droite de Hopf au-dessus de @Pl > S2 et de

. . . . . . -
plus la multiplication par [h]—l induit 1'isomorphisme K*(X) + K 2(X)

de la périodicité de Bott en K-th&orie complexe. (voir [A]).

0.2. L'anneau KO*(SO) .
Compte tenu de la périodicit& 8 en K-théorie réelle, 1'anneau -

* .. o o <
) (So) des coefficients poss&de une structure d'algébre Z_-—graduée sur

8

ﬁbo(so) = KO(+) ~ % ; (+ désigne un espace réduit & un point). On a :
¥ O *
KO'(s7) = X0 (#) = 2[n ;]

ol n; € K0_1(+) et I est 1'idéal des relations

= = - . =
2ny=n;=nn, =0 5 n, =4

(Voir [B0],[SE]).




Il en résulte le tableau suilvant des coefficients :

R A A R D A D A A

N

_o____
_o_._...
_;__

12’o'i(s°)' b7 ’ z, ' z, ' 0 ,

0.3. Suite exacte de Bott.

Pour tout C.W. complexe fini Y, nous disposons d'une suite

exacte longue due & Bott :

. . -1, .
o RN S ) EB s R0y Y kot iy - L

oi ¢ et r sont respectivement la complexification et la réetification,
B 1l'isomorphisme de la périodicité de Bott en K-théorie complexe et d
une certaine opération de cohomologie.
. P . . . , ki
Si t désigne la conjugaison induite sur les groupes )
par l'involution qui a tout fibré complexe E sur Y associe le fibré

conjugué E, alors complexification et réé&lification vérifient

"
2x pour X € KOl(Y)

i

rc(x)
0.4)

s
cr(y) y + t(y) pour tout vy € Kl(Y)
Py . . i .
Il résulte immédiatement de la relation rc = 2 que, si KOl(Y) est libre
. ps . n i Vi . '
la complexification ¢ : KO (Y) - K" (Y) est un monomorphisme d'anneau.

La méme relation permet de démontrer la

Proposition 0.5. Pour tout C.W. complexe fini Y pour lequel

* . . * .
K (Y) est sans torsion, le sous-module de torsion de KO (Y) est isomorphe

a l; (s » 0).

< . . i . . .
Démonstration : Soit x € KO (Y) <(pour un certain 1) un

élément d'ordre m avec m strictement supérieur & 2. Alorsomn a :

v = = ' 1 *
d"une part mx = 0 et 2x = rc(x) # O et d'autre part, puisque K (Y)




est supposé sans torsion c(x) = 0 et par conséquent rc(x) = 0. D'oil une
contradiction.
En outre, avec les mémes hypoth&ses sur Y que dans la proposition précé-

dente, on obtient :
Rer{Rb' (¥) —Sor ¥* (1)} = (O™ (v) L R0 ()} 2 Torf(ﬁbl(y),zz).

0.6. La suite spectrale d'ATIYAH HIRZEBRUCH.

Tous les espaces considérés dans ce travail, ayant une structure

de C.W. complexe fini, nous utilisons abondamment la suite spectrale

d'ATIYAH-HIRZEBRUCH, soit, en posant ﬁﬁ(—) = ﬁb(—) ou %(-),

b’ d(v) = My ; RE(s®)) = REPT9(y)

.. . . AVEE e
associée & la filtration de XF (Y) définie par

i!
FP RF*(Y) = Ker(KF* (Y) S il N ﬁir'(Yp_l))

-~

P . . . Y o s . .
oll désigne 1'homomorphisme induit en KF-théorie par 1'inclusion

1!
115-1

ip—l dans Y de son (p-l)i@me squelette Yp-l' Plus précisément on a :

P 2p+q

Fp+1 ﬁkp+q(Y)

. n,

Dans cette suite spectrale que nous noterons désormais par s.s. A-H KF(-),
les différentielles sont des dérivations et des opérations de cohomologie.
N . . . P

En particulier dans s.s. A-H KO(Y), il est connu (voir EA—H})que les diffé-

rentielles




- - ' +2,84-2
Bl P8y L Py gy PR ) = B2 Ry
2 2 2 2 2
sont les carrés de Steenrod Sq2, et
' ' ' ' ' ' ' "
dg 8L, Eg By WP (v ; 2) > BP (v z,)) = Eg *2,807-1 yy

les composés qu-p, oi p : HP(Y 3 Z) — HP(Y 3 Zz) est la ré&duction
modulo 2,
. * .
Remarquons que si H (Y ; Z) est sans torsion, p est un
épimorphisme en tout degré.

De ce qui pré&c&de, nous déduisons deux résultats relatifs aux

C.W. complexes sans torsion.

Lemme 0.7. Soit Y wun C.W. complexe fini, sans torsion. Alors

dans s.s. A-H ﬁb(Y) les différentielles dg’q sont nulles pour tout p

et tout s » 2 dés que q = -2, -4 mod (8).

Démonstration : Considérons la suite exacte de Bott lorsque

1'espace est s° = {-1,+1}, soit :

Ro92(g% —S» ¥ 205 T B | 2p9¢s%) 4, R0I7N(s%) o ...

On a : ﬁbq—l(so) =0 si q

1

-2, -4 mod(8). Il en résulte que la réélifica-
tion 71t : kq(so) > ﬁbq(so) est un épimorphisme de groupe pour ces valeurs
de (.

Soient maintenant {ES 3 dS}, {\ES : \ds} les suites spectfales

d'ATIYAH-HIRZEBRUCH assocides & Y , respectivement en K-théorie réelle

et complexe ; on a le diagramme commutatif suivant




\dP"Ssq*'S'l . ‘dpsq
*Ep—s,q+s—1 s s gPrd s N ‘Ep+s,q+1-s
s s : s
P8, qts—l P9 (P¥s,atl-s
s s s
p-s,q+s-1 Psq
-s,q+s—1 ds ds +s,q+l-s
EI; !q -> EP!q > Ep 9q
S s o

- *, % P » . . . . PR
oil rS’ désigne 1'homomorphisme de suites spectrales induit par la réélifi-

cation entre {*ES,“dS} et {Es,ds}. Comme Y est sans torsion, s.s. A-H ﬁb(Y)
dégénére (i.e. ‘ds = 0 pour tout s > 2). Du fait de la commutativité du
‘diagramme, pour démontrer la nullité des différentielles dz’q sous les
hypothéses du lemme, il suffit de montrer que rz’q est surjective sous ces
mémes hypothéses.

On procéde par récurrence sur s.

Notons d'abord que, puisque Y est sans torsion, on a :

2wy = Wy 5 RIGY)) = Wv 5 2) e XY

e vy = ¥WP(y 5 Ro%(s%)) = ¥y ; 2) o Ro¥(s%)

par application du théor&me des coefficients universels.

Si s = 2, rg’q est un épimorﬁhisme car c'est la Z-tensorisation

de 1'épim6rphisme T kq(so) > ﬁbq(so) par le Z-module Hp(Y s ).

est un épimorphisme pour s 3 2.

Supposons maintenant que rz’q

Nous avons :

~gP>d o ~gPrd du fait de la nullité des ~dP’% et
s+1 s+1 s

gP»4d

est un quotient de gP»4
s+1 B s

(car dz’q = 0 comme conséquence directe de 1'hypoth&se de récurrence). Il

s'ensuit que 1'homomorphisme rz;? : ‘EE;? —_— Ezl? est la composée de




143 : Psqd : : pP,q pP,q Psq
1'épimorphisme L et de la projection de Es sur Es+l - T

conséquent un épimorphisme, ce qui termine la démonstration du lemme.

est par

Remarque. Le lemme (0.7) généralise le lemme (2.4) de [HOQ] oll

1'auteur s'est restreint aux espaces admettant une structure cellulaire

avec des cellules uniquement en dimension paire.

Proposition 0.8, Soit Y un C.W. complexe fini, sans torsion.

Alors en tant que groupe abélien, on a :

— Ny

RO ™(Y) 8 Q=8 H (Y ; 2) 8
p
p+n=0,4 mod(8)

Démonstration : Notons d'abord qu'il résulte facilement d'un

. A = -
problé&me d'extension de groupe que rang, KO n(Y) = rang, Gr KO n(Y).

Comme par ailleurs, Y é&tant sans torsion la partie libre de

—(n+
EZ(Y) = @ Ez’ (n p)(Y) est isomorphe & @ ﬁp(Y ;s Z)
P - P
_ p+n = 0,4 mod(8)
- .
proposition (08) équivaut 3 montrer que Gr KO n(Y) ® Q= EZ(Y) ® 0. Il suffit

, la

alors de prouver que pour tout p > 1 et tel que p+n = 0,4 mod(8) les dif-

férentielles dz—s,s—l—(p+n) de s.s. A-H KB—H(Y) sont triviales.

A cet effet, on utilise la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH
associde 3 Y, en K~théorie complexe, soit {‘ES(Y),‘dS}. On sait que, Y

. Y PR . ~
étant sans torsion, s.s. A-H K(Y) dégénére (i.e. dS = 0 pour tout s 3 2).

n, % n . .
Par ailleurs la complexification c¢ : KO (So) -> K(So) induit

* % %% o H K
un homomorphisme de suites spectrales cs’ : ET(Y) — ES’ ()

donnant
s

lieu au diagramme commutatif (D) suivant :




-~ dg—s,s-l—(n+p)

\Ez—s,s-l-(n+p)(Y)

A

- Eg »=(n+p) (Y)

h

cIsn—s,s—l—(n+p) cIsa,—(n+_p) )

p-s,s-1-(n+p) ) o

na

Eg—s,s—l—(n+p)(Y)

> 2, cg,—(n+p)

Montrons que pour tout s 2 est un monomorphisme. La proposi-

|
tion en résultera 3 cause de la commutativité de (D) et de la dégénérescence w

de s.s. A-H K(Y). On proc&de par récurrence sur s. Pour s = 2, considérons

. < . o .
la suite exacte longue de Bott, &crite pour S , soit :

. . . -1 .
5 éy1+l(so) d ﬁbl(so) c ’kl(so) r R ﬁbl+2(so) > .

Y n, v n v n, 3
Comme KOI(SO) = KOZ(SO) = 05(50) = 0, la complexification c : ﬁbl(so) —

0 mod(8) et un monomorphisme si

vi, o . . ..
K'(8) est un isomorphisme si i

- + :
0,4, mod(8), cg’ (p+n) est un monomorphisme,

Hi

i = 4 mod(8). Par suite si p+n

. . . . N = Y-
puisque c'est la Z-tensorisation du monomorphisme KO (p+n)(so)__s_+ K (p+n)<so)

par le Z-module libre ﬁp(X VAR

Supposons que Cz,—(p+n) est un monomorphisme pour s : 2.
Alors dz—s,s—l—(p+n) =0 et Ez;;(p+n) est un sous—-Z-module de Ez’—(P+n).

De plus, ~Fp,—(p+n) = \Ez,—(p+n)

for] . 11 en résulte que :

p,=(p+n) . ops=(p+n) o ,p,~(p+n) , ~gPr=(p*n) _ ~pp,—(ptn)
s+1 s s+l s+1] s

. . - + . . . . .
est une restriction de cg’ (p*n) et par sulte est injectif puisque

cp,-(p+n) 1
s

est.




’ . r\l - ) .
Conollaine 0.9. La torsion dans Gr KO (Y) me peut provenir que

de la torsion dans EZ(Y)'

Enfin, nous utiliserons la

Proposition 0.10. (voir [R]). Soit Y un C.W. complexe fini,
np—
sans torsion et soit =z € k&P 1(Y) un élément de torsion. Alors si
nyp- n,
zZ € Fp+1 KOP 1(Y), il existe y € Fp+1 KOP(Y) tel que d(y) =z ot d

est 1'opération de cohomologie dans la suite exacte de Bott.




CHAPITRE 1

SUR LA K-THEORIE REELLE DES VARIETES

DE STIEFEL COMPLEXES

1. Introduction.

Soit W = Wn (k < n) 1la variété de Stiefel des k—repéres

Wk

< PR n . PR
orthonormés dans 1'espace euclidien € . Ce chapitre est consacré a la /

démonstration du théoréme suivant.

Théoneme 1.1.

a) si n est impair et k pair, seuls les groupes ﬁb_l(W) et

N -2 . .
KO “(W) peuvent avoir de la torsion.

b) si n est pair et k impair, les groupes ﬁb°(w), ﬁbB(W)

et ﬁbA(W) sont libres.

Rappelons d'abord (voir [ST],[B—SJ) que 1'algébre H*(Wn k 3 z)
b

de cohomologie enti&re de Wn x est isomorphe 3 la Z-algébre extérieure
3

Az[hn-k+1""’hi""’hn] engendrée par des générateurs hi de degré 2i-1

(n—k+1 £ 1 € n). En tant que groupe ab&lien libre, H*(W Z) est engen-

n,k °

drée par des mondmes de la forme

h, ... h - hj , n-k+1 g j1 < ve. < jr < n.

On dira que les (hi)’ n-k+1 ¢ i £ n, forment un systéme simple de générateurs

*
pour H (W Z).

n,k ’
Par ailleurs les opérations de Steenrod sur W = Wn k sont
b

fournies par la formule de Wu ([B—S] page 429)

qu(hi) = (i-1) hi+l mod 2.




- 10 -

de sorte que

qu(hi) h.1+1 mod 2 si i est pair et

qu(hi) 0 sinon.

Dans la suite, lorsqu'il s'agira d'opérations de Steenrod sur
wn,k’ nous omettrons d'écrire "mod 2" que nous sous—entendrons.

Enfin, W = Wn,k admettant une structure de C.W. complexe fini,
(explicitement construite dans [ST]), nous pouvons lui appliquer la suite

spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH en K-théorie réelle.

2. Etude de La suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH de W =W .

b

Nous sommes en mesure de montrer la

Proposition 1.2.1. Si n et k sont de parité contraire, alors

dans s.s. A-H ﬁb(w) (W = Wn k) on a :

£

- si k est pair, Eg’_l = 0 pour tout p # O mod(8).

- si 'k est impair, Eg’—l = 0 pour tout p % 0,3,7 mod(3).

Démonstration : Il revient au méme de prouver 1'exactitude

de la suilte

-2,0 -1 +2,-2
Eg RN Eg’ —_— Eg ’ ,

qui du fait de la surjectivité de la réduction modulo 2 p, est Aquivalente

4 celle de la suite

2
S S +2
W 3 Z,) 23, wPew ;vzz)<ii+ P

7P~ 2 (W5 7,)-

Dorénavant (jl’jz""’js) désignera un s-uple d'entiers tels que

=k+1 € j, < jo € +ee < J_ €m 3 ho. . le mondme h, h, ...h,
=X 3 ) Js (Jl,...,JS)

t 1 yenes] le degré de h,. PN e
et |(j, j)| le degré de (Gpoeeesd)
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Nous cherchons 3 construire un antécédant vy € Hp—2(w H Zz)

2 21z
par Sq pour tout &lément x appartenant au noyau de

2 +2

dg’"l =sq : PWw; z) — 8w ; z.).

2 2

Soit x‘ un tel élément ; ¥ s'écrit comme somme finie de mondmes
s
h(j veeeni) tel que ](jl,...,js)l = Z (2ja—1) = p. Il se présente alors
1 s a=1
deux possibilités :

- ou bien h est annulé& par qu (i.e. quh 0)

(Jl’-'-st) (Jla---’JS)

- ou bien quh(j i) # 0 et alors il existe une autre suite
reeeodg
(k,y...,k ) telle que h figure dans l'expression de %, avec
1 T (kl,...,kr)
quh = quh . . y- Ceci résulte simplement du fait que les
(kl,...,kr) (JI,...,JS)

hi mod 2, n-k+] £ 1 ¢ n forment un systéme simple de générateurs pour

1'algdbre H*(W 3 ZZ).

Si (jl""’js) obéit au deuxiéme cas et si (k]’f"’kr) est

=S 2 alors on a :

une autre suite telle que quh q h(k k)
EERETLE

(Jl’..‘,JS)

- r=s
- 11 existe io et il (io < il) tels que
jl = ki pour tout i # io et de il s
Jio = klo—l , jil = kll + 1.

De plus h, ... h, Sq2(h. ) ... h =0 pour tout i # 1i .
el Ti-1 I3 s ©

Démonstration : L'égalité r = s découle, d'une part du fait

2 L. . < 2 a
que Sq étant une dérivation, le transformé par Sq d'un mondme
h(j ) s'exprime comme somme de mondmes de méme longueur £ et

EEERTEIN
d'autre part de la propriété des h.1 mod 2, n-k+! < 1 € n, de constituer

. - - * o = > - -
un systéme simple de générateurs pour H (X,Zz). Cette derniére propriété

entraine 1l'existence du couple d'entiers 1 et 1i..
o : 1
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En effet, pour des raisons de degré (degré h(j i) =
preeeed
degré h(kl""’ks) 1'existence d'un indice io tel j,1 # k,1 entraine

o o
celle d'un il tel que ji # ki .

1 1

Maintenant comme quh(j i) # 0 par hypothése, il existe au moins un
preeesdg

indice io que nous supposerons minimal tel que h, ...h, qu(hj )..h,

1 i -1 i s
soit non nul, et de plus, & cause de 1'égalité ° °

g 2

2
h,. . . =8q°h
4 (Gyoeeesd) d

(K. yene,k ) (%)
1 s

h. ...h. qu(h, )...h, doit figurer dans 1'expression du deuxiéme
S SR S Y Ts

membre de (¥).

~ Il existe donc un indice 1. tel que

2 2
h. ...h, *Sq"(h, )...h, =h ... -.-8q"(h ...h
3 q ( 5 ) MEEERLN ¢ (b )

i -1 i Jg 1 i i s
o o o} 1

s s s . . s L ] st . .
avec 1l 1o puisque (Jl,.. ,JS) # (kl’ ,ks) et que i a été choisi

minimal.

Comme hi’ n~k+! € 1 £ n, est un systéme simple de générateurs, il résulte

'éoalité (w* i . = k, j. =k, +l.
de 1'égalité (¥%¢) que Jlo+l i et J11 kll

Au total, les deux s-uples (jl,...,js) et (kl,...,ks)

différent en exactement deux points d savoir io et i]. I1 est alors

clair que :

1]
o

si 1 #1

h. ...hs -qu(h. )...h,
. o

i1 i Jg
puisque dans le cas contraire le raisonnement précédent montrerait que
(jl""’js) et (kl""’ks) différent en au moins quatre points.

Soit alors y = h, ...h, ...h, .h L h, ..h, € Hp—Z(w 3 ZZ) :

on vérifie que
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Par suite, il reste 3 s'intéresser au premier cas, c'est-d-dire
déterminer 1'ensemble des suites (jl""’js) avec n—k+léjl<-.<jSSn et

telles que quh = 0. Appelons Np cet ensemble.

(Gppenesiy)

D'aprés la formule

2
... h, *Sq (h, )...h,
1 1 1. ]

2 .
Sq h(. i) X h,
Jpoeeeodg i=1 I i-1 i s

-~ ou bien Sq2(hj )
. 2, 1t
- ou bien 8q (hj.) 5.1
i i

0 (i.e. ji est impair)

1]
=

(i.e. j.1 est pair).

Maintenant, &tant donn& une suite (jl""’js) € Np’ supposons
qu'il existe un indice io’ l1<i <s (i ¢s sl n est impair) et

tel que :

2 . .
Sq h, =0 et j. -1 <3, -1,
Alors j. est nécessairement impair et si 1 < io, on vérifie que 1'é&l&ment
i v

y=h, ... h, . h, con by e wP 2w Z,)

4 < . . 2 o s
est un antécédant de h(Jl,...,JS) par Sq . Dans le cas oill 1o = 1, comme
n et k sont de parité contraire n-k est impair et jl étant impair, on
a nécessairement n-k+l < j] de sorte h, -1 mod 2 est un des générateurs

11
de H*(w ; zz). Il en résulte que 1'élément

y = h e WP %y )

(JI—I’JZ,.."JS) 2

répond i la question.
Remarquons que si n est pair et si (jl""’js) € Np est

une suite d'extrdmité j = n, on a : en raisonnant par 1'absurde j impair.
Is ’ s—1




De plus

et par suite

I1
2
a Sq (y-hn) =

cas J =n
Ig

Les autres suites de N
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(h, ...h 'qu(h. ) .. h Yh =0
i=1 1 i-1 Ji s=1 "
s-1 9
) h, ...h Sq“(h, )...h, =0.
1=1 J1 i-1 33 Is-1

est alors clair que si y est tel que quy h(jl""’js—l)

h(jl,...,js) et le cas jS = n pair se raméne ainsi au

impair.

* e e
forment un sous-ensemble N et vérifient 1la

condition (H) suivante :

(B) Pour tout

. . . 2
entier i, 1 <1< s Sgh, =0 on a @

i

tel que

Jiop = 371

Déterminons la forme de ces suites et raisonnons suivant la parité de n

(qui, du reste fixe celle de Kk).

Premier cas : n est impair et k

est pair.

on

Supposons que p = amod 8, O < o < 7, avec « impair et soit
. . * . . . s -
(Jl,...,]s) € Np . Alors s est impair et de plus la condition (H) entraine
. s . ' . . . . . .
que Js—l JS 1 est pair. Il s'ensuit que Js—2 est 1mpair (sinon Js—l

serait impair !)

et en poursuivant ce raisonnement, on montre que la suite

(jl,...,js) est de la forme :

3

i, 335 ° J2+1

Js—3 ; Js—2 = Js--3+1
Jgmr 3 dg T Agt
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oll les entiers j2, ja""’js—3’js—1 sont pairs.
Notons que jl est imapir. Par suite, si 1l'ensemble Nz n'est pas vide
on a jl—l > n-k+1 (du fait des paritéds respectives de n et de k) et

1'élément y = h( vérifie 1'égalité

jl-l,jza---’is)

2
Sqy

=h,. )
(Jls---,Js)

Supposons maintenant que p = 8 mod(8), 0 < 8 g 7 avec B pair et soit

*

(Jl’.'."]s) € Np

.. Alors s est pair et js est impair (jS € n). Un rai-
sonnement analogue A celui du cas précé&dent montre que (jl"'°’js) est

de la forme

s-2 . . . .
0 < r < — sont pairs ; en particulier i est

ol les entiers j_ , _|» 2

pair et peut étre égal 3 n-k+l et constituer a priori une obstruction a
la construction d'un antécédant pour h(j i) comme le montre la discus-
ol

sion précédante.

Cependant, on a pour une telle suite :
P = I(Jl""SJS)l = 4(J1+J3+"'+JS_3+JS_1) = O mod(8)

* . . . -
de sorte que si B # O, N p est l'ensemble vide et il n'y a rien &

démontrer.
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Deuxiéme cas : n est pair et k impair.

La différence essentielle d'avec le premier cas est que les suites

(Jl,...,JS) € Np n'ont plus obligatoirement un aboutissement JS impair.

Si p=omod (8), 0<a< 7 avec o impair et si
'(Jl,...,JS) € Np , nous avons deux possibilité&s suivant que jg,=mn ou

js < n, Si js < n, jS est nécessairement impair et 1'on est ramené au

premier cas.

Dans le cas o j =n, j

. s=1 est impair (sinon js serait &gal 3

js—l+l et par cons&quent impair !) et la condition (H) impose 3 la suite

(jl""’js) d'étre de la forme

Jpidy =t
Jg-2 P g1 T Js-2+1

ol les entiers jl’j3""’js—4’js—2 sont pairs. Il en résulte que

p = I(Jl,...,JS)| = 4(31+J3+...+JS_4+JS_2) + ZJS—] = o mod (8)
ce qui entraine que

o = 2j -1 mod (8) = 2n-1 mod(8)

et comme n est pair

o = 3,7 mod(8).

. . . * . P
Par conséquent, si o # 3,7, il n'existe pas dans ND de suite d'extrémité

- . . - - ) - - *
i, =nm et il n'y a rien 2 démontrer. Les éléments de N sont alors, dans

P
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ces conditions, de la forme

3
i, 335 = J2+1
g1 3 35 7 Js--l+1

avec js <n et, de plus, les entiers jl’j3""’js—2’js sont impairs ;
en particulier, j1 étant impair, la construction 4'un antécé&dent pour

h,. . ne pose aucun probléme.
(Gyoeeesdy) P P

Supposons maintenant que p = B mod(8), O < B < 7 avec B pair

et soit (Jl,...,JS) € Np . Si Js = n, il est facile de déduire de ce qui

précéde que 1l'on a :

j1

iy 3 iy = it
Jg-4 * Jg-3 Js—4+l

Tg-2 % Jg-1 7 Js—2+l

ig = m.

En particulier, j1 est un entier impair et nous nous trouvons dans la situa-
tion favorable.

Si js < n, alors (jl""’js) est de la forme :

Jp s iy = Jl+1

Js—3 3 Js—2 B
3

Js—3+1

s—1 3 Js - Js—l+1




oli, en particulier jl est un entier pair et comme nous l'avions déja
remarqué, peut &tre une obstruction 3 1'existence d'un antécédant pour

h,. . v+ Cependant, nous avons
(Gpoeewsdd” P ’

p=lGpaeend )] = 4G *+ i ) = 0 mod(8)

. . . ~ * . .
(car jl,_]3,...,JS_1 sont pairs). Il en résulte que NP est vide si

B # 0 et alors il n'y a rien a démontrer si R = 2, 4 ou 6.

La proposition I.2.1. est complétement démontrée.

3, Démomstration du théoréme 1.1.

i=n
Notons d'abord que dim W = z (2i-1) = k(2n-k)
1=n~k+1
que dim W est pair (resp. impair) si k est pPalr (resp. impair). Plus

de sorte

précisément les congruences modulo 8 de dim W en fonction des parités de

n et de k peuvent &tre ainsi énoncées :

- 81 k est pair et n impair, dim W

1]

0 mod(8) ;

- si k est impair et n pair, dim W = 3,7 mod(8) ;

|

avec dim W = 7 mod(8) si n

0 mod(4) et

dim W

i

3 mod(8) si n

1

2 mod(4).

Maintenant un entier i &tant fix&, posons P, le plus grand entier p

tel que le groupe Eg’l—p(w) soit non .trivial et supposons que

i- P, = 0,4 mod(8).

p ,i-p
Alors, il résulte de la proposition 0.8 que EKF o(W) est
Bo
isomorphe 3 Z ©°, Bpo désignant le po—iéme nombre de Betti de W.

"
Par ailleurs, compte tenu de l'expression du gradué de KOl(W),

. n i q,i-q
soit Gr KO'(W) = & E’ (W), supposons que tout q tel que
q30
i-q = -2 mod(8) vérifie
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) e lan =0

(3.1) 3

b) Eg’l"l(W) =0

D'aprés le corollaire 0.9 et la relation 3.1 b), la torsion dans
f\J- ' l_ .
KOl(W) ne peut provenir que des termes Ei’l ! avec i-q = -2 mod(8).

Soit alors p 1le plus grand entier inférieur i p, et tel

. N g o . .

que 1-p = -2 mod(8). Soit x € FP KOl(W) un &lément de torsion (i.e.

2x = 0). D'apré@s la proposition 0.10, il existe un &lément vy € FP £bi+l(W)
tel que dy = x.

Comme EZ’i+1_p(w) = Ez’_l(w) = Eg’_l(w) =0 ((3.1) a)), il s'ensuit que

FP £61+1(w) = Fp+l ﬁbi+l(w), ce qui entraine que vy € Fp+l £6i+l(w) et par
conséquent x = dy € Fp+1 ﬁbi(W). Or, 3 cause du choix de p, Fp+l ﬁbi(w)
n'a pas de torsion. Donc 2x = 0 é&quivaut 3 x = O. En itérant ce raisonne-
ment pour les p = i+2 mod(8), pris dans l'ordre décroissant, on montre que

i . . . Co,
les groupes KO (W) n'a pas de torsion. La suite de la démonstration est

une application de cette discussion générale aux différents cas.

Premier cas : k est pair et n impair.

dim W, i-dim W -

0 mod(8), on a E_ z

111

Alors, puisque dim W
si 1 = 0,4 mod(8) et, de plus, les conditions (3.1) a) et (3.1) b) somnt
réalisées au vu de la proposition I.2.1. Il s'ensuit que les groupes £60(W)
et Qba(w) sonf libres.

Edim W, i-dim W
[e o]

Si i = 1,5 mod(8), il est clair que le groupe est trivial.

Par ailleurs, en posant t, = dim W - 2(n-k+j)+1 pour 1 < j < k, on a :
J

t1 = dim W - 2(n-k+1)+1 = 1 mod (4)

(compte tenu de 1'hypoth&se faite sur n et k) et par suite i—tlE 0,4 mod(8)

si i = 1,5 mod(8).
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t, est par conséquent 1'entier P, de la discussion générale
qui existe donc, a fortiori, et on vérifie 3 1'aide de la proposition I.2.1
que les conditions (3.1) a) et (3.1) b) sont réalisées. Le ré&sultat pour

i =1,5 mod (8) s'ensuit.

Si i = 3 mod(8), remarquons d'abord que l'on a :

2(n-k+1)-1 7 mod(8) si n—~k+l

0 mod(4)

et 2(n-k+1)-1

3 mod(8) si n-k+l = 2 mod(4).

t.,3-t
Dans le cas ot n-k+l = O mod(4), on vérifie que le groupe E_ 1 est
t,s3-t

trivial tandis que E_ est un groupe libre et t, est par conséquent

1'entier P, de la discussion générale. La démonstration se termine comme

dans les cas précédents.

En revanche, dans le cas n-k+l 2 mod(4) 1l'entier 2(n-k+1)-l
t, ,3~t

8tant congru 3 3 modulo(8) il est clair que le groupe Eml peut ne pas
8tre trivial auquel cas il serait tordu. Montrons qu'en fait il est trivial.

onsidér i cet t éné r .h
Considérons, effet, le générateu hn—k+2 n-k+3

B3ty 6 2

de E2 =H (W Zz) ~ 22. On a alors Sqg (hn—k+l°hn—k+3"'hn) =
hn—k+2'hn—k+3"'hn' Par suite la différentielle

dt1—2,4—t1 s 2 Etl—2,4—t1 Et1,3—t1

2 R ) 7

ty»3-t, t,,3-t, o
est un épimorphisme d'oli Eq = E_ = 0. On vérifie alors que p_
existe et est égal a t, et le résultat annoncé s'ensuit.
t.,z_t-

Lorsque i = 2 mod(8), on remarque que les groupes E_ ,

1 £ j <k sont triviaux, soit pour des raisons de congruences de 1l'entier

2—tj, soit en appliquant la proposition I.2.1. De méme la composante du

«..h mod(2)
n
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gradué correspondant 3 l'entier t = dim W - (2(n-k+1)-1 + 2(n-k+2)-1), soit

gth2-t

‘oo b

est trivial puisque t est congru & O modulo 8. On vérifie alors
que l'entier dim W - (2(n-k+1)-1 + 2(n-k+3)~1) est 1l'entier pé de 1la
discussion générale qui s'applique sans difficulté en vertu de la propo-

sition I.2.1.

Deuxilme cas : k est impair et n pair.

Si n = 0 mod(4), considérons d'abord les i tels que

i~dim W = 0,4 mod(8) (dim¥W = 7 mod(8)), autrement dit i = 7,3 mod(8).

Pour i = 3 mod(8), les conditions (3.1) a) et (3.1) b) sont vérifides et
il s'ensuit que le groupe ﬁb3(w) est sans torsion.
Par contre, pour 1 = 7 mod(8), (3.1) b) n'est pas réalisée et aucune
conclusion ne peut &tre tirée & propos de £67(W) 3 1'aide de la méthode
générale indiquée.

Pour 1 = 0,4 mod(8), considérons 1l'entier t défini précédem-

ment :

t1 = dim W - 2(n-k+1)+1.

Alors, nous avons ¢t 0 mod(4) et par suite i-t1 = 0,4 mod(8). t est

1 1

donc 1'entier P, de la discussion générale. De plus, on vérifie que (3.1)
a) et (3.1) b) sont réalisées et par conséquent les groupes ﬁb°(w> et
£h4(W) sont libres.

Si n = 2 mod(4), alors dim W = 3 mod(8) et en procédant de
maniére analogue au cas n = O mod(4), on montre que ﬁbi(w) est un groupe
libre pour i = 0,3 et 4,

Ceci termine la démonstration du théoréme I.l.

Remarque. Si k est 2 et n impair, le point a) du théoréme I.1]
redonne un résultat de C. RIBETRO qui 8tablit que pour les H-espaces finis

. N -1
sans torsion ayant le type de SU(n), les groupes KO et KO sont les

seuls susceptibles d'avoir de la torsion.
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4. Un exemple de Caleul.

Finalement, nous montrons qu'il existe bien des variétés de

Stiefel complexes pour lesquels certains des groupes ko' ne sont pas

isomorphes aux graduds associés correspondants. Ce qui justifie a posteriori

la technique de calcul qui vient d'étre développée.

Considérons 3 titre d'exemple la variété W 3 avec n = 49 > 3
L]

et dont les nombres de Betti non nuls sont en degré O, 2n-5, 2n-3, 2n-1,

4n-8, 4n-6, 4n-4 et 6n-9. On vérifie alors, compte tenu de la congruence

de n que

Gr £b°(w42@3) Y gh(h)=8,0 g 54(42)76,72 4 gl (42)=4,4

De plus nous avons la

P&OEOALILOW 1.4.1. Le terme Eg(QR)-6’_2 est &éternel (i.e.

g4 (426,72 Eg(m)-e,—z -e).

La démonstration de la proposition I.4.1 se fait en plusieurs

étapes.

Soit ¢ : wn,3 — wn’z la fibration en sphére de WV

n,3
. 2n-5 e . _
au~dessus de Wn,2 de fibre S et définie par ¢(v1,v2,v3) = (vl,vz)

o P n . o .
pour tout 3 repére de vecteurs orthonormés de € . Considérons la suite

exacte de Gysin (déduite de la suite spectrale de Serre pour les fibrations

voir [Sp] associée a cette fibration): soit :

o 1w

*
cz) 2wl =5 gy gl ) ..
n,2 n n,2

Z) — H h,2 }

,3°

oi ¢ désigne 1'homomorphisme induit en cohomologie par la projection ¢.
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Pour q = 2n-1, comme H4(Wn s Z) =0 si n > 3, il s'ensuit

2

’

que H2n—1(wn 2 s Z) ——9—~+ HZn—l(wn 3 ; £Z) est un épimorphisme. Nous utili-
’ ’

sons ce fait pour montrer le

Lemme 1.4.2. Dans s.s. A-H ﬁb°(w ) la différentielle

42,3

2(4%)-1,0 | E2(42,)—1,0 4(42)-6,-2

d2(42)—5 T T2(40)-5 — E2(42)_5 est triviale.

Démonstration : Notons en effet que cette différentielle &chappe

3 toutes les conditions de trivialité dé&j3 &noncées. Considérons alors 1'homo-
. * % . . . . .
morphisme {¢S } de suites spectrales induit par la projection ¢ et

donnant lieu au diagramme commutatif (D') suivant :

dZ(l»JL)—I,O(W N

2(45L)-1,O(w y 2(42)-5 42,3 E4(42)~6,-2(w )

2(49)-5 42,3 2(42)-5 42,3
¢2(42)-1,0 ¢4(42)—6,—2

2(42)-5 2(42)-5 ")
d2(4SL)—1,O(w )
2(42)-1,0 2(42)-5 42,2 4(48)-6,-2
Baan)-5" Mag,2) = Eycany-s (Mag,?)
' 4(48)-6,-2 _ . T

Alors on a, d'une part EZ(AQ)—S (w42,2) = 0 (le nombre de Betti de wn’z

étant nul en dimension 4n-6) et d'autre part, on vérifie que

2(40)-1,

2(42)-1,0
E)42)-5

0,5y _ = .=
W) = E2 (W si W= w%,2 ou W4Q,3 .
cette vérification se faisant 3 1'aide du lemme 0.7 et de la structure d'algébre

extérieure de la cohomologie de ces espaces pour cequi est du calcul des opé-

rations de Steenrod.
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I1 en résulte que 1'homomorphisme ¢§EZ§;:;’O est 1'homomorphisme cl>;'E

induit en cohomologie et qui, en vertu de ce qui précéde est un &pimorphisme.

. . ' . - 2(42)-1,0 = ‘
La commutativité de (D') et le fait que d2(4g)—5 (W42,2 0 montrent
s . 2(42)-1,0 _ 2(40)-1,0
alors que la différentielle d2(42)-5 (W42’3) d2(42)—5 est nulle comme

annoncé .

La seconde &tape consiste 3 montrer que les autres différentielles

intervenant dans le calcul du terme considéré dans la proposition I.4.1 sont

triviales. Les seules susceptibles de ne pas 1'étre sont d;giﬁ;:g’-6 et
2(4)~5,-4 . . ‘= ..
d2(42)—1 qui, en fait, le sont, la premi&re parce que de source triviale

et la seconde en vertu du lemme 0.7. La proposition est donc compl&tement

démontrée.

,
Nous avons donc prouvé que Gr KOO(W42 3) ~ 7 ® Z2 ®Z et
’

"
cependant KOO(W42 3) ~ 7 ® 2Z d'aprés le théoréme I.1. b).
s
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CHAPITRE I1I

K-THEORIE REELLE DES GROUPES

SYMPLECTIQUES Sp(n) (n > 1)

11.0. Introduction.

Nous donnons la structure additive de la K~théorie réelle des

groupes symplectiques Sp(n) (n 3 1) ; le résultat obtenu est le suivant :

Théoneme 11.0.1.

~graduée KO*(Sp(n)) est de rang 2n+1

8 . n+l
b) la torsion de KO (Sp(n)) est isomorphe 3 (Zz)‘ .

a) La Z-algébre Z

I1 s'ensuit une conséquence importante,

Theoneme 11.0.2. Dans la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH

"
correspondant au groupe KOl(Sp(n)), on a un isomorphisme de groupes abé&liens

ko' (sp(n)) ¥ 0 [W(sp(m) 5 2) © KO'P(s)] = E,(Sp(m)) .

P

Nous nous basons essentiellement sur un travail de R.M. SEYMOUR sur la
KR-théorie des groupes de Lie et de leurs espaces homogénes, la KR-théorie
étant la théorie de cohomologie associée aux fibrés complexes 3 involutions,
-Real bundle dans la terminologie d'ATIYAH ) (voir EA]])—

Un tel fibré esf un fibré vectoriel complexe E—»+X avec des involutions

TE et TX sur E et X respectivement telles que

1 =
) 7 Tp = TyW

2) la restriction : E .= E de T, 2 la fibre E
) stricti (TE)X X TX(X) E X
au-dessus d'un point x € X est une involution semi-linéaire.

En particulier si 1'involution sur la base X est 1'involution triviale,

Ty est une involution semi-linéaire sur chajue fibre et donc une involution
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(R)

X

de 1'espace vectoriel réel E obtenu 3 partir de Ex par restriction des

scalaires de € a R. Si FX désigne le sous-espace propre correspondant

i la valeur propre +1 de cette involution, et F le fibré vectoriel réel
e s aeme_ s e o eae ks PP,

sur X ainsi défini, il est immédiat que E —> X est le complexifié de

. . e .. . . * "
F > X et cette association définit un isomorphisme naturel KR (X) = KO*(X).

I1.1. Preliminaires.

Comme dans le cas de la K-théorie usuelle (réelle ou complexe),
nous disposons de morphismes de complexification et de réélification
¢ : KR(X) -~ R(X), r : K(X) » KR(X) respectivement, et vérifiant des rela-

tions analogues & celles de Bott, & savoir

re(x) = 2x, cr((y) = y+y*, x € KR(X), v e K(X)

. . . e . * *
oli * désigne l'involution K(X) > K(X) définie par [E] = [TX f] pour
tout fibré complexe & involution E, E désignant la structure complexe

i - * . - » .
conjuguée sur E et TX 1'image réciproque par TX. On notera que si T

est 1'identité sur X, on retrouve la conjugaison habituelle sur K(X)

ainsi que la complexification et la ré&élification signalées au chapitre O.

Nous nous placerons désormais dans cette derni&re hypothése.
Rappelons maintenant —apr&s 1'avoir adoptée a la KO-théorie-
un théoréme de structure ([SE] théoré&me 4.2) qui permet d'avoir des informa-—

tions sur KR(X) & partir de la K-théorie complexe de X,

Théoneme 11.1.1. Supposons qu'en tant que groupe abélien Z _-gra-

2
*
dué K*(X) est libre, et que 1l'involution % (¥ = t) décompose K (X) sous

la forme
K'(X) =M, € M_6TOT

de sorte que * soit la multiplication par +1 (resp. —-1) sur M
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*
(resp. M), et d'autre part échange T et T .

Soient hl""’hn € KO*(X) tels que c(hl),...,c(hn) forment une base
pour le K*(+)—modu1e K*(+) R (M+ ® M) (+ désigne un point) ; alors en

tant que KO*(+)—modu1e
KO (X) = F ® r(K'(+) 8 T)

oi F désigne le KO*(+)-modu1e libre engendré par les hi (1 ¢ 1igmn).

Dans le cas des groupes de Lie G compacts, connexes, simplement
connexes et semi-simples, une telle décomposition de la K-théorie complexe

s'obtient a partir :

a) des représentations de G, l'anneau  R(G) s'exprimant &
cause de la simple connexit€ sous la forme d'une algébre polynomiale (voir
Duﬂ pour les détails).

b) d'une classification de ces représentations (virtuelles) rela-
tivement & une involution * sur R(G) induite par celle considérée sur G.

c) d'un théoréme de HODGKIN sur la structure de la K-théorie
complexe des groupes de Lie compacts et simplement connexes ; plus précisé-

* ) - L.
ment K (G) = (Im OG) oi A(Im UG) désigne 1'algdébre extérieure sur

Im OG et OG : KO(BG) -> K—I(G) la suspension universelle définie dans

[HODU, page 15. (%)

Soit maintenant o : R(G) ~ KO(BG) 1'application naturelle ([HUS] page 43)

définie 3 partir du G-fibré principal EG + BG. o est une injection car

. - - 1 1
(® La suspension Og * KO(BG) > K l(G) est la composé § ! o ﬂa ou ﬂé est

L'homomorphisme induit en K-théorie par la projection To du G fibré wniver—
™ -

sel EG —S> BG et on § : K 1(G) > KO(EG,G) est le connectant de la

suite exacte associée & la paire (EG,G). & est ici est isomorphisme du

fait de la contractilité de EG.
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G est connexe aussi identifiera-t-on R(G) & son image par o dans

KO(BG) et 8crira-t-on x au lieu de o(x) pour x € R(G).

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe de Lie compact connexe,

simplement connexe et semi-simple de rang s.

Alors R(G) =‘z[p1,...,pS] ol les pj (1 £ j € s) sont les représentations
dites de base (voir DHOﬁ],[SE] pour les définitions). D'aprés [SE] prop.5.1.,
ces représentations de base sont permut@es par la conjugaison % : R(G) > R(G),

et par suite on peut écrire R(G) sous la forme

* *
R(G) = Z[el,...,er,yl,...,yk,yl,...,yk] avec r+2k = s,

les ei désignant les représentations irréductibles de base invariante
par k.
D'aprés le résultat de HODGKIN et moyennant 1fidentification de u(pi)

. - - - * - .
avec pi (mentionnée plus haut) tout &lément de K (G) s'8crit comme somme

de mondmes de la forme

t t £ £ v v,
1 1 K ] K
m=o0(8) ... 0(6) T.oly) ...o(r) . oY) e "(Y:) -

€ € \Y

v
n O(YI) Lo O(Yk) ko o(yT) ! e c(yz) K

]
o

avec t., €., V. ou 1 et o, =0.
i 1 1

Introduisons & ce stade de la définition suivante :

Deﬁ&n&t&on 11.7.2. Les entiers relatifs Wi(m) = Z

sont appelés les poids du mondme m.

j(e.=v.)
J J ]

* A
Soit N 1la sous-algébre de K (G) engendrée par les monOmes
m de poids Wi(m) nuls pour tout i, c'est-3-dire les monbémes m de la
* * - *
forme m = n O(yl)...O(yk)O(Yl)..G(Yk), T 1la sous-algébre de K (G)

engendrée par les monbmes m dont le poids est positif pour le plus petit
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* * .
indice i tel que wi(m) # 0, et T la sous-algdébre de K (G) engendrée
par les mondmes m dont le poids est négatif pour le plus petit indice i

tel que w.i(m) # 0.

e s *, . .
Alors on vérifie que Wi(m ) = —Wi(m), et il en résulte d'une part, que *
- * i . . .
échange T et T , et d'autre part laisse invariant N : comme c'est une
involution, on a une dé&composition N = N+ ® N correspondant aux valeurs

propres +1 et -1 de +. Il s'ensuit :
* *
K(G) =N O8N 8T®T.

Définition 11.7.3. Une représentation lindaire complexe d'un
groupe de Lie G est dit de type quaternionique si elle est obtenue par
restriction de scalaires de #§ & € dans une représentation quaternionique

de G. (H est le corps des quaternions).

De méme, une représentation complexe de G est dit de type réel si elle

est la complexifiée d'une représentation réelle de G.

Le lemme suivant précise le rdle joué par certaines classes de
représentations irréductibles d'un groupe de Lie compact connexe tel que
ﬂl(G) = 0.

*
Lemme I71.7.4. Soit x € KO(BG) tel que x=x et x=a(p)

oli p est une représentation irré&ductible de G ; alors :

1) si p est de type réel, il existe z € KOO(BG) tel que
c(z) = x 3

2) si p est de type quaternionique, il existe =z € KO—A(BG)

tel que c(z) = pgx ol u, est le générateur de K*(+)

pour sa structure d'algébre Z_-graduée.

8
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Démonstration : Voir [SE], lemme 5.3.

Soit maintenant o, ¢ KOO(BG) > KO_I(G) la suspension en

K-théorie réelle définie de manidre analogue i la suspension

O'G:

vante (voir [SE]).

o, -1 . - . .. .
K(BG) —> K (G), il résulte de ce dernier lemme, la proposition sui-

Proposition I1.1.5. Soit G un groupe de Lie compaét, connexe
semi-simple tel que WI(G) = 0 ; si la conjugaison sur R(G) est 1'identité
alors en tant que groupe abé&lien, on a :

*
KO (6) = A (Im 0 ).

KO*(+)

I1 découle de cette &tude que si R(G) est engendré en tant
qu'anneau par des représentations irréductibles auto-conjuguées, la struc-

3 . * . - L] -
ture additive de KO (G) est bien déterminée.

Dans la suite, nous montrons que le groupe de Lie simple Sp(n)
vérifie les hypothé&ses de la proposition II.1.5 et que le résultat global
qui vient d'étre énoncé permet de conclure sur les différentielles '"délicates"

dans la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH associ&e 3@ Sp(n).

11.2. K~théonie néelle de Sp(n).

Lemme T1.7.1. Soit G wun groupe de Lie compact. Alors toute

représentation complexe de dimension finie de G, de type quaternionique

est auto-conjuguée.

Démonstration : Seit U : G — Autm(E) une représentation de

type quaternionique dans un espace vectoriel de dimension finie ; E

3 est

de dimension complexe paire. Posons dim E = 2n, et soit J : E — E

1'anti-
¢ ancil

involution semi-linéaire définie par :




J(ei) = e, si lgign et

J(ei) =-e., . 81 n<ig 2n.

Alors J d&finit sur E une structure d'espace vectoriel quaternionique i
gauche. Soit F ce MH-espace vectoriel : (A+uj)z = Az + pu(Jz ) ; avec
>\+uj€lH=d:0CJ. et z € E.

U é&tant une représentation quaternionique de G dans F, il
est clair que U(g) commute avec J, pour tout g € G. Comme J est

semi~lin8aire de E dans E, donc lindaire de E dans E, le diagramme

E
U(g) J
E

montre que J est un opérateur d'entrelacement de U et de sa représenta-

commutatif suivant

J
—_—

U(g)

] $———— ]

J

tion conjuguée U.

Considérons maintenant le cas oi G est le groupe symplectique Sp(n). Soit
pn la classe dans RSp(n) de la représentation de Sp(m) oii toute matrice
M e Sp(n) opére dans G2n comme la multiplication 3 gauche par M. Posons
o, = Aipn (i =1,2,...,n) ; alors les 0 i=1,2,...,n, engendrent

1'anneau RSp(n) (voir [HUS] page 193). De plus

Lemme 11.2.2. o, est une représentation complexe de type

quaternionique.

Démonstration : Soit J 1'anti-involution semi-linéaire dé&ja

considérée au lemme précédent, et B' : ExE — € la forme antihermitienne

définie par B'(x,y) = B(Jx,y), X%,y € E, B &tant la forme hermitienne usuelle
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2 :
" de I Alors tout élément M de

ne

surl'espace de la représentation E

Sp(n) € U(2n) est, par définition une isométrie pour B' ce qui &quivaut

~

& MJ =JM ; il en résulte que la multiplication par

phisme de E pour la structure quaternionique de ce dernier, dé&finie par J.

Conollaire 11.2.3. La conjugaison sur RSp(n) est 1'identité.

Démonstration : D'aprés les lemmes I1I1.2.2 et II.2.3, p_ est

auto—-conjuguée et par suite les «. aussi. Le corollaire résulte glors du
i

fait que les o, engendrent R Sp(n) et que la conjugaison est un homomor-

phisme d'anneau.

Conollaine 11.2.4.

a) En tant que KO*(+)—modu1e, 1'algébre Zs-graduée KO*(Sp(n))

. -~ * n P
est isomorphe 3 un KO (+)-module sur 2 générateurs ;

b) la Z-alggbre Zg-graduée KO*(Sp(n)) est de rang ot et
n+l

sa torision est isomorphe a3 (Z )2

2

Démonstration : Comme Sp(n) est de rang n, le a) ré&sulte direc-

tement de la proposition IT.1.5. Le b) est une conséquence du a) et du fait

* .
que KO (+) est de rang 2 et que sa torsion est isomorphe & (Z 2 (voir

9)
le tableau des coefficients au chapitre 0).

17.3. Détermination des groupes KO (Sp(n)).

s *
Dans ce paragraphe nous utilisons la structure de KO (+)-module

de KO*(Sp(n)) pour calculer les différents groupes ﬁbl(Sp(n)) 3 au

passage, elle permet de conclure 3 la trivialité de certaines différentielles

"délicates'" dans s.s. A-H ﬁb(Sp(n)).

Soit H*(Sp(n) ; Z) 1'algdbre de cohomologie entiére de Sp(n) ;

’

on sait que H*(Sp(n) 3 L) = Az(Xé,...,x4n_]), algébre extérieure sur des

M définit un H-automor-
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générateurs x., en degré i. Sp(n) est donc sans torsion et par conséquent
i

la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH associée satisfait aux différentes

propositions développées au chapitre-o.

Si 1'on note

~l

E,(Sp(n)) = & E,(Sp(n))
i=1

oll E;(Sp(n)) désigne le terme E_, dans s.s. A-E KOl(Sp(n)),

2
* i
Gr RO (Sp(n)) = @ Gr KO (Sp(n))
i=0

la somme directe des gradu&s correspondant respectivement aux différents
groupes KOl(Sp(n)) et enfin Tors(-) 1la torsion dans le groupe (-),

on obtient

n+1l
Tors(KO*(Sp(n)) = zz (corollaire II.2.4)
Tors(Ez(Sp(n)) = Z; et

rl

Tors(Gr KO (Sp(n)) = z;

oi r et r' sont deux entiers naturels vérifiant 1'inégalité :

(on notera en particulier que 1'inégalité r' < r résulte du fait que de
la torsion ne peut €tre introduite dans le gradué par une composante libre

du terme E2 en vertu de la proposition 08.)

L'estimation de r et de r' nous conduit au travail préparatoire suivant.
Soit p un entier tel que le p-i&me nombre de Betti Bp = Bp(Sp(n)) de Spin) soit

non nul. Pour un entier i, O ¢ i ¢ 7, considérons l'entier i~-p avec la
2 Bp 1 dist]
y2 el pour les distinguer.

multiplicité R et notonms a;
P (i,p)

. a,.
‘1,P)’ (l’P
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Soit A la liste de tous ces i-p, avec 0 < i g 7, Bp # 0 et o chaque

i-p est compté avec la multiplicité Bp comme précédemment indiqué ;

autrement dit
P, TPy eeesereees ~Py
l—pl l—p2 cesescensns l—pN

2-p1 2—p2 sesesesecns 2—pN

7—p1 7-—p2 ceesesccnes 7—pN

avec O g Py <Py < een < Py PN = dim Sp(n) et oli 1'écriture
8
2 k - 5
o, . , O, . seoosOl,. tous égaux a
(i,p )’ “(i,py) ’ (1,pk)’ &

i—pk

symbolise les entiers

Bk
i-pk.
Soit A2 la sous-liste des éléments i-p de A

(compté avec

multiplicité) tels que i-p = £ mod(8) et soit Card A, 1le cardinal de A

L 2°

Alors, nous avons le résultat préliminaire suivant :

Lemme 11.3.1. Pour tout couple (&,%') d'entiers, nous avons

card A, = Card A

2 (A

Démonstration : Soit W(Q 2 1'application de A dans Ag'
Xy

e’ T —
définie par ((i-p) = i+(2'-2) - p ol i+(2'-2) est le représentant
(2,2")

de 1a classe modulo 8 de i - (2'-2) compris entre O et 7 inclus. Alors

est clair inj i ; i 1 - et 1i.,- ont deux
-ﬂ(z,z') st clairement une 1injection ; car sl 10 P 1l p]v sont de

éléments de Al avec io # il’ alors io + (2'-2) # il + (2'=2) mod(8).

En échangeant 2 et &', nous remarquons que J(Q' ) est aussi
b
une injection et par suite W(Q i) est une bijection puisque AQ et AQ,
b

sont finis. Et le lemme est démontré.
|
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Proposition 11.3.2. Supposons q = -1, =2 mod(8). Alors dans
s.s. A~-H KO(Sp(n)), les différentielles dz’q et dz—s,q+s—l sont

nulles pour tout p et tout s > 2.

Démonstration : Rappelons que la torsion dans la Z-algébre
n+1

2

Zs—graduée KO*(Sp(n)) est donnée par Tors(KO*(Sp(n) ~ g

Maintenant & partir de la liste A et en remarquant que chacune
de ses lignes est constituée de 2" termes lorsqu'ils sont comptés avec
leurs multiplicités respectives (puisque la cohomologie entiére de Sp(n)
est une algébre extérieure sur n générateurs), il vient que Card Al = 2"
comme conséquence du lemme II.3.1. Par suite, puisque Sp(n) est sans torsion,
nous avons :

Card(A__.l U A—Z) n+l

zZ, =,

e -

Tors(Ez(Sp(n))

I1 s'ensuit que la Z-algdbre z8—graduée KO*(Sp(n)) et le

terme E2 dans la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH ont la méme torsion.

Alors, nous avons un isomorphisme
* n
KO (Sp(n)) = E,(Sp(n))

de groupes abéliens, puisque d'apré&s la proposition 08, ils ont aussi des

parties libres isomorphes. Il en résulte que

RO™ (Sp(m)) = Gr KO (Sp(n)) = E,(Sp(n)).

Ep’q

sont des
2

Ainsi, pour tout q dans A__1 ou A_2, les cycles dans

cycles permanents, ce qui revient & dire que les différentiels dz’q et

dg—s,q+s—l sont nulles pour de tels q et tout s > 2.

Cette derniére proposition entraine immédiatement la
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Prioposition 11.3.3. Pour tout i, dans la suite spectrale
d' ATIYAH~HIRZEBRUCH correspondant a KOl(Sp(n)), nous avons des isomorphismes

de groupes :

. . o
KO'(Sp(n)) = E5(sp(m)) = @ [H(sp(n) 5 £) ® RGTP(s™)].
P30
e i i i .
Fn utilisant la formule KO (=) = KO (~) @& KO (+), il est tout

aussi immédiat que les propositions II.3.2 et ITI.2.3 restent vraies pour la

KO~théorie réduite, de sorte que nous avons

R'(spm) = o [Hsp(m) 5 2) 8 KO P(s9)].
p20




- 37 -

CHAPITRE 111

K-THEORIE REELLE DES VARIETES DE

STIEFEL QUATERNIONIQUES Xn k (k < n)
b4

0. Introduction.

Les méthodes utilisées dans ce chapitre de méme que les résul-
tats obtenus, sont similaires & ceux du chapitre précédent et s'appuient

essentiellement sur le théoréme de structure de SEYMOUR. Xn K désignant
&

sz . . . N n .
la variété la variét de Stiefel des k-rep@res dans H (oi H est le corps

des quaternions), nous montrons le th&or&me suivant :

Théoneme 111.0.1. (*). En tant que groupes abéliens, la Z-algébre

* . - * - ..
-graduée KO (Xn est 1somorphe & une KO (+) algébre extérieure

Zg K

sur k. générateurs.

I1 s'ensuit le résultat principal de ce chapitre.

Théonéme 111.0.2. Dans la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH

correspond au groupe ﬁbl(xn k), on a un isomorphisme de groupe abéliens
b

Ror(x ) = Ey(X ) =8 [1“3"(xm 3

~i-p,.0
ok z) 8 K0© P(s%)] |

"
Pour k = 2 et 3, les groupes KOl(Xn ) ont été explicitement

.k

déterminés par Wu, Zhen De dans [W{] et [Wz] en utilisant essentiellement la

structure cellulaire de ces variétés,

(%) Ce résultat 8tait connu de Lazarov (BJ).
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1. K-thdornie complexe des varniétis de Stiefel quaternioniques.

Les groupes de K-théorie complexe des variétés de Stiefel
quaternioniques ont 8té déterminés par ROUX dﬁo])en termes de représentations
des groupes symplectiques (redémontrant en fait un résultat de Connor-
Lazarov [4]) en utilisant essentiellement une suite spectrale de HODGKIN.
Cette suite spectrale s'est, du reste, avéré extrémement puissante dans le
calcul de la K-théorie complexe d'espaces homogénes de groupes de Lie com~
pacts et de groupe de Poincaré libre mais nous n'en aurons pas explicitement
besoin ici et nous renvoyons le lecteur 3 [HODI].

Afin de décrire le résultat de ROUX, soit 1'idéal

I
Sp(n)
d'augmentation de 1'application R(Sp(n))-li+ R({1}) = £ induit par 1'in~

clusion {1}« Sp(n) de sorte que

R(Sp(n)) = I Z.

Sp(n) ®

Soit J 1la noyau de 1'homomorphisme R(Sp(n)) - R(Sp(n-k)) induit par

1'inclusion de Sp(n-k) dans Sp(n), 0y la représentation complexe

canonique de Sp(n) C U(2n) de i-éme puissance extérieure Xl(p2 ). Alors
n

les représentations virtuelles m, = ﬂi(pzn) € 1 £i<n peuvent

I
Sp(n)
N PO . 1 n

8tre définies (voir [Rd]) telles que R(Sp(n)) = Z[X (pzn,...,A (QZn)]
s'identifie, comme Z-algébre supplémentée 3 la Z-algébre des polyndmes

Z[ﬁl,...,FAJ et de plus les éléments ﬂi(pzn), n-k+] < i ¢ n appartien-

nent 3 J. Alors nous avons :

Proposition ITI.1.1. (ROUX) En tant qu'algébre Z

z—graduée

* *
KK = K OPM g i) = By [T eomy)

chaque m. = ﬂi(e )  é&tant de degré -1.

2n
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Roux a &galement montré& que les classes de K-théorie respective-
ment associes aux ﬂi dans 1'isomorphisme au-dessus proviennent de la
B construction : en d'autres termes ﬂi(en) doit &tre interprété comme

B(m, (e, )).

D'une manidre générale, pour un groupe de Lie compact G et
un sous—-groupe fermé H de G, la R construction est une application de
I = Ker(R(G) —ii+ R(H)) (induite par 1l'inclusion j : H > G) dans
K_I(G/H) ~ [G/H,Uﬂ, oii [G/H,U] désigne 1l'ensemble des classes d'homotopie
des applications de G/H dans le groupe unitaire infini U,

Si 1'on regarde une représentation de G comme une application
de G dans un certain U(n)C U, alors pour tout EGI,OZ] €1 8([01’02])
est par définition la classe d'homotopie de 1'application f : G/H~-> U(n)C U
définie par f(gH) = Ol(g)cz(g)—l pour tout gH € G/H. (f est bien définie
puisque o, et o, ont la méme restriction a H),.

o

o S BN
De plus chaque M est de la forme UP P deg w0 .

P . . - . o -
est une représentation irréductible de base et deg T, son degré. Comme

B est additive et R@&) = 0 (voir EHOD] page 8) K*(Xn k) est donc addi-
b

(@]
)sueesBmD].

o
n-k+1

tivement isomorphe 3 Az[B(ﬂ
Rappelons maintenant que, d'aprés le corollaire II.2.3, la conju-
. . .. . ) .
gaison sur R(Sp(n)) est l'identité. Il s'ensuit que les Tes n-k+! < 1 € n,
et par suite les B(ng) sont auto conjugués. Nous en déduisons que la

. . * . o, -
conjugaison sur K (Xn ) est 1l'identité.

»K

3, K-théonle néelle de X .
n,k

Introduisons la définition suivante

Déginition 111.2.1. Soit Y wun C.W. complexe fini et Els v
un fibré vectoriel complexe au-dessus de Y. E_",Y est par définition un

fibré vectoriel quaternionique s'il existe sur E une anti-involution semi-
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linéaire JE commutant avec la projection T (i.e. JE conserve chaque

fibre).

Désignons par KH(Y) le groupe de Grothendieck des classes
d'isomorphismes de fibrés vectoriels quaternioniques et revenons aux variétés
Xn,k' Nous voulons montrer que 1eé B(W:), n-k+l1 £ i € n, éventuellement
multiplié par un inversible de la Z-algébre Zg—graduée K*(+) = Z[uéb 4

H,=1
sont des complexifications de classes réelles. 2

Remarquons, i cette fin, que chacune des représentations irré&duc-
tibles ﬂ:(pzn) est ou bien de type réel ou bien de type quaternionique
puisqu'elle est auto-conjugude. (on pourra voir une démonstration de ce fait
dans [SE] prop. 5.1.)

De plus, chaque classe B(ﬂz(pn)) hérite du type de ﬂg,
c'est-a-dire B(ﬂg) est complexifié (resp. quaternionique) si ﬂz est
de type réel (resp. quaternionique).

Pour voir ceci plus précisément, considérons la suspension 'relative" o'
définie dans ([G—L] page 43) a partir de la fibration G/H -~ BH Bl , BG
induite par 1'inclusion ji : H=+ G ; soit ¢' = 6—1 Bi! dé&fini de Ker Bj!

-1 . . .
dans K (G/H) par le diagramme commutatif suivant :

0 — K e/ —S K°(BH,C/H) —— K°(BH)
Bj! Bj!

K°(BG,*) ——o K°(BG)

dans lequel la ligne horizontale du dessus est la suite exacte associée &

la paire (BH,G/H), G/H ayant &té identifié a la fibre au-dessous d'un point

base * de BG.
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D'autre part, 1'homomorphisme o : R(G) - k° (BG) (voir chapitre précédent)

applique I = Ker(R(G) - R(H)) dans Ker Bj! = KXBG,BH).

Alors pour toute représentation p, a et B vérifient la

relation ([G—IJ)
B(p) = o' (a(p)).

Comme il est clair que o(p) est complexifié d'une classe ‘KOO(BG) si
o est de type réel et que o(p) € KH°(BG) si p est de type quaternionique,
cette derniére relation montre qu'il en est de méme pour B(p).

Si maintenant ﬂg est la complexification d'une représentation

I

. . - _ o
réelle de Sp(n), soit X € KO (ank) tel que C(Xi) = B(ﬂi).

Dans le cas quaternionique, nous utilisons 1'isomorphisme
t : KH(Y) - K0_4(Y) valable pour tout C.W. complexe fini Y (voir [SEJ p.18)
et en appelant s : KH(Y) > K(Y) 1la complexification naturelle, nous avons,

d'aprés le lemme 5.2 de [SE]

2.2, ug s(y) = ct(y) pour tout y € KH(Y).

Maintenant, comme tout &lément y € KH_I(Y) = KHO(YXBI,YXSO)
peut &tre repré@senté par un élé&ment différence o ¢ EOXS0 -> EIXSO ol
Ei ~ X (i =0,1) sont des fibrés vectoriels et o un isomorphisme, on voit
que la relation (3.2) a lieu pour tout vy € KH_l(Y).

Si, au regard du théo@rme de structure - th&oréme II.l.l1- nous
identifions tout élément y € K¥(Y) a 1'élément 1 ®y de K*(+) B K*(Y),

nous pouvons réécrire sous la forme

2.3, 18 s(y) =u5(18cty)) , y e kE ()

en utilisant la relation U; =1,
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Dans notre cas, si pour un certain .i, n-k+l

quaternionique, soit Ei € KH—I(Xn k) tel que S(Ei) = B(ﬂz(pzn)). En appli-

. o
< < .
£1ign, Wl(pzn) est de type

quant (2.3) nous obtenons

1B BT, (py)) = uy(l 8 cE(E).

Appelons alors ﬂi les ﬂz qui sont de type réel et ¢, les ™

i qui sont

de type quaternionique. Nous avons pour n-k+l i1 < 4es ¥ ip... <1 £n

q E]
l£qgq<n p<ggq

. — (u2yq97P
1 e B(Sil)...B(eip) B(¢ip+1)...6(¢iq) (uz) (18 c(xil)...c(xip)

ct (g, )..o.ct(g, )) =
tp+l tq

2,9-p
() (1 ® c(x, ...x, .t(E. Y.t(E. )) 2.4,
2 1 'p T+l q

Puisque les mondmes dans le nombre de gauche de (2.4) forment

* * *
une K (+)-base de K (+) 8 K (Xn k) d'aprés la proposition II1.1.1, nous
b

. - * . - . L4 -
avons donc exhib& une K (+) base constituée de complexifié de classes réelles.

. as . . 2
On remarquera que la multiplication par une puissance de W, me pose en effet

aucun probl&me puisque ug est inversible dans K*(+).

Par conséquent, le théor&me de structure s'applique et nous

avons démontré la

Proposotion 111.2.5, La Z-algébre Zg-graduée KO*(Xn )} est

»k

additivement isomorphe a A (x.,t(Ej)), algébre extérieure sur k

KO (+)
générateurs. Il s'ensuit la
Proposition 111.2.6. Pour tout entier

i, on a un isomorphisme

de groupes abéliens

e v p ) N i-p, .0
KOT (X, ) g [H (X, 4 3 2) 8 KOP(sT].
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Démonstration : Nous procédons de la méme mani&re que dans le
cas des groupes symplectiques. Nous estimons 1'ordre de la torsion dans

1'algébre Z_—gradué KO*(Xn en nous servant de la proposition III.2.5.

8 K

Puis, nous remarquons que le lemme II.3.]1 reste valable lorsqu'on remplace

Sp(n) par Xn " et nous en déduisons comme dans la démonstration de la

’
proposition II.3.2 que latorsion dans laZ algébre Zs—graduée est isomorphe 2
celle du terme E de la suite spectrale d'ATTIYAH-HIRZEBRUCH lui correspon-

2

4 P N i .
dant. Le ré&sultat annoncé& pour les groupes KO (Xn ) s'ensuit.

»K
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CHAPITRE 1V

K-THEORIE REELLE DE L'ESPACE HOMOGENE G2/T

1V.0. Introduction.

Soit G2 le groupe de Lie exceptionnel de rang 2 et de dimension

14, et soit T un tore maximal de G2 : on sait, notamment d'aprd@s Bott et
.amuelson EBO—&Q que la cohomologie enti&re de G2/T est sans torsion. Plus

précisément, on a :

H2(G2/T ; Z) - H4(G2/T 1 2) Y H (G,/T ; Z) z H8(G2/T 3 L) T

1'%c,/t ;2 Yz oz,
o v 12 " ]
R (GZ/T 1 Z) = H (G2/T ; Z) = Z et de plus les nombres de Betti de G2/T

sont nuls en degré impair. L'application de la suite spectrale d'ATIVAH-

HIRZEBRUCH en K-thé&orie complexe montre immédiatement que

o

K" '(c,/T) =

B¥re T s 2) ~ 2

(12)
o 2

I & o

0 ~
K (GZ/T) a
1

,
Dans ce chapitre, on calcule les groupes de KO~théorie de G2/T H

la structure de ces groupes est donnée par le -tableau suivant :

BU
HiE
i 0 1 2 3 4 5 6 7 ]
(5) 6) | 2 | ,6),, (2 (6) @b
-3 5 2 5
KO (G2/T) Z 0 4 z2 z ezz Zz Z azz 0
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1. Premiens nésultats.

On pose dorénavant X = G et on utilise la suite exacte

2/T

longue de Bott associée a X, soit

. : -1 :
SR S B B R L R0 -

X &tant sans torsion, il résulte alors de cette suite et de la relation

rec = 2 (voir chap. 0) que :

Kerfe : ROL®) » ¥ (@} = mld : R (@ » RE (0]} = Tors®o' (%))

oli comme précédemment Tors(ﬁbl(X)) désigne le sous—groupe de torsion
de RO (X).

P Vi
De plus, la trivialité des groupes Kl(X) pour i impair montre

que d : ﬁbl(x) - ﬁbl-l(x) est une injection de ﬁbl(X) dans ﬁbl_l(x)

(i impair). En récapitulant, on a la

P/wgou/téon v.1.1.

a) ﬁbl(x) = Tors(ﬁbl—l(x)) pour tout i impair
i i N i i . .
b) ﬁbl(x) = Fl(X) 0 K01+1(X) pour i pair (Fl(X) : partie libre

N
“de KO (X)).
n i '
Pour déterminer le rang des Z-modules KO;(X),'avec i /pair, on
procéde comme suit : d'apr@s un résultat de ([iHJ, page 139)

n

n, n,
k0%(x) & @ ¥ H

(X ;2) 8 @9, d'obd
7 HA

() Y m(x;E) 0HI(X;Z) @HIX; L ¥ PACE

N, ] .
Alors, en posant d.1 = rangLKol(X), la suite exacte courte

. c® . re ~ 81 .
0 +f0meq —2r ki eqg ——2Q g2 @ 0@ 0
z z z
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déduite de celle de Bott, fournit la relation

1.2. di+2 = ll--di 3 0gicxgé

y
(Rappelons que rangzKl(X) = 11 pour 1 npair).

Par suite d0 =53 d2 =6 ;d, =5etd, =6.

Remarque. il va sans dire que ces ré@sultats sur les parties libres
des groupes considérés peuvent &tre obtenus comme conséquence de la proposi-

tion 0.8.

Pour les entiers i impairs, la détermination des groupes de
. N i . .
torsion KOl(X) se fait au moyen de la suite spectrale d'ATIYAH-HIRZEBRUCH
n, . s eps .
en KO-théorie dans laquelle nous avions remarqué que certaines différentielles

sont relides aux opérations de Steenrod.

2. Cohomofogie de X = G, /T et carnis de Steenrod.

Pour déterminer 1'action des carrés de Steenrod surv X = GZ/T’
il esf nécessaire d'avoir une connaissance plus approfondie de la cohomologie
de cet espace. D'une maniére générale, soit G un groupe de Lie compact,
connexe et soit T un tore maximal de G, on sait que les nombres de Betti
de G/T sont nuls en degré impair. Posons rang G = £ et dim G = £+2m.
(ceci est toujours le cas sous les hypothéses faites sur G). Dans [BO—SAJ
Bott et Samuelson ont construit un espace B" et une application f de B"
dans G/T tels que : d'une part, B" est sans torsion, et, d'autre part la
cohomologie entidre de G/T s'identifie 3 une sous-algébre de H*(Bm ;s E)
contenant f*(Hz(G/T 3 7)) (f;'E est 1'homomorphisme induit en cohomologie

,..xm}e H2(Bm ; Z) telle que

par f). De plus, il existe une Z-base {x],x?

* . . L3
H (Bm ; Z), en tant qu'algébre s'identifie au quotient Z[xl,xz,...,xm]/I
de 1'algébre polyndmiale Z[xl,xz, ,Xﬁ] par 1'idéal I engendré par les

2 .
éléments = + a. X.*X oli les a, sont les entiers de Cartan
e T izl ik ik i,k
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de G. On a alors une description de la cohomologie enti&re de G/T au

moyen de xi.

Pour G2 il en résulte alors les faits suivants : (voir [BO—SAJ)

les éléments xl,xz,x3,x4,x5 et X de H2(B6 ;s Z£) vérifient les relations

2.1. x% =0
z X.X
) 172
2
Xq = (x1-3x2).x3
2 -
X, = (x2+x3).x4
x2 = —-(x,+x.+3%,).x
5 1 73 7747775
x2 = (-x,+X,.-X,-X_).X
6 172 74 75776
De plus, en posant o = —x1+3x2+2x3+3x4+x5 et B = x1—2x2-x3-x4+x6, on a
2.2. ocz + 30°R + 382 H oc6 = 86 = 0.

La cohomologie entiére de X = GZ/T est engendrée additivement

k

par les a'Bk et B, 0<k < 5, De plus, 83 est la premiére 'puissance"

de B divisible par 2 et, en tant que groupe abé&lien libre, une Z-base

de H*(X ; Z) est donnée par {l,u,B,aB,Bz

2 3 3 4 4
S0B8 LB /2’0"'8 /238 /2’0(:'6 /23
85/2,a°85/2}. Le calcul des 8léments de cette base en fonction des X, est

long et un peu fastidieux. Nous en donnons, dans la mesure de notre inté&rét

les grandes lignes :

2.3. B

2x1x2x4 + 2x1x2x6 + 2x]x3x6 ~ 4x1x4x6

- 2x1x5x6 - 2x2x3x6 + 6x2x4x6 + 4x2x5x6

+ 2x3x4x6 + 2x3x5x6 + 2x4x5x6
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3
= + -
2.4, B/2 xlxzx4 X X X, + X X X 2x1x4x6
- x1x5x6 - x2x3x6 + 3x2x4x6 + 2x2x5x6
+ X, X, X, + X, X_X, + X,X_X .

3746 37576 47576

on remarquera que les X: étant de degré pair, commutent entre eux.

- * .
Posons p(y) =y pour tout ye€ H (X ; £Z), p étant la réduction

modulo 2 ; alors

2.5. 63/2

X.X. X, + X X X + X X.X

17274 17276 17376

+ X, X X + X X X + X_ XX

17576 236 2746

+ X3X4X6 + x3x5x6 + x4x5x6 (mod 2).

qu étant une dérivation de 1'algébre H*(X 3 Zz), le calcul
de son action se fait en utilisant essentiellement la formule de Cartan [ST].
En particulier, on notera qu'en raison de la nullité des nombres de Betti
en degré impair (ce qui entraine que Sq1 = 0), tout Elément u de H2(X ) Z
vérifie la formule

k+1

2.6. $¢2 Xy = k u (k > 1).

Un calcul (relativement long) utilisant cette relation et les

relations (2.1) montre alors que
2.7. sq2@>/2) = o.

De tout ce qui précéde, il s'ensuit le lemme suivant :

Lemme. 1V.7.8.

2

2.38+8 ; s®P) =8 ;

a) Sq°(3) = a2 = a°B + B
b) qu(&‘é) =0 3 qu(éz) =0 5

&) sq2@@-B%) = 0 : sq2(83/2) = 0

2

)
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=3 5 b4 Z =5
»s@ly =8 458 s’ - E
A 5
e) Sq°(a- 32) =0 ; ‘ qu(—%—) = 0.

Démonstration : a), b) et c) résultent directement des relations
' k
2.2 et 2.6 tandis que pour d) et e) il suffit d'écrire qu(a .%f) k 2 3)

5 a3

sous la forme qu(&-Bk—3- % )‘ et d'utiliser la relation (2.7).

3. Détenmination des groupesd KO'(X) ol X = Gy g

Proposition 1V.3.1. K8 >(X) = £,08,.

Démonstration : D'abord, on vérifie facilement, compte tenu des

. s s s 6,-1
coefficients de la KO-théorie que le terme E_’ est la seule composante

P - N = .
éventuellement non triviale du gradué de KO 3(X). Puis on note que

$q2(5+8) = 0 ;. s@d) = o 2.8. b)
2,- =2 2 gg v
Sq"(a*B") = O 5 8q"(5) =0 2.8. «¢)
I1 en résulte que les différentielles dg’o = qu op: E;’O——ﬁ
Eg’—l et dg’l = Sq2 : Eg’—l—J+E§’~2 sont triviales. Il en est de méme
des autres différentielles d:—s,s—z et dg’_l (s > 2) : en effet, pour

des raisons de cohomologie &videntes (& savoir la cohomologie en dimension
impaire est triviale), il suffit de considérer les seules valeurs s paires.

On remarque alors que trois cas seulement peuvent se produire :

- ou bien d6—s,s—2 et dz’—l ont pour domaine ou aboutissement des
s
. . ' 2,2 6,-1
modules triviaux (c'est le cas de d4 et de d6 )

~ ou bien leur nullité est justiciable du lemme O0.7.

- ou bien encore, ce sont des homomorphismes d'un Z-module fini dans un

6,-1

Z-module libre (c'est le cas de d4 ).
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6,-1 _
Le terme Ez’ est donc éternel et on a

Z, & F

6,-1 v
2 2 2

Gr §6'3(x) = E

et par conséquent

n, =3 .
KO “(X) =z, @ z .

Proposition 1V.3.2. K0 (%) = o.

Démonstration : Pour les mémes raisons qu'en (3.1) le gradué

3 5
1 Z’-l . D'aprés 2.8. d) qu(u- %;) et Sq2(B ) sont

2
10,-2 _ .10 "

. A
s'écrit KO (X) = E

les générateurs de E2 H (X ; ZZ) = Zz 8 Zz et par conséquent la
différentielle dg’_l = qu est un isomorphisme de Eg’_l sur E;O’-z .
I1 en résulte que E?’—l = Ker dg’—l = 0 et donc Ei’_l =0 d'oill le
résultat annoncé.
.y =7
Proposition 1V.3.3. KO "(X) = O.
< . 2,-1 10,-1
Démonstration : Evaluons les termes Eoo et E_ , seules

AV . 4
composantes éventuellement non nulles du gradué de KO 7(X). Considérons

d'abord _Ei’—l ; d'aprés 2.8. a) d%’"] = 8¢ : Eg’—l N Eg’_z est un
isomorphisme. Il s'ensuit que E3’_1 = 0 : par conséquent Ei’_l est
trivial,

Pour ce qui concerne le terme E;O’_l il découle de (2.8. d))
que qu : H8(X ; Z?) - HIO(X ; Zz) est un isomorphisme. Comme la réduction
modulo 2 D H8(X s Z) > H8(X 3 Zz) est une surjection, la différentielle
dg’o = qu o p est un épimorphisme de sorte que E;O’_l est trivial :
d'oﬁ E;o’—l = 0.

7(X) :

e e 4e. e P N =
Nous avons donc &tabli la trivialité du gradué de XO

IV.3.3. en résulte.
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Proposition 3.4. R0 (x) ¥ z,.

P . - N =5 Ve s
Démonstration : Le gradué de KO "(X) s'écrit

Gr ﬁb’s(x) = Ei’_l ® E;z’_l. Dans le caléul du terme Ei’_l, on note que
qu : HZ(X 3 ZZ) — H4(X 3 Zz) est un isomorphisme en vertu de 2.8. a), ce
qui montre que la différentielle d;’o = Sq2 op: E;,O - Eg’—l est un
épimorphisme, et par conséquent Eg’_l = E;’_] = 0,

Notre démarche pour calculer le terme Eiz’—l est légérement
différente car si les différentielles d;Z—s,s—Z

sont nulles pour s g 8
-1

2,0 2,0 12,

(en utilisant notamment le lemme 0.7), en revanche dlo : E10 -> E10 m
E;2’~1 ne satisfait aucune des conditions de trivialité déja utilisées.

] v . - n, - . . s
Aussi, nous revenons a KO 6(X) auquel KO 5(X) est 1ié par la proposition
IV.1.1 . Plus précisément, nous allons montrer que ﬁb—6(X) a de la torsion.

En effet, dans le gradué de ﬁb_6(x), E;Z,—Z

2 . s . 12,-2
posantes éventuellement non triviales, puisque E2 ’ = F_. Le calcul montre

2
iz—s,s—S = 0 pour tout s 3 en particulier la nullité de d;O,-l

résulte de larelation 2.7. e) et celle de d?(’)_l du fait que Ez’—] =

10
- - - V)
;’ 1 _ 0. par conséquent, Eiz’ 2 . Eéz’ 22 Z,. De plus, comme X est

est une des com~

alors que d

E

de dimension 12, on a :

pl3 I&\Jo—é(X) = Ker(KNo'6(X) > K”O'G(xlf)() =0
d'oli
12 -6
‘, v E;z,-z _ F13 110_6()() - 12 %7%%
F~ KO (X)

Ainsi, F12 ﬁb_6(X) est un facteur direct dans ﬁb"6(x). Reve-
s =5 ey . . n, =5 \
nant & KO “(X), il résulte de la proposition 1.1. q) que KO "(X) = ZZ.
Finalement, des propositioms 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 et de la proposi-

s
tion 1.1, il résulte que les groupes KOl(X) sont bien ceux donnés par le

tableau (0.1).
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RESUME

Dans une premiére partie de ce travail, on &tudie la torsion dans

les groupes de K-théorie réelle des variétés de Stiefel complexes Wn K
:
Moyennant des hypothé&ses de parité sur n et k, on exhibe des groupes
i i :
KO (W .) qui sont sans torsion.
n,k
Dans une seconde partie, on s'int@resse aux variétés de Stiefel

quaternioniques. Tout d'abord, on détermine les groupes de KO-théorie des

groupes symplectiques Sp(n), en utilisant notamment un résultat de

R.M. SEYMOUR sur la KR-théorie des groupes de Lie et de leurs espaces homogénes.
On &tablit ensuite que les résultats obtenus valent encore pour les variétés

de Stiefel quaternioniques.

Enfin, on calcule la K-théorie réelle du quotient G2/T du groupe
de Lie exceptionnel G2 par un tore maximal T.
MOTS CLES : C.W. complexe sans torsion, cohomologie, suite spectrale,

représentation linéaire.




