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AVANT- PROPOS 

En 1974 ,  G . V .  Chydnovsky démontre  ( c f .  i n t r o d u c t i o n ,  t h .  8) q u e  d e s  
x . y .  

î o r p s  du t j p e  @(Le  J ,  l b i $ k ,  l $ j < l ) ) ,  où Y,, . . .,xk ( r e s p .  y l , .  . . , yL)  

d é s i g r e n t  d e s  nombres c d a p l e x e s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q e t  v é r i f i a n t  

une h y p o t h e s e  d e  mesure  d ' i n d 6 p e r d a n c e  l i n f a i r e ,  o ~ t  "des  g r a n d s  d e g r é s  d e  

t r a n s c e n d a n c e "  s u r  ü). 

 un d e s  i n g r é d i e n t s  e s s e n t i e l s  d e  l a  méthode d e  Chydnovsky e s t  

un c r i t è r e  d ' i n d é p e n d a n c e  a l g é b r i q u e ,  a m é l i o r é  notamment p a r  E .  Reyssa t  

( c f .  L R ~ ) .  

PI. Waldschmidt e t  Zhu-Yao-Chen donnent  une g t n é r a l i s a t i o n  en p l u -  

s i e u r s  v a r i a b l e s  d e  c e s  c r i t è r e s  ( c f .  I n t r o d u c t i o n ,  t h .  1 0 ) .  

Le b u t  d e  c e  t r a v a i l  e s t  d e  donner  un r a f f i n e m e n t  e f f e c t i f  e t  

q u a n t i t a t i f  du r é s u l t a t  de  Chydnovsky. 

Pour  c e l a ,  nous  commençons p a r  démont re r  ( c f .  théorème 1 .1 )  un 

r a f f i n e m e n t  e f f e c t i f  d ' u n  c r i t è r e  d e  M .  Waldschmidt e t  Zhu-Yao-Chen. Ce 

m 2 i  
r a f f i n e m e n t  f a i t  i n t e r v e n i r  l a  c o n s t a n t e  a b s o l u e  -- . On 

i 
i = l  2  -1 

m 
2i - 3,46274663..  . ( c f .  c h a p i t r e  1, 1 2 ) .  I l  s e r a i t  démont re  que  ï i  - - 

i = i  2'-1 

i n t é r e s s a n t  d e  s a v o i r  s i  c e  nombre est t r a n s c e n d a n t .  

E n s u i t e ,  nous  a p p l i q u o n s  c e  c r i t è r e  e f f e c t i f  , pour  o b t e n i r  une  
XiYj  

"mesure d l a p p r o x i m a t  i o n  s i m u l t ~ n é e "  d e s  nombres e . P l u s  p r é c i s é m e n t ,  

nous  d6montrons  ( c f .  c h a p i t r e  11, c o r o l l a i r e  1 .11)  l e  théorème s u i v a n t  : 



Enoncé du théorème : s o i e n t  n 3 1 ,  ( O l , .  . .,û ) n  nombres complexes  - - - -- 
a l g é b r i q u e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q e t  K un c o r p s  d e  d e g r é  f i n i  s u r  

q t e , ,  . . . , e n ) .  
kP 

On p o s e  K = --- 
k + l  ' 

TLxéu&ème.- On suppose  K > 2n.  A l o r s ,  i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  -- 
c 3 1 t e l  q u e  pour  t o u t  E z O ,  on a i t  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

il e x i s t e  un nombre r é e l  To t e l  que  p o u r  t o u t  nombre r é e l  T > T e t  

t o u t  ( ' i j )1$i$lc  
é l émen t  d e  Kk' s a t i s c a i s â n t  à : max t ( y .  . )  $ T ,  

1 s i c k  1 J 
1 6 j é P  IsjsL' 

on a i t  : 

max /y..-e 
1 < i $ k  1J 
1  sj 



INTRODUCTION 
---------- 

I l  e x i s t e  q u a t r e  méthodes  Four démontrer  l ' i n d é p e n d a n c e  a l g é b r i q u e .  

7ètre méthode : Apphoxhunation diophantienne. 

En 1844,  L i o ~ ~ r l l l e  c o n s t r u i t  une  c l a s s e  d e  nombres t r a n s c e n d a n t s  a p p e l é s  

"noiiibreç d e  L i . ~ d v i l l e "  à l ' a i d e  du théorème s u i v a n t  : 

Tizéotlèt?~e 1 .  - S o i t  x E IR t e l  q u e  : 
pn 

il e x i s t e  une s u i t e  d e  r a t i o n n e l s  (-1 v é r i f i a n t  pour  to i i t  n  e N, 
qn 

A l o r s ,  x  e s t  t r a n s c e n d a n t .  

On é t e n d  c e  théorème pour  o b t e n i r  une indépendance a l g é b r i q u e .  

2ème meAhode : Méthode de SiegeL. 

En 1873,  I iermite  démontre  l a  t r a n s c e n d a n c e  d e  e .  La t e c h n i q u e  c o n s i s t e  

à approcher  l a  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e  p a r  c e r t a i n e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  

"approximants  d e  Padé". 

En déve loppan t  l a  méthode d ' H e r m i t e ,  Lindeman en 1882 démontre  l a  t r a n s -  

cendance d e  n e t  énonce un r é s u l t a t  p l u s  g é n é r a l  q u i  a  é t é  complètement dé- 

mont ré  p a r  W e i e r s t r a s s .  Ce r é s u l t a t  e s t  connu s o u s  l e  nom d e  théorème d e  

Lindemann-Weirstrass.  

ThE~kètxo 2 (Lindemann-Weirs t rass)  . - S o i e n t  --- --- - - a l , . . . ,  a n d e s  nombres 
an 

a l g é b r i q u e s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q, a l o r s  e a l , .  . . , e  s o n t  @ 

algébr iquemeri t  i ndépendan t s .  

On t r o u v e  une d é m o n s t r a t i o n  d a n s  D a k  11. 

En 1929,  S i e g e l  é t e n d  l e  théorème 2 en remplaçant  l a  f o n c t i o n  exponen- 
Co a, 

t i e l l e  p a r  d e s  E f o n c t i o n s  du t y p e  y 5 zr  v é r i f i a n t  d e s  é q u a t i o n s  d i f -  
Il i 

n-O 
f é r e n t  i e l l e s  l i n é a i r e s  ( c f .  I5ig-I ) . 



L'un d e s  o u t i l s  d e  c e t t e  méthode, q u i  dev iendra  ur, o u t i l  fondamental 

dans l a  t ranscendance,  e s t  un lemme s u r  l a  r é s o l u t i o n  d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  

homogènes en nombres e n t i e r s ,  basé s u r  l e  p r i n c i p e  d e s  t i r o i r s .  

Ce r é s u l t a t  e s t  connu sous  l e  nom de  "lemme d e  S i e g e l t '  ( c f .  Lemme 1 .O). 

En 1954,  Schidlovsky pch-1 g é n é r a l i s e  l e s  r é s u l t a t s  obtenus par - 
S i e g e l .  

3 .  Méthode de Makeen. 
En 1929,  K. Mahler o b t i e n t  l ' indépendance  a l g é b r i q u e  d e s  v a l e u r s  

de  c e r t a i n e s  f o n c t i o n s  t r a n s c e n d a n t e s  s a t i s f a i s a n t  à d e s  é q u a t i o n s  fonct ion-  

n e l l e s .  

C e t t e  méthode a  é t é  développé par  J . H .  Lnxton e t  A . J .  \ a n  der  Poorten 

[LO-pcg . 

4 .  - Méthode de Geaund-SchneCdeh. ---- 
Nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  à c e t t e  méthode, 

c r é é  en 1949 par  A.O. Gelfond,  a i n s i  qu 'à  s e s  développements. 

C e t t e  méthode r e p o s e  s u r  deux o u t i l s  e s s e n t i e l s  : 

2 .  d e s  o u t i l s  a l g é b r i q u e s  : ...................... 

- d e s  c r i t è r e s  d  ' indépendance a l g é b r i q u e  ( c f .  i n t r o d u c t i o n ,  
t h .  3 e t  t h .  1 0 ) .  

- d e s  lemmes d e  I t p e t i t e s  v a l e u r s "  s u r  l e s  polynômes exponent ie l s ,  
( C  . i z t r c d u c t i o n ,  t h .  1 3 . 0 ) .  

2 .  d e s  o u t i l s  a n a l y t i q u e s  : " l e s  lemmes d e  Schwartz1' e t  l e s  "lemmes ...................... 
d'approximation",  ( c f .  t h .  15 .0 ) .  

Un apehçu hhin.tohi.que de La  méthode de GeLljrizd duh ~ ' C I I ~ ~ ~ ~ Y I ~ C L I Z C ~  

a L g é b w u e  : 

En 1949 ,  Gelfond E e ,  Ch. I I I ,  1 41 démontre un c r i t è r e  de  t r a n s -  

cendance a p p e l é  " c r i t è r e  d e  Gelfond" q u i  remplace l ' i n é g a l i t é  d e  L i o u v i l l e  

( s i  a e s t  un nombre a l g é b r i q u e  s u r  Q de degré n ,  a = a ,  a 2 , . . . ,  an s e s  
1 

conjugués e t  d  un dénominateur de a ,  a l o r s  



- n ( t ( a )  S Loglail  p o u r  t o u t  1 5 i < n  

où t ( a )  = max(Log d ,  ~ o ~ l a ~  / ,. . . ,Log lanl ) )  d a n s  une d é m o n s t r a t i o n  d e  t r a n s -  

cendance .  

Ce c r i t è r e  l u i  a  pe rmis  d ' é t e n d r e  l a  méthode pour d é m o n t r e r  l ' i n -  

dépendance  a l g é b r i q u e  d e  deux nombres v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e ,  

p l u s  p r é c i s é m e n t  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d  = 3 d e  s a  c o n j e c t u r e .  

Conjec tme de GeLdond : S i  B e s t  un nombre a l g é b r i q u e  s u r  Q -- -- 
d e  d e g r é  d  2 2 e t  s i  a  e s t  a l g é b r i q u e  s u r  Q d i f f é r e n t  d e  O  e t  1 ,  

a l o r s  : 

Ce problème e s t  un c a s  p a r t i c u l i e r  d e  l a  c o n j e c t u r e  d e  Schanue l  : 

Conjec tme de SchanueL : S i  a l , . . . , a  s o n t  d e s  nombres complexes  

l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q, a l o r s  : 

Le c r i t è r e  d e  t r a n s c e n d a n c e  d e  Gelfond d i t  c r i t è r e  d e  Gelfond est 

dorLné p a r  R. Ti jdemax pij 11 s o u s  l a  forme s i m p l i f i é e  s u i v a n t e  : 

TIi6~lttèrne 3 . -  S o i t  û E (C. On suppose  que pour  t o u t  N > N il 
O '  

e x i s t e  PN t Z[X] t e l  que  : 

2 
IpN(e>  1 < exp(-6N ) 

e t  d e g  PN + Log K(PN) < N 

où t l (P  ) d é s i g n e  l e  maximum d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  P  PJ 

A l o r s ,  9 e s t  a l g é b r i q u e .  

Pour  p c u v o i r  a p p l i q u e r  c e  c r i t è r e ,  Gelfond démontrer  un "lemme d e  

z é r o "  s u r  l e s  polynômes e x p o n e n t i e l s .  Ce lemme a  é t é  a m é l i o r é  p a r  

R .  Ti jdeman pij 21. 
m 

Théonèrne - 4 . -  S o i t  f ( 2 )  = 1 Pk(z)exp(wkz) où Pk e s t  un polynôme 
k= 1 

d e  d e g r é  6 d  pour  t o u t  k,  1 $ k 6 m. 



On pose  : W = max Iw 1 et n ( f  .R)  l e  nombre d e  z é r o s  d e  f dans  
k= 1 

k 

un d i s q u e  d e  rayon R : 

S i  f e s t  non iden t iquemen t  n u l l e ,  a l o r s  

En u t i l i s a n t  l e  lemme d e  z é r o ,  W . D .  Brownawell  Drow 1) , 
A . A .  Shmelev Bhm y] e t  M .  Waldschmidt /Wald 1) a m é l i o r e n t  indépendamment l e  

premier  r é s u l t a t  d e  Gelfond s u r  l ' i n d é p e n d a n c e  . i l g é b r i q u e  e t  o b t i e n n e n t  l e  

théorème s u i v a n t  : 

Enoncê du Rhéuhëtne : ---- 
Soiei i t  x l , .  . . ,xk ( r e s p .  y , . . . y ) d e s  nombres complexes  Q 

l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s .  On pose  : 

Théokénie 5. - On a  : 

k t  
a )  s i  - k+L >- 2 a l o r s  deg  t r  Q(S1) >- 2 

b )  s i  ks .; 2 a l o r s  deg  t r  Q(P2) i 2 

c )  s i  . 1 a l o r s  d e g  t r  0 ( S 3 )  1 2 
k+L 

Un r a f f i n e m e n t  du c r i t è r e  d e  t a n s c e n d a n c e  d e  Gelfond a pe rmis  à 

W.D.  Brownawell b r o w  21 e t  M .  Waldschmidt [wald 21 d e  r é s o u d r e  l e  h u i t i è m e  

problème d e  S c h n e i d e r   ch. p. 1381 : l ' u n  d e s  deux nombres ee e t  e e  
2 

e s t  t r a n s c e n d a n t .  



Une v e r s i o n  d u  c r i t è r e  d e  Gelfond r a f f i n é  est donné p a r  

M. Waldschmidt @ald  33,  c ' e s t  l e  théorème 6 .  

Théuhèmc 6 . -  s o i e n t  0 un nombre complexe, 
('N)N>o et  ( d ~ ) ~ 2 0  

deux s u i t e s  d e  nombres 2 1 e t  ( P ~ ) ~ ~ ~  une s u i t e  d e  polynômes non n u l s  

d e  z[x]. On d é f i n i t  : 

On suppose  que : l i m  TN = + m. On suppose  d e  p l u s  que : 
N a  

e t  d e g  PN s dl< , deg PN + l o g  H(PN) s tN. 

Alors  û e s t  a l g é b r i q u e  e t  P  (8) = O pour  t o u t  N 3 1 .  
N 

~ u s q u ' e n  1970,  l a  méthode d e  Gelfond n e  p e r m e t t a i t  pas  d e  démontrer  

l ' i n d é p e n d a n c e  a l g é b r i q u e  d e  p l u s  d e  deux nombres. 

En 1971,  W.D. Brownawell [ ~ r o w  31 e t  A.A. Shrnelev [shm 2 3 ,  en 

u t i l i s a n t  d e s  mesures  d e  t anscendance  d e  c e r t a i n s  nombres,  o b t i e n n e n t  l ' i n -  

dépendance a l g é b r i q u e  d e  3 nombres v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e .  

En 1973,  G . V .  Chydnovsky [ch 11 é tend  l e  c r i t è r e  d e  Gel fond 

pour  o b t e n i r  un c r i t è r e  d ' indépendance  a l g é b r i q u e  d e  p l u s i e u r s  nombres e t  à 

l ' a i d e  d 'un "lemme d e  p e t i t e s  v a l e u r s "  s u r  l e s  polynômes e x p o n e n t i e l l e s  

( c f .  [ ~ i j .  41 - , théorème 1 ) o b t i e n t  1' indépendance a l g é b r i q u e  d e  3 nombres 

s a n s  u t i l i s e r  d e  mesure  d e  t r a n s c e n d a n c e .  C ' e s t  l ' o b j e t  du théorème s u i v a n t  : 

Théohème 7 . -  S o i e n t  x1 ,..., x k  ( r e s p .  y1 ,..., ye)  d e s  nombres 

complexes  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  $ e t  v é r i f i e n t  l ' h y p o t h è s e  d e  

mesure  d ' indépendance  l i n é a i r e  ( C l )  : il e x i s t e  Lo > O ,  Ho > O et c 

une c o n s t a n t e  ( n e  dépendan t  que d e  x l ,  ..., x h , y l ,  . . . , y :  t e l s  que pour  

t o u t  L > Lo et  H > h e t  pour t o u t  ( h l , ,  . . , A k )  E ZL e t  ( h l , .  . . ,hp) E l 
e 

v é r i f i a n t  : 

0  < max I X . ~  h L e t  O < max Ih .1  6 H. 
16i1ti l s j $ C  : 

. . . . 



on a i t  

A l o r s ,  on  a  : 

k t  
a )  s i  a :; 4 ,  a l o r s  d e g  t r  @ ( S I )  > 3  ; 

kL+k 
b )  s i  -- 

k+l  
3 4 ,  a l o r s  d e g  t r  ($(Sa) > 3  ; 

kC 
c )  s i  - k+,c > 3 ,  a l o r s  d e g  t r  (O(S3) 2 3 .  

( S I ,  S2 e t  S3 d é s i g n e n t  l e s  ensembles  d é f i n i s  d a n s  i e  t h é o r t m e  5 ) .  

Remarquons que  l ' h y p o t h è s e  d ' i ndépendance  l i n é a i r e  ( C l )  e s t  s a t i s f a i t e  

d a n s  d e  nombreux exemples : notamment quand l e s  x .  ( r e s p .  y j )  s o n t  d e s  nombres 

a l g é b r i q u e s ,  ou d e s  l o g a r i t h m e s  d e  nombres a l g é b r i q u e s  ou d e s  p u i s s a n c e s  d ' u n  

nombre t r a n s c e n d a n t  "usue l " .  

Daris c e s  exemples ,  on p e u t  même remplace r  d a n s  ( C l ) ,  e x p ( - c l )  

p ü r  exp(-c l o g  L) ( r e s p .  esp(-CH) p a r  exp(-c l o g  H ) ) .  

En 1974, a u  moyen du  s e m i - r é s u l t a n t  ( c f .  c h a p i t r e  O ,  § 3 )  

G . V .  Chydnovsky ( c f .  E h  23 e t  /Ch 32) g é n é r a l i s e  c e s  r é s u l t a t s  e t  o b t i e n t  

l e s  p r e m i e r s  énoncés  f o u r n i s s a n t  d e  g r a n d s  d e g r é s  d e  t r a n s c e n d a n c e ,  p l u s  p ré -  

c i s é m e n t  l e  théorème 8. 

Théohème 8 . -  S o i e n t  --- x,, ..., xk ( r e s p .  y , ,  . . . , y e )  d e c  n-mhrec 

complexes  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q e t  v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  

d ' i ndépendance  l i n é a i r e  ( C , ) .  

S o i t  n  un e n t i e r  5 1 .  On a  : 

k l  
a )  s i  - k+C 3 2", a l o r s  deg t r  Q(S1) 2 n+l ; 

kL+ k  
b )  s i  I 2n, a l o r s  deg  t r  Q(S2) 2 n+l ; 

kLikt' > în ,  a l o r s  deg t r  Q(S3) 1 n + l .  c )  s i  -k+e 



On o b t i e n t  comme c o r o l l a i r e  du théorème 8  une g é n é r a l i s a t i o n  du 

l e r  r 6 s u l t a t  d e  Gelfond s u r  l ' i n d é p e n d a n c e  a l g é b r i q u e  ( c a s  d  = 3 d e  s a  

c o n j e c t u r e ) ,  c ' e s t  l e  théorème 9 .  

Théuf ièm~ 9 . -  S o i e n t  a,G d e s  nombres a l g é b r i q u e s  t e l s  que : 

a f O ,  L O ~  a # O e t  d  = ~ Q ( B )  : 4 2 2. - 
A l o r s  : 

(où d é s i g n e  l a  p a r t i e  e n t i è r e ) .  

Pour  o b t e n i r  c e  théorème,  on a p p l i q u e  l e  théorème 8 . b ,  dans  l e  c a s  

s u i v a n t  : 

Ufie e s q u i s s e  d e  d é m o n s t r a t i o n  du théorème 8 e s t  donné p a r  

G . V .  Chydnovsky ( c f .  [ch 4 2 ,  5 7 ,  p.  115-121). 

Notons que l e s  t r a v a u x  d e  K .  E n d e l l  E n d l  complè ten t  l a  d é m o n s t r a t i o n  

d e  G . V .  Chydnovsky. 

En u t i l i s a n t  d e s  o u t i l s  d ' a l g è b r e  commutative J u .  V .  Neskrenko 

démontre  un r a f f i n e m e n t  q u a n t i t a t i f  du théorème 9 ( c f .   es]). 

I n s p i r é  p a r  l e s  i d é e s  d e  Chydnovsky, E .  Reyssat  [Ke] démontre  un 
- 

c r i t g r e  d ' indépendance  a l g é b r i q u e  e t  P.  P h i l i p p o n  k h i  11 a p p l i q u e  c e  c r i t è r e  

pour  o b t e n i r  un r é s u l t a t  ana logue  a u  théorème 8 ,  dans  l e  c a s  p-adique,  m a i s  

avec  une d é m o n s t r a t i o n  p l u s  s i m p l e .  

K. Waldsctunidt e t  Zhu Yao Chen bald-Zhu: g é n é r a l i s e n t  l e s  c r i t è r e s  

d ' indépendance  a l g t b r i - q u e  d e  G.V. Chydnovsky e t  d e  E.  Reyssa t  e t  o b t i e n n e n t  

l e  théorème s u i v a n t  : 

Thévfièmc I L : . -  Pour  chaque e n t i e r  n  > 1 ,  il e x i s t e  un nombre 
.-.p. 

r é e l  co  = c o ( n )  > 1 a y a n t  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

S o i t  (8 ,  , . . . , e n )  E en e t  s o i t  n un nombre r é e l ,  n 2 1 .  On 

suppose  q u ' i l  e x i s t e  deux nombres r é e l s  No et c ,  avec  No > 1 e t  

c  > 6 coq ,  t e l s  que,  pour t o u t  nombre r é e l  N 3 N e t  t o u t  (2 2,. .. ,zn)  c 8-' 



s a t i s f a i s a n t  à : 

Izi-6il < e x p ( - 2 c ~ ' )  pour  2 5 i $ n  

il e x i s t e  un polynôme non n u l  F E G Ex1 ,. . . ,xn:I v é r i f i a n t  : 

A l o r s  n < 2". 

Nous démontrons ,  d a n s  l e  c h a p i t r e  1 d e  c e  t r a v a i l ,  un r a f f i n e m e n t  

e f f e c t i f  d e  c e  c r i t è r e  ( c f .  théorème 1 . 1 ) .  

E n s u i t e ,  nous  a p p l i q u o n s  c e  r é s u l t a t  pour  o b t e n i r  un r a f f i n e m e n t  

e f f e c t i f  q u z r i t i t s t i f  du  théorème 8 . a  d e  G . V .  Chydnovsky ( c f .  C o r o l l a i r e  1.11 

du th i i~ r i .me  1 .  I I ) .  

Récemment, P .  P h i l i p p o n  [Phi 2 ,  th;orème 11 p a r  d e s  méthodes  d ' a l -  

pBbre commutat ive ,  a m é l i o r e  l e s  c r i t è r e s  d ' i ndépendance  a l g é b r i q u e  p r é c é d e n t s  

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  il o b t i e n t  une a m é l i o r a t i o n  du théorème 8 ,  c ' e s t  l e  

théorème s u i v z n t  : 

Thbo/ièriiu I I .  - S o i e n t  x l , .  . . , x k  ( r e s p .  y l  , . . . ,yl)  d e s  nombres 

complexes l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  s u r  Q e t  v é r i f i . i n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  

d ' i r d k p e r d c n c e  l i n é a i r e  (C ) s u i v a n t e  : pour  t o u t  E > 0 ,  il e x i s t e  X(E) 
2 

t e l  que pour  t o u t  X 2 X(E)  e t  t o u t  k - u p l e t  ( h l  , . . . , h k )  ( r e s p .  t o u t  

L-uplet  ( h l ,  ..., hl)) d ' e n t i e r s  r a t i o n n e l s  non t o u s  n u l s ,  d e  v a l e u r s  a b s o l u e s  

A l o r s ,  on a  : 

kR a )  deg t r  @ ( S I )  >- -- - 1 ; 
k+L 

b )  deg t r  ( (S2)  1 k+l - 1  ; 

kE C )  deg t r  @ ( s 3 )  2 



A i n s i ,  P.  Ph i l ippon  r é s o u t  p resque  " l a  moi t ié"  d e  l a  c o n j e c t u r e  

d e  Gelfond, en e f f e t ,  il o b t i e n t  comme c o r o l l a i r e  du théorème précédent ,  

l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

ThéohErne 1 2 . -  So ien t  a un nombre a l g é b r i q u e  # 0 , l  e t  

a l g é b r i q u e  d e  degré  d b 2 s u r  Q. A l o r s ,  au  moins k] d e s  nombres 
d- 1 

a 3 , .  . . ,aB son t  a lgébriquement  indépendants .  

 a autre p a r t ,  il f a u t  n o t e r  que l e s  t r a v a u x  u t i l i s a n t  d e s  o u t i l s  

géométr ico-algébriques de  Masser e t  ~ Ü s t h o l z  ( c f .  Das-WÜ 11 e t  bas-WÜ 21) 

s u r  l e s  "lemmes de  zéros"  dans un c o n t e x t e  g é n é r a l  d e  groupe a l g é b r i q u e  

donnent l e s  r é s u l t a t s  s u r  l e s  grands d e g r é s  d e  t raascendance  a u s s i  b i e n  

dans l e  c a s  exponent ie l  que dans l e  c a s  e l l i p t i q u e .  

C e t t e  méthode n ' u t i l i s e  pas  directemer- t  d e  c r i t è r e  d ' indépendance 
- a l g é b r i q u e .  E l l e  e s t  basée  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  un "lemme d e  zéro" q u i  remplace 

l e  lemme de  Tijdeman dans  i e  c a s  e. ~ l e n t i e l  e t  un théorème d e  X i l b e r t -  

S u l l s t e i l e n s a t z .  



CHAPITRE 0 

RESULTATS AUXlLIAIRES 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

La c o n s t r u c t i o n  d 'une  f o n c t i o n  a u x i l i a i r e  dans une démonstrat ion 

d e  t ranscendance s e  ramène à l a  r é s o l u t i o n  d 'un  système d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  

homogènes d a c s  un c o r p s  K ( K  de  type  f i n i ) ,  p l u s  précisément  on recherche  

une s o l u t i o n  q u i  ne  s o i t  pas " t r o p  grande" 

Le lemme d e  S i e g e l  e s t  un o u t i l  p r a t i q u e  pour résoudre  c e  genre  

de  problème. 

La démonstrat ion repose  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  l e  p r i n c i p e  d e s  t i r o i r s  

de  D i r i c h l e t .  

Nous a l l o n s  démontrer l a  v e r s i o n  du lemme où K = Q. 

Lemme 1.0 (Siegel) .- Soien t  n  e t  m d e s  e r . t i e r s  2 1 st a .  -- 1.j 

( 1  $ i 6  n ,  1 $ j  6  m) d e s  e n t i e r s  r e l a t i f s .  

S o i t  l e  système d e s  formes l i n é a i r e s  : 

n  
L.(:r) = 1 a  x .  1 6  j $ m ,  où x  = ( x l , .  . . , x n ) .  

i , j  1 ' J -  i = l  
- 

on pose A = max la i ,  1 .  
1 s i g n  
1 gjsm 

S i  n  > m a i o r s  il e x i s t e  d e s  e n t i e r s  r e l a t i f s  X, , . . . ,xn t e l s  

qiie : 

L . ( x ,  ,.. . , xn)  = 0  pour t o u t  j ,  1 6 j 6  m 
J 



m - 
O < max lxil 6  ( n ~ ) ~ - ~  + 1  . 

1 s i a n  

m m - -. 

S o i t  X un e n t i e r  t e l  que ( n ~ ) ~ - ~  - 1 i 2X < ( I I ~ . ) ~ - ~  + 1 .  

Pour O 6  l x i /  MX> 1 6  i 6  n ,  on a  L . ( x l  ,..., x )  6  nAX, (1 6  j 6 n ) .  
J n  

Posons : Y = nAX. 

Card { ( x ~ , .  . . , x n ) ,  xi E 2 ,  O 6 / x i \  6 X I  = ( 2 ~ + 1  )" 

Card { L 1 ( x l ,  ..., x n ) ,  ..., L  ( x  m ,. . .  , x n ) ,  O < /x i I  < XI 6  (2y+l lm ; 

o r  : (ZX+I  ln  2 ( z x + I ) ~ - ~  x ( ~ x + I ) ~  

2 ( n ~ ) ~  r (2::+l)m 

> ( 2 n A ~ + l ) ~  

ou encore  ( 2 ~ + 1 ) "  > ( ~ Y + I ) ~ .  

D 'après  l e  p r i n c i p e  des  t i r o i r s  d e  D i r i c h l e t ,  il e x i s t e  xl, ..., x" n 

avec O 5 lx./ 6 x pour t o u t  1 < i 6 n ,  x ,  . x  avec O < / x ! l  X ,  
1 J 

pour t o u t  1 6  j 6  n ,  t e l s  que : 5''  + Z '  e t  L. (x") = L. ( x ' ) ,  pour t o u t  j ,  
J - J - 

1 6  j 6 m ou encore L . (x l ' -x ' )  = O ,  pour t o u t  j ,  1 5 j 6  m .  
J -  - 

Posons : x = x" - - - X I ,  - on a  ? # O  pu i sque  x " # x ' ,  - 

L . ( x )  = O ,  pour  t o u t  j ,  1 6  j 6 m  
J - m - 

n  -m 
e t  O < m a x  / x . / < 2 X < ( n A )  + 1  

î s i c n  

§ 2 - NoLion cip. tuiL!.e d 'un  polynâme. 

De&LnbL.Lon. - S o i t  P un ~ o l y n ô m e  non n u l  de  (C p l , .  . . ,XJ . On -- 
d é s i g n e  p a r  H(P) l e  maximum d e s  v a l e u r s  abso lues  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  P  



e t  p a r  d: P  l e  d e g r é  d e  P  p a r  r a p p o r t  à X  On d é f i n i t  l a  t a i l l e  d e  P  
i' 

i 

e t  on n o t e  t ( P )  l e  nombre  complexe  : 

Lznmie 2 . 0 .  - S o i e n t  P l , .  . . , P  d e s  po lynômes  non  n u l s  d e  -- m 

C l , .  X .  Or. a l e s  i n é g a l i t é s  ( 1 )  e t  ( 2 )  s u i v a n t e s  : 

m 
m 

m  
m 

PIrelLW : Or1 a  : R( 7 Pi) 6 m.max E ( P . 1  et  d e g X , (  1 P i ) 6 m a x  d e g  P  
i =  1  i =  1  J i = l  i =  1  

Xi  i' 
., 

d' i l ;  I' i n j g a l i t é  ( 1 ) .  

 a autre p a r t ,  on  a  : 

m  m  m  n  
H (  n p i )  6 II E ( P ~ )  II ( l + d e g  P . )  

i= 1 i = l  j = l  e-1 X~ 

et  1 + d e g  ( Pi)  5 1  + 1 degX.Pi . 
Xj i = 1  i = l  J 

Lemnle 3 .0 . -  S o i t  P un p l y n ô m e  d e  @ lkl,. . . ,x,] n o n  n u l .  

~ u i r r t  ( z  , . . . , ) c gm-' e t  % iin nombre rée l  2 1  v é r i f i a n t  : m- 1  



max Izil  s Z .  
1 ~ i c m - 1  

S i  p ( z l , .  . . ,X) e s t  non n u l ,  a l o r s  

t ( p ( z l , .  . . ,z,_-, , x ) )  s m(2+Log Z ) t ( P ) .  

Lemme 4.0. - S o i e n t  m un e n t i e r  2 1 ,  P un polynôme d e  

~ L X ~ ,  . . . ,xm] e t  (O1 , .  . . $ 6  ) m nombres complexes .  m 

S o i e n t  zl , . . . ,z m nombres complexes v é r i f i a n t  : m 

max / 8 . - y i /  S E  < 1 .  
lsism 

/ 

A l o r s ,  il e x i s t e  une c o n s t a n t e  c (\ne dépendan t  que  d e  m e t  1 

, . . . , em)) t e l l e  q u e  : 

t (P)  
/ p ( o l  > .  . . ,Om) - P b l  ,. . . , z m )  / s 

" C l  
. 



d ' o ù  

m t ( l +  max j e .  / ) m t ( P ) t 2 ( ~ ) e t ( P )  
î < i < r n  l 

Lenitne 5. O. - 
d  

S o i e n t  R(XI ,. . .,X ) = X +RI (XI ,. . . , X m - l ) . ~ n - l + .  . . Rd(x ,,..., Xm-,) 
m m 

- 
un d e  CL::,, . . . ,:: ' e t  ( O , , .  . . , O  ) m nombrcss complexes  t e l s  

m- m 

que  : 

R(O1..  . . >Om) = 0.  

S o i e n t  . . . z nombres complexes  e t  t r é e l ,  O < 6- < 1 
Z 1  m- 1  

t e l s  que : 
max ] Z  - 3 . 1  6 E. 

1 SiSm- l 
i i 

A l o r s ,  i l  e x i s t e  un nombre complexe z t e l  que  
m  

Pxeuuc : E c r i v o n s  R(z l  , . . . ,z ,X) s o u s  l a  fo rme  : -- - -  m- 1 
d  

R ( z l  ,. . . ,Z ,fi) = Il (X-u.)  
m- 1 

i =  1 



D ' a p r è s  l e  lemme 4 . 0 ,  on a  : 

t ( R ;  
Comme R(€I , ,  ... , B  ) = O ,  on a  a l o r s  I R ( z l , .  . . , zm_ ,  : O m /  f.Cl m 

S o i t  z  uve r a c i n e  d e  R ( z l , .  . . ,z , X )  t e l l e  que : m m- 1 

18 -Z  / = min /ôm-ui/ . 
m m 

l s i s d  

A l o r s ,  on a : 

§ 3 - NoCion de semi-késulXata,rt. -- 

La n o t i o n  du s e m i - r é s u l t a n t  a  é t é  i n t r o d u i t e  p a r  Chudnovsky [ch 4 
pour h t e n d r e  l a  méthode d e  Gelfond à l ' i n d é p e n d a c c e  a l g é b r i q u e  d e  p l u s i e u r s  

fiombres v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  e x p o n e n t i e l l e .  

P 
G&/&tM.ifion.- S o i e n t  P(X) = aoxP + . . . + a  = a  il (x - t i )  _- 3--_- P O  i= 1 

<1 
e t  (>(i;) = b  xq + ... + b - q - " o .  

X - u .  deux d e  E [XI avec 
J = 1  J 

Le nombre complexe r (P ,Q)  = aOboP II ( t i - u . )  e s t  a p p e l &  senii- 
i ,j 

J 

r é s u l t a n t  d e  P e t  Q .  



Ret?icc,~cj~teh : -- 
1 " )  On a  évidemment r (P,Q)  # O. 

2 " )  S i  l e s  r a c i n e s  d e  P  e t  l e s  r a c i n e s  d e  Q s o n t  2 à 2 d i s t i n c t s  

a l o r s  r ( P , Ç )  = R(P,Q) où R(P,Q) d é s i g n e  l e  r é s u l t a n t  d e  P  e t  Q .  

ieiiiwie 6.0.- ï i  e x i s t e  un polynôme R c z pl ,. . . , X  ,'r' o , . . - , ~ q ]  

(dépendan t  d e  P e t  Q) d e  d e g r é  " t o t a l "  a q  p a r  r a p p o r t  aux v a r i a b l e s  

X o ,  ..., Xp e t  d e  d e g r é  " t o t a l "  6 p  p a r  r a p p o r t  aux v a r i a b l e s  Y o , . . . , Y q  

avec I I (R)  6 jPq,  t e l  que  

Pour  l a  p reuve ,  on u t i l i s e  l e s  mêmes arguments  que  ceux d e  

r 
( p a k - ~ a s s ] ,  Chap. 14,  lemme 2 ) .  

Lciiitiie 7.0.- S o i t  T un e n t i e r  2 2 .  S o i e n t  H e t  G deux 

non n u l s  d e  Z LX, , . . . ,Xm] e t  < !,. . . ,z d e s  nombres complexes.  m- 1 

On suppose que H(zl  ,. . . ,z ,X) e t  G i z l  ,. . . ,zmel ,X) s o n t  non m- 1 

c o n s t a n t s .  A l o r s ,  

il e x i s t e  un S c Z Lx1,. , . ,Xm-,] t e l  que : 

S . .  , ) = r , .  . . , , , 1 ,  .x)) 
m- 1 m- 1 m- 1 

t ( S )  < (2m+Log 3 ) t ( ~ ) t ( G ) .  

P t ~ u v e  : Posons : - 

H ' ~  (x) = t I ( z l  $ .  . . ,Z ,x)  m- 1 

G ( x )  = G(zl ,. . . , z  ,x). m- 1 

E c r i v o n s  : 

E'(x) = e ( z ) x h  + . . . + ~ ~ ( 5 )  a v e c  i io ( r )  # 0 
0 - 

G*(x) = G ~ ( ? ) X ~  + ... + G ( r )  a v e c  G,(?) 1 O 
g  - 



~ ' a ~ r è s  l e  lemme 6.0,  il e x i s t e  R  r z F0,. . . ,Xh ,Y , , ,  . . . ,Yg: d e  

I i au teu r  m a j o r é e  p a r  3hp;, d e  d e g r é  " t o t a l 1 '  $ & p.ir r<,pport  <ILI:: v a r i a b l e s  

Xo,. . . ,Xh e t  d e  d e g r é  " t o t a l "  Q h  p a r  r a p p o r t  aux  v a r i a b l e s  y o , . . . , y h ,  

t e l  que  : 

~ ( R " ( x ) , G ~ ( x ) )  = R ( H  ( z ) , .  . . ,H ( z ) , G  ( z ) , .  . . , S  ( z ) ) .  
O - h -  O -  g  - 

Posons  : S(X) - = R ( F  ( x ) ,  . . . ,Hh(5)  , G  (XI ,. . . ,C ( x ) )  
O - O - G - 

où X  = (X ,,...> n 1.  - m-1 

Or, 2 bvidemment S ( z l  ,. . . , zm-, )  = r ( ~  (x ) , c -  (XI). 

Comme 1 e  d e g r 6  " t o t a l "  d e  R p a r  r a p p o r t  aux  v a r i a b l e s  X ; . . . ,ah I g 

e t  1 e  d e g r é  " t o t a i "  d e  R p a r  r a p p o r t  a u x  v a r i a h l e s  Y o ,  ..., Y $ h ; o n a  : 
f i  

d  'oc, t < S )  s t ( R )  + m ( i t ( ~ )  + l-it((:)) 

c. t (R) + 2m t ( ( ; ) t  (H) 

o r  t ( ~ )  $ g h ~ o g  3 < t ( ~ ) t  ( H ) L O ~  3 

donc t ( S )  c. (2m+Log 3 ) t ( ~ ) t ( H ) .  

Lemme b . 0 . -  S o i t  P un polynôme d e  C[X] non c o n s t a n t  e t  s o i t  : 
.- 

un nombre complexe. 

S o i t  5 u n e  r a c i n e  d e  P à d i s t a n c e  minimale  d e  8 .  

On n o t e  s l a  m u l t i p l i c i t 6  d e  5 d a n s  P .  A l o r s  

2 
I ~ ( P , P )  / Q I p ( û )  I e x p ( 8 t  ( P ) ) .  



Lelnrrie 9.0. - S o i e n t  P  e t  Q deux polynômes d e  c [x] nori c o n s t a n t s .  

S o i t  ; u n e  r a c i n e  d e  P  d e  m u l t i p l i c i t é  s .  

S i  Qc;) # O ,  on a  : 

/ r ( p , Q )  1 6 in(?)  I s  x e x p ( b t ( P ) t ( Q ) ) .  

Rédéfience ( I : R ~  , III ,  lemme 3 . 8 ) .  - 

ictlmic l l j . 0 . -  S o i e n t  n  2  e t  P  un non riul d e  -- 
- - 

77 1 n  e x l  ,. . S o i t  ( e l  ,. . . , o n )  E @ . - 

s o i t  z l , . . . ~  ) c c n - '  t e l  que  : max I Z . - O . \  s 1 .  
n- 1 1 1' 

1 gisn-1 

00 suppose  que P" (x )  = P ( Z  
1 y . . . 9 Z  

X) e s t  non c o n s t a n t  ; on 
n-1 ' 

c o n s i d è r e  C une r a c i n e  d e  P ( z l , .  . . ,zn-,  , X )  à d i s t s n c e  min ima le  d e  
'n 

e t  or, n o t e  s  sn mu: . t ip l i c i t@ d a n s  P ( z l  ,. . . , zn - l  ,X). A l o r s ,  

i l  e x i s t e  un non n u l  d e  2 FI , .  . . ,Xn-l] t e l  que  : 

2 
i i )  H ( z I  ,.. . , Z  ) 1 ~ - e ~ 1 ~  s ! P * ( o ~ )  l x  e x p ( c î t  ( P I )  ; 

n- 1 

2  
i i i )  t ( E )  $ (2n+Log 3 ) t  (P) 

Pxcui~e : -- 

D ' a p r è s  l e  lemme 8 . 0 ,  on a  : 

~ ( P * ( Y . )  ,P* (x ) )  1 i -  o n s  s ~ * ( 8 ~ )  l e x p ( 8 t 2 ( ~ * ) ) .  

O r ,  d 1 a p r & s  Le l~ inme  7 . 0 ,  il e x i s t e  H E z[xl ,. . . ,Xn-l] t e l  que  : 

H ( Z  l,..., z  ri-I 1 = ~ ( P ~ ' ( x ) , P * ( x ) )  
2 

t (5 ; )  h ( 2 ~ + : > o #  3 ) t  ( P ) .  



~ ' a u t r e p a r t , c o m m e  max / z i l  5  rnax ( / 6 1 ' ~ 1 ) ,  o n a :  
16i6n-1 1 r i sn -1  

t ( p L )  r 2ri(l+Log( man I O i + 1 ) ) t ( P ) ,  d ' a p r l s  ' c  lemme 3 
1 S i S n  

2  2 
où c = 32n ( l + l o g (  max 1 o i l + l ) )  2 1 l i h n  

Lenin~c 11.0.- S o i t  n  un e n t i e r  2 2 .  So ie i i t  P e t  Q d e u x p o -  

- n- 1 
lynômes non n u l s  d e  LE l x 1 , .  . . , ~ k /  e t  O .  . . , e l  - . 
S o i t  z , ,  . . . ,  z (n-1) nombres  complexes  t e l s  que : n-1 

m a x / z , -  . '  6 1 .  
1 1  

1 s i $ n . -  1 

Ou suppose  que P ( z ,  ,. . . ,z ,X) e t  Q ( z l , .  . . , z , - ~  ,XI s o n t  non n- 1 

c o n s t a n t s ,  on c o n s i d 6 r e  5 un nombre complexe t e l  q u e  

S o i t  s l a m u l t i p l i c i t é  d e  : d a n s  3 \ 7 1  ,..., z n - , ,  X).  

A l o r s ,  

il e x i s t e  B un non n u l  d e  k pl, .  . . ,Xn-,] t e l  que  : 

i i i )  t ( H )  h  (2n+log 3 ) t  ( P ) t ( Q )  

?)t!'~cicve : -- 

~ ' a ~ r è s  l e  lemme 9 .0 ,  on a  : 



I l  e x i s t e ,  d ' a p r è s  l e  lemme 7 . 0 ,  H E z [x, , . . . ,Xn-l] \ {O} t e l  que  : 

.*. .G 2 D ' a u t r e  p a r t ,  a : t ( ~ " ) t ( ~ " )  s n ( ~ - ~ L O ~ ( I I I ~ ~ ~  ~ ~ l + o ) ~  ( P ) ~ ( Q )  

P a r  s u i t e ,  on a : H Z ,  . z ) I  Q IQ(Z ,,..., z n - , , ~ ) l S  e x p ( c 2 t ( p ) t ( Q )  
n-1 

e t  t ( E )  Q (2n+log 3 ) t ( P ) t ( Q ) .  

D P j & ~ i & o ~ s .  - s o i t  p ( x )  = a xP + . . . + a = a Ln (X-u.) un poïy- 
P O  i = l  J - 

nôme d e  CLY] avec  a # O. 

On d é s i g n e  p a r  M(P) l e  nombre complexe 

Pour  a un nombre a l g é b r i q u e  s u r  Q ,  d e  polynôme minimal  P a '  

on pose  : 

Letnmc? 12.0.- S o i e n t  a e t  fi deux nombres a . lgéb r iques  d e  d e g r é s  

r e s p e c t i v e m e n t  p e t  q ( p  > 1 ,  q > 1 ) .  

On suppose  que n # B ,  a l o r s  on a : 

la-î 1 3 2 l -pq X-q(a) M-P@ ) . 



P 
Pheuve : S o i e n t  P(x)  = aoxP + . . . + a = a  ii (X-ai) ( r e s p .  

P  o .  1= 1 
9  

Q(X) = boxq + . . . + b  = bo Ii (X-Bi)) ie polynôme minimal  d e  a s u r  ü! 
q  j = 1  

( r e s p .  d e  B s u r  Q) . 
On p e u t  suppose r  s a n s  r e s t r i c t i o n  que a  1 = a  e t  b l  = B .  

d 'où 
I ~ ( P , Q )  1 f ( a -BI  x 2 P q - 1 ~ ( a ) q ~ (  :)'. 

Comme P(X)  e t  Q ( X )  s o n t  dans  Z LX] , on a  

e t ,  p a r  conséquen t ,  on a  : la-!3\ 2 21-pq ~ ( a ) - ~  M(B)-' . 

§ 5 - Lemme de " p d i X e b  valeum". 

~ ' u n  d e s  i c g r S d i e n t s  d e  l a  méthode d e  Gelfond pour  l ' i n d é p e n d a n c e  

a l g é b r i q u e  e s t  un "lemme d e  p e t i t e s  v a l e u r s " .  

Dans l e  c a s  d e s  polynômes e x p o n e i i t i e l s ,  T i jdemana  ob tenu  d e s  ré- 

s u l t a t s  t r è s  f i n s  ; il démontre  b i j d  3 ,  p. 58 ; 14 un "lemme d e  z é r o s "  

pour d e s  f o n c t i o n s  du t y p e  : 

où A et a  s o n t  d e s  nombres complexes.  
P v 

(une  t e l l e  f o n c t i o n  e s t  a p p e l é e  e x p o n e n t i e l q '  ; 



p l u s  p r é c i s é m e n t ,  il démontre  q u e  l e  nombre d e  z é r o s  d e  E d a n s  un d i s q u e  
n- 1 

d e  r ayon  R e s t  i n f é r i e u r  ou é g a l  à 3m + 4aR (où m = 1 m e t  
v=o 

n- 1 
a = max l a v \ ) .  

v-O 

E n s u i t e ,  Tijdeman P i j d  4 ,  théorème ll r a f f i n e  c e  r é s u l t a t  pour  

o b t e n i r  un "lemme d e  p e t i t e s  v a l e u r s "  : 

S i  E e s t  " p e t i t e "  e n  d e s  p o i n t e s  " b i e n  r é p a r t i e s " ,  a l o r s  les 

c o e f f i c i e n t s  AUV s o n t  " p e t i t s " .  

Un c a s  p a r t i c u l i e r  d e  c e  r é s u l t a t  e s t  l e  lemme s u i v a n t  : 

Let~inie 1 3 . 0 . -  S o i e n t  m e t  s deux e n t i e r s  ? 1 .  

S o i e n t  a O , .  . . , a  ( r e s p .  ~ o , . . . , p s - l )  d e s  nombres complexes  
m- 1 

deux à deux d i s t i n c t s .  

Posons  : a = max (!a,,! , 1 )  b = max ( / 8 , 1 , 1 )  
OSV $ln-1 O$ogs-l 

. . 

a = m i  a - 1 b = min ( / o ~ - $ ~ I , ~ )  
v Fi 

O P,v=o. .  .m-î O p , n = ~ . .  .s-1 
iiic v o f u  

S o i e n t  Ao,...,Am-l d e s  nombres complexes ,  on c o n s i d è r e  l a  

f o n c t i o n  complexe : 

S i  s 2 2m +13ab, a l o r s  

- 
P c f é r e n c e  ' T i j  4 ,  théorème 3-J - 



 un d e s  i n g r é d i e n t s  d e  l a  dGmonstra t ion du théorème 1 . 1 1  ( c f .  

c h a p i t r e  I I )  est un "lemme d e  p e t i t e s  v a l e u r s "  pour  l a  f o n c t i o n  a u x i l i a i r e  

qu'on e s t  amené à c o n s t r u i r e .  

 u objet du lemme s u i v a n t  e s t  d e  démontrer  c e  r é s u l t a t .  

Noakt ionb.  

On c o n s i d è r e  x 1 ,  ..., xk ( r e s p .  ~ ~ , . . . , y ~ )  d e s  nombres complexes  

l i n é a i r e m e n t  indépendan t s  s u r  q e t  v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  d ' i n d t -  

pendance l i n é a i r e  ( C 2 )  s u i v a n t e :  il e x i s t e  un e n t i e r  Lo > O ( r e s p .  :: -. 0 )  

e t  un nombre r é e l  x ( r e s p .  x') t e l s  que  pour  t o u t  L 3 L ( r e s p .  M z Mo) 

t o u t  ( J i )  r zk v é r i f i a n t  O < max i i  $ L ( r e s p .  t o u t  F E 
e 

1 :  i:l< 1 <i6k ( h j ) i < j < t  

v é r i f i a n t  : O < rnax l h . 1  6 M). On a i t  : 
i ~ j < L  

Remarquons qu 'on p e u t  suppose r  s a n s  r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l i t é  que 

X 2 1 e t  X' a 1 .  

On a d o p t e r a  dans  l a  s u i t e  les n o t a t i o n s  s u i v a i i t e s  : 

Pour  q  e n t i e r  3 1 ,  X E ,FIqk ( r e s p .  h  E  IN^'), on é c r i t  : 

A =  (il ,  ..., h )  avec  X = ( h  
-i ,..., pour t o u t  i, 1 6  i a q  

-q i ,i 

( r e s p .  h  = ( h l  ,..., h  ) a v e c  h .  = ( h j , l  ,. . . , h i  pour  t o u t  j ,  1 6 j 6  C .  -E - J J 3 

On pose  : 



- / X I  = max I x .  . I  ( r e s p .  / h l  = max I h r i S I )  
i6ji .q lsJ 1 s r s q  
163 ak I 6 ~ i . e  

k  
h..x= 1 A. .x p o u r t o u t  i, 1 6 i 6 q  - -1 - j= l  1 , ~  j ' 

P 
( r e s p .  hr.y = 1 hr,,yS ; pour t o u t  r ,  1 6  r 6  9) 

a= 1 

- c 3 = 1 3 k L  max /xi l  rnaxIy.1. 
1 si6lc l i j s i  J 

En g é n s r a l ,  c 4 ,  c g , .  .. d é s i g n e n t  d e s  c o n s t a n t e s  > O n e  dépen- 

dnnt  que d e  x l  ,. . . , x k , y l  ,. . . , yL ,  k ,  e, x e t  X I .  

On d é s i g n e  par  K un nombre r é e l  "suffisamment grand" (en f o n c t i o n  

des  nombres Lo e t  Mo q u i  i n t e r v i e n n e n t  dans (C2). 

Considérons une f o n c t i o n  complexe du t y p e  : 

où 5 = (2 ,  ,..., y,  l e s  a A  s o n t  d e s  nombres complexes. 

En a p p l i q u a n t  l e  lemme 13.0 à l a  f o n c t i o n  F ( c f .  E h i .  

pour l e  c a s  p-adique) ,  on o b t i e n t  l e  lemme s u i v a n t  : 

Lei~irne 1 4 .  0. - S o i t  il un nombre r é e l  v é r i f i a n t  : -- - 

He 3 2 K k + c 3 K i l +  1 .  

Alors ,  on a 



Pheuv~ : On démontre  .e lemme p a r  r é c u r r e n c e  s u r  q .  

Cas q  = 1 ; on p o s e  : - 

L e s  av, O $ v I m-1 ( r e s p .  l e s  Bo, O $ o $ 5-1) s o n t  deux 

à deux d i s t i n c t s  p u i s q u e  l e s  
xj 

( 1  6 j 6 k @ e s p .  l e s  y t  , ( 1  6 t r. PD 
s o n t  l i n é a i r e m e n t  indépendan t s .  

D e p l u s , l e s  x  1 r j r k  G e s p . i e s y  0 5 t s e )  
j ' t '  

v é r i f i e n l  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  d ' i n d é p e n d a n c e  l i n é a i r e  (C2) donc p o u r  

h,A' d a n s  ,?Jqk t e l s  que X # A '  ( r e s p .  h , h ' )  d a n s  WqL t e l s  que  

h  # h l ) ,  on a  : 

1 h.x-hV.xl  = / (A-?,') > e x p ( - c 4 ( l o g  KI') 

( r e s p .  1h.y-h' . y [  = / (h-h ' ) .y  1: e x p ( - c A ( l o g  II)"). 

k  
Comme H~ 2 2K + c  KH + 1 , on  p e u t  a p p l  i q u e r  l e  lemme 13 .0  

3  

à l a  f o n c t i o n  F ,  on o b t i e n t  : 



k e 
l o g  K + c  K ( l o g  KI' + c7H ( l o g  HI') max IE( 1 ht y t )  1 ,  6 

O $ h < H  I s t s L  
t 

p u i s q u e  2 1, 

d ' o ù  : 

' k  e 
max ! a A  i exp(cg(K ( l o g  KI' + H ( l o g  H) ' ' ) )  max / E (  ht y t )  

O$} <K O < h < H  1sts.e 
i , j  t 

L e  lemme e s t  a i n s i  démontré  pour l e  c a s  q  = 1 .  

Supposons que  l e  lemme s o i t  v é r i f i é  j u s q u ' à  l ' o r d r e  q-1 . 
Ecr ivons  F ( 5 )  sous  l a  forme : 

Posons : 

Pour ( z l ,  ..., z ) f i x é ,  a p p l i q u o n s  l e  lemme d a n s  l e  c a s  d ' u n e  
q-1 

s e u l e  v a r i a b l e  à l a  f o n c t i o n  F,  nous  ob tenons  



 autre p a r t ,  l ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e  ' i p p l i q u t e  3 l a  f o n c t i o n  

FA ( z l  ,. . . , z  ) f o u r n i t  : 
9  

q-1 

En u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  ( l ) ,  on d é d u i t  que  : 

5 6 - Un Lemme d1app.roxuricctiaiz. -- 

Pour l a  d é m o n s t r a t i o n  du  théorème 1 . 1 1 .  ( c f .  C h a p i t r e  I I ) .  OP 

e s t  amené à c o n s t r u i r e  une  f o n c t i o n  e n t i è r e  a y a n t  d e s  p e t i t e s  v a l e u r s  

s u r  un ensemble d e  l a  forme : 

où y l , .  . . ,yL s o n t  d e s  nombres complexes  q l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  

e t  v é r i f i e n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  d ' i n d é p e n d a n c e  l i n é a i r e  (C ) ( c f .  
2  

n o t a t i o n s ,  p. 1 5 ) .  

e t  M e s t  uii r e e l  "s i i f f i samment  g rand"  en f o n c t i o n  d e  
Mo 

(Mo e s t  d é f i n i e  d a n s  l ' h y p o t h t , s e  ( C 2 ) ) .  

Nous v o u l o n s  m o n t r e r  que c e t t e  f o n c t i o n  e s t  " p e t i t e "  s u r  une h o u l e  

c o n t e n a n t  SM ; pour  c e l a ,  n o u s  a l l o n s  u t i l i s e r  un "lemme d ' a p p r o x i m a t i o n "  

c ' e s t  l e  lemme 15.0. 



N o t a t i o ~ z ~  : 

S o i t  q  un  e n t i e r  n a t u r e l  > 1 .  S o i t  z = ( z l  ,..., z ) E tq. 
q  

On p o s e  : / z  = m a x ( / z l ,  . . . , I  z q / ) .  

Pour  f  u n e  f o n c t i o n  d e  gq à v a l e u r s  d a n s  K, e n t i è r e  e t  r  

u n n o m b r e r é e l > O ,  o n p o s e  : I f I r =  sup  / f ( z ) / .  

I z l s r  

O n p o s e :  I f l M  = max / f ( o ) / .  
UE SM 

Lemme 15.0.- S o i e n t  f  u n e  f o n c t i o n  e n t i è r e  d e  gq d a n s  t -- - 

e t  s M =  { ( b l . y  ,..., h . y ) ,  h  IN^', O g h /  < M I C C ' ,  a v e c  M 
- 9  

"siiff  i~~imniei i t  g rand"  ( e n  f o n c t i o n  d e  Mo). 

A l o r s ,  il e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  
'11 '12 '13 ' '14 ' '15 

e t  c I 6  p o s i t i v e s  non n u l s  ( n e  dépendant  que  d e s  y j ,  e e t  q )  t e l l e s  

que : 

pour  t o u t  r é e l  r e t  t o u t  r é e l  R t e l s  que : R 3 2 r  > c  M ,  on a i t  : 

Pheuve : 

Démontrons l e  lemme d a n s  l e  c a s  d ' i ine  s e i l l e  v a r i a b l e  

c ' e s t - à - d i r e  q  = 1  ; S é t a n t  un p r o d u i t  d i r e c t ,  on démont re  l e  c a s  g é n é r a l  

p a r  r é c u r r e n c e  s u r  q .  

Posons  s = ML e t  n o t o n s  , . . . , l e s  é l é m e n t s  d e  S. Les  z 
i 

s o n t  2  à 2 d i s t i n c t s  p u i s q u e  l e s  y j  s o n t  @? l i n é a i r e m e n t  indépendan t s .  

On c h o i s i t  c l ,  suff isamment  g rande  en f o n c t i o n  d e s  y j  pour  q u ' o n  

lit : S C B ( 0 , r ) .  



s o i t  E c t e l  que  : I z I  = r ; d ' a p r è s  l a  f o r m u l e  d e s  r c s i d u s  

on a  : 

p a r  s u i t e ,  on a : 

s S 
1 1 s- 1 1  

x f ! R + s ( f r )  r ! f j  x m i n  ? ---. / f ( z )  j i ( ~ r ) ~  , - x -- - 
-- 

( 2 - j  (K-r js  (R-r) ' t = l  j = l  -2. 
j f L  , t  J 

R 
Comme R 3 2 r ,  on a  R-r 3 7 - e t ,  p a r  s u i t e ,  on a  : 

 a autre p a r t ,  comme l e s  
Y j 

v k r i f i e n t  l l h y p o t h @ s e  d e  mcsiire 

d ' i n d é p e n d a n c e  l i n é a i r e  (C2) et M e s t  "suff isamment  g rand"  ; on a  : 

S S 

$ e x p ( ( s - l ) ( l o g  El) ' ) .  min Ii ----- 
t = 1  j=1 (2  -Z . )  

j+t  

Pa r  c o n s é q u e n t ,  on a  : 

L 
Comme s = M , on a  : 



CHAPITRE 1 

§ 7 - Enob~cé du Rhéohème 1 . 1 .  

Pour n e n t i e r  1 1 ,  (BI ,. . . , en )  IZ an , q un  nombre r é e l  > 2"-' 

e t  a l  un nombre r é e l  > O,  on  p o s e  : 

ThéokPme 1.7.-  S o i e n t  n un e n t i e r  , 1 , (Ol , . . . , On) c an et 

un nombre r é e l  > 2"-'. S o i e n t  a l  , a 2  d e s  nombres réels te ls  q u e  

O < a 2  < a  < a 2  x J  
1  

. S o i e n t  N I  5 1 ,  N2 e t  c d e s  nombres r é e l s  t e l s  
rl- 1 

On suppose  que l a  p r o p r i é t é  (An), s u i v a n t e ,  e s t  v é r i f i é e  : 

- 
(A ) Pour  t o u t  nombre r é e l  N E hl , N ~ ]  e t  t o u t  ( z l  ,. . . ,z  ) E gn 

~ r t a  . 
s a t i s f a i s a n t  à : max Izi-Bi/ i exp(-cN I ) ,  il e x i s t e  un polynôme 

1  Éign 

non n u l  PN E L El  , . . . ,x,] t e l  que  : 

e t  

A l o r s  



Remahque La v a l e u r  d e  l a  c o n s t a n t e  c n ( n , a l )  n ' a  p a s  g r a n d e  

importance,  l e  n o r  i m p o r t a n t  dans  l e  théorème e s t  K ~ ( T ? )  que  nous  a l l o n s  

é t u d i e r  dans  l a  s u -  . e  ( c f .  5 2 ) .  

Nous mont re rons  q u e  l i m  K (2") = 3 , 4 6 2 7 4 6 6 3 . .  . 
n  

n-ro 

Sclzéma de La démunsLtatcon - - : 

On démontre  l e  théorème  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  n .  

Pour n  = 1 ,  on p rocède  pa r  l ' a b s u r d e .  

On c o n s i d è r e  0  r 8, q  > 1 ,  N I  2 1 ,  N 2 ,  c ,  a l  e t  a 2  d e s  

nombres r é e l s  s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s  du théorème 1 .  

On suppose  l a  (A ) v é r i f i é e  e t  r) 3 2 .  1 

On c o n s i d è r e  a N  une r a c i n e  d e  PN q u i  à d i s t a n c e  minimale  d e  O. 

Comme PN E E [XI, à l ' a i d e  du s e m i - r é s u l t a n t  ( c f .  lemme 8 . 0 ) ,  on 

montre  que laN-01 e s t  " p e t i t " .  En u t i l i s a n t  a l o r s  l ' i n é g a l i t é  d e  L i o u v i l l e  

( c f .  lemme 12 .0 )  e t  l ' h y p o t h è s e  - ; 2, on démontre  q u e  a N  = aN, pour  t o u t  

- 
N ,  N '  dans  l ' i n t e r v a l l e  I J ~  ,N2]. 

On d é s i g n e  p a r  a  c e t t e  r a c i n e  commune aux 1 
PN , N E I N , , N ~ J .  

La p r o p r i é t é  ( A  ) permet d e  t r o u v e r  un 
1 GN1 d e  E [$ t e l  que  

G ( a )  s o i t  " p e t i t "  m a i s  non n u i .  Cela  impi i q u e  que  r ( c N  ,PN ) e s t  " p e t i t "  ; 
1  1 1  

comme 
P ~ l  et G ~ l  

a p p a r t i e n n e n t  à K LX], on a  une c o n t r a d i c t i o n .  

Une f o i s  démontré  l e  c a s  n = 1 ,  on suppose n  > 1 e t  l e  théorème 

v r a i  ju squ ' à  l ' o r d r e  n-1. 

On c o n s i d è r e  0 , .  0 ,  n e l  2  N, >. 1 ,  
n  N2 

Kn ( Q) 
c, a l  e t  a 2  d e s  nombres r é e l s  v é r i f i a n t  c  3 c n ( n , a l ) ,  Nî ; ( ?NI )  - 



On suppose  l a  p r o p r i é t é  (An) v é r i f  i é e .  

On c o n s t r u i t  a l o r s  d e s  nombres r é e l s  M l ,  M 2 ,  C I ,  a ;  e t  a '  2 

r (y-) n-1 2  
v é r i f i a n t  : c '  j c  < ? , a ; ) ,  M2 3 (CI  Ml) 

n -? 
e t  pour  t o u t  

M E - I , ~ l j  e t  t o u t  ( z  ,,..., z ) L tn-' s a t i s f a i s o n t  à : 
n- 1  

[ 7 +a'  
max /z i - e i )  < exp -c M l , on c o n s t r u i t  a u  moyen du  s e m i - r 6 s u l t a n r .  

1  $i:n-1 
un polynôme PM d e  E pl , .  - . . ,Xn-l] v é r i f i a n t  : 

sa hypothèse d e  r é c u r r e n c e  permet d e  conc l i i r e  q u e  < 2n- ' .  
2  

DStnons -. t ea.tbn du tlzéot8me. I . 
Cas n  = 1 ,  on p r o c è d e  p a r  l ' a b s u r d e .  

S o i t  û E a ,  s o i e n t  N I  1 ,  N 2 ,  C ,  a l  e t  a2 d e s  nombres r é e l s  

- 
t e l s  que  : c  3 c  ( ? , a l ) ,  N2 ? ( C N  ) n- 1 

1 1  e t  O < a, '- < a l  :: a 2  x L!- 
ri-1 

Supposons l a  p r o p r i é t é  (Al )  v é r i f i é e  et r- ? 2. 

S o i t  N E LN1 ,N~], d ' a p r t s  ( A , ) ,  il e x i s t e  PN 6 Z [x] t e l  que  : 

S o i t  ciN l a  r a c i n e  d e  PN à d i s t a n c e  minimale  d e  8 e t  s 
N 

s a  m u l t i p l i c i t é .  ~ ' a ~ r è s  l e  lemme 8.0,  on a  

2 < e x $ ( - c ~ ~ + ~ 2 )  xexp(8N ) 

rt+a 2  
5 e x p ( - c V N  ) (où c '  = 1 p u i s q u e  3 2. 



O r  PN e R [XI donc r (PN,PN)  > 1 ,  d e  1' i n b g a l  i t é  p r é c é d e n t e ,  on 

f i r e  l ' i n é g a l i t é  (*) : loN-8 $ exp(-î'N n+a 2  ) 

Montrons que  a  -1 = a N l  , pour  N , N i  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  / & , , Y 2 ,  

avec  N s N '  6 2N. 
- - 

Supposons que c ' e s t  f a u x  ; s o i e n t  a l o r s  N , N 1  dans  Q i , , ~ ~ - i  

avec  N $ N '  s ZN e t  a N  f a N i .  

Posons  : 

= h ( a N , a N l ) : ~ ] ,  6N = [g(aN) : 4, A N '  = &(aN ' ) :@] '  

u é t a n t  u n e  r a c i n e  d e  
M 

PN d e  m u l t i p l i c i t é  sN, on a  : 

d'où M(PN) $ e  2 t ( P N )  

2 N 
B e  

d e  même, on a : 

d ' a u t r e  p a r t ,  on a : 

En u t i l i s a n t  l e  lemme 1 2 . 0 ,  on  o b t i e n t  : 



A 1 - A  A - -  
a N -a N '  1 1 2  (O.~)~*  ~ ( a ~ ~ )  6 ~ '  

On en d é d u i t  d ' a p r è s  l e s  i n é g a l i t é s  ( l ) ,  ( 1  ' )  e t  (2 )  

l a  N -a N '  1 'N'NI . 2(1-A)  s ~ s N '  -2NN' e - 2 ~ ~ '  

O r  ' N ~ h  . df; LN c Y c t  ôN1 sN,  < N '  donc 

AS,S É N N '  ; d 'où  
N ' 

, qNsN s N s N ,  -NN '  
(?;.-) 1 %  -a -4NN' 

N N" 3 2 

d ' a u t r e  p a r t ,  on t i r e  d e  l ' i n é g a l i t é  ( * ) ,  1 ' inGgal i t .é  s u i v a n t e  : 

s s i  s s  
1 N 2  N'max{exp(- ~ ' ~ " ' ~ 2 s  ) ,exp(-  C'Nwa2sN) 1 ; OU e n c o r e ,  / z N - a N l  , 

N '  

comme N < N ' ,  on a : 

S s 
1 aN- cis I s'SN' 1 2  N'eXP(-C'NRla2) .  

C e t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  e t  l ' i n é g a l i t é  ( 9 : " )  donnent : 

2-NN' e-4NN' s exp (-c l N c+az ) 

comme N '  < Z N ,  on a 

o r  c '  > 2(4+log 2) e t  > 2  d 'où l a  c o n t r a d i c t i o n .  

P a r  conséquen t ,  a N  = aN,  pour  t o u t  (N,N')  avec N e t  N '  

dans  1' i n t e r v a l l e  [NI ,NS. 



- 
S o i t  a c e t t e  r a c i n e  commune aux polynômes PN , N E [Nl,N2J 

D'après l ' i n é g a l i t é  (*), on a 

OU encore 

donc la-81 i exp( -cNYal ) .  

 après ( A 1 ) ,  il e x i z t e  G ~ ,  F E [x] t e l  que 

Le lemme 9 .0  donne 



O r  CN e t  PN s o n t  d e s  polynômes non n u l s  d e  Z[X], donc r ( ~  , P  ) 
1 1 N 1  N 1  

e s t  un e n t i e r  non n u l  e t ,  par  s u i t e ,  l r ( ~ ~  ,P ) / 3 1 .  Cela c o n t r e d i t  
1 N1 

l ' i n é g a l i t é  : 

On en c o n c l u t  que s i  (A1) e s t  v é r ~ f i é e ,  a l o r s  n < 2 ; ce q u ~  montre  l e  

thtbrème dans l e  c a s  n = 1 .  

Supposons l e  théorème v r d i e  j i i squ 'h  l ' o r d r e  (n-1). 

So ien t  a l  , a 2  des  nombres r é e l s  t e l s  que : O < a 2  < a l  < a -; 2 y - 1  ' 

N l  > 1 ,  K2 e t  c  d e s  nombres r é e l s  t e l s  que : 

Supposons l a  p r o p r i e t é  ( A  ) v é r i f i é e .  

On d é f i n i t  a '  e t  a; comme s u i t :  
1  

On a : 
2 

O < a; < a ;  5 a; x , en e f f e t  : 
- " 1  - 
2 

n 
; comme a l  6 a -- 2 rl-1 

< 2a2 

- 

2 
a2 = q(2a2-a , )  + a 2  < na2 + a a  D ' a u t r e  p a r t ,  a; < 2 

1 2  



2  
Comme a2 < a l ,  on a  na2 + a 2  < na l  + a l a 2  e t ,  p a r  s u i t e ,  on a  : 

2 
,,fin, on a  : a ;  S ~ > T  , en e f f e t  : 

- - 

n or a l  a 2  x - , donc on a : 
n-1 

Comme c  ,: c (rl,a ) p a r  hypo thèse ,  on a  : n  1 

a 1 i1 o r ,  a ;  = 2 donc C '  > c n - l (  , a ; ) .  

On d é f i n i t  M l  e t  M 2  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 
K, ( ll) 

rl+al - 

n 



S o i t  M E El , M ~ ] ,  d é f i n i s s o n s  l e  polynôme p i  ; 

1 + a '  
7 1  

s o i t  N l e  nombre r é e l  d é f i n i  p a r  C N " ~ ~  = C ' M -  

Montrons d ' a b o r d  que  : N E pl , N ~ ] .  

1 I 
Comme M -; M 1 ,  o n a  N ? ( $  1 F x 2  

n  
1 '  

On remplace M l  p a r  s a  v a l e u r  d a n s  c e t t e  i n é g a l i t é ,  on o b t i e n t  : 

1 1  1 - -  - 
1 ?+a 2  2   a autre p a r t ,  comme M < M2 on a  N f 2) 1 M2 É M 
n  2 

donc 

Comme c ' = -5 
C' ' O n a :  n 

On v a  c o n s t r u i r e ,  a u  moyen du s e m i - r é s u l t a i i t ,  l e  polynôme 
PM. 

s o i t  ( z  l , .  . . ,z ) E t n - I  s a t i s f a i s a n t  à : 
i l -  1 



3 +a' 
comme C 'M 2 1 = c N n + a l  a l o r s ,  on a  

max Ini- $ 1  r e x p ( - c ~ O + a l )  ; 
Ibifn-1 

par  s u i t e ,  d ' a p r è s  (An), il e x i s t e  PN E L C X ~ ,  . . . ,Xn 1 v é r i f i a n t  : 

Considérons l e  PN(X) = PR(z  , . . . , z n- 1 
,X) de  E[x], 

s i  PN e s t  c o n s t a n t ,  on pose  : 

PA répond à l a  q u e s t i o n ,  en e f f e t  : 

puisque  a > a '  2 2 '  

On a évidemment 

t ( P i )  6 N < M .  

Supposons que Pn n e  s o i t  pas c o n s t a n t  ; s o i t  une r a c i n e  

d e  P; , à d i s t a n c e  minimale d e  On , e t  sN s a  m u l t i p l i c i t é .  

 après l e  lemme 10.0,  il e x i s t e  un polynôme non nul 

x , .  . . , x ~ ,  t e l  que : 



Comme I P ~ ( O ~ )  1 b e x p ( - c ~ ~ + ~ ~ )  e t  t(PN) b N, on en déduit que : 

Deux cas peuvent se  prés- onter : 

î e r c a s :  I ~ ~ ( z ~ , . . . , z  ) i  n- 1 4 

4 
posons : PM = ( H ~ )  , a iors  PM v é r i f i e  

exp ( - c l >  '"'1 puisque a; ,< 2 a 2 

1 1 "+a 
- - 

M~ avec 4(n+1) (2n+log 3)  or N = (T) 
cn )F ; 



m - a ~  - ~~~2 
Posons N' -- , on a donc : 1 i -'; 1 6 exp (-c~ 

N n 
'N 

Montrons d'abord que N' c pl ,N2] 
1 

ma2-1 
P - 

1 vial n+al 
comme S, ( deg P: I N, on a h.' > 

1 1 - - via2-1 
3 , donc on a : 

 autre part, on a : N' 6 N < N2, pzr conséquent, on a : 

N' e [N1>N2]. 

n+a 1 Comme 15 -0 1 $ exp(-cN ) et, par hypothèse N n 

max I z  .-O. 1 6 exp(-c~~+~l> $ exp(-cN'lSal), on déduit de la 
1 1  1 ci$%-? 

propriété (An) l'existence d'un polynôme PN, de L pl , .  . . ,X nJ 1 vériiiant : 



11 e x i s t e ,  d ' a p r è s  l e  lemme 11.0, un polynôme HA d e  z b, ,. . .,Xn-l] t e l  

que : 

( w a 2 ) 2  !! [ 1 e x p ( i ~ 2 )  d exp -c 

O r ,  p a r  d é f i n i t i o n  d e  a; , on a  : 

Posons : 
8 PM = ( H A )  , a l o r s  PH v é r i f i e  : 



r M, puisque c '  n  > b(n+1)(2n+log  3)- 

 hypothèse de  récur rence  permet de  c o n c l u r e  que 2 < 2"-' ou 

encore rl < 2". 

L e  thforème 1 e s t  a i n s i  démontré. 

 u une façon analogue,  on démontre une v a r i a n t e  du thborème 1 ,  c ' e s t  

l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

On pose cn(n) = [32n2(1+(1og max B ~ ~ + I ) ) Z ] ' ' .  
1 g ign 

ThéohPrne 2 .1 .  - Soien t  n  un e n t i e r  2 1 , (8 ,  , . . . , en)  e en e t  

ri un nombre r é e l  > 2"-'. So ien t  N t  > 1 ,  N2 e t  c  d e s  nombres r é e l s  

t e l s  que : 

On suppose que : 

pour t o u t  nombre r é e l  N E , N ~ ]  e t  t o u t  ( z l , .  . . , Z  ) 5 en 
n 

s a t i s f a i s a n t  à max ]zi-ei] f exp(-2cNn), il e x i s t e  un ron nul  
1 g i ç n  

pN e E P  ,,..., xn] ' t e l  que : 

e t  

Alors ,  

La preuve du théorème 2 dans l e  c a s  n = 1 e s t  analogue à c e l l e  

du théorème 1 .  



Pour l e  c a s  n  > 1 ,  11 y  a  quelques m o d i f i c a t i o n s  dans l e s  d é f i n i t i o n s  de 

on pose  : C '  n  = ( c n ( n o T  

On d é f i n i t  N en f o n c t i o n  de M d e  l a  facon s u i v a n t e  : 

N " 
N'  e s t  d é f i n i  par  : xtr '  = 

On o b t i e n t  comme c o r o l l a i r e  du théorème 1 ,  l e  r é s u l t a t  suivant  : 

Enancé du caho&ahe 1 .  !. - Soien t  n  un e n t i e r  a 1 , s o i t  ri 

un nombre r é e l  > 2"-l, (O,, . . . ,On) f K e t  6  un e n t i e r  a lgébr ique  

s u r  Z p l ,  ..., 6 d .  
S o i t  R un polynôme de  L [O1, .  . . ,On] [XI u n i t a i r e  t e l  que : 

R(01>. . . ,@n, t3n+1)  = 0 .  

So ien t  a l ,  a 2  e t  c d e s  nombres r é e l s  t e l s  que : 

Posons c  = -C 2  
1 t .!R)'  

C 2  = 24(n+l) t ( R )  C .  

CokoUahe 1.1 . -  Soien t  N1 .: 1 e t  N2 des  nombres r é e l s  t e l s  -- 
que : 



on suppose que pour t o u t  N r El ,NJ  e t  t o u t  ( z l  , . . . ,z ) L en+' 
n+ 1 

v é r i f i a n t  : 

max r e x p ( - ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  e t  R ( Z ~  ,..., = O ,  
16iSn+l 

il e x i s t e  GN z E l , .  . . ,Xn+lJ t e l  que : 

e t  

Alors ,  

Y*: euve : 
.- 

ri 
S o i t  1: hl ,N2]. S o i t  ( z l  ,. .. , zn)  E C t e l  que : 

rl+a 
max / z . - 8  1 6  exp(-cN 1 ) .  

1 i 
1 ÉiCn 

 après l e  lemme 5.0, il e x i s t e  z  € (C t e l  que : 
d l  

Comme c  = -5- 
1 t ( R ) '  

on a  I Z ~ + ~ - ~ ~ + ,  1 s e x p ( - c l ~ n + a l )  e t  on 

a  évidemment 

rl+a 1 
max Izi-ei( 6 e x p ( - c N  1. 

1 $i$n 
1  

 a après l ' h y p o t h è s e ,  il e x i s t e  G N  r Z [xl,.  . . ,Xn+l] t e l  que : 

- * 
11 e x i s t e  (cf .  Lemme 11 .O) HN E zF1,. . . ,Xn (HE = *(G;,R ) )  

t e l  que : 



e t  t r + l o g  ? > t ( ~ ) t ( ~ ~ )  

S @(n+l )  + l o g  3) t ( R ) N  

+, 
Posons  PN = (HN) , on a  a l o r s  : 

e t  
4 c  

t ( P N )  < (n+ l )  - t (IlN) 
C2 

4  c  
d (n+ l )  - (2(n+l  )+ log  3 )  t (R)N 

C2 

2  
comme c2 = 24(n+ l )  t ( R ) c  ; on a  t ( P N )  s N .  

Le théorème 1  . I  permet d e  c o n c l u r e  que n < 2* .  

§ 2 - Etude de ~ ~ ( 2 ~ ) .  

Lemme 7.1.- Pour  k  e n t i e r  > O,  n o t o n s  p ( k )  l e  nombre d e  - 
p a r t i t i o n s  d e  k : 

p ( k )  = c a r d  {(m1,m2 ,...) C I N ~  ; k = n  + 2 m 2  : ... ; p(0 )  = 1 .  1  

On c o n s i d è r e  l a  f o n c t i o n  d é f i n i e  pour  O < x < 1 p a r  



Alors ,  

e t  
1 

i i m  K (2") = f(?) n-w n 

On peut é c r i r e  f n ( x )  comme s u i t  

où pn(k) dés igne  l e  nombre d e s  n -up le t s  (ml , m g , .  . . ,m n  ) avec m. J E. iN 

pour t o u t  J ,  1 I j 6 n e t  m + 2m2 + ... nm = k. 1 n  

k 
Montrons q u e  l i m  f n ( x )  = 1 p ( k ) x  . 

n-tm k >O 

m 

O n a  : p (k) f ~ ( k )  pour t o u t  n  E I N  ; donc 1 pn(k)x  
k 

n IF0 

converge uniformément par  rappor t  à n pour x f i x é .  

O r  pn(k)  = p(k)  pour n i k ,  donc l i m  1 p n ( k ) x k =  1 p(k)xk 
n- k=O k= O 

m 
k 

ou encore f  (x)  = 1 p(k)x  . 
k= O 



1 
d 'où l i m  ~ ~ ( 2 " )  = f(-) .  

P.- 2  

Lemme 2 .1 .  - S o i t  A l e  d i s c r i m i n a n t  d e  l a  courbe  e l l i p t i q u e  

' / ( z + c ~  w) . 
A l o r s  

S o i t  AT l e  d i s c r i m i n a n t  d e  l a  c o u r b e  e l l i p t i q u e  a s s o c i é e  a u  
W 

r é seau  d e  b a s e  (w 
2 W2 

l , w f )  avec  I m  - > O ; T = - . On a  p a r  déf i f i i t i o r  
W 

1 
W 

1 

S o i t  A l e  d i s c r i m i n a n t  d e  l a  courbe  e l l i p t i q u e  l o g  2 .  CU^ 7 

1 24 2 0  
d 'où  f(2) =--- 

( 2 ~ )  
12 ' 



Lcmme 3 . 1 . -  on pose  g(x)  = & pour O < x  < 1 .  

RelEh.ence : v o i r  [~a] . 

Pour  x  f i x é ,  O < x < 1 ,  l a  s u i t e  g 2 n ( x )  e s t  d é c r o i s s a r i t e  

e t  g2n+l (x) e s t  c r o i s s a n t e .  De p l u s ,  on a  : 

Comme x > O ,  g2,(x) > g2n+l (x )  donc les s u i t e s  gZn(x) e t  '2n+l 

s o n t  a d j a c e n t e s  (pour  x  f i x é ,  O < x < 1) 

1 1 1 
d  'où g2n+l (?) 6 --1- 6 g2, (Y) . 

: f  : 

1 
On p e u t  donc e s t i m e r  f(2) a v e c  une e r r e u r  a u s s i  p e t i t e  que 

l ' o n  v e u t  ( p r e n d r e  n  suff isamment  g r a n d ) .  

- 3 , 4 5 9 4 6  Pour  n  = 1 ,  --- - 1  
g2n'T) 



1 Pour n = 2 ,  - = 
1 

3,46275 

g2n (2) 

( c e  c a l c u l  a  é t é  f a i t  à 0,00001 près). 



CHAPITRE 2 

Rénumé : -- 

Dans c e  c h a p i t r e ,  on  mon t re  que s i  x l ,  ..., xk ( r e s p .  

y l , .  . . ,yL)  s o n t  d e s  nombres complexes  Q l i n é a i r e m e n t  independnn t  s u r  

û) e t  v é r i f i e n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  d ' i ndépendance  l i n é a i r e  (C2 )  

( c f .  c h a p i t r e  O ,  page  1 4 ) ,  a l o r s  on a  une mesure  d ' approx ima t io i l  s imul t a -  

X i Y j  
n é e  d e s  nombres e  , 1  6 i 5 k, 1 $ j 6 l. 

04/f fA: ioro eR izoi&r,n. o.-_---- 

Soierit  n :: 1  , (O1 , . . . , 8  ) n  nombres coniplexes a lgébr iquemen t  

i n d é p e n d a n t s  s u r  Q e t  w un nombre complexe e n t i e r  s u r  Z [e l , .  . . , o J .  

L e  minimal  d e  w s u r  q(OI ,. . . , O  s ' é c r i t  s o u s  Ir 

forme P.( e l , .  . . , O n ,  >:n+l ) ; 

O R(X ,...., Xn+,) = xd + RI(XI ,..., :Cn)x:;; + ... + Rd(XI ,..., Xn) n+ 1 
- 

avec  d  = @ ( O , , .  . . , 8 , , w ) : ~ ( e ,  ,. . . , ?  n  17 - 
- 

e t  Ri(X,, . . . ,X ) E E [ x ~ ,  . . . ,x,], pour t o u t  i ,  1 I i 5 d.  

Posons  K = @(O1, .  . , , On,a).  

Nous a l l o n s  d é f i n i r  l a  t a i l l e  d ' un  é l émen t  a d e  K r e l a t i v e -  

ment ou sys tème d e  g é n é r a t e u r s  { O l , .  . . , f l n , w l .  

On t c r i t  a s o u s  l a  fo rme  : 



- - 
où Pi e t  Qi s o n t  d e s  polynômes d e  Z Lx1,. . . , X  / p r e m i e r s  e n t r e  eux,  n- 

pour t o u t  i, O h  i $ d-1. 

On n o t e  Q = ppcm{Qi, O < i i d-1) e t  P! = Pi . 
1 V i  

Z)é~&i,tCtiun 7 . -  On a p p e l l e  t a i l l e  d e  a ,  e t  on n o t e  t ( a ) ,  

l e  nombre complexe : 

niax '(Q) . t  ( P L ) ,  . . . , t ( ~ ~ - ~ ) j  . 
Le tht:orGme 1  . T  nous  a  i n s p i r é  l ' i d é e  d e  donner  l a  d é f i n i t i o n  

i)é~&CMX'td~i? 2 . -  S o i e n t  q un nombre r é e l  2 e t  c  une ---- 

c o n s t a n t e  2 1  ( c e  d b ~ e n d a n t  que d e  n  e t  ri 1. 

On d i t  que ( e l , .  . . , 0 ) v é r i f i e  l ' h y p o t h i s e  @ a v e c  l ' exp" -  n  

sar,t ~1 e t  l a  c o n s t a n t e  c  s '  il e x i s t e  d e s  nombres r é e l s  a l ,  a2, c ,  

N I  e t  N2  v é r i f i a n t  : 

e t  t e l s  que : pour  t o u t  N E pl ,NJ e t  t o u t  ( Z i ) ~ $ i ~ n  E cn s a t i s f a i -  

s a n t  à : max 1 zi-Bii 1 6  e x p ( - c ~ r l t a l ) ,  i l  e x i s t e  un 
Ihihri  

 pl^ de 

L @, ,. ..,xJ v é r i f i a n t  : 



Remahque : Une conséquence  d u  théorème 1 .I e t  l ' i n é g a l i t é  

~ ~ ( 2 " )  < 3 , 5  e s t  que  ( e l ,  ..., 8  ) n e  v é r i f i e  p a s  l ' h y p o t h è s e  @ 
n  

avec l ' e x p o s a n t  2" e t  l a  c o n s t a n t e  3 , 5 .  

S o i e n t  x 1 ,  ..., xk ( r e s p .  y l ,  . . . , y  d e s  nombres complexes 

Q l i n é a i r e m e n t  indépendan t  e t  v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  d e  mesure  d '  indé- 

pendance l i n é a i r e  ( C 2 )  ( c f .  c h a p i t r e  O ,  page 14 ) .  

kL 
O n p o s e  : K . = -  

k+I . 

ThEo~~ème 1 . 7 7 . -  S o i e n t  ri un nombre r é e l  3 2 ,  c  5 1 ,  une 

c o n s t a n t e  (ne  dépendan t  q u e  d e  n  e t  n ) .  

On suppose  que  : 

( i i )  ( e 1 , . , . , 8 )  n e v é r i f i e p a s l l h y p o t h è s e  @ avec  l ' e x -  n  

posan t  I- e t  l a  c o n s t a n t e  c . 
A l o r s ,  il e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  c  5 1  t e l  que  pour  t o u t  E ' 0 ,  

on a i t  l a  p r o p r i é t é  (*) s u i v a n t e  : 

il e x i s t e  un nombre r é e l  To t e l  que  pour  t o u t  nombre r é e l  T  .; T  e t  

t o u t  ('ij) 1  s i s k  
é l émen t  d e  K k' s a t i s f a i s a n t  à : 

1 15 <L 

max t ( ~ . . )  6 T  
1 s i ~ k  lJ 

1 s j s L  

on a i t  : 

1 61 $1 



Avant d e  démont re r  l e  théorème,  nous  a l l o n s  énoncer  un 

c o r o l l a i r e  : 

c040ekkL&e 7.11. - On suppose que  r > 2". A l o r s ,  il e x i s t e  

une c o n s t a n t e  c 1 t e l  que  pour  t o u t  E 0 ,  on a i t  l a  p r o p r i é t é  

s u i v a n t e  : 

il e x i s t e  un nombre r é e l  
To 

t e l  que pour t o u t  nombre r é e l  

T 2 T e t  t o u t  ( ' i j)  i $ i $ k  
é lsment  d e  K kL s a t i s f a i s a n t  à : 

1 sjff! 

max t ( y . . )  S T  
16ibk 1 J 

l s j $ L  

on a i t  

Comme ( O 1  ,. . . $ 0  ) n e  v é r i f i e  p a s  l ' h y p o t h è s e  @ avec l ' e x p o -  

s a n t  2" e t  l a  c o n s t a n t e  3,5 ; on a p p l i q u e  l e  théorème  1 .I avec  I- = Zn 

On p rocède  p a r  l ' a b s u r d e ,  on suppose  donc q u e  l e  théorème e s t  

f aux .  

On c o r s i d f  r e  u n e  c o n s t a n t e  c  "suff isamment  grande"  G n  

f o n c t i o n d e  x ,,..., xk,y ,,..., yL,n,ri , O 1  ,..., Bn,k e t  9 e t  E > O  

t e l  que l a  p r o p r i é t é  (*) n e  s o i t  p a s  v é r i f i é e .  



On c o n s i d è r e  a l o r s  un nombre r é e l  T  "suff isamment  grand" 

p a r  r a p p o r t  à c  e t  
( ' i j ) l  6 i s k  

é l ément  d e  K~~ s a t i s f a i s a n t  à : 

1 $3 <L 
. . 

max t ( y . . )  s T .  
1 < i $ k  lJ 

l$ j<L 
. . 

On d é f i n i t  ( c f .  démons t ra t ion)  un e n t i e r  q  b 1 ,  d e s  nombres 

r é e l s  a 2  , a l  v é r i f i a n t  O  < < a ,  a a 2  x -? e t  d e s  nombres r é e l s  ., 0 : 

L ( T ) ,  M(T) e t  M'(T) q u ' o n  n o t e  pour  s i m p l i f i e r  L, M e t  

M ' .  

On démontre  d ' abord  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

- 
pour  N = c LM'T, il e x i s t e  un polynôme 

1 GN d e  ~ I X ~ , . . . , X ~ + ~ ]  t e l  

que : 

*a 2  
) S I G ~ ( ' ~  ,,..., Bn,u) /  < e x p ( - c 3 N  

où c , ,  c 2  e t  c 3  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  i n d é p e n d a n t e s  d e  T. 

L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  r é s u l t a t  s e  f a i t  en 3 pas : 

l&L pas : on c o n s t r u i t ,  à l ' a i d e  du lemme d e  S i e g e l ,  une f o n c t i o n  - -- 
a u x i l i a i r e  à q v a r i a b l e s  d e  l a  forme : 



(où P e s t  un polynôme d e  E [xI , . . . ,xkJ d e  t a i l l e  ma jo rée  p a r  

c4L MT) 

t e l l e  que  F a i t  d e s  v a l e u r s  " t r è s  p e t i t e s "  dans  l ' e n s e m b l e  

2èmc pan : Les x .  ( r e s p .  l e s  y  .) v é r i f i a n t  l ' h y p o t h è s e  
J 

(C2),  on a p p l i q u e  l e  lemme 14 .0  ( c f .  c h a p i t r e  O) à l a  f o n c t i o n  F 

pour mont re r  q u ' i l  e x i s t e  h '  E NqL,  O 4 Ih'  1 < M '  t e l  que / '? (hly)  1 

n e  s o i t  püs  " t r o p  p e t i t " .  

X i Y j  
D ' a p r è s  ( 2 ) ,  l e s  . . "approchen t  b i e n  " l e s  e  , on en 

1 J  - 
d é d u i t  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  GN d e  R !XI,. . . ,Xn+!] t e l  que : 

3ème pas : Le lemme 15.0 ( c f .  C h a p i t r e  O) nous  permet d e  - 

mont re r  que   IF(^'^) / e s t  " p e t i t "  e t ,  p a r  s u i t e ,  on a  : 

~ ' h ~ ~ o t h è s e  (1 )  nous  permet d e  d é f i n i r  d e s  r é e l s  N I ,  N2 
C 

v é r i f i a n t  N 2  2 ( c g  N I )  O a v e c  c 5  c  ( n , a  ) t ( R )  e t  t e l s  que pour  n  1 

t o u t  N F. [N~ , N ~ ]  e t  t o u t  ( z l ,  ..., z ) c an+' s a t i s f a i s a n t  à : 
n+ 1 

max l z  .-ti,! < exp(-c6 N " + ~ I )  et x( .z l ,  ..., z ) = O n-t 1 
î i i s n t  î ' 
il e x i s t e  GN c EX?,.  . . ,Xn+l] t e l  q u e  : 



Au moyen du s e m i - r é s u l t a t  r ( G N ( z l , .  . . ,zn,X) ,R(z ,  ,..., ,XI) n  

on démontre que (o1,, . . ,On) v é r i f i e  l ' h y p o t h è s e  @ avec l ' exposen t  

7 e t  l a  c o n s t a n t e  c  d'où l a  c o n t r a d i c t i o n .  
0 ' 

D é ( - ~ ~ i t i . t i ~ n b  -. e t  n o ~ a t h n n .  -- 

1 .  On d é f i n i t  l e s  r e l a t i o n s  " < <  " e t  " - " dans l'ensem- 

b l e  d e s  f o n c t i o n s  d e  IR dans IR, de  l a  façon s u i v a n t e  : 

f << g <=> il e x i s t e  une c o n s t a n t e  c  > O t e l  que : 

f ( x )  $ cg(x)  ; (x  + + m ) .  

f : g <=> i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  c  > O t e l  que : 

f ( x )  = cg(x)  pour t o u t  x  E IR. 

? .  Soien t  a , , a 2  d e s  nombres r é e l s  t e l s  que : 

n  
S o i t  q un e n t i e r  n a t u r e l  t e l  que : - <.- .ZlL 

q  2 ( ~ + l )  ' 

Posons : 
!n+al )t 

= ---- 



Remarquons que : 

i )  a '  > O ,  p u i s q u e  O < a ,  < <-Il ; 
1  

n--:, 
ii) a; > O ,  p u i s q u e  O < a 2  < 3 2 e t  - . 

q 2(<+1) ' 

n  
i i i )  s i  - < a  -a , on a  : a ;  > a ;  ; e n  e f f e t  : 

9  

on a l e s  é q u i v a l e n c e s  s u i v a n t e s  : 

n  
d'où s i  - < a l  - a 2  a l o r s  a; < a '  

q  1 '  

Nous a l l o n s  d ' a b o r d  démont re r  d e s  lemmes a u x i l i a i r e s  s u r  l e s -  

q u e l s  r e p o s e n t  l a  d é m o n s t r a t i o n  du  théorème.  

Nous commençons p a r  d é f i n i r  l e s  nombres r é e l s  : 

a , ,  a 2 ,  L ( T ) ,  M(T) et M ' ( T l .  

On suppose  que l e  théorème e s t  f a u x .  

S o i t  c  u n e  c o r ~ s t a n t e  "suf'isamment grande" .  

S o i t  E > O t e l  q u e  l a  p r o p r i é t é  ( A )  n e  s o i t  p a s  v é r i f i é e ,  

S o i t  a l  un nombre r é e l  > C t e l  que  : 



Posons : rl- 1 
a2 = a l  ri- - 

n On a évidemment O < a 2  6 a l :  < a 2  p . 

S o i t  q un e n t i e r  n a t u r e l  t e l  que : 

~ ' a ~ r è s  c e  q u i  précède,  on a : 

(ri+a2)L + (L+e+ll+a2) 
O < 3; < a' 

1 
(où a ' =  2 

kk- (k+L) (ri +a2 ) - 2 
q 

S o i t  a; un nombre r t e l  t e l  que a; < a; < a '  1 

E ne  v é r i f i a n t  pas  ( A ) ,  considGrons un nombre rée l  T "suffisamment 

grand" par  r a p p o r t  à c e t  
'ij 

s K~~ v é r i f i a n t  : 

On a en p a r t i c u l i e r ,  puisque co > 1, 



e t  max t ( y .  .) < T. 
1 <i<k lJ 

r ~ j ~ e  

On d é f i n i t  l e s  nombres r t e l s  L ( T ) ,  M(T) e t  M f  (Tl, qu'oc n o t e  

t o u t  simplement L ,  M e t  M ' ,  comme s u i t  : 

ou c; , c i  e t  c i  d é s i g n e n t  d e s  c o n s t a n t e s  ( indépendantes  de  T) 

qii'on chois i r r i  p l u s  t a r d .  

~ ' a ~ r z l s  l a  d é f i n i t i o n  de  M ,  on a  : 

Avec l e  choix précédent  d e  L, M e t  M ' ,  on a  l e  lemme 

suivant  : 

Les n o t a t i o n s  " << " sont  r e l a t i v e s  aux f o n c t i o n s  de l a  

v a r i a b l e  T. 

On pose f ( ~ )  = JE + 5 . 
K-'T! 

O 

Lemme 7.11, - L e s  c o n d i t  ions  Ai s u i v a n t e s  s o n t  v é r i f i é e s  : 

Al : LMT << M e 

A~ : LM'T << M 
1 

: LM'' c c  M L 

C A4 : M ( l o g  M ' > x ' + x  << Tf ( E )  

k A5 : L ( l o g  L)X+X' .. T f  (€1 



Remarquons d ' a b o r d  que  : 

AL => Al , p u i s q u e  M '  .,., M 

A6 = >  A2 , p u i s q u e  n > 1 

=' 
A3 , p u i s q u e  0 2  

A~ =)  A~ , p u i s q u e  L~ : M I ,  M'' >>  Me e t  ;+x' 3 1. 

A i n s i  pour démont re r  l e  lemme, il s u f f i t  d e  v é r i f i e r  que  les 

c o n d i t  i o n s  A g ,  A6 e t  A, s o n t  s a t i s f a i t e s .  

Montrons qu 'on  a 

ka ; 
comme L 2 T ~ '  e t  a j  < a ;  , on a   log L)X+X' << T . 
O r ,  p a r  d é f i n i t  i on  d e  a  

1 '  O n a :  

On en d é d u i t  que : T  

r,< E 
ka; - + - k t  

ou e n c o r e  T  < T ' - ~  '0 , p u i s q u e  K = -- k+L 

7 Y  E -- 
k 

+ -- 
e t ,  p a r  s ü i t e ,  on a : L ( l o g  L ) X + X '  << T ~ - '  C o  . 

V é r i f i o n s  que Ag e s t  s a t i s f a i t e .  

k  - - k+L 

Pu i sque  K' - L' , on a : LM'T " L T . 



Par d é f i n i t i o n ,  on a  : 

(k- ") 
2 -3- 
e+ " te+ 3 

M I L  q .  T q 

Par s u i t e ,  on a  l e s  équ iva lences  s u i v a n t e s  : 

~ ' a ~ r è s  l a  d é f i n i t i o n  L, c e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  e s t  s a t i s f a i t e ,  donc on 

a  A g .  ~ é r i f  i o n s  qu'on a A7 

kt-(rr ta , )  (k+e) 

e n+a 1 
<==> L  ( l o g  LP+" << T 

L (T)+ a l ) L  
-- 

'XI'' ) ' ke-(n+a, ) (k+L) << The- (n+al (k+e) 
<==> L ( l o g  L) 

a '  
O r ,  pa r  d é f i n i t  ion ,  on a L r T avec a; < a ; .  

A7 e s t  donc s a t i s f a i t e .  



Dans l a  s u i t e ,  c l ,  c 2 ,  ... d é s i g n e n t  d e s  c o n s t a n t e s  i n d é p e n d a n t e s  

d e  T .  

Lemme 2 . 7 1 .  - Sous l ' h y p o t h è s e  

e t  max t ( y .  .) 5  T 
l g i g k  lJ 

l $ j d  

il e x i s t e  C E z B I , .  . . ,Xn+l] t e l  q u e  : 

La d é m o n s t r a t i o n  de  c e  lemme s e  f a i t  e n  3 pas  : 

l e t  pacl : CunsIxucAion de La BuncZion a u x L ~ 4 a i ~ e .  - 
On a d o p t e  l e s  mêmes n o t a t i o n s  que d a n s  l e  lemme 15 , c h a p i t r e  O. 

On c o n s i d è r e  une f o n c t i o n  complexe à q v a r i a b l e s ,  d e  l a  

forme : 

où z = ( z , ,  . . . ,Z ) e t  p X  d é s i g n a n t  d e s  e n t i e r s  - q 

Pour  h = ( h .  ) 
1, s 1 $ i$q  

c IN" , on p o s e  : 

1 $s$L 



Remarquons que pour  h v é r i f i a n t  O \< 1 hl < M ,  on a : 

Posons  : @ ( h . y )  = P h ( y l l , .  . . , y k x ) .  

E c r i v o n s  y i j  d a n s  $ ( O , ,  . . . ,on,m) SOUS l a  forme : 

où e t  s o n t  d e s  pol.ynÔmes d e  L hl , .  . . ,xn] p r e m i e r s  
' i , j  $ r  Qi , ! , r  

e r t r e  eux,  pour t o u t  r : O I r  I d -1 .  

P o s c ~ n s  : Q i , j = p . p . ~ . m .  { Q .  . O - 1  0 
1 , J  , r  1  S i s k  Qi, 

Comme max t(v. .) $ T, a l o r s ,  p a r  & ; f i n i t i o n ,  on a  : 
1 < i $ k  lJ 

I < j  $ 1  

max t ( ~ ; , ~ , ~ ) s T  e t  max t ( Q .  .) s T .  
1  < i < k  1 s i s k  1 3 2  

1 S j  $1 1  sjsx 
OSrQd-1 
. . . . 

d-1 
Posons  si, , . . . , = 1 p i ,  , , (XI.  . - .Xn)xntl - 

r = O  

Comme t ( ~ ; , ~ , ~ )  s T pour  t o u t  r ,  O G r C d-1, on a : 



Posons : T. = CL) + e t  l;i = @]+ i  . 

Remahque : 
Il e x i s t e  Sh E. Z pl, .  . . ,X+,] t e l  que : 

En e f fe t ,  on a : 

Posons : Sh(XI , . . . ,Xn+l )  = 

- - 
On a évidemment : ~ ~ ~ ~ ( 8 , ,  . . , ,8n)r$(h.y) = Sh(B1, .  . . ,On,..) 

Lemme 2 . 1 . 1 1 . -  11 e x i s t e  d e s  e n t i e r s  ( p h )  non t o u s  n u l s  vér i -  

f i a n t  : m a x  l P X \  a exP(c15LMT) e t  t e l s q u e :  

Q ( h . y )  = O pour t o u t  h  c IN" ; O I Ihl < M .  

pour c e s  e n t i e r s ,  on a :  IF(^.^) / < exp(-  2 2 T~(€)). 



Ptreuue : 

On a  l ' é q u i v a l e n c e  su ivan te  : 

+(h.y)  = O pour t o u r  h . ~ ~ ' ,  0 6  ~ h /  < M  = =  s h ( e I  ,..., B n  , a )  = O ,  

pour t o u t  h   IN", O 6 / h l  < M .  

Eii é c r i v a n t  S h l , . . . , n ,  dans 1 E l , .  . . , Bd [a!, on 

o b t i e n t  un système de  c  MLq é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  homogènes en l e s  11 

à c o e f f i c i e n t s  dans  z @, ,. . .,en], d e  t a i l l e s  majorées  par  c  1 2  LMT. 

Cela f o u r n i t  un systcme d e  c I 3 d q ( ~ M ~ ) "  équa t ions  l i n é a i r e s  

homogènes en l e s  (ph)  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  majorés  par exp(c14LMT). 

Ce d e r n i e r  système e s t  d e  L~~ inconnues q u i  sont l e s  pA 

(OSA. . f L) .  
: 1 9 1 ;  

O r ,  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de  L e t  M, on a : 

(f+ qq 
Lkq = c '  

2 
M L q ( L ~ ~ ) n  où c i  e s t  une c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e .  

On peut supposer  que c i  > 2c e t ,  p a r  conséquent ,  on a  : 
13 

 après l e  lemme de  S i e g e l  (lemme 1 ,  c h a p i t r e  O) il e x i s t e  d e s  

e n t i e r s  (ph)  non t o u s  n u l s  majorés  p a r  exp(c15 LMT) e t  t e l s  que : 

+ ( h . ~ )  = O,  pour t o u t  h r N ~ '  ; O 6 / h l  < M. 

Montrons que pour t o u t  h  c Np' ; O .< \ h l  < M, / ~ ( h . ~ )  1 e s t  

"pet i t" .  

Par  d é f i n i t i o n ,  $(h.y) = P h ( ~ l I e . .  ,ykL) e t  

X l y l  x Y 
F(h.y) = Ph(e  ,. . . , e  k ' ) .  

S i ,  O s  ( h l  < M ,  o n a  t (Ph)  C C 8  (LM+log(max l p h l  +I)),  
A 

comme l P h l  c exp(c l5LW),  on a  a l o r s  : 

t (Ph)  6 clomT. 



L'hypo thèse  (2 )  max hi, j-e XiYj 1 6  exp (-c T f (€1) 
1 f i g k  

é t a n t  v é r i f i é e ,  en  a p p l i q u a n t  l e  lemme 4 . 0 ,  on o b t i e n t  

O r  T~ >> LMT d ' a p r è s  l a  c o n d i t i o n  A l  du lemme 1 .II, 

c  é t a n t  une c o n s t a n t e  suff isamment  g r a n d e ,  on p e u t  é c r i r e  que : 

C f ( ~ ) )  ou encore ,  [ ~ ( h . ~ )  - @(h.y)  ( f exp(- - T . 2  

O r  $ (h .y )  = O  pour  t o u t  h  EIN~ ' ,  O $ \ h l  < M ,  on a  donc 

2ème pa6 : Nous a l l o n s  mont re r  q u ' i l  e x i s t e  h '  E INq', O ,< 1 h '  1 < M' , -- 

t e l  que F ( h f . y )  n e  s o i t  pas  " t r o p  p e t i t " .  

Lerne 2 . 2 . 1 1 . -  I l  e x i s t e  h '  c i ~ ~ ' ,  O ,< Ih '  1 < M ' ,  t e l  que : -- 

X+X I / ~ ( h ' .  y )  1 2 exp(-c   log L) . 
2 1 

P a r  s u i t e ,  on a  : 

Pkciuve : 

On p e u t  a p p l i q u e r  l e  lemme 15.0 3 l a  f o n c t i o n  F, c o n s t r u i t e  dans  l e  

1 e r  pas ,  en  posan t  : 



Les c o n d i t i o n s  du lemme 15.0 s o n t  s a t i s f a i t e s  dans c e  c a s ,  en e f f e t  : 

On peut  supposer que c i  > c  
19  ' où c  = 1 3 k h s x  lxil m ~ x ( ~ . (  

19 I j 3 

e t ,  pa r  conséquent ,  puisque l b 2,  on a  

On appl ique ,  a l o r s ,  l e  lemme 15.0 à l a  f o n c t i o n  F ,  on o b t i e n t  : 

k 
max ] p h i  I exp(cZo(L ( log  L)' + ~ " ( i o ~  M ' ) ~ ' ) )  max  IF(^.^)[ 

OSA. <i O S ( ~ ( C M '  
1, j 

k ' 1  puisque L : M . 

Comme l e s  (p ) s o n t  d e s  e n t i e r s  non t o u s  n u l s ,  il e x i s t e  h '  E NqL, X 

O <  I h ' /  < M '  t e l  que : 

Nous avons une minora t ion  ana logue  pour 6(hVy), en e f f e t  : 

l ' h y p o t h è s e  (2) é t a n t  v é r i f i é e ,  d ' a p r è s  l e  lemme 4 . 0 .  

On a  : .  

h .  - y  1 5 e x p ( ~ ~ ~ t ( P ~ ~ )  ) e x p ( - c ~ £  (''1 

puisque LH'T << T ~ " )  ( c o n d i t i o n  A2) e t  c  e s t  une c o n s t a n t e  suff isam- 

ment grande.  



c  f ( 4 )  P a r  s u i t e  / +(h'.y) 1 2 / ~ ( h ! ~ )  1 - exp(-  - T 
2 

k > exp(-c  L ( l o g  L)x+*') - exp(- 5 T~ (€1)  
2  1 2  

k a exp(-c L ( l o g  L ) x + x ' ) ,  
2  4 

k pu i sque  T ~ ( ' )  >>  L  ( i o g  L)X+X'  ( c o n d i t i o n  A  du lemme 1 . I I )  e t  c e s t  
5  

suff isamment  g rande .  

3?n:2 pci : Nous a l l o n s  mont re r  que  /F(h!y) / e s t  ' ' p e t i t " .  -- -- 

P a r  s u i t e  : e 1 @(tl'.y) / L exp(-c M l o g  M ' ) .  
3 7 

Appliquons l e  lemme 1 5 . 0  à l a  f o n c t i o n  a u x i l i a i r e  F,  avec 

2 r = c ~ ~ M ' ,  R = c  M'  , (où cZ5  e s t  u-.e c o n s t a n t e  convenablement 
2 5 

c h o i s i e  (cf.  ieuime 15.0). 

SM = C(hl.x,.-.,h .x), O 6 ( h l  < MI.  
-4 

On o b t i e n t  : 

e e 
1 ~ 1 ~  L 1710 ( c Z 6 ~ ' - ' )  + ( F  I M  (cZ8M') '2gM e x p ( ~ ~ ~ I 4  1 ( log M')") 



pu i sque  LMT ( A ~ )  et ml2 << M~ ( A $ .  

e t  Tf (E) >> ~ ' ( 1 0 ~  M I )  

e c ~ ( E I )  
d 'où \ P l r  :. ~ X ~ ( - C ~ ~ M  l o g  M ' )  + e x p ( - 1 ; T  

e < e ~ ~ ( - c ~ ~ M  l o g  M'). 

Comme 1 ' y  1 r ,  on a  en p a r t i c u l i e r  

Nous avons une  m a j o r a t i o n  ana logue  pour  @ ( h l y ) ,  en  e f f e t  : 

c f ( € ) )  
I @ ( h ' y )  - ~ ( h ' y )  1 5 exp(-  - 2 T 

e C f ( ~ ) )  
d V o ù  \ @ ( h l y )  / 5 exp(-c3 6 M l o g  M I )  + exp(- T 

e < exp(-c M l o g  M T ) .  
3 7 

Ptleuue du Lmme 2 2 . 1 1 . -  

Il e x i s t e  ( c f .  remarque p. 151, Sh, E ,Z Ex1,. . . ,Xnl1] t e l  que  : 

Posons G = S h '  ' 

On a ( 6 ( e 1 ,  . . . ,en,w) 1 I / $ t h ' y )  1 e x p ( c 4 P 1 T ) *  puisque 

t ( Q )  < c 3 g .  

O r  
e 

j,+(hfy) 1 < exp(-c3,M l o g  M ' ) ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3.2*11* 



C 
Comme LM'T << M (A2), on a  a l o r s  : 

e 
/G(O1 ,. . .,On,w) 1 6 e x p ( - ~ ~ ~ M  l o g  M') 

D ' a u t r e  p a r t ,  on a  

IG(e1, . . . ,On,w) 1 2 1 @(h 'y)  [ e x p ( c q 2 L ~ ' T )  

k 
2 exp(-cp41 ( l o g  LI Y+x') e ~ p ( c ~ ~ L & f ' ~ )  

d ' a p r è s  l e  lemme 2.2.11. 

Comme Lk >> LM'T, on a  

I G ( ~ ~ ,  . . . , O n , w I  2 ~ x ~ ( - c ~ ~ L M ' T )  

Le lemme 2. II e s t  a i n s i  démontré. 

Posons N (T)  e t  notons t o u t  simplement 
1 N I  l e  nombre r é e l  

C ~ ~ L M ' T  (où c~~ e s t  une c o n s t a n t e  qu 'on c h o i s i r a  convenablement). 

Posons : ~ ~ ~ = c , ( n , a ~ )  

C47 = cC6t(R) 

max (yi j -= 1 $ e x p ( - c ~ ~ ( ~ ) ) ,  on a l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 
1  s i s k  

pair t o u t  (2,. . . . , z  ) 5 en+' v é r i f i a n t  : 
n+ 1 

. . 

il e x i s t e  
G ~ l  

E [x, , . . . ,x,+,] t e l  que : 



Consid6rons  l e  polynôme G donné dans  l e  lemme 2.11.  
#a. 

P u i s q u e  max / z i- Bi j < exp(-c4 N ,  '1 ,  l e  lemme 4 . 0  
1 $i<n+l 
. . . . 

f o u r n i t  

pu i sque  t ( ~ )  6 c ~ ~ L M ' T  < N1 (on c h o i s i t  c45 t e l  que : '45 ' '38)' 

'46 
p a r  s u i t e  / ~ ( z ~ ,  . m .  , zn+ l  ) /  6 I G ( o ~ , . . . , B ~ + ~ ) ~  + e x ~ ( - 2  ) 

O r  (LM'T) 
*a2 

<< M ' (A6) e t  comme T e s t  "suff isamment  grand" 

on peut  suppose r  que : 

e 7ita2 
chlM l o g  M' > 2 cbâN1 . 

Comme a l  > a 2  e t  T e s t  "suff isamment  grand' ' ,  on p e u t  é c r i r e  

que : 

v+a 1 2 
C46N1 ' 4C48 

e t ,  pa r  conséquen t ,  on a : 



 autre p a r t ,  on a  

'46 m a l )  
I G ( Z ~ ,  ..., z )1  5 I G ( ~ ~  ,..., On+l)l - e x p ( - - ~  n+ 1 2  1 

k  X + X ' )  c  "+al 
1 e x p ( - c q 4 ~  ( l o g  L)  - e ~ p ( - ~  46 N ,  ) .  

O r  (LM'T) 
1 k 

>> L ( l o g  L) X + X I  ( A , ) ,  comme N = c LM'T avec un choix 1 45 

convenab le  d e  c ~ ~ ,  on p e u t  é c r i r e  que : 

e t ,  p a r  conséquent  : G , . . z  ) / > 0 .  n+ 1 

On pose  = G ,  c e c i  prouve l e  lemme 3.11. 

Lemnie 4 . 1 7  . - -- 

Sous l ' h y p o t h è s e  (1) max IYij-e X f y j  1 exp (-c:o 
+ y. 1 g i s k  

1 $3 se 

On a l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

n+ 1 pour t o u t  N s pl ( T ) , N ~ ( T ) ]  e t  t o u t  , . . . , c E 
n+ 1 

1 v é r i f i z n t  : R ( z l  ,..., Z ~ + ~ ) = O  e t  max 1 ~ . - 8 . 1 s e x p ( - c  N ) 
1 1  

16isn+ l  
4 5  1 

il e x i s t e  GN E z @, , . . . ,X,l] t e l  que : 

*a2 
O  < 1GN(z ,,..., z n+ 1  ) 1 < exp -c4*N 

Pawve : 

S o i t  N e I @ J ~  (TI  ,N2(T)I e t  s o i t  T '  t e l  que : 

N = N I  ( T I )  où N I  ( T t )  = c ~ ~ L ( T  ) M ' ( T ' )  T T .  

On a  : T '  > T  pu i sque  N1 ( T T )  > N1(T) 



C 

e t  T t  5 cqgT O puisque N 2 ( T )  3 N I  ( T t ) .  

~ ' h ~ p o t h è s e  (1 )  é t a n t  v é r i f i é e ,  on en d é d u i t  que : 

max t ( y .  .) 6 T' 
1 < i < k  lJ 

I s j ~ r  

S o i t  z 1  z  ) r c"" v é r i f  i a n r  : n+ 1 

n+a 
1 

R ( z l ,  ..., z ) = O  e t  max Izi-fli16exp(-c46N 
n+ 1 

1 gi$n+l 

l e s  i n é g a l i t é s  (3) é t a n t  v é r i f i é e s ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3.11,  il e x i s t e  

0 < / r  ( T t )  b1 9 
,Zn+l) I < exp cC48~:a1 ( T I ) )  

Par  d é f i n i t i o n  N = N I  ( T ' )  . 
Le lemme 4.11 e s t  a i n s i  d4montré. 

Pheuve du Ahéotlème 1.11 : 

Le lemme 4.11 implique que ( e l  ,.. . , e n )  v é r i f i e  l ' h y p o t h è s e  @ 

avec l ' exposan t  n  e t  l a  c o n s t a n t e  c  ( c f .  Preuve du c o r o l l a i r e  1 . I ) .  

Cela c o n t r e d i t  l ' hypothèse .  

Le théorème 3 e s t  donc démontré. 



Remahyue : Une v e r s i o n  e f f e c t i v e  du c r i t è r e  d '  indépendance 

a l g é b r i q u e  E h  2 ,  théorème 11 p e r m e t t r a i t  d e  montrer  que (O1,. . . , On) 

c e  v é r i f i e  pas  l ' h y p o t h è s e  @ avec l ' e x p o s ô n t  (n+l )  e t ,  par  conséquent ,  

on a u r a i t  une a m é l i o r a t i o n  du c o r o l l a i r e  1 .II. 
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Diaprés un résultat de Chudnovsky (19741, si x l,. . . ,xk 

(resp. y *, . . . ,ye ) sont des nombres complexes linéairement independants 

sur 4 et vérifient une hypothèse de mesure d'indépendance lin&ire, 

alors 

k t? n XiYi si 2 , on a deg t r  @t{e  I rkk,  1 ~ ~ ~ 1  2 n+1. 

Le but de ce trovail est un raffinement effectif de ce résultat. 

Dans la Iére partie, nous démontrons une version effective d'un 

critére de M. WALDSCHMIDT et ZHU YAO CHEN et nous étudions la 
4 

constante absolue : 2 x x . . . 2" 
x - x . . . qui Jn tervient dans ce 

critére. 
zn- 1 

Dans la Yme partie, nous démontrons en particulier que si 
XiYi 

k' 2", alors on a une mesure dlapproximotion sirnultan& des e FC 
par les éI&ments dlun sous-corps de C de degré de tmnscendance ii 

. sur (p. 




