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AVANT-PROPOS

En 1974, G.V. Chydnovsky démontre (cf. introduction, th. 8) que des
LI
corps du type @Q{{e J, 1gigk, 1gigf}), ou Tyse ey (resp. y1,...,y£)
désigrent des nombres complexes linéairement indépendants sur @ et vérifiant
une hypothése de mesure d'indéperdance linéaire, ont "des grands degrés de

transcendance" sur Q.

L'un des ingrédients essentiels de la méthode de Chydnovsky est

un critére d'indépendance algébrique, amélioré notamment par E. Reyssat
(cf. [Bg]).
M. Waldschmidt et Zhu-Yao-Chen donnent une généralisation en plu-

sieurs variables de ces critéres (cf. Introduction, th. 10).

Le but de ce travail est de donner un raffinement effectif et

quantitatif du résultat de Chydnovsky.

Pour cela, nous commencons par démontrer (cf. théoreme 1.I) un

raffinement effectif d'un critére de M. Waldschmidt et Zhu-Yao-Chen. Ce
i

raffinement fait intervenir la constante absolue ﬁ —%——-. On
. i=t 271
o 2“-
démontre que I o 3,46274663.,, (cf. chapitre I, § 2). Il serait
i=1 27-1

intéressant de savoir si ce nombre est transcendant,

Ensuite, nous appliquons ce critére effectif, pour obtenir une
X.y.

. . . . i c .
"mesure d'approximation simultanée' des nombres e J. Plus précisément,

nous démontrons (cf. chapitre 11, corollaire 1.II) le théoréme suivant
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Encncé du théonbme : Soient n 3 1, (0

1,...,Sn) n nombres complexes

algébriquement indépendants sur @ et K un corps de degré fini sur

Q(61,...,9n).

On pose «k = lg;
P KL
Théchlme.- On suppose « > 2", Alors, il existe une constante

¢ > 1 tel que pour tout € > O, on ait la propriété suivante

il existe un nombre réel TO tel que pour tout nombre réel T 2 T et

o
(12 Kl . e .
tout (y..), . élément de K satisfaisant a : max t(y,.) £ T,
ij 1gigk 1cick ij
K <'< -~ -~
1595 125k
on ait
oIk
) 5,552 4o
175 k-2
max ly..-e l 2 exp\-¢cT
< 1]
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INTRODUCT ION

I1 existe quatre méthodes pour démontrer 1'indépendance aligébrique.

Téne méthode : Approximation diophantienne.
En 1844, Liouville construit une classe de nombres transcendants appelés

"nombres de Liouville" & 1'aide du théoréme suivant

Thédondme 1.- Soit x € R tel que
. . . . n P
il existe une suite de rationnels (——Jn vérifiant pour tout n € N,
P | P n
n 3 n
x # 7 et lim g |x - —=| = 0.
4n nse O 9

Alors, x est transcendant.

On étend ce théoréme pour obtenir une indépendance algébrique.

22me méthode : Méthode de Siegel.
En 1873, Hermite démontre la transcendance de e. La technique consiste
a approcher la fonction exponentielle par certaines fractions rationnelles

“"approximants de Padé".

En développant la méthode d'Hermite, Lindeman en 1882 démontre la trans-
cendance de 7 et énonce un résultat plus général qui a été complétement dé-
montré par Weierstrass. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de

Lindemann-Weirstrass.

Théoneme 2 (Lindemann-Weirstrass).- Soient @ys... 0 des nombres
———— a.
. . . . . o n —-
algébriques linéairement indépendants sur @, alors e 1,...,e sont @

algébriquement indépendants.

On trouve une démonstration dans [?ak ﬂ.

En 1929, Siegel étend le théoréme 2 en remplacant la fonction exponen-

4 n

tielle par des E fonctions du type =7 2 vérifiant des équations dif-

) ~18

n=0

férentielles linéaires (cf. [}ig]).
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L'un des outils de cette méthode, qui deviendra un outil fondamental
dans la transcendance, est un lemme sur la résolution d'équations linéaires

homogénes en nombres entiers, basé sur le principe des tiroirs.
Ce résultat est connu sous le nom de "lemme de Siegel" (cf. Lemme 1.0).
En 1954, Schidlovsky @chﬁ généralise les résultats obtenus par

Siegel.

3. Méthode de Mahlen.,

En 1929, K. Mahler obtient 1'indépendance algébrique des valeurs

de certaines fonctions transcendantes satisfaisant 2 des équations fonction-
nelles.

Cette méthode a été développé par J.H. Loxton et A.J. Van der Poorten
[Lo-Pq].

4. Méthode de Gelfond-Schnedider.

Nous allons nous intéresser plus particuliérement i cette méthode,

créé en 1949 par A.0. Gelfond, ainsi qu'ad ses développements.
Cette méthode repose sur deux outils essentiels

1. des outils algébriques

~ des critéres d'indépendance algébrique (cf. introduction,
th. 3 et th. 10).

-~ des lemmes de ''petites valeurs' sur les polyndmes exponentiels,
(c7. intreduction, th. 13.0).

2. des outils analytiques : '"les lemmes de Schwartz" et les "lemmes

d'approximation"”, (cf. th. 15.0).

Un apercu historique de La méthode de Gelfond surn L'indépendance
alalbrique

En 1949, Gelfond @e, Ch. I1I, § 4] démontre un critére de trans-
cendance appelé "critére de Gelfond" qui remplace 1'inédgalité de Liouville
(si o est un nombre algébrique sur @ de degré n, Gy T O, Gy,.c.,0 SES
conjugués et d un dénominateur de o, alors
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- n(t(a) s Log|oci] pour tout 1 € i € n
ot t(a) = max(Log d, Log|a1|,...,Log|an|)) dans une démonstration de trans-—
cendance.

Ce critére lui a permis d'étendre la méthode pour démontrer 1'in-
dépendance algébrique de deux nombres valeurs de la fonction exponentielle,

plus précisément le cas particulier d = 3 de sa conjecture.

Conjectune de Gelfond : Si B est un nombre algébrique sur Q

de degré d = 2 et si o est algébrique sur @ différent de O et 1,
alors
8 B2 d-1 B
deg trQ Qo™ 0" ,...,0 )y = d-1.

Ce probléme est un cas particulier de la conjecture de Schanuel :

Conjecture de Schanuel : Si @y,+..,0  sont des nombres complexes

linéairement indépendants sur @, alors

% %
deg trQ(u1,...,un,e seees€ ) 2D

Le critére de transcendance de Gelfond dit critére de Gelfond est

donné par R. Tijdeman [Tij 1] sous la forme simplifiée suivante

Théondme 3.- Soit 6 € €. On suppose que pour tout N > N, il
existe PN € ZDQ tel que
2
IPN(9)| < exp(~-6N")

et deg Py + Log H(PN) <N

ol H(PN) désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients de P.
Alors, 6 est algébrique.

Pour pouvoir appliquer ce critére, Gelfond démontrer un "lemme de

zéro" sur les polynOmes exponentiels, Ce lemme a été amélioré par

R. Tijdeman |:Tij 2].

m
Iﬁggﬁgmg 4.~ Soit f(z) = E Pk(z)exp(wkz) ol Pk est un polynlme

k=1

de degré < d pour tout k, 1 gk g m.

<



On

un disque de

Si

En

kiv)

pose : W = max lwk| et un{(f,R) le nombre de zéros de f dans
k=1
rayon R

f est non identiquement nulle, alors
n(f,R) g 3dm + 4RW.

utilisant le lemme de zéro, W.D. Brownawell [}row 1],

A.A, Shmelev

premier résultat de Gelfond sur 1'indépendance algébrique et obtiennent le

E‘Shm 1] et M, Waldschmidt Edald 1] améliorent indépendamment le

théoréme suivant

Enoned du théoxaeme :

Soient XiseeosXy (resp. y‘,...,y() des nombres complexes G
linéairement indépendants. On pose
X,y,
S1 = {e * e 1 <1 ¢k, 1 g3 g 4}
#1713 ”
S, = {x;,e 15 1<k, 1vs j g &
Xiyj
S, = {x.,yj,e , 1 g1 gk, 1 ¢35 &}
Théonéme 5.,- On a
a) si 32 2 2 alors deg tr Q(S,) > 2
kL~ 1707
ké+k
b) si 7 = 2 alors deg tr Q(SZ) > 2
c) si oy e 1 alors deg tr Q(S3) > 2.

Un raffinement du critére de tanscendance de Gelfond a permis &
W.D. Brownawell [__Brow 2] et M, Waldschmidt L—Wald 2] de résoudre le huitieme
probléme de Schneider [Sch. p. 138] : 1'un des deux nombres € et eez

est transcendant.
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Une version du critére de Gelfond raffiné est donné par

M. Waldschmidt l-jdald 3], c'est le théoréme 6.

Théonéme 6.~ Soient 6 wun nombre complexe, (tN)Nzo et (dN)Nzo
deux suites de nombres 3z 1 et (PN)N>1 une suite de polyndmes non nuls
de Z[X]. oOn définit :

Ty = 200 Hdytdy D (e et ) ¥z 1.

On suppose que : lim TN = + ©, On suppose de plus que

N-»c0
~-T
}PN(G)l < e

et deg PN,S dy » deg Pyt log H(PN):S Ty

Alors 6 est algébrique et PN(G) = 0 pour tout N 2 1,

Jusqu'en 1970, la méthode de Gelfond ne permettait pas de démontrer

1'indépendance algébrique de plus de deux nombres.

En 1971, W.D. Brownawell EBrow 3] et A.A. Shmelev [:Shm 2], en
utilisant des mesures de tanscendance de certains nombres, obtiennent 1'in-

dépendance algébrique de 3 nombres valeurs de la fonction exponentielle.

En 1973, G.V. Chydnovsky I?h 1] étend le critére de Gelfond
pour obtenir un critére d'indépendance algébrique de plusieurs nombres et a
1'aide d'un "lemme de petites valeurs" sur les polyndmes exponentielles
(cf. Efij. 4], théoréme 1) obtient 1'indépendance algébrique de 3 nombres

sans utiliser de mesure de transcendance. C'est 1'objet du théoréme suivant

Théoneme 7.- Soient XysenosXy  (resp. y1,...,yz) des nombres
complexes linéairement indépendants sur @ et vérifient 1'hypothése de
mesure d'indépendance linéaire (C‘) : il existe Lo > 0, Ho >0 et ¢
une constante (ne dépendant que de x1,...,xh,y1,...,y5) tels que pour

, L
tout L > L et H> HO et pour tout \X1,...,Xk) EAZk et (h ,...,hg) ez

1
vérifiant

0 < max |A,| €L et 0 < max |h,| ¢ H.
Tgigh : [ESE3A
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on ait

h
| § Aixil 3 exp(-cL) et | ¥ nh.y.| = exp(-cH).
i=1 3=1 J

Alors, on a

. kL
a) si Q:Iig 4, alors deg tr Q(S1) >3
. kltk
b) si Gt 2 4, alors deg tr Q(Sz) >3
) i -E£-> 3 1 d ®(s,) = 3
c si 7 , alors eg tr Q 30 % 3
(S1, S, et S, désignent les ensembles définis dans le théoréme 5).

Remarquons que 1'hypothése d'indépendance linéaire (C1) est satisfaite
dans de nombreux exemples : notamment quand les x, (resp. yj) sont des nombres
algébriques, ou des logarithmes de nombres algébriques ou des puissances d'un
nombre transcendant "usuel'.

Dans ces exemples, on peut méme remplacer dans (C1), exp{-cL)

par exp(-c log L) (resp. exp(-cH) par exp(-c log H)).

En 1974, au moyen du semi-résultant (cf. chapitre ¢, § 3)
G.V. Chydnovsky (cf. [:Ch 2_] et I:Ch 3]) généralise ces résultats et obtient
les premiers énoncés fournissant de grands degrés de transcendance, plus pré-

cisément le théoréme 8.

Théoneme §.- Soient XysensXp (resp. yx,...,yﬁ) des nembres
complexes linéairement indépendants sur @ et vérifiant 1'hypotheése de mesure
d'indépendance linéaire (C1).

Soit m un entier 2 1. On a

k{ _ .n

a) si e 2", alors deg tr Q(S1) 2 n+i

b . kb+k n
) si 77 * 2, alors deg tr Q(SZ) z n+t

kf4k+{
c) si 4£$z~£ > 2n, alors deg tr Q(S3) > ntl.
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On obtient comme corollaire du théoréme 8 une généralisation du
ler résultat de Gelfond sur 1'indépendance algébrique (cas d = 3 de sa

conjecture), c'est le théoréme 9.

Théoneme 9.- Soient o, des nombres algébriques tels que :
o #0, Loga# 0 et d=|:Q(B):Q-22.
Alors
2 d-1
deg trQ Q(uB,GB ,...,aB ) = Iio (d+1)T
|_Log 2

(on IE j désigne la partie entiére).

Pour obtenir ce théoréme, on applique le théoréme 8.b, dans le cas

suivant

k=14=4, x; = 51_1, 1 sigd, et vy = BJ_1log a, 1 53 gd.

Une esquisse de démonstration du théoréme 8 est donné par

G.V. Chydnovsky (cf. [Ch 4], § 7, p. 115-121).

Notons que les travaux de R. Endell [Endj compiétent la démonstration

de G.V. Chydnovsky.

En utilisant des outils d'algébre commutative Ju. V. Neskrenko

démontre un raffinement quantitatif du théoréme 9 (cf. [ﬁeé]).

Inspiré par les idées de Chydnovsky, E. Reyssat [ﬁé] démontre un
critére d'indépendance algébrique et P. Philippon Eﬁﬁ.1] applique ce critére
pour obtenir un résultat analogue au théoreéme 8, dans le cas p-adique, mais

avec une démonstration plus simple.

M. Waldschmidt et Zhu Yao Chen l@ald—Zhﬁ] généralisent les critéres
d'indépendance aigébrique de G.V. Chydnovsky et de E. Reyssat et obtiemnent

le théoreéme suivant

Théaﬁémq 1C.- Pour chaque entier n > 1, il existe un nombre
réel e, = co(n) > 1 ayant la propriété suivante
Soit (61§...,6n) e € et soit 7 un nombre réel, n >1. On
suppose qu'il existe deux nombres réels NO et ¢, avec No > 1 et
Y . n-1
¢ > 6 co', tels que, pour tout nombre réel N 3 N et tout (22,...,zn)€ C
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satisfaisant a

- - jt 2 i ¢
|z, eil < exp(-2¢N’)  pour <ign

il existe un polyndme non nul F ¢ Z[}1,...,Xé] vérifiant
t(F) ¢ N
et 0 < lF(ei’ZZ""’Zn)‘ < exp(-cR"™).

Alors n < 2"

Nous démontrons, dans le chapitre I de ce travail, un raffinement

effectif de ce critére (cf. théoréme I.1).

Ensuite, nous appliquons ce résultat pour obtenir un raffinement
effectif quantitstif du théoréme 8.a de G.V. Chydnovsky (cf. Corollaire 1.II
du théoréme 1.11).

Récemment, P. Philippon [?hi 2, théoréme 1] par des méthodes d'al-
gebre commutative, améliore les critéres d'indépendance algébrique précédents
et, par conséquent, il obtient une amélioration du théoréme 8, c'est le

théoréme suivant

Théonlme 11.- Soient KysenesXy (resp. y1,...,y£) des nombres
complexes linéairement indépendants sur @ et vérifiant !'hypothése de mesure
d'irdéperdance linéaire (CZ) suivante : pour tout € > 0, il existe X(&)
tel que pour tout X » X(eg) et tout k-uplet (A1,...,Xk) (resp. tout
L-uplet (h1,...,h£)) d'entiers rationnels non tous nuls, de valeurs absclues

< X, on a

k £
| ¥ a.x.] (resp. § hy.) z exp(-X")
.o, 11 . J
i=t =1
Alors, on a
kf
a) deg tr Q(S1) * g7 T 1 ;
kf+k
b)  deg tr Q(Sz) a7 1
",

¢c) deg tr Q(S3) 2 Ei? .
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Ainsi, P. Philippon résout presque 'la moitié" de la conjecture
de Gelfond, en effet, il obtient comme corcllaire du théoréme précédent,

le résultat suivant :

Théonéme 12.- Soient o un nombre algébrique # 0,1 et B
algébrique de degré d > 2 sur @. Alors, au moins Eﬂ des nombres
2 nd_1
IR sont algébriquement indépendants.

D'autre part, il faut noter que les travaux utilisant des outils
géométrico-algébriques de Masser et Wiustholz (cf. E.Mas—wﬁ 1] et E’Ias—wﬁ 2])
sur les "lemmes de zéros" dans un contexte général de groupe algébrique
donnent les résultats sur les grands degrés de transcendance aussi bien

dans le cas exponentiel que dans le cas elliptique.

Cette méthode n'utiiise pas directemert de critére d'indépendance
algébrique. Elle est basée essentiellement sur un "lemme de zéro" qui remplace
le lemme de Tijdeman dans lie cas e., aentiel et un théoréme de Hilbert-

Nullsteilensatz.



CHAPITRE 0

RESULTATS AUXILTAIRES

§ 1 - Lemme de Sieged.

La construction d'une fonction auxiliaire dans une démonstration
de transcendance se raméne a la résolution d'un systéme d'équations linéaires
homogénes dans un corps K (K de type fini), plus précisément on recherche

une solution qui ne soit pas "trop grande'.

Le lemme de Siegel est un outil pratique pour résoudre ce genre

de probleme.

La démonstration repose essentiellement sur le principe des tiroirs

de Dirichlet.

Nous allons démontrer la version du lemme ol K = @.

Lemme 1.0 (Siegef).- Soient n et m des entiers 2 1 ot a

(1 £1ign, 1 <j<m) des entiers relatifs.

Soit le systéme des formes linéaires :

n
Lj(g) = .z ai,jxi , 1 g j.s m, ol x = (x1,. ,xn).
i=1
On pose A = max |a, .l.
e i,]
n
1<¢j<m
Si n >m aiors il existe des entiers relatifs KyseeesXy tels
que
Lj(xl’ .»x ) = 0 pour tout j, 17s J:S m



o
et 0 <max |x.| g (&) +1
1gign
Preuve :
L o

Soit X un entier tel que ea)"™ -1 g2k < @) 41,
Pour O € |Xi! £ X, 1<41ig<n, ona Lj(x],...,xn) < nAX, (1 € 35 € n).
Posons : Y = nAX.

Card {Gxy,...,x ), x; € Z, 0% lx.] € X} = (2x+1)"
: m
Card {L1(x1,...,xn),...,Lm(x1,...,x ), Ols |xil < X} g 2y+1)7

or ¢+ (2x+D)™ 3 x+DT™ x x+n™
> )™ x ex+n™
> (2nAx+1)"

ou encore (2X+1)n > (2Y+1)m.

D'aprés le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe x?,...,x;

avec 0 g [x"| € X pour tout 1 £ i sn, x',...,x' avec 0 5 |x'| <X,
i 1 n J

[

pour tout 1 £ j € n, tels que " ox' et Lj(§”) = Lj(g'), pour tout j,

1 €3 £m ou encore Lj(x"~x') = 0, pour tout j, 1 £ j £ m.
Posons : x =x"-x', ona x# 0 puisque x" # x',

L.(x) = 0, pour tout j, 1 € j €m
J - m

et 0 < max lxi! €2 s @A)+ 1
1<ign

§ 2 - Notdon de taille d'un polyndme.

Dogindiiion.- Soit P un polynbme non nul de € @ X 1. On

TR

désigne par H(P) le maximum des valeurs absolues des coefficients de P
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et par di P le degré de P par rapport & Xi' On définit la taille de P

1

et on note t(P) le nombre complexe

max{log H(P),1+dy P,...,1+d§P} .
1 n

Lemme 2.0.- Soient P ,...,P

@{?‘,...,X;]. Or a les inégalités (1) et (2) suivantes
T m
e( Y P,) s max t(P.) + log m
. i . i
i=1 : i=1
m m
et t( TP s (n+1) ) £(2))
, i L i
i=1 i=1

m
Preuve : On a : H(') Pi) € m.max H(Pi) et

i=1 i=1
d'on l'Lnégallté (1).
D'autre part, on a
m m m n
BCOP,) s IIE®P,x I T (1+deg, P.)
i=t Y i=1 Y =1 g=1 Xp
m m n
< THE) x I It(®,)
=1 =1 g=1
m m n
< I ﬁ(Pi) x (7 £(P,))
i=1 =1
m m
et 1+ degx.(‘H P s 1+ ’2 degy P, .
j i=1 i=1 3
m m
Dot t( I P) < (n+1) | t(P).
i=1 i=1

Lemme 3.0.- Soit P un polyndme de € ?1,..
Scient (21,...,2 ) € @m—1 et Z un nombre réel =

.,P_ des polyndmes non nuls de

~15

degy (

o~

Pi%

(M

(2)

< max degX

X J non nul.
n

1

vérifiant

P,
i’
3



_ 4 -

max |z| < Z,
. 1°,
1gigm-1
Si P(Z1,...,Zm__1,X) est non nul, alors

t(P(zi,...,z ,X)) € m(24Log Z)t(P).
m-1 )

Preuve : _
-l j=21 dengP
Ona: H P(z1,...,zm_1,XD 3 .H (QegX.P+DH(P)Z
i=1 i
< {(P) m—1H(P)Z(m’1)t(P)
et deg(§(21,...,zm_1,xi> < <E(P)7j>
d’ot t@(q,...,zm_%,x)) < m t(P)(2+log Z).
Lemme 4.0.- Soient m un entier : 1, P un polynome de

(E[X1,...,Xm] et (61,...,6m) m nombres complexes.

Soient Zysens 2, M nombres complexes vérifiant

max |6.-z.| g€ <1,
. i7i
Tgigm
- P
Alors, 1l existe une constante e, Qle dépendant que de m et
(91,...,6m)> telle que :
(P
|P(91,...,6m) - P(z1,...,zm)|‘$ ce, .

Preuve -

<

by

lP(91)...,em)~P(z],...,zm)

P(91,...,Sm)—P(Z1,62,...,6m)‘+

el + lP(Z1""’Zm—1’em)_P(Z1""’Z )

m

m
< 2 (H(P).(1+ max leil)(m-”t(P) t(P) max [61.{—21,{])
s l1gicm 1<ket(p) 3 3



= '5 ie.lilz.lk_1_i ¢ ek (1+{ej1)k

m .
]P(91,...,em)—P(z1,...,zm)} Y Ce(iv 3 19 ])mt(P) 2(p) h(P;)

=1 1gigm
¢ me (1+ max 18.])mt(P) Z(P) e(®)
1<ism
< EC§(P) ou ¢, = 3(1+ max l%.i)m e3.
igign

Lemme 5.0.-

. _ d-1
Soient R(X1,...,Xm) = Xm+R1(X1""’Xm—1)'Xm +... Rd(x1,".,xm_1)

un polyndme de CE%,...,XmJ et (91, .,Om) m nombres complexes tels
que
R(61,. ,6 ) =0
Soient TN nombres complexes et € réel, 0 < £ < 1}
tels que
max jz.—B,f < £
1

Alors, il existe un nombre complexe 2. tel que

'/a
|6 -z | < (E t(R))
mm
et R(Z1""’Zm—1’zm) = 0.
Preuve :  Ecrivons R(z1,...,zm_1,x) sous la forme :
d
R(Z1,... 1,A) .H (X—Ui)
i=1
on a IR(z z 8 ) » ( min |6 -u |)d
PRS2y 0%/ # PR A

1gisgd
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D'aprés le lemme 4.0, on a

t(R)
\R(z1,...,zm_1,9m) - R(e1,...,em)l s ec, .
_ 8 l t(R)
Comme R(61,".,6m) = 0, on a alors \R(z1,...,zm_1, m S <,
11
R)
et, par suite min \6 -u‘l < (sct( ) d .
. m i 1
1sigd :

Soit z ure racine de R(z, ,...,z ,X) telle que

m 1 m—1

]em—zm] = min lG —u,l
1¢igd *

Alors, on a

et Rz, ,...,z

§ 3 - Notion de semi-résuliant.

La notion du semi-résultant a été introduite par Chudnovsky [@h 2]
pour étendre la méthode de Gelfond 2 1'indépendance algébrique de plusieurs

rnombres vajeurs de la fonction exponentielle.

P
Définition.- Soient P(X) =axXP + ... +a =a T (X-t.)
S o p o . i
q i=1
et O(X) = bOXq + ...+ bq = bO 1 (X—uj) deux polyndmes de CDQ avec

j=t
a #0 et b # 0.
o o

Le nombre complexe r(P,Q) = agbop I (ti—u.) est appelé semi-
1,3
u.#t
iTTi

résuitant de P et Q.



Remarques :
1°) On a évidemment r(P,Q) # O.
2°) Si les racines de P et les racines de Q sont 2 a2 2 distincts

alors r(P,G) = R(P,Q) ou R(P,Q) désigne le résultant de P et Q.

iemme 6.0.- Il existe un polyndme R € Z[?T,...,XP,YO,...,YqJ
(dépendant de P et Q) de degré "total" £ q par rapport aux variables

X ,...,Xp et de degré "total' ¢ p par rapport aux variables Yo,...,Y

o q
avec H(R) g 3P%, tel que
r(P,Q) = R(ao,...,ap,bo,...,bq).
Pour la preuve, on utilise les mémes arguments que ceux de
3 7

({Bak-Mass |, Chap. 14, lemme 2).

Lemme 7.0.- Soit = un entier 3 2. Soient H et G deux polyndmes
non nuls de Z[?1”"’Xm] et Lyaeeesto g des nombres complexes.

On suppose que H(z1,...,zm_1,X) et G(Zl""’zm—l’x) sont non

constants. Alors,

il existe un polyndme S € Z{}1,...,Xm_1] tel que

S<Z1""’Zm—1) = r<§(21,...,Zm_1,X),G(Z1,---,Zm_lyxi>
et t{s) ¢ (mt+log 3NDt(Wc(G).

Preuve @ Posons

H(X) = H(z1,.,.,zm_1,X)

G (X) = G(z1,...,zm_1,X).

Ecrivons

() =8 (2)xP+ ... + 0 (z) avec E (z) #0

o = h' - o -
¢ ) =6 ()X + ..+ G (z) avee G (z) #0
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ot H(z) =R, (z,,...2 ) tsixgch

m-1

Gj(z) = Gj(z1,...,zm_1) 1 <3 < 8.

D'aprés le lemme 6.0, il existe R € Z[}O,...,Xh,YD,...,Y ¢ de

gJ
hauteur majorée par Bhg, de degré "total" < g par rapport aux variables
Xo""’xh et de degré "total" ,S h par rapport aux variables Yo""’Yg’
tel que

1

r(1(X),6" (X)) ROH (2), .., Hy (2),6,(2),.. 0,6 ().

Posons : S(X) = R(E (X),...,H (X),G (X),...,Cc (X))
= o = h'= o - g -

ot X = (X, ,..., 8 ).

2 ) = r(E(X),c ).

Or = évidemment S(z1,..., 1

Comme Je degré 'total' de R par rapport aux variables Xo""’X

PRl

et le degré "total" de R par rapport aux variahles YO,...,Y <h ; ona

g
H(S) < H(R)em(gt(H)+ht(c))
et degX.S <8 degX.H + h degX.G
1 1 1
d'of t(8) ¢ t(R) + m(Gt(r) + he(G))

t(R) + 2m t(G)t(H)

N

or t(R) g ghliog 3 ¢ t(G)t(H)Log 3

donc t(S) < (2m+Log 3)t(G)t(H).

Lemme. §.0.- Soit P wun polyndme de @Dﬂ non constant et soit ¢
un nombre complexe.
Soit & wune racine de P a distance minimale de 8.

On note s la multiplicité de & dans P. Alors

lx(,P)|]6-2]% < |P(6) |exp(8t”(P)).



Ré4énence ([Re], 111, lemme 3.7).-

Lemme 9.0.- Soient P et Q deux polyndmes de CDﬂ non constants.
Soit I une racine de P de multiplicité s.

Si Q&) # 0, ona

e (P,Q) | € 10()]° x exp(6e(P)e(Q)).
Régérence ([Re], III, lemme 3.8).-

Lemme 10.0.- Soient n 3 2 et P un polyndme non nul de

N

[ron}

— . n
{ree-nX . Soit (61,...,6n) e €.

Soit <Z1""’Zn—1) € Gn_1 tel que : max |z_—8,[ < 1.

On suppose que P (X) = P(z1,...,z X) est non constant ; on

n-1’
considére 4 une racine de P<ZT""’Zn—1’X) a distance minimale de en
et on note s sa muitiplicité dans P(z1,...,zn_1,X). Alors,

il existe un polyndme non nul de Z E{1,...,Xn_{] tel que

Dz, = r @@

ii) ?H(z1,...,zn_1)]\:—em]s.s |P*(en)|xexp(c2t2(p)) ;

iii) t(E) ¢ (2n+log 3)t2(P)

. L2 2
ol c, = 32n <l+Log( méx Iei[ + 1i> .
1gign

D'aprés le lemme 8.0, on a

e (0, B @) [z 6| & P76 ) |exp(8e” (2.

c,X 7 tel que :

Or, d'aprés le lemme 7.0, il existe H e Z|X
p n-1-

1°°

b3 %
Bz ,.enz ) = £ (0,P (X))
et £(8) ¢ (2rtiog 3)E2(P).
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A gy
D'autre part, comme max lz.] & max (!UiiT‘)’ on a

t(P&) < 2n(1+Log( max |Gi[+1))t(P), d'aprés le lemme 3

Tgign
d'oit  {H(z,,...,z )l}c-e 15 < ]P*(e )| x exp(e tz(P))
127772 "n-1 n h n 2
, .
et t(H) s (2n+log 3)t  (P)
. o2 2
olt ¢, = 32n” (1+log( max 1eil+1)) .
1<isn
Lemme 17.0.- Soit n un entier 2z 2. Soient P et Q deux po-
lynGmes non nuls de Z[i X | et (o g )« Gn—1
Xy 5o X | poreea i) ®
Soit 7,002, (n-1) nombres complexes tels que
max|z .-, < 1.
i i
Tgign-1
On suppose que P(z1,...,zn_1,X) et Q(z1,...,zn_1,X) sont non
constants, on considére & un nombre complexe tel que
P(z1,...,zn_1,: =0 et Q(Z1,...,Zn_1,c) # 0.

Soit s 1la multiplicité de 7 dans 2(z X).

TR INE

Alors,

il existe K un polyndme non nul de Z[?1""’Xn—1] tel que

X),q(z L7 )

i) h(z1,...,z 1) = r(P(z1,.. R

n- it
1)\ < 1Q(z1,...,zn_1,§)!sx exp(czt(P)t(Q))

1) [H(zy,..oz

iii)  t(H) £ (Zn+log 3)t(P)t(Q)

ol ¢, = 32n2(1+log(max|6i|+1))2'

Preuve :

D'aprés le lemme 9.0, on a



-1

1 -

[t .01 € [Q°(0)]° x exp6t (@)t @")).

11 existe, d'aprés le lemme 7.0, H € Z[X1,...,Xn_;j\\ {0} tel que :

CICHN I (P ,Q)
et t(B) s (2n+log 3)t(P)t(Q).
D'autre part, on a : t(P*)t(Q*) < n2(2+L08(m§X‘91|+1))t(P)t(Q)
: i
Par suite, on a : ]H(z1,...,zn_1)|:s |Q(z1,...,zn_1,§)|S ><exp(czt(P)t(Q)
et t(B) € (2n+log 3)t(P)t(Q).

§ 4 - Indgalileé de Liouville.

Dé fndidons. -

nome de C[X] avec a_

Soit

# 0.

On désigne par

M(P)

lag|
J

P(X)

= a Xp
o

P
+...+a =a 1 (X—uj) un poly-

le nombre complexe

I =

1

max (1, u. ).
J

Pour o un nombre aigébrique sur @, de polyndme minimal Pu’

on pose

Remarque :

Lemme 12.0.-
respectivement p et

On suppose que o # R,

l

M(a) = M(P ).
o

On a

q

o

Soient

(p »

M(P) < (1+deg P)H(P).

o

1,

alors on a

et B

q > 1.

deux nombres algébriques de degrés

51 3 2Py MP@).
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Preuve : Soient P(X) = a +...4+4a =a
—— 0 p o

n=s

(X-o.) (resp.

. i=1 7

Q(x) ='bqu + ..+ bq = b, I (X_Bi)) ie polyndme minimal de o sur Q@
j=1 -

(resp. de B sur @).

On peut supposer sans restriction que oy = o et 61 = B.

on a r(P,Q)

agbg I (Gi—B.)
ai#B. J

1

1]

(a-R) agbg I (ai—B.)
o 78, ?
(1i,1)#01,1)

or |ai_8ji_s 2max(1,‘ui|)max(1,\6j|)

d'ol -1
le(P,0) | < lo-8] x 2P97M(a) M(2)P.

Comme P(X) et Q(X) sont dans Z[X], on a
e, =1

et, par conséquent, on a : la-81 = 2'-Pa M(a) "1 M(8) TP

§ 5 - Lemme de "petites vafewws”.

L'un des ingrédients de la méthode de Gelfond pour 1'indépendance

aigébrique est un "lemme de petites valeurs'.

Dans le cas des polyndmes exponentiels, Tijdeman a obtenu des ré-
sultats treés fins ; il démontre [iijd 3, p. 58 3 16] un ""lemme de zéros"

pour des fonctions du type :

m -1
n-1 v Y oaez
E(z) = )} A ze™ 5 EFO
=0 u=0
ol Auv et o, sont des nombres complexes.

(une telle fonction est appelée "polyndme exponentiel ;
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plus précisément, il démontre que le nombre de zéros de E dans un disque

n-1
de rayon R est inférieur ou égal a2 3m + 4aR (ot m = 2 m et
v=0
1
a = max luvl).

Ensuite, Tijdeman Eﬁjd 4, théoréme i] raffine ce résultat pour
obtenir un "lemme de petites valeurs"
Si E est "petite" en des pointes "bien réparties’, alors les

coefficients Auv sont "petits".

Un cas particulier de ce résultat est le lemme suivant

Lemme 13.0.~ Soient m et s deux entiers 2 1.

Soient L (resp. BO,...,SS_1) des nombres complexes

deux a deux distincts.

Posons : a = max (Iav1,1) b = max (|Bu|,1)
0gv gm—1 0gogs-1
a = min (,a -a 1,0 b = min (g -8 _|,H
o $,v=0.,.m-1 H °© p,0=0..,.s-1 po
v pto

Soient AO,...,Am 1 des nombres complexes, on considére la

fonction complexe

E(z) = } A_ e V7,

Si s z 2m +13ab, alors

_ - s
max A | £ svm! e7ab(, ! ™ ! Gzz%ﬂ max |E(8 )].
v 2a b b Vs o
Ogvgm~1 : [o) o Ogo<s

Référence Eiij 4, théoréme i}
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L'un des ingrédients de la démonstration du théoréme 1.II (ef.
chapitre II) est un "lemme de petites valeurs" pour la fonection auxiliaire
qu'on est amené i construire.

L'objet du lemme suivant est de démontrer ce résultat.

On considere KiseeeoXy (resp. y1,...,y£) des nombres complexes
linéairement indépendants sur @ et vérifiant 1'hypothése de mesure d'indé-

pendance linéaire (C,) suivante: il existe un entier L, >0 (resp. v 0)

2
et un nombre réel x (resp. x') tels que pour tout L 2 LO (resp. M 2z MO)
tout (X,) € Zk vérifiant 0 < max |A,] ¢ L (resp. tout <(h,). . EZK
» . i § 13l
lzizk 1gigk hd
vérifiant : 0 < max |h,| € M). On ait
igj<d
X X
I'Y ax,| 2 exp(-(log L))
LT
i=1
£ '
(resp. | z h.y,| » exp(-(log X))
PESRRAS

Remarquons qu'on peut supposer sans restreindre la généralité que
A

On adoptera dans la suite les notations suivantes

Pour q entier 3 1, A equk (resp. h e mqg), on écrit :

A= (}1,...,§q) avec Ai = (A, ) pour tout i, 1t i s q

(resp. h = (h,,...,h,) avec h. = (h ...,h, ,) pour tout j, 1 g j g (.
B B4 =3 it .

On pose :
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- | = = |
1Al max lxi,jl (resp. |h} max |hr,s')
igjsq 1g¢rgq
1g¢igk gsgh
k
AL X 2 A, .X, , pour tout i, 1 g i ggq
- 4=1 1,3 ] . .

£
(resp. h_ .y = E h ¥y ; pour tout r, 1 <71 g Q)

(resp., h.y = (b1.z,...,§q.y)

- ey = 13k max |x,| max|
15igk (FSESS

En général, Cps Coganee désignent des constantes > O une dépen-

1

dant que de  Xy,...sX) Y seeesYp, k, £, x et x'.

On désigne par K un nombre réel "suffisamment grand" (en fonction

des nombres LO et P% qui interviennent dans (CZ)'
Considérons une fonction complexe du type :
q
F(E) = z a,y i exp((&,.§) zi)
0¢A, <K i=1 +
: i,
ohv z = (2,,...,2 ), les a sont des nombres complexes.
= 1 q A

En appliquant le lemme 13.0 & la fonction F (cf. [?hi. i]

pour le cas p-adique), on obtient le lemme suivant :

Lemme 74.0.- Soit H wun nombre réel vérifiant

al s oKk 4 C K + 1.

Alors, on a

max Iaxl < exp(c8q<gk(log KX + Hﬂ(log H)Xv>\ IF(h.y) .
0<y. .<k :
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Preuve : On démontre ie lemme par récurrence sur q.

Cas q =1 ; on pose :

£
- 8, Osxo=xst} =1 I by, Osh <H
S t=1
s = HK + 1.
k
- {a. , 0gvemi} = {Jax,, O0sghr <K};
v sop 3 Lo
IE
m = Kk + 1.
- A\)=a)\
Les a , 0 <vs m-1 (resp. les 60, 0 £ 0 ¢ s-1) sont deux

o

deux distincts puisque les Xj 1 sj <k resp. les Ve s (1 gt g K»

sont ® linéairement indépendants.

£,

De plus, les Xj , 1 €3 <€k (iesp. les Ve o 0t g

P

vérifient 1'hypothése de mesure d'indépendance linéaire (C,) donc pour

2
X, A" dans W3 cels que A # A' (resp. h,h') dans qu'K tels que

h#h'), ona

[rox-2" x|

[ =2 %] exp(-c, (log K%

1

(resp. |h.y-h'.y| [(h-h").y|3 exp(-c, (log H)X').

k
Comme HK 2 2K + c3KH + 1, on peut appliquer le lemme 13.0

a la fonction F, on obtient
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7¢,KH

max !ax| < (He+1)(Kk+1)!e
Ogx, <K :

l,_]

i xS
exp(g (log K)%)J

-72c2H exp(cA(log H)X') ?(H£+1)

X  max IE( E h_ y.)
1/2 Osh, <H 1gt<g T 7F

>

|
§ (HZ+1)

< epr\SK log K + ¢ K (log K)X + ¢ Hz(log H)X/> max |E( ; h Ve ),
: O<h <H 1<t<£

puisque x =1,
d'olt
<k X 14 x"
max la | ¢ eprS (K" (log K)* + H (log H)* 2) max  |EC ¥ h Ve ) .
Y , 8
Ogh; (<K : Osh, <H 1<t<£

Le lemme est ainsi démontré pour le cas q = 1,

Supposons que le lemme soit vérifié jusqu'a l'ordre q-1.

Ecrivons F(z) sous la forme :

T e((p0 £,
F(z) = § y a, T exp{(r,.x) z.)) exp((A .x) z
- 0 L <K\n<r <k N i= -t + 4 Yy
qu LiJ
1gigq~1
Posons

q-1
FA (21, "’Zq—1) = 2 a, 'H exp((& x) z )

q 0O<x, .<K i=1

1s]
tgigq-1
Pour (21,...,zq_1) fixé, appliquons le lemme dans le cas d'une

seule variable a la fonction F, nous obtenons

. : '
€D) max IF, (z ,...,z_ )| < exp(é (Kk(log 4+ HL(log H) X 2)
A q q=1" " 8
Ogx  .<K q :
qs] l ( )|
x max Flz seeesz )
O<h  <H 1 a-t’ q B



D'autre part, 1'hypothése de récurrence uppliquée & la fonction

v sZ ) fournit

max Jak‘,s exp(ég(q*1)<§k(log K5 + H((log h)xtz>

O<x, <K
i, N
1gigg-1 q
gig X max IF (E].z,...,b _1.2)1.
ogh_ <H 4
r,s
1sr<q-1

En utilisant 1'inégalité (1), on déduit que

]
max laA| < exp<§10q<?k(log K+ Hz(log )% 2)

O<A, .<K
l’
1gigq
x max 1F(Erz,...,§ 'X)l'
Osh. <H 4
r,s
1srsq

§ 6 - Un Lemme d'approximation.

Pour la démonstration du théoréme 1.II. (cf. Chapitre II). On
est amené a construire une fonction entiére ayant des petites valeurs

sur un ensemble de la forme

. q
Sy = {(51-2,---’hq-2), 0< |hl <MIC €

ol ViseesY, sont des nombres complexes @ linéairement indépendants
et vérifient 1'hypothése de mesure d'indépendance linéaire (CZ) (cf.
notations, p. 15).

et M est un réel "suffisamment grand" en fonction de M

(MO est définie dans 1'hypothése (CZ))'

Nous voulons montrer que cette fonction est "petite' sur une boule
contenant S, ; pour cela, nous allons utiliser un "lemme d'approximation"

c'est le lemme 15.0.
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Netations :
Soit q wun entier maturel > 1. Soit =z = (21""’Zq) e ¢4,
On pose : lz] = max(]z1|,...,|zqt).

Pour f une fonction de €% 2 valeurs dans €, entiére et r

un nombre réel >0, on pose : |f|_ = sup |[£(z2)].
r |z|sr
On pose : |£],, = max [f(a)].
M
GeSM

Lemme 15.0.- Soient £ une fonction entidre de ¢ dans €
- ql q
et 8y = {(31.y,...,hq.y), heWN', 0 ¢ |hl <M}E C*, avec M

"suff isamment grand" (en fonction de MO).

Alors, il existe des constantes Ciq 5 Sy 5 Cy3 s Ci4 0 S5
et c,. positives non nuls (ne dépendant que des Yy € et q) telles
que

pour tout réel r et tout réel R tels que : R > 2r > ¢y M, on ait

exp(c16M£(log M)X').

Preuve :

Démontrons le lemme dans le cas d'une seule variable

c'est-a-dire q =1 ; S étant un produit direct, on démontre le cas général

par récurrence sur (.

Posons s =M et notons z ’Zs les éléments de S. Les z,

TERE

sont 2 a 2 distincts puisque les Y5 sont @ linéairement indépendants.

T

On choisit ¢ suffisamment grande en fonction des yj pour qu'on

ait :+ S C B(O,r).
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Soit z € € tel que : lz| =1 ; d'apres la formule des résidus
on a =
£
1 20N R 1 W s LU W
: - s 7 -z
(2dm) J\ﬂl=R s (9-2) M (z-z.) t=1 T (z ~-z.) (]t z)
1 (J-z,) o R
j=1 N j= ]
jtt
-~ - s f(z )
- s K s _ad % S
alow £(z) = I Gmzp) 5o | 7 ) : C T
j=1 . T =R t=1 t
J i Y o(f-z,) n(z, -z.)
‘ = J =1 © J
. j=1 J
jft
par suite, on a
s s
lE(2) | < (2r)° - ! x _‘l‘"f . R *~x\f§R+s(2r)s_1ﬂflMx min ¥ SR
(27)  (R-1)%  (R-1) t=1 3=1 iz _-z_ '
jft tJ
Comme R > 2r, on a R-r 3 % et, par suite, on a

1 1

(Zr)s x — X e % —e—m—— < (
(27)  (R-1)° (R-1)

. Iy
RPEY

D'autre part, comme les vy vérifient 1'hypothese de mesure

d'indépendance linéaire (C et M- est "suffisamment grand" ; on a :

5)

s s 1 '
min @I ———— g exp((s-1)(log M) ),
t=1 j=1 (z_-z,)

j#t tJ

Par conséquent, on a

[£@)] < (e, %)S s [flo+ s2r)% " ], exp((s=1) (log M)X').

'R M

Comme s =M, on a

£ £ 0 N
ryM + |f|M x o) % expMT(log MY ).

{f(z){-s (012 R x |f]

R
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CHAPITRE 1

§ 1 - Enoncé du théoneme 1.1.

Pour n entier > 1, (61""’6n) e ¢ ,

et a; un nombre réel > 0, on pose :

r . Snta
- ¢ (n,a,) = i32n2(3+log( max ]8,y+1)>2| !
n 1 L X i /
1<isn
n _n_
- n-1
Sk m=-Nx 22
n n-1 1 n
7—1 _1—1
o
Théoneme 1.1.- Soient n un entier = I,

P n-1 . .
un nombre réel > 2 . Soient a,,a, des nombres réels tels que

1272

0 < a, <a, £a, X . Soient N1 > 1, N2 et ¢

que
ck_(n)
n
c oz cn(n,a1) et N2 > (C N1J .

On suppose que la propriété (An), suivante, est vérifiée

(An) Pour tout nombre réel W € [51,Né] et tout <Z1""’zn) e ¢

nta,

satisfaisant a

1gign

non nul PN € Z[XP""Xn] tel que

nta
0 < |PN(Z],...,zn)|:S exp (-cN

et t(PN):s N.

Alors n < 2.

n  un nombre réel

(6

>

2

n-1

n
...,Gn) €8 et

des nombres réels tels

2

max |zi—BiI < exp(-cN ), 1l existe un polynome
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Remarque La valeur de la constante cn(n,a1) n'a pas grande
importance, le non important dans le théoréme est Kn(n) que nous allonsg

étudier dans la suize (cf. § 2).

Nous montrerons que lim K (2") = 3,46274663. ..
neo

Schéma de La démonstration :

On démontre le théoréme par récurrence sur n.
Pour n = 1, on procéde par 1l'absurde.

On considére 6 € € n>1, N, =21, N, ¢, a et a., des

1 27 1 2
nombres réels satisfaisant aux conditions du théoréme 1.
On suppose la propriété (A1) vérifide et n > 2.

On considére oy une racine de Py qui a distance minimale de 6.

Comme PN € Z[}J, a 1'aide du semi-résultant (cf. lemme 8.0), on
montre que ]aN—el est "petit'. En utilisant alors 1'inégalité de Liouville

(cf. lemme 12,0) et 1'hypothese n 3 2, on démontre que o _ = o

N §' pour tout

N, N' dans 1'intervalle fﬁ1,N£T.

On désigne par o cette racine commune aux P_ , N € {§1,N2].

N
La propriété (A1) permet de trouver un polyndme Gy de Z DQ' tel que
1
GN1(a) soit "petit" mais non nul. Cela implique que r(GN ,PN ) est "petit" ;
1 1
comme PN et GN appartiennent a Zl}ﬂ, on a une contradiction.

1 1

Une fois démontré le cas n = 1, on suppose n > 1 et le théoréme

vrai jusqu'a 1l'ordre n-1.

On consideére (61,...,9n) € @n, n réel > 2" , N, 21, N

2
K ()

c, a, et a, des nombres réels vérifiant c =2 cn(n,a1), N, Z(CN1)

0 < <
et a, a

1, 2 n-1 °
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On suppose la propriété (A ) vérifide.

v t

On construit alors des nombres réels M M c , a et a!

1* 72 1 2
Kn—1(g>
vérifiant : ¢' > cr_10§ ,a;), M, 2 (c' M1) et pour tout
-1 P . s
M e @H,}%J et tout (21""’Zn—1) e € satisfaisant a

2 4a

)
max}zi-ei] < exp(—c M2 1 /s on construit au moyen du semi-résultant,
1gisn-1 :
‘un polynGme Pﬁ de Z[?1""’Xn—1] vérifiant

{ ': +aé)
1 08
0 <‘PM(z1,...,zn_1)! < expl-¢'M

et t(Pﬁ):s M.

N Zn—l.

L'hypothése de récurrence permet de conclure que 2

Démonstration du théordme 1.

Cas n = 1, on procéde par 1'absurde.

Soit 6 £ €, soient N1 21, N,, ¢, a, et a, des nombres réels

tels que : ¢ > c1(n,a1), N, = (cN1)n“1 et 0 <a, <a

2 1 2 -t °

Supposons la propriété (A1) vérifiée et n 2 2.
. " N . . ™
Soit N € [y1,Né], d'apres (A1), il existe Py € Z(}] tel que
0 < |PN(G)| < exp(—an+a2)

et t(PN);s N.

Soit Oy la racine de PN a distance minimale de 6 et s

sa multiplicité. D'aprés le lemme 8.0, on a
s
r(p ,p )| o -] ¥ [P, (8)] x exp(8t2(P 9)
NN %y S N
< exp(-cN"32) xexp (88%)
c' = i puisque n 3z 2.

JTus
< expl(—c'N' 32y (o !
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Or P e Z[}j donc r(PN,PN) 3 1, de 1'inégalité précédente, on

N
s
. . N +a-
tire 1'inégalité (*) : IuN—BI s expbc'NTE2),
Montrons que ay = agy , pour N,N' dans 1'intervalle 551,N7}

avec N s N' g 2N.

N, N, |

Supposons que c'est faux ; soient alors N,N' dans Ny

avec N £ N' « 2N et ay # Gyt e

Posons

5= [Gog,oe0:e], 8y =[0Gy ], oy = [@ag):e].

o étant une racine de P de multiplicité s on a

N N N’

SN
M(uN) :s M(PN)

or M(PN)VS (1+deg PN)H(PN),

2t (PN)

d'ol M(PN) ge
: 2N

s €

S

et, par suite, M(uN) N < e2 ¥

4]

de méme, on a

A t
M)+ s el ("

d’autre part, on a

deg PNv N'
£ —— ¢
)

N': SN' . N'

et —(S‘A_ < N (2)
N 5N

Lo
N:

En utilisant le lemme 12.0, on obtient
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A -

71—A _\EN By
Jogmopgr | 2 CRORLEN (CR) .

On en déduit d'aprés les inégalités (1), (1') et (2)

o —at ISNSNv P 2(1_A)SNSN' T2 -2
NN ?
Or SNSN ¢ deg Py €N et GN.SN. < N'  donc
Bsysyr € NN' ;3 d'oh
s NNt
- \ Snt LSS T e
(%) LaN—aN,; 2 2 e B

d'autre part, on tire de 1'inégalité (*), 1'inégalité suivante

14 T‘rf-az 1+an
; ; v N N
jo—d | € 2max{exp(-c ), exp(~c'~ )
N N i s S,
: A\ N N

§,,S g1 5,81
P N T+
ou encore, |a_-a g2 N max{exp(—C'N) aZSNv),exp(—C'Nn+azs )}

N 5
comme N ¢ N', on a :

S, Sy 8.8
iaN—uw,i NN <2 NN exp(—c'Nn+a2).

Cette derniére inégalité et 1'inégalité (**) donnent

-NN' -4NN'
e

2 n+a2)

g exp(-¢'N

comme N' £ 2N, on a
~
exp(:2(5+log 2)N%> < eXp(—C'Nn+a2)
or ¢ > 2(4+log 2) et n =2 d'ol la contradiction.

Par conséquent, o, = o

N N' Pour tout (N,N') avec N et N'

dans 1'intervalle [N

-_1’N

o
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Soit o cette racine commune aux polyndmes
D'aprés 1'inégalité (*), on a
s
| N2
!a—6‘ < exp(-c'N

W+a2)
2

ou encore

NTFa2
lo=6] < exp(-c' ) € exp(}c'N;—1+a%>
N H
2
n
or ™ < "% w1 = L
n—1+a2; n—1+a2 n-1
o
; -1
et NZ z (CN1)
done la-6] < exp(—cN?+a1).

D'aprés (A1), il existe G, €Z Dﬂ tel que
1

0 < IGN (@) ] < exp(~cN?+a2)
i

et t(GN ):s N1.

1

Le lemme 9.0 donne
s

N
[r( lcN11(u)| x eXp@t(PN1)t(GN1)>

)

N

, P
NN,

g exp(—cN:+az) x exp(6Nf)

< exp(—c'N?+a2).



or ¢ et P sont des polynOmes non nuls de ,ZE@, donc r(G, ,P,. )
N1 N1 N1 N1

] .
‘r(GN ,PN )] 2 1. Cela contredit

est un entier non nul et, par suite,
1 1

1'inégalité

Ir@© »P )| s expl-c'N 1) < 1,
| N N P 1
1 1 -

On en conclut que si (A1) est vérifiée, alors n < 2 ; ce qui montre le

théoréme dans le cas n = 1.

Supposons le théoréme vraie jusqu'a 1'ordre (n-1).
: n
Soient a;,2a, des nombres réels tels que : 0 < a, < d1'$ ay T,
Nz, N, et ¢ des nombres réels tels que
Kn(n)
c = cn(n,a1) et N, > (CN1)
Supposons la propriété (An) vérifide.
On définit a; et aé comme suit:
2 -
S L [(nta,) I
&y T3 et a8, =35 i_?r%a;y - ﬂ!
| —
ki
1 T 1 2
On a 0 <a, <a; g€ a, X - en effet
2 1 2 no_y
2
~ 2
|
1 - +
a! = l iEM . comme a < a n < 2a
22 nta, ’ 1.5 %2 n-1 2
alors aé > 0.
%2 2
' ! g=> - <
D'autre part, a, 5 n(Za2 al) + a, na, + a,a,
<==> na, + a2 < mna, + a,a,.
2 2 1 172
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Comme a, < a

2 .
2 1° on a na, + a, < na1 + a1a2 et, par suite, on a

al < 2 < L < a
2 2 2 = "
it}
Enfin, on a : a1' < aé x 2 , en effet
n_
5 1
atl il " -
‘ . 5 > (,(?_a2 a1)+a2)
a! ¢al x-—F— <=> a6 g _— X =
1 2 n o 1 1 n n+a1
2 7!
o 2 q 2 2 n
<==> Wa1+a1—-a1n—a1Snaz+a2__
. 2. n 2 21
<==> n(n-Ta, + aj( 5 -1) € nTayta, g
Or a, £ a, x u donc on a
188 X0
n
2 2 2 n2 2 3
n{n-1)a, s na et a, g a, X ——5 g a, X e
1 2 1 2 X T Ty & T
: : (n=1) " =~ 5 -
o 2
et, par suite on a : a, g al x —2
1: _) E
5 -
il
Posons : ¢ = (c (n,a ))2 et ¢' = —CT
n n 1 c
n
Comme c 2 cn(n,a1) par hypothése, on a
; (:1 2)
¢ Cn-1{2° 2}
a, N
[ ' n '
Or, a; 3 donc c¢' > Cn—l( 5 ,a1)
On définit M1 et M, de la facon suivante :
1 K, ()

_l o . - ( ' ) /n-1
M1 =\ 4 x el X N1 . M2 =\c M1
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k._(n) K e
on a L K CD) done M, = (¢'M ) T 172 .
n n-1"2 2 1
/n-1
Soit M € UM1,Mé], définissons le polynome Pﬁ ;
A ya?
. < fea s nta Vo2 1
soit N 1le nombre reel défini par cN 1 =c¢'M .
Montrons d'abord que N € E\IPN2 .
n '
12ty (I
nta, n+a n+a 5
1
N - (_1,) Wt (1_) 12
< c,
n n

1
Comme M 3 M, , ona N3z <?;9n+a1 M
: n

On remplace M, par sa valeur dans cette inégalité, on obtient :

1 n
NEPSVALLES U P
1 1
]
n
D'autre part, comme M g M, ona N« g;) +ay Mg < Mg
: : n
“a (M ( 1 1 n \2
= (e'M ) Vet _{, =1 _yntay . n-1
Or M2 (e M1) : et M1 4 el N1 done
Kp(n)
<, () o 1 I
2n —_— Kk (n)
N g ¢ In-1 ( PALLEPSRLEY ) x N1n .
\ c
Comme ¢ = = » ona
n

k_(n)
N € (eN,) n SN,

On va construire, au moyen du semi-résultant, le polyndme

n-1 . . s
.4 ) e @ satisfaisant 2 :

Soit (z1,.. e



max ,2.—9.l
. i it
1gisn-1 ;
n v
- +a
comme C'M2 L c Nt
max lzi—eﬂ
1€isn-1 :
par suite, d'aprés (An),
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7+
S exp(— c'M )
alors, on a

+
£ exp(—an &)

il existe PN

’

€ l[k1""’xnl vérifiant

N+a
< 0 < - 2
0 ]PN(21,...,zn_1, n)] exp(-cN )
et t(PN):S N.
Considérons le polyndme P&(X) = PN(Z1""’Zn—1’X) de GEQH
si P; est comstant, on pose
1 =
PUX Xy, X ) = Bu(X seees X 150).
P& répond & la question, en effet
nta
0 < !Pﬁ(z1,...,zn_1)i < exp(-cN " °2)
i)
' 2
< exp\-c 'M
Ny g
12 2 . a '
$ exp\-c'M puisque 5 > a;.
On a évidemment
' t(P)) < N <M.

%
Supposons que Pn

de PN ,

D'aprés le lemme

He z[x,,....x ] tel que

a distance minimale de ©

ne soit pas constant ;

L et

10.0,

soit .
N

s, sa multiplicité.

N

il existe un polyndme non nul

une racine
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HN(Z1""’Zm—1) # 0
| e 1™ ¢ ooy x S o2 j
HN(Z1""’zn—1) CN— o s PN( n) expl; t (PN)

2
et t(HN):S (2n+log 3)t (PN).

n+a2)

Comme ng(en)| < exp(-cN et t(PN) < N, on en déduit que :

5N ntag c 2
|HN(Z1,...,zn_1)|bEN-en| :s exp(-cN ) x expCE N7)
< exp(- %-Nn+a2)

et t(HN) £ (2nt+log 3)N2.

Deux cas peuvent se présenter

.y ¢, _ & yaz
ler cas : 'HN(£1""’Zn—1)‘:S exp( 7 N ).
Posons P! = (H )4 alors P! drifie
: VR O VS i
0 < IP' (2, ...,z RS exp(—an+32)
M n-1"",
n+a
2
< exp(—c'M
LR a
1l , ' 2
< expl~c'M puisque a, < —°
et t(PQ):s 4(n+1)e(Hy)
< 4(n+1) (2nt+log 3)N2
1 1 ey
or N = er)n+a1 M2 avec Cg > (4(n+1)(2n+log 3) 2 H

n

donc t(P&):S M.
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s
N N _ & yhFrap
2éme cas : tCN—9n| 15 exp( % N ) .
- na . nt+a
Posons N R L E_- on a donc : |G =0 | < exp(—cN' 1)
s’ N n.
N
Montrons d'abord que N' € [F1,N2_.
1 n+az—1
* 1, nta Tta
Comme sy < deg PN:s N, ona N' 3 (3) 1 1
1 1
= na, -1
Or N = N1 P (——1—,-)n+a1 M? et nia 2 ;1 , donc on a
n 1
1 1 1 E%l
RN I PReL vl
1
n
1 1 n \2
Par définition, on a M1 = (4n_1 ;n+a1 N, !
1
1 TH-a1 ;%T
D'ol, N' 3 7 4 N1 > N1
D'autre part, on a : N gNg N par conséquent, omn a :

N' e [:N1,N2].

N,n+a1)

Comme IEN—6n| < exp(~c et, par hypothése

max |zi—ei| < exp(—an+a1) < exp(—cN'n+a1), on déduit de la

propriété ‘(An) 1'existence d'un polyndme P de 1[31,...,X 7 vérifiant

N' ns
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* ™a
0 < Ipyi (g | < exp(oen® 752

et t(pP < N'.

N').
11 existe, d'aprés le lemme 11.0, un polyndme Hﬁ de zl}1,...,xn_1] tel

que :

S.
RS !P;.(CN)I N exp(% (P t(Py1))

< t
0 ‘HN(Z1,...,ZH_1

et t(H{])l € (2n+log DL (PPIL(PR.).

On a domnc

' 1Htay < NN
0 < |HN(Z1""’Zn—1)I < exp(- csy N ) exp(8 NN')

\
(n+a2)2 A
N+a 2
€ exp\~c ————— eXpQ% N%)
Or, par définition de aé , on a
(n+a2)2
= n+2a’
n+a 2

2
d'ol 0 < |H§(z1,...,z )| € exp{-¢ =7 ) exp(% NT)

n-1

N
I}
M
o
!
ool
=

A

L]

o}

o
—— ,—'—\ ———

0

=4
3
F
N
jis]

N =

———

. PIPIN t Lrvdfia o
Posons : PM = (HN) , alors PM vérifie :

'
0 < |PM(z z__ )| s exp(—cM )
M2 n- b '
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et t(Pﬁ):S 8(n+1)t(H&)

2
€ 8(n+1) (2n+log 3)N a
: 1
2
£ M, puisque cr'1 > [8(n+1){(2ntlog 3):’
L'hypothese de récurrence permet de conclure que ;- < 277! ou

n
encore n < 27,
Le théoréme 1 est ainsi démontré.

D'une facon analogue, on démontre une variante du théoréme 1, c'est

le résultat suivant :

On pose ¢ (n) = [%2n2<1+(log max |6.|+1)>2] .
1gign '

Théonéme 2.7.- Soient n un entier 32 1, (6 ..,Gn) c " et

1°°

n un nombre réel > 2n—1. Soient N1 z 1, N2 et ¢ des nombres réels

tels que :
ko (M
c 3 c“(n) et N, 3 (cN1) .
On suppose que
pour tout nombre réel N € DJ1,Né] et tout (z1,...,zn) e ¢”

satisfaisant 4 max ]zi—ei! < exp(-2¢N™), il existe un polynSme non nul
1gign :

Py e Z[X,,...,X ] tel que :
n
0 < IPN(Z1""’Zn)i_s exp(—N'")
et t(PN)_S N.
Alors, n<2.

La preuve du théoréme 2 dans le cas n = 1 est analogue 2 celie

du théoréme 1.



- 35 -

Pour le cas n > 1, il y a quelques modifications dans les définitions de

', M N et N':

n 1?
1
On pose : ¢' = Q: (n)>2
p : n n
1 1 n 2
M, = ( Bn—1 et Nn"1
1 n 1
On définit N en fonction de M de la facon suivante :
N = o',
n
N' est défini par : N'' = X
8s
N
On obtient comme corollaire du théoréme 1, le résultat suivant
Enoncé du corollaine 1.1.- Soient n un entier =1, soit n
un nombre réel > 2n—1, (61,...,6n) €€ et en+1 un entier algébrique

sur ZE@P'"’en]'

Soit R un polyndme de 12[61,...,(3“] [X] unitaire tel que :

R(® ) = 0.

8
170 094

Soient a

40 3y et ¢ des nombres réels tels que

i}

0 < a2 <a1i$azn__1—
et c 3 t(R) c¢c_(n,a, ).
n 1
c 2
Posons cC, = ¢ = 24(n+1)” t(R) c.

1R 2
Conollaine 1.1.- Soient N1 1 et N, des nombres réels tels

que : Kn(n)
N, 2 (eN) .
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On suppose que pour tout N € E\IPNZ et tout (21""’Zn+1
vérifiant
max fz,—ei! < exp(_c1Nn+a1) et R(Z1,...,Zn+1) =0,
tgisn+1 - b
il existe GN € 2[31""’Xn+1j tel que :
< | 2 < e nTte2
0 'GN(Z1’.‘.’ZH+1)1: exp( ¢, N )
§ N,
et t(GN) N
Alors, n < 2™,
Preuve :

Soit W € |_N1,N2J. Soit (zy,...,z ) € " tel que :

max ]z,—ei! S exp(—an+a1).

1€isn

D'aprés le lemme 5.0, il existe z 1€ € tel que :
- _ . _c ntaq
R(z1,...,zn+1) 0 et |2:n_‘._1 en+1 1 < exp( ) N ).

_ _ _ Ntay
Comme ¢, = ==, ona 1z 1 en+1|: s exp(-c,N ) et on
a évidemment
max |z.-6.] g exp(-c Nn+a1).
X i“i 1
1gign :

D'aprés 1'hypothése, il existe GN el[X1,...,Xn_L1:[ tel que :

N+a
0 < lGN(Z1,...,Zn+1)l 3 exp(-—czN 2)

et t(GN): £ N.

. 3 *
11 existe (cf. Lemme 11.0) He € ZB1,...,XHJ (HN = r(GN,R ))

tel que :

Jee

n+1
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0 < ]HN(z1,...,zn)| < !GN(z1,...,zn+1)| x exp(c1 t(R)t(GN)
+ %
< exp(—czNn az)‘ bS expéi— N)

© n+
g eXp(——E*N az)

et tH) € @) + log D@Ly

£ Q+) + log (RN

2
< == N,
2¢ N
[‘269—%”
Posons PN = (HN) 2- , on a alors :
. Ha
0 < xPN(Zl""’zn)l < exp(-&N 2y
et £y < (at) 2 e(my)
N ° ¢, Hy
be
< (n+1) EE— (2(n+1)+log 3)t(R)N

comme C2 = 24(n+1)2t(R)c ; on a t(PN) < N.

Le théoréme 1.,I permet de conclure QUe n <2,

§ 7 - Etude de « (2").

Lemme 1.1.- Pour k entier 3> 0, notons p(k) le nombre de

partitions de k :

D > WN s k=m, + 2m2 T T p(0) = 1.

p(k) = card {(m1,m :

22"

On considére la fonction définie pour O < x < 1 par

) -1
f£(x) = I (157"
=1
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Alors,
= T k
f£(x) = ) p()x
k=0
a el
et lim k (27) = £
Preuve :
m=n 1
Pour O < x < 1 ; posons fn(x) = 1 (-xH .
m=1
On peut écrire fn(x) comme suit
© omy Zm2 © omm
fn(x) = E x x E X X z x
m,=0 m,,=0 m_=0
1 2 n

]
~1
It ~18
1 ~1
o]

—
N

m1=0 m, o

1l

° Kk
L p (K)x
ko ©

ou pn(k) désigne le nombre des n-uplets (m1,m2,...,mn) avec m, € N

pour tout j, 't £ j £n et m, + 2m2 + ... nm = k.

Montrons que lim £_(x) z p(k)xk.
n
n-reo k=0

o0

On a : pn(k) < p(k) pour tout n €N ; donc 2 pn(k)xk
: 10

converge uniformément par rapport 8 n pour X fixé.

[

v k. k
D'ol lim z p (Mx = ) lim p_ (K)x .
nse Lo o oo B °n

Or pn(k) = p(k) pour n 3 k, donc %gg kZo pn(k)xk = kE p(k)xk
B = =0

ou encore f(x) = 2 p(k)xk.
k=0
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D'autre part, on a, Kn(2n) =

|
%
X
X
N

d'ot  lim k(2™ = f(i)
neo N 2

cemme 2,1.- Soit A 1le discriminant de la courbe elliptique

€ @iz 35%%55)

Alors 1,24 24
f('z) =7 -
@2m

Preuve :

Soit A'c le discriminant de la courbe elliptique associée au

Y v,

régeau de base (w, ,w,) avec Im-— >0 ; T=—
1°72 W, W,

. On a par définitior

A = (21r)12 2miT i’ (1-
e Tl I
L n=1

2imnT, 24
e )

Soit A le discriminant de la courbe elliptique € . log 2 .
JE+HEL BT
On a A = (21r)12 1 I (1= ——1—)24
2 - N
n=1 P
d'ob f(%)24 - A
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Lemme 3.1.- On pose g(x) = ];8;7 pour 0 < x <1,
x| k(3k-1)
On a : g(x) = 2 (-1 X z
keZ
Ré{érence : voir .ké].
Estimation de  lim Kn(zn).
n->w
k(3k-1
|k| _i_z__l
Posons gzn(x) = yo-1 x
Iklg2n
k(3k-1)
(x) ( ' 2
g x) = ) - X
2ol |k | s2n+1

Pour x fixé, 0 < x < 1, la suite gzn(x) est décroissaute

et g2n+1(x) est croissante. De plus, on a
(2n+1) (6n+2) _ (2n+1) (6n+1)
- 2 2
Bope1 (K~ By () = - (x +x ) .

Comme x > O, gzn(x) > g2q+1(x) donc les suites an(X) et g2n+1(x)
sont adiacentes {(pour x fixé, 0 <x < 1)

s 1 i)
d'olr (2) s T 8 an(Z)'

8on+1
n : f(i)‘

. 1 . .
On peut donc estimer f(EJ avec une erreur aussi petite que

1'on veut (prendre n suffisamment grand).

Pour n =1, ——— = 3,45946
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1

Pour n = 2, T = 3,46275
an(—Z—)
! — = 3,46275
Eon+1 (7)

(ce calcul a été fait & 0,00001 prés).

On a

lim Kn(zn) = 3,46274...

n->ee
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CHAPITRE 2

REsume

Dans ce chapitre, on montre que si x s ¥y (resp.

12"

y1,...,y£) sont des nombres complexes @ linéairement indépendant sur

® et vérifient 1'hypothése de mesure d'indépendance linéaire (CZ)
(cf. chapitre O, page 14), alors on a une mesure d'approximation simulta-
X.y,

née des nombres e - 1 i gk, t¢ig kLl

Défindtions et nodaidions.

.+,0) n nombres complexes algébriquement

Soient n.; 1, (61,. N

indépendants sur @ et w un nombre complexe entier sur 2[51,...,651.
Le polyndome minimal de w sur Q(91,...,8n) s'écrit sous la

£ . : X :

forme R(61,...,6n,1n+1) 3

ol R(X x .0 =x3 4R O e v R, XD

12 01 n+1 1771227 0" T+ o 471" "n

: = Ia . 5 )1

avec d }_(61,...,en,w).Q(81,...,7n[J

et Ri(X1,...,Xn)eli‘XP...,Xn_i, pour tout i, 1 £ i gd.

Posons K = Q(e1,...,en,w).

Nous allons définir la taille d'un élément o de K relative-

ment au systéme de générateurs {0 B ,wlh.

1°°° n

On écrit o sous la forme :
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ou Pi et Qi sont des polyndmes de z[}q,...,xnj premiers entre eux,

pour tout i, O < 1 g d-1,

On note Q = ppem{Q,, 0 £ i ¢ d-1} et P! = Q. P, .
i . . i Qi i

On a : d-1 .
. 1
Q(e],...,en).q = izo P;(SP...,@H).&J .

Définition 1.- On appelle taille de o, et on mote t(a),

le nombre complexe :
max (£(Q) £ (@1), ., e @)

Le théoréme 1.1 nous a inspiré 1'idée de donner la définition

suivante

Définition 2.- Soient n un nombre réel 32 et ¢, ~une

constante 3 1 (ne dépendant que de n et n).
On dit que (61,...,8n) vérifie 1'hypothése (:) avec 1'expo-
sant n et la constante <, s'il existe des nombres réels ays Ay, C,

N, et N, vérifiant :

1 2
n
O<az<a1‘sazxn~] s
c >cn(n,a1)
S
et Nz_ x (eN))
n . .
et tels que : pour tout N € @1,N£] et tout (zi)1sisn € € satisfai-
+ . -~
sant 2 ¢ max \zi—eil < exp(—an a1), il existe un polyndme Py de

1gign

z @1,...,Xﬁj vérifiant :
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THa
0 < |PN(21,...,zn)| < exp(-cN )

et t(PN)zs N.

Remarque : Une conséquence du théoréme 1.1 et 1'inégalité
« (2") < 3,5 est que (8 6 ) ne vérifie pas l'hypoth&se @
4 s ooy

avec 1'exposant 27 et la constante 3,5.

Solent X,,...,x (resp. y1,...,y£) des nombres compiexes
) linéairement indépendant et vérifiant 1'hypoth&se de mesure d'indé-
pendance linéaire (CZ) (cf. chapitre O, page 14).

k€

On pose H K = e

Théonéme 1.11.- Soient n un nombre réel > 2, c_ 2 1, une
constante (ne dépendant que de n et n).

On suppose que

(1) n <K

(i1) (61,...,6n) ne vérifie pas 1'hypothése (:) avec 1'ex-
posant n et la constante Co

Alors, il existe une constante ¢ 2 1 tel que pour tout € > O,
on ait la propriété (*) suivante :

il existe un nombre réel TO tel que pour tout nombre réel T 3 T et

o
P k£ ) . s
tout (y..). . élément de K satisfaisant a
ij” 1gigk
1gigd
max t(y,.) ¢ T
gigk H
153l
on ait

max Iy..—e . j] 2 expi-¢ T
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Avant de démontrer le théoréme, nous allons énoncer un

corollaire :

Congllatne 1.11.- On suppose que « > 2", Alors, il existe

une constante ¢ z 1 tel que pour tout € > O, on ait la propriété

suivante
il existe un nombre réel TD tel que pour tout nombre réel
T 2T et tout (y,.) élément de Kkz satisfaisant a
“ o ij’1gicgk
<l
max t(vy,.) s T
<k H
S E24
on ait
2"
X.y. 3,5 < +e
i n
max Iy, .-e ] 2 exp\-c T K~2
: S
gk -
gL
Preuve :

Comme (81,...,6n) ne vérifie pas 1l'hypothése (:) avec 1'expo-
sant 2" et la constante 3,5 3 on applique le théoréme 1.I avec n = 2"
et ¢ = 3,5.

Schéma de démonstration du théoreme 1.11.

On procéde par 1l'absurde, on suppose donc que le théoréme est
faux.

On corsidére une constante ¢ '‘suffisamment grande" <§n
fonction de x1,...,xk,y1,...,y£,n,n , 61,...,6n,k et @) et € >0

tel que la propriété (¥) ne soit pas vérifiée.
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On considere alors un nombre réel T "suffisamment grand”

N P k€ , , s
par rapport &8 ¢ et (yij)1sisk élément de K satisfaisant a
153¢d
Kn
/ co——+ ¢
xiy. : K=n
) max |y, ,~e J| < expl-c T
. ij
gigk
155
et max t(yi.) <T.
Tgigk 1

On définit (cf. démonstration) un entier q > 1, des nombres

. PEU n <
réels a,,a, verifiant 0<a, <a,6 £a, X et des nombres réels -~ 0 :

1 2 1 2 n-1
L(T), M(T) et M'(T) qu'on note pour simplifier L, M et
M'

On démontre d'abord le résultat suivant

pour N = <y IM'T, il existe un polyndme GN de Z[}1""’Xn+{] tel
que
n+a1 n+a2

exp(—czN ) < |GN(61,...,6n,w)|:S exp(—c3N )
et t(GN)'S N
ou Cys Cy et ¢4 sont des constantes indépendantes de T.

La démonstration de ce résultat se fait en 3 pas

Ter pas : on construit, & 1'aide du lemme de Siegel, une fonction

auxiliaire & q variables de la forme :

X, % X, Z
11 k
F(z) = Ple ' ,...,e = D)
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(o P est un polyndme de Z[k1,...,qu] de taille majorée par

¢, L MT)

telle que F ait des valeurs "trés petites" dans 1l'ensemble

= {lhyy,- e sbey), 0 < Ih] < M}.

2eme pas : les x5 (resp. les yj) vérifiant 1'hypothése
(Cz), on applique le lemme 14.0 (cf. chapitre 0) a la fonction F
pour montrer qu'il existe h' € qu, 0 g |h'| «<M' tel que |F(h'y)]
ne soit pas ''trop petit".

Xiyj

D'aprés (2), les (y,,) "approchent bien "les e , on en

1]

déduit 1'existence d'un polyndme Gy de ZI}l""’Xn+1] tel que

n+a
1
}GN(S],...,en,w)l 3 exP(—cz N

et t(GN):S N.

3eme _pas : Le lemme 15.0 (cf. Chapitre 0) nous permet de
montrer que |F(h'y)] est "petit" et, par suite, on a :

( +a 2‘)
‘GN(Gi,...,Gn,w)\:s exp\-cq N

L'hypothése (1) nous permet de définir des réels Ny, N,
c

o eps o
vérifiant N2 > (c5 N1) avec cg 3 cn(n,a1)t(R) et tels que pour

n+1

tout N € DJ1,Né] et tout (z1,...,zn+1) € C satisfaisant a

) =0

n+a1
max lzi—ei[:s exp(-cg N ) et R(z1,...,zn.H

1gisn+i

il existe GN € 2[31""’Xnﬁ4] tel ‘que :
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n+a2
0 < loylz,,. .,zn+1)| g expl-c, N 9
‘5 2
(o1 en+1 = w , Ce = Y et c, = 24 (n+1) "t (R) cg -

Au moyen du semi-résultat r(GN(Z1,...,zn,X),R(z1,.“,zn,X))
on démontre que (91,...,6n) vérifie 1'hypothese (:) avec 1'exposant

n et la constante e, > d'oll la contradiction.

Définiticns et notations.

" "

1. On définit les relations << " "

et z dans 1'ensem—

ble des fonctions de R dans R, de la facon suivante :

f << g <=> il existe une constante ¢ > O tel que :
(%) € cg(x) ;5 (x> + =),
fz g <=> il existe une constante ¢ > O tel que :

f(x) = cg(x) pour tout x € R,

2. Soient a

1289 des nombres réels tels que
K=-n
0 < a1 < > et 0O < a, < a;.
Soit u ntier nat 1 tel que < So 0
oi q n enti ature el q AR
Posons
(rn+a )P
v o 1
a; =
kl - (k+l)(n+a1)
(b )l + 2 (fanta,)
' 2 9 2
a, = .

£2+(k+£)(n+a2)
k- (k) (N+a,) -z —————~1T-———-i:>
q



- 49 _

Remarquons que :

1) a; >0, puisque O < a, < «-n ;

i

2(<+{) ;

ii) a! >0, puisque 0 < a, < et % <

PN . I
1i{) si — <a,-a, , ona : a{ > aé ; en effet

1 72

on a les équivalences suivantes :

ay <ap <=>  [(ma)l+ 7 (Lrnay)] x (k- (k) (nra )

£2+(k+K)(n+az)

£

A

(ke ) £ [kE = (ktl) (mvay) - 2
q

| S

al <al <=> % %_(Z+n+a2)<k1’,—(k+f)(n+a1))+ (n+a1>(£2+<k+£)(n+az))_%

< (mra) £ (G (b0) (n4a,) - (mhay) £ (el (kD) (nha )

o (s

[,2 ¥y 2
LF k - kﬂ(a1—a2?j < (a1~a2)5 k
d'ou si %» <a, - a alors al < a;.

Nous allons d'abord démontrer des lemmes auxiliaires sur les-
quels reposent la démonstration du théoreme.
Nous commencons par définir les nombres réels :

ay, ay, L(T), M(T) et M'(I).

On suppose que le théoréme est faux,
Soit ¢ une constante ''suffisamment grande'.
Soit € > 0 tel que la propriété (*) ne soit pas vérifiée,

Soit a, wun nombre réel > ¢ tel que :

a, <K -nm
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, ne . (n+a1)£
t —————— U ' e e e ],
M Tox \™ T R () (D)
. = a 1
Posons : a, a, = .
R n
On a évidemment 0 < 32:S a1:s a, T
Soit q un entier naturel tel que
% ¢ minfla -a _K=n
q 172 2 2(x+1)
D'aprés ce qui précéde, on a :
(r+a,) L + 2 (Ltnta,)
0 < aé < a; (ou aé = 9 5 .
o £ +(k+£)(n+a2)
k- (k+L) (h+a,) - e
Y+ay) - 2 7
. 1 - 1 1] 1
Soit ay un nombre réel tel que a, < as < a,
¢ ne vérifiant pas (%), considérons un nombre réel T "suffisamment
" s k£ 4 e
grand’ par rapport & c¢ et Yij € K vérifiant
Xiyﬁ <5 fiz + €
1) max |y..-e 1< exp\-c¢ T
sigk Y
gk
et max t(yii) <T
1gigk v
1¢j<l
On & en particulier, puisque e, 1,
vy
X.Y. -t g/c >
(2) max ]yii—e I« exp(—c 7 °

igk
L

<
1<%
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et max t(y,.) ¢ T.
1¢igk =
1&ist

On définit les nombres réels L(T), M(T) et M'(T), qu'or note

tout simpiement L, M et M', comme suit :

k-n ~ n/
aé /9 —19
L=c'T . om= 4 Bmg g
1 CZ
k
M o= cé LZ

olt c; » €y et cé désignent des constantes (indépendantes de T)

qu'on choisira plus tard.

D'aprés la définition de M, on a :

n

U+ =g
L = c) a" "yl

Avec le choix précédent de L, M et M', on a le lemme
suivant
1 "

Les notations ' << sont relatives aux fonctions de la

variable T.

On pose f(g) = LY ii-.

K= o
Lemme 1.77,- Les conditions A; suivantes sont vérifides :
A1 ¢ LMT << Mz
A, IM'T << MZ
Ay ' << MK
A, Me(log Mf)x'+x << 1t (&)
A ¢ LMQog )XY < pf()
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ma
Ag (LM'T) 2 MK

nta '
Ay : (LM'T) T LR (10g 1)K
Preuve

Remarquons d'abord que :

A2 => A1 , puisque M' > M

A6 => A2 , puisque n>1

A6 == A3 , puisque nz2

A, => A, , puisque Lk = M, M'Z >> MZ et x+x' x 1.

Ainsi pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier que les

conditions A5 , A6 et A7 sont satisfaites.

Montrons qu'on a Ag.

\i

. k 4y kag
Comme L &T et aé < a; , ona L (log L)X X e T .
Or, par définition de a, , ona
vt e
%1 WD ok
£k 3
ka! —jfll—————+ -
On en déduit que : T 1 < Tk ~n(kt+l) °
! BLLLSNTIL
Tka1 < T ’ o uisque «k = lﬁ;
ou encore » Ppulsq 2
k 4y ﬂ% * EE
et, par suite, ona : L (log XX <t ©
Vérifions que A, est satisfaite.
k k+L
. o F et =1 Lo
Puisque M =L | ona : IMT=1L
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Par définition, on a :

Par suite, on a les équivalences sulvantes

(kr, q)_g n,
kbl rta (&n, ) T (f+n

A <=> (L T) 2 L /q LT

/q)

K +(n+a )<k+£)

n
k@—(n+a2)(k+£)— ( __—’"TT“’__— . T(n+a2)2+ q (2+n+az)

o=

w==> I »> T

D'aprés la définition L, cette derniére relation est satisfaite, donc on

a A,. Vérifions qu'on a A

6 7
k+{
—— nta '
A7 <==> (L £ Ty ! >> Lk(log L)X+X
kﬁ—(n+a1)(k+ﬁ)
' nta
<=5 L t (log L)X+X << T !
(nm+ a )l
(X" - L ‘

==> L (log 1) kﬂ—(n+a1)(k+ﬂ) << Tkﬂ—(n+a1)(k+ﬂ)

x+x ") . ____/@__________ a'
<==> L (iog L) kﬂ—(n+a1)(k+ﬂ) << T ! \

al

. . 3
Or, par définition, ona L =T avec aé < a

A7 est donc satisfaite.
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Dans la suite, Cys Chaenn désignent des constantes indépendantes

de T
Lemme 2.11.- Sous 1'hypothese
X.y.

(2) max |y..-e ~ 7| g exp(}c Tf(€?>

1gigk :

1k

et max  t(y,.,) s T

Tgigk e

1l
il existe € € Z[}],...,Xn+1] tel que
k,, +x '
exp(—c44L (log XXy ¢ lG(e1,..,,6n,w)| < exp(—c41M£10g M")
et t(G) g C38LM'T.

La démonstration de ce lemme se fait en 3 pas

Ten pas : Construction de £a fonction auxiliaire.,
On adopte les mémes notations que dans le lemme 15 , chapitre O.

On considére une fonction complexe & ¢ variables, de la

forme
v q
F(z) = i p, I exp((}i.§) z,)
O, .<L i=3j
1,]
ou z = (z1, .,zq) et p, désignant des entiers.
Pour h= (h ) !
our = (hy Digieq © , on pose
4

q k £ Ay shy
p, T nm @ x 38
A i,s

P (X, e e X
' Osi, <L i=1 j=1 s=1
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*9¥1 Ve

On a évidemment, F(h.y) = Ph(e yeeese ).

Remarquons que pour h vérifiant O £ [hf < M,

t(Ph)‘S Cg(PM‘+ log(maxipx‘ + 1D .

Posons o(h.y) = Ph(yﬂ""’Ykﬂ)'

i 6
Ecrivons Yy dans Q(61,..., n,w)

d-1 ( 8
. _ E i,j,c 1’ ? n) Wt
ij v,
N =0 %,5,r 8 )
: 5 7
ol Pi,j,r et Qi,~, sont des polynomes de ZE)(1,...,)(U_1

ertre eux, pour tout r : O € r €d-1.

. = £ -
Posons Qi,J p.p.c.m. {Qi,j,r , 0 ¢ r:\ d-11},
d-1 .
On a (8 .,0 = ! 6 .,0 )w
na Qg 5 Opre ) rZO Pl Bt
0.
ol P! = 22d
Li, e Q.o i,3,r
Gomme max t(y,.,) € T, alors, par définition, on a
1]
15igk
gisd

max t(P! , ) €T et max ¢€(Q, .) < T.

1gick Tt 15igk »J

1¢igl 155l

Ogr<d-1 c
-1
- T
Posons Si,i(x1""’xn+1) 2 Pi,j,r( 100 ,X )X
= r=0
Comme t(P' ., ) ¢« T pour tout r, O g r < d-1,
1,1, :
t(S, .) € cql.

1,37, 9

sous la forme :
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Posons : I = [L:|+‘. et M = E'I:]+1 .
Remarique =
Il existe S, € 2[31""’Xn+{] tel que :
M
(e, 0 )0(hy) = S (8 se v s 50)
et t(Sh)js cioMT.
En effet, on a :
— k £ A
M q . .hn,
N R S U U N S A S CPRCRVRR NP M
ogh, <L 7 =1 =1 g=t =J J
1,]
LH-), ;hy
LR b4
(Qi,j(e1,...,en))
q k ¢ A, Lhy
= p, T 0 1 (s; (8,...6,0) I T
osA, <L N i=t 4=1 g=1  T*J n
1,1]
M- N T
x(Q; (8,00 ) 2d 5
Posons : Sh(X1,...,Xn+1) =
q k 2 FIPL VI iﬁ-xi hy o
Toop, Mo om m (s Y TP, X R 00 R ¢ FTON SN
0<h. <L A i=1 j=1 s=1 s n’ n+ i,j n
i,]
On a évidemment : quﬁ(e 8 Yeth.y) = S, (8 B ,w)
: frreeaBy .y h(BysevesB e
et t(Sh):s ¢y oLMT.
Lemme 2.1.17.- 11 existe des entiérs (px) non tous nuls véri-
fiant max lpx{ < exp(e gIMT) et tels que :
¢(h.y) = O pour tout h e md! 0 < |h| <M.

Pour ces entiers, on a

C

exp(- £ rf ey,

|F(h.y)|

<

S
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Preuve

On a 1'équivalence suivante :

4(h.y) = O pour tout h e qu, 05 |h| <M <==> Sh(e1,...,6n,w) =0,

pour tout h e qu, 0 ¢ |} <M.

En écrivant S, (8,,...,0 ,w) dans -Z[§1,---,9;]‘lﬂ, on
obtient un systeme de c11M£q équations linéaires homogeénes en les Py
a coefficients dans Z[}H,...,Gﬁ], de tailles majorées par c12LMT.

. N yﬂq n : s
Cela fournit un systéme de ¢, .M (LMT) équations linéaires

homogénes en les (px) 3 coefficients entiers majorés par exp(c14LMT).

N k
‘Ce dernier systéme est de L 9 inconnues qui sont les Py

i,3,
Or, d'aprés la définition de L et M, on a :
(,()+ B)q
qu = cé a qu(LMT)n ol cé est une constante arbitraire.
On peut supposer que cé > 2c13 et, par conséquent, on a :
1k 5 gc @)™,

13
D'aprés le lemme de Siegel (lemme 1, chapitre 0) il existe des
entiers (pA) non tous nuls majorés par exp(c15LMT) et tels que :

¢(h.y) = 0, pour tout h e qu ; 0 |h} <M.

Montrons que pour tout h € qu ;5 0« |h) <w, |F(h.y)| est
Upetit".

Par définition, ¢(h.y) = PLlyyee-esyp) et
X,y XY,
17 k
F(h.y) = Ph(e yeeesB ﬁ).

Si, 0 g |h| <M, ona t(Ph):s cg (LM+ log(me)x\x 'p)\] +1)>,

comme lpx‘ < exp(c15LMT), on a alors :

t(Ph):s c16LMT.
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L'hypothése (2) max -t J[ < exp(-c Tf(e))

étant vérifiée, en appliquant le lemme 4.0, on obtient

%174 e

[Ph(e ! yrees€ ) - Ph(Y1V""YkK)’ < exp(c17t(Ph)) x exp(—ch(e))

< exp(c18LMT) X exp(~ch(€)).

Tf(e)

Or >> LMT d'aprés la condition A, du lemme 1.1I,

¢ étant une constante suffisamment grande, on peut écrire que :

*1¥y R4

‘Ph(e " seres® ) - Ph(Y11,”.,Yk£)l s exp(- % Tf(e))

ou encore, [F(h.y) - ¢(h.y)| < exp(- % Tf(E)).

Or ¢(h,y) = 0 pour tout h ethz, 0 <lh] <M, on a donc

[F(h.y)| € exp(~ % Tf(s)).

2¢me pas : Nous allons montrer qu'il existe h' e qu, 05 [n'] <M,

tel que F(h'.y) ne soit pas "trop petit".
Lemme 2.2.11.- I1 existe h' eINqE, 0 < |h'| <M', tel que :
[F(h'.y)| = exp(-c21Lk(log L)X+X'.
Par suite, on a :
l¢(h'.y)l.2 exp(-czaLk(log L)X+X').

Preuve

On peut appliquer le lemme 15,0 &8 la fonction F, construite dans le

ter pas, en posant
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ay =p,, K=1 et H= M'.

Les conditions du lemme 15.0 sont satisfaites dans ce cas, en effet

k
M' = cé LK .
On peut supposer que cé > Cig s ol €9 13k£m?x [xi[ m?x(yjl
et, par conséquent, puisque £ 2 2, on a
wt . ak 4o,

19

On applique, alors, le lemme 15.0 & la fonction F, on obtient

1
max ]Px’ g EXP(éZO(Lk(log X+ M'z(log M )X D max |F(h.y)
0gh, <L ogn|<M'
1,3
T
< exp(b21Lk(log L)X ) max |F(h.y) |,
: oglh !

£
puisque Lk =M.

. . £
Comme les (px) sont des entiers non tous nuls, il existe h' ¢ N ,

0 [h'] <M' tel que :

. +y !
IF(h'y)| = exp(-c21Lk(log IHRARD!

Nous avons une minoration analogue pour ¢(h'y), en effet :
1'hypothése (2) étant vérifiée, d'aprés le lemme 4.0.

On a :

[F(h'y) - ¢(hﬂy)lis exp(czzt(Ph.))exp(—ch(E))

LM'T)exp(—ch(E))

f(E))

< exp(c23

< exp(- %—T

>

f(e)

puisque IM'T << T (condition A2) et ¢ est une constante suffisam-

ment grande.
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Par suite [¢(h'y)| 2 [F(hly)| - exp(- %-Tf<€))

L} =
2 exp(—c21Lk(log L)X-’_X ) - exp(—-% Tf(s))

xSy
> exp(-c Lk(log LyXTX ),
) 24
]
puisque Tf(g) >> Lk(log L)X+X (condition A5 du lemme 1.II) et ¢ est

suffisamment grande.

3Zme pcs : Nous allons montrer que |F(hly)| est "petit".
Lemme 3.2.11.- On a :

M('log M")

'
|F(h.y)|.s exp( Cag

Par suite :

[¢(h'y)| < exp(-c leog M').

37
Preuve :

Appliquons le lemme 15,0 a la fonction auxiliaire F, avec

2 N
r = CZSM', R=c¢c, M7, (on €,5 est une constante convenablement

25
choisie (cf. lemme 15.0).

S = {(31.1,...,@({.2), 0 ¢ [h] < M}.

On obtient :

£ £
ELe Iel e, e D e e 2 epte, w10 X
r & g o M %28 Pie0 8
_ ' 47, v X'
s IFIR exp( c31Mtlog M)+ ]F{M exp(c32M (log M) X ).
q .
Rappelons que F(z) = z p, 10 exp@}.,x,)z,)
02, <L 1= itSi T
5]

avec max\pA\ < exp(c15LMT)
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k 2
donc, omn a : lF{R < L qexp(c15LMT)exp(c33LM' )

< exp(cBAMz),
ba

2
puisque IMT <<M£ (A2) et IM'T << M (A3).
D'autre part, ‘F‘M = max [f(hy) < exp(- %—Tf(a))
0g | hi<M :
1
et Tf(E) >> Mz(log MY (AA)
N £ c f(e
d'ot lF‘r_s exp(-cggM log M') 4 exp(- 5 T ))
< t '
< exp(—c36M log M").
Comme ||h'y|| < r, on a en particulier
[F(h'y) | < exp(—c36M£log M').

Nous avons une majoration analogue pour ¢(h'y), en effet

[e(n'y) - F(h'y)| g exp(- % Tf(e))

d'ott le(h'y)| ¢ exp(—c36M£10g M') + exp(- % Tf(E))

< exp(—c37M£10g M').

Preuve du Lemme 22.11.-

1] existe (cf. remarque p. 15), S,1€el [X],...,Xn+i] tel que :

L M
qu feees8 ) 0(hly) Spr(Bpseees850)

et t(s,

h

,)-s CBSLM'T.

Posons G = Sh"
On a iG(61,...,6n,w)‘ < |¢(h'y)i exp(c4oLM'T), puisque

t(Q):s cgqT-

Or letn'y) | svexp(—c37leog M'), d'aprés le lemme 3.2.1I.
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Comme IM'T << M (A2), on a alors
lc(e 6 ,w)| € exp(~c leo M')
pre 0wl | s explocy, g

D'autre part, on a

4

t A\
!G(91,---,6n,w)lv, |6(n'y) [exp(c, ,LM'T)

W

: k x+x' '
exP(—czaL (log L) ) exp(c43LM T)
d'aprés le lemme 2.2.II.

Comme Lk >> IM'T, on a

|G(91,...,6n,w[ 3 exp(-c 4y IM'T)

Le lemme 2.1I est ainsi démontré.

Posons N1(T) et notons tout simplement N1 le nombre réel

CASUM'T (ou ¢,5 ©st une constante qu'on choisira convenablement).

Posons Che = cn(n,a1)
47 = C4etR)

2 (nt1)2 ¢

1

47
6 =

n+i

(o4
_ o
NZ(T) = (c47N1(T))

Lemme 3.11.- Sous 1'hypothése (2)

X.y.
max ‘yi.-e * Jl < exp(—ch(E)), on a la propriété suivante :
Tgigk J :
1¢isl
P ~ n+1 (s
pour tout (41,...,zn+1) c @€ vérifiant
n+a1
R(z1,...,zn+1) =0 et max ‘zi—Bi‘ < exp(—c46N1 )

Tgigntt :

il existe GN1 € ZLX1,...,XH+4] tel que :



- 63 -

rri-az
0 < iGN (21,...,zn+1)f < exp(-c oN, %)
1 B

<
et t(GN ) £N

1 1

Preuve :

Considérons le polyndme G donné dans le lemme Z.I1I.

I'H—a1
Puisque max [Z.—Gi]' < exp(—c46 N, )}, le lemme 4.0
1€ign+1 :
fournit o
/ ”*a1> /Cu6
., , {_ (.56
!G(‘v"‘"rrm) - G(e1,...,en+1)|:s expl ¢, N, exp\ 5 £(6)

e M2,
¢ expl- =N,

puisque t(G): N c38LM'T <N, (on choisit ¢s tel que : ¢q C38)'
c, n+a
Par suite |[G(z z )] < lete 8 . ) + exp(- LSRN
1200 %yl S 1770 P M
£ . a6 T
:S exp(-—cMM log M'") + exp(- 5 N, ).
rl+a2 ¢
or (IM'T) << M (A6) et comme T est "suffisamment grand”

on peut supposer que :

ma
£ ) 2
c“M log M' > 2 C482N1 .

Comme a, >a, et T est "suffisamment grand", on peut écrire

que :
Nn+a1 nta,
Cu6™1

et, par conséquent, on a :

nta, mha,
|G(z1,. ..,zn+1) | < exp(—2c48N1 ) + exp(—2c£}8N1 )
nta,

).

< exp(—c48N1
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D'autre part, on a

[ n+a1

46
6z ez 0] 2 |c(e1,...,en+1)[ - exp(-—=N, )

t c n+a
2 exp(;c44Lk(log L) XFx ) - exp(—-—%é N, 1).

nta

Oor (IM'T) !

L
>> Lk(log 1) XX (A7), comme N, = c, IM'T avec un choix

convenable de C45> ON peut écrire que :

n+a
k x+x' 1
¢, 4L (log L) < ey
et, par conséquent : {G(z1,...,zn+1)| > 0.
On pose GN = G, ceci prouve le lemme 3.11I.

1

Lemme 4.11.-

Kn
*1Y5 o K- T
Sous 1'hypothése (1) max |v,.-e ©* | g expl-cT .

On a la propriété suivante :

+1
pour tout N e [N, (T),N (Tj] et tout (z,,...,z ..) € ¢"
=1 2 1 n+1
nta
vérifiant R(z1,...,zn+1) =0 et max |zi-Gi| < EXP(—C‘6N1 )
1gisn+1 :
il existe GN CZE(,I,...,XIH_J tel que :
nta,
0 < 'GN(Z1""’zn+1)l < exp -c,oN
t S .
e t(GN): N
Preuve

Soit N € [@1(T),N2(Tj] et soit T' tel que :
= 1 S ] — T T 1
N =N (T) ot N (T") = ¢, L(T) M (T') T".

On a : T' > T puisque N1(T') 2 N1(T)
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c
o .

et T':s 4ol puisque N, (T) 3 N1(T’).

L'hypotheése (1) étant vérifide, on en déduit que :

X.Y.
[ max v, .-e T
1¢igk
t<isl

g exp(-c'T'f(e))

et (3) <

max t{y,.) ¢ T'

vérifiant :

n+a1
et max Iz.—eil < expl-c, N )
TgignH : '

les inégalités (3) étant vérifiées, d'aprés le lemme 3,I1I, il existe

GN1(T') € Z[?1""’Xn+{] tel que

nt+
0

< ‘CN](T')(Z1""’zn+1)l < exp Gc48N1

a
1(T'):)
A}
et t(GN1(Tv))LS N1(T ).
Par définition N = N1(T').

Le lemme 4,11 est ainsi démontré.

Preuve du théoaeme 1.11 :

Le lemme 4.II implique que (61,...,6n) vérifie 1'hypothése (:)
avec 1'exposant n et la constante c (cf. Preuve du corollaire 1.I).

Cela contredit 1'hypothése.

Le théoréme 3 est donc démontré.



Remarque :  Une
algébrique E’h 2, théoréme

ne vérifie pas 1'hypothése

on aurait une amélioration

- 66 -

version effective du critére d'indépendance
1]‘permettrait de montrer que (61,...,6n)
(:) avec l'exposant (n+1) et, par conséquent,

du corollaire 1.1I1,
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D'aprés un résultat de Chudnovsky (1974), si XgpeeesXp
(resp. YooV ) sont des nombres complexes linéairement indépendants

@) et vérifient une hypothése de mesure d'indépendance linéaire,

sur
alors
XV
si Fk’ge 5 2", ona deg tr @({e "1 1cick, 1<i<l} 3 n+l.

Le but de ce travail est un raffinement effectif de ce résultat.

Dans la 1ére partie, nous démontrons une version effective d'un

critére de M. WALDSCHMIDT et ZHU YAO CHEN et nous étudions la
n

2% % 5l S T ‘ qui intervient dans ce

271

X oee

constante absolue

critere.
Dans la 2éme partie, nous démontrons en particulier que si
x’.y’.

i
L 2", alors on a une mesure d‘approximation simultanée des e
€ de degré de transcendance n

K+t
par les éléments d'un sous-corps de
sur Q.

MOTS €CLES . : Critere d'indépendance algébrique,
approximation simultanée, fonction exponentielle,






