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PRESENTATION GENERALE 

L'équipe d'automatique théorique d'E.D.F. développe 

de nouvelles méthodes de commande capables de satisfaire, 

aussi bien ses propres besoins en matière de régulation 

que tout demande extérieure. 

Avec la généralisation de l'utilisation industrielle 

de l'électricité, les besoins des industriels en régu

lation ont augmenté. Les utilisateurs de fours électriques 

veulent notamment disposer, pour le réglage des tempéra

tures, de régulateurs performants. 

Dans un premier temps, nous nous sommes attachés 

à mettre au point une nouvelle méthode de commande des 

fours industriels. Par la suite, nous avons appliqué 

cette méthode à deux autres processus : 

-A une antenne de poursuite pour l'asservir en position ; 

- A un engin volant pour le piloter en vitesse et en 

position. 
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Introduction au problême du four électrique 

Ces derniers temps, des progrês notables ont été 

accomplis dans la technologie des fours électriques. 

Ces progrês se traduisent d'abord par l'utilisation de 

nouveaux matériaux, notamment l'emploi des fibres 

céramiques pour construire les parois réfractaires. 

Ces parois, en absorbant une faible énergie, p~rmettent 

une meilleure isolation du four. L'évolution technolo

gique se manifeste également dans l'utilisation de 

résistances â haut pouvoir émissif et dans l'emploi de 

capteurs de température plus précis. 

Les progrès accomplis dans la conception de ces 

fours sont donc importants ; mais il n'en est pas de 

même des correcteurs utilisés pour la régulation des 

températures â l'intérieur des fours. Les régulateurs, 

jusqu'à présent, ne permettent pas un fonctionnement des 

appareils en rapport avec leurs possibilités technologiques. 

D'ailleurs, il est constaté, bien souvent, que malgré 

l'emploi de ces correcteurs, des dépassements de tempé

rature de consigne, ainsi que des oscillations sur les 

températures réglées et ce, par suite du vieillissement 

de l'isolation du four. Il devient donc intéressant de 

développer de nouvelles méthodes de régulation, capables 

de satisfaire correctement les limitations technologiques 

du matériel. 

D'autre part, ces fours électriques doivent, de 

plus en plus, s'intégrer dans des chaînes de production 

automatique. Dans un tel contexte, les produits traités 

ne sont pas forcément identiques et les températures 

demandées peuvent varier d'une application â une autre. 
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Tous ces éléments nouveaux dans l'utilisation 

des fours nécessitent des régulations plus performantes. 
Le gain de performance espéré doit permettre un meilleur 

rendement des installations, accro!tre la qualité des 
produits traités et donner une longévité appréciable au 

matériel. Les régulateurs développés devront donc être 

autonomes, fiables et robustes. 



CHAPITRE I - LE FOUR ELECTRIQUE 

I.A - Description et fonctionnement du four électrique 

I.B - Particularité des réponses naturelles du système 

I.e -Modélisation physique simplifiée 
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I.A - Description et fonctionnement du four électrique. 

Dans un premier temps, il est utile de conna1tre 

les caractéristiques physiques du four utilisé. Il s'agit 

du four expérimental des Renardières. Nous allons en 

décrire sa structure (Cf. schéma de principe, fig. 1) 

Ce four électrique est alimenté par l'intermédiaire 

d'un gradateur à thyristors et sa puissance maximale est 

de 17 KWatts. Ce four est équipé de résistances en 

nickel-chrome, enroulées sur des tubes en alusif ou 

électral. Ses parois sont en fibre moulée. La charge est 

constituée par un cylindre en acier. On trouve aussi deux 

thermocouples en chrome. Ces thermocouples permettent : 

- d'une part, de mesurer la température des résistances, 

qui doit rester inférieure à 1200° c., 

- d'autre part, de relever la température au centre de la 

charge. 

,Jher..!!)~OJ!P.Ie de résistaQS;_e_ 
1 

Températur 
de 

résistance 
pe 
----~~~command· 

Puissance th ~tors 
électrique 
injectée 

Figure 1 

Ta Température 
d'ambiance 

1 

- Schéma de principe du processus avec sa 
commande. 
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I.B - Particularité des réponses naturelles du système. 

Les phénomènes de dissipation d'énergie électrique 

par effet Joule au sein d'un four électrique sont des 

phénomènes physiques complexes. Pour s'en convaincre, il 

suffit de considérer les réponses en température au coeur 

d'une charge pour différentes puissances électriques 

appliquées. L'allure des réponses fait apparaître des 

retards, des gains et des dynamiques non constantes. Ces 

non linéarités sont représentées sur la fig. 2a pour une 

même température initiale, et sur les fig. 3a, 3b et 3c 

pour des températures initiales différentes. 

La fig. 2a montre les réponses du four il différents 

échelons de puissance, la température initiale du système 

étant de 26°C. 

- L'échelon est de 1500 watts sur la courbe (1) 

- l'échelon est de 1200 watts sur la courbe (2) 

- l'échelon est de 900 watts sur la courbe (3) 

- l'échelon est de 600 watts sur la courbe ( 4) 

On constate, sur ces réponses, des retards plus 

importants pour les échelons de faibles amplitudes. 

Dans les fig. 3a, 3b et 3c, les échelons ont des 

valeurs constantes, mais ont été appliqués à des niveaux 

différents. Les échelons sont de la forme (cf. fig. 3a) : 

P(x) = Po + (x-1) âP 

avec Po = puissance initiale 

x = xième échelon 

âP = incrément de l'entrée de puissance 
constant 

Po = 2000 watts 

âP = 1000 watts 



0 

Q) 
J.l 
:::s 
+J 
lt1 
J.l 

'(!) 
p. 
E 
Q) 

E-t 

(:.4 
<J a 

~------------------------------------------------------------~ D f1. 

\ 
1 

\ 
\ 

' 
•• . , 

'· ' 

\ 
1 
! 

b 

-tt' 

"' 

0 

-~ ,... 

a 
8 
N 

0 

tc 

D 

~ -

c 

- 11 -

en 
0 
M 



~ 

Watts 

- 12 -

Sur la fig. 3b, on a superposé les réponses aux 

échelons de la fig. 3a sur un même graphique. Pour 

cela, on a normalisé les températures par rapport à la 

température maximale obtenue sur 100 itérations de 30 s. 

T(t) - Tinit 
En ordonnée, on a : 

Tmax(t)-Tinit 

Tinit température initiale 

avec Tinit : pour le 1er échelon, 26°C 

pour le 2ème échelon, 700°C 

pour le 3ème échelon, 870°C 

pour le 4ème échelon, 1020°C 

T . température maximale atteinte au . 
max bout de 100 itérations 

TN(t) . température normalisée . 

• o.o Zitl.o 500.0 750.0 1œo .o 1zso.o 1500.0 1750.0 zooo.o 2250.0 zsro.o 27'50.0 3ooo.o 3250 .o 3StJ!J .o 37'50.0 «m.o tZSO.o 

§~~------------------------------------------------------~-----------:_~---~::-.--'---.. --~ 
~ Température °C /.-·-·-·-·_/ 

~ ,..---·-. ·-·-· (3) 
0 . (~ 
~ ,_.--·-·--' 
0 . /" (1) :; 

(4) 

0.0 250.0 500.0 750.0 2000.0 2250.0 2500.0 l750.0 :XOO.O 2250.0 2500.0 2750.0 3000.0 3250.0 3500.0 3750.0 40CIO.O 4250.0 

fig. 3a - Evolution des températures en fonction d'échelons 
successifs de commande. 
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Température °C normalisée 

~~-------------------------------------------------------------
• • .. 
0 

.. 
.; 

-ô 

.. • 
-• 

Fig. 3b - Superposition des réponses aux échelons de la 
fig. 3a montrant le caractère non linéaire du 
système sur 100 itérations de 30 s. 

Sur ces schémas apparaissent de façon évidente 

le caractère variable des constantes de temps du système 

ainsi que les retards de valeurs différentes fonctions 

du point de fonctionnement du processus. De tels résultats 

se comprennent si on analyse les lois physiques qui 

régissent les transferts de chaleur dans une cavité 

rayonnante. Ces transferts de chaleur sont, en fait, une 

combinaison de phénomènes de conduction, de convection et 

de rayonnement thermique. Examinons plus en détail chacun 

de ces phénomènes : 

a) Les échanges par conduction se produisent dans un 

corps quand la température, à l'intérieur de celui-ci, 

n'est pas uniforme. Donc, la conduction permet de mieux 

cerner le problème des régimes transitoires, par oppo-
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sition au régime stationnaire durant lequel la tempéra

ture conserve une valeur constante. La loi de Biot-Fourier 

montre que lorsque la température n'est pas constante 

en un point donné dans un corps, la vitesse d'écoulement 

de la chaleur est directement proportionnelle au gradient 

de température en ce point. Le coefficient de propor

tionnalité dépend de la substance considérée. 

Température °C normalisée 

~-----------------------------------------===~~~~~~,_1 

.. • 

Fig. 3c - Superposition des réponses aux échelons de la 
fig. 3a sur 1000 itérations de 30 s. 
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On exprime cette loi de Fourier par l'équation 

vectorielle suivante : 

+ > 
q = -k gr ad 

T3 y Tl 

) l + 
> q 

T3 > T2 > Tl 

avec k = ko (1 + aT + aT + ............... ) 

Le coefficient k augmente lentement quand la 

température s'élève. Donc, les constantes de temps du 

système seront plus petites quand T augmentera. 

b) Les phénomènes de convection montrent que, pour faire 

passer la température d'une charge de T1 à T2, cela 

sera d'autant plus lent au démarrage que l'écart entre 

la température To de la voate et la température initiale 

T1 de la charge sera grand, et d'autant plus lent que 

T1 sera petit. Donc, ce démarrage lent sera variable 

pour une charge donnée ; il sera fonction de l'écart 

(To - TI} et fonction de la température To de la voate. 

On peut voir aussi que ce démarrage sera fonction des 

caractéristiques physiques de la charge pour un écart 

[To - T 1] donné et une température T 0 donnée. 

La loi est la suivante : 

= 

avec x diamètre de la charge 

et B nature des matériaux composant la charge. 

c) Enfin, les échanges par rayonnement montrent que ce 

phénomène est important à haute température. D'après 
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la loi de Stefan, l'énergie Q rayonnée obéit à la 

loi suivante : 

Q = K (T 4 - T 4 ) e r 

où Q est la puissance thermique rayonnée sensiblement 

égale à la puissance électrique P injectée. 

Te est la température absolue du corps émetteur, 

Tr est la température absolue du corps récepteur. 

dTe 
Cette loi montre que le gain statique du four : dQ 

diminue quand la température de fonctionnement augmente: 

= 1 

4 K T 3 
e 
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I.C - Modèle physique simplifié. 

Un processus physique n'est jamais étudié de 

façon exacte. Ceci provient à la fois de l'impossibilité 

de décrire complètement le problème physique et de la 

complexité de la solution qui croit rapidement avec la 

précision exigée. Pour l'étude d'un phénomène réel, on 

a toujours recours à des hypothèses simplificatrices. 

On réalise ainsi un modèle simplifié du modèle à l'étude. 

C'est ce principe que nous adoptons pour obtenir un modèle 

physique simple d'un four électrique. La seule loi ther

mique que nous utilisons est la loi linéaire du flux . 
thermique : 

(~~:le flux thermique, Rest une constante thermique, 

T1 et T2 sont des températures] 

Cette loi est valable lorsque les températures 

T1 et T2 sont voisines. Il s'agit de la loi de Stefan 

linéarisée. 

Pour obtenir une solution approchée des problèmes 

relatifs à ce processus, on utilise la méthode suivante : 

Au moyen de relations thermiques équivalentes au 

problème électrique, on construit un réseau électrique 

résultant de l'interconnexion des dispositifs thermiques. 

Cette méthode permet d'idéaliser les dispositifs physiques 

en définissant un ensemble de relations utilisables de 

la même manière que les relations thermiques. 

Cette méthode substitue au problème réel un modèle 

dans lequel les variables équivalentes tension et courant 



obéissent aux lois de Kirchhoff : 

capacité thermique ~ 

flux thermique ~ 

résistance chauffante ~ 

température ~ 
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capacité électrique 

courant électrique 

résistance 

tension 

Tableau d'équivalence thermique. 

Les relations thermiques dans un four électrique 

peuvent se schématiser comme un flux envoyé par la résis

tance chauffante vers la paroi du four et vers la charge, 

et d'un flux rayonné par la paroi vers la charge. 

Nous obtenons de cette manière le schéma électrique 

équivalent d'un four électrique monozone. 

Fig. 4 - Schéma électrique équivalent du four 

énérateur 
de courant 

IR 
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On attribue une direction de référence au courant. 

Les variables d'état du réseau seront les tensions TR, 

TP' TC' soit : la température de résistance, la température 

de charge et la température de paroi. 

On aura la relation caractéristique pour un élément 

capacitif suivante : 

t 

V ( t) = ~ J i ( r) dr + V ( t o) 

to 

et donc, pour : 

= 

= 

= 

dTR 
= 

dt 

dTC 
= 

dt 

dTP 
= 

dt 

et d'autre part . . 

ljJR = 

ljJC = 

ljJP = 

le flux dans la résistance 

le flux dans la charge 

le flux dans la paroi 

ljJR 

CR 

ljJC 

cc 

ljJP 

cP 

ljJT - 1jJ RP - ljJRC 

ljJRC - ljJPC 

1jJ -RP ljJPC - 1jJ E 
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On obtient donc 

dTR 

oiT+ 
(T - Tp) (T - Tc> ] 1 R R = x 

dt Rl R2 CR 

dTC [ (T - Tc> (T - Tc> 1 R p 
= x 

dt R2 R3 cc 

dTP l (T -R Tp) (T -p Tel - Te] 1 = x 
dt Rl R3 Re c p 

Remarques 

1) pour la mod~lisation, on pourrait utiliser une 

loi du flux thermique fonction de constantes 

thermiques non lin~aires. 

2) le modèle utilis~ dans la suite de l'~tude, en 

tant qu'outil de simulation pour les essais des 

algorithmes de régulation, est un modèle ~laboré 

au laboratoire "fours à résistance" du Centre 

d'étude et de recherche d'E.D.F. aux Renardières. 

Ce modèle, beaucoup plus complet, tient compte de 

la majorité des transferts de chaleur existant 

pendant le fonctionnement d'un four électrique. Il 

tient compte, entre autre 

. des ~changes par rayonnement 

. des échanges par convection naturelle 

. des ~changes par conduction 

. des pertes par la porte du four • 



--- ----------------------------------

CHAPITRE II - REGULATION CLASSIQUE 

• 

II.A - Description de la commande classique 

II.B - Insuffisance de la commande classique 

II.C - Conclusion 
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II.A - Description de la commande classique. 

La majorité des fours électriques dans l'industrie 

sont simplement régulés par des PID. Cependant, quelques 

PID numériques sont employés. Nous avons testé en simulation 

cette méthode classique de commande pour la comparer par 

la suite aux autres méthodes développées. 

Soit le PID analogique suivant : 

__ Y_c..,.®_-~e: _< t_>_+--~l ~ ~ ~eu<tJ Systàœ Y (t) 

Nous avons transposé un tel schéma en numérique 

avec les équivalences suivantes : 

de: (t) (1 
-1 

1) = E (t) - e:(t-1) = - g ) 
E (t) dt T T 

nT (n-1)T nT 

2) f e:(t)dt = J e:(t)dt + J e:(t)dt 

0 0 (n-1) T 

I(t) = I(t-1) + Te:(t) 

I(t) ( T 
-1) E (t) = 

1 - q 

On prend T = 1 s. 
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Les coefficients Kp , Kd , Ki du régulateur sont 

ajustés de façon à donner à la boucle fermée des caracté

ristiques satisfaisantes, tant au point de vue statique 

que dynamique, cela pour un point de fonctionnement donné. 

Le système bouclé utilise comme unique entrée 

l'erreur E de consigne définie par : 

E(t) = yc (t) - y(t) 

La commande calculée par ce régulateur satisfait à 

l'équation suivante : 

u (t) 

u(t) = 

K2 J -1 
+ ---1 + K3 (1-q ) E (t) 

1-q 

-1 
(1 - q ) 

Si le système s'écrit A • y(t) = Bu(t) 

E (t) 

Alors, l'équation du système en boucle fermée est la 

suivante : 

Byc(t) [(KJ + K 2 + K 3) - (2K 3 + KJ) q-
1+ K 3 q-

2
] 

= ~ (1-q-
1 

)+B (- ( K 1 + K 2 + K 3 ) + ( 2 K 3 + KI) q -
1 

- K 3 q-
2 ~ • y ( t) 

Prenons le cas où B est -1 -2 b1q + b2q 

A est 1 + -1 -2 alq + a2q 

Donc, on obtient K3 = a2 - al 

K2 
1 1 KI K2 = - -2 

KI = - (a1-.1) - 2(a2 - ad 
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Nous montrons sur les fig. Sa, Sb et Sc, A partir 

du modèle physique du four, la difficulté de réglage du 

PID calculé précédemment. 

Sur la fig. Sa, on voit que ce PID, réglé pour 

un point de fonctionnement intermédiaire (8S0°C), n'est 

plus calé pour une température inférieure (700°C) [fig. Sb] ; 

il apparatt des phénomènes de dépassement. Pour une tem

pérature supérieure (1000°C) [fig. Sc], on constate une 

erreur statique non négligeable • 
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II.B - Insuffisances de la commande classique. 

La mise au point d'un régulateur PID n'est pas simple. 

Dans la pratique, elle dépend de l'adresse du régleur à 

positionner les coefficients dérivé, proportionnel et in

tégral du régulateur. Les réglages étant faits d'une façon 

approximative, des dépassements de température sont souvent 

constatés. Ces dépassements s'expliquent du fait que l'on 

provoque la saturation du système lors de sa mise en marche, 

d'une part, et que, d'autre part, la grande marge positive 

de puissance électrique prévue par le constructeur du 

four, eu égard à la saturation minimale de puissance, le 

procédé dépasse les températures demandées (Cf. fig. 6a 

et 6b) • 

Récemment, plusieurs utilisateurs de fours ont ins

tallé des PID autoréglables. Les coefficients du régulateur 

sont positionnés automatiquement par un petit système 

expert. Malheureusement, 'les résultats ne sont pas satis

faisants : de nombreuses oscillations apparaissent avant 

de pouvoir stabiliser totalement le système. 

Analysons les causes des limitations de ces régula

teurs. Leurs limitations sont dues essentiellement à leur 

structure. Les pOles et les zéros éventuellement instables 

ne peuvent pas être placés convenablement. De plus, l'action 

intégrale de ces régulateurs cause des dépassements impor

tants pour de grands écarts entre la grandeur réglée et 

la grandeur de consigne. Ces dépassements se comprennent 

en sachant que l'action intégrale traduit la vitesse de 

variation de la grandeur réglante, celle-ci étant d'autant 

plus importante que l'écart grandeur réglée et grandeur de 

consigne est large. 
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Par ailleurs, le PID ne permet pas de compenser 

les retards purs. L'action dérivée de ces correcteurs 

amplifie les bruits. 

Les insuffisances de la commande classique étant 

démontrées, il devient dès lors intéressant de mettre au 

point des méthodes de réglage plus élaborées prenant en 

compte les difficultés spécifiques du procédé. 
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II.C - Conclusion 

La méthodologie classique n'étant pas suffisante 

pour résoudre le problème de réglage des fours électriques, 

il devient donc utile de se demander s'il existe un 

régulateur à temps discret capable de maîtriser facilement 

la dynamique du système à régler. Ce régulateur devrait 

assurer au système les propriétés de stabilité, d'amor

tissement et de gain statique en cas de variation des 

caractéristiques du système à commander, tout en maintenant 

les temps de réponse du procédé à réguler. 

Ce sont de tels objectifs de régulation que nous 

essayerons de satisfaire et ce, quels que soient les 

changements de dynamique. 
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III.A- Choix d'une structure de modêle. 

Pour réguler un processus, on peut le décrire par 

un modêle mathématique adapté à la commande employée. 

Les méthodes de commande utilisées étant linéaires, le 

modêle employé sera linéaire, à temps discret, de la forme 
-1 -1 

A(q )y(t) = B(q )u(t) 

-1 NA -i A(q ) = 1 + r a. q 
i=1 1 

-1 NB -j B(q ) = r b. q avec j 
j=r J 

u(t) est l'entrée de commande 

y{t) est la sortie à régler. 

E [o, r-1], bj = 

D'autre part, pour qu'une modélisation soit satis

faisante, il ne faut pas qu'une variation paramétrique 

brutale du système à régler produise une erreur "procédé

modêle" trop grande. Pour que le temps de convergence de 

cette erreur (proportionnel au nombre de paramètres à 

ajuster) soit petit, il faut que le modèle mathématique 

du système à régler soit le plus simple. Dans notre cas, 

un modèle d'ordre 2 est suffisant. 

0 

A basse température, le modèle qui approxime le 

mieux le processus est un système avec deux retards supplé

mentaires, soit : 

= 

A haute température (à partir de 700°C), un modèle 

d'ordre 2 avec un retard supplémentaire se révèle satisfaisant 

-1 -2 
b1q + b2q 

= 
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Donc, l'ensemble de la plage de fonctionnement du 

processus est couverte en prenant le modèle suivant : 

-1 
H3 (q ) = 

La modélisation ne peut pas être complète sans y 

avoir ajouté du bruit. Or, ce bruit peut être ramené à 

la sortie, grâce à l'hypothèse de linéarité du système, 

ainsi que nous l'avons vu initialement : 

S(t) 
u (t) fBl J.,. __ ..,.,. ___ ... w~-------=!..,. __ + @----....... y ( t) 

Supposons que le bruit du système soit formé d'une 

composante centrée è(t) et d'une composante continue Bo 

NA NB 
y ( t) -:- ( è ( t) + B o] = - L a . [Y (t-i) - ( è (t-i) + B o ) J + L b . u (t-i) 

i=l 1 i=l l.. 

y (t) 

en 

NA NB 
y (t) =- I a .• y(t-i)+ L biu(t-i) 

i=l 1 i=l 

Soit, puisque 

NA 
= - l aiy(t-i) 

i=l 

posant Yo = 

-1 
A (q ) y (t) 

NA 
+ B (t)+ Bo + L ai <è (t-i)+So) 

i=l 

le système est stationnaire .: 

NB NA 
+ L biu(t-i) + B o (1 + r ai) + 
i=l i=l 

NA 
+Ia .• s<t-i> 
i=1 1 

NA 
Bo (1 + L a.) 

i=l l.. 

-1 + A(q- 1 )S(t) = B (q ) u (t) + Yo 

B (t) 
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Yo représente la composante continue due au bruit et 
-1 -A(q ) ·S(t) un bruit à valeur moyenne nulle. 

Donc, on peut se ramener à une équation de la forme 

-1 -1 
A(q ) y(t) = B(q ) U(t) + e(t)+ Yo 

Le résidu étant supposé centré, il suffit d'ajouter 

à l'équation la composante continue Yo telle que 

Yo = 
NA 

S o ( 1 + I ai) 
i=l 

Ce terme est considéré comme un paramètre à identifier 

(estimateur avec biais) • 
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III.B - Problèmes dQs à la modélisation. 

Le premier effet évident de l'utilisation d'un 

calculateur numérique dans une régulation, est le 

remplacement de signaux continus en fonction du temps 

par les valeurs de ces signaux, prélevés à échantillonnage 

constant. Un calculateur ne pouvant traiter que des 

nombres ayant une quantité finie de chiffres, on voit 

apparaitre des résultats ayant une précision limitée. 

D'autre part, nous allons montrer qu'une erreur sur les 

paramètres discrets, de l'ordre de 2%, peut faire passer 

les constantes de temps du simple au double. 

Considérons l'exemple suivant : 

Soit une période d'échantillonnage de 1 s. : 

1) une constante de temps de 40 s. T = 40 s. al= 

2) une constante de temps de 20 s. T = 20 s. a2= 

Pour un système du premier ordre, on a : 

a) sous forme discrète 

b) sous forme continue 

T 
avec T = 

log a 

et 0 < a < 1 

log a < 0 

log log 1 a = - a 

. . 

et 

1 

-1 
1 - aq 

1 
log p - T 

k = 

k = a 1 TP -
T 

log a 

e 

e 

1 
-40 = 0,925 

1 
-20 = 0,951 



1 

-1 
1 - (a + l!.a) q 

1 

log (a + l!.a) p - -
T 
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k + l!.k 
= 

1 - ( T + l!.t )p 

Considérons l'influence de l'erreur l!.a du pôle a sur 

la constante de temps t du systême 

T T 
l!.t = 

log a log (a + l!.a) 

T 
[1 

log a 
l!.T = - 1 

log a log (a + !!.a)-

l!.T log a 
= - 1 

T log (a + !!.a) 

l!.T log a - log (a + l!.a) 
= T 

log (a + !!.a) 

En utilisant les développements limités, on trouve 

l!.-r l!.a 
que >> 

-r a 

On trouve, pour !~exemple précédent 

log (0,951) - log (0,975) 

log (0,975) 
= 1 1 d'OÙ f!.T = T 

donc un pôle en q-1 èoit être déterminé de façon plus précise 

qu'un pôle en p pour donner une sortie équivalente. 

D'autre part, l'échantillonnage doit respecter la 

règle de Shannon. Si la période d'échantillonnage est infé

rieure à deux fois la plus grande constante de temps du 

système, le système ne pourra être identifié correctement. 

Un des gros problèmes qu'on rencontre lors de la 

discrétisation est l'apparition de zéros instables, alors 
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que le processus continu est à zéros stables. 

Par exemple, l'identification hors ligne pour une 

température moyenne de 700°C donne la fonction de transfert 

suivante : 
• 

àT(t) = 
0,8 • 10- 3q- 1 [1 + 2.9 q-

1
) 

-1 -2 llp(t) 
1 - 1.79103 q + 0,79341 q 

pour une période d'échantillonnage de 30 s. On voit qu'un 

zéro de !~~~~ est nettement en dehors du cercle unité~ 
Il y a donc instabilité de l'inverse du modèle identifié. 

D'une façon générale, pour un premier ordre, on a 

-Tp a e 
le système G(p) = 

avec 

p - a 

à période d'échantillonnage 

T kà + T 1 

0 < T 1 <à 

b1 = 1 - e 

b2 = e -(à 

- à a a = e 

G(q) = 

-(à -
- T') a 

g-Ck+1 > Chr + b2q- 1 > 

-1 
1 - aq 

T ') a 

-à a - e 

On remarque que pour certaines valeurs de la période 

d'échantillonnage, lb2 l peut devenir plus grand que lb1l , 

ce qui donne un système discret à déphasage non minimal 

~Astrëm, Hagander 80) exemple du double intégrateurl • - -
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III.C - Identification. 

L'étude des différents paramètres du modèle n'est 

possible qu'en réalisant des essais en boucle ouverte sur 

le modèle physique du procédé. Pour cela,. nous utilisons 

le modèle physique qui a été élaboré au Centre d'Etude 

des applications électriques des Renardières. Ce modèle 

physique regroupe l'ensemble des propriétés physiques 

décrites dans le chapitre I.B. Il est construit à partir 

des équations aux dérivées partielles de la thermique. 

Les réponses obtenues à partir de ce modèle sont très sem

blables à celles du procédé physique (Cf. fig. 9). 

Pour connaître plus précisément les paramètres 

du modèle mathématique considéré, il nous a fallu effectuer 

une série d'essais en boucle ouverte. Cela nous a permis 

de déterminer les grandeurs des constantes de temps de 

système en identifiant ces réponses par une méthode de 

moindres carrés. 

Remarques : Cette analyse indicielle a pu être appliquée 

car le système ne possède pas d'intégrateurs. 

Dans le cas contraire, il aurait suffi de 

travailler sur le système bouclé avec un gain 

donné (le terme intégrateur disparaissant de 

la fonction de transfert du système bouclé, 

nous aurions pu stabiliser le processus et 

retrouver le système initial en repassant à la 

boucle ouverte). Il est à remarquer également 

que l'amplitude des échelons est suffisamment 

petite pour que le comportement du processus 

puisse être considéré comme linéaire dans le 

domaine étudié (cf. fig. 7). 
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D'autre part, pour appliquer l'analyse en boucle 

ouverte, nous nous sommes assuré que la stabilisation 

de la grandeur de sortie est effective. En d'autres 

termes, avant d'appliquer un nouvel échelon, nous attendons 

qu'il n'y ait plus de variations sur la sortie du système. 

Pour cela, nous vérifions que les dérivées seconde et 

première de la sortie soient identiquement nulles, 

c'est-à-dire que Y (t) - 2 y (t-1) + y (t - 2 = 0 et que s s s 
Ys(t) - ys(t - 1) = O. 
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Fig. 7 - Evolution des températures en fonction d'échelons 

successifs de commande. 
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Valeur du 1er pôle 
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Fig. Sa - Valeur du premier pôle en fonction de la tempé
rature. (Nous constatons que ce pôle varie peu). 
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Fig. Sb - Valeur du deuxième pôle en fonction de la tempé
rature. (Nous constatons que ce pôle varie beaucoup). 



- 40 -

ID 
Tempêrature °C 

~~--------------------------------------------~ 
~ • ~~ 
ii 
il:ll 
~-
ID 

i 
If~ 

li 
i 
Q 

1 

Fig. Be 

Watt 

En régime statique, êvolution de la température 
en fonction de la puissance. On voit le carac
tère non linéaire du gain statique. 
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On applique sur l'entrée de puissance des échelons 

qui ont la forme suivante : p(x) = Po + (x-1) âp (Cf. fig. 7) 

avec Po puissance initiale (1 000 watts) 

âP, incrêment de la puissance (50 watts) 
iême x, x échelon 

L'identification hors ligne de la réponse aux éche

lons a permis de construire les fig. Sa et Sb, point par 

point, c'est-à-dire la courbe des pôles fonction du point 

de fonctionnement stabilisé, ainsi que la fig. Sc, qui 

donne la température stabilisée pour une valeur de puis

sance donnée. 

Le processus traité nécessite l'introduction d'un 

retard pur, mais malheureusement, ce retard est variable, 

fonction de l'état. L'introduction d'un retard pur nous 

sert également à simplifier le modèle. 

Les méthodes d'estimation que nous approfondirons 

plus loin traitent les retards comme des paramètres 

quelconques à identifier. Remarquons qu'il est facile, sur 

un enregistrement, d'attribuer une valeur numérique au 

retard pur, ou du moins, de bien l'encadrer. Pour tenir 

compte du retard pur, il suffit d'opérer une simple 

translation des données de l'entrée. 

Remarque Une constante de temps très grande, par rapport 

à une autre, peut être approchée par un retard. 

Ce retard est compté comme un nombre entier 

de périodes d'échantillonnage. 
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III.E - Conclusion 

Cette première partie nous a servi ~ présenter 

le four électrique ainsi que les caractéristiques ayant 

trait ~ son fonctionnement. Puis, pour étudier le compor

tement de ce procédé de façon systématique, il nous a 

fallu le décrire par une modélisation mathématique 

appropriée. C'est ainsi que nous avons pu obserser des 

dynamiques variables dépendantes de la température, des 

gains fonction de la commande envoyée. 

Un tel processus, fortement non linéaire, n'est 

pas régulé de façon satisfaisante avec les méthodes 

de régulation classiques. D'ailleurs, nous avons constaté, 

avec l'emploi des correcteurs traditionnels, des dépas

sements de consigne et des oscillations sur la grandeur 

réglée. C'est pourquoi nous envisageons, dans une seconde 

partie, de corriger ce processus par d'autres méthodes de 

commande : les méthodes de commande adaptative. 



DEUXIEME PARTIE 

LA COMMANDE ADAPTATIVE 



CHAPITRE I - PRESENTATION DE LA COMMANDE ADAPTATIVE 
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I. - PRESENTATION DE LA COMMANDE ADAPTATIVE 

La commande adaptative répond au désir de piloter 

un système dont le comportement entrées-sorties est 

inconnu ou variable dans le temps. Si l'on dispose d'une 

représentation mathématique d'un tel système, on formule 

le problème en disant que les paramètres de la représen

tation du procédé sont inconnus ou variables dans le temps. 

L'objectif de la commande adaptative sera de déceler 

toute modification du système ou toute évolution de ses 

paramètres et d'en tenir compte en ajustant le régulateur 

afin de satisfaire les exigences de fonctionnement. 

Cette commande s'adresse particulièrement aux 

systèmes ayant des dynamiques, des gains variant dans le 

temps. Or, le four électrique, comme nous avons pu le voir, 

a un comportement de nature différente au cours du temps. 

C'est pourquoi il s'avère intéréssant de tester les méthodes 

de commande adaptative sur ce processus. 

L'une des méthodes utilisées en commande adaptative 

est celle ~ modèle de référence. Cette méthode consiste 

à ajuster les paramètres v(t) d'un régulateur linéaire 

de façon à minimiser l'erreur de comportement externe E(t) 

définie par : 

E(t) = ym(t) - y(t) 

où y(t) est la variable ~ régler 

et ym(t), la sortie d'un système effectivement réalisé, dit 

modèle de référence. 

L'utilisateur doit. fixer un comportement en boucle 
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fermée de l'ensemble système plus régulateur, et c'est 

en fonction de l'erreur t(t) que doit s'appliquer le 

régulateur {cf. fig. 11). 

La stabilité d'un tel schéma de commande adaptative 

a fait l'objet de nombreuses études (Landau-Lozano 1821). 
Des résultats théoriques importants ont pu être énoncés. 

Il a été notamment démontré que la convergence paramétrique 

n'est pas une condition nécessaire à la stabilité globale 

de ces systèmes. La seule convergence exigée pour satis

faire une condition nécessaire de stabilité globale est 

une convergence externe des sorties du système à régler vers 

le modèle de référence (Landau 74, Monopoli 74). 

L'inconvénient de cette méthode à simple modèle de 

référence est que la stabilité de la boucle fermée ne 

peut être réalisée si le système possède des zéros instables. 

Ces conditions très restrictives limitent l'emploi des 

méthodes de commande adaptative à modèle de référence, 

uniquement sur la sortie du système à régler au système à 

inverse stable. Nous avons, d'autre part, observé que le 

four électrique, à cause de la discrétisation, peut pos

séder éventuellement des zéros instables ; nous ne pouvons 

donc pas employer une telle méthode de commande à simple 

modèle de référence. 

Un moyen de lever les restrictions précédentes 

consiste à utiliser des méthodes de commande adaptative 

avec identification du système à régler et un régulateur 

ajustable de type linéaire. Dans ce cas, le système à com

mander est estimé directement par un estimateur récursif. 

Cet estimateur aura pour fonction d'ajuster les paramètres 

du modèle et d'imposer à l'erreur procédé-modèle la 

propriété de stabilité asymptotique afin d'assurer la 

stabilité du système global. Pour l'utilisation de tels 
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algorithmes, nous admettons que le processus reste linéaire 
autour du point de fonctionnement considéré. Le système 

â identifier sera donc de la forme d'un modèle dynamique 

simplifié linéarisé. 
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CHAPITRE II - L'ESTIMATION 

II.A- Description de l'estimateur 

II.B- Propriétés de l'estimateur 

II.C - Algorithme d'estimation du type moindres carrés 
à zone morte 

II.D - L'estimation avec ressort de rappel et information 
a priori 

II.E - Estimation robuste des systèmes discrets 
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II.A- Description de l'estimateur 

L'estimateur récursif employé fonctionne de la 

façon suivante : il fabrique à chaque période d'échan

tillonnage un vecteur de paramètres ê(t) de façon à 

minimiser la somme des carrés des écarts entre le modèle 

mathématique de prédiction et le procédé. Pour cela, on 

calcule les paramètres à l'instant t+l en fonction des 

paramètres calculés à l'instant t moyennant un facteur 

de correction proportionnel à l'erreur commise entre la 

sortie prédite et la sortie effective du procédé. 

L'algorithme d'estimation récursif utilise la 

méthode du filtre de KALMAN. Pour retrouver la formulation 

de KALMAN, nous écrivons notre système de la façon ci

après : 

e(t+l) = e(t) + v(t) 

y(t+l) = h(t, e(t)) + e(t) [Eq II.Al] 

avec e(t) un bruit blanc sur la sortie de moyenne nulle, 

de covariance donnée par 

v(t) est une variable aléatoire de moyenne nulle 

e(t) les paramètres du système. 

L'estimateur récursif de l'état e(t) est donné 

par le système suivant 

ê(t+l) = ê(t) + G(t) (y(t+l) - y(t+l)) 

y(t+l) = h(t, ê(t)) (Eq II.112] 



avec ê(t) les paramètres A estimer 

y(t+l) la sortie prédite du procédé 

G(t) le gain de l'estimateur 
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On définit P(t), la matrice de covariance de 

l'erreur d'estimation E(t), avec 

E(t) = y(t+l) - y(t+l) 

Les équations qui fournissent l'estimation 

vérifient alors : 

ê(t+l) = ê(t) + G(t) (y(t+l) - fT(t)ê(t)] (Eq. II.A3) 

G ( t) = __ __;;;P....:(~t;.L.) ~t ..:...< t=)~-
~T(t)P(t)~(t) + a 2 

avec ~(t) les signaux y(t) et u(t) 

Si nous ne voulons pas avoir à faire d'inversion 

matricielle A chaque pas de façon explicite, il est possible 

d'obtenir p- 1 (t+l) en utilisant le lemme d'inversion suivant: 

ce qui donne 

p (t+l) 

P(t)t(t)tT(t)P(t) 

= P(t) - -------
a2+tT(t)P(t)~(t) 

P(t) est une matrice régulière de dim (nxn) 

t(t) un vecteur de dim (m) 

(Eq II .A4) 
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Dans l'expression des paramètres IEq. II.A31, nous 

pouvons substituer l'expression P(t+l) donnée par l'équation 

II.A4 pour obtenir : 

ê(t+l) = ê(t) + P{t)t(t) 

L'algorithme des moindres carrés· récursifs, tel 

qu'il est formulé ci-dessus, est approprié pour l'estima

tion des paramètres inconnus mais constants. Ceci s'explique 

facilement, la matrice P(t) e~t une matrice strictement 

décroissante dans le temps. Nous le montrons en introduisant 

la fonction de Lyaponov : V{t). 

Démonstration : 

Posons è(t) 

V(t) 

= 

= 

ê(t) - e 0 

èT(t)P- 1 (t-l)è(t) 

So un vecteur de paramètres nominaux inconnus. D'après 

Eq. II.A3 et Eq. II.A4, on a : 

P(t-2)~(t-l)•tT(t-l)è(t-l) 
è{t) = è(t-1) -

o2 + ~T(t-l)P(t-2)t(t-l) 
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donc: V(t) - V(t-1) = [è(t)-è(t-l))Tp- 1 (t-2)è(t-l) 

èT(t-l)t(t-l)tT(t-l)è(t-1) 
= 

V(t) est donc une fonction positive décroissante 

D'ailleurs, les résultats les plus importants de 

la commande adaptative concernent les systèmes linéaires 

et invariants [ortega, Landau, Praly (84) , Goodwin et 

Sin (84), Sëdertrëm (83]. 

L'algorithme d'estimation tel que nous l'entendons 

doit permettre la poursuite des variations lentes des 

paramètres des processus. Pour cela, il est nécessaire 

d'oublier les mesures les plus anciennes et de privilégier 

l'information nouvelle. De telles caractéristiques sont 

obtenues en y ajoutant un terme de pondération exponen

tienne sur les anciennes données. On obtient : 

p-l (t+l) 

p (t+l) 

avec À E [ 0, 1) 

= 

= 
P(t)t(t)tT~t)P(t)J 

0
/ +tTP(t)t(t) 

L'inconvénient des algorithmes à facteur d'oubli 

constant est de donner une matrice de covariance P(t) à 

valeurs trop importantes, donc incontrôlable lorsque 
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t(t)tT(t) dévient nul. Un moyen d'éviter le risque 

d'explosion de la matrice de covariance est de choisir 

À variable, calculé de telle façon que la trace de la 

matrice de covariance P(t) reste constante ou comprise 

entre deux valeurs fixées~ l'avance. On aura donc : 

_ 1 ~~ P(t)t(t)tT(t)P(t)l 
P(t+l) = À (t) P(t) -

a 2 T 
À1t)+t (t)P(t)t(t) 

avec P(to) = PT(to) > 0 

et trace P(t+l) = trace P(t ) = constante 

Un avantage de la technique de la trace constante 

est de laisser un certain degré de liberté dans l'évolution 

des termes diagonaux de la matrice de covariance. 

a) Si on considère l'initialisation 

P1Cto> = K P2Cto) 

et -2 
Ko2 

-2 
01 = 

les matrices étant diagonales à l'initialisation 

P1 <to) 
T 0 = P1 (ta> > 

et P 2 Cto) 
T 0 = P2 <to) > 

on aura 

pl (t+l) = K P2 (t+l) 

et êl(t+l) = ê2(t+2) (Vt) 
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Les paramètres estimés sont identiques quand 

Par la suite, dans les algorithmes d'estimation, il suf

fira de fixer o 2 à 1 et de choisir P(t 0 ) de façon à 

obtenir une vitesse d'estimation suffisante. 

Sur les fig. 12a, 12b, 13a et 13b sont représentés 

les signaux de commande et les grandeurs réglées dans 

le cas : 

P1Ct 0 ) = 0.01 

P2Cto) = 0.1 

Les réponses observées sont bien identiques. 

b) D'autre part, on a : 

p- 1 (t 0 +~t) = À(t 0 )P- 1 (t 0 )+o- 2 w(t 0 )wT(t 0 ) 

t = to+(n-1)ât 

p- 1 (t 0+ n~t) = y(t 0+ n~t)P- 1 (to) + LY(t)o- 2 w(t)wT(t) 

t = t 0 

-2 T + a w(to+ n~t)w (t 0+ n~t) 

avec y(to+ n~t) = À(to)À(to+~t) •••.•• À(t 0+ n~t) 

À(t 0 ) = 1 

y(t) est une fonction non décroissante plus grande 

ou égale à l'unité. On voit alors que, dans un tel cas 

de figure après un long régime statique, la matrice de 

covariance devient quasi-singulière. Cet aléa de fonction-
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nement est corrigé en utilisant le remède suivant : on 

régularise la matrice P(t) en lui ajoutant une matrice 

diagonale ~(t) â termes assez faibles. Il est intéressant 

d'ajouter â P(t) une matrice diagonale proportionnelle 

aux éléments diagonaUx de P(t). 

On choisit le facteur d'oubli de telle sorte que 

la trace de P(t) reste constante, quelle que soit la 

variable (t) • Soit : 

P (to) = PT (to) > 0 

trace P Cto) = constante 

P(t)~(t)~T(t)P(t) 
avec P' (t+1) = p (t) -

1 + ~T(t)P(t)~(t) 

constante 
À (t) = 

1.05 trace P' (t+1) 

ll(t) = 0.05 À (t) 

P(t+1) = À (t) p 1 (t+1) + ll(t)diag P' (t+1) 
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L'algorithme d'estimation employé est donc le 

suivant : 

ê ( t) = ê ( t-1) + G ( t) 1 y ( t) - y ( t) ) 

G(t) = P(t-1) t (t-1) [1+t(t-1)P(t-1)tT(t-1))-l 

p• (t) = P(t-1) - G(t-1) t (t-1) P(t-1) 

P(t) = À(t) {P'(t) + 0.05 [Diag (P(t) +trace (P'(t>)]l 

L'algorithme d'estimation décrit précédemment est 

relativement performant, comparativement aux algorithmes 

du gradient ou de projection. On remarque que ces derniers 

donnent parfois des gains d'adaptation nuls et des dynamiques 

fausses lorsque les phénomènes sont bruités. Le choix de 

l'estimateur n'a pas été effectué de façon quelconque. Il 

est capable d'estimer les systèmes instables. Bien entendu, 

le four n'est pas un système instable, mais il présente 

de grandes constantes de temps qui retardent la convergence 

de l'erreur d'un identificateur uniquement parallèle. 

Dans l'algorithme utilisé, on ajoute au modèle mathématique 

estimé une boucle dont l'entrée est l'erreur de comportement 

externe définie comme la différence entre la sortie du 

procédé et la sortie estimée. Cette boucle permet la sta

bilisation rapide de l'estimateur, même si le procédé 

possède une grande constante de temps. 
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II.B- Propriétés de l'algorithme d'estimation 

L'estimateur tel que nous l'avons décrit a été 

conçu pour s'insérer dans les algorithmes de commande 

adaptative. Il doit pour cela vérifier certaines propriétés, 

notamment : 

1) la convergence de l'accroissement des estimées 

2) la convergence relative de l'erreur de prévision e(t) 

3) la bornitude de l'erreur de prévision. 

Or, malheureusement, dans la réalité, on constate 

des aléas dans le fonctionnement de l'estimateur qui 

rendent fausses l'intégralité des propriétés désirées. 

- Le problème des intégrateurs purs : 

Un bon algorithme d'identification doit normalement 

parvenir à rendre asymptotiquement nul l'écart entre le 

processus et son modèle. Quand cet écart devient nul ou 

cesse d'évoluer, l'algorithme d'identification fournit un 

modèle asymptotiquement stationnaire. Par conséquent, 

l'espace paramétrique du modèle mathématique se trouve 

borné ; il en est de même de l'espace des coefficients du 

régulateur. Or, malheureusement, cela ne peut pas être le 

cas lorsque le processus est soumis à des perturbations, 

même bornées. Dans la réalité, en laissant les algorithmes 

d'estimation sous leur forme classique, on constate une 

dérive des paramètres dans le temps. Ce phénomène se comprend 

en regardant l'équation des estimées de l'identificateur 

ê(t) = ê(t-1) + G(t)E(t) 
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On voit que cette équation contient un intégrateur pur 

lim constante 

1 
-1 

q 
e(t) = + co 

La seule façon de se dégager du problème de dérive 

paramétrique serait d'appliquer une excitation persistante 

à l'entrée du système. Cette conclusion n'est pas réaliste 

dans nombre de cas. Nous avons testé d'autres solutions 

par la suite, plus élégantes, en rappelant notamment 

les paramètres du système vers certaines valeurs prépro

grammées ou encore en utilisant des zones mortes dans 

les algorithmes d'estimation. 

Par les figures suivantes, nous exposons le phéno

mène de dérive paramétrique : 

La fig. 14a a trait à la régulation de la tempéra

ture. Le coeur de charge du processus pour des échelons 

de consigne de 700°C et 1200°C. Sur la sortie du système, 

on a ajouté un bruit blanc de moyenne nulle et d'écart-type 

0.375°C. 

Le~ fig. 14b, 14c, 14d et 14e font état de l'évolution 

du vecteur paramètre des termes du numérateur de la trans

mittance suite aux échelons appliqués à la fig. 14a. 

La fig. 14b concerne l'évolution du vecteur paramètre 

des termes du numérateur après un premier échelon de consi

gne de 700°C, 

La fig. 14c montre cette évolution après les deux 

premiers échelons de consigne, 

et la fig. 14d représente cette évolution après les 

trois premiers échelons de consigne, 
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La fig. 14e, enfin, indique l'évolution du vecteur 

paramêtre des termes du numérateur aprês que l'on ait 

appliqué les quatre échelons de consigne. 

On constate, en ce qui concerne les termes du 

numérateur, que la dérive paramétrique est pratiquement 

invisible. Les paramètres sont attirés uniformément dans 

un domaine de faible rayon. 
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Sur la figure lSa, nous observons l'évolution du 

vecteur paramètre des termes du dénominateur, suite aux 

échelons appliqués à la fig. 14a. Nous constatons que 

ces termes dérivent d'une façon constante. 

Le phénomène se trouve amplifié lorsqu'on applique 

de petites variations de consigne autour d'un point de 

fonctionnement donné. C'est ce qui est reproduit sur les 

fig. lSb et lSc. La dérive se produit alors dans une même 

direction uniformément. 
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II.C- Algorithmes d'estimation A zone morte 

Une solution proposée pour résoudre le problème de 

dérive paramétrique, est l'introduction dans les algorithmes 

d'estimation des seuils d'arrêt. Jusqu'à présent, ce qui 

limite l'utilisation systématique des seuils d'arrêt est 

le fait que la partie stochastique dans l'erreur de pré

vision est aussi importante que la partie déterministe 

due â l'erreur de modélisation. On a choisi comme fonction 

seuil d'arrêt une fonction continue de la norme de l'erreur 

de prévision. La continuité de cette fonction est intéres

sante, car elle permet de faire varier la vitesse d'adapta

tion avec l'amplitude de l'erreur de prévision, ceci pour 

que l'erreur paramétrique tende vers zéro d'une façon 

continue. Le gel progressif de l'algorithme d'estimation 

évite donc les excursions paramétriques exagérées. 

Le système bouclé par le régulateur adapatatif 

vérifiera les propriétés de bornitude et de convergence 

des estimées. D'ailleurs, nous pouvons montrer la propriété 

de convergence relative de l'erreur de prévision de la 

sortie du système identifié. 

On utilise l'algorithme d'estimation décrit précé

demment : soit 

a (t)P (t-2) ~ (t-1) 
ê (t) = ê(t-1) + e (t) 

1 + ~T(t-1)P(t-2)~(t-1) 

avec 

e (t) y (t) 
T A 

= - ~ (t-1) 0 (t-1) 

a(t)P{t-2)~(t-1)~T{t-1)P{t-2) 
P(t-1) = P(t-2) -

1 + ~T(t-1)P(t-2)~(t-1) 

P(t-1) = p (t-1) + Q (t-1) 



avec Q(t-1) choisie de façon telle que 

trace [P(t-1)] ~ K 

trace (P- 1 (t-l) J ~ K' 

où K est la plus grande valeur propre de P(t-1) 

et K' la plus petite valeur propre de P(t-1) 

avec ê(to) donné et Po > O. 
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La fonction seuil d'arrêt a(t) est telle que 

a (t) = 0 si e 2 (t) ~ 62 
A 

a (t) = 1 - si e 2 (t) > 62 

1 e (t) 1 

avec sup IW(t) J ~ A 
W(t) étant un bruit blanc gaussien. 

L'algorithme d'estimation décrit a les propriétés 

suivantes : 

a) Bornitude de l'erreur paramétrique 

00 

b> I 
t=1 

a (t) 

[e 2 (t) -
1 + ô (t-1) 

1 + ô(t-1) 
62] < 00 

1 + ô(t-1) [1 + a(t)) 

en posant ô(t-1) = ~T (t-1)P(t-2)~(t-l) 

c) Convergence relative seuillée de l'erreur de prévision 

oo a 2 (t) 

I 
t=l 1 + ô (t-1) 

00 a 2 (t) 
I < 00 

t=1 1 + ô (t-l) 



d) Convergence de l'accroissement de l'estimée 

lim 
t .... 00 

llê(t)- ê(t-1>11 2 = 0 

e) Annulation de la variation paramétrique 

00 

2 llê<t> - ê(t-1) 11 2 < 00 

t=l 
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Les simulations suivantes permettent de concrétiser 

l'effet d'un seuil d'arrêt. 

Sur toutes les figures qui suivent, les réponses 

sont celles du four en boucle ouverte. 

Sur la fig. 16a, nous appliquons des échelons de 

commande de 500 watts et de 700 watts au système. On ajoute 

à l'entrée du processus un bruit blanc centré de petites 

variances par rapport aux échelons. 

La fig. 16b montre la dérive paramétrique des 

paramètres du dénominateur de la fonction de transfert 

obtenue avec l'algorithme d'estimation habituel. N'étant 

pas significatif du phénomène de dérive, le transitoire 

n'a pas été représenté sur le schéma. 

Sur les fig. 16b et 16c, nous constatons l'effet d'un 

seuil trop petit. Il est de 8.10-
3 

(fig. 16b : les 

coefficients du dénominateur, fig. 16c , les coefficients 

du numérateur). 

Sur les fig. 16e et 169, est représenté l'effet d'un 
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seuil trop grand. Il est de 8.10- 1 (Fig. 16e : les coef

ficients du dénominateur, fig. 16f, les coefficients du 

numérateur) • 

Les fig. 16g, 16h, 16i et 16j mettent l'accent 

sur l'intérêt d'un seuil d'arrêt pour deux points de 

fonctionnement différents : un point à 600°C et un point 

à 1100°C. 

Sur les fig. 16g et 16h, le seuil est positionné 
-2 à 8.10 • 

- Ce seuil semble convenir 

L'échelon appliqué est de 1500 watts 

La trace est de 100 

Avec des ~u de commande de 100 watts 

Le modèle est initialisé à 

- 1.76 0.76 0.001 - 0.001 

Fig. 16g 

Fig. 16h 

les paramètres du dénominateur 

les paramètres du numérateur 

Sur le fig. 16i et 16j, le seuil est toujours 
-2 positionné à 8.10 • 

- Il parait également satisfaisant 

L'échelon appliqué étant de 500 watts 

La trace étant de 100 

avec des ~u de commande de 100 watts 

Le modèle initialisé à 

- 1.76 0.76 0.001 

Fig. 16i paramètres du dénominateur 

Fig. 16j : paramètres du numérateur. 

ï 0.001 
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ll.D - L'estimation avec ressort de rappel 

L'inconvénient des algorithmes d'estimation avec 

zone morte est qu'ils évitent le phénomène de dérive des 

estimées seulement si le bruit w(t) agissant sur le 

système est connu. Or, dans la majorité des applications, 

une telle condition ne peut être réalisée. D'autre part, 

les erreurs structurelles de modélisation se traduisent 

par un bruit non borné difficilement mesurable. Donc, 

pour empêcher le problème de la dérive paramétrique en 

présence de bruits inconnus, et afin de modéliser un 

domaine uniformément borné des paramètres, il a été adopté 

le modèle mathématique suivant pour l'évolution des 

paramètres ê(t) : 

avec a [o, 1J 

ê(t) = (l - al)ê(t-1) + aep(t-1) 

(l - al) • P(t-1) ~ (t) 
+ 

1 + ~T(t)P(t-1)~(t) 
e:(t) 

et ep(t-1) représente l'information a priori disponible 

sur ê (t) 

p (t) 
(l- al)2P(t)~(t)~T(t)PT(t) 

= (1 - al] 2 P (t-1) -
1 + ~T(t)P(t-l)~(t) 

+(I-(l-ai)2 ]ô 

Cette technique d'estimation remplace tous les dis

positifs qui ont été décrits précédemment parce que la 

dérive des quantités estimées devient impossible quand 

Il~ (t) Il tend vers zéro. ê (t) est "attiré" vers 0p(t) 
fit 

avec la "constante de temps" Tr = r 
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On peut arrêter ou ralentir l'effet de rappel si 

les écarts paramétriques sont inférieurs à une certaine 

valeur en prenant : 

a = At a (t) 
t:r 

a(t) est l'effet de seuil d'arrêt qui peut être une 

matrice fonction de [ê<t-1)-êp(t+1)]Tfê<t+1)-êp(t+1)]. 

L'intérêt de cette fonction de rappel à déclenchement 

conditionné est d'éviter de détériorer l'estimation dans 

les zones où l'écart paramétrique est acceptable. 

Dans le cas du four, afin de déterminer une allure 

du domaine paramétrique, il a été décidé d'identifier le 

processus à 2 températures de fonctionnement différentes 

• basse température ( 300°C) 

• haute température (1000°C) 

Nous avons utilisé pour cela un régulateur tout ou 

rien, calé autour des températures précitées. Le régulateur 

fournit l'excitation sur l'entrée du systême qui permet 

une bonne convergence paramétrique. Le modèle moyen obtenu 

fournit la référence pour l'opération de préprogrammation 

des paramètres de l'estimation. C'est ainsi que nous avons 

obtenu les coefficients de centrage pour le point haut : 

- 1.789 .789 .0015 .002 

Les coefficients de centrage pour le point bas : 

- 1.76 .76 .0010 .002 

Les figures ci-après montrent la dispersion paramé

trique pour un bruit borné d'écart-type de 0.375°C. 

!Cf. fig. 17c] et pour un bruit non borné d'écart-type 

crois sa :1t de 0. 2 °C à 1 °C [cf. fig. 1 7d] . 
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On ramène le problème de l'estimation des para

mètres avec ressort de rappel au problème de l'estimation 

de l'état en prenant la formulation suivante : 

ect+l) 

y (t) 

= t(t)e(t) -rCt)ep(t) + v(t) 

= H(t)e(t) + W(t) 

Eq. II .Dl 

Eq. II .D2 

avec Eq. II.Dl, l'équation du modèle d'évolution de l'état 

et Eq. II.D2, l'équation d'observation du système d'état. 

A 

L'estimation e(t) de l'état e(t) est 

êCt+l) 

y (t) 
= t(t).Ô(t)+r(t)ep(t)+L(t) (yCt>-:Y<t>] 

= H(t)B(t) 

Comme tout problème d'estimation, il nous faut 

déterminer successivement 

1) l'équation d'erreur d'estimation e(t) 

2) l'équation de la moyenne de la variance de cette erreur 
d'estimation 

3) la valeur optimale de L(t). 

L'équation de l'erreur est obtenue en retranchant 

l'estimée de l'état~ l'état lui-même. Soit, 

e(t) = ê(t) - e(t) 

e(t+l) = t(t)e(t) - v(t)+L(t) [ -H(t)e.(t) + w(t) J 
e(t+l) = (t(t) - L(t)H(t)) e(t) - V(t) + L(t)w(t) 

Calculons l'équation d'évolution de la matrice P(t) 

de covariance du vecteur d'erreur d'estimation d'état : 
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E { e(t) .eT(t)J = P(t) 

E{e(t+l).eT(t+l)/ = [4>(t)-L(t)H(t)j.Efe(t).eT(t)j 

·~ (t)-L(t)H(t)) T + E{v(t) .vT(t)~ 
+ L(t).Efw(t).wT(t)}. LT(t) 

en posant 

E { v(t) .vT (t)} = Q(t) 

Efw(t).wT(t)J = R(t) 

On peut écrire la matrice de covariance sous la 
forme suivante : 

P(t+l) = [4>(t)-L(t)H(t)]P(t) l4>(t)-L(t)H(t) IT + Q(t) 

+ L(t)R(t)LT(t) 

P(t+l) = 4>(t)P(t)4>T(t) + Q(t) - 4>(t)P(t)HT(t)LT(t) 

- L(t)H(t)P(t)4>T(t) 

+ L(t) (R(t) + H(t)P(t)HT(t)) LT(t) 

En développant P(t+l) et en utilisant M(t), une 

matrice indépendante de L(t), on obtient: 

P(t+l) = 4>(t)P(t)4>T(t) + Q(t) + M(t) 

+ [L (t) -L* (t)] (R (t) +H (t) P (t) HT (t)] (L (t) -L* (t)] T 
' 

P(t+l) = 4>(t)P(t)4>T(t) + Q(t) + M(t) 

+ L*(t) [ R(t) + H(t)P(t)HT(t)) L*(t)T 

- L*(t) [ R(t) + H(t)P(t)HT(t)] L(t)T 

- L(t) [ R(t) + H(t)P(t)HT(t)] L*(t)T 

+ L (t) ( R(t) + H(t)P(t)HT(t)] L(t) T 

Par identification des deuxièmes membres, on obtient 

M(t) + L*(t) [R(t) + H(t)P(t)HT(t)] L*T(t) = 0 

L*(t) (R(t) + H(t)P(t)HT(t))= 4>(t)P(t)HT(t) 
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L*(t) = t(t)P(t)HT(t) (R(t) + H(t)P(t)HT(t)]- 1 

M (t) =- L*(t)[R(t) + H(t)P(t)HT(t)] L*T(t) 

=- t(t)P(t)HT(t) [R(t)+H(t)P(t}HT(t)]- 1 

H(t)P(t)tT(t} 

Le critère à minimiser pour un choix adéquat de 

L(t) est J(t), défini par: 

On déduit 

J(t) = E f (aT(êCt) - e(t)] >
2

} 

J(t) = E \[aT e(t)]
2

J 
= aT P(t) a 

L'équation d'évolution de J(t) est donnée par : 

J(t+l) = aT P(t+l) a 

= aT(tCt)P(t)tT(t) + Q(t)} a+ aT M(t) a 

+ aT~(t)-L*(t)) (R(t)+H(t)P(t)HT(t)) (L(t)-L*(t))T a 

Les 1er et 3ème termes du 2ème membre sont des 

termes négatifs dont le dernier peut ~tre annulé par le 

choix suivant : 

L(t) = L*(t) 

On déduit 

P(t+l> = t<t> r P<t> - P<t>HT<t> r R<t> 

+ H(t)P(t)HT(t)]- 1 ·H(t)P(t)]tT(t) 

+ Q(t) 

Dans le cas considéré, on a : 

t(t) = (I - ai) 

Q(t) = 61 
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II.E - Estimation robuste des systèmes discrets 

A partir de la connaissance des signaux d'entrées

sorties des systèmes, nous pouvons estimer directement les 

coefficients de l'équation différentielle reliant ces 

signaux. La principale difficulté de cette estimation 

est que la précision de la détermination de ces coef

ficients est dépendante du rapport signal sur bruit des 

signaux. Or, ce rapport devient vite important dès les 

premiers termes dérivées de l'équation différentielle. 

Un moyen de résoudre ce problème consiste à diminuer 

le contenu parasite haute fréquence des différents signaux 

en les filtrant par un filtre passe-bas convenablement 

choisi. 

Une façon d'obtenir une estimation insensible au 

bruit de mesure est donc de filtrer la forme polynomiale 

et d'estimer directement les paramètres de cette nouvelle 

forme. Soit : 

y (t) = 

= 

- aly(t-1) 

+ blu(t-1) . . . . . . . . . 

y(t-1) 

-al [ -1) n 1-aq 

-a y(t-n) n 

- a n 

y(t-n) 

[1-aq-l]n 

u(t-n) u(t-1) 
+bl---

-1 n + •••••• + b 
[1-aq-1] n [ 1-aq J n 

L'hypothèse des perturbations bornées n'étant pas 

toujours vérifiable, il est plus intéressant, dans ce 
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contexte, d'utiliser une modélisation mathématique adéquate, 

soit un modèle de la forme : 

-1 
C(q ) 

-1 
A (q ) • y (t) = B(q- 1)u(t) + W(t) 

[1 - q-1] 

W(t), une séquence à moyenne nulle, 

c, un polynome quelconque caractérisant la perturbation. 

De cette façon, il est possible de modéliser les 

perturbations non mesurables à moyenne non nulle et de 

représenter les sauts de perturbations. Des conditions 

suffisantes de stabilité prenant en compte ces considéra

tions ont été données pour assurer la convergence 

exponentielle de l'erreur d'estimation, si toutefois le 

système est complètement observable (cf. Goodwin, Landau). 

D'autre part, il est montré qu'une condition nécessaire 

de stabilité des algorithmes adaptatifs est la bornitude 

des signaux (Praly 84). La bornitude des signaux est 

obtenue en normant les grandeurs intervenant dans 

l'estimateur. Le dispositif de normalisation assure que 

cette estimation restera bornée dans le cas où l'ensemble 

des bruits de mesure et de modélisation n'est que rela

tivement borné. 

Le dispositif de normalisation s'écrit de la façon 

suivante : 

avec 

et 

" ( t) Yn 

~ T (t-l) = 

n (t-1) = 

eT = 

on aura Yn (t) = 

y (t) 
= et 

n(t-1) 

[u<t-1), . . . . . 

~n (t-1) 

u(t-n), 

= 
~(t-1) 

n(t-1) 

-y (t-1) ••• -y(t-n>J 

max ( 1 1 Il~ < t-1 > 1 1 > 

[ b1 . . . . . bn' al . ..... an J 
eT~ (t-1) n 
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Ecrivons l'algorithme d'estimation globale : 

le système peut s'écrire comme étant : 

0 (t) 

b (t) 

= (I-ai)e(t-1) + ae (t-l) + V(t) p 

= tT(t)0(t-l) + W(t) 

avec V(t), une variable aléatoire â variance minimale et 

variable avec le temps chargé de modéliser le bruit sur 

les paramètres, et W(t), une variable aléatoire chargée 

de modéliser l'erreur de mesure de b(t) et de ~(t). 

donc : 

L'algorithme d'estimation de KALMAN global s'écrit 

ê{t) =(I-ai)ê(t-1) + ae (t-l)+ G(t) (b(t)-b(H)] 
p 

A 

b (t) 

avec b (t) 
b (t) 

= n (t) et = 
tT (t) 
n (t) 

et n (t) = (1-y) n(t-1) + yMax (1, 1 1 ~ < t> Il > 

G (t) = 
v (t) 
'Y ( t) 

1f ( t) = 1 + tT (t)P (t-l) t (t) 
n n 

v (t) = (I -a I)P(t-l)t {t) 
n 

T 
+ c5 [I-(I-ai)

2
] p (t) 2 v(t)v (t) = (I-ai) P (t-l) - "'(t) 

Nous avons introduit une "zone morte" dans l'appli-

cation de la normalisation. Comme la normalisation doit jouer 

un rôle dans le cas où la boucle fermée n'est pas stabilisée 

par le régulateur, il semble adéquat de définir une zone 
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morte comme le domaine où le systême bouclé est stable. 

Ainsi, 1 I~M (t) 11 est le domaine de la nor.me des signaux ax . 
dans la limite de fonctionnement stable de la boucle 

fermée. D'autre part, 6 est une matrice diagonale à élé

ments éventuellement différents vers laquelle tend la 

matrice de covariance. 
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III.A - Présentation de la méthode de réglage 

Afin de maintenir les différentes propriétés de 

stabilité, d'amortissement et de gain statique en cas 

de variation des paramètres du système à régler, il est 

proposé de résoudre le problème suivant : trouver un 

schéma de régulateur permettant de stabiliser le système 

en boucle fermée, quelle que soit la difficulté de la 

fonction de transfert du modèle et quelles que soient 

les variations des paramètres du système à régler. Un 

choix possible de méthodes de commande adaptative pour 

le réglage des fours est celui avec identification du 

système à régler et synthèse du régulateur à partir 

des résultats de l'identification. C'est-à-dire que l'en

semble du système de commande peut être décomposé en deux 

systèmes bouclés : 

- une boucle interne, comprenant simplement le 

système à régler et le régulateur ajustable de type liné

aire, les paramètres du régulateur étant ajustés par la 

boucle externe du système de commande ; 

- une boucle externe se com?osant d'un estimateur 

du système à régler et du régulateur, calculé à partir 

des estimés du modèle mathématique (cf. fig. 19). 

C'est ce schéma de commande adaptative que nous 

utilisons avec une méthode à placements des pôles. 



_...,:;_~+ ® 
-

@ 

~ R~gulateur 
u(t) Systême â 

~ 

r~gler o 

,~ ~ 
-,. 

... 
y(t} - @ ,. 

... Estimateur 
A - e: ( t) 

"7" 0 

c 

Fig. 19 - Schêma de commande adaptative indirecte. 
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III.B - Synthèse du régulateur à placement des pOles 

La méthode de commande à placement des pôles est 

une méthode de commande qui permet d'assurer la stabilité 

du système en boucle fermée, quelle que soit la valeur 

des pôles et des zéros du système. De plus, le compor

tement dynamique du système est donné par le choix d'un 

modèle de référence stable, ce qui est une façon agréable 

de définir les performances de la régulation. Pour cela, 

considérons un système de la forme : 

-1 -1 + W(t) A(q )y(t) = B(q )u(t) 

A(q-1) 
NA 

avec = 1 + I a. q-i 
i=l ~ 

B (q -1) 
NB 

q-i] -d 
= [ bo + I b. • q 

i=l ~ 

W(t) un bruit blanc gaussien. 

Le régulateur qui place les pôles du système en 

boucle fermée satisfera une relation de la forme : 

-1 -1 -1 S(q )u(t) = -R(q )y(t) + T(q )y (t) 
c 

S(q-1) 
NS -i avec = 1 + I si q 
i=l 

R(q-1) 
NR 

-i = ro + r r. q 
i=l ~ 

Les équations du système en boucle fermée sont alors 

(A ( q -1 ) S ( q- 1 ) +q -dB ( q -1 ) R ( q -1 ) J y ( t) -d -1 -1 
= q B(q )T(q )yc(t) 

+S(q- 1)W(t) 
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Soit Am(q-
1

) un polynôme définissant la dynamique 
-1 

désirée du système en boucle fermée. Nous choisissons ~(q ) 

de la forme : 

= 

6t 

-1 N 
( 1 - aq ) 

avec a = e T et af]O, 1[ 

T constante de temps désirée. 

Les équations du système bouclé deviennent : 

{ Arn(q - 1)y{t) = q-dB(q- 1)T(q- 1)yc(t) + S(q- 1)W(t) 

-1 -1 -1 - R ( q- 1 HH t) Arn(q )u{t) = A(q )T(q )yc(t) 

Arn(q-1) A(q-1)S(q-1) -d -1 -1 
avec = + q • B(q }R(q ) 

Les zéros du système pouvant se décomposer en 

parties stables et en parties instables, on a : 

-1 
avec B

1
(q ) , les zéros instables 

-1 
B5 (q ), les zéros stables. 

On peut alors réécrire l'équation du régulateur 

en tenant compte des zéros instables, soit 

-1 -1 -1 -1 
S(q ) • B

5
(q )u(t) = -R (q )y(t) + T(q )yc(t) 

Les équations du système bouclé deviennent : 

[ -1 -1 -1 -1 -d] -1 -1 A(q )•S(q ) + B5 (q }•R(q }•q y(t) = B5 (q )T{q ) 

·q-d yc(t) + S(q- 1)W(t) 

[A(q-1) •S(q-1) + BS(q-1) •R(q-1) ·q-d) u(t) =A (q-1)T(q-1) 

•y (t) - R(q- 1)W(t) 
c 
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avec Am {q-1) = A{q-1)•S{q-1) + Bs<q-I) R{q-1 )q-d Eq. III .B1 

Bm {q-1) -1 -1 Eq.III.B2 = B5 (q )T(q ) 

+ y (t) 
T ...... 

Pour obtenir un gain unitaire, on choisit 

Am (1) = Bm {1) 

soit Am (1) = Bs (1) • m (1) ... 

Am ( 1) 
ou encore T (1) = 

Bs (1) 

Pour déterminer le régulateur à placement de pôles, 

il suffit de résoudre les équations polynomiales III.B1 

et III.B2, ce qui n'est qu'un simple problème algébrique. 

En effet, il suffit de trouver deux polynômes R et S qui 

satisfont à l'équation linéaire polynomiale III.Bl. La 

seule condition d'existence des polynômes R et S est que 

le modèle estimé ne possède pas des pôles et des zéros 

identiques. Pour un tel régulateur, il ne se pose plus le 

problème des zéros instables. 

D'autre part, on peut remarquer que le polynôme 

Am contient les propriétés dynamiques du système bouclé 
-1 

telles qu'on les désire, et un choix adéquat de T(q ) 

permet de maîtriser le gain statique du système bouclé. 
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III.C - La commande adaptative â placement des pôles. 

Quelles que soient les variations des paramêtres 

du systême â régler, c'est la mattrise de la dynamique 

du systême en boucle fermée qui est recherchée. Pour 

cela, il convient d'appliquer au systême un régulateur 

ajustable : 

set, -1 'Î'(t, -1 
- :Ret, 

-1 q ) u (t) = q )yc(t) q ) y (t) 

set, q-I) 51 Ct)q -1 
sn-l(t) q 

-ns+l 
avec = 1 + + . . . + \ 

:Ret, -1 io (t) + r 1 ct> q -1 + r <t> q 
-nr+I 

q ) = ... n-I 

A -1 
Les polynômes à coefficients ajustables R(t, q ) 

A -1 
et S(t, q ) sont choisis de telle façon que la relation 

suivante soit satisfaite à tout instant t : 

-1 
Am(q ) est un polynôme à coefficients constants, choisi 

de façon telle qu'il satisfasse à une condition de stabilité 

exponentielle pour x(t) solution de : 

-1 Am(q ) • >c(t) = 0 

Les résultats concernant la stabilité globale et 

la convergence externe du système bouclé par le régulateur 

adaptatif à placement de pôles peuvent se résumer de la 

façon suivante : 

Si l'algorithme d'estimation est défini ainsi 

qu'il suit : 
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P(t-1)t(t-1) 
= ê<t-1) + ly<t>-êT<t-1)e(t-1) 

1 + tT(t-1)P(t-l)t(t-1) 
ê(t) 

P(t) = _1_ IP<t-1) - P(t-1)t it-1)4>T(t-1)P(t-1) 
~(t) 1 + 4>T(t-1)P(t-1)t(t-1) 

avec 0 < ~(t) < 1 

Po = PoT > 0 

On utilise un algorithme à trace constante. 

On choisit~ (t) de façon que trace P(t) =trace P(t-1) Vt 

4>T(t-l)P 2 (t-1)4>(t-1) 
donc : ~ ( t) = 1 - ( 1 ) • 

trace Po 1 + 4>T(t-l)P(t-1)4>(t-1) 

avec e(t), l'erreur d'estimation 

e(t) = y(t)-êT(t-1)t(t-1) 

-T 1 avec e = "bl ••••••••. bn' al .••••••••••• ani 

4>T (t-l) = lu (t-l) .•• u (t-n), -y (t-1) •••. -y (t-n) 1 

avec u(t) et y(t) normalisé. 

L'algorithme d'estimation vérifie les propriétés 

suivantes 

a/ V(t) = èT(t)P-
1
(t-l)è(t) > 0 si è(t) = è(t) - Bo 

b/ ~max P(t) 1 
< trace p (t) - trace Po = 

~ 
min 

p-1 (t) 

1 
c/ < ~ (t) < 1 

1 + trace Po 

llè<t> 11
2 t 

d/ < trace Po n ). . Vo < 00 

j=1 J 



el lim (ê(t) - ê(t-1) ) = 0 
t->oo 

f/ lim e(t) ~ 0 
t->oo 
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On démontre alors que le système bouclé par le 

régulateur adaptatif avec l'algorithme d'identification 

défini précédemment et l'algorithme de commande à placement 

de pôles possède les propriétés qui suivent 

1) le rebouc1age du modèle estimé par ce régulateur 

est stable ; 

2) la fonction qui fournit les paramètres du régulateuri 

à partir des paramètres estimés est continue et ) 

toutes les variables sont uniformément bornées. 

Pour vérifier ces propriétés, il n'est pas nécessaire 

qu'il y ait la convergence paramétrique des estimations 

vers les paramètres du système à régler. Il faut seulement 

que l'erreur relative de la prédiction y(t) converge 

vers la sortie du système à régler. 

Cette condition est satisfaite en présence d'une 
' erreur de modélisation se traduisant par une erreur sur 

les sorties relativement bornée. (Cf. Goodwin, Praly). 

1 

1 
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III.D - Implémentation de cette méthode de commande. 

Les développements théoriques ne permettent pas 

toujours de mettre en évidence certaines caractéristiques 

de fonctionnement des systêmes. Dans ce cas, seules, 

les études en simulation peuvent montrer, de maniêre 

précise, les difficultés de fonctionnement. Donc, dans 

ces cas, la simulation se révèle un moyen d'investigation 

simple et efficace. 

De plus, les études en simulation ont l'avantage 

de permettre, séparément, la prise en cons~dération 

des phénomênes superposés, dans le cas de procédés réels, 

et notamment de disjoindre à volonté le problème de 

commande du problème de l'identification. 

Les bruits de mesure ont posé de sérieux problèmes 

de mise en oeuvre. Le bruit rencontré est un bruit blanc 

d'écart type 3° Celcius (cf. fig. 21). Nous nous sommes 

intéressés à reconstruire ce bruit et à montrer son 

influence sur la boucle de commande. Pour cela, nous 

avons reconstitué une expérimentation réelle : 

la fig. 2 Oa est l'expérimenta ti on réelle, 

la fig. 20b est la simulation numérique. 

Les oscillations sur la grandeur réglante qu'on 

constate dans les essais réels n'apparaissent alors pas 

sur les premières simulations numériques. Pour les repro

duire, il a fallu ajouter au modèle numérique à formulation 
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Fig. 20a - Commande adaptative avec identification et 
placement de pôles sur le procédé physique 
du four électrique. 
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Fig. 20b-Superposition des deux effets : bruit et retards, 
(c'est-A-dire les deux courbes précédentes). Cette figure 
reproduit d'une façon três correcte les résultats obtenus 
sur le phénomène physique. 
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physique des retards purs de l'ordre de quelques périodes 

d'échantillonnage ainsi que le bruit résièuel. C'est la 

superposition de ces èeux effets dans le système qui 

engendre les oscillations sur la granèeur réglée (cf. fig. 

20c et 20d). D'autre part, le décalage des réponses 

entre variable réglante et variable réglée de la fig. 20a 

a donné l'idée de l'oubli de retards supplémentaires dans 

le modèle du système. 

La solution consiste à ajouter un retard supplé

mentaire au modèle de conception du régulateur. Ainsi, 

comme à haute température, ce retard devient faible, le 

problème subsiste. En fait, l'étude détaillée des essais 

montre que la variance de la commande est notablement 

augmentée pour plusieurs raisons : 

a) tout d'abord, parce que le modèle de conception du 

régulateur corr.prend deux retard d'échantillonnage de 

30 s. chacun, alors que le modèle de simulation tient 

seulement compte d'un retard de 12 s. 

Cette différence entre le retard réel et le retard de 

conception entra!ne uneplus granèe erreur d'identification 

que précédemment, ce qui augmente la variation de com

mande par le jeu de l'algorithme d'estimation ; 

b) ensuite, parce que la trace de PK est relativement 

importante par rapport à l'écart-type du bruit (o 2 ). 

Pour résoudre ces problèmes, nous préconisons trois 

solutions : 

la première vise à diminuer cette trace, par 

exemple, par un facteur de 100 (cf. fig. 20h) ; 
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- la seconde consiste A estimer trois termes au 

numérateur de la transmittance du système (cf. fig. 20g) 

Pour justifier ces solutions, nous allons présenter 

les résultats obtenus en considérant les modèles mathé

matiques (cf. fig. 20e, 29f et 30g). Nous utilisons la 

méthode de commande â placement de pôles avec identificateur 

à trace constante. 

Les modèles sont respectivement de la forme : 

Ml - (fig. 20e) ; YI (t) = u(t) 

b2q-2 + b3q-3 
M2 - (fig. 20f) ; Y2 (t) = u (t) 

-1 -2 
1 + alq + a2q 

blq 
-1 -2 + b2q + b3q 

-3 

M3 - (fig. 20g) ; Y3 (t) = u (t) 
1 + alq 

-1 
+ a2q -2 

Nous constatons que les retards sont correctement 

estimés à haute température avec le modèle Ml (cf. fig. 20e). 

Cela se traduit notamment par une commande à haute tempé

rature de meilleure qualité, comparativement à la commande 

obtenue en employant le modèle mathématique M2 (cf. fig. 20f). 

A basse température, c'est ce modèle M2 qui donne meilleure 

satisfaction. 

En utilisant un modèle mathématique regroupant les 

modèles Ml et M2, on obtient de meilleurs résultats et ce, 

quel que soit le point de fonctionnement : c'est la modè

lication mathématique M3 (cf. fig. 20g). 
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@ 
Fig. 20e - Commande adaptative à placement de pôles du 

modèle physique du four monozone avec identi
fication d'un système de la forme 
y(t) = a 1y(t-1) - a 2y(t-2) + blu(t-1) + b2u(t-2) 

Ci-dessus; valeurs des paramètres du modèle 
mathématique. 

6T 
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Fig. 20f - Commande adaptative à placement de pôles du modèle 
physique du four monozone avec identification d'un 
système de la forme 

y(t) = -aly(t-1) 

Ci-dessus, valeurs des paramètres du modèle mathé
matique. 
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Fig. 20g - Ccmnande adaptative à placenent de pôles du nodèle }:ilysiqœ 
du four nonozone avec identification d'un systàœ de fonœ 

y(t)= -aly(t-l)-aiY(t-2)+blu(t-l)+b2u(t-2)+b3u(t-3) 
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- la troisième solution inplêmente une méthode 

d'estimation multimod~les : l'un des modèles a un retard 

minimum, tandis que l'autre a un retard maximum. 

C! W&tts 
A~----------------------------------------------------------~ 

c 
é 

D 

of 
D.O Zl.O :ll.O 40.0 50.0 litl.O 70.0 IKLO llll.O 200.0 110.0 120.0 130.0 140.0 150.0 161l.O 

D ... 
r€sistance 

~TeRpérature charge 
... 
é 

u:: 
~+---~---.---.---,----r---~--~---r---.---.---,----r---~--~---r--~6~ 

0.0 10.0 2D.O 30.0 iO.O 50.0 ~.0 70.0 IKJ.O 90.0 100.0 110.0 120.0 130.0 1!0.0 1:50.0 1110.0 

~ E.~,.._..,,. d 1«-t.+i ""'at."ol'l 
R~~~~~~~~~--------------------------------------------~ 

c; 

~ 
1 

C> 

liS 
1 

c Al 
~+---~---.---,----r---~--~---r---.--~---,----r---~--~---r---.--~ 

0.0 10.0 :;rJ.O 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0 IK!.O 81!.0 100.0 110.0 120.0 130.0 140.0 150.0 160.0 

Fig. 20h - Réponse du système en boucle fermée avec 
la régulation adaptative â placement de pôles 
(trace = 0.001) 
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Le modèle qui est effectivement utilisé pour la commande 

est celui qui fournit une erreur d'identification minimum. 

Dans ce contexte, on laisse active l'estimation sur tous 

les modèles à la fois, de telle façon que le choix du 

meilleur modèle puisse se faire dans les conditions les 

plus favorables pour chacun d'eux. 

2 - Problème de commande. 

Une amélioration sensible de la qualité du réglage 

a été constatée par l'élimination des composantes con

tinues à l'aide de la méthode dite des moyennes glissantes. 

Cette solution a la même conséquence qu'une diminution 

de la trace de la matrice de covariance de l'estimateur 

(Cf. fig. 21b - la simulation ; et fig. 21c - l'expérimen

tation) • 

On définit pour cela les variations des différentes 

variables du système. On définit donc 6x comme différence 

entre la valeur de la variable X(t) et la valeur ~(t) 

de sa moyenne, c'est-à-dire par 

6x(t) = X(t) - ~(t) 

XM(t) étant la moyenne dite "glissante" de la variable x(t) 

parce qu'elle est définie comme la sortie du filtre 

numérique à grande constante de temps T (devant les constantes 

de temps du systP~e bouclé) et de gain unitaire satisfaisant 

l'équation : 

~(t) = axl1(t-1) + (1-a) X(t-1) 

6t 
avec a = e T 

T = constante du filtre 
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La loi de commande peut s'écrire 

Le système est : 

-1 -1 
A(q )6ys(t) = B(q )6u(t) 

La loi de commande devient : 

En appliquant les relations du filtrage des compo

santes continues, on a : 

6x(t) = x(t) -

-1 
(l-a} q 

(1-aq- 1
) 

-1 
1-g 6x(t) = - _

1 
x(t-1) 

1- aq 

La loi de commande devient alors, 

en considérant : 6y (t) = 
c 

x(t) 

(1-a)q- 1 

---_-::1- ys ( t) 
(1-aq ) 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 
S(q ) (1-q )u(t) = -R(q ) (1-q )ys (t)+T(q ) (1- q )yc(t) 

-1 -1 
-T(q ) (1-a}q Ys (t) 

Les équation du système bouclé sont donc : 

l[ -1 -1 -1 -1-J -1 -1 -1 } -1] A(q )S(q ) + B(q )R(q } (1-q } + T(q )A(q ) (l-a q 

• u (t) -1 -1 -1 
= A(q )T(q ) (l-a q )yc(t) 

r [A ( q -1 ) S ( q -1 ) + B ( q- 1 ) R ( q -1 ) ] (1-q- 1 ) +T ( q -1 ) B ( q -1 ) ( l-a ) q -1] 

• Ys(t) = B(q- 1 )C(q- 1 ) (l-a q- 1 )yc(t) 

il 
1: 
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Les pôles du systême en boucle fermée seront placés 

si l'on trouve S(q- 1) et R(q- 1), tel que : 

-1 -1 -1 
Les valeurs statiques de Am(q ), B(q ), T(q ) 

étant Am(l}, B(1), T(1), le gain statique sera donné par 

l'équation suivante : 

T ( 1) • B (1} • (1-a) = Am ( 1} 

Am(l) 
soit T(1) = 

B(l) • (1 - a) 

Exemole : 

Soit le système 

A 1 
-1 -2 

= + a1q + a2q 

s 1 + s1a -1 + s2q-2 = 
B = blq-1 + b2q-2 

R ro + -1 = rlq 

- -1 2 
Am = (1 - aq ) 

Le système à mesurer s'écrit . . 

1 0 b1 0 l Sl à1 - a - a 1 + 1 l 
(a 1-1} 1 (b2- bd b, j 52 àraa 1-b 1 •T(l) • (l-a) +a 1-a2 ! --
(a2-ad (a 1-1} (-b2) 

(b:b-~'1 
r a3-aa2-b2 •T(l} • (1-a} 0 

(-a2} (a2-ad 0 -rl - aa 3 
Jl 
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6T 

Fig • 21b- Réponses de la méthode de régulation adaptative monovariable utilisant l'élimination des composantes 
· continues par la méthode dite des moyennes glissantes 

-ex a (1 -1 
~(t) 

x (t) 1 - -I 
~ cxq 

' 

\ 

Fig. 2lbl - Schéma de principe de filtre à moyennes 
glissantes. 
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III .E - Eff·e·t· de la sat·uration sur la température de 

résistance. 

Dans les fours électriques, la température des 

résistances ne doit pas dépasser la limite de fonction

nement imposée par le fabricant du four, car sinon, il y 

aurait risque de destruction de cet élément. Il est donc 

nécessaire de contrôler à tout instant la température 

des résistances. Cela peut se faire en mettant en 

parallèle un second régulateur adaptatif contrôlant 

la température des résistances. Pour ce régulateur, nous 

devons écrire un modèle mathématique de la forme : 

-1 -1 
A (q ) .y (t) = Br(q ) .u(t) 

r r 

YR (t) étant la température de résistance, 

u(t), la commande calculée par le régulateur adap

tatif contrôlant la température du coeur de charqe. 

Nous pouvons donc prédire la température de résis

tance à partir de la commande calculée par le réqulateur 

adaptatif réglant la température de la charqe. Si la 

prédiction de cette température est supérieure à celle 

autorisée, alors on calcule une nouvelle commande devant 

satisfaire les limites de fonctionnement recommandées. 

Les modèles mathématiques employés sont les suivants : 

1) Modèle initial pour la température de résistance Tr : 

y(t) - 1.27y(t-l) + 0.28y(t-2) = 0.004u(t-1) - O.OOlu(t-2) 

2) Modèle initial pour la température de charge T 
c 

. . 
y(t) - 1.789y(t-l) + 0.789y{t-2) = 0.015u(t-1)-0.002u{t-2) 
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Les étapes de l'algorithme de commande sont les 

suivantes : 

1 - Lecture de la température limite pour T 
r 

et lecture de la consigne pour T 
c 

2 -Choix d'une trace pour l'estimation Tr et d'une 

constante de temps pour les moyennes glissantes 

de Tr 

3 -Choix d'une trace pour l'estimation de Tc et d'une 

constante de temps pour les moyennes glissantes 

de T 
c 

Boucle de simulation 

4 - Estimation des paramètres des modèles mathématiques 

correspondant à Tr et à Tc 

5 - Calcul de la commande pour Tc 

6 - On vérifie que la commande calculée pour T ne c 
conne pas une température de résistance supérieure 

à celle autorisée. Sinon, on procède au calcul d'une 

nouvelle commande de façon à satisfaire aux conditions 

de fonctionnement pour Tr 
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III.F - Conclusion 

Comme on peut le voir sur les essais réalisés, 

l'amélioration des performances est indiscutable, 

comparativement aux résultats obtenus jusqu'alors 

avec les régulations classiques. 

Ces bons résultats ne peuvent s'expliquer que 

par l'emploi d'un régulateur intelligent, capable de 

s'auto-adapter aux évolutions des caractéristiques 

physiques du système à commander. La fig. 23 permet 

notamment d'apprécier l'efficacité de la commande 

adaptative relative au régulateur classique PID, les 

dépassements étant systématiquement beaucoup mieux 

mattrisés avec une rapidité de réponse nettement amé

liorée. 

Un inconvénient de la commande adaptative à 

placement de pôles est qu'elle présente une certaine 

fragilité numérique due à la détermination explicite 

des coefficients du régulateur. La méthode de placement 

des pôles par l'approche polynomiale est peu robuste 

et se trouve pratiquement limitée aux systèmes de 

degrés 3 ou 4. Un moyen d'éviter ces ennuis est de 

viser des trajectoires stables données par le placement 

des pôles et de minimiser l'erreur par rapport à ces 

trajectoires en s'inspirant des méthodes de commande à 

critère quadratique et, plus particulièrement, des 

méthodes dites de commande prédictive généralisée. Ces 

méthodes font l'objet du chapitre suivant. 
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IV.A - Préliminaires 

La méthode de commande que nous allons analyser 

dans les pages suivantes ne repose pas sur le calcul 

explicite des coefficients d'un régulateur, contrairement 

à ce que nous avons fait jusqu'à présent, mais sur la 

minimisation d'un crit~re quadratique portant sur les 

écarts entre les prévisions des variables à régler et 

les prévisions des consignes futures. D'ailleurs, une 

telle méthode de commande s'apparente, à bien des égards, 

à la commande humaine qui a pour principe de trouver, à 

l'instant présent, la commande qui satisfasse le mieux 

des objectifs futurs. L'intérêt de cette formulation est 

de pouvoir définir pratiquement la qualité d'une régulation 

par quelques paramètres tels que les horizons de prédictions 

sur les variables à régler et les coefficients de pondé

ration sur les commandes. 

Aussi, avons-nous trouvé intéressant d'utiliser 

le principe de cette méthode pour satisfaire des objectifs 

de commande différents, notamment minimiser les erreurs 

de comportement des grandeurs entrées-sorties par rapport 

à des modèles de références stables. Les trajectoires 

visées pouvant être décrites de façon simple par l'utili

sateur de la régulation, par exemple sous la forme de 

constantes de temps. 

Nous avons, par la suite, étendu cette méthode de 

commande au cas des systèmes variables dans le temps. 

Nous utiliserons, pour de tels systèmes, l'algorithme 

d'estimation décrit au chapitre II incluant les notions 

d'information a priori, l'effet de ressort ainsi que le 

filtrage des données. 
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IV.B - La commande prédictive généralisée traditionnelle 

a) Le prédicteur â j - pas. 

On consid~re un prédicteur à j-pas qu'on met 

sous la forme dynamique linéraire suivante : 

- -1 -1 1 y(t+j) = F.(q )y(t) + G.(q )flu(t-K+j) IEq. III.B1 
J J 

-1 -1 -1 
où Gj(q ) et Fj(q ) sont des polynômes en q 

-1 
f. f. q 

-1 -i 
F. (q ) = + + ......... f .. q 

J JrO Jrl J,~ 

Gj(q-1) -1 -i = gj,o + gjrlq + . . . . . . . . . g .. q 
J,~ 

y(t+j) est la sortie prédite. 

La détermination des coefficients des polynômes 
-1 -1 

Fj(q ) et Gj{q ) peut se faire très simplement en 

résolvant une équation de diophante récursive qu'on 

obtient aisément en utilisant la modélisation mathématique 

du système suivant 

-1 
A(q )fly(t) = 

-1 -NA = 1 + a1q + ••••••.•••• aNAq 

-1 -NB 
= bo + blq + •..••••••• bNBq 

K le retard pur du syst~me 
-I 

fi : l'opérateur différence 1 - q 



- 118 -

En écrivant sous une forme équivalente l'équation 

de prédiction III.Bl et en utilisant l'équation III.B2, 

on obtient : 

j -1 
q y(t) = Fj (q }y(t) 

~ (1 - Fj (q- 1 )q-j] y(t) 

Ces équations se transforment en : 

-1 
en posant Ej(q ) 

soit 1 

= 

-1 
G. (q ) 

J 

1 Eq. III.B3 1 

Il s'agit d'une équation polynomiale. Les inconnues 
-1 -1 

sont Ej(q ) et Fj(q ) 

Pour résoudre cette équation sous forme récurrente, 

on écrit : 

-1 -1 -1 
â(q ).A(q ) =A (q ) = + ••• + 

= 

et = 1 
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La résolution de l'équation III.B3 donne, pour 

i e. [ 1 , deg A J 

avec F.(q-1) 
J 

Ej (q-1) 

f . 
1, ~ 

e .. 
J,~ 

e. 1 J, 

= 

= 

= 

= 

= 

f. 
J,o 

e. J,o 

-a. 
~ 

f. 0 
J 1 

1 

+ f. -1 + q ..... 
)Il 

+ -1 + e. q ...... 
Jll 

b) Détermination d'une commande. 

f. i 
-i q J , 

e. i J, 
q -i 

A partir du modèle prédictif décrit précédemment, 

nous pouvons élaborer une commande qui aura comme mérite 

de minimiser le critère quadratique suivant : 

avec Ê = y (t+K+1) - y(t+K+1) llU c 

. 
y (t+K+j) - y(t+K+j) c 

1 Eq. III.B4j 

= âu (t+l) 

_ âu(t+j) 

L'équation III.B4 différenciée par rapport à allu donne : 

3J 
aâu 

Le minimum de cette équation est donc : 
aÊT .. 

o = aâ u • E + 'Aâ u 

----------------------~ ~---~ 
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D'autre part, l'équation de prédiction, telle que nous 

l'avons envisagée dans le paragraphe (a), peut se mettre 

sous la forme vectorielle simplifiée suivante : 

i = Gi11JJ + p 

G représentant l'ensemble des termes intervenant dans 

les commandes futures 

P représentant l'ensemble des termes passés de commandes 

et de la sortie à régler 

,.. 
avec y 

G = 

= 

gl 

g2 

. . 

y (t+K+l) 

1 
1 

,.. j 
y(t+K+y) 

g1 

g. . ........ gl 
J 

p = 

·y (t+K+l) c 

y (t+K+j) c 

f 1 , 1 •••• gK, 1 

. . 
f1 ..... gK . ,J ,J 

ys 

Ys 

Ys 
u 

A partir de cette équation de prédiction vectorielle, 

nous avons 

= 

L'équation de commande s'écrit donc : 

àU = IEq.III.B4l 

(t-l) 

(t-2) 

(t-NA} 

(t-K) 
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Un des aspects intéressants de la commande prédic

tive généralisée, telle que l'a présentée CLARKE, est de 

supposer que les variations des commandes sont nulles 

à partir du rang Nu inférieur à l'horizon de prédiction Ny 

sur les sorties. 

En supposant donc que 6u(t+Nu) = •••• 6u(t+Ny) = 0 

on peut réécrire l'équation III.B4 sous la forme suivante 

IEq. III.BSI 

avec GR une matrice carrée de dimension (Nu•Ny) 

Lorsqu'on prend Nu= 1 (la majorité des cas), on a 

[ T J GR • GR + Àl scalaire, ce qui permet une économie 

remarquable de la quantité de calcul. 

D'autre part, le facteur de pondération À dans 

l'équation de commande permet d'obtenir une commande 

stable, même si le système à régler a son inverse instable. 

En d'autres termes, on peut espérer trouver un terme 

de pondération qui permettra à la matrice 

• T 
d'être inversible dans le cas où la matrice LG R•GR] 

ne l'est pas. 

L'intérêt de l'équation III.BS est de minimiser 

directement les variations de la commande afin d'obtenir 

une solution sans erreur statique. 
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IV.C - La commande prédictive avec double modèle de référence. 

L'idée que nous allons introduire est de permettre 

l'extension des méthodes de commande adaptative du type 

prédictive généralisée au problème de poursuite de modèle 

et au problème de régulation : 

- le problème de poursuite est défini quand yc(t) varie 

et quand il ne se présente pas de perturbation sur la 

sortie. 

- le problème de régulation est défini quand la consigne 

ne varie pas et qu'il se présente une perturbation sur 

la sortie. 

Un moyen de résoudre un tel problème consiste à 

prendre comme référence de comportement un double modèle 

de référence sur la variable à régler et la variable de 

commande. Pour que cette double référence de comportement 

soit réalisable sans erreur, il est nécessaire que chaque 

modèle de référence comprenne une partie variable dépendant 

des caractéristiques du système identifié. (Irving 84) 

suit : 

Les modèles de référence sont donc définis comme 

Am(q-1) y(t) = B(q-1) C (q-1) yc(t) q-K 

Arn(q- 1) u(t) = A(q- 1) C (q- 1) yc(t) 

Or, nous définissons une erreur de comportement de ces 

modèles, soit : 

e (t) = Arn(q- 1)y(t) - B(q- 1) C(q- 1) yc(t) q-K 
sy 

esu(t) = Am(q- 1)u(t) - A(q- 1) C(q- 1) yc(t) 
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Ces modèles de référence sont stables parce que 
-1 

Am(q ) est un polynôme stable donné par l'utilisateur 
-1 -1 -K 

et, d'autre part, parce que les termes B(q )C(q )yc(t)q 
-1 -1 

et A(q )C(q )yc(t) sont stables, quelq que soient 
-1 -1 -1 

B(q ), C(q ), A(q ) pour yc(t) constant. 

La commande que nous réalisons avec l'algorithme 

de commande prédictive à double modèle de référence, est 

la superposition de deux commandes de natures différentes. 

Une commande réalisée à la suite d'un objectif de pour

suite : cette commande ne contient pas de termes de 

réaction et peut être assimilée à une commande en boucle 

ouverte. La seconde commande est réalisée à la suite 

d'un objectif de régulation : cette commande est élaborée 

à partir d'un régulateur implicite qui place les pôles 

du système en boucle fermée. 

a) L'objectif de poursuite 

Pour cela, considérons les erreurs de comportement 

nulles. Les modèles de référence visés sont donc exactement 

-1 -1 -1 -K 
Am(q )yM(t) = B(q )C(q )yc(t)q 

-1 -1 -1 
Am(q )uM(t) = A(q )C(q )yc(t) 

Le système que nous poursuivons est de la forme 

y (t) 

or, '\i(t) = 

= -K q 
B (q -1) 

A (q -1) 

-1 -1 
A(q ) C(q ) 

~(t) 

Yc (t) 



On obtient y (t) = q 
B (q-1) 

-K 
A(q-1) C(q-1) 

Arn(q-1) 
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d'où yM(t) = y(t) 

Donc, les modèles de référence de sortie et de 

commande sont bien compatibles et, d'autre part, l'objectif 

de poursuite de modèles est bien réalisé. 

b) L'objectif de régulation 

Le régulateur implicite qui place les pôles est 

de la forme : 

-1 
S(q )u(t) = 

-1 -1 
- R(q )y(t) + C(q )yc(t) 

Le système en boucle fermée est donc : 

= 
-1 -1 

B(q )C(q )yc(t)q 

= 
-1 -1 

A(q )C(q )yc(t) 

Les modèles de référence étant réalisés, on a 

-1 
Am(q )y (t) = 

-1 -1 -K 
B(q )C(q )yc(t)q 

A(q- 1)C(q- 1)y (t) 
c 

-1 
Am(q )u(t) = 

L'objectif de régulation est bien atteint. 

Nous pouvons calculer une commande qui satisfasse 

la minimisation d'un critère quadratique portant à la fois 
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sur les prévisions des écarts entre les modèles de réfé

rence des sorties à régler et de ces sorties prédites, 

et aussi sur les écarts des modèles de référence de 

commande et les commandes à appliquer. 

Les modèles de référence étant ceux définis par les 

trajectoires du placement de pôles, soit 

= 

-1 
Am(q }u(t) = 

-1 -1 
A(q )C(q )yc(t) 

Le critère quadratique s'écrit donc : 

J 
AT ,.. T 
E sy • Esy + ÀE su • Esu 1 Eq • II I • C 1 1 = 

La commande recherchée sera telle que = 0 

aJ 
avec = 

aE su 

0 = 

avec E = su 

= 

aÊT 
2 __!El E . 

aE su 
sy 

aÊT 
sy E 

aE sy 
su 

-1 
Am(q )u(t) 

-1 
Am(q }u (t+Ny) 

-1 
Am(q )y(t+K+l) 

. 

a ET 
+ 2À su 

Esu • 
aE su 

a ET 
+ À su • E 

aE su 
su 

-1 -1 
- A(q )•C(q )•yc(t} 

-1 -1 
- A(q }•C(q }•y (t+Ny) c 

-1 -1 ' 
B(q )•C(q )•y (t+K+l) c 

. . 
Am(~- 1 )y(t+K+Ny)- B(q- 1 }•C(q- 1 )•y (t+K+Ny) c 
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Or, comme précédemment (cf.§ VI.b), un modèle 

prédictif des sorties peut être considéré : 

soit i 
y 

i 

= GO + P 

étant le vecteur des prédictions des sorties 

=- y(t+K+l) U = u(t) 

y(t+K+Ny) u(t+Ny) 

G représentant l'ensemble des termes intervenant dans les 

commandes futures 

P représentant l'ensemble des termes passés de commande 

et de sorties. 

p = 

. 
• • • • • • • • • • • g 1 

f ••••••••• 
1rl 

ys (t-l) 

Ys (t-2) 

y 
5 

(t-NA) 

u (t-K) 

Essayons de réécrire l'expression du critère III.Cl 

en fonction des sorties et des commandes 

... 
E 

sy 

i:sy 

-1 -1 -1 -1 -K 
= Am(q )GU + Am(q )P - B(q )C(q )Yc q 

-1 -1 -1 -1 -1 -K = GE + GA(q )C(q )Y + Am(q )P-B(q )C{q }Ycq su c 

On obtient : 

= 
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L'expression du critêre minimis~ s'~crit donc : 

... -1 -1 -1 -1 -1 
G E + GA(q )C(q )Y + Am(q )P - B(q )C(q ) sy c 

+ ÀE su 

Or, si l'on admet qu'à partir de l'horizon Nu 

on a les erreurs de pr~visions sur les trajectoires de 

commande toutes nulles, 

soit esu (t+Nu)= •.••••••••••••••••••••.•• esu (t+Ny) = 0 

l'expression du critère peut donc s'~crire sous forme 

réduite de la façon suivante : 

Esur = [GTR GR+ À!] GTR ·[ C(q-1)B(q-1)q -K yc 

- A(q- 1)C(q- 1)GYc - Am(q- 1 )PJ 

Cas particulier 

Supposons que l'on commande un modèle de simulation 

identique au modèle mathématique représentant le système. 

Dans ce cas, nous vérifions ce que devient la loi de com

mande 

Esur= fGTR GR+ ).!]-1 GTR [B(q-1)C(q-l)q-K yc 

- G A(q- 1)C(q- 1)Yc- Am(q- 1)PJ 
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Cette relation s'écrit, dans le cas considéré : 

Esur= [ GTR.GR + >-Ij-: GTR [ Am(q-1) Y- G Am(q-1) D 

- Am(q- 1) PJ 

E = sur [GTR.GR + >-I -11-GTRI Am(q-1)GD + Am(q-I)P+Am(q-1) 

• GU - Am(q- 1 )P] 

Lorsque le rrodèle de simulation correspond au modèle 

mathématique employé, on a, quels que soient les horizons 

de prédiction sur les sorties ou sur les commandes, et 

quel que soit le coefficient de pondération : 

E = Ê = 0 sur sy 
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IV.D -L'équation de commande avec filtrage des erreurs 

de prédiction. 

Considérons les cibles suivantes : 

êsy =Am (q- 1)y(t) - B(q- 1)C(q- 1) Yc 

A -1 -1 -1 
Esy = Am(q )Y - B(q )C(q ) Yc 

-1 -1 
et Qy(q )Esyf = Py(q )Esy 

esu = Am(q-1)u(t) - A(q-1)C(q-1) Yc 

Esu = Am(q-1) U - A(q-1)C(q-1) Yc 

d'autre part, le système s'écrit : 

avec = A( -1)P ( -1)Q ( -1) q u q y q 

= B( -1)P ( -1)Q ( -1) q y q u q 

On trouve que 

-1 A 

A' (q )e f(t) sy 

Le critère considéré est : 

= 

J = 
AT 
~ syf 

• Ê 
syf 

-1 
B' (q )esuf(t) 

+ ).ET E 
suf • suf 
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Or, on peut écrire . . 

Esyf = GE + p suf 
A T T aE aE f aJ syf su 

= 2 • E + 2 • Esuf aE suf aE suf syf aE suf 

Esuf = -[GTG + ).I] GT•P 

si e (t+Nu) = . . . . . . . . . . . . . . . . esu (t+Ny) = 0 su 

E = -[ GT R •GR + ).I] • GT R •P sur 
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IV.E - La commande adaptative prédictive à multiples 

modêles de référence. 

Nous consid~rons des systèmes dont le comportement 

entrées-sorties est inconnu ou variable dans le temps 

et nous souhaitons commander de tels systèmes avec la 

méthode de commande prédictive à multiples modêles de 

référence décrite précédemment. 

Le modèle mathématique décrivant le système sera 

de la forme : 

,.. -1 ,.. -1 
A{t, q )y{t) = B{t, q )u(t) 

avec 

,.. -1 ,.. -NA 
= 1 + a 1 (t)q + •••••••••• + aNA(t)q 

,.. -1 
B(t, q ) 

,.. ,.. -1 ,.. -NB = bo(t) + b 1 (t)q + •••••• + bNB(t)q 

Les modèles de référence utilisés seront : 

Arn(q- 1 jy(t) = 

Arn(q- 1 )u(t) = 

,.. -1 ,.. -1 
B(t, q )C(t, q )yc(t) 

Â(t, q- 1 )ê(t, q- 1 )yc{t) 

L'équation du prédicteur vérifiera : 

,.. 
E sy = GE 

,. 
+ p 

su 



La loi de commande s'écrira donc : 

= 

A ,. 
G = g1 p = 

A A 

fNy······· fNY,NAgK,NY 
A 

0 
A 

gNY. • • • • • • • • g 1 
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y~ (t-N~ 

u (t-K) 

L'algorithme d'estimation employé est celui décrit 

au chapitre II.E •• Cet algorithme utilise les notions 

de ressort de rappel et d'information a priori, ainsi 

que les notions de filtrage de la fonction de transfert 

pour des pas de temps petits. 



- 134 -

IV.F - Commande prédictive sous for.me d'état. 

A(q- 1)z{t) = u(t) 

-1 
= Bi (q ) z (t) avec 1 < i < NYS 

y. (t) sont les états accessibles 
1 

z(t) est l'état partiel 

NYS : le nombre de sorties considérées. 

Les modèles de référence sont : 

Le critère est le suivant 

avec E 

NYS 

J = L ( E T • E ~ + ÀE T • E 
. syi syi su su 

syi 

i:)J 

i:lE su 

= 

= 

1=1 

G.E + P. 
1 syi 1 

NYS êE 
L ( 2 aE sy i 

su 

T 

i=1 

• E ) + 2 ÀE 
syi su 

La loi de commande s'écrit : 

NYS NYS 

= - l. [ l ( GiGTi)+ ÀI J • GT • P. 
i 1 

i=l i=1 

u(t) = -1 -1 
u(t) - A(q )C(q ) yc - esu(t) 
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IV.G - Quelques simulations de commandes à double modêle 

de rêfêrence. 

I - Prêsentation des simulations. --------------

* Dans une première approche, le systême à rêgler 

vêrifie les hypothêses suivantes : 

a) monoentrée et monosortie 

b) le systême simulé est linéaire à paramêtres 
invariants et parfaitement connu (pas d'estimation) 

c) il est considéré non bruité 

d) le modêle de simulation est le même que le modêle 
mathématique représentant le système. 

* Dans un deuxiême temps, le systême à rêgler est 

différent du modêle mathématique. L'estimateur est à trace 

constante. Des saturations sur la commande sont utilisées 

pour rendre les essais plus proches de la réalité physique. 

* Dans un troisième temps, les essais concernent 

le régulateur adaptatif avec multiples modèles de référence 

sous forme d'état. 
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II - Essais sur modèles exacts. ----- ------
Nous comparons des résultats obtenus avec la méthode 

de commande prédictive généralisée classique et les résultats 

obtenus avec la méthode de commande prédictive avec modèles 

de référence pour différentes constantes de temps du modèle 

de référence. 

~;-------------------------------------------------------------~ 
.-:-

'~ 

~~------------~ 
0 

-

8 
..: -
~ a) la commande 
0~----~----~----~------r-----~----~----~----~----~----~----~----~ 
0 0.0 5.0 10.0 JS.O 2!1.0 25.0 30.0 36.0 10.0 'tS.O 50.0 55.0 60.0 

8 . 
~ 
~ 
1 
1 
~ 

. 

. 
; 

1 
Q 

~ 

().0 

Al\ A 

vvv~ 

·- b) la sortie 

5.(1 10.0 15.0 21l.O 25.0 30.0 35.0 10.0 15.0 50.0 55.0 

Fig. 24a 

La méthode de commande est la commande prédictive 
généralisée de CLARKE. 

Le système est A(q- 1)y{t) = B(q- 1)u(t) 
-1 -1 -2 avec A(q ) = 1 + 0.8 q + 0.15 q 

B(q-1) = q-1 + 0.7 q-2 

Horizon sur la commande . 12 

~ 
. 

Horizon sur la sortie . 6 . 
1 Coefficient de pondération . 10- 3 . 

Consigne . 1 . 
Courbe a) la commande 
Courbe b) la sortie 

. 
60.0 
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a) la commande 
JO.O 15.0 20.0 25.0 30.0 l!S.D 41J.D E.D SJ.D 55.0 

b) la sortie 

10.0 .~.0 <:0.0 25.0 3ù.O 35.0 1(1.0 1'5.0 5CI.O 55.0 

Fig. 24b 

La méthode de commande est la commande prédictive 

généralisée avec multiples modèles de référence. 

Le système est A(q-I)y(t) = B(q-I)u(t) 

avec A(q-I) = 1 + 0.8 q-I + 0.15 q- 2 

B(q-I) =q-I + 0.7 q-2 

Le modèle de référence est : 

Consigne = 1 

-I 2 
= (1 - 0.8 q ) 

Courbe a) la commande 
Courbe c) la sortie 

liD.D 

6G.G 
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a) la commande 

10.0 15.0 20.0 ~.0 30.0 36.0 -tO.O 45.0 60.0 Sb.O 60.0 GS.O 10.0 75.0 so.o 

b) la sortie 

10.0 IS.O 20.0 25.0 30.0 35.0 -tO.O 45.0 so.o 55.0 so.o 65.0 70.0 75.0 80.0 

Fig. 24c 

La méthode de commande est la commande prédictive 

généralisée avec multiples modèles de référence. Le système 

est : 

A(q- 1 )y(t) = B(q-I)u(t) 

avec A(q-I) = 1 + 0.8 q-I ~ 0.15 q- 2 

B(q-I) =q-I + 0.7 q-2 

Le modèle de référence est, celle fois-ci: 

Am(q-I) 

Consigne = 1 

= 
-I 2 

(1 - 0.6 q ) 

Courbe a) la commande 

Courbe b) la sortie 

rBu\ 
~ 
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a) la conunande 
1..-, 

10.0 15.0 20.0 25.0 30.0 35.0 tO.O 15.0 50.0 ss.o 60.0 

b) la sortie 

JO.O 15.0 20.0 25.0 30.0 35.0 tO.O 15.0 50.0 55.0 

Fig. 24d 

La méthode de commande est la commande prédictive 
généralisée avec multiples modèles de référence. Le 
système est : 

A(q- 1)y(t) = B(q-1)u(t) 

avec A(q- 1) = 1 + 0.8 q- 1 + 0.15 q- 2 

B(q-1) = q-1 + 0.7 q-2 

Le modèle de référence est, cette fois-ci : 
Arn(q- 1

) = (1 - 0.2 q- 1 )
2 

Courbe a) la commande 
Courbe b) la sortie 

Remarques : 

.60.0 

1/ Ces essais montrent l'importance des modèles de référence 
tant pour la sortie que pour la commande. 

2/ Dans ces simulations, lorsque nous avons employé la 
méthode de commande prédictive avec modèle de référence, 
nous n'avons pas précisé les horizons de prédiction, car 
le modèle de simulation étant le même que le modèle mathé
matique du régulateur, la loi de commande est vraie, 
quels que soient les horizons. 
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III. - Essai sur modèle math~matique diff~rent du modèle 

simul~. 

Nous consid~rons le cas d'un système instable de 

la forme (cf. fig. 25) 

y(t) = 1.71 y(t-1) - 1.11 y(-2) + 0.41 u(t-1) 

Le système estimé au départ est de la forme 

y(t) = 10 u(t-1) 

La consigne est de 30. 

Les caractéristiques de la commande sont les sui

vantes : 

-Coefficient de pondération ••••••..••.•. 0,001 
-1 2 

-Modèle de référence ••••.•.••.••.••..•• (1-0,Bq ) 

- Horizon de prédiction sur les commandes 1 

-Horizon de prédiction sur les sorties .• 10 

Nous avons mis des limitations sur la commande 

- La saturation minimale est de - 50 

- la saturation maximale est de + 100 

Remarque 

En résumé, il faut que la vitesse relative de 
convergence de l'erreur de ~révision soit plus 
grande que la vitesse de divergence des variables 
d'entrée et de sortie pour que la valeur absolue 
de l'erreur de prévision converge. 
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IV. - Essais du r~gulateur adaptatif à mono entr~e et 

multi sorties 

Le système à r~gler est un modèle math~matique 

possédant deux sorties et une entrée de la forme {cf. fig. 26) 

A ( q -l) z (~) = u ( t) 

Yl(t) = Bl(q- 1 )z(t) 

Y2(t) = B2(q- 1 )z(t) 

Yl(t) est la variable à régler 

z(t) est l'état partiel. La stabilisation de cette variable 

implique la stabilisation de toutes les variables de la 

boucle fermée. 

Le système considéré possède un zéro instable et 

un intégrateur, soit 

z (t) 

} yJ{t) 

lY2(t) 

= u(t) - 1.9 z(t-1) + 0.9 z(-2) 

= -0.082 z(t-1) + 0.0838 z(t-2) 

= z(t) - 0.9 z(t-1) 

L'estimateur est initialisé à : 

z (t) 

{
y 1 (t) 

Y2 (t) 

= u(t) - 1.8 z(t-1) + 0.8 z(t-2) 

= - 0.16 z(t-1) + 0.168 z(t-1) 

= z(t) - 0.8 z(t-2) 

Les caractéristiques de la commande et de l'estima

tion sont les suivantes : 

-horizon sur la commande •••.••• 1 
-horizon sur les sorties ••.•••• 30 (>au déphasage) 
-coefficient de pondération •••• 10-j 

Nous constatons le bon comportement du régulateur 

adaptatif malgré la présence dans le système d'un zéro 

instable et de l'intégrateur. 
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IV.H - Conclusion. 

La robustesse en rêgime transitoire des mêthodes 

de commande adaptative avec identification n'était pas 

toujours satisfaisante, à cause de leur structure poly

nomiale. Il semble maintenant acquis qu'une méthode de 

commande portant sur des trajectoires visées par minimi

sation d'un critère quadratique offre des garanties 

supérieures de robustesse par rapport aux méthodes 

adaptatives classiques. D'autre part, on remarque qu'en 

se référant à des modèles de trajectoire de commande 

stable et à des modèles de trajectoire de sortie stable, 

nos critères d'exigence pour les sorties et les commandes 

sont plus facilement réalisables. 

Il est intéressant de remarquer qu'un tel concept 

de commande automatique correspond à une réalité physique. 

La détermination d'une commande assurant "le meilleur 

compromis" entre certaines performances possibles, peut, 

selon les problèmes, être considéré comme une faculté 

supplêmentaire de la technique de contrôle automatique. 

D'autre part, le concepteur de la régulation peut donc 

définir pratiquement la qualité de sa régulation en jouant 

sur quelques paramètres : le coefficient de pondération, 

l'horizon de prévision sur les sorties, l'horizon de 

prévision sur les commandes. 

Comme nous le voyons, cette méthode de commande 

est capable de satisfaire des critères de qualité qu'on 

ne peut pas envisager avec les méthodes de réglage adap

tatives classiques. Aussi, nous avons testé cette méthode 

de commande sur un grand nombre d'applications et nous 

avons pa en vérifier sa souplesse d'utilisation. 



TROISIEME PARTIE 
----------------

LES SIMULATIONS 
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Présentation des simulations. 

Nous présentons des résultats de simulation sur 

modèles physiques concernant la méthode de commande 

adaptative à multiples modèles de référenc·e. 

Comme nous le verrons, cette étude a un rôle très 

important à jouer dans la synthèse d'une structure de 

commande basée sur les performances d'un critère quadratique 

dans le cas de procédés physiques. 

Le critère à minimiser n'est alors qu'un simple 

intermédiaire de calcul mathématique dont les paramètres 

ne peuvent être ajustés convenablement qu'au moyen d'une 

étude de performances en simulation. 

Ces simulations concernent trois systèmes 

- un four électrique 

- une antenne radar 

- un engin volant. 
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A. LE FOUR ELECTRIQUE. 

Dans les pages suivantes, nous comparons des 

essais effectués sur le modèle physique du four avec 

bruit (o 2 = 0.4). 

Des retards supplémentaires sont ajoutés dans le 

modèle physique (40 s). Le régulateur avec double modèle 

de référence est utilisé. L'estimateur comporte des 

termes de stabilisation sur les paramètres et sur la 

ma!trise de covariance. 

La température initiale est de 26°C. 

Les consignes sont 700°C et 1200°C dans les cas 

considérés. 

Le modèle de référence est le suivant : 

-1 2 
( 1 - 0. 75 q ) 
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Fig. Al 

Modèle mathématique 

-1 
B(q )flu(t) 

Horizon sur la commande : 1 

Horizon sur la sortie 10 

Coefficient de pondération 10- 3 

Trace de l'estimateur 100 

Fig. A2 

Modéle mathématique 

-I 
B(q )u(t) 

Horizon sur la commande . 1 . 
Horizon sur la sortie . 10 . 
Coefficient de pondération 10- 3 

Trace de l'estimateur 100 

Remarque : Nous observons que pour les mêmes paramètres 

du régulateur, les essais sur le modèle 

mathématique sans intégrateur donnent des 

commandes moins agitées. 
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Fig. A3 

Modèle mathématique 

A(q- 1 }y(t} = B(q- 1 }u(t) 

Horizon sur la commande 1 

Horizon sur la sortie 12 

Coefficient de pondération 10 
-3 

Trace de l'estimation 100 

Fig. A4 

Modèle mathématique 

-1 -1 
A(q }y(t) = B(q )u(t) 

Horizon sur la commande 4 

Horizon sur la sortie 12 

Coefficient de pondération 10- 3 

Trace de l'estimateur 100 

Remarque Nous observons, par rapport aux essais précé

dents, que pour un même coefficient de pondé

ration et pour un même modèle mathématique, 

les commandes et les sorties sont moins agitées 

en prenant un horizon sur la commande légèrement 

plus grand (4). 
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Fig. AS 

Modèle mathématique 

Horizon sur la commande 4 

Horizon sur la sortie 12 

Coefficient de pondération 10- 3 

Trace de l'estimateur 100 

Fig. A6 

Modèle mathématique 

-1 -1 
A(q )y(t) = B(q )u(t) 

Horizon sur la commande 4 

Horizon sur la sortie . 12 . 
Coefficient de pondération 10- 3 

Trace de 

Remarque 

l'estimateur 100 

Nous observons, par rapport aux essais précédents, 

que pour un même coefficient de pondération et 

pour un modèle mathématique sans intégrateur, 

les commandes et les sorties sont moins agitées 

en prenant un horizon de commande légèrement 

plus important (4) et un horizon de sortie 

légèrement plus grand (12) que dans les fig. 

Al et A2. 
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B. COMMANDE ADAPTATIVE D'UNE ANTENNE RADAR. 

a. Présentation du problème. 

Nous nous proposons d'asservir en position une 

antenne radar. Les mesures de positions de cette antenne 

sont fournies sous forme d'angle de site et de gisement 

correspondant à un mouvement de l'antenne suivant 

deux axes de rotation : un axe de site et un axe de 

gisement autour desquels s'effectuent des rotations, 

respectivement dans un plan vertical et dans un plan 

horizontal. 

Le problème est traité sous forme monovariable, 

c'est-à-dire qu'on suppose le découplage parfait des 

deux mouvements. D'autre part, l'antenne considérée peut 

être assimilée à un système variable dans le temps, du 

fait des couples moteurs fonction de jeux variables 

intervenant dans les moteurs et du fait de l'inertie 

variable fonction de la position en site. Les paramètres 

du système variant lentement dans le temps, nous nous 

sommes demandé si l'utilisation d'une commande adaptative 

à multiples modèles de référence ne pourrait pas améliorer 

la qualité du réglage en position de l'antenne. 

b. Synthèse de la loi de commande. 

Le système à commander est modélisé par le modèle 

déterministe suivant 
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y(t) étant soit l'angle de site ou l'angle de gisement 

-1 -1 -1 
A(q ) et B(q ) étant des polynômes en q 

Leurs degrés ont été déterminés par l'analyse des 

réponses du système en boucle ouverte. 

La fig. BI représente la réponse du système en boucle 

ouverte â un échelon de commande. 

La fig. B2 représente la réponse indicielle du système 

soumis à une perturbation. 

L'analyse de ces réponses indique que le système répond 

comme un intégrateur moyennant une déformation élastique. 

Dans le cas de la perturbation, nous assistons à l'augmen

tation de l'amplitude de l'oscillation. La perturbation 

est un vent de 20 rad/s. 

La méthode de commande utilisée pour asservir en position 

l'antenne est la commande prédictive à multiples modèles 

de référence. Le modèle de référence est choisi de façon 

que le système réponde en une seconde à un échelon de 

consigne. La période d'échantillonnage du système est de 

100 ms- 1 • 

Le régulateur adaptatif utilise un estimateur avec ressort 

de rappel. Le modèle préprogrammé est celui utilisé 

pour initialiser le modèle mathématique du système de 

commande, la constante de temps du ressort de rappel étant 

mise à 0.05. 
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c. Simulation du systême commandé 

Comme nous l'avons signalé auparavant, le système 

possède un intégrateur et une déformation élastique 

modélisable par un systême d'ordre 3. 

Le modèle mathématique le plus représentatif du 

système est donc d'ordre 4. 

Nous initialiserons l'algorithme de commande 

adaptative à multiples modèles de référence avec la reoré

sentation mathématique suivante : 

y(t) = - 0.58669 y(t-1) + 0.092898 y(t-2) 

- 0.0032795 y(t-3) - 0.482271 y(t-4) 

- 0.46253 u(t-1) + 0.190365 u(t-2) 

+ 0.143759 u(t-3) - 0.05999 u(t-4) 

Au modèle physique de simulation, nous avons ajouté 

en sortie un léger bruit d'écart type 0.06 et de moyenne 

nulle . 

~--------------------------------------------------------------------
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Fig. B3 - Réponse du système en boucle fermée en utilisant 
le régulateur adaptatif à multi-modèles de référence 
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d. Simulation sans perturbation 

Sur la fig. B3, nous voyons le bon comportement du 

système bouclé à des échelons de consigne de niveaux 

différents, les horizons de prédiction étant 1 pour la 

commande et de 10 pour la sortie. 

-3 
Le coefficient de pondération choisi étant 10 

e. Simulation avec perturbations 

Nous envisageons dans ce cas qu'un coup de vent 

de 20 rad/s perturbe le système. Cette perturbation rapide 

modifie l'état interne du système. Les frottements vis

queux et secs de la crémaillère et du moteur font appa

ra!tre des non linéarités importantes. C'est un tel essai 

que nous avons reproduit après stabilisation du système 

en boucle fermée (fig. 84). La perturbation est appliquée 

à la 40ème itération. 

L'oscillation due au coup de vent ne peut être tuée 

instantanément à cause des non linéarités intervenant 

dans les parties mécaniques du système. 

Fig. B6 - L'effet des perturbations des pics de 

courant dans le moteur. 

Fig. B7 -Nous observons l'effet des jeux au niveau 

des couples moteurs. 

Fig. B8 -Nous montrons l'utilité du ressort de 

rappel. Il évite la dispersion des paramètres dans une 

telle configuration. 
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C. CAS DU MISSILE 

a. Présentation du problème 

Nous traitons, dans cette partie, la mise en oeuvre 

de la commande auto-adaptative pour le problème du 

pilotage en lacet d'un missile. Pour ce faire, nous 

disposons, pour un point de vol donné (Mach, altitude, 

centrage, incidence) des caractéristiques du missile. 

Les paramètres du modèle sont supposés connus avec 

certaines dispersions. Actuellement, les réglages sont 

faits sur le modèle nominal, en prenant des marges suf

fisantes pour que le modèle dispersé passe encore. Une 

commande adaptative présenterait le double avantage, 

si l'on fait l'hypothèse que les dispersions de modèles 

sont aléatoires d'un missile à l'autre, mais const~fes 

pendant tout le vol du missile, 

1) de ne pas se pénaliser lorsque les dispersions 

sont faibles, 

2) de réagir lorsque les dispersions sont plus 

importantes que prévues. 

Par la méthode de coromande autoadaptative, on veut 

disposer d'une loi de commande assez souple permettant 

notamment de choisir 

le temps de réponse du système, 

- la qualité du réglage. 

b. Hypothèse 

Les coefficients aérodynamiques du modèle missile 
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dispersé sont des variables aléatoires gaussiennes de 

moyennes e~ d' écarts ty?es connus. On suppose, dans un 

premier temps, que le missile n'est soumis à aucun bruit. 

·La modélisation pourra être effectuée par un rnod~le 

déterministe. D'autre part, nous admettrons qu'au cours 

du vol du missile en phase croisière tous les paranètres 

du missile tels que la masse, la vitesse sont constantes. 

c. Mise en oeuvre de la loi de commande 

Nous considérons le système à régler vérifiant 

les hypothèses suivantes : 

- mono-entrée (u) , mono-sortie (y) 

- système linéaire à paramètres variant avec 

certaines dispersions inconnues 

- pas de bruits sur les mesures. 

Le problème est de trouver une commande telle que 

le système bouclé satisfasse à certaines contraintes fixées 

d'avance 

nulle. 

temps de réponse à respecter, erreur de statisme 

La loi de cowmande utilisée est la commande adap

tative à multiples modèles de référence, le système étant 

le suivant : 

avec y(t) l'accélération latérale exécutée 

u(t) le braquage des gouvernes commandé 

avec A(q-1) un polynôme de degré 2 
B (q- •) un polynôme de degré 4. 

L'aspect adaptatif de la loi de commande va nous 

permettre de corriger l'erreur de dispersion sur les 
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paramètres de la fonction de transport du système. Le 

modèle initial du missile étant la transrnittance associée 

aux valeurs moyennes des coefficients aérodynamiques. 

La fig. Cl représente le système en boucle ouverte. 

La fig. C2, la réponse du système en boucle fermée 

avec 10 % de dispersion sur les paramètres du modèle en 

boucle fermée. 

La fig. C3, la commande du système en boucle fermée 

avec 10 % de dispersion sur les paramètres du modèle. 

L'exemple du modèle missile dispersé représente 

une approche constructive pour étudier la mise en pratique 

de la commande adaptative. Dans un tel système, les algo

rithmes sont testés dans les cas extrêmes de fonctionnement. 

Mais les progrès accomplis depuis deux ans dans le domaine 

de la commande permettent d'envisager avec sérénité la 

réussite de cette expérience sur le missile réel. 
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CONCLUSION GENERALE 

La simplicité du régulateur numérique adaptatif 

à multiples modèles de référence et celle des objectifs 

de régulation font que cette méthode est d'un emploi 

immédiat pour les procédés monovariables. Ce régulateur 

est déjà, à l'heure actuelle, l'objet de nombreuses 

applications industrielles. Citons : la régulation des 

processus chimiques (Cf. K. Najim ) , régulation du niveau 

d'eau des G.V. PWR; la Société COREXI l'utilise pour la 

régulation de ses systèmes. 

A la différence des méthodes traditionnelles qui 

n'assurent les performances souhaitées que pour un état 

initial connu et pour une perturbation ou une variation 

de consigne d'un type donné, la commande adaptative à 

multiples modèles de référence permet d'obtenir des 

performances optimums, quelles que soient les conditions 

de fonctionnement du système, et cela grâce : 

- à sa capacité d'adaptation qui rend cette méthode appli

cable à beaucoup de procédés physiques ayant des 

comportements variables dans le temps. D'autre part, en 

intégrant la connaissance a priori de ces sytèmes dans 

les algorithmes d'estimation, les lois d'adaptation 

acquièrent alors une robustesse supérieure, 

- à la qualité de la loi de commande qui confère à cette 

méthode les avantages des correcteurs précédemment 

utilisés sans en avoir les inconvénients. En effet, les 

pôles du système sont placés sans qu'il n'y ait à résoudre 

l'équation de Bezout. Les trajectoires de référence sur 

les sorties et les commandes sont suivies sans 1a limi

tation de l'inverse stable. De plus, un critère quadratique~ 
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généralisé est minimisé sans que l'on soit tenu de 

procéder au choix toujours délicat des coefficients 

de pondération. 

Pour conclure, nous dirons que l'emploi d'une 

seule méthode de synthèse, capable de résoudre des pro

blèmes si différents, comme la régulation de température 

d'un four électrique, l'asservissement de position d'une 

antenne radar ou le pilotage automatique d'un engin volant, 

rend les résultats obtenus encore plus probants. 
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ADAPTIYE GENERALIZED PREDICTIVE CONTROL 

WITH MULTIPLE REFERENCE KODEL 

E. Irving, C.M. Falinower, c. Fonte 

Direction des Etudes et Recherchee, Electricité de France 

1 av. Gl de Gaulle, 92141 Clamart, France 

Abstract : lt is preeented in this paper an adaptive control method which ie 
inepired from three different control algorithme: pole placement, multiple 
reference model simultaneously on inputs and outputs and predictive control. 
This combination hae the advantage of each one without the corresponding 
drawbacks: the equivalence to pole placement is obtàined without the neceeeity 
of solving the Diophantine equation, the multiple reference model is not 
reetricted to stably invertible systeme, the leaet square predictive control ie 
weakly sensitive to weighting factors. This methodology is eaeily extented to 
multivar iable case where decoupling ie solved in the general case of non stably 
invertible systems. Several simulations and real-time experimente are 
presented which illustrate the industrial broad applicability of the method. 

~eywords : adaptive control, predictive control, pole placement, optimal 
control, non-minimum phase plant. 

INTRODUCTION 

Since the early fiftiee, Kalman (1958), there 
has been hope that adaptive control will give 
applicable methode in industry. In spite of a 
huge academie work, relatively few signifi
cant applications are denoted, Aetrom (1981), 
and sorne few so-called •general purpose• 
commercial adaptive regulators have become 
avalaible. From the user's point of view, this 
is a deceiving situation which iB mainly due to 
the following reasons. The basic cheat of 
adaptive control ie the fact that the term 
•adaptive• is understood by everybody as a 
more robuet methodology than standard control 
and, indeed, is often lees robust. The reason 
of this lack of robustness stands primarily 
from unrealistic hypotheeis at the basie of 
both the control design and the estimation 
procedure. The inverse stability asumption 
which is at the basie of reference model or 
minimum variance adaptive control leads to 
spectacular failure when the system becomes 
inverse unstable during a transient (see K. 
Najim (1986), the example of a chemical 
distillation column in the experimental 
resulta). 

The remedies which hae been used as the 
Generalized Minimum Variance control Clarke 
(1979) is, in fact, a non adaptive control 
method, in spite of the presence of an adaptive 
estimation. The fact that the last control 
method is not adaptive can be checked when a 
change of parameters occurs in such a way that 
the closed loop system becomes uns table: the 
Generalized Minimum Variance control method 
has not the possibility of re-establishing 
stability. 

The methodology which gives stability in the 
general case of inverse unstable system is 
pole placement, Wellstead (1979), and !east 
square minimization with infinite horizon, c. 
Samson (1982).The former methodology is not 
robuet to neglected dynamics and the latter ie 
too sensitive to the weighting factors on the 
control which means that it 1s often necessary 
to change these factors in real time, which is 
unconvenient. 

To begin with the problems due to the 
estimation procedure, the first one ie the 
fact that this estimation procedure may eupply 
an eetimated mathematical model which ie not 
stabilizable (unetable pole-zero cancel
lation). Several solutions have been given 
which avoid pole-zero cancellation, De 
Larminat (1984), Lozano and Goodwin (1984). 
Neverthelees, they seem unrealistic or too 
complicated in real-time. Among the different 
solutions which have been found to make work 
the original leaet square procedure in a 
realietic adaptive context, we have made a 
choice which is motivated by ueer's consi
deration. To prevent the adaptation procedure 
from becoming sluggish, it has been used a 
variable forgetting factor with controlled 
trace depending on working conditions. To 
a void long term drift, instead of us ing dead
zone or projection which are unconvenient to 
determine, it hae been preferred leakage which 
allows introduction of a priori information, 
Irving (1985).Thie introduction of a priori 
inf or mat ion is pr ec ious to make ad apt ive 
schemes eurely better than gain scheduling 
adaptation which ie a basic us er' e epee i
fication. The conditional normalization of 
Praly (1984) hae been introduced to prevent 
explosions of eetimates in case of unstable 
closed-loop with neglected dynamics which ie a 
very realistic reliability characteristic of 
the estimation algorithm. 

The main contribution of this paper consiste 
in the resolution of a multiple reference 
model adaptive problem using the basic 
features of the work of D. W. Clarke (1984). 
Inspired by the basic culture of LQG control, 
it hae been underetood that the generalization 
of model reference or minimum variance control 
to unstable inverse systems implies simul
taneoue tracking of both a reference model on 
the controlled output and another reference 
model on the control input. 



To obtain convergence to zero of both tracking 
errore, it ie neceeeary to use as reference 
modele the cloeed-loop transfer functions of 
input and output given by the pole placement 
technique. This impliee that the reference 
modele have a part (the numerators) of their 
coefficiente depending on the estimated model 
of the system to be controlled. On the other 
hand, the remaining part (the denominators) of 
their coefficients are depending only on the 
desired dynamical characteristice. A seriee 
reference model ie included to have a given 
deeired dynamice in the regulation situation. 

It 1e the tracking err or of the eer iee 
reference modele which is minimized by the 
Generalized Predictive Control (GPC). The 
advantagee of thie new way of eolving the 
control problem are the following. Ae this 
method is aeymptotically equivalent to pole 
placement, the influence of the weighting 
factor of the tracking error of the reference 
model on the control input ie very weak in a 
large domain of variation of thie factor. 

Moreover, the basic feature of the GPC which 
is a very short horizon on the control ie much 
more efficiently eatiefied becauee the 
unknown of the minimization is not anymore the 
var iatione of the control input but the 
variatione of the tracking error on the 
control which can be zero with a non zero 
control. The laet char acter ist ic ie very 
ueefull for accentuated non-minimum phaee 
systeme and control problems with continuoue 
var iatione of the command variable ae for 
electric furnacee and aircraft control 
problems. The main benef it ie the fact that a 
horizon of one sampling inter val on the 
control tracking error can already be choeen. 
The computational effort in this laet case is 
coneiderably reduced which allows imple
mentation on micro-processors. 

The methodology has been first extended to 
systems with one input and several outputs 
with simultaneous estimation of the whole 
system. The second extension concerne multi
variable systems with the same number of 
inputs and outputs with the general resolution 
of the decoupling problem. The numerical and 
experimental resulte shows the inter est of the 
methodology with ite different extensions. 

The paper ie organized as follows. It ie 
presented, firet, the case of one input one 
output systems, after, one input multi output 
systeme and finally multi input multi output 
systems. Numerical and experimental resulte 
end the paper. 

..-:> IRPOT lmHO OUTPUT SYS'!EIIS 

The system to be controlled satief ies the 
ueual polynomial equation 

A(q- 1)y(t) • B(q-1 )u(t) + w(t) (1) 

D(q- 1}w(t) • E(q- 1)w' (t) (2) 

nA 
A(q- 1 ) • 1 + L a

1
q-i (3) 

i•1 

"B . 
B(q- 1 ) ·.L biq- 1 (4) 

1•0 

bj• 0, j•O, ... ,r-1 (5) 

1 "o -i 
D(q- ) • 1 + L diq (6) 

i•o 
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u(t) 1e the control input, y(t) the controlled 
output, {w' (t)} ie a white noise disturbance 
input sequence. 

Ua ing the pole placement technique, the 
system (1) is controlled by the following 
linear polynomial controller: 

S(q- 1)u(t) • -R(q- 1 )y{t)+C(q- 1 )yc(t) (8) 

ns 
S(q-1) 

- 1 
-i (9) + L siq 

i•1 

R(q-1) "R -i (10) • L r iq 
i•o 
ne . 

C(q -1) -1 (11) • L c.q 
. 1 1•0 

{Yc(t)} is the command signal sequence which 
can be considered as completely known. 

The closed-1oop equations are: 

-1 
Acl (q )y(t) 

-1 
Acl (q )u(t) 

with: 

• B(q- 1 )C(q- 1)yc(t) 

+S(q- 1 )w(t) 

• A(q- 1 )C(q- 1)yc(t) 

-R(q- 1 )w(t) 

(12) 

(13) 

Acl(q-1) • A(q-1)S(q-1)+B(q-1)R(q-1) (14) 

The new criterium minimized 1e given by the 
weighted swm of squares of filtered equation 
errors of (12) and (13) defined by: 

t+Ny-1 

J(t,Ny,Nu) • E{ .L €8 y;(i+r) 
1•t 

with: 

t+N -1 u 
+ ). L € ;(i) (15) 

i•t su 

Qy(q- 1 )€eyf(i+r) • Py(q- 1)€
8
y(i+r) (16) 

Qu(q-1)€euf(i) • Pu(q-1)€eu(i) (17) 

-1 € (i+r) • Am(q )y(i+r) sy 
-B(q-1 )C(q- 1 )yc(i+r) (18) 

€eu(i) • Am(q-1)u(i) 

-A ( q - 1
) C ( q - 1

) y c ( i) ( 19) 

€ 8 y(t) and €8 u(t) are the errors of the equa
tions (12) and (13), €syf(t) and €suf(t) are 
the corresponding f iltered errors. Ny is the 
horizon on the output behaviour err or, Nu is 
the horizon on the input behav iour err or. 
Am(q-1) ie the polynomial representing the 
deeired dynamice of the closed-loop system. 
p (q-1), Qy(q-1), Pu (q-1) and Ou (q-1) are eta
ble polynomiale choeen to eatiefy robustnees 
specifications due to neglected dynamics, 
compare Gawthrop (1979). Pu(q-1) can have one 
root on the unity circle to eliminate offset. 

It can be easily checked that the criterium 
(15) is adequate for. both tracking and regu
lation prob1ems. 

The main feature of generalized predictive 
control which is a very short horizon Nu (very 
often Nu•l) ie mu ch more eff icient1y eat isf ied 
if instead of t.u(i), i•t, ... ,t+Nu-1, the 
unknowne of the minimization problem are 
€suf ( i), i•t, •.. ,t+Nu-1. 

After solving the minimization problem, 
u(t) is determined using euccessive1y equa
tion (17) which givee €su(t) and (19) giving 
u(t). 



Anothet very usefull improvement btought by 
the criterium (15) is the very weak eene1-
t1v1ty of the cloeed-loop dynamice relatively 
to).. The reaeon of thie emall seneitivity liee 
in the fact that, 1f parameter convergence 1e 
satisfied and the disturbance w(t) is zero, 
the minimum of thie cr !ter ium 1e zero indepen
dantly of ).. Of course, in the presence of 
disturbance and no parameter convergence, the 
latter property 1e not any more satief ied but 
the sensitivity still remains weak. 

From the choice of the var !ables to be 
minimized in the criterium (15), it eeeme 
adequate to def1ne a mathematical model giving 
«syf(t) from Esuf(t). Pollowing M'Saad 
(1986), this model may be called a •perfor
mance ~del•, it is given by the following 
equations: 

A'(q-1)Esyf(t)•B'(q-1)«suf(t) 

(20) 
with: 
A'(q-1) • A(q-1)Pu(q-1)Qy(q-1)D(q-1) (21) 

B'(q-1) • B(q-1)Py(q-1)Qu(q-1)D(q-1) (22) 

E'(q-1) • ~(q-1)Py(q-1)Pu(q-1)E(q-1) (23) 

Pollowing Clarke (1984), the criterium 
(15) is minimized relatively to Esuf(i) 
i•t, ..• ,t+Nu-1 by using a predictor form 
of model (20) which gives Esrf(i+r) from 
Esyf(t), Esyf(t-l), •.• ;Esuf( ), 
Esuf(i-1), ... , for i•t, ... ,t+Ny-1· 

This predictor is deduced from the follo
wing equivalent form of the model (20): 

€ f(t+k) -sy 
-1 -1 

Fk(q )Eeyff(t)+Gk(q )Esuf(t+k-r) 

+Hk(q- 1 )Esuff(t-l)+Jk(q- 1)w'(t+k) (24) 
with: 

-1 
E'(q )Esyff(t) • Esyf(t) (25) 

-1 
E'(q )Eeuff(t) • Esuf(t) (26) 

-1 degree{Gk(q )} • k-r (27) 

-1 degree{Jk(q )} • k-1 (28) 

degree{Fk(q- 1)} • degree{A'(q- 1)}- 1 (29) 

k ! r (30) 

The latter structure of relation with the 
degree condition (28) is determined in auch a 
way that only w'(t+l), w'(t+2), ••• , w'(t+k) 
are considered which ie an optimality 
condition of the predictor of E~yf (t+k) we 
will define. The structure is arso chosen with 
the degree condition (27) to have the unknowns 
Eeuf(t), Esuf(t+l), ••• , Esuf(t+k-r) of the 
minimization of the criterium (15) in an 
affine linear form relatively to Esyf (t+k). 
The fact that (20) and (24) are equivalent 
forme of the eame system stems from the 
following condition: with the same sequence of 
inputs, the both forme (20) and (24) must give 
the same sequence of outputs. 
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Equivalence of input-output behaviour implies 
tranemittance equivalence which gives: 

(31) 

for the tranefer w'(t) to Eeyf(t), and: 

B', (q-1) E' (q-1)Gk(q-1)+qr-k-1Hk(q-1) 

for the transfer Esuf(t) to Esyf(t) 
with: 

From (31) we deduce: 

(32) 

(33) 

A' (q-1)Jk(q-1)+q-Jt,k(q-1) • E' (q-1) (34) 

Equation (34) is a Diophantine equation which 
solution in polynomiale Fk(q- 1) and Jk(q-1) 
is obtained explicitly which indicated the 
corresponding linear system of equations is 
very well conditioned contrary to the general 
case of Diophantine equations. The reason of 
this good conditioning stems from the fact 
that the roots of the given polynomial A' (q- 1) 
are far from the roote of the ether given 
polynomial q-k. If the design polynomiale 
AmCq- 1), Pu(Q- 1), Ou(Q- 1), Py(q- 1), Ou(q- 1) 
are choeen in such a way tnat: 

degree{E'(q- 1)} 5 degree{A'(q- 1 )} (35) 

then, (28) and (29) are satisfied. From (31}, 
it ie aleo deduced: 

E ' ( q- 1 ) -q-ky k ( q- 1 ) • A' ( q- 1 )J k ( q- 1 ) ( 3 6 ) 

which ueed in (32) gives: 

B'' (q-1)Jk(q-1)•E' (q -1)Gk(q-1) 

+ qr-k-lHk(q-1) (37) 

This equation can be solved exactly in the 
same way as equation (34} in the polyno
miale Gk(q-1) and'Hk(q-1) and it can be 
checked that (27} is satisfied. 
The optimal prediction Esyf(t+k) of 
Esyf(t+k} is thus given by: 

-1 
Esyf(t+k) • Gk(q )Esuf(t+k-r}+pk(t) (38) 

Pk(t) is a variable independant of the 
unknowns Esuf(t), Esuf(t+l), ... of the 
minimization problem of the criterium (15) 
given by: 

-1 -1 
pk(t) • Pk(q )Eeyff(t)+Hk(q )Esuff(t-l) 

(39) 
Now, it can be shown that the criterium ( 15) is 
equivalent to the following form: 

t+N -1 y. 
I: Esy; (i+t) 

i•t 
t+N -1 

u 
+).I:E f2(i) 

i•t su 
(40) 



Define: 

Y'Ny,Ny(t)•(E8 yf(t+r), ..• ,E 8 yf(t+r+Ny-l)JT 
(41) 

u'N {t)•[Esuf(t), ••• ,E8uf(t+Nu-l)]T (42) 
u 

(43) 

~.1 • 

9r,o 0 0 

9r+1, 1 gr+1,o 0 

gr+l.:.1,1-1 gr+l.:.1,1-2 gr+l.:.1,o 

(44) 
From (38), we deduce: 

Y'N N (t)•~ N u'N (t)+ON (t) (45) 
y' y y' y y y 

Define an approximation Y'Ny,Nu(t) of 
Y'Ny,Ny(t) by: 

Y'N N (t)•~ N u'N (t)+ON (t) (46) 
y' u y' u u y 

the criterium (40) can take the form: 

J(t,Ny Nu)•y'N ~ (t)y'N N {t) 
y' u y' u 

+ ~ u'NT(t)u'N (t) (47) 
u u 

J(t,Ny,Nu) is minimized relatively to 
u'Nu(t) by annul1ng 1ts gradient wh1ch can 
be wr1tten: 

O{J(t,Ny,Nu)}/ô{u'N (t)} • 
u 

2 [ Oy'N N (t)/Ou'N (t) ]Ty, (t) 
y' u u Ny,Nu 

w1th: 

+ 2 ~ u'N (t) 
u 

0 

Oy'N N (t)/Ou'N (t) • ~y,Nu 
y' u u 

(48) 

(49) 

the gradient of J(t,Ny,Nu) is annuled by 
the following choice: 

(50) 

From (50), 1t can be seen that the case Nu•l, 
which works very often in practice, involves a 
small com.putational effort wh1ch is very 1nte
resting for micro-processor implementation. 
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ONE INPUT IIULTI OUTPUT SYSTEMS 

Jt is often interesting to use additional 
measurements to improve etability and robuet
ness of a control loop. ln this case, the 
mathematical model of the controlled system 
can be written in the following form: 

A(q- 1
) z(t) • u(t) 

yi(t) • Bi(q-1) z(t) 

(51) 

i•l, ... ,m (52) 

y 1 (t) is the controlled vaxiable and 
z(t) is called the •partial state• because 
its stabilization implies stabilization of 
all variables of the closed-loop. 

The most general polynomial controller is 
given by: 

m 
-.r Ri(q-1) yi(t) 

1•1 

+ C(q-1) Yc(t) (53) 

The closed-loop equation of z(t) is given 
by: 

with: 
m 

Acl(q-1) • S(q-1)A(q-1)+ t Ri(q-1)Bi(q-1) 
i•1 (55) 

The closed-loop equations of u(t) and 
Yi(t), i•l, ... ,m are obtained by ueing 
(51) and (52): 

Acl(q- 1) u(t) • A(q- 1 ) C(q- 1)yc(t) (56) 

Acl(q-1) yi(t) • Bi(q-1) C(q-1) Yc(t) 

i•l, ... ,m (57) 

As previously, the criterium minimized for 
this kind of system is defined by: 

E{ 

t+N -1 y 
t 

i•t 

t+Nu-1 

+ t 'su;(i) 
i•t 

(58) 

with: 

Pyj(q-1) 'syfj(i+r) • Qyj(q-1) Esyj(i+r) 

j•l, ... ,m (59) 

-1 -1 
Pu(q ) Esuf(i) • Qu(q ) 'su(i) (&O) 

Esyj(i+r) • Am(q- 1) yj(i+r) 

-Bj(q- 1) C(q- 1 j Yc(i+r) 

j•l, ..• ,m (61) 

e
8

u(1) • Am(q- 1
) u(i) 

(62) 



J(t,Ny,Nu) ill nowminimized in a eimilar way as 
in the mono input mono output case. 

I«JLT 1 INPUT MULT 1 OOTPO'l' SYSTEMS 

The methodology can be extended tom-input rn
output systeme repreeented by the following 
linear matricial polynomial model: 

(63) 

where A(q-1) and B(q-1) are mxm polynomial 
matricee. The multivariable pole placement 
ie realized by the polynomial controller: 

S(q- 1 ) u(t) • -R(q- 1 ) y(t)+C(q- 1 ) Yc(t) 

(64) 

To obtain the cloeed-loop equations, intro
duce the partial atate z(t) defined by: 

with: 

Ad(q- 1 ) z(t) • u(t) 

y(t) • Bd(q- 1 ) Z(t) 

(65) 

(66) 

(67) 

The closed-loop equation of z(t) ie obtai
ned by using (65) and (66) in (64): 

(68) 

with: 

By pole placement, if ~(q-1) and Bd(q-1) 
are relatively right prime, it ie possible 
to find R(q-1) and S(q-1) auch that: 

(70) 

where Am<q-1) ie a desired polynomial 
defining the cloeed-loop modal dynamice. 

If AmCq-1) ie choeen diagonal with equal 
elements, the closed-loop transfer Yc(t) 
to y(t) can be decoupled by the following 
choice of C(q-1): 

C(q- 1 ) • Adj{Bd(q- 1 )} C'(q- 1 ) (71) 

with: 

The closed-loop equation becomes: 

Am(q- 1 ) y(t)•q-rDet{B'(q- 1)}C'(q- 1)yc(t) 

(73) 

as: 
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with: 

( 7 5) 

To determine the behaviour error E 8 y(t) of 
the cloeed-loop, from (73) it can be seen 
that it is only neceeeary to utilize esti
mates of A(q-1) and B(q-1) without the 
need of determining Ao<q- 1 ) and Bd(Q- 1 ) 
from A(q-1) and B(q-1). 
This property is also true for the closed
loop equation of u(t) after the following 
algebraic manipulation. 
From (63) we obtain: 

u(t) • qr[B'(q-1)]-1A(q- 1)y(t) (76) 

• qr[Det{B'(q- 1)}]- 1Adj{B'(q- 1 )}A(q- 1 )y(t) 

(77) 

Using ( 73): 

Am(q- 1 )u(t)•Adj{B' (q- 1 )}A(q- 1 )C' (q- 1 )yc(t) 

which gives the behaviour error E 8 u(t) 
on the control defined by: 

E (t) • A (q- 1 )u(t) 
BU m 

(78) 

(79) 

The new criterium minimized in the multi
variable case takes the form: 

t+N -1 

J(t,Ny,Nu) • E{ ty E T(i+r)~ E (i+r) 
i•t sy y sy 

(80) 

with ~y and ~u diagonal positive matr1ces 
Of course, the filtration of the behaviour 
errors is still possible as previously, 
this operation has been only deleted for 
the clarity of the development. _ 

HOMERICAL AND EXPERIMENTAL RESOLTS 

It is presented on Fig. 1 adaptive controlled 
and control variables for a chemical distil~ 
lation column, see Najim (1986). In the 
traneient, the system becomes inverse uns
table. The eampling time is 10 secondes, Ny•6, 
Nu•l. The resulte allows automatic etarting of 
the column and remains excellent when the 
column is changed. The influence of the 
weighting factor~ is ineensitive from 10- 7 to 
lo- 1 • 

On Fig. 2, it ie presented resulte 
concerning the level control of a PWR steam 
generator. Adaptive control with two measu
rements gives excellent resulte when the PID 
is unsatisfactory. 

On Fig.3, multivariable adaptive control (3 
inputs, 3 outputs) of an electric tunnel 
furnace is presented. Jt can be se en that 
dynamical decoupling is realized while the 
system to control is inverse unstable. 
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Fig. 1 control and controlled variables for a chemical 
distillation column 

Pig. 2 Control and controlled 
variables for a press ur ized water 
reactor steam generator level 
adaptive control. 
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